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WYKAZ STOSOWANYCH OZNACZEN

Ponizej podano te oznaczenia, ktére sg wspélne dla calej pracy.

OxlIxax3 prostokatny, kartezjaiski uktad wspdtrzednych parametryzujacy przestrzen
fizyczna”,

Oxjx2 prostokatny, kartezjanski uktad wspdtrzednych na ptaszczyznie Srodkowej pty-
ty, Xs =o,

z wspétrzedna %,

t wspotrzedna czasowa,

ij,..., &, p,... wskazniki tensorowe przyjmujace wartosci 1, 2, 3 i odpowiednio 1, 2 zwigzane
z prostokatnym kartezjanskim uktadem wspotrzednych,

A,B  ab,.. indeksy gorne przebiegajace odpowiednio ciggl1,2,...N, 1,2,... n,

Q obszar zajmowany przez nieodksztatcongptyte w konfiguracji wyjsciowej,

n obszar bedacy ptaszczyzng Srodkowa plyty,

X,y punkty ptaszczyzny Srodkowej 17, x = (xj,x2),y - (yi,y2),

z=13%x) réwnanie powierzchni ograniczajacych ptyte, dla ktorej 28(x) jest gruboscig

w punkcie x e 1J.

d stata grubos¢ piyty,

A komorka periodycznosci,

lu l2 wymiary komorki periodyczno$ci i réwnocze$nie okresy zmian parametrow
ptyty,

/ parametr mezostruktury, tj. $rednica komdrki periodycznosci na plaszczyznie

n réwna "Z2+/2,

(*) operator usredniajacy,

u,(x,z,t) sktadowe wektora przemieszczenia w kierunku osi X,,

w(xt) ugiecie ptaszczyzny Srodkowej ptyty (w kierunku osi xj),

& (x,t) niezalezne obroty ptaszczyzny srodkowej ptyty (w ptaszczyznie réwnolegtej do

XoPX3,



Ajju

P+P

SVJT)

Mechanika periodycznych ptyt sredniej grubosci

usrednione ugiecia i obroty,
sktadowe tensora odksztatcenia,
sktadowe tensora naprezenia,

skfadowe tensora modutdéw sprezystosci materiatu piyty,

wstepne napiecie w ptaszczyznie srodkowej ptyty,

obcigzenia w Kierunku osi xs odpowiednio dla gornej i dolnej powierzchni
ograniczajacej ptyte,

stata sita masowa,

gestos¢ masy materiatu pyty,

wspodtczynnik Scinania.

wielko$¢ rzedu e, e>o, funkcja ciagta argumentu e, taka, ze limo (c)=0 oraz
e->0

lim 70,
e"O £
czestos¢ drgan swobodnych,

funkcja wolnozmienna w odniesieniu do komorki A i systemu tolerancji T.

Pozostate oznaczenia (oraz ewentualne zmiany) zdefiniowano w tekscie.

LIST OF SYMBOLS

Below are given this denotation, which are common for all work.

Oxixaxs

Oxixz

[, 12

()
Ui(x,z,t)
w(x,t)

& (x,t)
W', N
e

o]

the orthogonal Cartesian coordinate system in the physical space E3,
the orthogonal Cartesian coordinate system in the plate midplane, xs = 0,
coordinate X,

time coordinate,

. tensor subscripts run over 1, 2, 3 and 1, 2, respectively, related to the orthogo-

nal Cartesian coordinate system,

superscripts run over the sequence 1,2,...N, 1,2,... n, respectively,

the region occupied by the un-deformed plate in its reference state,

the region of the plate mid-plane,

the points of the plate mid-plane 17, x = (xi,x2),y - (yi.yi),

functions representing upper and lower plate boundary, 2$x) is the plate thick-
ness at pointx e 17.

constant plate thickness,

the periodicity cell,

the dimensions of periodicity cell and periods of the plate in-homogeneity,

mezostructure parameter, i. e. the diagonal of periodicity cell in the midplane
/7equa| td2-r2

averaging operator,

components of displacement vector along  -axis,
deflection of the plate midplane (along xs -axis),

independent rotations of the plate midplane (in plane parallel to xao x3),
averaging deflection and rotations,
components of strain tensor,

components of stress tensor,
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Aijki components of the elastic modulae tensor,

nafj the prestressing tensor of the plate midplane,

p+p surface tractions along xs -axis respectively forupper andlower platebound-
ary,

b constant body force,

p mass density scalar field,

K shear coefficient,

o (E) term of an order e, e>, continuous function ofargument e, such that

limo (S5=0 and lim~».~o ,
e-k) e-k) £

0) free vibration frequency,
SVJT) slowly varying function with respect to the periodicity cell A and tolerance
system T.

Other denotations (and possible alterations) are defined in text.

1. WSTEP

1.1. Tematyka pracy

Praca dotyczy liniowo-sprezystych, Sredniej grubosci ptyt o strukturze periodycznej w plasz-
czyznach réwnolegtych do swej ptaszczyzny Srodkowej. Plyty takie, zwane dalej ptytami pe-
riodycznymi, mozna umownie podzieli¢ na wiele powtarzalnych segmentéw, tzw. komorek
periodycznosci, majacych te same wymiary, ksztatt i identyczng strukture materiatowa. Plytg
periodyczng jest zarowno plyta o statej grubosci periodycznie wzmocniona inkluzjami z in-
nych materiatéw, jak réwniez jednorodna materiatowo ptyta o periodycznie zmiennej grubo-
§ci, np. gesto uzebrowana lub perforowana. Wymiary komorki periodycznosci, oprocz wy-
miaréw gabarytowych w ptaszczyZznie Srodkowej, dodatkowo charakteryzujg tego typu ptyty.
Geometria i wihasnosci phyt periodycznych mogg by¢é opisane periodycznymi funkcjami
wspotrzednych parametryzujacych ptaszczyzne srodkowa ptyty. W przypadku gdy funkcje te
sg periodyczne wzgledem obu wspdtrzednych, méwimy, ze plyta posiada dwukierunkowg
strukture periodyczng lub ze jest ptytg biperiodyczna, rys. 1.1. Jezeli wiasnosci ptyty sa funk-
cjami okresowymi tylko jednej z tych wsp6trzednych, mamy do czynienia z ptyta o jednokie-

runkowej strukturze periodycznej lub inaczej z ptytg uniperiodyczng. W kierunku prostopad-

Rys. 1.1. Phyta biperiodyczng
Fig. 1.1. Biperiodic plate

Rys. 1.2. Ptyta uniperiodyczng
Fig. 1.2. Uniperiodic plate

tym do kierunku periodycznosci zmienno$¢é parametrow ptyty uniperiodycznej moze by¢ do-
wolna, jednak najczeSciej w praktyce mamy do czynienia z parametrami statymi. Fragment

takiej ptyty, znanej w budownictwie jako ptyta stalowo-betonowa, przedstawia rys.: .. .
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W analizie zagadnien dynamiki i stateczno$ci w tej rozprawie zostang wykorzystane do-
brze znane zatozenia teorii ptyt o Sredniej grubosci. Zatozenia te, w przypadku phyt perio-
dycznych, prowadza do uktadu réwnan rdzniczkowych czastkowych o silnie oscylujacych
i nierzadko nieciggtych wspditczynnikach funkcyjnych. Rozwigzanie wiec wielu problemoéw
inzynierskich napotyka na znaczne trudnosci matematyczne. Dlatego tez w mechanice ciat
periodycznych proponowane sg r6zne metody prowadzace do przyblizonych 2D-modeli ptyt
periodycznie niejednorodnych opisujacych ich wiasnosci sprezyste i inercyjne w sposéb
usredniony. Te usrednione wilasnosci bedziemy nazywaé makromechanicznymi (w sensie
mechaniki kompozytéw, por. R. M. Jones (1975)). W tej pracy zastosowano technike toleran-
cyjnego usredniania, ktorg dla sprezystych kompozytow periodycznych wprowadzit
Cz. Wozniak (1999)i, (2000), a podstawy teoretyczne sformutowano w monografii
Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2000). Zostanie ona omdwiona w podrozdziale 2.2. Tech-
nika ta prowadzi do réwnar, ktére moga by¢ wykorzystane w praktyce inzynierskiej, a takze,
w odréznieniu od innych metod, pozwala uwzglednié¢ wptyw wielkosci powtarzalnego seg-
mentu (okresu powtarzalno$ci) ptyty na jej makromechaniczne wiasnosci. Wpltyw ten be-
dziemy dalej nazywac, zgodnie z terminologig Cz. WozZniaka i E. Wierzbickiego (2000), efek-
tem skali. W rozwazaniach uwzgledniono zaréwno ptyty periodyczne o okresie powtarzalno-
$ci duzo wiekszym od grubosci ptyty, jak rowniez ptyty, dla ktdrych okres ten jest rzedu ich
grubosci.

Praca zawiera wyprowadzone technikg tolerancyjnego usredniania 2D-modele Sredniej
grubosci liniowo-sprezystych ptyt periodycznych, przykiady ich zastosowania w zagadnie-
niach dynamiki i stateczno$ci oraz poréwnanie poszczegélnych modeli. Problematyka ta byta
po raz pierwszy rozwazana w pracach autora wyszczegdlnionych w , Literaturze problemu”

na koricu rozprawy.

1.2. Modelowanie ptyt Sredniej grubosci. Przeglad literatury problemu

Znana teoria liniowa ptyt cienkich Naviera-Kirchhoffa ma ograniczony zakres stosowalnosci
w praktyce inzynierskiej. Ograniczenia te dotyczg proporcji grubosci ptyty do jej rozpietosci,
jak réwniez maksymalnych ugie¢ w stosunku do grubosci ptyty. Takze pominigcie wptywu sit
poprzecznych na ugiecia prowadzi do wartosci przemieszczen i naprezen, czesto obarczonych
duzym btedem w poréwnaniu do wartosci obliczonych na podstawie tréjwymiarowych roz-
wigzan liniowej teorii sprezystosci. Dotyczy to np. ptyt $redniej grubosci, ptyt z otworami,

ptyt niejednorodnych, a w szczegdélnosci ptyt warstwowych, por. np. Sokotowski (1959).

Wstep 13

Spowodowato to, ze rownolegle z rozwojem teorii Kirchhoffa poszukiwano takze rozwigzan
tréjwymiarowych poszczeg6lnych zagadnien. Powstawaty stad uscislone teorie ptyt zwane tez
teoriami plyt o Sredniej grubosci. W teoriach tych opisywano przestrzenne zagadnienia me-
chaniki za pomocg réwnan zaleznych od dwoch wspdtrzednych parametryzujacych po-
wierzchnie $rodkowsg plyty, a wszystkie niewiadome wielkosci miaty znany lub wyznaczany
rozktad na grubosci ptyty.

Przy opracowaniu tego podrozdziatu uwzglednitem dane zamieszczone w monografii
Mechanika Sprezystych Ptyt i Powtok, tom VIII, (2001), pod redakcjg Cz. Wozniaka.

Najogolniej, uzywajac terminologii stosowanej w pracy G. Jemielity (1991), teorie piyt
mozna formutowaé w dwojaki sposéb:

1) bezposrednio, traktujac ptyte a priori jako powierzchnie dwuwymiarowa zdolng do
przenoszenia zginania, co prowadzi do modelu Cosseratow opisanego m.in. w pracach
A.E. Greena i P.M. Naghdiego (1967), (1971) oraz P.M. Naghdiego (1972);

2 ) posrednio, poprzez sprowadzenie zagadnienia przestrzennego do pewnego zastepczego
problemu ptaskiego korzystajac z liniowej badZ nieliniowej teorii sprezystosci symetrycznej
lub niesymetryczne;j.

Teorie formutowane posrednio mozna z kolei podzieli¢ na dwie podstawowe grupy:

1) teorie asymptotyczne, ktérych konstruowanie polega na sprowadzeniu pierwotnego za-
gadnienia tréjwymiarowego do ciggu zastepczych zagadnierh dwuwymiarowych. Zwiekszajac
lub zmniejszajac liczbe wyrazéw tego ciggu mozna uzyska¢ bardziej lub mniej dokladne
przyblizenie rozwigzania zagadnienia trjwymiarowego zastepczym zagadnieniem dwuwy-
miarowym. Obszerne omdwienie metod asymptotycznych teorii ptyt (zwanych tez teoriami
ptyt grubych) zawierajgnp. prace A.L. Gol’denvajzera (1992) i S.M. Bauera (1993). Wybrane
teorie asymptotyczne mozna znalezé w monografiach A.l. Lurego (1955), V.V. Vlasova
(1975), L.H. Donnella (1976), A. S. Kosmodamianskiego i V.A. Shaldyrvana (1978),
B.L. Pelekha i V.A. Laz’kova (1982). Zagadnien dynamicznych dotycza m.in. prace
R.D. Mindlina (1955), C. Eringena (1955), R.C. Koellera (1973) (przy rozwinieciu w szeregi
ptegowe), R.D. Mindlina i M.A. Medicka (1959), K. Kelkela (1984) (przy zastosowaniu sze-
regébw wielomianéw Legendre’a), N.Z. Yakusheva i N.V. Ulanovej (1979) (metoda nieskon-
czonych operatoréw rézniczkowych), J.D. Achenbacha (1969), M.W. Johnsona i O.E. Widery
(1971) (metoda Birkhoffa);

») teorie techniczne, w ktérych sprowadzenie zagadnienia tréjwymiarowego do dwuwy-

miarowego polega na przyjeciu a priori pewnych zatozeh upraszczajacych dotyczacych do-
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puszczalnych p6l przemieszczen badz naprezen lub obu tych p6l jednocze$nie. W grupie teo-
rii technicznych znajdujg sie teorie ptyt cienkich oraz teorie ptyt o Sredniej grubosci (teorie
uscislone).

Teorie techniczne mozna podzieli¢ wg stosowanych hipotez: statycznych, kinematycz-
nych badZz mieszanych; metod wyprowadzania rownan: bezposrednio lub wariacyjnie; rzedu
otrzymywanych rownan oraz kryteriow dokfadnosci. W odrdznieniu od jednoparametrowej
teorii Kirchhoffa sg to teorie wieloparametrowe (najczesciej trojparametrowe), przy czym
przez pojecie parametru rozumiemy przemieszczenia uogolnione okreslone na ptaszczyznie
Srodkowej ptyty. Doktadniejsze omdwienie mozna znalez¢ w pracy G. Jemielity (1991).

Historycznie, pierwszg uscislong teorie ptyt stworzyt M. Levy (1877) przyjmujac zatoze-
nia kinematyczne i stosujgc metode bezposrednia. Wynikajacy z przyjetych zatozen stan na-
prezenia zwany jest uogdlnionym ptaskim stanem naprezenia w stanie zgieciowym, ktory
postuzyt A.E.H. Love’'mu (1927) do budowy teorii ptyt $redniej grubosci. Najistotniejsze
w rozwoju teorii ptyt o $redniej grubosci sg prace E. Reissnera (1944), (1945), (1947), w kto-
rych zakladajac a priori rozktad naprezen na grubosci ptyty (naprezen $cinajacych - parabo-
liczny), stosujac podejscie wariacyjne, wyprowadza on uktad réwnan rézniczkowych, podaje
warunki brzegowe i zwigzki fizyczne swej teorii oraz przyktady ilustrujace. H. Hencky (1947)
oraz L. Bolle (1947)i, (1947)2przyjmuja liniowy rozktad przemieszczen i zatozenie plaskiego
stanu naprezenia jednak przy réznych podejsciach: odpowiednio wariacyjnym i bezposred-
nim. Przyjete hipotezy kinematyczne prowadzg (w obu teoriach) do statego rozktadu naprezen
stycznych na grubosci ptyty. Fakt nieréwnomiernego ich rozkfadu jest uwzgledniany poprzez
wspotczynnik poprawkowy zwany wspotczynnikiem poprzecznego $cinania. Warto$¢ tego
wspdtczynnika zalezy od jego zdefiniowania i jest ré6zna u obydwu autoréw. Podobiefistwo
i spojnosé tych dwoch teorii powoduje, ze wspdtczeSnie operujemy pojeciem teorii Henc-
ky’ego - Bolle’a (teorii H-B ).

Teoria Reissnera oraz teoria Hencky’ego - Bolle’a bylty modyfikowane i uogolniane;
przedstawiono ich r6zne zastosowania. Wielu z tych uogoélnien dokonat w swoich pracach
takze E. Reissner, np.: (1976) - dotyczacej teorii ptyt anizotropowych, (1979) - ptyt war-
stwowych, (1981) - ptyt niejednorodnych poprzecznie izotropowych. Uogélnienia teorii Re-
issnera na ptyty ortotropowe o statej grubosci dokonali K. Girkmann i R. Beer (1958) oraz
niezaleznie J. Mossakowski (1959), natomiast F. Essenburg i P.M. Naghdi (1958) dokonali
uogolnienia na ptyty o zmiennej grubosci. Symetrycznie niejednorodne ptyty Reissnera

rozpatrzyt Y. Stavsky (1965), natomiast podtuznie niejednorodne, o zmiennej grubosci -
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A. Gawecki (1972). Uogdlnienia na zagadnienia statecznosci dokonat D. Frederick (1963).
Na bazie teorii Reissnera, T.S. Vashakmadze (1983), (1984) sformutowat nieliniowg teorie
ptyt anizotropowych i teorie liniowa ptyt izotropowych, a G. Jemielita (1975) techniczng teo-
rie ptyt sredniej grubosci.

Réwnolegle z rozwojem teorii Reissnera uogélniana byta teoria H - B, czyli Hencky’ego-
- Bolle’a. Teorie te uogélnit na zagadnienia dynamiczne Ya.S. Uflyand (1948) przy przyjeciu
statego wspdtczynnika poprzecznego $cinania. Bazujgc na zatozeniach H -B , stosujgc podej-
Scie bezposrednie (i podajac wariacyjne sformutowanie teorii), R.D. Mindlin (1951) wypro-
wadzit rownanie rdzniczkowe ruchu ptyty identyczne z réwnaniami uzyskanymi przez Ufly-
anda. Nowoscig tej pracy byto podanie kryterium wyznaczania wspotczynnika poprzecznego
§cinania i uzaleznienie go od wspoétczynnika Poissona materiatu ptyty. W niej takze po raz
pierwszy analizowano wptyw sit poprzecznych i bezwladnosci obrotowej na predkosé roz-
chodzenia sie fal w ptycie. Z. Kaczkowski (1960) badat ten wpltyw na czesto$¢ drgan wia-
snych anizotropowej ptyty przegubowo podpartej, natomiast P.A. Laura (1968) - na drgania
ptyt wzmocnionych zebrami. Liniowych zagadnien drgari ptyt prostokatnych dotyczg m.in.
prace R.D. Mindlina i in. (1956), M.V. Dubinkina (1958), J.S. Tomara (1963), H. Reissmanna
i Y.-C. Lee (1968), H.M. Nelsona (1978), D.J. Dawe’a (1978). Wptyw sit podtuznych na cze-
stos¢ drgan wiasnych oraz wyboczenie analizowali m.in. G. Hermann i A.E. Armenaskas
(1960), (1962), EJ. Brunelle (1971), EJ. Brunelle i S.R. Robertson (1974), V.L. Berdichev-
skij (1973), H. Irschik (1985). Obszerng i szczeg6towg bibliografie zagadnien drgan piyt
(a takze powtok) $redniej grubosci zawiera praca przegladowa E.I. Grigolyuka i 1.T. Selezova
(1973). Wczesniej I.T. Selezov (1959) dokonat tez uogdlnienia teorii Uflyanda na nieliniowe
zagadnienia dynamiczne. Zatozenia kinematyczne Hencky’ego - Bolle’a stanowia podstawe
teorii ptyt anizotropowych i piezoelektrycznych R.D. Mindlina (1951)2 ('1952) i niejednorod-
nych ptyt anizotropowych J.M. Whitneya i NJ. Pagno (1970). Nieliniowe zagadnienia ptyt
ortotropowych rozpatrywat SJ. Medwadowski (1958), anizotropowych Y. M. Sathyamoorthy
iC.Y. Chia (1980). Takze E. Reissner (1980), (1983) analizowat skrecanie ptyt ortotropo-
wych przy wykorzystaniu zatozen H -B . Zatozenia te stosowali do ptyt o0 zmiennej, niesyme-
trycznej grubosci, poprzecznie niejednorodnych i warstwowych, S.T. Gulati i O. Ozaltin
(1973), P.C.Yang, C.H.Norris i Y.Stavsky (1966), Pei Chi Chou i J.Carleone (1973), C.Berar
(1984) i E. Reissner (1986)i , (1986)2. Problem brzegowo - poczatkowy sformutowany
w momentach i sitach poprzecznych zawiera praca R.Wojnara (1979), gdzie podano tez

twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwigzania.
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Oprdcz teorii ptyt Sredniej grubosci, bazujacych na zatozeniach Reissnera bgdz Henc-
ky’ego —Bolle’a, tworzono takze teorie inne. Sposrdd nich nalezy wymieni¢ teorie A. Krom-
ma (1953), B.F. Vlasowa (1957), S.A.Ambarcumyana (1957), (1960), Kh.M. Mushtariego
(1959), J.N. Reddy’ego (1990)]. Uogolnieniem zatozen Vlasowa jest teoria Z. Kaczkowskie-
go (1968), ktorg A, Kociotek (1972) zastosowat do badania drgan i wyboczenia ptyt po-
przecznie izotropowych, podobnie jak A.Sh. Petoyan (1966) w odniesieniu do teorii Mushta-
riego. Wspotczesny rozwoj teorii ptyt Sredniej grubosci przedstawit w swojej pracy T. Lewin-
ski (1986), a takze J.N. Reddy (1990)2 »

Przedstawiony powyzej przeglad bibliograficzny nalezy traktowac jako skrécong historie
powstawania teorii ptyt o Sredniej grubosci ze szczegélnym zwréceniem uwagi na prace wy-
tyczajace badZ inspirujace nowe kierunki badad. Wymieniono réwniez, z uwagi na temat tej
rozprawy, publikacje dotyczace zagadnieri dynamiki i stateczno$ci. Przypomnienie pewnych
faktow historycznych byto tez konieczne, poniewaz w odrdznieniu od dobrze usystematyzo-
wanej i uporzadkowanej teorii liniowej ptyt cienkich, w zbiorze teorii ptyt o Sredniej grubosci
panuje duza dowolno$¢ nazewnictwa i interpretacji. Na przyktad, nawet statyczne teorie wy-
wodzace sie z teorii Hencky’ego - Bolle’a wielu autoréw nazywa teoriami Mindlina, a two-
rzone teorie i podejscia nazywa sie ,,nowymi”, mimo ze majg znacznie wczesniejszy rodo-
wod. Szczego6ty oraz prébe uporzagdkowania problematyki teorii ptyt Sredniej grubosci zawie-
ra, wspomnianajuz, monografia Mechanika Sprezystych Ptyt i Powtok, tom VII (2001), gdzie
podano rowniez metody konstruowania teorii, ich doktadny opis oraz zamieszczono obszerng

bibliografie. Z tej monografii tez zaczerpnieto dane wykorzystane w tym podrozdziale.

1.3. Modelowanie ptyt periodycznych

Dalsze rozwazania stanowi¢ bedzie przeglad metod modelowania ptyt o strukturze periodycz-
nej. Modelowaniem ptyt periodycznych nazwiemy w tej rozprawie procedury pozwalajgce
dokonac przejscia od rownan rézniczkowych piyt sprezystych o silnie oscylujacych i nierzad-
ko nieciagtych wspotczynnikach, do réwnan o wspoétczynnikach usrednionych, statych lub
wolnozmiennych. Przeglad metod modelowania, poza uzasadnionymi wyjatkami, nie
uwzglednia publikacji dotyczacych ptyt periodycznie warstwowych (laminatéw), traktowa-
nych jako odrebna klasa ptyt o strukturze periodycznej. Wyrdznione beda opracowania doty-
czace periodycznych ptyt Sredniej grubosci. Gtdwny nacisk bedzie potozony na omdwienie
metod modelowania opisujacych wptyw wielko$ci powtarzalnej komoérki na usrednione wia-

snosci mechaniczne ptyty, czyli efekt skali.
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Sposoby modelowania ptyt periodycznych zalezg od tego, czym spowodowana jest ich
periodycznosé. Dla ptyt z otworami (perforowanych), w ktérych wymiary otworéw sg duzo
wieksze niz szeroko$¢ pasma, miedzy nimi korzystano z metod mechaniki budowli. Plyte
sprowadzano do schematu obliczeniowego ptaskiego rusztu o weztach przegubowo lub
sztywno potaczonych. Tego typu podejécie stosowali m.in. H. Frackiewicz (1970), W. Gut-
kowski (1964) (1965), S. Makosz (1985), W. Nowacki (1954) (1960). S.G. Nomachi (1966).
Dla ptyt perforowanych, w ktérych wymiary otworéw byty rzedu szerokosci pasm miedzy
nimi, stosowano metody teorii ptyt, zastepujac strukture siatkowa ptyty, ztozong z bardzo
wielu powtarzalnych elementéw, pewnym modelem cigglym. Dokonywano tego poprzez
usrednienie w obrebie powtarzalnego elementu funkcji opisujacych wiasnosci ptyty. Od przy-
jetych zatozen odnosnie do przemieszczen i uogolnionych obrotow zalezat rodzaj otrzymane-
go modelu ptyty. Na przykiad, Z. Kaczkowski (1956) i S. Woinowski - Krieger (1957) uzy-
skali model ptyty anizotropowej, A. Gomulinski i M. Witkowski (1972) - $redniej grubosci
phyty izotropowej, Cz. Wozniak (1970), a takze T. Lewinski (1984) - ptyty Cosseratow.

Ptyty periodycznie zbrojone inkluzjami z innych materiatow lub tez periodycznie uze-
browane modelowano metodami prowadzacymi do tzw. anizotropii konstrukcyjnej. Na
wspotczesny rozwoj tych metod modelowania, a takze na rozwdj teorii ptyt anizotropowych,
zasadniczy wptyw miaty prace T.M. Hubera (1914), (1921), (1929), (1954). Oprécz wprowa-
dzenia pojecia anizotropii konstrukcyjnej, uzyskat podstawowe rozwigzania, a takze usred-
nione sztywnosci ptyt periodycznie niejednorodnych, koncentrujac sie gtéwnie na ptytach
zelbetowych. Idea tej procedury modelowania polega na przejsciu od ptyty periodycznie nie-
jednorodnej lub o periodycznie zmiennej grubosci do pewnej ptyty jednorodnej lub statej gru-
bosci wykonanej z materiatu anizotropowego. Wzory pozwalajace oblicza¢ sztywnosci piyt
o roznej budowie i wykonanych z réznych materiatéw zamiescili w swoich pracach lub mo-
nografiach m.in. N.J. Huffington (1956), S. Timoshenko i S. Woinowsky-Krieger (1962),
G. Lekhnitskii (1968), S.A. Ambartsumyan (1969), R. Szlilard (1974), M.S. Troitsky (1976),
a state materiatowe w ramach modelu Cosseratow podat Cz. Wozniak (1970). Obliczajac
usrednione sztywno$ci metodg bezposrednig dochodzimy do modelu ptyty konstrukcyjnie
ortotropowej, por. np. Z. Kaczkowski (1956) (1968), Z. Mazurkiewicz (1960) (1962), M. So-
kotowski (1957). Zagadnienia dynamiki i stateczno$ci ptyt ortotropowych sg omawiane takze
w pracach N.J. Huffingtona i W.H. Hoppmanna (1958), S.M. Dickinsona (1969).

Sposrod wspdtczesnych koncepcji modelowania struktur periodycznych wyr6znié trzeba

te, ktore korzystajg z teorii homogenizacji rownan rézniczkowych z silnie oscylujgcymi pe-
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riodycznymi wspétczynnikami. Podstawy tej teorii znajdujg sie m.in. w monografiach:
A. Bensoussan, J.L. Lions i G. Papanicolau (1978), V.V. Jikov, S.M. Kozlov i O.A. Oleinik
(1994), T. Lewinski i JJ. Telega (2000), E. Sachez-Palencia (1980). W otrzymanych metodg
homogenizacji modelach plyte o periodycznej strukturze opisujg rownania zawierajgce state
wspotczynniki nazywane modutami efektywnymi. Moduty efektywne sg okre$lane niezalez-
nie dla kazdej struktury periodycznej poprzez rozwigzanie pewnego periodycznego zagadnie-
nia sformutowanego dla powtarzalnej komorki. Przy roznych zatozeniach dotyczacych prze-
mieszczen dla ptyt periodycznych moduty efektywne wyznaczali: D. Caillerie (1982), (1987),

D. Chacha i E. Sanchez-Palencia (1992), R.V. Kohn i M. Vogelius (1984), (1985), (1986),
T. Lewinski (1991), M.V. Reztsov (1990) i inni. Obszerny przeglad bibliografii modelowania
ptyt Kirchhoffa z zastosowaniem metod homogenizacyjnych zawiera rozprawa habilitacyjna
J. Jedrysiaka (2001). Zagadnienia ptyt von Kérména analizowali m.in. G. Duvaut (1977),

T. Lewinski i JJ. Telega (2000). Ptyty periodyczne $redniej grubosci, przy zatozeniach Henc-

ky’ego-Bolle’a lub Reissnera rozpatrywali: A. Bourgeat i R. Tapiero (1983), T. Lewinski

(1991), (1992), T. Lewinski i JJ. Telega (1988), JJ. Telega (1992), JJ. Telega i T. Lewinski

(1988) i inni.

Techniki homogenizacyjne korzystajace z asymptotycznej analizy dajg bardzo dobre re-
zultaty w zakresie statyki ptyt periodycznych, jednak w zagadnieniach dynamicznych ich sto-
sowanie napotyka na pewne ograniczenia. Na podstawie tak zbudowanych modeli nie potra-
fimy badac¢ zagadnien dyspersji fal i opisa¢ drgar wyzszego rzedu, gdyz pomijajg one wptyw
wielkosci powtarzalnej komérki na dynamike phyty, czyli efekt skali (w sensie podanym
w podrozdziale 1.1). Pod katem analizy propagacji fal w periodycznych strukturach materia-
fowych proponowane sg alternatywne podejscia do modelowania, pozwalajgce uwzglednié
efekt skali. W podejsciach tych najczesciej dokonuje sie przejscia od réwnan rézniczkowych
mechaniki z periodycznie zmiennymi wspdtczynnikami do réwnan rézniczkowych czastko-
wych o statych wspétczynnikach reprezentujacych pewien osrodek z mikrostrukturg. Nalezy
tu wymieni¢ prace J.D. Achenbacha i G. Hermanna (1968) (w ramach tzw. teorii sztywnosci
efektywnych) i G.A. Hegemiera (1972) (w ramach teorii o$rodkdw wspoétdziatajacych),
a takze: A.C. Eringena i E.S. Suhubi (1964), R.D. Mindlina (1964), H.B. Miihlhausa (1995),
Cz. Wozniaka (1967)], (1967)2, (1969). Inne metody modelowania w dynamice ciat perio-
dycznych proponowano w ramach teorii mieszanin, np. H. Murakami i G.A. Hegemier
(1986), A. Toledano i H. Murakami (1987). Dane bibliograficzne przedstawione w tym aka-
picie zaczerpnieto z monografii Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2000).
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Na przestrzeni ostatnich lat rozwijana jest nowa nieasymptotyczna teoria modelowania
zagadnierh dynamicznych i pewnych procesdéw stacjonarnych w os$rodkach periodycznych
bedaca rozszerzeniem metod homogenizacyjnych. Teoria ta zostata zaproponowana w pra-
cach Cz. Wozniaka (1993)i i (1993)3 kontynuowana w pracach Cz. Wozniaka (1995) (1997),
M. Wagrowskiej i Cz. Wozniaka (1996), Cz. Wozniaka i M. Wozniak (1995), (1997),
E. Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (2000)2, oraz podsumowana i ujednolicona w monografii
Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2000), gdzie nazwano jg technikg tolerancyjnego usred-
niania (tolerance averaging technique, TAT). Jej cechg charakterystyczngjest, ze uwzglednia
tzw. efekt skali, ktory tu i dalej rozumiemy jako wptyw wielko$ci komoérki periodycznosci na
makroskopowe usrednione wiasnosci ciata. Nalezy zaznaczy¢, ze efektu tego nie opisuje kla-
syczna teoria homogenizacji w sensie podanym powyzej, tj. w ktdrej mamy do czynienia
z modutami efektywnymi. Technika ta jest w dalszym ciggu rozwijana, a takze modyfikowa-
na m.in. w pracach Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2004), M. Wozniak, E. Wierzbickiego
i Cz. Wozniaka (2002), E. Wierzbickiego, Cz. Wozniaka i M. Wozniak (2001), (2003), M.
WozZniak, Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2004).

Technike tolerancyjnego usredniania stosowano dotychczas przede wszystkim w mode-
lowaniu cienkich ptyt periodycznych w pracach J. Jedrysiaka (1998)i, (1998)2, (1999),
(2000)], (2000 )2, (2003)], (2003)2, (2004), Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2004), W. Na-
gorko i Cz. WozZniaka (2002). Pyt periodycznie pofatdowanych dotyczg prace B. Michalaka,
Cz. Wozniaka i M. WozZniak (1996), B. Michalaka (1998), (1999), (2000), (2002). Pewnych
zagadnien wspolnych dla modelowania ptyt cienkich i $redniej grubosci dotyczy praca
K. Mazur-Sniady, Cz. Wozniaka i M. Wozniak (2004).

Modelowanie technikg usredniania tolerancyjnego $redniej grubosci ptyt periodycznych
zostato zapoczatkowane praca E. Barona i Cz. WoZniaka (1995), gdzie zamieszczono pewien
sposéb wyprowadzania rownar ptyty uwzgledniajgcych efekt skali, podano przyktad wyzna-
czania czestosci drgan wiasnych dla zagadnienia jednowymiarowego oraz poréwnano wyniki
z modelem zhomogenizowanym. Wymieniona praca, jak rowniez dalsze publikacje E. Barona
(1995), (1999)2, (2006)i oraz E. Barona i J. Jedrysiaka (1998), zawierajgce poréwnanie z mo-
delem Kirchhoffa, dotyczyly dynamiki ptyt o dwukierunkowej strukturze periodycznej. Pu-
blikacje autora niniejszej rozprawy (1999)i, (2002), (2003), (2003), (2005)i, (2005)2, (2005)3
dotyczg dynamiki i statecznosci $redniej grubosci ptyt uniperiodycznych. Podsumowanie

i porownanie wszystkich, a takze tezy niniejszej rozprawy stanowig rozdziat monografii ,,Se-

lected Topic in Unhomogeneous Media’ (2006)2.
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Technika tolerancyjnego usredniania bedzie oméwiona w rozdziale 2, gdzie zostang tez

przedstawione mozliwosci jej zastosowan.

1.4. Motywacja, cel i zakres pracy
2D-modele $redniej grubosci ptyt periodycznych byty dotychczas formutowane przy wyko-
rzystaniu metod homogenizacyjnych (por. podrozdziat 1.3). Zastosowanie w praktyce inzy-
nierskiej tych modeli, szczegélnie w zagadnieniach dynamiki, napotyka na pewne ogranicze-
nia. Uniemozliwia np. analize zagadnienia dyspersji fal oraz opisanie drgan wyzszego rzedu.
Dlatego tez jako narzedzie formutowania 2D-modeli periodycznych ptyt sredniej grubosci
wybrano nieasymptotyczng technike usredniania tolerancyjnego, ktérg, jak to bedzie wykaza-
ne, mozna w niektorych przypadkach uznac za rozszerzenie metod homogenizacyjnych.
Wszystkie publikacje dotyczace modelowania ptyt periodycznych (w znaczeniu podanym
w podrozdziale 1.1) metodami nieasymptotycznymi korzystajg z zatozen Kirchhoffa. Wyjat-
kiem sa prace autora tej rozprawy. Prace J. Jedrysiaka (2001), a takze np. Cz. WozZniaka
i E. Wierzbickiego (2004), M. Wozniak, E. Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (2004) upowaznia-
ja do stwierdzenia, ze sformutowano juz teorie cienkich ptyt periodycznych uwzgledniajacy
efekt skali. Sktonito to autora tej rozprawy do podjecia dziatari w podobnym kierunku, ale w
odniesieniu do piyt o Sredniej grubosci. Jest to tym bardziej konieczne, ze kryteria zakresu
stosowalnosci teorii Kirchoffa sg do$¢ precyzyjnie okreslone, ale tylko dla ptyt jednorodnych.
Nawet przy stosunkowo cienkich ptytach niejednorodnych czesto zachodzi konieczno$¢ za-
stosowania teorii ptyt $redniej grubosci, por. Mechanika Sprezystych Pyt i Powlok pod red.
Cz. Wozniaka (2001), str. 325-328. Tak wiec usystematyzowanie i ujednolicenie wynikéw
powyzej wymienionych prac autora moze stanowi¢ istotne uzupetnienie i rozszerzenie zakre-

su stosowalnosci teorii ptyt periodycznych z efektem skali.

Celem pracy jest:

e usystematyzowanie, ujednolicenie i uog6lnienie dotychczasowych opracowan doty-
czacych nieasymptotycznego modelowania liniowo - sprezystych, $redniej grubosci
ptyt, o ptaskiej strukturze periodycznej,

e uzasadnienie fizycznej poprawnosci przyjetego sposobu postepowania,

* wykazanie, ze efekt skali odgrywa wazng role w badaniu zachowania sie $redniej gru-
bosci ptyt periodycznych zaréwno w procesach dynamicznych, jak i quasi-

stacjonamych,
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¢ poréwnanie proponowanych modeli wraz z podaniem zakresu ich stosowalnosci.

W pracy analizowane sg zagadnienia dynamiki (drgania) i zagadnienia stacjonarne (sta-
tecznos¢), sredniej grubosci, liniowo sprezystych ptyt periodycznych. Wyprowadzone réwna-
nia 2D-modeli dotyczg ptyt prostokatnych o kierunkach periodycznosci réwnolegtych do
krawedzi ptyty. W procedurze modelowania technikg usredniania tolerancyjnego wykorzysta-
no hipoteze kinematyczng Hencky’ego - Bolle’a. Wspdtczynnik poprzecznego S$cinania
przyjmowano wg teorii Uflyanda. W przykfadach zastosowar otrzymanych réwnan badano
wylgcznie ptyty prostokatne lub pasma ptytowe swobodnie podparte na przeciwlegtych brze-
gach. Przyjmowane dane materiatowe i wymiary geometryczne odpowiadajg ptytom stoso-
wanym w inzynierii budowlanej.

Rozprawa ta jest podsumowaniem, usystematyzowaniem i uogolnieniem dotychczaso-
wych prac autora dotyczacych nieasymptotycznego modelowania $redniej grubosci ptyt o
strukturze periodycznej. Po raz pierwszy zaadaptowano i wykorzystano do tego celu technike
usredniania tolerancyjnego. W literaturze tg technikg byty dotychczas modelowane wytgcznie
ptyty spetniajace zatozenia Kirchhoffa (por. podrozdziat 1.2).

Za elementy oryginalne tej rozprawy mozna uznac:

¢ wyprowadzenie rownan 2D-modeli liniowo-sprezystych $redniej grubosci plyt pe-
riodycznych. Réwnania te umozliwiajg uwzglednienie wptywu powtarzalnej ko-
morki na usredniony opis zachowania sie ptyty w zagadnieniach dynamicznych i
problemach stateczno$ci. 2D-modele $redniej grubosci ptyt (takze uniperiodycz-
nych) o okresie periodycznosci rzedu grubosci sg w tej rozprawie prezentowane
po raz pierwszy,

« wykazanie mozliwosci efektywnego zastosowania otrzymanych réwnan do anali-
zy pewnych zagadnien dynamiki i stateczno$ci ptyt periodycznych, ze szczegol-
nym uwzglednieniem ptyt stosowanych w budownictwie,

» klasyfikacja Sredniej grubosci ptyt periodycznych z podaniem zakresu stosowal-
nosci proponowanych 2D-modeli,

* nowe jakosSciowo rezultaty, jak np. wyznaczenie wyzszej czestosci drgan wia-
snych, dodatkowej sity krytycznej zwigzanej z efektem skali,

« wskazanie mozliwosci wykorzystania w niektérych zagadnieniach zatozeri tech-
nicznej anizotropii (ortotropii) przy obliczaniu wspétczynnikdw uzyskanych row-

nan nieasymptotycznych 2D-modeli.
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Zastosowanie zmodyfikowanej techniki u$redniania tolerancyjnego w modelowaniu
Sredniej grubosci ptyt o strukturze periodycznej pozwala uzyska¢ nowe jakosciowo wyniki
w poréwnaniu do dotychczas powszechnie stosowanych metod homogenizacyjnych. Propo-
nowane 2D-modele sg niesprzeczne z modelami homogenizacyjnymi, ale umozliwiajg analize
szerszej klasy zagadnien. Mozna wiec mowi¢ o pewnym uogolnieniu modelu zhomogenizo-
wanego.

W zakresie inzynierskich konstrukcji budowlanych, przy stosowanych aktualnie rozwig-
zaniach technicznych i materiatowych, proponowane modele prowadzg do uscislenia wyni-
kéw uzyskanych w modelach zhomogenizowanych, a wptyw efektu skali nie ma praktyczne-
go znaczenia. Natomiast w przypadku ptyt wykonanych z materiatéw o bardzo wysokiej wy-
trzymatosci, przenoszacych drgania o wysokich czestotliwosciach, wyniki uzyskiwane w ra-

mach proponowanych 2D-modeli mogajuz mie¢ wptyw na wymiarowanie konstrukcji.

1.5. Klasyfikacja ptyt periodycznych
Periodyczna struktura ptyty moze by¢ spowodowana okresowg zmiennos$cig wasnosci me-
chanicznych, inercyjnych, wymiaréw geometrycznych lub wszystkich tych czynnikéw jedno-
czesnie. Zmienno$¢ wiasnosci oraz geometria mogga by¢ opisane periodycznymi funkcjami
wspotrzednych prostokatnego uktadu kartezjanskiego, parametryzujacych ptaszczyzne Srod-
kowa ptyty. Ze wzgledu na te funkcje, por tez podrozdziat 1.1, mozna dokona¢ podziatu na:
e plyty biperiodyczne, gdy funkcje sg periodyczne wzgledem obu wspotrzednych,
e plyty uniperiodyczne, gdy wymienione funkcje sa periodyczne wzgledem jednej
wspotrzednej,
Podstawowym kryterium klasyfikacji ptyt periodycznych jest iloraz okresu periodyczno-
$ci i grubosci ptyty, por. R. V. Kohn i M. Vogelius (1984). Mozemy wiec wyrdznic:
* plyty o okresie duzo wiekszym od jej grubosci, ktére mozna traktowac jako ztozone
z ptytowych komorek o periodycznej strukturze; nazwano je ptytami strukturalnie pe-
riodycznymi,
» plyty o okresie rzedu grubosci, ktérymi najczesciej sa ptyty niejednorodne; nazwano
je ptytami materiatowo periodycznymi,
e plyty o okresie duzo mniejszym od grubosci.
Doraz okresu periodycznosci i grubosci ptyty determinuje jednoczes$nie sposdb modelo-
wania. Modelujagc nieasymptotycznie zagadnienia $redniej grubosci ptyt strukturalnie perio-

dycznych, technike usredniania tolerancyjnego stosujemy bezposrednio do réwnan plyty
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usrednionych po grubosci. Jak juz wspomniano, sg to réwnania rézniczkowe czastkowe o
silnie oscylujacych i nierzadko nieciggtych wspétczynnikach funkcyjnych. W wyniku zasto-
sowania proponowanej techniki uzyskujemy usrednione po okresie réwnania tj. réwnania
rozniczkowe czastkowe o wspétczynnikach statych. Sformutowany w ten sposéb 2D-model
Sredniej grubosci ptyty periodycznej uwzglednia efekt skali oraz pozwala a posteriori ustali¢
btad popetniony przy obliczaniu wartosci liczbowych niewiadomych funkcji.

Ostabiajac zatozenia przed przystgpieniem do procedury modelowania, tzn. przyjmujac,
ze plyta ma strukture periodyczng w jednym kierunku i dowolng (ale oczywiscie identyczng
w kazdej komdrce) zmienno$¢ parametréw w kierunku prostopadtym, uzyskujemy réwnania
2D-modelu s$redniej grubosci ptyt strukturalnie uniperiodycznych. Sgto w ogélnym przypad-
ku réwnania o wspétczynnikach zmiennych, ale nie bedacych juz silnie oscylujacymi funk-
cjami. Najczesciej jednak w praktyce inzynierskiej, w tym i w budownictwie, stosowane piyty
uniperiodyczne maja state parametry geometryczne i materiatowe w kierunku prostopadtym
do kierunku periodycznosci. Dla tego typu ptyt uzyskujemy réwnania rézniczkowe czastkowe
o statych wspdtczynnikach.

Dla sprezystych ptyt materiatowo periodycznych punktem wyjscia w procedurze mode-
lowania sg rownania trdjwymiarowej liniowej teorii sprezystosci osrodka o strukturze perio-
dycznej w kierunkach réwnolegtych do ptaszczyzny srodkowej. Stosujac technike usredniania
tolerancyjnego do tych réwnan w obrebie odpowiedniej dwuwymiarowej komérki periodycz-
nosci, uzyskujemy uktad rownan rézniczkowych czastkowych o wspdtczynnikach statych 3D-
modelu ptyt periodycznych. Stosujac z kolei do tych réwnan hipoteze kinematyczna Henc-
ky,ego- Bolle’a, otrzymujemy réwnania 2D-modelu $redniej grubosci ptyt materiatowo pe-
riodycznych. Analogicznie jak w przypadku omawianym powyzej, ostabiajac zatozenia wyj-
sciowe, dochodzimy do rownarn 2D-modelu ptyt materiatowo uniperiodycznych. Dla tej grupy
ptyt periodycznych rozwazania ograniczymy tylko do ptyt o statej grubosci.

W przedstawionej tu pracy nie rozpatrujemy przypadku, w ktérym grubo$¢ ptyty jest du-
z0 wieksza od charakterystycznego wymiaru komdrki periodycznosci. Nalezy wtedy zhomo-

genizowac materiat ptyty, bowiem efekt skali jest pomijalny.
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Nalezy zwréci¢ uwage nafakt, ze rownania 2D-modelu $redniej grubosci ptyt o dwukie-
runkowej strukturze periodycznej i strukturze uniperiodycznej (bez wzgledu na iloraz okresu 2 FORMULOWANIE 2D-MODELI
periodycznosci i grubosci ptyty) trzeba wyprowadzaé niezaleznie. Jest to jakoSciowo inna
sytuacja niz przy zastosowaniu metod homogenizacyjnych, gdzie model ptyty uniperiodycznej

jestprzypadkiem szczeg6lnym piyty o periodyce dwukierunkowe;j. .
2.1. Podstawy modelowania

Niech o X]X2Xs bedzie prostokatnym kartezjanskim inercyjnym uktadem wspdtrzednych pa-
rametryzujacym przestrzen fizyczng. Gdy oznaczymy przez x = (X\,x2) i z - *s, to obszar £2,
zajmowany przez niezdeformowana ptyte Sredniej grubosci w konfiguracji wyjsciowej, zdefi-
niujemy jako n ={(x,z):-S(x)<z<+S(x),xe 77}, gdzie 77jest ptaszczyzng Srodkowa,
natomiast z =iS(x) sgréwnaniami powierzchni ograniczajgcych ptyte. Tak wiec 2S(x) jest
gruboscig ptyty w punkcie xe /7. Nalezy zaznaczy¢, ze funkcja <?(x)moze by¢ dla pewnych
X e 77 nieciggta, a tym samym jest ona okreSlona tylko w tych punktach plaszczyzny
77 w ktérych jest ciggla. W nastepnych rozdziatach obszar 77 zawezimy do prostokata
o bokach Li i L2 (lezgcego na ptaszczyznie Ox\x2), tj. 77 = (0,L, )x(O,L,).

W calej pracy obowigzuje konwencja sumacyjna. Odstepstwa od niej beda zaznaczone w
tekscie. Wskazniki i,j, k, /,... beda przyjmowa¢ wartosci 1,2,3 natomiast wskazniki a, 33 y, S
przyjmowaé wartosci 1,2. Wskazniki a,fr,...oraz przebiegaja ciag 1,2,...n i odpowiednio
1,2,...N. Ujecie pary wskaznikdw w nawias oznacza ich symetryzacje. Kropka nad symbolem
(literg) oznacza rézniczkowanie wzgledem czasu.

Przez ut,etj,er oznaczono kolejno sktadowe pdl przemieszczen, odksztatcen i naprezen
w 3D-liniowej teorii ptyt. Przez p+ip okreslono dziatajace w kierunku osi z obcigzenia po-
wierzchni ograniczajacych ptyte z =+£(x). Niech b bedzie statg sita masowa (w kierunku
osi Z), p=p(x,z) - gestoscig masy materiatu ptyty, a Aijki(x,z) beda sktadowymi tensora sztyw-
nosci sprezystej. Przyjeto, ze A>«{*) oraz pi-) sg parzystymi funkcjami zmiennej z

Zaktadajac, ze ptaszczyzny z = const sg ptaszczyznami symetrii sprezystej, zdefiniowano:

rafip=Yaliig~Adl:AJIAZE | 2.1)

_AZ3S

Zwiagzki geometryczne przyjeto z uwzglednieniem cztonu nieliniowego (réwnania bedg

zlinearyzowane)

A= +2«A; (2'2)
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Natomiast zaleznosci miedzy naprezeniami i odksztatceniami przyjeto w postaci

&ap ~ &ap + Cnpyfityg, Ca} = 2 Bajerss, (ks =) (2.3)

gdzie < jest wstepnym napieciem w ptaszczyZnie $srodkowej ptyty (zaleznym co najwyzej
od czasu).
Do dalszych rozwazan przyjeto hipoteze kinematyczng Hencky’ego - Bolle’a
ua(x,z,t)~ z$a(x,t),
us(x,z,t) =w(x,t), 24

gdzie w(x,t) jest przemieszczeniem (ugieciem) punktéw ptaszczyzny ;- , natomiast &a(x,t)
- sg niezaleznymi od ugiecia obrotami, tjest wspotrzedng czasowa. Przemieszczenia ua(® sg

liczone od stanu wstepnego odksztatcenia ptyty wywotanego przez naprezenia poczgtkowe

Uwzgledniajac relacje (2.1) - (2.4), stosujac np. zasade prac przygotowanych (por.Baron
(2001)i), dokonujac usrednienia po grubosci ptyty oraz linearyzacji otrzymanych réwnan,
f+s >

jerfdz (5= o ,uzyskujemy nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych
k-S /

przy zatozeniu ze

czastkowych dla podstawowych niewiadomych & (*)i w(-):

{paPygArc\p— Dap&p-J&a=0,
NIpW* + \Dap{"p+W,pJ\a- * +P=",

(2.5)

W réwnaniach (2.5) oznaczono przez

e S
M(X)= jp(x,z)dz, J(x)= jz2p(x,z)dz,
-<5 -S
usredniong po grubosci gestos¢ masy i inercje obrotowg oraz przez
S S
Gap*;(x )= Jz2Ca™ (x,z)dz, Dafi(x)= jK gBafi(x,z)dz,
-S -S
S
p(x)=pHx)+p~(X)+b/u(x), N*= jcrrdz,
-S
usrednione sztywnosci i obcigzenie phyty.
W wyrazeniu na sztywnos$¢ Scinania D& nie obowigzuje konwencja sumacyjna wzgle-
demar,/?, natomiast Kaj jest wspotczynnikiem poprzecznego $cinania, por. G. Jemielita

(1991).
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Roéwnania (2.5) sg rownaniami 2D-modelu $redniej grubosci ptyt przy zatozeniach Henc-
ky’ego-Bolle’a. Dla $redniej grubosci ptyt periodycznych sg to rdwnania o silnie oscyluja-
cych, nierzadko nieciggtych wspotczynnikach funkcyjnych wywotanych zmiennoscia rozkia-
du masy (czyli funkcji Aijd(-) i pi;) oraz (lub) grubosci s(). Bezposrednie korzystanie z tych
réwnan, nawet przy zastosowaniu metod numerycznych, wymaga skomplikowanych i czaso-
chtonnych obliczen, a przez to ogranicza ich zastosowanie w praktyce inzynierskiej, por.
A. Bensoussan, J. Lions, G. Papanicolau (1978). Model ten moze jednak stanowi¢ punkt wyj-
$cia do sformutowania modelu usrednionego, w ktérym réwnania majg wspotczynniki state.
Dziegki temu uzyskujemy znaczace uproszczenie i przyspieszenie procedur obliczeniowych
przy jednoczesnym zachowaniu wystarczajgcej dla celéw projektowania doktadnosci wyni-
koéw liczbowych. Rownania (2.5) bedg podstawg modelowania $redniej grubosci ptyt struktu-
ralnie periodycznych (o okresie duzo wiekszym niz grubo$¢ ptyty) w rozdziatach 3i 5.
Modelujac ptyty materiatowo periodyczne i uniperiodyczne (o okresie rzedu grubosci)

skorzystamy z wyrazonego w sktadowych pola przemieszczen ul funkcjonatu dziatania A(u)
dla ciata periodycznego zajmujacego obszar t2 w przestrzeni ¢ obcigzonego wylgcznie
wstepnym napieciem er'(?), por. M.Wozniak, E. Wierzbicki i Cz. Wozniak (2004).
Uwzgledniajac uprzednie oznaczenia (bisg statymi sitami masowymi) oraz zatozenia symetrii

tensoréw Ajjui-) i crj(¢), funkcjonat dziatania Mu) przyjmiemy w nastepujgcej postaci:

h
A(u)=\dt \[\puju J)+pb”]dv
b na

gdzie u = (ui), dvV=dxldx2dxi, Qo jest zbiorem $rodkéw komorek periodycznosci lezacych
wewnatrz obszaru Q.

Z warunku koniecznego, minimum <5\(«,) = 0 funkcjonatu, stacjonamosci dziatania A(u)
tj. di.(s/,) = 0u,(-,!,) - o , otrzymujemy przemieszczeniowe rownania ruchu ciata periodycz-
nego w obszarze A,:

( I + " Pli‘ +pb‘ =, (2°6)

Rownania (2.6) z uwagi na funkcje -4,«(m),A") (nawet przy zatozeniu statej grubosci ptyty)
sg rownaniami o silnie oscylujgcych nieciggtych wspotczynnikach. Podobnie jednak jak w
przypadku réwnan (. s ) moga stanowi¢ dogodny punkt wyjscia do sformutowania modelu

usrednionego. Usrednienia mozemy dokonywa¢ metodg homogenizacji asymptotycznej lub
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tez technikg nieasymptotyczna. Zgodnie z motywacjg przedstawiong w podrozdziale 1.4,

w tej pracy stosowac bedziemy nieasymptotyczna technike usredniania tolerancyjnego.

2.2. Technika usredniania tolerancyjnego
Technika usredniania tolerancyjnego réwnar teorii sprezystosci i teorii przewodnictwa ciepta
cial periodycznych zostata szczeg6towo przedstawiona w monografii Cz. Wozniaka
i E. Wierzbickiego (2000). Technika ta wykorzystuje pojecia i wkasnosci systemu tolerancyj-
nego, funkcji wolnozmiennej oraz funkcji periodyzujacej. Celem utatwienia lektury pracy
w podrozdziale tym przytoczono jej najwazniejsze zatozenia i twierdzenia w postaci zaadap-
towanej do modelowania $redniej grubosci ptyt periodycznych. Zamieszczono tez bibliografie
jej zastosowan. Korzystano tu z cytowanej powyzej monografii.

Pojecie systemu tolerancyjnego jest uogolnieniem pojecia przestrzeni tolerancji zapropo-
nowanej przez Zeemana (1965) w badaniu topologii mozgu. Koncepcja tolerancji, pod inng
nazwa, zostata tez wykorzystana w pracy G. Fichery (1992) dotyczacej fizycznego uzasadnie-

nia parabolicznego réwnania przewodnictwa ciepta. Najprostszym przyktadem tolerancji jest

e
para (R, =), gdzie Rjest zbiorem liczb rzeczywistych z okreslongjednostkg miary, natomiast

e
= jest tolerancjg zdefiniowang na R za pomoca liczby e >0. Liczba £, ktérg nazywamy para-

metrem tolerancji, jest w rozwazanym zagadnieniu dana, ktéra okresla doktadno$é obliczania
wartosci liczb wchodzacych do zbioru R, przy czym

e
Vr,,re R:r,=r <V, - nlke.

Niechf{-) bedzie funkcjg (okreslong na ptaszczyznie 77), ktdrej wartosci (z ustalongjed-

nostkg miary) sg obliczane z pewng doktadnosciag e. Wtedy dla kazdego xe 17

£
i y=(yj,y2)e n przyjmujemy f(x) =f{y)<"\f(x)-f{y)\<e.

e
Relacja f(x)=f(y) oznacza, ze przy znanej dokfadnosci obliczania wartosci funkcji

/{*), warto$¢ f(x) moze by¢ zastgpiona / (y) i odwrotnie. Jezeli przez F oznaczymy zbi6r
wszystkich funkcji /(¢) wystepujacych w rozpatrywanym zagadnieniu (okres$lonych w :;

facznie z ich pochodnymi), natomiast przez £(m) zbi6r parametréw tolerancji ef obliczania

funkcji/(-), to pare T=(F,£(-)) nazywamy systemem tolerancyjnym.
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Oznaczmy przez A powtarzalny w ptaszczyznie 77 fragment plyty, czyli tzw. komorke
periodycznosci, a przez la jej wymiary liniowe wzdtuz osi Oxa. WprowadZmy réwniez pa-
rametr | =-JIf+ If bedacy przekatng komorki A . Dla plyty uniperiodycznej przyjmijmy, ze
w kierunku osi Oxl komorka periodycznosci A jest odcinkiem, natomiast / = /,. Zakladamy
takze, iz w kazdym przypadku /« Lmn, gdzie L™ jest najmniejszym charakterystycznym
wymiarem gabarytowym ptyty w plaszczyznie 77. Tak wiec podstawowa komdrke perio-
dycznosci dla ptyt o Sredniej grubosci przyjeto w postaci

A=A =(-1,/12, 1,/12) - dla ptyt uniperiodycznych,

A=A, =(—4,12,1,12)x(—212,/.12) -dlaptyt biperiodycznych.

Oznaczmy dalej przez A(x) =x +A dowolng komérke lub przedziat periodycznosci
o $rodku w punkcie x g 77 oraz przez 17A={x :A(x) e 77} - zbi6r wszystkich tych Srodkéw
komorek (przedziatéw) periodycznosci. Dla dowolnej catkowalnej funkcji/(e), zdefiniowanej

w 17, wprowadzamy operator usredniajacy

<IX*Y=A 1 [ O ‘'xeHA .7
I 1A%

gdzie
1°jesli A=A ,toy =(y,,x2),dy =dyx \A =/, (ptyta uniperiodyczna),
2°jesli A=4, toy =(y,,y2), dy =dydy2, \A=2Z2.
W przypadku gdy funkcjaf{-) okre$lona prawie wszedzie w 77 jestfunkcja A - perio-
dyczng, czyli dla A=A, f(xt,x2) =f{xt£l,x2), adla A=A1, f{xl,x2)=f(x1xl:,x2) =
=f(x,,x2£12) =f(x]x1l,x2 £12), wartosci usrednien (2.7) sg odpowiednio badz niezalez-

ne od x,, badZ liczbami statymi. Operacje opisang (2.7) nazwiemy A - usrednieniem funkcji

/0-
Przyjmijmy system tolerancyjny 7'=(F,f()) i komorke periodycznosci A opisang para-

metrem /. Zdefiniowang na 77 ciggla i ograniczong funkcje F() g F bedziemy nazywac

A - wolnozmienng (slowly varying) ze wzgledu n&Til, jezeli
(V(x,3»)e77)

Jezeli funkcja F{), zalezna takze od czasu t jest rozniczkowalna, a wszystkie jej ciggte po-
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chodne (takze podiug czasu) nalezg do zbioru F i spetniajg powyzsza zaleznos¢, stosujemy
oznaczenie F() e SVAT).

Dowolng rézniczkowalng funkcje e() bedziemy nazywaé A- periodyzujaca (periodic
like) ze wzgleduna Ti A, ePL/T), jezeli {e)}{-) e SVAT) oraz dla kazdej komorki perio-

dycznosci A(x) istnieje A- periodyczna funkcja ex() aproksymujaca czyli
(Vxe NA)B(pxe F)(Vy) [x-.y|</ =>e(y)=e>X(y)

Tak wiec funkcja A - periodyzujaca dla x e 77A w ramach tolerancji moze by¢ uwazana za
A - periodyczng, tzn. przyjmujaca na przeciwlegtych brzegach komorki jednakowe (prawie)
wartosci.

Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze definicja funkcji A - wolnozmiennej F() i periodyzujacej
() jest zwigzana z wyborem tolerancji £t i wielkoScig komorki Z Tak wiec procedura mo-
delowania struktur periodycznych, w ktérych korzystamy z pojecia tolerancji jest catkowicie
odmienna od procedur homogenizacji asymptotycznej, gdzie wymiar / jest traktowany jako
maty parametr, por. K. Kohn, M. Vogelius (1984).

Jezeli p -jest A - periodyczng dodatnig funkcjga y/s PLJT), to funkcje iff nazywaé
£
bedziemy A - oscylujgca z wagg p, gdy spetnia ona warunek (py/)(x)={) dla kazdego

xe n A, zbior takich funkcji zapiszemy jako PLR(T) lub PL'a(T),gdy p =consti (j")E:O.
Mozna udowodni¢, por. monografia WozZniaka i Wierzbickiego (2000), ze istnieje rozktad
funkcji periodyzujacej y/e PLA(T) nacze$¢ usredniongi oscylujaca

<) =<0(-) +9>() (2.8)
gdzie (%) = (p<p)OL(PO)]~" € SVA(T), ¢*(-)e PLR(T).

Wprowadzmy takze pojecie funkcji silnie oscylujgcej (highly oscillating), he HOA(T),
czyli rézniczkowalnej funkcji *(¢), ktora jesli he PLA(T) dla dowolnej funkcji Fe SVA(T)
spetnia warunek

(V(Fh))(x)i(FVh)(x) xenA
gdzie V=9/3* dlarl =4, a dla A=A V =d/dxa.

Omawiana w tym podrozdziale technika formutowania modeli matematycznych ciat pe-

riodycznych korzysta z wihasnosci funkcji A - oscylujacej i A - periodyzujacej. W kazdym
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rozpatrywanym zagadnieniu wystepuje tez system tolerancyjny T=( F,£(-)), gdzie Fjest zbio-
rem niewiadomych funkcji wolnozmiennych, a £(m) jest odwzorowaniem przyporzadkowuja-
cym funkcjom F(<) parametry tolerancji £,. Niech F(-)e SVA(-), e(-)e PLA(), a ponadto
niech /(¢) bedzie dowolng A - periodyczng i ograniczong funkcja, natomiast /i(-) - dowolng
rozniczkowalng A - periodyczng taka, ze sup{|/i(.y)l.yeA}<I. Mozna wykazac, a zrobiono

to w cytowanej powyzej monografii, ze dla kazdego x e 17A zachodzg nastepujgce relacje:
{fF)Y ) HHF(x) dlae=(|/)",

(f<p)(xi{fex)(x)
(IV(hF)) (xi (FFVh)(x) dlag=(\f\)(Ef +IEvr),

dlaf=(|/)f,, (29)

(/V (htp))(jc)=- (f<pVh)(x) dla £=£o0 +IEN", <P=(hfe),
gdzie dla A -A V =d/dxt (ptyta uniperiodyczna), a dla A=A. V =d/dxa, natomiast

£ jest parametrem tolerancji definiujagcym dana relacje.

W dalszej czesci pracy, korzystajagc ze wzorow (2.9), bedziemy pomija¢ £ traktujac je ja-
ko okreslone w kazdym zagadnieniu poprzez system tolerancyjny.

Usrednieniem tolerancyjnym (tolerance averaging-TA) nazywamy procedurg aproksy-
mowania lewych stron (2.9) - ich stronami prawymi. Oznacza to, ze (2.9) sg pewnymi do-
puszczalnymi przyblizeniami z btedem, ktory okresla parametr tolerancji £ Poniewaz
w wiekszosci zagadnien funkcje F i (psa poszukiwanymi rozwigzaniami, wielko$¢ tego btedu
moze by¢ oszacowana dopiero a posteriori.

Pojecie funkcji wolnozmiennej i funkcji periodyzujacej wzgledem systemu tolerancyjne-
go T() i komérki A oraz operacji usredniania stanowig podstawe sposobu modelowania sto-
sowanego w dalszej czesci pracy, nazwanego technikg usredniania tolerancyjnego (tolerance
averaging technique-TAT). Zastosowanie tej techniki do budowania modeli Sredniej grubosci
phyt periodycznych (z uwzglednieniem hipotezy kinematycznej Hencky’ego-Bolle’a) wymaga
jej uzupetnienia o dwa dodatkowe heurystyczne zatozenia. Zatozenia te majg na celu zaweze-
nie klasy poszukiwanych pél przemieszczen do pewnej podklasy. Ta podklasa pdl przemiesz-
czen obejmuje ruchy o dtugosciach fal rzedu lub duzowiekszych od wymiaru komérki perio-

dycznosci /, na ktére natozone sg zaburzenia przemieszczeri spowodowane periodycznie nie-
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jednorodng strukturg materiatowg oraz (lub) geometrig ptyty opisang silnie oscylujgcymi
funkcjami p (¢), Am (¢), s (*).

Oznaczmy teraz symbolem m°(-) sktadowe usrednionego pola przemieszczen

MOO = </2> ' <p Uj> (¥
oraz zdefiniujmy pola u, (m), ktére nazwiemy czeScigresidualng pola przemieszczen
«X(9)=U()- M)

1 zatozenie. W analizowanej klasie zagadnien S$redniej grubosci ptyt periodycznych
usrednione przemieszczenia a,°(® sg dla kazdego czasu t funkcjami wolnozmiennymi,
Ui°(-,t)e SVa (T ), natomiast czesci residualne sktadowych przemieszczen w*(-) sg funkcjami
silnie oscylujgcymi, w (s, t) e HO& (T). Nalezy zauwazy¢, ze w tej sytuacji < pu* > = 0.

2 zatozenie. Residualne czesci sktadowych przemieszczen, «*(s, t) wywotane periodycz-
nie-niejednorodna strukturg ptyty sg zgodne z tg strukturg. Jest to tzw. zatozenie zgodnosci
umozliwiajace w kazdej komorce A (ar), kazdg sktadowg pola «*(e, t) niezaleznie, aproksy-
mowac funkcjg A- periodyczna.

W procedurze modelowania przyjeto aproksymacje w postaci skonczonych sum
(A= 1,2,3...N, obowigzuje konwencja sumacyjna)

U*(x,.z, i) =hj\y)VA(X, z,t), y e A(x),x€ 1JA. (2.10)
gdzie Vi (o, t )e SVA(T), natomiast kazde hf jest uktadem A-periodycznych liniowo nieza-
leznych funkcji spetniajgcych warunek <ph,A> = 0. Funkcje h* moga by¢ w ogélnym przy-
padku nieparzystymi funkcjami wspotrzednej x}. Majac na uwadze cel i zakres tej pracy,
przyjeto dalej, ze sg od tej wspotrzednej niezalezne.

Funkcje VA (s, i) sg nowymi niewiadomymi kinematycznymi, ktére nazwiemy amplitu-
dami zaburzen, natomiast funkcje hf (¢) sg w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu traktowane
jako dane i nazywane sa modalnymifunkcjami ksztattu,

Modalne funkcje ksztattu sg rozwigzaniem pewnego zagadnienia wiasnego na komérce A
przy periodycznych warunkach brzegowych. Opisujg one posta¢ mozliwych drgan swobod-
nych wykonywanych przez powtarzalng komorke pyty. Jeden ze sposobow ich wyznaczania
zostanie przedstawiony w podrozdziale 2.3 tej pracy. Najczesciej jednak funkcje h ,\) przyj-
mujemy w sposéb przyblizony, jako kombinacje funkcji trygonometrycznych, ktérych warto-
ci sg mniejsze od parametru /, natomiast ich pochodne sg od tego parametru niezalezne, czyli

max IhjAly) K1 , V hjly) e O(1), ye A(x),
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gdziedla A=A V =d/d* (plytauniperiodyczna), adla A=Az V =dldxa.

Technika usredniania tolerancyjnego stanowi bardzo dogodne i efektywne narzedzie
w badaniu materiatéw i struktur periodycznych. Swiadczy o tym zakres i réznorodno$é zasto-
sowan oraz uzyskiwane rezultaty.

W rozdziale 1 przedstawiono prace, w ktérych modelowano technikga usredniania toleran-
cyjnego periodyczne ptyty cienkie, ptyty Sredniej grubosci i ptyty pofatdowane. Technike te
zastosowata w analizie belek m.in. K. Mazur-Sniady (1993), (2001), a w analizie periodycz-
nych powtok np. Cz. Wozniak (1999)2 B. Tomczyk (1999), (2003). Przyktadem zastosowania
w modelowaniu laminatéw i struktur laminowanych moga by¢ prace S. Matysiaka i W. Na-
gorko (1995), E. Wierzbickiego (1993), (1995), E. Wierzbickiego i innych (1995), (1997),
(2001). Sposrdd bardzo bogatej literatury z zakresu modelowania periodycznych kompozytow
i struktur kompozytowych nalezy wymieni¢ publikacje Cz. WozZniaka (2002) - (dot.
kompozytéw o réznych okresach periodycznosci w danym kierunku), I. Cieleckiej (1995),
(1999), I Cieleckiej i innych (1998), - (dot. struktur dyskretnych), S. Koniecznego
i M. Wozniak (1995), G. Mielczarka i Cz. WozZniaka (1995) - (dot. periodycznie zbrojonych
kompozytéw widknistych), E. Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (1999), (2000)i, I. Cieleckiej
i innych (2000) (dot. kompozytow o strukturze plastra miodu), M. Wagrowskiej i Cz.
WozZniaka (1996) - (dot. periodycznych materiatow lepkosprezystych), DellTsoli i innych
(1997), (1998) - (dot. ciat z mikroperiodycznymi ciektymi inkluzjami), Cz. WozZniaka (1993)
(dot. pewnych zagadnien nieliniowych), J. Rychlewskiej, J. Szymczyk i Cz. Wozniaka
(1999), (2000), (dyskretny model periodycznych kompozytéw). V. Pauk i Cz. WozZniak
(1999) zastosowali technike usredniania tolerancyjnego do problemu periodycznych
powierzchni kontaktu. Bardzo bogata jest literatura dotyczaca modelowania zagadnien
termodynamicznych. Jak mozna zauwazy¢, pierwsze zastosowania TAT byly zwigzane z
propagacja ciepta w mikroperiodycznych kompozytach. Nalezy tu wymieni¢ prace J.
Ignaczaka i Z. Baczynskiego (1997), Cz. Wozniaka, E. Wierzbickiego i M. Wozniak (2002),
E. Wierzbickiego, Cz. WozZniaka i M Wozniak (1996), (2002), J. Ignaczaka (2003), (2004), a
takze t. tacinskiego, (2005), gdzie dokonano analizy numerycznej i poréwnania modelu
uzyskanego za pomocg TAT z modelem homogenizowanym asymptotycznie i modelem
FoutZdacydowana wiekszo$¢ wymienionych wyzej publikacji dotyczy dynamiki materiatdw
badZ struktur periodycznych. W niektorych przypadkach TAT umozliwia analize efektu skali
w zagadnieniach stacjonarnych, np. statecznosci ptyt, co wykazano w pracach B. Michalaka

(1998), (1999) - (dla ptyt pofatdowanych), J. Jedrysiaka (2000) - (dla cienkich ptyt uniperio-
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dycznych), E. Barona (2005)i, (2005)2 - (dla ptyt uniperiodycznych $redniej grubosci). Jed-
nakze w wiekszosci zagadnien quasi-statycznych amplitudy zaburzen redukujg gruboscsie do
nakze w wiekszosci zagadnier quasi-statycznych amplitudy zaburzeh redukuja sie do tzw.
parametrow mikrolokalnych, por. np. Cz. Wozniak (1987), S. J. Matysiak 1995), S. J. Maty-
siak i W. Nagorko (1989). Petny wykaz publikacji (do roku 2000), w ktdérych zastosowano
w modelowaniu TAT, mozna znalez¢ w cytowanej juz wczesniej monografii Cz. Wozniaka
i E. Wierzbickiego (2000); z niej tez korzystano opracowujac ten akapit.

W ostatnim okresie bardzo dobre wyniki daje zastosowanie techniki usredniania toleran-
cyjnego w modelowaniu laminatéw z materiatu o strukturze gradientowej (ang. FGM -func-
tionally gradient materials). Swiadczg o tym prace J. Rychlewskiej i in. (2005), (2006),
J. Szymczyk i Cz. Wozniaka (2006) oraz przyjete do druku artykuty J. Szymczyk i Cz. Woz-
niaka i J. Rychlewskiej i Cz. Wozniaka. Jest to tym istotniejsze, ze w dalszej perspektywie

zamierzeniem autora jest modelowanie $redniej grubosci ptyt z materiatéw gradientowych,

2.3. Modalne funkcje ksztattu

Z punktu widzenia techniki usredniania tolerancyjnego istotny staje sie problem wyznaczania
(badz postulowania) modalnych funkcji ksztattu. W pierwszym z powyzszych przypadkéw
funkcje te stanowig rozwigzanie pewnego zagadnienia wiasnego na komdrce periodycznosci
przy periodycznych warunkach brzegowych. Sciélej méwiac, jest to ukkad liniowo niezalez-
nych, A - periodycznych funkcji okreslajacych posta¢ mozliwych drgain swobodnych wyko-
nywanych przez komérke ptyty. Funkcje te w kazdym zagadnieniu sa traktowane jako dane.
Nalezy tu zwrdci¢ uwage na fakt, ze w wiekszosci rozpatrywanych zagadnien wystarczajace
jest pierwsze przyblizenie rozwigzania, a co z tym idzie - ograniczenie sie do uwzglednienia
pierwszej modalnej funkcji ksztattu dla drgan swobodnych | rzedu.

W szczeg6lnych przypadkach funkcje ksztattu mozna postulowac a priori, kierujac sie
pewnymi wskazaniami heurystycznymi. Podejscie takie jest powszechnie stosowane przy
modelowaniu periodycznych struktur laminowanych, przyjmujac np. funkcje ksztattu typu
»pifa”. Odpowiednie przyktady mozna znalez¢ w ksigzce Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego
(2000) oraz w licznych pracach dotyczacych termomechaniki laminatéw.

Dla wiekszej przejrzystosci opisu i znacznego uproszczenia obliczeri skoncentrujmy sie
na wyznaczeniu modalnych funkcji ksztattu ptyt uniperiodycznych. Dla tego typu piyt ko-
morka periodycznosci redukuje sie do przedziatu, a wyznaczone funkcje zaleza tylko od jed-

nej wspotrzednej. W efekcie prowadzi to do rozwigzania zagadnienia opisywanego réwna-
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niami rézniczkowymi zwyczajnymi, a nie czastkowymi, jak to ma miejsce w przypadku piyt
biperiodycznych. Procedura postepowania jest przy tym dla obu typéw ptyt identyczna. Pew-
ne réznice pojawiajg sie¢ natomiast przy wyznaczaniu modalnych funkcji ksztattu dla phyt
strukturalnie i materiatowo periodycznych.

e Plyty strukturalnie periodyczne

Dla ptyt strukturalnie periodycznych komérke periodycznosci mozna traktowac jako
Sredniej grubosci ptyte opisang np. réwnaniami (2.5) z periodycznymi warunkami brzegowy-
mi. Zatdzmy, ze poszukujemy modalnych funkcji ksztattu dla jednorodnej, izotropowej i jed-
nokierunkowo periodycznie uzebrowanej ptyty o gestosci masy p oraz module Younga E
i wspotczynniku Poissona v. Komoérka periodycznosci jest wtedy jednowymiarowa
A=A= (-1/2,4/2), reprezentujac pasmo plytowe o statych wiasnosciach materiatowych.
Rozwigzanie zagadnienia zalezy wtedy tylko od jednej wspétrzednej, np. xi. Oznaczajac od-
cinkowo stale sztywnosci zginania i $cinania odpowiednio przez

n Ed Ed jy
~12(1-v2)’ o~ 2(14v)

gdzie ¢é/jest gruboscig ptyty, a K - wspdiczynnikiem Scinania,
po rozdzieleniu zmiennych
w(x,,t)=w(x, Jexp(icat), % (x " tfx, )exp(icot)
gdzie (Ojest czestoscig drgan wiasnych, przy pominieciu inercji obrotowej i obcigzeniap,
rownania (2.5) mozemy zapisa¢ w postaci
Dr-Gp+w, )"
GO( 0+wi )+pdco2w=0

z ktorych z kolei dochodzimy do rownania amplitud $redniej grubosci pasma ptytowego

wuu+”"-mawn-"co02w=o . (2.11)

Ciag rozwiazan réwnania (2.11) wwn,... odpowiadajacy wartosciom wiasnym

okresla postaé mozliwych drgan swobodnych wykonywanych przez komorke ptyty, a wiec
rozwigzania te moga by¢ przyjete jako modalne funkcje ksztattu. Procedura taka jest stosowa-
na przy rozwigzywaniu réznych zagadnie dynamiki, por. np. Vibrations (1992) pod red.
S. Kaliskiego. Jak juz uprzednio zaznaczono, ograniczymy sie do okreslenia tylko pierwszej

modalnej funkcji ksztattu odpowiadajgcej czestosci @2.
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Rys. 2.1. Ptyta-komdrka periodycznosci
Fig. 2.1. Plate-periodicity celi

Z uwagi na przyjeta tu symetrie komdrki periodycznosci (rys.2.1), mozna zakfada¢ syme-
tryczng lub antysymetryczng posta¢ funkcji ksztattu. Po wprowadzeniu bezwymiarowych

parametréw

Pdlz 2 d
2 G TE~

bezwymiarowej wsp6trzednej
g=Z1 7k (-1/2,1/2, ),

oraz 0znaczajac

K2=i+FA W A 0 KA KT - (2.12)
rozwigzanie réwnania (- .11 ) przyjeto w postaci
w=Alcosh(AoklIr/)+A2cos(Xok12t]) (2.13)
natomiast wyrazenia na moment zginajacy i site poprzeczng odpowiednio
M= Df]ZI 'ku A\cosh(KK Iri)+k?IA2cos(Aoki2ri)],
(2.14)

Q=-2Ga j. Assinh(loklig)j —Azsinloklzt)

gdzies; iAz2 sgnieznanymi, dowolnymi statymi.

Rozpatrzmy teraz zagadnienie wihasne dla komérki periodycznosci bedacej pasmem pty-
towym (a $cislej: odcinkiem jego ptaszczyzny Srodkowej wzmocnionym zebrem o wymiarach
ax(b+d), rys. 2.1. W og6lnym przypadku ptyta i zebro moga by¢ wykonane z r6znych mate-

riatdw; tu jednak przyjmujemy, ze p, E, v= const. WprowadZmy dwa dodatkowe parametry

geometryczne  « - Gomeay
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Zatozenie symetrii z oczywistych wzgledéw umozliwia przedstawienie rozwigzania zagad-
nienia w postaci dwdch funkcji i zawezenie dziedziny do - e (o, X):

we=Alcosh[kn” (/z2-ri)]+Azcos[kl2Xo(/2-t))],  rie{Ke,y2) non
w,=A cosh(knXr])+A, cos(klAq), Ile(o ,K2)

gdzie k\\ i ki2 sg zdefiniowane relacjami (2.13), natomiast

i2—:+ In 12(|-V) k2=Kkz2+2
B f (I+m)eXe2’

Rozwigzanie (2,15), spetnia periodyczne warunki brzegowe, w tym wzl(J2)=0. State Ai,
A2 As, Aa wyznaczamy z warunkéw ciagtosci funkcji w, jej pochodnych oraz momentow
zginajacych i sit poprzecznych wi(*)=w2 "), wli(*)=wzl(*),M I(*)=M "), QI(:)=QZ/{) m
Nalezy tu zwréci¢ uwage, ze warunek ciggtosci sit poprzecznych jest rownowazny dodatko-
wemu warunkowi dla modalnych funkcji ksztattu (pw/=o.

Podstawiajgc prawe strony réwnosci (2.15) do warunkéw brzegowych uzyskujemy uktad
czterech réwnan algebraicznych jednorodnych dla A i , A a. Stosujgc dalej standardowy tryb
postepowania, z warunku zerowania sie wyznacznika gtéwnego uktadu réwnan (2.15) wyzna-

czamy bezwymiarowg pierwszg warto$¢ wiasng A, a nastepnie odrzucajagc jedno réwnanie

idzielac kazde z pozostatych przez Az okre$lamy wartosci proporcji amplitud

aazﬁ“l , é%: - f. Poszukiwang modalnafunkcje ksztattu mozna teraz zapisa¢ W postaci:
wz=afosh[kuAo(yz-rj)]+cos[klAo(y2-Tj)], Tje(/,/2) t
w\=afosh( kI3Aji )+aascos( ktzAar ), rie(0,K2)
Okreslong wzorami (2.16) funkcje ksztattu w pracy E. Barona (2003)2 aproksymowano

funkcija
g(xi)=l{ coszf-xl+c) (2.17)

a statg ¢ wyznaczono z warunku (pag)-=o, C=-
gdzie ylu=mK, r=s"}(7tK)

Woprowadzono takze dalsze uproszczenie, traktujgc zebro jako obcigzenie masg skupiona.

Wiedy r — 1, natomiast c- - 1 ™
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Przeprowadzone obliczenia numeryczne majg na celu pordwnanie funkcji ksztattu danej

wzorami (2.16) i traktowanej jako rozwigzanie Sciste (przy przyjetych zatozeniach) z jej

aproksymacjgw postaci (2.17). Obliczenia wykonano programem MATLAB dla parametrow

: e =0,05; 0,10; 0,20, k=0,10; 0,20; 0,50, m = 1,0; 2,0; 4,0 oraz 1=1. Wykresy funkcji w
(linia przerywana) i g (linia ciggta) przedstawiono na rys.2.2. Kryterium oceny stanowito po-
rownanie wartosci liczbowych uzyskanych z relacji na czestos¢ drgan wiasnych wywotang

periodyczng strukturg ptyty, a wyprowadzonej w cytowanej powyzej pracy:

(2.18)

Definiujgc bezwymiarowg czestos¢ drgan jako

Qi_pld

mozemy wyprowadzi¢ wzory na poréwnywane czestosci:
- dla rozwigzania Scistego (2.16)
K K

(BE) [ ( )drl+j(w, fdtj
i

(418 ot ]

gdzie
- dla aproksymacji danej wzorem (2.17)

N2 1t2 (\+V/M->T Mcos(7rK) )(l1+y/M)
1+y/M 2+rcos(nK) ) + (N (\+rcos(7TK)-2rzj

- dla (2.17), traktujac zebro jako obcigzenie masg skupiong

Nl= 4 r N
1+Vm

Btedy aproksymacji sa okreslone relacjami
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Tablica 2.1
dl m| k | &/1 1 1 ns o Iom J A

00* 100 0101 010 06230 59772 6.0418 334505 33.7879 33.4048 10086 0.1365
00% 200 010 020 DBS34 58105 58698 29.8096 30.2343 29.6088 14247 0.6736
00« 400 010 040 05437 55875 56402 255899 350759 251226 18995  1.8258
oor. IN« 020 020 06028 ® 1 59419 316352 320168 29.6088 1PM  6.4056
00. 200 030 040 05640 56501 57457 28.4726 358271 251226 12449 117657
00. 400 030 080 05222 54773 55269 261500 364469 20.9003 11352 30.0753

100 Ottt o050 06732 62106 62832 417040 43.3859 236871 10330 432019
“ 200 0-30 100 06732 62106 62832 465089 495116 197392 G45B0 57.5582
005 400 030 200 06732 62106 6.2832 6170904 169193 96281 69.9425
0.4 100 010 010 12108 58016 6.0490 334531 %7879 334048 10007 0.1444
010 200 010 020 11471 56529 58811 29.8148 30.2343 29.6088 1.4072  0.6907
010 400 010 010 10658 54518 5.6556 255965 360759 251226 1.8730 18514
010 100 030 020 11736 57153 59514 316372 320168 29.6088 13000 6.4113
010 200 033 040 11017 55444 57592 281762 388271 251226 13524 117766
010 400 030 080 10235 53512 55435 261553 364469 20.9003 11117 30.0915
010 100 050 050 13023 WT.VI73 62832 417497 133859 236871 39192 132641
010 200 030 100 13023 6.0072 62832 166225 495116 197392 6.1«» 57.6647
010 100 050 200 13023 6.0072 6.2832 565244 61.7094 169193 91731 70.0672
020 100 010 010 21901 52251 6.0741 33.4618 357879 33.4048 09715 0.1703
020 200 010 020 20047 5.12« 59210 298321 30.2343 29.6088 13483 0.7485
020 400 010 040 19661 49886 57111 256198 360759 251226 1.7805 19405
020 100 020 020 21345 i>r 59851  iei;; 320168 29.6088 11802 6.4295
020 200 030 040 20248 50524 58074 284877 288271 251226 11915 118123
020 400 030 080 19015 49160 5.6042 26.1729 364469 20.9003 1.0409 20.1451
020 100 050 050 J t 53564 62832 18955 153859 236871 3.5573 151616
020 200 050 100 23224 53564 6.2832 46.9843 195116 197392 53790 57.9876
020 400 050 200 2324 53564 62832 57.2670 61.7094 169193 7.7575 70.4553

Wyniki obliczen numerycznych zamieszczono w tablicy 2.1. Upowazniajg one do stwier-
dzenia, ze w rozpatrywanym zagadnieniu przyjecie przyblizonej postaci modalnej funkcji
ksztattu (2.17), daje wystarczajgco doktadne wyniki, jezeli szeroko$é zebrajest rzedu o .. roz-
pietosci komdrki (k <. 2), przy kazdej rozpatrywanej wysokosci zebra opisanej parametrem
m. Biad wzrasta wraz ze wzrostem m i k, ale nie przekracza 1,9%.

Nawet przy k= 0,5 (dla kazdego m) wyznaczona z btedem w granicach 6-10% czesto$¢
drgan wiasnych moze by¢ wystarczajgco doktadna z praktycznego punktu widzenia. Jezeli
szeroko$¢ zebra jest rzedu do o.10 dhugosci komdrki (k <. ,:10), to bardzo dokfadne wyniki
otrzymujemy traktujac zebro jako mase skupiong. Przy wiekszych wartosciach parametru k,

niezaleznie od m, btad juz znaczaco rosnie, a uzyskane wartosci czestosci moga by¢ uwazane
co najwyzej jako orientacyjne. Parametr grubosci £=y nie ma praktycznie zadnego wptywu

na ocene poprawnosci aproksymacji modalnej funkcji ksztattu przez funkcje (2.17). Wskazuje
to, ze mozna wykorzysta¢ $cista posta¢ modalnych funkcji ksztattu wyznaczong dla ptyt Kir-

chhoffa, por. np. J.Jedrysiak (2001), w zagadnieniach ptyt Sredniej grubosci.
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» Plyty materiatowo periodyczne

Procedura wyznaczania modalnych funkcji ksztattu dla ptyt materiatowo periodycznych
(uniperiodycznych) jest identyczna, jak opisano uprzednio dla ptyt o strukturalnie periodycz-
nych. Okreslmy wiec pierwszg modalng funkcje ksztattu dla ptyty o stalej grubosci d, jedno-
rodnej materiatowo i quasi-izotropowej o modutach Younga E' i E” oraz module Kirchhoffa
G. Periodyka tej ptyty jest wywotana zmiennoscig modutu Younga E. Odpowiada to np. pty-
cie klejonej z drewnianych elementéw cietych wzdtuz i w poprzek wiokien.

Zagadnienie drgan takiej ptyty rozpatrzono np. w pracy E. Barona (2005)3, (2006)i i za-
mieszczono w rozdziale s niniejszego opracowania.

Dla komdrki periodycznosci przedstawionej na rys.2.3 zatozono, ze funkcja ksztattu jest
antysymetryczna i wprowadzono, oprocz uprzednio zdefiniowanych £=y i k=j , takze pa-
rametry materiatowe

Yok Aok

gdzie K jest wspétczynnikiem scinania.
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Rys. 2.3 Komorka periodycznosci
Fig. 2.3. Periodicity celi

Bezwymiarowa czesto$¢ jest zdefiniowana relacjg

. 2.19
x°=gK®°Z (2.19)

natomiast wspotczynniki k:

wp=s Lo 24 Kkhkn+z,

kp=-13)lemps K2 =Kge2

Przy tych zatozeniach i oznaczeniach rozwigzanie zagadnienia wtasnego danego (2.11) mozna
zapisa¢ w postaci:
w,-A kinh(klAa/)+A”sinik™A/j) dla Tje(oy2),
w2=Aysinh[ k2JAnJe-T]) ]+ ASIn[ k2AAn(Y2-T])]  dla

gdzie TJ=Y- “e(- /2,1/2).

Funkcje (2.20) spetniajg periodyczne warunki brzegowe oraz tozsamosciowo dodatkowy
warunek (pw)=0. Uwzgledniajac warunki ciggtosci funkcji i jej pochodnej oraz sit we-
wnetrznych, stosujac tok postepowania identyczny jak opisany dla ptyt strukturalnie perio-
dycznych, po wyznaczeniu proporcji amplitud uzyskujemy modalne funkcje ksztattu dla roz-

patrywanego zagadnienia.
Przyblizong posta¢ modalnej funkcji ksztattu dla zagadnien ptyt materiatowo periodycz-
nych mozna uzyskac stosujagc np. metode Galerkina. Zat6zmy wiec przyblizone rozwigzanie

zagadnienia opisanego réwnaniem (> .11 ) W postaci szeregu potegowego

th=" AT1~i)? BTli+~i7 CT]i" dla7e(0,”) 221

5(*--'; 5
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Spetnia ono periodyczne warunki brzegowe dla T]:/Z warunek ciggtosci dla K :y oraz do-

datkowy warunek (ph)=0. Oznaczajac
IR ey
~OA At kKA A 6. A A
i zachowujac pozostate wprowadzone oznaczenia, w tym (2.19), po ortogonalizacji otrzyma-

my liniowy uktad réwnan algebraicznych dla nieznanych wspétczynnikéw A, B, C:

10, 2V—1
Xo KAK-\)2 Xlkz2 7-2
Ker-Dog Ko i# (2r-Dfi+- 1 (2.22)
1 x[>-1)4-*-4]f-+X 6 !0(2v-l)-“-g[(r-l)4-*r4]K 11.24 °

Stosujac opisang juz procedure postepowania, po wyznaczeniu A& a nastepnie proporcji

wspoétczynnikéw at=B/A,a2=C/A uzyskujemy przyblizong posta¢ modalnej funkcji ksztattu

- dla Tje(oy?2)
h ki1 3las Al
e 3 (2.23)

51(v-hs

Funkcje (2.23) sg aproksymacja rozwigzania $cistego, niemniej ich wyznaczenie jest pra-
cochtonne, nawet przy wykorzystaniu metod numerycznych. Mozna jednak dokona¢ dalszego
uproszczenia i przyjagé modalng funkcje ksztattu w postaci tzw. funkcji typu ,,pita” (z ang.
saw - likefunction), ktéra jest stosowana w modelowaniu periodycznych laminatow i struktur
laminowanych, por. np. E. Wierzbicki i in. (2001). W praktyce oznacza to uwzglednienie
w (2.23) tylko pierwszego wyrazu rozwiniecia w szereg. W modelowaniu zagadnien ptyt ma-
teriatowo periodycznych zastosowano jg np. w pracach K. Mazur-Sniady i in. (2004), E. Ba-
rona (2006)i.

Reasumujac, modalne funkcje ksztattu Sredniej grubosci ptyt materiatowo periodycznych
moga by¢é wyznaczane w spos6b scisty (przy przyjetych zatozeniach), metodami przyblizo-
nymi, jak przedstawiona metoda ortogonalizacji Galerkina i np. metoda Ritza lub tez przyj-
mowane dla znacznego uproszczenia i przyspieszenia oblicze w postaci funkcji typu ,,pita”.

Autor niniejszego opracowania przygotowuje publikacje dotyczaca tego zagadnienia.

3. PLYTY STRUKTURALNIE BIPERIODYCZNE

3.1. Wyprowadzenie rdwnarn modelu

Rozwazania w tym rozdziale beda dotyczyty ptyt periodycznych w kierunkach réwnolegtych
do ptaszczyzny $rodkowej o okresach zmiennosci duzo wiekszych od jej grubosci. Plyty takie
nazwano ptytami strukturalnie biperiodycznymi. Przyjeto, ze ptaszczyzna Srodkowa ptyty 77
jest prostokatem o dlugosci bokéw w kierunku osi x\ i Xi odpowiednio Li i L2

n=(0,L3x(0,L? . Komorka periodycznosci A(x) o $rodku w punkcie x=(xI,x9 jest takze pro-
stokatem A=(x-1j2, xz-1j2)x(xI+ll/ 2, x2+122) o przekatnej I=-Jl2+l2 . Zatozono dalej, ze
, a takze, iz Zjest duzo wieksze od maksymalnej grubosci ptyty /»max 2S(x).

Poniewaz 28 <K/ « L, parametr / mozna w tym przypadku nazwa¢ parametrem mezostruktu-

ry. Przyktadowy fragment takiej ptyty przedstawiono narys. 3.1.

Rys. 3.1. Fragment phyty strukturalnie periodycznej
Fig. 3.1. Fragment of a structural biperiodic plate

Przypomnijmy, ze w analizie tej klasy ptyt przynajmniej jedna z funkcji opisujacych wia-
snosci materiatowe pi:),AiK(-) badZ geometrie (grubos¢) ptyty - S() jest funkcjg A - perio-
dyczng o okresach I\ i h wzgledem wsp6trzednych odpowiednio x\ i xi.

Punktem wyjscia w procedurze modelowania sg réwnania (2.5) ptyt $redniej grubosci
wyprowadzone przy przyjeciu hipotezy kinematycznej Hencky’ego-Bolle’a. Podstawowymi

niewiadomymi w (2.5) sg: przemieszczenia (ugiecie) w(x,t) punktéw plaszczyzny 77 oraz
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tia(xj) - niezalezne od ugiecia obroty. Rownania (2.5) dla ptyt periodycznych sg rdwnaniami
0 silnie oscylujgcych wspotczynnikach funkcyjnych. Zastosowanie techniki usredniania tole-
rancyjnego ma na celu uzyskanie réwnan o wspétczynnikach statych uwzgledniajacych jed-
nocze$nie wpltyw efektu skali w sensie przedstawionym w monografii Cz. WozZniaka
1E. Wierzbickiego (2000).
Uwzgledniajac zalozenie zgodnosci, niewiadome funkcje z rownan (2.5) przedstawiono

w postaci sumy czesci usrednionej i oscylujacej (residualnej)

A{xj)=&a{xt)+#a{x,t),

w (X, t)=w{x,t)+w*x,t),
gdzie

t#*,07 () (*)]1"V t>a)(*.n),

W0 =[(11)(*)] Viw)(x,t)
sg funkcjami wolnozmiennymi, natomiast i2{x,t), w\x,t) sa funkcjami oscylujacymi z waga
odpowiednio J i // (tj. uSredniong na grubosci ptyty inercja obrotowg i gestoscig). Podstawia-
jac (3.1) do (2.5) i usredniajac otrzymane réwnania w obrebie dowolnej komérki A(x), xelTA
oraz uwzgledniajac relacje tolerancyjnego usredniania uzyskano usrednione réwnania ruchu

W postaci

\{ GaPys)"r,S)+{ GaPrShiy,S))\p~{Dap){ &+W°p)+
ADM+"j))-(j)&a=0 (3.3)
Ng{< o« +(Wp))+[{Dap) tt>+wJ)) \ +\ {D<A ))1a_() WhH(P)=°-

W dalszym etapie dziedzine niewiadomych funkcji w réwnaniach (2.5) zawezono do
komorki A(x), xe TIA. Mnozac te réwnania przez A - periodyczne funkcje testowe va(j)
i *7100» ye A(x), uwzgledniajgc (3.1), aproksymujac funkcje oscylujace funkcjami A - perio-
dycznymi po usrednieniu tolerancyjnym sformutowano periodyczne zagadnienie na komérce

dla (A - periodycznych funkcji) iTJy,t), w*(y,t), ye A(x) xe/TA, takich, ze ~/t*a)(x)=0,

(/lw;)(x)=0 , w postaci réwnan wariacyjnych

(vafiGa p ~ r.8))+ (VaDcO (*£/» + Kp)) +(V *t ) =

= ~ (Va,pG afi)0) tfy,6) ~ (vaDap) (~5 + w,p) , (3 4)
~Kp (VK,oP) + (inaDcfi (€p + ) +(WWx) =

=Kp (i)K p~ )(a +yfy)m(tjp)
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spetnionych dla dowolnych periodycznych funkcji testowych va ,tj dla ktérych (avriy(x) =0,
(/11 (x) = 0. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze lewe strony relacji (3.4) sg funkcjami wolnozmien-
nymi (jako usrednienia funkcji oscylujacych), natomiast po prawej stronie wystepujg wartosci
funkcji (i ich pochodnych) tfa i we w punkcie x =(x,,x2), gdzie x\ i X2 sg traktowane jako
parametry.

Usrednione réwnanie ruchu (3.3) i periodyczne zagadnienie na komorce opisane rowna-

niami wariacyjnymi (3.4) tworza podstawe stosowanego sposobu modelowania.

Przyblizone rozwigzanie periodycznego zagadnienia na komérce A(x) danego réwna-
niem wariacyjnym (3.4) bedziemy poszukiwac stosujagc metode ortogonalizacji. W tym celu

wprowadzono dwa uktady liniowo niezaleznych modalnych funkcji ksztattu ha(y),
a=12,..«i gA(y), A= 12,..N, dla ktérych (Jva)(x)= 0, (jurj)(x) =0. Okreslajg one po-

sta¢ mozliwych drgaf swobodnych komoérki ptyty, a w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu
traktowane sgjako dane. Sposoby wyznaczania lub przyjmowania modalnych funkcji ksztattu
sg szczegdtowo omowione w monografii Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2000). W tej pra-
cy oméwiono je w podrozdziale 2.3.

W procedurze modelowania poszukujemy rozwigzania réwnan (3.4) w postaci skonczo-
nych szeregbw
~a{y,t) ha(y)o a(xt),
K(y't)~g\lyW Ax.1),
gdzie ye (x), x e 17A, natomiast oznacza aproksymacije, ktérej doktadnos¢ jest uzalez-
niona od liczb n i N (nie jest zwigzana z systemem tolerancyjnym). Funkcje
WA(x,t), o “(x,t) sg nowymi niewiadomymi kinematycznymi, ktére nazwalismy uprzednio
amplitudami residualnych czesci ugiecia i obrotow.
W zwigzku z powyzszym uzyskujemy dla niewiadomych funkcji ffa(m), w’ (¢) nastepuja-
ce, przyblizone relacje

Ta(y.t)~hay)&a(xt),
w(y,t) =gAlY)WA(X1),

ktore sa stuszne jedynie wtedy, gdy WA(x,t), 0 a(x,t) , sgfunkcjami wolnozmiennymi

®@a{-,1),WA(;t)eSVA{T) (3.7)
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Podstawiajac prawe strony relacji (3.5) do (3.4), uwzgledniajac (3.7) oraz przyjmujac, ze
va-h “{y)&a ,TJ=gA(y)W , gdzie 0, ,W sg dowolnymi statymi, po pewnych prze-
ksztatceniach uzyskujemy réwnania dla niewiadomych 0 “(s), WA(*). Wystepujg w nich tak-
ze niewiadome  (¢), w° (¢). Podobnie, wstawiajac prawe strony (3.6) do (3.3) z uwzglednie-
niem (3.7), otrzymujemy réwnania dla *£(m),w°(-), a takze &‘® WA-) jako podstawowych
niewiadomych. Oczywiscie, w obydwu przypadkach uwzgledniono takze relacje tolerancyj-
nego usredniania (TA). Oprocz modalnych funkcji ksztattu h‘(x)e 0(1) i g\x)eO () wpro-
wadzono rowniez funkcje

h°=r'h\ gA=r'g\

ktorych wartosci nalezy traktowa¢ jako niezalezne od parametru mezostruktury /. Uwzgled-

niajac te funkcje w przeksztatcaniu réwnan (3.5) i (3.6) uzyskujemy koncowe, ogolne réwna-

nie modelu $redniej grubosci ptyt strukturalnie biperiodycznych, w postaci:

10 USrednionych réwnan ruchu

Ma -Q a-{j)~a=o0

(38)
N~ Weafl + Qa,a ~{m)w® + P~ 0
2 ° rownan dla amplitud residualnych przemieszczen
l2(jhahh)&*+Ma =0
(3.9)
12(Ms AgB)w B+QA+ (gAg B}Nea)WB-1(g Ap) =0
3° rownarn konstytutywnych
M g
K (3-10)

+1(h°Dj)(rfi+wB+1(h°g*Dj)W\
QA= (s™o >+ (?2 ™ +M) +i{ghDd)&; .
Roéwnania (3.8) - (3.10) maja fizyczny sens jedynie wtedy, gdy podstawowe niewiadome
ifa(-,t), we(-,t), o “(-,t), WA(-,t) safunkcjami wolnozmiennymi

i% (;1),w°(;1),0°(t),WAGL) e SVA(T). (3.11)
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Otrzymane réwnania o statych wspoétczynnikach zaleznych explicite od parametru me-
zostruktury / opisujg dynamike $redniej grubosci ptyt o dwukierunkowej strukturze perio-
dycznej poddanej dodatkowo wstepnemu napieciu w piaszczyznie Srodkowej. Podobne row-
nania, lecz nie uwzgledniajgce wptywu wstepnego napiecia w ptaszczyznie Srodkowej plyty
zostaty wprowadzone przez E.Barona i Cz.Wozniaka (1995) z zastosowaniem techniki usred-
niania tolerancyjnego, ale w trybie postepowania réznigcym sie od prezentowanego w tej roz-
prawie.

Uktad rownan rézniczkowych czastkowych o statych wspdtczynnikach (3.8) - (3.10)
wraz z (3.11) i zalezno$ciami (3.1) i (3.6) tworzg uwzgledniajacy efekt skali, usredniony 2D -
model $redniej grubosci ptyt strukturalnie biperiodycznych. Nalezy tu zauwazyé, ze rozwaza-
jac zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla réwnan (3.8) - (3.10) warunki brzegowe mozna
sformutowac¢ tylko dla funkcji i%(-,t),w°(-,t). Dla funkcji 0"(-,t), WA(-,t) nie jest to mozli-
we, poniewaz otrzymali$my dla nich rdwnania r6zniczkowe zwyczajne z pochodnymi wzgle-

dem czasu. Funkcje 0 “,W A sg zatem, por. Cz.Wozniak (1997), E.Baron, Cz.Wozniak

(1995), kinematycznymi zmiennymi wewnetrznymi. Tak wiec, w zagadnieniu brzegowo-

poczatkowym nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe i poczatkowe dla usrednionego prze-

mieszczenia w°(-) i obrotdw i=.-o jak w Kklasycznej teorii ptyt Sredniej grubosci oraz dwa

warunki poczatkowe dla wszystkich amplitud residualnych przemieszczen 0 “(),W A¢). Wy-
nika stagd mozliwo$¢ uwzgledniania w rozwazaniach poczatkowych zaburzen pola przemiesz-
czen.

Roéwnania (3.8-3.10) sg rownaniami bardzo ogélnymi. W praktyce inzynierskiej, takze
w budownictwie, mamy najczesciej do czynienia z ptytami o materiatowej (badz technicznej)
ortotropii. Takze w analizie konkretnych zagadnien satysfakcjonujace jest uzyskanie tzw.
pierwszego przyblizenia rozwigzania, co w przypadku proponowanego modelu oznacza przy-
jecie we wzorach (3.5) N=n =1. Uwzglednienie powyzszych ograniczen w proponowanym
2D - modelu powoduje znaczne uproszczenie obliczen, takze numerycznych, a w aspekcie tej
pracy wptywa na przejrzystos¢ i komunikatywno$¢ przyktadéw aplikacyjnych.

Przyjmijmy wiec, ze ptyta jesli chodzi o swe usrednione (na komorce) wiasnosci mecha-
niczne jest ortotropowa o gtéwnych osiach ortotropii réwnolegtych do osi przyjetego uktadu

wspoétrzednych. Sztywnosci GaNe i Dap wystepujace we wzorach (2.5) mozna wtedy zredu-

kowac do szesciu i oznaczyc:
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Glj Gnn, Gz GZZ G]2-63, G222
G=Gl;2=G/2:/1=G:,,:=G22;, D]=Du, D2=D22

Przyjmijmy takze, ze w rozpatrywanych zagadnieniach wystarczajgcg doktadnos$é aprok-
symacji zapewnia uwzglednienie tylko dwoch modalnych funkcji ksztattu (N=n =1). Ozna-
czajac

AO=MO=tQ,  go=g\-)=lg(-) (313)
i odpowiednio

0a(;t) = ),  WEH=W, (). 319

Przy powyzszych zatozeniach i oznaczeniach 2D - model ortotropowej plyty periodycznej
o $redniej grubosci jest opisany szescioma réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi

Ma* -Q a-{j)iTa=o

Na)wedi + Qaa~ (M)W +P=0

I2(h2j)&a+Ma=0 (319

12(g) w +Q+(g,ag,fiyNafw -1(gp) =0

oraz rdwnaniami konstytutywnymi

Mu =(Gn)0°'l+(Gn)A'2+(hAGn) 3 +(h2G12)&2

Mn=(G)[%2+3 i)+(hIG)Q2+(hx ) a

M2z =(G22)tr2J +(Gn)A A+(h2Gz2)e 2 +(h]Gn) g

e,={a)(q +*$)+i(h g)a +(g.A)w

Q2=(D2)(% +w2)+I(h D2)&2+(gaD2)w (316

K =(("Gn)+{hIG)+I2(hDl))a +((hih2GI2)+(h2hIG))02+{hfiuy u+

+{hAG1?2) g 2+(h2G) (" 2+tr2t) +1(h +woi)+I(h 8,A)W

M2= (IT262) + (h]G) + 12(h2D2))02+((h2h GI2)+(hh2G ))a +{h2G2)tf2 +

+(hG) A+ (h]G)(~+ai)+I(h D ~ +w”+~h gD2AW

Q=((sk )+(s2d2))w +(g A )t +w;)+(g'2d2)(% +4 )+

+1(h g»D\)0\ +I(h 82D2)02
Dalsze uproszczenie réwnan (3,15) i (3.16) mozna uzyska¢ poprzez zatozenia odnosnie

do symetrii badz antysymetrii funkcji ksztattu h() i g(-).
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3.2. Zagadnienie drgan

Jako przykiad zastosowania réwnan (3.15) i (3.16) rozpatrzmy zagadnienie drgan swobod-
nych ptyty, ktorej ptaska struktura periodyczna jest wywotana periodycznym rozktadem ob-
cigzenia inercyjnego. Takiemu modelowi obliczeniowemu odpowiada np. ptyta na rys.11
jezeli mozemy poming¢ sztywno$¢ skretng zeber, natomiast rozstaw zeber jest duzo wiekszy

od ich szerokosci.
Zaktadamy, ze jednorodna materiatowo i izotropowa piyta o statej grubosci d, gestosci

masy p, module Younga E i wspétczynniku Poissona v jest obcigzona dwoma grupami mas
skupionych o wartosciach M\ i M2. Komorke periodycznosci takiej ptyty przedstawiono na

rys.3.2.

Rys. 3.2. Komorka periodycznosci ptyty z periodycznym obcigzeniem inercyjnym
Fig. 3.2. Periodicity cell of a plate with periodically distributed inertial loading

Z uwagi na symetrie powtarzalnej komorki, zatozono takze, ze w jej granicach funkcja
ksztattu h(x) jest nieparzysta, natomiast g(x) - parzysta funkcjg zmiennych x. Oznaczono po-

nadto sztywnosci zginania i $cinania przez

12 |-v 2 (1-v)
gdzie A'jest wspotczynnikiem Scinania.
Przy Nd&i=0 ip=0, pominieciu wptywu inercji obrotowej oraz powyzszych zatozeniach
i 0znaczeniach z rownan (3.15) i (3.16) uzyskano dwa niezalezne réwnania dla niewiadomych

funkcji wei W



50 Mechanika periodycznych ptyt Sredniej grubosci

[IV:VV -HA  Vaw® +U)w° =0
D (3.17)

({Dgr+"Dg2)) "+ l2(,ig2\V =,
gdzie V. = d2/dxadxa, obowigzuje konwencja sumacyjna.

Réwnania (3.17) postuzg do wyznaczenia czestosci drgan wiasnych prostokatnej phyty
o wymiarach ptaszczyzny $rodkowej L\ \ Li i swobodnie podartej na wszystkich krawe-
dziach. Uwzgledniajac warunki brzegowe, bedziemy poszukiwaé rozwigzania rownan (3.17)

w postaci

wo (X,t)=e"'°“Y JY Jwnrsinanx| sinpmxz , W (x,t) =em,W (x)

m=I n-1
gdzie am=?y®, P,,="-, m,n=lz,..., wm, jest statg amplituda mjest czestoscigdrgan.
1 “ 2

Przy zatozeniu ze |» d , komérke periodycznosci mozna traktowaé jako jednorodng
izotropowag ptyte o wymiarach I\ x /. Jako modalng funkcje ksztattu g(x) przyjeto wiec przy-

blizone rozwigzanie zagadnienia wiasnego takiej ptyty w postaci

coszn-x coszn-Xz+c’
ST

Stalg ¢ obliczamy z warunku (pg} =0 ijest onaréwna

\T%%iﬁT ,gd zie y/t:ﬁ'n L y2- pi\&lﬁ

Uwzgledniajac wprowadzone zatozenia i oznaczenia, z réwnan (3.17) otrzymamy dwie

(3.18)

relacje okreslajace czestosci drgan wihasnych
(aj+p"H D
=Ky (bt fiH o
nb/
1P 1k ) 1+5in+rt)’

Czestosci a\ i Gh mozna nazwaé odpowiednio, nizszg i wyzszg czestoscig pierwszego
rzedu drgan swobodnych. Czesto$¢ wyzszg a zalezng od okresu / i uwzgledniajacg efekt
skali, mozna otrzymac tylko w podej$ciu nieasymptotycznym. Wyrazenie na czestos¢ nizszg
& w swym pierwszym przyblizeniu jest niezalezne od / i zgodne z uzyskanym w ramach mo-

delu zhomogenizowanego.
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Podobne zagadnienie drgan swobodnych prostokatnej ptyty zebrowej rozwigzat w sposéb
przyblizony Timoshenko (1955) stosujgc metode Ritza. Rozpatrzyt cienka (przy zatozeniach
Kirchhoffa) jednorodng i izotropowg ptyte wzmocniong ukladem prostopadtych do siebie
zeber, gdzie n\ i A\ byto liczbg i polem przekroju zeber réwnolegtych do osi xu natomiast rz i
A2 liczbg i polem przekroju zeber rdwnolegtych do osi x2. Pomijajac moment bezwtadnosci
zeber i stosujac oznaczenia wprowadzone w tym rozdziale, uzyskat relacje (jedng) na czestosé

drgan whasnych, ktérg mozna zapisa¢ w postaci

L.L2dH 2+D2)2
LLedH (a2 R

az = (3 20 )
o pldLxa+\L I(\+n)+A2L1{\+1r2)]
Dzielac licznik i mianownik (3.20) przez L\Lzd, uwzgledniajac, ze oraz ze
przy przyjetych zatozeniach Mx=pAx, M2=pA2, otrzymamy
AVLHI) _ - AL {x+n) i
BN S T
i w rezultacie
\2
(3-21)

a0 = SR FYRIY2)
Zauwazmy, ze dla cienkiej ptyty w (3.19)i sktadnik (or2+/?2)// mozna poming¢ jako

bardzo maty w poréwnaniu do sztywnosci D. W tym przypadku wzory (3.19)i i (3.21) sg
identyczne.

Jezeli rozpatrujemy plyte uzebrowang tylko w jednym kierunku, np. réwnolegle do
0si X2 , to relacje na czesto$¢ drgan wiasnych takiej ptyty mozemy uzyska¢ z (3.20) poprzez
formalne zatozenie, ze Al—0.

Warto tutaj podkresli¢, ze takiej ptyty (tzn. przy A ->0) nie mozna analizowa¢ w ramach
modelu nieasymptotycznego ptyt strukturalnie periodycznych. Formalne zatozenie, ze w rela-

cji (3.19)2 Mx—0, powoduje, ze fizyczny sens traci modalna funkcja (lub funkcje) ksztattu.

Otrzymany wynik nie ma wiec swej fizycznej interpretacji.
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3.3. Zagadnienie statecznosci

Pomijajac formalnie w réwnaniach (3.8) i (3.9) cztony dynamiczne otrzymamy réwnania dla
ptyt strukturalnie periodycznych w zagadnieniach stacjonarnych. Sato

1° usrednione réwnania rownowagi

(3.22)
W d&+Qa.a-(M)*° +P=0
2 °réwnania dla amplitud residualnych przemieszczen
M° =0
(3.23)
Qa+(sU p) V ,-i{8ap)=0

do ktérych nalezy dotaczyé réwnania konstytutywne (3.10).

Rozpatrzymy przypadek szczegélny modelu ptyty strukturalnie periodycznej, przyjmujac,
ze wszystkie niewiadome funkcje (i w zwigzku z tym i wszystkie modalne funkcje ksztattu)
zalezg co najwyzej od jednej wspbtrzednej, parametryzujacej ptaszczyzne srodkowa np. Xj.
Zalézmy ponadto, ze plyta jest periodycznie uzebrowana, jednorodna materiatowo i ortotro-
powa. Uzyskujemy w ten sposob model pasma ptytowego, jednokierunkowo periodycznego
wzdhuz jego szerokosci o okresie / = /.. Nalezy tu jednak z naciskiem podkresli¢, ze modelu

tego nie moznajednak nazwac strukturalnie uniperiodycznym.

Rys. 3.3 Przypadek szczeg6lny phyty strukturalnie periodycznej
Fig. 3.3. Special case of a structural biperiodic plate

Przeanalizujmy quasi-stacjoname zagadnienie stateczno$ci takiego swobodnie podparte-
go periodycznie uzebrowanego pasma ptytowego (rys. 3.3). Z uwagi na symetrie komorki

periodycznosci przyjmiemy, ze modalna funkcja ksztattu h(x2 jest funkcjg antysymetryczna,

natomiast g(x2 - symetryczna, np. w postaci przyblizone;j:

3. Plyty strukturalnie biperiodyczne 53

h(x2) =Isin Lz | g(x2)=Icos>K xo+c (3.24)
Uwzgledniajac zatozenia i oznaczenia (3.12)-(3.14), podobnie jak przy wyprowadzaniu row-
nan (3.15) i (3.16), z relacji (3.22) i (3.23) otrzymamy ~"=0 ,0=0 oraz uktad réwnan dla
1%(xj,w°(x2), 02(x2),W(x2D:

{Ga)An -<A)K +” )+(h2G2e&2=0

(AK2+((02>+*K=0

(h2G22) » a+[(haGaz)+ 12 (h2D2'jjo 2 +1(hg2D2)w =» (3:25)

I(hg'2D2) 0 2 +((g*2D2) + (g )N )w =,
gdzie oznaczono N=N22.

Uktad rownan (3.25) ze wzgledu na w°i 26 jest uktadem réwnan rézniczkowych zwy-

czajnych, natomiast ze wzgledu na amplitudy zaburzen o 2W ukladem réwnan algebraicz-
nych. Z (3.25)4 mozemy wyznaczy¢ W i podstawi¢ to wyrazenie do (3.25)3. Uwzgledniajac,

ze wobec (3.24) i zatozenia jednorodnosci materiatowej
(9;2D2) (h2D2y (h g aD2) 2=,
oraz 0znaczajac

o 4, (*2a )(s2)N
{h1G22) ((s 2D2) +(g;2)N)

z réwnania (3.25)3 uzyskujemy relacje na 02, a ukfad rownan (3.25) redukuje sie do uktadu

dwoéch rownan dla wei 6. Uwzgledniajgc swobodne podparcie pasma ptytowego, zakta-

damy rozwigzanie réwnan (3.25) w postaci
Wegxo) =Y jwrsin(Kxz2)” A {x2)=Y jAsin(kex2) kn=y- ,«=1.2,...
n=1 n=1

co prowadzi do jednorodnego uktadu liniowych rownan algebraicznych

( (hZG?Z)Z \ D2 kI(D2
G- +(D2) (D2 8- (3.26)
KI{Di) k2AD2)+N)
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Z warunku zerowania sie wyznacznika gtdwnego uktadu réwnan (3.26) otrzymamy przybli-

zone wartosci dwoch krytycznych sit Sciskajgcych

— kIH(3) k*H (s2)(h D2)(hqG2)

"°_kIH +(D2) (92D2)(h>G2) +° [1>
(3.27)

{h2G22) 2
(Ag2)

Relacje (3.27) uzyskano aproksymujac rozwigzanie réwnania z matym parametrem

gdzie: H ~{G2)-

(w tym przypadku, kwadratem okresu powtarzalnosci 2) poprzez rozwinigcie pierwiastkdw
rownania w szereg Taylora wzgledem 2.

Wyrazenie na N, SciSlej: jego pierwszy sktadnik, jest zgodne z wynikiem uzyskanym
metodg homogenizacyjng co potwierdza poprawno$¢ zastosowanego modelu. Mozna powie-
dzie¢, ze uwzglednienie efektu skali powoduje jedynie nieznaczng nie majacg praktycznego
znaczenia, korekte wartosci sity krytycznej. Niemniej jednak obniza jej wartos¢. Pojawienie
sie relacji na druga site krytyczna nalezy wytacznie rozpatrywa¢ w kategoriach jako-
Sciowych. Przy zatozeniu izotropii ptyty, wywotuje ona bowiem naprezenia rzedu modutu
Kirchhoffa i nie moze by¢ brana pod uwage w obliczeniach inzynierskich.

Z punktu widzenia celu i zakresu tej pracy problem statecznosci ptyt strukturalnie perio-
dycznych nie ma charakteru oryginalnego, a rozpatrzono go dla wykazania poprawnosci za-

stosowanej metody modelowania.

3.4. Podsumowanie
Roéwnania modelu $redniej grubosci ptyt strukturalnie biperiodycznych (3.8)-(3.10) sg ukia-
dem 3+N+n réwnan rézniczkowych czastkowych o statych wspdtczynnikach dla usrednione-

go przemieszczenia w°, obrotéw oraz amplitud zaburzen W4©*“. W réwnaniach tych
cztony inercyjne l2(\igAg B, 12"Jhanty , a takze sztywnosci Scinania lz2(hehtDa® , 11"h*Da’j
I(hagADa" zalezg explicite od parametru mezostruktury / i wyrazajg jednoczesnie jego

wplyw na makromechaniczne wasnosci ptyty. Nalezy tu zaznaczyé, ze dlajednorodnej mate-

3. Piyty strukturalnie biperiodyczne 25

riatowo ptyty o statej grubosci w rownaniach tych /=0oraz ( ) = ( g#&Dap)=0 mWtedy,
przy jednorodnych warunkach poczatkowych, amplitudy zaburzen sg rowne zeru
WA=0, <9"=0 dla kazdego xefl it >0, arownania (3.8)-(3.10) redukujg si¢ do znanych
réwnan Hencky’wgo-Bolle’a (2.5).

Z drugiej strony réwnania (3.8)-(3.10) mozna traktowac jako pewne uog6lnienie mode-

lu zhomogenizowanego asymptotycznie. Pomijajac wptyw zaburzeri pola przemieszczen na
N  poprzez formalne przejscie graniczne przy /,\0, 120 oraz Ijl2= const z rownan (3.9)
uzyskujemy M“=0 i QA=0, czyli
(h;hfidiyd Gl+{h;GaNe)fl¥)=s , (3.28)
(sU p K+ (gA Vv)(*?+»$)=0.
Jezeli liniowe odwzorowanie okres$lone (~ G oPl6) i (g*g”"D") jest odwracalne, to rozwig-

zanie (3.28) jest jednoznaczne i moze by¢ przedstawione w postaci

WA=-LAB(gBDal)(a+w°/l) ,
gdzie K, L okreslajg odpowiednie odwzorowanie odwrotne. Tak wiec niewiadome amplitudy

<", WA mozna wyrugowa¢ z réwnan modelu, a po oznaczeniu

(3.29)

uzyskamy z réwnan (3.8)-(3.10) rownania modelu asymptotycznego w postaci

- réwnan ruchu
*«.-a-W =o0. (330)

- réwnan konstytutywnych
M &fi= GaNai3h ,
<, =A*K +<) o
State moduty opisane relacjami (3.29) stanowig pewng aproksymacje znanych z teorii
homogenizacji modutéw efektywnych. Warto tez zwrdci¢ uwage na fakt, ze przy rozpatrywa-

niu zagadnienia brzegowo-poczatkowego, wobec Ma=0 i QA=0, warunki brzegowe i po-
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czatkowe mozna formutowaé tylko dla usrednionego przemieszczenia w° i obrotéw

W poréwnaniu z modelem nieasymptotycznym (3.8)-(3.10) uniemozliwia to analize zagad-
nien, w ktérych warunki poczatkowe zmieniajg sie w sposob periodyczny.

Rownania modelu zhomogenizowanego majg relatywnie prostsza budowe od réwnan
modelu nieasymptotycznego. Jednakze ten zhomogenizowany model moze by¢ uzyty do ana-
lizy tych zagadnien, w ktorych wptyw efektu skali jest pomijalnie maty. Dotyczy to np. za-
gadnienia statecznosci, rozpatrywanego w podrozdziale 3.3, gdzie parametr mezostruktury |
nieznacznie wptywat na warto$¢ sity krytycznej, ktérg mozna uzyska¢ z modelu zhomogeni-
zowanego.

Jak tatwo mozna zauwazyc¢, rownania (3.30) i (3.31) majg budowe bardzo podobng do
réwnan modelu nieasymptotycznego w zagadnieniach quasi-stacjonamych, por. np. (3.22),
(3.23). Parametr / w nieznaczny tylko sposob koryguje wspdiczynniki uktadu réwnan,
a uwzglednienie efektu skali ma znaczenie przede wszystkim jakosciowe. Niewielkie iloscio-
we roznice miedzy uzyskiwanymi rezultatami powodujg ze w zagadnieniach statecznosci ptyt
strukturalnie periodycznych z inzynierskiego punktu widzenia wskazane jest postugiwanie sie
metodami homogenizacyjnymi zamiast TAT. Wyjatek stanowig ptyty wspépracujace z bipe-
riodycznie niejednorodnym podtozem, J. Jedrysiak (2000)i, (2001).

Zastosowanie modelu nieasymptotycznego w zagadnieniach dynamicznych daje nowe
jakosciowo rezultaty. Analizujac drgania wiasne pasma piytowego, uzyskujemy dwie relacje
okreslajace czestosci tych drgan. Mozna je nazwac nizszg i wyzszg czestoscig pierwszego
rzedu drgan swobodnych. Czesto$¢ wyzszg zalezng od okresu / i uwzgledniajacy efekt skali,
mozna otrzymac tylko w podejéciu nieasymptotycznym. Umozliwia ona analize drgan wyz-
szego rzedu oraz zjawiska dyspersji. Wyrazenie na czesto$¢ nizszag w swym pierwszym przy-

blizeniu jest niezalezne od / i zgodne z uzyskanym w ramach modelu zhomogenizowanego.

4. PLYTY MATERIALOWO BIPERIODYCZNE

4.1. Wyprowadzenie rownan modelu

Rozpatrzmy w tym rozdziale ptyty o strukturze periodycznej, dla ktérych okres periodyczno-
§ci jest rzedu ich grubosci, , a ktére nazwano ptytami materiatowo biperiodycznymi,
rys.4.1.

W tym celu sformutujemy najpierw, przed przejsciem do 2D-modelu, trojwymiarowe za-
gadnienie ciata periodycznego zajmujacego obszar Q , w przestrzeni Rs i obcigzonego wy-
facznie wstepnym napieciem cr°(-t). Punktem wyjscia jest funkcjonat dziatania i wynikajace
z niego réwnania ruchu (2.5). Sg to réwnania o silnie oscylujacych, bardzo czesto niecig-

ghtych, wspditczynnikach 12(+), a takze a°(-,r).

Rys. 4.1. Fragment ptyty materiatowo biperiodycznej
Fig. 4.1. Fragment of a materiat biperiodic plate

Formutujac technika usredniania tolerancyjnego przyblizony model ciata periodycznego,
opisanego réwnaniami o wspotczynnikach statych, dokonamy dekompozycji pola przemiesz-
czen na cze$¢ usredniong i residualng wg (2 ), a czes¢ residualna bedzie aproksymowana
skonczonymi sumami (2.10). W zwiazku z powyzszym skiadowe pola przemieszczen zapi-

szemy w postaci

m(x,z,t)=u°(x,z,t)+h*(x )VA(x,z,t) (4.1)
gdzie dla przypomnienia m°(-) sg sktadowymi usrednionego pola przemieszczen, VA (s, t ) sg
nowymi niewiadomymi kinematycznymi nazwanymi amplitudami zaburzen, natomiast funk-

cje hjA(s) samodalnymi funkcjami ksztattu.
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Uwzgledniajac (4.1) oraz ze u°(-,t),VA-t) sg funkcjami wolnozmiennymi (wraz z po-
chodnymi), zawezajac rozwazania do zagadnien, w ktérych Ajd,p sa parzystymi funkcjami
zmiennej x*, natomiast hA - niezaleznymi od *:, przy zastosowaniu techniki usredniania tole-
rancyjnego, uzyskujemy nastepujace, usrednione sktadniki funkcjonatu dziatania A(u°®,Va).
Z warunku stacjonamosci funkcjonatu SA(u°,VA=0 uzyskamy nastepujacy uktad réwnan
4.3)dlauiVA
(jpuiui) =j(p)uciib+j(phf'h*)vA/B,
(AMA)=HA]j ) « +HA*AX)VABH
HHA XKV X +AKB | T . (42

K +l«u«j)=t(<)“>u + 1K V X )yAyB-
{Pb,u) ={p)bt°.

(p)»H (A<H1 . x wvA)-{<)<Ap)b>
(phX )v"-(Aiah X )v;+{A "X B)yH+ (4.3)
+ ("X H+HA°M y= 0-
Powyzsze rownania majg state wspotczynniki, a wiec stanowig pewien makroskopowy
model wstepnie napietego, sprezystego ciata periodycznego. Nalezy pamietaé, ze rozwigzania

tych réwnan u°(-),VA) maja swoj fizyczny sens tylko wtedy, gdy

dla kazdego czasu t. Rdwnania (4.3) moga by¢ wykorzystane do analizy propagacji dtugich
fal wewnatrz rozpatrywanych ciat periodycznych. Nie moga by¢ jednak zastosowane w roz-
wigzywaniu zagadnien brzegowo-poczatkowych. Nie mozna bowiem sformutowaé warunkéw
brzegowych dla funkcji VAako pewnego przyblizenia warunkéw brzegowych dla pola prze-
mieszczen u =u°® +h°VA.

Zalézmy teraz, ze réwnania (4.3) dotyczg obszaru Q=nx(-d12,d/2), zajmowanego
przez nie odksztatcong plyte typu Reissnera o statej grubosci d, gdzie n=(0,L)x(0,L2 jest
prostokatem na plaszczyZznie Oxix2. Plyta jest materiatowo periodyczna o okresach la, ktérych
dtugosci sag rzedu grubosci ptyty i jednoczesnie duzo mniejsze od wymiaréw plaszczyzny

Srodkowej La, d « La.

4. Piyty materiatowo biperiodyczne 39
Oznaczajac x = (xi,x2), z = x$ dowolng komorke periodycznosci A, o srodku w punkcie x
zapiszemy jako A(x) =A+x, natomiast zbidr wszystkich Srodkéw komorek jako
Th ={xe /7: A(X)<”n}.
Operator (2.7) uzupetnimy dodatkowym usrednieniem na grubosci ptyty dla dowolnej

catkowalnej funkcji/:

) (x,2) =1 le)f(yr y2,2)dy,dy2 , </>(* =I1\—_(ﬂ(f)(x,z)dz (4.9)

Zaktadajac ponadto, ze w rozpatrywanej klasie zagadnien w relacji (4.1) h™(-) =0
ha:ha(X)OTELZ VA=zyrA(x,t) po uwzglednieniu hipotezy kinematycznej Hencky’ego-
Bolle’a (2.4) otrzymamy wyrazenia na przemieszczenia w postaci

ua(x,z,t)= z®Jx,t)+zhAx )y/Ax,t), n
u3(x,z,t)= w°(x,t)
gdzie iH?,w°y/A sa podstawowymi niewiadomymi.
Podstawiajac prawe strony reakcji (4.5) do funkcjonatu dziatania (4.2), po uwzglednieniu
zalozenia o symetrii sprezystej i oznaczen (2.1), z (4.3) uzyskamy nastepujacy uktad réwnan
dla usrednionego przemieszczenia ptaszczyzny Srodkowej w°(x,t), usrednionych obrotéw

n"(x,i) iamplitud zaburzen y/A(x,t):

moko- )t + 0+

V-jfa K ,V+< = 0
(/>)**-[(«;("<)l,-(K)*il=" (46>
J(p KK )¥K+ ( ))¥a+

=0, j= da12

gdzie pominieto state sit masowych i oznaczono j =da/12.

Réwnania (4.6) sa réwnaniami nieasymptotycznego 2D-modelu wstepnie napietych piyt
materiatowo periodycznych o $redniej grubosci. Cechg charakterystyczng tych rownan jest to,
ze amplitudy zaburzen deformacji f//A wyznaczamy z uktadu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych ze wzgledu na pochodne czasowe. Tak wiec w zagadnieniach stacjonarnych funkcje
te nie sg zalezne odwarunkdw brzegowych i petnig role pewnych zmiennych wewnetrznych.

Z drugiej strony, w zagadnieniach dynamicznych jest mozliwe uwzglednienie wptywu po-
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czatkowych zaburzen pola przemieszczen. Nalezy tez zauwazy¢, ze podkreslone wspotczyn-
niki {pti*h") (Baph£hf) majg wartosci rzedu okresu periodycznosci (Scislej moéwiac, kwa-
dratu tego okresu). Tak wiec réwnania (4.6) pozwalajg uwzgledni¢ wptyw wartosci okresu
periodyczno$ci na rozwiazanie danego zagadnienia. Pomijajac wspotczynniki zalezne od
okresu Z mozna z réwnan (. .)s wyznaczy¢ amplitudy zaburzeri WA i w efekcie uzyskac

z (4.6) ukiad réwnan rozniczkowych czastkowych tylko dla usrednionego przemieszczenia
w* i usrednionych obrotéw d'a stanowigcy pewng aproksymacje modelu zhomogenizowa-

nego. Dla jednorodnej materiatowo ptyty 1=0i (Ca* h &) =0 otrzymamy y/A=0, a réwnania

(4.6) redukujg sie do znanych roéwnar Hencky’ego-Bolle’a (2.5).

4.2. Zagadnienie drgan

Rownania (4.6) zastosowano do analizy drgan wiasnych ptyty o periodycznie niejednorodnej
strukturze tylko w kierunku jednej osi, np. x2 Plyta ma statg grubos¢ d i skiada sie
z periodycznie zmieniajacych sie dwoch jednorodnych liniowo sprezystych i izotropowych
materiatdw. Zatozono, ze wszystkie niewiadome zalezg tylko od czasu i wspdtrzednej x2. Jest
to szczegolny przypadek phyty o dwukierunkowej strukturze periodycznej. Plyty takiej nie
moznajednak nazwac uniperiodyczng por. podrozdziat 3.2.

Rozpatrywana ptyta jest swobodnie podparta na brzegach x2=0, x2=L oraz obcigzona

ch
w ptaszczyznie Srodkowej sitami N = ja=zdz, rys. 4.2. Uwzgledniajac izotropie plyty

@
(w tym szczeg6lnym przypadku takze i ortotropie) oznaczono
C—Cx=5 D B.. K.
gdzie Ki jest wspotczynnikiem $cinania.
Jako pierwsze przyblizenie rozwigzania wprowadzono tylko jeden wektor funkcji ksztattu

h' =(0, h(x2)), gdzie h(-) jest Z-periodyczng funkcja typu ,,pita” pokazana na rys.4.3. Tak
wiec w tym przykfadzie bedziemy mieli do czynienia tylko z jedng amplituda fluktuacji
iif (x2,t) =y/(x2,1). Relacje (4.5) przyjma wtedy posta¢

ut(x2,z,t) =0

Uz (x2,z,t)= z#“(x2,t) + zh(x2 )y/(x2j,t) 4.7

us(xz,z,t)= we°(xz,t)
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Rys. 4.2. Szczeg6lny przypadek ptyty materiatowo biperiodycznej
Fig. 4.2. Special case of a materiat biperiodic plate

Przy powyzszych zatozeniach réwnania (4.6) redukuja sie do ukfadu trzech réwnan r6z-

niczkowych czastkowych dla usrednionego przemieszczenia w°(xz,t), obrotu if =t%(xz,t)
i amplitudy fluktuacji y/(xz,t)
j(p) & -(C}*4 -j(Ch, w2+ (D)(* +wn )- jN2=0
(p)w° -(D)(  +wz2)2-Nw°2=0 (4.8)
j (ph2)ij/+(j(Ch,2)+(Dh2))y/+ j(Ch,2)  +jN(h2)i//=0

gdzie N=consl,j=d2] 2.

Rys. 4.3. Funkcja ksztattu typu ,,pita”
Fig. 4.3. Saw-like shape function

Nalezy tu zwrd6ci¢ uwage, ze wspétczynniki (ph2"=12/\2(p), (ph2 =212(p) zalezg

explicite od okresu Zi opisujg wptyw efektu skali.

Rozdzielajgc zmienne, przyjeto niewiadome funkcje w postaci

w° (x2,t) =emw (x2), 0° [x2,t) = e’ &(x2), ys(xz,t) =enti//(x2) (ffljest czestoscig drgan).
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.Z réwnania (« .s)s otrzymamy wtedy

No= Rm={ch,l) +j-1(Dh2)+(h,I)N-(ph2)(c 2 (4.9)

Podstawiajac prawa strone (4.9) do (4.s ):, uwzgledniajac wczesniejsze zatozenia i przyjmujac
rozwigzanie uktadu rownan (4.8) w znanej postaci (obowigzuje konwencja sumacyjna)

w(x2) =wrsin(klix2) , A (x2)=rhcos(kml), kn °  n=i.,.

gdzie w ,i\ sg dowolnymi statymi, uzyskujemy liniowy ukiad réwnan algebraicznych dla

w,&:

C o)y (ehy 10 (o i T
Kj (C) R +N +{D)-j{p)( kj(D) g (4.10)

ki(D) k2[(D)+N)-(p)cos ~ ~ "

Uktad réwnan (4.10) ma nietrywialne rozwigzanie, gdy wyznacznik gtéwny tego uktadu
jest réwny zeru. W takim przypadku, przy uwzglednieniu, ze h, Ih,2 sg rzedu okresu | oraz
l«L, uzyskamy relacje na trzy podstawowe czestosci drgar wiasnych z uwzglednieniem sit
w plaszczyznie Srodkowej

k;N k*H
w o9
() (p)
2 D) L kHo+K (N +(>))]+0(ed) (4.12)

m__(Ch2)+N(h,z)+j'(Dh2) k@ (Ch,2)2
- (ph2) (p) (Ch2)+N(h2

— {CK)1 . {CK)y1
V€ chy+N(h2)+j-(0h =1 {9 cnayening

gdzie: H
Dla $redniej grubosci ptyt strukturalnie periodycznych wzory (4.11) majg fizyczny sens,
w przypadku gdy e2 =K j <.
Rozpatrzmy teraz asymptotyczne aproksymacje rownan (4.8). Poprzez formalne przejscie
/ —>0 roéwnanie (4.s): staje sie rGwnaniem algebraicznym dla (/
{Ch\)r=-(Ch,2)0°-N{h,I)
a (4.8) mozemy zapisa¢ jako uktad réwnan rézniczkowych czastkowych dla usrednionego

przemieszczenia wW° i obrotu tf
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i{p) & - Horez+(D)(tf +w,”)- jNA2=0

{p)W'(d)(l? +W,°),2'MV,2220

(4.12)

Podstawiajac do (4.12) w° (x2) =wrsin(kax2), if {x2)=ncos(kmx2), otrzymamy jedno
réwnanie czestosci
J(p)*-{p)[(kIH 0)+{D) +k2(2 N +{D))Jco +

(4.13)
+KN (keHa+(D)) +K (kIHo+k2IN ) +k: [Ho(D) +jN (N +(d))] =0

Uwzgledniajgc, ze Kj <kl oraz wynikajagce z tego zatozenia przyblizenie
8 T K j~\A k2J, uzyskamy z (4.13) nastepujace wyrazenia na podstawowe czestosci

drgan wiasnych

. KIN kI Ho {D)

e1 = {p)+{p) m +k2j) +KHo (4.14)

az= - "T+-"-T\k2Ho+kzj(N +(D))\+-"T-+ L mmmmm———
i{p) J{P)1° ° V 13 (p){D)(I+k2j) +klHo

Nalezy tu zwrdci¢ uwage na fakt, ze jezeli d jest rzedu okresu /, to mozna pomingé czto-
ny zawierajgce kg w rownaniach (4.12) i (4.13), co jest réwnoznaczne z pominieciem
wplywu inercji obrotowej na wyznaczane czestosci. W takim przypadku, przy uwzglednieniu

ze kIHo/(d) «: 1, otrzymamy z modelu asymptotycznego wyrazenie na podstawowg czestos¢

drgan wiasnych
> k2(N +kat0)
ct=' (p) (4'15)
W toku obliczeri numerycznych przeanalizowano zalezno$¢ pomiedzy bezwymiarowg
nizszg czestoscig drgan wiasnych, wyprowadzong ze wzoru (4.11)i, a parametrem geome-
trycznym K=I1/d. Uzyskane wyniki poréwnano z modelem asymptotycznym, czyli czesto-
$cig dang wzorem (4.15).
Zalozono, ze materiatowo ortotropowe skfadniki ptyty maja gestosci masy p \p ’ i modu-

ty sprezystosci C\C" oraz odpowiednio D',D’. rys. 4.3. W takim przypadku, po oznaczeniu

x=2Z'l,xe (o ,1), usrednione sztywnosci mozna przedstawi¢ w postaci
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(f)y =xf'+ (\-x)r
(fh1)y=1212(f), (fh,2)=f"'-r, (fh,2)=f"/x+f/(1-x)
Dla uproszczenia przyjeto takze, ze N=0 oraz p’=p" =p . Wprowadzono dodatkowe

parametry materiatowe ij=C’/C\ ¢ =D'/D"' oraz v=D'/C'. Mnozac obie strony relacji
(4.1D)i i (4.15) przez p (C'k*j) , uwzgledniajgc wczesniejsze zatozenia i oznaczenia, uzy-
skano nastepujace wyrazenia na bezwymiarowe czestosci drgan wiasnych
i2. _Defimorn-tinthz , R +tc\7\rx+<1a<
R XX []%x L (416)
0 (1- x)+ XT]

Obliczenia przeprowadzono dla trzech wartosci parametrow 77=2;10;20 oraz
K =0,5;1,0;2,0 przy przyjeciu, zevr=0,3 i e =T . Wykresy zaleznosci pomiedzy bezwymia-
rowa czestoscig drgan wiasnych Q a rozmiarami komdrki periodycznosci (reprezentowanymi
przez x oraz K) oraz parametrem r| przestawiono na rys. 4.4. Na wykresach tych krzywa k=0
odpowiada czestosci Mo-

Komentujac uzyskane wyniki, nalezy zauwazy¢, ze przy przyjetych zatozeniach i zakre-
sie parametrow tak materialowego -, jak i geometrycznego /rmodel asymptotyczny daje naj-
nizsze wartosci liczbowe czestosci drgan whasnych. Wptyw parametru 77 na wartos¢ liczbowg
czestosci drgan rosnie wraz ze wzrostem 77. Dla wiekszych 77 (poza 77 = 2) istotne rdznice
w wartosciach liczbowych czesto$ci w poréwnaniu z modelem zhomogenizowanym pojawia-
ja sie, gdy okres zmiennosci 1 jest rwny grubosci ptyty lub wiekszy, czyli k> 1 Przy matych
wartoéciach k a takze niezaleznie od rprzy 77 <., wystarczajaco doktadne wyniki daje mo-
del zhomogenizowany. Dla danego 77 r6znice miedzy wartosciami liczbowymi czestosci przy
roznych k, a wiec wptyw efektu skali, sg najwieksze wtedy, gdy materiat o nizszych parame-

trach mechanicznych stanowi okoto 1/3 komérki periodycznosci, czyli k~1/3.
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Rys. 4.4. Wykres zaleznosci pomiedzy czestoscig drgan whasnych a wymiarami komarki pe-
riodycznosci k | XJDi parametrem materiatowym 7

Fig. 4.4. Diagrams of the free vibration frequencies versus periodic cell measure (K, x) and
materia] parameter 7z
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Wsréd materiatdw konstrukcyjnych stosowanych w budownictwie wszystkie zatozenia zwigzane pasmem ptytowym definiowanym jako uniperiodyczne. Krytyczne wartosci sit sci-

obliczeniowe spetnia drewno, a $cislej mowiac, ptyta klejona z elementéw cietych wzdtuz skajacych N w ptaszczyznie Srodkowej pasma mozna wyznaczy¢ z rownan (4.8), w ktérych

i w poprzek widkien, rys. 4.5. Zgodnie z PN-B-03150-2000 drewno jest materiatem guasi- pominigto cztony dynamiczne:
izotropowym o modutach sprezystosci (C)*i +j(Ch,2 )2 w2 )+ jK2=0
C'=Ex = 430Mpa, C =E = 13000MPa, D' =D’ =G =810MPa (dla drewna GL-35). (iD)(& + w.2),2+Nw®, 2= 0 (4.17)

(i(Ch,) +(Dh2)yy +j(Ch,2)*4 +jN (h,2) yy=0
Procedura postepowania jest przy tym analogiczna, jak opisana w podrozdziale 4.2 przy wy-
znaczaniu czestosci drgan wiasnych. Prowadzi ona do takich samych wynikéw finalnych jak
przyjecie w wyprowadzonych juz wzorach (4.11), ze w] =(o\ = aA =0. Uwzgledniajac zato-
zenia i oznaczenia z podrozdziatu 4.2, otrzymano z (4.11) nastepujace, przyblizone wartosci
krytycznych sit Sciskajacych w ptaszczyznie Srodkowej pasma ptytowego:

Rys. 4.5. Ptyta klejona z drewna

\2

Fig. 4.5. A glued timber plate *1)M
N nkr= k 2 H 1l-e ' -0 {t6)
. o . - . ((h2c}+K2(D))*
Na rys. 4.6 przedstawiono wykresy zaleznosci pomiedzy bezwymiarowg czestoscig drgan
wiasnych takiej ptyty a parametrami geometrycznymi. Potwierdza on wszystkie wczesniejsze (1.fcjtk~D) | o(ed)
A - +e -
komentarze dotyczace wptywu parametrow x i te L2k (%)) ((h2c)+K 2(D))-
(4.18)
N. =M +(Q+(c)+0(e4
h2c) +K2(P
N 3k, = ( : ) 1-e2 M 2 -0(94)
’ k2(D){h2
Ny, —Ne ) ,Q@ (h"c)2 -0(ed)
(h2 x2{D)(h2)
Rys. 4.6. Zalezno$¢ pomiedzy czestoScig drgan wasnych a parametrami geometrycznymi x, *"dla gdzie H =$\(|3)- M 2 -~ € =knj«\.
ptyty wykonanej z drewna I (h2C)+Kz(D)
Fig. 4.6. Interrelation between the free vibration frequency and geometrical parameters X, -for Podobnie z réwnania (4.5), przy &0=0, uzyskujemy wartosci sit krytycznych w modelu
timber plate - '

zhomogenizowanym asymptotycznie
4.3. Zagadnienie statecznosci
Rozpatrzmy, w ramach nieasymptotycznego modelu ptyt materiatowo periodycznych, quasi-
statyczne zagadnienie statecznosci pasma ptytowego przedstawionego na rys. 4.2. Jak to juz

zaznaczono, jest to przypadek szczegdlny tego modelu, zagadnienie jednowymiarowe, nie
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(h2CY

(4-19)

gdzie

Otrzymane relacje (4.18) wymagajg komentarza. Po pierwsze, ich liczba jest wynikiem
przyjetego sposobu aproksymowania wyrazen na sity krytyczne, poprzez ich rozwiniecie
w szereg Taylora wzgledem matego parametru £2. Jak mozna zauwazy¢, sity krytyczne wy-

wotane periodyczng strukturg ptyty sa prawie réwne, tzn.
N2kr = "31kr +7 (e ),

podobnie jak sity krytyczne zwigzane z uwzglednieniem wptywu inercji obrotowej
N32b=Nzb +0(e2).

Po drugie, uzyskane wyniki nalezy zweryfikowaé pod katem ich zgodnosci z przyjetymi
zatozeniami. Oprocz sity krytycznej Nnb, pozostate wywotatyby w materiale izotropowym
naprezenia rzedu modutu Younga, czyli znacznie przekraczajgce granice proporcjonalnosci.
Uzasadnienie ich fizycznego sensu wymaga odrebnej analizy (w obszarze wyboczenia po-
sprezystego i plastycznego) wykraczajgcej poza cel i zakres tego opracowania. Wskazuje jed-
nak kierunek dalszych zastosowan proponowanej metody modelowania.

Poréwnujac teraz (4.18) i (4.19), mozna stwierdzic, ze relacje uzyskane technikga usred-
niania tolerancyjnego, uwzgledniajace wptyw efektu skali, sa uogélnieniem relacji uzyska-
nych z modelu zhomogenizowanego asymptotycznie. Poprzez formalne przejscie

e2—»0, k —0 zrelacji na Nnb, N1Jk, N3k uzyskujemy wzor na M0k, natomiast z relacji
na Nub wzér na NnKT. Réznice w wartosciach liczbowych otrzymanych ze wzoréw naW,”
i MOLkr, podobnie jak w przypadku ptyt strukturalnie biperiodycznych, sgjednak nieznaczne.

Stanowig jednak kolejne potwierdzenie fizycznej poprawnosci przyjetej metody modelowa-

nia.

4.4. Podsumowanie
Wyprowadzone przy uzyciu nieasymptotycznej techniki usredniania tolerancyjnego (TAT),
réwnania 2D-modelu wstepnie napietych ptyt materiatowo biperiodycznych o $redniej grubo-

ci (4.6) sg uktadem 3+N rownan rézniczkowych czgstkowych o statych wspétczynnikach dla
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usrednionego przemieszczenia W5, obrotow oraz amplitud zaburzen deformacji y/A. Ce-

cha charakterystyczng tych réwnan jest to, ze amplitudy zaburzen y/A wyznaczamy z uktadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na pochodne czasowe. Tak wiec w zagad-
nieniach stacjonarnych funkcje te nie sg zalezne od warunkéw brzegowych i petnigrole pew-
nych zmiennych wewnetrznych. Z drugiej strony, w zagadnieniach dynamicznych, podobnie
jak w przypadku piyt strukturalnie periodycznych, jest mozliwe uwzglednienie wptywu po-
czatkowych zaburzer pola przemieszczen. Wspotczynniki (phAh”) (BahAh”) ma.R warto-

$ci rzedu okresu periodycznosci (Scislej mowiac, kwadratu tego okresu). Tak wiec réwnania
(4.6) uwzgledniajg wptyw wartosci okresu periodycznosci na rozwigzanie danego zagadnie-
nia, czyli efekt skali. Pomijajac wspétczynniki zalezne od okresu /, mozna z réwnan (4.3)3

wyznaczy¢ amplitudy zaburzen y/A i w efekcie uzyskaé z (4.6) ukfad rownan rozniczkowych

czastkowych tylko dla usrednionego przemieszczenia W* i usrednionych obrotow # stano-
wigcy pewna aproksymacje modelu zhomogenizowanego, por. podrozdziat 3.4. Dla jedno-
rodnej materiatowo ptyty, a wiec 1=01i (Ca*h fs) =0, otrzymamy y/A=0, a réwnania (4.6)

redukujg sie do znanych réwnan Hencky’ego-Bolle’a (2.5).

Wyprowadzone w tym rozdziale réwnania 2D - modelu $redniej grubosci ptyt materia-
towo periodycznych (4.6) mozna stosowac¢ w zagadnieniach dynamiki i statecznosci, w przy-
padku gdy stata grubos¢ ptyty d jest rzedu okresu zmiennosci /. Model ten mozna traktowac
jako uogolnienie znanego modelu zhomogenizowanego asymptotycznie. W zagadnieniach
dynamiki, analizie drgan swobodnych, oprécz niskich czestosci drgan, ktére mozna wyzna-
czy¢ w ramach modelu zhomogenizowanego, uzyskujemy dodatkowo relacje na czestosci
wyzsze wywotane periodyczng strukturg ptyty. Na podstawie poréwnania nizszych czestosci
drgan uzyskanych z obu modeli dla periodycznego pasma ptytowego mozna stwierdzié, ze
model homogenizacyjny daje nizsze wartosci liczbowe tych czestosci. ROznice sg tym wiek-
sze, im wiekszy jest stosunek dtugosci okresu zmiennosci | do grubosci ptyty d opisany para-
metrem k. Mozna przyjaé, ze w rozwazanym jako przyktad zagadnieniu, przy k <1, wystar-
czajaco doktadne wyniki daje model zhomogenizowany. Taka sama konkluzja dotyczy przy-
padku, gdy ptyta wykonana jest z materiatdw o niewiele réznigcych sie wiasnosciach mecha-

nicznych (w przykfadzie dla Tj<2), niezaleznie od wartosci te. Znalazto to potwierdzenie

takze dla ptyty wykonanej z drewna przy normowych warto$ciach modutéw sprezystosci.
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Zastosowanie rownan (4.6) do analizy zagadnienia statecznosci statycznej swobodnie
podpartego pasma ptytowego prowadzi do dodatkowej relacji na krytyczna site Sciskajaca
wywotang periodyczng strukturg ptyty. Uzasadnienie jej fizycznego sensu wymaga jednak
odrebnej analizy wykraczajacej poza zakres tej pracy. Z inzynierskiego punktu widzenia
istotne jest uogolnienie relacji na podstawowa site krytyczng w modelu homogenizacyjnym,
pozwalajace uwzglednic efekt skali.

Przyktady obliczeniowe potwierdzity znang teze, ze dla piyt, ktorych okres periodyczno-
§ci / jest duzo mniejszy od jej grubosci d, wskazane jest stosowanie metod homogenizacyj-

nych, bowiem efekt skali zanika.

5. PLYTY STRUKTURALNIE UNIPERIODYCZNE

5.1. Wyprowadzenie rownan modelu

Rozwazania w tym rozdziale bedg dotyczyly ptyt periodycznych tylko w jednym Kierunku
i okresie periodycznosci duzo wiekszym od ich grubosci. Pyty takie nazwano ptytami struk-
turalnie uniperiodycznymi. Ptyta jest periodyczna tylko w kierunku osi xu natomiast zmien-
no$¢ parametréw geometrycznych i materiatowych w kierunku osi xi jest dowolna. Nalezy tu
zwrbécié uwage, ze w praktyce inzynierskiej mamy najczesciej do czynienia z ptytami o sta-
tych parametrach w nieperiodycznym kierunku. Przykfadowy fragment takiej ptyty przedsta-
wiono narys. 5.1.

Przyjeto, ze ptaszczyzna srodkowa ptyty 77jest prostokatem o dtugosci bokdw w Kierun-
ku osi X i xi odpowiednio L\ i L2 77=(0,Z0)x(0,L2 . Komdrka periodycznosci A(x), xelJA,
jest odcinkiem o $rodku w punkcie x\ ,A=(xI-11/2, xI+Il/2), a 1=L jest okresem periodyczno-
§ci. Zatozono dalej, ze /<k{L,,L,], a takze, iz Zjest duzo wieksze od maksymalnej grubosci
ptyty /»max 28(x) . Przypomnijmy, ze w analizie tej klasy ptyt przynajmniej jedna z funkcji
opisujacych wiasnosci materiatowe /2(+),Ajld() badz geometrie (grubos¢) ptyty - 5() jest

funkcjg okresowg o okresie / wzgledem wsp6trzednej x\.

Rys. 5.1. Fragment piyty strukturalnie uniperiodycznej
Fig. 5.1. Fragment of a structural uniperiodic plate

Punktem wyjscia w procedurze modelowania, podobnie jak w podrozdziale 3.1, sg row-

nania (2.5) ptyt Sredniej grubosci wyprowadzone przy przyjeciu hipotezy kinematycznej
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Hencky’ego-Bolle’a. Podstawowymi niewiadomymi w (2.5) sg: przemieszczenia (ugiecie)
w(x,t) punktow ptaszczyzny 77 oraz &(x,t) - niezalezne od ugiecia obroty. Rdwnania (2.5)
dla ptyt uniperiodycznych sg réwnaniami o silnie oscylujgcych wzgledem xi wspotczynni-
kach funkcyjnych. Zastosowanie techniki u$redniania tolerancyjnego ma na celu uzyskanie
réwnan o wspoétczynnikach statych, lub nie bedacych funkcjami silnie oscylujacymi, opisuja-
cych jednoczesnie wptyw efektu skali w sensie przedstawionym w monografii Cz. Wozniaka
i E. Wierzbickiego (2000).

Uwzgledniajagc zatozenie zgodnosci, niewiadome funkcje z réwnan (2.5) przedstawiono

w postaci sumy czesci usrednionej i oscylujacej (residualnej)
iB(-x2,t) = (-x2,t) +A (-,x2,1),
w(-,X2,t) =w° (mx2,t)+w* (-,x2,t)
gdzie
J%Cx2,t) =[(J) (x2)J “(Jj9a)(-.x2,t),
o r o . (5-2)
w'(s, X)) = [ (X (vw)(-x2,1)
sg funkcjami wolnozmiennymi, natomiast z?*(-x,,r), w'(-,x2,t) sg funkcjami oscylujgcymi
z waga odpowiednio J i// (tj. usredniong na grubosci ptyty inercjg obrotowg i gestoscig). Pod-
stawiajac (5.1) do (2.5) i usredniajgc otrzymane réwnania w obrebie dowolnej komorki
A(x), xel7a i uwzgledniajac relacje tolerancyjnego usredniania uzyskano usrednione réwna-
nia ruchu w postaci
[ (Gapys) +(cupysara)] ' P A p )¢rp+w,p)-{ Dap( Wo (J) =0,
Kp( Weap+(W#p))+ [ (Dap)(A +Wp)] a+ [ (mDafii &P+W P))] M)w°+ (p)=o.

W dalszym etapie dziedzing niewiadomych funkcji w réwnaniach (2.5) zawezono do
komorki A(x), xe T1A. Mnozac te rownania przez A - periodyczne funkcje testowe vH() r|()
argumentu yu uwzgledniajac (5.1), aproksymujac funkcje oscylujace funkcjami A - perio-
dycznymi, po usrednieniu tolerancyjnym sformutowano periodyczne zagadnienie na komérce

wyrazone w X = (*,,x2)e 7~dla A - periodycznych funkcji — &xa(-,x2,t), wk(-,x2,t),

WE Ix, /., xI+1/2], takich, ze  ixa)(X)=o, {/lw*)(X)=o0 , w postaci réwnan wariacyj-

nych
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(Mo orrstiGa)} VA (GaclEYeys))

+(VaD<4(*5»+<0))+{valt )=

=-(VOAIBR 5H+(v,(Go2i6)~,9l -{vaDa)(gq +w") , (5.4)

(rjA[A +<p))-(7[" («E+<p)].}+(" > =

=KAT-{hi, A {tf +)HADb)¥+1)]j +M
spetnionych dla dowolnych periodycznych funkcji testowych va 77 zmiennej yi, dla ktérych
(Jva)(x) =0, (jud)(x) =0. Nalezy zwroci¢ uwage, ze lewe strony relacji (5.4) sg funkcjami
wolnozmiennymi (jako usrednienia funkcji oscylujacych), natomiast po prawej stronie wyste-
pujg wartosci funkcji (i ich pochodnych) ifa i w® w punkcie x =(xl,x2), gdzie x\ i x2 sg trak-
towane jako parametry.

Usrednione réwnanie ruchu (5.3) i periodyczne zagadnienie na komorce opisane réwna-

niami wariacyjnymi (5.4) tworza podstawe stosowanego sposobu modelowania.

Przyblizone rozwigzanie periodycznego zagadnienia na komorce A(x) danego réwna-
niem wariacyjnym (5.4) bedziemy poszukiwac stosujac metode Galerkina. W tym celu wpro-

wadzono dwa uktady liniowo niezaleznych modalnych funkcji ksztattu ha(y), a = 1,2,..«
i gA(y), A= 1 , 2 dla ktérych (Jva)(x) =0, (fiT})(x) =0. Okreslajg one posta¢ mozli-
wych drgan swobodnych komorki ptyty, a w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu traktowane
sgjako dane. Sposoby wyznaczania lub przyjmowania modalnych funkcji ksztattu sg szczegoé-
towo omowione w monografii Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego (2000). W tej pracy omé-
wiono je w podrozdziale 2.3.

W procedurze modelowania poszukujemy rozwigzania réwnan (5.4) w postaci skonczo-

nych szeregdw (obowigzuje konwencja sumacyjna):

txa(yj)~he(y)o a(xz), (55)
Wy, 1) **gAlY)WA(X,1),
gdzie ye (x), xe IJA, natomiast ,,=" oznacza aproksymacje, ktdrej doktadnos¢ jest uzalez-

niona od liczb n i N (nie jest zwigzana z systemem tolerancyjnym). Funkcje WA(x,t),
o “(x,t) sa nowymi niewiadomymi kinematycznymi, ktére nazwaliS$my uprzednio amplitu-

dami residualnych czesci ugiecia i obrotow.
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W zwiazku z powyzszym uzyskujemy dla niewiadomych funkcji (), w’(¢) nastepuja-
ce przyblizone relacje
% (y,t) =h°(y)6r(x.t),
w(y.t) ~ gAY)WAX,1),
ktore sg stuszne jedynie wtedy, gdy WA(x,t), 0 “(x,t) sa funkcjami wolnozmiennymi
®a{-,t),W*{-,1)eSV&T) (5.7)
Podstawiajgc prawe strony relacji (5.5) do (5.4), uwzgledniajgc (5.7) oraz przyjmujac, ze
va=ha(y)0a,T]- gA{y)W , gdzie Oa,W sg dowolnymi statymi, po pewnych prze-
ksztatceniach uzyskujemy réwnania dla niewiadomych 0 ““(¢), W A(*). Wystepuja w nich tak-
ze niewiadome ia(m), w° (m). Podobnie, wstawiajgc prawe strony (5.6) do (5.3), z uwzgled-
nieniem (5.7) otrzymujemy réwnania dla t?0,w"0, a takze 0 “{-),WA) jako podstawowych
niewiadomych. Oczywiscie, w obydwu przypadkach uwzgledniono takze relacje tolerancyj-
nego usredniania (TA). Oprocz modalnych funkcji ksztattu hax)eO(l) i gAXx)e 0(1) wpro-
wadzono réwniez funkcje
h°e=1-»ha gA=Tr'gA,
ktérych wartosci nalezy traktowac jako niezalezne od parametru mezostruktury /.
Uwzgledniajac te funkcje w przeksztatcaniu réwnan (5.5) i (5.6) uzyskujemy koricowe,

0g6lne rownanie modelu $redniej grubosci ptyt o jednokierunkowej strukturze periodycznej

i okresie duzo wiekszym od grubosci, czyli strukturalnie uniperiodycznych, w postaci:

1° u$rednionych réwnan ruchu

o

N &fi"%,+IN6t(r)w 2 +Qa,, - (py+P=0,-
2° réwnarn dla amplitud zaburzerh

i\jh ‘hh&a+M:-iM°a2=o,

1AM g T)w B+QA1Q A+ (5.9)

~KZi(r)K2+i\rr)w : 2+N~*(gAg"w Bi(rp)=o0
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3° réwnan konstytutywnych
ax*, +{KG"s)&°s +|(h aGalzy0°32 |
Q.= {D "~ +M)+i{haD"}0;+(gA a)wA+i(rDawA,
K=(% hfal)e>+{hfiMl g r))H (hpG M }6it +
+r{tt'D j)A+ I(h-D j{A +tf)+
+1(h°ghDal)w A+I12{h°gADaw : ,
Ma=(ha&KGans)&s +(h‘Galle)aM +z (rP G M),
QA= A)($+"$) +I{skD ip&p+I{gAgBDn)w: ,
QA=(gAg°D2)wB+{gM2) (g + )+I(gA°DA)0; +1(gAgBDDw °
Réwnania (5.8)-(5.10) maja fizyczny sens jedynie wtedy, gdy podstawowe sg funkcjami
wolnozmiennymi
la(;X2t), We(;x2t), 0a(;X2t), WA(;X2,t)eSV(T). (5.11)
Otrzymane réwnania o wspdtczynnikach zaleznych explicite od parametru | sg rowna-
niami usrednionego 2D-modelu opisujacego dynamike Sredniej grubosci ptyt uniperiodycz-
nych o okresie duzo wiekszym od grubosci, poddanych dodatkowo wstepnemu napieciu
w plaszczyznie $rodkowej. Réwnania te wyprowadzono po raz pierwszy w pracy Barona
(2005)i, przy uwzglednieniu residualnych przemieszczeh w' w wyrazeniach zawierajacych

wstepne napiecie, tzn. < w” =Jaf(w® +w') We wczesniejszych pracach autora,
np. (1999)i, (2002), (2003)i, przyjmowano ~cfAw@. W réwnaniach (5.8) i (5.9) pod-

kre$lono dodatkowe cztony, zwiazane z ostabieniem zatozen.

Rozwigzujac zagadnienie brzegowo-poczatkowe plyty uniperiodycznej w modelu uzy-
skanym metoda usredniania tolerancyjnego (5.8)-(5.10), nalezy spetni¢ warunki brzegowe dla
j%(-,t), w°(-,t), takie same jak w teorii Hencky’ego-Bolle’a oraz po dwa warunki poczatkowe
dla funkcji i%(-,t), w°(-,t) ,<9°(+,2)>WA(:t) . W odrdznieniu jednak do ptyt o dwukierunkowej
strukturze periodycznej, na brzegach prostopadtych do kierunku periodyki nalezy uwzglednic¢
warunki dla kinematycznych zmiennych wewnetrznych 0"(-J), WA(-,t). Na przykifad jezeli
ptyta przedstawiona na rys. 5.1. bedzie swobodnie podparta na wszystkich krawedziach to dla

X =0 i Xe=Li uzyskamy
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hB=0=>w=0Q 17=0
Ma2=Ga2* IyS)=0 = G, = 0 , Galeo"ry) =0

Roéwnania (5.8-5.10) sg rownaniami bardzo og6lnymi opisujgcymi niejednorodne pyty
uniperiodyczne o dowolnej zmiennosci parametrow geometrycznych i materiatowych w nie-
periodycznym kierunku. Sg to réwnania o zmiennych wspéiczynnikach, ktére jednak nie sg
juz silnie oscylujgcymi (badz nieciagtymi). W zagadnieniach inzynierskich mamy najczesciej
do czynienia z ptytami o materiatowej (badz technicznej) ortotropii, dla ktérych wiasnosci
mechaniczne oraz grubos$¢ ptyty sg state w kierunku prostopadtym do kierunku periodyczno-
Sci, czyli sg niezalezne od zmiennej x2. Takze w analizie konkretnych zagadnien satysfakcjo-
nujace jest uzyskanie tzw. pierwszego przyblizenia rozwigzania co w przypadku proponowa-
nego tu modelu oznacza przyjecie we wzorach (5.5) N=n =1.

Przyjmijmy wiec, ze phyta, jesli chodzi o swe usrednione (na komdrce) wiasnosci mecha-
niczne, jest ortotropowa o gtéwnych osiach ortotropii rownolegtych do osi przyjetego uktadu
wspotrzednych. Sztywnosci Galiye i Dap mozna wtedy zredukowaé do szesciu i zdefiniowac
wzorami (3.12).

Przyjmijmy takze, ze w rozpatrywanych zagadnieniach wystarczajgcg doktadnos¢ aprok-
symacji zapewnia uwzglednienie tylko dwdch modalnych funkcji ksztattu (N=n=1). Oznacz-
my wiec zgodnie z (3.13) i (3.14)

h()=h'()=Ih(-),  9Q=g'Q=Ig(’)
i odpowiednio
= W(-t) =W\;t).

Przy powyzszych zatozeniach i oznaczeniach 2D - model ortotropowej ptyty periodycz-
nej o Sredniej grubosci jest opisany szescioma réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi
o statych wspotczynnikach

Mm+Miu-Q-(J)A=0,
M2U+Mm -Q2(j)a=o,
N ~+ I*"jg )WM+Qaa-*"y+p=20,

1Ajh 20'a+M'a-IM'aJ=0,
Iug2w +Q'-1Q\+ (5.12)
-N°Al(g y*+ 1X19wI]+N"(gj)w -I(g p)=0
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oraz rownaniami konstytutywnymi
M|i=<G,,)z2u+(Gi2a2+</'IGI0 1 +I(h G302,
M2=(GD A 2(GR u+("GDO0i+I{h G202,
M I2=M2=(G)(A2+&)+(htG )0 2+1(h‘G )0i2,
Qx=(DxNe x+Wh)+I{h Du)g +(g)Du)W,
Q2=(D3(i}2+w2+I(h DD02+I(g DDW2
M\ = (h2Gu)QI+(hIGn }&22)+I(h{ GI2®22 +12(h~Du)®t +
+I(hDu)(VI+WI)+I(h g,Du)w>
M2= (h2G)®2+ (h,G) (i12 + fSRJj) + 1 (hji G)@, 2+ 1 2(h2D2>C2+
+I{h D2 ($2+w2) +I2(h g D2W?2, 13)
M\ ={h hfi)®2+{h G)(A2+AA)+I(h G)0I2,
M\ ={h h,Gn)®x+(h Gn)% +I{hB2L)®22,
QI=(gIDn)W + (gIDu)($1+wi)+1(gji £),JC)
Q' =(g D2t&+w2)+1(g h D2)E2+1{g2D2)WB.
Dalsze uproszczenie rdwnan (5.12) i (5.13) mozna uzyska¢ poprzez zatozenia odnosnie

parzystosci badz nieparzystosci funkcji ksztattu h() i g(-).

5.2. Zagadnienie drgan
Jako przyktad rozpatrzmy zagadnienie drgan swobodnych ptyty o strukturze uniperiodycznej

wzdtuz osi jd i statych parametrach w kierunku osi x2. Przyjmijmy ponadto, ze ptyta jest jed-
norodna, ortotropowa oraz ze wszystkie funkcje zalezg tylko od czasu i zmiennej x = x2,

rys.5.2. Jest to rownoznaczne z analizg periodycznie uzebrowanego pasma ptytowego o roz-

pietosci L =12
Funkcje niewiadome w réwnaniach (5.12), (5.13) przyjeto w postaci

A(xt) = eimfFl (jc)sinkmx, A (x,t) :e'nﬁn__lA n(*,)cos krx,

65(x,t)=e“ X U,)sinkmnx, 02(x,t)=emE 0D(x,)cos krx, (5.14)

w(x,t) - e" £ wn(x,) sinkmx, W{x,t) =em™ Wn(xt)sin krx,
n=l n=1

gdzie kn=mi/L, n= 1,2,.... Taka posta¢ niewiadomych funkcji zapewnia spetnienie warun-

kéw swobodnego podparcia na krawedziach x2=+L/2, rys. 5.3.
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Rys. 5.2. Ptyta periodycznie uzebrowana
Fig. 5.2. Periodically ribbed plate

Przy powyzszych zalozeniach, a takze p=0 i Nap=0, uzyskano z réwnan (5.12) - (5.13)

uktad 6n rownan algebraicznych dla niewiadomych amplitud A,,,A,,,wn, 0 U,©2nWh. Rozpa-

trzono przypadek drgan symetrycznych komorki periodycznosci, tzn. zatozono, ze funkcja

h(x,) jest nieparzysta, natomiast funkcja g(xt) jest parzysta. Przy takim zatozeniu uzyskany

uktad réwnan algebraicznych rozprzega sie na dwa poduktady: jeden dla amplitud i <,
~K(G) + (E>,}-{J)co2 kn{Gh,) .0
(5.15)
kn{GIh) kI(Gh2) + (Gh2) + (D2) - (Jh2)co2 A 0
natomiast drugi dla amplitud A2n,wn,0 U, Wh B
k2 (G 22+ (@2} -(j)a>2 -kn(Guh,®) kn(D2)
kZ(Gh2) +1Gn (h,,)2) +
K{GnK) ' 0 (DMi)
+(D,h2)-(j) K&z (5.16)
k,,(D2) 0 k2(DR)—(f i) ¥\ t 0
0 (D£s.) 0 N<Q22>+(DX0,,))-(A821  w.

Chcac uzyska¢ relacje na czestosci drgan wiasnych zatozono, ze plyta jest izotropowa
oraz pominieto wptyw inercji obrotowej, J ->0. W takim przypadku z réwnan (5.15) wyni-
ka, ze =0,0In =0, natomiast czestosci drgan wiasnych obliczymy przyréwnujac do zera
wyznacznik gtdwny uktadu réwnan (5.16).

Zatozono dalej, ze modalne funkcje ksztattu mozna aproksymowac w postaci (por. pod-
rozdziat 2.3)
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gdzie statg c obliczono z zaleznosci <jug > =0,

[ . Tia
¢ =~VuroK\+Vu), ro:TCasm—r

Rys. 5.3. Swobodnie podparte zebrowe pasmo ptytowe
Fig. 5.3. Simply supported ribbed plate band

Przyjeto oznaczenia (rys.5.3 i 5.4)
It=[(b+d f-d 3lal12, ja=d3/12,A =ab, ys, =ItljJ, VM=\!d|
D =Ed3112(\-V2),G0=K E/2(l +V)
gdzie E jest modutem Younga, natomiast vjest wspdtczynnikiem Poissona.
W trakcie obliczen przyjeto, ze all« 1, co daje 10-> 1, oraz uwzgledniono wstepne zato-
zenie, ze d« L i l«L. Uzyskano relacje na pierwsze przyblizenie podstawowych czestosci

drgan wiasnych

D t41+r, | _,

pd "1+AM @+¥i)a+2n)
_GJ2tc\ \+yM

T OPK U 1+37,

co =
(5.18)

W odr6znieniu od metody homogenizacji asymptotycznej uzyskano relacje na dwie pod-
stawowe czestosci drgan wiasnych: czestos¢ wysoka o\ zalezng od parametru mikrostruktury
Zoraz czestos¢ niskag . od tego parametru niezalezng (dla pierwszego przyblizenia). Wyraze-
nie na czestos¢ niskg moze by¢ poréwnywane z relacjami uzyskanymi innymi metodami, na-
tomiast czesto$¢ wysoka nie znajduje swojego odpowiednika w dotychczas stosowanych me-

todach.
Zagadnienie to rozpatrywano po raz pierwszy w pracy E. Barona (2003)2. Dotyczyto ono

0golniejszego przypadku, w ktdrym komorka periodycznosci zawierata dwa zebra o r6znych
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wymiarach. Rozpatrzono tam takze przypadek, gdy modalna funkcja ksztattu h(xt) jest pa-
rzysta, natomiast funkcja g(x,) jest nieparzysta aproksymujac je w postaci

h =I{cos -n)P-xt+02) g= I’si'nll}rlxl
gdzie statg ci obliczono z warunku <Jh >=0,

=_A A r =— sin—
c2 /(1 +7). na I

Przy tym zatozeniu uktad rownan (5.12) i (5.13) rozprzega sie na dwa podukiady: jeden
dla amplitud ,<9n, W

k;{G)+{Dt)-(J)ar k2(Gh)+(D,h)

“AGli 2o+ k,w ©
Genrom  AGZHER) "- 0 (5.19)

N o

<»,S4> <0,A«d> K (Dzs2)+(D,(gi)2)-(jUg2)toz -

oraz drugi dla Z2n, 0 2,, wn

ANG 2+ (D2)-(y><: k2(G2h) + (D2h) * <A) \ < 0
KRB n Y +{B2h)  KA(G2h2) + (G (h1)2) +(D2h2)-(Jh2)0)2  k,{D2h) =0 (5.20)

U»2> MA¥*) kaD2-<jiWw w. 0

Pomijajac wptyw inercji obrotowej J , z warunku zerowania sie wyznacznikéw gtéwnych
(5.19), (5.20), stosujac opisany przy wyprowadzeniu (5.18) sposdb postepowania, uzyskano

relacje na pierwsze przyblizenie podstawowych czestosci drgan whasnych

o= D ALl
Pd "1+ 621
2£ '
CO.
| 1+ 3yr,,

Jak mozna zauwazy¢, w przedstawionym przykladzie zatozenia odnosnie do parzystosci
badZ nieparzysto$ci modalnych funkcji ksztattu nie majg praktycznie wpltywu na uzyskiwanie
wartosci czestosci drgan wihasnych. Relacje na czestosci wyzsze sg identyczne, natomiast
np. dla v =0,3, przy y/x< 1 wzgledne réznice wartosci liczbowych co2 nie przekraczajg 3%.

Dla sprawdzenia fizycznej poprawnosci uzyskanych relacji na nizszg czesto$¢ drgan wia-
snych o 2 przeprowadzono pewne obliczenia numeryczne metodg elementéw skonczonych
(MES). Otrzymane w ten sposéb wartosci liczbowe poréwnano z uzyskanymi ze wzoru

(5.18)!. Wykorzystano standardowy, inzynierski program obliczeniowy Robot-Millenium
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Robobat Comp. Obliczenia wykonano dla ptyty betonowej o rozpietosci 6.00 m i dtugosci
30,0 m, tabl.5.1. Przyjeto modut Younga £=29000 MPa, wspdtczynnik Poissona v = 0,20
oraz ciezar objetosciowy Q=24,50 kN/m3 Pyte podzielono na 1440 powtokowych elemen-
tow skonczonych potaczonych w 1573 weztach. Zebra majg statg wysoko$é bl2=0,25 m
i staly rozstaw osiowy - 1,00 m, rys. 5,4. Ponadto program nie uwzglednia ich sztywnosci
skrecania. Przyjeto trzy warianty grubosci ptyty d=0,10 m, 0,15 m, 0,20 m oraz trzy szeroko-

§ci zeber a=0,05 m, 0,10 m oraz 0,20 m. Wyniki zestawiono w tabl.5.1.

P L.
U jd

Rys. 5.4. Komdrka periodycznosci
Fig. 5.4. Periodicity cell

Na ich podstawie mozna stwierdzi¢, ze dla analizowanego zakresu parametréw d, a, b,
wzory (5.18)i, (5.21)i dajg wystarczajagco doktadne przyblizenia czestosci drgarn wiasnych
ptyty w poréwnaniu do uzyskanej metoda elementdw skofczonych. R6znice sg tym mniejsze,
im bardziej rozwigzywanaMES-emptyta spetnia zatozenia wyjsciowe, tzn, d <k Z,a «: Z

Relacje na nizsza czestosé drgan wiasnych (5.18)i i (5.21)i pordwnano takze z przyblizo-
nym wzorem, jaki uzyskat Timoshenko (1955) stosujgc metode Ritza. Dla jednorodnej mate-
riatowo i izotropowej ptyty o module Younga E i gestosci masy p , wymiarach gabarytowych
L\ i Li wzmocnionej uktadem réwnolegtych do osi x\ zeber o polu przekroju A\ i momencie

bezwiadnosci I\ otrzymat nastepujacy wzér na czestos¢ drgar swobodnych

co= ny n2+DL>/(E/.)[te/A)2” 2+»21 VO+0 (5.22)
I\p\ i+ KM )i/(i+r)
. Edi . . . :
gdzie D =- natomiast rjest liczbg zeber.
12(1-v2)
Po dostosowaniu (5.22) do przyjetych zatozen, czyli «cl, uwzgledniajac, ze

L,/(1+r) =/, przy przyjetych w (5.18) i (5.21) oznaczeniach otrzymamy z (5.22)
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Wynika stad, ze relacje (5.18)i i (5.20)i sg taka samg aproksymacjg nizszych czestosci drgan

wiasnych, jakg mozna uzyskac stosujgc metode Ritza.

PLYTA
d

[m]

0,1

0,15

0,20

ZEBRO

a
[m]
0,05
0,10
0,20
0,05
0,10
0,20
0,05
0,10

0,20

0,25
0,50
1,00
0,1667
0,3333
0,6667
0,125
0,250

0,500
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10,75
21,50
43,00
4,01875
8,037
16,074
2,0937
4,1875

8,375

CZESTOSCI
TAT MES
[1/s] [1/5]
81,09 80,80
104,07 100,63
123,63 119,89
84,13 82,18
105,42 101,37
129,53 121,91
90,10 87,95
110,31 105,95
135,40 126,67

Tablica 5.1

BLAD
WZGLEDNY

[%]
0,36
3,42
3,12
2,37
3,99
6,00
2,44
4,12

6,89
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5.3. Zagadnienie statecznosci
Zatozmy, ze statej grubosci plyta o strukturze uniperiodycznej opisana rownaniami (5.12)-

(5.13), jednorodna, materiatowo ortotropowa, wzmocniona jest uktadem zeber o masie M
i momencie bezwtadnosci J, na jednostke dtugosci zebra (rys.5.5). Dla uproszczenia rozwazan

bedziemy pomijaé sztywnos¢ skretng zebra.

Rys. 5.5. Phyta betonowa wzmocniona dwuteownikami stalowymi
Fig. 5.5. Concrete plate reinforced by rolled steel I-bar

Przyjmijmy, ze element reprezentatywny (powtarzalny) jest symetryczny wzgledem osi
zebra (reprezentuje go odcinek (0,1) na rys.5.5). Uwzgledniajgc te symetrie zatozmy, ze funk-
cja g(xi) jest symetryczna, natomiast h(xj) jest antysymetryczna wzgledem osi zeber. Przy
tych zatozeniach z (5.12) i (5.13) otrzymamy nastepujacy uktad pieciu rownan rézniczkowych
czastkowych dla niewiadomych $a,0=0vw,W

(GIX L +(G)*+((GR+(G)t*2(Dh("+w;)-(y)"=0

(G " 2+ (G)MIH(GR+(G)) 2 (7) (" +W)-/(I-a)IV,-(7)"=0

N2+ iD "+ w ;) +(D3("+h$) +IN°a{g)WM+I(gDIW2-(si)w°+p=0

-12h 29) 0 2+((/i;Gi)+/ AT DFjo+1(hgtg)w+12h 7)0=0 6239

A (g > N -1Ag)W2R+K (g>+(MNASW -V A (gFvvi+

"gD3(a+w)+il"gp)0+idr/iw-i(gp)=o
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oraz niezalezne réwnanie dla 02
-42h 52 0 22+((hjG)+12h D2)&2+1Ah §) S 2=0

Uktad rownan (5.23) jest uktadem o statych wspétczynnikach. Stanowi on narzedzie ana-
lizy zagadnien dynamiki i statecznosci sprezystych ptyt $redniej grubosci przy dowolnych
warunkach podparcia ptyty.

W analizie niezaleznego od czasu zagadnienia statecznosci uniperiodycznej ptyty prosto-
katnej jak na rys.5.5, a opisanej rownaniem (5.23), przyjeto, ze ptyta jest technicznie ortotro-
powa, por. Sokotowski (1957), opisana modutami Younga Eu E2oraz wspotczynnikami Pois-

sona Vi, v2. Sztywnosci takiej ptyty (przy zatozeniu jej statej grubosci) obliczamy ze wzoréw

G — a — End M _\NIGuG 2
n 12fl-v,vr 2 12(1-vyv2)’ 2 122 2 i* G~2()+vi)

Niech dla materiatu ptyty E\=E, Vi = v; wtedy mozemy obliczy¢
G]l:(G"):iZ |Ej\\/2; =H
Analogicznie, wykorzystujac operator usredniajacy, obliczamy
2=(gD=hJi tL

9292 P

gdzie Esjest modutem Younga zebra wzmacniajgcego.

Oznaczajac El , uzyskamy G2=(G3=H g(\+yy) .

Z warunku vG2=v&sn wynika, ze v2=v(\+y/). Tak wiec

r E-d7 E43 Ed3

2 12(1-vv)—2[1—v2AL+MN]~12(1-vd +¥h
astad E2=EI-¥ 2V \\+y,).
Sztywnosci $cinania obliczymy ze wzordw:
2 ("Mjnh2 2 = (UVHKT,
Na podstawie pracy G. Jamielity (1991) przyjeto wspotczynniki Scinania

— N, is,,— 5
Rri 6’ B Evan

5. PHyty strukturalnie uniperiodyczne 85

Z przyjetych zatozeh wynika, ze sztywnosci obliczane z uwzglednieniem funkcji ksztattu mo-
ga by¢ wylaczane poza znak usrednienia, np. (hEBI1"=Gu(h” .
Zatbézmy teraz, ze rozpatrywana phyta jest swobodnie podparta na brzegach xi=0, x\=Lu

*2=0, x2=L2 oraz obcigzona jak na rys.5.6 wylgcznie napieciem w plaszczyznie Srodkowej Nn

i N22- Uwzgledniajac warunki brzegowe, rozwigzanie uktadu réwnan (5.23) nalezy przyjaé

W postaci:
A tol XN, COSN nf c Hma,sina nxtAin/3mxv
N2=g" X X2 ™ sin«mc 0S/?,x2,
6>=efiZ Z 0I™00S" XSinA X2
gdzie m,n=12 t©Gm A mMmWn,,wmm sg statymi amplitudami, oj jest cze-

stoscig drgan.

Rys. 5.6. Schemat obcigzenia ptyty prostokatnej
Fig. 5.6. Scheme of a rectangular plate loading

Rozpatrujac zagadnienie quasi-statyczne i oznaczajac
H "a B{G,)+PI{G)+{D),
H 2=/38(G2) +af(G)+ (D2,
G=(GU+(G)

oraz definiujgc bezwymiarowe sztywnosci

A, HZDyj32D2G
52
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i oznaczajac dodatkowo

N=-ALL N=—2 W _=0)
1 ) 2 ) 1 2 7
(hg/iD),)
H\H2~amfinG  (g2Gu)+I12h D)+1232h 2G)
uzyskamy z ukfadu réwnan (5.23), po formalnych przeksztatceniach, nastepujacy uktad row-
nan dla niewiadomych w™ i Whm

D.W -~-r2 1(g)j32AN2+D
<£>’>r (9)i3AN2+D2

(gf)(N1+D)+1%t (g D{N2+D 2L+ W o
I{g)PI(N2+D2) ry
Cco
W

Uktad rownan (5.24) jest punktem wyjscia do dalszej analizy. Zatozono, ze dziatajaca

(5.24)

w ptaszczyznie srodkowej ptyty sita Ni\ jest sitg sciskajagcg natomiast sita N2z jest do niegj
proporcjonalna. Wprowadzajac parametr Y=-:2i, po przyrownaniu do zera wyznacznika
gtéwnego ukitadu rownan (5.24) uzyskano tréjmian kwadratowy

[{of)k+iXiA k{gd-fi(g}2r) Nf+

4(g,0(D»+M)+2[A " Y(A+7A)-2/2;(j)DZ -t6 p I+ (5.25)

+{gHDo+IpZr)D A-A{g}2D2D B]=0

gdzie D=ceDt+ftD2 k=crm+pp.

Miejsca zerowe tego trojmianu okreslajg krytyczne sity w ptaszczyznie srodkowej piyty.
Réwnanie (5.25) przeanalizowano numerycznie korzystajgc z programu Mathematica 5.
Analiza polegata na ustaleniu zaleznosci pomiedzy bezwymiarowgq sita krytyczng Nxk (be-

dacg rozwigzaniem (5.25)) a wartoscig J:'\#ITIZ- i poréwnaniu wynikéw z modelem asympto-

tycznym. Rozwigzanie uzalezniono od parametrow: v (wspo6tczynnik Poissona), iff, k="2,

*7

e=TN' funkcje ksztattu w postaci:
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h(xD=Isin"Y~xx,
9(X)=I"cos—§—=Xj+¢j.

Stalg ¢ obliczono z warunku (//g)=0

c=- dzie M= jA
< g € J

1

Tak wiec

K (h=bc2 ($ =2jr2 (iz>=r
oraz

(M)=pd(1+")=A," p,=pd,

(I-2/>=Hq{g2+(I+<g»2* 1= //Q(1/2-¢),
Uwzgledniajac techniczngortotropie ptyty i oznaczajac

,230(1-v)  _x\-vZA\w) m+W)  e=v(i+v)+l+ L

a'~A 6-vV "’ 2 \+v(\+Y) 6-v(l+yly 2(1+v)
—71 fflv +,2M — +f17,
H=7I 2A1+v) 12, h2=rT

otrzymano wyrazenia na bezwymiarowe sztywnosci w postaci

- )t,al-rr%%r,e :r_a/fi ta  2:2.2,. A

1 hfij*m-n'K'e2’ 2 O\ hfij-JtWrfiCe2

Oznaczajac w dalszej kolejnosci

n2\/z,c2 m 22y 2(l/2+c2)

5=
hX-xWn-KV , 2
* 2tf2+ N2 2 (1)

oraz D=K2nD,+n2D2, k=rcan2+yn2z réwnania (5.25) uzyskano dla potrzeb obliczeh nume-
rycznych ponizszarelacje

|:k+ehz klJj-+c2-n2Z2Y In2+
2(Det+k)+e: n1+c2"DOY +k”j-2n£D2-kB  N,- (5.26)

+2D.+E' n2(i+c2)DO" - n 42D~-DB
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Obliczenia przeprowadzono dla ptyty betonowej z betonu B25 przy £229000MPa, v = 0,20
i ciezarze objetosciowym 23 kN/m3, wzmocnionej zebrami stalowymi z profili walcowanych
0 Es=2105 MPa. Rozpatrzono plyte kwadratowa (ff=I) oraz plyty prostokatne przy /e=05
1k=2 dla dwdéch wariantow smuktosci k=20 i zk=60 przy statym £=0,10. W kazdym przypad-
ku parametr ,,y/* przyjmowat wartosci 0,5; 1,0; 1,5. Parametr ,c” ustalano indywidualnie

w zalezno$ci od ysi (M, tabl.5.2. Obliczenia wykonano dla wszystkich kombinacji parame-
trow k, Yy, A Wybrane wykresy, przedstawiajgce zalezno$¢ miedzy N, ka y:-'\#fz , istotne dla
dalszej analizy, zamieszczono na rysunku 5.7. Na wykresach przez NI i N Doznaczono roz-
bezwymiarowag site krytyczng uzyskang

wigzania rownania (5.26), natomiast przez

w modelu zhomogenizowanym asymptotycznie.

Tablica 5.2
) Js M
I-bar 10sm4 kg/m 9 ¥ ¢
1180 1450 21,9 0,0885 0,490 -0,0813
1220 3060 331 0,1337 1.030 -0,1179
1240 4250 36,2 0,1463 1,420 -0,1276

Analiza wykreséw na rysunku 5.7 wskazuje, ze w przypadku Sciskania ptyty w obu kie-

runkach, czyli y>0, obcigzeniem krytycznym jest N\, ale jego warto$¢ z praktycznego punktu
widzenia nie rozni sie od wartosci N" uzyskanej w modelu zhomogenizowanym asympto-
tycznie (niemniej N\<N°®). Mozna méwi¢ o zgodnosci proponowanego modelu i modelu

asymptotycznego. Ta zgodno$¢ obowigzuje takze dla y=0 (jednokierunkowe Sciskanie sitg

Nu), a takze dla pewnego zakresu j<0, tzn. gdy w kierunku osi x2pojawiaja sie sity rozcigga-
jace.

Istotne réznice wystepujg gdy wartos¢ y zbliza sie do wartosci ~4, czyli np. dla ptyty
kwadratowej, gdy warto$¢ liczbowa sity Sciskajacej Nu zbliza sie do wartosci sity rozciggaja-
cej N22- Dla wartosci y od » do —  sita krytyczna Nt jest znacznie nizsza od N °. Prze-

dziat réznic wynikdw rozszerza sie w miare wzrostu parametrow y ik, a takze jest wiekszy

dla nizszej smuktosci X. W tym przedziale wartos¢ N° praktycznie nie rozni sie od wartosci
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Nf (ale N">N°). Zachodzi wiec formalna zgodnos¢ wynikéw poréwnywanych modeli, lecz

N° i N°nie sg sitami krytycznymi. Wykresy N{, MILi N° w zadnym punkcie nie przecinajg

Rys. 5.7. Wykresy zaleznosci sity krytycznej od parametru y
Fig. 5.7. Diagrams of interrelation between critical force and the parameter y
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5.4. Stateczno$¢ dynamiczna

Jako wstep do analizy statecznosci dynamicznej wyprowadzimy réwnanie czestosci jedno-
rodnego materiatowo, uniperiodycznie uzebrowanego pasma ptytowego, przedstawionego na
rys. 5.2 i opisanego réwnaniami (5.12) i (5.13). Dla zginania walcowego w pfaszczyznie

Ox2 wszystkie niewiadome funkcje sg niezalezne od x\. Oznaczajac x =x2, a takze

réwnania (5.12) i (5.13) redukujg sie do postaci nastepujacej

{G)$'-(DH$"J)a+ I(hD X&x+(hxG)e2l'-(giD)W=0,

(G2Dtr"-(D 2)?7-(3)iE+(h1Gn)07-1(hD2)0 2-(D 2)w>'=0,

[N2+(D2))w""~{iu)w0+{D2)i?2'+1(hD2) 0 2+ p=0,

-i\p G )0 i"+il(hDDa+(hjGn)a+i2hJ)a+

+12(hDI)tf+ (hfi12j$'+1(hgiDYW=0, (5'27)

-12(h252) 0 2"+(12(h 2D2)+ (h2G ))02+12{h 2] ) 0 2+

+{hfi)AT+I(hD2)(A +w°)+/2(hgD2)W'=0,

~12(g D2YW"+ (gD NHW+12{gJu)W+(gIDI)* + I(hgIDI) 0 - 1 2(ghD2) 0 2=0.

Rownania (5.27) moga stanowié punkt wyjscia do analizy jednowymiarowych zagadnien
ptyt strukturalnie uniperiodycznych przy dowolnych warunkach brzegowych. W réwnaniach
tych dla uproszczenia pominigeto wptyw zaburzeri ugiecia w na . Oznacza to przyjecie
zatozenia, ze N*w,» ~ N*w0," irdéwnocze$nie pominigcie podkre$lonych wyrazéw réwnan
(5.12). Nalezy tez pamietaé, ze rozwigzanie uktadu szesciu rownan rézniczkowych czastko-
wych (5.27) ma swdj fizyczny sens, jezeli usrednione obroty z?°(jt,r), usrednione ugiecie
we(x,t) oraz amplitudy zaburzen 0a(x,t),W(x,t) safunkcjami wolnozmiennymi.

Stosujgc dalej sposéb postepowania opisany w pracy autora (2003), przyjmujemy, ze
z uwagi na symetrie komorki periodycznosci funkcja ksztattu h(xl) jest symetryczna, nato-
miast g(x])- antysymetryczna. W takim przypadku uktad réwnan (5.27) rozprzega sie na

dwa niezalezne poduktady (por. tez podrozdziat 5.2). Pierwszy dla funkcji z5>°(xf), 0 2(x,t)

(G)tf"-(D Ytf-(J)A + (h1G)02=0,

k. (5 28)
-12(h 262) 0 X'+/2(h 1D])+(h25 )02+12(h2)) 0 2+ (hIG) 4 “=0
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Drugi dla funkcji A (x,t), we(x,t), 0, (X,t), W (x,t)
(GZ)if2'-(DAtF2H J)% H hA 2)3'-{D 2w°'=0,
{N2+(D2))w°"-(//)W°+(D2)&2+p=0, (5 29)
-I\pG )0;'A IVh DD)+(hjGu))0I+I2(P j)A H hIG1)i$'+I(hgiDlw =°>
-12{gD2YW t+(gD\)W+12{g2I)W+I(hgiD\)0\=®
Pomijajac wptyw inercji obrotowej J oraz zaktadajac jednorodne warunki poczatkowe, z rdw-
nan (5.28) otrzymamy =0 i 02=0. Po uwzglednieniu dodatkowo, ze N=N2=N(t)oraz
p=p(x,t) i wprowadzeniu oznaczen
9>, [WI=[z2(P 9) (G 20—/ 2> )+(/1251D)) // on(] 1
e 2lw]JAI2h BHGDAW'-(hIGn) H y ]\

W\ [W]=A, [W]-(D2MN2  26)w"™-(/2(h D) +(h2GL,)wj
¥ =pqwlHAD)(/Aag)we "-(ijG,y \
MUTRZ(pG)((Gp”-(Dp)"-(/Ap D J+(*G 1W)(WOp“-(DIF),
~2fp]=/ApG)((G2Rp"-(DIp)"-(/IG1Y (//Y7"-(D2)p),

gdzie

Iro\ (hiGn) v\ (hiGn}_

po formalnych przeksztatceniach otrzymamy z (5.29) jedno réwnanie dla usrednionego ugie-
cia w (x, t) w postaci
A(AF2A)""-(g2DD" " +(DI(Ag DY T'-(92DY")"-ZAr ™) (% ,+ (0 " + ™ D)+

Réwnanie (5.30) mozna traktowac jako ogdélne réwnanie ruchu strukturalnie uniperiodyczne-
go, Sredniej grubosci pasma ptytowego.
Rozdzielajagc zmiennie, rozwigzanie rdwnania (5.30) przyjmiemy w postaci

wO(x,t)=wo(x) T(t) (5.31)
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Rys. 5.8. Zebrowe pasmo phytowe
Fig. 5.8. Ribbed plate band

Zatézmy teraz, ze pasmo phytowe jest swobodnie podparte na krawedziach x=0, x=L,

rys.5.7. W takim przypadku niewiadoma funkcje wO(x) mozemy przyja¢ jako
vo(x)= E w-sink,x > (5.32)

gdzie k,,=1u, n=12,...
Przyjmujac p-0, uwzgledniajgc (5.31) i (5.32) oraz oznaczajac dodatkowo

"oz L+ F¥-E (h>G). {hfin)2
1h2Dt)+{hjGu)J /2(h2D,)+(hjGn)

» l+k2d2—r= (P G)
dA 4 oA > + ("G )

(D)
K Hn+Dn 'i;gu>

V (Pd),)

(5.33)

¥kJ (*'A)

= e THWW 2 2
A ] (gfr
otrzymamy z (5.30), po formalnych przeksztatceniach, réwnanie czestosci swobodnie podpar-

tego, strukturalnie uniperiodycznego, $redniej grubosci pasma ptytowego:

5. Plyty strukturalnie uniperiodyczne 923
dA  Cga dar
N+ KHnKn
dt* 1[{fu) W{ ) ot
dN (5.34)
A?',D\{ CN+cik BHKn)+12-/+  T=0
(s )(m) {l

Jezeli ptyta spetnia zatozenie, ze d « / « L, gdzie d=2maxd(x), mozna przyjaé

B, BEBY  H €2 n(p@Fieay K=kaRiba (5.35)

Uwzgledniajac (5.35), z réwnania (5.34) otrzymamy relacje na wyzszg oo+i nizsza oo cze-

stos¢ drgan wiasnych

co: © @-=-fijcNHHKn) (5.36)
*><*>1}
oraz statyczna site krytyczng
Ntr,,,=KMKn (5.37)

Jakosciowg analize zagadnienia statecznosci dynamicznej przeprowadzono dla pasma
ptytowego opisowego réwnaniem (5.30). Sciélej, nalezy tu méwié o analizie dynamicznej
niestatecznosci, ktoérej zrédtem jest rezonans parametryczny, Bolotin B.B (1956). Stosujac
standardowy sposob postepowania zatézmy, ze Sciskajgca sita osiowa w ptaszczyznie Srod-
kowej pasma zmienia sie zgodnie z relacjg

N(t)=NO+N,cos p t, gdzie Na,N, sg state.

Rozwigzania réwnania (5.30) bedziemy poszukiwac w postaci szeregu

wW)(x,t)=Y],, (t)smknx, k,,:H, n=12.. (5.38)

«l

Oznaczajac n-tg czestos¢ drgan wiasnych

Q;
™M v

gtebokos$¢ modulacji
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oraz uwzgledniajac oznaczenia (5.33) i zatozenia (5.35) uzyskamy réwnanie
d% c2g]D)\q4
e (g |

Réwnanie (5.39) mozemy nazwa¢ pewnym uog6lnieniem réwnania Mathieu. Staje sie ono

Raf+nt(1-2M,,cos ptyTn =0. (5.39)

klasycznym réwnaniem Mathieu przy pominieciu efektu skali zwigzanego z okresem I.
Analiza statecznosci dynamicznej polega na okresleniu, czy dla danego stosunku czesto-
Sci sity wymuszajacej p do czestosci drgan wiasnych £2n oraz dla danego wspdtczynnika gte-
bokosci modulacji /7 drgania sg stateczne czy tez niestateczne. Nalezy w tym celu na ptasz-
czyznie wyznaczy¢ obszary niestatecznosci rozwigzania (5.39) uwzgledniajac, ze
V n !
na granicy kolejnych obszardw niestatecznosci drgania sg sumg drgan narastajgcych oraz

drgan okresowych o okresach na przemian rownych 2T i f, gdzie f = 2 p jest okresem

zmian parametru réwnania. Rozwazania zawezimy do mozliwosci powstania drgan parame-
trycznych pierwszej harmonicznej szeregu (5.38), czyli mozliwosci istnienia niestatecznych

rozwigzan réwnania:

0 i 87 i 2y =0 0
A a2 (I-2/7) (5.40)

w ktérym dla uproszczenia pominieto indeks 1 oraz oznaczono
.(sio,
0)'=w; (si0.)
Poszukujac rozwigzania o okresie 2Tp, odpowiadajgcego miedzy innymi granicom

pierwszego obszaru niestatecznosci, przyjeto

T=" (asindfieicost-
i podstawiono do (5.40). Po przyréwnaniu do zera wspotczynnikow przy identycznych funk-
cjach trygonometrycznych uzyskano jednorodne nieskoriczone uktady réwnan algebraicznych

1H@- (-P -

a,-//a3=0
2£2 \2£2

(5.41)

[N 2+a,4)=0 i=35,...
2£2 2£2) al-"(a, _2+2,4) 1759
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2£2 \2£2

4

JIL ) M L poM{K2+bM)=° i=3,5,-

(5.42)

gdzie £=4 .
®

W przypadku bardzo matej gtebokosci modulacji n ~0, ograniczajac sie tylko do jedne-

go wyrazu otrzymano z (5.41) i (5.42) na ptaszczyznie 1-",/7 Jgranice pierwszego obszaru

niestatecznosci odpowiednio

(5.43)

oraz dodatkowe ograniczenie na czestos¢ sity wzbudzajacej p*2co. Rozwigzanie (5.43) jest
jakoSciowo identyczne z rozwigzaniem juz znanym. Nalezy jednak pamietaé, ze czesto$c

drgan wiasnych £2i glebokosci modulacji ju uwzgledniajg efekt skali. Nie ma swojego od-
powiednika w dotad stosowanych metodach dodatkowe ograniczenie na czesto$é drgan sity
wzbudzajacej.

Analogicznie poszukujemy rozwigzania o okresie Tp; przyjmujac

F(t)=ba+ £ la,.sin-+fc,cos”-
1=2,4,6..

uzyskamy dwa jednorodne, nieskoriczone ukfady réwnan

b,-p2=°
b2-M{2bo+bA=0
£2) { A
(5.44)
b-M{bi+2th, 2)=0 i=4,6.,...
2e2) Uk {bre.2)
a2-fia4=0
£2) {£2
(5.45)
2
a-Aa,R+a,. 2)=° '=486,..
2£2) U £2)
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Przy matej glebokosci modulacji p =0, ograniczajac sie w (5.44) i (5.45) do dwdch wierszy

i dwdch kolumn, otrzymano granice drugiego obszaru niestatecznosci okreslone wzorami

1 =1-2/T+£2(1-2/72)
(5-46)

\n) 3 9+8J12
oraz dodatkowe ograniczenia na czesto$¢ sity wzbudzajacej p*cooraz p”0,5(0.

W relacjach (5.46) podkreslono sktadniki jakoSciowo zgodne z rozwigzaniami juz zna-
nymi. Efekt skali, reprezentowany przez parametr £, koryguje granice obszaréw niestatecz-
NOSCi.

Zaprezentowany sposob analizy zagadnienia rezonansu parametrycznego jest najprostszy

z mozliwych. Jest on poprawny tylko dla bardzo matych gtebokosci modulacji /7<0,6. Uzy-

skane relacje potwierdzajg poprawno$¢ prezentowanego usrednionego modelu $redniej grubo-
Sci ptyty strukturalnie uniperiodycznej. Analizujac, przy pomocy tego modelu, zagadnienie
statecznosci, nie uzyskano wynikéw sprzecznych z wynikami otrzymanymi innymi metoda-

mi.

5.5. Podsumowanie

W rozdziale tym zaproponowano usredniony 2-D model $redniej grubosci ptyt prostokatnych
strukturalnie uniperiodycznych. Model ten uwzglednia efekt skali, tj. wptyw wielkosci okresu
powtarzalnosci | na makromechaniczne wiasciwosci ptyty. Plyty o takiej strukturze byly ana-
lizowane dotychczas np. metodg homogenizacji asymptotycznej, w ktorej efekt ten jest pomi-
jany. Wykazano, ze stosujgc metode modelowania uwzgledniajaca efekt skali, ptyty o struktu-
rze uniperiodycznej nie mozna traktowaé jako szczegdlnego przypadku ptyty o periodyce
dwukierunkowej, jak to ma na ogét miejsce w modelu zhomogenizowanym asymptotycznie.
Uzyskiwane w podejsciu nieasymptotycznym roéwnania modelu ptyt uniperiodycznych sg
inne jakosciowo, bardziej rozbudowane i zlozone (poczyniono stabsze zatozenia)
w poréwnaniu z réwnaniami ptyt periodycznych dwukierunkowo. Generalnie, sg to réwnania
0 wspotczynnikach funkcyjnych, a stajg sie réwnaniami o wspo6tczynnikach statych dla phyt
o statych parametrach w nieperiodycznym kierunku. R6wnania dla amplitud zaburzen, ktore

sg dodatkowymi niewiadomymi kinematycznymi, sg teraz rownaniami rézniczkowymi czast-
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kowymi, podczas gdy dla ptyty o dwukierunkowej strukturze periodycznej sg to réwnania
rézniczkowe zwyczajne.

Plyty o strukturze uniperiodycznej majg duze zastosowanie praktyczne, takze w kon-
strukcjach budowlanych. Przypadek szczegdblny (zagadnienie pasma ptytowego) proponowa-
nego w pracy modelu moze by¢ wykorzystywany do obliczen dynamicznych periodycznie
zebrowanych ptyt stalowych i zelbetowych, w ktérych zebra stanowig element nosny usytu-
owany prostopadle do podpdr pasma ptytowego.

Analizujac zagadnienie drgarn wiasnych zebrowego pasma ptytowego, w ramach propo-
nowanego modelu ptyty uniperiodycznej uzyskano dwie podstawowe czestosci drgan wia-
snych, np. (5.21): czesto$¢ wysoka nie majacg swojego odpowiednika w modelach zhomoge-
nizowanych asymptotycznie, a zalezng od efektu skali, oraz czesto$¢ niskg ktdrej pierwsze
przyblizenie jest od tego parametru niezalezne i poréwnywalne z otrzymanymi innymi meto-
dami.

Dla potrzeb analizy stateczno$ci dynamicznej wyprowadzono ogdlne réwnanie ruchu pa-
sma phytowego obcigzonego zalezng od czasu sitg osiowa. To réwnanie mozna zastosowaé do
analizy zagadnieri dynamiki przy dowolnych warunkach brzegowych. Uzyskane z tego réw-
nania réwnanie czestosci (dla pasma ptytowego swobodnie podpartego) mozna traktowac
jako pewne uogélnienie znanego réwnania Mathieu. Stosujac tryb postepowania jak przy
rozwigzywaniu réwnania Mathieu, wyznaczono dwa podstawowe obszary niestatecznosci
dynamicznej. Uzyskane wyniki sg zgodne z rozwigzaniami juz znanymi, jednak sg takze za-
lezne od wymiaru powtarzalnego segmentu ptyty. Ponadto pojawit sie nowy parametr zagad-
nienia: wysoka czesto$¢ drgan wiasnych, a takze dodatkowe ograniczenia na czestos$¢ sity
wzbudzajace;.

Rozpatrujac zagadnienie statycznej statecznosci uzyskano nowy jakosciowo efekt w po-
staci drugiej, dodatkowej relacji do wyznaczania sity krytycznej. Sitg krytyczng jest w kon-
kretnym przypadku oczywiscie najmniejsza warto$¢ otrzymana z tych relacji.

Analiza numeryczna quasi-statycznego zagadnienia statecznosci uniperiodycznej plyty
prostokatnej i poréwnanie z modelem zhomogenizowanym asymptotycznie wykazata zgod-
nos¢ otrzymanych wynikdw. Wartosci liczbowe sit krytycznych sg poréwnywalne ze sobg
i niesprzeczne. Tak jak i w innych zagadnieniach quasi-statycznych model z efektem skali

w nieznacznym zakresie koryguje model asymptotyczny. Wykazano jednak, ze dla pewnych



98 Mechanika periodycznych ptyt $redniej grubosci
szczegblnych przypadkéw obcigzenia w ptaszczyznie Srodkowej ptyty metoda homogenizacji
asymptotycznej daje znacznie zawyzone wartosci sit krytycznych. Dlatego tez proponuje sie,

aby w tych przypadkach, tzn. gdy Y=Nu'2-—>_—1 , wyniki sprawdzi¢ takze metodg nieasympto-
"11 *

tyczna, np. zamieszczong w tym opracowaniu. Ocena fizycznego sensu obliczonych wartosci
sit krytycznych pod katem pozostania w granicach obszaru sprezystego wykracza poza zakres

tej pracy i bedzie przedmiotem odrebnego opracowania.

6. PLYTY MATERIALOWO UNIPERIODYCZNE

6.1. Wyprowadzenie rownan modelu

Rozwazania w tym rozdziale bedg dotyczyty ptyt periodycznych tylko w jednym kierunku
i okresie periodycznosci rzedu ich grubosci, 1~2S(). Ptyty takie nazwano ptytami materiato-
wo uniperiodycznymi. Plyta, z zatozenia, jest periodyczna tylko w kierunku osi x\, natomiast
zmienno$¢ parametrow geometrycznych i materiatowych w kierunku osi x2jest dowolna. Na-
lezy tu zwréci¢ uwage, ze w praktyce inzynierskiej mamy najczesciej do czynienia z ptytami
o statych parametrach w nieperiodycznym Kkierunku. Przykladowy fragment takiej ptyty

przedstawiono narys. 6.1.

Rys. 6.1. Ptyta materiatowo uniperiodyczna
Fig. 6.1.Materiat uniperiodic plate

Podobnie jak w rozdziale 4, sformutujemy najpierw, przed przejsciem do 2D-modelu,

tréjwymiarowe zagadnienie ciata uniperiodycznego (w kierunku osi xi) zajmujacego obszar
Q , w przestrzeni R3i obcigzonego wytacznie wstepnym napieciem <?(@t) . Punktem wyjscia
jest funkcjonat dziatania i wynikajace z niego rownania ruchu (2.6). Sg to réwnania o silnie

oscylujacych, bardzo czesto nieciggtych, wspdtczynnikach Al(,x2z), p(-x22), a takze

0"(-*2z,0.
Formutujac technika usredniania tolerancyjnego przyblizony model ciata uniperiodycz-

nego, dokonamy dekompozycji pola przemieszczen na czes¢ usredniongi residualng wg (2.8),
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a czesc¢ residualna bedzie aproksymowana skoriczonymi sumami (2.10). W zwigzku z powyz-
szym sktadowe pola przemieszczen zapiszemy w postaci

«.(x,z,t)=u’(x,z,t )+hA(-: )VAX,z,t) (6.1)
gdzie dla przypomnienia: u° () sg sktadowymi usrednionego pola przemieszczen, VA® sg
nowymi niewiadomymi kinematycznymi i rownocze$nie amplitudami zaburzer, natomiast
hA(s) samodalnymi funkcjami ksztattu.

Uwzgledniajac (6.1) oraz ze u.'(-x2z,t),V A-x2z,t)e SVA(T ), zawezajac rozwazania do za-
gadnien, w ktérych p sg parzystymi funkcjami zmiennej jc3, przy zastosowaniu techniki
usredniania tolerancyjnego TAT i procedur szczegétowo opisanych w pracy M. Wozniak i in.
(2004), uzyskujemy nastepujgce, usrednione sktadniki funkcjonatu dziatania A(u°,VA :

{\puf)==(p)uu®+\(phX)VA/B
+H(AJX )v AB+
+H(V Ne )W +(AAS}«7B (6.2)
(«wW+tcu«y) ) +H<'hX)yA B>
(pblu) =(p)biu®
gdzie wskazniki p, q przyjmujg wartosci 2, 3.
Z warunku stacjonamosci funkcjonatu SA(u®,Va)=0 uzyskamy nastepujacy uktad réwnan

dla u®i

(PKKyB~M )viaAGux)vi«{AMY (6.3)

+(4 ;X )<, +( Jw*-(vXh*)ve2-{o°tfhBy = 0
Powyzsze réwnania stanowig pewien makroskopowy model wstepnie napietego, sprezy-
stego ciata uniperiodycznego. Majg one, w ogélnym przypadku, zmienne, funkcyjne wspot-
czynniki. Dla ptyty na rys.6.1 (o statych parametrach w kierunku osi x2) réwnania (6.3) majg
wspotczynniki state. Nalezy pamieta¢, ze rozwigzania tych réwnan u“(-),VA-) majg swoj fi-
zyczny sens tylko wtedy, gdy w(-,/)e SVA(T),V Ae SVA(7)dla kazdego czasu t. Réwnania

(6.3) moga by¢ wykorzystane w zagadnieniach statecznosci oraz do analizy propagacji dtu-

gich fal wewnatrz rozpatrywanych ciat uniperiodycznych. Zauwazmy, ze wspotczynniki
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{ph™ti. AKX K )’(AntX ht) zalezg od okresu Zi opisujg wptyw efektu skali na zachowa-
nie sie ciata.
Dla ciata jednorodnego, przy pominieciu wstepnych napie¢ <7°, réwnanie (6.3)i staje sie

znanym réwnaniem ruchu, natomiast (6.3)2 prowadzi do VA=0, jezeli tylko warunki brze-
gowe i poczatkowe sg jednorodne. Nalezy tez przypomniec, ze dla uniperiodycznego ciata,

dla ktérego £2=(0,Li)x<P, <> warunki brzegowe dla K”mozna formutowac tylko na

brzegach (0,L1)xd<P.
Zalozmy teraz, ze r6wnania (6.3) dotyczg obszaru Q=nx(-d/2,d/2), zajmowanego
przez nie odksztatlcong plyte typu Reissnera o statej grubosci d, gdzie 77=(0,/1)x(0,L2 jest

prostokatem na plaszczyznie Ox,x2. Plyta jest materiatowo uniperiodyczna o okresie | = I\,

tylko w kierunku osi xt. Tak wiec (-//2 +x,, X +1/2) dla kazdego x e (1/2, L, -1/2) jest
przedziatem periodycznosci o srodku w dowolnym punkcie na osi x,. W tym przypadku ko-
morke periodycznosci zdefiniujemy jako A =(x,-4/2,x, +1/2)x(-d/2,d/2). Diugos¢
okresu | jest rzedu grubosci ptyty d i jednoczes$nie duzo mniejsze od wymiarow plaszczyzny

Srodkowej La, d <s.Ltt. Zatozymy takze, ze dla materiatu ptyty skfadowe tensora modutow
sprezystosci A oraz gestos¢ masy p sg niezalezne od x2 i sg /-periodycznymi funkcjami
wspotrzednej xr Ponadto niech ptaszczyzny z=0 sg ptaszczyznami symetrii sprezystej, (2.1).

Uzupetnimy operator (2.7) dodatkowym usrednieniem po grubosci ptyty dla dowolnej

catkowalnej funkcji/:

N (x,z,0)=] ff(y.x2zdy, , ()(x,0)=j \(f)(x,z,t)dz (6.4)

1xri2 -di2
Dla funkcji /-periodycznych usrednienie (6.4)i jest niezalezne od x,.

Zaktadajac ponadto, ze w rozpatrywanej klasie zagadnien w relacji (6.1) AA(-)=0 oraz
VA=zi/lA(xj), po uwzglednieniu hipotezy kinematycznej Hencky’ego-Bolle’a (2.4) otrzy-
mamy wyrazenia na przemieszczenia w postaci

uJx,z,t)= zWJx,t)+zhAxj W x,t), 5)
ud(x,z,t)= wJx,t)

gdzie N ,w°,if/A sa podstawowymi niewiadomymi.
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Podstawiajgc prawe strony reakcji (6.5) do funkcjonatu dziatania (6.2), po uwzglednieniu
zatozenia o symetrii sprezystej i oznaczen (2.1), z (6.3) uzyskamy nastepujacy uktad réwnan

dla usrednionego przemieszczenia ptaszczyzny Srodkowej w°{x,t), usrednionych obrotéw

z(jc,t) iamplitud zaburzehd y/A(x,t)\

ADK~A - KiH{BaK+Wp+
[j(caxX K -j{"HAz K =0
(Py-{%)("+o,r( K=° ©9
APhX)r{{ AcaXKHBXKHK )V +
-Acdh Xy H(caxy+A kky-A  y=Q
gdzie pominieto state sit masowych i oznaczono j =d212.

Uktad 3+N réwnan (6.6) stanowi réwnania nieasymptotycznego 2D-modelu wstepnie na-
pietych ptyt materiatowo uniperiodycznych o $redniej grubosci. Do réwnan tych nalezy dota-
czy¢ po dwa warunki poczatkowe dla usrednionych przemieszczen i obrotow we, i oraz
t//A. Pozwala to, w zagadnieniach dynamicznych, uwzgledni¢ wptyw poczatkowych zaburzer
pola przemieszczen. Ponadto dla w°, $aobowigzujg warunki brzegowe jak w klasycznej teorii
Hencky’ego-Bolle’a. Z drugiej strony, w odrdznieniu od ptyt biperiodycznych, na brzegach
prostopadtych do kierunku periodyki, czyli x2 = 0, x2 = L2, trzeba uwzgledni¢ warunki brze-
gowe takze dla amplitud y/A.

Nalezy tez zauwazyé, ze wspotczynniki (phX)> (C&ah*h*), (Bdh"h?), (azh*h®)
maja wartosci rzedu okresu periodycznosci (Scislej mowigc, kwadratu tego okresu). Tak wiec
réwnania (6.6) pozwalajg uwzgledni¢ wptyw wartosci okresu periodyczno$ci na rozwigzanie

danego zagadnienia.

Pomijajac wspotczynniki zalezne od okresu /, mozna z réwnan (6.6)3 wyznaczy¢ ampli-
tudy zaburzen iffh i w efekcie uzyska¢ z (6.6) uktad réwnarn rdzniczkowych czastkowych
tylko dla usrednionego przemieszczenia W i usrednionych obrotéw stanowigcy pewng
aproksymacje modelu zhomogenizowanego. Dla jednorodnej materiatowo ptyty, uwzglednia-
jac, ze 1=0i (Calygzas) =0, otrzymamy i//A=0, a rownania (6.6) redukujg sie do znanych

réwnan Hencky’ego-Bolle’a (2.5).
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Przyjmijmy teraz, ze ptyta, jesli chodzi o swe u$rednione (na komérce) wiasnosci mecha-
niczne, jest ortotropowa o gtownych osiach ortotropii réwnolegtych do osi przyjetego uktadu

wspotrzednych. Uwzgledniajac ortotropie ptyty, oznaczmy sktadowe tensora modutéw spre-

zystosci
Cu = Cmi C22 = C2222
Cl12 = C1122 = C22n C = C1212 - C1221 = C2121 = C2112
D\ =B\: e>2 =Bz m

Zatézmy takze, ze w rozpatrywanych zagadnieniach wystarczajgcq doktadno$¢ aproksy-
macji zapewnia uwzglednienie tylko jednego wektora modalnych funkcji ksztattu (A=l),
hi(xt)=hl(xi), hAxi)=ItL(xI)

Przy powyzszych zatozeniach i oznaczeniach otrzymamy z (6.6) 2D - model ortotropo-
wej, Sredniej grubosci ptyty uniperiodycznej materiatowo, opisany czterema rownaniami roz-

niczkowymi czastkowymi o statych wspétczynnikach, dla niewiadomych w°, oraz
y(p)*-Iy(cu)®,+7((c1Z+(c)K 124y ()" 2]+(DY("+w;)+

-(ACAjy+ ACKy )~j{<»y*+{z0°J)A,=0.
LN -y (e 2™ 2+y((c,2)+(c))M2+y(c)2 W+(D2) (" +w’)+

-(AcA,y+ A CKy )~A<?y°v+{zcC )" a=°-
(P)w?-(D,)(*?+W2)- (D2) ( w*) - {) <,=0,
A p(K+h;))y +(j(c. A2)*+j(Chi) + ()+(DA2))v+
~(jirCrh™ )+{Ch\ DI+~ (CJADN"*"NCjAj)N-*-
+j(Chi,)(«E+*E)+j(<,(*E+*E£))r-A 2 K+K))rv=.

Réwnania (6.7) mozna wykorzysta¢ w analizie zagadnier dynamiki i statecznosci $red-

niej grubosci ptyt materiatowo uniperiodycznych.

6.2. Zagadnienie drgan

Jako przykfad zastosowania réwnan (6.7) rozpatrzmy zagadnienie drgan wihasnych, prostokat-
nej, swobodnie podpartej ptyty o strukturze uniperiodycznej wzdtuz osi x\ i statych parame-
trach w kierunku osi x2. Przyjmijmy ponadto, ze ptyta jest wykonana tylko z jednego, jedno-
rodnego i ortotropowego materiatu. Powtarzalna komorka tej ptyty skiada sie z dwoch ele-
mentéw, ktorych gtdwne osie ortotropii sa w ptaszczyznie Srodkowej obrdcone o kat 90°. Ply-

te o takiej strukturze mozna nazwac¢ uniperiodyczng ze wzgledu na wiasnosci sprezyste.
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Przy podanych zatozeniach w réwnaniach (6.7) wspétczynniki (C » Ch,,)=0. Dla

uproszczenia obliczen pomifnmy wptyw wstepnych napie¢, €" =, i przyjmijmy, ze hl=h2=h,

gdzie jest funkcja typu ,,pifa”, rys. . .

Rys. 6.2. Komorka periodycznosci i wykres funkcji h(xt)
Fig. 6.2. Periodicity cell and diagrams of function h(x1)

Uwzgledniajagc warunki swobodnego podparcia na wszystkich krawedziach ptyty, roz-
wigzanie réwnan (6.7) przyjeto w postaci

tf=e"aY *j) m®sanxlsinP,x2

m=l n=|

iE=eim] A ™ sin a mdcosPmx2

Tl (6.8)
wmsinam vsmprx2

m=l n=|

V=e'mY y n(xi)sinPtx2

n=|

gdzie anF ~, mxa= Ne -, natomiast *mmn2mwm sg statymi amplitudami, @jest

czestoscig drgan. Dla funkcji y warunki brzegowe mozna sformutowac tylko na krawedziach

x =0, X=L1,
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Oznaczajac
B=j((C,h\)+(Chi))+( >+ )+fj{ ( )+(chl)) (6.9)
otrzymamy z (s .7)«
jlCh\ =
"C)=R Y n X , 610

w m=|
tym samym wyrugujemy niewiadome funkcje ~n(x,) z réwnan modelu.
Podstawiajac (s s ) do (6.7), uwzgledniajgc powyzsze zatozenia (6.9) i (6.10) oraz ozna-

czajac dodatkowo

. (C.A1)2
n.=(c»)-1B-2(ph2co2’

uzyskamy nastepujacy uktad rownan algebraicznych dla statych amplitud &4m Z2m, wm

+M >+
aAJ{K)+ (c))
+(D1)-j(p)a2 aM ) )
—_p
.. Fi K)+ < {c)+
+ A (A 0 (6.11)
ajj{(ca)+{c)) HD-i(p)i>2 (A) y .

”

A (A) <{d)+PI(D2)-(p)a?

oraz dodatkowy warunek B * : (ph2)co2

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze przy przyjetych zatozeniach (odnosnie komorki periodyczno-
&ci i funkcji ksztattu) w réwnaniach (6.11) wspotczynniki (c) i (C1) nie zalezg od konfigu-
racji sktadnikéw w komoérce periodycznosci. Ponadto, usrednienia zawierajgce funkcje hi,
np. mozna przedstawi¢ w postaci (Dji2) = 2/12(Z)]) . Wspétczynniki te zalezg wiec
explicite od okresu Zi opisujg wptyw efektu skali.

Uwzgledniajac, ze okres Zest rzedu grubosci ptyty d, a réwnoczesnie jest duzo mniejszy
od L,/m i Ljn, wprowadzimy do obliczerh maty parametr e =P J.

Czestosci drgan wiasnych obliczymy z warunku zerowania sie wyznacznika gtéwnego

ukfadu rownan (6.11). Oznaczmy

gdzie parametr ar = 2012+ ' = (Z/¢) . opisuje efekt skali.
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Rozwigzujac réwnanie dyspersyjne otrzymane z (6.11), uwzgledniajac, ze e « |, po
rozwinieciu w szereg Taylora wzgledem malego parametru, otrzymano nastepujace relacje na

czestosci drgar wiasnych:

eniskie
, Hntf>2«;A2((c1)+2(c))+(cD/?4
0R=j - N e R W WY > +0 (£«) (6.12)
()
oraz
- wysokie
(") t(a» ) +t>({A)+(A))
27r2(/7 11
0A=""+"°(e2 (6.13)

«-$+*(«m)

Komentujac relacje (6.12) i (6.13), zauwazmy, ze czestosci drgan  ,popisujg wptyw
inercji obrotowej na dynamike ptyty. Pominiecie w (6.7) cztonéw j(p)&° spowoduje, ze
uzyskamy relacje tylko na dwie podstawowe czestosci drgan wiasnych (6.12) i (6.13)i. Nizszg
czesto$¢ oo, mozna poréwnac z uzyskiwanymi z modeli homogenizacyjnych. Ponadto, bardzo
podobng posta¢ wyrazenia na oo} uzyskat S.G. Lekhnitskij (1968), w ramach teorii sprezys-
tych phyt anizotropowych. Wyzsza czesto$¢ drgan wiasnych ojest wywotana uniperiodyczng
struktura ptyty, zalezy od okresu /, nie moznajej wyznaczy¢ z modelu asymptotycznego.

Jako przyktad przeanalizujmy zalezno$¢ pomiedzy bezwymiarows, nizszg czestoScig
drgan wiasnych a geometrycznymi parametrami K=1/d i £ =L,/L, .

Oznaczmy przez C',C" oraz D\ D" moduty sprezystosci ortotropowych sktadnikdw ko-
morki periodycznosci, rys.6.2. Jezeli x =1'/1,xe (0,1), to operator usredniajacy redukuje sie
do postaci

(N=xf"+(I-x)/'

OTaz(fh2) =1212(f),(fh,Iy=f".f' (fh, B)=f"/x+r/{l-x).
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W zwigzku z powyzszym, dla rozpatrywanej ortotropowej ptyty otrzymamy
(C,i)=xCn+{\-x)C22, (CR=xC2+(1-x)C,,
(D,)=xD,+(I-x)D2 , (D2)= xD2+ (\-x)Di
m=p . K)=cR (c)=c
Zaktadajac, ze m=n=1, mnozac obie strony relacji (6.12) przez p( jn4Cn) ' , dojdziemy do
nastepujacego wyrazenia na bezwymiarowa, nizszg czestoscig drgan wiasnych
£2 =-i-[#4H+2/2(C12+2C) +xC2+ (I-x)C 1] (6.14)
M1
gdzie

[XCn+(1-x) C2] + ClCZ}+ K2{DI+ D2)[xCu+ (1-x) C2]
-X)Cn+xC22+C]+K2(DI+D2)

Zatozenia obliczeniowe spetnia ptyta klejona z drewna z elementéw cietych wzdhuz
i w poprzek widkien, rys.4.5. Zgodnie z PN-B-03150-2000, drewno jest materiatem quasi-
izotropowym o modutach sprezystosci (przy zastosowanych tu oznaczeniach) dla drewna kle-
jonego GL-35 Eu= 13000 MPa, E22=430 MPa, D,=D2=CI2=C= 810 MPa.

Obliczenia numeryczne (program MATLAB) przeprowadzono dla trzech warto$ci parame-
tru =0,5; 1,0; 2,0 oraz czterech wartosci k=0; 0,5; 1,0; 2,0. Dla /r=0 otrzymane rezul-
taty nalezy traktowa¢ jako pewng aproksymacje wyniku uzyskanego z modelu zhomogenizo-
wanego asymptotycznie. Wykresy przedstawiajgce zalezno$¢ pomiedzy bezwymiarowg cze-

stoscig Q a wymiarami komorki periodycznosci (zawartymi w x i k) oraz parametrem £,

dla ptyty klejonej z drewna sg na rys.6.3.

Przy wprowadzonych zatozeniach dotyczacych ptyty klejonej z drewna, na podstawie wy-
kresdbw na rys.6.3, mozna wnioskowaé¢, ze model zhomogenizowany asymptotycznie daje
nizsze wartosci liczbowe czestosci drgan wiasnych. Wptyw niejednorodnosci ptyty (zarazem
tez efekt skali) na rozpatrywang czestos¢ jest wiekszy dla ptyt, ktérych ,,periodyczna” rozpie-
tos¢ L\ jest rzedu Li lub mniejsza. Dla danego £ wartosci liczbowe czestosci drgan rosng wraz

ze wzrostem « . Dla matych «, k <1, proponowany model daje praktycznie takie same wy-

niki liczbowe jak model asymptotyczny.
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6.3. Zagadnienie statecznosci

Rozpatrzmy w ramach nieasymptotycznego modelu ptyt materiatowo periodycznych quasi-

statyczne zagadnienie statecznosci pasma ptytowego przedstawionego na rys. 6.5.

fi e-i

Rys. 6.4. Materiatowo uniperiodyczne pasmo plytowe
Fig. 6.4. Materiat uniperiodic plate band

Krytyczne wartosci sit Sciskajgcych N =N22 w plaszczyZnie Srodkowej pasma mozna
wyznaczy¢ z réwnarn (6.7), w ktorych zatozono zginanie walcowe w plaszczyznie OxZ i po-
minieto cztony dynamiczne:

(CM " 4 +j(cih2)¥,2~{D2)(0/ +w,22)+ jN,2=0
(DZ}(A° +w,2)2+Nw°,2=0 (6.15)
fi 52 (j(cuh,1}+(D tf) )V - {Ch*) + N (h2)) ¥,2-j (C,h,2) % ,2=0

Procedura postepowania jest przy tym analogiczna jak opisana w podrozdziale 6.2 przy
wyznaczaniu czestosci drgan wiasnych. Uwzgledniajac zalozenia i oznaczenia z podrozdziatu
6.2 po wyrugowaniu funkcji y/ otrzymano z (6.15) nastepujace, przyblizone wartosci kry-
tycznych sit sciskajgcych w ptaszczyznie Srodkowej pasma ptytowego:

Nie=kjH 1-¢1 A)  +0(eb)

h +(d2) (6.16)

Rys. 6.3. Zalezno$¢ pomiedzy czestoscig 12 a parametrami geometrycznymi x,K,E
Fig. 6.3. Interrelation between the frequency £2 and geometrical parameters x,K,%'
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Pomijajac w réwnaniach (6.15) parametr Z uzyskujemy wartos¢ sity krytycznej bedacej
pewng aproksymacjg wartosci otrzymanej z modelu zhomogenizowanego asymptotycznie

NOIb=k2 H 0 (6.17)

Otrzymane relacje (6.16) wymagajg komentarza. Przede wszystkim, Kierujgc sie wnio-
skami z analizy przeprowadzonej w podrozdziale 4.3, uwzgledniajg one tylko podstawowg
site krytyczng i wyzszg site krytyczng wywotang periodyczng strukturg ptyty. Pozostate sg
podobne do relacji (4.18) i wraz z (s .1s). wymagaja weryfikacji pod katem zgodnosci z przy-
jetymi zatozeniami wykraczajacej poza cel i zakres tego opracowania.

Poréwnujac teraz (6.16) i (6.17) mozna stwierdzi¢, ze relacje uzyskane technikg usred-
niania tolerancyjnego, uwzgledniajgce wptyw efektu skali, sa uogdélnieniem relacji uzyska-
nych z modelu zhomogenizowanego asymptotycznie. Poprzez formalne przejscie
e: —0, K—0 zrelacji na Nk i N2kr, uzyskujemy wzér na NOkr.

Z punktu widzenia praktycznych zastosowan istotne moze by¢ poréwnanie wartosci licz-
bowych sit krytycznych NIk i Nnb. Umozliwi ono okre$lenie wptywu efektu skali na warto-
Sci krytycznych sit Sciskajgcych w ptaszczyznie srodkowej ptyty.

Obliczenia przeprowadzono dla ptyty klejonej z drewna, rys 4.5, ktdrej materiatowa uni-
periodycznos¢ jest wywotana zmienno$cig modutu Younga (E',E") przy statym module Kir-
chhoffa G. Rozwigzanie uzalezniono od parametrow geometrycznych K=d/l,x=1"/l,
rys.6.2 oraz X =L/d (parametr smuklosci). Dzielgc obie strony wyrazen na Mk i NG« przez

grubos¢ piyty d, uwzgledniajgc wprowadzone oznaczenia, uzyskano nastepujgce relacje na
krytyczne naprezenia $ciskajgce w ptaszczyznie srodkowej ptyty, odpowiednio:
nl EE'+k2x(\-x)[xE'+ (\-x)E"]GK
Tk 12X2  (\-x)E’+xE"+k2x(\-x)GK X
xJi. M E-E (6.18)
12X (\-x)E'+xE’+iCx(\-x)GK
712 EE"
<Fkr~12X2 (1-x)E'+ xE'

gdzie Aljest wspoditczynnikiem $cinania.

6. Piyty materiatowo uniperiodyczne 1

A.-120

Rys. 6.5. Wykresy zaleznosci naprezen krytycznych od parametréw x, K X dla ptyty klejonej

z drewna
Fig. 6.5. Diagrams of critical stress versus parameters x, K X for glued timber plate
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W obliczeniach numerycznych przyjeto normowe dane materiatowe dla drewna GL-35
(por. podrozdziat 6.2) i wspotczynnik $cinania K=5/6. Na rys. 6.5, dla parametrow smuktosci
A=40; 60; 120 zamieszczono wykresy naprezen krytycznych w zalezno$ci od parametréw
geometrycznych x oraz ka = 0,5; 1; 2. Przez <0 oznaczono wykres dla modelu zhomogenio-

zowanego asymptotycznie.

Z wykresow na rys. 6.5 wynika, ze w rozpatrywanym przyktadzie uwzglednienie efektu
skali prowadzi do wyzszych wartosci naprezen (i sit) krytycznych w poréwnaniu do uzyska-
nych z modelu zhomogenizowanego. Dla matych wartosci K, tzn. k <1, uzyskiwane warto-
ci liczbowe naprezen krytycznych w poréwnywanych modelach sg prawie identyczne. Przy

K> réznice sajuz wyrazniejsze i moga mie¢ wptyw na wymiarowanie konstrukcji.

6.4. Podsumowanie
Wyprowadzone przy uzyciu nieasymptotycznej techniki usredniania tolerancyjnego (TAT),
réwnania 2D-modelu wstepnie napietych ptyt materiatowo uniperiodycznych o $redniej gru-

bosci (6.3) sg uktadem 3+N réwnan rézniczkowych czastkowych o statych wspétczynnikach,

dla usrednionego przemieszczenia W , obrotéw oraz amplitud zaburzen deformacji y/A.

Model ten uwzglednia efekt skali, tj. wptyw wielkosci okresu powtarzalnosci | na makrome-
chaniczne wiasciwosci ptyty. Wykazano, ze stosujagc metode modelowania uwzgledniajgca
efekt skali, ptyty o strukturze uniperiodycznej nie mozna traktowac jako szczegélnego przy-
padku ptyty o periodyce dwukierunkowej, jak to ma na og6t miejsce w modelu zhomogeni-
zowanym asymptotycznie. Uzyskane réwnania modelu sg inne jakosciowo, bardziej rozbu-
dowane i ztozone (poczyniono stabsze zatozenia) w poréwnaniu z réwnaniami ptyt perio-
dycznych dwukierunkowo. Generalnie, sg to réwnania o wspoétczynnikach funkcyjnych,
a stajg sie rownaniami o wspditczynnikach statych dla ptyt o statych parametrach w nieperio-
dycznym kierunku. Réwnania dla amplitud zaburzen, ktére sa dodatkowymi niewiadomymi
kinematycznymi, sg teraz rownaniami rozniczkowymi czastkowymi, podczas gdy dla piyty
o dwukierunkowej strukturze materialowo periodycznej sg to réwnania rézniczkowe zwy-

czajne.

Pomijajac wspotczynniki zalezne od okresu /, mozna z réwnan (s .3)« wyznaczy¢ ampli-

tudy zaburzeri y/* i w efekcie uzyska¢ z (6.3) uktad réwnan rézniczkowych czastkowych
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tylko dla usrednionego przemieszczenia Ws i usrednionych obrotow stanowiacy pewng
aproksymacje modelu zhomogenizowanego, por. podrozdziat 3.4. Dla jednorodnej materia-
towo phyty, a wiec 1=0i (car h ~) =0, otrzymamy y/A =0, a réwnania (6.3) redukujg sie do

znanych rownan Hencky’ego-Bolle’a (2.5).

Wyprowadzone w tym rozdziale réwnania 2D —modelu $redniej grubosci ptyt materia-
towo uniperiodycznych (s .«) mozna stosowa¢ w zagadnieniach dynamiki i statecznosci,
w przypadku gdy stata grubosc ptyty d jest rzedu okresu zmiennosci /. Model ten mozna trak-
towac jako uogdlnienie znanego modelu zhomogenizowanego asymptotycznie. W zagadnie-
niach dynamiki, analizie drgann swobodnych uniperiodycznej ptyty prostokatnej, oprocz ni-
skiej czestosci drgan, ktdérg mozna wyznaczy¢ w ramach modelu homogenizowanego lub teo-
rii ptyt anizotropowych, uzyskujemy dodatkowo relacje na czestosci wyzsze wywotane perio-
dyczng strukturg ptyty. Na podstawie podrozdziatu 6.2 mozna stwierdzi¢, ze model homoge-
nizacyjny daje nizsze wartosci liczbowe tych czestosci. Réznice sg tym wieksze, im wiekszy
jest stosunek dtugosci okresu zmiennosci / do grubosci ptyty d opisany parametrem k. Moz-
na przyjaé¢, ze w rozwazanym jako przyktad zagadnieniu, przy k <:, wystarczajaco doktadne

wyniki daje model zhomogenizowany.

Zastosowanie réwnan (s ..) do analizy zagadnienia statecznosci statycznej swobodnie
podpartego pasma ptytowego prowadzi do dodatkowej relacji na krytyczng site Sciskajaca
wywotang periodyczng strukturg ptyty. Uzasadnienie jej fizycznego sensu wymaga jednak
odrebnej analizy wykraczajacej poza zakres tej pracy. Z inzynierskiego punktu widzenia
istotne jest uogo6lnienie relacji na podstawowsg site krytyczng w modelu homogenizacyjnym
pozwalajagce uwzgledni¢ wptyw efektu skali. Jako przyktad wyznaczono i poréwnano sity
krytyczne dla swobodnie podpartego pasma ptytowego (wykonanego z drewna) charakteryzu-
jacego sie periodyczng zmiennoscig modutu Younga. Przy przyjetych w rozpatrywanym
przykiadzie zatozeniach model zhomogenizowany daje nizsze wartosci liczbowe krytycznych
sit Sciskajacych w plaszczyznie srodkowej ptyty. Na ogot sg to réznice niewielkie, nie majace

praktycznego znaczenia. Niemniej w przypadku gdy x€(0,6;0,8) i K=1, sg one wieksze

i w niektorych przypadkach moga wptywaé na wyniki obliczen inzynierskich.
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Przyktady obliczeniowe potwierdzity tez znang teze, ze dla piyt, ktdrych okres perio-
dycznosci / jest duzo mniejszy od ich grubosci d, wskazane jest stosowanie metod homogeni-
zacyjnych, bowiem efekt skali zanika.

7. POROWNANIE PROPONOWANYCH MODELLI

Najistotniejszg cechg wyprowadzonych w rozdziatach 3-6 rdwnan 2D-modeli Sredniej
grubosci ptyt periodycznych jest fakt, ze w odroznieniu od znanych modeli zhomogenizowa-
nych uwzgledniajg one wptyw wymiaru powtarzalnej komérki periodycznosci (a réwnocze-
$nie dtugosci okresu niejednorodnosci) na globalne wiasciwosci mechaniczne tych pyt, czyli
efekt skali. Wszystkie proponowane modele mozna stosowa¢ w analizie zagadnien dyna-
micznych i guasi-stacjonamych. Modele te pozwalajg takze okresli¢ wyzsze czestosci drgan
wiasnych, wywotane periodycznie niejednorodng strukturg ptyty, a ktérych nie mozna uzy-
ska¢ z modeli asymptotycznych. Kwadrat niskich czestosci drgan wiasnych, otrzymany

z proponowanych modeli, jest aproksymacjarzedu (){I2) podobnych czestosci wyznaczonych

z modeli zhomogenizowanych czy tez otrzymanych metodg Ritza, por. np. relacje (3.19)
i (3.21), (5.21) i (5.22). Takze obliczenia numeryczne metoda elementéw skoriczonych (MES)
potwierdzajg zgodnos¢ uzyskiwanych wynikow liczbowych.

Zastosowanie proponowanych nieasymptotycznych modeli ptyt biperiodycznych (mate-
riatowo i strukturalnie) w zagadnieniach quasi-stacjonamych prowadzi do rozwigzan zawiera-
jacych sztywnosci, ktére mozna traktowac jako pewne uogoélnienie znanych z homogenizacji
tzw. sztywnosci (modutéw) efektywnych. W tym przypadku efekt skali zanika. Zastosowanie
wprowadzonych przy uzyciu TAT nieasymptotycznych 2D-modeli ptyt uniperiodycznych (tak
strukturalnie, jak i materiatowo) w zagadnieniach stateczno$ci prowadzi do uzyskania dodat-
kowej relacji na site krytyczng zwigzang z periodyczng budowg ptyty. Wymaga ona jednak
odrebnej weryfikacji pod katem fizycznej poprawnosci i zgodnosci z przyjetymi zatozeniami.
Natomiast otrzymane wzory na podstawowg statyczng site krytyczng uwzgledniajgcq efekt
skali sg aproksymacijg znanych wzoréw, uzyskanych z modeli zhomogenizowanych asympto-
tycznie. Wpltyw efektu skali jest wiekszy dla ptyt materiatowo uniperiodycznych i jak to
wskazuje przyktad w podrozdziale 6.2, w niektérych przypadkach moze mie¢ wptyw na wy-
miarowanie konstrukcji.

Ponadto réwnania modeli ptyt uniperiodycznych (5.8) - (5.10) oraz (6.6) umozliwiaja
uwzglednienie wptywu poczatkowych zaburzen pola przemieszczei na zachowanie sie pyty,

w odréznieniu od réwnan homogenizacyjnych, w ktérych warunki poczatkowe mozna formu-
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lowac tylko dla u$rednionych przemieszczer i obrotdw. Nalezy tez zwr6ci¢ uwage na fakt, ze
we wszystkich czterech wyprowadzonych réwnaniach modeli (3.8) - (3.10), (4.6), (5.8) -
(5.10) i (6.6) dtugos¢ okresu periodycznosci | mozna potraktowac jako pewien maty parametr.
Pozwala to, jak pokazano w podrozdziale 3.4 poprzez formalne przejscie graniczne | —0,
zréwnan (3.8) - (3.10), a takze (5.8) - (5.10) otrzyma¢ réwnania (3.30), (3.31) dla usrednio-
nych przemieszczen i obrotdw. Z formalnego punktu widzenia (3.30) i (3.31) odpowiadajg
wynikom uzyskanym z homogenizacji asymptotycznej. Powyzsza analiza w przypadku row-
nan (4.6) i (6.6) prowadzi do identycznych réwnan modelu i tych samych konkluzji. Powyz-
sze poroéwnania wskazujg, ze modele uzyskane technika usredniania tolerancyjnego umozli-
wiajg analize znacznie szerszej klasy zagadnien i moznaje traktowac jako pewne uogdlnienie
modeli zhomogenizowanych asymptotycznie. Dla jednorodnej materiatowo ptyty o statej gru-
bosci, przy jednorodnych warunkach poczatkowych, wszystkie cztery wyprowadzone réwna-
nia 2D-modeli redukuja sie do dobrze znanych réwnan teorii Sredniej grubosci ptyt Henc-
ky’ego-Bolle’a.

Jak wiadomo, przy zastosowaniu asymptotycznego podej$cia w modelowaniu, ptyta o
strukturze uniperiodycznej staje si¢ na og6t przypadkiem szczeg6lnym plyty biperiodycznej.
Poréwnujac otrzymane cztery modele, zauwazmy, ze piyty uniperiodyczne nie sg przypad-
kiem szczeg6lnym piyt o periodyce dwukierunkowej. Réwnania nieasymptotycznych modeli
ptyt z jedno- i dwukierunkowsg strukturg periodyczna, mimo pewnych podobienstw w proce-
durze modelowania, muszg by¢ wyprowadzane niezaleznie, korzystajg one bowiem z r6znych
zatozen. ROwnania dla ptyt uniperiodycznych charakteryzujg sie relatywnie bardziej skompli-
kowang budowag i mogg tez posiadac¢ funkcyjne wspotczynniki (nie bedace juz jednak funk-
cjami silnie oscylujgcymi badz nieciggtymi). Wynika to z faktu przyjecia znacznie stabszych
zatozen wyjsciowych w poréwnaniu do ptyt biperiodycznych. Jezeli w modelach ptyt bipe-
riodycznych formalnie zatozymy, ze ptyta ma strukture jednokierunkowo periodyczna (np.
rozpatrujgc zagadnienia jednowymiarowe), nie otrzymamy modeli ptyt uniperiodycznych,
lecz pewne specjalne przypadki modeli ptyt o periodyce dwukierunkowej. Dla poréwnania na
rys. 7.1 i 7.2 przypomniano pasmo ptytowe jako zagadnienie jednowymiarowe dla ptyt bipe-
riodycznych i uniperiodycznych rozwazane w podrozdziatach odpowiednio 4.3 i 6.3. Sg to
dwa zupetnie r6zne zagadnienia. Ponadto, jezeli w rozwigzaniu pewnego zagadnienia, jak np.
w réwnaniach (3.19) dla prostokatnej ptyty dwukierunkowo uzebrowanej, skalujemy do zera

wymiary jednej z grup zeber, uzyskamy w ten sposob relacje na czesto$¢ drgan ptyty jedno-
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kierunkowo uzebrowanej, ktora to relacja bedzie pozbawiona fizycznego sensu. Fizyczny

sens utracity bowiem funkcje ksztattu.

Rys. 7.1. Pasmo ptytowe - szczeg6lny przypadek ptyty biperiodycznej
Fig. 7.1. Plate band-special case of biperiodic plate

Rys. 7.2. Pasmo ptytowe - ptyta uniperiodyczna
Fig. 7.2. Plate band-special case of uniperiodic plate

W réwnaniach modeli ptyt uniperiodycznych pojawiajg sie dodatkowo wspétczynniki za-
lezne od okresu /, ktére nie mogg by¢ pomijane w zagadnieniach guasi-stacjonamych, nato-
miast modele ptyt biperiodycznych praktycznie opisujg efekt skali tylko w zagadnieniach dy-
namicznych, por. podrozdziaty 3.3 i 4.3. Takze w tym sensie nieasymptotyczne modele phyt

uniperiodycznych nie moga by¢ traktowane jako przypadek szczegélny odpowiednich modeli

ptyt dwukierunkowo periodycznych.



118 Mechanika periodycznych ptyt sredniej grubosci

W rozdziatach 4 i 6 nieasymptotyczne modele ptyt o ptaskiej strukturze periodycznej
i okresie zmiennosci / rzedu ich grubosci d formutowano poprzez zastosowanie techniki
usredniania tolerancyjnego bezposrednio do 3D-réwnar liniowej elastodynamiki periodycz-
nych ciat statych. Z drugiej strony, jesli | » d, punktem wyjscia dla zastosowania TAT byly
réwnania 2D-modelu $redniej grubosci ptyt Hencky’ego-Bolle’a (rozdziaty 3 i 5). Uwzgled-
niajagc powyzsze fakty, réwnania (4.6) i (6.6) mozna traktowac jako pewne uogoélnienie réw-
nan, odpowiednio (3.8) - (3.10) i (5.8) - (5.10). Moze to sugerowac, ze wprowadzony przez
autora podziat na ptyty materiatowo i strukturalnie periodyczne (uniperiodyczne) jest niepo-
trzebny. Koniecznosc¢ takiej klasyfikacji wynika ze sposobu wyznaczania badz przyjmowania
modalnych funkcji ksztattu. Generalnie funkcja ksztattu wyraza posta¢ drgan swobodnych
3D-komorki periodycznosci. Wyznaczenie jej w sposob $cisty jest skomplikowane i praco-
chtonne. Jednak w wielu przypadkach funkcje te mozna przyjmowac, opierajac sie na pew-
nych heurystycznych przestankach odnosnie przewidywanych postaci drgan swobodnych
komorki periodycznosci. Dla ptyt, w ktérych |- d, znana z modelowania laminatéw funkcja
ksztattu typu ,pita” (rys. 4.3) stanowi na pewno bardzo zgrubng aproksymacje rozwigzania
Scistego. Ze wzgledu na swa prostote i fatwos¢ obliczania usredniern umozliwia jednak szyb-
kie uzyskanie rozwigzania i jego ocene. Z kolei dla /3>d komdrke periodycznosci mozna
traktowac jako S$redniej grubosci, nawet cienka ptyte. W tym przypadku modalne funkcje
ksztattu mozna przyjmowac z wystarczajgcg doktadnoscig w postaci funkcji trygonometrycz-
nych, por. podrozdziat 2.3.

Reasumujac, nalezy podkresli¢, ze bardzo istotng zaleta proponowanego nieasymptotycz-
nego podejécia (TAT), a rownocze$nie i wyprowadzonych czterech réwnah modeli jest moz-
liwo$¢ rozwigzywania poszczeg6lnych zagadnien na rdznym poziomie doktadnosci. Poziom
ten jest uzalezniony od liczby skfadnikow w skoriczonych sumach aproksymujgcych fluktu-
acyjna czes¢ sktadowych pola deformacji (3.5), (4.1), (5.5), (6.6), a takze od doktadnosci wy-
znaczenia modalnych funkcji ksztattu. W pracy, w przyktadach aplikacyjnych, ograniczono
sie do uwzglednienia tylko jednego wyrazu, czyli tzw. pierwszego przyblizenia, ktdre jest na
0g0t wystarczajace w obliczeniach inzynierskich. Ponadto technika usredniania tolerancyjne-
go generuje dodatkowe warunki, dotyczace funkcji wolnozmiennych, ktére sg niezbedne do
sprawdzenia fizycznej poprawnosci uzyskanych wynikow liczbowych. Warunki te moga by¢

takze wykorzystane jako pewne dodatkowe, a posteriori oszacowanie dokfadnosci rozwigzan.

8. UWAGI KONCOWE, WNIOSKI | PERSPEKTYWY BADAWCZE

Przedmiotem pracy byty $redniej grubosci liniowo —sprezyste ptyty o budowie perio-
dycznej w ptaszczyznach rownolegtych do ich ptaszczyzny srodkowej (o tzw. plaskiej struk-
turze periodycznej) rozpatrywane z uwzglednieniem zatozen teorii Hencky’ego - Bolle’a
Réwnania tego typu ptyt majg periodycznie oscylujace i czesto nieciggte wspotczynniki, w
zwigzku z czym ich bezposrednie zastosowanie do rozwigzywania pewnych zagadnien szcze-
golnych nie jest na og6t mozliwe. Dlatego tez formutuje sie modele przyblizone, najczesciej
wykorzystujagc homogenizacje asymptotyczng, pozwalajace uzyska¢ réwnania o pewnych
usrednionych wspétczynnikach statych. Jednak to asymptotyczne podejcie nie uwzglednia

wplywu rozmiaréw powtarzalnego segmentu ptyty na jej makromechaniczne wiasnosci, czyli

efektu skali.

Celem pracy, jak zaznaczono na wstepie, byto:

usystematyzowanie, ujednolicenie i uogo6lnienie dotychczasowych opracowan doty-
czacych nieasymptotycznego modelowania liniowo - sprezystych, Sredniej grubosci
ptyt, o ptaskiej strukturze periodycznej z uwzglednieniem efektu skali,

< uzasadnienie fizycznej poprawnosci przyjetego sposobu postepowania,

« wykazanie, ze efekt skali odgrywa wazngrole w badaniu zachowania sie $redniej gru-
bosci ptyt periodycznych w procesach dynamicznych i quasi-stacjonamych,

e porownanie proponowanych modeli wraz z podaniem zakresu ich stosowalnosci.

Cel ten zostat osiggniety poprzez:
» przystosowanie techniki usredniania tolerancyjnego do wyprowadzania rownan nie-

asymptotycznych modeli Sredniej grubosci ptyt o ptaskiej strukturze periodycznej,

e zastosowanie nieasymptotycznej techniki usredniania tolerancyjnego (TAT) do wy-
prowadzenia réwnar czterech oryginalnych 2D-modeli $redniej grubosci ptyt o pta-
skiej strukturze periodycznej, uwzgledniajgcych efekt skali,

e wprowadzenie (oprécz znanego podziatu na uniperiodyczne i biperiodyczne) dodat-

kowego podziatu analizowanych ptyt na periodyczne materiatowo i strukturalnie,
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« wykazanie, ze dla kazdego z wyzej wymienionych rodzajow ptyt obowiagzuje inny,
nieasymptotyczny model,

e zastosowanie wyprowadzonych réwnai modeli do analizy przypadkdw szczegd6lnych
i wykazanie, ze dajg one wyniki niesprzeczne z wynikami uzyskanymi innymi meto-
dami (metodg homogenizacji asymptotycznej, metoda Ritza),

e przeprowadzenie analizy poréwnawczej (rozdziat 7) ustalajacej zakres stosowalnosci
proponowanych modeli,

« wskazanie mozliwosci efektywnych zastosowan modeli w zagadnieniach inzynier-
skich, np. w budownictwie do analizy dynamiki i statecznosci ptyt zebrowych (stalo-

wych i zelbetowych), ptyt stato—betonowych i ptyt klejonych z drewna.

Wyzej wymienione wyniki majg charakter oryginalny w tym sensie, ze po raz pierwszy
zostaly przedstawione w pracach autora (1995), (1999)i, (1999)2 (2002), (2003)!, (2003)2,
(2005)t, (2005)2, (2005)3, (2006),, (2006)2.

Na podstawie wynikéw niniejszej pracy sformutowano szereg wnioskéw, sposrod kto-
rych na szczeg6lng uwage zastuguja nastepujace:

e uzyskanie relacji na czestosci drgan wiasnych opisujacych zjawisko dyspersji, a wiec
wplywu wielkosci powtarzalnej komérki na propagacje dtugich fal w ptycie perio-
dycznej,

e wyprowadzenie rownania czestosci, ktére mozna uwazac, za pewne uogolnienie row-
nania Mathieu w zagadnieniu statecznosci dynamicznej,

» mozliwo$¢ uwzglednienia w rozwigzaniu poczatkowych zaburzen pola przemieszczen
(w zagadnieniach ptyt materiatowo i strukturalnie uniperiodycznych),

« okreslenie dolnej granicy zakresu stosowalnosci nieasymptotycznych modeli ptyt ma-
teriatowo periodycznych i uniperiodycznych; mozna przyjac, ze przy 1/d <1/2 wy-
starczajaco doktadne wyniki daje model homegenizacyjny,

» wskazanie mozliwosci wykorzystania w niektérych zagadnieniach zatozen technicznej
anizotropii (ortotropii) ptyt, przy obliczaniu wspotczynnikéw otrzymanych réwnan

nieasymptotycznych 2D-modeli,
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¢ wykazanie, ze w zagadnieniach quasi-stacjonamych w modelach ptyt biperiodycznych
strukturalnie i materiatowo wptyw efektu skali praktycznie zanika, natomiast w za-
gadnieniu statecznosci ptyt materiatowo uniperiodycznych efekt ten moze juz rzuto-
wac na wymiarowanie konstrukcji.

Otrzymane wyniki majg znaczenie teoretyczne (poznawcze), tj. rbwnania modeli, wyzsze
czestosci drgan wiasnych, dodatkowe relacje na sity krytyczne, oraz znaczenie inzynierskie
(aplikacyjne), tj. korekta wyrazen na podstawowe czesto$ci drgan wiasnych i sity krytyczne,
szczeg6lnie w zagadnieniach ptyt uniperiodycznych.

Materiat zawarty w pracy moze stanowi¢ bardzo dobry punkt wyjscia do zaprojektowania
i przeprowadzenia badan doswiadczalnych. Na tej podstawie, poza eksperymentalng weryfi-
kacjg otrzymanych wynikdw, mozna tez ustali¢ zakres inzynierskiej stosowalno$ci propono-
wanych modeli matematycznych. Uwaga ta dotyczy zwilaszcza drgan typu mikrostrukturalne-
go, tj. o wysokich czestosciach.

Wyniki teoretyczne moga réwniez stanowi¢ podstawe do prowadzenia dalszych badan
w kierunku analizy zagadnien wyboczenia posprezystego i plastycznego, badania wplywu
periodycznych warunkéw brzegowych oraz modelowania $redniej grubosci ptyt wykonanych
z materiatu o strukturze gradientowej (ang. FGM), jak réwniez uog6lnienie na $redniej grubo-
&ci ptyty periodyczne w uktadach krzywoliniowych. Tym samym rezultaty uzyskane w pracy,
zjednej strony stanowig zamknieta catos¢, a z drugiej moga byé punktem wyjécia do dalszych
badan.

Warto podkresli¢, ze nowe podejscie zaproponowane w pracy jest dobrze skorelowane
z wynikami znanymi z literatury. Wymieni¢ mozna niesprzeczno$¢ uzyskanych rozwigzan
z uzyskiwanymi metodg homogenizacyjng metoda Ritza czy tez w ramach teorii ptyt anizo-
tropowych.

Za gtdéwna teze wykazang w pracy mozna uznac, ze proponowane modele $redniej grubo-
Sci ptyt o plaskiej strukturze periodycznej moga by¢ wykorzystane w zagadnieniach inzynier-
skich, np. w konstrukcjach budowlanych, nawet przy stosowanych aktualnie rozwigzaniach
technicznych i materiatowych. W przypadku ptyt wykonanych z materiatéw o bardzo wyso-
kiej wytrzymatosci, przenoszacych drgania o wysokich czestotliwosciach, wyniki uzyskiwane

w ramach proponowanych 2D-modeli mogajuz mie¢ wptyw na wymiarowanie konstrukcji.
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MECHANIKA PERIODYCZNYCH
PLYT SREDNIEJ GRUBOSCI

STRESZCZENIE

Praca dotyczy liniowo-sprezystych, $redniej grubosci ptyt o strukturze periodycznej
w plaszczyznach réwnolegltych do swej ptaszczyzny $rodkowej. Phyty takie, zwane dalej pty-
tami o ptaskiej strukturze periodycznej, mozna umownie podzieli¢ na wiele powtarzalnych
segmentow, tzw. komorek periodycznosci, majacych te same wymiary, ksztatt i identyczng
strukture materiatowg. Pyt periodyczng jest zardwno ptyta o statej grubosci periodycznie
wzmocniona inkluzjami z innych materiatdw, jak réwniez jednorodna materiatowo ptyta
o0 periodycznie zmiennej grubosci, np. gesto uzebrowana lub perforowana. Wymiary komorki
periodycznosci, oprécz wymiar6w gabarytowych ptyty w ptaszczyznie srodkowej, dodatkowo
charakteryzujg tego typu ptyty. Geometria i wiasnosci ptyt periodycznych moga by¢ opisane
periodycznymi funkcjami wspotrzednych parametryzujacych ptaszczyzne Srodkowsq piyty.
W przypadku gdy funkcje te sg periodyczne wzgledem obu wspétrzednych, méwimy, ze plyta
posiada dwukierunkowsg strukture periodyczng lub ze jest ptytg biperiodyczna. Jezeli wiasno-
§ci ptyty sa funkcjami okresowymi tylko jednej z tych wspétrzednych mamy, do czynienia
z ptytg o jednokierunkowej strukturze periodycznej lub inaczej - ptytg uniperiodyczna.

W pracy tej zostang wykorzystane dobrze znane zatozenia teorii ptyt Sredniej grubosci.
Zalozenia te, w przypadku ptyt periodycznych, prowadzg do uktadu réwnan rozniczkowych
czastkowych o silnie oscylujgcych i nierzadko nieciggtych wspétczynnikach funkcyjnych.
Rozwigzanie wiec wielu problemoéw inzynierskich napotyka na znaczne trudnosci matema-
tyczne. Dlatego tez w mechanice ciat periodycznych proponowane sg r6zne metody prowa-
dzace do przyblizonych 2D-modeli ptyt periodycznie niejednorodnych opisujacych ich wia-
snosci sprezyste i inercyjne w spos6b usredniony. Te u$rednione wiasnosci bedziemy nazy-
waé makromechanicznymi (w sensie mechaniki kompozytéw, por. R. M. Jones (1975)). Mo-
delowaniem ptyt periodycznych nazwano procedury pozwalajace dokonaé przejscia od row-
nan rézniczkowych ptyt o silnie oscylujacych i nierzadko nieciggtych wspétczynnikach, do
réwnar o wspdtczynnikach usrednionych, statych lub wolnozmiennych. Najczesciej stosowa-
ne w modelowaniu techniki homogenizacyjne, korzystajace z asymptotycznej analizy, dajg
bardzo dobre rezultaty w zakresie statyki ptyt periodycznych, jednak w zagadnieniach dyna-

micznych napotykajg na pewne ograniczenia. Na podstawie tak zbudowanych modeli nie po-
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trafimy bada¢ zagadnien dyspersji fal i opisa¢ drgan wyzszego rzedu, gdyz pomijajg one
wptyw wielko$ci powtarzalnego segmentu (okresu powtarzalnosci) ptyty na jej makromecha-
niczne wiasnosci. Wplyw ten bedziemy dalej nazywaé efektem skali.

W tej pracy zastosowano niasymptotyczng technike tolerancyjnego usredniania (TAT),
ktorg dla sprezystych kompozytéw periodycznych wprowadzit Cz. Wozniak (1999), (2000),
a podstawy teoretyczne sformutowano w monografii Cz. Wozniaka i E. Wierzbickiego
(2000). Technika ta prowadzi do réwnan, ktére moga by¢ wykorzystane w praktyce inzynier-
skiej, a takze, w odréznieniu od innych metod, pozwala uwzgledni¢ wptyw efektu skali.

Celem pracy jest:

» usystematyzowanie, ujednolicenie i uog6lnienie dotychczasowych opracowar doty-
czacych nieasymptotycznego modelowania liniowo - sprezystych, Sredniej grubosci
ptyt, o ptaskiej strukturze periodycznej,

e uzasadnienie fizycznej poprawnosci przyjetego sposobu postepowania,

» wykazanie, ze efekt skali odgrywa wazng role w badaniu zachowania sie $redniej gru-
bosci ptyt periodycznych w procesach dynamicznych i quasi-stacjonamych,

e poréwnanie proponowanych modeli wraz z podaniem zakresu ich stosowalnosci.

Praca zawiera wyprowadzone technikg tolerancyjnego usredniania oryginalne 2D-modele
Sredniej grubosci liniowo-sprezystych ptyt periodycznych, przyktady ich zastosowania
w zagadnieniach dynamiki i statecznosci oraz poréwnanie poszczegdlnych modeli. Sg to mo-
dele oryginalne w tym sensie, ze byly po raz pierwszy rozwazane w pracach autora.

Dla potrzeb nieasymptotycznego modelowania ptyt o ptaskiej strukturze periodycznej,
oprécz wymienionego powyzej podziatu na piyty biperiodyczne i uniperiodyczne, konieczne
byto wprowadzenie dodatkowej klasyfikacji. Kryterium tej klasyfikacji jest iloraz okresu pe-
riodycznosci do grubosci ptyty, por. R. V. Kohn i M. Vogelius (1984). Mozemy wiec wyroz-
nic:

» phyty o okresie duzo wiekszym od ich grubosci, ktére mozna traktowac jako ztozone

z ptytowych komorek o periodycznej strukturze; nazwano je strukturalnie periodycz-
nymi,

e plyty o okresie rzedu grubosci, ktérymi najczesciej sg ptyty niejednorodne!; nazwano

je materiatowo periodycznymi,

» phyty o okresie duzo mniejszym od grubosci.
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W pracy analizowane sg zagadnienia dynamiki (drgania) i zagadnienia stacjonarne (sta-
tecznosé, efekt brzegowy) Sredniej grubosci, liniowo - sprezystych ptyt periodycznych. Wy-
prowadzone réwnania 2D-modeli dotyczg ptyt prostokatnych o kierunkach periodycznosci
rownolegtych do krawedzi ptyty. W procedurze modelowania technika uéredniania toleran-
cyjnego wykorzystano hipoteze kinematyczng Hencky’ego - Bolle’a. Wspétczynnik po-
przecznego Scinania przyjmowano wg teorii Uflyanda. W przyktadach zastosowan uzyska-
nych réwnan badano wylacznie ptyty prostokatne lub pasma ptytowe swobodnie podparte na
przeciwlegtych brzegach. Przyjmowane dane materiatowe i wymiary geometryczne odpowia-
dajg ptytom stosowanym w inzynierii budowlanej.

Modelujac zagadnienia Sredniej grubosci ptyt periodycznych, nalezy zastosowac dwa po-
dejscia w zaleznosci od ilorazu okresu periodycznosci do grubosci piyty.

Dla ptyt strukturalnie biperiodycznych technike usredniania tolerancyjnego stosujemy
bezposrednio do usrednionych na grubosci rdwnan ptyty. Jak juz wspomniano, sg to réwna-
nia, rézniczkowe czastkowe o silnie oscylujacych i nierzadko nieciggtych wspdtczynnikach
funkcyjnych. W wyniku zastosowania proponowanej techniki uzyskujemy usrednione roéwna-
nia tj. rbwnania rézniczkowe czastkowe o wspoétczynnikach statych. Sformutowany w ten
sposob 2D-model $redniej grubosci ptyty biperiodycznej uwzglednia efekt skali oraz pozwala
aposteriori ustali¢ btagd popetniony przy obliczaniu wartosci liczbowych niewiadomych
funkcji.

Ostabiajac zatozenia przed przystgpieniem do procedury modelowania, tzn. przyjmujac,
ze ptyta ma strukture periodyczng w jednym kierunku i dowolng (ale oczywiscie identyczng
w kazdej komorce) zmienno$¢ parametrow w kierunku prostopadtym, uzyskujemy réwnania
2D-modelu $redniej grubosci ptyt strukturalnie uniperiodycznych. Sgto w ogélnym przypad-
ku réwnania o wspdtczynnikach zmiennych, ale nie bedacych juz silnie oscylujgcymi funk-
cjami. Najczesciej jednak w praktyce inzynierskiej, w tym i w budownictwie, stosowane ptyty
uniperiodyczne majg state parametry geometryczne i materiatowe w kierunku prostopadtym
do kierunku periodycznosci. Dla tego typu ptyt uzyskujemy réwnania rozniczkowe czastkowe
o statych wspotczynnikach.

Dla ptyt materiatowo biperiodycznych punktem wyjscia w procedurze modelowania sg
rownania trojwymiarowej liniowej teorii sprezystosci osrodka o strukturze periodycznej
w kierunkach réwnolegtych do pewnej ptaszczyzny srodkowej. Stosujac technike usredniania
tolerancyjnego do tych réwnan w obrebie odpowiedniej dwuwymiarowej komdrki periodycz-

nosci, uzyskujemy uktad rownan rézniczkowych czastkowych o wspotczynnikach statych 3D-
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modelu ciata periodycznego. Stosujac do tych réwnan hipoteze kinematycznng Hencky- Bol-
le’a otrzymujemy réwnania 2D-modelu $redniej grubosci ptyt biperiodycznych. Analogicznie
jak w przypadku omawianym powyzej, ostabiajac zatozenia wyjsciowe, dochodzimy do row-
nan 2D-modelu ptyt uniperiodycznych. Dla tej grupy ptyt periodycznych rozwazania ograni-
czymy tylko do ptyt o statej grubosci.

W przedstawionej tu pracy nie rozpatrujemy przypadku, w ktérym grubo$¢ ptyty jest du-
20 wigksza od charakterystycznego wymiaru komorki periodycznosci. Nalezy wtedy zhomo-
genizowac materiat ptyty, a w tej sytuacji wptyw efektu skali jest pomijalny.

Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze rownania 2D-modelu $redniej grubosci ptyt o dwukie-
runkowej strukturze periodycznej i strukturze uniperiodycznej (bez wzgledu na iloraz okresu
periodycznosci do grubosci ptyty) trzeba wyprowadza¢ niezaleznie. Jest to jakosciowo inna
sytuacja niz przy zastosowaniu metod homogenizacyjnych, gdzie model ptyty uniperiodycz-
nej jest na ogot przypadkiem szczegdlnym phyty o periodyce dwukierunkowej.

Rozprawa ta jest podsumowaniem, usystematyzowaniem i uogélnieniem dotychczaso-
wych prac autora dotyczacych nieasymptotycznego modelowania Sredniej grubosci ptyt
o0 strukturze periodycznej. Po raz pierwszy zaadaptowano i wykorzystano do tego celu techni-
ke usredniania tolerancyjnego. W znanej autorowi literaturze tg technika byty dotychczas mo-
delowane wytacznie ptyty spetniajace zatozenia Kirchhoffa.

Elementami oryginalnymi samej rozprawy sa;

e wyprowadzenie rownan 2D-modeli liniowo-sprezystych Sredniej grubosci ptyt pe-
riodycznych, ktére to rownania umozliwiaja uwzglednienie wptywu powtarzalnej
komdrki na usredniony opis zachowania sie ptyty w zagadnieniach dynamicznych
i problemach statecznosci,

» wykazanie mozliwosci efektywnego zastosowania otrzymanych réwnan do anali-
zy pewnych zagadnien dynamiki i statecznosci ptyt periodycznych, ze szczegol-
nym uwzglednieniem ptyt stosowanych w budownictwie,

» klasyfikacja $redniej grubosci ptyt periodycznych z podaniem zakresu stosowal-
nosci proponowanych 2D-modeli,

* nowe jakoSciowo rezultaty, jak np. wyznaczenie wyzszej czestosci drgan wia-

snych, dodatkowej sity krytycznej zwigzanej z efektem skali,
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» wskazanie mozliwosci wykorzystania w niektérych zagadnieniach zatozen tech-
nicznej anizotropii (ortotropii) przy obliczaniu wspédtczynnikéw uzyskanych réw-
nan nieasymptotycznych 2D-modeli.

Zastosowanie zmodyfikowanej techniki usredniania tolerancyjnego w modelowaniu
Sredniej grubosci ptyt o strukturze periodycznej pozwala uzyska¢ nowe jakosciowo wyniki
w poréwnaniu do dotychczas powszechnie stosowanych metod homogenizacyjnych. Propo-
nowane 2D-modele sg niesprzeczne z modelami homogenizacyjnymi, (a takze innymi meto-
dami przyblizonymi, np. metodg Ritza), ale umozliwiajg analize szerszej klasy zagadnien.
Mozna tez méwi¢ o pewnym uogélnieniu modelu zhomogenizowanego.

Nalezy podkresli¢, ze bardzo istotng zaleta proponowanego nieasymptotycznego podej-
Scia (TAT), a réwnoczesnie i wyprowadzonych czterech réwnan modeli, jest mozliwo$¢ roz-
wigzywania poszczeg6lnych zagadnie na réznym poziomie doktadnosci. Poziom ten jest
uzalezniony od liczby skfadnikéw w skofczonych sumach aproksymujacych fluktuacyjng
czes¢ sktadowych pola deformacji, a takze od doktadnosci wyznaczenia modalnych funkcji
ksztattu. W pracy, w przyktadach aplikacyjnych ograniczono sie¢ do uwzglednienia tylko jed-
nego wyrazu, czyli tzw. pierwszego przyblizenia, ktore jest na ogdt wystarczajace w oblicze-
niach inzynierskich. Ponadto technika usredniania tolerancyjnego generuje dodatkowe wa-
runki, dotyczace funkcji wolnozmiennych, ktdére sg niezbedne do sprawdzenia fizycznej po-
prawnosci uzyskanych wynikoéw liczbowych. Warunki te moga by¢ takze wykorzystane jako
pewne dodatkowe, a posteriori oszacowanie doktadnosci rozwigzan.

Za gtowna teze wykazang w pracy mozna uzna¢, ze proponowane modele Sredniej grubo-
Sci ptyt o plaskiej strukturze periodycznej moga by¢ wykorzystane w zagadnieniach inzynier-
skich, np. w konstrukcjach budowlanych, nawet przy stosowanych aktualnie rozwigzaniach
technicznych i materiatowych. W przypadku ptyt wykonanych z materiatéw o bardzo wyso-
kiej wytrzymatosci, przenoszacych drgania o wysokich czestotliwosciach, wyniki uzyskiwane

w ramach proponowanych 2D-modeli mogajuz mie¢ wptyw na wymiarowanie konstrukcji.



MECHANICS OF PERIODIC MEDIUM THICKNESS PLATES

SUMMARY

An object of consideration is linear elastic, medium thickness (Reissner-type) plates with
a plane periodically inhomogeneous structure. A plate with a plane periodic structure consists
of several repeated (usually rectangular) plate-type cells having identical shape, dimensions
and material structure. Among the above plates we consider plates having

- periodic structure in two direction (called biperiodic),

- periodic structure in one direction ( called uniperiodic)
parallel to the plate mid-plane. The geometry of the periodic plates, apart from the global
mid-plane length dimensions is additional characterized by the periodicity cell sizes which
determine the periods of the structure in-homogeneity Tackling the problems of dynamics,
particularly the analysis of vibrations and the propagation of waves in plates with such
a plates meet serious mathematical difficulties due to the fact that the thickness of the plate,
its mass distribution and material properties are expressed by highly oscillating and usually
non-continuous functions. This problem, can be solved by using the homogenisation theory
(c.f. papers by Lewinski and Lewinski and Telega).

However, the use of asymptotic homogenisation method results in neglecting the struc-
ture length-scale effect i.e. the effect of size of the periodicity cell on the macro-dynamic plate
behaviour. On the other hand, in many physical problems we are interested how the periods of
in-homogeneity influence the behaviour of a periodic structure on the macroscopic level. To
answer this question we shall replace homogenization by more general, non-asymptotic mod-
eling approach. This approach, called the tolerance averaging technique (TAT) of partial dif-
ferential equations with periodic coefficients, constitute a certain generalization of homogeni-
zation.

In course of non-asymptotic modeling of plates with a plane periodic structure, apart
from aforementioned separation on biperiodic and uniperiodic plates, it is necessary to intro-
duce an extra partition. It depends on the ratio of an in-homogeneity period and maximum

plate thickness. It is possible to consider three cases:
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- plates with large periods compared to the plate thickness, which called structural peri-
odic,

- plates with periods of an order of the plate thickness, material periodic,,

- plates with small periods compared to the plate thickness.

This classification is similar to that introduced by Kohn and Vogelius. How it will be
shown, if the periods of in-homogeneity are small when compared to the plate thickness then
the length-scale effect is neglected. In this case, from the engineering point of view, the non-
asymptotic and homogenized model leads to the identical results.

The proposed, non-asymptotic 2D-models for structural periodic plates were obtained
using the tolerance averaging technique applied directly to the 3D-equation of linear elasto-
dynamic of periodic solids. For material periodic plates, the starting point for TAT is equa-
tions representing the Hencky-Bolle 2D-model of a medium thickness plates. Taking this fact
into consideration, the structural periodic model can be interpreted as a certain generalization
of material periodic model. It can lead to the conclusion, that the aforementioned partition is
unnecessary. Necessity of this classification lies in the proper choice of mode shape functions.
In general, the mode shape functions represent free periodic vibrations of the 3D-periodic cell.
In this case, finding these functions is rather a difficult task. However, in many special prob-
lems the form of these functions can be based on certain heuristic assumptions related to the
expected form free vibrations of a periodicity cell. For plate with, 1 ~d , the postulated saw-
like form of mode shape functions, represent a very rough approximation of expected free
vibrations of a periodicity cell. If I » d, then the periodic cell, can be treated as a thin plate.
In this case the mode shape functions can be expressed, with a sufficient accuracy, by trigo-
nometric functions.

We should pay attention to the fact that the non-asymptotic models of plates with one-
and bi-directional periodic structure can be led out independently, because it is based on
weaker modelling assumptions. The equations for uniperiodic plates are more complicated. It
follows from the fact that the conditions for the modelling of these plates are less restrictive
than those introduced for the modelling of the plates with two-directional plane periodic
structure. At is it known, in general in the asymptotic approach the plate with uniperiodic
structure is a special case of plate with bi-directional periodicity.

All proposed models make it possible to investigate dynamic and quasi-stationary prob-
lems. These models determine also higher free vibrations frequencies, caused by the plate’s

periodic structure, which cannot be derived from the asymptotic models. The square of lower
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resonance frequencies calculated from the homogenized models are approximation of an order
0(12 of similar frequencies derived from the proposed models. Application of the non-
asymptotic uniperiodic models to the stability problems results in two values of critical force.
Solving the quasi-stationary problems, in the framework of biperiodic models, we obtain the
stiffnesses, which can be interpreted as certain approximation of the effective stiffnesses de-
rived by homogenization. In this case the length-scale effect disappears. Moreover, the equa-
tion for uniperiodic plates describe the effect of the initial displacement fluctuation on the
plate behaviour in contrast to the homogenized equation, in which initial condition can be
imposed only on the plate deflection and rotations.

For homogeneous plate with constant thickness, under homogeneous initial condition, all
model equations reduce to the well known Hencky-Bolle 2D-plate theory. Comparing the
obtained model equation with equation of the asymptotic model it can be easily seen that the
tolerance averaging models enable analysing a large class of problems and are a certain gen-
eralization of models described in the framework of homogenization.

The proposed non-asymptotic approach ability formulated the models on different levels
of accuracy. First of all, this level depends on the number of terms on the finite sums and pre-
cision of determining the mode shape functions. Moreover, the tolerance averaging technique
yields extra conditions (related slowly varying functions), which are necessary for the physi-
cal meaning of the obtained solutions to the particular problems. These conditions can be also

used as certain a posteriori estimations of the accuracy of solutions.
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Oddano do druku 12.10.2006 r. Podpisano do druku 12.10.2006 r. Druk ukonicz, w pazdzierniku 2006 r.

Wydrukowano w Zaktadzie Graficznym Politechniki Slaskiej w Gliwicach, ul. Kujawska 1
zam. 329/06

¢ L1JATOURS” - ul. Pitsudskiego 10 (217-00-91 w. 130)

WARSZAWA

+ Studencka- PI. Politechniki 1(022) 628-77-58
¢ Techniczna - ul. Kaliskiego 15 (022) 666-98-02
¢ Techniczna - ul. Swietokrzyska 14

¢ MDM - ul. Pigkna 31

WROCLAW
¢ LTECH” - ul. Wybrzeze Wyspiarskiego 27

ZABRZE

¢ Punkt Sprzedazy na Wydziale Organizacji i Zarzagdzania- ul. Roosevelta 26


http://wydawnictwo.poisl.pl
mailto:wydawnictwo_mark@polsl.pl

Wydawnictwo Politechniki Slaskiej
44-100 Gliwice, ul. Akademicka 5
tel./fax (0-32) 237-13-81
http://wydawnictwo.polsl.pl
Sprzedaz i Marketing
tel. (0 32)237-18-48,
e-mail: wydawnictwo_mark@polsl.pl


http://wydawnictwo.polsl.pl
mailto:wydawnictwo_mark@polsl.pl

