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Indeksy dolne:
X,y, z - dotyczy osi uktadu wspotrzednyh x,y,

n - dotyczy kierunku normalnego,

dotyczy i-tego wezta podziatu numerycznego,

ip - dotyczy potencjatu,
T - dotyczy temperatury,
u, v, w - dotyczy sktadowej wektora predkosci,

p - dotyczy cis$nienia.
Indeksy gorne:
T - oznacza macierz transponowana,
k - oznacza numer iteracji.
Inne symbole:
V2 - operator Laplace’a,
V - gradient,

jii; - pochodna substancjalna.
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Rozdziat 1.
W step

1.1. Cel i zakres pracy

Nadrzednym celem pracy jest poszerzenie wiedzy na temat odwrotnych za-
gadnien konwekcyjnego przeptywu ciepta. W szczeg6lnosSci celem pracy jest
opracowanie algorytmoéw umozliwiajgcych estymowanie brzegowej predkosci
ptynu na podstawie informacji o temperaturze ptynu wewnatrz obszaru ob-
liczeniowego uzyskanej na drodze pomiaru.

Niniejsza praca stanowi zatem probe rozwigzania petnego zagadnienia od-
wrotnego konwekcyjnej wymiany ciepta, obejmujacego jednoczesnie réwnania
opisujace rozktad predkosci, jak i temperatury. Pozwala to na okre$lenie do-
ptywowego profilu predkosci na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz
analizowanego obszaru.

W konwekcyjnej wymianie ciepta przeptyw czynnika w istotny sposéb wpty-
wa na zjawisko wymiany ciepta. Poprawne okreslenie rozktadu temperatury
wymaga wiec znajomosci pola predko$ci ptynu, do wyznaczenia ktérego ko-
niecznajest znajomos$¢ warunkéw brzegowych opisujacych przeptyw ptynu na
brzegu obszaru. Pomiar predkos$ci czesto nie jest zadaniem tatwym. Znacznie

prostsze i mniej kosztowne sg pomiary temperatury [66], zatem procedura po-
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zwalajaca okresli¢ predkosé ptynu na podstawie pomiaru temperatury moze
mie¢ duzg warto$¢ utylitarna.
Zakres rozprawy obejmuje opracowanie wspomnianych algorytmoéw dla dwéch

rodzajow przeptywu ptynu:

* przeptywu potencjalnego (niewirowego),

* przeptywu cieczy newtonowskiej (opisanego réwnaniami Naviera-

Stokesa) [12].
W szczego6lnosci w sktad pracy weszty zadania czastkowe:

» przeglad literatury oraz analiza obecnego stanu wiedzy w dziedzinie

modelowania odwrotnych zagadnien przenoszenia ciepta i masy,

e rozwiniecie kodu komputerowego do obliczen p6l potencjatu, predkosci i
temperatury w zagadnieniach bezposrednich z wykorzystaniem metody
bilansowego sformutowania Metody Elementéw Skonczonych (CVFEM,

Control Volume Finite Element Method ),

» opracowanie algorytmu do okres$lania wyroéwnanej predkosci doptywo-
wej i wewnetrznej na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz ob-

szaru dla przeptywu niewirowego,

» opracowanie algorytmu do okreslania rozktadu predkosci doptywowej
i wewnetrznej na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz obszaru

dla przeptywu niewirowego,

» opracowanie algorytmu do okres$lania wyréwnanej predkosci doptywo-
wej i wewnetrznej na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz ob-

szaru dla przeptywu cieczy newtonowskiej,

» opracowanie algorytmu do okreslania rozktadu predkosci doptywowej

Wstep 13

i wewnetrznej na podstawie pomiar6w temperatury wewnatrz obszaru

dla przeptywu cieczy newtonowskiej.

Badania przeprowadzono przy nastepujacych zatozeniach:

stan ustalony,
* dwuwymiarowa geometria kartezjarska,

» ptyn niescisliwy, przeptyw potencjalny lub laminarny,

state wiasnosci fizyczne ptynu (niezmienne z temperaturg).

1.2. Ogdblna charakterystyka zagadnien odwrotnych

Jednym z podstawowych probleméw przeptywu ciepta jest wyznaczanie pola
temperatury na podstawie odpowiednio sformutowanego uktadu réwnan roz-
niczkowych przy wykorzystaniu poprawnie zdefiniowanych warunkéw brze-
gowych i ewentualnie poczatkowych. Tak postawione zadania nazywane sg
najczesciej zadaniami bezposrednimi lub prostymi (Direct problems) i moga
by¢ krotko zdefiniowane jako wyznaczanie skutkow na podstawie znajomo-
§ci przyczyn. Rozwigzanie zagadnienia bezposredniego mozna przedstawi¢ w
nastepujacych krokach:

1. rébwnania opisujgce analizowane zjawisko;
2. geometria uktadu;

3. warunki brzegowe;

4. warunki poczgtkowe;

5. witasnosci fizyczne ciata;

6. Zrodia.

Celem rozwigzania tak postawionego zadania jest okre$lenie rozktadu poszu-

kiwanej wielkosci dla przyjetych warunkéw. W wielu przypadkach, w tym
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w zagadnieniach cieplnych, liczba typow i rodzajéw przyczyn jest ograni-
czona, wskutek czego zadania bezpos$rednie zostalty dokladnie przebadane
pod katem istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania czy tez stabilnoSci wyni-
kow [5, 10, 20, 49, 72]. Krétko mowiac, znane sg wymagania, ktérych spetnie-
nie warunkuje istnienie jednoznacznego rozwigzania. Metody bezposrednie
sg metodami dobrze uwarunkowanymi. Oznacza to, iz btedy wejSciowe zada-
nia nie s§ wzmacniane w procesie rozwigzywania zagadnienia.

W ostatnich latach znacznie wzrosto zainteresowanie zadaniami, ktore w
przesztosci uwazane byty za nierozwigzywalne, a mianowicie zadaniami od-
wrotnymi. Zadania odwrotne (Inverse problems) mozna najkrocej zdefinio-
wac jako odtwarzanie przyczyn, jezeli znane sg (np. jako wyniki pomiaréw)
skutki danego zjawiska. Wynika stad, ze wszystkie zagadnienia polegajgce
na interpretacji danych moga by¢ traktowane jak zadania odwrotne. Znalez¢
je zatem mozna w wielu dziedzinach nauki, jak np. w elektrodynamice, geo-
fizyce, astrofizyce czy innych. Typowymi przykiadami zastosowania technik
odwrotnych moze by¢ interpretacja elektrokardiogramow, analiza obrazéw
czy diagnoza tomograficzna [22].

W technice cieplnej zagadnienia odwrotne sg definiowane jako wyznaczanie
warunkoéw brzegowych, warunkéw poczatkowych, Zzrédet lub wiasnos$ci termo-
fizycznych ciata na podstawie pozostatych warunkéw brzegowych i dodatko-
wych informacji dotyczgcych odtwarzanej funkcji. Obejmujg wiec problemy
zwigzane z projektowaniem urzgdzen i proceséw cieplnych, sterowaniem pro-
cesami cieplnymi, optymalizacjg pomiarOw czy interpretacjg danych pomia-
rowych.

Zagadnienia odwrotne sg z natury Zle uwarunkowane [14, 22, 46, 67], wskutek
czego nawet niewielkie btedy danych wejSciowych sg w czasie rozwigzywania

wzmacniane i przenoszone na wyniki obliczen. W efekcie rozwigzanie za-

W step 15

gadnienia odwrotnego moze by¢ obarczone duzym btedem, o ile nie zostang
zastosowane specjalne techniki stabilizacyjne. Zjawisko to zwigzane jest z
ttumieniem i op6Znianiem informacji. W zagadnieniach bezposrednich sy-
gnat pochodzacy z brzegu obszaru jest ttumiony, a w stanach nieustalonych
dodatkowo opdzniany na drodze do wnetrza ciata. Zagadnienia odwrotne
wykorzystujg nastepnie sttumiong i opdézniong informacje jako wejSciowa.
W rezultacie otrzymanie poprawnych wynikéw dla niezaburzonych danych
wejsciowych (np. pola temperatury) wcale nie $wiadczy o poprawnosci me-
tody odwrotnej. Jej wartos¢ utylitarng mozna ocenié¢ dopiero po okresleniu
stabilno$ci wynikéw przy wykorzystaniu rzeczywistych (a wiec obarczonych
btedem pomiarowym) danych wejSciowych. Ponadto moga sie pojawi¢ do-
datkowe ograniczenia zwigzane ze ztym uwarunkowaniem zagadnienia: mini-
malny krok czasowy, minimalna liczba sensoréw pomiarowych czy tez ograni-
czenie miejsca zbierania pomiaréw do okreslonego podobszaru analizowanej
geometrii.

W zwiagzku z przedstawionymi witasno$ciami zagadnien odwrotnych, metody
ich rozwigzywania winny sie odznacza¢ innymi cechami w poréwnaniu z me-
todami rozwigzywania zagadnien bezposrednich. Szczegdétowy zakres wyma-
gan stawianych metodom rozwigzywania zagadnien odwrotnych przewodze-

nia ciepta zostat opracowany przez Jamesa Becka [3]:

1. Odtworzona temperatura i strumien ciepta powinny sie odznacza¢ wy-
soka doktadnoscig w przypadku doktadnych (pozbawionych biedow)
wielko$ci pomiarowych (wejsciowych).

2. Metoda powinna byé mato czuta na btedy pomiarowe.

3. Metoda winna by¢ stabilna dla matych krokéw czasowych. Pozwala to
na odtwarzanie wiekszej ilosci informacji dotyczacej zmian czasowych

warunkdéw brzegowych niz w przypadku dtuzszych krokow.
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4. Metoda powinna umozliwiaé wykorzystanie pomiaréw pochodzacych z

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
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jednego lub wiekszej liczby czujnikéw pomiarowych.

Metoda nie powinna wymagac¢ ciggtosci pierwszej pochodnej brzego-

wego strumienia ciepta wzgledem czasu. Co wiecej, nieciggtos¢ lub

wrecz skokowe zmiany strumienia ciepta powinny by¢ akceptowane.

Nie powinna by¢ wymagana znajomo$¢ doktadnego momentu poczat-

kowego zjawiska.
Metoda nie powinna zaktada¢ zamknietego zbioru obserwacji.
Metoda powinna umozliwia¢ obliczenia dla bryt mieszanych.

Metoda powinna umozliwia¢ traktowanie wtasnos$ci fizykochemicznych

jako funkcji temperatury.

Kontaktowy opdr przewodzenia ciepta nie powinien byé wytgczany z

analizy.
Metoda powinna by¢ tatwa do zaprogramowania.
Koszty obliczeniowe powinny by¢ umiarkowane.

Metoda powinna by¢ mozliwa do wykorzystania przez uzytkownika o

przecietnej wiedzy matematycznej.

Metoda powinna umozliwiac jej zastosowanie w réznych jednowymia-

rowych uktadach wspotrzednych.

Powinna umozliwiaé rozszerzenie na wiekszg liczbe powierzchni grzej-

nych.

Metoda powinna mie¢ podstawy statystyczne i umozliwia¢ rézne zato-

zenia statystyczne btedéw pomiarowych.

W step 17

Jakkolwiek powyzsze kryteria zostaty opracowane dla odwrotnych zagadnien
przewodzenia ciepta, bez trudu mozna je rozszerzyé na pozostate obszary, to
jest konwekcje i promieniowanie.

Zagadnienia odwrotne mozna sklasyfikowa¢ wedtug rodzaju estymowanej

wielkosci. | tak, sposrod zagadnieh odwrotnych mozna wyrézni¢ [21]:
» odwrotne zagadnienia brzegowe (Inverse Boundary Problems),
» odwrotne zagadnienia parametryczne (Parameter Estimation),
» odwrotne zagadnienia poczatkowe (Inverse Initial Problems),
» odwrotne zagadnienia geometryczne (Inverse Geometry Problems),
e pozostate zagadnienia odwrotne.

Odwrotne zagadnienia brzegowe mozna krétko scharakteryzowac jako odtwa-
rzanie warunkéw brzegowych na podstawie pomiaréw wielkosci wewnatrz
obszaru. Przykiadem moze tu by¢ wyznaczanie brzegowego strumienia cie-
pta przy wykorzystaniu pomiaréw temperatury wewnatrz ciata. Zagadnienia
takie moga wystapi¢ zaréwno dla stanéw ustalonych, jak i nieustalonych.
W przypadku odwrotnych zagadnien parametrycznych celem analizy staje sie
okreslenie pewnych wielko$ci opisujgcych fizyczne wiasnosci ciata (np. ge-
sto$¢, wspotczynnik przewodzenia ciepta, state rownowagi chemicznej itp.).
W pordéwnaniu z zagadnieniami brzegowymi liczba odtwarzanych wielkosci
jest tu znacznie mniejsza, co skutkuje lepszym uwarunkowaniem problemu.
Z drugiej strony, odwrotne zagadnienia parametryczne prowadzg zwykle do
nieliniowych ukfadéw rownan, nawet jezeli wyjSciowe uktady réwnan sg li-
niowe.

Odwrotne zagadnienia poczatkowe, zwane inaczej zagadnieniami retrospek-
tywnymi, polegajg na identyfikacji warunkéw poczatkowych i majg mniejsze

znaczenie w technice cieplnej z uwagi na fakt, iz warunki poczatkowe tylko w
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ograniczonym przedziale czasu wptywaja na rozktad temperatury w ciatach.
W zagadnieniach geometrycznych odtwarzane sg nieznane elementy geome-
trii uktadu; przyktadem moze tu by¢ identyfikacja potozenia granicy fazy w
problemach ciggtego odlewania metali [30, 31, 32, 47].

Zagadnienia pozostate obejmujg problemy zwigzane z identyfikacja potozenia
i wydajnosci wewnetrznych zrédet ciepta.

Zagadnienia odwrotne mozna ponadto sklasyfikowa¢ podtug mechanizmu wy-
miany ciepta [34]. Zagadnienia te, poczatkowo rozwijane gtownie dla zadan
przewodzenia ciepta, stosowane sg obecnie z powodzeniem zaréwno w kon-
wekcyjnej, jak iradiacyjnej wymianie ciepta. | tak, mozemy wyré6zni¢ miedzy

innymi:

e zagadnienia odwrotne przewodzenia ciepta,

» zagadnienia odwrotne konwekcji (swobodnej lub wymuszonej),

» zagadnienia odwrotne promieniowania powierzchniowego,

» zagadnienia odwrotne promieniowania w osrodku radiacyjnie czynnym

(promieniowanie objetosciowe),

e zagadnienia odwrotne jednoczesnego przewodzenia i promieniowania,

» zagadnienia odwrotne jednoczesnego przewodzenia i konwekciji,

« zagadnienia odwrotne jednoczesnego przewodzenia i konwekcji, i pro-

mieniowania,

zagadnienia odwrotne przy zmianie fazy.

Niniejsza praca poswiecona jest zagadnieniom odwrotnym w konwekcyjnej

wymianie ciepta.
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1.3. Przeglad literatury

Jakkolwiek w ostatnim czasie pojawito sie duzo publikacji poswieconych od-
wrotnym zagadnieniom konwekcyjnej wymiany ciepta, to w wiekszosci za-
ktadajg one znane rozktady predkosci i w efekcie procedury odwrotne obej-
mujg jedynie wykorzystanie rownania bilansu energii. Warto tu wspomnie¢
prace opublikowane przez Ozisika dotyczgce odtwarzania rozkladu tempera-
tury ptynu przy przeptywach laminarnych dla stanéw ustalonych [25], nie-
ustalonych [7], estymacji osiowego rozktadu strumienia ciepta w przeptywach
laminarnych [16], rowniez dla stanéw nieustalonych [26]. Jednoczesnym od-
twarzaniem przestrzennego i czasowego rozktadu strumienia ciepta zajmowat
sie H. Orlande ze wspdtpracownikami [27]. Su ze wspo6tautorami [50] od-
twarzat rozklad strumienia ciepta dla przeptywu turbulentnego w kanale o
przekroju kotowym, Li i Yan [23] estymowali rozktad nieustalonego stru-
mienia ciepta podczas laminarnego, ustalonego przeptywu ptynu w kanale
pierScieniowym, a Lin wraz ze wspotautorami [24] analizowali odtwarzanie
strumienia ciepta, temperatury i liczby Nusselta na powierzchni ogrzewa-
nego cylindra omywanego strumieniem powietrza. Huang i Chen [15] za-
stosowali Metode Gradientow Sprzezonych przy obliczaniu brzegowego stru-
mienia ciepta podczas nieustalonego przeptywu czynnika w tréjwymiarowym
kanale. Odtwarzaniem brzegowej temperatury przy ponaddZzwiekowych prze-
ptywach gazéw zajmowat sie Aleksejev [1]. Zagadnieniom odwrotnym w wa-
runkach jednoczesnej konwekcji i promieniowania swe prace poswiecit Franca
ze wspotpracownikami [9]. Problemami odwrotnymi konwekcji w mediach
porowatych zajmowat sie Metzger [28].

Wiele prac poswiecono zagadnieniom odwrotnym sformutowanym dla wa-
runkéw konwekcji swobodnej. Dla zjawiska przeptywu ciepta w szczelinie

Park i Chung odtwarzali brzegowy strumien ciepta [35] oraz wydajno$¢ we-
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wnetrznych zrodet ciepta [36]. Podobnym problemem zajmowali sie Park
i Jung [37] oraz Prud’homme i Nguyen [41]. Sampath i Zabaras [44] zaj-
mowali sie estymacjg nieustalonego profilu strumienia ciepta przy konwekcji
swobodnej ptynu przewodzgcego prad elektryczny. Yang i Zabaras sformu-
towali odwrotne zagadnienie konwekcyjno-dyfuzyjne dla zjawisk ze zmiang
fazy czystego sktadnika [74] oraz roztworu [73].

Godne polecenia sg ponadto monografie poswiecone zagadnieniom odwrot-
nym w technice cieplnej, stanowigce petng prezentacje zagadnienia [22], [34].
W przesztosci autor niniejszej rozprawy zajmowat sie odtwarzaniem rozktadu
brzegowego strumienia ciepta i predkosci doptywowej w warunkach ustalo-
nego laminarnego przeptywu ptynu [53]. Zastosowano tam podejscie analo-
giczne do przedstawionego we wspomnianych pracach, tzn. odwrotne sformu-
towanie obejmowato roztgcznie réwnania bilansu pedu i energii. Byto to moz-
liwe poprzez zatozenie znanego rozktadu predkosci przy odtwarzaniu brzego-
wego strumienia ciepta. Wyznaczanie strumienia ciepta opierato sie zatem
jedynie na rownaniach bilansu energii przy zatozonym, znanym polu predko-
§ci ptynu, podczas gdy algorytm wyznaczania predkosci przy doptywie obej-
mowat wytgcznie réwnania bilansu pedu i ilosci substancji (Naviera-Stokesa i
ciggtosci). Wyniki wspomnianych badan zostaty opublikowane [54, 55], przy
czym pozycje [54] zacytowano w podreczniku metod odwrotnych wydanym

w 2000 roku w Stanach Zjednoczonych [34].

Rozdziat 2.

Zagadnienia bezposrednie

W wielu przypadkach rozwigzanie zadania bezposredniego jest istotnym ele-
mentem rozwiktania zagadnienia odwrotnego. Rozwigzanie to moze by¢ wy-
korzystane przy wyznaczeniu wspoétczynnika wrazliwosci, symulowaniu po-
miaréw czy tez przy wyznaczaniu wartoSci temperatury, predkosci lub ci-
$nienia dla aktualnej estymaty warunkéw brzegowych.

Petny opis matematyczny konwekcyjnego przeptywu ciepta jest zaprezento-
wany w dodatku A zamieszczonym na koncu niniejszej pracy. Rozwigzywanie
zagadnien bezpos$rednich konwekcji jest jednym z trudniejszych zadan prze-
ptywu ciepta. Istnieje wprawdzie wiele zaleznosci empirycznych pozwalajga-
cych doktadnie obliczy¢ wspotczynniki wnikania ciepta czy straty cisnienia,
jednak zakres ich stosowania ograniczony jest do dobrze znanych geome-
trii. W przypadku gdy celem badan jest okreslenie rozktadu temperatury,
predkosci czy ci$nienia, lub gdy analiza prowadzona jest w niestandardowe;j
geometrii, jedynym rozwigzaniem pozostaje modelowanie numeryczne [52].
W niniejszym rozdziale przedstawiono numeryczne rozwigzanie zagadnienia
bezposredniego, a wiec spos6b wyznaczenia dyskretnych wartosci predkosci,

ci$nienia i temperatury, dla przyjetych zatozeh. Zaprezentowany algorytm,



22 Ireneusz Szczygiet

po drobnych modyfikacjach, jest nastepnie wykorzystany do wyznaczenia
wspotczynnikéw wrazliwosci.
Do numerycznego rozwigzania zagadnienia bezposredniego konwekcyjnej wy-
miany ciepta mozna wykorzysta¢ dostepne na rynku komercyjne pakiety CFD
(Computational Fluid Dynamics), posiadajace bardzo duze mozliwosci obli-
czeniowe. Zazwyczaj pozwalajg one na analize przypadkéw dwu- i trojwy-
miarowych, stanéw ustalonych i nieustalonych, przeptywdéw laminarnych i
turbulentnych, uwzglednienie reakcji chemicznych itd. Przyktadem takiego
pakietu moze by¢ Fluent firmy Fluent Inc. Zastosowanie pakietow komer-
cyjnych w przypadku rozwigzywania zadah odwrotnych moze mie¢ pewne
wady. Zadania odwrotne sg znacznie bardziej czute na btedy numeryczne
w poréwnaniu z zagadnieniami bezposrednimi. W pakietach komercyjnych
uzytkownik ma zazwyczaj ograniczong kontrole nad btedami. Ponadto, uzyt-
kownik pakietu CFD ma czesto niewielkie mozliwosci ingerencji w kod, roz-
wigzanie przebiega w duzej mierze na zasadzie czarnej skrzynki. Moze to
by¢ powaznym utrudnieniem przy przystosowaniu oprogramowania do za-
dan odwrotnych (np. do wyznaczania wspotczynnika wrazliwos$ci). Z tych to
powodbéw w niniejszej pracy zdecydowano sie wykorzysta¢ wiasne oprogra-
mowanie, oparte na bilansowym sformutowaniu Metody Elementéw Skoniczo-
nych. W kolejnych rozdziatach pracy przedstawiono numeryczne rozwigzanie
bezposredniego zagadnienia konwekcyjnej wymiany ciepta, oparte na rowna-

niach zaprezentowanych w dodatku A niniejszej pracy.

2.1. Modelowanie numeryczne zjawisk konwekcyjnej
wymiany ciepta

Rownania ciggtosci, bilansu pedu i energii, przedstawione w dodatku A pracy,

stanowig petny opis matematyczny wymiany ciepta i masy w przeptywajgcym

Zagadnienia bezposrednie 23

ptynie. Z uwagi na liczbe rownan wymagajacych rdwnoczesnego rozwiktania,
jak rowniez z powodu nieliniowych cztonéw typu udu/dx, znalezienie rozwia-
zania analitycznego jest w wiekszosci przypadkdw niemozliwe. Wspomniana
nieliniowo$¢ uniemozliwia ponadto traktowanie ztozonych przeptywéw jako
superpozycji przeptywéw prostych. A zatem w wiekszosci przypadkéw do
dyspozycji pozostaje modelowanie numeryczne, ktére rowniez nie jest po-
zbawione trudno$ci rodzacych sie ze struktury rownan opisujacych zjawisko.
Jak wspomniano, istniejg przypadki umozliwiajgce znalezienie analitycznego
rozwigzania rownann wymiany masy i ciepta. Dzieje sie tak, jezeli warunki
przeptywu ptynu pozwalajg zaniedbaé nieliniowe cztony uktadu réwnan z
uwagi na ich pomijalnie matg wartos¢. W niektérych przypadkach wartosé
tych cztondw moze by¢ doktadnie rowna zeru. Przeptywy takie charaktery-
zujg sie bardzo matymi predkosciami czynnika i stagd czesto zwane sg prze-
ptywami petzajagcymi (ang. creeping flows). W rzeczywistych zagadnieniach
warunki takie pojawiajg sie przy przeptywie czynnikéw smarujacych, pod-
czas opadania czgstek statych w ptynach, czy tez przy przeptywie ptynu przez
media porowate, jak np. przy przeptywie wod gruntowych. Nalezy jednak
zaznaczy¢, iz w wiekszos$ci przypadkéw nieliniowe cztony réwnan opisujgcych
zjawisko majg dominujgce znaczenie i ich pominiecie wigze sie z popetnieniem
duzych btedéw, co w efekcie przynosi rozwigzanie odlegte od rzeczywistosci.
Wielkoscig pozwalajgcg okresli¢ granice traktowania przeptywow jako pet-
zajacych jest bezwymiarowa liczba Reynoldsa okre$lajaca stosunek efektow

bezwtadnosciowych do lepkosciowych:

(2.1)

gdzie |u| jest wartoScig wektora predkosci, L natomiast wymiarem charakte-

rystycznym kanatu.
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W przeptywach petzajacych liczba Reynoldsa jest rzedu jednosci, w innych
przypadkach moze osiggaé wartosci znacznie jg przekraczajace. Na przykitad,
jak wykazaty eksperymenty [18], zewnetrzny optyw kuli moze by¢ traktowany
jak przeptyw petzajacy dla liczb Reynoldsa rzedu jednosci (dla wymiaru cha-
rakterystycznego réwnego $rednicy kuli). Przy predko$ciach wyzszych nieli-
niowe cztony réwnan nie powinny by¢ pomijane.

W niniejszej pracy, jak juz wspomniano, do rozwigzania zaréwno zagadnienia
bezposredniego, jak i zadah odwrotnych postuzono sie bilansowym sformuto-
waniem Metody Elementéw Skorniczonych. Metoda Elementéw Skoriczonych,
jedna z czesto wykorzystywanych metod numerycznego rozwigzywania za-
gadnien teorii pola, zostata opracowana przez Zienkiewicza [76] gtdwnie dla
zagadnien wytrzymato$ciowych. Od diuzszego czasu jest jednak z powodze-
niem stosowana przy rozwigzywaniu probleméw wymiany ciepta. W zarysie
Metoda Elementdw Skonczonych polega na dyskretyzacji czasu i przestrzeni,
Przyjeciu formuty aproksymujacej poszukiwang wielko$¢ skalarng i skonstru-
owaniu rownan pozwalajacych wyznaczy¢ nieznane, weztowe warto$ci wspo-
mnianej wielko$ci skalarnej. WielkoSci skalarne, bedace przedmiotem poszu-
kiwan, aproksymuje sie przy uzyciu tzw. funkcji prébnych opierajgcych sie na
poszukiwanych wielkosciach weztowych. Wartosci weztowe z kolei to wartosci
poszukiwanej wielkosci w weztach podziatu numerycznego umieszczonych w
wierzchotkach elementéw skonczonych lub czasem takze na ich bokach lub
we wnetrzu. Uklad rownan pozwalajagcy wyznaczy¢ nieznane wielkosci we-
ztowe jest konstruowany na podstawie réwnan rdzniczkowych opisujacych
zjawisko. Istnieje kilka sposobow tworzenia wspomnianego ukitadu réwnan.
W zaleznosci od tego mozna wyréznic¢ kilka sformutowan Metody Elementéw

Skonczonych; i tak:
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Sformutowanie wariacyjne polega na minimalizacji okreslonego funk-
cjonatu, ktdrego minimum jest rownoczesnie rozwigzaniem rozniczko-
wego opisu zagadnienia. Sformutowanie to jest czesto stosowane w me-
chanice do rozwigzywania zagadnienn wytrzymatosciowych z uwagi na
fakt, iz wspomniany funkcjonat ma sens fizyczny. Okre$la on energie
potencjalng uktadu, ktéra w stanie réwnowagi jest minimalna. W za-
gadnieniach wymiany ciepta sformutowanie wariacyjne nie jest tak chet-
nie stosowane, gdyz trudniejsze jest sformutowanie odpowiedniego funk-
cjonatu, poza tym nie ma on oczywistego sensu fizycznego, co utrudnia

analize metody.

Sformutowanie Galerkina jest jedna z chetnie stosowanych odmian me-
tody. W sformutowaniu tym uktad rownan konstruuje sie przez przy-
rownanie do zera catki z iloczynu niezgodnosci poszukiwanej wielkosci
skalarnej w danym punkcie obszaru oraz wagi do tego punktu przypi-
sanej. Wspomniana niezgodno$¢ wynika z podstawienia aproksymacji
poszukiwanej wielko$ci z uzyciem funkcji probnych do réwnan réznicz-
kowych opisujgcych analizowane zjawisko. Funkcje te sg ponadto czesto
stosowane jako wagi wystepujace przy niezgodno$ciach. W odréznieniu
od sformutowania wariacyjnego podejScie Galerkina moze by¢ zawsze

stosowane w oparciu o rézniczkowy opis zagadnienia.

Sformutowanie bilansowe polega na budowaniu bilansu strumienia po-
szukiwanej wielkosci skalarnej wokot weztéw podziatu numerycznego.
W przypadku zagadniern wymiany ciepta jest to strumien ciepta. Roz-
ktad wielkosci wewnatrz elementéw skonczonych aproksymuje sie wy-
korzystujac funkcje prébne i tu lezy podstawowa roznica pomiedzy bi-
lansowym sformutowaniem metody elementéw skonczonych a metodg

bilansow elementarnych. Jak wida¢, sformutowanie bilansowe ma oczy-
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wisty sens fizyczny i wykazuje lokalng zachowawczo$¢. Cechy te znacz-
nie utatwiajg analize zagadnienia. Do wad tego podejscia mozna za-
liczy¢ konieczno$¢ budowania dodatkowych oston kontrolnych wokot
weztow podziatu. Ponadto niektore z macierzy, ktére w sformutowaniu

wariacyjnym czy Galerkina sg symetryczne, tutaj tracg te wiasnosé.

W niniejszej pracy postuzono sie, z uwagi na jego oczywiste zalety, sformu-

towaniem bilansowym Metody Elementéw Skonczonych.

2.1.1. Zastosowanie bilansowego sformutowania MES
do wyznaczania pol predkosci, ciSnienia
| temperatury

W niniejszej pracy, w celu zwigkszenia przejrzystosci wywodu, zastosowa-
nie bilansowego sformutowania Metody Elementéw Skoriczonych (CVFEM)
[29] do rozwigzywania zagadnien bezposrednich konwekcyjnej wymiany cie-
pta ograniczono do przypadkéw dwuwymiarowych. Rozszerzenie procedury

do trzech wymiaréw nie stwarza wiekszych trudnosci.

Zestawienie réwnan opisujacych zjawiska konwekcyjno-dyfuzyjne
Przeptyw potencjalny
Jak juz wspomniano, przeptyw potencjalny charakteryzuje sie stosunkowo

prostym opisem matematycznym, na ktory w stanie ustalonym sktadajg sie

rownania:

» potencjatu
d2ip d2ip
dx2 + 8@ ="° (2-2)

bilansu energii

N OT+~A <N -* (£)+*(0)+* .
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przy czym:
(6502 dtp
U==d"] V =~y

p oznacza gesto$¢ ptynu, k wspoétczynnik przewodzenia ciepta, T tempera-
ture, qv moc wewnetrznych zrodet ciepta odniesiong do jednostki objetosci,
potencjat, u, v sktadowe wektora predkosci, ¢ za$ pojemnos$¢ cieplng wiasciwag
ptynu.

Przeptyw Eulera

Z uwagi na fakt, ze przeptyw Eulera jest przeptywem ptynu nielepkiego, dla

przyjetych zatozen opisany jest on zaleznoSciami:

e rownania bilansu pedu:

d d . . dp .
— — =gx-~ — 2.4
B o)+ ) =gx- S5 (2.4

Quv )\ + dv )= 9t- ldy {25)

» réwnanie ciggtosci:

Ae A= (2.6)
ox ¢y

réwnanie bilansu energii:

ACETSEA L (T =K S )+ * @ ) +*

gdzie p oznacza gesto$¢ ptynu, k wspoétczynnik przewodzenia ciepta, T tempe-
rature, gv moc wewnetrznych zrédet ciepta odniesiona do jednostki objetosci,
gx,gy sktadowe przyspieszenia zwigzane z sitami masowymi dziatajgcymi od-
powiednio w kierunku osi x, y, natomiast u, v sktadowe wektora predkosci, ¢

za$ pojemnos$¢ cieplng wiasciwag ptynu.
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Przeptyw wirowy ptynu niescisliwego
W przypadku przeptywu ptynu niescisliwego, znane sg dwa sposoby rozwia-
zania problemu: w tzw. zmiennych prostych (ang. primitive variables) oraz w
zmiennych wirowo$¢-funkcja pradu. W niniejszej pracy zagadnienie rozwig-
zano wykorzystujagc sformutowanie w zmiennych prostych, a wiec ci$nienie-
predkos¢. W tym przypadku dla dwuwymiarowej geometrii oraz dla stanu

ustalonego uktad réwnan opisujacych zjawisko sprowadza sie do postaci:

* réwnania bilansu pedu:

d d d
di "M+ di (VU) ~ Tx

d d . . d (/idv\ d ffidv\ 1ldp

dx » + dy ~ ~ dx \pdxj + dy [pdyJ+9y~p]lh) NN

» réwnanie ciggtosci:

du dv
di+di= <2'10>

e réwnanie bilansu energii:

d d (dZr\  (dzT\
<‘T)+))%A -k{W)"‘k{W)"‘% (2 'n )

W powyzszych rownaniach p oznacza gesto$¢ ptynu, k wspdtczynnik przewo-
dzenia ciepta, T temperature, gv moc wewnetrznych zrédet ciepta odniesiong
do jednostki objetosci, gx, gy sktadowe przyspieszenia zwigzane z sitami maso-
wymi dziatajgcymi odpowiednio w Kierunku osi x, y, p, lepkos¢, u, v sktadowe

wektora predkosci, ¢ za$ pojemnos¢ cieplng witasciwg ptynu.
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Rozwigzanie rownan konwekcyjno-dyfuzyjnych przy wykorzystaniu

CVFEM

Kazde z przedstawionych powyzej réwnan, bez wzgledu na charakter prze-

ptywu, moze by¢ zapisane w ogdlnej postaci:

| W)+ «) =] (r*f)+] (r*g) +Ss, (2.12)

gdzie () oznacza wielkos¢ skalarna, wspétczynnik dyfuzyjny, moc zrodet

ciepta odniesiong do jednostki objeto$ci. Wszystkie te wielkosci zalezg od

rodzaju rownania, ktore opisuje ogdlna zaleznos¢ (2.12). | tak:
e réwnanie potencjatu, przeptyw potencjalny
£=< T*=I, S*=0; (2.13)
réwnanie bilansu pedu, przeptyw Eulera, kierunek x
dv .
O=u, r0 =Q S4=9gx--£i (2.14)

e rownanie bilansu pedu, przeptyw wirowy ptynu niescisliwego, Kieru-
nek a

d
(p=w r*=1/, §, ogx p) (2.15)

* rownanie bilansu pedu, przeptyw wirowy ptynu niescisliwego, kieru-

nek?/ ]
= I> =0, St=gy--A\ (2.16)
* réwnanie ciagtosci
0=1, r==0 =0 (2.17)
* rownanie bilansu energii
£=T, 1*=* Sb=qv. (2.18)
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Ogo6lng zalezno$¢ (2.12) mozna przedstawi¢ w postaci catkowej jako bilans
konwekcyjno-dyfuzyjnego strumienia 3 wielkosci skalarnej ¢ dla dowolnej
ostony kontrolnej 7:

3hendE - [ SAdF) = 0 (2.19)

J Jii

gdzie:
7 - ostona kontrolna,
Q - powierzchnia zamknieta ostong kontrolng 7.

Wystepujacy w rdwnaniu (2.19) wektor 3 opisany jest nastepujacg zalezno-
$cig:
3= pucp - TP7¢ (2.20)

Wielkosci ¢ oraz ™, nalezy przyjmowac wedtug rownan (2.13) 4- (2.18).
Zastosowanie CVFEM do rozwigzania zagadnienia opisanego 0g6lng zalezno-
$cig (2.12) sprowadza sie, w przypadku stanéw ustalonych, do dyskretyzacji
obszaru na elementy skonczone i skonstruowania bilansu (2.19) dla kazdego
wezta podziatu numerycznego, przy aproksymacji wielkosci ¢ w sposéb ty-
powy dlaMetody Elementéw Skonczonych. W praktyce oznacza to koniecz-
no$¢ budowania, oprocz siatki elementéw skonczonych, ostonkontrolnych
otaczajacych kazdy z weztow. W zagadnieniach liniowych, jak np. w przy-
padku przewodzenia ciepta, rozktad wielkosci ¢ w elemencie skoriczonym
mozna przybliza¢ funkcjami ksztattu (rys. 2.1):

NP

h="EWx)Pr (2.21)
i=1

gdzie x oznacza wektor wspotrzednych kartezjanskich, 1"(x) - funkcje ksztattu
przypisang r-temu weztowi, NP - liczbe weztow w siatce, d* - wartos¢ ¢ w

wezle i. Funkcja ksztattu iVi(x) powinna mie¢ niezerowe wartosci tylko w
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Rys. 2.1.
Fig. 2.1.

Funkcja ksztattu dla elementéw trdjkatnych

Shape function for the triangular elements

elementach, do ktérych nalezy wezet i. Szczeg6towe wymagania stawiane
funkcjom ksztattu mozna znalez¢ w [76].

W przypadku elementéw trojkatnych pierwszego rzedu wielko$¢ () mozna in-

terpolowa¢ wewnatrz elementu ie wedtug zaleznosci:
&H= Aiex + Biey + Cie (2.22)

State Aie, Bie, Cie wyznacza sie przy wykorzystaniu wartosci weztowych wiel-
kosci 5w elemencie ie.

Przeptyw potencjalny

Z uwagi na strukture uktadu réwnan opisujagcych konwekcyjno-dyfuzyjng wy-
miane ciepta, w ktérej przeptyw ptynu moze by¢ traktowany jak potencjalny
(2.2 F 2.3), wyznaczenie pol predkoSci i temperatury nie stwarza wiekszych
trudnosci. W pierwszym kroku nalezy wyznaczy¢ rozktad potencjatu. Za-
stosowanie bilansowego sformutowania metody elementéw skonczonych pro-

wadzi do uktadu réwnan:
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cveo= B, (2.23)

W powyzszym, liniowym uktadzie réwnan oznacza macierz otrzymang w
wyniku bilansowania strumienia (2.20) na ostonach kontrolnych woko6t we-
ztbw, B . jest wektorem wyrazéw wolnych, ktérego niezerowe elementy wy-
nikaja z wktadu warunkéw brzegowych do przeprowadzonych bilansow.

Macierz Cv jest macierza niesymetryczng, pasmowg. Po rozwigzaniu uktadu
otrzymuje sie rozktad potencjatu, ktérego rézniczkowanie stosuje sie do wy-
znaczenia pola predkosci. Do rozniczkowania mozna wykorzysta¢ aproksy-
macje funkcjami ksztattu (2.21). Opierajac sie na wyznaczonym rozktadzie

pola predkosci mozna przeprowadzi¢ bilansowanie strumienia ciepta w celu

okre$lenia rozktadu temperatury ptynu. Prowadzi to do uktadu réwnan:
CT(u,v)T =BT (2.24)

gdzie CT(u, v) to macierz uktadu, bedgca funkcjg wektorow warto$ci wezto-
wych predkos$ci u oraz v, BT jest wektorem wyrazéw wolnych ujmujacym
warunki brzegowe oraz moc objetosciowych zrodet ciepta.

Uktady rownan zaréwno (2.23), jak i (2.24) sa, dla przyjetych zatozen, li-
niowe, wiec do ich rozwigzania nie jest konieczne stosowanie technik itera-
cyjnych. Przy poprawnie zdefiniowanych warunkach brzegowych sg to uktady
dobrze uwarunkowane. Procedure wyznaczania rozktadu predkosci i tempe-

ratury mozna w takich przypadkach przedstawi¢ nastepujaco:
1. wyznaczenie rozktadu potencjatu (2.23);

2. wyznaczenie wektorow sktadowych predkosci weztowych u oraz v przy

wykorzystaniu interpolacji (2.21);

3. wyznaczenie rozktadu temperatury (2.24).
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Dla wyzszych liczb Reynoldsa (w zakresie przeptywow potencjalnych) mozna
zmodyfikowac interpolacje predkosci przy konstruowaniu uktadu réwnan (2.24)
wykorzystujac interpolacje typu upwinding, zaprezentowang w dalszej czesci
pracy.

Przeptywy opisane rownaniami Eulera oraz Naviera-Stokesa

W ponizszym rozdziale przedstawiono algorytm wyznaczania rozktadu pred-
kosci oraz temperatury w zagadnieniach konwekcyjno-dyfuzyjnych, w ktérych
przeptyw ptynu jest traktowany jak przeptyw ptynu niescisliwego opisanego
rbwnaniami Naviera-Stokesa. Wyznaczenie pola predkosci w przeptywach
opisanych réwnaniami Eulera moze by¢ traktowane jako szczegdlny przy-
padek przeptywu ptynu nielepkiego opisanego réwnaniami Naviera-Stokesa.
Do rozwigzania tak zdefiniowanego zagadnienia mozna wykorzysta¢ przed-
stawiony nizej algorytm sformutowany dla przeptywéw wirowych ptynéw nie-

Scisliwych, po zatozeniu zerowej lepkosci ptynu:
/i=20

Zastosowanie liniowych funkcji ksztattu w obliczeniach przeptywdw niepoten-
cjalnych (rys. 2.1) jest sprzeczne z fizykg zjawiska. Podejscie takie z réwna
wagg traktuje informacje lezaca po obu stronach analizowanego wezta. O ile
jest to w petni uzasadnione w przypadku strumieni dyfuzyjnych, o tyle pod-
czas hilansowania strumienia konwekcyjno-dyfuzyjnego pojawia sie wyrazna
asymetria zjawiska. Strumien konwekcyjny nie niesie ze soba informacji o
wartos$ciach skalara 9§ w punktach lezacych poza weztem w obszarze rozcig-
gajacym sie od danego wezta w kierunku przeptywu. Funkcja interpolacyjna
winna sie wiec opiera¢ przede wszystkim na weztach lezacych na kierunku
przeptywu, lecz pod prad bilansowanego strumienia. Stad tez modyfikacja

funkcji ksztattu, uwzgledniajgca przedstawione zjawisko, nosi nazwe upwin-

ding.
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W niniejszej pracy wielkos¢ <ibyta interpolowana w uktadzie wspo6trzednych
0 poczatku umieszczonym w Srodku ciezkoSci elementu oraz skierowanym
zgodnie z kierunkiem przeptywajacego ptynu, a konkretnie zgodnie z kierun-

kiem usrednionego wektora predkosci o sktadowych:

Uav = (M1 + U2+ 1t3)/3, Vav = (t>i + V2 + V2)/F (2.25)

Oznaczajagc nowy ukiad wspdtrzednych jako XOY mozna zapisa¢ funkcje

interpolacyjng jako [29]:

0= +BY +C (2.26)
gdzie
. IPeA(X - X max . A
i = —E*r éex ( _ )]
pUav | Xmax X min

W powyzszych réwnaniach Uav oznacza warto$¢ usrednionego wektora pred-

kosci, Pea natomiast lokalng liczbe Pecleta zdefiniowang jako:

PeA = Xmin (2.28)
L&

State A, B, C wyznacza sie¢ na podstawie weztowych wartosci $sw analizowa-
nym elemencie.

Przedstawiona procedura powoduje wygiecie funkcji w kierunku pod prad
przeptywajacego ptynu, w stopniu uzaleznionym od lokalnej wartosci liczby
Pecleta (2.28). Funkcja interpolacyjna (2.26) zostata skonstruowana, przy
zatozeniu ze wpltyw cztonu Zrédtowego nie jest istotny. W przypadkach gdy
czton Zrodtowy ma dominujgce znaczenie, mozna uwzgledni¢ go w funkcji
interpolacyjnej [40Q].

na kazdej z utworzonych oston kontrolnych

Po zbilansowaniu strumienia

otrzymuje sie uktad réwnan postaci:

A($)$ =8B (2.29)
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gdzie A(3>) oznacza macierz uktadu rownan, B - wektor wyrazéw wolnych,
$ natomiast wektor poszukiwanych warto$ci ¢ Jak widaé, uktad ten jest
uktadem nieliniowym i wymaga rozwigzania iteracyjnego. Macierz A jest
macierza niesymetryczng pasmowa. Szerokos$¢ pasma zalezy od sposobu nu-
meracji weztdéw siatki elementéw skonczonych.

W celu rozwiazania zagadnienia nalezy zastosowac przedstawiong procedure
do rownan bilansu pedu i ciggtosci w celu wyznaczenia rozktadow predkosci i
cis$nienia oraz do réwnania bilansu energii w celu wyznaczenia rozktadu tem-
peratury. W roéwnaniach tych brak jest rownania opisujgcego cisnienie. Poja-
wia sie ono jedynie w postaci pierwszej pochodnej w réwnaniach bilansu pedu.
Jest oczywiste, ze jedynie poprawne przyjecie rozktadu cisnienia zaowocuje
poprawnym rozktadem predkos$ci ptynu, tj. spetniajgcym zaréwno rownanie
ciggtosci, jak i rownanie bilansu pedu. Istniejg liczne metody rozwigzania
takiego problemu. Pierwsza z nich, opracowana w 1972 roku przez Patan-
kara i Spaldinga [39], nosi nazwe SIMPLE (Semi-Implicit Method for the
Pressure-Linked Equation). Procedura ta doczekata sie licznych modyfikaciji,
gtoéwnie zwigkszajacych jej efektywnos¢. Warto tu wspomnie¢ o algorytmach
SIMPLER [38], SIMPLEC, SIMPLEX [70, 71], PISO [17], SIMPLET [45]
czy MSIMPLER [75]. We wszystkich tych metodach wyznacza sie korekty
ci$nienia i predkosci, ktorych uzwglednienie powoduje spetnienie zasady za-
chowania ilo$ci substancji. W ostatnich latach zostat opracowany algorytm
CLEAR (Coupled and Linked Equations Algorithm Revised) [68], [69], w
ktorym przez wyeliminowanie korygowania cisnienia i predkosci w kazdej ite-
racji przyspieszono znacznie zbiezno$¢ metody.

W niniejszej pracy przeprowadzono korekcje cisnienia w sposdb zblizony do
algorytmu SIMPLEC. Réwnania (2.8), (2.9) mozna rozwigza¢ wykorzystu-

jac wstepnie zatozone warto$ci ci$nienia. Otrzymana w ten sposéb predkosc
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nie spetnia réwnania ciggtosci (2.10), jezeli niepoprawnie zatozono cisnienie.
Niezgodno$¢ réwnania ciggto$ci moze zatem by¢ wykorzystana do okre$lenia
poprawek predkosci, na podstawie ktérych mozna z kolei skorygowac zato-
zony rozkitad cisnienia.

W sformutowaniach opartych na zmiennych cié$nienie-predko$¢ istnieje nie-
bezpieczenstwo otrzymania niefizykalnych rozktaddw cisnienia, jezeli zar6wno
predkos$é, jak i cisnienie interpoluje sie podobnymi funkcjami. Rozktady takie
zwane sg rozktadami szachownicowymi z uwagi na ksztatt otrzymanego pola
ciSnienia. Mozna tego unikngé przez zmniejszenie rzedu funkcji interpolacyj-
nej cisnienia badz interpolowanie cisnienia na rzadszej siatce niz predkosé.
Innym sposobem jest wigczenie cisnienia do funkcji interpolujgcej predkos¢.
W niniejszej pracy zastosowano pierwszy ze sposobow, tj. interpolowanie ci-
$nienia na dwukrotnie rozrzedzonej siatce w poréwnaniu z interpolacja pred-
kosci i temperatury.

W wyniku zastosowania przedstawionej w zarysie metody otrzymuje sie zdy-

skretyzowang postaé rownan opisujacych zjawisko:

* roéwnanie bilansu pedu, kierunek osi x

Cuu + Aup = Bi (2.30)

* réwnanie bilansu pedu, kierunek osiy

Cvv + Avp = B2 (2.31)

e rownanie ciggtosci

Duu+ Dvw = B3 (2.32)
» roéwnanie bilansu energii (bez Zrodet ciepta)

CTT = B4 (2.33)
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W powyzszych réwnaniach u, v oznaczajg wektory weztowych wartosci skta-
dowych predkosci u oraz v, p wektor weztowych wartosci cisnieniap, a T
jest wektorem weztowych wartosci temperatury. Cu,Cv,CT,Du,Dv, Au, Av
sg to macierze utworzone w czasie bilansowania metodg CVFEM, natomiast
niezerowe elementy wektoréw Bx4 B4 ujmujg warunki brzegowe i zrédita.
Rdéwnania (2.30)-(2.33) tworzg peiny, zdyskretyzowany uktad rownani opisu-
jacy rozktady temperatury i predkosci w konwekcyjnej wymianie ciepta. Jak
mozna zauwazy¢, elementy macierzy Cu oraz Cv sg funkcjami skitadowych
wektora predkosci u, co powoduje nieliniowos$¢ uktadu rownan. Wynika stad,
ze uktady rownan (2.30) oraz (2.31) powinny by¢ rozwigzywane iteracyjnie.
Jednag z metod zapewnienia stabilnosci procesu iteracyjnego jest zastosowa-
nie podrelaksacji. Wyniki otrzymywane w kolejnych iteracjach nalezy wtedy
przyjmowac ze wspo6iczynnikiem podrelaksacji zaleznym od stopnia nielinio-
wosci. Uwzgledniajagc ponadto dodatkowe iteracje zwigzane z korekcjg cisnie-
nia, caty uktad (2.30)-(2.33) rozwigzuje sie w kilku zagniezdzonych petlach.

Procedura iteracyjna moze by¢ przedstawiona w nastepujacych krokach:

1. przyjecie startowych wartoSci wektoréw predkosci u, v i ci$nienia p;
2. wyznaczenie macierzy Cu,Cv;
3. rozwigzanie uktadow réwnan (2.30) oraz (2.31);

4. korekta wartos$ci u, v i ponowne obliczenia wg 2. az do uzyskania zbiez-

nosci;
5. korekta cisnienia przy wykorzystaniu (2.32);
6. powtorka krokow 2-5 az do uzyskania zbieznosci;

7. obliczenia pola temperatury wg (2.33).
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W arunki brzegowe

Rozwigzanie zagadnienia wymaga oczywiscie poprawnego zdefiniowania wa-
runkow brzegowych. Liczba zaktadanych warunkéw zalezy od geometrii
uktadu. Zaréwno zdefiniowanie zbyt matej ilosci informacji na brzegu, jak i
przesztywnienie uktadu prowadzi do rozwigzan niefizykalnych badz do utraty

zbieznosci metody.

Réwnanie bilansu energii. W przypadku réwnania bilansu energii defi-
niowanie warunkoéw brzegowych nie stanowi wiekszych trudnosci. Postepuje
sie tu podobnie jak w przypadku zagadnienn przewodzenia ciepta zaktada-
jac warunki pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju. Jedyne problemy
moga sie pojawié przy wyptywie. NajczeSciej pomija sie w tym przypadku
sktadnik dyfuzyjny bilansowanego strumienia. Przy takim zatozeniu warunek

brzegowy przyjmuje postac:
Jgm = pun() (2.34)

gdzie w przypadku rownania bilansu energii () oznacza temperature, u,, wek-

tor predkos$ci normalnej do krawedzi brzegowe;j.

Réwnanie potencjatu. Przy badaniu przeptywow potencjalnych okresle-
nie pola predkosci wymaga zdefiniowania warunkéw brzegowych przy dopty-
wach do analizowanego obszaru, przy wyptywach z niego oraz na $cianach
ograniczajacych, ktdre moga byé Scianami fizycznymi badZ tez osiami syme-
trii.

Przy doptywach do obszaru nalezy zdefiniowaé predko$é¢ pitynu badz ma-

sowe czy tez objetoSciowe natezenie przeptywu. We wszystkich przypadkach

Zagadnienia bezposrednie 39

przektada sie to na okre$lenie normalnego strumienia potencjatu na tych

brzegach:

N+ k,= 0 (2.35)

gdzie ip oznacza potencjat, un natomiast predko$¢ normalng.

Z uwagi na cechy przeptywu potencjalnego, zaréwno na fizycznych $cianach
ograniczajacych przeptyw, jak i na osiach symetrii nalezy zdefiniowac izolacje
strumienia potencjatu:

=0 (2.36)
on

Przy wyptywie z obszaru nalezy natomiast poda¢ poziom potencjatu:
P=G (2.37)

gdzie G oznacza dowolng statg. Z uwagi na fakt,iz w analizie zjawiska istotne
sg jedynie pochodnepotencjatu, warto$¢ statej nie ma znaczenia. Warunek
(2.37) mozna zastgpi¢ warunkiem trzeciego rozdzaju przyjmujac odpowied-

nio wysoki wspotczynnik wnikania.

Rownania bilansu pedu. RO&wnania bilansu pedu sprawiajg najwiecej
trudnosci przy definiowaniu warunkéw brzegowych. Jak juz wspomniano,
niepoprawne zdefiniowanie warunkéw brzegowych moze by¢ przyczyng utraty
zbieznosci rozwigzania iteracyjnego.
W przypadku réwnan bilansu pedu nalezy zdefiniowac:

» na S$cianach kanatu zerowe warto$ci sktadowych predkosci u oraz v, z

uwagi na niezerowg lepkosé ptynu;

* na osiach symetrii izolacje strumienia J/n:

AGT O (2.38)
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* przy wyptywie natomiast warunek swobodnego wyptywu typu

J<m (2.39)

Warunek swobodnego wyptywu dla réwnan bilansu pedu (2.39) powinien

by¢ ponadto uzupetniony dodatkowymi informacjami, ktérych ilos¢ uzalez-

niona jest od geometrii uktadu. I tak, w przypadku pojedynczego doptywu i

pojedynczego wyptywu mozna zdefiniowaé jeden z warunkéw:
» predko$¢ masowg (doptyw lub wyptyw), lub
e pochodng normalng ci$nienia przy doptywie, lub
e pochodng normalng ci$nienia przy wyptywie (w przypadku prostych
odcinkdw wyptywowych wystarczy znajomos$¢ cisnienia w dwdéch okre-

§lonych punktach odcinka wyptywowego. Dobér tych punktéw jest w

zasadzie dowolny, powinny one miec jednak r6zne wspdtrzedne wzdtuz

osi kanatu).

W przypadku wystepowania jednego doptywu i dwéch wyptywdw liczba ko-
niecznych informacji brzegowych powinna by¢ zwiekszona. Nalezy zdefinio-

wacé dwie dowolne wielkosci z ponizszej listy, dotyczace jednak réznych pro-
fili:

» predko$¢ masowag przy doptywie;
e predkosé masowa przy pierwszym wyptywie;

o predkosé masowag przy drugim wyptywie;

pochodng normalng ci$nienia przy pierwszym wyptywie;

pochodng normalng cisnienia przy drugim wyptywie;

pochodng normalng ci$nienia przy doptywie.
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W przypadku wiekszej liczby wyptywow liczba koniecznych warunkéw brze-
gowych powinna by¢ odpowiednio zwiekszona.

Ponadto przy doptywie powinna by¢ znana funkcja rozktadu predkosci wzdtuz
krawedzi brzegowej (np. wyrdwnana predkos¢ przy doptywie, profil parabo-

liczny lub inne).

2.1.2. Weryfikacja modelu numerycznego

Analiza wiarygodnosci kodu coraz powszechniej uznawana jest za integralng
cze$¢ budowy modeli i kodéw symulacji komputerowych [2]. Swiadczy o tym,
miedzy innymi, fakt, iz wiele konferencji czy sympozjow poswieconych pro-
blemom symulacji komputerowych ma wydzielone sesje w cato$ci poswiecone
problemom weryfikacji i walidacji (ang. Vérification & Validation). W potocz-
nym znaczeniu stowa weryfikacja oraz walidacja sg synonimami, jakkolwiek w
analizie wiarygodnosci nabywaja odrebnych znaczen. Przez weryfikacje rozu-
mie sie ocene poprawnosci rozwigzania numerycznego danego modelu; zwia-
zana jest ona z matematyczng strong problemu. Z kolei walidacja blizsza jest
fizyce zjawiska i stuzy do okreslenia relacji wynikéw modelowania z danymi
eksperymentalnymi [43]. Krétko méwiac, walidacja moze byé traktowana
jako ocena poprawnosci doboru réwnan opisujgcych analizowane zjawisko,
podczas gdy weryfikacja jako ocena poprawnosci rozwigzania tych rownan.

Etap weryfikacji sktada sie z dwdch gtéwnych elementow:
» weryfikacji kodu,
» weryfikacji rozwigzania.

Weryfikacja kodu to proces majacy na celu upewnienie sie, iz zaréwno kod,
jak i zaprogramowany algorytm nie zawierajg btedéw (ang. bugs). Weryfika-

cja rozwigzania obejmuje ocene wielkosci i zachowania btedéw numerycznych
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bedacych naturalng konsekwencjg modelowania numerycznego. Zrédto tych
btedow tkwi w biedach zaokraglen, biedach narastajgcych czy tez btedach
dyskretyzacji. Weryfikacja kodu powinna by¢ przeprowadzona tylko raz dla
danego kodu, podczas gdy weryfikacja rozwigzania winna by¢ przeprowa-
dzana w zasadzie dla kazdej symulacji.

Jest oczywiste, iz etap weryfikacji i walidacji stanowi bardzo czasochtonny
i kosztowny etap modelowania numerycznego, jednak trudno wyobrazi¢ so-
bie praktyczng aplikacje kodu, ktéry nie zostat poddany procedurom V&V,
szczegblnie w takich zastosowaniach, jak np. kontrola lotéw, elektrowni ja-
drowych czy tez systemy sterowania broni jadrowej.

W niniejszej pracy, opracowany kod komputerowy poddano uproszczonej
analizie poprawnosci. Weryfikacji dokonano przy wykorzystaniu komercyj-
nych pakietbw MSC Patran/Thermal oraz CFD Fluent, zaktadajac, iz te
powszechnie znane i cenione na rynku produkty sg poprawnie zweryfikowane
zarbwno przez tworcow, jak i szerokie rzesze uzytkownikéw. Oceny kodu
dokonano przez rozwigzanie identycznych zadan bezposrednich transportu
ciepta i masy, poréwnujac otrzymane rozktady predkosci, ci$nienia i tempe-
ratury. Ponadto przeprowadzono serie obliczen przy zmiennej gestosci siatki
numerycznej poréwnujac przebieg zmian doktadnosci obliczen. We wszyst-
kich przypadkach wyniki symulacji przyniosty zadowalajace rezultaty. Poni-
zej przedstawiono bardziej szczeg6towo dwa z przeprowadzonych testow.
Pakiet FEM MSC Patran/Thermal ukierunkowany jest, w obliczeniach ciepl-
nych, na analize probleméw przewodzenia ciepta. Wprawdzie mozna defi-
niowa¢ w nim przeptyw ttokowy, jednak praktyczne zastosowanie znajduje
on gtébwnie w zadaniach dyfuzyjnych. Z tego tez powodu w celach po-
rownawczych przeprowadzono obliczenia przewodzenia ciepta: raz przy wy-

korzystaniu weryfikowanego oprogramowania, raz przy uzyciu pakietu Pa-
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tran/Thermal. Obliczenia przeprowadzono dla geometrii pokazanej na ry-
sunku 2.2, zaktadajgc rézne warunki brzegowe. | tak, na brzegu A zatozono
izolacje cieplng, na powierzchniach B warunek Dirichleta, podczas gdy na po-
wierzchni C warunek Neumana. Rysunki 2.4 oraz 2.5 przedstawiajg rozktad
bezwymiarowej temperatury O wyznaczonej przy wykorzystaniu Patrana i
weryfikowanego kodu. Temperatura bezwymiarowa zdefiniowana zostata w

nastepujacy sposob:

q _ I _Imin
-Tm.n.x _T v,

gdzie Tmin oznacza minimalng temperature w obszarze obliczeniowym, Tmax
za$ temperature maksymalnag.

Podczas weryfikacji cztonu konwekcyjnego obliczenia przeprowadzono dla
geometrii pokazanej na rysunku 2.3. Przy doptywie zdefiniowano predkos$¢
normalng, zaktadajac jednoczesnie, iz sktadowa styczna jest pomijalnie mata.
Wzdtuz przekroju wyptywowego zatozono rozwinietg konwekcje, podczas gdy
$ciany gorna i dolna sg Scianami symetrii. Na powierzchni rury ze wzgledu
na lepko$¢ wystepuje zerowa predkos¢ ptynu. Zatozono ponadto pierwszy
warunek brzegowy zaréwno w przypadku temperatury ptynu doptywajacego
do obszaru, jak i na powierzchni rury. Przyjeto statg temperature na po-
wierzchni rury rdwng Tp i rownomierng temperature ptynu na wlocie rowng
Tn. Obliczenia przeprowadzono dla liczby Reynoldsa réwnej 500. Wyniki
obliczen bezwymiarowego pola predkosci przedstawiono na rysunkach 2.7 i
2.6, za$ bezwymiarowego pola temperatury na rysunkach 2.9 oraz 2.8.

Bezwymiarowg temperature zdefiniowano w nastepujacy sposéb:

T-Thn
0 = (2.40)
Tp—Tn
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gdzie Tn oznacza temperature ptynu przy doptywie, Tp natomiast tempera-
ture na powierzchni rury. Bezwymiarowg predkos$¢ opisuje formuta:

Uu=— 2.41

th (2.41)

gdzie un oznacza warto$¢ sktadowej normalnej wektora predkosci przy do-

ptywie do kanatu.

Rys. 2.4.
: : : . : : Fig. 2.4.
Rys. 2.2. Szkic analizowanej geometrii zadania dyfuzyjnego
Fig. 2.2. Geometry of considered diffusion problem
doptyw wyptyw
osie symetrii
kierunek * zeptywu
, rury grzewcze
Rys. 2.3. Szkic analizowanej geometrii zagadnienia konwekcyjno-dyfuzyjne-
Fig. 2.3. Geometry of considered convection-diffusion problem
Rys. 2.5.

Fig. 2.5.
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Rozwigzanie zagadnienia dyfuzyjnego, rozktad temperatury bezwy-
miarowej © = (T —Tmin)/{Tmax —Tmin), Pdtran
Patran solution of considered diffusion problem

Rozwigzanie zagadnienia dyfuzyjnego, rozkitad temperatury bezwy-
miarowej © = (T —Tmin)/(tmax ~ Tmin), CVFEM
CVFEM solution of considered diffusion problem
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Rys. 2.6.

Fig. 2.6.

Rys. 2.7.
Fig. 2.7.

Ireneusz Szczygiet

Contours of Velocity Magnitude Jul 05, 2004
FLUENT 6.0 (2d, segregated, lam)

Przyktadowy rozktad pola predkosci bezwymiarowej U = u/un,
Fluent

Exemplary distibution of dimensionless velocity, Fluent solution

Przyktadowy rozktad pola predkosci bezwymiarowej U = u/u
CVFEM

Exemplary distinbution of dimensionless velocity, CVFEM solu-
tion
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0.40

0.28

0.13

0.00

Contours of Static Temperature Jul 05, 2004
FLUENT 6.0 (2d, segregated, lam)

Rys. 2.8. Przyktadowy rozkiad pola temperatury, rozkiad temperatury bez-
wymiarowej © = (T —Tmmin)/ (Tmax —Tmin), Fluent

Fig. 2.8. Exemplary disthbution of dimensionless temperature, Fluent solu-
tion

Rys. 2.9. Przyktadowy rozktad pola temperatury, rozktad temperatury bez-
wymiarowej 0 = (T —Tmin)/ {Tmex - Tmin), CVFEM

Fig. 2.9. Exemplary disthbution of dimensionless temperature, CVFEM so-
lution
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2.1.3. Wyniki obliczen zagadnien bezposSrednich

Przy wykorzystaniu zbudowanego oprogramowania przeprowadzono wielo-
wariantowe obliczenia dwuwymiarowych przeptywéw potencjalnych oraz wi-
rowych ptynu niescisSliwego. W niniejszej czesci pracy przedstawiono wyniki

wybranych obliczen.

Przeptyw potencjalny

Prezentowane wyniki przedstawiajg rozktady potencjatu oraz predkosci dla
optywu profilu kotowego. Przy doptywie do analizowanego obszaru zatozono
wyréwnany rozktad predkosci. Obliczenia przeprowadzono dla liczby Rey-
noldsa réwnej 25, przy czym za charakterystyczny wymiar liniowy przyjeto
szerokosc¢ profilu doptywowego. Rysunki 2.10 oraz 2.11 przedstawiajg rozktad
bezwymiarowego potencjatu $ oraz bezwymiarowej predkosci U. Bezwymia-
rowa predkos$¢ zdefiniowana jest wg zaleznosci (2.41), podczas gdy bezwy-
miarowy potencjat zaleznoScia:

$ = (2.42)

Pmax

gdzie ifimax okre$la maksymalng wartos¢ potencjatu predkosci w analizowa-

nym obszarze, ktéra w niniejszym przyktadzie wystepuje przy doptywie.

Porownanie przeptywow potencjalnego i niescisliwego

Kolejne obliczenia poswiecono poréwnaniu rozktadéw predkos$ci ptynu niesci-
Sliwego dla przeptywow potencjalnego oraz wirowego w przypadku optywu
profilu kotowego. Obliczenia przeprowadzono w geometrii przedstawionej na
rysunku 2.3, dla liczby Reynoldsa réwnej 25, przy czym za charakterystyczny
wymiar liniowy przyjeto szeroko$¢ profilu doptywowego. W obydwu przy-

padkach, tj. przeptywow potencjalnego i wirowego, przy doptywie do kanatu

Zagadnienia'bezposrednie

zatozono wyrownany profil predkosci. Na gornej $cianie kanatu, jak réwniez
na powierzchni optywanego profilu zatozono zerowg sktadowg normalng pred-
kosci. Ponadto, w przypadku przeptywu wirowego na powierzchniach tych
zatozono zerowg skitadowa styczng, co wynika z lepkosci ptynu. Rysunki
2.12 oraz 2.13 przedstawiajg rozktad wartosci wektoréw predkosci w anali-
zowanych obszarze, podczas gdy rysunki 2.14 oraz 2.15 wektory predkosci w
obszarze sptywu z profilu. Na rysunku 2.15 mozna wyraznie zaobserwowaé
zjawisko oderwania warstwy przysciennej, co nie uwidacznia sie w przypadku
przeptywu potencjalnego. Brak oderwania w przeptywie potencjalnym jest

oczywisty i wynika z charakteru przeptywu potencjalnego.

W ptyw liczby Prandtla na rozktad temperatury przeptywajacego

ptynu w przypadku przeptywdw potencjalnego i niescisliwego

Na rysunku 2.16 przedstawiono wptyw liczby Prandtla na rozkiad tempe-
ratury ptynu podczas optywu profilu kotowego. Obliczenia przeprowadzono
w geometrii zaprezentowanej na rysunku 2.3. Przy doptywie zatozono wy-
rownany profil predkosci, przy liczbie Reynoldsa 100. Za charakterystyczny
wymiar liniowy przyjeto szeroko$¢ profilu doptywowego. Temperatura ptynu
przy doptywie wynosi 10 °C, temperatura na powierzchni rury zas 30 °C. Ob-
liczenia przeprowadzono dla liczby Prandtla zmieniajacej sie od Pr = 0.007
do Pr = 0.7. Dla kazdej liczby Prandtla zamieszczono dwa rozktady tem-
peratury: gérny odnosi sie do przeptywu potencjalnego, podczas gdy dolny
przedstawia rozktad temperatury, jezeli przeptyw ptynu traktowany jest jak

przeptyw wirowy piynu niescisliwego.
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Przeptyw wirowy ptynu niescisliwego, lepkiego w kanale

z ruchomymi profilami kotowymi

Przyktad przedstawiony w niniejszym podrozdziale pracy jest pochodng pro-
blemu okre$lanego mianem driven cavity. W tym przypadku niescisliwy oraz
lepki ptyn pozostaje w obecnosci dwoch cylindrow obracajgcych sie w prze-
ciwnych kierunkach ze statymi predkosciami katowymi. Wskutek lepkosci
czgsteczki ptynu znajdujace sie w bezposrenim kontakcie z cylindrami po-
siadajg takg sama predkos¢ liniowg jak ruchome powierzchnie. W efekcie w
ptynie powstaje przeptyw. Zredukowane wzgledem warto$ci poziomej oraz
pionowej sktadowej wektorow predkos$ci zaprezentowano na rysunkach 2.17
oraz 2.18. Predkosci zredukowano wedtug zaleznosci:

N -
U (2-43)

gdzie U) oznacza liniowg predko$¢ powierzchni obracajgcego sie walca.
Obliczenia przeprowadzono dla liczby Reynoldsa rownej Re = 100. Za cha-

rakterystyczny wymiar liniowy przyjeto Srednice walcow.
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Rys. 2.10.

Fig. 2.10.

Rys. 2.11.
Fig. 2.11.
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Przyktadowy rozktad bezwymiarowego potencjatu predkosci $

/ Pmax
Exemplary distribution of dimensionless velocity potential

Przyktadowy rozktad bezwymiarowej predkosci U = u/un
Exemplary distribution of nondimensional velocity
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Rys. 2.14. Oplyw profilu kotowego, przeptyw potencjalny, wektory predkosci
Fig. 2.14. External flow around the circular profile, potential flow, velocity

Rys. 2.12. Optyw profilu kotowego, przeptyw potencjalny, predkos¢ bezwymia-
vectors

rowa U = u/un
Fig. 2.12. External flow around the circular profile, potential flow, dimen-

sionless velocity magnitude

Rys. 2.15. Optyw profilu kotowego, przeptyw wirowy ptynu niescisliwego, wek-

tory predkosci
Fig. 2.15. Externalflow around the circular profile, incompressible fluid flow,

Optyw profilu kotowego, przeptyw niescisliwy, predkosé bezwymia-
velocity vectors

rowa U = u/un
Fig. 2.13. External flow around the circular profile, incompressible flow, di-

mensionless velocity magnitude

Rys. 2.13.
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061 Rys. 2.17. Przeptyw ptynu niescisliwego w kanale z ruchomymi elementami,
zredukowana sktadowa pozioma wektora predkosci, Ux = ux/u0,
b) 0.54 Re = 100

Fig. 2.17. Driven cavity with rotating cylinders, horizontal component of ve-
0.47 locity, Re = 100
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Rys. 2.16. Wplyw liczby Prandtla na rozktad pola bezwymiarowej tempera- Rys. 2.18. Przeptyw ptynu niescisliwego w kanale z ruchomymi elementami,
tury 0 = (T —Tmin)/ (Tmax - Tmin); a) przeptyw potencjalny, b) zredukowana sktadowa pionowa wektora predkosci, Uy = uy/u0,
przeptyw ptynu niescisliwego, lepkiego . Re = 100 ) ) ) )

Fig. 2.16. The influence of the Prandtl number on the dimensionless tempe- Fig. 2.18. Driven cavity with rotating cylinders, vertical component of velo-
rature distribution; a) potential flow, b) incompressible fluid flow city, Re = 100



Rozdziat 3.

Wyznaczanie wspotczynnikow
wrazliwosci

Zte uwarunkowanie zagadnien odwrotnych wyklucza w wiekszosci przypad-
kéow zastosowanie klasycznych metod wykorzystywanych do rozwigzywania
probleméw bezposrednich. Niezbedne sie staje zatem zastosowanie dodatko-
wych zabiegéw majacych na celu poprawe stabilnoSci rozwigzania. Ws$rod
metod wykorzystywanych do rozwigzania tej grupy zadan chetnie stosowane
sg metody oparte na pojeciu wpdtczynnika wrazliwosci pierwotnie opracowa-
nego przez Jamesa Becka [3, 4, 42]. Jak sama nazwa wskazuje, wspotczynnik
wrazliwosci okresla czuto$¢ wielkosci mierzonej na zmiany wielkosSci identy-
fikowanej. Tym samym rozktad wartosci wspétczynnika wrazliwosci zawiera
szereg informacji o zagadnieniu odwrotnym jeszcze przed przystgpieniem do
jego rozwigzania. Informacje te mogg wskaza¢ potencjalne obszary trud-
nosci przy rozwigzaniu zadania odwrotnego lub zracjonalizowaé przeprowa-
dzenie ekperymentu bedacego Zrédtem danych wejSciowych do rozwigzania
petnego zagadnienia odwrotnego. Jezeli wartosci wspbtczynnika wrazliwosci
sg niewielkie w catym analizowanym obszarze, badZ jego wartosci sg ze sobg

skorelowane, rozwigzanie zagadnienia odwrotnego moze sie okaza¢ nieosig-
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Rys. 3.1. Przykladowy rozktad wartosci wspétczynnika wrazliwosci
Fig. 3.1. Exemplary distribution of sensitivity coefficient

galne. Z kolei rozktad wartosSci wspotczynnika wrazliwosci wskazuje obszary
najdogodniejsze do lokalizacji czujnikéw pomiarowych, bedacych Zrodtem in-
formacji wejsciowych do zadania odwrotnego.

Przyktadowy rozktad wartosci wspétczynnika wrazliwosci temperatury ptynu
wzgledem brzegowego strumienia ciepta przy przeptywie w kanale prostokat-
nym przedstawiony jest na rysunku 3.1. Wspotczynnik wrazliwosci definio-

wany jest jako pierwsza pochodna wielkoSci mierzonej wzgledem identyfiko-

wanej:

gdzie Z oznacza wspOtczynnik wrazliwosci, Y wielkos¢ mierzong, B nato-

miast wielko$¢ identyfikowana.
Wspétczynnik wrazliwos$ci (dla zagadnien odwrotnych liniowych, jak np. nie-

ktére przypadki przewodzenia ciepta) ma nastepujace witasnosci:

* nie jest funkcjag wielkosci poszukiwanej;
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» zalezy tylko od geometrii problemu i moze by¢ obliczany jednokrotnie;

* moze by¢ wyznaczany przy uzyciu narzedzi numerycznych przeznaczo-
nych do rozwigzywania zadahn bezposrednich, po przedefiniowaniu wa-

runkéw brzegowych.

W przypadku zagadnien nieliniowych wyznaczenie wspotczynnikow wrazli-
wosci moze wymagac zastosowania procedury iteracyjnej.
Istnieje wiele metod wyznaczania wspo6tczynnikdw wrazliwosci. Warto tu

wymieni¢ metody nastepujace:

* przez rozwigzanie analityczne
Zastosowanie tej metody jest ograniczone do przypadkéw, w ktorych
znane jest rozwigzanie analityczne zagadnienia bezposredniego. W spot-
czynnik wrazliwosci wyznacza si¢ tu przez rézniczkowanie rozwigzania

analitycznego wzgledem identyfikowanej wielkosci.

» przez zagadnienie brzegowe (lub poczatkowo-brzegowe dla przypadkdéw
nieustalonych)
W tym podejSciu uktad réwnan opisujacy zagadnienie bezposrednie
wraz z warunkami brzegowymi jest rézniczkowany wzgledem identy-
fikowanej wielkosci. W przypadku zagadnien liniowych otrzymuje sie
réwnania identyczne jak opisujgce zagadnienie bezpos$rednie. Jak juz
wspomniano, mozna zatem uzy¢ tego samego oprogramowania do jego
wyznaczenia. W przypadku wystepowania nieliniowosci struktura row-
nan zmienia sie. Uzycie oprogramowania rozwiazujacego zagadnienia
bezposrednie wymaga juz wiec dodatkowych zabiegbw. Metoda ta, z

uwagi na wiele zalet, zostata wykorzystana w niniejszej pracy.

Wyznaczanie wspétczynnikéw wrazliwosci 59

» przez zastosowanie réznicy skonczonej
Metoda ta zaktada przyblizenie wspdtczynnika wrazliwosci roznicg skon-
czong. Dla oznaczen jak w réwnaniu (3.1) przyjmuje sie:

Z=Y(B +e:B)- Y_(B)
£ mB

gdzie e oznacza matg liczbe.

W metodzie tej mozna wprost wykorzysta¢ oprogramowanie do rozwig-
zywania zadan bezpos$rednich. Wyznaczenie wspotczynnika wrazliwosci
tg drogg wymaga jednak dodatkowego rozwigzania zagadnienia bezpo-
$redniego, co w przypadku konieczno$ci wyznaczenia rozktadu wartosci
wspotczynnika wrazliwosci dla zadan nieliniowych moze sie okaza¢ bar-
dzo czaso- i obliczeniochtonne. Ponadto pojawia sie tu dodatkowy pro-
blem wiasciwego doboru liczby e. Jak wiadomo, liczba to powinna by¢
mozliwie mata, jednak ze wzgledu na dyskretny charakter rozwigzania
numerycznego w kazdym przypadku posiada swg optymalng wartosc.
Zbyt silne jej zmniejszenie spowoduje btedne rozwigzanie numeryczne.
Dlatego tez w kazdym przypadku e powinna by¢ dobierana indywidu-

alnie, co dodatkowo zwigksza koszt rozwigzania.

W niniejszej pracy wykorzystano metode wyznaczania wspotczynnikow wraz-
liwosci poprzez zagadnienie brzegowe, ktora polega na rézniczkowaniu row-
nan opisujacych zagadnienie proste wzgledem poszukiwanej wielkoSci brze-
gowej. W zagadnieniach liniowych z warunkami brzegowymi pierwszego lub
drugiego rodzaju metoda ta pozwala na proste i szybkie wyznaczenie réw-
nan opisujgcych wspotczynniki wrazliwosci. Co wiecej, rGwnania te majg bu-
dowe identyczng jak rownania wyjsciowe, co pozwala na korzystanie z tego
samego narzedzia numerycznego, ktoére stuzy do rozwigzywania zagadnienia

bezposredniego. Modyfikacji ulegajg jedynie wartosci warunkéw brzegowych.
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W przypadku rownan opisujgcych zjawisko konwekcyjnej wymiany ciepta, z
uwagi na nieliniowo$¢ réwnan, wymagane sa dodatkowe zabiegi, pozwalajace

zblizy¢ strukture otrzymanych rownan do struktury rownan wyjsciowych.

3.1. Wyznaczanie wspotczynnikéw wrazliwosci -
przeptyw potencjalny

W przypadku zadania odwrotnego sformutowanego jak w niniejszej pracy
oraz przy zatozeniu przeptywu ptynu jako potencjalnego konieczne jest zde-
finiowanie dwoch rodzajow wspotczynnikdw wrazliwosci:
» wrazliwos$ci temperatury wzgledem normalnej sktadowej predkosci przy
doptywie un:

ZT =dT/dun, (3.3)

oraz
» wrazliwosci potencjatu wzgledem predkoS$ci przy doptywie:

Z~ —d~/dun (3.4)

Normalna sktadowa predkos$ci przy doptywie un, wzgledem ktérej przepro-
wadzone jest r6zniczkowanie, moze by¢ sktadowa wystepujaca w wezle, skta-
dowg wyréwnang wzdtuz catego profilu doptywowego czy wreszcie funkcja
predkosci rzeczywistej, w zaleznosci od odtwarzanej wielkosci.

Jak juzwspomniano, w niniejszej pracy do wyznaczenia wspétczynnikow
wrazliwosci postuzono sie metodg rozwigzania zagadnienia brzegowego, po-
legajacg na zrézniczkowaniu réwnan opisujacych zjawisko wzgledem wielkosci

poszukiwanej.
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W analizowanym przypadku rézniczkowaniu poddano rownanie (2.3), co pro-

wadzi do zaleznosSci:

32(ZT) , 52|(ﬁT) pc ( d(ZT) . d(ZT)\
~W~+ ~Inf-= ¥ ( VET] (39)

W powyzszym réwnaniu Sa jest cztonem zrédtowym. Czton zréditowy Sa

ma postac:
_pc(_ dZtdT _dzr"& T\

Ak \ dx dx dy dy) 1'”

Do obliczeh wspotczynnikdéw wrazliwosci temperatury konieczna jest zatem
znajomo$¢ wspotczynnikow wrazliwosci potencjatu.

Warunki brzegowe mozna fatwo okresli¢ przez rézniczkowanie wzgledem po-
szukiwanej predkosci brzegowej uktadu warunkéw brzegowych zadania bez-

posredniego. | tak, dla geometrii przedstawionej na rysunku (2.3):

» doptyw
ZT =0 (3.7)
« wyptyw oraz osie symetrii
dzZr/dn =0 (3.8)
» Sciany
ZT =0 (3.9)

Jak widaé, rownania (3.5) oraz (2.3) maja te samg strukture. Mozna wiec, po
przepisaniu kodu definiujagcego czton zrodtowy, wykorzysta¢ to samo opro-
gramowanie, ktore jest uzywane do rozwigzania zagadnienia bezpos$redniego.
Warunki brzegowe sg jednorodne, co potwierdza, ze analizowana procedura
odwrotna moze by¢ stosowana jedynie do obszaréw, w ktorych czton zro-
dtowy Sa osigga niezerowe wartosci. Tak sie dzieje w przypadkach wystepo-

wania niezerowego gradientu temperatury. Tak wiec odtwarzanie predkosci
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brzegowej na podstawie pomiaréw temperatury wewnetrznej jest mozliwe

tylko w przeptywach nieizotermicznych.

Zaleznos¢ opisujgca potencjatowy wspétczynnik wrazliwosci Zv moze byé wy-

prowadzona poprzez rozniczkowanie formuty (2.2) wzgledem poszukiwanej

predkosci wi:

V% =0 (3.10)

Warunki brzegowe przedstawiajg nastepujgce rownania:

* doptyw
dz~/dn = 1 (3-11)
» Sciany
dz~dn =0 (3.12)
* wyptyw
Z, =0 (3.13)

Jak mozna fatwozauwazy¢, réwnania (2.2) oraz (3.10) majgidentyczng bu-
dowe, roznig sie jedyniewarunkami brzegowymi. Moga wiec by¢ rozwigzane
tymi samymi narzedziami numerycznymi. Ponadto potencjatowy wspotczyn-
nik wrazliwosci jest funkcjg tylko geometrii, nie musi wiec by¢ wyznaczany
iteracyjnie. Fakty te znakomicie redukujg koszty i czas rozwigzywania za-

gadnienia.

3.2. Wyznaczanie wspotczynnikow wrazliwosci -
przeptyw wirowy ptynu niescisliwego
W przypadku przeptywu wirowego ptynu niescisliwego opisanego réwnaniami

Naviera-Stokesa procedura wyznaczania wspotczynnikow wrazliwosci ulega

znacznemu skomplikowaniu z uwagi na nieliniowo$¢ rownan.
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Ro6zniczkowanie rownania Fouriera-Kirchhoffa wzgledem normalnej predkosci

doptywowej prowadzi do zaleznosci:

gdzie

) N % (34)

ZT = at (3-15)
OUji

jest wspotczynnikiem wrazliwosci temperatury wzgledem normalnej skiado-
wej predkosci przy doptywie. Normalna sktadowa predkosci przy doptywie
un, wzgledem ktdrej przeprowadzone jest r6zniczkowanie, moze by¢ sktadowag
wystepujaca w wezle, sktadowg wyrownang wzdtuz profilu doptywowego lub
wreszcie funkcjg predkosci rzeczywistej, w zaleznosci od odtwarzanej wielko-
Sci.
Czton Sa wystepujacy w réwnaniu (3.14), powstaty w efekcie nieliniowosci
rownania F-K, moze by¢ przedstawiony w nastepujgcej formie:

= pc(dvLdT dv_dT\ f316x
A k  V<9«n dx diindy) 1 J

Zaréwno pola predkosci, jak i temperatury sg funkcjami poszukiwanej wiel-
kosci un. Warto$¢ Sa moze wiec zostaé¢ obliczona na podstawie wartosci tem-
peratury i predkosci pochodzacej z poprzedniej iteracji. W celu utrzymania
struktury réwnania (3.14) w postaci podobnej do réwnania F-K, czton Sa
nalezy potraktowac jak czton zrédtowy, co pozwoli na wykorzystanie opro-
gramowania uzywanego do rozwigzywania rédwnania Fouriera-Kirchhoffa po
uprzednim przedefiniowaniu cztonu Zrédtowego.

Pochodne czastkowe du/dun oraz dv/dun wystepujagce w réwnaniu (3.16)
moga by¢ traktowane jak wspdtczynniki wrazliwosci sktadowych predkosci

wewnetrznej wzgledem sktadowej normalnej predkosci brzegowej:
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dv
z; - N (3.18)

Uwzgledniajgc powyzsze rownania w rownaniu (3.16) otrzymuje sie nastepu-

jaca jego postac:

Rownania opisujgce wspoétczynniki wrazliwosci Zu oraz Zv mozna uzyskac

przez r6zniczkowanie réwnan Naviera-Stokesa wzgledem poszukiwanej war-

tosci predkosci brzegowej:

9 h,z), 9h-z) 9 i“92") I o 11/ ® mrm
dx udy u dx\pdx) dy\pdy) pdundx u

oraz

A (UZ)+t (VZ)=— ( +JL[HL?2ZIN _ 1 d2P _ ¢ (30l

d x v dy v dx\pdx) dy\pdy) pdundy v

Cztony Su oraz Sv powstaty w wyniku nieliniowosci rownan Naviera-Stokesa
i zostang omowione w dalszej kolejnosci. Cztony zawierajgce ciSnienie moga
byé przedstawione nastepujgco:
d2p d f dp)\ dzp

dundx = dx j = ~dx n3r22n
Podobnie moznapodej$¢ do rdzniczki cisnienia wystepujgcej w rownaniu
(3.21).Pojawia sie  tu nowa wielko$¢ zp, ktéra moze byétraktowana jak
kolejny wspotczynnik wrazliwosci: tym razem opisuje on wrazliwo$¢ cisnie-

nia na zmiany predkos$ci doptywowej:

d
Zn — P
(3-23>

Wykorzystujgc definicje (3.23) w réwnaniach (3.20) oraz (3.21) mozna otrzy-

mac:
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d , yx, d , v, d ffidzu 3 /£E% \ _ iazz _ Su (324)
dx ( + dy ( “}~ dx\pdx t dy \p dy J p dx

oraz

9 ( T7Tu 9(7\ 9 (v 9zv\ ,d (pd2Zv\ 1dzp
dx { v) +dy ( V) ~dx[p dx) +dy[p dy) p dy v (3 5)

Jak mozna tatwo zauwazy¢, budowa réwnan (3.24) oraz (3.25) jest podobna
do réwnan Fouriera-Kirchhoffa uzupetnionych dodatkowymi cztonami zr6-
dtowymi. Kilka stow komentarza wymaga traktowanie wspdtczynnikow wraz-
liwosci Zp. Tak jak w przypadku cisnienia nie istniejg rbwnania opisujace
rozktad tych wspotczynnikéw. Ale w zwiazku z faktem, ze sg one pochod-
nymi ci$nienia, rownanie ciggtosci (2.10) moze byé uzyte do ich wyznaczenia.

Ro6zniczkowanie rownania ciggtosci prowadzi do zaleznosci:

+ (3'26)

Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego mozna pokazaé, iz dla

dowolnego, zamknietego konturu S prawdag jest:
hn-ZdS:O (3.27)

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym, a Z wektorem wrazliwosci
o0 sktadowych (Zu, Zv).

Wykorzystujac te wihasciwos¢ wektora Z, mozna wyznaczy¢ wspotczynniki
wrazliwosci Zp w sposob podobny do wyznaczenia ci$nienia. Wspotczynniki
Zu oraz Zv spetniajace rownania (3.24) oraz (3.25) nie spetniajg rownania
(3.27) dla niepoprawnych warto$ci Zp. Wynika z tego, ze rownanie (3.26)
moze by¢ wykorzystane do iteracyjnego wyznaczenia wspétczynnikdéw Zp w
sposob podobny do stosowanego w procedurach SIMPLE, SIMPLEC lub po-
dobnych. Co wiecej, z uwagi na fakt, iz wspoétczynnik Zp wystepuje w row-

naniach (3.24) oraz (3.25) jedynie w pierwszej pochodnej, procedura ta nie
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wymaga zadnych warunkéw brzegowych na Zv. Otrzyma sie wowczas warto-
$ci Zp z doktadnoscig do dowolnej statej addytywnej.
Dodatkowe cztony Zrodtowe wystepujace w réwnaniach (3.24) oraz (3.25) sg

opisane rGwnaniami:

8 —pfy B4y, 94 (3.28)

S P(z..g 1z..9) (3.29)

Powyzsze cztony sg funkcjami zaréwno Zu, jak i Zv. Rozwigzanie uktadu wy-
maga zatem rozwigzywania wszystkich rownan jednoczes$nie lub rozwigzania
iteracyjnego, wykorzystujgcego wartosci Zu i Zv pochodzace z wczesniejszych
iteracji. Jak wida¢, mimo iz struktura rownan (3.24) i (3.25) jest zblizona do
rownan Fouriera-Kirchhoffa, konieczne jest zastosowanie procedury iteracyj-
nej. Pozwala to jednak na tatwe wykorzystanie oprogramowania stuzgcego
do rozwigzywania zagadnien bezposrednich.

Warunki brzegowe mozna okresli¢ przez rézniczkowanie wzgledem poszuki-
wanej predkosci brzegowej uktadu warunkéw brzegowych zagadnienia bez-
posredniego. | tak, dla geometrii przedstawionej na rysunku 2.3 warunki

brzegowe réwnania (3.14) przedstawiajg sie nastepujgco:

o doptyw
ZT =0 (3.30)
* wyplyw oraz osie symetrii
dZT/dn =0 (3.31)
$ciany
Zt —0 (3.32)
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Jak wynika z analizy warunkéw brzegowych, tylko w obszarach z niezerowym
cztonem zrédtowym Sa mozna oczekiwac niezerowych wartosci wspétczynni-
kéw wrazliwosci ZT. Postaé cztonu zrédtowego (3.16) wskazuje, iz sytuacja
taka moze wystgpic¢ jedynie w obszarach z niezerowym gradientem tempera-
tury.

Przed rozwigzaniem uktadu réwnan (3.24), (3.25) oraz (3.26) nalezy po-
prawnie zdefiniowaé warunki brzegowe, kt6ére najtatwiej otrzymac rozniczku-
jac warunki brzegowe bezpos$redniego zagadnienia przeptywowego wzgledem
identyfikowanej predkosci brzegowej.

Nieliniowos$¢ uktadu rownahn powoduje konieczno$é zastosowania procedury
iteracyjnej przy jego rozwigzywaniu. Procedura ta moze byé przedstawiona
W nastepujacy sposéb:

1. zatozenie wartosci startowych ZUZV oraz Zv\

2. wyznaczenie wartosci cztondw Zrodtowych Su oraz Sv przy uzyciu row-

nan (3.28) oraz (3.29);
3. wyznaczenie nowych warto$ci Zu i Zv - rGwnania (3.24) oraz (3.25);
4. powro6t do kroku 2. az do uzyskania zbieznosci Zu i Zv\
5. korekta rozktadu Zv przy wykorzystaniu rownania (3.27);
6. powrot do kroku 2. az do uzyskania zbieznosci Zv\

7. obliczenia rozktadu wspotczynnikéw Zr wg réwnan (3.14), (3.16).

Jak mozna fatwo zauwazy¢, wyznaczenie rozktadu wspotczynnika wrazliwosci
jest w przypadku przeptywéw niescisliwych znacznie bardziej skomplikowane
niz w przypadku przeptywow potencjalnych. Wigze si¢ to z charakterem
przeptywu ptynu niescisliwego oraz, co jest z tym zwigzane, ze znacznie bar-

dziej skomplikowanym opisem matematycznym zjawiska.
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3.3. Wyniki obliczen rozktadéw wartosci wspotczynnika
wrazliwosci

Wykorzystujgc przedstawione algorytmy dla przeptywdw potencjalnych i wi-
rowych ptynu niescisliwego przeprowadzono nastepnie obliczenia wspotczyn-
nikdw wrazliwosci dla r6znych geometrii i réznych definicji poszukiwanego
parametru. Obliczenia przeprowadzono zaréwno dla przeptywow potencjal-
nych, jak i przeptywdéw wirowych ptynu niescisliwego opisanych rownaniami

Naviera-Stokesa. Jako wielko$¢ identyfikowang przyjmowano:
* wyrownang predko$¢ normalng przy doptywie,

» Srednig predko$¢ masowg przy doptywie,

Rys. 3.2.
» weztowg warto$¢ predkosci normalnej przy doptywie,

Fig. 3.2.
» parametr funkcji aproksymujacej rozktad predkosci normalnej przy do-

ptywie.

Wyniki obliczen przedstawione sg w kolejnych podrozdziatach pracy.

3.3.1. Przeptyw potencjalny przy optywie profilu
kotowego

Na rysunkach 3.2 oraz 3.3 przedstawione sg rozktady wartosci zredukowanego

wspoétczynnika wrazliwosci temperatury wzgledem predkosci brzegowej ZT

dla ptynu przeptywajacego z tak niewielka predkoScia, iz przeptyw ten mozna

traktowac jak potencjalny. Przedstawione wartosci odniesiono do maksymal-

nej wartosci wspétczynnika wystepujacej w analizowanym obszarze:

A = gmai5i= {T,U,v} (3.33)

Fig. 3.3.

Rys. 3.3.

Rozktad wartoSci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zt
w przypadku potencjalnego przeptywu ptynu, Re = 0.1

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zt for
the Reynolds number Re = 0.1

Rozktad wartosci zredukowanego wspoOtczynnika wrazliwosci Zt
w przypadku potencjalnego przeptywu ptynu, Re = 1.0

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient ZT for
the Reynolds number Re = 1.0
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Obliczenia przeprowadzono dla przypadku optywu profilu walcowego, w geo-
metrii pokazanej na rysunku 2.3, przyjmujac warunki brzegowe jak w roz-
dziale 2.1.2. niniejszej pracy. Zatozono dwie predkosci przeptywu: rysunek
3.2 odpowiada liczbie Reynoldsa Re = 0.1, podczas gdy rysunek 3.3 przed-
stawia wyniki uzyskane dla Re = 1.0. Jako parametr identyfikowany przyjeto
wyrownang predkos¢ przy doptywie do analizowanego obszaru. Analizujgc
przedstawione wyniki, mozna zauwazyé¢, iz potozenie obszaru zawierajagcego
maksymalne wartosci wspétczynnika wrazliwosci, a wiec obszaru dogodnego
do umiejscowienia czujnikbw pomiarowych, przesuwa sie wraz ze zmiang
liczby Reynoldsa. Ponadto obszar ten odsuniety jest od fragmentu brzegu, na
ktorym dokonywana jest identyfikacja poszukiwanego parametru. Co wiecej,
wartosci wspotczynnika wrazliwosci dagzg do zera w otoczeniu wspomnianego
fragmentu brzegu. Oznacza to, ze zblizanie czujnikbw pomiarowych do ob-
szaru identyfikacji przyniesie w efekcie znaczne pogorszenie otrzymywanych
rezultatow procedury odwrotnej. Zjawisko takie wynika z geometrii uktadu:
identyfikowana predkos$¢ potozona jest pod prad punktu, w ktérym wystepuje
zaburzenie temperatury. Przy innych konfiguracjach, jak np. dla geometrii

analizowanej w punkcie 3.3.2. pracy, zjawisko to juz nie jest tak wyraZne.

3.3.2. Przeptyw wirowy ptynu niescisliwego w kanale
rownolegtosciennym

Na rysunkach 3.4, 3.5 oraz 3.6 zestawiono rozktady zredukowanej predkosci i
zredukowanych wspo6tczynnikéw wrazliwosci dla przeptywu ptynu opisanego
rGwnaniami Naviera-Stokesa w kanale rownolegtosciennym dla liczby Rey-
noldsa Re = 500. Na doptywie do kanatu zatozono wyréwnang predkosc,
wskutek czego wzdtuz drogi przeptywu rozwija sie paraboliczny profil pred-

kosci. Mozna to zaobserwowac na rysunku 3.4, gdzie zaprezentowano roz-
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ktad warto$ci wektora predkosci zredukowanej wg formuty (2.41). Na rysun-
kach 3.5 oraz 3.6 przedstawione sg rozktady zredukowanych wspdtczynnikow
wrazliwosci sktadowej poziomej i pionowej wektora predkosci Zu oraz Zv zde-
finiowanych zaleznosciami (3.17) oraz (3.18). Wspétczynniki te zredukowano
wg zaleznosci (3.33). Analiza wynikéw pozwala zauwazyé, iz w przypadku
wspotczynnika wrazliwosci sktadowej zgodnej z kierunkiem przeptywu Zu nie
nastepuje charakterystyczne wygaszanie wartosci wspotczynnika wrazliwosci.
Za fakt ten odpowiedzialny jest sktadnik konwekcyjny strumienia. Wspot-
czynnik wrazliwosci sktadowej prostopadtej do kierunku przeptywu wygasa

natomiast wraz z rozwijaniem profilu parabolicznego predkosci ptynu.

Rys. 3.4. Rozktad wartosci predkoSci zredukowanej przeptywu ptynu niesci-
$liwego w kanale rownolegtosciennym, Re = 500

Fig. 3.4. Distribution of the nondimensional velocity for the Reynolds num-
ber Re = 500 in the channel with parallel walls
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Rys. 3.5. Rozkitad wartosSci zredukowanego wspoOtczynnika wrazliwosci Zu

Fig. 3.5.

Rys. 3.6.

Fig. 3.6.

w przypadku przep’8/wu ptynu niescistiwego w kanale réwnolegto-
Sciennym, Re =

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zu for
the Reynolds number Re = 500 in the channel with parallel walls
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Rozktad wartoSci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zv
w przypadku przepg/wu ptynu niesciSliwego w kanale réwnolegto-
Sciennym, Re —50

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zv for
the Reynolds number Re = 500 in the parallel channel
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3.3.3.

Przeptyw ptynu niescisliwego wokaét profilu

kotowego

Rozktad zredukowanych wspotczynnikow wrazliwosci predkosci Zu, Zv oraz

temperatury Zt wzgledem wyrownanej predkosci przy doptywie dla ptynu

niescisliwego optywajacego profil kotowy zaprezentowano na rysunkach 3.7,

3.8 oraz 3.9. Obliczenia przeprowadzono w geometrii jak na rysunku 2.3 dla

liczby Reynoldsa Re = 200, przyjmujgc warunki brzegowe jak w rozdziale

2.1.2. niniejszej pracy. Wspotczynniki te zredukowano wg zaleznosci (3.33).

Podobnie jak w przeptywie w kanale réwnolegtosciennym mozna zaobserwo-

wac brak wygaszania wspoétczynnika wrazliwosci sktadowej predkosci zgodnej

z kierunkiem przeptywu oraz zerowanie wspotczynnika sktadowej poprzecznej

predkosci.

Rys. 3.7. Rozktad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zu

Fig. 3.7.

w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot profilu kotowego,
Re = 200

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zu for
the Reynolds number Re = 200 for the external flow around the
circular profile
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Obszar maksymalnych wartoSci wspotczynnika wrazliwosci temperatury wzgle-
dem predkosci przy doptywie jest odsuniety od brzegu, na ktérym przepro-
wadzana jest identyfikacja. Wartosci wspoétczynnika zmniejszajg sie wzdtuz

drogi przeptywu, wyraznie wida¢ jednak wptyw cztonu konwekcyjnego.

3.3.4. Przeptyw ptynu niescisliwego wokot profilu
kotowego - odtwarzanie weztowej wartosci

predkosci

Rys. 3.8. Rozkfad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zv
W przyzoadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot profilu kotowego,
Re =200 Jednym ze sposobow identyfikacji profilu predkosci jest odtwarzanie jego zdy-

Fig. 3.8. Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zv for L : . , - .
the Reynolds number Re = 200 for the external flow around the skretyzowanych wartosci. W tym celu nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki wraz-

circular profile L . . . .
liwosci okreslone wzgledem dyskretnych, weztowych wartosci poszukiwanej

predkosci. Na rysunku 3.10 zaprezentowano rozkitady wartosci zredukowa-
nego wspotczynnika wrazliwosci sktadowej predkosci Zu oraz temperatury
Zt wzgledem wybranych wartosSci weztowych predkosci brzegowej. Wspot-
czynniki te zredukowano wg zaleznosci (3.33). Geometrie uktadu oraz wa-
runki brzegowe przyjeto jak w podrozdziale 3.3.2. niniejszej pracy, z tym
wyjatkiem, iz w miejsce wyréwnanej predkosci przy doptywie zatozono pa-
raboliczny rozktad predkosci brzegowej. Jak mozna zauwazy¢, obszar mak-
symalnych wartosci wspoétczynnika wrazliwosci temperatury Zt zmienia swe
potozenie w funkcji potozenia wezta, w ktérym identyfikowana jest predkos¢,

przy czym mozna rowniez zaobserwowac wyrazne odsuniecie tego obszaru od

Rys. 3.9. Rozkfad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci ZT identyfikowanego odcinka brzegu
\F/evep[zyzooaodku przeptywu ptynu niescisliwego wokodt profilu kotoweao, '
Fig. 3.9. Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zt for

the Reynolds number Re = 200 for the external flow around the
circular profile
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Rys. 3.10.

Fig. 3.10.
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Rozktad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zu
oraz ZT w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokoét profilu
kotowego, Re = 200, identyfikacja wartosci dyskretnej wzgledem
czterech wybranych weztow

Distribution of the nondimensionat nodal sensitivity coefficient Zu

and ZT for the Reynolds number Re = 200 for the external flow
around the circular profile
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3.3.5. Przeptyw ptynu niescisliwego wokét profilu
kotowego - odtwarzanie Sredniej predkosci
masowej

Jednym ze sposobow definiowania warunkéw brzegowych réwnania bilansu
pedu jest podanie Sredniej predkosSci masowej ptynu. Predko$¢ te mozna

zdefiniowac nastepujgco:

un= )\ JI‘A PUN&A (3.34)

gdzie un oznacza $rednig predkoS¢ masowa, A pole powierzchni profilu do-
ptywowego, un normalng predkos¢ na doptywie, p za$ gestosc.

Jako warunek brzegowy, wielko$¢ ta moze by¢ oczywiscie celem procedury
odwrotnej. Na rysunkach 3.11 oraz 3.12 przedstawiono rozktady wartosci
zredukowanego wg formuty (3.33) wspotczynnika wrazliwosci predkosci po-
ziomej Zu oraz temperatury Zt wzgledem predkosci masowej zdefiniowanej
wg zaleznosci (3.34). Geometrie oraz warunki brzegowe przyjeto jak w punk-

cie 3.3.2.

3.3.6. Przeptyw ptynu niescisliwego wokdt ruchomego
profilu kotowego - odtwarzanie predkosci

katowej

W analizowanym przyktadzie niescisliwy ptyn znajduje sie w kanale pro-
stokgtnym, w ktorym umieszczono dwa ruchome profile kotowe, obracajgce
sie w przeciwnych kierunkach (gérny zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek
zegara) ze statg predkoscig katowag 1j. Wskutek lepkosci ptynu, w plynie

powstaje pole predkosci ptynu. Warunki brzegowe zdefiniowano nastepu-
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Rys. 3.11.

Fig. 3.11.
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Rozktad wartosci zredukowanego wspoétczynnika wrazliwosci Zu
w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot profilu kotowego,
Re = 200, odtwarzanie predko$ci masowej

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zu for

the Reynolds number Re = 200 for the extemal flow around the
circular profile, calculated with respect to the mass velocity

jaco: sciany goérna i dolna kanatu pozostawaty zaizolowane, podczas gdy na

Scianach lewej i prawej zdefiniowano warunek brzegowy pierwszego rodzaju.

Na rysunkach 3.13, 3.14 oraz 3.15 przedstawiono rozkiady zredukowanych

wg (3.33) wspotczynnikdw wrazliwosci Zu, Zv oraz Zj\ Wspodtczynniki wy-

znaczone zostaty wzgledem predkosci katowej gornego cylindra. Obliczenia

przeprowadzono dla liczby Reynoldsa Re = 100. Jak mozna zobserwowac,

obszary maksymalnych wartoSci wspotczynnikdw nie sg juz tak wyraznie od-

suniete od identyfikowanych krawedzi brzegowych, jak miato to miejsce w

przypadku kanatow przeptywowych.
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Rys. 3.12.

Fig. 3.12.

Rys. 3.13.

Fig. 3.13.

Rozktad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zt
w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot profilu kotowego,
Re = 200, odtwarzanie predko$ci masowej

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient ZT for
the Reynolds number Re = 200 for the extemal flow around the
circular profile, calculated with respect to the mass velocity

Rozktad warto$ci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zu
w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokét ruchomego pro-
filu kotowego, Re = 100, odtwarzanie predkosci masowej

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zu for

the Reynolds number Re = 100 for the extemal flow around the
rotating circular profile, calculated with respect to the rotational

speed of profile
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Rys. 3.14.

Fig. 3.14.

Rys. 3.15.

Fig. 3.15.
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Rozktad wartosci zredukowanego wspotczynnika wrazliwosci Zv
w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot ruchomego pro-
filu kotowego, Re = 100, odtwarzanie predkosci masowej

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zv for
the Reynolds number Re = 100 for the external flow around the

rotating circular profile, calculated with respect to the rotational
speed of profile

Rozktad wartosci zredukowanego wspoétczynnika wrazliwosci Zt
w przypadku przeptywu ptynu niescisliwego wokot ruchomego pro-
filu kotowego, Re = 100, odtwarzanie predkosci masowej

Distribution of the nondimensional sensitivity coefficient Zt for
the Reynolds number Re = 100 for the external flow around the

rotating circular profile, calculated with respect to the rotational
speed of profile

Rozdziat 4.

Zagadnienia odwrotne

Jak juz wspomniano, zagadnienie odwrotne analizowane w niniejszej pracy
zostato zdefiniowane jako identyfikacja predkosci brzegowej na pod-
stawie informacji o temperaturze przeptywajgcego ptynu wewnatrz
analizowanego obszaru [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65]. Do jego roz-
wigzania wykorzystano metode wspotczynnikdw wrazliwosci. Definicje oraz
sposGb wyznaczania wspotczynnikow wrazliwosci dla tak postawionego zada-
nia odwrotnego zaprezentowano w rozdziale 3. niniejszej pracy.

Rozwigzanie petnego zagadnienia odwrotnego sprowadza sie do minimalizacji

sumy kwadratéw zdefiniowanej nastepujgco:

5(un) = " [yi-Ti(un)]2 4.2

i=1
gdzie S oznacza sume kwadratow biedoéw odtwarzanej funkcji, Yt wartos¢
temperatury zmierzonej przez sensor i, un jest wektorem poszukiwanych
wartosci sktadowych normalnych predkosci przy doptywie, Tj(un) wartosc
temperatury dla sensora i obliczong dla aktualnej estymaty un. Liczba sen-
soréw jest rowna |, natomiast wektor poszukiwanych wartosci ma rozmiar

N, przy czym | > N.
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Rownanie (4.1) mozna przedstawiC w zapisie macierzowym:
S(u,) = [Yj - T.(u)ITLY, - Ti(Un)] (4.2)

gdzie indeks T oznacza transpozycje, a wektor Y zawiera wyniki pomiaréw
ze wszystkich czujnikow.
W celu okre$lenia minimum normy S nalezy jg zrézniczkowac¢ wzgledem po-

szukiwanych predkosci, a otrzymane rézniczki przyréwnac do zera:

dS(u,,) _ dS(un) _ _dS(un) .

duni dun2 dupn (43)

co mozna przedstawi¢ macierzowo:
¢>T(un) Yi- Ti =0 4.4
<o(u,) [Yi- Ti(un)] = (4.4)

Pierwszy czton w powyzszym réwnaniu jest macierzg wrazliwosci (Jakobia-

nem)

3T (u,,)'
<9(u.,)

i zawiera wartosci wspotczynnikow wrazliwosci temperatury wzgledem iden-

J(Un) = (4.5)

tyfikowanej predkosci brzegowej ZT (3.15) w miejscach lokalizacji czujnikéw
pomiarowych. Do ich wyznaczenia zostata wykorzystana procedura zapre-
zentowana w rozdziale 3. niniejszej pracy.

Wobec powyzszego:

-2Jr(u)[Y - T(u,)] =0 (4.6)

Analizowany problem odwrotny jest problemem nieliniowym, wskutek czego
elementy macierzy wrazliwosci sg funkcjami nieznanych wartosci predkosci
brzegowych un. Z tego powodu rozwigzanie rownania (4.6) wymaga proce-
dury iteracyjnej. Jedng z drog jest linearyzacja funkcji opisujgcej wektor

temperatury T (un):

T(un) = T(u5) + JKu, - 0% (4.7)
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Przedstawiona linearyzacja jest rozwinieciem w szereg Taylora temperatury
T (un) wokoét aktualnych w iteracji k wartosci uk. Wyzsze cztony zostaty

pominiete. Uwzgledniajac (4.7) w (4.6) otrzymuje sie:
uk+l = uk+ (JKTIK ™ (Jk)' [Y-T(fiJl)] (4.8)

Opisana metoda iteracyjna jest metodg Gaussa-Newtona. Wadg opisanej
metody Gaussa-Newtona jest jej duza wrazliwo$¢ na przyblizenie poczat-
kowe. Gdy wartos¢ nie jest trafnie wybrana (co najczesciej ma miejsce w
praktyce), metoda Gaussa-Newtona jest rozbiezna. W celu rozwigzania tego
problemu w niniejszej pracy wykorzystano metode Levenberga-Marquardta.
Przy wykorzystaniu tej metody procedura iteracyjna zostaje zmodyfikowana

do postaci:
i-i
uk+1 = uk+ (Jk) Jk+ /%kOk  (JK) [Y —T(uk)] (4.9

gdzie (X jest tzw. parametrem ttumigcym, a macierz Qk macierzg diagonalna.
Czton /30 wprowadza sie w celu zmniejszenia oscylacji i niestabilnosci spowo-
dowanych ztym uwarunkowaniem problemu. Klasyczna metoda Levenberga-
Marguardta (L-M) jest kombinacjg metody najwiekszego spadu i metody
Gaussa-Newtona. Poczatkowo wartos¢ parametru  jest wieksza i metoda
L-M jest podobna do metody najwiekszego spadu zapewniajgcej niewraz-
liwos¢ rozwigzania na przyblizenie poczatkowe. W dalszych iteracjach [k
jest zmniejszane i metoda L-M przechodzi w metode Gaussa-Newtona za-
pewniajaca szybkg doktadnos¢ i zbieznos¢ metody w poblizu rozwigzania un
spetniajgcego warunek minimum (4.1).

Istnieje wiele odmian metody Levenberga-Marquardta réznigcych sie miedzy
sobg doborem macierzy O. W niniejszej pracy macierz ta jest zdefiniowana

nastepujaco:
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Qk = dm<7[(JK)T (JK)] (4.10)

gdzie diag oznacza gtdwng przekatng macierzy.
Przy wykorzystaniu powyzszych zaleznosci petna procedura odwrotna moze

by¢ przedstawiona nastepujaco:

1. zatozenia startowej warto$ci wektora uk oraz startowej wartosci para-

metru ttumiacego (3k\

2. rozwigzanie bezposredniego zagadnienia konwekcyjnego dla aktualnej

estymaty uk w celu okreSlenia wektora temperatury T (uk);
3. okreSlenie sumy kwadratow odchytek wg rownania (4.1);

4. obliczenie pola wspétczynnikow wrazliwosci Zt wg procedury opisanej
w rozdziale 3. niniejszego opracowania, a nastepnie okreslenie Jako-

bianu J k oraz macierzy Ot za pomocg (4.10);

5. rozwigzanie uktadu réwnan wynikajacego z metody Levenberga-Mar-

guardta:
(JK)TJIk+ ?kQk Auk = (jK)TI[Y - T(iin) (4.11)
ze wzgledu na Auk = uk+l —uk;
6. obliczenie nowej estymaty uk+1 jako:

uk+l = uk + Auk; (4.12)

7. rozwigzanie zagadnienia prostego z nowg estymatg uk+l w celu wyzna-

czenia T (uk+1) oraz 5(uk+1);

8. jezeli S'(uk+1) > *S(uk), zastapienie (3k przez 10/3k i powro6t do punktu 5.;
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9. jezeli ,S(uk+1) < S~u”), zaakceptowanie nowej estymaty uk+l oraz za-

stagpienie (X przez 0.1(3k\

10. jezeli nie uzyskano zadowalajgcej zbieznosci, zastgpienie k przez k + 1

i powrdt do punktu 4.
Jako kryterium zbieznosci przyjmuje sie [8]:

S(uirl) < e,
HAKTLY -T (ul;)]1ll <£2 (4.13)

[[uS+1-u |;||< £3

gdzie ci, £2!-3 oznaczajg przyjete doktadnosci.

4.1. Wyniki identyfikacji predkosci brzegowej

Wykorzystujac przedstawiony algorytm identyfikacji predkosci brzegowej prze-
prowadzono obliczenia sprawdzajace, ktorych rezultaty sg zaprezentowane w

niniejszym rozdziale. Obliczenia wykonano dla przeptywdéw potencjalnych

oraz wirowych ptynu niescisliwego, opisanych rownaniami Naviera-Stokesa.

Identyfikowano zaréwno wyrownang predkos¢ doptywowa, jak i profil pred-

kosci.

W celu pozyskania danych pomiarowych temperatury zastosowano powszech-
nie uzywany tzw. eksperyment numeryczny polegajacy na zastapieniu rzeczy-
wistych pomiaréw wynikami rozwigzania zagadnienia bezposredniego. Aby
zasymulowac rzeczywiste wyniki pomiarow, rozwigzanie zagadnienia bezpo-
$redniego zostato zaburzone btedem pseudolosowym o rozktadzie normalnym.

Spreparowane w ten sposob rezultaty rozwigzania zagadnienia bezposred-

niego uzywane byty nastepnie jako dane wejsciowe do rozwigzania zagadnie-

nia odwrotnego.
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W kolejnych punktach pracy zaprezentowane sg wyniki poszczeg6lnych te-
stow. Obliczenia przeprowadzono dla geometrii przedstawionej na rysunku
2.3. Jak juz wspomniano, identyfikacja predkosci brzegowej w oparciu o
pomiary temperatury mozliwa jest tylko w obszarach, w ktérych wystepuje
zaburzenie temperatury (ogrzewanie lub ochtadzanie ptynu). W analizowa-
nym obszarze ptyn o znanej temperaturze optywa rure grzejna, ktorej zadanie
polega na utworzeniu gradientu temperatury, a ponadto jej obecno$¢ wpro-
wadza zaburzenie przeptywu. Powierzchnie gérna i dolna traktowane sg jak
osie symetrii, a wiec powierzchnie izolujagce zaréwno dla rownania bilansu
energii, jak i pedu. Identyfikowano predkos$¢ przy doptywie do kanatu, za-
ktadajac ja jako wyrdwnang w catym przekroju, nastepnie za$ jako funkcje
potozenia. Czujniki pomiarowe umieszczano w obszarach wzglednie duzych

wartosci wspoétczynnika wrazliwosci.

4.1.1. Wyniki identyfikacji wyréwnanej predkosci
przy doptywie - przeptyw potencjalny
W ptyw liczby punktéw pomiarowych na doktadnos$¢ identyfikacji

Rysunki 4.1 oraz 4.2 przedstawiajg wptyw liczby punktow pomiarowych na
doktadno$¢ odtwarzanej wyrownanej predkosci doptywowej. Biad wzgledny
odniesiono do wartosci sktadowej normalnej predkosci przy doptywie przyj-
mowanej podczas eksperymentu numerycznego. Zatozono na tyle niewielka
predkos¢ przy doptywie, aby przeptyw ptynu mogt by¢ traktowany jak po-

tencjalny; predkosci odpowiada bezwymiarowa liczba Reynoldsa Re = 1
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Rys. 4.1.

Fig. 4.1.

Rys. 4.2.

Fig. 4.2.

Wplyw liczby czujnikow pomiarowych na doktadnosc¢ identyfikacji
wyrownanej predkosci doptywowej, Re = 1, przeptyw potencjalny,
klasa doktadnosci przyrzadu 5%

The influence of the number of the measurement sensors on the
estimation of uniform boundary velocity, Re = 1, potential flow,

measuring accuracy 5%

Wplyw liczby czujnikobw pomiarowych na doktadnos¢ identyfikacji
wyrownanej predkosci doptywowej, Re = 1, przeptyw potencjalny,
klasa doktadnosci przyrzadu 10%

The influence of the number of the measurement sensors on the
estimation of uniform boundary velocity, Re = 1, potential flow,

measuring accuracy 10%
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Liczba sensoréw zmieniana byta od 1 do 10. Jak juz wspomniano, czujniki
umieszczane byty w obszarach o wzglednie duzych warto$ciach wspotczyn-
nika wrazliwosci. Btad pomiaru symulowany byt za pomocg generatora liczb
pseudolosowych z btedem Sredniokwadratowym zaleznym od klasy doktad-

nosci symulowanego przyrzadu. Klase doktadnosci zdefiniowano jako [11]:

KD = _10Q Nol4n

gdzie KD oznacza klase doktadnosci, Bmax maksymalny btgd bezwzgledny
pomiaru, Z natomiast zakres pomiarowy urzgdzenia pomiarowego.

Rysunek 4.1 przedstawia wyniki dla klasy doktadnosci przyrzagdu pomiaro-
wego 5%, rysunek za$ 4.2 dla klasy 10%. Tak niskie doktadnosci przyrzadow
znacznie odbiegajg od klasy przyrzaddéw stosowanych w praktyce, przyjeto
je jednak w celach testowych. Juz od liczby sensorow réwnej 10 uzyskuje
sie wysokie doktadnosci identyfikowanej wielkosci. Nalezy tu wspomnie¢, iz
zwiekszanie liczby punktow pomiarowych nie zawsze musi zwieksza¢ doktad-
no$¢ estymacji [22]. Oczywiste jest, iz nadmierne zwiekszanie liczby pomia-
row musi prowadzi¢ do umieszczania czujnikdw w miejscach, gdzie wartosci
wspoétczynnika wrazliwosci maleja. W takim przypadku moze sie zdarzyé, iz
informacja pobierana z czujnika jest mniejsza niz szum informacyjny z niego

ptynacy, co w efekcie przyniesie spadek doktadnosci identyfikacji.

W ptyw potozenia czujnika pomiarowego na dokiadnos¢

identyfikowanego parametru

Jak juz wspomniano, liczba czujnikbw pomiarowych winna by¢ nie mniejsza
niz liczba odtwarzanych parametrow. W przypadku identyfikacji wyrownanej
predkosci przy doptywie moze wiec by¢ wieksza lub réwna jednosci. W ni-
niejszej czesci pracy przeanalizowano, jak btgd pomiarowy pojedynczego po-

miaru przenosi sie na btad identyfikacji. Oczywiscie, jest to SciSle zwigzane
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z lokalizacjg pomiaru, czyli z lokalng wartoScig wspotczynnika wrazliwosci

temperatury wzgledem poszukiwanej predkosci, oraz z liczbg Reynoldsa cha-

rakteryzujacg przeptyw.

W celu sprawdzenia wptywu btedu pojedynczego pomiaru na biad identy-
fikacji przeprowadzono obliczenia dla przeptywu potencjalnego zaktadajgc

dwie wartosci liczby Reynoldsa: Re = 0.1 oraz Re = 1 Czujnik pomia-
rowy zlokalizowanowo kolejno we wszystkich weztach podziatu numerycz-
nego obszaru, zaburzajac warto$¢ doktadng temperatury statymi bledami

odpowiadajgcymi klasom doktadnosci (4.14) urzadzenia pomiarowego 1, 10,

15 dla przeptywu scharakteryzowanego przez Re = 1 oraz 1 dla przeptywu

Re = 0.1. Na rysunkach 4.3 - 4.6 przedstawiono mapy barwne obrazujace

wzgledny btgd wynikowy identyfikacji predkosci brzegowej dla danej lokaliza-
cji pojedynczego pomiaru. Biad wzgledny odniesiono do wartosci sktadowej

normalnej predkosci przy doptywie przyjmowanej podczas eksperymentu nu-
merycznego.

Jak mozna zaobserwowac, zwiekszanie wzglednego btedu pomiarowego zmniej-
sza obszar mozliwych lokalizacji czujnika pomiarowego. Co wiecej, dla liczby
Reynoldsa Re = 1 nawet 15% b#gd pomiaru pozwala na rozsgdng identyfi-
kacje predkosci brzegowej - przy wiasciwej lokalizacji czujnika btad odtwa-
rzania nie przekracza 28%. Przy zmniejszaniu liczby Reynoldsa doktadnos¢
estymacji gwattownie spada. Dla liczby Reynoldsa Re = 0.1 praktycznie
btedy pomiarowe wieksze niz 1% uniemozliwiajg przeprowadzenie identyfika-
cji powodujgc utrate stabilnoSci metody odwrotnej. Mozna to wyttumaczyc¢
dominujgcym udziatem dyfuzyjnego transportu ciepta podczas przeptywow
z tak niewielkimi predkosciami. Powinno sie oczywiscie pamietac, iz w rze-
czywistych pomiarach nalezy zwiekszy¢ liczbe czujnikow pomiarowych, co

zaowocuje zwiekszeniem doktadnosci identyfikacji.
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Rys. 4.3. Wplyw lokalizacji czujnika pomiarowego na wzgledny btad iden- Rys. 4.5. Wplyw lokalizacji czujnika pomiarowego na wzgledny btad iden-
tyfikowanej predkosci doptywowej, przeptyw potencjalny, Re = 1, tyfikowanej predkosci doptywowej, przeptyw potencjalny, Re = 1,
klasa doktadnosci 1% klasa doktadnosci 15%

Fig. 43. The influence of the measurement sensor location on the relative Fig. 45. The influence of the measurement sensor location on the relative
error of boundary velocity estimation, potential flow, Re = 1, me- error of boundary velocity estimation, potential flow, Re = 1, me-

asuring accuracy 1% asuring accuracy 15%
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Rys. 4.4. Wplyw lokalizacji czujnika pomiarowego na wzgledny btad iden- Rys. 4.6. Wptyw lokalizacji czujnika pomiarowego na wzgledny btad identy-
tyfikowanej predko$ci doptywowej, przeptyw potencjalny, Re = 1, fikowanej predkosci doptywowej, przeptyw potencjalny, Re = 0.1,
klasa doktadnos$ci 10% klasa dokladnosci 1%
Fig. 4.4. The influence of the measurement sensor location on the relative Fig. 4.6. The influence of the measurement sensor location on the relative
error of boundary velocity estimation, potential flow, Re = 0.1,

error of boundary velocity estimation, potential flow, Re = 1, me-
asuring accuracy 10% measuring accuracy 1%



92 Ireneusz Szczygiet

4.1.2. Wyniki identyfikacji wyréwnanej predkosci
przy doptywie - przeptyw wirowy ptynu
niescisliwego

Odtwarzanie wyrownanej predkosci przy doptywie w przypadku wirowego
przeptywu ptynu niesciSliwego wymaga zastosowania znacznie bardziej cza-
sochtonnej procedury niz w przypadku przeptywow potencjalnych. Jednakze
w tym przypadku, ze wzgledu na fakt, iz identyfikowany jest tylko jeden pa-
rametr, procedura jest wysoce stabilna i przynosi dobre rezultaty nawet w
przypadku mocno zaburzonych danych wejSciowych. Na rysunku 4.7 przed-
stawiono doktadno$¢ identyfikacji w funkcji kroku iteracyjnego dla dwoch
klas doktadnosci przyrzadu: 0 oraz 10%. Btad wzgledny odniesiono do war-
tosci sktadowej normalnej predkoSci przy doptywie przyjmowanej podczas
eksperymentu numerycznego. Jak wida¢, nawet 10-procentowe zaburzenie
przenosi sie na wyniki odtwarzania z mniejszg intensywnoscig juz po 4 ite-
racjach. Obliczenia przeprowadzono dla 50 sensoréw pomiarowych umiejsco-
wionych w obszarze wzglednie najwiekszych wartoSci wspotczynnika wraz-
liwosci. Nie byto konieczne stosowanie metody Levenberga-Marquardta, co

znacznie skrocito czas obliczen.

4.1.3. Wyniki identyfikacji profilu predkosci przy
doptywie

Jezeli przedmiotem identyfikacji jest profil predkosci przy doptywie, jego

identyfikacja mozliwa jest poprzez:

» odtwarzanie wartosci predkosci we wszystkich weztach lezacych na iden-

tyfikowanym brzegu,

» aproksymacje profilu funkcja, ktérej parametry podlegajg odtwarzaniu.
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numer iteracji
Rys. 4.7. Doktadno$¢ identyfikacji predkosci doptywowej w kolejnych itera-
cjach procedury odwrotnej, przeptyw wirowy ptynu niescisliwego,
Re = 500, klasa doktadnosci 0, 10%

Fig. 4.7. The relative error of boundary velocity estimation achieved in the
succeding itérations, incompressible fluid, rotational flow, Re =

500, measuring accuracy 0, 10%

Pierwszy ze sposobdOw jest prostszy w realizacji numerycznej, podczas gdy
drugi przynosi zdecydowanie lepsze rezultaty.

Jak powszechnie wiadomo, wraz ze zwiekszeniem liczby identyfikowanych
parametrow gwattownie spada uwarunkowanie metody. Nalezy zatem ogra-
niczac liczbe parametrow, przy czym juz nawet niewielka ich liczba stwarza
konieczno$¢ stosowania dodatkowych technik stabilizacyjnych, jak wykorzy-
stana w niniejszej pracy metoda Levenberga-Marquardta.

Obliczenia przeprowadzono we wspomnianej juz geometrii przedstawionej na
rysunku 2.3, przy czym przy doptywie zatozono liniowy profil predkosci zmie-
niajgcej sie od wartosci zerowej na osi optywanych rur do wartosci maksy-
malnej na osi symetrii pomiedzy rurami. Rozktady predkosci przy tak zdefi-
niowanej predkosci doptywowej dla przeptywow potencjalnego oraz wirowego

zaprezentowane sg na rysunkach 4.8 oraz 4.9.



94

Rys. 4.8.

Fig. 4.8.

Rys. 4.9,

Fig. 4.9.

L

Ireneusz Szczygiet

ooy
0.87 |
074 U
061 j
0.48 |

036 |

0.0 H
003 L1

Rozktad zredukowanej predkosci (u/uTynfiy) przy zatozonym profilu

predkosci doptywowej, przeptyw potencjalny

Distribution of the nondimensional velocity (u/uHmex) for the as-

sumed inlet velocity profile, potential flow

|x e

w00 1

087 F

073 L

0.60 |

0.47 11

033 |

020 1

0.07 H

ooo 11

Rozktad zredukowanej predkosci (u/unmax) przy zatozonym profilu
predkosci doptywowej, wirowy przeptyw ptynu niescisliwego
Distribution of the nondimensional velocity (u/uUmex)for the as-
sumed inlet velocity profile, incompressible fluid, rotational flow

Zagadnienia odwrotne 95

Identyfikacja profilu predkosci przy przeptywie potencjalnym

W przypadku przeptywu potencjalnego odtwarzanie profilu predkosci przy-
niosto znacznie gorsze rezultaty niz w przypadku przeptywu opisanego row-
naniami Naviera-Stokesa. Mozna to wytlumaczy¢ charakterem przeptywu,
w ktorym bardzo szybko nastepuje wyrdéwnanie pola predkosci i tym samym
informacja o zmianach predko$ci na brzegu szybko ulega wygaszeniu (rys.
4.8). Zupetnie niemozliwa okazatla sie metoda odtwarzania profilu poprzez
wartosci weztowe. W rozpatrywanym przypadku na identyfikowanym od-
cinku brzegowym znajdowato sie 15 weztéw: odtwarzanie tak duzej liczby
parametrow, nawet po zastosowaniu metody Levenberga-Marquardta, kon-
czyto sie niezbieznoscig metody. Dziato sie tak juz przy uzyciu niezabu-
rzonych, a wiec doktadnych danych wejsciowych. Szumy numeryczne byty
wzmacniane w kolejnych iteracjach az do utraty stabilnoSci procedury. Sta-
bilne rezultaty udato sie natomiast uzyskac przy wykorzystaniu drugiego ze
sposobow identyfikacji, tj. przy identyfikowaniu parametrow funkcji aprok-
symujacej profil predkosci. Podejscie takie jest nieliniowg adaptacjg metody
opracowanej przez R.Biateckiego [6] dla zagadnien liniowych. Idea tej me-
tody zaktada, iz poszukiwany profil predkosci doptywowej moze by¢ przed-
stawiony jako ztozenie funkcji liniowych (rys. 4.10). Funkcje aproksymacyjne
moga by¢ generalnie wyzszego rzedu, ale ze ztego uwarunkowania zagadnien
odwrotnych wynika, ze odtwarzanie wyzszych czestotliwosci funkcji aprok-
symacyjnych jest niewskazane, a czesto wrecz niemozliwe. Zatem powinno
sie unika¢ funkcji wyzszego rzedu, np. wielomianéw stopnia wyzszego niz
drugi. Jak wykazaty testy numeryczne, wykorzystywanie liniowych funkcji
aproksymacyjnych daje stabilne rezultaty, osiggane dzieki filtracyjnym wia-
Sciwosciom funkcji liniowych wygaszajagcym btedy wyzszych czestotliwosci.

Aproksymacja profilu predkosci funkcjg tamang zmniejsza liczbe odtwarza-
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Rys. 4.10. Aproksymacja profilu predkosci funkcjami liniowymi
Fig. 4.10. Approximation of the boundary velocity with linear functions
nych parametréw i poprawia uwarunkowanie finalnego uktadu réwnan. | tak,
doptywowa predko$¢ normalna moze by¢ przedstawiona jako:

un = JJZU njNj(r) (4.15)

=1

gdzie 3 oznacza liczbe funkcji aproksymujgcych, nj{r) za$ znang funkcje po-
tozenia. Jak widac, przy tak zdefiniowanej aproksymacji profilu predkosci
do wyznaczenia pozostaje jedynie s wartoSci unj , cO znacznie podnosi uwa-
runkowanie metody. Nalezy oczywiscie zmodyfikowac definicje wpotczynnika
wrazliwosci | tym samym procedure jego wyznaczania.
W przypadku przeptywdw potencjalnych zatozenie liczby odtwarzanych pa-
rametrow 7 — 3 dato bardzo dobre rezultaty dla niezaburzonych danych
wejsciowych. Maksymalna klasa doktadnosci, przy ktorej procedura zacho-
wywata sie stabilnie, wynosi 1%. Zwigkszenie btedu owocowato niestabil-
noscig procedury. Wyniki obliczeh (przy zastosowaniu metody Levenberga-

Marquardta) zaprezentowane sg na rysunkach 4.11 oraz 4.12.

Zagadnienia odwrotne 7

Rys. 4.11. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax), Re = 25
przeptyw potencjalny, klasa doktadnosci przyrzgdu 0%
Fig. 4.11. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), Re = 25
potential flow, measuring accuracy 0%
Rys. 4.12. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax), Re = 25
przeptyw potencjalny, klasa doktadnosci przyrzadu 1%
Fig. 4.12. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), Re = 25

potential flow, measuring accuracy 1%
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Analiza wynikdéw prowadzi do konkluzji, iz odtwarzanie profilu predkosci
przeptywow potencjalnych w wiekszosci przypadkow nie jest mozliwe. O ile
odtwarzanie predkosci wyrownanej czy Sredniej masowej przynosi stabilne
wyniki, o tyle odtwarzanie profilu predkosci jest bardzo wrazliwe na wszelkie
btedy wejsSciowe. Jak juz wspomniano, znajduje to petne potwierdzenie w

fizyce przeptywow potencjalnych.

Identyfikacja profilu predkosci przy przeptywie wirowym ptynu

niescisliwego

Identyfikacje profilu predkosci przy przeptywie ptynu niescisliwego, opisa-
nego réwnaniami Naviera-Stokesa, przeprowadzono zaréwno przez odtwarza-
nie predkosci we wszystkich weztach rozpatrywanego odcinka brzegowego, jak
rowniez przez estymacje parametrow funkcji aproksymujacej rozktad predko-
§ci. Odtwarzanie profilu przez wartosci weztowe predkosci znacznie zwigksza
liczbe estymowanych parametrow, co powoduje, jak juz wspomniano, gwat-
towny spadek stabilno$ci metody. W efekcie nawet btedy numeryczne po-
jawiajace sie w kolejnych iteracjach moga spowodowac rozbiezno$¢ metody.
Konieczne sie wtedy staje zastosowanie jednej z metod stabilizujgcych roz-
wigzanie, jak np. metody Levenberga-Marquardta.

W analizowanym przypadku na identyfikowanym brzegu miescito sie 16 we-
zkow. Przy takiej liczbie parametrow zastosowanie metody Gaussa (4.8) nie
przyniosto zadowalajacych rezultatéw. Wskutek ztego uwarunkowania ma-
cierzy uktadu, nawet przy zastosowaniu niezaburzonych danych wejsciowych
nie osiggnieto zbieznosci metody. Dopiero wprowadzenie cztonu tlumigcego
w sensie metody Lavenberga-Marquardta przyniosto oczekiwany skutek w
postaci stabilnego rozwiazania, osigganego jednak tylko dla niezaburzonych

danych wejsciowych.

Zagadnienia odwrotne %9

Wyniki wspomnianej identyfikacji przedstawiono na rysunku 4.13. Jak wi-
dac¢, osiggnieto zadowalajaca, jakkolwiek nie najwyzszg, doktadnos¢ identyfi-
kacji. Niestety, proba przeprowadzenia identyfikacji dla danych wejSciowych

rzeczywistych, a wiec zaktdconych btedem pomiarowym, skonczyta sie nie-

powodzeniem.

potozenie

Rys. 4.13. ldentyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez
wartosci weztowe, Re = 25, wirowy przeptyw ptynu niescisliwego,
klasa doktadnosci przyrzadu 0%

Fig. 4.13. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), nodal me-
thod, Re = 25, incompressible fluid, rotational flow, measuring

accuracy 0%

Analiza rysunku 4.13 pozwala zauwazy¢, iz aproksymacja otrzymanych wy-
nikdw funkcjg liniowg (oryginalny profil predkosci jest liniowy) daje dos¢
dobre przyblizenie poszukiwanego rozktadu predkosci. Aproksymacje te za-
znaczono na rysunku 4.13 zielong linig. Korzystniej jest zatem odtwarzac nie
wartoSci weztowe predkosci, lecz funkcje aproksymujacg, co znacznie zmniej-
sza liczbe identyfikowanych parametrow i tym samym zwieksza stabilno$¢
metody. W rozpatrywanym przypadku wystarczytoby odtwarzaé tréjkatny

profil predkosci, a wiec tylko jeden parametr. Jednak zatozenie o znanym,
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liniowym ksztatcie profilu jest tu poczynione tylko do celéw badawczych i w

rzeczywistych warunkach nalezy postuzy¢ sie metodg (4.15) opisang w po-
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symacyjnych oraz niezaburzonych danych wejsciowych. Jak wida¢, uzyskano

bardzo wysoka zgodnos$¢ otrzymanych wynikéw z rozwigzaniem doktadnym.

przednim podrozdziale. Warto tu zauwazycC, iz zmniejszanie liczby funkcji Poréwnujac otrzymane rozwiazanie z wynikami dla identyfikacji wartosci

J sprowadza zadanie do opisanego przypadku trojkatnego rozktadu predko- weztowych (rys. 4.13), przeprowadzonych réwniez dla niezaktéconych da-

Sci, podczas gdy zwiekszanie J zbliza zagadnienie do przypadku odtwarzania nych wejsciowych, bez trudu mozna zauwazyé korzysci plynace ze stosowania

wartosci weztowych (dla liniowych funkcji n j{r)). Nalezy dazy¢ wigc do jak wspomnianej metody. Nie bez znaczenia pozostaje réwniez znacznie krétszy

najmniejszej liczby funkcji aproksymujacych. czas wykonywania obliczen wynikajacy z mniejszej liczby odtwarzanych pa-
rametrow, jak rowniez z lepszej zbieznosci metody. Jak juz wspomniano,
wykorzystanie danych wejsciowych zaburzonych btedem pomiarowym powo-
dowato rozbieznos¢ identyfikacji profilu predkosci metodg odtwarzania war-
toSci weztowych. Podobne testy przeprowadzono dla metody funkcji aprok-
symacyjnych. Jak wida¢ na rysunkach 4.15-4.18, po zaburzeniu danych wej-
Sciowych btedem pomiarowym metoda nadal pozostaje stabilna. Oczywiscie,
doktadnosc identyfikacji spada wraz ze zwiekszeniem btedu pomiarowego.

Podczas estymacji mozna wykorzysta¢ dodatkowe informacje, jakie mamy o
identyfikowanym zjawisku. Przyktad takiego postepowania pokazano na ry-

sunkach 4.17 oraz 4.18. Wiadomo, iz w analizowanym przypadku nie moga

— = — = — . i [ T T O N B
0 001 001 002 002 003 003 004 004 005 005 0,06 i L, .
potozenie istnie¢ wsteczne przeptywy w przekroju doptywowym. Fakt ten wykorzy-

stano odfiltrowujac (poprzez zerowanie) ujemne wartosci predkosci doptywo-
Rys. 4.14. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmgx) poprzez 3
funkcje aproksymacyjne, Re = 25, wirowy przeptyw ptynu niesci-
$liwego, klasa doktadnosci przyrzadu 0%
Fig. 4.14. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxima-
tion functions method, Re = 25, three functions, incompressible
fluid, rotational flow, measuring accuracy 0%

wej, co poprawito zgodnos$¢ estymaty z rozwigzaniem doktadnym. Z Kolei
sprawdzono, jak liczba identyfikowanych parametrow wptywa na doktad-
nos¢ procedury odwrotnej; wyniki zaprezentowano na rysunkach 4.19 oraz
4.20. Zgodnie z oczekiwaniami, zwiekszanie liczby parametréw zmniejsza

Kt ¢ identvfikacii dv ich - i i d .
Obliczenia numeryczne potwierdzity celowos¢ identyfikacji parametrow funk- doktadnosc identyfikacji, podczas gdy ich zmniejszanie prowadzi do bardziej

kt h Itatobw. Nalezy wiec dazy¢ jak najmniejszej li iden-
cji aproksymacyjnych w miejsce odtwarzania wartosci weztowych. Przepro- doktadnych rezultatow. Nalezy wigc dazy¢ do jak najmniejszej liczby iden
wadzono je dla liczby funkcji J réwnej 2, 3 oraz 5. Na rysunku 4.14 przed- tyfikowanych parametréw, optymalna ich liczba zalezy jednak indywidualnie

stawiono wyniki identyfikacji profilu predkosci przy uzyciu 3 funkcji aprok- od analizowanego zagadnienia.
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potozenie
Rys. 4.15. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez 3 Rys. 4.17. ldentyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez 3
funkcje aproksymacyjne, Re = 25, wirowy przeptyw ptynu niesci- funkcje aproksymacyjne, Re = 25, wirowy przeptyw ptynu niesci-
$liwego, klasa doktadnosSci przyrzadu 1% $liwego, klasa doktadnosci przyrzadu 5%
Fig. 4.15. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxima- Fig. 4.17. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxima-
tion functions method, Re = 25, three functions, incompressible tion functions method, Re = 25, three functions, incompressible
fluid, rotational flow, measuring accuracy 1%

fluid, rotational flow, measuring accuracy 5%

potozenie
Rys. 4.16. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez 3 Rys. 4.18. ]!Sr?E?j/gk:gjr?)kg;%ggyjzr:gduégwgnezj5pr$ﬂ|;g§$ é‘gé‘g‘@?p?fﬂzﬁﬁ
glfi%ecgjg ?(ﬁ)gggsggnk?gﬁjnnoeéciRng:yrZZ%dylzrgowy przeptyw ptynu niesci- Scisliwego, filtrowanie wartosci ujerfmych, klasa doktadnosci przy-
Fig. 4.16. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmgx), approxima- . rzadu 5% ) . .
tion functions method, Re = 25, three functions, incompressible Fig. 4.18. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxima-
fluid. rotational flow ,measuring ’accuracy 20y tion functions method, Re = 25, three functions, incompressible

fluid, rotational flow, negative flow filter, measuring accuracy 5%
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Rys. 4.19. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez 2
funkcje aproksymacyjne Re = 25, wirowy przeptyw ptynu niesci-
Sliwego, klasa doktadnosci przyrzadu 5%

Fig. 4.19. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxi-
mation functions method, Re = 25, two functions, incompressible
fluid, rotational flow, measuring accuracy 5%

potozenie

Rys. 4.20. Identyfikacja profilu zredukowanej predkosci (u/unmax) poprzez 5
funkcji aproksymacyjnych, Re = 25, wirowy przeptyw ptynu nie-
Scisliwego, klasa doktadnosci przyrzadu 5%

Fig. 4.20. Estimation of the boundary velocity profile (u/unmax), approxi-
mation functions method, Re = 25, five functions, incompressible
fluid, rotational flow, measuring accuracy 5%

Rozdziat 5.

Podsumowanie 1 wnioskKi

Zasadniczym celem pracy byto poszerzenie wiedzy na temat zastosowania
technik odwrotnych w zadaniach konwekcyjnej wymiany ciepta. W szczegol-
nosci podjeto prébe rozwiktania petnego zagadnienia odwrotnego dla kon-
wekcyjnego przeptywu ciepta obejmujgcego zaréwno rownania bilansu pedu,
jak i rownania bilansu energii. Pozwolito to na opracowanie algorytmow
umozliwiajgcych identyfikacje predkosci brzegowej na podstawie pomiarow
temperatury wewnatrz analizowanego obszaru. Stwarzajg one zatem mozli-
wos$¢ okresSlenia natezenia przeptywu ptynu za pomocg pomiaréw tempera-
tury. Z uwagi na fakt, iz wielkos¢ estymowana - predkosc jest opisana przez
inne rownania niz wielko$¢ mierzona - temperatura, autor okreslit te klase za-
gadnien odwrotnych sprzezonymi zagadnieniami odwrotnymi. Wspomniane
algorytmy moga znalez¢ praktyczne zastosowanie wszedzie tam, gdzie po-
miar wielkosci mierzonej jest tanszy badz prostszy do przeprowadzenia niz
pomiar wielkosci identyfikowanej. ldee tak zdefiniowanych zagadnien odwrot-
nych mozna przenie$¢ na inng grupe zjawisk fizycznych, jak np. transport
zanieczyszczen w wodzie czy w gruncie, czy tez zjawiska zachodzace w at-
mosferze. Zaproponowane algorytmy moga by¢é wykorzystane do wyznacze-

nia predkosci przeptywu wod gruntowych. Znajomo$¢ natezenia przeptywu
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waod gruntowych jest bardzo istotna w wielu praktycznych przedsiewzieciach.
Przyktadem tu moze by¢ oszacowanie potencjatu energetycznego gruntu przy
instalacji gruntowego wymiennika pomp ciepta, projektowanie procesu mro-
zenia gorotworu czy tez analiza migracji zanieczyszczen w gruncie.

W ramach niniejszej pracy zrealizowano w szczegélnosci zadania czastkowe:

» przeglad literatury oraz analiza obecnego stanu wiedzy w dziedzinie

modelowania odwrotnych zagadnien przenoszenia ciepta i masy,

» rozwiniecie kodu komputerowego do obliczen pdl potencjatu, predko-
Sci i temperatury zagadnien bezposrednich wykorzystujacego metode

CVFEM (Control Volume Finite Element Method) i jego weryfikacja,

» opracowanie algorytmu do okreslania wyrownanej predkosci doptywo-
wej i wewnetrznej na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz ob-

szaru dla przeptywu niewirowego,

» opracowanie algorytmu do okreSlania rozktadu predkosci doptywowej
i wewnetrznej na podstawie pomiarow temperatury wewngatrz obszaru

dla przeptywu niewirowego,

» opracowanie algorytmu do okreslania wyrownanej predkosci doptywo-
wej i wewnetrznej na podstawie pomiaréw temperatury wewnatrz ob-

szaru dla przeptywu cieczy newtonowskiej,

» opracowanie algorytmu do okreslania rozktadu predkosci doptywowej
i wewnetrznej na podstawie pomiarow temperatury wewnatrz obszaru

dla przeptywu cieczy newtonowskiej.

W ramach zadania obejmujacego udoskonalenie posiadanego kodu kompute-
rowego stuzgcego do okre$lania rozktadow predkosci i temperatury w prze-
ptywajgcym ptynie przeprowadzono jego gruntowng modernizacje znacznie

rozszerzajgc mozliwosci jego zastosowania. W szczegélnosci:
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» opracowano modut do obliczania pola potencjatu w przeptywach po-
tencjalnych;

» opracowano interface do komercyjnego pakietu MSC Patran, umozli-
wiajgcy wykorzystanie wspomnianego pakietu w zakresie prac pre- oraz
postprocesingowych: tworzenie geometrii uktadu, definicja warunkow
brzegowych, generacja siatki, definicja materiatbw oraz wizualizacja
wynikow;

* znacznie rozszerzono zakres akceptowalnych warunkéw brzegowych;

* przystosowano oprogramowanie do obliczen rozktadu wspoétczynnikow

wrazliwosci potencjatu, predkosci, cisSnienia czy temperatury.

W zakresie zagadnien odwrotnych opracowano metody wyznaczania wspot-
czynnikow wrazliwosci temperatury wzgledem predkosci brzegowej, zarowno
dla przeptywdéw potencjalnych, jak i przeptywow wirowych ptynu niescisli-
wego, opisanego rownaniami Naviera-Stokesa. Duzg wage przywigzano do
takiego sformutowania algorytmow, by tatwa sie stata ich implementacja
komputerowa, rowniez przy wykorzystaniu komercyjnego oprogramowania
CFED (np. Fluent). Aby byto to mozliwe, pakiet powinien spetniac jedynie
dwa wymagania:

» mozliwosc tworzenia wiasnych petli iteracyjnych wykorzystujgcych mo-

duty pakietu;

» mozliwos¢ definiowania wiasnych cztonéw Zrodtowych.

Wiekszos¢ liczacych sie na rynku pakietow CFD takie mozliwosci posiada.

Wykorzystujgc opracowane algorytmy wyznaczania wspotczynnikéw wrazli-
wosci rozwigzano petne zagadnienie odwrotne wykorzystujac (tam gdzie byto
to konieczne) metode Levenberga-Marquardta. Zagadnienie takie zdefinio-

wano zaréwno dla przeptywow potencjalnych, jak i wirowych ptyndéw niesci-



108 Ireneusz Szczygiet

Sliwych, laminarnych, za cel identyfikacji przyjmujgc wyrownang predkos¢ w
profilu doptywowym oraz rozktad predkosci na brzegu.
Analiza opracowanych metod i wynikdw obliczen pozwala na sformutowanie

nastepujgcych wnioskow i spostrzezen:

» sprzezenie temperatura Smpredkos¢ dla warunkow analizowanych w
pracy jest wystarczajgco silne, aby odtworzy¢ predkos¢ na podstawie

pomiarow temperatury;

» zastosowanie opracowanych algorytmow mozliwe jest tylko w obsza-

rach, w ktérych wystepuje zaktocenie pola temperatury;

» optymalna lokalizacja punktéw pomiarowych zalezy od geometrii uktadu,

od wartosci predkosci doptywowej oraz od miejsca, w ktorym wystepuje

nagrzewanie lub ochtadzanie ptynu;

* mozna wskaza¢ przypadki, w ktorych obszar najkorzystniejszy do
umieszczenia czujnikobw pomiarowych jest odsuniety od profilu dopty-
wowego - zblizanie czujnikow do tego miejsca moze spowodowac wigksze

btedy odtwarzania;

» w przypadku przeptywow potencjalnych zastosowanie procedury ogra-
nicza sie w zasadzie do odtwarzania wyroéwnanej predkosci doptywowej
badz do odtwarzania predkosci masowej; odtwarzanie profilu predkosci
jest bardzo czute na btedy pomiarowe nawet przy zastosowaniu dodat-

kowych technik stabilizacyjnych;

* identyfikacja wyrownanej predkosci doptywu, z uwagi na matg liczbe
estymowanych parametrow, nie wymaga w wiekszosci przypadkdéw sto-
sowania dodatkowych technik stabilizacyjnych. Problem jest na tyle

dobrze uwarunkowany, iz wystarcza zastosowanie metody Gaussa,
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» odtwarzanie profilu predkosci, bez wzgledu na metode (poprzez warto-
sci weztowe czy tez poprzez odtwarzanie aproksymacji profilu) wymaga
zastosowania dodatkowych technik stabilizacyjnych z uwagi na zte uwa-

runkowanie zagadnienia;

» odtwarzanie profilu predkosci jest znacznie bardziej efektywne poprzez
identyfikowanie parametrow rozktadu predkosci niz poprzez estymacje
wartosci weztowych. W przypadku gdy liczba weztow lezacych na ana-
lizowanym brzegu jest znaczna, uwarunkowanie spada na tyle mocno,
Ze juz same szumy numeryczne skutecznie uniemozliwiajg osiggniecie
stabilnych rezultatéw identyfikacji profilu predkosci na drodze estyma-

cji wartosci weztowych predkosci;

» podczas odtwarzania profilu predkosci metoda identyfikacji funkcji
aproksymacyjnej nalezy dbac¢ o to, aby ich liczba byta jak najnizsza
przy zachowaniu warunku, ze $redni btgd kwadratowy S = y S/(1 —1)
(gdzie S oznacza minimalng sume kwadratow) jest maty. Oczywiscie,

zalezy to od rzeczywistego ksztattu profilu.

Za szczegOlne osiggniecie pracy mozna uzna¢ nowatorskie podejscie do sfor-
mutowania konwekcyjnego zagadnienia odwrotnego obejmujgce zarbwno réw-
nania bilansu energii, jak i bilansu pedu i ciggtosci. Wiekszo$¢ opublikowa-
nych sformutowan odwrotnych zagadnien brzegowych polega na odtwarzaniu
warunkow brzegowych réwnania opisujgcego rozktad wielkoSci mierzonej, za-
rowno w przypadku przewodzenia ciepta, jak i konwekcji czy promieniowa-
nia. W niniejszej pracy predkos¢ brzegowa wptywa bezposrednio na rozktad
predkosci w ptynie, a ta dopiero ma bezposredni zwigzek z mierzonym po-
lem temperatury poprzez réwnanie bilansu energii. Jak juz wspomniano,

idea tak sformutowanego zagadnienia odwrotnego moze znalez¢ zastosowa-
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nie przy analizie innych zjawisk fizycznych, jak np. transport zanieczysz-
czen w gruncie.

Ponadto za nowatorskie osiggniecia pracy mozna uzna¢ algorytmy wyzna-
czania wspotczynnikoéw wrazliwosci temperatury wzgledem predkosci dopty-
wowej zaréwno dla przeptywow potencjalnych, jak i przeptywéw ptynoéw nie-
Scisliwych. Analiza rozktadu wartosci wspotczynnikéw wrazliwosci pozwala
na optymalizacje lokalizacji czujnikow pomiarowych jeszcze przed przysta-

pieniem do rozwigzania wasciwego zagadnienia odwrotnego.

Dodatek A.

Matematyczny opis
konwekcyjne] wymiany ciepta

Wyjawszy zjawiska relatywistyczne lub jadrowe, przeptyw kazdego ptynu,
niezaleznie od jego charakteru i rodzaju ptynu, opiera sie na trzech prawach

[19, 48]:
» zasada zachowania ilosci substancji,
* |l zasada dynamiki Newtona,
* | zasada termodynamiki.

W opisie zjawiska wystepujg ponadto dodatkowe zaleznosci (czesto réwniez
nazywane prawami), opisujgce charakter rozpatrywanego ptynu czy prze-
ptywu. Jako przyktad mozna tu przytoczy¢ prawo Darcy’ego opisujace prze-
ptyw w materiatach porowatych, ktore nie stanowi jednak fundamentalnego
prawa przeptywu ptynow traktowanego w sposob ogolny [33].

Jak wiadomo, przeptyw ptynéw mozna analizowa¢ w zmiennych Lagrange’a
lub Eulera. Analiza Lagrange’a polega na Sledzeniu losow pojedynczej czastki
ptynu i znajduje zastosowanie gtdwnie w analizie przeptywdw jednowymia-
rowych, nieustalonych [13]. Chwilowe potozenie czastki w czasie r okre$lone

jest zaleznoscia:
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X = x(a, bc, t)
y =y(a,b,c,r) (Al
N=z(a, b cr)

gdzie a, b, c towspodtrzedne poczatkowego potozenia, r natomiast oznacza
czas. Rdwnania (A.l)opisujg jednoczes$nie trajektorieanalizowanej czastki.
W analizie Eulera parametry ptynu sg okreslane w danym miejscu przestrzeni

i czasu (x,y,z,r), np.:

u=u(x,y,z,r)
v =v(X,y,z,r) (A.2)
w = w(Xx,y,zr)

i = t(x,y,z,r)

gdzie u,v, w to sktadowe wektora predkosci, t jest temperaturg, a r oznacza
czas. Zaréwno w zagadnieniach ustalonych, jak i w dwu- czy jednowymiaro-
wych liczba zmiennych ulega oczywiscie zmniejszeniu.

Rownania opisujace zjawisko konwekcji we wspdtrzednych Lagrange’a majg
na ogot inng postac niz we wspotrzednych Eulera. W niniejszej rozprawie

wykorzystywana jest analiza Eulera.

A .l. Zasada zachowania iloSci substancji

Dla zatozen przyjetych w niniejszej pracy zasada zachowania ilosci substancji
moze by¢ sprowadzona do zasady zachowania masy. Zasada ta mowi, iz:
Masa doprowadzona w danym czasie do uktadu jest réwna sumie przyrostu

masy w ukfadzie i masy wyprowadzonej z uktadu.

Dodatek A 113

Rys. A.l. Przeptyw masy przez objetos¢ kontrolng
Fig. A.l. Mass flow through a control volume

Jezeli rozwazymydowolng objetos¢ kontrolng V umieszczong w polu prze-
ptywu ptynuu(rys.A.l), to catkowg posta¢ zasady zachowaniamasy mozna

przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:
J p{u en)d>t + Jv pdv =0 (A.3)

gdzie A jest powierzchnig objetosci kontrolnej V, n oznacza jednostkowy
wektor normalny do powierzchni.

Dla stanu ustalonego oraz statych parametrow ptynu (a wiec dla warunkdéw
odpowiadajgcym zatozeniom niniejszej pracy) rownanie (A.3) upraszcza sie
do postaci:

[ (um)dA =0 (A.4)

Rézniczkowg postac rownania (A.3) mozna otrzymac analizujgc elementarny

prostopadtoscian o bokach d:r, dy, dz (rys. A.2):
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pvu*

pwlLd,

Rys. A.2. Przeplyw masy przez elementarng objeto$¢ kontrolng
Fig. A.2. Mass flow through a differential control volume

Dla stanu ustalonego i ptynu niesci$liwego réwnanie (A.5) przyjmuje zatem

postac:

V u=0 (A.6)

A.2. Zasada zachowania pedu

Drugim z fundamentalnych praw mechaniki ptyndw jest 1l zasada dynamiki
Newtona, ktérg mozna sformutowac nastepujaco:

Predkos¢ zmiany pedu uktadu mechanicznego jest réwna geometrycznej su-
mie sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad. Dla stanu nieustalonego mozna

zapisac:

£EF =iL(mu)=Ap (A7)

gdzie P oznacza ped uktadu, m jego mase, u wektor predkosci, F natomiast

wypadkowag sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad.
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Opierajac sie na powyzszym prawie, zasade zachowania pedu dla dowolnej

objetosci kontrolnej V (rys.A.l) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

EF= fup(uen)dA+ ~ [ pudV (A.8)
Ja

otJdv
Rownanie to, zwane niekiedy twierdzeniem pedu (ang. momentum theorem)
jest niezwykle wazne w mechanice ptynow. Zaznaczy¢ tu warto podobien-
stwo formy réwnan (A.3) oraz (A.8), jednak réwnanie opisujace zachowanie
pedu jest rGwnaniem wektorowym w odrdznieniu od skalarnego rownania za-
chowania masy. Moze by¢ zatem zapisane jako réwnanie skalarne dla kazdego

Kierunku przestrzeni. | tak, dla trojwymiarowej geometrii kartezjanskiej:

EFx = [ up(uen)dA + t [ pudV
Ja o] v

EFv [vp(uen)d4 + — [ pvdV (A-9)
Ja ot Jv

EFz

d
[wp (uen)dA + — [ pwdV
Ja ot Jv

gdzie Fx,Fy oraz Fz to skfadowe wypadkowej sity F dziatajgcej na ptyn
odpowiednio w Kierunkach osi x,y, z.
W zadaniach stacjonarnych w roéwnaniach (A.8) oraz (A.9) nalezy pomingc

pochodne czasowe wystepujace po prawych stronach réwnan.

A.2.1. Przeptyw ptynu lepkiego

Podczas przeptywu ptynu lepkiego na jego elementy, oprdcz sit objetoscio-
wych, dziatajg sity powierzchniowe, ktore majg sktadowg normalng i styczna.
Jezeli wyodrebnimy myslowo elementarng objeto$¢ ptynu dxdydz, to jest ona
poddana sitom przedstawionym na rysunku (rys. A.3). Wedtug przyjetych
oznaczen  jest naprezeniem stycznym dziatajgcym w Kierunku osi uktadu
wspotrzednych j normalne do osi i, natomiast atl to naprezenie normalne

dziatajgce w kierunku osi i.
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Rys. A.3. Rozktad naprezen dziatajgcych na elementarng objetos¢ kontrolna,

_ (i.§) = {(xy).(z.y).(x.2)}

Fig. A.3. Forces acting on a infinitesemal control volume

Podobnie jak w przypadku réwnania bilansu masy, rézniczkowg postac¢ réw-
nania (A.8) mozna otrzymac analizujgc wspomniang elementarng objetos¢

ptynu (rys.A.4). Prowadzi to do zaleznosci:

n(— 4-1— j_ du\ daxx dryx drz
P\dr +Udx+Vdy+WdIJ +—dx *t dy © dz

l

dv dv dv dv\ dr

( . . . : Y + d&yy+ dry (A.10)
pl[ai+tuai+vai+wTz) = »»+ dx dy dz
(dw dw dw  dw\ ddrz dr,  doz
[dT+Udx+Vdr +WdIJ ~P9%z+ —dx+ dy = dz

gdzie gx,gy oraz gz oznaczajg sktadowe jednostkowych sit masowych.
Jak mozna fatwo zauwazyc, lewe strony réwnan (A.10) wyrazajg predkosé

zmian pedu w czasie, prawe natomiast przedstawiajg sity dziatajagce na ele-

mentarng objetos¢ kontrolna.
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Rys. A.4. Strumien pedu przez elementarng objetos¢ kontrolng
Fig. A.4. Momentum flux through a differential control volume

Naprezenia w ptynie moga by¢ opisane zaleznosciami Stokesa [72]:

(du dwv\

T™Xy TX P dy+ dx J
d dw\

TyZ = Tzy = ( Y W (A.ll)
(dw du\

gdzie n oznacza wspotczynnik lepkosci dynamicznej ptynu. Naprezenia nor-
malne dla ptynu newtonowskiego mozna wyrazi¢ nastepujaco:

( du 2 n

V
dv
A-12
a» :"[%'3V U)'p ( )
/ dw 2 n

= " 2fe* 3V'U, P
W powyzszej zaleznosci p jest cisnieniem.
Wykorzystujac rownanie (A.11) oraz (A.12) w rownaniach (A.10) otrzymu-
jemy tzw. rownania Naviera-Stokesa, bedace rézniczkowym zapisem zasady

zachowania pedu dla ptynéw newtonowskich. Sg one prawdziwe zaréwno dla
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ptynow Scisliwych, jak i niescisSliwych. W geometrii kartezjanskiej mozna je

przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

Dw dp d [2 \ ( <9u\
"Di=Ne - si~aiir v'u)+v'("a;j +v'ipVu)

Dw dp d (2 \ ( <9u\ .
pDi=P9 ~ai~aiir v 'u)+v’ ) + v ' (pVv) (A'13)

Dw dp d (2 \ ( du\
PDi=Ne - Tz-TzW V'U +V'[PTz} +V'{PVW)
W powyzszych rownaniach symbol Woznacza pochodng substancjalng zde-
finiowang rownaniem:

Db db db db db
de =T +uT +VvTj+wTz

gdzie bjest dowolng wielkoscig skalarna.
W przypadku przeptywdw ptyndw niescisliwych V eu = 0, co przy zatozeniu
statosci lepkosci prowadzi do prostszej, dobrze znanej wersji rownan Naviera-

Stokesa:

Dw dp (du da da)
P D7 POx~ Tc+P\jNe AT j2+ dl2)

Dv dp (dv  d2v dav\ S
pd7 p9y~d”™ +p \T 2+ d"2+T 2) ( A
Dw dp (daw d2w d2w\

PD7 Pz~ Tz + 7 +Tf +T 2)

Powyzsze rownania mozna ponadto przedstawi¢ w zwartej, wektorowej po-

staci:
Du 0
=Pg~Vp+ /xXVu (A.15)
Dla zagadnien ustalonych pochodna czastkowa wzgledem czasu, wystepujaca
w pochodnej substancjalnej, jest rowna zeru. Uwzglednienie tego faktu w

réwnaniach bilansu pedu sprowadza rownania Naviera-Stokesa do postaci:
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( du du du\ dp fdu da  dau)
p{uaitvai+wTz) - +Vv o+
( dv dv dv\ dp (dv  dv  d2v\
P{UTx+VTy+WTz) = ~-di +"W +W +d?) { }
( dw dw dw\ dp (d2w d2w  d2w\

p{uai +\Si +wai) - pr-a-z+p[aii+w + dit)
Przedstawione rownania bilansu pedu dla przeptywu ptynow lepkich moga
by¢ wykorzystywane do okre$lania rozktadu predkosci i cis$nienia dla réznych
rodzajow przeptywu. W zasadzie sg przeznaczone do przeptywdéw laminar-
nych, jednak po uwzglednieniu naprezen turbulentnych mogg by¢ z powo-
dzeniem stosowane w obliczeniach przeptywow turbulentnych. Jak widac,
posta¢ rownan bilansu pedu sprawia, iz ich rozwigzanie nie nalezy do zadan
prostych. Jedynie dla nieskomplikowanych geometrii mozliwe jest znalezienie
rozwigzania analitycznego. W pozostatych przypadkach pozostaje modelo-
wanie numeryczne. Rozwigzanie numeryczne réwnan bilansu pedu réwniez
kryje w sobie szereg trudnosci, chocby ze wzgledu na fakt, iz nie istnieje
rownanie bezposrednio opisujgce rozktad cisnienia w ptynie. Problem ten,
jak réwniez inne trudnos$ci pojawiajgce sie przy numerycznym rozwigzaniu

rownan Naviera-Stokesa przedstawiono doktadniej w niniejszej pracy.

A.2.2. Przeptyw ptynu nielepkiego
Jezeli analizowany jest przeptyw ptynu nielepkiego (fi = 0), wtedy rownania
Naviera-Stokesa (A.15) sprowadzajg sie w przypadku przeptywu nieustalo-
nego do postaci:
Du *
p— =pg-Vp (A.17)
Powyzsze roéwnanie jest wektorowym zapisem tzw. rdéwnan Eulera, bedg-

cych matematycznym zapisem zasady zachowania pedu ptynow nielepkich.
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Rownania te odnoszg sie zarowno do ptynow Scisliwych, jak i niescisliwych,
réznica polega jedynie na traktowaniu gestosci jako statej lub zmiennej w
czasie lub w przestrzeni.

W stanach ustalonych réwnania Eulera przybierajg postac:

( du du du\ dp
f,{uTx + v&y + wd-z) = M”"a~X

( dv dv. dv\ dp

p \ua iJtvTv + wT z) P9’ ~ E , (A 18)
( dw dw  dw\ dp
P{U~™+VI9y+V-T) = P9 ~Tz

Podobnie jak w przypadku réwnan Naviera-Stokesa, nieliniowo$¢ rownan Eu-
lera (A.17) powoduje, iz niemozliwe jest scatkowanie ich w postaci ogolnej.
Rozwigzanie rownan Eulera wymaga wiec przyjecia zatozen upraszczajgcych
badz zastosowania technik numerycznych. Rozwigzanie analityczne mozliwe
jest do osigganiecia w dwoch przypadkach: w stanach ustalonych oraz w
przeptywach niewirowych (potencjalnych). W pierwszym przypadku rozwia-
zanie stanowi rownanie Bernoulliego, w drugim natomiast catka Lagrange’a-
Cauchy’ego. Teoria przeptywu ptynow nielepkich znajduje zastosowanie mie-
dzy innymi w analizie optywdw ciat, czyli w tzw. przeptywach zewnetrznych

(ang. external flows).

A.2.3. Przeptyw potencjalny

W wigkszosci przypadkéw w czasie przeptywu ptynow jego elementy ulegaja
przesunieciom oraz odksztatceniom, a ponadto wykonujg obroty (rys. A.5).
Jak mozna zauwazy¢ na rysunku, element ptynu, w czasie dr, oprécz prze-
suniecia na ptaszczyznie xy ulegnie deformacji oraz obrotowi. W zwigzku z

deformacjg za kat obrotu elementu mozna przyjac Sredni kat obrotu krawe-
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Rys. A.5. Rotacja elementu ptynu
Fig. A.5. Rotation of afluid element

dzi oa oraz ob. A zatem predko$¢ katowg elementu (rotacje) wzgledem osi Oz

mozna wyrazi¢ zaleznoscig:

d fa+P\ 1 fda d(3\

_ (A.19)
W dr ( 2 ) 2idr +dr)
Wykorzystujgc zwigzki pomiedzy katami da, d(3 i sktadowymi predkosci ptynu

nietrudno wykazac, iz
P (H ad

(A.20)
Lz 21dx dy

Powyzsza procedure mozna przeprowadzic¢ dla ptaszczyzn zy oraz xz i okresli¢

rotacje elementow w kierunku osi x:

1(dw dv\ (A21)
Uk 21dy dz '
oraz w Kierunku osi y:
e = 1fdu dw (A.22)

21dz dx
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Rotacje uX uy oraz ujz stanowig zatem skladowe wektora u>zdefiniowanego

nastepujgco:
V Xxu = 2u (A.23)

Wektor ten zwany jest wirowoscig pola predkosci lub krotko wirowoscia.
Jezeli w punktach pola predkosci istnieje niezerowa warto$¢ wektora wirowo-
ci, to taki przeptyw nazywany jest przeptywem wirowym. W przeciwnym
przypadku mamy do czynienia z przeptywem niewirowym.

Przeptywy ptynow rzeczywistych (a wiec lepkich) zawsze cechujg sie wirowo-
Scig. Niekiedy jednak moga wykazywac bardzo stabg wirowos¢ [12]. Dzieje
sie tak najczesciej, gdy przeptyw odbywa sie gtdwnie pod wptywem sit grawi-
tacyjnych i cisnieniowych, przy matym udziale sit oddziatywania $cian ogra-
niczajacych. Przyktadem prawie niewirowego przeptywu cieczy rzeczywistej
moze byc przeptyw w tzw. przelewie zatopionym czy przeptyw wod grunto-
wych.

Warunek niewirowosci pola predkosci u = 0 sprowadza sie do trzech réwnan:

dw dv
dy dz
du dw
TzA~di (A -24)
dv  du
dz dy

Warunki niewirowosci (A.24) stanowig jednoczesnie warunki konieczne i wy-
starczajgce istnienia pewnej funkcji skalarowej <?zwanej potencjatem predko-

Sci. Funkcja ta zwigzana jest z predkosScig zaleznoScig wektorowa:
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Jedynym warunkiem istnienia potencjatu jest niewirowo$¢ pola predkosci.
Zatem potencjat predkosci moze istnie¢ zarowno w przeptywach ptynéw sci-
$liwych, jak i w stanach nieustalonych.

Rownanie rozniczkowe opisujgce rozktad potencjatu predkosci mozna uzy-
ska¢ z rownania ciggtosci. | tak, dla stanu ustalonego i ptynu niescisliwego
mozna tatwo wykaza¢, iz

VV =0 (A.27)

gdzie V2 oznacza operator Laplace’a. Jak widac, potencjat opisany jest do-
brze znanym réwnaniem rézniczkowym Laplace’a, tak wiec jego wyznaczenie

nie stwarza wiekszych trudnosci.

A.3. Zasada zachowania energii

Zasade zachowania energii mozna przedstawi¢ w ogolnej postaci w nastepu-
jacy sposob [51]: Energia doprowadzona do uktadu réwna jest sumie przyrostu
energii uktadu i energii wyprowadzonej z uktadu. W przypadku zjawisk prze-
ptywu ptynu wygodnie jest wyrazi¢ powyzszg zasade w nieco inny sposob:
Ciepto doprowadzone do uktadu jest réwne sumie zmiany catkowitej energii
uktadu i pracy wykonanej przez ukiad.

Dla nieskonczenie matego czasu mozna zatem napisac:
6Q = dE + OW (A.28)

W powyzszym réwnaniu Q oznacza ciepto doprowadzone, W prace wyko-
nang przez uktad, E za$ catkowitg energie uktadu. W powyzszym réwnaniu
jedynie energia uktadu jest rozniczka zupetng. Zaréwno ciepto pochtoniete,
jak i praca uktadu sg funkcjami drogi przemiany i zalezg od sposobu re-
alizacji przemiany, stad odmienne oznaczenie rozniczki w zaleznosci (A.28).

W zwigzku z ruchem ptynu zmiana catkowitej energii uktadu zalezna jest
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Rys. A.6. Przeplyw przez objetos¢ kontrolng (S - sity powierzchniowe)
Fig. A.6. Flow and shear work for a general control volume

od energii ptynu doptywajgcego i opuszczajacego objetos¢ kontrolng oraz od

zmiany energii ptynu w niej pozostajgcego (rys. A.6). A zatem:

dE = Qf ep((u m)dA” dr + fy epdVvh) dr (A.29)

gdzie e jest energig wasciwg uktadu i stanowi sume energii wewnetrznej,

kinetycznej i potencjalnej:

e=eu+ " (ueu)+ gz (A.30)
W pracy wykonywanej przez uktad mozna wyrdznic trzy elementy sktadowe:
» prace mechaniczna, WS,

e prace przeciwko sitom $cinajagcym, zwigzang z pokonaniem naprezen

stycznych (S, rys. A.6),
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» prace przeciwko naprezeniom normalnym, zwang pracg przeptywu czy
pracg przettaczania, Wn,

czyli
w = Ws+ Wi+ Wn (A.31)

Prace przettaczania wyraza zaleznosc:
S~Wn= [ p (n-n) dA (A-32)
ot Ja

gdzie p jest cisnieniem.
Wykorzystujac zaleznosci (A.29)-j-(A.32) w réwnaniu (A.28) mozna otrzymac

catkowg posta¢ zasady zachowania energii:

dr dr (Ws+W,) = (A.33)

- ROHA\U'DHZHY, . oA € gV

Uwzglednienie faktu, ze energia wewnetrzna powiekszona o prace przetia-
czania jest entalpig h = eu+  pozwala przedstawi¢ powyzsze réwnanie w
postaci:

JL(WS+ W J= (A.34)
dr dr

= NH‘\(U'I’)'PQZ) p(u 'n”dA _FtIVdeV

Rownanie (A.34) stanowi sformutowanie | zasady termodynamiki dla obje-

tosci kontrolnej V.

Ré6zniczkowg posta¢ rownania mozna uzyska¢ podobnie jak w przypadku
zasady zachowania masy czy pedu. Dla elementarnej objetosci ptynu dxdydz
(rys. A.7) mozna zapisa¢ poszczegoblne cztony rdwnania (A.28). | tak, ciepto

pochtoniete przez element jest rowne:
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z

Rys. A.7. Przeptyw ciepta przez elementarng objetos¢ kontrolng
Fig. A.7. Heat transfer through a differential control volume

SQ= (ft - ft+d) + (ft - <By+dt) + (ft - ft+dt) + dft  (A.35)

gdzie Qv to ciepto wydzielone w wewnetrznych zrédtach ciepta o wydajnosci
odniesionej do jednostki objetosci gv.

Wykorzystujgc prawo Fouriera oraz rozkladajac Qj+dj w szereg Taylora:

Qj - Qi+dj = d, J={xyz}

mozna sprowadzi¢ zalezno$¢ (A.35) do postaci:

sg= 8 dT\ d / dT\ d /,dT\
di (kai) +di[% ) +di (*&) dxdydzdr (A.36)

czyli

SQ = [V-(kVT)+ gA\dxdydzdr (A.37)

gdzie k oznacza izotropowy wspoétczynnik przewodzenia ciepta.
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Pomijajac prace uzyteczng, praca wykonana przez element przeciwko napre-
zeniom stycznym, normalnym oraz sitom masowym przedstawia si¢ nastepu-
jaco:

5W = SWX+ SWy FSwz (Pes)

gdzie SWX, SWy oraz 8WZoznaczajg prace wykonang przeciw sitom dziatajg-

cym odpowiednio w kierunkach x, vy, z. Prace te opisane sg zaleznosScig (rys.
A, Pe)

d(ucrxx)  d(uTyx) d[urz))

= - dxdydzdr
SWX pugx + dx dy 4z y
d(vTxy) d(vayy) d{vTzy)

_ dxdydzdr (A.39
ewy = - Ppvgy + dx dy dz y ( )
dwrxz) d(wTyz) d(wazz)
= dxdydzdr

5WZ pwgz + dx dz dz y

gdzie gx,gy,gz oznaczajg sktadowe jednostkowych sit masowych

A wiec:
SW= - d_dx (Uxx - VTxy F wtxz) + .;y (UTyx - vayy «- WTyz) -
+ d (UTZX+ VTzy + wazz) + pu og dxdydzdr (A.40)

Przyrost catkowitej energii rozpatrywanego, rozniczkowego elementu ptynu
moze zosta¢ wyprowadzony w podobny sposéb i po wykorzystaniu pochodnej

substancjalnej oraz po pominieciu energii potencjalnej wyraza sie zaleznoscia:

iE=pt e+ \ (“2+ 22+ t02) dxdydzdr (A.41)

Uwzgledniajac rownania (A.37),(A.40) oraz (A.41) w réwnaniu bilansu ener-

gii (A.28) mozna uzyskac rézniczkowg posta¢ bilansu energii dla elementu

ptynu:
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D
r eu+ 2 (u v +w) —V-(kK\TT)+ gv+

o /

dx +w X+ WD + = (utwx + voyy + WTyz) + (A.42)

d
+ dz (UTZX+ vrzy + wazz) + pu *g

Powyzsze rownanie zwane jest tez bilansem energii catkowitej. Jak wynika z

réownan Naviera-Stokesa (A. 10):

dexx A dTyx N 9tzx\
- (U2+v2+w2) =u
( ) dx dy dz (A.43)

W f 9rxy | doryy zy\_'l.../dez i Qtvz  d<jzz .
xdx dy " dzJd t=\dx " dy * dx/ TPY°¢

Po odjeciu réwnania (A.43) od (A.42) otrzymuje sie postaCc rownania zacho-

wania energii:
De du dv dw
Dr * V*AVT)+ v+ °xxfa + °yydy + Gzzlte +
fdu dv\ "dv.  dw' ‘dw  du

AT {gi+ai)+T™ dz  dy) xz\dx-srdz A4

Jak juz wspomniano wczesniej, prace zwigzang z pokonaniem naprezen nor-
malnych o mozna podzieli¢ na prace przettaczania oraz prace zwigzang z tar-
ciem wewnetrznym pitynu. Po wzglednieniu zaleznosSci Stokesa (A.11) oraz

(A.12) powyzsze rownanie mozna zapisa¢ nastepujgco:

De,
Dr =V-(kVT)+g,-pV'U+$ (A.45)
Trzeci sktadnik prawej strony rownania zwigzany jest z pracg przettaczania,
czwarty natomiast, $, z pracg wykonang przeciwko sitom tarcia. Sktadnik <
wynikajacy z rozpraszanej pracy przeciwko naprezeniom stycznym i w czesci

normalnym, opisany jest zaleznoscia:
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' dw\
o= g U, Tdv (dw (A.46)
‘du  dv 'dv. dw\® 'dw du

Ja (V +u)5
.dy + dxt Tz dy)I+ dx " dz ( )

Czton ten zwany jest rowniez funkcjg dyssypacyjng czy tez dyssypacyjnym
zrodiem ciepta.

Jak wiadomo, entalpia jest rowna energii wewnetrznej powiekszonej o prace
przettaczania h = eu + p/p. Po wykorzystaniu réwnania ciggtosci (A.5)

pochodna substancjalna energii wewnetrznej przedstawia sie nastepujgco:

LI A VARYT (A.47)

A zatem rownanie bilansu energii (A.45) mozna wyrazi¢ poprzez zmiane en-
talpii:

= V-i(fcvr)+ v+~ + % (A-48)
gdzie h oznacza entalpie.
ZaznaczyC tu warto, iz pochodna substancjalna ciSnienia ma znaczenie tylko
w przeptywach przydzwiekowych i ponaddzwiekowych. W wiekszosci prze-
ptywow rzeczywistych czton ten jest zawyczaj pomijany. Dla gazéw doskona-
tych entalpie mozna przedstawic jako iloczyn pojemnosci cieplnej wiasciwej

przy statym cisnieniu cp i temperatury. A wiec:
pcd” = V-{kVT) +qv+$ (A.49)

Jezeli ponadto uwzglednimy statoS¢ wspotczynnika przewodzenia ciepta, to
uzyskamy nastepujaca posta¢ rownania bilansu energii dla gazéw doskona-

tych:
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ANz aVa+— v+ — D (A.50)
iJT pCp PCp

gdzie a oznacza wspotczynnik wyréwnania temperatury.

W przypadku przeptywu ptynow niescisliwych, z uwagi na rownanie ciggto-
Sci (A.6), ostatni sktadnik rownania opisujgcego rozpraszang prace ptynu $
(A.46) jest rowny zeru. Ponadto pojemnosci cieplne wiasciwe przy statej

objetosci i przy statym cisnieniu niewiele sie r6znig, (cv ~ ¢ = ¢), a wiec:

DT
pes- = VO + v+ $ (A.51)
oraz
fdu ‘dw\
)= 2/i
0) i ax + 3-2) + (A.52)

‘du  dv\* fdv dw\2 /dw du\2

*Poady +dx) + 1dz +dy) + \dx +dz)

Podobnie jak pochodna substancjalna ci$nienia, rozpraszana praca elementu
jest pomijalnie mata przy niewielkich predkoSciach przeptywu i najczesciej
moze by¢ zaniedbana. Jedynie w przypadkach, gdy ptyn osigga predkosci
przydzwiekowe i ponaddzwiekowe, pominiecie sktadnika $ moze by¢ zrédtem
btedéw. Dla niewielkich predkosci rownanie (A.51) mozna zatem zapisac
nastepujgco:

chT =V2T +qu (A.53)
Jest to dobrze znane w przeptywie ciepta rownanie Fouriera-Kirchhoffa [20].

Jak widac, rozwigzanie tego rownania wymaga znajomosci pola predkosci

ptynu, a ta z kolei rozwigzania rownan ciagtosci i bilansu pedu.
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ANALIZA WYBRANYCH ZAGADNIEN
ODWROTNYCH KONWEKCJI

Streszczenie

Praca poswiecona jest problemowi rozwigzywania zagadnien odwrotnych kon-
wekcyjnej wymiany ciepta. Rozpatrywany jest przypadek sprzezonych zagad-
nien odwrotnych, w ktérych wielkosci identyfikowana i mierzona opisane sg
odrebnymi réwnaniami. Pozwala to na odtwarzanie wielkosci, ktérej pomiary
sg ktopotliwe czy tez kosztowne, przy wykorzystaniu pomiaréw innej wielko-
Sci, tatwiejszych lub tanszych w realizacji.

W szczegolnosci opracowano metody identyfikacji normalnej predkosci brze-
gowej w oparciu o pomiary temperatury wewnetrznej ptynu dla przypadku
przeptywu potencjalnego oraz przeptywu wirowego ptynu niescisliwego, opi-
sanego rownaniami Naviera-Stokesa. Metody te pozwalajg na identyfikacje
zarowno wyrownanej predkosci brzegowej, jak i na odtwarzanie jej profilu.
Do numerycznego rozwigzania problemu zastosowano bilansowe formutowa-
nie Metody Elementéw Skonczonych. Do rozwigzania Zle uwarunkowanego
zadania odwrotnego wykorzystano idee wspotczynnikéw wrazliwos$ci oraz me-
tode Levenberga-Marquardta.

W pracy przedstawiono podstawowe zatozenia wspomnianych metod oraz ich
szczegotowe algorytmy. Przeprowadzono wielowariantowe obliczenia zaréwno
wyznaczania rozktadow wspotczynnikdéw wrazliwosci, jak i rozwigzania pet-

nego zagadnienia odwrotnego.

ANALYSIS OF INVERSE HEAT CONVECTION
PROBLEMS

Summary

The present work is devoted to the inverse problems of convection heat trans-
fer. The coupled inverse problem is investigated: the desired quantity is de-
scribed by the separate equation than the measured one. Such formulation
allows to avoid difficult or expensive measurements of the desired quantity.
In particular, the methods for estimation the boundary velocity basing on
internal temperature of fluid measurements are presented. They are elabora-
ted for potential flow as well as for incompressible, Navier-Stokes equations
described flows. They allow to identify both uniform boundary velocity and
the profile of boundary velocity. For the solution of inverse problem the
sensitivity coefficients idea is employed. For the stabilization purposes the
Levenberg-Marquardt Method is used.

In the presented work the basic assumptions as well as full algorithms of
mentioned methods are presented. Several numerical examples presenting
distributions of sensitivity coefficients are included. The solutions of whole

inverse procedure is also presented.
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