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WSTEP

Sieci pakietowe, a w szczeg6lnosci sieci IP (ang. Internet Protocol), petnia obec-
nie dominujaca role wérdd sieci komputerowych i telekomunikacyjnych. Na ich wy-
dajnos¢ istotnie wplywaja zjawiska zwiazane z kolejkowaniem ruchu pakietow w bu-
forach urzadzeh sieciowych (ruterach IP, przetacznikach ATM), takie jak opbdznienia
kolejkowania spowodowane oczekiwaniem pakietow w buforach czy straty pakietow
spowodowane przepetnieniem bufora.

Umiejetnos¢ precyzyjnego obliczania parametrow kolejkowania ruchu sieciowe-
go pozwala projektowac sieci w sposob bardziej Swiadomy (tzn. zwiekszat wy-
dajnoS¢ lub/i obnizat koszty produkcji i uzytkowania urzadzeh sieciowych). Na
przyktad, rozmiary buforéw ruteréw internetowych do tej pory nie sa dobierane na
podstawie jakichkolwiek precyzyjnych wyliczen, lecz jedynie opieraja sie na intu-
icyjnych ,,regutach kciuka”t. Czasami reguty te s3 wzajemnie sprzeczne [166], po-
nadto coraz czesciej uwaza sig, ze znacznie przeszacowuja one wymagane rozmiary
buforow [99, 21, 82] i nawet stukrotne zmniejszenie obecnie stosowanych buforow
w ruterach nie miatoby destrukcyjnego wptywu na ich prace [14, 86, 204].

Klasyczna teoria kolejek?, zapoczatkowana przez dufskiego inzyniera A. Er-
langa na poczatku dwudziestego wieku i potem rozwijana przez cate stulecie, je-
dynie w ograniczonym stopniu moze byt wykorzystana do wyznaczania charakte-
rystyk kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych. Stato sie to jasne, kiedy od-
kryto [135, 77, 203, 163], ze ruch ten ma skomplikowany statystycznie charakter,
tzn. wystepuja w nim takie zjawiska, jak samopodobiefstwo (ang. self-similarity),
dalekosieznos¢ (ang. long-range dependence) czy spietrzenia (ang. burstiness). Sto-
sowane w klasycznej teorii kolejek procesy odnowy nie potrafig dobrze modelowat
tych zjawisk, za$ zjawiska te pogarszaja charakterystyki kolejkowania (dtuzsze ko-
lejki i opbznienia, wieksze straty pakietbw). Dlatego obliczenia otrzymane przy

1Jedna z popularnych regut mowi, ze rozmiar bufora powinien wynosi¢ b = RT'T X przepustowos¢,
co np. dla przepustowosci 1 Gbps i typowego RTT = 250 ms daje b =250 Mb (por. [199, 83]).
2Popularne podreczniki teorii kolejek to np. [117, 76, 74, 193], w jezyku polskim [90, 78].
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uzyciu klasycznych wzorbw daja bardzo optymistycznie przeszacowane charakte-
rystyki — czesto o wiele rzedow wielkosci.

Po dokonaniu tego odkrycia rozpoczeto poszukiwania nowych lub adaptacje zna-
nych typbw procesow stochastycznych do potrzeb modelowania tych negatywnych
zjawisk w ruchu sieciowym. Badano miedzy innymi takie typy procesow, jak: utam-
kowy ruch Browna [158], mapy chaotyczne [87], procesy FARIMA [186], falki mul-
tifraktalne [175], miary multifraktalne [111] czy wreszcie procesy oparte na tafcu-
chach Markowa, w szczegblnosci MMPP (ang. Markov-modulated Poisson process,
[91]) i BMAP (ang. batch Markovian arrival process, [137]).

Wszystkie wymienione powyzej procesy maja swoje wady i zalety, jednak za wy-
mienionymi na kohcu procesami markowskimi przemawia kilka silnych argumentow.
Modele takie sg intuicyjnie doS¢ proste, tatwe w symulacji, za§ metody analityczne
zwigzane z tancuchami Markowa sg stosunkowo dobrze rozwiniete.

Ponadto — co szczegblnie wazne — odpowiednio sparametryzowane modele
markowskie pozwalaja na doktadne wyznaczanie charakterystyk kolejkowania
ruchu, ktory modeluja [181]. Stad tez wynika duza popularnos¢ proceséw mar-
kowskich w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych.

Po zaadaptowaniu procesbw markowskich do modelowania ruchu sieciowego
rozpoczeto badania nad charakterystykami kolejkowania dla takich modeli ruchu.
Poczatkowo wiekszoSt prowadzonych badah poSwiecona byta jedynie charaktery-
stykom stanu ustalonego oraz systemom z nieskohczonym buforem, czyli takim,
w ktorym kolejka moze by¢ dowolnie dtuga.

Zatozenie nieskohczonego rozmiaru bufora utatwia analize, jednak praktyczna
przydatnoS¢ otrzymanych w ten sposob wynikdw jest ograniczona. W rzeczywi-
stych urzadzeniach bufory maja skohczony rozmiar i to wiasnie ich przepetnienia
oraz zwigzane z nimi straty pakietdw istotnie wptywaja na funkcjonowanie sieci.
Ponadto w obecnosci silnie skorelowanego, samopodobnego ruchu nawet duze roz-
miary buforéw nie eliminuja przepetnien i strat. Dlatego tez z praktycznego punktu
widzenia istotne jest, by przy wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania ruchu w sie-
ciach pakietowych bra€ pod uwage skonczone rozmiary buforéw. W niniejszej pracy
wszystkie charakterystyki wyznaczone sa przy zatozeniu skoficzonych rozmiarow
buforow.

Charakterystyki stanu ustalonego sa oczywiscie podstawa do oceny efektywnosci
mechanizméw kolejkowania ruchu, jednak daja one tylko uéredniony obraz z ich
dtugoterminowego dziatania. W ocenie efektywnosci mechanizméw kolejkowania
wazne sa rowniez charakterystyki stanu nieustalonego pokazujace krotkookresowe
zachowanie systemu. Nabieraja one szczegb6lnego znaczenia, gdy model ruchu ma
skomplikowana statystycznie strukture. Woéwczas krotkookresowe zachowanie sys-
temu moze znacznie odbiegat od usrednionego stanu ustalonego. W tej monografii
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wszystkie charakterystyki wyznaczane sa zarbwno dla stanu ustalonego, jak i nie-
ustalonego.

W klasycznej teorii kolejek bada sie zwykle kilka podstawowych charakterystyk,
takich jak: dtugost kolejki, op6znienie, okres zajetosci systemu. Do ilosciowego
opisu mechanizméw buforowania ruchu w sieciach pakietowych, oprocz tych kla-
sycznych parametrow, przydatne sa rowniez inne, rzadziej studiowane charaktery-
styki, takie jak: okres przepetnienia bufora, rozktad liczby strat pakietbw w okre-
sie przepetnienia, wspbtczynnik strat czy czas do przepetnienia bufora. Jak same
nazwy wskazuja, charakterystyki te opisuja doktadnie proces przepetniania sie bu-
fora oraz proces zwiazanych z tym strat pakietbw. W niniejszej pracy sporo miejsca
poswiecono tym charakterystykom.

Wieksza czeS¢ materiatu tej ksiazki stanowia oryginalne wyniki badah autora.
W szczeg6lnosci, Rozdziaty 2, 3 i 4 niemal w catosci zawieraja oryginalne rezultaty,
Rozdziat 1 — w duzej czeSci. Badania te prowadzone byly przez autora w Instytu-
cie Informatyki Politechniki élaskiej, w Zaktadzie Teorii i Projektowania Systemow
Komputerowych. Wiekszos¢ prezentowanych w ksiazce wynikow zostata tez opubli-
kowana w czasopismach branzowych i materiatach konferencyjnych renomowanych
wydawnictw, takich jak np. Springer, Elsevier, IEEE czy ACM.

Prezentowane tu rezultaty zostaty otrzymane gtdwnie metodami analitycznymi i
s przedstawione w postaci twierdzeh matematycznych z dowodami, jednakze ich po-
prawnos¢ byta takze weryfikowana przy pomocy symulatora OMNeT++ [160] w ra-
mach prowadzonego przez autora laboratorium oceny wydajnosci systemow i sieci
komputerowych.

Oproécz wynikow teoretycznych, w pracy pokazane zostaty tez liczne przyktady
obliczeniowe dla konkretnych parametrow systemow.

Podsumowujac:

Monografia ta poSwiecona jest wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania
ruchu w sieciach pakietowych z uwzglednieniem

e wiarygodnych modeli ruchu, umozliwiajacych nasladowanie skompliko-
wanych zjawisk statystycznych obserwowanych w ruchu sieciowym,

e skonczonych rozmiaréw buforéw w urzadzeniach sieciowych,
e charakterystyk zaréwno dla stanu ustalonego, jak i nieustalonego,

e charakterystyk opisujacych proces przepetniania sie bufora i strat pa-
kietow.
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W ksiazce tej nie podano konkretnych wskazéwek dotyczacych doboru para-
metrow urzadzeh sieciowych, gdyz dob6r ten zalezy od bardzo wielu czynnikdw,
z ktorych czeSt nie jest tutaj dyskutowana. Przyktadowo, projektujac rozmiar bu-
fora, nalezy wziat pod uwage fakt, ze wiekszy rozmiar bufora oznacza rzadziej po-
jawiajace sie przepetnienia, mniejsze straty pakietdw i lepsze wykorzystanie tacza,
jednak zwieksza opoznienie kolejkowania. Doktadne wartosci wszystkich tych para-
metrow zaleza istotnie od statystycznej struktury ruchu, ta zaé od wielu innych czyn-
nikow - np. dla ruteréw internetowych od liczby obstugiwanych strumieni TCP3,
strumieni UDP, mechanizmbw kontroli przeciazeh itp. Dodatkowo bardzo istotny
jest aspekt ekonomiczny. Dla urzadzeh obstugujacych wielogigabitowe tacza ko-
nieczne staje sie stosowanie bardzo szybkich pamieci SRAM zamiast DRAM. Nie
dos¢, ze pamieci te sa drogie, to jeszcze przy duzych rozmiarach buforow powstaja
powazne problemy konstrukcyjne zwiagzane z umieszczeniem duzej liczby uktadow
scalonych na ptycie oraz zapewnieniem im odpowiedniego chtodzenia [172].

Tak wiec praca ta nie odpowiada na pytania typu ,,jaki ma by¢ rozmiar bufora?”,
lecz na pytania typu ,,jakie jest op6znienie, wspotczynnik strat, dtugost kolejki,
struktura strat dla bufora o rozmiarze 1IMB?” oraz ,,jak zmienia sie te charakterystyki,
gdy rozmiar bufora zmniejszymy (zwiekszymy) dwukrotnie (dziesieciokrotnie)?”.
Znajac odpowiedzi na takie pytania, mozna zoptymalizowac rozmiar bufora, ale do
tego konieczne jest uwzglednienie wszystkich innych uwarunkowan.

Wykorzystywane w ksiazce modele ruchu celowo podzielone zostaty na trzy
klasy: proste i ztozone procesy Poissona (Rozdziat 2), procesy MMPP (Rozdziat
3), procesy BMAP (Rozdziat 4). Klasy te maja coraz wieksze mozliwosci odwzo-
rowywania wiasnosci ruchu w sieci kosztem coraz wiekszej komplikacji modelu.
Procesy Poissona sa najtatwiejsze w opisie, parametryzacji i analizie, jednak sto-
sunkowo rzadko moga byt wykorzystywane do modelowania ruchu ze wzgledu na
catkowity brak autokorelacji. Procesy MMPP sa szczegblnie wazne i godne po-
lecenia, gdyz sa rozsadnym kompromisem pomiedzy ztozonoscia modelu a jego
mozliwosciami. Innymi stowy, maja one najprostsza strukture wsrod modeli mar-
kowskich o dobrych (uwzgledniajacych autokorelacje) mozliwosciach modelowania
wiasnosci ruchu. Wreszcie procesy BMAP maja najwieksze mozliwoésci i najbar-
dziej ztozong budowe. Coraz bardziej skomplikowana struktura modeli ruchu po-
zwala przesledzi€, jak metodologia obliczania charakterystyk kolejkowania rozwija
sie wraz z komplikacja modeli.

Szczegotowy uktad tresci dalszej czesci ksigzki jest nastepujacy.

W Rozdziale 1 zostanie pokazana tzw. metoda potencjatu. Metoda ta stuzy
do otrzymywania w zwartej postaci rozwigzah duzych uktadow réwnah liniowych

®Duza liczba strumieni TCP oznacza zwykle mniejsze fluktuacje zagregowanego ruchu.
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0 pewnej szczegblnej budowie. Uklady takiego typu beda sie czesto pojawiat w dal-
szej czesci ksiazki. Rozwigzania tych uktadow zostana przestawione przy pomocy
specjalnego ciagu, zwanego potencjatem — stad nazwa metody.

Rozdziaty 2, 3 i 4 stanowig trzon tej ksiazki i poSwiecone sa charakterysty-
kom kolejkowania dla markowskich modeli ruchu. W szczegblnosci: Rozdziat 2
posSwiecony jest kolejkowaniu prostych i ztozonych proceséw Poissona, Rozdziat 3 —
kolejkowaniu procesdw typu MMPP, za§ Rozdziat 4 — kolejkowaniu procesow typu
BMAP. Rozdziaty 2, 3, 4 maja nastepujaca budowe: najpierw przedstawiona jest
definicja oraz podstawowe wiasnosci modelu ruchu, potem pokazane sa wzory na
charakterystyki kolejkowania z dowodami oraz przyktadowymi obliczeniami nume-
rycznymi (z wyjatkiem Rozdziatu 2), wreszcie w kohcowej czeSci przedstawiona
jest nota bibliograficzna, Kierujaca zainteresowanego Czytelnika do oryginalnych ar-
tykutow. Przyktady numeryczne do Rozdziatu 2 mozna znalez¢ w Rozdziatach 3
i 4, gdzie zostaty umieszczone pordwnania charakterystyk kolejkowania procesow
Poissona z charakterystykami kolejkowania MMPP i BMAP.

Rozdziat 5 zawiera opis Kilku niezbednych narzedzi matematycznych i nume-
rycznych koniecznych do praktycznego wykorzystania wynikow analitycznych przed-
stawionych w poprzednich rozdziatach. W szczeg6lnosci sa to algorytmy stosowane
do odwracania transformat Laplace’a oraz funkcji tworzacych, metoda uniformizacji
stuzaca do obliczania macierzy wspbtczynnikéw pojawiajacych sie w charakterysty-
kach kolejkowania MMPP i BMAP, algorytm dopasowywania parametrow MMPP
i BMAP do zarejestrowanych §ladow ruchu, twierdzenie o prawdopodobiehstwie
catkowitym, czesto wykorzystywane w tej pracy, oraz kod do symulacji procesu
BMAP.

Badania, ktorych wyniki sa tutaj przedstawione, byty czeSciowo finansowane
w ramach grantdbw KBN o numerach: 3 T11C 014 26 i N517 025 31/2997.



1. METODA POTENCJALU

W rozdziale tym zostanie pokazane, jak otrzymywac w zwartej postaci rozwigzania
duzych uktaddéw réwnah liniowych o pewnej szczeg6lnej budowie. Uktady takiego
typu beda sie czesto pojawiat w dalszej czesci ksiazki. Rozwiagzania tych uktadow
zostana przestawione przy pomocy specjalnego ciagu, zwanego potencjatem.

1.1. Przypadek wielowymiarowy

Teoria potencjatu powstata z mysla o badaniu catkowitoliczbowych btadzeh przy-
padkowych. O ile w swojej gtownej czesci jest ona stabo zwiazana z tematyka tej
monografii, o tyle niektore z rezultatbw otrzymanych przy jej pomocy okazuja sie
niezwykle pozyteczne. Wynika to z faktu, ze dtugost kolejki w systemie, zanoto-
wana zaraz po ukohczeniu obstugi, zachowuje sie podobnie jak catkowitoliczbowe
btadzenie przypadkowe ciagte z dotu. W zwiazku z tym przy analizie systemow ko-
lejkowych czesto mamy do czynienia z uktadami rownah w podobnej postaci jak ta
dla btadzen przypadkowych ciagtych z dotu. Przy pomocy teorii potencjatu mozemy
przedstawiat w zwartej postaci rozwigzania tych uktadow.

Nie bedziemy tu sie zagtebiat w istote teorii potencjatu, podane zostang jedynie
najwazniejsze wyniki potrzebne przy wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania.

Rozpoczniemy od nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.1. Dany jest ciag 11, 19, ¥3, . . . wektorow kolumnowych o rozmiarze
m oraz ciag Ao, A, Ag,... macierzy o wymiarach m x m taki, ze det(Ay) # 0.
Wtedy kazde rozwiazanie uktadu réwnah

n—1

Z Ak—l—lxn—k — Tp = wn» n Z 13 (11)
k=-1

1Tzn. takie, w ktorym w kolejnych krokach mozliwy jest tylko skok o dowolna liczbe naturalng w
gore lub o 1 w dot (zob. [47]).
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gdzie x1,xo, ... jest szukanym ciaggiem wektoréw kolumnowych o rozmiarze m, ma
postac

Tp = Ryc+ Z Ry k¥, n=>1, (1.2)
k=1

gdzie ¢ jest pewnym, niezalezacym od n, wektorem kolumnowym, za$ ciag R jest
zdefiniowany rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

k
Ry=0, Ri=A4;", Ryp1 = Ri(Ry, — ZAi—i-le—i)a kE>1, (13)
=0

gdzie 0 oznacza zerowa macierz m x m.

Zanim przeprowadzony zostanie dowdd tego twierdzenia, zapamietajmy, ze ciag
Ry, macierzy m x m nazywamy potencjatem dla ciagu A,. Zwrotmy tez uwage na
nietypowe indeksowanie, zaczynajace sie od £ = —1, we wzorze (1.1). Oczywiscie
mozna przenumerowac indeksy, zaczynajac od k£ = 0 lub k = 1, jednak zapis od -1
ma uzasadnienie w teorii potencjatu (skok btadzenia o 1 w do6t), dlatego zostawimy
go tu bez zmian.

Dowo6d Twierdzenia 1.1. Zdefiniujmy najpierw operator K dziatajacy na wek-
tory kolumnowe rozmiaru m lub macierze kwadratowe m x m wedtug nastepujacego
wzoru:

n—1
K{an} = Aps1ank — an, (1.4)
k=—1

tatwo zauwazyt, ze uktad (1.1) moze zostat zapisany rownowaznie przy pomocy K
jako

K{z,} =y
Tak wiec, aby udowodni¢ twierdzenie, musimy pokazac, ze
K{Rnc+> Rp_ptp}=1n, n>L1 (15)
k=1

By tego dokona¢, zauwazmy najpierw, ze z definicji (1.3) wynika, ze

K{R,} =0
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dla kazdego n > 1. Dalej, biorac po uwage, ze Ry = 0, otrzymujemy

K{ Z Ry, st}

Z Akt ZRn k—m¥m — ZRn KUk

=
= Ao %Rm—l Kk + Z At Z Ry pmm¥m — ZRn KUk

= 4o ZRkHwn ke igmﬁn homtm — ZRm k
=P + Ao Z Rys1¥n—k +:Zi ZOAmHRk mUn—k — nZlewn !
=Un +;§K{Rk}¢n—k = Pn.

W ten sposob udowodnilismy, ze ciag x,, w postaci (1.2) spetnia ukfad (1.1). Musimy
jeszcze pokazat, ze kazde rozwiazanie (1.1) ma postac (1.2). W tym celu zauwazmy,
ze (1.1) mozna zapisat w postaci

n—1
Tn1 = Ay (n + Tn — > AppTng), n>1.
k=0
A zatem jakikolwiek ciag x,, spetniajacy (1.1) jest jednoznacznie okreSlony przez
swoj pierwszy element ;. Z (1.2) wynika natomiast, ze z; = Rjc. Fakt ten po-
woduje, ze mozliwe jest otrzymanie dowolnego x; € R". Wystarczy odpowiednio
dobra¢ wektor ¢, mianowicie ¢ = Ry *z1. To koficzy dowod Twierdzenia 1.1, W

Oproécz Twierdzenia 1.1, w dalszej czeSci ksiazki wykorzystywane beda rézne
whioski z niego wynikajace. Sformutujemy je dla wygody od razu.

Po pierwsze, Twierdzenie 1.1 zostato pokazane, w wypadku gdy 1, 19, ¥3, . ..
jest ciagiem wektorow kolumnowych o rozmiarze m. tatwo zauwazy¢, ze twierdze-
nie jest prawdziwe rowniez dla ciagu ¥, Wy, W3, ... macierzy o wymiarach m x m.
Dowbd mozna przepisat bez zmian.

Twierdzenie 1.2. Niech dane beda dwa ciagi macierzy o wymiarach m x m: ¥y,
Uy, U3, ...0raz Ag, A1, Ag, ..., przy czym det(Ap) # 0. Wtedy kazde rozwiazanie
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uktadu rownan

n—1
Z A 1Yk =Y =V, n>1 (1.6)
k=—1
ma postat
n
Yo =RoC+ Y Rn ¥ n>1, (1.7)

k=1
gdzie C jest pewna, niezalezaca od n, macierza o wymiarach m x m, za$ ciag Ry
jest zdefiniowany w (1.3).

Po drugie, Twierdzenie 1.1 zostato sformutowane dla ciagu niewiadomych wek-
torbw numerowanych od 1 (tzn. od x1). Czasami bedziemy rozwiazywat rowniez
ukfady numerowane od zq. Wykorzystujac Twierdzenie 1.1, przy pomocy operacji
na indeksach mozemy otrzymac nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 1.3. Niech bedzie dany ciag g, ¥1, 12, ... wektorow kolumnowych
0 rozmiarze m oraz ciag Ag, Ay, As,... macierzy o wymiarach m x m taki, ze
det(Ap) # 0. Wtedy kazde rozwiazanie uktadu rownan

Z Api1Tp—t — Tp = Py, n >0, (1.8)
k=-1
ma postac
Tn = Rnpic+ Y Ro_pthe, 120, (1.9)
k=0

gdzie ¢ jest pewnym, niezalezacym od n, wektorem kolumnowym, za$ ciag R; jest
zdefiniowany w (1.3).
1.2. Przypadek jednowymiarowy

Jezeli w Twierdzeniu 1.1 zredukujemy wymiary macierzy i wektorow do m = 1, to
otrzymamy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 1.4. Niech dane beda dwa ciagi liczbowe: 1, ¥9, 93, ... 0raz ag, a1,
as, - .., ag 7 0. Wtedy kazde rozwigzanie uktadu réwnah

n—1
Z A 1Tn—k — Tn = P, n>1 (1.10)
k=1
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ma postac

Tn=cRn+ Y Rogthp, n>1, (1.11)
k=1

gdzie c jest pewna stata niezalezaca od n, zas ciag Ry ma postac:

k

1
Ry=0, Ry1= o’ Ryt1 = Ri(Ry, — Zai+le—i)a E>1. (112
=0

Redukujac wymiar do m = 1 w Twierdzeniu 1.3, otrzymujemy nastepujacy
whniosek.

Twierdzenie 1.5. Niech dane beda dwa ciagi liczbowe: g, ¥1, 9, ... 0raz ag, aq,
as, ..., przy czym ag # 0. Wtedy kazde rozwiazanie uktadu réwnah

Z ft1Tp—k — Tp =Y, N >0 (1.13)
k=—1
ma postac
@n = CRus1 + ) Rootth, 120, (1.14)
k=0

gdzie c jest pewna stata niezalezaca od n, zas ciag Ry, jest zdefiniowany w (1.12).

1.3. Nota bibliograficzna do Rozdziatu 1

Teoria potencjatu zostata zaproponowana w pracy [122] jako narzedzie do badania
catkowitoliczbowego btadzenia przypadkowego ciagtego z dotu. Przez btadzenie ta-
kie rozumiemy cigg zmiennych losowych v, postaci

n
Xn = Z£k7 n > 17
k=1

gdzie zmienne losowe &, przyjmuja tylko wartosci catkowite, sa niezalezne, o jedna-
kowym rozktadzie i spetniaja warunki

o
d pr=1,  p_1#0,
k=1

gdzie pr, = P(& = k). Jak wida€, w btadzeniu tym mozliwy jest skok o jeden w dot
lub o dowolna liczbe naturalng w gore.
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Jak pokazano w [122], wiele charakterystyk takiego btadzenia mozna przed-
stawi€ przy pomocy potencjatu, tzn. ciagu Ry zdefiniowanego jak w (1.12) dla
Px = Qf41-

Poniewaz dtugost kolejki zanotowana zaraz po ukohczeniu obstugi zachowuje
sie podobnie jak catkowitoliczbowe btadzenie przypadkowe ciagle z dotu, metoda
potencjatu nadaje sie doskonale do wyznaczania charakterystyk systemow kolejko-
wych.

Wersja jednowymiarowa najwazniejszego dla nas wyniku teorii potencjatu (Twier
dzenie 1.4) zostata przedstawiona i udowodniona w [122], za$ wersja wielowymia-
rowa (Twierdzenie 1.1) w pracy [67]. Przyktady wykorzystania metody potencjatu do
obliczania charakterystyk systemow kolejkowych innych niz omawiane w tej pracy
mozna znalez¢ w [46, 48, 50].



2. KOLEJKOWANIE PROSTYCH
| ZEOZONYCH STRUMIENI POISSONA

W tym rozdziale przedstawione beda charakterystyki kolejkowania ruchu, przy zato-
zeniu ze ma on charakter zblizony do prostego lub ztozonego strumienia Poissona.
Zbadane zostana charakterystyki stanu ustalonego i nieustalonego, miedzy innymi
rozktad dtugosci kolejki, rozktad op6znienia, wspotczynnik strat pakietow, okres prze-
petnienia bufora.

2.1. Model systemu kolejkowego

W dalszej czesci zajmowact sie bedziemy modelem kolejkowym nazywanym poje-
dynczym stanowiskiem obstugi ze skoficzona poczekalnia (ang. single-server queue
with finite buffer) [74]. W modelu tym klienci naptywaja do stanowiska w sposbb
okreSlony przez pewien, mniej lub bardziej skomplikowany, proces stochastyczny,
nastepnie sa na tym stanowisku obstugiwani, co trwa przez pewien losowy czas.
Po zakohczeniu obstugi klient opuszcza stanowisko. Klienci, ktérzy w chwili swo-
jego przybycia znajduja zajete stanowisko, formuja kolejke w poczekalni, przy czym
dtugost kolejki moze byt co najwyzej rowna (skofczonej) wielkosci poczekalni.
Klient, ktory w chwili przybycia znajduje petna poczekalnie, odchodzi bez obstugi
i nigdy nie wraca.

Bedziemy zaktada€, ze czas obstugi klientbw ma rozktad okreSlony dystrybuanta
F(t), ktéra moze mie¢ dowolna postat. W szczeg6lnosci rozktad czasu obstugi moze
byt deterministyczny, jednostajny, wyktadniczy lub jeszcze inny. W wypadkach,
w ktorych dystrybuanta F'(t) ma gestoSc, bedzie ona oznaczana f,(t), tzn.

PO = [ ywin

Czesto bedziemy uzywa¢ transformaty Laplace’a-Stieltjesa rozktadu czasu obstugi,
tzn.

f(s) = /OOO e StdF(t), Re(s) > 0.
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Bedziemy zakladat, ze rozmiar poczekalni wynosi b — 1, co oznacza, ze w Sys-
temie moze przebywat co najwyzej b klientéw, tzn. b — 1 w poczekalni i 1 aktualnie
obstugiwany. Klienci z poczekalni podchodza do stanowiska obstugi wedtug dyscy-
pliny FIFO? (ang. First In, First Out), co oznacza, ze obstugiwani sa najpierw klienci
najdtuzej oczekujacy w kolejce.

W notacji systembéw kolejkowych wprowadzonej przez Kendalla [115] system
taki jest oznaczany jako -/G/1/b, gdzie G oznacza, ze rozktad czasu obstugi jest do-
wolnego typu (ang. general), liczba 1, ze jest jedno stanowisko obstugi, za$ b to
rozmiar systemu (wielko$¢ poczekalni plus 1). Zamiast - podaje sie typ procesu
wejsciowego, np. M dla procesu Poissona, M dla ztozonego procesu Poissona,
MMPP dla procesu Poissona z modulacja tahcuchem Markowa. Tak wiec petny
zapis wyglada np. tak: M/G/1/b, MX /G/1/b, MM PP/G/1/b itp.

W analizie tego modelu zawsze przyjmowat bedziemy, ze jezeli system nie jest
pusty, to w chwili ¢ = 0 rozpoczyna sie obstuga klienta.

Oczywiscie znaczenie stow , klient”, ,,obstuga” czy ,,poczekalnia” jest umowne.
Na wielu roznych polach, na ktorych stosuje sie teorie kolejek, stowa te zmieniaja
swoj sens. Na przyktad, zamiast klientow mamy do czynienia ze zdarzeniami (ang.
events), zadaniami (ang. jobs) czy wiadomosciami (ang. messages), roznie tez moze
wygladac proces obstugi.

Jezeli zajmujemy sie kolejkowaniem ruchu w sieciach komputerowych, to stowo
klient oznacza zwykle pakiet IP lub kombérke ATM, obstuga to po prostu przestanie
pakietu lub komorki, za$ poczekalnia to bufor w ruterze internetowym, przetaczniku
ATM lub innym urzadzeniu sieciowym, w ktdrym kolejkowane sa pakiety lub komorki
przed dalsza transmisja. W dalszej czesci ksiazki zamiast stowa ,,klient” bedziemy
uzywali albo stowa ,,pakiet”, albo ,,zdarzenie” w strumieniu wejsciowym, za$ za-
miast stowa ,,poczekalnia” — ,,bufor”.

2.2. Kolejkowanie procesu Poissona

W procesie Poissona (np. [162]) pakiety pojawiaja sie po odstepach czasu, ktore
maja jednakowy rozktad wykladniczy z parametrem A, tzn. rozktad o gestosci praw-
dopodobienstwa

glz) =Xz >0. (2.1)

Parametr A nazywany jest tez intensywnoscia procesu Poissona, poniewaz, jak fatwo
pokazact, jest rowny Sredniej liczbie pakietow pojawiajacych sie w jednostce czasu.

LW literaturze mozna tez spotka¢ nazwe FCFS od ang. First Come First Served.
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W procesie Poissona odstepy czasu pomiedzy kolejnymi pakietami nie zaleza od
siebie i ich funkcja autokorelacji jest rowna tozsamosciowo 0, co jest niewatpliwie
wada tego modelu. Jego najwazniejsza zaleta jest za$ wtasnost braku pamieci,
ktora jest intensywnie wykorzystywana w analizie procesu Poissona i jego charak-
terystyk kolejkowania. Z grubsza rzecz ujmujac, wiasnos¢ ta oznacza, ze czas do
pojawienia sie kolejnego pakietu po dowolnej chwili ¢ ma dokfadnie ten sam rozkiad
wyktadniczy (2.1).

Wiasnos¢ braku pamieci procesu Poissona jest zwiazana z brakiem pamieci roz-
ktadu wykfadniczego?, ktory jest jedynym rozktadem ciagtym o tej whasnosci.

Oprécz wihasnosci braku pamieci, w dalszej czeSci bedziemy korzystat z na-
stepujacych wiasnosci procesu Poissona.

e Jezeli N(t) oznacza liczbe pakietow pojawiajacych sie w dowolnym przedziale
czasu o diugosci ¢, to rozktad prawdopodobienstwa N (¢) ma nastepujaca
postat

e—At()\t)k

mi(t) =P(N() =k) = —— =~ k=012.... (22

e Funkcja tworzaca dla rozktadu prawdopodobienstwa N (¢) ma postac

D FP(N(t) = k) = e M),
k=0

e Czas pojawienia sie n-tego pakietu, liczac od chwili 0, ma nastepujaca gestos¢
rozktadu prawdopodobienstwa

)\e)\t()\t)n—l

=1,2,3,.... 2.3
(n—l)! ) n ) 737 ( )

sn(t) =
Czas ten bedziemy oznaczat przez t,,. Zgodnie z wiasnoScia braku pamieci,
taki sam rozktad (2.3) ma tez czas pojawienia sie n-tego pakietu, liczac od
dowolnej chwili.

Dowody tych wiasnosci sa elementarne i mozna je znalez¢ w podrecznikach ra-
chunku prawdopodobienstwa.

Klasyczny proces Poissona moze zostat uzyty jako model ruchu jedynie w sytu-
acji, gdy autokorelacja odstepow czaséw pomiedzy pakietami jest bliska zeru. W prak-
tyce taka sytuacja jest rzadka. Procesem Poissona warto jednak sie zajat chociazby

2Dokladniejsze omowienie tego faktu (z dowodem) mozna znalezé w [32].
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dlatego, ze jest to najprostszy proces o markowskiej strukturze i na jego przyktadzie
mozna przesledzi¢ podstawowe techniki wyznaczania charakterystyk kolejkowania.
Techniki te przenoszone sa potem, w rozbudowanej formie, na znacznie bardziej
skomplikowane procesy markowskie.

2.2.1. Dhtugost kolejki

Whyznaczanie charakterystyk kolejkowania procesu Poissona rozpoczniemy od roz-
ktadu prawdopodobienstwa dtugosci kolejki w systemie. Zaprezentowana tu metodo-
logia pozwala na otrzymanie w zwartej postaci bardzo ogblnych wynikéw, zarbwno
dla stanu ustalonego, jak i nieustalonego.

Przez X (t) bedziemy oznaczali dtugo$t kolejki® w systemie w chwili ¢. Zaj-
miemy sie najpierw transformata Laplace’a rozktadu X (¢), a mianowicie

bn(s,1) = /0 T et (1, 1)dt, (2.4)

gdzie
O,(t, 1) =P(X(t)=1|X(0)=n), 1=0,1,...,b. (2.5)

Oczywiscie rozktad dtugosci kolejki w chwili ¢ zalezy od poczatkowej dtugosci ko-
lejki, tzn. od X (0). Ta poczatkowa dtugoSt bedzie tu oznaczana przez n i moze
oczywiscie przyjmowac wartosci catkowite w przedziale [0, b].

W dalszej czeSci czesto bedziemy sie postugiwat ciagami ag(s), di(s), k =
0,1,2,..., zdefiniowanymi w nastepujacy sposob:

0o ,—(A+s)t k

aly = [ ar . 26)
0o ,—(A+s)t k

di(s) = /O %(1—1?@))(#. 2.7)

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. Transformata Laplace’a rozktadu dtugosci kolejki w systemie
M/G/1/b ma postat

)\hb_l(s, l) — (S + /\)hb(s, l) + 501
(s 4+ Nep(s) — Aep—1(8)

On(s,1) = cp_p(s) + hy—n(s,1), (2.8)

SPrzyjmujemy umowe, ze do diugosci kolejki wliczamy rowniez klienta (pakiet) aktualnie
obstugiwanego.
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gdzie
k
ck(s) = Rk+1(5)ao(8)+ZRk—i(S)bi(S), (2.9)
1 ZkZO
bi(s) = akna(s) + 55 D ails) — 1, (2.10)

(
k
hi(s.D) = 3 Rieils) [rb<s,z>(11Zaj<s>)rbz<s,z> . (211

0 dla <k
re(s,) = {dlk(s) dla k<i<b, (2.12)
(1= f(s)/s — S0y " di(s) dla  1=b,

ciag Ry(s) jest potencjatem dla ciagu ay(s) (zob. wzory (1.12) i (2.6)), za$ d;; ozna-
cza symbol Kroneckera, tzn.
5z'j:{ L dia =

0 dla i#j.

Dowod Twierdzenia 2.1. Dla uproszczenia zapisu w dowodzie bedziemy pomijac
zaleznost funkcji ¢,,(s,1), ®,(s,1), hi(s,l), ri(s,1) od I, tzn. bedziemy pisat po
prostu ¢,,(s), ®,(s), hx(s), rx(s), pamietajac o tej zaleznosci.

Zatozmy najpierw, ze poczatkowo system nie jest pusty, tzn. X(0) = n €
[1, b]. Stosujac wzor na prawdopodobieastwo catkowite* wzgledem pierwszej chwili
ukonczenia obstugi, otrzymujemy nastepujacy uktad rownan catkowych:

b—n—1

P, (t) = Z/ ntk— 1t—u) IS)\U) dF (u)

—Au
+ Z/‘I)b 1(t—wu #dF(u)
5 !

b—n
gdzie
0 dla I <n,
efkt()\t)lfn
pu(t) = (1= F(t)) - T dla n<i<b,

4Uzywana wielokrotnie w tej ksiazce ciagta wersja popularnego twierdzenia o prawdopodo-
biehstwie catkowitym jest przedstawiona w podrozdziale 5.4.
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Pierwsza suma w (2.13) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwsza chwila ukohcze-
nia obstugi « wypadta przed czasem ¢ i do czasu u nie wystapito przepetnienie bu-
fora. W tym wypadku liczba pakietow przybytych do czasu u nie moze przekroczy¢
wartosci b —n — 1.

Druga suma w (2.13) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwsza chwila ukohczenia
obstugi » wypadta przed czasem ¢ i do czasu u wystapito przepetnienie bufora. Ozna-
cza to, ze do chwili u przybyto co najmniej b — n pakietow.

Wreszcie skfadnik p,,(t) w (2.13) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwsza chwila
ukohczenia obstugi wypadta po czasie t. Prawdopodobiefstwo takiego zdarzenia
wynosi 1 — F(t) i w takiej sytuacji kolejka ma dtugos$¢ [ < b, gdy do systemu
przybyto | —n pakietow, za$ kolejke dtugosci b (przepetnienie) obserwujemy, gdy do
systemu przybyto b — n lub wiecej pakietow.

Zalbzmy teraz, ze poczatkowo system jest pusty, tzn. X (0) = 0. Wykorzy-
stujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite, tym razem wzgledem chwili przyby-
cia pierwszego pakietu, mozemy napisac nastepujace rbwnanie catkowe:

t
Dy(t) = / Dy (t — u)re Mdu + e, (2.14)
0

Pierwszy sktadnik w (2.14) odpowiada sytuacji, gdy przed chwila ¢ przybywa pierw-
szy pakiet. Drugi sktadnik w (2.14) odpowiada sytuacji, gdy do chwili ¢ nie przybywa
zaden pakiet. Prawdopodobiefstwo takiego zdarzenia wynosi e~ i dtugos¢ kolejki
jest w takiej sytuacji rowna 0.

Naszym celem bedzie teraz rozwiazanie uktadu réwnah (2.13) przy pomocy me-
tody potencjatu, a doktadniej Twierdzenia 1.5. Najpierw jednak musimy sprowadzi¢
(2.13) do postaci (1.13). W tym celu obie strony (2.14) i (2.13) przeksztatcamy trans-
formata Laplace’a. Wykorzystujac fakt, ze transformata splotu funkcji jest rowna
iloczynowi transformat (zob. [161], str. 155), otrzymujemy

b—n—1 [
bn(5)=)_ ar(s)bnin-1(s) + Y _ar(s)gp—1(s) + n(s), 0<n<b (2.15)
k=0 k=b—n
oraz \ 5
_ 0l
du(s) = T3 01(s) + T (2.16)
Nastepnie wykonujemy podstawienie
Spn(s) = (z)b—n(s)-
W rezultacie z (2.15) i (2.16) dostajemy:
> ar1()pn—i(s) = on(s) = n(s), 0<n<b, (2.17)

k=-—1
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A dor

Pu(s) = P )\Sﬁb—l(s) o n (2.18)
gdzie
Un(8) = ant1(s)po(s) = D ak(s)pr(s) = ro—n(s)-
k=n+1

Zauwazmy, ze ukfad (2.17) ma teraz doktadnie taka sama postac jak (1.13). A zatem,
gdy zastosuje sie Twierdzenie 1.5, kazde jego rozwiazanie ma postat

on(s) = c(s)Rp+1(s) + ZRn_k(s)z/Jk(s), n >0, (2.19)
k=0
gdzie ¢(s) nie zalezy od n.
Aby zakohczy€ dowdd twierdzenia, musimy teraz wyznaczy€ c(s) oraz o (s),
©1(s) wystepujace W v, (s). Podstawiajac n = 0 do (2.19), dostajemy

(s) = FF = aals) (2.20)

za$ podstawiajac n = 0 do (2.17) oraz wykorzystujac fakt, ze

Zak(s) = f(s)a
k=0

otrzymujemy ) (
~po(s) —1p(s)
v1(s) = T (2.21)
Nastepnie, podstawiajac (2.20) oraz (2.21) do wzoru (2.19), otrzymujemy
bals) = 205 | Busr(5)ao ()43 R (s) [ axa(s) = > as(s)
k=0 f(s) i=k+1
—1—L ZRn_k(s) ( Z a;(s)ry(s) — rb_k(s)>
f(s) k=0 i=k+1
= wo(s)en(s) + hn(s). (2.22)

Teraz mozemy tatwo obliczy€ ¢ (s). Wystarczy podstawi¢ n = borazn = b— 1 do
(2.22) i wykorzystat warunek (2.18). Otrzymujemy wtedy, ze:
Ahp—1(s,1) — (s + Aho(s, 1) + dor
S) = S) = . 223
#0(5) = ols) (s + N)ep(s) — Aep—1(s) (223)

Wstawiajac (2.23) do (2.22), dostajemy teze twierdzenia. |
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Twierdzenie 2.1 moze zostat wykorzystane w praktyce na wiele sposobow.
Po pierwsze, mozna przy jego pomocy otrzymac rozktad dtugosci kolejki w sta-
nie ustalonym, tzn.

(1) = @y (00, 1) = lim P(X () = I|X(0) = n).

Wartosci @ (1) obliczymy fatwo, korzystajac z wkasnosci granicznych transformaty
Laplace’a (zob. [161], str. 145):

o(l) = sl—l>%l+ S¢n(s,1). (2.24)
Poniewaz rozktad dtugosci kolejki w stanie ustalonym nie zalezy od poczatkowej
dtugosci kolejki, mozemy przyja¢ dowolne n we wzorze (2.24). Najwygodniej przyj-
mowact n = b, poniewaz w tej sytuacji (2.8) redukuje sie do najprostszej postaci, czyli
(2.23).

Po drugie, Twierdzenie 2.1 mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia rozktadu dtugosci
kolejki w stanie nieustalonym, tzn. w dowolnej chwili ¢. W tym celu konieczne
jest zastosowanie jednego z algorytmbw numerycznego odwracania transformaty La-
place’a. Znanych jest kilka algorytmoéw tego rodzaju, np. [79, 1, 2]. Jednym z cie-
kawszych (szybszych) jest algorytm oparty na sumie Eulera [2]. Zostat on przedsta-
wiony w podrozdziale 5.1.1 tej ksiazki.

Po trzecie, podstawiajac [ = b w Twierdzeniu 2.1, mozemy wyznaczy¢ prawdo-
podobienstwo przepetnienia bufora. Tak jak poprzednio, charakterystyke te mozemy
obliczat zarébwno dla stanu nieustalonego (tzn. ®,,(¢, b)), jak i ustalonego (tzn. ®(b)).
Wartos¢ ®,,(t,b) informuje nas, jakie jest prawdopodobienstwo, ze w chwili ¢ bu-
for jest przepetniony, pod warunkiem ze poczatkowa dtugost kolejki wynosita n.
Warto§¢ ®(b) informuje nas, jakie jest prawdopodobiefnstwo, ze bufor jest przepet-
niony w stanie ustalonym.

Na zakohczenie zauwazmy, ze ciagi ax(s), di(s), na ktorych oparte sa wyniki
Twierdzenia 2.1, nie sprawiaja ktopotow obliczeniowych. Dla wielu typowych po-
staci dystrybuanty F'(¢) ciagi te moga zostac wyznaczone przez catkowanie symbo-
liczne. Jezeli, na przykfad, czas obstugi jest staty i wynosi d, to

e—()d—s)d()\d)k

%) = ——r
/\k‘
di(s) = 5 F VR (T(k+1)—T(k+1,sd+ X)),

gdzie I'(-) oznacza funkcje gamma, za§ T'(+, -) — niekompletna funkcje gamma.
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Jezeli czas obstugi ma rozktad wyktadniczy, tzn. F(t) = 1 — e #, to

_ pA*
ag(s) = m>
AF AF
dy(s) =

(s + NFFL (s 4 p+ A)FFL

Wypadki, w ktorych dystrybuanta F' ma bardziej skomplikowana postac i nie jest
mozliwe analityczne wyznaczenie ay(s), di(s), rowniez nie stanowia powaznego
problemu, gdyz wzory (2.6), (2.7) dobrze poddaja sie standardowym algorytmom
catkowania numerycznego.

2.2.2. Wspotczynnik strat

Wspotczynnik strat, zwykle obliczany dla stanu ustalonego, jest jedna z najwazniej-
szych charakterystyk kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych. Mowi on nam,
jaka czeS¢ og6lnej liczby pakietow jest tracona na skutek przepetnienia bufora w
dtuzszych okresach czasu. Wspotczynnik strat (ang. loss ratio) bedziemy oznaczat
przez LR.

Wspbtczynnik strat dla procesu Poissona wyznacza sie prosto — jest on rowny
prawdopodobienstwu przepetnienia bufora w stanie ustalonym, tzn.

LR = ®(b). (2.25)

A zatem mozna go obliczy¢, korzystajac ze wzorbw (2.24) i (2.8). Wz6r (2.25) wiaze
sie ze specjalnymi wiasnoSciami procesu Poissona i nie jest prawdziwy dla bardziej
skomplikowanych strumieni wejsciowych.

2.2.3. Opobznienie

Nastepna charakterystyka, ktora sie zajmiemy, bedzie opdznienie spowodowane ko-
lejkowaniem (SciSle mowiac — rozkfad tego opOznienia). Przez opOznienie V (t)
bedziemy rozumie€ czas, jaki by spedzit w buforze pakiet przybyty w chwili ¢. Cha-
rakterystyka ta bywa nazywana tez wirtualnym czasem oczekiwania®. Do V() nie
bedziemy zaliczat samego czasu obstugi, jedynie czas przebywania w kolejce. Po-
nadto zaktadamy tu, ze op6znienie dla pakietu utraconego (tzn. przybylego do sys-
temu w chwili, gdy bufor jest przepetniony) wynosi 0. Czasem stosuje sie tez alter-
natywne podejscie, w ktbrym takie pakiety nie sa w ogble brane pod uwage — fatwo

SW literaturze anglojezycznej mozna spotkat kilka nazw: virtual waiting time, workload, delay.
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jest przeliczyt rozktad op6znienia z jednej sytuacji na druga, wykorzystujac ®,,(¢, b).
Mamy mianowicie

P(V(t) > x| X(0) =n)

P(V*(t) > 2| X(0) = n) = T

gdzie V*(t) oznacza opdznienie liczone jedynie dla pakietow, ktore nie zostaty utra-
cone (por. [193], str. 220).

Oczywiste jest, jak waznym parametrem z praktycznego punktu widzenia jest
op6Zznienie. To wiaénie op6Zznienia wywotane kolejkowaniem sa jednym z istotnych
czynnikow wptywajacych na odbierang przez uzytkownikow jakos¢ ustug w sieciach
pakietowych.

Gtownym wynikiem, ktory tu udowodnimy, bedzie wzor dla podwéjnej transfor-
maty Laplace’a rozktadu op6znienia:

wn(s,a):/ e_atdt/ e wy(x,t)de,
0 0

gdzie
Wp(x,t) = P(V(t) > 2| X(0) =n). (2.26)

Twierdzenie 2.2. Transformata Laplace’a rozktadu op6znienia w systemie M/G/1/b
ma postac

Azp_1(8,0) — (0 4+ N)zp(s,0)

wn(37a) = Cb—n(a) (O’ n )\)Cb(O') — >\Cb—1(0') + Zb—n(37a)7 (2.27)
gdzie
k
(s, 0) = ZRk—i(a)yi(st)v (2.28)
=0 1 .
yp(s,0) = qp(s,0) |1 — — Z%‘(U) — qp—k(s,0), (2.29)
7o) 2=
1 b—n—1
qn(sv U) = S Z [dk(a) - ek(sv U)(f(s))n+k_1]7 (2.30)
k=0
en(s,0) — /OO e_()ﬁ:w& /OO ¢S, F(z + 1), (2.31)
0 ! 0

ciag Ry (o) jest potencjatem dla ciagu ax (o) (wzory (1.12) i (2.6)), za$ ciagi cx (o),
di (o) sa okreSlone w (2.9) i (2.7).
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Dowod Twierdzenia 2.2. Zaktadamy najpierw, ze w chwili ¢ = 0 system nie
jest pusty, tzn. X (0) = n > 0. Stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite
wzgledem pierwszego czasu ukohnczenia obstugi, otrzymujemy dla 0 < n < b:

b—n—1 e—)\u()\u)k

Dn(z,t) = kz_o /0 Fana (st —0) ()

oo t _ e—Au \u k
—i—kzb: /0 wb_l(x,t—u)%d}?(u)

b—n—-1 _ ¢ E poo
e M(\) (n+k—1)%
+ kgzo T/t 1-F (x —u+1t))dF (u).

(2.32)

Pierwsza suma w (2.32) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia
obstugi « wypadt przed ¢ i do czasu u nie wystapito przepetnienie bufora; w tym
wypadku liczba pakietow przybytych do czasu u nie moze przekroczy¢ b — n — 1.
Druga suma w (2.32) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia obstugi
u wypadt przed ¢ i do czasu u wystapito przepetnienie bufora. Trzecia suma w (2.32)
odpowiada sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia obstugi « wypadt po czasie
t. Wowczas prawdopodobienstwo zdarzenia V' (¢) > x jest rowne

1 — FOFE=Ds (g 1 ¢),

gdzie F(»+k=1)* oznacza n + k — 1-krotny splot dystrybuanty F', za$ k jest liczba
pakietow przybytych w przedziale czasu (0, ¢].

Zakladajac, ze poczatkowo system jest pusty, i stosujac wzor na prawdopodo-
biehstwo catkowite wzgledem chwili przybycia pierwszego pakietu, otrzymujemy,
ze

t
wo(z, t) = / W (z,t — u)re Mdu. (2.33)

0

Stosujac transformate Laplace’a do obu stron (2.32) i (2.33), otrzymujemy:
b—n—1
’wn(S,U) = Z (lk(U)wn+k_1(S,O')
k=0
+ Z ak(a)wb—l(s7a) + qn(370)7 0<n<b (234)
k=b—n

wo(s,0) = wi (s,0). (2.35)

o+ A



2.2. Kolejkowanie procesu Poissona 31

Zauwazmy teraz, ze réwnania (2.34) i (2.35) maja taka sama posta¢ jak (2.15)
i (2.16). Rozwiazujac je krok po kroku, doktadnie tak jak w dowodzie Twierdzenia
2.1, fatwo otrzymujemy teze Twierdzenia 2.2. |

Dzigki temu, ze w definicji (2.26) wystepuje ogon rozktadu V'(t), wzor (2.27)
mozna tatwo wykorzystat do obliczania Sredniej wartoSci op6znienia — wystarczy
podstawic¢ s = 0. Stad Srednia wartoS¢ op6znienia w stanie ustalonym jest rowna

011)r(1)1+ own(0,0),
gdzie n jest dowolne®. Obliczenie $redniej wartosci opoznienia w dowolnej chwili ¢
wymaga odwrocenia (pojedynczej) transformaty w,, (0, o) ze wzgledu na zmienna o.
Wreszcie, jezeli interesuje nas doktadna postat rozktadu opdznienia, a nie tylko jego
wartos¢ Srednia, nalezy zastosowac algorytm do odwracania podwaojnej transformaty
Laplace’a. Algorytm taki zostat przedstawiony w podrozdziale 5.1.2.

2.2.4. Okres przepetnienia bufora

Jak juz zostato wczeéniej powiedziane, jednym z wazniejszych zjawisk wptywajacych
na wydajnos¢ kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych sa straty, tzn. pakiety,
ktore zostaty utracone w czasie przeciazenia sieci na skutek przepetnienia buforow.
Podstawowymi parametrami, ktore opisuja to zjawisko, sa prawdopodobiehstwo prze-
petnienia bufora ®(b) oraz wspobtczynnik strat — parametry te zostaty omoéwione
w podrozdziale 2.2.1.

Jak sie jednak okazuje, parametry te niosa bardzo ogb6lna informacje dotyczaca
procesu strat i informacja ta jest czasami niewystarczajaca.

Przyktadowo, zastosowanie techniki FEC’ pozwala znaczaco zwiekszy¢ tolero-
wany wspotczynnik strat pakietdw. Technika FEC polega na tym, ze do kazdego
bloku k& wysytanych pakietow dodaje sie h pakietow nadmiarowych, tak aby utrata
dowolnych h pakietow z bloku k& + h nie powodowata koniecznoSci retransmisji
(tzn. informacja moze zosta¢ odtworzona). Jak wida€ z tego opisu, przy zastosowaniu
FEC nie tyle istotny staje sie wspbtczynnik strat, co statystyczna struktura strat. In-
nymi stowy, wazne jest, czy straty maja tendencje do grupowania sie, wystepowania
w duzych blokach, czy tez sa raczej rownomiernie roztozone w czasie.

5Mozna tez wyznaczyt momenty wyzszych rzeddw w stanie ustalonym. Wiecej informacji na temat
obliczania momentow rozktadow przy pomocy ich transformat mozna znalez¢ w [44].

"Forward Error Correction (zobacz np. w [110]). Przyklady zastosowania techniki FEC w sieciach
pakietowych mozna znalez¢ w [123, 177, 157, 36, 164].
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Podobny efekt obserwujemy przy transmisji VBR (Variable Bit Rate) strumieni
video, gdzie na jakos¢ przekazu odbierana przez uzytkownika wiekszy wptyw maja
bloki utraconych pakietbw niz nawet duze, ale rownomiernie roztozone w czasie
straty.

W zwiazku z tym do opisu procesu strat stosuje sie uzupetniajace charakterystyki,
pozwalajace ocenit statystyczna strukture tych strat.

okresy przepetnienia bufora

b e == = Th B2 - 53L

t

Rys. 2.1. Przyktadowa ewolucja dtugosci kolejki w systemie z buforem o rozmiarze b
Fig. 2.1. Sample evolution of the queue size process in a system with a buffer of size b

Pierwsza tego typu charakterystyka jest rozktad dtugosci okresu przepetnienia
bufora. Okresy przepetnienia bufora dla przyktadowej ewolucji procesu dtugosci
kolejki pokazuje rys. 2.1. Poniewaz w okresie przepetnienia nadchodzace pakiety sa
kolejno tracone, to rozktad dtugosci okresu przepetnienia wptywa na rozktad liczby
pakietdw, ktbre zostaty utracone jeden po drugim.

W tym podrozdziale zajmiemy sie wtadnie rozktadem dtugosci okresu przepetnie-
nia bufora. Rozpoczniemy od pierwszego okresu przepetnienia bufora, tzn. §; na
rys. 2.1. Formalnie pierwszy okres przepetnienia definiuje sie jako

/81 = C -7,
gdzie T oznacza pierwszy czas przepetnienia bufora, tzn.
7 =1inf{t > 0: X(t) = b}, (2.36)

za$ ¢ oznacza pierwszy po czasie T czas ukofczenia obstugi.
Z definicji tej wynika natychmiast, ze okres przepetnienia bufora jest rowno-
znaczny z czasem obstugi pozostatym po osiagnieciu przez dtugos¢ kolejki poziomu b.
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Oznaczmy przez H,(t) dystrybuante rozktadu pierwszego okresu przepetnienia
bufora, tzn.

Hn(t) = P(Bl < 75|‘X(O) = n)>
gdzie 0 < n < b.

Twierdzenie 2.3. W systemie M/G/1/b rozktad pierwszego okresu przepetnienia bu-
fora ma postat

_1(Rb & — Ro—1-k)vi (1)
b Ryt — Ro_1_p)ak

H,(t) =1 — (Rp—n—1+ 00,-n—1)

£ R (237)

gdzie
o9 e—)\u uk—l
Uk(t):)\/o (1—F(u+t))ﬁdu, k=1,2...,

ciag ar = ax(0) jest okreSlony w (2.6) oraz ciag Ry, jest potencjatem dla ciagu a.

Dowod Twierdzenia 2.3. Jezeli system poczatkowo nie jest pusty, to stosujac
wzor na prawdopodobienstwo catkowite wzgledem pierwszego czasu ukohczenia
obstugi u, otrzymujemy ukfad rownah dla 0 < n < b:

P(61 > t|X(0) = n)

b—n—1

—Au k
Z/ (B > t|X(0 )_n—i—k—l)%d}?(u)

u —)\v()\v)b n—1

gdzie
1 dla x>y,

I(x>y):{ 0 dla z<y.

Pierwszy sktadnik (2.38) odpowiada sytuacji, w ktorej do chwili pierwszego
ukonczenia obstugi u nie wystapito przepetnienie, tzn. w czasie (0,u] przybyto
najwyzej b — n — 1 pakietow. Drugi sktadnik (2.38) odpowiada sytuacji, w ktorej
(b — n — 1)-szy pakiet pojawia sie w chwili v, gdzie v < w, i wtedy

PG >t)=1(u—v>t).
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Gestos¢ rozktadu czasu pojawienia sie (b — n — 1)-szego pakietu ma postat

e—)\v()\v)b—n—l

A (b—n—1)!

(zobacz (2.3)).
Dla systemu, ktory jest pusty w chwili ¢ = 0, mozemy napisat nastepujace
rownanie:
P(61 > t|X(0) = 0) = P(B; > t[X(0) = 1). (2.39)

Innymi stowy, rozktad (; jest taki sam dla poczatkowo pustego systemu, jak dla

systemu z jednym pakietem. Wynika to z faktu, ze system, ktory jest poczatkowo

pusty, musi przed przepetnieniem bufora chot raz zawiera¢ doktadnie jeden pakiet.
W dalszych obliczeniach uzyjemy skroconego zapisu:

Xn(t) = P(81 > t|X(0) = n).
Stosujac ten zapis do (2.38) i (2.39) oraz wykonujac catkowanie przez czesci dru-
giego skfadnika (2.38), otrzymujemy

b—n—1

Xn(t) = Z Xn-l—k—l(t)ak + Ub—n(t)a 0<n<b (2.40)
k=0

Xo(t) = x1(t). (2.41)
Wykonujac podstawienie
Tn(t) = Xp—n(),
z (2.40) i (2.41) dostajemy:

n—1
Z A 1Tn—k(t) — zp(t) = Vu(t), 0<n<b, (2.42)
k=-1
zp(t) = zp—1(t) (2.43)
dla
U (t) = z1(t)an — v (t).

Zauwazmy, ze (2.42) ma doktadnie taka sama postac jak (1.10). Zatem mozemy
zastosowat Twierdzenie 1.4. Otrzymujemy rozwiazanie postaci

n(t) = c(t) Rn + iwk(t)Rn_k, n>1 (2.44)
k=1



2.2. Kolejkowanie procesu Poissona 35

Wstawiajac n = 1 do (2.44), obliczamy ¢(¢)

c(t) = :qu(lt) )

Dalej, podstawiajac n = b oraz n = b — 1 do (2.44) oraz stosujac (2.43), obliczamy
:El(t)Z
b—1
r—o(Ro—k — Rp—1-1)ay

Podstawienie odwrotne x,, za z,_, W (2.44) daje

b—n b—n
Xn(t) = 21() Y apRy—n—r — > vk(t) Rpn.- (2.46)
k=0 k=1

Poniewaz, zgodnie z (1.12)

b—n

> xRy n-k = Rpn-1+005-n-1,
k=0

z (2.46) dostajemy

Z_:ll(Rb—k — Rp—1-k)vk(t)

Xn(t) = = (Ry—n—1+00p-n-1)
b (Ry_k — Rp_1_g)an
b—n
—> ot Ro—nt,
k=1
co kohczy dowod Twierdzenia 2.3. |

Obliczymy teraz przy pomocy Twierdzenia 2.3 rozkiad pierwszego okresu prze-
petnienia, przy zatozeniu ze czas obstugi jest wykfadniczy, tzn. F(z) = 1 — e ™%,
W tym celu wyznaczymy najpierw wszystkie ciagi wystepujace w (2.37). Po pierw-
sze, mamy:

o0 e—)\u()\u)k #Ak
L T A Y}
a’“ /0 A PRV IE A

00 —Au k—1 k
_ —p(utt) € ()‘U’) — o Ht _)\ >
v (t) )\/0 e =] du=e , k>1.
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Jak widac, oba te ciagi sa ciagami geometrycznymi z tym samym |Iorazem . Po
drugie, stosujac definicje potencjatu Ry, otrzymujemy

k A 7
Ry = Z <—> , k>1,
i—o \H
oraz
A k
Ry — Ry = <;> +do k-1, k=1

Nastepnie mozemy obliczy€ z1(t):

bRyt — Rp1_p)ui(t)
b (Ry—k — Ry_1_x)ay

e My (u+>\>k ((%)b_k + 50,b—k—1>
5 00 <MTAA>R ((ﬁ)b_k + 5o,b—k—1>

— e Ht,

xl(t) =

Wreszcie, biorac pod uwage, ze

b—n k

ut b— n 1 _
E Ok (t) Ry = { Y= ( ) dia b—n>1,
k=1 O da b—n=1.

z (2.37) dostajemy
Hy(t)=1—¢eH

dla kazdego 0 < n < b. A zatem, w wypadku gdy czas obstugi ma rozkiad
wykladniczy, okres przepetnienia bufora tez ma rozktad wyktadniczy z takim samym
parametrem p i rozktad ten nie zalezy od poczatkowej dtugosci kolejki n. Wynik taki
jest oczywiscie zwigzany z wiasnoécia braku pamieci rozktadu wyktadniczego.

Zauwazmy, ze Twierdzenie 2.3 podaje bezposrednio wzbér na dystrybuante rozkta-
du, bez uzycia transformat, dlatego tatwo stosuje sie je do obliczeh numerycznych.
tatwo mozemy tez wyznaczyt gestos¢ rozktadu 51, tzn.

dH (1)

halt) =
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Twierdzenie 2.4. Jezeli rozktad czasu obstugi ma gestoS¢ f,(t), to gestoS¢ rozktadu
pierwszego okresu przepetnienia bufora w systemie M/G/1/b ma postac

i (Re—k — Rymy_p)wi(t)
0By — Ry_1_1)ax

b—n

+ " wk(t) Ryt (2.47)
k=1

hn(t) =

(Rp—n—1+ 00,p—n—1)

gdzie
o) e—)\u()\u)k—l

Dowod tego twierdzenia jest bardzo prosty, wystarczy jedynie zr6zniczkowat
wzor (2.37). |

Do tej pory zajmowalismy sie tylko rozktadem (1, tzn. rozktadem pierwszego
okresu przepetnienia bufora. Rozktad ten zalezy od poczatkowej dtugosci kolejki,
czyli od X (0). Jak sie okazuje, stosujac juz otrzymane rezultaty, nietrudno znalez¢
rozktady kolejnych okresow przepetnienia, tzn. 3, k > 2. W tym celu zauwazmy, ze
zaraz po pierwszym okresie przepetnienia dtugos¢ kolejki w systemie wynosi zawsze
b — 1. Tak wiec b — 1 jest poczatkowa dtugoscia kolejki dla drugiego, trzeciego, itd.
okresu przepetnienia. W zwiazku z tym wszystkie Gy, k > 2 maja taki sam rozktad
i jest on okreSlony dystrybuanta H;_1(t) lub gestoScia hy_1(t). Zwr6Emy jeszcze
uwage, ze dlan = b — 1 wzbr (2.37) redukuje sie do swojej najprostszej postaci,
tzn. 1 — z1(t), gdzie x; (¢) obliczamy, korzystajac z (2.45).

Rozwazania te mozemy podsumowac w formie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.5. W systemie M/G/1/b rozktad 3 dla k > 2 nie zalezy od & i jego
dystrybuanta ma postac

bh—
PG, <t)=Hy1(t)=1- St (Bt = Roai)ult) (2.48)

Z?;é (Ry—i — Ry—1-i)a;

Jezeli rozktad czasu obstugi ma gestoSC f,(t), to gestoSC rozktadu i, £ > 2 ma
postac

Z?;ll (Rp—i — Rp—1-i)w;(t) ‘

hy—1(t) = —
10 Z?;ol(Rb—i — Rp_1-i)a;

(2.49)
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Skoro rozktady wszystkich 3, dla k > 2 sa takie same, wiec rowniez rozkfad
graniczny przy k — oo istnieje i jest taki jak w (2.48). W zwiagzku z tym mozna
powiedziet, ze (2.48) jest rowniez rozktadem okresu przepetnienia bufora dla stanu
ustalonego.

2.2.5. Liczba strat w okresie przepetnienia bufora

Badany w poprzednim podrozdziale rozktad okresu przepetnienia bufora miat na
celu opisanie statystycznej struktury kolejnych strat pakietéw, tzn. tendencji do
wystepowania strat w grupach. Majac do dyspozycji wzory opisujace rozktad okresu
przepetnienia, mozemy tatwo napisac wzory opisujace rozktad liczby kolejnych strat
pakietow w okresie przepetnienia bufora.

Przez ~; bedziemy oznaczali liczbe pakietow utraconych w k-tym okresie przepet
nienia. Wykorzystujac wzor (2.2) i wyniki poprzedniego rozdziatu, otrzymujemy
natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.6. W systemie M/G/1/b rozktad liczby pakietow utraconych w pierw-
szym okresie przepetnienia bufora ma postac

o] e—)\t l
0 =Pon =11x0) =) = [T am e, @s)

za$ rozktad liczby pakietow utraconych w k-tym, k > 2, okresie przepetnienia ma

postac R z
oo ,—At
o) =Pou =0 = [ <m0 (251)

i nie zalezy od k. Dystrybuanty H,(t) i H,_1(¢t) maja postat odpowiednio jak w
(2.37) i (2.48).

Jezeli ponadto rozktad czasu obstugi ma gestoSc f,(t), to catki Stieltjesa wystepu-
jace w (2.50) i (2.51) redukuja sie do zwyktych catek i mamy wtedy

) = PG =1x0) =m = [~ e
AT
o) =Pli=0= [ N i kz2 (@8
0 .

gdzie gestosci h,, (t) i hy—1(t) maja postat odpowiednio jak w (2.47) i (2.49).
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Korzystajac z powyzszych wzoréw mozemy bez trudu wyznacza¢ rozktady liczby
pakietow traconych kolejno w okresie przepetnienia bufora. Pojawia sie jednak
ciekawe pytanie: czy rozktad ten nie jest funkcja wspotczynnika strat pakietow?
Gdyby tak bylo, jego wyznaczanie nie byloby celowe, wystarczytoby obliczenie
®(b). Innymi stowy, pytanie brzmi: czy w ogole jest mozliwe, ze w dwbch systemach
wspotczynnik strat jest taki sam, np. 1%, ale w jednym systemie straty pojawiaja sie
w duzych grupach, a w drugim sa raczej rbwnomiernie rozproszone w czasie?

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca. Ponadto, statystyczna struktura strat
moze byt rézna pomimo wielu wspblnych parametréw, nie tylko wspbtczynnika
strat. Aby to udowodni¢, przeanalizujemy teraz kilka par prostych systeméw. Kazda
para zostata dobrana tak, by wspotczynnik strat byt taki sam w obydwu wypadkach.

Przykiad 2.1. W pierwszym przyktadzie bedziemy analizowa¢ System A, w ktérym czas
obstugi jest staty i rowny 1 oraz System B z wyktadniczym czasem obstugi. Ponadto zatozy-
my taki sam rozmiar bufora w obu systemach. Doktadna parametryzacja systemoéw A i B
przedstawia sie nastepujaco:

System A:

0 dla z<1,

A=02, b=5, F(t)z{l dla z>1.

System B:
A=0982711-107%, b=5 F(t)=1—-¢e"

Intensywno$¢ A w Systemie B zostafa tak dobrana, by w obu systemach wspbfczynnik strat
®(b) (obliczony wy (2.24)) byt taki sam. Jego wsp6lna wartoS¢ wynosi

LR = ®(b) = 8.2643 - 10~ °.

Gestosci rozktadow okresow przepetnienia dla systemow A i B sa przedstawione na rys. 2.2,
za$ prawdopodobienstwa utraty | kolejnych pakietow w okresie przepetnienia bufora zawiera
tab. 2.1.

Jak widzimy na rys. 2.2, réznice miedzy gestoSciami okreséw przepetnienia bufora sa
znaczne. Musi to oczywiscie wptywac na statystyczna strukture strat. Rzeczywiscie, praw-
dopodobienstwo utraty trzech pakietéw pod rzad w okresie przepetnienia jest w Systemie B
szesciokrotnie wieksze i ta roznica pogtebia sie, gdy | rodnie. Utrata pieciu pakietbw pod
rzad jest juz piecdziesieciokrotnie bardziej prawdopodobna w Systemie B niz w Systemie A.
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System A

£1.5
&
1,
0.5 System B
Ot ‘
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Rys. 2.2. GestoS¢ rozktadu okresu przepetnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A i
B (Przykiad 2.1)

Fig. 2.2. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state
(Example 2.1)

I || q(l) (System A) | ¢(I) (System B)
1 || 5.5024-10"2 | 8.1471-1072
2 2.6790 - 1073 7.2899 - 103
3 1.0987 - 104 6.5229 - 104
4 3.8484 - 107 5.8365 - 107°
5 1.1684 - 10~ 5.2224 - 107
6 3.1173-107° 4.6729 - 1077
7 || 7.3984 10" | 4.1812-10"°
8 || 1.5787-10~'2 | 3.7413-107Y
9 || 3.0565-10~"* | 3.3476-10"10
10 || 5.4120-10"16 | 2.9954 .10~ 11

Tab. 2.1. Prawdopodobienstwo utraty I kolejnych pakietdw w okresie przepetnienia bufora w
stanie ustalonym (Przykfad 2.1)

Przykiad 2.2. W poprzednim przekiadzie rozmiar bufora byt taki sam w obu systemach.
W tym przyktadzie wspblna bedzie intensywnos¢ strumienia wejsciowego, mianowicie:
System A:

0 dla z<1,

A=0.5217976, b=10, F(t) :{ 1 dd 251
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System B:
A=0.5217976, b=17, F(t)=1—-¢e "

Wspblna warto5¢ wspbtczynnika strat wynosi teraz
LR =17.5362-107°.

Poniewaz Sredni czas obstugi w obu systemach jest taki sam, rowniez obciazenie ® obydwu
systemOw jest takie samo i wynosi

p = 52.181%.

Gestosci rozktadow okreséw przepetnienia dla systemow A i B sa przedstawione na rys. 2.3,
za$ prawdopodobienstwa utraty | kolejnych pakietow w okresie przepetnienia bufora zawiera
tab. 2.2.

System A

System B
0.25 \ ,

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t
Rys. 2.3. GestoS¢ rozktadu okresu przepetnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A i
B (Przykiad 2.2)
Fig. 2.3. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state
(Example 2.2)

Podobnie jak w poprzednim przykfadzie, mamy tu do czynienia ze znaczna rbéznica
w strukturze strat kolejnych pakietow.

Przyktad 2.3. W tym przykiadzie pokazemy, ze statystyczna struktura strat moze by¢ rézna
w dwdch systemach, pomimo ze rozktad czasu obstugi jest identyczny. Przyktadowa para-
metryzacja tych systeméw moze by¢ nastepujaca.

8Przez obciazenie w tej pracy rozumiemy zawsze obciazenie oferowane, tzn. iloczyn intensywnosci
strumienia wejsciowego i Sredniego czasu obstugi. W teorii ruchu iloczyn taki nazywany jest tez
ruchem oferowanym, w odrdznieniu od ruchu zatatwianego, tzn. iloczynu intensywnosci strumienia
wyjsciowego i Sredniego czasu obstugi.
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I || q(l) (System A) | ¢(I) (System B)
1 0.1556 - 10~ 1 2.2531 - 101
2 2.2858 - 1072 7.7256 - 102
3 2.6918 - 1073 2.6490 - 1072
4 2.6248 - 10~* 9.0829 - 103
5 2.1757 - 107° 3.1144 - 1073
6 1.5651 - 107° 1.0679 - 103
7 9.9321 - 108 3.6615 - 104
8 5.6347 - 107° 1.2555 - 104
9 || 2.8888 10710 | 4.3048-107°
10 || 1.3506 - 10~ | 1.4760-10~°

Tab. 2.2. Prawdopodobienstwo utraty | kolejnych pakietdbw w okresie przepetnienia bufora
w stanie ustalonym (Przykiad 2.2)

System A:
0 dla z<1,

A=02, b=05, F(t)z{l dla z>1.

System B:
0 dla z<1,

A = 0.9085966, b=50, F(t)= { 1 dd 251

Tak wiec w obydwu systemach mamy do czynienia ze statym czasem obstugi rownym 1.
Wspblna warto$¢ wspbfczynnika strat wynosi teraz

LR =8.2643-1075.

Wykresy gestosci hy,—1(t) w obydwu systemach przedstawia rys. 2.4, za$ prawdopodo-
biehstwa q(1) przedstawia tab. 2.3. Jak widzimy, roznice w strukturze strat pakietow sa jesz-
cze wieksze niz w poprzednich wypadkach — prawdopodobienstwo utraty trzech pakietow
pod rzad w okresie przepetnienia rozni sie w obu systemach o dwa rzedy wielkosci.

Przykfady 2.1, 2.2 i 2.3 pokazuja, ze nawet w wypadku prostych systembéw moga
wystepowat duze réznice w statystycznej strukturze strat kolejnych pakietow i to
pomimo jednakowych wartosci wspotczynnika strat, obciazenia, intensywnosci stru-
mienia wejSciowego czy czasu obstugi. Mozna pokaza¢ tez (zob. [55]), ze struktura
strat moze by€ r6zna w systemach z jednakowym buforem i jednakowym wspbtczyn-
nikiem strat.

Réznice te moga by¢ jeszcze bardziej istotne w wypadku bardziej ztozonych sys-
temow, ktore beda omawiane w nastepnych rozdziatach.
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System A

System B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
Rys. 2.4. Gesto5€ rozktadu okresu przepetnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A
i B (Przykifad 2.3)
Fig. 2.4. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state
(Example 2.3)

2.3. Kolejkowanie ztozonego procesu Poissona

Ztozony proces Poissona tym rézni sie od (zwyktego) procesu Poissona, ze zdarzenia
pojawiaja sie nie pojedynczo, lecz w grupach. Rozmiary kolejnych grup zdarzeh
bedziemy oznaczat a1, s, . . .. Tak jak poprzednio, czas pomiedzy pojawieniem sie
kolejnych grup zdarzeh jest wyktadniczy i ma gestosc

glz) =Xz >0. (2.54)

Wszystkie «y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie pra-
wdopodobienstwa opisanym ciagiem p;, gdzie

pi = P(ay =1)

oznacza prawdopodobienstwo pojawienia sie grupy o rozmiarze ;.
Ztozony proces Poissona rowniez cechuje sie brakiem pamieci. Ponadto, w do-

wodach bedziemy korzystat z nastepujacych jego wiasnosci.
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I || q(l) (System A) | ¢(I) (System B)
1 5.5024 - 1072 2.4840 - 10!
2 2.6790 - 1073 6.7906 - 10~2
3 1.0987 - 104 1.4501 - 10~2
4 3.8484 - 107 2.5294 - 103
5 1.1684 - 10~ 3.7207 - 1074
6 3.1173-107° 4.7261 -107°
7 || 7.3984 .10~ | 5.2787-107°
8 || 1.5787-107'% | 5.2588-10~"
9 || 3.0565- 10" | 4.7267-10"%
10 || 5.4120-10"16 | 3.8694 -10~*

Tab. 2.3. Prawdopodobienstwo utraty [ kolejnych pakietdw w okresie przepetnienia bufora w
stanie ustalonym (Przykfad 2.3)

e Rozklad prawdopodobiehstwa N (t), tzn. liczby zdarzeh pojawiajacych sie
w dowolnym przedziale czasu o dtugoéci ¢, ma postat

[e.e] —>\t 7

1=0 j:l
f: e At D, (2.55)
=0

gdzie pi* oznacza i-krotny splot ciagu py, tzn.
k
* i+1)* % .
pg :5k07 pl(gl ) Zijpi_], 120,1,2,....

e Funkcja tworzaca dla rozktadu prawdopodobiehstwa N (t) ma postat
> FP(N(t) = k) = e MR,
k=0

gdzie

o
=0
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e Czas pojawienia sie k-tego zdarzenia, liczac od chwili 0, ma nastepujaca ge-
sto5€ rozktadu prawdopodobienstwa

Sk(t) = Z _7.Ck7i, (256)

gdzie
i 1

i—1
Cri = P(Z aj <k< Z@j) = Z(p%_l)* —pi).
Jj=1 J

k—
=1 m=0

Innymi stowy, c;, ; 0znacza prawdopodobienstwo, ze k-te zdarzenie pojawito
sie w i-tej grupie zdarzen.

Ztozony process Poissona, ze wzgledu na swoja bardziej skomplikowang struk-
ture, ma duzo wieksze mozliwosci modelowania ruchu w sieciach pakietowych niz
proces Poissona. Modelowanie to moze sie odbywa¢ na dwéch poziomach:

1. Zdarzenia moga reprezentowat np. pakiety IP czy komérki ATM w catosci,
tzn. jedno zdarzenie = jeden pakiet. Wowczas grupowa struktura moze zostat
wykorzystana do modelowania spietrzeh (ang. burstiness) w ruchu sieciowym.
Przyktadowo, ustawienie duzej wartosci p1 (np. p1 = 0.99) powoduje, ze przez
wiekszg cze§€ czasu mamy do czynienia ze zwyktym procesem Poissona, cza-
sami jednak bedzie sie pojawiata wieksza grupa pakietow jednoczesnie (burst).

2. Zdarzenia moga reprezentowac nie pakiety, lecz pojedyncze bajty. Woéwczas
cata grupa zdarzeh reprezentuje jeden pakiet o rozmiarze rownym rozmiarowi
grupy, np. «; = 1500 oznacza pojawienie sie i-tego pakietu o rozmiarze
1500 bajtéw. Podejscie to umozliwia uwzglednienie rozktadu rozmiaru pa-
kietéw IP, co (jak udowodniono w [182]) jest konieczne przy bardzo precyzyj-
nym wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania.

Analiza kolejkowania ztozonego procesu Poissona nie odbiega bardzo istotnie od
tej w wypadku prostego procesu Poissona. Pewne utrudnienia sa zwiazane z grupowa
strukturg strumienia wejsciowego — mozna jednak je przezwyciezy¢, stosujac tech-
niki oparte na funkcjach tworzacych. Zostanie to pokazane na przykiadzie okresu
przepetnienia bufora oraz czasu do przepetnienia bufora. Pozostate charakterystyki,
takie jak rozktad dtugosci kolejki czy op6znienia, mozna wyznaczy¢ w podobny
sposob.
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2.3.1. Okres przepetnienia bufora

Rozpoczniemy od wyznaczenia dystrybuanty rozktadu pierwszego okresu przepet-
nienia bufora, tzn.

H,(t) =P(41 < t|X(0) =n).
Twierdzenie 2.7. W systemie M~ /G//1/b rozktad pierwszego okresu przepetnienia
bufora ma posta¢

H,(t) =1 — (1= Hp—1(t)) (Rp—n—1 + Go,p—n—1)
b—n
+ ka(t)Rb—n—ka 0<n<b-2, (2.57)
k=1

B
Il
—

1=1

-(1- F(t))(l—bz_ipk)] / [Zb: Ri—1pp—k + po—1 — Rp—1 — 5b,1],
k=0

k=1
(2.58)
za$ ciagi Ry 1 vk (t) sa okreSlone przez nastepujace funkcje tworzace:
_ ok _ <
v(z,t) = Z 2o (t)
k=1
_ M / (1= F(u+ t))e 02 gy, (2.60)
- 0

Dowod Twierdzenia 2.7. Zaktadamy najpierw, ze X (0) € [1,b — 1]. Stosujac
wzbr na prawdopodobienstwo catkowite, otrzymujemy

P51 > 1 X(0) = n)
b—n—1 .~
_ / P(61 > t)X(0) = n + k — L)y (u)dF (u)
k=0 “0

+ /000 dF(u) /Ou I(u—v > t)sp_pn(v)dv, (2.61)

gdzie my(u) 1 sx(v) sa okreSlone odpowiednio przez (2.55) i (2.56).
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Pierwsza cze$¢ (2.61) odpowiada przypadkowi, w ktorym do pierwszego czasu
ukohczenia obstugi w nie nastepuje przepetnienie bufora, tzn. liczba zdarzeh w prze-
dziale (0, u| jest mniejsza niz b — n. Druga cze$¢ (2.61) odpowiada przypadkowi,
w ktorym nastepuje przepetnienie bufora w chwili v, v < u. Wtedy 81 = u — v i
P(Br>t)=1I(u—v>t).

Zatbzmy teraz, ze X (0) = 0. Stosujac wzor na prawdopodobiehstwo catkowite
ze wzgledu na rozmiar pierwszej grupy zdarzeh, otrzymujemy

(51 > t‘X = Z ﬂl > t’X = O,al = k)pk
k=0
b—1
=Y P(B > t[X(0) = k)py, + (1 — Zpk (2.62)
k=0

Pierwsza czes¢ (2.62) odpowiada zdarzeniu «; < b, za$ druga zdarzeniu «; > b.
W tym drugim wypadku zachodzi, oczywiscie, P(3; > t) =1 — F(t).
Wprowadzmy teraz oznaczenia:

Xn(t) = P61 >t[X(0) =n) =1-Hn(t),

= % > e—)\u()\u)i
ap = ;pk /0 TdF(U)v (2.63)
oo [e'e) —Au )\ i—1
ve(t) = A Z Ck,i/ (1-F(u+ t))%du. (2.64)
i=1 0 '
Wtedy (2.61) i (2.62) mozemy zapisat jako
b—n—1
Xn(t) = Z Xn-i-k—l(t)ak + Ub—n(t)7 0<n<b, (2.65)
k=0

Zxk ok + (1~ F Zpk, (2.66)

przy czym wv,_, (t) w (2.65) otrzymujemy, catkujac przez czesci ostatni czton (2.61).
Uktad rownan (2.65) ma takg sama postac jak (2.40), wiec moze zostat rozwigzany
w ten sam sposob. Ostatecznie otrzymujemy

b—n b—n
Xn(t) = Xo-1(0) D arRpnk — Y ok(t)Rpn i
k=0 k=1

b—n
= Xp—-1(t)(Rp—n—1 + 00,p-n—1) — Z vp(t)Ry—n—k,  (2.67)
k=1
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gdzie Ry jest potencjatem (1.12) dla ciagu a; okreSlonego w (2.63). Z uwagi na
skomplikowana postat aj taka postat ciagu Ry jest niewygodna do celéw nume-
rycznych. Zamiast niej w tezie twierdzenia pojawit sie zapis R; wykorzystujacy
funkcje tworzaca. Istotnie, tatwo pokaza¢, ze funkcja tworzaca potencjatu dla ciagu
ay Z (2.63), tzn.

R(z) =Y 2Ry, (2.68)
k=0

ma postac (2.59). Podobnie, funkcja tworzaca dla ciagu v (¢) zdefiniowanego w (2.64)
ma postac (2.60).

Bazujac na (2.67), mozemy tatwo skonczy¢ dowdd. Wzor dla y,_1(t) znajdu-
jemy przy pomocy (2.67) i (2.66). Podstawiajac Hp_1(t) = 1 — xp—1(¢), dostajemy
nastepnie (2.58). Ostatecznie, (2.57) wynika z (2.67). [ |

W Twierdzeniu 2.7, inaczej niz w poprzednich podrozdziatach, ciagi Ry i vk ()
sg okreSlone przez swoje funkcje tworzace. W zwiazku z tym, by mozna je byto
wykorzystat w praktyce, konieczne jest odwracanie funkcji tworzacych. Jedna z
metod stuzacych do tego celu jest opisana w podrozdziale 5.1.3.

Roézniczkujac (2.57), (2.58) i (2.60), mozemy tatwo otrzymat gestoSci pierw-
szego okresu przepetnienia bufora.

Twierdzenie 2.8. Jezeli rozktad czasu obstugi ma gestoS¢ f,(t), to gestoS¢ rozktadu
pierwszego okresu przepetnienia bufora w systemie M~ /G /1/b ma postac

b—n
hn(t) = hp—1(t)(Rp—n—1 +5O,b—n—1)+zwk(t)Rb—n—k> 0<n<b-2, (2.69)
k=1
gdzie
- 2:1(2211 wi(t)Rk_ipb_k—wk(t)Rb_k)+ f =300 pr)
b—1 = - s

S Riapbk + o1 — Ryt — Gy
(2.70)

ciag wg(t) ma funkcje tworzaca

Az(1—p

w(z,t) = Z Fuwg(t) = — T z(Z)) /000 folu+ e =P gy, (2.71)

k=1

za$ Ry, jest okreSlone w (2.59).
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W ten sposb mozemy zakohczy€ analize (31, tzn. pierwszego okresu przepetnie-
nia bufora. Dla kazdego kolejnego okresu przepetnienia bufora poczatkowa dtugoscia
kolejki jest b — 1, mamy zatem:

Twierdzenie 2.9. W systemie M /G /1/b rozktad 8, dla k& > 2 nie zalezy od k i
jego dystrybuanta ma postac (2.58). Jezeli rozktad czasu obstugi ma gestos¢ f,(t),
to gestos¢ rozktadu By, k > 2 ma postac (2.70). Ponadto (2.58), jako rozktad gra-
niczny dla k — oo, jest rowniez rozktadem okresu przepetienia bufora dla stanu
ustalonego.

Poniewaz (2.58) i (2.70) maja dost skomplikowana postac i ponadto wymagaja
odwracania funkcji tworzacych, pojawia sie pytanie, czy nie mozna znalez¢ prost-
szych wzorbw przyblizonych, ktére mozna by byto stosowat w pewnych sytuacjach.

Okazuje sie, ze mozna znalez¢ wzory aproksymujace (2.58) i (2.70), w wypadku
gdy rozmiar bufora jest duzy. Rozpoczniemy od wyznaczenia

H(t) = blim Hy_1(t).
Postat wzoru na H (t) zaleze€ bedzie od obcigzenia (oferowanego) systemu
p=Aas, (2.72)

gdzie o 0znacza Sredni rozmiar grupy w ztozonym procesie Poissona, za$ S to Sredni
czas obstugi. Wykorzystujac wiasnosci transformat, obciazenie mozemy tez obliczyt
jako

p=—Ap'(1)f(0). (2.73)

Twierdzenie 2.10. Rozktad okresu przepetnienia bufora systemie M X /G/1/b dla
duzych b ma nastepujaca postac.

1. Jezelip=1,to
H(t)=1- )\p/(l)/ (1—-F(u+t))du. (2.74)
0
2. Jezelip £ 1,t0

H(t)=1- A%@ / (1 — F(u+t))e0=PE) gy, (2.75)
2 o

gdzie zo jest dodatnim i réznym od 1 rozwigzaniem rdwnania

FAL=p(2))) = 2.



50 2. KOLEJKOWANIE PROSTYCH | ZLOZONYCH STRUMIENI POISSONA

Zanim udowodnimy to twierdzenie, zauwazmy najpierw, ze jezeli p > 1, to zg
musi istnieC 1 0 < zp < 1. Wynika to z dwoch faktow. Po pierwsze, pochodna
FA(1 —p(2))) wz =1 jest wieksza od 1, gdyz

df (A1 = p(2)))

— — W (0)=p> 1.

z=1

Po drugie, mamy

(AL = p(0))) > 0.
A zatem wykres funkcji

y=f(M1-p(2)))

lezy ponizej y = z dla z = 1— i powyzej y = z dla z = 0+4. Tak wiec gdzies
pomiedzy 0 i 1 znajduje sie ich punkt przeciecia, czyli 2.

Jezeli p < 1, to pierwiastek zy moze nie istnie€ i (2.75) wowczas nie zachodzi.
Tak moze sie zdarzy€ na przyktad wtedy, gdy rozkiad czasu obstugi ma ciezki ogon.
Jednak, jak pokazuje praktyka, w wigkszosci wypadkow z istnieje i wtedy dla p < 1
mamy zo > 1.

Dowod Twierdzenia 2.10. Zatozmy najpierw, ze p > 1, i rozwazmy zamiast sys-
temu MX /G/1/bsystem G /MX /1/oc, tzn. z rozktadem czasu pomiedzy pakietami
F(t), obstuga wedtug ztozonego procesu Poissona oraz bez ograniczenia na dtugos¢
kolejki (nieskonczony bufor). Oczywiscie, w systemie G /M X /1 /00 bedzie wtedy
p < 1, co zapobiega nieograniczonemu wzrostowi dtugosci kolejki.

Zauwazmy, ze rozktad (; dla X (0) = b — 1 w systemie M X /G/1/b z duzym b
jest taki sam jak rozktad pierwszego okresu bezczynnosci® w systemie G/M X /1/00
przy warunku X (0) = 1.

Tak wiec w tej czeSci dowodu zajmiemy sie wyznaczeniem rozktadu okresu bez-
czynnosci w systemie G /M~ /1/oc. Jego dtugo$t bedziemy oznaczat przez €.

Wykorzystujac wzoér na prawdopodobienstwo catkowite ze wzgledu na czas po-
jawienia sie pierwszego pakietu, otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

P(¢ > t[X(0) =n)
_Z/ P(¢ > t|X( )—n—k+1/ my(w)dEF (u)

+/0 dF (u )/Ou sp(v)I(u —v > t)dv, n > 1. (2.76)

Ang. idle time — czas od osiggniecia przez dtugost kolejki poziomu 0 (pusty system) do wptywu
pierwszego pakietu.
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Oznaczajac
Xn(t) = P(§>1tX(0) =n),
¢n(t) = anXl(t) - Un(t)7
z (2.76) otrzymujemy, ze
n—1
D ahr1ixn-k(t) = dn(t) = Yn(t). (2.77)
k=—1

Na mocy Twierdzenia 1.4 mamy:

Xn(t) = cRn+ Y ¥p(t)Roeg, n> 1. (2.78)
k=1

Obliczajac ¢ = x1(t)ag oraz podstawiajac

n
Z arRy—r = Rp—1 + 0o n—1,
k=0

dostajemy nastepnie
Xn() = X1 () (Rn-1 + 0.n-1) — > _ vk(t) Ry (2.79)
k=1

Pozostato nam teraz wyznaczenie x1(t) = 1 — H(t).

W poprzednich dowodach wykorzystywalismy do tego celu warunki brzegowe
dla n = 0. Tutaj nie mamy analogicznego warunku, musimy wiec zastosowa¢ nieco
bardziej wyrafinowane techniki.

Rozwazmy nastepujaca funkcje:

B(z,t) = Z 2" xn(1).
n=2

Jak fatwo sprawdzic, jest ona dobrze okre$lona co najmniej dla |z| < 1. Dzieki (2.59)

mamy: : w(®)
2z (a)z =202 Zu(t)
PEO= 00 =

Tak jak pokazaliSmy przed dowodem twierdzenia, z zatozenia

=P/ (1) f(0) > 1

(2.80)
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wiemy, ze mianownik we wzorze (2.80) ma jeden pierwiastek w przedziale (0,1).
Oznaczmy ten pierwiastek przez zy. Teraz, podstawiajac zo do licznika w (2.80),
dostajemy

o
t) = Z 2vit (t)
i=0

:ALW/ (1 — F(u+ t))e M0=rG0)) gy,
1 — 20 0

co kohczy dowod w przypadku p > 1.
Wracamy teraz do systemu M~ /G/1/b. Dla p < 1 ciag R, ma prosta postat
asymptotyczna dla duzych &, a mianowicie:

_ 1 —k
Rk = Tp % + 0( 0 )7
gdzie a = —1/ [\p/(20) f'(A(1 — p(20))) + 1] (zob. [58]).
Wykorzystujac ten fakt, wzor (2.75) otrzymamy, obliczajac granice przy b — oo
w (2.58). W koncu, (2.74) dla p = 1 mozna tatwo otrzymact, przechodzac do granicy
20 — 1w (2.75). |

Twierdzenie 2.10 ma duze znaczenie praktyczne z dwoch powodbéw. Po pierw-
sze, rozktad graniczny ma o wiele prostsza forme niz jego doktadny odpowiednik z
Twierdzenia 2.7. Po drugie, eksperymenty numeryczne pokazuja, ze zwykle Hy_1 (t)
bardzo szybko zbiega do H(t), w zwiazku z tym nawet dla matych b, rzedu kilku-
dziesieciu, mozna stosowac wzory (2.75) i (2.74).

Roézniczkujac (2.75) i (2.74), mozemy otrzymac wzory na gestosci okresu prze-
petnienia dla duzych buforow.

Twierdzenie 2.11. Jezeli czas obstugi ma gestoS¢ f,(t), to gestoSt rozktadu okresu
przepetnienia bufora w systemie M /G/1/b dla duzych b ma nastepujaca postac.

1. Jezelip=1,to
‘() / £, (u+ )du. (2.81)
0

2. Jezelip £ 1,t0
h(t) = / fo(u + t)e u=PGE) gy (2.82)
1 — 20

gdzie zq jest okreslone tak jak w Twierdzeniu 2.10.
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W praktyce czesto mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej czas obstugi nie jest
zmienna losowa i przyjmuje stata wartos¢ d.
Woweczas powyzsze wzory redukuja sie do prostszej postaci, w szczeg6lnosci:

z
e M(1-p(2) _ 5’
v(z,t) = I(t< d)z_il(e—w—n(l—p(z)) —1),
e—)\(d—t)(l—p(Z())) -1
H(t) = 1-1(t<d) o1 dla p#1,
Ht) = 1-It<dXp/(1)(d—1t) dla p=1.

R(z) =

2.3.2. Czas do przepetnienia bufora

Czas do przepetnienia bufora jest zdefiniowany jako
Tn =1inf{t > 0: X(¢) = b/ X(0) = n}

i zalezy on od poczatkowej dtugosci kolejki.
Rozktad czasu do przepetnienia bufora wyznaczymy w postaci transformaty

ln(s) = / e 5P (1, > t)dt.
0

Twierdzenie 2.12. Transformata rozktadu czasu do przepetnienia bufora w systemie
MX /G /1/b ma postat

b—n b—n
ln(s) = %(s) > ai(s)Ron—i(s) = > _ d(s)Ry—n—i(s), (2.83)
ws(s) 1= k=1
gdzie
an(s) = /O et (AP (), (2.84)
i k=1 oo
di(s) = > /O e~tmi(t)(1 — F(t))dt, (2.85)
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b
w(s) = - i 3 ;pb—k ; d;(5)Ry—i(s)
b 1
= " di(s)Ry—k(s) — Py (2.86)
k=1
A b k b
w(s) = kzzopb_k ;axs)Rk_i(s) — kzzoak<s>Rb_k<s>, (2.87)

my(t) jest okreSlone wzorem (2.55) oraz Ry(s) jest potencjatem dla ciagu ax(s).

Dowod Twierdzenia 2.12. Ze wzoru na prawdopodobiefstwo catkowite dla pierw-
szej chwili ukonczenia obstugi dostajemy dla X (0) > 0, ze

b—n—1

t
P(r,>1) = 3 / Plryip 1 >t — wymp(w)dF(w)
k=0 70
b—n—1
HA-F(t) D ma(t), 0<n<b  (288)
k=0
Dla X (0) = 0 mamy z kolei
b—1 ¢
P>t =Y pi / P(r >t — u)he Mdu + e . (2.89)
k=0 70

Zastosowanie transformaty Laplace’a do (2.88) i (2.89) daje:

b—n—1
()= Y lnk-1(s)a(s) + doon(s), 0<n<b,  (290)
k=0
Py 1
los) = = kZ:O Prli(s) + = (2.91)
Podstawiajac
ln(8) = up—n(s),
otrzymujemy
n—1
Z un—k(s)ak-i-l(s) - un(s) = ¢n(s)a 0<n<b, (2.92)

k=-—1
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b—

1
2.93
—~ s s+ N (293)
gdzie
Un(s) = wi(s)an(s) — dn(s).
Z Twierdzenia 1.4 wynika, ze rozwiazanie ukfadu (2.92) ma postat
un(s) = c(s)Rn(8) + > Vk(s) Rnk(s). (2.94)
Wstawiajac n = 1 do (2.94), mamy
c(s) = ua(s)/Ra(s),
natomiast ze wzorow (2.93) i (2.94) otrzymujemy
_ w(s)
ui(s) = w0 (3)
Wreszcie, zapisujac (2.94) w postaci
s) Z ar(8)Rp—k(s) — Z di(s)Rn_i(s),
k=0 k=1
kohczymy dowdd twierdzenia. |

Aby obliczy€ ax(s) i Jk(s), mozemy ponownie postuzy¢ sie funkcjami tworzacy-
mi. Jak tatwo sprawdzi¢, mamy:

zzak Fls + M1 = p(2),

X s 2= s+ A = p(2)]
d(z,5) = ;Z'“dk(s) T =2+ A1 -p()

Wystarczy teraz zastosowat algorytm odwracania funkcji tworzacych zaprezento-
wany w podrozdziale 5.1.3.
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2.4. Nota bibliograficzna do Rozdziatu 2

Charakterystyki kolejkowania prostych strumieni Poissona sg wyznaczane w wiek-
szoSci monografii poSwieconych teorii kolejek, np. [117, 76, 74, 193, 90, 78], jednak
najczesciej sa to jedynie podstawowe charakterystyki (tzn. bez okresu przepetnienia,
procesu strat pakietbw czy czasu do przepetnienia bufora) i tylko dla stanu ustalo-
nego. Zwykle stosowana jest klasyczna, oparta na wtozonych tancuchach Markowa
metodologia, ktéra w wypadku systemow ze skofhiczonym buforem nie pozwala na
zapisanie jawnych wzoréw dla poszukiwanych charakterystyk.

Wyniki dla stanu nieustalonego sa prezentowane rzadko, np. w [192, 75] mozna
znalezt wzory dla rozktadu dtugosci kolejki w stanie nieustalonym, jednak tylko
w wypadku nieograniczonego bufora.

W niektorych pracach, oprocz charakterystyk dla prostych strumieni Poissona,
wyznaczane sg tez podstawowe charakterystyki w stanie ustalonym dla ztozonych
strumieni Poissona, np. [192, 193, 76, 74].

Do tej pory prowadzono niewiele badah nad okresem przepetnienia bufora. Kilka
weczesniejszych wynikbw zawieraja prace [88, 97, 31]. | tak, w [88] znajdziemy
wzor dla Sredniej dtugosci okresu przepetnienia w systemie z ogblnymi typami czasu
pomiedzy wptywem pakietow i obstugi, w [97] zaproponowano proste przyblizenie
dla okresu przepetnienia bufora w sytuacji, gdy czas obstugi jest staty, wreszcie
w [31] wyprowadzone zostaty wzory graniczne (duzy rozmiar bufora) dla prostego
strumienia Poissona.

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodza z nastepujacych prac. Rozklad
dtugosci kolejki (podrozdziat 2.2.1) zostat zbadany w [51], za$ rozktad op6znienia
(podrozdziat 2.2.3) w [71]. Rozktad okresu przepetnienia bufora dla prostego stru-
mienia Poissona (podrozdziat 2.2.4) byt analizowany w [63, 52]. W szczeg6lnosci,
w [63] pokazane zostaty wzory dla statego czasu obstugi, za§ w [52] wzory dla
rozktadu obstugi w ogblnej postaci. Rozktad liczby kolejnych strat pakietow (pod-
rozdziat 2.2.5) zostat zbadany w [54, 55]. W szczeg6lnosci, w [55] zostato poka-
zane, ze rozktad liczby kolejnych strat pakietow w okresie przepetnienia bufora nie
jest funkcja wspotczynnika strat pakietow (Przyklady 2.1, 2.2, 2.3).

Wzory opisujace okres przepetnienia bufora dla ztozonego strumienia Poissona
(podrozdziat 2.3.1) zostaty wyprowadzone w [53, 58, 59]. W szczeg6lnosci, w [59]
pokazane sa wyniki dla statego czasu obstugi, w [58] wyniki dla ogblnej postaci
rozktadu czasu obstugi i twierdzenie graniczne dla duzych rozmiaréw buforbw, zas
[53] zawiera dalsze rezultaty graniczne.

Wreszcie wzor dla czasu do przepetnienia bufora (podrozdziat 2.3.2) zostat udo-
wodniony dla prostego strumienia Poissona i statego czasu obstugi w [56] oraz dla
ztozonego strumienia Poissona w [72].
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W tym rozdziale przedstawione beda charakterystyki kolejkowania proceséw typu
MMPP. MMPP jako model ruchu taczy w sobie dwie wazne cechy — wzgledna pro-
stote opisu i duze mozliwosci nasladowania statystycznych wiasnosci ruchu, w tym
samopodobienstwa. Wyznaczone zostana wszystkie istotne charakterystyki kolejko-
wania MMPP dla stanu ustalonego i nieustalonego, m. in. dtugos¢ kolejki, opoznienie,
liczba strat pakietow i okres przepetnienia bufora.

3.1. Definicja i wkasnosci MMPP

Proces MMPP (ang. Markov-modulated Poisson process?) rozni sie tym od zwyklego
procesu Poissona, ze w wypadku MMPP intensywno$¢ strumienia jest zmienna,
a nie stata. Scisle mowiac, intensywnos¢ ta zmienia sie zgodnie ze zmianami stanu
tancucha Markowa z ciagtym czasem J(t) (fahcuch ten nazywat bedziemy tahcuchem
modulujacym). A zatem, jezeli tahcuch modulujacy znajduje sie w stanie i € E,

gdzie £ = {1,...,m} jest przestrzenig standbw tego tahcucha, to chwilowo MMPP
zachowuje sie dokladnie tak, jak process Poissona z parametrem )\;, gdzie \; €
{M,. A}

W zwiazku z tym, MMPP parametryzuje sie, podajac:
e macierz intensywnoéci tahcucha modulujacego Q,
o wektor (A1, ..., Am).

W zapisie wzorbw zwigzanych z MMPP czesto wygodnie jest sie postugiwat
macierza diagonalng
A =diag(M1,. .., Am),

w ktorej na przekatnej znajduja sie intensywnosci A1, ..., \,,, za$ poza przekatng —
zera.

1Tzn. modulowany markowsko proces Poissona. Dla wygody bedziemy uzywa¢ po prostu skrétu
MMPP.
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Okazuje sie, ze przedstawiona powyzej konstrukcja ma bardzo duze mozliwosci
na$ladowania zjawisk statystycznych obserwowanych w ruchu w sieciach pakieto-
wych. Odpowiednio parametryzujac MMPP, mozemy modelowac doktadnie rozktad
liczby pakietow wptywajacych do kolejki w jednostce czasu. Nie chodzi tu tylko
0 zgodno$¢ Sredniej i wariancji, ale rowniez o doktadne dopasowanie ksztattu funk-
cji rozktadu. Ponadto, wykorzystujac MMPP, mozemy uksztattowat precyzyjnie
funkcje autokorelacji intensywnosci ruchu zgodnie z zapisanymi Sladami ruchu w do-
wolnie dtugim (ale skoficzonym) horyzoncie czasowym [181]. Poniewaz samopodo-
biehstwo wiaze sie z wolno malejaca funkcja autokorelacji, to wtaénie ta whasnos¢
umozliwia nasladowanie samopodobiefstwa w ruchu sieciowym. Uzywajac MMPP
nigdy nie otrzymujemy prawdziwego samopodobienstwa, jednak mozemy doprowa-
dzi¢ do tego, ze proces zachowuje sie samopodobnie przy kilku (dowolnej skonczonej
liczbie) przeskalowaniach osi czasu. Do zastosowan praktycznych taka imitacja w zu-
petnosci wystarcza, gdyz nasze obserwacje ruchu w sieci pakietowej moga dotyczy¢
rowniez tylko skohczonej liczby skal czasu.

Biorac pod uwage te wiasnosci MMPP, nie dziwi fakt, ze proces ten stat sie nie-
zwykle popularny w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych (przyktadowa lite-
ratura jest podana na kohcu tego rozdziatu).

Najwazniejsza wtasnosciag MMPP, z ktbrej bedziemy wielokrotnie korzystac, jest
markowska struktura tego procesu. Wiasnos¢ ta oznacza, ze znajac stan tahcucha
modulujacego w pewnej chwili T, mozemy okresli¢ zachowanie probabilistyczne
tego procesu po chwili 7" jedynie na podstawie .J(7"), bez znajomosci historii procesu
przed T.

Przejrzymy teraz pozostate charakterystyki i wtasnosci MMPP.

Podstawowa charakterystyka MMPP jest, oczywiscie, Srednia intensywnosc.
Do jej wyznaczenia potrzebny jest rozktad stacjonarny tanhcucha modulujacego,
tzn. wektor 7 0 wiasnoSciach

ﬂ-Q: (0"“?0)7
m-1=1,
gdzie
1=(1,...,1»)7

to ztozony z jedynek wektor kolumnowy. Znajac wektor , Srednia intensywnost
MMPP obliczamy jako
A=7m-(Ap,..0 m)T.

Postugujac sie wartoScia A, nalezy pamieta¢, ze chwilowe intensywnosci moga nieraz
bardzo od niej odbiegac.
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Oznaczmy przez Jj, stan fahcucha modulujacego w chwili nadejscia k-tego pa-
Kietu, za$ przez T} czas pomiedzy (k — 1)-szym a k-tym pakietem. Przyjmijmy
Jo = J(0), Ty = 0. Wtedy ciag (J,,, T},), n > 0, tworzy markowski proces odnowy?
0 macierzy przejscia:

F(z) = [Fi;()]i;
Fij(x) =P(Jy = j, T < z|Jp—1 =1),

ktora mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
F(x) = / e @ Nugy . A
0

— (1= @A - Q)
— (1= @M F(c0),

gdzie I oznacza macierz jednostkowa o wymiarach m x m. Jasne jest, ze Jj tworzy
fancuch Markowa z dyskretnym czasem. Macierz przejscia .J, ma postat

Floo)=(A-Q)"
za$ rozklad stacjonarny Jy,
p= %WA.

Zatdbzmy teraz, ze chwila ¢t = 0 jest chwila nadejScia pakietu. Wowczas transfor-
mata Laplace’a-Stieltjesa F'(z) ma postat

F*(s) = Ee Tt = (s — Q4+ A)7'A,

zas transformate taczna T4, . . ., T,, przedstawia wzor
F*(sl,...,s [exp( Zska)]
=11 [(skI —Q+ A)—lA} . (3.1)
k=1

Rdzniczkujac (3.1), mozemy wyznaczyt nastepujace wartosci oczekiwane:
ET] = i [(A - Q)—lA} "A—Q) A, k>, (3.2)

Eaumn=M=Qr%ﬂA—@*4*“WA—@*m F>1 (33)

2Definicje markowskiego procesu odnowy mozna znalez¢ np. w [91].
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Wowczas macierz korelacji MMPP mozna wyrazi¢ wzorem:
E[(Th — ET1)(Tks1 — ETyq1)] =
-2 elas -1 2
(A=A - Q7] - (- - QA (34)

Zauwazmy, ze wzory (3.2), (3.3) i (3.4) przedstawiaja macierze, tzn. uwzgledniaja
one rbwniez zmiany stanu tahcucha modulujacego.

Dzieki (3.2) tatwo otrzymujemy wzor na k-ty moment zwykty czasu pomiedzy
dwoma kolejnymi pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

my(T;) = klp (A — Q)~*FTVA . 1, (3.5)

Wykorzystujac (3.5), mozemy obliczy¢ wariancje czasu pomiedzy dwoma ko-
lejnymi pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

1

Var = mo(T;) — 2

Dalej, dzieki (3.4), dostajemy wzbr na autokowariancje (dla k& krokbw wstecz)
odstepbw czasbw pomiedzy pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

Cou(k) = p(A-Q 2A[[(A-Q)"AF " —1p] (A-@Q) %A1,

Woweczas autokorelacja pomiedzy T; oraz T;_;, dla MMPP w stanie ustalonym ma
postat
Cov(k)
Var -~
Kolejna, niezwykle wazng charakterystyka procesu MMPP jest jego funkcja
liczaca, okreslona jako

Corr(k) =

P j(n,t) =P(N(t) =n,J(t) = j|N(0) = 0,J(0) = i),

gdzie N(t) oznacza liczbe pakietow w strumieniu wejSciowym w przedziale czasu
(0,t]. Macierze P(n,t) o elementach P; ;(n,t) spetniaja rownanie Chapmana-Kot-
mogorowa:

P'(n,t) = P(n,t)(Q — A) + P(n —1,t)A, n>1,t>0,

gdzie
P(0,0) = 1.
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Wobec tego funkcja tworzaca
P*(z,t) = Z P(n,t)z"
n=0

spetnia rbwnania:

%P*(z,t) = P*(2,t)(Q — A) + 2P*(n — 1,t)A,

P*(z,0) = 1.
Ich rozwiazanie wyraza sie jawnym wzorem:
P*(z,t) = @ (=20t ) <, (3.6)

Wzbr (3.6) tylko w wyjatkowych wypadkach mozna zastosowat do efektywnego
obliczenia funkcji liczacej dla MMPP. Na szczescie w praktyce rzadko sie zdarza, by
konieczne bylo jej wyznaczenie — w tej ksigzce nie jest to potrzebne w ani jednym
wypadku.

Natomiast czesto konieczne jest wyznaczenie catkowych funkcjonatow funkcji
liczacej postaci

/000 g(t)P; j(n,t)dt (3.7)

dla pewnej funkcji g(t). | tak, typowymi funkcjonatami postaci (3.7), ktorymi be-
dziemy sie postugiwac w dalszej czesci, sa:

aiii(s) = /000 e_StPi,j(k’, t)dF(t), (3.8)

dk,i,j(s) = /OOO €_StPZ‘7j(]€,t)(1 — F(t))dt, (39)

Cryij(s,0) = /Ooe_"tP,-J(k:,t)dt/ooe_sxdxF(w—i—t). (3.10)
0 0

Funkcjonaty te bedziemy tez zapisywat w postaci nastepujacych macierzy m x m:

Ak(s) = [ak,i,j(s)]iJ ; (311)
ﬁk(s) = [dk,i,j(s)]i,j ) (312)
Ck(sv U) = [Ck,i,j(sv U)]i,j . (3.13)

Z praktycznego punktu widzenia niezwykle istotne jest, ze macierze te mozna efek-
tywnie obliczat przy pomocy tzw. metody uniformizacji. Metoda ta zostanie przed-
stawiona w podrozdziale 5.2.
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Ro6zniczkujac macierz P*(z,t) ze wzgledu na zmienna z, mozemy wyznaczy¢
Srednia N (t), tzn. Srednia liczbe pakietow nadchodzacych w przedziale czasu (0, ¢],
jak rowniez wyzsze momenty zwykite N (¢), tzn. my (N (¢)). Mianowicie, oznaczajac

M; (t)= Z nPi; (n,1),
n=0

otrzymujemy
M(t) = [M; ;)]
9
= |57 (1)

z=1
oo n n—1
=> = > QrAQrih, (3.14)
n=1 " k=0

Stad mozemy wyznaczy¢
mi(N(t) = M) 1 =1t + (¥ - 1)(Q +1m) A 1.

Na i-tym miejscu wektora m1(N(t)) znajduje sie Srednia liczba pakietow nadcho-
dzacych w przedziale (0, t] przy zatozeniu J(0) = 4. Jezeli rozktadem poczatkowym
fahcucha modulujacego jest 7, to

EN(t) = 7 mi(N(t)) = .

Aby wyznaczy¢ drugi moment N (t), dwukrotnie rozniczkujemy P*(z,t), tzn.

2
ma(N (1)) = [%P*(z,t)} o 1Emi(N()

n—2

=y g > QFAQTTETFA L 4+ my (N (1))

n=2 k=0
—9 [M(t)(@ F1m) = (e - )(Q+ 1) TTAQ + 1)

—t1mA(Q + 1m) 7t + (€9 — T — Qt)(Q + 1m) 2Alx
n glm&lw] AL+ my (N(2)). (3.15)

Jezeli rozktadem poczatkowym fahcucha modulujacego jest 7, to

E(N(t)? =t*A% + 2t[\* — 7A(Q + 1m) 'A1]
+2mA(e? — I)(Q + 1m) A1 + At (3.16)
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Bardzo istotna wtasnos¢ MMPP ujawnia sie w wypadku superpozycji wielu pro-
cesbw tego rodzaju. Okazuje sie, ze skiadajac zdarzenia z wielu strumieni MMPP,
rowniez otrzymujemy strumieh MMPP. Dokladniej, jezeli danych jest n procesow
MMPP opisanych parametrami (Q1, A1), ..., (Qn, Ay), to ich superpozycija jest pro-
cesem MMPP z nastepujacymi parametrami:

Q = Q1OQ2D...0Qn,
A = MPAD...BA,,

gdzie & oznacza sume Kroneckera macierzy. Sume Kroneckera definiuje sie jako
A®B=(A®Ip)+ (Ia® B),
gdzie iloczyn Kroneckera & jest okreslony nastepujaco:

cuuD ci2D -+ D
Ce®D= : : : )
CnlD CngD e Can

za$ I oraz I, oznaczaja macierze jednostkowe tego samego rzedu co A i B.

MMPP z dwoma stanami modulujacymi (m = 2) i z jedna intensywnoécia 0 na-
zywamy tez procesem typu ,,on-off”. Procesy ,,on-off” modeluja ruch generowany
przez zrodta, w ktorych okresy aktywnoésci sa poprzedzielane okresami milczenia i sg
czesto wykorzystywane w modelowaniu ruchu w sieciach komputerowych. Superpo-
zycja wielu procesow ,,on-off” jest, oczywiscie, procesem MMPP.

Jak juz zostato wczedniej powiedziane, MMPP mozna sparametryzowac tak, by
doktadnie oddawat whasnoSci statystyczne zarejestrowanych $ladéw ruchu siecio-
wego. W tym celu opracowano wiele algorytméw. Jeden z nich zostat przedstawiony
w podrozdziale 5.3. Tam réwniez znajdujq sie odnoéniki kierujace Czytelnika do
obszernej literatury na ten temat.

Podane zostana teraz dwie przyktadowe parametryzacje MMPP, ktorych bedziemy
uzywact p6zniej do wyznaczania charakterystyk kolejkowania.

Przyktad 3.1. Pierwsza, prosta parametryzacja MMPP pochodzi z [19]. taicuch modu-
lujacy ma tylko dwa stany (m = 2) oraz

—8.4733-1074 8.4733-1074

@= 5.0201- 1076 —5.0201-1076 |~

(A1, A2) = (1.0722,0.48976).
Jak widzimy intensywnoS¢ A1 jest ponaddwukrotnie wieksza niz s, za to czas przeby-

. . . . . . . 10—4 . ..
wania fancucha modulujacego w stanie 2 jest przecietnie 2513310 — 168 razy dhuzszy niz
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w stanie 1. Tak wiec mamy tu do czynienia z modelem ruchu, w ktérym od czasu do czasu
wystepuja niewielkie spietrzenia. Rozktad stacjonarny tafcucha modulujacego ma postat

m = (0.00589,0.99411),
zas Srednia intensywnos¢ strumienia pakietow na jednostke czasu (ms) wynosi
A =0.49319.

Sredni odstep czasu pomiedzy dwoma kolejnymi pakietami to

% = 2.02761 ms,

za$ odchylenie standardowe tego czasu
vVVar =2.0353 ms.

Funkcja autokorelacji czasow pomiedzy kolejnymi pakietami jest przedstawiona na rys. 3.1.
Jak widac€, autokorelacja w prezentowanym MMPP nie jest duza, jednak bardzo wolno zanika
i jest istotna dla prawie czterech skal czasu.

0.004
0.0035 |
0.003 |
0.0025 |
0.002 ¢
0.0015 ¢
0.001 ¢
0.0005 |

Corr(k)

1 10 100 1000 10000
k

Rys. 3.1. Autokorelacja odstepow czasu pomiedzy pakietami w funkcji opoznienia dla para-
metryzacji MMPP z Przyktadu 3.1

Fig. 3.1. The k-lag autocorrelation of the interarrival times for the MMPP parametrization
from Example 3.1
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Przyktad 3.2. Druga, bardziej skomplikowana, parametryzacja MMPP jest oparta na zapi-
sanym Sladzie (ang. trace file) zagregowanego ruchu IP. Wykorzystano milion nagtowkow
pakietow zapisanych w ogdlnodostepnym pliku FRG-1137208198-1.tsh (do pobrania z [93]),
przedstawiajacym ruch z 14 stycznia 2006 roku zaobserwowany w punkcie agregacji FRG
(Front Range GigaPOP) monitorowanym w ramach amerykanskiego projektu PMA (Passive
Measurement and Analysis Project, [155]). Srednia intensywno$¢ ruchu dla tego zapisu to
A = 71732 pakietow na sekunde, co przy Srednim rozmiarze pakietu wynoszacym 850 B
daje taczna intensywnos¢ réwna 58.11 MB/s. Do tego zapisu ruchu IP dopasowane zostaty
[57] nastepujace parametry MMPP:

—172.53 38.80 30.85 0.88 102.00
16.76 —883.26 97.52 398.9  370.08
Q= 281.48 44597 —1594.49  410.98  456.06 |,
23.61 205.74 58.49 —598.93  311.09
368.48  277.28 7.91 32.45 —686.12

(A1, -+, As) = (59620.6,113826.1, 7892.6, 123563.2, 55428.2).

Podstawowe parametry $ladu ruchu IP oraz MMPP sg pokazane w tab. 3.1 i narys. 3.2.
Wazne jest tu dobre dopasowanie funkcji autokorelacji, zwtaszcza ze autokorelacja ta przyj-
muje dos¢ wysokie wartosci az do trzech skal czasu. Jak zostanie p6zniej wielokrotnie poka-
zane, autokorelacja ma bardzo duzy wptyw na charakterystyki kolejkowania ruchu. Rozktad
stacjonarny faficucha modulujacego dla dopasowanego MMPP ma postac

m = (0.52174,0.12808,0.023151,0.11352,0.21351).

Jak widaé€, tancuch najczesciej przebywa w stanie 1, najrzadziej w stanie 3. Odchylenie
standardowe czasu pomiedzy pakietami wynosi

VVar = 16.866 us.

Sredni czas Srednia intensywnos¢
pomiedzy pakietami [1S] ruchu [pakiety/s]
Zapis ruchu IP 13.940 71732
Dopasowany MMPP 13.941 71729

Tab. 3.1. Podstawowe parametry zapisanego §ladu ruchu IP i dopasowanego MMPP

w Przyktadzie 3.2
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0.14 .
0.12 |

0.1;
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0.06 |
0.04 |
0.02 |

1 5 10 50 100 500 1000
k

Rys. 3.2. Autokorelacja odstepéw czasu pomiedzy pakietami w funkcji opbznienia
w Przyktadzie 3.2. Grubsza linia - wykres dla zarejestrowanego $ladu ruchu IP,
ciefsza linia - wykres dla dopasowanego MMPP

Fig. 3.2. The k-lag autocorrelation of the interarrival times for the MMPP parametrization
from Example 3.2. Thick line - the autocorrelation in the IP traffic trace file, thin
line - the autocorrelation of the fitted MMPP

3.2. Charakterystyki kolejkowania MMPP

Zanim przejdziemy do charakterystyk kolejkowania MMPP, wprowadzimy kilka po-
trzebnych oznaczen. Szczeg6lnie przydatne beda nastepujace macierze m x m:

Ay(s) = ZAk(s),
k=n

Bu(s) = Apt1(s) = Anga(s)(Ao(s)) ™,
(N — Qii)pz’j] 0 dla i=yj,
Z(s) = |z Gl g =
(s) [8%-)\2‘ —Qii |, b Afié” dla i#j,
Bl = L + i — Qu} ij
b

My(s) = (I —2Z(s))[Ros1(s)Ao(s) + > Ro—i(s)B(s)]
k=0

b—1

—E(s)[Ry(s)Ao(s) + Z Ry 1-k(s)B(s)],
k=0
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gdzie Ry(s) jest potencjatem dla ciagu Aj(s) (wzor (1.3)), za$ zapis A;; oznacza
element macierzy A znajdujacy sie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie.
Bedziemy tez uzywat wektora kolumnowego z(s):

T
z(s):<; ;> .
S+)\1—Q11’ 7S‘|‘)\m_Qmm

W dalszej czeéci bedziemy zakfada¢, ze macierze Ag(s), Ao(s) i My(s) sa nie-
osobliwe. Udowodnienie, ze tak jest zawsze (tzn. dla dowolnej parametryzacji
MMPP), moze by¢ trudne (zobacz np. [30]). Na szczescie w zastosowaniach zato-
zenie to nie ma wiekszego znaczenia, gdyz w praktyce nie spotyka sie osobliwych
macierzy Ao(s), Ao(s), My(s).

3.2.1. Dhtugost kolejki

Dtugost kolejki w stanie nieustalonym zaleze¢ bedzie teraz nie tylko od poczatkowej
dtugosci kolejki, X (0), ale rowniez od poczatkowego stanu fahcucha modulujacego,
J(0). Dlatego rozktad dtugosci kolejki bedziemy zapisywat, uzywajac indeksow n
oraz i, mianowicie:

B i(t,1) = P(X(t) = | X(0) =n,J(0) =i), 0<n<b 1<i<m.

Udowodnimy teraz wzor na transformate Laplace’a rozktadu dtugosci kolejki, tzn.

bni(s,1) = / e 5, (¢, 1)dt.
0

Whyniki wygodnie bedzie zapisywac, uzywajac wektora kolumnowego, w ktorym po-
szczegOlne elementy odpowiadaja kolejnym stanom tancucha modulujacego:

Dn(5,0) = (dn1(5,0); s Prm(s, )T

Twierdzenie 3.1. Transformata Laplace’a rozktadu diugosci kolejki w systemie
MMPP/G/1/b wyraza sie wzorem

b—n

on(s,l) = (Rb_n+1(s)Ao(s) + Z Rb_n_k(s)Bk(s)> M, H(s) (s, 1)
k=0
b—n

+ Z Rb—n—k(s)gk(37 l)? (317)
k=0
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gdzie Ry (s) jest potencjatem (wzor (1.3)) dla ciagu Ax(s) okreSlonego w (3.11), oraz

gr(s,1) = Apsa(s)(Ao(s) " ra(s, 1) — ro—i(s, 1),

0-1 dla l<n
rn(s,l) = Di_n(s )-1, dla n<l<b,
L) g 501Dy (s) -1, dla [ =b,
l(s,l) = ZRb 1-k(8)gk(s,1) ZRb k(8)gk(s,1)
+5Olz( ).

Dowdd Twierdzenia 3.1. Dla uproszczenia zapisu bedziemy w dowodzie pomijac
zmienna [. Jezeli poczatkowo kolejka nie jest pusta, tzn. X (0) = n € [1,b], to
wykorzystujac wzor na prawdopodobiehstwo catkowite wzgledem pierwszej chwili
ukonczenia obstugi, otrzymujemy

m b—n—1

= > Y / nht14(t — w) P, (ke w)dF (u)

j=1 k=0
+Z Z /q)b 1j(t — u) P j(k,u)dF (u)
7=1 k=b—n'
+pn,2( )7 1< < m, (318)
gdzie
dla l<n
pn,i(t) = (1 - F(t)) : Z;nzl H,j(l - n7t) dla n<l< b,

S Sy Pijlk,t) dla =D

Pierwszy sktadnik wzoru (3.18) odpowiada za przypadek, w ktbrym pierwszy
czas ukohczenia obstugi u wypada wczesniej niz ¢ i do chwili  bufor sie nie przepet-
nia. Drugi sktadnik (3.18) odpowiada za przypadek, w ktdrym pierwszy czas ukohcze-
nia obstugi u wypada wczesniej niz ¢ i przed chwila u nastepuje przepetnienie bufora.
Wreszcie trzeci sktadnik, p,, ;(¢), odpowiada za przypadek, w ktérym pierwszy czas
ukohczenia obstugi « wypada po chwili ¢.

W sytuacji X (0) = 0 uzyjemy wzoru na prawdopodobiefstwo catkowite wzgle-
dem chwili wystapienia pierwszego zdarzenia w strumieniu MMPP (ktbrym moze
by€ pojawienie sie pakietu lub zmiana stanu fancucha modulujacego). Otrzymujemy;,
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ze

+ dgre~ Mm@t (3.19)

Jezeli do obu stron (3.18) i (3.19) zastosujemy transformate Laplace’a oraz zapis
macierzowy, to dostaniemy nastepujacy uktad rownan:

b—n—1 00
Z A(8)bnih-1() + D Ar()pp-1(s) +7ra(s), 0<n<b,
e (3.20)
¢o(s) = Z(s)po(s) + E(s)d1(s) + di(s). (3.21)
Nastepnie, wykonujac podstawienie
Spn(s) = (z)b—n(s),
otrzymujemy:
Z Ak+1(3)§0n—k(3) - (Pn(s) = 1/’71(3)7 0<n<b, (3.22)
k=—1
op(s) = Z(s)pp(s) + E(s)ep—1(s) + dorz(s), (3.23)
gdzie

Un(s) = App1(s)po(s) = Y Ar(s)pi(s) = rp_n(s).

k=n+1
Poniewaz uktad (3.22) ma taka sama postac jak (1.8), z Twierdzenia 1.3 wnio-
skujemy, ze ma on nastepujace rozwigzanie

k=0

gdzie ¢(s) jest wektorem kolumnowym niezalezacym od n, a R, (s) jest okre$lone
w (1.3).
Dla n = 0 wzbr (3.24) daje

c(s) = Ao(s)eo(s), (3.25)
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zas5 (3.22)
wo(s) = Z Ai(s)e1(s) + rp(s). (3.26)
k=0

Nastepnie, wstawiajac kolejnon = bin = b — 1 do (3.24) oraz wykorzystujac
warunek (3.23), mozemy tatwo obliczy€ ¢(s), co zakohczy dowod twierdzenia. l

Twierdzenie 3.1 mozemy zastosowat do znajdowania rozktadu dtugosci kolejki
zarbwno w stanie nieustalonym, jak i ustalonym. Dla stanu nieustalonego konieczne
jest uzycie algorytmu odwracania transformaty Laplace’a (podrozdziat 5.1.1), za$ dla
stanu ustalonego wystarczy obliczyt

(1) = lim sén(s,1) (3.27)

s—0+

dla dowolnego n oraz i.

Przyktad 3.3. Wykonamy teraz obliczenia rozktadu dtugosci kolejki dla parametryzacji
MMPP z Przyktadu 3.1. Zaktadamy b = 50 pakietow oraz staty czas obstugi (transmisji) pa-
kietu d = 1 ms. Przy Sredniej intensywnosci strumienia wejsciowego A = 0.49319 pakietow
na milisekunde daje to mate obciazenie systemu p = \d = 49%. Wykorzystujac (3.27)
i Twierdzenie 3.1, mozemy fatwo obliczy¢, ze Srednia diugosc kolejki w stanie ustalonym
wynosi

E® = 0.93279,

wariacja dtugosci kolejki w stanie ustalonym
Var(®) = 9.1248,
prawdopodobienstwo, ze bufor jest przepetniony
d(b) = 2.6792 x 1074,
zas prawdopodobiefstwo, ze bufor jest pusty
®(0) = 0.50710.

Jak wida¢, Srednia dtugos¢ kolejki jest mata, zas prawdopodobienstwo zdarzenia, ze bufor
jest pusty - wysokie. Jest to oczywiscie konsekwencja matego obciazenia systemu. Do-
ktadna postac rozktadu dtugosci kolejki w stanie ustalonym jest pokazana na rys. 3.3. Warto
zwrdci¢ uwage na charakterystyczny ksztaft prawego kohca wykresu (ostrze). Ksztaft taki
spowodowany jest faktem, ze w stanie ustalonym prawdopodobiefistwo kolejki rownej b pa-
kietow jest skokowo nizsze od prawdopodobienstwa kolejki rownej b — 1 pakietéw (efekt
bariery odbijajacej). Jest to typowe zjawisko w rozktadzie dtugosci kolejki i bedziemy je
jeszcze wielokrotnie obserwowac na innych rysunkach.
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Rys. 3.3. Rozk}ad dtugosci kolejki w stanie ustalonym w Przyktadzie 3.3
Fig. 3.3. Steady-state distribution of the queue length in Example 3.3

Narys. 3.4 pokazany jest z kolei rozktad dtugosci kolejki w réznych chwilach czasu, przy
Zafozeniu ze na poczatku bufor jest przepetniony, tzn. X (0) = b. Widzimy tam wyraznie
zbieznos¢ rozktadu dtugosci kolejki do stanu ustalonego (przerywana linia) i jego poSrednie
ksztatty. Ksztatt rozktadu zaczyna by¢ bardzo zblizony do ksztattu w stanie ustalonym dla
t wiekszych od 200 ms. Mozemy zauwazy¢ tez opisany powyzej efekt bariery odbijajacej,
ktéry, poczatkowo nieobecny, pojawia sie, w miare jak system zbliza sie do stanu nieustalo-
nego.

Wreszcie, rys. 3.5 przedstawia prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w funkcji roz-
miaru bufora w réznych chwilach czasu, przy zatozeniu ze poczatkowo bufor jest petny, czyli
X(0)=b.

Przyktad 3.4. Zbadamy teraz dtugosci kolejki dla ruchu MMPP z Przyktadu 3.2 dla dwéch

rozmiaréw bufora, tzn. 100 KB (120 pakietow) oraz 1 MB (1234 pakiety). Zaktadamy staty

czas transmisji pakietu d = 10.133 us, co daje umiarkowane obciazenie systemu p = 72.6%.
Dla bufora 100 KB podstawowe parametry kolejki sa nastepujace:

Srednia dhugos¢ kolejki w stanie ustalonym: E® = 14.259 KB,

odchylenie dtugosci kolejki w stanie ustalonym: \/V ar(®) = 26.259 KB,
prawdopodobienstwo, ze bufor jest przepetniony: ®(b) = 6.5549 x 103,

prawdopodobienstwo, ze bufor jest pusty: ®(0) = 0.28120.
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Rys. 3.4. Rozklad dtugosci kolejki w Przyktadzie 3.3 w roéznych chwilach czasu (stan nie-
ustalony). Poczatkowa dtugos¢ kolejki wynosita 50 pakietdw, rozktad poczatkowy
stanu tanhcucha modulujacego =

Fig. 3.4. Queue size distribution in Example 3.3 at different times (transient case). The initial
gueue size was 50 packets; the initial distribution of the modulating state was

Dla bufora 1 MB mamy odpowiednio:
o E® = 20.672 KB,

VVar(®) = 44.392 KB,

®(b) = 1.5601 x 10~9,

$(0) = 0.27318.

Jak wida¢, zwiekszenie rozmiaru bufora ze 100 KB do 1 MB powoduje duzy spadek
prawdopodobienstwa przepetnienia bufora przy umiarkowanym wzroscie Sredniej dtugosci
kolejki i jej odchylenia.

Ksztatty rozktadoéw diugosci kolejki w stanie ustalonym dla buforébw 100 KB i 1 MB
sg przedstawione odpowiednio na rys. 3.6 i 3.7. Jak widzimy, rozkiad wyglada podobnie
w obu wypadkach. Taki ksztatt rozkfadu jest czesto spotykany w systemach ze skoficzonym
buforem. Masa prawdopodobienstwa jest silnie skoncentrowana wokoét barier, tzn. 0i b, za$
na pozostatej czesci wykres jest zblizony do liniowego (w skali logarytmicznej). Ponadto na
prawych konhcach wykreséw pojawia sie charakterystyczne ostrze spowodowane opisanym
wczesniej efektem bariery odbijajacej.

Rys. 3.8 pokazuje rozktad dtugosci kolejki dla bufora 100 KB w réznych chwilach czasu,
przy zatozeniu ze na poczatku bufor jest wypetniony w pofowie, tzn. X (0) = 0.5b. Wida¢
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Rys. 3.5. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora (Przykfad
3.3) w r6znych chwilach czasu (stan nieustalony). Poczatkowa dtugo$¢ kolejki wy-
nosita b, rozktad poczatkowy stanu fahcucha modulujacego =

Fig. 3.5. Buffer overflow probability as a function of the buffer size (Example 3.3) at diffe-
rent times (transient case). The initial queue size was b packets; the initial distribu-
tion of the modulating state was 7

zbieznos¢ do rozktadu w stanie ustalonym, ksztatty rozktadéw zblizone do stanu ustalonego
otrzymujemy dlat > 2 ms.

Na rys. 3.9 pokazano, jak zmienia sie Srednia dtugos¢ kolejki w czasie dla pieciu roznych
poziomobw poczatkowego zapetnienia bufora - od 0% do 100%. Zbieznoé¢ do stanu ustalo-
nego nastepuje po okoto 8 ms, niezaleznie od poczatkowego zapetnienia bufora. Co ciekawe,
wykres Sredniej dtugosci kolejki w czasie moze nie by¢ monotoniczny (dla X (0) = 25 KB).

Na koniec tego przyktadu zobaczymy, jak autokorelacja strumienia pakietow wptywa
na charakterystyki kolejkowania. Do tego celu, oprocz rozwazanego MMPP, wykorzystamy
prosty proces Poissona o identycznej intensywnosci, tzn. A = 71729 pakietow na sekunde.
Rys. 3.10 pokazuje Srednia dtugos¢ kolejki dla tych dwoch réznych modeli ruchu. W stanie
nieustalonym obie charakterystyki sa podobne, cho¢ dla strumienia Poissona stan ustalony
jest osiagany nieco szybciej. W stanie ustalonym Srednia dtugos¢ kolejki dla ruchu poisso-
nowskiego jest dziesieciokrotnie mniejsza.

Réznica pomiedzy tymi modelami staje sie drastyczna, jezeli wziat pod uwage prawdo-
podobiefistwo przepetnienia bufora. Efekt ten zostat pokazany na rys. 3.11. Nieuwzglednie-
nie autokorelacji spowodowato optymistyczne zanizenie wartosci prawdopodobienstwa prze-
petnienia w stanie ustalonym o 30 rzedow wielkosci!
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Rys. 3.6. Rozklad dtugosci kolejki w stanie ustalonym w Przyktadzie 3.4 dla bufora o roz-
miarze 100 KB
Fig. 3.6. Queue size distribution in steady state in Example 3.4 for the buffer size of 100 KB

3.2.2. Wspotczynnik strat pakietow

Podstawiajac [ = b do (3.27), mozemy tatwo znalez¢ prawdopodobiehnstwo, ze bufor
jest przepetniony. Niestety, w przeciwienstwie do prostego strumienia Poissona, dla
MMPP prawdopodobienstwo przepetnienia bufora nie jest rowne wspotczynnikowi
strat pakietow. Dlatego tez w wypadku MMPP wspbtczynnik strat musimy wyzna-
czy€ oddzielnie.

W rzeczywistoSci wyznaczymy tu znacznie bardziej og6lna charakterystyke, mia-
nowicie Srednig liczbe pakietow traconych w przedziale (0, t]. Przy jej pomocy tatwo
bedzie mozna znalezt wspotczynnik strat. Ponadto bedzie mozna analizowat liczbe
strat w stanie nieustalonym.

Niech L(t) oznacza liczbe pakietow utraconych w przedziale (0, ¢] oraz A,, ;(t)
jej Srednia wartos¢ dla X (0) = n i J(0) = 4, tzn.

Anit) = B(L()| X (0) = n, J(0) = i).
Ponadto niech
Snals) = /O A, (D)t
6n(s) = (6n1(8)s .-y 0nm(s)T.
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Rys. 3.7. Rozktad dtugoésci kolejki w stanie ustalonym w Przyktadzie 3.4 dla bufora 1 MB
(u gbry). Na dolnych rysunkach powiekszenie zakreséw 0-10 KB i 1012-1024 KB

Fig. 3.7. Queue size distribution in steady state in Example 3.4 for the buffer size of 1 MB
(above) and close-ups of the range 0-10 KB and 1012-1024 KB (beneath)

Twierdzenie 3.2. Transformata Laplace’a Sredniej liczby strat w przedziale (0, ¢
w systemie MMPP/G/1/b wyraza si¢ wzorem

b—n

dn(s) = <Rb—n+1(s)Ao(S) + ZRb—n—k(S)Bk(s)> M, (s)ys(s)

k=0

b—n
+ Z Rb—n—k(s)vk(s)7 (328)
k=0
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Rys. 3.8. Rozktad dtugosci kolejki w Przyktadzie 3.4 w roznych chwilach czasu (stan nie-
ustalony). Poczatkowa dtugos¢ kolejki wynosita 50 KB, rozmiar bufora 100 KB,
rozkiad poczatkowy stanu fahcucha modulujacego =

Fig. 3.8. Queue size distribution in Example 3.4 at different times (transient case). The in-

itial queue size was 50 KB, the buffer size was 50 KB and the distribution of the
modulating state was 7

gdzie Ry (s) jest potencjatem (1.3) dla ciagu A (s) oraz

vi(s) = Appa(s)(Ao(9)) " els) — cpi(s),

ck(s) = - (i—b+k)Ai(s)- 1+ Z(i—b—i—k)ﬁi(s)‘l
i=b—k i=b—k

b—1 b
w(s) = E(s)>  Ry-1-k(s)or(s) — (1= Z(5)) Y Ro—k(s)vk(s)
k=0 k=0

(VAR I

Dowod Twierdzenia 3.2. Stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite przy
X (0) =n € [1,b], otrzymujemy nastepujacy uktad rownah catkowych:
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Rys. 3.9. Srednia dhugost kolejki w funkcji czasu w Przykiadzie 3.4 dla 5 réznych
poczatkowych dtugosci kolejki — kolejno od dotu 0 KB, 25 KB, 50 KB, 75 KB, 100
KB. Poczatkowy stan fahcucha modulujacego wedtug rozktadu 7, bufor 100 KB

Fig. 3.9. Average queue size as a function of time in Example 3.4 for 5 different initial queue
sizes — 0 KB, 25 KB, 50 KB, 75 KB and 100 KB, counting from the bottom. The
initial state of the modulating chain was set according to , the buffer size was
100 KB

—n—1

m b t
Analt) — Zl ;) /O Aot j(t — w) Py (b, u)dF (u)

b /{k_Hn+Ab_l,ja—u>>m<k,u>dF<u>

j=1 k=b—n’0
+A=FW)Y_ Y (k—=b+n)P(k,1). (3.29)
j=1k=b—n

Pierwszy sktadnik (3.29) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia
obstugi u wypada wczesniej niz ¢ i do chwili « do systemu przybyto & < b — n pa-
kietbw. Drugi sktadnik (3.29) odpowiada sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia
obstugi u wypada wczesniej niz ¢ i do chwili u przybyto do systemu k& > b — n pa-
kietow, z czego k — b + n zostato utraconych. Wreszcie ostatni sktadnik odpowiada



78 3. KOLEJKOWANIE STRUMIENI MMPP

100KB
80KB
60KB
e
40KB |
20KB MMPP st. ustalony 14.3 KB
Poisson ]
st. ustalony 1.4 KB
0 2 4 6 8 10
t [ms]

Rys. 3.10. Srednia dtugos¢ kolejki w funkcji czasu dla skorelowanego (MMPP) i nieskore-
lowanego (Poisson) ruchu (Przyktad 3.4). Rozmiar bufora 100 KB, poczatkowa
dtugost kolejki 100KB

Fig. 3.10. Average queue size as a function of time for correlated (MMPP) and uncorrelated
(Poisson) traffic (Example 3.4). The buffer size was 100 KB, the initial queue size
was also 100 KB

sytuacji, w ktorej pierwszy czas ukohczenia obstugi u wypada po chwili ¢. Dzieje sie
tak z prawdopodobienstwem 1 — F(t), za$ Srednia liczba utraconych pakietow jest
wtedy réwna

Jezeli X (0) = 0, to wzbr na prawdopodobiehstwo catkowite daje

m t
Ao’i(t) = Z/O A07j(t — u)()\l — Qii)pije_(Ai_Qii)udU
j=1

m t
+> / Ayt —u)Aije~Qim@idegy, (3.30)
j=1"0
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Rys. 3.11. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w funkcji czasu dla skorelowanego
(MMPP) i nieskorelowanego (Poisson) ruchu (Przyktad 3.4). Rozmiar bufora
i poczatkowa dtugos¢ kolejki 100 KB

Fig. 3.11. Buffer overflow probability as a function of time for correlated (MMPP) and un-
correlated (Poisson) traffic (Example 3.4). The buffer size and the initial queue
size were 100 KB

Stosujac transformate Laplace’a i zapis macierzowy do (3.29) i (3.30), otrzymujemy:
b—n—1 o)
On(s) = D A(s)nsnor(s)+ D Ar(s)dy_1(s) + cn(s),
k=0 k=b—n
0<n<b, (3.31)

do(s) = Z(s)oo(s)+ E(s)o(s). (3.32)

Zwrdtmy teraz uwage, ze (3.31) i (3.32) maja takg sama postac jak (3.20) i (3.21).
W zwiazku z tym, pozostata czes¢ dowodu przebiega w taki sam sposoéb jak w dowo-
dzie Twierdzenia 3.1. |

Wykorzystujac Twierdzenie 3.2 oraz wiasnosci transformaty Laplace’a, wspot-
czynnik strat mozemy tatwo obliczy¢ jako

285 .
LR = lip $0na()

3.33
i SO (3:33)
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gdzie n oraz ¢ sa dowolne. W praktyce najkorzystniej jest wybrat n = b, gdyz w tym
wypadku 4,,(s) ma najprostsza postac, a mianowicie

(s) = M (s)yw(s).

Przyktad 3.5. Dla parametryzacji MMPP z Przyktadu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 us (p = 72.6%) wspotczynnik strat w stanie ustalonym, obliczony
wyg (3.33), wynosi

LR =1.1044%.

Stad Srednia liczba traconych pakietow na jednostke czasu (ms) wynosi w stanie ustalonym
A LR =0.79219.

Z praktycznego punktu widzenia, bardzo istotna jest zaleznoS¢ wspotczynnika strat od
rozmiaru bufora. Zaleznoé¢ ta jest przedstawiona na rys. 3.12 dla dwbch r6znych obciazen.
Jak sie mozna byto spodziewa¢, wykresy te sa malejace. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie
wystepuje dos¢ silna dodatnia autokorelacja w ruchu pakietow, dla duzego obciazenia LR
maleje bardzo powoli wraz z rozmiarem bufora, i nawet dla duzych wartoéci b straty pa-
kietow sa wciaz duze.

1

0.01
X 0.0001

1.x107% |

0 200KB 400KB 600KB 800KB
b

Rys. 3.12. Wspobtczynnik strat w funkcji rozmiaru bufora dla dwboch réznych obciazeh sys-
temu p w Przykfadzie 3.5

Fig. 3.12. Loss ratio versus the buffer size for two different values of the offered load p in
Example 3.5
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Przesledzmy teraz, jak wyglada proces strat pakietow w stanie nieustalonym, a w szcze-
g6lnosci wptyw X (0) i J(0) na proces strat. Zaktadamy dalej b = 100 KB oraz obciazenie
p="72.6%.
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Rys. 3.13. Srednia liczba pakietow traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu dla 5
roznych poczatkowych dtugosci kolejki — kolejno od dotu 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b, b.
We wszystkich wypadkach przyjeto J(0) = 4. Przykiad 3.5

Fig. 3.13. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for 5 different
initial queue sizes — 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b and b, counting from the bottom. In every
case it was assumed that J(0) = 4. Example 3.5

Na rys. 3.13 pokazany jest przebieg funkcji A,, ;(t)/t dla ustalonego i = 4 oraz réznych
wartosci n, zas na rys. 3.14, 3.15, 3.16 pokazany jest przebieg tej funkcji dla ustalonego n
oraz roznych wartosci i. Funkcja A, ;(t)/t reprezentuje $rednig liczbe strat pakietow w jed-
nostce czasu. Oczywiscie, dla dowolnych n oraz i funkcja ta zbiega do LR = 0.79219, jed-
nak w niektérych wypadkach zbieznos¢ ta moze by¢ wolna, np. dla wysokich poczatkowych
dtugosci kolejek czy dla wysokich intensywnoéci MMPP w chwili t = 0 (rys. 3.16, szcze-
gélnie dlai = 4, i = 2). Ponadto, w stanie nieustalonym mozemy sie czasami spodziewa¢
znacznie wiekszych strat (o rzad wielkosci) niz w stanie nieustalonym (np. rys. 3.13, 3.16).

Ciekawe jest, ze funkcja A,, ;(t)/t moze nie tylko nie by¢ monotoniczna, ale rowniez
posiada¢ wiecej niz jedno ekstremum (rys. 3.16,i = 3).
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Rys. 3.14. Srednia liczba pakietow traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla réznych poczatkowych stanéw tahcucha modulujacego ¢ (Przyklad 3.5).
Poczatkowa dtugost kolejki wynosita w kazdym wypadku 0

Fig. 3.14. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
gueue size was 0

3.2.3. Opobznienie

Podobnie jak rozktad dtugosci kolejki, rozktad op6znienia bedziemy zapisywat przy
pomocy wektora kolumnowego transformat

wy(s,0) = (wp,1(s,0), ... ,wmm(s,a))T,

gdzie

o0 o0
Wn,i(s,0) =/ e_gtdt/ e wni(z, t)dz,
0 0

oraz

Wni(x,t) =PV (t) > 2|X(0) = n, J(0) = i). (3.34)
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Rys. 3.15. Srednia liczba pakietow traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla réznych poczatkowych stanéw tahcucha modulujacego ¢ (Przyklad 3.5).
Poczatkowa dtugost kolejki wynosita w kazdym wypadku 50 KB

Fig. 3.15. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
queue size was 50 KB

Twierdzenie 3.3. Transformata Laplace’a rozkladu opbéznienia w systemie
MMPP/G/1/b ma postat

wn(s,a) = (Rb n+1 +ZRb n— k ( )) Mb_l(a)ub(s,o')

—|—ZRb n— k hk S O‘) (3.35)

gdzie

h(s,0) = A1 (0)(Ao(0) " (5, 0) — @b-n(s, 0),
—n—1

(Do) = Culs, o) (F)™ 1) -1,

W | =
o

Qn(37 U) =
k=

[en]

up(s ZRb 1—k(0)h(s,0) — (I = Z(0)) Y Ry_p(0) (s, 0).
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Rys. 3.16. Srednia liczba pakietow traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla réznych poczatkowych stanéw tahcucha modulujacego ¢ (Przyklad 3.5).
Poczatkowa dtugos¢ kolejki wynosita w kazdym wypadku 100 KB

Fig. 3.16. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
queue size was 100 KB

Dowod Twierdzenia 3.3. Stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite wzgle-
dem pierwszej chwili ukohczenia obstugi, dla 0 < n < b mamy

m b—n—1 .
wn,i(x7t) = Z /wn-l-k—lj(x’t U)PZ,J(kau)dF(u)

j=1 k=0 YO
m o) t

Yy / By1s (st — u) Py (ks w)dF (u)

j=1k=b—n 0
m b—n—1 0o

+> D Pk / (1= FUH=D% (@ —u+ ))dF (u).
j=1 k=0 t

(3.36)

Dlan = 0 otrzymujemy:
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Stosujac transformaty i przechodzac do zapisu macierzowego, dla 0 < n < b dosta-
jemy

b—n—1 o
wn('ga U)ZZ Ak (J)wn-i-k—l(sa 0) + Z Ak(a)wb—l(sa 0) + Qn(sa 0)7 (337)
k=0 k=b—n
orazdlan =0
wo(s,0) = Z(o)wo(s,0) + E(o)wi(s,0). (3.38)
Jak widac€, postat rownah (3.37) i (3.38) jest taka sama jak (3.20) i (3.21), a zatem
pozostate obliczenia przeprowadzamy tak jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. [ |

Poniewaz w definicji w,(s,o) wystepuje ogon rozktadu V'(¢), do obliczenia
Sredniej wartoSci opdznienia nalezy podstawi¢ s = 0 do (3.35). Nastepnie mozemy
odwrbcit transformate ze wzgledu na zmienna o i otrzymac przebieg czasowy $red-
niej wartosci opdznienia. Jezeli chcemy otrzymac Srednig warto$¢ opdznienia w sta-
nie ustalonym, obliczamy tylko

li : 3.39

Ui}I(I)1+ owy(0,0) (3.39)

Wreszcie, jezeli interesuje nas ksztatt rozktadu opdznienia w pewnej chwili ¢, stosu-
jemy algorytm do odwracania podwdjnej transformaty Laplace’a (podrozdziat 5.1.2).

Przyktad 3.6. Dla parametryzacji MMPP z Przykiadu 3.1, przyjmujac b = 50 pakietow
oraz staty czas transmisji d = 1 ms, Srednie op6znienie w stanie ustalonym wynosi

EV =0.673 ms.

Rys. 3.17 przedstawia przebieg czasowy Sredniego opbznienia, przy zatoZeniu ze poczat-
kowo bufor byt przepetniony. Dos¢ wyraznie zaznacza sie czas, w ktérym Srednie opoznienie
osigga warto$¢ stanu ustalonego.

Z kolei na rys. 3.18 pokazana jest zaleznos¢ Sredniej wartoSci opdznienia od rozmiaru
bufora zarbwno w stanie nieustalonym (linie ciagte), jak i ustalonym (linia przerywana). Za-
uwazmy, ze opbznienie ronie wraz ze wzrostem rozmiaru bufora zarbwno w stanie nieusta-
lonym, jak i ustalonym.
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Rys. 3.17. Srednie opdznienie kolejkowania w czasie (Przyktad 3.6). Poczatkowo bufor byt
przepetniony (X (0) = b), rozkad poczatkowy stanu fancucha modulujacego wy-

nosit
Fig. 3.17. Average queueing delay versus time (Example 3.6). Initially the buffer was full
(X (0) = b) and the initial distribution of the modulating state was 7

Jest to wazna z praktycznego punktu widzenia informacja — przy wyborze rozmiaru bu-
fora nalezy wzia€ pod uwage fakt, ze wzrost rozmiaru bufora powoduje zarbwno pozytywne
(zmniejszenie wspbtczynnika strat, patrz np. rys. 3.12), jak i negatywne efekty (wzrost
opbznienia).

Przyktad 3.7. Dla parametryzacji MMPP z Przyktadu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 us (p = 72.6%), Srednie opdznienie w stanie ustalonym wynosi

EV =0.162 ms.

Rys. 3.19 pokazuje Srednie op6znienie kolejkowanie w stanie nieustalonym dla 5 réznych
wartoéci X (0). Po raz kolejny widzimy, ze krotkoterminowa charakterystyka moze przyj-
mowacé wartosci znacznie rézniace sie od stanu ustalonego.

3.2.4. Okres przepetnienia bufora

Zajmiemy sie najpierw wyznaczeniem rozktadu pierwszego okresu przepetnienia bu-
fora, tzn. rozktadu (3; wedtug definicji z podrozdziatu 2.2.4. Rozkiad ten bedziemy
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Rys. 3.18. Srednie opbznienie w funkcji rozmiaru bufora w réznych chwilach czasu
(Przykiad 3.6). W kazdym wypadku poczatkowo bufor byt przepetniony (X (0) =
b) i rozklad poczatkowy stanu fahcucha modulujacego wynosit

Fig. 3.18. Average queueing delay versus the buffer size (Example 3.6). In every case the
buffer was initially full (X (0) = b) and the initial distribution of the modulating
state was 7

zapisywat w postaci wektora kolumnowego dystrybuant, tzn.
Hy(t) =1 — xa(t),
gdzie

Xn(t) = (Xn,l(t)a e aXn,m(t))T>
Xn,i(t) = P(B1 >t/ X(0) =n,J(0)=1).
Bedziemy czesto postugiwac sie operatorem K. Operator ten dla ciagu macie-

rzy kwadratowych lub wektorow kolumnowych { X1, X9, X3, ...} jest zdefiniowany
jako

b b—1
Ky(X)=(I—-2)Y ReyXp—EY Rp1_ Xy, (3.40)
k=1 k=1

gdzie
Z =2Z7(0), E=EQ0), R=R(0).
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Rys. 3.19. Srednie opbznienie kolejkowania w funkcji czasu (Przyktad 3.7) dla réznych
poczatkowych zapetnieh bufora — liczac od dotu 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b, b. Rozkiad
poczatkowy stanu tahcucha modulujacego wynosit

Fig. 3.19. Average queueing delay versus time (Example 3.7) for different initial queue sizes
-0, 0.25b, 0.5b, 0.75b and b, counting from the bottom. The initial distribution of
the modulating state was 7

Twierdzenie 3.4. Rozktad dtugosci pierwszego okresu przepetnienia bufora w syste-
mie MMPP/G/1/b ma posta¢

b—n b—n
Hu(t) =1= " Ry n i ArGy ' Ko(9(t) + Y Ronggi(t), 0<n<b,
k=0 k=1
(3.41)
gdzie
A = Ax(0),
b b—1
Gy = (I-2)) RypAx—E> Ry1_p Ay, (3.42)
k=0 k=0
g (t) = / (1-F(u+t)P(k—1,u)du-A-1, (3.43)
0

za$ K (g(t)) jest zdefiniowane w (3.40)3,

30czywiscie w (3.40) nalezy zamieni¢ X3 na g (t).
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Dowod Twierdzenia 3.4. Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite wzgledem
pierwszego czasu ukonczenia obstugi dla 0 < n < b, 1 < i < 'm mamy:

P(f1 > X (0) = n, J(0) = 1)
m b—n—1

- ¥ PG> X0 =+ k= 1.500) = )Py )P
7j=1 k=0

m

+)° /OOO dF (u) /Ou I(u—v > t)Pj(b—n —1,0)\;dv. (3.44)

j=1

Pierwszy czton (3.44) dotyczy przypadku, gdy bufor nie przepetnia sie do pierwszego
czasu ukonczenia obstugi , za$ drugi czton dotyczy przypadku, gdy w pewnej chwili
v < u nastepuje przepetnienie i wtedy, oczywiscie, 81 = u — v.

Dlan =0i1 < i < m, warunkujac wzgledem pierwszego zdarzenia w strumie-
niu MMPP (pakiet lub zmiana stanu modulujacego), otrzymujemy

P(f1 >t | X(0) =0,J(0) =)

P(f1 > t[X(0) = 0,J(0) =)

P(f1 > t|X(0) = 1,J(0) =4).  (3.45)

. MS ||'MS

QZZ

Catkujac drugi czton (3.44) przez czeSci oraz stosujac zapis przy pomocy macierzy,
otrzymamy

b—n—1
Z Aan-i—k 1 +gb n() (346)
za$ z (3.45), ze
Xo(t) = Zxo(t) + Ex1(t). (3.47)

Zamieniajac indeksy
en(t) = Xo—n(t),

dostaniemy

Z Ak+1¢n—k(t) - ‘Pn(t) - 1/Jn(t)7 0<n< ba (348)
k=-1

op(t) = Zpp(t) + Epp1(1), (3.49)
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gdzie
%(t) = An‘Pl (t) - gn(t)‘
Do (3.48) mozemy zastosowat teraz Twierdzenie 1.1, z ktorego wynika, ze

Pn(t) = Ruc(t) + > Ro gt(t), n>1, (3.50)
k=1

gdzie c(t) jest wektorem kolumnowym niezalezacym od n.
Podstawienie n = 1 do (3.50) daje

c(t) = Aopr (1),

czyli

n

Qpn(t) = Z Rn—kAkQDI (t) - Z Rn—k(t)gk(t)'

k=0 k=1
Zamieniajac z powrotem indeksy x,,(t) = ¢p_n(t), Otrzymujemy:

b—n b—n
Xn() =D Ry—n_kAxxo-1(t) = Ry_ni(t)gr(t). (3.51)
k=0 k=1
Wreszcie, stosujac (3.51) i warunek brzegowy (3.47), obliczamy
xo-1(t) = Gy K (g(1), (3.52)
co kohczy dowod Twierdzenia 3.4. |

Zbadamy teraz rozktad kolejnych okreséw przepetnienia bufora (32, O3, ... na
rys. 2.1).

Rozkfady te dla MMPP wyznacza sie trudniej niz w wypadku procesu Poissona
z nastepujacego powodu. W wypadku procesu Poissona wszystkie 35 dla k& > 2
maja taki sam rozkiad. Jest tak, gdyz tuz po okresie przepetnienia bufora w systemie
zawsze jest b— 1 pakietow i wiasnie ta liczba stanowi poczatkowa dtugosct kolejki dla
nastepnego okresu przepetnienia. A zatem dla zwyktego procesu Poissona rozkiad
Bk, k > 2 jest taki sam jak rozktad (31, przy zatozeniu ze X (0) = b — 1, tzn.

P(B, <) =P(B < t|X(0) =b—1)= Hy(t), k>2 (353)

i mozemy go wyznacza€, korzystajac bezpoSrednio ze wzoru (2.37).
W wypadku kolejkowania MMPP rownos¢ (3.53) nie zachodzi i rozktad 3 jest
rozny dla roznych k. Dzieje sie tak, poniewaz rozktad okresu przepetnienia zalezy
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teraz nie tylko od dtugosci kolejki tuz po poprzednim okresie przepetnienia (ta jest
zawsze b — 1), ale i od stanu fahcucha modulujacego w tej chwili.

A zatem znajdziemy najpierw rozkiad tahcucha modulujacego tuz po okresie
przepetnienia.

W tym celu zdefiniujmy ciag zmiennych losowych {wy,}7° , gdzie wy = J(0) i
wg, k > 1 oznacza stan tahcucha modulujacego tuz po k-tym okresie przepetnienia.
Jak tatwo zauwazyt, rozktad (3, zalezy od wy i X (0), za$ rozktad 3y, k > 2 zalezy
tylko od wy_;. A zatem ciag {wy}32, tworzy tancuch Markowa z dyskretnym cza-
sem.

Rozktad w; bedziemy zapisywat w zaleznosci od J(0) przy pomocy nastepujacej
macierzy m x m:

S, = [P(wl =UX(©0) =n.JO) =] . il=1...m.

Twierdzenie 3.5. Rozktad stanu tahcucha modulujacego tuz po pierwszym okresie
przepetnienia ma w systemie MMPP/G/1/b postaé

b—n b—n
S, = ZRb—n—kAka_le(Z) — ZRb_n_ka, 0<n<hb, (3.54)
k=0 k=1

gdzie
A=A, (3.55)
i=k
za$ K, (A) jest zdefiniowane w (3.40). W szczegbInosci mamy

Sp_1 = Gy ' Kp(A).

Dowod Twierdzenia 3.5. Wzor na prawdopodobienstwo catkowite wzgledem
pierwszej chwili ukohczenia obstugi dla0 < n < b, 1 < i < m daje:

P(w; =1|X(0) = n,J(0) =1)

(3.56)
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Pierwszy sktadnik (3.56) odpowiada za sytuacje, w ktorej do chwili pierwszego
ukohczenia obstugi nie wystapito przepetnienie bufora, tzn. liczba przybytych w tym
czasie pakietow byta mniejsza niz b—n. Drugi sktadnik (3.56) odpowiada za sytuacje,
w ktorej w chwili v, wczesniejszej niz u, nastepuje przepetnienie bufora. Woéwczas
mamy

ZP uw—v) = 1|J(0) = j).

Warunek brzegowy dla X (0) = 0 ma teraz posta¢

A
Qu

+
Ms

P(w; =1|X(0) =1,J(0) =4).  (3.57)
o

Stosujac eksponente macierzy do zapisu stanu fahcucha Markowa po czasie v — v
(zobacz np. [196]), a nastepnie stosujac zapis macierzowy do (3.56) i (3.57), otrzy-

mujemy:
b—n—1

Sn= D AkSnrk1+An, 0<n<b, (3.58)
k=0
So =25y + ESq, (3.59)
gdzie
A = / dF(u) / Pk — 1,0) AR gy = 3 4,
0 0 i=k
Teraz dow6d mozemy skonczy€ tak samo jak dowod Twierdzenia 3.4. |

Postugujac sie Twierdzeniami 3.4 i 3.5, mozemy teraz tatwo znalez¢ rozktad 3,
dla dowolnego & > 2. Wystarczy zauwazy¢€, ze S,, jest macierza przejscia tahcucha
Markowa wj, w pierwszym kroku (wg — w1), za§ Sp_1 jest macierza przejscia fancu-
cha w, w kazdym kolejnym kroku (w; — wo, wo — ws, itd.). Wykorzystujac ten
fakt, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.1. Dla k > 2 rozklad k-tego okresu przepetnienia bufora w systemie
MMPP/G/1/b ma postat

P(Br < t) = 08, (Sp—1)" 2Hp_1(t), (3.60)
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gdzie wektor v oznacza poczatkowy rozktad tahcucha modulujacego (rozktad J(0)),
n oznacza poczatkowa dtugost kolejki, za$ S,, i H,(t) sa okreSlone odpowiednio
wzorami (3.54) i (3.41).

Postugujac sie Wnioskiem 3.1 mozemy znalez¢ rozktad okresu przepetnienia bu-
fora w stanie ustalonym. Wyglada on nastepujaco.

Whiosek 3.2. Rozktad graniczny 3, ma postac
klim P(B, <t) =wHy_1(t), (3.61)

gdzie w oznacza rozktad stacjonarny dla macierzy S,_1, tzn. wektor spetniajacy
warunki
wSp_1 = w, wl = 1.

Przyktad 3.8. Zbadamy teraz okres przepetnienia bufora dla parametryzacji MMPP
Z Przykiadu 3.1, b = 50 pakietow oraz statego czasu transmisji d = 1 ms. Dla wizualizacji
rozktadu prawdopodobienstwa zamiast dystrybuanty lepiej uzy¢ funkcji gestosci, tzn.

_  dH,(t)
ha(t) = (hpa(t),. . hpm ()T = -
b—n b—n
= =3 Ry kG Ko (0) + D Roonokgh(t).
k=0 k=1

Rys. 3.20 przedstawia zalezno$¢ gestosci pierwszego okresu przepetnienia od rozmiaru
bufora dla dwbch roznych stanéw poczatkowych fancucha modulujacego. W obu wypadkach
widac bardzo szybka zbieznos¢ do rozktadu granicznego, tzn. juz dla matych b rozkfady
Zlewaja sie z granicznymi. Zbieznos¢ ta jest rowniez widoczna na rys. 3.21 przedstawiajacym
Sredni czas pierwszego przepetnienia bufora. Chcielibysmy oczywiscie umie¢ wyznaczat
postat rozktadu granicznego dla duzych b, tzn. poznac jaki$ analog Twierdzenia 2.10 dla
procesu MMPP. Mozna sie spodziewaé, ze rowniez w tym wypadku wz0r graniczny bedzie
miat prostsza forme. Jego zakres stosowania bytby bardzo szeroki, tzn. juz do matych b, jak
pokazano powyzej. Do tej pory jednak nie udato sie takiego wzoru wyprowadzic.

Narys. 3.22 pokazana jest zaleznos¢ gestosci pierwszego okresu przepetnienia od pocza-
tkowej dtugosci kolejki.

Wreszcie, na rys. 3.23 zaprezentowane sa gestosci dla kolejnych okreséw przepetnienia
w stanie nieustalonym, tzn. 31, B2, 33, ... oraz w stanie ustalonym, tzn. 3.,. Do otrzyma-
nia tych gestosci konieczne jest wyznaczenie macierzy S,_, przy pomocy Twierdzenia 3.5.
Macierz ta ma posta¢

0.99920  0.00080

Sb-1 = 0.50980  0.49020 |’

zas$ wektor stacjonarny dla Sy, 1

w = (0.99844,0.00156).
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Rys. 3.20. Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa pierwszego okresu przepetnienia bufora
(hni(t)) dla roznych rozmiarow buforow w Przykiadzie 3.8. CzesC (a): @ = 1,
n=20.Czes€(b):i=2,n=0

Fig. 3.20. Probability density of the first buffer overflow period (h,, ;(¢)) for different buffer
sizes in Example 3.8. Part (8): i = 1,n = 0. Part (b): i =2, n =0
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Rys. 3.21. Srednia dtugos¢ pierwszego okresu przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bu-
fora w Przyktadzie 3.8. Czes¢€ (a): ¢ = 1, n = 0. Czes¢ (b): i = 2, n = 0

Fig. 3.21. Average duration of the first buffer overflow period versus the buffer size in Exam-
ple3.8.Part(@):i=1,n=0.Part(b):i =2,n=0

Poréwnajmy teraz wektory w oraz
7w = (0.00589,0.99411).

Patrzac na w, widzimy, ze stan fafcucha modulujacego wynosi najczeéciej 2. Mimo to stan
tancucha modulujacego na koncu okresu przepetnienia bufora wynosi najczesciej 1, co wy-
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Rys. 3.22. Gestos¢ rozkiadu prawdopodobienstwa pierwszego okresu przepetnienia bufora
(hn,s(¢)) dla roznych n w Przykfadzie 3.8. Czes€ (a): @ = 1, b = 50. Czes¢ (b):
1=2,b=150

Fig. 3.22. Probability density of the first buffer overflow period (%, ;(¢)) for different values
of n in Example 3.8. Part (a): i = 1, b = 50. Part (b): ¢ = 2, b = 50
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Rys. 3.23. Gestosci rozktadu prawdopodobienstwa dla kolejnych okresow przepetnienia bu-
fora w Przykladzie 3.8. Parametry poczatkowe systemu: J(0) = 2, X (0) = 49,
b=150

Fig. 3.23. Probability densities for consecutive buffer overflow periods in Example 3.8. Ini-

tial settings: J(0) = 2, X(0) = 49, b = 50
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nika z postaci w. Jest to konsekwencja faktu, ze przepetnienia bufora nastepuja najczesciej,
gdy tancuch modulujacy jest w stanie 1, gdyz A1 > \s.

Przykiad 3.9. Dla parametryzacji MMPP z Przyktadu 3.2, b = 120 pakietéw oraz czasu
transmisji pakietu d = 10.133 us (p = 72.6%) macierz S,_1 wyglada nastepujaco

0.60242 0.09548 0.00020 0.29941 0.00247
0.00021 0.97342 0.00054 0.02204 0.00377
Sp—1 = | 0.00260 0.24492 0.07887 0.66704 0.00657 |,
0.00026 0.00677 0.00033 0.98956 0.00305
0.00398 0.13003 0.00014 0.30881 0.55703

zas
w = (0.00070, 0.23479,0.00041, 0.75684, 0.00723).

Gestosci (31, B2, B3, ... 0raz B, Sa przedstawione na rys. 3.24. Chociaz zbieznos¢ do (..
jest dos¢ szybka, dla kilku pierwszych okreséw przepetnienia rozktad moze sie dos¢ znacznie
rézni¢ od rozktadu dla stanu ustalonego.

140000

120000

100000

80000 |

60000 ¢

0 2 4 6 8 10
t [us]
Rys. 3.24. Gestosci rozktadu prawdopodobiehstwa dla kolejnych okreséw przepetnienia bu-
fora w Przyktadzie 3.9. Parametry poczatkowe: J(0) =1, X (0) =b—1

Fig. 3.24. Probability densities for consecutive buffer overflow periods in Example 3.9. Ini-
tial settings: J(0) =1, X(0) =b—1

Zbadamy teraz, czy autokorelacja w strumieniu pakietow ma wptyw na dtugos¢ okresu
przepetnienia. Intuicyjnie jest to trudniejsze do rozstrzygniecia niz np. w wypadku dtugosci
kolejki. Rozwazmy wiec dla poréwnania strumien Poissona o takiej samej intensywnosci
jak MMPP. Rys. 3.25 przedstawia porownanie gestosci czasu przepetnienia bufora dla tych
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dwéch modeli ruchu. Widaé, ze dla MMPP masa probabilistyczna skoncentrowana jest
wokot wiekszych wartosci niz w wypadku procesu Poissona. A zatem rowniez na te cha-
rakterystyke kolejkowania dodatnia autokorelacja ma negatywny wptyw.

140000
Poisson
120000
100000
MMPP
80000
60000
0] 2 4 6 8 10

t [us]

Rys. 3.25. Gestosci rozktadu prawdopodobienstwa okresu przepetnienia bufora w stanie
ustalonym dla kolejek ze skorelowanym (MMPP) i nieskorelowanym (Poisson)
strumieniem pakietéw (Przykiad 3.8)

Fig. 3.25. Probability densities for the buffer overflow period in steady state for queues with
correlated (MMPP) and uncorrelated (Poisson) traffic in Example 3.8

3.2.5. Liczba strat w okresie przepetnienia bufora

Dla zwyktego procesu Poissona prawdopodobienstwo, ze w k-tym okresie przepet-
nienia zostanie utraconych ¢ pakietdbw, mozna fatwo policzyé€, i dla k& > 2 wynosi

ono \
oo —At [
/ D 1), (3.62)
0

7!

zasdlak =1
oo ,—A\t [
/ T b, (3.63)
0

7!

gdzie n = X(0).
W wypadku kolejkowania MMPP nie mozemy zastosowat wzoréw (3.62), (3.63)
ani nawet zadnych ich analogbw. Jest tak dlatego, ze nie znamy rozktadu tahcucha
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modulujacego na poczatku okresu przepetnienia, a od tego stanu zalezy zachowanie

MMPP w okresie przepetnienia i, w konsekwencji, liczba strat.
Problem ten mozemy rozwiazac, obliczajac liczbe kolejnych strat pakietbw po-

dobnie jak poprzednie charakterystyki kolejkowania.
Przez ~;, oznaczamy liczbe pakietdw utraconych w k-tym okresie przepetnienia

oraz
qn,i(l) = P(’Yl = l|X(0) =n, J(O) = Z)a
() = (@n1(),.. (D). (3.64)

Twierdzenie 3.6. Rozktad liczby pakietbw utraconych w pierwszym okresie przepet-
nienia bufora w systemie MMPP/G/1/b ma postat

b—n

ZRb n-k ARGy Ky (v ZRb n—kUk(l), 0<n<b, (3.65)
k=0

gdzie
vp(l) = Agr - 1,

za8 K (v(l)) jest okreSlone w (3.40).

Dowod Twierdzenia 3.6. Dla0 < n < b, 1 <1 < m otrzymujemy

=2 > /OOP(VI:l|X(0)Zn-l-k—l,J(O)Zj)PZ-j(k,u)dF(u)
j=1 k=0 0
+]§::1/0 Pij(b—n + 1, u)dF (u)
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W zapisie macierzowym roéwnania te wygladaja nastepujaco:

b—n—1
(D) = Y Argnika() +vn(l), 0<n<b, (3.66)
k=0
(1) = Zqo(l) + Eq:(1). (3.67)
Mozna je rozwiaza¢ tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 3.4. [ |

Wykorzystujac ostatni wynik oraz macierz S;_;, mozemy teraz tatwo okreslic
liczbe kolejnych strat w nastepnych okresach przepetnienia i w stanie ustalonym.

Whiosek 3.3. Dla k > 2 rozktad liczby pakietow utraconych w k-tym okresie przepet-
nienia bufora w systemie MMPP/G/1/b ma postat

Pk = 1) = 05, (Sp-1)"2q-1(1), (3.68)

gdzie wektor v oznacza poczatkowy rozktad tahcucha modulujacego (rozktad J(0)),
n oznacza poczatkowa dtugost kolejki, Sy, i g, (1) sa okreSlone odpowiednio w (3.54)
i (3.65). Ponadto, rozktad liczby pakietbw utraconych w okresie przepetnienia w sta-
nie ustalonym ma postac

lim P(y; = 1) = wgp-1(0), (3.69)

k—oo

gdzie wektor w oznacza rozktad stacjonarny dla macierzy Sy_1.

Przykiad 3.10. Dla parametryzacji MMPP z Przyktadu 3.1, b = 50 pakietow oraz statego
czasu transmisji d = 1 ms prawdopodobienstwa utraty | kolejnych pakietow w k-tym okresie
przepetnienia przedstawia tab. 3.2.

Przyktad 3.11. Dla parametryzacji MMPP z Przyktadu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 us, prawdopodobiefstwa utraty | kolejnych pakietbw w okre-
sie przepetnienia bufora w stanie ustalonym zawiera tab. 3.3. Dla porbwnania pokazane
sa tez wyniki dla procesu Poissona o identycznej intensywnosci. Zaobserwowane roznice
sa, oczywiscie, konsekwencja réznic w rozktadzie okresu przepetnienia bufora pokazanych
w Przykfadzie 3.9. Rbznice te s statystycznie istotne, np. prawdopodobienstwo utraty ko-
lejno 5 pakietow jest o rzad wielkosci wieksze w modelu uwzgledniajacym autokorelacje.
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Nk 1 2 3 4 0

0 7.5377 x 10~1 | 6.7843 x 10~ T | 6.4156 x 10~ 1 | 6.2352 x 10~ T | 6.0622 x 10— T
1 1.9772 x 10~ | 2.3715 x 10~ 1 | 2.5644 x 10~ T | 2.6589 x 10~ T | 2.7494 x 101
2 | 4.0314 x 1072 | 6.5763 x 10~ 2 | 7.8217 x 10~ 2 | 8.4313 x 102 | 9.0155 x 102
3 6.9565 x 10~3 | 1.5120 x 102 | 1.9116 x 10~ 2 | 2.1072 x 10~2 | 2.2946 x 102
4 1.0618 x 103 | 2.9472 x 103 | 3.8699 x 10~ | 4.3215 x 10~35 | 4.7544 x 103
5 1.4607 x 10~% | 4.9485 x 10~% | 6.6554 x 10~% | 7.4908 x 10~% | 8.2915 x 10— %
6 1.8237 x 10~° | 7.2606 x 10~ | 9.9214 x 10> | 1.1223 x 10~ % | 1.2471 x 10~%
7 2.0731 x 10=% | 9.4304 x 10=% | 1.3031 x 10~° | 1.4793 x 10~ ° | 1.6482 x 10~°
8 2.1530 x 10~7 | 1.0968 x 107 | 1.5282 x 10~ % | 1.7394 x 10-% | 1.9417 x 10~ 8

Tab. 3.2. Prawdopodobienstwa utraty ! kolejnych pakietow w k-tym okresie przepetnienia

bufora w Przyktadzie 3.10. J(0) =2, X(0) =b—1

l MMPP Poisson

0 | 6.8230 x 107! | 8.0571 x 10~*
1 |2.3465 x 1071 | 1.6359 x 10!
2 | 6.4755 x 1072 | 2.6638 x 10~ 2
3 | 1.4826 x 1072 | 3.5958 x 10~3
4 | 28914 x 1073 | 4.1307 x 10~*
5 | 4.9020 x 10~* | 4.1217 x 10~°
6 | 7.3432 x 107° | 3.6307 x 107°
7 1 9.8470 x 107 | 2.8608 x 10~7
8 | 1.1947 x 107% | 2.0379 x 10~8
9 | 1.3233 x 1077 | 1.3242 x 1079
10 | 1.3480 x 1072 | 7.9087 x 10~ 1!

Tab. 3.3. Prawdopodobienstwa utraty [ kolejnych pakietbw w okresie przepetnienia bufora
(w stanie ustalonym) dla skorelowanego (MMPP) i nieskorelowanego (Poisson) mo-
delu ruchu (Przyktad 3.11)

3.2.6. Czas do przepetnienia bufora

Czas do przepetnienia bufora zalezy od poczatkowej dtugosci kolejki n oraz od
poczatkowego stanu tahcucha modulujacego 7 i jest zdefiniowany jako

Tn,i = inf{t > 0: X(¢t) = b/ X(0) =n, J(0) = i}.

W praktyce interesuje nas najczesciej 7o ;, tzn. czas do przepetnienia bufora, przy
zatozeniu ze poczatkowo system jest pusty.
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Rozktad czasu do przepetnienia bufora wyznaczymy w postaci wektora kolum-
nowego transformat:

In(s) = (In1(5),ln2(s),. .. ,lmm(s))T,
gdzie
ln,i(s) = / €_StP(Tn7i > t)dt.
0

Twierdzenie 3.7. Transformata rozktadu czasu do przepetnienia bufora w systemie
MMPP/G/1/b ma postat

b—n
In($) =D Rynr(s) Ak(s)Gy " () (s)
k=0
b—n
=Y Rpni(s)dp(s), 0<n<b, (3.70)
k=1

gdzie

b1
—E(s) Y Ry_1-k(s)Ax(s), (3.71)
k=0
b
ho(s) = (I—2(s)) Y Ry(s)di(s)
k=1

b1
—E(s) Y Ro1-k(s)di(s) — 2(s),  (3.72)
=1

za8 Ry(s) jest potencjatem dla ciagu Ag(s).

Dowod Twierdzenia 3.7. Jezeli poczatkowo system nie jest pusty, 0 < n <
b, to stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite wzgledem pierwszej chwili
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ukohczenia obstugi, otrzymujemy

m b—n—1

P(r;>1) = Y. Z/ (Tnsk_1j >t — w) P, j(k,u)dF (u)
j=1 k=0

m b—n—1

N> Pylk,t). (3.73)

j=1 k=0

Pierwsza czest (3.73) odpowiada przypadkowi, w ktorym pierwszy czas ukohczenia
obstugi « wypada przed ¢ i do czasu ukohczenia obstugi przybywa najwyzej b—n —1
pakietow (wiec bufor sie nie przepetnia). W sytuacji gdy do chwili u < ¢ do systemu
przybywa b — n lub wiecej pakietow, przepetnienie nastepuje i

P(Tn,i > t) = 0,

wiec odpowiedni czton nie wystepuje w rownaniu. Druga czest (3.73) odpowiada
przypadkowi, gdy pierwszy czas ukohczenia obstugi wypada po chwili ¢ i do chwili
t przybywa najwyzej b — n — 1 pakietow. Wtedy

P(Tn,i > t) =1.

Jezeli poczatkowo system jest pusty, to ze wzoru na prawdopodobienstwo catko-
wite wzgledem chwili pierwszego zdarzenia (tzn. pakietu lub zmiany stanu fahcucha)
otrzymujemy

P(To,z' > t) = ZP(TO’j >t — u)pij()\i _ Qiz’)e_()‘i_Q“)“du
J=1
m t
+ Z/ P(Tl,j >t — U)Awe_(}‘z_sz)udu
j=1""
et (3.74)

Stosujac transformaty i zapis macierzowy do (3.73) i (3.74), otrzymujemy:

b—n—1
ZAk Inik—1(s) + dyp—n(s),  0<n<b,

lo(s) = Z(s)lo(s) + E(s)l1(s) + z(s).
Podstawienie
In(8) = up—pn(s)
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daje nastepnie:

n—1
> Appr(8)un—i(s) — un(s) = n(s), 0<n<b, (3.75)
k=-1

up(s) = Z(s)up(s) + E(s)up-1(s) + 2(s), (3.76)

gdzie ~
U (s) = Ap(s)ui(s) — dp(s).

Zgodnie z Twierdzeniem 1.1 kazde rozwiazanie uktadu (3.75) jest postaci:
un(s) = Ru(s)c(s) + D Rur(s)vk(s). (3.77)
k=1

Podstawiajac n = 1 do (3.77), obliczamy
c(s) = Ao(s)ui(s)

oraz

n n

un(s) =Y Ru—k(s)Ar(s)ui(s) — Z Ry r(8)di(s).
k

=0 k=1
W kohcu, przy pomocy (3.76) mozemy obliczy¢

ui(s) = Gyt (s)hy(s)

i to kohczy dowbd Twierdzenia 3.7. |

Z praktycznego punktu widzenia wygodne jest, ze w definicji /,, ;(s) wystepuje
ogon rozktadu. Dzieki temu mozemy tatwo obliczat wartos¢ oczekiwang czasu do
przepetnienia:

E7, i = 1n:(0). (3.78)
W celu znalezienia transformat dystrybuanty czy gestosci wystarcza proste prze-
ksztatcenia transformaty ogona. Mianowicie, dla dystrybuanty czasu do przepetnienia
mamy

> 1
/ P (1 < 1)t =~ Li(s), (3.79)
0

za$ dla gestosci
/ e Py (Th < t)dt = 1 — sl i(s). (3.80)
0
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Rys. 3.26. Sredni czas [s] do przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla ré6znych
wartosci obciazenia systemu (Przykfad 3.12). X (0) = 0, rozktad J(0) zgodnie
zm

Fig. 3.26. Average time [s] to buffer overflow versus the buffer size for different values of
the offered load (Example 3.12). X (0) = 0, J(0) distributed according to =
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Przyktad 3.12. Zbadamy teraz czas do przepetnienia bufora dla parametryzacji MMPP
Z Przyktadu 3.2. Obliczenia zostana przeprowadzone dla r6znych rozmiaréw bufora oraz
réznych wartosci czasu transmisji d - w ten sposéb otrzymamy tez rozne wartosci obciazenia
systemu p = Ad.

Rys. 3.26 przedstawia $redni czas do przepetnienia bufora w funkcji b dla obciazen od
50% do 90% . Widzimy, ze ksztatt wykresu jest podobny dla wszystkich wartosci p, tzn. dla
b = 4 — 8 KB nastepuje zagiecie wykresu, a nastepnie funkcja przyjmuje ksztatt zblizony do
liniowego (przy logarytmicznym wyskalowaniu osi pionowej). Nachylenie wykresu zalezy
od p i dla duzych p jest mate. Dlatego czasy do przepetnienia bufora moga by¢ krotkie, nawet
przy duzych rozmiarach buforéw, o ile tylko obciazenie systemu jest duze.

Jak sie okazuje, czas do przepetnienia bufora (a wiec i czestoS¢ przepetnien) jest cha-
rakterystyka szczegblnie wrazliwa na autokorelacje strumienia pakietéw. Na rys. 3.27 poka-
zane sa czasy do przepetnienia bufora dla strumienia Poissona o tej samej intensywnosci co
rozwazany MMPP. Juz na pierwszy rzut oka wida¢ r6znice w wartoSciach z rys. 3.26 i 3.27.

Przyktadowo, dla p = 80% i b = 50 pakietow Sredni czas do przepetnienia bufora dla
strumienia Poissona wynosi

ET = 2202105,

a wiec praktycznie przepetnien sie nie obserwuje. Dla rozwazanego MMPP czas ten wynosi
odpowiednio
ET =0.01739s,

czyli jest o 7 rzedow wielkoSci mniejszy i w tym wypadku przepetnienia beda juz w duzym
stopniu wptywaty na wydajno$¢ mechanizmu kolejkowania.

3.2.7. ZlozonoSc obliczeniowa

PoSwietmy teraz troche uwagi na zbadanie ztozonosci obliczeniowej rozwiazah przed-
stawionych w Twierdzeniach 3.1-3.7. tatwo zauwazyt, ze ztozonos¢ jest podobna
w kazdym z tych twierdzeh, dlatego omowimy ja na przyktadzie ¢,,(s, ) z Twierdze-
nia 3.1.

Jezeli chodzi o ztozonost pamigciowa, to do obliczenia jednej wartoSci ¢, (s, 1)
musimy zaja¢ w pamieci miejsce na 3b macierzy o wymiarach m x m, a mianowi-
cie macierze Ay(s), Ri(s) i Bi(s). Ponadto konieczne jest miejsce na b wektorow
gr(s,1) rozmiaru m. A zatem ztozono$¢ pamieciowa jest rzedu O(bm?).

Jezeli chodzi o ztozono$¢ czasowa, to zaktadajac, ze mnozenie i odwracanie ma-
cierzy kwadratowych jest rzedu O(m?), fatwo zobaczy¢, ze liczba operacji zmien-
noprzecinkowych roénie jak O(m?b?) i gtowny koszt jest zwiazany z wyznaczeniem
potencjatu Ry(s).

Woprawdzie zaawansowane metody, jak np. Coppersmitha i Winograda, pozwa-
laja zredukowat ztozonos¢ mnozenia macierzy nawet do O(m?37), ale realny zysk
otrzymuje sie w praktyce dopiero dla bardzo duzych macierzy.
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Rys. 3.27. Sredni czas do przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla strumienia Po-
issona i roznych wartoci obciazenia systemu (Przykiad 3.12). X (0) =0

Fig. 3.27. Average time to buffer overflow versus the buffer size for Poisson arrivals and
different values of the offered load (Example 3.12). X (0) =0

Otrzymana ztozono$¢ czasowa O (m3b?) nie jest zta, jezeli wezmiemy pod uwage,
ze sitowe rozwiazanie uktadu (3.20) wymaga O(m3b?) operacji zmiennoprzecinko-
wych.

Zwrdtmy jeszcze uwage na dwie wazne przy wykonywaniu obliczeh numerycz-
nych sprawy. Po pierwsze, mozna zauwazy¢, ze cze$¢ wyznaczonych charakterystyk
kolejkowania wraz ze wzrostem rozmiaru bufora ma posta¢ asymptotycznie liniowg
(przy logarytmicznej skali osi pionowej). Do takich charakterystyk mozna zaliczyt
np. prawdopodobiehstwo przepetnienia bufora (rys. 3.5), wspotczynnik strat pa-
kietbw (rys. 3.12), czas do przepetnienia bufora (rys. 3.26). Dzieki tej wiasnosci,
mozemy tatwo otrzymywac przyblizone charakterystyki dla bardzo duzych bufordw,
wykorzystujac wyniki dla matych lub umiarkowanych buforéw, jednocze$nie znacz-
nie redukujac naktad obliczeniowy.

Po drugie, obliczanie charakterystyk kolejkowania przy pomocy metody poten-
cjalu ma nastepujaca zalete. Dla dowolnej charakterystyki mozemy wyznaczy¢ po-
tencjat Ry (s) do pewnego maksymalnego indeksu k.., zapamietat wyniki, a na-
stepnie wielokrotnie obliczaé wartoSci interesujacej nas charakterystyki dla r6znych
b, juz bez dodatkowego naktadu obliczeniowego.
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3.3. Nota bibliograficzna do Rozdziatu 3

Przedstawione na poczatku rozdziatu podstawowe informacje o MMPP mozna zna-
lez¢ w doskonatej ,,ksiazce kucharskiej” (jak ja nazywaja sami autorzy) poSwieconej
temu procesowi [91].

Ze wzgledu za swoja wzgledna prostote, mozliwos¢ ksztattowania funkcji auto-
korelacji oraz stosunkowa tatwos¢ analizy, proces MMPP stat sie bardzo popularny
w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych [5, 13, 108, 136, 156, 178, 183, 207,
206], szczegblnie w sieciach ATM [18, 112, 116, 170, 169, 174, 188, 200, 205] oraz
w modelowaniu ruchu multimedialnego [185, 105, 201].

Do popularnosci MMPP przyczynita sie tez dostepnos¢ algorytmow umozliwia-
jacych dopasowanie parametrow MMPP do zarejestrowanych Sladéw ruchu (temat
ten zostanie szerzej omoéwiony w Rozdziale 5).

Jezeli chodzi o podstawowe charakterystyki kolejkowania ruchu MMPP, to uwaga
badaczy skupiona byta gtbwnie na systemach z nieograniczonym buforem (np. [137,
138, 139, 134, 15, 153)).

Systemy ze skonczonym buforem analizowane byty albo jedynie w stanie usta-
lonym [30, 19], albo przy szczegblnych zatozeniach dotyczacych rozktadu czasu
obstugi [124, 133, 17].

Oprécz wymienionych wyzej prac poSwieconych metodom dokfadnym rozwia-
zywania kolejek dla ruchu MMPP, rozwijane byly tez metody przyblizone, np. [37,
198].

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodza z nastepujacych prac. Rozklad
dtugosci kolejki i opdznienia (podrozdziaty 3.2.1 i 3.2.3) zostaty zbadane w [57].
Wspotczynnik strat pakietow oraz érednia liczba pakietow utraconych w przedziale
(0,t] (podrozdziat 3.2.2) zostaty przedstawione w [66]. Analiza okresu przepetnienia
bufora oraz liczby kolejnych strat pakietow (podrozdziaty 3.2.4 i 3.2.5) zostata prze-
prowadzona w [68]. Wreszcie rozkiad czasu do przepetnienia bufora (podrozdziat
3.2.6) zostat wyznaczony w [69].

Na zakohczenie warto dodac, ze prowadzone sa tez badania, w ktoérych charak-
terystyki kolejkowania oblicza sie nie w postaci jawnych wzoréw, lecz przy pomocy
numerycznego rozwiazywania duzych uktadéw réwnan liniowych. W szczeg6lnosci
z MMPP wiaza sie metody rozwiazywania uktadow wystepujacych przy badaniu
tzw. fahcuchdéw Markowa typu M/G/1, gdyz struktura tych uktadow jest podobna do
(3.20). Literatura poSwiecona numerycznym rozwigzaniom tahcuchow typu M/G/1
jest obszerna, np. [152, 7, 6, 26, 27, 25, 24, 94, 95, 102, 101, 127, 126, 128, 146,
145, 147, 148, 171, 168, 176].
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W tym rozdziale przedstawione beda charakterystyki kolejkowania strumienia typu
BMAP. Proces ten posiada najbogatsza strukture wsrod proceséw markowskich wy-
korzystywanych do modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych i, co za tym idzie,
najwieksze mozliwosci nasSladowania zjawisk statystycznych wystepujacych w ruchu.
Pokazane zostana najwazniejsze charakterystyki kolejkowania BMAP dla stanu usta-
lonego i nieustalonego, w tym dtugos¢ kolejki, opdznienie, czas do przepetnienia bu-
fora.

4.1. Definicja i wkasnosci BMAP

Najwieksza wada omodwionego w poprzednim rozdziale MMPP jako modelu ruchu
w sieciach pakietowych jest to, ze proces ten nie pozwala uwzgledni¢ réznych roz-
miaréw pakietow (w modelowaniu wykorzystuje sie wtedy tylko Sredni rozmiar pa-
kietu). Nie ma to znaczenia dla sieci ATM, ale moze mie¢ znaczenie w modelo-
waniu ruchu IP, zwlaszcza wtedy, gdy wariancja rozktadu rozmiaru pakietu jest duza
lub wystepuje korelacja pomiedzy rozmiarami pakietow a intensywnoscia strumienia
pakietow (zobacz np. [182]). Wady tej pozbawiony jest proces BMAP (ang. batch
Markovian arrival process?).

Nieco upraszczajac, mozna powiedzie€, ze BMAP jest rozszerzona wersja MMPP,
w ktorej zdarzenia moga sie pojawiat rowniez w chwilach zmiany stanu fahcucha
modulujacego, a takze moga sie pojawiat w grupach.

Podobnie jak w wypadku ztozonego procesu Poissona grupowa struktura moze
zostat wykorzystana albo do modelowania rozktadu rozmiaru pakietu (wtedy grupa
zdarzen to jeden pakiet o rozmiarze rownym rozmiarowi grupy), albo do modelo-
wania spietrzeh w ruchu sieciowym (wtedy kazde zdarzenie z grupy to jeden pakiet
i grupa zdarzeh odpowiada grupie pakietdw). W pierwszym wypadku, w odroznieniu
od ztozonego procesu Poissona, przy pomocy BMAP mozemy modelowat nie tylko

1Tzn. markowski proces zdarzeh o grupowej strukturze. Dla wygody bedziemy uzywa¢ po prostu
skrotu BMAP.
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rozmiar pakietu, lecz rowniez autokorelacje czasow pomiedzy pakietami i korelacje
rozmiaru pakietu z biezaca intensywnoScia strumienia pakietow. Jak pokazano w pra-
cy [182], zjawisko to moze istotnie wptywat na charakterystyki kolejkowania ruchu.
Podobnie jak MMPP, BMAP daje tez mozliwost doktadnego dopasowania ksztattu
rozktadu brzegowego czasu pomiedzy pakietami, a co za tym idzie — rowniez jego
wartosci Sredniej, wariancji i wyzszych momentow.

Z powyzszych wzgledow BMAP szczegblnie dobrze nadaje sie do modelowa-
nia zagregowanego ruchu IP, gdyz dzieki jego bogatej strukturze mozna modelowa¢
praktycznie wszystkie wiasnosci statystyczne ruchu pakietow,

Proces BMAP formalnie definiuje sie jako dwuwymiarowy tahcuch Markowa
(N(t),J(t)) w przestrzeni stanbw {(i,7) : ¢ > 0,1 < j < m}, 0 macierzy inten-
sywnosci postaci
Dy D1 Dy Ds

Dy Dy Dy
R= Dy Dy -- |’

gdzie Dy, k > 0 sa macierzami o wymiarach m x m takimi, ze:
e Dy, k> 1 sanieujemne,
e Dy ma nieujemne elementy poza przekatna i ujemne na przekatnej,

e D =37, Dy jest macierza intensywnosci (zerowa suma elementow w kaz-
dym wierszu),

o D £ Dy.

N(t) oznacza catkowita liczbe zdarzen w przedziale (0,¢] i ma postat niema-
lejacej funkcji schodkowej, w ktorej skoki maja miejsce w punktach pojawiania sie
grup zdarzeh, za$§ J(t) oznacza modulujacy tahcuch Markowa z ciagtym czasem
0 przestrzeni standbw {1, ...,m} i macierzy intensywnosci D.

Z powyzszej definicji wynika, ze do kompletnej parametryzacji BMAP konieczne
i wystarczajace jest podanie ciagu Dy, D1, Do, ... macierzy m x m spetniajacych
powyzsze warunki.

Wyrobienie sobie intuicyjnego obrazu struktury BMAP ufatwia tzw. konstruk-
tywna definicja tego procesu. Wyglada ona nastepujaco.

Zatozmy, ze modulujacy tahcuch Markowa jest poczatkowo w stanie 7, czyli
J(0) = . kahcuch ten przebywa nastepnie w tym stanie przez pewien czas 0
rozktadzie wyktadniczym z parametrem 1;. Na kofcu tego okresu nastepuje przejscie
fahcucha modulujacego do innego stanu, byé moze (cho¢ niekoniecznie) z rébwno-
czesnym pojawieniem sie grupy zdarzeh. W szczeg6lnosci, z prawdopodobiefistwem
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pi(j, k), gdzie 1 < k < m, j > 0, nastepuje przejscie do stanu & tacznie z pojawie-
niem sie grupy zdarzeh o rozmiarze j. Zaktadamy, ze prawdopodobiefstwa p;(j, k)
spetniaja warunki:

L4 pi(()?i) =0,
® > 202 ko1 pij k) =1, dlakazdego 0 < i < m.

Jak wida€, powyzsza, konstruktywna definicja BMAP oparta jest na innej para-
metryzacji niz macierze Dy, D1, Ds,..., a mianowicie na prawdopodobiefstwach
pi(j, k) 1 intensywnoSciach p;. Pomiedzy tymi dwoma parametryzacjami zachodza
nastepujace relacje:

pi = —(Do)is, 1<i<m, (4.1)
1
1
i

Konstruktywna definicja BMAP umozliwia bardzo prosta symulacje tego pro-
cesu. Przyktadowy kod w jezyku C jest podany w podrozdziale 5.5.

Podstawowe charakterystyki BMAP w stanie ustalonym obliczamy nastepujaco.

Srednia intensywnos¢ (wliczajac rozmiary grup) wyraza sie wzorem

A= Wi kD1,
k=1

gdzie 7 jest rozktadem stacjonarnym dla D, tzn. wektorem spetniajacym
D =(0,...,0), 7l=1.
Intensywnos¢ strumienia grup zdarzen oblicza sie jako
Ag = m(—Do)1.

Wariancja czasu pomiedzy wptywem kolejnych grup zdarzeh ma postac

2 1
VCLT:—)\—gﬂ'DO 1_)\_3

Oznaczajac przez T; czas pomiedzy (¢ — 1)-sza i i-ta grupa zdarzeh, mozemy
obliczyt autokowariancje BMAP jako
Cou(k) = E[(T; — ET,)(Tir, — ETi11)]
= pDy'c(CF 1t —1p)DytO1, (4.4)
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gdzie
C = —Dy'(D — Dy)

oraz p jest rozktadem stacjonarnym dla macierzy C' — I, tzn.
p(C—1)=(0,...,0), pl=1.
Autokorelacja BMAP wynosi wtedy

Cou(k)
Var -~

Funkcja liczaca jest okreslona dla BMAP jako

Corr(k) =

P j(n,t) =P(N(t) =n,J(t) = j|N(0) = 0,J(0) = i),

za$ funkcja tworzaca funkcji liczacej

[e.e]
P*(z,t) = ZP(n,t)z"
n=0
wyraza sie wzorem
P*(z,t) = PP 2l <1,

gdzie
D(z) = Z 2k Dy,
k=0

W wypadku BMAP rowniez bedziemy postugiwac sie funkcjonatami catko-
wymi funkcji liczacej:

ak,i,j(s) = /OOO €_StPZ‘7j(]€, t)dF(t), (45)

dk,i,j(s) = /OOO €_StPZ‘7j(]€,t)(1 - F(t))dt, (46)

Chij(s,0) = /ooe_UtHJ(k,t)dt/ooe_sxsz(:H—t), @4.7)
0 0

zwykle w postaci macierzy m x m:

Ak(s) = [ak,i,j(s)]iJ ) (48)
Dk(s) = [dk,i,j(s)]i,j ) (49)
Cr(s,0) = [Ck,i,j(sv U)]i,j . (4.10)
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Macierze te obliczamy przy pomocy metody uniformizacji przedstawionej w podroz-
dziale 5.2. Ponadto bedziemy uzywat nastepujacych macierzy m x m:

v = (M)

)

Au(s) = D Ais),
i=k

Bi(s) = Apsi(s) = Appa(s)(Ao(s) ™,
oraz wektora kolumnowego:
2(s) = ((s+p1) "oy (54 pm) DT

Oczywiscie, podstawowa wihasnoscia BMAP wykorzystywana do wyprowadza-
nia wzorow dla charakterystyk kolejkowania jest jego markowska struktura, ktéra
oznacza, ze znajac wartos¢ tancucha modulujacego w pewnej chwili ¢y, mozemy
okresli¢ zachowanie probabilistyczne tego procesu po chwili ¢ jedynie na podstawie
J(to) — bez znajomoSci historii procesu przed .

BMAP jest najbardziej ogblnym procesem punktowym o markowskiej struktu-
rze. Stosujac odpowiednie parametryzacje, mozna z BMAP otrzymat wiele innych
prostszych procesow markowskich uzywanych w modelowaniu ruchu sieciowego.
W szczeg6lnosci:

e przyjmujac m = 1 oraz Dy = —\, D1 = ), otrzymujemy proces Poissona;

e przyjmujac m = 1, Dg = —Aorazdlaj > 1 D;, = p;\, otrzymujemy ztozony
proces Poissona;

e przyjmujac Dy = T oraz D1 = —T'1a, otrzymujemy proces odnowy, w kto-
rym rozkiad czasu pomiedzy zdarzeniami jest typu fazowego z parametrami
(a, T) (zobacz [150, 113]). Procesy tego rodzaju maja bardzo duze znaczenie
praktyczne, gdyz przy pomocy rozktadu fazowego mozna przyblizy¢ kazdy
inny rozktad z dowolnie duza doktadnoécia;

e przyjmujac Dy = T oraz D, = —piT1a, k > 1, otrzymujemy proces od-
nowy o grupowej strukturze i fazowym rozktadzie czasu pomiedzy zdarze-
niami (gdzie py, 0znacza prawdopodobienstwo grupy o rozmiarze k);

e przyjmujac, ze Dy, = 0dla k > 2, otrzymujemy proces MAP (ang. Markovian
arrival process, zobacz tez [140]). Rozni sie on od BMAP jedynie tym, ze
zdarzenia pojawiaja sie pojedynczo, a nie w grupach;
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e przyjmujac Do = Q—A i Dy = A, otrzymujemy proces MMPP z parametrami
QIA,

e przyjmujac Do = Q — A i Dy = ppA, k > 1, otrzymujemy proces 0 grupowej
strukturze (p, - prawdopodobiehstwo grupy o rozmiarze k), w ktorym czasy
pomiedzy grupami zdarzeh tworza MMPP;

e przyjmujac D; = p; Dy, j > 1, otrzymujemy proces o skorelowanych cza-
sach pomiedzy zdarzeniami i grupowym wptywie zdarzen, w ktbrym rozmiary
kolejnych grup sa zmiennymi niezaleznymi;

e przyjmujac Dy = —AI oraz (Dy)i; = AP;jqi(k), gdzie {¢;(k),k > 1,1 <i <
m} jest rodzing dyskretnych rozktadow prawdopodobienstwa, za§ P = [P;,]
jest macierza przejscia tahcucha Markowa z dyskretnym czasem, otrzymu-
jemy, odwrotnie niz poprzednio, proces o nieskorelowanych czasach pomiedzy
grupami zdarzef i skorelowanych rozmiarach grup zdarzen. Sciéle mowiac,
rozmiar kolejnej grupy wybierany jest zgodnie ze stanem tahcucha Markowa
0 macierzy przejscia P.

Do pokazania przyktadowych wynikdéw numerycznych bedziemy w dalszej czesci
uzywali dwoch parametryzacji BMAP - jednej prostej, sztucznie skonstruowanej
w celu zademonstrowania pewnych cech BMAP, oraz drugiej, bardziej skompliko-
wanej, zbudowanej w oparciu o zarejestrowany $lad ruchu IP oraz estymacje para-
metréw przy pomocy metody EM (przedstawionej w podrozdziale 5.3).

Przykiad 4.1. Pierwsza parametryzacja BMAP wyglada nastepujaco:

-32 3 1 14 1 2
Do=| 4 -54 4 |, Dy=| 1 3 2],
1 1 —127 2 3 5

1 2 1 2 3 2
Dy=|1 32 1|, Do=|1 4 1 |.
4 1 2 3 0 105

A zatem mamy m = 3, grupy moga przyjmowac rozmiary 1, 3, 10. Macierz D ma postac¢

-15 9 6
7 -15 8 |,

10 5 —15

D:

zas jej stacjonarny rozktad prawdopodobienstwa

m = (0.36133,0.32227,0.31641).
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Alternatywna parametryzacja, oparta na definicji konstruktywnej, wyglada nastepujaco:

M1 = 32 M2 = 547 u3 = 1277

p1(1,1) = 0.437500, pi(3,1) = 0.031250, p;i(10,1) = 0.06250,
p1(0,2) = 0.093750, p1(1,2) = 0.031250, p1(3,2) = 0.062500
p1(10,2) = 0.09375, p1(0,3) = 0.031250, p1(1,3) = 0.062500
p1(3,3) = 0.031250, pi1(10,3) = 0.06250, p(0,1) = 0.074074,
p2(1,1) = 0.018519, po(3,1) = 0.018519, po(10,1) = 0.018519
p2(1,2) = 0.055556, pa(3,2) = 0.592593, p2(10,2) = 0.074074
p2(0,3) = 0.074074, po(1,3) = 0.037037, p2(3,3) = 0.018519
p2(10,3) = 0.018519, ps(0,1) = 0.007874, ps(1,1) = 0.015748
p3(3,1) = 0.031496, ps(10,1) = 0.023622, p3(0,2) = 0.007874
p3(1,2) = 0.023622, ps3(3,2) = 0.007874, ps3(1,3) = 0.039370
p3(3,3) = 0.015748, p3(10,3) = 0.826772.

Przedstawiony BMAP zostat tak zbudowany, by zademonstrowaC wptyw na charak-
terystyki kolejkowania zjawiska dodatniego skorelowania rozmiaru grupy z biezaca inten-
sywnoscia strumienia grup. Patrzac na wartodci w, p; oraz p;(k, j), widzimy, ze fafcuch
modulujacy przebywa mniej wiecej tyle samo czasu w kazdym ze stanéw, jednak inten-
sywnoS¢ strumienia pojawiajacych sie grup rosnie wraz ze wzrostem numeru stanu. Ponadto
Srednie rozmiary grup pojawiajacych sie w stanach 1, 2, 3 wynosza odpowiednio 3.1, 3.1, 8.8.
A zatem w stanie 3 wystepuje najwieksza intensywnos¢ pojawiania sie grup oraz najwiekszy
Sredni rozmiar grupy.

Podstawowe charakterystyki omawianego BMAP wygladaja nastepujaco. Intensywnosé
strumienia grup wynosi

Ay = 64.492,
za$ catkowita Srednia intensywno$¢

A = 441.44.
Daje to Sredni rozmiar grupy

i = 6.8449.

)\9

Wariancja czasu pomiedzy dwoma kolejnymi grupami wynosi

Var = 4.3293 x 1074,

Przykiad 4.2. Druga prezentowana tu parametryzacja BMAP odwzorowuje zapisany prze-
bieg zagregowanego ruchu IP. Do dopasowania parametrow wykorzystanych zostato milion
nagtowkow pakietow zapisanych w ogblnodostepnym pliku FRG-1137458803-1.tsh (zobacz
[93]), przedstawiajacym ruch z 17 stycznia 2006 roku, zarejestrowany w punkcie agregacji
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Front Range GigaPOP, monitorowanym w ramach projektu Passive Measurement and Ana-
lysis Project, [155].

Rozmiar grupy w BMAP zostat tu wykorzystany do modelowania rozmiaru pakietu IP.
élady ruchu IP sa czesto zdominowane przez Kilka czy kilkanascie rozmiarbw pakietow i tyle
réznych rozmiaréw grup w BMAP wystarcza zwykle do precyzyjnego modelowania. W wy-
korzystywanej tu probce ruchu siedem najczestszych rozmiarow pakietéw to 40, 52, 552,
1300, 1420, 1488 i 1500 B. Wymienione rozmiary wyczerpuja juz 97% catego ruchu i do
nich tylko ograniczymy model.

Parametry BMAP dopasowane do zapisanego $ladu IP wygladaja nastepujaco (zobacz

[61)):

[ —90020.6 5300.2 11454.4
Dy = 9132.5 —126814.5 14807.8 |,
2923.1 198.6 —94942.6
[ 2898.0 3415.6 1365.3
Dy = 3649.6 15109 1044.6 |,
| 1943.3 1954.9 7696.6
[ 10980.1 8180.1 3284.0
D5y = 5875.6 19512.8 19443.1 |,
| 4064.1 9956.0  2744.3
[ 1259.3  1143.0  960.4
Dsso = 1343.6 1541.2 3903.5 |,
| 2470.5 1607.7  665.2
115.3 1745 188.1
D300 333.8  28.0 4059 |,
337.3 1244 5524
878.9  65.6  506.4
D420 916.4  31.1 999.1 |,
205.0 138.1 1603.7
95.1 93.2 613
D14ss 199.5 1753 129.7 |,
192.2  34.6 107.5
[ 13997.0 14089.9  9514.9
Diso0 = 31145.3  9632.8 1052.4
| 17681.9 14814.8 22926.4

W tab. 4.1 wyszczegblnione sa najwazniejsze parametry wykorzystanej probki ruchu
oraz dopasowanego BMAP.

Poniewaz w urzadzeniach sieciowych pakiety sa zwykle dzielone na segmenty o statej
wielkosci, powyzsza parametryzacje mozna jeszcze uproscic tak, by rozmiar grupy byt wy-
skalowany w segmentach, a nie w bajtach. Przyjmujac typowy rozmiar segmentu rowny 64 B
[109], otrzymujemy wbwczas nastepujaca parametryzacje BMAP:
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Slad IP | BMAP

Sredni czas pomiedzy pakietami [1s] 11.467 | 11.467
odchylenie std. czasu pom. pakietami [us] 11.599 | 11.594

Sredni rozmiar pakietu [B] 869.18 | 869.38

Ag - Srednia intensywnoS¢ strumienia pakietow [pakiety/s] | 87205 | 87204
X - Srednia catkowita intensywnoS¢ ruchu [MB/s] 72.286 | 72.301

Tab. 4.1. Podstawowe parametry zapisanego ruchu IP i dopasowanego BMAP (Przykitad 4.2)

D} = Dy + Ds2, Dy = Dss2, Dy = Disoo,
Dys = Diazo, D3y = Diags + Disoo,

ktoérej bedziemy uzywac w dalszych obliczeniach.

4.2. Charakterystyki kolejkowania BMAP

4.2.1. Dhugost kolejki

Whyznaczanie charakterystyk kolejkowania BMAP rozpoczniemy od wyprowadzenia
wzoru na transformate dtugosci kolejki, w postaci wektora kolumnowego

On(5,0) = (D1 (5,05 s D (s, 1)7,
gdzie
n.,i 7l — - _Stq)nityldta
b i(s.1) /0 e, 4(t,1)

oraz
®,:(t,1) = P(X(t) =1|X(0) = n, J(0) = i).

Twierdzenie 4.1. Transformata Laplace’a rozktadu diugosci kolejki w systemie
BMAP/G/1/b wyraza sie wzorem

b—n
an(sa l) = Z Rb—n—k(s)gk('g? l)
k=0

b—n

+ (Rb—n+1(8)Ao(8) +) Rb—n—k(s)Bk(3)> T, (s)mu(s, 1),
e (4.11)
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gdzie Ry (s) jest potencjatem (wzor (1.3)) dla ciagu A(s) oraz
gk(s,0) = Agpa(s)(Ao(s) (s, 1) — rok(s, 1),

0-1 dla I<n
rn(s,l) = Di_n(s ) -1, dla n <1l <b,
LS8 g 501Dy (s) -1, dla [ =b,
mp(s,l) = ZYb k(s ZRk i(s)gi(s,0) ZRb k(8)gk(s, 1) + dor2(s),
k=0
Ti(s) = Ret1(s)Ao +ZRb k(8)Br(s Z Yi(s
k=0 k=b+1
_ZYb k() [Riq1(s)Ao(s +ZRk i(s)Bi(s)]. (4.12)
=0

Dowod Twierdzenia 4.1. Stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite wzgle-
dem pierwszej chwili ukonczenia obstugi, otrzymujemy dla0 <n <bil <i<m
nastepujacy uktad réwnan:

m b—n—1 .t
(I)n,i(ty l) = Z / q)n—l—k—l,j(t —u, Z)Pi,j(k7 u)dF(u)
j=1 k=0 “0
m o] t
+ Z Z / Pp_1,(t —u, 1) P j(k,u)dF(u)
j=1k=b—n "0
+ pni(t,1), (4.13)

gdzie

dla  I<n,
pni(t,1) = (1= F(t)) - zj VPl —n,t), dla n<l<b,
Zy—l Zk—b—n 5i(k,t), dla 1=0b.

Zkoleidlan =011 <¢<m mamy:

o,i(t, 1) = Z Z /0 . i(t —u, Dpi(k, j)pie " du

& t

+Z > | Pt~ Dpilks e du

+ dore Mt (4.14)
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Stosujac transformate Laplace’a do obu stron (4.13) i (4.14), otrzymamy odpowied-
nio
m b—n—1

bni(s,1) :Z ki j(8)Prrk—1,4(5,1)

j=1 k=0
£33 a0+ [Tt (419)
j=1 k=b—n 0
i
m b
¢0231 :Z plk]¢k,j8l)+
=1 k=0 i
m o0 1
+ i (k l + 6 . 4.16
3 > nikns o @

W zapisie macierzowym roéwnania (4.15) i (4.16) maja postac

b—n—1
Gn(5,0) = > Ar(s)bnir—1(s,1) +2Ak )p-1(s,1) +7a(s,1), 0<n<b,
k=0 k=b—n
(4.17)
ZYk ok (s,1) Z Yi(8)bu(s,1) + dor2(s)- (4.18)
k=b+1
Po zastosowaniu zamiany zmiennych
(Pn(svl) = ¢b—n(57l)
uktad (4.17), (4.18) przyjmuje postat
37 Ar1(8)@n-r(5,0) = @uls.1) = ta(s,1), 0<n<b, (4.19)
k=—1
Zyb w(8)er(s,1) Z Yi(s)po(s,1) + dorz(s), (4.20)

k=b+1
gdzie

T;Z)n('s?l) = An—i—l( )800(3 l Z Ak 801(3 l) — Tph— n(s l)
k=n+1
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Zgodnie z Twierdzeniem 1.3, kazde rozwiazanie uktadu (4.19) jest postaci

on(s.1) = Bpyr(s)e(s,)) + Y Roi(s)tn(s,1), n>0. (4.21)
k=0

Wstawiajac n = 0 do (4.21), mamy

C(SJ) = AO(S)SOO(SJ)’ (422)
wiec pozostato jedynie znalezE funkcje ¢o(s,1) i ¢1(s,1), konieczne do obliczenia
¢k(87 l)

Podstawiajac n = 0 do (4.19), otrzymujemy

p1(s,1) = (Ao(s)) ™ (wo(s, 1) = (s, 1)), (4.23)

co sprowadza problem do znalezienia ¢((s,?). Postugujac sie warunkiem (4.20),
fatwo otrzymujemy

(100(87 l) = Tb_l(s)mb(s7 l)a
co kohczy dowod Twierdzenia 4.1. |

Twierdzenie 4.1 stosujemy w praktyce do znajdowania rozktadu dtugosci kolejki
zardbwno w stanie ustalonym, tzn. obliczajac tylko

O(l) = lim s¢y,i(s,1)

s—0+

dla dowolnego n oraz 4, jak i w stanie nieustalonym, wykorzystujac algorytm odwra-
cania jednowymiarowej transformaty Laplace’a (podrozdziat 5.1.1).

Przyktad 4.3. Wyznaczymy teraz rozktad dtugosci kolejki dla parametryzacji BMAP z Przy-
ktadu 4.1, b = 100, oraz statego czasu transmisji d = 1 ms. Mamy wtedy do czynienia
z matym obciazeniem systemu, p = 44%.

Srednia dtugosé kolejki w stanie ustalonym wynosi

E® = 9.9415,
odchylenie standardowe dtugosci kolejki
Var(®) = 18.108,
prawdopodobienstwo, ze bufor jest przepetniony

d(b) = 2.7147 x 1074,
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Rys. 4.1. Rozk}ad dtugosci kolejki w stanie ustalonym — Przyktad 4.3
Fig. 4.1. Steady-state distribution of the queue length in Example 4.3

za$ prawdopodobienstwo, ze bufor jest pusty
®(0) = 0.56124.

Na rys. 4.1 przedstawiono rozktad dtugosci kolejki w stanie ustalonym. Jak widzimy, dla
matych | funkcja prawdopodobienstwa przyjmuje nieregularny ksztatt, w ktérym wystepuja
ostre piki. Jest to typowy efekt dla kolejek z procesami BMAP, zwiazany z mozliwymi roz-
miarami pojawiajacych sie grup (pakietow). W omawianym przyktadzie te rozmiary to 1, 3,
10 i dlatego w tych miejscach na wykresie obserwujemy wysokie prawdopodobienstwa. Nie-
kiedy mozemy tez zaobserwowac piki odpowiadajace sumom dwadch lub wiecej rozmiarébw
grup, jednak w stanie ustalonym zanikaja one szybko wraz ze wzrostem l.

Piki takie sa tez szczegblnie wyrazne w stanie nieustalonym dla matych t. Widac to na
rys. 4.2. Krétko po rozpoczeciu obserwacji jedynie niektore dtugosci kolejek zwiazane z su-
mami rozmiaréw grup maja wysokie prawdopodobiefistwa. Z czasem wykres coraz bardziej
sie wygtadza.

Z kolei na rys. 4.3 pokazano prawdopodobiefistwo przepetnienia bufora w funkcji czasu
dla réznych poczatkowych dtugosci kolejki. Jak wida€, wykres moze nie by¢ monotoniczny
(np. przy X (0) = 0.5b). Stan ustalony jest osiagany po okoto 0.5 s.

Uzywana w tym przykiadzie parametryzacja BMAP zostata dobrana tak, by nada¢ mode-
lowi ruchu specjalna strukture polegajaca na dodatnim skorelowaniu biezacej intensywnosci
Z rozmiarem grupy (zobacz Przyktad 4.1). Zobaczymy teraz, jak struktura ta wptywa na
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Rys. 4.2. Rozkad dtugosci kolejki w roznych chwilach czasu w Przykfadzie 4.3. Kolejno
oddotu: t =5ms, ¢t = 10ms, ¢t = 20ms, ¢t = 50 ms, ¢t = 100 ms, t = 200
ms. Przerywang linig zaznaczono stan ustalony, ¢ = co. Poczatkowe parametry
systemu: X (0) = 0, rozkfad J(0) wg =

Fig. 4.2. Queue size distribution at different times, namely at ¢ = 5 ms, ¢t = 10 ms, ¢t = 20
ms, t = 50 ms, t = 100 ms and ¢ = 200 ms, counting from the bottom (Example
4.3). The dashed line represents the steady state. Initial settings: X (0) = 0, J(0)
distributed according to =

prawdopodobienstwo przepetnienia bufora. Tym razem dla poréwnania uzyjemy nie pro-
stego, ale ztozonego strumienia Poissona (M X ) o takiej samej jak w BMAP $rednigj inten-
sywnosci. Przyjmiemy, ze rozmiar grupy w ztozonym strumieniu Poissona jest staty i rowny
10, czyli jest nawet wigkszy niz Sredni rozmiar grupy w BMAP (wynoszacy 6.8).

WWniki sa pokazane na rys. 4.4 (stan nieustalony) i 4.5 (stan ustalony) dla r6znych roz-
miaréw bufora. Réznica, na niekorzy5¢ BMAP, jest w kazdym wypadku bardzo duza. W sta-
nie ustalonym dla b = 100 siega 4 rzedow wielkosci (2.71 x 10~% versus 2.32 x 1078).

Przyktad 4.4. Zbadamy teraz dtugosci kolejki dla ruchu z Przyktadu 4.2 dla dwéch roz-
miar6éw bufora, tzn. 100 KB oraz 200 KB. Zaktadamy staty czas obstugi i obciazenie systemu
wynoszace p = 93.23%.

Rozktad dtugosci kolejki w stanie ustalonym dla bufora 100 KB jest przedstawiony na
rys. 4.6, zas dla bufora 200 KB na rys. 4.7. Z wykresow tych mozemy wyciagnac kilka
wnioskow. Po pierwsze, w obu wypadkach widzimy charakterystyczna dla BMAP nieregu-
larno$¢ wykresu dla matych [, szczegblnie widoczny jest duzy pik w okolicy 1.5 KB zwigzany
Z duzym prawdopodobiehstwem pakietu o rozmiarze 1500 B. Po drugie, ksztat rozktadéw
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Rys. 4.3. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w funkcji czasu w Przykfadzie 4.3 dla
roznych poczatkowych dtugosci kolejki. Kolejno od dotu: X (0) = 0, X (0) = 0.5,
X (0) = b. Rozktad J(0) wg 7
Fig. 4.3. Buffer overflow probability as a function of time for different initial queue sizes,

namely for X(0) = 0, X(0) = 0.5b and X (0) = b, counting from the bottom.
Example 4.3, J(0) distributed according to =

jest dla buforéw 100 KB i 200 KB bardzo podobny, dla matych | prawie identyczny. Po trze-
cie, pomijajac okolice barier 0 i b, wykresy sa liniowe (w skali logarytmicznej). Ta wtasnos¢
moze zosta¢ wykorzystana do szybkiego wyznaczenia rozktadu dla bardzo duzych buforow.
Wystarczy wykonac obliczenia dla wartoéci | wokot barier 0 i b, zas Srodkowa czeS¢ wykresu
aproksymowac funkcja liniowa. Procedura taka daje bardzo doktadne rezultaty, poniewaz,
Jjak widaé na rys. 4.6 i 4.7, srodkowy zakres jest niemal idealnie liniowy.

Na rys. 4.8 przedstawione jest prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w stanie usta-
lonym w zaleznosci od rozmiaru bufora i obciazenia systemu. Jak sie mozna byto spo-
dziewaé, prawdopodobienstwo to roénie ze wzrostem obciazenia i maleje ze wzrostem roz-
miaru bufora. Co istotne, zalezno$¢ od rozmiaru bufora rébwniez moze by¢ z powodzeniem
aproksymowana funkcja liniowa.

4.2.2. Opodznienie

Wyprowadzimy teraz wzoér na dwuwymiarowa transformate opdznienia, tzn.

o0 o0
Wy i(8,0) Z/ e_atdt/ e Ty i(x, t)d,
0 0
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1
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Rys. 4.4. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w funkcji czasu dla skorelowanego
(BMAP) i nieskorelowanego (/) modelu ruchu (Przyktad 4.3). W obu wypad-
kach X (0) = b, rozktad J(0) w BMAP wg 7

Fig. 4.4. Buffer overflow probability as a function of time for correlated (BMAP) and uncor-
related (M X) traffic (Example 4.3). In each case was X (0) = b, J(0) in the BMAP
case was distributed according to

gdzie
Wni(x,t) =PV (t) > 2|X(0) = n, J(0) = i). (4.24)

Jak poprzednio, bedziemy zapisywat ja w postaci wektora kolumnowego:
Wi (5,0) = (Wn1(5,0), .., W m(s,0)) T .

Twierdzenie 4.2. Transformata Laplace’a rozkladu opbéznienia w systemie
BMAP/G/1/b wyraza sie wzorem:

b—n
wn(sa U) = Z Rb—n—k(a)hk’(sv U)
k=0

b—n
+ ( ZRb—n—k(J)Bk(J) + Rb—n+1(0)> Tb_l(a)ub(s’ U)a (4-25)

k=-1
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Rys. 4.5. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w stanie ustalonym w funkcji roz-
miaru bufora dla skorelowanego (BMAP) i nieskorelowanego (M %) modelu ruchu

(Przykiad 4.3)
Fig. 4.5. Steady-state overflow probability as a function of the buffer size for correlated
(BMAP) and uncorrelated (M) traffic (Example 4.3)

gdzie Ry (s) jest potencjatem dla ciagu Ax(s), funkcje uy(s, o), hy(s, o) maja nas-
tepujace postaci

b k b
up(s,0) =Y Vo 1(0) > Ri—i(0)hi(s,0) = > Rpi(0)h(s,0),
k=0 0 k=0

=

ha(s,0) =An11(0)(Ao(9)) " ap(s,0) = @p-n(s,0),

qn(s,0) = [Di(0) = f*1(5)Ci(s,0)] - 1,

oraz Ty(s) jest okreSlone przez (4.12).
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Rys. 4.6. Rozk}ad dtugosci kolejki w stanie ustalonym w Przykfadzie 4.4 dla bufora 100 KB.
W rogu — zblizenie zakresu 0-5 KB

Fig. 4.6. Steady-state queue size distribution in Example 4.4 for the buffer size of 100 KB.
In the corner — a close-up of the range 0-5 KB

Dowod Twierdzenia 4.2. Wykorzystujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite
ze wzgledu na pierwsza chwile ukonczenia obstugi, otrzymujemy dla 0 < n < b
i1<¢<m,ze

Wiz, 1) = Z

P, j(k,t) /t OO(1 — FPOFR=1% (0 4 1))dF (u).

(4.26)
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Rys. 4.7. Rozk}ad dtugosci kolejki w stanie ustalonym w Przykfadzie 4.4 dla bufora 200 KB.
W rogu — zblizenie zakresu 0-5 KB

Fig. 4.7. Steady-state queue size distribution in Example 4.4 for the buffer size of 200 KB.
In the corner — a close-up of the range 0-5 KB

Dlan=0i1 <14 < m mamy
m b t
Toi(e,t) = D3 [ glant - wpilh e v
; 0
t
/ Wy, (x,t — u)pi(k, j)pie " du.

Po zastosowaniu transformat i zapisu macierzowego dostajemy

b—n—1
wn(37 U) = Z Ak(a)wn+k—1(sv U)
k=0

+ Z Ak(a)wb—l(s7a) + QH(S7U)a 0<n<y, (427)
k=b—

n
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Rys. 4.8. Prawdopodobienstwo przepetnienia bufora w stanie ustalonym w funkcji rozmiaru
bufora dla obciazenia p od 75% do 99% (Przykiad 4.4)

Fig. 4.8. Steady-state buffer overflow probability versus the buffer size for the offered load
from 75% to 99% (Example 4.4)

oraz ,
o) = ZYk( o)wi(s,0) Z Yi(o)wy(s, o) (4.28)
= k=b+1
Wykorzystujac Twierdzenie 1.3, otrzymujemy dalej:

Wy (s,0)= Ry—pnt1(0 ‘|‘ZRb n—k(0)¥i (s, 0), (4.29)

Un(s,0) = Api1(o)wp(s, o) ZAk o)wp—1(8,0) — qp—n(s,0).
k=n-+1

Pozostate do obliczenia c(o), wy—_1(s, o) i wy(s, o) wyznaczamy tak samo jak w do-
wodzie Twierdzenia 4.1. |
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Twierdzenie 4.2 wykorzystujemy w praktyce na trzy sposoby:

e Srednia wartoS¢ op6znienia w stanie ustalonym obliczamy jako

gli>ron+ owy(0,0);

e Srednia wartoS¢ opdznienia w stanie nieustalonym obliczamy, odwracajac
wy, (0, 0) przy pomocy algorytmu z podrozdziatu 5.1.1;

e doktadna postac rozktadu opbznienia w stanie nieustalonym obliczamy, od-
wracajac wy, (s, o) przy pomocy algorytmu z podrozdziatu 5.1.2.

Przyktad 4.5. Srednie opoznienie w stanie ustalonym dla parametryzacji BMAP z Przykta-
du 4.1, b = 100 oraz statego czasu transmisji d = 1 ms (p = 44%) wynosi

EV = 9.694 ms.

Przebiegi Sredniego opbznienia w funkcji czasu dla réznych poczatkowych dtugosci ko-
lejek oraz stanow fancucha modulujacego sa przedstawione na rys. 4.9 4.10.

0.1

0.08 |
— 0.06 !
@

>
W 004+

0.02 |

~

0 01 02 03 04 05 06 0.7
t[s]

Rys. 4.9. Srednie opoznienie w funkcji czasu w Przyktadzie 4.5 dla roznych wartosci X (0) i
J(0) = 3. Kolejno od dotu: X (0) =0, X(0) = 0.5, X(0) =b

Fig. 4.9. Average delay versus time in Example 4.5 for J(0) = 3 and different values of
X (0), namely for X(0) = 0, X(0) = 0.5b and X (0) = b, counting from the
bottom
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Rys. 4.10. Srednie opbznienie w funkcji czasu w Przyktadzie 4.5 dla réznych wartosci J(0).
Kolejno od dotu: J(0) =1, J(0) = 2, J(0) = 3. W kazdym wypadku X (0) =0

Fig. 4.10. Average delay versus time in Example 4.5 for different values of .7(0), namely for
J(0) =1, J(0) = 2and J(0) = 3, counting from the bottom. In every case was
X(0)=0

Przyktad 4.6. Dla parametryzacji BMAP z Przykitadu 4.2 Srednie opbZnienie w stanie usta-
lonym w zaleznosci od rozmiaru bufora i obciazenia systemu jest pokazane na rys. 4.11.
Jak widat, wraz ze wzrostem obciazenia opboznienie rodnie i takiego efektu nalezato sie
spodziewat. Ciekawsza jest zalezno$¢ opoznienia od rozmiaru bufora. Ma ona charakte-
rystyczny ksztatt - poczatkowo szybko narasta, nastepnie wykres zagina sie (,,kolano”), by
potem, od pewnego progowego rozmiaru bufora, przyjac stata wartos¢. Taki ksztatt funk-
cji op6znienia ma swoje praktyczne konsekwencje. Ponizej progowego rozmiaru bufora
(powiedzmy 200 KB dla p = 98%) zmniejszanie rozmiaru bufora powoduje zmniejsza-
nie opbznienia. W zakresie powyzej wartosci progowej zmiany rozmiaru bufora nie maja
wptywu na opéznienie.

Jak nietrudno odgadnac, taka postat zaleznosci op6znienia od rozmiaru bufora wiaze
sie z zanikaniem wptywu skoficzonego rozmiaru bufora na prace systemu. Dla dostatecznie
duzych buforéw przepetnienia nastepuja na tyle rzadko, ze system wiaSciwie pracuje tak jak
system z niegraniczonym rozmiarem bufora i stata warto$¢ funkcji op6znienia na wykresie
jest wiasnie réwna opdznieniu w systemie z nieograniczonym buforem.
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Rys. 4.11. Srednie opbznienie w stanie ustalonym w funkcji rozmiaru bufora dla réznych
wartosci obciazenia p (Przykiad 4.6)

Fig. 4.11. Average steady-state delay versus the buffer size for different values of the offered
load p (Example 4.6)

4.2.3. Czas do przepetnienia bufora

Wyprowadzimy teraz wzor na transformate czasu do przepetnienia bufora, tzn.
o0
na(s) = / P (ry > 1),
0

Ln(5) = (1n1(5), 1n2(5), - oy bnm ()T,

gdzie
Tni = inf{t > 0: X (t) = b|X(0) =n, J(0) =i}.

Twierdzenie 4.3. Transformata Laplace’a rozkladu czasu do przepetnienia bufora
w systemie BMAP/G/1/b ma posta¢

ZRbnk ) Ak ()W, ZRbnk )di(s), 0<n<b,

(4.30)
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gdzie
b k b
Wy(s) = D Yik(s) D Riils)As(s) — ZRb_k<s>Ak<s>, (4.31)
k=1 =0
b k—1
w(s) = Y Yoi(s)Y  Ri_i(s)di(s ZRb k(s —z(s), (432
k=1 i=1

~ k—1
di(s) = Y Di(s)-1
=0

oraz Ry(s) jest potencjatem dla ciagu Ag(s).

Dowod Twierdzenia 4.3. Wykorzystujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite,
otrzymujemy dla0 <n < b, 1<i<m:

m b—n—1

P(r;>1) = Y. Z/ (Tnsk_1j >t — u)P, j(k,u)dF (u)
7j=1 k=0

m b—n—1

—F)> > Pijlk,t) (4.33)

j=1 k=0

oraz

m b—n—1
ln,i(s) = Z ki j(8)lngk—1,5(8) T dp—ni(s), 0<n<b 1<i<m,
j=1 k=0
m b—1 " 1
lo.i(s) = i(k, )l i (s L4 , 1<i<m,
0,i(8) yE::Ik:OpZ( k5 ( )s+uz poryr <i<

gdzie



132 4. KOLEJKOWANIE STRUMIENI BMAP

Powyzsze rbwnania w zapisie macierzowym maja postat

b—n—1

Z Ap()lnph-1(5) + dy—p(s),  0<n<b,

b—1
lo(s) =Y Vi(s)lu(s) + 2(s).
k=0

Nastepnie, po podstawieniu
In(s) = up—_n(s),

mamy:
> Apa(8)tn—p(s) — un(s) = 9hn(s), 0<n <D,
o b
=D Yor(s)ur(s) + 2(s),
gdzie -

U (s) = Ap(s)ui(s) — d~n(s)

Na mocy Twierdzenia 1.1 otrzymujemy:

un(s) = Ru(s)c(s) + Y Rup—k(s)vr(s), n>1,
k=1

gdzie ¢(s) jest wektorem niezalezacym od n.
Podstawiajac n = 1 do (4.37), dostajemy c(s) = Ao (s)uq(s) oraz

Un ZRn k(8)Ak(s)ui(s ZRn k(s
k=0
Wreszcie przy pomocy (4.36) mozemy fatwo wyprowadzi¢

ui(s) = W, ' (s)up(s),

co kohczy dowod Twierdzenia 4.3.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Wykorzystujac Twierdzenie 4.3, mozemy tatwo znajdowac r6zne charakterystyki
pochodne, takie jak wartos¢ érednia czasu do przepetnienia, dystrybuanta czasu do
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przepetnienia czy gesto$¢ prawdopodobienstwa czasu do przepetnienia. Odpowied-
nie wzory wygladaja podobnie jak w wypadku MMPP (zobacz (3.78), (3.79), (3.80)).

Warto przy tej okazji zwrbci¢ uwage na jeszcze jedna charakterystyke, ktora
otrzymujemy natychmiast, jezeli znamy rozktad 7,,. Mianowicie, zdarzenie {7,, > t}
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w przedziale czasu (0, t] nie nastapi przepetnienie
bufora. A zatem funkcja

x(t) =P(r, > t) (4.38)

wyraza prawdopodobiefstwo, ze w przedziale (0, ¢] ani razu nie nastapi przepetnienie.
WartoSci x () otrzymamy tatwo — odwracajac ,,(s).

Przyktad 4.7. Dla parametryzacji BMAP z Przykfadu 4.1, b = 100, oraz statego czasu
transmisji d = 1 ms (p = 44%), Sredni czas do przepetnienia bufora, przy zatozeniu ze bufor
jest poczatkowo pusty, wynosi

Er =8.9931s.

Na rys. 4.12 pokazane jest poréwnanie czasu do przepetnienia bufora dla BMAP oraz
ztozonego procesu Poissona o statym rozmiarze grupy rownym 10 i takiej samej jak w BMAP
Sredniej intensywnosci. Przyktadowo, dla bufora b = 100 Sredni czas do przepetnienia dla
ztozonego strumienia Poissona wynosi 37741 s, czyli o 3 rzedy wielkoéci wiecej niz dla
BMAP.

Przyktad 4.8. Dla parametryzacji BMAP z Przykiadu 4.2 zaleznos¢ czasu do przepetienia
bufora od rozmiaru bufora i obciazenia systemu jest pokazana na rys. 4.13. Jak widac,
jest to kolejny wypadek, w ktérym wykres ma postac¢ liniowa dla duzych b, co moze zosta¢
wykorzystane do szybkiego obliczania czasu do przepetnienia dla duzych buforéw w oparciu
0 wyniki otrzymane dla matych buforéow.

4.2.4. ZtozonoSE obliczeniowa

Ztozonos€ obliczeniowa przedstawionych tu rezultatbw dla strumieni BMAP jest
tego samego rzedu co dla MMPP i wyznaczamy ja w taki sam sposob jak w pod-
rozdziale 3.2.7.

4.3. Nota bibliograficzna do Rozdziatu 4

BMAP zostat zaproponowany przez M. Neutsa [151] i od jego nazwiska proces
ten poczatkowo nazywano NN-procesem. Oryginalna parametryzacja tego procesu
jest skomplikowana, dlatego D. Lucantoni [137] zdefiniowat na nowo /N-proces,
postugujac sie bardziej przejrzystym zapisem. Od tego tez czasu uzywa sie zwykle
nazwy BMAP. Podstawowe wiasnosci BMAP mozna znalez€ np. w [43, 70, 64].
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Rys. 4.12. Sredni czas do przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla skorelowanego
(BM AP) i nieskorelowanego (M) modelu ruchu (Przyktad 4.7). W obu wy-
padkach X (0) = 0, rozktad J(0) dla BMAP wg =

Fig. 4.12. Average time to buffer overflow versus the buffer size for correlated (BM AP)
and uncorrelated (M X) traffic (Example 4.7). In each case X (0) = 0, J(0) in the
BMAP case was distributed according to =

Do tej pory napisano wiele artykutow posSwieconych modelowaniu ruchu w sie-
ciach pakietowych przy pomocy BMAP lub wykorzystujacych BMAP do szacowania
ich parametrow wydajnosciowych, np. [182, 121, 190, 173, 29, 208, 3, 120, 118, 119,
89, 125, 184]. W czesci badah wykorzystywane sa hieco uproszczone wersje BMAP,
takie jak MAP? (zobacz np. [154, 113, 114, 106, 165, 189, 12, 11, 195, 23, 180]) czy
D-BMAP3 (zobacz np. [20, 28, 92, 96, 107, 197]).

Jezeli chodzi o charakterystyki kolejkowania procesu BMAP, to do$¢ dobrze zba-
dane zostaty systemy z nieograniczonym buforem zaréwno w stanie ustalonym [167,
137, 129], jak i nieustalonym [138, 139, 134]. Prace poSwiecone systemom z ogra-
niczonym buforem sa rzadsze (np. [30, 100]). Czes¢ badah poswiecono r6znego
rodzaju specjalnym systemom kolejkowym, np. z grupowa obstuga [38, 39], z wie-
loma trybami obstugi [84, 85], ze szczegblnymi typami strumieni wejsciowych, jak

2Tzn. BMAP, w ktorym D;, = 0 dla k > 2. Proces taki zachowuje wszystkie cechy BMAP oprocz
modelowania rozmiaru pakietu.
3Tzn. BMAP z dyskretnym czasem, wiecej informacji np. w [28].
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Rys. 4.13. Sredni czas do przepetnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla roéznych
wartoSci obciazenia (Przykfad 4.8). X (0) = 0, rozktad J(0) dla BMAP wg 7

Fig. 4.13. Average time to buffer overflow versus the buffer size for different values of the
offered load (Example 4.8). X (0) = 0, J(0) was distributed according to =

D-BMAP [132, 130, 131], MAP [191, 142, 143, 194, 141, 16, 149, 104], czy wreszcie
ze specjalnymi typami czasu obstugi [40, 10, 42, 8, 41, 22].

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodzg z nastepujacych zrodet. Diugose
kolejki dla procesu BMAP (podrozdziat 4.2.1) byta tematem artykutow [61, 60, 64].
W szczegblnosci, ogblna postat rozktadu dtugosci kolejki zostata pokazana w [61],
praca [60] jest poSwiecona szczegbtowym studiom nad prawdopodobiefAstwem prze-
petnienia bufora ®(b) w stanie ustalonym i nieustalonym, za$ w [64] zademonstro-
wany zostat na przyktadach obliczeniowych wptyw autokorelacji BMAP na dtugost
kolejki. Wzor na op6znienie kolejkowania (podrozdziat 4.2.2) zostat udowodniony
w [62], natomiast wz6r na rozktad czasu do przepetnienia bufora (podrozdziat 4.2.3)
w pracy [67]. Dodatkowo w pracy [65] mozna znalez¢ przyktady obliczeniowe dla
czasu do przepetnienia bufora w zaleznoSci od parametrow systemu.

Na zakohczenie warto wspomniet, ze BMAP bywa wykorzystywany réwniez
w innych dziedzinach, na przyktad do modelowania ruchu pojazddéw na drogach [9].
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W rozdziale tym przedstawione zostana narzedzia umozliwiajace efektywne wyko-
rzystanie wynikéw teoretycznych otrzymanych w poprzednich rozdziatach w obli-
czeniach numerycznych. Przede wszystkim zostanie pokazane, jak numerycznie od-
wracact transformaty Laplace’a i funkcje tworzace, jak oblicza¢ funkcjonaty catkowe
funkcji liczacej dla proceséw markowskich typu MMPP i BMAP, czy wreszcie jak
dobierat parametry MMPP i BMAP tak, by otrzymane przy ich pomocy charakte-
rystyki kolejkowania byly wiarygodne. Dodatkowo rozdziat ten zawiera stosowane
wielokrotnie w dowodach twierdzenie o prawdopodobiehstwie catkowitym oraz kod
do symulacji BMAP.

5.1. Odwracanie transformat

5.1.1. Odwracanie transformaty Laplace’a

W tym podrozdziale zajmiemy sie efektywnym wyznaczaniem oryginatu, przy zato-
zeniu ze znamy jego transformate Laplace’a. Innymi stowy, bedziemy poszukiwat
funkcji f(¢), okreSlonej na potosi rzeczywistej ¢ > 0 i przyjmujacej wartosci rzeczy-
wiste, znajac funkcje f*(s) zdefiniowana jako

)= [ e (51)

0

dla Re(s) > 0.

W zastosowaniach zwiazanych z rachunkiem prawdopodobienstwa transformata
postaci (5.1) zwykle oznacza transformate gestosci rozktadu (f(¢) oznacza gestosc).
Spotyka sie rowniez transformaty postaci

/ T estap (), (52)
0

nazywane transformatami Laplace’a-Stieltjesa. Jezeli funkcja F'(t) oznacza dystry-
buante dla gestoSci f(t), to oczywiscie catki w (5.1) i (5.2) sa rownowazne.
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Znajac transformate Laplace’a-Stieltjesa dla dystrybuanty F'(¢), mozemy fatwo
obliczyt jej (zwykta) transformate Laplace’a:

F*(s) = /0 T et ()t — /0 T emtar ), (5.3)

S
a zatem nie ma potrzeby zajmowac sie osobno odwracaniem transformat Laplace’a-
Stieltjesa.
Podstawa do prezentowanego tu algorytmu odwracania, pochodzacego z [2], jest
wzor catkowy Bromwicha?, ktory wyraza oryginat f(t) przy pomocy jego transfor-
maty w nastepujacy sposob:

1 brico st px*

f(t) = i), . © fr(s)ds, (5.4)
gdzie b jest dowolna liczba rzeczywista potozona na prawo od wszystkich punktow
osobliwych funkcji f*(s) na ptaszczyznie zespolone;.

Stosujac metode trapezow o kroku h do przyblizonego obliczania catki w (5.4),
otrzymujemy

hebt hebt o

1) = fult) = 5 1*(0) + > Re(e™ f*(b + ikht)). (5.5)

k=1

s

Dobierajac nastepnie h = 7 /it oraz b = A/2It, gdzie [ jest liczba naturalna, za§ A —
rzeczywista dodatnia, dostaniemy:

* A - tkm/l px A ikm
f <2_lt> 2;]%6(6 f <2_1t+7>] (5.6)

State A il zostaty wprowadzone, aby umozliwi¢ kontrole btedu catkowania metoda
trapezow i bledu zaokraglenia (szczegbty zobacz w [2]; zwykle stosuje sie wartosci
A=19,1=1).

Proste przeksztatcenia algebraiczne (5.6) daja nastepnie

oA/2

Tu(t) = fau(t) = o

Faat) = (=1 ar(t), (5.7)
k=

0

L\Warto pamieta€, ze nie jest to jedyny wzor tego typu; znane sg tez wzory oparte na rozniczkowaniu,
a nie catkowaniu (wzoér Posta-Widdera [2]) czy wz6r opary na funkcjach Laguerre [1].



138 5. NARZEDZIA

gdzie
cA/2t

21t

! .
% A * i T ijm/t
bo(t) = f <2lt>+2;Re {f <2lt+ m >e :

ar(t) = S—bp(t), k=0, (5.8)

l . .
A igm dkm\
_ « [ A o ot ijm/t >
bi(t) QZRe{f <2lt+ el )e } k> 1.
W zasadzie wzoru (5.7) mozna juz uzywat do odwracania f*(s), jednak zbieznos¢
wystepujacego tam szeregu moze by¢ wolna, co powoduje koniecznost obliczenia
duzej liczby wspbtczynnikow ay(t). Dlatego tez warto sie postuzy¢ wzorem Eu-
lera shuzacym do obliczania sumy szeregu o naprzemiennych znakach. Wzor ten ma

postat

[ m m n+k '

S (Va0 <k>2—m > (=1,

k=0 k=0 j=0
gdzie m i n sa liczbami naturalnymi, zwykle n rzedu kilkudziesieciu, za$§ m rzedu
kilkunastu (np. n = 38, m = 11 wg [2]).

Jak wida¢, wzor Eulera oblicza sume szeregu przez odpowiednio wazona Srednig
sum czesciowych od n do n + m. Jak sie okazuje, pozwala on znacznie przyspieszyt
obliczanie sumy w (5.7). Latwo sie o tym przekona¢, wykonujac obliczenia dla pro-
stych przyktadow ciagbw aj. Na przyklad, przy a; = k' wystarczy okoto 50
sktadnikow, by otrzyma¢ doktadnos¢é sumy rzedu 108, podczas gdy bezposrednie
obliczenia wymagaja sumowania az 10® sktadnikow szeregu w celu otrzymania ta-
kiej samej doktadnosci.

A zatem, podsumowujac powyzsze wyniki, otrzymujemy co nastepuje.

Oryginat f(t) dla transformaty f*(s) obliczamy

1)~ iz ()2 1vasto.

gdzie wspotczynniki ay(t) sa okreSlone w (5.8), za$ typowe wartoSci pozo-
statych parametrow ton = 38, m =11, A= 19,1 = 1.

Najwieksza zaleta zaprezentowanej metody jest to, ze jest ona szybka i bardzo
dobrze sprawdza sie w praktyce. Za jej wade mozna uznat fakt, ze nie jest znane
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oszacowanie btedu wyniku, gtownie z uwagi na brak oszacowania btedu dla sumy
Eulera. Jak pokazuje praktyka, dobre oszacowanie btedu otrzymujemy, wykonujac
dwukrotnie obliczenia i zmieniajac przy tym o 1 ktory$ z parametrow: m, A lub I.
Innymi stowy, r6znica wynikéw dlam = 10 idlam = 11 stanowi dobre oszacowanie
btedu, podobnie dla A i I. W przypadku otrzymania niezadowalajacych wynikow
zwiekszamy wartos¢ n.

Ponadto nalezy zauwazyt, ze pokazana metoda nie powinna byt stosowana dla
bardzo matych ¢, gdyz czynnik

oA/2
21t

w (5.8) dazy do nieskofhczonosci dla ¢t — 0. Na szczeScie fakt ten ma mate zna-
czenie praktyczne, gdyz zachowanie oryginatu dla matych ¢ mozna tatwo zbadac,
wykorzystujac wtasnos¢ transformaty Laplace’a, ktéra mowi, ze

sf*(s) — f(0) dla s — oo,

jesli tylko
f() — f(0) dla t — 0.

5.1.2. Odwracanie dwuwymiarowej transformaty Laplace’a

Bedziemy teraz chcieli znalez¢ oryginat dla transformaty postaci

f*(Sl,Sz)Z/ / e STl £(4) 4o)dt dts,
o Jo

gdzie
t1 >0, ta>0, Re(s1) >0, Re(s2) >0,

oraz funkcja f(t1,t2) przyjmuje wartoSci rzeczywiste.

W [45] zaproponowano wzor oparty na sumowaniu Poissona. Wyglada on naste-
pujaco.



140 5. NARZEDZIA

Oryginat f(t1,t2) dla transformaty f*(s1, s2) obliczamy
f(t1,t2)
~ eXp(Al/(2l1) + Ag/(QZg))
4t1l1tols
lo oo . . .
kym A Ay ki ikm
2 —1)* T g - -
% { > > (1) Re[eXp< Iy >f (2751[1’ Uoly  toly 1o )}
ki1=1k=0
b Lo i ik
; 1 1
+2 Z Z(—l)]Re[Z Z(—l)k eXp(—— — —)
ol Iy l2
71=135=0 k1=1 k=0
% *< A1 _Z'jlﬂ'_@ A2 _’L'k’lﬂ'_ik_ﬂ')}
2t1[1 tlll 1 72t212 tzlg to
Ly i S 1)iRe oxp(~ 1) (AL fm i Aa
— P, 90y tily . 2ol
=1 =
. f: i(_l)k (_ijlﬂ - z'k:17T>
¢ L l2
ki=1 k=0
* A1 ij17T ijﬂ' A2 iklﬂ ikm
/ (21&111 ot 2ty taly +E>}
* Al AZ
+/ <2t111’ 2t212) }’
gdzie typowe wartosci parametrow to A, = A = 19,11 = 1o = 2.

Ponadto sumy postaci

o0

> (1)

k=0
W powyzszym wzorze rbwniez moga by¢ obliczane przy pomocy wzoru Eulera. Po-
dobnie jak poprzednio, mozna uzy¢ parametrow n = 38, m = 11.

Btad tej metody zwiazany z przyblizonym catkowaniem jest mniejszy niz

Cle™A1 4 e A2 — g=A1—42)
(1—e4)(1—e42)

(5.9)

jezeli f(t1,t2) < C dla wszystkich ¢, 2. Jak wida¢, manipulujac parametrami A;
i Ao, mozemy dowolnie ten btad obnizat. DlaC = 1i A; = A = 19.1 wynosi on
1078, zas dla A; = Ay = 28.3 jest rowny 10~ 12,
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Niestety, wzor (5.9) nie daje oszacowania catkowitego btedu, gdyz pojawia sie
takze bad zaokraglenia, zwigzany z mnozeniem matych liczb przez bardzo duze.
W szczeg6lnosci wyrazenie

exp(A1/(201) + A2/ (2l2))
4t1l1t9ls

moze przyjmowac bardzo duze wartoSci. Do kontroli btedu zaokragleh uzywamy pa-
rametrow [y ils. Zwykle I; = I, = 1 wystarcza do otrzymania wyniku z doktadnoscia
do 5-6 cyfr, zas [y = Iy = 2 z doktadnoscia do 10 cyfr.

Wreszcie sumowanie szeregdw przy pomocy sumy Eulera jest zrodtem dodat-
kowego btedu. Btad ten szacujemy w praktyce, obliczajac sume dla m = 10 oraz
m = 11, a nastepnie obliczajac roznice wynikow.

5.1.3. Odwracanie funkcji tworzacych

Kolejna bardzo wazna umiejetnoscia jest obliczanie wyrazow ciagu liczb rzeczywi-
stych {qx}32, przy zatozeniu ze znamy jego funkcje tworzaca

z) = iqkzk. (5.10)
k=0

Czasami do tego celu wystarczy sie postuzy¢ wielokrotnym rézniczkowaniem funk-
cji q(z) i obliczaniem wartoSci uzyskanych pochodnych w punkcie z = 0. Bardzo
czesto jednak takie podejscie nie sprawdza sie, gdyz pojawiaja sie trudnosci zwiazane
z symbolicznym czy numerycznym rbzniczkowaniem. Dlatego tez w ogblnym wy-
padku lepiej sie postuzy¢ bardziej zaawansowana technika. W [2] zaproponowano
nastepujaca metode odwracania funkcji tworzacej oparta na wzorze catkowym Cau-
chy’ego i catkowaniu numerycznym metoda trapezow.

Element gy ciagu o funkcji tworzacej ¢(z) obliczamy

1
ok % g (0o ) + (<1 (h Ly +2Z 1) Re(a; (K, 1,7))),
(5.11)
gdzie
l_l : . .
aj(k,l,r) =Y e ™ mlg(remi )k
n=0

za$ typowe wartosci parametrow to [ = 1, r = 10~%/*,
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Tym razem nie jest konieczne stosowanie sumy Eulera, gdyz w powyzszym wzo-
rze nie wystepuja nieskofhczone szeregi. Dlatego tez btad metody jest zwigzany
tylko z przyblizonym catkowaniem oraz z zaokragleniami. W szczego6lnoéci, btad
catkowania metoda trapezéw jest nie wiekszy od

C’I“2kl
1— T2kl’

jezeli tylko |qi| < C dla wszystkich k. Dlal = 1, r = 10~** daje to bfad rzedu
C10~8. Z kolei btad zaokraglenia wynosi w przyblizeniu

2kirk10~™

jezeli suma w nawiasach w (5.11) jest obliczona z doktadnoScia do 10~"".
Czasami zachodzi réwniez potrzeba odwrocenia dwuwymiarowej funkcji two-
rzacej. Dla ciagu pp,n,, 71 = 0,1,..., ny = 0,1,... funkcja ta jest zdefiniowana

jako
p(21,22) = Z mengzllzé”-

n1=0mn2=0
Zaproponowana w [45] metoda jest oparta na (dyskretnej) sumie Poissona i ma
nastepujaca postac.

Element p,,,,, ciagu o funkcji tworzacej p(z1, z2) obliczamy jako

h—1 n1—1

Pran N2l1n1r Z Z < 7731)

_0]——n1
lo—1 no—1

{2l2n2r2 Z Z exp(—%)

k1=0k=—no

mi(j1 + llj)),r2 eXp(m'(kl + lgk))) }

X p (7‘1 exp<
linq lano

Wreszcie mozemy miet tez do czynienia z transformata mieszang postaci

f(s,2) = /000 if(t,n)e_“z"dt,
n=0

gdzie t > 0, Re(s) > 0, n = 0,1,.... Zgodnie z [45] transformate te odwracamy
jak nastepuje.
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Oryginat f(t,n) dla transformaty f*(s, z) obliczamy

fit.m) <R 20D zl > (1 exp(-T0)
Ji Jj=—00

lo—1 n-—1

{2127127“2 Z Z eXp<_ikl>

la

xf*(i T g eXp(?TZ‘(kl—i-lgk)))}.

2[1t B llt B T’r l2n

Wystepujaca powyzej sume od j = —oo do j = oo obliczamy, rozbijajac ja na
dwie sumy od j = 0 do j = oo i wykorzystujac sume Eulera do kazdej z nich.

5.2.  Metoda uniformizacji

Metoda uniformizacji (zobacz np. [137, 78]), ktora ma wiele zastosowan w oblicze-
niach numerycznych zwigzanych z procesami markowskimi, opiera sie na nastepuja-
cym fakcie.

Jezeli dany jest fahcuch Markowa z ciaggtym czasem o macierzy intensywnosci
Q, to tancuch ten jest rownowazny procesowi, w ktbrym odstepy czasowe pomiedzy
zdarzeniami tworzg proces Poissona o intensywnosci

0= maX(—Qn'),

zas w chwili pojawienia sie zdarzenia nastepuje zmiana stanu taficucha tak jak w fan-
cuchu Markowa z dyskretnym czasem o macierzy przejscia

L=1+607"'Q.

Rozktad oryginalnego tahcucha w chwili ¢ mozna wyrazi¢ wtedy w nastepujacy
sposob:

0t
o@t — HHL=I) _ =6t Ot _ Ze—ot( ) 15
¢ n!
n=

Wykorzystamy teraz metode uniformizacji do efektywnego obliczania funkcjo-
natow catkowych funkgcji liczacej dla BMAP, w szczeg6Inosci takich jak we wzorach
(4.5)-(4.10) (analogiczne funkcjonaty dla MMPP otrzymamy, podstawiajac jedynie
Dy=Q—ANiDy=A).
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Rozpocznijmy od samej funkcji liczacej dla BMAP, tj.
P j(n,t) = P(N(t) = n, J(t) = j|N(0) = 0,J(0) = i),
P(n,t) = [Pij(n,t)]i;-

Wykorzystujac uniformizacje, mozna pokazac, ze

o~ o (0)
Pnt)=>Y e i Ky j,
=0
gdzie

0 = max{(—Do)ii},

za$ K, ; oznacza ciag macierzy m x m zdefiniowany rekurencyjnie jako:

Koo = 1,
Kn,O = 0, n Z 1,
Koji1 = Koi(I+07'Dy),
n—1
Knjy1 = 071 Z K;jDyi + K, j(I+ 671 Dy).
=0

Jezeli teraz interesuje nas funkcjonat postaci:

Ln— /O g(t)P(n, t)dt,

to mozemy go przedstawi¢ jako
o0
Ln = ZVan,j7
j=0

gdzie

. /0 =z (iﬁ)j g(t)dt. (5.12)
A zatem caty problem zostat sprowadzony do obliczania zwyktych catek w po-
staci (5.12). Calki te mozna czesto obliczat symbolicznie, w przeciwnym wypadku
zwykle bardzo dobrze catkuja sie numerycznie.
Mozemy teraz podac konkretne wzory dla funkcjonatow Ay (s), Dy (s), Ci(s, o)
okreSlonych w (4.5) - (4.10). Mamy zatem:

(3] e—(9+s)t (Ot)j

Ak(s) =) 7i(5) Ky, dia %’(S)Z/O —————dF (),

|
=0 It
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- o0 () e—(G s)t j
Dk(s) = Zéj(s)Kk,j dla (5]'(3) = /0 M(l — F(t))dt,
7=0

Ck(s,0) = ZKJj(S,O’)KkJ dla
5=0

oo ,—(0+0)t J 00
Hj(S,O’):/O ej#dt/o e *Td, F(z+t).

Jezeli czas obstugi jest staty i rowny d, to wspotczynniki v;(s) i §;(s) mozna przed-
stawi€ w jawnej postaci:

e~ (0+s)d(gq)i
vi(s) = %;
jl(s +0)7+! ’

5j(8) = 0j

gdzie I'(j, ) oznacza niekompletna funkcje gamma. Mozna tatwo otrzymac analo-
giczne wzory dla kilku innych prostych postaci rozktadu £ (np. wykfadniczej).

5.3. Estymacja parametrow MMPP i BMAP

Aby moc wiarygodnie przewidywat charakterystyki kolejkowania, nalezy sparame-
tryzowat model ruchu (MMPP lub BMAP) w taki sposbb, by posiadat on taka sama
probabilistyczna strukture jak ruch, ktérego charakterystyki kolejkowania nas intere-
suja. W praktyce robi sie to na podstawie zarejestrowanych $ladow ruchu (ang. trace
files).

Parametry prostych i ztozonych procesbw Poissona dopasowuje sie tatwo. In-
tensywnoS¢ A przyjmujemy, mierzac Srednig obserwowang intensywnos¢ ruchu, za$
rozktad rozmiaru grupy p; w ztozonym procesie Poissona otrzymujemy na podstawie
odpowiedniego histogramu.

Znaczniej trudniej dopasowa¢ parametry procesow MMPP i BMAP. Opracowano
wiele algorytmow dopasowujacych MMPP do §laddw ruchu (zobacz np. [81, 179, 98,
209, 188, 181, 187]). Czes€ z nich jest przeznaczona dla MMPP szczeg6lnego typu,
jak np. MMPP z tylko dwoma stanami [112, 144, 159]. Algorytmow dla BMAP jest
nieco mniej (np. [182, 120, 34, 35]).

Ponizej przedstawiona zostanie metoda EM z [120]. Wprawdzie zostata ona za-
proponowana dla BMAP, ale, jak zostanie pokazane na kohcu tego podrozdziatu,
mozna ja rowniez z powodzeniem stosowat do parametryzacji MMPP.
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Metoda EM (ang. expectation maximization, zobacz np. [80, 4, 202, 34]) jest wa-
riantem metody najwiekszej wiarygodnoSci stosowanym w sytuacji, gdy nie wszyst-
kie zmienne jakiego$ procesu mozemy obserwowac i zapisywac. Przyktadowo, mo-
delujac przy pomocy BMAP ruch pakietow IP, mozemy obserwowac czasy pomiedzy
kolejnymi pakietami oraz rozmiary pakietbw, nie mamy natomiast informacji o chwi-
lach zmiany stanu tahcucha modulujacego i stanach tancucha (innymi stowy, mozemy
obserwowat jedynie sktadowa N (t) z pary (J(t), N (t)) tworzacej realizacje BMAP).

Idea metody EM wyglada nastepujaco. Zatézmy, ze y oznacza dane dajace sie
zaobserwowac. W naszym wypadku y = {(t1, 1), (t2, a2), ..., (tar, anr)}, gdzie
t; 0znaczaja czasy pojawiania sie kolejnych pakietow, «; ich rozmiary w bajtach,
za$ M jest liczba zarejestrowanych pakietow. Niech ¢ 0znacza parametryzacje pro-
cesu. W naszym wypadku ¢ odpowiada macierzom D; dla BMAP oraz rozkladowi
poczatkowemu stanu tancucha modulujacego (wektorowi v), tzn.

¢: (V7D17'--7Dn)7

gdzie n jest maksymalnym rozmiarem pakietu, jaki bierzemy pod uwage.

Przez £(¢,y) bedziemy oznaczali wiarygodnoS¢ parametryzacji ¢ dla danych v,
za8 przez £¢(¢, x,y) kompletna wiarygodno$¢ ¢, z uwzglednieniem niedostepnych
danych z. W metodzie EM szukana parametryzacja ¢ jest wyznaczana iteracyjnie
wedtug nastepujacego schematu:

¢(r+1) = arg mgX{Ew) (log £°(¢, z,y)|y)}, (5.13)

gdzie ¢(r) oznacza parametryzacje otrzymana w r-tej iteracji, zaS E,(,.) warunkowa
wartoS¢ oczekiwana dla parametryzacji ¢(r). Obliczanie wartoSci oczekiwanej we
wzorze (5.13) nazywamy czeScia E algorytmu, natomiast znajdowanie arg max —
czeScig M algorytmu. Mozna udowodni€, ze postepowanie takie daje w kolejnych
krokach parametryzacje co najmniej nie gorsze od poprzednich, tzn.

L£(p(r+1),y) > £L(d(r),y).

Algorytm kohczy dziatanie, gdy osiagnieta zostanie zadowalajaca nas zbiezno$¢ pa-
rametryzacji (czyli wtedy, gdy w kolejnym kroku otrzymamy parametryzacje roznia-
ca sie co najwyzej o € od poprzedniej) lub po z gory zadanej liczbie iteracji. Poczat-
kowa parametryzacje ¢(0) mozna przyjac dowolnie (np. losowo).

Przy estymacji parametrow BMAP mamy

M
£(6,y) =v ] for(Ate) - 1,
k=1
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gdzie
to=0, ty=T, Atp=1tp—tp_1,
fi(t)y=Fe(t)D;,  F(t) = P!
oraz
M z(k)—
£9(¢,,y) = vioa H H iy (k) €XP (=1, 6y 51(K)) iy i) (0, 111 (k)
k=1 1=0
X i (k) €XP (_Niz(k)(k)sz(k)(k)> Pi 5oy (k) (@ G0 (K + 1)), (5.14)

gdzie z(k) oznacza liczbe standw, ktora przyjat fahcuch modulujacy w k-tym odstepie
pomiedzy pakietami, i;(k) oznacza [-ty stan tahcucha w k-tym odstepie pomiedzy pa-
kietami, s;(k) oznacza czas przebywania tahcucha w [-tym stanie w k-tym odstepie
pomiedzy pakietami, natomiast prawdopodobiefstwa p; (k, j) sa zdefiniowane w (4.2)
i (4.3).

Wzor (5.14) mozna zapisaC w prostszej postaci, uzywajac statystyk 7; ;, s; oraz
A(1),...,A(n). T; ; oznacza liczbe zmian stanu bez pojawienia sie pakietu:

Tp;=#{t0 <t <T,J(t—) =i,J(t) = j,N(t) = N(t-)}, i#j,

natomiast [A(k)]; ; oznacza liczbe zmian stanu z 7 na j tacznie z pojawieniem sie
pakietu o rozmiarze k:

[A(R)]i; = #{tl <I< M, J(t;—) =1,J(t;) =5, N(t;) = N(t;—) + k}.

Wreszcie s; 0znacza catkowity czas, jaki spedzit tahcuch modulujacy w stanie i:

T
SF/Hm:m.
0

Stosujac te oznaczenia, mozemy zapisac (5.14) w bardziej intuicyjny sposob:

(bvw y HV 10)= Z)Hexp DO]ZZSZ)

=1
JIHWMﬁHHmWW“ (5.15)
i=1j=1,j#i k=1i=1j=1

Drugi iloczyn w (5.15) reprezentuje czas przebywania tahcucha modulujacego w
kazdym ze stanbw, trzeci iloczyn odpowiada zmianom stanu fahcucha bez pojawienia
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sie pakietu, za$ ostatni iloczyn odpowiada zmianom stanu tafcucha, ktorym towarzy-
szy pakiet.
Z (5.15) otrzymujemy nastepnie

= Z v; log(v;) + Z[Do],-ﬂ@i + Z Z T; ; log[Doli ;
=1 =1 i=1 j=1,j7#i
+3 3D A(k)i g log[Dilig (5.16)
k=1i=1 j=1
gdzie
75 = Py {J(0) = i|N(u),0 < u < T}, (5.17)
8; = By {si|N(u),0 <u < T}
T
_ / Py {J() = i|N(u),0 < u < T}dt, (5.18)
0

T
7y, = / P {J(t—) = i, J(t) = j,N(t) = N(t-)
0

|IN(u),0 < u < T}dt, (5.19)

M
Ak)ig = Py{J (=) =i, J(t) = 4,
=1

N(t) = N(t;—) + k|N(u),0 < u < T}. (5.20)

W?zb6r (5.16) przedstawia czest E algorytmu EM. Aby mozliwa byta implementa-
cjatej czesci, nalezy jeszcze przedstawi¢ wyrazenia (5.17) — (5.20) w postaci umozli-
wiajacej obliczenia numeryczne. Mamy kolejno:

_ ) '
N £(¢(T),y)<H for(B) 1) | (5.21)
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T
8i = / Py {J(t) = ilN(u),0 < u < T}dt,
0
<

:/T Py {J(0) =i, (N(u),0
0 P(i)(r) {N(u)vo <u

1 r N
:m/o v(r) 1] for (Ate) FE(E = tx) - 1i

(5.22)

gdzie 1, oznacza wektor kolumnowy majacy na i-tym miejscu jedynke i zera na
pozostatych miejscach, natomiast N (¢) liczbe pakietow? w przedziale (0, t]. Dalej,

. T
T = /0 Py {J(t-) = i, J(t) = j, N(t) = N(t-)
IN(u),0 <u<T}dt
T
= [ Pantae) = 0.3 = 5.80) = N,
(N ()0 < u < T)}/Pygy {N(u),0 < u < Thr,
1

N(t)
:W/ Uf“k (Atg)F(t = ty) - Li - [Doliy

T
1; 'famt)ﬂ( N@®)+1 t)

M
II for(Ate)-1-I(N(t) = N(t—))dt,

k=N (t)+2

M
Ak)ig =Y Py (=) =i, J (1) =

=1

(5.23)

N(t) = N(t;—) + k|N(u),0 < u < T}

2W odroznieniu od N (t), ktbre oznacza liczbe bajtow w przedziale [0, ), tzn. pakietow z rozmia-

rami.
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=Y Py {J(ti—) =i, J(t) = j, N(t) = N(ti—) + k,

(N()O<u<T)}/P¢ N (), 0 <u<T}
M
_ mz H fou (At,)FE(AL) - 1; - [Dyli

17 H fau (Aty) - 1-I(N(;) = N(t;—) + k)dt. (5.24)
u=Il+1

Mozna sprawdzi¢, ze (5.16) osiaga maksimum dla

U; = vi(r (H fa, (Atg) - ) /£ 1=1,...,m, (5.25)

[Dolij :=Tij/6i, i,5=1,...,m, (5.26)

[ﬁk]i,j = [Ak]i,j/gi; i,j = 1, NN (527)

[ﬁo]m’ = — Z [DO]i,j — Z Z[Du]iﬂ” Z = 1, eIy (528)
j=1,j#1 u=1v=1

A zatem wzory (5.25) — (5.28) przedstawiaja czes¢ M algorytmu.
Kohcowy algorytm zostanie zapisany przy pomocy wektorow L(k) i wektorow
kolumnowych R(k) zdefiniowanych rekurencyjnie:

L) =v, L(k)=L(k—1)fa,(Aty), k=1,..., M,

RIM+1)=1, R(k)= fa(Atp)R(k+1), k=M,...,1

Szczegotowa realizacja algorytmu EM dla BMAP zapisana w pseudokodzie zo-
stata przedstawiona na rys. 5.1. Znaczenie poszczegblnych symboli jest nastepuja-
ce: m — liczba stanoéw tahcucha modulujacego w BMAP, n — maksymalny rozmiar
grupy (pakietu), M - liczba pakietow w probce. Wymiary poszczegblnych obiektow
sa nastepujace: T', Ay oraz Dy, ..., D, sa macierzami m x m; v, L(k) i 1? sq
wektorami o rozmiarze m, za§ R(k) i 1; sa wektorami kolumnowymi o rozmiarze
m. Wystepujaca w algorytmie catke W mozna efektywnie oblicza€, wykorzystujac
nastepujacy wzor (otrzymany dzieki metodzie uniformizacji):

Y qu—i-v (Atk)u+v+1
W =W (i, 7, ak(u, i)ay (v, k . ,
ok UZOUZO b Darlv, g N v 1
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gdzie
ag(u,i) = L(k—1)- A" - 1;,

an(v,j) = 1j - A"+ Doy, - Rk + 1),
1
A= §D+L q = 1.02 - max |[D]; ;].

Wyjaénijmy, ze przeskalowanie 1.02 wprowadza sig, by dyskretny tahcuch Markowa
Z macierza przejscia A nie byt okresowy.
Przedstawiony algorytm posiada nastepujace wtasnosci.

e Kolejne iteracje zachowuja zera w macierzach parametryzujacych BMAP, co
umozliwia dopasowanie parametrow MMPP przy uzyciu doktadnie tego sa-
mego algorytmu. Wystarczy przyjat n = 1 oraz D; zainicjowa¢ tak, by poza
przekatna znajdowaly sie zera. Otrzymane parametry MMPP to Q = Do+ Dy
iA=Ds.

e W typowych sytuacjach zbieznost uzyskuje sie po kilkuset iteracjach, chot
juz po 50-100 iteracjach wystepuja zwykle mate zmiany parametrow i funkcji
wiarygodnosci.

e Algorytm jest stabo wrazliwy na poczatkowy zestaw parametrow, tzn. dla
roznych poczatkowych parametryzacji liczba iteracji oraz jakos¢ otrzymanych
wynikdw sg bardzo podobne. Dlatego tez w praktyce wystarczy stosowac lo-
sowa inicjalizacje.

e Ztozonost czasowa algorytmu jest rzedu O(Mm?). We wzorze tym pominiety
zostat fragment nm? zwiazany z pierwsza petla na rys. 5.1, gdyz w praktyce
M jest zwykle o co najmniej trzy rzedy wielkosci wieksze niz n.

5.4. Prawdopodobienstwo catkowite

Poniewaz w dowodach twierdzeh wielokrotnie wykorzystywana jest ciagta wersja
twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym, dla wygody Czytelnika przypo-
mnimy teraz to twierdzenie.

Na elementarnym kursie rachunku prawdopodobiehstwa uczy sie podstawowej
(dyskretnej) wersji twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym, ktore mowi, ze
jezeli By, Bs, ..., By, sa zdarzeniami parami wytaczajacymi sie (tzn. B;B; = 0,1 #
j)oraz P(B;) > 0,4 = 1,...,n, to prawdopodobiefstwo dowolnego zdarzenia A
zawartego w

B;
1

n

J
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r := 0 oraz inicjalizacja v, Dy, .. . , D,, (np. losowa)
do
CzesC E
fori,j=1,....,m, k=1,...,n
Tz’,j =0
[A(k))ij =0
L(0)=v
for k=1,...,M L(k):= L(k—1)fq,(Atg)
RM+1)=1

for k=M,...,1 R(k)= fo,(Atg)R(k+1)

fori,j=1,....m, k=1,.... M
W=Lk—1) [[* F(t—tp1)-1i-17 - fo, (t—t)dt- R(k+1)
Ti;=T; +W
[Aaw)]ij = [Alaw)]ij + L(k —1) - FE(Aty,) - 1; - 17 - R(k + 1)

Obliczenie wiarygodnosci: £ = vR(1)

Czes¢ M:
fori,j=1,...,m, k=1,.
vi i=v; - 17 ( )/ £
[DO] [DO] ,]/TH
[Dr]ij [ ( )ij - [Dwlig/Tii
[DO] Z] 1,7#14 [DO] 4,J ZZ:I ZT:I [Du]i,v
ri=r-4+1

until (zbieznoS€ lub r = r,42)

Rys. 5.1. Algorytm EM dla BMAP
Fig. 5.1. EM algorithm for the BMAP
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mozemy obliczy¢ jako

P(A) =) P(A|B))P(B;). (5.29)
j=1

Dowod tego faktu jest elementarny.

Intuicyjnie jest jasne, ze jezeli zamiast zdarzeh B; uzyjemy zdarzeh postaci n =
x, gdzie x jest liczba, za$§ n zmienna losowa, to twierdzenie pozostanie prawdziwe.
Udowodnienie tego wymaga jednak pewnych zabiegbw technicznych i odpowied-
niego sformutowania, gdyz zdarzenia » = x moga miet teraz (i czesto maja) zerowe
prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 5.1 (o prawdopodobienstwie catkowitym). Jezeli zmienna losowa n ma
dystrybuante F,(y), to

oo

Fe(x) = P(¢ < ) = / P(¢ < ol = y)dF, (y) (5.30)

— 00

zachodzi dla dowolnej zmiennej losowej .

Jak wida€, sume we wzorze (5.29) wzgledem prawdopodobiefstw P (B;) zastapita
catka wzgledem rozktadu 7.

Dowod Twierdzenia 5.1. Dowdd przeprowadzimy, przy zatozeniu ze zmienne
losowe ¢ i maja taczna gestost rozktadu prawdopodobienstwa f(z,y). W ogblnym
przypadku dowbd wymaga zastosowania bardziej zaawansowanych narzedzi mate-
matycznych.

Oznaczmy gestosci brzegowe:

felw) = / " fa)dy,

flw) = [ " fa ).

Jezeli dla pewnego y zachodzi f,(y) > 0, to korzystajac z definicji prawdopodo-
biehstwa warunkowego dla zmiennych losowych (zobacz np. [32], str. 140), otrzy-
mujemy:

o W)P(E < 2y =) = / Flu,y)du. (5.31)
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Jezeli za$ f,(y) =0, to
[ fwau=o

dla wszystkich x. Istotnie, mamy
[ twans [ s = f,0) =0

Jesli wigc f,(y) = 0, to rownosc (5.31) jest spetniona automatycznie. A zatem jest
ona spetniona dla wszystkich y.
Teraz, catkujac (5.31) wzgledem y od —oc do +oo, otrzymujemy

/oofn(y)P(€<:c|n=y)dy = /oo/xf(u,y)dudy

—00 —O0

= /xff(u,y)dydu

— [ fetwdu=P(¢ <),

co kohczy dowbd, poniewaz

/waP@<ﬂn=w@=i/P@<$M=yﬂﬂwl

Jak wida€, jezeli zmienna losowa 1 ma gestoS¢ f;,(y), to wzor (5.30) upraszcza
sie do postaci

P@<xw:/mP@<xm:wn@my (5.32)

— 00

5.5. Symulacja BMAP

Proces BMAP mozna bardzo fatwo symulowa¢, wykorzystujac do tego celu jego kon-
struktywna definicje przedstawiona na stronie 109. Niemal bezposrednio zapisujac
te definicje w jezyku C, otrzymujemy nastepujacy kod do symulacji BMAP:
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doubl e suml, sun?=0, | os;
int j,Kk;
do
{
sunml=0;
| os=uniform0, 1);
for(j=0;]<=Nj++)
{
for(k=1; k<=m k++)
{
suml+=p[J] [j ] [K];
i f (suml>l os) break;
}
i f (sunml>l os) break;
}
sunm+=-1og(1-uni form(0,1))/m[J];
J=k;
}while (j==0);
si zeTj ;
interarrival _t=sung;

Zmienna J zawiera stan fahcucha modulujacego, N— maksymalny rozmiar grupy
zdarzen, tablice mi i p zawieraja odpowiednio intensywnosci ; oraz prawdopo-
dobiefstwa p;(j, k), za§ uni f or m( 0, 1) oznacza generator liczb pseudolosowych
o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0, 1).

Po jednorazowym wykonaniu tego kodu otrzymujemy czas do nastepnej grupy
w BMAP (zmienna i nt erarrival t) oraz rozmiar nastepnej grupy (zmienna
si ze). Wykonujac kod wielokrotnie mozemy otrzymywac dowolnie dhugie realiza-
cje procesu BMAP.



PODSUMOWANIE

Praca ta podsumowuje wyniki wieloletnich badah autora nad charakterystykami ko-
lejkowania strumieni pakietow w sieciach pakietowych. W badaniach tych do mode-
lowania ruchu pakietow uzywane byty procesy markowskie, wybrane ze wzgledu na
duze mozliwosci naSladowania wiasnosci statystycznych ruchu, wzgledna prostote
i dostepno$t ogblnych narzedzi analitycznych do ich badania.

Do wyznaczania charakterystyk kolejkowania wykorzystane zostato nowatorskie
podejScie. W podejsciu tym najpierw budowany jest uktad rownan catkowych dla
interesujacej nas charakterystyki, po6zniej uktad ten jest przeksztatcany do prostszej
postaci przy wykorzystaniu transformaty Laplace’a, a nastepnie jego rozwigzanie
zostaje przedstawione przy pomocy pewnego ciggu rekurencyjnego.

Gtownymi zaletami tego podejscia sa:

e mozliwos¢ wyznaczania charakterystyk kolejek dla skohczonych rozmiarow
buforébw — kluczowa z uwagi na skoficzone rozmiary buforéw w urzadzeniach
sieciowych;

e mozliwos¢ wyznaczania charakterystyk zaréwno w stanie ustalonym, jak i nie-
ustalonym, co umozliwia petniejszy opis pracy mechanizmu kolejkowania;

e mozliwos¢ wyznaczania praktycznie wszystkich istotnych charakterystyk ko-
lejkowania;

e mozliwos¢ przedstawienia rozwiazah w zwartej postaci, ktora jest wygodna do
implementacji i redukuje naktad obliczeniowy.

Wykorzystujac to podejécie, udato sie otrzymac wiele catkowicie nowych wy-
nikow dla kolejek z markowskimi modelami ruchu, w tym rozktady dtugosci kolejki,
rozktady opdznienia, prawdopodobiefstwa przepetnienia bufora, wspotczynniki strat
pakietdw, czasy do przepetnienia bufora, dtugosci okresu przepetnienia bufora czy
statystyczna strukture strat pakietow.

Przedyskutowane zostaty tez zagadnienia zwigzane z praktycznym wykorzysta-
niem otrzymanych wynikéw teoretycznych do celow obliczeniowych, w tym omoé-
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wiono numeryczne odwracanie transformat Laplace’a i funkcji tworzacych, poka-
zano metode uniformizacji pomocna przy wyznaczaniu macierzy wspotczynnikbw
wystepujacych w twierdzeniach, zbadano ztozonost obliczeniowa proponowanych
rozwiazah, oraz pokazano, jak odpowiednio parametryzowat¢ markowskie modele
ruchu.

Wreszcie otrzymane wyniki teoretyczne zostaty zilustrowane licznymi przykla-
dami obliczeniowymi, w ktorych wykorzystano m. in. parametryzacje modeli oparte
na Sladach ruchu IP.
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CHARAKTERYSTYKI KOLEJKOWANIA
MARKOWSKICH MODELI RUCHU
W SIECIACH PAKIETOWYCH

Streszczenie

W monografii tej zaprezentowano zbibér rezultatbw analitycznych, umozliwiajacych
obliczanie charakterystyk kolejek pakietow wystepujacych w weztach sieci pakieto-
wych. Rezultaty te obejmujg nie tylko podstawowe charakterystyki kolejkowania,
takie jak rozktady dtugosci kolejki czy rozktady op6znienia, ale rowniez parametry
doktadnie opisujace procesy przepetniania sie bufora i strat pakietow, w tym praw-
dopodobienstwo przepetnienia bufora, dtugost okresu przepetnienia bufora, czas do
przepetnienia bufora, wspbtczynnik strat pakietdw, rozktad liczby pakietow traco-
nych w okresie przepetnienia bufora.

Do modelowania strumieni pakietow uzyto markowskich modeli ruchu o rosnacej
(w kolejnych rozdziatach ksiazki) ztozonosci. W szczegblnosci, wykorzystano pro-
ces Poissona, ztozony proces Poissona, proces Poissona z markowska modulacja
(MMPP) oraz markowski proces zdarzeh o grupowej strukturze (BMAP).

Przedstawione wyniki uwzgledniaja ograniczone rozmiary buforbw w urzadze-
niach sieciowych oraz ztozong statystycznie strukture ruchu obserwowana w sieciach
pakietowych (szczeg6lnie rezultaty dla MMPP i BMAP).

Ksiazka zawiera wiele przyktadéw obliczeniowych. Wykorzystuja one, w wie-
kszoSci wypadkow, parametryzacje markowskich modeli ruchu oparte na zarejestro-
wanych Sladach ruchu IP.

Dodatkowo w monografii oméwiono kilka narzedzi numerycznych utatwiajacych
praktyczne wykorzystanie przedstawionych wczesniej wynikow analitycznych.



QUEUEING CHARACTERISTICS
FOR MARKOVIAN TRAFFIC MODELS
IN PACKET-ORIENTED NETWORKS

Abstract

This monograph presents the author’s contribution to the field of performance evalu-
ation of packet buffering processes in network nodes. In particular, a detailed cha-
racterization of finite-buffer queues fed by Markovian traffic models is presented by
means of theorems and formulas. The Markovian traffic models were chosen due to
their ability to mimic a very complex statistical behaviour of the traffic, including the
self-similarity and long-range dependence.

For analytical purposes, a new powerful method that can be used for all Marko-
vian traffic models is proposed. This method combines the Laplace transform tech-
nique with the use of special recurrent sequences to solve large systems of linear
equations. The method has several important advantages.

Firstly, it enables an analysis of finite-buffer queueing models. This issue is cru-
cial from the practical point of view as in all real devices (routers, switches) the
buffering space is limited. On the other hand, most previous studies covered only
infinite-buffer queues, less demanding in analysis. Secondly, it makes possible both
transient and steady-state characterization of the queueing process. Thirdly, it allows
for finding virtually all important performance characteristics and gives results in a
closed, easy to use form.

The following characteristics are studied by means of this method: the queue size
distribution, the queueing delay distribution, the blocking probability, the loss ratio,
the buffer overflow period, the time to buffer overflow and the statistical structure
of packet losses. For each characteristic a new formula describing its transient and
steady-state behaviour is obtained.

The analytical results are illustrated by numerical examples, most of them obta-
ined for traffic parameterizations based on IP trace files.
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The monograph consists of five chapters organized in the following way.

In Chapter 1 the potential method is presented. This method permits finding
closed-form solutions for large systems of linear equations in a special form. The
systems of equations in this form appear frequently in the remaining part of the book
and the potential method is used to solve them effectively.

Chapters 2, 3 and 4 are the main part of the monograph and they present the qu-
eueing characteristics for different Markovian traffic models, with an emphasis on
growing complexity of the model in every next chapter. In particular, Chapter 2 is
devoted to the simple and compound Poisson processes, Chapter 3 focuses on the
Markov-modulated Poisson process (MMPP), while Chapter 4 presents results for
the batch Markovian arrival process (BMAP). All these chapters are structured as
follows. Firstly, the description and the properties of the traffic model are given. Se-
condly, the theorems presenting formulas for the queueing characteristics are proven.
Thirdly, the numerical examples are presented. Each chapter ends with a bibliogra-
phical note.

Chapter 5 presents a set of mathematical and numerical tools that enable or make
easier obtaining numerical results from formulas proven in the previous chapters. Na-
mely, a set of algorithms for inverting the Laplace transforms and generating func-
tions is shown, the uniformization method for computing coefficient matrices for
MMPP and BMAP is presented, the expectation maximization algorithm for MMPP
and BMAP parameter fitting is discussed and the continuous version of the total pro-
bability formula is recalled.
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BMAP, 108

catkowitoliczbowe btadzenie
przypadkowe, 14
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czas do przepetnienia bufora, 53, 100, 130
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dalekosieznos¢, 9

dopasowanie parametrow, 145
dwuwymiarowy tahcuch Markowa, 109
dyscyplina FCFS, 21

dyscyplina FIFO, 21

dtugost kolejki, 23, 67, 116

estymacija parametrow, 145
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funkcja liczaca BMAP, 111
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funkcja tworzaca BMAP, 111

funkcja tworzaca MMPP, 61

funkcja tworzaca procesu Poissona, 22
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Poissona, 44
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grupowa struktura, 108

iloczyn Kroneckera, 63

intensywno$¢ procesu Poissona, 21

intensywno$¢ strumienia grup w BMAP,
110

kolejkowanie ruchu pakietow, 9
konstruktywna definicja BMAP, 109
kontrola btedu, 137

liczba kolejnych strat pakietow, 38, 97
liczba strat pakietow, 74

fahcuch modulujacy BMAP, 109
tahcuch modulujacy MMPP, 57

macierz intensywnosci BMAP, 109
macierz intensywnosci MMPP, 57
macierz korelacji MMPP, 60

MAP, 112

markowska struktura, 58, 112

markowski proces zdarzeh o grupowej struk-

turze, 108
metoda EM, 145
metoda najwiekszej wiarygodnoéci, 146
metoda uniformizacji, 143
MMPP, 57
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model systemu kolejkowego, 20 rozklad stacjonarny fafcucha
modelowanie ruchu IP, 109 modulujacego, 58, 110
modulowany markowsko proces Poissona, rozkiad typu fazowego, 112
57 rozktad wykladniczy, 21
moment zwykty, 60 rozmiar pakietu, 115
N-proces, 133 samopodobienstwo, 9, 58
notacja Kendalla, 21 skonczony bufor, 20
spietrzenia, 9, 64, 108
obciazenie systemu, 41, 49 splot ciagow, 44
odwracanie dwuwymiarowej transformaty splot dystrybuant, 30
Laplace’a, 139 splot funkgji, 25
odwracanie funkcji tworzacych, 141 stan nieustalony, 10, 27
odwracanie jednowymiarowej stan ustalony, 10, 27
transformaty Laplace’a, 136 statystyczna struktura strat, 38, 97
odwracanie transformaty mieszanej, 142 suma Kroneckera, 63
ogon rozktadu, 31, 85 superpozycja MMPP, 63
okres bezczynnoéci systemu, 50 symulacja BMAP, 154
okres przepetnienia bufora, 31, 46, 86 symulator OMNeT++, 11
operacje zmiennoprzecinkowe, 106 system BMAP/G/1/b, 116
opoznienie, 28, 82, 122 system MX/G/1/b, 21, 46
system M/G/1/b, 21, 23, 67
parametry kolejkowania ruchu, 9 system MMPP/G/1/b, 21
parametryzacja BMAP, 110 system z nieskohczonym buforem, 10

parametryzacja MMPP, 57

pojedyncze stanowisko obstugi, 20

potencjat, 15

prawdopodobienstwo przepetnienia
bufora, 27, 70, 74, 119

§lad ruchu, 65

Slad ruchu IP, 115

Srednia intensywno$¢ BMAP, 110
Srednia intensywno$¢ MMPP, 58

proces BMAP, 109 teoria kolejek, 9

proces MMPP’ o7 teoria potencjatu, 14

proces Poissona, 21 transformata Laplace’a, 136

procesy odnowy, 9 transformata Laplace’a-Stieltjesa, 20, 136

przestrzeh stanow tanhcucha, 57

przyktadowe parametryzacje BMAP, 113 wariancja BMAP, 110

przyktadowe parametryzacje MMPP, 63  wariancja MMPP, 60
wirtualny czas oczekiwania, 28

rozktad graniczny, 38, 52 wspotczynnik strat, 28, 74

rozktad rozmiaru pakietu, 108 wyznaczanie oryginatu, 136
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wzor catkowy Bromwicha, 137 zbiezno&¢ parametryzacji, 146
wzor Eulera, 138 zdarzenia parami wyltaczajace sie, 151
wzor na prawdopodobienstwo catkowite, ztozonos¢ czasowa, 105

151 ztozono$¢ mnozenia macierzy, 105
wiasno$¢ braku pamieci, 22 ztozono$¢ obliczeniowa, 105, 133

o ztozono$¢ pamieciowa, 105
zbieznos¢ do stanu ustalonego, 73 ztozony proces Poissona, 43



SPIS OZNACZEN

0 — macierz kwadratowa z zerowymi wszystkimi elementami
1 — wektor kolumnowy ztozony z samych jedynek
b — pojemnos¢ systemu (rozmiar bufora + 1)

f(s) = [0 e *"dF(x) - transformata Laplace’a-Stieltjesa rozktadu czasu
obstugi

fq(x) — gestoSt rozktadu czasu obstugi

h(t) — gestost rozktadu okresu przepetnienia bufora dla duzych buforéw
hy(t) — gestost rozktadu pierwszego okresu przepetnienia bufora 3,
l,,(s) - transformata rozktadu czasu do przepetnienia bufora

m — liczba stanéw tahcucha modulujacego dla MMPP i BMAP

my, — k-ty moment zwykty rozktadu prawdopodobienstwa

my(t) = P(N(t) = k) — rozkiad liczby pakietow w przedziale czasu (0, ¢]
w procesie Poissona

p(z) — funkcja tworzaca dla ciagu p;

p; — prawdopodobiefstwo pojawienia sie grupy o rozmiarze i w ztozonym stru-
mieniu Poissona, p; = P(a; = 1)

pi(j, k) — prawdopodobiefstwa przejscia w BMAP
p¥* — k-krotny splot ciagu p;

p — rozkfad stacjonarny wiozonego tahcucha Markowa (w chwilach nadejécia
pakietu) dla MMPP
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q(1) —rozkkad liczby pakietow traconych w okresie przepetnienia bufora w sta-
nie ustalonym, ¢(1) = limg_,oo P(yx = 1)

qn (1) —rozkiad liczby pakietow utraconych w pierwszym okresie przepetnienia
bufora, ¢, (1) = P(y1 =1|X(0) =n)

s (t) — gestoSC prawdopodobiefstwa czasu nadejscia n-tego pakietu w proce-
sie Poissona

ty, — czas nadejscia k-tego pakietu

wy (s, o) — transformata rozktadu opdznienia

Corr(k) — autokorelacja

Cou(k) — autokowariancja

Dy, — parametry BMAP w postaci macierzy m x m

F(z) — dystrybuanta rozktadu czasu obstugi

Fk* — k-krotny splot rozktadu F'(x)

F — macierz przejscia dla markowskiego procesu odnowy w MMPP

H (t) — dystrybuanta rozktadu okresu przepetnienia bufora dla duzych buforow
(limb_,oo Hb_1 (t))

H,(t) - dystrybuanta rozktadu pierwszego okresu przepetnienia bufora /3;
I — macierz jednostkowa

I(x > y) — funkcja charakterystyczna (I(z > y) = 1 gdy © > yoraz 0
w przeciwnym wypadku)

J(t) — modulujacy tahcuch Markowa dla MMPP i BMAP
Ji —stan fahcucha modulujacego w chwili nadejscia k-tego pakietu dla MMPP
L(t) - liczba strat pakietow w przedziale (0, ¢]

LR —wspotczynnik strat; utamek og6lnej liczby pakietow traconych na skutek
przepetnienia bufora w dtuzszych okresach czasu

N (t) - liczba zdarzeh w strumieniu wejsciowym w przedziale czasu (0, t]
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P(-) — prawdopodobienstwo zdarzenia
P*(z,t) — funkcja tworzaca dla funkcji liczacej dla MMPP i BMAP

P, j(n,t) = P(N(t) = n,J(t) = j|N(0) = 0,J(0) = i) — funkcja liczaca
dla MMPP i BMAP

(Q — macierz intensywnosci modulujacego tahcucha Markowa dla MMPP
R(z) —funkcja tworzaca dla potencjatu Ry,

Ry, — potencjat dla ciagu macierzy lub skalarow

Ty =ty — ti—1 — Czas pomiedzy (k — 1)-szym a k-tym pakietem

V' (t) — op6znienie (jak dtugo przebywa w buforze pakiet przybyty w chwili ¢)
Var — wariancja

X (t) — dhugos¢ kolejki w chwili ¢ (tfacznie z aktualnie obstugiwanym)

a; —rozmiar j-tej grupy zdarzen w ztozonym procesie Poissona lub w BMAP
B — dtugost k-tego okresu przepetnienia bufora

dn(s) — transformata liczby strat pakietow w przedziale (0, ¢]

d;; — symbol Kroneckera (6;; = 1 jezeli i = j oraz 6;; = 1 w przeciwnym
wypadku)

~ — liczba pakietow utraconych w k-tym okresie przepetnienia bufora

x(t) — prawdopodobienstwo, ze w przedziale czasu (0, ¢] ani razu nie nastapi
przepetnienie bufora

Xn(t) —ogon rozkfadu pierwszego okresu przepetnienia bufora

A —intensywnoS¢ procesu Poissona lub Srednia intensywnos¢ dla MMPP i BMAP
(A, - .-, Am) — wektor intensywnosci dla MMPP

i — intensywnosci zmiany stanu lub przybycia pakietu w BMAP

wy — Stan fahcucha modulujacego tuz po k-tym okresie przepetnienia (dla
MMPP)

®n(s,1) —transformata rozktadu dtugosci kolejki
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m — stacjonarna intensywno$¢ modulujacego tahcucha Markowa dla MMPP
i BMAP

p — obciazenie oferowane systemu, tzn. iloczyn intensywnosci strumienia
wejéciowego i Sredniego czasu obstugi

T, — Czas do przepetnienia bufora dla poczatkowej dtugosci kolejki n
A(t) — Srednia liczba strat pakietow w przedziale (0, ¢]
E(-) — warto$¢ oczekiwana

A = diag(\i,...,\y) — macierz diagonalna z elementami Aq,..., A\, na
przekatnej

®,,(t,1) — rozkkad diugosci kolejki w chwili ¢, przy zatozeniu ze poczatkowa
dtugost kolejki wynosita n

O (1) = limy—,oo P(X(t) = 1) — rozktad dtugosci kolejki w stanie ustalonym

£ — wiarygodno$¢ parametryzacji
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