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Sieci pakietowe, a w szczególności sieci IP (ang. Internet Protocol), pełni ↪a obec-
nie dominuj ↪ac ↪a rol ↪e wśród sieci komputerowych i telekomunikacyjnych. Na ich wy-
dajność istotnie wpływaj ↪a zjawiska zwi ↪azane z kolejkowaniem ruchu pakietów w bu-
forach urz ↪adzeń sieciowych (ruterach IP, przeł ↪acznikach ATM), takie jak opóźnienia
kolejkowania spowodowane oczekiwaniem pakietów w buforach czy straty pakietów
spowodowane przepełnieniem bufora.

Umiej ↪etność precyzyjnego obliczania parametrów kolejkowania ruchu sieciowe-
go pozwala projektować sieci w sposób bardziej świadomy (tzn. zwi ↪ekszać wy-
dajność lub/i obniżać koszty produkcji i użytkowania urz ↪adzeń sieciowych). Na
przykład, rozmiary buforów ruterów internetowych do tej pory nie s ↪a dobierane na
podstawie jakichkolwiek precyzyjnych wyliczeń, lecz jedynie opieraj ↪a si ↪e na intu-
icyjnych ,,regułach kciuka”1 . Czasami reguły te s ↪a wzajemnie sprzeczne [166], po-
nadto coraz cz ↪eściej uważa si ↪e, że znacznie przeszacowuj ↪a one wymagane rozmiary
buforów [99, 21, 82] i nawet stukrotne zmniejszenie obecnie stosowanych buforów
w ruterach nie miałoby destrukcyjnego wpływu na ich prac ↪e [14, 86, 204].

Klasyczna teoria kolejek2 , zapocz ↪atkowana przez duńskiego inżyniera A. Er-
langa na pocz ↪atku dwudziestego wieku i potem rozwijana przez całe stulecie, je-
dynie w ograniczonym stopniu może być wykorzystana do wyznaczania charakte-
rystyk kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych. Stało si ↪e to jasne, kiedy od-
kryto [135, 77, 203, 163], że ruch ten ma skomplikowany statystycznie charakter,
tzn. wyst ↪epuj ↪a w nim takie zjawiska, jak samopodobieństwo (ang. self-similarity),
dalekosi ↪eżność (ang. long-range dependence) czy spi ↪etrzenia (ang. burstiness). Sto-
sowane w klasycznej teorii kolejek procesy odnowy nie potrafi ↪a dobrze modelować
tych zjawisk, zaś zjawiska te pogarszaj ↪a charakterystyki kolejkowania (dłuższe ko-
lejki i opóźnienia, wi ↪eksze straty pakietów). Dlatego obliczenia otrzymane przy

1Jedna z popularnych reguł mówi, że rozmiar bufora powinien wynosić b = RTT×przepustowość,
co np. dla przepustowości 1 Gbps i typowego RTT = 250 ms daje b =250 Mb (por. [199, 83]).

2Popularne podr
↪
eczniki teorii kolejek to np. [117, 76, 74, 193], w j

↪
ezyku polskim [90, 78].
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użyciu klasycznych wzorów daj ↪a bardzo optymistycznie przeszacowane charakte-
rystyki – cz ↪esto o wiele rz ↪edów wielkości.

Po dokonaniu tego odkrycia rozpocz ↪eto poszukiwania nowych lub adaptacj ↪e zna-
nych typów procesów stochastycznych do potrzeb modelowania tych negatywnych
zjawisk w ruchu sieciowym. Badano mi ↪edzy innymi takie typy procesów, jak: ułam-
kowy ruch Browna [158], mapy chaotyczne [87], procesy FARIMA [186], falki mul-
tifraktalne [175], miary multifraktalne [111] czy wreszcie procesy oparte na łańcu-
chach Markowa, w szczególności MMPP (ang. Markov-modulated Poisson process,
[91]) i BMAP (ang. batch Markovian arrival process, [137]).

Wszystkie wymienione powyżej procesy maj ↪a swoje wady i zalety, jednak za wy-
mienionymi na końcu procesami markowskimi przemawia kilka silnych argumentów.
Modele takie s ↪a intuicyjnie dość proste, łatwe w symulacji, zaś metody analityczne
zwi ↪azane z łańcuchami Markowa s ↪a stosunkowo dobrze rozwini ↪ete.

Ponadto – co szczególnie ważne – odpowiednio sparametryzowane modele
markowskie pozwalaj ↪a na dokładne wyznaczanie charakterystyk kolejkowania
ruchu, który modeluj ↪a [181]. St ↪ad też wynika duża popularność procesów mar-
kowskich w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych.

Po zaadaptowaniu procesów markowskich do modelowania ruchu sieciowego
rozpocz ↪eto badania nad charakterystykami kolejkowania dla takich modeli ruchu.
Pocz ↪atkowo wi ↪ekszość prowadzonych badań poświ ↪econa była jedynie charaktery-
stykom stanu ustalonego oraz systemom z nieskończonym buforem, czyli takim,
w którym kolejka może być dowolnie długa.

Założenie nieskończonego rozmiaru bufora ułatwia analiz ↪e, jednak praktyczna
przydatność otrzymanych w ten sposób wyników jest ograniczona. W rzeczywi-
stych urz ↪adzeniach bufory maj ↪a skończony rozmiar i to właśnie ich przepełnienia
oraz zwi ↪azane z nimi straty pakietów istotnie wpływaj ↪a na funkcjonowanie sieci.
Ponadto w obecności silnie skorelowanego, samopodobnego ruchu nawet duże roz-
miary buforów nie eliminuj ↪a przepełnień i strat. Dlatego też z praktycznego punktu
widzenia istotne jest, by przy wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania ruchu w sie-
ciach pakietowych brać pod uwag ↪e skończone rozmiary buforów. W niniejszej pracy
wszystkie charakterystyki wyznaczone s ↪a przy założeniu skończonych rozmiarów
buforów.

Charakterystyki stanu ustalonego s ↪a oczywiście podstaw ↪a do oceny efektywności
mechanizmów kolejkowania ruchu, jednak daj ↪a one tylko uśredniony obraz z ich
długoterminowego działania. W ocenie efektywności mechanizmów kolejkowania
ważne s ↪a również charakterystyki stanu nieustalonego pokazuj ↪ace krótkookresowe
zachowanie systemu. Nabieraj ↪a one szczególnego znaczenia, gdy model ruchu ma
skomplikowan ↪a statystycznie struktur ↪e. Wówczas krótkookresowe zachowanie sys-
temu może znacznie odbiegać od uśrednionego stanu ustalonego. W tej monografii
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wszystkie charakterystyki wyznaczane s ↪a zarówno dla stanu ustalonego, jak i nie-
ustalonego.

W klasycznej teorii kolejek bada si ↪e zwykle kilka podstawowych charakterystyk,
takich jak: długość kolejki, opóźnienie, okres zaj ↪etości systemu. Do ilościowego
opisu mechanizmów buforowania ruchu w sieciach pakietowych, oprócz tych kla-
sycznych parametrów, przydatne s ↪a również inne, rzadziej studiowane charaktery-
styki, takie jak: okres przepełnienia bufora, rozkład liczby strat pakietów w okre-
sie przepełnienia, współczynnik strat czy czas do przepełnienia bufora. Jak same
nazwy wskazuj ↪a, charakterystyki te opisuj ↪a dokładnie proces przepełniania si ↪e bu-
fora oraz proces zwi ↪azanych z tym strat pakietów. W niniejszej pracy sporo miejsca
poświ ↪econo tym charakterystykom.

Wi ↪eksz ↪a cz ↪eść materiału tej ksi ↪ażki stanowi ↪a oryginalne wyniki badań autora.
W szczególności, Rozdziały 2, 3 i 4 niemal w całości zawieraj ↪a oryginalne rezultaty,
Rozdział 1 – w dużej cz ↪eści. Badania te prowadzone były przez autora w Instytu-
cie Informatyki Politechniki Śl ↪askiej, w Zakładzie Teorii i Projektowania Systemów
Komputerowych. Wi ↪ekszość prezentowanych w ksi ↪ażce wyników została też opubli-
kowana w czasopismach branżowych i materiałach konferencyjnych renomowanych
wydawnictw, takich jak np. Springer, Elsevier, IEEE czy ACM.

Prezentowane tu rezultaty zostały otrzymane głównie metodami analitycznymi i
s ↪a przedstawione w postaci twierdzeń matematycznych z dowodami, jednakże ich po-
prawność była także weryfikowana przy pomocy symulatora OMNeT++ [160] w ra-
mach prowadzonego przez autora laboratorium oceny wydajności systemów i sieci
komputerowych.

Oprócz wyników teoretycznych, w pracy pokazane zostały też liczne przykłady
obliczeniowe dla konkretnych parametrów systemów.

Podsumowuj ↪ac:

Monografia ta poświ ↪econa jest wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania
ruchu w sieciach pakietowych z uwzgl ↪ednieniem

• wiarygodnych modeli ruchu, umożliwiaj ↪acych naśladowanie skompliko-
wanych zjawisk statystycznych obserwowanych w ruchu sieciowym,

• skończonych rozmiarów buforów w urz ↪adzeniach sieciowych,

• charakterystyk zarówno dla stanu ustalonego, jak i nieustalonego,

• charakterystyk opisuj ↪acych proces przepełniania si ↪e bufora i strat pa-
kietów.
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W ksi ↪ażce tej nie podano konkretnych wskazówek dotycz ↪acych doboru para-
metrów urz ↪adzeń sieciowych, gdyż dobór ten zależy od bardzo wielu czynników,
z których cz ↪eść nie jest tutaj dyskutowana. Przykładowo, projektuj ↪ac rozmiar bu-
fora, należy wzi ↪ać pod uwag ↪e fakt, że wi ↪ekszy rozmiar bufora oznacza rzadziej po-
jawiaj ↪ace si ↪e przepełnienia, mniejsze straty pakietów i lepsze wykorzystanie ł ↪acza,
jednak zwi ↪eksza opóźnienie kolejkowania. Dokładne wartości wszystkich tych para-
metrów zależ ↪a istotnie od statystycznej struktury ruchu, ta zaś od wielu innych czyn-
ników - np. dla ruterów internetowych od liczby obsługiwanych strumieni TCP3,
strumieni UDP, mechanizmów kontroli przeci ↪ażeń itp. Dodatkowo bardzo istotny
jest aspekt ekonomiczny. Dla urz ↪adzeń obsługuj ↪acych wielogigabitowe ł ↪acza ko-
nieczne staje si ↪e stosowanie bardzo szybkich pami ↪eci SRAM zamiast DRAM. Nie
dość, że pami ↪eci te s ↪a drogie, to jeszcze przy dużych rozmiarach buforów powstaj ↪a
poważne problemy konstrukcyjne zwi ↪azane z umieszczeniem dużej liczby układów
scalonych na płycie oraz zapewnieniem im odpowiedniego chłodzenia [172].

Tak wi ↪ec praca ta nie odpowiada na pytania typu ,,jaki ma być rozmiar bufora?”,
lecz na pytania typu ,,jakie jest opóźnienie, współczynnik strat, długość kolejki,
struktura strat dla bufora o rozmiarze 1MB?” oraz ,,jak zmieni ↪a si ↪e te charakterystyki,
gdy rozmiar bufora zmniejszymy (zwi ↪ekszymy) dwukrotnie (dziesi ↪eciokrotnie)?”.
Znaj ↪ac odpowiedzi na takie pytania, można zoptymalizować rozmiar bufora, ale do
tego konieczne jest uwzgl ↪ednienie wszystkich innych uwarunkowań.

Wykorzystywane w ksi ↪ażce modele ruchu celowo podzielone zostały na trzy
klasy: proste i złożone procesy Poissona (Rozdział 2), procesy MMPP (Rozdział
3), procesy BMAP (Rozdział 4). Klasy te maj ↪a coraz wi ↪eksze możliwości odwzo-
rowywania własności ruchu w sieci kosztem coraz wi ↪ekszej komplikacji modelu.
Procesy Poissona s ↪a najłatwiejsze w opisie, parametryzacji i analizie, jednak sto-
sunkowo rzadko mog ↪a być wykorzystywane do modelowania ruchu ze wzgl ↪edu na
całkowity brak autokorelacji. Procesy MMPP s ↪a szczególnie ważne i godne po-
lecenia, gdyż s ↪a rozs ↪adnym kompromisem pomi ↪edzy złożoności ↪a modelu a jego
możliwościami. Innymi słowy, maj ↪a one najprostsz ↪a struktur ↪e wśród modeli mar-
kowskich o dobrych (uwzgl ↪edniaj ↪acych autokorelacj ↪e) możliwościach modelowania
własności ruchu. Wreszcie procesy BMAP maj ↪a najwi ↪eksze możliwości i najbar-
dziej złożon ↪a budow ↪e. Coraz bardziej skomplikowana struktura modeli ruchu po-
zwala prześledzić, jak metodologia obliczania charakterystyk kolejkowania rozwija
si ↪e wraz z komplikacj ↪a modeli.

Szczegółowy układ treści dalszej cz ↪eści ksi ↪ażki jest nast ↪epuj ↪acy.
W Rozdziale 1 zostanie pokazana tzw. metoda potencjału. Metoda ta służy

do otrzymywania w zwartej postaci rozwi ↪azań dużych układów równań liniowych

3Duża liczba strumieni TCP oznacza zwykle mniejsze fluktuacje zagregowanego ruchu.
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o pewnej szczególnej budowie. Układy takiego typu b ↪ed ↪a si ↪e cz ↪esto pojawiać w dal-
szej cz ↪eści ksi ↪ażki. Rozwi ↪azania tych układów zostan ↪a przestawione przy pomocy
specjalnego ci ↪agu, zwanego potencjałem – st ↪ad nazwa metody.

Rozdziały 2, 3 i 4 stanowi ↪a trzon tej ksi ↪ażki i poświ ↪econe s ↪a charakterysty-
kom kolejkowania dla markowskich modeli ruchu. W szczególności: Rozdział 2
poświ ↪econy jest kolejkowaniu prostych i złożonych procesów Poissona, Rozdział 3 –
kolejkowaniu procesów typu MMPP, zaś Rozdział 4 – kolejkowaniu procesów typu
BMAP. Rozdziały 2, 3, 4 maj ↪a nast ↪epuj ↪ac ↪a budow ↪e: najpierw przedstawiona jest
definicja oraz podstawowe własności modelu ruchu, potem pokazane s ↪a wzory na
charakterystyki kolejkowania z dowodami oraz przykładowymi obliczeniami nume-
rycznymi (z wyj ↪atkiem Rozdziału 2), wreszcie w końcowej cz ↪eści przedstawiona
jest nota bibliograficzna, kieruj ↪aca zainteresowanego Czytelnika do oryginalnych ar-
tykułów. Przykłady numeryczne do Rozdziału 2 można znaleźć w Rozdziałach 3
i 4, gdzie zostały umieszczone porównania charakterystyk kolejkowania procesów
Poissona z charakterystykami kolejkowania MMPP i BMAP.

Rozdział 5 zawiera opis kilku niezb ↪ednych narz ↪edzi matematycznych i nume-
rycznych koniecznych do praktycznego wykorzystania wyników analitycznych przed-
stawionych w poprzednich rozdziałach. W szczególności s ↪a to algorytmy stosowane
do odwracania transformat Laplace’a oraz funkcji tworz ↪acych, metoda uniformizacji
służ ↪aca do obliczania macierzy współczynników pojawiaj ↪acych si ↪e w charakterysty-
kach kolejkowania MMPP i BMAP, algorytm dopasowywania parametrów MMPP
i BMAP do zarejestrowanych śladów ruchu, twierdzenie o prawdopodobieństwie
całkowitym, cz ↪esto wykorzystywane w tej pracy, oraz kod do symulacji procesu
BMAP.

Badania, których wyniki s ↪a tutaj przedstawione, były cz ↪eściowo finansowane
w ramach grantów KBN o numerach: 3 T11C 014 26 i N517 025 31/2997.



1. METODA POTENCJAŁU

W rozdziale tym zostanie pokazane, jak otrzymywać w zwartej postaci rozwi ↪azania
dużych układów równań liniowych o pewnej szczególnej budowie. Układy takiego
typu b ↪ed ↪a si ↪e cz ↪esto pojawiać w dalszej cz ↪eści ksi ↪ażki. Rozwi ↪azania tych układów
zostan ↪a przestawione przy pomocy specjalnego ci ↪agu, zwanego potencjałem.

1.1. Przypadek wielowymiarowy

Teoria potencjału powstała z myśl ↪a o badaniu całkowitoliczbowych bł ↪adzeń przy-
padkowych. O ile w swojej głównej cz ↪eści jest ona słabo zwi ↪azana z tematyk ↪a tej
monografii, o tyle niektóre z rezultatów otrzymanych przy jej pomocy okazuj ↪a si ↪e
niezwykle pożyteczne. Wynika to z faktu, że długość kolejki w systemie, zanoto-
wana zaraz po ukończeniu obsługi, zachowuje si ↪e podobnie jak całkowitoliczbowe
bł ↪adzenie przypadkowe ci ↪agłe z dołu1. W zwi ↪azku z tym przy analizie systemów ko-
lejkowych cz ↪esto mamy do czynienia z układami równań w podobnej postaci jak ta
dla bł ↪adzeń przypadkowych ci ↪agłych z dołu. Przy pomocy teorii potencjału możemy
przedstawiać w zwartej postaci rozwi ↪azania tych układów.

Nie b ↪edziemy tu si ↪e zagł ↪ebiać w istot ↪e teorii potencjału, podane zostan ↪a jedynie
najważniejsze wyniki potrzebne przy wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania.

Rozpoczniemy od nast ↪epuj ↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 1.1. Dany jest ci ↪ag ψ1, ψ2, ψ3, . . . wektorów kolumnowych o rozmiarze
m oraz ci ↪ag A0, A1, A2, . . . macierzy o wymiarach m × m taki, że det(A0) 6= 0.
Wtedy każde rozwi ↪azanie układu równań

n−1∑

k=−1

Ak+1xn−k − xn = ψn, n ≥ 1, (1.1)

1Tzn. takie, w którym w kolejnych krokach możliwy jest tylko skok o dowoln
↪

a liczb
↪
e naturaln

↪
a w

gór
↪
e lub o 1 w dół (zob. [47]).
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gdzie x1, x2, . . . jest szukanym ci ↪agiem wektorów kolumnowych o rozmiarze m, ma
postać

xn = Rnc+

n∑

k=1

Rn−kψk, n ≥ 1, (1.2)

gdzie c jest pewnym, niezależ ↪acym od n, wektorem kolumnowym, zaś ci ↪ag Rk jest
zdefiniowany rekurencyjnie w nast ↪epuj ↪acy sposób:

R0 = 0, R1 = A−1
0 , Rk+1 = R1(Rk −

k∑

i=0

Ai+1Rk−i), k ≥ 1, (1.3)

gdzie 0 oznacza zerow ↪a macierz m×m.

Zanim przeprowadzony zostanie dowód tego twierdzenia, zapami ↪etajmy, że ci ↪ag
Rk macierzy m ×m nazywamy potencjałem dla ci ↪agu Ak. Zwróćmy też uwag ↪e na
nietypowe indeksowanie, zaczynaj ↪ace si ↪e od k = −1, we wzorze (1.1). Oczywiście
można przenumerować indeksy, zaczynaj ↪ac od k = 0 lub k = 1, jednak zapis od -1
ma uzasadnienie w teorii potencjału (skok bł ↪adzenia o 1 w dół), dlatego zostawimy
go tu bez zmian.

Dowód Twierdzenia 1.1. Zdefiniujmy najpierw operator K działaj ↪acy na wek-
tory kolumnowe rozmiaru m lub macierze kwadratowe m×mwedług nast ↪epuj ↪acego
wzoru:

K{an} =

n−1∑

k=−1

Ak+1an−k − an, (1.4)

Łatwo zauważyć, że układ (1.1) może zostać zapisany równoważnie przy pomocy K
jako

K{xn} = ψn.

Tak wi ↪ec, aby udowodnić twierdzenie, musimy pokazać, że

K{Rnc+
n∑

k=1

Rn−kψk} = ψn, n ≥ 1. (1.5)

By tego dokonać, zauważmy najpierw, że z definicji (1.3) wynika, że

K{Rn} = 0
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dla każdego n ≥ 1. Dalej, bior ↪ac po uwag ↪e, że R0 = 0, otrzymujemy

K{
n∑

k=1

Rn−kψk}

=

n−1∑

k=−1

Ak+1

n−k∑

m=1

Rn−k−mψm −
n∑

k=1

Rn−kψk

= A0

n+1∑

k=1

Rn+1−kψk +

n−1∑

k=0

Ak+1

n−k∑

m=1

Rn−k−mψm −
n∑

k=1

Rn−kψk

= A0

n−1∑

k=0

Rk+1ψn−k +

n∑

m=1

n−m∑

k=0

Ak+1Rn−k−mψm −
n−1∑

k=0

Rkψn−k

= ψn +A0

n−1∑

k=1

Rk+1ψn−k +
n−1∑

k=1

k∑

m=0

Am+1Rk−mψn−k −
n−1∑

k=1

Rkψn−k

= ψn +

n−1∑

k=1

K{Rk}ψn−k = ψn.

W ten sposób udowodniliśmy, że ci ↪ag xn w postaci (1.2) spełnia układ (1.1). Musimy
jeszcze pokazać, że każde rozwi ↪azanie (1.1) ma postać (1.2). W tym celu zauważmy,
że (1.1) można zapisać w postaci

xn+1 = A−1
0 (ψn + xn −

n−1∑

k=0

Ak+1xn−k), n ≥ 1.

A zatem jakikolwiek ci ↪ag xn spełniaj ↪acy (1.1) jest jednoznacznie określony przez
swój pierwszy element x1. Z (1.2) wynika natomiast, że x1 = R1c. Fakt ten po-
woduje, że możliwe jest otrzymanie dowolnego x1 ∈ Rm. Wystarczy odpowiednio
dobrać wektor c, mianowicie c = R−1

1 x1. To kończy dowód Twierdzenia 1.1. �

Oprócz Twierdzenia 1.1, w dalszej cz ↪eści ksi ↪ażki wykorzystywane b ↪ed ↪a różne
wnioski z niego wynikaj ↪ace. Sformułujemy je dla wygody od razu.

Po pierwsze, Twierdzenie 1.1 zostało pokazane, w wypadku gdy ψ1, ψ2, ψ3, . . .

jest ci ↪agiem wektorów kolumnowych o rozmiarze m. Łatwo zauważyć, że twierdze-
nie jest prawdziwe również dla ci ↪agu Ψ1, Ψ2, Ψ3, . . . macierzy o wymiarach m×m.
Dowód można przepisać bez zmian.

Twierdzenie 1.2. Niech dane b ↪ed ↪a dwa ci ↪agi macierzy o wymiarach m × m: Ψ1,
Ψ2, Ψ3, . . . oraz A0, A1, A2, . . ., przy czym det(A0) 6= 0. Wtedy każde rozwi ↪azanie
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układu równań
n−1∑

k=−1

Ak+1Yn−k − Yn = Ψn, n ≥ 1 (1.6)

ma postać

Yn = RnC +

n∑

k=1

Rn−kΨk, n ≥ 1, (1.7)

gdzie C jest pewn ↪a, niezależ ↪ac ↪a od n, macierz ↪a o wymiarach m ×m, zaś ci ↪ag Rk

jest zdefiniowany w (1.3).

Po drugie, Twierdzenie 1.1 zostało sformułowane dla ci ↪agu niewiadomych wek-
torów numerowanych od 1 (tzn. od x1). Czasami b ↪edziemy rozwi ↪azywać również
układy numerowane od x0. Wykorzystuj ↪ac Twierdzenie 1.1, przy pomocy operacji
na indeksach możemy otrzymać nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Twierdzenie 1.3. Niech b ↪edzie dany ci ↪ag ψ0, ψ1, ψ2, . . . wektorów kolumnowych
o rozmiarze m oraz ci ↪ag A0, A1, A2, . . . macierzy o wymiarach m × m taki, że
det(A0) 6= 0. Wtedy każde rozwi ↪azanie układu równań

n∑

k=−1

Ak+1xn−k − xn = ψn, n ≥ 0, (1.8)

ma postać

xn = Rn+1c+
n∑

k=0

Rn−kψk, n ≥ 0, (1.9)

gdzie c jest pewnym, niezależ ↪acym od n, wektorem kolumnowym, zaś ci ↪ag Rk jest
zdefiniowany w (1.3).

1.2. Przypadek jednowymiarowy

Jeżeli w Twierdzeniu 1.1 zredukujemy wymiary macierzy i wektorów do m = 1, to
otrzymamy nast ↪epuj ↪acy rezultat.

Twierdzenie 1.4. Niech dane b ↪ed ↪a dwa ci ↪agi liczbowe: ψ1, ψ2, ψ3, . . . oraz a0, a1,
a2, . . ., a0 6= 0. Wtedy każde rozwi ↪azanie układu równań

n−1∑

k=−1

ak+1xn−k − xn = ψn, n ≥ 1 (1.10)
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ma postać

xn = cRn +
n∑

k=1

Rn−kψk, n ≥ 1, (1.11)

gdzie c jest pewn ↪a stał ↪a niezależ ↪ac ↪a od n, zaś ci ↪ag Rk ma postać:

R0 = 0, R1 =
1

a0
, Rk+1 = R1(Rk −

k∑

i=0

ai+1Rk−i), k ≥ 1. (1.12)

Redukuj ↪ac wymiar do m = 1 w Twierdzeniu 1.3, otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy
wniosek.

Twierdzenie 1.5. Niech dane b ↪ed ↪a dwa ci ↪agi liczbowe: ψ0, ψ1, ψ2, . . . oraz a0, a1,
a2, . . ., przy czym a0 6= 0. Wtedy każde rozwi ↪azanie układu równań

n∑

k=−1

ak+1xn−k − xn = ψn, n ≥ 0 (1.13)

ma postać

xn = cRn+1 +
n∑

k=0

Rn−kψk, n ≥ 0, (1.14)

gdzie c jest pewn ↪a stał ↪a niezależ ↪ac ↪a od n, zaś ci ↪ag Rk jest zdefiniowany w (1.12).

1.3. Nota bibliograficzna do Rozdziału 1

Teoria potencjału została zaproponowana w pracy [122] jako narz ↪edzie do badania
całkowitoliczbowego bł ↪adzenia przypadkowego ci ↪agłego z dołu. Przez bł ↪adzenie ta-
kie rozumiemy ci ↪ag zmiennych losowych χn postaci

χn =
n∑

k=1

ξk, n ≥ 1,

gdzie zmienne losowe ξk przyjmuj ↪a tylko wartości całkowite, s ↪a niezależne, o jedna-
kowym rozkładzie i spełniaj ↪a warunki

∞∑

k=−1

pk = 1, p−1 6= 0,

gdzie pk = P(ξi = k). Jak widać, w bł ↪adzeniu tym możliwy jest skok o jeden w dół
lub o dowoln ↪a liczb ↪e naturaln ↪a w gór ↪e.
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Jak pokazano w [122], wiele charakterystyk takiego bł ↪adzenia można przed-
stawić przy pomocy potencjału, tzn. ci ↪agu Rk zdefiniowanego jak w (1.12) dla
pk = ak+1.

Ponieważ długość kolejki zanotowana zaraz po ukończeniu obsługi zachowuje
si ↪e podobnie jak całkowitoliczbowe bł ↪adzenie przypadkowe ci ↪agłe z dołu, metoda
potencjału nadaje si ↪e doskonale do wyznaczania charakterystyk systemów kolejko-
wych.

Wersja jednowymiarowa najważniejszego dla nas wyniku teorii potencjału (Twier-
dzenie 1.4) została przedstawiona i udowodniona w [122], zaś wersja wielowymia-
rowa (Twierdzenie 1.1) w pracy [67]. Przykłady wykorzystania metody potencjału do
obliczania charakterystyk systemów kolejkowych innych niż omawiane w tej pracy
można znaleźć w [46, 48, 50].



2. KOLEJKOWANIE PROSTYCH
I ZŁOŻONYCH STRUMIENI POISSONA

W tym rozdziale przedstawione b ↪ed ↪a charakterystyki kolejkowania ruchu, przy zało-
żeniu że ma on charakter zbliżony do prostego lub złożonego strumienia Poissona.
Zbadane zostan ↪a charakterystyki stanu ustalonego i nieustalonego, mi ↪edzy innymi
rozkład długości kolejki, rozkład opóźnienia, współczynnik strat pakietów, okres prze-
pełnienia bufora.

2.1. Model systemu kolejkowego

W dalszej cz ↪eści zajmować si ↪e b ↪edziemy modelem kolejkowym nazywanym poje-
dynczym stanowiskiem obsługi ze skończon ↪a poczekalni ↪a (ang. single-server queue
with finite buffer) [74]. W modelu tym klienci napływaj ↪a do stanowiska w sposób
określony przez pewien, mniej lub bardziej skomplikowany, proces stochastyczny,
nast ↪epnie s ↪a na tym stanowisku obsługiwani, co trwa przez pewien losowy czas.
Po zakończeniu obsługi klient opuszcza stanowisko. Klienci, którzy w chwili swo-
jego przybycia znajduj ↪a zaj ↪ete stanowisko, formuj ↪a kolejk ↪e w poczekalni, przy czym
długość kolejki może być co najwyżej równa (skończonej) wielkości poczekalni.
Klient, który w chwili przybycia znajduje pełn ↪a poczekalni ↪e, odchodzi bez obsługi
i nigdy nie wraca.

B ↪edziemy zakładać, że czas obsługi klientów ma rozkład określony dystrybuant ↪a
F (t), która może mieć dowoln ↪a postać. W szczególności rozkład czasu obsługi może
być deterministyczny, jednostajny, wykładniczy lub jeszcze inny. W wypadkach,
w których dystrybuanta F (t) ma g ↪estość, b ↪edzie ona oznaczana fg(t), tzn.

F (t) =

∫ t

0
fg(u)du.

Cz ↪esto b ↪edziemy używać transformaty Laplace’a-Stieltjesa rozkładu czasu obsługi,
tzn.

f(s) =

∫ ∞

0
e−stdF (t), Re(s) > 0.
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B ↪edziemy zakładać, że rozmiar poczekalni wynosi b − 1, co oznacza, że w sys-
temie może przebywać co najwyżej b klientów, tzn. b− 1 w poczekalni i 1 aktualnie
obsługiwany. Klienci z poczekalni podchodz ↪a do stanowiska obsługi według dyscy-
pliny FIFO1 (ang. First In, First Out), co oznacza, że obsługiwani s ↪a najpierw klienci
najdłużej oczekuj ↪acy w kolejce.

W notacji systemów kolejkowych wprowadzonej przez Kendalla [115] system
taki jest oznaczany jako ·/G/1/b, gdzie G oznacza, że rozkład czasu obsługi jest do-
wolnego typu (ang. general), liczba 1, że jest jedno stanowisko obsługi, zaś b to
rozmiar systemu (wielkość poczekalni plus 1). Zamiast · podaje si ↪e typ procesu
wejściowego, np. M dla procesu Poissona, MX dla złożonego procesu Poissona,
MMPP dla procesu Poissona z modulacj ↪a łańcuchem Markowa. Tak wi ↪ec pełny
zapis wygl ↪ada np. tak: M/G/1/b, MX/G/1/b, MMPP/G/1/b itp.

W analizie tego modelu zawsze przyjmować b ↪edziemy, że jeżeli system nie jest
pusty, to w chwili t = 0 rozpoczyna si ↪e obsługa klienta.

Oczywiście znaczenie słów ,,klient”, ,,obsługa” czy ,,poczekalnia” jest umowne.
Na wielu różnych polach, na których stosuje si ↪e teori ↪e kolejek, słowa te zmieniaj ↪a
swój sens. Na przykład, zamiast klientów mamy do czynienia ze zdarzeniami (ang.
events), zadaniami (ang. jobs) czy wiadomościami (ang. messages), różnie też może
wygl ↪adać proces obsługi.

Jeżeli zajmujemy si ↪e kolejkowaniem ruchu w sieciach komputerowych, to słowo
klient oznacza zwykle pakiet IP lub komórk ↪e ATM, obsługa to po prostu przesłanie
pakietu lub komórki, zaś poczekalnia to bufor w ruterze internetowym, przeł ↪aczniku
ATM lub innym urz ↪adzeniu sieciowym, w którym kolejkowane s ↪a pakiety lub komórki
przed dalsz ↪a transmisj ↪a. W dalszej cz ↪eści ksi ↪ażki zamiast słowa ,,klient” b ↪edziemy
używali albo słowa ,,pakiet”, albo ,,zdarzenie” w strumieniu wejściowym, zaś za-
miast słowa ,,poczekalnia” – ,,bufor”.

2.2. Kolejkowanie procesu Poissona

W procesie Poissona (np. [162]) pakiety pojawiaj ↪a si ↪e po odst ↪epach czasu, które
maj ↪a jednakowy rozkład wykładniczy z parametrem λ, tzn. rozkład o g ↪estości praw-
dopodobieństwa

g(x) = λe−λx, x > 0. (2.1)

Parametr λ nazywany jest też intensywności ↪a procesu Poissona, ponieważ, jak łatwo
pokazać, jest równy średniej liczbie pakietów pojawiaj ↪acych si ↪e w jednostce czasu.

1W literaturze można też spotkać nazw
↪
e FCFS od ang. First Come First Served.
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W procesie Poissona odst ↪epy czasu pomi ↪edzy kolejnymi pakietami nie zależ ↪a od
siebie i ich funkcja autokorelacji jest równa tożsamościowo 0, co jest niew ↪atpliwie
wad ↪a tego modelu. Jego najważniejsz ↪a zalet ↪a jest zaś własność braku pami ↪eci,
która jest intensywnie wykorzystywana w analizie procesu Poissona i jego charak-
terystyk kolejkowania. Z grubsza rzecz ujmuj ↪ac, własność ta oznacza, że czas do
pojawienia si ↪e kolejnego pakietu po dowolnej chwili t ma dokładnie ten sam rozkład
wykładniczy (2.1).

Własność braku pami ↪eci procesu Poissona jest zwi ↪azana z brakiem pami ↪eci roz-
kładu wykładniczego2 , który jest jedynym rozkładem ci ↪agłym o tej własności.

Oprócz własności braku pami ↪eci, w dalszej cz ↪eści b ↪edziemy korzystać z na-
st ↪epuj ↪acych własności procesu Poissona.

• JeżeliN(t) oznacza liczb ↪e pakietów pojawiaj ↪acych si ↪e w dowolnym przedziale
czasu o długości t, to rozkład prawdopodobieństwa N(t) ma nast ↪epuj ↪ac ↪a
postać

mk(t) = P(N(t) = k) =
e−λt(λt)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . . (2.2)

• Funkcja tworz ↪aca dla rozkładu prawdopodobieństwa N(t) ma postać

∞∑

k=0

zk
P(N(t) = k) = e−λt(1−z).

• Czas pojawienia si ↪e n-tego pakietu, licz ↪ac od chwili 0, ma nast ↪epuj ↪ac ↪a g ↪estość
rozkładu prawdopodobieństwa

sn(t) =
λeλt(λt)n−1

(n− 1)!
, n = 1, 2, 3, . . . . (2.3)

Czas ten b ↪edziemy oznaczać przez tn. Zgodnie z własności ↪a braku pami ↪eci,
taki sam rozkład (2.3) ma też czas pojawienia si ↪e n-tego pakietu, licz ↪ac od
dowolnej chwili.

Dowody tych własności s ↪a elementarne i można je znaleźć w podr ↪ecznikach ra-
chunku prawdopodobieństwa.

Klasyczny proces Poissona może zostać użyty jako model ruchu jedynie w sytu-
acji, gdy autokorelacja odst ↪epów czasów pomi ↪edzy pakietami jest bliska zeru. W prak-
tyce taka sytuacja jest rzadka. Procesem Poissona warto jednak si ↪e zaj ↪ać chociażby

2Dokładniejsze omówienie tego faktu (z dowodem) można znaleźć w [32].
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dlatego, że jest to najprostszy proces o markowskiej strukturze i na jego przykładzie
można prześledzić podstawowe techniki wyznaczania charakterystyk kolejkowania.
Techniki te przenoszone s ↪a potem, w rozbudowanej formie, na znacznie bardziej
skomplikowane procesy markowskie.

2.2.1. Długość kolejki

Wyznaczanie charakterystyk kolejkowania procesu Poissona rozpoczniemy od roz-
kładu prawdopodobieństwa długości kolejki w systemie. Zaprezentowana tu metodo-
logia pozwala na otrzymanie w zwartej postaci bardzo ogólnych wyników, zarówno
dla stanu ustalonego, jak i nieustalonego.

Przez X(t) b ↪edziemy oznaczali długość kolejki3 w systemie w chwili t. Zaj-
miemy si ↪e najpierw transformat ↪a Laplace’a rozkładu X(t), a mianowicie

φn(s, l) =

∫ ∞

0
e−stΦn(t, l)dt, (2.4)

gdzie

Φn(t, l) = P(X(t) = l|X(0) = n), l = 0, 1, . . . , b. (2.5)

Oczywiście rozkład długości kolejki w chwili t zależy od pocz ↪atkowej długości ko-
lejki, tzn. od X(0). Ta pocz ↪atkowa długość b ↪edzie tu oznaczana przez n i może
oczywiście przyjmować wartości całkowite w przedziale [0, b].

W dalszej cz ↪eści cz ↪esto b ↪edziemy si ↪e posługiwać ci ↪agami ak(s), dk(s), k =

0, 1, 2, . . ., zdefiniowanymi w nast ↪epuj ↪acy sposób:

ak(s) =

∫ ∞

0

e−(λ+s)t(λt)k

k!
dF (t), (2.6)

dk(s) =

∫ ∞

0

e−(λ+s)t(λt)k

k!
(1 − F (t))dt. (2.7)

Udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. Transformata Laplace’a rozkładu długości kolejki w systemie
M/G/1/b ma postać

φn(s, l) = cb−n(s)
λhb−1(s, l) − (s+ λ)hb(s, l) + δ0l

(s+ λ)cb(s) − λcb−1(s)
+ hb−n(s, l), (2.8)

3Przyjmujemy umow
↪
e, że do długości kolejki wliczamy również klienta (pakiet) aktualnie

obsługiwanego.
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gdzie

ck(s) = Rk+1(s)a0(s) +
k∑

i=0

Rk−i(s)bi(s), (2.9)

bk(s) = ak+1(s) +
1

f(s)

k∑

i=0

ai(s) − 1, (2.10)

hk(s, l) =
k∑

i=0

Rk−i(s)


rb(s, l)

(
1 − 1

f(s)

i∑

j=0

aj(s)
)
− rb−i(s, l)


, (2.11)

rk(s, l) =





0 dla l < k,

dl−k(s) dla k ≤ l < b,

(1 − f(s))/s−∑b−n−1
i=0 di(s) dla l = b,

(2.12)

ci ↪ag Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu ak(s) (zob. wzory (1.12) i (2.6)), zaś δij ozna-
cza symbol Kroneckera, tzn.

δij =

{
1 dla i = j,

0 dla i 6= j.

Dowód Twierdzenia 2.1. Dla uproszczenia zapisu w dowodzie b ↪edziemy pomijać
zależność funkcji φn(s, l), Φn(s, l), hk(s, l), rk(s, l) od l, tzn. b ↪edziemy pisać po
prostu φn(s), Φn(s), hk(s), rk(s), pami ↪etaj ↪ac o tej zależności.

Załóżmy najpierw, że pocz ↪atkowo system nie jest pusty, tzn. X(0) = n ∈
[1, b]. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite4 wzgl ↪edem pierwszej chwili
ukończenia obsługi, otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy układ równań całkowych:

Φn(t) =

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
Φn+k−1(t− u)

e−λu(λu)k

k!
dF (u)

+
∞∑

k=b−n

∫ t

0
Φb−1(t− u)

e−λu(λu)k

k!
dF (u)

+ρn(t), 0 < n ≤ b, (2.13)

gdzie

ρn(t) = (1 − F (t)) ·





0 dla l < n,
e−λt(λt)l−n

(l−n)! dla n ≤ l < b,
∑∞

k=b−n
e−λt(λt)k

k! dla l = b.

4Używana wielokrotnie w tej ksi
↪
ażce ci

↪
agła wersja popularnego twierdzenia o prawdopodo-

bieństwie całkowitym jest przedstawiona w podrozdziale 5.4.



2.2. Kolejkowanie procesu Poissona 25

Pierwsza suma w (2.13) odpowiada sytuacji, w której pierwsza chwila ukończe-
nia obsługi u wypadła przed czasem t i do czasu u nie wyst ↪apiło przepełnienie bu-
fora. W tym wypadku liczba pakietów przybyłych do czasu u nie może przekroczyć
wartości b− n− 1.

Druga suma w (2.13) odpowiada sytuacji, w której pierwsza chwila ukończenia
obsługi uwypadła przed czasem t i do czasu uwyst ↪apiło przepełnienie bufora. Ozna-
cza to, że do chwili u przybyło co najmniej b− n pakietów.

Wreszcie składnik ρn(t) w (2.13) odpowiada sytuacji, w której pierwsza chwila
ukończenia obsługi wypadła po czasie t. Prawdopodobieństwo takiego zdarzenia
wynosi 1 − F (t) i w takiej sytuacji kolejka ma długość l < b, gdy do systemu
przybyło l−n pakietów, zaś kolejk ↪e długości b (przepełnienie) obserwujemy, gdy do
systemu przybyło b− n lub wi ↪ecej pakietów.

Załóżmy teraz, że pocz ↪atkowo system jest pusty, tzn. X(0) = 0. Wykorzy-
stuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite, tym razem wzgl ↪edem chwili przyby-
cia pierwszego pakietu, możemy napisać nast ↪epuj ↪ace równanie całkowe:

Φ0(t) =

∫ t

0
Φ1(t− u)λe−λudu+ δ0le

−λt. (2.14)

Pierwszy składnik w (2.14) odpowiada sytuacji, gdy przed chwil ↪a t przybywa pierw-
szy pakiet. Drugi składnik w (2.14) odpowiada sytuacji, gdy do chwili t nie przybywa
żaden pakiet. Prawdopodobieństwo takiego zdarzenia wynosi e−λt i długość kolejki
jest w takiej sytuacji równa 0.

Naszym celem b ↪edzie teraz rozwi ↪azanie układu równań (2.13) przy pomocy me-
tody potencjału, a dokładniej Twierdzenia 1.5. Najpierw jednak musimy sprowadzić
(2.13) do postaci (1.13). W tym celu obie strony (2.14) i (2.13) przekształcamy trans-
format ↪a Laplace’a. Wykorzystuj ↪ac fakt, że transformata splotu funkcji jest równa
iloczynowi transformat (zob. [161], str. 155), otrzymujemy

φn(s)=

b−n−1∑

k=0

ak(s)φn+k−1(s) +

∞∑

k=b−n

ak(s)φb−1(s) + rn(s), 0 < n ≤ b (2.15)

oraz

φ0(s) =
λ

s+ λ
φ1(s) +

δ0l

s+ λ
. (2.16)

Nast ↪epnie wykonujemy podstawienie

ϕn(s) = φb−n(s).

W rezultacie z (2.15) i (2.16) dostajemy:
n∑

k=−1

ak+1(s)ϕn−k(s) − ϕn(s) = ψn(s), 0 ≤ n < b, (2.17)
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ϕb(s) =
λ

s+ λ
ϕb−1(s) +

δ0l

s+ λ
, (2.18)

gdzie

ψn(s) = an+1(s)ϕ0(s) −
∞∑

k=n+1

ak(s)ϕ1(s) − rb−n(s).

Zauważmy, że układ (2.17) ma teraz dokładnie tak ↪a sam ↪a postać jak (1.13). A zatem,
gdy zastosuje si ↪e Twierdzenie 1.5, każde jego rozwi ↪azanie ma postać

ϕn(s) = c(s)Rn+1(s) +
n∑

k=0

Rn−k(s)ψk(s), n ≥ 0, (2.19)

gdzie c(s) nie zależy od n.
Aby zakończyć dowód twierdzenia, musimy teraz wyznaczyć c(s) oraz ϕ0(s),

ϕ1(s) wyst ↪epuj ↪ace w ψn(s). Podstawiaj ↪ac n = 0 do (2.19), dostajemy

c(s) =
ϕ0(s)

R1(s)
= a0(s)ϕ0(s), (2.20)

zaś podstawiaj ↪ac n = 0 do (2.17) oraz wykorzystuj ↪ac fakt, że
∞∑

k=0

ak(s) = f(s),

otrzymujemy

ϕ1(s) =
ϕ0(s) − rb(s)

f(s)
. (2.21)

Nast ↪epnie, podstawiaj ↪ac (2.20) oraz (2.21) do wzoru (2.19), otrzymujemy

ϕn(s) = ϕ0(s)

[
Rn+1(s)a0(s)+

n∑

k=0

Rn−k(s)

(
ak+1(s) −

1

f(s)

∞∑

i=k+1

ai(s)

)]

+
1

f(s)

n∑

k=0

Rn−k(s)

(
∞∑

i=k+1

ai(s)rb(s) − rb−k(s)

)

= ϕ0(s)cn(s) + hn(s). (2.22)

Teraz możemy łatwo obliczyć ϕ0(s). Wystarczy podstawić n = b oraz n = b− 1 do
(2.22) i wykorzystać warunek (2.18). Otrzymujemy wtedy, że:

ϕ0(s) = φb(s) =
λhb−1(s, l) − (s+ λ)hb(s, l) + δ0l

(s+ λ)cb(s) − λcb−1(s)
. (2.23)

Wstawiaj ↪ac (2.23) do (2.22), dostajemy tez ↪e twierdzenia. �
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Twierdzenie 2.1 może zostać wykorzystane w praktyce na wiele sposobów.
Po pierwsze, można przy jego pomocy otrzymać rozkład długości kolejki w sta-

nie ustalonym, tzn.

Φ(l) = Φn(∞, l) = lim
t→∞

P(X(t) = l|X(0) = n).

Wartości Φ(l) obliczymy łatwo, korzystaj ↪ac z własności granicznych transformaty
Laplace’a (zob. [161], str. 145):

Φ(l) = lim
s→0+

sφn(s, l). (2.24)

Ponieważ rozkład długości kolejki w stanie ustalonym nie zależy od pocz ↪atkowej
długości kolejki, możemy przyj ↪ać dowolne nwe wzorze (2.24). Najwygodniej przyj-
mować n = b, ponieważ w tej sytuacji (2.8) redukuje si ↪e do najprostszej postaci, czyli
(2.23).

Po drugie, Twierdzenie 2.1 można wykorzystać do wyznaczenia rozkładu długości
kolejki w stanie nieustalonym, tzn. w dowolnej chwili t. W tym celu konieczne
jest zastosowanie jednego z algorytmów numerycznego odwracania transformaty La-
place’a. Znanych jest kilka algorytmów tego rodzaju, np. [79, 1, 2]. Jednym z cie-
kawszych (szybszych) jest algorytm oparty na sumie Eulera [2]. Został on przedsta-
wiony w podrozdziale 5.1.1 tej ksi ↪ażki.

Po trzecie, podstawiaj ↪ac l = b w Twierdzeniu 2.1, możemy wyznaczyć prawdo-
podobieństwo przepełnienia bufora. Tak jak poprzednio, charakterystyk ↪e t ↪e możemy
obliczać zarówno dla stanu nieustalonego (tzn. Φn(t, b)), jak i ustalonego (tzn. Φ(b)).
Wartość Φn(t, b) informuje nas, jakie jest prawdopodobieństwo, że w chwili t bu-
for jest przepełniony, pod warunkiem że pocz ↪atkowa długość kolejki wynosiła n.
Wartość Φ(b) informuje nas, jakie jest prawdopodobieństwo, że bufor jest przepeł-
niony w stanie ustalonym.

Na zakończenie zauważmy, że ci ↪agi ak(s), dk(s), na których oparte s ↪a wyniki
Twierdzenia 2.1, nie sprawiaj ↪a kłopotów obliczeniowych. Dla wielu typowych po-
staci dystrybuanty F (t) ci ↪agi te mog ↪a zostać wyznaczone przez całkowanie symbo-
liczne. Jeżeli, na przykład, czas obsługi jest stały i wynosi d, to

ak(s) =
e−(λ+s)d(λd)k

k!
,

dk(s) =
λk

(s+ λ)k+1k!
(Γ(k + 1) − Γ(k + 1, sd+ λd)) ,

gdzie Γ(·) oznacza funkcj ↪e gamma, zaś Γ(·, ·) – niekompletn ↪a funkcj ↪e gamma.
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Jeżeli czas obsługi ma rozkład wykładniczy, tzn. F (t) = 1 − e−µt, to

ak(s) =
µλk

(s+ µ+ λ)k+1
,

dk(s) =
λk

(s+ λ)k+1
− λk

(s+ µ+ λ)k+1
.

Wypadki, w których dystrybuanta F ma bardziej skomplikowan ↪a postać i nie jest
możliwe analityczne wyznaczenie ak(s), dk(s), również nie stanowi ↪a poważnego
problemu, gdyż wzory (2.6), (2.7) dobrze poddaj ↪a si ↪e standardowym algorytmom
całkowania numerycznego.

2.2.2. Współczynnik strat

Współczynnik strat, zwykle obliczany dla stanu ustalonego, jest jedn ↪a z najważniej-
szych charakterystyk kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych. Mówi on nam,
jaka cz ↪eść ogólnej liczby pakietów jest tracona na skutek przepełnienia bufora w
dłuższych okresach czasu. Współczynnik strat (ang. loss ratio) b ↪edziemy oznaczać
przez LR.

Współczynnik strat dla procesu Poissona wyznacza si ↪e prosto – jest on równy
prawdopodobieństwu przepełnienia bufora w stanie ustalonym, tzn.

LR = Φ(b). (2.25)

A zatem można go obliczyć, korzystaj ↪ac ze wzorów (2.24) i (2.8). Wzór (2.25) wi ↪aże
si ↪e ze specjalnymi własnościami procesu Poissona i nie jest prawdziwy dla bardziej
skomplikowanych strumieni wejściowych.

2.2.3. Opóźnienie

Nast ↪epn ↪a charakterystyk ↪a, któr ↪a si ↪e zajmiemy, b ↪edzie opóźnienie spowodowane ko-
lejkowaniem (ściśle mówi ↪ac – rozkład tego opóźnienia). Przez opóźnienie V (t)

b ↪edziemy rozumieć czas, jaki by sp ↪edził w buforze pakiet przybyły w chwili t. Cha-
rakterystyka ta bywa nazywana też wirtualnym czasem oczekiwania5 . Do V (t) nie
b ↪edziemy zaliczać samego czasu obsługi, jedynie czas przebywania w kolejce. Po-
nadto zakładamy tu, że opóźnienie dla pakietu utraconego (tzn. przybyłego do sys-
temu w chwili, gdy bufor jest przepełniony) wynosi 0. Czasem stosuje si ↪e też alter-
natywne podejście, w którym takie pakiety nie s ↪a w ogóle brane pod uwag ↪e – łatwo

5W literaturze angloj
↪
ezycznej można spotkać kilka nazw: virtual waiting time, workload, delay.
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jest przeliczyć rozkład opóźnienia z jednej sytuacji na drug ↪a, wykorzystuj ↪ac Φn(t, b).
Mamy mianowicie

P(V ∗(t) > x|X(0) = n) =
P(V (t) > x|X(0) = n)

1 − Φn(t, b)
,

gdzie V ∗(t) oznacza opóźnienie liczone jedynie dla pakietów, które nie zostały utra-
cone (por. [193], str. 220).

Oczywiste jest, jak ważnym parametrem z praktycznego punktu widzenia jest
opóźnienie. To właśnie opóźnienia wywołane kolejkowaniem s ↪a jednym z istotnych
czynników wpływaj ↪acych na odbieran ↪a przez użytkowników jakość usług w sieciach
pakietowych.

Głównym wynikiem, który tu udowodnimy, b ↪edzie wzór dla podwójnej transfor-
maty Laplace’a rozkładu opóźnienia:

wn(s, σ) =

∫ ∞

0
e−σtdt

∫ ∞

0
e−sxw̃n(x, t)dx,

gdzie
w̃n(x, t) = P(V (t) > x|X(0) = n). (2.26)

Twierdzenie 2.2. Transformata Laplace’a rozkładu opóźnienia w systemie M/G/1/b
ma postać

wn(s, σ) = cb−n(σ)
λzb−1(s, σ) − (σ + λ)zb(s, σ)

(σ + λ)cb(σ) − λcb−1(σ)
+ zb−n(s, σ), (2.27)

gdzie

zk(s, σ) =

k∑

i=0

Rk−i(σ)yi(s, σ), (2.28)

yk(s, σ) = qb(s, σ)

(
1 − 1

f(σ)

k∑

i=0

ai(σ)

)
− qb−k(s, σ), (2.29)

qn(s, σ) =
1

s

b−n−1∑

k=0

[dk(σ) − ek(s, σ)(f(s))n+k−1], (2.30)

ek(s, σ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ)t(λt)k

k!
dt

∫ ∞

0
e−sxdxF (x+ t), (2.31)

ci ↪ag Rk(σ) jest potencjałem dla ci ↪agu ak(σ) (wzory (1.12) i (2.6)), zaś ci ↪agi ck(σ),
dk(σ) s ↪a określone w (2.9) i (2.7).
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Dowód Twierdzenia 2.2. Zakładamy najpierw, że w chwili t = 0 system nie
jest pusty, tzn. X(0) = n > 0. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite
wzgl ↪edem pierwszego czasu ukończenia obsługi, otrzymujemy dla 0 < n ≤ b:

w̃n(x, t) =
b−n−1∑

k=0

∫ t

0
w̃n+k−1(x, t− u)

e−λu(λu)k

k!
dF (u)

+
∞∑

k=b−n

∫ t

0
w̃b−1(x, t− u)

e−λu(λu)k

k!
dF (u)

+

b−n−1∑

k=0

e−λt(λt)k

k!

∫ ∞

t
(1 − F (n+k−1)∗(x− u+ t))dF (u).

(2.32)

Pierwsza suma w (2.32) odpowiada sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia
obsługi u wypadł przed t i do czasu u nie wyst ↪apiło przepełnienie bufora; w tym
wypadku liczba pakietów przybyłych do czasu u nie może przekroczyć b − n − 1.
Druga suma w (2.32) odpowiada sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia obsługi
u wypadł przed t i do czasu u wyst ↪apiło przepełnienie bufora. Trzecia suma w (2.32)
odpowiada sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia obsługi u wypadł po czasie
t. Wówczas prawdopodobieństwo zdarzenia V (t) > x jest równe

1 − F (n+k−1)∗(x− u+ t),

gdzie F (n+k−1)∗ oznacza n + k − 1-krotny splot dystrybuanty F , zaś k jest liczb ↪a
pakietów przybyłych w przedziale czasu (0, t].

Zakładaj ↪ac, że pocz ↪atkowo system jest pusty, i stosuj ↪ac wzór na prawdopodo-
bieństwo całkowite wzgl ↪edem chwili przybycia pierwszego pakietu, otrzymujemy,
że

w̃0(x, t) =

∫ t

0
w̃1(x, t− u)λe−λudu. (2.33)

Stosuj ↪ac transformat ↪e Laplace’a do obu stron (2.32) i (2.33), otrzymujemy:

wn(s, σ) =
b−n−1∑

k=0

ak(σ)wn+k−1(s, σ)

+
∞∑

k=b−n

ak(σ)wb−1(s, σ) + qn(s, σ), 0 < n ≤ b (2.34)

i
w0(s, σ) =

σ

σ + λ
w1(s, σ). (2.35)
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Zauważmy teraz, że równania (2.34) i (2.35) maj ↪a tak ↪a sam ↪a postać jak (2.15)
i (2.16). Rozwi ↪azuj ↪ac je krok po kroku, dokładnie tak jak w dowodzie Twierdzenia
2.1, łatwo otrzymujemy tez ↪e Twierdzenia 2.2. �

Dzi ↪eki temu, że w definicji (2.26) wyst ↪epuje ogon rozkładu V (t), wzór (2.27)
można łatwo wykorzystać do obliczania średniej wartości opóźnienia – wystarczy
podstawić s = 0. St ↪ad średnia wartość opóźnienia w stanie ustalonym jest równa

lim
σ→0+

σwn(0, σ),

gdzie n jest dowolne6. Obliczenie średniej wartości opóźnienia w dowolnej chwili t
wymaga odwrócenia (pojedynczej) transformaty wn(0, σ) ze wzgl ↪edu na zmienn ↪a σ.
Wreszcie, jeżeli interesuje nas dokładna postać rozkładu opóźnienia, a nie tylko jego
wartość średnia, należy zastosować algorytm do odwracania podwójnej transformaty
Laplace’a. Algorytm taki został przedstawiony w podrozdziale 5.1.2.

2.2.4. Okres przepełnienia bufora

Jak już zostało wcześniej powiedziane, jednym z ważniejszych zjawisk wpływaj ↪acych
na wydajność kolejkowania ruchu w sieciach pakietowych s ↪a straty, tzn. pakiety,
które zostały utracone w czasie przeci ↪ażenia sieci na skutek przepełnienia buforów.
Podstawowymi parametrami, które opisuj ↪a to zjawisko, s ↪a prawdopodobieństwo prze-
pełnienia bufora Φ(b) oraz współczynnik strat – parametry te zostały omówione
w podrozdziale 2.2.1.

Jak si ↪e jednak okazuje, parametry te nios ↪a bardzo ogóln ↪a informacj ↪e dotycz ↪ac ↪a
procesu strat i informacja ta jest czasami niewystarczaj ↪aca.

Przykładowo, zastosowanie techniki FEC7 pozwala znacz ↪aco zwi ↪ekszyć tolero-
wany współczynnik strat pakietów. Technika FEC polega na tym, że do każdego
bloku k wysyłanych pakietów dodaje si ↪e h pakietów nadmiarowych, tak aby utrata
dowolnych h pakietów z bloku k + h nie powodowała konieczności retransmisji
(tzn. informacja może zostać odtworzona). Jak widać z tego opisu, przy zastosowaniu
FEC nie tyle istotny staje si ↪e współczynnik strat, co statystyczna struktura strat. In-
nymi słowy, ważne jest, czy straty maj ↪a tendencj ↪e do grupowania si ↪e, wyst ↪epowania
w dużych blokach, czy też s ↪a raczej równomiernie rozłożone w czasie.

6Można też wyznaczyć momenty wyższych rz
↪
edów w stanie ustalonym. Wi

↪
ecej informacji na temat

obliczania momentów rozkładów przy pomocy ich transformat można znaleźć w [44].
7Forward Error Correction (zobacz np. w [110]). Przykłady zastosowania techniki FEC w sieciach

pakietowych można znaleźć w [123, 177, 157, 36, 164].
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Podobny efekt obserwujemy przy transmisji VBR (Variable Bit Rate) strumieni
video, gdzie na jakość przekazu odbieran ↪a przez użytkownika wi ↪ekszy wpływ maj ↪a
bloki utraconych pakietów niż nawet duże, ale równomiernie rozłożone w czasie
straty.

W zwi ↪azku z tym do opisu procesu strat stosuje si ↪e uzupełniaj ↪ace charakterystyki,
pozwalaj ↪ace ocenić statystyczn ↪a struktur ↪e tych strat.

okresy przepełnienia bufora

b

t

X(t)

β1 β2 β3

Rys. 2.1. Przykładowa ewolucja długości kolejki w systemie z buforem o rozmiarze b
Fig. 2.1. Sample evolution of the queue size process in a system with a buffer of size b

Pierwsz ↪a tego typu charakterystyk ↪a jest rozkład długości okresu przepełnienia
bufora. Okresy przepełnienia bufora dla przykładowej ewolucji procesu długości
kolejki pokazuje rys. 2.1. Ponieważ w okresie przepełnienia nadchodz ↪ace pakiety s ↪a
kolejno tracone, to rozkład długości okresu przepełnienia wpływa na rozkład liczby
pakietów, które zostały utracone jeden po drugim.

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e właśnie rozkładem długości okresu przepełnie-
nia bufora. Rozpoczniemy od pierwszego okresu przepełnienia bufora, tzn. β1 na
rys. 2.1. Formalnie pierwszy okres przepełnienia definiuje si ↪e jako

β1 = ζ − τ,

gdzie τ oznacza pierwszy czas przepełnienia bufora, tzn.

τ = inf{t > 0 : X(t) = b}, (2.36)

zaś ζ oznacza pierwszy po czasie τ czas ukończenia obsługi.
Z definicji tej wynika natychmiast, że okres przepełnienia bufora jest równo-

znaczny z czasem obsługi pozostałym po osi ↪agni ↪eciu przez długość kolejki poziomu b.
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Oznaczmy przez Hn(t) dystrybuant ↪e rozkładu pierwszego okresu przepełnienia
bufora, tzn.

Hn(t) = P(β1 < t|X(0) = n),

gdzie 0 ≤ n < b.

Twierdzenie 2.3. W systemie M/G/1/b rozkład pierwszego okresu przepełnienia bu-
fora ma postać

Hn(t) =1 −
∑b−1

k=1(Rb−k −Rb−1−k)vk(t)∑b−1
k=0(Rb−k −Rb−1−k)ak

(Rb−n−1 + δ0,b−n−1)

+

b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k, (2.37)

gdzie

vk(t) = λ

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))

e−λu(λu)k−1

(k − 1)!
du, k = 1, 2 . . . ,

ci ↪ag ak = ak(0) jest określony w (2.6) oraz ci ↪ag Rk jest potencjałem dla ci ↪agu ak.

Dowód Twierdzenia 2.3. Jeżeli system pocz ↪atkowo nie jest pusty, to stosuj ↪ac
wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪edem pierwszego czasu ukończenia
obsługi u, otrzymujemy układ równań dla 0 < n < b:

P(β1 > t|X(0) = n)

=

b−n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(β1 > t|X(0) = n+ k − 1)

e−λu(λu)k

k!
dF (u)

+

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
λ
e−λv(λv)b−n−1

(b− n− 1)!
I(u− v > t)dv, (2.38)

gdzie

I(x > y) =

{
1 dla x > y,

0 dla x ≤ y.

Pierwszy składnik (2.38) odpowiada sytuacji, w której do chwili pierwszego
ukończenia obsługi u nie wyst ↪apiło przepełnienie, tzn. w czasie (0, u] przybyło
najwyżej b − n − 1 pakietów. Drugi składnik (2.38) odpowiada sytuacji, w której
(b− n− 1)-szy pakiet pojawia si ↪e w chwili v, gdzie v < u, i wtedy

P(β1 > t) = I(u− v > t).
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G ↪estość rozkładu czasu pojawienia si ↪e (b− n− 1)-szego pakietu ma postać

λ
e−λv(λv)b−n−1

(b− n− 1)!

(zobacz (2.3)).
Dla systemu, który jest pusty w chwili t = 0, możemy napisać nast ↪epuj ↪ace

równanie:
P(β1 > t|X(0) = 0) = P(β1 > t|X(0) = 1). (2.39)

Innymi słowy, rozkład β1 jest taki sam dla pocz ↪atkowo pustego systemu, jak dla
systemu z jednym pakietem. Wynika to z faktu, że system, który jest pocz ↪atkowo
pusty, musi przed przepełnieniem bufora choć raz zawierać dokładnie jeden pakiet.

W dalszych obliczeniach użyjemy skróconego zapisu:

χn(t) = P(β1 > t|X(0) = n).

Stosuj ↪ac ten zapis do (2.38) i (2.39) oraz wykonuj ↪ac całkowanie przez cz ↪eści dru-
giego składnika (2.38), otrzymujemy

χn(t) =

b−n−1∑

k=0

χn+k−1(t)ak + vb−n(t), 0 < n < b (2.40)

i
χ0(t) = χ1(t). (2.41)

Wykonuj ↪ac podstawienie
xn(t) = χb−n(t),

z (2.40) i (2.41) dostajemy:

n−1∑

k=−1

ak+1xn−k(t) − xn(t) = ψn(t), 0 < n < b, (2.42)

xb(t) = xb−1(t) (2.43)

dla
ψn(t) = x1(t)an − vn(t).

Zauważmy, że (2.42) ma dokładnie tak ↪a sam ↪a postać jak (1.10). Zatem możemy
zastosować Twierdzenie 1.4. Otrzymujemy rozwi ↪azanie postaci

xn(t) = c(t)Rn +

n∑

k=1

ψk(t)Rn−k, n ≥ 1. (2.44)
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Wstawiaj ↪ac n = 1 do (2.44), obliczamy c(t)

c(t) =
x1(t)

R1
.

Dalej, podstawiaj ↪ac n = b oraz n = b − 1 do (2.44) oraz stosuj ↪ac (2.43), obliczamy
x1(t):

x1(t) =

∑b−1
k=1(Rb−k −Rb−1−k)vk(t)∑b−1

k=0(Rb−k −Rb−1−k)ak

. (2.45)

Podstawienie odwrotne χn za xb−n w (2.44) daje

χn(t) = x1(t)

b−n∑

k=0

akRb−n−k −
b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k. (2.46)

Ponieważ, zgodnie z (1.12)

b−n∑

k=0

akRb−n−k = Rb−n−1 + δ0,b−n−1,

z (2.46) dostajemy

χn(t) =

∑b−1
k=1(Rb−k −Rb−1−k)vk(t)∑b−1

k=0(Rb−k −Rb−1−k)ak

(Rb−n−1 + δ0,b−n−1)

−
b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k,

co kończy dowód Twierdzenia 2.3. �

Obliczymy teraz przy pomocy Twierdzenia 2.3 rozkład pierwszego okresu prze-
pełnienia, przy założeniu że czas obsługi jest wykładniczy, tzn. F (x) = 1 − e−µx.
W tym celu wyznaczymy najpierw wszystkie ci ↪agi wyst ↪epuj ↪ace w (2.37). Po pierw-
sze, mamy:

ak =

∫ ∞

0

e−λu(λu)k

k!
µe−µudu =

µλk

(µ+ λ)k+1
, k ≥ 0,

vk(t) = λ

∫ ∞

0
e−µ(u+t) e

−λu(λu)k−1

(k − 1)!
du = e−µt

(
λ

µ+ λ

)k

, k ≥ 1.
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Jak widać, oba te ci ↪agi s ↪a ci ↪agami geometrycznymi z tym samym ilorazem λ
µ+λ . Po

drugie, stosuj ↪ac definicj ↪e potencjału Rk, otrzymujemy

Rk =

k∑

i=0

(
λ

µ

)i

, k ≥ 1,

oraz

Rk −Rk−1 =

(
λ

µ

)k

+ δ0,k−1, k ≥ 1.

Nast ↪epnie możemy obliczyć x1(t):

x1(t) =

∑b−1
k=1(Rb−k −Rb−1−k)vk(t)∑b−1

k=0(Rb−k −Rb−1−k)ak

=

e−µt
∑b−1

k=1

(
λ

µ+λ

)k
((

λ
µ

)b−k
+ δ0,b−k−1

)

µ
µ+λ

∑b−1
k=0

(
λ

µ+λ

)k
((

λ
µ

)b−k
+ δ0,b−k−1

)

= e−µt.

Wreszcie, bior ↪ac pod uwag ↪e, że

b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k =

{
e−µt

∑b−n−1
k=1

(
λ
µ

)k
dla b− n > 1,

0 dla b− n = 1.

z (2.37) dostajemy

Hn(t) = 1 − e−µt

dla każdego 0 ≤ n < b. A zatem, w wypadku gdy czas obsługi ma rozkład
wykładniczy, okres przepełnienia bufora też ma rozkład wykładniczy z takim samym
parametrem µ i rozkład ten nie zależy od pocz ↪atkowej długości kolejki n. Wynik taki
jest oczywiście zwi ↪azany z własności ↪a braku pami ↪eci rozkładu wykładniczego.

Zauważmy, że Twierdzenie 2.3 podaje bezpośrednio wzór na dystrybuant ↪e rozkła-
du, bez użycia transformat, dlatego łatwo stosuje si ↪e je do obliczeń numerycznych.
Łatwo możemy też wyznaczyć g ↪estość rozkładu β1, tzn.

hn(t) =
dHn(t)

dt
.
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Twierdzenie 2.4. Jeżeli rozkład czasu obsługi ma g ↪estość fg(t), to g ↪estość rozkładu
pierwszego okresu przepełnienia bufora w systemie M/G/1/b ma postać

hn(t) = −
∑b−1

k=1(Rb−k −Rb−1−k)wk(t)
∑b−1

k=0(Rb−k −Rb−1−k)ak

(Rb−n−1 + δ0,b−n−1)

+

b−n∑

k=1

wk(t)Rb−n−k, (2.47)

gdzie

wk(t) = −λ
∫ ∞

0
fg(u+ t)

e−λu(λu)k−1

(k − 1)!
du, k = 1, 2 . . . .

Dowód tego twierdzenia jest bardzo prosty, wystarczy jedynie zróżniczkować
wzór (2.37). �

Do tej pory zajmowaliśmy si ↪e tylko rozkładem β1, tzn. rozkładem pierwszego
okresu przepełnienia bufora. Rozkład ten zależy od pocz ↪atkowej długości kolejki,
czyli od X(0). Jak si ↪e okazuje, stosuj ↪ac już otrzymane rezultaty, nietrudno znaleźć
rozkłady kolejnych okresów przepełnienia, tzn. βk, k ≥ 2. W tym celu zauważmy, że
zaraz po pierwszym okresie przepełnienia długość kolejki w systemie wynosi zawsze
b− 1. Tak wi ↪ec b− 1 jest pocz ↪atkow ↪a długości ↪a kolejki dla drugiego, trzeciego, itd.
okresu przepełnienia. W zwi ↪azku z tym wszystkie βk, k ≥ 2 maj ↪a taki sam rozkład
i jest on określony dystrybuant ↪a Hb−1(t) lub g ↪estości ↪a hb−1(t). Zwróćmy jeszcze
uwag ↪e, że dla n = b − 1 wzór (2.37) redukuje si ↪e do swojej najprostszej postaci,
tzn. 1 − x1(t), gdzie x1(t) obliczamy, korzystaj ↪ac z (2.45).

Rozważania te możemy podsumować w formie nast ↪epuj ↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 2.5. W systemie M/G/1/b rozkład βk dla k ≥ 2 nie zależy od k i jego
dystrybuanta ma postać

P(βk < t) = Hb−1(t) = 1 −
∑b−1

i=1 (Rb−i −Rb−1−i)vi(t)∑b−1
i=0(Rb−i −Rb−1−i)ai

. (2.48)

Jeżeli rozkład czasu obsługi ma g ↪estość fg(t), to g ↪estość rozkładu βk, k ≥ 2 ma
postać

hb−1(t) = −
∑b−1

i=1 (Rb−i −Rb−1−i)wi(t)∑b−1
i=0(Rb−i −Rb−1−i)ai

. (2.49)

�
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Skoro rozkłady wszystkich βk dla k ≥ 2 s ↪a takie same, wi ↪ec również rozkład
graniczny przy k → ∞ istnieje i jest taki jak w (2.48). W zwi ↪azku z tym można
powiedzieć, że (2.48) jest również rozkładem okresu przepełnienia bufora dla stanu
ustalonego.

2.2.5. Liczba strat w okresie przepełnienia bufora

Badany w poprzednim podrozdziale rozkład okresu przepełnienia bufora miał na
celu opisanie statystycznej struktury kolejnych strat pakietów, tzn. tendencji do
wyst ↪epowania strat w grupach. Maj ↪ac do dyspozycji wzory opisuj ↪ace rozkład okresu
przepełnienia, możemy łatwo napisać wzory opisuj ↪ace rozkład liczby kolejnych strat
pakietów w okresie przepełnienia bufora.

Przez γk b ↪edziemy oznaczali liczb ↪e pakietów utraconych w k-tym okresie przepeł-
nienia. Wykorzystuj ↪ac wzór (2.2) i wyniki poprzedniego rozdziału, otrzymujemy
natychmiast nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 2.6. W systemie M/G/1/b rozkład liczby pakietów utraconych w pierw-
szym okresie przepełnienia bufora ma postać

qn(l) = P(γ1 = l|X(0) = n) =

∫ ∞

0

e−λt(λt)l

l!
dHn(t), (2.50)

zaś rozkład liczby pakietów utraconych w k-tym, k ≥ 2, okresie przepełnienia ma
postać

q(l) = P(γk = l) =

∫ ∞

0

e−λt(λt)l

l!
dHb−1(t) (2.51)

i nie zależy od k. Dystrybuanty Hn(t) i Hb−1(t) maj ↪a postać odpowiednio jak w
(2.37) i (2.48).

�

Jeżeli ponadto rozkład czasu obsługi ma g ↪estość fg(t), to całki Stieltjesa wyst ↪epu-
j ↪ace w (2.50) i (2.51) redukuj ↪a si ↪e do zwykłych całek i mamy wtedy

qn(l) = P(γ1 = l|X(0) = n) =

∫ ∞

0

e−λt(λt)l

l!
hn(t)dt, (2.52)

q(l) = P(γk = l) =

∫ ∞

0

e−λt(λt)l

l!
hb−1(t)dt, k ≥ 2, (2.53)

gdzie g ↪estości hn(t) i hb−1(t) maj ↪a postać odpowiednio jak w (2.47) i (2.49).
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Korzystaj ↪ac z powyższych wzorów możemy bez trudu wyznaczać rozkłady liczby
pakietów traconych kolejno w okresie przepełnienia bufora. Pojawia si ↪e jednak
ciekawe pytanie: czy rozkład ten nie jest funkcj ↪a współczynnika strat pakietów?
Gdyby tak było, jego wyznaczanie nie byłoby celowe, wystarczyłoby obliczenie
Φ(b). Innymi słowy, pytanie brzmi: czy w ogóle jest możliwe, że w dwóch systemach
współczynnik strat jest taki sam, np. 1%, ale w jednym systemie straty pojawiaj ↪a si ↪e
w dużych grupach, a w drugim s ↪a raczej równomiernie rozproszone w czasie?

Odpowiedź na to pytanie jest twierdz ↪aca. Ponadto, statystyczna struktura strat
może być różna pomimo wielu wspólnych parametrów, nie tylko współczynnika
strat. Aby to udowodnić, przeanalizujemy teraz kilka par prostych systemów. Każda
para została dobrana tak, by współczynnik strat był taki sam w obydwu wypadkach.

Przykład 2.1. W pierwszym przykładzie b
↪
edziemy analizować System A, w którym czas

obsługi jest stały i równy 1 oraz System B z wykładniczym czasem obsługi. Ponadto założy-
my taki sam rozmiar bufora w obu systemach. Dokładna parametryzacja systemów A i B
przedstawia si

↪
e nast

↪
epuj

↪
aco:

System A:

λ = 0.2, b = 5, F (t) =

{
0 dla x ≤ 1,
1 dla x > 1.

System B:
λ = 9.82711 · 10−2, b = 5, F (t) = 1 − e−t.

Intensywność λ w Systemie B została tak dobrana, by w obu systemach współczynnik strat
Φ(b) (obliczony wg (2.24)) był taki sam. Jego wspólna wartość wynosi

LR = Φ(b) = 8.2643 · 10−6.

G
↪
estości rozkładów okresów przepełnienia dla systemów A i B s

↪
a przedstawione na rys. 2.2,

zaś prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora zawiera
tab. 2.1.

Jak widzimy na rys. 2.2, różnice mi
↪
edzy g

↪
estościami okresów przepełnienia bufora s

↪
a

znaczne. Musi to oczywiście wpływać na statystyczn
↪
a struktur

↪
e strat. Rzeczywiście, praw-

dopodobieństwo utraty trzech pakietów pod rz
↪
ad w okresie przepełnienia jest w Systemie B

sześciokrotnie wi
↪
eksze i ta różnica pogł

↪
ebia si

↪
e, gdy l rośnie. Utrata pi

↪
eciu pakietów pod

rz
↪
ad jest już pi

↪
ećdziesi

↪
eciokrotnie bardziej prawdopodobna w Systemie B niż w Systemie A.
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Rys. 2.2. G
↪
estość rozkładu okresu przepełnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A i

B (Przykład 2.1)
Fig. 2.2. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state

(Example 2.1)

l q(l) (System A) q(l) (System B)
1 5.5024 · 10−2 8.1471 · 10−2

2 2.6790 · 10−3 7.2899 · 10−3

3 1.0987 · 10−4 6.5229 · 10−4

4 3.8484 · 10−6 5.8365 · 10−5

5 1.1684 · 10−7 5.2224 · 10−6

6 3.1173 · 10−9 4.6729 · 10−7

7 7.3984 · 10−11 4.1812 · 10−8

8 1.5787 · 10−12 3.7413 · 10−9

9 3.0565 · 10−14 3.3476 · 10−10

10 5.4120 · 10−16 2.9954 · 10−11

Tab. 2.1. Prawdopodobieństwo utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora w
stanie ustalonym (Przykład 2.1)

Przykład 2.2. W poprzednim przekładzie rozmiar bufora był taki sam w obu systemach.
W tym przykładzie wspólna b

↪
edzie intensywność strumienia wejściowego, mianowicie:

System A:

λ = 0.5217976, b = 10, F (t) =

{
0 dla x ≤ 1,
1 dla x > 1.
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System B:
λ = 0.5217976, b = 17, F (t) = 1− e−t.

Wspólna wartość współczynnika strat wynosi teraz

LR = 7.5362 · 10−6.

Ponieważ średni czas obsługi w obu systemach jest taki sam, również obci
↪
ażenie 8 obydwu

systemów jest takie samo i wynosi

ρ = 52.181%.

G
↪
estości rozkładów okresów przepełnienia dla systemów A i B s

↪
a przedstawione na rys. 2.3,

zaś prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora zawiera
tab. 2.2.
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HtL System A

System B

Rys. 2.3. G
↪
estość rozkładu okresu przepełnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A i

B (Przykład 2.2)
Fig. 2.3. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state

(Example 2.2)

Podobnie jak w poprzednim przykładzie, mamy tu do czynienia ze znaczn
↪
a różnic

↪
a

w strukturze strat kolejnych pakietów.

Przykład 2.3. W tym przykładzie pokażemy, że statystyczna struktura strat może być różna
w dwóch systemach, pomimo że rozkład czasu obsługi jest identyczny. Przykładowa para-
metryzacja tych systemów może być nast

↪
epuj

↪
aca.

8Przez obci
↪

ażenie w tej pracy rozumiemy zawsze obci
↪
ażenie oferowane, tzn. iloczyn intensywności

strumienia wejściowego i średniego czasu obsługi. W teorii ruchu iloczyn taki nazywany jest też
ruchem oferowanym, w odróżnieniu od ruchu załatwianego, tzn. iloczynu intensywności strumienia
wyjściowego i średniego czasu obsługi.
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l q(l) (System A) q(l) (System B)
1 0.1556 · 10−1 2.2531 · 10−1

2 2.2858 · 10−2 7.7256 · 10−2

3 2.6918 · 10−3 2.6490 · 10−2

4 2.6248 · 10−4 9.0829 · 10−3

5 2.1757 · 10−5 3.1144 · 10−3

6 1.5651 · 10−6 1.0679 · 10−3

7 9.9321 · 10−8 3.6615 · 10−4

8 5.6347 · 10−9 1.2555 · 10−4

9 2.8888 · 10−10 4.3048 · 10−5

10 1.3506 · 10−11 1.4760 · 10−5

Tab. 2.2. Prawdopodobieństwo utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora
w stanie ustalonym (Przykład 2.2)

System A:

λ = 0.2, b = 5, F (t) =

{
0 dla x ≤ 1,
1 dla x > 1.

System B:

λ = 0.9085966, b = 50, F (t) =

{
0 dla x ≤ 1,
1 dla x > 1.

Tak wi
↪
ec w obydwu systemach mamy do czynienia ze stałym czasem obsługi równym 1.

Wspólna wartość współczynnika strat wynosi teraz

LR = 8.2643 · 10−6.

Wykresy g
↪
estości hb−1(t) w obydwu systemach przedstawia rys. 2.4, zaś prawdopodo-

bieństwa q(l) przedstawia tab. 2.3. Jak widzimy, różnice w strukturze strat pakietów s
↪
a jesz-

cze wi
↪
eksze niż w poprzednich wypadkach – prawdopodobieństwo utraty trzech pakietów

pod rz
↪
ad w okresie przepełnienia różni si

↪
e w obu systemach o dwa rz

↪
edy wielkości.

Przykłady 2.1, 2.2 i 2.3 pokazuj ↪a, że nawet w wypadku prostych systemów mog ↪a
wyst ↪epować duże różnice w statystycznej strukturze strat kolejnych pakietów i to
pomimo jednakowych wartości współczynnika strat, obci ↪ażenia, intensywności stru-
mienia wejściowego czy czasu obsługi. Można pokazać też (zob. [55]), że struktura
strat może być różna w systemach z jednakowym buforem i jednakowym współczyn-
nikiem strat.

Różnice te mog ↪a być jeszcze bardziej istotne w wypadku bardziej złożonych sys-
temów, które b ↪ed ↪a omawiane w nast ↪epnych rozdziałach.
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↪
estość rozkładu okresu przepełnienia bufora w stanie ustalonym w systemach A
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Fig. 2.4. Probability density of the buffer overflow period in systems A and B in steady state

(Example 2.3)

2.3. Kolejkowanie złożonego procesu Poissona

Złożony proces Poissona tym różni si ↪e od (zwykłego) procesu Poissona, że zdarzenia
pojawiaj ↪a si ↪e nie pojedynczo, lecz w grupach. Rozmiary kolejnych grup zdarzeń
b ↪edziemy oznaczać α1, α2, . . .. Tak jak poprzednio, czas pomi ↪edzy pojawieniem si ↪e
kolejnych grup zdarzeń jest wykładniczy i ma g ↪estość

g(x) = λe−λx, x > 0. (2.54)

Wszystkie αk s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkładzie pra-
wdopodobieństwa opisanym ci ↪agiem pi, gdzie

pi = P(αk = i)

oznacza prawdopodobieństwo pojawienia si ↪e grupy o rozmiarze i.
Złożony proces Poissona również cechuje si ↪e brakiem pami ↪eci. Ponadto, w do-

wodach b ↪edziemy korzystać z nast ↪epuj ↪acych jego własności.
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l q(l) (System A) q(l) (System B)
1 5.5024 · 10−2 2.4840 · 10−1

2 2.6790 · 10−3 6.7906 · 10−2

3 1.0987 · 10−4 1.4501 · 10−2

4 3.8484 · 10−6 2.5294 · 10−3

5 1.1684 · 10−7 3.7207 · 10−4

6 3.1173 · 10−9 4.7261 · 10−5

7 7.3984 · 10−11 5.2787 · 10−6

8 1.5787 · 10−12 5.2588 · 10−7

9 3.0565 · 10−14 4.7267 · 10−8

10 5.4120 · 10−16 3.8694 · 10−9

Tab. 2.3. Prawdopodobieństwo utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora w
stanie ustalonym (Przykład 2.3)

• Rozkład prawdopodobieństwa N(t), tzn. liczby zdarzeń pojawiaj ↪acych si ↪e
w dowolnym przedziale czasu o długości t, ma postać

mk(t) = P(N(t) = k) =
∞∑

i=0

e−λt(λt)i

i!
P(

i∑

j=1

αj = k)

=

∞∑

i=0

e−λt(λt)i

i!
pi∗

k , (2.55)

gdzie pi∗
k oznacza i-krotny splot ci ↪agu pk, tzn.

p0∗
k = δk0, p

(i+1)∗
k =

k∑

j=0

pjp
i∗
k−j, i = 0, 1, 2, . . . .

• Funkcja tworz ↪aca dla rozkładu prawdopodobieństwa N(t) ma postać

∞∑

k=0

zk
P(N(t) = k) = e−λt(1−p(z)),

gdzie

p(z) =
∞∑

i=0

zipi.
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• Czas pojawienia si ↪e k-tego zdarzenia, licz ↪ac od chwili 0, ma nast ↪epuj ↪ac ↪a g ↪e-
stość rozkładu prawdopodobieństwa

sk(t) =

∞∑

i=1

λe−λt(λt)i−1

(i− 1)!
ck,i, (2.56)

gdzie

ck,i = P(

i−1∑

j=1

αj < k ≤
i∑

j=1

αj) =

k−1∑

m=0

(p(i−1)∗
m − pi∗

m).

Innymi słowy, ck,i oznacza prawdopodobieństwo, że k-te zdarzenie pojawiło
si ↪e w i-tej grupie zdarzeń.

Złożony process Poissona, ze wzgl ↪edu na swoj ↪a bardziej skomplikowan ↪a struk-
tur ↪e, ma dużo wi ↪eksze możliwości modelowania ruchu w sieciach pakietowych niż
proces Poissona. Modelowanie to może si ↪e odbywać na dwóch poziomach:

1. Zdarzenia mog ↪a reprezentować np. pakiety IP czy komórki ATM w całości,
tzn. jedno zdarzenie = jeden pakiet. Wówczas grupowa struktura może zostać
wykorzystana do modelowania spi ↪etrzeń (ang. burstiness) w ruchu sieciowym.
Przykładowo, ustawienie dużej wartości p1 (np. p1 = 0.99) powoduje, że przez
wi ↪eksz ↪a cześć czasu mamy do czynienia ze zwykłym procesem Poissona, cza-
sami jednak b ↪edzie si ↪e pojawiała wi ↪eksza grupa pakietów jednocześnie (burst).

2. Zdarzenia mog ↪a reprezentować nie pakiety, lecz pojedyncze bajty. Wówczas
cała grupa zdarzeń reprezentuje jeden pakiet o rozmiarze równym rozmiarowi
grupy, np. αi = 1500 oznacza pojawienie si ↪e i-tego pakietu o rozmiarze
1500 bajtów. Podejście to umożliwia uwzgl ↪ednienie rozkładu rozmiaru pa-
kietów IP, co (jak udowodniono w [182]) jest konieczne przy bardzo precyzyj-
nym wyznaczaniu charakterystyk kolejkowania.

Analiza kolejkowania złożonego procesu Poissona nie odbiega bardzo istotnie od
tej w wypadku prostego procesu Poissona. Pewne utrudnienia s ↪a zwi ↪azane z grupow ↪a
struktur ↪a strumienia wejściowego – można jednak je przezwyci ↪eżyć, stosuj ↪ac tech-
niki oparte na funkcjach tworz ↪acych. Zostanie to pokazane na przykładzie okresu
przepełnienia bufora oraz czasu do przepełnienia bufora. Pozostałe charakterystyki,
takie jak rozkład długości kolejki czy opóźnienia, można wyznaczyć w podobny
sposób.
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2.3.1. Okres przepełnienia bufora

Rozpoczniemy od wyznaczenia dystrybuanty rozkładu pierwszego okresu przepeł-
nienia bufora, tzn.

Hn(t) = P(β1 < t|X(0) = n).

Twierdzenie 2.7. W systemie MX/G/1/b rozkład pierwszego okresu przepełnienia
bufora ma postać

Hn(t) =1 −
(
1 −Hb−1(t)

)
(Rb−n−1 + δ0,b−n−1)

+
b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k, 0 ≤ n ≤ b− 2, (2.57)

gdzie

Hb−1(t) =1 −
[ b∑

k=1

( k∑

i=1

vi(t)Rk−ipb−k − vk(t)Rb−k

)

− (1 − F (t))(1−
b−1∑

k=0

pk)
]/[ b∑

k=1

Rk−1pb−k + pb−1 −Rb−1 − δb,1

]
,

(2.58)

zaś ci ↪agi Rk i vk(t) s ↪a określone przez nast ↪epuj ↪ace funkcje tworz ↪ace:

R(z) =
∞∑

k=0

zkRk =
z

f(λ(1 − p(z)) − z
, (2.59)

v(z, t) =
∞∑

k=1

zkvk(t)

=
λz(1 − p(z))

1 − z

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))e−λu(1−p(z))du. (2.60)

Dowód Twierdzenia 2.7. Zakładamy najpierw, że X(0) ∈ [1, b − 1]. Stosuj ↪ac
wzór na prawdopodobieństwo całkowite, otrzymujemy

P(β1 > t|X(0) = n)

=

b−n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(β1 > t|X(0) = n+ k − 1)mk(u)dF (u)

+

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
I(u− v > t)sb−n(v)dv, (2.61)

gdzie mk(u) i sk(v) s ↪a określone odpowiednio przez (2.55) i (2.56).
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Pierwsza cz ↪eść (2.61) odpowiada przypadkowi, w którym do pierwszego czasu
ukończenia obsługi u nie nast ↪epuje przepełnienie bufora, tzn. liczba zdarzeń w prze-
dziale (0, u] jest mniejsza niż b − n. Druga cz ↪eść (2.61) odpowiada przypadkowi,
w którym nast ↪epuje przepełnienie bufora w chwili v, v < u. Wtedy β1 = u − v i
P(β1 > t) = I(u− v > t).

Załóżmy teraz, że X(0) = 0. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite
ze wzgl ↪edu na rozmiar pierwszej grupy zdarzeń, otrzymujemy

P(β1 > t|X(0) = 0) =

∞∑

k=0

P(β1 > t|X(0) = 0, α1 = k)pk

=

b−1∑

k=0

P(β1 > t|X(0) = k)pk + (1 − F (t))

∞∑

k=b

pk. (2.62)

Pierwsza cz ↪eść (2.62) odpowiada zdarzeniu α1 < b, zaś druga zdarzeniu α1 ≥ b.
W tym drugim wypadku zachodzi, oczywiście, P(β1 > t) = 1 − F (t).

Wprowadźmy teraz oznaczenia:

χn(t) = P(β1 > t|X(0) = n) = 1 −Hn(t),

ak =
∞∑

i=0

pi∗
k

∫ ∞

0

e−λu(λu)i

i!
dF (u), (2.63)

vk(t) = λ

∞∑

i=1

ck,i

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))

e−λu(λu)i−1

(i− 1)!
du. (2.64)

Wtedy (2.61) i (2.62) możemy zapisać jako

χn(t) =
b−n−1∑

k=0

χn+k−1(t)ak + vb−n(t), 0 < n < b, (2.65)

χ0(t) =

b−1∑

k=0

χk(t)pk + (1 − F (t))

∞∑

k=b

pk, (2.66)

przy czym vb−n(t) w (2.65) otrzymujemy, całkuj ↪ac przez cz ↪eści ostatni człon (2.61).
Układ równań (2.65) ma tak ↪a sam ↪a postać jak (2.40), wi ↪ec może zostać rozwi ↪azany
w ten sam sposób. Ostatecznie otrzymujemy

χn(t) = χb−1(t)
b−n∑

k=0

akRb−n−k −
b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k

= χb−1(t)(Rb−n−1 + δ0,b−n−1) −
b−n∑

k=1

vk(t)Rb−n−k, (2.67)
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gdzie Rk jest potencjałem (1.12) dla ci ↪agu ak określonego w (2.63). Z uwagi na
skomplikowan ↪a postać ak taka postać ci ↪agu Rk jest niewygodna do celów nume-
rycznych. Zamiast niej w tezie twierdzenia pojawił si ↪e zapis Rk wykorzystuj ↪acy
funkcj ↪e tworz ↪ac ↪a. Istotnie, łatwo pokazać, że funkcja tworz ↪aca potencjału dla ci ↪agu
ak z (2.63), tzn.

R(z) =
∞∑

k=0

zkRk, (2.68)

ma postać (2.59). Podobnie, funkcja tworz ↪aca dla ci ↪agu vk(t) zdefiniowanego w (2.64)
ma postać (2.60).

Bazuj ↪ac na (2.67), możemy łatwo skończyć dowód. Wzór dla χb−1(t) znajdu-
jemy przy pomocy (2.67) i (2.66). Podstawiaj ↪ac Hb−1(t) = 1 − χb−1(t), dostajemy
nast ↪epnie (2.58). Ostatecznie, (2.57) wynika z (2.67). �

W Twierdzeniu 2.7, inaczej niż w poprzednich podrozdziałach, ci ↪agi Rk i vk(t)

s ↪a określone przez swoje funkcje tworz ↪ace. W zwi ↪azku z tym, by można je było
wykorzystać w praktyce, konieczne jest odwracanie funkcji tworz ↪acych. Jedna z
metod służ ↪acych do tego celu jest opisana w podrozdziale 5.1.3.

Różniczkuj ↪ac (2.57), (2.58) i (2.60), możemy łatwo otrzymać g ↪estości pierw-
szego okresu przepełnienia bufora.

Twierdzenie 2.8. Jeżeli rozkład czasu obsługi ma g ↪estość fg(t), to g ↪estość rozkładu
pierwszego okresu przepełnienia bufora w systemie MX/G/1/b ma postać

hn(t) = hb−1(t)(Rb−n−1 +δ0,b−n−1)+

b−n∑

k=1

wk(t)Rb−n−k, 0 ≤ n ≤ b−2, (2.69)

gdzie

hb−1(t) = −
∑b

k=1

(∑k
i=1 wi(t)Rk−ipb−k−wk(t)Rb−k

)
+fg(t)(1 −∑b−1

k=0 pk)
∑b

k=1Rk−1pb−k + pb−1 −Rb−1 − δb,1
,

(2.70)
ci ↪ag wk(t) ma funkcj ↪e tworz ↪ac ↪a

w(z, t) =

∞∑

k=1

zkwk(t) = −λz(1 − p(z))

1 − z

∫ ∞

0
fg(u+ t)e−λu(1−p(z))du, (2.71)

zaś Rk jest określone w (2.59).
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W ten sposób możemy zakończyć analiz ↪e β1, tzn. pierwszego okresu przepełnie-
nia bufora. Dla każdego kolejnego okresu przepełnienia bufora pocz ↪atkow ↪a długości ↪a
kolejki jest b− 1, mamy zatem:

Twierdzenie 2.9. W systemie MX/G/1/b rozkład βk dla k ≥ 2 nie zależy od k i
jego dystrybuanta ma postać (2.58). Jeżeli rozkład czasu obsługi ma g ↪estość fg(t),
to g ↪estość rozkładu βk, k ≥ 2 ma postać (2.70). Ponadto (2.58), jako rozkład gra-
niczny dla k → ∞, jest również rozkładem okresu przepełnienia bufora dla stanu
ustalonego.

Ponieważ (2.58) i (2.70) maj ↪a dość skomplikowan ↪a postać i ponadto wymagaj ↪a
odwracania funkcji tworz ↪acych, pojawia si ↪e pytanie, czy nie można znaleźć prost-
szych wzorów przybliżonych, które można by było stosować w pewnych sytuacjach.

Okazuje si ↪e, że można znaleźć wzory aproksymuj ↪ace (2.58) i (2.70), w wypadku
gdy rozmiar bufora jest duży. Rozpoczniemy od wyznaczenia

H(t) = lim
b→∞

Hb−1(t).

Postać wzoru na H(t) zależeć b ↪edzie od obci ↪ażenia (oferowanego) systemu

ρ = λ α S, (2.72)

gdzie α oznacza średni rozmiar grupy w złożonym procesie Poissona, zaś S to średni
czas obsługi. Wykorzystuj ↪ac własności transformat, obci ↪ażenie możemy też obliczyć
jako

ρ = −λp′(1)f ′(0). (2.73)

Twierdzenie 2.10. Rozkład okresu przepełnienia bufora systemie MX/G/1/b dla
dużych b ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

1. Jeżeli ρ = 1, to

H(t) = 1 − λp′(1)

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))du. (2.74)

2. Jeżeli ρ 6= 1, to

H(t) = 1 − λ
1 − p(z0)

1 − z0

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))e−λu(1−p(z0))du, (2.75)

gdzie z0 jest dodatnim i różnym od 1 rozwi ↪azaniem równania

f
(
λ(1 − p(z))

)
= z.
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Zanim udowodnimy to twierdzenie, zauważmy najpierw, że jeżeli ρ > 1, to z0

musi istnieć i 0 < z0 < 1. Wynika to z dwóch faktów. Po pierwsze, pochodna
f(λ(1 − p(z))) w z = 1 jest wi ↪eksza od 1, gdyż

df(λ(1 − p(z)))

dz

∣∣∣∣
z=1

= −λp′(1)f ′(0) = ρ > 1.

Po drugie, mamy
f(λ(1 − p(0))) > 0.

A zatem wykres funkcji
y = f

(
λ(1 − p(z))

)

leży poniżej y = z dla z = 1− i powyżej y = z dla z = 0+. Tak wi ↪ec gdzieś
pomi ↪edzy 0 i 1 znajduje si ↪e ich punkt przeci ↪ecia, czyli z0.

Jeżeli ρ < 1, to pierwiastek z0 może nie istnieć i (2.75) wówczas nie zachodzi.
Tak może si ↪e zdarzyć na przykład wtedy, gdy rozkład czasu obsługi ma ci ↪eżki ogon.
Jednak, jak pokazuje praktyka, w wi ↪ekszości wypadków z0 istnieje i wtedy dla ρ < 1

mamy z0 > 1.
Dowód Twierdzenia 2.10. Załóżmy najpierw, że ρ > 1, i rozważmy zamiast sys-

temuMX/G/1/b systemG/MX/1/∞, tzn. z rozkładem czasu pomi ↪edzy pakietami
F (t), obsług ↪a według złożonego procesu Poissona oraz bez ograniczenia na długość
kolejki (nieskończony bufor). Oczywiście, w systemie G/MX/1/∞ b ↪edzie wtedy
ρ < 1, co zapobiega nieograniczonemu wzrostowi długości kolejki.

Zauważmy, że rozkład β1 dla X(0) = b− 1 w systemie MX/G/1/b z dużym b

jest taki sam jak rozkład pierwszego okresu bezczynności9 w systemie G/MX/1/∞
przy warunku X(0) = 1.

Tak wi ↪ec w tej cz ↪eści dowodu zajmiemy si ↪e wyznaczeniem rozkładu okresu bez-
czynności w systemie G/MX/1/∞. Jego długość b ↪edziemy oznaczać przez ξ.

Wykorzystuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite ze wzgl ↪edu na czas po-
jawienia si ↪e pierwszego pakietu, otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy układ równań:

P(ξ > t|X(0) = n)

=

n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(ξ > t|X(0) = n− k + 1)

∫ ∞

0
mk(u)dF (u)

+

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
sn(v)I(u − v > t)dv, n ≥ 1. (2.76)

9Ang. idle time – czas od osi
↪
agni

↪
ecia przez długość kolejki poziomu 0 (pusty system) do wpływu

pierwszego pakietu.
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Oznaczaj ↪ac

χn(t) = P(ξ > t|X(0) = n),

ψn(t) = anχ1(t) − vn(t),

z (2.76) otrzymujemy, że

n−1∑

k=−1

ak+1χn−k(t) − φn(t) = ψn(t). (2.77)

Na mocy Twierdzenia 1.4 mamy:

χn(t) = cRn +

n∑

k=1

ψk(t)Rn−k, n ≥ 1. (2.78)

Obliczaj ↪ac c = χ1(t)a0 oraz podstawiaj ↪ac

n∑

k=0

akRn−k = Rn−1 + δ0,n−1,

dostajemy nast ↪epnie

χn(t) = χ1(t)(Rn−1 + δ0,n−1) −
n∑

k=1

vk(t)Rn−k. (2.79)

Pozostało nam teraz wyznaczenie χ1(t) = 1 −H(t).
W poprzednich dowodach wykorzystywaliśmy do tego celu warunki brzegowe

dla n = 0. Tutaj nie mamy analogicznego warunku, musimy wi ↪ec zastosować nieco
bardziej wyrafinowane techniki.

Rozważmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e:

B(z, t) =

∞∑

n=2

znχn(t).

Jak łatwo sprawdzić, jest ona dobrze określona co najmniej dla |z| < 1. Dzi ↪eki (2.59)
mamy:

B(z, t) =
z
(
χ1(t)z −

∑∞
i=1 z

ivi(t)
)

f(λ(1 − p(z))) − z
. (2.80)

Tak jak pokazaliśmy przed dowodem twierdzenia, z założenia

−λp′(1)f ′(0) > 1
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wiemy, że mianownik we wzorze (2.80) ma jeden pierwiastek w przedziale (0, 1).
Oznaczmy ten pierwiastek przez z0. Teraz, podstawiaj ↪ac z0 do licznika w (2.80),
dostajemy

χ1(t) =

∞∑

i=0

zi
0vi+1(t)

=λ
1 − p(z0)

1 − z0

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))e−λu(1−p(z0))du,

co kończy dowód w przypadku ρ > 1.
Wracamy teraz do systemu MX/G/1/b. Dla ρ < 1 ci ↪ag Rk ma prost ↪a postać

asymptotyczn ↪a dla dużych k, a mianowicie:

Rk =
1

1 − ρ
− a

zk
0

+ o(z−k
0 ),

gdzie a = −1/ [λp′(z0)f
′(λ(1 − p(z0))) + 1] (zob. [58]).

Wykorzystuj ↪ac ten fakt, wzór (2.75) otrzymamy, obliczaj ↪ac granic ↪e przy b→ ∞
w (2.58). W końcu, (2.74) dla ρ = 1 można łatwo otrzymać, przechodz ↪ac do granicy
z0 → 1 w (2.75). �

Twierdzenie 2.10 ma duże znaczenie praktyczne z dwóch powodów. Po pierw-
sze, rozkład graniczny ma o wiele prostsz ↪a form ↪e niż jego dokładny odpowiednik z
Twierdzenia 2.7. Po drugie, eksperymenty numeryczne pokazuj ↪a, że zwykle Hb−1(t)

bardzo szybko zbiega do H(t), w zwi ↪azku z tym nawet dla małych b, rz ↪edu kilku-
dziesi ↪eciu, można stosować wzory (2.75) i (2.74).

Różniczkuj ↪ac (2.75) i (2.74), możemy otrzymać wzory na g ↪estości okresu prze-
pełnienia dla dużych buforów.

Twierdzenie 2.11. Jeżeli czas obsługi ma g ↪estość fg(t), to g ↪estość rozkładu okresu
przepełnienia bufora w systemie MX/G/1/b dla dużych b ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

1. Jeżeli ρ = 1, to

h(t) = λp′(1)

∫ ∞

0
fg(u+ t)du. (2.81)

2. Jeżeli ρ 6= 1, to

h(t) = λ
1 − p(z0)

1 − z0

∫ ∞

0
fg(u+ t)e−λu(1−p(z0))du, (2.82)

gdzie z0 jest określone tak jak w Twierdzeniu 2.10.
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W praktyce cz ↪esto mamy do czynienia z sytuacj ↪a, w której czas obsługi nie jest
zmienn ↪a losow ↪a i przyjmuje stał ↪a wartość d.

Wówczas powyższe wzory redukuj ↪a si ↪e do prostszej postaci, w szczególności:

R(z) =
z

e−λd(1−p(z)) − z
,

v(z, t) = I(t < d)
z

z − 1
(e−λ(d−t)(1−p(z)) − 1),

H(t) = 1 − I(t < d)
e−λ(d−t)(1−p(z0)) − 1

z0 − 1
dla ρ 6= 1,

H(t) = 1 − I(t < d)λp′(1)(d − t) dla ρ = 1.

2.3.2. Czas do przepełnienia bufora

Czas do przepełnienia bufora jest zdefiniowany jako

τn = inf{t > 0 : X(t) = b|X(0) = n}

i zależy on od pocz ↪atkowej długości kolejki.

Rozkład czasu do przepełnienia bufora wyznaczymy w postaci transformaty

ln(s) =

∫ ∞

0
e−st

P(τn > t)dt.

Twierdzenie 2.12. Transformata rozkładu czasu do przepełnienia bufora w systemie
MX/G/1/b ma postać

ln(s) =
vb(s)

wb(s)

b−n∑

k=0

ak(s)Rb−n−k(s) −
b−n∑

k=1

d̃k(s)Rb−n−k(s), (2.83)

gdzie

ak(s) =

∫ ∞

0
e−stmk(t)dF (t), (2.84)

d̃k(s) =

k−1∑

i=0

∫ ∞

0
e−stmi(t)(1 − F (t))dt, (2.85)
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vb(s) =
λ

s+ λ

b∑

k=1

pb−k

k∑

i=1

d̃i(s)Rk−i(s)

−
b∑

k=1

d̃k(s)Rb−k(s) −
1

s+ λ
, (2.86)

wb(s) =
λ

s+ λ

b∑

k=0

pb−k

k∑

i=0

ai(s)Rk−i(s) −
b∑

k=0

ak(s)Rb−k(s), (2.87)

mk(t) jest określone wzorem (2.55) oraz Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu ak(s).

Dowód Twierdzenia 2.12. Ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite dla pierw-
szej chwili ukończenia obsługi dostajemy dla X(0) > 0, że

P(τn > t) =
b−n−1∑

k=0

∫ t

0
P(τn+k−1 > t− u)mk(u)dF (u)

+(1 − F (t))

b−n−1∑

k=0

mk(t), 0 < n < b. (2.88)

Dla X(0) = 0 mamy z kolei

P(τ0 > t) =

b−1∑

k=0

pk

∫ t

0
P(τk > t− u)λe−λudu+ e−λt. (2.89)

Zastosowanie transformaty Laplace’a do (2.88) i (2.89) daje:

ln(s) =
b−n−1∑

k=0

ln+k−1(s)ak(s) + d̃b−n(s), 0 < n < b, (2.90)

l0(s) =
λ

s+ λ

b−1∑

k=0

pklk(s) +
1

s+ λ
, (2.91)

Podstawiaj ↪ac
ln(s) = ub−n(s),

otrzymujemy

n−1∑

k=−1

un−k(s)ak+1(s) − un(s) = ψn(s), 0 < n < b, (2.92)
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ub(s) =
λ

s+ λ

b−1∑

k=0

pkub−k(s) +
1

s+ λ
, (2.93)

gdzie

ψn(s) = u1(s)an(s) − d̃n(s).

Z Twierdzenia 1.4 wynika, że rozwi ↪azanie układu (2.92) ma postać

un(s) = c(s)Rn(s) +

n∑

k=1

ψk(s)Rn−k(s). (2.94)

Wstawiaj ↪ac n = 1 do (2.94), mamy

c(s) = u1(s)/R1(s),

natomiast ze wzorów (2.93) i (2.94) otrzymujemy

u1(s) =
vb(s)

wb(s)
.

Wreszcie, zapisuj ↪ac (2.94) w postaci

un(s) = u1(s)

n∑

k=0

ak(s)Rn−k(s) −
n∑

k=1

d̃k(s)Rn−k(s),

kończymy dowód twierdzenia. �

Aby obliczyć ak(s) i d̃k(s), możemy ponownie posłużyć si ↪e funkcjami tworz ↪acy-
mi. Jak łatwo sprawdzić, mamy:

a(z, s) =

∞∑

k=0

zkak(s) = f(s+ λ(1 − p(z))),

d̃(z, s) =
∞∑

k=1

zkd̃k(s) =
z[1 − f(s+ λ(1 − p(z)))]

(1 − z)(s+ λ(1 − p(z)))
.

Wystarczy teraz zastosować algorytm odwracania funkcji tworz ↪acych zaprezento-
wany w podrozdziale 5.1.3.
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2.4. Nota bibliograficzna do Rozdziału 2

Charakterystyki kolejkowania prostych strumieni Poissona s ↪a wyznaczane w wi ↪ek-
szości monografii poświ ↪econych teorii kolejek, np. [117, 76, 74, 193, 90, 78], jednak
najcz ↪eściej s ↪a to jedynie podstawowe charakterystyki (tzn. bez okresu przepełnienia,
procesu strat pakietów czy czasu do przepełnienia bufora) i tylko dla stanu ustalo-
nego. Zwykle stosowana jest klasyczna, oparta na włożonych łańcuchach Markowa
metodologia, która w wypadku systemów ze skończonym buforem nie pozwala na
zapisanie jawnych wzorów dla poszukiwanych charakterystyk.

Wyniki dla stanu nieustalonego s ↪a prezentowane rzadko, np. w [192, 75] można
znaleźć wzory dla rozkładu długości kolejki w stanie nieustalonym, jednak tylko
w wypadku nieograniczonego bufora.

W niektórych pracach, oprócz charakterystyk dla prostych strumieni Poissona,
wyznaczane s ↪a też podstawowe charakterystyki w stanie ustalonym dla złożonych
strumieni Poissona, np. [192, 193, 76, 74].

Do tej pory prowadzono niewiele badań nad okresem przepełnienia bufora. Kilka
wcześniejszych wyników zawieraj ↪a prace [88, 97, 31]. I tak, w [88] znajdziemy
wzór dla średniej długości okresu przepełnienia w systemie z ogólnymi typami czasu
pomi ↪edzy wpływem pakietów i obsługi, w [97] zaproponowano proste przybliżenie
dla okresu przepełnienia bufora w sytuacji, gdy czas obsługi jest stały, wreszcie
w [31] wyprowadzone zostały wzory graniczne (duży rozmiar bufora) dla prostego
strumienia Poissona.

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodz ↪a z nast ↪epuj ↪acych prac. Rozkład
długości kolejki (podrozdział 2.2.1) został zbadany w [51], zaś rozkład opóźnienia
(podrozdział 2.2.3) w [71]. Rozkład okresu przepełnienia bufora dla prostego stru-
mienia Poissona (podrozdział 2.2.4) był analizowany w [63, 52]. W szczególności,
w [63] pokazane zostały wzory dla stałego czasu obsługi, zaś w [52] wzory dla
rozkładu obsługi w ogólnej postaci. Rozkład liczby kolejnych strat pakietów (pod-
rozdział 2.2.5) został zbadany w [54, 55]. W szczególności, w [55] zostało poka-
zane, że rozkład liczby kolejnych strat pakietów w okresie przepełnienia bufora nie
jest funkcj ↪a współczynnika strat pakietów (Przykłady 2.1, 2.2, 2.3).

Wzory opisuj ↪ace okres przepełnienia bufora dla złożonego strumienia Poissona
(podrozdział 2.3.1) zostały wyprowadzone w [53, 58, 59]. W szczególności, w [59]
pokazane s ↪a wyniki dla stałego czasu obsługi, w [58] wyniki dla ogólnej postaci
rozkładu czasu obsługi i twierdzenie graniczne dla dużych rozmiarów buforów, zaś
[53] zawiera dalsze rezultaty graniczne.

Wreszcie wzór dla czasu do przepełnienia bufora (podrozdział 2.3.2) został udo-
wodniony dla prostego strumienia Poissona i stałego czasu obsługi w [56] oraz dla
złożonego strumienia Poissona w [72].



3. KOLEJKOWANIE STRUMIENI MMPP

W tym rozdziale przedstawione b ↪ed ↪a charakterystyki kolejkowania procesów typu
MMPP. MMPP jako model ruchu ł ↪aczy w sobie dwie ważne cechy – wzgl ↪edn ↪a pro-
stot ↪e opisu i duże możliwości naśladowania statystycznych własności ruchu, w tym
samopodobieństwa. Wyznaczone zostan ↪a wszystkie istotne charakterystyki kolejko-
wania MMPP dla stanu ustalonego i nieustalonego, m. in. długość kolejki, opóźnienie,
liczba strat pakietów i okres przepełnienia bufora.

3.1. Definicja i własności MMPP

Proces MMPP (ang. Markov-modulated Poisson process1) różni si ↪e tym od zwykłego
procesu Poissona, że w wypadku MMPP intensywność strumienia jest zmienna,
a nie stała. Ściśle mówi ↪ac, intensywność ta zmienia si ↪e zgodnie ze zmianami stanu
łańcucha Markowa z ci ↪agłym czasem J(t) (łańcuch ten nazywać b ↪edziemy łańcuchem
moduluj ↪acym). A zatem, jeżeli łańcuch moduluj ↪acy znajduje si ↪e w stanie i ∈ E,
gdzie E = {1, . . . ,m} jest przestrzeni ↪a stanów tego łańcucha, to chwilowo MMPP
zachowuje si ↪e dokładnie tak, jak process Poissona z parametrem λi, gdzie λi ∈
{λ1, . . . , λm}.

W zwi ↪azku z tym, MMPP parametryzuje si ↪e, podaj ↪ac:

• macierz intensywności łańcucha moduluj ↪acego Q,

• wektor (λ1, . . . , λm).

W zapisie wzorów zwi ↪azanych z MMPP cz ↪esto wygodnie jest si ↪e posługiwać
macierz ↪a diagonaln ↪a

Λ = diag(λ1, . . . , λm),

w której na przek ↪atnej znajduj ↪a si ↪e intensywności λ1, . . . , λm, zaś poza przek ↪atn ↪a –
zera.

1Tzn. modulowany markowsko proces Poissona. Dla wygody b
↪
edziemy używać po prostu skrótu

MMPP.
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Okazuje si ↪e, że przedstawiona powyżej konstrukcja ma bardzo duże możliwości
naśladowania zjawisk statystycznych obserwowanych w ruchu w sieciach pakieto-
wych. Odpowiednio parametryzuj ↪ac MMPP, możemy modelować dokładnie rozkład
liczby pakietów wpływaj ↪acych do kolejki w jednostce czasu. Nie chodzi tu tylko
o zgodność średniej i wariancji, ale również o dokładne dopasowanie kształtu funk-
cji rozkładu. Ponadto, wykorzystuj ↪ac MMPP, możemy ukształtować precyzyjnie
funkcj ↪e autokorelacji intensywności ruchu zgodnie z zapisanymi śladami ruchu w do-
wolnie długim (ale skończonym) horyzoncie czasowym [181]. Ponieważ samopodo-
bieństwo wi ↪aże si ↪e z wolno malej ↪ac ↪a funkcj ↪a autokorelacji, to właśnie ta własność
umożliwia naśladowanie samopodobieństwa w ruchu sieciowym. Używaj ↪ac MMPP
nigdy nie otrzymujemy prawdziwego samopodobieństwa, jednak możemy doprowa-
dzić do tego, że proces zachowuje si ↪e samopodobnie przy kilku (dowolnej skończonej
liczbie) przeskalowaniach osi czasu. Do zastosowań praktycznych taka imitacja w zu-
pełności wystarcza, gdyż nasze obserwacje ruchu w sieci pakietowej mog ↪a dotyczyć
również tylko skończonej liczby skal czasu.

Bior ↪ac pod uwag ↪e te własności MMPP, nie dziwi fakt, że proces ten stał si ↪e nie-
zwykle popularny w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych (przykładowa lite-
ratura jest podana na końcu tego rozdziału).

Najważniejsz ↪a własności ↪a MMPP, z której b ↪edziemy wielokrotnie korzystać, jest
markowska struktura tego procesu. Własność ta oznacza, że znaj ↪ac stan łańcucha
moduluj ↪acego w pewnej chwili T , możemy określić zachowanie probabilistyczne
tego procesu po chwili T jedynie na podstawie J(T ), bez znajomości historii procesu
przed T .

Przejrzymy teraz pozostałe charakterystyki i własności MMPP.

Podstawow ↪a charakterystyk ↪a MMPP jest, oczywiście, średnia intensywność.
Do jej wyznaczenia potrzebny jest rozkład stacjonarny łańcucha moduluj ↪acego,
tzn. wektor π o własnościach

πQ = (0, . . . , 0),

π · 1 = 1,

gdzie
1 = (1, . . . , 1)T

to złożony z jedynek wektor kolumnowy. Znaj ↪ac wektor π, średni ↪a intensywność
MMPP obliczamy jako

λ = π · (λ1, . . . , λm)T .

Posługuj ↪ac si ↪e wartości ↪a λ, należy pami ↪etać, że chwilowe intensywności mog ↪a nieraz
bardzo od niej odbiegać.
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Oznaczmy przez Jk stan łańcucha moduluj ↪acego w chwili nadejścia k-tego pa-
kietu, zaś przez Tk czas pomi ↪edzy (k − 1)-szym a k-tym pakietem. Przyjmijmy
J0 = J(0), T0 = 0. Wtedy ci ↪ag (Jn, Tn), n ≥ 0, tworzy markowski proces odnowy2

o macierzy przejścia:
F̂ (x) = [F̂i,j(x)]i,j ,

F̂i,j(x) = P(Jk = j, Tk ≤ x|Jk−1 = i),

któr ↪a można wyznaczyć w nast ↪epuj ↪acy sposób:

F̂ (x) =

∫ x

0
e(Q−Λ)udu · Λ

= (I − e(Q−Λ)u)(Λ −Q)−1Λ

= (I − e(Q−Λ)u)F̂ (∞),

gdzie I oznacza macierz jednostkow ↪a o wymiarach m×m. Jasne jest, że Jk tworzy
łańcuch Markowa z dyskretnym czasem. Macierz przejścia Jk ma postać

F̂ (∞) = (Λ −Q)−1,

zaś rozkład stacjonarny Jk

p =
1

λ
πΛ.

Załóżmy teraz, że chwila t = 0 jest chwil ↪a nadejścia pakietu. Wówczas transfor-
mata Laplace’a-Stieltjesa F̂ (x) ma postać

F̂ ∗(s) = Ee−sT1 = (sI −Q+ Λ)−1Λ,

zaś transformat ↪e ł ↪aczn ↪a T1, . . . , Tn przedstawia wzór

F̂ ∗(s1, . . . , sn) = E

[
exp
(
−

n∑

k=1

skTk

)]

=

n∏

k=1

[
(skI −Q+ Λ)−1Λ

]
. (3.1)

Różniczkuj ↪ac (3.1), możemy wyznaczyć nast ↪epuj ↪ace wartości oczekiwane:

ET i
k = i!

[
(Λ −Q)−1Λ

]k−1
(Λ −Q)−(i+1)Λ, i, k ≥ 1, (3.2)

E(T1Tk+1) = (Λ −Q)−2Λ
[
(Λ −Q)−1Λ

]−(k+1)
(Λ −Q)−2Λ, k ≥ 1. (3.3)

2Definicj
↪
e markowskiego procesu odnowy można znaleźć np. w [91].
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Wówczas macierz korelacji MMPP można wyrazić wzorem:

E[(T1 −ET1)(Tk+1 −ETk+1)] =

= (Λ −Q)−2Λ
[
(Λ −Q)−1Λ

]k−1
[I − (Λ −Q)−1Λ](Λ −Q)2Λ. (3.4)

Zauważmy, że wzory (3.2), (3.3) i (3.4) przedstawiaj ↪a macierze, tzn. uwzgl ↪edniaj ↪a
one również zmiany stanu łańcucha moduluj ↪acego.

Dzi ↪eki (3.2) łatwo otrzymujemy wzór na k-ty moment zwykły czasu pomi ↪edzy
dwoma kolejnymi pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

mk(Ti) = k! p (Λ −Q)−(k+1)Λ · 1. (3.5)

Wykorzystuj ↪ac (3.5), możemy obliczyć wariancj ↪e czasu pomi ↪edzy dwoma ko-
lejnymi pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

V ar = m2(Ti) −
1

λ2
.

Dalej, dzi ↪eki (3.4), dostajemy wzór na autokowariancj ↪e (dla k kroków wstecz)
odst ↪epów czasów pomi ↪edzy pakietami dla MMPP w stanie ustalonym:

Cov(k) = p (Λ −Q)−2Λ
[
[(Λ −Q)−1Λ]k−1 − 1 p

]
(Λ −Q)−2Λ 1,

Wówczas autokorelacja pomi ↪edzy Ti oraz Ti−k dla MMPP w stanie ustalonym ma
postać

Corr(k) =
Cov(k)

V ar
.

Kolejn ↪a, niezwykle ważn ↪a charakterystyk ↪a procesu MMPP jest jego funkcja
licz ↪aca, określona jako

Pi,j(n, t) = P(N(t) = n, J(t) = j|N(0) = 0, J(0) = i),

gdzie N(t) oznacza liczb ↪e pakietów w strumieniu wejściowym w przedziale czasu
(0, t]. Macierze P (n, t) o elementach Pi,j(n, t) spełniaj ↪a równanie Chapmana-Koł-
mogorowa:

P ′(n, t) = P (n, t)(Q− Λ) + P (n− 1, t)Λ, n ≥ 1, t ≥ 0,

gdzie
P (0, 0) = I.
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Wobec tego funkcja tworz ↪aca

P ∗(z, t) =

∞∑

n=0

P (n, t)zn

spełnia równania:

d

dt
P ∗(z, t) = P ∗(z, t)(Q− Λ) + zP ∗(n− 1, t)Λ,

P ∗(z, 0) = I.

Ich rozwi ↪azanie wyraża si ↪e jawnym wzorem:

P ∗(z, t) = e(Q−(1−z)Λ)t, |z| ≤ 1. (3.6)

Wzór (3.6) tylko w wyj ↪atkowych wypadkach można zastosować do efektywnego
obliczenia funkcji licz ↪acej dla MMPP. Na szcz ↪eście w praktyce rzadko si ↪e zdarza, by
konieczne było jej wyznaczenie – w tej ksi ↪ażce nie jest to potrzebne w ani jednym
wypadku.

Natomiast cz ↪esto konieczne jest wyznaczenie całkowych funkcjonałów funkcji
licz ↪acej postaci ∫ ∞

0
g(t)Pi,j(n, t)dt (3.7)

dla pewnej funkcji g(t). I tak, typowymi funkcjonałami postaci (3.7), którymi b ↪e-
dziemy si ↪e posługiwać w dalszej cz ↪eści, s ↪a:

ak,i,j(s) =

∫ ∞

0
e−stPi,j(k, t)dF (t), (3.8)

dk,i,j(s) =

∫ ∞

0
e−stPi,j(k, t)(1 − F (t))dt, (3.9)

ck,i,j(s, σ) =

∫ ∞

0
e−σtPi,j(k, t)dt

∫ ∞

0
e−sxdxF (x+t). (3.10)

Funkcjonały te b ↪edziemy też zapisywać w postaci nast ↪epuj ↪acych macierzy m×m:

Ak(s) = [ak,i,j(s)]i,j , (3.11)

Dk(s) = [dk,i,j(s)]i,j , (3.12)

Ck(s, σ) = [ck,i,j(s, σ)]i,j . (3.13)

Z praktycznego punktu widzenia niezwykle istotne jest, że macierze te można efek-
tywnie obliczać przy pomocy tzw. metody uniformizacji. Metoda ta zostanie przed-
stawiona w podrozdziale 5.2.
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Różniczkuj ↪ac macierz P ∗(z, t) ze wzgl ↪edu na zmienn ↪a z, możemy wyznaczyć
średni ↪a N(t), tzn. średni ↪a liczb ↪e pakietów nadchodz ↪acych w przedziale czasu (0, t],
jak również wyższe momenty zwykłe N(t), tzn. mk(N(t)). Mianowicie, oznaczaj ↪ac

Mi,j(t) =

∞∑

n=0

nPij(n, t),

otrzymujemy

M(t) = [Mi,j(t)]i,j

=
[ ∂
∂z
P ∗(z, t)

]
z=1

=

∞∑

n=1

tn

n!

n−1∑

k=0

QkΛQn−1−k. (3.14)

St ↪ad możemy wyznaczyć

m1(N(t)) = M(t) 1 = 1 λ t+ (eQt − I)(Q+ 1π)−1Λ 1.

Na i-tym miejscu wektora m1(N(t)) znajduje si ↪e średnia liczba pakietów nadcho-
dz ↪acych w przedziale (0, t] przy założeniu J(0) = i. Jeżeli rozkładem pocz ↪atkowym
łańcucha moduluj ↪acego jest π, to

EN(t) = π m1(N(t)) = λt.

Aby wyznaczyć drugi moment N(t), dwukrotnie różniczkujemy P ∗(z, t), tzn.

m2(N(t)) =
[ ∂2

∂z2
P ∗(z, t)

]
z=1

· 1 +m1(N(t))

=

∞∑

n=2

tn

n!

n−2∑

k=0

QkΛQn−2−kΛ 1 +m1(N(t))

= 2
[
M(t)(Q+ 1 π)−1 − (eQt − I)(Q+ 1π)−1Λ(Q+ 1 π)−1

− t1πΛ(Q+ 1π)−1 + (eQt − I −Qt)(Q+ 1π)−2Λ1π

+
t2

2
1πΛ1π

]
Λ1 +m1(N(t)). (3.15)

Jeżeli rozkładem pocz ↪atkowym łańcucha moduluj ↪acego jest π, to

E(N(t))2 =t2λ2 + 2t
[
λ2 − πΛ(Q+ 1π)−1Λ1

]

+ 2πΛ(eQt − I)(Q+ 1π)−2Λ1 + λt. (3.16)
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Bardzo istotna własność MMPP ujawnia si ↪e w wypadku superpozycji wielu pro-
cesów tego rodzaju. Okazuje si ↪e, że składaj ↪ac zdarzenia z wielu strumieni MMPP,
również otrzymujemy strumień MMPP. Dokładniej, jeżeli danych jest n procesów
MMPP opisanych parametrami (Q1,Λ1), . . . , (Qn,Λn), to ich superpozycja jest pro-
cesem MMPP z nast ↪epuj ↪acymi parametrami:

Q = Q1 ⊕Q2 ⊕ . . .⊕Qn,

Λ = Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ . . .⊕ Λn,

gdzie ⊕ oznacza sum ↪e Kroneckera macierzy. Sum ↪e Kroneckera definiuje si ↪e jako

A⊕B = (A⊗ IB) + (IA ⊗B),

gdzie iloczyn Kroneckera ⊗ jest określony nast ↪epuj ↪aco:

C ⊗D =



c11D c12D · · · c1mD

...
...

...
cn1D cn2D · · · cnmD


 ,

zaś IB oraz IA oznaczaj ↪a macierze jednostkowe tego samego rz ↪edu co A i B.
MMPP z dwoma stanami moduluj ↪acymi (m = 2) i z jedn ↪a intensywności ↪a 0 na-

zywamy też procesem typu ,,on-off”. Procesy ,,on-off” modeluj ↪a ruch generowany
przez źródła, w których okresy aktywności s ↪a poprzedzielane okresami milczenia i s ↪a
cz ↪esto wykorzystywane w modelowaniu ruchu w sieciach komputerowych. Superpo-
zycja wielu procesów ,,on-off” jest, oczywiście, procesem MMPP.

Jak już zostało wcześniej powiedziane, MMPP można sparametryzować tak, by
dokładnie oddawał własności statystyczne zarejestrowanych śladów ruchu siecio-
wego. W tym celu opracowano wiele algorytmów. Jeden z nich został przedstawiony
w podrozdziale 5.3. Tam również znajduj ↪a si ↪e odnośniki kieruj ↪ace Czytelnika do
obszernej literatury na ten temat.

Podane zostan ↪a teraz dwie przykładowe parametryzacje MMPP, których b ↪edziemy
używać później do wyznaczania charakterystyk kolejkowania.

Przykład 3.1. Pierwsza, prosta parametryzacja MMPP pochodzi z [19]. Łańcuch modu-
luj

↪
acy ma tylko dwa stany (m = 2) oraz

Q =

[
−8.4733 · 10−4 8.4733 · 10−4

5.0201 · 10−6 −5.0201 · 10−6

]
,

(λ1, λ2) = (1.0722, 0.48976).

Jak widzimy intensywność λ1 jest ponaddwukrotnie wi
↪
eksza niż λ2, za to czas przeby-

wania łańcucha moduluj
↪
acego w stanie 2 jest przeci

↪
etnie 8.4733·10−4

5.0201·10−6 = 168 razy dłuższy niż
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w stanie 1. Tak wi
↪
ec mamy tu do czynienia z modelem ruchu, w którym od czasu do czasu

wyst
↪
epuj

↪
a niewielkie spi

↪
etrzenia. Rozkład stacjonarny łańcucha moduluj

↪
acego ma postać

π = (0.00589, 0.99411),

zaś średnia intensywność strumienia pakietów na jednostk
↪
e czasu (ms) wynosi

λ = 0.49319.

Średni odst
↪
ep czasu pomi

↪
edzy dwoma kolejnymi pakietami to

1

λ
= 2.02761 ms,

zaś odchylenie standardowe tego czasu

√
V ar = 2.0353 ms.

Funkcja autokorelacji czasów pomi
↪
edzy kolejnymi pakietami jest przedstawiona na rys. 3.1.

Jak widać, autokorelacja w prezentowanym MMPP nie jest duża, jednak bardzo wolno zanika
i jest istotna dla prawie czterech skal czasu.
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Rys. 3.1. Autokorelacja odst
↪
epów czasu pomi

↪
edzy pakietami w funkcji opóźnienia dla para-

metryzacji MMPP z Przykładu 3.1
Fig. 3.1. The k-lag autocorrelation of the interarrival times for the MMPP parametrization

from Example 3.1
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Przykład 3.2. Druga, bardziej skomplikowana, parametryzacja MMPP jest oparta na zapi-
sanym śladzie (ang. trace file) zagregowanego ruchu IP. Wykorzystano milion nagłówków
pakietów zapisanych w ogólnodost

↪
epnym pliku FRG-1137208198-1.tsh (do pobrania z [93]),

przedstawiaj
↪
acym ruch z 14 stycznia 2006 roku zaobserwowany w punkcie agregacji FRG

(Front Range GigaPOP) monitorowanym w ramach amerykańskiego projektu PMA (Passive
Measurement and Analysis Project, [155]). Średnia intensywność ruchu dla tego zapisu to
λ = 71732 pakietów na sekund

↪
e, co przy średnim rozmiarze pakietu wynosz

↪
acym 850 B

daje ł
↪
aczn

↪
a intensywność równ

↪
a 58.11 MB/s. Do tego zapisu ruchu IP dopasowane zostały

[57] nast
↪
epuj

↪
ace parametry MMPP:

Q =




−172.53 38.80 30.85 0.88 102.00
16.76 −883.26 97.52 398.9 370.08

281.48 445.97 −1594.49 410.98 456.06
23.61 205.74 58.49 −598.93 311.09

368.48 277.28 7.91 32.45 −686.12



,

(λ1, · · · , λ5) = (59620.6, 113826.1, 7892.6, 123563.2, 55428.2).

Podstawowe parametry śladu ruchu IP oraz MMPP s
↪
a pokazane w tab. 3.1 i na rys. 3.2.

Ważne jest tu dobre dopasowanie funkcji autokorelacji, zwłaszcza że autokorelacja ta przyj-
muje dość wysokie wartości aż do trzech skal czasu. Jak zostanie później wielokrotnie poka-
zane, autokorelacja ma bardzo duży wpływ na charakterystyki kolejkowania ruchu. Rozkład
stacjonarny łańcucha moduluj

↪
acego dla dopasowanego MMPP ma postać

π = (0.52174, 0.12808, 0.023151, 0.11352, 0.21351).

Jak widać, łańcuch najcz
↪
eściej przebywa w stanie 1, najrzadziej w stanie 3. Odchylenie

standardowe czasu pomi
↪
edzy pakietami wynosi

√
V ar = 16.866 µs.

Średni czas Średnia intensywność
pomi ↪edzy pakietami [µs] ruchu [pakiety/s]

Zapis ruchu IP 13.940 71732
Dopasowany MMPP 13.941 71729

Tab. 3.1. Podstawowe parametry zapisanego śladu ruchu IP i dopasowanego MMPP
w Przykładzie 3.2
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Rys. 3.2. Autokorelacja odst
↪
epów czasu pomi

↪
edzy pakietami w funkcji opóźnienia

w Przykładzie 3.2. Grubsza linia - wykres dla zarejestrowanego śladu ruchu IP,
cieńsza linia - wykres dla dopasowanego MMPP

Fig. 3.2. The k-lag autocorrelation of the interarrival times for the MMPP parametrization
from Example 3.2. Thick line - the autocorrelation in the IP traffic trace file, thin
line - the autocorrelation of the fitted MMPP

3.2. Charakterystyki kolejkowania MMPP

Zanim przejdziemy do charakterystyk kolejkowania MMPP, wprowadzimy kilka po-
trzebnych oznaczeń. Szczególnie przydatne b ↪ed ↪a nast ↪epuj ↪ace macierze m×m:

An(s) =
∞∑

k=n

Ak(s),

Bn(s) = An+1(s) −An+1(s)(A0(s))
−1,

Z(s) =

[
(λi −Qii)pij

s+ λi −Qii

]

i,j

, dla pij =

{
0 dla i = j,

Qij

λi−Qii
dla i 6= j,

E(s) =

[
Λij

s+ λi −Qii

]

i,j

,

Mb(s) = (I − Z(s))
[
Rb+1(s)A0(s) +

b∑

k=0

Rb−k(s)Bk(s)
]

−E(s)
[
Rb(s)A0(s) +

b−1∑

k=0

Rb−1−k(s)Bk(s)
]
,
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gdzie Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu Ak(s) (wzór (1.3)), zaś zapis Λij oznacza
element macierzy Λ znajduj ↪acy si ↪e w i-tym wierszu i j-tej kolumnie.

B ↪edziemy też używać wektora kolumnowego z(s):

z(s) =

(
1

s+ λ1 −Q11
, . . . ,

1

s+ λm −Qmm

)T

.

W dalszej cz ↪eści b ↪edziemy zakładać, że macierze A0(s), A0(s) i Mb(s) s ↪a nie-
osobliwe. Udowodnienie, że tak jest zawsze (tzn. dla dowolnej parametryzacji
MMPP), może być trudne (zobacz np. [30]). Na szcz ↪eście w zastosowaniach zało-
żenie to nie ma wi ↪ekszego znaczenia, gdyż w praktyce nie spotyka si ↪e osobliwych
macierzy A0(s), A0(s), Mb(s).

3.2.1. Długość kolejki

Długość kolejki w stanie nieustalonym zależeć b ↪edzie teraz nie tylko od pocz ↪atkowej
długości kolejki, X(0), ale również od pocz ↪atkowego stanu łańcucha moduluj ↪acego,
J(0). Dlatego rozkład długości kolejki b ↪edziemy zapisywać, używaj ↪ac indeksów n

oraz i, mianowicie:

Φn,i(t, l) = P(X(t) = l|X(0) = n, J(0) = i), 0 ≤ n ≤ b, 1 ≤ i ≤ m.

Udowodnimy teraz wzór na transformat ↪e Laplace’a rozkładu długości kolejki, tzn.

φn,i(s, l) =

∫ ∞

0
e−stΦn,i(t, l)dt.

Wyniki wygodnie b ↪edzie zapisywać, używaj ↪ac wektora kolumnowego, w którym po-
szczególne elementy odpowiadaj ↪a kolejnym stanom łańcucha moduluj ↪acego:

φn(s, l) = (φn,1(s, l), . . . , φn,m(s, l))T .

Twierdzenie 3.1. Transformata Laplace’a rozkładu długości kolejki w systemie
MMPP/G/1/b wyraża si ↪e wzorem

φn(s, l) =

(
Rb−n+1(s)A0(s) +

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)Bk(s)

)
M−1

b (s)lb(s, l)

+

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)gk(s, l), (3.17)
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gdzie Rk(s) jest potencjałem (wzór (1.3)) dla ci ↪agu Ak(s) określonego w (3.11), oraz

gk(s, l) = Ak+1(s)(A0(s))
−1rb(s, l) − rb−k(s, l),

rn(s, l) =





0 · 1, dla l < n,

Dl−n(s) · 1, dla n ≤ l < b,
1−f(s)

s · 1 −∑b−n−1
k=0 Dk(s) · 1, dla l = b,

lb(s, l) = E(s)
b−1∑

k=0

Rb−1−k(s)gk(s, l) − (I − Z(s))
b∑

k=0

Rb−k(s)gk(s, l)

+δ0lz(s).

Dowód Twierdzenia 3.1. Dla uproszczenia zapisu b ↪edziemy w dowodzie pomijać
zmienn ↪a l. Jeżeli pocz ↪atkowo kolejka nie jest pusta, tzn. X(0) = n ∈ [1, b], to
wykorzystuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪edem pierwszej chwili
ukończenia obsługi, otrzymujemy

Φn,i(t) =
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
Φn+k−1,j(t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∞∑

k=b−n

∫ t

0
Φb−1,j(t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+ρn,i(t), 1 ≤ i ≤ m, (3.18)

gdzie

ρn,i(t) = (1 − F (t)) ·





0 dla l < n,∑m
j=1 Pi,j(l − n, t) dla n ≤ l < b,∑m
j=1

∑∞
k=b−n Pi,j(k, t) dla l = b.

Pierwszy składnik wzoru (3.18) odpowiada za przypadek, w którym pierwszy
czas ukończenia obsługi uwypada wcześniej niż t i do chwili u bufor si ↪e nie przepeł-
nia. Drugi składnik (3.18) odpowiada za przypadek, w którym pierwszy czas ukończe-
nia obsługi uwypada wcześniej niż t i przed chwil ↪a u nast ↪epuje przepełnienie bufora.
Wreszcie trzeci składnik, ρn,i(t), odpowiada za przypadek, w którym pierwszy czas
ukończenia obsługi u wypada po chwili t.

W sytuacji X(0) = 0 użyjemy wzoru na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪e-
dem chwili wyst ↪apienia pierwszego zdarzenia w strumieniu MMPP (którym może
być pojawienie si ↪e pakietu lub zmiana stanu łańcucha moduluj ↪acego). Otrzymujemy,
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że

Φ0,i(t) =
m∑

j=1

∫ t

0
Φ0,j(t− u)(λi −Qii)pije

−(λi−Qii)udu

+

m∑

j=1

∫ t

0
Φ1,j(t− u)Λije

−(λi−Qii)udu

+ δ0le
−(λi−Qii)t. (3.19)

Jeżeli do obu stron (3.18) i (3.19) zastosujemy transformat ↪e Laplace’a oraz zapis
macierzowy, to dostaniemy nast ↪epuj ↪acy układ równań:

φn(s) =

b−n−1∑

k=0

Ak(s)φn+k−1(s) +

∞∑

k=b−n

Ak(s)φb−1(s) + rn(s), 0 < n ≤ b,

(3.20)
φ0(s) = Z(s)φ0(s) +E(s)φ1(s) + δ0lz(s). (3.21)

Nast ↪epnie, wykonuj ↪ac podstawienie

ϕn(s) = φb−n(s),

otrzymujemy:

n∑

k=−1

Ak+1(s)ϕn−k(s) − ϕn(s) = ψn(s), 0 ≤ n < b, (3.22)

ϕb(s) = Z(s)ϕb(s) +E(s)ϕb−1(s) + δ0lz(s), (3.23)

gdzie

ψn(s) = An+1(s)ϕ0(s) −
∞∑

k=n+1

Ak(s)ϕ1(s) − rb−n(s).

Ponieważ układ (3.22) ma tak ↪a sam ↪a postać jak (1.8), z Twierdzenia 1.3 wnio-
skujemy, że ma on nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azanie

ϕn(s) = Rn+1(s)c(s) +

n∑

k=0

Rn−k(s)ψk(s), n ≥ 0, (3.24)

gdzie c(s) jest wektorem kolumnowym niezależ ↪acym od n, a Rn(s) jest określone
w (1.3).

Dla n = 0 wzór (3.24) daje

c(s) = A0(s)ϕ0(s), (3.25)
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zaś (3.22)

ϕ0(s) =

∞∑

k=0

Ak(s)ϕ1(s) + rb(s). (3.26)

Nast ↪epnie, wstawiaj ↪ac kolejno n = b i n = b − 1 do (3.24) oraz wykorzystuj ↪ac
warunek (3.23), możemy łatwo obliczyć ϕ0(s), co zakończy dowód twierdzenia. �

Twierdzenie 3.1 możemy zastosować do znajdowania rozkładu długości kolejki
zarówno w stanie nieustalonym, jak i ustalonym. Dla stanu nieustalonego konieczne
jest użycie algorytmu odwracania transformaty Laplace’a (podrozdział 5.1.1), zaś dla
stanu ustalonego wystarczy obliczyć

Φ(l) = lim
s→0+

sφn,i(s, l) (3.27)

dla dowolnego n oraz i.

Przykład 3.3. Wykonamy teraz obliczenia rozkładu długości kolejki dla parametryzacji
MMPP z Przykładu 3.1. Zakładamy b = 50 pakietów oraz stały czas obsługi (transmisji) pa-
kietu d = 1 ms. Przy średniej intensywności strumienia wejściowego λ = 0.49319 pakietów
na milisekund

↪
e daje to małe obci

↪
ażenie systemu ρ = λd = 49%. Wykorzystuj

↪
ac (3.27)

i Twierdzenie 3.1, możemy łatwo obliczyć, że średnia długość kolejki w stanie ustalonym
wynosi

EΦ = 0.93279,

wariacja długości kolejki w stanie ustalonym

V ar(Φ) = 9.1248,

prawdopodobieństwo, że bufor jest przepełniony

Φ(b) = 2.6792× 10−4,

zaś prawdopodobieństwo, że bufor jest pusty

Φ(0) = 0.50710.

Jak widać, średnia długość kolejki jest mała, zaś prawdopodobieństwo zdarzenia, że bufor
jest pusty - wysokie. Jest to oczywiście konsekwencj

↪
a małego obci

↪
ażenia systemu. Do-

kładna postać rozkładu długości kolejki w stanie ustalonym jest pokazana na rys. 3.3. Warto
zwrócić uwag

↪
e na charakterystyczny kształt prawego końca wykresu (ostrze). Kształt taki

spowodowany jest faktem, że w stanie ustalonym prawdopodobieństwo kolejki równej b pa-
kietów jest skokowo niższe od prawdopodobieństwa kolejki równej b − 1 pakietów (efekt
bariery odbijaj

↪
acej). Jest to typowe zjawisko w rozkładzie długości kolejki i b

↪
edziemy je

jeszcze wielokrotnie obserwować na innych rysunkach.
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Rys. 3.3. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym w Przykładzie 3.3
Fig. 3.3. Steady-state distribution of the queue length in Example 3.3

Na rys. 3.4 pokazany jest z kolei rozkład długości kolejki w różnych chwilach czasu, przy
założeniu że na pocz

↪
atku bufor jest przepełniony, tzn. X(0) = b. Widzimy tam wyraźnie

zbieżność rozkładu długości kolejki do stanu ustalonego (przerywana linia) i jego pośrednie
kształty. Kształt rozkładu zaczyna być bardzo zbliżony do kształtu w stanie ustalonym dla
t wi

↪
ekszych od 200 ms. Możemy zauważyć też opisany powyżej efekt bariery odbijaj

↪
acej,

który, pocz
↪
atkowo nieobecny, pojawia si

↪
e, w miar

↪
e jak system zbliża si

↪
e do stanu nieustalo-

nego.
Wreszcie, rys. 3.5 przedstawia prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji roz-

miaru bufora w różnych chwilach czasu, przy założeniu że pocz
↪
atkowo bufor jest pełny, czyli

X(0) = b.

Przykład 3.4. Zbadamy teraz długości kolejki dla ruchu MMPP z Przykładu 3.2 dla dwóch
rozmiarów bufora, tzn. 100 KB (120 pakietów) oraz 1 MB (1234 pakiety). Zakładamy stały
czas transmisji pakietu d = 10.133 µs, co daje umiarkowane obci

↪
ażenie systemu ρ = 72.6%.

Dla bufora 100 KB podstawowe parametry kolejki s
↪
a nast

↪
epuj

↪
ace:

• średnia długość kolejki w stanie ustalonym: EΦ = 14.259 KB,

• odchylenie długości kolejki w stanie ustalonym:
√
V ar(Φ) = 26.259 KB,

• prawdopodobieństwo, że bufor jest przepełniony: Φ(b) = 6.5549× 10−3,

• prawdopodobieństwo, że bufor jest pusty: Φ(0) = 0.28120.
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Rys. 3.4. Rozkład długości kolejki w Przykładzie 3.3 w różnych chwilach czasu (stan nie-
ustalony). Pocz

↪
atkowa długość kolejki wynosiła 50 pakietów, rozkład pocz

↪
atkowy

stanu łańcucha moduluj
↪
acego π

Fig. 3.4. Queue size distribution in Example 3.3 at different times (transient case). The initial
queue size was 50 packets; the initial distribution of the modulating state was π

Dla bufora 1 MB mamy odpowiednio:

• EΦ = 20.672 KB,

•
√
V ar(Φ) = 44.392 KB,

• Φ(b) = 1.5601× 10−9,

• Φ(0) = 0.27318.

Jak widać, zwi
↪
ekszenie rozmiaru bufora ze 100 KB do 1 MB powoduje duży spadek

prawdopodobieństwa przepełnienia bufora przy umiarkowanym wzroście średniej długości
kolejki i jej odchylenia.

Kształty rozkładów długości kolejki w stanie ustalonym dla buforów 100 KB i 1 MB
s

↪
a przedstawione odpowiednio na rys. 3.6 i 3.7. Jak widzimy, rozkład wygl

↪
ada podobnie

w obu wypadkach. Taki kształt rozkładu jest cz
↪
esto spotykany w systemach ze skończonym

buforem. Masa prawdopodobieństwa jest silnie skoncentrowana wokół barier, tzn. 0 i b, zaś
na pozostałej cz

↪
eści wykres jest zbliżony do liniowego (w skali logarytmicznej). Ponadto na

prawych końcach wykresów pojawia si
↪
e charakterystyczne ostrze spowodowane opisanym

wcześniej efektem bariery odbijaj
↪
acej.

Rys. 3.8 pokazuje rozkład długości kolejki dla bufora 100 KB w różnych chwilach czasu,
przy założeniu że na pocz

↪
atku bufor jest wypełniony w połowie, tzn. X(0) = 0.5b. Widać
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Rys. 3.5. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora (Przykład
3.3) w różnych chwilach czasu (stan nieustalony). Pocz

↪
atkowa długość kolejki wy-

nosiła b, rozkład pocz
↪
atkowy stanu łańcucha moduluj

↪
acego π

Fig. 3.5. Buffer overflow probability as a function of the buffer size (Example 3.3) at diffe-
rent times (transient case). The initial queue size was b packets; the initial distribu-
tion of the modulating state was π

zbieżność do rozkładu w stanie ustalonym, kształty rozkładów zbliżone do stanu ustalonego
otrzymujemy dla t > 2 ms.

Na rys. 3.9 pokazano, jak zmienia si
↪
e średnia długość kolejki w czasie dla pi

↪
eciu różnych

poziomów pocz
↪
atkowego zapełnienia bufora - od 0% do 100%. Zbieżność do stanu ustalo-

nego nast
↪
epuje po około 8 ms, niezależnie od pocz

↪
atkowego zapełnienia bufora. Co ciekawe,

wykres średniej długości kolejki w czasie może nie być monotoniczny (dla X(0) = 25 KB).
Na koniec tego przykładu zobaczymy, jak autokorelacja strumienia pakietów wpływa

na charakterystyki kolejkowania. Do tego celu, oprócz rozważanego MMPP, wykorzystamy
prosty proces Poissona o identycznej intensywności, tzn. λ = 71729 pakietów na sekund

↪
e.

Rys. 3.10 pokazuje średni
↪
a długość kolejki dla tych dwóch różnych modeli ruchu. W stanie

nieustalonym obie charakterystyki s
↪
a podobne, choć dla strumienia Poissona stan ustalony

jest osi
↪
agany nieco szybciej. W stanie ustalonym średnia długość kolejki dla ruchu poisso-

nowskiego jest dziesi
↪
eciokrotnie mniejsza.

Różnica pomi
↪
edzy tymi modelami staje si

↪
e drastyczna, jeżeli wzi

↪
ać pod uwag

↪
e prawdo-

podobieństwo przepełnienia bufora. Efekt ten został pokazany na rys. 3.11. Nieuwzgl
↪
ednie-

nie autokorelacji spowodowało optymistyczne zaniżenie wartości prawdopodobieństwa prze-
pełnienia w stanie ustalonym o 30 rz

↪
edów wielkości!
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Rys. 3.6. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym w Przykładzie 3.4 dla bufora o roz-
miarze 100 KB

Fig. 3.6. Queue size distribution in steady state in Example 3.4 for the buffer size of 100 KB

3.2.2. Współczynnik strat pakietów

Podstawiaj ↪ac l = b do (3.27), możemy łatwo znaleźć prawdopodobieństwo, że bufor
jest przepełniony. Niestety, w przeciwieństwie do prostego strumienia Poissona, dla
MMPP prawdopodobieństwo przepełnienia bufora nie jest równe współczynnikowi
strat pakietów. Dlatego też w wypadku MMPP współczynnik strat musimy wyzna-
czyć oddzielnie.

W rzeczywistości wyznaczymy tu znacznie bardziej ogóln ↪a charakterystyk ↪e, mia-
nowicie średni ↪a liczb ↪e pakietów traconych w przedziale (0, t]. Przy jej pomocy łatwo
b ↪edzie można znaleźć współczynnik strat. Ponadto b ↪edzie można analizować liczb ↪e
strat w stanie nieustalonym.

Niech L(t) oznacza liczb ↪e pakietów utraconych w przedziale (0, t] oraz ∆n,i(t)

jej średni ↪a wartość dla X(0) = n i J(0) = i, tzn.

∆n,i(t) = E(L(t)|X(0) = n, J(0) = i).

Ponadto niech

δn,i(s) =

∫ ∞

0
e−st∆n,i(t)dt,

δn(s) = (δn,1(s), . . . , δn,m(s))T .
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Rys. 3.7. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym w Przykładzie 3.4 dla bufora 1 MB
(u góry). Na dolnych rysunkach powi

↪
ekszenie zakresów 0-10 KB i 1012-1024 KB

Fig. 3.7. Queue size distribution in steady state in Example 3.4 for the buffer size of 1 MB
(above) and close-ups of the range 0-10 KB and 1012-1024 KB (beneath)

Twierdzenie 3.2. Transformata Laplace’a średniej liczby strat w przedziale (0, t]

w systemie MMPP/G/1/b wyraża si ↪e wzorem

δn(s) =

(
Rb−n+1(s)A0(s) +

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)Bk(s)

)
M−1

b (s)yb(s)

+

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)vk(s), (3.28)
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Rys. 3.8. Rozkład długości kolejki w Przykładzie 3.4 w różnych chwilach czasu (stan nie-
ustalony). Pocz

↪
atkowa długość kolejki wynosiła 50 KB, rozmiar bufora 100 KB,

rozkład pocz
↪
atkowy stanu łańcucha moduluj

↪
acego π

Fig. 3.8. Queue size distribution in Example 3.4 at different times (transient case). The in-
itial queue size was 50 KB, the buffer size was 50 KB and the distribution of the
modulating state was π

gdzie Rk(s) jest potencjałem (1.3) dla ci ↪agu Ak(s) oraz

vk(s) = Ak+1(s)
(
A0(s)

)−1
cb(s) − cb−k(s),

ck(s) =
1

s

∞∑

i=b−k

(i− b+ k)Ai(s) · 1 +

∞∑

i=b−k

(i− b+ k)Di(s) · 1,

yb(s) = E(s)

b−1∑

k=0

Rb−1−k(s)vk(s) −
(
I − Z(s)

) b∑

k=0

Rb−k(s)vk(s).

Dowód Twierdzenia 3.2. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite przy
X(0) = n ∈ [1, b], otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy układ równań całkowych:
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Rys. 3.9. Średnia długość kolejki w funkcji czasu w Przykładzie 3.4 dla 5 różnych
pocz

↪
atkowych długości kolejki – kolejno od dołu 0 KB, 25 KB, 50 KB, 75 KB, 100

KB. Pocz
↪
atkowy stan łańcucha moduluj

↪
acego według rozkładu π, bufor 100 KB

Fig. 3.9. Average queue size as a function of time in Example 3.4 for 5 different initial queue
sizes – 0 KB, 25 KB, 50 KB, 75 KB and 100 KB, counting from the bottom. The
initial state of the modulating chain was set according to π, the buffer size was
100 KB

∆n,i(t) =
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
∆n+k−1,j(t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∞∑

k=b−n

∫ t

0
(k − b+ n+ ∆b−1,j(t− u))Pi,j(k, u)dF (u)

+(1 − F (t))

m∑

j=1

∞∑

k=b−n

(k − b+ n)Pi,j(k, t). (3.29)

Pierwszy składnik (3.29) odpowiada sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia
obsługi u wypada wcześniej niż t i do chwili u do systemu przybyło k < b − n pa-
kietów. Drugi składnik (3.29) odpowiada sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia
obsługi u wypada wcześniej niż t i do chwili u przybyło do systemu k ≥ b − n pa-
kietów, z czego k − b+ n zostało utraconych. Wreszcie ostatni składnik odpowiada
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Rys. 3.10. Średnia długość kolejki w funkcji czasu dla skorelowanego (MMPP) i nieskore-
lowanego (Poisson) ruchu (Przykład 3.4). Rozmiar bufora 100 KB, pocz

↪
atkowa

długość kolejki 100KB
Fig. 3.10. Average queue size as a function of time for correlated (MMPP) and uncorrelated

(Poisson) traffic (Example 3.4). The buffer size was 100 KB, the initial queue size
was also 100 KB

sytuacji, w której pierwszy czas ukończenia obsługi u wypada po chwili t. Dzieje si ↪e
tak z prawdopodobieństwem 1 − F (t), zaś średnia liczba utraconych pakietów jest
wtedy równa

m∑

j=1

∞∑

k=b−n

(k − b+ n)Pi,j(k, t).

Jeżeli X(0) = 0, to wzór na prawdopodobieństwo całkowite daje

∆0,i(t) =
m∑

j=1

∫ t

0
∆0,j(t− u)(λi −Qii)pije

−(λi−Qii)udu

+

m∑

j=1

∫ t

0
∆1,j(t− u)Λije

−(λi−Qii)udu. (3.30)
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Rys. 3.11. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji czasu dla skorelowanego
(MMPP) i nieskorelowanego (Poisson) ruchu (Przykład 3.4). Rozmiar bufora
i pocz

↪
atkowa długość kolejki 100 KB

Fig. 3.11. Buffer overflow probability as a function of time for correlated (MMPP) and un-
correlated (Poisson) traffic (Example 3.4). The buffer size and the initial queue
size were 100 KB

Stosuj ↪ac transformat ↪e Laplace’a i zapis macierzowy do (3.29) i (3.30), otrzymujemy:

δn(s) =

b−n−1∑

k=0

Ak(s)δn+k−1(s) +

∞∑

k=b−n

Ak(s)δb−1(s) + cn(s),

0 < n ≤ b, (3.31)

δ0(s) = Z(s)δ0(s) +E(s)δ1(s). (3.32)

Zwróćmy teraz uwag ↪e, że (3.31) i (3.32) maj ↪a tak ↪a sam ↪a postać jak (3.20) i (3.21).
W zwi ↪azku z tym, pozostała cz ↪eść dowodu przebiega w taki sam sposób jak w dowo-
dzie Twierdzenia 3.1. �

Wykorzystuj ↪ac Twierdzenie 3.2 oraz własności transformaty Laplace’a, współ-
czynnik strat możemy łatwo obliczyć jako

LR = lim
s→0+

s2δn,i(s)

λ
, (3.33)



80 3. KOLEJKOWANIE STRUMIENI MMPP

gdzie n oraz i s ↪a dowolne. W praktyce najkorzystniej jest wybrać n = b, gdyż w tym
wypadku δn(s) ma najprostsz ↪a postać, a mianowicie

δb(s) = M−1
b (s)yb(s).

Przykład 3.5. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 µs (ρ = 72.6%) współczynnik strat w stanie ustalonym, obliczony
wg (3.33), wynosi

LR = 1.1044%.

St
↪
ad średnia liczba traconych pakietów na jednostk

↪
e czasu (ms) wynosi w stanie ustalonym

λ LR = 0.79219.

Z praktycznego punktu widzenia, bardzo istotna jest zależność współczynnika strat od
rozmiaru bufora. Zależność ta jest przedstawiona na rys. 3.12 dla dwóch różnych obci

↪
ażeń.

Jak si
↪
e można było spodziewać, wykresy te s

↪
a malej

↪
ace. Ponieważ w rozważanym przykładzie

wyst
↪
epuje dość silna dodatnia autokorelacja w ruchu pakietów, dla dużego obci

↪
ażenia LR

maleje bardzo powoli wraz z rozmiarem bufora, i nawet dla dużych wartości b straty pa-
kietów s

↪
a wci

↪
aż duże.

0 200KB 400KB 600KB 800KB
b

1. ´ 10-6

0.0001

0.01

1

L
R

ρ = 72.6%

ρ = 99%

Rys. 3.12. Współczynnik strat w funkcji rozmiaru bufora dla dwóch różnych obci
↪
ażeń sys-

temu ρ w Przykładzie 3.5
Fig. 3.12. Loss ratio versus the buffer size for two different values of the offered load ρ in

Example 3.5
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Prześledźmy teraz, jak wygl
↪
ada proces strat pakietów w stanie nieustalonym, a w szcze-

gólności wpływ X(0) i J(0) na proces strat. Zakładamy dalej b = 100 KB oraz obci
↪
ażenie

ρ = 72.6%.
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Rys. 3.13. Średnia liczba pakietów traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu dla 5
różnych pocz

↪
atkowych długości kolejki – kolejno od dołu 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b, b.

We wszystkich wypadkach przyj
↪
eto J(0) = 4. Przykład 3.5

Fig. 3.13. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for 5 different
initial queue sizes – 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b and b, counting from the bottom. In every
case it was assumed that J(0) = 4. Example 3.5

Na rys. 3.13 pokazany jest przebieg funkcji ∆n,i(t)/t dla ustalonego i = 4 oraz różnych
wartości n, zaś na rys. 3.14, 3.15, 3.16 pokazany jest przebieg tej funkcji dla ustalonego n
oraz różnych wartości i. Funkcja ∆n,i(t)/t reprezentuje średni

↪
a liczb

↪
e strat pakietów w jed-

nostce czasu. Oczywiście, dla dowolnych n oraz i funkcja ta zbiega do LR = 0.79219, jed-
nak w niektórych wypadkach zbieżność ta może być wolna, np. dla wysokich pocz

↪
atkowych

długości kolejek czy dla wysokich intensywności MMPP w chwili t = 0 (rys. 3.16, szcze-
gólnie dla i = 4, i = 2). Ponadto, w stanie nieustalonym możemy si

↪
e czasami spodziewać

znacznie wi
↪
ekszych strat (o rz

↪
ad wielkości) niż w stanie nieustalonym (np. rys. 3.13, 3.16).

Ciekawe jest, że funkcja ∆n,i(t)/t może nie tylko nie być monotoniczna, ale również
posiadać wi

↪
ecej niż jedno ekstremum (rys. 3.16, i = 3).
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Rys. 3.14. Średnia liczba pakietów traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla różnych pocz

↪
atkowych stanów łańcucha moduluj

↪
acego i (Przykład 3.5).

Pocz
↪
atkowa długość kolejki wynosiła w każdym wypadku 0

Fig. 3.14. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
queue size was 0

3.2.3. Opóźnienie

Podobnie jak rozkład długości kolejki, rozkład opóźnienia b ↪edziemy zapisywać przy
pomocy wektora kolumnowego transformat

wn(s, σ) = (wn,1(s, σ), . . . , wn,m(s, σ))T ,

gdzie

wn,i(s, σ) =

∫ ∞

0
e−σtdt

∫ ∞

0
e−sxw̃n,i(x, t)dx,

oraz

w̃n,i(x, t) = P(V (t) > x|X(0) = n, J(0) = i). (3.34)
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Rys. 3.15. Średnia liczba pakietów traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla różnych pocz

↪
atkowych stanów łańcucha moduluj

↪
acego i (Przykład 3.5).

Pocz
↪
atkowa długość kolejki wynosiła w każdym wypadku 50 KB

Fig. 3.15. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
queue size was 50 KB

Twierdzenie 3.3. Transformata Laplace’a rozkładu opóźnienia w systemie
MMPP/G/1/b ma postać

wn(s, σ) =

(
Rb−n+1(σ)A0(σ) +

b−n∑

k=0

Rb−n−k(σ)Bk(σ)

)
M−1

b (σ)ub(s, σ)

+

b−n∑

k=0

Rb−n−k(σ)hk(s, σ), (3.35)

gdzie
hn(s, σ) = An+1(σ)(A0(σ))−1qb(s, σ) − qb−n(s, σ),

qn(s, σ) =
1

s

b−n−1∑

k=0

(
Dk(σ) − Ck(s, σ)(f(s))n+k−1

)
· 1,

ub(s, σ) = E(σ)

b−1∑

k=0

Rb−1−k(σ)hk(s, σ) − (I − Z(σ))

b∑

k=0

Rb−k(σ)hk(s, σ).
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Rys. 3.16. Średnia liczba pakietów traconych w jednostce czasu (ms) w funkcji czasu
dla różnych pocz

↪
atkowych stanów łańcucha moduluj

↪
acego i (Przykład 3.5).

Pocz
↪
atkowa długość kolejki wynosiła w każdym wypadku 100 KB

Fig. 3.16. Average number of packets lost per milisecond as a function of time for different
initial states of the modulating chain i (Example 3.5). In every case the initial
queue size was 100 KB

Dowód Twierdzenia 3.3. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪e-
dem pierwszej chwili ukończenia obsługi, dla 0 < n ≤ b mamy

w̃n,i(x, t) =

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
w̃n+k−1,j(x, t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+
m∑

j=1

∞∑

k=b−n

∫ t

0
w̃b−1,j(x, t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

Pi,j(k, t)

∫ ∞

t
(1 − F (n+k−1)∗(x− u+ t))dF (u).

(3.36)

Dla n = 0 otrzymujemy:
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w̃0,i(x, t) =

m∑

j=1

∫ t

0
w̃0,j(x, t− u)(λi −Qii)pije

−(λi−Qii)udu

+
m∑

j=1

∫ t

0
w̃1,j(x, t− u)Λije

−(λi−Qii)udu.

Stosuj ↪ac transformaty i przechodz ↪ac do zapisu macierzowego, dla 0 < n ≤ b dosta-
jemy

wn(s, σ)=

b−n−1∑

k=0

Ak(σ)wn+k−1(s, σ) +

∞∑

k=b−n

Ak(σ)wb−1(s, σ) + qn(s, σ), (3.37)

oraz dla n = 0

w0(s, σ) = Z(σ)w0(s, σ) +E(σ)w1(s, σ). (3.38)

Jak widać, postać równań (3.37) i (3.38) jest taka sama jak (3.20) i (3.21), a zatem
pozostałe obliczenia przeprowadzamy tak jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. �

Ponieważ w definicji wn(s, σ) wyst ↪epuje ogon rozkładu V (t), do obliczenia
średniej wartości opóźnienia należy podstawić s = 0 do (3.35). Nast ↪epnie możemy
odwrócić transformat ↪e ze wzgl ↪edu na zmienn ↪a σ i otrzymać przebieg czasowy śred-
niej wartości opóźnienia. Jeżeli chcemy otrzymać średni ↪a wartość opóźnienia w sta-
nie ustalonym, obliczamy tylko

lim
σ→0+

σwn(0, σ). (3.39)

Wreszcie, jeżeli interesuje nas kształt rozkładu opóźnienia w pewnej chwili t, stosu-
jemy algorytm do odwracania podwójnej transformaty Laplace’a (podrozdział 5.1.2).

Przykład 3.6. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.1, przyjmuj
↪
ac b = 50 pakietów

oraz stały czas transmisji d = 1 ms, średnie opóźnienie w stanie ustalonym wynosi

EV = 0.673 ms.

Rys. 3.17 przedstawia przebieg czasowy średniego opóźnienia, przy założeniu że pocz
↪
at-

kowo bufor był przepełniony. Dość wyraźnie zaznacza si
↪
e czas, w którym średnie opóźnienie

osi
↪
aga wartość stanu ustalonego.

Z kolei na rys. 3.18 pokazana jest zależność średniej wartości opóźnienia od rozmiaru
bufora zarówno w stanie nieustalonym (linie ci

↪
agłe), jak i ustalonym (linia przerywana). Za-

uważmy, że opóźnienie rośnie wraz ze wzrostem rozmiaru bufora zarówno w stanie nieusta-
lonym, jak i ustalonym.
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Rys. 3.17. Średnie opóźnienie kolejkowania w czasie (Przykład 3.6). Pocz
↪
atkowo bufor był

przepełniony (X(0) = b), rozkład pocz
↪
atkowy stanu łańcucha moduluj

↪
acego wy-

nosił π
Fig. 3.17. Average queueing delay versus time (Example 3.6). Initially the buffer was full

(X(0) = b) and the initial distribution of the modulating state was π

Jest to ważna z praktycznego punktu widzenia informacja – przy wyborze rozmiaru bu-
fora należy wzi

↪
ać pod uwag

↪
e fakt, że wzrost rozmiaru bufora powoduje zarówno pozytywne

(zmniejszenie współczynnika strat, patrz np. rys. 3.12), jak i negatywne efekty (wzrost
opóźnienia).

Przykład 3.7. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 µs (ρ = 72.6%), średnie opóźnienie w stanie ustalonym wynosi

EV = 0.162 ms.

Rys. 3.19 pokazuje średnie opóźnienie kolejkowanie w stanie nieustalonym dla 5 różnych
wartości X(0). Po raz kolejny widzimy, że krótkoterminowa charakterystyka może przyj-
mować wartości znacznie różni

↪
ace si

↪
e od stanu ustalonego.

3.2.4. Okres przepełnienia bufora

Zajmiemy si ↪e najpierw wyznaczeniem rozkładu pierwszego okresu przepełnienia bu-
fora, tzn. rozkładu β1 według definicji z podrozdziału 2.2.4. Rozkład ten b ↪edziemy
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Rys. 3.18. Średnie opóźnienie w funkcji rozmiaru bufora w różnych chwilach czasu
(Przykład 3.6). W każdym wypadku pocz

↪
atkowo bufor był przepełniony (X(0) =

b) i rozkład pocz
↪
atkowy stanu łańcucha moduluj

↪
acego wynosił π

Fig. 3.18. Average queueing delay versus the buffer size (Example 3.6). In every case the
buffer was initially full (X(0) = b) and the initial distribution of the modulating
state was π

zapisywać w postaci wektora kolumnowego dystrybuant, tzn.

Hn(t) = 1 − χn(t),

gdzie

χn(t) = (χn,1(t), . . . , χn,m(t))T ,

χn,i(t) = P(β1 > t|X(0) = n, J(0) = i).

B ↪edziemy cz ↪esto posługiwać si ↪e operatorem Kb. Operator ten dla ci ↪agu macie-
rzy kwadratowych lub wektorów kolumnowych {X1, X2, X3, . . .} jest zdefiniowany
jako

Kb(X) = (I − Z)
b∑

k=1

Rb−kXk −E
b−1∑

k=1

Rb−1−kXk, (3.40)

gdzie
Z = Z(0), E = E(0), R = R(0).
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Rys. 3.19. Średnie opóźnienie kolejkowania w funkcji czasu (Przykład 3.7) dla różnych
pocz

↪
atkowych zapełnień bufora – licz

↪
ac od dołu 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b, b. Rozkład

pocz
↪
atkowy stanu łańcucha moduluj

↪
acego wynosił π

Fig. 3.19. Average queueing delay versus time (Example 3.7) for different initial queue sizes
– 0, 0.25b, 0.5b, 0.75b and b, counting from the bottom. The initial distribution of
the modulating state was π

Twierdzenie 3.4. Rozkład długości pierwszego okresu przepełnienia bufora w syste-
mie MMPP/G/1/b ma postać

Hn(t) = 1 −
b−n∑

k=0

Rb−n−kAkG
−1
b Kb(g(t)) +

b−n∑

k=1

Rb−n−kgk(t), 0 ≤ n < b,

(3.41)
gdzie

Ak = Ak(0),

Gb = (I − Z)
b∑

k=0

Rb−kAk −E
b−1∑

k=0

Rb−1−kAk, (3.42)

gk(t) =

∫ ∞

0
(1 − F (u+ t))P (k − 1, u)du · Λ · 1, (3.43)

zaś Kb(g(t)) jest zdefiniowane w (3.40)3.

3Oczywiście w (3.40) należy zamienić Xk na gk(t).
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Dowód Twierdzenia 3.4. Ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪edem
pierwszego czasu ukończenia obsługi dla 0 < n < b, 1 ≤ i ≤ m mamy:

P(β1 > t|X(0) = n, J(0) = i)

=

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(β1 > t|X(0) = n+ k − 1, J(0) = j)Pij(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
I(u− v > t)Pij(b− n− 1, v)λjdv. (3.44)

Pierwszy człon (3.44) dotyczy przypadku, gdy bufor nie przepełnia si ↪e do pierwszego
czasu ukończenia obsługi u, zaś drugi człon dotyczy przypadku, gdy w pewnej chwili
v < u nast ↪epuje przepełnienie i wtedy, oczywiście, β1 = u− v.

Dla n = 0 i 1 ≤ i ≤ m, warunkuj ↪ac wzgl ↪edem pierwszego zdarzenia w strumie-
niu MMPP (pakiet lub zmiana stanu moduluj ↪acego), otrzymujemy

P(β1 > t | X(0) = 0, J(0) = i)

=

m∑

j=1

pijP(β1 > t|X(0) = 0, J(0) = i)

+

m∑

j=1

Λij

λi −Qii
P(β1 > t|X(0) = 1, J(0) = i). (3.45)

Całkuj ↪ac drugi człon (3.44) przez cz ↪eści oraz stosuj ↪ac zapis przy pomocy macierzy,
otrzymamy

χn(t) =

b−n−1∑

k=0

Akχn+k−1(t) + gb−n(t), (3.46)

zaś z (3.45), że
χ0(t) = Zχ0(t) +Eχ1(t). (3.47)

Zamieniaj ↪ac indeksy
ϕn(t) = χb−n(t),

dostaniemy

n−1∑

k=−1

Ak+1ϕn−k(t) − ϕn(t) = ψn(t), 0 < n < b, (3.48)

ϕb(t) = Zϕb(t) +Eϕb−1(t), (3.49)
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gdzie
ψn(t) = Anϕ1(t) − gn(t).

Do (3.48) możemy zastosować teraz Twierdzenie 1.1, z którego wynika, że

ϕn(t) = Rnc(t) +

n∑

k=1

Rn−kψk(t), n ≥ 1, (3.50)

gdzie c(t) jest wektorem kolumnowym niezależ ↪acym od n.
Podstawienie n = 1 do (3.50) daje

c(t) = A0ϕ1(t),

czyli

ϕn(t) =

n∑

k=0

Rn−kAkϕ1(t) −
n∑

k=1

Rn−k(t)gk(t).

Zamieniaj ↪ac z powrotem indeksy χn(t) = ϕb−n(t), otrzymujemy:

χn(t) =

b−n∑

k=0

Rb−n−kAkχb−1(t) −
b−n∑

k=1

Rb−n−k(t)gk(t). (3.51)

Wreszcie, stosuj ↪ac (3.51) i warunek brzegowy (3.47), obliczamy

χb−1(t) = G−1
b Kb(g(t)), (3.52)

co kończy dowód Twierdzenia 3.4. �

Zbadamy teraz rozkład kolejnych okresów przepełnienia bufora (β2, β3, . . . na
rys. 2.1).

Rozkłady te dla MMPP wyznacza si ↪e trudniej niż w wypadku procesu Poissona
z nast ↪epuj ↪acego powodu. W wypadku procesu Poissona wszystkie βk dla k ≥ 2

maj ↪a taki sam rozkład. Jest tak, gdyż tuż po okresie przepełnienia bufora w systemie
zawsze jest b−1 pakietów i właśnie ta liczba stanowi pocz ↪atkow ↪a długość kolejki dla
nast ↪epnego okresu przepełnienia. A zatem dla zwykłego procesu Poissona rozkład
βk, k ≥ 2 jest taki sam jak rozkład β1, przy założeniu że X(0) = b− 1, tzn.

P(βk < t) = P(β1 < t|X(0) = b− 1) = Hb−1(t), k ≥ 2 (3.53)

i możemy go wyznaczać, korzystaj ↪ac bezpośrednio ze wzoru (2.37).
W wypadku kolejkowania MMPP równość (3.53) nie zachodzi i rozkład βk jest

różny dla różnych k. Dzieje si ↪e tak, ponieważ rozkład okresu przepełnienia zależy
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teraz nie tylko od długości kolejki tuż po poprzednim okresie przepełnienia (ta jest
zawsze b− 1), ale i od stanu łańcucha moduluj ↪acego w tej chwili.

A zatem znajdziemy najpierw rozkład łańcucha moduluj ↪acego tuż po okresie
przepełnienia.

W tym celu zdefiniujmy ci ↪ag zmiennych losowych {ωk}∞k=0, gdzie ω0 = J(0) i
ωk, k ≥ 1 oznacza stan łańcucha moduluj ↪acego tuż po k-tym okresie przepełnienia.
Jak łatwo zauważyć, rozkład β1 zależy od ω0 i X(0), zaś rozkład βk, k ≥ 2 zależy
tylko od ωk−1. A zatem ci ↪ag {ωk}∞k=0 tworzy łańcuch Markowa z dyskretnym cza-
sem.

Rozkład ω1 b ↪edziemy zapisywać w zależności od J(0) przy pomocy nast ↪epuj ↪acej
macierzy m×m:

Sn =
[
P(ω1 = l|X(0) = n, J(0) = i)

]
i,l
, i, l = 1, . . . ,m.

Twierdzenie 3.5. Rozkład stanu łańcucha moduluj ↪acego tuż po pierwszym okresie
przepełnienia ma w systemie MMPP/G/1/b postać

Sn =

b−n∑

k=0

Rb−n−kAkG
−1
b Kb(A) −

b−n∑

k=1

Rb−n−kAk, 0 ≤ n < b, (3.54)

gdzie

Ak =
∞∑

i=k

Ai, (3.55)

zaś Kb(A) jest zdefiniowane w (3.40). W szczególności mamy

Sb−1 = G−1
b Kb(A).

Dowód Twierdzenia 3.5. Wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪edem
pierwszej chwili ukończenia obsługi dla 0 < n < b, 1 ≤ i ≤ m daje:

P(ω1 = l|X(0) = n, J(0) = i)

=
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(ω1 = l|X(0) = n+ k − 1, J(0) = j)Pij(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
P(J(u − v) = l|J(0) = j)Pij(b− n− 1, v)λjdv.

(3.56)
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Pierwszy składnik (3.56) odpowiada za sytuacj ↪e, w której do chwili pierwszego
ukończenia obsługi nie wyst ↪apiło przepełnienie bufora, tzn. liczba przybyłych w tym
czasie pakietów była mniejsza niż b−n. Drugi składnik (3.56) odpowiada za sytuacj ↪e,
w której w chwili v, wcześniejszej niż u, nast ↪epuje przepełnienie bufora. Wówczas
mamy

P(ω1 = l) =
∑

j

P(J(u − v) = l|J(0) = j).

Warunek brzegowy dla X(0) = 0 ma teraz postać

P(ω1 = l | X(0) = 0, J(0) = i)

=

m∑

j=1

pijP(ω1 = l|X(0) = 0, J(0) = i)

+
m∑

j=1

Λij

λi −Qii
P(ω1 = l|X(0) = 1, J(0) = i). (3.57)

Stosuj ↪ac eksponent ↪e macierzy do zapisu stanu łańcucha Markowa po czasie u − v

(zobacz np. [196]), a nast ↪epnie stosuj ↪ac zapis macierzowy do (3.56) i (3.57), otrzy-
mujemy:

Sn =

b−n−1∑

k=0

AkSn+k−1 +Ab−n, 0 < n < b, (3.58)

S0 = ZS0 +ES1, (3.59)

gdzie

Ak =

∫ ∞

0
dF (u)

∫ u

0
P (k − 1, v)ΛeQ(u−v)dv =

∞∑

i=k

Ai

Teraz dowód możemy skończyć tak samo jak dowód Twierdzenia 3.4. �

Posługuj ↪ac si ↪e Twierdzeniami 3.4 i 3.5, możemy teraz łatwo znaleźć rozkład βk

dla dowolnego k ≥ 2. Wystarczy zauważyć, że Sn jest macierz ↪a przejścia łańcucha
Markowa ωk w pierwszym kroku (ω0 → ω1), zaś Sb−1 jest macierz ↪a przejścia łańcu-
cha ωk w każdym kolejnym kroku (ω1 → ω2, ω2 → ω3, itd.). Wykorzystuj ↪ac ten
fakt, otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 3.1. Dla k ≥ 2 rozkład k-tego okresu przepełnienia bufora w systemie
MMPP/G/1/b ma postać

P(βk < t) = vSn(Sb−1)
k−2Hb−1(t), (3.60)
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gdzie wektor v oznacza pocz ↪atkowy rozkład łańcucha moduluj ↪acego (rozkład J(0)),
n oznacza pocz ↪atkow ↪a długość kolejki, zaś Sn i Hn(t) s ↪a określone odpowiednio
wzorami (3.54) i (3.41).

Posługuj ↪ac si ↪e Wnioskiem 3.1 możemy znaleźć rozkład okresu przepełnienia bu-
fora w stanie ustalonym. Wygl ↪ada on nast ↪epuj ↪aco.

Wniosek 3.2. Rozkład graniczny βk ma postać

lim
k→∞

P(βk < t) = wHb−1(t), (3.61)

gdzie w oznacza rozkład stacjonarny dla macierzy Sb−1, tzn. wektor spełniaj ↪acy
warunki

wSb−1 = w, w1 = 1.

Przykład 3.8. Zbadamy teraz okres przepełnienia bufora dla parametryzacji MMPP
z Przykładu 3.1, b = 50 pakietów oraz stałego czasu transmisji d = 1 ms. Dla wizualizacji
rozkładu prawdopodobieństwa zamiast dystrybuanty lepiej użyć funkcji g

↪
estości, tzn.

hn(t) = (hn,1(t), . . . , hn,m(t))T =
dHn(t)

dt

= −
b−n∑

k=0

Rb−n−kAkG
−1

b Kb(g
′(t)) +

b−n∑

k=1

Rb−n−kg
′

k(t).

Rys. 3.20 przedstawia zależność g
↪
estości pierwszego okresu przepełnienia od rozmiaru

bufora dla dwóch różnych stanów pocz
↪
atkowych łańcucha moduluj

↪
acego. W obu wypadkach

widać bardzo szybk
↪
a zbieżność do rozkładu granicznego, tzn. już dla małych b rozkłady

zlewaj
↪
a si

↪
e z granicznymi. Zbieżność ta jest również widoczna na rys. 3.21 przedstawiaj

↪
acym

średni czas pierwszego przepełnienia bufora. Chcielibyśmy oczywiście umieć wyznaczać
postać rozkładu granicznego dla dużych b, tzn. poznać jakiś analog Twierdzenia 2.10 dla
procesu MMPP. Można si

↪
e spodziewać, że również w tym wypadku wzór graniczny b

↪
edzie

miał prostsz
↪
a form

↪
e. Jego zakres stosowania byłby bardzo szeroki, tzn. już do małych b, jak

pokazano powyżej. Do tej pory jednak nie udało si
↪
e takiego wzoru wyprowadzić.

Na rys. 3.22 pokazana jest zależność g
↪
estości pierwszego okresu przepełnienia od pocz

↪
a-

tkowej długości kolejki.
Wreszcie, na rys. 3.23 zaprezentowane s

↪
a g

↪
estości dla kolejnych okresów przepełnienia

w stanie nieustalonym, tzn. β1, β2, β3, . . . oraz w stanie ustalonym, tzn. β∞. Do otrzyma-
nia tych g

↪
estości konieczne jest wyznaczenie macierzy Sb−1 przy pomocy Twierdzenia 3.5.

Macierz ta ma postać

Sb−1 =

[
0.99920 0.00080
0.50980 0.49020

]
,

zaś wektor stacjonarny dla Sb−1

w = (0.99844, 0.00156).
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Rys. 3.20. G
↪
estość rozkładu prawdopodobieństwa pierwszego okresu przepełnienia bufora

(hn,i(t)) dla różnych rozmiarów buforów w Przykładzie 3.8. Cz
↪
eść (a): i = 1,

n = 0. Cz
↪
eść (b): i = 2, n = 0

Fig. 3.20. Probability density of the first buffer overflow period (hn,i(t)) for different buffer
sizes in Example 3.8. Part (a): i = 1, n = 0. Part (b): i = 2, n = 0
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Rys. 3.21. Średnia długość pierwszego okresu przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bu-
fora w Przykładzie 3.8. Cz

↪
eść (a): i = 1, n = 0. Cz

↪
eść (b): i = 2, n = 0

Fig. 3.21. Average duration of the first buffer overflow period versus the buffer size in Exam-
ple 3.8. Part (a): i = 1, n = 0. Part (b): i = 2, n = 0

Porównajmy teraz wektory w oraz

π = (0.00589, 0.99411).

Patrz
↪
ac na π, widzimy, że stan łańcucha moduluj

↪
acego wynosi najcz

↪
eściej 2. Mimo to stan

łańcucha moduluj
↪
acego na końcu okresu przepełnienia bufora wynosi najcz

↪
eściej 1, co wy-
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Rys. 3.22. G
↪
estość rozkładu prawdopodobieństwa pierwszego okresu przepełnienia bufora

(hn,i(t)) dla różnych n w Przykładzie 3.8. Cz
↪
eść (a): i = 1, b = 50. Cz

↪
eść (b):

i = 2, b = 50

Fig. 3.22. Probability density of the first buffer overflow period (hn,i(t)) for different values
of n in Example 3.8. Part (a): i = 1, b = 50. Part (b): i = 2, b = 50
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Rys. 3.23. G
↪
estości rozkładu prawdopodobieństwa dla kolejnych okresów przepełnienia bu-

fora w Przykładzie 3.8. Parametry pocz
↪
atkowe systemu: J(0) = 2, X(0) = 49,

b = 50
Fig. 3.23. Probability densities for consecutive buffer overflow periods in Example 3.8. Ini-

tial settings: J(0) = 2, X(0) = 49, b = 50
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nika z postaci w. Jest to konsekwencj
↪
a faktu, że przepełnienia bufora nast

↪
epuj

↪
a najcz

↪
eściej,

gdy łańcuch moduluj
↪
acy jest w stanie 1, gdyż λ1 > λ2.

Przykład 3.9. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.2, b = 120 pakietów oraz czasu
transmisji pakietu d = 10.133 µs (ρ = 72.6%) macierz Sb−1 wygl

↪
ada nast

↪
epuj

↪
aco

Sb−1 =




0.60242 0.09548 0.00020 0.29941 0.00247
0.00021 0.97342 0.00054 0.02204 0.00377
0.00260 0.24492 0.07887 0.66704 0.00657
0.00026 0.00677 0.00033 0.98956 0.00305
0.00398 0.13003 0.00014 0.30881 0.55703



,

zaś
w = (0.00070, 0.23479, 0.00041, 0.75684, 0.00723).

G
↪
estości β1, β2, β3, . . . oraz β∞ s

↪
a przedstawione na rys. 3.24. Chociaż zbieżność do β∞

jest dość szybka, dla kilku pierwszych okresów przepełnienia rozkład może si
↪
e dość znacznie

różnić od rozkładu dla stanu ustalonego.
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Rys. 3.24. G
↪
estości rozkładu prawdopodobieństwa dla kolejnych okresów przepełnienia bu-

fora w Przykładzie 3.9. Parametry pocz
↪
atkowe: J(0) = 1, X(0) = b− 1

Fig. 3.24. Probability densities for consecutive buffer overflow periods in Example 3.9. Ini-
tial settings: J(0) = 1, X(0) = b− 1

Zbadamy teraz, czy autokorelacja w strumieniu pakietów ma wpływ na długość okresu
przepełnienia. Intuicyjnie jest to trudniejsze do rozstrzygni

↪
ecia niż np. w wypadku długości

kolejki. Rozważmy wi
↪
ec dla porównania strumień Poissona o takiej samej intensywności

jak MMPP. Rys. 3.25 przedstawia porównanie g
↪
estości czasu przepełnienia bufora dla tych
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dwóch modeli ruchu. Widać, że dla MMPP masa probabilistyczna skoncentrowana jest
wokół wi

↪
ekszych wartości niż w wypadku procesu Poissona. A zatem również na t

↪
e cha-

rakterystyk
↪
e kolejkowania dodatnia autokorelacja ma negatywny wpływ.
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Rys. 3.25. G
↪
estości rozkładu prawdopodobieństwa okresu przepełnienia bufora w stanie

ustalonym dla kolejek ze skorelowanym (MMPP) i nieskorelowanym (Poisson)
strumieniem pakietów (Przykład 3.8)

Fig. 3.25. Probability densities for the buffer overflow period in steady state for queues with
correlated (MMPP) and uncorrelated (Poisson) traffic in Example 3.8

3.2.5. Liczba strat w okresie przepełnienia bufora

Dla zwykłego procesu Poissona prawdopodobieństwo, że w k-tym okresie przepeł-
nienia zostanie utraconych i pakietów, można łatwo policzyć, i dla k ≥ 2 wynosi
ono ∫ ∞

0

e−λt(λt)i

i!
dHb−1(t), (3.62)

zaś dla k = 1 ∫ ∞

0

e−λt(λt)i

i!
dHn(t), (3.63)

gdzie n = X(0).
W wypadku kolejkowania MMPP nie możemy zastosować wzorów (3.62), (3.63)

ani nawet żadnych ich analogów. Jest tak dlatego, że nie znamy rozkładu łańcucha



98 3. KOLEJKOWANIE STRUMIENI MMPP

moduluj ↪acego na pocz ↪atku okresu przepełnienia, a od tego stanu zależy zachowanie
MMPP w okresie przepełnienia i, w konsekwencji, liczba strat.

Problem ten możemy rozwi ↪azać, obliczaj ↪ac liczb ↪e kolejnych strat pakietów po-
dobnie jak poprzednie charakterystyki kolejkowania.

Przez γk oznaczamy liczb ↪e pakietów utraconych w k-tym okresie przepełnienia
oraz

qn,i(l) = P(γ1 = l|X(0) = n, J(0) = i),

qn(l) = (qn,1(l), . . . , qn,m(l))T . (3.64)

Twierdzenie 3.6. Rozkład liczby pakietów utraconych w pierwszym okresie przepeł-
nienia bufora w systemie MMPP/G/1/b ma postać

qn(l) =
b−n∑

k=0

Rb−n−kAkG
−1
b Kb(v(l)) −

b−n∑

k=1

Rb−n−kvk(l), 0 ≤ n < b, (3.65)

gdzie
vk(l) = Ak+l · 1,

zaś Kb(v(l)) jest określone w (3.40).

Dowód Twierdzenia 3.6. Dla 0 < n < b, 1 ≤ i ≤ m otrzymujemy

P(γ1 = l|X(0) = n, J(0) = i)

=
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ ∞

0
P(γ1 = l|X(0) = n+ k − 1, J(0) = j)Pij(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∫ ∞

0
Pij(b− n+ l, u)dF (u),

zaś dla n = 0 i 1 ≤ i ≤ m

P(γ1 = l | X(0) = 0, J(0) = i)

=
m∑

j=1

pijP(γ1 = l|X(0) = 0, J(0) = i)

+

m∑

j=1

Λij

λi −Qii
P(γ1 = l|X(0) = 1, J(0) = i).
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W zapisie macierzowym równania te wygl ↪adaj ↪a nast ↪epuj ↪aco:

qn(l) =

b−n−1∑

k=0

Akqn+k−1(l) + vb−n(l), 0 < n < b, (3.66)

q0(l) = Zq0(l) +Eq1(l). (3.67)

Można je rozwi ↪azać tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 3.4. �

Wykorzystuj ↪ac ostatni wynik oraz macierz Sb−1, możemy teraz łatwo określić
liczb ↪e kolejnych strat w nast ↪epnych okresach przepełnienia i w stanie ustalonym.

Wniosek 3.3. Dla k ≥ 2 rozkład liczby pakietów utraconych w k-tym okresie przepeł-
nienia bufora w systemie MMPP/G/1/b ma postać

P(γk = l) = vSn(Sb−1)
k−2qb−1(l), (3.68)

gdzie wektor v oznacza pocz ↪atkowy rozkład łańcucha moduluj ↪acego (rozkład J(0)),
n oznacza pocz ↪atkow ↪a długość kolejki, Sn i qn(l) s ↪a określone odpowiednio w (3.54)
i (3.65). Ponadto, rozkład liczby pakietów utraconych w okresie przepełnienia w sta-
nie ustalonym ma postać

lim
k→∞

P(γk = l) = wqb−1(l), (3.69)

gdzie wektor w oznacza rozkład stacjonarny dla macierzy Sb−1.

Przykład 3.10. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.1, b = 50 pakietów oraz stałego
czasu transmisji d = 1 ms prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w k-tym okresie
przepełnienia przedstawia tab. 3.2.

Przykład 3.11. Dla parametryzacji MMPP z Przykładu 3.2, b = 100 KB oraz czasu trans-
misji pakietu d = 10.133 µs, prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w okre-
sie przepełnienia bufora w stanie ustalonym zawiera tab. 3.3. Dla porównania pokazane
s

↪
a też wyniki dla procesu Poissona o identycznej intensywności. Zaobserwowane różnice

s
↪
a, oczywiście, konsekwencj

↪
a różnic w rozkładzie okresu przepełnienia bufora pokazanych

w Przykładzie 3.9. Różnice te s
↪
a statystycznie istotne, np. prawdopodobieństwo utraty ko-

lejno 5 pakietów jest o rz
↪
ad wielkości wi

↪
eksze w modelu uwzgl

↪
edniaj

↪
acym autokorelacj

↪
e.
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l
�
k 1 2 3 4 ∞

0 7.5377 × 10−1 6.7843 × 10−1 6.4156 × 10−1 6.2352 × 10−1 6.0622 × 10−1

1 1.9772 × 10−1 2.3715 × 10−1 2.5644 × 10−1 2.6589 × 10−1 2.7494 × 10−1

2 4.0314 × 10−2 6.5763 × 10−2 7.8217 × 10−2 8.4313 × 10−2 9.0155 × 10−2

3 6.9565 × 10−3 1.5120 × 10−2 1.9116 × 10−2 2.1072 × 10−2 2.2946 × 10−2

4 1.0618 × 10−3 2.9472 × 10−3 3.8699 × 10−3 4.3215 × 10−3 4.7544 × 10−3

5 1.4607 × 10−4 4.9485 × 10−4 6.6554 × 10−4 7.4908 × 10−4 8.2915 × 10−4

6 1.8237 × 10−5 7.2606 × 10−5 9.9214 × 10−5 1.1223 × 10−4 1.2471 × 10−4

7 2.0731 × 10−6 9.4304 × 10−6 1.3031 × 10−5 1.4793 × 10−5 1.6482 × 10−5

8 2.1530 × 10−7 1.0968 × 10−7 1.5282 × 10−6 1.7394 × 10−6 1.9417 × 10−6

Tab. 3.2. Prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w k-tym okresie przepełnienia
bufora w Przykładzie 3.10. J(0) = 2, X(0) = b− 1

l MMPP Poisson
0 6.8230 × 10−1 8.0571 × 10−1

1 2.3465 × 10−1 1.6359 × 10−1

2 6.4755 × 10−2 2.6638 × 10−2

3 1.4826 × 10−2 3.5958 × 10−3

4 2.8914 × 10−3 4.1307 × 10−4

5 4.9020 × 10−4 4.1217 × 10−5

6 7.3432 × 10−5 3.6307 × 10−6

7 9.8470 × 10−6 2.8608 × 10−7

8 1.1947 × 10−6 2.0379 × 10−8

9 1.3233 × 10−7 1.3242 × 10−9

10 1.3480 × 10−8 7.9087 × 10−11

Tab. 3.3. Prawdopodobieństwa utraty l kolejnych pakietów w okresie przepełnienia bufora
(w stanie ustalonym) dla skorelowanego (MMPP) i nieskorelowanego (Poisson) mo-
delu ruchu (Przykład 3.11)

3.2.6. Czas do przepełnienia bufora

Czas do przepełnienia bufora zależy od pocz ↪atkowej długości kolejki n oraz od
pocz ↪atkowego stanu łańcucha moduluj ↪acego i i jest zdefiniowany jako

τn,i = inf{t > 0 : X(t) = b|X(0) = n, J(0) = i}.

W praktyce interesuje nas najcz ↪eściej τ0,i, tzn. czas do przepełnienia bufora, przy
założeniu że pocz ↪atkowo system jest pusty.
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Rozkład czasu do przepełnienia bufora wyznaczymy w postaci wektora kolum-
nowego transformat:

ln(s) = (ln,1(s), ln,2(s), . . . , ln,m(s))T ,

gdzie

ln,i(s) =

∫ ∞

0
e−st

P(τn,i > t)dt.

Twierdzenie 3.7. Transformata rozkładu czasu do przepełnienia bufora w systemie
MMPP/G/1/b ma postać

ln(s) =

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)Ak(s)G
−1
b (s)hb(s)

−
b−n∑

k=1

Rb−n−k(s)d̃k(s), 0 ≤ n < b, (3.70)

gdzie

d̃k(s) =

k−1∑

i=0

Di(s) · 1,

Gb(s) = (I − Z(s))

b∑

k=0

Rb−k(s)Ak(s)

−E(s)
b−1∑

k=0

Rb−1−k(s)Ak(s), (3.71)

hb(s) = (I − Z(s))

b∑

k=1

Rb−k(s)d̃k(s)

−E(s)

b−1∑

k=1

Rb−1−k(s)d̃k(s) − z(s), (3.72)

zaś Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu Ak(s).

Dowód Twierdzenia 3.7. Jeżeli pocz ↪atkowo system nie jest pusty, 0 < n <

b, to stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪edem pierwszej chwili
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ukończenia obsługi, otrzymujemy

P(τn,i > t) =

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
P(τn+k−1,j > t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+(1 − F (t))

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

Pi,j(k, t). (3.73)

Pierwsza cz ↪eść (3.73) odpowiada przypadkowi, w którym pierwszy czas ukończenia
obsługi u wypada przed t i do czasu ukończenia obsługi przybywa najwyżej b−n−1

pakietów (wi ↪ec bufor si ↪e nie przepełnia). W sytuacji gdy do chwili u < t do systemu
przybywa b− n lub wi ↪ecej pakietów, przepełnienie nast ↪epuje i

P(τn,i > t) = 0,

wi ↪ec odpowiedni człon nie wyst ↪epuje w równaniu. Druga cz ↪eść (3.73) odpowiada
przypadkowi, gdy pierwszy czas ukończenia obsługi wypada po chwili t i do chwili
t przybywa najwyżej b− n− 1 pakietów. Wtedy

P(τn,i > t) = 1.

Jeżeli pocz ↪atkowo system jest pusty, to ze wzoru na prawdopodobieństwo całko-
wite wzgl ↪edem chwili pierwszego zdarzenia (tzn. pakietu lub zmiany stanu łańcucha)
otrzymujemy

P(τ0,i > t) =
m∑

j=1

P(τ0,j > t− u)pij(λi −Qii)e
−(λi−Qii)udu

+

m∑

j=1

∫ t

0
P(τ1,j > t− u)Λije

−(λi−Qii)udu

+e−(λi−Qii)t. (3.74)

Stosuj ↪ac transformaty i zapis macierzowy do (3.73) i (3.74), otrzymujemy:

ln(s) =
b−n−1∑

k=0

Ak(s)ln+k−1(s) + d̃b−n(s), 0 < n < b,

l0(s) = Z(s)l0(s) +E(s)l1(s) + z(s).

Podstawienie
ln(s) = ub−n(s)
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daje nast ↪epnie:

n−1∑

k=−1

Ak+1(s)un−k(s) − un(s) = ψn(s), 0 < n < b, (3.75)

ub(s) = Z(s)ub(s) +E(s)ub−1(s) + z(s), (3.76)

gdzie
ψn(s) = An(s)u1(s) − d̃n(s).

Zgodnie z Twierdzeniem 1.1 każde rozwi ↪azanie układu (3.75) jest postaci:

un(s) = Rn(s)c(s) +

n∑

k=1

Rn−k(s)ψk(s). (3.77)

Podstawiaj ↪ac n = 1 do (3.77), obliczamy

c(s) = A0(s)u1(s)

oraz

un(s) =

n∑

k=0

Rn−k(s)Ak(s)u1(s) −
n∑

k=1

Rn−k(s)d̃k(s).

W końcu, przy pomocy (3.76) możemy obliczyć

u1(s) = G−1
b (s)hb(s)

i to kończy dowód Twierdzenia 3.7. �

Z praktycznego punktu widzenia wygodne jest, że w definicji ln,i(s) wyst ↪epuje
ogon rozkładu. Dzi ↪eki temu możemy łatwo obliczać wartość oczekiwan ↪a czasu do
przepełnienia:

Eτn,i = ln,i(0). (3.78)

W celu znalezienia transformat dystrybuanty czy g ↪estości wystarcz ↪a proste prze-
kształcenia transformaty ogona. Mianowicie, dla dystrybuanty czasu do przepełnienia
mamy ∫ ∞

0
e−st

P(τn,i < t)dt =
1

s
− ln,i(s), (3.79)

zaś dla g ↪estości ∫ ∞

0
e−st

P
′
t(τn,i < t)dt = 1 − sln,i(s). (3.80)
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Rys. 3.26. Średni czas [s] do przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla różnych
wartości obci

↪
ażenia systemu (Przykład 3.12). X(0) = 0, rozkład J(0) zgodnie

z π
Fig. 3.26. Average time [s] to buffer overflow versus the buffer size for different values of

the offered load (Example 3.12). X(0) = 0, J(0) distributed according to π
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Przykład 3.12. Zbadamy teraz czas do przepełnienia bufora dla parametryzacji MMPP
z Przykładu 3.2. Obliczenia zostan

↪
a przeprowadzone dla różnych rozmiarów bufora oraz

różnych wartości czasu transmisji d - w ten sposób otrzymamy też różne wartości obci
↪
ażenia

systemu ρ = λd.
Rys. 3.26 przedstawia średni czas do przepełnienia bufora w funkcji b dla obci

↪
ażeń od

50% do 90% . Widzimy, że kształt wykresu jest podobny dla wszystkich wartości ρ, tzn. dla
b = 4− 8 KB nast

↪
epuje zagi

↪
ecie wykresu, a nast

↪
epnie funkcja przyjmuje kształt zbliżony do

liniowego (przy logarytmicznym wyskalowaniu osi pionowej). Nachylenie wykresu zależy
od ρ i dla dużych ρ jest małe. Dlatego czasy do przepełnienia bufora mog

↪
a być krótkie, nawet

przy dużych rozmiarach buforów, o ile tylko obci
↪
ażenie systemu jest duże.

Jak si
↪
e okazuje, czas do przepełnienia bufora (a wi

↪
ec i cz

↪
estość przepełnień) jest cha-

rakterystyk
↪
a szczególnie wrażliw

↪
a na autokorelacj

↪
e strumienia pakietów. Na rys. 3.27 poka-

zane s
↪
a czasy do przepełnienia bufora dla strumienia Poissona o tej samej intensywności co

rozważany MMPP. Już na pierwszy rzut oka widać różnic
↪
e w wartościach z rys. 3.26 i 3.27.

Przykładowo, dla ρ = 80% i b = 50 pakietów średni czas do przepełnienia bufora dla
strumienia Poissona wynosi

Eτ = 220210 s,

a wi
↪
ec praktycznie przepełnień si

↪
e nie obserwuje. Dla rozważanego MMPP czas ten wynosi

odpowiednio
Eτ = 0.01739 s,

czyli jest o 7 rz
↪
edów wielkości mniejszy i w tym wypadku przepełnienia b

↪
ed

↪
a już w dużym

stopniu wpływały na wydajność mechanizmu kolejkowania.

3.2.7. Złożoność obliczeniowa

Poświ ↪ećmy teraz troch ↪e uwagi na zbadanie złożoności obliczeniowej rozwi ↪azań przed-
stawionych w Twierdzeniach 3.1–3.7. Łatwo zauważyć, że złożoność jest podobna
w każdym z tych twierdzeń, dlatego omówimy j ↪a na przykładzie φn(s, l) z Twierdze-
nia 3.1.

Jeżeli chodzi o złożoność pami ↪eciow ↪a, to do obliczenia jednej wartości φn(s, l)

musimy zaj ↪ać w pami ↪eci miejsce na 3b macierzy o wymiarach m ×m, a mianowi-
cie macierze Ak(s), Rk(s) i Bk(s). Ponadto konieczne jest miejsce na b wektorów
gk(s, l) rozmiaru m. A zatem złożoność pami ↪eciowa jest rz ↪edu O(bm2).

Jeżeli chodzi o złożoność czasow ↪a, to zakładaj ↪ac, że mnożenie i odwracanie ma-
cierzy kwadratowych jest rz ↪edu O(m3), łatwo zobaczyć, że liczba operacji zmien-
noprzecinkowych rośnie jak O(m3b2) i główny koszt jest zwi ↪azany z wyznaczeniem
potencjału Rk(s).

Wprawdzie zaawansowane metody, jak np. Coppersmitha i Winograda, pozwa-
laj ↪a zredukować złożoność mnożenia macierzy nawet do O(m2.376), ale realny zysk
otrzymuje si ↪e w praktyce dopiero dla bardzo dużych macierzy.
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Rys. 3.27. Średni czas do przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla strumienia Po-
issona i różnych wartości obci

↪
ażenia systemu (Przykład 3.12). X(0) = 0

Fig. 3.27. Average time to buffer overflow versus the buffer size for Poisson arrivals and
different values of the offered load (Example 3.12). X(0) = 0

Otrzymana złożoność czasowaO(m3b2) nie jest zła, jeżeli weźmiemy pod uwag ↪e,
że siłowe rozwi ↪azanie układu (3.20) wymaga O(m3b3) operacji zmiennoprzecinko-
wych.

Zwróćmy jeszcze uwag ↪e na dwie ważne przy wykonywaniu obliczeń numerycz-
nych sprawy. Po pierwsze, można zauważyć, że cz ↪eść wyznaczonych charakterystyk
kolejkowania wraz ze wzrostem rozmiaru bufora ma postać asymptotycznie liniow ↪a
(przy logarytmicznej skali osi pionowej). Do takich charakterystyk można zaliczyć
np. prawdopodobieństwo przepełnienia bufora (rys. 3.5), współczynnik strat pa-
kietów (rys. 3.12), czas do przepełnienia bufora (rys. 3.26). Dzi ↪eki tej własności,
możemy łatwo otrzymywać przybliżone charakterystyki dla bardzo dużych buforów,
wykorzystuj ↪ac wyniki dla małych lub umiarkowanych buforów, jednocześnie znacz-
nie redukuj ↪ac nakład obliczeniowy.

Po drugie, obliczanie charakterystyk kolejkowania przy pomocy metody poten-
cjału ma nast ↪epuj ↪ac ↪a zalet ↪e. Dla dowolnej charakterystyki możemy wyznaczyć po-
tencjał Rk(s) do pewnego maksymalnego indeksu kmax, zapami ↪etać wyniki, a na-
st ↪epnie wielokrotnie obliczać wartości interesuj ↪acej nas charakterystyki dla różnych
b, już bez dodatkowego nakładu obliczeniowego.
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3.3. Nota bibliograficzna do Rozdziału 3

Przedstawione na pocz ↪atku rozdziału podstawowe informacje o MMPP można zna-
leźć w doskonałej ,,ksi ↪ażce kucharskiej” (jak j ↪a nazywaj ↪a sami autorzy) poświ ↪econej
temu procesowi [91].

Ze wzgl ↪edu za swoj ↪a wzgl ↪edn ↪a prostot ↪e, możliwość kształtowania funkcji auto-
korelacji oraz stosunkow ↪a łatwość analizy, proces MMPP stał si ↪e bardzo popularny
w modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych [5, 13, 108, 136, 156, 178, 183, 207,
206], szczególnie w sieciach ATM [18, 112, 116, 170, 169, 174, 188, 200, 205] oraz
w modelowaniu ruchu multimedialnego [185, 105, 201].

Do popularności MMPP przyczyniła si ↪e też dost ↪epność algorytmów umożliwia-
j ↪acych dopasowanie parametrów MMPP do zarejestrowanych śladów ruchu (temat
ten zostanie szerzej omówiony w Rozdziale 5).

Jeżeli chodzi o podstawowe charakterystyki kolejkowania ruchu MMPP, to uwaga
badaczy skupiona była głównie na systemach z nieograniczonym buforem (np. [137,
138, 139, 134, 15, 153]).

Systemy ze skończonym buforem analizowane były albo jedynie w stanie usta-
lonym [30, 19], albo przy szczególnych założeniach dotycz ↪acych rozkładu czasu
obsługi [124, 133, 17].

Oprócz wymienionych wyżej prac poświ ↪econych metodom dokładnym rozwi ↪a-
zywania kolejek dla ruchu MMPP, rozwijane były też metody przybliżone, np. [37,
198].

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodz ↪a z nast ↪epuj ↪acych prac. Rozkład
długości kolejki i opóźnienia (podrozdziały 3.2.1 i 3.2.3) zostały zbadane w [57].
Współczynnik strat pakietów oraz średnia liczba pakietów utraconych w przedziale
(0, t] (podrozdział 3.2.2) zostały przedstawione w [66]. Analiza okresu przepełnienia
bufora oraz liczby kolejnych strat pakietów (podrozdziały 3.2.4 i 3.2.5 ) została prze-
prowadzona w [68]. Wreszcie rozkład czasu do przepełnienia bufora (podrozdział
3.2.6) został wyznaczony w [69].

Na zakończenie warto dodać, że prowadzone s ↪a też badania, w których charak-
terystyki kolejkowania oblicza si ↪e nie w postaci jawnych wzorów, lecz przy pomocy
numerycznego rozwi ↪azywania dużych układów równań liniowych. W szczególności
z MMPP wi ↪aż ↪a si ↪e metody rozwi ↪azywania układów wyst ↪epuj ↪acych przy badaniu
tzw. łańcuchów Markowa typu M/G/1, gdyż struktura tych układów jest podobna do
(3.20). Literatura poświ ↪econa numerycznym rozwi ↪azaniom łańcuchów typu M/G/1
jest obszerna, np. [152, 7, 6, 26, 27, 25, 24, 94, 95, 102, 101, 127, 126, 128, 146,
145, 147, 148, 171, 168, 176].
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W tym rozdziale przedstawione b ↪ed ↪a charakterystyki kolejkowania strumienia typu
BMAP. Proces ten posiada najbogatsz ↪a struktur ↪e wśród procesów markowskich wy-
korzystywanych do modelowaniu ruchu w sieciach pakietowych i, co za tym idzie,
najwi ↪eksze możliwości naśladowania zjawisk statystycznych wyst ↪epuj ↪acych w ruchu.
Pokazane zostan ↪a najważniejsze charakterystyki kolejkowania BMAP dla stanu usta-
lonego i nieustalonego, w tym długość kolejki, opóźnienie, czas do przepełnienia bu-
fora.

4.1. Definicja i własności BMAP

Najwi ↪eksz ↪a wad ↪a omówionego w poprzednim rozdziale MMPP jako modelu ruchu
w sieciach pakietowych jest to, że proces ten nie pozwala uwzgl ↪ednić różnych roz-
miarów pakietów (w modelowaniu wykorzystuje si ↪e wtedy tylko średni rozmiar pa-
kietu). Nie ma to znaczenia dla sieci ATM, ale może mieć znaczenie w modelo-
waniu ruchu IP, zwłaszcza wtedy, gdy wariancja rozkładu rozmiaru pakietu jest duża
lub wyst ↪epuje korelacja pomi ↪edzy rozmiarami pakietów a intensywności ↪a strumienia
pakietów (zobacz np. [182]). Wady tej pozbawiony jest proces BMAP (ang. batch
Markovian arrival process1).

Nieco upraszczaj ↪ac, można powiedzieć, że BMAP jest rozszerzon ↪a wersj ↪a MMPP,
w której zdarzenia mog ↪a si ↪e pojawiać również w chwilach zmiany stanu łańcucha
moduluj ↪acego, a także mog ↪a si ↪e pojawiać w grupach.

Podobnie jak w wypadku złożonego procesu Poissona grupowa struktura może
zostać wykorzystana albo do modelowania rozkładu rozmiaru pakietu (wtedy grupa
zdarzeń to jeden pakiet o rozmiarze równym rozmiarowi grupy), albo do modelo-
wania spi ↪etrzeń w ruchu sieciowym (wtedy każde zdarzenie z grupy to jeden pakiet
i grupa zdarzeń odpowiada grupie pakietów). W pierwszym wypadku, w odróżnieniu
od złożonego procesu Poissona, przy pomocy BMAP możemy modelować nie tylko

1Tzn. markowski proces zdarzeń o grupowej strukturze. Dla wygody b
↪
edziemy używać po prostu

skrótu BMAP.
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rozmiar pakietu, lecz również autokorelacj ↪e czasów pomi ↪edzy pakietami i korelacj ↪e
rozmiaru pakietu z bież ↪ac ↪a intensywności ↪a strumienia pakietów. Jak pokazano w pra-
cy [182], zjawisko to może istotnie wpływać na charakterystyki kolejkowania ruchu.
Podobnie jak MMPP, BMAP daje też możliwość dokładnego dopasowania kształtu
rozkładu brzegowego czasu pomi ↪edzy pakietami, a co za tym idzie – również jego
wartości średniej, wariancji i wyższych momentów.

Z powyższych wzgl ↪edów BMAP szczególnie dobrze nadaje si ↪e do modelowa-
nia zagregowanego ruchu IP, gdyż dzi ↪eki jego bogatej strukturze można modelować
praktycznie wszystkie własności statystyczne ruchu pakietów,

Proces BMAP formalnie definiuje si ↪e jako dwuwymiarowy łańcuch Markowa
(N(t), J(t)) w przestrzeni stanów {(i, j) : i ≥ 0, 1 ≤ j ≤ m}, o macierzy inten-
sywności postaci

R =




D0 D1 D2 D3 · ·
D0 D1 D2 · ·

D0 D1 · ·
· · ·


 ,

gdzie Dk, k ≥ 0 s ↪a macierzami o wymiarach m×m takimi, że:

• Dk, k ≥ 1 s ↪a nieujemne,

• D0 ma nieujemne elementy poza przek ↪atn ↪a i ujemne na przek ↪atnej,

• D =
∑∞

k=0Dk jest macierz ↪a intensywności (zerowa suma elementów w każ-
dym wierszu),

• D 6= D0.

N(t) oznacza całkowit ↪a liczb ↪e zdarzeń w przedziale (0, t] i ma postać niema-
lej ↪acej funkcji schodkowej, w której skoki maj ↪a miejsce w punktach pojawiania si ↪e
grup zdarzeń, zaś J(t) oznacza moduluj ↪acy łańcuch Markowa z ci ↪agłym czasem
o przestrzeni stanów {1, . . . ,m} i macierzy intensywności D.

Z powyższej definicji wynika, że do kompletnej parametryzacji BMAP konieczne
i wystarczaj ↪ace jest podanie ci ↪agu D0, D1, D2, . . . macierzy m × m spełniaj ↪acych
powyższe warunki.

Wyrobienie sobie intuicyjnego obrazu struktury BMAP ułatwia tzw. konstruk-
tywna definicja tego procesu. Wygl ↪ada ona nast ↪epuj ↪aco.

Załóżmy, że moduluj ↪acy łańcuch Markowa jest pocz ↪atkowo w stanie i, czyli
J(0) = i. Łańcuch ten przebywa nast ↪epnie w tym stanie przez pewien czas o
rozkładzie wykładniczym z parametrem µi. Na końcu tego okresu nast ↪epuje przejście
łańcucha moduluj ↪acego do innego stanu, być może (choć niekoniecznie) z równo-
czesnym pojawieniem si ↪e grupy zdarzeń. W szczególności, z prawdopodobieństwem
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pi(j, k), gdzie 1 ≤ k ≤ m, j ≥ 0, nast ↪epuje przejście do stanu k ł ↪acznie z pojawie-
niem si ↪e grupy zdarzeń o rozmiarze j. Zakładamy, że prawdopodobieństwa pi(j, k)

spełniaj ↪a warunki:

• pi(0, i) = 0,

• ∑∞
j=0

∑m
k=1 pi(j, k) = 1, dla każdego 0 ≤ i ≤ m.

Jak widać, powyższa, konstruktywna definicja BMAP oparta jest na innej para-
metryzacji niż macierze D0, D1, D2, . . ., a mianowicie na prawdopodobieństwach
pi(j, k) i intensywnościach µi. Pomi ↪edzy tymi dwoma parametryzacjami zachodz ↪a
nast ↪epuj ↪ace relacje:

µi = −(D0)ii, 1 ≤ i ≤ m, (4.1)

pi(0, k) =
1

µi
(D0)ik, 1 ≤ i, k ≤ m, k 6= i, (4.2)

pi(j, k) =
1

µi
(Dj)ik, 1 ≤ i, k ≤ m, j ≥ 1. (4.3)

Konstruktywna definicja BMAP umożliwia bardzo prost ↪a symulacj ↪e tego pro-
cesu. Przykładowy kod w j ↪ezyku C jest podany w podrozdziale 5.5.

Podstawowe charakterystyki BMAP w stanie ustalonym obliczamy nast ↪epuj ↪aco.
Średnia intensywność (wliczaj ↪ac rozmiary grup) wyraża si ↪e wzorem

λ = π
∞∑

k=1

kDk1,

gdzie π jest rozkładem stacjonarnym dla D, tzn. wektorem spełniaj ↪acym

πD = (0, . . . , 0), π1 = 1.

Intensywność strumienia grup zdarzeń oblicza si ↪e jako

λg = π(−D0)1.

Wariancja czasu pomi ↪edzy wpływem kolejnych grup zdarzeń ma postać

V ar = − 2

λg
πD−1

0 1 − 1

λ2
g

.

Oznaczaj ↪ac przez Ti czas pomi ↪edzy (i − 1)-sz ↪a i i-t ↪a grup ↪a zdarzeń, możemy
obliczyć autokowariancj ↪e BMAP jako

Cov(k) = E[(Ti −ETi)(Ti+k −ETi+k)]

= pD−1
0 C(Ck−1 − 1 p)D−1

0 C 1, (4.4)
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gdzie
C = −D−1

0 (D −D0)

oraz p jest rozkładem stacjonarnym dla macierzy C − I , tzn.

p(C − I) = (0, . . . , 0), p 1 = 1.

Autokorelacja BMAP wynosi wtedy

Corr(k) =
Cov(k)

V ar
.

Funkcja licz ↪aca jest określona dla BMAP jako

Pi,j(n, t) = P(N(t) = n, J(t) = j|N(0) = 0, J(0) = i),

zaś funkcja tworz ↪aca funkcji licz ↪acej

P ∗(z, t) =

∞∑

n=0

P (n, t)zn

wyraża si ↪e wzorem
P ∗(z, t) = eD(z)t, |z| ≤ 1,

gdzie

D(z) =

∞∑

k=0

zkDk.

W wypadku BMAP również b ↪edziemy posługiwać si ↪e funkcjonałami całko-
wymi funkcji licz ↪acej:

ak,i,j(s) =

∫ ∞

0
e−stPi,j(k, t)dF (t), (4.5)

dk,i,j(s) =

∫ ∞

0
e−stPi,j(k, t)(1 − F (t))dt, (4.6)

ck,i,j(s, σ) =

∫ ∞

0
e−σtPi,j(k, t)dt

∫ ∞

0
e−sxdxF (x+t), (4.7)

zwykle w postaci macierzy m×m:

Ak(s) = [ak,i,j(s)]i,j , (4.8)

Dk(s) = [dk,i,j(s)]i,j , (4.9)

Ck(s, σ) = [ck,i,j(s, σ)]i,j . (4.10)
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Macierze te obliczamy przy pomocy metody uniformizacji przedstawionej w podroz-
dziale 5.2. Ponadto b ↪edziemy używać nast ↪epuj ↪acych macierzy m×m:

Yk(s) =

[
µipi(k, j)

s+ µi

]

i,j

,

Ak(s) =
∞∑

i=k

Ai(s),

Bk(s) = Ak+1(s) −Ak+1(s)(A0(s))
−1,

oraz wektora kolumnowego:

z(s) = ((s+ µ1)
−1, . . . , (s+ µm)−1)T .

Oczywiście, podstawow ↪a własności ↪a BMAP wykorzystywan ↪a do wyprowadza-
nia wzorów dla charakterystyk kolejkowania jest jego markowska struktura, która
oznacza, że znaj ↪ac wartość łańcucha moduluj ↪acego w pewnej chwili t0, możemy
określić zachowanie probabilistyczne tego procesu po chwili t0 jedynie na podstawie
J(t0) – bez znajomości historii procesu przed t0.

BMAP jest najbardziej ogólnym procesem punktowym o markowskiej struktu-
rze. Stosuj ↪ac odpowiednie parametryzacje, można z BMAP otrzymać wiele innych
prostszych procesów markowskich używanych w modelowaniu ruchu sieciowego.
W szczególności:

• przyjmuj ↪ac m = 1 oraz D0 = −λ, D1 = λ, otrzymujemy proces Poissona;

• przyjmuj ↪ac m = 1, D0 = −λ oraz dla j ≥ 1Dk = pjλ, otrzymujemy złożony
proces Poissona;

• przyjmuj ↪ac D0 = T oraz D1 = −T1α, otrzymujemy proces odnowy, w któ-
rym rozkład czasu pomi ↪edzy zdarzeniami jest typu fazowego z parametrami
(α, T ) (zobacz [150, 113]). Procesy tego rodzaju maj ↪a bardzo duże znaczenie
praktyczne, gdyż przy pomocy rozkładu fazowego można przybliżyć każdy
inny rozkład z dowolnie duż ↪a dokładności ↪a;

• przyjmuj ↪ac D0 = T oraz Dk = −pkT1α, k ≥ 1, otrzymujemy proces od-
nowy o grupowej strukturze i fazowym rozkładzie czasu pomi ↪edzy zdarze-
niami (gdzie pk oznacza prawdopodobieństwo grupy o rozmiarze k);

• przyjmuj ↪ac, że Dk = 0 dla k ≥ 2, otrzymujemy proces MAP (ang. Markovian
arrival process, zobacz też [140]). Różni si ↪e on od BMAP jedynie tym, że
zdarzenia pojawiaj ↪a si ↪e pojedynczo, a nie w grupach;
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• przyjmuj ↪ac D0 = Q−Λ iD1 = Λ, otrzymujemy proces MMPP z parametrami
Q i Λ;

• przyjmuj ↪ac D0 = Q−Λ i Dk = pkΛ, k ≥ 1, otrzymujemy proces o grupowej
strukturze (pk - prawdopodobieństwo grupy o rozmiarze k), w którym czasy
pomi ↪edzy grupami zdarzeń tworz ↪a MMPP;

• przyjmuj ↪ac Dj = pjD1, j ≥ 1, otrzymujemy proces o skorelowanych cza-
sach pomi ↪edzy zdarzeniami i grupowym wpływie zdarzeń, w którym rozmiary
kolejnych grup s ↪a zmiennymi niezależnymi;

• przyjmuj ↪ac D0 = −λI oraz (Dk)ij = λPijqi(k), gdzie {qi(k), k ≥ 1, 1 ≤ i ≤
m} jest rodzin ↪a dyskretnych rozkładów prawdopodobieństwa, zaś P = [Pij ]

jest macierz ↪a przejścia łańcucha Markowa z dyskretnym czasem, otrzymu-
jemy, odwrotnie niż poprzednio, proces o nieskorelowanych czasach pomi ↪edzy
grupami zdarzeń i skorelowanych rozmiarach grup zdarzeń. Ściśle mówi ↪ac,
rozmiar kolejnej grupy wybierany jest zgodnie ze stanem łańcucha Markowa
o macierzy przejścia P .

Do pokazania przykładowych wyników numerycznych b ↪edziemy w dalszej cz ↪eści
używali dwóch parametryzacji BMAP - jednej prostej, sztucznie skonstruowanej
w celu zademonstrowania pewnych cech BMAP, oraz drugiej, bardziej skompliko-
wanej, zbudowanej w oparciu o zarejestrowany ślad ruchu IP oraz estymacj ↪e para-
metrów przy pomocy metody EM (przedstawionej w podrozdziale 5.3).

Przykład 4.1. Pierwsza parametryzacja BMAP wygl
↪
ada nast

↪
epuj

↪
aco:

D0 =




−32 3 1
4 −54 4
1 1 −127



 , D1 =




14 1 2
1 3 2
2 3 5



 ,

D3 =




1 2 1
1 32 1
4 1 2


 , D10 =




2 3 2
1 4 1
3 0 105


 .

A zatem mamy m = 3, grupy mog
↪
a przyjmować rozmiary 1, 3, 10. Macierz D ma postać

D =




−15 9 6
7 −15 8
10 5 −15


 ,

zaś jej stacjonarny rozkład prawdopodobieństwa

π = (0.36133, 0.32227, 0.31641).
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Alternatywna parametryzacja, oparta na definicji konstruktywnej, wygl
↪
ada nast

↪
epuj

↪
aco:

µ1 = 32, µ2 = 54, µ3 = 127,

p1(1, 1) = 0.437500, p1(3, 1) = 0.031250, p1(10, 1) = 0.06250,

p1(0, 2) = 0.093750, p1(1, 2) = 0.031250, p1(3, 2) = 0.062500,

p1(10, 2) = 0.09375, p1(0, 3) = 0.031250, p1(1, 3) = 0.062500,

p1(3, 3) = 0.031250, p1(10, 3) = 0.06250, p2(0, 1) = 0.074074,

p2(1, 1) = 0.018519, p2(3, 1) = 0.018519, p2(10, 1) = 0.018519,

p2(1, 2) = 0.055556, p2(3, 2) = 0.592593, p2(10, 2) = 0.074074,

p2(0, 3) = 0.074074, p2(1, 3) = 0.037037, p2(3, 3) = 0.018519,

p2(10, 3) = 0.018519, p3(0, 1) = 0.007874, p3(1, 1) = 0.015748,

p3(3, 1) = 0.031496, p3(10, 1) = 0.023622, p3(0, 2) = 0.007874,

p3(1, 2) = 0.023622, p3(3, 2) = 0.007874, p3(1, 3) = 0.039370,

p3(3, 3) = 0.015748, p3(10, 3) = 0.826772.

Przedstawiony BMAP został tak zbudowany, by zademonstrować wpływ na charak-
terystyki kolejkowania zjawiska dodatniego skorelowania rozmiaru grupy z bież

↪
ac

↪
a inten-

sywności
↪
a strumienia grup. Patrz

↪
ac na wartości π, µi oraz pi(k, j), widzimy, że łańcuch

moduluj
↪
acy przebywa mniej wi

↪
ecej tyle samo czasu w każdym ze stanów, jednak inten-

sywność strumienia pojawiaj
↪
acych si

↪
e grup rośnie wraz ze wzrostem numeru stanu. Ponadto

średnie rozmiary grup pojawiaj
↪
acych si

↪
e w stanach 1, 2, 3 wynosz

↪
a odpowiednio 3.1, 3.1, 8.8.

A zatem w stanie 3 wyst
↪
epuje najwi

↪
eksza intensywność pojawiania si

↪
e grup oraz najwi

↪
ekszy

średni rozmiar grupy.
Podstawowe charakterystyki omawianego BMAP wygl

↪
adaj

↪
a nast

↪
epuj

↪
aco. Intensywność

strumienia grup wynosi
λg = 64.492,

zaś całkowita średnia intensywność

λ = 441.44.

Daje to średni rozmiar grupy
λ

λg

= 6.8449.

Wariancja czasu pomi
↪
edzy dwoma kolejnymi grupami wynosi

V ar = 4.3293× 10−4.

Przykład 4.2. Druga prezentowana tu parametryzacja BMAP odwzorowuje zapisany prze-
bieg zagregowanego ruchu IP. Do dopasowania parametrów wykorzystanych zostało milion
nagłówków pakietów zapisanych w ogólnodost

↪
epnym pliku FRG-1137458803-1.tsh (zobacz

[93]), przedstawiaj
↪
acym ruch z 17 stycznia 2006 roku, zarejestrowany w punkcie agregacji
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Front Range GigaPOP, monitorowanym w ramach projektu Passive Measurement and Ana-
lysis Project, [155].

Rozmiar grupy w BMAP został tu wykorzystany do modelowania rozmiaru pakietu IP.
Ślady ruchu IP s

↪
a cz

↪
esto zdominowane przez kilka czy kilkanaście rozmiarów pakietów i tyle

różnych rozmiarów grup w BMAP wystarcza zwykle do precyzyjnego modelowania. W wy-
korzystywanej tu próbce ruchu siedem najcz

↪
estszych rozmiarów pakietów to 40, 52, 552,

1300, 1420, 1488 i 1500 B. Wymienione rozmiary wyczerpuj
↪
a już 97% całego ruchu i do

nich tylko ograniczymy model.
Parametry BMAP dopasowane do zapisanego śladu IP wygl

↪
adaj

↪
a nast

↪
epuj

↪
aco (zobacz

[61]):

D0 =




−90020.6 5300.2 11454.4

9132.5 −126814.5 14807.8
2923.1 198.6 −94942.6



 ,

D40 =




2898.0 3415.6 1365.3
3649.6 1510.9 1044.6
1943.3 1954.9 7696.6


 ,

D52 =




10980.1 8180.1 3284.0
5875.6 19512.8 19443.1
4064.1 9956.0 2744.3


 ,

D552 =




1259.3 1143.0 960.4
1343.6 1541.2 3903.5
2470.5 1607.7 665.2


 ,

D1300 =




115.3 174.5 188.1
333.8 28.0 405.9
337.3 124.4 552.4


 ,

D1420 =




878.9 65.6 506.4
916.4 31.1 999.1
205.0 138.1 1603.7


 ,

D1488 =




95.1 93.2 61.3
199.5 175.3 129.7
192.2 34.6 107.5


 ,

D1500 =




13997.0 14089.9 9514.9
31145.3 9632.8 1052.4
17681.9 14814.8 22926.4


 .

W tab. 4.1 wyszczególnione s
↪
a najważniejsze parametry wykorzystanej próbki ruchu

oraz dopasowanego BMAP.
Ponieważ w urz

↪
adzeniach sieciowych pakiety s

↪
a zwykle dzielone na segmenty o stałej

wielkości, powyższ
↪
a parametryzacj

↪
e można jeszcze uprościć tak, by rozmiar grupy był wy-

skalowany w segmentach, a nie w bajtach. Przyjmuj
↪
ac typowy rozmiar segmentu równy 64 B

[109], otrzymujemy wówczas nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a parametryzacj

↪
e BMAP:
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ślad IP BMAP
średni czas pomi

↪
edzy pakietami [µs] 11.467 11.467

odchylenie std. czasu pom. pakietami [µs] 11.599 11.594
średni rozmiar pakietu [B] 869.18 869.38

λg - średnia intensywność strumienia pakietów [pakiety/s] 87205 87204
λ - średnia całkowita intensywność ruchu [MB/s] 72.286 72.301

Tab. 4.1. Podstawowe parametry zapisanego ruchu IP i dopasowanego BMAP (Przykład 4.2)

D′

1
= D40 +D52, D

′

9
= D552, D

′

21
= D1300,

D′

23 = D1420, D
′

24 = D1488 +D1500,

której b
↪
edziemy używać w dalszych obliczeniach.

4.2. Charakterystyki kolejkowania BMAP

4.2.1. Długość kolejki

Wyznaczanie charakterystyk kolejkowania BMAP rozpoczniemy od wyprowadzenia
wzoru na transformat ↪e długości kolejki, w postaci wektora kolumnowego

φn(s, l) = (φn,1(s, l), . . . , φn,m(s, l))T ,

gdzie

φn,i(s, l) =

∫ ∞

0
e−stΦn,i(t, l)dt,

oraz

Φn,i(t, l) = P(X(t) = l|X(0) = n, J(0) = i).

Twierdzenie 4.1. Transformata Laplace’a rozkładu długości kolejki w systemie
BMAP/G/1/b wyraża si ↪e wzorem

φn(s, l) =

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)gk(s, l)

+

(
Rb−n+1(s)A0(s) +

b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)Bk(s)

)
T−1

b (s)mb(s, l),

(4.11)



4.2. Charakterystyki kolejkowania BMAP 117

gdzie Rk(s) jest potencjałem (wzór (1.3)) dla ci ↪agu Ak(s) oraz

gk(s, l) = Ak+1(s)(A0(s))
−1rb(s, l) − rb−k(s, l),

rn(s, l) =





0 · 1, dla l < n,

Dl−n(s) · 1, dla n ≤ l < b,
1−f(s)

s · 1−∑b−n−1
k=0 Dk(s) · 1, dla l = b,

mb(s, l) =

b∑

k=0

Yb−k(s)

k∑

i=0

Rk−i(s)gi(s, l) −
b∑

k=0

Rb−k(s)gk(s, l) + δ0lz(s),

Tb(s) = Rb+1(s)A0(s) +
b∑

k=0

Rb−k(s)Bk(s) −
∞∑

k=b+1

Yk(s)

−
b∑

k=0

Yb−k(s)
[
Rk+1(s)A0(s)+

k∑

i=0

Rk−i(s)Bi(s)
]
. (4.12)

Dowód Twierdzenia 4.1. Stosuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite wzgl ↪e-
dem pierwszej chwili ukończenia obsługi, otrzymujemy dla 0 < n ≤ b i 1 ≤ i ≤ m

nast ↪epuj ↪acy układ równań:

Φn,i(t, l) =

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
Φn+k−1,j(t− u, l)Pi,j(k, u)dF (u)

+
m∑

j=1

∞∑

k=b−n

∫ t

0
Φb−1,j(t− u, l)Pi,j(k, u)dF (u)

+ ρn,i(t, l), (4.13)

gdzie

ρn,i(t, l) = (1 − F (t)) ·





0, dla l < n,∑m
j=1 Pi,j(l − n, t), dla n ≤ l < b,∑m
j=1

∑∞
k=b−n Pi,j(k, t), dla l = b.

Z kolei dla n = 0 i 1 ≤ i ≤ m mamy:

Φ0,i(t, l) =
m∑

j=1

b∑

k=0

∫ t

0
Φk,j(t− u, l)pi(k, j)µie

−µiudu

+

m∑

j=1

∞∑

k=b+1

∫ t

0
Φb,j(t− u, l)pi(k, j)µie

−µiudu

+ δ0le
−µit. (4.14)
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Stosuj ↪ac transformat ↪e Laplace’a do obu stron (4.13) i (4.14), otrzymamy odpowied-
nio

φn,i(s, l) =

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

ak,i,j(s)φn+k−1,j(s, l)

+
m∑

j=1

∞∑

k=b−n

ak,i,j(s)φb−1,j(s, l) +

∫ ∞

0
e−stρn,i(t, l)dt, (4.15)

i

φ0,i(s, l) =
m∑

j=1

b∑

k=0

pi(k, j)φk,j(s, l)
µi

s+ µi

+

m∑

j=1

∞∑

k=b+1

pi(k, j)φb,j(s, l)
µi

s+ µi
+ δ0l

1

s+ µi
. (4.16)

W zapisie macierzowym równania (4.15) i (4.16) maj ↪a postać

φn(s, l) =

b−n−1∑

k=0

Ak(s)φn+k−1(s, l) +

∞∑

k=b−n

Ak(s)φb−1(s, l) + rn(s, l), 0 < n ≤ b,

(4.17)

φ0(s, l) =

b∑

k=0

Yk(s)φk(s, l) +

∞∑

k=b+1

Yk(s)φb(s, l) + δ0lz(s). (4.18)

Po zastosowaniu zamiany zmiennych

ϕn(s, l) = φb−n(s, l)

układ (4.17), (4.18) przyjmuje postać

n∑

k=−1

Ak+1(s)ϕn−k(s, l) − ϕn(s, l) = ψn(s, l), 0 ≤ n < b, (4.19)

ϕb(s, l) =

b∑

k=0

Yb−k(s)ϕk(s, l) +

∞∑

k=b+1

Yk(s)ϕ0(s, l) + δ0lz(s), (4.20)

gdzie

ψn(s, l) = An+1(s)ϕ0(s, l) −
∞∑

k=n+1

Ak(s)ϕ1(s, l) − rb−n(s, l).
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Zgodnie z Twierdzeniem 1.3, każde rozwi ↪azanie układu (4.19) jest postaci

ϕn(s, l) = Rn+1(s)c(s, l) +

n∑

k=0

Rn−k(s)ψk(s, l), n ≥ 0. (4.21)

Wstawiaj ↪ac n = 0 do (4.21), mamy

c(s, l) = A0(s)ϕ0(s, l), (4.22)

wi ↪ec pozostało jedynie znaleźć funkcje ϕ0(s, l) i ϕ1(s, l), konieczne do obliczenia
ψk(s, l).

Podstawiaj ↪ac n = 0 do (4.19), otrzymujemy

ϕ1(s, l) = (A0(s))
−1(ϕ0(s, l) − rb(s, l)), (4.23)

co sprowadza problem do znalezienia ϕ0(s, l). Posługuj ↪ac si ↪e warunkiem (4.20),
łatwo otrzymujemy

ϕ0(s, l) = T−1
b (s)mb(s, l),

co kończy dowód Twierdzenia 4.1. �

Twierdzenie 4.1 stosujemy w praktyce do znajdowania rozkładu długości kolejki
zarówno w stanie ustalonym, tzn. obliczaj ↪ac tylko

Φ(l) = lim
s→0+

sφn,i(s, l)

dla dowolnego n oraz i, jak i w stanie nieustalonym, wykorzystuj ↪ac algorytm odwra-
cania jednowymiarowej transformaty Laplace’a (podrozdział 5.1.1).

Przykład 4.3. Wyznaczymy teraz rozkład długości kolejki dla parametryzacji BMAP z Przy-
kładu 4.1, b = 100, oraz stałego czasu transmisji d = 1 ms. Mamy wtedy do czynienia
z małym obci

↪
ażeniem systemu, ρ = 44%.

Średnia długość kolejki w stanie ustalonym wynosi

EΦ = 9.9415,

odchylenie standardowe długości kolejki
√
V ar(Φ) = 18.108,

prawdopodobieństwo, że bufor jest przepełniony

Φ(b) = 2.7147× 10−4,
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Rys. 4.1. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym – Przykład 4.3
Fig. 4.1. Steady-state distribution of the queue length in Example 4.3

zaś prawdopodobieństwo, że bufor jest pusty

Φ(0) = 0.56124.

Na rys. 4.1 przedstawiono rozkład długości kolejki w stanie ustalonym. Jak widzimy, dla
małych l funkcja prawdopodobieństwa przyjmuje nieregularny kształt, w którym wyst

↪
epuj

↪
a

ostre piki. Jest to typowy efekt dla kolejek z procesami BMAP, zwi
↪
azany z możliwymi roz-

miarami pojawiaj
↪
acych si

↪
e grup (pakietów). W omawianym przykładzie te rozmiary to 1, 3,

10 i dlatego w tych miejscach na wykresie obserwujemy wysokie prawdopodobieństwa. Nie-
kiedy możemy też zaobserwować piki odpowiadaj

↪
ace sumom dwóch lub wi

↪
ecej rozmiarów

grup, jednak w stanie ustalonym zanikaj
↪
a one szybko wraz ze wzrostem l.

Piki takie s
↪
a też szczególnie wyraźne w stanie nieustalonym dla małych t. Widać to na

rys. 4.2. Krótko po rozpocz
↪
eciu obserwacji jedynie niektóre długości kolejek zwi

↪
azane z su-

mami rozmiarów grup maj
↪
a wysokie prawdopodobieństwa. Z czasem wykres coraz bardziej

si
↪
e wygładza.

Z kolei na rys. 4.3 pokazano prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji czasu
dla różnych pocz

↪
atkowych długości kolejki. Jak widać, wykres może nie być monotoniczny

(np. przy X(0) = 0.5b). Stan ustalony jest osi
↪
agany po około 0.5 s.

Używana w tym przykładzie parametryzacja BMAP została dobrana tak, by nadać mode-
lowi ruchu specjaln

↪
a struktur

↪
e polegaj

↪
ac

↪
a na dodatnim skorelowaniu bież

↪
acej intensywności

z rozmiarem grupy (zobacz Przykład 4.1). Zobaczymy teraz, jak struktura ta wpływa na
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Rys. 4.2. Rozkład długości kolejki w różnych chwilach czasu w Przykładzie 4.3. Kolejno
od dołu: t = 5 ms, t = 10 ms, t = 20 ms, t = 50 ms, t = 100 ms, t = 200
ms. Przerywan

↪
a lini

↪
a zaznaczono stan ustalony, t = ∞. Pocz

↪
atkowe parametry

systemu: X(0) = 0, rozkład J(0) wg π
Fig. 4.2. Queue size distribution at different times, namely at t = 5 ms, t = 10 ms, t = 20

ms, t = 50 ms, t = 100 ms and t = 200 ms, counting from the bottom (Example
4.3). The dashed line represents the steady state. Initial settings: X(0) = 0, J(0)
distributed according to π

prawdopodobieństwo przepełnienia bufora. Tym razem dla porównania użyjemy nie pro-
stego, ale złożonego strumienia Poissona (MX ) o takiej samej jak w BMAP średniej inten-
sywności. Przyjmiemy, że rozmiar grupy w złożonym strumieniu Poissona jest stały i równy
10, czyli jest nawet wi

↪
ekszy niż średni rozmiar grupy w BMAP (wynosz

↪
acy 6.8).

Wyniki s
↪
a pokazane na rys. 4.4 (stan nieustalony) i 4.5 (stan ustalony) dla różnych roz-

miarów bufora. Różnica, na niekorzyść BMAP, jest w każdym wypadku bardzo duża. W sta-
nie ustalonym dla b = 100 si

↪
ega 4 rz

↪
edów wielkości (2.71× 10−4 versus 2.32× 10−8).

Przykład 4.4. Zbadamy teraz długości kolejki dla ruchu z Przykładu 4.2 dla dwóch roz-
miarów bufora, tzn. 100 KB oraz 200 KB. Zakładamy stały czas obsługi i obci

↪
ażenie systemu

wynosz
↪
ace ρ = 93.23%.

Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym dla bufora 100 KB jest przedstawiony na
rys. 4.6, zaś dla bufora 200 KB na rys. 4.7. Z wykresów tych możemy wyci

↪
agn

↪
ać kilka

wniosków. Po pierwsze, w obu wypadkach widzimy charakterystyczn
↪
a dla BMAP nieregu-

larność wykresu dla małych l, szczególnie widoczny jest duży pik w okolicy 1.5 KB zwi
↪
azany

z dużym prawdopodobieństwem pakietu o rozmiarze 1500 B. Po drugie, kształt rozkładów
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Rys. 4.3. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji czasu w Przykładzie 4.3 dla
różnych pocz

↪
atkowych długości kolejki. Kolejno od dołu: X(0) = 0,X(0) = 0.5b,

X(0) = b. Rozkład J(0) wg π
Fig. 4.3. Buffer overflow probability as a function of time for different initial queue sizes,

namely for X(0) = 0, X(0) = 0.5b and X(0) = b, counting from the bottom.
Example 4.3, J(0) distributed according to π

jest dla buforów 100 KB i 200 KB bardzo podobny, dla małych l prawie identyczny. Po trze-
cie, pomijaj

↪
ac okolice barier 0 i b, wykresy s

↪
a liniowe (w skali logarytmicznej). Ta własność

może zostać wykorzystana do szybkiego wyznaczenia rozkładu dla bardzo dużych buforów.
Wystarczy wykonać obliczenia dla wartości l wokół barier 0 i b, zaś środkow

↪
a cz

↪
eść wykresu

aproksymować funkcj
↪
a liniow

↪
a. Procedura taka daje bardzo dokładne rezultaty, ponieważ,

jak widać na rys. 4.6 i 4.7, środkowy zakres jest niemal idealnie liniowy.
Na rys. 4.8 przedstawione jest prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w stanie usta-

lonym w zależności od rozmiaru bufora i obci
↪
ażenia systemu. Jak si

↪
e można było spo-

dziewać, prawdopodobieństwo to rośnie ze wzrostem obci
↪
ażenia i maleje ze wzrostem roz-

miaru bufora. Co istotne, zależność od rozmiaru bufora również może być z powodzeniem
aproksymowana funkcj

↪
a liniow

↪
a.

4.2.2. Opóźnienie

Wyprowadzimy teraz wzór na dwuwymiarow ↪a transformat ↪e opóźnienia, tzn.

wn,i(s, σ) =

∫ ∞

0
e−σtdt

∫ ∞

0
e−sxw̃n,i(x, t)dx,
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Rys. 4.4. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w funkcji czasu dla skorelowanego
(BMAP) i nieskorelowanego (MX ) modelu ruchu (Przykład 4.3). W obu wypad-
kach X(0) = b, rozkład J(0) w BMAP wg π

Fig. 4.4. Buffer overflow probability as a function of time for correlated (BMAP) and uncor-
related (MX ) traffic (Example 4.3). In each case was X(0) = b, J(0) in the BMAP
case was distributed according to π

gdzie

w̃n,i(x, t) = P(V (t) > x|X(0) = n, J(0) = i). (4.24)

Jak poprzednio, b ↪edziemy zapisywać j ↪a w postaci wektora kolumnowego:

wn(s, σ) = (wn,1(s, σ), . . . , wn,m(s, σ))T .

Twierdzenie 4.2. Transformata Laplace’a rozkładu opóźnienia w systemie
BMAP/G/1/b wyraża si ↪e wzorem:

wn(s, σ) =

b−n∑

k=0

Rb−n−k(σ)hk(s, σ)

+

(
b−n∑

k=−1

Rb−n−k(σ)Bk(σ) +Rb−n+1(σ)

)
T−1

b (σ)ub(s, σ), (4.25)
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Rys. 4.5. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w stanie ustalonym w funkcji roz-
miaru bufora dla skorelowanego (BMAP) i nieskorelowanego (MX ) modelu ruchu
(Przykład 4.3)

Fig. 4.5. Steady-state overflow probability as a function of the buffer size for correlated
(BMAP) and uncorrelated (MX) traffic (Example 4.3)

gdzie Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu Ak(s), funkcje ub(s, σ), hn(s, σ) maj ↪a nas-
t ↪epuj ↪ace postaci

ub(s, σ) =

b∑

k=0

Yb−k(σ)

k∑

i=0

Rk−i(σ)hi(s, σ) −
b∑

k=0

Rb−k(σ)hk(s, σ),

hn(s, σ) =An+1(σ)(A0(σ))−1qb(s, σ) − qb−n(s, σ),

qn(s, σ) =
1

s

b−n−1∑

k=0

[Dk(σ) − fn+k−1(s)Ck(s, σ)] · 1,

oraz Tb(s) jest określone przez (4.12).
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Rys. 4.6. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym w Przykładzie 4.4 dla bufora 100 KB.
W rogu – zbliżenie zakresu 0-5 KB

Fig. 4.6. Steady-state queue size distribution in Example 4.4 for the buffer size of 100 KB.
In the corner – a close-up of the range 0-5 KB

Dowód Twierdzenia 4.2. Wykorzystuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite
ze wzgl ↪edu na pierwsz ↪a chwil ↪e ukończenia obsługi, otrzymujemy dla 0 < n ≤ b

i 1 ≤ i ≤ m, że

w̃n,i(x, t) =

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
w̃n+k−1,j(x, t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

∞∑

k=b−n

∫ t

0
w̃b−1,j(x, t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+

m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

Pi,j(k, t)

∫ ∞

t
(1 − F (n+k−1)∗(x− u+ t))dF (u).

(4.26)
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Rys. 4.7. Rozkład długości kolejki w stanie ustalonym w Przykładzie 4.4 dla bufora 200 KB.
W rogu – zbliżenie zakresu 0-5 KB

Fig. 4.7. Steady-state queue size distribution in Example 4.4 for the buffer size of 200 KB.
In the corner – a close-up of the range 0-5 KB

Dla n = 0 i 1 ≤ i ≤ m mamy

w̃0,i(x, t) =

m∑

j=1

b∑

k=0

∫ t

0
w̃k,j(x, t− u)pi(k, j)µie

−µiudu

+

m∑

j=1

∞∑

k=b+1

∫ t

0
w̃b,j(x, t− u)pi(k, j)µie

−µiudu.

Po zastosowaniu transformat i zapisu macierzowego dostajemy

wn(s, σ) =

b−n−1∑

k=0

Ak(σ)wn+k−1(s, σ)

+

∞∑

k=b−n

Ak(σ)wb−1(s, σ) + qn(s, σ), 0 < n ≤ b, (4.27)
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Rys. 4.8. Prawdopodobieństwo przepełnienia bufora w stanie ustalonym w funkcji rozmiaru
bufora dla obci

↪
ażenia ρ od 75% do 99% (Przykład 4.4)

Fig. 4.8. Steady-state buffer overflow probability versus the buffer size for the offered load
from 75% to 99% (Example 4.4)

oraz

w0(s, σ) =

b∑

k=0

Yk(σ)wk(s, σ) +

∞∑

k=b+1

Yk(σ)wb(s, σ). (4.28)

Wykorzystuj ↪ac Twierdzenie 1.3, otrzymujemy dalej:

wn(s, σ)= Rb−n+1(σ)c(σ) +

b−n∑

k=0

Rb−n−k(σ)ψk(s, σ), (4.29)

ψn(s, σ) = An+1(σ)wb(s, σ) −
∞∑

k=n+1

Ak(σ)wb−1(s, σ) − qb−n(s, σ).

Pozostałe do obliczenia c(σ), wb−1(s, σ) i wb(s, σ) wyznaczamy tak samo jak w do-
wodzie Twierdzenia 4.1. �
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Twierdzenie 4.2 wykorzystujemy w praktyce na trzy sposoby:

• średni ↪a wartość opóźnienia w stanie ustalonym obliczamy jako

lim
σ→0+

σwn(0, σ);

• średni ↪a wartość opóźnienia w stanie nieustalonym obliczamy, odwracaj ↪ac
wn(0, σ) przy pomocy algorytmu z podrozdziału 5.1.1;

• dokładn ↪a postać rozkładu opóźnienia w stanie nieustalonym obliczamy, od-
wracaj ↪ac wn(s, σ) przy pomocy algorytmu z podrozdziału 5.1.2.

Przykład 4.5. Średnie opóźnienie w stanie ustalonym dla parametryzacji BMAP z Przykła-
du 4.1, b = 100 oraz stałego czasu transmisji d = 1 ms (ρ = 44%) wynosi

EV = 9.694 ms.

Przebiegi średniego opóźnienia w funkcji czasu dla różnych pocz
↪
atkowych długości ko-

lejek oraz stanów łańcucha moduluj
↪
acego s

↪
a przedstawione na rys. 4.9 i 4.10.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t @sD
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Rys. 4.9. Średnie opóźnienie w funkcji czasu w Przykładzie 4.5 dla różnych wartości X(0) i
J(0) = 3. Kolejno od dołu: X(0) = 0, X(0) = 0.5b, X(0) = b

Fig. 4.9. Average delay versus time in Example 4.5 for J(0) = 3 and different values of
X(0), namely for X(0) = 0, X(0) = 0.5b and X(0) = b, counting from the
bottom
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Rys. 4.10. Średnie opóźnienie w funkcji czasu w Przykładzie 4.5 dla różnych wartości J(0).
Kolejno od dołu: J(0) = 1, J(0) = 2, J(0) = 3. W każdym wypadkuX(0) = 0

Fig. 4.10. Average delay versus time in Example 4.5 for different values of J(0), namely for
J(0) = 1, J(0) = 2 and J(0) = 3, counting from the bottom. In every case was
X(0) = 0

Przykład 4.6. Dla parametryzacji BMAP z Przykładu 4.2 średnie opóźnienie w stanie usta-
lonym w zależności od rozmiaru bufora i obci

↪
ażenia systemu jest pokazane na rys. 4.11.

Jak widać, wraz ze wzrostem obci
↪
ażenia opóźnienie rośnie i takiego efektu należało si

↪
e

spodziewać. Ciekawsza jest zależność opóźnienia od rozmiaru bufora. Ma ona charakte-
rystyczny kształt - pocz

↪
atkowo szybko narasta, nast

↪
epnie wykres zagina si

↪
e (,,kolano”), by

potem, od pewnego progowego rozmiaru bufora, przyj
↪
ać stał

↪
a wartość. Taki kształt funk-

cji opóźnienia ma swoje praktyczne konsekwencje. Poniżej progowego rozmiaru bufora
(powiedzmy 200 KB dla ρ = 98%) zmniejszanie rozmiaru bufora powoduje zmniejsza-
nie opóźnienia. W zakresie powyżej wartości progowej zmiany rozmiaru bufora nie maj

↪
a

wpływu na opóźnienie.
Jak nietrudno odgadn

↪
ać, taka postać zależności opóźnienia od rozmiaru bufora wi

↪
aże

si
↪
e z zanikaniem wpływu skończonego rozmiaru bufora na prac

↪
e systemu. Dla dostatecznie

dużych buforów przepełnienia nast
↪
epuj

↪
a na tyle rzadko, że system właściwie pracuje tak jak

system z niegraniczonym rozmiarem bufora i stała wartość funkcji opóźnienia na wykresie
jest właśnie równa opóźnieniu w systemie z nieograniczonym buforem.
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Rys. 4.11. Średnie opóźnienie w stanie ustalonym w funkcji rozmiaru bufora dla różnych
wartości obci

↪
ażenia ρ (Przykład 4.6)

Fig. 4.11. Average steady-state delay versus the buffer size for different values of the offered
load ρ (Example 4.6)

4.2.3. Czas do przepełnienia bufora

Wyprowadzimy teraz wzór na transformat ↪e czasu do przepełnienia bufora, tzn.

ln,i(s) =

∫ ∞

0
e−st

P(τn,i > t)dt,

ln(s) = (ln,1(s), ln,2(s), . . . , ln,m(s))T ,

gdzie
τn,i = inf{t > 0 : X(t) = b|X(0) = n, J(0) = i}.

Twierdzenie 4.3. Transformata Laplace’a rozkładu czasu do przepełnienia bufora
w systemie BMAP/G/1/b ma postać

ln(s) =
b−n∑

k=0

Rb−n−k(s)Ak(s)W
−1
b (s)vb(s) −

b−n∑

k=1

Rb−n−k(s)d̃k(s), 0 ≤ n < b,

(4.30)
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gdzie

Wb(s) =
b∑

k=1

Yb−k(s)
k∑

i=0

Rk−i(s)Ai(s) −
b∑

k=0

Rb−k(s)Ak(s), (4.31)

vb(s) =

b∑

k=1

Yb−k(s)

k−1∑

i=1

Rk−i(s)d̃i(s) −
b∑

k=1

Rb−k(s)d̃k(s) − z(s), (4.32)

d̃k(s) =

k−1∑

i=0

Di(s) · 1,

oraz Rk(s) jest potencjałem dla ci ↪agu Ak(s).

Dowód Twierdzenia 4.3. Wykorzystuj ↪ac wzór na prawdopodobieństwo całkowite,
otrzymujemy dla 0 < n < b, 1 ≤ i ≤ m:

P(τn,i > t) =
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

∫ t

0
P(τn+k−1,j > t− u)Pi,j(k, u)dF (u)

+(1 − F (t))
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

Pi,j(k, t) (4.33)

oraz

P(τ0,i > t) =

m∑

j=1

b−1∑

k=0

∫ t

0
P(τk,j > t− u)pi(k, j)µie

−µiudu+ e−µit. (4.34)

Ze wzorów (4.33) i (4.34) – po zastosowaniu transformaty Laplace’a – obliczamy:

ln,i(s) =
m∑

j=1

b−n−1∑

k=0

ak,i,j(s)ln+k−1,j(s) + d̃b−n,i(s), 0 < n < b, 1 ≤ i ≤ m,

l0,i(s) =

m∑

j=1

b−1∑

k=0

pi(k, j)lk,j(s)
µi

s+ µi
+

1

s+ µi
, 1 ≤ i ≤ m,

gdzie

d̃n,i(s) =

m∑

j=1

n−1∑

k=0

∫ ∞

0
e−stPi,j(k, t)(1 − F (t))dt.
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Powyższe równania w zapisie macierzowym maj ↪a postać

ln(s) =
b−n−1∑

k=0

Ak(s)ln+k−1(s) + d̃b−n(s), 0 < n < b,

l0(s) =

b−1∑

k=0

Yk(s)lk(s) + z(s).

Nast ↪epnie, po podstawieniu
ln(s) = ub−n(s),

mamy:
n−1∑

k=−1

Ak+1(s)un−k(s) − un(s) = ψn(s), 0 < n < b, (4.35)

ub(s) =

b∑

k=1

Yb−k(s)uk(s) + z(s), (4.36)

gdzie
ψn(s) = An(s)u1(s) − d̃n(s).

Na mocy Twierdzenia 1.1 otrzymujemy:

un(s) = Rn(s)c(s) +

n∑

k=1

Rn−k(s)ψk(s), n ≥ 1, (4.37)

gdzie c(s) jest wektorem niezależ ↪acym od n.
Podstawiaj ↪ac n = 1 do (4.37), dostajemy c(s) = A0(s)u1(s) oraz

un(s) =

n∑

k=0

Rn−k(s)Ak(s)u1(s) −
n∑

k=1

Rn−k(s)d̃k(s).

Wreszcie przy pomocy (4.36) możemy łatwo wyprowadzić

u1(s) = W−1
b (s)vb(s),

co kończy dowód Twierdzenia 4.3. �

Wykorzystuj ↪ac Twierdzenie 4.3, możemy łatwo znajdować różne charakterystyki
pochodne, takie jak wartość średnia czasu do przepełnienia, dystrybuanta czasu do
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przepełnienia czy g ↪estość prawdopodobieństwa czasu do przepełnienia. Odpowied-
nie wzory wygl ↪adaj ↪a podobnie jak w wypadku MMPP (zobacz (3.78), (3.79), (3.80)).

Warto przy tej okazji zwrócić uwag ↪e na jeszcze jedn ↪a charakterystyk ↪e, któr ↪a
otrzymujemy natychmiast, jeżeli znamy rozkład τn. Mianowicie, zdarzenie {τn > t}
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w przedziale czasu (0, t] nie nast ↪api przepełnienie
bufora. A zatem funkcja

χ(t) = P(τn > t) (4.38)

wyraża prawdopodobieństwo, że w przedziale (0, t] ani razu nie nast ↪api przepełnienie.
Wartości χ(t) otrzymamy łatwo – odwracaj ↪ac ln(s).

Przykład 4.7. Dla parametryzacji BMAP z Przykładu 4.1, b = 100, oraz stałego czasu
transmisji d = 1 ms (ρ = 44%), średni czas do przepełnienia bufora, przy założeniu że bufor
jest pocz

↪
atkowo pusty, wynosi

Eτ = 8.9931 s.

Na rys. 4.12 pokazane jest porównanie czasu do przepełnienia bufora dla BMAP oraz
złożonego procesu Poissona o stałym rozmiarze grupy równym 10 i takiej samej jak w BMAP
średniej intensywności. Przykładowo, dla bufora b = 100 średni czas do przepełnienia dla
złożonego strumienia Poissona wynosi 37741 s, czyli o 3 rz

↪
edy wielkości wi

↪
ecej niż dla

BMAP.

Przykład 4.8. Dla parametryzacji BMAP z Przykładu 4.2 zależność czasu do przepełnienia
bufora od rozmiaru bufora i obci

↪
ażenia systemu jest pokazana na rys. 4.13. Jak widać,

jest to kolejny wypadek, w którym wykres ma postać liniow
↪
a dla dużych b, co może zostać

wykorzystane do szybkiego obliczania czasu do przepełnienia dla dużych buforów w oparciu
o wyniki otrzymane dla małych buforów.

4.2.4. Złożoność obliczeniowa

Złożoność obliczeniowa przedstawionych tu rezultatów dla strumieni BMAP jest
tego samego rz ↪edu co dla MMPP i wyznaczamy j ↪a w taki sam sposób jak w pod-
rozdziale 3.2.7.

4.3. Nota bibliograficzna do Rozdziału 4

BMAP został zaproponowany przez M. Neutsa [151] i od jego nazwiska proces
ten pocz ↪atkowo nazywano N -procesem. Oryginalna parametryzacja tego procesu
jest skomplikowana, dlatego D. Lucantoni [137] zdefiniował na nowo N -proces,
posługuj ↪ac si ↪e bardziej przejrzystym zapisem. Od tego też czasu używa si ↪e zwykle
nazwy BMAP. Podstawowe własności BMAP można znaleźć np. w [43, 70, 64].
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Rys. 4.12. Średni czas do przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla skorelowanego
(BMAP ) i nieskorelowanego (MX ) modelu ruchu (Przykład 4.7). W obu wy-
padkachX(0) = 0, rozkład J(0) dla BMAP wg π

Fig. 4.12. Average time to buffer overflow versus the buffer size for correlated (BMAP )
and uncorrelated (MX) traffic (Example 4.7). In each case X(0) = 0, J(0) in the
BMAP case was distributed according to π

Do tej pory napisano wiele artykułów poświ ↪econych modelowaniu ruchu w sie-
ciach pakietowych przy pomocy BMAP lub wykorzystuj ↪acych BMAP do szacowania
ich parametrów wydajnościowych, np. [182, 121, 190, 173, 29, 208, 3, 120, 118, 119,
89, 125, 184]. W cz ↪eści badań wykorzystywane s ↪a nieco uproszczone wersje BMAP,
takie jak MAP2 (zobacz np. [154, 113, 114, 106, 165, 189, 12, 11, 195, 23, 180]) czy
D-BMAP3 (zobacz np. [20, 28, 92, 96, 107, 197]).

Jeżeli chodzi o charakterystyki kolejkowania procesu BMAP, to dość dobrze zba-
dane zostały systemy z nieograniczonym buforem zarówno w stanie ustalonym [167,
137, 129], jak i nieustalonym [138, 139, 134]. Prace poświ ↪econe systemom z ogra-
niczonym buforem s ↪a rzadsze (np. [30, 100]). Cz ↪eść badań poświ ↪econo różnego
rodzaju specjalnym systemom kolejkowym, np. z grupow ↪a obsług ↪a [38, 39], z wie-
loma trybami obsługi [84, 85], ze szczególnymi typami strumieni wejściowych, jak

2Tzn. BMAP, w którym Dk = 0 dla k ≥ 2. Proces taki zachowuje wszystkie cechy BMAP oprócz
modelowania rozmiaru pakietu.

3Tzn. BMAP z dyskretnym czasem, wi
↪
ecej informacji np. w [28].
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Rys. 4.13. Średni czas do przepełnienia bufora w funkcji rozmiaru bufora dla różnych
wartości obci

↪
ażenia (Przykład 4.8). X(0) = 0, rozkład J(0) dla BMAP wg π

Fig. 4.13. Average time to buffer overflow versus the buffer size for different values of the
offered load (Example 4.8). X(0) = 0, J(0) was distributed according to π

D-BMAP [132, 130, 131], MAP [191, 142, 143, 194, 141, 16, 149, 104], czy wreszcie
ze specjalnymi typami czasu obsługi [40, 10, 42, 8, 41, 22].

Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodz ↪a z nast ↪epuj ↪acych źródeł. Długość
kolejki dla procesu BMAP (podrozdział 4.2.1) była tematem artykułów [61, 60, 64].
W szczególności, ogólna postać rozkładu długości kolejki została pokazana w [61],
praca [60] jest poświ ↪econa szczegółowym studiom nad prawdopodobieństwem prze-
pełnienia bufora Φ(b) w stanie ustalonym i nieustalonym, zaś w [64] zademonstro-
wany został na przykładach obliczeniowych wpływ autokorelacji BMAP na długość
kolejki. Wzór na opóźnienie kolejkowania (podrozdział 4.2.2) został udowodniony
w [62], natomiast wzór na rozkład czasu do przepełnienia bufora (podrozdział 4.2.3)
w pracy [67]. Dodatkowo w pracy [65] można znaleźć przykłady obliczeniowe dla
czasu do przepełnienia bufora w zależności od parametrów systemu.

Na zakończenie warto wspomnieć, że BMAP bywa wykorzystywany również
w innych dziedzinach, na przykład do modelowania ruchu pojazdów na drogach [9].



5. NARZ
↪

EDZIA

W rozdziale tym przedstawione zostan ↪a narz ↪edzia umożliwiaj ↪ace efektywne wyko-
rzystanie wyników teoretycznych otrzymanych w poprzednich rozdziałach w obli-
czeniach numerycznych. Przede wszystkim zostanie pokazane, jak numerycznie od-
wracać transformaty Laplace’a i funkcje tworz ↪ace, jak obliczać funkcjonały całkowe
funkcji licz ↪acej dla procesów markowskich typu MMPP i BMAP, czy wreszcie jak
dobierać parametry MMPP i BMAP tak, by otrzymane przy ich pomocy charakte-
rystyki kolejkowania były wiarygodne. Dodatkowo rozdział ten zawiera stosowane
wielokrotnie w dowodach twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym oraz kod
do symulacji BMAP.

5.1. Odwracanie transformat

5.1.1. Odwracanie transformaty Laplace’a

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e efektywnym wyznaczaniem oryginału, przy zało-
żeniu że znamy jego transformat ↪e Laplace’a. Innymi słowy, b ↪edziemy poszukiwać
funkcji f(t), określonej na półosi rzeczywistej t > 0 i przyjmuj ↪acej wartości rzeczy-
wiste, znaj ↪ac funkcj ↪e f

∗(s) zdefiniowan ↪a jako

f∗(s) =

∫ ∞

0
e−stf(t)dt, (5.1)

dla Re(s) > 0.
W zastosowaniach zwi ↪azanych z rachunkiem prawdopodobieństwa transformata

postaci (5.1) zwykle oznacza transformat ↪e g ↪estości rozkładu (f(t) oznacza g ↪estość).
Spotyka si ↪e również transformaty postaci

∫ ∞

0
e−stdF (t), (5.2)

nazywane transformatami Laplace’a-Stieltjesa. Jeżeli funkcja F (t) oznacza dystry-
buant ↪e dla g ↪estości f(t), to oczywiście całki w (5.1) i (5.2) s ↪a równoważne.
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Znaj ↪ac transformat ↪e Laplace’a-Stieltjesa dla dystrybuanty F (t), możemy łatwo
obliczyć jej (zwykł ↪a) transformat ↪e Laplace’a:

F ∗(s) =

∫ ∞

0
e−stF (t)dt =

1

s

∫ ∞

0
e−stdF (t), (5.3)

a zatem nie ma potrzeby zajmować si ↪e osobno odwracaniem transformat Laplace’a-
Stieltjesa.

Podstaw ↪a do prezentowanego tu algorytmu odwracania, pochodz ↪acego z [2], jest
wzór całkowy Bromwicha1, który wyraża oryginał f(t) przy pomocy jego transfor-
maty w nast ↪epuj ↪acy sposób:

f(t) =
1

2πi

∫ b+i∞

b−i∞
estf∗(s)ds, (5.4)

gdzie b jest dowoln ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a położon ↪a na prawo od wszystkich punktów
osobliwych funkcji f ∗(s) na płaszczyźnie zespolonej.

Stosuj ↪ac metod ↪e trapezów o kroku h do przybliżonego obliczania całki w (5.4),
otrzymujemy

f(t) ≈ fh(t) =
hebt

2π
f∗(b) +

hebt

π

∞∑

k=1

Re(eikhtf∗(b+ ikht)). (5.5)

Dobieraj ↪ac nast ↪epnie h = π/lt oraz b = A/2lt, gdzie l jest liczb ↪a naturaln ↪a, zaś A –
rzeczywist ↪a dodatni ↪a, dostaniemy:

fh(t) = fA,l(t) =
eA/2l

2lt

[
f∗
(
A

2lt

)
+ 2

∞∑

k=1

Re(eikπ/lf∗
(
A

2lt
+
ikπ

lt

)]
. (5.6)

Stałe A i l zostały wprowadzone, aby umożliwić kontrol ↪e bł ↪edu całkowania metod ↪a
trapezów i bł ↪edu zaokr ↪aglenia (szczegóły zobacz w [2]; zwykle stosuje si ↪e wartości
A = 19, l = 1).

Proste przekształcenia algebraiczne (5.6) daj ↪a nast ↪epnie

fA,l(t) =

∞∑

k=0

(−1)kak(t), (5.7)

1Warto pami
↪
etać, że nie jest to jedyny wzór tego typu; znane s

↪
a też wzory oparte na różniczkowaniu,

a nie całkowaniu (wzór Posta-Widdera [2]) czy wzór opary na funkcjach Laguerre [1].
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gdzie

ak(t) =
eA/2t

2lt
bk(t), k ≥ 0, (5.8)

b0(t) = f∗
(
A

2lt

)
+ 2

l∑

j=1

Re

[
f∗
(
A

2lt
+
ijπ

lt

)
eijπ/t

]
,

bk(t) = 2

l∑

j=1

Re

[
f∗
(
A

2lt
+
ijπ

lt
+
ikπ

t

)
eijπ/t

]
, k ≥ 1.

W zasadzie wzoru (5.7) można już używać do odwracania f ∗(s), jednak zbieżność
wyst ↪epuj ↪acego tam szeregu może być wolna, co powoduje konieczność obliczenia
dużej liczby współczynników ak(t). Dlatego też warto si ↪e posłużyć wzorem Eu-
lera służ ↪acym do obliczania sumy szeregu o naprzemiennych znakach. Wzór ten ma
postać

∞∑

k=0

(−1)kak ≈
m∑

k=0

(
m

k

)
2−m

n+k∑

j=0

(−1)jaj ,

gdzie m i n s ↪a liczbami naturalnymi, zwykle n rz ↪edu kilkudziesi ↪eciu, zaś m rz ↪edu
kilkunastu (np. n = 38, m = 11 wg [2]).

Jak widać, wzór Eulera oblicza sum ↪e szeregu przez odpowiednio ważon ↪a średni ↪a
sum cz ↪eściowych od n do n+m. Jak si ↪e okazuje, pozwala on znacznie przyśpieszyć
obliczanie sumy w (5.7). Łatwo si ↪e o tym przekonać, wykonuj ↪ac obliczenia dla pro-
stych przykładów ci ↪agów ak. Na przykład, przy ak = k−1 wystarczy około 50
składników, by otrzymać dokładność sumy rz ↪edu 10−8, podczas gdy bezpośrednie
obliczenia wymagaj ↪a sumowania aż 108 składników szeregu w celu otrzymania ta-
kiej samej dokładności.

A zatem, podsumowuj ↪ac powyższe wyniki, otrzymujemy co nast ↪epuje.

Oryginał f(t) dla transformaty f ∗(s) obliczamy

f(t) ≈
m∑

k=0

n+k∑

j=0

(
m

k

)
2−m(−1)jaj(t),

gdzie współczynniki ak(t) s ↪a określone w (5.8), zaś typowe wartości pozo-
stałych parametrów to n = 38, m = 11, A = 19, l = 1.

Najwi ↪eksz ↪a zalet ↪a zaprezentowanej metody jest to, że jest ona szybka i bardzo
dobrze sprawdza si ↪e w praktyce. Za jej wad ↪e można uznać fakt, że nie jest znane
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oszacowanie bł ↪edu wyniku, głównie z uwagi na brak oszacowania bł ↪edu dla sumy
Eulera. Jak pokazuje praktyka, dobre oszacowanie bł ↪edu otrzymujemy, wykonuj ↪ac
dwukrotnie obliczenia i zmieniaj ↪ac przy tym o 1 któryś z parametrów: m, A lub l.
Innymi słowy, różnica wyników dlam = 10 i dlam = 11 stanowi dobre oszacowanie
bł ↪edu, podobnie dla A i l. W przypadku otrzymania niezadowalaj ↪acych wyników
zwi ↪ekszamy wartość n.

Ponadto należy zauważyć, że pokazana metoda nie powinna być stosowana dla
bardzo małych t, gdyż czynnik

eA/2l

2lt

w (5.8) d ↪aży do nieskończoności dla t → 0. Na szcz ↪eście fakt ten ma małe zna-
czenie praktyczne, gdyż zachowanie oryginału dla małych t można łatwo zbadać,
wykorzystuj ↪ac własność transformaty Laplace’a, która mówi, że

sf∗(s) → f(0) dla s→ ∞,

jeśli tylko

f(t) → f(0) dla t→ 0.

5.1.2. Odwracanie dwuwymiarowej transformaty Laplace’a

B ↪edziemy teraz chcieli znaleźć oryginał dla transformaty postaci

f∗(s1, s2) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−s1t1−s2t2f(t1, t2)dt1dt2,

gdzie

t1 > 0, t2 > 0, Re(s1) > 0, Re(s2) > 0,

oraz funkcja f(t1, t2) przyjmuje wartości rzeczywiste.

W [45] zaproponowano wzór oparty na sumowaniu Poissona. Wygl ↪ada on nast ↪e-
puj ↪aco.
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Oryginał f(t1, t2) dla transformaty f ∗(s1, s2) obliczamy

f(t1, t2)

≈ exp(A1/(2l1) +A2/(2l2))

4t1l1t2l2

×
{
2

l2∑

k1=1

∞∑

k=0

(−1)kRe
[
exp
(
− ik1π

l2

)
f∗
( A1

2t1l1
,
A2

2t2l2
− ik1π

t2l2
− ikπ

t2

)]

+ 2

l1∑

j1=1

∞∑

j=0

(−1)jRe
[ l2∑

k1=1

∞∑

k=0

(−1)k exp
(
− ij1π

l1
− ik1π

l2

)

× f∗
( A1

2t1l1
− ij1π

t1l1
− ijπ

t1
,
A2

2t2l2
− ik1π

t2l2
− ikπ

t2

)]

+ 2

l1∑

j1=1

∞∑

j=0

(−1)jRe
[
exp
(
− ij1π

l1

)
f∗
( A1

2t1l1
− ij1π

t1l1
− ijπ

t1
,
A2

2t2l2

)

+

l2∑

k1=1

∞∑

k=0

(−1)k exp
(
− ij1π

l1
− ik1π

l2

)

× f∗
( A1

2t1l1
− ij1π

t1l1
− ijπ

t1
,
A2

2t2l2
+
ik1π

t2l2
+
ikπ

t2

)]

+ f∗
( A1

2t1l1
,
A2

2t2l2

)}
,

gdzie typowe wartości parametrów to A1 = A2 = 19, l1 = l2 = 2.

Ponadto sumy postaci
∞∑

k=0

(−1)kak

w powyższym wzorze również mog ↪a być obliczane przy pomocy wzoru Eulera. Po-
dobnie jak poprzednio, można użyć parametrów n = 38, m = 11.

Bł ↪ad tej metody zwi ↪azany z przybliżonym całkowaniem jest mniejszy niż

C(e−A1 + e−A2 − e−A1−A2)

(1 − e−A1)(1 − e−A2)
, (5.9)

jeżeli f(t1, t2) ≤ C dla wszystkich t1, t2. Jak widać, manipuluj ↪ac parametrami A1

i A2, możemy dowolnie ten bł ↪ad obniżać. Dla C = 1 i A1 = A2 = 19.1 wynosi on
10−8, zaś dla A1 = A2 = 28.3 jest równy 10−12.
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Niestety, wzór (5.9) nie daje oszacowania całkowitego bł ↪edu, gdyż pojawia si ↪e
także bł ↪ad zaokr ↪aglenia, zwi ↪azany z mnożeniem małych liczb przez bardzo duże.
W szczególności wyrażenie

exp(A1/(2l1) +A2/(2l2))

4t1l1t2l2

może przyjmować bardzo duże wartości. Do kontroli bł ↪edu zaokr ↪agleń używamy pa-
rametrów l1 i l2. Zwykle l1 = l2 = 1 wystarcza do otrzymania wyniku z dokładności ↪a
do 5-6 cyfr, zaś l1 = l2 = 2 z dokładności ↪a do 10 cyfr.

Wreszcie sumowanie szeregów przy pomocy sumy Eulera jest źródłem dodat-
kowego bł ↪edu. Bł ↪ad ten szacujemy w praktyce, obliczaj ↪ac sum ↪e dla m = 10 oraz
m = 11, a nast ↪epnie obliczaj ↪ac różnic ↪e wyników.

5.1.3. Odwracanie funkcji tworz ↪acych

Kolejn ↪a bardzo ważn ↪a umiej ↪etności ↪a jest obliczanie wyrazów ci ↪agu liczb rzeczywi-
stych {qk}∞k=0, przy założeniu że znamy jego funkcj ↪e tworz ↪ac ↪a

q(z) =

∞∑

k=0

qkz
k. (5.10)

Czasami do tego celu wystarczy si ↪e posłużyć wielokrotnym różniczkowaniem funk-
cji q(z) i obliczaniem wartości uzyskanych pochodnych w punkcie z = 0. Bardzo
cz ↪esto jednak takie podejście nie sprawdza si ↪e, gdyż pojawiaj ↪a si ↪e trudności zwi ↪azane
z symbolicznym czy numerycznym różniczkowaniem. Dlatego też w ogólnym wy-
padku lepiej si ↪e posłużyć bardziej zaawansowan ↪a technik ↪a. W [2] zaproponowano
nast ↪epuj ↪ac ↪a metod ↪e odwracania funkcji tworz ↪acej opart ↪a na wzorze całkowym Cau-
chy’ego i całkowaniu numerycznym metod ↪a trapezów.

Element qk ci ↪agu o funkcji tworz ↪acej q(z) obliczamy

qk ≈ 1

2klrk

(
a0(k, l, r) + (−1)kak(k, l, r) + 2

k−1∑

j=1

(−1)jRe(aj(k, l, r))
)
,

(5.11)

gdzie

aj(k, l, r) =

l−1∑

n=0

e−πin/lq(reπi(n+lj)/lk),

zaś typowe wartości parametrów to l = 1, r = 10−4/k .
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Tym razem nie jest konieczne stosowanie sumy Eulera, gdyż w powyższym wzo-
rze nie wyst ↪epuj ↪a nieskończone szeregi. Dlatego też bł ↪ad metody jest zwi ↪azany
tylko z przybliżonym całkowaniem oraz z zaokr ↪agleniami. W szczególności, bł ↪ad
całkowania metod ↪a trapezów jest nie wi ↪ekszy od

Cr2kl

1 − r2kl
,

jeżeli tylko |qk| ≤ C dla wszystkich k. Dla l = 1, r = 10−4/k daje to bł ↪ad rz ↪edu
C10−8. Z kolei bł ↪ad zaokr ↪aglenia wynosi w przybliżeniu

2klrk10−m,

jeżeli suma w nawiasach w (5.11) jest obliczona z dokładności ↪a do 10−m.
Czasami zachodzi również potrzeba odwrócenia dwuwymiarowej funkcji two-

rz ↪acej. Dla ci ↪agu pn1n2 , n1 = 0, 1, . . ., n2 = 0, 1, . . . funkcja ta jest zdefiniowana
jako

p(z1, z2) =

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

pn1n2z
n1
1 zn2

2 .

Zaproponowana w [45] metoda jest oparta na (dyskretnej) sumie Poissona i ma
nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Element pn1n2 ci ↪agu o funkcji tworz ↪acej p(z1, z2) obliczamy jako

pn1n2 ≈ 1

2l1n1r
n1
1

l1−1∑

j1=0

n1−1∑

j=−n1

(−1)j exp
(
−πij1

l1

)

×
{ 1

2l2n2r
n2
2

l2−1∑

k1=0

n2−1∑

k=−n2

(−1)k exp
(
−πik1

l2

)

× p
(
r1 exp

(πi(j1 + l1j)

l1n1

)
, r2 exp

(πi(k1 + l2k)

l2n2

))}
.

Wreszcie możemy mieć też do czynienia z transformat ↪a mieszan ↪a postaci

f∗(s, z) =

∫ ∞

0

∞∑

n=0

f(t, n)e−stzndt,

gdzie t > 0, Re(s) > 0, n = 0, 1, . . .. Zgodnie z [45] transformat ↪e t ↪e odwracamy
jak nast ↪epuje.
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Oryginał f(t, n) dla transformaty f ∗(s, z) obliczamy

f(t, n) ≈exp(A/(2l1))

2l1t

l1∑

j1=1

∞∑

j=−∞

(−1)j exp
(
−πij1

l1

)

×
{ 1

2l2n2r
n
2

l2−1∑

k1=0

n−1∑

k=−n

(−1)k exp
(
−πik1

l2

)

× f∗
( A

2l1t
− ij1π

l1t
− ijπ

t
, r exp

(πi(k1 + l2k)

l2n

))}
.

Wyst ↪epuj ↪ac ↪a powyżej sum ↪e od j = −∞ do j = ∞ obliczamy, rozbijaj ↪ac j ↪a na
dwie sumy od j = 0 do j = ∞ i wykorzystuj ↪ac sum ↪e Eulera do każdej z nich.

5.2. Metoda uniformizacji

Metoda uniformizacji (zobacz np. [137, 78]), która ma wiele zastosowań w oblicze-
niach numerycznych zwi ↪azanych z procesami markowskimi, opiera si ↪e na nast ↪epuj ↪a-
cym fakcie.

Jeżeli dany jest łańcuch Markowa z ci ↪agłym czasem o macierzy intensywności
Q, to łańcuch ten jest równoważny procesowi, w którym odst ↪epy czasowe pomi ↪edzy
zdarzeniami tworz ↪a proces Poissona o intensywności

θ = max
i

(−Qii),

zaś w chwili pojawienia si ↪e zdarzenia nast ↪epuje zmiana stanu łańcucha tak jak w łań-
cuchu Markowa z dyskretnym czasem o macierzy przejścia

L = I + θ−1Q.

Rozkład oryginalnego łańcucha w chwili t można wyrazić wtedy w nast ↪epuj ↪acy
sposób:

eQt = eθt(L−I) = e−θteθtL =

∞∑

n=0

e−θt (θt)
n

n!
Ln.

Wykorzystamy teraz metod ↪e uniformizacji do efektywnego obliczania funkcjo-
nałów całkowych funkcji licz ↪acej dla BMAP, w szczególności takich jak we wzorach
(4.5)-(4.10) (analogiczne funkcjonały dla MMPP otrzymamy, podstawiaj ↪ac jedynie
D0 = Q− Λ i D1 = Λ).
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Rozpocznijmy od samej funkcji licz ↪acej dla BMAP, tj.

Pi,j(n, t) = P(N(t) = n, J(t) = j|N(0) = 0, J(0) = i),

P (n, t) = [Pi,j(n, t)]i,j .

Wykorzystuj ↪ac uniformizacj ↪e, można pokazać, że

P (n, t) =

∞∑

j=0

e−θt (θt)
j

j!
Kn,j,

gdzie
θ = max

i
{(−D0)ii},

zaś Kn,j oznacza ci ↪ag macierzy m×m zdefiniowany rekurencyjnie jako:

K0,0 = I,

Kn,0 = 0, n ≥ 1,

K0,j+1 = K0,j(I + θ−1D0),

Kn,j+1 = θ−1
n−1∑

i=0

Ki,jDn−i +Kn,j(I + θ−1D0).

Jeżeli teraz interesuje nas funkcjonał postaci:

Ln =

∫ ∞

0
g(t)P (n, t)dt,

to możemy go przedstawić jako

Ln =
∞∑

j=0

γjKn,j,

gdzie

γj =

∫ ∞

0
e−θt (θt)

j

j!
g(t)dt. (5.12)

A zatem cały problem został sprowadzony do obliczania zwykłych całek w po-
staci (5.12). Całki te można cz ↪esto obliczać symbolicznie, w przeciwnym wypadku
zwykle bardzo dobrze całkuj ↪a si ↪e numerycznie.

Możemy teraz podać konkretne wzory dla funkcjonałów Ak(s), Dk(s), Ck(s, σ)

określonych w (4.5) - (4.10). Mamy zatem:

Ak(s) =

∞∑

j=0

γj(s)Kk,j , dla γj(s) =

∫ ∞

0

e−(θ+s)t(θt)j

j!
dF (t),
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Dk(s) =

∞∑

j=0

δj(s)Kk,j dla δj(s) =

∫ ∞

0

e−(θ+s)t(θt)j

j!
(1 − F (t))dt,

Ck(s, σ) =

∞∑

j=0

κj(s, σ)Kk,j dla

κj(s, σ) =

∫ ∞

0

e−(θ+σ)t(θt)j

j!
dt

∫ ∞

0
e−sxdxF (x+t).

Jeżeli czas obsługi jest stały i równy d, to współczynniki γj(s) i δj(s) można przed-
stawić w jawnej postaci:

γj(s) =
e−(θ+s)d(θd)j

j!
,

δj(s) = θj Γ(j + 1, 0) − Γ(j + 1, d(s + θ))

j!(s+ θ)j+1
,

gdzie Γ(j, x) oznacza niekompletn ↪a funkcj ↪e gamma. Można łatwo otrzymać analo-
giczne wzory dla kilku innych prostych postaci rozkładu F (np. wykładniczej).

5.3. Estymacja parametrów MMPP i BMAP

Aby móc wiarygodnie przewidywać charakterystyki kolejkowania, należy sparame-
tryzować model ruchu (MMPP lub BMAP) w taki sposób, by posiadał on tak ↪a sam ↪a
probabilistyczn ↪a struktur ↪e jak ruch, którego charakterystyki kolejkowania nas intere-
suj ↪a. W praktyce robi si ↪e to na podstawie zarejestrowanych śladów ruchu (ang. trace
files).

Parametry prostych i złożonych procesów Poissona dopasowuje si ↪e łatwo. In-
tensywność λ przyjmujemy, mierz ↪ac średni ↪a obserwowan ↪a intensywność ruchu, zaś
rozkład rozmiaru grupy pi w złożonym procesie Poissona otrzymujemy na podstawie
odpowiedniego histogramu.

Znaczniej trudniej dopasować parametry procesów MMPP i BMAP. Opracowano
wiele algorytmów dopasowuj ↪acych MMPP do śladów ruchu (zobacz np. [81, 179, 98,
209, 188, 181, 187]). Cz ↪eść z nich jest przeznaczona dla MMPP szczególnego typu,
jak np. MMPP z tylko dwoma stanami [112, 144, 159]. Algorytmów dla BMAP jest
nieco mniej (np. [182, 120, 34, 35]).

Poniżej przedstawiona zostanie metoda EM z [120]. Wprawdzie została ona za-
proponowana dla BMAP, ale, jak zostanie pokazane na końcu tego podrozdziału,
można j ↪a również z powodzeniem stosować do parametryzacji MMPP.
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Metoda EM (ang. expectation maximization, zobacz np. [80, 4, 202, 34]) jest wa-
riantem metody najwi ↪ekszej wiarygodności stosowanym w sytuacji, gdy nie wszyst-
kie zmienne jakiegoś procesu możemy obserwować i zapisywać. Przykładowo, mo-
deluj ↪ac przy pomocy BMAP ruch pakietów IP, możemy obserwować czasy pomi ↪edzy
kolejnymi pakietami oraz rozmiary pakietów, nie mamy natomiast informacji o chwi-
lach zmiany stanu łańcucha moduluj ↪acego i stanach łańcucha (innymi słowy, możemy
obserwować jedynie składow ↪aN(t) z pary (J(t), N(t)) tworz ↪acej realizacje BMAP).

Idea metody EM wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco. Załóżmy, że y oznacza dane daj ↪ace si ↪e
zaobserwować. W naszym wypadku y = {(t1, α1), (t2, α2), . . . , (tM , αM )}, gdzie
ti oznaczaj ↪a czasy pojawiania si ↪e kolejnych pakietów, αi ich rozmiary w bajtach,
zaś M jest liczb ↪a zarejestrowanych pakietów. Niech φ oznacza parametryzacj ↪e pro-
cesu. W naszym wypadku φ odpowiada macierzom Di dla BMAP oraz rozkładowi
pocz ↪atkowemu stanu łańcucha moduluj ↪acego (wektorowi ν), tzn.

φ = (ν,D1, . . . , Dn),

gdzie n jest maksymalnym rozmiarem pakietu, jaki bierzemy pod uwag ↪e.
Przez £(φ, y) b ↪edziemy oznaczali wiarygodność parametryzacji φ dla danych y,

zaś przez £
c(φ, x, y) kompletn ↪a wiarygodność φ, z uwzgl ↪ednieniem niedost ↪epnych

danych x. W metodzie EM szukana parametryzacja φ jest wyznaczana iteracyjnie
według nast ↪epuj ↪acego schematu:

φ(r + 1) = arg max
φ

{Eφ(r)(log £
c(φ, x, y)|y)}, (5.13)

gdzie φ(r) oznacza parametryzacj ↪e otrzyman ↪a w r-tej iteracji, zaś Eφ(r) warunkow ↪a
wartość oczekiwan ↪a dla parametryzacji φ(r). Obliczanie wartości oczekiwanej we
wzorze (5.13) nazywamy cz ↪eści ↪a E algorytmu, natomiast znajdowanie arg max –
cz ↪eści ↪a M algorytmu. Można udowodnić, że post ↪epowanie takie daje w kolejnych
krokach parametryzacje co najmniej nie gorsze od poprzednich, tzn.

£(φ(r + 1), y) ≥ £(φ(r), y).

Algorytm kończy działanie, gdy osi ↪agni ↪eta zostanie zadowalaj ↪aca nas zbieżność pa-
rametryzacji (czyli wtedy, gdy w kolejnym kroku otrzymamy parametryzacj ↪e różni ↪a-
c ↪a si ↪e co najwyżej o ε od poprzedniej) lub po z góry zadanej liczbie iteracji. Pocz ↪at-
kow ↪a parametryzacj ↪e φ(0) można przyj ↪ać dowolnie (np. losowo).

Przy estymacji parametrów BMAP mamy

£(φ, y) = ν

M∏

k=1

fαk
(∆tk) · 1,
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gdzie
t0 = 0, tM = T, ∆tk = tk − tk−1,

fj(t) = F c(t)Dj , F c(t) = eD0t

oraz

£
c(φ, x, y) = νi0(1)

M∏

k=1

z(k)−1∏

l=0

µil(k) exp
(
−µil(k)sl(k)

)
pil(k)(0, il+1(k))

× µiz(k)(k) exp
(
−µiz(k)(k)sz(k)(k)

)
piz(k)(k)(αk, i0(k + 1)), (5.14)

gdzie z(k) oznacza liczb ↪e stanów, któr ↪a przyj ↪ał łańcuch moduluj ↪acy w k-tym odst ↪epie
pomi ↪edzy pakietami, il(k) oznacza l-ty stan łańcucha w k-tym odst ↪epie pomi ↪edzy pa-
kietami, sl(k) oznacza czas przebywania łańcucha w l-tym stanie w k-tym odst ↪epie
pomi ↪edzy pakietami, natomiast prawdopodobieństwa pi(k, j) s ↪a zdefiniowane w (4.2)
i (4.3).

Wzór (5.14) można zapisać w prostszej postaci, używaj ↪ac statystyk Ti,j , si oraz
A(1), . . . , A(n). Ti,j oznacza liczb ↪e zmian stanu bez pojawienia si ↪e pakietu:

Ti,j = #{t|0 ≤ t ≤ T, J(t−) = i, J(t) = j,N(t) = N(t−)}, i 6= j,

natomiast [A(k)]i,j oznacza liczb ↪e zmian stanu z i na j ł ↪acznie z pojawieniem si ↪e
pakietu o rozmiarze k:

[A(k)]i,j = #{tl|1 ≤ l ≤M,J(tl−) = i, J(tl) = j,N(tl) = N(tl−) + k}.

Wreszcie si oznacza całkowity czas, jaki sp ↪edził łańcuch moduluj ↪acy w stanie i:

si =

∫ T

0
I(J(t) = i)dt.

Stosuj ↪ac te oznaczenia, możemy zapisać (5.14) w bardziej intuicyjny sposób:

£
c(φ, x, y) =

m∏

i=1

ν
I(J(0)=i)
i

m∏

i=1

exp([D0]i,isi)

×
m∏

i=1

m∏

j=1,j 6=i

[D(0)]
Ti,j

i,j

n∏

k=1

m∏

i=1

m∏

j=1

[Dk]
A(k)i,j

i,j . (5.15)

Drugi iloczyn w (5.15) reprezentuje czas przebywania łańcucha moduluj ↪acego w
każdym ze stanów, trzeci iloczyn odpowiada zmianom stanu łańcucha bez pojawienia
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si ↪e pakietu, zaś ostatni iloczyn odpowiada zmianom stanu łańcucha, którym towarzy-
szy pakiet.

Z (5.15) otrzymujemy nast ↪epnie

Eφ(r){log £
c(φ, x, y)|N(u), 0 ≤ u ≤ T}

=
m∑

i=1

ν̂i log(νi) +
m∑

i=1

[D0]i,iŝi +
m∑

i=1

m∑

j=1,j 6=i

T̂i,j log[D0]i,j

+

n∑

k=1

m∑

i=1

m∑

j=1

Â(k)i,j log[Dk]i,j , (5.16)

gdzie

ν̂i = Pφ(r){J(0) = i|N(u), 0 ≤ u ≤ T}, (5.17)

ŝi = Eφ(r){si|N(u), 0 ≤ u ≤ T}

=

∫ T

0
Pφ(r){J(t) = i|N(u), 0 ≤ u ≤ T}dt, (5.18)

T̂i,j =

∫ T

0
Pφ(r){J(t−) = i, J(t) = j,N(t) = N(t−)

|N(u), 0 ≤ u ≤ T}dt, (5.19)

Â(k)i,j =

M∑

l=1

Pφ(r){J(tl−) = i, J(tl) = j,

N(tl) = N(tl−) + k|N(u), 0 ≤ u ≤ T}. (5.20)

Wzór (5.16) przedstawia cz ↪eść E algorytmu EM. Aby możliwa była implementa-
cja tej cz ↪eści, należy jeszcze przedstawić wyrażenia (5.17) – (5.20) w postaci umożli-
wiaj ↪acej obliczenia numeryczne. Mamy kolejno:

ν̂i = Pφ(r){J(0) = i|N(u), 0 ≤ u ≤ T}

=
Pφ(r){J(0) = i, (N(u), 0 ≤ u ≤ T )}

Pφ(r){N(u), 0 ≤ u ≤ T}

=
νi(r)

£(φ(r), y)

( M∏

k=1

fαk
(∆tk) · 1

)
i
, (5.21)



5.3. Estymacja parametrów MMPP i BMAP 149

ŝi =

∫ T

0
Pφ(r){J(t) = i|N(u), 0 ≤ u ≤ T}dt,

=

∫ T

0

Pφ(r){J(0) = i, (N(u), 0 ≤ u ≤ T )}
Pφ(r){N(u), 0 ≤ u ≤ T} dt

=
1

£(φ(r), y)

∫ T

0
ν(r)

N(t)∏

k=1

fαk
(∆tk)F

c(t− tN(t)) · 1i

· 1T
i · fα

N(t)+1
(tN(t)+1 − t) ·

M∏

k=N(t)+2

fαk
(∆tk) · 1 dt, (5.22)

gdzie 1i oznacza wektor kolumnowy maj ↪acy na i-tym miejscu jedynk ↪e i zera na
pozostałych miejscach, natomiast N(t) liczb ↪e pakietów2 w przedziale (0, t]. Dalej,

T̂i,j =

∫ T

0
Pφ(r){J(t−) = i, J(t) = j,N(t) = N(t−)

|N(u), 0 ≤ u ≤ T}dt

=

∫ T

0
Pφ(r){J(t−) = i, J(t) = j,N(t) = N(t−),

(N(u), 0 ≤ u ≤ T )}/Pφ(r){N(u), 0 ≤ u ≤ T}dt,

=
1

£(φ(r), y)

∫ T

0
ν(r)

N(t)∏

k=1

fαk
(∆tk)F

c(t− tN(t)) · 1i · [D0]i,j

· 1T
j · fαN(t)+1

(tN(t)+1 − t)

·
M∏

k=N(t)+2

fαk
(∆tk) · 1 · I(N(t) = N(t−))dt, (5.23)

Â(k)i,j =
M∑

l=1

Pφ(r){J(tl−) = i, J(tl) = j,

N(tl) = N(tl−) + k|N(u), 0 ≤ u ≤ T}

2W odróżnieniu od N(t), które oznacza liczb
↪
e bajtów w przedziale [0, t), tzn. pakietów z rozmia-

rami.
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=

M∑

l=1

Pφ(r){J(tl−) = i, J(tl) = j,N(tl) = N(tl−) + k,

(N(u), 0 ≤ u ≤ T )}/Pφ(r){N(u), 0 ≤ u ≤ T}

=
1

£(φ(r), y)

M∑

l=1

ν(r)

l−1∏

u=1

fαu(∆tu)F c(∆tl) · 1i · [Dk]i,j

· 1T
j ·

M∏

u=l+1

fαu(∆tu) · 1 · I(N(tl) = N(tl−) + k)dt. (5.24)

Można sprawdzić, że (5.16) osi ↪aga maksimum dla

ν̂i = νi(r) ·
( M∏

k=1

fαk
(∆tk) · 1

)
i

/
£(φ(r), y), i = 1, . . . ,m, (5.25)

[D̂0]i,j := T̂i,j/ŝi, i, j = 1, . . . ,m, (5.26)

[D̂k]i,j := [Âk]i,j/ŝi, i, j = 1, . . . ,m, (5.27)

[D̂0]i,i := −
m∑

j=1,j 6=i

[D̂0]i,j −
n∑

u=1

m∑

v=1

[D̂u]i,v, i = 1, . . . ,m, (5.28)

A zatem wzory (5.25) – (5.28) przedstawiaj ↪a cześć M algorytmu.
Końcowy algorytm zostanie zapisany przy pomocy wektorów L(k) i wektorów

kolumnowych R(k) zdefiniowanych rekurencyjnie:

L(0) = ν, L(k) = L(k − 1)fαk
(∆tk), k = 1, . . . ,M,

R(M + 1) = 1, R(k) = fαk
(∆tk)R(k + 1), k = M, . . . , 1.

Szczegółowa realizacja algorytmu EM dla BMAP zapisana w pseudokodzie zo-
stała przedstawiona na rys. 5.1. Znaczenie poszczególnych symboli jest nast ↪epuj ↪a-
ce: m – liczba stanów łańcucha moduluj ↪acego w BMAP, n – maksymalny rozmiar
grupy (pakietu), M – liczba pakietów w próbce. Wymiary poszczególnych obiektów
s ↪a nast ↪epuj ↪ace: T , Ak oraz D0, . . . , Dn s ↪a macierzami m × m; ν, L(k) i 1

T
i s ↪a

wektorami o rozmiarze m, zaś R(k) i 1j s ↪a wektorami kolumnowymi o rozmiarze
m. Wyst ↪epuj ↪ac ↪a w algorytmie całk ↪e W można efektywnie obliczać, wykorzystuj ↪ac
nast ↪epuj ↪acy wzór (otrzymany dzi ↪eki metodzie uniformizacji):

W = W (i, j, k) =

∞∑

u=0

∞∑

v=0

ak(u, i)αk(v, j)e−q∆tk
qu+v

(u+ v)!
· (∆tk)

u+v+1

u+ v + 1
,
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gdzie
ak(u, i) = L(k − 1) ·Au · 1i,

αk(v, j) = 1
T
j · Av ·Dαk

·R(k + 1),

A =
1

q
D + I, q = 1.02 · max

i
|[D]i,i|.

Wyjaśnijmy, że przeskalowanie 1.02 wprowadza si ↪e, by dyskretny łańcuch Markowa
z macierz ↪a przejścia A nie był okresowy.

Przedstawiony algorytm posiada nast ↪epuj ↪ace własności.

• Kolejne iteracje zachowuj ↪a zera w macierzach parametryzuj ↪acych BMAP, co
umożliwia dopasowanie parametrów MMPP przy użyciu dokładnie tego sa-
mego algorytmu. Wystarczy przyj ↪ać n = 1 oraz D1 zainicjować tak, by poza
przek ↪atn ↪a znajdowały si ↪e zera. Otrzymane parametry MMPP to Q = D0 +D1

i Λ = D1.

• W typowych sytuacjach zbieżność uzyskuje si ↪e po kilkuset iteracjach, choć
już po 50-100 iteracjach wyst ↪epuj ↪a zwykle małe zmiany parametrów i funkcji
wiarygodności.

• Algorytm jest słabo wrażliwy na pocz ↪atkowy zestaw parametrów, tzn. dla
różnych pocz ↪atkowych parametryzacji liczba iteracji oraz jakość otrzymanych
wyników s ↪a bardzo podobne. Dlatego też w praktyce wystarczy stosować lo-
sow ↪a inicjalizacj ↪e.

• Złożoność czasowa algorytmu jest rz ↪edu O(Mm2). We wzorze tym pomini ↪ety
został fragment nm2 zwi ↪azany z pierwsz ↪a p ↪etl ↪a na rys. 5.1, gdyż w praktyce
M jest zwykle o co najmniej trzy rz ↪edy wielkości wi ↪eksze niż n.

5.4. Prawdopodobieństwo całkowite

Ponieważ w dowodach twierdzeń wielokrotnie wykorzystywana jest ci ↪agła wersja
twierdzenia o prawdopodobieństwie całkowitym, dla wygody Czytelnika przypo-
mnimy teraz to twierdzenie.

Na elementarnym kursie rachunku prawdopodobieństwa uczy si ↪e podstawowej
(dyskretnej) wersji twierdzenia o prawdopodobieństwie całkowitym, które mówi, że
jeżeli B1, B2, ..., Bn s ↪a zdarzeniami parami wył ↪aczaj ↪acymi si ↪e (tzn. BiBj = ∅, i 6=
j) oraz P(Bi) > 0, i = 1, ..., n, to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A
zawartego w

n⋃

j=1

Bj
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r := 0 oraz inicjalizacja ν,D0, . . . , Dn (np. losowa)

do

Cz ↪eść E:

for i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n

Ti,j := 0

[A(k)]i,j := 0

L(0) = ν

for k = 1, . . . ,M L(k) := L(k − 1)fαk
(∆tk)

R(M + 1) = 1

for k = M, . . . , 1 R(k) = fαk
(∆tk)R(k + 1)

for i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . ,M

W = L(k− 1)
∫ tk
tk−1

F c(t− tk−1) ·1i ·1T
j · fαk

(tk − t)dt ·R(k+1)

Ti,j := Ti,j +W

[A(αk)]i,j := [A(αk)]i,j + L(k − 1) · F c(∆tk) · 1i · 1T
j ·R(k + 1)

Obliczenie wiarygodności: £ = νR(1)

Cz ↪eść M:

for i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n

νi := νi · 1T
i · R(1)/£

[D0]i,j := Ti,j · [D0]i,j/Ti,i

[Dk]i,j := [A(k)]i,j · [Dk]i,j/Ti,i

[D0]i,i := −∑m
j=1,j 6=i[D0]i,j −

∑n
u=1

∑m
v=1[Du]i,v

r := r + 1

until (zbieżność lub r = rmax)

Rys. 5.1. Algorytm EM dla BMAP

Fig. 5.1. EM algorithm for the BMAP
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możemy obliczyć jako

P(A) =

n∑

j=1

P(A|Bj)P(Bj). (5.29)

Dowód tego faktu jest elementarny.
Intuicyjnie jest jasne, że jeżeli zamiast zdarzeń Bi użyjemy zdarzeń postaci η =

x, gdzie x jest liczb ↪a, zaś η zmienn ↪a losow ↪a, to twierdzenie pozostanie prawdziwe.
Udowodnienie tego wymaga jednak pewnych zabiegów technicznych i odpowied-
niego sformułowania, gdyż zdarzenia η = x mog ↪a mieć teraz (i cz ↪esto maj ↪a) zerowe
prawdopodobieństwa.

Twierdzenie 5.1 (o prawdopodobieństwie całkowitym). Jeżeli zmienna losowa η ma
dystrybuant ↪e Fη(y), to

Fξ(x) = P(ξ < x) =

∫ ∞

−∞

P(ξ < x|η = y)dFη(y) (5.30)

zachodzi dla dowolnej zmiennej losowej ξ.

Jak widać, sum ↪e we wzorze (5.29) wzgl ↪edem prawdopodobieństw P(Bj) zast ↪apiła
całka wzgl ↪edem rozkładu η.

Dowód Twierdzenia 5.1. Dowód przeprowadzimy, przy założeniu że zmienne
losowe ξ i η maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość rozkładu prawdopodobieństwa f(x, y). W ogólnym
przypadku dowód wymaga zastosowania bardziej zaawansowanych narz ↪edzi mate-
matycznych.

Oznaczmy g ↪estości brzegowe:

fξ(x) =

∫ ∞

−∞

f(x, y)dy,

fη(y) =

∫ ∞

−∞

f(x, y)dx.

Jeżeli dla pewnego y zachodzi fη(y) > 0, to korzystaj ↪ac z definicji prawdopodo-
bieństwa warunkowego dla zmiennych losowych (zobacz np. [32], str. 140), otrzy-
mujemy:

fη(y)P(ξ < x|η = y) =

x∫

−∞

f(u, y)du. (5.31)
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Jeżeli zaś fη(y) = 0, to
x∫

−∞

f(u, y)du = 0

dla wszystkich x. Istotnie, mamy

x∫

−∞

f(u, y)du ≤
∞∫

−∞

f(u, y)du = fη(y) = 0.

Jeśli wi ↪ec fη(y) = 0, to równość (5.31) jest spełniona automatycznie. A zatem jest
ona spełniona dla wszystkich y.

Teraz, całkuj ↪ac (5.31) wzgl ↪edem y od −∞ do +∞, otrzymujemy

∞∫

−∞

fη(y)P(ξ < x|η = y)dy =

∞∫

−∞

x∫

−∞

f(u, y)dudy

=

x∫

−∞

∞∫

−∞

f(u, y)dydu

=

x∫

−∞

fξ(u)du = P(ξ < x),

co kończy dowód, ponieważ

∞∫

−∞

fη(y)P(ξ < x|η = y)dy =

∞∫

−∞

P(ξ < x|η = y)dFη(y).

�

Jak widać, jeżeli zmienna losowa η ma g ↪estość fη(y), to wzór (5.30) upraszcza
si ↪e do postaci

P(ξ < x) =

∫ ∞

−∞

P(ξ < x|η = y)fη(y)dy. (5.32)

5.5. Symulacja BMAP

Proces BMAP można bardzo łatwo symulować, wykorzystuj ↪ac do tego celu jego kon-
struktywn ↪a definicj ↪e przedstawion ↪a na stronie 109. Niemal bezpośrednio zapisuj ↪ac
t ↪e definicj ↪e w j ↪ezyku C, otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy kod do symulacji BMAP:
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double sum1,sum2=0,los;
int j,k;
do
{

sum1=0;
los=uniform(0,1);
for(j=0;j<=N;j++)
{

for(k=1;k<=m;k++)
{

sum1+=p[J][j][k];
if (sum1>los) break;

}
if (sum1>los) break;

}
sum2+=-log(1-uniform(0,1))/mi[J];
J=k;

}while (j==0);
size=j;
interarrival_t=sum2;

Zmienna J zawiera stan łańcucha moduluj ↪acego, N – maksymalny rozmiar grupy
zdarzeń, tablice mi i p zawieraj ↪a odpowiednio intensywności µi oraz prawdopo-
dobieństwa pi(j, k), zaś uniform(0,1) oznacza generator liczb pseudolosowych
o rozkładzie jednostajnym na przedziale (0, 1).

Po jednorazowym wykonaniu tego kodu otrzymujemy czas do nast ↪epnej grupy
w BMAP (zmienna interarrival t) oraz rozmiar nast ↪epnej grupy (zmienna
size). Wykonuj ↪ac kod wielokrotnie możemy otrzymywać dowolnie długie realiza-
cje procesu BMAP.



PODSUMOWANIE

Praca ta podsumowuje wyniki wieloletnich badań autora nad charakterystykami ko-
lejkowania strumieni pakietów w sieciach pakietowych. W badaniach tych do mode-
lowania ruchu pakietów używane były procesy markowskie, wybrane ze wzgl ↪edu na
duże możliwości naśladowania własności statystycznych ruchu, wzgl ↪edn ↪a prostot ↪e
i dost ↪epność ogólnych narz ↪edzi analitycznych do ich badania.

Do wyznaczania charakterystyk kolejkowania wykorzystane zostało nowatorskie
podejście. W podejściu tym najpierw budowany jest układ równań całkowych dla
interesuj ↪acej nas charakterystyki, później układ ten jest przekształcany do prostszej
postaci przy wykorzystaniu transformaty Laplace’a, a nast ↪epnie jego rozwi ↪azanie
zostaje przedstawione przy pomocy pewnego ci ↪agu rekurencyjnego.

Głównymi zaletami tego podejścia s ↪a:

• możliwość wyznaczania charakterystyk kolejek dla skończonych rozmiarów
buforów – kluczowa z uwagi na skończone rozmiary buforów w urz ↪adzeniach
sieciowych;

• możliwość wyznaczania charakterystyk zarówno w stanie ustalonym, jak i nie-
ustalonym, co umożliwia pełniejszy opis pracy mechanizmu kolejkowania;

• możliwość wyznaczania praktycznie wszystkich istotnych charakterystyk ko-
lejkowania;

• możliwość przedstawienia rozwi ↪azań w zwartej postaci, która jest wygodna do
implementacji i redukuje nakład obliczeniowy.

Wykorzystuj ↪ac to podejście, udało si ↪e otrzymać wiele całkowicie nowych wy-
ników dla kolejek z markowskimi modelami ruchu, w tym rozkłady długości kolejki,
rozkłady opóźnienia, prawdopodobieństwa przepełnienia bufora, współczynniki strat
pakietów, czasy do przepełnienia bufora, długości okresu przepełnienia bufora czy
statystyczn ↪a struktur ↪e strat pakietów.

Przedyskutowane zostały też zagadnienia zwi ↪azane z praktycznym wykorzysta-
niem otrzymanych wyników teoretycznych do celów obliczeniowych, w tym omó-



PODSUMOWANIE 157

wiono numeryczne odwracanie transformat Laplace’a i funkcji tworz ↪acych, poka-
zano metod ↪e uniformizacji pomocn ↪a przy wyznaczaniu macierzy współczynników
wyst ↪epuj ↪acych w twierdzeniach, zbadano złożoność obliczeniow ↪a proponowanych
rozwi ↪azań, oraz pokazano, jak odpowiednio parametryzować markowskie modele
ruchu.

Wreszcie otrzymane wyniki teoretyczne zostały zilustrowane licznymi przykła-
dami obliczeniowymi, w których wykorzystano m. in. parametryzacje modeli oparte
na śladach ruchu IP.
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CHARAKTERYSTYKI KOLEJKOWANIA
MARKOWSKICH MODELI RUCHU
W SIECIACH PAKIETOWYCH

Streszczenie

W monografii tej zaprezentowano zbiór rezultatów analitycznych, umożliwiaj ↪acych
obliczanie charakterystyk kolejek pakietów wyst ↪epuj ↪acych w w ↪ezłach sieci pakieto-
wych. Rezultaty te obejmuj ↪a nie tylko podstawowe charakterystyki kolejkowania,
takie jak rozkłady długości kolejki czy rozkłady opóźnienia, ale również parametry
dokładnie opisuj ↪ace procesy przepełniania si ↪e bufora i strat pakietów, w tym praw-
dopodobieństwo przepełnienia bufora, długość okresu przepełnienia bufora, czas do
przepełnienia bufora, współczynnik strat pakietów, rozkład liczby pakietów traco-
nych w okresie przepełnienia bufora.

Do modelowania strumieni pakietów użyto markowskich modeli ruchu o rosn ↪acej
(w kolejnych rozdziałach ksi ↪ażki) złożoności. W szczególności, wykorzystano pro-
ces Poissona, złożony proces Poissona, proces Poissona z markowsk ↪a modulacj ↪a
(MMPP) oraz markowski proces zdarzeń o grupowej strukturze (BMAP).

Przedstawione wyniki uwzgl ↪edniaj ↪a ograniczone rozmiary buforów w urz ↪adze-
niach sieciowych oraz złożon ↪a statystycznie struktur ↪e ruchu obserwowan ↪a w sieciach
pakietowych (szczególnie rezultaty dla MMPP i BMAP).

Ksi ↪ażka zawiera wiele przykładów obliczeniowych. Wykorzystuj ↪a one, w wi ↪e-
kszości wypadków, parametryzacje markowskich modeli ruchu oparte na zarejestro-
wanych śladach ruchu IP.

Dodatkowo w monografii omówiono kilka narz ↪edzi numerycznych ułatwiaj ↪acych
praktyczne wykorzystanie przedstawionych wcześniej wyników analitycznych.



QUEUEING CHARACTERISTICS
FOR MARKOVIAN TRAFFIC MODELS
IN PACKET-ORIENTED NETWORKS

Abstract

This monograph presents the author’s contribution to the field of performance evalu-
ation of packet buffering processes in network nodes. In particular, a detailed cha-
racterization of finite-buffer queues fed by Markovian traffic models is presented by
means of theorems and formulas. The Markovian traffic models were chosen due to
their ability to mimic a very complex statistical behaviour of the traffic, including the
self-similarity and long-range dependence.

For analytical purposes, a new powerful method that can be used for all Marko-
vian traffic models is proposed. This method combines the Laplace transform tech-
nique with the use of special recurrent sequences to solve large systems of linear
equations. The method has several important advantages.

Firstly, it enables an analysis of finite-buffer queueing models. This issue is cru-
cial from the practical point of view as in all real devices (routers, switches) the
buffering space is limited. On the other hand, most previous studies covered only
infinite-buffer queues, less demanding in analysis. Secondly, it makes possible both
transient and steady-state characterization of the queueing process. Thirdly, it allows
for finding virtually all important performance characteristics and gives results in a
closed, easy to use form.

The following characteristics are studied by means of this method: the queue size
distribution, the queueing delay distribution, the blocking probability, the loss ratio,
the buffer overflow period, the time to buffer overflow and the statistical structure
of packet losses. For each characteristic a new formula describing its transient and
steady-state behaviour is obtained.

The analytical results are illustrated by numerical examples, most of them obta-
ined for traffic parameterizations based on IP trace files.
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The monograph consists of five chapters organized in the following way.
In Chapter 1 the potential method is presented. This method permits finding

closed-form solutions for large systems of linear equations in a special form. The
systems of equations in this form appear frequently in the remaining part of the book
and the potential method is used to solve them effectively.

Chapters 2, 3 and 4 are the main part of the monograph and they present the qu-
eueing characteristics for different Markovian traffic models, with an emphasis on
growing complexity of the model in every next chapter. In particular, Chapter 2 is
devoted to the simple and compound Poisson processes, Chapter 3 focuses on the
Markov-modulated Poisson process (MMPP), while Chapter 4 presents results for
the batch Markovian arrival process (BMAP). All these chapters are structured as
follows. Firstly, the description and the properties of the traffic model are given. Se-
condly, the theorems presenting formulas for the queueing characteristics are proven.
Thirdly, the numerical examples are presented. Each chapter ends with a bibliogra-
phical note.

Chapter 5 presents a set of mathematical and numerical tools that enable or make
easier obtaining numerical results from formulas proven in the previous chapters. Na-
mely, a set of algorithms for inverting the Laplace transforms and generating func-
tions is shown, the uniformization method for computing coefficient matrices for
MMPP and BMAP is presented, the expectation maximization algorithm for MMPP
and BMAP parameter fitting is discussed and the continuous version of the total pro-
bability formula is recalled.
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prawdopodobieństwo przepełnienia

bufora, 27, 70, 74, 119
proces BMAP, 109
proces MMPP, 57
proces Poissona, 21
procesy odnowy, 9
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średnia intensywność BMAP, 110
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0 – macierz kwadratowa z zerowymi wszystkimi elementami

1 – wektor kolumnowy złożony z samych jedynek

b – pojemność systemu (rozmiar bufora + 1)

f(s) =
∫∞

0 e−sxdF (x) – transformata Laplace’a-Stieltjesa rozkładu czasu
obsługi

fg(x) – g ↪estość rozkładu czasu obsługi

h(t) – g ↪estość rozkładu okresu przepełnienia bufora dla dużych buforów

hn(t) – g ↪estość rozkładu pierwszego okresu przepełnienia bufora β1

ln(s) – transformata rozkładu czasu do przepełnienia bufora

m – liczba stanów łańcucha moduluj ↪acego dla MMPP i BMAP

mk – k-ty moment zwykły rozkładu prawdopodobieństwa

mk(t) = P(N(t) = k) – rozkład liczby pakietów w przedziale czasu (0, t]

w procesie Poissona

p(z) – funkcja tworz ↪aca dla ci ↪agu pi

pi – prawdopodobieństwo pojawienia si ↪e grupy o rozmiarze iw złożonym stru-
mieniu Poissona, pi = P(αj = i)

pi(j, k) – prawdopodobieństwa przejścia w BMAP

pk∗
i – k-krotny splot ci ↪agu pi

p – rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa (w chwilach nadejścia
pakietu) dla MMPP
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q(l) – rozkład liczby pakietów traconych w okresie przepełnienia bufora w sta-
nie ustalonym, q(l) = limk→∞ P(γk = l)

qn(l) – rozkład liczby pakietów utraconych w pierwszym okresie przepełnienia
bufora, qn(l) = P(γ1 = l|X(0) = n)

sn(t) – g ↪estość prawdopodobieństwa czasu nadejścia n-tego pakietu w proce-
sie Poissona

tk – czas nadejścia k-tego pakietu

wn(s, σ) – transformata rozkładu opóźnienia

Corr(k) – autokorelacja

Cov(k) – autokowariancja

Dk – parametry BMAP w postaci macierzy m×m

F (x) – dystrybuanta rozkładu czasu obsługi

F k∗ – k-krotny splot rozkładu F (x)

F̂ – macierz przejścia dla markowskiego procesu odnowy w MMPP

H(t) – dystrybuanta rozkładu okresu przepełnienia bufora dla dużych buforów
(limb→∞Hb−1(t))

Hn(t) – dystrybuanta rozkładu pierwszego okresu przepełnienia bufora β1

I – macierz jednostkowa

I(x > y) – funkcja charakterystyczna (I(x > y) = 1 gdy x > y oraz 0
w przeciwnym wypadku)

J(t) – moduluj ↪acy łańcuch Markowa dla MMPP i BMAP

Jk – stan łańcucha moduluj ↪acego w chwili nadejścia k-tego pakietu dla MMPP

L(t) – liczba strat pakietów w przedziale (0, t]

LR – współczynnik strat; ułamek ogólnej liczby pakietów traconych na skutek
przepełnienia bufora w dłuższych okresach czasu

N(t) – liczba zdarzeń w strumieniu wejściowym w przedziale czasu (0, t]
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P(·) – prawdopodobieństwo zdarzenia

P ∗(z, t) – funkcja tworz ↪aca dla funkcji licz ↪acej dla MMPP i BMAP

Pi,j(n, t) = P(N(t) = n, J(t) = j|N(0) = 0, J(0) = i) – funkcja licz ↪aca
dla MMPP i BMAP

Q – macierz intensywności moduluj ↪acego łańcucha Markowa dla MMPP

R(z) – funkcja tworz ↪aca dla potencjału Rk

Rk – potencjał dla ci ↪agu macierzy lub skalarów

Tk = tk − tk−1 – czas pomi ↪edzy (k − 1)-szym a k-tym pakietem

V (t) – opóźnienie (jak długo przebywa w buforze pakiet przybyły w chwili t)

V ar – wariancja

X(t) – długość kolejki w chwili t (ł ↪acznie z aktualnie obsługiwanym)

αj – rozmiar j-tej grupy zdarzeń w złożonym procesie Poissona lub w BMAP

βk – długość k-tego okresu przepełnienia bufora

δn(s) – transformata liczby strat pakietów w przedziale (0, t]

δij – symbol Kroneckera (δij = 1 jeżeli i = j oraz δij = 1 w przeciwnym
wypadku)

γk – liczba pakietów utraconych w k-tym okresie przepełnienia bufora

χ(t) – prawdopodobieństwo, że w przedziale czasu (0, t] ani razu nie nast ↪api
przepełnienie bufora

χn(t) – ogon rozkładu pierwszego okresu przepełnienia bufora

λ – intensywność procesu Poissona lub średnia intensywność dla MMPP i BMAP

(λ1, . . . , λm) – wektor intensywności dla MMPP

µi – intensywności zmiany stanu lub przybycia pakietu w BMAP

ωk – stan łańcucha moduluj ↪acego tuż po k-tym okresie przepełnienia (dla
MMPP)

φn(s, l) – transformata rozkładu długości kolejki
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π – stacjonarna intensywność moduluj ↪acego łańcucha Markowa dla MMPP
i BMAP

ρ – obci ↪ażenie oferowane systemu, tzn. iloczyn intensywności strumienia
wejściowego i średniego czasu obsługi

τn – czas do przepełnienia bufora dla pocz ↪atkowej długości kolejki n

∆(t) – średnia liczba strat pakietów w przedziale (0, t]

E(·) – wartość oczekiwana

Λ = diag(λ1, . . . , λm) – macierz diagonalna z elementami λ1, . . . , λm na
przek ↪atnej

Φn(t, l) – rozkład długości kolejki w chwili t, przy założeniu że pocz ↪atkowa
długość kolejki wynosiła n

Φ(l) = limt→∞ P(X(t) = l) – rozkład długości kolejki w stanie ustalonym

£ – wiarygodność parametryzacji
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czasu dla 5 różnych pocz ↪atkowych długości kolejki – 0, 0.25b, 0.5b,
0.75b, b. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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3.21. Średnia długość pierwszego okresu przepełnienia bufora w funkcji
rozmiaru bufora w Przykładzie 3.8. . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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4.2. Rozkład długości kolejki w różnych chwilach czasu w Przykładzie

4.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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