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Rozdziat 1

W prowadzenie

Stochastyczne modele ciggéw czasowych sg stosowane w analizie sygnatéw od
konca lat sze$édziesigtych ubiegtego wieku. Szczeg6lng role w rozwoju i rozpo-
wszechnieniu metod analizy sygnatéw z wykorzystaniem modeli ciagédw czasowych
odegrali Box i Jenkins [51]. Zbior stochastycznych liniowych modeli ciggéw czasowych
wzbogacili o okresowy, jednorodnie niestacjonarny model SARIMA (Seasonal Auto
Regressive Integrated Moving Average). Podali metodyke oraz procedury numerycz-
ne, pozwalajace na jego identyfikacje.

Astrom [13], stosujgc modele Boxa-Jenkinsa, zaproponowat algorytmy predykcji
i regulacji, pozwalajagce osiggna¢ minimalng wariancje btedu predykcji badz regu-
lacji. Warto$¢ minimalnej wariancji btedu zalezy od horyzontu predykcji, wariancji
sktadnika losowego w modelu zaktocen i opo6zZnienia obiektu. Idea Astroma zostata
wykorzystana przez Keysera i Cauvernberge [84] w predykcji wielokrokowe;j.

W latach osiemdziesigtych i dalszych nastgpowat rozwéj metod liniowej filtracji
sygnatdw, ktéry wptynat na powstawanie nowych technik identyfikacji i predykcji.
Jednak bariera doktadnosci predykcji wyznaczona przez liniowy model badanego zja-
wiska jako biad liniowej predykcji minimalnowariancyjnej nie zostata przekroczona.
Doktadnos$¢ ta moze zosta¢ zwiekszona w wyniku zastosowania do opisu sygnatéw
modeli nieliniowych, o mniejszym niz w modelach liniowych udziale skfadnika loso-
wego. Modele nieliniowe, podobnie jak liniowe, moga by¢ tworzone jako:

- modele zjawiskowe (fenomenologiczne), z wykorzystaniem réwnan bilansowych
oraz zaleznosci fizykochemicznych,
- modele statystyczne wejsciowo-wyjsciowe (lub tylko wyjsciowe), uzyskane w wyni-

ku przetwarzania informacji o wejéciach i wyjsciach (lub tylko wyjsciach) procesu.
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Modele statystyczne wejsciowo-wyjsciowe uzyskiwane sg przy znacznie mniejszych na-
ktadach niz modele zjawiskowe, ale jednoczesnie opisujg proces w wezszym zakresie
niz modele zjawiskowe. Modeluja jedynie te cechy procesu, ktére znajdujg odzwier-
ciedlenie w zebranych danych pomiarowych.

O ile techniki tworzenia statystycznych liniowych modeli wejSciowo-wyjsciowych
sg znane, udokumentowane i z powodzeniem stosowane, to zadna z technik two-
rzenia modeli nieliniowych, proponowanych w ostatnim czterdziestoleciu, nie zyskata
powszechnej akceptacji [57]. Przyczyng jest ogromna rozmaito$¢ mozliwych struk-
tur modeli nieliniowych, podczas gdy struktura modelu liniowego jest jednoznacznie
okreslona jako liniowa kombinacja wielkosci wejsciowych modelu. Do najcze$ciej pro-
ponowanych w ostatnich latach typdw nieliniowych modeli wejsciowo-wyjsciowych
naleza:

- kaskadowe struktury ztozone z blokéw modelujacych statyczng nieliniowos¢ i li-
niowa dynamike procesow (modele Wienera i Hammersteina) np. [76], [77], [82],

- sztuczne sieci neuronowe, pozwalajgce uzyskac nieliniowy model wejsciowo- wyj-
Sciowy, typu czarnej skrzynki, za pomocg dostepnych, gotowych pakietéw progra-
mowych do tworzenia i uczenia sieci, np. [80], [103], [113],

- nieliniowe modele ciggéw czasowych, wsrdd ktérych najczesciej wyrdzniane sg nie-
liniowe modele wielomianowe, modele progowe i modele biliniowe, np.[45], [89],
[90], [118].

Niniejsza praca dotyczy wykorzystania elementarnych modeli biliniowych do anali-
zy sygnatdw. Modele rozpatrywane w pracy sg modelami ciagéw czasowych (nazwane
sg rowniez modelami wyjsciowymi lub sygnatowymi), to znaczy takimi, ktére sg zbu-
dowane jedynie na podstawie ciggu danych wyjsciowych z procesu. Tego typu modele
znajdujg przede wszystkim zastosowanie w przypadkach, w ktérych wejécia procesu

sg nieznane lub niedostepne pomiarowo.

1.1. Stan zagadnienia

Wsréd biliniowych modeli ciggdw czasowych na szczegdlng uwage zastuguja mo-
dele biliniowe o najprostszej strukturze. Zainteresowanie takimi modelami datuje sie

od publikacji Grangera i Andersena [72], w kt6rej zaproponowano model:

(1.1)

1.2. Wktad autorski 11

gdzie ej jest procesem gaussowskim o zerowej wartosci $redniej i wariancji A2.
Autorzy na podstawie obserwacji zachowania si¢ ciggu danych Xi wygenerowanych
przez model (1.1) podali bez dowodéw niektdre wiasnosci tego modelu, miedzy innymi
stabilno$¢ i odwracalno$¢. Zwrdcili uwage na niesprecyzowane wiasnosci modelu dla
pewnego przedziatu parametrow A G (0.6,0.707).

W [118] Tong wyprowadzit warunki stabilnosci i odwracalnosci modelu (1.1),
uscislajac tym samym wiasnosci podane w [72]. Od tego czasu warunek odwracalnosci
uwazany za réwnoznaczny z warunkiem identyfikowalno$ci modelu przyjmowany byl
jako:

132\2 <05

Modele biliniowe wzmiankowane byty w publikacjach [56], [78], [104], [73], [125],
[124], czesto jako przyktady czy kontrprzyktady przy testowaniu procedur identyfika-
cji. Uwage autorki zwrdcit fakt, ze przyktady ilustrujace dziatanie metod identyfika-
cji, w tym réwniez identyfikacji nieparametrycznej, dobierane byty w publikacjach
bez komentarza, z pewnego podzbioru parametréow wezszego od zbioru parametrow
dopuszczalnych ze wzgledu na odwracalno$¢ modelu. Jedynie Brunner, Hess [53] od-
notowali potencjalne problemy z estymacjg biliniowych modeli ciggéw czasowych dla
pewnych obszaréw przestrzeni parametrow.

Poniewaz opinie o przydatnos$ci prostych modeli biliniowych do opisu sygnatow
skrajnie sie r6znig np. [93], [118], a zdaniem autorki modele takie moga stanowi¢ cenne
narzedzie w analizie sygnatéw, monografia poswiecona jest elementarnym modelom

biliniowym.

1.2. Wkitad autorski

W pracy przedstawiono analize wiasciwosci elementarnych modeli biliniowych,
mozliwosci i sposobu ich identyfikacji, a takze zastosowania w prognozowaniu i re-
gulacji procesow.

Chociaz praca dotyczy szczegdlnego rodzaju modeli ciggéw czasowych, to wigze sie
ona z wieloletnimi badaniami autorki nad réznymi modelami ciggéw czasowych i ich
wykorzystaniem oraz w znacznym zakresie ze zdobytych w tej dziedzinie doswiadczen

korzysta. Szczegotowe wyniki przedstawione zostaty w nastepujacych publikacjach:
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Badania nad modelami ciggéw czasowych i ich wykorzystaniem w procesach tech-
nologii chemicznej i modelowaniu stezenia metanu w wyrobiskach kopalnianych
opublikowane zostaty w [16], [17], [19], [22], [23].

- Przeglad metod prognozowania wykorzystujacych modele ciggéw czasowych opu-
blikowano w [25].

- Algorytmy predykcji zbudowane na podstawie modeli ciggéw czasowych wraz
z zastosowaniami opublikowane sg w [20], [21], [24].

- Zagadnienia zwiazane z efektywnos$cia predykcji opublikowane zostaty w [18],
[271.

- Metody predykcji wielokrokowej opisano w [28].

- Biliniowe modele ciggoéw czasowych oraz predyktory wynikajgce z tych modeli
opisano w [26], [30], [31], [32], [33].

Zagadnienia zwigzane z identyfikacjg modeli biliniowych opublikowano w [34].

- Algorytmy regulacji wykorzystujace modele biliniowych ciagéw czasowych opubli-
kowano w [35], [36], [37], [38], [39].

- Czastkowe zagadnienia dotyczace elementarnych modeli biliniowych i mozliwosci
ich zastosowania opublikowano w [41], [42], [43].

- Zbiorcze publikacje autorki dotyczace analizy modeli ciggéw- czasowych i ich za-
stosowan to skrypt [29], monografia [40] i podrecznik akademicki [44].

W Swietle wiedzy autorki, do oryginalnych osiggnie¢ przedstawionych w pracy nalezg

nastepujace elementy:

1. Zaproponowanie sposobu wykorzystania elementarnych modeli biliniowych w ana-
lizie sygnatow.

2. Woyznaczenie analitycznych zaleznosci taczacych momenty zwykte, momenty cen-
tralne i momenty taczne z parametrami elementarnych proceséw biliniowych.

3. Podwazenie istniejgcego pogladu, ze dla ciggdw czasowych warunek identyfikowal-
nosci parametrycznej jest rownowazny warunkowi odwracalnosci.

4. Okreslenie warunku identyfikowalnosci systemowej dla elementrnych proceséw bi-
liniowych i dyskusja identyfikowalnosci parametrycznej dla elementarnych modeli
biliniowych.

5. Okre$lenie sposobu identyfikacji elementarnych modeli biliniowych za pomocg

zwyktej metody momentédw i uog6lnionej metody momentow.

1.3. Zawarto$¢ pracy 13

6. Zaproponowanie modelu L—EB (liniowo-elementarno-biliniowego) i sposobu jego
identyfikacji.

7. Okreslenie, na podstawie modelu L - EB algorytmu predykcji minimalizujgcej
Sredniokwadratowy biad predykc;ji.

8. Zaproponowanie nieliniowego algorytmu regulacji dla obiektéw z biliniowym mo-

delem toru zaktdcenia, minimalizujgcego wariancje btedu regulacji.

1.3. Zawartos$¢ pracy

Praca ztozona jest z oS$miu rozdziatow, w ktérych zawarta jest gtdwna mysl
pracy, i czterech dodatkéw, ktére zawierajg szczegbtowe wyprowadzenia i przyktady
ilustrujgce wybrane zagadnienia.

W rozdziale drugim zdefiniowano s model i proces oraz ich podstawowe wia-
snosci, w tym identyfikowalnos$¢, podatnos$¢ predykcyjng i wihasnosci prognostyczne.
Oba pojecia, model i proces, uzywane w naukach technicznych wydajg sie¢ intuicyjnie
oczywiste, o ile dotyczg badan stosowanych. W badaniach teoretycznych i badaniach
symulacyjnych czesto zaciera sie granica miedzy procesem, ktéry sam stanowi swoisty
model, a jego modelem. W zwigzku z tym, czasem nie wiadomo, czy dyskutowane wa-
runki, np. stabilnosci, odwracalnosci, identyfikowalnosci, dotyczg procesu czy modelu
procesu. W rozdziale zawarte sg takze definicje innych poje¢ stosowanych w pracy
(np. ciag czasowy, biaty szum, ciag niezalezny, momenty, estymatory momentéw.)

Rozdziat trzeci zawiera opis najczesciej stosowanych modeli stochastycznych cia-
gow czasowych. Poniewaz najpowszechniej stosowane sg liniowe modele stochastyczne
ciggbw czasowych, cze$¢ rozdziatu poswiecona jest tym wiasnie modelom, ich wiasci-
wosciom i ograniczeniom. Druga czes¢ rozdziatu poswiecona jest wybranym stocha-
stycznym modelom nieliniowym.

Rozdziat czwarty poswiecony jest elementarnym procesom biliniowym. Dla sub-
diagonalnych i diagonalnych elementarnych proceséw biliniowych zostaty podane
analityczne zalezno$ci wigzace momenty i parametry proceséw. Ogdlne zaleznosci
obowiazujg, przy zatozeniu ze pobudzenie procesu jest procesem nieskorelowanym,
0 zerowej wartosci oczekiwanej i symetrycznym rozktadzie. Podano réwniez szcze-
gdlne zaleznosci, przy zatozeniu ze pobudzenie ma rozktad normalny lub réwnomierny.

Zaleznosci te bedg wykorzystane przy identyfikacji modelu proceséw w rozdziale si6d-
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mym. Poniewaz, jak to wynika z tresci rozdziatu czwartego, wihasnosci estymatorow
momentéw nieliniowego ciggu czasowego sg bardzo trudne do oszacowania, w tym
rozdziale pokazano wiasnos$ci estymatoréw wynikajace z badan symulacyjnych. Dla
elementarnych proceséw biliniowych znaleziono ich liniowe, gaussowskie odpowiedniki
i poréwnano podatnos$¢ predykcyjng procesow i ich odpowiednikéw.

Rozdziat pigty dotyczy elementarnych modeli biliniowych. Dyskutowane sg warun-
ki stabilnosci i odwracalno$ci modeli. Podane sg warunki identyfikowalnosci systemo-
wej, ktére dla modeli subdiagonalnych nie zaleza, a dla modeli diagonalnych zalezg od
rozktadu pobudzenia. W rozdziale dyskutowane sa rdwniez warunki identyfikowalno$ci
parametrycznej modeli.

W rozdziale széstym opisano metody pozwalajgce dokona¢ estymacji perametréw
elementarnych modeli biliniowych. Najwiecej uwagi poswiecono metodom momentow
- zwyktej i uogdlnionej podajgc algorytm, wedtug ktérego mozna prowadzic¢ identy-
fikacje elementarnych modeli biliniowych.

Rozdziat siodmy poswiecony jest zastosowaniom elementarnych modeli bilinio-
wych w symulacji, prognozowaniu i regulacji. W tym rozdziale wprowadzony jest
model L —EB i najego podstawie okres$lony algorytm predykcji minimalizujacej wa-
riancje btedu predykcji, dla residuum przedstawionego modelem diagonalnym i sub-
diagonalnym.

Rozdziat 6smy zawiera podsumowanie i wnioski.

W dodatku A umieszczono wyprowadzenie zalezno$ci miedzy momentami i pa-
rametrami elementarnych proceséw biliniowych. Zaleznosci majg charakter ogéiny,
z ktoérych, po przyjeciu zatozen o rodzaju rozktadu pobudzenia, wynikajg zaleznosci
podane w rozdziale pigtym.

W dodatku B podano przyktady identyfikacji elementarnych proceséw biliniowych
zwyktg metoda momentéw, uogo6lniong metodg momentdw oraz metodag ELMS. Na
podstawie umieszczonych wynikéw mozna poréwnac skuteczno$¢ metod identyfikacji
z rozdziatu si6dmego, zweryfikowaé stuszno$¢ warunku identyfikowalnosci przedsta-
wionego w rozdziale szostym, a takze zaobserwowac witasnosci estymatorow momen-
téw, w zaleznoSci od parametréw procesu.

W dodatku C zilustrowano mozliwo$¢ wykorzystania modelu L —E B z rozdziatu
6smego do modelowania sygnatéw pochodzacych z wybranych proceséw technologii

chemicznej oraz proceséw biomedycznych. Doswiadczenia prowadzone byly w ten
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sposob, ze na podstawie modelu matematycznego, danego dla kazdego z proceséw
w postaci zbioru réwnan rézniczkowych, generowano ciggty sygnat wyjsciowy, uzy-
skany w wyniku pobudzenia modelu fenomenologicznego sygnatami wejsciowymi
z addytywnym zaktoceniem losowym. Sygnat wyjsciowy, prébkowany z okresem
probkowania Ts, stanowit ciag obserwacji, dla ktérego starano sie zidentyfikowa¢ mo-
del L—EB. Zamieszczone wyniki, obok przydatnos$ci modelu L —E B, testuja dziatanie
metod identyfikacji elementarnych modeli biliniowych.

Dodatek D zawiera przyktady zastosowania algorytmu predykcji biliniowej poda-
nego w rozdziale 6smym. Przyktady dziatania algorytmu dla danych symulowanych
maja na celu zilustrowanie poprawnosci dziatania algorytmu, w sytuacji gdy struktu-
ra procesu, z ktérego pochodzg dane, jest taka sama jak struktura predyktora, a takze
wtedy, gdy struktura procesu jest inna niz struktura zidentyfikowanego modelu, na
podstawie ktérego zostat skonstruowany predyktor. Oprdcz tych przyktadéw w do-
datku D sprawdzono dziatanie zaproponowanej w pracy metodyki postepowania na
wzorcowych danych (benchmark), dotyczacych mierzonej aktywnosci stonecznej. Da-
ne te sg od lat testowane, a ich zbiér z kazdym rokiem sie powieksza. Mimo pozornej
regularnosci wykazujg silnie nieliniowe zachowanie i uwazane sg za trudne do progno-
zowania. Na zbiorze danych z lat 1700-1979 zidentyfikowano model L —EB i najego
podstawie zbudowano prognozy na lata 1980-2005. Wyniki poréwnano z prognozami
uzyskanymi na podstawie nieliniowego modelu SETAR uzyskanego na tym samym
zbiorze danych przez Tonga [118]. Ponadto poréwnano prognozy wielokrokowe na lata

1980-1984 i wyznaczono prognozy na lata 2006-2009.

1.4. Spis oznaczen

Ponizej przedstawiono wazniejsze oznaczenia, stosowane w monografii.
U wektor deterministycznych sygnatow wejsciowych procesu

i czas dyskretny, numer probki

Xi warto$¢ zmiennej losowej x w chwili i
Xi ocena warto$ci zmiennej losowej Xi
prognoza zmiennej xt z horyzontem k wyliczona w chwili i, na podstawie

danych do chwili i

D operator jednokrokowego op6znienia, zdefiniowany nastepujaco:
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D Xi —Xi—k
D —Xi—kXi—p—k
D (X)Xji_p Xi—kXi~p
A{D) wielomian operatora D: A(D) = 1+ a\D + a2D2 + ... + adADdA
E{} operator wartosci oczekiwanej
E{xi) warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Xi
var(xi) wariancja zmiennej losowej Xi
P (Xi) prawdopodobienstwo zdarzenia Xi

P(Xi) gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej Xi

et losowe pobudzenie procesu

Wi losowe pobudzenie modelu

m>g) moment zwykly r-tego rzedu pobudzenia ej procesu
mgr) moment centralny r-tego pobudzenia e, procesu
m\fp moment zwykly r-tego rzedu pobudzenia wt modelu

niw J moment centralny r-tego rzedu pobudzenia w* modelu

M « moment zwykty r-tego rzedu zmiennej losowej xi

Mx(r) moment centralny r-tego rzedu zmiennej losowej Xi

Mir) ocena momentu zwyktego r-tego rzedu zmiennej losowej z*

m 1) ocena momentu centralnego r-tego rzedu zmiennej losowej X.

A odchylenie standardowe ciggu losowego o rozktadzie symetrycznym
sp wspotczynnik podatnosci predykcyjnej procesu

wspotczynnik efektywnosci predykcyjnej modelu

proces EB(k, 1) proces Elementarny Biliniowy o strukturze k,l
model £B(k, 1) model Elementarny Biliniowy o strukturze k|l
model L —EB model Liniowo - Elementarno-Biliniowy

model TARMA model progowy Treshold ARMA

model SETARMAmModel samopobudzajgcy Self Excited TARMA

model BARMA  model biliniowy Bilinear ARMA

model GARCH model heteroskedastyczny (Generalised
Autoregressive Conditionally Heteroscedastic)

metoda LS metoda najmniejszych kwadratow

metoda RLS rekurencyjna metoda najmniejszych kwadratéw

1.4. Spis oznaczen

metoda ZMM

metoda GMM

zwykta metoda momentéw

uog6lniona metoda momentow

17



Rozdziat 2

Podstawowe pojecia i zatozenia

Celem analizy sygnatow jest przetworzenie skoriczonej liczby danych pochodzacych
z procesu dyskretnego lub uzyskanych w wyniku réwnomiernego prébkowania sygnatu
ciggtego w taki sposob, by wydoby¢ z nich istotng informacje zawartg w tym sygnale.
Monografia dotyczy mozliwosci analizy sygnatow losowych przy wykorzystaniu pew-
nego rodzaju stochastycznych modeli ciagéw czasowych.

W badaniach stosowanych granica miedzy procesem a jego modelem jest ostro
zarysowana. Informacje o otaczajgcej rzeczywistosci odbieramy w postaci dochodza-
cych do nas sygnatéw o ré6znym charakterze. Sygnaty te sg wynikiem zachodzacych
zespotdw wzajemnie uwarunkowanych zjawisk. Zesp6t tych zjawisk jest procesem, opis
zjawisk jest modelem. W rozwazaniach teoretycznych i badaniach symulacyjnych sy-
tuacja jest znacznie mniej klarowna, gdyz sam proces jest opisany matematycznie,
wiec formalnie sam jest modelem.

W kolejnych podrozdziatach zdefiniowano zesp6t pojeé stosowalnych w tej mono-
grafii. Jest to istotne o tyle, ze w literaturze dotyczacej ciagéw czasowych, np. [7], [11],
proces i model czesto bywajg uzywane wymiennie. Zdarza sie, zwlaszcza gdy dotyczy
to identyfikacji, predykcji i regulacji, ze rodza sie watpliwosci, czy stabilno$¢, odwra-
calnos¢, identyfikowalnos$¢, predykcyjnos¢, podatnosé regulacyjna dotyczg procesu czy
modelu.

2.1. Proces

lub grupe sygnatéw y. Jezeli sygnaty u, y sg okreslone tylko w dyskretnych momen-

tach czasu, u = Ui,y = yidlai = 1,2, ...N, proces nazywa sie procesem dyskretnym
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w czasie. Przedstawiona monografia dotyczy losowych proceséw, dyskretnych w cza-
sie, dla ktérych dostepne pomiarowo sg jedynie sygnaty wyjsciowel, ktére tym samym
sg jedynym zrédtem informacji o procesie. Badaniem wiasnosci proceséw losowych, o
dostepnych pomiarowo jedynie sygnatach wyjsciowych, zajmowali sie m.in. [2]—f1],
[45], [51], [55], [72], [73], [104], [118].

Zbiory obserwacji sygnatéw wejsciowych u* i/lub wyjsciowych y; procesu, doko-
nywanych w dyskretnych, réwnoodlegtych przedziatach czasu i uporzagdkowanych we-
dtug czasu, tworzg dyskretne ciggi czasowe, nazywane dalej ciggami czasowymi. Ciagi
czasowe obserwowane na wyjsciu procesow losowych sg traktowane jako realizacje tych
procesow.

Szczegdlng role w analizie sygnatdw petni cigg nazywany dyskretnym biatym szu-

mem. Dyskretny biaty szum e* jest ciggiem czasowym o dowolnym, niezmiennym w

czasie rozkfadzie, spetniajgcym warunki2:

E{ei} =0, (2-1)
~p2odlai =,

E{etej} = il (2.2)
0 dlainj.

W szczeg6lnosci dyskretny biaty szum jest szumem gaussowskim, gdy jego gestos¢

rozktadu prawdopodobienstwa, dla kazdej chwili czasu i, dana jest zaleznoscia:

pe)* 7P & xp("$)- (23)
Definicja 2.1. Ciagg czasowy, ktérego elementy nie sg zwigzane ze sobg zadng zalez-
noscig czasowa, bedziemy nazywac ciggiem czasowym o elementach niezaleznych lub

w skrocie - niezaleznym ciggiem czasowym.

Z definicji 2.1 wynika, ze:
- kazdy niezalezny cigg czasowy jest ciggiem nieskorelowanym,
- nie kazdy cigg nieskorelowany jest ciggiem niezaleznym.

W konsekwencji, cigg niezalezny jest catkowicie nieprzewidywalny, podczas gdy
przyszte wartosci ciggu nieskorelowanego, ale zaleznego przy spetnieniu okreslonych

1 Przyktadowo, w procesie generacji mowy pomiarowo dostepny jest wyjsciowy sygnat mowy,

proces aktywnosci stonecznej obserwowany jest jako liczba plam pojawiajacych sie na Storicu.
2 Ciag losowy o takich wiasciwosciach nazywa sie niekiedy dyskretnym biatym szumem w sze-

rokim sensie [109].
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warunkéw moga by¢ przewidywalne. Przyktadowo, gaussowski biaty szum e*jest cia-
giem nieskorelowanym i niezaleznym, natomiast cigg wt = et + ei_Zlei_2 jest nadal
ciggiem nieskorelowanym, ale zaleznym.

Dyskretny gaussowski biaty szum ze wzgledu na swoje wlasciwosci jest pojeciem
niezwykle przydatnym przy teoretycznej analizie asymptotycznych wiasnosci proce-
sow stochastycznych. Gaussowskie ciggi czasowe majg kilka istotnych wiasnosci [119]:
1. Nieskorelowane ciggi gaussowskie sg jednoczesnie niezalezne.

2. Liniowa operacja dokonana na ciggu gaussowskim daje w wyniku réwniez ciag
gaussowski.

3. Operacja nieliniowa wykonana na ciggu gaussowskim powoduje, ze na ogo6t prze-
staje on by¢ ciggiem gaussowskim.

4. Dla dowolnego procesu losowego o skonczonych pierwszych dwoéch momentach

istnieje proces gaussowski o takich samych dwdch pierwszych momentach [107].
Powyzsze wiasnosci uzasadniaja powszechne stosowanie liniowych modeli gaussow-
skich w analizie i prognozowaniu sygnatow. Istniejg jednak procesy generujace ciagi
czasowe wyraznie niegausowskie (np. akustyka oceanu, przypadkowe wibracje mecha-

niczne [120]), ktére wymagaja modeli innych niz liniowe modele gaussowskie.

2.1.1. Momenty proceséw losowych

Dla proceséw losowych zdefiniowano funkcje nazywane momentami, np. [96], [100],
zalezne od gestosci rozktadu prawdopodobiefstwa zmiennej losowej p(yi), lecz przy
pewnych zatozeniach mozliwe do oszacowania bez koniecznej znajomosci p(yi). Ponie-
waz w praktyce okreslenie analitycznej postaci funkcji gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa jest trudne do wykonania, oszacowanie jej wigze sie z btedami, a zatozenie
rozktadu gaussowskiego nie zawsze odpowiada rzeczywisto$ci, wiec momenty stanowig
wazne zrodto informacji o procesach losowych.

Dla procesu losowego j/j, o gestosci rozktadu prawdopodobienstwa p(yi), moment

zwykty r-tego rzedu jest definiowany jako:

(2.4)
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gdzie:

- E{}jest operatorem warto$ci oczekiwanej:

ViP{yi)dyim (2-5)

-00
Pierwszy moment zwykly jest wartoScig oczekiwana procesu y, .

Moment centralny rzedu r procesu losowego jest zdefiniowany jako:
M'y? = E{{Vi- E{yi}Y}. (2.6)

Przy czym:
- drugi moment centralny jest nazywany wariancjg ciagu czasowego yt, czesto ozna-
czang jako er2,
- Trzeci moment centralny jest miarg symetrii odchytek wartosci ciagu j/j od war-
tosci $redniej.
- Czwarty moment jest miarg sptaszczenia rozktadu p(yi).
Pozostate momenty opisujg inne cechy rozktadu, przy czym parzyste momenty sg
zawsze nieujemne. Nalezy zwrdéci¢ uwage, ze pewne momenty procesu losowego moga
nie istnie¢. Przyktadowo, dla stacjonarnego procesu losowego o rozktadzie Cauchy’ego

o funkcji gestosci rozktadu prawdopodobieristwa:

ply) = h _er-il)}z )
pierwszy moment zwykty nie ma skonczonej wartosci. Wyzsze momenty réwniez nie

sg skonczone [67].

Pierwsze cztery momenty zwykite tgczne losowego procesu yi okre$lone sg naste-

pujaco:
Mg = E{Vi}, 2.7
Mf(fc) = E{yiVi+k}, (2.8)
M MK, 1) = E {yiyi+kyi+I}, (2.9)
MyA(k,I,m) = E{yiyi+kyi+yi+m}. (2.10)

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ momenty centralne tgczne M '\ :
i = E{Vi- E{Vi}}, (2.11)

M'™ (k) = E{(yi - E{yi})(yi+k- E{yi»}, (2.12)
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) = E{(u - ~{2i}(yi+t - £{yj)(2i+ - £7{i*}}, (2.13)
= £{(& - &{i/i})(i/j+t - E{yi})(yi+i - E{yih{yi+m- ~{y,})}. (2.14)

Informacje niesiong przez momenty tgczne mozna scharakteryzowac nastepujaco:

- Drugi moment centralny tgczny tworzy funkcje autokowariancji procesu losowego
i jednoczesnie jest miarg zaleznosci liniowych istniejagcych w procesie.

- Trzeci moment centralny tgczny M'yi(S)(k,l) jest miarg zaleznosci biliniowych
istniejagcych w procesie.

- Czwarty moment centralny taczny (k, I, m) jest miarg zaleznosci nieliniowych

trzeciego rzedu.

Pozostate momenty niosg dodatkowe informacje o procesie.
Dla proceséw losowych o rozktadzie gaussowskim kolejne momenty centralne wy-

nosza odpowiednio:
=0 dlan nieparz;}st)g:h> (2 15)

M yjl = 1e3e5e¢...(2n - 1)cr2n, dla n=1,2,3,....

Proces gaussowski jest catkowicie scharakteryzowany przez warto$¢ oczekiwang i wa-
riancje:
AC> = £{yj, (2.16)
M<>> = E{yl} = afi, (2.17)
€0 oznacza, ze wszystkie wyzsze momenty procesu mozna wyrazi¢ jako funkcje war-
tosci oczekiwanej i wariancji.
Procesy losowe charakteryzujg sie tym, ze ich wszystkie badz tylko niektére mo-
menty moga zaleze¢ od czasu, lub moga by¢ od czasu niezalezne.
Proces losowy yl nazywamy procesem stacjonarnym w waskim (Scistym) sensie,

jesli jego wszystkie momenty (zwykte, centralne i tgczne) sg niezmienne w czasie.

Mg* = AfW dla r =1,2,..., 00 (2.18)

MEr) = M'(r) dla r =1,2,...,00 (2.19)
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Proces losowy ylnazywamy procesem stacjonarnym w szerokim sensie(stabo sta-
cjonarnym), gdy jegopierwszy i drugi moment (zwykty, centralny itaczny) nie zalezg

od czasu:

M~ =MW dlar=1.2 (2.20)

AfEr) = M'() dla r=1,2 (2.21)

2.1.2. Estymacja momentow

Estymatorem momentéw nazywa sie regute, wedtug ktérej na podstawie ciggu
obserwacji y* dla i — 0,1,2,..., N wyliczane sg szacunkowe oceny momentow M,
nazywane réwniez momentami z proby. Istniejg rézne metody wyznaczania tych ocen,

przy czym najczesciej stosowane sg estymatory momentéw o postaci:

Srednia z préby:

(2.22)
1=1
wariancja z préby:
N
/- "2=
r@?yZ) 2% NV a
i=1
- moment zwykly r-tego rzedu z préby:
N
=§ £«'m R 24>
1-1
moment centralny r-tego rzedu z préby:
= 225>
i=1 (
- autokowariancja z préby, czyli drugi moment centralny tgczny z préby:
1 N-k
M 'y\k) = 7= N -kA ~ V)(y*+k - V), (2-26)
2=1
- trzeci moment centralny tgczny z proby:
N —max(k,l)
N'yl* = N -max(k,l) g (yi-V)(Vi+*-V)(yi+l-V). (2-27)

Oceny momentow uzyskane na podstawie powyzszych estymatoréw jako funkcje
zmiennych losowych same sg réwniez zmiennymi losowymi [75]. O skutecznosci es-

tymatora decydujg jego wiasnosci, takie jak:
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Obcigzono$¢: Estymator jest nieobcigzony, gdy warto$¢ oczekiwana oceny parame-
tru 0 uzyskanej za pomocg estymatora jest réwna szacowanemu parametrowi 0 .

Zgodnosé: Zgodno$¢ oznacza zbiezno$¢ estymatora do szacowanego parametru we-
dtug prawdopodobienstwa3 (niezaleznie od warto$ci tego parametru). Nieobcia-
zony estymator jest zgodny, jesli jego wariancja zdaza do zera, gdy N dazy do
nieskonczonosci.

Efektywno$¢: Estymator jest efektywny, gdy wariancja uzyskanej oceny jest moz-
liwie mata. Estymator najefektywniejszy daje ocene parametru o najmniejszej
w'ariancji 4.

Prostota: Prostota estymatora ooznacza niewielkg ztozono$¢ postepowania potrzeb-
nego do wyznaczenia oceny.

Estymatory momentéw dane zalezno$ciami (2.22-2.27) niewatpliwie charakteryzu-

ja sie prostotg obliczeniowa. Inne ich wasnosci nie sg tak oczywiste. Goldberger [67]

i Oderfeld [102] okreS$lajg whasciwosci estymatoréow momentéw dla nieskorelowanych

zmiennych losowych i niektorych estymatoréw momentéw dla skorelowanych zmien-

nych losowych, niezaleznie od rozktadu. Pokazuja, ze dla nieskorelowanych zmiennych
losowych estymatory momentéw zwyktych sg nieobcigzone, a estymatory momentéw
centralnych sg asymptotycznie nieobcigzone. Wariancje ocen momentow i Myr)
zaleza odpowiednio od warto$ci momentéw: M y\..M * i MyT...M y2n

Okreslenie wilasnosci estymatoréw momentow dla zmiennych losowych skorelo-
wanych jest znacznie trudniejsze niz dla nieskorelowanych. W [67] pokazano, ze dla
zmiennych losowych skorelowanych:

- estymator wartosci $redniej (2.22) jest nieobcigzony,

- estymator wartosci Sredniej (2.22) jest zgodny, gdy M ~(k) szybko maleje ze
wzrostem Kk,

- estymator wariancji (2.23) jest obcigzony, ale jest asymptotycznie nieobcigzony
dla ciagéw, dla ktérych estymator wartosci $redniej jest zgodny,

- wariancja estymatora wariancji zalezy od czwartego momentu rozkfadu.

3 Zbieznos$¢ p - lim, [/AL I\”_r:r&PHO,, -0l>el=0\We>0.

4 Dla oceny efektywnosci estymatora wykorzystuje sie nierdwno$¢ Cramera-Rao , np. [117], [75].
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2.2. Model

Dla zrozumienia obserwowanych proceséw tworzymy, mniej lub bardziej Swia-
domie, modele pozwalajace rozpozna¢ procesy tego samego typu i przewidzie¢ ich
zachowanie. Proces, dla ktérego nie jesteSmy w stanie znalezé zadnego modelu, po-
zostaje nierozpoznany. Modele, ktorych rodzaj, strukture i parametry wybieramy,
moga by¢ tworzone z wykorzystaniem informacji niesionej przez sygnaty pozostajace
we wzajemnych zaleznos$ciach przyczynowo-skutkowych lub tylko na podstawie sy-
gnatow wyjsciowych z procesu, przy zatozeniu ze przyczyny obserwowanych zjawisk
sg nieznane lub niedostepne pomiarowo.

Poszukiwany model procesu zalezy od celu, jakiemu ma stuzyé, posiadanej wiedzy
0 procesie oraz dostepnej informacji. Niepetna wiedza o zachodzacym procesie, a
takze udziat niemierzalnych zaktocen powoduja, ze bywa on opisywany przez modele

stochastyczne, czyli modele z udziatem sktadnika losowego, o nastepujacej postaci:
2t = /(ui_i,ut-2,...,yi-i,yi-2,...,Wi,p), (2.28)

gdzie:

/() funkcja liniowa lub nieliniowa,
- Wi - tzw. sygnat innowacji, najczesciej okreslany jako dyskretny biaty szum,
- p - wektor parametrow.

Model o postaci (2.28) nazywany jest modelem parametrycznym. Jesli /() jest
funkcja liniowg wzgledem wielkosci wejsciowych modelu i parametréw modelu, to
(2.28) jest modelem liniowym. W przeciwnym wypadku jest modelem nieliniowym.

Dla modeli liniowych wystarczajgce jest zatozenie, ze cigg innowacji W jest we-
wnetrznie nieskorelowany. Dla modeli nieliniowych czesto dodatkowo zaktada sie, ze
cigg Wi jest ciggiem niezaleznymb.

Dyskretny biaty szum jest z definicji nieprognozowalny na podstawie modeli linio-
wych, lecz w szczegdlnych przypadkach moze by¢ prognozowalny przy wykorzystaniu
modeli nieliniowych. Niezalezny dyskretny biaty szum jest nieprognozownlny, ze
wzgledu na brak jakichkolwiek zalezno$ci tagczacych jego elementy. Jesli stanowi on
pobudzenie modelu, to wyznacza granice zrozumienia obserwowanej rzeczywistosci z
maksymalng doktadnos$cia okre$long przez wariancje biatego szumu m\//(\;\. Jednocze-
$nie stwarza szanse, by to, co lezy ponizej tej granicy, mogto by¢ przewidziane, jezeli

5 Por. Definicja 2.1.
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tylko zostang odpowiednio zaprojektowane algorytmy identyfikacji modelu i predykcji.
Stopien rozpoznania procesu jest wiec scharakteryzowany przez udziat sktadnika loso-
wego w opisie tego procesu. Mozna zaobserwowaé zmniejszanie sie udziatu losowosci
w modelu w miare wzrostu zrozumienia mechanizméw réznych zdarzer i umiejetnosci
ich opisu.

W [46] Bohlin okreslit i sklasyfikowat podstawowe typy modeli proceséw. Niniejsza
monografia dotyczy modeli ciggdw czasowych nazywanych czasem modelami sygna-
towymi.

Modelami sygnatowymi albo modelami ciggéw czasowych nazywamy modele opi-
sujace wyjscie yi procesu jako funkcje poprzednich wartosci sygnatu wyjsciowego i/;_i
dla z= 1,2, ...L i sygnatu innowacji dlak =0,1.2,..., K. Sygnat innowacji, beda-
cy sktadnikiem modelu, jest najczesciej ciggiem losowym o zatozonych wiasciwosciach
stochastycznych, np. gaussowskim biatym szumem lub sygnatem biedu modelu.

Modele ciggéw czasowych znajdujg zastosowanie w prognozowaniu stacjonarnych
proceséw stochastycznych (sygnat innowacji jest wtedy biatym szumem). Moga by¢
rowniez wykorzystywane do kompresji danych na potrzeby transmisji. Pozwalajg one
odtworzy¢ oryginalng sekwencje danych na podstawie znanego sygnatu innowacji Wi,

bedacego wowczas deterministycznym ciggiem réznic:
Wi=Vi- Vili-k-

Nalezy pamieta¢, ze modele ciggéw czasowych:
- nie moga by¢ wykorzystywane do sterowania,

- moga traci¢ wazno$¢, gdy ulegnie zmianie charakter (np. rozktad) pobudzenia.

W tasnos$ci modeli

Wiasnosci parametrycznych modeli ciagéw czasowych wynikajg z dobranej struk-

tury (postaci funkcji /()) i parametréw p.

- W zalezno$ci od wartosci parametrow p modele sg stabilne badZ niestabilne
(w sensie BIBO).

- Modele sg przyczynowe, gdy sygnat wyjsciowy w chwili i zalezy jedynie od prze-
sztych wartosci sygnatow' wyjsciowych yi-k- W przeciwnym przypadku modele sg

nieprzyczynowe.
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Modele sg odwracalne, gdy pozwalajg na podstawie sygnatu wyjsciowego yt z mo-
delu wyznaczy¢ sygnat wejsciowy Wi dla kazdej chwili i, w przeciwnym razie sa
nieodwracalne.

- Modele sg identyfikowalne, gdy mozna na podstawie analizy dostepnych sygnatéw
wyjsciowych okres$li¢ strukture i parametry modelu. W przeciwnym wypadku sg
nieidentyfikowalne.

- Modele moga mie¢ parametry state bagdz zmienne w czasie. Klasyfikowane sg wow-
czas jako stacjonarne bgdz niestacjonarne wzgledem parametrow.

- Modele moga mie¢ korzystne badz niekorzystne whasnosci predykcyjne, pozwalajg-

ce na podstawie modelu zbudowanego na okreslonym zbiorze danych wnioskowaé

0 przysztosci.

Modele stabilnych proceséw powinny byc¢: stabilne, przyczynowe i identyfikowalne.
Dodatkowo, gdy majg by¢ stosowane do kompresji czy predykcji sygnatow, muszg
by¢ odwracalne.
W przypadku gdy dla badanego procesu mozna dopasowa¢ kilka réznych modeli,
Haber i Unbehauen [79] zalecajg nastepujacg strategie wyboru modelu:
- modele parametryczne przed modelami nieparametrycznymi,
- modele o mniejszej liczbie parametréw przed modelami o wigkszej liczbie parame-
trow,
- modele, dla ktérych istniejg prostsze metody estymacji parametrow przed pozo-
statymi modelami,
- modele, dla ktdrych prostsza jest identyfikacja struktury modelu przed pozosta-

tymi modelami.

Powyzsza strategia wyboru modelu, zaproponowana oryginalnie dla modeli

wejsciowo-wyjsciowych6, moze byé réwniez zastosowana dla modeli sygnatowych.

2.3. Podatnos$¢ predykcyjna i wtasnosci prognostyczne

Z doswiadczen wynika, ze istniejg procesy (np. zapotrzebowanie na energie elek-
trycznag w ciagu doby w zaleznosci od pory roku), ktérych wyjscia sa wzglednie ta-

two przewidywalne. Prognozowanie pogody jest juz zadaniem znacznie trudniejszym.

6 Sygnat wejsciowy jest znany i dostepny pomiarowo.
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Gaussowski dyskretny biaty szum jest klasycznym przyktadem procesu nieprognozo-

walnego. Poszczegdblne procesy réznig sie wiec miedzy soba podatnosciag predykcyjna.

Definicja 2.2. Podatnos¢ predykcyjng jest wtasciwos$cig procesu, oznaczajacg poten-

cjalng mozliwo$¢ przewidzenia zachowania sie zmiennych wyjsciowych z procesu.

Cho¢ podatnos$¢ predykcyjng procesu jest w zasadzie pojeciem intuicyjnym, na
potrzeby badan symulacyjnych, prowadzonych dla proceséw zdefiniowanych matema-
tycznie:

Vi = Ci-k) dlak = 0,1,2,..ii", /= 1,2,..L, (2.29)

mozna sformutowac warunek strukturalnej nieprognozowalnosci:

Definicja 2.3. Proces stochastyczny j/j bedziemy nazywac strukturalnie nieprognozo-
walnym, gdy kazdy niezerowy wyraz <}>j jego aproksymacji szeregiem:
@
H="y"' (2.30)

1=0

mozna przedstawi¢ nastepujaca zaleznoscia:

= ji U— (2-31)
gdzie:

- ¢j - niedostepne pomiarowo, nieskorelowane pobudzenie procesu,

- aj - wspdbtczynnik liczbowy.

Procesy niespetniajace definicji 2.3 bedziemy nazywac procesami strukturalnie pro-

gnozowalnymi. Dla procesow strukturalnie prognozowalnych mozna zdefiniowa¢ miare

podatnosci predykcyjnej procesu [40]:

Definicja 2.4. Miara podatnosci predykcyjnej sp jest funkcjg udziatu wariancji sktad-

nika losowego A2 w catkowitej wariancji analizowanej zmiennej wyjsciowej cr2:

5P=1- (2.32)
y
Dla procesu deterministycznego, dla ktérego A2 = 0, miara podatnosci predykcyj-

nej sp= 1. Dla biatego szumu <2 = A2 i miara podatnosci predykcyjnej sp= 0.
Procesy losowe, strukturalnie prognozowalne niebedace biatym szumem charaktery-

zujg sie miarg podatnosci predykcyjnej, lezaca w przedziale (0,1). Generalnie, im
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wiekszy jest udziat skfadnika losowego w procesie, tym blizsza zeru jest miara podat-
nosci predykcyjnej procesu sp i tym gorszg podatnoscig predykcyjna sie on cechuje.
Dobra podatno$¢ predykcyjna procesu nie jest réwnoznaczna z wysoka jakos$cig
prognozy, gdyz do wyliczenia prognozy potrzebny jest model cechujacy sie dobrymi
wiasnosciami prognostycznymi, a uzyskanie takiego modelu nie zawsze jest mozliwe.
Prostym przyktadem procesu matematycznie zdefiniowanego o podatnos$ci predyk-
cyjnej sp = 1, ktéry w praktyce (bez znajomosci doktadnego modelu i warunkéw
poczatkowych) jest nieprognozowalny, jest chaos, opisany nieliniowym réwnaniem

deterministycznym.

W tasnosci prognostyczne modelu

Od modeli przeznaczonych do prognozowania procesow badz sterowania procesami
wymaga sie, by posiadaty wtasnosci uogolniajace, czyli aby nie tracity waznosci poza
zbiorem danych, na podstawie ktérego zostaty opracowane. Wtasnos$ci uogolniajace

modelu sg réwnoznaczne z wiasnosciami prognostycznymi modelu.

Definicja 2.5. Model ma dobre wiasnosci prognostyczne, jesli pozwala zbudowa¢ po-

prawng prognoze zmiennej wyjsciowej procesu.

Granger i Newbold [71] w charakterze miary wasno$ci prognostycznych modelu
stosujg stosunek wariancji predykcji minimalnowariancyjnej, otrzymanej na podsta-
wie modelu, do wariancji zmiennej prognozowanej, przy zatozeniu ze prognozowana
zmienna ma skoriczong wariancje.

var(y”)
var(y) ("7
W monografii jako miare wlasnosci prognostycznych modelu zastosowano nieco zmo-
dyfikowang posta¢ miary 2.33, zwang wspotczynnikiem efektywnosci predykcji [40], o

budowie podobnej do (2.32).

Definicja 2.6. Wspotczynnik efektywnosci predykcji:

var(eMV)
m var(y) ( 1}

gdzie var(eMV) jest minimalng wariancja btedu predykcji opracowanej na podstawie

modelu, okresla wiasnosci prognostyczne modelu.
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Dla var(eMV) = 0 wspotczynnik efektywnosci predykcji jest rowny sm = 1.
Dla var(eMV) = var(y) wspotczynnik efektywnosci predykcji wynosi sm = 0. Model

ma dobre wiasnosci prognostyczne, gdy miara sm jest bliska jednosci.

2.4. ldentyfikowalnos$¢

Identyfikowalno$¢ procesu jest wiasciwoscig procesu oznaczajgcg mozliwosé jego
poprawnego zidentyfikowania [88]. O poprawnym zidentyfikowaniu badanego procesu,
w sensie struktury i parametréw, mozna dyskutowac jedynie na gruncie badan sy-
mulacyjnych, podczas ktérych zaréwno struktura, jak i parametry identyfikowanego
procesu sg znane.

W badaniach stosowanych rzeczywiste procesy czesto sg na tyle ztozone, ze rozpa-
truje sie je z réznych punktdw widzenia, a opis (model) procesu rézni sie w zaleznosci
od rozwazanego aspektu. W badaniach stosowanych identyfikowalno$¢ dotyczy raczej
mozliwosci odtworzenia okreslonych wiasciwosci (zachowan, charakterystyk) procesu
na podstawie specyficznego modelu badanego procesu, a nie procesu jako catosci.
W zwigzku z czym nie ma jednolitej definicji identyfikowalnosci, a takze og6lnych
warunkoéw identyfikowalnosci procesow [46].

Identyfikowalno$é, cho¢ naturalnie zwigzana z procesem, dotyczy zaréwno procesu,
jak i modelu. W dalszym ciagu tej monografii bedziemy rozréznia¢ identyfikowalno$¢
systemowa, ktdra ma istotne znaczenie w badaniach stosowanych i dotyczy wylacznie
procesu, oraz identyfikowalno$¢ systemowa, strukturalng i parametryczna, istotne
w badaniach symulacyjnych i dotyczace zaréwno procesu, jak i modelu. Ponizej po-

dane zostang definicje rodzajow identyfikowalnosci omawianej w dalszym ciggu pracy.

Definicja 2.7. lIdentyfikowalno$¢ systemowa oznacza, ze mozliwe jest znalezienie ta-
kiego modelu (w sensie struktury i parametrow), ktéry odzwierciedla obserwowane
zachowanie procesu. Przez zachowanie procesu rozumie sie:

- reakcje na zadane wymuszenia, w przypadku proceséw o wejsciach dostepnych

pomiarowo,

- charakterystyki statystyczne (rozktady, momenty) w przypadku proceséw o wej-

$ciach nieznanych lub niedostepnych pomiarowo.
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W identyfikowalnosci systemowej nie jest istotna struktura i parametry modelu,
lecz efekt koficowy modelowania. W szczegdlnosci moze istnie¢ wiele r6znych modeli

rownie dobrze odtwarzajacych wybrane charakterystyki procesu.

Definicja 2.8. Identyfikowalno$¢ strukturalna procesu oznacza, ze mozliwe jest zna-

lezienie struktury modelu zgodnej ze strukturg procesu.

Badanie identyfikowalnosci strukturalnej procesu stochastycznego jest czescig ana-
lizy procesu. Ma na celu okre$lenie relacji miedzy momentami stochastycznymi pro-

cesu, ktorych spetnienie pozwala okresli¢ typ i strukture procesu.

Definicja 2.9. Identyfikowalno$¢ strukturalna modelu okreslonego rodzaju oznacza,
ze mozliwe jest znalezienie struktury modelu okreslonego rodzaju, niekoniecznie zgod-

nej ze strukturg procesu, ktéra pozwoli odtworzy¢ wybrane charakterystyki procesu.

Identyfikowalnos¢ strukturalna modelu ma znaczenie zaréwno w badaniach sto-
sowanych, jak i badaniach symulacyjnych. Rzeczywista struktura procesu losowego
nie jest znana, znane sg jedynie oceny momentéw stochastycznych procesu. Warunki
identyfikowalnos$ci strukturalnej modelu okreslajg, czy model o hipotetycznie przy-
jetej strukturze moze zosta¢ zidentyfikowany na podstawie ocen momentdw stocha-
stycznych procesu losowego. Dla okreslonego procesu losowego modele o pewnych

strukturach moga by¢ identyfikowalne, a o innych nie.

Definicja 2.10. Identyfikowalno$¢ parametryczna procesu oznacza, ze jesli istniejg
modele o tej samej strukturze, lecz o réznych parametrach, ktdre tak samo dobrze
opisujg badany proces, a wsrod tych modeli istnieje model o parametrach réwnych
w przyblizeniu parametrom procesu, to zbiér danych pochodzacych z procesu zawiera

informacje pozwalajgce wybra¢ parametry modelu odpowiadajace parametrom procesu.

Identyfikowalno$¢ parametryczna procesu odgrywa role w badaniach symulacyj-
nych i analizie procesu.
Definicja 2.11. Identyfikowalno$¢ parametryczna modelu oznacza, ze mozli-
we jest jednoznaczne okre$lenie parametrow modelu odtwarzajacego wybrane charak-
terystyki procesu.

Identyfikowalno$¢ parametryczna modelu odgrywa role w badaniach symulacyj-

nych i badaniach stosowanych. W badaniach stosowanych, gdy prawdziwe parame-
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try procesu nie sg znane, identyfikowalno$¢ parametryczna oznacza mozliwos¢ jedno-
znacznego okresdlenia parametrow modelu. Warunki identyfikowalnosci formutowane
w literaturze najczesciej dotyczg identyfikowalnosci parametrycznej modelu.
Z praktycznego punktu widzenia, identyfikowalno$¢ systemowa jest bardziej istot-
na niz parametryczna, poniewaz:
- znajomosci opisu procesu z doktadnoscig do parametré6w mozna oczekiwac jedynie
w badaniach symulacyjnych,
- w praktyce akceptowany jest model adekwatnie przedstawiajacy okreslone wiasci-
wosci procesu.
Z drugiej strony, stochastyczny model procesu uwzglednia udziat sktadnika losowego,
a skoro tak, to model z mniejszym udziatem skfadnika losowego jest bardziej pozadany
od modelu o identycznych charakterystykach statystycznych, lecz o wiekszym udziale
losowosci. W takim przypadku identyfikowalno$¢ parametryczna nabiera znaczenia.
Warto wiedzie¢, czy dla procesu z danym udziatem losowosci potrafimy znalez¢ model
o0 zblizonym udziale losowosci, czy moze tylko model odzwierciedlajacy charaktery-
styki statystyczne, lecz ze znacznie wigkszym udziatem sktadnika losowego. W pierw-
szym przypadku znaleziony model ma korzystne wiasno$ci prognostyczne. W drugim
przypadku nalezy ostroznie podejs¢ do mozliwosci wykorzystania takiego modelu dla
prognozowania, natomiast z powodzeniem mozna wykorzysta¢ go w badaniach symu-

lacyjnych do modelowania sygnatow.

Rozdziat 3

Modele proceséw losowych

Badania proceséw losowych maja na celu miedzy innymi wykrycie regut dyna-
micznych, ktére powoduja generacje obserwowanych ciggdéw. Stochastyczne modele
ciggébw czasowych sg parametrycznymi modelami generujacych je procesow. Oczy-
wiste jest, ze okreSlenie reguty dynamicznej wymaga zrozumienia zachodzacych w
procesie zjawisk, co w praktyce jest osiggalne tylko w bardzo ograniczonym zakre-
sie. Kiedy wyjasnienie teoretyczne dla obserwowanego procesu nie istnieje lub jest
niepetne, mozna zastosowac nastepujacy schemat postepowania, [118]:

1. Oszacowac istotne cechy obserwowanego zbioru danych (ciggu czasowego), takie
jak:

- warto$¢ $rednia,

- wariancja,

- stacjonarnos$¢ wartosci Sredniej,

- stacjonarno$¢ wariancji,

- okresowosc,

- cyklicznosg.

2. Skonstruowa¢ empiryczny model ciggu czasowego, zawierajacy w sobie tyle teore-
tycznej wiedzy o procesie generacji, ile w danym przypadku jest mozliwe.

3. Sprawdzi¢, czy skonstruowany model wystarczajaco wyjasnia cechy oszacowane w
pierwszym punkcie i w razie potrzeby udoskonali¢ model.

Realizacja punktu drugiego najczesciej sprowadza sie do okre$lenia wzglednie szerokiej

klasy modeli, zdolnych wyjasni¢ cechy oszacowane w punkcie pierwszym. Modele te sg

nastepnie identyfikowane za pomocg dostepnych technik identyfikacji i weryfikowane

jak w punkcie trzecim. W kolejnych podrozdziatach zostang przedstawione najczesciej

stosowane stochastyczne modele ciggéw czasowych.
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3.1. Stochastyczne modele liniowe

Liniowe modele proceséw losowych majg postac¢ liniowych filtréw H(D) pobu-
dzanych losowym sygnatem wejsciowym w*, nazywanym sygnatem pobudzajacym lub
pobudzeniem modelu:

yi = H(D)wi, (3.1)

gdzie:

- D - operator opdznienia (Delay):

DWi = Wi-,, 3.2)

- H(D) - wielomian:
H(D) = ho+ h\D + ... + hooDQ0. (3.3)

W liniowej teorii proceséw stochastycznychl zaktada sie, ze w* jest nieskorelowa-
nymprocesem losowym o niezmiennym rozktadzie, tzw. dyskretnym biatym szumem
w szerokimsensie [109]. Wyjsciem modelu jest cigg stochastyczny yt. ktérego wtasno-
$ci zalezg od statystycznych wiasnosci sygnatu pobudzajgcego i dynamiki procesu
H(D).

Modele o postaci (3.1) nazywane sg modelami filtracyjnymi, poniewaz cigg vyi
powstaje w wyniku liniowej filtracji H(D) ciggu w*. Model (3.1) mozna zapisa¢ w

spos6b réwnowazny:
@

di=Y lhowi-im (34)
J=0

Przy zatozeniu szczegblnych postaci transmitancji filtru H(D) otrzymuje sie podsta-
wowe modele ciggéw czasowych znane jako [51], [127]:

- Model $redniej ruchomej MA(dC):

H(D) = C(D), 3.5)
dc
Vi= C{D)ei= "2 ciwi-v (3:6)
i=o
C{D) = 1+ CID + c2D2 + ... + cdCDdC. 3.7)

1 Dopuszczalno$¢ opisu proceséw losowych o skorczonej wariancji modelem liniowym (3.4) uza-
sadnia Priestley [104], powotujac sie na prace Koopmansa.
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- Model autoregresywny AR(dA)\

mm =" 5, 0»*)

A dA
yi= Jj-pjwi = wi - aiyi-i' (39
A{D) = 1+ aiD + a2D2+... + adADdA. (3.10)

- Model mieszany ARMA(dA, dC):
mm = 0.»)

dc dA
(3-12)

Vi = S YL ciWi-i - Y

J=o Fli
Czesto zaktada sie, ze Wi jest biatym szumem gaussowskim. Wéwczas cigg wyjsciowy
jako wynik liniowej transformacji ciggu gaussowskiego jest réwniez ciggiem gaussow-
skim.

Chociaz rzeczywiste procesy bywajg nieliniowe i niegaussowskie, to czesto sg opisy-
wane stochastycznymi modelami liniowymi (3.4), poniewaz dla proceséw niegaussow-
skich o skonczonych drugich momentach, a z takimi najczesciej mamy do czynienia,
mozna zawsze znalezé model gaussowski o takim samym pierwszym i drugim momen-
cie jak badany proces2. Modele gaussowskie majg szereg korzystnych wiasciwosci, ale

stosujac je nalezy uwzgledni¢ takze ich ograniczenia.

3.1.1. Zalety liniowych modeli gaussowskich

Liniowe modele gaussowskie sg chetnie stosowane w analizie procesow losowych

ze wzgledu na to, ze:

- Stanowig dobrg pierwszg aproksymcje wielu rzeczywistych zjawisk.

- Stosowane od lat sze$¢dziesigtych dwudziestego wieku, sprawdzity sie w analizie
i prognozowaniu danych, np. [51], [73],[118], a takze w sterowaniu procesami np.
[13].

- Matematycznie, liniowe réwnania réznicowe stanowigce model sg najprostszymi
réwnaniami r6znicowymi.

2 Por. rozdziat 2.1.
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- Probabilistyczna interpretacja procesow gaussowskich jest czytelna i zrozumia-
fa. Statystyczne zaleznosci dla wielu liniowych proceséw gaussowskich moga by¢
teoretycznie uzasadnione.

- Metody analizy i identyfikacji liniowych gaussowskich modeli ARM A sg znane
[51]. Sa dostepne gotowe pakiety programowe do analizy i identyfikacji takich

modeli, np. Matlab Identification Toolbox, Statistica.

3.1.2. Ograniczenia liniowych modeli gaussowskich

Ograniczenia w stosowaniu liniowych modeli gaussowskich w analizie proceséw
losowych wynikajg z tego, ze modele te:
- odtwarzajg jedynie statystyczne wiasnosci drugiego rzedu badanych proceséw,
- generujg ciggi o symetrycznym rozktadzie, wiec nie nadajg sie do modelowania
danych charakteryzujacych sie silng asymetrig odchytek wartosci ciggu od $redniej,
- nie nadaja sie¢ do modelowania zjawisk, charakteryzujacych sie losowo pojawiajg-
cymi sie duzymi amplitudami sygnatéw, niebedacych btedami,
- nie nadaja sie do modelowania danych charakteryzujacych sie cyklicznoscia.
Istniejg dwie mozliwosci naturalnej ewolucji liniowych gaussowskich modeli (np. AR,
MA czy ARMA):
- odrzucenie zatozenia o gaussowskim rozktadzie pobudzenia 5 modelu,

- przyjecie nieliniowej struktury modelu, przy gaussowskim rozktadzie pobudzenia
Wi.

3.1.3. Identyfikowalnos¢

Do identyfikacji proceséw, opisywanych stochastycznymi modelami ciggéw cza-
sowych lub autonomicznymi réwnaniami stanu, nie mozna zastosowa¢ planowanego
eksperymentu identyfikacyjnego. Dlatego warunki identyfikowalnosci takich proceséw
sg znacznie mniej rozpoznane niz warunki identyfikowalnosci dla proceséw z jawnym
wejsciem.

- Dla proceséw z jawnym wejsciem, w tym réwniez dla proceséw nieliniowych, pro-

ponowane sg efektywne metody badania identyfikowalnosci, np. [83], [106], [121].
- Metody badania identyfikowalnosci procesow autonomicznych, opisanych réwna-

niami stanu, sg znacznie mniej rozwiniete. Pewne rozwigzania proponowane sg w
[59] i [60].
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- Dla ciggéw czasowych brak jest ogélnych metod badania identyfikowalnosci, a w

literaturze identyfikowalno$¢ ciagu czasowego utozsamiana jest z odwracalnoscia

modelu tego ciggu, [118], [127].

Utozsamienie odwracalnosci modelu i identyfikowalno$ci procesu jest stuszne dla

proceséw liniowych, co mozna zilustrowaé prostym przyktadem nieodwracalnego pro-

cesu MA(1):
Przyktad 3.1
Dany jest proces MA(1):
yi = ei + cet-i = C(D)ei, (3.13)
opisany réwnaniem:
Ji=a+ 2ej_i, (3.14)

gdzie ej jest dyskretnym, gaussowskim biatym szumem o wariancji A2 = 1. Pro-

ces (3.14) charakteryzuje sie zmiennoscig, opisang funkcja tworzgcg autokowariancji,

zdefiniowang jako:
r(€>) = \2C(D~1)C(D), (3.15)

ktéra dla procesu (3.14) jest rowna:

r(E>) = A2l + 2D~1)(\ + 2D), (3.16)

a po rozwinieciu:

r () = A(2D-1+5 + 2D) = 71.Zr1+ 70D° + 71D. (3.17)

Stad bezposrednio wynika, ze:

7N =2R=2

Zatézmy, ze ograniczamy badania do klasy modeli liniowych. Analiza zbioru danych
generowanych przez system (3.14), wykonana metodg Boxa, Jenkinsa [51] z wykorzy-
staniem empirycznej funkcji autokorelacji i korelacji czastkowej pozwala okresli¢ nie
tylko typ modelu M A, ale réwniez jego rzad, dC = 1. Z (3.16) wynika, ze istniejg co

najmniej dwa modele tego samego typu, opisujgce zmienno$¢ danych:
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-y, = Wi+ ktéry jest modelem przyczynowym, lecz nieodwracalnym,

- il — Wi + 2wi+i, ktdry nie jest modelem przyczynowym, wiec jako taki lezy po-
za zakresem zainteresowan, gdyz nie nadaje sie do modelowania rzeczywistych
procesow.

Cigg Wi jest gaussowskim biatym szumem o wariancji A2 = 1. Proste przeksztatcenia

pokazujg, ze takg samg funkcje tworzacg autokowariancji:

r(€>) = 4A2(1 + 0.5ZTx(l + 0.52?) = 4A2(0.5ZT1+ 1.25+ 0.52?), (3.18)

=a@= 1.25(4A2) = 5,

7i=0.5(4A2) =2

ma inna para modeli:

Vi —ivi + O.Sw;"!1, ktory jest modelem przyczynowym i odwracalnym,

- yi = uA+ 0.5w'+1, ktory nie jest modelem przyczynowym.

Cigg pobudzajacy w[ jest w tym przypadku gaussowskim biatym szumem o wa-

riancji A2 = 4.

Reasumujac:

- Istniejg cztery rézne modele o tej samej strukturze, lecz r6znych parametrach,
opisujace proces (3.14).

- Pomijajgc dwa modele nieprzyczynowe jako modele nieuzyteczne, pozostajg dwa
modele przyczynowe - model nieodwracalny i odwracalny procesu (3.14), kto-
re generujg ciggi danych wyjsciowych o autokowariancji réwnej autokowariancji
procesu.

- Brak jest wskazéwki, ktory model odpowiada systemowi generujgcemu badany
cigg danych. Proces (3.14) jest wiec nieidentyfikowalny parametrycznie na pod-
stawie drugiego momentu tgcznego.

- Pamietajac, ze procesy gaussowskie sg catkowicie okreslone przez dwa pierwsze

momenty, rozpatrywanie wyzszych momentéw nie doprowadzi do poprawnej iden-
tyfikacji procesu.
ldentyfikacja parametryczna metodg minimalizacji btedu predykcji

Wiekszo$¢ identyfikowanych modeli procesow znajduje zastosowanie w progno-

zowaniu i sterowaniu proceséw, stad wiele metod identyfikacji wyznacza parametry
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modelu tak, by zatozona funkcja btedu predykcji dokonanej na podstawie znalezionego
modelu byta minimalna.

Funkcje przyporzadkowujaca ciggowi btedow predykcji wielkos¢ skalarng mozna
wybra¢ na wiele sposobéw. Soédrestrom i Stoica w [108] pokazuja, ze wiele metod
identyfikacji, w tym metoda najmniejszej sumy kwadratéw, rozszerzona metoda naj-
mniejszej sumy kwadratow i metoda najwiekszej wiarygodnoscijest szczegblnym przy-
padkiem metody minimalizacji btedu predykcji. Aby metoda ta mogta by¢ stosowa-
na, musi by¢ mozliwe obliczenie ciggu btedéw predykcji e{i) na podstawie modelu

y(Q,i\i —1) i ciggu dostepnych danych yt. Oznacza to, ze cigg
e(i) = y(i) - y(e,i\i- 1) (3.19)

musi by¢ zbiezny, co jest réwnowazne odwracalnosci modelu MA. 0 oznacza w

ogodlnosci wektor parametrow modelu, a dla modelu M A(\) odpowiada parametrowi

¢ modelu.

Dla procesu z przyktadu 3.1 mozna przeksztatci¢ przyczynowy, nieodwracalny
model
yt = Wi + 2Wi-i (3.20)
tak, by uzyskaé jego odwracalny odpowiednik:

y* 0.5yj-i-i (ty 0i \
"W= T+2D =1+05C-1 (321)

Przeksztatcenia doprowadzajg do modelu odwracalnego, ale nieprzyczynowego. Je-
dynym modelem bedacym jednocze$nie modelem odwracalnym i przyczynowym jest
model o parametrach ¢ = 0.5 i A2 = 4 odbiegajacych istotnie od parametréw obiektu.
Nieodwracalny proces (3.14) jest wiec parametrycznie nieidentyfikowalny meto-
dami zwigzanymi z minimalizacjg btedu predykcji. Mozliwa jest jedynie identyfikacja
modelu odwracalnego, ktéry ma takie same wiasnosci drugiego rzedu jak badany
proces. Niestety, wspotczynnik efektywnos$ci predykcji zidentyfikowanego modelu:

=1- =" =02 (3.22)
al

i jest znacznie nizszy od wspoétczynnika podatnosci predykcyjnej procesu, dla ktérego:
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Reasumujac:
- Dla procesu MA(1) i w, bedacego stacjonarnym biatym szumem o symetrycznym
rozktadzie, wyniki identyfikacji sq niejednoznaczne.

- Analiza drugiego momentu pokazanego na rys.3.1 wskazuje, ze istniejg dwa modele

Rys. 3.1: Unormowana k-ta kowariancja, rk =

Fig. 3.1: Normalized kth covariance, rk =

o takich samych witasnosciach statystycznych, z ktorych tylko jeden jest modelem
odwracalnym (minimalnofazowym).
- Metody oparte na minimalizacji btedu predykcji identyfikujg jedynie odwracalne
modele ciggéw czasowych.
Uwaga:
Istnieja dziedziny, np. oceanografia, geofizyka, biomedycyna [100], w ktérych jest uza-
sadnione stosowanie modeli nieodwracalnych (nieminimalnofazowych). Wynika stad
potrzeba tworzenia identyfikowalnych modeli nieodwracalnych. W [15] Benveniste i
in. proponuja stochastyczny, liniowy, nieodwracalny model ciggu czasowego, ktory jest
identyfikowalny dzieki temu, Ze pobudzany jest niestacjonarnym ciggiem gaussowskim.
Inny nieodwracalny model dla pewnej klasy stochastycznych procesdéw sejsmologicznych
proponujg Kormylo i Mendel w [86]. Rowniez w tym przypadku pobudzenie modelu
jest procesem gaussowskim o zmiennej wariancji. Model jest identyfikowalny, jesli

wariancja pobudzenia modelu spetnia sformutowane w [86] warunki.
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3.2. Stochastyczne modele nieliniowe

Nieliniowe modele ciggéw czasowych bywaja stosowane woéwczas, gdy modele linio-
we nie odtwarzajg w zadowalajacy sposob istotnych cech badanych sygnatow. Istniejg
doswiadczalne dowody [115], zgodne zreszta z intuicja, ze liniowe modele stosowane
do krétkoterminowej predykcji ciaggéw czasowych pozwalajg osiggna¢ zadowalajaca
doktadno$é¢, natomiast dla dtugoterminowej predykcji znacznie lepiej sprawdzajg sie
modele nieliniowe.

Struktura nieliniowego modelu ciggu czasowego moze by¢ liniowa lub nieliniowa
wzgledem parametrow modelu. Ze wzgledu na to, ze dla struktur liniowych wzgledem
parametrow procedury estymacji parametrow sg mniej ztozone numerycznie niz dla
struktur nieliniowych wzgledem parametréw, wielomianowe modele nieliniowe nalezg
do najczesciej stosowanych. Do estymacji parametrow wielomianowych modeli nieli-
niowych mozna wykorzysta¢ techniki takie same jak dla modeli liniowych.

Nieliniowymi modelami ciggéw czasowych liniowymi wzgledem parametréw sa:

- modele NARMA - (Nonlinear ARMA),

- biliniowe BARM A (Bilinear ARMA),

- progowe TARMA (Threshold ARMA),

- modele ARCH, GARCH (Generalised Autoregressive Conditionally Heterosce-
dastic).

Przyktadem modeli nieliniowych wzgledem parametréw sa modele wyktadnicze.

Ponizej zostang opisane wymienione typy modeli.

3.2.1. Modele NARMA

Modele nieliniowa NARM A, wprowadzone i badane przez Billingsa [45] i Chena
[65], [56], ztozone sa z liniowych i nieliniowych cztonéw, bedacych funkcjami wyjsé

Zi-fc i innowacji w "k:
Vi = -, Wi-nw) + LU- (3-24)

Zaktada sie, ze innowacje sg nieskorelowanym procesem losowym o zerowej warto-
$ci Sredniej. Strukture modelu okresla zbiér liczb (ny,nW, ..., nyn,nw, nwj, ..., nwrt, kn).
Jesli struktura modelu jest znana, to estymacja parametréw modelu moze byé wy-

konana klasyczng metodg najmniejszych kwadratow. Zasadniczym problemem jest
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jednak wybranie struktury modelu spo$réd mozliwych struktur, ktérych dla modeli

NARM A moze by¢ bardzo wiele. Przyktadowo, cze$¢ NAR modelu moze mie¢ posta¢:
Ty Tyl riy2

UiAR = Aa+ ~2 akyi-k + Y j akl.k2yi-kIVi-k2
k=1 *1=1 k2=kI
Tyl

Ty

+ ...+ E - E  &fd,.. foolt—fclees25kn + (3.25)
k=l kn=kn—

Cze$¢ NM A modelu moze mie¢ postac:
Thu Hwv  7j1
yNMA. A CkWi-k + ~2 &l k2Wi-kIWi-k2

k=1 fel=l ka=kl
L W

+ .. +E ~ E  Cfcl,.. fent—kI" ' Ni—kit' (3.26)
Al forefon—

Wyjscie modelu jest sumg

i = ViAR + V iMA-
3.2.2. Modele biliniowe BARMA

Modele biliniowe sg podklasg nieliniowych modeli wielomianowych. Ogdlna postaé
modelu biliniowego przedstawiona jest rownaniem:
dA dc P Q
I+ N ajyi= A CCWIF+ A A Bkwi-kVi (3.27)

j=1 j=0 fcol 1=1

Pobudzeniem modelu biliniowego jest dyskretny biaty szum w*. Zatozenie niezalezno-
§ci pobudzenia nie jest konieczne, aczkolwiek przyjecie takiego zatozenia umozliwia
wyznaczenie wiasnosci prognostycznych modelu. Struktura modelu biliniowego
(3.27) okreslona jest przez zbior liczb (dA, dC, P, Q). Struktura ta, cho¢ niewatpliwie
prostsza od struktury nieliniowego modelu wielomianowego (3.24), jest i tak na
tyle ztozona, ze uniemozliwia og6lng analize wiasciwosci modelu. Z tego wzgledu w
praktyce stosuje sie biliniowe modele ciggéw' czasowych o uproszczonej strukturze.

Chen i Billings [56] zaproponowali nastepujgcg klasyfikacje modeli biliniowych:

- Jesli (3ki = 0 dla wszystkich k i | z wyjatkiem przypadku k = Z model biliniowy

nazywa sie modelem diagonalnym.

Jesli [jkl - 0 dla k < I, model biliniowy nazywa si¢ modelem superdiagonalnym.

3.2. Stochastyczne modele nieliniowa

- Jesli Pki = 0 dla k > I, model biliniowy nazywa sie modelem subdiagonalnym.

Model BARM A redukuje sie do modelu ARM A, gdy dla kazdej wartosci k i | wspét-

czynnik Pki —o.
W 1978 roku Granger i Andersen [72] podali bez dowodu pewne interesujgce

wiasciwosci modelu biliniowego o najprostszej strukturze (0,0,1, 1):

yi = Wi + PuWi-iyi-i (3.28)

i od tej pory datuje sie zainteresowanie prostymi modelami biliniowymi. W rozdziale
4 zostang doktadniej omowione wiasnosci modeli biliniowych o strukturze (0,0,k,I),
opisanych réwnaniem:

yi=wt+ PKiWi-kVi-i (3.29)

i nazywanych elementarnymi modelami biliniowymi £B(k,I).

3.2.3. Modele progowe TARMA

Jezeli whasciwosci procesu nie zmieniajg sie w sposob ciagty, lecz zmiany zachodzg
w pewnych mozliwych do okre$lenia przez zbiér warunkéw przedziatach, to mozna za-
stosowac do opisu procesu progowe modele AR, M A lub ARM A nazywane modelami
TAR,TMA lub TARMA (Threshold ARM A). Modele progowe charakteryzujgsie

tym, ze ich parametry i/lub struktura zmieniajg sie skokowo, po spetnieniusformu-

towanego wczesniej warunku, np.:

dc dA
yi = Wj+ CjWj-j —  Q-jVi-i jesli zachodzi warunek 1,
j=i j=i
dT d\
= Wi+ "2 I}wi-3 —Y2 ajy*-j jesli zachodzi warunek 2. (3.30)
3=1 i=i

Jesli warunki sformutowane sg wzgledem wartosci sygnatu yi-k, na przyk#ad,
rx < yt_k < r2, gdzie n, r2 sg znanymi warto$ciami liczbowymi, to model TARMA
nazywa sie modelem samopobudzajgcym - SETARMA (Self Exciting TARMA),
[52], [118].
Strukture modelu TARM A stanowi zbiér warunkéw i zbior struktur modeli liniowych

wewnatrz przedziatbw wyznaczonych tymi warunkami.
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3.2.4. Modele ARCH i GARCH

Modele ARCH zaproponowane przez Engle [62], a w wersji uog6lnionej GARCH
przez Bollersleva [47], [48], [49] zostaly wprowadzone dla opisu proceséw losowych
Hi, ktérych wariancja zmienia sie w czasie i zalezy od poprzednich obserwacji (tzn.
duza wariancja wptywa na duzg wariancje w przysztosci). Méwimy, ze obszary o duzej
zmiennos$ci obserwacji sg ze sobg skupione ( podobnie jak obszary o matej zmiennosci

obserwacji). Og6lnie model ARCH (ni) okre$lony jest jako:

No = (3.31)
a\ = a0+ ai*Lj + ... + amyf_m
gdzie e*jest dyskretnym biatym szumem gaussowskim o jednostkowej wariancji. Cigg

2i jest nieskorelowany, ale nie jest niezalezny. Ma zerowg warto$¢ srednig. Bezwarun-

kowa wariancja jest stata i rowna:

Var(yi) = ---\ — . (3.32)
i- —|>i

Ze wzoru (3.32) wynikajg ograniczenia na parametry modelu, poniewaz wariancja
musi by¢ dodatnia.

Proces ARCH mozna przeksztatci¢ do postaci procesu AR modelowanego na kwa-
dratach obserwacji wyjsciowego ciggu y*. Oznacza to, ze szukajac efektu ARCH w
procesie yi, moznawykorzysta¢ funkcje korelacji czastkowej imetodykezapropona-
wang przez Boxa [61]dlaprocesu yf. Do wad modeli ARCHmoznazaliczy¢ fakt, ze
dodatnie i ujemne przyrosty obserwowanego ciggu wyjsciowego maja taki sam wptyw
na modelowang zmienno$¢ procesu (poniewaz skupiamy sie na ich kwadratach). Poza
tym model ARCH nie wyjasnia czynnikdéw wptywajacych na zmiennos¢ ciagu, a jedy-
nie opisuje zachowanie warunkowej wariancji, a na wspdtczynniki modelu narzucone
S znaczace ograniczenia.

Idea zastosowania nowego modelu pojawita sie wtedy, gdy okazato sie, ze w prak-
tyce modele ARCH zawierajg wiele parametrow, czesto wiecej niz dziesie¢. Modele

GARCH sg modelami oszczednymi. Majg postac:

U, - Oi
(3.33)
a\ = a0+ J2k=iakVi-k + £j=i
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dla

00> 0,aj > 0,bi >0

i okreslane sg jako modele GARCH (K, J).

Modele ARCH i GARCH znajdujg zastosowanie w modelowaniu zjawisk ekono-

micznych, a w szczegélnosci przy analizie zmiennos$ci rynkéw Ananasowych.

3.2.5. Modele wyktadnicze

Modele wyk}adnicze [45] przedstawione sg réwnaniem:

m

M=YI [ai + & exP(—2?-*7] aiVi-i + e (3-34)
i=i

gdzie aj, @j, aj sa parametrami modelu, a wyznaczenie struktury modelu jest réwno-

znaczne z wyznaczeniem k3.

3.2.6. Wtasnos$ci nieliniowych modeli stochastycznych

Dla stochastycznych gaussowskich modeli liniowych drugi moment centralny
(funkcja autokowariancji) stanowi uniwersalng miare opisujgca ich wiasnosci. Dla
stochastycznych modeli nieliniowych, ze wzgledu na ich r6znorodno$¢, brak jest nie-
stety rownie uniwersalnej, ogolnej miary pozwalajgcej opisa¢ ich wihasnosci [74]. Z
tego wzgledu badania wkasnoséci prowadzone sa oddzielnie dla okreslonych rodzajéw
stochastycznych modeli nieliniowych, a wybrane witasnosci moga by¢ okreslone tylko
dla szczeg6lnych przypadkéw modeli.

Analizg wiasnosci wielomianowych modeli nieliniowych zajmowali sie m.in.Chen,
Billings. W [56] przedyskutowali pojecie lokalnej i globalnej stabilnosci i odwracalnosci
wielomianowych modeli ciggéw czasowych. Prowadzone przez nich rozwazania mozna
podsumowac nastepujaco:

- Stabilnos¢ i odwracalnos¢ modeli liniowych jest ich whasnoscig globalng w takim
sensie, ze nie zalezy ona od statystycznych wiasciwosci sygnatu pobudzajgcego w*
(zaktadajac, ze jest on sygnatem o skonczonej wariancji). Inaczej moéwiac, stabil-
nos¢ systeméw liniowych nie zalezy od warunkéw poczatkowych yo i amplitudy

pobudzenia wi.
- Dla modeli nieliniowych stabilno$¢ w ogolnosci zalezy od warunkdéw poczatkowych

jlo i amplitudy pobudzenia wl.
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- Badanie warunkdéw stabilnosci dla uogdlnionego modelu nieliniowego jest bardzo
ztozonym problemem i tylko dla nielicznych, szczegélnych modeli nieliniowych
takie warunki mogg zosta¢ wyprowadzone.

- Proces nieliniowy
Vi = IN{Vi-1,3/1-2, W<-1, ™-2, see) + Wi (3.35)
moze by¢ stabilny, gdy waunki poczatkowe pochodzg z ograniczonego przedziatu:
30 € Si(y,Q2), (3.36)
a sygnat pobudzajacy w, jest stacjonarny w waskim sensie i ograniczony:
Wi e S2(0,cr2). (3.37)

Wartosci ograniczen g2 i 2 zalezg od rodzaju nieliniowosci.
- Jesli g2 i a2 moga by¢ dowolnie duze, model nieliniowy jest globalnie stabilny.
- W przeciwnym wypadku jest on lokalnie stabilny w przedziale Si i S2
- Model globalnie stabilny pozostaje stabilny niezaleznie od rozktadu sygnatu po-

budzajacego, o ile tylko ten jest stacjonarny.
- Model lokalnie stabilny pozostaje stabilny tylko dla ograniczonych pobudzen.
Whniosek: Stosowanie modeli lokalnie stabilnych wyklucza w praktyce mozliwos$¢ wy-
korzystania, w charakterze pobudzenia modelu, gaussowskiego biatego szumu a takze
innych szuméw o rozktadach nieograniczonych.

W [89] Mathews i Lee podajg warunki stabilnosci w sensie BIBO dla modelu
biliniowego, opisanego réwnaniem:

dA dc PQ

ViSYIW -i+  CjWij+ Y PkiWi-kyii, (3.38)

i=i j=o fca;=i
zaktadajac, ze sygnat pobudzajagcy ma ograniczong amplitude:

Wi\ < \wmax\. (3.39)

Model (3.38) bedzie stabilny w sensie BIBO, jesli:

- wszystkie pierwiastki rj rownania:

dA dA
(1- £ ajzdA-i)=[Ja - W*"1)= 0 (3.40)
i=i i

majg wartosci bezwzgledne mniejsze od jednosci,
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spetniony jest warunek:

p Q dA
(341)

*= 121 j=i

Kolejne rozdziaty tej monografii bedg poswiecone innym wiasnosciom modeli bilinio-

wych o najprostszej strukturze.



Rozdziat 4

Elementarny proces biliniowy

Zainteresowanie modelami biliniowymi o najprostszej strukturze datuje sie od pu-
blikacji Grangera i Andersena [72]. Modelami takimi zajmowali si¢ m.in. Tong [118],
Granger i Terasvirta [73], Martins [92], [93], Berlin Wu [124]. Opinie o ich uzytecznosci
wahajg sie od entuzjastycznych 1do sceptycznych 2. Aby okresli¢ wiasne stanowisko
w tej kwestii, najpierw zostang poddane analizie wiasnosci proceséw biliniowych o

najprostszej strukturze, a nastepnie zostang przeanalizowane ich modele.

Definicja 4.1. Proces opisany réwnaniem:

Vi = et + Pkiei-kyi-i, (4.1)
gdzie:

Pu - staly wsp6tczynnik liczbowy,
ei - dyskretny, niezalezny bialy szum o zerowej wartosci oczekiwanej,

wariancji X2 i ograniczonych wyzszych momentach,
nazywac bedziemy dalej elementarnym procesem biliniowym EB (k,I).

Definicja 4.2. Ciag yi utworzony na podstawie réwnania (4-1) nazywac bedziemy

elementarnym ciggiem biliniowym.

Zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami réwnanie ciggu (4.1) jest jednocze$nie réwna-

niem definicyjnym procesu generujgcego ten ciag. Strukture procesu wyznacza dwojka
liczb (k.1).

1 "The bilinear model has been used successfully to model time series that have been traditionally
difficult to fit with classical linear time series methods”, [93].
2 "Using economic data, bilinear models have not been found to be very relevant", [118].

4.1. Przeglad struktur elementarnych proceséw biliniowych 49

W literaturze, np. [72], [74], [73], zaktada sie czesto, ze ej ma rozktad gaussowski,
co implikuje, ze jest ciggiem niezaleznym. Ze wzgledu na to, ze rozkiad gaussow-
ski dopuszcza istnienie e; o nieograniczonej amplitudzie, cigg wyjsciowy jest réwniez
nieograniczony amplitudowo. Zatozenie gaussowskiego rozktadu pobudzenia z jednej
strony utatwia analize wiasciwosci stochastycznych procesu, z drugiej jednak stro-
ny stanowi przypadek nierealny, gdyz wszystkie rzeczywiste, nieeksplozywne procesy
maja amplitudy ograniczone. Cigg EB(kI) utworzony jest w wyniku nieliniowego
przeksztatcenia procesu gaussowskiego, sam wiec nie jest procesem gaussowskim.

Niniejszy rozdzial poswiecony jest wiasnosciom elementarnych proceséw bilinio-
wych. W pierwszej kolejnosci zostang przeanalizowane mozliwe struktury elementar-
nych proceséw biliniowych pod katem ich podatnosci predykcyjnej.

Nastepnie, dla proceséw podatnych na predykcje, przedyskutowane zostang ich
statystyczne wiasnosci scharakteryzowane przez moment}' taczne.

Poniewaz istotne jest, by dla danego procesu elementarnego biliniowego mozna
byto znalez¢ odpowiadajagcy mu model, w rozdziale 5 przeanalizowane zostang wia-
sciwosci elementarnych modeli biliniowych, warunki stabilnosci, odwracalnosci, iden-

tyfikowalnosci, wihasnosci predykcyjne oraz modele réwnowazne.

4.1. Przeglad struktur elementarnych procesow biliniowych

Struktury elementarnych proceséw' biliniowych wyznaczane sg przez wartosci prze-
sunie¢ k i | sygnatow jl;-;. Wiasnosci procesu EB (k, 1), w tym réwniez wtasnosci
predykcyjne, zalezg zar6wno od jego struktury, jak i parametrow.

Miara podatno$ci predykcyjnej okreslona w rozdziale 2.3 wyznacza podatno$¢ pre-

dykcyjng procesu, przy zatozeniu ze struktura procesu umozliwia prognozowanie.

Struktura k=0, 17 0

Proces EB(0,l) opisany réwnaniem:
Ne= et + PoieiVi-i, (4.2)
ma tylko dwa niezerowe wyrazy okreslone jako:

= eiVi-iPm dlaj=0,l.
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Na podstawie definicji (2.3) proces EB(0,l) jest strukturalnie nieprognozowalny.
Przyszta warto$¢ yi+h\i dla h < | zalezy od znanych w chwili i wartosci sygnatow
jlit——) przemnozonych przez nieznang w chwili i warto$¢ sygnatu ei+h- Prognoze

2i+h{ mozna wyznaczy¢ jedynie jako warto$¢ oczekiwana procesu (4.2) w chwili i + h:

Vi+hii = E{yi+h} = 0. (4.3)
Btad predykcji jest réwny:

£t+hli = Vithi (4*4)
a wariancja btedu predykcji jest réwna var(y).

Chociaz podatnos¢ predykcyjna procesu, zdefiniowana jako udziat wariancji sktad-

Realizacja procesu EB(0.4)
Ocena drugiego momentu - autokowariancja

Momenty centralne z proby

Rys. 4.1:  Wiasciwosci strukturalnie nieprognozowalnego procesu EB(0,4)

Fig. 4.1: Properties of the structurally unpredictable process EB(0,4)

nika losowego w catkowitej wariancji ciggu3, okreslona zaleznoscig (2.32), wynosi:

sP= /32X2, (4.5)

3 Dla proceséw liniowych wystarcza, ze skadnik losowy ej jest nieskorelowany, dla procesow
nieliniowych dodatkowo jest on niezalezny.
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to ze wzgledu na strukturalng nieprognozowalnos$¢ procesu wspotczynnik efektywnosci
predykcji, wyrazony zaleznos$cig (2.34), jest réwny zeru:

var(y) (46)

Dla przyktadowego ciggu danych pochodzacych z procesu EB(0,4) na rys.(4.1) po-
kazano fragment pojedynczej realizacji procesu, histogram i oceny wybranych mo-
mentéw centralnych i tgcznych wyliczone z préby. Oceny trzeciego momentu sg w
przyblizeniu zerowe, z wyjatkiem wartosci I\/Iym ©,/) i l\;lsy(g) (1,0).

Struktura k”~ 0,1 =0

Proces opisany réwnaniem:

Realizacja procesu EB(4,0) Ocena drugiego momentu - autokowariancja

0 50 100 150 200 250 300 350 400

[ centralnej pmby----------------

a
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Ocena trzeciego momentu M(kJ) Ocena trzeciego momentu M(k.) - kontur

Rys. 4.2: Wiasciwosci strukturalnie nieprognozowalnego procesu EB(4,0)

Fig. 4.2: Properties of the structurally unpredictable process EB(4,0)

YIS 1« prOik “.n
jest strukturalnie nieprognozowalnym, nieprzyczynowym procesem EB (k, 0):
vi= e PKOMKVI (4.8)
Wynikiem dzielenia (4.7) jest nieskonczony szereg:
i = eia- Pkari-kCi + Olaeiel-k + PKkoeiei-i s == (4.9)



52 Rozdziat 4. Elementarny proces biliniowy
ktérego kazdy wyraz mozna przedstawi¢ jako:
= eiA-kPia dlaj=0,1,... . (4.10)

Przyszta warto$¢ yi+hi dla h < k zalezy od znanych w chwili i wartosci sygna-
tow przemnozonych przez nieznany w chwili i sygnat ei+h- Prognoze mozna
wyliczy¢ jedynie jako:

yi+hii = E{yi+h) = 0, (4.12)
stad biad predykcji jest w kazdej chwili rowny wartosci ciggu, a wariancja btedu
predykcji jest rowna wariancji ciggu. Podatnos¢ predykcyjna procesu, okreslona za-
leznoscig (2.32), wynosi:

sp = PkO" « (4-12)
Jednak ze wzgledu na strukturalng nieprognozowalno$¢ procesu wspétczynnik efek-
tywnosci predykcji, wyrazony zaleznos$cig (2.34), jest rowny zeru:

var(y) .
Sm=1 var(y) = °- 4-13

Dla przykfadowego ciggu EB(4,0) na rys. 4.2 pokazano fragment pojedynczej re-
alizacji, histogram i wybrane momenty centralne i fgczne wyliczone z préby. Oce-
ny trzeciego momentu tacznego sg bliskie zeru, z wyjatkiem wartosci: l\/fy(a) 0,k) i
My@\k, 0).

Struktura k~ 0, 1=k

Proces opisany rownaniem:
Vi -+ PKkMNi—kVi—ki (4-14)

nazywany jest elementarnym procesem biliniowym diagonalnym. Przyszta warto$¢
yi+h dla h < k zalezy od sumy:

- iloczynoéw znanych w chwili i warto$ci sygnatow yi-(k~h) i ei-(k-h)-,

- nieznanej w chwili i wartosci ei+h

Na podstawie definicji 2.3 proces EB (k, k) jest wiec strukturalnie prognozowalny. W
rozdziatach 4.3 i 5 pokazano, ze zardwno podatno$¢ predykcyjna, jak i wspdtczynnik
efektywnosci predykcji dla tego procesu sa wieksze od zera. Na rys. (4.3) pokazano, dla
przyktadowego ciggu danych pochodzacych z procesu E B (4,4), fragment pojedynczej
realizacji, histogram i wybrane momenty centralne i tgczne wyliczone z préby. Ocena

trzeciego momentu ma wyrazne maksimum w punkcie I\/IAy(3) (k, k).
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Struktura k <11/ 0

Ocena drugiego momentu - aulokowariancja

Momenty centralne z proby

2 0 2

Ocena trzeciego momentu M(k.I) - kontur

M1 M2(0)  M3(0.0) M4(0,0,0)

Ocena trzeciego momentu M(k, )

JA-

Rys. 4.3: Wiasciwosci strukturalnie prognozowalnego procesu EB(4,4)

Fig. 4.3: Properties of the structurally predictable process EB(4,4)

Proces opisany rownaniem:

Vi= 4 PkIN—kUi-di (@*17)

nazywany jest elementarnym procesem biliniowym subdiagonalnym EB (k < 1,1). Jest
on strukturalnie prognozowalny. Przyszta warto$¢ yi+h dla h < k zalezy od sumy:
- iloczynéw znanych w chwili i wartosci sygnatéw i

- nieznanej w chwili i wartos$ci ei+h-
Podatno$¢ predykcyjna procesu, okreslona zaleznosScig (2.32), jest wieksza od zera.

W rozdziale 4.2 pokazano, ze wynosi ona:
2\2 (4-16)
SP = PkiIn*-

W rozdziale 5 pokazano, ze jest ona réwna wspotczynnikowi efektywnosci predykcji

(2.34): , var{e) _ ,2\2 (4.17)
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Dla przyktadowego ciggu danych pochodzacych z procesu EB(2,4) na rys.(4.4) po-
kazano fragment pojedynczej realizacji, histogram i wybrane momenty wyliczone z

préby. Ocena trzeciego momentu ma wyrazne maksimum dla My® (k,1) = My® (Z k).

Struktura k> 11”20

Proces przebiegajacy zgodnie z réwnaniem:

Rys. 4.4: Wiasciwosci strukturalnie prognozowalnego procesu EB(2,4)

Fig. 4.4: Properties of the structurally predictable process EB(2,4)

Vi = ei + Pkiei-kDi-i, (4.18)

nazywany jest procesem superdiagonalnym EB(k > 1,1). Przyszta warto$¢ yi+h dla
h < | zalezy od sumy:
- znanych w chwili i wartos$ci iloczynéw sygnatéw ie< (it

- nieznanej w chwili i warto$ci ei+h,

wiec zgodnie z definicjg proces ten jest strukturalnie prognozowalny. Efektywng pre-

dykcje mozna wyznaczy¢ dla horyzontéw h < | <k.

Na rys.4.5 pokazano fragment pojedynczej realizacji, histogram i wybrane mo-

menty centralne i tgczne wyliczone z préby dla procesu EB(4,2). Ocena trzeciego

momentu ma wyrazne maksimum dla My(s)(k, ) - My(s)(l,k).
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Rys. 4.5: Wiasciwosci strukturalnie prognozowalnego procesu EB(4,2)

Fig. 4.5: Properties of the structurally predictable process EB(4,2)

Reasumujgc:

- Elementarne procesy biliniowe EB(k,l), dla ktérych przynajmniej jeden z para-
metréw strukturalnych k, I jest rowny zeru, sa strukturalnie nieprognozowalne.

- Strukturalng nieprognozowalno$¢ mozna rozpozna¢ analizujgc oceny trzeciego mo-
mentu f3cznego, wyznaczone na podstawie realizacji procesu EB (k,1).

- Jezeli maksimum oceny trzeciego momentu tgcznego M ~(k, 1) ciggu lezy na osi k
lub 1, a pozostate warto$ci sg zerowe lub bliskie zeru, ciggu nie da sie prognozowac
przy zastosowaniu modeli liniowych i/lub biliniowych.

- Jedli maksimum oceny trzeciego momentu #gcznego lezy poza osiami k, I, mozna
probowac zbudowaé efektywny predyktor biliniowy dla takiego ciagu.
Przedmiotem dalszych rozwazan sa tylko strukturalnie prognozowalne elementarne

procesy biliniowe EB (k,l), to znaczy takie, dla ktérych k  0il~ 0.
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. L ei ma symetryczny rozktad gaussowski e € N (0, A2) i rownomierny e<€ R(—a.a) w
4.2. Elementarny subdiagonalny proces biliniowy
przedziale (—a, a).

Struktura probabilistyczna elementarnego subdiagonalnego procesu biliniowego . . .
Tabela 4.2: Momenty procesu subdiagonalnego EB(k,I) dla pobudzenia o rozktadzie nor-

EB(k, I):
malnym i rownouueiu.y«*
U=+ Pki®Ni-kUi-i (4.19)

" Formuta dlaei S R{—a, °
scharakteryzowana jest przez zbiér momentéw stochastycznych zwyktych, centralnych Moment Formuta dla <6 N (0, A2) =9
i tgcznych. Ze wzgledu na biliniowe zaleznosSci w réwnaniu (4.19) do petnego scha- 0 0
rakteryzowania procesu powinny wystarczy¢ momenty od pierwszego do trzeciego Afil)

______________ 2
wiacznie. Znajgc réwnanie definicyjne procesu (4.19), mozna, korzystajac z whasnosci A n
- - - . . . m '2)(0) L-ph* 3-PW
operatora warto$ci oczekiwanej, wyznaczy¢ analityczne formuty, okreslajgce poszcze-
gdlne momenty. Sposéb wyznaczenia momentéw pokazano w dodatku A.l. My\m) dlam=12,.. 0 0
W tabeli 4.1 zestawiono zalezno$ci okreslajace trzy pierwsze momenty #aczne i 0 0
czwarty moment zwykty dla subdiagonalnego procesu EB{k,l) przedstawione jako M:3)(0,0)
funkcj rametrow fiki oraz drugi m f1 i czwart moment nat b AIA4 fiad
unkcje parametro oraz drugiego czwartego omentu sygnatu pobu- My3\k 1) L oAA D 3(3 - PIfI2)
dzajgcego ej.
0
W tabeli 4.2 zestawiono formuty okres$lajgce momenty, przy zatozeniu ze pobudzenie My3)(h,h) dlah £k, h+]I 0
3A4(1 + n4(9a - 3/3“al + IUPu)
Tabela 4.1: Momenty centralne subdiagonalnego procesu EB(k,I) M 49 (0,0,0) - 33AN( - W ) 3(5 - /24a5)(3 —P*a*®)
Moment Formuta
W tasnos$ci subdiagonalnego procesu EB(k,I)
0 Z analizy momentdw zebranych w tabeli 4.1 wynika, ze:
- proces EB(k, 1) ma skonczong wariancje, o ile spetniony jest warunek:
M f(0)
1- Phm~
2me>< 1, (4.20)
My2\m ) dlam = 1,2,... 0
- roces EB(k, I) ma skonczony czwarty moment, o ile spetniony jest warunek:
M<3)(0, 0) 0 p (k. 1) y y p Yl
(4.21)
My3)(I\, 12) dla h Ak , 127 1 0 13am<d) < 1,
M A (k,I) IW  2)a4 2)(0) niezaleznie od rozktadu pobudzenia e, proces EB{k,lI) jest procesem niegaus-

sowskim, nieskorelowanym i o skoriczonej wariancji, o ile jest spetniony warunek

(0,0,0) + 6/?jy(mi2))2My2\0) (4.20).
l -
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Gaussowski odpowiednik procesu EB(k,I)

Dla niegaussowskiego procesu EB (h, 2 o skofAczonej wariancji istnieje proces gaus-

sowski o takiej samej wartosci $redniej i funkcji autokowariancji, nazywany odpowied-

nikiem gaussowskim procesu EB (k,I).

Odpowiednikiem gaussowskim procesu EB(k,l) jest gaussowski biaty szum, efs o

wariancji Ags:

m1?)

XG. = (4.22)

1—P2mi2*

Na rys. 4.6 przedstawiono przyktadowg realizacje procesu EB{3,4) i przyktadowg

Realizacja procesu EB(2.4)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Ocena drugiego momentu - aulokowarianga

2 * 6 a 10 12 14 16 18 2

Momenty centralne z prby

Momenty centralne z proby
M M2(0) M3(0,0) M4(0.00) ) MO0 MA000)
Histogram Hstogram
]
ceed 202 e -4-3-2-101234
Ocena trzeciego momentu Mk,)

Ocenatiedego momentu MKkJ)

Rys. 4.6: Poréwnanie ocen momentdw dla procesu EB(2,4) i rownowaznego mu gaussow-
skiego biatego szumu

Fig. 4.6: Comparison of the estimated moments of an EB(2,4) process and an equivalent
white noise
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realizacje réwnowaznego mu gaussowskiego biatego szumu oraz oceny ich funkcji au-

tokorelacji oraz czterech momentéw centralnych i trzeciego momentu tgcznego. Oba
. L . A 3 .

procesy zauwazalnie sie rdznig trzecim momentem tacznym My( )(I\,h) I czwartym

momentem centralnym My(4) (0,0,0).

Podatnos$¢ predykcyjna subdiagonalnego procesu EB(k,I)

Po uwzglednieniu analitycznej zaleznosci My2\ 0) od parametréw Pu i rn&>poda-

nej w tabeli 4.1, maksymalna podatno$¢ predykcyjna sp procesu E B (k,I):
S, , 1- (4.23)
M f(0)
sprowadza sie do:
sP=Phm{2). (4.24)

Dla proceséw o skonczonej wariancji, a tylko takie sg w pracy brane pod uwage, z wa-
runku (4.20) wynika, ze wspotczynnik podatnosci predykcyjnej jest zawsze mniejszy
od jednosci:
O<sp< 1 (4.25)
Dla procesu EB(k,I) podatnos$¢ predykcyjna zalezy nie tylko od wspotczynnika Pu,
lecz takze od wiasnosci pobudzenia , podczas gdy dla proceséw liniowych podat-
no$¢ predykcyjna zalezy jedynie od wspo6tczynnikow filtru liniowego [40].
Podatnos¢ predykcyjna gaussowskiego odpowiednika procesu EB(k,I), czyli bia-

tego szumu, jest réwna zeru.

4.3. Elementarny diagonalny proces biliniowy

Elementarny diagonalny proces biliniowy EB(k, k) o strukturze okreslonej parg
liczb (k, k)\

y, = et + Pkkei-kVi-k, (4.26)

okreslony jest przez parametr pkk i zbiéor momentéw mer>dla m = 1,2,3,.. charak-

teryzujacych sygnat pobudzajacy e*. Dla pobudzenia gaussowskiego wystarcza znajo-

mos$¢ tylko drugiego momentu m » pobudzenia.
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Na podstawie rownania definicyjnego (4.26) mozna wyznaczy¢ wartosci kolejnych
momentow zwyktych,centralnych i tgcznych procesu EB (k, fc) w sposob pokazany w
dodatku A.2. Wyznaczone analitycznie formuty, pozwalajgce wyliczyé moment na
podstawie parametrow procesu, zawarto w tabeli 4.3. Formuty pokazane w tabeli sg
stuszne dla symetrycznego rozktadu pobudzenia. Ogoélniejsze zaleznosci, obejmujace
réwniez przypadek niesymetrycznego rozktadu pobudzenia, umieszczone sg w dodatku

A2.

Tabela 4.3: Momenty dla procesu diagonalnego EB(k k)

Moment Formuta
Pkkm f]
M<2)0) mi2 + Pkk(m » - (mi2))2)
i
(m) dlam ~ k Pikim-m)2

My2) (k)

m<3)(0,0) %kk%mg)’}[z 1P Kk - Plkmé)mé) + 3P2k(mi4))2
My3\k,1) dla/ < k WUm??

M j2\k k) 3 @ 3/3*"mi2)m'4
wya (fc,/) dla/> fc 27 (m i2))3

Wy a)ire, 2f0) 4/38f(mi2))3

Dla niektérych symetrycznych rozktadow gestosci prawdopodobiefstwa sygnatu

pobudzajacego €* parzyste momenty pobudzenia sg funkcjg drugiego momentu rrép:

m¥r) = kirim*Y, r=1,2,3. (4.27)
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Tabela 4.4: Momenty dla procesow EB(K,K) speiniajacycn warunek (4.27)

Moment Formuta

m % Pkkm{2)
NE(T+ (fc- N&rnf)

M f(0) L.
1 N
My2)(m) dla ro A & Plkim™)2
rou3d +(fc6 - 3 )Pikre + ljg4__
m ‘3)(0,0) Jfe K W

20kk{m f)f
My3)(fc,0 dla/ < ft Okdm)

UPKmM{2)2 (I + 2PIkfni ~
My3){k, fc)

1- /3fm"]
?
Mya\k,1) dla fo< i < 2fc 2 k(m?))3
4PKk(rn?
M ® (2fc) (m?))3
Przyktadowo, dla pobudzenia gaussowskiego:
m<2> = 1A2,
mW) =3A4 =3(m '2>)2, (4.28)

m() = 5A6 = 5(m<2))3,

czyli wspotczynniki 2, fc* k6 wynoszg odpowiednio:

2 —1?
=3
/8= 5.
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Dla pobudzenia o rozktadzie rGwnomiernym w przedziale [—a, a] kolejne momenty

dane sg zalezno$ciami:

m (2

3"
mw = A(m<2)2, (4.29)
m («) = f(m <2)3.
Wspdtczynniki &>fcj, /6 sg réwne:
k2 -1,

Dla pobudzen o symetrycznych rozktadach gestosci prawdopodobienstwa, dla kté-
rych momenty sygnatu pobudzajgcego spetniajg warunek (4.27), odpowiednie warto-
§ci momentow zebrano w tabeli 4.4.

Zaktadajac gaussowski rozktad pobudzenia ej zaleznosci wigzgce momenty i pa-
rametry procesu ulegajg znacznemu uproszczeniu, co jest uwidocznione w tabeli 4.5.
Pierwszy moment, czyli warto$¢ oczekiwana procesu EB(k, k) jest rézna od zera.

Momenty centralne zwigzane sg z momentami zwyklymi znanymi zaleznosciami:

M A =0, (4.30)

M f>= M) - (Aff)2, (4.31)

M'£3)(0,0) = Mf)(0,0) - 3MAMA(0) + 2(M *)3, (4.32)

M @k, k) = M f\k, k) - M<SM2>(0) - 2M AM A2k) + 2(M ~)3, (4.33)

Wartosci momentéw centralnych procesu EB (k,k) umieszczone sg w tabeli 4.6, w

ktdrej przyjeto nastepujace oznaczenia:
A = fa —2,
B\ —k§ —384 -1 2,
B2 = 3k\ —6 —2,
C=ft—1,

* = [Ffche2)
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Tabela 4.5: Momenty zwykte i taczne procesu EB(k,k) dla pobudzenia procesu o rozktadzie

normalnym

Momenty Formuty dla e<£ AT(0, A2)

M'd) Pkk A2
22(1 + 2(jkkX1)
<
M<2)(0) 1-1& A2
M f(fc) 2/3LA4
3+ 2" + 227
M £(0,0)
P 1-& A2
ufiK k) 3& A2M<2)(0)
My3\k,1) dla |~ k 219346
M Mk, 2k) 42306

W itasnosci procesu EB(k, k)

Na podstawie analizy formut zawartych w tabelach 4.3 - 4.6 mozna sformutowaé
nastepujace wiasnosci diagonalnego elementarnego procesu biliniowego EB (k, k):

- Proces EB(k, k) ma skonczong wariancje, gdy spetniony jest warunek:

&><2 <1, (4-34)

ktory jest taki sam jak dla procesu subdiagonalnego EB (k,I).
- Drugi moment centralny procesu EB(k,k) jest zerowy dla wszystkich
wartosci przesuniecia I, z wyjatkiem | = 0i | = k. Wykazuje tym samym podo-

bieAstwo do funkcji kowariancji procesu M A (k):

yi= (L+ c\D + c2D2 + ... + CkDk + Ck+\Dk+l + ... + CdcDdC)wi,

o wszystkich wspdtczynnikach zerowych, z wyjatkiem wspotczynnika ck  0:

Vi = (1 + ckDh)wi,

gdzie wt jest dyskretnym gaussowskim biatym szumem.
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Tabela 4.6: Momenty centralne dla procesu EB(k,k) z pobudzeniem procesu spetniajgcym
warunek (4.27)

Moment Formuta
M w 0
M f\0) m[2 (1 + Ax + x2)
1-x
M~Ay\m) dlam ” k 0
M f(k) mi2x
M 'f\0,0)
1—x
M’ B\k,1) dlal <k 0
Pkkmi A"Cmi "+ (Am”" —C)x + 22
M B){k.k)
1-—x
M "Mk, ) dlak <I< 2k 0
Mjja\k , 2k) 2VKk(m¥)j 2

- Trzeci moment centralny dla przesunie¢ zerowych, M 73\ 0,0) jest miarg asymetrii

rozktadu procesu.

Trzeci moment centralny fgczny M 'f\h,12) ciggu EB (k,k) posiada maksimum

dla przesunie¢ I\ =k, 12 = k.

Gaussowski odpowiednik procesu EB(k, k)

Odpowiednikiem gaussowskim diagonalnego niegaussowskiego procesu 0 skon-

czonej wariancji i warto$ci oczekiwanej E{yt}, jest proces z,:

Zi-W i+ ckWi-k + E{y{, (4.35)

gdzie wt jest gaussowskim dyskretnym biatym szumem o wariancji Proces (z*—

E{yi}) jest procesem MA (k) o wariancji:

A= ™) + cHp (4.36)
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ktdrego parametry: c* i niwl moga by¢ obliczone, przy zalozeniu ze pobudzenie et

procesu EB(k, k) ma rozktad gaussowski, z nastepujacego uktadu réwnan:

mP\\ + Plkmp + IJ?tk{rn?])Z) m(z-)(/i' . Cz)n
1?L(f«e2))2 = cfnl2). (4.37)

Przyktad 4.1

Odpowiednikiem procesu: EB (k,k)
yi — + Okk&—kyi—k:
dla ktdrego:
Pkk = 0.71,
rpR=1,

jest proces Zi, ktérego parametry spetniaja rdwnanie:
ck~ 7°k+ 1= 0.
Roéwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania:
Cki = 0.15 oraz c*2= 6.8
i odpowiadajace im wartosci
mwl ~ Elfd = 3.33, oraz m”l = _kz = 0.07.

Podatno$¢ predykcyjna procesu EB(k,k)
Maksymalna podatno$é predykcyjna procesu EB (k, k) wynosi:
@
1 (A QQ\
$ M f>(0)' ( 1}
Uwzgledniajagc analityczng zalezno$¢ drugiego momentu od parametréw procesu,
umieszczong w tabeli 4.3 oraz relacje miedzy drugim momentem zwyklym i cen-
tralnym (4.31) otrzymamy:

[%t(ragd) ~ (ral2))2 + Pkkim?'])3) (4.39)
mi2) + Plkm - 2 PAk(mf)Y + Pik{me))3
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Zalezno$¢ podatnos$ci predykcyjnej procesu diagonalnego EB (k, k) od parametréw
procesu jest znacznie bardziej ztozona niz odpowiednia zaleznos$¢ (4.24) dla procesu
subdiagonalnego EB (k,I).

Dla pobudzenia bedacego biatym szumem o rozktadzie gaussowskim zalezno$¢

(4.39) upraszcza sie do:
1&A202 + MA 2)
PN |+/?£1A * + # TAd. ("0

Na rys. 4.7 pokazano zalezno$¢ podatnos$ci predykcyjnej proceséw EB (k,k) - linia
ciggta, i EB(k,I) - linia przerywana, od iloczynu parametréw (3\ 2, dla procesow
pobudzanych dyskretnym biatym szumem gaussowskim. Wyraznie widac, ze proces
diagonalny EB (k, k) charakteryzuje sie wiekszg podatnoscig predykcyjna niz proces
subdiagonalny EB (k,I).

Podatno$¢ predykcyjng gaussowskiego odpowiednika procesu EB(k, k)

Na rys. 4.8 pokazano podatnos$¢ predykcyjna proceséw EB (k, k) i ich odpowied-
nikéw gaussowskich, w funkcji parametrow (32\ 2. Zamieszczony wyzej przyktad 4.1

pokazat, ze:

- Dla danego procesu EB(k, Kk)istniejg dwa procesy M A(k),bedace jegogaussow-
skim odpowiednikiem, tzn. majgce drugi momentcentralny taki samjak proces
EB(k, k).

- Procesy te r6znig sie parametrami ck i mffl oraz podatno$cig predykcyjna, wyra-
zong zaleznoscia:

@) 2
mc Gc (4.41)

M '{,2) 1+ ¢c?

Odpowiedniki odwracalne M Al(k) charakteryzujg sie znacznie mniejszg podat-

noScia predykcyjng niz procesy EB (k,k).

Odpowiedniki nieodwracalne MA2(k) majg podatno$¢ predykcyjng sp znacznie

wiekszg od procesow EB(k,k), ale ta ich korzystna wihasciwos¢ jest praktycznie

bez znaczenia.
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Rys. 4.7: Poréwnanie podatnosci predykcyjnej procesow EB{k,l) i ED(k, k)

Fig. 4.7: Comparison of prediction flexibility of EB (k,1) and EB (k, k) processes

Rys. 4.8: Poréwnanie podatnosci predykcyjnej proceséw E B (k, k) i ich odpowiednikéw gaus-
sowskich w funkcji parametrow 02\
Fig. 4.8: Comparison of prediction flexibility of EB (k,k) processes and their gaussian

equivalents in dependace on the /3242 parameters



Rozdziat 5

Elementarne modele biliniowe

Niniejszy rozdziat poswiecony jest elementarnym modelom biliniowym £B(k,I),

ktére opisane sg nastepujacym roéwnaniem:
y{= Wi + bkiWi-kyi-i- (5.1)
Przyjeto nastepujace zatozenia:

Zatozenie 5.1. Ciggwt w modelu £B (k,I) jest niezaleznym dyskretnym biatym szu-
mem, o symetrycznym rozktadzie, ograniczonej amplitudzie |i0j] < |wmea| < oc i

skonczonej wariancji.

Zatozenie 5.2. Struktura (k,lI) elementarnego modelu biliniowego £B{k,l) jest zgod-

na ze strukturg procesu EB(k, I).

Zatozenie 5.3. Wyjscie modelu jest ograniczone amplitudowo.

5.1. Stabilnosé

Warunki stabilnosci zostang przedyskutowane kolejno dla elementarnych modeli

biliniowych subdiagonalnych i diagonalnych.

5.1.1. Elementarne modele biliniowe subdiagonalne

Przy przyjetych zatozeniach, warunek stabilnosci BIBO dla elementarnych modeli

subdiagonalnych, dla ktérych k < I

Vi = Wi + (5.2)
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wynika z warunku zbieznosci dla szeregu:

Ji = Wi+ bktWi-kUi- =W i + bkIWi-kWi-I + bRIW i-kW i-k-1W i-21+ (5_3)

+DbRIW i-kW i-k-IW i-k-21W i-31 + bKIW i-kW i-k-IW i-k-2IW i-k-3IW i~M + eeee

Szereg (5.3) mozna zapisac€ jako szereg funkcyjny
* . £ /1. (54)

gdzie:
fe =wu (5.5)
fi =bkiWi-kVi-i,
fi =bRIWi-kWi-1Wi-21,

itd.

Na podstawie kryterium Weierstrassa, np. [85], szereg funkcyjny jest zbiezny, jezeli
bezwzgledne wartosci wyrazéw tego szeregu sa nie wieksze od wyrazéw szeregu licz-

bowego zbieznego. Na podstawie zatozenia (5.1) Ik¢* < tumax|, stad dla n-tego wyrazu

/7 szeregu (5.3) zachodzi:
A< 1% -1<ax1)=1- (5-6)
Szereg liczbowy:
®max + IMwmexd + 1M (wmexd + —+ + — (5-?)
jest zbiezny, gdy speiniony jest warunek:
[bwwmax| < 1. (5.8)

Spetnienie warunku (5.8) powoduje, ze prawdopodobienstwo P(\bkiWi\ < 1) = 1, a co
za tym idzie:

P(x>«w2< N j=1 (5.9)

i rowniez:

pfel> .2<1) =L (5-10)
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Poniewaz » £ w\ jest estymatorem wariancji, wiec:
i=1

AJ W 6U)
i warunek stabilno$ci modelu £B(k, 1) mozna zapisac jako:

BW™M2) < le (5.12)
Gdy V—oo0, to:
P Ew<]) =L 61
Estymator wariancji (5.11) jest asymptotycznie nieobcigzony i warunek stabilnosci
modelu £B(k, I) mozna sformutowac jako:
bhmil2 < I> (5-14)

gdzie niw' jest wariancjg ciggu wit stanowigcego pobudzenie modelu.

Uwaga:
Otrzymany warunek (5.14) stabilnosci modelu £B (k,1) jest taki sam jak warunek sta-
bilnosci dla procesu EB (k, 1) podany w [118], aczkolwiek otrzymany jest przy zatozeniu

ograniczen amplitudy pobudzenia i wyjscia modelu.

5.1.2. Elementarne modele biliniowe diagonalne

Przy zalozeniach podanych na poczatku rozdziatu warunek stabilnosci BIBO dla

elementarnych modeli biliniowych diagonalnych £B (k,k):
Vi = Wi + bkkWi-kyi-k (5.15)

mozna uzyska¢, podobnie jak dla modelu subdiagonalnego, z warunku zbieznosci dla

szeregu:
y{ -W i + bkkWi-kyi-k - w {+ bkkwf_k + blkwi_kw? 2k + (5.16)
HKKWi-kWi-2kW?_3Kk + bIKWikWi-2kWi-3kwf_4k + ...
= ¥ajzo 07

Jezeli |wj < wmax|, to dla n-tego wyrazu /" szeregu (5.16) zachodzi:
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5.2. Odwracalno$¢

Szereg liczbowy:

«W + \hkWmax\ + I&Lwmad + —+ + — (5.18)

jest zbiezny, gdy spetniony jest warunek:

<1 (5.19)

Postepowanie podobne jak dla modelu subdiagonalnego pozwala uzyska¢ warunek

stabilnosci:
tick*w < (5-20)

gdzie:
T :/\ > 2_
“f) |5:i '
Dla N —»oo warunek (5.20) sprowadza sie do warunku:

bW * < 1 (5.21)

Uwaga:
Warunki stabilnosci dla elementarnych modeli biliniowych subdiagonalnych £B(k, I) i

diagonalnych £B(k, k) sa takie same.

5.2. Odwracalnos$é

Odwracalno$¢ modelu oznacza mozliwos¢ wyznaczenia ciggu Wi pobudzajacego
model na podstawie ciggu wyjsciowego yt, poprzez odwrdcenie modelu.
Model liniowy:

Vi = F(D)W (5.22)

jest odwracalny, jesli ograniczone amplitudowo pobudzenie W mozna wyznaczy¢ na

podstawie ograniczonego amplitudowo ciggu yxjako:

-m = (5'23)

czyli wielomian F(D) ma pierwiastki na zewnatrz okregu jednostkowego.
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5.2.1. Elementarne modele biliniowe subdiagonalne

Warunek odwracalno$ci modelu £B(k, 1) oznacza, ze na podstawie ograniczonego

amplitudowo ciggu yt mozna wyliczy¢ ograniczony amplitudowo cigg wt jako:
w. = 2i - bkIWi-kyi-i. (5.24)

Warunek odwracalnosci zostanie wyznaczony podobnie jak warunek stabilnosci, z3-

dajac, by szereg:
Wi = yi- fyo@i-fcA-i + bekyi.2kyi-iyi-k-i - + oo
Er=o(-1)3>V/ (5-25)

byt zbiezny. Przy zatozeniu ze |j/,| < ymax, n-ty wyraz /" szeregu (5.25) spetnia z

prawdopodobienstwem jeden nieréwnosc¢:

P{\m<Ki-yml) = I- (5.26)

Na podstawie twierdzenia Weierstrassa szereg (5.25) jest zbiezny, jesli zbiezny jest

szereg majorant:

2lmax - IM m J + |~ m J -+ ~ - (5-27)

Szereg majorant (5.27) jest zbiezny, gdy spetniony jest warunek:

lbH2max| < 1- (5.28)

Spetnienie warunku (5.28) powoduje, ze w kazdej chwili i zachodzi

P(M < 1) =1 (5.29)
a takze:
P <n =1 (5-30)
i rowniez:
(5-31)

I N \
Poniewaz | N N y\ J jest estymatorem wariancji ciggu y{, wiec:
i=l

5.2. Odwracalno$¢ 73

i rownanie (5.31) mozna zapisa¢ jako:

bArhf < 1, (5.33)

gdzie rny'>oznacza ocene wariancji ciggu yt. Rownanie (5.33) jest warunkiem odwra-
calnosci modelu £B(k,/). Gdy N -* oo, to (5.32) jest estymatorem asymptotycznie
nieobcigzonym i zastepujac w rownaniu (5.33) ocene mip przez zalezno$¢ okreslajaca
wariancje ciggu EB(k,l), umieszczong w tabeli 4.1, warunek odwracalnosci modelu

£B (k,l) mozna sformutowac¢ jako:

bhmff o q (5-34)
1-

skad po przeksztatceniu wynika, ze aby model SB(k,1) byt odwracalny, musi zacho-
dzié:

blim@ < 0.5. (5.35)

Uwaga:
Warunek (5.35) odwracalnosci modelu £B (k, 1), wyznaczony przy zatozeniu ograniczen

amplitudowych pobudzenia i wyj$cia modelu, jest taki sam jak warunek podany przez

Tonga [118] dla procesow EB (k,l) i dla pobudzenia gaussowskiego.

5.2.2. Elementarne modele biliniowe diagonalne

Warunek odwracalnosci modelu £B(k, k) oznacza, ze na podstawie modelu i ogra-

niczonego amplitudowo ciggu yt mozna wyznaczy¢ ograniczony amplitudowo ciag po-

budzern Wi w nastepujacy sposob:
Wi = Vi- bkkWi-kyi-k. (5.36)
Warunek odwracalno$ci wymaga, by szereg:
Wi = yi- bkkyj_k+ b\ky “ky2 % - blkyi-kyi-2kyf-3k + mm

Er=o0(-1)J// (5.37)

byt zbiezny.
Przy zatozeniu ze |jff| < ymax, n-ty wyraz /" szeregu (5.37) spetnia z prawdopodo-

bienstwem P = 1 nieréwnos$é:

(5-38)
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Szereg (5.37) jest zbiezny, jesli zbiezny jest szereg majorant:

Umax — [frfc*2/maxl + [Nitl/maxl ~ — +  IM'fc2/max] — eee) (5.39)

a wiec, gdy speiniony jest warunek:

Mdddmax| ~ 1» (5.40)

co podobnie jak dla ciggu subdiagonalnego prowadzi do warunku:

hikm {2 < 1» (5.41)
gdzie:
i N
R = N 2y (5.42)

i
Gdy N —»o00, to (5.42) jest asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem wariancji.
Zastepujac w rownaniu (5.41) ocene my1 przez zalezno$¢ okreslajgca wariancje pro-
cesu EB(k,k), umieszczong w tabeli 4.3, warunek odwracalnosci modelu £B (k,k)

mozna sformutowac jako:

2 m(@ + blkimw - _(ml2))2)

bkk L bjmﬂ ----------- < 1. (543)

skad dalej wynika, ze aby model £B(k, k) byt odwracalny, musi by¢ stabilny i dodat-
kowo parametry modelu musza spetnia¢ warunek:
blkmW {2 - b2kmW) + bakm (4) < 1. (5.44)
Uwaga:

Warunek odwracalnosci modelu £B(k, k), uzyskany przy zatozeniu ograniczen am-
plitudowych pobudzenia i wyjscia modelu rézni sie od warunku odwracalnosci dla

procesu subdiagonalnego, a takze od warunku podanego przez Tonga [118] dla ele-

mentarnych proceséw biliniowych.

Zaktadajac, ze pobudzenie modelu ma ograniczony rozktad gaussowski, dla ktérego:
= A2,

m. = 3A4

warunek odwracalnosci (5-44) przyjmuje postac:

0lkmW < 0.36. (5.45)
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5.3. ldentyfikowalno$¢ elementarnych modeli biliniowych

Zasadniczo, niniejszy rozdziat dotyczy identyfikowalnosci elementarnych modeli
biliniowych. Nalezy jednak zwrdéci¢ uwage na fakt, ze identyfikowalno$¢ modeli mo-
ze by¢ dyskutowana tylko przy zatozeniu, ze modelowany proces jest identyfikowal-
ny systemowo. Z tego wzgledu w p.5.3.1 opisane zostaty warunki identyfikowalnosci
systemowej elementarnych proceséw biliniowych, a identyfikowalno$¢ strukturalna i
parametryczna réwnowazna identyfikowalnosci modeli opisana jest w p.5.3.1 i 5.3.3.

Identyfikowalno$¢ systemowa, zdefiniowana w p. 2.4 jako mozliwo$¢ znalezienia
takiego modelu, ktory bedzie generowat sygnat wyjsciowy o takich samych charaktery-
stykach statystycznych jak sygnat wyjsciowy z procesu, nie budzi watpliwosci dopoki
identyfikujemy procesy gaussowskie. ldentyfikowalno$¢ systemowa oznacza wéwczas,
ze istnieje model, ktérego wyjscie ma takg samg funkcje autokowariancji (drugi mo-
ment centralny) jak ciggi pochodzgce z badanego procesu.

W przypadku proceséw niegaussowskich oraz proceséw nieliniowych pojawia sie
praktyczne pytanie, ile momentéw procesu ma by¢ poprawnie odtworzonych przez
model. Zgodnie z definicjg, petna struktura probabilistyczna procesu przektada sie na
wszystkie istniejagce momenty, ktérych moze by¢ nieskoriczenie wiele. W przypadku
modeli nieliniowych zaktada sie, ze wymagana liczba poprawnie odtwarzanych mo-
mentéw powinna wynika¢ z przyjetej struktury modelu. Model biliniowy powinien
odtwarza¢ trzy momentyl, model trzyliniowy - cztery itd.

Identyfikowalno$¢ procesu losowego zalezy od:

- przyjetego modelu procesu,
- zastosowanej metody identyfikacji.

W kolejnych podrozdziatach zostanie przedyskutowana identyfikowalnos$¢ elemen-
tarnych proceséw biliniowych za pomoca elementarnych modeli biliniowych. W pierw-
szej kolejnosci przedyskutowana zostanie mozliwo$¢ odtworzenia modelem biliniowym
struktury probabilistycznej procesu, zdefiniowanej zestawem momentéw. Rozdziat
5.3.2 udziela odpowiedzi na pytanie, czy i pod jakimi warunkami mozna znalez¢ sta-
bilny model £B(k,I), ktéry ma takie same wybrane momenty jak proces EB(k,I) i

czy model ten jest jednoznaczny. W rozdziale 5.3.3 przedyskutowane zostang warunki

identyfikowalno$ci parametrycznej modeli £B(k,I).

1 Trzeci moment wyjasnia zaleznosci biliniowe.
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5.3.1. Identyfikowalno$¢ systemowa

Warunki identyfikowalnosci systemowej zostang omoéwione oddzielnie dla subdia-

gonalnych i diagonalnych elementarnych proceséw biliniowych.

Warunki identyfikowalnosci systemowej proceséow EB(k,I)

W podrozdziale 5.1.1 pokazane zostato, ze subdiagonalny proces EB (k, ) ma takie
same witasnosci stochastyczne drugiego rzedu (warto$é oczekiwang i autokowariancje)
jak biaty szum. Dla subdiagonalnego, elementarnego procesu biliniowego EB (k, 1) ist-
niejg wiec co najmniej dwa typy modeli stochastycznych zdolne odtworzy¢ wihasnosci
stochastyczne drugiego rzedu tego procesu. Sg to:

- niezalezny biaty szum Wi,
- subdiagonalny model £B(k,I).
Ze wzgledu na wiasciwosci stochastyczne drugiego rzedu proces subdiagonalny

EB (k, I) jest wiec zawsze identyfikowalny systemowo.

Warunki identyfikowalnos$ci systemowej proceséw EB(k, k)

W rozdziale 4.3 zostato pokazane, ze stochastyczne wiasnosci drugiego rzedu pro-
cesu EB(k,k) mozna odtworzy¢ dwoma modelami:
- modelem MA(k) 4.35 (p. rozdziat 4.3),
- diagonalnym elementarnym modelem biliniowym £B (k, k).
Analiza zaleznosci (4.37) wskazuje, ze dla procesu EB(k, k) zawsze mozna znalez¢
gaussowski odpowiednik M A (k), tak wiec proces jest identyfikowalny systemowo ze
wzgledu na stochastyczne wiasnosci drugiego rzedu.

Model M A opisuje jedynie liniowe wihasciwosci procesu, model £B(k, k) opisuje
jego wiasciwosci liniowe i biliniowe. Decyzja o wyborze modelu podejmowana jest na

podstawie analizy dostepnego pomiarowo wyjscia procesu.

5.3.2. ldentyfikowalno$¢ strukturalna

Ponizej zostang sformutowane warunki, przy ktérych proces losowy moze zostaé

opisany elementarnym modelem biliniowym.

5.3. ldentyfikowalno$¢ elementarnych modeli biliniowych "

Identyfikowalnos$¢ strukturalna subdiagonalnych elementarnych modeli
biliniowych
Wiasciwosci biliniowe procesu losowego scharakteryzowane sa przez trzeci mo-

ment, ktory:
- dla niezaleznego biatego szumu jest zawsze réwny zeru,

- dla proceséw subdiagonalnych EB(k,I) przyjmuje niezerowe wartosci dla

M Q\k,I) i M®\I k).
Tym samym dopiero uwzglednienie trzeciego momentu pozwala, na podstawie ciggu

danych pochodzacych z badanego procesu, okresli¢ strukture modelu odpowiadajacg

rzeczywistej strukturze procesu.
Dalej zostang okre$lone warunki, przy ktérych nieskorelowany proces stochastycz-

ny mozna opisa¢ subdiagonalnym modelem £B(k,l). W tym celu zdefiniujmy naste-

pujacy wskaznik, bedacy funkcjg drugiego i trzeciego momentu:

ktory po uwzglednieniu zaleznosci ujetych w tabeli 4.1 jest réwny:

W3 = x(l - x), (5.47)

gdzie:

X = 0l me]>o0.
Parametr x procesu EB(k,l) jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego (5.47). Nie-
ujemne rozwigzanie tego réwnania istnieje jedynie dla W3 < 0.25. Powyzsze rozwa-

zania podsumowuje nastepujace twierdzenie, okreslajgce warunek konieczny identy-

fikowalnosci subdiagonalnego procesu E B (k,I) modelem £B (k,I).

Twierdzenie 5.1. Jezeli momenty stochastyczne procesu losowego spetniajg naste-

pujgce warunki:

My2){l) = dlat = o,

i0 dla /™ 0.
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0 dlal\ —/2 —o0,

My3)(k, ) / 0 diali = k,l2 =1
MAh g = "IN sl

Mya\l, k) ~0 dialt =1,12 = h,

0 dla N h,l 12~ 1k.

(5.48)

to proces ten moze by¢ opisany subdiagonalnym modelem £B (k,I).

Identyfikowalno$¢ strukturalna diagonalnych elementarnych modeli
biliniowych

Warunki, jakie musza by¢ spetnione, aby dany proces losowy mogt zosta¢ opisany
modelem £B(k,k), zaleza od liczby momentéw, ktére majg by¢ odtworzone przez

model. Dla uproszczenia zatozono, ze parzyste momenty mw” dlar = 1,2,3... pobu-

dzenia procesu zwigzane sg zaleznoscia:

mwT) = kar(m(2)r dla k2r/ 1, (5.49)

ktora zachodzi np. dla dla symetrycznych wokét zera rozktadéw gaussowskich lub
rébwnomiernych. Ponizej zostang podane warunki, ktére powinny by¢ spetnione, by
modelem £B(k, k) mozna byto odtworzy¢ dwa i trzy momenty procesu losowego.

- Modele £B(k, k) odtwarzajgce pierwszy i drugi moment procesu:

Uktad dwoch réwnan:

m ff fl + (k4 - 1)b2kmw"

1- blkmV
M™{k) = 2blk{m W)\ (5.51)

pozwala okre$li¢ dwa r6zne modele E B (k, k), majace takg samg funkcje autokowa-
riancji. Rozwigzaniem uktadu réwnan sa wartosci bkk i m ff, przy czym bkk powin-
no by¢ rzeczywiste, a m\t;/y rzeczywiste dodatnie. Warunki uzyskania rozwigzania
zalezg od parametréw rozktadu pobudzenia. Dla zalozonego rozktadu pobudzenia

i wynikajgcej z niego wartosci k4 rzeczywiste rozwiazania istnieja, gdy:

MyAk)  2(/d+ 1) —4y/kl

mM20) 5 o g (5-52)

5.3. ldentyfikowalno$¢ elementarnych modeli biliniowych 9

o My \k) 2(fca + 1) + 4-yffcl (5.53)
My2\0) (k4- 1)2
Ze wzgledu na to, ze:
M™ (k) < M~{0) (5.54)

rozwigzanie (5.53) nalezy odrzuci¢ i mozna sformutowac nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.2. Jezeli momenty procesu stochastycznego spetniajg nastepujgce

warunki:
EMA

I+

0i

My2\l) dla1 =0,

M'Q() = Mym{k)~ o dlal=Kk,

0 dla 1 7 k

(My3 0,00 ~0 dlah=12=0,
My@k,k)z 0 dlah=k,l12=k,
"0 dla li ™ k127 k.
Mj2\k) 2(fca + 1) - 4AVE
M 2>0) (*4-1)2 }
to proces ten moze byé opisany modelem £B (k,k), dla ktdrego rozktad pobudzenia

Wi speinia warunek:
= foh(m"2))2.

Model ten odtwarza witasnosci stochastyczne drugiego rzedu procesu losowego.

Modele £B{k, k) odtwarzajgce trzy momenty stochastyczne procesu:

Dla okreslenia warunkoéw, jakie powinny zosta¢ spetnione, by mozna byto dla pro-
cesu losowego znalezé model zdolny odtworzy¢ trzy pierwsze momenty procesu,
skorzystamy z witasnosci procesu EB (k,k) zebranych w tabeli 4.4. Zdefiniujmy
zagregowany wskaznik W4 w nastepujacy sposob:

_ MAkk) (5.56)
T MW (0)y/MW (k)

Korzystajgc z tabeli 4.4 zastagpmy we wskazniku (5.56) momenty odpowiednimi

funkcjami parametrow modelu, uzyskujac:

o fca(l -1- 2x) 5.57
Wa(x, ki) = %2(1 + x{ka- 1))’ -
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bedacy liniowa funkcjg wartosci x, gdzie x = bkkm 'u).

Dla okreslonej wartosci M ~{k,k), M®(0) i M*"2\k) wskaznik W4{x) przybiera

konkretng warto$¢ liczbowa:

W a(x,kd) - Wa
i rownanie (5.57) ma jedno rozwigzanie:

. = k4 —Wiv2
Wis/2{ki - 1) - 2k4
Poniewaz 0 < x < 1, rozwigzanie to ma sens wowczas, gdy jest dodatnie i mniejsze

od jednosci, co zachodzi, gdy sg spetnione ponizsze warunki:

3
Wi<—= dlaki<3 (5.58)
v 2
lub
3
—jZ: < Wi dlaki > 3. (5.59)
%

Dla modelu pobudzanego szumem gaussowskim warto$¢ wskaznika W4, jak wynika
z (5.57), wynosi:

W4 = _
4 y/2'

rozwigzanie x jest nieokreslone i taki model jest nadal nieidentyfikowalny.

Na rys. 5.1 pokazano zalezno$¢ wskaznika W4(x, k4)\ki=const od parametru x =

bkkmi»\ ktéra ilustruje, ze:

- Dla zatozonego typu rozktadu, réznego od gaussowskiego, scharakteryzowa-
nego wspoétczynnikiem k4, znajac trzy momenty stochastyczne procesu wy-
znaczajgce wartos$¢ Wi mozna jednoznacznie okresli¢ zarowno strukture jak i
parametry modelu £B(k,k).

- Dla pobudzenia gaussowskiego na rys. 5.1 wskaznik W4{x) reprezentuje linia
réwnolegta do osi x, dla ktérej W4 = f(x, kA\ki=3, wiec rozwigzanie nie ist-
nieje, czyli na podstawie wskaznika W4 nie mozna okres$li¢ modelu SB(k, k) z
pobudzeniem gaussowskim, odtwarzajgcego trzy momenty procesu losowego.

Poniewaz zaproponowany wyzej wskaznik W4 nie nadaje sie do identyfikacji modeli

iSB(k, k) z pobudzeniem gaussowskim, zdefiniujemy inny, zagregowany wskaznik

Wb w nastepujacy sposob:

m k ) N k tk)
M y\0)M y\0,0)
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Rys. 5.1: Zalezno$¢ zagregowanego wskaznika Wi(x, ki)\ki=amst °d parametréw modelu

x = bkkmffl i parametru rozktadu pobudzenia, k4

Fig. 5.1: Dependance of the aggregated index Wi(x,ki)\k=Gdnst upon the model’s para-

meters x = bkkmffl and the k4 that characterizes input noise density

Korzystajac z tabeli 4.2, wskaznik W5 mozna zapisa¢ w funkcji x = b2km (2) jako:

6a:(l —x) (5.61)
WS() = 34 2x + 22i2
Funkcja W*,(x) pokazana na rys. 5.2 w przedziale x 6 (0,1) ma maksimum dla

x = 0.25, ktére wynosi W5max = 0.23.
Wiasnosci stochastyczne trzeciego rzedu procesu losowego moga by¢ odtworzo-

ne modelem SB(k,k) z pobudzeniem gaussowskim, jesli warto$¢ wskaznika W5

spetnia ograniczenie:
W5 < 0.23. (5.62)

Powyzsze rozwazania mozna podsumowac nastepujacym twierdzeniem:
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M@K K o aki< 3

M Mk, k) 3
8 H
My20)yjM Mk) n

A . fM f(fc) < 023 , /afcd = 3;

to moie on by¢ opisany modelem £B{k. k) 2 pobudzeniem w, o rozktadzie prawdopo-

dobienstwa spetniajacym warunek:
m~A = kiim ") 1.
Model ten odtwarza charakterystyki stochastyczne procesu do trzeciego rzedu wigcznie.

Znajac warunki identyfikowalnosci systemowej i strukturalnej proceséow EB (k,I),
L, L . i mozna przystapi¢ do dyskusji warunkéw identyfikowalno$ci parametryczne;j.
Rys. 5.2: Zalezno$¢ zagregowanego wskaznika Wj od parametréw x = b\km $ modelu dla
gaussowskiego rozktadu sygnatu pobudzajacego
5.3.3. ldentyfikowalno$¢é parametryczna
Fig. 5.2: Dependance of the aggregated index IV5 upon the model’s parameters x = b2krn$

. L . Warunki identyfikowalno$ci parametrycznej stochastycznego modelu ciaggu czaso-
for Gaussian distributed input Yy p yczne] yczneg ag

wego zalezg od przyjetego modelu i wybranej metody identyfikacji. Ponizej zostang

przedyskutowane warunki identyfikowalnosci parametrycznej modeli £B przy zasto-
Twierdzenie 5.3. Jezeli momenty stochastyczne procesu losowego spetniajg naste-

pujace warunki: sowaniu dwoéch rodzajéow metod identyfikacji, bazujgcych na:

- analizie momentédw stochastycznych,

M« [/ 0, - minimalizacji btedu predykcji.

Metody analizy momentéw

ay dlal =0 Metody identyfikacji parametrow modelu £B(k, /) na podstawie analizy ocen mo-
mentdw moga byé stosowane woéwczas, gdy znane sg analityczne zaleznosci wigzace

=  Myi2lk) 2 0 dlal =k,
momenty procesu EB{k,lI) z jego parametrami K, /, /Xi, mi2r). Parametry bki, mI"™

AN
0 dla 17k, modelu wyznaczane sg z odpowiednich zaleznosci analitycznych, w ktérych momenty

procesu zastapione sg ich oszacowaniami z proby. Warunki identyfikowalno$ci para-

metrycznej modeli £B(k,l) sg $cisle zwigzane z warunkami identyfikowalnoci para-
M;@)(0,0)~0 dlah=h =0, . L .
metrycznej odpowiadajgcego im procesu EB(k,I).
My3\k ,k) £0 dlal\ =k, I2 = k,
- Identyfikowalnos$¢ parametryczna procesu EB (k,I)

0 dla N~ k 1?27 Kk, ) o ) ) )
Dla procesu subdiagonalnego EB (k,/) zalezno$¢ W3(x) przedstawiong réwnaniem
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(5.47) pokazano w gérnej czesci rys. 5.3. Rozwigzanie graficzne pokazane na
rys. 5.3-a dotyczy mozliwosci identyfikacji procesu EB (k,I) o parametrach pkl =
0.5, A2 = 1, dla ktérego wskaznik W3 = 0.188. Rozwigzaniemréwnania5.47 jest
x\' = 0.25 i X2 = 0.75, cowskazuje, zeprocesEB(k, I) niejestparametrycznie
identyfikowalny na podstawie trzech momentéw. Pojedynczy pierwiastek x = 0.5
istnieje jedynie dla W3 = 0.25, dla wartosci wskaznika W3 < 0.25 istniejg dwa
réwnowazne rozwigzania w przedziale x € (0, 1).

- ldentyfikowalno$¢ parametryczna modelu £B (k, I)
Dwa rézne modele £B(k, I) o parametrach:
- bki = 0.5 mffi = 1,
- bki = 1.5i ml2) = 0.33,
maja takie same trzy pierwsze momenty wiec, ze wzgledu na podwdjne rozwigza-
nie, znajomosétrzech momentéw nie pozwala jednoznacznie okre$li¢ parametréw
modelu £B(k, I), czyli na mocy definicji model ten nie jest identyfikowalny para-
metrycznie.
Znajac x, wartosci liczbowe wspotczynnikéw bu i moga by¢ wyznaczone na

podstawie wariancji w nastepujacy sposob:
™2 = M f(0)(l - x), (5.63)
bli= _ (5.64)

Znak wspotczynnika bu jest taki sam jak znak trzeciego momentu badanego sy-

gnatu, My3\k,I).

Ponizej graficznego rozwigzania na rysunku 5.3-a pokazano przyktadowe przebiegi cig-
gow wygenerowanych przez badany proces rys. 5.3-b i dwa zidentyfikowane modele,
odpowiadajace znalezionym rozwigzaniom xi rys. 5.3-ci  rys. 5.3-d. Nalezy zauwa-
zy¢, ze przebieg odpowiadajgcy rozwigzaniu x2 charakteryzuje sie znacznie wiekszymi
odchytkami od wartosci $Sredniej niz przebieg oryginalny, a oceny drugiego momentu
dla pokazanych trzech realizacji procesu losowego sg takie same.

Szczeg6lnym przypadkiem modelu £B(k, I) jest model pobudzany szumem gaus-
sowskim, ktory jest identyfikowalny parametrycznie metodg momentéw przy uwzgled-
nieniu czwartego momentu procesu. Okreslenie warunkdw identyfikowalnosci parame-
trycznej modelu £B(k, I) poprzedzone zostanie dyskusjg warunkéw identyfikowalnosci

parametrycznej procesu EB(k,I).
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(X Q4o = ROZ\lNiazarr'Elgraﬁcznle ! ! 8'/
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Rys. 5.3: Graficzna interpretacja identyfikowalnosci

Fig. 5.3: Graphical interpretation of identifiability

Identyfikowalno$¢ parametryczna procesu EB (k,l) z pobudzeniem gaussowskim

Zdefiniujmy zagregowany wskaznik W6 jako nastepujacg funkcje drugiego i czwar-
tego momentu procesu:

(My® (0))2 (me2)2(1 ~ Piiraid)) (5.65)
M ~\0,0,0) (1 - a2)(mid + 6Pu{rn?)2M" }0))

Weé =

Dla gaussowskiego pobudzenia e{ dla ktorego

m« = 3(MW)a, (5.66)
wskaznik W6 sprowadza sie do W6(x) wyrazonego jako:
_1-—=3x2 (5.67)
We(x) = 3(1 - x1"
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gdzie x2 = ;3"(m'2))2.
Dla okres$lonej warto$ci wskaznika W6 na podstawie zaleznosci (5.67) mozna okre-

§li¢ jednoznacznie parametr x2 procesu EB (k,1), jako:

1'3(wb6-ir (59
Znajac x2 i drugi moment My2A mozna na podstawie (5.64) i (5.63) wyznaczy¢
wartosci liczbowe wspétczynnikéw Ay i r>i"p. Znak wspdtczynnika /3ki mozna wy-
znaczy¢ na podstawie trzeciego momentu. Tym samym, jesli dla procesu EB (k, I)
istniejg cztery pierwsze momenty, spetniony jest warunek (5.48) i pobudzenie mo-
delu ma rozktad gaussowski, to proces EB (k, I) jest identyfikowalny parametrycz-
nie. Warunki istnienia czterech pierwszych momentéw dla proceséw EB (k, I) spro-

wadzajg sie do warunkéw ograniczajacych parametr /3Wi wariancje pobudzenia e{

procesu:
- 0<Phm? < 1,
- 0< < 1
Stad, dla procesu EB(k,I) z pobudzeniem gaussowskim, dla ktérego zachodzi

(5.66) warunki istnienia czterech pierwszych momentéw mozna okresli¢ jako:

0 < PRIMW < -L (5.69)
V3

Uwzgledniajac (5.69) i (5.68) otrzymamy warunek
0 < W6< 1, (5.70)

okre$lajacy relacje miedzy drugim i czwartym momentem centralnym procesu
EB(k,I).
Identyfikowalno$¢ parametryczna modelu £B(k. I) z pobudzeniem gaussowskim
Dla modelu £B(k, I) wskaznik We jest rdwny:
w = (My2o))2 = (m12)2(1 - fefrL4)) 7
My4)(0,0,0) (1 —i 2)(mL4) + Qwkmiu}) 2My2\ 0))

Dla gaussowskiego rozktadu pobudzenia Wi, dla ktérego
mwt* = 3(m"2))2,

wskaznik We mozna wyrazi¢ w funkcji x jako:

1-3512
wNe =y =-Egy (5.72)
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Dla modelu £B(k,I):
X - bkim {2

zalezno$¢ (5.72) pozwala okresli¢ jednoznacznie parametr x2 modelu £B (k, 1),

2 3We-1 IK -
1 " 5(HW)" (0'73)

Znajac X2, mozna na podstawie oceny drugiego momentu My2) procesu losowego
wyznaczy¢ wartosci liczbowe wspétczynnikéw bki i m(Xl\. Znak wspétczynnika bki
mozna wyznaczy¢ wykorzystujgc ocene trzeciego momentu procesu losowego.
Tym samym, jesli dla procesu losowego:

- istniejg cztery pierwsze momenty,

- spetniony jast warunek (5.48),

- pobudzenie modelu ma rozktad gaussowski,

to model £B(k, I) jest identyfikowalny parametrycznie.

Model £B(k, I) pobudzany biatym szumem gaussowskim generuje przebiegi losowe

0 ograniczonych pierwszych czterech momentach, jesli spetniony jest warunek
0< (5-74)

Uwzgledniajagc (5.73) i (5.74) otrzymamy warunek, jaki powinien zosta¢ spetniony
przez wskaznik Wg, aby momenty drugi i czwarty sygnatow losowych generowa-
nych modelem £B(k,l) byly ograniczone. Dla innych rozktaddw pobudzenia ist-

niejg dwa rozwigzania rownania (5.71) i model £B(k,I) nie jest identyfikowalny

parametrycznie.

Powyzsze rozwazania mozna podsumowac nastepujacymi twierdzeniami:

Twierdzenie 5.4. Proces EB[k, I) z pobudzeniem gaussowskim jest identyfikowalny

parametrycznie na podstawie czterech pierwszych momentéw, jesli spetnione sg naste-

pujgce warunki:

o< (FFISg.<i,

M*4)(0,0,0)

(Mf(My2~ 1
0)) 4
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Twierdzenie 5.5. Dla procesu losowego o zerowej wartosci oczekiwanej i skonczo-
nych momentach do czwartego wigcznie istnieje parametrycznie identyfikowalny model

£B(k, I), jesli spetnione sg warunki:

(M<3)(M))2 < 1
-4

0< <1l.
(0,0,0)

Analiza warunkow identyfikowalnosci strukturalnej proceséw EB (k,k), przedsta-

wionej na rys. 5.1, 5.2 pozwala sformutowa¢ nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 5.6. Dla proceséw EB (k,k) z pobudzeniem niegaussowskim, dla kto-

rego
m~ = fHr(m?)r dla k2r~ 1

warunki identyfikowalnosci strukturalnej, ze wzgledu na wasnosci trzeciego rzedu, sg

réwnocze$nie warunkami identyfikowalnosci parametryczne;j.

Twierdzenie 5.7. Procesy EB(k,k) z pobudzeniem gaussowskim identyfikowalne
strukturalnie, z uwzglednieniem wiasnosci stochastycznych trzeciego rzedu, nie sg

identyfikowalne parametrycznie.

Dokonujac identyfikacji parametrow modelu £B (k. I) metodg momentéw, wartosci
momentéw My2\ 0), My4A 0,0,0), My3\k,l) zastgpione sg ocenami momentéw’ wy-
znaczonymi z préby My2 0), My”~(0,0,0), My3\k,l). Doktadnos¢ identyfikacji zalezy
wiec od doktadnosci oszacowania momentéw stochastycznych procesu. W kolejnym

podrozdziale zostang przedyskutowane wilasnosci estymatoréw momentéw procesow
EB(k,I).

W tasnosci estymatoréw momentow

W rozdziale 2.1.2 oméwione zostaty podstawowe estymatory momentéw oraz ich
wiasnosci. Wiasnosci estymatorow momentdw dla prostej proby losowej, w ktérej
kolejne zmienne sg od siebie niezalezne, sg znane. Dla proceséw stochastycznych
wiasnosci estymatorbw momentéw sg znacznie mniej rozpoznane [67]. Stanowi to
istotny problem, gdyz nie majac pewnosci, ze estymator jest zgodny i nieobcigzony,
nie mamy podstaw, by traktowa¢ uzyskane na jego podstawie oceny parametrow

jako wiarygodne. Ze wzgledu na to, ze brak jest metod analitycznych, pozwalajgcych
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okresli¢ wiasnosci estymatoréw momentéw dla biliniowych proceséw stochastycznych,
praktyczne witasnosci estymatoré6w momentéw okreslono na postawie wynikéw badan

symulacyjnych. W kolejnych tabelach 5.1-5.4 zebrano warto$ci momentéw teoretycz-

Tabela 5.1: Momenty teoretyczne i estymowane dla subdiagonalnego procesu EB(k, I) z

pobudzeniem gaussowskim

X a4 2)(o) m £2>(0) m$3)(*.0 My3)k, I jw'4)(0,0,0) m£4>(0,0,0)
0.1 I.n 1.110 (0.004) 0.35 0.34 (0.004) 3.78 3.70 (0.25)
0.2 1.25 1.260 (0.006) 0.56 0.56 (0.009) 5.11 5.11 (0.73)
0.3 1.43 1.380 (0.008) 0.78 0.70 (0.020) 7.63 6.65 (2.03)
04 1.67 1.650 (0.040) 1.05 1.02 (0.070) 13.46 12.76 (67)
0.5 2.00 2.020 (0.110) 141 1.40 (0.210) 36.00 29.00 (599)

Tabela 5.2: Momenty teoretyczne i estymowane dla subdiagonalnego procesu EB(k,I) i

pobudzenia o rozktadzie rGwnomiernym

X a4 2)(o) M ® (0) ARIZ(M ) Mb3)k, I (0,0,0) m£4)(0,0,0)
0.1 111 1.12 (0.002) 0.35 0.36 (0.003) 251 2.54 (0.03)
0.2 1.25 1.26 (0.004) 0.56 0.57 (0.007) 3.56 3.61 (0.15)
03 1.43 1.41 (0.007) 0.78 0.77 (0.010) 521 5.05 (0.51)
0.4 1.67 1.64 (0.020) 1.05 1.02 (0.030) 8.14 7.73 (2.42)
05 2.00 2.02 (0.040) 1.41 1.44 (0.100) 14.18 14.43 (46.00)

nych i estymowanych na podstawie proby liczacej 500 elementéw, dla 50 realizacji.W
nawiasach podano wariancje estymowanych momentéw. Wyliczenia przeprowadzo-
no dla ciggéw subdiagonalnych i diagonalnych, o réznych wartosciach parametrow,
przedstawionych w tabelach jako x = firn,2L Kazdorazowo pobudzeniem ciggu byt

biaty szum o wariancji = 110 rozkladzie normalnym lub réwnomiernym.
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Tabela 5.3: Momenty teoretyczne i estymowane dla procesu EB(k, k) i pobudzenia o roz-
ktadzie normalnym

X M<2)0)  m12\0) M o2\k) M<3)(0,0)  m£°(0,0) A/f3)EK)  W<3)fcfc)
0.05 1.16 1.13 (0.01) 0.10 0.10 (0.01) 0.74 0.80 (0.05) 0.78 0.73 (0.03)
0.1 1.33 1.32 (0.02) 0.20 0.18 (0.01 1.20 1.48 (0.18) 1.26 1.22 (0.10)
0.2 1.75 1.76 (0.04) 0.40 0.41 (0.03) 2.39 3.39 (1.14) 2.35 2.38 (0.42)
0.25 2.00 2.00 (0.10) 0.50 0.50 (0.04) 3.25 4.68 (7.72) 3.00 2.96 (1.60)
03 2.29 2.21 (0.12) 0.60 0.53 (0.05) 4.37 5.44 (4.02) 3.76 3.38 (1.57)
04 3.00 3.03 (0.47) 0.80 0.89 (0.11) 772 10.00 (28) 5.69 5.82 (6.75)
05 4.00 3.90 (1.33) 100 1.12 (0.47) 13.43 15.98(496) 8.48 9.37 (204)

Tabela 5.4: Momenty teoretyczne i estymowane dla procesu EB(k, k) i pobudzenia o roz-

ktadzie réwnomiernym

X Jf<*5(i0) M 2)(0) M 2\k) M)  arsy0.0) MF>0,0)  wi3)(k.k)

0.05 1.09 1.10 (0.003) 0.10 0.10 (0.003) 0.72 0.71 (0.01) 0.46 0.46 (0.01)
02 1.45 1.46 (0.010) 0.40 0.38 (0.010) 1.90 1.91 (0.10) 141 1.41 (0.07)
03 1.77 1.78 (0.040) 0.60  0.61 (0.020) 2.96 2.99 (0.46) 2.25 2.26 (0.30)
05 2.80 2.67 (0.180) 100  0.92 (0.100) 6.92 6.14 (4.02) 5.09 4.54 (2.41)

Analizujac wyniki obliczen umieszczone w tabelach, mozna zauwazy¢, ze:

1. Oceny nizszych momentéw sg blizsze wartosciom prawdziwym niz oceny wyzszych
momentow.

2. Ze wzrostem wartosci x wzrasta wariancja oceny momentéw. Dla wyzszych mo-
mentow wzrost jest silniejszy niz dla momentéw nizszych.

3. Dla modeli pobudzanych biatym szumem o rozktadzie rownomiernym wariancja
oceny momentow jest znacznie nizsza niz dla modeli pobudzanych szumem o roz-
ktadzie normalnym.

Warunki identyfikowalnosci parametrycznej elementarnych proceséw i modeli bilinio-

wych, przy identyfikacji dokonywanej metodg momentéw, okreslone twierdzeniami

5.4-5.7 nalezy uzupetni¢ warunkami wynikajacymi z witasnosci ocen momentéw dla
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prébek o skoniczonej liczebnosci. Wyniki badan symulacyjnych zawarte w tabelach

5.1- 5.4 pozwalajg sformutowacé nastepujgce wnioski:

1. Jesli do identyfikacji parametrow modelu £B(k, 1) wykorzystuje si¢ oceny drugiego
momentu, to ze wzgledu na wariancje oceny, wzrastajgcg ze wzrostem x =
mozna poprawnie zidentyfikowa¢ parametry proceséw EB (k, 1), spetniajace waru-
nek:

Okime ] < °-4-

2. Jesli do identyfikacji parametrow modelu £B (k,l) wykorzystuje sie oceny trzecie-
go momentu, to mozna zidentyfikowa¢ poprawnie parametry procesow EB (k,I),
spetniajgce warunek:

/3,;m'2) < 0.3.
3. Jesli do identyfikacji parametrow modelu £B(k,1) z pobudzeniem gaussowskim

wykorzystuje sie oceny czwartego momentu, to mozna zidentyfikowa¢ poprawnie

parametry procesow EB(k,I), spetniajgce warunek:

fam™ < 0.2.

4. Jesli do identyfikacji parametrow modelu £B{k, k) z pobudzeniem gaussowskim

wykorzystuje sie oceny trzeciego momentu, to mozna zidentyfikowa¢ poprawnie

parametry proceséw EB(k, I), spetniajace warunek:
fam? <0.2.

Przyktadowe wyniki identyfikacji metodg momentéw elementarnych procesow bi-

liniowych pokazano w Dodatku B.

Metody minimalizacji btedu predykcji

Estymacja parametrow modelu metodami minimalizacji btedu predykcji polega
na tym, ze parametry modelu wyznaczane sg w wyniku minimalizacji zatozonej funk-
cji btedu predykcji. Funkcje przyporzadkowujaca ciggowi btedéw predykcji wielkos¢
skalarng mozna wybra¢ na wiele sposobdw. Sddrestrom i Stoica w [108] pokazuja,
ze wiele metod identyfikacji, w tym metoda najmniejszej sumy kwadratow, rozsze-
rzona metoda najmniejszej sumy kwadratéw i metoda najwiekszej wiarygodnosci jest
szczeg6lnymi przypadkami metody minimalizacji btedu predykcji. Do tej grupy metod

nalezy réwniez stosowana przez Priestleya [104] metoda rozszerzonego residuum.
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Warunek identyfikowalnosci parametrycznej ciggu czasowego podawany w litera-
turze, np. [75], [116], jest identyczny z warunkiem odwracalnosci. Dla elementarnych

ciggéw biliniowych okreslony jest on jako:
< 05. (5.75)

Z drugiej strony, przyktady poprawnej identyfikacji parametréw modeli biliniowych
zamieszczone np. w [53], [93], [125] dotycza proceséw o parametrach znacznie bardziej
ograniczonych niz pozwala na to warunek odwracalnosci.

Na problemy z identyfikacjg biliniowych ciagdw czasowych zwracajg uwage Brun-
ner i Hess w [53], przytaczajac wyniki identyfikacji, ktére odbiegajg od parametréw
identyfikowanego procesu oraz pokazujac wykresy funkcji wiarygodnosci, ktéra dla
pewnych parametrow modelu biliniowego ma dwa minima. Wyniki opublikowanych
prac autorki, dotyczacych identyfikacji modeli biliniowych, [41], [42], [43], réwniez
wskazujg na to, ze poprawna identyfikacja parametryczna elementarnych modeli bi-
liniowych mozliwa jest w wezszym zakresie, niz wynika to z warunku odwracalnosci
(5.75). Przyczyny obserwowanych efektow mozna upatrywa¢ w znacznie silniejszej
nieliniowosci operacji identyfikacji niz operacji odwracania modelu £B (k,I).

Dla elementarnych modeli biliniowych warunek odwracalnosci okresla, kiedy ciag
pobudzajacy Wi moze zosta¢ odtworzony na podstawie ciggu wyjsciowego yt i zna-
nej wartosci parametru bki modelu. Schematycznie odwracanie modelu pokazano na

rys. 5.4.

Rys. 5.4: Schemat odwracania modelu

Fig. 5.4: Scheme of model invertion

93

5.3. Identyfikowalno$¢ elementarnych modeli biliniowych

Rys. 5.5: Schemat identyfikacji parametrycznej modelu
Fig. 5.5: Scheme of model identification
Operacja wyliczania wi"
wi = f(wi-k,yi,bki)
musi by¢ stabilna w sensie BIBO. Warunek odwracalnosci sformutowany jest jako

funkcja statego parametru bu"
bImW < 0-5 (5.76)

Identyfikacja parametrycznama na celu wyznaczenie parametru bu modelu poprzez
minimalizacje sumy kwadratéw odchytek
Wi —2Jji  buj-IWi-kUi-li (5.77)

przy czym Wi odpowiadaocenie pobudzenia modelu wchwili i,wyznaczonej przy

wykorzystaniu oceny parametru bki,i-i, wyliczonej w chwili poprzedniej:
Wi —f (Wi, 2j,buj—).

Jak schematycznie pokazano na rys. 5.5, etapem identyfikacji jest odwracanie
modelu. Réznica miedzy odwracaniem pokazanym na rys. 5.4 i na rys. 55 polega
na tym, ze na rys. 5.5 parametr bu = bu,i jest zmienny. W kolejnych chwilach i
jest on funkcjg pobudzenia, wyliczonego na podstawie bu,i-1, okreslonego w chwili

poprzedniej:
bu,i = fi(wi, hi,i-1, Vi) (5.78)
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Zalezno$¢ miedzy wyznaczanym ciggiem pobudzeA Wi, sygnatem wyjsciowym yt i

identyfikowanym parametrem bki,i mozna przedstawi¢ nastepujgcym szeregiem:

Wi Vi bklti-\yi—iyi—k T bkI,i—tbkla—k—iyi—yi—k—yi-2k (5.79)

h1,i-1bkl,i-k-1bkl,i-2kyi-iyi-k-iyi-2kyi-3k + —>

w ktorym bkii wyrazone sg przez (5.78). Zalezno$¢ (5.25) jest wiec bardziej ztozona
i silniej nieliniowa niz zaleznosci (5.25) i (5.37), z ktorych wynikajg warunki odwra-
calnosci modelu £B(k,l). Dlatego zakres identyfikowalno$ci parametrycznej modeli
£B{k, I) obserwowany w praktyce rézni sie od literaturowego zakresu identyfikowal-
nosci rownowaznego warunkowi odwracalnosci modelu.

Okreslenie warunku identyfikowalnosci parametrycznej modeli £B(k,I) metoda
minimalizacji btedu predykcji, ze wzgledu na silne i nieokreslone nieliniowosci wpro-
wadzane przez bki,u jest znacznie trudniejsze, niz dla statej wartosci wspétczynnika

bki. Przyblizonego oszacowania tego warunku dokonano w nastepnym podrozdziale.

Dyskusja warunku identyfikowalnos$ci i odwracalnosci modelu £B{k,i)

Na podstawie og6lnego warunku zbieznosci dla proceséw nieliniowych, [72] mozna
stwierdzi¢, ze operacja (5.77) wyznaczania pobudzenia na podstawie modelu £B (k,1),
w trakcie jego identyfikacji, bedzie stabilna w sensie BIBO, gdy spetniony zostanie
warunek [56]:

1bkl {Wiyi |
Wi <1, (5.80)
czyli
24 < 1t—1) (5-81)
przy czym yi i sgq zmiennymi losowymi. Odwracalno$¢ modelu £B(k, I) zachodzi
przy spetnieniu warunku:
Wl < Ibdl- (5.82)

Dla zmiennej losowej yt o skonczonym r-tym momencie zachodzi nierowno$¢ Cze-

byszewa [75]:

P{\yi\ > a) < dla a> 0 (5.83)

Zaktadajac skonczong wariancje zmiennej losowej, r = 2. Ograniczenie a wynika z
(5.82) i (5.81) i wynosi:
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dla warunku odwracalnosci:

dla warunku identyfikowalnosci:

hi,il

Przy powyzszych zatozeniach nieréwno$¢ Czebyszewa mozna zapisac:

dla warunku odwracalnosci:

p(h1s§)sT ~ ~ sl S

dla warunku identyfikowalnosci:

O ;

DAS > &
gdzie pi i P2 oznaczajg graniczne prawdopodobienstwa wystgpienia wartosci |7
wiekszej od odpowiednio — i 77— . Liczne badania witasne, potwierdzone spo-
strzezeniami opublikownymi\np. w [53], [74], [90], [118], wskazuja, ze na podsta-
wie ciggu yt parametry modelu mogg zosta¢ poprawnie zidentyfikowane, gdy w
danych nie wystepujg silne wahania amplitudy. Niejednokrotnie, pojawiajgce sie
pojedyncze duze wartosci j/j destabilizujg algorytmy identyfikacji modeli metodg
minimalizacji btedu predykcji lub powodujg zbiezno$¢ algorytmoéw do parametrow
réznych od rzeczywistych. Dlatego, dla warunku identyfikowalno$ci (5.85) nalezy
przyja¢ prawdopodobienstwo p? « 1.

Z (5.84) wynika warunek odwracalno$ci wyrazony jako funkcja prawdopodobien-
stwa wystapienia wartosci |j/j| > " dany zaleznoscia:

bIMS < L+pi (5-86)

Przyréwnujac prawa strone (5.86) do wartosci 0.5 wynikajacej z literaturowego wa-

runku odwracalnosci, uzyskuje sie pi = 1, co oznacza wysokie prawdopodobienstwo

wystepowania w ciagu yi wartosci o duzych amplitudach.

Z (5.85) wynika warunek identyfikowalnosci wyrazony jako funkcja prawdopodo-

bieAstwa wystapienia wartosci \yi\ > Ewr dany zaleznoscia:

b\i,Mw < P2(l - bhmWw). (5.87)
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Podstawienie do (5.87) wyrazenia (1 —b2km.w*) wyznaczonego z (5.84) prowadzi do
warunku:
bli,<< ffii- (5.88)

Ze wzgledu na to, ze p2 < pi, warunek (5.89) sprowadza sie do warunku:

bh,i < bkh (5-89)

oznaczajacego, ze dla modeli odwracalnych o parametrach b”rriff bliskich 0.5 ziden-
tyfikowane wartosci bki,i sa mniejsze od warto$ci rzeczywistych, a zidentyfikowana
wariancja pobudzenia m $ jest wieksza od wariancji pobudzenia modelu.

Rownos$¢ parametrow modelu zidentyfikowanych i rzeczywistych moze zachodzi¢ je-
dynie, gdy pi = p2 <C 1, co oznacza, ze prawa strona réwnania (5.86) jest istotnie

mniejsza od wartosci 0.5

Pl <05 (5.90)
1+Pi
i warunek identyfikowalnosci modeli £B(k, I) przyjmowany dotad jako identyczny z

warunkiem odwracalnos$ci nalezy zmodyfikowa¢. Powyzsze rozwazania pozwalaja for-

mutowac nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.8. Warunek identyfikowalno$ci parametrycznej modeli £B(k, 1) me-

todg minimalizacji btedu predykcji jest ostrzejszy od warunku odwracalnosci tych mo-
deli.

Poniewaz brak jest przestanek pozwalajagcych okresli¢ wartos¢ prawdopodobien-
stwa p2, zostanie ono wyznaczone eksperymentalnie.
Przyktadowo przyjmujac, ze pi = p2 = 0.2, warunek identyfikowalnosci parame-
trycznej modeli £B(k, I) metoda btedu predykcji, na podstawie (5.86) ma postac:
< jr= 0-16. (5.91)

Warunek identyfikowalnosci modelu £B[k, I) mozna alternatywnie oszacowa¢, za-
ktadajac, ze wyjscie i pobudzenie modelu sg ograniczone amplitudowo w nastepujacy
spos6éh:

[i/i] < \ymax\, (5.92)
ki| < [uWr|. (5.93)

Dla amplitudowo ograniczonego Wi i jg spetniona jest nieréwnosc:

\imax| — | Whnax | £ | bk[\w max Tyriax | (5.94)
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lub réwnowaznie:
1< W, — (5 95)
S 1- |6[luwc]

Uwzglednienie warunku (5.81) prowadzi do:

L,

\bki\\wmax <1 (596)
1 - \bki\\w,,
i w rezultacie
IM l«w|<0.5. (5.97)

Zaktadajac, dla ograniczonego gaussowskiego rozktadu pobudzenia, ze wmax jest pro-

porcjonalne do pierwiastka wariancji pobudzenia
1"moil —k\Jmw ,
otrzymamy warunek identyfikowalnosci modelu £B (k, 1) o postaci:

bhmw < (5.98)

ktory jest warunkiem bardzo restrykcyjnym, niedopuszczajagcym w zadnej chwili i

naruszenia warunku IMlsal < 1.
Dla réwnomiernego rozktadu pobudzenia w przedziale (—L,1) warunek identyfikowal-

nosci modelu £B(k, I) ma posta¢:

bhm™ < 0.09 (5.99)

Reasumujac:
- Literaturowy warunek identyfikowalno$ci utozsamiony z warunkiem odwracalnosci

(5.76) rownowazny jest prawdopodobienstwu pi = 1 wystapienia wartosci

\Vi\ > 7|7 r-

W takim przypadku silnie nieliniowy szereg (5.79), wyznaczajgcy pobudzenie ig
moze by¢ rozbiezny.

- Woykorzystanie nierdwnosci Czebyszewa do okreslenia warunku identyfikowalnosci
modelu £B(k, I) prowadzi jedynie do wniosku jakosciowego, ze warunek identyfi-
kowalnosci jest ostrzejszy niz warunek odwracalnosci modelu. Uzyskanie wyniku
ilosciowego wymaga zatozenia wartosci prawdopodobienstwa pi = p2. Przy zato-
zonym a priori pi = p2 = 0.2 identyfikowalne parametrycznie metodami minima-

lizacji btedu predykcji sg modele spetniajace warunek:

blimiw < 0-16.
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pobudzenia i wyjscia:

\bkIWjnax| — 0-5
dla

Wmax — ky TTlw”?

sprowadza sie do warunku:

Przy zatozonym a priori k = 2 identyfikowalne parametrycznie metodami mini-

malizacji btedu predykcji s modele spetniajgce warunek:

bhm12) < 0.06,

co odpowiada prawdopodobienstwu p\ = 0.07 wystapienia wartosci |j/{] > —
Wynika stad, ze:

- warunek literaturowy jest zbyt szeroki,

- 0szacowanie na podstawie wartosci maksymalnych - zbyt restrykcyjne,

- 0szacowanie na podstawie nieréwnosci Czebyszewa zalezy od prawdopodobienstwa
Pi —P2, odnos$nie do wyboru ktérego brak jest teoretycznych przestanek.
W takim przypadku konieczne staje sie wykonanie badan symulacyjnych. W do-

datku B umieszczono wyniki badan, ktore pozwalajg stwierdzi¢, ze elementarne mo-

dele biliniowe sg identyfikowalne, gdy:

bhm~ < 0.16,

co pozwala potwierdzi¢ zatozone dopuszczalne prawdopodobienstwo wystapienia war-
tosci \yi\ > tlj"\‘/-ltjako:
Pi = P2 = 0.20.

Rozdziat 5. Elementarne modele biliniowe

Warunek identyfikowalnosci wynikajacy z restrykcyjnego ograniczenia amplitudy

Rozdziat 6

Metody estymacji parametrow

elementarnych modeli biliniowych

Przy zatozeniu Zze model jest identyfikowalny i jego struktura jest znana, me-
tody stosowane do estymacji parametrow biliniowych modeli ciggéw czasowych, w
tym elementarnych modeli biliniowych, sg takie same jak do estymacji parametréw
liniowych modeli ciggdw czasowych. Stosowanie takich samych metod jest mozliwe
poniewaz struktura modelu biliniowego, cho¢ nieliniowa wzgledem e* i yl, jest liniowa
wzgledem parametru bki-

Wiele metod estymacji parametrdw wywodzi sie z zasady minimalizacji biedu
predykcji. W rozdziale 6.1 zostang opisane trzy, najczesciej stosowane w identyfika-
cji modeli biliniowych, metody estymacji parametrow, wykorzystujgce minimalizacje
btedu predykcji.

Alternatywna grupa metod polega na wyznaczaniu parametréw modelu na pod-
stawie ocen momentéw procesu losowego [114]. Tego typu identyfikacja jest znacznie
rzadziej stosowana niz minimalizacja btedu predykcji, przede wszystkim dlatego, ze
rzadko znane sa zalezno$ci wigzace momenty i parametry procesu losowego. Znajo-
mos¢ analitycznych zaleznosci wigzacych momenty i parametry elementarnych proce-
sow biliniowych, opisanych w rozdziale 4 i dodatku A, pozwolita zaproponowac zwy-
ktg i uog6lniong metode momentéw do estymacji parametréw elementarnych modeli

biliniowych, co zostato opisane w rozdziale 6.2.
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6.1. Metody wywodzace sie z zasady minimalizacji btedu

predykcji

W metodach wywodzacych sie z zasady minimalizacji btedu predykcji parame-
try modelu wynikajg z optymalizacji kryterium, bedacego funkcjg btedu predykcji.
Ponizej pokazane zostang trzy najczesciej stosowane metody estymacji:

- metoda minimalizacji sumy kwadratéw btedéw predykcji,
- metoda najwiekszej wiarygodnosci,

- metoda powtarzanego residuum.

6.1.1. Metoda minimalizacji sumy kwadratéow btedow

Metoda minimalizacji sumy kwadratéw btedow predykcji (LS) jest jedng z naj-
prostszych i najczesciej stosowanych metod estymacji parametréw modeli ciggéw cza-
sowych. Niestety, algorytm numeryczny realizujagcy te metode jest czuty na anomalie
wystepujace w ciggach danych, stuzgcych do identyfikacji [58]. Gdy w ciggu danych
sporadycznie pojawiajg sie duze wartosci, znacznie odbiegajgce od $redniej, algorytm
moze nie by¢ zbiezny lub dawa¢ wyniki obarczone btedem. Dlatego przed przystagpie-
niem do identyfikacji modelu dokonuje sie odfiltrowania anomalii (tzw. outlieréw).

Tego typu postepowanie nie jest wskazane dla proceséw biliniowych, charaktery-
zujacych sie mozliwos$cig pojawiania sie nagtych wzrostéw wartosci sygnatu  (wybu-
chow), ktére nie powinny by¢ traktowane jako anomalie i usuniete ze zbioru danych.
Dlatego podstawowy algorytm LS nie moze by¢ zastosowany do estymacji parame-
trow modelu biliniowego i proponowane sg rozliczne wersje odpornych algorytméw
LS.

Dai i Sinha w [58] proponujg odporng rekurencyjng wersje algorytmu (RLS),

wedtug ktorej parametr 6« modelu £B(k, 1) wyznacza sie nastepujgco:

11ki (¢ 1.
* ~ @i + tifPir” (6.1)
p =1 (p Pﬁi%
S Y/ @+ Pi-iJd
gdzie:
- = Wi—kUi— ~ odpowiednik (jednoelementowego) wektora pomiaréw,
- ui=U— ~ btad jednokrokowej predykcji,
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- Q - wspotczynnik zapominania, ktdry zmienia sie w zaleznosci od wartosci biedu
predykcji w nastepujacy sposob:
sign(wi)yprof dl& \uii\ > yprog,
Wi

4 E T PO S N SN |

1
stanlaba i W s

~ Uurog ~ warto$¢ progowa dobierana eksperymentalnie [34].

6.1.2. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Metode najwiekszej wiarygodnos$ci do estymacji parametréw modeli biliniowych
stosowali najpierw Subba i Rao [111], nastepnie Priestley, [104] i inni, np. [53]. Idea
metody polega na tym, ze w procesie estymacji na podstawie ciggu danych xt wyzna-
czone zostaja parametry okreslajagce zatozony rozktad prawdopodobienstwa f(xi;A),
scharakteryzowany wektorem parametréw A Nastepnie zmieniamy interpretacje funk-
cji f(xi;A), traktujgc ja zamiast funkcji obserwacji x przy ustalonych parametrach A
jako funkcje / (A; Xi) nieznanych parametréw Aprzy ustalonych warto$ciach obserwacji
x. Funkcja wiarygodnos$ci nazywamy iloczyn gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
/ (A; Xi) dla N dostepnych prob:

N
L = H(f(X-Xi). (6.3)
i=1
Logarytmiczng funkcjg wiarygodnosci | nazywamy logarytm:
N
I =In(L) =~ 2 In/(Ai Xi)- (6-4)
&1
Maksymalizujemy warto$¢ funkcji wiarygodnosci wzgledem jej argumentéw, odpowia-
dajacych nieznanym parametrom szukanego modelu. Potozenia maksimum dla L i dla
| sg identyczne.

Poszukujagc modelu £B(k,I) na podstawie .~-elementowego ciggu obserwacji j/j,

zaktada sie, ze :

Vmodel ymodel {"kl,Ui—k) kaVi—kWi—/,

gdzie Wi jest ciggiem innowacji, réwnowaznym ciggowi btedéw modelu:
Wi — Vi  VmodelipkU U i-k)- (6*5)

Funkcje wiarygodnosci zdefiniujemy jako:
N
L = L(ew,m"2) =Y [f(bki,mV)-wi). (6.6)
1=1
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Maksymalizacja funkcji L odpowiada minimalizacji ujemnej logarytmicznej funkcji
wiarygodnosci — - —In(L):

N
m™) = - In(/(6fc, m®; w)). (6.7)

i—
Zaktadajac, ze  ma rozktad gaussowski o zerowej wartosci Sredniej i wariancji m f'
ujemna logarytmiczna funkcja wiarygodnosci —In(L) jest réwna:

- In(E) =y In(22rm™) + 2 (6-8)

i=l *rnw
Oceny najwiekszej wiarygodnosci parametréw bki, myjl uzyskiwane sg poprzez mi-
nimalizacje funkcji (6.8). Zazwyczaj zaktada sie poczatkowe wartosci parametrow 6*;q
i i iteracyjng metodg Newtona-Raphsona poszukuje sie wartosci, ktére minima-
lizujg (6.8). Istotna trudno$¢ polega na tym, ze w, nie jest mierzalne i dla kazdej

iteracji musi by¢ obliczane jako:
Wi = Vi- bkij-iWi-kyi-i.

Uzyskane oceny parametréw modelu £B(k,l) sa asymptotycznie nieobcigzone, jesli
Wj ma rozktad gaussowski [87]. Dla innych rozktadéw aproksymacja gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa f(yt —ymodei{bki,yi-k)) funkcja gaussowska powoduje, ze oceny

parametrow modelu sg obcigzone.

6.1.3. Metoda powtarzanego residuum

W [104] proponowana jest alternatywna metoda estymacji parametréw o nazwie
metoda powtarzanego residuum, ktérg po zaadaptowaniu dla elementarnych modeli
biliniowych mozna przedstawi¢ nastepujaco:

1. Roéwnanie modelu £B(k,l) mozna zapisac jako:

Vi = Wj(I + bklyi_iDk) 6.9)
lub réwnowaznie:
TN e Moo
(1 + bkiyi-iDK)" (6.10)

2. Zaktadajac, ze bki jest mate, mozna w przyblizeniu przyja¢, ze

Wi= (L- bkiyi-iDIQyi =yt- Pkiyt-iyi-k- (6.11)
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Traktujac w, jako biad identyfikacji, z réwnania (6.11) zwykta metoda najmniej-
szych kwadratdbw mozna wyliczy¢ poczatkowg ocene bkio wspdtczynnika bki-

3. Nastepnie, znajac bkio i przyjmujac wo = 0, mozna wyliczy¢ rekurencyjnie w, z
réwnania modelu:

Wi =yi- bkioWi-kyi-i dla i=kk+1,.,N. (6.12)

4. Znajac y*, dlai =k, ...N, mozna znalez¢ poprawiong ocene bkt minimalizujaca

sume kwadratéw bledow:
N
V(bkl) = ~(?/i - bkNe -kyi-I)2- (6.13)
i=k
5. Kroki 3 i 4 powtarzane sg do uzyskania zbieznosci oceny, tzn. dopdki:

bkij ~ bk < e\

gdzie: j - jest numerem iteracji, a e - zalozong doktadnos$cig rozwigzania.

6.2. Metody momentow

O ile dla metod wywodzacych sie z minimalizacji btedu predykcji mozliwe jest
sformutowanie ogdlnie obowigzujacych algorytméw estymacji parametréw, o tyle dla
metody momentdw' mozliwe jest jedynie sformutowanie og6lnej idei postepowania, na-
tomiast szczegdty metody zawsze sg zwigzane z okreSlonym typem i strukturg modelu.
Metoda momentdw sktada sie zasadniczo z dwoch etapow:

Etap 1. Zaklada sie, ze struktura modelu jest taka jak struktura procesu. Momenty
zwykle, centralne lub taczne My * przedstawiane sa w funkcji parametréw procesu
O:

M« =/(0). (6.14)

Jedli jest to mozliwe, momenty wybierane sg w taki sposob, aby powstaty uktad

réwnan miat jednoznaczne rozwigzanie.

Etap 2. Powstaly uktad rdwnan (6.14) zostaje rozwigzany wzgledem parametrow 0,
przy czym w miejsce momentéw Myr>zostajg wstawione ich oceny M ~ uzyskane
na podstawie dostepnych danych.

Dla elementarnych modeli biliniowych, korzystajgc z wynikdéw przedstawionych

w rozdziale 5.3, zaproponowano szczeg6towy algorytm postepowania przy estymacji

parametrow zwykitg i uog6lniong metodg momentow.
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6.2.1. Zwykta metoda momentéw

Zwykta metoda momentéow (ZM M) jest analityczng metoda estymacji parame-

trow modelu. Jej implementacja wymaga znajomosci:

- analitycznej zaleznosci momentéw od parametréw modelu,

- ocen momentéw procesu.

Analityczne zalezno$ci wigzace momenty i parametry elementarnych proceséw bilinio-
wych przedstawiono w rozdziatach 4.2, 4.3. Zaktadajac zgodno$¢ struktury procesu
EB(k,l) i modelu £B(k,l), estymacja parametrow modelu sprowadza sie do rozwia-
zania uktadu réwnan, w ktérym w miejsce momentoéw podstawione zostang ich oceny,
a w przypadku istnienia wiecej niz jednego rozwigzania, do wyboru rozwigzania wita-
Sciwego.

Identyfikacja procesu EB (k, ) obejmuje zaréwno estymacje struktury k, | modelu
£B(k,/), jak i estymacje parametréw bu, m},2L modelu dla zatozonej struktury i zato-
zonego rozktadu pobudzenia Wi modelu.

Zaktada sie, ze rozktad pobudzenia jest symetryczny wokdt zerowej wartosci Sredniej,

a parzyste momenty rozktadu speiniajg zaleznos¢:
m%r) = k2r(m{V)r, dlar = 1,2,3.... (6.15)
Ponizej przedstawiono propozycje algorytmu:

. Analiza danych

1. Na podstawie posiadanego zbioru danych j/j wyznaczy¢ oceny momentow:

M™(0),

M A\m) dla m=0,1,2,...
My3\h,12) dla I\ 12=0,1,2,..,
M 2\0).

2. Wyznaczy¢ wartosci li 0, 12 i 0, dla ktorych istnieje maksimum modutu trze-
ciego momentu: \My3\li, 12)\, oznaczajgc I\ < 12.
Il. Identyfikacja struktury

1. Jesli li =k, 12 =1, wybra¢ model subdiagonalny £B(k, I).
2. Jesli li =k, 12= k, wybra¢ model diagonalny £B (k, k).
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I11. Sprawdzanie warunkoéw identyfikowalnosci systemowej

1. Jesli wybrano model £B(k, I), to :

- i g 7Nni = A —
Wyliczy¢ wskaznik W3 (M£(0))3 *

— Jesdli W3 < 0.25, to nie mozna znalez¢ modelu £B(k, I) o takich samych cha-

rakterystykach jak badany proces i nalezy zakoriczy¢ obliczenia. Przyja¢ model

liniowy.
2. Jesli wybrano model £B{k, k),to :
Wyliczy¢ wskaznik &= MSWKK)
- Jesli 2
< g,
NYT S

gdzie e jest zatozong doktadnoscia,
to w modelu nalezy zatozy¢ pobudzenie o rozktadzie gaussowskim.

...................... M<ﬂ(fo,fc) Mf(fc)

M £(0)M<3)(0,0)
b) Jedli Wx, < 0.23, to proces jest identyfikowalny systemowo modelem

£B(k, k) z pobudzeniem o rozktadzie gaussowskim. Jesli nie, to zakonczy¢
obliczenia. Przyja¢ model liniowy M A (k).

Jesli 3
Iy 4= =1 > £,

to nalezy przyja¢ pobudzenie modelu o rozktadzie réznym od gaussowskiego.

1V. Identyfikacja parametréw dla stwierdzonej identyfikowalnosci

systemowej

1. Dla modelu £B(k,I) :
- Wyznaczy¢ rozwigzania xx, x2 réGwnania kwadratowego wzgledem x:

W3- x(I - x),

w ktéorym x = bArrin.
- Woyznaczy¢ parametry modeli dla x = Xi i x = x2, korzystajgc z zaleznosci:

me = M®(0)(I-*),
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- Poniewaz, jak to pokazano w rozdziale 5.3.3, model SB(k, 1) nie jest identyfiko-
walny parametrycznie, nalezy wybra¢ jeden z modeli, kierujac sie praktycznymi
przestankami, np. model o mniejszej wariancji m®.

2. Dla modelu £B(k, k) :
3
- Jesli wan to
Vv 2
_ k4 —W4\/2
X~ Way/2(k4- 1) - 2k4’
przy czym:

a) dla W4 < —=nalezy przyja¢ k4 < 3,
V. 2

b) dla w4 > nalezy przyja¢ foa > 3.

) 3\—/92 y przyja

- Jesli Wa w v): to nalezy rozwiaza¢ roéwnanie:
2

6x(l - s)
5 3+ 2x+ 22x2
- Jak pokazano w rozdziale 5.3.3, model EB(k, k) pobudzany szumem gaus-
sowskim nie jest identyfikowalny parametrycznie, tzn. istnieje wiecej niz jedno
rozwigzanie powyzszego réwnania. Nalezy wybrac jeden z mozliwych modeli na
podstawie znanych przestanek. Na potrzeby predykcji i sterowania wybierany
jest model odwracalny, dla symulacji zaktocen czasem moze by¢ stosowany
model nieodwracalny, zwtaszcza gdy zaktdcenie charakteryzuje sie silnymi lo-

sowymi anomaliami.

V. Okreslenie znaku wspotczynnikdw bki i bkk

Przedstawiona procedura identyfikacji modeli £B(k, I) i £B(k, k) pozwala osza-
cowac wartosci b® lub b\k, i mZnak wspdétczynnika bki lub bkk mozna okresli¢
wykorzystujac wiasnosci trzeciego momentu. Jak wynika z zaleznosci przedstawionych
w rozdziale 4, znaki wspotczynnikow modeli £B(k, 1) i £B(k, k) mozna przyja¢ takie
same jak znaki ocen momentéw My3\k, I) lub odpowiednio My3\k, k) uzyskanych dla

badanego zbioru danych.

6.2.2. Uogo6lniona metoda momentow

Uogdlniona metoda momentéw (GM M) [50], [64], [69] jest metodg numeryczna,

pozwalajacg na podstawie ciggu danych yt uzyska¢ oceny parametrow modeli w wy-
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niku minimalizacji wskaznika jakosci:
- 0)J, (6-16)

gdzie:
- 0 - wektor parametrow podlegajacych estymaciji,

- fj(yi, 0) - funkcja obserwacji yt i wektora parametrow 0 taka, ze:
E{fi(yiQo}=0 gdy 0=0Q (6.17)

- 00- wektor parametréow, dla ktérych wskaznik | osigga minimum.

Funkcje fj(yt,0) dlaj = 1,2,..., J definiowane sgjako r6znice analitycznej postaci
wybranego momentu M (0), zaleznej od parametréw 0 i jego oceny M wyznaczonej
na podstawie yt dla i = 1,2,..., N. Liczba J uwzglednionych momentéw zalezy od
rodzaju identyfikowanego modelu.

Dla subdiagonalnego elementarnego modelu £B(k,l), ktérego identyfikacja pa-
rametryczna wymaga,jak pokazane zostalo w rozdziale 5.3.3, znajomosci czterech
momentéw, proponuje siezdefiniowa¢ funkcjefj, dlaj = 1,...,4 w nastepujacy spo-
sob:

/1(yi,0) = M f(O)-M f(O),

12(1/i,©) = M 2\k,1) - M 2\k,1),

/3(2»10) = M '4)(0,0,0) - M<4)(0,0,0),

/4(21,0 ) = rnw\0) - Niw\0).
Za wartosci momentow M y\-) podstawione zostajg zaleznosci analityczne zamiesz-
czone w rozdziale 4.2, za wartosci ocen MyT\-) podstawione zostaja oceny momentow,
wyznaczone na podstawie zbioru obserwacji ytdlai = 1,2,.... N. dlatego argumentami
funkcji fj(-) saytio.
Dla diagonalnego modelu £B(k.k), ktdrego identyfikacja wymaga znajomosci

trzech momentoéw, proponuje sie przyja¢ funkcje fj, dlaj = 1,..., 6 rowne:
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[*(»,©) = M f(0)-M f(0),

/a(lfc,e)

M p\k) - M 2\k),

Mih,e)

Mf(0,0)-Mf(0,0)

/5(L,0) = Mya\k,k) - My3\k,k),

fe(Vi, 0) = mI2)(0) - 7iL2)(0).
Za wartosci momentdw M y\j podstawione zostajg zaleznosci analityczne zamiesz-
czone w rozdziale 4.3, za warto$ci ocen M y\) podstawione zostajg odpowiednie oceny
momentéw, wyliczone na podstawie zbioru obserwacji t/j dlai = 1,...,N.

Dla elementarnych modeli biliniowych wektor parametrow © skiada sie z dwoch
elementéw: rriw\ ba. Parametry modelu wyznaczane sa numerycznie poprzez minima-
lizacje wskaznika jakosci (6.16), w pracy wykorzystano w tym celu nieliniowg metode
najmniejszych kwadratdw NLS. Zainicjowanie algorytmu wymaga podania warunku
poczatkowego 0 O= ba,0, m (®.

W pracy za 0 Oprzyjeto wynik identyfikacji uzyskany zwyktg metodg momentow.
Proces optymalizacji prowadzacy do uzyskania ostatecznego modelu wykonywano kil-
kakrotnie na tym samym zbiorze danych, przyjmujac w kolejnym cyklu, jako warunki
poczatkowe, wyniki uzyskane w cyklu poprzednim.

Mozna poszukiwa¢ minimum wskaznika jakosci metodg NLS przy ograniczeniach
natozonych na szukane parametry ba,mffl mLogicznie, ograniczenia wynikajg z faktu,

ze wariancja pobudzenia modelu musi by¢ dodatnia i nie wieksza od wariancji wyjscia:
0<m$ <rrSy\ (6.18)

a model musi by¢ co najmniej stabilny:
bkimff < 1- (6.19)

Uogodlniong metode momentéw mozna takze zrealizowa¢ jako algorytm rekuren-
cyjny, wyznaczajacy parametry modelu na biezagco, w miare pojawiania sie nowych
danych t/j. Na zbiorze uczacym yzdlai = 1,2,..., Nucz wyznaczane sg oceny momen-

tébw A/(-) i na ich podstawie zwykla metodg momentéw wyznaczany jest warunek
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poczatkowy 0o- W miare pojawiania sie kolejnych pomiaréw t/j dla i > Nucz oceny

momentow zostajg uaktualniane wedtug zaleznosci:

"*$ - T -KIl-n + 7»T- <6-20>

W kazdej iteracji minimalizowany jest wskaznik jakosci (6.16), przy czym za wartosci
poczatkowe przyjmuje sie wyniki uzyskane w poprzedniej iteracji.
W dodatku B umieszczono przyktady ilustrujagce wyniki identyfikacji z zastosowa-

niem opisanych wyzej metod, wykonanych w nastepujacych warunkach:

1. ldentyfikowane byty elementarne procesy biliniowe diagonalne i subdiagonalne
pobudzane biatym szumem o rozktadzie:
- gaussowskim,
- réwnomiernym
i jednakowej wariancji m¢2) = 1.
2. Parametr Oa proceséw nalezat do przedziatu (0.1,0.7), a wiec wszystkie badane

procesy spetniaty warunek odwracalnosci Ohm * < 0.5.
3. Identyfikacja modelu parametrycznego przeprowadzana byta na podstawie 200

odrebnych realizacji kazdego z proceséw, reprezentowanego przez cigg ztozony z

1000 probek.
4. Dla uogdlnionej metody momentéw:

- minimalizacja wskaznika jako$ci przeprowadzana byta przy ograniczeniach:

-0.5 £ 0.5

2) < bkl < 2)’
m§/) rr|>

0< <m®.

- Pierwsze przyblizenie rozwigzania (warunki poczatkowe) przyjeto jako wynik

estymacji wykonanej zwyktg metodg momentow.

- Jako wynik kofAcowy przyjeto parametry wyznaczone po 10 cyklach minimali-
zacji.
W wyniku badan, ktérych tylko czes¢ zamieszczono w dodatku B mozna sformuto-

wac nastepujace wnioski, dotyczace praktycznej identyfikacji elementarnych proceséw

biliniowych:

1. Nie wszystkie procesy odwracalne sg identyfikowalne.
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2. Zakres identyfikowalnosci pokrywa sie z warunkami dyskutowanymi w rozdziale
5.3.3.

Poprawne wyniki identyfikacji uzyskiwano dla parametrow

P <04,

co odpowiada warunkowi

P2mW < 0.16.

3. Dla metody momentéw zaobserwowano, ze dla procesow, dla ktérych

P2m (@ > 0.16

liczba realizacji, dla ktérych nie mozna byto znalez¢ modelu biliniowego, gdyz nie
byl spetniony warunek identyfikowalno$ci systemowej, rosta ze wzrostem P2mi2\

4. W przeprowadzonych badaniach, w zakresie proceséw identyfikowalnych, wszyst-
kie metody identyfikacji dajg poprawne oczekiwane wartosci parametrow.

5. Nieznacznie lepsza od pozostatych jest uogdlniona metoda momentow, ze wzgledu
na mniejsza wariancje wyznaczanych parametrow.

6. Dla procesow pobudzanych biatym szumem o rozktadzie réwnomiernym uzyskuje
sie mniejszy rozrzut estymowanych parametrow wokot ich wartosci $rednich niz

dla proceséw pobudzanych gaussowskim biatym szumem.

Rozdziat 7

Zastosowania elementarnych modeli

biliniowych

Najwazniejszym kryterium oceny modelu jest jego przydatno$é do rozwiazywania
okreslonego typu zadan, dlatego niniejszy rozdziat poswiecony jest zastosowaniom
elementarnych modeli biliniowych.

Elementarne modele biliniowe moga znalez¢ zastosowanie:

- w modelowaniu i badaniach symulacyjnych,

- W prognozowaniu sygnatow,

- w regulacji nieliniowych proceséw technologicznych, jako sktadnik algorytmu re-

gulacji minimalizujacego wariancje btedu regulacji przy uwzglednieniu zaktdcen.

7.1. Elementarne modele biliniowe w modelowaniu

i badaniach symulacyjnych

Wiele proceséw technologicznych mozna opisa¢ w skali makro réwnaniami bilansu
masy i/lub energii [65]. Opis taki czesto jest zestawem réwnan rozniczkowych zwy-
czajnych pierwszego rzedu:

A= f(x,u,t), (7.1)
gdzie:
- X - h—wymiarowy wektor stanu,
- U - m—wymiarowy wektor wejsc.
Dla szerokiej gamy proceséw, np. biologicznych, ekonomicznych czy chemicznych,
naturalnymi modelami dynamicznymi sg jednak modele biliniowe. Cztony biliniowe
wystepujag w réwnaniach bilansujgcych udziat danego sktadnika w procesie, najcze-
Sciej w formie iloczynu odpowiednikéw przeptywu i stezenia, jak to ma miejsce dla

proceséw chemicznych czy biologicznych, opisanych doktadniej w dodatku C.
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Proces technologiczny o charakterze biliniowym, z jawnymi wejsciami mozna
opisa¢ ciggtym lub dyskretnym réwnaniem stanu:

- Ciagte réwnanie stanu:

< - = Ax(D) + Bu(t) + J I #i(z)Nkx (1), (7.2)
fc=i

gdzie:
A -[nx n]- wymiarowa macierz stanu,
B - [n x m}- wymiarowa macierz wejs¢,

Nk - [n x n]- wymiarowe macierze wsp6étczynnikéw biliniowych.
- Dyskretne réwnania stanu:

Xj+i = Cxj + Duj + Ui, kGkXi, (7.3)

fe=i
gdzie:
C - [n x n]-wymiarowa macierz stanu,
D - [n x m]-wymiarowa macierz wejsc,
Gk - [n x n]-wymiarowe macierze wspotczynnikéw biliniowych.
Oczywiscie, model liniowy mozna potraktowaé jako szczegélny przypadek mode-
lu biliniowego (7.2), dla ktérego wspotczynniki przy czionie biliniowym sa zerami.

Najprostszym modelem biliniowym jest model:

dx® _ ux(t). (7.4)

Charakterystyke statyczng procesu opisanego modelem biliniowym (7.2) mozna

uzyska¢, przyjmujac dla stanu ustalonego dla procesu ciagtego:
~dt=
natomiast dla procesu dyskretnego w stanie ustalonym:
i = X{.

Rysunek 7.1 pokazuje charakterystyke statyczng procesu opisanego réwnaniem bili-
niowym:

Xi+i = 05Xi+ 04Ui-0 . 2 ( 7 . 5 )
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Nieliniowos$¢ charakterystyki statycznej procesu wyraznie znieksztatca (desymetry-
zuje) odpowiedZ procesu na pobudzenie (sinusoidalne - w przyktadzie na rysunku).
Stopien znieksztatcenia, jak to ma zawsze miejsce dla uktadéw nieliniowych, zale-
zy od potozenia punktu pracy na charakterystyce statycznej (xo,uq) i 0d odchytek

pobudzenia obiektu od punktu pracy u0-

1o 600 1000 1500 2000 i 2500

12

06
04
02

Rys. 7.1: Odpowiedz procesu biliniowego na pobudzenie sygnatem sinusoidalnym w punk-

cie pracy - rysunek gorny; Charakterystyka statyczna procesu z zaznaczonym punktem
pracy - rysunek dolny

Fig. 7.1: Bilinear process response to a sinuous input in a set point - upper figure; Process

static characteristics with a set point pointed - lower figure

7.1.1. Modelowanie zaktocen

W systemach dynamicznych, w zaleznosci od rodzaju procesu, zaktdcenia widocz-
ne na wyjsciu moga by¢ spowodowane réznorakimi przyczynami. Czesto przedostaja
sie one do procesu jako zaktdcenia ei<usygnatéw wejsciowych, niejednokrotnie dodaja

sie do nich dodatkowe zakdcenia wyjscia systemu.
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Rozwazmy proces technologiczny z jawnym wejsciem u* opisany dyskretnym row-
naniem biliniowym:

Zj+i = ar.i + bui + cZjUj. (7.6)

Zalozymy, ze na sygnat wejsciowy u* dziatajg addytywne zaktocenia losowe, eijU, a
proces utrzymywany jest w punkcie pracy (u0,x0). Zaktdcenia wprowadzane wraz z

sygnatem wejsciowym procesu przenoszg sie na wyjscie w nastepujacy sposob:
Xo Zxji+1—a(x0‘T'Zxi) 'F b(uo (- Qi) c(x0-F 24){Uo + Mi,i)i 7-7)

stad:

zx,i+1 = 2lii(a + cuQ) + (6 + ca:0)eUi + czx<deUi. (7.8)

Wprowadzajgc do (7.8) oznaczenia:

fci = a + cu0,

o0+ cx0

e* = (6+ cx0)el,
otrzymamy zalezno$¢ wskazujacg na biliniowy charakter zaktdcenia widocznego na

wyjsciu procesu, spowodowanego losowym zaktdceniem wejscia:

ZX,i+ 1 ZXJi -1-cj i ZXti* (7-9)

W rzeczywistosci zalezno$¢ biliniowa opisujgca zaktocenie obserwowane na wyjsciu
moze rézni¢ sie od zaleznosci (7.9). Przyczynami sa:
- dodatkowe opdznienie sygnatu u*, spowodowane istniejacym czasem martwym w
procesie,
- dodatkowe cztony biliniowe pochodzace od innych sygnatow wejsciowych,
- dodatkowe, losowe zaktbcenie samego wyjscia.
Zazwyczaj przy modelowaniu technologicznych proceséw wejSciowo-wyjsciowych za-
ktécenia losowe, pochodzace z rdznych Zzrddet, przedstawiane sg jako jedno zbiorcze,
losowe zaktocenie widoczne na wyjsciu procesu. Zaktécenie zbiorcze mozna opisaé
elementarnym modelem biliniowym SB(k,I) lub £B(k. k), zwlaszcza wowczas, gdy

charakteryzuje si¢ ono losowymi anomaliami, obserwowanymi jako ostre piki ampli-

7.1. Elementarne modele biliniowe w modelowaniu i badaniach symulacyjnych 115

tudy. Tego typu zaktdcenia obserwowane sg dla wielu proceséw, np. zachodzacych w

oczyszczalniach $ciekow [110].

Modele zaktdécen stosowane w badaniach symulacyjnych muszg by¢ stabilne, a
wiec w przypadku elementarnych modeli biliniowych spetnia¢ warunek (5.10). Im
blizszy jednosci jest iloczyn tym czestsze i silniejsze sg gwattowne piki am-
plitudy modelowanego zaktdcenia. Zaleznosci wyprowadzone w rozdziatach 4, 5 po-

zwalajg dobra¢ parametry modelu zaktocen tak, aby uzyska¢ zadane charakterystyki

stochastyczne modelowanego zaktdcenia.

7.1.2. Elementarny model liniowo-biliniowy

Do modelowania niegaussowskich proceséw stochastycznych zastosowany zostanie

nastepujacy model, zwany dalej modelem Liniowo-Elementarno-Biliniowym, L-EB

pokazany na rys.(7.2).

Rys. 7.22 Model L-EB

Fig. 7.2. L-EB model



116

Model L —E B sktada sie z dwoch czesci:

- liniowej, zbudowanej na oryginalnym sygnale y".
dA
vi =- Y2w -j°
J=1
- nieliniowej okreslonej dla residuum z*:

Dla residuum zaktada sie, ze
E{zZi} =0, (7.11)

co zachodzi zawsze, gdy wspdtczynniki czesci liniowej modelu sg estymowane metoda
najmniejszych kwadratow. Residuum z* przedstawione jest elementarnym modelem

biliniowym £B (k,I) lub £B(k, k). W zwigzku z tym, w og6lnym przypadku z, mozna
okresli¢ jako:

Zi=r)i~* (7.12)
gdzie:
. | gdy k =1,
. . (7.13)
[ gdy kjtl,

Wi + hkWi-kn)i_k gdy k =1,
N (7.14)
Wi + bkiwi-kTji®, gdy k~ 1.
Ze wzgledu na zastosowanie modelu (7.13) do prognozowania, model (7.14) dla %

powinien by¢ odwracalny. Wyjscie modelu L - EB jest réwne:

L-EB _ ,X ...
Qﬁ =Vi +Vi- (715)

Identyfikacja modelu L —E B jest dw-uetapowa. Najpierw, dla badanego sygnatu
identyfikuje sie model liniowy autoregresywny, stosujac znane procedury identyfikacji
modeli liniowych, np. [51], [108]. Nastepnie, dla residuum identyfikuje sie elementarny
model biliniowy jedng z metod opisanych w rozdziale 6.

W dodatku C pokazano rézniczkowe modele biliniowe dla wybranych proceséw

jednostkowych technologii chemicznej:
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- dekantaciji,

- destylaciji,

- ekstrakceji

oraz procesdw hiologicznych:

- ukfadu oddechowego,

- ukfadu sercowo-naczyniowego.

Dla wybranych sygnatéw wyjsciowych, pochodzacych z tych proceséw zidentyfikowa-
no, stosujgc metodyke zaproponowang w niniejszej pracy, model L —EB. Pokazano,
ze dopasowane w ten spos6b modele sygnatowe majg potencjalnie lepsze wiasnosci

predykcyjne, niz wynikajace z analizy funkcji autokorelacji, modele liniowe.

7.2. Elementarne modele biliniowe w prognozowaniu

i ukladach regulacji

Prognozy sygnatéw zawsze wyliczane sg na podstawie modelu. Algorytmy pre-
dykcji, nazywane réwniez predyktorami, pozwalajace wyznaczyé prognoze sygnatu
na podstawie modelu i posiadanych danych pomiarowych 7 moga by¢ projektowane
w wersji bezposredniej lub adaptacyjnej. Dla okre$lenia algorytmu predykcji w wersji
bezposredniej wymagana jest znajomos$é struktury i parametrow modelu. Dla okre-
$lenia algorytmu w wersji adaptacyjnej wymagana jest znajomos$¢ struktury modelu,
a parametry predyktora okreslane sg na biezaco, w trakcie dziatania algorytmu.

W niniejszej pracy zaktada sig, ze jedyng dostepng informacja o procesie jest zbior
pomiaréw sygnatu y, stanowigcego wyjscie badanego procesu. Nie ma wiec dostepu
pomiarowego do wielkosci wejsciowych ut czy zaktocen, a wszelkie zmiany wymienio-
nych wielkosci sa obserwowane posrednio, poprzez skutki, jakie wywotujg w sygnale
wyjsciowym.

Do prognozowania sygnatéw najczesciej stosowane sa predyktory liniowe [1]—f12],
[84], [123]. Budowane sg one na podstawie liniowego, stochastycznego modelu ciggu
czasowego, O postaci:

yt = F(D)wi} (7.16)

w ktorym Wi jest gaussowskim biatym szumem. Wyjscie modelu yi jest réwniez cia-

giem gaussowskim.



118 Rozdziat 7. Zastosowania elementarnych modeli biliniowych

Chociaz nie wszystkie procesy, z ktdrymi mamy do czynienia, sg gaussowskie, to
powszechne stosowanie liniowych modeli stochastycznych o postaci (7.16) jest uzasad-
nione, gdyz dla proceséw niegaussowskich, o skoriczonych drugich momentach, a takie
jedynie moga podlega¢ prognozowaniu, istniejg odpowiadajgce im modele gaussowskie
o takich samych drugich momentach. Jak zostato pokazane w rozdziale 5, przyjety dla
procesu niegaussowskiego réwnowazny mu model gaussowski, determinuje mozliwa do
osiggniecia doktadnos¢ predykcji czy regulacji, ktéra z reguty jest nizsza od potencjal-
nie mozliwej do osiggniecia, za pomocg innego modelu. Dlatego, kierujac sie potrzebg
zwiekszenia osigganej doktadnosci predykcji czy regulacji, do modelowania proceséw
stochastycznych zastosowano zaproponowany w rozdziale 7.1.2 model L —EB, na
podstawie ktorego zaprojektowano elementarny predyktor biliniowy, przedstawiony

w kolejnym podrozdziale.

7.2.1. Elementarny predyktor biliniowy

Elementarne procesy biliniowe subdiagonalne i diagonalne, jak to zostato poka-
zane w poprzednich rozdziatach, réznig sie istotnie miedzy sobg i dlatego dla obu
przypadkéw nalezy projektowa¢ odrebne algorytmy predykcji. Algorytmy predykcji
minimalnowariancyjnej zbudowane na podstawie modelu L —EB zostang przedsta-

wione w postaci twierdzen.

Twierdzenie 7.1. Jezeli yi jest niegaussowskim stochastycznym procesem opisanym
modelem L —EB:

A(D)yi = Vi, (7.17)

gdzie:

- residuum rji jest przedstawione subdiagonalnym modelem SB(k, 1),
Ni = Wi + bkiWi-kTii-i k <1, (7.18)
- wielomian A(D) ma postac:
A(D) = (1 + aiD +a2D2+ ... + ad\D dA),

- D symbolizuje dziatanie op6zniajace, rozumiane w nastepujacy sposéb:

DkVi = yi-k
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Dk{yiXi) = yi-kXi-k
D (yi)X{ —yi—KXi

(2)
- wi jest niezaleznym biatym szumem o wariancji mw’,

to predyktor o postaci:

Vi+hi = G(D)Vi + bKIF(D) (e Ih_kvi+h-i), (7.19)

dokonuje predykcji iii+h\i sygnatu yi z horyzontem h < k z bledem:

ey = F(D)wi (7.20)

0 minimalnej wariancji, réwnej:

£{e?}2= ™R)(I+£ /). (7-21)
S

W réwnaniu predyktora (7.19) poszczeg6lne zmienne oznaczaja:
~ Ei = Vi- rji\i-h,

- Vi+h\i
- F(D)= (1 +UD + UD2+ ..+ A_if»h-1),

- G(D) = (1 +g\D +g2D2+ ...+ gaA-iDdA~1).
Wielomiany A(D), G(D), F(D) zwiagzane sg zaleznoscig:

1= A(D)F(D) + DhG(D). (7.22)

Dowo6d. Zastepujac w réwnaniu (7.17) dla chwili i + h:
A(D)yi+h = Ti+h (7.23)

rji+h przez rdwnanie definiujgce subdiagonalny model 8B (k,I) (7.18), otrzymamy:
A(D)yi+h = wi+h + bktw i+h- kTJi+k-i. (7.24)

Mnozac obie strony réwnania (7.24) przez F(D) istosujac tozsamos¢ (7.22), otrzy-

mamy:

yi+h = G(D)yi + F{D)wi+h + bkiF (D)(wi+h-KT]i+h-i)- (7-25)

Btad predykcji eih = yi+h - y~h\, jest réwny:

ejth = F(D)wi+h + G(D)yi + +bkIF (D) (wi+KT+h-i) - yi+hi. (7.26)
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Prawa strona rownania (7.26) zawiera sktadniki zupetnie nieznane w chwili i, w ktorej
dokonywana jest predykcja oraz sktadniki zalezne od przesztosci. Wariancja btedu
predykcji jest wiec sumg wariancji niezaleznych sktadnikdw prawej strony réwnania

(7.26):
E{ei+h}2 = E{F{D)wi+h}2+ E{G(D)yi + bkIF(D)(wi+h_k*+, ,) - yi+Ji}2. (7.27)

Wariancja btedu predykcji jest minimalna, gdy prognoze z horyzontem h wyznacza

sie wedtug réwnania:
Vi+hi = G(D)xji + buF (D) (wi+h- kni+h-i) (7.28)

i ze wzgledu na brak wzajemnego skorelowania w, réwna jest:

£{(e?)2 = mI2)( 1+ £ /2 )+ (7-29)

c.b.d.o. »
Uwaga 1:
Dla modeli liniowych wspotczynnik bki = 0 i i algorytm (7.28) sprowadza sie do kla-

sycznego algorytmu predykcji minimalnowanancyjnej,
yi+hi = G(D)Vi. (7.30)

Uwaga 2:
Warto$¢ Wi+h-k potrzebng w réwnaniu (7.28) wyznacza sie z zaleznosci:
wi+h-k = Ei+h-k = Wi+h-k ~ Wi+h-k-
W analogiczny sposéb mozna udowodni¢, ze dla modelu L —EB, w ktérym dla
residuum przyjeto model £B (k, k), stuszne jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 7.2. Jesliyi jest niegaussowskim procesem stochastycznym, ktéry moz-
na opisa¢ modelem L —EB:

A(D)Vi= g, (7.31)
gdzie:

- A(D) - wielomian o postaci:

A(D) = (1+a\D + a2D2+ ..+ a’D *)
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- w, - niezalezny bialy szum o wariancji m.w\

- Zi - residuum, ktére mozna przedstawi¢ jako:

Zi = r]i-rj

- ni jest przedstawione diagonalnym modelem £B (k, k):

i = Wi + bkkWi-kT]ik, (7.32)

0 wartosci Sredniej

to predyktor o postaci:

Vi+hi = G (D)yt + bkkF (D)eirh_KZi + Z+h-k + fj + bkkF(D)s”+h_kri + F(D)q (7.33)

dokonuje predykcji yi+hi sygnatu yi z horyzontem h <k z biedem:

ey = F(D)wi (7.34)

0 minimalnej wariancji, réwne;j:
E{(e?)2l=mV (I+£/?)m

W réwnaniach predyktora przyjeto oznaczenia:
~ =Vi Vii-hi
- F(D) = 1+ fxD + f2D2+ ... +fh-XDh-1),
- G(D)= (1+9\D +g2D2+ ... + gdA-iDdA1).
Wielomiany A(D), G(D), F(D) zwigzane sa zaleznoscig:

1= A{D)F(D) + DhG(D). (7.35)

7.2.2. Postepowanie prognostyczne

Postepowanie prognostyczne, prowadzace do uzyskania prognozy 2/t+h|i ciggu vi, z
wykorzystaniem modelu L —EB i jednego z predyktoréw zaproponowanych w roz-
dziale 7.2.1 realizowane jest w nastepujgcych krokach:

- Krok 1
Zbior danych jfj dlai = 1,2,...,N dzielony zostaje na dwa zbiory:
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- uczacy, dla*= 1 ,2 , Nucz, na ktérym dokonywana bedzie identyfikacja mo-
delu,

- weryfikujacy, dla i = Nucz+1,2,..., N, na ktérym bedzie testowana predykcja.
Krok 2:

Na zbiorze uczacym zostaje zidentyfikowany liniowy model procesu
Vi— &2 M2yi-2 O-dAHiI-dA'

Z doSwiadczenia autorki zdobytego w trakcie licznych badan wynika, ze nalezy

identyfikowa¢ modele autoregresywne spetniajgce warunek koincydencji [40], [70].

Definicja 7.1. Liniowy model autoregresywny:

dA
yw= ~yiaVi-j+ wi
J=i

ma wkasno$¢ koincydencji, gdy dla kazdegoj = 1,..., dA spetniony jest warunek:

My(2(j)a3 > o. (7.36)

Z przeprowadzonych badan wynika, ze modele spetniajgce warunek koincydencji sg
nie tylko modelami oszczednymi (o mniejszej liczbie parametrow niz petne modele
autoregresywne tego samego rzedu), ale charakteryzujg sie lepszymi wtasno$ciami
predykcyjnymi niz modele peinego rzedu.

Krok 3:

Na zbiorze uczacym zostaje wyliczony cigg residuum W = Vi ~ Vi ~ Vi ~ (yfL —fj)
wedtug réwnania:

W = Vi + UlIHi-l + 02yi-2 —... + adAtJi-dA-
Krok 4:

Na zbiorze uczagcym zostajg wyliczone oceny momentéw: M A\ M”2\p), Mjj3\p, q),
MA7iO) dlap,q= 1,2,..., P, gdzie warto$¢ P zalezy od charakteru ciggu danych
jlz. Zazwyczaj P < 8.

Krok 5:

Wykorzystujac kryteria podane w rozdziale 5.3, zostaje sprawdzone, czy spetnione

sq warunki identyfikowalnosci systemowej dla ciggu residuum 7. Jezeli tak, to

nalezy przejs¢ do Kroku 6, jezeli nie, to nalezy realizowa¢ Krok 11.
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- Krok 6:

Wyznaczona zostaje struktura k, | modelu £B (k,I) jako warto$ci presunie¢ /1 i 12,
dla ktérych trzeci moment, aA?Xli, h) jest wyraznie rézny od zera.

- Krok 7:

Wyznaczone zostajg wartosci parametéw modelu: rhff i bkt przy wykorzystaniu
jednej z metod identyfikacji opisanych w rozdziale 6.

- Krok 8
Dla okreslonego horyzontu h predykcji zostajg wyznaczone wielomiany F(D) i
G (D) na podstawie rozwigzania réwnania diofantycznego (7.22). Uwzgledniajac
wyniki Kroku 6., nalezy zaprojektowac algorytm predykcji korzystajagc z wynikéw
twierdzehA 7.1 i 7.2, przy czym:
- jesli h < k <1, to nalezy zastosowac¢ biliniowy algorytm predykcji 7.19,
- jesli h < k = 1, to nalezy zastosowac biliniowy algorytm predykcji 7.33.

- Krok 9
Skonstruowany algorytm predykcji zostaje uruchomiony na zbiorze weryfikujgcym.
Koniec.

- Krok 10:

Jesli wymagana jest prognoza z horyzontem h > k, to nalezy przej$¢ do Kroku 11
i prébowaé wyznaczy¢ predyktor liniowy, jesli nie, to nalezy zakonczy¢ postepo-
wanie.

- Krok 11:

Dla tego ciagu danych nie mozna znalez¢ elementarnego modelu biliniowego
SB(k,l). Nalezy wyznaczy¢ wielomiany F(D) i G(D) i zastosowa¢ liniowy al-

gorytm predykcji:

Vithli = 6 (D )yi.

Uruchomi¢ algorytm na zbiorze weryfikujagcym. Zweryfikowaé wyniki. Zakonczy¢.
Wyniki ilustrujgce zastosowanie modeli L —EB do prognozowania ciggow cza-
sowych z zastosowaniem podanego wyzej postepowania prognostycznego zawarto w
dodatku D. Zamieszczono tam cztery przyktady zastosowania algorytméw predyk-
cji biliniowej, zaprojektowanych z wykorzystaniem wynikéw twierdzen 7.1 i 7.2. Trzy

przyktady majg charakter symulacyjny. Ich celem jest pokazanie dziatania predyktora
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zbudowanego na podstawie modelu L —EB dla pewnej klasy obiektow nieliniowych
o strukturze zaréwno zgodnej, jak i odbiegajacej od struktury L —EB.

W przyktadzie pierwszym prognozowane jest wyjscie procesu o strukturze iden-

tycznej ze strukturg modelu L —EB:

A(D)yi = iji.

W przyktadach drugim i trzecim prognozowaniu podlega wyjscie procesu nielinio-
wego o strukturze odbiegajgcej od struktury modelu L —EB. Horyzont predykcji h
przyjmowany jest jako h < k. Efekty minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej sg
porownywane z efektami minimalnowariancyjnej predykcji liniowej i predykcji naiw-
nej.

Szczegoty badan opisane sg w dodatku D. Podsumowujac je, mozna stwierdzi¢, ze
w rozpatrywanych przyktadach minimalnowariancyjny predyktor biliniowy zbudowa-
ny na podstawie modelu L —E B wyznaczat prognozy z btedem o mniejszej wariancji
niz pozostate predyktory.

Czwarty z przyktadéw zamieszczonych w dodatku D ilustruje zastosowanie zapro-
ponowanego postepowania prognostycznego dla danych rzeczywistych. Wykorzystano
w nim benchmark, podany przez Tongal [118], dotyczacy prognozowania aktywno-
§ci cyklu stonecznego. Na podstawie danych z lat 1700-1979 ilustrujacych aktyw-
no$¢ cyklu stonecznego, Tong zidentyfikowat nieliniowy model progowy SETAR, na
podstawie ktérego wyznaczyt prognozy na lata 1980-87. W przyktadzie czwartym,
na podstawie tego samego zbioru danych, zidentyfikowano model liniowo-biliniowy
L —EB, ktory byt podstawg do wyznaczenia predyktora, opisanego w rozdziale 7.2.1.
Nastepnie poréwnano prognozy wyznaczone na lata 1980-2005 na podstawie modelu

Tonga i modelu L —EB, obserwujac wieksza doktadno$¢ predykcji na podstawie
modelu L —EB.

Tong przywigzuje duzg uwage do odroznienia predykcji od predykcji rzeczywistej
(tzw. genuine prediction), dokonywanej w warunkach, gdy warto$ci przewidywane sg
rzeczywiscie nieznane prognostykowi w momencie sporzadzania prognozy. Wszystkie

prognozy pokazane w dodatku D sg w tym znaczeniu prognozami rzeczywistymi.

1 Rozdz. 7.3, 5.419-423.
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W przyktadzie czwartym, obok ciggu prognoz z horyzontem h = 1 wyznaczanych
dla biezacych chwil czasu i, wyliczono takze prognozy rzeczywiste2 w roku 1979 na
lata 1980-1984 i w roku 2005 na 2006-2009. Poniewaz dysponujemy obecnie danymi
z lat 1980-1984, mozna byto réwniez stwierdzi¢ dla takiej wielokrokowej predykcji
lepsze wiasnosci prognostyczne modelu L —E B niz wzorcowego nieliniowego modelu
SETAR Tonga. Reasumujac:

- Model L —EB ma lepsze wiasnosci predykcyjne niz model SETAR.
- Poniewaz zostaly wyprowadzone analityczne zalezno$ci fgczace momenty procesu i
parametry modeli £B[K, I), identyfikacja modelu L —E B jest znacznie prostsza niz

identyfikacja modelu SETAR, ktdra wymaga okreslenia progéw, struktur modeli

wewnatrz progéw i parametréw modeli.

7.2.3. Modele biliniowe w uktadach regulacji

Wiedza na temat liniowych uktadéw regulacji jest znacznie bogatsza i lepiej usys-
tematyzowana niz wiedza na temat uktadéw regulacji nieliniowej. W konsekwenciji,
liczba zastosowan regulacji liniowej jest znacznie wigksza niz liczba zastosowan re-
gulacji nieliniowej. Moga jednak zachodzi¢ przypadki, dla ktérych przyjecie hipotezy
liniowosci regulowanego procesu sprawia, ze uzyskane efekty regulacji dalekie sg od
przewidywanych i zadanych, a czasem przyjecie takiej hipotezy jest wrecz btedne.
Wybdr modelu regulowanego obiektu zalezy od tego, czy rozwigzywane jest zadanie
stabilizacji czy $ledzenia za warto$cia zadang, poniewaz:

- W przypadku stabilizacji wyjscia procesu ; na warto$ci zadanej y0, interesujace
sg wiasnosci procesu wokét punktu pracy (uo,yo)e Jezeli:
- punkt pracy (uq,j/0) nie znajduje sie w punkcie przegiecia nieliniowej charak-

terystyki statycznej modelu procesu,

- nie sg przewidywane duze odchytki Au, Ay sygnatéw Uj, yxod punktu pracy,
to mozna dokona¢ linearyzacji lokalnej wokét przyjetego punktu pracy (uq, Vo) i do
projektowania regulatora wykorzysta¢ liniowy model obiektu.
Niespetnienie wyzej wymienionych wymagan moze objawi¢ sie tym, ze wszelkie

wskazniki regulacji osiggng wartosci gorsze od mozliwych do osiggniecia wartosci

ekstremalnych.
2 We wczeshiejszych publikacjach autorki, np.[28], taka predykcja nazywana byta predykcja

wielokrokowa.
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- W przypadku $ledzenia za wartoscig zadang, nazywanego:

- regulacja programowa, gdy warto$¢ zadana zmienia sie w zawsze znany, z gory
ustalony sposob;

- regulacjg nadazng, gdy zmiana wartosci zadanej ma charakter przypadkowy,

zatozenie liniowosci modelu wobec nieliniowosci procesu moze byé btedne zwlasz-

cza wowczas, gdy nachylenie charakterystyki statycznej procesu zmienia sie istot-

nie wraz ze zmiang punktu pracy. W takim przypadku nalezy wybra¢ jedno z

alternatywnych rozwiazan:

- Dla réznych punktéw pracy wyznaczy¢ zastepcze modele liniowe i wykorzy-
sta¢ je do projektowania regulatora. Takie postepowanie wskazane jest przy
regulacji programowej.

- Zastosow¢ model nieliniowy dla petnego zakresu zmian wartosci zadanej i wy-
korzysta¢ taki model do projektowania regulatora i do regulacji. Takie poste-
powanie wskazane jest przy regulacji nadaznej.

Poniewaz wiele proceséw technologicznych mozna opisa¢ dyskretnym lub ciggtym

biliniowym réwnaniem stanu, Martineau i Burngham [91] zaproponowali modyfika-

cje najczesciej stosowanego algorytmu regulacji PID, uzyskujac biliniowy algorytm
regulacji PID. ldea przez nich stosowana polega na kompensacji czesci biliniowej to-
ru sterowania. Kompensator nieliniowosci stanowi cze$¢ biliniowego regulatora PID.

Algorytm sterowania nie uwzglednia toru zaktdcenia.

Badania prowadzone przez autorke nad wykorzystaniem modeli biliniowych w re-
gulacji nakierowane byty na poszukiwanie algorytméw sterowania uwzgledniajgcych
nieliniowos$¢ zaréwno toru sterowania, jak i toru zaktocenia. Wyniki zostaty opubliko-
wane w [35], [36], [37], [38], [39], [40]. W niniejszym podrozdziale zostato umieszczone
jedynie krotkie podsumowanie opublikowanych wczesniej badan i ich wynikow.

1. Algorytmy regulacji projektowane byly na podstawie stochastycznego modelu
obiektu sterowania, sktadajgcego sie z modelu toru sterowania i modelu toru za-
ktocenia.

2. Tor sterowania opisany byt nieliniowym modelem parametrycznym, liniowym
wzgledem parametrow.

3. Zakldcenia dziatajgce na obiekt w roznych jego punktach przedstawione zostaty

jednym zakoceniem zbiorczym Z{, sprowadzonym na wyjscie obiektu.
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4. Zaktocenie zbiorcze opisane byto stochastycznym modelem ciggu czasowego, sta-
nowigcym model toru zaktocenia.

5. Zaproponowany zostat ogdlny, stochastyczny model nieliniowego obiektu sterowa-
nia [39] i [40], dla ktérego szczeg6lnymi przypadkami modelu toru sterowania sg
modele Volterry, Hammersteina, wielomianowy - nieliniowy po stronie wyjscia i,
a liniowy po stronie wejscia «j_d, oraz biliniowy model wejsciowo-wyjsciowy.

6. Zbiorcze zaktocenie 2j obserwowane na wyjsciu procesu przedstawione zostato ele-
mentarnym biliniowym modelem ciggu czasowego £B (K, I).

7. Dla zaproponowanego, ogdlnego modelu obiektu sterowania wyprowadzone zostaty
w [39], [40] algorytmy regulacji minimalnowariancyjnej w wersji prostej, wazonej i
uogdlnionej, ktére wyznaczajg sterowanie M z uwzglednieniem predykcji zaktocen
Zi tak by uzyska¢ minimalng wariancje btedu regulacji.

8. W [39] pokazano, ze w wielu przypadkach nieliniowy algorytm regulacji pozwala

uzyska¢ mniejszg wariancje biedu regulacji niz klasyczny regulator minimalnowa-

riancyjny [13].



Rozdziat 8

Podsumowanie i wnioski

Celem pracy byto okreslenie wiasnosci elementarnych modeli biliniowych, technik
ich identyfikacji oraz mozliwosci i sposobu ich wykorzystania w analizie sygnatow.

1. Elementarne modele biliniowe stanowig waski podzbiér biliniowych modeli cia-
gow czasowych, ale zastugujg na uwage przede wszystkim dlatego, ze ze wzgledu
na swojg prostg forme poddajg sie analizie i umozliwiajg formalne okre$lenie ich
wiasciwosci statystycznych. Tak jak w dziedzinie modeli liniowych modele ARM A
stanowig oszczedng (parsimonious) wersje modeli AR czy M A [51], w dziedzinie
modeli nieliniowych elementarne modele biliniowe stanowig oszczedng wersje mo-
deli NAR czy NMA.

2. W pracy wyznaczono analityczne zalezno$ci tgczace momenty zwykle, centralne i
taczne z parametrami elementarnych proceséw biliniowych. Wyprowadzone zalez-
nosci obowigzujg dla innowacji bedacych biatym szumem o dowolnym rozktadzie
i 0 skonczonych momentach. W gtéwnej czesci pracy przyjeto zatozenie, ze in-
nowacje sg biatym szumem o rozktadzie symetrycznym, co pozwolito na znaczne
uproszczenie tych zaleznosci.

3. Analityczne wyniki zostaty potwierdzone wynikami badan symulacyjnych, w kto-
rych oceny momentéw, wyliczone na podstawie ciagéw danych o skoriczonej dtu-
gosci dla wielu realizacji symulowanego procesu losowego, zostaly poréwnane z
momentami wyliczonymi analitycznie dla zatozonych wartosci parametrow tych
procesow.

Poniewaz wilasnosci statystyczne estymatoré6w momentdw wyzszych rzedow dla
proceséw stochastycznych nie sg formalnie okreslone, badania symulacyjne w po-

faczeniu z wynikami analitycznymi pozwalajg stwierdzi¢, ze dla elementarnych

proceséw biliniowych:
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- wartosci Srednie ocen momentéw do czwartego wigcznie, wyznaczane za pomo-
cg estymatordw momentéw, sg réwne analitycznym warto$ciom odpowiednich
momentow, wyznaczonym na podstawie zaleznosci wyprowadzonych w pracy,

- dla wyzszych momentow wariancja estymatora jest wieksza niz dla momentéw
nizszych,

- wariancja estymatoréw rosnie ze wzrostem iloczynu 02m f\

- wariancja estymatoréw dla proceséw pobudzanych biatym szumem o rozkta-

dzie normalnym jest wieksza niz dla pobudzen o rozktadzie réwnomiernym.

. W pracy zaproponowano sposéb estymacji parametrow modelu £B (k,l) zwykig

metoda momentow i uog6lniong metoda momentéw, wykorzystujac wyprowadzone
zalezno$ci M y\-) = f(Oki,m£").

Przeprowadzono badania symulacyjne, w ktorych poréwnano skuteczno$¢ meto-
dy momentéw, uogdlnionej metody momentéw i metody RLS w estymacji para-
metréw modeli £B(k,l). Stwierdzono, ze w zakresie proceséw identyfikowalnych,
$rednie wartosci ocen parametrow estymowanych wymienionymi metodami sg zbli-
zone do prawdziwych wartosci parametréw. Nieznacznie lepsza od pozostatych jest

uogdlniona metoda momentéw, ze wzgledu na mniejszg wariancje wyznaczanych

parametrow.

. W pracy zdefiniowano pojecie odwracalnosci i identyfikowalnosci modeli £B(k, I).

Podano warunki identyfikowalnosci systemowej procesow EB (k,l) i przedyskuto-
wano warunki identyfikowalnosci strukturalnej i parametrycznej modeli £B (k,I).
Pokazano, ze dla modeli £B(k, 1) warunek identyfikowalnosci nie jest réwnoznacz-
ny z warunkiem odwracalnosci i, w przeciwienstwie do modeli liniowych, nie kazdy

odwracalny model £B(k, I) jest identyfikowalny. Uzyskane wyniki zostaty zwery-

fikowane w badaniach symulacyjnych.

. W pracy zaproponowano sposéb wykorzystania elementarnych modeli biliniowych

w analizie sygnatow. Do modelowania sygnatéw pochodzacych z proceséw nieli-

niowych zaproponowano model L —E B sktadajacy sie z:

- czesci liniowej, utworzonej jako liniowy model autoregresyjny spetniajacy wa-
runek koincydencji,

- czesci nieliniowej, bedacej elementarnym modelem biliniowym dla residuum.

Wyjscie modelu L —EB jest sumg wyjs¢ modelu liniowego i biliniowego. Za-

proponowany sposéb postepowania zostat sprawdzony dla danych wyjsciowych z
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proceséw chemicznych i biologicznych potwierdzajac, ze sygnaty, ktdre wykazuja
brak skorelowania, i w dziedzinie modeli liniowych moga by¢ przedstawione jedynie
biatym szumem, przy zastosowaniu modeli £B (k,l) mogg by¢ opisane z wigkszg
doktadnoscia.

8. Dla proceséw opisanych modelami L —E B okres$lono algorytm predykcji mini-

malizujacej Sredniokwadratowy btad predykcji. Pokazano, ze takze dla proceséw o
strukturze roéznej od struktury modelu L —E B, algorytm pozwala uzyska¢ wigkszg
doktadno$¢ predykcji, w poréwnaniu z doktadnos$cig liniowej predykcji minimal-
nowariancyjnej.
Zaproponowane algorytmy sprawdzono wykorzystujac jeden z najczesciej stoso-
wanych w analizie ciggow czasowych benchmarkéw. Prognozy wyliczone zapro-
ponowanym w pracy algorytmem predykcji, na podstawie danych ilustrujgcych
cykl aktywnosci stonecznej, poréwnano z prognozami wyliczonymi na podstawie
modelu SETAR wyznaczonym przez Tonga dla tego samego zbioru danych (po-
danym w [118] jako kolejny benchmark), uzyskujac w tych samych warunkach
doktadniejsze wyniki predykcji.

9. Wykorzystujac wczesniej opublikowane wyniki badan [39] i [40] stwierdzono, ze
stosowanie modeli bitiniowych do modelowania zaktocen i uwzglednienie uzyskane-
go modelu w projektowanym algorytmie regulacji minimalnowariancyjnej pozwala
zwiekszy¢ doktadno$é regulacji w stosunku uzyskanej na podstawie modeli linio-
wych.

Reasumujac:

Elementarne modele biliniowe mogg by¢ stosowane w analizie sygnatdw i w wielu

przypadkach pozwalajg zwiekszy¢ doktadno$¢ modelowania, prognozowania czy

regulacji. Nalezy jednak pamieta¢, ze rodzajow nieliniowosci, ktore moga wystgpic

w rzeczywistych procesach jest tak duzo, ze w wielu przypadkach modele biliniowe

zastosowane do analizy takich procesow moga sie okaza¢ niewystarczajace.

Zakgczone wyniki badan wskazuja, ze elementarne modele biliniowe nadaja sie do
modelowania sygnatdw pochodzacych z proceséw o naturze biliniowej, a tego typu

proceséw w naszym otoczeniu jest dosy¢ duzo.
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Ze wzgledu na ograniczenia wynikajace z identyfikowalnosci modelu, mozliwe
zwiekszenie doktadnosci modelowania, predykcji czy regulacji jest mniejsze, niz wy-
nikatoby z analizy ogélnej postaci modeli £B (k,l), ale znajac warunek identyfikowal-
nosci mozna $wiadomie zdecydowac, czy warto podejmowac trud zwigzany z zastoso-

waniem modelu L —EB, czy poprzesta¢ na zastosowaniu modelu liniowego.



Dodatek A

Momenty elementarnych procesow

biliniowych

W niniejszym rozdziale zamieszczono wyprowadzenia zaleznosci wigzacych mo-
menty M y\-) elementarnych proceséw biliniowych EB{k,l) z ich parametrami 0Kki,
Poniewaz elementarne procesy biliniowe subdiagonalne i diagonalne réznig sie

od siebie istotnie, wyprowadzenia przedstawiono oddzielnie dla proceséw subdiago-

nalnych i diagonalnych.

A .l. Subdiagonalny elementarny proces biliniowy EB(K,I)
Przypomnijmy réwnanie definiujgce subdiagonalny elementarny proces biliniowy:
Vi=ei + pkiei-kyi-i, (A.D)

w ktorym k < laefest dyskretnym biatym szumem scharakteryzowanym momen-

tami mir\ dlar= 1,2,...,R.

A.1.1. Pierwszy moment

Zgodnie z definicjg 2.4 pierwszy moment zwykty procesu EB(k, I) okreslony jest

jako:
M « = E{Vi}, (A.2)
E{yi) = E{ei} + (KiE{ei-kyi-i}- (A-3)
Poniewaz z zatozenia k < I, to ei-k wyprzedza wiec:
E{ei-kyi-i} = 0, (A.4)
co daje:

= E{Vi} = 0. (A.5)
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Ze wzgledu na zerowg warto$¢ oczekiwang procesu EB (k, 2), jego wszystkie momenty

zwykte sg jednocze$nie momentami centralnymi.

A.1.2. Obliczenia pomocnicze
Ponizej zamieszczono pomocnicze obliczenia, potrzebne do okreslenia wartosci

wyzszych momentéw procesu E B (k,I).

Vi— A'oklMi—kyi—+

yf = ei + 20Kkieiei-kyi-i + Okiei-kVi-i

(A.6)
yf = ef + 30kiefei-kyi-i + ZPIfrz-kyt-i + Okiei-kVti
yf = e* + 4/2we?ej_fg/i_, + 6P hejefryf-i + WkieiA-kVi-i + (%,et_kyt_,
E {eiVi} = E iei + [3uee(*- k)y(i- 2}=m¢)
E {ei-ky,-i} =0
E{eUyh} = (A7)

E {e?_G£_,} = me3)My3

E {eUyU} = ™A)M<4)

Powyzsze zaleznosci wynikaja z braku korelacji miedzy e,_t i

Zaktadajac, ze ma rozktad symetryczny i zerowa warto$¢ oczekiwang, otrzymu-

jemy:
E{e"} =m{),
E {ei-kVi-i} =
E {ef_ ky?_ i} =m~ M *, (A.8)
E {elkyf_} =0,

E {ei-kVi-i} — Tnid)M y4).
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Zaktadajac, ze e ma rozktad gaussowski i zerowg warto$¢ oczekiwang, otrzymu-
jemy:

E {eiVi} =

E {et—2%»4 =0,

E{elkyU}=X2M 2 (A.9)
E =0,

E{elkyU}=*KM ?\

A.1.3. Momenty zwykte

Momenty zwykle obliczamy zgodnie z definicjg 2.4 jako wartosci oczekiwane dla
A.6:

E{yi} = Q
E {y2} = E {7} + 2pkIE + ORIE {«£_*»?_},
E {yi} = E {e?} + 3pkIE {e2e"ky"} +30RIE {e "y "} + E {e? {2 ;},

E {yf} =E {4} + 40KIE {eBei_*yj_,} + 6(RIE {e2e? ki/?_} +
+ 4pBIE {e.eUyU} + +&E {e"yU}.

(A.10)
Uwzgledniajac w (A.11) zaleznosci (A.7), uzyskamy:

:O’

A 2)(0)=1

MY(-) =t W’

My4>0,0,0) = m-4 + 6 ~ (" 2))2< )(0)
1-

Zaktadajac, ze ej ma rozktad symetryczny i zerowg warto$¢ oczekiwang, otrzymujemy:

=0

««»(».0,=0 *“ <Al2)
»F(4m 0 m + 6 p 2k(m{2))2Mjl2){0)
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Zaktadajac, ze e, ma rozktad gaussowski i zerowa warto$¢ oczekiwana, mamy:

Mjl) = 0,
« f(O ) =, 8 B .
1- (A.13)
M<3)(0,0) = 0,
My (U,UU)- 1 304ma

A.1.4. Drugi moment tgczny

Drugi moment taczny procesu EB (k,I) jest jego funkcjg autokowariancji. Warian-

cja procesu EB(k, I) wynosi:

M»”(O): T tA14)

Pozostate wartosci My2\m ) sa réwne zeru, gdyz:

My A/Tl) —E{yiyi— = E~Ciyi—m ‘T'Plelri—kyi—iyi-m -} (A.15)

Dla m > 0: E{eiyi-m} = 0, wiec:

My ~Tli) — (kiE{ei—kyi-iyi—-m} —PkIE"&iyi+k—iyi+k—m '} (A.16)

Jezeli m > k, to (A.16) jest réwne zero.
Jezeli m = k, to:

My2)(m) = PKE{eiyi*i-K)yi.} (A.17)
Uwzgledniajac rownanie definicyjne procesu EB (k,I), mamy dalej:
MA2\m ) = Bumf>E{yi-i+k) + PIIE{eiei- kyi-.iyi-(i-k)} = 0. (A.18)

Jezeli m < k, to:

My® {m) = PkiE{ei-(k-m)yi-(i-m)yi-} (A.19)

Uwzgledniajac réwnanie definicyjne procesu EB (k,l), otrzymamy:

My2\m ) = PhE{ei-kyi-iei-(k- m)yi-(;_m)} = PliE{ei+meiyi-~K)yi+m+k-i).} (A.20)

Poniewaz m > m + k —I, wiec

ME£\m) = 0.
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A.1.5. Trzeci moment taczny

Trzeci moment My3\p, g) wyznaczamy, korzystajac z definicji 2.9. Dlap = 0,q= 0
otrzymamy:

1 ~
Jesli rozktad pobudzenia gj jest symetryczny, to mi3*=0, wiec:

M f\0,0) = 0. (A.22)

Dlap =k, g = | na podstawie definicji 2.9, trzeci moment jest réwny:

M<3(fc,/) = £{~-*2*-,} = 0)= 4+~ 22X . (A.23)
Ze wzgledu na to, ze:
E {yiyi—pyi-g} = gu-p}) (A.24)
trzeci moment jest symetryczny, tzn.
My3\p, ) = M ™\q, p).

Dlap™ kig” I
M”3)(p, q) = £{3/iyi_pyi_e} = E{eiyi-pyi-q} + Pk, E{ei*kyl-iyi*pyi*q}. (A.25)

Ze wzgledu na zerowanie sig pierwszego sktadnika sumy (A.25) trzeci moment
M<3)(p, e) opisany jest zaleznoscia;:

AN3)(p, q) = BE{eiyi-(t-k)yi-(p-k)yi-(q-k)-} (A.26)
Analiza réwmania (A.26) pozwala stwierdzi¢, ze warto$ci My3X(p, q) zeruja sie dlap ™ k
ig” |, poniewaz:
Dlak = min(k,l,p,q):
M<*>(p,g) = 0. (A.27)

Dlap <kiqg>k:
M ~ip, q) = okiE{eiyi- {l_KyiHk-p)yi-(g-k)} =

= PKIE{€i+(k—  (K)yi~gH)} (A.28)
OKIE {eiVi—{—k)Vi—{o—)Ni—pVi—pH-f)} = 0
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Dlap<kig<k:
M ~ip, q) = PKIiE{eiyi-"K)yi+ik-p)yi+(k-q)}- (A.29)

Dlap < ¢

Mf\p,q) =PkiE{eiei+(k-p)yi-(I-k)yi+(k-0)}+

PKIE{&iyi—1-k)yi-\-(k—q)£i-pyi-(I+p-k)}-
Pierwszy element (A.30) sie zeruje, wiec:
My3\p,q) —PkIE{eiyi-(I-K)yi+(k-q)ei-pyi-(I+p-k)}- (A.31)
Rozwijajgc dalej (A.31), otrzymamy:

My3\p,q) =PkiE{eiyi-(i-k)ei+Hk-q)ei-pyi-(i+p-k)}+ (A 32)
PKIE{eiyi—k)6i—eyi+k—gCi—pyi—{+p—k)jm

Pierwszy element sumy (A.32) sie zeruje, wiec dalej:

M yHp, 6) = /2HA{e%i-pei-9n-(i-fc)2/i-(i+9-*)y*-(i+P-fc)} = (A.33)

A.2. Elementarny diagonalny proces biliniowy EB(k, k)
Przypomnijmy réwnanie definiujace diagonalny elementarny proces biliniowy:
Vi = £i + Pkkhi—kyi—ki (A.34)

gdzie ej jest dyskretnym biatym szumem, scharakteryzowanym momentami m dla

r=12,..,iz

A.2.1. Pierwszy moment
Zgodnie z definicjg 2.4 pierwszy moment wyliczymy jako:

= E{y{} = E{ei} + pkkE{ei-kVi-k} = Pkkm\R). (A.35)

Pierwszy moment, czyli warto$¢ oczekiwana procesu EB (k, k). jest rozny od zera, co

oznacza, ze wszystkie wyzsze momenty réznig sie od momentéw' centralnych.
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A.2.2. Obliczenia pomocnicze

Ponizej zamieszczono obliczenia pomocnicze potrzebne do wyznaczenia momentow
procesu EB(k, k).

y(i) = e(i) + pkke(i - k)y(i - k)

yf = €7+ 2iakkete Ky .-k T P ikej_ky2 k
yf = e? + 3pkkefe kytk + W kkeiA-kyt,,k + OhA-kVi-k (A.36)
yf = e} + 40kke?e . ,-ky,_k + 65 kK< $t$-kVi-k + ~ Ik eiri-kti-k T P iketk yi-
Wartosci oczekiwane iloczyndw zmiennych losowych:
E {elVi} = m 2\
E i<Wi} = 2pkk{m f)f
E {e2i/?} = A+ 2Pkkmi3ztm A
1- Pkkmi2)
(A.37)
E {efyf} =— +3Pkkmeo)m I+ 30l m (a)E fe2y?}
1-AW 3 ’

r441_ A98)+ 4pkkm { )m é)+6P|an"E {eZy2}+ 4P Bkm & )E {ESyS}

Zaktadajac, ze e ma rozktad symetryczny i zerowg warto$¢ oczekiwang, otrzymamy:

E {e”] = mi2),

El(ei2/f} = 213t6(mE)2,

Ne

E(N roro A (A3S)

E {eh?} = m'6) + 3"\m<4)E {e2* },

p fpa 41_m’8)+ E {elyuyu
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Zaktadajac, ze ej ma rozktad gaussowski i zerowg warto$¢ oczekiwang, otrzymamy:

E{eiyi) = A2,

E {eil2} —2cfeAd,

£{® =H p (A.39)

E {eiVi} —5A6+ 9PKkX4E {efyf},

_ 7A8+ 30PKK\ 6E {e2y2}
Efetyf} = 1 —3/5HicAd

A.2.3. Momenty zwykite

Momenty zwykte obliczamy zgodnie z definicjg 2.4 jako wartosci oczekiwane dla
(A.36). Uwzgledniajac (A.37), (A.38), otrzymamy:
a4 X = Pkkmé\
My®(0) = me2>+ PKkkE {ejy2}, (A 40)
My3\o, 0) = mi3) + 3Pkk{m(2))2 + PIKE {e?y?},
A44)(0,0,0) = mid) + 43mi3)mi2) + 6 $ Tmi2)E{e?y?} + PRKE {e*y?}.
Zaktadajac, ze et ma rozktad symetryczny i zerowg warto$¢ oczekiwang, otrzymamy:
Mv ] = Pkkmie \
M f (0) = m (2 + PkkE {ejy2}, noA
M~3)(0,0) = 3pkk{m¢1)2 + PkkE {e3y3},
A44)(0,0,0) = rcdd) + 6P2km {QE {e?j/?} + PKKE {efyf} .
Zaktadajac, ze e, ma rozktad gaussowski i zerowg warto$¢ oczekiwana, otrzymamy:
M N = PKkkA2,
Mf(0) = A2+ {e2y2}, 42)
My3\0 ,0) = 3pkkX* + pkkE {e?y3},
M<4)(0,0,0) = 3A4 + 6PZkX2Eeh? + P\KE {e424} .

A.2.4. Drugi moment tgczny
Drugi moment faczny wyrazony jest zaleznoscia:

wyaym = £{4idj_m} (A.43)
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Dlam = 0 drugi moment My2\o), na podstawie (A.36) i (A.40), jest réwny:

m 0=£«} = (A4
1- Pkkmc

Zaktadajac, ze ej ma rozktad symetryczny, mamy:
. % -*»£> l-ftrf» ' ( ’
Dla pobudzen, dla ktérych zachodzi zwigzek:

mi2r) = fer(m'2)r, (A.46)

gdzie A jest dodatnig liczba rzeczywista, a r = 1,2, ...i?, zalezno$¢ (A.45) ma postac:

0) = N+ Pkkme\r4 —1)) (A.47)
Dla e, o rozktadzie normalnym:
" 2)0) = (A.48)
Dla przesunieciam ~ O:
MMm) = £{&&_,.} = (A.49)

Warto$¢ drugiego momentu My2\m ) zalezy od warto$ci przesuniecia w nastepujacy
sposob:

- Dla przesunigecia m = k:
My2\k) = PkkE{eiV2} = + 2/& (mf)2, (A.50)
przy czym dla ej o rozktadzie normalnym:
M f(fc) = 2pkkx4. (A.51)
- Dla przesunig¢ m > k:
M M\m) = OkkE{e<(gj+ A*ej_*:yj_k)yj_(m )} = P2k{m{2))2, (A.52)
przy czym dla ejo rozktadzie normalnym:

M '2)(m) = OlkW (A 53)
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- Dla przesunieg¢ m < k:
My \t7i) = PKkE{Ei(ei+k—m 'I* Pkkhi—myi—m)yi)"\ =Pkki*c ' (A.54)
przy czym dla ej o rozktadzie normalnym:
M M\m) = PIkX*. (A.55)
Drugi moment centralny jest funkcjg autokowariancji procesu.
Odejmujac od wszystkich wartosci ciggu t/j warto$¢ oczekiwang, uzyskamy ciag 7
0 zerowej wartosci oczekiwane;j:
Zi= Vi~ E{yi} = t/j - Pkkm(2). (A.56)
Momenty procesu (A.56) sg jednocze$nie momentami centralnymiprocesu (A.34).
Wariancja procesu z, jest rowna:
Mf>(0) = MA(0) - (M ~)2. (A.57)
Dla pobudzen, dla ktérych zachodzi (A.71), zalezno$¢ (A.57) ma postac:

m?' (I + (k4- 2)%kmi2i + /%k(mIV)2)
i -B - {A.58)
1 Acfome

M?><0)

Dla e* 0 rozktadzie normalnym:
Mj2>(0) = (A59)

ljednoczes$nie jest drugim momentem centralnym, czyli wariancjg procesu EB (k, k):

Mi2)(0) = M'(2)(0) = <. (A.60)
Z zalezno$ci (A.59) wynika, ze proces EB (k, k) ma okre$long wariancje, o ile spetniony
jest warunek (taki sam jak dla ciggu subdiagonalnego):
PImw < I (A.61)
Dla przesuniecia m, funkcja autokowariancji procesu EB (k, k),(czyli jego drugi mo-
ment centralny):
MW (m) =M ?2\m) = E{(y, - E{Vih(yi_m- E{yih}, (A62)
zwigzany jest z momentem My2\m ) zaleznoscia:
Mj2>(m) =< @M = Mv2)(m) ~ (A.63)

W zaleznosci od przesuniecia m wartosci funkcji autokowariancji sg rowne:



142 A. Momenty elementarnych proceséw biliniowych

- Dla przesunie¢ m = k:

M ?\k) = M Mk) =p2k(m*)2. (A.64)

- Dla przesunig¢ m > k:
Mi2Am) = M'W{m) = 0. (A.65)

- Dla przesunie¢ m < k:
(m) = My@\m ) = 0. (A.66)

Autokowariancja procesu EB (k,k) przyjmuje wartosci zerowe, z wyjatkiemwartosci
dla przesuniecia zeroiprzesuniecia k. Wykazuje tym samym podobienstwo do ko-
wariancji procesu M A (k) o wspotczynnikach zerowych, z wyjatkiem k—tego wspot-
czynnika.

Proces EB(k,k) jest wiec procesem o niezerowej wartosci oczekiwanej i, przy

spetnieniu warunku (A.61), procesem o skoriczonej wariancji.

A.2.5. Trzeci moment tgczny

Trzeci moment tgczny My3\li,l2) wyznacza sie na podstawie réwnania definicyj-
nego:

Mj.3)(p, a) = E{yiyi.,,yi. g} (A.67)

Wartos$¢ trzeciego momentu zalezy od wartosci przesunie¢ pigw nastepujacy sposéb:

- Dlap = q = 0 warto$¢ My3 0,0) mozna, na podstawie zaleznosci (A.36), (A.37)
i (A.42) wyrazi¢ nastepujaco:

m 00 = (A
1- Pikm

Wartosci momentéw mé2r| dla e, o rozktadzie normalnym, ir = 1,2,3 sg réwne:
m<2) = A2,

m<4) =3A4, (A.69)

m<6> =5A6.
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Dla ej o rozktadzie rownomiernym w przedziale [, a] wartosci momentéw mi2r

dlar = 1,2,3 wynoszg odpowiednio:

” = n2

m@ = 3

m4 =j, (A.70)
mi«»

Dla pobudzen o symetrycznych rozktadach prawdopodobienstwa, ktérych momen-
ty spetniajg zaleznosé:
S2* = [c2r(m™2))(r), (A.71)

réwnanie (A.68) sprowadza sie do postaci:

<><0,0) =M m ?)*3+ (<t- . + . (A.72)
|_

Dla pobudzenia gaussowskiego, po uwzglednieniu zaleznosci (A.69) trzeci moment

My3\ 0,0) mozna wyrazi¢ w funkcji parametrow modelu EB (k,k) jako:

01 0) = %'73>
- Dla przesunie¢ p = q = k trzeci moment My3\k, k) jest rowny:

M f (fc, k) = E{yiy2 k} = E{eiV3}. (A.74)
Na podstawie (A.36) mamy dalej:

4 . ra @ ®)
My3)(k, k) = Pkkm” + 3Pkkm~m~* + 3PIlkm (2— T kkme me—~

= po2km K

(A.75)

m {516) + 3fem<2m!5)(l - BLMP) + 3P mp
+P3k™** (1 - /32%m f)(1 - P3km(3))

Dla ej o rozktadzie symetrycznym i zerowej wartosci oczekiwanej zalezno$¢ (A.75)
sprowadza sie do:

««(*, k) = (AT0)
Jesli jest spetniony warunek (A.71), to

we>*f)=w N aNe + g~ 8> (AT
1~ Pkkme
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Dla pobudzenia gaussowskiego, uwzgledniajac (A.69), otrzymamy:
MA3)(fc, fo) = IAcAdMy2)(0). (A.78)
Dla przesunie¢ k, 1 * k trzeci moment wyrazony jako:
My3)(k,l) = = PkkEiayfyi-i+k, } (A-79)

zalezy od relacji miedzy przesunieciami k i I.

- Jeslik <1, to:

myaks) = HALEEAA(Ee + 230Hd_TiL T+ =

(A.80)
= "PIKE{eRyi-kei-kyi-(i-k)] = 2Plkm &) E{elylyl- {i*2k)} m
- Jezeli | = 2k, to:
M f(M) = 2plkm ~E{eiyi) = 423F(m<2)3. (A.81)
- Jezeli | > 2k, to:
My3){kJ) =20IkTn(QE{eiytyi_(@i"k)} =
—2Pkkm 7 E{eiyi-(i~2k)(ei + Pkket-kVx~k)} = (A.82)
=2PIk(rnf)3-
- Jeéli k > I, to:
MA3)(k, ) =PKkE {eiy2i(ek+k | + 2Pkkeiei- lyi-i)} =
=PKKE {eiViei-iyi-i} = 2PIKE{e2yi-kei-kei-iyi-i)} = (A.83)
=2P3km@)E {eiyiei+k-iyi+k-i)} = 2/ (m<2))3.
Trzeci moment centralny:
MY)(p, a) = Mi3)(p, 9), (A.84)
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gdzie:
Zi=yi- E{yt}, (A.85)
zZwigzany jest z trzecim momentem procesu nastepujacymi zaleznosSciami:
Mj3>(p.g) =M<3>(p.9) - (P-9)~
(A.86)

— (@ +2(M~)3.

Wprowadzajac oznaczenie:

=y,
otrzymamy zaleznosci:
- Dla przesunie¢ zerowych p =0, q= 0:
Mj3)(0,0) = M<3)(0,0) - 3 p 4 2)(0) + 2y3. (A.87)
- Dla przesunie¢ p —k, q = k:
MPB\k ,ft) = M $\k, k) - yM 2i0) - 2y M ~\k) + 2y3. (A.88)

Dla procesu EB(k,fc) z pobudzeniem gaussowskim zalezno$¢(A.87) w funkcji
parametrow pkk i Aprocesu EB(k, k) mozna przedstawi¢ nastepujgco:
Mi3>0,0) = 2/ A(1°ff~ ~ (A.89)
1~ Pkk*
Zalezno$¢ (A.88) mozna przedstawi¢ w funkcji parametréw Pkk i A procesu EB(k, k)

z pobudzeniem gaussowskim jako:

.wa)n i\ X22 - + 9/3A2 + 2pkkX4 [k i\
Mid\k, k) = pkk\2 i _IARR « »

A.2.6. Czwarty moment zwykty

Czwarty moment zwykly moze zosta¢ wyznaczony na podstawie definicji 2.4 i
zaleznosci (A.42).
Dla procesu EB(k, k) z pobudzeniem gaussowskim wyrazony jest jako funkcja

parametrow A2 i x = PkkA2 nastepujaca zaleznoscia:

i2+ 3(1 + 5a;)(1 + 3x2

(A.91)
- x)(I- 3x2

M<4>(0,0,0) = Ad
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Czwarty moment centralny Mido, 0,0) mozna wyrazi¢ poprzez nizsze momenty na-
stepujaco:

M<4)(0,0,0) = M ~(0,0,0)+6(M ~)2M f(0,0)-4M 'M ~(010)-3(M W )4. (A.92)

Z rownania (A.91) wynika, ze warunkiem istnienia czwartego momentu jest

Dodatek B

Przyktady identyfikacji elementarnych

procesdéw biliniowych

Zamieszczone w tym rozdziale przykitady maja na celu ilustracje wynikéw esty-

macji parametrow elementarnych proceséw biliniowych EB (k, 1) metodg momentow,

uog6lniong metodag momentéw oraz metoda RLS, opisanymi w rozdziale 6. W meto-

dzie momentow i uogdlnionej metodzie momentéw wykorzystano analityczne zalez-

nosci miedzy momentami i parametrami proceséw, wyprowadzone w dodatku A.

Uzyskane wyniki pozwalajg

poréwna¢ skutecznos$¢ i doktadnosé metod estymaciji,

zweryfikowa¢ zaproponowany w rozdziale 5.3 warunek identyfikowalnos$ci procesow
EB,

zaobserwowaé wptyw stochastycznego rozktadu pobudzenia procesu na wyniki es-
tymaciji.

Doswiadczenia byty prowadzone w nastepujacych warunkach:

Zbiory danych, stuzacych do estymacji parametrow pochodzity z elementarnych
procesow hiliniowych EB (k, 1), diagonalnych i subdiagonalnych, pobudzanych bia-
tym szumem e, o rozktadzie normalnym i rbwnomiernym, o wariancji ml(z) -1
Parametr j3i nalezat do przedziatu (0.1,0.7), tak wiec kazdorazowo speiniony

byt warunek odwracalnos$ci procesdéw, przyjmowany dotychczas w literaturze za

rownowazny warunkowi identyfikowalnosci:

$ K 2)2< 05.

Struktura identyfikowanego modelu £B(k, I) byta zgodna ze strukturg procesu
EB(k,I).
Estymacja paramrtrow przeprowadzana byta na podstawie zbioréw danych licza-

cych 1000 prébek dla 200 odrebnych realizacji kazdego z procesow.
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5. Metoda momentow i metoda RLS realizowane byly odpowiednio wedtug schema-

tow podanych w rozdziatach 6.1 i 6.2.1.

6. Dla uogo6lnionej metody momentéw:

- minimalizacja wskaznika jakosci 6.16 przeprowadzana byta przy ogranicze-
niach:

-0.5 0.5
M<2> W<M f’

0< < M<2>

- Za pierwsze przyblizenie rozwigzania (warunki poczatkowe) dla uogdlnionej
metody momentow przyjeto wynik estymacji uzyskany zwyktg metodg mo-
mentow.

- Jako wynik koricowy przyjeto parametry wyznaczone po 10 cyklach optymali-
zacji.

Przyktad 1

Przytad ilustruje wyniki estymacji parametrow proceséw diagonalnych EB (k, k)
pobudzanych biatym szumem gaussowskim.

Vi AVi-a

Oceny parametréw uzyskane uog6lniong metodag momentéw (GM M), zwyktg metodg
momentéw (ZM M) i rekurencyjng metodg najmniejszych kwadratéw (RLS) zebra-

no w tabeli B.l. W tabeli podano warto$¢ $rednig oceny, a obok, w nawiasach, jej
wariancje, u zyskane dla 200 realizacji.

Przyktad 2

W tabeli B.2 zamieszczono wyniki estymacji parametréw elementarnych diago-
nalnych proceséw biliniowych opisanych réwnaniem identycznym jak w przykadzie

1, lecz pobudzanych biatym szumem o rozktadzie réwnomiernym.
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Tabela B.l: Poréwnanie metod estymacji parametréw procesu EB(k,k) z pobudzeniem o

rozktadzie normalnym

GMM GMM ZMM ZMM RLS RLS

bkk mif) bkk m 12> bkk m12)
01  0.110 (0.002)  1.000 (0.001)  0.090 (0.005)  0.990 (0.009)  0.110 (0.003) 1.000 (0.001)
0.2  0.200 (0.004) 1.000 (0.006) 0.200 (0.005) 0.990 (0.010) ~ 0.180 (0.002) ~ 1.090 (0.003)
0.3  0.340 (0.040) 0.970 (0.040)  0.300 (0.008)  1.000 (0.010) ~ 0.290 (0.001)  1.200 (0.006)
04 0390 (0.001) 1.090 (0.030) 0.400 (0.050)  1.030 (0.060) ~ 0.380 (0.001)  1.420 (0.008)
05  0.350 (0.002) 1.440 (0.003) 0.340 (0.110) ~ 1.460 (0.560) ~ 0.290 (0.003)  1.700 (0.010)
0.6 0.310 (0.004) 2.010 (0.130)  0.130 (0.060) ~ 2.350 (0.062) ~ 0.130 (0.004) ~ 2:410 (0.230)

07 0260 (0.020) 3.450 (1.220) 0.220 (0.090) ~ 3.220 (4.030) ~ 0.080 (0.004)  3.550 (0.560)

Tabela B.2: Poréwnanie metod estymacji parametrow procesu EB(k,k) z pobudzeniem o

rozktadzie rownomiernym

GMM GMM ZMM ZMM RLS RLS

519} mi2» bkk mf? bkk mi,
01  0.100 (0.000) 1.000 (0.000)  0.090 (0.006)  1.000 (0.007)  0.090 (0.001) 1.010 (0.000)
02  0.200 (0.001) 1.000 (0.001)  0.200 (0.006)  1.000 (0.007)  0.170 (0.003) 1.040 (0.001)
03  0.300 (0.001) 1.000 (0.001) 0.330 (0.006) 0.970 (0.004)  0.250 (0.006) 1.100 (0.001)
04 0390 (0.001) 1.000 (0.002) 0.380 (0.007) ~ 1.010 (0.060)  0.320 (0.009)  1.200 (0.003)
05  0.400 (0.000) 1.200 (0.009)  0.060 (0.040)  1.530 (0.060)  0.390 (0.016) 1.410 (0.100)
0.6 0.350 (0.000) 1.600 (0.030) 0.010 (0.010) ~ 1.990 (0.050) ~ 0.360 (0.011)  1.730 (0.016)

07 0310 (0.003) 2.200 (0.008) 0.030 (0.002)  2.620 (0.180) ~ 0.230 (0.009) 2270 (0.057)

Przyktad 3

Wyniki umieszczone w tabeli B.3 dotyczg estymacji parametréw procesu subdia-

gonalnego EB (k,l), opisanego réwnaniem:
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pobudzanego biatym szumem o rozktadzie normalnym. Przyjete oznaczenia sg takie
same jak we wczes$niejszych przyktadach.

Tabela B.3: Poréwnanie metod estymacji

rozkfadzie normalnym

parametréw procesu EB(k,l) z pobudzeniem o

GMM GMM
ZMM ZMM
RLS RLS

H& o biki ki nd
0.1 0.00 (0.001) {910 (0.002)  0.110 (0.001) 1000 (0.002)  0.090(0.023) 980 (0.004)
0-2 0200 (0.020) 1000 (0.002) 0200 (0.002) 1010 0902 01800.017) 0,990 (0.007)
03 0290 (0.003) 1,000 (0.030) 0300 (0.030) 1000 ©909)  02600.013) 1010 (0.009)
0.4 0.390 (0.003) 1010 (0.003)  0.400 (0.010) 1.030 (0.008)  .360(0.013)  1.020 (0.011)
0.5 0.420 (0.001) 1110 (0.009)  0.440 (0.030) 1040 (0025 0430(0.015) 1071 0.023)
06 0.390 (0.001) 1310 (0.020)  0.340 (0.061) 1.270 (0.082)  0.460(0.029) 1160 (0.067)

0.7 0.350 (0.002 i
( ) 1.630 (0.0i0)  0.290 (0.053) 1610 (0.165)  .350(0.043) 2540 (0210)

Przyktad 4

Wyniki umieszczone w tabeli B.4 dotyczg estymacji parametrow proceséw subdia-
gonalnych o parametrach takich jak w przyktadzie 3, pobudzanych biatym szumem
o0 rozktadzie rownomiernym. Wyniki przedstawione w tabelach B.l - B.4 pozwalajg

sformutowac nastepujace wnioski:

1. W tki ktady dot t ji tré
szystkie przyktady dotyczg estymacji parametrow orocesow EB (K, 1), spelnia-

jacych warunek odwracalnosci:

PkimW < 0.5.

Mozna jednak zaobserwowac, ze nie wszystkie tak zdefiniowane procesy odwra-
calne sa identyfikowalne parametrycznie. Praktycznie, zakres identyfikowalnosci
parametrycznej pokrywa sie z warunkiem uzyskanym w rozdziale 5.3.3.

Poprawne wyniki identyfikacji uzyskiwano dla parametrow

Oki < 0.4,

co odpowiada warunkowi

< 0.16.
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Tabela B.4: Poréwnanie metod estymacji parametrow procesu EB(k,l) z pobudzeniem o

rozktadzie rownomiernym

GMM GMM ZMM ZMM RLS RLS

Bki bki mAp bki mif?) bki m@

01 0100 (0001 1000 (0.001) 0.090 (0.005) 1000 (0.001) 0.090 (0.001)  L010 (0.000)
0.2 0200 (0.001) 1000 (0.001) 0200 (0.006) 1000 (0.001) 0.170 (0.003)  1.040 (0.001)
0.3 0.300 (0.001) 1000 (0.001) 0.330 (0.006) 0.970 (0.004) 0.250 (0.006) 1100 (0.001)
04  0.400 (0.000) 1000 (0.002) 0.380 (0.007) 1.010 (0.006)  0.320 (0.009)  1.200 (0.003)

0.5  0.420 (0.001) 1.200 (0.009)  0.060 (0.040)  1.530 (0.060)  0.390 (0.010)  1.410 (0.100)

0.6 0.350 (0.001) 1.600 (0.030) 0010 (0.010) 1.990 (0.050)  0.360 (0.011)  1.730 (0.016)

0.7 0.310 (0.001)  2.220 (0.080)  0.030 (0.020)  2.620( 0.180)  0.230 (0.009)  2.270 (0.057)

2. Dla zwykfej metody momentéw zaobserwowano, ze dla proceséw, dla ktorych

/72m<2) > 0.16

liczba realizacji, dla ktérych nie mozna bylo znalezé modelu biliniowego, rosta ze
wzrostem f32rri[2> W przypadku braku rozwigzania dla danej realizacji przyjmo-
wano wynik bu = 0, co istotnie obnizato $rednig warto$¢ bki-

3. W przeprowadzonych badaniach, w zakresie proceséw identyfikowalnych parame-
trycznie, wszystkie metody estymacji dajg poprawne wyniki. Nieznacznie lepsza od
pozostatych jest uog6lniona metoda momentéw, ze wzgledu na mniejszg wariancje
ocen parametrow.

4. Dla proceséw pobudzanych biatym szumem o rozktadzie réownomiernym uzyskuje
sie mniejsza wariancje ocen niz dla proceséw pobudzanych gaussowskim biatym
szumem.

Kolejny przyktad umieszczono, by zilustrowaé jedna z przyczyn praktycznej

nieidentyfikowalno$ci parametrycznej niektérych odwracalnych elementarnych

procesow biliniowych.
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Przyktad 5

Dla procesu
Vi = e-+ 0.37ei_dyi_4, (B.L

dla ktérego mi2 = 0.8 i tym samym warto$¢ iloczynu parametréw

0lkme]= 0.11,

czyli mieszczg sie one w granicach przyjetych dla proceséw parametrycznie identyfiko-
wanych, wyznaczono oceny momentéw M yT ) dla poszczegdlnych realizacji procesu
i poréwnano je z warto$ciami wyznaczonymi dla procesu na podstawie zaleznosci
zamieszczonych w dodatku A. Na rys. B.l pokazano warto$ci ocen momentdw cen-
tralnych My2 0), My2\k), My3\k,k) wyznaczone dla stu realizacji elementarnego
procesu biliniowego. Linig ciagta zaznaczono warto$ci momentéw centralnych wyzna-
czone teoretycznie na podstawie zaleznosci wyprowadzonych w dodatku A. Oceny

momentéw wahajg sie wokdt wartosci teoretycznych z pewng wariancja.

Rys. B.l: Poréwnanie momentéw centralnych i ich ocen dla 100 realizacji procesu B.I

Fig. B.1: Comparison ofthe central moments with the ones estimated from 100 realizations
of the process B.I
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Rys. B.2: Poréwnanie momentéw centralnych i ich ocen dla 100 realizacji procesu B.2

Fig. B.2: Comparison of the central moments with the ones estimated from 100 realizations

of the process B.2

Kolejny rysunek B.2 przedstawia momenty i ich oceny dla rowniez odwracalnego

procesu EB (k,k)\
U = e{+ 0.766]_42/j 4, (B.2)

dla ktérego mi® = 0.8. Tym razem iloczyn parametrow

32km f]= 0.46

miesci sie blisko granicy odwracalnosci. Oceny momentéw wahajg sie woko6t warto-
ci teoretycznych ze znacznie wigkszg wariancjg niz poprzednio i dla wielu realizacji
istotnie odbiegajg od wartosci teoretycznych. Takie zachowanie sie ocen momentéw
niewatpliwie wptywa na pogarszanie sie wynikéw identyfikacji zarowno zwykla, jak i
uogdlniong metodg momentow.
Pogorszenie wynikéw identyfikacji zaobserwowa¢ mozna w przyktadach 1-4 dla
> 0.4. Duze wartosci ocen momentdéw, wyznaczanych zawsze na podstawie
realizacji o skonczonej liczbie probek, sg spowodowane losowym (ale nie czestym)
pojawianiem sie duzych wartosci liczbowych w ciagu danych. Metody estymacji wy-

korzystujgce minimalizacje btedu predykcji nie sg odporne na takie wahania danych,
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co jest powodem rozbieznosci metody lub uzyskania btednych wynikéw identyfika-
cji. W [58], [34] zaproponowano spos6b modyfikacji metody RLS dla takiego typu
danych. ldea polega na sztucznym ograniczeniu biedu predykcji, wyznaczanego w
algorytmie. Tego typu modyfikacja zastosowana byta dla metody RLS w przyktadach
1-4. Modyfikacja powoduje, ze metoda RLS nie rozbiega sie, ale wyniki estymacji
odbiegajg od poprawnych (sg niedoszacowane). Zalecana w takich przypadkach nor-
malizacja amplitudy sygnatu, majgca na celu zmniejszenie wartosci sygnatu w pro-
cesie ich przetwarzania, jak wynika z doswiadczen autorki, nie wptywa na poprawe
identyfikowalnosci proceséw biliniowych, co mozna uzasadni¢ nastepujaco. Zatdzmy,
ze maksymalna warto$¢ ciggu {y*}jest rbwna ymax, a ciag o znormalizowanej amplitu-

dzie uzyskano przez podzielenie kazdej warto$ci ciggu yr przez ymax. Znormalizowany

proces jest teraz opisany rownaniem:

Vi _ ei I fi y* /r> o\
“b PKKY Tax (G
YTax Ywax YTnax Yrnax
lub odpowiednio:
PkkMi—k"i—kt

przy czym:
771g ' 1Y Taxu
Pkk = PkkYTax

i relacje miedzy parametrami modelu, wptywajace na stabilno$¢, odwracalnosé, iden-

tyfikowalno$¢ pozostajg niezmienione, gdyz:

Dodatek C

Przyktady proceséw opisanych modelami

biliniowymi

W rozdziale pokazano przyktady proceséw technologii chemicznej i proceséw bio-
medycznych, dla ktérych naturalnym opisem jest model biliniowy (7.2), omdéwiony
w rozdziale 7.1.2. Aby zilustrowaé sposéb stosowania modelu L —EB (ktory jest
modelem ciggu czasowego), wykonano nastepujace doswiadczenia:

1. Dla kazdego z omawianych proceséw na podstawie ciggtego modelu, bedacego
uktadem biliniowych réwnan rézniczkowych opisujagcych proces, wygenerowano
sygnaty odpowiadajgce fizycznym wyjsciom procesu technologicznego.

2. Wybrane, ciagte sygnaty wyjsciowe prébkowano z okresem prébkowania TJ, uzy-
skujac dyskretne ciggi czasowe.

3. Dla dyskretnych sygnatéw wyjsciowych dopasowano model L —EB, opisany w
rozdziale 7.1.2.

4. Parametry czesci biliniowej modelu L —E B estymowrano zwykta metodg mometow,
stosujac algorytm zaproponowany w rozdziale 6.2.1.

5. Na podstawie parametru rn'® modelu L —E B szacowano efektywno$¢ predykcyjna
modelu, wyrazong wspétczynnikiem efektywnosci predykcji (2.34), zaproponowa-

nym w rozdziale 2.

C.l. Dekantacja

Procesy dekantacji zachodzg w aparatach zwanych osadnikami (dekanterami, od-
stojnikami) [61]. Przyktad pokazany narys.(C.l) przedstawia aparat, w ktorym powoli
zachodzi dekantacja. Zawiesina Fwe doptywajgca do osadnika ulega rozwarstwieniu
na warstwe klarownej cieczy Fp odptywajacej przez przelew oraz warstwe szlamu Fwy

opadajacego na dno osadnika. W niektdrych technologiach do osadnika, oprocz stru-
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Rys. C.I:  Schemat osadnika z flokulantem

Fig. C.lI: Scheme of the decanter with flocculant

mienia zawiesiny, dozowany jest flokulant Ff, substancja powodujgca ktaczkowanie w

procesie koagulacji osadéw i przyspieszajgca klarowanie cieczy.

Model ciggty osadnika

Bilans przeptywéw (réwnanie zachowania masy) dla osadnika opisany jest przez
réwnanie:

dv
FWe+ Ff—Fp—Fuy = — , (C.n

gdzie V oznacza catkowitg objeto$¢ zawiesiny w dekanterze. Ze wzgledu na to, ze

osadniki pracujgce w sposob ciggty sa aparatami przelewowymi, przyjmuje sig, ze:
V = const
i rownanie bilansowe dla przeptywéw C.| sprowadza sie do
Fwe + Ff —Fp — Fuy = 0. (C-2)

Wzdtuz osadnika ustala sie pewien profil gestosci zawiesiny. Najmniejsza gestos¢ ma
zawiesina w gorze osadnika, a ku dotowi aparatu gesto$¢ zawiesiny sie zwieksza. Po-
niewaz w osadniku nastepuje sedymentacja osadu i klarowanie $ciekow, wyroznia sie
w nim dwie zasadnicze strefy: strefe klarowania i strefe sedymentacji. Strumien wpty-
wajacy do osadnika rozdziela sie umownie na dwa strumienie: strumien ptynacy w
goére i opuszczajacy osadnik w postaci Sciekéw oczyszczonych oraz strumien ptynacy

w dét i opuszczajacy osadnik w postaci zawiesiny zageszczone;j.

. 157
C.l. Dekantacja

W modelu osadnika [110] zaktada sie istnienie umownych n warstw o objetosci

pokazanych na rys. C.2, z ktérych kazda ma okre$lone stezenie st strefy klarowania i

stezenie ¢- strefy sedymentacji.

AFwy, cwy

Rys. C.2: Model warstwowy osadnika z flokulantem

Fig. C.2: Layer model of the decanter with flocculant

Zaktadajac, ze reakcja dekantacji zachodzi wg wzoru [65]

A —B :r = kAn, (C.3)
gdzie wspotczynnik k okreslajacy szybkos¢ reakcji zalezy od flokulanta nastepujaco:
k —ko F kxFf
dla warstwowego modelu osadnika, pokazanego na rys. C.2 réwnania bilansu ciata

statego dla frakcji klarownej i zageszczonej sg nastepujace:

F(swi- Si)- (ko+hFf)sj= (CA)
FAQ - )+ (ko+KkxFf)A = ViNE
gdzie:
F jest natezeniem przeptywu Sciekdw w osadniku, réznym dla réznych warstw

osadnika. Przyjmuje sie, ze:

Fwe dla warstwy 0,

F =SF, dlawarstw-1,..,-H, (C.5)

Fwy dla warstw 1,...,D,.
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- Sw i On oznaczajg stezenia odpowiednich frakcji w strumieniu wptywajgcym do
danej warstwy.

Typowymi zaktéceniami procesu dekantacji sa zmiany przeptywu zawiesiny nieza-
geszczonej Fwe ijej stezenia cwe. Losowe zaktdcenia stezenia zawiesiny niezageszczonej
CWe przenoszg sie na stezenia we wszystkich warstwach osadnika. Przyktadowe prze-

biegi stezeA przy losowo zaktdcanym stezeniu wejsciowym pokazano na rys. C.3.

o\
» 1 . IHEE

Rys. C.3: Stezenie zawiesiny w kolejnych warstwach osadnika

Fig. C.3: Concentrations of suspension in succeeding layers in the decanter

Model L —EB dla stezenia zanieczyszczen cieczy sklarowanej

Poszukiwania liniowego modelu
A(D)ti = Wi (C.6)

dla odchytki stezenia (pzanieczyszczen cieczy sklarowanej, opuszczajacej dekanter od
jej wartosci $redniej
i o @
wskazujg, ze
AMD) = 1
Oznacza to, ze nie mozna znalez¢ liniowego modelu innego niz bialy szum w, o wa-
riancji mIf’ = mi2l= 0.99, zatem sygnat G — o jest nieprognozowalny metodami

liniowymi. Przyjmujgc do opisu stezenia Qo model elementarny biliniowy, zidentyfiko-

wano:

cPi-cp = W'+ 0.44u;* 5(cp<7- cp),
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gdzie niw® = 0.83.
Wspotczynnik efektywnosci predykcji (2.34) dla dekantera jest rowny:

“_‘.5S-0l6 C?)
Uzyskany wynik wskazuje, ze mozliwajest efektywna predykcja nieliniowa stezenia

Qi —Qp, aczkolwiek efektywnos¢ tej predykcji nie jest duza.

C.2. Destylacja

Destylacja jest metoda rozdzielania ciektych uktadéw wielosktadnikowych, wyko-
rzystujgcg roézng lotno$¢ poszczegoélnych sktadnikéw [61]. Destylacja polega na odpa-
rowaniu najbardziej lotnego, w danych warunkach ci$nienia i temperatury, sktadni-
ka, a nastepnie jego skropleniu i zebraniu kondensatu w odpowiednim odbieralniku.

Kolumna destylacyjna [65] pokazana na rys. C.4 jest przyktadem aparatu, w ktdrym

Rys. C.4: Uproszczony schemat kolumny destylacyjnej

Fig. C.4: Simplified scheme of distillation column

zachodzi wymiana masy w wyniku kontaktowania sie dw'éch przeciwnie skierowanych

strumieni cieczy i pary.
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Model kolumny destylacyjnej

Rozpatrywana kolumna destylacyjna jest aparatem p6tkowym. Schemat pojedyn-

L, xM
VT

Rys. C.5: Uproszczony schemat pojedynczej potki kolumny destylacyjnej

Fig. C.5: Simplified scheme of a single layer of distillation column

czej potki pokazano na rys. C.5. Na rysunku przyjeto nastepujgce oznaczenia:

- Xi - stezenie pozadanego sktadnika w strumieniu cieczy przeptywajacej w dot

kolumny,

- 7 - stezenie pozadanego sktadnika w strumieniu pary przeptywajacej w gore
kolumny,

- L - przeptyw cieczy przez potke kolumny,

-V - przeptyw pary przez potke kolumny,

- Vi- stezenie rownowagowe para-ciecz.

Przy zatozeniu idealnego mieszania, stezenia wyjsciowe strumieni dla poszczegdlnych

pétek kolumny beda réwne stezeniom w mieszanej cieczy. Dla pojedynczej j —tej p6t-

ki kolumny destylacyjnej pokazanej na rys.(C.5) mozna réwnania bilansu masowego
zapisa¢ nastepujgco:

. . [frm
Lxj+l- XP+V(y"-y)= (C.8)

VWi-yi) = hs® | (C.9)
gdzie Hj i hj oznaczajg odpowiednio:

- Hj - objetos$¢ przestrzeni wypetnionej ciecza,

- hj objeto$¢ przestrzeni wypetnionej para.
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Dla réwnowagi para-ciecz na podstawie [54] przyjeto dla modelu p6tki zaleznosé

yj = m(xj) w nastepujacej postaci:

<c-10>

Na podstawie tego samego zrdédta,[54] przyjeto efektywnos$é Ep pétki jako:

= Vi Vj1 (cn)
~ Vi-1

W modelu kolumny nalezy dodatkowo uwzglednié potke gdrna, tzw.zasilajaca, do ktd-
rej doprowadzony jest recykl destylatu i dolng - z recyklem pary. W modelu kolumny
przyjeto, ze:
- objetos¢ cieczy na pdétce gornej jest rowna H = Vj-,
dla pozostatych pétek kolumny Hj = vp,
- Rgoznacza wielko$¢ strumienia recyklu gérnego,
- xjig oznacza stezenie recyklu gdrnego,
- Fz oznacza doptyw cieczy zasilajacej,
- Xz oznacza stezenie cieczy zasilajacej,
- XKdoznacza stezenie recyklu dolnego.
W modelu kolumny nalezy jeszcze uwzgledni¢ modele dynamiczne kotta i skra-
placza. Przyjeto, ze dynamike obu aparatéw mozna potraktowac jako prostg inercje

i opisa¢ transmitancja Laplace’a:

= = (c'12>

Uktad réwnan (C.13) opisujacych kolumne dla frakcji ptynnej ma charakter biliniowy
ze wzgledu na wystepujace w nim iloczyny stezen i przeptywow.

Gtoéwnym zaktoceniem dla kolumny destylacyjnej sg zmiany stezenia cieczy zasi-
lajacej, ktore przenosza sie na wszystkie pétki kolumny destylacyjnej. Na rys.(C.6)
pokazano wptyw losowego zaktdcenia na stezenie cieczy w dole kolumny, uzyskany za

pomocg modelu przedstawionego nastepujacym uktadem réwnan:
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lit = VPL (x2 ~ XI)

(C.13)

- Evaxi
1+ (a—IM)xi
~Vr >+ L+ (o-1)ife ™ 1+ ff-1)i, ~@"
- l«** - Hn» - - (1w
t T - + f* - ti,« + Kto,,-, - , - (1- Bp)fc-1)}
ynl = I + la-Tjin, + ~ 7 EMy't-i
B f=£<*,(*« - *)+V(Bn, - - (1- £)#,-)}
BjCLh
dx.
ifc - - xg) +V(yg.1-j +~ \ )Xg- (1- Ep)yg 0)

Rys. C.6: Czasowy wykres stezenia cieczy w dole kolumny

Fig. C.6: Run of the concentration in the bottom od distillation column

Model L —EB dla stezenia cieczy w dole kolumny

Zastosowanie modelu liniowo-biliniowego zaproponowanego w rozdziale 7.2 pro-

wadzi do nastepujacych rezultatéw:

- Odchytke stezenia X\ w dole kolumny od jego wartosci Sredniej
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mozna przedstawi¢ modelem liniowym:

y(i) - 0.7220 i = Tr- (C.14)

gdzie m,® = 0.5.
- Analiza momentow pozostatosci rji pokazanych na rys. C.7 pozwala zidentyfikowac

dla nich model elementarny biliniowy:

nNi = Wi + 0.51u;j_477i_7,

gdzie rn$ = 0.43.

Rys. C.7:  Trzeci moment dla 7

Fig. C.7: The third moment for m

Wspotczynnik efektywnosci predykcji dla modelu (C.14) wynosi:
@

s'> = 1 - "% ) = °.52°

Zastgpienie modelu liniowego modelem mieszanym, L —EB pozwala uzyska¢
kilku-procentowg poprawe efektywnosci predykcji x x, gdyz dla modelu L —EB wspot-
czynnik efektywnosci predykcji wynosi:

_nNe_ _
i M<2>
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C.3. Ekstrakcja

Ekstrakcja jest operacjg stosowang do rozdzielania mieszanin ciektych lub sta-
tych. Sktadnik badz sktadniki z fazy ekstrahowanej przechodzg do rozpuszczalnika.
Ekstrakcja jest procesem dyfuzyjnym, gdyz ruch skiadnika z surowca do rozpusz-
czalnika odbywa sie pod wptywem réznicy stezen. Ruch ten ustaje po osiggnieciu
stanu réwnowagi fizycznej [61]. Przyktadowo, ekstrakcja kwasu fosforowego kwasem
siarkowym w procesie produkcji nawozow fosforowych przebiega w reaktorze, zwanym

ekstraktorem pokazanym schematycznie na rys.(C.8). W poczagtkowym etapie na rude

Ruda Fosfbiytowa H2S04

H3P0 «

Recykl Pxipy

Gips + Kwas Fosforowy

Rys. C.8: Model ekstraktora

Fig. C.8: Model of extractor

fosforytowg dziata rozciericzony kwas fosforowy. W efekcie reakcji rudy (c o« »e o ~ 1)
i kwasu fosforowego (H3POg) krystalizuje zwigzek ¢ = (v 20 o 1)2. ZWigzek ten nastep-
nie reaguje z rozcienczonym kwasem siarkowym (w 25 o 4, w wyniku czego uwalnia
sie kwas fosforowy i krystalizuje gips c..2s o 4.24 20 . Szybko$¢ rozktadu rudy zalezy
od:

- koncentracji jonow siarkowych i fosforowych w pulpie ekstrakcyjnej,

- od temperatury ekstrakcji.

Reakcje w ekstraktorze zachodzg z wydzielaniem sie ciepta. Goracy strumien pulpy

ekstrakcyjnej, zawracany czeSciowo do ekstraktora, zostaje wczes$niej schtodzony w
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wyparce adiabatycznej. Pozostata cze$¢ strumienia kierowana jest na oddziat filtracji

[16], [17].

Model ekstraktora

Zaktadamy, ze:
- ekstraktor sktada sie z n komdr,
- do pierwszej komory ekstraktora podawane sg:
- rozcienczony kwas fosforowy Fph,
- ruda Fr,
- strumien recyklu FRe,
do drugiej komory ekstraktora podawany jest kwas siarkowy Fs-
Przyjmujac nastepujgce oznaczenia:
- Xi - stezenia jonéw fosforowych w pulpie reakcyjnej,
- G- stezeniajonow siarkowych w pulpie reakcyjnej,
- Xxpe - stezenia jonow fosforowych w strumieniu recyklu,
- cf)c - stezenia jondw siarkowych strumieniu recyklu,
- cs - stezenie kwasu siarkowego,
- Xph - stezenie kwasu fosforowego,
- Vk - objetos¢ komory ekstraktora,
- f12- strumien przeptywajacy z 1 do 2 komory ekstraktora,
- F - strumien przeptywajacy z 1 do 2 komory ekstraktora,
- A, B - state wspditczynniki,
ekstraktor mozna opisa¢ nastepujagcym uktadem réwnan:

- Roéwnania bilansu dla jonéw fosforowych:

-j—= 77 {FRexfu + FTIXT+ FphXph —F12X1 + k(ci)x\}

= yMFuX\ —Fx2+ k(c2)x2}
(C.15)
Xn-1 —F XBf +
ko) - Aexp(-Bx)
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- Rownania bilansu dla jonéw’ siarkowych:

= y~FrcCr,, —F\2C\ —k\(x\)cf]
= yM{F\2ci + Fscs —Fci + ki(x2)c"}

§ = yk{F12@- Fc3+ fci(x3)"} n

Cn-l ~ Fcjte + kl(xre)chie}
ki(x) = y4i(l - exp(-Sic))

- Roéwnania stanu ustalonego dla przeptywoéw:

Fph + FT+ Fs = Fwy

Frc + Fwy —F

Fiu=~F A (C.17)
F12 = Fph + Fr + FRe

F=Fs+F[2

Tak jak w poprzednich przyktadach, wystepujace w uktadach réwnan (C.15) i

(C.16) iloczyny przeptywow i stezen powodujg biliniowy charakter modelu ekstrak-
tora.

Model L —EB dla odchytek stezenia jonow fosforowych od wartosci

Sredniej

W procesie produkcji kwasu fosforowego stezenie 13" w pulpie reakcyjnej mierzone
jest co pot godziny. Analiza odchytek aktualnej wartosci stezenia od jego wartosci

Sredniej x3 wskazuje na brak autoskorelowania sygnatu odchytek zo
Zi —x3i“ X3

Analiza trzeciego momentu, pokazanego na rys. C.9 wskazuje na mozliwos¢ dopa-
sowania do Zi diagonalnego elementarnego modelu biliniowego £13(4,4). W wyniku

estymacji parametrow modelu zwyktg metodg momentéw otrzymano model:

dla ktérego mff = 0.53.
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Rys. C.9: Trzeci moment dla odchytek stezenia P205 w pulpie reakcyjnej od wartosci
Sredniej
Fig. C.9: The third moment for the deviations of P20$ concentration in pulp, from their

mean value

C.4. Uktad oddechowy

Uktad oddechowy mozna potraktowac jako chemiczny wymiennik tlen - dwutlenek
wegla [98]. Powietrze wydychane z pluc jest przetwarzane, zeby dostarczy¢ tlenu dla
catego organizmu. Krew tetnicza, transportujgca tlen do tkanek ciata, pozostaje w
chemicznej réwnowadze z gazem w piucach. W tkankach metabolizm komorkowy
przetwarza tlen na dwutlenek wegla, ktdry przez krew zylng jest dalej transportowany
do ptuc. Ptuca z kolei sg ciggle wentylowane poprzez oddychanie. Caty ukiad jest
uktadem samoregulujacym sie. Jezeli w tkankach z jakiego$ powodu wystapi deficyt
tlenu czy nadmiar dwutlenku wegla, zakres wentylacji ptuc wzrasta, powodujac wzrost

stosunku tlenu do dwutlenku wegla w ptucach i tetnicach.

Model uktadu oddechowego
Uproszczony schemat uktadu oddechowego pokazano na rys. C.10. W modelu
przedstawionym w [98] ptuca i tkanki tworzg dwa podsystemy, pokazane na rys. C.10

opisane nastepujagcym uktadem réwnan:

li ~V2(MR +qg2~
@ =Q (aBxi + (3
B=q 2

gdzie przyjeto nastepujgce oznaczenia:
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U XC> U Xt

Pluca T >
Vi Xi
Q3 @
Tkanki
V2 x2

Rys. C.10: Uproszczony schemat uktadu oddechowego

Fig. C.10: Simplified scheme of a respiratory system

- X\ - stezenie dwutlenku wegla w ptucach,

- X2 - stezenie dwutlenku wegla w tkankach,

- U - strumien wdychanego powietrza,

- Xc - stezenie dwutlenku wegla we wdychanym powietrzu,

- (2 -ilo$¢ dwutlenku wegla transportowanego z krwig tetnicza,

- g3 ilo$¢ dwutlenku wegla transportowanego z krwig zylna,

- Q - przeptyw sercowy,

- B - ci$nienie barometryczne,

- a i P - wspdtczynniki nachylenia i przesuniecia linii aproksymujacej krzywda ab-
sorpcji dwutlenku wegla dla krwi tetniczej.

Eliminacja <2i @ z uktadu réwnan (C.19) prowadzi do uktadu réwnan biliniowych
(C.20).

= opj (u(xc—x{) + Q(x2—aBx1—P))

A A (MR- Q(x2- aBx, - p)) (C.20)

Dla celow diagnostycznych mierzone sg stezenia CO2 oznaczone przez Xxj i x2 z okre-
sem probkowania Ts.

Model L —EB dla odchytek stezenia dwutlenku wegla w ptucach od
wartosci Sredniej

Zaktadajac, ze xc jest zaktocane losowo, zidentyfikowano dla stezenia xx model

mathcalEB (k, 2), uzyskujgc nastepujgce wyniki:
£i,i = + 0.13wi_43:i,i_4, (C.21)

pzy czym Wi jest gaussowskim biatym szumem o wariancji rriw'1= 1.05.
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C.5. Uktad sercowo-naczyniowy

Uktad sercowo-naczyniowy mozna rozpatrywac jako ztozenie czeSci mechanicznej,
czyli serca i sieci naczyh oraz reaktora chemicznego tworzonego przez tkanki [98].
Schemat ukfadu sercowo-naczyniowego pokazano na rys.(C.11). Serce generuje Sy-
gnaty wyjsciowe Vi z prawej komory i v2 z lewej komory, nazywane przeptywami
sercowymi, ktére sg sygnatami wejsciowymi odpowiednio obiegu tetniczego i zylnego,

rys.(C.11).

Rys. C.II:  Uproszczony model uktadu serce-ptuca-naczynia

Fig. C.Il:  Simplified model of heart-vessel system

Przyjeto nastepujgce oznaczenia:
- X\ —cis$nienie wr lewej komorze,
- x2- ci$nienie W prawym przedsionku,
- 33- cisnienie w prawej komorze,
- Xa- ci$nienie w lewym przedsionku,
- W\, v2- przeptywy sercowe,
- ej- pojemnos¢ lewej komory,
- (- pojemnos¢ prawego przedsionka,
- Ci- pojemnos¢ prawej komory,
- ci- pojemnos¢ lewego przedsionka,
- ui - odwrotno$¢ oporu przeptywu obwodu tetniczego,
- W2 - odwrotno$é oporu przeptywu obwodu zylnego,

- ki, k2, k3, kA- state wspotczynniki, o wartosciach dobieranych eksperymentalnie.
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Przeptywy sercowe zalezg od odpowiednich ci$nien w nastepujacy, nieliniowy sposob:

(C22)

(C 23>
Uktad réwnan rézniczkowych, stanowigcy model uktadu sercowo-naczyniowego poda-

ny w [98], jest nastepujacy:
ci~8lI' = ui(x2 ~ xi)+ ui>

= U (Xt 12) V2> Ip 04l

dx
c3~tft = U2{X4— x3) + V2,

= «2(23~ x*) ~ v\

Rys. C.12: Trzeci model centralny dla ci$nienia w lewej komorze serca

Fig. C.12: The third moment for a pressure in the left heart

Model L —EB dla odchytek cisnienia w lewej komorze serca od wartosci

Sredniej

Dla odchytek cisnienia w lewej komorze, mierzonego z okresem prébkowania T —2
od wartosci $redniej, wyznaczono trzeci moment, ktéry pokazany zostat na rys. C.12.

Wykres trzeciego momentu sugeruje mozliwos¢ opisu sygnatu X\a diagonalnym

modelem £B(3,3). Zidentyfikowany model ma posta¢:

x\,i = w, + 0.34wi_3a:iii_3, (C.25)

gdzie Wi - gaussowski biaty szum o wariancji m ff = 0.84.

Dodatek D

Przyktady predykcji

Algorytmy minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej, opisane w rozdziale 7.2.1,
zostang obecnie zastosowane do wyznaczania prognoz danych pochodzacych z proce-
sow symulowanych, ktérych struktura i parametry sa znane, oraz z procesu rzeczywi-
stego, o ktérym informacja dostepna jest jedynie w mierzonym sygnale wyjsciowym

Z procesu.

D.l. Przykiady dziatania predyktora dla danych

symulowanych

Badania symulacyjne zilustrowane zostang trzema przyktadami, ktérych celem
jest pokazanie dziatania minimalnowariancyjnego predyktora biliniowego dla obiek-
téw nieliniowych o strukturze zaréwno zgodnej, jak i odbiegajacej od struktury mo-
delu L —EB, na podstawie ktdrego wyprowadzone zostaty algorytmy predykcji sfor-
mutowane w twierdzeniach 7.1, 7.2.

W przyktadzie 1 prognozowane jest wyjscie procesu o strukturze takiej samej jak

struktura modelu L —EB:

A{D)yi = n)i,
fi = Wi + bkiWi-kTji-i.

W przyktadzie 2 prognozowaniu podlega wyjscie procesu o strukturze odbiegajacej

od struktury modelu L —EB:

A(D)yi = Wi + bktWi-kyi-im
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W przyktadzie 3 prognozowane jest wyjscie innego procesu nieliniowego yt o struk-

turze odbiegajacej od struktury modelu L —EB
A{D)yi = Wi + bkiUi-kyi-i.
We wszystkich przykitadach przyjmuje sie, ze:

- horyzont h <k,
- prognozy wyliczane sg wedtug algorytmu podanego w rozdziale 7.2.1,

- identyfikowany model liniowy spetnia warunek koincydencji.

Wyniki predykcji sg poréwnywane z wynikami minimalnowariancyjnej predykcji
liniowej i predykcji naiwnej
Vnw,i+h\i Vi
dla dwoch horyzontow predykcji: h < k i h = k. Poréwnywane sg nastepujace wskaz-
niki:
- Biad s$redniokwadratowy predykcji naiwnej:

1 N 2
A A(\/l ynw ,i\i—h) =

Snw = I

- Btad $redniokwadratowy minimalnowariancyjnej predykcji liniowej:

1
stin = Y

>z

, 2
(,\A y||n‘|\|—h) L

=1

- Biad $redniokwadratowy minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej:

1
Su -~ ~jy/{\ll(jji ~ Vbli\i-h) =
i=1

- Procentowy bigd wzgledny PBL:

PBL =-- ~ $100%.

&lin

- Procentowy btad wzgledny PBB:

PBL = Slin~ Shl 100%.

Dwa dalsze wskazniki obliczane sg w stosunku do predykcji naiwnej. Pokazujg one,
jakie efekty mozna osiggnac¢ zastepujac prognoze naiwng prognozg minimalnowarian-

cyjng liniowg i biliniowa.

D.l. Przykiady dziatania predyktora dla danych symulowanych
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Predykcja naiwna Predykcja liniowa Predykcja biliniowa

Blad predykcji liniowej

Blad predykcji naiwnej BSI?d predykcji biliniowej
Sr

100 200 300
Rys. D.I:  Przebiegi predykcji procesu stochastycznego z Przyktadu 1dla h=1

Fig. D.l: Prediction with the horizon h = 1 of the process from Example 1

Procentowy btad wzgledny PLN:

PLN = Snw SI* 100%.

- Procentowy btad wzgledny PBN:

PEN . SW % 100%_

Przyktad 1. Proces biliniowy

Prognozowaniu podlega cigg {y” wygenerowany przez proces opisany rdwnaniem:

yi = 0.3yj_i + O.0ljfi-2 + wi (D.1)

uii = e+ 0.7ei_3Wi_4-

Na rys.(D.l) i D.2 pokazano przyktadowe przebiegi sygnatu ijego predykcji naiwnej,
minimalnowariancyjnej liniowej i minimalnowariancyjnej biliniowej oraz odpowiada-

jace im przebiegi btedéw predykcji dla horyzontow predykcji h= 1ih = 3.

Przyktadowe wskazniki jakosci predykcji uzyskane dla pojedynczej realizacji pro-

cesu pokazano w tabeli D.lI. Zdecydowanie najgorsze wyniki daje, zgodnie z oczeki-
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Predykcja naiwna Predykcja liniowa Predykcja biliniowa
Sredniokwadratowy blad predykcji dli* obickm Idlar toych realizacji
100 200 300 100 200 300 100 200 300

Blad predykcji naiwnej Blad predykcji liniowej Blad predykcji biliniowej
n ! 1 5] —i 5r

Rys. D.3: Sredniokwadratowe btedy predykeii dla réznych realizacji procesu stochastycz-

100 200 300 100 200 300 nego 7 przykladu l
Rys. D.2: Przebiegi predykcji procesu stochastycznego z Przyktadu 1dla h = 3 Fig. D.3: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process
Fig. D.2: Prediction with the horizon h —3 of the process from Example 1 from Example 1

Tabela D.I: Wskazniki jakosci predykcji dla procesu z Przyktadu 1

hor §mw Slin Shi PBL[%] PBB[%] PLN[%] PBN[%]

h=1 161 0.97 0.66 31 47 40 59

=8 200 101 0.70 29.5 41.8 495 65

waniami, predykcja naiwna. Réwniez, zgodnie z oczekiwaniem, wydtuzenie horyzontu
predykcji prowadzi do zwiekszenia btedu predykcji. Zastosowanie minimalnowarian-
cyjnego predyktora biliniowego poprawito doktadno$é predykcji dla tej realizacji o

okoto 30% w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji liniowej (wskaznik PBL),

minimalnowariancyjna predykcja liniowa jest okoto 40% gorsza w stosunku do mini- Rys. D.4: Procentowe btedy predykcji dla r6znych realizacji procesu stochastycznego z
malnowariancyjnej predykcji biliniowej (wskaznik PBB). przykfadu 1
Poniewaz proces (D.l) jest stochastyczny, Sredniokwadratowe btedy predykcji i Fig. D.4: Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from

wzgledne btedy procentowe dla réznych realizacji réznig sie miedzy sobg, co jest Example 1

zilustrowane na rys. D.3 i D.4. Mozna zaobserwowa¢, ze Sredniokwadratowy btad

predykcji naiwnej waha sie wokot wartosci 2, btgd minimalnowariancyjnej predykcji
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liniowej - wokot wartosci 1, a btgd dla minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej -

wokot wartosci 0.6. Jednoczes$nie mozemy zauwazy¢, ze wahania btedu Sredniokwa-

dratowego dla predykcji liniowej sg mniejsze niz dla predykcji biliniowej.

Analiza wskaznikéw wzglednych pokazuje, ze w przypadku jednej realizacji minimal-

nowariancyjna predykcja biliniowa przyniosta gorsze rezultaty od minimalnowarian-
cyjnej predykcji liniowej. Dla pozostatych realizacji zastosowanie minimalnowarian-
cyjnej predykcji biliniowej zamiast liniowej daje poprawe w granicach od kilkunastu
do czterdziestu kilku procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji linio-

wej i dwudziestu do siedemdziesieciu procent w stosunku do minimalnowariancyjnej

predykcji biliniowej.
Przyktad 2. Proces nieliniowy 1
Prognozowaniu podlega ciagg {yt} wygenerowany przez proces opisany réwnaniem:
jli= 0.3yj_i + 0.0Lj/£ 2+ e<+ 0.7ej_3j/j_4. (D.2)

Proces zawiera sktadnik biliniowy, jednak jego struktura odbiega od struktury modelu
L —EB, dla ktdérej wyprowadzany byt algorytm predykcji minimalnowariancyjnej
biliniowej. Zastosowanie sposobu postepowania opisanego w rozdziale 7.2.2 pozwolito
uzyskac dla pojedynczej realizacji procesu wskazniki jakosci predykcji zawarte w tabeli

D.2.

Tabela D.2: Wskazniki jako$ci predykcji dla procesu z przykfadu 2
hor mw Qiin sp PBL[%] PBB[%] PLN[%] PBN[%]
h=1 141 093 0.72 22.4 28.8 34.0 49.4

=8 218 1.01 0.83 16.5 19.7 53.7 61.9

Btedy $redniokwadratowe i wzgledne btedy procentowe dla réznych realizacji pro-
cesu pokazano na rys. D.5) i D.6.

Podobnie jak poprzednio, $redniokwadratowy btad predykcji naiwnej waha sie
wokot wartosci 2, btad minimalnowariancyjnej predykcji liniowej wykazuje bardzo

niewielkie wahania wokot wartosci 1, a btagd dla mnimalnowariancyjnej predykcji bi-

liniowej - wokot wartosci 0.7.
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$redniokwadratowy blad predykcji dla obiektu 2 dla réinych realizacji

Rys. D.5:  Sredniokwadratowe btedy predykcji dla réznych realizacji procesu stochastycz-

nego z przyktadu 2
Fig. D.5: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process

from Example 2

Podobnie jak poprzednio, mozemy zauwazy¢, ze wahania btedu Sredniokwadrato-
wego dla minimalnowariancyjnej predykcji liniowej sa mniejsze niz dla minimalnowa-
riancyjnej predykcji biliniowej.

Analiza wskaznikow wzglednych pokazuje, ze tym razem minimalnowariancyjna
predykcja biliniowa dawata dla kazdej z realizacji lepsze rezultaty od minimalnowa-
riancyjnej predykcji liniowej. Zastosowanie minimalnowariancyjnej predykcji bilinio-
wej zamiast liniowej daje tym razem poprawe w granicach od kilku do trzydziestu
procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji liniowej i Kilku do czter-
dziestu kilku procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej. W
stosunku do procesu z przykiadu 1 zastgpienie minimalnowariancyjnej predykcji li-

niowej predykcjg biliniowg daje wiec nieco mniejsza poprawe doktadnosci.

Przyktad 3. Proces nieliniowy 2

Prognozowaniu podlega ciag {yj wygenerowany przez proces opisany réwnaniem:
yt = O.Zyi-i + 0.01j/i_2 + ej + 0.4j/j_32/i_4. (D.3)

Przyktadowe wartosci wskaznikéw jakosci predykcji uzyskanych dla pojedynczej
realizacji procesu nieliniowego zawarto w tabeli (D.3).
Btedy Sredniokwadratowe i wzgledne btedy procentowe dla dwudziestu réznych

realizacji procesu pokazano narys. D.7 i D.8. Dla rozwazanego procesu $redniokwadra-
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Procentowy blad predykcji dla obieklu 2 dla roznych realizacji

Rys. D.6: Procentowe btedy predykcji dla ré6znych realizacji procesu stochastycznego z
Przyktadu 2

Fig. D.6: Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from

Example 2

Tabela D.3: Wskazniki jakosci predykcji dla procesu z przyktadu 3

hor smw Slin 5bi PBL[%] PBB[%] PLN[%] PBN[%]

h=1 133 0.88 0.84 31 46.0 33.8 36.8

&=8 200 101 0.70 29.5 41.8 49.5 65.0

towy biad predykcji naiwnej waha sie wokoét wartosci 1.6, btgd minimalnowariancyjnej
predykcji liniowej wykazuje nieco wieksze niz poprzednio wahania woko6t wartosci 1, a
btad dla minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej ze znacznie mniejszg wariancjg
niz w poprzednich przyktadach waha sie wokot wartosci 0.9.

Analiza wskaznikéw wzglednych pokazuje, ze minimalnowariancyjna predykcja bi-
liniowa przyniosta, w dwéch na dwadzieScia realizacji, rezultaty gorsze od minimal-
nowariancyjnej predykcji liniowej. W pozostatych przypadkach zastosowanie mini-
malnowariancyjnej predykcji biliniowej zamiast liniowej pozwolito uzyska¢ poprawe
w granicach od kilku do okoto dwudziestu procent w stosunku do predykcji liniowej
(PBL) i podobnie w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej (PBB).
Nadal uzyskiwano poprawe doktadnosci predykcji, cho¢ nie tak znaczna jak dla obiek-

tu z przyktadu 1. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na fakt, ze tym razem dla wielu reali-
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srodnlokwadralowy buU.d predykcii d1. oW k.u 3 dI. r666y=h r,»»c]I

Rys. D.7:  Sredniokwadratowe btedy predykcji dla réznych realizacji procesu stochastycz-

nego z przyktadu 3

Fig. D.7: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process

from Example 3

Rys. D.8:

Procentowe btedy predykcji dla réznych realizacji procesu stochastycznego z

przyktadu 3

Fig. D.8:

Example 3

Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from
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zacji nie mozna byto znalez¢ modelu biliniowego dla btedu. Przypadki te nie zostaty
uwzglednione na rys. D.7 i D.8 ani w warto$ciach wskaznikéw ujetych w tabeli D.3.

Przedstawione w przyktadzie wyniki dotycza tylko tych realizacji, dla ktérych mozna
byto zidentyfikowa¢ model L —EB.

D.2. Przyktad predykcji dla rzeczywistych danych

Cykl stoneczny, charakteryzujacy sie zarowno okresowoscia, jak i losowoscia, sta-
nowi wcigz swoistg tajemnice, poniewaz mimo odwiecznych zainteresowan, wiekszo$¢
podstawowych pytan dotyczacych natury cyklu stonecznego pozostaje bez odpowie-
dzi. Wiadomo, ze cykl stoneczny zwigzany jest z liczbg plam na Stoicu, ktére moga

by¢ obserwowane z Ziemi. Pierwsze zapisane dane dotyczace liczby obserwowanych

rok

Rys. D.9: Cigg Wolfa

Fig. D.9: Wolf’s time series

plam (sunspot number) pochodzg z roku 28 przed naszg erg, za panowania cesarza
Liu Ao z dynastii Han w Chinach [118]. W 1843 niemiecki chemik i astronom Samuel
Heinrich Schwabe (1789-1875) po 17 latach obserwacji zauwazyt i opisat cykl stonecz-
ny, jednak swg nazwe Wolfs sunspot number zbiér obserwacji zawdziecza Johanowi

Rudolfowi Wolfowi (1816-1893). Cigg Wolfa, uaktualniany na biezgco, przedstawiony
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na rys. D.9 jest przedmiotem badan od poczatku 20 wieku, kiedy to zaczety rozwi-
ja¢ sie podstawy analizy ciggéw czasowych. Ciag ten stat sie wzorcem, na ktorym

trenowane i poréwnywane sg metody i algorytmy predykcji.
W [118] pokazany jest jako benchmark nieliniowy model progowy SETAR ziden-
tyfikowany na podstawie ciggu Wolfa dla zbioru danych z lat 1700-1979:

1.92 + 0.84Fi_1+ 0.077-2 - 0.327-3 + 0.157-4 - 0.207-5

7 = <-0.007-6 + 0.197-7 - 0.277-8 + 0.217-9 + 0.017_10+ el(i) dla7_8< 11.93,

427 + 1.447-1 - 0.847-2 - 0.067-3 + e2(i) dla 7_8> 11.93,

(D.4)
gdzie:

- 7 jest transformowang zmienng j/;, Wy nastepujacej zaleznosci:
7 = 2(yIT+ii ~ 1), (D.5)

- j/jjest liczbg plam na Storicu W roku (1699+i).

Powyzszy benchmark zostat wykorzystany dla poréwnania modelu SETAR z mo-
delem L —EB zaproponowanym w pracy. Do analizy aktywnosci cyklu stonecznego
zastosowano metody opisane wrozdziatach 6 i 7. Oryginalne zmienne poddano trans-
formaciji:

- TI - takiej samej jak dla modelu Tonga (D.5), aby zachowaé¢ podobne warunki
obliczeniowe dla obu modeli,
- T2 - sprawdzonej dla wielu innych ciggéw w badaniach symulacyjnych:

[ var(y) (06

Na zbiorze uczagcym, obejmujgcym lata 1700-1979, zidentyfikowano model
liniowo-biliniowy L —EB.

Zatozono, ze model liniowy ma spetnia¢ warunek koincydencji. Model dla residu-
um poszukiwany by}t na zbiorze uczacym uogélniong metodg momentéw, opisang w
rozdziale 6.2.2, z wykorzystaniem analitycznych zalezno$ci podanych w rozdziale 4 i
dodatku A. Uzyskano nastepujace wyniki:

- dla transformacji T | zmiennych:

(1- 0.81D - 0.21D8)7 = W
Mti (D.7)
rji = ei —0.027?j_T7ej_7 oraz var(rj) = 8.13.
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1981 1982 1983 1984
Prognozy
1980 1981 1982 1983 1984
Pomiary

Rys. D.10: Schemat wyznaczania prognoz

Fig. D.10: Scheme of prediction computation

1981 1982 1983 1984

Rys. D.Il: Schemat wyznaczania prognoz

Fig. D.II: Scheme of prediction computation
- dla transformacji T 2 zmiennych:

(1 - 0.80D + 0.29D 7- 0.52D 8)Yi = nt,
M+, (D.8)

Vi~ei+ 0.0877i_3ei_3 oraz var(rj) = 0.24.
Wiasnosci predykcyjne zaproponowanego przez Tonga modelu SETAR (D.4) i ziden-
tyfikowanych modeli liniowo-biliniowych (D.7), (D.8) zostaly poréwnane na zbiorze
sprawdzajagcym obejmujgcym lata 1980-2005. Przedstawione dalej wyniki uzyska-
no dla horyzontu predykcji h = 1. Prognozy wyznaczane byty w danym roku na
rok nastepny, wg schematu pokazanego na rys.(D.10). W czasie wyliczania prognozy
korzystano jedynie z danych dostepnych w roku wyznaczania prognozy i w latach
poprzednich. Dla predyktora biliniowego zastosowano algorytm opisany w rozdziale
7.2.1.

Na rys. D.12 pokazano prognozy wyliczone na zbiorze sprawdzajgcym obejmujg-
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cym lata 1980-2005 na podstawie modelu SETAR podanego przez Tonga i prognozy

na podstawie modelu liniowo-biliniowego, przy zastosowaniu transformacji zmiennych

TI.Na rys.D.13 pokazano wyniki dla prognozy biliniowej dla zmiennych poddanych

transformacji T2.

rok

Rys. D.12: Poréwnanie prognozy nieliniowej Tonga i prognozy biliniowej, dla danych po
transformacji T1

Fig. D.12: Tong’s nonlinear prediction compared with bilinear prediction, for T1 data

transformed

Tabela D.4: Sumy kwadratéw btedéw predykcji ciggu Wolfa na lata 1980-2005

TUTI T1/T2

Model Tonga 1.07 x 104 1.07 x 104

Model biliniowy 170 x 103 ~ 30.21
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rok

Rys. D.13: Poréwnanie prognozy nieliniowej Tonga i prognozy biliniowej, dla danych po
transformacji T2

Fig. D.13: Tong’ nonlinear prediction compared with bilinear prediction, for T2 data
transformed

Sumy kwadratow btedéw predykcji zebrano w tabeli D.4. Zar6wno na podsta-
wie wykreséw na rys.D.13, D.12 jak i wartosci sumy kwadratow bteddéw umiesz-
czonych w tabeli, widoczna jest wyrazna przewaga wiasnosci predykcyjnych modelu
liniowo-biliniowego L —E B nad modelem SETAR, niezaleznie od rodzaju transforma-
cji zmiennych. Jednocze$nie widoczne jest, ze dla modelu biliniowego korzystniejsza
jest wstepna transformacja zmiennych, T2 od transformacji T| zaproponowanej dla
modelu SETAR przez Tonga.

Pojecie rzeczywistego prognozowania (genuine prediction) w odréznieniu od pro-
gnozowania wprowadzit Tong [118], powotujac sie na dyskusje z jednym z najzna-
mienitszych statystykdw XX wieku - Sir Davidem Coxem, ktéry zasugerowat, by
rzeczywistym prognozowaniem nazywac prognozowanie danych, ktore sa rzeczywiscie
nieznane prognostykom (np.jeszcze nie istniejg) na etapie opracowywania prognoz.

Kazde inne postepowanie moze, wedtug Tonga, prowadzi¢ do naduzy¢ i ma mierne
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znaczenie naukowe. Zdaniem autorki przedstawione wyniki sg przyktadem prognozo-
wania rzeczywistego.

Dla rozwiania ewentualnych watpliwosci poréwnane dalej zostang wiasnosci pro-
gnostyczne obu typéw modeli wg schematu pokazanego na rys. D.ll. Kolejne progno-
zy wyznaczane sg jedynie na podstawie historycznych danych i dostepnych prognoz.
W [28], [40] tego typu predykcja nazwana jest predykcjg wielokrokows, gdyz w chwili
i, na podstawie dostepnych danych wyznaczane sg prognozy z wzrastajacym hory-
zontem h = 1,2,3....

Na rys. D.14 przedstawiono prognozy wyliczone w roku 1979 na lata 1980-84 na

podstawie danych dostepnych do roku 1979 wigcznie. Poniewaz faktycznie dane rze-

Ik

Rys. D.14: Prognoza rzeczywista na lata 1980 -84

Fig. D.14: Genuine prediction for the period 1980 -84

czywiste sg juz dostepne, pokazano je na rysunku dla poréwnania wynikéw. Srednia
suma kwadratow btedéw predykcji biliniowej réwna jest 342, podczas gdy dla predyk-
cji wg wzorcowego modelu Tonga $rednia suma kwadratow btedéw predykcji réwna
jest 347. Zatem réwniez w przypadku predykcji wielokrokowej predyktor biliniowy
jest doktadniejszy.

Na kolejnych dwoch rysunkach pokazano prognozy wyliczone w 2005 roku na lata
2006-2009. Predyktor biliniowy przewiduje mniejsza aktywno$¢ stoneczng niz pre-

dyktor wg Tonga. Na weryfikacje wynikéw trzeba jednak w tym przypadku cierpliwie

poczekac.
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rak

Rys. D.15: Prognoza na lata 2006-2009, transformacja T2

Fig. D.15:

Prediction for the period 2006-2009, transformation T2

rok

Rys. D.16: Prognoza na lata 2006-2009, transformacja T|

Fig. D.16:

Prediction for the period 2006-2009, transformation T|
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BILINIOWE MODELE CIAGOW CZASOWYCH W ANALIZIE
SYGNALOW

Streszczenie

Stochastyczne modele ciggéw czasowych sg stosowane w analizie sygnatow od
konca lat sze$¢dziesigtych ubiegtego wieku. Niniejsza praca dotyczy wykorzystania
elementarnych modeli biliniowych do analizy sygnatéw. Modele ciggéw czasowych (na-
zwane réwniez modelami wyjsciowymi lub sygnatowymi) zbudowane sg na podstawie
dostepnych obserwacji sygnatow wyjsciowych, ktére wedtug przyjetego zatozenia sg
jedynym zrédtem informacji o procesie. Znajduja one przede wszystkim zastosowanie
w modelowaniu i prognozowaniu sygnatdw. Przedstawione w niniejszej rozprawie
badania koncentrowaty sie wokot analizy wiasciwosci elementarnych modeli bilinio-
wych, mozliwoéci i sposobu ich identyfikacji, a takze zastosowania w prognozowaniu
i regulacji proceséw.

Praca ztozona jest z o$miu rozdziatow i czterech dodatkdéw, ktére zawierajg
szczegdtowe wyprowadzenia i przyktady ilustrujagce wybrane zagadnienia.

W rozdziale drugim zdefiniowano s model i proces oraz ich podstawowe wia-
snosci, w tym identyfikowalno$¢, podatnos¢ predykcyjng i wiasnosci prognostyczne.
Oba pojecia, model i proces, uzywane w naukach technicznych wydajg sie intuicyjnie
oczywiste, 0 ile dotyczg badan stosowanych. W badaniach teoretycznych i badaniach
symulacyjnych czesto zaciera sie granica miedzy procesem, ktéry sam stanowi swoisty

model, ajego modelem. W zwigzku z tym, czasem nie wiadomo, czy dyskutowane wa-
runki np. stabilno$ci, odwracalnosci, identyfikowalnosci, dotyczg procesu czy modelu
procesu. W rozdziale zawarte sg takze definicje innych poje¢ stosowanych w pracy
(np. ciag czasowy, biaty szum, cigg niezalezny, momenty, estymatory momentéw).
Rozdziat trzeci zawiera opis najczesciej stosowanych modeli stochastycznych cig-
goéw czasowych. Poniewaz najpowszechniej stosowane sg liniowe modele stochastyczne

ciggow czasowych, czes¢ rozdziatu poSwiecona jest tym wiasnie modelom, ich wihasci-
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wosciom i ograniczeniom. Druga cze$¢ rozdziatu poswiecona jest wybranym stocha-
stycznym modelom nieliniowym.

Rozdziat czwarty poswiecony jest elementarnym procesom biliniowym. Dla sub-
diagonalnych i diagonalnych elementarnych proceséw biliniowych zostaty podane
analityczne zaleznosci wigzace momenty i parametry proceséw. Ogoélne zaleznosci
obowigzuja, przy zatozeniu ze wejSciem procesu biliniowego jest niedostepny pomia-
rowo, nieskorelowany cigg czasowy, o zerowej wartosci oczekiwanej i symetrycznym
rozktadzie. Podano réwniez szczegblne zaleznosci przy zalozeniu, ze ciag wejsciowy
ma rozktad normalny lub rownomierny. Zaleznosci te zostaly wykorzystane przy iden-
tyfikacji modelu proceséw w rozdziale si6dmym. Poniewaz wiasnosci estymatoréow
momentdéw nieliniowego ciggu czasowego sg bardzo trudne do oszacowania, pokazano
wiasnos$ci estymatoréw wynikajagce z badan symulacyjnych.

Dla elementarnych proceséw biliniowych znaleziono ich liniowe, gaussowskie odpo-
wiedniki i poréwnano podatno$¢ predykcyjng proceséw biliniowych i ich gaussowskich
odpowiednikow.

Rozdziat pigty dotyczy elementarnych modeli biliniowych. Przedyskutowano tu
warunki stabilnosci i odwracalno$ci modeli. Podano warunki identyfikowalnosci sys-
temowej, ktore dla modeli subdiagonalnych nie zaleza, a dla modeli diagonalnych
zalezg od rozktadu pobudzenia. W rozdziale dyskutowane sg rowniez warunki iden-
tyfikowalnos$ci parametrycznej modeli.

W rozdziale szdstym opisano metody pozwalajgce dokona¢ estymacji parametrow
elementarnych modeli biliniowych. Najwiecej uwagi poswiecono metodom momen-
tow - zwyklej i uogdlnionej, podajac algorytm, wedtug ktérego mozna prowadzié
identyfikacje elementarnych modeli biliniowych.

Rozdziat siodmy poswiecony jest zastosowaniom elementarnych modeli bilinio-
wych w symulacji, prognozowaniu i regulacji. W tym rozdziale wprowadzony jest
model L —EB i najego podstawie okreslony algorytm predykcji minimalizujacej wa-
riancje btedu predykcji, dla residuum przedstawionego modelem diagonalnym i sub-
diagonalnym.

Rozdziat 6smy zawiera podsumowanie i wnioski.

W dodatku A umieszczono wyprowadzenie zalezno$ci miedzy momentami i pa-

rametrami elementarnych proceséw biliniowych. ZaleznoSci maja charakter og6iny,
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z ktorych, po przyjeciu zalozen o rodzaju rozktadu pobudzenia, wynikaja zaleznosci
podane w rozdziale pigtym.

W dodatku B podano przyktady identyfikacji elementarnych proceséw biliniowych
zwyktg metodg momentdw, uog6lniong metodg momentéw oraz metodg ELMS. Na
podstawie umieszczonych wynikéw mozna poréwna¢ skuteczno$¢ metod identyfikacji
z rozdziatu si6dmego, zweryfikowaé stusznos¢ warunku identyfikowalnosci przedsta-
wionego w rozdziale szdstym, a takze zaobserwowa¢ wilasnosci estymatoréw momen-
téw, w zaleznosci od parametréw procesu.

W dodatku C zilustrowano mozliwo$¢ wykorzystania modelu L —E B z rozdziatu
6smego do modelowania sygnatéw pochodzacych z wybranych proceséw technologii
chemicznej oraz proceséw biomedycznych. Doswiadczenia prowadzone byly w ten
sposéb, ze na podstawie modelu matematycznego, danego dla kazdego z procesow
w postaci zbioru réwnan rézniczkowych, generowano ciagty sygnat wyjsciowy, uzy-
skany w wyniku pobudzenia modelu fenomenologicznego sygnatami wejsciowymi
z addytywnym zaktoceniem losowym. Sygnat wyjsciowy, prébkowany z okresem
prébkowania Ts stanowit cigg obserwacji, dla ktérego starano sie zidentyfikowa¢ mo-

del L —EB. Zamieszczone wyniki, obok przydatnosci modelu LEB, testujg dziatanie
metod identyfikacji elementarnych modeli biliniowych.

Dodatek D zawiera przyktady zastosowania algorytmu predykcji biliniowej poda-
nego w rozdziale 6smym. Przyktady dziatania algorytmu dla danych symulowanych
maja na celu zilustrowanie poprawnosci dziatania algorytmu, w sytuacji gdy struktu-
ra procesu, z ktérego pochodzg dane, jest taka samajak struktura predyktora, a takze
wtedy, gdy struktura procesu jest inna niz struktura zidentyfikowanego modelu, na
podstawie ktérego zostat skonstruowany predyktor. Oprécz tych przyktadéw w do-
datku D sprawdzono dziatanie zaproponowanej w pracy metodyki postepowania na
wzorcowych danych (benchmark), dotyczacych mierzonej aktywnosci stonecznej. Da-
ne te sg od lat testowane, a ich zhiér z kazdym rokiem sie powieksza. Mimo pozornej
regularnosci wykazujg silnie nieliniowe zachowanie i uwazane sg za trudne do progno-
zowania. Na zbiorze danych z lat 1700-1979 zidentyfikowano model L —EB i najego
podstawie zbudowano prognozy na lata 1980-2005. Wyniki poréwnano z prognozami
uzyskanymi na podstawie nieliniowego modelu SETAR uzyskanego na tym samym
zbiorze danych przez Tonga [118]. Ponadto poréwnano prognozy wielokrokowe na lata

1980-1984 i wyznaczono prognozy na lata 2006-2009.



BILINEAR TIME SERIES IN SIGNAL ANALYSIS

Summary

Stochastic time series models have been used in signal analysis since the sixties of
the XX century. The monograph concerns elementary bilinear time series and their
application in signal analysis. The time series models (named also output or signal
models) are functions of accessible process outputs, observed as a set of uniformly
sampled data, which are the one and only information on the process itself. They
are mainly applied in signals’ modelling and prediction. The research, presented in
this monograph, was concentrated on elementary bilinear models analysis, methods
of their identification and application in process control and prediction.

In Chapter 2 model and process were defined and their main attributes were
discussed, including identifiability, prediction flexibility and prediction efficiency. In
technical researches the process and the model are intuitively distinguishable in the
real world. However, in simulation studies they use to be mislead because the process
itself is given as a model. That is why it is important to precise wether the stability,
invertibility, identifiability and predictability concern the process or the model. In
this chapter definitions of time series, white noise, independent time series, moments,
moments’ estimators are reminded.

Chapter 3 concerns stochastic time series models. Linear stochastic time series
models are the most commonly used, therefore linear models, their attributes and
limitations are discussed in the first part of the chapter. In the second part some of
nonlinear stochastic time series models are presented.

Chapter 4 is dedicated to elementary bilinear processes. Analytical relations
between process moments and process parameters are derived for diagonal and
sub-diagonal elementary bilinear processes. In general, they are valid under assump-
tion that unaccessible process input is uncorrelated and symmetrically distributed.

The specific relations for Gaussian and uniform distributed process input are also
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presented in the chapter. The derived relations have been applied to process models
identification, described in Chapter 7. Theoretical analysis of the moments attribu-
tes for non-linear processes is very difficult. Therefore the features of the moments’
estimators were tested by simulations. In this chapter linear Gaussian equivalents
of elementary bilinear processes are also defined. Prediction flexibility of bilinear
processes and their Gaussian equivalents are compared.

Chapter 5 concerns elementary bilinear models. Models’ stability and invertibili-
ty conditions are discussed. System identifiability conditions (that for sub-diagonal
processes are independent and for diagonal processes - dependent upon the process
input distribution) are given. In the chapter parametric identifiability of the models
is also discussed.

In Chapter 6 methods of parameters’ estimation for elementary bilinear models are
presented. ldentification algorithms for simple and generalized methods of moments
for elementary bilinear models are formulated.

Chapter 7 is dedicated to applications of elementary bilinear models in simulation,
prediction and control. An L —EB model is introduced and, on its basis, a bilinear
minimum-variance prediction algorithm is derived, for model’s residuum presented as
diagonal and sub-diagonal model.

In Chapter 8 the most important results were summarised.

Determining of the analytical formulae that connect moments and elementary
bilinear process parameters are given in Appendix A. The formulae are given in a
general form. Specific assumptions make possible reduction formulae into a simplier
form.

Examples of identification of elementary bilinear processes with the use of the
simple and the generalized method of moments as well as with the use of ELMS
method are presented in Appendix B. Included simulation results allow to compare
the identification methods efficiency, to verify identifiability conditions (presented in
Chapter 6) and to observe the features of the moments’ estimators in dependence on
the process parameters.

In Appendix C time series coming from chemical and biomedical processes were
modelled using the proposed in chapter 7 L—E B model. The time series were obtained

after sampling a continuous signal that was the output of a phenomenological model
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of the process. The examples let to test not only usability of the L —EB, model but
also practical aspects of elementary bilinear models identification.
Examples of applications of bilinear prediction algorithm are given in Appendix
D. Simulation studies have to illustrate the features of the prediction algorithm when
the model structure is equal to, or differs from the predicted process structure.
Besides, the methodology proposed in the monograph was checked using benchmark
- sunspot number time series. Using set of data from the period 1700-1979, model 1
L —E B was identified and applied to prediction for the years 1980-2005. The results
were compared with the ones published by Tong, obtained on the basis of non-linear
SETAR model [118]. Besides, multi-step predictions for the period 1980-1984 were

compared and prediction for 2006-2009 were calculated.
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