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R ozdział 1

W prow adzenie

Stochastyczne modele ciągów czasowych są stosowane w analizie sygnałów od 

końca lat sześćdziesiątych ubiegłego wieku. Szczególną rolę w rozwoju i rozpo­

wszechnieniu metod analizy sygnałów z wykorzystaniem modeli ciągów czasowych 

odegrali Box i Jenkins [51]. Zbiór stochastycznych liniowych modeli ciągów czasowych 

wzbogacili o okresowy, jednorodnie niestacjonarny model S A R I M A  (Seasonal Auto 

Regressive Integrated Moving Average). Podali metodykę oraz procedury numerycz­

ne, pozwalające na jego identyfikację.

Astrom [13], stosując modele Boxa-Jenkinsa, zaproponował algorytmy predykcji 

i regulacji, pozwalające osiągnąć minimalną wariancję błędu predykcji bądź regu­

lacji. Wartość minimalnej wariancji błędu zależy od horyzontu predykcji, wariancji 

składnika losowego w modelu zakłóceń i opóźnienia obiektu. Idea Astróma została 

wykorzystana przez Keysera i Cauvernberge [84] w predykcji wielokrokowej.

W latach osiemdziesiątych i dalszych następował rozwój metod liniowej filtracji 

sygnałów, który wpłynął na powstawanie nowych technik identyfikacji i predykcji. 

Jednak bariera dokładności predykcji wyznaczona przez liniowy model badanego zja­

wiska jako błąd liniowej predykcji minimalnowariancyjnej nie została przekroczona. 

Dokładność ta  może zostać zwiększona w wyniku zastosowania do opisu sygnałów 

modeli nieliniowych, o mniejszym niż w modelach liniowych udziale składnika loso­

wego. Modele nieliniowe, podobnie jak liniowe, mogą być tworzone jako:

-  modele zjawiskowe (fenomenologiczne), z wykorzystaniem równań bilansowych 

oraz zależności fizykochemicznych,

-  modele statystyczne wejściowo-wyjściowe (lub tylko wyjściowe), uzyskane w wyni­

ku przetwarzania informacji o wejściach i wyjściach (lub tylko wyjściach) procesu.
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Modele statystyczne wejściowo-wyjściowe uzyskiwane są przy znacznie mniejszych na­

kładach niż modele zjawiskowe, ale jednocześnie opisują proces w węższym zakresie 

niż modele zjawiskowe. Modelują jedynie te cechy procesu, które znajdują odzwier­

ciedlenie w zebranych danych pomiarowych.

O ile techniki tworzenia statystycznych liniowych modeli wejściowo-wyjściowych 

są znane, udokumentowane i z powodzeniem stosowane, to żadna z technik two­

rzenia modeli nieliniowych, proponowanych w ostatnim czterdziestoleciu, nie zyskała 

powszechnej akceptacji [57]. Przyczyną jest ogromna rozmaitość możliwych struk­

tur modeli nieliniowych, podczas gdy struktura modelu liniowego jest jednoznacznie 

określona jako liniowa kombinacja wielkości wejściowych modelu. Do najczęściej pro­

ponowanych w ostatnich latach typów nieliniowych modeli wejściowo-wyjściowych 

należą:

-  kaskadowe struktury złożone z bloków modelujących statyczną nieliniowość i li­

niową dynamikę procesów (modele Wienera i Hammersteina) np. [76], [77], [82],

-  sztuczne sieci neuronowe, pozwalające uzyskać nieliniowy model wejściowo- wyj­

ściowy, typu czarnej skrzynki, za pomocą dostępnych, gotowych pakietów progra­

mowych do tworzenia i uczenia sieci, np. [80], [103], [113],

-  nieliniowe modele ciągów czasowych, wśród których najczęściej wyróżniane są nie­

liniowe modele wielomianowe, modele progowe i modele biliniowe, np.[45], [89], 

[90], [118].

Niniejsza praca dotyczy wykorzystania elementarnych modeli biliniowych do anali­

zy sygnałów. Modele rozpatrywane w pracy są modelami ciągów czasowych (nazwane 

są również modelami wyjściowymi lub sygnałowymi), to znaczy takimi, które są zbu­

dowane jedynie na podstawie ciągu danych wyjściowych z procesu. Tego typu modele 

znajdują przede wszystkim zastosowanie w przypadkach, w których wejścia procesu 

są nieznane lub niedostępne pomiarowo.

1.1. Stan zagadnienia

Wśród biliniowych modeli ciągów czasowych na szczególną uwagę zasługują mo­

dele biliniowe o najprostszej strukturze. Zainteresowanie takimi modelami datuje się 

od publikacji Grangera i Andersena [72], w której zaproponowano model:

(1.1)

1.2. Wkład autorski 11

gdzie ej jest procesem gaussowskim o zerowej wartości średniej i wariancji A2. 

Autorzy na podstawie obserwacji zachowania się ciągu danych Xi wygenerowanych 

przez model (1.1) podali bez dowodów niektóre własności tego modelu, między innymi 

stabilność i odwracalność. Zwrócili uwagę na niesprecyzowane własności modelu dla 

pewnego przedziału parametrów A G (0.6,0.707).

W [118] Tong wyprowadził warunki stabilności i odwracalności modelu (1.1), 

uściślając tym samym własności podane w [72]. Od tego czasu warunek odwracalności 

uważany za równoznaczny z warunkiem identyfikowalności modelu przyjmowany byl 

jako:

I32u \ 2 < 0.5

Modele biliniowe wzmiankowane były w publikacjach [56], [78], [104], [73], [125], 

[124], często jako przykłady czy kontrprzykłady przy testowaniu procedur identyfika­

cji. Uwagę autorki zwrócił fakt, że przykłady ilustrujące działanie metod identyfika­

cji, w tym również identyfikacji nieparametrycznej, dobierane były w publikacjach 

bez komentarza, z pewnego podzbioru parametrów węższego od zbioru parametrów 

dopuszczalnych ze względu na odwracalność modelu. Jedynie Brunner, Hess [53] od­

notowali potencjalne problemy z estymacją biliniowych modeli ciągów czasowych dla 

pewnych obszarów przestrzeni parametrów.

Ponieważ opinie o przydatności prostych modeli biliniowych do opisu sygnałów 

skrajnie się różnią np. [93], [118], a zdaniem autorki modele takie mogą stanowić cenne 

narzędzie w analizie sygnałów, monografia poświęcona jest elementarnym modelom 

biliniowym.

1.2. W kład autorski

W pracy przedstawiono analizę właściwości elementarnych modeli biliniowych, 

możliwości i sposobu ich identyfikacji, a także zastosowania w prognozowaniu i re­

gulacji procesów.

Chociaż praca dotyczy szczególnego rodzaju modeli ciągów czasowych, to wiąże się 

ona z wieloletnimi badaniami autorki nad różnymi modelami ciągów czasowych i ich 

wykorzystaniem oraz w znacznym zakresie ze zdobytych w tej dziedzinie doświadczeń 

korzysta. Szczegółowe wyniki przedstawione zostały w następujących publikacjach:
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Badania nad modelami ciągów czasowych i ich wykorzystaniem w procesach tech­

nologii chemicznej i modelowaniu stężenia metanu w wyrobiskach kopalnianych 

opublikowane zostały w [16], [17], [19], [22], [23].

-  Przegląd metod prognozowania wykorzystujących modele ciągów czasowych opu­

blikowano w [25].

-  Algorytmy predykcji zbudowane na podstawie modeli ciągów czasowych wraz 

z zastosowaniami opublikowane są w [20], [21], [24].

-  Zagadnienia związane z efektywnością predykcji opublikowane zostały w [18], 

[27].

-  Metody predykcji wielokrokowej opisano w [28].

-  Biliniowe modele ciągów czasowych oraz predyktory wynikające z tych modeli 

opisano w [26], [30], [31], [32], [33].

Zagadnienia związane z identyfikacją modeli biliniowych opublikowano w [34].

-  Algorytmy regulacji wykorzystujące modele biliniowych ciągów czasowych opubli­

kowano w [35], [36], [37], [38], [39].

-  Cząstkowe zagadnienia dotyczące elementarnych modeli biliniowych i możliwości 

ich zastosowania opublikowano w [41], [42], [43].

-  Zbiorcze publikacje autorki dotyczące analizy modeli ciągów- czasowych i ich za­

stosowań to skrypt [29], monografia [40] i podręcznik akademicki [44].

W świetle wiedzy autorki, do oryginalnych osiągnięć przedstawionych w pracy należą

następujące elementy:

1. Zaproponowanie sposobu wykorzystania elementarnych modeli biliniowych w ana­

lizie sygnałów.

2 . Wyznaczenie analitycznych zależności łączących momenty zwykłe, momenty cen­

tralne i momenty łączne z parametrami elementarnych procesów biliniowych.

3. Podważenie istniejącego poglądu, że dla ciągów czasowych warunek identyfikowal- 

ności parametrycznej jest równoważny warunkowi odwracalności.

4. Określenie warunku identyfikowalności systemowej dla elementrnych procesów bi­

liniowych i dyskusja identyfikowalności parametrycznej dla elementarnych modeli 

biliniowych.

5. Określenie sposobu identyfikacji elementarnych modeli biliniowych za pomocą 

zwykłej metody momentów i uogólnionej metody momentów.

1.3. Zawartość pracy 13

6 . Zaproponowanie modelu L —E B  (liniowo-elementarno-biliniowego) i sposobu jego 

identyfikacji.

7. Określenie, na podstawie modelu L -  E B  algorytmu predykcji minimalizującej 

średniokwadratowy błąd predykcji.

8 . Zaproponowanie nieliniowego algorytmu regulacji dla obiektów z biliniowym mo­

delem toru zakłócenia, minimalizującego wariancję błędu regulacji.

1.3. Zawartość pracy

Praca złożona jest z ośmiu rozdziałów, w których zawarta jest główna myśl 

pracy, i czterech dodatków, które zawierają szczegółowe wyprowadzenia i przykłady 

ilustrujące wybrane zagadnienia.

W rozdziale drugim zdefiniowano s model i proces oraz ich podstawowe wła­

sności, w tym identyfikowalność, podatność predykcyjną i własności prognostyczne. 

Oba pojęcia, model i proces, używane w naukach technicznych wydają się intuicyjnie 

oczywiste, o ile dotyczą badań stosowanych. W badaniach teoretycznych i badaniach 

symulacyjnych często zaciera się granica między procesem, który sam stanowi swoisty 

model, a jego modelem. W związku z tym, czasem nie wiadomo, czy dyskutowane wa­

runki, np. stabilności, odwracalności, identyfikowalności, dotyczą procesu czy modelu 

procesu. W rozdziale zawarte są także definicje innych pojęć stosowanych w pracy 

(np. ciąg czasowy, biały szum, ciąg niezależny, momenty, estymatory momentów.)

Rozdział trzeci zawiera opis najczęściej stosowanych modeli stochastycznych cią­

gów czasowych. Ponieważ najpowszechniej stosowane są liniowe modele stochastyczne 

ciągów czasowych, część rozdziału poświęcona jest tym właśnie modelom, ich właści­

wościom i ograniczeniom. Druga część rozdziału poświęcona jest wybranym stocha­

stycznym modelom nieliniowym.

Rozdział czwarty poświęcony jest elementarnym procesom biliniowym. Dla sub- 

diagonalnych i diagonalnych elementarnych procesów biliniowych zostały podane 

analityczne zależności wiążące momenty i parametry procesów. Ogólne zależności 

obowiązują, przy założeniu że pobudzenie procesu jest procesem nieskorelowanym, 

o zerowej wartości oczekiwanej i symetrycznym rozkładzie. Podano również szcze­

gólne zależności, przy założeniu że pobudzenie ma rozkład normalny lub równomierny. 

Zależności te będą wykorzystane przy identyfikacji modelu procesów w rozdziale siód­
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mym. Ponieważ, jak to wynika z treści rozdziału czwartego, własności estymatorów 

momentów nieliniowego ciągu czasowego są bardzo trudne do oszacowania, w tym 

rozdziale pokazano własności estymatorów wynikające z badań symulacyjnych. Dla 

elementarnych procesów biliniowych znaleziono ich liniowe, gaussowskie odpowiedniki 

i porównano podatność predykcyjną procesów i ich odpowiedników.

Rozdział piąty dotyczy elementarnych modeli biliniowych. Dyskutowane są warun­

ki stabilności i odwracalności modeli. Podane są warunki identyfikowalności systemo­

wej, które dla modeli subdiagonalnych nie zależą, a dla modeli diagonalnych zależą od 

rozkładu pobudzenia. W  rozdziale dyskutowane są również warunki identyfikowalności 

parametrycznej modeli.

W rozdziale szóstym opisano metody pozwalające dokonać estymacji perametrów 

elementarnych modeli biliniowych. Najwięcej uwagi poświęcono metodom momentów 

-  zwykłej i uogólnionej podając algorytm, według którego można prowadzić identy­

fikację elementarnych modeli biliniowych.

Rozdział siódmy poświęcony jest zastosowaniom elementarnych modeli bilinio­

wych w symulacji, prognozowaniu i regulacji. W tym rozdziale wprowadzony jest 

model L — E B  i na jego podstawie określony algorytm predykcji minimalizującej wa­

riancję błędu predykcji, dla residuum przedstawionego modelem diagonalnym i sub- 

diagonalnym.

Rozdział ósmy zawiera podsumowanie i wnioski.

W  dodatku A umieszczono wyprowadzenie zależności między momentami i pa­

rametrami elementarnych procesów biliniowych. Zależności m ają charakter ogólny, 

z których, po przyjęciu założeń o rodzaju rozkładu pobudzenia, wynikają zależności 

podane w rozdziale piątym.

W dodatku B podano przykłady identyfikacji elementarnych procesów biliniowych 

zwykłą m etodą momentów, uogólnioną metodą momentów oraz metodą ELMS. Na 

podstawie umieszczonych wyników można porównać skuteczność metod identyfikacji 

z rozdziału siódmego, zweryfikować słuszność warunku identyfikowalności przedsta­

wionego w rozdziale szóstym, a także zaobserwować własności estymatorów momen­

tów, w zależności od parametrów procesu.

W dodatku C zilustrowano możliwość wykorzystania modelu L  — E B  z rozdziału 

ósmego do modelowania sygnałów pochodzących z wybranych procesów technologii 

chemicznej oraz procesów biomedycznych. Doświadczenia prowadzone były w ten
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sposób, że na podstawie modelu matematycznego, danego dla każdego z procesów 

w postaci zbioru równań różniczkowych, generowano ciągły sygnał wyjściowy, uzy­

skany w wyniku pobudzenia modelu fenomenologicznego sygnałami wejściowymi 

z addytywnym zakłóceniem losowym. Sygnał wyjściowy, próbkowany z okresem 

próbkowania Ts, stanowił ciąg obserwacji, dla którego starano się zidentyfikować mo­

del L —E B . Zamieszczone wyniki, obok przydatności modelu L —E B , testują działanie 

metod identyfikacji elementarnych modeli biliniowych.

Dodatek D zawiera przykłady zastosowania algorytmu predykcji biliniowej poda­

nego w rozdziale ósmym. Przykłady działania algorytmu dla danych symulowanych 

m ają na celu zilustrowanie poprawności działania algorytmu, w sytuacji gdy struktu­

ra procesu, z którego pochodzą dane, jest taka sama jak struktura predyktora, a także 

wtedy, gdy struktura procesu jest inna niż struktura zidentyfikowanego modelu, na 

podstawie którego został skonstruowany predyktor. Oprócz tych przykładów w do­

datku D sprawdzono działanie zaproponowanej w pracy metodyki postępowania na 

wzorcowych danych (benchmark), dotyczących mierzonej aktywności słonecznej. Da­

ne te są od lat testowane, a ich zbiór z każdym rokiem się powiększa. Mimo pozornej 

regularności wykazują silnie nieliniowe zachowanie i uważane są za trudne do progno­

zowania. Na zbiorze danych z lat 1700-1979 zidentyfikowano model L — E B  i na jego 

podstawie zbudowano prognozy na lata 1980-2005. Wyniki porównano z prognozami 

uzyskanymi na podstawie nieliniowego modelu S E T  A R  uzyskanego na tym samym 

zbiorze danych przez Tonga [118]. Ponadto porównano prognozy wielokrokowe na lata 

1980-1984 i wyznaczono prognozy na lata 2006-2009.

1.4. Spis oznaczeń

Poniżej przedstawiono ważniejsze oznaczenia, stosowane w monografii.

U wektor deterministycznych sygnałów wejściowych procesu

i czas dyskretny, numer próbki

Xi wartość zmiennej losowej x  w chwili i

Xi ocena wartości zmiennej losowej Xi

prognoza zmiennej x t z horyzontem k wyliczona w chwili i, na podstawie

danych do chwili i

D operator jednokrokowego opóźnienia, zdefiniowany następująco:
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D  Xi — Xi—k 

D  — Xi—kXi—p—k

D  (Xj)Xj_p Xi—kXi~p

A{D ) wielomian operatora D: A (D ) =  1 +  a\D  +  a2D2 +  ... +  adńDdA

E {} operator wartości oczekiwanej

E {x i) wartość oczekiwana zmiennej losowej Xi

var(xi) wariancja zmiennej losowej Xi

P (Xi) prawdopodobieństwo zdarzenia Xi

P(Xi) gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej Xi

et losowe pobudzenie procesu

Wi losowe pobudzenie modelu
(r) m>e moment zwykły r-tego rzędu pobudzenia ej procesu
'(r)m e moment centralny r-tego pobudzenia e, procesu
(r)m\jj moment zwykły r-tego rzędu pobudzenia wt modelu

niw J moment centralny r-tego rzędu pobudzenia w* modelu

M « moment zwykły r-tego rzędu zmiennej losowej xi

Mx(r) moment centralny r-tego rzędu zmiennej losowej Xi

M ir) ocena momentu zwykłego r-tego rzędu zmiennej losowej z*

m r) ocena momentu centralnego r-tego rzędu zmiennej losowej x.

A odchylenie standardowe ciągu losowego o rozkładzie symetrycznym

sp współczynnik podatności predykcyjnej procesu

współczynnik efektywności predykcyjnej modelu

proces E B (k , l) proces Elementarny Biliniowy o strukturze k,l 

model £ B (k , l) model Elementarny Biliniowy o strukturze k,l

model L  — E B  model Liniowo - Elementarno-Biliniowy

model T A R M A  model progowy Treshold A R M A

model SE T A R M A m odel samopobudzający Self Excited T A R M A  

model B A R M A  model biliniowy Bilinear A R M A

model heteroskedastyczny (Generalised 

Autoregressive Conditionally Heteroscedastic) 

metoda najmniejszych kwadratów 

rekurencyjna metoda najmniejszych kwadratów

model G A R C H

m etoda LS 

m etoda RLS

1.4. Spis oznaczeń 17

metoda ZM M  

metoda G M M

zwykła metoda momentów 

uogólniona metoda momentów



R ozdział 2

P od staw ow e p o jęc ia  i za łożen ia

Celem analizy sygnałów jest przetworzenie skończonej liczby danych pochodzących 

z procesu dyskretnego lub uzyskanych w wyniku równomiernego próbkowania sygnału 

ciągłego w taki sposób, by wydobyć z nich istotną informację zawartą w tym sygnale. 

Monografia dotyczy możliwości analizy sygnałów losowych przy wykorzystaniu pew­

nego rodzaju stochastycznych modeli ciągów czasowych.

W badaniach stosowanych granica między procesem a jego modelem jest ostro 

zarysowana. Informacje o otaczającej rzeczywistości odbieramy w postaci dochodzą­

cych do nas sygnałów o różnym charakterze. Sygnały te są wynikiem zachodzących 

zespołów wzajemnie uwarunkowanych zjawisk. Zespół tych zjawisk jest procesem, opis 

zjawisk jest modelem. W rozważaniach teoretycznych i badaniach symulacyjnych sy­

tuacja jest znacznie mniej klarowna, gdyż sam proces jest opisany matematycznie, 

więc formalnie sam jest modelem.

W kolejnych podrozdziałach zdefiniowano zespół pojęć stosowalnych w tej mono­

grafii. Jest to istotne o tyle, że w literaturze dotyczącej ciągów czasowych, np. [7], [11], 

proces i model często bywają używane wymiennie. Zdarza się, zwłaszcza gdy dotyczy 

to identyfikacji, predykcji i regulacji, że rodzą się wątpliwości, czy stabilność, odwra- 

calność, identyfikowalność, predykcyjność, podatność regulacyjna dotyczą procesu czy 

modelu.

2.1. Proces

Procesem nazvwamv nrzet.worzenie svemału l u h  p t i i t w  sv(małńw 1 1  w  i n n v  sv<mał-  --------   <J   V I---------------- ~J O   O“ ~V o   '-'J O““*

lub grupę sygnałów y. Jeżeli sygnały u, y  są określone tylko w dyskretnych momen­

tach czasu, u  =  Ui, y  =  y i  dla i = 1,2, ...N , proces nazywa się procesem dyskretnym
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w czasie. Przedstawiona monografia dotyczy losowych procesów, dyskretnych w cza­

sie, dla których dostępne pomiarowo są jedynie sygnały wyjściowe1, które tym samym 

są jedynym źródłem informacji o procesie. Badaniem własności procesów losowych, o 

dostępnych pomiarowo jedynie sygnałach wyjściowych, zajmowali się m.in. [2]—[11], 

[45], [51], [55], [72], [73], [104], [118].

Zbiory obserwacji sygnałów wejściowych u* i/lub  wyjściowych y; procesu, doko­

nywanych w dyskretnych, równoodległych przedziałach czasu i uporządkowanych we­

dług czasu, tworzą dyskretne ciągi czasowe, nazywane dalej ciągami czasowymi. Ciągi 

czasowe obserwowane na wyjściu procesów losowych są traktowane jako realizacje tych 

procesów.

Szczególną rolę w analizie sygnałów pełni ciąg nazywany dyskretnym białym szu­

mem. Dyskretny biały szum e* jest ciągiem czasowym o dowolnym, niezmiennym w 

czasie rozkładzie, spełniającym warunki2:

E {e tej} =

E {ei} = 0, (2-1)

 ̂A2 d la i  =  j ,
(2.2) 

0 dla i ^  j .

W szczególności dyskretny biały szum jest szumem gaussowskim, gdy jego gęstość 

rozkładu prawdopodobieństwa, dla każdej chwili czasu i, dana jest zależnością:

p(e,)* 7 P 5r x p ( " ś ) -  (23)

D efin ic ja  2 .1 . Ciąg czasowy, którego elementy nie są związane ze sobą żadną zależ­

nością czasową, będziemy nazywać ciągiem czasowym o elementach niezależnych lub 

w skrócie -  niezależnym ciągiem czasowym.

Z definicji 2.1 wynika, że:

-  każdy niezależny ciąg czasowy jest ciągiem nieskorelowanym,

-  nie każdy ciąg nieskorelowany jest ciągiem niezależnym.

W  konsekwencji, ciąg niezależny jest całkowicie nieprzewidywalny, podczas gdy 

przyszłe wartości ciągu nieskorelowanego, ale zależnego przy spełnieniu określonych

1 Przykładowo, w procesie generacji mowy pomiarowo dostępny jest wyjściowy sygnał mowy,

proces aktywności słonecznej obserwowany jest jako liczba plam pojawiających się na Słońcu.
2 Ciąg losowy o takich właściwościach nazywa się niekiedy dyskretnym białym szumem w sze­

rokim sensie [109].
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warunków mogą być przewidywalne. Przykładowo, gaussowski biały szum e* jest cią­

giem nieskorelowanym i niezależnym, natomiast ciąg wt = et +  ei_1ei_2 jest nadal 

ciągiem nieskorelowanym, ale zależnym.

Dyskretny gaussowski biały szum ze względu na swoje właściwości jest pojęciem 

niezwykle przydatnym przy teoretycznej analizie asymptotycznych własności proce­

sów stochastycznych. Gaussowskie ciągi czasowe m ają kilka istotnych własności [119]:

1 . Nieskorelowane ciągi gaussowskie są jednocześnie niezależne.

2. Liniowa operacja dokonana na ciągu gaussowskim daje w wyniku również ciąg 

gaussowski.

3. Operacja nieliniowa wykonana na ciągu gaussowskim powoduje, że na ogół prze­

staje on być ciągiem gaussowskim.

4. Dla dowolnego procesu losowego o skończonych pierwszych dwóch momentach 

istnieje proces gaussowski o takich samych dwóch pierwszych momentach [107].

Powyższe własności uzasadniają powszechne stosowanie liniowych modeli gaussow­

skich w analizie i prognozowaniu sygnałów. Istnieją jednak procesy generujące ciągi 

czasowe wyraźnie niegausowskie (np. akustyka oceanu, przypadkowe wibracje mecha­

niczne [120]), które wymagają modeli innych niż liniowe modele gaussowskie.

2.1 .1 . M o m en ty  p rocesów  losow ych

Dla procesów losowych zdefiniowano funkcje nazywane momentami, np. [96], [100], 

zależne od gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej p(yi), lecz przy 

pewnych założeniach możliwe do oszacowania bez koniecznej znajomości p(yi). Ponie­

waż w praktyce określenie analitycznej postaci funkcji gęstości rozkładu prawdopodo­

bieństwa jest trudne do wykonania, oszacowanie jej wiąże się z błędami, a założenie 

rozkładu gaussowskiego nie zawsze odpowiada rzeczywistości, więc momenty stanowią 

ważne źródło informacji o procesach losowych.

Dla procesu losowego j/j, o gęstości rozkładu prawdopodobieństwa p(yi), moment 

zwykły r-tego rzędu jest definiowany jako:

(2.4)
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gdzie:

-  E {} jest operatorem wartości oczekiwanej:

/OC
ViP{yi)dyi■ (2-5)

-o o

Pierwszy moment zwykły jest wartością oczekiwaną procesu y,_.

Moment centralny rzędu r procesu losowego jest zdefiniowany jako:

M'y? =  E{{Vi -  E {yi}Y }. (2.6)

Przy czym:

-  drugi moment centralny jest nazywany wariancją ciągu czasowego yt, często ozna­

czaną jako er2,.

-  Trzeci moment centralny jest miarą symetrii odchyłek wartości ciągu j/j od war­

tości średniej.

-  Czwarty moment jest miarą spłaszczenia rozkładu p(yi).

Pozostałe momenty opisują inne cechy rozkładu, przy czym parzyste momenty są 

zawsze nieujemne. Należy zwrócić uwagę, że pewne momenty procesu losowego mogą 

nie istnieć. Przykładowo, dla stacjonarnego procesu losowego o rozkładzie Cauchy’ego 

o funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa:

p(y) = -  - j j i  ,n  c r  + y z

pierwszy moment zwykły nie ma skończonej wartości. Wyższe momenty również nie 

są skończone [67].

Pierwsze cztery momenty zwykłe łączne losowego procesu yi określone są nastę­

pująco:

M g  =  E {Vi}, (2.7)

M f(fc ) =  E {yiVi+k}, (2.8)

M ^ \ k , l )  = E {yiyi+kyi+l}, (2.9)

M y^(k ,l,m )  =  E{yiyi+kyi+iyi+m}. (2.10)

Analogicznie można zdefiniować momenty centralne łączne M ' \ ^ :

i =  E {Vi -  E {Vi}}, (2.11)

M '™ (k) =  E {(yi -  E { yi})(yi+k -  £ { yi» } , (2.12)
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l) =  E { (u  -  ^ { 2/i})(yi+t -  £ { y j ) ( 2/i+, -  £7{i*})}, (2.13)

=  £{(&  -  £{i/i})(i/j+t -  E {yi})(yi+i -  E {yi}){yi+m -  ^{y,})}. (2.14) 

Informację niesioną przez momenty łączne można scharakteryzować następująco:

-  Drugi moment centralny łączny tworzy funkcję autokowariancji procesu losowego 

i jednocześnie jest miarą zależności liniowych istniejących w procesie.

-  Trzeci moment centralny łączny M 'yi(S)(k,l) jest miarą zależności biliniowych 

istniejących w procesie.

-  Czwarty moment centralny łączny (k, l, m) jest miarą zależności nieliniowych 

trzeciego rzędu.

Pozostałe momenty niosą dodatkowe informacje o procesie.

Dla procesów losowych o rozkładzie gaussowskim kolejne momenty centralne wy­

noszą odpowiednio:

{M 'in) =  0  dla n nieparzystych,* y y > ( 2 15)

M y j 1 =  1 • 3 • 5 • ...(2n  -  1 )cr2n, dla n= l,2,3,....

Proces gaussowski jest całkowicie scharakteryzowany przez wartość oczekiwaną i wa­

riancję:

AC> =  £ { y j ,  (2.16)

M<?> =  E { y l} =  a2yi, (2.17)

co oznacza, że wszystkie wyższe momenty procesu można wyrazić jako funkcje war­

tości oczekiwanej i wariancji.

Procesy losowe charakteryzują się tym, że ich wszystkie bądź tylko niektóre mo­

menty mogą zależeć od czasu, lub mogą być od czasu niezależne.

Proces losowy yl nazywamy procesem stacjonarnym w wąskim (ścisłym) sensie, 

jeśli jego wszystkie momenty (zwykłe, centralne i łączne) są niezmienne w czasie.

Mg* =  AfW dla r = 1, 2 ,..., oo (2.18)

M £r) =  M '(r) dla r  =  1, 2 ,..., oo (2.19)

2.1. Proces 23

Proces losowy yl nazywamy procesem stacjonarnym w szerokim sensie (słabo sta­

cjonarnym), gdy jego pierwszy i drugi moment (zwykły, centralny i łączny) nie zależą

od czasu:

M ^  =  MW dla r  = 1 ,2  (2 .20)

Af£r) =  M '(r) dla r = 1 ,2  (2 .21)

2.1.2. E s ty m ac ja  m om entów

Estymatorem momentów nazywa się regułę, według której na podstawie ciągu 

obserwacji y* dla i — 0 ,1 ,2 ,..., N  wyliczane są szacunkowe oceny momentów M, 

nazywane również momentami z próby. Istnieją różne metody wyznaczania tych ocen, 

przy czym najczęściej stosowane są estymatory momentów o postaci:

-  średnia z próby:
N

(2 .22)

1=1

wariancja z próby:

a>/2) -  ^2 =
N  ■
. N

M y y l\l
i=1

-  moment zwykły r-tego rzędu z próby:

N

= ś  £ « ' ■  <2 24>
1=1

moment centralny r-tego rzędu z próby:

=  (2-25>
i=1

-  autokowariancja z próby, czyli drugi moment centralny łączny z próby:

N - k

N - k

1 N - k

M 'y \k )  =  7 fc =   ̂ ~ V)(y*+k -  V), (2 -26)
2=1

-  trzeci moment centralny łączny z próby:

N —m a x(k ,l)

Ń 'y ]^ =  N - m a x ( k , l )  g  (y i-V )(V i+* -V ) (y i+ l- V ) .  (2-27)

Oceny momentów uzyskane na podstawie powyższych estymatorów jako funkcje 

zmiennych losowych same są również zmiennymi losowymi [75]. O skuteczności es­

tym atora decydują jego własności, takie jak:



24 R ozdzia ł 2. Podstawowe pojęcia i założenia

O bciążoność: Estymator jest nieobciążony, gdy wartość oczekiwana oceny parame­

tru 0  uzyskanej za pomocą estymatora jest równa szacowanemu parametrowi 0 . 

Z godność: Zgodność oznacza zbieżność estymatora do szacowanego param etru we­

dług prawdopodobieństwa3 (niezależnie od wartości tego parametru). Nieobcią­

żony estymator jest zgodny, jeśli jego wariancja zdąża do zera, gdy N  dąży do 

nieskończoności.

E fek tyw ność: Estymator jest efektywny, gdy wariancja uzyskanej oceny jest moż­

liwie mała. Estymator najefektywniejszy daje ocenę parametru o najmniejszej 

w'ariancji 4.

P ro s to ta :  Prostota estymatora ooznacza niewielką złożoność postępowania potrzeb­

nego do wyznaczenia oceny.

Estymatory momentów dane zależnościami (2.22-2.27) niewątpliwie charakteryzu­

ją  się prostotą obliczeniową. Inne ich własności nie są tak oczywiste. Goldberger [67] 

i Oderfeld [102] określają właściwości estymatorów momentów dla nieskorelowanych 

zmiennych losowych i niektórych estymatorów momentów dla skorelowanych zmien­

nych losowych, niezależnie od rozkładu. Pokazują, że dla nieskorelowanych zmiennych 

losowych estymatory momentów zwykłych są nieobciążone, a estymatory momentów 

centralnych są asymptotycznie nieobciążone. Wariancje ocen momentów i M yr) 

zależą odpowiednio od wartości momentów: M y \ . . M ^  i M yT\ ..M y 2r\

Określenie własności estymatorów momentów dla zmiennych losowych skorelo­

wanych jest znacznie trudniejsze niż dla nieskorelowanych. W [67] pokazano, że dla 

zmiennych losowych skorelowanych:

-  estymator wartości średniej (2 .22) jest nieobciążony,

-  estymator wartości średniej (2.22) jest zgodny, gdy M  ^ ( k )  szybko maleje ze 

wzrostem k,

-  estymator wariancji (2.23) jest obciążony, ale jest asymptotycznie nieobciążony 

dla ciągów, dla których estymator wartości średniej jest zgodny,

-  wariancja estymatora wariancji zależy od czwartego momentu rozkładu.

3 Zbieżność p -  lim, [751: lim P[|0„ -  01 > el = 0 Ve > 0.N+—oc

4 Dla oceny efektywności estymatora wykorzystuje się nierówność Cramera-Rao , np. [117], [75].
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2.2. M odel

Dla zrozumienia obserwowanych procesów tworzymy, mniej lub bardziej świa­

domie, modele pozwalające rozpoznać procesy tego samego typu i przewidzieć ich 

zachowanie. Proces, dla którego nie jesteśmy w stanie znaleźć żadnego modelu, po­

zostaje nierozpoznany. Modele, których rodzaj, strukturę i parametry wybieramy, 

mogą być tworzone z wykorzystaniem informacji niesionej przez sygnały pozostające 

we wzajemnych zależnościach przyczynowo-skutkowych lub tylko na podstawie sy­

gnałów wyjściowych z procesu, przy założeniu że przyczyny obserwowanych zjawisk 

są nieznane lub niedostępne pomiarowo.

Poszukiwany model procesu zależy od celu, jakiemu ma służyć, posiadanej wiedzy 

o procesie oraz dostępnej informacji. Niepełna wiedza o zachodzącym procesie, a 

także udział niemierzalnych zakłóceń powodują, że bywa on opisywany przez modele 

stochastyczne, czyli modele z udziałem składnika losowego, o następującej postaci:

2/t =  /(u i_ i,u t- 2, .. . ,y i- i ,y i-2,...,W i,p), (2.28)

gdzie:

/ ( )  funkcja liniowa lub nieliniowa,

-  Wi -  tzw. sygnał innowacji, najczęściej określany jako dyskretny biały szum,

-  p  -  wektor parametrów.

Model o postaci (2.28) nazywany jest modelem parametrycznym. Jeśli / ( )  jest 

funkcją liniową względem wielkości wejściowych modelu i parametrów modelu, to 

(2.28) jest modelem liniowym. W przeciwnym wypadku jest modelem nieliniowym.

Dla modeli liniowych wystarczające jest założenie, że ciąg innowacji Wi jest we­

wnętrznie nieskorelowany. Dla modeli nieliniowych często dodatkowo zakłada się, że 

ciąg Wi jest ciągiem niezależnym5.

Dyskretny biały szum jest z definicji nieprognozowalny na podstawie modeli linio­

wych, lecz w szczególnych przypadkach może być prognozowalny przy wykorzystaniu 

modeli nieliniowych. Niezależny dyskretny biały szum jest nieprognozowralny, ze 

względu na brak jakichkolwiek zależności łączących jego elementy. Jeśli stanowi on 

pobudzenie modelu, to wyznacza granicę zrozumienia obserwowanej rzeczywistości z
/o\

maksymalną dokładnością określoną przez wariancję białego szumu m w . Jednocze­

śnie stwarza szansę, by to, co leży poniżej tej granicy, mogło być przewidziane, jeżeli 

5 Por. Definicja 2.1.
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tylko zostaną odpowiednio zaprojektowane algorytmy identyfikacji modelu i predykcji. 

Stopień rozpoznania procesu jest więc scharakteryzowany przez udział składnika loso­

wego w opisie tego procesu. Można zaobserwować zmniejszanie się udziału losowości 

w modelu w miarę wzrostu zrozumienia mechanizmów różnych zdarzeń i umiejętności 
ich opisu.

W [46] Bohlin określił i sklasyfikował podstawowe typy modeli procesów. Niniejsza 

monografia dotyczy modeli ciągów czasowych nazywanych czasem modelami sygna­

łowymi.

Modelami sygnałowymi albo modelami ciągów czasowych nazywamy modele opi­

sujące wyjście yi procesu jako funkcję poprzednich wartości sygnału wyjściowego i/;_i 

dla Z =  1,2, ...L  i sygnału innowacji dla k  = 0 ,1 .2,..., K. Sygnał innowacji, będą­

cy składnikiem modelu, jest najczęściej ciągiem losowym o założonych właściwościach 

stochastycznych, np. gaussowskim białym szumem lub sygnałem błędu modelu.

Modele ciągów czasowych znajdują zastosowanie w prognozowaniu stacjonarnych 

procesów stochastycznych (sygnał innowacji jest wtedy białym szumem). Mogą być 

również wykorzystywane do kompresji danych na potrzeby transmisji. Pozwalają one 

odtworzyć oryginalną sekwencję danych na podstawie znanego sygnału innowacji Wi, 

będącego wówczas deterministycznym ciągiem różnic:

W i= V i-  Vi\i-k-

Należy pamiętać, że modele ciągów czasowych:

-  nie mogą być wykorzystywane do sterowania,

-  mogą tracić ważność, gdy ulegnie zmianie charakter (np. rozkład) pobudzenia. 

W łasn o śc i m odeli

Własności parametrycznych modeli ciągów czasowych wynikają z dobranej struk­

tury  (postaci funkcji / ( ) )  i parametrów p.

-  W zależności od wartości parametrów p  modele są stabilne bądź niestabilne 

(w sensie BIBO).

-  Modele są przyczynowe, gdy sygnał wyjściowy w chwili i zależy jedynie od prze­

szłych wartości sygnałów' wyjściowych yi-k- W przeciwnym przypadku modele są 

nieprzyczynowe.
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-  Modele są odwracalne, gdy pozwalają na podstawie sygnału wyjściowego y t z mo­

delu wyznaczyć sygnał wejściowy Wi dla każdej chwili i, w przeciwnym razie są 

nieodwracalne.

-  Modele są identyfikowalne, gdy można na podstawie analizy dostępnych sygnałów 

wyjściowych określić strukturę i parametry modelu. W przeciwnym wypadku są 

nieidentyfikowalne.

-  Modele mogą mieć parametry stałe bądź zmienne w czasie. Klasyfikowane są wów­

czas jako stacjonarne bądź niestacjonarne względem parametrów.

-  Modele mogą mieć korzystne bądź niekorzystne własności predykcyjne, pozwalają­

ce na podstawie modelu zbudowanego na określonym zbiorze danych wnioskować 

o przyszłości.

Modele stabilnych procesów powinny być: stabilne, przyczynowe i identyfikowalne. 

Dodatkowo, gdy m ają być stosowane do kompresji czy predykcji sygnałów, muszą 

być odwracalne.

W  przypadku gdy dla badanego procesu można dopasować kilka różnych modeli, 

Haber i Unbehauen [79] zalecają następującą strategię wyboru modelu:

-  modele parametryczne przed modelami nieparametrycznymi,

-  modele o mniejszej liczbie parametrów przed modelami o większej liczbie parame­

trów,

-  modele, dla których istnieją prostsze metody estymacji parametrów przed pozo­

stałymi modelami,

-  modele, dla których prostsza jest identyfikacja struktury modelu przed pozosta­

łymi modelami.

Powyższa strategia wyboru modelu, zaproponowana oryginalnie dla modeli 

wejściowo-wyjściowych6, może być również zastosowana dla modeli sygnałowych.

2.3. Podatność predykcyjna i w łasności prognostyczne

Z doświadczeń wynika, że istnieją procesy (np. zapotrzebowanie na energię elek­

tryczną w ciągu doby w zależności od pory roku), których wyjścia są względnie ła­

two przewidywalne. Prognozowanie pogody jest już zadaniem znacznie trudniejszym.

6 Sygnał wejściowy jest znany i dostępny pomiarowo.
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Gaussowski dyskretny biały szum jest klasycznym przykładem procesu nieprognozo- 

walnego. Poszczególne procesy różnią się więc między sobą podatnością predykcyjną.

D efin ic ja  2.2. Podatność predykcyjną jest właściwością procesu, oznaczającą poten­

cjalną możliwość przewidzenia zachowania się zmiennych wyjściowych z procesu.

Choć podatność predykcyjną procesu jest w zasadzie pojęciem intuicyjnym, na 

potrzeby badań symulacyjnych, prowadzonych dla procesów zdefiniowanych matema­

tycznie:

Vi = Ci-k) dla k  =  0 , 1, 2 , ...ii', / =  1, 2 , ...L, (2.29)

można sformułować warunek strukturalnej nieprognozowalności:

D efin ic ja  2.3. Proces stochastyczny j/j będziemy nazywać strukturalnie nieprognozo- 

walnym, gdy każdy niezerowy wyraz <J>,j jego aproksymacji szeregiem:
OO

Hi =  "y ' (2.30)
i = o

można przedstawić następującą zależnością:

=  ji  Ui— (2-31)

gdzie:

-  ej -  niedostępne pomiarowo, nieskorelowane pobudzenie procesu,

-  aj -  współczynnik liczbowy.

Procesy niespełniające definicji 2.3 będziemy nazywać procesami strukturalnie pro- 

gnozowalnymi. Dla procesów strukturalnie prognozowalnych można zdefiniować miarę 

podatności predykcyjnej procesu [40]:

D efin ic ja  2.4. Miara podatności predykcyjnej sp jest funkcją udziału wariancji skład­

nika losowego A2 w całkowitej wariancji analizowanej zmiennej wyjściowej cr2:

5P =  1 -  (2.32)
y

Dla procesu deterministycznego, dla którego A2 =  0, miara podatności predykcyj­

nej sp =  1. Dla białego szumu <r2 =  A2 i miara podatności predykcyjnej sp =  0. 

Procesy losowe, strukturalnie prognozowalne niebędące białym szumem charaktery­

zują się miarą podatności predykcyjnej, leżącą w przedziale (0,1). Generalnie, im
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większy jest udział składnika losowego w procesie, tym bliższa zeru jest miara podat­

ności predykcyjnej procesu sp i tym gorszą podatnością predykcyjną się on cechuje.

Dobra podatność predykcyjną procesu nie jest równoznaczna z wysoką jakością 

prognozy, gdyż do wyliczenia prognozy potrzebny jest model cechujący się dobrymi 

własnościami prognostycznymi, a uzyskanie takiego modelu nie zawsze jest możliwe. 

Prostym przykładem procesu matematycznie zdefiniowanego o podatności predyk­

cyjnej sp =  1, który w praktyce (bez znajomości dokładnego modelu i warunków 

początkowych) jest nieprognozowalny, jest chaos, opisany nieliniowym równaniem 

deterministycznym.

W łasn o śc i p ro g n o sty czn e  m odelu

Od modeli przeznaczonych do prognozowania procesów bądź sterowania procesami 

wymaga się, by posiadały własności uogólniające, czyli aby nie traciły ważności poza 

zbiorem danych, na podstawie którego zostały opracowane. Własności uogólniające 

modelu są równoznaczne z własnościami prognostycznymi modelu.

D efin ic ja  2.5. Model ma dobre własności prognostyczne, jeśli pozwala zbudować po­

prawną prognozę zmiennej wyjściowej procesu.

Granger i Newbold [71] w charakterze miary własności prognostycznych modelu 

stosują stosunek wariancji predykcji minimalnowariancyjnej, otrzymanej na podsta­

wie modelu, do wariancji zmiennej prognozowanej, przy założeniu że prognozowana 

zmienna ma skończoną wariancję.

v a r ( y ^ )
var(y) ( ' ’

W monografii jako miarę własności prognostycznych modelu zastosowano nieco zmo­

dyfikowaną postać miary 2.33, zwaną współczynnikiem efektywności predykcji [40], o 

budowie podobnej do (2.32).

D efin ic ja  2 .6 . Współczynnik efektywności predykcji:

_  var(eMV) 
m var(y) ’ ( }

gdzie var(eMV) jest minimalną wariancją błędu predykcji opracowanej na podstawie 

modelu, określa własności prognostyczne modelu.



Dla var(eMV) =  0 współczynnik efektywności predykcji jest równy sm = 1.

Dla var(eMV) = var(y) współczynnik efektywności predykcji wynosi sm = 0 . Model 

m a dobre własności prognostyczne, gdy miara sm jest bliska jedności.

2.4. Identyfikowalność

Identyfikowalność procesu jest właściwością procesu oznaczającą możliwość jego 

poprawnego zidentyfikowania [88]. O poprawnym zidentyfikowaniu badanego procesu, 

w sensie struktury i parametrów, można dyskutować jedynie na gruncie badań sy­

mulacyjnych, podczas których zarówno struktura, jak i parametry identyfikowanego 

procesu są znane.

W badaniach stosowanych rzeczywiste procesy często są na tyle złożone, że rozpa­

truje się je  z różnych punktów widzenia, a opis (model) procesu różni się w zależności 

od rozważanego aspektu. W badaniach stosowanych identyfikowalność dotyczy raczej 

możliwości odtworzenia określonych właściwości (zachowań, charakterystyk) procesu 

na podstawie specyficznego modelu badanego procesu, a nie procesu jako całości. 

W związku z czym nie ma jednolitej definicji identyfikowalności, a także ogólnych 

warunków identyfikowalności procesów [46].

Identyfikowalność, choć naturalnie związana z procesem, dotyczy zarówno procesu, 

jak i modelu. W dalszym ciągu tej monografii będziemy rozróżniać identyfikowalność 

systemową, która ma istotne znaczenie w badaniach stosowanych i dotyczy wyłącznie 

procesu, oraz identyfikowalność systemową, strukturalną i parametryczną, istotne 

w badaniach symulacyjnych i dotyczące zarówno procesu, jak i modelu. Poniżej po­

dane zostaną definicje rodzajów identyfikowalności omawianej w dalszym ciągu pracy.

D efin ic ja  2.7. Identyfikowalność systemowa oznacza, że możliwe jest znalezienie ta­

kiego modelu (w sensie struktury i parametrów), który odzwierciedla obserwowane 

zachowanie procesu. Przez zachowanie procesu rozumie się:

-  reakcje na zadane wymuszenia, w przypadku procesów o wejściach dostępnych 

pomiarowo,

-  charakterystyki statystyczne (rozkłady, momenty) w przypadku procesów o wej­

ściach nieznanych lub niedostępnych pomiarowo.
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W identyfikowalności systemowej nie jest istotna struktura i parametry modelu, 

lecz efekt końcowy modelowania. W szczególności może istnieć wiele różnych modeli 

równie dobrze odtwarzających wybrane charakterystyki procesu.

D efin ic ja  2 .8 . Identyfikowalność strukturalna procesu oznacza, że możliwe jest zna­

lezienie struktury modelu zgodnej ze strukturą procesu.

Badanie identyfikowalności strukturalnej procesu stochastycznego jest częścią ana­

lizy procesu. Ma na celu określenie relacji między momentami stochastycznymi pro­

cesu, których spełnienie pozwala określić typ i strukturę procesu.

D efin ic ja  2.9. Identyfikowalność strukturalna modelu określonego rodzaju oznacza, 

że możliwe jest znalezienie struktury modelu określonego rodzaju, niekoniecznie zgod­

nej ze strukturą procesu, która pozwoli odtworzyć wybrane charakterystyki procesu.

Identyfikowalność strukturalna modelu ma znaczenie zarówno w badaniach sto­

sowanych, jak i badaniach symulacyjnych. Rzeczywista struktura procesu losowego 

nie jest znana, znane są jedynie oceny momentów stochastycznych procesu. Warunki 

identyfikowalności strukturalnej modelu określają, czy model o hipotetycznie przy­

jętej strukturze może zostać zidentyfikowany na podstawie ocen momentów stocha­

stycznych procesu losowego. Dla określonego procesu losowego modele o pewnych 

strukturach mogą być identyfikowalne, a o innych nie.

D efin ic ja  2.10. Identyfikowalność parametryczna procesu oznacza, że jeśli istnieją 

modele o tej samej strukturze, lecz o różnych parametrach, które tak samo dobrze 

opisują badany proces, a wśród tych modeli istnieje model o parametrach równych 

w przybliżeniu parametrom procesu, to zbiór danych pochodzących z procesu zawiera 

informacje pozwalające wybrać parametry modelu odpowiadające parametrom procesu.

Identyfikowalność parametryczna procesu odgrywa rolę w badaniach symulacyj­

nych i analizie procesu.

D efin ic ja  2.11. Id e n ty fik o w a ln o ść  p a ra m e tryczn a  m odelu  oznacza, że możli­

we jest jednoznaczne określenie parametrów modelu odtwarzającego wybrane charak­

terystyki procesu.

Identyfikowalność parametryczna modelu odgrywa rolę w badaniach symulacyj­

nych i badaniach stosowanych. W badaniach stosowanych, gdy prawdziwe parame­
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try  procesu nie są znane, identyfikowalność parametryczna oznacza możliwość jedno­

znacznego określenia parametrów modelu. Warunki identyfikowalności formułowane 

w literaturze najczęściej dotyczą identyfikowalności parametrycznej modelu.

Z praktycznego punktu widzenia, identyfikowalność systemowa jest bardziej istot­

na niż parametryczna, ponieważ:

-  znajomości opisu procesu z dokładnością do parametrów można oczekiwać jedynie 

w badaniach symulacyjnych,

-  w praktyce akceptowany jest model adekwatnie przedstawiający określone właści­

wości procesu.

Z drugiej strony, stochastyczny model procesu uwzględnia udział składnika losowego, 

a skoro tak, to model z mniejszym udziałem składnika losowego jest bardziej pożądany 

od modelu o identycznych charakterystykach statystycznych, lecz o większym udziale 

losowości. W  takim przypadku identyfikowalność parametryczna nabiera znaczenia. 

Warto wiedzieć, czy dla procesu z danym udziałem losowości potrafimy znaleźć model 

o zbliżonym udziale losowości, czy może tylko model odzwierciedlający charaktery­

styki statystyczne, lecz ze znacznie większym udziałem składnika losowego. W pierw­

szym przypadku znaleziony model ma korzystne własności prognostyczne. W drugim 

przypadku należy ostrożnie podejść do możliwości wykorzystania takiego modelu dla 

prognozowania, natomiast z powodzeniem można wykorzystać go w badaniach symu­

lacyjnych do modelowania sygnałów.

R ozdział 3

M od ele  procesów  losow ych

Badania procesów losowych m ają na celu między innymi wykrycie reguł dyna­

micznych, które powodują generację obserwowanych ciągów. Stochastyczne modele 

ciągów czasowych są parametrycznymi modelami generujących je procesów. Oczy­

wiste jest, że określenie reguły dynamicznej wymaga zrozumienia zachodzących w 

procesie zjawisk, co w praktyce jest osiągalne tylko w bardzo ograniczonym zakre­

sie. Kiedy wyjaśnienie teoretyczne dla obserwowanego procesu nie istnieje lub jest 

niepełne, można zastosować następujący schemat postępowania, [118]:

1. Oszacować istotne cechy obserwowanego zbioru danych (ciągu czasowego), takie 

jak:

-  wartość średnia,

-  wariancja,

-  stacjonarność wartości średniej,

-  stacjonarność wariancji,

-  okresowość,

-  cykliczność.

2. Skonstruować empiryczny model ciągu czasowego, zawierający w sobie tyle teore­

tycznej wiedzy o procesie generacji, ile w danym przypadku jest możliwe.

3. Sprawdzić, czy skonstruowany model wystarczająco wyjaśnia cechy oszacowane w 

pierwszym punkcie i w razie potrzeby udoskonalić model.

Realizacja punktu drugiego najczęściej sprowadza się do określenia względnie szerokiej 

klasy modeli, zdolnych wyjaśnić cechy oszacowane w punkcie pierwszym. Modele te są 

następnie identyfikowane za pomocą dostępnych technik identyfikacji i weryfikowane 

jak w punkcie trzecim. W kolejnych podrozdziałach zostaną przedstawione najczęściej 

stosowane stochastyczne modele ciągów czasowych.
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3.1. Stochastyczne m odele liniowe

Liniowe modele procesów losowych m ają postać liniowych filtrów H (D ) pobu­

dzanych losowym sygnałem wejściowym w*, nazywanym sygnałem pobudzającym lub 

pobudzeniem modelu:

yi =  H(D)wi, (3.1)

gdzie:

-  D -  operator opóźnienia (Delay):

DnWi = Wi- „, (3 .2)

-  H (D ) -  wielomian:

H (D ) = ho + h \D  +  . . .  +  hooD00. (3.3)

W liniowej teorii procesów stochastycznych1 zakłada się, że w* jest nieskorelowa- 

nym procesem losowym o niezmiennym rozkładzie, tzw. dyskretnym białym szumem

w szerokim sensie [109]. Wyjściem modelu jest ciąg stochastyczny yt. którego własno­

ści zależą od statystycznych własności sygnału pobudzającego i dynamiki procesu 

H (D ).

Modele o postaci (3.1) nazywane są modelami filtracyjnymi, ponieważ ciąg yi 

powstaje w wyniku liniowej filtracji H (D ) ciągu w*. Model (3.1) można zapisać w 

sposób równoważny:
OO

2li = Yl hJwi - i ■ (3-4)
j=0

Przy założeniu szczególnych postaci transmitancji filtru H (D ) otrzymuje się podsta­

wowe modele ciągów czasowych znane jako [51], [127]:

-  Model średniej ruchomej MA(dC):

H (D ) =  C(D ), (3.5)

dC
Vi =  C { D ) e i  =  ^ 2  ci w i - v  ( 3 -6 )

i= o

C{D) =  1 + ClD + c2D 2 +  ... +  cdCD dC. (3.7)

1 Dopuszczalność opisu procesów losowych o skończonej wariancji modelem liniowym (3.4) uza­
sadnia Priestley [104], powołując się na prace Koopmansa.
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-  Model autoregresywny AR(dA)\

m m  =  ^ 5 , .  o»*)

^ dA

yi =  J j - p jwi =  wi -  ai yi- i '  (3-9)

A{D) =  1 + a iD  + a2D 2 +  ... +  adAD dA. (3.10)

-  Model mieszany A R M A (dA , dC):

m m  =  o . » )

V i =  =  Y I  c i W i~ i  -  Y I  (3-12)
' j=o j=i

Często zakłada się, że Wi jest białym szumem gaussowskim. Wówczas ciąg wyjściowy 

jako wynik liniowej transformacji ciągu gaussowskiego jest również ciągiem gaussow­

skim.

Chociaż rzeczywiste procesy bywają nieliniowe i niegaussowskie, to często są opisy­

wane stochastycznymi modelami liniowymi (3.4), ponieważ dla procesów niegaussow- 

skich o skończonych drugich momentach, a z takimi najczęściej mamy do czynienia, 

można zawsze znaleźć model gaussowski o takim samym pierwszym i drugim momen­

cie jak  badany proces2. Modele gaussowskie m ają szereg korzystnych właściwości, ale 

stosując je należy uwzględnić także ich ograniczenia.

3.1 .1 . Z ale ty  lin iow ych m odeli gaussow skich

Liniowe modele gaussowskie są chętnie stosowane w analizie procesów losowych 

ze względu na to, że:

-  Stanowią dobrą pierwszą aproksymcję wielu rzeczywistych zjawisk.

-  Stosowane od lat sześćdziesiątych dwudziestego wieku, sprawdziły się w analizie 

i prognozowaniu danych, np. [51], [73],[118], a także w sterowaniu procesami np. 

[13].

-  Matematycznie, liniowe równania różnicowe stanowiące model są najprostszymi 

równaniami różnicowymi.

dC dA

2 Por. rozdział 2.1.
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-  Probabilistyczna interpretacja procesów gaussowskich jest czytelna i zrozumia­

ła. Statystyczne zależności dla wielu liniowych procesów gaussowskich mogą być 

teoretycznie uzasadnione.

-  Metody analizy i identyfikacji liniowych gaussowskich modeli A R M  A  są znane

[51]. Są dostępne gotowe pakiety programowe do analizy i identyfikacji takich 

modeli, np. Matlab Identification Toolbox, Statistica.

3.1.2. O gran iczen ia  lin iow ych m odeli gaussow skich

Ograniczenia w stosowaniu liniowych modeli gaussowskich w analizie procesów 

losowych wynikają z tego, że modele te:

-  odtwarzają jedynie statystyczne własności drugiego rzędu badanych procesów,

-  generują ciągi o symetrycznym rozkładzie, więc nie nadają się do modelowania 

danych charakteryzujących się silną asymetrią odchyłek wartości ciągu od średniej,

-  nie nadają się do modelowania zjawisk, charakteryzujących się losowo pojawiają­

cymi się dużymi amplitudami sygnałów, niebędących błędami,

-  nie nadają się do modelowania danych charakteryzujących się cyklicznością. 

Istnieją dwie możliwości naturalnej ewolucji liniowych gaussowskich modeli (np. AR, 
M A  czy A R M  A):

-  odrzucenie założenia o gaussowskim rozkładzie pobudzenia u>i modelu,

-  przyjęcie nieliniowej struktury modelu, przy gaussowskim rozkładzie pobudzenia

Wi.

3.1.3. Identyfikow alność

Do identyfikacji procesów, opisywanych stochastycznymi modelami ciągów cza­

sowych lub autonomicznymi równaniami stanu, nie można zastosować planowanego 

eksperymentu identyfikacyjnego. Dlatego warunki identyfikowalności takich procesów 

są znacznie mniej rozpoznane niż warunki identyfikowalności dla procesów z jawnym 
wejściem.

-  Dla procesów z jawnym wejściem, w tym również dla procesów nieliniowych, pro­

ponowane są efektywne metody badania identyfikowalności, np. [83], [106], [121].

-  Metody badania identyfikowalności procesów autonomicznych, opisanych równa­

niami stanu, są znacznie mniej rozwinięte. Pewne rozwiązania proponowane są w 

[59] i [60].

-  Dla ciągów czasowych brak jest ogólnych metod badania identyfikowalności, a w 

literaturze identyfikowalność ciągu czasowego utożsamiana jest z odwracalnością 

modelu tego ciągu, [118], [127].

Utożsamienie odwracalności modelu i identyfikowalności procesu jest słuszne dla 

procesów liniowych, co można zilustrować prostym przykładem nieodwracalnego pro­

cesu M A (  1):

P rz y k ła d  3.1

Dany jest proces MA(1):

yi = ei + cet-i = C(D)ei, (3.13)

opisany równaniem:

j/j =  a  +  2ej_i, (3.14)

gdzie ej jest dyskretnym, gaussowskim białym szumem o wariancji A2 =  1. Pro­

ces (3.14) charakteryzuje się zmiennością, opisaną funkcją tworzącą autokowariancji, 

zdefiniowaną jako:

r(£>) =  \ 2C (D ~ 1 )C(D ), (3.15)

która dla procesu (3.14) jest równa:

r(£>) =  A2( l +  2D~l )( \  +  2D), (3.16)

a po rozwinięciu:

r  (£>) =  A2(2 D - 1 + 5  +  2 D) =  71 Zr1 +  7oD° +  7 lD. (3.17)

Stąd bezpośrednio wynika, że:

7o =  a 2 =  5A2 =  5,

7l =  2 A2 =  2.

Załóżmy, że ograniczamy badania do klasy modeli liniowych. Analiza zbioru danych 

generowanych przez system (3.14), wykonana metodą Boxa, Jenkinsa [51] z wykorzy­

staniem empirycznej funkcji autokorelacji i korelacji cząstkowej pozwala określić nie 

tylko typ modelu M A , ale również jego rząd, dC  =  1. Z (3.16) wynika, że istnieją co 

najmniej dwa modele tego samego typu, opisujące zmienność danych:

3.1. Stochastyczne modele liniowe ó  <
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-  y, = Wi +  który jest modelem przyczynowym, lecz nieodwracalnym,

-  iii — Wi + 2wi+i, który nie jest modelem przyczynowym, więc jako taki leży po­

za zakresem zainteresowań, gdyż nie nadaje się do modelowania rzeczywistych 
procesów.

Ciąg Wi jest gaussowskim białym szumem o wariancji A2 =  1. Proste przekształcenia 

pokazują, że taką samą funkcję tworzącą autokowariancji:

r(£>) =  4A2(1 +  0.5ZT x) ( l  +  0.52?) =  4A2(0.5ZT1 +  1.25 +  0.52?), (3.18)

= a 2y =  1.25(4A2) =  5,

7 i= 0 .5 (4 A 2) = ,2

ma inna para modeli:

_ Vi — iv'i + O.Sw;'.!, który jest modelem przyczynowym i odwracalnym,

-  yi = uĄ +  0.5w'+1, który nie jest modelem przyczynowym.

Ciąg pobudzający w[ jest w tym przypadku gaussowskim białym szumem o wa­
riancji A2 =  4.

Reasumując:

-  Istnieją cztery różne modele o tej samej strukturze, lecz różnych parametrach, 

opisujące proces (3.14).

-  Pomijając dwa modele nieprzyczynowe jako modele nieużyteczne, pozostają dwa 

modele przyczynowe -  model nieodwracalny i odwracalny procesu (3.14), któ­

re generują ciągi danych wyjściowych o autokowariancji równej autokowariancji 
procesu.

-  Brak jest wskazówki, który model odpowiada systemowi generującemu badany 

ciąg danych. Proces (3.14) jest więc nieidentyfikowalny parametrycznie na pod­

stawie drugiego momentu łącznego.

- Pamiętając, że procesy gaussowskie są całkowicie określone przez dwa pierwsze 

momenty, rozpatrywanie wyższych momentów nie doprowadzi do poprawnej iden­
tyfikacji procesu.

Id en ty fik ac ja  p a ra m e try c z n a  m e to d ą  m in im alizacji b łę d u  p red y k cji

Większość identyfikowanych modeli procesów znajduje zastosowanie w progno­

zowaniu i sterowaniu procesów, stąd wiele metod identyfikacji wyznacza parametry
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modelu tak, by założona funkcja błędu predykcji dokonanej na podstawie znalezionego

modelu była minimalna.

Funkcję przyporządkowującą ciągowi błędów predykcji wielkość skalarną można 

wybrać na wiele sposobów. Sódrestróm i Stoica w [108] pokazują, że wiele metod 

identyfikacji, w tym metoda najmniejszej sumy kwadratów, rozszerzona metoda naj­

mniejszej sumy kwadratów i metoda największej wiarygodności jest szczególnym przy­

padkiem metody minimalizacji błędu predykcji. Aby metoda ta  mogła być stosowa­

na, musi być możliwe obliczenie ciągu błędów predykcji e{i) na podstawie modelu 

y (Q ,i\i — 1) i ciągu dostępnych danych yt. Oznacza to, że ciąg

e(i) =  y(i) -  y (e , i\i -  1) (3.19)

musi być zbieżny, co jest równoważne odwracalności modelu M A. 0  oznacza w 

ogólności wektor parametrów modelu, a dla modelu M A (\)  odpowiada parametrowi 

c modelu.

Dla procesu z przykładu 3.1 można przekształcić przyczynowy, nieodwracalny 

model
yt =  Wi + 2 Wi-i (3.20)

tak, by uzyskać jego odwracalny odpowiednik:

y* 0.5yj-i-i (ty 0i \
” W =  T + 2 D =  1 +  0.5C - 1' (321)

Przekształcenia doprowadzają do modelu odwracalnego, ale nieprzyczynowego. Je­

dynym modelem będącym jednocześnie modelem odwracalnym i przyczynowym jest 

model o parametrach ć =  0.5 i A2 =  4 odbiegających istotnie od parametrów obiektu.

Nieodwracalny proces (3.14) jest więc parametrycznie nieidentyfikowalny meto­

dami związanymi z minimalizacją błędu predykcji. Możliwa jest jedynie identyfikacja 

modelu odwracalnego, który ma takie same własności drugiego rzędu jak  badany 

proces. Niestety, współczynnik efektywności predykcji zidentyfikowanego modelu:

4A2
=  1 -  —  =  0.2 (3.22)

al
i jest znacznie niższy od współczynnika podatności predykcyjnej procesu, dla którego:
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Reasumując:

-  Dla procesu M A(1) i w, będącego stacjonarnym białym szumem o symetrycznym 

rozkładzie, wyniki identyfikacji są niejednoznaczne.

-  Analiza drugiego momentu pokazanego na rys.3.1 wskazuje, że istnieją dwa modele

Rys. 3.1: Unormowana k-ta kowariancja, rk = 

Fig. 3.1: Normalized k th covariance, rk =

o takich samych własnościach statystycznych, z których tylko jeden jest modelem 

odwracalnym (minimalnofazowym).

-  Metody oparte na minimalizacji błędu predykcji identyfikują jedynie odwracalne 

modele ciągów czasowych.

Uwaga:

Istnieją dziedziny, np. oceanografia, geofizyka, biomedycyna [100], w których jest uza­

sadnione stosowanie modeli nieodwracalnych (nieminimalnofazowych). Wynika stąd 

potrzeba tworzenia identyfikowalnych modeli nieodwracalnych. W  [15] Benveniste i 

in. proponują stochastyczny, liniowy, nieodwracalny model ciągu czasowego, który jest 

identyfikowalny dzięki temu, że pobudzany jest niestacjonarnym ciągiem gaussowskim. 

Inny nieodwracalny model dla pewnej klasy stochastycznych procesów sejsmologicznych 

proponują Kormylo i Mendel w [86]. Również w tym przypadku pobudzenie modelu 

jest procesem gaussowskim o zmiennej wariancji. Model jest identyfikowalny, jeśli 

wariancja pobudzenia modelu spełnia sformułowane w [86] warunki.
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3.2. Stochastyczne m odele nieliniowe

Nieliniowe modele ciągów czasowych bywają stosowane wówczas, gdy modele linio­

we nie odtwarzają w zadowalający sposób istotnych cech badanych sygnałów. Istnieją 

doświadczalne dowody [115], zgodne zresztą z intuicją, że liniowe modele stosowane 

do krótkoterminowej predykcji ciągów czasowych pozwalają osiągnąć zadowalającą 

dokładność, natom iast dla długoterminowej predykcji znacznie lepiej sprawdzają się 

modele nieliniowe.

S truktura nieliniowego modelu ciągu czasowego może być liniowa lub nieliniowa 

względem parametrów modelu. Ze względu na to, że dla struktur liniowych względem 

param etrów procedury estymacji parametrów są mniej złożone numerycznie niż dla 

struk tur nieliniowych względem parametrów, wielomianowe modele nieliniowe należą 

do najczęściej stosowanych. Do estymacji parametrów wielomianowych modeli nieli­

niowych można wykorzystać techniki takie same jak dla modeli liniowych.

Nieliniowymi modelami ciągów czasowych liniowymi względem parametrów są:

-  modele N A R M A  - (Nonlinear ARMA),

-  biliniowe В  A R M  A  (Bilinear ARMA),

-  progowe T  A R M  A  (Threshold ARMA),

-  modele A R C H , G A R C H  (Generalised Autoregressive Conditionally Heterosce- 

dastic).

Przykładem modeli nieliniowych względem parametrów są modele wykładnicze. 

Poniżej zostaną opisane wymienione typy modeli.

3 .2 .1 . M o d e le  N A R M A

Modele nieliniowa N A R M A ,  wprowadzone i badane przez Billingsa [45] i Chena 

[55], [56], złożone są z liniowych i nieliniowych członów, będących funkcjami wyjść 

2/i-fc i innowacji w ^ k:

Vi = - ,W i- nw) + Щ- (3-24)

Zakłada się, że innowacje są nieskorelowanym procesem losowym o zerowej warto­

ści średniej. S trukturę modelu określa zbiór liczb (ny, n y\ , ..., n yn, nw, nwj , ..., n wrt, kn). 

Jeśli struk tura  modelu jest znana, to estymacja parametrów modelu może być wy­

konana klasyczną m etodą najmniejszych kwadratów. Zasadniczym problemem jest
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jednak wybranie struktury  modelu spośród możliwych struktur, których dla modeli 

N A R M A  może być bardzo wiele. Przykładowo, część N A R  modelu może mieć postać:

Tiy Tiy 1 riy 2
U iAR =  Aa +  ^ 2  akyi-k  +  Y j  akl,k2yi-klVi-k2

k=1 *1=1 k2=kl
Tiy TlyTl

+  . . .+  E -  E  &fcl,...,fcn2/t—fcl•••2/ś—kn “ł~ (3.25)
kl=l kn=kn— 1

Część N M A  modelu może mieć postać:

Tliu Hw 1 71 uj 1
yNMA. _  ^  CkWi-k + ^ 2  Ckl,k2Wi-klWi-k2

k=1 fcl=l k2=kl
Tluf 1 Tb\j)Tl

+  ... +  E ~  E  Cfcl,...,fcn t̂—k l" '^ i—kit' (3.26)
Arl=l fcn=fcn—1

Wyjście modelu jest sumą

lli = V iAR +  V i MA-

3.2 .2 . M o d e le  b ilin iow e B A R M A

Modele biliniowe są podklasą nieliniowych modeli wielomianowych. Ogólna postać 

modelu biliniowego przedstawiona jest równaniem:

dA dC P  Q

J/t +  ^  ' ajy i—j  =  ^  ' CjWj—j  +  ^  ^  /3klwi-kVi—l- (3.27)
j = 1 j= 0 fc=l 1= 1

Pobudzeniem modelu biliniowego jest dyskretny biały szum w*. Założenie niezależno­

ści pobudzenia nie jest konieczne, aczkolwiek przyjęcie takiego założenia umożliwia 

wyznaczenie własności prognostycznych modelu. Struktura modelu biliniowego 

(3.27) określona jest przez zbiór liczb (dA, dC, P, Q). S truktura ta, choć niewątpliwie 

prostsza od struktury nieliniowego modelu wielomianowego (3.24), jest i tak  na 

tyle złożona, że uniemożliwia ogólną analizę właściwości modelu. Z tego względu w 

praktyce stosuje się biliniowe modele ciągów' czasowych o uproszczonej strukturze. 

Chen i Billings [56] zaproponowali następującą klasyfikację modeli biliniowych:

-  Jeśli (3ki =  0 dla wszystkich k i l z wyjątkiem przypadku k  =  Z, model biliniowy 

nazywa się modelem diagonalnym.

Jeśli [jkl -  0 dla k < l, model biliniowy nazywa się modelem superdiagonalnym.
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-  Jeśli Pki =  0 dla k > l, model biliniowy nazywa się modelem subdiagonalnym.

Model B A R M A  redukuje się do modelu A R M  A, gdy dla każdej wartości k  i l współ­

czynnik Pki — o.
W  1978 roku Granger i Andersen [72] podali bez dowodu pewne interesujące 

właściwości modelu biliniowego o najprostszej strukturze (0 , 0 , 1 , 1):

yi = Wi + P uW i-iy i-i (3.28)

i od tej pory datuje się zainteresowanie prostymi modelami biliniowymi. W rozdziale 

4 zostaną dokładniej omówione własności modeli biliniowych o strukturze (0 , 0 ,k , l ) ,  

opisanych równaniem:

y i= w t+  PkiWi-kVi-i (3.29)

i nazywanych elementarnymi modelami biliniowymi £ B (k ,l).

3.2 .3 . M o d e le  p rogow e T A R M A

Jeżeli właściwości procesu nie zmieniają się w sposób ciągły, lecz zmiany zachodzą 

w pewnych możliwych do określenia przez zbiór warunków przedziałach, to można za­

stosować do opisu procesu progowe modele A R , M A  lub A R M  A  nazywane modelami 

T A R , T M  A  lub T A R M A  (Threshold A R M  A). Modele progowe charakteryzują się

tym, że ich param etry i/lu b  struktura zmieniają się skokowo, po spełnieniu sformu­

łowanego wcześniej warunku, np.:

dC dA

yi =  Wj +  CjWj-j — Q-jVi-i jeśli zachodzi warunek 1,
j=i j =i
dT d \

= Wi +  ^ 2  l} wi-3  — Y 2  a jy*-j j eśli zachodzi warunek 2. (3.30)
3=1 i = i

Jeśli warunki sformułowane są względem wartości sygnału yi- k, na przykład, 

rx < yt_k < r 2, gdzie n ,  r 2 są znanymi wartościami liczbowymi, to model T A R M A  

nazywa się modelem samopobudzającym -  S E T  A R M  A  (Self Exciting T A R M A ),

[52], [118].

S trukturę modelu T  A R M  A  stanowi zbiór warunków i zbiór struk tur modeli liniowych 

wewnątrz przedziałów wyznaczonych tymi warunkami.



3.2 .4 . M o d e le  A R C H  i G A R C H

Modele ARCH zaproponowane przez Engle [62], a w wersji uogólnionej GARCH 

przez Bollersleva [47], [48], [49] zostały wprowadzone dla opisu procesów losowych 

Hi, których wariancja zmienia się w czasie i zależy od poprzednich obserwacji (tzn. 

duża wariancja wpływa na dużą wariancję w przyszłości). Mówimy, że obszary o dużej 

zmienności obserwacji są ze sobą skupione ( podobnie jak obszary o małej zmienności 

obserwacji). Ogólnie model A R C H  (ni) określony jest jako:

№ =  (3.31)
a \ =  a0 +  a i^ L j +  ... +  amyf_m

gdzie e* jest dyskretnym białym szumem gaussowskim o jednostkowej wariancji. Ciąg 

2/i jest nieskorelowany, ale nie jest niezależny. Ma zerową wartość średnią. Bezwarun­

kowa wariancja jest sta ła  i równa:

V ar(yi) = ---\ — . (3.32)
i  -  X > i

i = l

Ze wzoru (3.32) wynikają ograniczenia na param etry modelu, ponieważ wariancja 

musi być dodatnia.

Proces A R C H  można przekształcić do postaci procesu A R  modelowanego na kwa­

dratach obserwacji wyjściowego ciągu y*. Oznacza to, że szukając efektu A R C H  w 

procesie y  i, można wykorzystać funkcję korelacji cząstkowej i metodykę zapropona-

waną przez Boxa [51] dla procesu yf. Do wad modeli A R C H  można zaliczyć fakt, że

dodatnie i ujemne przyrosty obserwowanego ciągu wyjściowego m ają taki sam wpływ 

na modelowaną zmienność procesu (ponieważ skupiamy się na ich kwadratach). Poza 

tym  model A R C H  nie wyjaśnia czynników wpływających na zmienność ciągu, a jedy­

nie opisuje zachowanie warunkowej wariancji, a na współczynniki modelu narzucone 

są znaczące ograniczenia.

Idea zastosowania nowego modelu pojawiła się wtedy, gdy okazało się, że w prak­

tyce modele A R C H  zawierają wiele parametrów, często więcej niż dziesięć. Modele 

G A R C H  są modelami oszczędnymi. M ają postać:
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1/, —  O'i

a \  =  a0 +  J2 k=i akVi-k +  £ j= i
(3.33)
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dla

oo > 0 , aj >  0 , bi > 0

i określane są jako modele G A R C H (K , J).

Modele A R C H  i G A R C H  znajdują zastosowanie w modelowaniu zjawisk ekono­

micznych, a w szczególności przy analizie zmienności rynków Ananasowych.

3 .2 .5 . M odele  w yk ładn icze

Modele wykładnicze [45] przedstawione są równaniem:

m
Vt = Y l  [ai +  & exP(—2/?-*;̂ )] aiVi-i +  e<> (3-34)

i=i

gdzie a j, (3j, aj są parametrami modelu, a wyznaczenie struktury modelu jest równo­

znaczne z wyznaczeniem k3.

3.2 .6 . W łasn o śc i n ielin iow ych m odeli stochastycznych

Dla stochastycznych gaussowskich modeli liniowych drugi moment centralny 

(funkcja autokowariancji) stanowi uniwersalną miarę opisującą ich własności. Dla 

stochastycznych modeli nieliniowych, ze względu na ich różnorodność, brak jest nie­

stety równie uniwersalnej, ogólnej miary pozwalającej opisać ich własności [74]. Z 

tego względu badania własności prowadzone są oddzielnie dla określonych rodzajów 

stochastycznych modeli nieliniowych, a wybrane własności mogą być określone tylko 

dla szczególnych przypadków modeli.

Analizą własności wielomianowych modeli nieliniowych zajmowali się m.in.Chen, 

Billings. W [56] przedyskutowali pojęcie lokalnej i globalnej stabilności i odwracalności 

wielomianowych modeli ciągów czasowych. Prowadzone przez nich rozważania można 

podsumować następująco:

-  Stabilność i odwracalność modeli liniowych jest ich własnością globalną w takim 

sensie, że nie zależy ona od statystycznych właściwości sygnału pobudzającego w* 

(zakładając, że jest on sygnałem o skończonej wariancji). Inaczej mówiąc, stabil­

ność systemów liniowych nie zależy od warunków początkowych yo i amplitudy 

pobudzenia w i.

-  Dla modeli nieliniowych stabilność w ogólności zależy od warunków początkowych 

j/o i amplitudy pobudzenia wl.
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-  Badanie warunków stabilności dla uogólnionego modelu nieliniowego jest bardzo 

złożonym problemem i tylko dla nielicznych, szczególnych modeli nieliniowych 

takie warunki mogą zostać wyprowadzone.

-  Proces nieliniowy

Vi = fN{Vi-1, 3/i-2, W<-1, ™i-2, •••) +  wi (3.35)

może być stabilny, gdy waunki początkowe pochodzą z ograniczonego przedziału:

3/o € Si(y,Q2), (3.36)

a sygnał pobudzający w, jest stacjonarny w wąskim sensie i ograniczony:

Wi e  S2(0,cr2). (3.37)

Wartości ograniczeń q2 i <j2 zależą od rodzaju nieliniowości.

-  Jeśli q2 i a2 mogą być dowolnie duże, model nieliniowy jest globalnie stabilny.

-  W przeciwnym wypadku jest on lokalnie stabilny w przedziale Si i S2.

-  Model globalnie stabilny pozostaje stabilny niezależnie od rozkładu sygnału po­

budzającego, o ile tylko ten jest stacjonarny.

-  Model lokalnie stabilny pozostaje stabilny tylko dla ograniczonych pobudzeń. 

Wniosek: Stosowanie modeli lokalnie stabilnych wyklucza w praktyce możliwość wy­

korzystania, w charakterze pobudzenia modelu, gaussowskiego białego szumu a także 

innych szumów o rozkładach nieograniczonych.

W [89] Mathews i Lee podają warunki stabilności w sensie BIBO dla modelu 

biliniowego, opisanego równaniem:

dA dC P Q

Vi = Y l  W - i  +  CjWi-j +  Y  PkiWi-kyi-i, (3.38)
i=i j=o fc=i ;=i

zakładając, że sygnał pobudzający ma ograniczoną amplitudę:

Wi\ < \wmax\. (3.39)

Model (3.38) będzie stabilny w sensie BIBO, jeśli:

-  wszystkie pierwiastki rj równania:

dA dA

(1 -  £  a.jZdA~i) = [ J a  -  W * " 1) =  0 (3.40)
i=i i=i

m ają wartości bezwzględne mniejsze od jedności,

3,2. Stochastyczne modele nieliniowe
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-  spełniony jest warunek:
p  Q dA

(3-41)
*:=i 1=1 j=i

Kolejne rozdziały tej monografii będą poświęcone innym własnościom modeli bilinio- 

wych o najprostszej strukturze.
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E lem en tarn y  proces b ilin iow y

Zainteresowanie modelami biliniowymi o najprostszej strukturze datuje się od pu­

blikacji Grangera i Andersena [72]. Modelami takimi zajmowali się m.in. Tong [118], 

Granger i Terasvirta [73], Martins [92], [93], Berlin Wu [124]. Opinie o ich użyteczności 

wahają się od entuzjastycznych 1 do sceptycznych 2. Aby określić własne stanowisko 

w tej kwestii, najpierw zostaną poddane analizie własności procesów biliniowych o 

najprostszej strukturze, a następnie zostaną przeanalizowane ich modele.

D efin ic ja  4 .1 . Proces opisany równaniem:

Vi =  et + Pkiei-kyi-i, (4 .1)

gdzie:

Pu -  stały współczynnik liczbowy,

ei -  dyskretny, niezależny biały szum o zerowej wartości oczekiwanej, 

wariancji X2 i ograniczonych wyższych momentach,

nazywać będziemy dalej elementarnym procesem biliniowym E B (k ,l) .

D efin ic ja  4.2. Ciąg yi utworzony na podstawie równania (4 -1 )  nazywać będziemy 
elementarnym ciągiem biliniowym.

Zgodnie z wcześniejszymi ustaleniami równanie ciągu (4.1) jest jednocześnie równa­

niem definicyjnym procesu generującego ten ciąg. Strukturę procesu wyznacza dwójka 
liczb ( k , l ) .

1 ’’The bilinear model has been used successfully to model tim e series that have been traditionally 

difficult to f i t  with classical linear tim e series m ethods”, [93].

2 ’’Using economic data, bilinear models have not been found to be very relevan t", [118].

4.1. Przegląd struktur elementarnych procesów biliniowych 49

W literaturze, np. [72], [74], [73], zakłada się często, że ej ma rozkład gaussowski, 

co implikuje, że jest ciągiem niezależnym. Ze względu na to, że rozkład gaussow­

ski dopuszcza istnienie e; o nieograniczonej amplitudzie, ciąg wyjściowy jest również 

nieograniczony amplitudowo. Założenie gaussowskiego rozkładu pobudzenia z jednej 

strony ułatwia analizę właściwości stochastycznych procesu, z drugiej jednak stro­

ny stanowi przypadek nierealny, gdyż wszystkie rzeczywiste, nieeksplozywne procesy 

m ają amplitudy ograniczone. Ciąg E B (kl) utworzony jest w wyniku nieliniowego 

przekształcenia procesu gaussowskiego, sam więc nie jest procesem gaussowskim.

Niniejszy rozdział poświęcony jest własnościom elementarnych procesów bilinio­

wych. W pierwszej kolejności zostaną przeanalizowane możliwe struktury elementar­

nych procesów biliniowych pod kątem ich podatności predykcyjnej.

Następnie, dla procesów podatnych na predykcję, przedyskutowane zostaną ich 

statystyczne własności scharakteryzowane przez moment}' łączne.

Ponieważ istotne jest, by dla danego procesu elementarnego biliniowego można 

było znaleźć odpowiadający mu model, w rozdziale 5 przeanalizowane zostaną wła­

ściwości elementarnych modeli biliniowych, warunki stabilności, odwracalności, iden- 

tyfikowalności, własności predykcyjne oraz modele równoważne.

4.1. Przegląd struktur elem entarnych procesów biliniowych

Struktury elementarnych procesów' biliniowych wyznaczane są przez wartości prze­

sunięć k i l sygnałów j/;-;. Własności procesu E B (k , l), w tym również własności 

predykcyjne, zależą zarówno od jego struktury, jak i parametrów.

Miara podatności predykcyjnej określona w rozdziale 2.3 wyznacza podatność pre- 

dykcyjną procesu, przy założeniu że struktura procesu umożliwia prognozowanie.

S tru k tu ra  k =  0, 1 ^  0

Proces E B (0 ,l)  opisany równaniem:

№ =  et +  PoieiVi-i, (4.2)

ma tylko dwa niezerowe wyrazy określone jako:

=  eiVi-iPm d la j= 0 ,l.
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Na podstawie definicji (2.3) proces E B (0 ,l)  jest strukturalnie nieprognozowalny. 

Przyszła wartość yi+h\i dla h < l zależy od znanych w chwili i  wartości sygnałów 

j/t—(i—/») przemnożonych przez nieznaną w chwili i wartość sygnału ei+h- Prognozę 

2/i+h|{ można wyznaczyć jedynie jako wartość oczekiwaną procesu (4 .2) w chwili i + h:

Vi+h\i =  E {yi+h} =  0. (4.3)

Błąd predykcji jest równy:

£t+h|i =  Vi+hi (4*4)

a wariancja błędu predykcji jest równa var(y).

Chociaż podatność predykcyjna procesu, zdefiniowana jako udział wariancji skład-

Realizacja procesu EB(0.4)

° S° 100 200 250 300

Momenty centralne z próby

Ocena drugiego momentu -  autokowariancja

Rys. 4.1: Właściwości strukturalnie nieprognozowalnego procesu EB(0,4)

Fig. 4.1: Properties of the structurally unpredictable process EB(0 ,4)

nika losowego w całkowitej wariancji ciągu3, określona zależnością (2.32), wynosi:

sP = /320lX2, (4.5)

3 Dla procesów liniowych wystarcza, że składnik losowy ej jest nieskorelowany, dla procesów 
nieliniowych dodatkowo jest on niezależny.
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to ze względu na strukturalną nieprognozowalność procesu współczynnik efektywności 

predykcji, wyrażony zależnością (2.34), jest równy zeru:

(4.6)
var(y)

Dla przykładowego ciągu danych pochodzących z procesu E B (0,4) na rys.(4.1) po­

kazano fragment pojedynczej realizacji procesu, histogram i oceny wybranych mo­

mentów centralnych i łącznych wyliczone z próby. Oceny trzeciego momentu są w
-  (3) /s (3)

przybliżeniu zerowe, z wyjątkiem wartości M y (0, /) i M y (1,0).

S tru k tu ra  k ^  0 ,1  =  0 

Proces opisany równaniem:

Realizacja procesu EB(4,0) Ocena drugiego momentu -  autokowariancja

0 50 100 150 200 250 300 350 400

__________,______ centralnej pmby----------------

a

Ocena trzeciego momentu M(kJ)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Ocena trzeciego momentu M(k.l) -  kontur

Rys. 4.2: Właściwości strukturalnie nieprognozowalnego procesu EB(4,0) 

Fig. 4.2: Properties of the structurally unpredictable process EB(4,0)

V i =
1 “  PkO^i-k

jest strukturalnie nieprognozowalnym, nieprzyczynowym procesem E B (k , 0):

J/i =  " t "  P k 0 ^ i—k V i'

Wynikiem dzielenia (4.7) jest nieskończony szereg:

j/ i =  e j  4 -  P k a ^ i-k C i +  0 l a e i e l - k  +  P ko e i e i - i  +  •••>

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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którego każdy wyraz można przedstawić jako:

=  eiĄ-kPia dla j= 0 ,l,... . (4.10)

Przyszła wartość yi+h\i dla h < k zależy od znanych w chwili i wartości sygna­

łów przemnożonych przez nieznany w chwili i sygnał ei+h- Prognozę można

wyliczyć jedynie jako:

yi+h\i =  E {y i+h) =  0, (4.11)

stąd błąd predykcji jest w każdej chwili równy wartości ciągu, a wariancja błędu 

predykcji jest równa wariancji ciągu. Podatność predykcyjna procesu, określona za­

leżnością (2.32), wynosi:

sp = PkO  ̂ • (4-12)

Jednak ze względu na strukturalną nieprognozowalność procesu współczynnik efek­

tywności predykcji, wyrażony zależnością (2.34), jest równy zeru:

var(y)
Sm =  1  r i  =  °- 4-13var(y)

Dla przykładowego ciągu E B (4,0) na rys. 4.2 pokazano fragment pojedynczej re­

alizacji, histogram i wybrane momenty centralne i łączne wyliczone z próby. Oce-
A (3)ny trzeciego momentu łącznego są bliskie zeru, z wyjątkiem wartości: M y (0, k) i 

M y(3\ k ,  0 ).

S tru k tu ra  k ^  0, 1 =  k 

Proces opisany równaniem:

Vi -f- Pkk^i—kVi—ki (4-14)

nazywany jest elementarnym procesem biliniowym diagonalnym. Przyszła wartość 

yi+h dla h < k  zależy od sumy:

-  iloczynów znanych w chwili i wartości sygnałów yi-(k~h) i ei-(k-h)-,

-  nieznanej w chwili i wartości ei+h-

Na podstawie definicji 2.3 proces E B (k , k) jest więc strukturalnie prognozowalny. W 

rozdziałach 4.3 i 5 pokazano, że zarówno podatność predykcyjna, jak i współczynnik 

efektywności predykcji dla tego procesu są większe od zera. Na rys. (4.3) pokazano, dla 

przykładowego ciągu danych pochodzących z procesu E B (4,4), fragment pojedynczej

realizacji, histogram i wybrane momenty centralne i łączne wyliczone z próby. Ocena
A (3)trzeciego momentu ma wyraźne maksimum w punkcie My (k, k).

4.1. Przegląd struktur elementarnych procesów biliniowych 

Struktura k < 1, 1 /  0

53

Ocena drugiego momentu -  aulokowariancja

_2 0 2 
Ocena trzeciego momentu M(k,l) -  kontur

J A -

Rys. 4.3: Właściwości strukturalnie prognozowalnego procesu EB(4,4) 

Fig. 4.3: Properties of the structurally predictable process EB(4,4)

Proces opisany równaniem:

Vi =  4" Pkl^i—kUi—li (4*1^)

nazywany jest elementarnym procesem biliniowym subdiagonalnym E B (k  < 1,1). Jest 

on strukturalnie prognozowalny. Przyszła wartość yi+h dla h < k  zależy od sumy:

-  iloczynów znanych w chwili i wartości sygnałów i

-  nieznanej w chwili i  wartości ei+h-
Podatność predykcyjna procesu, określona zależnością (2.32), jest większa od zera.

,2 \2 (4-16)

W  rozdziale 4.2 pokazano, że wynosi ona:

SP =  Pkl^*-

W  rozdziale 5 pokazano, że jest ona równa współczynnikowi efektywności predykcji

(2.34): „ var{e) _  „2 \2 (4.17)

Momenty centralne z próby

M1 M2(0) M3(0.0) M4(0,0,0)

Ocena trzeciego momentu M(k,l)
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Dla przykładowego ciągu danych pochodzących z procesu E B (2,4) na rys.(4.4) po­

kazano fragment pojedynczej realizacji, histogram i wybrane momenty wyliczone z
A (3) /v (3)próby. Ocena trzeciego momentu ma wyraźne maksimum dla My (k , l) = My (Z, k). 

Struktura k >  1, 1 ^  0

Proces przebiegający zgodnie z równaniem:

Rys. 4.4: Właściwości strukturalnie prognozowalnego procesu EB(2 ,4)

Fig. 4.4: Properties of the structurally predictable process EB(2,4)

Vi = ei + Pkiei-kDi-i, (4.18)

nazywany jest procesem superdiagonalnym E B (k  > 1,1). Przyszła wartość yi+h dla 
h < l zależy od sumy:

-  znanych w chwili i wartości iloczynów sygnałów i e<_(/t

-  nieznanej w chwili i wartości ei+h,

więc zgodnie z definicją proces ten jest strukturalnie prognozowalny. Efektywną pre­

dykcję można wyznaczyć dla horyzontów h < l < k.

Na rys.4.5 pokazano fragment pojedynczej realizacji, histogram i wybrane mo­

menty centralne i łączne wyliczone z próby dla procesu E B (4,2). Ocena trzeciego
„ (3 ) (3)momentu ma wyraźne maksimum dla My (k, l) - M y (l , k).
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Rys. 4.5: Właściwości strukturalnie prognozowalnego procesu EB(4,2)

Fig. 4.5: Properties of the structurally predictable process EB(4,2)

Reasumując:

-  Elementarne procesy biliniowe E B (k ,l) , dla których przynajmniej jeden z para­

metrów strukturalnych k, l jest równy zeru, są strukturalnie nieprognozowalne.

-  Strukturalną nieprognozowalność można rozpoznać analizując oceny trzeciego mo­

mentu łącznego, wyznaczone na podstawie realizacji procesu E B (k ,l) .

-  Jeżeli maksimum oceny trzeciego momentu łącznego M ^ ( k ,  l) ciągu leży na osi k 

lub l, a pozostałe wartości są zerowe lub bliskie zeru, ciągu nie da się prognozować 

przy zastosowaniu modeli liniowych i/lub  biliniowych.

-  Jeśli maksimum oceny trzeciego momentu łącznego leży poza osiami k, l, można 

próbować zbudować efektywny predyktor biliniowy dla takiego ciągu. 

Przedmiotem dalszych rozważań są tylko strukturalnie prognozowalne elementarne

procesy biliniowe E B (k ,l) , to znaczy takie, dla których k 0 i l ^  0.
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4.2. E lem entarny subdiagonalny proces biliniowy

Struktura probabilistyczna elementarnego subdiagonalnego procesu biliniowego 

E B (k , l):

lU =  +  Pki^i-kUi-i (4.19)

scharakteryzowana jest przez zbiór momentów stochastycznych zwykłych, centralnych 

i łącznych. Ze względu na biliniowe zależności w równaniu (4.19) do pełnego scha­

rakteryzowania procesu powinny wystarczyć momenty od pierwszego do trzeciego 

włącznie. Znając równanie definicyjne procesu (4.19), można, korzystając z własności 

operatora wartości oczekiwanej, wyznaczyć analityczne formuły, określające poszcze­

gólne momenty. Sposób wyznaczenia momentów pokazano w dodatku A .l.

W tabeli 4.1 zestawiono zależności określające trzy pierwsze momenty łączne i 

czwarty moment zwykły dla subdiagonalnego procesu E B {k , l) przedstawione jako 

funkcje parametrów fiki oraz drugiego m f 1 i czwartego momentu sygnału pobu­

dzającego ej.

W tabeli 4.2 zestawiono formuły określające momenty, przy założeniu że pobudzenie

Tabela 4.1: Momenty centralne subdiagonalnego procesu EB(k,l)

Moment Formuła

0

M f (  0)

My2\m )  dla m  =  1,2,...

1 -  P h m ^  

0

M<3)(0 , 0 )
*

My3)(l\, l2) dla h ^ k , l 2 ^ l  

M ^ ( k , l )

0

0

/ W 2)a4 2)( 0)

(0 , 0 , 0 )
+ 6/?jy(mi2))2 My2\o )  

1 -

ei ma symetryczny rozkład gaussowski e* € N (0, A2) i równomierny e< € R (—a. a) w 

przedziale (—a, a).

Tabela 4.2: Momenty procesu subdiagonalnego EB(k,l) dla pobudzenia o rozkładzie nor-
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malnym i rownouueiu.y«* 

Moment Form uła dla e* 6  N ( 0, A2) Form uła dla ei S R {—a, °)

Afjl)
0 0

--------------  n2

m '2)( 0)
A*

1  - P h * 3 -  P W

M y \ m )  d la m  =  1 ,2 ,... 0 0

J\4 3)( 0 , 0) 0

AiA4

0

f t ia 4
My3\ k , l ) 1 - ^ A 2 3(3 -  P lfl2)

My3)( h ,h )  d la  h ± k , h ± l 0 0

'  n4(9a -  3/3“aJ +  lUPu)

M ‘4) (0 , 0 , 0)
3A4(1 +

(1 -  3/34A4)( l -  W ) 3(5 -  /?4a5)(3 — P*a‘')

W łasn o śc i su b d iagonalnego  p ro cesu  E B (k ,l)

Z analizy momentów zebranych w tabeli 4.1 wynika, że:

-  proces E B (k , l) ma skończoną wariancję, o ile spełniony jest warunek:

/?2m<2> < 1, (4.20)

-  proces E B (k , l) ma skończony czwarty moment, o ile spełniony jest warunek:

/34m<4) < 1,
(4.21)

niezależnie od rozkładu pobudzenia e, proces E B {k ,l)  jest procesem niegaus- 

sowskim, nieskorelowanym i o skończonej wariancji, o ile jest spełniony warunek

(4.20).
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G aussow sk i odpow ied n ik  p ro cesu  E B (k ,l)

Dla niegaussowskiego procesu E B (h , Z) o skończonej wariancji istnieje proces gaus­

sowski o takiej samej wartości średniej i funkcji autokowariancji, nazywany odpowied­

nikiem gaussowskim procesu E B (k ,l) .

Odpowiednikiem gaussowskim procesu E B (k ,l)  jest gaussowski biały szum, e f s o 
wariancji Aqs:

,<2)

(4.22)XG. =
m l

1 — P2m i2-*

Na rys. 4.6 przedstawiono przykładową realizację procesu E B {3,4) i przykładową

Realizacja procesu EB(2.4)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Ocena drugiego momentu -  aulokowarianqa

2 *  6 a 10 12 14 16 18 20

I
Momenty centralne z próby

M1 M2(0) M3(0,0) M4(0.0.0)

Histogram

j
- « - 4  -2 0 2 4 6

Ocena trzeciego momentu M(k,l)

I
Momenty centralne z próby

M2(0) M3(0,0) M4(0,0,0)

Histogram

- 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4  
Ocena tiedego momentu M(kJ)

Rys. 4.6: Porównanie ocen momentów dla procesu EB(2 ,4) i równoważnego mu gaussow­
skiego białego szumu

Fig. 4.6: Comparison of the estimated moments of an EB(2 ,4) process and an equivalent 
white noise
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realizację równoważnego mu gaussowskiego białego szumu oraz oceny ich funkcji au­

tokorelacji oraz czterech momentów centralnych i trzeciego momentu łącznego. Oba
A (3)procesy zauważalnie się różnią trzecim momentem łącznym My ( l\,h )  i czwartym

* (4)momentem centralnym My (0,0,0).

P o d a tn o ść  p red y k cy jn a  subd iagonalnego  p ro cesu  E B (k ,l)

Po uwzględnieniu analitycznej zależności My2\ 0) od parametrów Pu i rn<’,2> poda­

nej w tabeli 4.1, maksymalna podatność predykcyjna sp procesu E B (k ,l):

s,  ,  1 -  (4.23)
M f (  0)

sprowadza się do:

sP = Phm {2). (4.24)

Dla procesów o skończonej wariancji, a tylko takie są w pracy brane pod uwagę, z wa­

runku (4.20) wynika, że współczynnik podatności predykcyjnej jest zawsze mniejszy 

od jedności:

0 < sp < 1. (4.25)

Dla procesu E B (k ,l)  podatność predykcyjna zależy nie tylko od współczynnika Pu, 

lecz także od własności pobudzenia , podczas gdy dla procesów liniowych podat­

ność predykcyjna zależy jedynie od współczynników filtru liniowego [40].

Podatność predykcyjna gaussowskiego odpowiednika procesu E B (k ,l) , czyli bia­

łego szumu, jest równa zeru.

4.3. Elem entarny diagonalny proces biliniowy

Elementarny diagonalny proces biliniowy E B (k , k ) o strukturze określonej parą 

liczb (k, k)\

y, =  et +  Pkkei-kVi-k, (4.26)

określony jest przez parametr pkk i zbiór momentów m ern> dla m  = 1 , 2 ,3 ,.. charak­

teryzujących sygnał pobudzający e*. Dla pobudzenia gaussowskiego wystarcza znajo­

mość tylko drugiego momentu m ^  pobudzenia.
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Na podstawie równania definicyjnego (4.26) można wyznaczyć wartości kolejnych 

momentów zwykłych,centralnych i łącznych procesu E B (k , fc) w sposób pokazany w 

dodatku A.2. Wyznaczone analitycznie formuły, pozwalające wyliczyć moment na 

podstawie parametrów procesu, zawarto w tabeli 4.3. Formuły pokazane w tabeli są 

słuszne dla symetrycznego rozkładu pobudzenia. Ogólniejsze zależności, obejmujące 

również przypadek niesymetrycznego rozkładu pobudzenia, umieszczone są w dodatku 

A.2.

Tabela 4.3: Momenty dla procesu diagonalnego EB(k,k)

Moment Formuła

Pkkm f ]

M<2)( 0 )

(m) dla m  ^  k 

My2)(k)

mi2) +  Pkk( m ^  -  (mi2))2)

i

Piki™ -™ )2

m<3)( 0 , 0 )

My3\ k , l )  dla / < k 

M j? \k ,k )

M y 3 )  (fc, /) dla / >  fc 

M y 3 ) ( f c ,  2fc)

n o  rm(2)N2 , -  Plkm (e )m (e ) +  3P2kk(mi4))2
3Pkk(me ) lP kk

W U m ? ?

3  (4) 3/3^mi2)m '4)

2^ ( m i 2))3

4/3fc3fc(mi2))3

Dla niektórych symetrycznych rozkładów gęstości prawdopodobieństwa sygnału 

pobudzającego e* parzyste momenty pobudzenia są funkcją drugiego momentu rróp:

m ¥ r) =  k ir im ^ Y ,  r= l,2 ,3 . (4.27)

614.3. Elementarny diagonalny proces biliniowy------------ -----------------------

Tabela 4.4: Momenty dla procesów EB(k,k) s p e ł n i a j ą c y c h  warunek (4.27)

Moment
Formuła

m 'x)
Pkkm{2)

M f ( 0)

My2)(m) dla ro ^  fc

M f(fc )

^ F ( T +  (fc -  l ) & r n f  J 

1 -

Plkim^ ) 2

2p2kk{m f))2

m ‘3)(o,o) 

My3)(fc,0 dla / <  fc

My3){k, fc) 

My3\ k , l )  dla fc < i < 2fc

M ® (2fc)

rou«3 +(fc6 - 3  )Pikrne +  ljg4__
/ f e K WJ*---------------------

20ikk{m f)f

U Pkk{m{2))2 ( l  +  2Plkfni ^  

1 -  /32fcm ^ J 

2Ę k(m? ))3

4Pkk(rn? ))3

Przykładowo, dla pobudzenia gaussowskiego:

m<2> =  1A2,

m W) = 3 A 4 = 3 ( m '2>)2, (4 .2 8 )

m (6) =  5A6 =  5(m<2))3,

czyli współczynniki fc2, fc*. k6 wynoszą odpowiednio:

1$2 — 1? 

/C4 =  3, 

/c§ =  5.
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Dla pobudzenia o rozkładzie równomiernym w przedziale [—a, a] kolejne momenty 

dane są zależnościami:

m (2) =  —
3 ’

m W  =  ^(m<2))2, (4.29)

m («) =  f ( m < 2>)3.

Współczynniki &2> fcj, /c6 są równe:

k2 - 1,

Dla pobudzeń o symetrycznych rozkładach gęstości prawdopodobieństwa, dla któ­

rych momenty sygnału pobudzającego spełniają warunek (4.27), odpowiednie warto­

ści momentów zebrano w tabeli 4 .4 .

Zakładając gaussowski rozkład pobudzenia ej zależności wiążące momenty i pa­

ram etry procesu ulegają znacznemu uproszczeniu, co jest uwidocznione w tabeli 4 .5 . 

Pierwszy moment, czyli wartość oczekiwana procesu E B (k , k) jest różna od zera. 

Momenty centralne związane są z momentami zwykłymi znanymi zależnościami:

M '^  = 0 , (4.30)

M f > =  Mj<2) -  ( A f f ) 2, (4.31)

M'£3)(0 , 0 ) =  M f)(0 , 0) -  3 M ^ M ^ ( 0 )  +  2 ( M ^ ) 3, (4.32)

M '(3\ k ,  k ) =  M f \ k ,  k) -  M<‘>M<2>(0) -  2M ^ M ^ 2\ k )  +  2( M ^ ) 3. (4.33)

Wartości momentów centralnych procesu E B (k ,k )  umieszczone są w tabeli 4.6, w 

której przyjęto następujące oznaczenia:

A  =  fci — 2,

B\ — k§ — 3&4 -1- 2,

B 2 = 3k\ — *6 — 2,

C  =  fc4 — 1,

*  =  /3fc/ĉ e 2)'
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Tabela 4.5: Momenty zwykłe i łączne procesu EB(k,k) dla pobudzenia procesu o rozkładzie 

normalnym

Momenty Formuły dla e< £ AT(0, A2)

M'<l) Pkk A2

M<2)( 0 ) 

M f(fc )

A2(l +  2(jkkX‘l)
1 - /& A 2

2/3LA4

M f (  0 , 0 ) 

u f \ K k )  

My3\ k , l )  dla l ^  k

3 +  2^  +  22^

Pkk 1 - & A 2

3& fcA2M<2)(0)

2/93A6

M ^ \k ,2 k ) 4/?3A6

W łasn o śc i p ro cesu  E B (k , k)

Na podstawie analizy formuł zawartych w tabelach 4.3 -  4.6 można sformułować 

następujące własności diagonalnego elementarnego procesu biliniowego E B (k , k):

-  Proces E B (k , k ) ma skończoną wariancję, gdy spełniony jest warunek:

& > < 2) < 1, (4-34)

który jest taki sam jak dla procesu subdiagonalnego E B (k , l).

-  Drugi moment centralny procesu E B (k ,k )  jest zerowy dla wszystkich

wartości przesunięcia l, z wyjątkiem l =  0 i l =  k. Wykazuje tym samym podo­

bieństwo do funkcji kowariancji procesu M A (k ):

yi =  (1 +  c\D  + c2D2 +  ... +  CkDk +  Ck+\Dk+l +  ... +  CdcDdC)wi,

o wszystkich współczynnikach zerowych, z wyjątkiem współczynnika ck 0 :

Vi =  (1 +  ckDh)wi,

gdzie wt jest dyskretnym gaussowskim białym szumem.



Tabela 4.6: Momenty centralne dla procesu EB(k,k) z pobudzeniem procesu spełniającym 
warunek (4.27)
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Moment Formuła

M w 0

M f \ 0 ) m[2) (1 +  A x  +  x 2)
1 — X

M ^ y \m )  dla m  ^  k 0

M f ( k ) mi2) x

M ' f \  0,0)
1 — X

M ’{3\ k , l )  dla l < k 0

M '{3){k ,k)
Pkkmi  ̂ ^C m i  ̂+  (A m ^  — C )x  +  2?

1 — X

M '^ \k ,  l) dla k < l < 2 k 0

Mjj3\ k , 2k) 2  Vkk(m¥)j2x

-  Trzeci moment centralny dla przesunięć zerowych, M ^ 3\ 0,0) jest miarą asymetrii 

rozkładu procesu.

Trzeci moment centralny łączny M ' f \ h , l 2) ciągu E B (k ,k )  posiada maksimum 

dla przesunięć l\ = k, l2 = k.

G aussow ski odpow ied n ik  p ro cesu  E B (k , k)

Odpowiednikiem gaussowskim diagonalnego niegaussowskiego procesu o skoń­

czonej wariancji i wartości oczekiwanej E {yt}, jest proces z,:

Z i- W i+  ck Wi-k + E {y{}, (4.35)

gdzie wt jest gaussowskim dyskretnym białym szumem o wariancji Proces (z* — 

E {yi}) jest procesem M A (k)  o wariancji:

<Ą =  ™l2)(l +  c*)» (4.36)
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którego parametry: c* i niw'1 mogą być obliczone, przy założeniu że pobudzenie et 

procesu E B (k , k) ma rozkład gaussowski, z następującego układu równań:

m {? \ \  + Plkm [?  + Ptk{rn?])2) (2) /, 2n
j m - d  +  cj),

/?L(f«e2))2 =  cfcmL2). (4.37)

P rz y k ła d  4.1

Odpowiednikiem procesu: E B (k ,k )

yi — +  0kk&i—kyi—k:

dla którego:

Pkk = 0.71,

A2 =  l,

jest proces Zi, którego parametry spełniają równanie:

ck ~  7°k +  1 =  0 .

Równanie kwadratowe ma dwa rozwiązania:

Cki =  0.15 oraz c*2 =  6.8

i odpowiadające im wartości

m wl ~  ~  =  3.33, oraz m ^l =  —  =  0.07.
Cfcl ck2

P o d a tn o ść  p red y k cy jn a  p ro cesu  E B (k ,k )

Maksymalna podatność predykcyjna procesu E B (k , k) wynosi:

(2)
1 ( A  Q Q \

Sp M f> (0) ' ( }

Uwzględniając analityczną zależność drugiego momentu od parametrów procesu, 

umieszczoną w tabeli 4.3  oraz relację między drugim momentem zwykłym i cen­

tralnym (4.31) otrzymamy:

/%t(raę4) ~ (ral2))2 +  Pkkim?'1)3) 
mi2) +  Plkm -  2 Plk( m f )Y  +  Pik{mie ))3

(4.39)
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Zależność podatności predykcyjnej procesu diagonalnego E B (k , k) od parametrów 

procesu jest znacznie bardziej złożona niż odpowiednia zależność (4.24) dla procesu 

subdiagonalnego E B (k ,l) .

Dla pobudzenia będącego białym szumem o rozkładzie gaussowskim zależność 

(4.39) upraszcza się do:
/& A 2(2 +  ^ A 2)

P'N l+ /? £ fcA * + # fcA4. ( ' 0)

Na rys. 4.7 pokazano zależność podatności predykcyjnej procesów E B (k ,k ) -  linia

ciągła, i E B (k ,l)  -  linia przerywana, od iloczynu parametrów (32\ 2, dla procesów

pobudzanych dyskretnym białym szumem gaussowskim. Wyraźnie widać, że proces

diagonalny E B (k , k) charakteryzuje się większą podatnością predykcyjną niż proces

subdiagonalny E B (k ,l) .

P odatność predykcyjną gaussowskiego odpowiednika procesu E B (k , k)

Na rys. 4.8 pokazano podatność predykcyjną procesów E B (k , k) i ich odpowied­

ników gaussowskich, w funkcji parametrów (32\ 2. Zamieszczony wyżej przykład 4.1 

pokazał, że:

-  Dla danego procesu E B (k , k) istnieją dwa procesy M A (k), będące jego gaussow­

skim odpowiednikiem, tzn. mające drugi moment centralny taki sam jak proces

E B (k , k).

-  Procesy te różnią się parametrami ck i m ffl oraz podatnością predykcyjną, wyra­

żoną zależnością:
(2) 2

- '  mc Cfc (4.41)
M ' i2) 1 +  c?'y

Odpowiedniki odwracalne M A l(k )  charakteryzują się znacznie mniejszą podat­

nością predykcyjną niż procesy E B (k ,k ) .

Odpowiedniki nieodwracalne M A2(k) m ają podatność predykcyjną sp znacznie 

większą od procesów E B (k ,k ) ,  ale ta  ich korzystna właściwość jest praktycznie 

bez znaczenia.
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Rys. 4.7: Porównanie podatności predykcyjnej procesów E B {k,l)  i ED(k, k) 

Fig. 4.7: Comparison of prediction flexibility of E B (k , I) and E B (k, k) processes

Rys. 4.8: Porównanie podatności predykcyjnej procesów E B (k , k) i ich odpowiedników gaus­

sowskich w funkcji parametrów 02\

Fig. 4.8: Comparison of prediction flexibility of E B (k ,k )  processes and their gaussian 

equivalents in dependace on the /32 A2 parameters
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E lem en tarne m od ele  b ilin iow e

Niniejszy rozdział poświęcony jest elementarnym modelom biliniowym £ B (k ,l), 

które opisane są następującym równaniem:

y{ =  Wi + bkiWi-kyi-i- (5.1)

Przyjęto następujące założenia:

Z ałożenie 5.1. Ciąg wt w modelu £ B (k ,l) jest niezależnym dyskretnym białym szu­

mem, o symetrycznym rozkładzie, ograniczonej amplitudzie |iOj| <  |u>maa:| <  oc i 

skończonej wariancji.

Z ałożenie 5.2. Struktura (k ,l) elementarnego modelu biliniowego £B {k,l) jest zgod­

na ze strukturą procesu E B (k , l).

Założenie 5.3. Wyjście modelu jest ograniczone amplitudowo.

5.1. Stabilność

Warunki stabilności zostaną przedyskutowane kolejno dla elementarnych modeli 

biliniowych subdiagonalnych i diagonalnych.

5.1.1. E lem entarne m odele biliniowe subdiagonalne

Przy przyjętych założeniach, warunek stabilności BIBO  dla elementarnych modeli 

subdiagonalnych, dla których k < l:

Vi = Wi + (5.2)

5.1. Stabilność
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wynika z warunku zbieżności dla szeregu:

J/i =  Wi +  bktW i-kU i-l = W i  +  b k lW i-kW i-l +  b2klW i-k W i-k - lW i-2 l+  

+ b 3k lW i - k W i - k - l W i - k - 2 l W i - 3 l  +  b4klW i - k W i - k - lW i - k - 2 lW i - k - 3 lW i~ M  +  ••••

Szereg (5.3) można zapisać jako szereg funkcyjny

(5.3)

* - £ / / .  ( 5 4 )  

j = o

gdzie:

f °  =wu (5.5)

f i  = b k i W i- k V i - i ,  

f i  = b 2klW i- .k W i- lW i-2 l ,  

itd .

Na podstawie kryterium Weierstrassa, np. [85], szereg funkcyjny jest zbieżny, jeżeli 

bezwzględne wartości wyrazów tego szeregu są nie większe od wyrazów szeregu licz­

bowego zbieżnego. Na podstawie założenia (5.1) I«;* < tumax|, stąd dla n-tego wyrazu

/ ” szeregu (5.3) zachodzi:

^ ( l / r l < l % - 1< a x l ) = l -  (5-6)

Szereg liczbowy:

®max + l^ lwmaxl +  l^ (wmaxl +  — +  +  — (5-?)

jest zbieżny, gdy spełniony jest warunek:

|bwwmax| <  1. (5.8)

Spełnienie warunku (5.8) powoduje, że prawdopodobieństwo P(\bkiWi\ < 1) =  1, a  co 

za tym idzie:

P  ( x > « w*2 < N j = l  (5.9)

i również:

p f e l > . 2<1)  = L (5-10)
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Ponieważ ^  £  w \ jest estym atorem  wariancji, więc:
i = l

^ J 2Wi =lĥ ' (5-U)
i— 1

i warunek stabilności modelu £B (k, l) można zapisać jako:

feiw™l2) < !• (5.12)

Gdy 7V —> oo, to:

P E  wi < 1) = L (5-13)
Estymator wariancji (5.11) jest asymptotycznie nieobciążony i warunek stabilności 

modelu £B (k, l) można sformułować jako:

bh m l2) < !> (5-14)

gdzie niw ' jest wariancją ciągu wit stanowiącego pobudzenie modelu.

Uwaga:

Otrzymany warunek (5.14) stabilności modelu £ B (k ,l)  jest taki sam jak warunek sta­

bilności dla procesu E B (k , l) podany w [118], aczkolwiek otrzymany jest przy założeniu 

ograniczeń amplitudy pobudzenia i wyjścia modelu.

5.1.2. E lem entarne m odele biliniowe diagonalne

Przy założeniach podanych na początku rozdziału warunek stabilności B IB O  dla 

elementarnych modeli biliniowych diagonalnych £ B (k ,k ):

Vi = Wi + bkkWi-kyi-k (5.15)

można uzyskać, podobnie jak dla modelu subdiagonalnego, z warunku zbieżności dla 

szeregu:

y{ - W i  + bkkWi-ky i-k - w { + bkkwf_k + blkwi_kw?_2k +  (5.16)

+ł>kkWi-kWi-2kW?_3k +  blkWi^kWi-2kWi-3kwf_4k + ...

=  V ° °  f ?Z ^ j= 0  J i  ’

Jeżeli |wj <  wmax|, to  dla n-tego wyrazu / "  szeregu (5.16) zachodzi:
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Szereg liczbowy:

« W  +  \hkWmax\ +  l&Lwmaxl +  — +  +  — (5.18)

jest zbieżny, gdy spełniony jest warunek:

< 1. (5.19)

Postępowanie podobne jak dla modelu subdiagonalnego pozwala uzyskać warunek 

stabilności:

tfck^w < (5-20)

gdzie:

™£) = ̂ 5>.2-
i=i

Dla N  —► oo warunek (5.20) sprowadza się do warunku:

b W *  <  1. (5.21)

Uwaga:
Warunki stabilności dla elementarnych modeli biliniowych subdiagonalnych £B (k, l) i 

diagonalnych £B (k, k) są takie same.

5.2. Odwracalność

Odwracalność modelu oznacza możliwość wyznaczenia ciągu Wi pobudzającego 

model na podstawie ciągu wyjściowego yt , poprzez odwrócenie modelu.

Model liniowy:

Vi =  F (D )Wi (5.22)

jest odwracalny, jeśli ograniczone amplitudowo pobudzenie u>j można wyznaczyć na 

podstawie ograniczonego amplitudowo ciągu yx jako:

- m -  ( 5 ' 2 3 )

czyli wielomian F(D ) ma pierwiastki na zewnątrz okręgu jednostkowego.
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5.2 .1 . E lem entarne m odele biliniowe subdiagonalne

Warunek odwracalności modelu £B (k, l) oznacza, że na podstawie ograniczonego 

amplitudowo ciągu yt można wyliczyć ograniczony amplitudowo ciąg wt jako:

w. =  2/i -  bklWi-kyi-i. (5.24)

Warunek odwracalności zostanie wyznaczony podobnie jak warunek stabilności, żą­
dając, by szereg:

Wi =  yi -  fyc(2/i-fc2A-i +  b2kly i .2kyi-iy i-k-i -  +  ••••

E r = o ( - l ) J>1/ /  (5-25)

był zbieżny. Przy założeniu że |j/,| <  ymax, n-ty wyraz / "  szeregu (5.25) spełnia z 

prawdopodobieństwem jeden nierówność:

P { \ m < K i - 1ynmJ )  = l- (5.26)

Na podstawie twierdzenia Weierstrassa szereg (5.25) jest zbieżny, jeśli zbieżny jest 
szereg majorant:

2 /m a x  -  I M m J  +  l ^ m J  “  -  +  ~  -  ( 5 - 2 7 )

Szereg majorant (5.27) jest zbieżny, gdy spełniony jest warunek:

|bH2/max| <  1- (5.28)

Spełnienie warunku (5.28) powoduje, że w każdej chwili i zachodzi

P ( M < 1) =  1, (5.29)

a także:

i również:

P  <  ^  =  1 (5-30)

(5-31)

f l N \
Ponieważ |  ^  y \ J jest estymatorem wariancji ciągu y{, więc:N i=l
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i równanie (5.31) można zapisać jako:

b ^ r h f  <  1, (5.33)

gdzie rny'> oznacza ocenę wariancji ciągu yt. Równanie (5.33) jest warunkiem odwra­

calności modelu £ B (k , /). Gdy N  -*  oo, to (5.32) jest estymatorem asymptotycznie 

nieobciążonym i zastępując w równaniu (5.33) ocenę m ip  przez zależność określającą 

wariancję ciągu E B (k ,l) , umieszczoną w tabeli 4.1, warunek odwracalności modelu 

£ B (k , l) można sformułować jako:

b h m ff

1 -
< 1, (5-34)

skąd po przekształceniu wynika, że aby model S B (k , l) był odwracalny, musi zacho­

dzić:
blim(2) < 0.5. (5.35)

Uwaga:
Warunek (5.35) odwracalności modelu £B(k, l), wyznaczony przy założeniu ograniczeń 

amplitudowych pobudzenia i wyjścia modelu, jest taki sam jak warunek podany przez 

Tonga [118] dla procesów E B (k ,l)  i dla pobudzenia gaussowskiego.

5.2.2. E lem entarne m odele biliniowe diagonalne

Warunek odwracalności modelu £B(k, k) oznacza, że na podstawie modelu i ogra­

niczonego amplitudowo ciągu yt można wyznaczyć ograniczony amplitudowo ciąg po­

budzeń Wi w następujący sposób:

Wi = V i -  bkkWi-ky i-k. (5.36)

Warunek odwracalności wymaga, by szereg:

Wi = y i -  bkkyj_k +  b\ky ^ ky2_2k -  blky i-ky i-2kyf-3k + ■■■■

£ r = o ( - l ) J/ /  (5.37)

był zbieżny.

Przy założeniu że |j/f| <  ymax, n-ty wyraz / "  szeregu (5.37) spełnia z prawdopodo­

bieństwem P  =  1 nierówność:

=  I- (5-38)
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Szereg (5.37) jest zbieżny, jeśli zbieżny jest szereg majorant:

Umax — |frfc*:2/maxl +  l^itl/maxl ~  — +  I^"fc2/maxl — •••) (5 .3 9 )

a więc, gdy spełniony jest warunek:

Î fcfc2/max| ^  1» (5.40)

co podobnie jak  dla ciągu subdiagonalnego prowadzi do warunku:

hlkm {2) <  1» (5.41)

gdzie:

m (2) =  m y N
i N

» IV Z—/ y* ' (5.42)
i= l

Gdy N  —» oo, to (5.42) jest asymptotycznie nieobciążonym estymatorem wariancji. 

Zastępując w równaniu (5.41) ocenę m y 1 przez zależność określającą wariancję pro­

cesu E B (k ,k ) ,  umieszczoną w tabeli 4.3, warunek odwracalności modelu £ B (k ,k ) 
można sformułować jako:

2 m (2) +  blkimW  -  (ml2))2)
bkk :  — jaj----------- <  1. (5 -43)

1  -  b j k m > J

skąd dalej wynika, że aby model £B(k, k) był odwracalny, musi być stabilny i dodat­

kowo parametry modelu muszą spełniać warunek:

blkm W {2 -  b2kkm W ) + b4kkm (4) < 1. (5 .44)

Uwaga:

Warunek odwracalności modelu £B (k, k), uzyskany przy założeniu ograniczeń am­

plitudowych pobudzenia i wyjścia modelu różni się od warunku odwracalności dla 

procesu subdiagonalnego, a także od warunku podanego przez Tonga [118] dla ele­
mentarnych procesów biliniowych.

-  Zakładając, że pobudzenie modelu ma ograniczony rozkład gaussowski, dla którego:

=  A2, 

m . =  3A4,

warunek odwracalności (5-44) przyjmuje postać:

0 lkm W  <  0.36. (5.45)
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5.3. Identyfikowalność elem entarnych m odeli biliniowych

Zasadniczo, niniejszy rozdział dotyczy identyfikowalności elementarnych modeli 

biliniowych. Należy jednak zwrócić uwagę na fakt, że identyfikowalność modeli mo­

że być dyskutowana tylko przy założeniu, że modelowany proces jest identyfikowal- 

ny systemowo. Z tego względu w p.5.3.1 opisane zostały warunki identyfikowalności 

systemowej elementarnych procesów biliniowych, a identyfikowalność strukturalna i 

parametryczna równoważna identyfikowalności modeli opisana jest w p.5.3.1 i 5.3.3.

Identyfikowalność systemowa, zdefiniowana w p. 2.4 jako możliwość znalezienia 

takiego modelu, który będzie generował sygnał wyjściowy o takich samych charaktery­

stykach statystycznych jak sygnał wyjściowy z procesu, nie budzi wątpliwości dopóki 

identyfikujemy procesy gaussowskie. Identyfikowalność systemowa oznacza wówczas, 

że istnieje model, którego wyjście ma taką samą funkcję autokowariancji (drugi mo­

ment centralny) jak ciągi pochodzące z badanego procesu.

W przypadku procesów niegaussowskich oraz procesów nieliniowych pojawia się 

praktyczne pytanie, ile momentów procesu ma być poprawnie odtworzonych przez 

model. Zgodnie z definicją, pełna struktura probabilistyczna procesu przekłada się na 

wszystkie istniejące momenty, których może być nieskończenie wiele. W przypadku 

modeli nieliniowych zakłada się, że wymagana liczba poprawnie odtwarzanych mo­

mentów powinna wynikać z przyjętej struktury modelu. Model biliniowy powinien 

odtwarzać trzy momenty1, model trzyliniowy -  cztery itd.

Identyfikowalność procesu losowego zależy od:

-  przyjętego modelu procesu,

-  zastosowanej metody identyfikacji.

W kolejnych podrozdziałach zostanie przedyskutowana identyfikowalność elemen­

tarnych procesów biliniowych za pomocą elementarnych modeli biliniowych. W pierw­

szej kolejności przedyskutowana zostanie możliwość odtworzenia modelem biliniowym 

struktury probabilistycznej procesu, zdefiniowanej zestawem momentów. Rozdział

5.3.2 udziela odpowiedzi na pytanie, czy i pod jakimi warunkami można znaleźć sta­

bilny model £ B (k ,l), który ma takie same wybrane momenty jak proces E B (k ,l)  i 

czy model ten jest jednoznaczny. W rozdziale 5.3.3 przedyskutowane zostaną warunki 

identyfikowalności parametrycznej modeli £B (k,l).

1 Trzeci moment wyjaśnia zależności biliniowe.
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5 .3 .1 . Identyfikowalność system ow a

Warunki identyfikowalności systemowej zostaną omówione oddzielnie dla subdia- 

gonalnych i diagonalnych elementarnych procesów biliniowych.

W arunki identyfikowalności system ow ej procesów E B (k ,l)

W podrozdziale 5.1.1 pokazane zostało, że subdiagonalny proces E B (k , l) ma takie 

same własności stochastyczne drugiego rzędu (wartość oczekiwaną i autokowariancję) 

jak  biały szum. Dla subdiagonalnego, elementarnego procesu biliniowego E B (k , l) ist­

nieją więc co najmniej dwa typy modeli stochastycznych zdolne odtworzyć własności 

stochastyczne drugiego rzędu tego procesu. Są to:

-  niezależny biały szum Wi,

-  subdiagonalny model £B (k ,l).

Ze względu na właściwości stochastyczne drugiego rzędu proces subdiagonalny 

E B (k , l) jest więc zawsze identyfikowalny systemowo.

W arunki identyfikowalności system ow ej procesów E B (k , k)

W rozdziale 4.3 zostało pokazane, że stochastyczne własności drugiego rzędu pro­

cesu E B (k ,k )  można odtworzyć dwoma modelami:

-  modelem M A (k)  4.35 (p. rozdział 4.3),

-  diagonalnym elementarnym modelem biliniowym £B(k, k).

Analiza zależności (4.37) wskazuje, że dla procesu E B (k , k) zawsze można znaleźć 

gaussowski odpowiednik M A (k), tak więc proces jest identyfikowalny systemowo ze 

względu na stochastyczne własności drugiego rzędu.

Model M A  opisuje jedynie liniowe właściwości procesu, model £B (k, k) opisuje 

jego właściwości liniowe i biliniowe. Decyzja o wyborze modelu podejmowana jest na 

podstawie analizy dostępnego pomiarowo wyjścia procesu.

5.3 .2 . Identyfikowalność strukturalna

Poniżej zostaną sformułowane warunki, przy których proces losowy może zostać 

opisany elementarnym modelem biliniowym.
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Identyfikowalność strukturalna subdiagonalnych elem entarnych m odeli 

biliniow ych

Właściwości biliniowe procesu losowego scharakteryzowane są przez trzeci mo­

ment, który:

-  dla niezależnego białego szumu jest zawsze równy zeru,

-  dla procesów subdiagonalnych E B (k ,l)  przyjmuje niezerowe wartości dla

M Q \k ,l)  i M ® \l,k ) .
Tym samym dopiero uwzględnienie trzeciego momentu pozwala, na podstawie ciągu 

danych pochodzących z badanego procesu, określić strukturę modelu odpowiadającą

rzeczywistej strukturze procesu.

Dalej zostaną określone warunki, przy których nieskorelowany proces stochastycz­

ny można opisać subdiagonalnym modelem £B (k ,l). W tym celu zdefiniujmy nastę­

pujący wskaźnik, będący funkcją drugiego i trzeciego momentu:

który po uwzględnieniu zależności ujętych w tabeli 4.1 jest równy:

W3 =  x (l -  x), (5.47)

gdzie:

x  =  0l m e ] >  0 .

Param etr x  procesu E B (k ,l)  jest rozwiązaniem równania kwadratowego (5.47). Nie- 

ujemne rozwiązanie tego równania istnieje jedynie dla W3 < 0.25. Powyższe rozwa­

żania podsumowuje następujące twierdzenie, określające warunek konieczny identy­

fikowalności subdiagonalnego procesu E B (k ,l)  modelem £B (k ,l).

T w ierdzenie 5.1. Jeżeli momenty stochastyczne procesu losowego spełniają nastę­

pujące warunki:

=  0,

My2){l) =  dla 1 = 0 , 

i 0 dla / ^  0 .
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M ^ ( h , l 2) =

0 dla l\ — /2 — 0 ,

My3)(k, /) /  0 d la l1 = k ,l2 = l,

My3\ l ,  k) ^ 0  d ła l1 = l , l 2 = h,

0 dla l\ h ,l l2 ^  l,k .

(5.48)

to proces ten może być opisany subdiagonalnym modelem £B (k ,l).

Identyfikowalność strukturalna diagonalnych elem entarnych m odeli 

biliniow ych

Warunki, jakie muszą być spełnione, aby dany proces losowy mógł zostać opisany 

modelem £ B (k ,k ) , zależą od liczby momentów, które m ają być odtworzone przez 

model. Dla uproszczenia założono, że parzyste momenty m w ^  dla r  =  1,2,3... pobu­

dzenia procesu związane są zależnością:

m (wT) =  k2r(m (2))r dla k2r /  1, (5.49)

która zachodzi np. dla dla symetrycznych wokół zera rozkładów gaussowskich lub 

równomiernych. Poniżej zostaną podane warunki, które powinny być spełnione, by 

modelem £B (k, k) można było odtworzyć dwa i trzy momenty procesu losowego.

-  Modele £B (k, k) odtwarzające pierwszy i drugi moment procesu:

Układ dwóch równań:

m f f  f l  +  (k4 -  1 )b2kkm w ^

1 -  blkm V

M™{k) =  2 blk{m W )\ (5.51)

pozwala określić dwa różne modele E B (k , k), mające taką samą funkcję autokowa- 

riancji. Rozwiązaniem układu równań są wartości bkk i m ff ,  przy czym bkk powin-
t t<y\

no być rzeczywiste, a m w rzeczywiste dodatnie. Warunki uzyskania rozwiązania 

zależą od parametrów rozkładu pobudzenia. Dla założonego rozkładu pobudzenia 

i wynikającej z niego wartości k4 rzeczywiste rozwiązania istnieją, gdy:

My2\ k )  2(/c4 +  1) — 4y/kl
<   Tl ------ (5-52)M ? \0 )  "  (*« - 1)2
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lub
M (y \ k )  2 (fc4 +  1) +  4-y/fcI (5.53)
My2\0 )  '  (k4 -  l )2

Ze względu na to, że:

M ™ (k) < M ^ { 0 )  (5.54)

rozwiązanie (5 .53) należy odrzucić i można sformułować następujące twierdzenie:

T w ie rd zen ie  5.2. Jeżeli momenty procesu stochastycznego spełniają następujące 

warunki:
E M ^  ±  0i

M y2\ l )  =  dla 1 = 0 ,

M '(2)(/) =  Mym {k) ^  0 dla l = k,

0 dla 1 7̂  k .

( M'y{3\ 0,0) ^ 0  dla h = l 2 =  0, 

My(3\ k , k ) ź  0 d l a h = k , l 2 =  k,

^0 dla li ^  k l2 ^  k.

M j2\ k )  2 (fc4 +  1) -  4 V Ę
M <2>( 0) ( * 4 - 1)2 ’ }

to proces ten może być opisany modelem £ B (k ,k ) , dla którego rozkład pobudzenia 

Wi spełnia warunek:

=  fc4(m^2))2.

Model ten odtwarza własności stochastyczne drugiego rzędu procesu losowego.

Modele £B{k, k ) odtwarzające trzy momenty stochastyczne procesu:

Dla określenia warunków, jakie powinny zostać spełnione, by można było dla pro­

cesu losowego znaleźć model zdolny odtworzyć trzy pierwsze momenty procesu, 

skorzystamy z własności procesu E B (k ,k ) zebranych w tabeli 4.4. Zdefiniujmy

zagregowany wskaźnik W4 w następujący sposób:
M ^ ( k ,k )

W 4 = (5.56)
M W (0 )y /M W (k )

Korzystając z tabeli 4.4 zastąpmy we wskaźniku (5.56) momenty odpowiednimi

funkcjami parametrów modelu, uzyskując:

fc4 ( l  -I- 2 x )
W4(x, ki) =

%/2 ( l +  x{k4 -  1) ) ’
(5.57)
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będący liniową funkcją wartości x, gdzie x  = b2k k m 'u ) .

Dla określonej wartości M ^ { k ,k ) ,  M ® (0) i M^2\ k )  wskaźnik W4{x) przybiera 

konkretną wartość liczbową:

W ą ( x , k 4 ) -  W ą 

i równanie (5.57) ma jedno rozwiązanie:

k4 — W iV 2
x  =

W is/2 {ki -  1) -  2k4

Ponieważ 0 < x  <  1, rozwiązanie to ma sens wówczas, gdy jest dodatnie i mniejsze 

od jedności, co zachodzi, gdy są spełnione poniższe warunki:

3
W i < —= dla ki <  3 (5.58)

v  2

lub
3

—j= < W i dla ki > 3. (5.59)
v 2

Dla modelu pobudzanego szumem gaussowskim wartość wskaźnika W4, jak wynika 

z (5.57), wynosi:

W 4 =  —

4 y/2 '

rozwiązanie x  jest nieokreślone i taki model jest nadal nieidentyfikowalny.

Na rys. 5.1 pokazano zależność wskaźnika W4(x, k4)\ki=const od parametru x  =  

bkkm i»\ która ilustruje, że:

-  Dla założonego typu rozkładu, różnego od gaussowskiego, scharakteryzowa­

nego współczynnikiem k4, znając trzy momenty stochastyczne procesu wy­

znaczające wartość W i można jednoznacznie określić zarówno strukturę jak i 

parametry modelu £ B (k ,k ).

-  Dla pobudzenia gaussowskiego na rys. 5.1 wskaźnik W4{x) reprezentuje linia 

równoległa do osi x, dla której W4 = f ( x ,  kĄ)\ki=3, więc rozwiązanie nie ist­

nieje, czyli na podstawie wskaźnika W4 nie można określić modelu SB (k, k) z 

pobudzeniem gaussowskim, odtwarzającego trzy momenty procesu losowego.

Ponieważ zaproponowany wyżej wskaźnik W4 nie nadaje się do identyfikacji modeli 

iSB(k, k) z pobudzeniem gaussowskim, zdefiniujemy inny, zagregowany wskaźnik 

Wb w następujący sposób:

m k ) № k t k)

M y \ 0 ) M y \ 0 , 0)
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Rys. 5.1: Zależność zagregowanego wskaźnika Wi(x, ki)\ki=amst °d parametrów modelu

x = bkkmffl i parametru rozkładu pobudzenia, k4

Fig. 5.1: Dependance of the aggregated index W i(x,ki)\ki=CCmst upon the model’s para­

meters x = bkkmffl and the k4 that characterizes input noise density

Korzystając z tabeli 4.2, wskaźnik W5 można zapisać w funkcji x  =  b2kkm (2) jako:

6a:(l — x)
W5(x) =

(5.61)
3 +  2x +  2 2 i2

Funkcja W*,(x) pokazana na rys. 5.2 w przedziale x  6  (0,1) ma maksimum dla 

x  =  0.25, które wynosi W5max =  0.23.
Własności stochastyczne trzeciego rzędu procesu losowego mogą być odtworzo­

ne modelem S B (k ,k )  z pobudzeniem gaussowskim, jeśli wartość wskaźnika W5

spełnia ograniczenie:
W5 < 0.23. (5.62)

Powyższe rozważania można podsumować następującym twierdzeniem:
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Rys. 5.2: Zależność zagregowanego wskaźnika Wj od parametrów x =  b\km $  modelu dla 
gaussowskiego rozkładu sygnału pobudzającego

Fig. 5.2: Dependance of the aggregated index IV5 upon the model’s parameters x = b2kkrn$  
for Gaussian distributed input

T w ie rd zen ie  5.3. Jeżeli momenty stochastyczne procesu losowego spełniają nastę­
pujące warunki:

M «  /  0,

=

ay dla l = 0 ,

Myi2\ k )  ?  0 dla l = k,

0 dla l ^  k  ,

M ;(3)(0 , 0 ) ^ 0  dla h = h  = 0 ,

M y 3\ k , k) =£ 0 dla l\ = k, l2 =  k ,

0 dla l\ ^  k  I? ^  k,

I
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My3\ k ,  k) 3 „ .
y v '  < —= dla k i < 3,

M ^ \ k ,k )  3 ,. .
 8  :i r  >  — F  J / a  k i  >  3 ,

My2\ 0 ) y j  M ^ \ k )  ^

^ . fc) M f ( fc) <  0 23 , /afc4 =  3;

to moie on być opisany modelem £B{k. k ) 2 pobudzeniem w, o rozkładzie prawdopo­

dobieństwa spełniającym warunek:

m ^  =  k i i m ^ ) 1.

Model ten odtwarza charakterystyki stochastyczne procesu do trzeciego rzędu włącznie.

Znając warunki identyfikowalności systemowej i strukturalnej procesów E B (k ,l) , 

można przystąpić do dyskusji warunków identyfikowalności parametrycznej.

5.3.3. Identyfikow alność p a ra m e try cz n a

Warunki identyfikowalności parametrycznej stochastycznego modelu ciągu czaso­

wego zależą od przyjętego modelu i wybranej metody identyfikacji. Poniżej zostaną 

przedyskutowane warunki identyfikowalności parametrycznej modeli £B  przy zasto­

sowaniu dwóch rodzajów metod identyfikacji, bazujących na:

-  analizie momentów stochastycznych,

-  minimalizacji błędu predykcji.

M e to d y  ana lizy  m om entów

Metody identyfikacji parametrów modelu £B(k, /) na podstawie analizy ocen mo­

mentów mogą być stosowane wówczas, gdy znane są analityczne zależności wiążące 

momenty procesu E B {k ,l)  z jego parametrami k, /, /3ki, mi2r). Parametry bki, m!'™'1 

modelu wyznaczane są z odpowiednich zależności analitycznych, w których momenty 

procesu zastąpione są ich oszacowaniami z próby. Warunki identyfikowalności para­

metrycznej modeli £B (k ,l)  są ściśle związane z warunkami identyfikowalnoci para­

metrycznej odpowiadającego im procesu E B (k ,l) .

-  Identyfikowalność parametryczna procesu E B (k ,l)

Dla procesu subdiagonalnego E B (k , /) zależność W3(x) przedstawioną równaniem
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(5.47) pokazano w górnej części rys. 5.3. Rozwiązanie graficzne pokazane na 

rys. 5.3-a dotyczy możliwości identyfikacji procesu E B (k ,l)  o parametrach pkl =

0.5, A2 =  1, dla którego wskaźnik W 3 =  0.188. Rozwiązaniem równania 5.47 jest

x\ =  0.25 i X2 =  0.75, co wskazuje, że proces E B (k , l) nie jest parametrycznie

identyfikowalny na podstawie trzech momentów. Pojedynczy pierwiastek x  =  0.5 

istnieje jedynie dla W3 = 0.25, dla wartości wskaźnika W3 <  0.25 istnieją dwa 

równoważne rozwiązania w przedziale x  € (0 , 1).

-  Identyfikowalność parametryczna modelu £ B (k , l)

Dwa różne modele £ B(k, l) o parametrach:

-  bki =  0.5 i mffi = 1,

-  bki =  1.5 i ml2) =  0.33,

m ają takie same trzy pierwsze momenty więc, ze względu na podwójne rozwiąza­

nie, znajomość trzech momentów nie pozwala jednoznacznie określić parametrów

modelu £B (k, l), czyli na mocy definicji model ten nie jest identyfikowalny para­

metrycznie.

Znając x, wartości liczbowe współczynników bu i mogą być wyznaczone na 

podstawie wariancji w następujący sposób:

™l2) =  M f ( 0 ) ( l  -  x), (5.63)

bl 1 =  (5.64)
TTlyj

Znak współczynnika bu jest taki sam jak znak trzeciego momentu badanego sy­

gnału, My3\ k , l ) .

Poniżej graficznego rozwiązania na rysunku 5.3-a pokazano przykładowe przebiegi cią­

gów wygenerowanych przez badany proces rys. 5.3-b i dwa zidentyfikowane modele, 

odpowiadające znalezionym rozwiązaniom xi rys. 5.3-c i rys. 5.3-d. Należy zauwa­

żyć, że przebieg odpowiadający rozwiązaniu x2 charakteryzuje się znacznie większymi 

odchyłkami od wartości średniej niż przebieg oryginalny, a oceny drugiego momentu 

dla pokazanych trzech realizacji procesu losowego są takie same.

Szczególnym przypadkiem modelu £B (k, l) jest model pobudzany szumem gaus­

sowskim, który jest identyfikowalny parametrycznie metodą momentów przy uwzględ­

nieniu czwartego momentu procesu. Określenie warunków identyfikowalności parame­

trycznej modelu £B (k, l) poprzedzone zostanie dyskusją warunków identyfikowalności 

parametrycznej procesu E B (k ,l) .
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Rys. 5.3: Graficzna interpretacja identyfikowalności 

Fig. 5.3: Graphical interpretation of identifiability

Identyfikowalność param etryczna procesu E B (k ,l)  z pobudzeniem gaussowskim 

Zdefiniujmy zagregowany wskaźnik W6 jako następującą funkcję drugiego i czwar­

tego m om entu procesu:

(My® (O))2 ______ (mę2))2( l ~  Piirai4))_______
W6 = M ^ \ 0 , 0 , 0) (1 -  ar2)(mi4) +  6P u{rn?)2M^ }(0))

Dla gaussowskiego pobudzenia e{, dla ktorego

m «  =  3(mW)a,

wskaźnik W6 sprowadza się do W6(x) wyrażonego jako:

1 — 3x2
W6(x) = 3(1 -  X1)''

(5.65)

(5.66)

(5.67)



gdzie x 2 =  ;3^(m'2))2.

Dla określonej wartości wskaźnika W6 na podstawie zależności (5.67) można okre­

ślić jednoznacznie param etr x 2 procesu E B (k ,l) , jako:

1 '3 (w 6- i r  (5’68)

Znając x 2 i drugi moment My2\  można na podstawie (5.64) i (5.63) wyznaczyć 

wartości liczbowe współczynników ,Ąy i r>i"p. Znak współczynnika /3ki można wy­

znaczyć na podstawie trzeciego momentu. Tym samym, jeśli dla procesu E B (k , l) 

istnieją cztery pierwsze momenty, spełniony jest warunek (5.48) i pobudzenie mo­

delu ma rozkład gaussowski, to  proces E B (k , l) jest identyfikowalny parametrycz­

nie. Warunki istnienia czterech pierwszych momentów dla procesów E B (k , l) spro­

wadzają się do warunków ograniczających param etr /3W i wariancję pobudzenia e{ 

procesu:

-  0 <  P h m ^  <  1,

-  0 <  <  1.

Stąd, dla procesu E B (k ,l)  z pobudzeniem gaussowskim, dla którego zachodzi

(5.66) warunki istnienia czterech pierwszych momentów można określić jako:
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V 3

Uwzględniając (5.69) i (5.68) otrzymamy warunek

0 <  P2klmW  <  - L  (5.69)

0 <  W6 < 1, (5.70)

określający relację między drugim i czwartym momentem centralnym procesu 

E B (k ,l) .

Identyfikowalność parametryczna modelu £B(k. I) z pobudzeniem gaussowskim 

Dla modelu £B (k, l) wskaźnik We jest równy:

w  =  (My2\ o ))2 =  (ml2))2( l -  fe£,mL4)) 7

My4)(0 , 0 , 0) (1 — i 2)(mL4) +  Qb2kl(m!u} ) 2 My2\ 0))

Dla gaussowskiego rozkładu pobudzenia Wi, dla którego

m w  ̂ =  3(m^2))2,

wskaźnik We można wyrazić w funkcji x  jako:

1 - 3  
: 3(1 -  a:2)

1 — S-r2
w '№  =  VI --T 2V (5.72)
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Dla modelu £B (k,l):

x  - bklm {2\

zależność (5.72) pozwala określić jednoznacznie parametr x2 modelu £B (k, l),

2 3We - 1  /K ^

1  "  5 ( H W ) '  (0'73)

Znając x 2, można na podstawie oceny drugiego momentu My2) procesu losowego
/ n \

wyznaczyć wartości liczbowe współczynników bki i m w . Znak współczynnika bki 

można wyznaczyć wykorzystując ocenę trzeciego momentu procesu losowego.

Tym samym, jeśli dla procesu losowego:

-  istnieją cztery pierwsze momenty,

-  spełniony jast warunek (5.48),

-  pobudzenie modelu ma rozkład gaussowski,

to model £B (k, l) jest identyfikowalny parametrycznie.

Model £B (k, l) pobudzany białym szumem gaussowskim generuje przebiegi losowe 

o ograniczonych pierwszych czterech momentach, jeśli spełniony jest warunek

0 < (5-74)

Uwzględniając (5.73) i (5.74) otrzymamy warunek, jaki powinien zostać spełniony 

przez wskaźnik Wg, aby momenty drugi i czwarty sygnałów losowych generowa­

nych modelem £B (k ,l)  były ograniczone. Dla innych rozkładów pobudzenia ist­

nieją dwa rozwiązania równania (5.71) i model £ B (k ,l)  nie jest identyfikowalny 

parametrycznie.

Powyższe rozważania można podsumować następującymi twierdzeniami:

T w ie rd zen ie  5.4. Proces E B [k, l) z  pobudzeniem gaussowskim jest identyfikowalny 

parametrycznie na podstawie czterech pierwszych momentów, jeśli spełnione są nastę­

pujące warunki:

o <  (fflSg.<i,
M^4) (0 ,0 ,0)

( M f  ( M ) )2 ^  1
4 '0))
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T w ierdzenie 5.5. Dla procesu losowego o zerowej wartości oczekiwanej i skończo­

nych momentach do czwartego włącznie istnieje parametrycznie identyfikowalny model 

£B (k, l), jeśli spełnione są warunki:

(M<3)( M ) ) 2 <  1
- 4 ’

0 <  < 1 .
(0 ,0 ,0 )

Analiza warunków identyfikowalności strukturalnej procesów E B (k ,k ) ,  przedsta­

wionej na rys. 5.1, 5.2 pozwala sformułować następujące twierdzenia:

T w ierdzenie 5.6. Dla procesów E B (k ,k )  z pobudzeniem niegaussowskim, dla któ­

rego

m ^  =  ł)2r ( m ? ) r dla k2r ^  1

warunki identyfikowalności strukturalnej, ze względu na własności trzeciego rzędu, są 

równocześnie warunkami identyfikowalności parametrycznej.

T w ierdzenie 5.7. Procesy E B (k ,k )  z pobudzeniem gaussowskim identyfikowalne 

strukturalnie, z  uwzględnieniem własności stochastycznych trzeciego rzędu, nie są 

identyfikowalne parametrycznie.

Dokonując identyfikacji parametrów modelu £B(k. I) metodą momentów, wartości 

momentów My2\ 0), My4\ 0,0 ,0), My3\ k , l )  zastąpione są ocenami momentów’ wy­

znaczonymi z próby My2\ 0), M y ^ (0,0,0), My3\ k , l ) .  Dokładność identyfikacji zależy 

więc od dokładności oszacowania momentów stochastycznych procesu. W kolejnym 

podrozdziale zostaną przedyskutowane własności estymatorów momentów procesów 

E B (k ,l) .

W łasności estym atorów  m om entów

W  rozdziale 2.1.2 omówione zostały podstawowe estymatory momentów oraz ich 

własności. Własności estymatorów momentów dla prostej próby losowej, w której 

kolejne zmienne są od siebie niezależne, są znane. Dla procesów stochastycznych 

własności estymatorów momentów są znacznie mniej rozpoznane [67]. Stanowi to 

istotny problem, gdyż nie mając pewności, że estymator jest zgodny i nieobciążony, 

nie mamy podstaw, by traktować uzyskane na jego podstawie oceny parametrów 

jako wiarygodne. Ze względu na to, że brak jest metod analitycznych, pozwalających
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określić własności estymatorów momentów dla biliniowych procesów stochastycznych, 

praktyczne własności estymatorów momentów określono na postawie wyników badań 

symulacyjnych. W kolejnych tabelach 5 .1-5.4 zebrano wartości momentów teoretycz-

Tabela 5.1: Momenty teoretyczne i estymowane dla subdiagonalnego procesu EB(k, l) z 

pobudzeniem gaussowskim

X a4 2)(o) m £2>( 0) m $3)(* .o My3)k , l jw '4) (0 ,0 ,0 ) m £4>(0 ,0 , 0)

0.1 l . n 1.110 (0.004) 0.35 0.34 (0.004) 3.78 3.70 (0.25)

0.2 1.25 1.260 (0.006) 0.56 0.56 (0.009) 5.11 5.11 (0.73)

0.3 1.43 1.380 (0.008) 0.78 0.70 (0.020) 7.63 6.65 (2.03)

0.4 1.67 1.650 (0.040) 1.05 1.02 (0.070) 13.46 12.76 (67)

0.5 2.00 2.020 (0.110) 1.41 1.40 (0.210) 36.00 29.00 (599)

Tabela 5.2: Momenty teoretyczne i estymowane dla subdiagonalnego procesu EB(k, l) i 

pobudzenia o rozkładzie równomiernym

X a4 2)(o) M ® (0 ) AfJ3>( M ) Mb3)k , l (0 ,0 ,0 ) m £4) (0 ,0 ,0 )

0.1 1.11 1.12 (0.002) 0.35 0.36 (0.003) 2.51 2.54 (0.03)

0.2 1.25 1.26 (0.004) 0.56 0.57 (0.007) 3.56 3.61 (0.15)

0.3 1.43 1.41 (0.007) 0.78 0.77 (0.010) 5.21 5.05 (0.51)

0.4 1.67 1.64 (0.020) 1.05 1.02 (0.030) 8.14 7.73 (2.42)

0.5 2.00 2.02 (0.040) 1.41 1.44 (0.100) 14.18 14.43 (46.00)

nych i estymowanych na podstawie próby liczącej 500 elementów, dla 50 realizacji.W 

nawiasach podano wariancję estymowanych momentów. Wyliczenia przeprowadzo­

no dla ciągów subdiagonalnych i diagonalnych, o różnych wartościach parametrów, 

przedstawionych w tabelach jako x  =  firn,21. Każdorazowo pobudzeniem ciągu był 

biały szum o wariancji =  1 i o rozkładzie normalnym lub równomiernym.
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Tabela 5.3: Momenty teoretyczne i estymowane dla procesu EB(k, k) i pobudzenia o roz­
kładzie normalnym

X M<2)(0) m ! ? \0) M ? \ k ) M<3)( 0 ,0 ) m £ ° (0 ,0 ) A /'3)(łfc, k) W<3)(fc,fc)

0.05 1.16 1.13 (0.01) 0.10 0.10 (0.01) 0.74 0.80 (0.05) 0.78 0.73 (0.03)

0.1 1.33 1.32 (0.02) 0.20 0.18 (0.01 1.20 1.48 (0.18) 1.26 1.22 (0.10)

0.2 1.75 1.76 (0.04) 0.40 0.41 (0.03) 2.39 3.39 (1.14) 2.35 2.38 (0.42)
0.25 2.00 2.00 (0.10) 0.50 0.50 (0.04) 3.25 4.68 (7.72) 3.00 2.96 (1.60)
0.3 2.29 2.21 (0.12) 0.60 0.53 (0.05) 4.37 5.44 (4.02) 3.76 3.38 (1.57)

0.4 3.00 3.03 (0.47) 0.80 0.89 (0.11) 7.72 10.00 (28) 5.69 5.82 (6.75)

0.5 4.00 3.90 (1.33) 1.00 1.12 (0.47) 13.43 15.98(496) 8.48 9.37 (204)

Tabela 5.4: Momenty teoretyczne i estymowane dla procesu EB(k, k) i pobudzenia o roz­
kładzie równomiernym

X Jlf<*>(i 0) M '2)( 0) M ? \ k ) M<2)(fc) A ^ 3)(0 ,0) Mf>(0,0) Mj)3)( k , k )

0.05 1.09 1.10 (0.003) 0.10 0.10 (0.003) 0.72 0.71 (0.01) 0.46 0.46 (0.01)

0.2 1.45 1.46 (0.010) 0.40 0.38 (0.010) 1.90 1.91 (0.10) 1.41 1.41 (0.07)
0.3 1.77 1.78 (0.040) 0.60 0.61 (0.020) 2.96 2.99 (0.46) 2.25 2.26 (0.30)

0.5 2.80 2.67 (0.180) 1.00 0.92 (0.100) 6.92 6.14 (4.02) 5.09 4.54 (2.41)

Analizując wyniki obliczeń umieszczone w tabelach, można zauważyć, że:

1. Oceny niższych momentów są bliższe wartościom prawdziwym niż oceny wyższych 
momentów.

2. Ze wzrostem wartości x  wzrasta wariancja oceny momentów. Dla wyższych mo­

mentów wzrost jest silniejszy niż dla momentów niższych.

3. Dla modeli pobudzanych białym szumem o rozkładzie równomiernym wariancja 

oceny momentów jest znacznie niższa niż dla modeli pobudzanych szumem o roz­
kładzie normalnym.

Warunki identyfikowalności parametrycznej elementarnych procesów i modeli bilinio-

wych, przy identyfikacji dokonywanej metodą momentów, określone twierdzeniami

5.4-5.7 należy uzupełnić warunkami wynikającymi z własności ocen momentów dla
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próbek o skończonej liczebności. Wyniki badań symulacyjnych zawarte w tabelach 

5.1- 5.4 pozwalają sformułować następujące wnioski:

1. Jeśli do identyfikacji parametrów modelu £B(k, l) wykorzystuje się oceny drugiego 

momentu, to ze względu na wariancję oceny, wzrastającą ze wzrostem x  = (3\ 

można poprawnie zidentyfikować parametry procesów E B (k , l), spełniające waru­

nek:

0kim(e ] <  °-4-

2. Jeśli do identyfikacji parametrów modelu £ B (k ,l) wykorzystuje się oceny trzecie­

go momentu, to  można zidentyfikować poprawnie parametry procesów E B (k ,l) , 

spełniające warunek:

/3|,m'2) < 0.3.

3. Jeśli do identyfikacji parametrów modelu £ B (k , l) z pobudzeniem gaussowskim 

wykorzystuje się oceny czwartego momentu, to można zidentyfikować poprawnie 

parametry procesów E B (k ,l) , spełniające warunek:

fa m ™  <  0.2.

4. Jeśli do identyfikacji parametrów modelu £B{k, k ) z pobudzeniem gaussowskim 

wykorzystuje się oceny trzeciego momentu, to można zidentyfikować poprawnie 

parametry procesów E B (k , l), spełniające warunek:

f a m ?  <  0.2.

Przykładowe wyniki identyfikacji metodą momentów elementarnych procesów bi­

liniowych pokazano w Dodatku B.

M etod y  m inim alizacji b łędu predykcji

Estymacja parametrów modelu metodami minimalizacji błędu predykcji polega 

na tym, że parametry modelu wyznaczane są w wyniku minimalizacji założonej funk­

cji błędu predykcji. Funkcję przyporządkowującą ciągowi błędów predykcji wielkość 

skalarną można wybrać na wiele sposobów. Sódrestróm i Stoica w [108] pokazują, 

że wiele metod identyfikacji, w tym metoda najmniejszej sumy kwadratów, rozsze­

rzona metoda najmniejszej sumy kwadratów i metoda największej wiarygodności jest 

szczególnymi przypadkami metody minimalizacji błędu predykcji. Do tej grupy metod 

należy również stosowana przez Priestleya [104] metoda rozszerzonego residuum.
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Warunek identyfikowalności parametrycznej ciągu czasowego podawany w litera­

turze, np. [75], [116], jest identyczny z warunkiem odwracalności. Dla elementarnych 

ciągów biliniowych określony jest on jako:

<  0.5. (5.75)

Z drugiej strony, przykłady poprawnej identyfikacji parametrów modeli biliniowych 

zamieszczone np. w [53], [93], [125] dotyczą procesów o parametrach znacznie bardziej 

ograniczonych niż pozwala na to warunek odwracalności.

Na problemy z identyfikacją biliniowych ciągów czasowych zwracają uwagę Brun- 

ner i Hess w [53], przytaczając wyniki identyfikacji, które odbiegają od parametrów 

identyfikowanego procesu oraz pokazując wykresy funkcji wiarygodności, która dla 

pewnych parametrów modelu biliniowego ma dwa minima. Wyniki opublikowanych 

prac autorki, dotyczących identyfikacji modeli biliniowych, [41], [42], [43], również 

wskazują na to, że poprawna identyfikacja parametryczna elementarnych modeli bi­

liniowych możliwa jest w węższym zakresie, niż wynika to z warunku odwracalności

(5.75). Przyczyny obserwowanych efektów można upatrywać w znacznie silniejszej 

nieliniowości operacji identyfikacji niż operacji odwracania modelu £B (k ,l).

Dla elementarnych modeli biliniowych wrarunek odwracalności określa, kiedy ciąg 

pobudzający Wi może zostać odtworzony na podstawie ciągu wyjściowego yt i zna­

nej wartości parametru bki modelu. Schematycznie odwracanie modelu pokazano na 

rys. 5.4.

Rys. 5.4: Schemat odwracania modelu 

Fig. 5.4: Scheme of model invertion
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Rys. 5.5: Schemat identyfikacji parametrycznej modelu 

Fig. 5.5: Scheme of model identification

Operacja wyliczania w i".
u>i = f (w i- k,y i,bki)

musi być stabilna w sensie BIBO. Warunek odwracalności sformułowany jest jako 

funkcja stałego parametru bu"
b lm W  < 0-5 (5.76)

Identyfikacja parametryczna ma na celu wyznaczenie parametru bu modelu poprzez

minimalizację sumy kwadratów odchyłek

Wi —7 ]ji buj-lWi-kUi-li (5.77)

przy czym Wi odpowiada ocenie pobudzenia modelu w chwili i, wyznaczonej przy

wykorzystaniu oceny parametru bki,i-i, wyliczonej w chwili poprzedniej:

Wi — f  (Wi—k, 2/j, bu j—i ) .

Jak schematycznie pokazano na rys. 5.5, etapem identyfikacji jest odwracanie 

modelu. Różnica między odwracaniem pokazanym na rys. 5.4 i na rys. 5.5 polega 

na tym, że na rys. 5.5 param etr bu = bu,i jest zmienny. W kolejnych chwilach i 

jest on funkcją pobudzenia, wyliczonego na podstawie bu,i-1, określonego w chwili

poprzedniej:
bu,i =  fi(w i, h i,i-1, Vi) (5.78)
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Zależność między wyznaczanym ciągiem pobudzeń Wi, sygnałem wyjściowym yt i 

identyfikowanym parametrem bki,i można przedstawić następującym szeregiem:

Wi Vi bklti—\yi—iyi—k “i" bkl,i—lbkl4—k—iyi—iyi—k—iyi-2k (5.79)

hl,i-lbkl,i-k-lbkl,i-2kyi-iyi-k-iyi-2kyi-3k +  — >

w którym bki,i wyrażone są przez (5.78). Zależność (5.25) jest więc bardziej złożona 

i silniej nieliniowa niż zależności (5.25) i (5.37), z których wynikają warunki odwra- 

calności modelu £ B (k ,l). Dlatego zakres identyfikowalności parametrycznej modeli 

£B{k, l) obserwowany w praktyce różni się od literaturowego zakresu identyfikowal­

ności równoważnego warunkowi odwracalności modelu.

Określenie warunku identyfikowalności parametrycznej modeli £ B (k ,l)  metodą 

minimalizacji błędu predykcji, ze względu na silne i nieokreślone nieliniowości wpro­

wadzane przez bki,u jest znacznie trudniejsze, niż dla stałej wartości współczynnika 

bki. Przybliżonego oszacowania tego warunku dokonano w następnym podrozdziale.

D yskusja warunku identyfikowalności i odw racalności m odelu  £B {k, i)

Na podstawie ogólnego warunku zbieżności dla procesów nieliniowych, [72] można 

stwierdzić, że operacja (5.77) wyznaczania pobudzenia na podstawie modelu £ B (k ,l), 

w trakcie jego identyfikacji, będzie stabilna w sensie BIBO, gdy spełniony zostanie 

warunek [56]:
I bkl,{Wiyi |

Wi

czyli

< 1, (5.80)

|2/*I < It— I) (5-81)
t > k i, i

przy czym yi i są zmiennymi losowymi. Odwracalność modelu £B(k, l) zachodzi 

przy spełnieniu warunku:

l!/»l <  l r  I- (5.82)O kl

Dla zmiennej losowej yt o skończonym r-tym momencie zachodzi nierówność Cze- 

byszewa [75]:

P {\yi\ > a) <  dla a >  0 (5.83)

Zakładając skończoną wariancję zmiennej losowej, r  =  2. Ograniczenie a wynika z 

(5.82) i (5.81) i wynosi:
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-  dla warunku odwracalności:
1

a " M ’
-  dla warunku identyfikowalności:

1

“ h i , i  r
Przy powyższych założeniach nierówność Czebyszewa można zapisać:

-  dla warunku odwracalności:

p(h ls Ś ) s T ^ ^ s l ' <5'84»
-  dla warunku identyfikowalności:

p(l№l2ii)£l S Spi<1> (585)
gdzie pi i P2 oznaczają graniczne prawdopodobieństwa wystąpienia wartości |?/;|

większej od odpowiednio — i 77—7 . Liczne badania własne, potwierdzone spo- 
\Okl\

strzeżeniami opublikownymi np. w [53], [74], [90], [118], wskazują, że na podsta­

wie ciągu yt parametry modelu mogą zostać poprawnie zidentyfikowane, gdy w 

danych nie występują silne wahania amplitudy. Niejednokrotnie, pojawiające się 

pojedyncze duże wartości j/j destabilizują algorytmy identyfikacji modeli metodą 

minimalizacji błędu predykcji lub powodują zbieżność algorytmów do parametrów 

różnych od rzeczywistych. Dlatego, dla warunku identyfikowalności (5.85) należy 

przyjąć prawdopodobieństwo p? «  1.

Z (5.84) wynika warunek odwracalności wyrażony jako funkcja prawdopodobień­

stwa wystąpienia wartości |j/j| > dany zależnością:
IM

b lM S  < (5-86)
1 + P i

Przyrównując prawą stronę (5.86) do wartości 0.5 wynikającej z literaturowego wa­

runku odwracalności, uzyskuje się pi =  1, co oznacza wysokie prawdopodobieństwo 

występowania w ciągu yi wartości o dużych amplitudach.

Z (5.85) wynika warunek identyfikowalności wyrażony jako funkcja prawdopodo­

bieństwa wystąpienia wartości \yi\ > —— r dany zależnością:
I Oki,i |

b\i,Mw < P2(l -  bhmW). (5.87)
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Podstawienie do (5.87) wyrażenia (1 — b2klm.w*) wyznaczonego z (5.84) prowadzi do 

warunku:

bli,< < f f i i -  (5.88)

Ze względu na to, że p2 < pi, warunek (5.89) sprowadza się do warunku:

bh,i < b2kh (5-89)

oznaczającego, że dla modeli odwracalnych o parametrach b^rriff bliskich 0.5 ziden­

tyfikowane wartości bki,i są mniejsze od wartości rzeczywistych, a zidentyfikowana 

wariancja pobudzenia m $  jest większa od wariancji pobudzenia modelu.

Równość parametrów modelu zidentyfikowanych i rzeczywistych może zachodzić je­

dynie, gdy pi = p2 <C 1, co oznacza, że prawa strona równania (5 .86) jest istotnie 

mniejsza od wartości 0.5

Pl < 0.5 (5.90)
1 + P i

i warunek identyfikowalności modeli £B(k, l) przyjmowany dotąd jako identyczny z 

warunkiem odwracalności należy zmodyfikować. Powyższe rozważania pozwalają for­

mułować następujące twierdzenie:

T w ierdzenie 5.8. Warunek identyfikowalności parametrycznej modeli £B (k, l) me­

todą minimalizacji błędu predykcji jest ostrzejszy od warunku odwracalności tych mo­
deli.

Ponieważ brak jest przesłanek pozwalających określić wartość prawdopodobień­

stwa p2, zostanie ono wyznaczone eksperymentalnie.

Przykładowo przyjmując, że pi = p2 = 0.2, warunek identyfikowalności parame­

trycznej modeli £B (k, l) metodą błędu predykcji, na podstawie (5.86) ma postać:

< j ^ =  0-16. (5.91)

Warunek identyfikowalności modelu £B[k, l) można alternatywnie oszacować, za­

kładając, że wyjście i pobudzenie modelu są ograniczone amplitudowo w następujący 

sposób:

|j/i| <  \ymax\, (5.92)

k i |  <  |uW r|. (5.93)

Dla amplitudowo ograniczonego Wi i ją spełniona jest nierówność:

\Vmax | — | Wmax | -f- | bk[\\ W m a x  11 ynLax | (5.94)
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lub równoważnie:
' w ,i,, I < ________ —  (5 95)

S  1 -  |6 [ |u w c |‘

Uwzględnienie warunku (5.81) prowadzi do:

\b k i\ \w  m a x < 1 (5.96)
1 -  \bki\\w„ 

i w rezultacie

I M I « w |< 0 .5 .  (5.97)

Zakładając, dla ograniczonego gaussowskiego rozkładu pobudzenia, że wmax jest pro­

porcjonalne do pierwiastka wariancji pobudzenia

l^moil — k\Jmw ,

otrzymamy warunek identyfikowalności modelu £ B (k , l) o postaci:

bhmW < (5.98)

który jest warunkiem bardzo restrykcyjnym, niedopuszczającym w żadnej chwili i 

naruszenia warunku IMIsaI <  1.

Dla równomiernego rozkładu pobudzenia w przedziale (—1,1) warunek identyfikowal­

ności modelu £B(k, l) ma postać:

bhm™ < 0.09 (5.99)

Reasumując:

-  Literaturowy warunek identyfikowalności utożsamiony z warunkiem odwracalności

(5.76) równoważny jest prawdopodobieństwu pi =  1 wystąpienia wartości

\Vi\ >  7 7  r -IM

W takim przypadku silnie nieliniowy szereg (5.79), wyznaczający pobudzenie iOj 

może być rozbieżny.

-  Wykorzystanie nierówności Czebyszewa do określenia warunku identyfikowalności 

modelu £B (k, l) prowadzi jedynie do wniosku jakościowego, że warunek identyfi­

kowalności jest ostrzejszy niż warunek odwracalności modelu. Uzyskanie wyniku 

ilościowego wymaga założenia wartości prawdopodobieństwa pi =  p2. Przy zało­

żonym a priori pi =  p2 =  0.2 identyfikowalne parametrycznie metodami minima­

lizacji błędu predykcji są modele spełniające warunek:

blimiw < 0-16.
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-  Warunek identyfikowalności wynikający z restrykcyjnego ograniczenia amplitudy 
pobudzenia i wyjścia:

\bklWjnax | — 0-5

dla

sprowadza się do warunku:

W m a x  — k y  TTl w ^

Przy założonym a priori k  =  2 identyfikowalne parametrycznie metodami mini­

malizacji błędu predykcji są modele spełniające warunek:

bh m l2) <  0.06,

co odpowiada prawdopodobieństwu p\ =  0.07 wystąpienia wartości |j/{| >  ——
IMWynika stąd, że:

-  warunek literaturowy jest zbyt szeroki,

-  oszacowanie na podstawie wartości maksymalnych -  zbyt restrykcyjne,

-  oszacowanie na podstawie nierówności Czebyszewa zależy od prawdopodobieństwa 

Pi — P2, odnośnie do wyboru którego brak jest teoretycznych przesłanek.

W takim przypadku konieczne staje się wykonanie badań symulacyjnych. W  do­

datku B umieszczono wyniki badań, które pozwalają stwierdzić, że elementarne mo­
dele biliniowe są identyfikowalne, gdy:

b h m ^  <  0.16,

co pozwala potwierdzić założone dopuszczalne prawdopodobieństwo wystąpienia war­
tości \yi\ > tj^-t jako:

IM
Pi =  P2 =  0.20.

Rozdział 6

M eto d y  estym acji param etrów  

elem entarnych  m odeli b ilin iow ych

Przy założeniu że model jest identyfikowalny i jego struktura jest znana, me­

tody stosowane do estymacji parametrów biliniowych modeli ciągów czasowych, w 

tym elementarnych modeli biliniowych, są takie same jak do estymacji parametrów 

liniowych modeli ciągów czasowych. Stosowanie takich samych metod jest możliwe 

ponieważ struktura modelu biliniowego, choć nieliniowa względem e* i yl , jest liniowa 

względem parametru bki-

Wiele metod estymacji parametrów wywodzi się z zasady minimalizacji błędu 

predykcji. W rozdziale 6.1 zostaną opisane trzy, najczęściej stosowane w identyfika­

cji modeli biliniowych, metody estymacji parametrów, wykorzystujące minimalizację 

błędu predykcji.

Alternatywna grupa metod polega na wyznaczaniu parametrów modelu na pod­

stawie ocen momentów procesu losowego [114]. Tego typu identyfikacja jest znacznie 

rzadziej stosowana niż minimalizacja błędu predykcji, przede wszystkim dlatego, że 

rzadko znane są zależności wiążące momenty i parametry procesu losowego. Znajo­

mość analitycznych zależności wiążących momenty i parametry elementarnych proce­

sów biliniowych, opisanych w rozdziale 4 i dodatku A, pozwoliła zaproponować zwy­

kłą i uogólnioną metodę momentów do estymacji parametrów elementarnych modeli 

biliniowych, co zostało opisane w rozdziale 6 .2 .
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6.1. M etody wywodzące się z zasady minimalizacji błędu  

predykcji

W metodach wywodzących się z zasady minimalizacji błędu predykcji parame­

try  modelu wynikają z optymalizacji kryterium, będącego funkcją błędu predykcji. 

Poniżej pokazane zostaną trzy najczęściej stosowane metody estymacji:

-  metoda minimalizacji sumy kwadratów błędów predykcji,

-  metoda największej wiarygodności,

-  metoda powtarzanego residuum.

6.1.1. M etoda m inim alizacji sum y kwadratów błędów

Metoda minimalizacji sumy kwadratów błędów predykcji (LS) jest jedną z naj­

prostszych i najczęściej stosowanych metod estymacji parametrów modeli ciągów cza­

sowych. Niestety, algorytm numeryczny realizujący tę metodę jest czuły na anomalie 

występujące w ciągach danych, służących do identyfikacji [58]. Gdy w ciągu danych 

sporadycznie pojawiają się duże wartości, znacznie odbiegające od średniej, algorytm 

może nie być zbieżny lub dawać wyniki obarczone błędem. Dlatego przed przystąpie­

niem do identyfikacji modelu dokonuje się odfiltrowania anomalii (tzw. outlierów).

Tego typu postępowanie nie jest wskazane dla procesów biliniowych, charaktery­

zujących się możliwością pojawiania się nagłych wzrostów wartości sygnału (wybu­

chów), które nie powinny być traktowane jako anomalie i usunięte ze zbioru danych. 

Dlatego podstawowy algorytm L S  nie może być zastosowany do estymacji parame­

trów modelu biliniowego i proponowane są rozliczne wersje odpornych algorytmów 

LS.

Dai i Sinha w [58] proponują odporną rekurencyjną wersję algorytmu (R L S ), 

według której param etr 6« modelu £B(k, l) wyznacza się następująco:

1 "I" ki (t/j l)  ,

‘ ai + t i f P i ^ '
p  = l  ( p  P l i f i

’ “ i V «. +  /

*  ~  Oli +  ’ (6.1)
=>2 $2 l - l  l

Oi +  P i-i J 

gdzie:

-  =  Wi—kUi—i ~ odpowiednik (jednoelementowego) wektora pomiarów,

-  uii = Ui — ~ błąd jednokrokowej predykcji,
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-  Qj -  współczynnik zapominania, który zmienia się w zależności od wartości błędu 

predykcji w następujący sposób:

s i g n ( w i) y p r o£ d l&  \uii\ >  yprog,
Wi

1 (lift \wi\ ^  Uprog'

~ Uprog ~ wartość progowa dobierana eksperymentalnie [34].

6.1 .2 . M etoda największej w iarygodności

Metodę największej wiarygodności do estymacji parametrów modeli biliniowych 

stosowali najpierw Subba i Rao [111], następnie Priestley, [104] i inni, np. [53]. Idea 

metody polega na tym, że w procesie estymacji na podstawie ciągu danych x t wyzna­

czone zostają parametry określające założony rozkład prawdopodobieństwa f ( x i ‘, A), 

scharakteryzowany wektorem parametrów A. Następnie zmieniamy interpretację funk­

cji f ( x i ; A), traktując ją  zamiast funkcji obserwacji x  przy ustalonych parametrach A, 

jako funkcję / (A; Xi) nieznanych parametrów A przy ustalonych wartościach obserwacji 

x. Funkcją wiarygodności nazywamy iloczyn gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

/ (A; Xi) dla N  dostępnych prób:
N

L = H (f(X -X i) . (6.3)
i=  1

Logarytmiczną funkcją wiarygodności l nazywamy logarytm:
N

l = In(L) =  ^ 2 ln /(Ai Xi)- (6-4)
Ś=1

Maksymalizujemy wartość funkcji wiarygodności względem jej argumentów, odpowia­

dających nieznanym parametrom szukanego modelu. Położenia maksimum dla L  i dla 

l są identyczne.

Poszukując modelu £B (k ,l)  na podstawie .^-elementowego ciągu obserwacji j/j, 

zakłada się, że :

Vm odel ym o d e l { ^ k l, U i—k )  b k lV i—k W i—/,

gdzie Wi jest ciągiem innowacji, równoważnym ciągowi błędów modelu:

W i —  V i V m odelipkU  U i - k ) -  (6*5)

Funkcję wiarygodności zdefiniujemy jako:
N

L =  L(6w,m^2)) = Y [ f(b k i ,m V )-,wi). (6 .6)
1=1



Maksymalizacja funkcji L  odpowiada minimalizacji ujemnej logarytmicznej funkcji 
wiarygodności — l —  — ln(L):

N

m™) =  -  ln ( /(6fc;, m ® ; w{)). (6 .7)
i—1

Zakładając, że m a rozkład gaussowski o zerowej wartości średniej i wariancji m f ' 

ujemna logarytmiczna funkcja wiarygodności — ln(L) jest równa:

-  ln(£) =  y  ln(2?rm™) + ^  (6 -8)
i=l *rnw

Oceny największej wiarygodności parametrów bki, myj'1 uzyskiwane są poprzez mi­

nimalizację funkcji (6 .8). Zazwyczaj zakłada się początkowe wartości parametrów 6*,;,q 

i i iteracyjną m etodą Newtona-Raphsona poszukuje się wartości, które minima­

lizują (6 .8). Istotna trudność polega na tym, że w, nie jest mierzalne i dla każdej 
iteracji musi być obliczane jako:

Wi = V i -  bkij-iWi-kyi-i.

Uzyskane oceny parametrów modelu £B (k ,l)  są asymptotycznie nieobciążone, jeśli

Wj ma rozkład gaussowski [87]. Dla innych rozkładów aproksymacja gęstości rozkładu

prawdopodobieństwa f ( y t — ymodei{bki,yi-k)) funkcją gaussowską powoduje, że oceny 
parametrów modelu są obciążone.

6.1.3. M etod a pow tarzanego residuum

W [104] proponowana jest alternatywna metoda estymacji parametrów o nazwie 

metoda powtarzanego residuum, którą po zaadaptowaniu dla elementarnych modeli 
biliniowych można przedstawić następująco:

1. Równanie modelu £ B (k , l) można zapisać jako:

Vi =  Wj(l +  bklyi_iDk)

lub równoważnie:

Vi7n.  — -------------------------------

(1 +  bkiyi-iD k) '
2. Zakładając, że bki jest małe, można w przybliżeniu przyjąć, że 

Wi =  (1 -  bkiyi- iD lc)yi = y t -  Pkiyt-iyi-k-
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(6.9)

(6.10)

(6 .11)
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Traktując w, jako błąd identyfikacji, z równania (6.11) zwykłą metodą najmniej­

szych kwadratów można wyliczyć początkową ocenę bki0 współczynnika bki-

3. Następnie, znając bki0 i przyjmując w0 =  0, można wyliczyć rekurencyjnie w, z 

równania modelu:

Wi = y i -  bki0Wi-kyi-i dla i =  k, k + 1,..., N. (6.12)

4. Znając y*, dla i =  k, ...N , można znaleźć poprawioną ocenę bkt minimalizującą 

sumę kwadratów błędów:
N

V(bkl) =  ^ ( ? / i  -  bk№ -k yi-l)2- (6.13)
i=k

5. Kroki 3 i 4 powtarzane są do uzyskania zbieżności oceny, tzn. dopóki:

Ibkij ~ bk < e\

gdzie: j  -  jest numerem iteracji, a e -  założoną dokładnością rozwiązania.

6.2. M etody m om entów

O ile dla metod wywodzących się z minimalizacji błędu predykcji możliwe jest 

sformułowanie ogólnie obowiązujących algorytmów estymacji parametrów, o tyle dla 

metody momentów' możliwe jest jedynie sformułowanie ogólnej idei postępowania, na­

tomiast szczegóły metody zawsze są związane z określonym typem i strukturą modelu. 

Metoda momentów składa się zasadniczo z dwóch etapów:

E ta p  1. Zakłada się, że struktura modelu jest taka jak struktura procesu. Momenty 

zwykle, centralne lub łączne My  ̂ przedstawiane są w funkcji parametrów procesu 

0 :

M «  =  / ( 0 ) .  (6.14)

Jeśli jest to możliwe, momenty wybierane są w taki sposób, aby powstały układ 

równań miał jednoznaczne rozwiązanie.

E ta p  2. Powstały układ równań (6.14) zostaje rozwiązany względem parametrów 0 ,  

przy czym w miejsce momentów Myr> zostają wstawione ich oceny M ^  uzyskane 

na podstawie dostępnych danych.

Dla elementarnych modeli biliniowych, korzystając z wyników przedstawionych 

w rozdziale 5.3, zaproponowano szczegółowy algorytm postępowania przy estymacji 

parametrów zwykłą i uogólnioną metodą momentów.
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6.2.1. Zw ykła m etoda m om entów

Zwykła m etoda momentów (Z M M ) jest analityczną metodą estymacji parame­

trów modelu. Jej implementacja wymaga znajomości:

-  analitycznej zależności momentów od parametrów modelu,

-  ocen momentów procesu.

Analityczne zależności wiążące momenty i parametry elementarnych procesów bilinio­

wych przedstawiono w rozdziałach 4.2, 4.3. Zakładając zgodność struktury procesu 

E B (k ,l)  i modelu £ B (k ,l) , estymacja parametrów modelu sprowadza się do rozwią­

zania układu równań, w którym w miejsce momentów podstawione zostaną ich oceny, 

a w przypadku istnienia więcej niż jednego rozwiązania, do wyboru rozwiązania wła­

ściwego.

Identyfikacja procesu E B (k , l) obejmuje zarówno estymację struktury k, l modelu 

£ B (k , /), jak i estymację parametrów bu, m],21 modelu dla założonej struktury i zało­

żonego rozkładu pobudzenia Wi modelu.

Zakłada się, że rozkład pobudzenia jest symetryczny wokół zerowej wartości średniej, 

a parzyste momenty rozkładu spełniają zależność:

m%r) =  k2r(m {V )r, dla r  =  1 ,2 ,3 .... (6.15)

Poniżej przedstawiono propozycję algorytmu:

I. A naliza danych

1. Na podstawie posiadanego zbioru danych j/j wyznaczyć oceny momentów:

M™(0),

M ^ \ m )  dla m  =  0 ,1 ,2 ,.. .

My3\ h , l 2) dla l\, l2 =  0 , 1 ,2 , ...,

M ? \  0).

2. Wyznaczyć wartości li ^  0, l2 -fi 0, dla których istnieje maksimum modułu trze­

ciego momentu: \My3\ l i ,  l2)\, oznaczając l\ < l2.

II. Identyfikacja struktury

1. Jeśli li = k, l2 = l, wybrać model subdiagonalny £B(k, l).

2. Jeśli li =  k, l2 =  k, wybrać model diagonalny £B (k, k).
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III. Sprawdzanie warunków identyfikowalności system owej

1. Jeśli wybrano model £B(k, l), to :

-  Wyliczyć wskaźnik W3 =  ^  —(M f(0 ))3  *
— Jeśli W3 <  0.25, to  nie można znaleźć modelu £B (k, l) o takich samych cha­

rakterystykach jak badany proces i należy zakończyć obliczenia. Przyjąć model

liniowy.

2. Jeśli wybrano model £B{k, k ),to  :
nr ,• - , - ,«• M $ \k ,k )

-  Wyliczyc wskaźnik W \ = ------- ------------

-  Jeśli 2

^ ' 7 5
< e,

gdzie e jest założoną dokładnością,
to w modelu należy założyć pobudzenie o rozkładzie gaussowskim.

, ........................ . M<3)(fc,fc)Mf(fc)
a) Wyliczyc wskaźnik . ,0t--------------  .

'  M f ( 0 )M<3)(0 , 0 )
b) Jeśli W*, <  0.23, to proces jest identyfikowalny systemowo modelem 

£B (k, k) z pobudzeniem o rozkładzie gaussowskim. Jeśli nie, to zakończyć

obliczenia. Przyjąć model liniowy M A (k).

Jeśli
Iw.---- — I >  £,W 4 -

_3_

to należy przyjąć pobudzenie modelu o rozkładzie różnym od gaussowskiego.

IV . Identyfikacja param etrów dla stwierdzonej identyfikowalności 

system ow ej

1. Dla modelu £ B (k ,l)  :
-  Wyznaczyć rozwiązania x x, x 2 równania kwadratowego względem x:

W3 -  x ( l -  x),

w którym x  =  b^rri^.
-  Wyznaczyć parametry modeli dla x  =  Xi i x  =  x2, korzystając z zależności:

m £> =  M ® (0) ( l - * ) ,
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-  Ponieważ, jak to pokazano w rozdziale 5.3.3, model SB(k, l) nie jest identyfiko-

walny parametrycznie, należy wybrać jeden z modeli, kierując się praktycznymi

przesłankami, np. model o mniejszej wariancji m ® .

2 . Dla modelu £B(k, k) :
3

-  Jeśli W4 ^  to
v 2

_  k4 — W4\/2 

X ~  W4y/2(k4 -  1) -  2k4’
przy czym:

3
a) dla W4 < —-= należy przyjąć k4 <  3,

V  2  
3

b) dla W4 >  —p  należy przyjąć fc4 >  3.
V 2

3
-  Jeśli Wą w —p=, to  należy rozwiązać równanie:

V 2

_  6x(l -  s)
5 3 +  2x +  22x2

-  Jak pokazano w rozdziale 5.3.3, model E B (k , k) pobudzany szumem gaus­

sowskim nie jest identyfikowalny parametrycznie, tzn. istnieje więcej niż jedno 

rozwiązanie powyższego równania. Należy wybrać jeden z możliwych modeli na 

podstawie znanych przesłanek. Na potrzeby predykcji i sterowania wybierany 

jest model odwracalny, dla symulacji zakłóceń czasem może być stosowany 

model nieodwracalny, zwłaszcza gdy zakłócenie charakteryzuje się silnymi lo­

sowymi anomaliami.

V . O kreślenie znaku w spółczynników  bki i bkk

Przedstawiona procedura identyfikacji modeli £B (k, l) i £B(k, k ) pozwala osza­

cować wartości b2kl lub b\k, i ■ Znak współczynnika bki lub bkk można określić 

wykorzystując własności trzeciego momentu. Jak wynika z zależności przedstawionych 

w rozdziale 4, znaki współczynników modeli £ B (k , l) i £B(k, k) można przyjąć takie 

same jak znaki ocen momentów My3\ k ,  l) lub odpowiednio My3\ k ,  k) uzyskanych dla 

badanego zbioru danych.

6 .2 .2 . U ogóln iona m etoda m om entów

Uogólniona metoda momentów (G M M ) [50], [64], [69] jest metodą numeryczną, 

pozwalającą na podstawie ciągu danych yt uzyskać oceny parametrów modeli w wy­
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niku minimalizacji wskaźnika jakości:

j

'  =  0 ) J , ( 6 - 1 6 )

j = i

gdzie:

-  0  -  wektor parametrów podlegających estymacji,

-  fj(y i, 0 ) -  funkcja obserwacji yt i wektora parametrów 0  taka, że:

E { fj( yi,Q o) } = 0  gdy 0  =  0 O, (6.17)

-  0 o -  wektor parametrów, dla których wskaźnik I  osiąga minimum.

Funkcje fj(y t, 0 )  dla j  = 1 ,2 ,..., J  definiowane są jako różnice analitycznej postaci 

wybranego momentu M (0 ), zależnej od parametrów 0  i jego oceny M  wyznaczonej 

na podstawie yt dla i =  1,2,..., N . Liczba J  uwzględnionych momentów zależy od 

rodzaju identyfikowanego modelu.

Dla subdiagonalnego elementarnego modelu £B (k ,l), którego identyfikacja pa­

rametryczna wymaga, jak  pokazane zostało w rozdziale 5.3.3, znajomości czterech

momentów, proponuje się zdefiniować funkcje f j ,  dla j  = 1 , ...,4  w następujący spo­

sób:

/ 1(yi , 0 )  =  M f ( O ) - M f ( O ) ,

/ 2(l/i,©) =  M ? \k , l )  -  M ? \k , l ) ,

/ 3 ( 2/»! 0 )  =  M ' 4 ) ( 0 , 0 , 0 )  -  M < 4 ) ( 0 , 0 , 0 ) ,

/ 4(2/1,0 ) =  rnw \0 ) -  ń iw \0).

Za wartości momentów M y \- )  podstawione zostają zależności analityczne zamiesz­

czone w rozdziale 4 .2 , za wartości ocen MyT\- )  podstawione zostają oceny momentów, 

wyznaczone na podstawie zbioru obserwacji yt dla i = 1, 2 , .... N . dlatego argumentami

funkcji fj(-) są yt i 0 .

Dla diagonalnego modelu £ B (k ,k ), którego identyfikacja wymaga znajomości 

trzech momentów, proponuje się przyjąć funkcje f j ,  dla j  =  1 ,..., 6 równe:
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/* (» ,© ) =  M f ( 0) - M f ( 0 ),

/a(lfc,e) =  M p \k )  -  M ? \k ) ,

M ih ,e )  =  M f ( o , o ) - M f  (0 , 0 )

/ 5(2/1,©) =  My3\ k , k )  -  My3\ k , k ) ,

fe(Vi, 0 )  =  ml2)(0) -  77iL2)(0).

Za wartości momentów M y \ j  podstawione zostają zależności analityczne zamiesz­

czone w rozdziale 4.3, za wartości ocen M y \ )  podstawione zostają odpowiednie oceny 

momentów, wyliczone na podstawie zbioru obserwacji t/j dla i =  1,..., N .

Dla elementarnych modeli biliniowych wektor parametrów © składa się z dwóch 

elementów: rriw \  ba. Param etry modelu wyznaczane są numerycznie poprzez minima­

lizację wskaźnika jakości (6.16), w pracy wykorzystano w tym celu nieliniową metodę 

najmniejszych kwadratów N L S . Zainicjowanie algorytmu wymaga podania warunku 

początkowego 0 O =  ba,o, m (®0.

W pracy za 0 O przyjęto wynik identyfikacji uzyskany zwykłą metodą momentów. 

Proces optymalizacji prowadzący do uzyskania ostatecznego modelu wykonywano kil­

kakrotnie na tym samym zbiorze danych, przyjmując w kolejnym cyklu, jako warunki 

początkowe, wyniki uzyskane w cyklu poprzednim.

Można poszukiwać minimum wskaźnika jakości metodą N L S  przy ograniczeniach 

nałożonych na szukane parametry ba,m ffl ■ Logicznie, ograniczenia wynikają z faktu, 

że wariancja pobudzenia modelu musi być dodatnia i nie większa od wariancji wyjścia:

0 <  m $  < rrSy\ (6.18)

a model musi być co najmniej stabilny:

bkim ff <  1- (6.19)

Uogólnioną metodę momentów można także zrealizować jako algorytm rekuren- 

cyjny, wyznaczający parametry modelu na bieżąco, w miarę pojawiania się nowych 

danych t/j. Na zbiorze uczącym yz dla i =  1 ,2 ,..., N ucz wyznaczane są oceny momen­

tów A/(-) i na ich podstawie zwykłą metodą momentów wyznaczany jest warunek
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początkowy 0o- W miarę pojawiania się kolejnych pomiarów t/j dla i > N ucz oceny 

momentów zostają uaktualniane według zależności:

' * $  -  ’- T - K l - n  +  7»T- <6-20>

W każdej iteracji minimalizowany jest wskaźnik jakości (6.16), przy czym za wartości 

początkowe przyjmuje się wyniki uzyskane w poprzedniej iteracji.

W  dodatku B umieszczono przykłady ilustrujące wyniki identyfikacji z zastosowa­

niem opisanych wyżej metod, wykonanych w następujących warunkach:

1. Identyfikowane były elementarne procesy biliniowe diagonalne i subdiagonalne 

pobudzane białym szumem o rozkładzie:

-  gaussowskim,

-  równomiernym

i jednakowej wariancji mć2) =  1 .

2. Param etr 0a  procesów należał do przedziału (0.1,0.7), a więc wszystkie badane

procesy spełniały warunek odwracalności 0 h m ^  < 0.5.

3. Identyfikacja modelu parametrycznego przeprowadzana była na podstawie 200 

odrębnych realizacji każdego z procesów, reprezentowanego przez ciąg złożony z

1000 próbek.

4. Dla uogólnionej metody momentów:

-  minimalizacja wskaźnika jakości przeprowadzana była przy ograniczeniach:

-0 .5  £ 0.5
(2) <  bkl <  (2) ’ m y rriy'

0 < < m ® .

-  Pierwsze przybliżenie rozwiązania (warunki początkowe) przyjęto jako wynik

estymacji wykonanej zwykłą metodą momentów.

-  Jako wynik końcowy przyjęto parametry wyznaczone po 10 cyklach minimali­

zacji.

W wyniku badań, których tylko część zamieszczono w dodatku B można sformuło­

wać następujące wnioski, dotyczące praktycznej identyfikacji elementarnych procesów

biliniowych:

1. Nie wszystkie procesy odwracalne są identyfikowalne.



2. Zakres identyfikowalności pokrywa się z warunkami dyskutowanymi w rozdziale

5.3.3.

Poprawne wyniki identyfikacji uzyskiwano dla parametrów

P < 0.4,

co odpowiada warunkowi

P2mW  < 0.16.

3. Dla metody momentów zaobserwowano, że dla procesów, dla których

P2m (2) >  0.16

liczba realizacji, dla których nie można było znaleźć modelu biliniowego, gdyż nie 

byl spełniony warunek identyfikowalności systemowej, rosła ze wzrostem P2m i2\

4. W  przeprowadzonych badaniach, w zakresie procesów identyfikowalnych, wszyst­

kie metody identyfikacji dają poprawne oczekiwane wartości parametrów.

5. Nieznacznie lepsza od pozostałych jest uogólniona metoda momentów, ze względu 

na mniejszą wariancję wyznaczanych parametrów.

6 . Dla procesów pobudzanych białym szumem o rozkładzie równomiernym uzyskuje 

się mniejszy rozrzut estymowanych parametrów wokół ich wartości średnich niż 

dla procesów pobudzanych gaussowskim białym szumem.
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R ozdział 7

Z astosow ania elem entarnych  m odeli 

bilin iow ych

Najważniejszym kryterium oceny modelu jest jego przydatność do rozwiązywania 

określonego typu zadań, dlatego niniejszy rozdział poświęcony jest zastosowaniom 

elementarnych modeli biliniowych.

Elementarne modele biliniowe mogą znaleźć zastosowanie:

-  w modelowaniu i badaniach symulacyjnych,

-  w prognozowaniu sygnałów,

-  w regulacji nieliniowych procesów technologicznych, jako składnik algorytmu re­

gulacji minimalizującego wariancję błędu regulacji przy uwzględnieniu zakłóceń.

7.1. Elem entarne m odele biliniowe w modelowaniu  

i badaniach symulacyjnych

Wiele procesów technologicznych można opisać w skali makro równaniami bilansu 

masy i/lub  energii [65]. Opis taki często jest zestawem równań różniczkowych zwy­

czajnych pierwszego rzędu:

^  =  f (x,u, t ) ,  (7.1)

gdzie:

-  x  -  n — wymiarowy wektor stanu,

-  u  -  m —wymiarowy wektor wejść.

Dla szerokiej gamy procesów, np. biologicznych, ekonomicznych czy chemicznych, 

naturalnymi modelami dynamicznymi są jednak modele biliniowe. Człony biliniowe 

występują w równaniach bilansujących udział danego składnika w procesie, najczę­

ściej w formie iloczynu odpowiedników przepływu i stężenia, jak to ma miejsce dla 

procesów chemicznych czy biologicznych, opisanych dokładniej w dodatku C.
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Proces technologiczny o charakterze biliniowym, z jawnymi wejściami można 

opisać ciągłym lub dyskretnym równaniem stanu:

-  Ciągłe równanie stanu:

<~ -  =  A  x(t) +  B u (t)  +  jr  iłfc(ż)Nkx(t), (7.2)
fc=i

gdzie:

A - [ n x  n]- wymiarowa macierz stanu,

B - [ n x  m}- wymiarowa macierz wejść,

N k -  [n x n]- wymiarowe macierze współczynników biliniowych.

-  Dyskretne równania stanu:

m

Xj+i =  Cxj +  Duj +  U i,kG kX i, (7.3)
fc= i

gdzie:

C  -  [n x n]-wymiarowa macierz stanu,

D  -  [n x m]-wymiarowa macierz wejść,

G k -  [n x n]-wymiarowe macierze współczynników biliniowych.

Oczywiście, model liniowy można potraktować jako szczególny przypadek mode­

lu biliniowego (7.2), dla którego współczynniki przy członie biliniowym są zerami. 

Najprostszym modelem biliniowym jest model:

dx(t) . . . .
=  u(ł)x(t). (7.4)

Charakterystykę statyczną procesu opisanego modelem biliniowym (7.2) można 

uzyskać, przyjmując dla stanu ustalonego dla procesu ciągłego:

dx
~ d t =  ’

natomiast dla procesu dyskretnego w stanie ustalonym:

i  =  X { .

Rysunek 7.1 pokazuje charakterystykę statyczną procesu opisanego równaniem bili­

niowym:

x i+i = 0.5Xi +  0.4Ui -  0 . 2 ( 7 . 5 )
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Nieliniowość charakterystyki statycznej procesu wyraźnie zniekształca (desymetry- 

zuje) odpowiedź procesu na pobudzenie (sinusoidalne -  w przykładzie na rysunku). 

Stopień zniekształcenia, jak to ma zawsze miejsce dla układów nieliniowych, zale­

ży od położenia punktu pracy na charakterystyce statycznej (xo, u q )  i od odchyłek 

pobudzenia obiektu od punktu pracy u0-

x,u 4
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Rys. 7.1: Odpowiedź procesu biliniowego na pobudzenie sygnałem sinusoidalnym w punk­

cie pracy -  rysunek górny; Charakterystyka statyczna procesu z zaznaczonym punktem 

pracy -  rysunek dolny

Fig. 7.1: Bilinear process response to a sinuous input in a set point -  upper figure; Process 

static characteristics with a set point pointed -  lower figure

7.1.1. M odelow anie zakłóceń

W systemach dynamicznych, w zależności od rodzaju procesu, zakłócenia widocz­

ne na wyjściu mogą być spowodowane różnorakimi przyczynami. Często przedostają 

się one do procesu jako zakłócenia ei<u sygnałów wejściowych, niejednokrotnie dodają 

się do nich dodatkowe zakłócenia wyjścia systemu.
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Rozważmy proces technologiczny z jawnym wejściem u* opisany dyskretnym rów­

naniem biliniowym:

Zj+i =  ar.i +  bui +  cZjUj. (7.6)

Założymy, że na sygnał wejściowy u* działają addytywne zakłócenia losowe, eijU, a 

proces utrzymywany jest w punkcie pracy (u0, x 0). Zakłócenia wprowadzane wraz z 

sygnałem wejściowym procesu przenoszą się na wyjście w następujący sposób:

Xo Zx,i+1 — a(x0 “1" Zx,i) "ł” b(u0 -(- Cti(t) c(x0 -f- ZXti){Uo “ł“ ^ti,i)i (7-7)

stąd:

zx,i+1 =  2Iii(a +  cu0) +  (6 +  ca:0)eUii +  czx<ieU:i. (7.8)

Wprowadzając do (7.8) oznaczenia:

fci =  a + cu0,

o +  cx0 

e,* =  (6 +  cx0)eUj,

otrzymamy zależność wskazującą na biliniowy charakter zakłócenia widocznego na 

wyjściu procesu, spowodowanego losowym zakłóceniem wejścia:

Zx,i+ 1 ZX]i  -|- C j  " i "  ZXti '  ( 7 - 9 )

W rzeczywistości zależność biliniowa opisująca zakłócenie obserwowane na wyjściu 

może różnić się od zależności (7.9). Przyczynami są:

-  dodatkowe opóźnienie sygnału u*, spowodowane istniejącym czasem martwym w 

procesie,

-  dodatkowe człony biliniowe pochodzące od innych sygnałów wejściowych,

-  dodatkowe, losowe zakłócenie samego wyjścia.

Zazwyczaj przy modelowaniu technologicznych procesów wejściowo-wyjściowych za­

kłócenia losowe, pochodzące z różnych źródeł, przedstawiane są jako jedno zbiorcze, 

losowe zakłócenie widoczne na wyjściu procesu. Zakłócenie zbiorcze można opisać 

elementarnym modelem biliniowym S B (k ,l)  lub £B (k. k), zwłaszcza wówczas, gdy 

charakteryzuje się ono losowymi anomaliami, obserwowanymi jako ostre piki ampli­
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tudy. Tego typu zakłócenia obserwowane są dla wielu procesów, np. zachodzących w 

oczyszczalniach ścieków [110].

Modele zakłóceń stosowane w badaniach symulacyjnych muszą być stabilne, a 

więc w przypadku elementarnych modeli biliniowych spełniać warunek (5.10). Im 

bliższy jedności jest iloczyn tym częstsze i silniejsze są gwałtowne piki am­

plitudy modelowanego zakłócenia. Zależności wyprowadzone w rozdziałach 4, 5 po­

zwalają dobrać parametry modelu zakłóceń tak, aby uzyskać żądane charakterystyki 

stochastyczne modelowanego zakłócenia.

7.1.2. E lem entarny m odel liniowo-biliniowy

Do modelowania niegaussowskich procesów stochastycznych zastosowany zostanie 

następujący model, zwany dalej modelem Liniowo-Elementarno-Biliniowym, L-EB 

pokazany na rys. (7.2).

Rys. 7.2: Model L-EB 

Fig. 7.2: L-EB model
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Model L — E B  składa się z dwóch części:

-  liniowej, zbudowanej na oryginalnym sygnale y .̂

dA

Vi = -  Y2 W - j ’
J = 1

-  nieliniowej określonej dla residuum z*:

zi = V i -  y f . (7.10)

Dla residuum zakłada się, że

E { Zi} =  0, (7.11)

co zachodzi zawsze, gdy współczynniki części liniowej modelu są estymowane metodą

najmniejszych kwadratów. Residuum z* przedstawione jest elementarnym modelem

biliniowym £ B (k ,l)  lub £B (k, k). W związku z tym, w ogólnym przypadku z, można 
określić jako:

Zi = r)i~  *?. (7.12)
gdzie:

7? =
I gdy k = l,

[O gdy k j t l ,
(7.13)

Wi +  hkW i-kr)i_k gdy k = l , 

Wi +  bkiWi-kTji^, gdy k ^ l .
(7.14)

Ze względu na zastosowanie modelu (7.13) do prognozowania, model (7.14) dla % 

powinien być odwracalny. Wyjście modelu L  -  E B  jest równe:

n,L-EB _  „ x  .
Vi =Vi +Vi- (7.15)

Identyfikacja modelu L  — E B  jest dw-uetapowa. Najpierw, dla badanego sygnału 

identyfikuje się model liniowy autoregresywny, stosując znane procedury identyfikacji 

modeli liniowych, np. [51], [108]. Następnie, dla residuum identyfikuje się elementarny 

model biliniowy jedną z metod opisanych w rozdziale 6.

W dodatku C pokazano różniczkowe modele biliniowe dla wybranych procesów 
jednostkowych technologii chemicznej:
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-  dekantacji,

-  destylacji,

-  ekstrakcji

oraz procesów biologicznych:

-  układu oddechowego,

-  układu sercowo-naczyniowego.

Dla wybranych sygnałów wyjściowych, pochodzących z tych procesów zidentyfikowa­

no, stosując metodykę zaproponowaną w niniejszej pracy, model L — E B . Pokazano, 

że dopasowane w ten sposób modele sygnałowe m ają potencjalnie lepsze własności 

predykcyjne, niż wynikające z analizy funkcji autokorelacji, modele liniowe.

7.2. Elem entarne m odele biliniowe w prognozowaniu  

i układach regulacji

Prognozy sygnałów zawsze wyliczane są na podstawie modelu. Algorytmy pre­

dykcji, nazywane również predyktorami, pozwalające wyznaczyć prognozę sygnału 

na podstawie modelu i posiadanych danych pomiarowych ?/,• mogą być projektowane 

w wersji bezpośredniej lub adaptacyjnej. Dla określenia algorytmu predykcji w wersji 

bezpośredniej wymagana jest znajomość struktury i parametrów modelu. Dla okre­

ślenia algorytmu w wersji adaptacyjnej wymagana jest znajomość struktury modelu, 

a parametry predyktora określane są na bieżąco, w trakcie działania algorytmu.

W niniejszej pracy zakłada się, że jedyną dostępną informacją o procesie jest zbiór 

pomiarów sygnału y, stanowiącego wyjście badanego procesu. Nie ma więc dostępu 

pomiarowego do wielkości wejściowych ut czy zakłóceń, a wszelkie zmiany wymienio­

nych wielkości są obserwowane pośrednio, poprzez skutki, jakie wywołują w sygnale 

wyjściowym.

Do prognozowania sygnałów najczęściej stosowane są predyktory liniowe [1]—[12],

[84], [123]. Budowane są one na podstawie liniowego, stochastycznego modelu ciągu 

czasowego, o postaci:

yt = F(D )w i} (7.16)

w którym Wi jest gaussowskim białym szumem. Wyjście modelu yi jest również cią­

giem gaussowskim.
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Chociaż nie wszystkie procesy, z którymi mamy do czynienia, są gaussowskie, to 

powszechne stosowanie liniowych modeli stochastycznych o postaci (7.16) jest uzasad­

nione, gdyż dla procesów niegaussowskich, o skończonych drugich momentach, a takie 

jedynie mogą podlegać prognozowaniu, istnieją odpowiadające im modele gaussowskie 

o takich samych drugich momentach. Jak zostało pokazane w rozdziale 5, przyjęty dla 

procesu niegaussowskiego równoważny mu model gaussowski, determinuje możliwą do 

osiągnięcia dokładność predykcji czy regulacji, która z reguły jest niższa od potencjal­

nie możliwej do osiągnięcia, za pomocą innego modelu. Dlatego, kierując się potrzebą 

zwiększenia osiąganej dokładności predykcji czy regulacji, do modelowania procesów 

stochastycznych zastosowano zaproponowany w rozdziale 7.1.2 model L — E B , na 

podstawie którego zaprojektowano elementarny predyktor biliniowy, przedstawiony 

w kolejnym podrozdziale.

7.2 .1 . E lem entarny predyktor biliniow y

Elementarne procesy biliniowe subdiagonalne i diagonalne, jak to zostało poka­

zane w poprzednich rozdziałach, różnią się istotnie między sobą i dlatego dla obu 

przypadków należy projektować odrębne algorytmy predykcji. Algorytmy predykcji 

minimalnowariancyjnej zbudowane na podstawie modelu L — E B  zostaną przedsta­

wione w postaci twierdzeń.

T w ierdzenie 7.1. Jeżeli yi jest niegaussowskim stochastycznym procesem opisanym 

modelem L  — E B :

A (D )yi = Vi, (7.17)

gdzie:

-  residuum rji jest przedstawione subdiagonalnym modelem SB (k, l),

r)i =  Wi +  bkiWi-kTii-i k < l, (7.18)

-  wielomian A (D ) ma postać:

A(D ) = (1 +  aiD  -1- a2D 2 +  ... +  adj\D dA),

-  D  symbolizuje działanie opóźniające, rozumiane w następujący sposób:

D kVi = y i-k
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Dk{yiXi) = y i-kXi-k 

D  (yi)X{ — yi—kXi

(2)
-  wi jest niezależnym białym szumem o wariancji m w ’, 

to predyktor o postaci:

Vi+h\i = G(D)Vi +  bklF(D ) ( e l h_kvi+h- i ) , (7.19)

dokonuje predykcji iii+h\i sygnału yi z  horyzontem h < k z błędem:

eyi =  F(D )wi (7.20)

o minimalnej wariancji, równej:

£{e?}2 =  ™l2 )( l +  £ / ’) •  (7-21)
\  i=i /

W  równaniu predyktora (7.19) poszczególne zmienne oznaczają:

~ Ei = V i -  rji\i-h,

-  Vi+h\i

-  F (D ) =  (1 +  U D  +  U D 2 + ... +  A_i£»h- 1),

-  G(D) =  (1 +  g\D  + g2D 2 +  ... +  gaA-iDdA~1).

Wielomiany A(D ), G(D), F(D ) związane są zależnością:

1 =  A (D )F (D ) + D hG(D). (7.22)

D ow ód. Zastępując w równaniu (7.17) dla chwili i + h:

A(D )yi+h = T]i+h (7.23)

rji+h przez równanie definiujące subdiagonalny model 8 B (k ,l)  (7.18), otrzymamy:

A(D )yi+h =  wi+h +  bktw i+ h - k T]i+ k - i .  (7.24)

Mnożąc obie strony równania (7.24) przez F(D ) i stosując tożsamość (7.22), otrzy­

mamy:
yi+h = G(D)yi +  F{D)wi+h + bkiF(D )(w i+h-kT]i+h-i)- (7-25)

Błąd predykcji evi+h = yi+h -  y ^ h\, jest równy:

eyi+h = F(D )w i+h +  G(D)yi +  +bklF(D )(w i+h^ kT]i+h-i) -  yi+h\i. (7.26)
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Prawa strona równania (7.26) zawiera składniki zupełnie nieznane w chwili i, w której 

dokonywana jest predykcja oraz składniki zależne od przeszłości. Wariancja błędu 

predykcji jest więc sumą wariancji niezależnych składników prawej strony równania 
(7.26):

E {e *i+h} 2 =  E {F {D )w i+h} 2 +  E {G (D )yi + bklF(D )(w i+h_k*+„_,) -  yi+h]i}2. (7.27)

W ariancja błędu predykcji jest minimalna, gdy prognozę z horyzontem h wyznacza 
się według równania:

Vi+h\i = G(D)xji +  bu F(D ) (wi+h- kr)i+h-i) (7.28)

i ze wrzględu na brak wzajemnego skorelowania w, równa jest:

£{(e?)2} =  ml2 )( l +  £ / ? ) •  (7-29)

c.b.d.o. •

Uwaga 1:

Dla modeli liniowych współczynnik bki =  0 i i algorytm (7.28) sprowadza się do kla­

sycznego algorytmu predykcji minimalnowańancyjnej,

yi+h\i = G (D )Vi. (7.30)

Uwaga 2:

Wartość Wi+h-k potrzebną w równaniu (7.28) wyznacza się z zależności:

wi+h-k = Ei+h-k = Wi+h-k ~  Wi+h-k-

W  analogiczny sposób można udowodnić, że dla modelu L — E B , w którym dla 

residuum przyjęto model £ B (k , k), słuszne jest następujące twierdzenie.

T w ie rd zen ie  7.2. Jeśli yi jest niegaussowskim procesem stochastycznym, który moż­
na opisać modelem L  — E B :

A (D )Vi =  ą ,  (7.31)

gdzie:

-  A(D ) -  wielomian o postaci:

A(D ) =  (1 +  a\D  +  a2D 2 +  ... +  a ^ D ^ )

-  w, -  niezależny biały szum o wariancji m.w\

-  Zi -  residuum, które można przedstawić jako:

Zi =  r ] i - r j

-  r)i jest przedstawione diagonalnym modelem £B (k, k):

7ii = Wi + bkkWi-kT]i-k, (7.32)

o wartości średniej

V =  r f ,

to predyktor o postaci:

Vi+h\i =  G (D )yt + bkkF(D)evi+h_kZi +  Z{+h-k + fj + bkkF(D)s^+h_kri + F (D )t] (7.33) 

dokonuje predykcji yi+h\i sygnału yi z horyzontem h < k z błędem:

eyi = F(D)wi (7.34)

o minimalnej wariancji, równej:

E{(e?)2} = m V  ( l +  £ / ? ) ■

W  równaniach predyktora przyjęto oznaczenia:

~ =  Vi Vi\i—hi

-  F(D ) =  (1 +  f xD  +  f 2D2 + ... + f h- XDh- 1),

-  G(D) =  (1 + g\D  + g2D 2 +  ... +  gdA -iD dA 1).

Wielomiany A (D ), G(D), F(D ) związane są zależnością:

1 =  A{D )F(D ) +  DhG(D). (7.35)

7.2.2. Postępow anie prognostyczne

Postępowanie prognostyczne, prowadzące do uzyskania prognozy 2/t+h|i ciągu yi, z 

wykorzystaniem modelu L  — E B  i jednego z predyktorów zaproponowanych w roz­

dziale 7.2.1 realizowane jest w następujących krokach:

-  Krok 1:
Zbiór danych j/j dla i = 1 ,2,..., N  dzielony zostaje na dwa zbiory:
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-  uczący, dla * =  1 , 2 , N ucz, na którym dokonywana będzie identyfikacja mo­
delu,

-  weryfikujący, dla i =  N ucz + 1 ,2 ,..., N , na którym będzie testowana predykcja. 
-  Krok 2:

Na zbiorze uczącym zostaje zidentyfikowany liniowy model procesu

Vi — &l2/i—1 ^2yi—2 O-dAHi-dA'

Z doświadczenia autorki zdobytego w trakcie licznych badań wynika, że należy 

identyfikować modele autoregresywne spełniające warunek koincydencji [40], [70].

D efin ic ja  7.1. Liniowy model autoregresywny:

dA

y» =  ~ y i  aiVi-j +  wi
J=i

ma własność koincydencji, gdy dla każdego j  =  1,..., dA spełniony jest warunek:

M'y(2)(j)a3 > 0 . (7.36)

Z przeprowadzonych badań wynika, że modele spełniające warunek koincydencji są 

nie tylko modelami oszczędnymi (o mniejszej liczbie parametrów niż pełne modele 

autoregresywne tego samego rzędu), ale charakteryzują się lepszymi własnościami 
predykcyjnymi niż modele pełnego rzędu.

Krok 3:

Na zbiorze uczącym zostaje wyliczony ciąg residuum Wi = Vi ~  Vi ~  Vi ~  (yf1 — fj) 
według równania:

Wi =  Vi +  UlHi-l +  0,2yi-2  — ... +  adAtJi-dA-

Krok 4:

Na zbiorze uczącym zostają wyliczone oceny momentów: M ^ \  M^2\p ) ,  Mjj3\ p ,  q),

M ^ iO )  dla p, q =  1,2,..., P, gdzie wartość P  zależy od charakteru ciągu danych 
j/ź. Zazwyczaj P  < 8 .

Krok 5:

Wykorzystując kryteria podane w rozdziale 5.3, zostaje sprawdzone, czy spełnione 

są warunki identyfikowalności systemowej dla ciągu residuum 77;. Jeżeli tak, to 

należy przejść do Kroku 6 , jeżeli nie, to należy realizować Krok 11.
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-  Krok 6:

W yznaczona zostaje struk tura  k, l modelu £ B (k ,l)  jako wartości presunięć /1 i I2 , 

dla których trzeci moment, aĄ ?,>(Ii, h )  jest wyraźnie różny od zera.

-  Krok 7:

Wyznaczone zostają wartości parametów modelu: rh ff  i bkt przy wykorzystaniu 

jednej z m etod identyfikacji opisanych w rozdziale 6.

-  Krok 8:

Dla określonego horyzontu h predykcji zostają wyznaczone wielomiany F (D )  i 

G (D ) na podstawie rozwiązania równania diofantycznego (7.22). Uwzględniając 

wyniki Kroku 6., należy zaprojektować algorytm predykcji korzystając z wyników 

twierdzeń 7.1 i 7.2, przy czym:

-  jeśli h < k < l, to  należy zastosować biliniowy algorytm predykcji 7.19,

-  jeśli h < k =  l, to  należy zastosować biliniowy algorytm predykcji 7.33.

-  Krok 9:

Skonstruowany algorytm predykcji zostaje uruchomiony na zbiorze weryfikującym. 

Koniec.

-  Krok 10:

Jeśli wymagana jest prognoza z horyzontem h > k, to należy przejść do Kroku 11 

i próbować wyznaczyć predyktor liniowy, jeśli nie, to  należy zakończyć postępo­

wanie.

-  Krok 11:

Dla tego ciągu danych nie można znaleźć elementarnego modelu biliniowego 

S B (k ,l) . Należy wyznaczyć wielomiany F (D ) i G (D ) i zastosować liniowy al­

gorytm predykcji:

V i + h \ i  =  G ( D ) y i .

Uruchomić algorytm na zbiorze weryfikującym. Zweryfikować wyniki. Zakończyć. 

Wyniki ilustrujące zastosowanie modeli L — E B  do prognozowania ciągów cza­

sowych z zastosowaniem podanego wyżej postępowania prognostycznego zawarto w 

dodatku D. Zamieszczono tam  cztery przykłady zastosowania algorytmów predyk­

cji biliniowej, zaprojektowanych z wykorzystaniem wyników twierdzeń 7.1 i 7.2. Trzy 

przykłady m ają  charakter symulacyjny. Ich celem jest pokazanie działania predyktora
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zbudowanego na podstawie modelu L  — E B  dla pewnej klasy obiektów nieliniowych 

o strukturze zarówno zgodnej, jak  i odbiegającej od struktury  L  — E B .

W  przykładzie pierwszym prognozowane jest wyjście procesu o strukturze iden­

tycznej ze struk tu rą  modelu L  — E B :

A (D )yi =  iji.

W  przykładach drugim  i trzecim prognozowaniu podlega wyjście procesu nielinio­

wego o strukturze odbiegającej od struk tury  modelu L — E B .  Horyzont predykcji h 

przyjmowany jest jako h < k. Efekty minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej są

porównywane z efektami minimalnowariancyjnej predykcji liniowej i predykcji naiw­
nej.

Szczegóły badań opisane są w dodatku D. Podsumowując je, można stwierdzić, że 

w rozpatrywanych przykładach minimalnowariancyjny predyktor biliniowy zbudowa­

ny na podstawie modelu L  — E B  wyznaczał prognozy z błędem o mniejszej wariancji 

niż pozostałe predyktory.

Czwarty z przykładów zamieszczonych w dodatku D ilustruje zastosowanie zapro­

ponowanego postępowania prognostycznego dla danych rzeczywistych. W ykorzystano 

w nim  benchmark, podany przez Tonga1 [118], dotyczący prognozowania aktywno­

ści cyklu słonecznego. Na podstawie danych z la t 1700-1979 ilustrujących aktyw­

ność cyklu słonecznego, Tong zidentyfikował nieliniowy model progowy SETAR, na 

podstawie którego wyznaczył prognozy na la ta  1980-87. W  przykładzie czwartym, 

na  podstawie tego samego zbioru danych, zidentyfikowano model liniowo-biliniowy 

L — E B ,  który był podstaw ą do wyznaczenia predyktora, opisanego w' rozdziale 7.2.1. 

Następnie porównano prognozy wyznaczone na la ta  1980-2005 na  podstawie modelu

Tonga i modelu L  — E B ,  obserwując większą dokładność predykcji na podstawie 
m odelu L  — E B .

Tong przywiązuje dużą uwagę do odróżnienia predykcji od predykcji rzeczywistej 

(tzw. genuine prediction) , dokonywanej w warunkach, gdy wartości przewidywane są 

rzeczywiście nieznane prognostykowi w momencie sporządzania prognozy. W szystkie 

prognozy pokazane w dodatku D są w tym  znaczeniu prognozami rzeczywistymi.

1 Rozdz. 7.3, s.419-423.
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W przykładzie czwartym, obok ciągu prognoz z horyzontem h  =  1 wyznaczanych 

dla bieżących chwil czasu i, wyliczono także prognozy rzeczywiste2 w roku 1979 na 

la ta  1980-1984 i w roku 2005 na 2006-2009. Ponieważ dysponujemy obecnie danymi 

z lat 1980-1984, można było również stwierdzić dla takiej wielokrokowej predykcji 

lepsze własności prognostyczne modelu L  — E B  niż wzorcowego nieliniowego modelu 

S E T A R  Tonga. Reasumując:

-  Model L — E B  ma lepsze własności predykcyjne niż model S E T A R .

-  Ponieważ zostały wyprowadzone analityczne zależności łączące momenty procesu i 

param etry modeli £B[k, l), identyfikacja modelu L —E B  jest znacznie prostsza niż 

identyfikacja modelu S E T A R , która wymaga określenia progów, struktur modeli 

wewnątrz progów i parametrów modeli.

7.2 .3 . M odele  b ilin iow e w  u k ład ach  regu lac ji

Wiedza na tem at liniowych układów regulacji jest znacznie bogatsza i lepiej usys­

tematyzowana niż wiedza na temat układów regulacji nieliniowej. W konsekwencji, 

liczba zastosowań regulacji liniowej jest znacznie większa niż liczba zastosowań re­

gulacji nieliniowej. Mogą jednak zachodzić przypadki, dla których przyjęcie hipotezy 

liniowości regulowanego procesu sprawia, że uzyskane efekty regulacji dalekie są od 

przewidywanych i żądanych, a czasem przyjęcie takiej hipotezy jest wręcz błędne. 

Wybór modelu regulowanego obiektu zależy od tego, czy rozwiązywane jest zadanie 

stabilizacji czy śledzenia za wartością zadaną, ponieważ:

-  W przypadku stabilizacji wyjścia procesu t/j na wartości zadanej y0, interesujące 

są własności procesu wokół punktu pracy (uo,yo)• Jeżeli:

-  punkt pracy ( u q , j/o) nie znajduje się w punkcie przegięcia nieliniowej charak­

terystyki statycznej modelu procesu,

-  nie są przewidywane duże odchyłki Au, Ay  sygnałów Uj, yx od punktu pracy, 

to można dokonać linearyzacji lokalnej wokół przyjętego punktu pracy (uq , Vo) i do 

projektowania regulatora wykorzystać liniowy model obiektu.

Niespełnienie wyżej wymienionych wymagań może objawić się tym, że wszelkie 

wskaźniki regulacji osiągną wartości gorsze od możliwych do osiągnięcia wartości 

ekstremalnych.

2 We wcześniejszych publikacjach autorki, np.[28], taka predykcja nazywana była predykcją 

wielokrokową.
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-  W przypadku śledzenia za wartością zadaną, nazywanego:

-  regulacją programową, gdy wartość zadana zmienia się w zawsze znany, z góry 

ustalony sposób;

-  regulacją nadążną, gdy zmiana wartości zadanej ma charakter przypadkowy, 

założenie liniowości modelu wobec nieliniowości procesu może być błędne zwłasz­

cza wówczas, gdy nachylenie charakterystyki statycznej procesu zmienia się istot­

nie wraz ze zmianą punktu pracy. W takim przypadku należy wybrać jedno z 

alternatywnych rozwiązań:

-  Dla różnych punktów pracy wyznaczyć zastępcze modele liniowe i wykorzy­

stać je do projektowania regulatora. Takie postępowanie wskazane jest przy 

regulacji programowej.

-  Zastosowć model nieliniowy dla pełnego zakresu zmian wartości zadanej i wy­

korzystać taki model do projektowania regulatora i do regulacji. Takie postę­

powanie wskazane jest przy regulacji nadążnej.

Ponieważ wiele procesów technologicznych można opisać dyskretnym lub ciągłym 

biliniowym równaniem stanu, Martineau i Burngham [91] zaproponowali modyfika­

cję najczęściej stosowanego algorytmu regulacji PID, uzyskując biliniowy algorytm 

regulacji PID. Idea przez nich stosowana polega na kompensacji części biliniowej to­

ru sterowania. Kompensator nieliniowości stanowi część biliniowego regulatora PID. 

Algorytm sterowania nie uwzględnia toru zakłócenia.

Badania prowadzone przez autorkę nad wykorzystaniem modeli biliniowych w re­

gulacji nakierowane były na poszukiwanie algorytmów sterowania uwzględniających 

nieliniowość zarówno toru sterowania, jak i toru zakłócenia. Wyniki zostały opubliko­

wane w [35], [36], [37], [38], [39], [40]. W niniejszym podrozdziale zostało umieszczone 

jedynie krótkie podsumowanie opublikowanych wcześniej badań i ich wyników.

1. Algorytmy regulacji projektowane były na podstawie stochastycznego modelu 

obiektu sterowania, składającego się z modelu toru sterowania i modelu toru za­

kłócenia.

2. Tor sterowania opisany był nieliniowym modelem parametrycznym, liniowym 

względem parametrów.

3. Zakłócenia działające na obiekt w różnych jego punktach przedstawione zostały 

jednym zakłóceniem zbiorczym Z{, sprowadzonym na wyjście obiektu.
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4. Zakłócenie zbiorcze opisane było stochastycznym modelem ciągu czasowego, sta­

nowiącym model toru zakłócenia.

5. Zaproponowany został ogólny, stochastyczny model nieliniowego obiektu sterowa­

nia [39] i [40], dla którego szczególnymi przypadkami modelu toru sterowania są 

modele Volterry, Hammersteina, wielomianowy - nieliniowy po stronie wyjścia t/j, 

a liniowy po stronie wejścia «j_d, oraz biliniowy model wejściowo-wyjściowy.

6. Zbiorcze zakłócenie 2j obserwowane na wyjściu procesu przedstawione zostało ele­

mentarnym biliniowym modelem ciągu czasowego £B(k, l).

7. Dla zaproponowanego, ogólnego modelu obiektu sterowania wyprowadzone zostały 

w [39], [40] algorytmy regulacji minimalnowariancyjnej w wersji prostej, ważonej i 

uogólnionej, które wyznaczają sterowanie Mj z uwzględnieniem predykcji zakłóceń 

Zi tak by uzyskać minimalną wariancję błędu regulacji.

8. W [39] pokazano, że w wielu przypadkach nieliniowy algorytm regulacji pozwala 

uzyskać mniejszą wariancję błędu regulacji niż klasyczny regulator minimalnowa- 

riancyjny [13].



R ozdział 8

P od su m ow an ie  i w nioski

Celem pracy było określenie własności elementarnych modeli biliniowych, technik

ich identyfikacji oraz możliwości i sposobu ich wykorzystania w analizie sygnałów.

1. Elementarne modele biliniowe stanowią wąski podzbiór biliniowych modeli cią­

gów czasowych, ale zasługują na uwagę przede wszystkim dlatego, że ze względu 

na swoją prostą formę poddają się analizie i umożliwiają formalne określenie ich 

właściwości statystycznych. Tak jak w dziedzinie modeli liniowych modele A R M  A 

stanowią oszczędną (parsimonious) wersję modeli A R  czy M A  [51], w dziedzinie 

modeli nieliniowych elementarne modele biliniowe stanowią oszczędną wersję mo­

deli N A R  czy N M A .

2. W  pracy wyznaczono analityczne zależności łączące momenty zwykłe, centralne i 

łączne z param etram i elementarnych procesów biliniowych. Wyprowadzone zależ­

ności obowiązują dla innowacji będących białym szumem o dowolnym rozkładzie 

i o skończonych momentach. W głównej części pracy przyjęto założenie, że in­

nowacje są białym szumem o rozkładzie symetrycznym, co pozwoliło na znaczne 

uproszczenie tych zależności.

3. Analityczne wyniki zostały potwierdzone wynikami badań symulacyjnych, w któ­

rych oceny momentów, wyliczone na podstawie ciągów danych o skończonej dłu­

gości dla wielu realizacji symulowanego procesu losowego, zostały porównane z 

momentami wyliczonymi analitycznie dla założonych wartości parametrów tych 
procesów.

Ponieważ własności statystyczne estymatorów momentów wyższych rzędów dla 

procesów stochastycznych nie są formalnie określone, badania symulacyjne w po­

łączeniu z wynikami analitycznymi pozwalają stwierdzić, że dla elementarnych 

procesów biliniowych:
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-  wartości średnie ocen momentów do czwartego włącznie, wyznaczane za pomo­

cą estymatorów momentów, są równe analitycznym wartościom odpowiednich 

momentów, wyznaczonym na podstawie zależności wyprowadzonych w pracy,

-  dla wyższych momentów wariancja estymatora jest większa niż dla momentów 

niższych,

-  wariancja estymatorów rośnie ze wzrostem iloczynu 0 2m f \

-  wariancja estymatorów dla procesów pobudzanych białym szumem o rozkła­

dzie normalnym jest większa niż dla pobudzeń o rozkładzie równomiernym.

4. W  pracy zaproponowano sposób estymacji parametrów modelu £ B (k ,l)  zwykłą 

metodą momentów i uogólnioną metodą momentów, wykorzystując wyprowadzone

zależności M y \- )  = f(0 k i,m £2̂ ).

5. Przeprowadzono badania symulacyjne, w których porównano skuteczność meto­

dy momentów, uogólnionej metody momentów i metody R L S  w estymacji para­

metrów modeli £B (k ,l). Stwierdzono, że w zakresie procesów identyfikowalnych, 

średnie wartości ocen parametrów estymowanych wymienionymi metodami są zbli­

żone do prawdziwych wartości parametrów. Nieznacznie lepsza od pozostałych jest 

uogólniona metoda momentów, ze względu na mniejszą wariancję wyznaczanych 

parametrów.

6. W pracy zdefiniowano pojęcie odwracalności i identyfikowalności modeli £B (k, l). 

Podano warunki identyfikowalności systemowej procesów E B (k ,l)  i przedyskuto­

wano warunki identyfikowalności strukturalnej i parametrycznej modeli £B (k ,l). 

Pokazano, że dla modeli £ B (k , l) warunek identyfikowalności nie jest równoznacz­

ny z warunkiem odwracalności i, w przeciwieństwie do modeli liniowych, nie każdy 

odwracalny model £B(k, l) jest identyfikowalny. Uzyskane wyniki zostały zwery­

fikowane w badaniach symulacyjnych.

7. W  pracy zaproponowano sposób wykorzystania elementarnych modeli biliniowych 

w analizie sygnałów. Do modelowania sygnałów pochodzących z procesów nieli­

niowych zaproponowano model L  — E B  składający się z:

-  części liniowej, utworzonej jako liniowy model autoregresyjny spełniający wa­

runek koincydencji,

-  części nieliniowej, będącej elementarnym modelem biliniowym dla residuum. 

Wyjście modelu L  — E B  jest sumą wyjść modelu liniowego i biliniowego. Za­

proponowany sposób postępowania został sprawdzony dla danych wyjściowych z
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procesów chemicznych i biologicznych potwierdzając, że sygnały, które wykazują 

brak skorelowania, i w dziedzinie modeli liniowych mogą być przedstawione jedynie 

białym szumem, przy zastosowaniu modeli £ B (k , l) mogą być opisane z większą 

dokładnością.

8. Dla procesów opisanych modelami L  — E B  określono algorytm predykcji mini­

malizującej średniokwadratowy błąd predykcji. Pokazano, że także dla procesów o 

strukturze różnej od struktury modelu L — E B , algorytm pozwala uzyskać większą 

dokładność predykcji, w porównaniu z dokładnością liniowej predykcji minimal- 

nowariancyjnej.

Zaproponowane algorytmy sprawdzono wykorzystując jeden z najczęściej stoso­

wanych w analizie ciągów czasowych benchmarków. Prognozy wyliczone zapro­

ponowanym w pracy algorytmem predykcji, na podstawie danych ilustrujących 

cykl aktywności słonecznej, porównano z prognozami wyliczonymi na podstawie 

modelu S E T  A R  wyznaczonym przez Tonga dla tego samego zbioru danych (po­

danym w [118] jako kolejny benchmark), uzyskując w tych samych warunkach 

dokładniejsze wyniki predykcji.

9. Wykorzystując wcześniej opublikowane wyniki badań [39] i [40] stwierdzono, że 

stosowanie modeli biłiniowych do modelowania zakłóceń i uwzględnienie uzyskane­

go modelu w projektowanym algorytmie regulacji minimalnowariancyjnej pozwala 

zwiększyć dokładność regulacji w stosunku uzyskanej na podstawie modeli linio­

wych.

Reasumując:

Elementarne modele biliniowe mogą być stosowane w analizie sygnałów i w wielu 

przypadkach pozwalają zwiększyć dokładność modelowania, prognozowania czy 

regulacji. Należy jednak pamiętać, że rodzajów nieliniowości, które mogą wystąpić 

w rzeczywistych procesach jest tak dużo, że w wielu przypadkach modele biliniowe 

zastosowane do analizy takich procesów mogą się okazać niewystarczające.

Załączone wyniki badań wskazują, że elementarne modele biliniowe nadają się do 

modelowania sygnałów pochodzących z procesów o naturze biliniowej, a tego typu 

procesów w naszym otoczeniu jest dosyć dużo.
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Ze względu na ograniczenia wynikające z identyfikowalności modelu, możliwe 

zwiększenie dokładności modelowania, predykcji czy regulacji jest mniejsze, niż wy­

nikałoby z analizy ogólnej postaci modeli £B (k ,l), ale znając warunek identyfikowal­

ności można świadomie zdecydować, czy warto podejmować trud związany z zastoso­

waniem modelu L  — E B ,  czy poprzestać na zastosowaniu modelu liniowego.



D odatek A

M om en ty  elem entarnych  procesów  

bilin iow ych

W niniejszym rozdziale zamieszczono wyprowadzenia zależności wiążących mo­

menty M y \- )  elementarnych procesów biliniowych E B {k ,l)  z ich parametrami 0ki, 

Ponieważ elementarne procesy biliniowe subdiagonalne i diagonalne różnią się 

od siebie istotnie, wyprowadzenia przedstawiono oddzielnie dla procesów subdiago- 

nalnych i diagonalnych.

A .l .  Subdiagonalny elem entarny proces biliniowy E B (k,l)

Przypomnijmy równanie definiujące subdiagonalny elementarny proces biliniowy:

V i= e i + pkiei-kyi-i, (A.l)

w którym k < l, a e{ jest dyskretnym białym szumem scharakteryzowanym momen­

tami m ir\  dla r  =  1,2,..., R.

A .1.1. P ierw szy  m om ent

Zgodnie z definicją 2.4 pierwszy moment zwykły procesu E B (k , l) określony jest 

jako:

M «  =  E { Vi}, (A.2)

E{ y i )  =  E{ei }  + (3kiE{ei-kyi- i}-  (A-3)

Ponieważ z założenia k < l, to ei-k wyprzedza więc:

E {e i-kyi- i}  =  0, (A.4)

co daje:

=  E {Vi} =  0. (A.5)
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Ze względu na zerową wartość oczekiwaną procesu E B (k , Z), jego wszystkie momenty 

zwykłe są jednocześnie momentami centralnymi.

A. 1.2. O bliczenia pom ocnicze

Poniżej zamieszczono pomocnicze obliczenia, potrzebne do określenia wartości 

wyższych momentów procesu E B (k , l).

Vi — ~t" 0 kl^i—kyi—l

y f  =  ei + 20kieiei-kyi-i + 0kiei - kVi-i
(A.6)

y f = ef + 30kiefei-kyi-i + Z P lfrź-ky t-i  +  0 kiei-kV ti

yf = e* + 4/?we?ej_fcj/i_, +  6 P h e je f^y f-i +  WkieiĄ-kVi-i +  (%,et_kyt_,

E  {eiVi} =  E  i ei +  /3ue«e(* -  k)y(i -  Z)} =  m {e )

E {ei-ky ,-i}  = 0

E  { e U y h }  = (A.7)

E  {e?_fcj£_,} =  me3)My3) 

E  { e U y U }  =  ™<4)M<4)

Powyższe zależności wynikają z braku korelacji między e,_t i

Zakładając, że ma rozkład symetryczny i zerową wartość oczekiwaną, otrzymu­

jemy:
E  { e ^ }  = m {2),

E  {ei-kVi-i} =
E  {ef_ky?_i} = m ^ M ^ ,  (A.8)

E { e l kyf_,} = 0 ,

E  { e i - k V i - i }  =  T n i 4 ) M y 4 ) .
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Zakładając, że e* ma rozkład gaussowski i zerową wartość oczekiwaną, otrzymu­
jemy:

E {eiVi} =

E  {et—*:?/»—/} = 0 ,

E { e l ky U } = X 2M 2\  (A.9)

E  =  0,

E { e l ky U } = * K M ? \

A . 1.3. M om enty zw ykłe

Momenty zwykle obliczamy zgodnie z definicją 2.4 jako wartości oczekiwane dla 
A.6:

E { y i }  =  0,

E  {y2} =  E  {e;?} + 2pklE  +  0 2klE  {«£_*»?_,} ,

E  {yi}  =  E  {e?} +  3pklE  {e2e ^ ky ^ }  + 30 2klE  { e ^ y ^ }  + E  {e?_fc2/?_;} ,

E  { y f}  = E  { 4 }  +  40klE  {et3ei_*yj_,} +  6 (32klE  {e2e?_ki/?_,} + 

+  4p3klE  { e .e U y U }  + + & E  { e ^ y U }  .

Uwzględniając w (A.11) zależności (A.7), uzyskamy:

=  0,

^ 2 ) ( 0 ) = 1

(A.10)

M»3)(°-°) = r ^ W ’ ( A ' n )1 -

My4>(0, o, o) =  m -4 + 6 ^ ( ^ 2))2< )(0)
1 -

Zakładając, że ej ma rozkład symetryczny i zerową wartość oczekiwaną, otrzymujemy:

=  0

« « » (» .o , =  o “  <AI2)
»f (4)m 0 m + 6 p 2kl(m {2))2Mjl2){0)
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Zakładając, że e, ma rozkład gaussowski i zerową wartość oczekiwaną, mamy:

Mj,l) =  0,

« f ( 0 ) = . §  B .
1 -  (A.13)

M<3)( 0,0) =  0,

M y  (U, U, U ) -  1 _  3/94 A4

A .1.4. Drugi m om ent łączny

Drugi moment łączny procesu E B (k ,l)  jest jego funkcją autokowariancji. Warian­

cja procesu E B (k , l) wynosi:

M»” (0) =  T t A ' 1 4 )

Pozostałe wartości My2\m )  są równe zeru, gdyż:

M y   ̂(/Tl) — E { y i y i— =  E ^ C iy i—m “f" Plęl^i— ky i—iy i-m -} (A.15)

Dla m  > 0: E {eiyi- m} =  0, więc:

M y   ̂(Tli) —  (3ki E { e i— ky i- iy i—m } — Pk lE^& iy i+k—iyi+k—m '}  (A .16)

Jeżeli m  > k, to (A.16) jest równe zero.

Jeżeli m =  k, to:

My2) (m) =  PkiE {e iy i^ i-k)yi.} (A.17)

Uwzględniając równanie definicyjne procesu E B (k ,l) , mamy dalej:

M^2\m )  =  (3umf> E {yi-i+k)  +  PllE {eiei- kyi-.iyi-(i- k)} =  0. (A .18)

Jeżeli m  < k, to:

M y®  {m ) =  P k iE {e i - ( k-m )y i-( i-m )y i-}  (A .19)

Uwzględniając równanie definicyjne procesu E B (k ,l) , otrzymamy:

M y 2\ m )  =  P h E { e i - ky i- ie i- (k- m)yi-(;_m)} =  P l i E { e i+m e i y i - ^ k)yi+ (m+k-i) . }  (A.20) 

Ponieważ m  > m  +  k — l, więc

M £ \m )  =  0.
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A . 1.5. Trzeci m om ent łączny

Trzeci moment My3\p ,  q) wyznaczamy, korzystając z definicji 2.9. Dla p  =  0, q =  0 
otrzymamy:

1 ~
Jeśli rozkład pobudzenia ej jest symetryczny, to mi3^=0, więc:

M f \  0,0) =  0. (A.22)

Dla p  = k, q =  l na podstawie definicji 2.9, trzeci moment jest równy:

M<3>(fc, /) =  £ { ^ - * 2 * - ,}  =  0) =  4 ł ( ^ 2>)(l . (A. 23)

Ze względu na to, że:

E {yiyi—pyi—q} =  gUi—p}) (A.24)

trzeci moment jest symetryczny, tzn.

My3\ p ,  q) =  M ^ \q ,  p).

Dla p ^  k  i q ^  l:

M^3)(p, q) =  £{3/iyi_pyi_ę} =  E {eiyi-py i-q} +  Pk,E {ei^ kyl-iy i^pyi^q}. (A.25)

Ze względu na zerowanie się pierwszego składnika sumy (A.25) trzeci moment 
M<3) (p, ę) opisany jest zależnością:

A^3)(p, q) =  /3kiE{eiyi-(t-k)yi-(p-k)yi-(q-k)-} (A.26)

Analiza rówmania (A.26) pozwala stwierdzić, że wartości My3> (p, q) zerują się dla p  ^  k 
i q ^  l, ponieważ:

Dla k  = m in (k ,l ,p ,q ):

M<*>(p,q) = 0. (A.27)

Dla p  < k  i q > k:

M ^ ip ,  q) = 0kiE{eiyi- {l_k)yiHk-p)yi-(q-k)} =

=  PklE{.€i+(k— (J—k)yi—(q—k)}-ł- (A.28)

0klE{eiVi—(l—k)Vi— (q—k)^i—pVi— (p+ł-fc)} =  0'

i
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Dla p < k  i q < k:

M ^ ip ,  q) =  P k iE {e iy i-^k)yi+ik-p)yi+(k-q)}- (A.29)

Dla p < q:

M f \p ,q )  =PkiE{eiei+(k-p)yi-(l-k)yi+(k-q)}+ ^  ^

P k lE {& iy i—(l-k)yi-\-(k—q)£ i-py i - ( l+ p -k ) } -

Pierwszy element (A.30) się zeruje, więc:

My3\p ,q )  — PklE{eiyi-(l-k)yi+(k-q)ei-pyi-(l+p-k)}- (A.31)

Rozwijając dalej (A.31), otrzymamy:

My3\p ,q )  =PkiE{eiyi-(i-k)ei+(k-q)ei-pyi-(i+p-k)}+ (A. 32)

PklE{eiyi—(l—k)6i—qyi+k—q—lCi—pyi—(l+p—k)}■

Pierwszy element sumy (A.32) się zeruje, więc dalej:

M y ]{p, q) =  /?H^{e*ei-pei-9^-(i-fc)2/i-(i+9-*)y*-(i+P-fc)} =  (A.33)

A .2. Elem entarny diagonalny proces biliniowy EB(k ,  k ) 

Przypomnijmy równanie definiujące diagonalny elementarny proces biliniowy:

Vi = £i + Pkk^i—kyi—ki (A.34)

gdzie ej jest dyskretnym białym szumem, scharakteryzowanym momentami m dla 

r  =  1,2 ,..., iż.

A .2.1. P ie rw szy  m o m en t

Zgodnie z definicją 2.4 pierwszy moment wyliczymy jako:

=  E {y{} = E{ei}  +  pkkE{ei-kVi-k} = Pkkm\i2). (A.35)

Pierwszy moment, czyli wartość oczekiwana procesu E B (k , k). jest różny od zera, co 

oznacza, że wszystkie wyższe momenty różnią się od momentów' centralnych.
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A .2.2. O bliczenia pom ocnicze

Poniżej zamieszczono obliczenia pomocnicze potrzebne do wyznaczenia momentów 
procesu E B (k , k).

y(i) = e(i) + pkke(i -  k)y(i -  k )

y f  =  e? +  2 / 3 k k e t e ^ k y , - k  +  P l k e j _ k y 2_ k  

y f  =  e? +  3pkke fe ^ kyt^k +  W kkeiĄ -kyt„k +  0h A -kV i-k 

y f  =  e }  +  4 0 k k e ? e , - k y , _ k  +  6 Ę k < $ t $ - k V i - k  +  ^ l k e i ^ i - k ł i - k  +  P i k e t k y i -

(A.36)

Wartości oczekiwane iloczynów zmiennych losowych:

E { e l V i }  =  m ? \

E i<Wi} = 2pkk{ m f)f ,

E  {e2i/?} =   ̂+  2Pkkm i3^ m ^
1 -  Pkkm i2)

(A.37)

E { e f y f }  =  +  3P k k m (e o ) m l +  3 0 L m (c 4 ) E  { e 2 y ? }

1 - Ą W 3) ’

r 4 41 _  ^ e 8) +  4 p k k m {J ) m {e ) +  6P i k T n ^ E  {e2y2} +  4 P 3k k m ie )  E  {e3y3}

Zakładając, że ej ma rozkład symetryczny i zerową wartość oczekiwaną, otrzymamy: 

E  { e ^ J  =  mi2),

-E1 ( ei2/f} =  2/3tó(mć2))2,

№

£ ( ^ r r ^ '  (A.3S)

E  {eh?}  =  m '6) +  3^\m <4)£  {e2̂ } ,

p  f p 4 ,  .41 _  m 8̂) +  Ę  { e ] y U
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Zakładając, że ej ma rozkład gaussowski i zerową wartość oczekiwaną, otrzymamy: 

E { e iyi) =  A2,

E  {eiJ/,2} — 2/?fcfcA4,

Q \ 4

£ { ® = H p ’ (A.39)

E  {eiVi} — 5A6 +  9PkkX4E  {e fy f} ,

E{etyf} =
_  7A8 +  30Pkk\ 6E  {e2y2}

1 — 3/5/tfcA4

A .2.3. M om enty zw ykłe

Momenty zwykłe obliczamy zgodnie z definicją 2.4 jako wartości oczekiwane dla 

(A.36). Uwzględniając (A.37), (A.38), otrzymamy:

a 4 X) =  Pkkm (e \

My®(0) =  me2> +  PkkE { e jy 2} , (A 40)

My3\ o ,  0) =  mi3) +  3Pkk{m(2))2 +  PlkE  {e?y?} ,

A44)(0,0,0) =  mi4) +  4/3fcfcmi3)mi2) +  6 $ fcmi2)£{e?y?} +  PAkkE  {e*y?} . 

Zakładając, że et ma rozkład symetryczny i zerową wartość oczekiwaną, otrzymamy:

Mv ] = Pkkmie \

M f  (0) =  m (2) + PkkE  {ejy2} , ^  ^

M^3)(0,0) =  3pkk{m{e ])2 +  PkkE  {e3y3} ,

A44)(0,0,0) =  rc44) +  6 P2kkm {2)E  {e?j/?} +  P*kkE  {efyf}  .

Zakładając, że e, ma rozkład gaussowski i zerową wartość oczekiwaną, otrzymamy:

M ^  = Pkk A2,

M f ( 0 )  =  A2 +  {e2y2} , 42)

My3\ 0 , 0) =  3pkkX* +  pkkE  {e?y3} ,

M<4)(0 ,0,0) =  3A4 +  6PZkX2E eh?  +  P\kE  {e42/4} .

A .2.4. Drugi m om ent łączny

Drugi moment łączny wyrażony jest zależnością:

M y 2 ) ( m )  =  £ { 2/i2/j_m.} (A.43)
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Dla m  = 0 drugi moment My2\o ) ,  na podstawie (A.36) i (A.40), jest równy:

m  0) = £ « }  = (A.44)
1 -  Pkkm c

Zakładając, że ej ma rozkład symetryczny, mamy:

• % - * » £ >  l - f t r f »  ' ( ’

Dla pobudzeń, dla których zachodzi związek:

mi2r) =  fcr(m'2))r , (A.46)

gdzie A:r jest dodatnią liczbą rzeczywistą, a r  =  1,2, ...i?, zależność (A.45) ma postać:

(A.47)
0) =  ^  + Pkkm e \^ 4  — 1))

Dla e, o rozkładzie normalnym:

^ 2)(0) =  (A.48)

Dla przesunięcia m  ^  0:

M ^ { m )  =  £{&&_„,} =  (A.49)

Wartość drugiego momentu My2\ m )  zależy od wartości przesunięcia w następujący 

sposób:

-  Dla przesunięcia m  = k:

My2\ k )  = PkkE{eiV2} =  +  2 /& ( m f ) 2, (A.50)

przy czym dla ej o rozkładzie normalnym:

M f(fc )  =  2pkkX4’. (A.51)

-  Dla przesunięć m  > k:

M ^ \m )  =  0kkE {e  <(ej +  A*ej_*:yj_ł:)yj_(m_)t)} =  P2kk{m{2))2, (A.52)

przy czym dla ej o rozkładzie normalnym:

M '2)(m) =  0 lkW  (A.53)
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-  Dla przesunięć m  < k:

My \ t 7i) =  PkkE{£i(ei+k—m "i“ Pkk^i—myi—m)yi)'\ = Pkki^c ' (A.54)

przy czym dla ej o rozkładzie normalnym:

M ^ \m )  = PlkX*. (A.55)

Drugi moment centralny jest funkcją autokowariancji procesu.

Odejmując od wszystkich wartości ciągu t/j wartość oczekiwaną, uzyskamy ciąg Zj

0 zerowej wartości oczekiwanej:

Zi = V i~  E {y i} =  t/j -  Pkkm(2). (A.56)

Momenty procesu (A.56) są jednocześnie momentami centralnymi procesu (A.34).

W ariancja procesu z, jest równa:

Mf>(0) =  M ^ (0 )  -  ( M ^ ) 2. (A.57)

Dla pobudzeń, dla których zachodzi (A.71), zależność (A.57) ma postać:

m ?' ( l  +  (k4 -  2 )/%km i2i + /%k(mlV )2)
M?><0) i   - B ----------------- {A.58)

1 /̂cfcme
Dla e* o rozkładzie normalnym:

M j2>( 0) =  (A -59)

1 jednocześnie jest drugim momentem centralnym, czyli wariancją procesu E B (k , k ):

M i2)(0) =  M '(2)(0) =  <72. (A.60)

Z zależności (A.59) wynika, że proces E B (k , k) ma określoną wariancję, o ile spełniony 

jest warunek (taki sam jak dla ciągu subdiagonalnego):

P lm W  < l. (A.61)

Dla przesunięcia m, funkcja autokowariancji procesu E B (k , k), (czyli jego drugi mo­

ment centralny):

M'yW (m ) = M ? \m )  = E {(y, -  E {Vi})(y j_m -  E {y j})}, (A.62)

związany jest z momentem My2\m )  zależnością:

M j2>(m) =  < (2)M  =  M v2)(m ) ~  (A.63)

W  zależności od przesunięcia m  wartości funkcji autokowariancji są równe:
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-  Dla przesunięć m  = k:

M ? \k )  =  M ^ \ k )  = p 2kk( m ^ ) 2. (A.64)

-  Dla przesunięć m  > k:

M i2\ m )  = M 'W {m ) = 0. (A.65)

-  Dla przesunięć m  < k:

(m) = M'y{2\ m )  =  0. (A.66)

Autokowariancja procesu E B (k ,k )  przyjmuje wartości zerowe, z wyjątkiem wartości

dla przesunięcia zero i przesunięcia k. Wykazuje tym samym podobieństwo do ko­

wariancji procesu M A (k)  o współczynnikach zerowych, z wyjątkiem k — tego współ­

czynnika.

Proces E B (k ,k )  jest więc procesem o niezerowej wartości oczekiwanej i, przy 

spełnieniu warunku (A.61), procesem o skończonej wariancji.

A .2.5. T rzeci m o m en t łączny

Trzeci moment łączny My3\ l i , l 2) wyznacza się na podstawie równania definicyj­

nego:

Mj,3)(p, q) =  E {y iyi.„yi. q}. (A.67)

Wartość trzeciego momentu zależy od wartości przesunięć p i g w  następujący sposób: 

-  Dla p  =  q = 0 wartość M y3\ 0,0) można, na podstawie zależności (A.36), (A.37) 

i (A.42) wyrazić następująco:

m  o, o = (A 68)
1 -  Pik™*

Wartości momentów mć2r| dla e, o rozkładzie normalnym, i r  =  1, 2,3 są równe:

m<2) =  A2,

m<4) = 3 A 4, 

m<6> = 5 A 6.

(A.69)
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Dla ej o rozkładzie równomiernym w przedziale [—a, a] wartości momentów mi2r' 

dla r  =  1 ,2 ,3  wynoszą odpowiednio:
n 2

m (2) =  —
3 ’

m '4) =  j ,  (A.70)

mi«»

Dla pobudzeń o symetrycznych rozkładach prawdopodobieństwa, których momen­

ty spełniają zależność:
rrS2̂  =  /c2r(m^2))(r), (A.71)

równanie (A.68) sprowadza się do postaci:

< > < 0 , 0 )  =  M m ? ) * 3  +  (< ł -  +  . (A .72)
i  -

Dla pobudzenia gaussowskiego, po uwzględnieniu zależności (A.69) trzeci moment 

My3\ 0,0) można wyrazić w funkcji parametrów modelu E B (k ,k )  jako:

o, 0) =  <A-73>

- Dla przesunięć p =  q = k  trzeci moment My3\ k ,  k) jest równy:

M f  (fc, k ) = E {yiy2_k} =  E {eiV3}. (A.74)

Na podstawie (A.36) mamy dalej:

(4) . r ,a  (2) (3)

My3)(k, k) = P kkm ^  +  3P k k m ^ m ^  +  3Plkm (2)— ---------kkm e m e— ^
1 -  p 2 k m Ke

(A.75)

^ < 6) - l  -  B L m P )  +  3P U m ^
+P3kk™*‘

m (ml6) +  3fem <2)m!5))(l -  P l ^ )  +  3Pjkm P  

(1 -  /32fcm f )(1 -  P3kkm (3))

Dla ej o rozkładzie symetrycznym i zerowej wartości oczekiwanej zależność (A.75) 

sprowadza się do:

««(*, k) = (A.76)

Jeśli jest spełniony warunek (A.71), to

««>(*, fc) = w ^ a№ + g ^ 8>. (A.77)
1 ~  Pkkm e
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Dla pobudzenia gaussowskiego, uwzględniając (A.69), otrzymamy:

M^3)(fc, fc) =  3/?fc*A4My2)(0).

Dla przesunięć k, l ^  k trzeci moment wyrażony jako:

My3)(k ,l)  = =  PkkEiayfyi-i+k, }

zależy od relacji między przesunięciami k  i l.

-  Jeśli k  < l, to:

M y3)( k J )  =  #Uc£{ei2/i-(/-)t)(e- + 2/3fcfcełei_fcj/<_fc + =

=  ^PlkE{e2iyi-kei-kyi-(i-k)]  =  2Plkm (e2) E {elylyl- {i^2k)} ■

-  Jeżeli l =  2k, to:

M f  (M ) =  2plkm ^ E {e iyii )  =  4/?3fc(m<2>)3.

-  Jeżeli l > 2k, to:

M y3){kJ ) =20 lkTn(2) E {eiytyi_(i^k )}  =

—2Pkkm ^  E{eiyi-(i~2k)(ei + Pkket-kVx~k)} =

=2 P lk (rn f)3-

-  Jeśli k > l, to:

M^3)(k, l) =PkkE {eiy 2i(e2i+k_l + 2Pkkeiei- lyi-i)}  =

=PkkE {eiViei-iy i-i} = 2PlkE{e2iyi-kei-kei-iyi-i)} =

(A.78)

(A-79)

(A.80)

(A.81)

(A.82)

(A.83)

= 2P3kkm(-2)E {eiyiei+k-iyi+k-i)} =  2/^fc(m<2))3.

Trzeci moment centralny:

M'y{3)(p, q) =  M i3)(p, g), (A.84)
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gdzie:

Zi = y i -  E {yt}, (A.85)

związany jest z trzecim momentem procesu następującymi zależnościami:

M j3>(p,g) =M<3>(p,g) -  (p - q ) ~
(A.86)

— (q) + 2 (M ^ ) 3 .

Wprowadzając oznaczenie:

= y,

otrzymamy zależności:

-  Dla przesunięć zerowych p = 0, q =  0:

M j3)(0,0) =  M<3)(0,0) -  3 p 4 2)(0) +  2y3. (A.87)

-  Dla przesunięć p — k, q = k:

M [3\ k , fc) =  M $ \k ,  k) -  y M ^ i 0) -  2 y M ^ \k )  +  2y3. (A.88)

Dla procesu E B (k , fc) z pobudzeniem gaussowskim zależność (A.87) w funkcji

parametrów pkk i A procesu E B (k , k ) można przedstawić następująco:

M i3>(0,0) =  2/^ A' (1° f f ^  ~  (A.89)
1 ~  Pkk*

Zależność (A.88) można przedstawić w funkcji parametrów Pkk i A procesu E B (k , k) 

z pobudzeniem gaussowskim jako:

. wa)n  i \ x 22 -  +  9/3A2 +  2p ikkX4 / k r\f\\
M i3\k , k) =  pkk\2  i  _ /Ą A2  ( ^

A .2.6. C zw arty  m o m en t zw ykły

Czwarty moment zwykły może zostać wyznaczony na podstawie definicji 2.4 i 

zależności (A.42).

Dla procesu E B (k , k) z pobudzeniem gaussowskim wyrażony jest jako funkcja 

parametrów A2 i x  = PkkA2 następującą zależnością:

M<4>(0,0 ,0) =  A4
i 2 +  3(1 +  5a;)(l +  3x2

(1 -  x )(l -  3x2)
(A.91)
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Czwarty moment centralny M i4\o ,  0,0) można wyrazić poprzez niższe momenty na­
stępująco:

M<4)(0 ,0 ,0) =  M ^ (0 ,0 ,0 )+ 6 (M ^ )2M f ( 0 ,0 ) - 4 M !'1>M ^ ( 0 10)-3 (M W )4. (A.92) 

Z równania (A.91) wynika, że warunkiem istnienia czwartego momentu jest

D odatek B

P rzy k ła d y  identyfikacji elem entarnych  

procesów  b ilin iow ych

Zamieszczone w tym rozdziale przykłady m ają na celu ilustrację wyników esty­

macji parametrów elementarnych procesów biliniowych E B (k , l) metodą momentów, 

uogólnioną metodą momentów oraz metodą RLS, opisanymi w rozdziale 6. W meto­

dzie momentów i uogólnionej metodzie momentów wykorzystano analityczne zależ­

ności między momentami i parametrami procesów, wyprowadzone w dodatku A. 

Uzyskane wyniki pozwalają

-  porównać skuteczność i dokładność metod estymacji,

-  zweryfikować zaproponowany w rozdziale 5.3 warunek identyfikowalności procesów 

E B ,

-  zaobserwować wpływ stochastycznego rozkładu pobudzenia procesu na wyniki es­

tymacji.

Doświadczenia były prowadzone w następujących warunkach:

1. Zbiory danych, służących do estymacji parametrów pochodziły z elementarnych

procesów biliniowych E B (k , l), diagonalnych i subdiagonalnych, pobudzanych bia-
(2)

łym szumem e, o rozkładzie normalnym i równomiernym, o wariancji m i -  1.

2. Param etr j3ki należał do przedziału (0.1,0.7), tak więc każdorazowo spełniony 

był warunek odwracalności procesów, przyjmowany dotychczas w literaturze za 

równoważny warunkowi identyfikowalności:

$ , K 2))2 <  0.5.

3. Struktura identyfikowanego modelu £B(k, l) była zgodna ze strukturą procesu 

E B (k ,l) .

4. Estymacja paramrtrów przeprowadzana była na podstawie zbiorów danych liczą­

cych 1000 próbek dla 200 odrębnych realizacji każdego z procesów.
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5. Metoda momentów i m etoda RLS realizowane były odpowiednio według schema­

tów podanych w rozdziałach 6.1 i 6.2.1.

6. Dla uogólnionej metody momentów:

-  minimalizacja wskaźnika jakości 6.16 przeprowadzana była przy ogranicze­
niach:

-0 .5  0.5

M<2> W < M f ’

0 < < M<2>.

-  Za pierwsze przybliżenie rozwiązania (warunki początkowe) dla uogólnionej 

metody momentów przyjęto wynik estymacji uzyskany zwykłą metodą mo­
mentów.

-  Jako wynik końcowy przyjęto parametry wyznaczone po 10 cyklach optymali­
zacji.

P rzyk ład  1

Przyład ilustruje wyniki estymacji parametrów procesów diagonalnych E B (k , k) 

pobudzanych białym szumem gaussowskim.

Vi AVi— 4

Oceny parametrów uzyskane uogólnioną metodą momentów (G M M ), zwykłą metodą 

momentów (Z M M ) i rekurencyjną metodą najmniejszych kwadratów (R LS)  zebra­

no w tabeli B .l. W tabeli podano wartość średnią oceny, a obok, w nawiasach, jej 

wariancję, u zyskane dla 200 realizacji.

P rzyk ład  2

W tabeli B.2 zamieszczono wyniki estymacji parametrów elementarnych diago­

nalnych procesów biliniowych opisanych równaniem identycznym jak w przykładzie 

1, lecz pobudzanych białym szumem o rozkładzie równomiernym.

Tabela B .l: Porównanie metod estymacji parametrów procesu E B(k ,k )  z pobudzeniem o 

rozkładzie normalnym
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G M M G M M Z M M Z M M R L S R L S

bkk
(2)miu bkk m l2> bkk m l2)

0.1 0.110 (0.002) 1.000 (0.001) 0.090 (0.005) 0.990 (0.009) 0.110 (0.003) 1.000 (0.001)

0.2 0.200 (0.004) 1.000 (0.006) 0.200 (0.005) 0.990 (0.010) 0.180 (0.002) 1.090 (0.003)

0.3 0.340 (0.040) 0.970 (0.040) 0.300 (0.008) 1.000 (0.010) 0.290 (0.001) 1.200 (0.006)

0.4 0.390 (0.001) 1.090 (0.030) 0.400 (0.050) 1.030 (0.060) 0.380 (0.001) 1.420 (0.008)

0.5 0.350 (0.002) 1.440 (0.003) 0.340 (0.110) 1.460 (0.560) 0.290 (0.003) 1.700 (0.010)

0.6 0.310 (0.004) 2.010 (0.130) 0.130 (0.060) 2.350 (0.062) 0.130 (0.004) 2.410 (0.230)

0.7 0.260 (0.020) 3.450 (1.220) 0.220 (0.090) 3.220 (4.030) 0.080 (0.004) 3.550 (0.560)

Tabela B.2: Porównanie metod estymacji parametrów procesu E B (k ,k )  z pobudzeniem o 

rozkładzie równomiernym

G M M G M M Z M M Z M M R L S R L S

fefcfc m l2» bkk
(2)m i, bkk m i, '

0.1 0.100 (0.000) 1.000 (0.000) 0.090 (0.006) 1.000 (0.007) 0.090 (0.001) 1.010 (0.000)

0.2 0.200 (0.001) 1.000 (0.001) 0.200 (0.006) 1.000 (0.007) 0.170 (0.003) 1.040 (0.001)

0.3 0.300 (0.001) 1.000 (0.001) 0.330 (0.006) 0.970 (0.004) 0.250 (0.006) 1.100 (0.001)

0.4 0.390 (0.001) 1.000 (0.002) 0.380 (0.007) 1.010 (0.060) 0.320 (0.009) 1.200 (0.003)

0.5 0.400 (0.000) 1.200 (0.009) 0.060 (0.040) 1.530 (0.060) 0.390 (0.016) 1.410 (0.100)

0.6 0.350 (0.000) 1.600 (0.030) 0.010 (0.010) 1.990 (0.050) 0.360 (0.011) 1.730 (0.016)

0.7 0.310 (0.003) 2.200 (0.008) 0.030 (0.002) 2.620 (0.180) 0.230 (0.009) 2.270 (0.057)

Przykład 3

Wyniki umieszczone w tabeli B.3 dotyczą estymacji parametrów procesu subdia- 

gonalnego E B (k ,l) , opisanego równaniem:



150
B. Przykłady identyfikacji elementarnych procesów biliniowych

pobudzanego białym szumem o rozkładzie normalnym. Przyjęte oznaczenia są takie 
same jak  we wcześniejszych przykładach.

Tabela B.3: Porównanie metod estymacji 

rozkładzie normalnym
parametrów procesu E B (k,l)  z pobudzeniem o

G M M G M M Z M M Z M M R L S

Hk, t>ki bki bki

0.1 0.100  (0.0 01) 1.0 10  (0.002) 0 .110  (0.0 01) 1.000 (0.002) 0.090(0.023)

0.2 0.200 (0 .020) 1.000 (0.002) 0.200 (0.002) 1 .0 10  (0.002) 0.180(0.017)

0.3 0.290 (0.003) 1.000 (0.030) 0.300 (0.030) 1.000 (0.003) 0.260(0.013)

0.4 0.390 (0.003) 1.010 (0.003) 0.400 (0.010) 1.030 (0.008) 0.360(0.013)

0.5 0.420 (0.001) 1.110 (0.009) 0.440 (0.030) 1.040 (0.025) 0.430(0.015)

0.6 0.390 (0.001) 1.310 (0.020) 0.340 (0.061) 1.270 (0.082) 0.460(0.029)

0.7 0.350 (0.002) 1.630 (o .o io) 0.290 (0.053) 1.610 (0.165) 0.350(0.043)

R L S

n<2)

0.980 (0.004) 

0.990 (0.007) 

1.0 10  (0.009) 

1.020 (0.011) 

1.071 (0.023) 

1.160 (0.067) 

1.540 (0.210)

P rzyk ład  4

Wyniki umieszczone w tabeli B.4 dotyczą estymacji parametrów procesów subdia- 

gonalnych o parametrach takich jak  w przykładzie 3, pobudzanych białym szumem 

o rozkładzie równomiernym. Wyniki przedstawione w tabelach B .l -  B.4 pozwalają 
sformułować następujące wnioski:

1. Wszystkie przykłady dotyczą estymacji parametrów 

jących warunek odwracalności:
procesów E B (k , l), spelnia-

PkimW < 0.5.

Można jednak zaobserwować, że nie wszystkie tak zdefiniowane procesy odwra­

calne są identyfikowalne parametrycznie. Praktycznie, zakres identyfikowalności 

parametrycznej pokrywa się z warunkiem uzyskanym w rozdziale 5.3.3.

Poprawne wyniki identyfikacji uzyskiwano dla parametrów

co odpowiada warunkowi

0ki <  0.4,

<  0.16.
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Tabela B.4: Porównanie metod estymacji parametrów procesu EB(k , l )  z pobudzeniem o 

rozkładzie równomiernym

G M M G M M Z M M Z M M R LS R L S

Bki bki (2)mĄjj' bki
(2)miu bki (2) m \jj'

0.1 0.100 (0 .0 01) 1.000 (0.0 01) 0.090 (0.005) 1.000 (0 .001) 0.090 (0.001) 1.010 (0.000)

0.2 0.200 (0 .001) 1.000 (0.0 01) 0.200 (0.006) 1.000 (0 .001) 0.170 (0.003) 1.040 (0.001)

0.3 0.300 (0.001) 1.000 (0.0 01) 0.330 (0.006) 0.970 (0.004) 0.250 (0.006) 1.100 (0.001)

0.4 0.400 (0.000) 1.000 (0.002) 0.380 (0.007) 1.0 10  (0.006) 0.320 (0.009) 1.200 (0.003)

0.5 0.420 (0.001) 1.200 (0.009) 0.060 (0.040) 1.530 (0.060) 0.390 (0.010) 1.410 (0.100)

0.6 0.350 (0.001) 1.600 (0.030) 0.010 (0.0 10 ) 1.990 (0.050) 0.360 (0.011) 1.730 (0.016)

0.7 0.310 (0.001) 2.220 (0.080) 0.030 (0.020) 2.620( 0.180) 0.230 (0.009) 2.270 (0.057)

2. Dla zwykłej metody momentów zaobserwowano, że dla procesów, dla których

/?2m<2) > 0.16

liczba realizacji, dla których nie można było znaleźć modelu biliniowego, rosła ze 

wzrostem f32rri[2>. W przypadku braku rozwiązania dla danej realizacji przyjmo­

wano wynik bu = 0, co istotnie obniżało średnią wartość bki-

3. W przeprowadzonych badaniach, w zakresie procesów identyfikowalnych parame­

trycznie, wszystkie metody estymacji dają poprawne wyniki. Nieznacznie lepsza od 

pozostałych jest uogólniona metoda momentów, ze względu na mniejszą wariancję 

ocen parametrów.

4. Dla procesów pobudzanych białym szumem o rozkładzie równomiernym uzyskuje 

się mniejszą wariancję ocen niż dla procesów pobudzanych gaussowskim białym 

szumem.

Kolejny przykład umieszczono, by zilustrować jedną z przyczyn praktycznej 

nieidentyfikowalności parametrycznej niektórych odwracalnych elementarnych 

procesów biliniowych.
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P rz y k ła d  5

Dla procesu

Vi = e,- +  0.37ei_4yi_4, (B.L

dla którego m i2' =  0.8 i tym samym wartość iloczynu parametrów

0 lkm e ] =  0.11,

czyli mieszczą się one w granicach przyjętych dla procesów parametrycznie identyfiko­

wanych, wyznaczono oceny momentów M y T\ •) dla poszczególnych realizacji procesu 

i porównano je z wartościami wyznaczonymi dla procesu na podstawie zależności 

zamieszczonych w dodatku A. Na rys. B.I pokazano wartości ocen momentów cen­

tralnych M y2\ 0), M y 2\ k ) ,  M y3\ k , k )  wyznaczone dla stu realizacji elementarnego 

procesu biliniowego. Linią ciągłą zaznaczono wartości momentów centralnych wyzna­

czone teoretycznie na podstawie zależności wyprowadzonych w dodatku A. Oceny 

momentów wahają się wokół wartości teoretycznych z pewną wariancją.

Rys. B.I: Porównanie momentów centralnych i ich ocen dla 100 realizacji procesu B.I

Fig. B . 1: Comparison of the central moments with the ones estimated from 100 realizations 
of the process B.I
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Rys. B.2: Porównanie momentów centralnych i ich ocen dla 100 realizacji procesu B.2

Fig. B.2: Comparison of the central moments with the ones estimated from 100 realizations 

of the process B.2

Kolejny rysunek B.2 przedstawia momenty i ich oceny dla również odwracalnego 

procesu E B (k ,k )\

Ui =  e{ + 0.766j_42/j_4, (B.2)

dla którego mi® =  0.8. Tym razem iloczyn parametrów

3 2kkm f ] =  0.46

mieści się blisko granicy odwracalności. Oceny momentów wahają się wokół warto­

ści teoretycznych ze znacznie większą wariancją niż poprzednio i dla wielu realizacji 

istotnie odbiegają od wartości teoretycznych. Takie zachowanie się ocen momentów 

niewątpliwie wpływa na pogarszanie się wyników identyfikacji zarówno zwykłą, jak i 

uogólnioną metodą momentów.

Pogorszenie wyników identyfikacji zaobserwować można w przykładach 1-4 dla 

>  0.4. Duże wartości ocen momentów, wyznaczanych zawsze na podstawie 

realizacji o skończonej liczbie próbek, są spowodowane losowym (ale nie częstym) 

pojawianiem się dużych wartości liczbowych w ciągu danych. Metody estymacji wy­

korzystujące minimalizację błędu predykcji nie są odporne na takie wahania danych,
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co jest powodem rozbieżności metody lub uzyskania błędnych wyników identyfika­

cji. W  [58], [34] zaproponowano sposób modyfikacji metody RLS dla takiego typu 

danych. Idea polega na sztucznym ograniczeniu błędu predykcji, wyznaczanego w 

algorytmie. Tego typu modyfikacja zastosowana była dla metody RLS w przykładach 

1-4. Modyfikacja powoduje, że metoda RLS nie rozbiega się, ale wyniki estymacji 

odbiegają od poprawnych (są niedoszacowane). Zalecana w takich przypadkach nor­

malizacja amplitudy sygnału, mająca na celu zmniejszenie wartości sygnału w pro­

cesie ich przetwarzania, jak wynika z doświadczeń autorki, nie wpływa na poprawę 

identyfikowalności procesów biliniowych, co można uzasadnić następująco. Załóżmy, 

że maksymalna wartość ciągu {у*} jest równa ymax, a ciąg o znormalizowanej amplitu­

dzie uzyskano przez podzielenie każdej wartości ciągu уг przez ymax. Znormalizowany 

proces jest teraz opisany równaniem:

Vi _  e i  I f i  У* / r >  o \
“b  РккУ т ах  ( ^ ' ^ )

Утах Ушах Утпах Углах

lub odpowiednio:

P k k ^ i—k ^ i —k t

przy czym:

7 7 lg  '  /У т ахч  

P kk  =  Р ккУ т ах

i relacje między parametrami modelu, wpływające na stabilność, odwracalność, iden- 

tyfikowalność pozostają niezmienione, gdyż:

D odatek С

P rzy k ła d y  procesów  opisanych m od elam i 

b ilin iow ym i

W rozdziale pokazano przykłady procesów technologii chemicznej i procesów bio­

medycznych, dla których naturalnym opisem jest model biliniowy (7.2), omówiony 

w rozdziale 7.1.2. Aby zilustrować sposób stosowania modelu L  — E B  (który jest 

modelem ciągu czasowego), wykonano następujące doświadczenia:

1. Dla każdego z omawianych procesów na podstawie ciągłego modelu, będącego 

układem biliniowych równań różniczkowych opisujących proces, wygenerowano 

sygnały odpowiadające fizycznym wyjściom procesu technologicznego.

2. Wybrane, ciągłe sygnały wyjściowe próbkowano z okresem próbkowania TJ, uzy­

skując dyskretne ciągi czasowe.

3. Dla dyskretnych sygnałów wyjściowych dopasowano model L — E B , opisany w

rozdziale 7.1.2.

4. Param etry części biliniowej modelu L —E B  estymowrano zwykłą metodą mometów, 

stosując algorytm zaproponowany w' rozdziale 6.2.1.

5. Na podstawie parametru rn'® modelu L —E B  szacowano efektywność predykcyjną 

modelu, wyrażoną współczynnikiem efektywności predykcji (2.34), zaproponowa­

nym w rozdziale 2.

C .l. Dekantacja

Procesy dekantacji zachodzą w aparatach zwanych osadnikami (dekanterami, od- 

stojnikami) [61]. Przykład pokazany narys.(C .l) przedstawia aparat, w którym powoli 

zachodzi dekantacja. Zawiesina Fwe dopływająca do osadnika ulega rozwarstwieniu 

na warstwę klarownej cieczy Fp odpływającej przez przelew oraz warstwę szlamu Fwy 

opadającego na dno osadnika. W niektórych technologiach do osadnika, oprócz stru-
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Rys. C.l: Schemat osadnika z flokulantem 

Fig. C .l: Scheme of the decanter with flocculant

mienia zawiesiny, dozowany jest flokulant F f ,  substancja powodująca kłaczkowanie w 

procesie koagulacji osadów i przyspieszająca klarowanie cieczy.

M o d el c iąg ły  o sadn ika

Bilans przepływów (równanie zachowania masy) dla osadnika opisany jest przez 

równanie:
dV

F Wc +  F f  — F p — F wy =  — , (C.l)

gdzie V  oznacza całkowitą objętość zawiesiny w dekanterze. Ze względu na to, że 

osadniki pracujące w sposób ciągły są aparatami przelewowymi, przyjmuje się, że:

V  = const

i równanie bilansowe dla przepływów C .l sprowadza się do

F we +  F f  — F p — F wy =  0. (C-2)

Wzdłuż osadnika ustala się pewien profil gęstości zawiesiny. Najmniejszą gęstość ma 

zawiesina w górze osadnika, a ku dołowi aparatu gęstość zawiesiny się zwiększa. Po­

nieważ w osadniku następuje sedymentacja osadu i klarowanie ścieków, wyróżnia się 

w nim dwie zasadnicze strefy: strefę klarowania i strefę sedymentacji. Strumień wpły­

wający do osadnika rozdziela się umownie na dwa strumienie: strumień płynący w 

górę i opuszczający osadnik w postaci ścieków oczyszczonych oraz strumień płynący 

w dół i opuszczający osadnik w postaci zawiesiny zagęszczonej.

C .l. Dekantacja
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W modelu osadnika [110] zakłada się istnienie umownych n  warstw o objętości 

pokazanych na rys. C.2, z których każda ma określone stężenie st strefy klarowania i

stężenie c,- strefy sedymentacji.

-H

-2

-1
F

0

1

2 F

n
^ F w y ,  cwy

Rys. C.2: Model warstwowy osadnika z flokulantem 

Fig. C.2: Layer model of the decanter with flocculant

Zakładając, że reakcja dekantacji zachodzi wg wzoru [65]

A  —* B  : r  = kA n, (C.3)

gdzie współczynnik k  określający szybkość reakcji zależy od flokulanta następująco:

k — ko -f- k xFf

dla warstwowego modelu osadnika, pokazanego na rys. C.2 równania bilansu ciała 

stałego dla frakcji klarownej i zagęszczonej są następujące:

F (swi -  Si) -  (k0 + h F f )sj =

F ^ i  -  Cj) +  (k0 + k xFf )Ą  =  Vi^j£
(CA)

gdzie:
F  jest natężeniem przepływu ścieków w osadniku, różnym dla różnych warstw 

osadnika. Przyjmuje się, że:

Fwe dla warstwy 0,

F  = S F„ dla warstw -1,...,-H,

Fwy dla warstw 1,...,D,.

(C.5)
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-  Sw i Cwi oznaczają stężenia odpowiednich frakcji w strumieniu wpływającym do 

danej warstwy.

Typowymi zakłóceniami procesu dekantacji są zmiany przepływu zawiesiny nieza- 

gęszczonej Fwe i jej stężenia cwc. Losowe zakłócenia stężenia zawiesiny niezagęszczonej 

cwe przenoszą się na stężenia we wszystkich warstwach osadnika. Przykładowe prze­

biegi stężeń przy losowo zakłócanym stężeniu wejściowym pokazano na rys. C.3.

Cl

40°X

20«*,

f s ^  \ 
1 U, iHEE

t

Rys. C.3: Stężenie zawiesiny w kolejnych warstwach osadnika 

Fig. C.3: Concentrations of suspension in succeeding layers in the decanter

M odel L — E B  dla stężen ia  zanieczyszczeń cieczy sklarowanej

Poszukiwania liniowego modelu

A (D )ti =  Wi (C.6)

dla odchyłki stężenia Cp zanieczyszczeń cieczy sklarowanej, opuszczającej dekanter od 

jej wartości średniej

Zi Cp(Ż) Cp

wskazują, że

A(D ) =  1.

Oznacza to, że nie można znaleźć liniowego modelu innego niż biały szum w, o wa­

riancji m lf’ =  mi2’1 =  0.99, zatem sygnał Cp — Cp jest nieprognozowalny metodami 

liniowymi. Przyjmując do opisu stężenia Cp model elementarny biliniowy, zidentyfiko­

wano:

c P,i - C p  =  w'  +  0.44u;*_5 (cp,<_7 -  C p ) ,

gdzie niw® =  0.83.

Współczynnik efektywności predykcji (2.34) dla dekantera jest równy:

“" - ‘- s S - 016- (C'7)
Uzyskany wynik wskazuje, że możliwa jest efektywna predykcja nieliniowa stężenia 

Cpti — Cp, aczkolwiek efektywność tej predykcji nie jest duża.
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C.2. Destylacja

Destylacja jest metodą rozdzielania ciekłych układów wieloskładnikowych, wyko­

rzystującą różną lotność poszczególnych składników [61]. Destylacja polega na odpa­

rowaniu najbardziej lotnego, w danych wrarunkach ciśnienia i temperatury, składni­

ka, a następnie jego skropleniu i zebraniu kondensatu w odpowiednim odbieralniku. 

Kolumna destylacyjna [65] pokazana na rys. C.4 jest przykładem aparatu, w którym

Rys. C.4: Uproszczony schemat kolumny destylacyjnej 

Fig. C.4: Simplified scheme of distillation column

zachodzi wymiana masy w wyniku kontaktowania się dw'ôch przeciwnie skierowanych 

strumieni cieczy i pary.
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M odel kolum ny destylacyjnej

Rozpatrywana kolumna destylacyjna jest aparatem półkowym. Schemat pojedyn-

v'yi'

L, xM

---------------- f  v ,y;

V'
U, x,

Rys. C.5: Uproszczony schemat pojedynczej półki kolumny destylacyjnej 

Fig. C.5: Simplified scheme of a single layer of distillation column

czej półki pokazano na rys. C.5. Na rysunku przyjęto następujące oznaczenia:

-  Xi -  stężenie pożądanego składnika w strumieniu cieczy przepływającej w dół 
kolumny,

-  ?u -  stężenie pożądanego składnika w strumieniu pary przepływającej w górę 
kolumny,

-  L -  przepływ cieczy przez półkę kolumny,

-  V  -  przepływ pary przez półkę kolumny,

-  y'i -  stężenie równowagowe para-ciecz.

Przy założeniu idealnego mieszania, stężenia wyjściowe strumieni dla poszczególnych 

półek kolumny będą równe stężeniom w mieszanej cieczy. Dla pojedynczej j  —te j  pół­

ki kolumny destylacyjnej pokazanej na rys. (C.5) można równania bilansu masowego 
zapisać następująco:

/7 nr ■
L(xj+l -  Xj) + V ( y ^  -  y ') =  (C.8)

V W i - y i )  = hs^ ,  (C.9)

gdzie Hj i hj oznaczają odpowiednio:

-  Hj -  objętość przestrzeni wypełnionej cieczą,

-  hj objętość przestrzeni wypełnionej parą.

C.2. Destylacja 161

Dla równowagi para-ciecz na podstawie [54] przyjęto dla modelu półki zależność 

y'j =  m (xj)  w następującej postaci:

<c-10>

Na podstawie tego samego źródła,[54] przyjęto efektywność Ep półki jako:

=  Vi Vj-1 (c  n )
~  Vi-1

W modelu kolumny należy dodatkowo uwzględnić półkę górną, tzw.zasilającą, do któ­

rej doprowadzony jest recykl destylatu i dolną -  z recyklem pary. W modelu kolumny 

przyjęto, że:

-  objętość cieczy na półce górnej jest równa H  =  Vj-,

-  dla pozostałych półek kolumny H j  =  Vp,

-  R g oznacza wielkość strumienia recyklu górnego,

-  xjig oznacza stężenie recyklu górnego,

-  Fz oznacza dopływ cieczy zasilającej,

-  x z oznacza stężenie cieczy zasilającej,

-  XKd oznacza stężenie recyklu dolnego.

W modelu kolumny należy jeszcze uwzględnić modele dynamiczne kotła i skra­

placza. Przyjęto, że dynamikę obu aparatów można potraktować jako prostą inercję 

i opisać transmitancją Laplace’a:

=  =  ( c ' 12>

Układ równań (C.13) opisujących kolumnę dla frakcji płynnej ma charakter biliniowy 

ze względu na występujące w nim iloczyny stężeń i przepływów.

Głównym zakłóceniem dla kolumny destylacyjnej są zmiany stężenia cieczy zasi­

lającej, które przenoszą się na wszystkie półki kolumny destylacyjnej. Na rys.(C.6) 

pokazano wpływ losowego zakłócenia na stężenie cieczy w dole kolumny, uzyskany za 

pomocą modelu przedstawionego następującym układem równań:
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l i t  =  VPL (X2 ~  Xl)
_ -----Evax  i

1 +  (a — l)x i

~ V r -  l ! > +  ‘, ( l  +  ( o - l ) i fc "  1 + f f - l ) i ,  ~  (1 "

-  i« * *  -  *»)+n» - - (I “ *»*■»

t T  -  +  f *  -  Ł i,«  +  K to ,,-, -  , -  (1 -  B p )fc -l)}

ynl =  l  +  l a - T j i n ,  +  ^  ”  E^ y,'t - i

i§ f = £ < * ,(* «  -  *.) + V(Bn_, -  -  (1 -  £,)#„-,)}
EjjCLXn

(C.13)

dx.
i f c  -  -  X g )  + V (yg. 1 -  j  + ̂ \ )Xg -  (1 -  Ep)yg_0 )

Rys. C.6 : Czasowy wykres stężenia cieczy w dole kolumny 

Fig. C.6 : Run of the concentration in the bottom od distillation column

M odel L — EB dla stężen ia  cieczy w  dole kolum ny

Zastosowanie modelu liniowo-biliniowego zaproponowanego w rozdziale 7.2 pro­

wadzi do następujących rezultatów:

-  Odchyłkę stężenia X\ w dole kolumny od jego wartości średniej
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można przedstawić modelem liniowym:

y(i) -  0.72?/j_i =  77,-, (C.14)

gdzie rn,® =  0.5.

-  Analiza momentów pozostałości rji pokazanych na rys. C.7 pozwala zidentyfikować 

dla nich model elementarny biliniowy:

r)i = Wi +  0.51u;j_477i_7,

gdzie rn $  =  0.43.

Rys. C.7: Trzeci moment dla 77»

Fig. C.7: The third moment for rn

Współczynnik efektywności predykcji dla modelu (C.14) wynosi:

(2)

s " >  =  1  -  " % )  =  ° - 5 2 '

Zastąpienie modelu liniowego modelem mieszanym, L  — E B  pozwala uzyskać 

kilku-procentową poprawę efektywności predykcji x x, gdyż dla modelu L — E B  współ­

czynnik efektywności predykcji wynosi:

_  _  n№_ _
"* M<2>
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C.3. Ekstrakcja

Ekstrakcja jest operacją stosowaną do rozdzielania mieszanin ciekłych lub sta­

łych. Składnik bądź składniki z fazy ekstrahowanej przechodzą do rozpuszczalnika. 

Ekstrakcja jest procesem dyfuzyjnym, gdyż ruch składnika z surowca do rozpusz­

czalnika odbywa się pod wpływem różnicy stężeń. Ruch ten ustaje po osiągnięciu 

stanu równowagi fizycznej [61]. Przykładowo, ekstrakcja kwasu fosforowego kwasem 

siarkowym w procesie produkcji nawozów fosforowych przebiega w reaktorze, zwanym 

ekstraktorem pokazanym schematycznie na rys.(C.8). W początkowym etapie na rudę

Ruda F os fbiytowa H2S 04

H3P0 «

Recykl Pxipy

Gips + Kwas Fosforowy

Rys. C.8: Model ekstraktora 

Fig. C.8: Model of extractor

fosforytową działa rozcieńczony kwas fosforowy. W efekcie reakcji rudy ( C a ^ P O ^ i )

i kwasu fosforowego (H3POą) krystalizuje związek C a ( H 2 P O i ) 2 . Związek ten następ­

nie reaguje z rozcieńczonym kwasem siarkowym ( H 2 S O 4 ) ,  w wyniku czego uwalnia 

się kwas fosforowy i krystalizuje gips C a . 2 S O 4 . 2 H 2 O .  Szybkość rozkładu rudy zależy 

od:

-  koncentracji jonów siarkowych i fosforowych w pulpie ekstrakcyjnej,

-  od tem peratury ekstrakcji.

Reakcje w ekstraktorze zachodzą z wydzielaniem się ciepła. Gorący strumień pulpy 

ekstrakcyjnej, zawracany częściowo do ekstraktora, zostaje wcześniej schłodzony w

C.3. Ekstrakcja
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wyparce adiabatycznej. Pozostała część strumienia kierowana jest na oddział filtracji 

[16], [17].

M o d el e k s tra k to ra

Zakładamy, że:

-  ekstraktor składa się z n  komór,

-  do pierwszej komory ekstraktora podawane są:

-  rozcieńczony kwas fosforowy Fph,

-  ruda Fr ,

-  strumień recyklu FRe,

do drugiej komory ekstraktora podawany jest kwas siarkowy Fs- 

Przyjmując następujące oznaczenia:

-  Xi -  stężenia jonów fosforowych w pulpie reakcyjnej,

-  Ci -  stężenia jonów siarkowych w pulpie reakcyjnej,

-  xpe -  stężenia jonów fosforowych w strumieniu recyklu,

-  c.[)c -  stężenia jonów siarkowych strumieniu recyklu,

-  cs -  stężenie kwasu siarkowego,

-  Xph -  stężenie kwasu fosforowego,

-  Vk -  objętość komory ekstraktora,

-  f 12 -  strumień przepływający z 1 do 2 komory ekstraktora,

-  F  - strumień przepływający z 1 do 2 komory ekstraktora,

-  A, B  -  stałe współczynniki,

ekstraktor można opisać następującym układem równań:

-  Równania bilansu dla jonów fosforowych:

- j — = 77 -  { F R e x f u  +  FTx T +  FphXph — F12X1 +  k(ci)x\} 
d t  V k

=  y ^ { F u X \  — F x 2 + k(c2)x2}

'x n -l — F  XB£ +  

k ( c )  -  A e x p (-B x )

(C.15)
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-  Równania bilansu dla jonów’ siarkowych:

=  y^ F rcC r,, — F \2C\ — k \(x \ )c f]

=  y ^ { F \ 2ci +  Fscs — Fci + k i(x 2)c^}

§  =  y-k { F 12C2 -  F c3 +  fci(x3) ^ }  ^

Cn-l ~  Fcjte + k l(x re)c^ie} 

k i(x )  =  y4i(l -  ex p (-S ic ))

-  Równania stanu ustalonego dla przepływów:

Fph + FT +  Fs =  Fwy 

Frc + Fwy — F

Fiu =  ^ F ^  (C.17)

F12 = Fph + Fr + FRe 

F  = Fs + F [2

Tak jak w poprzednich przykładach, występujące w układach równań (C.15) i

(C.16) iloczyny przepływów i stężeń powodują biliniowy charakter modelu ekstrak- 
tora.

M odel L — EB dla odchyłek stężenia jonów  fosforowych od  wartości 
średniej

W  procesie produkcji kwasu fosforowego stężenie 13  ̂w pulpie reakcyjnej mierzone 

jest co pół godziny. Analiza odchyłek aktualnej wartości stężenia od jego wartości 

średniej x 3 wskazuje na brak autoskorelowania sygnału odchyłek zo

Zi — x 3:i “  X$.

Analiza trzeciego momentu, pokazanego na rys. C .9  wskazuje na możliwość dopa­

sowania do Zi diagonalnego elementarnego modelu biliniowego £13(4,4). W wyniku 

estymacji parametrów modelu zwykłą metodą momentów otrzymano model:

Zi =  Wi +  0.18wi_42i_4,

dla którego m f f  =  0.53.

(C.18)
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Rys. C.9: Trzeci moment dla odchyłek stężenia P2O5 w pulpie reakcyjnej od wartości

średniej

Fig. C.9: The third moment for the deviations of P20$ concentration in pulp, from their 

mean value

C.4. Układ oddechowy

Układ oddechowy można potraktować jako chemiczny wymiennik tlen -  dwutlenek 

węgla [98]. Powietrze wydychane z płuc jest przetwarzane, żeby dostarczyć tlenu dla 

całego organizmu. Krew tętnicza, transportująca tlen do tkanek ciała, pozostaje w 

chemicznej równowadze z gazem w płucach. W tkankach metabolizm komórkowy 

przetwarza tlen na dwutlenek węgla, który przez krew żylną jest dalej transportowany 

do płuc. Płuca z kolei są ciągle wentylowane poprzez oddychanie. Cały układ jest 

układem samoregulującym się. Jeżeli w tkankach z jakiegoś powodu wystąpi deficyt 

tlenu czy nadmiar dwutlenku węgla, zakres wentylacji płuc wzrasta, powodując wzrost 

stosunku tlenu do dwutlenku węgla w płucach i tętnicach.

M odel układu oddechowego

Uproszczony schemat układu oddechowego pokazano na rys. C.10. W modelu 

przedstawionym w [98] płuca i tkanki tworzą dwa podsystemy, pokazane na rys. C.10 

opisane następującym układem równań:

l i  ~ V 2 (M R  + q2~
q2 = Q (a B x i +  (3)

<73 =  Q x  2

gdzie przyjęto następujące oznaczenia:
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Q3

U XC>
Płuca 
Vi xi

U X1 .----------- ►

Q2

Tkanki
V2 X2

Rys. C.10: Uproszczony schemat układu oddechowego 

Fig. C.10: Simplified scheme of a respiratory system

-  X\ -  stężenie dwutlenku węgla w płucach,

-  x2 -  stężenie dwutlenku węgla w tkankach,

-  u -  strumień wdychanego powietrza,

-  x c -  stężenie dwutlenku węgla we wdychanym powietrzu,

-  (]2 -ilość dwutlenku węgla transportowanego z krwią tętniczą,

-  g3-  ilość dwutlenku węgla transportowanego z krwią żylną,

-  Q  -  przepływ sercowy,

-  B  -  ciśnienie barometryczne,

-  a  i P -  współczynniki nachylenia i przesunięcia linii aproksymującej krzywdą ab­

sorpcji dwutlenku węgla dla krwi tętniczej.

Eliminacja <72 i Q3 z układu równań (C.19) prowadzi do układu równań biliniowych 
(C.20).

=  •pj (u(xc — x{) +  Q (x2 — a B x  1 — P))

^  ^  (M R  -  Q (x2 -  a B x , -  p))

Dla celów diagnostycznych mierzone są stężenia CO2 oznaczone przez xj i x 2 z okre­
sem próbkowania Ts.

(C.20)

M odel L — E B  dla odchyłek stężenia dwutlenku w ęgla w płucach od  
w artości średniej

Zakładając, że x c jest zakłócane losowo, zidentyfikowano dla stężenia x x model 

m athca lE B (k , Z), uzyskując następujące wyniki:

£i,i =  +  0.13wi_43:i,i_4, (C.21)

pzy czym Wi jest gaussowskim białym szumem o wariancji rriw'1 =  1.05.
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C.5. Układ sercowo-naczyniowy

Układ sercowo-naczyniowy można rozpatrywać jako złożenie części mechanicznej, 

czyli serca i sieci naczyń oraz reaktora chemicznego tworzonego przez tkanki [98]. 

Schemat układu sercowo-naczyniowego pokazano na rys.(C.11). Serce generuje sy­

gnały wyjściowe Vi z prawej komory i v2 z lewej komory, nazywane przepływami 

sercowymi, które są sygnałami wejściowymi odpowiednio obiegu tętniczego i żylnego, 

rys.(C.11).

Rys. C.ll: Uproszczony model układu serce-płuca-naczynia 

Fig. C .ll: Simplified model of heart-vessel system

Przyjęto następujące oznaczenia:

-  X\ — ciśnienie wr lewej komorze,

-  x 2 -  ciśnienie w' prawym przedsionku,

-  3:3 -  ciśnienie w prawej komorze,

-  Xą -  ciśnienie w lewym przedsionku,

-  V\, v2 -  przepływy sercowe,

-  ej -  pojemność lewej komory,

-  C2 -  pojemność prawego przedsionka,

-  Ci -  pojemność prawej komory,

-  ci -  pojemność lewego przedsionka,

-  ui -  odwrotność oporu przepływu obwodu tętniczego,

-  U2 -  odwrotność oporu przepływu obwodu żylnego,

-  ki, k2, k3, kĄ -  stałe współczynniki, o wartościach dobieranych eksperymentalnie.
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Przepływy sercowe zależą od odpowiednich ciśnień w następujący, nieliniowy sposób:

(C22)

( C 2 3 >

Układ równań różniczkowych, stanowiący model układu sercowo-naczyniowego poda­

ny w [98], jest następujący:

ci~§l' = u i (x 2 ~  x i) +  ui>

=  U l ( X l  “  l 2 )  “  V 2 > / p  0 4 I

dx  3 , \ , ^  1
c 3 ~ t f t  =  U 2 ( X 4  —  X 3 )  +  V 2 ,

=  «2(2:3 ~  X * )  ~  V \ .

Rys. C.12: Trzeci model centralny dla ciśnienia w lewej komorze serca 

Fig. C.12: The third moment for a pressure in the left heart

M odel L — EB dla odchyłek ciśnienia w lewej kom orze serca od w artości 
średniej

Dla odchyłek ciśnienia w lewej komorze, mierzonego z okresem próbkowania T  — 2 

od wartości średniej, wyznaczono trzeci moment, który pokazany został na rys. C.12.

Wykres trzeciego momentu sugeruje możliwość opisu sygnału X\ą diagonalnym 

modelem £ B (3 ,3). Zidentyfikowany model ma postać:

x \ , i  =  w ,  +  0 . 3 4 w i _ 3a : i i i _ 3 ,  

gdzie Wi -  gaussowski biały szum o wariancji m ff  =  0.84.

(C.25)

D odatek D

P rzy k ła d y  predykcji

Algorytmy minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej, opisane w rozdziale 7.2.1, 

zostaną obecnie zastosowane do wyznaczania prognoz danych pochodzących z proce­

sów symulowanych, których struktura i parametry są znane, oraz z procesu rzeczywi­

stego, o którym informacja dostępna jest jedynie w mierzonym sygnale wyjściowym 

z procesu.

D .l .  Przykłady działania predyktora dla danych 

symulowanych

Badania symulacyjne zilustrowane zostaną trzema przykładami, których celem 

jest pokazanie działania minimalnowariancyjnego predyktora biliniowego dla obiek­

tów nieliniowych o strukturze zarówno zgodnej, jak i odbiegającej od struktury mo­

delu L — E B , na podstawie którego wyprowadzone zostały algorytmy predykcji sfor­

mułowane w twierdzeniach 7.1, 7.2.

W przykładzie 1 prognozowane jest wyjście procesu o strukturze takiej samej jak 

struktura modelu L — EB:

A{D)yi =  r)i, 

rji = Wi + bkiWi-kTji-i.

W przykładzie 2 prognozowaniu podlega wyjście procesu o strukturze odbiegającej 

od struktury modelu L  — EB:

A(D)yi = Wi + bktWi-kyi-i■
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W przykładzie 3 prognozowane jest wyjście innego procesu nieliniowego yt  o struk­

turze odbiegającej od struktury modelu L  — E B

A {D )y i  =  Wi +  bkiUi-kyi-i.

We wszystkich przykładach przyjmuje się, że:

-  horyzont h < k,

-  prognozy wyliczane są według algorytmu podanego w rozdziale 7.2.1,

-  identyfikowany model liniowy spełnia warunek koincydencji.

Wyniki predykcji są porównywane z wynikami minimalnowariancyjnej predykcji 

liniowej i predykcji naiwnej

Vnw,i+h\i Vi

dla dwóch horyzontów predykcji: h < k i h =  k. Porównywane są następujące wskaź­

niki:

-  Błąd średniokwadratowy predykcji naiwnej:

1 N 2
S n w  =  ^   ̂ ( V i  y n w , i \ i — h )  •

t=l
-  Błąd średniokwadratowy minimalnowariancyjnej predykcji liniowej:

1 N 2
S l i n  =  'y  ^  ' (,Vi y i i n , i \ i — h ) •

i =  1

-  Błąd średniokwadratowy minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej:

1 N 2
S u  ~  ~jy  ̂ ' (jji ~  Vbl,i\i-h) ■

i= 1
-  Procentowy błąd względny PBL:

P B L  = - - ~ S--100% .
& lin

-  Procentowy błąd względny PBB:

P B L  = Slin~  Sbl 100%.

Dwa dalsze wskaźniki obliczane są w stosunku do predykcji naiwnej. Pokazują one, 

jakie efekty można osiągnąć zastępując prognozę naiwną prognozą minimalnowarian- 

cyjną liniową i biliniową.
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P redykcja  naiw na P redykcja  biliniową

Blad  predykcji naiwnej 
S r

100  2 0 0  3 00

Blad  predykcji biliniowej
Sr

100  2 0 0  3 00

Rys. D.l: Przebiegi predykcji procesu stochastycznego z Przykładu 1 dla h = 1 

Fig. D .l: Prediction with the horizon h = 1 of the process from Example 1

Procentowy błąd względny PLN:

P L N  = Snw Sl*" 100%.

-  Procentowy błąd względny PBN:

P B N  - Sruv % 100%_

P rz y k ła d  1. P ro ces  bilin iow y

Prognozowaniu podlega ciąg { y ^  wygenerowany przez proces opisany równaniem:

yi =  0.3yj_i +  O.Olj/i-2 +  Wi

uii = e* +  0.7ei_3Wi_4-

(D.l)

Na rys.(D .l) i D.2 pokazano przykładowe przebiegi sygnału i jego predykcji naiwnej, 

minimalnowariancyjnej liniowej i minimalnowariancyjnej biliniowej oraz odpowiada­

jące im przebiegi błędów predykcji dla horyzontów predykcji h =  1 i h  =  3.

Predykcja  liniowa

Blad predykcji liniowej 
- _       — ,

Przykładowe wskaźniki jakości predykcji uzyskane dla pojedynczej realizacji pro­

cesu pokazano w tabeli D .l. Zdecydowanie najgorsze wyniki daje, zgodnie z oczeki-
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P red ykcja  naiw na P redykcja  liniowa

1 00  2 0 0  3 00

P redykcja  biliniowa

1 00  2 0 0  3 00 100  2 0 0  3 0 0

B lad  predykcji naiw nej B lad  predykcji liniowej B lad  predykcji biliniowej
n  '  1 5 |      —i 5 r

1 00  2 0 0  3 00 1 00  2 0 0  3 0 0

Rys. D.2: Przebiegi predykcji procesu stochastycznego z Przykładu 1 dla h =  3 

Fig. D.2: Prediction with the horizon h — 3 of the process from Example 1

Tabela D.l: Wskaźniki jakości predykcji dla procesu z Przykładu 1

hor cu nw Slin Sbi PBL[% ] PBB[% ] PLN[% ] PB N [% ]

h = l 1.61 0.97 0.66 31 47 40 59

COII 2.00 1.01 0.70 29.5 41.8 49.5 65

waniami, predykcja naiwna. Również, zgodnie z oczekiwaniem, wydłużenie horyzontu 

predykcji prowadzi do zwiększenia błędu predykcji. Zastosowanie minimalnowarian- 

cyjnego predyktora biliniowego poprawiło dokładność predykcji dla tej realizacji o 

około 30% w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji liniowej (wskaźnik PBL), 

minimalnowariancyjna predykcja liniowa jest około 40% gorsza w stosunku do mini­

malnowariancyjnej predykcji biliniowej (wskaźnik PBB).

Ponieważ proces (D .l) jest stochastyczny, średniokwadratowe błędy predykcji i 

względne błędy procentowe dla różnych realizacji różnią się między sobą, co jest 

zilustrowane na rys. D.3 i D.4. Można zaobserwować, że średniokwadratowy błąd 

predykcji naiwnej waha się wokół wartości 2, błąd minimalnowariancyjnej predykcji

D .l. Przykłady działania predyktora dla danych symulowanych
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Ś re d n io k w a d ra to w y  b la d  p r e d y k c ji dli* o b ic k m  I d l a r  t o y c h  re a liz a c ji

Rys. D.3: Średniokwadratowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycz­

nego z przykładu 1

Fig. D.3: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process

from Example 1

Rys. D.4: Procentowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycznego z

przykładu 1

Fig. D.4: Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from 

Example 1
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liniowej -  wokół wartości 1, a błąd dla minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej -  

wokół wartości 0.6. Jednocześnie możemy zauważyć, że wahania błędu średniokwa- 

dratowego dla predykcji liniowej są mniejsze niż dla predykcji biliniowej.

Analiza wskaźników względnych pokazuje, że w przypadku jednej realizacji minimal- 

nowariancyjna predykcja biliniowa przyniosła gorsze rezultaty od minimalnowarian- 

cyjnej predykcji liniowej. Dla pozostałych realizacji zastosowanie minimalnowarian­

cyjnej predykcji biliniowej zamiast liniowej daje poprawę w granicach od kilkunastu 

do czterdziestu kilku procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji linio­

wej i dwudziestu do siedemdziesięciu procent w stosunku do minimalnowariancyjnej 

predykcji biliniowej.

P rzyk ład  2. P roces nielin iow y 1

Prognozowaniu podlega ciąg {yt} wygenerowany przez proces opisany równaniem: 

j/i =  0 .3 y j_ i  +  0 .0 1  j/£_2 +  e< +  0 .7 e j_ 3 j/ j_ 4 .  ( D .2 )

Proces zawiera składnik biliniowy, jednak jego struktura odbiega od struktury modelu 

L  — E B , dla której wyprowadzany był algorytm predykcji minimalnowariancyjnej 

biliniowej. Zastosowanie sposobu postępowania opisanego w rozdziale 7.2.2 pozwoliło 

uzyskać dla pojedynczej realizacji procesu wskaźniki jakości predykcji zawarte w tabeli 

D.2.

Tabela D.2: Wskaźniki jakości predykcji dla procesu z przykładu 2

hor ^nw ‘Ślin Sb. PBL[% ] PBB[% ] PLN[% ] PB N [% ]

h = l 1.41 0.93 0.72 22.4 28.8 34.0 49.4

COII 2.18 1.01 0.83 16.5 19.7 53.7 61.9

Błędy średniokwadratowe i względne błędy procentowe dla różnych realizacji pro­

cesu pokazano na rys. D.5 ) i D.6.

Podobnie jak  poprzednio, średniokwadratowy błąd predykcji naiwnej waha się 

wokół wartości 2, błąd minimalnowariancyjnej predykcji liniowej wykazuje bardzo 

niewielkie wahania wokół wartości 1, a błąd dla mnimalnowariancyjnej predykcji bi­

liniowej -  wokół wartości 0.7.
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Średniokwadratowy blad predykcji dla obiektu 2 dla róinych realizacji

Rys. D.5: Średniokwadratowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycz­

nego z przykładu 2

Fig. D.5: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process

from Example 2

Podobnie jak poprzednio, możemy zauważyć, że wahania błędu średniokwadrato- 

wego dla minimalnowariancyjnej predykcji liniowej są mniejsze niż dla minimalnowa­

riancyjnej predykcji biliniowej.

Analiza wskaźników względnych pokazuje, że tym razem minimalnowariancyjna 

predykcja biliniowa dawała dla każdej z realizacji lepsze rezultaty od minimalnowa­

riancyjnej predykcji liniowej. Zastosowanie minimalnowariancyjnej predykcji bilinio­

wej zamiast liniowej daje tym razem poprawę w granicach od kilku do trzydziestu 

procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji liniowej i kilku do czter­

dziestu kilku procent w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej. W 

stosunku do procesu z przykładu 1 zastąpienie minimalnowariancyjnej predykcji li­

niowej predykcją biliniową daje więc nieco mniejszą poprawę dokładności.

P rz y k ła d  3. P ro ces  n ielin iow y 2

Prognozowaniu podlega ciąg { y j  wygenerowany przez proces opisany równaniem:

yt = O.Zyi-i + 0.01j/i_2 +  ej +  0.4j/j_32/i_4. (D.3)

Przykładowe wartości wskaźników jakości predykcji uzyskanych dla pojedynczej 

realizacji procesu nieliniowego zawarto w tabeli (D.3).

Błędy średniokwadratowe i względne błędy procentowe dla dwudziestu różnych 

realizacji procesu pokazano na rys. D.7 i D.8. Dla rozważanego procesu średniokwadra-
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Procentowy blad predykcji dla obieklu 2 dla rożnych realizacji

Rys. D.6: Procentowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycznego z

Przykładu 2

Fig. D.6: Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from 

Example 2

Tabela D.3: Wskaźniki jakości predykcji dla procesu z przykładu 3

ho r Snw Slin 5bi PBL[% ] PBB[% ] PLN[% ] PBN [% ]

h = l 1.33 0.88 0.84 31 46.0 33.8 36.8

COII3̂ 2.00 1.01 0.70 29.5 41.8 49.5 65.0

towy błąd predykcji naiwnej waha się wokół wartości 1.6, błąd minimalnowariancyjnej 

predykcji liniowej wykazuje nieco większe niż poprzednio wahania wokół wartości 1, a 

błąd dla minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej ze znacznie mniejszą wariancją 

niż w poprzednich przykładach waha się wokół wartości 0.9.

Analiza wskaźników względnych pokazuje, że minimalnowariancyjna predykcja bi- 

liniowa przyniosła, w dwóch na dwadzieścia realizacji, rezultaty gorsze od minimal­

nowariancyjnej predykcji liniowej. W pozostałych przypadkach zastosowanie mini­

malnowariancyjnej predykcji biliniowej zamiast liniowej pozwoliło uzyskać poprawę 

w granicach od kilku do około dwudziestu procent w stosunku do predykcji liniowej 

(PBL) i podobnie w stosunku do minimalnowariancyjnej predykcji biliniowej (PBB). 

Nadal uzyskiwano poprawę dokładności predykcji, choć nie tak znaczną jak dla obiek­

tu z przykładu 1. Należy jednak zwrócić uwagę na fakt, że tym razem dla wielu reali-
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Srodnlokwadralowy bU.d predykcii d l .  o W k .u  3 d l .  r666y=h r „ » » c | l

Rys. D.7: Średniokwadratowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycz­

nego z przykładu 3

Fig. D.7: Mean squared prediction errors for different realizations of stochastic process

from Example 3

Rys. D.8: Procentowe błędy predykcji dla różnych realizacji procesu stochastycznego z

przykładu 3

Fig. D.8: Percentage prediction errors for different realizations of stochastic process from

Example 3
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zacji nie można było znaleźć modelu biliniowego dla błędu. Przypadki te nie zostały

uwzględnione na rys. D.7 i D.8 ani w wartościach wskaźników ujętych w tabeli D.3.

Przedstawione w przykładzie wyniki dotyczą tylko tych realizacji, dla których można 
było zidentyfikować model L  — E B .

D .2 . Przykład predykcji dla rzeczywistych danych

Cykl słoneczny, charakteryzujący się zarówno okresowością, jak i losowością, sta­

nowi wciąż swoistą tajemnicę, ponieważ mimo odwiecznych zainteresowań, większość 

podstawowych pytań dotyczących natury cyklu słonecznego pozostaje bez odpowie­

dzi. Wiadomo, że cykl słoneczny związany jest z liczbą plam na Słońcu, które mogą 

być obserwowane z Ziemi. Pierwsze zapisane dane dotyczące liczby obserwowanych

rok

Rys. D.9: Ciąg Wolfa 

Fig. D.9: Wolf’s time series

plam (sunspot number) pochodzą z roku 28 przed naszą erą, za panowania cesarza 

Liu Ao z dynastii Han w Chinach [118]. W 1843 niemiecki chemik i astronom Samuel 

Heinrich Schwabe (1789-1875) po 17 latach obserwacji zauważył i opisał cykl słonecz­

ny, jednak swrą nazwę W olf’s sunspot number zbiór obserwacji zawdzięcza Johanowi 

Rudolfowi Wolfowi (1816-1893). Ciąg Wolfa, uaktualniany na bieżąco, przedstawiony

D.2. Przykład predykcji dla rzeczywistych danych 181

na rys. D.9 jest przedmiotem badań od początku 20 wieku, kiedy to  zaczęły rozwi­

jać się podstawy analizy ciągów czasowych. Ciąg ten stał się wzorcem, na którym 

trenowane i porównywane są metody i algorytmy predykcji.

W [118] pokazany jest jako benchmark nieliniowy model progowy SETAR ziden­

tyfikowany na podstawie ciągu Wolfa dla zbioru danych z lat 1700-1979:

7  =  <

1.92 +  0.84Fi_1 +  0.077-2 -  0.327-3 +  0.157-4 -  0.207-5

-0 .0 0 7 -6  +  0.197-7 -  0.277-8 +  0.217-9 +  0.017_10 +  el (i) dla 7 _ 8 < 11.93,

4.27 +  1.447-1 -  0.847-2 -  0.067-3 +  e2(i) dla 7 _ 8 > 11.93,
(D.4)

gdzie:

-  7  jest transformowaną zmienną j/ j, wrg następującej zależności:

7  =  2(y /T + i i  ~  1), (D.5)

-  j/j jest liczbą plam na Słońcu w’ roku (1699+i).

Powyższy benchmark został wykorzystany dla porównania modelu S E T A R  z mo­

delem L  — E B  zaproponowanym w pracy. Do analizy aktywności cyklu słonecznego

zastosowano metody opisane w rozdziałach 6 i 7. Oryginalne zmienne poddano trans­

formacji:

-  T l  -  takiej samej jak dla modelu Tonga (D.5), aby zachować podobne warunki 

obliczeniowe dla obu modeli,

-  T2 -  sprawdzonej dla wielu innych ciągów w badaniach symulacyjnych:

7  =  (D.6)var(y)

Na zbiorze uczącym, obejmującym lata 1700-1979, zidentyfikowano model 

liniowo-biliniowy L  — E B .

Założono, że model liniowy ma spełniać warunek koincydencji. Model dla residu­

um poszukiwany był na zbiorze uczącym uogólnioną metodą momentów, opisaną w 

rozdziale 6.2.2, z wykorzystaniem analitycznych zależności podanych w rozdziale 4 i 

dodatku A. Uzyskano następujące wyniki:

-  dla transformacji T l  zmiennych:

Mti
(1 -  0.81D -  0.21D8) 7  =  Wi

(D.7)
rji = e-i — 0.027?j_7ej_7 oraz var(rj) =  8.13.
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1981

Prognozy

1982 1983 1984

1980 1981
Pomiary

1982 1983 1984

Rys. D.10: Schemat wyznaczania prognoz 

Fig. D.10: Scheme of prediction computation

1981 1982 1983 1984

Rys. D .ll: Schemat wyznaczania prognoz 

Fig. D .ll: Scheme of prediction computation

-  dla transformacji T 2 zmiennych:

M-T 2
(1 -  0.80D +  0.29D 7 -  0.52D 8)Y i =  r)t,

V i ~ ei + 0.0877i_3ei_3 oraz var(rj) =  0.24.
(D.8)

Własności predykcyjne zaproponowanego przez Tonga modelu SETAR (D.4) i ziden­

tyfikowanych modeli liniowo-biliniowych (D.7), (D.8) zostały porównane na zbiorze 

sprawdzającym obejmującym lata 1980-2005. Przedstawione dalej wyniki uzyska­

no dla horyzontu predykcji h =  1. Prognozy wyznaczane były w danym roku na 

rok następny, wg schematu pokazanego na rys.(D.10). W czasie wyliczania prognozy 

korzystano jedynie z danych dostępnych w roku wyznaczania prognozy i w latach 

poprzednich. Dla predyktora biliniowego zastosowano algorytm opisany w rozdziale

7.2.1.

Na rys. D.12 pokazano prognozy wyliczone na zbiorze sprawdzającym obejmują-
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cym lata  1980-2005 na podstawie modelu SETAR podanego przez Tonga i prognozy 

na podstawie modelu liniowo-biliniowego, przy zastosowaniu transformacji zmiennych 

T l.N a  rys.D.13 pokazano wyniki dla prognozy biliniowej dla zmiennych poddanych

transformacji T2.

rok

Rys. D.12: Porównanie prognozy nieliniowej Tonga i prognozy biliniowej, dla danych po 

transformacji T 1

Fig. D.12: Tong’s nonlinear prediction compared with bilinear prediction, for T 1 data 

transformed

Tabela D.4: Sumy kwadratów błędów predykcji ciągu Wolfa na lata 1980-2005

T l /T l T1/T2

Model Tonga 

Model biliniowy

1.07 x 104 

1.70 x 103

1.07 x 104 

30.21
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rok

Rys. D.13: Porównanie prognozy nieliniowej Tonga i prognozy biliniowej, dla danych po
transformacji T 2

Fig. D.13: Tong’s nonlinear prediction compared with bilinear prediction, for T 2  data
transformed

Sumy kwadratów błędów predykcji zebrano w tabeli D.4. Zarówno na podsta­

wie wykresów na rys.D.13, D.12 jak i wartości sumy kwadratów błędów umiesz­

czonych w tabeli, widoczna jest wyraźna przewaga własności predykcyjnych modelu 

liniowo-biliniowego L — E B  nad modelem SETAR, niezależnie od rodzaju transforma­

cji zmiennych. Jednocześnie widoczne jest, że dla modelu biliniowego korzystniejsza 

jest wstępna transformacja zmiennych, T2  od transformacji T l  zaproponowanej dla 

modelu SETAR przez Tonga.

Pojęcie rzeczywistego prognozowania (genuine prediction) w odróżnieniu od pro­

gnozowania wprowadził Tong [118], powołując się na dyskusje z jednym z najzna­

mienitszych statystyków XX wieku -  Sir Davidem Coxem, który zasugerował, by 

rzeczywistym prognozowaniem nazywać prognozowanie danych, które są rzeczywiście 

nieznane prognostykom (np.jeszcze nie istnieją) na etapie opracowywania prognoz. 

Każde inne postępowanie może, według Tonga, prowadzić do nadużyć i ma mierne
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znaczenie naukowe. Zdaniem autorki przedstawione wyniki są przykładem prognozo­

wania rzeczywistego.

Dla rozwiania ewentualnych wątpliwości porównane dalej zostaną własności pro­

gnostyczne obu typów modeli wg schematu pokazanego na rys. D .ll . Kolejne progno­

zy wyznaczane są jedynie na podstawie historycznych danych i dostępnych prognoz. 

W  [28], [40] tego typu predykcja nazwana jest predykcją wielokrokową, gdyż w chwili 

i, na podstawie dostępnych danych wyznaczane są prognozy z wzrastającym hory­

zontem h =  1,2,3....

Na rys. D.14 przedstawiono prognozy wyliczone w roku 1979 na lata 1980-84 na 

podstawie danych dostępnych do roku 1979 włącznie. Ponieważ faktycznie dane rze-

rok

Rys. D.14: Prognoza rzeczywista na lata 1980 -84 

Fig. D.14: Genuine prediction for the period 1980 -84

czywiste są już dostępne, pokazano je na rysunku dla porównania wyników. Średnia 

suma kwadratów błędów predykcji biliniowej równa jest 342, podczas gdy dla predyk­

cji wg wzorcowego modelu Tonga średnia suma kwadratów błędów predykcji równa 

jest 347. Zatem również w przypadku predykcji wielokrokowej predyktor biliniowy 

jest dokładniejszy.
Na kolejnych dwóch rysunkach pokazano prognozy wyliczone w 2005 roku na lata 

2006-2009. Predyktor biliniowy przewiduje mniejszą aktywność słoneczną niż pre­

dyktor wg Tonga. Na weryfikację wyników trzeba jednak w tym przypadku cierpliwie 

poczekać.
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rak

Rys. D.15: Prognoza na lata 2006-2009, transformacja T2 

Fig. D.15: Prediction for the period 2006-2009, transformation T2

rok

Rys. D.16: Prognoza na lata 2006-2009, transformacja T l 

Fig. D.16: Prediction for the period 2006-2009, transformation Tl
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BILIN IO W E M ODELE CIĄGÓW  CZASOW YCH W  A N ALIZIE  

SYG NAŁÓ W

Streszczenie

Stochastyczne modele ciągów czasowych są stosowane w analizie sygnałów od 

końca lat sześćdziesiątych ubiegłego wieku. Niniejsza praca dotyczy wykorzystania 

elementarnych modeli biliniowych do analizy sygnałów. Modele ciągów czasowych (na­

zwane również modelami wyjściowymi lub sygnałowymi) zbudowane są na podstawie 

dostępnych obserwacji sygnałów wyjściowych, które według przyjętego założenia są 

jedynym źródłem informacji o procesie. Znajdują one przede wszystkim zastosowanie 

w modelowaniu i prognozowaniu sygnałów. Przedstawione w niniejszej rozprawie 

badania koncentrowały się wokół analizy właściwości elementarnych modeli bilinio­

wych, możliwości i sposobu ich identyfikacji, a także zastosowania w prognozowaniu

i regulacji procesów.
Praca złożona jest z ośmiu rozdziałów i czterech dodatków, które zawierają

szczegółowe wyprowadzenia i przykłady ilustrujące wybrane zagadnienia.

W rozdziale drugim zdefiniowano s model i proces oraz ich podstawowe wła­

sności, w tym identyfikowalność, podatność predykcyjną i własności prognostyczne. 

Oba pojęcia, model i proces, używane w naukach technicznych wydają się intuicyjnie 

oczywiste, o ile dotyczą badań stosowanych. W badaniach teoretycznych i badaniach 

symulacyjnych często zaciera się granica między procesem, który sam stanowi swoisty 

model, a jego modelem. W związku z tym, czasem nie wiadomo, czy dyskutowane wa­

runki np. stabilności, odwracalności, identyfikowalności, dotyczą procesu czy modelu 

procesu. W rozdziale zawarte są także definicje innych pojęć stosowanych w pracy 

(np. ciąg czasowy, biały szum, ciąg niezależny, momenty, estymatory momentów).

Rozdział trzeci zawiera opis najczęściej stosowanych modeli stochastycznych cią­

gów czasowych. Ponieważ najpowszechniej stosowane są liniowe modele stochastyczne 

ciągów czasowych, część rozdziału poświęcona jest tym właśnie modelom, ich właści-
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wościom i ograniczeniom. Druga część rozdziału poświęcona jest wybranym stocha­

stycznym modelom nieliniowym.

Rozdział czwarty poświęcony jest elementarnym procesom biliniowym. Dla sub- 

diagonalnych i diagonalnych elementarnych procesów biliniowych zostały podane 

analityczne zależności wiążące momenty i parametry procesów. Ogólne zależności 

obowiązują, przy założeniu że wejściem procesu biliniowego jest niedostępny pomia­

rowo, nieskorelowany ciąg czasowy, o zerowej wartości oczekiwanej i symetrycznym 

rozkładzie. Podano również szczególne zależności przy założeniu, że ciąg wejściowy 

ma rozkład normalny lub równomierny. Zależności te zostały wykorzystane przy iden­

tyfikacji modelu procesów w rozdziale siódmym. Ponieważ własności estymatorów 

momentów nieliniowego ciągu czasowego są bardzo trudne do oszacowania, pokazano 

własności estymatorów wynikające z badań symulacyjnych.

Dla elementarnych procesów biliniowych znaleziono ich liniowe, gaussowskie odpo­

wiedniki i porównano podatność predykcyjną procesów biliniowych i ich gaussowskich 
odpowiedników.

Rozdział piąty dotyczy elementarnych modeli biliniowych. Przedyskutowano tu  

warunki stabilności i odwracalności modeli. Podano warunki identyfikowalności sys­

temowej, które dla modeli subdiagonalnych nie zależą, a dla modeli diagonalnych 

zależą od rozkładu pobudzenia. W rozdziale dyskutowane są również warunki iden­

tyfikowalności parametrycznej modeli.

W rozdziale szóstym opisano metody pozwalające dokonać estymacji parametrów 

elementarnych modeli biliniowych. Najwięcej uwagi poświęcono metodom momen­

tów -  zwykłej i uogólnionej, podając algorytm, według którego można prowadzić 

identyfikację elementarnych modeli biliniowych.

Rozdział siódmy poświęcony jest zastosowaniom elementarnych modeli bilinio­

wych w symulacji, prognozowaniu i regulacji. W tym rozdziale wprowadzony jest 

model L  — E B  i na jego podstawie określony algorytm predykcji minimalizującej wa­

riancję błędu predykcji, dla residuum przedstawionego modelem diagonalnym i sub- 
diagonalnym.

Rozdział ósmy zawiera podsumowanie i wnioski.

W  dodatku A umieszczono wyprowadzenie zależności między momentami i pa­

ram etram i elementarnych procesów biliniowych. Zależności m ają charakter ogólny,
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z których, po przyjęciu założeń o rodzaju rozkładu pobudzenia, wynikają zależności

podane w rozdziale piątym.
W  dodatku B podano przykłady identyfikacji elementarnych procesów biliniowych

zwykłą metodą momentów, uogólnioną metodą momentów oraz metodą ELMS. Na 

podstawie umieszczonych wyników można porównać skuteczność metod identyfikacji 

z rozdziału siódmego, zweryfikować słuszność warunku identyfikowalności przedsta­

wionego w rozdziale szóstym, a także zaobserwować własności estymatorów momen­

tów, w zależności od parametrów procesu.

W  dodatku C zilustrowano możliwość wykorzystania modelu L  — E B  z rozdziału 

ósmego do modelowania sygnałów pochodzących z wybranych procesów technologii 

chemicznej oraz procesów biomedycznych. Doświadczenia prowadzone były w ten 

sposób, że na podstawie modelu matematycznego, danego dla każdego z procesów 

w postaci zbioru równań różniczkowych, generowano ciągły sygnał wyjściowy, uzy­

skany w wyniku pobudzenia modelu fenomenologicznego sygnałami wejściowymi 

z addytywnym zakłóceniem losowym. Sygnał wyjściowy, próbkowany z okresem 

próbkowania Ts stanowił ciąg obserwacji, dla którego starano się zidentyfikować mo­

del L  — E B . Zamieszczone wyniki, obok przydatności modelu LEB , testują działanie 

metod identyfikacji elementarnych modeli biliniowych.

Dodatek D zawiera przykłady zastosowania algorytmu predykcji biliniowej poda­

nego w rozdziale ósmym. Przykłady działania algorytmu dla danych symulowanych 

m ają na celu zilustrowanie poprawności działania algorytmu, w sytuacji gdy struktu­

ra procesu, z którego pochodzą dane, jest taka sama jak struktura predyktora, a także 

wtedy, gdy struktura procesu jest inna niż struktura zidentyfikowanego modelu, na 

podstawie którego został skonstruowany predyktor. Oprócz tych przykładów w do­

datku D sprawdzono działanie zaproponowanej w pracy metodyki postępowania na 

wzorcowych danych (benchmark), dotyczących mierzonej aktywności słonecznej. Da­

ne te są od lat testowane, a ich zbiór z każdym rokiem się powiększa. Mimo pozornej 

regularności wykazują silnie nieliniowe zachowanie i uważane są za trudne do progno­

zowania. Na zbiorze danych z lat 1700-1979 zidentyfikowano model L  — E B  i na jego 

podstawie zbudowano prognozy na lata 1980-2005. Wyniki porównano z prognozami 

uzyskanymi na podstawie nieliniowego modelu S E T  A R  uzyskanego na tym samym 

zbiorze danych przez Tonga [118]. Ponadto porównano prognozy wielokrokowe na lata 

1980-1984 i wyznaczono prognozy na la ta  2006-2009.



B IL IN E A R  TIM E SERIES IN  SIG NAL ANALYSIS

Sum m ary

Stochastic time series models have been used in signal analysis since the sixties of 

the XX century. The monograph concerns elementary bilinear time series and their 

application in signal analysis. The time series models (named also output or signal 

models) are functions of accessible process outputs, observed as a set of uniformly 

sampled data, which are the one and only information on the process itself. They 

are mainly applied in signals’ modelling and prediction. The research, presented in 

this monograph, was concentrated on elementary bilinear models analysis, methods 

of their identification and application in process control and prediction.

In Chapter 2 model and process were defined and their main attributes were 

discussed, including identifiability, prediction flexibility and prediction efficiency. In 

technical researches the process and the model are intuitively distinguishable in the 

real world. However, in simulation studies they use to be mislead because the process 

itself is given as a model. That is why it is important to precise wether the stability, 

invertibility, identifiability and predictability concern the process or the model. In 

this chapter definitions of time series, white noise, independent time series, moments, 

moments’ estimators are reminded.

Chapter 3 concerns stochastic time series models. Linear stochastic time series 

models are the most commonly used, therefore linear models, their attributes and 

limitations are discussed in the first part of the chapter. In the second part some of 

nonlinear stochastic time series models are presented.

Chapter 4 is dedicated to elementary bilinear processes. Analytical relations 

between process moments and process parameters are derived for diagonal and 

sub-diagonal elementary bilinear processes. In general, they are valid under assump­

tion that unaccessible process input is uncorrelated and symmetrically distributed. 

The specific relations for Gaussian and uniform distributed process input are also
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presented in the chapter. The derived relations have been applied to process models 

identification, described in Chapter 7. Theoretical analysis of the moments attribu­

tes for non-linear processes is very difficult. Therefore the features of the moments’ 

estimators were tested by simulations. In this chapter linear Gaussian equivalents 

of elementary bilinear processes are also defined. Prediction flexibility of bilinear 

processes and their Gaussian equivalents are compared.

Chapter 5 concerns elementary bilinear models. Models’ stability and invertibili­

ty  conditions are discussed. System identifiability conditions (that for sub-diagonal 

processes are independent and for diagonal processes -  dependent upon the process 

input distribution) are given. In the chapter parametric identifiability of the models 

is also discussed.

In Chapter 6 methods of parameters’ estimation for elementary bilinear models are 

presented. Identification algorithms for simple and generalized methods of moments 

for elementary bilinear models are formulated.

Chapter 7 is dedicated to applications of elementary bilinear models in simulation, 

prediction and control. An L  — E B  model is introduced and, on its basis, a bilinear 

minimum-variance prediction algorithm is derived, for model’s residuum presented as 

diagonal and sub-diagonal model.

In Chapter 8 the most important results were summarised.

Determining of the analytical formulae that connect moments and elementary 

bilinear process parameters are given in Appendix A. The formulae are given in a 

general form. Specific assumptions make possible reduction formulae into a simplier 

form.

Examples of identification of elementary bilinear processes with the use of the 

simple and the generalized method of moments as well as with the use of ELMS 

method are presented in Appendix B. Included simulation results allow to compare 

the identification methods efficiency, to verify identifiability conditions (presented in 

Chapter 6) and to observe the features of the moments’ estimators in dependence on 

the process parameters.

In Appendix C time series coming from chemical and biomedical processes were 

modelled using the proposed in chapter 7 L —E B  model. The time series were obtained 

after sampling a continuous signal that was the output of a phenomenological model
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of the process. The examples let to test not only usability of the L  — E B , model but 

also practical aspects of elementary bilinear models identification.

Examples of applications of bilinear prediction algorithm are given in Appendix

D. Simulation studies have to illustrate the features of the prediction algorithm when 

the model structure is equal to, or differs from the predicted process structure. 

Besides, the methodology proposed in the monograph was checked using benchmark 

-  sunspot number time series. Using set of data from the period 1700-1979, model 

L — E B  was identified and applied to prediction for the years 1980-2005. The results 

were compared with the ones published by Tong, obtained on the basis of non-linear 

S E T A R  model [118]. Besides, multi-step predictions for the period 1980-1984 were 

compared and prediction for 2006-2009 were calculated.
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