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WYKAZ NAJWAZNIEJSZYCH SYMBOLI I OZNACZEN

Symbol/ Opis Definicja
Oznaczenie (str.)
A ciag wejSciowy
3 symbole ciggu A
B ciag wejSciowy
bj symbole ciggu B
by wysoko$¢ pudetka w algorytmach réwnoleglych dla procesor6w GPU 109
bﬁpu wysoko$¢ pudetka w algorytmach réwnoleglych dla procesoréw CPU 124
by szeroko$¢ pudetka w algorytmach réwnoleglych dla procesorow GPU 109
b - szeroko$¢ pudetka w algorytmach réwnoleglych dla procesoréw CPU 124
r pokrycie zachtanne ciggu 38
M pokrycie zachtanne rozszerzone ciggu 43
Cy licznik bitéw o warto$ci 1 w odpowiednim wektorze Vy (problem CLCS) 170
D liczba dopasowan dominujacych dla Ai B 135
d liczba dopasowan dla Ai B 95
D* liczba dopasowan dominujacych dla A+t i B dla wszystkich transpozycji t 135
Dsm sumaryczna liczba dopasowari silnych (problem CLCS) 180
dem liczba dopasowar silnych dla ustalonego K (problem CLCS) 179
E odczyt wedtug pokrycia (problemy LICS, LISW) 67
n1 liczba multiprocesoréw sktadajacych si¢ na procesor GPU 114
n2 liczba rdzeni wchodzacych w sktad multiprocesora (GPU) 114
G macierz wektoréw zmian (problem MerLCS) 195
g wspotczynnik pochylenia (problem SLIS) 58
h ranga elementu 196
i, j, K indeksy elementéw w ciagach
J° wektor zawierajacy liczbe wystapiert kazdego symbolu alfabetu w ciggu A 158
Jt macierz zawierajaca listy wystapien kazdego symbolu alfabetu w ciggu A 158
l diugos¢ podciggu wynikowego S(wszystkie problemy)

M macierz programowania dynamicznego 92
m diugos¢ ciagu B

n dlugos¢ ciagu A

nstop liczba punktéw stopu (problemy LICS, LISW) 72
niStOP liczba punktéw stopu w i-tym oknie rozmiaru U (problem LISW) 83
P ciag ukierunkowujgcy (problem CLCS)

pi symbol ciaggu P
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Symbol/ Opis Definicja

Oznaczenie (str.)

W projekcja punktu lub elementu 60

Q struktura rozwigzujaca problem poprzednika 94

r dtugos¢ ciagu P

S ciag wynikowy (rézne algorytmy)

S dowolny symbol alfabetu

S symbol w ciggu S

b3 alfabet 27

o rozmiar alfabetu 27

t transpozycja (problem LCTS) 128

u,v,w wektory bitowe 99

w dtugos¢ stowa komputerowego 27

We, Wy dtugos¢ stowa komputerowego procesoréw CPU, GPU 27

Y wektory masek bitowych w algorytmach réwnolegtosci bitowej

Z ciag wejsciowy dla problemu MerLCS 192

Z symbol w ciggu Z

BP metoda réwnolegtosci bitowej

CLCS najdiuzszy ukierunkowany wspdlny podciag 152

DP metoda programowania dynamicznego

HS metoda Hunta—Szymanskiego

LCS najdtuzszy wspdlny podciag 92

LCTS najdtuzszy wspdlny podcigg niezmienniczy wzgledem transpozycji 128

LICS najdtuzszy cykliczny podciag rosnacy 66

LIS najdtuzszy podciag rosnacy 35

LISW najdtuzszy podciag rosnacy w przesuwajacym sie oknie 78

MerLCS najdiuzszy scalony wspdlny podciag 192




WYKAZ ALGORYTMOW OMAWIANYCH W PRACY

W zamieszczonym ponizej wykazie umieszczono wszystkie algorytmy autorskie oraz algo-

rytmy znane z literatury, ktérych pseudokody znajduja si¢ w niniejszej pracy.

Algorytmy autorskie

1. CLCS-BP-LENGTH (str. 175)

Algorytm réwnoleglosci bitowej wyznaczajacy dtugos¢ podciagu CLCS.
ZYozono$¢ czasowa (przypadek pesymistyczny): O (\/W‘H— n {ﬁ r).
Z1ozonosé czasowa (przypadek sredni): O (n {W—‘ r).

Ztozonosé pamigciowa: O(c [ T] + B/ 4 d5™) stow.

Opublikowany w: Fundamenta Informaticae (2010) 99(4):409-433 [69].

2. CLCS-BP-SEQUENCE (str. 178)

Algorytm réwnolegtosci bitowej wyznaczajacy podcigg CLCS na podstawie struktur danych utworzo-
nych przez rozszerzony algorytm CLCS-BP-LENGTH.

Ztozonos¢é czasowa: ©(N).

Ztozono§¢ pamigciowa: O(n[ T r) stéw.

Opublikowany w: Fundamenta Informaticae (2010) 99(4):409-433 [69].

3. CLCS-CUDA (str. 184)
Algorytm réwnolegly wyznaczajacy dtugos¢ podciagu LCTS dla procesoréw GPU.

ZYozonos¢ czasowa (w zalezno$ci od pewnych parametréw — szczegély w tekscie):

e  O(nmr/max(nz,min(ninz, m,N2bn))) lub
o G)(nmr/ (max(nz,min<nﬁ—r:r’%’R%T’%’nzbh))))'

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(nr + by,mr) stéw.
Opublikowany w: Software—Practice and Experience (2010) 40(8):673-700 [71].

4. CLCS-HS-LENGTH (str. 160)

Algorytm oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego wyznaczajacy dlugos¢ podciagu CLCS.
Z1ozonos¢ czasowa: O((M¢+d)r +n).

ZYozonos¢ pamieciowa: ©(d + max(n, o)) stow.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2007) 19(2):91-102 [64].



16 Wykaz algorytméw omawianych w pracy

5. CLCS-HS-SEQUENCE (str. 161)

Algorytm oparty na metodzie Hunta-Szymanskiego wyznaczajacy podcigg CLCS.
Ztozonosé czasowa: O((M¢+d)r +n).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(rd +max(n, o)) stéw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2007) 19(2):91-102 [64].

6. LCS-BP-CUDA (str. 120)
Algorytm réwnolegly wyznaczajacy dtugos$¢ podciggu LCS metoda réwnolegtosci bitowej dla proceso-
réw GPU.

Ztozonos¢ czasowa:

e wersja ze wstgpnym wezytaniem wektoréw masek: © | 0T x L ) ) ,

9 qzmin(min(n’,m,n1)7$—g,%

e wersja z tablicg posredniczacy: © (ﬂ> .

NaWy

Ztozono$¢ pamieciowa: © <n +0 {W—rﬂ > stow.
Opublikowany w: Software—Practice and Experience (2010) 40(8):673-700 [71].

7. LCS-DP-CUDA (str. 117)
Algorytm réwnolegly wyznaczajacy diugos$¢ podciggu LCTS metodg programowania dynamicznego dla

procesoréw GPU.

Z1ozono$é czasowa: © —— )
nzmln(m,m.ﬂhbh)

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw.
Opublikowany w: Software—Practice and Experience (2010) 40(8):673-700 [71].

8. LCTS-CUDA (str. 148)
Algorytm réwnolegly wyznaczajacy dtugo$¢ podciagu LCTS dla procesoréw GPU.

Nawg / °

Ztozono$¢ pamigciowa: © <0 <n + {W—”ﬂ )) stow.

Zlozonoé¢ czasowa: © (M>

Opublikowany w: Advances in Intelligent and Soft Computing (2009) 551-559 [66]; wersja rozszerzo-
na w: Software—Practice and Experience (2010) 40(8):673-700 [71].

9. LCTS-HS-*
Algorytm wyznaczajacy dtugos$¢ podciggu LCTS oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego (cztery wa-
rianty réznigce si¢ wewnetrzng organizacja danych).

ZYozonos$¢ czasowa:
e LCTS-HS-1 (str. 136): O(D*loglogo + (n+o)m),

e LCTS-HS-2 (str. 137): O(D*loglogo + nm),
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e LCTS-HS-3 (str. 138):O(D*

—

22|+ (n+om),
e LCTS-HS-4 (str. 138): O (nm-+ [ mo).
ZYozono$¢ pamigciowa:

e LCTS-HS-1 (str. 136): ©(n+ 0) stéw,

e LCTS-HS-2 (str. 137): ©([2] 0) stow,

e LCTS-HS-3 (str. 138): ©([&]0) stéw,

e LCTS-HS-4 (str. 138): ©([&] 0) stow.

Opublikowany w: Information Processing Letters (2006) 100(1):14-20 [63].

10. LCTS-NGMD  (str. 131)

Algorytm pudetkowy wyznaczajacy dtugos$¢ podciagu LCTS.
Z1ozonos¢ czasowa: O(no + nmloglogo).

Z1ozonos¢ pamigciowa: O(Na 4 62) stéw.

Opublikowany jako: Technical Report (2005) [163].

11. LCTS-HYBRID (str. 141)
Algorytm hybrydowy wyznaczajacy dtugo$¢ podciagu LCTS.
logo

ZYozono$é czasowa: O <on [ﬁ +nm {W—‘ ) .

Ztozono$¢ pamigciowa: O ([ 2] o) stéw.

Opublikowany w: Computing and Informatics (2009) 28(5):729-744 [73].

12. LICS (str. 71)
Algorytm wyznaczajacy dtugo$¢ oraz miejsce wystapienia podciggu LICS (3 warianty réznigce si¢ we-
wnetrzng reprezentacja pokrycia zachtannego ciaggu).

Zlozonos¢ czasowa:

e reprezentacja za pomocg list: O(n¢),
e reprezentacja za pomoca drzew zréwnowazonych: O(nlogn+ min(n/, £3)logn),

e reprezentacja za pomocy list drzew zréwnowazonych: O (nloglogn+ min(né,n+ ¢3)log [Zﬂ] ).

ZYozonos¢ pamieciowa: O(n) stow.
Opublikowany w: Information Processing Letters (2009) 109(12):630-634 [65].

13. LISW  (str. 82)
Algorytm wyznaczajacy dtugos$¢ oraz miejsce wystapienia podciagu LISW (3 warianty rézniace si¢ we-
wnetrzng reprezentacja pokrycia zachtannego ciagu).

Zlozonos¢ czasowa:
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e reprezentacja za pomocg list: O(n¢),
e reprezentacja za pomocg drzew zréwnowazonych: O <min (né, n {%D log u),

e reprezentacja za pomocy list drzew zréwnowazonych: O <nlog logn+ min (né, n {g-‘ > log [Z%] ) .

Ztozonos¢ pamieciowa: O(n) stow.

Zgtoszony do publikacji [68].

14. MAXHLIS (str. 48)

Algorytm wyznaczajacy podciag LIS o maksymalnej wysokosci.

Z1ozonosé czasowa: O(nlog/) lub O(nloglogo).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw lub O(n) stéw + O(0) bitdw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

15. MAXSLIS (str. 54)

Algorytm wyznaczajacy podciag LIS o maksymalnej sumie.

Ztozonosé czasowa: O(nlog?) lub O(nloglogo).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw lub ©(n) stéw + O(0) bitdw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

16. MAXWLIS (str. 51)

Algorytm wyznaczajacy podciag LIS o maksymalnej szerokoSci.

Z1ozonos¢ czasowa: O(nlog/) lub O(nloglogo).

Ztozonos¢é pamigciowa: O(n) stéw lub O(n) stéw + ©(0) bitdw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

17. MERLCS-BP (str. 200)

Algorytm réwnoleglosci bitowej wyznaczajacy dlugos¢ podciggu MerLCS.
Ztozonos¢ czasowa: © (nm[ L] logw).

Ztozono$¢ pamigciowa: © (m [Vﬂ ) stow.

Zgtoszony do publikacji [70].

18. MaINHLIS (str. 45)

Algorytm wyznaczajacy podciag LIS o minimalnej wysokosci.

Ztozonosé czasowa: O(nlog?) lub O(nloglogo).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw lub ©(n) stéw + O(0) bitdw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

19. MINSLIS (str. 53)

Algorytm wyznaczajacy podciagg LIS o minimalnej sumie.
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Z1ozonosé czasowa: O(nlog/) lub O(nloglogo).
Ztozonos¢ pamigciowa: O(n) stéw lub O(n) stéw + ©(0) bitdw.
Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

20. MinWLIS (str. 49)

Algorytm wyznaczajacy podciag LIS o minimalnej szerokosci.

Ztozonosé czasowa: O(nlog?) lub O(nloglogo).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw lub O(n) stéw + O(0) bitdw.

Opublikowany w: Theoretical and Applied Informatics (2009) 21(3-4):135-148 [67].

21.SLIS (str. 64)

Algorytm wyznaczania podciggu LIS o zadanym pochyleniu.

. Py . : log/
Ztozonos¢ czasowa: O (n min ( oglog?* log Iogn) >
Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw.

Opublikowany w: Advances in Intelligent and Soft Computing (2009) 541-549 [74].

Algorytmy znane z literatury

22. COVER-MAKE (str. 39)
Algorytm tworzenia pokrycia zachlannego ciagu.
Ztozonosé czasowa: O(nlog?) lub O(nloglogn).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw.

23. LCS-BP-LENGTH (str. 99)
Algorytm réwnoleglosci bitowej wyznaczajacy dlugos¢ podciggu LCS.
m

ZYozonos$¢ czasowa: © (n [Vﬂ )

z

Ztozono$¢ pamigciowa: © ([ 1] 0) stow.

24. LCS-BP-SEQUENCE (str. 102)

Algorytm réwnolegtosci bitowej wyznaczajacy podcigg LCS na podstawie struktur danych utworzonych
przez rozszerzong wersje algorytmu LCS-BP-LENGTH.

Z1ozonos¢ czasowa: ©(n).

Ztozono$¢ pamigciowa: © (N[ T]) stow.

25. LCS-HS (str. 94)
Algorytm Hunta—Szymanskiego wyznaczajacy podciag LCS.
Ztozonosé czasowa: O(nlogn+ dlog/) lub O(nlogn+ dloglogn).

ZYozonos¢é pamigciowa: O(n+ d) stéw.
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26. LIS-READ (str. 40)
Algorytm wyznaczajacy podciag LIS na podstawie pokrycia zachtannego ciagu.
Ztozonos¢é czasowa: O(N).

Z1ozonos¢ pamigciowa: ©(n) stéw.

27. TABLEAU-INSERT (str. 37)

Algorytm wstawiania elementu do tableau Younga.
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Wspdlczesnie gromadzi si¢ oraz przetwarza duze ilosci danych. Samo gromadzenie danych
nie ma jednak wiekszego znaczenia, jesli nie wiadomo, jak wsréd zgromadzonych danych wy-
szukac istotne informacje. Trudno takze stwierdzi¢, jakie informacje sg istotne, gdyz zalezy to
od wielu czynnikéw. Wazny jest rowniez sposéb przechowywania danych. Cz¢sto dane prze-
chowywane sg w postaci ciaggéw sktadajacych si¢ z symboli o znaczeniu zaleznym od tego, co
dany ciag reprezentuje. Symbolami moga by¢ liczby (np. catkowite, rzeczywiste), litery naleza-
ce do réznych alfabetéw jezykow naturalnych, litery reprezentujace zasady budujace tancuchy
DNA badz aminokwasy budujace biatka, wiersze tekstow Zrédtowych programow itd.

Celem niniejszej pracy jest omOwienie istniejacych badZz zaproponowanie nowych algo-
rytméw sekwencyjnych rozwiagzujacych problemy, w ktérych danymi wejSciowymi sg ciagi,
a zadanym wynikiem jest pewien ich podciag. Dla niekt6rych probleméw beda dyskutowane
takze algorytmy réwnolegle, ktére s wazne z praktycznego punktu widzenia. Nalezy bowiem
wzig¢ pod uwagg to, jak szybko w ostatnich latach wzrasta moc obliczeniowa produkowanych
procesoréw i jak zmienia si¢ ich architektura. Z uwagi na ograniczenia fizyczne, czestotliwo$¢é
taktowania zegaréw procesoréw w zasadzie pozostaje niezmieniona, a postep bierze si¢ z wpro-
wadzania coraz to wigkszej liczby rownolegle pracujacych rdzeni. Obliczenia réwnolegle nie
sg niczym nowym, ale, z wyjatkiem ostatnich lat, stosowane byly gtéwnie w superkomputerach.
Obecnie obliczenia tego typu wkraczaja z konieczno$ci na rynek masowy. Jedna z ciekawych
alternatyw, ktéra pojawila si¢ w koriczacej si¢ dekadzie, a ktéra intensywnie si¢ rozwija, jest sto-
sowanie wysoce rownoleglych procesoréw graficznych (ang. graphical processing unit, GPU)
do przeprowadzania obliczen ogélnego przeznaczenia. Moc obliczeniowa procesoréw graficz-
nych jest czesto o rzad wielkoSci wigksza od mocy obliczeniowej procesoréw centralnych (ang.
central processing unit, CPU). Tendencj¢ do stosowania procesoréw graficznych daje si¢ tak-
ze zauwazyC¢ przy projektowaniu superkomputerow — w rankingu Top500 najszybszych super-
komputeréw z listopada 2010 r. na pierwszym, trzecim oraz czwartym miejscu znajdujg si¢
superkomputery, ktérych wiekszo$¢ mocy obliczeniowej pochodzi z uktadéw GPU [201].

Specyficzng odmiang obliczen réwnolegtych jest rownolegtos¢ bitowa [76, 26]. Polega ona
na wykonywaniu obliczeri na pojedynczych bitach stowa komputerowego o dlugosci w, przy
czym réwnolegle wykonywanych jest O(W) operacji. OczywisScie za pomocg pojedynczego bitu
nie mozna reprezentowac zbyt wielu informacji, wi¢c obliczenia musza by¢ stosunkowo pro-
ste. Niemniej réwnolegltos¢ bitowa okazuje si¢ zadziwiajaco skuteczna w praktyce i dla wielu
probleméw algorytmy opracowane z jej zastosowaniem sg znacznie szybsze od algorytméw

sekwencyjnych.
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Dysponujac reprezentacja danych w postaci ciagu symboli, mozna formulowac rézne za-
dania obliczeniowe. Przyktadowo, jesli cigg reprezentuje tekst w jezyku naturalnym, to waz-
ne moga by¢ algorytmy wyszukiwania fragmentéw identycznych z fragmentem podanym jako
wzorzec. Jesli ciagg reprezentuje taficuch DNA, to w algorytmach wyszukiwania zadanego wzor-
ca powinny by¢ dopuszczalne pewne niezgodnoSci, ktdre sg charakterystyczne dla fancuchow
DNA, bedacych efektem wielokrotnego kopiowania i krzyzowania, nie zawsze w 100% doktad-
nego.

Czgsto wazna moze by¢ odpowiedZ na pytanie o podobieristwo dwu ciggéw. Przyktadéw
w tym wzgledzie jest wiele, od tak prostych jak wyszukiwanie prawdopodobnych podpowie-
dzi przez program korygujacy pisowni¢, przez znajdowanie plagiatow (tekstow, utworéw mu-
zycznych), ustalanie ojcostwa za pomoca analizy tanicuchéw DNA, badanie pokrewienistwa ga-
tunkéw. Za kazdym razem przy wyznaczaniu podobiefistwa dwdch ciggéw trzeba zdefinio-
wac sposob jego pomiaru. Jedng z najprostszych mozliwosci jest wyznaczenie tzw. odlegtosci
Levenshteina [142], ktdra jest minimalng liczba koniecznych do wykonania operacji edycyj-
nych, takich jak wstawienie, usuni¢cie, zmiana symboli, aby przeksztalci¢ jeden ciag w dru-
gi. O ile miara taka jest do$¢ naturalna przy poréwnywaniu tekstow wpisywanych przez czlo-
wieka, bo odzwierciedla cz¢S¢ mozliwych do popelnienia pomylek, o tyle nie zawsze spraw-
dza sie w bardziej skompilowanych sytuacjach. Przyktadowo, trudno przypuszczaé, ze komor-
ka wykonujaca kopi¢ tanicucha DNA bedzie si¢ ,,zachowywac” podobnie do osoby wpisujacej
tekst na klawiaturze. Czg¢sto bledy moga by¢ zupelnie innego rodzaju, np. wstawienie dlugiego
fragmentu DNA wycigtego z innego miejsca. Podobnie przy poréwnywaniu dwéch utworéw
muzycznych w zapisie nutowym, poleganie na odlegtoSci Levenshteina moze by¢ zawodne,
gdyz dwie wersje tego samego utworu zapisane w innej tonacji zostang ocenione jako istot-
nie rozne.

Inng interesujaca miarg podobieristwa jest dlugo$é najdtuzszego wspélnego podciagu'. Naj-
dtuzszy wspdlny podciag (ang. longest common subsequence, LCS) dwu ciggéw jest ciagiem
o maksymalnej mozliwej dlugos$ci sposrod podciggdéw obu ciagéw. W tym przypadku im dtu-
g0$¢ podciaggu LCS jest wieksza (przy ustalonej dlugosci poréwnywanych ciggdéw), tym te ciagi
uznawane sg za bardziej podobne. W niniejszej pracy przedstawiono najwazniejsze algorytmy
sekwencyjne oraz bitowo-rownolegle dla rozwigzania problemu znajdowania podciggu LCS
(w skrécie: dla problemu LCS). Opisano takze dwa autorskie algorytmy réwnolegte dedyko-
wane dla procesoréw graficznych, ktére zostaty opublikowane w [71]. Oba algorytmy opieraja
si¢ na zaproponowanym ogdlnym schemacie obliczania macierzy programowania dynamicz-
nego, w ktérym w kazdym z multiprocesorow przetwarzany jest pewien prostokatny obszar

tej macierzy. Pierwszy z algorytmow jest rownolegla wersja klasycznego, sekwencyjnego al-

'Podcigg otrzymuje sie z ciggu przez usunigcie zera lub wigkszej liczby symboli.
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gorytmu programowania dynamicznego (podrozdz. 7.6.3). Drugi z nich to rownolegla wersja
algorytmu réwnolegtosci bitowej Hyyrd [120] (podrozdz. 7.6.4)2.

Poleganie na dtugosci podciagu LCS ma podobne wady co poleganie na odleglosci Le-
venshteina przy okreSlaniu podobiefistwa ciagéw. Z tego powodu w literaturze dyskutowa-
nych jest wiele uogdlnieni tej miary, dostosowanych do réznych przypadkéw. W problemie naj-
dluzszego wspd6lnego podciggu niezmienniczego wzgledem transpozycji (ang. longest common
transposition-invariant subsequence, LCTS) dopuszcza si¢, aby do wszystkich symboli jedne-
go z ciggéw wejsciowych byta dodana pewna dowolna, stala warto$¢. Uzasadnieniem takiej
modyfikacji jest porownywanie ciagéw reprezentujacych dane muzyczne i che¢ znalezienia po-
dobienistwa pomiedzy utworami zapisanymi w innej tonacji.

Dla rozwigzania problemu LCTS zaproponowano w niniejszej pracy kilka autorskich algo-
rytméw. Pierwszy z nich, algorytm pudetkowy [163] (podrozdz. 8.2), polega na podziale macie-
rzy programowania dynamicznego na prostokatne fragmenty i wyznaczaniu wartosci tych frag-
mentéw macierzy w pewien szczegdlny sposéb. Drugi z algorytméw przedstawionych w pracy
oparty jest na metodzie Hunta—Szymanskiego znanej z problemu wyznaczania podciagu LCS.
Algorytm ten, opublikowany w [63], zostal opracowany w czterech wariantach, r6zniagcych sie
metoda reprezentacji wewnetrznej danych, z czego wynikaja rézne ztozonosci czasowe i pamie-
ciowe algorytmu (podrozdz. 8.3). Ztozonos¢ czasowa dwoch z tych wariantéw jest lepsza niz
ztozonoSci czasowe innych algorytméw znanych z literatury. Dla typowych danych muzycznych
algorytmy te sg rowniez zdecydowanie szybsze od innych znanych algorytméw. Kolejng propo-
zycja jest algorytm hybrydowy, opublikowany w [73], taczacy jeden z wariantow algorytmow
opartych na metodzie Hunta—Szymanskiego z algorytmem réwnolegtosci bitowej (podrozdz.
8.4.1). Okazuje si¢ on czasami nawet dwukrotnie szybszy od szybszego z algorytméw sktado-
wych. Ostatnim algorytmem zaproponowanym przez autora niniejszej pracy dla rozwigzywania
problemu LCTS jest algorytm réwnolegly przeznaczony dla procesoréw graficznych, opubliko-
wany w [71] oraz wczeSniej w nieco uproszczonej formie w [66] (podrozdz. 8.5). Algorytm ten
jest rownolegla wersja algorytmu réwnolegtosci bitowej. Wyniki eksperymentalne pokazuja,
ze wersja ta jest kilkakrotnie szybsza od algorytmu, ktéry zostat zréwnoleglony.

W przypadku przetwarzania danych biologicznych (np. reprezentujacych taficuchy DNA,
biatka) badacze czgsto dysponuja wiedza dziedzinowa, np. dotyczaca tego, ze szukany najdtuz-
szy wspOlny podciag musi zawiera¢ pewne symbole w SciSle okreslonym porzadku. Wprowa-
dza sie wowczas trzeci podciag, ktéry ukierunkowuje poszukiwania podciagu LCS, a problem
nazywa si¢ problemem ukierunkowanego najdtuzszego wspélnego podciagu (ang. constrained

longest common subsequence, CLCS).

2W niekt6rych przypadkach korzystne jest poréwnywanie wiecej niz dwu ciggéw. Taka sytuacja ma miejsce
np. w bioinformatyce. W podrozdziale 7.4 kwestia ta bedzie krétko dyskutowana, jednak generalnie niniejsza praca
ogranicza si¢ do przypadku dwu ciagéw.
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W niniejszej pracy dla problemu CLCS przedstawiono algorytm sekwencyjny oparty na
metodzie Hunta—Szymanskiego, opublikowany w [64] (podrozdz. 9.2.1). Algorytm ten charak-
teryzuje si¢ lepsza ztozonoscig czasowa od algorytméw znanych z literatury. Eksperymenty
praktyczne potwierdzily duza szybkos¢ jego dziatania. Ulepszona wersja tego algorytmu zosta-
ta nast¢pnie opublikowana w [75] (podrozdz. 9.2.3). Kolejnym algorytmem zaproponowanym
przez autora dla tego problemu jest algorytm réwnolegtosci bitowej, opublikowany w [69] (pod-
rozdz. 9.3). Jego ztozono$¢ czasowa w przypadku Srednim jest istotnie lepsza od ztozonoSci
czasowych algorytméw znanych z literatury. Eksperymenty pokazaty przewage tego algorytmu
nad algorytmami literaturowymi oraz algorytmem opartym na metodzie Hunta—Szymanskiego.
Ostatnim algorytmem zaproponowanym dla tego problemu jest algorytm rownolegty dla proce-
soréw graficznych, opublikowany w [71] (podrozdz. 9.4). Jest to rownolegta wersja algorytmu
sekwencyjnego China i in. [42] opartego na programowaniu dynamicznym. Przeprowadzone
badania eksperymentalne dowiodty, ze metoda ta jest zwykle dziesiatki razy szybsza od algo-
rytmu, ktéry byt podstawa zréwnoleglania. Algorytm ten jest takze wielokrotnie szybszy od
innych, opracowanych przez autora niniejszej pracy, algorytméw sekwencyjnych oraz algoryt-

mow rownoleglosci bitowe;j.

W zastosowaniach bioinformatycznych zostat sformutowany réwniez problem najdtuzszego
scalonego wspdlnego podciagu (ang. merged longest common subsequence, MerLCS). Danymi
wejSciowymi s3 w nim trzy ciagi, a zagdanym wynikiem jest najdtuzszy taki podciag pierwsze-
go z ciggéw wejsSciowych, ktéry mozna rozdzieli¢ na dwa ciagi, z ktérych kazdy jest podcia-
giem jednego z pozostatych ciaggéw wejSciowych. Problem ten zostat sformutowany przy okazji
weryfikacji hipotezy duplikacji calego genomu, po ktérej nastgpuje masowa utrata genéw. Au-
tor niniejszej pracy zaproponowat dla problemu MerLL.CS algorytm réwnolegtosci bitowej [70]
(podrozdz. 10.2). Wyniki eksperymentow pokazuja, ze zwykle jest on szybszy od algorytméw
znanych z literatury ponadpieédziesi¢ciokrotnie. ROwniez ztozono$¢ czasowa tego algorytmu

jest istotnie lepsza.

Czasami zdarza si¢ tak, ze wiele cennych informacji mozna uzyskac¢ analizujac tylko jeden
cigg i wyszukujac w nim najdiuzszy podciag rosnacy (ang. longest increasing subsequence,
LIS). W takim przypadku ciag wejSciowy sktada si¢ zazwyczaj z liczb, a dla podciggu wyniko-
wego stawia si¢ wymaganie, aby jego symbole byly uporzadkowane rosnaco. Problem LIS po-
czatkowo byl czysto teoretycznym zagadnieniem kombinatorycznym. Znalazt jednak interesuja-
ce zastosowania m.in. w pordwnywaniu calych genoméw organizméw zywych (projekt MUM-
mer [57, 58, 137]), tworzeniu map genowych [84] czy przy odkrywaniu nowych genéw [223].
Jednym ze sposobéw wyznaczania podciagu LIS, oméwionym w pracy, jest budowa pokrycia

zachtannego ciagu, na podstawie ktérego mozna wyznaczy¢ cigg wynikowy.
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Problem LIS doczekat si¢ wielu odmian opracowanych z mysla o specyficznych zastoso-
waniach. W niektdrych sytuacjach naktada si¢ pewne ograniczenia na podciagg wynikowy. Mo-
g3 one by¢ dwojakiego rodzaju. W pierwszym przypadku, sposréd wielu podciaggéw identycz-
nej dtugosci, z ktérych kazdy moze by¢ rozwigzaniem problemu LIS, wybiera si¢ takie, ktore
spetniajg dodatkowe warunki. W niniejszej pracy rozpatrywanych jest szes$¢ takich wariantéw,
w ktorych zadanym wynikiem jest podciag LIS o: minimalnej/maksymalnej szerokoSci/wyso-
koSci/sumie. Przez szeroko$¢ podciggu rozumie si¢ roznice indekséw jego skrajnych symboli,
a przez wysoko$¢ — réznice skrajnych symboli. Dla kazdego z tych wariantéw w pracy zapro-
ponowano algorytm oparty na wprowadzonej koncepcji pokrycia rozszerzonego (podrozdziaty
3.3-3.8). Ztozonosci czasowe tych algorytméw, opublikowanych w [67], sg takie same jak zlo-
zono$¢ czasowa algorytmu wyznaczania podciggu LIS opartego na idei pokrycia zachtannego.

Do drugiej kategorii ograniczen narzucanych na wyznaczany podciggu rosnacy nalezg takie,
ktére powoduja, ze otrzymany wynik moze by¢ krétszy niz podciag LIS. Jednym z takich pro-
bleméw jest najdtuzszy podciag rosnacy o zadanym pochyleniu (ang. slope-constrained longest
increasing subsequence, SLIS). Przez pochylenie podciggu rozumie si¢ najmniejszy z ilora-
zOw wartosci r6znicy dwdch symboli oraz réznicy indekséw tych symboli, a wiec stawia si¢
wymaganie, by symbole rosty dostatecznie szybko. Dla problemu SLIS autor zaproponowat al-
gorytm, opublikowany w [74] (podrozdz. 4.2), ktérego idea polega na pewnym przeksztalceniu
ciagu wejSciowego oraz zastosowaniu odpowiednio dobranych struktur danych dla problemu
wyznaczania poprzednika elementu. Dzieki temu opracowany algorytm ma lepszg ztozonos¢

czasowa niz algorytm znany z literatury.

Problem najdtuzszego cyklicznego podciaggu rosnacego (ang. longest increasing cyclic sub-
sequence, LICS) jest uogélnieniem problemu LIS, w ktérym szuka si¢ najdtuzszego podcia-
gu LIS wsréd wszystkich rotacji ciggu wejSciowego. Dla tego problemu zaproponowano al-
gorytm wykorzystujacy autorska technike taczenia pokry¢ reprezentujacych fragmenty ciagu.
Pokrycie ciggu moze by¢ wewnetrznie reprezentowane na rézne sposoby, co skutkuje rézny-
mi wariantami proponowanego algorytmu. Dwa z zaproponowanych wariantéw zostaty opu-
blikowane w [65] (podrozdzialy 5.2.2, 5.2.3), a wariant trzeci bedacy ich ulepszeniem w [74]
(podrozdz. 5.2.4). ZtozonoSci czasowe zaproponowanych algorytmoéw sa lepsze od ztozonoSci
czasowych najlepszych algorytméw znanych z literatury dla pewnej kategorii ciagéw wejscio-
wych.

W problemie najdtuzszego podciagu rosnacego w przesuwajacym si¢ oknie (ang. longest
increasing subsequence in sliding window, LISW) szuka si¢ najdtuzszego podciagu LIS w kaz-

dym spéjnym podciggu ciaggu wejsciowego okreslonego rozmiaru®. Stosujac autorskg technike

3Spéjny podciag otrzymuje sie z ciggu przez usuniecie zera lub wickszej liczby poczatkowych i koricowych
symboli.
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taczenia pokry¢ zaproponowang dla problemu LICS uzyskano trzy warianty algorytmu wyzna-
czania podciggu LISW [68] (podrozdzialy 6.2.2-6.2.4). Ztozono$¢ czasowa najlepszego z za-
proponowanych wariantéw jest lepsza od zlozonosci czasowych najlepszych algorytméw zna-
nych z literatury dla pewnej kategorii ciagéw wejSciowych.

W niniejszej pracy dla kazdego z opracowanych algorytméw przeprowadzono analize zlo-
zonoSci czasowej w przypadku pesymistycznym, a dla niektérych takze w przypadku Sred-
nim. Wyznaczona jest takze ztozono$¢ pamigciowa algorytméw w przypadku pesymistycznym.
Wigkszo$¢ zaproponowanych algorytméw byta badana eksperymentalnie pod katem szybkosci
dziatania, a wyniki eksperymentdw zamieszczone sg w tabelach oraz zilustrowane na rysun-
kach.

Praca sklfada si¢ z dziesi¢ciu rozdzialéw. W rozdziale 1. zdefiniowano najwazniejsze termi-
ny i oznaczenia, przeprowadzono dyskusje modeli obliczeniowych stosowanych przy analizie
istniejacych i proponowanych algorytméw oraz dokonano krétkiego wprowadzenia do obliczen
og0lnego przeznaczenia z zastosowaniem procesoréw graficznych. Pozostate rozdziaty tworza
dwie czeSci, dotyczace odpowiednio: wyznaczania podciggéw rosnacych w jednym ciagu oraz
wyznaczania wspolnych podciagéw dla dwu ciaggéw. W rozdziale 2. omawiany jest problem
wyznaczania najdtuzszego podciggu rosngcego (LIS). Rozdziat 3. traktuje o podciagach rosna-
cych o minimalnej/maksymalnej szerokosci/wysokosSci/sumie. W rozdziale 4. rozwazany jest
wariant problemu LIS, w ktérym na podciag wynikowy natozone s3 ograniczenia, dotyczace
tego, jak szybko jego symbole powinny rosnaé. Rozdzial 5. dotyczy wariantu problemu LIS,
w ktérym cigg wejSciowy traktowany jest cyklicznie. W rozdziale 6. dyskutowane jest wyzna-
czanie podciagu LIS w dowolnym oknie ustalonego rozmiaru ciggu wejsciowego. Rozdziat 7.,
rozpoczynajacy drugg czes¢ pracy, dotyczy problemu najdiuzszego wspdlnego podciaggu (LCS).
W rozdziale 8. dyskutowany jest wariant problemu LCS, w ktérym wartosci symboli jednego
z ciagéw moga by¢ zwickszone o pewng statg warto$¢. Rozdzial 9. dotyczy problemu najdtuz-
szego ukierunkowanego wspdlnego podciggu, w ktérym naktadane jest pewne ograniczenie na
to, jakie symbole musi zawiera¢ podciag wynikowy. W rozdziale 10. dyskutowany jest problem
najdtuzszego scalonego wspdlnego podciagu. Praca koriczy si¢ podsumowaniem, po ktérym
znajduje si¢ spis pozycji literaturowych oraz spisy tabel i rysunkow.

Badania, ktérych omdwienie zawiera niniejsza praca, byly czeSciowo realizowane w ramach
grantéw Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego nr 3177/B/T02/2008/35 oraz nr N N516
441938.

Zabrze, listopad 2010 .



1. POJECIA WSTEPNE

1.1. Definicje

Danymi wejSciowymi algorytméw omawianych w niniejszej pracy sa ciggi symboli zwa-
nych takze elementami. Kazdy symbol (element) nalezy do alfabetu Z, ktéry dla prostoty analizy
bedzie podzbiorem zbioru liczb catkowitych, a wiec 2 C Z. Rozmiarem alfabetu jest liczba sym-
boli, ktére alfabet zawiera. Przez dtugos¢ lub rozmiar ciagu bedzie rozumiana liczba symboli,
z ktérych ten ciag si¢ sktada.

Podciqg otrzymuje si¢ z ciagu przez usunigcie zera lub wiekszej liczby elementéw, tj. dla
dowolnego ciggu X = X1X2... %y ciag X' = X|X,... X, bedzie podciagiem ciagu X, jesli istnieje
taki cigg indeksow 1 <ip <z <--- <iy <N, 2€ X, X, ... X, = X'. Podciag bedzie nazywany
spojnym, jesli dodatkowo iy —i1 = n’ — 1. Dla dowolnego ciagu X przez X j bedzie oznacza-
ny podciag spojny XiXiy1...Xj, a przez Xij — podciag spdjny ciggu X traktowanego w sposob
cykliczny, tzn.:

o jesli f(i) < f(j),to X! =X¢q) .. Xe(j)

e jesli f(i) > f(j),to Xij = X (i) - - XX - - X (})5

gdzie f(X) = ((x—1) modn) +1). Zatem, )(ii*1 oznacza rotacj¢ ciggu X rozpoczynajaca si¢ na
pozycji i, gdzie 1 <i < n. Warto zwréci¢ uwage, ze notacje X j oraz Xij sg rownowazne, jesli
1 <i < j <n. Dla dowolnego ciagu X notacje X, X_j oznaczaja odpowiednio Xy j oraz XL\X\,
gdzie |X| oznacza dtugosc ciggu X.

W niektérych algorytmach wykorzystywane beda nastepujace operacje bitowe na stowach
komputerowych: & (iloczyn bitowy), | (suma bitowa), ~ (negacja wszystkich bitéw), @ (réznica
symetryczna), < (przesuniecie bitowe w lewo), > (przesuniecie bitowe w prawo). Rozmiar sto-
wa komputerowego bedzie oznaczany przez W. Przejete zostanie, ze W jest catkowitg potega 2,
co nie jest istotnym ograniczeniem z praktycznego punktu widzenia, poniewaz tak w rzeczy-
wistoSci jest w produkowanych procesorach. Jesli to zatozenie nie jest spelnione, to algorytm
mozna zapisa¢ w taki sposob, aby uwzglednial tylko 2llogw| najmtodszych bitéw z kazdego
stowa. W sytuacjach, w ktorych istotne bedzie rozréznienie pomi¢dzy rozmiarem stowa proce-
sora centralnego (ang. central processing unit, CPU) oraz procesora graficznego (ang. graphical
processing unit, GPU), bedg uzywane oznaczenia odpowiednio W oraz Wy. Instrukcja przypi-
sania =y, oznacza przypisanie W najmlodszych bitéw. Zapisy 0' oraz 1! oznaczaja odpowiednio
I bitéw o wartosci O oraz i bitéw o wartosci 1.

W niniejszej pracy dla zwig¢ztoSci zapisu przez ztozono$¢ czasowg bedzie rozumiana zawsze

ztozono$¢ czasowa w przypadku pesymistycznym, chyba Ze bedzie wyraZnie zaznaczone ina-
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czej. Podobnie, ztozono$¢ pamieciowa bedzie rozpatrywana dla przypadku pesymistycznego.
Z uwagi na to, ze niektdre z rozwazanych algorytmow opierajg si¢ na metodzie rownoleglosci
bitowej, czyli podstawowa jednostka danych jest dla nich bit, zawsze przy specyfikowaniu zto-
zonoSci pamigciowej bedzie jawnie podane, czy jest ona wyrazana w stowach komputerowych
czy w bitach.

Czes¢ algorytméw omawianych w ramach niniejszej pracy stanowig algorytmy réwnolegle
bedace réwnolegltymi wersjami algorytméw sekwencyjnych. W pracy bedzie w zwiazku z tym
wyznaczane takze przyspieszenie uzyskane dzigki zréwnoleglaniu, ktére jest zdefiniowane na-

stepujaco:

Definicja 1.1. Przyspieszeniem nazywany jest stosunek czasu wykonania algorytmu sekwencyj-

nego oraz czasu wykonania algorytmu rownolegtego.

1.2. Model obliczeniowy

Istnieje wiele modeli obliczeniowych réznigcych si¢ pomigdzy sobg m.in. zbiorem operacji
podstawowych i zatozeniami dotyczacymi organizacji pamigci. W niniejszej pracy rozwazania
prowadzone beda przy zatozeniu modelu Word RAM, ktéry stosunkowo dobrze oddaje cechy
wspolczesnych komputeréw. Model ten jest rozwinigciem modelu RAM (Random Access Ma-
chine) zaproponowanego w 1973 przez Cooka i Reckhowa [47]. W modelu Word RAM zwykle
zaklada si¢, ze pamie¢ operacyjna o dostepie swobodnym sktada si¢ z w-bitowych stéw, gdzie
w > logn, a n jest rozmiarem danych!. Zalozenie to powoduje, ze kazdy wskaznik lub indeks
do danych mozna zapisa¢ na pojedynczym stowie komputerowym. Kazda z operacji podsta-
wowych, do ktérych naleza: dodawanie, odejmowanie, mnozenie?, operacje bitowe (| — suma,
& —iloczyn, @ —réznica symetryczna, < , >> — przesunigcia, ~ — negacja wartosci wszystkich
bitéw), odczyt i zapis z/do pamieci wykonuje si¢ w czasie O(1) i dziata na O(1) komérkach
pamieci [177].

Czasami stosowany jest takze nieco bardziej rygorystyczny model AC° RAM, w ktérym
mozna wykonywac tylko takie operacje podstawowe, ktére mozna fizycznie zrealizowac za po-
moc3g ukfadu bramek logicznych o nieograniczonej liczbie wejs¢ z zachowaniem statej gleboko-
Sci uktadu. W praktyce powoduje to, ze dopuszczalny jest zbidr operacji z modelu Word RAM
z wyjatkiem mnozenia. Przyjete zatozenie dotyczace modelu ma oczywiscie konsekwencje, je-

§li chodzi o ztozonos$ci czasowe algorytméw. Jednym z przyktadéw moze by¢ struktura danych

'W tekscie pracy przyjeto, ze log oznacza log,.

Niektérzy autorzy, np. Papadimitriou [169], nie zaliczaja mnozenia do operacji podstawowych w modelu
Word RAM. Inni autorzy, np. Cormen i in. [48], do zbioru operacji podstawowych modelu Word RAM zaliczaja
tez dzielenie.
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van Emde Boasa [209, 210] stosowana czesto w algorytmach proponowanych w niniejszej pra-
cy. Otwartym problemem pozostaje, czy mozliwa jest jej implementacja w modelu AC° RAM
przy takich samych ztozonosciach czasowych jak w modelu Word RAM. Dobry przeglad, takze
w ujeciu historycznym, modeli obliczeniowych mozna znaleZ¢ w pracy van Emde Boasa [208]
oraz w artykule Allendera [7]. Ciekawg dyskusje, dotyczaca wplywu wyboru modelu oblicze-
niowego na zlozono$¢ czasowg operacji wyznaczania poprzednika elementu w uporzadkowa-
nym zbiorze, ktdra to operacja (wlasciwie operacja do niej symetryczna: wyznaczanie nastep-
nika) bedzie czgsto wykorzystywana w algorytmach niniejszej pracy, mozna znalez¢ w [177].
W pracy beda takze rozwazane algorytmy réwnolegle, dla ktorych istnieje kilka modeli
obliczeniowych i trudno wskaza¢ jeden dominujacy model. Wynika to z faktu, ze w prakty-
ce korzysta si¢ z zasadniczo réznych architektur réwnolegtych, ktére modelowane sg w rézny
sposob. Jednym z popularniejszych modeli jest model PRAM (Parallel Random Access Machi-
ne) [187], w ktérym zaktada si¢, ze wiele procesorow wspotpracuje ze sobg za pomoca wspolnej
pamieci. W jego ramach wyrdznia si¢ kilka klas w zaleznoSci od sposobu dostepu do pamigci.
Model ten jest stosunkowo dobrym przyblizeniem wspéiczesnych systeméw komputerowych,
w ktdrych procesor centralny zawiera wiele rdzeni pracujacych ze wsp6lng pamiecia operacyj-
ng. Innym interesujacym modelem jest model BSP (Bulk-Synchronous Parallelism), w ktérym
p identycznych par procesor-pami¢¢ komunikuje si¢ za pomocg sieci komputerowej [207]. Mo-
del ten stosunkowo dobrze opisuje sytuacje, w ktérej komputery tworzace klaster obliczeniowy
faczone sa w sie¢. Rowniez architekture wielordzeniowg mozna opisywac¢ za pomoca modelu
BSP. W tej sytuacji wspolna pamie¢ operacyjna petni role sieci faczacej poszczegdlne rdzenie.
Gléwnym tematem niniejszej pracy sg algorytmy sekwencyjne oraz algorytmy oparte na
rownoleglosci bitowej. Rozwazane sg takze ich wersje rownolegte dla specyficznej architektu-
ry procesorow graficznych. Tym samym, podczas analizy algorytméw nie beda wykorzystane
wymienione wcze$niej modele obliczeri rownolegtych. O modelach tych wspomniano dlate-
go, ze czg$¢ istniejacych algorytméw réwnoleglych stuzacych do rozwigzywania probleméw
omawianych w niniejszej pracy zostato zaproponowanych dla takich wtasnie modeli, a niektére
z nich byly badane teoretycznie przy zalozeniu pewnych parametréw modeli. Algorytmy te sta-
nowily inspiracje dla tworzenia algorytméw przeznaczonych do wykonywania z zastosowaniem

procesorow graficznych.

1.3. Obliczenia ogdlnego przeznaczenia na procesorach graficznych

Architektura wspoélczesnych procesoréw centralnych moze by¢ scharakteryzowana w naste-
pujacy sposob. Procesor sktada si¢ z kilku niezaleznych rdzeni (najcz¢sciej od 2 do 6). Kazdy

z rdzeni jest niezalezng jednostka obliczeniowg wyposazong w pami¢¢ podreczng (ang. cache
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memory) zorganizowang w kilka pozioméw (na niektérych poziomach pamiec ta moze by¢

wspolna dla rdzeni). Rozmiar tej szybkiej pamieci podrecznej to aktualnie kilka megabajtow.

Dostepna jest takze pamieé¢ RAM (ang. Random Access Memory) wspdlna dla wszystkich rdze-

ni. Jej rozmiar jest rzedu pojedynczych gigabajtow.

Architektura procesorow graficznych jest zupetnie inna. Opis architektury procesoréw GPU
zostanie przedstawiony na przyktadzie procesoréw firmy NVidia, z uwagi na to, ze dla tych pro-
cesorow wykonano implementacje algorytmow, jednak architektura procesoréw graficznych,
drugiej wiodacej na tym rynku, firmy AMD/ATI jest podobna. Pojedynczy procesor GPU skfa-
da sie z dziesiatek multiprocesoréw (30 w modelu GTX 280, 15 w modelu GTX 480). Kazdy
z multiprocesoréw zawiera od kilku do kilkudziesieciu rdzeni (8 w modelu GTX 280, 32 w mo-
delu GTX 480), ktore realizujg obliczenia zgodnie z modelem SIMT (ang. single instruction
multiple thread), podobnym do modelu SIMD (ang. single instruction multiple data) w tak-
sonomii Flynna [90]. Kazdy multiprocesor wyposazony jest w niewielkich rozmiaréw pamieé
wspolng (ang. shared memory) (16 KB w GTX 280), z ktdra jest zwigzana pami¢¢ podrgczna.
Pamigé globalna (ang. global memory), wspdlna dla wszystkich multiprocesoréw jest rozmiaru
pojedynczych gigabajtow i nie jest wyposazona w pami¢¢ podreczng (w starszych modelach,
do GTX 285 wiacznie), przez co dostep do niej jest stosunkowo wolny. W najnowszych mode-
lach procesoréw firmy NVidia, z rodziny Fermi (np. GTX 480) pami¢¢ ta ma pamie¢ podreczna,
ktérej rozmiar wynosi 768 KB. Inne rodzaje pamigci dostepne w procesorach GPU, a niewyste-
pujace w procesorach CPU to:

e pamieé lokalna (ang. local memory) — niezalezna dla kazdego multiprocesora, bez pamieci
podrecznej, rozmiar dziesigtek kilobajtow,

e pamigé stata (ang. constant memory) — podobna do pamigci lokalnej, ale o innej charakte-
rystyce dostepu, z pamigcia podreczna,

e pamieé tekstur (ang. texture memory) — nie jest to osobny obszar pamieci, a raczej inny
spos6b dostepu do pamigci globalnej, w ktérym dzigki wykorzystaniu pamigci podrgcznej
tekstur mozliwy jest nieco szybszy dostep do pamigci globalnej, przy zalozeniu ze zadane
dane w pamieci globalnej utozone sa w specyficzny sposéb.

Liczba dostepnych rejestrow w pojedynczym multiprocesorze (16 384 w GTX 280, 32768
w GTX 480) jest znacznie wicksza niz w procesorach CPU. Dla efektywnego wykorzystania
procesora GPU kluczowy jest wlasciwy dobér rodzaju pamieci dla kazdej struktury danych, jak
réwniez sposobu dostepu do pamigci przez rownolegle pracujace watki. Niezadbanie o to moze
spowodowac serializacje watkéw badz wykorzystanie tylko niewielkiego utamka maksymalnej
przepustowosci pamigci globalnej. Generalnie, pami¢¢ globalna powinna by¢ uzywana najrza-
dziej jak to mozliwe, gdyz pojedyncze odwotanie do niej zajmuje 400-800 cykli procesora. Co

wigcej, kolejne watki powinny odwotywac si¢ do kolejnych stéw pamigci globalnej, co daje lep-
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Tabela 1.1
Charakterystyka procesoréw CPU i GPU
Zalety Wady
o tatwa komunikacja pomiedzy watkami e niewielka liczba rdzeni (do 6)
e duza, wielopoziomowa pamie¢ podreczna e umiarkowana przepustowo$¢ pamieci
CPU e niezalezne rdzenie (architektura MIMD) e niewielka liczba rejestréw
e wiele jezykéw programowania
e duze do$wiadczenie w programowaniu CPU
e duza liczba rdzeni e rdzenie zalezne (architektura SIMT)
e duza przepustowo$¢ pamigci e pamiec globalna bez pamigci podrecznej
e duza liczba rejestréw e mala pamie¢ wspélna
GPU e ograniczona komunikacja pomiedzy watkami

e konieczno$¢ dbania o efektywno$¢ uzycia pamieci
e specjalizowane jezyki programowania
e niewielkie do§wiadczenie w programowaniu GPU

sze wykorzystanie przepustowosci pamieci, dzigki tzw. dostepowi potaczonemu (ang. coalesced
access). Odwotania do pamigci wspdlnej w ramach multiprocesora powinny mie¢ miejsce bez
powodowania konfliktéw dostepu do bankéw pamieci podrecznej. Szczegdly dotyczace efek-
tywnego dostepu do pamieci w procesorach GPU mozna znalez¢ w [167].

W procesorach firmy NVidia watki grupowane sg na kilku poziomach. Na poziomie naj-
nizszym, 32 watki grupowane sa w wigzke (ang. warp). Kilka wiazek tworzy blok (ang. block).
Kazdy blok watkéw wykonywany jest w pojedynczym multiprocesorze, a watki nalezace do jed-
nego bloku mogg by¢ synchronizowane, dzieki czemu mogg one tatwo wymieniac si¢ danymi.
Na najwyzszym poziomie, wiele blokéw zgrupowanych jest w pojedyncze wywotanie jgdra
(ang. kernel execution). Liczba blokéw powinna by¢ co najmniej réwna liczbie multiproce-
soréw, gdyz w przeciwnym razie niektére multiprocesory beda niewykorzystane. Aby zredu-
kowa¢ opdznienia w dostepie do pamigci globalnej, rejestrow oraz pamigci wspdlnej, zalecane
jest, by liczba blokéw przekraczata kilkakrotnie liczb¢ multiprocesoréw. Podsumowujac, liczba
watkéw w pojedynczym wywolaniu jadra jest zwykle rzedu dziesiatek tysiecy. Jak widaé z po-
wyzszej charakterystyki, programowanie dla procesoréw CPU oraz dla procesoréw GPU rézni
si¢ w sposob zasadniczy. Dobre wprowadzenie do programowania dla procesoréw GPU mozna
znalez¢ w serii artykutow [85] oraz w ksiazce [127]. Krétkie podsumowanie cech procesoréw
CPU i GPU znajduje si¢ w tabeli 1.1.

Nie kazdy algorytm sekwencyjny nadaje si¢ do zréwnoleglania przy uzyciu procesorow
CPU, w ktorych liczba rdzeni jest niewielka. Znacznie trudniejsza sytuacja ma miejsce, w przy-
padku zréwnoleglania z zastosowaniem procesoréw GPU, poniewaz liczba wspétpracujacych
ze sobg watkéw powinna by¢ rzedu tysiecy lub dziesiatek tysiecy. W ogdlnosci, najlepszymi
kandydatami do réwnolegtego wykonywania w procesorach GPU sg algorytmy, ktdre:

e moga by¢ tatwo zdekomponowane na wiele niezaleznych zadan — watki nalezace do réznych

blokéw nie moga ze soba wspdtpracowac, wobec czego jesli synchronizacja pomig¢dzy nimi
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jest konieczna, to musi by¢ zrealizowana przez kolejne wywotania jadra, co jest czasochton-

ne,

e wykonuja znacznie wigcej obliczen niz odwotan do pamieci — dostepy do pamieci globalnej
s kosztowne i ich liczba powinna by¢ redukowana do niezbednego minimum,

e uzywaja niewielkiej przestrzeni pamieci dla kazdego watku — najlepiej jesli algorytm naj-
pierw kopiuje dane z pami¢ci globalnej do pamigci wspdlnej lub rejestréw, nastepnie wyko-
nuje na tych danych niezbedne obliczenia i wreszcie zapisuje wyniki do pamieci globalnej.
Wspoiczesnie, jedng z gléwnych wad procesoréw GPU jest niewielka iloS¢ szybkiej pa-

mieci wspdlnej, w zwigzku z tym, mimo iz np. procesor GTX 280 ma 240 rdzeni, to nie nale-

zy oczekiwaé 240-krotnego przyspieszenia w stosunku do wersji sekwencyjnej wykonywanej

w procesorze CPU. Innymi powodami, dla ktérych takie przyspieszenie jest nieosiggalne, sa:

okoto dwukrotnie nizsza czestotliwo$¢ taktowania zegara procesora, a takze krétsze rejestry

(32-bitowe), co w niektdrych zastosowaniach ma znaczenie.

Wykorzystanie procesoréw graficznych do obliczen ogdlnego przeznaczenia (ang. General-
Purpose computation on Graphics Processing Units, GPGPU) staje si¢ coraz cze¢stsze, gtdwnie
dzieki aktywnej promocji architektury CUDA firmy NVidia [167, 166] oraz powstaniu jezyka
OpenCL [126, 202], ktéry zostal stworzony z mySlg o obliczeniach w Srodowiskach heteroge-
nicznych, m.in. z wykorzystaniem procesoréw graficznych. O rosngcym znaczeniu tego kierun-
ku rozwoju §wiadczy¢ moze takze fakt, Ze na temat architektury CUDA prowadzone sg wyktady
w wielu uniwersytetach na catym §wiecie [166]. Znamienne jest tez to, Ze w zestawieniu naj-
szybszych superkomputeréw Top500.0rg [201] z listopada 2010 r. na pierwszym, trzecim oraz
czwartym miejscu pod wzgledem mocy obliczeniowej zmierzonej testem LINPACK znajduja
si¢ komputery, w ktérych wigkszo$¢ mocy obliczeniowej pochodzi z zastosowanych procesoréw
graficznych firmy NVidia.

Na podstawie publikacji dostepnych w literaturze mozna zauwazyc, ze osiggane przyspie-
szenia dzigki zastosowaniu procesoréow GPU zaleza silnie od badanego problemu. Do naj-
bardziej udanych przyktadéw zastosowania procesoréw graficznych do obliczen o charakterze
og6lnym mozna zaliczy¢, m.in. rozwigzywanie problemu N ciat w astrofizyce [189], rozwiazy-
wanie rownan dynamicznych [93], symulacje Monte Carlo migracji fotonéw [6], komputero-
we generowanie hologramoéw [191]. Bogaty katalog rozwigzan wykorzystujacych architekture
CUDA mozna znalez¢é w [166].
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2. NAJDLUZSZY PODCIAG ROSNACY

2.1. Wprowadzenie

Problem wyznaczania najdluzszego podciagu rosnacego (ang. longest increasing subsequ-
ence, LIS) w ciagu liczbowym zajmowal uwage matematykow i informatykéw od poczatku
XX w. Poczatkowo rozwazano go w kategoriach czysto teoretycznych, ale w ostatnich latach
znalazl zastosowanie w wielu dziedzinach, o czym bedzie mowa w dalszej czeSci niniejszego

rozdziatu. Problem ten mozna zdefiniowac¢ nastepujaco:

Problem 2.1 (Najdtuzszy podciag rosnacy, LIS). Dla skoriczonego ciggu liczbowego A = ayap
...an naleZy znaleZ¢ podciqg @;,8i, ..., 0 maksymalnej dtugosci, taki ze 1 <iy <ip <--- <
iy <norazaj, <aj, <---<a,.

Przyklad 2.1 (Najdiuzszy podciag rosnacy, LIS). Dla ciggu liczcbowego A=462813129
5 7 11 10 najdtuzszym podciggiem rosngcym jest m.in. ' =2 3 5 7 10. W ciggu A podkreslono
symbole tworzqce podcigg LIS.

Zgodnie z powyzsza definicjg, szukany podcigg musi by¢ Scisle rosnacy. Istnieje takze od-
miana tego problemu, w ktérym wymagane jest tylko, aby otrzymany podciag byt niemalejacy.

Definicja tego problemu podana jest ponizej.

Problem 2.2 (Najdiuzszy podciag niemalejacy). Dla skoriczonego ciggu liczcbowego A= ayap
...an naleZy znaleZ¢ podciqg @;,8i, ..., o maksymalnej dtugosci, taki ze 1 <ip <ip <--- <
i <norazay <a,<---<a,.

Przyklad 2.2 (Najdtuzszy podciag niemalejacy). Dla ciggu liczcbowego A=4628133129
9 5 7 11 10 najdtuzszym podciggiem rosngcym jest m.in. N =23 357 10. W ciggu A podkre-
§lono symbole tworzgce podciqg LIS.

Jesli symbole ciggu sg unikalne, to oczywiscie obie powyzsze definicje sa rOwnowazne.
Ponadto, pomi¢dzy obiema wersjami tego problemu zachodzi Scisly zwiazek, tj. dysponujac
algorytmem rozwiazywania $cisle rosnacego wariantu problemu LIS, mozna rozwiagzaé drugi
wariant przeksztatcajac cigg wejSciowy w nastepujacy sposob:

1. Posortuj stabilnym algorytmem sortowania elementy ciggu wejSciowego.
2. Zastap kazdy element ciggu wejSciowego jego indeksem w ciggu posortowanym.
Powyzsze przeksztalcenie powoduje, ze identyczne elementy ciagu wejSciowego zostang za-

stapione przez kolejne liczby catkowite. W bardzo podobny sposéb mozna przeksztalcié ciag
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wejSciowy, aby do wyznaczenia $ciSle rosnacego podciggu LIS moéc zastosowaé algorytm dla
wariantu niesciSle rosngcego. ZtozonosS¢ czasowa przeksztatcenia ciaggu wejsciowego zalezy od
uzytego algorytmu sortowania i zwykle jest O(nlogn). W dalszej czesci niniejszej pracy roz-

wazana bedzie tylko wersja Scisle rosnaca problemu LIS.

2.2. Dodatkowe definicje i przyjete zatozenia

W rozdziatach 2—-6 bedzie przyjmowane, ze ciggiem wejSciowym jest A= ajay...an. Ele-
menty (symbole) tego ciagu nalezg do alfabetu 2, ktdry jest podzbiorem zbioru liczb catkowi-
tych. W niektérych sytuacjach dogodne jest przyjecie dodatkowego zatozenia, ze alfabet jest
ograniczony, tj. £ = {0,...,0 — 1}. W tej sytuacji O jest rozmiarem alfabetu. Przez range ele-
mentu &, oznaczang przez h(a), bedzie rozumiana dtugosé najdtuzszego rosnacego podciagu
koniczacego si¢ na @;. Dtugos$¢ ciagu wynikowego dla kazdego problemu rozpatrywanego w ni-

niejszej czgsci bedzie oznaczana przez /.

2.3. Dlugos¢ najdluzszego podciggu rosnacego

Pierwsze oszacowania dtugosci podciagu LIS mozna znalez¢ w pracy Erddsa i Szekere-
sa [83] z 1935 roku, ktérzy rozwazali pewien problem geometryczny, a jednym z wynikow
posrednich bylo wykazanie, ze w dowolnym ciggu liczbowym wystepuje rosnacy badz maleja-
cy podciag o diugosci co najmniej \/n (patrz réwniez [193]), z czego natychmiast wynika, ze
oczekiwana dtugos$¢ podciagu LIS w ciggu bedacym losowa permutacja zbioru nliczb catkowi-
tych to co najmniej %\/m Pézniejsze symulacje numeryczne [24] z 1968 roku wskazywatly,
ze warto$¢ oczekiwana tej dtugosci jest bliska 2,/n. W 1972 roku Hammersley [107] wykazat,
ze istnieje pewna stata C taka, ze oczekiwana dlugos¢ podciagu LIS to ¢/n+0(y/n), a Vershik
i Kerov [211] wykazali, ze ¢ = 2. Pelny rozklad prawdopodobieristwa wartosci oczekiwanej
dtugosci podciggu LIS wyznaczyli Baik i in. [27] w 1999 roku. Wyniki, ktére uzyskali, mowig
m.in., ze warto$¢ oczekiwana tej dtugosci to 2nt/2 — @(nl/ 6), podczas gdy odchylenie standar-
dowe jest @(nl/ 6). Ciekawym artykulem przegladowym, ktéry podsumowuje osiggni¢cia w tej

dziedzinie, jest [5].

2.4. Algorytmy

2.4.1. Tableau Younga

Istnieje wiele algorytméw wyznaczania podciagu LIS. Historycznie pierwszy taki algorytm

zostal przedstawiony przez Schensteda [188]. Idea jego dziatania opiera si¢ na konstrukcji ta-



2.4. Algorytmy 37

TaBLEAU-INSERT(T, X)

Wejscie: T — tableau postaci (N1,Ng,...,NN)
X — liczba wstawiana do T
Wyijscie: tableau po wstawieniu do niego X

fori < 1to N do
y < najmniejsza liczba wigksza od X znajdujaca si¢ w wierszu i
if y istnieje then
Zamien Yy w wierszu i z X
else
Wstaw X na koricu wiersza i
return T
Rozszerz tableau T przez wstawienie wiersza zawierajacego X
return T

—_

© 00 N O O b W DN

Rys. 2.1. Algorytm wstawiania liczby do tableau Younga

Fig. 2.1. Algorithm inserting an integer to Young tableau
bleau Younga [222], ktéra to struktura zostanie ponizej przyblizona. Tableau Younga zostato
zaproponowane jako metoda badania macierzowych reprezentacji permutacji. Jest ono pew-
nym sposobem rozmieszczenia N liczb catkowitych w tabeli sktadajacej si¢ z wierszy rdznej

dtugosci.

Definicja 2.1. Tableau Younga postaci (N1,Ny,...,NN) jest metodq reprezentacji Ny + Ny +
-+ 4+ NN = N liczb catkowitych, przy czym Ny > Ny > --- > NN. Skiada si¢ ono z N wierszy
o dtugosciach ny,Ny, ... ,NN. Elementy w kaidym wierszu uporzgdkowane sq rosngco od le-
wej do prawej strony. Kazda kolumna zawiera elementy uporzqdkowane rosngco od gory do
dotu.

Tableau dla ciagu tworzy si¢ rozpoczynajac od pustej struktury, do ktérej wstawia si¢ ko-
lejne elementy za pomoca algorytmu TABLEAU-INSERT (rys. 2.1). Algorytm ten wyszukuje
w pierwszym wierszu najmniejsza liczbe wicksza niz liczba wstawiana i zamienia te liczby
ze soba. Nastepnie wykonuje to samo w kolejnych wierszach. Jesli w ktérymkolwiek kroku
liczba wigksza niz biezaca nie istnieje, to algorytm wstawia biezacg liczbg na koniec biezacego
wiersza i konficzy swoje dziatanie. Przyktad dziatania tego algorytmu zostat przedstawiony na
rys. 2.2. Jak wykazal Schensted [188], dlugos¢ pierwszego wiersza, Ny, jest jednocze$nie diu-
goscig podciagu LIS, a z samej tej struktury mozna w odpowiedni sposéb odczyta¢ podciag
LIS. Czytelnik zainteresowany szczegdtami dziatania tego algorytmu moze znaleZ¢ dokfadny
opis w [5, 188]. Ztozonos¢ czasowa algorytmu wyznaczania podciggu LIS za pomoca tableau
Younga jest O(nlogn).

Wiecej informacji na temat samego tableau Younga i jego wlasciwosci oraz opis innych

operacji na nim, nieistotnych dla niniejszej pracy, mozna znaleZ¢ m.in. w [94, 130, 95, 171].
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[4T6] 2] 6 2]6[8] 1]6]8] 1[3] 8]
4] 4] 2] 216
[4] [4]
1]3]8]a2] 1[3]8]9 1]3]s]9 1][3]s]7 1][3]s]7[u2 1[3]s]7 10
2]6 2]6]12 2]6[8 2]6[8]o 2]6[8]o 2]6[8]o]u
[4] [4] 4]12 4]12 4]12 4]12

Rys. 2.2. llustracja dziatania algorytmu tworzenia tableau Younga dla A=46281312957 11 10.
Aktualnie wstawiane elementy sg zaznaczone na szaro

Fig. 2.2. Example of the algorithm building Young tableau for A=4628 1312957 11 10. The just
placed elements are in gray

2.4.2. Pokrycie zachtanne

Gusfield w ksiazce [106] przedstawia algorytm wyznaczania podciagu LIS oparty na idei
reprezentacji ciaggu w postaci pokrycia zachtannego (ang. greedy cover). Koncepcja pokrycia

ciggu jest podstawg rozwazan prowadzonych w kilku kolejnych rozdziatach.

Definicja 2.2. Pokryciem ciggu A jest uporzqdkowany zbior list, z ktorych kazda zawiera ma-

lejgcy podciqg ciggu A Kazdy element ciggu A naleZy do doktadnie jednej z list.
Definicja 2.3. Rozmiarem pokrycia ciggu jest liczba list wchodzgcych w jego skiad.

Definicja 2.4. Pokryciem zachtannym ciggu nazywane jest pokrycie, w ktorym dla kazdego
symbolu ciggu zachodzi, Ze indeks listy zawierajqcej ten symbol jest dtugosciqg podciggu LIS

koriczgcego si¢ na tym symbolu.

Pokrycie zachtanne ma kilka interesujacych wtasciwosci, ktérych znajomos¢ bedzie pomoc-
na w kolejnych rozdziatach:

1. Dla kazdego elementu pozycja listy w pokryciu zachtannym, do ktérej ten element nalezy,
jest dtugoscia podciagu LIS koriczacego si¢ na tym elemencie.

Pokrycie zachtanne jest unikalne, tzn. nie istnieje inne pokrycie o wtasnosci 1.

Pokrycie zachtanne ma minimalny rozmiar, tzn. nie da si¢ zbudowac pokrycia o mniejszej

liczbie list.

4. Rozmiar pokrycia zachtannego jest dtugoscia podciagu LIS dla catego ciagu.

Pokrycie zachtanne ciggu A bedzie oznaczane przez I (A) lub krécej przez I', jesli z kontek-
stu bedzie oczywiste, o pokryciu ktérego ciggu mowa. Listy nalezace do pokrycia beda nume-
rowane poczawszy od 1, a I'(A)[K] bedzie oznaczato k-tg liste pokrycia ' (A). W dalszej czesci
pracy wielokrotnie beda stosowane pokrycia zachtanne ciggéw, wobec czego dla zwigztosci
opisu za kazdym razem, gdy pojawi si¢ termin ,,pokrycie” ciggu, nalezy rozumie¢ przez nie
,»pokrycie zachtanne”.

Algorytm CovER-MAKE tworzacy pokrycie ciggu przedstawiony jest narys. 2.3, a ilustracje

jego dzialania mozna zobaczy¢ na rys. 2.4. Algorytm ten przetwarza kolejno symbole ciagu
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CovER-MAKE(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego budowane jest pokrycie
Wyjscie: pokrycie zachtanne dla ciggu A

1 I « pusta lista przechowujaca listy uporzagdkowane malejaco

2 fori<1tondo

3 K < najmniejszy numer listy z I', ktérej element koficowy jest wigkszy niz &
4 if K istnieje then

5 Wstaw & na koniec listy I"[K]

6 else

7 Utworz nowa liste zawierajaca §; i dotacz ja na koniec [

8 return[

Rys. 2.3. Algorytm tworzenia pokrycia zachtannego ciggu
Fig. 2.3. Greedy cover making algorithm of the sequence

[4] [+][e] 4] 4]e 8] 4|s]le] alele]

2 2 2 23

B N 1] 1]
4] 6] 8]22] 4] 6] 8]22 4] e][8]12 4] 6] 8]22 4] 6]|[8][22flzr] [4] 6] 8]12][22
23 2][3 9 2|[3][5][ 9 2[[3][5]e 2|[3][5]9 2][3][5][o][z0
1] ES N Y L E R B

Rys. 2.4. Przyktad dziatania algorytmu CovErR-MAKE wyznaczajacego pokrycie zachtanne ciaggu A = 4
628131295711 10. Ostatnio wstawione elementy sg zaznaczone na szaro. Listy utozone
$g pionowo

Fig. 2.4. Example of the algorithm Cover-MAKE finding greedy cover of A=4628131295711
10. The just placed elements are gray. The lists are vertical

i dla kazdego z nich wyszukuje w dotychczas utworzonym pokryciu pierwszg taka liste, ktorej

element koficowy jest wiekszy niz element biezacy. Element biezacy jest nastepnie dotaczany

do tej listy, dzigki czemu kazda z list pokrycia zawiera elementy w porzadku malejacym.

Z tak utworzonego pokrycia mozna w prosty sposob odczyta¢ podciag LIS (rys. 2.5). Na-
lezy w tym celu rozpoczaé od ostatniej listy, wybra¢ dowolny element i przesuwac si¢ w kolej-
nych iteracjach po kazdej liScie od przedostatniej do pierwszej wybierajac zawsze najwigkszy
z elementéw mniejszych niz ostatnio wybrany. Mozna wykazac [106], ze w taki sposéb zawsze
z poprzedniej listy wybierany jest element mniejszy niz biezacy, ktéry juz si¢ w niej znajdowat
(a wigc musiat wystapi¢ w ciggu wejSciowym wczesniej niz wybrany element z biezacej listy).

Dowdd, Ze otrzymane w ten sposéb pokrycie jest pokryciem zachtannym, mozna znaleZzé
w [106]. Latwo mozna zauwazy¢, ze w kazdym momencie dziatania algorytmu CovErR-MAKE
elementy konczace kolejne listy uporzadkowane sa rosngco, co pozwala wyszukiwac odpowied-
nig liste w wierszu 3. tego algorytmu w szybki sposéb. Jesli nie zaktada si¢ nic o elementach
oprocz tego, ze mozna je porownywac ze soba, to zastosowanie wyszukiwania binarnego badz
zréwnowazonych drzew poszukiwan binarnych przechowujacych elementy koriczace listy po-

zwala na osiggnigcie, dla catego algorytmu, ztozonosci czasowej O(nlog?) w przypadku pesy-
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LIS-Reap(l")

Wejscie: I — pokrycie zachfanne ciggu A
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy w ciggu A
1 L«
Sy <— dowolny element z " [{]
fori < || —1downto 1do
S < najwickszy z elementéw z I'[i| mniejszy niz S 41
return $1S ...

[N GV ]

Rys. 2.5. Algorytm odczytywania podciagu LIS z pokrycia utworzonego algorytmem CovER-MAKE

Fig. 2.5. An algorithm reading LIS from the cover produced by Cover-MAKE algorithm
mistycznym, gdzie ¢ jest dtugoscig podciggu LIS dla rozpatrywanego ciggu. W przypadku gdy
elementy sg liczbami catkowitymi z zakresu [0,0 — 1], jak zakladane jest w niniejszej pracy
(w szczeg6lnym przypadku cigg moze by¢ permutacjg liczb z przedziatu [1,n]), mozliwe jest
zastosowanie drzew van Emde Boasa [209, 210] i osiggni¢cie tym samym zlozonoSci czaso-
wej O(nloglogo) [119, 33].

Fatwo mozna zauwazy¢, ze z samego pokrycia ciggu nie mozna w jednoznaczny sposéb
odtworzy¢ samego ciggu. Prostym przyktadem sg tu ciggi A' =2 3 1 oraz A" =2 1 3, ktérych
pokrycia s identyczne. Nie zmienia to jednak faktu, ze pokrycie ciagu niesie z sobg wiele
istotnych informacji, ktére moga by¢ wykorzystane w konstrukcji réznych algorytmow.

Warto réwniez zaznaczyd¢, ze Fredman [91] wykazat, Zze ztozono$¢ czasowa O(nlog/) jest
optymalna w modelu obliczeniowym opartym na poréwnywaniu elementéw (zwanym tez mo-
delem drzew decyzyjnych). Bespamyatnikh i Segal pokazali [33], jak wyznaczy¢ wszystkie naj-

dtuzsze podciagi rosnace.

2.5. Podsumowanie

Z ciekawszych przykladow zastosowan algorytmow rozwigzywania problemu LIS mozna
wymieni¢ projekt MUMmer [57, 58, 137], w ktérym problem LIS jest rozwigzywany w ce-
lu uliniowienia catych genoméw organizméw zywych. W [84] problem LIS byl wykorzystany
do tworzenia map genowych. Zhang [223] omawia zastosowanie tego problemu przy odkry-
waniu nowych genéw w projektach Celera Genomics. Lin i in. [144] dyskutuja zastosowania
problemu LIS w projektowaniu prébek identyfikujacych wirusy. Golab i in. [98] omawiajg jego
zastosowania do wyznaczania zaleznosSci w bazach danych. Algorytm wyznaczania podciagu
LIS moze by¢ takze uzyty jako element sktadowy algorytmu wyznaczania najdtuzszego wspol-
nego podciagu (ang. longest common subsequence, LCS), ktdry to problem bedzie dyskutowany
w dalszych rozdziatach niniejszej pracy (podrozdz. 7.3.6). Kolejnym przyktadem zastosowan

jest wyznaczanie klik w grafach permutacji [100, str. 159].
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Istnieje wiele wariantow problemu LIS i niektdre z nich beda szczegétowo rozwazane w ko-
lejnych rozdziatach. Zaproponowanie czgsci z tych wariantéw miato podtoze praktyczne, tj. oka-
zato si¢, ze badZ to podstawowy problem LIS, badZ pewne jego odmiany moga zosta¢ w ciekawy

sposOb wykorzystane do rozwigzania innych probleméw.



3. MINIMALNY I MAKSYMALNY
NAJDLUZSZY PODCIAG ROSNACY

3.1. Wprowadzenie

W klasycznym problemie najdtuzszego podciggu rosngcego (LIS) wymaga si¢ jedynie, aby
dlugos$¢ wyniku byta jak najwieksza. Nie naktada si¢ zadnych ograniczen na sam wynikowy
podciag, przez co zwykle istnieje wiele poprawnych rozwigzani. W niektorych sytuacjach po-
zadane moze by¢ jednak, aby szukany najdtuzszy podciag rosnacy spetnial pewne dodatko-
we warunki. Ograniczenia te moga by¢ dwojakiego rodzaju. Do pierwszej kategorii nalezg ta-
kie, dla ktérych sposrdd najdtuzszych podciagéw rosnacych nalezy wybra¢ podciagi o pewnych
szczegOlnych cechach, a wiec dtugos¢ wyniku jest tu zawsze identyczna z dtugoscig podciagu
LIS. Do drugiej kategorii naleza ograniczenia, ktére powoduja, ze szukane rozwigzanie moze
mie¢ dlugo$¢ mniejsza niz dtugos¢ podciagu LIS.

Niniejszy rozdziat dotyczy ograniczen z pierwszej z tych kategorii. Przedstawione zostang
w nim nastepujace warianty problemu LIS:

e LIS o minimalnej wysokosci (MinHLIS) — réznica pomigdzy wartoSciami skrajnych ele-
mentow powinna by¢ minimalna,

e LIS o maksymalnej wysoko$ci (MaxHLIS) — r6znica pomiedzy wartoSciami skrajnych ele-
mentéw powinna by¢ maksymalna,

e LIS o minimalnej szeroko$ci (MinWLIS) — réznica pomig¢dzy indeksami skrajnych elemen-
téw powinna by¢ minimalna,

e LIS o maksymalnej szerokosSci (MinHLIS) — réznica pomi¢dzy indeksami skrajnych ele-
mentéw powinna by¢ maksymalna,

e LIS o minimalnej sumie (MinSLIS) — suma wartoSci wszystkich elementéw powinna by¢
minimalna,

e LIS o maksymalnej sumie (MaxSLIS) — suma wartoS$ci wszystkich elementéw powinna by¢
maksymalna.

Problemy poruszane w niniejszym rozdziale nie byty do tej pory badane w literaturze. Wy-
jatkiem jest problem MinHLIS, zdefiniowany przez Tsenga i in. [204], ktérzy zaprezentowali
dla niego algorytm o zfozonosci czasowej O(nlog¢) wymagajacy ©(n) stéw pamigci. Ponizej
przedstawiona zostanie skrétowo idea dziatania tego algorytmu.

Gl6wng strukturg danych uzywang w algorytmie jest las X zréwnowazonych drzew poszu-
kiwan binarnych Kq,Kjy, ..., K, zawierajacych podzbiory (parami roztaczne) elementéw z cia-
gu A. Dodatkowo elementy minimalne z kazdego drzewa Ky przechowywane sg w zréwnowazo-

nym drzewie poszukiwan binarnych Knin. Z kazdym elementem nalezacym do Kpin skojarzony
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jest indeks h drzewa K}, do ktérego ten element nalezy. Algorytm przetwarza kolejne symbole
ciggu A poczawszy od a;. W kolejnych krokach algorytmu, kazde drzewo Ky, dla dowolnego
1 < h </, zawiera wszystkie dotychczas przetworzone symbole, ktérych ranga (diugos$¢ naj-
diuzszego podciagu rosngcego koriczacego si¢ na danym symbolu) wynosi h.
Przetwarzanie kazdego kolejnego symbolu g; przebiega nastepujaco:
1. Wyznacz nastgpnik & symbolu & w Kmin.
2. Jesli & istnieje, to rangi symboli g oraz & musza by¢ takie same, a wiec g jest wstawiany
do drzewa, do ktérego nalezy & oraz & jest zastepowany w Kmin przez .
3. Jesli & nie istnieje, to rangg symbolu & jest rozmiar drzewa Kmin powigkszony o 1, a do

lasu K wstawiane jest nowe drzewo Kk .11 zawierajace & oraz & jest wstawiany do Kmin.

Po kazdorazowym wstawieniu symbolu & do drzewa Ky, wyznaczany jest poprzednik & w Kp_1
(o ile h > 1) i tacze do niego jest zapisywane razem z & do pdzniejszego wykorzystania. Po
przetworzeniu wszystkich elementéw z A, dzigki faczom do elementéw z sgsiednich drzew uzy-

skiwany jest szukany podciag.

3.2. Wspolne idee algorytmow

W tym i kolejnych podrozdziatach zostang zaproponowane algorytmy rozwigzywania pro-
bleméw minimalnych i maksymalnych LIS. Algorytmy te zostaty opublikowane przez autora
w [67]. Opieraja si¢ one na idei pokrycia zachtannego ciaggu omawianej w rozdz. 2. Sama struk-
tura pokrycia nie jest jednak wystarczajaca do uzyskania algorytméw rozwiazujacych badane

problemy, wiec zostata ona rozszerzona o pewne dodatkowe informacje.

Definicja 3.1. Pokryciem rozszerzonym I'* ciggu A bedzie nazywane pokrycie I' (A), w ktérym
kazdy element nalezqgcy do K-tej listy pokrycia jest czworkq: (&,i,T4, Vi), gdzie Ty jest wskaZni-
kiem do pewnego mniejszego symbolu nalezgcego do I'*[k—1] (jesli k > 1), lub pustym wskaz-
nikiem (jesli K= 1), a Vv; jest pewnym dodatkowym polem danych, ktérego znaczenie zalezy
od rozpatrywanego wariantu problemu. Elementy w pokryciu rozszerzonym uporzgdkowane sq

wedtug pola zawierajgcego ;.

Dla wigkszej zwigztoSci opisu w dalszej czesci niniejszego rozdziatu przez ,,pokrycie” be-
dzie kazdorazowo rozumiane ,,pokrycie rozszerzone”. Dodatkowe pola znajdujace si¢ w po-
kryciu rozszerzonym wykorzystywane sag w sposob zalezny od rozpatrywanego w danym mo-
mencie wariantu problemu. Wszystkie algorytmy dyskutowane w niniejszym rozdziale opi-
suje pewien ogdlny schemat (rys. 3.1). Ponizej wprowadzonych zostanie kilka przydatnych

definicji.



44 3. Minimalny i maksymalny najdtuzszy podciag rosnacy

M*++LIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o odpowiednich wtasnosciach
Wyjscie: podcigg LIS o okreslonych dodatkowych wiasnosciach

1 Q< pusta struktura rozwigzujgca problem poprzednika
2 [* « puste pokrycie rozszerzone
3 fori<« 1tondo
4 (%, K) «— Q.successor(a;)  {X— nastepnik &, K— numer listy z ['* zawierajqcej X}
5 if nastepnik (X, K) nie istnieje then K < ||+ 1
6 else Q.remove(X)
7 Q.insert((&,k))
8 if k=1 then
9 Tt < nil
10 Wyznacz w pewien (zalezny od algorytmu) sposéb v
11 else
12 Wyznacz w pewien (zalezny od algorytmu) sposéb Tt
13 VTtV {V zawiera warto$¢ pola vV czworki wskazywanej przez Tt}
14 *[k].append({&,i, Tt V))
15  return Wynik koficowy wyznaczony na podstawie I

Rys. 3.1. Ogélny schemat algorytméw rozwiazujacych problemy MinHLIS, MaxHLIS, MinWLIS,
MaxWLIS, MinSLIS, MaxSLIS

Fig. 3.1. A general scheme of the algorithms solving MinHLIS, MaxHLIS, MinWLIS, MaxWLIS,
MinSLIS, MaxSLIS problems

Definicja 3.2. Wysokoscig ciggu rosnqcego a\&,...a jest réznica a, — &;. W szczegdlnosci

wysokosciq ciggu jednoelementowego jest 0.

Definicja 3.3. Szerokoscig podciggu &8, ...8, ciggu a1@y...an (1 <ip <ix <--- <ig<n)
jest roznica indeksow skrajnych elementow, tj. ix —i1. W szczegolnosci szerokosciq ciggu jed-

noelementowego jest 0.
Definicja 3.4. Sumgq ciggu aj@,...a, jest &) +a,+ - +aj.

Definicja 3.5. Struktura danych rozwiqzujgca problem poprzednika (por. np. [177]) jest to
struktura, na ktorej moina wykonywac nastepujqce operacje: wstawiania, usuwania, wyszuki-

wania nastepnika oraz wyszukiwania poprzednika.

3.3. Wariant o minimalnej wysokosci

Problem 3.1 (Najdtuzszy podciag rosnacy o minimalnej wysokoSci, MinHLIS). Dla ciggu A

znaleZ¢ najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej wysokosci.

Przyktad 3.1 (Najdtuzszy podciag rosnacy o minimalnej wysokosci, MinHLIS). Dla ciggu licz-
bowego A=46281312957 11 10 najdtuzszym podciggiem rosngcym o minimalnej wyso-
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MiNHLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o minimalnej wysokosci
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej wysokosci w ciggu A

{Wiersze 1-7 identyczne jak na rys. 3.1}

8 if k= 1 then

9 Tt < nil
10 Ve g
11 else
12 T+ wskaznik to najwigkszego symbolu z IM*[K — 1] mniejszego niz &;
13 VTtV {V zawiera wartosc¢ pola v czworki wskazywanej przez T}
14 *[k].append((a;,i, T, V))

15 return Cigg symboli polaczonych wskaznikami Ttod symbolu z [*[|"*|] o min. wartosci & — Vi

Rys. 3.2. Algorytm rozwigzujacy problem MinHLIS

Fig. 3.2. An algorithm solving MinHLIS problem
kosci jest N =4 6 8 9 10. Jego wysokos¢é wynosi 6. W ciggu A podkreslono symbole tworzgce
podcigg MinHLIS.

W algorytmie wyznaczajacym najdiuzszy podciag rosnacy o minimalnej wysokosci (MinH-
LIS) pole danych v czworki przechowywanej w pierwszej liscie pokrycia ' wypelniane jest
biezgcym symbolem (rys. 3.2, wiersz 10). Wskaznik Ttwskazuje najwickszy symbol z [*[k— 1]
mniejszy niz g (rys. 3.2, wiersz 12). W celu znalezienia tego elementu nalezy przegladnac liste
*[k—1]. Dzigki temu, ze jest ona uporzadkowana malejaco, to przeszukiwanie mozna zakon-
czy¢ po znalezieniu pierwszego elementu mniejszego niz ;. Jako ze kolejny element, ktéry
zostanie dodany do I*[k|, bedzie na pewno mniejszy niz &, to dla niego przeszukiwanie listy
[*[k — 1] bedzie mozna rozpoczaé od elementu znalezionego w tym momencie. Mozna zauwa-
zyé, ze dzieki temu przy przeszukiwaniu kazdej listy [k — 1] algorytm nie bedzie sie cofat.

Wyznaczenie rozwigzania polega na znalezieniu w ostatniej liScie pokrycia I'*, tj. I'[|I"]] ta-
kiej czworki (&, i,Tg, Vi), dla ktérej wartosé @ — Vi jest minimalna. Wskazniki obecne w kazdej
czworce w pokryciu [* pozwalaja otrzymac oczekiwany podciag, podczas gdy rozmiar pokrycia
informuje o jego dlugosci. Przyktad dziatania algorytmu przedstawiony jest narys. 3.3. W ostat-
nim etapie algorytmu (wiersz 15) znajdowana jest czwérka zwigzana z symbolem 10, poniewaz
dla niej réznica & — Vi = 10— 4 = 6 jest minimalna. Podgzajac za wskaznikami odczytywane

jest rozwigzanie A' = 4 6 8 9 10. Ponizej zostanie udowodniona poprawnos¢ tego algorytmu.

Lemat 3.1. Pola danych Vi w kaZdej liscie pokrycia ['* zawierajqg wartosci uporzgdkowane

nierosngco w przypadku uzycia algorytmu MINHLIS.

Dowdd. Dowdd indukeyjny dla Kk, bedacego numerem listy pokrycia [*. Dla k =1, v; = &,
a poniewaz lista jest uporzagdkowana malejaco wzgledem @;, to musi tez by¢ uporzadkowana

malejaco wzgledem V. Dla k > 1 niech pewien symbol g bedzie wtasnie dodawany do I'*[K].
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Rys. 3.3. Pokrycie zachlanne rozszerzone wygenerowane przez algorytm MiNHLIS dla ciagu A= 46
28131295711 10. Pola czwoérek prezentowane sg w kolejnosci: wskaznik 15, symbol &;,
indeks i, dane dodatkowe V;

Fig. 3.3. Annotated greedy cover produced by MiNHLIS algorithm for A=4628 1312957 11 10.
The fields are shown in order: pointer Tt symbol &;, index i, data v;

Pole danych zwigzane z symbolem a; koficzacym do tej pory listg I * [K] jest réwne polu danych
najwigkszego symbolu z [ *[k— 1] mniejszego niz &;. Poniewaz & < a;, wigc najwigkszy symbol
nalezacy do IM*[k— 1] mniejszy niz & nie moze by¢ wigkszy niz symbol wskazywany przez Tt;.

Z tego, ze pola danych listy [*[k — 1] s3 uporzadkowane nierosnaco, wynika, ze vi < V;j. |

Lemat 3.2. Dla kazdej czworki (8;,1,Tg,V;), roznica @ — Vi jest wysokoscig podciggu MinHLIS

koriczgcego sie na @;.

Dowod. Dowéd indukeyjny dla k, bedacego numerem listy pokrycia *. Dlak =1, & —Vv; =
0, a wysoko$¢ kazdego ciggu jednoelementowego to 0. Dla k > 1, niech (&,i,Tg,V;) bedzie
pewng czworka nalezacg do [M*[K]. Sposréd wszystkich czwérek (ajr, J', T, vj/) nalezacych do
[k — 1] takich, ze aj; < @ warto$¢ & — v/ jest minimalna, jesli @ jest najwigkszy mozliwy
(lemat 3.1). Niech ten element bedzie oznaczony przez a;. Wynika z tego, ze a; jest wskazywany
przez wskaznik T, a wiec Vj = Vj. Co wigcej, poniewaz T wskazuje a;, wiec | < |, czyli aby
otrzyma¢ podcigg MinHLIS dlugosci K koniczacy si¢ na @;, nalezy wzia¢ podcigg MinHLIS
o dlugosci k — 1 koriczacy sie na aj i dotaczy¢ do niego 3. |

Twierdzenie 3.1. Algorytm MINHLIS wyznacza podciqg MinHLIS.

Dowdéd. Wszystkie symbole z ciaggu A o rangach réwnych dlugosci podciggu LIS znajdujg si¢
w [*[|*|]. Wobec tego wystarczy znalez¢ wsréd nich symbol, dla ktérego wysokosé podciggu
LIS jest minimalna i wyznaczy¢ zadany podciag podazajac za wskaznikami poczawszy od tego

symbolu. |

ZYozono$¢ czasowa zaprezentowanego algorytmu zalezy od zlozonos$ci czasowych opera-
cji na strukturze rozwiazujacej problem poprzednika (ang. predecessor problem) oraz opera-
cji na pokryciu. Na strukturze rozwigzujacej problem poprzednika wykonywanych jest n ope-
racji kazdego z rodzajow: wstawienia, usuni¢cia, wyszukiwania nastgpnika. Kwestia wyboru

struktury rozwiazujacej problem poprzednika i wptywu tego wyboru na ztozono$¢ czasowa
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algorytmu bedzie omawiana pdzniej (podrozdz. 3.9), a na razie sumaryczna ztozonoS¢ cza-
sowa wszystkich operacji na strukturze rozwigzujacej problem poprzednika bedzie oznaczona
przez Tpp.

Kazda z n operacji wstawiania symbolu do listy w pokryciu wymaga wykonania statej licz-
by operacji (przy zatozeniu ze dzigki strukturze rozwigzujacej problem poprzednika lista, ktéra
ma by¢ rozszerzona, zostata juz zlokalizowana). Istotna dla wyznaczenia ztozonoSci czasowej
jest jeszcze operacja wyszukiwania elementéw wskazywanych przez wskazniki bedace elemen-
tami czworek (rys. 3.2, wiersz 12). Jak juz zostato wcze$niej powiedziane, przy przegladaniu
list w poszukiwaniu wskazywanego elementu nigdy na zadnej liScie przeszukiwanie nie be-
dzie si¢ odbywato w kierunku poczatku listy, a poniewaz faczna liczba przeszukiwari jest ©(n),
a sumaryczna liczba elementéw w pokryciu takze jest ©(n), wigc calkowita ztozono$¢ czasowa
wyszukiwania tych elementéw jest ©(n). Pozostate operacje w gtéwnej petli algorytmu wnoszg
do ztozonosci czasowej skfadnik @(n). Samo uzyskanie wyniku na podstawie pokrycia wymaga
wykonania O(n) operacji dzigki temu, ze wystarczy przegladnaé ostatnig liste, a nastepnie poda-
za¢ za wskaznikami znajdujacymi si¢ w elementach pokrycia. Wobec tego, ztozono$¢ czasowa

zaprezentowanego algorytmu to Tpp+ O(N).

3.4. Wariant o maksymalnej wysokosci

Problem 3.2 (Najdtuzszy podciag rosnacy o maksymalnej wysokoSci, MaxHLIS). Dla ciggu A

znaleZ¢ najdtuzszy podciqg rosngcy o maksymalnej wysokosci.

Przyktad 3.2 (Najdiuzszy podciag rosnacy o maksymalnej wysokosci, MaxHLIS). Dla ciggu
liczchowego A=46281312957 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o maksymalnej
wysokosci jest N =1 35 7 11. Jego wysokos¢ wynosi 10. W ciggu A podkreslono symbole two-
rzqce podciqgg MaxLlS.

W algorytmie rozwigzujagcym problem najdiuzszego podciggu rosngcego o maksymalnej
wysokoSci (MaxHLIS) pole danych v z czworki przechowywanej w pierwszej liScie pokry-
cia [* wypelniane jest biezagcym symbolem (rys. 3.4, wiersz 10). Wskaznik twskazuje symbol
koriczacy listg [*[k — 1] w chwili przetwarzania symbolu & (rys. 3.4, wiersz 12).

W celu wyznaczenia zgdanego podciggu nalezy odnaleZé w ostatniej liScie pokrycia [*
czworke (&;,1,Tg, Vi) o maksymalnej wartosci a — Vi. Wskazniki obecne w kazdej czwérce po-
krycia '™ pozwalajg otrzymac podciag wynikowy, ktérego wysokos¢ okreslona jest przez réz-

nice @ — Vj. Ponizej zostanie udowodniona poprawnos¢ tego algorytmu.

Lemat 3.3. Pola danych Vi w kaZdej liscie pokrycia '* zawierajqg wartosci uporzgdkowane

niemalejgco w przypadku uzycia algorytmu MaxHLIS.
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MaxHLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o maksymalnej wysokosci
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o maksymalnej wysokosci w ciggu A

{Wiersze 1-7 identyczne jak na rys. 3.1}

8 if k= 1 then
9 Tt < nil
10 Ve g
11 else
12 T+ wskaznik do elementu kofczacego N[k — 1]
13 VTtV {V zawiera wartosc¢ pola v czworki wskazywanej przez T}
14 *[k].append((a;,i,TL,V))

15  return Ciag symboli pofaczonych wskaznikami Tod symbolu z I'*[|[*|] o maks. wartosci g — Vi

Rys. 3.4. Algorytm rozwigzujacy problem MaxHLIS

Fig. 3.4. An algorithm solving MaxHLIS problem
Dowdd. Dowdd indukceyjny dla k, bedagcego numerem listy pokrycia . Dlak=1, v = &, a
poniewaz lista jest uporzadkowana malejaco wzgledem g;, wiec musi tez by¢ uporzadkowana
malejaco wzgledem V. Dla k > 1 niech pewien symbol g bedzie wtasnie dodawany do I'*[K].
Pole wskaznika zwigzane z symbolem a; koriczacym do tej pory liste I'* K] wskazuje na pewien
symbol w IM*[k— 1], ktéry nie moze by¢ mniejszy niz symbol aktualnie koriczacy IM*[k— 1] (listy

uporzadkowane sa malejgco). Z tego wynika, ze vi < v;. |

Lemat 3.4. Dia kazdej czworki (&;,1,Tg,V;), roznica 8 — V jest wysokoScig podciqggu MaxHLIS

koriczgcego sie na ;.

Dowod. Dowéd indukeyjny dla k, bedacego numerem listy pokrycia *. Dlak =1, & —v; =
0, a wysokos¢ kazdego ciggu jednoelementowego to 0. Dla k > 1, niech (&,i,Tg,V;) bedzie
pewng czworka nalezacg do IM*[K]. Sposréd wszystkich czwérek (ajr, J', T, vjr) nalezacych do
[k —1] takich, ze ' <i warto$¢ & — vjs jest maksymalna, jesli aj jest najmniejsze mozliwe
(lemat 3.3). Niech ten element bedzie oznaczony przez a;. Wynika z tego, ze a; jest wskazywany
przez wskaznik T, a wigc Vj = Vj. Co wigcej, poniewaz T§ wskazuje a;, wiec | < i, czyli aby
otrzymac¢ podcigg MaxHLIS dlugosci k koriczacy si¢ na &, nalezy wzigé podciag MaxHLIS
o dlugosci k — 1 koriczacy sie na @ i dotaczy¢ do niego 3. |

Twierdzenie 3.2. Algorytm MaxHLIS (rys. 3.4) wyznacza podcigg MaxHLIS.

Dowdéd. Wszystkie symbole z ciagu A o rangach réwnych dlugosci podciggu LIS znajdujg si¢
w [*[|*|]. Wobec tego wystarczy znalez¢ wsréd nich symbol, dla ktérego wysokosé podciggu
LIS jest maksymalna i wyznaczy¢ zadany podciag podazajac za wskaZnikami poczawszy od

tego symbolu. |
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MINWLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o minimalnej szerokosci
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej szerokosci w ciggu A

{Wiersze 1-7 identyczne jak na rys. 3.1}

8 if k= 1 then
9 Tt < nil
10 Vi
11 else
12 T+ wskaznik do elementu kofczacego N[k — 1]
13 VTtV {V zawiera wartosc¢ pola v czworki wskazywanej przez T}
14 *[k].append((a;,i,TL,V))

15 return Cigg symboli polaczonych wskaznikami Ttod symbolu z [*[|"*|] o min. wartosci & — Vi

Rys. 3.5. Algorytm rozwigzujacy problem MinWLIS
Fig. 3.5. An algorithm solving MinWLIS problem
Analiza ztozonosci czasowej algorytmu MaxHLIS w przypadku pesymistycznym jest bar-
dzo podobna do analizy przeprowadzonej w podrozdz. 3.3 dla algorytmu MiNHLIS. Jedyng
réznica pomigdzy tymi algorytmami jest sposéb wyznaczania warto$ci wskaznika (wiersz 12
pseudokodu). W biezacym przypadku ztozonos$¢ czasowa tej operaciji jest zawsze O(1). Z po-
wyzszego wynika ztozono$¢ czasowa algorytmu wyznaczania podciggu MaxHLIS wynosza-

ca Tpp+O(n).

3.5. Wariant o minimalnej szerokoSci

Problem 3.3 (Najdtuzszy podciag rosnacy o minimalnej szeroko$ci, MinWLIS). Dla ciggu A

znaleZ¢ najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej szerokosci.

Przyktad 3.3 (Najdluzszy podciagg rosnacy o minimalnej szerokos$ci, MinWLIS). Dla ciggu
liczbowego A=46281312957 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o minimalnej
szerokosci jest N =13 57 11. Jego szerokos¢é wynosi 6. W ciggu A podkreslono symbole two-
rzqce podciqg MinWLIS.

W algorytmie rozwigzujacym problem najdtuzszego podciggu rosnacego o minimalnej sze-
rokosci (MinWLIS) pole danych v z czworki przechowywanej w pierwszej liscie pokrycia '
wypelniane jest indeksem biezacego elementu (rys. 3.5, wiersz 10). Wskaznik twskazuje sym-
bol koriczacy liste [k — 1] w chwili przetwarzania symbolu & (rys. 3.5, wiersz 12).

W celu wyznaczenia zgdanego podciggu nalezy odnaleZé w ostatniej liScie pokrycia [*
czworke (;,1, TG, V;) o minimalnej warto$ci i —V; (rys. 3.5, wiersz 15). Wskazniki obecne w kaz-
dej czworce pokrycia I'* pozwalajg uzyskaé zadany podciag, ktérego szerokos¢ okreslona jest

przez r6znice | — V. Ponizej zostanie udowodniona poprawnos¢ tego algorytmu.
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Lemat 3.5. Pola danych v w kazdej liscie pokrycia I* zawierajq wartoSci uporzqdkowane nie-

malejgco w przypadku uzycia algorytmu MINWLIS.

Dowod. Dowéd indukceyjny dla K, bedgcej numerem listy pokrycia . Dlak =1, v =, a po-
niewaz elementy dodane do listy p6Zniej musiaty wystapic na dalszych pozycjach w ciggu, wiec
pola danych pierwszej listy ['* sg uporzadkowane rosngco. Dla k > 1, niech pewien symbol be-
dzie wlasnie wstawiany do I"*[k]. Pole wskaZnika zwigzane z symbolem a; koriczacym do tej
pory liste I'*[k] wskazuje na pewien symbol w I'* [k — 1], ktéry musiat zosta¢ wstawiony do tej
listy nie péZniej niz symbol aktualnie koficzacy [k — 1]. Z powyzszego wynika, ze v; > Vj,

a wiec pola danych w liscie [*[k] muszg by¢ uporzadkowane niemalejgco. |

Lemat 3.6. Dla kazdej czworki (a,i,TG,V;) roznica i —V; jest szerokoscig podciggu MinWLIS

koriczgcego sie na @;.

Dowdod. Dowéd indukeyjny dla K, bedgcego numerem listy pokrycia*. Dlak=1,i—Vv; =0,
a szeroko$¢ kazdego ciggu jednoelementowego to 0. Dla k > 1, niech (&;,i, g, V;) bedzie pewna
czworka z M*[K]. Sposréd wszystkich czwérek (ayr, J', T, vjr) nalezacych do '*[k — 1] takich,
ze J' <i, warto$¢ i — vj/ jest minimalna, jesli j’ jest najwigksze mozliwe (lemat 3.5). Niech ten
indeks bedzie oznaczony przez j. Wynika z tego, Ze aj musial znajdowac si¢ na koncu listy
*[k— 1], kiedy & bylo wstawiane do pokrycia, a wiec T; wskazuje a;, czyli Vi = v;j. Co wigcej,
poniewaz T wskazuje aj, wigc j <, czyli aby otrzymac podciagg MinWLIS dtugosci kkorczacy
si¢ na &, nalezy wzia¢ podcigg MinWLIS o diugosci k — 1 koniczacy si¢ na a; i dotaczy¢ do
niego g;. |

Twierdzenie 3.3. Algorytm MINWLIS (rys. 3.5) wyznacza podcigg MinWLIS.

Dowdéd. Wszystkie symbole z ciagu A o rangach réwnych dlugosci podciggu LIS znajdujg si¢
w [*[|*|]. Wobec tego wystarczy znalezé wsréd nich symbol, dla ktérego szerokos$é podciggu
LIS jest minimalna i wyznaczy¢ zadany podciag podazajac za wskaznikami poczawszy od tego

symbolu. |

Analiza ztozonoSci czasowej tego algorytmu jest identyczna z analizg algorytmu MaxHLIS

(podrozdz. 3.4). Tak wiec zlozono$¢ czasowa algorytmu MINWLIS wynosi Tpp+ ©(n).

3.6. Wariant o maksymalnej szerokosSci

Problem 3.4 (Najdluzszy podciag rosnacy o maksymalnej szerokoSci, MaxWLIS). Dla ciggu A

znalezé najdtuzszy podciqg rosngcy o maksymalnej szerokosci.
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MaxWLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o maksymalnej szeroko$ci
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o maksymalnej szerokosci w ciggu A

{Wiersze 1-7 identyczne jak na rys. 3.1}

8 if k= 1 then

9 Tt < nil
10 Vi
11 else
12 T+ wskaznik do najwiekszego symbolu z [k — 1] mniejszego niz &
13 VTtV {V zawiera wartosc¢ pola v czworki wskazywanej przez T}
14 *[k].append((a;,i, T, V))

15  return Ciag symboli pofaczonych wskaznikami Ttod symbolu z I'*[|[*|] o maks. wartosci g — Vi

Rys. 3.6. Algorytm rozwigzujacy problem MaxWLIS

Fig. 3.6. An algorithm solving MaxWLIS problem
Przyklad 3.4 (Najdtuzszy podciag rosnacy o maksymalnej szerokoSci, MaxWLIS). Dla ciggu
liczchowego A=46281312957 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o maksymalnej
szerokosci jest N = 46 8 9 10. Jego szerokos¢ wynosi 11. W ciggu A podkreslono symbole
tworzqce podcigg MaxWLIS.

W algorytmie rozwigzujagcym problem najdiuzszego podciggu rosnacego o maksymalnej
szerokoSci (MaxWLIS) pole danych v czworki przechowywanej w pierwszej liScie pokrycia [
wypetniane jest indeksem biezacego symbolu (rys. 3.6, wiersz 10). Wskaznik 1t wskazuje naj-
wiekszy symbol z [*[K — 1] mniejszy niz g; (rys. 3.6, wiersz 12). W celu znalezienia tego ele-
mentu nalezy przegladnaé liste [k — 1]. Dzieki temu, ze jest ona uporzagdkowana malejaco,
to przeszukiwanie mozna zakoniczy¢ po znalezieniu pierwszego elementu mniejszego niz &.
Jako zZe kolejny element, kt6ry zostanie wstawiony do I'*[K], bedzie na pewno mniejszy niz &;,
to dla niego przeszukiwanie listy [k — 1] bedzie mozna rozpoczaé od elementu znalezionego
w tym momencie. Mozna zauwazy¢, Ze dzieki temu przy przeszukiwaniu kazdej listy [*[K] al-
gorytm nigdy nie bedzie musiat si¢ cofac, a jedyna sytuacja, w ktorej przeszukiwanie na pewno
rozpocznie si¢ od poczatku listy, bedzie moment, w ktérym element biezacy tworzy nowa liste.

Wyznaczenie rozwigzania polega na znalezieniu w ostatniej liScie pokrycia [, tj. [*[||]
takiej czworki (&, i, g, V), dla ktérej wartosé i — v; jest maksymalna. Wskazniki obecne w kaz-
dej czworce w pokryciu I'* pozwalajg otrzymac oczekiwany podciag, podczas gdy réznicai—V;

informuje o jego szerokosci. Ponizej zostanie udowodniona poprawnos$¢ tego algorytmu.

Lemat 3.7. Pola danych v w kazdej liscie pokrycia I* zawierajq wartosci uporzqgdkowane nie-

malejgco w przypadku uzycia algorytmu MaxWLIS.

Dowdod. Dowéd indukeyjny dla k, bedacego numerem listy pokrycia I'*. Dla k =1, v; =i,

a poniewaz elementy wstawione do listy p6Zniej musiaty wystapi¢ na dalszych pozycjach ciagu
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wejsciowego, wiec pola danych pierwszej listy ' sg uporzagdkowane rosnaco. Dla k > 1, niech
pewien symbol bedzie wlasnie wstawiany do I*[K]. Pole danych zwiazane z symbolem a; kori-
czacym do tej pory listg *[K] jest réwne polu danych najwigkszego symbolu I'*[k — 1] mniej-
szego niz a;. Poniewaz & < aj, wigc najwigkszy symbol nalezacy do I'*[k — 1] mniejszy niz
a nie moze by¢ wigkszy niz symbol wskazywany TTj. Z tego, ze pola danych listy ™[k — 1] sa

uporzadkowane niemalejaco, wynika, iz V; > v;j. [ |

Lemat 3.8. Dla kazdej czworki (a,i,Tg,Vi) réznica i —V; jest szerokosciq podciqgu MaxWLIS

koriczgcego sie na @;.

Dowod. Dowéd indukceyjny dla k, bedacego numerem listy pokrycia *. Dlak= 1,1 —Vv; =
0, a szerokos¢ kazdego ciggu jednoelementowego to 0. Dla k > 1, niech (aj,i,Tg,V;) bedzie
pewng czworka nalezaca do IM*[K]. Sposréd wszystkich czwérek (ajr, J', T, vj/) nalezacych do
[k —1] takich, ze aj < &, warto$¢ i — vy jest maksymalna, jesli aj jest najwigksze mozliwe
(lemat 3.7). Niech ten element bedzie oznaczony przez aj. Wynika z tego, ze a; jest wskazywane
przez TG, a wiec Vi = Vj. Co wigcej, poniewaz T§ wskazuje aj, wigc j < i, czyli aby otrzymaé
podcigg MaxWLIS dlugosci k koriczacy si¢ na &, nalezy wzig¢ podciagg MaxWLIS dlugosci
k — 1 koriczacy si¢ na a; i dotaczy¢ do niego a;. |

Twierdzenie 3.4. Algorytm MaxWLIS (rys. 3.6) wyznacza podcigg MaxWLIS.

Dowdéd. Wszystkie symbole z ciaggu A o rangach réwnych dlugosci podciggu LIS znajdujg si¢
w [*[|*|]. Wobec tego wystarczy znalezé wsréd nich symbol, dla ktérego szerokos$é podciggu
LIS jest maksymalna i wyznaczy¢ zadany podciag podazajac za wskaZnikami poczawszy od

tego symbolu. |

Analiza ztozonoSci czasowej tego algorytmu jest identyczna z analizg algorytmu MiNnHLIS

(podrozdz. 3.3). Zatem, ztozonos$¢ czasowa algorytmu MaxWLIS wynosi Tpp+ O(n).

3.7. Wariant o minimalnej sumie

Problem 3.5 (Najdtuzszy podciag rosnagcy o minimalnej sumie, MinSLIS). DLa ciggu A zna-

lez¢ najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej sumie.

Przyklad 3.5 (Najdluzszy podciag rosnacy o minimalnej sumie, MinSLIS). Dla ciggu licz-
bowego A=4628131295 7 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o minimalnej sumie
jest N =135710. Jego suma wynosi 26. W ciggu A podkreslono symbole tworzgce podcigg
MinSLIS.
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MINSLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o minimalnej sumie
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o minimalnej sumie w ciggu A

{Wiersze 1-14 identyczne jak na rys. 3.4}
15 return Cigg symboli polaczonych wskaznikami Tt poczgwszy od symbolu koriczacego IM*[|I*(]

Rys. 3.7. Algorytm rozwigzujacy problem MinSLIS
Fig. 3.7. An algorithm solving MinSLIS problem
Pokrycie wyznaczone przez algorytm MAxHLIS (rys. 3.4) moze by¢ wykorzystane takze
do innych celéw. Na rys. 3.7 przedstawiono algorytm wyznaczajacy najdtuzszy podciag ro-
snacy o maksymalnej sumie elementéw. Jak mozna zauwazy¢, réznica pomiedzy algorytmami
MaxHLIS i MINSLIS sprowadza si¢ do innego sposobu znalezienia symbolu, od ktérego nalezy

rozpoczac odczytywanie wyniku.

Lemat 3.9. Dla dowolnych czworek (&,i,T%,Vi) oraz (aj, j, T, Vj) nalezqcych do tej samej listy
pokrycia T*[K|, takich ze & < &j suma elementow podciggu rosngcego (otrzymywanego przez
podgianie za wskaZnikami) koriczqcego sie na @ jest mniejsza niz suma elementow podciggu

rosngcego koriczqcego si¢ na aj (otrzymywanego w analogiczny sposob).

Dowod. Niech (x oznacza sumg elementéw podciggu rosngcego ciggu A koriczacego si¢ na ay
otrzymanego przez podazanie za wskaznikami poczawszy od ax. Dowdd zostanie przeprowa-
dzony przez indukcje wzgledem K, bedacego numerem listy pokrycia '*. Dla k = 1 jedyne
elementy nalezace do dowolnych podciggdéw jednoelementowych o elementach rangi 1 to &
oraz a;. Poniewaz (j = a; a {j = aj, wiec z faktu, ze & < aj, wynika {j < (j. Niech teraz k > 1.
Poniewaz & < aj, a oba elementy naleza do tej samej listy pokrycia ['*, wiec i > |, tzn. g zostal
wstawiony do tej listy péZniej niz aj. Wskaznik T wskazuje element aj: bgdgcy najmniejszym
elementem listy [k — 1] takim, ze j’ < j. Podobnie, wskaznik T wskazuje element & bedacy
najmniejszym elementem listy [k — 1] takim, ze i’ <i. Z tego wynika, ze ay < aj i1’ > J'.

Poniewaz (i < {j i g < aj, wiec {j < j. |

Lemat 3.10. Najdiuzszy podciqgg rosngcy o minimalnej sumie koriczqcy sie na @ moze zo-
stac¢ odczytany z pokrycia przez podqgianie poczgwszy od & za wskaZnikami znajdujgcymi sie

w czworkach.

Dowdd. Dowdd przez indukcje wzgledem Kk, bedacego numerem listy pokrycia *. Dlak =1
twierdzenie jest oczywiste. Niech teraz kK > 1. Z lematu 3.9 wiadomo, ze sumy podciggéw ro-
sngcych, ktére moga by¢ otrzymane przez podgzanie za wskaznikami z kazdego symbolu a;

nalezacego do *[k — 1], sg uporzagdkowane w kolejnosci malejacej. Z tego wynika, ze podciag
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MaxSLIS(A)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o maksymalnej sumie
Wyjscie: najdtuzszy podciqg rosngcy o maksymalnej sumie w ciggu A

{Wiersze 1-14 identyczne jak na rys. 3.2}
15 return Cigg symboli polaczonych wskaznikami Tt poczawszy od symbolu rozpocz. IM*[|[*|]

Rys. 3.8. Algorytm rozwigzujacy problem MaxSLIS

Fig. 3.8. An algorithm solving MaxSLIS problem
MinSLIS koficzacy si¢ na najmniejszym elemencie a; listy '*[k — 1] takim, Ze j < i rozsze-
rzony o symbol g jest podciggiem MinSLIS koriczacym si¢ na elemencie a;, a symbol a; jest

wskazywany przez Tg. |

Twierdzenie 3.5. Z lematéw 3.9 oraz 3.10 wynika, Ze podcigg MinSLIS moze by¢ otrzymany

przez podgzanie za wskaznikami poczqwszy od symbolu koriczgcego T*[|T*|].

Analiza ztozonoSci czasowej tego algorytmu jest identyczna z analizg algorytmu MaxHLIS

przedstawiong w podrozdz. 3.4.

3.8. Wariant o maksymalnej sumie

Problem 3.6 (Najdtuzszy podciag rosnacy o maksymalnej sumie, MaxSLIS). Dla ciggu A zna-

lez¢ najdtuzszy podcigg rosngcy o maksymalnej sumie.

Przyklad 3.6 (Najdtuzszy podciag rosnacy o maksymalnej sumie, MaxSLIS). Dla ciggu liczbo-
wego A=46281312957 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o maksymalnej sumie
Jest N =4 689 11. Jego suma wynosi 39. W ciggu A podkreslono symbole tworzgce podcigg
MaxSLIS.

Pokrycie uzyskane po zastosowaniu algorytmu MINHLIS (rys. 3.2) moze by¢ uzyte takze do
innych celéw. Na rys. 3.8 przedstawiono algorytm wyznaczajacy najdtuzszy podciag rosnacy
o maksymalnej sumie elementéw. Jak mozna tatwo zauwazy¢, réznica pomiedzy algorytmami
MINHLIS i MaxSLIS sprowadza si¢ do innego sposobu znalezienia symbolu, od ktérego nalezy

rozpoczaé odczytywanie wyniku.

Lemat 3.11. Dia dowolnych czworek (&,i,T5,Vi) oraz (aj, j, T, Vj) naleigcych do tej samej listy
pokrycia T*[K|, takich ze & < &j suma elementow podciggu rosngcego (otrzymywanego przez
podqgianie za wskaZnikami) koriczgcego si¢ na @ jest mniejsza niz suma elementow podciggu

rosngcego koriczqcego si¢ na aj (otrzymywanego w analogiczny sposob).



3.9. Analiza zlozonosci czasowych i pamigciowych 55

Dowod. Niech (x oznacza sumg elementéw podciggu rosngcego ciggu A koriczacego si¢ na ay
otrzymanego przez podazanie za wskaznikami poczawszy od ay. Dowdd zostanie przeprowa-
dzony przez indukcje wzgledem Kk, bedacego numerem listy pokrycia ['*. Dla k = 1, jedyne
elementy nalezace do dowolnych podciaggéw jednoelementowych o elementach rangi 1 to a;
oraz a;. Poniewaz (j = & a {j = aj, wiec z faktu, ze & < aj, wynika {j < {j. Niech teraz k > 1.
Poniewaz gj < aj, a oba elementy naleza do tej samej listy pokrycia ['*, wiec i > |, tzn. g zostat
wstawiony do tej listy p6Zniej niz aj. Wskaznik TT; wskazuje najwigkszy element aj; mniejszy
niz aj nalezacy do listy [k — 1] taki, ze j’ < j. Podobnie, wskaznik T§ wskazuje najwigkszy
element & mniejszy niz & nalezacy do listy I'*[k— 1] taki, ze i’ < i. Z tego wynika, ze ay < aj
ii" > J'. Poniewaz (i < {j i g < aj, wige {j < (. [ |

Lemat 3.12. Najdiuziszy podciqg rosngcy o maksymalnej sumie koriczqcy sie na @ moze zo-
stac z pokrycia odczytany przez podqgianie poczgwszy od & za wskaZnikami znajdujgcymi sie

w czworkach.

Dowaod. Dowéd przez indukcje wzgledem K, bedacego numerem listy pokrycia ['*. Dla k=1
twierdzenie jest oczywiste. Niech teraz k > 1. Z lematu 3.11 wiadomo, ze sumy podciggéw
rosnacych, ktore moga by¢ otrzymane przez podazanie za wskaznikami z kazdego symbolu a;
nalezgcego do I'[k— 1], sa uporzagdkowane w kolejnosci malejacej. Z tego wynika, ze podciag
MaxSLIS koriczacy si¢ na najwigkszym elemencie a; listy [k — 1] takim, ze aj < & rozsze-
rzony o symbol g; jest podciggiem MaxSLIS koriczacym si¢ na elemencie @;, a symbol a; jest

wskazywany przez Tg. |

Twierdzenie 3.6. Z lematow 3.11 oraz 3.12 bezpoSrednio wynika, Ze podciqg MaxSLIS mo-
Ze by¢ otrzymany przez podqianie za wskaZnikami poczgwszy od symbolu rozpoczynajgcego
r{r].

Analiza ztozonoSci czasowej tego algorytmu jest identyczna z analizg algorytmu MiNnHLIS

przedstawiona w podrozdz. 3.3.

3.9. Analiza zlozonoSci czasowych i pami¢ciowych

ZYozonos$¢ czasowa kazdego z algorytméw zaproponowanych w niniejszym rozdziale jest
identyczna i wynosi Tpp+ O(N), gdzie Tpp jest sumaryczng ztozono$cig czasowg nastepuja-
cych operacji na strukturze rozwigzujacej problem poprzednika, wykonywanych dla kazdego
z ©(n) elementéw: wstawienia, usunigcia, wyszukiwania nastepnika. Poniewaz drugi sktadnik
ztozonoSci czasowej jest liniowy, wiec wybor struktury rozwiazujacej problem poprzednika ma

kluczowe znaczenie.
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Istnieje wiele struktur danych, ktére mogg zosta¢ uzyte w proponowanych algorytmach.
Przyktadowo, w zrdwnowazonym drzewie poszukiwan binarnych (np. drzewie czerwono-czar-
nym [29, 105, 190], drzewie AVL [1]) ztozono$¢ czasowa kazdej z trzech wspomnianych ope-
racji jest O(logn), co moze réwniez zostaé zapisane jako O(log¥), jesli wyrazi¢ ztozonosé cza-
sowg w zaleznosci od cech ciagu wynikowego. W tym przypadku tpp= O(nlog/). Jest to zto-
zono$¢ optymalna w modelu obliczeniowym opartym na pordwnywaniu elementéw. W modelu
Word RAM, jesli alfabet dopuszczalnych symboli jest ograniczony z géry przez o lub ciag Ajest
permutacjg liczb catkowitych z przedziatu [1, n|, mozna osiagnaé lepsze wyniki. Stosujac drze-
wa van Emde Boasa [209, 210], dla ktérych ztozonoS¢ czasowa kazdej z potrzebnych operacji

jest O(loglogo), otrzymuje sie tpp= O(nloglogo).

Wnhniosek 3.1. ZioZonosc¢ czasowa algorytméw MiNHLIS, MAxHLIS, MINWLIS, MaxWLIS,
MINSLIS, MaxSLIS, proponowanych w niniejszym rozdziale jest

O(nlog?) lub O(nloglogo).

Jesli chodzi o ztozono$¢ pamieciows, to potrzebnych jest ©(n) stéw na reprezentacje po-
krycia oraz pewna ilo$¢ miejsca na strukture rozwiazujaca problem poprzednika. W przypadku
drzew czerwono-czarnych bedzie to O(n) stéw. Drzewa van Emde Boasa wymagajg natomiast

O(0) bitéw. Wynika z tego nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.2. ZioZonosé pamieciowa algorytmow MINHLIS, MaxHLIS, MINWLIS, MaxW-
LIS, MINSLIS, MaxSLIS, jest

O(n) stow lub O(n) stow + ©(0) bitow.

ZYozono$¢ czasowa jedynego znanego w literaturze algorytmu rozwigzujgcego problem wy-
znaczania MinHLIS jest O(nlog¥), co jest gorszym wynikiem niz uzyskany dla proponowanych

algorytmoéw. Ztozonosci pamigciowe sg za to jednakowe.

3.10. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaproponowane zostaly algorytmy rozwigzujace sze$¢ wariantow
problemu najdtuzszego podciggu rosnacego. W literaturze znany jest sposob rozwigzywania
tylko jednego z tych wariantow, ale zaproponowany tu algorytm cechuje si¢ lepsza ztozonoscia
czasowa w przypadku pesymistycznym. Ztozonosci czasowe w przypadku pesymistycznym dla

dyskutowanych probleméw sa takie same jak dolne ograniczenie ztozonoSci czasowej dla pro-
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blemu najdtuzszego podciggu rosngcego. Poniewaz we wszystkich rozwazanych w niniejszym
rozdziale problemach jest wyznaczany podciag LIS, oczywiste jest, ze kres dolny ztozonoSci
czasowej dla dowolnego z tych probleméw nie moze by¢ mniejszy od kresu dolnego ztozonoSci

czasowej dla problemu LIS.



4. NAJDLUZSZY PODCIAG ROSNACY
O ZADANYM POCHYLENIU

4.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale rozwazany bedzie problem najdiuzszego podciggu rosnacego o za-
danym pochyleniu (ang. slope-constrained longest increasing subsequence, SLIS). W proble-
mie tym naktadany jest dodatkowy warunek na to, jak szybko muszg rosna¢ elementy szukane-
go podciggu. W przeciwienstwie do problemdéw rozwazanych w rozdziale 3. wynik uzyskany
w tym problemie moze by¢ krétszy niz podcigg LIS dla ciagu wejsSciowego. W niniejszym roz-

dziale zaklada sig, ze alfabet jest podzbiorem zbioru liczb catkowitych z zakresu [1, .

Definicja 4.1. Pochyleniem podciggu rosngcego A = &;, @i, ...8;, ciggu A= a18y. .. an, takiego
Zel1<ip<ip<---<ig<noraz ay, <@, <--- < &, hazywana jest najwigksza taka liczba
rzeczywista dodatnia @, ze dla dowolnego indeksu 1 < k < ¢ zachodzi:

Ik+1— Tk
Problem 4.1 (Najdluzszy podciag rosngcy o zadanym pochyleniu, SLIS). Dla ciggu liczbowe-
go A=@aay...an i zadanego pochylenia Q > 0 znaleZ¢ najdtuiszy podcigg rosngcy, ktorego

pochylenie wynosi co najmniej g.

Przyklad 4.1 (Najdluzszy podciag rosngcy o zadanym pochyleniu, SLIS). Dla ciggu liczbowe-
goA=46281312957 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcym o pochyleniu co najmniej
g=1jest AN =46 8 12. W ciggu A podkreslono symbole tworzgce podcigg SLIS.

Rysunek 4.1 pokazuje, jak istotny moze by¢ wptyw pochylenia na uzyskiwany wynik. Ponie-
waz interpretacja warunku pochylenia jest geometryczna, wigc przedstawiono na tym rysunku
punkty o wspétrzednych (i,a). W przypadku gdy g = O, wynikiem jest jeden z najdtuzszych
podciagéw rosnacych (tu: 4 6 8 9 11). Linie przerywane ilustrujg ograniczenia na kolejne punk-
ty, ktére moga zosta¢ dotagczone do wyniku, w zaleznoSci od wartosci parametru pochylenia.

Problem SLIS zostal zdefiniowany przez Yanga i Chena [220]. Autorzy zaproponowali row-
niez dla niego algorytm o ztozonosci czasowej O(nlog/) oraz ztozonosci pamieciowej O(n),
gdzie ¢ jest dlugoscia uzyskanego wyniku. Idea dzialania tego algorytmu opiera si¢ na koncepcji
tzw. elementow krytycznych, ktéra zostanie przyblizona ponize;j.

aj—gj .. ..
}—i > 0. W takiej sytuacji

Dla dowolnej pary indekséw i < | notacja 8 <g @j oznacza, ze
0 gj bedzie si¢ méwic, ze dominuje ;. Latwo mozna zauwazy¢, ze relacja <g jest przechodnia.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach rangqg elementu g bedzie nazywana dtugos¢ podciagu
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Rys. 4.1. Przyktad wptywu pochylenia na podciagg SLISdlaA=46281312957 1110

Fig. 4.1. Example of the influence of the slope on an SLIS for A=46281312957 1110
SLIS konczacego si¢ na g;. W algorytmie Yanga i Chena elementy przetwarzane sg kolejno i dla
kazdego z nich wyznaczana jest ranga. Ciag A jest dzielony na roztaczne grupy Kq,Ko, ... Ky
zgodnie z rangg elementéw. Autorzy wykazali, ze dla stwierdzenia, czy biezacy element g
jest rangi co najmniej h, wystarczy poréwnaé go z ostatnio wstawionym elementem do Kp_1

(w oczywisty spos6b kazdy element jest rangi co najmniej 1).

Definicja 4.2. Na kaidym etapie algorytmu elementami krytycznymi nazywane sq elementy

ostatnio wstawione do kazdej z grup K;.

Z przechodniosci relacji <g wynika, Ze jesli dowolny element a € Ky dominuje & w i-tej
iteracji algorytmu, to wszystkie elementy krytyczne w Kj, Vj < h, dominuja a. Wobec tego,
aby wyznaczy¢ range biezacego elementu, mozna zastosowa¢ wyszukiwanie binarne wsrdd ele-
mentow krytycznych. Po zakoniczeniu algorytmu liczba grup K; jest dlugoscig podciagu SLIS,
a dzieki dodatkowym wskaznikom zwigzanym ze wszystkimi elementami, ktére wskazuja na
pewne elementy z poprzedniej grupy, mozliwe jest uzyskanie rozwigzania. Ztozono$¢ pamie-
ciowa algorytmu jest O(n) stéw, podczas gdy ztozonos¢é czasowa determinowana jest przez wy-
szukiwanie binarne wykonywane dla kazdego elementu i jest O(nlog¢). Wyznaczenie podciggu

SLIS na podstawie utworzonych struktur danych nie wptywa w zaden spos6b na te ztozonoSci.

4.2. Algorytm

W niniejszym podrozdziale zostanie zaprezentowany algorytm rozwigzywania problemu
SLIS zaproponowany przez autora w [74]. Dla tego algorytmu istotne jest nalozenie pewnych
ograniczeri na rozmiar alfabetu, i tak 0 = [n®] dla pewnej wartosci ¢ > 0. O stalej ¢ zaktada
sie, ze spetnia warunek w = O(clogn), gdzie w jest dfugoscig stowa komputerowego. Warto
zauwazy¢, ze zalozenie to méwi jedynie tyle, ze kazda wartos$¢ alfabetu mozna zapisa¢ na co

najwyzej stalej liczbie stow komputerowych, a wigc w praktyce nie jest ono zbyt rygorystyczne.
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Proponowany algorytm opiera si¢ na zblizonej idei do algorytmu Yanga i Chena, ale w miej-
sce wyszukiwania binarnego zostanie zastosowana bardziej wyrafinowana struktura danych po-
zwalajaca na efektywng realizacje¢ zapytan o nastepnik elementu. Najpierw konieczne bedzie

jednak wprowadzenie ponizszych terminéw.

Definicja 4.3. Projekcjq W((X,Y)) punktu (X,y) na os rzednych uktadu wspotrzednych karte-
gjanskich przy pochyleniu g nazywana jest wspotrzedna rzednych punktu przeciecia prostej
o0 wspétczynniku kierunkowym g przechodzqcej przez punkt (X,Y) z osiq rzgdnych uktadu wspot-
rzednych kartezjariskich, a wigc W((X,y)) =y —gx

Definicja 4.4. Projekcjq W (&) elementu & przy pochyleniu g nazywana jest projekcja punktu
(i,&) przy pochyleniu g.

Rysunek 4.2a przedstawia ilustracje geometryczng wyznaczania projekcji elementow. Po-
nizszy lemat zawiera obserwacje kluczowa dla wykazania poprawnosci proponowanego algo-

rytmu.

Lemat 4.1. Po kaZdej iteracji algorytmu uporzqdkowane rosngco projekcje wszystkich elemen-
tow krytycznych odpowiadajq rosngcym rangom elementow, bedqcych elementami krytycznymi.
Elementy, ktorych projekcje sq identyczne, uporzqgdkowane sq wedtug indeksow tych elementow

w ciggu wejsciowym.

Dowdéd. Dowdd bedzie przeprowadzony przez zaprzeczenie. Niech w dowolnej iteracji projek-

cja elementu krytycznego & o randze h > 1 bedzie ), a lemat bedzie nieprawdziwy. Wynika

z tego, ze istnieje element krytyczny a; o randze ' < h, ktérego projekcja Y jest wieksza niz
projekcja ;. Mozliwe sg teraz dwa przypadki: j >ilub j <.

W pierwszym przypadku

aj— g

} — =9,

jednakze wowczas @ dominuje aj, a wigc ranga elementu a; musi by¢ wigksza niz h, co jest

sprzeczne z zatozeniem.
W drugim przypadku element aj nie moze naleze¢ do tego samego podciagu SLIS co &,
poniewaz
2% g
1=
i podciag ten nie miatby pochylenia g. W dowolnym podciggu SLIS koriczacym si¢ na &;, na po-

zycji I znajduje si¢ pewien element aj # @;, o randze h'. Z definicji punktu krytycznego wia-
domo, ze j’ < j. Jednak w takim przypadku
a —ay
I—’

- b
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Rys. 4.2. Przyklad wyznaczania projekcji elementow w problemie SLIS dla A = 46281
o . . / _ 5 1 _ 59
3129571110. Projekcje kolejnych elementéw dla g = 3z — 5 25 wynoszg
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Fig. 4.2. Example of the computation of projections of symbols for the SLIS problem for A = 4

628131295711 10. Projections for the successive elements for g = %
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a-a
1=
Z tego wynika, ze
aj—ay
=
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are

a wigc ajy dominuje @j oraz ranga elementu ajs jest mniejsza niz ranga elementu @j, co jest

sprzeczne z zatozeniem.

Z lematu 4.1 wynika, ze zamiast dla kazdego kolejnego elementu & wyszukiwaé element

krytyczny o maksymalnej randze, ktéry dominuje @, mozna wyszukiwac element krytyczny a;

o minimalnej projekcji, ktdra jest wigksza niz projekcja ;. Jesli taki element istnieje, to ranga

elementu a; bedzie taka sama jak ranga elementu a;j, wobec czego w zbiorze elementéw kry-

tycznych nalezy wymieni¢ aj na g;, poniewaz jego projekcja jest mniejsza, a ranga ta sama.

W przeciwnym przypadku ranga elementu g; jest o jeden wigksza niz aktualna liczba elemen-

tow krytycznych i g nalezy wstawi¢ do zbioru elementéw krytycznych. Istnieje wiele struktur

danych, ktére moga zosta¢ zastosowane do przechowywania elementéw krytycznych uporzad-

kowanych wedtug ich projekcji, jednak kwestia wyboru jednej z nich zostanie oméwiona nieco

pOzniej.

Na podstawie zatozenia dotyczacego alfabetu mozliwe jest natozenie pewnych ograniczen

na istotne wartosci g. Po pierwsze, g jest ograniczone od gory przez [n€] — 1, poniewaz dla
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kazdego wickszego g problem staje si¢ trywialny i odpowiedzia na pytanie o podcigg SLIS
jest dowolny jednoelementowy podciagg ciggu A. Po drugie, bez utraty ogélnoSci mozna za-
mieni¢ g na g > g, jesli tylko projekcje wszystkich punktéw nalezacych do zbioru {(x,y) :
1<x<n1<y<[n°} sauporzadkowane w takiej samej kolejnosci przy pochyleniu g jak
przy pochyleniu g. Dzi¢gki tym dwém obserwacjom liczba istotnych do rozwazenia pochylen jest
O(n°*1) (w sumie, dla wszystkich mozliwych wartosci parametru g). Wszystkie one sa zde-
finiowane przez wspétczynniki kierunkowe prostych przechodzacych przez punkt (1,1) oraz
kazdy z punktéw zbioru {(X,y) : 2 < x < n,1 <y < [n®]}. Wartosci pochylenia sg liczbami
wymiernymi o postaci p/q, gdzie 0 < p< [n°] —1i 0< g < n. W celu znalezienia pochy-
lenia g’ przy znanym pochyleniu g nalezy zminimalizowaé warto$é¢ p/q— g, przy zalozeniu

ze p/q>g.

Lemat 4.2. Uporzgdkowania elementow ciggu wedtug projekcji dla pochylenia g oraz dla po-
chylenia ' = p/q, gdzie 0 < p < [n°], 0 < g < noraz p/qjest najmniejszym takim utamkiem,
Ze pP/q > g sq identyczne.

Dowdd. Niech dane bedg dwa punkty (X1,Y1) oraz (Xo,Y2) takie, ze X1 < Xp. Jesli teraz przy
pochyleniu g projekcja punktu (x1,Y1) jest wigksza niz projekcja punktu (Xp,Y2), to poniewaz
g > g przy pochyleniu g’ projekcje te beda uporzadkowane tak samo.

Druga czes$¢é dowodu dla przypadku, w ktérym dla pochylenia g projekcja punktu (X1,Y1)
jest niemniejsza niz projekcja punktu (Xp,Y2), zostanie przeprowadzona przez zaprzeczenie.
Niech dla pochylenia ¢’ = p/q > g takiego, ze g’ — g jest najmniejsze sposrod wszystkich moz-
liwychdla 0 < p < [n€] oraz 0 < q < n, projekcja punktu (X1, Y1) bedzie mniejsza niz projekcja
punktu (X2,y2). W takim przypadku musi istnie¢ pochylenie g < % < d takie, ze dla niego
projekcje punktow (Xg,Y1) i (X2,Y2) sa réwne, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze ¢ jest

najmniejszym mozliwym utamkiem p/q nie mniejszym niz g. |

Lemat 4.3. Uporzgdkowania elementow ciggu wedtug projekcji dla pochylenia g oraz dla po-
chylenia @' = p/q—1/(qgn), gdzie 0 < p < [n€], 0 < g < n oraz p/qjest najmniejszym takim
utamkiem, ze P/q > g sq identyczne.

Dowdd. W oczywisty sposéb projekcje elementéw przy pochyleniu g’ = p/q sg o postaci X/q,
gdzie X jest pewna liczbg catkowita. Projekcje przy pochyleniu g” r6znig sie od projekcji przy
pochyleniu g’ o addytywny sktadnik i/(gn), gdzie i jest indeksem elementu w ciggu. Ponie-
waz 1 <i < n, wigc skladnik ten zawsze miesci si¢ w zakresie [1/(qn),1/q]. Jesli wigc dla
dowolnych dwéch elementéw &;, a; projekcje przy pochyleniu g’ byly rézne, to ich wzglgdne

uporzgdkowanie musi by¢ takie samo przy pochyleniach g’ oraz g”.
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Jesli jednak projekcje elementow & oraz a;, dlai < j sg identyczne przy pochyleniu g, to
zgodnie z lematem 4.1 uporzadkowanie elementow jest takie, ze @; jest traktowany jako wiekszy
niz &. Przy zastosowaniu pochylenia g” projekcja elementu a; bedzie wigksza niz projekcja

elementu &;, dzieki dodatkowym sktadnikom i/(qgn) oraz j/(qgn). |

Pochylenia, ktére nalezy rozwazy¢ dla danego g, aby wyznaczy¢ g = p/q, odpowiadaja
wspélczynnikom kierunkowym prostych przechodzacych przez punkt (1,1) oraz (q+1,p+
1) = (i,1+4 [(i—1)g]) dla wszystkich i € {2,...,n}. Poniewaz punktéw tych jest ©(n), a wy-
znaczenie warto$ci p/g— g wymaga wykonania statej liczby operacji, wigc ztozonos¢ czasowa
operacji wyznaczania g’ jest ©(n).

Skoro g” = p/q—1/(gn) = (pn—1)/(qgn), to projekcjg W(a;) przy pochyleniu g” jest a —
i(pn—1)/(gn). (Tlustracja projekcji elementéw dla pochylenia g” pokazana jest na rys. 4.2b).
Skrajne dopuszczalne wartoSci projekcji definiowane sg przez sytuacje, w ktorych a, = 1 oraz

a1 = [n°]. Wartosci projekcji dla nich to odpowiednio

_ntpn-1) oraz ] — pn—1
agn an

1

Wszystkie projekcje mozna przeskalowac na liczby catkowite przez pomnozenie ich przez gn,
a otrzymane w ten sposOb wartosci beda nazywane projekcjami catkowitymi elementow. Kazda
z projekcji catkowitych musi by¢ liczbg catkowitg z przedziatu [gn—n(pn—1), [n®|gn— pn+1],
a projekcja catkowitg elementu & jest agn —i(pn— 1). Warto zauwazy¢, ze dla ustalonego g
liczba réznych mozliwych projekcji catkowitych jest O(n°*+2).

W tak przeksztatconym problemie dziedzina projekcji catkowitych jest rozmiaru O(no(l)),
a mozliwych wartoSci wystepujacych réwnoczesnie w strukturze danych przechowujacej ele-
menty krytyczne jest O(¢). Co wiecej, wszystkie projekcje, ktére réwnoczesnie mogg wystapic,
sq parami rozne. Zadaniem, od ktérego zalezy ztozonos$¢ czasowa catego algorytmu, jest wyko-
nanie na strukturze danych zawierajacej elementy krytyczne O(n): zapytan o nastepnik projekcji
catkowitej elementu, usuniec projekcji catkowitej, wstawieni projekcji catkowite;.

Pseudokod proponowanego algorytmu przedstawiony jest narys. 4.3. Po wyznaczeniu wspot-
czynnika pochylenia g’ = p/q— 1/(gn) algorytm oblicza projekcje catkowite wszystkich ele-
mentéw ciggu wejSciowego. Nastepnie stosuje strukture danych Q przechowujacg elementy
krytyczne do wyszukiwania nastepnika. Kazda zmienna |; przechowuje wskaznik do elementu
o randze o jeden mniejszej niz ranga elementu &, ktéry dominuje @;. Dzigki tym wskaZnikom
mozliwe jest uzyskanie szukanego podciagu.

Kluczowa kwestig dla ztozonosci czasowej proponowanego algorytmu jest dobor odpowied-
niej struktury danych Q. Zastosowanie wykfadniczych drzew poszukiwan (ang. exponential se-

arch trees) wprowadzonych przez Anderssona i Thorupa [11] gwarantuje, Ze ztozono$¢ czasowa
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SLIS(A, g)

Wejscie: A— cigg, dla ktorego wyznaczany bedzie podciqg LIS o zadanym pochyleniu
g — pochylenie

Wyjscie: najdtuiszy podciqg rosngcy o o zadanym pochyleniu w ciggu A

{ Wyznaczanie projekcji catkowitych}
1 Wyznacz wspétczynnik pochylenia g” = p/q— 1/(qgn)
2 fori<+ 1tondo Y« agn—i(pn—1)

{ Obliczenia wtasciwe}

3 Q ¢« pusta struktura rozwigzujaca problem poprzednika
4 ¢+ 0, e«~0
5 fori< 1tondo
6 S < Q.successor ()
7 if sistnieje then Q.remove(s)
8 else /— (+1;, e«
9 Q.insert(y;)
10 l; < Q.predecessor(y;)

{Wyznaczanie wyniku}
11 fori < ¢ downto 1 do
12 S ¢« Q
13 e+ le
14 return $1S,...S

Rys. 4.3. Algorytm rozwigzujacy problem SLIS
Fig. 4.3. Algorithm solving SLIS problem

kazdej z podstawowych operacji wykonywanych na Q jest O(/log¢/loglog?), a cata struktura
zajmuje O({) stéw pamieci. Inng mozliwoscig jest uzycie drzew van Emde Boasa [209, 210],

dla ktérych potrzebnych jest O(n°+2) bitéw pamieci, a ztozonos¢ czasowa kazdej ze stosowa-
nych operacji jest O(loglogn). Niestety, z uwagi na ztozonos$¢ pamigciowg struktura ta nie moze
byc¢ uzyta bezposrednio. Poniewaz w algorytmie istotna jest tylko wzgledna kolejnos¢ projekcji
elementéw, wigc mozna zamiast operowaé na tych wartoSciach wprost, posortowac projekcje
catkowite wyznaczone dla elementéw ciggu A i uzywac ich indekséw w tablicy posortowanych
projekcji catkowitych. Dzigki temu, ze réznych kluczy do sortowania jest ©(n), a ich uniwer-
sum jest O(n°t2) = O(n°W), to algorytm sortowania pozycyjnego (ang. radix sort) pozwala
posortowac je w czasie O(Nnc). Dla duzej wartoSci parametru C mozna réwniez uzy¢ algorytmu

z [128] o ztozonosci czasowej O(nlogc).

Poniewaz zaproponowano dwa konkurencyjne do siebie algorytmy, wiec istotne jest wska-
zanie sposobu, ktory gwarantuje uzycie algorytmu szybszego. W tym celu nalezy rozpoczaé
wykonywanie algorytmu z wykorzystaniem struktury Anderssona—Thorupai przetwarzac kolej-
ne elementy tak dtugo, jak sekwencja wynikowa jest dostatecznie krétka, tj. \/m <
loglogn. W momencie, w ktérym warunek ten nie bedzie spelniony (jesli takie co$ nastapi), na-
lezy algorytm przerwac i rozpocza¢ go od nowa w wersji z drzewami van Emde Boasa. Wobec

tego mozna sformutowac nastepujacy wniosek:
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Wnhiosek 4.1. Zlozonos¢ czasowa zaproponowanego algorytmu dla problemu SLIS jest

: | log#
@) (nmln ( W,Ioglogn)) .

4.3. Podsumowanie

Zaproponowany w niniejszym rozdziale algorytm rozwigzywania problemu SLIS wyma-
ga O(n) stéw pamieci, a jego zlozono$¢ czasowa jest O(nmin(,/log?/loglog,loglogn)),
a wiec mniej niz najlepszego algorytmu znanego z literatury, ktérego ztozono$¢ czasowa jest
O(nlog?). W celu osiggniecia tego wyniku konieczne byto poczynienie pewnych zatozeri na da-
ne wejSciowe. Zalozenia te nie stanowig jednak w praktyce wigkszego problemu, bo mozna je
stresci¢ stwierdzeniem, ze kazdy symbol alfabetu powinien by¢ liczbg catkowitg dajaca si¢ re-

prezentowac na stalej liczbie stow komputerowych.



S. NAJDLUZSZY CYKLICZNY PODCIAG ROSNACY

5.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale rozwazany bedzie problem najdiuzszego cyklicznego podciagu ro-
snacego (ang. longest increasing cyclic subsequence, LICS), tzn. zadanym wynikiem jest naj-
dluzszy podciag rosnacy wystepujacy w dowolnej z rotacji ciagu wejsSciowego. Przyktadowo,
dla ciagu A=25 4 3 6 1 mozna znaleZ¢ podciag rosnacy 2 4 6, jednak wykonujac na tym cia-
gu rotacje o 1 symbol w prawo, uzyskuje si¢ cigg: A* =125 4 3 6, w ktérym najdluzszym
podciagiem rosnacym jest m.in. 1 2 4 6.

Fatwo mozna wykazac, ze dtugos$¢ podciggu LICS nie moze przekroczy¢ podwojonej diu-
gosci podciagu LIS dla dowolnej rotacji ciggu oryginalnego. Wystarczy w tym celu zauwazyc,
ze elementy podciggu LICS po dowolnej rotacji rozbijane sa na dwa ciagi, z ktérych cho¢ je-
den musi mie¢ dtugo$¢ réwng co najmniej potowie dtugosci podciggu LICS. Z drugiej stro-
ny, fatwo mozna wykazaé, ze oszacowanie to jest ostre, poniewaz dla ciggu parzystej dtugosci
o postaci: (n/241)(n/2+2)...(n)(1)(2)...(n/2) dlugoscia podciagu LIS jest n/2, podczas
gdy dlugoscig podciggu LICS jest n. Warto$¢ oczekiwana dtugosci podciggu LICS w ciagu
bedacym losowa permutacjg jest asymptotycznie podobna jak dla problemu LIS, tj. wynosi
2nt/2 4 O(nl/ 2) [3]. Problem LICS mozna formalnie zdefiniowaé nastepujaco:

Problem 5.1 (Najdtuzszy cykliczny podciag rosnacy, LICS). Dla ciggu A= a1az...an znaleic¢
najdtuzszy sposrod podciggow rosngcych dla wszystkich ciggow A:fl, gdzie1<i<n.

Przyklad 5.1 (Najdtuzszy cykliczny podciag rosnacy, LICS). Dla ciggu liczbowego A=4 62 8
131295 7 11 10 najdtuzszym cyklicznym podciggiem rosngcym jest N =1 35 6 8. W ciggu A
podkreslono symbole tworzqce podciqg LICS.

Na potrzeby niniejszego rozdzialu przyjete zostanie zatozenie, ze cigg A jest permutacja
liczb catkowitych z zakresu [1, n|. Jesli to zatozenie nie jest spetnione, to cigg wejSciowy nale-
zy przeksztalci¢ zamieniajac kazdy element na jego indeks w ciggu posortowanym, przy czym
elementy identyczne sortowane sg w taki sposob, ze element znajdujacy si¢ na dalszej pozycji
w ciggu sortowanym traktowany jest jako mniejszy. Przyktadowo, ciagg A=51541235145
13 18 jest przeksztalcany w ciag 57319 10 2 4 6 8. Takie przeksztalcenie wymaga czasu
O(nlogn) i w dalszej czesci niniejszego rozdziatu sktadnik ten nie bedzie brany pod uwagg,
gdyz inne sktadniki majg wiekszy wktad do ztozonoSci czasowe;.

Najprostszym sposobem wyznaczenia podciagu LICS jest uzycie szybkiego algorytmu wy-

znaczania podciggu LIS dla kazdej rotacji: A7, A%, ..., AN, Zlozonosé czasowa w tym przy-
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padku jest O(n?loglogn). Albert i in. [3] zaproponowali kilka szybszych algorytméw. Ztozo-
nos¢ czasowa pierwszego z nich jest O(nflogn), gdzie ¢ to diugosé podciggu LICS. Jak mozna
zauwazydé, algorytm ten w szczegblnym przypadku, gdy £ = ©(n), jest nawet asymptotycznie
wolniejszy niz podejscie naiwne. Poniewaz oczekiwang wartoscig ¢ jest 2,/n+ 0(,/n), wiec
stanowi on jednak istotny postep. Drugi z algorytméw zaproponowanych w [3] ma ztozonos¢
Czasowa O(nS/ 2logn), ale otrzymany wynik jest poprawny tylko z pewnym duzym prawdopo-
dobienstwem.

Inng mozliwoscia jest wykorzystanie algorytméw rozwigzujacych problem najdtuzszego
podciagu rosnacego w przesuwajacym si¢ oknie (ang. longest increasing subsequence in sli-
ding window, LISW) (patrz rozdz. 6). Zastosowanie takich algorytméw dla ciagu bedacego
konkatenacja dwoch kopii ciggu A przy zalozonej dlugosci okna n jest w istocie rozwigzy-
waniem problemu LICS. Uzycie algorytmu zaproponowanego przez Alberta i in. [4] pozwala
osiggnaé ztozonosé czasowg O(nloglogn+ n¢). Chen i in. [40] ulepszyli jeszcze ten wynik
do O(n?).

W ostatnim czasie Tiskin [199] zaproponowal nowatorskie podej$cie do rozwiazywania pro-
blemu najdtuzszego wspdlnego podciagu (ang. longest common subsequence, LCS), o ktérym
bedzie jeszcze mowa w rozdziale 7. Podejscie to opiera si¢ na acyklicznych grafach skierowa-
nych i tzw. macierzach najwyzszych wynikow (ang. highest-score matrices), ktore reprezentujg
macierze przetwarzane w metodzie programowania dynamicznego. W [199] dzieki zastosowa-
niu tych technik do problemu LICS Tiskin uzyskat ztozonosé czasowa O(n%2), a w kolejnej
pracy [200] wynik ten zostat jeszcze poprawiony do O(nlog?n).

5.2. Algorytmy

5.2.1. Podstawowe koncepcje

W tym i kolejnych podrozdziatach zostang zaprezentowane algorytmy rozwigzywania pro-
blemu LICS zaproponowane przez autora w [65, 74]. W algorytmach tych cigg Areprezentowa-
ny jest za pomocg pokrycia zachtannego I (A) (podrozdz. 2.1). Kluczowe dla tych algorytméw
jest wykazanie, jak dysponujac dla ciggu A = A'/A” pokryciami ' (A’) oraz I'(A”) wyznaczy¢
pokrycie I' (A).

Definicja 5.1. Odczytem wedtug pokrycia dla ciggu A, oznaczanym przez E(A), jest konkate-
nacja kolejnych malejgcych list tworzgcych pokrycie ' (A).

Przyktad pokrycia dlaciagu A=462813 12957 11 10 pokazany jest narys. 5.1. (Do-
datkowo, dla przypomnienia pokazany jest tu caly proces tworzenia pokrycia). Dla tego przy-
ktadu odczyt wediug pokryciato E(A)=4216385 1297 11 10.
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Rys. 5.1. Przyktad dziatania algorytmu CoveErR-MAKE wyznaczajacego zachtanne pokrycie ciagu A = 4
6281312957 11 10. Elementy wstawiane w kolejnych krokach sg zaznaczone na szaro.
Listy utozone sa pionowo
Fig. 5.1. Example of the algorithm Cover-MAKE finding greedy cover of A=4628131295711
10. The just placed elements are gray. The lists are vertical
W celu wykazania poprawnosci ogélnego schematu algorytméw proponowanych w niniej-

szym rozdziale dowiedzione zostang ponizsze lematy i twierdzenia.

Lemat 5.1. Niech cigg A bedzie konkatenacjg ciggow N oraz A, tj. A= AN A, Pokrycie ciggu
AA" jest identyczne do pokry¢ ciggéw E(AN)E(A") oraz NE(A”).

Dowod. Algorytm tworzenia pokrycia Cover-MAKE (rys. 2.3) przetwarza kolejne symbole cig-
gu A, a wiec tworzy najpierw pokrycie I' (A'), ktére w oczywisty sposéb jest identyczne z pokry-
ciem I'(E(A')). Dalszy cigg dowodu zostanie przeprowadzony przez indukcje wzgledem dtugo-
Sci ciagu A" oznaczanej przez n’. Dlan’ = 1, A’ = E(A”), a wiec twierdzenie jest prawdziwe.

Niech teraz n” > 1, a drugi ciag niech bedzie oznaczony przez A’X, gdzie X jest pewnym
symbolem. Jesli X jest ostatnim symbolem E(A”X), to lemat jest prawdziwy. Niech zatem X nie

bedzie ostatnim symbolem E(A”X). Wiadomo wéwczas, ze
E(A") =T (A)[1]...T(A")[pIF (A")[p+1]... T (AT)[K],
E(A'x) =T (AN [1]...r (A" [pIxT (A" [p+1]...T(A")[K.

Symbol s koriczacy liste I'(A”)[p] jest wigkszy niz X, a wszystkie symbole z list I'(A”)[p+
1],..., T (A")[K] sa wieksze niz s. Dlatego tez, kiedy algorytm CovER-MAKE przetwarza ciag
E(A)E(A”X) i napotyka symbol X, to umieszcza go na koricu pewnej listy znajdujgcej si¢ nie
na prawo od listy zawierajacej S. Nastepnie algorytm CoveErR-MAKE przetwarza pozostale sym-
bole z list ' (A”)[p+1],...,T (A”)[K], ale poniewaz wszystkie one sg wigksze niz S, to na pewno
beda w jednej z list znajdujacych si¢ na prawo od listy zawierajacej S. Z powyzszego wynika,
ze ich pozycje w pokryciu w zaden sposéb nie mogg si¢ zmieni¢ z powodu wczesniejszego
wstawienia do niego symbolu X. Wobec tego pokrycia I (E(A)E(A”")x) oraz I'(E(A)E(A’X))
sg identyczne, a wiec przetwarzanie ciggu A’ zgodnie z odczytem wedtug pokrycia zamiast

przetwarzania bezposrednio A” nie ma wplywu na uzyskane pokrycie wynikowe. |
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Poniewaz w problemie LICS rozwazane sa wszystkie rotacje, wiec bez utraty ogdlnosci
mozna zatozy¢, ze a; jest najwickszym symbolem w ciagu A i takie zalozenie bedzie przyj-
mowane do korica niniejszego rozdziatu. (Ztozono$¢ czasowa wstepnej rotacji koniecznej do
spefnienia tego warunku jest ©(n)). Dtugosé podciggu LIS dla tego wstepnie zmodyfikowane-
go ciggu bedzie oznaczana przez ¢/, podczas gdy dtugosé LICS — przez /.

Definicja 5.2. Punktami stopu dla ciggu A bedq nazywane symbole, ktore znajdujq sie na po-
czqtkach list pokrycia T (A).

Dla przyktadu, z rys. 5.1 punktami stopu beda 4,6,8,12,11.

Lemat 5.2. Jesli cigg Af zostanie cyklicznie przesuniety w lewo 0 1 < i < nsymboli, to element

znajdujqcy sie na poczqtku ostatniej listy pokrycia F(Annjril_i ) jest punktem stopu.

Dowdéd. 7 lematu 5.1 wiadomo, ze

F(ARL ) =T (A1 E(AT).
Algorytm CovER-MAKE tworzy najpierw pokrycie I dla Af}, ; ;. Nastgpnie rozszerza je ele-
mentami z kolejnych list [ (A'I_i ). Element rozpoczynajacy kazda z tych list jest punktem stopu
i moze by¢ dotaczony do jakiejs listy w ' badZ rozpoczaé nowa list¢ w I'. Poniewaz symbo-
le w listach dotaczanego pokrycia sg uporzadkowane malejaco, wigc tylko punkt stopu moze
by¢ dotaczony do tworzonego pokrycia na poczatku nowej listy. Z tego, ze a; jest elementem
maksymalnym w A wynika, ze przynajmniej ten element musi znaleZ¢ si¢ na poczatku nowej
listy dotaczanej do ', a wigc ostatnia lista pokrycia F(Aﬂflfi) musi zaczyna¢ si¢ od punktu

stopu. [

Lemat 5.3. Dtugosé¢ podciggu LICS dla ciggu A jest rowna najwiekszej z dtugosci podciggu
LIS dla wszystkich rotacji A koriczgcych sie punktem stopu.

Dowdéd. Z lematu 5.2 wynika, ze na poczatku ostatniej listy pokrycia dla dowolne;j rotacji A:_l
zawsze znajduje si¢ jakiS punkt stopu ax. Oznacza to, ze dtugos¢ podciagu LIS koniczacego sie
na elemencie ax w tej rotacji jest réwna dtugosci podciggu LIS dla rotacji A}fl, Dla dowolnego
punktu stopu ax najdiuzszy podciag rosnacy koniczacy si¢ na ax wsrdd wszystkich mozliwych
rotacji mozna znalezé w A{i 1- Z powyzszego wynika, ze dlugos¢ podciggu LICS dla ciggu Ajest
réwna dtugosci najdiuzszego podciggu LIS wsréd wszystkich rotacji koriczacych si¢ punktami

stopu. [

Niech teraz A= A'A" oraz ' =T (A") i " =T (A”) beda znane, a celem bedzie wyznacze-
nie I = '(A). Zgodnie z lematem 5.1 algorytm Cover-MAKE moze do pokrycia " wstawiaé

elementy z A" w kolejnosci, w jakiej wystepuja one w odczycie wedtug pokrycia.
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Cover-MEerGe(I™/, ")
Wejscie: ', I — tqczone pokrycia
Wyjscie: pokrycie bedgce wynikiem polgczenia

1 fori« 1to|"|do
2 if element poczatkowy I""[i] jest wiekszy niz element koficowy '[|[’|] then
3 Dodaj do I’ pustg liste
4 j |
5 while I"'[i] nie jest pusta and j > 1 do
6 Znajdz najwiekszy symbol sw "'[i] mniejszy niz element koricowy I''[j — 1]
7 Przenie§ symbole wigksze niz sz "[i] do I''[]]
8 j«<j-1
9 Dotacz pozostaty czesé listy ' [i] (jesli nie jest pusta) do I''[1]
10 return [’

Rys. 5.2. Ogélny schemat algorytméw taczacych pokrycia. (Jezeli w wierszu 6. nie zostanie znaleziony
symbol S, to zadne symbole nie sa przenoszone w wierszu 7.)

Fig. 5.2. A general scheme of the cover merging algorithm. (If there is no such a symbol Sin line 6, no
symbols are moved in line 7.)

Twierdzenie 5.1. Algorytm CovER-MERGE lgczqcy pokrycia (rys. 5.2) jest poprawny.

Dowdd. Niezmiennikiem petli zewngtrznej algorytmu jest: [’ jest pokryciem ciggu AT (A")[1]
.. (A")[i —1]. Z definicji T (A")[1]...T (A")[0] oznacza ciag pusty.

Przed rozpoczeciem wykonywania petli zewnetrznej, " zawiera pokrycie ciggu A, a wiec
niezmiennik jest spetniony. Niech teraz dla ustalonego i, '’ zawiera pokrycie dla AT (A”)[1]
... (A")[i — 1]. Lista I'"[i], uporzgdkowana malejaco, jest przetwarzana jak ponizej. Elemen-
ty I'"[i] wieksze niz symbol konczacy ostatnig liste ' sg przenoszone do I’ jako nowa li-
sta. Dla wszystkich 1 < j < |['’|, symbole wigksze niz element koficzacy '[j — 1], ale jedno-
czesnie mniejsze niz element koriczacy I''[j] sa przenoszone do I''[j]. Ewentualne pozostate
symbole muszg by¢ mniejsze niz element koriczacy '[1] i sg przenoszone do '[1]. Proce-
dura ta umieszcza symbole doktadnie tak samo, jak robi to algorytm CoveEr-MAKE, a wigc
po inkrementacji i, [’ zawiera pokrycie dla A'T (A”)[1]...T (A”)[i — 1] i niezmiennik petli jest
spetniony.

Po zakoriczeniu wykonywania petli zewnetrznej, I zawiera pokrycie dla AE(A”), a wiec

na podstawie lematu 5.1 twierdzenie jest prawdziwe. |

Lemat 5.4. Podczas tgczenia pokrycia ', zawierajgcego na wejsciu X list, i T, elementy kazdej

z list " sq porownywane z elementami koriczgcymi najwyzej X+ 1 list T

Dowdd. Dowdd przez indukcje wzgledem i, ktére jest numerem listy z . Dlai = 1 pokrycie '’
zawiera X list, wigc lemat jest w oczywisty sposob prawdziwy. Dla i > 1 zalozone zostanie, ze

element koriczacy I [i — 1] byl umieszczony na koricu pewnej k-tej listy ', ale nie dalej niz
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LICS(A)

Wejscie: A— cigg, w ktorym wyznaczany jest podcigg LICS
Wyjscie: diugosé¢ podciqgu LICS oraz indeks elementu bedgcego ostatnim w rotacji, w ktorej dtugosé
podciggu LIS rowna jest diugosci podciggu LICS

1 Przesun cyklicznie A, aby a; byl maksymalnym elementem w A
2 T+« Cover-Makg(A]); j+<n
3 if ay jest punktem stopu then ¢ + |I'[; i < nelse £ + 0; i« 0
4 Usunianzl”
5 for k<— n—1downto 1do
6 if a jest punktem stopu then
7 [« Cover-Makg(A}, ;)
8 " + Cover-MEercg(I", ") {Wyznacza T (A, ;) przez tqczenie T',T"}
9 if ¢ <|”| then £+ |I'"|;i <k

10 <k

11 Usun gz "

12 return /, i

Rys. 5.3. Ogdlny schemat algorytméw wyznaczania dtugosci podciggu LICS

Fig. 5.3. A general scheme of the algorithm computing LICS length
x— 1list od korica. Ostatnie poréwnanie byto wykonane z elementem koriczacym liste ' [k — 1]
(co najwyzej X list od korica I"). Element koriczacy liste ["[i] jest wiekszy niz element koriczg-
cy I'"[i — 1], a wiec ostatnie poréwnanie przy przetwarzaniu listy I'’”[i 4+ 1] bedzie wykonane co
najwyzej z elementem konczgcym liste [’[k]. Lista ta znajduje si¢ na pozycji o jeden w prawo
od listy, z ktérg byt poréwnywany element koriczacy I'’'[i — 1]. Podczas przetwarzania jednej
listy z " rozmiar pokrycia ' moze wzrosna¢ najwyzej o 1. Z powyzszego, podczas przetwa-

rzania i-tej listy [ bedzie analizowanych co najwyzej x+ 1 list . [ |

Ogdlny schemat proponowanego algorytmu rozwigzywania problemu LICS przedstawiony
jest na rys. 5.3. Ciag A jest rotowany N razy po jednym symbolu i dla niektérych (w najgor-
szym przypadku dla wszystkich) rotacji wyznaczane jest pokrycie. Algorytm zwraca dtugos¢
podciagu LICS oraz indeks punktu stopu, dla ktérego zostal on znaleziony, dzi¢ki czemu, jesli

to konieczne, w prosty spos6b mozna wyznaczy¢ zadany podciag.

Twierdzenie 5.2. Algorytm LICS wyznacza diugosé podciggu LICS oraz indeks ostatniego
elementu, ktory nalezy do podciggu LICS.

Dowdd. Niech niezmiennikiem petli bedzie: " przechowuje pokrycie A'l-‘ a l jest najwigk-

+1
s2q z dtugosci podciqggu LIS dla wszystkich rotacji koriczgcych sie punktami stopu o indeksach
z zakresu [K+1,n).

Przed rozpoczeciem wykonywania petli '’ przechowuje pokrycie dla Aﬂj& = Ag_l, al-—
dtugosé podciaggu LIS dla A7, jesli a, jest punktem stopu, wobec czego niezmiennik jest spel-

niony. Niech teraz niezmiennik be¢dzie prawdziwy dla pewnego k. Jesli ax nie jest punktem
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stopu, to ax jest usuwany z ", a £ sie nie zmienia, wiec dekrementacja k powoduje, ze nie-
zmiennik petli dalej jest spetniony. Niech teraz ay bedzie punktem stopu. W wierszu 7. wyzna-
czane jest pokrycie I’ dla A} 11> a " przechowuje w tym czasie pokrycie dla A'j‘ .1 Nastepnie,
w wierszu 8., wyznaczane jest pokrycie dla Al'i 11 W wierszu 9. wartoscig ¢ staje si¢ dtugosc
najdtuzszego podciagu LIS sposrdd wszystkich rotacji koriczacych si¢ punktami stopu o indek-
sach z zakresu [k, n]. W wierszu 10. do j wpisywane jest k, a wiec '’ przechowuje pokrycie dla
AK

j+1
jest spetniony. Po zakoriczeniu wykonywania petli £ przechowuje maksymalng warto$¢ dtugosci

Nastepnie ay jest usuwane z [ i dekrementacja k powoduje, ze niezmiennik petli dalej

podciagu LIS dla wszystkich rotacji konczacych si¢ punktami stopu. Z lematu 5.3 warto$¢ ta
jest dlugoscia podciaggu LICS dla calego ciagu. |

Jako ciekawostke mozna zauwazy¢, ze poniewaz punktéw stopu jest ©(¢), wiec algorytm
wyznaczajacy pokrycie algorytmem Cover-MAKE tylko dla rotacji koniczacych si¢ punktami
stopu, a wiec budowania go za kazdym razem na podstawie samego ciagu ma ztozono$¢ czaso-
wa O(n¢loglogn). Ponizej zostang przedstawione szybsze algorytmy, w ktérych istotna bedzie
znajomoS$¢ pokry¢ czastkowych. Kluczowg kwestig w tych algorytmach jest wybor odpowied-

nich struktur danych do reprezentacji pokry¢.

5.2.2. Reprezentacja pokrycia za pomocg list

Najprostszym sposobem reprezentacji pokrycia jest zastosowanie uporzadkowanego zbioru
list uporzadkowanych malejaco. Pierwszym etapem dziatania algorytmu jest wykonanie wstep-
nej rotacji (ztozonosé czasowa O(N)), po ktdrej nastepuje wyznaczenie pokrycia dla ciggu A.
ZYozono$¢ czasowa tej fazy algorytmu to tinit — O(nlog?). Wybierajac do budowy poczat-
kowego pokrycia algorytm stosujacy drzewa van Emde Boasa [209, 210], dostaje si¢ it —
O(nloglogn).

W kolejnych iteracjach z pokrycia usuwane sg poszczegdlne elementy ciggu poczawszy
od ostatniego. Kluczowe znaczenie dla zfozonosci czasowej tej czynnoSci majg sposob znale-
zienia elementu do usuni¢cia w pokryciu oraz samo usuni¢cie. Tworzac na etapie inicjalizacji
tablice zawierajaca wskazniki do wszystkich elementéw, mozna kazdy z nich znalez¢ w pokry-
ciu w czasie statym. Usuwanie elementu z listy wymaga wykonania T9€! = O(1) operacji.

W niektérych przebiegach petli (definiowanych przez pozycje punktéw stopu) wykonywana
jest budowa pokrycia dla fragmentu przesunigtego cyklicznie ciggu (wiersz 7). Przyjmujac, ze
liczba elementéw pomiedzy (i — 1)-szym a i-tym punktem stopu (z definicji element ap, jest
zerowym punktem stopu) to N, ztozono$¢ czasowa tej operacji wynosi T219(n;) = O(njlog¥).

Punktéw stopu jest NP = ©(/) i wiadomo, ze Z:itcl)p ni = O(n).
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W wierszu 8. wykonywane jest taczenie pokryé. Poniewaz pokrycie I’ zawiera nj elemen-
téw, wiec sktada si¢ z O(min(n;, £)) list. Z lematu 5.4 wynika, ze dla ustalonego punktu stopu
sumaryczna liczba przebiegéw wewnetrznej petli algorytmu Cover-MERGE jest O(min(n;, £)/).
W kazdym przebiegu tej petli wyznaczany jest symbol S, co wymaga przegladnigcia aktualnie
przetwarzanej listy pokrycia . Lista ta jest przegladana poczawszy od elementu najwiekszego.
W momencie znalezienia elementu spetniajacego okreSlony w algorytmie warunek, wszystkie
wigksze od niego elementy sg przenoszone do pokrycia I''. Poniewaz sumaryczna liczba ele-
mentéw w pokryciu [ jest O(n), wiec sumaryczna ztozonosé czasowa operacji znajdowania
element6w podziatu dla jednego taczenia pokryé wynosi Td(n) = O(min(n;, £)£+n). W wier-
szu 9. algorytmu Cover-MERGE lista jest rozcinana (zlozonos¢ czasowa TSPt = O(1)) oraz
sklejana z inng lista (zfozono$é czasowa T = O(1)). Dysponujac wszystkimi sktadnikami
ztozonoSci czasowej, mozna zapisa¢ wyrazenie na sumaryczng zlozono$¢ czasowg algorytmu
LICS.

Wnhniosek S5.1. Zlozonosc czasowa algorytmu LICS wynosi:

stop

Tt prdel | (tb””d(ni) +1MM9(ny) 4 O(min(n;, £)¢) (tSp"t + TjOin> ) . 5.1

Podstawienie do (5.1) ztozonoSci czasowych poszczegdlnych sktadnikéw daje:

O(nlogf) +nO(1)+
nstop

+ Z (O(ni log¢) + O(min(n;, £)¢ + n) + min(n;, £)£(O(1) +0(1>)) -
= O(nlog¢) +O(n) + O(nlog¢) + O(n¢) + O (min (n£, £3)) = O(ne),
co mozna podsumowaé w postaci wniosku:

Wnhiosek 5.2. Ztozonosc czasowa algorytmu LICS dla reprezentacji listowej pokrycia jest

o(ne). (5.2)

5.2.3. Reprezentacja pokrycia za pomocg drzew zréwnowazonych

ZYozono$¢ czasowa powyzszego algorytmu moze by¢ poprawiona przez zastosowanie nie-
co bardziej wyrafinowanej struktury danych do reprezentacji pokrycia. Jednym z mozliwych
rozwigzan jest reprezentowanie kazdej z list pokrycia jako zréwnowazonego drzewa poszuki-
wan binarnych, np. drzewa czerwono-czarnego [29, 105, 190]. (Innymi mozliwoSciami sg np.
drzewa AVL [1], drzewa typu splay [194, 198]). Zaletg tego podejScia jest potencjalnie szyb-

szy spos6b wyznaczania miejsca podziatu listy pokrycia, gdyz w tym przypadku 19(n) =
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Etap poczatkowy (po wstepnej rotacji) Etap 1
[12[9[5[7[11]10[4[6[2]8[1]3] z112[9[5[7[11]
I

[o[4]6]2]8]1]

(A% T'(457) L(4}) I'(42)

12]( 7 |11 wo][e][8] [12]7]11] [1o] 6] 8]12]11]
910 AE 9| AEBEHE
Sisie 12 | LS| 12 | L7 ]
L4 L] L]

2]

1]

Etap 2 Etap 3
[11]10]4]6[2]8[1]3 fo[o]5]7] |9|5|7|11|10|4|6|2|8|1|3@
T'(A5) (A7) I'(45) I'(43) I'(43) I'(43)
10](6 | 812 1] e | 812 9 7] 1] 6 |[ 8 ][12] 9|7 11]12]

AHBE 1o][3 5] o 5] 10] 3 5 610
12 | L7 ] 4 | L7 ] 4| 4 8
1] 2] 2] 2]

L] '] ']

Rys. 5.4. Przykiad dziatania algorytmu wyznaczania podciagu LICS opartego na reprezentacji listowej
pokrycia dla ciagu A=46281312957 11 10. Komdérki zaznaczone na szaro oznaczaja
elementy, ktore zostaly zrotowane w kolejnym etapie. Niektore elementy sa opuszczone, aby
wskaza¢ miejsce, w ktérym zaczyna si¢ oryginalny cigg A

Fig. 5.4. Example of the LICS-computing algorithm with list-based cover representation in work for
sequence A=46281312957 11 10. The greyed cells denote the cells which are rotated
in each stage. Some cells are pushed down to indicate the place where the original sequence A
starts

O(min(n;,¢)¢logn). Wada jest za to diuzszy czas podzialu i Iaczenia tych list, gdyz TSPt =
ton — O(logn) [35, 130]. Takze usuwanie elementu trwa nieco diuzej niz dla reprezenta-
cji listowej — del — O(logn). Tworzenie pierwszego pokrycia mozna wykona¢ za pomocg al-
gorytmu klasycznego, co daje Tt = O(nlog/), ale mozna takze zastosowac tu drzewa van
Emde Boasa [209, 210] (por. podrozdz. 2.4.2), dzigki ktérym mozliwe jest uzyskanie pokry-
cia w reprezentacji listowej w czasie O(nloglogn). Dla kazdej posortowanej listy pokrycia
mozna (znajac jej rozmiar) utworzy¢ drzewo czerwono-czarne w czasie liniowym w zalezno-
Sci od rozmiaru tej listy. Dzieki temu ztozono$¢ czasowa budowy pokrycia dla reprezentacji
za pomoca drzew czerwono-czarnych to T"(n;) = O(nloglogn). Warto réwniez zauwazyé, ze
w taki sam spos6éb mozna budowac¢ pokrycia dla elementéw przesunigtych cyklicznie, a wiec
™Uld(n) = O(n; loglogn). Podstawiajac te ztozonosci czasowe skiadnikéw algorytmu do (5.1),
otrzymuje si¢ zfozonos$¢ czasowg algorytmu LICS dla reprezentacji pokrycia za pomocg drzew

Cczer WOl’lO-CZ&I'I’IYChI
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O(nloglogn) +nO(logn)+
nstop

+ Zl (O(njloglogn) +O(min(n;,¢) ¢logn) +O(min(n;,¢) ¢) O(logn)) =

O(nloglogn) +O(nlogn) + O(nloglogn) + O (min (n¢, £3) logn) +
+0(min(n¢, %) logn) =
= O(nlogn-+min(n¢, ¢%) logn) .

Whiosek 5.3. Ztozonos¢ czasowa algorytmu LICS dla reprezentacji pokrycia za pomocq drzew

zrownowazonych jest

O (nlogn-+min(n¢, ¢3) logn) . (5.3)

5.2.4. Reprezentacja pokrycia za pomocg list drzew zré6wnowazonych

To, dla ktérej z reprezentacji pokrycia oméwionych w poprzednich podrozdziatach ztozo-
nos¢ czasowa jest lepsza, zalezy od dtugosci podciggu wyjsSciowego. Dzigki temu, ze mozliwe
jest oszacowanie dtugosci rozwigzania z doktadnoscig do czynnika 2 na podstawie rozmiaru
pokrycia dla ciggu wejSciowego mozna zaproponowac algorytm hybrydowy, w ktérym naj-
pierw wyznaczane jest pokrycie za pomoca reprezentacji listowej, a nastepnie podejmowana
jest decyzja o tym, ktorej reprezentacji pokrycia uzy¢. Mozliwe jest jednak zaproponowanie
jeszcze innego sposobu reprezentacji, ktory bedzie faczyt zalety obu wezesniejszych w jedne;j
strukturze danych, oferujac ztozonoS¢ czasowa nie gorsza niz kazdy z oméwionych do tej pory
sposobow.

Idea tego rozwigzania opiera si¢ na reprezentacji kazdej z list pokrycia jako uporzadko-
wanej listy drzew czerwono-czarnych o pewnym rozmiarze ©(e), ktdry zostanie wyznaczony
nieco pdzniej. Ponadto, z kazdym z tych drzew czerwono-czarnych zwiazana jest pewna dodat-
kowa zmienna przechowujaca warto$¢ minimalng w drzewie, aby byla ona dost¢pna w czasie
stalym. W tym przypadku zlozonosci czasowe sktadowych algorytmu to: Tt = O(nloglogn),
19— O(loge), T™Ud(n;) = O(n; loglogn), TSPt = 1% — O(loge). Ztozonos¢ czasowa operacji
wyszukiwania punktu podziatu listy zalezy od rozmiaru drzewa na dwa sposoby. Po pierwsze,
nalezy przegladna¢ liste drzew w celu znalezienia drzewa zawierajacego miejsce podziatu. Po
drugie, w drzewie rozmiaru O(e) nalezy znaleZ¢ t¢ warto$¢é. W zwigzku z tym, ze w pokryciu "

liczba drzew zréwnowazonych (tgcznie we wszystkich listach) jest O(n/e+ ¢), to:

d(n) =0 (min(ni,é)ﬁlogeJr 2+£> :
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Podstawienie ztozonoSci sktadowych do (5.1) daje

O(nloglogn) +nO(loge)+
nstop

- i; (O<ni loglogn) 4+ O(min(n;, ¢)¢loge+ 2+£) + O(min(ni,ﬁ)é)O(loge)> —
= O(nloglogn) + O(nloge)+

+0O(nloglogn) + O (min (n¢, %) loge+ n_j +£2) +0O(min(n¢,£%) loge) =
. 3 74
O ( nloglogn+min(né,n+¢ )Ioge+E :

Fatwo mozna stwierdzié, Ze powyzsze wyrazenie ma warto$¢ minimalng dlae= ©([n/¢?]),

wobec czego ztozono$¢ czasowa tej wersji algorytmu jest

0 (nlog logn+ min (n¢,n+ ¢3) log b—u ) .
Warto$¢ e mozna oszacowac z doktadnoscia do czynnika 4 po wykonaniu budowy pierwszego
pokrycia na podstawie dtugosci podciagu LIS w poczatkowej rotacji.

Ostatnig kwestia, ktorg nalezy rozwazy¢, jest to, czy listy drzew czerwono-czarnych mo-
g3 by¢ efektywnie aktualizowane, bez negatywnego wplywu na ztozono$¢ czasowa algorytmu.
W szczegblnosci chodzi o to, aby po kazdej operacji (podziale, potaczeniu, usunieciu elementu)
na drzewie czerwono-czarnym mozna bylto szybko zagwarantowad, ze przechowuje ono ©O(e)
elementéw. W tym celu na drzewa nakladane jest ograniczenie, ze ich rozmiar zawsze musi
by¢ w zakresie [e, 2€]. Jedynym wyjatkiem jest sytuacja, w ktdrej lista pokrycia ma mniej niz
eelementow. (Wtedy lista zawiera tylko jedno drzewo). Po kazdej z operacji usuwania elemen-
tu z drzewa (ztozono$¢ czasowa tej operacji jest O(loge)) sprawdzane jest, czy rozmiar drzewa
zmalal ponizej €. Jesli takie co$ miato miejsce, to drzewo jesttaczone z drzewem sasiednim w li-
Scie pokrycia (ztozonos¢é czasowa tej operacji jest O(loge)) i otrzymywane jest drzewo, ktorego
rozmiar miesci si¢ w przedziale [e, 3€|. Nastepnie, jesli to konieczne, tj. rozmiar uzyskanego
drzewa jest wigkszy niz 2e, drzewo to jest dzielone na mozliwie réwne czgsci, tak aby rozmiar
kazdego z otrzymanych drzew miescit si¢ w przedziale [e, 2€]. Do wykonania tego podziatu
konieczne jest znalezienie mediany wsréd elementéw nalezacych do drzewa. Aby mdc znaj-
dowa¢ mediane szybko, nalezy rozszerzy¢ wszystkie wezly drzewa czerwono-czarnego o do-
datkowe pole przechowujace liczbg weztéw nalezacych do poddrzewa, ktérego korzeniem jest
dany wezetl. Informacje te mozna aktualizowa¢ w trakcie wykonywania operacji na drzewie bez
pogarszania ich ztozonoSci czasowej pozostatych operacji [130, 35, 156]. ZtozonoS¢ czasowa
procesu normalizacji rozmiaru drzewa, ktdry zostal opisany powyzej, jest O(loge), czyli tyle sa-
mo co zlozono$¢ czasowa operacji usuwania elementu z drzewa, a wigc nie wptywa negatywnie

na ztozonos¢ czasowg catego algorytmu.
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W podobny sposéb rozmiar drzewa normalizuje si¢ po podziale i taczeniu drzew. Po kazdym
podziale otrzymywane sg dwa drzewa, z ktorych jedno przenoszone jest do innej listy pokrycia.
W obu tych listach pokrycia wykonywane sa sprawdzenia, czy pozostale (przeniesione) drzewo
jest poprawnego rozmiaru, a jesli nie, to dokonywane jest jego polaczenie z drzewem sasiednim
i ewentualny podziat otrzymanego drzewa na dwa mniejsze. Ztozono$¢ czasowa tego procesu
normalizacji rozmiaru drzewa takze w tym przypadku jest O(loge), a wiec nie wigcej niz ztozo-
no$¢ czasowa operacji podziatu i taczenia drzew z pokrycia. Z powyzszego wynika, ze mozliwe
jest utrzymywanie rozmiaru drzew w zakresie [€, 2€] bez wptywu na zfozonos¢ czasowg calego

algorytmu. Wobec tego mozna sformutowaé wniosek:

Whiosek 5.4. Ziozonos¢ czasowa algorytmu LICS dla reprezentacji pokrycia za pomocq list

drzew zrownowazonych jest

O(nloglogn+ min (n¢,n+ ¢3) log b—nzb (5.4)

5.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale rozwazany byt problem najdiuzszego cyklicznego podciagu rosng-
cego (LICS). W momencie proponowania algorytméw autorskich ztozonos¢ czasowa w przy-
padku pesymistycznym dla najlepszych znanych metod byta: O(n¢) [40] i O(n®/2) [199]. Powo-
dowalo to, ze ostatni z proponowanych wariantow miat najlepsza ztozonos¢ czasowg dla

nl/2
¢ = w(logn) oraz =0 —— ],

log'/?n

a nie gorsza niz te algorytmy dla
¢ =0(n%?),

W zwiazku z ostatnig pracg Tiskina [200], ktory ulepszyt algorytm z [199] osiagajac ztozonos¢

czasowg O(n log? n) algorytm proponowany oferuje najlepszg ztozonos¢ czasowsg dla
¢(=w(logn)  oraz (= o((nlogn)l/?’).

Kwestig otwarta pozostaje odpowiedZ na pytanie, jaki jest kres dolny ztozonoSci czasowej
dla problemu LICS. Do tej pory wiadomo jedynie, Ze nie moze on by¢ nizszy od kresu dolne-
go ztozonosci czasowej dla problemu LIS, gdyz gdyby bylo inaczej, to za pomocg algorytmu
dla problemu LICS mozna by rozwigza¢ problem LIS w asymptotycznie takim samym czasie.
W tym celu wystarczyloby w ciaggu A = ajaz...an znaleZ¢ maksymalny element X, skonstru-
owad cigg A* = ajay...an(x+1)...(X+n) i wyznaczyé dla niego podcigg LICS. W tak skon-
struowanym ciggu A* podciagi LICS i LIS sg identyczne, a wigc wystarczy z wyniku odrzucié

sufiks (X4 1)...(X+n), aby otrzymac podciag LIS dla ciggu A.



6. NAJDLUZSZY PODCIAG ROSNACY
W PRZESUWAJACYM SIE OKNIE

6.1. Wprowadzenie

Problem najdtuzszego podciagu rosnacego w przesuwajacym si¢ oknie (ang. longest incre-
asing subsequence in sliding window, LISW) jest uogélnieniem problemu najdtuzszego pod-
ciggu rosnacego (LIS). W problemie tym rozwaza si¢ wszystkie spdjne podciagi ciagu wejscio-
wego (okna) okreSlonego rozmiaru i wyszukuje najdtuzszy podciag LIS sposrdd istniejacych

w tych oknach. Mozna to sformutowac formalnie w nast¢pujacy sposob:

Problem 6.1 (Najdluzszy podciag rosnacy w przesuwajacym si¢ oknie, LISW). Dla ciggu
A = ayay...an oraz rozmiaru okna U znaleZé najdiuiszy sposréd podciggow rosngcych dla
wszystkich ciggow A:+u—1’ gdziel<i<n—u+1!

Przyktad 6.1 (Najdluzszy podciag rosnacy w przesuwajacym si¢ oknie, LISW). Dla ciggu licz-
bowegoA=4628131295 7 11 10 najdtuiszym podciggiem rosngcymw przesuwajgcym sie
oknie rozmiaru U= 5 jest m.in. ' = 2 8 12. W ciggu A podkreslono symbole tworzgce podcigg
LISW.

Problem LISW zdefiniowali po raz pierwszy Albert i in. [4] w kilku wersjach, m.in. w wersji
podanej powyzej. W swojej pracy zaproponowali takze algorytm rozwigzujacy najogdlniejszy

z tych wariantéw, zdefiniowany nastepujaco:

Problem 6.2 (Najdiuzszy podciag rosnacy w przesuwajacym si¢ oknie — wersja lokalna). Dla
ciggu A = a1ay...an oraz rozmiaru okna U znaleZ¢ najdiuzszy podciqg rosnqcy dla kazdego
ciqgu A}*ufl, gdziel<i<n—u+1

Algorytmy zaproponowane dla wersji problemu wedtug def. 6.2 moga by¢ takze zastosowa-
ne do rozwigzywania problemu w wersji z def. 6.1 przy zachowaniu takich samych ztozonosci
czasowych. W niniejszym rozdziale rozwazany bedzie problem LISW, zgodnie z def. 6.1. Przy-
jete jest rowniez zatozenie (takie samo jak u Alberta i in. [4]), Ze ciag A jest permutacjg liczb
catkowitych z zakresu [1,n]. Jesli tak nie jest, to podobnie jak w przypadku problemu LICS
mozna taki cigg sprowadzi¢ do ciggu spelniajacego to zatozenie w czasie O(nlogn) (por. pod-
rozdz. 5.1).

'Notacja AI-J bedzie stosowana w niniejszym rozdziale w miejsce bardziej naturalnej notacji A; j, poniewaz,
z uwagi na zakres rozpatrywanych indekséw, obie te notacje w tym rozdziale sa réwnowazne, a pierwsza z nich
jest istotnie krétsza, co ma znaczenie z uwagi na do$¢ skomplikowane wyrazenia okreSlajace zakresy podciagdw.
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Albert i in. [4] wprowadzili w swojej pracy nowa strukture danych reprezentujaca pew-
ng czes¢ tableau Younga (por. podrozdz. 2.4.1) dla okna rozmiaru u. Pokazali réwniez, jak te
strukture zbudowac dla ciggu A, a nastgpnie uaktualniad j3 wykonujgc iteracyjnie dla kazdego
okna A:J“”*l usuniecie z niej symbolu g oraz wstawienie symbolu &, dzieki czemu otrzymu-
je sie strukture reprezentujaca fragment tableau Younga dla kolejnego okna. Na podstawie tej
struktury danych mozna odczyta¢ zaré6wno podciag LIS w biezacym oknie, jak i jego dtugos¢.
Ztozono$¢é czasowa algorytmu Alberta i in. jest O(nloglogn+ n¢), gdzie ¢ oznacza diugosé
podciagu LISW.

Inny algorytm dla problemu LISW zostat zaproponowany w pracy Chenai in. [40]. Autorzy
zastosowali w nim reprezentacje ciagu w kazdym oknie za pomocg podziatu ciagu na tzw. anty-
taricuchy. Pokazali réwniez, jak te reprezentacje modyfikowac przy przesuwaniu okna o kolejne
symbole. Ztozonosé czasowa tego algorytmu jest O(n¢).

Tiskin w [200] badat problem nieco ogdlniejszy, w ktérym przedmiotem zainteresowania
sa wszystkie okna dowolnych rozmiaréw. Algorytm zaproponowany przez niego mozna fatwo
zastosowac do problemu LISW, otrzymujac ztozonoS¢ czasowa O(nlog2 n).

Problem LISW mozna tez traktowac jako uogélnienie problemu LICS, poniewaz problem

LICS mozna sformutowaé nast¢pujaco:

Problem 6.3 (Najdtuzszy cykliczny podciag rosnacy, LICS — sformutowanie oparte na proble-
mie LISW). Dla danego ciggu A= a8y .. .an znaleic podcigg LISW w ciggu AA przy zatoZeniu

Ze dtugos¢ okna to n.

6.2. Algorytmy

6.2.1. Podstawowe koncepcje

W tym i kolejnych podrozdziatach zostang zaprezentowane algorytmy rozwigzywania pro-
blemu LISW zaproponowane przez autora w [68]. Algorytmy te oparte sg na podobnych ideach
co algorytmy zaproponowane dla problemu LICS w rozdz. 5. Podstawowa koncepcja polega
na reprezentacji spdjnego podciagu z biezacego okna za pomocg pokrycia zachtannego (por.
podrozdz. 2.4.2). W kolejnych podrozdziatach bedzie wyznaczany wtasciwie nie sam podciag
LISW, a jego dtugos¢ oraz to gdzie on si¢ znajduje, jednak dzigki wiedzy o miejscu jego poto-
zenia tatwo mozna w czasie O(uloglogn) wyznaczy¢ podciag LISW.

Dla tatwiejszego wykazania poprawnosci proponowanego algorytmu wygodnie jest zalo-

zy¢, ze w pierwszym etapie algorytmu wyznaczane sg pokrycia zachtanne dla nastepujacych

utu A:u+u ’ AP‘/UW

spojnych podciggéw: A7, AT, .. i > Arnjulu—ut

(dla uproszczenia wywodu zaktada
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si¢ tu, ze N jest catkowitg wielokrotnoscia U). Dtugo$¢ podciagu LIS w ciagu A:ﬂf{ oznaczana

bedzie przez /;.

Lemat 6.1. Diugos¢ podciggu LIS w dowolnym oknie rozmiaru U podciggu spojnego A:ﬂiiu

Jest nie wieksza niz 0; + i1 1.

Dowdéd. Dowdd jest natychmiastowy, wystarczy bowiem zauwazy¢, ze dtugos$¢ podciagu LIS
w ciagu !ﬂﬁu nie moze by¢ wigksza niz ¢; + /i1, wobec czego dtugos¢ podciagu LIS w zad-

nym podciggu spéjnym tego ciagu nie moze by¢ wieksza. |

Lemat 6.2. Niech dany bedzie podcigg A:Hﬁu szerokosci dwa razy wiekszej niz rozmiar okna, U.
Dla kazdego okna A:Hfﬂt rozmiaruUw nim, gdzie 0 < k < u, symbol znajdujqcy si¢ na poczqtku
ostatniej llsty pokrycia dla tego okna jest albo punktem stopu dla prawego skrajnego okna ciggu

A:Hﬁu, . A ﬁgﬁﬁ albo symbolem z lewego skrajnego okna, A:EH

Dowdéd. 7 lematu 5.1 wiadomo, ze

k k

FALETO =T (AU EAGTITD)-

Algorytm CoverR-MAKE tworzacy pokrycie dla ciagu AltT{TK, tworzy najpierw pokrycie I dla
A:EH - Nastepnie rozszerza je elementami z kolejnych list rA Eiﬂfi
jacy kazda z tych list jest punktem stopu dla AE Hgﬁﬁ i moze by¢ dotaczony do jakiejs listy w [

badZ rozpoczaé nowa liste w . Poniewaz symbole w listach dotaczanego pokrycia sg uporzad-

). Element rozpoczyna-

kowane malejaco, wiec tylko punkt stopu moze by¢ dofaczony do tworzonego pokrycia na po-

czatku nowej listy. Z tego wynika, ze ostatnia lista w tworzonym pokryciu musi si¢ zaczynac

i+1)u+u
( ) |U+U .

albo od jakiego$ punktu stopu dla A(i )t albo tez od symbolu z Ay 77 ..

Lemat 6.3. Dtugos¢ podciggu LISW dla ciggu iﬂiiu przy rozmiarze okna U jest rowna naj-

iu+u-+k
u+1+k

punktem stopu Aglﬂgﬁﬂ bqd? dtugosci podciggu LIS dla A:EH

wigkszej z: dtugosci podciqgu LIS dla wszystkich okien A gdzie 1 < K < ukoriczgcych sig

Dowod. Zlematu 6.2 wynika, ze na poczatku ostatniej listy pokrycia dla dowolnego okna ciggu

AU+20 7 najduje sig albo punkt stopu, albo tez symbol z lewego skrajnego okna, A:ﬂf{

u+1
to symbol z A:ﬂf{, oznacza to, ze podciag LIS w tym oknie korficzacy si¢ na tym symbolu sktada
iu+u

si¢ tylko z symboli z A 11> a najdtuzszy podcigg LIS skfadajacy si¢ z takich symboli to podciagg

LIS dla Al

Jesli jednak symbolem rozpoczynajacym ostatnig liste¢ w pokryciu dla danego okna jest
(i+1)u+u
(i-+1)u+1’
nego takiego punktu stopu @ najdtuzszy podciag rosnacy koﬁczqcy si¢ na aj sposrod wszystkich

Jesli jest

punkt stopu dla A to jest on ostatnim symbolem podciagu LIS w tym oknie. Dla dowol-

mozliwych okien rozmiaru U mozna znalezZ¢ w podciagu AJ U1
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LISW-RANGE(A, i, [''eft, [righty
Wejscie: A— cigg, w ktorym wyznaczany jest podcigg LISW
rleft rrioht _ pokrycia odpowiednio dla A:u+u oraz Al THUHY

ut+1 i+1)u+1
Wyjscie: diugosé podciggu LISW i indeks jego ostatniego eler(nen)tu w dowolnym oknie rozmiaru u
spojnego podciqgu AI(LIJill) wr

1 M Mt o (i+2)u+u
2 if aj jest punktem stopu dla Ag:ﬁgﬂﬁ then / + |"|; s+ jelse /< 0;5+ 0
3 Usudajzl”
4 for k< (i+1)u+u—1downto (i+1)u+1do
5 if & jest punktem stopu then
6 "+ Cover-Make(Al, ] )
7 " + Cover-MEercg(I"', ") {Wyznacza F(AEH_U) przez tgczenie T',T"}
8 if ¢ <|"| then ¢ + |I'"|; s<—k
9 j+<k

10 Usun ay z "

11 if £ < |I'®%| then ¢ < [["®f; s« (i +1)u

12 return/, s

Rys. 6.1. Ogdlny schemat algorytméw wyznaczania podciaggu LISW w przedziale szerokoSci podwdjne-
g0 rozmiaru okna

Fig. 6.1. A general scheme of the algorithm computing LISW in a range of width twice as large as
window size

u+2u
u+1
u+u

jest najwieksza z wartoSci: dlugosci podciggu LIS dla A:u 11 lub dlugosci podciggu LIS dla
(i+1)u+u u
(i-+1)u+1°

Z powyzszego wynika, ze dtugos$¢ podciagu LISW w ciagu A: przy rozmiarze okna U

wszystkich okien koriczacych si¢ punktami stopu z A

Na podstawie powyzszych lematéw mozna skonstruowa¢ algorytm wyznaczajacy podciag

LISW w podciagu spojnym A2

jest podobny do algorytmu LICS. Rozpoczyna on swoje dziatanie od pokrycia I (
(i+1)u+u
(i+1)ut+1°
punktu stopu. Nastepnie tworzone jest pokrycie ', ktére jest tgczone z pokryciem " za po-

dla rozmiaru okna wynoszacego U (rys. 6.1). Algorytm ten
A(i+1)u+u
(i+1)u+1>’

z ktérego usuwane s3 koncowe symbole ciggu A az do osiagniecia jakiegokolwiek
mocg algorytmu CovErR-MERGE. W ten sposéb otrzymywane jest pokrycie dla okna koricza-
cego si¢ punktem stopu. W pokryciu tym wyznaczana jest dtugo$¢ podciagu LIS i sprawdzane
jest, czy jest ona wieksza niz najwicksza z dotychczas znalezionych wartosci dtugosci podciagu

LIS. Procedura ta jest powtarzana w petli, az zostang znalezione pokrycia dla wszystkich okien
(i+1)u+u
(i+1)ut1’ _

podciag LIS nie znajduje si¢ w lewym skrajnym oknie, A{jT}.

koniczacych si¢ punktami stopu z A Na koniec weryfikowane jest, czy jeszcze dluzszy
Opierajac si¢ na lemacie 6.3,

mozna sformutowaé wniosek.

Whiosek 6.1. Algorytm LISW-RANGE (rys. 6.1) poprawnie wyznacza dtugos¢ podciggu LISW
i indeks jego ostatniego elementu w podciggu spojnym ciggu A o rozmiarze podwdjnej szero-

kosci okna.
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LISW(A)

Wejscie: A— cigg, w ktorym wyznaczany jest podcigg LISW
Wyjscie: diugosc¢ podciggu LISW i indeks jego ostatniego elementu

1 7/ — 0;s+0

rfoht < Cover-MAke(Al_,. 1)

for i <— [n/u] —2 downto O do
et < Cover-Make(Al}) _
', < LISW-RaNGE(i, ['eft [right)
if/ >/¢thenl«+ (¢;s< ¢
rright . rleft

return /, s

O ~NO BN

Rys. 6.2. Og6lny schemat algorytméw wyznaczania podciggu LISW
Fig. 6.2. A general scheme of the algorithm computing LISW

Wykonujac algorytm LISW-RaNGE dla kazdego i = 0,1,...,[n/u] — 2 i wybierajac naj-
wicksza ze znalezionych dlugosci znajdowana jest dtugos¢ LISW dla ciagu A oraz indeks wy-

stapienia ostatniego symbolu tego podciagu.

Twierdzenie 6.1. Algorytm LISW (rys. 6.2) wyznacza dtugosé¢ podciggu LISW dla ciggu wej-

Sciowego A= @y ...an przy rozmiarze okna U.

Dowod. Na podstawie lematu 6.3 wiadomo, ze algorytm LISW-RaANGE wyznacza dtugos¢ pod-

ciagu LISW i indeks wystapienia ostatniego symbolu LISW dla ciggu A:ﬂﬁ” Algorytm ten jest

wykonywany iteracyjnie dla wszystkich 0 < i < [n/u] — 2, co powoduje, ze kazde okno roz-
miaru U w A7 jest rozwazane w jednym wywotaniu algorytmu LISW-RANGE. Z otrzymanych
wynikéw wybierany jest najwigkszy, ktéry jest wobec tego dtugoscia podciagu LISW dla A].
Ponadto, znajdowany jest indeks wystapienia ostatniego symbolu podciagu LISW. |

Dla ztozonosci czasowej algorytmu LISW-RANGE kluczowe znaczenie ma sposob reprezen-
tacji pokrycia. Postugujac si¢ podobnymi argumentami jak w podrozdz. 5.2.2, mozna wykazac,

ze ztozono$¢ ta dla zakresu indekséw [iu,iu+ 2u] jest:

nistop

T, = urdel - tuld ) 4 1indin) - O(min(n;, £)¢) (TSPt ¢oin) ) | 6.1)
3, (e 1) + O{miniry. 1)) )

gdzie poszczegdlne oznaczenia to:
(i+1)u+u

° n?tOp— liczba punktéw stopu dla A(i U

ktdra jest ograniczona z gory przez {1,

e nj —liczba elementéw pomiedzy j-tym a (j + 1)-szym punktem stopu dla ciagu AE:E;EH,
(i+1)u+u
(i+1)ut1’

— ztozono$¢ czasowa usuwania pojedynczego elementu z reprezentacji pokrycia,

z definicji (nfmp—i— 1)-szym punktem stopu jest ostatni symbol ciggu A
del
T
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o TPUld(p j) — zZlozono$¢ czasowa budowania pokrycia dla elementéw, o ktére okno si¢ prze-
suneto od ostatniego faczenia pokry¢,

° Tﬁ”d(n j) — ztozonos¢ czasowa znajdowania punktow podziatu list pokry¢,

o TPt 71070n0$¢ czasowa podziatu listy pokrycia,

19N _ ztozonos¢ czasowa taczenia list pokrycia.

Uzasadnienie wyrazenia 6.1 jest nastepujace. Doktadnie U razy usuwany jest jeden symbol

z pokrycia (czas T9€!

na kazdy symbol). Algorytm LISW-RaNGE wykonuje algorytm Cover-
MERGE G(nismp) razy. Przed kazdym taczeniem pokry¢ tworzone jest pokrycie C' zawierajace n;
symboli. Przed kazdym podziatem listy pokrycia konieczne jest znalezienie punktu podziatu —

sumaryczny czas T'"d

na jedno wykonanie algorytmu Cover-MERGE. Nastepnie listy pokrycia
s dzielone i taczone, a sumaryczna liczba podzialow i potaczen jest iloczynem rozmiaréw
| x |I"| (lemat 5.4).

Rozwazajgc ztozonosé czasowg algorytmu LISW, nalezy jeszcze wzigc pod uwage, ze [n/u]

taczonych pokry¢,
razy wykonywane jest tworzenie pokry¢ dla ciggéw A:HH, gdzie 0 <i < [n/u]. Jesli ztozonosé
czasowa tworzenia jednego takiego pokrycia oznaczona bedzie przez ™t to wyrazenie na su-

maryczng ztozono$¢ czasowa algorytmu LISW przyjmuje postac:

[n/u]—1

; (r‘““ +ri) . 6.2)

Poniewaz algorytm wyznaczania podciggu LISW w przedziale jest podobny do algoryt-
mu wyznaczania podciggu LICS, wiec takze ztozonoSci czasowe skfadowych tych algorytméw
sa czesto analogiczne. W zwiazku z tym ponizej doktadniejsze rozwazania zostang przepro-
wadzone jedynie tam, gdzie jest to konieczne, a w pozostatych przypadkach nalezy przyjac,
ze znajdujq zastosowanie te same argumenty, jakie byly przytaczane przy okazji wyznaczania
ztozonoSci czasowych algorytméw dla réznych reprezentacji pokrycia dyskutowanych w roz-
dziale 5.

6.2.2. Reprezentacja pokrycia za pomoc3 list

W listowej reprezentacji pokrycia ztozono$¢ czasowa usuniecia elementu z pokrycia "
wynosi 19 = O(1), dzieki dodatkowej tablicy wskaznikow wskazujacych elementy na listach.
Tablica ta ma takie samo znaczenie jak w algorytmach wyznaczania podciggu LICS dyskutowa-
nych w rozdziale 5. Ztozono$¢ czasowa budowy matych pokryé mozna oszacowac analogicznie,
jak to byto dla problemu LICS, tj. ™9(n;) = O(n;log¥¢), gdzie nj oznacza liczbe elementéw
pomiedzy kolejnymi punktami stopu. ZtozonoS¢ czasowa znajdowania punktéw podziatu list
pokryé wynosi T'"9(n;) = O(min(nj, £)¢ +u). Z oczywistych wzgledéw z?icrnj < u. Ponadto,
TSPlit — gloin — O(1) oraz T = O(ulog¥). Podstawiajac te wartosci do (6.1), otrzymuje sie:
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stop
1)+ Z ( (njloge) +O(min(n;, )¢ + u) + O(min(n;, £)¢) (O(1) + 0(1>)) -
= O(u) + O(ulog?) 4+ O(min(ut, £3)) 4+ O(uf) + O(min(u?, £3)) = O(uf). (6.3)
Na podstawie (6.2) wiadomo natomiast, ze:

Wnhniosek 6.2. Ztozonos¢ czasowa algorytmu LISW dla listowej reprezentacji pokrycia jest:

[n/u]—1
Z) (O(ulog?) +0O(ut)) = O(ne). (6.4)

6.2.3. Reprezentacja pokrycia za pomocg drzew zro6wnowazonych

W wersji z reprezentacja pokrycia za pomocg drzew zréwnowazonych zlozonoSci czasowe

sktadowych czesci algorytmu mozna wyznaczy¢ analogicznie jak dla problemu LICS. Zatem:
tdel — sPlit— oI — O(logu),  t4!d(n;) = O(n;jlog?),
tMd(n;) = O(min(nj,£)¢logu), " = O(ulog¥).

Po podstawieniu tych wartosci do (6.1) oraz (6.2) otrzymuje si¢:

Ti = uO(logu)+

pStop

(O(nj log?) +O(min(nj,¢)¢logu) + O(min(n;,¢)¢)(O(logu) + O(Iogu))) =

1

= O(ulogu) +O(ulog?) + O (min (u¢, £2) logu) + O (min (u¢, £3) logu) =

= O (ulogu-+ min (ut, %) logu) =

= O(min (uf,u+¢3)logu). (6.5)

Na podstawie (6.2) mozna sformutowac wniosek:

Whiosek 6.3. ZioZonosc czasowa algorytmu LISW dla reprezentacji pokrycia za pomocq drzew

zrownowazonych jest:

[n/u]l-1

i; (O(ulog?) + O (min (u, u+£3) logu)) =0 (min (nﬁ, n V—S—D Iogu) . (6.6)

6.2.4. Reprezentacja pokrycia za pomocg list drzew zréwnowazonych

W reprezentacji pokrycia za pomocg list drzew zréwnowazonych rozmiaru ©(e), dla pew-
nego €, ktdre zostanie ustalone pdZniej, ztozonosci czasowe poszczegdlnych sktadowych algo-
rytmu wynosza:

del _ .[split _ .[join _

T O(loge),  t4!d(n;) = O(njloglogn),
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i , u .
(nj) =0 (mln (nj,¢) floge+ S +£> , 1" =0O(uloglogn).
Po podstawieniu tych wartoSci do (6.1) oraz (6.2) otrzymuje si¢:

pStop

Ti = uO(loge) + JZl (O(njloglogn)+
O (min (nj,¢) tloge+ Z +£> +O(min(nj, £)¢)(O(loge) + O(Ioge)) =
= O(uloge) + O(uloglogn) + O (min (ue, £3) loge+ u—j +£2) +
O(min(ut, ¢3)loge) =

=0 <u|og logn+ min(u/,u+ ¢%) loge+ u—j) (6.7)

oraz zfozono$¢ czasowg catego algorytmu:

[n/ul—1 o
% (O(ulog logn) + O <u|og logn-+ min(ué,u+ 63) loge+ E)) —
i=

. & n¢
O ( nloglogn+min{ né;n m Ioge+€ . (6.8)

Latwo mozna stwierdzié, ze powyzsza warto$¢ jest minimalna dla e = ©([u/¢?]). Otrzymuje

sie wowczas ztozonoS¢ czasowy

. 3 u
O (nlog logn+ min (nﬁ, n [U-D log b—ZD . (6.9)

Warto$¢ e mozna oszacowac z doktadnoScia do czynnika 4, opierajac si¢ na lemacie 6.1. W tym
celu na etapie przetwarzania wstgpnego nalezy wyznaczy¢ najwieksza z dtugosci LIS dla kaz-
dego okna A:HH, gdzie 0 <i < [n/u] — 1. Etap ten nie ma wptywu na catkowitg ztozonos¢
czasowg algorytmu LISW.

Rozwazania dotyczace normalizacji rozmiarOw drzew przeprowadzone w podrozdz. 5.2.4 sg
aktualne takze w tym miejscu i ztozono$¢ czasowa tych operacji nie ma wplywu na sumaryczng

ztozono$¢ catego algorytmu, w zwiazku z czym mozna sformutowaé wniosek:

Whiosek 6.4. Ziozonos¢ czasowa algorytmu LISW dla reprezentacji pokrycia za pomocq list

drzew zrownowazonych jest

. /3 u
O (nlog logn+ min (nﬁ, n [U-D log b—ZD . (6.10)



86 6. Najdtuzszy podciag rosnacy w przesuwajacym si¢ oknie

6.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiony zostal problem najdluzszego podciagu rosnacego
w oknie ustalonej szerokoSci (LISW). Rozwazania prowadzone byly dla wariantu problemu,
w ktérym szukana jest dlugos¢ podciagu LISW, ale dzieki temu, ze razem z nig wyznaczana
byla tez pozycja tego najdtuzszego podciggu, bardzo tatwo mozna na tej podstawie wyznaczy¢
podciag LISW przy takiej samej ztozonoSci czasowe;j.

ZYozonosci czasowe algorytméw znanych z literatury dla problemu LISW sg O(nloglogn+
n¢) [4], O(n¢) [40] oraz O(nlog®n) [200]. Ztozonos¢ czasowa wariantu z reprezentacija listo-
wa, O(nf) jest taka sama jak drugiego z wymienionych algorytméw, a w przypadku wariantu

z wykorzystaniem list drzew zréwnowazonych proponowany algorytm jest od niej szybszy, o ile

4L/
r=o Y},
logt/2u

a nie gorszy, jesli
(=0 (ul/ 2) .

W poréwnaniu do algorytmu Tiskina [200] proponowany algorytm z reprezentacja pokrycia
za pomocg list drzew zréwnowazonych o ztozonosci czasowej O(nloglogn-+min(n¢, n[£3/u]) x
log[u/¢?]) jest lepszy dla

log?3n
¢(=ofu® . 6.11
( logt/3u (1D

Kwestig otwarta pozostaje odpowiedZ na pytanie, jaki jest kres dolny ztozonoSci czasowej
dla problemu LISW. Do tej pory wiadomo jedynie, Ze nie jest on nizszy niz kres dolny ztozo-
nosci czasowej dla problemu LIS. W przeciwnym bowiem przypadku byloby mozliwe zasto-
sowanie algorytmu osiggajacego ten kres dla problemu LISW do problemu LIS po przyjeciu

zatozenia, ze U= n.
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7. NAJDLUZSZY WSPOLNY PODCIAG

7.1. Wprowadzenie

W wielu sytuacjach zachodzi konieczno$¢ poréwnania ciggéw symboli, ktérymi mogg by¢
liczby catkowite, symbole oznaczajace zasady (w taicuchach DNA), aminokwasy (w faicu-
chach biatkowych), litery (w tekstach) itp. W zaleznoSci od okoliczno$ci stosowane sg rézne
miary podobienistwa ciagéw, ktore zostaty tak zdefiniowane, aby mozliwie najlepiej nadawa-
ly sie do konkretnych sytuacji. Znajac podobiefistwo dwu lub wicgkszej liczby ciggdw, mozna
m.in.:

e tworzy¢ drzewo filogenetyczne (np. [77, 59, 106, 159]) — ciagami sa tadcuchy DNA lub
bialkowe,

e wykonywac kompresje danych (np. [30, 41, 185]) — ciggami sa teksty,

e korygowac btedy pisowni (np. [142, 134, 157]) — ciagami sg stowa,

e wyszukiwac plagiaty, podobne dokumenty (np. [118]) — ciggami sg teksty, teksty Zrédtowe
programdéw, transkrypcje muzyczne,

e wyszukiwa¢ w bazach danych informacje podane w przyblizeniu — ciagami sg np. teksty
nieco znieksztalcone.

Istnieje wiele miar podobieristwa ciagdéw. Jedna z najprostszych i czgsto stosowanych jest od-
legtos¢ Levenshteina [142, 186]. Odlegtos¢ ta jest liczba podstawowych operacji edycyjnych, tj.
wstawienia symbolu, usuniecia symbolu, zamiany symbolu na inny, ktore sg konieczne do prze-
ksztatcenia jednego ciggu w drugi. Jej uogdlnieniem jest odlegtos¢ edycyjna, w ktorej z kazda
operacja edycyjng zwigzany jest pewien koszt. Koszt operacji zamiany symbolu na inny symbol
zalezy od tego, jakie symbole sa zamieniane. W literaturze mozna znaleZ¢ bardzo wiele prac
dotyczacych tej miary podobiefistwa, wsrdd ktérych warto wymieni¢ m.in. przegladowy artykut
Navarro [161], ksigzki Crochemore’a i Ryttera [55], Crochemore’a i in. [50], Gusfielda [106].

Najbardziej typowym przykladem zastosowania odlegtosci edycyjnej jest korekcja pisowni
(ang. spelling correction). Zwykle aplikacja sprawdzajaca poprawnos¢ pisowni poréwnuje kaz-
dy kolejny wyraz tekstu ze stownikiem i jesli nie znajdzie w nim biezacego stowa, sygnalizuje
to uzytkownikowi podajac tez kilka proponowanych poprawnych stéw. Poniewaz typowe stow-
niki zawierajg setki tysiecy lub nawet miliony stéw, wigc konieczne jest, aby lista kandydatéw
na poprawng wersje btednie zapisanego stowa byta znaleziona szybko, a podpowiedzi byly dla
uzytkownika pomocne. Idealne by byto, gdyby pierwsze proponowane stowo byto tym, co uzyt-
kownik miat zamiar napisac [12]. OczywiScie, zadanie to nie jest fatwe i w wielu badaniach z tej
dziedziny zaproponowano rézne metody. Zwykle ich idee opieraja si¢ na tym, aby proponowac

takie stowa, ktdre z najwigekszym prawdopodobiefistwem mogty zostaé przeksztatcone do stowa
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7. Najdtuzszy wspdlny podciag

Odlegtos¢ Levenshteina

Stowa: SEOWO SOWA

Odlegtos¢ Damerau

Operacje: usuni(L), zamie(0—A)

Stowa: SEOW0 SOWA

Odlegtos¢: 2

Operacje: usuni(L), zamien(0—A)

Odlegtos¢ indel

Odlegtos¢: 2

Stowa: SEOWO SOWA

Odlegtos¢ Hamminga

Operacje: usun(L), usun(Q), wstaw(A)

Stowa: SEOWO SOWA

Odlegtos¢: 3

NiezgodnoSci: £-0, 0-W, WA, 0—

Najdtuzszy wspdlny podciag

Odlegtosc: 4

Stowa: SEOWO SOWA

Uliniowienie ciggéw

LCS: Sow

Stowa: SEOW0 SOWA

Dtugosé: 3

Stowo 1:  SEOWO

Stowo 2:  S-0WA

Rys. 7.1. Przyktad r6znych miar odlegtosci podobieristwa ciagéw
Fig. 7.1. Example of various distance measures for sequence similarity

btednego, np. z powodu wcisni¢cia niepoprawnego klawisza na klawiaturze. Zastosowanie odle-
gtodci edycyjnej w tym przypadku jest o tyle uzasadnione, ze z duzym prawdopodobieristwem
mozna zaklada¢, ze im stowo poprawne ze stownika jest bardziej odlegte od stowa btednego
wystepujacego w tekScie, tym mniejsza szansa, ze to wlasnie stowo uzytkownik miat na mysli.

Odleglos¢ edycyjna, mimo iz koncepcyjnie prosta i elegancka, ma jednak swoje ogranicze-
nia. Przyktadowo, dla jezykow naturalnych czasami ze sporym prawdopodobieristwem mozna
oczekiwaé pomytki na wickszej liczbie liter, np. w jezyku polskim btad Z-RZ bedzie poli-
czony jako 2 niezalezne btedy wedlug odlegloSci edycyjnej, podczas gdy jest to zwykle po-
jedynczy btad ortograficzny. Przeglad wielu metod sprawdzania pisowni (ang. spellchecking)
i korygowania btedéw pisowni (ang. spelling correction) mozna znalez¢ m.in. w [134, 157,
46, 72, 158]. Przyktady dyskutowanych w tym podrozdziale miar odlegloSci mozna zobaczy¢
narys. 7.1.

Odmiang odlegloSci Levenshteina jest odlegtos¢ Damerau [56], w ktorej oprocz trzech ope-
racji edycyjnych wymienionych wczesniej dopuszcza si¢ zamiang kolejnosci sasiednich liter.
Rozszerzenie to wynika z faktu, Ze czesto takie wlasnie pomylki popelniane sg przez piszacych
na klawiaturze komputerowej. Inng modyfikacja odlegtosci edycyjnej jest dopuszczenie tylko
dwu operacji edycyjnych: wstawienia i usuniecia symbolu. Od angielskich nazw tych operacji
miara ta nazywana jest odlegtosciq indel [212]. Kolejna miarg jest odlegtos¢ Hamminga [108],

ktdra jest liczba par niezgodnych symboli na kolejnych pozycjach dwu ciggéw.
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Wymienione miary odlegtoSci mierza liczbe lub koszt ,,btedow”, czyli im wartoS¢ jest mniej-
sza, tym bardziej podobne do siebie sa dwa ciagi. Przeciwienstwem tego podejscia sg dwie
kolejne miary. Dlugos$¢ najdtuzszego wspolnego podciggu (ang. longest common subsequen-
ce, LCS) jest dlugoscia najdiuzszego ciagu, ktdry jest podciaggiem obu ciggéw. Oczekuje sie,
ze im wigksza jest ta wartoS¢ (przy ustalonej dtugosci poréwnywanych ciggdéw), tym bardziej

podobne do siebie s te ciagi. Dla ciaggéw Ai B zachodzi ponadto:

gdzie dig oznacza odleglos¢ indel, a LLCS — dlugos¢ podciggu LCS. Zastosowania tej miary sg
bardzo liczne i obejmujg m.in. wyszukiwanie podobiefistw w plikach tekstowych, np. tekstach
Zrédtowych programéw komputerowych na potrzeby systeméw kontroli wersji [118], poréw-
nywanie fancuchow DNA [48, 170], strukturalne uliniowienie taficuchéw RNA [31], klasyfi-
kacje uzytkownikéw odwiedzajacych strony [28]. Dobre omdéwienie tej miary mozna znalez¢é
w [16, 17].

Jeszcze inng miara jest tzw. uliniowienie ciggow (ang. sequence alignment) stosowane przede
wszystkim w bioinformatyce, gdzie porownywane ciagi reprezentuja DNA, biatka itp. W obra-
zowy sposéb uliniowienie dwu ciagéw mozna przedstawic jako podpisanie ciagéw jeden pod
drugim i takie wstawienie przerw (ang. gaps), dtugosci jednego lub wigcej symbolu do kazdego
z ciggdw, aby sumaryczny wynik uliniowienia byl maksymalny. Wynik ten wyznacza si¢ jako
sum¢ wynikow dla par odpowiadajacych sobie symboli oraz kosztéw przerw [164]. U podto-
za wprowadzenia takiej miary lezaly obserwacje biologéw, ze podmiana jednego aminokwasu
na drugi w biatku moze skutkowa¢ bardzo drobng modyfikacja funkcjonowania tego biatka,
podczas gdy podmiana na inny aminokwas moze mie¢ bardzo duze znaczenie. W pierwszym
przypadku, mimo iz na jednej pozycji dwa biatka si¢ r6znig, to sg one do siebie bardzo podobne,
podczas gdy w drugim przypadku tak juz nie jest. Idea wstawiania przerw wzieta si¢ z obser-
wacji, ze w trakcie ewolucji w DNA pojawialy si¢ wtracenia réznego materialu genetycznego.
Wiecej informacji o uliniowieniu ciggéw i zastosowaniach w bioinformatyce mozna znalez¢é
m.in. w ksiazkach Mounta [159], Jonesa i Pevznera [124], Polaiskiego i Kimmela [176], arty-
kule przegladowym Haque’a i in. [109].

7.2. Dodatkowe definicje

W rozdziatach biezacej czesci niniejszej pracy bedzie przyjmowane, ze ciggami wejSciowy-
mi s3g A= ajay...an oraz B = bjby...by. Elementy (symbole) tych ciggéw nalezg do alfabe-
tu 2 C Z. Czasami dogodne jest przyjecie dodatkowego zatozenia, ze alfabet jest ograniczony,

tj. 2 ={0,...,0 — 1}. W tej sytuacji 0 bedzie nazywane rozmiarem alfabetu. Dopasowaniem
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dla pary (i, j) nazywana jest sytuacja, w ktérej & = bj. Rangqg pary (i, j) dla ciagéw Ai B
nazywana jest dlugos¢ podciagu LCS dla A;, Bj.l Dopasowanie (i, j) rangi h jest nazywane
dominujgcym, jesli nie istnieje inne dopasowanie (i’, J') o takiej samej randze h, dla ktérego za-
chodzi i’ <ioraz j < j. Dtugosé wyniku w kazdym problemie rozpatrywanym w rozdziatach
7-10 jest oznaczana przez {. Poniewaz problemy dyskutowane w tej czegsci sg symetryczne ze
wzgledu na Ai B, wigc bez utraty ogélnosci bedzie zaktadane, ze m < n.

Niniejszy rozdziat dotyczy problemu, ktéry mozna zdefiniowac nastepujaco:

Problem 7.1 (Najdtuzszy wsp6lny podciag, LCS). Dla ciggow A=a1ay...a0i B=Dbiby...by
znaleZ¢ najdtuiszy cigg S= 1. . .Sy bedqcy jednoczesnie podciggiem Ai B.

Przyklad 7.1 (Najdtuzszy wspdlny podciag, LCS). Dla ciggow A= ABAADACBAABC oraz
B = CBCBDAADCDBA najdtuzszym wspolnym podciggiem jest S= BAADCBA. W ciggach
A oraz B podkreslono symbole tworzqce podcigg LCS.

7.3. Algorytmy sekwencyjne i rownoleglosci bitowej

7.3.1. Programowanie dynamiczne

Klasyczng metoda rozwigzywania problemu LCS jest uzycie programowania dynamiczne-
go, w ktérym prostokatna macierz rozmiaréw (n+ 1) x (m+ 1) jest wypetniana zgodnie z na-

stepujaca zaleznoscia:

0, jeslii=0Vvj=0,
M(i,J) = ¢ max(M(i—1,j),M(i,j—1)), jesliO<i<nO<j<ma#bj, (7.1)
M(Gi—-21,j—1)+1, jeslio<i<n0< j<ma=b;.

Wartosé M(i, j) jest dtugoscig podciagu LCS dla ciagéw A oraz Bj, a wigc w szczeg6lno-
§ci M(n,m) jest dlugoscig podciggu LCS dla A i B. W celu uzyskania podciggu wynikowego
(a nie tylko jego dtugosci) nalezy przejs¢ otrzymang macierz poczawszy od komérki M(n, m)
do M(1,1) przesuwajac sie kazdorazowo do komorki, ktdrej wartos¢ byla uzyta do obliczenia
komorki biezacej. Dla kazdej komorki reprezentujacej dopasowanie nalezy dotaczy¢ do wyni-
ku symbol biezacy z dowolnego z ciaggéw, przy czym podciag wynikowy konstruowany jest od
konica (rys. 7.2).

Zajetos¢ pamieciowa tego algorytmu jest ©(nm) stéw, a jego ztozonos¢ czasowa jest ©(nm).
Wyniki te biorg si¢ wprost z liczby obliczanych komérek macierzy oraz z koniecznoSci prze-

chowywania catej macierzy, aby pdZniej moéc ja przejs¢. Jak wykazali Aho i in. [2], w modelu

'W kolejnych rozdziatach definicje dopasowania i rangi beda nieco inne, co ma zwiazek ze specyfika rozwa-
zanych tam probleméw.
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i 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 i 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
i ABAADACBAABTC j ABAADACBAABTC
0 0j0|0|lO|O|O|O|O|O|O|O|O|O 0 0/{0|0|0O|O|O|O|O|O|O|O|O]|O
1C|0|0|O|O|O|O|Of2|1|1|1|1]|1 1C|0j0|0O|O|O|O|O|1|1|1|1|1]|1
2 BfojOj1|1|1|1|1|1|2]|2|2]|2]|2 2BfOjO|1|1|1|1|1|1|2]|2|2|2]|2
3Cfojoj1|1|1|1|1]|2]|2|2|2|2|3 3Cfojoj1|1|1|1|1]|2]|2|2|2|2]|3
4B(0jO]1|1|1|1|1]|2]|3|3|3]|3]|3 4B|O|OJ2|1|1|1|1|2|3|3|3|3]|3
5D|0|0|1]|1]|1]|2]|2]2|3|3|3|3]|3 5D|0|0|1]|1]|1]|2]|2]|2|3|3|3|3|3
6 A[0|1]1/2|2|2|3|3|3|4]|4|4|4 6 A[O[1]|1f2|2|2|3|3|3|4]|4|4]|4
7A[0]1]1/2|3|3|3|3|3|4|5|5]|5 7 A[0[|1]1|2f8|3|3|3|3|4|5|5|5
8 D[(0[1]|1|2|3|4|4|4|4|4|5|5|5 8 D(0[1]|1|2|3/4|4|4|4|4|5|5|5
9C|0[|1]|1|2|3|4|4|5|5|5|5|5|6 9C[0[|1]|1|2|3|4|4|5]|5|5|5|5]|6
10D|0(1(1|2|3[|4|4|5(5|5|5|5|6 10D|0(1]1|2|3|4|4|5(5|5|5|5]|6
1 B|0|1/2|2|3|4|4|5|/6|6|6|6|6 1 B|0|1|2|2|3|4|4|5|6/6|6|6|6
12 A|0|1]2]3[3|4|5|5|6|7|7|7|7 12 A|0|1]2|3|3|4|5|5|6|7|7]|7]|7

Rys. 7.2. Przyktad dziatania klasycznego algorytmu wyznaczania podciggu LCS opartego na programo-
waniu dynamicznym dla ciagéw: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA. Strona lewa: ma-
cierz programowania dynamicznego z zaznaczonymi dopasowaniami. Strona prawa: wyzna-
czanie podciagu LCS; ciemnoszare komorki reprezentuja dopasowania, na podstawie ktérych
tworzony jest wynik BAADCBA

Fig. 7.2. An example of the classical dynamic programming algorithm computing an LCS for the se-
quences: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA. Left subfigure: the DP matrix with marked
matches. Right subfigure: the traceback; the dark gray cells represents the matches taken to the
result: BAADCBA

obliczeniowym opartym na poréwnaniach elementéw jest to kres dolny ztozonosSci czasowej dla
tego zadania, a wiec algorytm ten jest optymalny w sensie asymptotycznym. Podobny wynik

osiagneli Wong i Chandra [219].

W modelu obliczeniowym Word RAM, zaktadanym jako podstawowy model obliczeniowy
W niniejszej pracy, najlepszym znanym oszacowaniem kresu dolnego ztozonoSci czasowej jest
Q(nlogn) dla alfabetu nieograniczonego i Q(n) dla alfabetu ograniczonego [114]. W dalszej
czeSci niniejszego rozdzialu zostang oméwione m.in. trzy bardzo istotne sposoby rozwigzywa-
nia problemu LCS, dzieki ktérym mozliwe jest: znaczne przyspieszenie obliczen w przypadku
niewielkiej liczby dopasowan (podrozdz. 7.3.2), zredukowanie ztozonoSci pamigciowej (pod-
rozdz. 7.3.3), prowadzenie réwnoleglych obliczen na pojedynczych bitach w stowie kompute-
rowym (podrozdz. 7.3.4). Dla wielu wariantow problemu LCS wtasnie te sposoby pozwalaja na
uzyskanie najszybszych, badZ najoszczedniejszych pamieciowo algorytmoéw, stad ich prezenta-
cja bedzie mozliwie szczegétowa. Ponadto, wiele z algorytméw proponowanych w kolejnych
rozdziatach opiera si¢ na ideach podobnych do stosowanych w powyzej wymienionych algoryt-

mach.

7.3.2. Algorytm Hunta—Szymanskiego

Algorytm Hunta i Szymanskiego [119] rozpoczyna swoje dziatanie od przetwarzania wstep-

nego, w ktérym tworzona jest tablica L rozmiaru 0 zawierajaca dla kazdego symbolu alfabetu



94 7. Najdtuzszy wspdlny podciag

LCS-HS(A, B)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktorych wyznaczany jest podcigg LCS
Wyjscie: znaleziony podcigg LCS

{ Przetwarzanie wstepne}
1 fori<« 1tondoL[a].append(i)
{ Obliczenia wtasciwe}
{ <+ 0; Q < pusta struktura rozwigzujaca problem poprzednika
for j «— 1tomdo
for each i z listy L[bj] czytanej od korica do
X — Q.successor (i — 1)
if X istnieje then Q.remove(X)
else {«— (+1
Q.insert((i, j))
M(i, j) < Q.predecessor (i)
{Wyznaczenie wyniku}
10 X< Q.predecessor(n+ 1)
11 for k< ¢ downto 1 do
12 S axi; X<+ M(X)
13  return $1S...S

© 00 N O 1 &~ W DN

Rys. 7.3. Algorytm Hunta—Szymanskiego rozwiazujacy problem LCS
Fig. 7.3. Hunt-Szymanski algorithm for the LCS problem
liste jego wystapiert w ciggu A (rys. 7.3).2 Nastepnie rozpoczynaja si¢ obliczenia wlasciwe,
w ktérych gtéwng strukturg danych jest struktura Q rozwigzujaca problem poprzednika (ang.
predecessor problem), udostepniajaca operacje wstawiania, usuwania i wyszukiwania nastep-
nika oraz poprzednika. W strukturze tej przechowywane sg pary wartosci, przy czym porzadek
jest wyznaczany tylko wedlug pierwszej sktadowej, a druga sktadowa pary zawiera dane dodat-
kowe. Po przetworzeniu j-tego wiersza macierzy, w stukturze Q znajduja si¢ dla kazdej rangi
wystepujacej we fragmencie macierzy M(1..n,1..j) pary (i’, j’) o najmniejszych indeksach ko-
lumn i’ dopasowari o tych rangach. Na rys. 7.4 przedstawiono ilustracje dziatania tego algoryt-
mu. W szczegdlnosci pokazano zawarto$¢ struktury Q po wykonaniu kazdego przebiegu petli
zewnetrznej oraz zawartoSc tablicy list L dla kazdego symbolu alfabetu.
W algorytmie Hunta i Szymanskiego wykorzystuje si¢ rOwnowazng do (7.1) regute wyzna-
czania macierzy M:
M1 = g M M)+ (7.2)
Funkcja max z definicji zwraca O, jesli nie ma zadnych argumentéw. Wartos$ci tej macierzy
wyznaczane s3 tylko dla dopasowan, a wynikiem koficowym jest najwigksza z wartosci znaj-

dujacych si¢ w macierzy. W celu znalezienia podciggu LCS, a nie tylko jego dtugosci, nalezy

2Opis algorytmu prezentowany w tym miejscu rézni si¢ nieco od opisu oryginalnego [119], ale istota jego
dziatania oraz ztozonosci czasowa i pamicciowa sa takie same.
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10 11 12

i 01 2 3 4 5 6 7 8 9
ABAADACBAABC

j
0
L[A]=1,3,4,6,9,10 1C 1 1 (7,1)
L[B] =2, 8, 11 2 B 1 2 2 (22) (8,2)
L[C]=7,12 3 C 2 3 (2,2) (7,3) (12,4)
L[D]=5 4B 1 3 3 (22) (7.3) (84)
5D 2 (2,2) (55) (84)
s Al |1 22| |3 4|4 (1,6) (36) (6,6) (9,6)
7 A 1 23| |3 4|5 (16) (3.6) (47) (9,6) (10,7)
8 D 4 (1,6) (3,6) (47) (58) (10,7)
9 C 5 6 (1,6) (3,6) (47) (58) (7,9) (12,9)
10 D 4 (16) (3.6) (47) (58) (7.9) (12,9)
1B 2 6 6 (1.6) (211) (47) (58) (7,9) (8,11)
2 Al |1 3[3| |5 707 (1,6) (2,11) (3,12) (5,8) (6,12) (8,11) (9,12)

Rys. 7.4. Przyktad dziatania algorytmu Hunta—Szymanskiego wyznaczania podciggu LCS dla ciggéw:
ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA. Zaznaczone komérki oznaczaja dopasowania. Strona
lewa: listy wystapieri symboli w ciggu A. Srodek: macierz DP z zaznaczonymi dopasowaniami
(tylko dla poréwnania). Strona prawa: stan struktury Q po przetworzeniu kazdego wiersza

Fig. 7.4. An example of the Hunt-Szymanski algorithm computing the LCS for the sequences: ABA-
ADACBAABC, CBCBDAADCDBA. The marked cells denote matches. Left: lists of symbol
appearances in A. Middle: the DP matrix with marked matches (just for comparison). Right:
state of Q structure after computing each row

przechowywaé w komodrkach macierzy reprezentujacych dopasowania wskaznik do komorki,
ktéra postuzyta do wyznaczenia wartoSci danej komorki, a nastgpnie przejsS¢ te¢ macierz zgodnie
z tymi wskaznikami odczytujac podciag wyjsciowy, ktéry utworza elementy ciaggéw z kolumn
(badz wierszy) odwiedzanych dopasowan.

Na zlozono$¢ czasowa algorytmu sktada si¢ czas przetwarzania wstepnego, O(0 + n) oraz
czas obliczen wlasciwych, O(m+dtg), gdzie d to liczba dopasowan w calej macierzy, a Tqg to
najdtuzszy z czaséw wykonywania operacji wstawiania, usuwania, szukania nast¢pnika i po-
przednika w strukturze Q. Sumaryczny czas dziatania algorytmu jest O(0 + n+ m+ dtg).
Przyjmujac, czesto uzasadnione, zalozenie, ze 0 = O(n), otrzymuje si¢ zlozonos$é czasowq
O(n+dtg), ktéra zalezy od wyboru struktury danych Q. Uzycie zréwnowazonych drzew po-
szukiwari binarnych (np. drzew czerwono-czarnych [29, 105, 190]), dla ktérych 1q = O(log?),

daje algorytm o ztozonoS$ci czasowej
O(n+dlog?). (7.3)

Mozna tez zauwazy¢, ze element wstawiany do Q ma zawsze albo taka samg rangg jak element
chwile wczesniej usunigty, albo o 1 wigkszg niz najwyzsza z rang znajdujacych si¢ w Q. Dzigki
temu jako struktury Q mozna uzy¢ posortowanej tablicy i przeszukiwac jg w sposob binarny, co
daje dokfadnie takg sama ztozonos$¢ czasowa jak w (7.3). Kolejng mozliwoscia jest uzycie drzew
van Emde Boasa [209, 210], dla ktérych Tq = O(loglogn), a ztozono$¢ czasowa algorytmu
LCS-HS jest

O(n+dloglogn). (7.4)
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W obu przypadkach czas dodatkowych operacji na strukturze M w celu uzyskania podciggu
wynikowego jest O(d), a wiec nie wplywa on na ztozono$¢ czasowg catego algorytmu.
Pozostaje jeszcze do rozwazenia przypadek, w ktérym 0 = w(n), wtedy znaczacy wplyw
na ztozono$¢ czasowq algorytmu zaczyna mie€ faza przetwarzania wstgpnego. Aby zachowac
ztozono$¢ pamigciowg na akceptowalnym w praktyce poziomie, mozna w miejsce tablicy L za-
stosowaé np. zrownowazone drzewo poszukiwan binarnych indeksowane symbolem alfabetu,
w wezlach ktérego beda znajdowaly sie listy indekséw dla kazdego symbolu alfabetu, wtedy
czas przetwarzania wstepnego jest O(nlogn). Ponadto, podczas rozpoczynania przetwarzania
kazdego wiersza nalezy znalez¢ w tym drzewie liste¢ dopasowari dla symbolu opisujacego ten
wiersz. Sumarycznie wnosi to do ztozonosci czasowej sktadnik O(mlogn). Wobec tego suma-

ryczna ztozono$¢ czasowa jest w zaleznos$ci od uzytej struktury danych do reprezentaciji Q:
O(nlogn+dlog?) lub O(nlogn+dloglogn). (7.5)

Ztozono$¢ pamigciowa tego algorytmu zalezy od wyboru reprezentacji macierzy M. Naj-
prostszym sposobem jest uzycie listy przeszukiwanej od konica w wierszu 12. algorytmu LCS-
HS. Zajmie ona ©(d) stéw. Do tego nalezy dodaé jeszcze zajetos¢ pamieci pozostatych struktur
danych, czyli ©(n) stéw. Sumarycznie ztozonos¢ pamigciowa wynosi zatem O(n+d) stéw.

Algorytm Hunta—Szymanskiego sprawdza si¢ najlepiej w sytuacjach, w ktérych liczba do-
pasowar, d, jest istotnie mniejsza niz Nm. Sytuacje takie majg miejsce czesto. W przypadku
pesymistycznym jednak d = ©(nm), co powoduje, ze ztozonos$¢ czasowa tego algorytmu moze
by¢ gorsza niz dla algorytmu programowania dynamicznego.

Przetwarzanie tylko komérek reprezentujacych dopasowania i wyznaczanie dla nich rang
jest popularnym sposobem, na ktérym opiera si¢ wiele bardzo wydajnych algorytméw wyzna-
czania podciggu LCS, np. algorytm Kuo—Crossa [135], ktdéry okazatl si¢ najszybszy w testach
poréwnawczych przeprowadzonych przez Bergrothai in. [32]. Idea ta jest stosowana takze w al-
gorytmach dla probleméw pokrewnych problemowi LCS. Czesto podejscie takie jest nazywane

metodqg Hunta—Szymanskiego.

7.3.3. Algorytm Hirschberga

W poprzednim podrozdziale dyskutowana byta kwestia osiggni¢cia lepszej ztozonosci cza-
sowej dla problemu LCS. Niestety, ztozono$¢ pamieciowa wynosita przynajmniej ©(n+ d)
stéw, co w pesymistycznym przypadku jest ©(nm). Wiasnie ztozonos§¢ pamieciowa moze w prak-
tyce dyskwalifikowac powyzej opisane algorytmy dla dtugich ciagéw. Rozwigzac ten problem
mozna na rézne sposoby. Najprosciej jest w sytuacji, w ktorej zagdanym wynikiem jest tylko dtu-
20$¢ podciagu LCS, a nie sam ciag. Wtedy wystarczy w algorytmie programowania dynamicz-

nego przetwarza¢ macierz wierszami, dzigki czemu konieczne jest przechowywanie jedynie



7.3. Algorytmy sekwencyjne i réwnolegtosci bitowej 97

2 wierszy macierzy M i ztozono$¢ pamigciowa jest ©(n) stow, przy niezmienionej ztozonosci
czasowej. Algorytm Hunta—Szymanskiego mozna zmodyfikowa¢ w podobny sposéb. W tym
celu nalezy zrezygnowac ze struktury M i w miejsce wierszy 10-13 algorytmu LCS-HS wsta-
wié instrukcje zwracania warto$ci zmiennej ¢. Ztozono$¢ pamieciowa spada wtedy do O(n)
stéw przy zachowanych ztozonoSciach czasowych.

Powyzsze podejscia sg jednak nieskuteczne, jesli wynikiem ma by¢ takze sam podciag
LCS. Historycznie pierwszy algorytm pozwalajagcy na uzyskanie podciggu LCS w czasie O(nm)
przy ztozonosci pamigciowej ©(n) stéw zaproponowal Hirschberg [112]. Algorytm ten zo-
stal skonstruowany zgodnie z paradygmatem ,,dziel-i-zwyci¢zaj” (ang. divide and conquer).
Macierz programowania dynamicznego dzielona jest na dwie czesci: M(1..|n/2],1..m) oraz
M(|n/2| +1..n,1..m), z kt6rych pierwsza jest obliczana zgodnie z réwnaniem (7.1), a druga

poczawszy od M(n, m) na podstawie zaleznosci:

0, jeslii=n+1vj=m+1
M(i,J) = ¢ max(M(i+1,j),M(i,j+1)), jesliO<i<nO0<j<ma#bj, (7.6)
M(Gi+1,j+1)+1, jeslio<i<nO0<j<ma=Dh;.

Kazda z czesci oblicza sie¢ przechowujac po 2 kolumny macierzy, dzigki czemu ztozonos¢ pa-
mieciowa jest ©(n) stéw. Otrzymuje si¢ sasiednie kolumny M(|n/2],1..m) oraz M(|n/2] +
1,1..m), pierwszg na podstawie (7.1), a drugg na podstawie (7.6). Komérki w tych kolumnach
przechowuja informacje¢ o dtugosci podciagu LCS dla pewnych prefikséw lub sufikséw obu
ciggéw. Kluczowe jest teraz znalezienie takiej pary punktéw (|n/2], ), (|[n/2]+1,j+1),dla
ktérych konkatenacja podciagéw LCS dla prefikséw i sufikséw ciagéw da cigg maksymalnej

dtugosci, a wigc wyznacza si¢

argmax(M (| 3].1) +m ([ 3] 2 +1)). a7
Nastgpnie nalezy wykonac rekurencyjnie t¢ samg procedurg dla prefiksow Aq |n/2) i By,j oraz
sufiksow A2 110 i Bj+1m otrzymujac fragmenty wyniku S oraz S’ Wynikiem koricowym
jest konkatenacja podciagéw LCS znalezionych w wywotaniach rekurencyjnych: SS’. W oczy-
wisty sposodb, jesli dlugos¢ fragmentu ciggu A wynosi 1, to otrzymuje si¢ wtedy zero lub jeden
symbol w ciggu bedacym wynikiem wywotania rekurencyjnego algorytmu. Dzi¢ki temu, ze na
kazdym kolejnym poziomie rekurencji wyznacza si¢ jedynie okoto potowe komdérek macierzy
obliczonych na poziomie wyzszym, sumaryczna zlozono$¢ czasowa jest @(nm), a ztozonosé
pamigciowa O(n). Przyktad dzialania algorytmu Hirschberga przedstawiony jest na rys. 7.5.
Opisany wyzej sposob zredukowania ztozonoSci pamigciowej przy jednoczesnym utrzyma-
niu zlozonoSci czasowej jest czgsto stosowany w algorytmach rozwigzujacych problemy po-

krewne do problemu LCS. Nazywa si¢ go wtedy metodq Hirschberga.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

j ABAADACBAABTC j ABAADACBAABC
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2BJ|O|1|1|1|1|1}5(4|3|2|2|1 2BJ|O[1[|1}J2|2|1

3C|O|1|21|1|1|2}5(|4(3|2|2|1 3Clo|1|1})2(2]|1

4BlO|1|1(1|1|1}J4|4|3|2|2]|1 4BJ|O[1[1)J2|2|1

5sDJO[1[|1|1|2]|2}3|3(3|2|1|1 sDJO[1|1})2|2]|1

6 AJ1(1|2|2|2|3|3|3|3|2|1|1 6 Aj1(1|2)2(1]|1

7Al1(1|2(3|3|3|3|2|2|2|1|1 7Al1(1(2)2(1|1

eD|1(1|2|3|4|43|2|1|1|1|1 e DJ1|1]|2J1|1|0

9C|1|1(2|3|4[4)8|2(1|1|1|1 9 C 1(1|1)1(1]|1

10D|1|1|2|3|4]4]2|2|1|1|1]|0 10 D 1111|110

1 Bl1(2(2|3|4|4]2|2|1|1|1|0 1 B 1(2|2)1(1|0

12 AJ1|2|3|3|4|5]1|1|1|1]|0]|0 12 A 1/2|3)1/0]|0
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

j ABAADACBAABTC i A BAAD CBA

1CJ0oj2]|1 1C

2 BJO]2|1 2 B

3Cl0]2|1 3 C

4 BlOj2|1 4B 1|1

5 DJOJ1|1 5 D 111

6 Aj111|1 6 A 111

7 A 1111 7 A

8 D 1)1 8 D 110

9 C 111|0 9 C

10 D 1§1(0 10 D 0jo

1 B 1J1|0 1 B 110

12 A 1]0|0 12 A 0]o0

A c A Bap Csg A

Rys. 7.5. Przyktad dziatania algorytmu Hirschberga o liniowej ztozonoS$ci pamig¢ciowej wyznaczajacego
podciagg LCS dla ciagéw: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA. Na kolejnych rysunkach
przedstawiono poziomy rekurencji. Kolumny zaznaczone na szaro pokazuja przebieg podziatu
kazdej (pod)macierzy. Pod macierzami wskazano, ktére symbole sg wyznaczane na danym
poziomie rekurencji. Wynik ostateczny to BAADCBA

Fig. 7.5. An example of the Hirschberg linear-space algorithm computing the LCS for the sequen-
ces: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA. Figures show recurrence levels. Greyed columns
show (sub)matrix divisions. Below two bottom matrices the computed symbols are given. They
form the result: BAADCBA

7.3.4. Algorytm réownolegloSci bitowej

Jednym z wydajniejszych podejs¢ w projektowaniu szybkich algorytméw w dziedzinie prze-
twarzania tekstow i ciagdw jest uzycie réwnoleglosci bitowej. Autorem tego podejscia jest
Domolki [76], jednak péZniej byto one odkrywane wielokrotnie, a najwiekszy wplyw na wspot-
czesne prace mialy artykut Baeza-Yatesa i Gonneta [26] oraz wczes$niejsza rozprawa doktorska
Baeza-Yatesa [25]. Podstawowa koncepcja tego podejscia opiera si¢ na dwoch prostych obser-
wacjach. Po pierwsze, do przechowywania wyniku niektérych obliczenn wystarczy jeden bit.
Przyktadem moze tu by¢ poréwnywanie liter w problemie wyszukiwania wystapienia wzorca
w tekscie, gdzie wynikiem jest prawda lub falsz. Po drugie, niektdre obliczenia mogg by¢ wy-
konywane rownolegle na wielu bitach. Poniewaz dzisiejsze komputery dysponujg procesorami
o dtugosci stowa komputerowego wynoszacej 32 lub 64 bity, wigc potencjalne przyspieszenie

jest duze. Oczywiscie, nie zawsze podejScie to moze by¢ zastosowane, gdyz jeden bit w wie-
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LCS-BP-LEnGTH(A, B)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktorych wyznaczana jest dtugosé podciggu LCS
Wyjscie: znaleziona dtugos¢ podciqgu LCS

{ Przetwarzanie wstepne}
1 forxec XdoYy«+ OM
2 for j« 1tomdo Yy, « Yy, | 0™ /10
{Obliczenia wiasciwe}
3 V17
4 fori< 1tondo
5 U+—V&Y,
6 V—(V+U)|(V-U)
{ Wyznaczanie liczby bitow o wartosci 0 wV — dtugosci podciggu LCS'}

7 (<0, V+~V
8 whileV 0™ do
9 0 0+1 VeV&(V-1)

10 return/

Rys. 7.6. Bitowo-réwnolegly algorytm Hyyrd wyznaczajacy dtugos$é podciagu LCS [120]
Fig. 7.6. Bit-parallel algorithm computing the LCS length by Hyyr6 [120]

lu przypadkach nie wystarcza do reprezentacji wyniku obliczeni, a takze czesto niemozliwe
jest wykonywanie réwnolegltych obliczeri na wielu bitach tego samego stowa komputerowe-
go. W zwigzku z tym zwykle opracowanie algorytmu réwnolegtosci bitowej dla konkretnego
problemu nie nalezy do zadan fatwych. Jako zgrubna regute¢ mozna przyjac, ze najlepszymi kan-
dydatami sposréd klasycznych algorytméw do przeksztalcenia ich w algorytmy réwnolegtosci
bitowej s3 algorytmy najprostsze. Przyktadowo, algorytm réwnoleglosci bitowej Shift-Or [106]
wyszukujacy wystapienia wzorca w tekscie jest odmiang algorytmu naiwnego wyszukiwania
wzorca.

Analizujac macierz programowania dynamicznego dla problemu LCS (rys. 7.2), mozna za-
obserwowac, ze r6znice pomiedzy sasiednimi komérkami wynosza O lub 1. Obserwacja ta, kt6-
rej dowdd mozna znaleZ¢ m.in. w [120], jest bardzo pomocna w konstrukcji algorytmu opartego
na réwnoleglosci bitowej (BP), poniewaz alternatywnym sposobem reprezentacji tej macierzy
jest przechowywanie w poszczegdlnych komédrkach tylko bitowej informacji, czy warto$¢ w da-
nej komorcee jest rowna wartosci z komorki znajdujacej si¢ powyzej, czy jest od niej wieksza.
Co wigcej, mozna pokazac, ze przy takiej reprezentacji wartoSci w poszczegolnych wierszach
mozna oblicza¢ réwnolegle. Istnieja przynajmniej trzy algorytmy réwnolegtosci bitowej dla
problemu LCS zaproponowane przez Allison i Dix [8], Crochemore’a i in. [52], Hyyro [120].
Ostatni z tych algorytmow (rys. 7.6) jest zwykle w praktyce najszybszy, dlatego ponizej wlasnie
on zostanie przedstawiony. Pozostate algorytmy sa do niego podobne, a dyskusje réznic mozna
znalez¢é w [120].

Rysunek 7.7 ilustruje wyznaczanie dtugosci podciggu LCS za pomoca tego algorytmu. Ma-

cierz programowania dynamicznego przedstawiona w prawej czgdci rysunku zostata pokazana
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i 012345678 9101112
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Rys. 7.7. Przykiad dziatania bitowo-réwnoleglego algorytmu Hyyr6 dla problemu LCS

Fig. 7.7. An example of the bit-parallel algorithm by Hyyro for the LCS problem
tylko dla zilustrowania wykonywanych operacji i nie jest ona wprost obliczana w algorytmie
LCS-BP-LeEnGTH. Algorytm dziata na wektorach bitowych. Dla prostoty opisu zalozone zosta-
nie na razie, ze kazdy z wektoréw bitowych miesci si¢ w pojedynczym stowie komputerowym.
Ramka Maski zawiera 0 wektorow bitowych, po jednym na kazdy symbol alfabetu. Wektory te
obliczane sg w etapie przetwarzania wstepnego (wiersze 1-2 algorytmu). Bit o indeksie | wek-
tora zwigzanego z symbolem X € Z ma warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy bj = Xx. Gléwnym
wektorem, na ktérym prowadzone sa obliczenia, jest V. Odzwierciedla on réznice w warto-
Sciach poszczegdlnych komérek w kolumnie macierzy programowania dynamicznego, tj. j-ty
bit V ma warto$¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy M(i, j) — M(i, j — 1) = 1, dla aktualnej i-tej ko-
lumny. Alternatywnie mozna stwierdzié, ze indeks j bitu o warto$ci 0 w V po przetworzeniu
i-tej kolumny jest najmniejszym indeksem wiersza takim, ze (i’, j) jest dopasowaniem pewnej
rangi hii’ <i. Kolejne ramki rysunku (i =0,i =1, ..., 1 =4, i = 12) przedstawiajg zawar-
tos¢ wektora V po przetworzeniu i-tej kolumny. Dla i = 1 przedstawionych jest nieco wigcej
szczego6tow, ktore ilustrujg obliczenia wykonywane w wierszach 5-6 algorytmu. Bity o warto-
Sciach 0 w wektorze V i komdrki macierzy M, ktérych warto$¢ jest wigksza niz warto$¢ gérnego
sgsiada, zostaly wyczernione na rysunku, aby podkresli¢ zwigzek pomigdzy kolumnami macie-
rzy M i wektorem V. W wierszach 7-9 wyznaczana jest liczba bitéw o wartosci 0 w ostatnim

wektorze V, ktora jest dlugoScia podciggu LCS.

W przypadku gdy m > w, konieczne jest reprezentowanie wektoréw bitowych jako tablic
stow komputerowych. Nie stanowi to jednak wickszego problemu, gdyz wszystkie potrzeb-
ne operacje bitowe mozna wykonywac na poszczegdlnych stowach niezaleznie. Podobnie przy
odejmowaniu wektoréw bitowych nie moze w tym algorytmie powsta¢ przeniesienie. Jedynie

przy dodawaniu powstaje konieczno$¢ obstugi przeniesienia, ale jest to proste do zrealizowania.

Gléwna petla algorytmu wykonywana jest Nrazy a w kazdym jej przebiegu ma miejsce tyl-

ko kilka operacji bitowych i arytmetycznych. Z uwagi na to, ze wektory bitowe emulowane sa
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przez tablice stéw komputerowych o rozmiarach [m/w]| stéw, ztozonos¢é czasowa przedstawia-
nego algorytmu jest ©(n[m/w]). Ztozono$¢ pamieciowa tego algorytmu jest ©([m/w]) stéw
na wektor V oraz ©(o[m/w]) stéw na wektory masek. Do tego nalezy jeszcze doliczy¢ roz-
miar danych wejsciowych, co sumarycznie daje ©(n+ o[m/w]). W przypadku gdy nie mozna
zalozy¢, ze 0 = O(n), mozliwe jest (podobnie jak dla algorytmu Hunta—Szymanskiego) prze-
chowywanie wektorow masek w drzewie poszukiwan binarnych. Daje to ztozono$¢ pamigciowa
O(n[m/w]) stéw przy ztozonosci czasowej @(n[m/w] +nlogn).

W celu wyznaczenia podciggu LCS dlugosci ¢ konieczne jest wykonanie przejscia po wy-
generowanej macierzy bitowej algorytmem LCS-BP-SEQUENCE (rys. 7.8).> W tym przypadku
nalezy tez tak zmodyfikowac algorytm LCS-BP-LENGTH, aby zapisywat zawartoS¢ wektoraV po
przetworzeniu kazdej kolumny. Niech zatem V (i) zawiera t¢ warto$¢ dla i-tej kolumny. Warto-
Sci bitéw znajdujacych sie w V (i) bedg stuzyly jako swego rodzaju ,,drogowskazy” wskazujace,
w ktérym kierunku nalezy przesuwac si¢ po macierzy bitowej. Jesli j-ty bit wektora V(i) za-
wiera 1, to oznacza to, ze M(i, j) = M(i, j — 1), a wiec mozliwe jest przejscie z komérki (i, j) do
(i, j — 1), poniewaz rangi obu tych par sg takie same. W przeciwnym przypadku przejscie na-
stepuje do komérki (i — 1, j), poniewaz ranga tej pary jest nie mniejsza niz ranga pary (i, j — 1).
Oczywiscie, jesli (i, j) jest dopasowaniem, to przejscie odbywa si¢ do (i —1,j — 1), a sym-
bol & dotaczany jest do ciagu wynikowego. ZtozonoS¢ czasowa tego algorytmu konstrukcji
wyniku na podstawie znanych wektoréw bitowych V jest ©(m+ n) = O(n), poniewaz w kaz-
dym przebiegu petli zmniejszana jest warto$¢ co najmniej jednego z pary indeksoéw i, j, ktérych
poczatkowe wartoSci wynosza odpowiednio N, m. ZtozonoS¢ pamieciowa tego algorytmu jest

O(n[m/w]) stéw niezaleznie od tego czy 0 = O(n), czy tez nie.

7.3.5. Algorytm réwnoleglosci bitowej — wariant Hirschberga

Algorytm LCS-BP-SeQuENCE do wyznaczenia podciggu LCS wymaga ©(n[m/w]) stéw
pamieci. Mozliwe jest jednak zastosowanie do niego metody Hirschberga w celu zmniejsze-
nia ztozonoSci pamigciowej bez zmiany ztozonosSci czasowej. Modyfikacja ta jest stosunkowo
prosta [51]. Pewnej uwagi wymagaja jednak dwie kwestie, tj. obstuga matych podmacierzy (ta-
kich, ktérych wysokoS¢ jest nie wigksza niz W) oraz problem znalezienia wiersza dzielacego
macierz na dwie mniejsze podmacierze, ktére to problemy niestety nie zostaly przedyskutowa-
ne w [51].

Ogodlnaidea jest jednak taka sama jak w oryginalnym algorytmie Hirschberga. Macierz dzie-

lona jest na dwie czeSci i kazda z nich jest obliczana algorytmem BP niezaleznie, z tym ze w czg-

3Prezentowany tu algorytm wyznaczania podciggu LCS odnosi si¢ do omawianego algorytmu Hyyro. W [121]
pokazano algorytm wyznaczania podciagu LCS oparty na algorytmie réwnoleglosci bitowej Crochemore’a
iin. [52].
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LCS-BP-SeqQuence(A, B, V, ¢)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktérych wyznaczany jest podcigg LCS
V —tablica wektoréw bitowych \ wyznaczanych algorytmem LCS-BP-LENGTH
£ — diugosc podciggu LCS (wynik dziatania algorytmu LCS-BP-LENGTH(A, B))
Wyjscie: znaleziony podcigg LCS

1 0«0 i<n j<m

2 while /* > 0do

3 if 3 = b then

4 Sp—a; L0 -1 i+i—-1 j+j—-1
5 else

6 if j-ty bit V(i) ma warto$¢ 1 then j« j—1

7 elsei +—i—1

8 return $$...S

Rys. 7.8. Algorytm réwnolegltosci bitowej wyznaczania podciaggu LCS z macierzy wygenerowanej algo-
rytmem LCS-BP-LENGTH
Fig. 7.8. Bit-parallel algorithm recovering an LCS from the matrix produced by LCS-BP-LENGTH algo-

rithm
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Rys. 7.9. Przyktad dziatania algorytmu réwnolegtosci bitowej wyznaczania podciagu LCS. Ciggiem wy-
nikowym jest BAADCBA. Lewa czg§é: macierz programowania dynamicznego (tylko dla po-
rOwnania). Prawa cz¢S¢: przejsScie po macierzy bitowej. Dla prostoty prezentacji bity w stowach
numerowane sg od 1

Fig. 7.9. An example of the bit-parallel algorithm by Hyyr6 for the LCS problem. The output sequence
is BAADCBA. Left: DP matrix just for comparison of what is going on. Right: backtracking on
bit matrix. Note that for simplicity of presentation the bits in Hyyr&’s algorithm are numbered
from 1

Sci prawej ciagi sg odwrdcone (oczywiScie wymaga to, aby istniaty dwie tablice wektoréw ma-
sek: dla ciggu B i odwrdconego ciggu B). Nastepnie dla kazdej czesci macierzy algorytm wyko-
nywany jest rekurencyjnie, az dojdzie do sytuacji, w ktorej wysoko$¢ podmacierzy nie przekra-
cza W. Dla takiej podmacierzy wykonuje si¢ zwyktly algorytm réwnolegtosci bitowej, w ktérym
przechowuje si¢ cata podmacierz reprezentowang na wektorach bitowych. Z uwagi na niewielka
wysokoS¢ tej podmacierzy, kazdy wektor bitowy miesci si¢ w pojedynczym stowie komputero-
wym, a catkowita zajgto$¢ pamieciowa tej bitowej podmacierzy to liczba stéw réwna jej szero-

kosci. Mate podmacierze pojawiaja si¢ w koficowym etapie rekurencji i nie moga obejmowac
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tych samych kolumn, a wigc sumaryczna ztozono$¢ pamigciowa dla nich wszystkich jest O(n)
stow, a obliczane sg w czasie O(Nn). Poniewaz na kazdym poziomie rekurencji szeroko§¢ ma-
cierzy zmniejsza si¢ o potowe, wiec maksymalna liczba pozioméw rekurencji wynosi [log,n].

Pozostaje teraz do oszacowania liczba operacji na stowach komputerowych na kolejnych po-
ziomach rekurencji. Na kazdym poziomie macierz dzielona jest na podmacierze o roztacznych
zakresach wierszy i kolumn. Niech wysokosci wszystkich podmacierzy, ktore sg wigksze niz w,
wynoszg My, My, ..., Mg dla pewnego k < [m/w], a szerokosci tych podmacierzy na j-tym po-
ziomie rekurencji wynosza nie wiecej niz [n/217. Liczba operacji na stowach komputerowych
na tym poziomie rekurencji dla takich podmacierzy wynosi wtedy:

k k

s llal=lzl 35l = [z %)

Sumujac po wszystkich poziomach rekurencji, otrzymuje si¢

0 (n m—ﬂ) . (7.9)

Wynik ten nie uwzglednia jednak problemu wyznaczenia indekséw wierszy dzielacych macie-
rze. W tym celu nalezy przegladnaé wektory bitowe sasiednich kolumn, zliczajac liczbe bitow
o warto$ci 0. Poniewaz na kazdym z [log, n| pozioméw rekurencji sumaryczna diugo$é wszyst-
kich wektoréw bitowych znajdujgcych si¢ na granicach podziatu podmacierzy jest O(m) bitéw,

wiec sumarycznie czas potrzebny na te operacje w calym algorytmie jest

O(mlogn), (7.10)
a wiec catkowita ztozonos¢ czasowa tego algorytmu to suma (7.9) i (7.10):

O(n {%W +m|ogn>. (7.11)

Jesli m= O(w), to ztozono$¢ pamigciowa zwyklego algorytmu réwnolegtosci bitowej, w kt6-
rym przechowywane sg wszystkie wektory bitowe kolumn, jest ©@(n) stéw, a wigc stosowanie
wariantu Hirschberga nie ma sensu. Jesli n = O(wlogw), to ztozono$¢ pamigciowa zwyktego
algorytmu réwnolegtosci bitowej jest O(wlogw[wlogw/w]) = O(wlog?w) stéw, co w prakty-
ce jest wielkoScig tak mata, ze réwniez wariant Hirschberga nie powinien by¢ stosowany. Niech
zatem M= w(W) oraz n = w(wlogw), wtedy logn = O(n/w) i ztozonos¢ czasowa (7.11) mozna

wyrazi¢ jako

®<n (%D (7.12)

a wiec tak samo jak w przypadku zwyklego algorytmu réwnolegtosci bitowej, podczas gdy
ztozonos¢ pamieciowa jest ©(Nn) stéw. Na rys. 7.10 zilustrowano dziatanie tego algorytmu dla

przypadku, gdy w = 2.
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Rys. 7.10. Przykfad dziatania algorytmu wyznaczania podciggu LCS opartego na metodzie réwnole-
gtodci bitowej z wykorzystaniem metody Hirschberga o liniowej ztozonosci pamieciowej dla
ciggéw: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA dla w = 2. Na kolejnych rysunkach przed-
stawiono poziomy rekurencji. Kolumny zaznaczone na szaro pokazuja przebieg podziatu kaz-
dej (pod)macierzy. Pod macierzami wskazano, ktére symbole na danym poziomie rekurencji
sg wyznaczane. Wynik ostateczny to BAADCBA

Fig. 7.10. An example of the bit-parallel LCS computing algorithm with Hirschberg linear-space method
computing the LCS for the sequences: ABAADACBAABC, CBCBDAADCDBA for w= 2. Fi-
gures show recurrence levels. Greyed columns show (sub)matrix divisions. Below two bottom
matrices the computed symbols are given. They form the result: BAADCBA

Algorytmy rownolegtosci bitowej zaréwno dla problemu LCS, jak i dla innych probleméw
wykorzystuja pewne techniki bitowe, ktdre sa czesto mato oczywiste bez gruntownego zro-
zumienia specyfiki reprezentacji liczb catkowitych i rzeczywistych w komputerach. Doskona-
te wprowadzenie do dziedziny operacji bitowych stanowia ksigzki Warrena [215] oraz Knu-

tha [131]. Interesujagca moze tez by¢ ksigzka Korena [132].

7.3.6. Zwiazek z problemem najdluzszego podciagu rosnacego

Jak wspomniano w podrozdz. 2.5, algorytmy rozwiazywania problemu LIS moga postu-
zy¢ do rozwigzania problemu LCS. W tym celu nalezy odpowiednio przeksztatci¢ dane wej-
Sciowe problemu LCS, ktérymi sa dwa ciagi na dane dla problemu LIS, w ktérym potrzeb-

ny jest tylko jeden ciag liczbowy. Podstawowa idea opiera si¢ na wyznaczeniu wszystkich do-
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Rys. 7.11. Ilustracja dziatania algorytmu wyznaczania podciaggu LCS opartego na algorytmie wyznacza-
nia podciggu LIS. Po lewej stronie macierz programowania dynamicznego z zaznaczonymi
dopasowaniami i liczbami, ktdre je reprezentuja. Ponizej ciag liczbowy X. Po prawej stro-
nie pokrycie utworzone dla ciggu X. Na dole rysunku znaleziony podcigg LIS na podstawie
pokrycia oraz odpowiadajacy mu podciag LCS

Fig. 7.11. Example of the LIS-based algorithm for the LCS problem. Left: dynamic programming ma-
trix with marked matches and numbers representing that matches. Below: sequence X. Right:
greedy cover for sequence X. Bottom: LIS for X and LCS obtained on that LIS

pasowan pomiedzy ciggami A i B oraz odpowiednim ich ponumerowaniu [106]. Sposéb nu-

merowania polega na wyznaczeniu tablicy zawierajacej pod indeksem X € 2 liste indekséw

wszystkich wystapiert symbolu X w ciagu B. Nastgpnie w petli przechodzi si¢ ciag A i dla
kazdego kolejnego symbolu @ wpisuje si¢ do ciggu liczbowego X indeksy wszystkich wy-
stapien @ w ciggu B w kolejnosci malejacej. Ztozono$¢ czasowa tego przetwarzania wstep-
nego jest O(0+m)+O(n+d) = O(n+ o+ d), gdzie d to liczba dopasowan. W ciggu licz-
bowym X wyznacza si¢ nastepnie najdtuzszy podciag rosnacy (LIS) w czasie O(dloglogm).

Warto zauwazy¢, ze wystepuje tu wariant problemu LIS, w ktérym symbole moga si¢ powta-

rza¢ (rys. 7.11). Elementy wyznaczonego podciagu sg indeksami symboli w ciggu B, ktére

tworzg podcigg LCS dla A i B. Catkowita ztozono$é czasowa tego algorytmu jest O(0 + n+
dloglogm).

Zwiazek pomiedzy problemami LIS i LCS zostal odnotowany w pracach Apostolico i Gu-
erra [15, 19], Jacobsona i Vo [123] oraz Pevznera i Watermana [175]. Rozwinigcie tych idei
znajduje si¢ w pracach Eppsteina i in. [81, 82], w ktérych zaproponowano algorytm o ztozono-

$ci czasowej O(n+ Dloglogmin(D,nm/D)), gdzie D jest liczbg dopasowari dominujgcych.

7.3.7. Inne wybrane algorytmy

Historycznie pierwszy algorytm dla problemu LCS o ztozonoS$ci subkwadratowej zapropo-

nowali Masek i Paterson [152]. Jego ztozonosé czasowa jest O(nm/logn) dla alfabetu ograni-
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czonego oraz O(nmloglogn/logn) dla alfabetu nieograniczonego. Opiera si¢ on na tzw. meto-
dzie czterech Rosjan (ang. 4-Russian method) [21]. W skrdcie, algorytm ten polega na podziale
macierzy programowania dynamicznego na bloki niewielkich rozmiaréw e x €. Nastepnie na
etapie przetwarzania wstepnego wyznacza si¢ wszystkie mozliwe macierze e x e dla mozli-
wych ciggdw je opisujacych oraz wartosci w komdrkach sgsiednich do tego bloku. W ostatnim
etapie wyznacza si¢ cala macierz blok po bloku. Dobry opis tego algorytmu mozna znalezé
m.in. w [106].

W niektérych sytuacjach wyznaczanie podciggu LCS mozna przyspieszyc, jesli ciagi wej-
Sciowe podda sie wczesniej kompresji. Jednym z mozliwych sposobdw jest kodowanie diugosci
serii (ang. run length encoding) [99]), dla ktérego zostaty zaproponowane rézne algorytmy wy-
znaczania podciggu LCS, m.in. [37, 20, 146, 13]. Ztozono$¢ czasowa najlepszego z nich [13]
jest O(NMmin(yy,Y2)), gdzie N oraz M sg diugosciami ciagéw A oraz B po kompresji algoryt-
mem RLE, a y; oraz Y» sg liczbami, odpowiednio, elementoéw w dolnych i prawych krawedziach
blokéw, ktére sa dopasowaniami (dopasowanie dla pary blokéw definiowane jest analogicznie
jak dla pary elementéw). W praktyce, algorytmy te jednak rzadko znajduja zastosowanie, gdyz
kompresja RLE jest stosunkowo mato skuteczna.

Zdecydowanie lepszy wspotczynnik kompresji osiggany jest za pomocg algorytméw Ziva—
-Lempela [224, 225, 218, 196]. Algorytmy te nalezg do kategorii algorytméw stownikowych,
ktore najkrécej mozna scharakteryzowac tak, ze przetwarzajac cigg wejSciowy zamiast sym-
boli zapisujg informacj¢ o tym, gdzie w przesztoSci (w juz przetworzonym fragmencie ciggu)
znajduje sie identyczny fragment. Tego typu redundancja jest znacznie cze¢stsza w danych spo-
tykanych w praktyce niz powtdrzenia tego samego symbolu. Zgrubnie mozna stwierdzié, ze
algorytmy wyznaczania podciagu LCS stosujace t¢ metode kompresji opieraja si¢ na tym, ze
jesli jakis fragment ciggu si¢ powtarza, to podobnie do biezacego moze wygladac jakis przeszly
fragment macierzy programowania dynamicznego. Algorytm Crochemore’a i in. [53, 45] dla
alfabetu statego rozmiaru ma ztozonos¢ czasowa O(HN?/logn), gdzie 0 < H < 1 jest entropia*
ciagu.

Inne sposoby przyspieszenia wyznaczania podciggu LCS opierajg si¢ na zastosowaniu kom-
presji gramatycznej (ang. grammar-based compression) i reprezentacji ciggéw za pomocg gra-
matyk bezkontekstowych o jedynie dwoch typach produkcji, generujacych doktadnie jeden
ciag [111] oraz algorytmu Byte-Pair [96]. Rytter pokazal w [182], jak szybko uzyskac taka
gramatyke dysponujac ciggiem skompresowanym algorytmami Ziva—Lempela [224, 225]. Wy-
czerpujacy opis algorytméw o ztozonosciach o(nm) dla problemu LCS mozna znalezé m.in.
w [216].

“Méwiac nieco nieprecyzyjnie, entropia jest miarg, jak silnie dany ciag da si¢ skompresowaé. Dokladniejsze
omdwienie pojecia entropii mozna znalez¢ np. w [30, 54].
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Jak juz wspominano wcze$niej, problemami pokrewnymi do problemu LCS s3 problemy
odlegtosci edycyjnej i uliniowienia ciggéw. Problemy te mozna traktowac jako swego rodzaju
uogdlnienie problemu LCS. Zwlaszcza problem uliniowienia ciggéw ma duze znaczenie w prak-
tyce. Z uwagi na bardzo duze rozmiary danych biologicznych, w ktérych wyznacza si¢ ulinio-
wienie lokalne, w praktyce zamiast algorytmu Smitha—Watermana [195], ktérego czas dziatania
dla tych danych jest zbyt dtugi,wykorzystuje si¢ algorytmy heurystyczne, m.in., BLAST [9, 10].
Mimo iz podejscia te sprawdzaja si¢ w praktyce bardzo dobrze, to nie gwarantuja znalezie-
nia wszystkich istotnych biologicznie uliniowien lokalnych. Ciekawe rozwiazanie tego proble-
mu zostalo przedstawione w pracy Lama i in. [138]. Autorzy zaproponowali wstepne zbudo-
wanie drzewa sufiksow dla diugiego ciagu, ktérym moze by¢ np. ludzki genom. Nastepnie
uliniowienie jest wyznaczane dla drugiego ciggu oraz tego drzewa. Dzigki temu, ze w drze-
wie sufikséw [217, 153, 206, 136] powtarzajace si¢ podstowa sa reprezentowane przez jedna
Sciezke, to uliniowienie jest wyznaczane tylko jednokrotnie dla wszystkich powtarzajacych si¢
podstow.

Drzewa sufikséw cechuja si¢, niestety, relatywnie duza ztozonoS$cia pamigciowa wynosza-
cg /nstéw. Jednym z mozliwych rozwiazan jest wykorzystanie zamiast nich indekséw FM [88,
89]. Opieraja si¢ one na transformacie Burrowsa—Wheelera [38], ktora jest takze podstawa wy-
dajnych algorytméw kompresji danych (m.in. [87, 60, 61, 62]). Indeksy te pozwalaja na wyko-
nywanie czesci operacji, mozliwych do wykonania na drzewach sufikséw, jednak podzbidr ten
wystarcza do efektywnego uliniawiania ciggéw, a ztozonos$¢ pamieciowa tych indekséw moze
by¢ zblizona do entropii ciagu. Wyniki eksperymentalne z [138] wskazuja, ze dzigki zastoso-
waniu tego podejscia przyspieszenie uzyskane w stosunku do algorytmu Smitha—Watermana
wynosi ponad 1000.

Z innych ciekawych algorytméw warto wymieni¢ algorytmy Hirschberga [113] zaprojekto-
wane specjalnie do sytuacji, w ktorej dlugos¢ ciagu wynikowego jest znacznie mniejsza niz m
lub bliska m.

7.4. Uogolnienie na przypadek wielu ciaggow

W niektorych przypadkach poréwnywanie tylko 2 ciggéw jest niewystarczajace i dane wej-
Sciowe dla problemu stanowi zbiér 4 = {AL, A2, ... AN}, sktadajacy sie z N ciaggéw, dla kt6-
rych nalezy znaleZ¢ najdtuzszy wspdlny podciag. Taka sytuacja czgsto wystepuje w bioinfor-
matyce (gtdwnie dla problemu uliniawiania ciggdéw). Stosunkowo prostym do zrealizowania
rozwigzaniem jest uogélnienie algorytmu programowania dynamicznego. W celu znalezienia
podciagu LCS dla wielu ciagéw nalezy wyznaczy¢ N-wymiarowa macierz M o rozmiarach
(JAY +1) x (|A%| +1) x --- x (JAN| + 1) zgodnie z nastepujaca zaleznoscia:
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(

0 dlaiy =0, gdzie 1 <k <N,

max(M([iy — &1,...,in—0n]T)) dla0<ix<|AY,0< 8 <1,
0< Sk <N, gdzie
1<k<N,

M([ip—1,...,in—1")+1 dla0<ig<|A¥,al =---=al,
gdzie 1 <k <N.

(7.13)

Ztozonos¢ czasowa tego algorytmu jest O(2NMAR_; |AK]). Drugi czton wynika z liczby komé-
rek w macierzy, a pierwszy odzwierciedla fakt, ze do policzenia pojedynczej komérki moze by¢
potrzebne znalezienie maksimum z 2\ — 2 jej sasiadéw. Jesli wartosé N nie jest ograniczona, to
ztozono$¢ czasowa tego algorytmu jest wyktadnicza, czyli nawet dla kilku ciggéw o praktycznej
dtugosci moze on by¢ zupelnie niemozliwy do zastosowania. Jednym z najszybszych sposobéw
rozwigzywania tego wariantu problemu LCS jest algorytm wykorzystujacy rzadkos$¢ macierzy
programowania dynamicznego [213]. Jego ztozonos$¢ czasowa w przypadku pesymistycznym
jednak takze jest wyktadnicza. O samym problemie wiadomo, ze jest NP-trudny [149].

Poniewaz problemy uliniowienia ciagdéw, zaréwno dwu (ang. pairwise sequence alignment,
PSA), jak i wielu (ang. multiple sequence alignment, MSA), sa bardzo podobne do proble-
moéw LCS dla dwu lub wielu ciggdw (ang. multiple longest common subsequence, MLCS), to
istniejace algorytmy wyznaczania PSA/MSA tatwo zaadaptowac do probleméw LCS/MLCS.
Czgsto podobng adaptacje mozna wykona¢ w drugg strong, np. algorytm Hirschberga wyzna-
czania podciggu LCS o zlozonosci pamieciowej ©(Nn) zostat p6Zniej zastosowany w problemie
PSA [160]. Ponadto, te dwie rodziny probleméw sg rownowazne, o ile wartosci parametréw
w PSA/MSA zostang wybrane w okreslony sposéb, np. wynikiem dla par identycznych sym-
boli jest 1, a wynikiem wstawienia i usuniecia jest 0. Doktadne algorytmy znajdowania MSA
wyznaczaja takg samg N-wymiarowa macierz, obliczang na podstawie nieco tylko innej reguty
rekurencyjne;j.

W zwiazku z tym, ze w praktyce niemozliwe jest rozwigzywanie probleméw MLCS oraz
MSA w sposéb doktadny, zaproponowanych zostato dla nich wiele heurystyk. Pierwszym eta-
pem tych heurystyk jest zwykle wyznaczenie podciggu LCS (PSA) dla wszystkich (B‘) par cig-
géw ze zbioru A. Dalsze etapy sg juz rézne w réznych algorytmach. Jedng z mozliwosci jest
zamiana dwu najbardziej podobnych ciggéw, tzn. ciagéw, ktérych podciag LCS jest najdtuz-
szy (wynik uliniowienia jest najwiekszy), przez ich podciag LCS (uliniowienie) i powtdrzenie
tego procesu N — 2 razy otrzymujac pojedynczy podciag (uliniowienie).’> Postepowanie to nie

gwarantuje, ze otrzymany podciag jest najdtuzszy z mozliwych (ma najlepszy mozliwy wynik),

SDla problemu MSA stosowane sg takze inne algorytmy wyboru dwu ciggéw (uliniowiert), por. np. [77, 183].
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ale czesto uzyskane rezultaty sg zadowalajace. Przeglad istniejacych metod wyznaczania MSA
mozna znalez¢ w [101] a te same idee sg mozliwe do zastosowania w problemie MLCS. Dla pro-
blemu MLCS stosowane sa czesto takze ogélne metody optymalizacji kombinatorycznej (m.in.
[34, 78,79, 192]).

7.5. Algorytmy réwnolegle

Algorytmy rozwigzywania problemu LCS zostaty zaproponowane dla wielu architektur
rownolegtych. Ponizej wymieniono niektore z tych rozwigzan. Lipton i Lopresti [145] zapropo-
nowali algorytm o ztozonosci czasowej O(n) dla macierzy systolicznej z N procesorami. Algo-
rytm Ranka—Sahni [179] ma ztozonos¢ czasowa O(y/nlogn) w modelu hiperkostki z @(n?) pro-
cesorami. Dla modelu PRAM CRCW (ang. Concurent Read Concurent Write) zaproponowano
algorytmy: Apostolicoi in. [18] o ztozonosci czasowej O(logn(loglogm)?) dla ©(nm/ loglogm)
procesoréw, Babu i Saxena [23] o ztozonosciach czasowych O(logm) oraz O(log?m) dla od-
powiednio ©@(nm) oraz ©(Nmlogm) procesoréw. Algorytm Rajko—Aluru [178] charakteryzuje
sie zlozonoscig czasowg O(Nm/p) dla p réwnolegle pracujacych komputeréw (implementacja
w C++ z wykorzystaniem MPI). Dla modelu SIMD Edimston i Wagner [80] zaproponowali

algorytm o ztozonosci czasowej O(m+n) dla ©(m) procesoréw.

Jedng z ostatnich publikacji dotyczacych réwnoleglego rozwigzywania problemu LCS jest
praca Kursche i Tiskina [133], w ktdrej zaprezentowano algorytm dla modelu BSP (por. pod-
rozdz. 1.2). W algorytmie tym macierz programowania dynamicznego dzielona jest na prosto-
katne obszary, tzw. pudetka (ang. boxes) rozmiaru by, x by komoérek (rys. 7.12). Wnetrze kaz-
dego pudetka obliczane jest sekwencyjnie, ale poszczegdlne pudetka obliczane sg réwnolegle.
ZaleznoSci wystepujace w macierzy programowania dynamicznego dla problemu LCS sg lokal-
ne, tzn. aby wyznaczy¢ warto$¢ jednej komorki, konieczna jest znajomo$¢ komorek sgsiednich:
lewej, gornej i lewej-gornej. Wynika z tego, ze przed obliczeniem pudetka musza by¢ znane
warto$ci wszystkich komorek z sasiednich pudetek: lewego, gérnego i lewego-gérnego. Jed-
nym z mozliwych schematéw jest réwnolegle obliczanie pudetek w grupach: {(0,0)}, {(0,1),
(1,0)}.{(0,2),(1,1),(2,0)}.{(0,3),(1,2),(2,1),(3.0)}.{(1,3).(2,2). (3, 1)}.{(2.3), (3.2)}.
{(3.3)}.

Krusche i Tiskin ocenili mozliwoS$ci zréwnoleglenia w ten sposéb zaréwno algorytmu pro-
gramowania dynamicznego, jak i algorytmu réwnoleglosci bitowej Crochemore’a i in. [52],
zaktadajgc pewne parametry modelu BSP. Mimo braku implementacji tych algorytméw prze-

widywane wartoSci przyspieszenia dla wersji rownoleglej sa obiecujace.
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Rys. 7.12. Podstawowa idea dekompozycji macierzy programowania dynamicznego dla problemu LCS
na pudetka. Pary liczb sg identyfikatorami pudetek. Liczby w nawiasach kwadratowych ozna-
czaja numer etapu przetwarzania pudetka. Kolory zostaty wprowadzone jedynie, aby podkre-
§li¢ kolejnos¢ przetwarzania pudetek

Fig. 7.12. A general scheme of decomposing the computation of the DP matrix for the LCS problem
into boxes. Pairs of numbers denote the box id’s. The number in square brackets is the stage
number. The colors only emphasise the antidiagonal computation of boxes

7.6. Algorytmy dla procesorow graficznych

7.6.1. Wprowadzenie

Poniewaz architektura procesoréw GPU jest znaczaco r6zna od modeli wymienionych wy-
zej, to zaden ze wspomnianych wyzej algorytméw nie moze by¢ tatwo zaadaptowany do uru-
chomienia w procesorze GPU. W literaturze istnieje kilka prac dotyczacych wykorzystania pro-
cesorow GPU do réwnolegtego rozwigzywania problemu LCS lub probleméw pokrewnych.
Jak zostalo wspomniane w podrozdz. 1.3, w procesorze GPU synchronizowaé pomi¢dzy sobg
mozna tylko watki nalezace do jednego bloku. Konieczno$¢ synchronizacji wszystkich wat-
kéw za pomocg procesora CPU i kolejnych wywotan jadra rodzi duze problemy z wydajno-
Scig. Wigkszo$¢ autoréw omija ten problem i zamiast réwnolegtego algorytmu wyznaczania
podciaggu LCS proponuje, aby kazdy blok watkéw wyznaczal podobienistwo innej pary cia-
g6w. Takie czeSciowo rownolegte podejscie jest jednak uzasadnione w niektorych przypadkach.
Za przyktad moze postuzy¢ sytuacja, w ktérej pojawia si¢ ciag zawierajacy sekwencje biatko-
wa i nalezy poréwnaé go ze wszystkimi sekwencjami biatkowymi znajdujacymi si¢ w bazie
danych. W takim przypadku nie ma znaczenia, czy w danym momencie algorytm bedzie po-
rownywat jedng pare, czy kazdy blok inng pare¢. Dzigki temu, ze w tym drugim przypadku nie
wystepuja takie problemy z synchronizacja, mozna oczekiwaé dla niego wigkszych wartoSci
przyspieszenia.

PodejScie to zostato zastosowane przez Liu i in. [147] dla problemu uliniowienia ciagéw.
Autorzy wykonali implementacje w jezyku OpenGL Shading Language, a eksperymenty prze-
prowadzili na procesorze NVidia GeForce 7800 GTX. Jako odniesienie wybrana zostata imple-

mentacja sekwencyjna dziatajagca na procesorze Intel Pentium4 (zegar 3000 MHz). Uzyskane
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wyniki pokazuja, ze algorytm ten byt szybszy od 4,5 do 15razy (im dluzsze byly ciagi, tym

wicksze bylo przyspieszenie) od algorytmu sekwencyjnego. Podobne podejscie przyjeli Mana-

vski i Valle [151]. Ich implementacja zostata wykonana w jezyku C z uzyciem biblioteki CU-

DA [167], a eksperymenty przeprowadzono z uzyciem procesora NVidia GeForce 8800 GTX.

Niestety, wyniki eksperymentalne nie zawierajg czasOw dziatania wersji sekwencyjnej dla pro-

cesora CPU. Z wynikéw wynika jedynie, ze algorytm ten jest 3,3-9,4 razy szybszy (konfiguracja

z jedna karta graficzng) lub 6,3-18 razy szybszy (konfiguracja z dwoma kartami graficznymi)

niz implementacja Liu i in. Najlepsze wyniki dla problemu uliniowienia ciagéw zostaly uzyska-

ne przez Ligowskiego i Rudnickiego [143]. Implementacja r6zni si¢ szczegétami, ale idea jest
taka sama jak w propozycji Manavskiego—Valle’a i jest od niej szybsza okoto 3 razy (NVidia

9800 GX2). Aktualnie najszybszym algorytmem dla problemu uliniowienia ciggéw dla proce-

sorow CPU jest algorytm Farrara [86], ktéry wykorzystuje rozszerzenia SSE2 dostepne w pro-

cesorach firmy Intel. Algorytm Ligowskiego—Rudnickiego (wykonywany na pojedynczym pro-
cesorze GPU) jest ponad 8 razy szybszy niz algorytm Farrara wykonywany na jednym rdzeniu
procesora CPU.

Prawdziwie rownolegly algorytm wyznaczania podciggu LCS za pomocg procesoréw GPU
zostal zaproponowany przez Kloetzliego i in. [129]. Podejscie to staje si¢ praktyczne dla do-
statecznie dtugich ciagéw wejSciowych (rzedu milionéw symboli). Dla takich ciggéw rozmiar
macierzy programowania dynamicznego byltby rzedu terabajta, a wigc konieczne jest zastosowa-
nie algorytmu o niskiej ztozonosci pamigciowej, np. algorytmu Hirschberga. W rzeczywistosci,
autorzy zastosowali algorytm Chowhury’ego—Ramachandrana [44], ktéry dobrze nadaje si¢ do
implementacji dla procesorow GPU i jest wariantem algorytmu Hirschberga. W algorytmie Klo-
etzliego i in. problem dzieli si¢ na podproblemy metoda dziel-i-zwyci¢zaj. Kazdy podproblem
rozwigzywany jest na osobnym multiprocesorze. W celu uzyskania maksymalnego przyspie-
szenia autorzy stworzyli algorytm hybrydowy dziatajacy réwnocze$nie na procesorach CPU
i GPU. Idea ta wziela si¢ z obserwacji nastepujacych cech procesoréw GPU:

e rozmiar szybkiej pamigci w procesorach GPU jest bardzo maty,

e wywolanie funkcji w procesorze GPU zajmuje znacznie wigcej czasu niz w procesorze CPU,
a wiec zysk z obliczen réwnolegltych w procesorach GPU moze by¢ stracony przez wolng
komunikacje.

Z powyzszych powodéw autorzy przeznaczyli do obliczenn w procesorach GPU tylko podma-

cierze o Srednich rozmiarach. Eksperymentalnie znaleziono, ze najlepsze wyniki uzyskiwane

sg dla nastepujacego przydziatu zadafi w zaleznoSci od dtugosci ciggéw:

o (0,21 —Klasyczny algorytm programowania dynamicznego dla procesora CPU,

o [211 216] — algorytm rekurencyjny Hirschberga dla procesor6w GPU,

° (216, n) — algorytm rekurencyjny Hirschberga dla procesora CPU.
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Eksperymenty przeprowadzone na procesorze AMD Athlon 64 i karcie grafiki z rodziny NVidia
G80 GTX pokazaty, ze ten algorytm jest okoto 10 razy szybszy niz algorytm Hirschberga dla
procesora CPU oraz okoto 5 razy szybszy niz algorytm Chowhury’ego—Ramachandrana [44]

dla procesora CPU.

7.6.2. Podstawowe idee

W niniejszym podrozdziale omawiane sg dwa algorytmy réwnolegte dla procesoréw GPU
wyznaczajace dlugo$¢ podciagu LCS .6 Algorytmy te zostaly zaproponowane przez autoraw [71,
66]. Sg one rownolegtymi wersjami klasycznego algorytmu programowania dynamicznego (pod-
rozdz. 7.3.1) oraz algorytmu réwnoleglosci bitowej (podrozdz. 7.3.4). W obu algorytmach wy-
znaczana jest dwuwymiarowa macierz, zgodnie z pewng zaleznoScig rekurencyjng. Macierz ta
dzielona jest na pudetka, tak jak w [133], ktére sg obliczane zgodnie z tzw. zasadq drugiej
przekgtnej.” Kazde pudetko jest obliczane przez jeden blok watkéw.

Pseudokod obu tych algorytméw przedstawiony jest na rys. 7.13. (Pseudokod ten jest takze
wspolny dla algorytméw rozwiazujacych problemy dyskutowane w dwdéch kolejnych rozdzia-
tach). Na etapie przetwarzania wstepnego macierz dzielona jest na pudetka. Wysoko$¢ pudetka
jest rowna liczbie watkow nalezacych do jednego bloku, a wigc, z uwagi na ograniczenia archi-
tektury CUDA, 32 < by, < 512o0raz by, jest wielokrotno$cig 32. (Dla prostoty opisu algorytmow
zaklada si¢, ze n oraz m sg zawsze potegami 2. Adaptacja prezentowanych algorytmoéw dla
przypadku ogdlnego jest jednak natychmiastowa). Szerokos$¢ pudetka, by, dla prostoty imple-
mentacji, jest catkowita wielokrotnoscig by. Wartosci liczbowe parametréw by, by zalezg od
dtugosci ciagéw i beda podane przy omawianiu wynikow eksperymentalnych.

Dla algorytmu réwnolegtoSci bitowej konieczne jest takze wyznaczenie wektoréw masek,
co jest wykonywane w procesorze CPU. Nastepnie prowadzone sg wlasciwe obliczenia w proce-
sorze GPU. Dla wygody prezentacji zalozone zostanie na moment, Ze macierz programowania
dynamicznego, ktorg nalezy obliczy¢, sktada si¢ z 16 pudetek (rys. 7.12). W pierwszej iteracji,
zbiér réwnolegle obliczanych pudetek zawiera tylko jeden element: § = {(0,0)}, poniewaz tyl-
ko dla niego znane sg wartosci komdrek sgsiednich. Po wyznaczeniu wartosci w tym pudetku
wartoSci z prawego i dolnego brzegu sga kopiowane do pamieci globalnej (nie s one przesyla-
ne do pamieci RAM). W drugiej iteracji, w procesorze GPU réwnolegle obliczane sg pudetka
S=1{(0,1),(1,0)}. W trakcie uruchamiania kolejnych obliczeri w procesorze GPU przesylane
sg tylko indeksy pudelek do obliczenia oraz wskazniki do struktur danych w pamieci global-
nej procesora GPU, dzieki czemu iloS¢ przesylanych danych jest znikoma. W kolejnych ite-
racjach: § = {(0,2),(1,1),(2,0)}, 5 ={(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}, S = {(1,3),(2,2),(3,1)},

%Wszystkie implementacje dla procesoréw GPU wykonane zostaty dla architektury CUDA firmy NVidia.
"Réwnoczesnie obliczane sg pudetka, ktérych suma indekséw wiersza i kolumny jest identyczna.
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LCS*-CUDAC(...)

Wejscie: dwa lub trzy ciggi
Wyjscie: wyznaczony podcigg

{ Przetwarzanie wstepne}
1 Podziel macierz(e) programowania dynamicznego na pudetka o wysokosci by, i szerokosci by,
2 Jedli to konieczne, wykonaj przetwarzanie wstepne (np. wyznacz wektory bitowe masek)
3 Przydziel pamigc¢ na karcie graficznej i skopiuj konieczne dane do pamigci procesora GPU

{ Obliczenia wtasciwe}
4 while not wszystkie pudetka obliczone do
5 Wyznacz zbiér § zawierajacy pudetka, ktére moga by¢ obliczane
6 Wylicz pudetka z S w sposéb rownoleglty w procesorze GPU — kazdy blok

oblicza jedno pudetko (pojedyncze wykonanie kodu jadra)

{ Przetwarzanie kovicowe}

7  Wyznacz wynik koficowy na podstawie wynikow obliczonych przez bloki w procesorze GPU

Rys. 7.13. Ogdlny schemat algorytméw rozwigzujacych problem LCS i jego warianty w modelu progra-
mowania CUDA

Fig. 7.13. A general scheme of the algorithms solving the LCS, and related problems in the CUDA
programming model

S$=1{(2,3),(3,2)}, S = {(3,3)}. Na samym koricu wynik kopiowany jest z pamieci globalnej

procesora GPU do pamigci RAM.

Komorki nalezace do kazdego pudetka obliczane sg zgodnie z zasada drugiej przekatnej,
poniewaz wystepuja dla nich takie same zaleznoSci jak pomiedzy pudetkami na wyzszym po-
ziomie. Ilustracje sposobu obliczania pudetka pokazuje rys. 7.14 dla b, = 41 by = 12 Liczby
na rysunku pokazuja kolejnos¢ w jakiej komorki sa wezytywane z pamieci globalnej/oblicza-
ne/zapisywane do pamieci globalnej. Kolejne etapy to:

e 1 — wartosci komérek z gérnej krawedzi dla by najbardziej na lewo polozonych kolumn
wczytywane sg z pami¢ci globalnej do pamigci wspdlnej,
e 2 — warto$ci komdrek z lewej krawedzi wezytywane sg z pamigci globalnej do rejestrow

(kazdy watek przechowuje warto$¢ lewej sasiedniej komorki w rejestrze),

e 3 — wartoSci komérek lewych-gérnych sgsiadow wezytywane sg z pamigci globalnej do pa-
mi¢ci wspélnej,

e 4q,...,44 — cztery etapy, w ktorych obliczane sg wartoSci komoérek macierzy,

e 5 — wartosci komoérek z gornej krawedzi z by, kolumn wezytywane sg z pamigci globalnej
do pamiegci wspdlnej,

e 01,...,64 —cztery etapy, w ktérych obliczane sg wartosci komérek macierzy,

e 7 —wartoSci komoérek z dolnej krawedzi zapisywane sa w pamieci globalnej (bgda potrzebne
do wyznaczania pudetka lezacego ponizej pudetka biezacego),

e 8 — wartosci komoérek z gornej krawedzi z by, kolumn wezytywane sg z pamigci globalne;j
do pamieci wspdlnej,

e 0Oyp,...,94 — cztery etapy, w ktdrych obliczane sg wartoSci komérek macierzy,
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2/3 4 4, 43 44 61 62 63 64 9 9 93 9,4/13

2/3 4y 45 4 61 62 63 64 9 9 9 9 11,/13

2/3 4y 4 61 62 63 64 9 9 95 9 11; 11,/13

2 44)7 61/7 62/7 63/7 64/10 | 91/10 | 910 | 95/10 | 9,12 | 11,12 | 11,/12 |113/12/13

Rys. 7.14. Kolejnos$¢ obliczert w pudetku w algorytmie rozwigzywania problemu LCS dla procesora
GPU. Komorki zawierajace wigcej niz jedng liczbe (rozdzielone ukos$nikiem) przetwarzane
sa w wiecej niz jednym etapie. Kolory jedynie poprawiaja czytelno$¢ rysunku. Ramka poka-
zuje wnetrze pudetka. Komorki poza ramkg naleza do sasiednich pudelek

Fig. 7.14. The order of computing a box in GPU algorithm for the LCS problem. If some cell contains
more than one number (separated by a slash), it is processed in more than one stage. Colors
are only for clarity of the figure. The frame shows the interior of the box. The cells outside the
frame belong to the neighbouring boxes

e 10— wartoSci komoérek z dolnej krawedzi zapisywane sa w pamieci globalnej,

e 11y,...,113 —trzy etapy, w ktdrych obliczane sa wartoSci komérek macierzy,

e 12— wartoSci komoérek z dolnej krawedzi zapisywane sa w pamieci globalnej,

e 13 — wartoSci komoérek z prawej krawedzi zapisywane s3 w pamieci globalnej (beda po-

trzebne do wyznaczania pudetka lezacego z prawej strony pudetka biezacego).

W dalszej czeSci wyznaczone zostang teoretyczne przyspieszenia proponowanych algoryt-
méw w stosunku do algorytmu sekwencyjnego dla procesora CPU. W tym celu przyjety zo-
stanie uproszczony model obliczeniowy dla procesoréw GPU, w ktérym procesor GPU sktada
si¢ z N1 multiprocesorow, a kazdy z nich zawiera Nz rdzeni pracujacych wedtug zasady SIMD.
Dla prostoty obliczen w analizie pomini¢ta zostanie kwestia przepustowosci pami¢ci. We wzo-
rach przyjete zostang nast¢pujgce oznaczenia: N’ = n/by, m = m/by,. Ponadto, przyjete zostang
zalozenia, ze by > by > 32 (dla algorytmu opartego na programowaniu dynamicznym) oraz

bw > bn/wg > 32 (dla algorytmu opartego na réwnolegtosci bitowej), m > max(we, Wg).

7.6.3. Algorytm programowania dynamicznego

Przeksztalcenie sekwencyjnego algorytmu programowania dynamicznego (DP) dla proble-
mu LCS w algorytm réwnolegly dla procesoréw GPU, zgodnie ze schematem zaproponowa-
nym powyzej, jest stosunkowo proste. Przetwarzanie wstepne (rys. 7.13, wiersz 2) nie jest tu
wykonywane. Struktury danych znajdujace si¢ w pamieci globalnej procesora GPU to:

e odpowiednio noraz mstoéw dla ciggéw A oraz B,

e tablica n stéw dla komoérek z gérnej krawedzi (by dla kazdego réwnolegle przetwarzanego
pudetka),

e tablica mstéw dla komérek z lewej krawedzi (b, dla kazdego réwnolegle przetwarzanego
pudetka),

e tablica 3m/by stéw dla komérek zawierajacych warto$¢ prawej dolnej komérki lewego-

gbrnego sasiedniego pudetka do pudetka biezacego.
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Z powyzszego wynika, ze calkowita zajetosé pamieci globalnej w tym algorytmie jest ©(n+
m) = ©(n) stéw. Pami¢é dla lewych i gérnych krawedzi moze byé liniowa dzigki temu, ze kazde
rownolegle obliczane pudetko wykorzystuje inny obszar tych tablic. Wymaganych jest 3 razy
wigcej stow w tablicy przechowujacej wartosci prawych dolnych komérek pudetek, poniewaz
warto$ci z dwdch ostatnio przetwarzanych pudetek z biezacego wiersza musza by¢ znane, a tak-
ze gdzie$ musi by¢ mozliwo$¢ przechowania wartoSci analogicznej komorki z biezacego pudet-
ka. Wynik koficowy znajduje si¢ w prawej dolnej komodrce prawego dolnego pudetka, a wiec
tylko ta liczba musi by¢ skopiowana do pamigci RAM i zadne inne obliczenia nie sa konieczne.

Czes¢ kodu tego algorytmu pokazana jest na rys. 7.15. Parametrami wywotania funkcji sa:
e block x — maksymalny indeks poziomy pudetka wyznaczanego w biezagcym wykonaniu

jadra,

e block y - indeks pionowy pudetka wskazanego powyzej,

e g A — wskaznik do tablicy (umieszczonej w pamigci globalnej) rozmiaru n zawierajacej
w i-tej komoéree wartosé g oraz M(i, j'), gdzie j’ jest najwiekszym takim indeksem j, dla
ktérego warto$¢ M(i, j) zostata juz obliczona,

e g B — wskaznik do tablicy (umieszczonej w pamigci globalnej) rozmiaru m zawierajacej
w j-tej koméree wartosé bj oraz M(i', j), gdzie i’ jest najwigkszym takim indeksem i, dla
ktérego warto$é M(i, j) zostata juz obliczona,

e g res—wskaznik do tablicy (umieszczonej w pamigci globalnej) rozmiaru 3[m/w| zawie-
rajacej wartosci prawych dolnych komérek ostatnio obliczanych pudetek.

Symbole ciggu B wczytywane sg z pamieci globalnej do rejestrow sB (wiersze 17-28).
Ciagg A wczytywany jest do tablicy s A (znajdujacej si¢ w pamieci wspdlnej) w partiach (np.
wiersze 15-16, 28-29), poniewaz s_ A funkcjonuje jako bufor cykliczny. Za kazdym razem,
kiedy watek oblicza warto$¢ pojedynczej komérki, znane sg dla niej wartoSci:

e komorki bedacej gérnym sasiadem — warto$¢ w tablicy s u (z pamigci wspélnej),

e komorki bedacej lewym sgsiadem — warto$¢ w zmiennej rejestrowej v,

e komorki bedacej lewym-gérnym sgsiadem — warto$¢ w zmiennej rejestrowej v upp.

Opierajac si¢ na tych warto$ciach oraz na symbolach ciagéw A, B, wyznaczana jest wartos$¢

biezacej komorki, ktéra jest nastepnie umieszczana w tablicy s u (wiersze 33-34). Za kaz-

dym razem kiedy wyznaczona jest potowa wartoSci znajdujacych si¢ w tablicy s u, wartosci te
kopiowane sg do tablicy g A umieszczone w pamigci globalnej (wiersze 38, 44). Po zakonicze-

niu przetwarzania pudetka wartoSci komorek z prawej krawedzi sa zapisywane do tablicy g B

(linia 43). Ponadto, warto$¢ prawej-dolnej komorki jest umieszczana w tablicy g res.

Dla przejrzystoSci prezentacji, pokazany kod dotyczy tylko wyznaczania Srodkowej czeSci
pudeika, tj. odpowiadajacej etapom 61—64 oraz 91—-94 z rys. 7.14. Kod dla etapéw 41—44 oraz

11,113 jest podobny, z tg réznica, ze niektére watki nie wykonujg obliczei.
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1

2 const
3 {

4

5

6

7 int i;
8

9

10 const
11 const
12 const
13 const
14
15 uint2

__global__ void Kernel LCS_DP(const unsigned int block_x,

unsigned int block_y, uint2 xg A, uint2 xg B, unsigned int *xg_res)

__shared__ unsigned int s_A[2xBLK_HEIGHT];
__shared__ unsigned int s_u[2+BLK HEIGHT];
unsigned int sB;

unsigned int v, v_upp;

unsigned int num_threads = BLK_HEIGHT;
unsigned int tid threadIdx .x;

unsigned int bx0 block_x — blocklIdx .x;
unsigned int by0 block_y + blockldx .x;

tmp = g Alorig_x + i + tid];

16 s_A[(tid + i) & BLK MASK] = tmp.x; s_u[(tid + i) & BLK MASK] = tmp.y;

17 tmp = g Blorig_y + tid];
18 sB = tmp.x; v = tmp.y;
19

20 // Left—upper

21 if(tid

22 else if(orig_y == 0) v_upp

g Blorig_y + tid — 1].y;
O.

> 0) v_upp

23 else v_upp = g_res[off_res_read + by0 — 1];

24

25

26 for (; i < BLK_WIDTH; ) {

27 int i_max = i + num_threads;

28 uint2 tmp = g A[orig_x + i + tid];

29 s_A[(tid + i) & BLK MASK] = tmp.x; s_u[(tid + i) & BLK MASK] = tmp.y;
30

31 for(; i < i_max; ++i) {

32 int n_i = (i — tid) & BLK MASK;

33 v = max(v, v_upp + (sB == s_A[n_i])); v_upp = s u[n_i];

34 v = max(v_upp, V); s u[n_i] = v;

35 _syncthreads ();

36 }

37

38 g Alorig_x+tid+i—2«num_threads].y = s_u[(tid+i—2+num_threads) & BLK MASK];
39 __syncthreads ();

40 }

41

42

43 g Blorig_y+tid].y = v;
44 g Alorig_x+tid+i—2«num_threads].y = s_u[(tid+i—2«num_threads) & BLK MASK];

45

46 if (tid == BLK_HEIGHT — 1)

47 g res[off_res_write+by0] = v;
48

49 __syncthreads ();

50 }

Rys. 7.15. Czes¢ kodu jadra algorytmu LCS-DP-CUDA rozwigzujacego problem LCS metoda DP w pro-
cesorze GPU
Fig. 7.15. A part of the kernel code for the LCS DP algorithm (LCS-DP-CUDA) at GPU

Ponizej rozwazone zostanie teoretyczne przyspieszenie tej wersji algorytmu w stosunku do

algorytmu sekwencyjnego, dziatajagcego w czasie ©(nm). Do obliczenia pojedynczego pudetka

potrzeba @(by /n2) potaczonych (ang. coalesced) dostgpéw do pamieci globalnej, aby wezytaé

zwigzang z tym pudetkiem cze$¢ ciggu A. Podobnie potrzeba ©(by/n2) potaczonych dostepéw

do pamieci globalnej, aby wczytac czgdci ciagu B. Taka sama liczba potaczonych dostepow

do pamigci globalnej jest wymagana, aby wczytaé oraz zapisa¢ wartoSci na krawedziach pu-
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detka. Z tego wynika, ze sumaryczny czas dost¢pu do pami¢ci globalnej dla jednego pudetka
jest ©((bw + bp)/N2) = ©(bw/N2). Dostepy do pamieci globalnej przez rézne multiprocesory
wykonywane sg sekwencyjnie, co zostanie wzi¢te pod uwage nieco pdznie;j.

Kazdy multiprocesor wyposazony jest w osobng pami¢¢ wspolna i nie wystepuje serializacja
watkow operujacych na pamigci wspoélnej, jesli naleza one do réznych blokow. Wszystkie do-
stepy do pamigci wspdlnej wykonywane sa bez konfliktéw bankéw (ang. bank conflicts), a wiec
réwnolegle. Liczba przebiegéw petli w ramach jednego pudetka jest ©(by +bp) = ©(by ), z cze-

go liczba operacji wykonywanych dla wyliczenia jednego pudetka to:

0 <M) . (7.14)
N2

Rozwazajac teraz wyznaczanie kolejnych pudetek, mozna zauwazy¢, ze w pierwszym uru-
chomieniu kodu jadra, przetwarzane jest tylko 1 pudetko, w drugim uruchomieniu kodu jadra —
2 pudetka itd. Maksymalna liczba pudetek, ktére moga by¢ przetwarzane w jednym uruchomie-
niu kodu jadra to min(n’, ). Ztozono$¢ czasowa pojedynczego wykonania kodu jadra zalezy
liniowo od maksymalnej liczby pudetek przydzielonych do jednego multiprocesora, tzn. € pu-
detek wyznaczanych jest w [e/n2] krokach. Z tego, sumaryczna liczba krok6éw (dla wszystkich
wykonan kodu jadra) jest

, n'mf B n'm
otmasct ) +0 (i) =© (i ) .

Jako ze pojedyncze pudetko obliczane jest w czasie (7.14), sumaryczna ztozonoS¢ czasowa

obliczania pudetek jest

'ml
o "M ), oBubn) _of___Mm . (7.16)
mln(n/7mvnl) n2 m'”(n’,m,ﬂl) N2z
F.acznie istnieje ©(n'm') pudetek, przez co sumaryczny czas dostepu do pamieci globalnej jest
'm/
o (n bw) . (7.17)
N2

Whiosek 7.1. ZioZonos¢ czasowa zaprezentowanego algorytmu wyznaczania podciggu LCS
(LCS-DP-CUDA) jest sumgq (7.16) i (7.17):

nm nm nm
C] - + =0 - . 7.18
<m'n(n',m',r]1)r]2 nzbh) <n2m|n(%7b_r:vnl7bh)> ( :

Wnhniosek 7.2. Przyspieszenie w stosunku do wersji sekwencyjnej dla procesora CPU jest

n m
©] in{ —, — b . 7.19
(nzmln (b\/\l, bh7nl7 h)) ( )
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7.6.4. Algorytm réwnoleglosci bitowej

W algorytmie réwnolegtosci bitowej (BP) dla problemu LCS (podrozdz. 7.3.4) na etapie
przetwarzania wstepnego wyznacza si¢ wektory masek Yx. W wersji réwnolegtej algorytmu
wektory te wyznaczane sa w procesorze CPU, a nastepnie przesytane sa do pamieci globalnej
procesora GPU. Wektory te mogg by¢ uzywane przez algorytm réwnolegly na kilka réznych
sposobow. Najszybszym sposobem jest wykonanie ich kopii w pamigci wspdlnej. Niestety, jest
to mozliwe tylko dla matych alfabetéw, np. dla b, = 321 16 KB (4096 stéw) pamieci wspélnej
oczywistym limitem na rozmiar alfabetu jest 0 = 4096/bp = 128 Pamie¢ wspdlna uzywana jest
jednak takze do innych celéw, m.in. do przechowywania fragmentéw ciagéw A i B, wymiany
informacji o przeniesieniach przy dodawaniu wektoréw bitowych. Ponadto, aby wykorzystac¢
w pelni mozliwosci procesoréw GPU, liczba blokéw powinna by¢ kilkakrotnie wigksza niz
liczba multiprocesoréw. Wszytko to powoduje, ze maksymalny rozmiar alfabetu, dla ktérego
mozliwe jest wezytanie wszystkich wektorow masek do pamigci wspoélnej, jest znacznie mniej-
szy i w praktyce wynosi 20-32.

Alternatywa jest wykorzystywanie wektoréw masek bitowych znajdujacych si¢ w pamieci
globalnej. Niestety, przy takim podejSciu opdZnienia spowodowane dostepem do tej pamieci
beda bardzo duze i w dalszych badaniach nie brano tego wariantu pod uwagg.

Trzecie podejscie jest polaczeniem dwoch powyzszych, w ktérym starano si¢ potaczy¢ zale-
ty kazdego z opisanych podejs¢ przy jednoczesnej minimalizacji ich wad. Najszybszym sposo-
bem dost¢pu do pamigci globalnej jest odczyt potaczony, tzn. kolejne watki operuja na ko-
lejnych stowach z pamieci globalnej. Niestety, watki wyznaczajace macierz musza to robié
metodg drugiej przekatnej, co powoduje, ze kazdy kolejny watek moze potrzebowac fragmen-
tu wektora maski, dotyczacego innego symbolu alfabetu (takiego, jaki opisuje odpowiednig
kolumne¢ macierzy). Dlatego tez nie jest mozliwe, aby dostep do wektorow masek przez ko-
lejne watki byl potaczony. Wstepne eksperymenty pokazaly, ze dobrym kompromisem jest
wykonywanie 128-bitowego dostepu do pamieci globalnej przez co czwarty watek. Oznacza
to, ze fragment wektora masek dla 4 sgsiednich watkéw (Wg = 32) odczytywany jest w spo-
sOb polaczony. WartoSci te umieszczane sg w tablicy pomocniczej znajdujacej sie¢ w pamieci
wspolnej, a kazdy watek pobiera z tej tablicy fragment wektora masek, kiedy go potrzebuje.
Podejscie to redukuje liczbe dostepéw do pamieci globalnej o czynnik 4 w stosunku do wa-
riantu, w ktérym kazdy watek bezposrednio czyta z pamieci globalnej, a przy tym nie ob-
cigza tak mocno pamigci wspélnej jak wariant z wykonaniem kopii calej tablicy wektoréw
masek.

Struktury danych znajdujace si¢ w pamigci globalnej procesora GPU to:

e tablica nstéw dla ciagu A,
e tablica 0| m/wg] stéw dla wektoréw masek bitowych,
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e tablica n stéw dla przeniesien z gérnej krawedzi,

e tablica [m/wy]| stéw dla wektora bitowego z lewej krawedzi.

Sumaryczna zajeto$¢ pamigci globalnej jest wobec tego ©(n+ o[ m/wg]) stow.

Po wykonaniu obliczen dla wszystkich pudetek do pamigci RAM transferowana jest zawar-
to$¢ prawej kolumny wszystkich pudelek z prawej krawedzi, dzieki czemu w procesorze CPU
mozna wyznaczy¢ liczbe bitow o wartosci 0, ktdra jest wynikiem dziatania algorytmu.

Czg$¢ kodu jadra dla tego algorytmu pokazana jest na rys. 7.16. Parametrami wywotania
funkciji sa:

e block x,block y—znaczenie podobne jak w algorytmie DP,

e g A —wskaZnik do tablicy zawierajacej ciag A,

e g masks — wskaznik do tablicy wektoréw masek bitowych,

e g Ir b - wskaznik do tablicy zawierajacej czesci wektora V (prawa krawedz sgsiedniego
z lewej strony pudetka),

e g tb b - wskaznik do tablicy zawierajacej przeniesienia powstate w trakcie obliczania
gbrnego sgsiedniego pudetka,

e max_block x — dodatkowa warto$¢ pomocna do stwierdzenia, czy biezace pudetko jest
ostatnie w poziomie; jesli tak, to zamiast prawej krawedzi zapisywana jest w g_Ir_ b liczba
zer w V, co przyspiesza wyznaczenie koricowego wyniku.

Przedstawiony kod zawiera dwa warianty (o wyborze decyduje obecno$¢ makrodefinicji
SMALL ALPH). Jesli alfabet jest maly, to wszystkie wektory masek bitowych wczytywane sg
do pamigci wspélnej (wiersze 18-19), skad sa pobierane, kiedy jest to potrzebne (wiersz 32).
W przeciwnym przypadku wektory masek bitowych sg pobierane z pamieci globalnej do tablicy
posredniej p__masks (wiersze 35-37) i sg stamtad odczytywane (wiersze 37, 39).

Analiza teoretycznego przyspieszenia algorytmu proponowanego w stosunku do algorytmu
sekwencyjnego dla procesora CPU jest podobna do analizy przeprowadzonej dla algorytmu
programowania dynamicznego, z tg roznicg, ze Wy wierszy przetwarzanych jest na raz, co daje

catkowity czas wykonywanych obliczen

nm
© <min(n’,m',r]1)nzwg)‘ (7.20)

Dostep do pamigci wspdlnej w obu wariantach algorytmu réwnolegtosci bitowej odbywa

si¢ bez konfliktoéw bankéw, a wiec nie pojawia si¢ tu serializacja watkow. Czas dostepu do pa-
mieci globalnej jest jednak znacznie wigkszy niz dla algorytmu opartego na programowaniu
dynamicznym. W obu wersjach algorytmu réwnolegtosci bitowej (ze wstepnym wczytaniem
wektoréw masek oraz z wezytywaniem ich do tablicy posredniej) wystepuje nastepujaca liczba
potaczonych dostepéw do pamieci globalnej dla kazdego pudetka: ©(by /n2) (tfadowanie czgsci
ciagu A oraz wczytywanie/zapisywanie gérnej/dolnej krawedzi, ©(bn/(n2wg)) (wezytywanie-

/zapisywanie lewej i prawej krawedzi).
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1 __global__ void Kernel LCS_BP (unsigned int block_x, unsigned int block_y,
2 unsigned int xg A, unsigned int xg_masks,

3 unsigned int xg_Ir_b, unsigned int xg_tb_b, int max_block_x)
4 |

5 __shared__ unsigned int sB[2xBLK_HEIGHT];

6 __shared__ unsigned int s_A[2+BLK HEIGHT];

7 #ifdef SMALL_ALPH

8 __shared__ unsigned int p_masks[ALPH_SIZE ][BLK_HEIGHT ];

9 #else

10 __shared__ unsigned int p_masks[4][BLK HEIGHT];

11  #endif

12 unsigned int V, V2, tB;

13 const unsigned int num_threads = blockDim.x;

14 const unsigned int tid = threadldx.x;

15 uint4 =xu4g_masks = (uint4 =) g_masks;

16

17 #ifdef SMALL ALPH
18 for(i = 0: i < ALPH_SIZE: ++i)

19 p_masks[i][tid] = g_masks[(i << SHIFT_MASKS) + orig_y + tid];
20 #endif

21

22 for (; i < BLK_WIDTH; ) {

23 int i_max = i + num_threads;

24 load_A(s_A, g A, orig_x, tid, i, orig_y);

25 load_sB(sB, g_tb_b, orig_x, tid, i);

26 __syncthreads ();

27

28 for (; i < i_max; ++i) {

29 int n_i = (i — tid) & BLK MASK;

30 unsigned int m;

31 #ifdef SMALL_ALPH

32 m = p_masks[s_A[n_i]][tid];

33 #else

34 if ((tid & 3) == 0) {

35 uint4 mm = ud4g_masks[s_A[n_i] + (tid >> 2)];

36 p_masks[n_i & 3][tid+1] = mm.y; p_masks[n_i & 3][tid+2] = mm.z;
37 p_masks[n_i & 3][tid+3] = mm.w; m = mm.X;

38 }

39 else m = p_masks[n_i & 3][tid ];

40 #endif

41 tB =V & m; V2 =V + sB[n_i]; V2 += tB;

42 sB[n_i] = V2 < V; V=(V2 ]| (V-1tB));

43 __syncthreads ();

44 }

45 g_tb_blorig_x+tid+i —2«BLK_HEIGHT] = sB[(tid+i—2«xBLK HEIGHT) & BLK MASK];
46 }

47

48 if (max_block_x != block_x—blockldx.x) g_lr_b[orig_y + tid] = V;
49 else g Ir_blorig_y + tid] = __popc(~V);
50 }

Rys. 7.16. Cze$¢ programu jadra dla algorytmu LCS-BP-CUDA rozwiazujacego problem LCS metoda
réwnoleglosci bitowej w procesorze GPU
Fig. 7.16. A part of the kernel code for the LCS BP algorithm (LCS-BP-CUDA) at GPU
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Wersja ze wstepnym wczytaniem wektoréw masek

W wersji ze wstepnym wczytaniem wektorow masek wystepuje konieczno$¢ wezytania ca-
tych wektoréw masek dla czesci ciggu B, co wymaga ©(aby/(n2wg)) potaczonych dostepéw
do pamigci. Poniewaz o < by (jesli to nie jest spetnione, to wystarczy wczytac te wektory ma-
sek, dla ktérych wystepuja symbole w odpowiedniej czesci ciggu A), catkowity czas dostepow
do pamigci globalnej jest

®<bw+ b N bho)n,mze(b\NWngbhcn,n{):@(max(nrrfwg,nmo))

E NaWg  NaWg NaWy Na2Wy

(7.21)

ZYozono$¢ czasowa tego algorytmu jest sumg (7.20) oraz (7.21):

o ( nm max(wgnb—":,o%m)>

min(nlamﬂl)r]ZWg rIZWg

6( nm ><max(—1 Wg g)) =
NaWg min(n',m’,ny)" bn'bw /)

1
oM™, : (7.22)

Wg  namin (min(n’,m’,r]l) by m)

’W_g’o

Z1ozonosé czasowa wersji sekwencyjnej dla procesora CPU jest ©(nm/w;), a wiec:

Whiosek 7.3. Przyspieszenie wersji ze wstepnym wczytaniem wektorow masek w stosunku do

wersji sekwencyjnej jest
W, . n m by by
O Znamin(ny,—, — —,— ). 7.23
<Wcr] <r]17bwvbhvwg7 O_)) ( )

Wersja z tablica posSredniczacy

W wersji z tablica posredniczaca wystgpuje O(bwbn/(n2wWy)) dostepéw do pamigci glo-
balnej dla kazdego pudetka w celu wczytania wektoréw masek.® Wobec tego catkowity czas

dostepéw do pamieci globalnej w tym algorytmie to

e<<m+ﬂ+M) n’rﬂ) :e<—bwwg+bwb“n'm) _

N2 NaWg ' NaWg N2W
@(Mxixm):e(m). (7.24)
N2Wg  bw  bp N2Wg
ZYozono$¢ czasowa tego algorytmu jest sumg (7.20) oraz (7.24):
nm nm nm
o )=o) 725
(mln(n’,rﬂ,m)nzwg N2Wq N2Wg (7:2)

8Przyjmuje sie tu, ze kazdy dostep potaczony obejmuje O(n2) stow.
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Whiosek 7.4. Przyspieszenie wersji z tablicq poSredniczqcg w stosunku do wersji sekwencyjnej

dla procesora CPU jest

o <w) , (7.26)

We

7.6.5. Wyniki eksperymentalne

Dla oceny zaproponowanych algorytméw réwnoleglych przeprowadzone zostaly ekspery-
menty z uzyciem nast¢pujacego zestawu komputerowego:

e CPU: procesor AMD Phenom II X4 810 taktowany zegarem 2600 MHz z 4 MB pamigci
podrecznej trzeciego poziomu, 4096 MB RAM (taktowanej 1033 MHz),

e GPU: procesor NVidia GTX 260 taktowany nastepujaco: 696 MHz (jadro), 1501 MHz (mul-
tiprocesory), 896 MB pamigci globalnej (taktowanej 1100 MHz) z 27 multiprocesorami
(kazdy multiprocesor zawiera 8 rdzeni).

Zestaw komputerowy zostal wybrany w taki sposéb, aby wartosci rynkowe procesoréw CPU

i GPU byly podobne (jesli wzig¢ pod uwage, ze karta graficzna zwiera ptyte oraz pamiec¢ glo-

balna, to w zasadzie powinno si¢ uwzgledni¢ sumaryczny koszt procesora CPU, ptyty gtéwnej

oraz pamie¢ci RAM, ktory jest okoto dwukrotnie wigkszy niz koszt samego CPU).

Trudno jest zdefiniowac jeden sposéb poréwnania wynikéw uzyskiwanych dzieki zréwno-
leglaniu, ktéry bylby akceptowalny przez wszystkich, poniewaz istnieje kilka alternatywnych
mozliwoSci, m.in.

e algorytm sekwencyjny dla procesora CPU i algorytm réwnolegly dla procesora GPU przy
podobnej cenie sprzgtu — pokazuje jak dobrze algorytmy dla danego problemu zréwnole-
glaja si¢ dla procesora GPU,

e algorytm réwnolegly dla wielordzeniowego procesora CPU i algorytm réwnolegly dla pro-
cesora GPU przy podobnej cenie sprzetu — pokazuje, dzigki ktorej architekturze (wiele rdze-
ni w procesorze CPU czy procesorze GPU) mozliwe jest uzyskanie lepszych przyspieszen,

e algorytm sekwencyjny dla procesora CPU i algorytm hybrydowy dla CPU+GPU uzywaja-
cy zaréwno dostepnych rdzeni procesora CPU, jak i multiprocesoréw GPU — pokazuje, jak
wiele mozna zyskac dzigki zastosowaniu procesora GPU jako akceleratora obliczefi prowa-
dzonych z uzyciem pelnej mocy obliczeniowej procesora CPU.

Przeprowadzone eksperymenty pozwalajg oceni¢ przyspieszenie dla dwu pierwszych przy-
padkéw. Implementacja algorytméw hybrydowych (trzeci przypadek) jest zwykle trudna, po-
niewaz architektury procesorow CPU oraz GPU rodznig si¢ w sposob zasadniczy, a przesyly
danych oraz synchronizacja pomiedzy CPU i GPU sg stosunkowo wolne. Co wigcej, zwykle
algorytmy dla procesoréw GPU dziataja znacznie szybciej niz rownolegle algorytmy dla pro-

cesorow CPU i potencjalny zysk ze stworzenia algorytmu hybrydowego nie jest duzy. Dlatego



7.6. Algorytmy dla procesoréw graficznych 123

tez, na podstawie uzyskanych wynikéw, jedynie dyskutowane sg potencjalne korzySci z uzy-

cia algorytméw hybrydowych. Réwnolegte algorytmy dla procesoréw CPU zostaly zaprojek-

towane w podobny sposéb jak algorytmy dla procesoréw GPU, tzn. obliczenia wykonywane sa

w pudetkach przetwarzanych zgodnie z zasada drugiej przekatne;j.

Badane algorytmy zostaty zaimplementowane w jezyku C++ z uzyciem biblioteki CUDA
2.3. Do kompilacji uzyto MS Visual C++ 2008 z maksymalng optymalizacja pod katem pred-
kosci. Ciagi testowe zostaly wygenerowane z uzyciem generatora liczb pseudolosowych o roz-
ktadzie rownomiernym. Wszystkie czasy sa medianami ze 101 wykonan. Zamiast czaséw abso-
lutnych na wykresach pokazane jest przyspieszenie w stosunku do odpowiednich algorytméw
sekwencyjnych dla procesoréw CPU. Algorytmy na wykresach oznaczane sg nastepujaco:

e (CPU-s —algorytm sekwencyjny dla procesoréw CPU,

e CPU-p - algorytm réwnolegly dla procesoréw CPU (zastosowany procesor CPU zawie-
ra 4 rdzenie, jednak wstepne eksperymenty pokazaly, ze lepiej jest uruchamia¢ na raz 32
watki),

e GPU -algorytm réwnolegty, oparty na programowaniu dynamicznym, dla procesoréw GPU,

e prefetch —algorytm réwnolegly, oparty na metodzie réwnolegtosci bitowej, dla procesoréw
GPU ze wstepnym wczytaniem wektorow masek,

e preload — algorytm réwnolegty, oparty na metodzie réwnolegtosci bitowej, dla procesoréw

GPU z tablica posredniczaca.

Algorytm oparty na programowaniu dynamicznym

W pierwszym eksperymencie badano algorytm oparty na metodzie programowania dy-
namicznego (rys. 7.15). Poniewaz algorytm sekwencyjny réwnolegltosci bitowej dla proble-
mu LCS jest okoto 50 razy szybszy niz klasyczny algorytm programowania dynamicznego
(dla w = 64), eksperyment ten przeprowadzony zostat gléwnie w celu sprawdzenia potencjal-
nych mozliwoSci przyspieszenia wyznaczania macierzy programowania dynamicznego za po-
moca metody drugiej przekatnej, w ktérej wykonywanych jest wiele wywotan kodu jadra. Na
rys. 7.17a mozna zaobserwowac, ze aby korzysci z uzycia procesora GPU byly znaczace, ciagi
powinny by¢ odpowiednio dtugie. Dla krétkich ciagéw liczba pudetek obliczanych réwnole-
gle jest niewielka i niektére multiprocesory sa nieobcigzone. Co wiecej, dla dtuzszych ciggdéw
rozmiary pudetek moga by¢ wigksze, dzigki czemu czas obliczania pojedynczego pudetka jest
dluzszy i relatywny koszt kolejnych uruchomien kodu jadra jest mniejszy. Przyspieszenie dla
algorytmu GPU osigga warto$é 60-70 dla n = m = 10°, podczas gdy przyspieszenie dla al-
gorytmu CPU-p — warto$¢ 3,8 (bliska teoretycznej wartosci 4), czyli ponaddziesigciokrotnie
mniej. Tak wiec ewentualny algorytm hybrydowy (CPU+GPU) nie dziatalby znaczaco szyb-

ciej niz GPU. Rozmiary pudetek dobrano, w trakcie wstgpnych eksperymentéw, w zaleznosci



124 7. Najdtuzszy wspdlny podciag

100 -~ H e i - 100} - 1 2 n | G4 .
| | | T ey
I T 1 o
g 1 1 ‘ @ | | | | | | | |
c ! ': L e L R [
g : GE 20 I I I I I I I I
ki | ST] I S A A R oo -
& = | |
& g5 - CPUp
Q: E | e e e s R Ay St
T e S T R R
2 5 10 20 50 100 200 500

logy n = logy m Rozmiar alfabetu

a) 0 = 256 b)n=m=216

Rys. 7.17. Poréwnanie przyspieszenia réwnoleglego algorytmu wyznaczania LCS dla procesoréw GPU
opartego na programowaniu dynamicznym

Fig. 7.17. Comparison of the speedup of the GPU parallel algorithm based on the classical LCS dynamic
programming algorithm

od diugosci ciggéw nastepujaco:

bw = max(%,Z‘s) . by,=min (max(z—rg, 25> ,27> , bt bt e 28,21,

gdzie by oraz bﬁpu sa odpowiednio dtugoscia oraz szerokoS$cig pudetka w réwnoleglej imple-
mentacji dla procesoréw CPU. Ustalenia powyzsze gwarantuja na tyle duza liczbe pudetek, ze
multiprocesory sg w miar¢ rownomiernie obcigzone, a pudetka nie sg zbyt mate (a takze nie
s zbyt duze z powodu ograniczen architektury CUDA), co redukuje koszty wielu uruchomien
jadra.

Na rys. 7.17b mozna zauwazy¢, ze dla n = m= 216 przyspieszenia dla dostatecznie duzych
alfabetow (0 > 20) sg zblizone do siebie i wynoszg ok. 65. Dla mniejszych alfabetéw przyspie-
szenia sg jeszcze wigksze, z uwagi na stosukowo duzg liczbe dopasowari, co powoduje czestsze
wejscie do wnetrza instrukcji warunkowej w kodzie dla procesora CPU. Dla procesora GPU

spowolnienie spowodowane duzg liczbg dopasowan jest znikome.

Algorytmy réwnolegloSci bitowej

W drugim eksperymencie oceniano algorytmy réwnoleglosci bitowej (rys. 7.18). Ponie-
waz algorytm BP dla problemu LCS jest zwykle najszybszym sposobem wyznaczania pod-
ciggu LCS w procesorze CPU, uzyskane wyniki maja znacznie wicksze znaczenie praktyczne
niz wyniki dla algorytmu programowania dynamicznego. Eksperymenty przeprowadzono dla
znacznie diuzszych ciggdw, poniewaz algorytmy réwnolegtosci bitowej w procesorach GPU
przetwarzajg naraz Wg wierszy z odpowiedniej macierzy algorytmu DP. Dlugosci ciggow wej-
Sciowych ustalono na n = m= 217 218 219 220 ] trzech rozmiaréw alfabetu: 0 = 4,20,128
(rysunki 7.18a—c). Dla malych alfabetéw zbadano oba warianty algorytmu réwnoleglosci bi-

towej dla procesoréw GPU. Rozmiary pudetek dobrano, w trakcie wstepnych eksperymentow,
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Rys. 7.18. Poréwnanie przyspieszenia algorytmu réwnoleglego wyznaczania dtugosci podciggu LCS dla
procesoréw GPU opartego na réwnolegtosci bitowej

Fig. 7.18. Comparison of the speedup of the LCS-length-computing GPU parallel algorithm based on
the bit-parallel algorithm

w zaleznoSci od dtugosci ciagéw nastepujaco:
n . m
by = max(ﬁ,zs) . bp=min (max(?,fo) ,211> ,
b\(,:\,pu e [213, 214], bﬁpu c [214, 215].

Dla matych alfabetow algorytm preload okazat si¢ ponad dwa razy szybszy niz algorytm
prefetch. Wskazuje to, ze w algorytmie prefetch nie bylo mozliwe ukrycie w pelni wysokich
kosztéw dostepu do pamigci globalnej. Dla 0 = 4 przyspieszenie algorytmu preload w stosunku
do CPU-s wynosi okoto 20 i rosnie wraz ze wzrostem dlugosci ciagéw. Dla 0 = 20 przyspiesze-
nie jest mniejsze, gtdwnie z powodu czgstszych chybien w pamiegci podrecznej (wektory masek
znajduja sie¢ w pamieci wspolnej, ale czeSciej sa wymiatane ze zwigzanej z nig pamigci pod-
recznej). Co wiecej, algorytm preload wymaga znacznie wigcej pamigci wspélnej na wektory
masek i mniej pudetek moze by¢ rownoczesnie obliczanych w tym samym multiprocesorze, co
utrudnia ukrywanie kosztéw dostepu do pamigci globalnej. Tym niemniej, przyspieszenia sg
i tak znacznie wieksze niz dla 0 = 128 gdzie mdgt zostac uzyty tylko algorytm prefetch. War-

toSci przyspieszen okolo 4 nie sg imponujace, jesli weZmie si¢ pod uwagg, ze procesor GPU
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dysponuje 27 multiprocesorami (216 rdzeniami), ale nalezy pami¢tac, ze zegar procesora GPU
jest okoto dwukrotnie wolniejszy niz zegar procesora CPU, a takze dlugos¢ stowa komputero-
wego procesora GPU jest dwa razy mniejsza niz dtugos¢ stowa komputerowego procesora CPU.
Nawet jednak mimo to mozna zaobserwowac, ze koszt dostepéw do pamieci globalnej jest du-
zy, bo uzyskiwane przyspieszenia sg umiarkowane. Przyspieszenia algorytmu CPU-p sg bliskie
wartoS$ci teoretycznej, ale sg one porownywalne z przyspieszeniami algorytméw dla procesora
GPU tylko dla duzych alfabetow.

Narys. 7.18d mozna zaobserwowad, jak przyspieszenie maleje wraz ze wzrostem rozmiaru
alfabetu. Dla duzych alfabetéw czasy dzialania algorytméw prefetch oraz CPU-p sg zblizo-
ne, co powoduje, ze uzasadniona moze by¢ w takiej sytuacji decyzja o stworzeniu algorytmu
hybrydowego (CPU+GPU). Niestety, ilos¢ danych, ktére musza by¢ wymieniane migdzy proce-
sorami CPU a GPU jest duza, przez co stworzenie wydajnego algorytmu hybrydowego istotnie

szybszego od algorytméw prefetch oraz CPU-p jest trudne.

7.7. Podsumowanie

W literaturze mozna znalez¢ wiele prac po§wieconych problemowi LCS, co wynika m.in.
z jego istotnych zastosowan praktycznych. W niniejszym rozdziale oméwiono tylko najwazniej-
sze z istniejacych algorytmow, ktdre wyrdzniajg sie prostotg (programowanie dynamiczne), du-
73 szybkoScig (algorytmy réwnolegtosci bitowej, Hunta—Szymanskiego), mala ztozonoscig pa-
mieciowg (algorytm Hirschberga), czy tez pokazujg zwiazek tego problemu z problemem LIS.

Oprocz wielu algorytméw sekwencyjnych dla problemu LCS istnieja takze algorytmy row-
nolegte. Z uwagi na duza réznorodnos¢ réwnolegtych modeli obliczeniowych wymieniono tylko
niektére z nich, a skupiono si¢ na algorytmach dla procesoréw graficznych (GPU). Dziedzi-
na wykorzystywania procesoréw GPU do obliczeni ogélnego przeznaczenia w ostatnich latach
bardzo intensywnie si¢ rozwija. W niniejszej pracy zaproponowano (podrozdz. 7.6) dwa algo-
rytmy wyznaczania dtugosci podciaggu LCS dla procesoréw GPU. Pierwszy z tych algorytméw
opiera si¢ na metodzie programowania dynamicznego. Z uwagi na duza prostote algorytmu se-
kwencyjnego oraz niewielkie ilosci danych wymienianych z pamigcig globalng procesora GPU
przyspieszenia uzyskane dla tego algorytmu w stosunku do wersji sekwencyjnej wyniosty ok.
60-70. Drugim algorytmem zréwnoleglonym dla procesora GPU byt algorytm réwnoleglosci
bitowej. Charakteryzuje si¢ on znacznie wigkszg iloScig danych wymienianych z pamigcia glo-
balng procesora GPU, przez co osiggane przyspieszenia nie byly az tak dobre i zwykle nalezaty
do przedziatu 5-20. Dla obu tych proponowanych algorytméw przeprowadzono takze analize
ztozonoSci czasowej i pamigciowej, dzigki ktdrej byto mozliwe wyznaczenie dla nich teoretycz-

nych wartoSci przyspieszenia.



7.7. Podsumowanie 127

Oprocz podstawowej wersji problemu LCS sporg popularnoscia cieszg sie w literaturze roz-
ne jego modyfikacje. W kolejnych rozdziatach poSwiecono wigksza uwage wybranym warian-
tom, a ponizej jedynie wymieniono z nazwy niektdre inne, interesujace, a nieomawiane dale;j.
Efektywny algorytm wyznaczania wszystkich podciaggéw LCS podat Rick w [180]. W proble-
mie wyznaczania najdluzszego wspdlnego rosnacego podciggu (ang. longest common incre-
asing subsequence) oczekiwanym wynikiem jest najdluzszy podciag dwu lub wiecej ciggéw,
ktérego wyrazy uporzadkowane sg rosngco (ew. niemalejaco) [221, 184, 36, 39]. W proble-
mie najdiuzszego mozaikowego wspdlnego podciagu (ang. mosaic longest common subsequ-
ence) [117] danymi wejsciowymi sg cigg A, zbiér ciggéw 2 = {Z%,Z?,...ZN} oraz liczba k.
Celem jest znalezienie takiej konkatenacji ciagéw B = B1B?...BX gdzie B' € Zdla1<i <k,
aby dtugos¢ podciggu LCS dla A oraz B byta maksymalna. Kolejnymi wariantami sg proble-
my, w ktérych jeden z ciggéw jest traktowany cyklicznie i/lub moze by¢ odczytywany z obu
kierunkéw [165].



8. NAJDLUZSZY WSPOLNY PODCIAG
NIEZMIENNICZY WZGLEDEM TRANSPOZYCJI

8.1. Wprowadzenie

Jedng z dziedzin, w ktdrej poréwnywanie ciaggéw za pomocg ich podciggu LCS nie spraw-
dza si¢ zbyt dobrze, jest przetwarzanie danych muzycznych (ang. musical information retrie-
val, MIR) [168, 97, 154, 205]. Danymi w MIR sa czesto melodie zapisane w formacie MI-
DI [181], w ktérym kazdy dZwick opisany jest przez pare: wysokoS¢, czas trwania. Teoretycz-
nie w celu sprawdzenia podobiefistwa dwu utworéw mozliwe jest (podobnie jak dla tekstéw)
wyznaczenie ich podciggu LCS i poréwnanie go z dlugoSciami ciagéw wejsciowych. Prakty-
ka pokazata jednak, ze percepcja muzyki i tekstu przez ludzi bardzo si¢ rézni. Po pierwsze,
aby wyznaczy¢ podobiefistwo dwu utworéw, czgsto mozna zignorowac czasy trwania dZzwie-
kéw, bo ludzkie ucho mimo réznic w nich bedzie w stanie zauwazy¢ podobiefistwo pomiedzy
utworami. Po drugie, ludzie rozpoznaja utwory, nawet jesli zostang one zagrane w innej tona-
cji, czyli w praktyce wszystkie parami odpowiadajace sobie dZzwieki roznig si¢ o pewng stalg
warto$¢. Z powyzszych powodéw wprowadzony zostat wariant miary LCS, kt6ry jest niezmien-
niczy wzgledem transpozycji i w ktérym analiza podobienistwa ciaggéw dotyczy tylko wysoko-
Sci dZzwiekow [49, 140, 141]. Problem najdtuiszego niezmienniczego wzgledem transpozycji
wspolnego podciqgu (ang. longest common transposition-invariant subsequence, LCTS) znaj-
duje takze zastosowanie przy porownywaniu szeregéw czasowych, obrazéw oraz w innych dzie-
dzinach [163].

Definicja 8.1. Podciggiem transponowanym o t € 7Z ciggu A = aqay...an jest cigg A+t =
(a1 +t)(ag+t)...(an+1).

Problem 8.1 (Najdtuzszy niezmienniczy wzgledem transpozycji wspdlny podciag, LCTS). Dla
ciggow A=a1@z...an oraz B=Dbiby. .. by, ktérych symbole nalezq do alfabetu~ ={0,...,0—
1}, znalei¢ najdtuzszy sposrod wspdlnych podciggow dla wszystkich par A+t oraz B, dla do-

wolnego t.

Przyktad 8.1 (Najdtuzszy wspdlny podciag, LCS). Dla cigqgow A=121141321123o0raz
B=43435225 45 3 2najdtuiszym niezmienniczym wzgledem transpozycji wspolnym pod-
ciggiem jest S=2114321. W ciggach A oraz B podkreslono symbole tworzgce podciqg
LCTS. W tym przypadkut = 1.

Najprostszym sposobem znalezienia podciagu LCTS jest wykonanie dowolnego algoryt-

mu wyznaczajacego podciag LCS dla kazdej z 20 — 1 transpozycji t (istotne wartoSci t na-
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leza do przedzialu [—0 4 1,0 — 1]) i wziecie najdtuzszego z otrzymanych wynikéw. Ztozo-
nos$¢ czasowa w takim przypadku jest O(0) razy wigksza niz zlozonosé czasowa uzytego al-
gorytmu dla problemu LCS. W szczegdlnosci, zastosowanie algorytmu programowania dy-
namicznego (podrozdz. 7.3.1) skutkuje zlozonoscig czasowg O(Nmo). Juz jednak uzycie al-
gorytmu réwnolegtosci bitowej (podrozdz. 7.3.4) pozwala na osiggniecie ztozonosci czasowej
O(n[m/w]0).

Istnieja takze algorytmy specjalizowane dla problemu LCTS. W pracy [139] zapropono-
wano algorytm oparty na binarnej metodzie podziatu i ograniczen (ang. branch and bound),
ktérego ztozonosé czasowa jest O((nm+-10g0)0) w przypadku pesymistycznym, a wigc gorzej
niz algorytmu opartego na programowaniu dynamicznym. Przypadek pesymistyczny jest jednak
bardzo mato prawdopodobny, a w przypadku optymistycznym ztozono$¢ czasowa tego algoryt-
mu jest O((nm+loglogo)logo). W tej samej pracy zaproponowano takze algorytm oparty na
k-arnej metodzie podziatu i ograniczen, ktérego ztozonosé czasowa jest O((nm+-log(ok/(k —
1)))ok/(k—1)) w przypadku pesymistycznym oraz O((nm+ log(klog, 0))klog, 0) w przy-
padku optymistycznym. Eksperymenty praktyczne pokazaly, ze algorytm ten jest najszybszy
dla k = 3. Algorytm wykorzystujacy rzadko$¢ macierzy programowania dynamicznego [150]
pozwala osiggna¢ ztozonos¢é czasowg O(nmlogm) dla przypadku pesymistycznego. Wariant al-
gorytmu Crochemore’a i in. [52] pozwala osiggnaé ztozono$¢ czasowg O(nm|a/w] ). Algorytm
Grabowskiego i Navarro [104] dziata w czasie O(nmlogo).

8.2. Algorytm pudetkowy

W niniejszym podrozdziale zaprezentowany zostanie algorytm rozwigzywania problemu
LCTS zaproponowany przez autora w [163]. W podrozdz. 7.3.2 przedstawiono algorytm Hunta—
-Szymanskiego dla problemu LCS. Moze on zosta¢ wykonany niezaleznie dla kazdej trans-
pozycji, a poniewaz tacznie dopasowan dla wszystkich transpozycji jest nm, da to ztozonos¢
czasowg O(no + nmloglogm). Wynik ten mozna poprawié dzielac macierz DP na prostokat-
ne obszary, pudetka, o precyzyjnie dobranym rozmiarze € x € komérek. Dla ustalenia uwagi
rozwazmy podmacierz o indeksach (i*, j*), dla pewnej transpozycji t, reprezentujaca komor-
ki M(el* 4+ 1..e(i*+1),ej"+1..e(j*+1)). Danymi wejsciowymi dla algorytmu wyznaczania
kazdej podmacierzy sa wartoSci komoérek bedacych lewymi i gérnymi sasiadami tej podmacie-
rzy, tj. M(ei*,ej*..e(j*+ 1)) oraz M(ei*..e(i* + 1),ej*). Na podstawie warto$ci w komérkach
z gérnego wiersza wejsciowego tworzona jest struktura Q. Dla kazdej wartoSci wystepujace;j
w M(e*..e(i* +1),ej*) do Q wpisywany jest minimalny indeks kolumny zawierajacej t¢ war-
tosé¢ w M(ei*..e(i*+1),ej*). Algorytm przetwarza nastepnie wszystkie dopasowania wiersz po

wierszu od gory do dotu, a w kazdym wierszu od prawej do lewej strony w spos6b analogicz-
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LCTS-NGMD-OnEe-Box(A, B, i*, |*, e, M)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktérych wyznaczany jest podcigg LCTS
i*, J* — indeksy pudetka w macierzy programowania dynamicznego
e — rozmiar pudetka
M — macierz programowania dynamicznego
Wyijscie: M — macierz programowania dynamicznego z wyznaczonymi wartoSciami danego pudetka

{ Przetwarzanie wstepne }
Q < Puste drzewo van Emde Boasa
fort < —0o+1too—1do
Q[t].insert((ei*,M(ei*,ej*)))
fori+e*+1toe(i*+1)do
if M(t,i,ej*) > M(t,i—1,ej*) then
Q.insert((i,M(t,i,ej*)))
{Obliczenia wiasciwe}

S 1AW N

7 forj<—ej*+1toe(j*+1)do

8 for all dopasowania (i, j) w wierszu | od najwigkszego indeksu kolumny do
9 fori < (e+1)i* downto ei* + 1 do

10 t bj — g

11 (i’,h) « QJt].successor(i — 1)

12 Q[t].remove((i’,h)); Qlt].insert({i,h))

13 fort<— —-0+1too—1do

14 (i",h) < Q[t].minimum()

15 if M(t,e*,j) >r and i’ > &* then

16 Q[t].remove((ei*,h)); Q|t].insert((ei*,h))
17 (i",h) < Qlt].maximum()

18 M(t,(e+1)i*,j) «h

{ Wypetnienie dolnej krawedzi macierzy}
19 fort+ —o0+1tooc—1do

20 fori<«e*toe(i*+1)do
21 (i’,h) «— QJt].predecessor (i + 1)
22 M(t,i,e(j*+1)) < h

Rys. 8.1. Algorytm wyznaczajacy jedno pudetko macierzy programowania dynamicznego dla algorytmu
zrys. 8.2
Fig. 8.1. An algorithm computing one box for the algorithm given at Fig. 8.2

ny do algorytmu Hunta—Szymanskiego dla problemu LCS. Doktadniejszy opis dziatania tego

algorytmu mozna znalez¢ w [163].

Pseudokod na rys. 8.1 przedstawia algorytm LCTS-NGMD-ONE-Box wyznaczajacy jeden
fragment macierzy M. W wierszu 9. obliczana jest transpozycja, dla ktérej biezaca para in-
dekséw (i, j) stanowi dopasowanie. Jako struktur¢ Q dogodnie wybraé jest drzewo van Em-
de Boasa [209, 210], gdyz mozliwe jest dzigki temu wykonywanie wszystkich potrzebnych
na niej operacji w czasie O(logloge). Ztozonos¢ czasowa tego algorytmu jest: O(oelogloge)
na etapie przetwarzania wstepnego, O(oelogloge) na etapie przetwarzania koricowego oraz

O(€?logloge) w przetwarzaniu wlasciwym, w zwiazku z czym:
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LCTS-NGMD(A, B, 0, e)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktorych wyznaczany jest podcigg LCTS
e — rozmiar pudetka
O — rozmiar alfabetu

Wyjscie: diugosc podciggu LCTS

{Inicjalizacja}
1 fort< —0+1too—1do
2 fori < Otondo M(t,i,0) < O
3 for j < Otomdo M(t,0,j) <O
{ Obliczenia wtasciwe}
4 fori*«+ Oto [n/e]—1do

5 for j* <~ Oto [m/e] —1do

6 LCTS-NGMD-One-Box(A, B, i*, j*, e M)
{ Wyznaczanie wyniku}

7 (<0

8 fort< —0+1too—1do

©

¢+ max¢,M(t,n,m))
10 return ¢

Rys. 8.2. Algorytm wyznaczajacy dlugo$¢ podciagu LCTS metoda kolejnych pudetek
Fig. 8.2. Box-based algorithm solving the LCTS problem

Wnhiosek 8.1. Ztozonosc czasowa algorytmu LCTS-NGMD-ONEe-Box jest
O((oe+ €?)loglogo). (8.1)

Kompletny algorytm LCTS-NGMD wyznaczania dtugosci podciaggu LCTS, stosujacy al-
gorytm LCTS-NGMD-ONEe-Box obliczajacy jedno pudetko, przedstawiony jest na rys. 8.2. Po
inicjalizacji, w ktdrej wypetniana jest gorna i lewa krawedZ macierzy, nast¢puje wyznaczanie
kolejnych fragmentéw. Ztozono$¢ czasowa catego algorytmu wyznaczania dtugosci podciagu
LCTS jest

nyrm
o) ((n+ m)o + [d [EW (oe+€) Ioglogo) : (8.2)
Warto$¢ ta jest minimalna dla e = ©(0).

Whiosek 8.2. Ztozonosé czasowa algorytmu LCTS-NGMD wyznaczajgcego diugosé podciggu
LCTS jest

O(no 4+ nmloglogo). (8.3)
Whiosek 8.3. Z{oZonosé¢ pamieciowa algorytmu LCTS-NGMD jest

O(no + 6?) stow. (8.4)
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8.3. Algorytm oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego

8.3.1. Idea podstawowa

Niniejszy podrozdzial zawiera oméwienie oryginalnego algorytmu wyznaczania dlugosci
podciagu LCTS, ktéry zostal zaproponowany przez autora w [63]. Podstawowa jego ideg jest
wyznaczanie dlugosci podciagu LCS dla kazdej transpozycji z wykorzystaniem rzadkosci ma-
cierzy programowania dynamicznego. W szczegdlno$ci mozna zauwazy¢, ze dowolna para in-
deksow (i, j) jest dopasowaniem dla dokfadnie jednej z mozliwych transpozycji.

Na poczatku omoéwione zostanie dzialanie algorytmu dla pojedynczej transpozycji, a w dal-
szym ciagu niniejszego podrozdzialu pokazane zostanie, jak na jego bazie uzyskac szybki al-
gorytm dla problemu LCTS. Bez utraty ogdlnosci, a dla uproszczenia opisu, przyjete zostanie
zalozenie, ze rozpatrywang transpozycja jest t = 0. Aby znalez¢ dopasowanie (i’ j’) o najwiek-
szej randze h, we fragmencie macierzy programowania dynamicznego M(1..i—1,1..j — 1) wy-
starczy znaé dla kazdej z wystepujacych rang dopasowanie o najmniejszym indeksie kolumny.
W tym celu dopasowania takie bedg przechowywane w strukturze Q w postaci tréjek: (i’ j’, h).
Fatwo mozna zauwazy¢, ze takie dopasowania sa dominujgce. Co wigcej, indeksy kolumn w tej
strukturze rosng wraz ze wzrostem rang. Na razie przyjete bedzie tylko, ze struktura Q pozwala
na wykonywanie operacji wstawiania, usuwania, wyszukiwania elementu i wyszukiwania na-
stepnika. Parametrem trzech ostatnich z tych operacji jest numer kolumny. Dyskusja mozliwych
do zastosowania struktur danych i wynikajacej z tego ztozonoSci czasowej zostanie przeprowa-
dzona pod koniec niniejszego podrozdziatu.

Przetwarzanie j-tego wiersza macierzy programowania dynamicznego mozna stresci¢ na-
stepujaco. Dla kolejnych dopasowari (i, j) o rosnacych indeksach kolumn wykonuje si¢:

1. Jesli w Q znajduje si¢ dopasowanie o indeksie kolumny i, to nic wigcej nie jest robione.
2. W przeciwnym przypadku wyszukiwane jest w Q dopasowanie o najmniejszym indeksie
kolumny i’ > i, a nastepnie:
a) Dopasowanie o indeksie kolumny i’ jest usuwane z Q, a dopasowanie (i, j) jest do Q
wstawiane z takg samg rangg jak dopasowanie wtasnie usuniete.
b) Pomijane sa w biezacym wierszu wszystkie dopasowania o indeksach kolumn nie wigk-
szych niz i’.
3. Jeslinie istnieje dopasowanie w Q o indeksie kolumny wigkszym niz i, to dopasowanie (i, j)

wstawiane jest do Q z rangg o jeden wigksza niz maksymalna ranga dopasowania w Q.

Lemat 8.1. Po przetworzeniu kazdego |-tego wiersza macierzy programowania dynamiczne-
go, zgodnie 7 powyzej opisang metodq, w strukturze Q znajdujq sie dopasowania o wszystkich
istniejgcych rangach we fragmencie macierzy DP: M(1..n,1..), przy czym dla kazdej rangi

znajdujqgce si¢ w Q dopasowanie ma najmniejszy mozliwy indeks kolumny.
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Dowod. Na poczatku dzialania algorytmu struktura Q jest pusta, a wiec teza jest w oczywisty
sposOb prawdziwa.

Niech teraz teza bedzie prawdziwa dla | — 1, gdzie ] > 1. Poniewaz problemem rozwiazy-
wanym dla pojedynczej transpozycji jest w zasadzie problem LCS, wiec przydatne bedzie tu
sformulowanie reguty wyznaczania warto$ci macierzy programowania dynamicznego z (7.2).
Latwo mozna zauwazy¢, ze zaproponowany powyzej algorytm dla kazdego dopasowania (i, j)
z wiersza o indeksie | wyznacza jego rangg i jesli dla dopasowania (i, j) rangi h indeks i jest
wigkszy niz indeks kolumny dopasowania tej samej rangi z Q, to wymienia w Q istniejace do-
pasowanie rangi hna (i, j). Co za tym idzie, po przetworzeniu j-tego wiersza w Q znajdujg si¢
dopasowania wszystkich wystepujacych rang w M(t,1..n,1..j) i sg to dopasowania o najmniej-

szych indeksach kolumn. |

Whiosek 8.4. Po zakoriczeniu przetwarzania catej macierzy najwieksza ranga z Q oznacza

dtugosc podciggu LCS.

Zaproponowany algorytm jest wariantem metody Hunta—Szymanskiego (podrozdz. 7.3.2),
w ktorej dopasowania przetwarzane sa w ramach wiersza od lewej do prawej strony, a nie od-
wrotnie jak w oryginalnym algorytmie Hunta—Szymanskiego. Zmiana kolejnos$ci przetwarzania
powoduje, ze dla czgdci dopasowan zamiast wyznaczania nast¢pnika, wykonywane jest spraw-
dzanie, czy dopasowanie o danym indeksie kolumny znajduje si¢ w Q. Taka modyfikacja daje
pewne korzysci w przypadku algorytmu wyznaczania podciagu LCTS.

Na rys. 8.3 zilustrowane jest dziatanie proponowanego algorytmu. Przyktadowo, po prze-
tworzeniu wiersza o indeksie 3 struktura Q zawiera nastgpujace tréjki: (1,2, 1), (3,3, 2),(12,3,3).
Odpowiadaja one dopasowaniom o rangach 1, 2, 3 znajdujacych si¢ w kolumnach o najmniej-
szych indeksach. Nast¢pnie przetwarzany jest wiersz o indeksie 4. Pierwszym dopasowaniem
jest w nim (4,1), ale jest ono pomijane, poniewaz w Q znajduje si¢ juz dopasowanie o indek-
sie kolumny 1. Nastepne dopasowanie to (4,6), ktdre jest przetwarzane, poniewaz w Q brak
dopasowania o indeksie kolumny 6. Wobec tego w Q wyszukiwane jest dopasowanie o naj-
mniejszym indeksie kolumny wickszym niz 6 — wynikiem jest (12,3, 3). Jest ono usuwane z Q,
a wstawiane jest (6,4, 3). Pozostate dopasowania, (4,6) oraz (4,10), z biezacego wiersza sg
pomijane, poniewaz indeks kolumny kazdego z nich jest nie wigkszy niz 12 (indeks kolumny
wilasnie usuni¢tego dopasowania).

Poniewaz rangi tréjek z Q rosng o 1, wiec wystarczy przechowywac pary (i, j) posortowane
wedlug indeksu kolumny i, a jesli konieczne jest wyznaczenie rangi elementu, nalezy sprawdzic¢
pozycje biezacej pary w strukturze Q. Co wiecej, indeksy wierszy sa nieistotne, jesli wynikiem

ma by¢ jedynie dtugos$¢ podciggu LCTS.
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i 123456 7 8 9101112
i A BCCBAABDAZBTZC
1B ° (2,1,1)
2 Ale o (1,2,1) (6,2,2)
3C ° ° (1,21) (33.2) (12,3,3)
4 Al B (1,2,1) (3,32) (6,4,3)
5B |e ° ° (1,2,1) (2,52) (55,3) (8,5,4)
6 D ° (1,2,1) (252) (553) (854) (9,6,5)
7 B ° (1,2,1) (2,52) (553) (854) (9,6,5) (11,7,6)
8 Al B ° (1,21) (252) (553) (6,84) (9,6,5) (10,8,6)

Rys. 8.3. Przyklad dziatania algorytmu wyznaczania podciagu LCTS. Lewa strona: macierz programo-
wania dynamicznego z zaznaczonymi dopasowaniami. Prawa strona: zawartos¢ struktury Q po
przetworzeniu kolejnych wierszy. Duze kota oznaczajg dopasowania dominujace

Fig. 8.3. Example of the LCTS computing algorithm in work. The left side shows the matrix with marked
matches, while the right side presents the contents of the Q data structure after processing each
row. Large circles denote dominant matches

Ztozonos¢ czasowa tego algorytmu zalezy w najwiekszym stopniu od wyboru struktury da-
nych Q. Kwestia znalezienia wszystkich dopasowar zostanie rozwazona nieco pdZniej, a narazie
tylko przyjete zostanie, ze ich liczba to d. Dla kazdego z d dopasowar (i, j) nalezy wykonaé

kilka operacji na strukturze Q. Co najwyzej raz nalezy: wyszukacé trojke o indeksie kolumny i,

znaleZ¢ nastepnik i, usunaé dopasowanie, wstawic¢ dopasowanie. Istnieje wiele struktur danych,

ktére moga zostac uzyte do reprezentacji Q. Zastosowanie zréwnowazonego drzewa poszuki-
wan binarnych (np. drzewa czerwono-czarnego [29, 105, 190]) powoduje, ze ztozonoS¢ kazdej

z tych operaciji jest O(log¥), gdzie ¢ to dlugos$é podciagu wynikowego. Prowadzi to do algoryt-

mu o ztozonosci czasowej O(dlog¥) (por. rozdz. 7). Poniewaz dopasowania w Q posortowane

sa wedlug indeksu kolumny, wiec mozna zastosowac drzewa van Emde Boasa (VEB) [209, 210],

dla ktérych ztozonos¢ kazdej z koniecznych operacji jest O(loglogx), gdzie X to maksymalna

warto$¢ elementu, ktéry moze kiedykolwiek by¢ wstawiony do tej struktury. Poniewaz indeksy
kolumn sg z zakresu [1, n|, wiec w analizowanym przypadku uzycie vEB prowadzi do algorytmu

o ztozonosci czasowej O(dloglogn).

W ramach kazdego wiersza zapytania do Q wykonywane s3 dla monotonicznie rosnacych
indeks6éw kolumn. Umozliwia to reprezentowanie Q jako rodziny [(n+1)/e| drzew VEB o roz-
miarze € < nkazde (warto$¢ e zostanie ustalona nieco dalej), w taki sposéb, ze drzewo pierwsze
przechowuje dopasowania o indeksach kolumn z zakresu [0,e— 1], drzewo drugie — [e,2e— 1]
itd. (Zaktada sig, ze € < n, jesli € > n, to wystepuje tylko jedno drzewo). Za kazdy razem, kiedy
wykonywane jest wstawienie, usuniecie, wyszukanie dopasowania o indeksie kolumny i, uzy-
wane jest |i/e|-te drzewo VEB, a czas wykonania kazdej z tych operacji jest O(logloge). Wy-
szukiwanie nastepnika dla kolumny o indeksie i jest nieco bardziej skomplikowane, poniewaz
jesli drzewo o indeksie |i/€e| go nie zawiera, konieczne jest przeszukiwanie kolejnych drzew.

Jednak dzieki temu, ze w ramach wiersza wyszukiwane beda kolejno zawsze nastepniki coraz
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to wickszych indekséw kolumn, to tylko raz dla kazdego z tych drzew (w pojedynczym wier-
szu) bedzie stwierdzone, ze brak w nim nastepnika i nalezy przejs$¢ do drzewa nastepnego. Czas
wyszukiwania nastepnika w drzewie jest O(logloge), a dodatkowy czas wynikajacy z koniecz-
nosci przejscia do kolejnego drzewa jest O(n/e) na caly wiersz. Wobec tego catkowity czas
dziatania algorytmu jest O(dlogloge+nm/e).

Ostatnig rzecza, ktorg nalezy wzia¢ pod uwage, jest czas sprawdzania, czy dopasowanie
o danym numerze kolumny znajduje si¢ w Q. Mozna z tej operacji w ogéle zrezygnowac, a
algorytm pozostanie poprawny. Mozna jednak rozszerzy¢ kazde z drzew VEB o dodatkowy
wektor bitowy rozmiaru e zawierajacy informacje, czy warto$¢ o danym indeksie wystepuje
w Q. Zarzadzanie tym dodatkowym wektorem nie ma wptywu na ztozono$¢ czasowg opera-
cji na vEB, a dzieki niemu czas potrzebny na sprawdzenie, czy element wystepuje w drzewie,
jest O(1). Warto zauwazy¢, Ze operacja sprawdzania, czy element wystepuje w drzewie, jest
najczesciej wykonywang operacja na drzewach vEB — co najwyzej raz na kazde dopasowanie.
Kazda z pozostatych operacji wykonywana jest tylko dla dopasowan dominujacych. Dzi¢ki ta-

kiemu usprawnieniu:

Whniosek 8.5. Ztozonosé czasowa powyzszego algorytmu LCTS-One-TraNs jest O(Dlogloge+
d+nm/e), gdzie D to liczba dopasowan dominujgcych.

8.3.2. Algorytm

Po takim zmodyfikowaniu algorytmu Hunta—Szymanskiego dla problemu LCS, jakie po-
kazano w poprzednim podrozdziale, mozna na jego podstawie zaproponowaé efektywny algo-
rytm dla problemu wyznaczania dlugosci LCTS.! Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszy
sposOb polega na niezaleznym rozwigzaniu problemu LCS dla kazdej transpozycji. W tej sy-
tuacji omowiony powyzej algorytm wykonywany jest ©@(0) razy, a sumaryczna liczba dopa-
sowant wynosi doktadnie nm. Wobec tego otrzymuje si¢ algorytm dla problemu LCTS o zlo-
zonosci czasowej O(D*logloge+ nm+ nmo/e), gdzie D* jest sumaryczng liczbg dopasowari
dominujacych dla wszystkich transpozycji. Po przyjeciu e = ©(0) zlozonos¢ czasowa wynosi
O(D*loglogo + nm).

Powyzsza analiza nie uwzglednia faktu, ze do wygenerowania zbioru dopasowan dla kaz-
dej z transpozycji konieczny jest pewien czas. Mozna to zrobi¢ w taki sposéb, ze dla kazdego
symbolu alfabetu tworzona jest lista indekséw, na ktérych wystepuje on w ciagu A. Wymaga to

czasu O(n+0). Dzigki temu przy przechodzeniu macierzy wierszami zawsze do dyspozycji jest

'W niniejszym podrozdziale dyskutowany jest algorytm wyznaczania tylko dlugosci podciagu LCTS, ale
w prosty sposéb, analogicznie jak to byto zrobione dla algorytmu LCS-HS (podrozdz. 7.3.2), mozna zmodyfikowaé
ten algorytm, aby wyznaczat takze podcigg LCTS. Wiaze si¢ to oczywiscie z wicksza ztozonoscig pamigciowa.
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lista wszystkich dopasowan z biezacego wiersza. Poniewaz macierz jest przechodzona dla kaz-
dej transpozycji, wnosi to dodatkowy koszt czasowy @(mo), jako ze dla kazdego wiersza trzeba
przynajmniej sprawdzié, czy dopasowania dla biezacej transpozycji w nim wystepuja czy nie.?
Jesli 0 = O(n), to ten dodatkowy sktadnik nie ma wplywu na ztozonos¢ czasows. W ogélnosci,

ztozono$¢ czasowa powinna jednak uwzglednia¢ t¢ mozliwosc:

Whiosek 8.6. Ztozonosc czasowa algorytmu LCTS-HS-1 wykonujgcego niezaleznie algorytm
LCTS-ONe-TrANS dla kazdej transpozycji jest O(D* loglogo + m(n+ 0)), gdzie D* jest suma-

ryczng liczbg dopasowan dominujgcych dla wszystkich transpozycji.

Wersja ta jest bardzo oszczedna pamigciowo, poniewaz potrzebne jest tylko ©(0) bitéw

pamieci dla kazdego z ©(n/0) drzew vEB oraz ©(n+ 0) stéw na inne zmienne. Wobec tego:
Wnhiosek 8.7. Ztozonosé pamigciowa algorytmu LCTS-HS-1 jest ©(n+ 0) stéw.

Drugim sposobem zastosowania algorytmu LCTS-ONE-TRANS jest zalozenie, ze macierz
programowania dynamicznego przechodzona jest doktadnie raz, a poniewaz kazda para (i, j)
jest dopasowaniem dla doktadnie jednej transpozycji, wigc wystarczy ,,przetaczy¢ si¢” na struk-
tury danych dla niej. Innymi stowy, @(0) probleméw LCS jest rozwigzywanych réwnolegle.

W tym przypadku nie wystepuja struktury danych zawierajace listy dopasowan.

Whiosek 8.8. Ztozonosé czasowa algorytmu LCTS-HS-2 polegajgcego na jednokrotnym przej-

Sciu przez calq macierz programowania dynamicznego jest O(D*loglogo + nm) .
Whiosek 8.9. Ztozonosé pamigciowa algorytmu LCTS-HS-2 jest ©([n/w]0) stow.

Pseudokod algorytmu LCTS-HS-2 pokazany jest narys. 8.4. Dla prostoty zaktada si¢ w nim,
ze €= 0. Algorytm ten wyznacza dlugosci podciaggéw LCS dla kazdej transpozycji i przecho-
wuje je w tablicy /[—0+ 1..0 — 1]. Tablica Y|—0+ 1..0 — 1] zawiera numery indekséw kolumn
ostatnio znalezionego dopasowania w Q, ktore zostato zastagpione dopasowaniem o mniejszym
indeksie kolumny. W rzeczywistoSci, w Y przechowywane sg indeksy kolumn powiekszone
o iloczyn indeksu wiersza i dtugoSci ciagu A, dzigki czemu struktura ta nie musi by¢ czyszczo-
na po przetworzeniu kazdego wiersza, poniewaz kazda z wartosci (i 4+ jn) z nowego wiersza
jest wieksza niz dowolna z warto$ci wystepujacych w Y.

Przedstawiony algorytm ma lepsza ztozonoS$¢ czasowa niz algorytm zaproponowany w pod-
rozdz. 8.2, a ponadto jest istotnie prostszy. Poniewaz drzewa van Emde Boasa w praktyce sa

stosunkowo wolne, wigc ponizej zaproponowana zostanie inna struktura danych, ktéra moze je

2Mozliwe jest réwniez przygotowanie w czasie O(nm) list dopasowari dla kazdej z transpozycji i uzywanie
ich w algorytmie, dzicki czemu koszt O(m0O) si¢ nie pojawia, ale poniewaz w rozwazanej wersji algorytmu chodzi
o minimalizacje¢ pamieci, wigc ten wariant nie bedzie rozwazany, gdyz same te listy wymagajg ©(nm) pamieci.
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LCTS-HS-2(A, B, 0)

Wejscie: A, B — ciggi, dla ktorych wyznaczany jest podcigg LCTS
O — rozmiar alfabetu
Wyjscie: diugosc podciggu LCTS

{ Przetwarzanie wstepne}

1 fort< —o0+1too—1do

2 ] <0, Y[t]+ -1

3 fori < Oto [(N+0—1)/0] —1do Qlt][i].init(0)
{Obliczenia wiasciwe}

4 for j«— Otom—1do
5 fori < Oton—1do
6 t <+ g —bj
7 if i+ j x n> Y[t] and not Q[t][|i/0|].find(i mod ) then
8 X < QIt][|i/0]].successor (i mod O)
9 if s < O then
10 for k< |i/o|+1to [(n+0—1)/0| —1do
11 if Q[t][k].minimum() > O then
12 X < kx 0+ QJt][k].minimum(); break
13 else X < x+i—imod o
14 Q[t][|i/a]].insert(i mod 0O)
15 if x > O then Y[t] < x+ j x n; Q[t][|x/c]].remove(x mod o)
16 else Yit] «—n—1+jxn;, (t]« (t]+1
{ Wyznaczanie wyniku}

17 0«0
18 fort< —0+1too—1do ¢« max(/,/]t])
19 return ¢

Rys. 8.4. Algorytm wyznaczajacy diugos¢ podciggu LCTS o ztozonosci czasowej O(D* loglogo + nm).
(Operacje successor i minimum zwracaja warto§¢ —1, jesli nie istnieje nastepnik lub warto$¢é
minimalna)

Fig. 8.4. An O(D*loglogo + nm)-time algorithm computing the LCTS length. (The operations
successor and minimum return —1 when there is no successor or minimal value)

zastapi¢ w tym algorytmie. Dogodnym kandydatem jest tu drzewo W-arne, gdzie w to dtugos¢

stowa komputerowego w bitach. Kazdy z weztéw wewnetrznych zawiera do w bitéw. Bit ma

warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace mu dziecko zawiera co najmniej jeden bit

o wartosci 1. Dane przechowywane sa w liSciach — bit ma warto$¢ 1, gdy odpowiadajaca mu

liczba calkowita jest przechowywana w drzewie. Przyklad tej struktury danych pokazany jest

narys. 8.5.

Przy zatozeniu ze operacja wyznaczania liczby zer wiodacych (ang. number of leading ze-
ros, NLZ) dla typow catkowitych jest obliczana przez procesor w czasie statym (co jest prawda
dla wspétczesnych architektur), mozna zaimplementowac kazda z potrzebnych operacji na tym

drzewie w czasie O([logo/logw]).> W celu sprawdzenia, czy warto$¢ X wystepuje w drze-

3Mozliwe jest takze stworzenie, na etapie przetwarzania wstepnego, tablicy przegladowej (ang. lookup table)
zawierajacej warto$¢ funkcji NLZ dla kazdej liczby catkowitej z zakresu [0,2/"/2] — 1] w czasie O(2/"/2). Dzigki
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Rys. 8.5. Przyktadowe drzewo w-arne (W = 4) zawierajace nastepujace liczby catkowite z zakresu [0, 63]:
0,3,4,5,6,10,40,46
Fig. 8.5. Sample tree of arity 4 storing integers from the range [0, 63 (the integers 0, 3,4,5,6,10,40,46
are stored in leaves)
wie W-arnym, wystarczy sprawdzi¢ warto$ci bitu (x modw) w lisciu o indeksie |x/w]|. Wsta-
wienie lub usuniecie warto$ci wymaga ustawienia na 1 lub 0 odpowiedniego bitu w odpowied-
nim liSciu i zaktualizowania informacji na Sciezce w gére drzewa. Operacja wyszukiwania na-
stepnika jest nieco bardziej skomplikowana. Wymaga ona sprawdzenia czy bit o indeksie wigk-
szym niz (X modw) w lisciu o indeksie |X/W| ma warto$¢ 1 . Jesli nie, to nalezy przejs¢ w g6-
re drzewa i postgpowal analogicznie, az taki bit zostanie znaleziony. Wéwczas nalezy zejs¢
w dot drzewa i znaleZ¢ minimum w odpowiednim poddrzewie. Wszystkie te operacje na drze-
wie W-arnym majg zlozonos¢ czasowa O(loge/logw), gdzie e jest zakresem przechowywa-
nych wartosci. Przyjmujac € = ©(0) otrzymuje si¢ po zastosowaniu tej struktury w miejsce
kazdego z drzew VEB algorytmy o ztozonosciach czasowych O(D*[logo/logw| + nm) oraz
O(D*[loga/logw] +m(n+0)) (algorytm LCTS-HS-3). Zlozonosci pamigciowe pozostajg bez

zmian.

Jeszcze inng mozliwoscia (algorytm LCTS-HS-4) jest przyjecie € = Wi zorganizowanie Q
jako tablicy [(n+ 1)/w| liczb catkowitych bez znaku. W celu sprawdzenia, czy liczba X wy-
stepuje w Q, wystarczy sprawdzi¢ bit o indeksie (X modw) w |x/w/|-tym stowie, co wyma-
ga czasu O(1). Wstawienie badZ usuniecie liczby jest tak samo fatwe. Znalezienie nastepnika
(xmodw) w |x/w|-tym stowie takze wymaga stalego czasu (przy zatozeniu dostgpnosci ope-
racji NLZ), ale oczywiScie jesli nastepnik znajduje si¢ w jednym z kolejnych stéw, to nalezy
te stowa przegladnac. PodejScie takie nie ma wplywu na ztozono$¢ pamieciowa, a sumarycznie
na kazdy wiersz wnosi do ztozonosci czasowej sktadnik O([n/w|). Mozna zatem sformutowad

wniosek:

Whiosek 8.10. Ztozonos¢ czasowa algorytmu LCTS-HS-4 jest O(nm+ [n/w]mo).

tej tablicy warto$¢ funkcji NLZ dla dowolnej liczby catkowitej rozmiaru w bitéw moze by¢é wyznaczona w dwu
zapytaniach do tablicy przegladowej. Metoda ta moze by¢ stosowana tak dlugo, jak 2Mw/2] = O(Dloga/logw+
nm).
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8.3.3. Wyniki eksperymentalne

W celu poréwnania zaproponowanych algorytméw z algorytmami istniejagcymi przeprowa-
dzono dwa eksperymenty. W pierwszym z nich mierzony byl czas dziatania algorytméw dla
ciaggéw zawierajacych wysokosci dzwiek6w z rzeczywistych plikéw formatu MIDI (o = 128).4
Zatozono, ze dlugosci porownywanych ciagéw sa rowne (N = m). Testy przeprowadzono dla
nastepujacych algorytmow:

e BBB - algorytm oparty na binarnej metodzie podziatu i ograniczen o ztozonosci czasowej
O((nm+logo)o) w przypadku pesymistycznym i O((nm+-loglogo)logo) w przypadku
optymistycznym [139],

e CDP — klasyczny algorytm programowania dynamicznego dla problemu LCS powtérzona
dla kazdej transpozycjit € (—0,0) o ztozonosci czasowej O(nmo) [141],

e KBB - algorytm oparty na k-arnej metodzie podziatu i ograniczen o zlozonosSci czaso-
wej O((nm+log(ok/(k—1)))ok/(k— 1)) w przypadku pesymistycznym oraz O((nm+
log(klog,0)) x klog, 0) w przypadku optymistycznym [139]; w eksperymentach przyjeto
k = 3, poniewaz zaréwno w [139], jak i we wstepnych eksperymentach dla takiej wartosci
parametru algorytm okazat si¢ najszybszy,

e SDP —algorytm oparty na idei programowania dynamicznego dla macierzy rzadkich o zlo-
zonosci czasowej O(nmlogm) [150],

e YBP - algorytm réwnolegtosci bitowej o ztozonosci czasowej O(nm[o/w]) [51],

e HBP —algorytm réwnolegtosci bitowej dla problemu LCS wykonany dla kazdej z transpo-
zycjit € (—0,0) o ztozonosci czasowej O([n/w|mao) [120],

e NGMD - algorytm zaproponowany w podrozdziale 8.2 o zlozonosci czasowej O(nm x
loglogo),

e Deo-1 — algorytm proponowany LCTS-HS-1 z drzewami van Emde Boasa o zlozonosci
czasowej O(D*loglogo + m(n+0)),

e Deo-2 — algorytm proponowany LCTS-HS-2 z drzewami W-arnymi o zfozonosci czasowej
O(D*[loga/logw]| +nm),

e Deo-3—algorytm LCTS-HS-3, w ktérym transpozycje przetwarzane sa kolejno, a nie wszyst-
kie réwnoczes$nie, dzieki czemu potrzebna pamiec jest znacznie mniejsza; ztozonos¢ cza-
sowa tego algorytmu jest O(D*[loga/logw]| +m(n+0)),

e Deo-4 —algorytm proponowany LCTS-HS-4 z pojedynczymi stowami komputerowymi za-
miast drzew VEB; ztozonos¢é czasowa tego algorytmu jest O(ma[n/w]| + nm).

Wszystkie eksperymenty przeprowadzono na komputerze wyposazonym w procesor AMD
Athlon 2500 XP+ (zegar 1800MHz) i 512MB RAM. Kody Zrédiowe algorytméw BBB, CDP,

“Do wygenerowania danych rzeczywistych uzyto 7543 utworéw muzycznych zapisanych w formacie MI-
DI [92], z ktérych wzigto tylko informacje o wysokoSci dZwicku. Sumaryczna dlugo$¢ tego ciggu wynosita
1 828 089 symboli. Alfabet w tym przypadku mial rozmiar 128, co daje 255 mozliwych transpozycji.
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Rys. 8.6. Relatywna predkos$¢ dziatania algorytméw rozwigzujacych problem LCTS, pokazujaca ile razy
badany algorytm jest szybszy niz CDP. (a) Zaleznos$¢ od dtugosci ciggéw. (Algorytm SDP nie
byt oceniany dla dtugich ciagéw z uwagi na bardzo duze zapotrzebowanie na pami¢¢ operacyj-
ng.) (b) Zaleznos$¢ od rozmiaru alfabetu dla n = m= 1000

Fig. 8.6. Relative speed of algorithms solving the LCTS problem specifying how many times evaluated
algorithm is faster than CDP. (a) The dependency on the sequences length. (The SDP algorithm
was not evaluated for long sequences due to its huge space consumption.) (b) The dependency
on the alphabet size for n = m= 1000

KBB, SDP, YBP, HBP zostaly udostepnione przez autoréw. Implementacje wykonano w je-

zyku C++. Z uwagi na wykorzystany procesor dlugos¢ stowa komputerowego wynosita w =

32 Wszystkie implementacje zoptymalizowano pod katem szybkosci w taki sposéb, aby osia-

gna¢ podobny stopien optymalizacji. Wyniki eksperymentéw stanowig mediany z 501 urucho-

mien kazdego z algorytméw dla réznych ciagéw wejSciowych. Na rys. 8.6a przedstawiono cza-
sy dziatania poszczeg6lnych algorytméw. Dla wickszej przejrzystoSci zamiast bezwzglednych
czasoéw dzialania przedstawione jest, ile razy kazdy z algorytméw jest szybszy od algoryt-

mu CDP.

Jak mozna zauwazy¢, algorytm HBP jest najszybszy sposréd znanych w literaturze. Algo-
rytmy NGMD oraz Deo-1 sg relatywnie wolne mimo obiecujacej ztozonosci czasowej. Jest to
wynik zastosowania drzew van Emde Boasa, ktére w praktyce nie naleza do szybkich rozwia-
zan. Algorytm Deo-2 dziata kilka razy szybciej dla krétkich ciggéw (0 < n,m < 500) i okoto
50% szybciej dla dtugich ciaggéw (1000< n,m < 10000 niz algorytm HBP. Jeszcze szybsze
(dwa razy szybsze niz algorytm HBP) dla ciagéw dluzszych niz 300 okazaly si¢ algorytmy
Deo-3 oraz Deo-4. Ich ztoZono$¢ czasowa jest gorsza niz ztozono$¢ czasowa algorytmu Deo-1,
ale w praktyce okazuja si¢ szybsze gtéwnie z uwagi na prostote¢ implementacji. Co ciekawe,
dla n = m= 10* algorytmy te potrzebuja jedynie 3 razy wiecej czasu na rozwiazanie problemu

LCTS niz algorytm programowania dynamicznego na rozwigzanie problemu LCS.

W drugim eksperymencie badano wptyw rozmiaru alfabetu na czasy dziatania algorytmow

(rys. 8.6b). Dla wiekszej przejrzystosci wybrano do tego testu tylko najszybsze algorytmy z po-
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przedniego eksperymentu. Ciagi zostaly wygenerowane z uzyciem generatora liczb pseudolo-
sowych o rozktadzie rownomiernym. Algorytmy zaproponowane w niniejszym podrozdziale
okazujg si¢ znacznie wolniejsze od algorytmu HBP dla matych alfabetéw oraz szybsze dla al-
fabetéw relatywnie duzych. Dla 0 = 128r6znica w predkosci dziatania pomiedzy algorytmami
Deo-4 oraz HBP jest mniejsza niz w poprzednim eksperymencie, co wynika prawdopodob-
nie ze specyfiki danych wejsciowych. W danych rzeczywistych rozktad czestoSci wystepowania

symboli daleki jest bowiem od réwnomiernego.

8.4. Algorytm hybrydowy

8.4.1. Algorytm

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie algorytm hybrydowy LCTS-HyBRID
zaproponowany przez autora w [103, 73].

Wyniki eksperymentalne dla problemu LCTS pokazuja, ze dla stosunkowo duzych alfa-
betéw zaproponowany algorytm oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego (LCTS-HS-3) jest
szybszy niz algorytm oparty na metodzie rownolegtosci bitowej, w ktérym dla kazdej transpo-
zycji podcigg LCS wyznaczany jest za pomocg algorytmu LCS-BP-LENGTH (podrozdz. 7.3.4).
Oba te algorytmy wyznaczaja jednak w zasadzie podciagi LCS dla r6znych transpozycji. Ana-
lizujac czasy dziatania tych algorytméw dla poszczegdlnych transpozycji, mozna zauwazyc,
ze algorytm LCTS-HS-3 jest szybszy od algorytmu LCS-BP-LENGTH, jesli liczba dopasowan
jest znacznie mniejsza niz Nm. W przeciwnym przypadku szybszy jest algorytm réwnolegtosci
bitowej. Poniewaz w problemie LCTS liczba dopasowar silnie zalezy od transpozycji (w przy-
blizeniu im warto$¢ bezwzgledna transpozycji wigksza, tym mniej dopasowan), wiec mozna
zaproponowaé podejscie hybrydowe, w ktérym transpozycje z matg liczba dopasowan beda
rozwigzywane metoda HS (algorytm LCTS-HS-3), a te z duza liczba dopasowan metoda BP
(algorytm LCS-BP-LENGTH).

W proponowanym algorytmie hybrydowym,5 na etapie przetwarzania wstepnego wyzna-
czana jest liczba dopasowari dla kazdej z transpozycji. Ztozonos¢ czasowa tego etapu jest O(n+
m-+a2). Nastepnie transpozycje sa sortowane wedtug liczby dopasowari w czasie O(clogao) lub

O(clog, n) (z uzyciem sortowania pozycyjnego).®

3 Algorytm ten jest opisany réwniez w [102], bedacej rozprawa habilitacyjng drugiego autora tego algorytmu.

®Etap zliczania liczby dopasowan dla transpozycji moze by¢ takze wykonany w czasie O(n+ m+ clogo)
z uzyciem szybkiej transformaty Fouriera (FFT), jesli tylko dopusci si¢ nieco bardziej ogélny model obliczenio-
wy, w ktérym wsréd operacji podstawowych sg operacje mnozeniai dzielenia liczb zespolonych. W tym celu nalezy
utworzyé dwie tablice N oraz NB zawierajace 20 — 1 elementéw. Tablica N” zawiera liczbe wystapieri symboli
alfabetu w A, a NB w B na pozycjach 0..0 — 1. Pozostale elementy tych tablic s3 wypelnione zerami. Nastepnie wy-
znaczana jest cykliczna korelacja dyskretnych ciaggéw NA oraz NB, co moze by¢ wykonane z uzyciem FFT w czasie
O(cologa). Otrzymane 20 — 1 wsp6iczynnikéw zawiera liczbe dopasowari dla kazdej z 20 — 1 transpozycji.
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W dalszej czesci opisu algorytmu stosowana bedzie notacja R(t), ktéra oznacza dla trans-
pozycji t jej range w tablicy transpozycji posortowanej wedtug liczby dopasowan. Zachodzi
przy tym 0 < R(t) < 20 — 1, a wiec R(t) = 0, jesli t jest transpozycja, dla ktérej liczba dopa-
sowan jest maksymalna (jesli istnieje wiele takich transpozycji, to wybierana jest ktérakolwiek
z nich). Przez d(t) bedzie oznaczana liczba dopasowan dla transpozycji t. Nastepnie wyko-
nywane jest przetwarzanie wstepne dla algorytméw LCTS-HS-3 i LCS-BP-LENGHT w spos6b
podany ponizej.

Jesli dla kazdej transpozycji przetwarzanie wstepne w algorytmie LCS-BP-LENGTH wyko-
nywane jest niezaleznie, to jego sumaryczna ztozonosé czasowa jest O([m/w] a2 4 mao). Mozna
ten wynik bardzo prosto poprawi¢ do O([m/w]|o + m). W tym celu wystarczy utworzy¢ listy
wystapien kazdego symbolu alfabetu w kazdym ciggu oraz wektory masek bitowych dla cia-
gu B i przy przetwarzaniu transpozycji t oraz kolumny opisanej symbolem & wzig¢ wektor
masek bitowych dla symbolu (& —t). Ta prosta idea pozwala wyeliminowac niepotrzebne, wie-
lokrotne wykonywanie przetwarzania wstepnego, a przeprowadzone eksperymenty pokazuja,
ze uzyskiwana oszczednos$¢ czasu to ok. 20%. Mozna ponadto zauwazy¢, ze niezerowych wek-
toréw masek bitowych moze byé co najwyzej min(m, o), wobec czego pamie¢ na pozostate
wektory nie musi by¢ alokowana. Dodatkowy wktad do ztozonos$ci czasowej tej modyfikacji
jest ©(m—+0).

Czas przetwarzania wstepnego mozna zredukowac jeszcze bardziej, w nieco mniej oczywi-
sty sposéb, do O(m). Wymaga to zwigkszenia rozmiaru zajmowanej pamieci o staty czynnik.
Zysk czasowy jest osiggany przez powstrzymanie si¢ od zerowania wektorow bitowych na eta-
pie ich inicjalizacji. W tym celu nalezy wykorzysta¢ metode inicjalizacji tablic [155, rozdz.
IIT 8.1], ktéra wymaga zastosowania dodatkowych tablic, przez co zajeto$¢ pamieci rosnie co
najwyzej trzykrotnie. Navarro [162] zaprezentowat ulepszenie tej metody, dzigki czemu dodat-
kowa pamie¢ wymagana dla tablicy rozmiaru N to jedynie N + o(N) bitéw. Przektada si¢ to
na [m/w] 4+ o(]m/w]) dodatkowych bitéw w rozwazanym problemie. Wada tej metody jest
jednak koniecznoS$¢ trzykrotnego dostepu do pamigci, aby uzyska¢ informacje o wektorze ma-
sek bitowych, co przy relatywnie nieduzej zajgtosSci pamigci przez te wektory powoduje, ze ta

optymalizacja pamigciowa ma znaczenie raczej teoretyczne.

Po przetwarzaniu wst¢pnym transpozycje dzielone sa pomi¢dzy algorytmy LCTS-HS-3 oraz
LCS-BP-LenGTH. Poniewaz algorytm LCTS-HS-3 lepiej nadaje si¢ do transpozycji z matg licz-
ba dopasowati, a algorytm LCS-BP-LENGTH z duzg ich liczba, wiec podzial polega na znalezie-
niu takiej granicznej liczby dopasowan, ze wszystkie transpozycje o mniejszej ich liczbie beda
przetwarzane algorytmem LCTS-HS-3, a pozostate algorytmem LCS-BP-LEnGTH. Kryterium
podzialu jest wyznaczane na podstawie czaséw obliczen dla kilku wstgpnie wybranych transpo-

zycji. W szczeg6lnoscei: dla transpozycji tg rangi O1i tp rangi [ (20 — 1) /3] — 1 wykonywany jest
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algorytm LCS-BP-LENGTH, a czasy dziatania to odpowiednio: T(t) oraz T(tp). Transpozycje
te sa nastepnie usuwane ze zbioru wszystkich transpozycji (dla nich dtugos¢ podciagéw LCS
zostala wlasnie policzona). Teraz wybierane sg transpozycje t3 oraz t4 o rangach odpowiednio:
[(20 — 3)/3] — 1 oraz 20 — 4 (najrzadsza transpozycja) i dla nich wykonywany jest algorytm
LCTS-HS-3. Uzyskane czasy to odpowiednio: T(t3) oraz T(ts).

Istota dziatania algorytmu hybrydowego jest zatozenie, ze dla kazdego z algorytmoéw, LCTS-
HS-3 i LCS-BP-LENGTH, czas dziatania z dobrym przyblizeniem zalezy liniowo od liczby do-
pasowan. OczywiScie zatozenie to nie jest spetniane doktadnie, ale wstepne eksperymenty po-
kazaly, ze przyjeta strategia sprawdza si¢ catkiem dobrze w praktyce. Zalezno$¢ czasu dziata-
nia algorytmu LCTS-HS-3 od liczby dopasowan jest doS¢ oczywista. W przypadku algorytmu
LCS-BP-LENGTH juz tak nie jest, ale eksperymenty pokazuja, ze prawdopodobnie z powodoéw
zaleznych od sprzetu tez daje si¢ taka zalezno$¢ zauwazyé, choc jest ona staba. Otrzymane
4 czasy dla 4 transpozycji sa wystarczajace, aby poprowadzi¢ dwie proste i na podstawie ich
punktu przeci¢cia wyznaczy¢ zakresy transpozycji do przetwarzania przez poszczegdlne algo-
rytmy sktadowe. W szczeg6lnosci pierwsza prosta prowadzona jest przez punkty: (d(ty),t(t1))
i (d(t2),t(t2)), a druga przez punkty: (d(t3),t(t3)) i (d(ts),T(ts)). Transpozycje o liczbie do-
pasowan wigkszej niz pierwsza wspétrzgdna otrzymanego punktu przeciecia przetwarzane sa
algorytmem LCS-BP-LENGTH, a pozostate algorytmem LCTS-HS-3. Oczywiscie cztery wcze-
S$niej policzone transpozycje nie sg ponownie przetwarzane. Kolejnym ulepszeniem algorytmu
LCTS-HS-3 jest przedwczesne jego przerwanie, jesli na ktéryms etapie wiadomo juz, ze dla bie-
zacej transpozycji niemozliwe jest poprawienie najlepszego uzyskanego wyniku, nawet gdyby
dla kazdego kolejnego wiersza dtugos$¢ podciggu LCS wzrastala o 1. Poniewaz, statystycznie
rzecz biorgc, dla gestszych transpozycji jest wigksza szansa otrzymania dtuzszych wspdélnych
podciagéw, wiec najpierw uruchamiany jest algorytm LCS-BP-LENGTH, a po nim dopiero al-
gorytm LCTS-HS-3, dzigki czemu ta idea przedwczesnego zakoniczenia przetwarzania w algo-
rytmie LCTS-HS-3 jest czgSciej stosowana.

Na koniec warto odnotowac, ze sumaryczna ztozono$¢ czasowa proponowanego algorytmu
jest O(nfm/w]|o +nm[loga/logw]), wliczajac czas przetwarzania wstepnego dla obu sktado-
wych algorytméw w najgorszym przypadku (przy zalozeniu ze W = O(Iogo(l) n).

8.4.2. Wyniki eksperymentalne

W celu poréwnania algorytmu zaproponowanego w podrozdz. 8.4.1 z innymi algorytma-
mi dla problemu LCTS przeprowadzono seri¢ eksperymentéw podobnych do tych opisanych
w podrozdz. 8.3.3. W testach zastosowano komputer wyposazony w procesor AMD Athlon64
5000+ (zegar 2600MHz) i 2048MB RAM, dziatajacy pod kontrolg systemu operacyjnego MS

Vista64. Wszystkie algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku C++, a do kompilacji uzyto
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Rys. 8.7. Skumulowana procentowa liczba dopasowari (poczawszy od transpozycji najrzadszych) w za-
leznosci od rangi transpozycji (problem LCTS)
Fig. 8.7. Cumulative % matches vs. % transpositions counted from the most rare transpositions (LCTS
problem)
MS Visual C++ 2005 z opcjg -Ox (maksymalna optymalizacja pod katem szybkos$ci dziatania).
Eksperymenty przeprowadzono zaréwno dla w = 32 jak i w= 64.
Dane uzyte do testéw byly trzech rodzajow:
e MUSIC: dane rzeczywiste z plikéw MIDI (te same, ktérych uzyto w podrozdz. 8.3.3),
e RAND: ciagi wygenerowane za pomocg generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie row-
nomiernym,
e GAUSS: ciagi wygenerowane za pomocg generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie
Gaussa (Srednia w potowie alfabetu, a odchylenie standardowe — 0/8).
Z wyjatkiem pierwszego rodzaju danych ciagi byly generowane dla r6znych rozmiaréw alfabetu.
W pierwszym eksperymencie, dla zestawu MUSIC, ciagi do testow zostaly utworzone jako
losowo wybrane fragmenty tego ciggu bazowego. Dla kazdej dlugosci ciaggéw (n = m) wyge-
nerowano 101 par, a otrzymane czasy sa mediang czaséw wykonan dla tych par. Rysunek 8.7
pokazuje zalezno$¢ pomigdzy procentowa liczbg transpozycji z najmniejsza liczba dopasowan
a sumaryczng procentowa liczba dopasowan, ktére te transpozycje zawieraja. Mozna z niego od-
czytaé, ze, dla danych rzeczywistych (MUSIC), 20% najczestszych transpozycji zawiera ponad
50% wszystkich dopasowan, a 60% istniejacych transpozycji zawiera ponad 90% dopasowan.
Dla danych losowych krzywa ta jest znacznie bardziej ptaska.
Na rys. 8.8 pokazano sumaryczny czas dzialania proponowanego algorytmu hybrydowego
w zaleznoSci od maksymalnej liczby dopasowan w ramach transpozycji przetwarzanych przez
algorytm sktadowy LCTS-HS-3. Analogiczng zalezno$¢ przedstawiono narys. 8.9, z ta r6znica,
ze tu pokazano wykresy dla alfabetéw réznych rozmiaréw. (Skrajne warto$ci progéw dotycza
sytuacji, w ktérej wszystkie transpozycje przetwarzane sg przez ten sam algorytm sktadowy).
W wigkszosci przypadkéw, dla alfabetéw do rozmiaru 64 lub 128 (w zaleznosci od zestawu
danych i wersji, 32- lub 64-bitowej), szybszym z dwdch algorytméw sktadowych okazywat
si¢ LCS-BP-LENGTH. Jedynie dla wigkszych alfabetéw wygrywata sktadowa HS. Mozna réw-
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Rys. 8.8. Czasy dziatania algorytmu LCTS-HyBrip dla problemu LCTS dla zmieniajacego si¢ progu
podziatu maksymalnej liczby dopasowan w transpozycji przetwarzanej przez sktadowa LCTS-
HS-3. Go6rne pary krzywych dla n = m= 4096 dolne pary dlan=m=512

Fig. 8.8. Processing time of LCTS-HyBriD algorithm with varying threshold of the maximal number
of matches in transpositions handled by the LCTS-HS-3 component. Top pairs of curves for
n= m= 4098 bottom pairs for n=m= 512

10 10 h Zo-o- -
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Rys. 8.9. Czas dziatania algorytmu LCTS-Hysrip dla problemu LCTS dla zmiennego progu podziatu
maksymalnej liczby dopasowan w transpozycji przetwarzanej przez sktfadowa LCTS-HS-3.n=
m=4096 0 = 16,...,256 w = 64

Fig. 8.9. Processing time of LCTS-HyBriD algorithm with varying threshold of maximal number of mat-
ches in transpositions handled by the LCTS-HS-3 component. n=m= 4096 0 = 16,...,256
w =64

niez zauwazy¢, ze w przypadku danych gaussowskich czas dziatania algorytmu bardziej zalezy

od drobnych zmian progu podziatu transpozycji pomi¢dzy sktadowymi LCTS-HS-3 i LCS-BP-

LENGTH.

Z testow wynika, ze najlepszym punktem podzialu dla danych rzeczywistych jest prze-
twarzanie okoto 80-90% dopasowan (z najczestszych transpozycji) przez algorytm LCS-BP-
LENGTH, a pozostalych 10-20% przez wariant algorytmu LCTS-HS-3 (tabele 8.1-8.4). Inny-
mi stowy (rys. 8.7), mniej niz 40% najczgstszych transpozycji powinno by¢ przetwarzanych
przez skfadowa LCS-BP-LENGTH. Mozna réwniez zauwazyC, ze sktadowa LCS-BP-LENGTH
przetwarzajaca wszystkie transpozycije jest szybsza o okoto 25% (implementacja 32-bitowa) lub
100% (implementacja 64-bitowa) niz sktadowa LCTS-HS-3 przetwarzajaca wszystkie transpo-
zycje.

W celu okreSlenia, jak dobrze wykonywany jest podziat transpozycji pomiedzy obie sktado-

we, wyznaczony zostal takze najlepszy mozliwy prég (kolumna,,Czas najl.”). Jak mozna zauwa-



146 8. Najdiuzszy wsp6lny podciag niezmienniczy wzgledem transpozycji

Tabela 8.1
Czasy dziatania algorytmu LCTS-HyBrip (W = 32) dla problemu LCTS, dane: MUSIC
n=m Czas BP CzasHS Czasnajl. Czas hyb. Prég najl.  Prog hyb. Trans. BP  Dopas. BP

[ms] [ms] [ms] [ms] [e] [e] [e] [e]
256 0,3157 0,5167 0,2686 0,2768 1,6928 1,3930 454 83,8
512 1,4366 1,7222 0,9210 0,9686 1,8621 1,5752 42,1 80,5
1024 5,5727 6,3598 3,0630 3,1441 1,6928 1,4759 40,2 81,5
2048 23,2568 25,5058 13,3131 13,5623 1,5389 1,4969 34,8 78,3
4096 91,7169 95,0223 44,9423 45,6610 1,3990 1,4930 34,7 80,9
8192 381,6627 381,3309 185,5993 188,4778 1,5389 1,5642 33,6 79,9

Tabela 8.2

Czasy dziatania algorytmu LCTS-HyBrip (W = 64) dla problemu LCTS, dane: MUSIC
n=m Czas BP CzasHS Czasnajl. Czas hyb. Prog najl.  Prog hyb. Trans. BP  Dopas. BP

[ms] [ms] [ms] [ms] [%o] [%o] [%o] [%o]
256 0,1842 0,5183 0,1842 0,2151 0,0000 0,7371 61,9 92,4
512 0,6811 1,7288 0,5669 0,5868 0,8687 0,7022 61,2 93,1
1024 3,0936 6,3303 2,0560 2,1032 1,1562 0,8202 55,0 91,1
2048 12,2291 25,5285 8,3442 8,6279 0,8687 0,7895 52,1 90,1
4096 47,1900 95,0745 28,4840 29,0666 0,7897 0,7683 48,9 91,8
8192 193,8347 380,7648 112,5319 113,1798 0,8687 0,7952 43,7 91,2

Tabela 8.3

Czasy dzialania algorytmu LCTS-HyBrID (W = 64) dla problemu LCTS, dane: RAND-128
n=m Czas BP CzasHS Czasnajl. Czas hyb. Prég najl.  Prég hyb. Trans. BP  Dopas. BP

[ms] [ms] [ms] [ms] [%] [%] [%] [%]

256 0,7996 1,4635 0,7677 0,7771 0,1890 0,1898 75,6 93,6
512 2,7441 4,5429 2,4480 2,4640 0,2287 0,2248 71,3 91,2
1024 11,8452 15,4458 9,6989 9,7430 0,3044 0,2938 62,3 85,3
2048 42,9331 56,6781 34,5518 34,7321 0,3044 0,2914 62,3 85,6
4096 164,4345 215,2981 130,7266 131,3415 0,3044 0,2933 62,3 85,3
8192 729,7012 877,4197 572,9071 576,5836 0,3349 0,3295 57,6 81,8

zy¢, zaproponowany sposob podziatu transpozycji oparty na idei znalezienia punktu przecigcia
prostych zachowuje si¢ catkiem dobrze, poniewaz strata w stosunku do najlepszego mozliwego
do uzyskania wyniku wynosi zwykle nie wigcej niz 2% (najgorszy przypadek to n = m= 256
w tabeli 8.2, gdzie wynosi ona 6%).

Szczegoétowe czasy dziatania algorytméw: LCTS-HS-3, LCS-BP-LENGTH i proponowanej
wersji hybrydowej podane sa w tabelach zaréwno dla wersji 32-, jak i 64-bitowej. Kolejne
wiersze tabeli zawieraja dane dla réznych diugosci ciggéw wejsciowych od N = m= 256 do
n=m= 8192 Krétkiego wyjasnienia wymaga prawa cz¢$¢ kolumn tabel. Kolumna ,,Prég najl.”
okre$la minimalng procentowa liczbe dopasowar w transpozycji, dla ktérej algorytm LCS-BP-
LENGTH dziata szybciej niz algorytm LCTS-HS-3. Kolumna ,,Prég hyb.” zawiera podobng in-
formacje, z ta réznica, ze warto$ci w niej umieszczone zostaly wyznaczone przez proponowany

algorytm hybrydowy. Zgrubnie mozna stwierdzi¢, ze im blizsze wartoSci w tych dwu kolum-
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Tabela 8.4
Czasy dzialania algorytmu LCTS-HyBRrID (W = 64) dla problemu LCTS, dane: GAUSS-128

n=m Czas BP CzasHS Czasnajl. Czas hyb. Prég najl.  Prog hyb. Trans. BP  Dopas. BP
[ms] [ms] [ms] [ms] (o] [e] [e] [e]
256 0,5463 1,1105 0,4193 0,4316 0,1420 0,2572 51,1 94,3
512 1,9991 3,7308 1,3030 1,3254 0,1890 0,2741 46,7 94,0
1024 9,2762 13,3282 5,0989 5,1376 0,3349 0,3455 40,3 92,3
2048 35,9229 50,6291 18,0331 18,1210 0,3349 0,3336 38,0 92,6
4096 144,2099 198,6377 67,3530 67,4932 0,3044 0,3349 36,1 92,7
8192 597,2110 778,5215 263,3859  263,5459 0,3684 0,3506 34,3 92,3

nach, tym algorytm hybrydowy powinien dziala¢ lepiej.” W kolumnie ,.Trans. BP” znajduje si¢
informacja o procentowej liczbie transpozycji przetwarzanych przez sktadowg LCS-BP-LENGTH
w algorytmie hybrydowym. Kolumna ,,.Dopas. BP” informuje o procentowej liczbie dopasowari
przetwarzanych przez sktadowa LCS-BP-LENGTH w algorytmie hybrydowym.

Dla danych muzycznych algorytm hybrydowy jest szybszy od szybszego z algorytméw
sktadowych od 1,36 (n = 256) do 1,97 (n = 8192 razy w implementacji 32-bitowej i od 1,11
(n=256) do 1,71 (n= 8192 razy w implementacji 64-bitowe;j.

Dla danych losowych (RAND) sytuacja jest nieco inna. Dla alfabetéw matych i Srednich
(do okoto 0 = 64) algorytm LCS-BP-LENGTH jest znacznie szybszy niz algorytm LCTS-HS-3.
Nawet w implementacji 32-bitowej jest on czterokrotnie szybszy dla g = 16i n = 4096 Sytuacja
zmienia si¢ dla 0 = 1281 0 = 256. Co ciekawe, dla matych alfabetéw sktadowa LCTS-HS-3
okazuje sie szybsza od skfadowej LCS-BP-LenGTH dla kilku najrzadszych transpozycji, dzieki
czemu algorytm hybrydowy okazuje si¢ nieznacznie szybszy (do 10%y). Dla duzych alfabetow
sktadowa LCS-BP-LENGTH jest wolniejsza od sktadowej LCTS-HS-3 dla niemal wszystkich
transpozycji (lub wrecz dla wszystkich). Wobec tego algorytm hybrydowy degeneruje si¢ do
algorytmu LCTS-HS-3. Przypadkiem granicznym jest 0 = 128 w ktérym algorytm hybrydowy
jest szybszy niz szybsza ze sktadowych (LCTS-HS-3) o 12-24%.

8.5. Algorytm rownolegly dla procesoréw graficznych

8.5.1. Algorytm

Niniejszy podrozdzial zawiera opis algorytmu réwnoleglego dla procesoréw GPU wyzna-
czania dtugosci podciagu LCTS, ktdry zostal zaproponowany przez autora w [66, 71]. W dostep-
nej literaturze nie ma, jak dotad, podobnych algorytméw. Idea dziatania tego algorytmu opiera
si¢ na ogélnym schemacie dziatania algorytméw dla procesoréw GPU zaproponowanym w pod-
rozdz. 7.6.2. Zastosowany zostanie ten sam ogdlny schemat algorytmu LCS*-CUDA przedsta-

wiony w pseudokodzie z rys. 7.13. Zasadniczg r6znica pomi¢dzy problemami LCTS a LCS,

"Doktadniejsza dyskusje wynikéw w podanych tabelach mozna znalezé w [73].
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z punktu widzenia zréwnoleglania, jest to, ze problem LCTS mozna rozdzieli¢ na niezalezne
podproblemy, tzn. 20 — 1 niezaleznych zadari wyznaczenia podciaggu LCS dla kazdej mozliwej
transpozycji, z ktérych nastepnie zostanie wybrany najdtuzszy wspdlny podciag. W celu osia-
gnigcia jak najwiekszej szybkoSci dziatania punktem wyjScia do zréwnoleglania jest algorytm
rownolegtosci bitowej dla problemu LCS (podrozdz. 7.3.4). Poniewaz wsréd gtéwnych zasto-
sowati problemu LCTS znajduje si¢ porownywanie sekwencji muzycznych, w ktorych rozmiar
alfabetu, 0, jest znacznie wigkszy niz 32, wigc ponizej uzyty zostanie tylko algorytm z tablica
posredniczacag (por. podrozdz. 7.6.4).

Na etapie przetwarzania wstepnego (rys. 7.13, wiersz 1), tréjwymiarowa macierz dzielona
jest na dwuwymiarowe pudetka. Poniewaz pomi¢dzy poziomami tej tréjwymiarowej macierzy
nie wystepuja bezposrednie zalezno$ci, wigc liczba pudetek, ktére moga by¢ obliczane réwno-
legle, jest duza (co najmniej 20 — 1).

Wektory masek bitowych dla dowolnych dwu transpozycji t; oraz tp takich, ze t; —to =
ta sa przesunicte wzgledem siebie o tp, co pozwala na zapisanie wszystkich wektoréw ma-
sek bitowych (dla wszystkich transpozycji) z uzyciem tylko 30| m/wg]| stéw pamieci (a nie
(20 — 1)o[m/w], jak mogtoby sie¢ wydawac, gdyby uzy¢ naiwnej reprezentacji, w ktérej dla
kazdej transpozycji tworzone sg niezalezne wektory masek). Struktury danych przechowywane
w pamieci globalnej dla tego algorytmu to:

e tablica nstéw na ciag A,
e tablica 3/m/wy| 0 stéw na wektory masek bitowych,
e tablica (n(20 — 1)) stéw na przeniesienia z gérnych krawedzi,

e tablica (|m/wg|(20 — 1)) stéw na wektory bitowe z lewej krawedzi.

Whiosek 8.11. Ztozonosé pamieciowa algorytmu LCTS-CUDA jest

o(f[2])e)

Kod jadra tego algorytmu jest bardzo podobny do kodu jadra dla duzych alfabetow algoryt-
mu réwnolegtosci bitowej dla problemu LCS (rys. 7.16), dlatego tez zostanie tu pominig¢ty.

Rozwazajac ztozonos$¢ czasowa proponowanego algorytmu, mozna zauwazyc¢, ze w algo-
rytmie z tablicg poSredniczacg dla problemu LCS (podrozdz. 7.6.4) sktadnikiem dominujagcym
byt czas potrzebny do wczytania do tej tablicy wektorow masek. Latwo mozna sprawdzic¢, ze
w algorytmie dla problemu LCTS dominujacy bedzie ten sam skfadnik. W zwigzku z tym, ze

w tym problemie wykonywanych jest ©(0) razy wigcej obliczeri niz w problemie LCS:

Wnhiosek 8.12. ZfoZonos¢ czasowa proponowanego algorytmu LCTS-CUDA jest

nmo
O(——). .
<ﬂ2Wg) (®2)
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Wnhniosek 8.13. Przyspieszenie w stosunku do algorytmu sekwencyjnego dla procesora CPU

wykonujgcego ©(NMO /We) operacji wynosi

e <%) . (8.6)

We
8.5.2. Wyniki eksperymentalne

Dla oceny zaproponowanego algorytmu wykonane zostaty eksperymenty z uzyciem naste-
pujacego zestawu komputerowego:

e CPU: procesor AMD Phenom II X4 810 taktowany zegarem 2600 MHz z 4 MB pamic¢ci
podrecznej trzeciego poziomu, 4096 MB RAM (taktowanej 1033 MHz),

e GPU: procesor NVidia GTX 260 taktowany nast¢pujaco: 696 MHz (jadro), 1501 MHz (mul-
tiprocesory), 896 MB pamigci globalnej (taktowanej 1100 MHz) z 27 multiprocesorami
(kazdy multiprocesor zawiera 8 rdzeni).

Przyspieszenie mierzono w taki sam sposo6b jak w podrozdz. 7.6.5. Uzyto takiego samego kom-

pilatora i tej samej wersji biblioteki CUDA.

Wszystkie czasy sg medianami ze 101 wykonan. Zamiast czaséw absolutnych, na wykre-
sach pokazane jest przyspieszenie w stosunku do odpowiedniego algorytmu sekwencyjnego
(dziatajacego na jednym rdzeniu procesora CPU). Algorytmy na wykresach oznaczane sg na-
stepujaco:

e (CPU-s —algorytm sekwencyjny dla procesoréw CPU,

e (CPU-p —algorytm réwnolegly dla procesoréw CPU (wykorzystany CPU zawiera 4 rdzenie,
ale wstepne eksperymenty pokazaly, ze lepiej jest uruchamiac¢ naraz 32 watki),

e GPU - algorytm réwnolegty dla procesoréw GPU z tablica poSredniczaca.

W problemie tym, dla ciggéw krétkich, m < 214, pojedynczy blok moze obliczy¢ cala dwu-
wymiarowg macierz dla jednej transpozycji. Dzigki temu wystepuje tylko jedno wywotanie kodu
jadra, co redukuje do minimum czas komunikacji CPU-GPU. Dla diuzszych ciagéw wywotan
kodu jadra jest oczywisScie wigcej. Wyniki dla 0 = 128(rys. 8.10a), typowego rozmiaru alfabetu
dla sekwencji MIDI, pokazuja, ze maksymalne przyspieszenie osigga warto$S¢ 7. Eksperymen-
ty dla réznych rozmiaréw alfabetéw (rys. 8.10b) pokazuja powolny wzrost przyspieszenia dla
duzych alfabetéw, ale nawet dla 0 = 1024przyspieszenie osiaga wartos¢ jedynie 8.

Niemonotoniczny wzrost przyspieszenia, wystepujacy w okolicach0 =32,0 =64,0 =192
wynika z architektury procesora GPU uzytego w eksperymentach. Przyktadowo, dla 0 = 32ist-
nieja 20 — 1 = 63 transpozycje i taka sama liczba blokéw. Poniewaz procesor GPU zawiera 27
multiprocesoréw, wiec zgrubnie rzecz ujmujac 9 z nich oblicza 3 bloki, a 18 oblicza 2 bloki.
Calkowity czas obliczen jest zdeterminowany przez obliczenia wykonywane przez 9 najbardzie;j

obcigzonych multiprocesoréw. Dla 0 = 24 jest wiec 47 blokéw i na zaden multiprocesor nie
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Rys. 8.10. Poréwnanie przyspieszenia algorytmu réwnolegtosci bitowej dla procesora GPU w stosunku
dla algorytmu LCTS-BP-LenGTH dla procesora CPU. Rozmiary pudetek zostaty dostosowane
do diugosci ciagéw w nastepujacy sposéb: by, = by~ = min (n, 214) by = be’" = min (m, 214)
Fig. 8.10. Comparison of the speedup for the bit-parallel LCTS algorithm for GPU over LCTS-BP-
LenaTH algorithm for CPU. The box sizes were adjusted to the sequences lengths as follows:
by = b~ = min(n,2!4) by = b™ = min (m, 214)
przypadaja 3 bloki. Wreszcie, dla 0 = 40 wystepuje 79 blokéw, a multiprocesory obcigzone sa
nastepujaco: 25 obstuguje 3 bloki, a 2 obstuguja 2 bloki. Dlatego tez czasy dziatania algorytmu
dla 0 = 32 oraz 0 = 40 s3 mniej wigcej takie same, a czas dzialania dla 0 = 24 jest znacznie
kroétszy. Czas dziatania algorytmu sekwencyjnego dla procesora CPU zalezy liniowo od 0. Przy-
spieszenie algorytmu CPU-p jest bliskie wartosci teoretycznej dla dtugich ciggéw, ale mniejsze
dla ciggéw krétkich. Dla matych alfabetéw przyspieszenie CPU-p wynosi polowe wartosci teo-
retycznej, poniewaz rdzenie procesora CPU nie s3 rownomiernie obcigzone. W problemie tym
algorytm hybrydowy (CPU+GPU) bylby stosunkowo tatwy do implementacji, poniewaz pro-
blem LCTS mozna zdekomponowa¢ na niezalezne podproblemy, a koszt komunikacji jest nie-
wielki. Wymagany jest jedynie odpowiedni podzial podprobleméw pomiedzy procesory CPU
i GPU. Mozna jednak oczekiwac, ze hybrydowy algorytm osiggnatby przyspieszenie co najwy-
zej 12, a wiec o 50% wiecej od przyspieszenia algorytmu GPU.

8.6. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaproponowano kilka réznych algorytméw wyznaczania podciagu
LCTS. Pierwsze dwa z nich (LCTS-NGMD oraz LCTS-HS) wykorzystuja fakt, ze sumarycz-
na liczba dopasowarn dla wszystkich mozliwych transpozycji wynosi tylko nm, co powoduje,
ze macierze programowania dynamicznego dla tego problemu sg rzadkie. Algorytm LCTS-HS
zostal zaproponowany w kilku wariantach, w zaleznoSci od rodzaju struktury danych wybra-
nej do reprezentowania dopasowan dominujacych o minimalnych rangach na kazdym etapie
algorytmu. Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw pokazuja wyrazng przewage tego al-

gorytmu w stosunku do innych algorytméw znanych z literatury. Kolejnym zaproponowanym
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algorytmem jest algorytm hybrydowy LCTS-HyBRrID taczacy algorytmy LCTS-HS oraz LCS-
BP-LenGTH. Pokazane zostalo, jak za pomoca prostej heurystyki mozna potaczy¢ zalety kaz-
dego z nich i uzyska¢ dzieki temu nawet dwukrotne przyspieszenie obliczen w stosunku do
szybszego z algorytméw sktadowych.

Ostatniag propozycja jest algorytm réwnolegly dla procesoréw GPU oparty na algorytmie
rownolegtosci bitowej LCS-BP-LENGTH. Po zastosowaniu tego samego ogélnego schematu ob-
liczenn w procesorach GPU, ktéry zostat zaproponowany w podrozdz. 7.6, stworzono algorytm,
ktéry w eksperymentach okazat si¢ 6-8 razy szybszy od algorytmu LCS-BP-LENGTH wyko-
nywanego niezaleznie dla kazdej transpozycji. W oczywisty sposob algorytm ten jest takze
kilkakrotnie szybszy od sekwencyjnego algorytmu hybrydowego. W dostepnej literaturze nie
byly opisywane do tej pory proby stworzenia rownolegtego algorytmu dla problemu LCTS ani

w wersji dla procesoréw CPU, ani dla procesoréw GPU.
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9.1. Wprowadzenie

Problem najdtuzszego ukierunkowanego wspolnego podciggu (ang. constrained longest com-
mon subsequence, CLCS) zostal zdefiniowany w [203]. Jest on uogdlnieniem problemu LCS
lepiej sprawdzajacym si¢ w poréwnywaniu niektérych sekwencji biologicznych. W problemie

CLCS wystepuje trzeci ciag, ktory narzuca pewne ograniczenia na cigg wynikowy.

Problem 9.1 (Najdtuzszy ukierunkowany wspdlny podciag, CLCS). Dla ciggow A=ayay. .. ap,
B=Dbiby...bmoraz P = p1p2... pr znaleié¢ najdtuiszy ciqgg S ktory jest podciggiem zaréwno
A jak i B, a jednoczesnie P jest podciggiem S

Przyktad 9.1 (Najdtuzszy ukierunkowany wspdlny podciag, CLCS). Dla ciggow A= ABAADA
CBAABC, B = CBCBDAADCDBA oraz P = CBB najdtuzszym ukierunkowanym wspolnym
podciggiem jest S= BCBAAB. W ciggach A oraz B podkreslono symbole tworzgce podcigg
CLCS, a w ciggu Spodkreslono symbole z ciggu P.

Jednym z zastosowan problemu CLCS opisanym przez Tanga i in. [197] jest poréwnywa-
nie sekwencji RNase, o ktérych wiadomo, ze zawierajg trzy aktywne residua, His(H), Lyn(K),
His(H), kluczowe dla degradacji RNA. Z tego powodu dla biologéw interesujace sg tylko wspdl-
ne podciagi, zawierajace te trzy residua w takiej kolejnosci. O ciaggu HKH moéwi sig, ze ,,ukie-
runkowuje” poszukiwania wspdlnych podciagow.

Problem CLCS jest silnie spokrewniony z problemem ukierunkowanego uliniawiania cig-
gow (ang. constrained sequence alignment, CSA) [197, 174, 110]. W problemie CSA poszuku-
je sie takiego uliniowienia ciggéw, w ktérym wystepuja, w odpowiedniej kolejnosci, kolumny
zawierajgce kolejne symbole ciggu ukierunkowujacego. Mozliwos¢ natozenia takiego ograni-
czenia jest kluczowa w sytuacjach, w ktérych badacz (np. biolog) ma pewng wiedze o tym, jak
powinno wyglada¢ szukane uliniowienie. Dzieki temu moze on z géry wykluczy¢ uliniowienia
o dobrym wyniku, ktére jednak biologicznie nie maja znaczenia.

Podobnie jak dla poprzednich problemoéw, bez utraty ogélnosci zalozymy, ze m < n. Z oczy-
wistych powodéw musi zachodzi¢ r < m. Dopasowaniem bedzie nazywana para (i, j), jesli
aj = bj. Dopasowaniem silnym bedzie nazywana tréjka (i, j,K) taka, ze & = bj oraz g = p.
Rangq tréjki (i, j,K) bedzie nazywana dlugos¢ podciggu CLCS dla Aj, Bj, Pk. Ciagi A oraz B
nazywane sg ciagami gfownymi, a ciag P — ciagiem ukierunkowujgcym.

Dla problemu CLCS zostato zaproponowanych wiele algorytméw. Historycznie pierwszy

z nich [203] jest catkowicie niepraktyczny z uwagi na ogromng ztozono$¢ zaréwno czasowa,



9.1. Wprowadzenie 153

O(n?m?r), jak i pamieciowa. Bardzo szybko po nim pojawita sie jednak cata grupa algorytméw
opartych na programowaniu dynamicznym, ktérych ztozonosé czasowa jest O(nmr), a pamig-
ciowa — O(nmr) lub lepsza. Najprostszym z nich jest algorytm China i in. [42]. Wyznacza si¢
w nim macierz programowania dynamicznego M o wymiarach (n+1) x (m+1) x (r +1) za

pomoca nastepujacej zaleznosci:

M(Gi—-1,j—1k—1)+1, jeslii, j,k>0Aa = bj = px,
M(i—-1,j—1k) +1 jeslii,j > 0,8 = bjA
M, j k= ¢ M-I = LR+ jeslii,j > 0,8 = bj
(k=0Va # p),
maxM(i—1,j,k),M(i,j—1,k)), jeslii,j>O0Aq #b;.
9.1)
Warunki brzegowe zdefiniowane sg nast¢pujaco:
M(i,0,0) =0, dla0<i<n,
M(0,j,0) =0, dla0<j<m, ©.2)
M(i,0,k) =—o0, dlaO<i<ni1<k<r, '

M(0,j,k) =—o0, dla0<j<ml<k<r.

Ilustracje dziatania tego algorytmu przedstawia rys. 9.1. Macierz M, ktdra jest tu wyzna-
czana, pojawia si¢ takze w niektérych innych algorytmach, w szczegdlnosci w algorytmach
proponowanych w niniejszym rozdziale. Ponizej krétko zostang przedstawione istniejace al-
gorytmy rozwiazywania problemu CLCS. Nieco doktadniej zostang pokazane te algorytmy,
ktérych poznanie bedzie przydatne do zrozumienia algorytméw proponowanych w kolejnych
podrozdziatach. Doktadniejsze omowienie pozostatych propozycji mozna znalezé w [75].

Algorytm Penga [172] zostal zaproponowany niezaleznie, ale wyznacza w zasadzie t¢ samg
macierz programowania dynamicznego co algorytm Chinaiin. [42]. Podobnie rzecz si¢ ma z al-
gorytmem Arslana—Egecioglu [22], w ktérym wprowadzono az 4 macierze, ale istota obliczen
jest ta sama. Algorytm znaczaco réznigcy si¢ od wymienionych powyzej zaproponowali Peng
i Ting [174]. Opiera si¢ on na schemacie dziel i zwyci¢zaj. Obliczanie macierzy M wykonywa-
ne jest przez podzial zadania na mniejsze cz¢sci i nastepnie scalenie uzyskanych podmacierzy.
PodejScie to przypomina algorytm Hirschberga dla problemu LCS (por. podrozdz. 7.3.3). Al-
gorytm Wanga [214] jest o tyle interesujacy, ze na etapie przetwarzania wste¢pnego analizuje
si¢, ktére fragmenty tréjwymiarowej macierzy programowania dynamicznego nie musza by¢
obliczane, bo i tak nie moga wptyna¢ w zaden spos6b na koncowy wynik. W dalszej czgsci,
dzieki tym informacjom, redukuje si¢ obszar koniecznych obliczen.

Rozwinigciem algorytmu Arslana—Egecioglu jest algorytm Iliopoulosa—Rahmana [122]. Je-
go autorzy oparli si¢ na tych samych zaleznoSciach rekurencyjnych, ale zmodyfikowali sposéb

wyznaczania warto$ci komoérek macierzy M w nastepujacy sposob:
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k=0 k=1 k=2 k=3

i 01234567 891011 i 0123456 7891011 i 01234586 7891011 i 01234586 7891011
j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC
oC|0|0|0|0O|OfO|1{1|1|1(21|1 oC|—=|—|—|—|—|—|2|1|1|1|1(2 oC|=|=|=|=|=I=I=I=|—|—|—|— oC|=|=|=|=|=I=I=I=|— |||
1B|0|1|1(1|1|1|1|2|2|2|2|2 1B|—|—|—|—|—|—|1|2]2|2|2|2 1B|-|—|—|—|—|—-|—|2]2|2|2]|2 1B == == === =~ |||~
2C|0[1(1{1|1(1|2|2|2|2|2|3 2C|=|—|—|—|—|—12]|2|2|2|2(3 2C|=|—|—|—|—|-|—12]|2|2|2|3 2C == === 1= === |—|—
3B|0[1(1{1|1(1|2|3|3|3(3|3 3B|—|—|—|—|—|—]2]3|3|3|3|3 3B |- |—|—|[—|—|—|—18|3|3[3|3 3B = |=|—|—|=|—|—|—|—|—I3]3
4D|0[1]1|1|2(2|2|3|3|3|3|3 4D |=|—|—|—|—|—12]3|3|3|3|3 4aD|=|=|—-|-|—|—]—13|3]3|3|3 AD|=|=|=|=|=|=|—|—|—|—|3]3
5A|[1]1]2|2|2(3|3|3|4|4(4|4 5sA|-|—|—|—|—|—|2|3|4|4|4|4 SA|-|—|—|—|—|-|—|3|4|4|4|4 sA|=|=|—|—|-|—|-|—|—|—|3|3
6A[1]/1/2|3|3(3|3|3|4|5|5|5 6 Al—|—|—|—|—|—12|3|4|5|5|5 6 Al=|—|—|—|—|—|—13|4|5|5|5 s Al=|—|—|—|-|—|-|—|—|—-|3|3
7D|1]1]2|3|4|4|4|4|4|5|5|5 7D|=|—|—|—|—|—]2|3|4|5|5|5 7D|=|—|—|—|—|-|—|3|4|5|5|5 7D = |=|=|=|=|=|=|—|—|—|3]|3
8C|1]1]2|3|4|4|5|5|5|5|5|6 8C|—|—|—|—|—|—15|5|5|5|5(6 8C|—|—|—|—|—|-|—|3|4|5|5|6 8C|—|=|—|—|—-|—|-|—|—|—|3|4
9D|1]1]2|3|4|4|5|5|5|5|5|6 9D |—|—|—|—|—|—|5|5|5|5|5|6 oD |—|—|—|—|—|—|—|8|4|5|5|6 OD |=|=|—|—|—=|=|—=|—|—|—|3|4
10B(1/2(2|3|4|4|5|6|6|6|/6|6] 10B|—|—-|—|—|—|—|5|/6|6|6|6|6| 10B|-|—|—|—|—|—|—|6|6(6|6|/6] 10B|—|—|—|[—|—|—|—|—|—|—|6|6
11 A(1(2(3|3]4|5|5|6|7|7|7|7| 1 A|=|—|—|—|—|—|5|6|7|7|7|7| 1LA|=|—|—|—=|—|—|—|6|7|7|7|7] 12A]|=|=|—|—|—|—|—|—|—|—|6|6

Rys. 9.1. Przyktad dziatania algorytmu China i in. dla A= ABAADACBAABC, B= CBCBDAADCDBA,
P = CBB. Komorki zaznaczone na szaro oznaczajg dopasowania silne, a symbol ,.— oznacza
warto$¢ —oo

Fig. 9.1. Example of the algorithm by Chin ez al. for A= ABAADACBAABC, B= CBCBDAADCDBA,
P = CBB. Grayed cells denote strong matches and ‘—" symbols denote —oo values

M(i, j, k) = maxM'(i, j,k),M”(i, j,k),M(i — 1, j,k),M(i, j — 1,k)), (9.3)
Vi = M@’} k—1
1 1§i/<i,1r§nj’a<xj,ai/:bj/< (", j",k=1)),
V, = max (M@, j',Kk)),

1<i’<i, 1§j’<j,ai/:bj/

Vi+1, jesli(k=1Vv(k>1AVy>0)ANg=Dhbj=
M’(i,j,k)z{ 11, jesli{ (k>1AV1>0)) A& =bj = px,

0 w przeciwnym przypadku,

1, jesli (i=0Vv j=0)A(a =Dbj),
M7(i,j,k) =S Vo+1, jesli(k=0VVz>0)Aa = b,

0 w przeciwnym przypadku.

W celu wyznaczania wartos$ci Vq i Vo autorzy wykorzystali struktur¢ danych ograniczo-
nego kopca (ang. bounded heap) zaproponowang przez Brodala i in. [36]. Dzi¢ki temu czas
wyznaczenia V1 oraz V> jest O(loglogn). Ponadto, kazda konieczna operacja modyfikacji tego
kopca wykonywana jest w zamortyzowanym czasie O(loglogn) dla kazdego dopasowania. Bio-
rac pod uwagg, ze dopasowari jest O(rd), sumaryczna ztozonos$¢ czasowa tego algorytmu jest
O(rdloglogn). W przypadku gdy rd jest istotnie mniejsze niz nmr, wynik ten jest interesujacy,
niestety w przypadku pesymistycznym ztozonos$¢ czasowa tego algorytmu jest w(nmr).

Idea podobna do tej, na ktérej opart si¢ Wang [214], zostala zastosowana przez He i Ar-
slana [110] dla pokrewnego problemu CSA. Ponizej metoda ta zostanie omOwiona w wersji
zaadaptowanej do algorytmu China i in. Macierz M obliczana jest zgodnie z réwnaniem (9.1),
ale pomija si¢ wyznaczanie wartosci tych komorek, ktére nie moga wptynac na koficowy wynik.
W szczegdlnosci jesli Pk nie jest podciggiem A;, to M(i, j,k) = —co dla dowolnego j. Co wie-
cej, jesli P_g nie jest podciggiem A_j, to wszystkie komérki M (i — 1, j,k— 1) nie maja zadnego
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k=0 k=1 k=2 k=3

i 01234567 891011 i 0123456 7891011 i 01234586 7891011 i 01234586 7891011
j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC
oC|O0|0|0|0O|OO 0oC 1 oC 0C

1B|0|1|1(1|1|1 1B 1 1B 2(2|2 1B

2C 2C 2 2C 2122 2C

3B 3B 3B 3(3(3 3B 33
4D 4D 4D 3[/3(3 4D 33
5A 5A 5A 3(4|4 5A 33
6 A 6 A 6 A 3(4|5 6 A 3(3
7D 7D 7D 3(4|5 7D 3(3
8C 8C 8C 3(4|5 8C 3|4
9D 9D 9D 3(4|5 9D 3|4
10 B 10 B 10 B 10 B 6|6
1A 1 A 1 A 1 A 6|6

Rys. 9.2. Przykiad dziatania algorytmu China i in. z okrojonymi poziomami macierzy dla A =
ABAADACBAABC, B=CBCBDAADCDBA, P = CBB. (Komérki zaznaczone na szaro ozna-
czaja dopasowania silne. Tylko okrojone fragmenty sa wypetnione liczbami)

Fig. 9.2. Example of the algorithm by Chin et al. with trimmed levels for A= ABAADACBAABC, B=
CBCBDAADCDBA, P = CBB. (Grayed cells denote strong matches. Only the trimmed parts
are filled with numbers)

wplywu na M(n,m,r) (jest to doktadnie ten sam przypadek co poprzedni, w ktérym wszystkie

ciagi zostaly zapisane od konica). Podobng obserwacj¢ mozna poczyni¢ dla ciagu B. Wobec te-

£0 na etapie przetwarzania wsteépnego wyznacza si¢ obszary macierzy, ktére mozna wykluczy¢

z obliczen. Ilustracj¢ tego podejScia mozna zobaczy¢ na rys. 9.2.

Dopasowania silne reprezentuja jedyne komorki macierzy, ktérych wartosS¢ zalezy bezpo-
Srednio od warto$ci komérek z innego poziomu macierzy. Po usunigciu ze zbioru wszystkich
dopasowari silnych tych, ktére nie naleza do okrojonych fragmentéw, otrzymuje si¢ zbior tzw.
punktow wejscia-wyjscia (ang. entry-exit points, EEP). He i Arslan pokazali [110], jak efektyw-
nie wyznaczy¢ zbidér EEP i jak dzigki niemu zmniejszy¢ wymogi pami¢ciowe dla algorytmu
rozwigzujacego problem CSA. Oparli si¢ tu na obserwacji, ze jedynymi komérkami poprzed-
niego poziomu macierzy, ktérych wartosci sa konieczne, aby wyznaczy¢ wartoSci komorek na
biezacym poziomie macierzy, sa wartoSci dla komorek sasiednich do EEP z biezacego poziomu

macierzy M. Technika EEP nie byta do tej pory stosowana dla problemu CLCS.

9.2. Algorytm oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego

9.2.1. Podstawowa idea

W niniejszym podrozdziale zaprezentowany zostanie opis algorytmu opartego na metodzie
Hunta—Szymanskiego, ktory zostal zaproponowany przez autora w [64]. Algorytmy oparte na
metodzie Hunta—Szymanskiego sa jednymi z najefektywniejszych metod dla problemu LCS
(por. podrozdz. 7.3.2). Sprawdzaja si¢ one szczegdlnie dobrze w sytuacji, w ktorej liczba do-

pasowan jest stosunkowo niewielka, a wigc macierz programowania dynamicznego jest rzad-
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ka. Niestety, z uwagi na dopasowania silne i wprowadzane przez nie zalezno$ci pomiedzy ko-
morkami z sgsiednich pozioméw macierzy niemozliwe jest zastosowanie tej metody wprost do
problemu CLCS. Jedna z adaptacji tej metody dla problemu CLCS jest algorytm Iliopoulosa—
Rahmana [122] oméwiony w poprzednim podrozdziale. Historycznie pierwsze zastosowanie
tej metody Hunta—Szymanskiego zostanie jednak zaprezentowane ponize;j.

Punktem wyj$cia do rozwazan jest algorytm China i in., a w szczegdélnosci zaleznosci (9.1)—
(9.2). Kazda komérka M(i, j, K) przechowuje diugos¢ podciagu CLCS dla Aj, Bj, P, a wartosci
komoérek M nie malejg dla rosngcych wartoSci indeksow. Pozwala to zapisaé zaleznoS¢ (9.1)
w nastepujacy, rownowazny, sposob przy zachowaniu niezmienionych warunkéw brzegowych
9.2):
0§i’<rir,]%§j’<j M(i,j",k—=1)4+1, jeslii,j,k>0Aa =bj=px,

. max  M(i,j k) +1, jeslii,j > 0,8 =b A(k=0Va ,

M(l, ],k> — 0§i'<i70§j/<j ( J >+ JCS 1 J al ] ( al 7& pk)
max  M(i’,j’.k), jeslii,j > 0Aa #by.

0<i’<i, 0<j'<j,

L (TAVI#])

94)

Przy wyznaczaniu podciggu CLCS mozna ograniczy¢ si¢ tylko do komoérek reprezentuja-
cych dopasowania, poniewaz dla niedopasowan warto$¢ komorki jest tylko kopig wartosci jednej

z sasiednich komérek. Wobec tego zaleznos$¢ (9.4) mozna przedstawic nastepujaco:

max  M(’,j,k—=1)+1, jeslii,j,k>0A&q =bj=p,

0<i’<i, 0<j' <]

M jk=¢ .
max  M(’, k) +1, jeslii,j > 0,8 =bjA(k=0Va # py).
0§i’<i,%§j’<j
= il

9.5)

Poniewaz dlai = Olub j = Onie ma dopasowari, konieczne jest zdefiniowanie w nieco inny spo-
sob warunkéw brzegowych. Robi si¢ to wprowadzajac pseudodopasowanie (0,0) (przyjmujac,

ze ap = bp), dla ktérego wartosci komérek macierzy M zdefiniowane sg nastepujaco:
M(0,0,0) =0 oraz M(0,0,k) =—c dla 1<k<r. (9.6)
Z powodow analogicznych jak dla algorytmu Hunta—Szymanskiego dla problemu LCS zachodzi

Lemat 9.1. Wartosci wszystkich komorek macierzy M reprezentujqcych dopasowania wyzna-
czone za pomocq zaleznosci (9.5) oraz (9.6) sq identyczne jak wyznaczone algorytmem China

iin. —zaleznosci (9.1) oraz (9.2).
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Przetwarzanie dopasowan odbywa si¢ poziomami, a na kazdym poziomie wierszami. Wpro-
wadzona zostanie ponadto macierz T, obliczana réwnolegle z macierza M, zgodnie z zalezno-
Scia

TG,j,k=  max M(’,j k) +1 9.7)

0<i’<i, 0<j'<]j
ai/:bj/

dla wszystkich dopasowan. Wobec tego zaleznoS¢ (9.5) mozna zapisac:

TG, j.k—1), jeslii, ],k =b =
M(I,j,k):{ <|7J7 )7 jeshit, |, >0Aag bj Pk, (9.8)

T(,j,k), jeslii, j>0,a =bjA(k=0Va # px).

W celu obliczenia wartoSci komérek macierzy T stosowany jest wariant algorytmu Hunta—
Szymanskiego dla problemu LCS. Pojedynczy poziom macierzy przetwarzany jest wierszami
od gory do dotu, a w ramach kazdego wiersza od lewej do prawej strony. Dla biezacego po-
ziomu k (dla wszystkich k kolejno od 0 do r) i biezacego wiersza j w liScie L przechowywane
sg pary (i’,h) (dla wszystkich poprawnych wartosci h), gdzie i’ jest najmniejszym takim indek-
sem kolumny, ze przy ustalonych |, k dlugos$¢ podciaggu CLCS dla Aj, Bj, P« wynosi h. Jest
to wiec najmniejsza taka wartos¢ indeksu kolumny, Ze we fragmencie macierzy M(0..i’, j, k)
wystepuje wartos¢ h. Latwo mozna zauwazy¢, ze lista L odpowiada strukturze Q w algorytmie
Hunta—Szymanskiego dla problemu LCS. (Rysunek 9.3 przedstawia zawarto$¢ listy L w czasie
przetwarzania poziomu 0 macierzy M wiersz po wierszu). Po przetworzeniu wszystkich wier-
szy dla biezacego poziomu K wartosci macierzy T obliczone sg w analogiczny sposéb, jak robi

to algorytm Hunta—Szymanskiego dla problemu LCS. Wobec tego:

Whiosek 9.1. Wartosci macierzy M dla dopasowan wyznaczone wedtug zaleznosci (9.8) sq

identyczne jak wyznaczone wedtug zaleznosci (9.5) oraz (9.6).

Po wypelnieniu catej macierzy M warto$¢ maksymalna w niej jest dtugoscig podciagu CLCS.
W celu znalezienia podciggu CLCS potrzebna jest dodatkowo tréjwymiarowa macierz F, w kt6-
rej dla kazdej komérki (i, j,K) reprezentujacej dopasowanie przechowywany jest wskaznik do
komorki macierzy M uzytej do obliczenia wartosci M(i, |, K). Przejscie po komérkach poczaw-
szy od tej z wartoSciag maksymalng, zgodnie ze wskaznikami znajdujacymi si¢ w macierzy F,
pozwala odczytaé podciag CLCS, gdyz wartoSci @ odwiedzanych komoérek tworza cigg wyni-

kowy czytany od korica.

Whiosek 9.2. PowyZej opisany algorytm wyznacza poprawnie dtugosé podciggu CLCS lub
takze podciqg CLCS, jesli wypetniana jest macierz F.
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i 12345678 9101112
i ABAADACBAABGC

1C 1 1 L=(7,1)

2B| |1 2 2 L=(21),(82)

3C 2 3| L=1(2,1),(7,2),(12,3)

4 B[ [1 3 3 L=1(2,1),(7,2),(8,3)

5D 2 L= <2>1>7<5a2>7<873>

6 Al 2|2] |3 44 L =(1,1),(3,2),(6,3),(9, 4)

7 A1 23| |3 4|5 L=(1,1),(3,2),(4,3),(9,4),(10,5)

8D 4 L= <1>1>7<3a2>7<473>><574>a<1075>

9C 5 6| L=(1,1),(3,2),(4,3),(5,4),(7,5), (12,6)
10 D 4 L=(1,1),(3,2),(4,3),(54),(7,5),(12,6)
11 B 2 6 6 L= <1>1>7<2a2>7<473>><574>a(775>7<8!6>
12 A1 3|3] |5 7|7 L =(1,1),(2,2),(3,3), (5,4),(6,5), (8,6), (9, 7)

Rys. 9.3. Przykiad dziatania algorytmu wyznaczajagcego macierz M dla problem CLCS dla A =
ABAADACBAABC, B = CBCBDAADCDBA i k = 0. Aktualna zawarto$¢ listy L pokazana
jest po przetworzeniu kazdego wiersza

Fig. 9.3. Example of the algorithm calculating M matrix for the CLCS problem for A =
ABAADACBAABC, B= CBCBDAADCDBA, and k = 0. The current content of the list L after
finishing each row is also presented

9.2.2. Szczegoly implementacyjne i analiza zfozonoSci

W opisie algorytmu wystepuja trzy trjwymiarowe macierze oraz pewna liczba dodatko-
wych struktur (np. lista L) i zmiennych. WiekszoS$¢ z nich zostata jednak wprowadzona tyl-
ko dla wygodniejszego opisu idei algorytmu. Najtatwiej zredukowaé pamiec dla macierzy T,
mozna bowiem zauwazy¢, ze zawsze wystarczy przechowywacé tylko biezacy (K-ty) i poprzedni
((k — 1)-szy) poziom tej macierzy. Ponadto, lista L oraz poprzedni poziom macierzy T wy-
starczajg do wyznaczenia wartoSci biezacego poziomu zar6wno macierzy M, jak i T. Wartos¢
maksymalng w catej macierzy M mozna otrzymac z ostatniej listy L po zakoniczeniu dziala-
nia catego algorytmu. Dlatego tez przechowywanie macierzy M jest zbyteczne. Wszystkie do-
pasowania dla A i B moga by¢ znalezione szybko: wystarczy tylko wyznaczenie wektora JO
przechowujacego liczbe wystapieni kazdego symbolu alfabetu w A oraz macierzy J' zawiera-
jacej pozycje tych wystapieri. Wektor JO oraz macierz J' mozna zaimplementowaé z uzyciem
O(max(n,0)) stéw pamieci. Macierz T moze byé zaimplementowana z uzyciem O(d) stéw
pamieci, gdzie d jest liczbg dopasowan dla A i B, poniewaz tylko d komdrek tej macierzy jest
wyznaczanych na jednym poziomie macierzy. Lista L zajmuje O(¢) stéw pamigci, gdzie ¢ jest
dtugoscia podciagu LCS dla Ai B. Dla wariantu problemu, w ktérym wynikiem jest dlugos¢é
podciagu CLCS, sa to wszystkie potrzebne struktury danych, a jezeli wynikiem ma by¢ takze
podcigg CLCS, to potrzeba O(rd) stéw pamieci na macierz F. Wobec tego:

Whiosek 9.3. ZioZonos¢ pamigciowa algorytmu opartego na matodzie Hunta—Szymanskiego
wyznaczajgcego dtugosé podciggu CLCS jest ©(d + max(n,0)) stow. Ztozonos¢ pamigcio-
wa tego algorytmu w przypadku wyznaczania takze podciggu CLCS jest ©(rd + max(n, o))

stow.
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Inicjalizacja wektora J° oraz macierzy J* wymaga ©(max(n, o)) czasu, co jest zaniedby-
walne, jesli 0 = O(n). (Przypadek 0 = w(n) bedzie dyskutowany nieco nizej). Przetwarzanie
kazdego poziomu wymaga O(m¢ + d) czasu, poniewaz w kazdym wierszu przegladana jest
od lewej do prawej cata lista L, a dla kazdego dopasowania wykonywany jest co najmniej jeden
dostep do listy L, ale nie wiecej niz (¢ + liczba dopasowan w wierszu) dla wszystkich dopaso-
wan w wierszu, poniewaz algorytm nigdy nie przesuwa si¢ na liScie w tyl. Lista musi by¢ takze
aktualizowana, ale wykonuje si¢ to w prostym, liniowym przej$ciu po niej. Z powyzszego wy-
nika, Ze zarzadzanie listg L wymaga sumarycznie (w calym algorytmie) O((m¢ +d)r) czasu.
Kazdy dostep do macierzy M, T, F wymaga czasu statego. Ponadto, czas inicjalizacji J° i J*

jest O(Nn). Wobec powyzszego mozna sformutowac nastepujacy wniosek:

Whiosek 9.4. Ztozonos¢ czasowa algorytmu wyznaczania podciggu CLCS opartego na meto-

dzie Hunta—Szymanskiego jest O((mé+d)r +n).

Jesli 0 = w(n), to nalezy poczynié nastepujace modyfikacje. Cigg A jest sortowany i usu-
wane sg powtdrzenia, przez co otrzymywany jest cigg A*. Nastepnie kazdy symbol z A, B, P jest
zastgpowany swoim indeksem w A*. Elementy ciagu B, ktdre nie wystepuja w A*, zostajg usu-
nicte (nie wystapia dla nich dopasowania). Takie przeksztalcenie ciggéw wejSciowych wymaga
czasu O(nlogn+m) = O(nlogn), a wiec ztozonos¢ czasowa algorytmu w tym przypadku jest
O((ml +d)r +nlogn).

Pelny pseudokod algorytmu wyznaczajacego dlugos¢ podciagu CLCS pokazany jest na
rys. 9.4. W wierszach 1-2 wyznaczane sg pozycje wystgpien wszystkich symboli alfabetu w cia-
gu A. Poniewaz jest tylko n takich pozycji, wigc macierz J* moze by¢ zaimplementowana z wy-
korzystaniem ©(n) stéw pamigci. Wiersze 3-31 zawierajg gléwna petle algorytmu, w ktorej
macierz przechodzona jest poziomami. Inicjalizacja macierzy M jest tu uproszczona i sprowa-
dza si¢ do ustalenia jej wartosci dla pseudodopasowari (0,0, K) dla kazdego k na: 0 (k= 0) lub
—oo (k> 0). W petli znajdujacej si¢ w wierszach 10-31 biezacy poziom przechodzony jest wier-
szami. Dla kazdego wiersza, po skopiowaniu pseudodopasowania, przetwarzane sg wszystkie
dopasowania w nim sie znajdujace. W wierszach 13-19 wykonywana jest kopia czesci listy L°
do L. Nastepnie wstawiane jest do L* nowe dopasowanie (wiersze 20-26). W wierszach 27—30
wykonywana jest kopia pozostatej czesci listy L° do L. Wreszcie, listy L° i L' s3 zamienia-
ne, dzieki czemu po zakoriczeniu przetwarzania biezacego wiersza lista LO zawiera poprawne
wartosci rang dla dopasowari z przetworzonej czesci biezacego poziomu. Lista L jest nastep-
nie kasowana. Rysunek 9.5 zawiera pseudokod algorytmu znajdujacego podcigg CLCS. Para-
metrami tego algorytmu s3 m.in. struktury L9, F oraz ng = |L°| wyznaczone przez algorytm
CLCS-HS-LENGTH.
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CLCS-HS-LencTH(A, B, P)

Wejscie: A, B — ciggi glowne, dla ktorych wyznaczany jest podciqg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy

Wyjscie: diugos¢ podciggu CLCS

{ Przetwarzanie wstepne}

1 fori< Otoo—1doJ7i]«+ 0O

2 fori« 1ltondoJ%a,l0q]] «i; J%&] <« JO@&]+1
{ Obliczenia wtasciwe}

3 fork<Otordo

4 if k= 0 then

5 LO[0].£ <0

6 else

7 L0[0].£ + —oo

8 LO[0].i +— —o0; LO[0].j ¢ —o0

9 <1 n<«+0

10 for j + 1tomdo

11 L] « LO[0); me<m+1 p«1

12 for x « 0 to J°[bj] — 1 do

13 i+ Jbj][¥

14 while p < ng do

15 if LO[p].i > i then

16 break

17 else if L1[n; — 1].¢ < L9[p].£ and L°[p].¢ > O then
18 Lmg) < LO%p); np<m+1

19 p+p+1

20 if K> O and b; = px then

21 ve T, T, j]« Lp-1.+1

22 else

23 Ve LOp—1.6+1; Tli,jj«vVv

24 Fli,j,kl.i < L°[p—1].i; FIi,j,kl.j < L[p—1].]
25 if L1[ny — 1].¢ < v then

26 Ll[n]_].i <~ Ll[n]_].j s Ll[nl].€<—v; np<n+1
27 while p < ng and L[y — 1].¢ > LO[p].¢ do

28 p+p+1

29 while p < ng do

30 Lin] < LO%p); mp<m+1 p«p+1l

31 LO<—L1; Np<Ny; Np<«0

32 return L[y — 1].¢

Rys. 9.4. Algorytm wyznaczania dtugosci podciggu CLCS oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego
Fig. 9.4. Algorithm computing the length of the CLCS based on Hunt—Szymanski method
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CLCS-HS-SeQuENce(A, B, P, L°, no, F)

Wejscie: A, B — ciggi glowne, dla ktorych wyznaczany jest podciqg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
LO — wektor wyznaczony w algorytmie CLCS-HS-LENGTH
No — rozmiar wektora L9
F — macierz wyznaczona w algorytmie CLCS-HS-LENGTH
Wyjscie: podciqg CLCS

1 i L%ng—1]i; j« Lng—1].j; ke«
2 for ¢+ L%ng— 1].¢ downto 1 do

3 Sg(—bj

4 if k> O and bj = py then

5 k«— k-1

6 i« Fli,j,K.i; J«F[i,],K.j
7 i j«

8 return §;S...S o, 150

Rys. 9.5. Algorytm wyznaczania podciagu CLCS oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego
Fig. 9.5. Algorithm computing the CLCS based on Hunt—Szymanski method

9.2.3. Zastosowanie techniki punktéw wejScia-wyjsScia

W [75] autor zaproponowat algorytm adaptujacy technike EEP do algorytmu opartego na
metodzie Hunta—Szymanskiego. Propozycja ta zostanie opisana w niniejszym podrozdziale. Po-
niewaz algorytm ten przetwarza macierz M poziomami, wigc na etapie przetwarzania wstepnego
(w czasie O(n)) wystarczy wyznaczy¢, dla ktérych dopasowan wyznaczanie wartosci M(i, j, K)
jest zbedne. Ztozonos$¢ czasowa zmodyfikowanego algorytmu nie zmienia si¢, bo w pesymi-

stycznym przypadku redukcja rozmiaru macierzy M bedzie znikoma.'

9.2.4. Wyniki eksperymentalne
Szczegély implementacyjne i Srodowisko testowe

Implementujac tak duza liczbe algorytméw do praktycznych testéw, istotne jest, aby byly
one zaprogramowane z podobng dbatoscig o szczegoty, ktére moga mie€ istotny wplyw na czas
dziatania. W przypadku problemu CLCS szczegdlnie istotne jest efektywne zarzadzanie pamie-
cia, gdyz dla ciaggéw o typowych rozmiarach zajeto$¢ pamieci moze by¢ bardzo duza. Przykta-

dowo, w opisie algorytmu China i in. nie jest okreslone, w jaki sposéb nalezy reprezentowac

I'Technika EEP nie zostata zastosowana dla pozostalych istniejacych algorytméw wyznaczania podciggu CLCS
z ponizszych powodéw. Algorytmy Penga i Arslan-E8ecioglu stosuja bardzo podobna zasade obliczefi jak algorytm
China i in., ktéry we wstepnych eksperymentach okazat si¢ szybszy, wobec czego takze po zastosowaniu techniki
EEP zmodyfikowany algorytm China i in. powinien by¢ szybszy niz te dwa wspomniane i zmodyfikowane algoryt-
my. Algorytm Penga—Tinga opiera si¢ na metodzie dziel-i-zwyci¢zaj i zastosowanie do niego techniki EEP nie jest
fatwe. Algorytm Wanga wykorzystuje podobna optymalizacje do techniki EEP. Algorytm Iliopoulosa—Rahmana
oblicza macierz programowania dynamicznego w taki sposéb, ze nieistotne dopasowania sa w nim traktowane
specjalnie i zastosowanie techniki EEP nie przyniostoby wickszych efektéw, a bytoby skomplikowane.
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macierz M i w jakiej kolejnosci jg obliczaé. Dogodnie jest opisywac ten algorytm w taki sposob,
ze kolejne poziomy obliczane sg jeden po drugim. Sugeruje to takg sama organizacje macie-
rzy M w pamigci operacyjnej. W praktyce rodzi to spore problemy zwiazane z wymiataniem
pamieci podrecznej (ang. cache memory). Jesli (i, j, K) jest dopasowaniem silnym, to do oblicze-
nia M(i, j, k) konieczne bedzie odczytanie M(i — 1, j — 1,k — 1), ktéra to komdrka w pamigci
operacyijnej znajduje si¢ okolo 4nm bajtéw? wczesniej, co nawet dla ciaggéw o umiarkowanej
dtugosci moze oznacza¢ megabajty. W tej sytuacji mozna mie¢ w zasadzie pewnos¢, ze warto-
Sci M(i—1,j —1,k—1) juz w pamieci podrecznej nie bedzie.

Alternatywnym sposobem jest wirtualne przetransponowanie macierzy, tak aby wspomnia-
ne komorki znajdowaly sie w odlegtosci 4rm bajtéw, co w praktyce znaczaco zwicksza szanse
na szybszy dostep do wartosci M(i — 1, j — 1, k— 1), poniewaz r jest zwykle bardzo matg licz-
ba catkowita. Wstepne eksperymenty pokazaly, ze taka zmiana organizacji macierzy w pamieci
i co za tym idzie zmiana kolejnoSci obliczen powoduje ok. 20% redukcje czasu dziatania, wobec
czego w dalszych eksperymentach uzyto juz tylko tej zmodyfikowanej wersji algorytmu.

Wszystkie algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku C++. Do kompilacji uzyto MS
Visual C++ 2008 z opcjg kompilacji -Ox (maksymalna optymalizacja ze wzgledu na czas dzia-
tania). Eksperymenty wykonano na komputerze wyposazonym w procesor AMD Phenom II X4
810 (zegar 2600MHz) i 4096 MB RAM.

Zestawy danych i metodologia testow

W celu gruntownego poréwnania algorytméw, eksperymenty przeprowadzone zostaly za-
réwno na danych rzeczywistych, jak i losowych.? Dane losowe zostaly zastosowane, aby poréw-
na¢ zachowanie algorytméw dla réznych: dlugosci gtdwnych ciggéw, dtugosci ciggu ukierun-
kowujacego, rozmiaru alfabetu. Dane zostaly wygenerowane z zastosowaniem generatora liczb
pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym. Do testow na danych rzeczywistych stworzony
zostal korpus ciaggéw zaproponowanych w literaturze dla oceny algorytméw rozwigzywania
pokrewnych probleméw, takich jak CPSA i CMSA. Chin i in. w eksperymentach dla proble-
mu CMSA [43] zaproponowali cztery zestawy testowe, zawierajace sekwencje RNase o dtugo-
Sciach z zakresu [111 327). Wszystkie te dane zostaly wigczone do stworzonego w niniejszym
rozdziale korpusu. Wiaczono do niego takze dane zaproponowane przez Lu i Huanga [148],
ktérzy wykonywali eksperymenty takze dla problemu CMSA. Dane te zawieraja sekwencje
z rodziny proteaz asparaginowych. Krétka charakterystyka stworzonego korpusu przedstawio-

na jest w tabeli 9.1%. Entropia rzedu 0 zostata wyznaczona dla kazdego zestawu ciggéw, aby

2Zaktada sie tu, ze pojedyncza komérka macierzy M jest przechowywana na 4 bajtach.
3Opisane tu eksperymenty zostaly przeprowadzone w ramach pracy autora [75].
“Dane dostepne pod adresem http://sun.aei.polsl.pl/~sdeor/pub/do09-ds.zip
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Tabela 9.1

Zestawy testowe z danymi rzeczywistymi uzyte w eksperymentach dla problemu CLCS. Kolumna Hgp
zawiera entropi¢ rzedu O ciaggéw w bitach (entropia ciagu dla rozktadu réwnomiernego przy rozmiarze
alfabetu 20 wynosi okoto 4,322 bita)

Zestaw Liczba
danych ciagéw

Zawarto$¢

Dtugos¢ ciagdéw
(min., med., maks.) alfab.

Rozm.

Ho Zr(’)dio

dsO 7

H-RNase3, H-RNase2, BP-RNaseA,
BS-RNase, H-RNaseA, H-RNase4, RC-RNase

(111, 124, 134)

20

4172 [43]

dsl 6

gi|119124|sp|P12724|ecp_human,
£i|2500564|sp|P70709 |ecp_rat,
2i|13400006|pdb|1dyt|,
£i|120930966|ref|xp_142859.1
2i[20873960|ref[xp_127690.1
2i|20930966 |ref|xp_142859.1|

[l

[l

(124, 149, 185)

20

4246 [43]

ds2 6

gi|20930966ref| XP_142859.1],
gi|119124sp|P12724|ECP_HUMAN,
2i|2500564|sp|P70709|ECP_RAT,

2i| 13400006 pdb,
2i|20930966|ref| XP_142859.1],
gi|20873960|ref| XP_127690.1|

(131, 142, 160)

20

4,189 [43]

ds3 5

2i|10068295|gb| AAE40716.1],
gi|17549935|ref|NP_510780.1],
2i|28509297|ref| XP_282983.1],
gi|28499937|ref| XP_204162.2],
2i/4902995|dbj|BAA77929.1

(189, 277, 327)

20

4,191 [43]

ds4 6

Protease: HTLV-1, RSV, HIV-1, SRV-1,
CaMV, 17.6

( 98,114, 123)

20

4111 [148]

sprawdzi¢, jak bardzo czgsto$¢ wystepowania symboli jest podobna do czgstosci wystepowania

symboli w sekwencjach wygenerowanych przez generator o rozktadzie rownomiernym.

W testach na danych losowych, przygotowano w kazdym eksperymencie 201 tréjek ciagéw

o zalozonej dlugosci i rozmiarze alfabetu. Nastepnie jako czas dziatania kazdego z algorytmow

wzieto median¢ z czaséw dzialania dla tych 201 prébek. W testach na danych rzeczywistych

kazdy algorytm byl wykonywany na kazdej mozliwej parze réznych ciagéw nalezacych do jed-

nego zbioru danych przy zatozonym ciggu ukierunkowujacym. Nastepnie wyznaczony zostat

sumaryczny czas obliczen dla kazdego zestawu danych. Eksperymenty te zostaly réwniez po-

wtorzone 201 razy i do wyznaczenia sumy czaséw dziatania dla kazdego zestawu danych wzigto

mediany z czaséw tych wykonan.

Algorytmy, ktére testowano, oznaczono na wykresach i w tabelach przez:

e AE - algorytm Arslan-Egecioglu [22],

e Chin —algorytm China i in. [42],
e ChinEE - algorytm Chin i in. z technikg EEP (podrozdz. 9.1),

e Deo — algorytm zaproponowany w podrozdz. 9.2.1,

e DeoEE — algorytm Deo z technikg EEP (podrozdz. 9.2.3),
e |R - algorytm Iliopoulosa—Rahmana [122],
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e PT —algorytm Penga—Tinga [174],
e Wang — algorytm Wanga [214].

Wyznaczanie podciagu CLCS

W pierwszym eksperymencie, na danych losowych badano wptyw rozmiaru alfabetu na
czas dziatania algorytmoéw. Przeprowadzono w tym celu testy dla réznych dtugosci ciggdw
wejSciowych (rys. 9.6a-b). Wprawdzie rozmiar alfabetu nie wystepuje wprost w ztozonosciach
czasowych algorytmoéw, ale wptywa na czas ich dzialania poSrednio, poniewaz, zwlaszcza dla
danych losowych, od rozmiaru alfabetu zalezy liczba dopasowan. W przypadku algorytméw
Deo, DeoEE, IR liczba dopasowarn wystepuje jawnie we wzorze na ztozono$¢ czasowg, a im
wiekszy rozmiar alfabetu, tym mniej dopasowan. Co wigcej, rozmiar alfabetu wptywa na czas
dziatania algorytméw stosujacych technike EEP (ChinEE, DeoEE) takze w inny sposéb. Wigk-
szy rozmiar alfabetu oznacza bowiem krétszy ciag wynikowy, mniejsze fragmenty macierzy
do policzenia oraz mniej punktéw wejsScia-wyjscia (oczywiscie jest to tylko wniosek przybli-
zony).

Dla alfabetéw matych rozmiaréw (0 < 4) najszybszy okazal si¢ algorytm Chinaiin. Wyzna-
cza on zawsze calg tréjwymiarowg macierz programowania dynamicznego, ale robi to w spos6b
bardzo prosty. Bardziej wyrafinowane algorytmy, np. Deo, DeoEE, wykonuja o wiele wigcej
obliczen dla kazdego dopasowania, a poniewaz dopasowarn jest duzo, to ich czas dziatania jest
gorszy niz czas dziatania algorytmu Chin. Dla duzych alfabetéw, algorytmy Deo i DeoEE wy-
grywajg w sposob zdecydowany. Réwniez algorytmy IR i ChinEE okazujg si¢ by¢ stosunkowo
szybkie w tej sytuacji, dzigki wyznaczaniu tylko fragmentu macierzy (ChinEE) lub niewielkiej
liczbie dopasowarn (IR).

Gléwnym obszarem zastosowan problemu CLCS jest bioinformatyka, w ktérej danymi wej-
Sciowymi sg m.in. sekwencje biatkowe i RNase, dla ktérych 0 = 20. Czgsto$¢ wystepowania
symboli w rzeczywistych danych nie jest réwnomierna, ale nie r6zni si¢ od niej w sposéb bar-
dzo znaczacy, wiec w kolejnych eksperymentach uzyto losowych sekwencji o rozmiarze alfa-
betu 20. Na rys. 9.6 przedstawiono wptyw: (c) dlugosci ciggu ukierunkowujacego, (d) dlugosci
krétszego gtéwnego ciagu, (e)—(f) dtugosci obu ciggéw gtéwnych na czasy dzialania algoryt-
mow.

Jak mozna bylo oczekiwac, algorytmy niestosujace techniki EEP dziataja coraz dtuzej, w mia-
re jak wydluza si¢ ciag ukierunkowujacy, co wynika z proporcjonalnosci czaséw ich dziatania
do dtugosci tego ciggu. Czasy dziatania algorytméw ChinEE oraz DeoEE tez poczatkowo rosng
wraz ze wzrostem dtugosci ciggu ukierunkowujacego, ale pozniej zdecydowanie maleja, ponie-
waz dtugi ciag ukierunkowujacy znaczaco redukuje obszar macierzy do obliczenia. W przypad-

ku ciggéw gléwnych jednakowej dtugosci zdecydowanie najszybsze okazaty si¢ algorytmy Deo
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9.2. Algorytm oparty na metodzie Hunta—Szymanskiego
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Tabela 9.2
Poréwnanie czaséw dziatania (w ms) algorytméw wyznaczania podciaggu CLCS dla danych
rzeczywistych. W nawiasach: ile razy algorytm jest szybszy od algorytmu Chin

Zestaw P AE Chin ChinEE Deo DeoEE IR PT Wang
10,827 5,969 3,871 3,012 1,117 22,084 12,504 116,018

ds0 HKH (0,55) (1,000 (1,54) (1,98 (534) (0,27) (048) (0,05)
dsl HKH 11,964 6,662 5,442 3,227 1,567 23,247 13,557 137,817
(0,56) (1,000 (1,22) (2,06) (425 (0,29) (049) (0,05)
ds1 HKSH 16,055 8,258 5,030 4,012 1,423 26,603 16,584 137,823
(0,51) (1,000 (1,64) (2,060 (581) (031) (0,50) (0,06)
dsl HKSTH 19,760 9,818 4,831 4,801 1,393 30,574 19,360 143,683
(0,50) (1,000 (2,03) (204 (7,05 (032) (0,51) (0,07)
ds2 HKSH 13,631 7,047 3,745 3,534 1,070 24,701 14,447 110,691
(0,52) (1,000 (1,88 (199 (6,59) (0,29) (0,49) (0,06)
ds2 HKSTH 16,770 8,386 3,310 4,207 0,915 27,752 16,964 113,112
(0,50) (1,000 (2,53) (1,99 (916) (030) (0,49) (0,07)
ds3 HKH 27,313 17,220 15,676 5,868 2,878 43931 24,778 280,309
(0,63) (1,000 (1,10) (293) (598 (039 (0,69 (0,06)
dsd DGGG 8,461 4,376 2,502 2,329 0,791 14,014 9,178 69,436

(0,52) (1,000 (1,75 (1,88 (5553) (031) (048) (0,06)

oraz DeoEE, a réznica pomie¢dzy nimi maleje wraz ze wzrostem dlugosci ciagéw gtéwnych.
Wynika to z proporcjonalnie mniejszej redukcji obszaréw obliczanych macierzy po zastosowa-
niu techniki EEP.

Wyniki eksperymentalne dla danych rzeczywistych przedstawione sg w tabeli 9.2. Potwier-
dzaja one wnioski wyciggniete przy symulacji danych biologicznych ciggami losowymi dla roz-
miaru alfabetu 20. Najszybszy algorytm, DeoEE, jest 2,0-4,7 razy szybszy niz Deo i 3,2-5,4 ra-
zy szybszy niz ChinEE. Pozostate algorytmy sg znacznie wolniejsze. Jak mozna zaobserwowac,
dla danych z zestawu ds1 wzgledna predkos¢ dziatania algorytmu DeoEE w stosunku do algo-
rytmu Chin wzrasta wraz ze wzrostem dtugosci ciggu ukierunkowujacego. Ponadto, czasy dzia-
tania algorytméw stosujacych technike EEP (ChinEE i DeoEE) sg czesto mniejsze dla dtuzszych

ciagéw ukierunkowujacych, dzieki wigkszej redukcji obszaru macierzy, ktéry nalezy obliczy¢.

Wyznaczanie dlugosci podciggu CLCS

Jesli wyznaczanie podciagu CLCS jest zbedne i wystarcza znajomos¢ jego dtugosci, algo-
rytmy moga dziata¢ znacznie szybciej, gtéwnie dzigki lepszej organizacji pamigci. Przyktado-
wo, w algorytmie China i in. wystarczy przechowywac tylko dwa poziomy macierzy M (biezacy
i poprzedni). Powoduje to m.in. lepsze wykorzystanie pami¢ci podrecznej. Ponadto, aby wyzna-
czy¢ podciagg CLCS, konieczne sa pewne struktury danych, dzigki ktérym mozliwe jest przejscie

po tej macierzy i odczytanie ciggu wynikowego (np. macierz F w algorytmie Deo). Struktury te
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Tabela 9.3
Poréwnanie czaséw dziatania (w ms) algorytméw wyznaczania dtugosci podciggu CLCS dla danych
rzeczywistych. W nawiasach: ile razy algorytm jest szybszy od algorytmu Chin

Zestaw P AE Chin ChinEE Deo DeoEE IR PT Wang
9,922 5446 3078 2625 0,922 20,403 12,935 17,995

ds0 HKH (055 (1,00 (177) (207) (590) (027) (042 (030)
dsl HKH 10,822 6,036 4,333 2,810 1,310 21,375 14,190 20,686
(0,56) (1,00) (1,39) (2,15) ( 4,61) (0,28) (0,43) (0,29)
ds1 HKSH 16,407 7,565 3,917 3,499 1,159 24,405 17,278 20,620
(046) (1000 (1.93) (216) (653 (031) (044) (037
dsl HKSTH 19,270 9,051 3,734 4,193 1,128 28,003 20,488 21,539
(0,47) (1,00) (2,42) (2,16) ( 8,03) (0,32) (0,44) (0,42)
ds2 HKSH 13,659 6,486 2,940 3,068 0,869 22,703 15,016 16,434
(0,47) (1,00) (2,21) (2,11) ( 7,46) (0,29) (0,43) (0,39)
ds2 HKSTH 16,037 7,739 2,526 3,666 0,720 25,416 17,717 16,809
(0,48) ( 1,00) (3,06) (2,11) (10,75) (0,30) (0,44) (0,46)
ds3 HKH 20,497 10,986 8,328 5,020 2,389 40,547 25,859 38,216
(0,54) (1,00) (1,32) (2,19) ( 4,60) (0,27) (0,42) (0,29)
dsd DGGG 8,858 4,040 1,986 2,019 0,645 12,860 9,447 10,614

(0,46) (1,000 (2,03) (2,000 (6,26) (031) (043 (0,38

sa zbyteczne, jesli interesuje nas tylko dtugos¢ podciagu CLCS, co zmniejsza liczbg dostepow
do pamigci (nie trzeba tych struktur wypetnia¢ ani odczytywac).

Takze w tym przypadku dla danych rzeczywistych (tab. 9.3) najszybszym algorytmem oka-
zal si¢ DeoEE, ktdry jest szybszy od algorytmu Deo od 2,1- do 5,1-krotnie, a od algorytmu
ChinEE od 3,1- do 3,5-krotnie. Pozostate algorytmy sg znacznie wolniejsze. Warto réwniez od-
notowac, ze wiekszos$¢ algorytméw wyznaczania dtugosci podciagéw CLCS jest szybsza od
swoich odpowiednikéw wyznaczajacych podciagi CLCS o okoto 20%. Dla danych losowych
(rys. 9.7) algorytmy dla tej fatwiejszej wersji problemu sg szybsze od 1,5 (Deo) do 6,0 (Wang)
razy. Niezmiennie jednak dla typowego rozmiaru alfabetu (0 = 20) oraz alfabetéw jeszcze wigk-

szych najszybszymi algorytmami pozostajg DeoEE, Deo i ChinEE.

9.3. Algorytm rownoleglosSci bitowej

9.3.1. Podstawy

Niniejszy podrozdzial zawiera oméwienie algorytmu réwnoleglosci bitowej zaproponowa-
nego przez autora w [69]. Jest to, jak do tej pory, jedyny taki algorytm dla tego problemu.

Réznice pomiedzy problemami CLCS i LCS sg na tyle duze, ze nie jest mozliwe proste
uogolnienie algorytmu rownolegtosci bitowej dla problemu LCS (podrozdz. 7.3.4) do proble-

mu CLCS. Podobnie jak w przypadku problemu LCS, punktem wyjscia do zréwnoleglania
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Rys. 9.7. Poréwnanie czaséw wyznaczania dtugosci podciggéw CLCS dla réznych zestawéw parame-

Fig. 9.7. tCr(())xparison of the CLCS length computing time for various parameters

bitowego bedzie, koncepcyjnie najprostszy, algorytm China i in. [42]. Na podstawie zaleznoSci

(9.1) 1 (9.2) wyznacza si¢ w nim tréjwymiarowa macierz M.

Najwazniejsze trudnosci przy zréwnoleglaniu bitowym, ktére tu wystepuja to:

e Roéznice pomiedzy sgsiednimi komdrkami macierzy M moga by¢ wigksze niz 1 (w przeci-
wienstwie do problemu LCS), a wiec, w ogdlnosci, nie jest mozliwe przechowywanie tej
réznicy za pomocg pojedynczego bitu.

e Macierz M sktada si¢ z r + 1 poziomo6w, ktore nie sg niezalezne, poniewaz warto$¢ komorki
macierzy M dla dopasowania silnego zalezy od wartoSci komoérki z poprzedniego poziomu.
Powyzsze problemy sg konsekwencjg wystepowania dopasowari silnych. Jesli (i, j,K) jest

dopasowaniem silnym, to warto$¢ M(i, j,K) jest o 1 wieksza od dtugosci podciagu CLCS dla

Ai_1, Bj_1, B1, podczas gdy wartos¢ M(i, j — 1,K) jest dtugoscia podciagu CLCS dla A, Bj_1,

P. Dlatego tez réznica pomiedzy M(i, j, k) a M(i, j — 1,Kk) moze byé duza. Ciag ukierunkowu-

jacy ma duzy wptyw na dtugos¢ podciggu CLCS, o czym mozna si¢ przekonaé poréwnujac

warto$ci M(i, j, k) dla ustalonych i, j oraz réznego K na rys. 9.1.
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Jesli (i, j, K) nie jest dopasowaniem silnym, to M(i, j,K) —M(i, j — 1,k) € {0, 1}, jesli bj #
Pk i M(i, j,k) —M(i — 1, ],K) € {0,1}, jesli & # px. Wynika to z faktu, ze dla wszystkich wy-
mienionych komérek ciag ukierunkowujacy jest identyczny, a wéwczas skrécenie jednego z cia-
géw Alub B o ostatni symbol nie moze spowodowac zmiany diugosci podciggu CLCS dla nich
o wiecej niz 1.

Podstawowg ideg algorytmu proponowanego w niniejszym podrozdziale jest wyznaczanie
wprost wartosci tylko tych komoérek macierzy M, ktére mogg si¢ r6znic¢ o wiecej niz 1 od warto-
Sci komorki bedacej gérnym sgsiadem oraz zastosowanie szybkiego algorytmu réwnolegtosci
bitowej do wyznaczania pozostatej czeSci macierzy. Warto tu zaznaczy¢, ze komorki, dla kto-

rych warto$¢ musi by¢ wyznaczona wprost, naleza do wierszy zawierajacych dopasowania silne.

9.3.2. Algorytm paskowy

Proponowany algorytm wyznacza dtugos¢ podciagu CLCS w podobny sposéb jak algorytm
LCS-BP-LeEnGTH wyznacza dlugos¢ podciagu LCS (podrozdz. 7.3.4), cho¢ réznice pomiedzy
tymi algorytmami sg istotne. Tworzona jest tu macierz M, w ktérej przechowywane sg wprost
wartoSci niektérych komdrek. W dalszej czesci podrozdziatu zostanie pokazane, jak te tréjwy-
miarowa macierz mozna implementowac za pomocg dwoéch kolejek typu FIFO.

Macierz M przetwarzana jest poziomami. Na poczatku zostanie rozwazony przypadek po-
jedynczego poziomu dla k > 0. Algorytm dzieli nieujemng czes¢ tej dwuwymiarowej macierzy
na paski (ang. strips). Pasek jest prostokatnym obszarem poziomu macierzy M o szerokosci po-
jedynczej kolumny i pewnej wysokosci. Jest on definiowany przez czwérke: (i, jo, j1,K). Wer-
tykalne ulozenie paskéw jest determinowane przez pozycje dopasowan silnych. Kazdy pasek
koriczy si¢ na wierszu opisanym przez symbol py (tzn. dla takiego ji1, ze bj, = px) i zaczy-
na zaraz za poprzednim takim wierszem o indeksie jo. Dla kompletnosci podzialu niektdre
paski koriczg si¢ na dolnym koricu macierzy M, nawet jesli by # px. Komérki znajdujace si¢
w pierwszym wierszu zawierajacym wartoSci nieujemne nie naleza do zadnego paska. Zgod-
nie z definicja paska, jedynym miejscem w nim, w ktérym moze wystapi¢ dopasowanie silne,
jest jego koniec. Wobec tego mozliwe jest reprezentowanie za pomoca wektora bitowego Vi (i)
réznic pomigdzy wartosciami M(i, jo,K),...,M(i, j1 — 1,K). Bity o wartosci 0 w V(i) repre-
zentuja (podobnie jak w algorytmie LCS-BP-LENGTH) najmniejsze mozliwe indeksy wierszy
dla dopasowar o kolejnych rangach w przetworzonej czesSci macierzy M. Znalezienie fragmen-
tu macierzy M, w ktérym wszystkie komorki zawierajag wartoS¢ —oo jest stosunkowo proste.
Wykonuje si¢ to z uzyciem procedury CLCS-BP-StarRT-POINT (rys. 9.9), a znaleziony fragment
macierzy jest wykluczany z dalszych obliczen.

Wyznaczenie kazdego poziomu macierzy wykonuje si¢ kolumna po kolumnie, a w ramach

kazdej kolumny pasek po pasku od géry do dotu. Kluczowym elementem catego algorytmu jest
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Rys. 9.8. Idea dzialania algorytmu paskowego réwnoleglosci bitowej dla problemu CLCS. Wiersze za-
znaczone na szaro zawieraja dopasowania silne (czarne kwadraty). Warto$ci dla tych wierszy
sa wyznaczane wprost. Wertykalnie ulozone paski koricza si¢ na wierszach zaznaczonych na
szaro. Ich wnetrze wyznaczane jest w sposéb bitowo-réwnolegly

Fig. 9.8. Anidea of the strip-based bit-parallel algorithm for the CLCS problem. The grayed rows contain
strong matches (black boxes) and the values for these rows are computed explicitly. The vertical
strips ending at grayed rows are computed in a bit-parallel way

CLCS-BP-Start-Point(A, B, P, k)

Wejscie: A, B — ciggi gfowne, dla ktorych wyznaczany jest podcigg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
k — indeks poziomu macierzy programowania dynamicznego
Wyjscie: indeksy punktu startowego na poziomie o indeksie K macierzy programowania dynamicznego

1 i"«1 k<1l

2 whilei* <nandk* <kdo

3 if g = p then K* «+ k* + 1
4 i"«—i"+1

5 if k* <kthen

6 returnn+1 m+1

7 7«1 k<1

8 while j* <mand k* <kdo

9 if bj» = p- thenk” k" +1
10 e+l

11 if k* < kthen

12 returnn+1 m+1

13 returni*—1, j*—1

Rys. 9.9. Algorytm znajdujacy punkt startowy dla poziomu K (problem CLCS, algorytm réwnolegtosci
bitowej)
Fig. 9.9. Finding starting point for the level k (CLCS problem, bit-parallel algorithm)

wykonanie obliczen dla pojedynczego paska. Danymi wejSciowymi sg m.in. obliczone wcze-

$niej paski gérny i lewy. Dla kazdego paska (i, jo, j1,K) aktualizowane sa nastepujace wartosci:

e Vj, (i) —wektor bitowy reprezentujacy nakolejnych bitach informacje, czy M(i, j, k) = M(i, j —
1,k) (bit o wartosci 1), czy tez M(i, j,K) # M(i, j — 1,k) (bit o wartosci 0) dla jo < j < j1,

e Cj,(i) —liczba bitéw wartosci 0 w wektorze Vi, (i),

e M(i, j1,K) — dtugos¢ podciggu CLCS dla ciggéw A;, Bj., Pk
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CLCS-BP-Strip(A, B, P, M, C, V, i, jo, j1, K)

Wejscie: A, B — ciggi glowne, dla ktorych wyznaczany jest podciqg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
M — macierz programowania dynamicznego
C — macierz licznikow bitéw o wartosci 0 w odpowiednim wektorze bitowym w macierzy
V — macierz wektoréw bitowych
i — indeks biezqcej kolumny
Jo, j1 — zakres indeksow okreslajqcych pojedynczy pasek
K — indeks poziomu macierzy programowania dynamicznego
Wyjscie: zaktualizowane wartosci w macierzach M, C, V

1 U <_Vj0(i_1)&Yaj,j0

2 V(i) = (Vjo(i=1)+U) | (Vjp(i—1)—-U)

3 Cj,(i) « Cj,(i — 1) + w_poprzeniej_linii_pojawilo_si¢_nowe_0

4 Usui M(i, jo,k) —M(i — 1, jo, k) najmniej znaczacych bitéw 0 z Vj, (i)

oraz zaktualizuj odpowiednio Cj, (i)

5 if (i, j1,k) jest dopasowaniem silnym then

6 M(i,jl,k)<—M(i—1,j1—1,k—1)+l

7 else

8 M(|> j1, k) — maX(M(Ia j0>k) +CJO(I)’ M(I -1 Jl>k))

9 for each dopasowanie silne (i + 1, j + 1,k+ 1) gdzie ] € [jo, J1] do
10 Wylicz M(i, j,K) na podstawie M(i, jo,K) i Vj, (i)

Rys. 9.10. Algorytm réwnolegtosci bitowej wyliczajacy pojedynczy pasek (problem CLCS)

Fig. 9.10. Bit-parallel strip computing algorithm (CLCS problem)
Lemat 9.2. Algorytm CLCS-BP-Strip (rys. 9.10) prawidtowo wylicza Vi, (i), Cj, (i), M(i, j1,K)
oraz wartosci M(i, j,K) dla wszystkich jo < ] < |1 takich, ze (i+1, |+ 1,k+ 1) jest dopasowa-
niem silnym, jesli znane sq wartosci: M(i — 1, jo,K), M(i, jo,K), Vj,(i— 1), Cjo(i—1) i M(i — 1,
j1— 1, k—1), jesli (i, j1,K) jest dopasowaniem silnym.

Dowdd. Wartosé M(i — 1, jo,K) jest najwieksza sposréd rang dopasowan (i’, j’,k) dla 0 < i’ <
i—1, 0< j < jo. Kazdy sty bit o wartosci 0, dla wszystkich poprawnych s, w wektorze
Vi, (i — 1) na pozycji bitowej j (liczac od jo) jest najmniejszym indeksem wiersza zawierajacego
dopasowanie rangi M (i — 1, jo,K) +sdla dopasowaii (i’ ', k), gdy 0< i’ <i—1loraz0< j’ < j;.

Bit o indeksie ] w wektorze Y, (dla jo < j < j1) ma wartos$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy & =
bj. Przetwarzanie bitowe w wierszach 1-2 jest identyczne jak w algorytmie Hyyro [120] (pod-
rozdz. 7.3.4). W wierszu 3. wyznaczana jest liczba bitéw o wartosci 0 w wektorze Vj, (i) (moze
ona by¢ réwna Cj (i — 1) lub wigksza o 1, jesli wlasnie pojawito si¢ nowe 0 w wektorze Vi, (i)).
W zwiazku z tym, po wykonaniu instrukcji z tych wierszy, bity wartosci 0 w Vj, (i) reprezentuja
indeksy wierszy dopasowan o rangach poczawszy od M(i —1, jo, k). M(i, jo,K) (najwicksza spo-
§réd rang dopasowani (i’ ', k) dla0 < i’ <ioraz0 < j’ < jo) moze jednak by¢ wicksza niz M (i —
1, jo,K). Przyktadowo, jesli (i, jo,K) jest dopasowaniem silnym, to M(i, jo,K) — M(i — 1, jo,k)
moze byé nawet wigksze niz 1. Dlatego tez M(i, jo,K) — M(i — 1, jo, k) najmniej znaczacych bi-
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tow wartoSci Os jest usuwanych z Vj, (i), aby zapewnic, ze dopasowania z Vj, (i) odzwierciedlaja
rangi poczawszy od M(i, jo,K) (wiersz 4.). Odpowiednio aktualizowana jest tez warto$¢ Cj, (i).

Nastepnie wyznaczana jest warto§¢ M(i, j1,K). Jesli (i, j1,K) nie jest dopasowaniem sil-
nym, to warto$¢ M(i, j1,K) jest obliczana jako suma M(i, jo,K) i liczby bitéw o wartosci 0
w biezacym wektorze V. W przeciwnym przypadku jest ona obliczana na podstawie warto-
§ci M(i—1,j —1,k— 1) z poprzedniego poziomu (wiersze 5-8).

W etapie koicowym (wiersze 9-10) wyznaczane sg wartosci M(i, j,K), dla jo < j < j1, na
postawie M (i, jo,K) i biezacej zawartos$ci wektora V, jesli (i+1, j + 1, k+ 1) sg dopasowaniami
silnymi (te wartoSci macierzy M beda musialy by¢ znane wprost do wyznaczenia obliczenia

poziomu macierzy). [

Wyznaczanie dtugosci podciagu CLCS odbywa si¢ poziom po poziomie. Dysponujac proce-
durg obliczania pojedynczego paska, mozna teraz rozwazy¢ kwesti¢ obliczenia catego poziomu,

przy zalozeniu ze K > 1. Przypadek k = 0 bedzie dyskutowany osobno.

Lemat 9.3. Jesli dla wszystkich dopasowan silnych (i, j,K) wartosci M(i —1,j —1,k—1) sq
poprawnie wyznaczone, to algorytm CLCS-BP-LEVEL (rys. 9.11) obliczajgcy pojedynczy po-
ziom macierzy M dla K > 0 poprawnie wyznacza wartosci M(i, ,K) dla wszystkich takich tréjek

(i,],k), ze (i+1, j+1,k+1) jest dopasowaniem silnym.

Dowod. Niech niezmiennikiem gtéwnej petli algorytmu (wiersze 18-20) bedzie:
e M(i, j,k) zawiera najwiekszg z rang dopasowan (i’, j’, k) takich, ze 0 < i’ <i,0< j/ <]
oraz bj = pclub j =m.
Z zaleznosci (9.1)—(9.2) wiadomo, ze wszystkie komérki macierzy M(i’, j’, k) dlai’ < i* lub
j’ < j* majg warto$¢ ujemna. Dla kazdej tréjki (i’, j*, k) takiej, ze i* < i’ < n zachodzi:
e jesli tréjka jest dopasowaniem silnym, to warto$é M(i’, j*,K) zostata wyznaczona przy ob-
liczaniu poprzedniego poziomu,
e w przeciwnym przypadku, warto§¢ M(i’, j*,K) jest wyznaczana jako maxM (i’ — 1, j* k),
M(i’, j* —1,k)) = M(i’ — 1, j*, k) doktadnie tak samo jak w zaleznosci (9.1).
Wobec tego wartoSci macierzy M na gérnej krawedzi sa wyznaczone poprawnie (wiersze 5-9).
Wartosci komérek macierzy reprezentujacych dopasowania silne, ktére znajdujg si¢ na le-
wej krawedzi, tj. (i*, j, k) obliczane sg na podstawie (K— 1)-szego poziomu M (wiersze 10-17).
Podobnie jak dla gérnej krawedzi, wszystkie wartosci M(i*, j’,k) dla niedopasowarn sg réwne
M(i*, jo,K) dla najwiekszego takiego jo < |/, ze (i*, jo,K) jest dopasowaniem silnym (w rzeczy-
wistoSci te komorki nie sg obliczane, cho¢ znane sg ich wartosci).
Dla kazdego jo takiego, ze (i*, jo,K) jest dopasowaniem silnym i najmniejszego j1 > jo ta-

kiego, ze (1, j1,K) réwniez jest dopasowaniem silnym lub j; = m, czwérka (i, jo, j1,K) definiuje
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CLCS-BP-LeverL(A, B, P, M, C,V, k)

Wejscie: A, B — ciggi gfowne, dla ktorych wyznaczany jest podcigg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
M — macierz programowania dynamicznego
C — macierz licznikow bitéw o wartosci 0 w odpowiednim wektorze bitowym w macierzy
V — macierz wektorow bitowych
k — indeks poziomu macierzy programowania dynamicznego
Wyjscie: informacja, czy na poziomie K-tym w macierzy programowania dynamicznego jest jakakolwiek
warto$¢ dodatnia
zaktualizowane wartosci w macierzach M, C, V

{Wyznaczanie pierwszej nieujemnej komorki na K-tym poziomie}
1 i* J* + CLCS-BP-StarT-PoinT(A, B, P K)
2 ifi* > nthen
3 return false
4 Wyznacz maski bitowe dla poziomu k
{ Wyznaczanie gornej krawedzi'}

5 fori<«+i*tondo

6 if 3y = px then

7 M(,j*K) < M(@i—-1,j*—1,k—1)+1
8 else

9

M(i, j*,K) < M(i — 1, j*,K)
{ Wyznaczanie lewej krawedzi'}
10 y<«0; jo« j*5 strips« ()
11 for j < j*+1tomdo

12 y—(y<1 |1

13 if bj = px or j = mthen

14 strips < strips+ (jo, j)

15 Vio(i") <= ys Cjo(i") <=0

16 M(i*, jo,K) <~ M(i* =1, jo— L k—1)+1
17 jos=j:; y«O0

{ Obliczenia wtasciwe}
18 fori<+i*+1tondo
19 for wszystkich paskéw (o, j1) w strips do
20 CLCS-BP-Strip(A, B, P, M, C, V, i, jo, j1, K)
21  return true

Rys. 9.11. Algorytm réwnolegtosci bitowej wyznaczajacy pojedynczy poziom (problem CLCS)
Fig. 9.11. Bit-parallel level-computing algorithm for the CLCS problem

pasek. Wektor Vj,(i*) nie zawiera bitéw o wartosci 0, poniewaz wszystkie wartoSci M dla paska

(z wyjatkiem J1) sa réwne.

Przed rozpoczeciem wykonywania gléwnej petli (wiersze 18-20) niezmiennik petli jest
prawdziwy dlai =i* oraz j = j* (poczatkowe wartosci i oraz j). Przy zalozeniu ze M(i — 1, jo,K),
M(i, jo,k), M(i — 1, j1,K), Vj,(i — 1) maja poprawna warto$¢, algorytm CLCS-BP-STrIP po-
prawnie oblicza M(i, j1,k) oraz Vj,(i). Oblicza on takze wartosci komérek M(i, j, k) takich, ze

(i+1,j+1,k+1) jest dopasowaniem silnym. [
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CLCS-BP-LeveL-o(A, B, P, M, C, V)

Wejscie: A, B — ciggi glowne, dla ktorych wyznaczany jest podciqg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
M — macierz programowania dynamicznego
C — macierz licznikow bitéw o wartosci 0 w odpowiednim wektorze bitowym w macierzy
V — macierz wektoréw bitowych
Wyjscie: zaktualizowane warto$ci w macierzach M, C, V

{ Przetwarzanie wstepne}
1 fori<«OtondoM(i,0,0)« 0
2 for j <+ 1tomdo M(0,j,0)« 0
3 Vl(O) «—m
{Obliczenia wiasciwe}
4 fori«+ 1tondo
5 CLCS-BP-Strir(A, B, P, M,C, V,i,1, m 0)

Rys. 9.12. Algorytm réwnolegtosci bitowej wyznaczajacy poziom 0 macierzy M dla problemu CLCS
Fig. 9.12. Bit-parallel level-0 computing algorithm for the CLCS problem
Wyznaczanie poziomu K = 0 jest przypadkiem specjalnym, poniewaz nie wystepuja tu do-
pasowania silne. Wobec tego, w zasadzie moze tu by¢ zastosowany algorytm LCS-BP-LENGTH
z takg modyfikacja, ze wartosci komérek M(i, j,0) muszg byé obliczone wprost, jesli (i + 1,
j +1,1) jest dopasowaniem silnym. Do wyznaczenia tego poziomu zastosowany zostanie jed-
nak algorytm CLCS-BP-Strip przy dodatkowym zatozeniu, ze zadna tréjka (i, j,0) nie jest

dopasowaniem silnym.

Lemat 9.4. Algorytm CLCS-BP-LEVEL-0 (rys. 9.12) wyznaczajgcy poziom K = 0 macierzy M

poprawnie wyznacza wartosci M(i, j,0), jesli (1+ 1, j + 1, 1) jest dopasowaniem silnym.

Dowdd. Zgodnie z warunkami brzegowymi rekurencji China i in. (9.2) komérki M(i,0,0) dla
0 <i<noraz M(0,j,0) dla 0 < j < motrzymujg wartos¢ 0. Poniewaz dla k = O nie wyste-
puja dopasowania silne, wiec paski zdefiniowane sg przez czworki: (i,0,m,0). Wektor V1(0)
zawiera tylko bity o warto$ciach 1, poniewaz wszystkie wartoSci macierzy M na lewej krawedzi

(kolumna 0) sg identyczne. Dalszy dowdd jest analogiczny jak w przypadku lematu 9.3. |

Po ztozeniu wszystkich powyzej wprowadzonych algorytméw sktadowych w catos¢ otrzy-

muje si¢ algorytm CLCS-BP-LENGTH przedstawiony na rys. 9.13.

Lemat 9.5. Algorytm CLCS-BP-LENGTH (rys. 9.13) wyznaczajqgcy dtugosé podciggu CLCS jest

poprawny.

Dowdd. Dowdd indukcyjny dla K, bedagcego numerem poziomu macierzy. Algorytm CLCS-
-BP-LEVEL-0 wyznaczajacy poziom O macierzy jest poprawny (lemat 9.4). Zaktadajac, ze po-

ziom k— 1 jest poprawnie wyliczony, algorytm CLCS-BP-LEVEL poprawnie wylicza poziom kK
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CLCS-BP-LencTH(A, B, P)

Wejscie: A, B — ciggi glowne, dla ktorych wyznaczany jest podciqg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy

Wyjscie: diugos¢ podciggu CLCS

1  CLCS-BP-LeveL-o(A,B,P,M,C,V)

2 fork<1tordo

3 if CLCS-BP-LEvEL(A, B,P,M,C,V, k) = false then
4 return O

5 if by = pr then

6 return M(n,m,r)

7 else

8 j' «—argmax(bj = pr A1< j<m)

9 return M(n, j’,r)+Cj/(n)

Rys. 9.13. Algorytm réwnoleglosci bitowej wyznaczajacy diugosé podciagu CLCS

Fig. 9.13. Bit-parallel CLCS length computing algorithm
(lemat 9.3). Z powyzszego, komérka M(n,m,r) przechowuje dtugos$é podciggu CLCS dla A,
B, P, jesli by = pr. Jesli ostatni wiersz macierzy M na poziomie I nie zawiera dopasowan
silnych, to wynik koncowy jest wyznaczany jako suma najwickszej wartoSci w macierzy M
na poziomie r i liczby bitéw o wartosci 0 w ostatnim pasku, tj. (n, j’, m, k). Jesli nie istnieje ciag

wynikowy, to algorytm zwraca O. |

Przyktad dziatania tego algorytmu pokazany jest na rys. 9.14. Przedstawione sg obliczenia
wykonywane dla k = 1. Gdrna czg$¢ rysunku przedstawia macierz M, ktéra w rzeczywistosci
nie jest tworzona w trakcie dziatania algorytmu, bo potrzebne (i obliczane) sg tylko wartoSci
komérek zaznaczonych na szaro. Oprécz poziomu K = 1 pokazano réwniez poziomy k = O
(warto$ci dla dopasowan silnych na poziomie k = 1 sg obliczane na podstawie komoérek z tego
poziomu) oraz K = 2 (niektére komérki na poziomie k = 1 muszg zostaé obliczone wprost, bo
beda potrzebne do wyznaczenia wartoSci dla dopasowan silnych na poziomie kK = 2). W rze-
czywistej implementacji w algorytmie uzywane sa tylko struktury danych, ktére pokazane sa
w dolnej czesci rysunku.

Ramka Maski przedstawia warto$ci wektorow bitowych dla wierszy paskéw. Przetwarza-
nie poziomu rozpoczyna si¢ od punktu (7,1). Ramka i = 7 pokazuje obliczenia wykonywane
podczas przetwarzania kolumny o indeksie 7. Poniewaz jest to lewa krawedzZ tego poziomu ma-
cierzy, wiec wykonywane s3 tu tylko: wyznaczanie warto$ci dla dopasowan silnych (komérki
M(7,1,1), M(7,3,1), M(7,9,1)) oraz inicjalizacja wektoréw V. Obliczana jest takze warto$¢
M(7,10,1), ktéra bedzie potrzebna przy przetwarzaniu dopasowania silnego (8,11, 2).

Ramka i = 8 pokazuje nastgpujace obliczenia. M (8,1, 1) obliczane jest na wstepnym etapie
obliczeni gérnej krawedzi — (8,1, 1) nie jest dopasowaniem silnym, wigc warto$¢ M (8,1, 1) jest

kopig lewego sasiada, tj. M(7,1,1). Wartos¢ wektora V2(8) wyznaczana jest w sposéb bitowo-
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k=0 k=1 k=2

| 0123 4546 7 8 9101112 i 0123458678 9101112 i 01 2345%6 78 9101112

j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC j ABAADACBAABC

o |0l0j0|0|0|0]|0O|0O|0[0|0]|0O|O 0 0

1C|0 1C 1111 1C

2B|0 1 2 2B 2B 2|2|2|2
3C|0 3C 22|2|2 3C

4B|0 4B 4B 3/3/8|3

5D |0 5D 5D

s Al0 6 A 6A

7A|0 7A 7A

8D |0 4 5 8D 8D

9C |0 °C Bis/5/5/58] °cC

10D|0 10D 5 5 10D

1 B0 1B 1B 6/6[6|6
12A[0 12 A 12 A H:
Maski =7 =8 1 =9 1 =10 1 =12

B |G o= ] [Feno=i )| [Woo=1 ] |
YaYp Yo Yp Vo C2=0 Vo Co=1 Vo Cr=1 Voo C2=1 V2 Ca=1
(o] [ [o] [o] (o] (o] (o] (o]

M(10,1,1) = 1

(roso=7) |

Cyi=3 Cy=2

R (0= ] [Fon=

Vi Cy4=0 Vi Ci=1 Vi Cyi=2

[=I=lel=]o] =

M(10,3,1) = 2

o] [ [o] [o]
o] [o] [o]
0] [9] [o]
o] [o] [o]
10] [o] [o]
| o] e
Vio Cio=0 Vio Cio=1 Vio Cio =2 Vio Cio=2 Vio Cio=1

o] (o] [o]
of [l [o] [o] 1] 0] 0] 0] 1]
0] [o] [o] 0] 0] 0]

M(7,10,1) =5 M(10,10,1) = 5

Rys. 9.14. Przyktad dziatania algorytmu réwnolegtosci bitowej wyznaczajacego ditugo$é podciagu
CLCS dla k = 1. Ciagi wejsciowe to: A = ABAADACBAABC, B = CBCBDAADCDBA,
P = CBB. Goérna czgé¢ pokazuje zawarto$¢ macierzy M. (Macierz M pokazana jest tylko
dla fatwiejszego zrozumienia calo$ci, bo nie jest w petni obliczana przez algorytm.) Ramki
w dolnej czesci pokazuja wykonywane obliczenia. Najbardziej szare komorki (dolna czg$¢)
oznaczaja dopasowania silne. Jasnoszare komoérki oznaczaja komorki na granicach paskéw
obliczane wprost. Ciemnoszare komoérki oznaczaja komorki obliczane wprost, bo sg potrzeb-
ne dla nastgpnego poziomu

Fig. 9.14. Example of the bit-parallel method for computation of the CLCS length for k = 1. The sequ-
ences are: A= ABAADACBAABC, B=CBCBDAADCDBA, P = CBB. Upper part shows the
contents of matrix M. (This is only for comparison, since a complete matrix M is not compu-
ted by the algorithm.) The frames in bottom part show the actually made computations. The
darkest boxes (bottom part) denote strong matches. The light gray boxes denote the cells at bo-
undaries of strips computed explicitly. The dark gray boxes mean the cells computed explicitly
for the next level
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Rozszerzenie algorytmu CLCS-BP-Strip
11 T(i,k) < T(@0,k) | (Vj, < jo)

12 ifM(i—1,j1,k) = M(i, j1,K) then
13 T(i,K) T(i,k) & ~(1< J1)

Rys. 9.15. Rozszerzenie algorytmu CLCS-BP-StrIP pozwalajace na wyznaczanie podciagu CLCS
Fig. 9.15. Extension to the CLCS-BP-Str1p algorithm for computing the CLCS

Rozszerzenie algorytmu CLCS-BP-LEVEL
18.1 T(i,k) «+ T(i,k) & ~(1< j*)

Rys. 9.16. Rozszerzenie algorytmu CLCS-BP-LEVEL umozliwiajace wyznaczanie podciagu CLCS

Fig. 9.16. Extension to the CLCS-BP-LEvVEL algorithm for computing the CLCS
rownoleglty (rys. 9.10, wiersze 1-4) na podstawie M(8,1,1) i V2(7). Poniewaz (8,3,1) nie
jest dopasowaniem, wigc jego warto§¢ wyznaczana jest jako maksimum z M(7,3,1) i sumy
M(8,1,1)+Cy(8). Podobnie V4(8) wyznaczane jest w sposéb bitowo-réwnolegly na podstawie
M(8,3,1) i V4(7). Nastepnie obliczane jest M(8,9,1). Wreszcie, wyznaczane jest Vio(8). W tej
kolumnie nie ma potrzeby wyznaczania wartosci innych komdérek macierzy M, poniewaz na
poziomie k = 2 nie wystepujg dopasowania silne w kolumnie o indeksie 9.

W podobny sposéb wykonywane sg obliczenia przedstawione w pozostatych ramkach.

9.3.3. Wyznaczanie ciaggu wynikowego

Algorytm CLCS-BP-LENGTH umozliwia wyznaczenie tylko dlugosci podciggu CLCS, co
czasami jest niewystarczajace. Uzyskanie takze podciagu CLCS jest jednak stosunkowo proste
i opiera si¢ na podobnej idei jak w przypadku problemu LCS (por. podrozdz. 7.3.4).

Oprécz struktur dotychczas opisanych, tworzona jest tréjwymiarowa macierz binarna T
o wymiarach (N4 1) x (m+1) x (r +1). Dla wygody prezentacji pominigte tu zostang szczeg6-
ty implementacyjne i zaznaczone zostanie tylko, ze w praktyce jest to dwuwymiarowa macierz
o wymiarach (n+ 1) x (r 4+ 1) zawierajaca w kazdej komorce tablice [(m+ 1) /w]| stéw kom-
puterowych. Macierz T jest wypelniana przez rozszerzone wersje algorytméw CLCS-BP-Strip
(rys. 9.15) i CLCS-BP-LEVEL (rys. 9.16). Ogdlna idea polega na przechowywaniu w T (i, j,K)
wartoSci bitowej petniacej role ,,drogowskazu”, do ktérej z sasiednich komorek nalezy przejsé
przy wyznaczaniu podciggu CLCS. Jesli T (i, j,k) = 0, to drogowskaz wskazuje lewg komor-
ke (T(i —1,j,k)), w przeciwnym przypadku gérng (T (i, ] — 1,K)). Wartos¢ tego bitu nie ma
znaczenia, jesli biezaca komorka reprezentuje dopasowanie, poniewaz wiadomo, ze dla do-
pasowania silnego nalezy przejs¢ do T(i — 1, j — 1,k— 1), a dla dopasowania niesilnego do
Ti—-1,j—1k).

Dopasowania obstugiwane sg przez algorytm konstruujacy wynik w sposéb szczegdlny

i w tym akapicie pomini¢ta zostanie ta kwestia, a uwaga zostanie skupiona na komorkach nie-
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CLCS-BP-SeqQueNnce(A, B, P, M, T, /)

Wejscie: A, B — ciggi gfowne, dla ktorych wyznaczany jest podcigg CLCS
P — cigg ukierunkowujgcy
M — macierz programowania dynamicznego
T — macierz bitowa zawierajqca informacje o sposobie przechodzenia macierzy
programowania dynamicznego
¢ — dtugosc¢ podciggu CLCS
Wyjscie: podciqg CLCS

1 0« ¥, Ker1; i<m j<«n

2 while /> 0do

3 if 3; = bj then

4 ifk>0and g = pcthenk <+ k—1

5 S <—aj; -1

6 i«—i—1 j+«j—1

7 else

8 if j-ty bit T(i,k) jest rtéwny 1 then j < j—1
9 elsei«—i—1

10 return $1S...S

Rys. 9.17. Algorytm wyznaczania podciggu CLCS
Fig. 9.17. Traceback procedure to obtain an CLCS
reprezentujacych dopasowan. Algorytm obliczajacy pasek zapisuje zawartoS¢ wektoraV do T
(rys. 9.15, wiersz 11), poniewaz jesli T (i, j,K) = O, to wiadomo (jesli j nie jest granicg pa-
ska), ze M(i, j,K) > M(i, j — 1,K), a wiec nalezy przej$sé w lewo do wartosci réwnej M(i, |, K).
W przeciwnym przypadku nalezy przej$¢ w gore, poniewaz M(i, j — 1,k) = M(i, j,K). Dla po-
zycji bedacej dolng krawedzig paska wymagane jest nieco inne podejscie, poniewaz rdznica
pomiedzy komérkami z wertykalnie sgsiednich paskéw nie jest przechowywana w V. Zamiast
tego mozna jednak skorzysta¢ z macierzy M, poniewaz dla dolnego wiersza paska warto$ci M
sg policzone wprost, a wiec poréwnujac M (i — 1, j1,K) z M(i, j1,K), mozna okresli¢, jaka war-
tos¢ ma mie¢ drogowskaz T (i, j1,K). Jesli wskazane wartosci sa réwne, to drogowskaz moze
wskazywaé komérke lews, a w przeciwnym przypadku gérna, poniewaz M(i, j; — 1,k) musi
by¢ wtedy réwne M(i, j1,K).
Dla dopasowan wartoSci bitow z T sa niepoprawne, ale nie ma to zadnego znaczenia, po-
niewaz o tym, czy aktualnie wystepuje dopasowanie czy nie, mozna si¢ dowiedzie¢ poréwnujac
symbole ciggu. Algorytm wyznaczajacy podciag CLCS dzialajacy w sposéb opisany powyzej

przedstawiony jest na rys. 9.17. Ilustracja jego dziatania pokazana jest na rys. 9.18.

9.3.4. Szczegoly implementacyjne i analiza zlozonoSci

Przedstawiony opis algorytmu wyznaczania dtugosci podciggu CLCS sugeruje, ze ztozo-
no$¢ pamieciowa jest O(nmr) stéw z powodu koniecznosci reprezentowania macierzy M. Ponie-

waz w tym algorytmie wynikiem jest dtugo$¢ podciagu CLCS, wiec wystarcza przechowywanie
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k=0 k=1 k=2 k=3

i0123456789101112 i0123456789101112 i0123456789101112 i0123456789101112
j ABAADACBAABC | ABAADACBAABC | ABAADACBAABC | ABAADACBAABC
o |0|0|o|o|0|0O|O|0|O|O|O|0O|O| O 0 0

1C |0|0|0|0|0|0|0|1|1|1|1|1|1] 1C 1|1{1[1]|1]|1| 1C 1C

2B |0[0[1{1[{1[{1[1[1]2]2(2(2|2| 2B 112(2|2|2|2| 2B 2|2|2|2|2] 2B

3C|ojo|t1|1{1|1]|1]|2]|2|2]|2|2|3]| 3C 2|2(2|2|2|3| 3C 2|2|2|2|3] 3C

4B |0[0[1{1{1{1[1]2]3]3|3(3|3| 4B 2|3|3|3|3|3| 4B 3/3|3|3|3| 4B 3[3
5D (0[0(1(1|1|2|2|2|3|3|3|3|3| 5D 2|3|3|3|3|3]| sD 3|3|3|3|3] 5D 3[3
6A|0[1(1]|2]2|2|3|3|3|4|4|4|4| 6 A 2(3|4|4]4]4| 6 A 3|4|4|4|4] 6 A 3|3
7A0[1|1]|2]3|3|3|3|3|4|5|5|5| 7A 2|3|4|5|5|5] 7A 3|4[5]5|5[ 7A 3[3
8D [0|1[1|2|3|4|4|4|4|4|5|5|5| 8D 2|3|4|5|5|5| 8D 3|4|5|5|5] 8D 3|3
9C [0]|1[1|2|3|4|4|5|5|5|5|5|6| °C 5|5|5|5|5|6] 9C 3|4|5|5|6] 9C 3|4
10D [0[1]1]2|3]|4]|4|5|5|5|5|5|6]|10D 5|5|5|5|5|6| 10D 3|4|5|5|6[10D 3|4
1B |0|1|2|2|3|4|4|5|6|6|6|6|6|11 B 5|6|6|6/6|6]11 B 6|6|6/6|6]11 B 6|6
12A|0|1]|2|3|3|4|5|5|6|7|7|7|7]|12A 5|6|7|7|7|7]12A 6|7|7|7|7]12A 6|6

k=0 k=1 k=2 k=3

i0123456789101112 i0123456789101112 i0123456789101112 i0123456789101112
j ABAADACBAABC | ABAADACBAABC | ABAADACBAABC | ABAADACBAABC
0 0 0 0

1C| [1]|1]1|1]|1]1]0|0|0|0|0O|O] 1C 0|0|0|oj0|0| 1C 1C

2B | [(1]0(0(0(0(0|1|0[0[0O(O(0| 2B 1/0({0|0|0|0| 2B 0|/0|0|0|0] 2B

3C| [1[1|1|{1|1]|1]|0[1|1]|1]{1|O0| 3C 0/0|0|0[0|0| 3C 1|1|1|1|0| 8C

4B| [1[{1[{1]{1{1[1]1]0[|0[0(O(1| 4B 1/0({0|0|0|1| 4B 0/0|0|0|0f 4B 0|0
sD| (1(1[{1|{1|0|O(1|1|1|1|1|1| 5D 1(1{1|1]|1]|1| 5D 1|1|1|1[1] 5D 11
6A | (0(1/0|0|1|0(0(1|0|0|0|0O| 6 A 1|1]{0|0|0|0f 6 A 1]0|0|0|0| 6 A 11
7A | [1[1|1|0|0|1|1|1|1|0|0|O| 7A 1|1|1|0|0|0] 7A 1/110|0(0] 7A 11
8D| [1[1{1|1|0f0|0|O[1{1{1|1| 8D 1(1{1|1]{1]|1| 8D 1|/1|1|1[1] 8D 11
9C| |1|{1|1|1|1|1|0|0[O|1|1|Of °C 1/0({0|0|0|0f oC 1|/1|1]1|0] oC 1|0
10D | (1|{1{1|1]{1|{1[{1[1]|1|{1|1]|1]10D 1{1{1|1]|1]|1|[10D 1|/1|1|1|{1] 10D 11
1B |1|0|1]|1|1|{1]|1|0|0|0|0|1|11B 1|0|0|0|O|1[11 B 0|0|0|0|0]11 B 0{0
12A| |1]|1|0|{1]{1]|0]|1]|1]|0|0|0|0]12A 1(1{0|0|0|0]12A 1(0{0|0[0f12A 11

Rys. 9.18. Przyktad dzialania algorytmu wyznaczajacego podcigg CLCS. Ciagi wejSciowe to: A =
ABAADACBAABC, B = CBCBDAADCDBA, P = CBB. Gérna czgé¢ rysunku (pokazana
tylko dla poréwnania) przedstawia zawarto$¢ macierzy M. Dolna cze$¢ rysunku przedstawia
zawarto$¢ macierzy T. Ciemnoszare komoérki oznaczaja dopasowania brane do wyniku. Jasno-
szare komorki oznaczajg komorki odwiedzane przez algorytm. Ciag wynikowy to BCBAAB
(podkreslone symbole tworzg ciag ukierunkowujacy)

Fig. 9.18. Example of the traceback procedure. The sequences are: A = ABAADACBAABC, B =
CBCBDAADCDBA, P = CBB. Upper part shows (only for comparison) the contents of the
matrix M. The bottom part shows the contents of the traceback array T. The dark gray bo-
xes denote matches taken to the result. The light gray boxes denote the visited. The output
sequence is BCBAAB (underlined symbols form constrained sequence)

tylko dwéch pozioméw macierzy M, k-tego i (K— 1)-szego. Co wiecej, z poziomu (K— 1)-szego
potrzebne sg wartosci tylko tych komérek M(i — 1, j — 1, k— 1), dla ktérych (i, j,K) jest dopa-
sowaniem silnym. Niech liczba dopasowari silnych na poziomie k bgdzie oznaczona przez o™
(jesli K < O lub k > r, to z definicji di™ = 0). Wartosci komérek dla tych dopasowan moga
by¢ przechowywane w kolejce FIFO, poniewaz s3 one potrzebne przy wyznaczaniu poziomu
k-ego w tej samej kolejnosci, w jakiej byty obliczane na poziomie (K — 1)-szym. Ponadto, po-
niewaz na kazdym poziomie kolumny przetwarzane sa kolejno od lewej do prawej, wiec wystar-

cza przechowywanie tylko dwéch wektoréw bitowych V dla kolumn o indeksach i oraz i — 1.
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Dodatkowo, nalezy przechowywa¢ wektory masek bitowych dla wszystkich symboli alfabetu
w ramach jednego poziomu. Z powyzszego, sumaryczna ztozono$¢ pamieciowa tego algoryt-

mu jest
o[ o) +o (]| +8) +O (M + ™+ M) =0 ([ o+ +e™) 9.9

stéw, gdzie Bk = [{bj : bj = px,0 < j < m}| na poziomie K (z definicji o = Bky1 = 0), B’ =
MaXo<k<r Bk, 3™ = MadXp<k<r dﬁm)-

Rozwazona teraz zostanie ztozonos$¢ czasowa tego algorytmu. Liczba paskéw w pojedyn-
czej kolumnie na poziomie K jest ©(Py), ale paski rozmiaru wickszego niz W sg emulowane
przez tablice stéw komputerowych, wobec czego sumaryczna liczba stéw komputerowych ko-
niecznych do reprezentowania wektora V jest O(Bx + [m/w]). Dla kazdego stowa komputero-
wego zawierajgcego pasek lub jego fragment czas operacji bitowych na nim jest O(1) na kazda
kolumng. Ponadto, istnieje ©(0k1) kolumn, dla ktérych zachodzi konieczno$¢ wyznaczenia
wartosci M dla dopasowari silnych na wyzszym poziomie (0k = |[{& : & = pk,0 < i < n}|, zde-
finicji 0p = ay4+1 = 0). Obliczenia te zajmujg czas O(m) na kazdg kolumne. Istnieje takze ko-
nieczno$¢ usuni¢cia pewnej liczby najmniej znaczacych wartosSci 0 z wektorow V w kolumnach
zawierajacych dopasowania silne. Dla kazdej z O takich kolumn czas tej operacji jest O(m).

Z powyzszego, sumaryczna z{ozonos¢ czasowa proponowanego algorytmu jest:
! m
Zo(n(ﬁk+[v—vw>+mk+mkﬂ> Zo(anJrn[ ]+mak) 9.10)
k=0

W najgorszym przypadku oy = n, Bx = mdla kazdego 0 < k <r, a wiec zlozonos¢ czasowa
jest O(nmr). Ztozono$¢ czasowa w przypadku pesymistycznym moze by¢ jednak wyrazona
takze w zaleznosci od sumarycznej liczby dopasowari silnych, D™= §|_,di™ Wtedy oyfx =

d™, a wigc ztozonos¢ czasowa to:

zo(anJrn[ W+m%i:) ©.11)

co jest maksymalne dla By = ©(/m/n,/d;™) dla kazdego poprawnego k. Otrzymuje si¢ wigc

nastepujace oszacowanie ztozonosci czasowe;j:

5o ( o RSN Gk 1)
Zo (v /o™ vim, fagmn [T ) =
[

sy )
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Dla ustalonego D™ suma ¥} _q+/dg" ma warto$¢ maksymalna, jesli wszystkie dg™ sa réwne

dla 0 < k <r. Wobec tego mozna sformutowaé wniosek:

Wnhniosek 9.5. Ziozonosé czasowa algorytmu rownolegtosci bitowej dla problemu CLCS wynosi

w przypadku pesymistycznym:
[ m m
@) \/nmz Dsm/r+n[V—VWr :O(\/nmrDsmjLn{v—v] r). (9.12)
k=0

Sumaryczna liczba dopasowan silnych moze by¢ co najwyzej DS™ = nmr, ale w praktyce
jest znacznie mniejsza.

Do wyznaczenia ztozonoSci czasowej w przypadku Srednim konieczne jest przyjecie pew-
nego zalozenia dotyczacego zawartoSci ciagéw wejSciowych (A, B, P). Przyjete zostanie, ze
zostaly one wygenerowane przez generator liczb pseudolosowych o rozktadzie rownomiernym
dla rozmiaru alfabetu 0. Wyznaczanie ztozonosci czasowej w tym przypadku rozpocznie si¢
od wzoru (9.10). Poniewaz ciagi sa niezaleznie, wiec nie wystepuja zaleznosci pomiedzy licz-
ba dopasowan silnych na réznych poziomach. Co wiecej, nie ma takze zaleznosci pomiedzy
Ok i Bk na pojedynczym poziomie. Dlatego tez, aby otrzymac ztozonos¢ czasowa w przypadku
Srednim, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang kazdego sktadnika sumy.

Najpierw zostanie rozwazony pierwszy sktadnik, may, dla O < k < r. Wartos¢ ay jest liczbg
symboli ciggu A réwnych py. Oczywiscie prawdopodobieristwo, ze 8 = px wynosi 1/0 i ocze-

kiwana warto$¢ Oy to n/o. Podobnie, oczekiwana warto$é By to m/a. Wobec tego:

Wnhniosek 9.6. Ziozonos¢ czasowa w przypadku Srednim algorytmu rownolegtosci bitowej dla

problemu CLCS jest:

O(”W_VWDJFKZO(%“JF?H%D:O(”mr [ﬁb 0.13)

Jesli zadanym wynikiem jest podciag CLCS, a nie tylko jego dtugos¢, to konieczne jest prze-
chowywanie macierzy T, ktéra zajmuje O(n[m/w]|r) stéw komputerowych. Czas jej wyznacze-
nia jest taki sam jak czas dziatania algorytmu wyznaczajacego diugos$¢ podciggu CLCS, a wiec
nie wplywa na zlozonos$¢ czasowg algorytmu CLCS-BP-LENGTH. Zt0oZono$¢ czasowa wyzna-
czania podciggu CLCS na podstawie tej macierzy jest niewielka, poniewaz w kazdej iteracji

petli w CLCS-BP-SEQUENCE zmniejszana jest warto$¢ przynajmniej jednego indeksu, a wigc:
Wnhniosek 9.7. Ztozonos¢ czasowa algorytmu CLCS-BP-SEQUENCE jest

O(r +n+m) =0(n). (9.14)
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9.3.5. Wyniki eksperymentalne

W celu poréwnania zaproponowanego algorytmu réwnolegtosci bitowej z innymi algo-
rytmami przeprowadzono dwie serie eksperymentow. Prezentowane czasy stanowig mediang
z czasOw 501 wykonati algorytméw. Komputer testowy wyposazony byt w procesor AMD Phe-
nom II X4 810 (zegar 2600MHz). Algorytmy zaimplementowano w jezyku C++ i skompilowa-
no za pomoca MS Visual C++ 2008 z maksymalna optymalizacja pod katem predkosci (opcja
-0x).

Z eksperymentow opisanych w podrozdz. 9.2.4 wynika, ze najszybszymi algorytmami se-
kwencyjnymi dla problemu CLCS sa algorytm China i in. [42] oraz algorytm zaproponowany
w podrozdz. 9.2, w ktérych zastosowano technike punktéw wejsScia-wyjscia (podrozdz. 9.2.3).
Ponizej opisano wyniki podobnych eksperymentéw dla tego samego zestawu danych, wobec
czego dla wickszej przejrzystosci zrezygnowano tu z badania pozostalych algorytméw. Oma-
wiane algorytmy oznaczone s3 na wykresach i w tabelach nast¢pujaco:

e ChinEE - wersja algorytmu China i in. [42] zmodyfikowana przez uzycie techniki punktéw

wejscia-wyjscia (podrozdz. 9.2.3),

e DeoEE — wersja algorytmu zaproponowanego w podrozdz. 9.2.1 zmodyfikowana przez uzy-

cie techniki punktéw wejscia-wyjscia (podrozdz. 9.2.3),

e BPEE-32 — algorytm réwnoleglosci bitowej z technikg punktow wejscia-wyjscia zapropo-

nowany w podrozdz. 9.3 przy w = 32,

e BPEE-64 — algorytm réwnoleglosci bitowej z technikg punktow wejscia-wyjscia zapropo-

nowany w podrozdz. 9.3 przy w = 64,

W pierwszej serii eksperymentow (rys. 9.19) pordwnano algorytmy wyznaczania podciagu
CLCS i dlugosci podciggu CLCS dla danych losowych wygenerowanych z uzyciem genera-
tora liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym. Dla wigkszej przejrzystosci, zamiast
bezwzglednych czaséw wykonania podano na nich, ile razy dany algorytm jest szybszy niz
algorytm ChinEE.

W pierwszym tescie tej serii eksperymentéw zbadano wplyw rozmiaru alfabetu na czas wy-
konywania algorytméw (rysunki 9.19a—d). Wigkszy rozmiar alfabetu oznacza zwykle mniejsza
liczbe dopasowan i dtuzsze paski. OczywiScie, rozmiar stowa komputerowego stanowi swego
rodzaju barier¢ w zwickszaniu efektywnej dlugosci paska, bo paski dtuzsze niz w s3 emulowa-
ne przez tablice stéw komputerowych. Kiedy dtugosci ciggéw gtéwnych byly znaczaco rézne,
a ciag ukierunkowujacy byt krotki, algorytm réwnolegtosci bitowej okazat si¢ znaczaco szyb-
szy od pozostalych algorytméw zaréwno wtedy, gdy wyznaczano tylko dlugosé podciagu CLCS
(9.19a), jak i sam podcigg CLCS (9.19b). W obu przypadkach dla najmniejszego mozliwego
alfabetu (0 = 2) przewaga byta pomijalna, ale wraz ze wzrostem rozmiaru alfabetu stawala si¢

coraz bardziej znaczaca — algorytm ChinEE byt 13-16razy wolniejszy dla 0 = 20. Dla matych
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Rys. 9.19. Poréwnanie przyspieszenia uzyskiwanego przez algorytmy réwnolegtosci bitowej dla proble-

mu CLCS w stosunku do ulepszonego algorytmu China i in. Kolumna lewa: wyznaczanie

dtugosci podciagu CLCS. Kolumna prawa: wyznaczanie podciggu CLCS
Fig. 9.19. Comparison of the speedup of bit-parallel algorithms for the CLCS problem. Left column:

computation of CLCS length. Right column: computation of CLCS
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alfabetow czasy dziatania algorytméw BPEE-32 i BPEE-64 byly podobne, co wynika z fak-
tu, ze paski rzadko nie miescity si¢ w 32-bitowym stowie. Dla alfabetéw o Srednim rozmiarze
(20 < 0 < 100) wersja 64-bitowa byla zauwazalnie szybsza (o okoto 35%). Co ciekawe, dla
duzych alfabetéw algorytmy te stawaly si¢ jednakowo szybkie. Bylo to spowodowane tym, ze
dominujaca role odgrywato tu bardzo duze zawezenie obliczanych obszar6w macierzy badz tez
juz po etapie przetwarzania wstepnego wiadomo byto, ze szukany podcigg CLCS nie istnieje.
Poréwnujac czasy dziatania algorytméw BPEE-64 i DeoEE, mozna zauwazy¢, ze proponowany
algorytm réwnoleglosci bitowej jest kilkakrotnie szybszy.

Na rysunkach 9.19c—d pokazane sa wyniki dla przypadku, w ktérym ciag ukierunkowujacy
byt dluzszy (12 symboli), a ciagi gtdwne —réwnej dtugosci. Wyniki tych eksperymentéw sg bar-
dzo podobne, cho¢ wzgledna predkos¢ dziatania algorytmu réwnolegloSci bitowej jest nieznacz-
nie mniejsza. Wyniki ostatnich testow w tej serii (rysunki 9.19e—f) pokazuja, jak zmienia si¢
wzgledna predkos¢ algorytméw w zaleznosci od dlugosci obu ciggéw gtéwnych (0 = 20, r = 4).
Dla bardzo krotkich ciagéw giéwnych algorytm proponowany jest mniej niz 10-krotnie szyb-
szy, ale wraz ze wzrostem dlugosci ciaggéw staje si¢ szybszy 15-krotnie dla wersji 64-bitowej
i 12-krotnie dla wersji 32-bitowej w obu wariantach problemu (wyznaczanie podciagu CLCS
lub tylko jego diugosci).

W drugiej serii eksperymentéw algorytmy oceniano na danych rzeczywistych reprezentuja-
cych gléwnie sekwencje RNase. Byly to te same dane, ktére wykorzystano w testach algorytmu
zaproponowanego w podrozdz. 9.2.4 (tabela 9.1). Rozmiar alfabetu dla nich to 0 = 20. Réwniez
metodologia przeprowadzenia tych testow byla taka sama, a wigc prezentowane s3 sumaryczne
czasy wykonania algorytméw dla wszystkich par ciggéw w ramach kazdego zbioru.

Wyniki eksperymentéw przedstawione sg w tabeli 9.4. Jak mozna zauwazy¢, algorytm BPEE-
64 okazat si¢ najszybszy we wszystkich przypadkach. Jest on szybszy od algorytmu ChinEE od
5,6 do 16,7 razy. Od algorytmu DeoEE jest natomiast szybszy od 2 do 4 razy. Wyniki te po-
kazuja, ze stosujac proponowany algorytm rownoleglosci bitowej dla problemu CLCS mozna

znaczaco przyspieszy¢ jego rozwigzywanie.

9.4. Algorytm rownolegly dla procesoréow graficznych

9.4.1. Algorytm

W niniejszym podrozdziale oméwiony bedzie algorytm réwnolegly dla procesoréw GPU
zaproponowany przez autora w [71]. Punktem wyjScia do stworzenia algorytmu CLCS-CUDA
dla procesorow GPU bedzie algorytm China i in. [42]. Wyznacza on tréjwymiarowa macierz
programowania dynamicznego w prosty sposéb, dzieki czemu mozna go zréwnolegli¢ stosujac

podejscie podobne do zaproponowanego w podrozdz. 7.6.2. Algorytmy oparte na idei Hunta—
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Tabela 9.4
Czasy dziatania (w ms) algorytméw wyznaczania podciagu CLCS i dlugosci podciggu CLCS dla
rzeczywistych danych. W nawiasach: ile razy dany algorytm jest szybszy niz ChinEE

Zestaw Ciag Dtugos¢ CLCS CLCS
danych ukierunk. ChinEE DeoEE BPEE-32 BPEE-64 ChinEE DeoEE BPEE-32 BPEE-64
ds0 HKH 3,133 0,968 0,409 0,358 3,904 0910 0,615 0,538
(1,000 (3,24) (7,66) (8,75) (1,000 (4,29) (6,35) (7,26)
dsl HKH 4436 1,420 0,570 0,468 7,370 2,380 0,872 0,723
(1,000 (3,12) (7,78 (9,48) (1,000 (3,100 (8,45 (10,19)
dsl HKSH 3962 1,176 0,558 0,484 6,048 1,679 0,870 0,748
(1,00) (3,37 (7,10) (8,19 (1,00)  (3,60)  (6,95) (8,09)
dsl HKSTH 3,845 1,307 0,564 0,507 6,026 1,678 0,880 0,776
(1,00) (2,94 (6,82 (17,58) (L00) (3,59) (6.,85) (7,77)
ds2 HKSH 3,040 0,950 0,380 0,351 5773 1,934 0,595 0,522
(1,000 (3,200 (8,00 (8,66) (1,000 (2,99) (9,70) (11,06)
ds2 HKSTH 2,681 0,943 0,345 0,313 5,647 1,687 0,575 0,508
(1,00) (2,84 (7,77 (8,57) (1,000 (3,35 (9,82 (11,12)
ds3 HKH 8,436 2,512 0,765 0,597 15,089 2,901 1,299 0,946
(1,00) (3,36) (11,03) (14,13) (1,000 (5,200 (11,62) (15,95)
ds4 DGGG 1,994 0,630 0,353 0,323 3,061 0,906 0,559 0,488

(1,00) (3,17) (5,65) (6,17) (1,000 (3,38) (5,48 (6,27)

Szymanskiego (podrozdziaty 9.2, 9.2.3) sa szybsze od algorytmu China i in. o czynnik okoto 5,
ale znacznie trudniej je zréwnolegli¢. Rownie trudno zréwnolegli¢ zaproponowany w poprzed-
nim podrozdziale algorytm réwnolegtosSci bitowe;j.

Kluczowa réznica pomiedzy problem CLCS a problemami LCS i LCTS, dla ktérych za-
proponowano algorytmy réwnolegte dla procesoréw GPU, polega na tym, ze w macierzy pro-
gramowania dynamicznego dla problemu CLCS wystepuja zaleznoSci pomigdzy poziomami.
Macierz dekomponowana jest na pudetka, ale danymi wejSciowymi do obliczania kazdego pu-
defka sa: lewa i gérna krawedZ, prawa-dolna komoérka lewego-gdrnego sgsiedniego pudetka
i pudetko znajdujace si¢ poziom nizej (dla k > 0). Dlatego tez wyznaczanie wartosci poziomow
nie jest niezalezne i przetwarzanie oparte na zasadzie drugiej przekatnej dla wyzszego poziomu
musi si¢ rozpocza¢ o krok péZniej. Dla przyktadu, w drugim etapie, pudetka, ktére moga by¢
obliczane to: § = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}. Oznacza to, ze w poréwnaniu do problemu LCS
moze by¢ réwnolegle wyznaczanych znacznie wigcej pudetek (nawet r 4 1 razy wigcej).

Podstawowa wada tego algorytmu sg duze wymagania pami¢ciowe, poniewaz potrzebne mo-
g3 by¢ nie tylko dwie krawedzie, ale takze cate pudetko znajdujace si¢ poziom nizej. Struktury
danych, ktdre znajduja si¢ w pamieci globalnej procesora GPU to:

e tablice n, mir stéw na ciagi A, BiP,
e tablica n(r 4+ 1) stéw dla gornej krawedzi wszystkich pozioméw,
e tablica m(r + 1) stéw dla lewej krawedzi wszystkich pozioméw,
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e tablica 3[m/by|(r + 1) stéw dla prawych-dolnych komérek lewych-gérnych sgsiednich pu-
detek do biezacych,
e tablica 2bym(r + 1) stéw dla pudetfek znajdujgcych sie¢ poziom nizej niz aktualnie obliczane.

Whiosek 9.8. Sumaryczna ztozonos¢ pamieciowa algorytmu CLCS-CUDA jest:
O(nr + bymr) stow.

Obliczenia wewnatrz pudetka wykonywane sg prawie identycznie jak w problemie LCS.
Gl6wng réznice stanowi obstuga dopasowan silnych. Dla kazdego napotkanego dopasowania
silnego wczytywana jest warto$¢ z poziomu lezacego ponizej (znajdujaca sie¢ w pamieci global-
nej). Jesli dopasowanie silne wystapi na poziomie o jeden wyzszym niz biezacy, to odpowiednia
warto$¢ z poziomu biezacego zapisywana jest do pamigci globalnej. Wartosci zadnych innych
komorek nie sg zapisywane wprost w tablicy przechowujacej wartosci pudetek ponizszych znaj-
dujacej sie w pamieci globalne;j.

Usprawnienie polegajace na redukcji rozmiaru przetwarzanej macierzy dzigki wyznaczeniu
punktow wejsScia-wyjscia [110] réwniez zostalo zastosowane. W tym celu, na etapie przetwa-
rzania wstepnego, z obliczenn wykluczane sa pudetka, o ktérych wiadomo, ze zawieraja tylko
wartoSci —oo. W eksperymentach badano algorytm tylko z tym usprawnieniem. Wynik koficowy
odczytywany jest z prawej-dolnej komorki prawego-dolnego pudetka.

Kod jadra dla tego algorytmu jest podobny do kodu jadra algorytmu wyznaczania podciagu
LCS za pomocg programowania dynamicznego, wobec czego zostanie on tu pomini¢ty. Gtéwne
réznice to: inne wyznaczanie zbioru rownolegle obliczanych pudetek oraz przechowywanie
warto$ci niektérych komérek z pozioméw nizszych (dla obstugi dopasowarn silnych).

Ponizej zostanie rozwazone, jakie jest teoretyczne przyspieszenie proponowanego algoryt-
mu rownoleglego w stosunku do algorytmu sekwencyjnego dla procesora CPU. Obliczenia wy-
konywane wewnatrz pojedynczego pudetka sa bardzo podobne do tych wykonywanych w row-
noleglym algorytmie programowania dynamicznego dla problemu LCS (7.6) z jednym wyjat-
kiem — przetwarzaniem dopasowar silnych. Sumaryczna liczba dopasowari silnych bedzie w dal-
szej czesci tego podrozdziatu oznaczana przez D3™. Catkowita liczba potgczonych dostepéw do
pamieci w celu obstugi dopasowari silnych to co najwyzej ©(min(DS™ nmr /n32)).

W catym algorytmie ma miejsce ©(n' 4+ +r) wywotan kodu jadra, w ktérych obliczanych
jesttacznie ©(N'm'r) pudetek. W jednym wywotaniu kodu jadra obstugiwanych jest co najwyzej
O(n'm'r/max(n’, ' r)) pudetek, a wigc sumaryczna liczba krokéw jest

/ / /
®<max(n’,rrf,r)+nr:rl{r) :G)(n:rr),jeélimgW%, 9.15)

n'm'r

max(n’,m’r)’

O(max(n’,n,r)), jesli ny > (9.16)
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nmr .
max(r’,m’,r)*

Przypadek n; <

Biorac pod uwage czas obliczania pojedynczego pudetka (7.14), sumaryczna ztozono$¢ cza-

sowa tego algorytmu (wylaczajac dostepy do pamieci globalnej) dla tego przypadku wynosi

'm/
e(n rxm):e(ﬂ). 9.17)
N1 N2 ninz
Calkowita liczba dostepéw do pamigci globalnej jest
bw : sm NMr , sm . nmr o nmr
O =nmr+min({D",— ) | =0 (min( D"+ —,— ] ). (9.18)
N2 N2 Na2bn" N2

Z powyzszego, sumaryczna zfozonos¢ czasowa tego algorytmu wynosi

®<ﬂ+min (DSMﬂ,m)). 9.19)
Ninz N2bn’" N2

Jesli DM < %, to

sSm sm
C] (nmrbh+ b r]lpzbh+r]1nmr) =0 (nmr max( L , D , L )) . (9.20)
N1nz2bn Ninz’ nmr’nzby

W zwiazku z tym przyspieszenie wynosi
. nmr
min (a2, S, N2bn) ©21)
Jesli DS™ > T o
n2
nmr nmr nmr
@<_+_) :@(—) , (9.22)
ninz N2 N2
a wiec przyspieszenie jest
©(n2). (9.23)
Wyniki (9.21) i (9.23) moga by¢ zapisane razem, co daje:

Whniosek 9.9. Przyspieszenie algorytmu CLCS-CUDA w stosunku to algorytmu sekwencyjnego

dla procesora CPU wynosi

max(r]z,min (nlnz,g%;,r]zbh». (9.24)
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nmr .
max(r’,m’,r)*

Przypadek n; >

Catkowita zlozono$¢ czasowa tego algorytmu (wylaczajac dostepy do pamigci globalnej)

dla tego przypadku jest

o (max(n’,rrf,r) X bwbh)
N2 '

(9.25)

Koszt dostepéw do pamigci globalnej wyznaczony jest w (9.18), z czego sumaryczna ztozonos$¢

czasowa algorytmu jest

/
e(max(n,rrf,r)b\,\,thrmin (D3m+ nmr nmr)) _

r]2 nzbh,E
o <max(nbh,mbw,rbwbh) +min <Dsm+ nm— ,ﬂ)) _ (9.26)
N2 N2bn™ N2

Jesli DSM < %, to

o (max(nbz, mbybn, rbwbZ, DS™n b, nmr))
N2bn

@(nmrmax( r Oy babn DT 1 )), 9.27)

N2mr’ nanr’ nanm’ nmr’ naby,

a wiec przyspieszenie wynosi

. mr nr nm nmr
e<m|n<”éh ’néw ’rtibh’Dsm’nzbh))' (9.28)

Jesli DM > %, to (9.26) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

o (max(nbh,mbw,rb\,\,bh,nmr)) 0 (ﬂ) : (9.29)
n2 N2

a wiec przyspieszenie jest
O(n2). (9.30)
Wyniki (9.28) i (9.30) moga by¢ zapisane tacznie, co mozna podsumowacé nastepujaco:

Wnhniosek 9.10. Przyspieszenie algorytmu rownolegtego CLCS-CUDA w stosunku do algoryt-
mu sekwencyjnego dla procesora CPU jest

. mr nr nm nmr
C] (max(r]z, min (nf)h , néw : r[])jvbh , Dsm’nzbh))) . (9.31)
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9.4.2. Wyniki eksperymentalne

W celu poréwnania zaproponowanego algorytmu do algorytméw dla procesorow CPU wy-
konane zostaty eksperymenty z uzyciem takiego samego nastepujacego zestawu komputerowe-
go, kompilatora i biblioteki CUDA jak w podrozdz. 7.6.5.

Wszystkie czasy sg medianami ze 101 wykonan. Zamiast czaséw absolutnych na wykresach
pokazane jest przyspieszenie w stosunku do odpowiednich algorytméw sekwencyjnych (dziata-

jacych na jednym rdzeniu procesora CPU). Algorytmy na wykresach oznaczane sg nastepujaco:
e (CPU-s —algorytm sekwencyjny dla procesoréw CPU,

e (CPU-p —algorytm réwnolegty dla procesoréw CPU (zastosowany procesor CPU zawiera 4

rdzenie, ale wstepne eksperymenty pokazaty, ze lepiej jest uruchamiac naraz 32 watki),
e GPU - algorytm réwnolegty dla procesoréw GPU z tablica poSredniczaca.

Poniewaz problem CLCS pojawit si¢ w bioinformatyce i dotyczyt poréwnywania taficuchéw
biatkowych, w eksperymentach, ktérych wyniki pokazane sa na rys. 9.20, ustalono 0 = 20. Dla
krétkich i Sredniej dtugosci ciagéw ukierunkowujacych oraz dla dostatecznie diugich ciggdéw
gléwnych algorytm GPU osiaga przyspieszenie 40-50 w stosunku do ulepszonego algorytmu
sekwencyjnego China i in.

Dla krétkich ciagdéw gtéwnych (n=m= 210) przyspieszenie jest znacznie mniejsze, ponie-
waz: (i) pudetka sa matych rozmiaréw, (ii) liczba pudetek jest mata i nie wszystkie multiproce-
sory sa obciazone, albo obciazone sg w niewielkim stopniu i obcigzenie nie jest zbalansowane.
Algorytm CPU-p jest tylko ok. 2,5 razy szybszy niz CPU-s, gtéwnie z uwagi na duzy rozmiar
przetwarzanych danych, co prawdopodobnie powoduje wigksza liczbe chybient w pamieci pod-

recznej, jesli naraz wiele watkow przetwarza te dane.

Na rysunkach 9.20c—d pokazana jest zaleznoS$¢ przyspieszenia od rozmiaru alfabetu dla cia-
g6w gléwnych réznych dlugosci. Dla relatywnie krétkich ciggéw gtéwnych (n= m= 211) przy-
spieszenie wynosi ok. 12 dla matych alfabetéw i maleje do ok. 3 dla alfabetéw duzych. Spo-
wodowane to jest faktem, ze dla duzych alfabetéw i krétkich ciggéw gléwnych zastosowanie
techniki punktéw wejScia-wyjscia powoduje redukcje przetwarzanej macierzy do bardzo ma-
tego jej fragmentu. Czgsto juz na etapie przetwarzania wstepnego (po wyznaczeniu punktow
wejscia-wyjscia) wiadomo, ze szukany podciag nie istnieje. Dla dluzszych ciagéw gtéwnych
(n = m= 213) przyspieszenie jest znacznie lepsze (bliskie 50) i nie maleje tak szybko, nawet
dla 0 = 256 Przyspieszenia algorytméw GPU i CPU-p sg na tyle r6zne, ze ewentualny algo-
rytm hybrydowy CPU+GPU, ktéry bytoby bardzo trudno zaproponowac z uwagi na duze iloSci
danych przesytanych do/z pamieci i problemy synchronizacyjne, mogtby by¢ szybszy od algo-

rytmu GPU tylko nieznacznie.
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Rys. 9.20. Poréwnanie przyspieszen uzyskiwanych przez rownolegly algorytm programowa-
nia dynamicznego dla procesoréw GPU (problemu CLCS). Rozmiary pudetek:
by = min(max(m/2°,26), 28), by, = min(max(m/2°,25),25), b’ b € [28,2°]

Fig. 9.20. Comparison of the speedup for the classical CLCS dynamic programming algorithm. Box
sizes: by = min(max(m/25,25),28), b, = min(max(m/28,25), 25), bP" b € [28, 29

9.5. Podsumowanie

Problem najdtuzszego ukierunkowanego wspélnego podciggu (CLCS) byt rozwazany w la-
tach 2003-2010 w co najmniej kilkunastu publikacjach. GIéwne jego zastosowania znajduja si¢
przede wszystkim w bioinformatyce. W niniejszym rozdziale przedstawiono krétko istniejace
dla tego problemu algorytmy oraz oméwiono nieco dokfadniej algorytm China i in. [42], ktéry
byt punktem wyjsScia do cze¢Sci badan autora.

W dalszej czesci rozdziatu zaproponowano kilka algorytméw rozwigzywania tego proble-
mu. Historycznie pierwszy byt algorytm dedykowany dla niewielkiej liczby dopasowan oparty
na metodzie Hunta—Szymanskiego (podrozdz. 9.2) znanej z problemu LCS. Byt to pierwszy
algorytm, ktérego ztozonos$¢ czasowa, jesli wyrazic ja w zaleznoSci od dtugosci ciagu wejscio-
wego, byta nizsza niz iloczyn dtugosci wszystkich trzech ciggdw wejsciowych. W praktyce ten
algorytm okazuje si¢ zwykle kilkakrotnie szybszy od algorytméw znanych wczesniej. Algorytm
ten zostal nastepnie ulepszony przez zastosowanie techniki punktow wejScia-wyjscia, znanej

z literatury dla problemu uliniawiania ukierunkowanego ciagéw (CPSA). Kolejna propozycja
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(podrozdz. 9.3) byl pierwszy algorytm réwnoleglosci bitowej do problemu CLCS. Eksperymen-
ty pokazaly, ze algorytm ten jest kilkunastokrotnie szybszy od algorytmu China i in. oraz kilka-
krotnie szybszy od zaproponowanego algorytmu opartego na metodzie Hunta—Szymanskiego.

W ostatniej czeSci niniejszego rozdzialu zaproponowano algorytm réwnolegly dla proceso-
row graficznych (GPU). Algorytm ten jest zréwnoleglona wersja algorytmu China i in., ktéra
zostata przeniesiona na procesory GPU, zgodnie ze schematem przedstawionym w podrozdzia-
le 7.6.2. W przeprowadzonych eksperymentach okazato si¢, ze uzyskane przyspieszenie w sto-
sunku do algorytmu China i in. wynosito czesto ok. 40-50, co jest wynikiem bardzo dobrym
i pozwala mie¢ nadzieje, ze przyspieszenie bedzie jeszcze wigksze dla nowszych procesoréw
graficznych.

Jedng z najwazniejszych otwartych kwestii dotyczacych problemu CLCS pozostaje pyta-
nie, czy mozliwe jest skonstruowanie algorytmu o zlozonosci czasowej o(nmr) (niezaleznie
od diugosci ciggu wynikowego). Rdwniez w algorytmie réwnolegtosci bitowej pojawia si¢ nie-
rozwigzany problem, czy mozliwe jest uzyskanie przyspieszenia liniowo zaleznego od dtugo-
Sci stowa komputerowego. Aktualna wersja tego algorytmu cechuje si¢ przyspieszeniem nieco
mniejszym.

Z ciekawych prac teoretycznych warto wymieni¢ ostatnio uzyskany wynik [14], dotyczacy
algorytmu dla problemu CLCS, w ktérym ciagi wejSciowe zostaty skompresowane za pomoca
algorytmu kodowania dtugosci serii (RLE). Niestety, z uwagi na charakter typowych danych
biologicznych taki algorytm nie oferuje znaczacej kompresji. Nie sa, jak na razie, znane algo-
rytmy dla tego problemu wykorzystujace inne, bardziej zaawansowane metody kompresji, ktére

byly stosowane w problemie LCS.



10. NAJDLUZSZY SCALONY WSPOLNY PODCIAG

10.1. Wprowadzenie

Problem wyznaczania najdtuzszego scalonego wspélnego podciggu (ang. merged longest
common subsequence, MerLCS) [116], podobnie do problemu CLCS rozwazanego w poprzed-
nim rozdziale, byl inspirowany badaniami prowadzonymi w bioinformatyce. Danymi wejScio-
wymi sg tu trzy ciagi: Z, A, B, a oczekiwanym wynikiem jest najdiuzszy ciag Sbedacy podcia-
giem Z, ktéry moze zosta¢ podzielony na dwa podciagi: S i S takie, ze S jest podciggiem A,
a S’ — podciggiem B. Sformutowanie tego problemu wigze si¢ z faktem, ze znajdowanie prze-
platajgcych sie zwigzkéw (ang. interleaving relationship) pomiedzy ciggami bywa pomocne
dla weryfikacji pewnych hipotez biologicznych. Jedna z nich jest duplikacja catego genomu
(ang. whole genome duplication, WGD), po ktdrej wystepuje masowa utrata genéw. W [125]
Kellis i in. pokazali, ze gatunek Saccharomyces cerevisiae powstat przez duplikacje oSmiu ro-
dzicielskich chromosomow, po ktorej wystapita masowa utrata genéw, co jest dowodem na wy-
stepowanie WGD w trakcie ewolucji organizmow zywych. Utrata genow wystgpita w regionach
sparowanych, przez co zostata zachowana przynajmniej jedna kopia kazdego genu. Dowdd na
wystgpienie tego zjawiska opiera si¢ na poréwnaniu DNA dwoéch gatunkéw drozdzy: Saccha-
romyces cerevisiae i Kluyveromyces waltii, ktére pochodza od wspdlnego przodka, a rozdzielity
si¢ w trakcie ewolucji przed wystapieniem WGD. Oba te gatunki sg zwigzane relacja mapowa-
nia 1:2, spetniajaca kilka kryteriow (szczegdty w [125]), m.in., kazdy z siostrzanych regionéw
w genomie S. cerevisiae zawiera uporzadkowany podciag genéw w odpowiadajacym mu regio-
nie genomu K. waltii. Ponadto, oba siostrzane podciagi odpowiednio scalone zawieraja prawie
wszystkie geny K. waltii. Rozwiazujac problem MerLLCS dla tych trzech ciagéw (dwa regiony
w genomie jednego gatunku i jeden region w genomie drugiego, bliskiego gatunku), mozna
sprawdzié, czy po rozdzieleniu si¢ tych gatunkéw miata miejsce WGD.

Peng i in. [173] pokazuja takze mozliwe zastosowania problemu MerLLCS w innych dzie-
dzinach, np. przy poréwnywaniu sygnatéw, kiedy do dyspozycji sa trzy ciagi: jeden kompletny
i dwa znieksztatcone (zaszumione, niekompletne itp.) i nalezy zweryfikowac, czy znieksztalco-
ne ciagi mogly powstaé przez znieksztalcenie ciaggu kompletnego.

W problemie MerLCS danymi wejSciowymi sg ciagi: Z = 2120...z, A=ayap...ap, B=
biby...bm, skladajace si¢ z symboli alfabetu ¥ € Z. Podobnie jak w innych rozdzialach tej

czesci, bez utraty ogélnosci mozna zatozy¢, ze m< n.

Problem 10.1 (Najdtuzszy scalony wspdlny podciag, MerL.CS). Dla ciggow Z, A B znaleic¢
taki cigg S= 1. . .S, 0 maksymalnej dtugosci, bedqgcy podciggiem Z, ktérego podcigg S =
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S;Si,--- S gdzie 1 <i1 <iz < - <ix </ jest podciggiem ciggu A a cigg S’ otrzymany z S
przez usunigcie symboli z pozycji i, iz, ..., ix jest podciggiem ciggu B.

Powyzsza definicja oznacza, ze podciag MerLCS dla Z, A, B jest najdtuzszym wspdlnym

podciagiem Z oraz dowolnego ciagu, ktéry mozna otrzymac scalajac ciagi Ai B.

Przyktad 10.1 (Najdtuzszy scalony wspdlny podciag, MerLCS). Dla ciggow Z = ABAD, A=
DDA oraz B = BAC najdtuiszym ukierunkowanym wspolnym podciggiem jest m.in. S= ABA.
W ciggach Z, A, B podkreslono symbole tworzqce podcigg MerLCS.

W niniejszym rozdziale uzywane sg takie same operacje bitowe, jakie byly stosowane w po-
przednich rozdziatach. Ponadto, dla dowolnego wektora bitowego W przez wii-J] bedzie ozna-
czany ciag bitéw z W rozpoczynajacy si¢ na pozycji i-tej, a koficzacy na pozycji j-tej, a przez
wiil - i-ty bit wektora bitowego W. Notacja ta bedzie stosowana do specyfikowania pojedyn-
czego (lub jego czesci) stowa komputerowego w tablicy emulujacej dtugi wektor bitowy.

W literaturze znane sg dwa algorytmy rozwiazywania problemu MerL.CS. Algorytm Huan-
gaiin. [116] opiera si¢ na metodzie programowania dynamicznego i charakteryzuje si¢ ztozo-
noscig czasowa ©(nmr). Wymaga on, w zaleznosci od implementacji, ©@(nmr) lub ©(nm) stéw
pamieci. W [116] dyskutowany jest takze problem, bedacy uogdlnieniem problemu MerLCS.
Naktada si¢ w nim pewne dodatkowe ograniczenia na to, jak mozna scala¢ ciagi Ai B. Problem
ten (Block-MerLCS) nie bedzie jednak przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale. Algo-

rytm Huanga i in. dla problemu MerL.CS sprowadza si¢ do nastepujacej formuly rekurencyjne;j:

(M(@i—1,j— 1K +1, jesli z = aj,

M(Gi—1,j,k=1)+1,  jesliz = by,

M(i, j, k) = max M(i—1,],k), (10.1)

maxq M(i, j—1,k), jesli (z # aj) A (z # by),
M(i, j, k—1),

\

z warunkami brzegowymi okreSlonymi nastepujaco:

M(07]7k> - O’

M(i,0,0) 0, (10.2)
M(i, j,0) LLCS(Z,A)),

M(i,0,k) = LLCS(Z,By),

dla wszystkich poprawnych wartosci i, j, K. Przez LLCS oznaczana jest dtugos¢ podciggu LCS.
Po zakoriczeniu obliczeri w M(r, n, m) znajduje si¢ dlugos¢ ciggu wynikowego, a sam cigg moz-

na uzyska¢ odpowiednio przechodzac macierz M poczawszy od M(r,n, m).
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(i=0) A (i=1) B (i=2) A (i=3)
ko123 ko123 ko123 ko123

j B AC j B AC i B AC J B AC

0 o(o|0fo0 0 0(0|1(1 0 of1{1(1 0 0122
1D|0O|0|0O]|0 1D|0|0f21|1 1D|O|1(1|1 1D|0|1]2]|2
2D|0|0|0O|0O 2D|0|0|1]|1 2D|0f1|1]|1 2D|0|1|2(|2
(a) 3 A|0(0[0(0 3AI1|1(1]|1 3A|1(2(2]|2 3A|11(2[3(|2
(i=0) A (i=1) B (i=2) A (i=3)

ko123 ko123 ko123 ko123

j B AC j B AC i B AC j B AC

0 0(0[0f0 0 0|0f1(1 0 o111 0 0(1(2(2
1D|0|0|0O|0O 1D|0|0O|1(1 1D|O|2|1(|1 1D|0|1|2]|2
2D|0|0|0O|0 2D|0|0|1(1 2D|Of1|1(1 2D|0|1]|2]|2
(b) 3 Al0|0|0O|0O 3AI1|1(1]|1 3A[1[2(|2]2 3A|11(2(3(3

Rys. 10.1. Przyklad obliczeri dla problemu MerLCS i ciggéw Z = ABA, A= DDA, B = BAC wyko-
nywanych zgodnie z (a) zalezno$cig oryginalng (10.1), (b) zaleznosScig poprawiong (10.3).
Wyszarzone komérki oznaczajg dopasowania

Fig. 10.1. Example of computation of the MerLCS for Z = ABA, A= DDA, B = BAC according to (a)
original formula (10.1), (b) fixed formula (10.3). Gray cells denote matches

Roéwnanie (10.1) zawiera jednak pewien btad, co mozna zaobserwowac narys. 10.1a, gdzie
znajduje si¢ przyktad macierzy uzyskanej wedtug tej zaleznoSci. Wedlug algorytmu Penga i in.
wynikiem jest podcigg dtugosci 2, poniewaz M (3,3, 3) = 2, podczas gdy poprawnym wynikiem
jest podciag dtugosci 3, gdyz ABA jest podciagiem Z = ABA, ktéry moze zosta¢ rozdzielony
na A (podcigg A= DDA) oraz BA (podciagg B = BAC). Na szczgscie btad ten tatwo skorygowac

otrzymujgc zaleznosc:

M(i—-1,j—1k) +1, jesliz = aj,
M(i—1,j,k—1)+1, jesli z = by,
M(i, j,k) = max{ M(i—1,],k), (10.3)
M(i, j —1,k),
M(i, j,k—1)

\

Warunki brzegowe pozostaja bez zmian.

Lemat 10.1. Zaleznosc (10.3) z warunkami brzegowymi (10.2) poprawnie wyznacza podcigg
MerLCS dla ciggow Z, A B.

Dowdéd. Dowdd jest identyczny jak dowdd twierdzenia 1 z [116] z jednym wyjatkiem. Dla do-
pasowania (sytuacji, w ktérej z = aj lub z = by) nie mozna zapomnie¢ o mozliwosci, Ze skré-
cenie jednego z ciagéw o jeden symbol moze doprowadzi¢ do lepszego wyniku niz podazenie

za dopasowaniem i skrocenie dwu ciggow. |

Podstawowg ideg algorytmu Penga i in. [173] jest ograniczenie obliczen tylko do komo-

rek macierzy M reprezentujacych dopasowania, ktérych zwykle jest znacznie mniej niz nmr.
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Zwtaszcza w przypadku duzych alfabetéw macierz programowania dynamicznego jest rzadka.
Czas potrzebny na obliczenie pojedynczej komoérki macierzy moze by¢ wprawdzie wigkszy niz
O(1), ale sumarycznie dla catego algorytmu ztozono$¢ czasowa jest O(¢mr), gdzie ¢ jest dhu-
goscig ciggu wynikowego. Zwykle, dla duzych alfabetéw ¢ jest znacznie mniejsze niz n, dzigki

czemu algorytm ten moze by¢ istotnie szybszy.

10.2. Algorytm réownoleglosci bitowej

10.2.1. Podstawowe idee

Niniejszy podrozdziat zawiera opis algorytmu réwnoleglosci bitowej, ktéry zostal zapro-
ponowany przez autora w [70]. Zanim jednak zostanie przedstawiony ten algorytm, konieczne

jest dowiedzenie kilku lematow.

Lemat 10.2. Wartos¢ komorki M(i, j,K) jest rowna bgdz wigksza o 1 niz wartos¢ dowolnego

z nastepujqcych jej sqgsiadow: M(i — 1, j, k), M(i, j — 1,k), M(i, j,k—1).

Dowdéd. M(i, j,K) jest dlugoscia podciagu MerLCS dla Z;, Aj, Bx. Wymienione komérki sa-
siednie zawieraja dtugosci podciagu MerLCS dla tych samych ciggéw, przy czym jeden z nich
jest okrojony o ostatni symbol. Niemozliwe jest, aby okrojenie jednego ciggu o ostatni sym-
bol spowodowato zmniejszenie dtugosci podciaggu MerLCS o wigcej niz 1, poniewaz usunigcie
ostatniego symbolu z jednego ciggu moze co najwyzej spowodowad, ze ten symbol nie znaj-
dzie sie w ciggu wynikowym. Podobnie, nie jest mozliwe, zeby okrojenie jednego z ciggdw

wejsciowych spowodowato, ze dlugos$¢ podciagu MerLCS wzro$nie. |

Na podstawie lematu 10.2 mozliwa jest reprezentacja tréjwymiarowej macierzy M przez
dwuwymiarowa macierz G, zawierajaca wektory zmian bedace wektorami liczb catkowitych

z zakresu [1,r]. Wektory te zdefiniowane sg nastgpujaco:

i €G(j,k) <= M(i,j,k)—=M(i—1,j,k)=1dlal<i<r. (10.4)
Réwnowazno$¢ pomigdzy macierzami M i G wynika z faktu, ze:

M(i, j,k) = [{x:xe G(j,k) Ax<i}. (10.5)

Latwo mozna zauwazy¢, ze definicja wektoréw zmian jest analogiczna do sposobu reprezentacji

zmian w macierzy programowania dynamicznego dla problemu LCS przedstawionej w [120].
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Zanim zostanie sformutowany bezposredni algorytm wyznaczania G( j, k), dogodne jest za-

pisanie zaleznoSci (10.3) w nastepujacy sposob:

(M/(i—1,j—1,Kk),

M(i,j—1,k)=maxq M(i—1,j—1k+1,  jesliz =aj, (10.6)
\M<i7j_17k)7
(M7(i—1,],k—1),
M”(i,j,k—1)=maxq M(i—1,j,k—1)+1,  jesliz = by, (10.7)
(I,Jk 1),
M(i, j, k) = max (1,1 -1K), (10.8)
’(I,Jk 1).

Mozna zauwazy¢, ze pierwsze sktadniki funkcji maksimum w (10.6)—(10.7) oznaczaja tylko
tyle, ze wartosci M/, M”, M nie malejg przy wzroScie i (por. trzeci sktadnik funkcji maksimum
w (10.3)). Wymaganie to jest inherentne dla definicji G.

Wektor zmian G'(j — 1,k) dla M’ (i, j — 1, k) moze by¢ wyznaczony na podstawie G( j — 1, k)
nastepujaco:
1. G(j—1,k) « G(j—1,k).
2. Dlakazdegoi od r do 1 takiego, ze Z = aj wykonaj:

a) jeslii € G'(j —1,K) nie réb nic,

b) w przeciwnym przypadku wstaw i do G'(j — 1,k) i usun z G'(j — 1, k) najmniejszg war-

tos¢ catkowitg (jesli taka istnieje) wiekszg niz .

W podobny sposéb obliczany jest wektor G”(j,k—1).

Lemat 10.3. Powyzszy algorytm poprawnie oblicza wektory zmian G'(j — 1,k) i G"(j,k— 1)
odpowiadajgce M'(i, j — 1,k) i M"(i, j,k— 1) dla wszystkich poprawnych wartoSci i.

Dowdd. Rangg h(X) elementu X w wektorze zmian bedzie nazywany indeks tego elementu
w posortowanym zbiorze wartoSci znajdujacych si¢ w wektorze zmian. Mozna zauwazy¢, ze
dla kazdego i w G'(j — 1,k) o randze h(i) zachodzi:

e M(i,j—1k)=nh(i),awieci € G(j—1,k)lub

e M(i—1j—-1k=h(i)—1liz=a.

Wobec tego i nalezy do G'(j — 1,k) wtedy i tylko wtedy, gdy:

e i€ G(j—1k)inieistniejei’ <i takie, ze M(i"—1, ] —1,k) = h(i") — 11z = aj lub

e i jest najmniejszym indeksem takim, ze M(i — 1, j —1,k) = h(i) — 1i z = a;.

Dowdd dla G”(j,k— 1) jest analogiczny. [
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Fatwo mozna zauwazy¢, ze powyzszy spos6b wyznaczania wektoréw zmian jest doktadnie
taki sam jak pokazany w [120, Observation 4] dla algorytmu LCS-BP-LENGTH rozwigzujacego
problem LCS.

Dysponujac wektorami G'(j — 1,k), G”(j,k— 1), mozna wyznaczy¢ G(j, k). Na podstawie
(10.5) oraz (10.8) wiadomo, ze:

H{x:xe G (j—LKk) Ax<i}|

. N (10.9)
H{x:xeG"(j,k—1)Ax<i}

M(i,j,k):max{

W zwigzku z tym, aby obliczy¢ G(j, k), nalezy postepowac jak ponizej:

1. Dlakazdej pary liczb catkowitych z G'(j — 1,k) i G”(j,k— 1) jednakowej rangi weZ mniej-
szg z nich i wstaw do G(j,K).

2. Jesli wsréd elementéw w G'(j — 1,k) i G”(j,k— 1) wystepuje element o unikalnej randze,

to wstaw go do G( ], K).

10.2.2. Algorytm

Do efektywnej reprezentacji wektoréw zmian moga by¢ zastosowane wektory bitowe. Po-
niewaz wszystkie wektory zmian w proponowanym algorytmie zawierajg liczby catkowite z za-
kresu [1,r], to dtugosé kazdego z uzywanych wektoréw bitowych wynosi r. (Jedynie dla wy-
gody prezentacji bity w wektorach bitowych beda numerowane od 1). Dla kazdego wektora
zmian G(j, k), G'(j—1,k),G"(],k—1) istnieje odpowiedni wektor bitowy W( j, k), W'(j —1,k),
W’ (j,k— 1) zdefiniowany nastepujaco: wszystkie bity majg warto$¢ 1, z wyjatkiem tych, kt6-
rych indeksy wystepuja w odpowiednim wektorze zmian.

Uzywana bedzie takze tablica wektoréw bitowych Yy, dla kazdego x € 2. Kazdy wektor Yy
zdefiniowany jest nastepujaco: wszystkie bity maja warto$¢ 0, z wyjatkiem tych, ktére odzwier-
ciedlaja pozycje symbolu X w T. Te wektory bitowe reprezentuja pozycije, na ktérych wystepuja
dopasowania przy poréwnywaniu ciggu T z konkretnym symbolem z A lub B. Jest to doktadnie
ta sama reprezentacja jak stosowana w algorytmie LCS-BP-LENGTH (por. podrozdz. 7.3.4).

W celu obliczenia W'(j — 1,k) na podstawie W(j — 1,k) uzywa si¢ wektora Yy, jako ze
reprezentuje on pozycje, na ktérych w Z wystepuje aj. Poniewaz operacje wymagane w tym
miejscu sa identyczne do wykonywanych w algorytmie LCS-BP-LENGTH, wi¢c zostanie uzyta

nastepujaca sekwencja operacji bitowych z [120]:

W (j —1,k) +W(j—1,k) & Ya,

W(j—1,K) < (W(j — LK) +W'(j = 1K) | (W(j —1,k) =W'(j — 1,K)).
Analogiczng sekwencje operacji stosuje sie do wyznaczenia W”(j,k—1).

Obliczenie W( j,K) na podstawie W' (j — 1,k) i W”(j,k— 1) jest nieco bardziej skompliko-

wane. Przydatne okaza si¢ tu ponizsze lematy.
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Lemat 10.4. Dla dowolnego x € G'(j — 1,k) o randze h(x) i y € G”"(j,k— 1) o randze h(y)

zachodzi:
a) jeslix >y, to h(x) > h(y),
b) jeslix <Yy, to h(x) < h(y),

c) jeslix=y, to |h(x)—h(y)| <L

Dowdéd. Dowdd zostanie przeprowadzony przez zaprzeczenie.
Przypadek a: Niech x> yih(x) < h(y). Z (10.6) i (10.7) wiadomo, ze

h(x) =M'(x,j —1,k) =M(x—1,j—1,k) + 1, (10.10)
h(y) =M"(y,j,k—=1) =M(y—1,j,k—1)+1. (10.11)

Z zalozenia h(X) < h(y) wynika, ze

M'(x,j —1,k) < M"(y, j,k—1). (10.12)
Na podstawie (10.8) wiadomo

M(y, j,k) > M"(y, j,k—1), (10.13)
az X>Yy wynika, ze

M(x—1,j—1k) > M(y, j—1k). (10.14)
Faczac wyniki z (10.10)—(10.14), otrzymuje si¢:

M(y, j,k) > M"(y,j,k—1) > M (x,j —1,kK) > M(x—1,j — 1K) > M(y, j — 1,k),

(10.15)
a wiec
M(y7j7k)_M(y7j_17k)>l7 (1016)
co jest niemozliwe z uwagi na lemat 10.2.
Przypadek b: Dowdd jest analogiczny jak dla przypadku a.
Przypadek c: Niech |h(x) —h(y)| > 1. Z (10.10) i (10.11) wynika, ze
IM(x—1,j—1,k) —M(x—1,j,k—1)| > 1. (10.17)

Poniewaz zaréwno M(x—1, j — 1 k), jak i M(x—1, ] — 1,K) sg sgsiadami M(x— 1, j, k), wiec

na podstawie lematu 10.2 warto$¢ powyzszej réznicy nie moze by¢ wigksza niz 1. |
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Lemat 10.5. W celu obliczenia G(]j,k) na podstawie G'(j — 1,k) i G”(j,k— 1) wystarczy:
1. Znalezé¢ sumg zbioréw G'(j — 1,k) i G"(j,k— 1) otrzymujgc wielozbior G*(j,K), w ktérym
niektore liczby catkowite mogq wystepowac dwukrotnie.

2. Usung¢ 7 G*(],K) liczby catkowite o parzystych rangach otrzymujgc zbior G( j, K).

Dowdd. Dowdd indukceyjny wzgledem rangi Xz G( j, k). Dla X = 1 najmniejsza liczba catkowita
w wielozbiorze G*(j, k) zostaje przepisana do G( j,K) (jest to element o randze 1w G'(j — 1,k)
lub G”(j,k—1)). Kolejny najmniejszy element z G*( j,K) (rangi 2) musi by¢ elementem o ran-
dze 1 odpowiednio w G”(j,k—1) lub G'(j — 1,k) (lemat 10.4), a wiec w G( ], k) znajdzie sie
mniejszy z elementéw o randze 1 sposrdd wejsciowych zbiorow.

Niech teraz x > 11 dla elementéw o rangach 2x— 3 i 2x— 2 z G*(,k) jeden z nich jest
elementem o randze Xx— 1w G/'(j — 1,k), a drugi elementem o randze x—1 w G”(j,k—1).
Dla elementéw o rangach 2x— 1 i 2x w G*(j,K), jeden z nich musi by¢ elementem o randze X
w G'(j —1,k), a drugi elementem o randze X w G”(j,k— 1) (Iemat 10.4). Mniejszy z tych ele-
mentéw jest wstawiany do G( j,K). Oczywiscie, jesli w G* (], K) znajduja sie dwa identyczne ele-
menty, ich rangi r6znig si¢ parzystoscig, wiec doktadnie jeden z nich jest wstawiany do G(j,K),

dzieki czemu G( ], K) jest zbiorem. |

Poniewaz liczby catkowite wystepujace w obu wektorach, G'(j —1,k) i G”(j,k— 1), musza
naleze¢ do G(j,k), wiec mozna usungé je z G*(j,Kk) po pierwszym kroku i doda¢ na samym
koricu (tylko po jednej kopii), po usuni¢ciu elementéw o parzystych rangach, do G(j, k). Mozna

to wykonac za pomocg operacji réznicy symetryczne;j:

Kluczowym etapem algorytmu wyznaczania W( j,k) na podstawie W'(j — 1,k) i W”(j,k—1)
jest wpisanie wartos$ci 0 do wszystkich bitow wartoSci 1 o parzystych rangach. W [215, stro-
ny 74-77] przedstawiony jest nastepujacy algorytm wyznaczajacy ,,parzysto$¢” w 32-bitowym

stowie komputerowym X (jego adaptacja dla innych wartosci W jest natychmiastowa):

Yy xd (x< 1), y<yao (y<2), y<yao (y<4),
y<—yoe (yk8), y<y® (y<16).

Bit o indeksie i w y ma warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba bitéw o wartoSciach 1 na
pozycjach od 0 do i w X jest parzysta. Dzigki temu, aby usung¢ bity 1 o parzystych rangach
z wektora bitowego W( j, K), nalezy wyznaczy¢ parzystos¢ tego wektora i wykonaé¢ maskowanie
bitéw 1 o parzystych rangach.

Kompletny pseudokod algorytmu rozwigzujacego problem MerLCS przedstawiony jest na

rys. 10.2. W pierwszej czesci tego algorytmu (wiersze 1-7) rozwigzywany jest problem LCS dla
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MEerLCS-BP(Z, A, B)

Wejscie: Z, A, B — podciqgi, dla ktérych wyznaczany jest podcigg MerLCS
Wyjscie: diugosé podciqgu MerLCS

{Wyznaczanie warunkow brzegowych}
W(0,0) <+ O
for k< 1to mdo
U+~W(0OkKk—1) &Yy,
W(0,k) < (W(0,k—1)+U) | (W(0,k—1)—U)
for j «+ 1tondo
U+~W(j—10 &Yaj

{ Obliczenia wtasciwe}

~No 1B~ W N

8 forj«< 1tondo

9 for k + 1to mdo

10 U W(j—1K) & Ya

11 W +— (W(j—1,k)+U") | (W(j—1k) —U")
12 U” —W(j,k—1) &Yy,

13 W+ (W(j,k—1)+U") | (W(j,k—1)—-U")
14 U<+—W&W

15 W W oW

16 V W

17 fori < Oto [log,r| —1do

18 V+ Vo (Vg (Iki))

19 W(j,k) «~ W&V)|U

{Wyznaczanie wyniku}
20 (<« 0; V  ~W(n,m)
21 whileV #£ 0 do
22 V«V&V-1); (+(+1
23 return /¢

Rys. 10.2. Algorytm réwnolegtosci bitowej wyznaczajacy dtugos$¢ podciagu MerLCS

Fig. 10.2. Bit-parallel algorithm computing MerLCS length
par ciagéw Z i Aoraz Z i B, w celu wyznaczenia warunkéw brzegowych (10.2). W wierszach
8-19 wykonywane sg obliczenia wlasciwe, tj. dla kazdej pary (j,K) wyznaczany jest wektor
bitowy W(j, k). Koricowa czes$¢ algorytmu (wiersze 20-23) to zliczenie bitéw o wartosci 0

w wektorze W(n, m), dzieki czemu otrzymuje si¢ dtugosé podciggu MerLCS.

10.2.3. Szczegoély implementacyjne

W algorytmie zaprezentowanym powyzej zaklada sie, ze r < w, tzn. kazdy wektor bitowy
miesci si¢ w pojedynczym stowie komputerowym, co rzadko jest spetnione. Emulacja wektoréw
bitowych jako tablic rozmiaru [r /w]| stéw komputerowych nie jest trudna. Uwaznej implemen-
tacji wymagaja jednak niektére operacje bitowe i arytmetyczne. Wszystkie operacje odejmo-
wania (—), bitowe (| , & , @) w wierszach 3-4, 6-7, 10-15 mogg by¢ tatwo zaimplementowane

na tablicach stéw komputerowych, poniewaz nie wystepuja tu zadne przeniesienia pomiedzy
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Wiersze 17-19 algorytmu MERLCS-BP na tablicy stéw komputerowych

1 f < false
2 fori’+Oto [r/w]—1do

3 Vv <_W[i/V\Li/W-i-W—l]

4 for i <~ Oto [log,w| — 1do

5 V«Va (Vg (1))

6 if f thenV < ~V

7 if VW1 — 1 then f < true

8 else f < false

9 W(j,k)[i’w,i’w—kw—l] - (W[i’wi’w—i-w—l] &V)|U [i"'wi’'w+w—1]

Rys. 10.3. Algorytm symulujacy usuwanie bitéw 1 o parzystych rangach (wiersze 17-19 z rys. 10.2)
w tablicy stéw komputerowych (sktadowa algorytmu MErRLCS-B1TPAR)
Fig. 10.3. Algorithm simulating removal of even rank bits (lines 17-19 in Figure 10.2) in array of com-
puter words (part of the MERLCS-BP algorithm)
kolejnymi stowami. Wyjatek stanowig operacje dodawania w wierszach 4, 7, 11, 13, w kt6-
rych przeniesienie moze si¢ pojawic¢ i musi zosta¢ prawidtowo obstuzone. Jest to jednak tatwe
do zrealizowania i nie ma wptywu na ztozono$¢ czasowa algorytmu. Trudniejszy przypadek
stanowig wiersze 17-18. W rzeczywistosci, petla ta wykonuje sie [log,w| razy dla kazdego
stowa z tablicy emulujacej wektor bitowy, a informacja o parzysto$ci najbardziej znaczacego
bitu jest traktowana jako przeniesienie. Podczas wykonywania kolejnego przebiegu tej samej
petli dla kolejnego stowa komputerowego, wartoSci wszystkich bitow sa zamieniane na prze-
ciwne, jesli to konieczne, co jest sprawdzane na podstawie przeniesienia. Narys. 10.3 pokazano

rzeczywistg implementacje wierszy 17-19 z rys. 10.2.

Wnhiosek 10.1. Catkowita ztoZonos¢ czasowa proponowanego algorytmu jest zdeterminowana
przez wyznaczanie W( j,K), ktore wymaga czasu O([r /w]logw). W zwigzku z tym ztozonosé
czasowa algorytmu MERLCS-BP jest ©(nm([r /w|logw).

Jest to ztozono$¢ lepsza o czynnik ©(w/logw) niz zlozonos$¢ czasowa algorytmu progra-

mowania dynamicznego dla problemu MerLLCS [116].

10.3. Wyniki eksperymentalne

W badaniach eksperymentach poréwnano zaproponowany algorytm z algorytmami znany-
mi z literatury. W tabelach i na rysunkach algorytmy oznaczone sg naste¢pujaco:
e HO08 — algorytm Huanga i in. [116],
e P10 - algorytm Penga i in. [173],
e Our — algorytm zaproponowany w niniejszym rozdziale.
Oryginalny opis algorytméw HO8 i P10 dopuszcza rézne implementacje. W przypadku gdy

zadana jest nie tylko dtugos$¢ podciggu wynikowego, ale tez on sam, algorytmy te implemento-
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Tabela 10.1
Dane testowe wykorzystane w eksperymentach dla problemu MerLCS

Zestaw  |Z] |A| |B|  Opis

dodA 1629 687 942 6-eksonowa sekwencja DNA Amanita muscaria dodA gen
(gi:2072623)
Z — cata sekwencja
A — konkatenacja czesci zawierajacych eksony
B — konkatenacja czgsci zawierajacych introny

p&d 6000 2480 1756 Sekwencja DNA Drosophila melanogaster
Z — cze$¢ chromosomu 2R (gi:73917619) od pozycji 70001 do
76000
A — odwrécone dopetnienie sekwencji pita (gi:24762318)
B — death caspase-1 (gi:24762322)

wane s3 z wykorzystaniem metody Hirschberga (por. podrozdz. 7.3.3), dzigki czemu ztozonos¢
pamig¢ciowa nie stanowi problemu, ale czas obliczen jest istotnie dluzszy niz w przypadku,
w ktérym wynikiem jest tylko dtugos$¢ podciagu MerLLCS. Zaproponowany algorytm réwniez
moze by¢ zaimplementowany z zastosowaniem metody Hirschberga. Eksperymenty przeprowa-
dzone zostaly jednak tylko dla przypadku problemu, w ktérym wynikiem jest dtugos$¢ podciagu
MerLCS.

Wszystkie implementacje zostaly wykonane w jezyku C++. Kompilacje wykonano za po-
mocg MS Visual C++ 2008 z opcja kompilacji -Ox, a wigc maksymalng optymalizacja ze wzgle-
du na czas wykonania. Programy byly uruchamiane na komputerze wyposazonym w procesor
AMD Phenom II X4 810 (zegar 2600MHz) i 4096 MB pami¢ci RAM. Kazdy eksperyment byt

powtdrzony 201 razy i jako wynik koficowy brano median¢ uzyskanych czaséw.

W pierwszym eksperymencie zastosowano zestawy danych testowych z [115]. Krétka ich
charakterystyka przedstawiona jest w tabeli 10.1. Wyniki eksperymentéw zawarte sg w tabe-
li 10.2. Rozmiar alfabetu jest tu niewielki (0 = 4), co powoduje, ze liczba dopasowan jest sto-
sunkowo duza. W zwiagzku z tym nie jest niespodziankg, ze algorytm P10 dedykowany do przy-
padku niewielkiej liczby dopasowan dziala wolniej niz H08. Algorytm réwnoleglosci bitowej
zaproponowany w niniejszym rozdziale okazuje si¢ zdecydowanie najszybszy, szybszy okoto
70 razy od algorytmu HO8. Jest to wynikiem zastosowania szybkich operacji bitowych i repre-
zentacji bitowej, ktéra pozwala na bardziej zwarte przechowywanie odpowiednika macierzy
programowania dynamicznego. Co wigcej, czynnik logw wystepujacy w zlozonosci czasowej
pojawit si¢ tam z powodu koniecznoSci wyznaczania w petli parzystosci bitow w stowie kompu-
terowym. Petla ta jednak ma tylko kilka przebiegéw na kazde stowo komputerowe i sumaryczna
liczba operacji wykonywanych w niej jest mniejsza niz liczba pozostatych operacji bitowych dla
typowych wartoSci W. Wptyw tego czynnika na czas dziatania algorytmu nie jest wigc tak moc-

no zauwazalny, jak sugeruje to oszacowanie ztozonosci czasowej.
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Tabela 10.2
Wryniki eksperymentalne dla danych rzeczywistych dla problemu MerL.CS
Zestaw HO8 P10 Our Czas Our / Czas HO8  Czas Our / Czas P10
[ms] [ms] [ms]
dodA 12 958,42 19 937,84 192,68 67,25 103,48
p&d 321930,30 645508,34  4595,00 70,06 140,48

Kolejne eksperymenty zostaly przeprowadzone w celu pordwnania badanych algorytméw
dla ciggéw réznej dtugosci oraz alfabetéw réznych rozmiaréw. Z tego powodu przygotowa-
no dane wejsciowe z uzyciem generatora liczb pseudolosowych o rozkladzie r6wnomiernym.
W eksperymentach dane byty w kazdym wykonaniu inne. Dla ustalonych dtugosci ciagow wy-
znaczano czasy dzialania algorytméw w zaleznoSci od rozmiaru alfabetu. Wyniki przedsta-
wione na rys. 10.4 pokazuja, ze algorytm P10 jest szybszy od algorytmu HO8 dla alfabetéw
wigkszych niz ok. 10-25 symboli. Doktadna warto$¢ tego progu zalezy od dtugosci ciggéw. Al-
gorytm proponowany jest od 41- do 74-krotnie szybszy niz algorytm HO8 dla obu przypadkow
(aib), aod algorytmu P10 jest szybszy od 2 do 112 razy (silnie zaleZy to od rozmiaru alfabetu).

W trzecim eksperymencie rozmiar alfabetu zostat ustalony na dwie wartoSci: 0 =4 oraz 0 =
128i badany byl wptyw dlugosci ciagéw na czas dziatania algorytméw. Wyniki przedstawione
sq na rys. 10.5. Dla relatywnie krotkich ciggéw (przypadki a i b) proponowany algorytm jest
szybszy od algorytmu HO8 od 45 do 68 razy, a od algorytmu P10 od 35 do 159 razy. Podobne
wyniki otrzymano dla dtuzszych ciagéw (przypadki c i d).

Podsumowujac wyniki eksperymentéw, mozna stwierdzi¢, ze proponowany algorytm réw-
noleglosci bitowej jest szybszy od algorytmu programowania dynamicznego, H08 [116] od 40
do 70 razy. Jest to wiecej niz mozna si¢ spodziewaé, biorac pod uwage, ze teoretycznie wyzna-
czona zlozono$¢ czasowa jest lepsza o czynnik @(lo%v ). Poréwnanie z algorytmem specjalizo-
wanym do danych z niewielkg liczbg dopasowan, P10 [173], pokazuje, ze wzgledna szybkos¢
dziatania tych algorytmoéw silnie zalezy od liczby dopasowan, ktdra z kolei zalezy od rozmiaru
alfabetu. We wszystkich eksperymentach proponowany algorytm byt co najmniej dwukrotnie,

a zwykle 20-krotnie i wigcej razy szybszy.

10.4. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale oméwiono problem wyznaczania najdtuzszego scalonego wspdl-
nego podciagu (MerLCS), a takze podano jego zastosowania w bioinformatyce. Krétko scha-
rakteryzowano takze dwa istniejace algorytmy rozwigzywania tego problemu. Gtéwna czesé
rozdziatu stanowi opis proponowanego algorytmu réwnolegtosci bitowej dla rozwigzywania

problemu MerL.CS. Ztozonos¢ czasowa tego algorytmu jest @(nm[r/w|logw). Jak pokazaly
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Fig. 10.5. Experimental comparison of the MerLCS length computing algorithms for various sequence
lengths

Rys. 10.5. Eksperymentalne por
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eksperymenty na danych zaréwno rzeczywistych, jak i wygenerowanych sztucznie, propono-
wany algorytm jest 40—70 razy szybszy od algorytmu opartego na programowaniu dynamicz-
nym [116], ktérego ztozonos¢ czasowa jest @(nmr). Proponowany algorytm jest takze zdecy-
dowanie szybszy od algorytmu specjalizowanego dla rzadkich macierzy programowania dyna-
micznego [173], ktérego ztozonos¢ czasowa jest O(¢mr). Wyniki te pokazuja, jak poteznym
podejsSciem moze by¢ réwnolegtos¢ bitowa. Niestety, podejscie to ma spore ograniczenia i nie
zawsze moze by¢ zastosowane, a wymyslenie algorytmu opartego na nim dla konkretnego pro-
blemu moze by¢ bardzo trudne. W szczeg6lnosci, pozostaje otwarta kwestia, czy mozliwe jest
zaproponowanie podobnie szybkiego algorytmu réwnoleglosci bitowej dla problemu bedace-
go uogdlnieniem problemu MerL.CS, w ktérym na mozliwe miejsca scalania ciggéw zostaty
natozone pewne dodatkowe ograniczenia [116].

Niniejszy rozdzial zawiera opis algorytmu wyznaczajacego dlugos$¢ podciggu MerLCS.
Uogodlnienie tego algorytmu na problem wyznaczania takze samego podciggu MerLCS jest
jednak bezpoSrednie. Wystarczy w tym celu zastosowa¢ metod¢ Hirschberga (podrozdz. 7.3.3)
zaproponowang dla problemu LCS doktadnie w taki sposéb, jak to zrobiono w [116] i [173]
(por. réwniez podrozdz. 7.3.5) oraz na podstawie bitéw o warto$ci 0 w wektorach bitowych
reprezentujacych wektory zmian odczytaé¢ podcigg MerLCS w spos6b analogiczny, jak si¢ to
robi w algorytmie réwnolegtosci bitowej dla problemu LCS (por. podrozdz. 7.3.4).

Interesujaca kwestia, ktdra pozostaje otwarta, jest odpowiedZ na pytanie o kres dolny ztozo-
nosci czasowej algorytméw dla problemu MerLLCS. ZtozonoSci czasowe wszystkich znanych al-
gorytméw w przypadku pesymistycznym sg O(nmr) (jesli pominigta zostanie zaleznos$¢ od diu-
gosci stowa komputerowego), ale otwarta kwestig pozostaje, czy mozliwe jest skonstruowanie
algorytméw o ztozonosci czasowej o(nmr). Z oczywistych powodéw kres dolny tej ztozonosci
nie moze by¢ lepszy niz kres dolny ztozonosci dla problemu LCS, bowiem jesli jeden z ciagéw

Alub B jest pusty, to problem MerLCS redukuje si¢ do problemu LCS.






WNIOSKI KONCOWE

Niniejsza praca stanowi podsumowanie wieloletnich badar autora, dotyczacych wyznacza-
nia podciaggéw rosnacych i wspdlnych. W rozdziatach 2—6 rozwazany jest problem najdtuzszego
podciagu rosngcego (LIS) oraz jego warianty. Problem LIS jest klasycznym problemem kombi-
natorycznym, ktéry znalazt ostatnio zastosowania m.in. w przetwarzaniu danych biologicznych.
W szczegdlnosci pojawit si¢ jako element sktadowy algorytméw uliniawiania catych genoméw,
wyszukiwania nowych genéw, tworzenia map genowych itp. Ztozonos$¢ czasowa najlepszych
algorytméw jego rozwigzywania jest O(nlog?) (w ogélnym przypadku) lub O(nloglogn) (dla
permutacji liczb z zakresu [1, n|). Rozwazane w pracy warianty problemu LIS zostaty zapropo-
nowane stosunkowo niedawno i stanowig rézne uogdlnienia problemu podstawowego. Dla pro-
bleméw LIS o minimalnej/maksymalnej szerokoSci/wysoko$ci/sumie zaproponowano w niniej-
szej pracy algorytmy oparte na autorskiej koncepcji rozszerzonego pokrycia ciggu (rozdz. 3).
Ich ztozonoSci czasowe sg takie same jak ztozono$¢ czasowa najlepszych algorytmoéw dla pro-
blemu LIS.

W problemie LIS o zadanym pochyleniu (SLIS) wymaga si¢, aby elementy podciagu wy-
nikowego rosty dostatecznie szybko. Dla tego problemu zaproponowano przeksztalcenie ciagu
wejsciowego w taki sposob, aby jego symbole byly ré6znymi liczbami catkowitymi z dobrze
okreSlonego przedziatu. Przeksztalcenie to nie wptywa na dlugos¢ ciggu bedacego rozwigza-
niem, a dzigki niemu mozliwe jest zastosowanie m.in. drzew van Emde Boasa lub struktury
Anderssona—Thorupa do przechowywania tzw. elementéw krytycznych. Daje to ztozono$¢ cza-
sowa proponowanego algorytmu O(nmin(,/log?/loglog/,loglogn)), a wiec lepsza niz zto-
zono$¢ czasowa algorytmu znanego z literatury.

Kolejnym rozwazanym problemem jest wyznaczanie cyklicznego podciggu LIS (LICS).
W pracy zaproponowano oryginalng ide¢ taczenia pokry¢ zachtannych reprezentujacych frag-
menty ciggu wejSciowego. Wykazano, ze aby znalezZ¢ podciag LICS, wystarczy wyznaczy¢ pod-
ciag LIS tylko w niektdrych rotacjach ciggu wejSciowego. Laczenie pokry¢ pozwala na szybsze
uzyskanie pokrycia dla danej rotacji, niz gdyby pokrycie budowaé za kazdym razem od po-
czatku. Poniewaz na podstawie pokrycia ciggu mozna tatwo wyznaczy¢ podcigg LIS w da-
nej rotacji, wiec zaproponowany algorytm LICS charakteryzuje si¢ dobra zlozonoScig cza-
sowa. Dla najlepszego z trzech rozwazanych wariantéw, w ktérym pokrycie jest reprezento-
wane za pomocg listy uporzadkowanych list drzew zréwnowazonych, ztozono$¢ czasowa jest
O(nloglogn+ min(n¢,n+ ¢3)log[n/¢?]). Jest ona lepsza od ztozonosci algorytméw znanych
z literatury, jesli tylko dtugos¢ ciagu wynikowego, ¢, miesci si¢ w pewnym okres§lonym prze-

dziale.
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Ostatnim uogdlnieniem problemu LIS rozwazanym w pracy jest problem wyznaczania naj-
dtuzszego sposréd podciggdw rosnacych w kazdym oknie rozmiaru u (LISW). Algorytm autor-
ski LISW dla tego problemu opiera si¢ na tagczeniu pokry¢, podobnie jak w problemie LICS. Zto-
zono$¢ najlepszego z zaproponowanych wariantéw tego algorytmu, w ktérym pokrycia repre-
zentowane sg w pamieci jako listy uporzgdkowane list drzew zréwnowazonych, jest O(nloglogn-+
min(n¢,n[¢3/u])log[u/¢?]).

Druga czg$¢ niniejszej pracy (rozdziaty 7-10) dotyczy problemu wyznaczania najdiuzszego
wspdlnego podciagu dwu ciaggéw (LCS) oraz kilku jego uogélniefi. Dla problemu LCS przed-
stawione sg najwazniejsze istniejace algorytmy jego rozwigzywania. Omoéwione sg takze dwa
autorskie algorytmy réwnolegte przeznaczone dla procesoréw graficznych. Pierwszy z nich jest
zréwnoleglong wersja klasycznego algorytmu programowania dynamicznego, a drugi — algo-
rytmu rownolegtosci bitowej. Drugi z tych algorytméw opracowano w dwéch wariantach réz-
nigcych si¢ szybkoScig dziatania i zakresem stosowalnoSci. Przyspieszenie tych algorytmow

w stosunku do ich pierwowzoréw wynosi od kilku do kilkudziesigciu.

Dla problemu LCS niezmienniczego wzgledem transpozycji (LCTS) zaproponowano kil-
ka algorytméw. Pierwszy z nich, LCTS-NGMD, jest algorytmem sekwencyjnym o ztozonoSci
czasowej O(no + nmloglogo). Drugi algorytm przedstawiono w czterech wariantach, réznia-
cych si¢ zastosowanymi strukturami danych i ztozonoSciami czasowymi. Najlepsza z uzyska-
nych ztozonosci czasowych (dla algorytmu LCTS-HS-2) jest O(D*loglogo + nm), gdzie D*
jest liczba dopasowarn dominujacych pomiedzy ciggami wejSciowymi dla wszystkich mozli-
wych transpozycji. Jest to najlepsza ze ztozonoSci czasowych osiagnietych dla tego problemu
wsrod algorytmow sekwencyjnych. Laczac ten algorytm z algorytmem réwnolegltosci bitowej,
zaproponowano algorytm hybrydowy, ktérego zmierzona szybko$¢ dziatania jest istotnie lepsza
od szybkoSci innych algorytméw znanych z literatury. Ostatnig propozycja dla tego problemu
jest algorytm réwnolegty dla procesoréw GPU (LCTS-CUDA). W praktyce, okazat si¢ on przy-
najmniej kilkakrotnie szybszy od wyzej wymienionych algorytméw.

Problem ukierunkowanego LCS (CLCS) jest kolejnym wariantem problemu LCS rozwaza-
nym w niniejszej pracy. Problem CLCS byl inspirowany badaniami w bioinformatyce. Zapropo-
nowano dla niego kilka algorytmoéw. Pierwszy z nich to algorytm CLCS-HS-LENGTH oparty na
metodzie Hunta—Szymanskiego. Charakteryzuje si¢ on ztozonoscig czasowg O(r(mé+-d) +n),
ktora jest lepsza od zlozonos$ci czasowych algorytméw sekwencyjnych znanych z literatury. Ba-
dania eksperymentalne pokazaty, ze algorytm ten jest kilkakrotnie szybszy od rozwigzan kon-
kurencyjnych. Kolejng propozycja jest algorytm roéwnolegtosci bitowej CLCS-BP-LENGTH. Je-
go zlozonosé czasowa w przypadku pesymistycznym jest O(+/rnmDSM+rn[m/w)). Ztozonosé
w przypadku Srednim jest lepsza o czynnik (1/min(o,w)) od ztozonosci znanych algorytméw

wyznaczajacych podcigg CLCS metoda programowania dynamicznego. Praktyczne ekspery-
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menty potwierdzily, ze algorytm ten jest kilkunastokrotnie szybszy od algorytméw znanych
z literatury oraz kilkakrotnie szybszy od algorytmu CLCS-HS-LENGTH. Ostatnig propozycija
jest rownolegty algorytm CLCS-CUDA opracowany dla procesoréw graficznych. Szybkos¢ je-
go dziatania jest kilkadziesiat razy lepsza od algorytmow literaturowych oraz kilkakrotnie lep-
sza od algorytmu réwnolegtosSci bitowe;j.

Ostatnim wariantem problemu LCS rozwazanym w niniejszej pracy jest problem scalonego
LCS (MerLCS). Zaproponowano dla niego algorytm rownolegtosci bitowej MERLCS-BP, kt6-
rego ztozono$¢ czasowa jest lepsza o czynnik (logw/w) od zlozonosci czasowej znanego dla
tego problemu algorytmu programowania dynamicznego, gdzie W jest dtugoscia stowa kom-
puterowego. Eksperymenty pokazaty, ze proponowany algorytm jest zwykle ponadpiecdziesie-
ciokrotnie szybszy od algorytméw znanych z literatury.

Do najwazniejszych nierozwigzanych kwestii dotyczacych omawianych wariantéw proble-
mow LIS oraz LCS nalezy znalezienie kresow dolnych ztozonoSci czasowej w przypadku pesy-
mistycznym. Mozna przypuszczaé, ze jest to zadanie trudne, poniewaz nawet dla klasycznego
problemu LCS badanego w literaturze od kilkudziesieciu lat, kres dolny ztozonoSci czasowej
w modelu Word RAM (stosowanym jako podstawowy model obliczeniowy w niniejszej pracy)
rozni si¢ znacznie od ztozonoSci czasowej najlepszych znanych algorytmow.

Dla wszystkich algorytméw proponowanych w niniejszej pracy przeprowadzono analize
ztozonoSci czasowej i pamigciowej w przypadku pesymistycznym, a dla niektdérych takze w przy-
padku Srednim. Dzigki temu czesto mozna bylo wykazad, ze proponowane algorytmy sa naj-
szybsze w sensie asymptotycznym.

Wsréd potencjalnych kierunkéw dalszych badan na pewno mozna wymieni¢ adaptacje pro-
ponowanych algorytmoéw dla procesoréw GPU do innych probleméw pokrewnych problemowi
LCS. Badania pokazaty, ze mimo koniecznosci stosunkowo czestej komunikacji pomiedzy pro-
cesorami CPU oraz GPU mozliwe jest osiagni¢cie duzych przyspieszen dla tych probleméw.
Bardzo interesujgca, acz trudng kwestia, jest opracowanie algorytmow rownoleglosci bitowej
dla innych probleméw bedacych wariantami problemu LCS. Z uwagi na duze ograniczenia do-
tyczace rodzaju wykonywanych operacji, projektowanie algorytméw réwnolegtosci bitowej jest
zadaniem stosunkowo trudnym, jednak uzyskiwane przyspieszenia w stosunku do klasycznych
algorytméw sekwencyjnych zalezne czesto liniowo od diugosci stowa komputerowego moga
by¢ duza zacheta do tych poszukiwari. Zaproponowana metoda taczenia pokry¢ zachtannych
dla probleméw bedacych wariantami problemu LIS powinna by¢ mozliwa do zastosowania tak-

ze w innych wariantach tego problemu.
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SEKWENCYJNE I ROWNOLEGLE
ALGORYTMY ZNAJDOWANIA PODCIAGOW

STRESZCZENIE

Pierwsza cze¢Sci niniejszej pracy poSwigcona jest problemowi najdtuzszego podciagu ro-
snacego (LIS) oraz jego wariantom (podciag otrzymuje si¢ z ciagu przez usuni¢cie zera badz
wickszej liczby symboli). Problem ten znajduje zastosowania m.in. w bioinformatyce do ulinia-
wiania genomow, wyszukiwania nowych genéw. Pierwszym z wariantéw problemu LIS rozwa-
zanym w niniejszej pracy jest problem podciaggéw rosnacych, ktére sg pod pewnymi wzgleda-
mi ekstremalne. Kolejnym wariantem jest problem podciggu rosngcego o zadanym pochyleniu.
Dalsze dwa warianty to problemy cyklicznych podciggéw rosnacych oraz podciagéw rosnacych
w oknie ustalonego rozmiaru ciggu wejSciowego. Dla tych ostatnich wariantéw zaproponowano
w pracy wykorzystanie reprezentacji ciaggu za pomocg pokrycia zachtannego oraz opracowano
wydajne algorytmy taczenia takich pokry¢. Algorytmy te sg kluczowe do efektywnego rozwia-
zywania wspomnianych probleméw.

Druga czes$¢ pracy dotyczy problemu najdtuzszego wspdlnego podciagu i jego wariantow.
Zastosowania tych probleméw sg bardzo liczne i dotycza przede wszystkim poréwnywania cia-
gbéw w celu oceny ich podobiefistwa. Dla problemu LCS niezmienniczego wzgledem trans-
pozycji (LCTS) zaproponowano kilka algorytméw sekwencyjnych, ktére, jak wynika z ekspe-
rymentéw praktycznych, okazaly si¢ znacznie szybsze od algorytméw istniejacych. Dla pro-
blemu ukierunkowanego LCS (CLCS) zaproponowano algorytmy sekwencyjne, réwniez szyb-
sze od dotychczas istniejacych. Ponadto, zaproponowano dla tego problemu pierwszy algorytm
rownolegtosci bitowej. Dla problemu scalonego LCS (MerL.CS) zaproponowano pierwszy algo-
rytm réwnolegtosci bitowej, ktéry w eksperymentach praktycznych okazat si¢ kilkudziesigcio-
krotnie szybszy od znanych algorytméw. Dla probleméw LCS, LCTS, CLCS zaproponowano
takze algorytmy réwnolegle przeznaczone do wykonywania w procesorach graficznych.

Dla wszystkich algorytméw proponowanych w niniejszej pracy przeprowadzono analize
ztozonoSci czasowej i pamigciowej w przypadku pesymistycznym (dla niektorych takze w przy-
padku Srednim). Dzigki temu czg¢sto mozna byto wykazac, ze proponowane algorytmy sa takze

najszybsze w sensie asymptotycznym.



SERIAL AND PARALLEL
SUBSEQUENCE FINDING ALGORITHMS

ABSTRACT

The first part of this work is on the longest increasing subsequence problem (LIS) and its
variants (a subsequence can be obtained from a sequence by removing zero or more symbols).
The problem has applications in bioinformatics, e.g., in sequence alignment, searching new
genes. The first variant of the LIS problem, which is considered in this work, is a problem
of longest increasing subsequences that are extremal from some point of view. Next variant is
a slope-constrained longest increasing subsequence problem. The last two discussed variants
of the LIS problem are a longest increasing cyclic subsequence problem (LICS) and a longest
increasing subsequence in a sliding window problem (LISW). The algorithms for the recent
two problems use cover representation of a sequence. Original algorithms for cover merging
are crucial to the proposed algorithms for the LICS and LISW problems.

The second part of this work is on the longest common subsequence problem (LCS) and
its variants. The applications of these problems are numerous and concentrate mainly on the
sequence comparison. For the transposition-invariant LCS problem (LCTS), a few sequential
algorithms were proposed. Experiments show that they are much faster than the existing al-
gorithms. For the constrained LCS problem (CLCS), a few sequential algorithms were also
proposed. They are faster than the known algorithms. Moreover, for the CLCS problem, the
first bit-parallel algorithm was invented. For the merged LCS problem (MerLLCS), a bit-parallel
algorithm, tens times faster than the existing algorithms was proposed. For the LCS, LCTS,
CLCS problems also algorithms for graphical processors were invented.

All the proposed algorithms were analysed and their time and space complexities in the
worst case were determined. For some algorithms the average case was also analysed. Obtained
time complexities allow to show that the proposed algorithms are usually faster than the existing

algorithms also in an asymptotic sense.
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LICS, 66
LIS, 35, 105
LISW, 78
MaxHLIS, 47
MaxSLIS, 54
MaxWLIS, 50
MerLCS, 193
MinHLIS, 44
MinLIS, 52
MinWLIS, 49
poprzednika, 44, 46, 47, 55
nastepnik, 46, 55
usuwanie, 46, 55
wstawianie, 46, 55
SLIS, 58
procesor
zegar, 32
programowanie dynamiczne, 67, 92, 107, 112, 114, 119,
123, 124, 126, 129, 140, 153, 203, 205
macierz, 92, 97, 99, 108, 109, 112, 134, 136, 153,
155, 157, 158, 161, 162, 164, 166, 172, 174,
178, 181, 184, 189, 193, 195, 202
blok, 130
krawedz
dolna, 114, 119
gbrna, 113, 115, 119, 148, 175
lewa, 113-115, 119, 148
prawa, 114, 119
pasek, 169, 174-176, 178, 180, 182
pudetko, 109, 112-117, 119, 123, 124, 148, 185,
186, 189
rzadka, 129, 132, 150
projekcja
elementu, 60-63
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catkowita, 63, 64 wyszukiwanie
punktu, 60, 62 binarne, 59, 95
punkt stopu, 69, 71, 72, 80-83 wzorca w tekscie, 99
ranga, 94, 100 zero wiodace
rejestr, 31, 32, 115 liczba, 137
RNA, 152

RNase, 152, 162, 164, 184

réwnolegtos¢ bitowa, 98-100, 102, 103, 114, 118, 120, 124,
126, 129, 139, 141-143, 145-147, 151, 168, 169,
173-175, 182, 191, 195, 197, 200, 203, 205

wariant Hirschberga, 103

sie¢ komputerowa, 29

stownik, 89, 90

stowo komputerowe, 28, 98, 101, 137, 180-182, 200-202
rozmiar, 27

sortowanie pozycyjne, 64

superkomputer, 32

symbol, 27, 36, 91
ranga, 48, 50

szereg czasowy, 128

tableau Younga, 37, 79
wstawianie, 37
taksonomia Flynna, 30
tekstura, 30
teksty, 89
transpozycja, 132, 136, 141, 142, 145, 148

uliniowienie ciagéw, 91, 107, 108, 110, 152
przerwa, 91
ukierunkowane, 152, 155, 162, 190
wynik, 91, 108

watek, 30, 31, 118
blok, 31, 112
liczba, 31
serializacja, 30, 119
wiazka, 31
wywolanie jadra, 31, 32, 113, 115, 186
wywotanie kodu jadra, 117, 123
wejscia-wyjscia punkty, 155, 161, 164, 166, 186, 189, 190
wektor
bitowy, 100, 102, 118, 142, 169, 170, 172, 179, 193,
197, 200
masek, 101, 118, 119, 121, 148, 173, 175, 180
zmian, 195, 197
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