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1. WPROWADZENIE

Obserwowany w ostatnich dekadach rozwdj systemoéw komputerowych powoduje
systematyczny wzrost znaczenia metod numerycznych w obliczeniach inzynierskich
i naukowych. Tradycyjne metody analityczne posiadaja zalety, do ktérych mozna
zaliczy¢ m.in.:

e uniwersalnos¢, tj. niezaleznos¢ uzyskiwanych wynikow od konkretnych wartosci danych
wejsciowych,

e doktadnosé, tj. wyniki analityczne nie sa obciazone blgdami metod numerycznych,

o zwartos¢ wynikobw wynikajaca z faktu, iz dla konkretnych probleméw
naukowo-inzynierskich mozna znalez¢ prostsza metod¢ analityczna dla konkretnego
przypadku niz w przypadku zastosowania ogo6lnej metody numerycznej,

e mozliwo$¢ stosowania abstrakcyjnego zapisu np. za pomoca analizy funkcjonalne;.

Z drugiej strony analityczne podejscie do probleméw obliczeniowych posiada wady:

e klase problemow mozliwych do rozwiazania metodami analitycznymi, tzn. problemow,
ktorych rozwiazanie mozna przedstawi¢ za pomoca skonczonej superpozycji funkcji
elementarnych, jest ograniczona; do przykladow mozna zaliczy¢é m.in. réwnanie
algebraiczne stopnia n-tego, rownania nieliniowe, catki przestgpne itd.,

e dla wybranych ztozonych uktadéw fizycznych problemem jest zbudowanie modelu
metodami czysto analitycznymi; przyktadem pomocnej tu metody numerycznej jest
metoda elementdéw skonczonych.

Problemy te powoduja konieczno$¢ zastosowania do tych zagadnien metod
numerycznych. Jednoczesnie obserwuje si¢ staly wzrost mocy obliczeniowej komputerdw.
Powoduje to rosnacy wudziat podej$cia numerycznego w pracach i badaniach
naukowo-technicznych, gdyz mozliwe staje si¢ zastosowanie w rozsadnym czasie i przy
akceptowalnych kosztach algorytmow o ztozonosciach, ktore jeszcze niedawno wykluczaty

ich praktyczne zastosowanie w danym problemie.
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1.1. Analiza numeryczna w analizie Komitetu Informatyki PAN

Szczegdtowa analiz¢ metodologii numerycznej oraz jej klasyfikacje w dyscyplinie
informatyki przeprowadzita Sekcja Nauk Obliczeniowych Komitetu Informatyki PAN
w raporcie [43]. Wskazano w nim, ze symulacje komputerowe w potaczeniu z tradycyjnymi
narzedziami matematyki oraz prawami fizyki pozwalaja na znaczne poszerzenie obszaru ich

zastosowan na nauki przyrodnicze, techniczne i spoteczne.

1.2. Cel rozprawy

Celem rozprawy jest przedstawienie nowych algorytmow numerycznych wraz
z zastosowaniami w badaniach zbioréw osiagalnych dla wybranych klas uktadow

dynamicznych.

1.3. Przeglad problemow rozprawy

Tematem wiodacym niniejszej rozprawy jest wprowadzenie algorytmow numerycznych
do badan probleméw, ktore dotychczas byly analizowane metodami czysto analitycznymi.
Wyniki przedstawione w niniejszej rozprawie podsumowuja wyniki badan autora
zamieszczone w publikacjach [81-87]. W rozprawie przedstawiono nast¢pujace nowe
algorytmy:

e algorytm rozwiazujacy wybrang klas¢ rownan diofantycznych (rozdziat 2),
e algorytm obliczania wielomianéw symetrycznych podstawowych (rozdziat 4),
e algorytm odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a (rozdziat 5).
Zastosowano je w analizie nastepujacych problemow, dotyczacych ukladow
dynamicznych:
e wyznaczania zbioroOw osiagalnych wybranej klasy uktadéw dynamicznych okreslonych
w wielo$cianie (rozdziat 3),
e badania wlasnosci uktadow dowolnego rzedu (rozdziat 6),
e wyznaczania zbiorOw osiagalnych wybranej klasy uktadow dynamicznych przy

uwzglednieniu obustronnych ograniczen na funkcj¢ wymuszajaca (rozdziat 7).

1.3.1. Algorytm rozwiqzywania rownania diofantycznego

W niniejszej rozprawie w rozdziale 2 skoncentrowano si¢ na nast¢pujacym roéwnaniu
diofantycznym:

2 2 2 jz j2 jz
I L T EE L S L R (1.1)
m m, m, m m, m

n
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gdzie: n=2, m,m,,..m €Z sa danymi dodatnimi statymi calkowitymi, natomiast
i,,Jj, €Z, sa szukanymi niewiadomymi. Celem jest znalezienie algorytmu, znajdujacego
wszystkie niesymetryczne i nietrywialne rozwiazania rownania (1.1) w liczbach catkowitych
dodatnich, nie wigkszych od ustalonej stalej catkowitej. Znalezieniu takiego algorytmu jest

poswigcony rozdziat 2. Wyniki przedstawione w rozdziale 2 opieraja si¢ na rezultatach
z publikacji [83].

1.3.2. Zastosowanie algorytmu rozwiqzywania rownan diofantycznych w wyznaczaniu
zbiorow osiqgalnych wybranej klasy uktadow dynamicznych
Znalezienie zbioru rozwigzan réwnania diofantycznego (1.1) jest konieczne w analizie
zbioré6w osiagalnych uktadow dynamicznych, w ktérych modelu matematycznym mozna

wyr6zni¢ nastgpujacy operator Laplace’a:

82x(z t) Ozx(z t) N 0’x(z,1)

Ax(z) = .
(2)= oz, oz} oz

. x(2)e D(A) (1.2)

D(A):{x(z)eLz(D):Ax(z)eLz(D), x(z.0)=0 } (1.3)

gdzie obszar D jest n-wymiarowym wielo§cianem. Jednym z czynnikéw, wplywajacym na
wlasnosci uktadéw dynamicznych, w ktorych opisie matematycznym wystepuje operator
Laplace’a (1.2), (1.3), sa krotnosci jego warto$ci wiasnych. W celu okreslenia krotnosci
warto$ci wlasnych w niniejszej rozprawie wykorzystano algorytmy rozwiazywania rownania
diofantycznego (1.1). Wyniki przedstawione w rozdziale 3 opieraja si¢ na rezultatach
z publikacji [83].

1.3.3. Algorytm numeryczny obliczania pewnej klasy wielomianow symetrycznych

Rozdziat 4 jest poswigcony przedstawieniu nowego, efektywnego algorytmu obliczania
wielomianow symetrycznych podstawowych. Same wielomiany symetryczne podstawowe sa
zdefiniowane za pomoca nastepujacej formuty:

W (Ayyeis A=A+ A+ + A,

W Ay A )= A + A+ A A+t A A
Wgn)(/?'l"“’/?’n)zﬁ/lzis+/11/12/14+-"+ﬂ'n 2/1 /1 (1.4)

W (A )= A4, -

Pomimo elementarnej budowy wzoru definicyjnego (1.4) ich efektywne obliczenie

na drodze algorytmicznej jest zagadnieniem nietrywialnym. Zaproponowany algorytm
obliczania wielomiandw symetrycznych podstawowych znalazt zastosowanie w wyznaczaniu
odwrotnos$ci konfluentych macierzy Vandermonde’a oraz badaniu wtasnosci dynamicznych

uktadow dowolnego rzedu, czemu poswiecono kolejne rozdziaty.
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1.3.4. Algorytm odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a

W rozdziale 5 skonstruowano nowy algorytm odwracania konfluentych macierzy
Vandermonde’a. Ich budowa r6zni si¢ tym od klasycznej postaci macierzy Vandermonde’a,
ze w kolumnach konfluentnej macierzy Vandermonde’a oprocz kolejnych poteg réznych
pierwiastkéw znajduja si¢ pochodne tychze kolumn. W konstrukcji algorytmu korzysta si¢
z przedstawionego w  poprzednim rozdziale algorytmu obliczania wielomianow
symetrycznych podstawowych. Sam algorytm znajduje zastosowanie w analizie wtasnos$ci
liniowych uktadéw dynamicznych o dowolnym stopniu pochodnych wzgledem czasu, czemu
poswigcono kolejny rozdzial. Wyniki przedstawione w rozdziale 5 korzystaja z rezultatow

opublikowanych w artykule [82].

1.3.5. Zastosowanie algorytmow numerycznych w analizie wlasnosci dynamicznych
uktadow dynamicznych dowolnego rzedu

Mysla wiodaca rozdziahu 6 jest zastosowanie algorytmow:
e obliczania wielomiandw symetrycznych podstawowych,
e odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a,
w analizie wybranych wilasnosci uktadow dynamicznych. Gtowna innowacja rozdziatu jest
przeprowadzenie badan dla dowolnego, n-tego stopnia badanego uktadu dynamicznego
wzgledem czasu. Dotychczas w literaturze mozna znalez¢é pozycje, ktdre zajmowaly sig
jedynie szczegdlnymi przypadkami tych problemow. Wyniki przedstawione w rozdziale 6

stanowia podsumowanie rezultatow autora z publikacji [85-87].

1.3.6. Numeryczna analiza zbiorow osiqgalnych ukladow dynamicznych przy
obustronnym ograniczeniu funkcji wymuszajqcej

Przedmiotem rozdzialu 7 jest numeryczne wyznaczanie zbiorow osiagalnych uktadéw
dynamicznych modelowanych za pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych typu
parabolicznego. Innowacja przedstawionych badan jest zalozenie realistycznych,
obustronnych (tj. odgoérnych i oddolnych) ograniczen funkcji wymuszajacej. Odpowiedni
dobdr metod dyskretyzacji pozwolit na zastosowanie kryteriow badania zbioréw osiagalnych
przy obustronnych ograniczeniach na funkcje wymuszajaca, podanych przez Schmitendorfa
w pracy [116] dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych, do ukladu dynamicznego
modelowanego rdwnaniem rdézniczkowym czastkowym. Wykonanie badan zbioréw
osiggalnych przy realistycznych ograniczeniach na funkcj¢ wymuszajaca bylo mozliwe
dzigki zastosowaniu odpowiednio dobranej metody numerycznej rozwiazywania rownan
rézniczkowych czastkowych. Rozdzial stanowi ilustracje potaczenia w catos¢ metod
numerycznych i klasycznych wynikéw analitycznych. Wyniki przedstawione w rozdziale 7

stanowig podsumowanie rezultatow z publikacji [81, 84].



2. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANEJ KLASY ROWNAN
DIOFANTYCZNYCH

2.1. Wprowadzenie do problematyki rownan diofantycznych

W literaturze réwnanie diofantyczne definiuje si¢ jako algebraiczne réwnanie

wielomianowe lub réwnanie innego rodzaju, ktérego rozwiazan poszukujemy w zbiorze liczb

catkowitych. Problem diofantyczny na og6t ma mniej réwnan niz niewiadomych zmiennych.

Jego rozwiazanie polega na znalezieniu wszystkich n liczb catkowitych, spetniajacych kazde

z rownan problemu diofantycznego. Nazwa wywodzi si¢ od Diofanatesa z Aleksandrii,

hellenistycznego matematyka zyjacego w III wieku n.e., ktory badat takie réwnania. Dopiero

w XX wieku sformutowano ogélna teorig¢ rownan diofantycznych ([4, 140]).

Analiza rownan diofantycznych stara si¢ znalez¢ odpowiedzi na nastgpujace problemy:
czy dane roéwnanie posiada rozwiazanie,

czy liczba rozwiazan jest skonczona czy nieskonczona,

czy wszystkie rozwiagzania moga by¢ znalezione na drodze teoretycznej,

czy jest mozliwe praktyczne znalezienie petnego zbioru rozwiazan ?

Jako przyktady czesto rozwazanych w literaturze rownan diofantycznych mozna

przedstawié:

Roéwnanie algebraiczne ax+by=c (a,b,ceZ oznaczaja dane liczby catkowite) jest

rownaniem diofantycznym liniowym. Jest to, obok réwnania rozwazanego w Wielkim
Twierdzeniu Fermata, najbardziej znane rownanie diofantyczne. Ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba ¢ dzieli najwigkszy wspdlny dzielnik liczb a 1 b. Analiza tego
rOwnania  zajmuja  si¢  autorzy:  Nathanson [73]s.37-42;  Manin [60] s. 22;
Yan [140] s. 54-57; Rosen, Michaels, Gross, Grossman, Shier [110] s. 314-315.

Réwnanie x* —ny® =1 (n>0), zwane rownaniem Pella. Dla liczby n bedacej kwadratem

liczby catkowitej nie ma ono rozwiazan, za§ dla »n niebedacej kwadratem liczby
catkowitej ma nieskonczenie wiele rozwiagzan. Rownaniem diofantycznym Pella zajmuje
si¢ wiele ksiazek: Baker [4]s. 74-77; Manin [60] s. 28; Yan [140] s. 57-63; Rosen,
Michaels, Gross, Grossman, Shier [110] s. 318-321.
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2. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANEJ KLASY ROWNAN DIOFANTYCZNYCH

W literaturze byty takze badane réwnania diofantyczne, w ktorych wystepowata silnia.

Przyktadem moze by¢ rownanie:

xH+x++x!=x 1, x,eN (2.1)

Mozna udowodnié, ze dla n>2 rownanie (2.1) ma przynajmniej jedno rozwiazanie,
ale liczba rozwiazan jest skonczona, natomiast dla » =1 réwnanie to ma nieskonczenie
wiele rozwiazan. Rownanie analizuje Sandor w pracy [114] s. 68-69.
Réwnanie x” =y* ma w liczbach naturalnych doktadnie dwa nietrywialne rozwiazania
(x#y): x=4,y=2 oraz x=2,y=4. Nalezy ono do rzadko analizowanej grupy
wyktadniczych rownan diofantycznych. Jego analiza zajmuje si¢ Sandor [114] s. 93-95.
Analizuje si¢ takze uktady liniowych rownan diofantycznych o postaci 4X = B. Sam
uktad rownan ma analogiczna posta¢ do, znanego z algebry, klasycznego ukladu rownan
liniowych. Réznica polega tu na tym, ze wszystkie elementy zar6wno danych macierzy
A, B, jak 1 wektora niewiadomych X naleza do zbioru liczb catkowitych. Wiele
probleméw dotyczacych uktadéow liniowych rownan diofantycznych mozna znalezé
w monografiach:  Manin [60] s. 22-24;  Rosen,  Michaels, = Gross, = Grossman,
Shier [110] s. 314-315. Przyktadem na to, ze tematyka ukladow rownan diofantycznych
jest intensywnie badana do dzi$, moze by¢ artykul Hernando, Ledesma, Laita [29] z 2009
roku.
Najczesciej sa badane algebraiczne réwnania diofantyczne, jednak byly takze badane
rébwnania, w ktorych wystepuja inne funkcje elementarne. Przyktadem moze by¢
nastepujace rownanie [114]:

1 1 1 =«

arctg —+arctg—+...+arctg—=—
X, X, X

gdzie niewiadome sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Odnos$nie do tego rownania mozna
udowodni¢ nastgpujace fakty:

— dla kazdego n réwnanie to posiada przynajmniej jedno rozwiazanie,

— liczba rozwiazan dla danego » jest skonczona.

Ponadto, wszystkie rozwiazania tego rOwnania wyrazaja si¢ poprzez podstawowe

dziatania arytmetyczne:

x=1+1+1%,., x, , =1+(n=1)+(n-1)", x, =n

Rownaniu temu jest poswigcony rozdziat w monografii Sandor [114] s. 96-100.
Nie sposéb nie wspomnie¢ tu rownania diofantycznego o postaci x" +y" =z", gdzie
n>2 jest dang stala catkowita. Jest ono przedmiotem Wielkiego Twierdzenia Fermata.
Twiedzenie to méwi, ze nieliniowe rownanie diofantyczne x" + y" =z" nie ma rozwiazan

w liczbach catkowitych dla »>2. Dla =2 ma ono nieskonczenie wiele rozwiazan,
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tworzacych tzw. trojki pitagorejskie (np. x=3,y=4,z=5 daje

x’+y?=3"+4>=25=5"=2"). Problem ten jest przedstawiony w nastepujacych

ksiazkach: Baker [4] s. 84-87; Rosen, Michaels, Gross, Grossman, Shier [110] s. 317-318;

Manin [60] s. 341-393; Paulo [75].

W polskiej literaturze tematyka roéwnan diofantycznych zajmowat si¢ Waclaw Sierpinski,
ktory wydat ksiazki [122-125]. Wsrdéd pozycji innych autordw, przetlhumaczonych na jezyk
polski, mozna wymieni¢ ksiazki Narkiewicz [72], Paulo [75], Marzantowicz [62],
Koblitz [53].

W literaturze $wiatowej problem réwnan diofantycznych jest poruszany w nast¢pujacych
monografiach: Nathanson [73] s. 37-42 (rdwnanie liniowe); Baker [4]s. 74-91 (réwnania:
Pella, Thue, Mordella, Fermata, Catallana); Manin [60] s. 22-49 (rownanie liniowe, uktad
réwnan liniowych, rownania stopnia 2 i 3, Pella); Yan [140] s. 52-62; Moser [70] s. 53-58;
Rosen, Michaels, Gross, Grossman, Shier [110] s. 314-322 (réwnanie liniowe, problem trojek
pitagorejskich, rownanie Fermata, Pella, Bacheta i Catalana). Ksiazka Sandora [114] z 2002
roku na s. 56-121 analizuje 21 typéw rownan diofantycznych, w tym rownania wymierne,
nieliniowe, wykladnicze oraz rownania diofantyczne, ktorych niewiadome sa argumentami

funkcji przestgpnych.

2.2. Geneza analizowanej klasy nieliniowych rownan diofantycznych

Rezultaty przedstawione w rozdziale 2 zostaly opublikowane w artykule [83]. Niniejszy
rozdzial jest poswigcony znalezieniu algorytmu, rozwiazujacego w efektywny sposob

réwnanie diofantyczne o postaci:

) .2 ) .2 .2 .2

1 1 1

I UL E /SO R (2.2)
ml mk mn ml mk mn

Posta¢ rozwazanego rownania jest $ciSle zwiazana z postacia spektralng operatora
rézniczkowego Laplace’a. Mianowicie, warto$ci wlasne operatora Laplace’a okre§lonego
w n-wymiarowym wielo$cianie, przy zerowych warunkach brzegowych typu Dirichleta,

wyrazaja si¢ wprost przez nast¢pujaca formute analityczna [9]:

) .2 .2
i i i .

A =’ Lottt o+ k=12.,n i =123,.. (2.3)
aQ a; a,

gdzie przez liczby a, wyrazaja si¢ dlugosci krawedzi obszaru okreSlonoSci operatora
rézniczkowego Laplace’a. W przypadku gdy kwadraty tych dtugosci naleza do zbioru liczb
catkowitych, do analizy krotno$ci wartosci wtasnych (2.3) mozna bezposrednio zastosowac

rownanie diofantyczne (2.2), gdyz stata proporcjonalnosci —z° nie ma wplywu na badane

krotno$ci.
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Analiza krotno$ci wartosci wlasnych (2.3) sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytania,
czy nastgpujaca kombinacja liniowa S kwadratéw liczb catkowitych i,,...,i, :
2 .2 2

S(il,...,in):ll—+...+i+...+i, m, €N, (2.4)

m my m,

e moze przyjmowac te same wartosci, dla roznych n-tek catkowitych i,...,i ,

e ile istnieje roznych n-tek catkowitych i,...,i,, ktorym odpowiada ta sama warto$¢
kombinacji liniowej S(i,...,i,) okreSlonej przez (2.4) ?
Szerzej ten problem zostal opisany w rozdziale 3.
Synteze algorytmu rozwiazywania rownania diofantycznego (2.2) mozna podzieli¢

na nastgpujace gtowne etapy:

e parametryzacja niewiadomych,

e sprowadzenie réwnania do postaci bez kwadratow poprzez zamiang¢ niewiadomych
zmiennych,

e uzyskanie koncowego algorytmu przy wykorzystaniu wtasnosci podzielnosci liczb,

e wyznaczenie przedziatow, w jakich powinny iterowac parametry,

e climinacja rozwiazan trywialnych i symetrycznych,

e oszacowanie btgdu obliczen oraz zlozonos$ci czasowej uzyskanego algorytmu.

2.3. Wybrane problemy zlozonosci obliczeniowej algorytmow

Zasadnicze znaczenie dla poréwnywania jakosci roznych algorytméw, w tym
numerycznych, ma ich ztozonos¢ obliczeniowa. Jest ona $cisle zwiazana z czasem wykonania
danego algorytmu. Jednak podanie jedynie czasu wykonania algorytmu jest niewystarczajace
dla obiektywnej oceny jego efektywnosci, gdyz czas jego wykonania zalezy m. in. od [1]:

e konfiguracji sprzgtowej zastosowanego systemu komputerowego,

e rodzaju uzytego jezyka programowania i kompilatora,

® uzywanego systemu operacyjnego,

e priorytetu procesu, w ktorym zostal uruchomiony algorytm,

e liczby i priorytetow pozostatych watkéw uruchomionych w systemie,
e konfiguracji i rozmiaru danych wej$ciowych.

Dlatego konieczne okazato si¢ wprowadzenie miary ztozonos$ci obliczeniowej, ktora
bedzie obiektywna miara czasu wykonania algorytmu w funkcji rozmiaru i konfiguracji
danych wejsciowych 1 nie bedzie zalezata od pozostatych, wymienionych wcze$niej
czynnikow. Roéznice w czasie wykonania algorytmow sa szczeg6lnie widoczne dla duzej
liczby danych wejsciowych, dlatego najczgsciej stosowana miarg efektywnos$ci algorytmow

jest ztozono$¢ asymptotyczna. Wynika to z faktu, iz dla duzej liczby danych przyblizenie
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asymptotyczne jest szczegélnie bliskie ztozono$ci doktadnej. Najcze$ciej stosowanym
zapisem przeznaczonym do wyrazania ztozonosci asymptotycznej jest notacja ,,wielkie O”.
Definiuje si¢ ja nastepujaco [1]:
Definicja 2.1

Nieujemna funkcja f(n):Z, — Z, jest rzedu funkcji g(n):Z, ->Z,, f(n)= O[g(n)] ,

jezeli istnieje stala rzeczywista c, taka ze:

3V f(n)<c-g(n)
>0 n>n,
nyeN
Notacja ,,wielkie O” bedzie stosowana w dalszej czg$ci pracy do szacowania ztozonoSci
obliczeniowej wprowadzanych algorytméw numerycznych. Do jej wyznaczania sa uzyteczne

nastepujace wlasnosci [1];
c-O[f(n)]=0[f(n)] 2.5)
O (n)]+OLf(n)]=0Lf(n)] (2.6)
o[o[s(n)]]=0[1(n)] @)
O[f(n)]-0[g(n)]=0[f(n)g(n)] (2.8)

2.4. Bledy obliczen numerycznych

Jak juz wspomniano, jedna z zalet obliczen analitycznych jest doktadno$¢ obliczen.
Przeprowadzajac obliczenia numeryczne, popetniamy btedy obliczen, do ktérych naleza:

e bledy wejsciowe,
e bledy obcigcia,
e biedy metody,
¢ Dbledy zaokraglen.

Jak pokazano w ksiazce [133], wprowadzone w dalszej czg$ci niniejszej pracy algorytmy
numeryczne sa obciazone btedami zaokraglen. Bledy te wynikaja z wykonywania dziatan
na liczbach rzeczywistych, ktore z konieczno$ci w pamigci komputera sa reprezentowane
w skonczonej postaci typoéw zmiennoprzecinkowych.

Oznaczmy jako & parametr charakteryzujacy doktadnos¢ obliczeniowa komputera.
Do obliczen moze by¢ wykorzystany typ double. Liczby tego typu sa zapamigtywane przy
podstawie 2 i zajmuja 64 bity, z czego 53 jest przeznaczonych na mantysg. Stad parametr
& charakteryzujacy doktadno$¢ obliczen wynosi ([138]):

g=2""=2"% (2.9)
gdzie 7 oznacza liczbe bitow przyjetych do reprezentowania mantysy. Jest oczywiste,

1z wykonywanie dzialan na liczbach niedoktadnych powoduje uzyskiwanie niedoktadnych
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wynikow. Podstawowa role w szacowaniu biedow zaokraglen, powstalych w wyniku
niedoktadnej reprezentacji liczby przez komputer, odgrywa lemat Wilkinsona [133]. Stuzy
on do oszacowania btedow zaokraglen powstajacych podczas wykonywania pojedynczych

dziatanh arytmetycznych na liczbach zmiennoprzecinkowych.

2.4.1. Lemat Wilkinsona ([133])

Bledy zaokraglen powstajace podczas wykonywania dzialan zmiennopozycyjnych
sa rownowazne zastgpczemu zaburzeniu liczb, na ktérych wykonujemy dziatania.

W przypadku pojedynczych dziatan arytmetycznych otrzymujemy:

float(x, £ x,)=x,(1+¢&)+x,(1+¢&,) (2.10)

float(x,x,) =x,(1+ &)x, =xx,(1+¢;) (2.11)

ﬂoa{ﬁ] _ud+e) % (2.12)
X, Xy x,(1+ &)

gdzie |&|<|e], i=1,2,..,5.

2.5. Sformulowanie problemu diofantycznego

Rozpatrzmy nastgpujace nieliniowe rownanie diofantyczne:

if i b, e,

T e R kSR e (2.13)

my my m, m my m,
gdzie:

my,My,...m, €2 , n>2 (2.14)
sa danymi statymi catkowitymi, natomiast zmienne:

Ifyeeslyseensiy €Z, (2.15)
oraz:

Jisewes Jpoeees Ju €2, (2.16)

sa szukanymi niewiadomymi, gdzie Z, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich.

Cel poszukiwanego algorytmu jest nastgpujacy: znalez¢ wszystkie niesymetryczne
1 nietrywialne 2n-tki:
(i eees By sy s Jisewes Jiy ) EZ1 2.17)
spetiajace rownanie (2.13), ograniczone z goéry przez dana dodatnia liczbe catkowita M:
Vo §,j,<M,MeZ, (2.18)

Poszukiwanie niesymetrycznych rozwiazan oznacza, ze odrzucamy takie rozwiazania,

ktore sa jedynie zamienione stronami.
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2.6. Konstrukcja algorytmu rozwiazania nieliniowego rownania
diofantycznego

W celu znalezienia algorytmu znajdujacego zbidr rozwigzan rozwazanego rdéwnania
diofantycznego (2.13) dogodne jest, aby zapisa¢ je w rownowaznej postaci bez kwadratow.
W tym celu w pierwszym kroku przeksztalémy dane réwnanie diofantyczne (2.13)
do nastgpujacej postaci:

(=) =2 (i) (2.19)
k

Posta¢ (2.19) réwnania diofantycznego (2.13) jest dogodna do wprowadzenia nowych

zmiennych definiowanych przez réwnos¢:

S, =J, i
{ AT e n (2.20)
e =T 4
Uwzgledniajac znana z algebry tozsamos$¢:
g = —i)(ji +i), k=Ll..n (2.21)

rownanie (2.19) mozna zapisa¢ w postaci bez kwadratow:

n

D I (2.22)

k=2 mk
Sprowadzajac utamki wystepujace w rownaniu (2.22) do wspdlnego mianownika,

otrzymujemy:

Zml et M e ST,

p=—Liz (2.23)

s, myms -...-m

n

Z kolei z zaleznosci (2.20) mozemy obliczy¢, jak wyrazaja si¢ szukane zmienne (i, j, )

w funkcji parametrow (s,,r; ) dla k=2,....n:

, k=2,..,n (2.24)

Ji = E(Sk 7 k)
Podstawiajac rownanie (2.23) do wzorow (2.24), uzyskujemy formutg (2.25) podajaca
wprost, jak wyrazaja si¢ wartosci (il, jl) w funkcji parametrow s,,7, k=2,..,n oraz

parametru s, :



22 2. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANEJ KLASY ROWNAN DIOFANTYCZNYCH

n
! i Zml-...-mk_lmk+1~...-mnskrk
i =—|s +—*2
2 s, myms-...-m,
(2.25)
n
i i Zml-...-mk_lmk+1~...-mnskrk
.=
h= R
s, mymy -...-m,

Teraz wyznaczmy posta¢ ograniczeh dla parametrow s,,r,, k=2,...,n, wystgpujacych
w rownaniu (2.25). W tym celu, po pierwsze, nalezy uwzgledni¢ fakt, ze wszystkie
niewiadome (ik, jk), k =1,...,n, na podstawie zatozenia (2.17) musza naleze¢ do zbioru liczb

catkowitych dodatnich. Ponadto, uwzgledniajac fakt, Ze szukamy niewiadomych
o warto$ciach maksymalnych okreslonych nieréwnoscia (2.18), z wykorzystaniem réwnania
(2.24) parametry s,,r,,k=2,..,n musza spetnia¢ nastgpujacy uklad podwdjnych

nierOwWnosci:

, k=2,.,n (2.26)
ISE(sk +rk)SM

Bezposrednio z nierownosci (2.26) uzyskujemy:

1 +2<s5, <2M +r,
k=2,..,n (2.27)

-1 +2<s, £2M—rk’
Nierownosci w ciagu (2.27) okreslaja w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych R,S,
zbiér punktéw zawartych w prostokacie z wierzchotkami o wspdirzednych
(0,2),(M -1,M +1),(0,2M),(—M +1,M +1). Pozostaly do okreslenia ograniczenia dla
parametru s,. Uwzgledniajac ograniczenia (2.17) oraz (2.18) oraz réwnanie (2.25),
uzyskujemy podwojna nierownos¢:
! Zml et M e TS, T

1<—| s +—4=2 <M (2.28)
2 S, m,ms -...-m

n

ktora mozna przeksztalci¢ do postaci czterech nierownos$ci kwadratowych wzgledem

parametru s, :

n
2
0<mymy-....m,s; —2m,m,-...-m,s, iZml et e ST, (2.29)
k=2
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n
2
myms -...-m, s, —2Mm,m; -...-m_ s, iZml ceemy om0, <0 (2.30)
k=2

Dla uproszczenia notacji wprowadzmy nowa zmienng S (s2 A ) :

S(5,,75) =) m-om_my, -.om,s,7, (2.31)
k=2
gdzie wektory §, oraz 7, sa dane przez:

5, =(55508,)s B =(155001;) (2.32)
W celu rozwigzania nierownos$ci (2.29), (2.30) rozréznijmy 2 przypadki, wymienione

w kolejnych podpunktach.

2.6.1. Pryypadek 1: S(5,,7)>0

Wyrdéznik pierwszych dwoch nierdwnosci (2.29) przy uzyciu zmiennych (2.31)
ma postac:

A} =4mim; -...om, £ 4mymy -...-m S (5,,F,) (2.33)

Z zaleznosci (2.33) wynika, ze A; >0 (z zalozenia w przypadku 1 mamy S(5,,7)>0),

ale znak parametru A, jest nieznany. Jezeli A; >0, wtedy rozwiazaniem nierownosci (2.29)

sq nastgpujace dwa przedziaty zmiennosci dla zmiennej s, :

R_R\[l—\/l——S(SZ’FZ) ;1+\/1——S(82’r2) ] (2.34)
mym -...-m, myn, -...-m,
Pz—R\[l—\/H—S(SZ’FZ) ;1+\/1+—S(S2’r2) } (2.35)

gdzie R to zbidr liczb rzeczywistych. Ze wzordéw (2.34), (2.35) wynika nastgpujaca inkluzja:
P, cP (2.36)

Nieréwnosci (2.29) musza by¢ spelnione jednoczesnie, gdyz wynikaja one z ograniczenia

(2.28). Zatem, rozwigzaniem nierownosci (2.29) dla A, >0 jest iloczyn mnogo$ciowy
zbiorow B, P,. Z zaleznoS$ci (2.36) wynika:

PNP =P (2.37)

Rozwigzaniem w tym przypadku, dla A, >0, jest przedziat (2.35). Jezeli A, <O,

to nier6wnos¢ (2.29) wzigta ze znakiem + jest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych,
wigc bedzie takze spetniona dla liczb catkowitych i1 przedzial (2.35) pozostaje rozwiazaniem

nierownosci (2.29) takze w tym przypadku. Podsumowujac, w przypadku 1 przedziat (2.35)
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jest zbiorem rozwiazan nierownosci (2.29). Oczywiscie interesuja nas jedynie punkty
catkowite przedziatu P, (réwnanie (2.20) oraz zatozenie (2.17)).

Przejdzmy do nieréwnosci (2.30). Ich wyznacznik jest dany wzorem:
A, =4AM°mim; -...-m? £ 4mym -...-m S (5,,7,) (2.38)
Z zaleznosci (2.30) wynika, ze dla A, <0 ograniczenie (2.28) nie jest spelnione. Dla

przeciwnego przypadku A, >0 z nieréwnosci (2.30) wynikaja dwa przedzialy:

P = M\/MZM;MJF\/MZM] (2.39)
mymy -...-m, mymy -...-m,

P, = M—\/M2+—S(S2’r2) ;M+\/M2+—S(S2’r2) } (2.40)
mymy -...-m, mymy -...-m,

Mozna zauwazy¢ w przedziatach (2.39), (2.40) nastgpujaca implikacje:
PcP=>PnNnP =P (2.41)
wigc cze$cia wspolna rozwigzan nierownosci (2.30) jest przedzial (2.39), przy

zalozeniu A, 20.

2.6.2. Pryypadek 2: S(5,,7)<0

Po podobnych obliczeniach, jak w przypadku 1, uzyskujemy nastepujacy przedziat

zmiennosci dla zmiennej s,, wynikajacy z nierdéwnosci (2.29):

PSR\(I—\/I—M;H\/I—M} (2.42)

mymy -...-m mymy -...-m

W tym przypadku z dwoch wyréznikéw danych rownaniem (2.38) jedynie wyréznik A;
przyjmuje ujemne wartosci. Uktad nieréwnosci (2.30) w tym przypadku odpowiada
przedziatowi (2.43) dla parametrus, oraz warunkowi (2.44), gdzie wyr6znik A wyraza sig

réwnoscia (2.38):
S(5,,7 S(5,,7
a:[M\/M2+M;M+\/M2+M] (2.43)

AL >0 (2.44)
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2.6.3. Uproszczenie przedzialow zmiennosci parametrow

Celem niniejszego podpunktu jest znalezienie iloczynu mnogo$ciowego przedzialow
(2.35), (2.39) oraz (2.42), (2.43). W tym celu udowodnimy nastgpujacy lemat:
Lemat 2.1
Nastepujqce nierownosci sq spetnione:
1-V1—a <M -M*+a (2.45)
dla 0<a<l, M >1, oraz:

1-Vl-a>M—-NM?*+a (2.46)
dla —M* <a <0, M >1, gdzie w obydwu nieréwnosciach (2.45), (2.46) parametr a € R oraz
M jest dodatniq liczbq catkowitq.

Dowod lematu

Rozpatrzmy nastgpujaca funkceje:

f(a,M)z(l—\/l—a)+( M2+a—M) (2.47)
Mozna zauwazy¢, ze nastgpujace nierownosci sa spetnione:
1-V1-a >0, dla0<a<l1 (2.48)
oraz:
VM?*+a-M >0, dla 0<a<1 (2.49)
wiec:
fla,M)>0, dla0<a<l (2.50)

Ponadto, dla —M* < a <0 zachodza nierdwnosci:

1-vVl-a <0, VM*>+a-M <0 (2.51)

wiec funkcja f(a,M) przyjmuje wartoéci ujemne dla —M’<a<0. Co wiecej, funkcja
f(a,M) ma doktadnie jedno miejsce zerowe dla a =0, a zatem z zaleznos$ci (2.47)-(2.51)
wynikaja bezposrednio nierownosci (2.45) 1 (2.46).

C.N.D.

Wréémy do uproszczenia przedzialdow zmienno$ci parametru s,. W tym celu lemat 2.1

moze zosta¢ uzyty po podstawieniu:

a :M (2.52)
myms -...-m,

Za pomoca nierownosci (2.45), (2.46) mozemy ostatecznie zredukowac przedziaty (2.35),

(2.39) do jednego przedziatu:
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S(5,.7 S(5,.7,
P [1+\/1+M;M+\/M2—M] (2.53)
m,ms-....m, mym, -...-m,

dla:
S(5,,5)=0,A,>0 (2.54)

Natomiast przedziaty (2.42) 1 (2.43) redukuja si¢ do przedziatu:

Pg{n\/l——s(sz’rz) ;M+\/M2+—S(S2’r2) ] (2.55)

mymy -...- m
dla:
S(§2,;72)<0, A >0 (2.56)

2.7. Eliminacja rozwigzan symetrycznych

W sformutowaniu problemu syntezy algorytmu rozwiazywania badanego nieliniowego
rownania diofantycznego (punkt 2.5) zatozyliSmy, ze interesuja nas jedynie niesymetryczne

rozwiazania rownania (2.13). Oznacza to, ze ze wszystkich par rozwiazan w postaci:

.(1 .(1 (1) =( .(1 -(1 2
(il s 0 [ ) € 22
(2) (2) 2) ;) (2) (2) 2 (257)
. . o . . . n
(ll seeoslp yeensly s 1 seees Ji vees Iy )eZ+
posiadajacych wlasnos¢:
(1 (2 (1 (2
iV =20 =i? k=1,.,n (2.58)

bierzemy pod uwagg jedynie jedna 2n-tk¢ z pary (2.57).

Celem niniejszego podpunktu jest wybranie z ciagu rozwiazan réwnania (2.13), ktoérego
symetryczna para wyrazoOw jest dana réwnaniami (2.24) oraz (2.25), jednego
niesymetrycznego ciagu 2n-tek. Kazde z rozwiazan réwnania (2.13) w parze 2n-tek (2.57)
mozna podzieli¢ na dwie grupy zmiennych:

e parg zmiennych (il, I ) , dana wzorem (2.25),

e parg (n-1)-tek, danych wzorem (2.24).
Dla potrzeb eliminacji rozwigzanh symetrycznych wprowadzmy nowa zmienng

pomocnicza p, , zdefiniowana nastgpujaca:

v, dla v, 20

P = (2.59)
-1, dla r, <0

Zmienna r, jest definiowana przez rownanie (2.20). Uwzgledniajac podstawienie (2.59)

we wzorze (2.24), uzyskujemy 2"~ wariacji z powtérzeniami ciagéw rozwiazan (znaki pod



2.7. Eliminacja rozwigzan symetrycznych 27

suma we wzorze (2.25) sa determinowane przez wyboér znaku we wzorze (2.24)).

Podstawiajac zmienng p, dang wzorem (2.59) do réwnania (2.24), otrzymujemy uktad

rOéwnosci:
1, _
L = E(Sk + pk)
| , k=2,...,n (2.60)
Jr = E(Sk ipk)

Natomiast para (i1 , jl) (2.25) po podstawieniu zmiennej p, (2.59) przyjmuje postac:

n
1 | Ziml MMy LS D
i =—|s+—*2
2 s, mymy-...-m,
(2.61)
n
| | tmo-.om_mg, c.oMS Dy
- _ L _C k=2
h= 5 Sy
S, mymy -...-m,

Jako znak + w sumach we wzorze (2.61), okreslajacym posta¢ pary niewiadomych

2

(il, jl), przyjmujemy odpowiednio ,,+” dla wartoSci parametru p, odpowiadajacym
nieujemnym warto$ciom parametru 7, , oraz ,,— dla wartosci p, odpowiadajacym ujemnym
wartosciom 7, . Zalézmy, ze mamy dwie (2n-2)-tki niewiadomych (2.24) spetniajacych
zatozenie symetrycznosci rozwiazania (2.58):

. . A . . 1, = =
(’51)9-"”/9)’-“”,5”,Jél),-"’J;ﬁl)a-“,Jﬁl)) :E(Sz O PyseesS, O PysSy O Py, @pn) (2.62)

. . Q) . : 1 = =
(152),...,l,ﬁz),...,l,(lz),]éz),...,],Ez),..., ,52))=5(52 O PyyeesS, O PysSy O Pysenss S, Qpn) (2.63)

gdzie znak © oznacza operacje dodawania lub odejmowania, natomiast @ oznacza, dla
odpowiadajacych sobie zmiennych we wzorach (2.62) i (2.63), dzialanie przeciwne.

Z rdwnania (2.25) wynika, ze warto$ci niewiadomych (il, jl) sa zdeterminowane przez
wartosci pozostalych zmiennych (ik, jk), k=2,.,n, wigc symetria par niewiadomych
(il“), jl“)),(il(z), jl(z)) jest zdeterminowana przez warto$ci pozostatych niewiadomych
(ik,jk),k=2,...,n. Podstawiajac  (2n-2)-tki (2.62) i (2.63) do wzoru (2.61), para

niewiadomych (i, j,) przyjmuje postac:
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() (D)) _
(ll > Jh )_

n n
1 1 omy-....m_m,_, -....ms,p, 1 Z:C)m1 MM LS, D
=— S1+_k=2 ,Sl__k=2 _
2 s, myms-...-m, s, mymy -...-m,
n n _
1 1 Zle ety My TS D, | Zle et MMy TS Dy
= — Sl — k=2 7S1 + k=2
2 s, myms-...-m, . mym -...-m,

(2.64)
Z réwnania (2.64) wynika:

(i, 77 ) = (32.i) (2.65)
Innymi stowy: z réwnosci par (2.65) wynika, ze dwie symetryczne (2n-2)-tki (2.62),
(2.63) generuja takze symetryczne pary (il(” , jf”),(ifz), i ) Dlatego w celu okreslenia
zbioru warto$ci parametréw s,,p, dla k=1,.,n, generujacego zbior wszystkich

niesymetrycznych rozwiazan réwnania (2.13), konieczna i wystarczajaca jest jedynie
weryfikacja symetrycznosci zmiennych (ik, jk) dla indeksu k zmieniajacego sig¢ od 2 do 7.
W celu eliminacji rozwiazan symetrycznych rozréznijmy dwa przypadki, podane

w kolejnych podpunktach.

2.7.1. Przypadek 1: p, >0, k=2,...,n

Wezmy pod uwagg nastepujacy podzbior rozwiazan réwnania (2.13), wyrazony w funkcji

parametrow s, oraz p,, wynikajacy z réwnosci (2.60):

ooy |
(12,...,1q)=5(s2 Oy PyresS, Oy pq), qg=2,...,n—1 (2.66)
gdzie ©,, i=2,...,q oznacza dzialanie dodawania lub odejmowania. Analogiczny podzbior

rozwiazan dla prawej strony rownania (2.13), wyrazony w funkcji tych samych parametréw,

ma posta¢ (2.67). Wynika on takze z rownosci (2.60) oraz zalozonej postaci rozwiazania

(620, ) (2.66).

. Nl = =
(]2,...,]q)=5(s2 Oy Py, O, pq), q=2,...,n—1 (2.67)
gdzie O, oznacza dzialanie przeciwne do ©,. Parametr ¢ w rownaniach (2.66), (2.67)
generuje 29" wariacji z powtdrzeniami 2-elementowego zbioru znakow {+, —}.

Przeanalizujmy, ile niesymetrycznych rozwiazan réwnania (2.13) uzyskamy po wzigciu pod
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uwage o jedna niewiadoma wigcej z jego obu stron, niz uwzgledniliSmy we wzorach (2.66)
1(2.67), czyli po dodaniu niewiadomych (i ey qﬂ). Dodajac te niewiadome do kazdej

z wariacji  znakéw we  wzorach (2.66), (2.67), otrzymujemy dwa nowe

rozwiazania:

(1) (D) A1) (1) HORFO R
(12 ,"',lq alq+1:]2 ,'",.]q ,.]q+l)_

1 _ _
:E(Sz Oy PaseesSy Oy PysSgin T Pyi1>52 On DysensSy Oy DysSy _pq+1)’
q :2,...,7[—1 (268)
oraz:

:(2) ((2) 2(2) (2) ((2) 2(2) ) _
(zz Y MY ST R jq+1)—

=%(s2 B2 Daveesy Oy PysSyut = Pyuts5 O Daveosy Oy PysSyt + Dyt
q=2,...n—1 (2.69)
gdzie O,, i=2,..,q takze oznacza dowolny ze znakéw dodawania lub odejmowania, ale
niezalezny od ©,. Z definicji rozwiazah symetrycznych (2.57) i (2.58), w podzbiorach
rozwiazan (2.66) i1 (2.67) mozna wyrdzni¢ dwa podzbiory rozwigzan symetrycznych - kazdej
z wariacji znakéw w tychze podzbiorach rozwiazan (2.66) i (2.67) odpowiada jedna wariacja

generujaca symetryczny podzbidr rozwiazan. Wige dla kazdej wariacji znakow O,..0,
we wzorze (2.68) mozna znalezé doktadnie jedna wariacje ©,..O ,» generujaca podzbior

rozwiazan symetrycznych, jak pokazano w nastepujacym réwnaniu:

.(1 .(1 .(2 .(2
(l; ),...,l; )) = (jé ),...,]; ))

0,.0,el+-}"" 8,.0,e(+-}*" ( v, jf,”)=(i§2),..., if)) (2.70)
q=2,..,n—1
Ponadto, ze wzorow (2.68), (2.69) wida¢, ze:
(10052) = (i), 4 =21 @7

Innymi stowy: rownanie (2.71) oznacza, ze dodana para zmiennych (iq+1, jq+1) generuje
dwa nowe rozwiazania symetryczne. Podsumowujac, przy odpowiednim wyborze ciagow
nakéw O,,i=2,..,q oraz ©,,i=2,..,q, rownania (2.68) i (2.69) wyrazaja dwa
symetryczne 1réwnoliczne podzbiory rozwiazan. Celem niniejszego podrozdzialu jest
eliminacja rozwigzan symetrycznych, dlatego w tym celu powinnismy wzia¢ pod uwage
jedynie jeden podzbior z rozwiazan (2.68) i1 (2.69) dla g=n—1. Arbitralnie wybierzmy

podzbior opisany zalezno$cia (2.68). Zaleznos$¢ (2.68) dla ¢ =n—1 oznacza, ze dla doktadnie
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jednego z parametréw p,,..,p, musimy wzig¢ pod uwagg jedynie jeden znak we

wzorze (2.60).

2.7.2. Pryypadek 2: p, =0, k=2,...,n

W tym podpunkcie obowiazuja oznaczenia wprowadzone dla przypadku 1. W niniejszym

przypadku réwnania (2.68) 1 (2.69) przyjmuja postac:

. - > 1
(i 52) = (52 ©2 oy ©, oy @72)
, ¢=2,...,n—1 )

(j;l)""’jél),jélzl):%(52 0, PrseensS, 6q pq,SqH)

Z réwnan (2.72) wynika, ze w tym przypadku dodawanie kolejnej zmiennej do podzbioru
rozwiazan nie generuje rozwiazan symetrycznych, wi¢c nie ma potrzeby eliminacji

rozwigzan.

2.8. Algorytm finalny

Wyniki uzyskane w punktach 2.6 1 2.7 pozwalaja na skonstruowanie algorytmu, ktory
znajduje zbidr wszystkich niesymetrycznych i nietrywialnych rozwiazan réwnania (2.13)
przy zalozeniach (2.14)-(2.18). Uzyskany algorytm jest w pelni deterministyczny i nie
wymaga uzycia przyblizonych metod iteracyjnych. Dlatego generowane wyniki sa obciazone

jedynie btedami zaokraglen.

0. WprowadZ nastepujace argumenty typu calkowitego:

— liczbe niewiadomych po kazdej ze stron rdéwnania: M :integer,

— dziedzine rbéwnania: M :integer,

— parametry réwnania: my,m,,..,m, :integer.

1. Niech A,i oznacza zbidr wszystkich punktdéw (rk,sk) o wspotrzednych catkowitych

zawartych wewnatrz prostokata z wierzcholkami o wspdirzednych (0,2),(M71,M+1),
(0.2N),(-M +1L,M +1), k=2,..n.

1
2. Niech A} bedzie zbiorem wszystkich punktow (rk,sk) o wspdirzednych catlkowitych

zawartych wewnatrz trdjkata z wierzchoikami o wspdirzednych
(0,2), (M -1,M +1),(0,2M) , k=2,..n.

1
3. Dla (rz,sz)eAz2 powtarzaj kroki 4-15.

Jezeli punkt (r,(?,,skfl) lezy na osi S, , plaszczyzny R, S,,, wtedy
1
dla (rk,sk)»':‘Ak2 powtarzaj kroki 6-15
w przeciwnym przypadku
dla (rk,sk)eA,i powtarzaj kroki 6-15.

7. Jezell punkt (rnf,,s”f]) lezy na osi S,, ptaszczyzny R_S,,, wtedy
1

dla (r s )»’:‘AnE powtarzaj kroki 8-15

n*n
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

w przeciwnym przypadku
dla (r

n,sn)eA,ll powtarzaj kroki 8-15.
Jezeli S§(5,,55)20, wtedy

wykonaj krok 9
w przeciwnym przypadku
przejdz do kroku 10.

Jezeli A; 20, wtedy

dla s,€P, (przedziat dany wzorem (2.53)) wykonuj kroki 12-15.
Jezeli S(%,E)<0, wtedy

wykonaj krok 11.
Jezeli A;20, wtedy

dla s, €B, (przedziat dany wzorem (2.55)) wykonuj kroki 12-15.
Jezeli 2\(sk+rk) oraz 2\(5,{—}’,(), wtedy

dla k=2.n powtarzaj kroki 13-15.
Jezeli zachodza podzielnosci:

n
(Z My I mnskrkj

k=2

(s1m2m3 mn)

oraz

n
1 Zml e MMy e TS T
+ k=2

 E
s, myny -...-m

2l s

n

wtedy
wykonaj kroki 14-15.

Ob1iCz (ijsernsifrevesiys f1ser jgsemnjy) D@ pOStawie wzordw (2.24),(2.25).
Jezeli

(ipseearigeeestiy ) # (Jiseees Jkoeeos fin)
wtedy

dodaj (2n+1)-tke (qwqhvwg,hvﬁjkwwLpS) do zbioru rozwigzan

(gdzie S jest rowne kombinacji liniowej w stronach rdownania (2.13)).

16. Koniec.

2.9. Z1ozonos¢ czasowa algorytmu 2.8

W algorytmie 2.8 iteruje si¢ 2(n—1) zmiennych w dziedzinie trdjkata lub prostokata.

Kazda ze zmiennych w parze (rk,sk), k=2,.,n iteruje w przedziale proporcjonalnym

do gornego ograniczenia M dziedziny (2.18) rozwiazywanego rownania (2.13) (kroki 3-7

algorytmu 2.8). Ostatni parametr s, iteruje wewnatrz przedziatu (2.53) lub (2.55), zaleznego

od znaku wyrazenia S (§2,172) (2.32). Zatem, ztozono$¢ prezentowanego algorytmu 2.8 moze

zosta¢ obliczona jak nastgpuje:

SGor) [, SGuR)

myms -...-m mymy -...-m

T(M)=0(M"7?)-0| M+ [M* +

n

=0(M*?)-0(M)=0(M"") (2.73)
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gdzie n jest rowne liczbie niewiadomych, jakie wystgpuja w kombinacjach liniowych
po obydwu stronach rownania (2.13). Podsumowujac, w porownaniu z algorytmem przegladu
zupelnego (ang. brute-force) zaprezentowany algorytm 2.8 poprawit efektywnos¢ o czynnik

liniowy.

2.10. Okreslenie krotnosci n-tek generujacych rowne sumy kwadratow

Celem algorytmu 2.8 jest znalezienie rozwiazan roéwnania (2.13). Wsrdd rozwiazan tego
réwnania mozna znalez¢ wigcej niz dwie n-tki generujace rowne sumy kwadratow, tj. n-tki

speliajace nastgpujaca rownosc:

.2 .2 2 2 .2 -2
1 1 1 1 ) 1
LU LG
m m m m m m
1 k2 112 1 , k n (2'74)
Lo, yhe o Bo) g
my my m,

gdzie przez S oznaczono warto$§¢ kombinacji liniowych (2.74). Dzieje sig¢ tak ze wzgledu
na specyfike algorytmu 2.8: znajdywane n-tki sa obliczane przez ten algorytm w parach.
Dlatego krotnosci n-tek generujacych réwne sumy kwadratow w kombinacji liniowej (2.74)
nie moga by¢ bezposrednio okreslone przez algorytm 2.8. Problem okre$lania krotnos$ci n-tek

generujacych réwne sumy kwadratéw mozna sformalizowaé nastepujaco: dla kazdej wartosci
S odpowiadajacej zbiorowi 2n-tek (il,...,ik,...,in, Jroeees Jroeees jn), wygenerowanych przez
algorytm 2.8, nalezy okresli¢ liczbg cztonow y w réwnosci (2.74). Mozna ja obliczy¢
zauwazajac fakt, ze algorytm 2.8 wyznacza wszystkie dwuelementowe kombinacje zbioru
ztozonego ze wszystkich 2n-tek (il,...,ik,...,in,jl,...,jk,...,jn) o tej samej warto$ci sumy S.

Stad z kombinatoryki wynika réwnanie:
I
= 2.75
[2} q (2.75)

e y —szukana krotno$¢ n-tek generujacych rowne sumy kwadratéw we wzorze (2.74),

gdzie:

e g — liczba niesymetrycznych 2n-tek (ij,....iysecesiys fiseees jioeens j, ), Odpowiadajacych
danej warto$ci S, zwroconych przez algorytm 2.8.

Wzér (2.75), po zastosowaniu definicji symbolu Newtona, prowadzi do klasycznego

rownania kwadratowego. Na podstawie wzoru (2.75) mozna obliczy¢ szukanag liczbe

roéwnych wyrazéow y we wzorze (2.74):

I1+1+8
7=u (2.76)

2
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2.11. Analiza bledow obliczen

W obliczaniu warto$ci sumy (2.74) popetniamy btad zaokraglen spowodowany
skonczong reprezentacja liczb zmiennoprzecinkowych w pamigci komputera. Na podstawie
lematu Wilkinsona 2.4.1 mozemy oszacowa¢ doktadnos¢ obliczonej sumy (2.74).

Liczby i,, j, oraz m, sa z zalozenia liczbami catkowitymi, dlatego btad popetniamy
jedynie przy obliczaniu ilorazu, a nast¢pnie dodawaniu utamkow reprezentowanych juz jako
liczby zmiennoprzecinkowe. Stad na podstawie lematu Wilkinsona suma (2.74) bedzie
obliczona numerycznie jako:

n 22
S=Y 2 (1+g,)(1+¢,) (2.77)
k=1 M
gdzie ¢,, reprezentuje btad zmiennoprzecinkowy ilorazu, natomiast &,, odpowiada btgdowi

sumy liczb juz obciazonych btedem zaokraglen powstalych w wyniku dzielenia. Zachodzi

zalezno$¢:

lean| <6 k=12,n
gdzie £=2"""=2"", co wynika ze wzoru (2.9). Obliczona sume (2.77) mozna oszacowaé
nastepujaco:

S,(1-¢)" <S<8,(1+¢)*" (2.78)

gdzie S, oznacza dokladna warto$¢ sumy, a 2n jest liczba niewiadomych w rdéwnaniu

diofantycznym (2.13).

2.12. Przyklad wykonania algorytmu 2.8

W niniejszym przykladzie zaprezentujemy sposob dziatania algorytmu 2.8 w przypadku
nastepujacego rownania diofantycznego (2.79) z konkretnymi warto$ciami parametrow
catkowitych m, =1, m, =3, m; =5:

2 2 2

2 2 2
BB Q) ) 2.79)
1 3 5 1 3 5

przy ograniczeniu:

V i,j <M=4 (2.80)

k=1,2,3

W niniejszym przyktadzie zbiory 4;, deklarowane w punkcie 1 algorytmu 2.8,

1

sa prostokatami o wierzchotkach (0,2), (3,5), (0,8), (-3,5). Z kolei trojkaty A2, deklarowane
w punkcie 2 tego algorytmu, maja wierzchotki (0,2), (3,5), (0,8). Kolejne kroki wykonania
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algorytmu 2.8 przedstawiono w tabeli 1 ( (x) oznacza nieskonczonag liczbg powtorzen cyfry x

w rozwinigciu dziesigtnym danej liczby).

Tabela 1
Kolejne iteracje w wykonywaniu algorytmu 2.8
Warto$ci parametrow pomocniczych Rozwiazania Wartos¢ sumy
(rzasz) (’3:S3) S (il’i23i3) (jlajzaj3) S

(0,2) (2,1,1) (1,1,4) 4.53)
(0,4) (3.5) 3 (2,2,1) (1,2,4) 5.53)

(0,6) (2,3,1) (1,3,4) 7.2
(0,8) (2,4,1) (1,4,4) 9.5(3)
2 (1,1,3) (1,2,2) 3.1(3)
(1.3) 4 (2,1,3) (2,2,2) 6.1(3)
’ (-1,5) 6 (3,1,3) (3,2,2) 11.1(3)
8 (4,1,3) (4,2,2) 18.1(3)
3 (2,2,3) (1,4,2) 7.1(3)
(2,6) (1,5) 5 (3,2,2) (2,4,3) 11.1(3)
(3.5 7 (4,2,1) (3.44) 17.5(3)
(0,2) (3,1,1) (2,4,1) 9.5(3)
(0,4) 5 (3,1,2) (2,4,2) 10.1(3)
(3.5) (0,6) (3,1,3) (2,4,3) 11.1(3)
(0,8) (3,1,4) (2,44) 12.5(3)
(3.5 4 (3,L1,1) (1,4,4) 9.5(3)

Analizujac tabelg 1 warto zauwazy¢, ze dla dwoch réznych wartosci sumy S, tj. 9.5(3)
oraz 11.1(3), istnicje wigcej niz jedna para trojek (iy,iy.0), (Jis /s J3), ktorym odpowiada
ta sama warto$¢ w rownaniu (2.79), oznaczona jako S. Dla sumy o wartosci S =9.5(3)
mamy nast¢pujace trzy pary trojek:

(2,4,1;1,4,4)

(iisiysis5 1 oo Js) =1 (3:1,1;2,4,1)
(3,1,1;1,4,4)

natomiast dla § =11.1(3) otrzymali$my nast¢pujace pary:
(3,1,3;3,2,2)
(i15i29i3;j1:jzaj3): (3,2,2;2,4,3)
(3,1,3;2,4,3)
Okreslenia krotnosci trojek  generujacych réwna warto§¢ sumy S dokonujemy

za pomoca wzoru (2.76). Dla obydwu powyzszych par trojek otrzymujemy:
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Y= 1++1+8-3

2

Oznacza to, ze dla sumy o wartosci S =9.5(3) mamy trzy trojki o postaci: (3,1,1),

=3 (2.81)

(2,4,1), (1,4,4). Natomiast dla S=11.1(3) wystepuja nastepujace trzy trojki: (3,1,3),
(3,2,2), (2,4,3).

2.13. Praktyczny test efektywnosci algorytmu 2.8

Na rys. 1 przedstawiono w skali logarytmicznej czas wykonania algorytmu 2.8 oraz
algorytmu przegladu zupelnego dla parametrow m, =1, m, =3, m, =5 oraz ograniczeniu
M (2.18), zmieniajacym si¢ w przedziale od 1 do 48. Testy wykonano na serwerze

wyposazonym w procesor Xeon"™2.8GHz. Jak wida¢, wprowadzony algorytm 2.8 znacznie

podnosi efektywnos$¢ czasowa, dla M =48 zysk czasowy wynosi juz ponad 3600%.
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Kres gorny zbioru rozwigzan M

‘ —&— Brute-Force —l— Testowany algorytm ‘

Rys. 1. Czas wykonania algorytmu 2.8 w poro6wnaniu z czasem wykonania algorytmu przegladu
zupelego w funkcji géornego ograniczenia zbioru rozwiazan

Fig. 1. The algorithm 2.8 execution time compared with the brute force execution time with
respect to the upper solution set constraint
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2.14. Podsumowanie

Celem rozdzialu 2 jest przedstawienie algorytmu stuzacego do efektywnego
rozwigzywania réwnania diofantycznego (2.13) przy zalozeniach (2.14)-(2.18). Dzialanie
zaprezentowanego algorytmu 2.8 opiera si¢ na parametryzacji niewiadomych oraz
wykorzystaniu wtasnosci podzielnosci liczb catkowitych. Istotna jego cecha jest to, ze nie
zwraca on rozwiazan symetrycznych, czyli takich, gdzie rozwiazania sa jedynie zamienione
stronami. Eliminacji takich rozwiazan jest po§wigcona analiza w punkcie 2.7. Uzyskany zysk
czasowy jest znaczacy w poroOwnaniu do rozwigzania tego rownania metoda przegladu
zupelnego, czego dowodzi zaro6wno teoretyczna zlozono$¢ czasowa algorytmu (2.73), jak
i uzyskane testowe czasy wykonania. Dodatkowa zaleta algorytmu 2.8 jest to, ze nie wymaga
on przydzielania w pamigci miejsca dla dodatkowych struktur danych, z wyjatkiem
ewentualnego zapamigtania zbioru rozwigzan. W kolejnym rozdziale przedstawiono jego
zastosowanie w numerycznym badaniu wtasnosci pewnej klasy nieskonczenie wymiarowych
uktadéw dynamicznych.



3. ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW ROZWIAZYWANIA ROWNAN
DIOFANTYCZNYCH W BADANIACH ZBIOROW OSIAGALNYCH
WYBRANYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH

3.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale zastosowano nieliniowe roéwnanie diofantyczne (2.13) do analizy
zbioréw osiagalnych wybranej klasy nieskonczenie wymiarowych uktadow dynamicznych.
Przeanalizowano nieskofczenie wymiarowy uktad dynamiczny, opisany réwnaniem
rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu typu parabolicznego z zerowymi warunkami
brzegowymi typu Dirichleta. Dziedzing ukladu jest n-wymiarowy wieloScian. Zbiory
osiagalne takiego uktadu sa niemozliwe do zbadania na drodze czysto analitycznej. Wynika
to z wlasno$ci wartos$ci wlasnych operatora rézniczkowego wystepujacego w modelu tego
uktadu, gdyz ich krotnosci sa niemozliwe do wyznaczenia analitycznie. Dlatego znalazt
zastosowanie algorytm rozwiazywania réwnan diofantycznych z rozdzialu 2. Rezultaty
przedstawione w niniejszym rozdziale pochodza z publikacji [83].

3.2. Wyjasnienie terminologii przyjetej w rozdziale

Zbiory osiagalne ukladow dynamicznych sa stosunkowo rzadko badane w literaturze.
Jedna z ich najczesciej badanych wiasnosci jest sterowalnos$é. Zdefiniowana ona zostata
przez Kalmana w pracy [40]. Mowiac nieprecyzyjnie, oznacza ona, ze zbidr osiagalny
uktadu, ktéry ja posiada, obejmuje wszystkie mozliwe wartosci. Inaczej] méwiac: poprzez
swobodny dobdr funkcji wymuszajacej mozna doprowadzi¢ rozwigzanie uktadu do dowolne;j
wartosci w skonczonym czasie. Precyzyjna definicj¢ podaje [46] s. 4.

Uktad dynamiczny, ktoremu po§wigcono niniejszy rozdzial, byt w postaci ogolniejszej
badany w pracach [46]s. 138 oraz [25]. W pracach tych podano ogdlne warunki jego
sterowalnosci dla dowolnego ksztattu 1 wymiaréw jego dziedziny przestrzennej. Jej
warunkiem koniecznym jest, aby krotno$¢ warto$ci wiasnych byta nie wigksza od liczby
dostgpnych sktadowych wymuszenia. Jednak dla badanej postaci dziedziny i warunkéw
brzegowych krotno$¢ ta zalezy od konkretnych dlugosci bokow n-wymiarowego wielo$cianu.
Jej badaniu stuzy algorytm przedstawiony w rozdziale 2. Algorytm ten pozwala stwierdzic,

kiedy krotno$¢ wartosci wtasnych przekracza liczbg dostgpnych wymuszen.
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Uklad dynamiczny badany w rozdziale jest w ogolnym przypadku niesterowalny.
W rozdziale przedstawiono metodologie zastosowania algorytmu rozwiazywania
nieliniowych rownan diofantycznych do wyznaczania zbioru osiagalnego badanego uktadu
dynamicznego. Formalna definicja zbioru osiagalnego jest podana w [66] s.69 dla uktadow
dynamicznych modelowanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi i w [46] s. 129 dla

uktadéw dynamicznych modelowanych rownaniami rézniczkowymi czastkowymi.

3.3. Wprowadzenie do tematyki ukladow dynamicznych o parametrach
rozlozonych typu parabolicznego

W niniejszym punkcie przedstawiono matematyczne podstawy liniowych ukladow
dynamicznych 2 rzedu o parametrach roztozonych typu parabolicznego oraz ich znaczenie

w nauce 1 technice.

3.3.1. Ogolna postaé liniowych rownan rozniczkowych czqstkowych rzedu drugiego
Liniowe rownanie rozniczkowe czastkowe rzedu drugiego o niewiadomej funkcji x(z,?)

dwoéch zmiennych niezaleznych z 1 ¢ nazywamy rownanie nast¢pujacej postaci:

2 2 2
a);JrBax+C8f+aﬁ+b@+cx+a’:0 (3.1)
0z 0zot ot 0z ot

gdzie A4, B, C, a, b, c,d oznaczaja dane funkcje dwoch zmiennych z 1 ¢ o ciaglych

pochodnych w obszarze ptaskim D .

W niniejszym rozdziale skupiono si¢ na podklasie réwnania (3.1), tj.na liniowych
réwnaniach czastkowych rzedu drugiego typu parabolicznego. Typ paraboliczny rownania
(3.1) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci ogélne;j:

2
6_§+F(@ﬂ,x,z,tj:o (3.2)
Oz Oz Ot

3.3.2. Znaczenie fizyczne rownan rozniczkowych czqstkowych typu parabolicznego

Analizowana w niniejszym rozdziale klasa parabolicznych réwnan rézniczkowych
czastkowych znajduje zastosowanie w modelowaniu nastgpujacych zjawisk fizycznych:
e zagadnienie przewodnictwa cieplnego,
e zagadnienie dyfuzji,
e zjawisko fal temperaturowych,
e zagadnienie krzepnigcia,
e analiza ruchéw Browna,
e drgania belek i powlok elastycznych,

e mechanika kwantowa (réwnanie Schrodingera).
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Problematyka rownan rdézniczkowych czastkowych jest poruszana w monografiach:
Wolska-Bochenek [137], Sneddon [126], Renardy [80], Evans [20], Budak [8], Tichonow
[129], Curtain [12].

3.4. Model badanego ukladu nieskonczenie wymiarowego typu
parabolicznego

Dany jest uktad dynamiczny, opisany nastgpujacym liniowym réwnaniem roézniczkowym

czastkowym drugiego rzedu, typu parabolicznego:

ox(z,t)  0°x(z,t) 0°x(z,t) 0°x(z,t) &
= +..+ +ot————+) b, (t 3.3
or oz oz oz 25 @ ¢G-2)

gdzie peZ, jest liczba funkcji wymuszajacych. Dziedzing D uktadu (3.3) jest n-wymiarowy
wielo$cian:
D= {z = (zl,...,zk,...,zn) €R":z, € [O, ak], a,f ez, k= 1,2,...,n} (3.4)

Kazda z funkcji b,(z) ma posta¢ iloczynu n funkcji:

b@=I1/G). =120 (3.5)

Czas przyjmuje wartosci z przedziatu:
0<t<w (3.6)
Zaktadamy zerowe warunki brzegowe typu Dirichleta:
x(z,0)=0|_, (3.7)
gdzie I' jest brzegiem obszaru D . Ponadto:
u(t)e I ([0,],R), i=12,...p (3.8)
sa skalarnymi funkcjami wymuszajacymi.
Problem jest nastepujacy:
e jaki jest zbior osiagalny nieskonczenie wymiarowego uktadu dynamicznego opisanego

parabolicznym  réwnaniem  roézniczkowym — czastkowym  (3.3)  okreslonego

w n-wymiarowym wielo$cianie przy zerowych warunkach brzegowych Dirichleta?

Definicja 3.1
Przez pojgcie zbioru osiagalnego uktadu dynamicznego (3.3) rozumiemy zbior

wszystkich mozliwych jego rozwiazan w postaci funkcji dwoch zmiennych x(z,?), przy

dowolnos$ci wyboru funkcji wymuszajacych u,(¢) z klasy (3.8), w skonczonym czasie.
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3.5. Analiza numeryczna wlasnosci nieskonczenie wymiarowego ukladu
parabolicznego

3.5.1. Transformacja ukladu

Najpierw przeksztalémy rownanie rozniczkowe czastkowe (3.3) do postaci
tzw. abstrakcyjnego réwnania rézniczkowego. Wykonanie tej transformacji wymaga
zdefiniowania nastgpujacych dwoch operatoréw ([46 s. 138, 25]):

e operatora stanu A4 jako operatora rozniczkowego drugiego rzedu danego formutami:

0°x(z) - 0°x(z) - 0°x(z)

Ax(z) = oo P Tt x(z) € D(A) (3.9)

D(A) ={x(z) € }(D): Ax(z) € I’ (D), x(z,t)=0|___ | (3.10)
e operatora wejscia B w postaci:

B=[h(2) b(2) = b)) - b,(2)] Gy

b(z)eX, k=12,.,p
B:R" > X (3.12)
Tak zdefiniowane operatory A, B sprowadzaja nam rOwnanie rozniczkowe czastkowe
z klasycznej postaci (3.3) do zapisu w formie abstrakcyjnego rownania réozniczkowego.
x(t) = Ax(t)+ Bu(t), t>0 (3.13)
W dalszej transformacji bgda konieczne wlasnosci  spektralne  operatora

rozniczkowego A danego wzorem (3.9). Na podstawie monografii [9] wartosci wlasne

operatora 4 maja postac:

) 2 )
2 (i) ) = =7 {%++%++§j k=1,2,..n, i, =1,2,3,.. (3.14)
1 k n

gdzie 4, (i...i,) oznacza warto$¢ wlasna odpowiadajaca danej n-tce (i..d,). Jak pokazemy
w dalszej czg$ci rozdzialu, ta sama warto$¢ wlasna A, moze odpowiada¢ wigcej niz jednej
n-tce (i..0, ). Wtedy liczbe takowych n-tek (i..., ), dajacych na podstawie wzoru (3.14)
tg sama warto$¢ wlasna 4, nazywamy krotnoscia wartoSci wlasnej A, 1 oznaczamy jako 7, .

Funkcje wlasne operatora rozniczkowego 4 (3.9), (3.10) maja postaé nastepujacego iloczynu
funkcji trygonometrycznych:

b, (21 zppnz, ) =C[ [sin L € D(A)  k=12m, i, =1,2,3,... (3.15)
! k=1 a,
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Zbiér wszystkich funkcji whasnych ¢, ,, odpowiadajacych zbiorowi n-tek (4..4,)
dajacych tg sama warto$¢ wlasng 4, (3.14) ma liczno$¢ r, 1 oznaczymy jego elementy jako
$,;»J =1..,1,. Ostatnim krokiem transformacji rozwazanego ukfadu parabolicznego (3.3) jest

dekompozycja spektralna. Po dekompozycji spektralnej uktadu (3.3), zapisanego z uzyciem
operatorow A4 (3.9), (3.10) oraz B (3.11), (3.12) w postaci abstrakcyjnego réwnania
rozniczkowego (3.13), otrzymujemy nastepujacy réwnowazny nieskonczony cigg réwnan
rézniczkowych zwyczajnych: ([46 s.138, 25])

x,(t)=A,x,(t)+Bu(t), x,€R", a=1273,.. (3.16)
gdzie r, oznacza krotno§¢ wartoSci wlasnej A, . Ponadto, macierze A4, oraz B, maja
nastepujaca postac:

A, 0
4 A 1,2,3
= . , a=1273,..
¢ . (3.17)
0 A,
dim4, =r, xr,
_<bl’ al>X <bll’ al>X <bp’ a1>X_
Ba: <b1’¢a12 > x <bll’¢alz >x <bp’¢0t12 > x (3.18)
<bl’¢ara >X <bll’¢ara >X <bp’¢ara >X
a=1,23,.

gdzie:
e ], jest « -ta warto$cig wlasng operatora 4,
* ¢, jest funkcja wlasna operatora 4, odpowiadajaca jego « -tej wartosci wlasnej,

e 1, jest krotnoscig wartoSci wlasnej 4, r, <oo,

o u)=[u,)su, ] . u®)e([0,0],R), i=12..p.

Podsumowujac, przeksztalcilismy wyjsciowe paraboliczne réwnanie rozniczkowe
czastkowe do roéwnowaznej postaci nieskonczonego ciagu uktadow skonczenie

wymiarowych, tj. ciagu macierzowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych (o skonczenie
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wymiarowych macierzach). Metoda ta pozwala na zastosowanie do analizy wtasno$ci rownan
czastkowych twierdzen dotyczacych uktadéw skonczenie wymiarowych, tj. opisywanych
macierzowym rownaniem rozniczkowym zwyczajnym. W tym celu nalezy zastosowac

odpowiednie twierdzenie do kazdego poduktadu w ciagu (3.16).

3.5.2. Synteza algorytmu numerycznego analizy zhiorow osiqgalnych badanego uktadu

Po przeksztatceniu w punkcie 3.5.1 badanego rownania rozniczkowego czastkowego typu
parabolicznego (3.3) do réwnowaznej postaci nieskonczonego ciagu réwnan macierzowych
(3.16) naturalne jest pytanie o operacje odwrotna, tj. jak na podstawie ciagu rownan (3.16)

zbudowac rozwiazanie x(z,t) rOwnania czastkowego (3.3)? Z literatury wiadomo, ze funkcje

wlasne operatora A4 tworza uklad ortonormalny {¢aj,i =1,2,3,..., j=1,2,...,ra}

o

w przestrzeni Hilberta X ([21, 22, 32, 111, 25]). Dlatego dla kazdego x € X jest prawdziwe

nastgpujace rozwinigcie:

2= Y04, () (3.19)

a=1 j=1
gdzie x(¢t) oznacza j-ta sktadowa wektora x (f) z ciagu réwnafh (3.16). Rozwazane

robwnanie paraboliczne (3.3) po dekompozycji ma posta¢ zwyczajnego rownania
rozniczkowego pierwszego rzedu (3.16). Zatem, mozna wyznaczy¢ « -ty wektor zmiennych
stanu (3.20) ([38 5.32, 141]):

x, () =e"'x, (0)+ j OB u(r)dr, a=1,2,3,.. (3.20)
0

Przystapmy teraz do analizy zbioru osiagalnego uktadu (3.3). Sktadaja si¢ na niego
te wektory zmiennych stanu (3.20), ktére odpowiadaja sterowalnym poduktadom
w nieskonczonym ciagu (3.16). Jej warunkiem koniecznym 1 wystarczajacym jest, aby rzad

macierzy B, byt rowny krotnosci odpowiedniej wartosci wlasnej r, ([46s. 138, 25]):

rank[B,]=r,, a=123,.. (3.21)
gdzie macierz B, jest dana przez rownos¢ (3.18).

Przeanalizujmy teraz mozliwo$¢ zastosowania metodologii algorytmicznej w weryfikacji
spelnienia nieskonczonego ciagu rownan (3.21). Wymiary macierzy (3.18) zaleza
od krotnosci wartosci wiasnych (3.14) oraz liczby funkcji wymuszajacych. Krotnos$ci
wartosci wlasnych (3.14) zaleza od konkretnych wartosci dlugosci krawedzi wielo$cianu,
bedacego obszarem okreslonosci badanego réwnania parabolicznego (3.3). Dzieje si¢ tak

dlatego, ze wartosci wlasne (3.14) sa proporcjonalne (wspdtczynnik proporcjonalnosci

to —7°) do kombinacji liniowej kwadratow parametrow (z'l...z'n), a wspdlczynniki tej
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kombinacji liniowej zaleza od dlugosci bokoéw wieloScianu a,, k =1,..,n, zgodnie z formutg
(3.14). Dlatego, aby zbada¢ rzedy macierzy w réwnosci (3.21), konieczne jest obliczenie

krotnos$ci warto$ci wlasnych 7, .

Zadanie to sprowadza si¢ do znalezienia ilo$ci n-tek generujacych réwne sumy
kwadratow liczb catkowitych w kombinacji liniowej o dodatnich wspoétczynnikach. Problem
ten mozna modelowaé¢ réwnaniem diofantycznym (2.13). Dlatego w celu wyznaczenia

krotno$ci warto$ci wlasnych r, operatora rdzniczkowego 4 danego wzorami (3.9) i (3.10)

uzyjemy wprowadzonego w rozdziale 2 algorytmu 2.8 rozwigzywania rdéwnania
diofantycznego (2.13). Z ciagu réwnosci (3.21) wynika nastgpujacy warunek konieczny
sterowalnosci kazdego poduktadu z ciagu (3.16):

v or<p (3.22)

a=1,23,...
Roéwnanie (3.22) oznacza, ze poduktady w ciagu (3.16) sa sterowalne tak dtugo, jak dlugo
krotno$¢ wartosci wiasnych (3.14) jest nie wigksza od liczby dostgpnych funkcji

wymuszajacych p. Jak mozna zauwazy¢, wartosci wiasne (3.14) systemowego operatora

stanu 4 po wykonaniu podstawienia (3.23) sa proporcjonalne do kazdej ze stron rOwnania

diofantycznego (2.13):
m, zaf,, k=12,...n (3.23)
W kolejnym punkcie rozdziatu zaproponowano algorytm 3.5.3, obliczajacy kres gorny

M. . indeksow i,...,i,, znajdujacy zbior osiagalny uktadu (3.3) przy danej liczbie

,,,,,,,

wymuszen p . Opiera sig on na tym, ze danemu kresowi gérnemu A, . indeksow i, ...,

(ograniczenie (2.18) dziedziny réwnania diofantycznego) odpowiada $ciSle okreslona

ax

maksymalna krotnos$¢ ™ wartoSci wlasnych A, . Dlatego mozna podaé zalezno$¢:

A r;nax (]\41_l - )

a

Ponadto, kazdy kres gorny M, ., indeksow i,...,i, determinuje liczbg odpowiadajacych

im roznych wartos$ci wlasnych 4, a =1,...,,, . Dlatego mozna podac¢ kolejna zaleznos¢:

max

amax = amax (Mi] sl )

Rozumowanie mozna podsumowaé¢ w ponizszym algorytmie.

3.5.3. Algorytm

1.Wprowadz:

— liczbe wymuszen: p :integer,

— liczbe wymiardw przestrzennych: n :integer,

- wymiary bokéw prostopadioscianu: ag:real, k=12,..,n .
2.Podstaw my = af, k=12,..n.

3.Podstaw M, , =2.



44 3. ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW ROZWIAZYWANIA ROWNAN DIOFANTYCZNYCH W...

4.Wykonaj algorytm 2.8.

5.0blicz krotnosé wartosci wiasnych r,,a=1,.,a,, korzystajac ze wzoru (2.76).
6.Wyznacz maksimum r)"™ krotnosSci wartosci wiasnych r, .

7.Jezeli 1" <=p podstaw M, 6 =2*M, k , przejdZ do 4.

8.Jezeli r™ >p podstaw M,, =M, /2.

9.FKoniec.

Algorytm 3.5.3 oblicza kres gorny M, ., wigc sprawdzajac rownos¢ (3.21) dla

skofniczonego zbioru indekséw  i,...,i <M, mozemy okresli¢, ile wyrazow

z nieskonczonego szeregu Fouriera (3.19) sktada si¢ na zbidr osiagalny badanego uktadu
dynamicznego. Mianowicie, zbior osiagalny x(z,¢) ukladu dynamicznego modelowanego
za pomoca rownania rézniczkowego czastkowego (3.3) ma postaé:

Pimax M,

Hoin) Ty
K= {x(z,t) 1 x(z,t) = foxj)(t) B (2)} (3.24)

3.5.4. Przykilad analizy numerycznej uktadu parabolicznego
e Model matematyczny badanego uktadu
Wezmy pod uwage uklad dynamiczny opisany nastgpujacym liniowym roéwnaniem

rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu:

ox(z,t) 0°x(z,t) 0°x(z,t) 0°x(z,t) <
= + + +> b t 3.25
ot oz, oz, oz; ,ZZI: /(@ (1) (3.25)

gdzie z = [z1 z, 23] . Dziedzinag D uktadu (3.25) jest prostopadtoscian:

D={(z, 7, z)e R =[0, 1] x [0, V3 ]x [0, V5] (3.26)
Zmienna czasowa spetnia warunek:
0<t<ow (3.27)
Ponadto, dane sa funkcje pomocnicze b,(z) € L*(D), [=1,..,6 w postaci nastgpujacego
iloczynu:
b(2)=f1,,(z)f,(z)f5(2z), [=L.,6 (3.28)
Zatozymy zerowe warunki brzegowe typu Dirichleta:
x(z,0)=0 (3.29)
gdzie I' jest brzegiem dziedziny D . Celem przyktadu jest znalezienie kresu gornego M,
dla indeksow i,...,i, , okreslajacego posta¢ zbioru osiagalnego dla uktadu (3.25) przy liczbie
wymuszen p=6.

e Rozwigzanie

Prostopadto$cian, bedacy dziedzing uktadu (3.25), ma boki o dlugo$ciach:
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a, =1, a,=-/3, a,=+/5 (3.30)
Dlatego w kroku 2 algorytmu 3.5.3 mamy:
m =1, m,=3, m=5 (3.31)

.....

Otrzymujemy dwie potrdjne wartosci wiasne:
A, =-9.5Q3)7%, A, =-11.13)x" (3.32)

Wszystkie uzyskane sumy kwadratow i ich krotnosci dla M, , =4 przedstawiono

,,,,,,,

w tabeli 2. Odpowiednie warto$ci wlasne sa rowne warto$ci sumy S pomnozonej przez staty

czynnik —7°.

Tabela 2
Krotnosci warto$ci wlasnych

(iisiyois) | (Jisdas ) S o Krotno$é r,
(1,1,3) (1,2,2) 3.1(3) 1 2
(2,1,1) (1,1,4) 4.5(3) 2 2
(2,2,1) (1,2,4) 5.5(3) 3 2
(2,1,3) (2,2,2) 6.1(3) 4 2
(2,2,3) (1,4,2) 7.1(3) 5 5
(2,3,1) (1,3,4) 7.2 6 2
(2,4,1) (1,4,4)
(3,1,1) (2,4,1) 9.5(3) 7 3
(3,1,1) (1,4,4)
(3,1,2) (2,4,2) 10.1(3) 8 )
(3,1,3) (3.2,2)
(3,2,2) (2,4,3) 11.1(3) 9 3
(3,1,3) (2,4,3)
(3,1,4) (2,4.4) 12.5(3) 10 2
(4.2,1) (3,4,4) 17.5(3) 11
(4,1,3) (4,2,2) 18.1(3) 12

Wykonanie kolejnej iteracji algorytmu 3.5.3 dla M, , =8 generuje juz warto$¢ wlasna
o krotnosci ™ =8, wigc nie jest spelniona nierowno$¢ (3.22), gdyz krotno$¢ wartosci

wlasnych jest wtedy juz wigksza od liczby funkcji wymuszajacych. Zbidr osiagalny uktadu
dynamicznego modelowanego rownaniem rézniczkowym czastkowym (3.3) mozna

wyznaczy¢ z nastgpujacej sumy:



46 3. ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW ROZWIAZYWANIA ROWNAN DIOFANTYCZNYCH W...

K= {x(z, 0):x(z,0) = i rixjj)(;) @, (z)} (3.33)

a=1 j=1

gdzie x,(t) obliczamy z réwnania (3.20).

3.6. Podsumowanie rozdzialu

Rozdziat 3 jest poswigcony wprowadzeniu metod numerycznych do dziedziny badan
wiasnosci wybranej klasy uktadow nieskonczenie wymiarowych. Jako badang wtasnos¢
wybrano zbiory osiagalne badanych uktadow. Jako klasg¢ badanych uktadéw wybrano uktady
dane rownaniami rézniczkowymi czastkowymi drugiego rzedu typu parabolicznego przy
zerowych warunkach brzegowych typu Dirichleta okreslonych w n-wymiarowym
wielo$cianie.

W trakcie badan okazato sig, ze analiza zbioréw osiagalnych wybranego typu uktadoéw
dynamicznych wymaga zastosowania metod algorytmicznych. Sa one potrzebne
do rozwigzania odpowiedniego nieliniowego rownania diofantycznego, ktoérego budowa
odpowiada postaci wartosci wlasnych rézniczkowego operatora stanu badanego rownania.
Zaproponowany Ww niniejszym rozdziale algorytm wyznaczania zbiorow osiagalnych
wywotuje, jako podprocedurg, algorytm rozwiazywania rownan diofantycznych
przedstawiony w rozdziale 2.

Podsumowujac, metody analizy numerycznej pozwolity wykona¢ krok naprzod
w badaniach nad wtasno$ciami uktadow dynamicznych w stosunku do obecnego stanu

wiedzy uzyskanego na drodze badan czysto analitycznych.



4. EFEKTYWNY ALGORYTM NUMERYCZNY OBLICZANIA PEWNEJ KLASY
FUNKCJI SYMETRYCZNYCH

4.1. Wprowadzenie

Niniejszy rozdzial jest poswigcony przedstawieniu efektywnego algorytmu obliczania
tzw. wielomianéw  symetrycznych podstawowych. Pozwalaja one na obliczenie
wspotczynnikow wystepujacych przy kolejnych potggach argumentu wielomianu o danych
pierwiastkach. Ponadto, znajduja one zastosowanie w konstrukcji algorytmu obliczania
tzw. konfluentnych macierzy Vandermonde’a, czemu jest po§wigcony kolejny rozdziat.

W literaturze podejmowano juz proby syntezy algorytmu obliczania wielomianow
symetrycznych podstawowych ([19] s. 644). Jednak algorytm zaproponowany w artykule
[19] zawiera btad prowadzacy do nieokreslonych wynikow.

4.2. Pojecie wielomianow symetrycznych podstawowych

Najpierw przedstawmy definicje¢ pojgcia  wielomianu symetrycznego. Dowolny
wielomian nazywamy symetrycznym, jesli przy dowolnej permutacji jego zmiennych
niezaleznych w wyniku uzyskujemy ten sam wielomian ([71]s.279). Na przyklad,

nastepujace wielomiany p (/11 A, 23) trzech zmiennych niezaleznych sa symetryczne:

P(Aodos )= A7+ 25 + 55
P(Adosd) =40+ 25+ 45
P )= Ay + 4 Ay + 2 2
gdyz sa spelnione tozsamosciowo réwnosci:
P4 ) =p( A2, 2 ) = p( Ay o ) =
=p(4 A 4) =P (44 Ay) = p( A 00 4)

Pojgcie wielomianéw symetrycznych podstawowych jest §cisle zwiazane z nastgpujacym

wielomianem:;

pOn(s)=(s—/11)(s—/12)...(s—ln) 4.1
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Po rozwinigciu wielomianu p, (s) 1 uporzadkowaniu wzgledem malejacych poteg
zmiennej s otrzymamy:

Do, (8)=5" =W (A,es A"+ W (Ayy0s A)8" 7+ (1) W (A0 4,) 4.2)
gdzie wﬁ”)(/L,...,in) sa wielomianami symetrycznymi podstawowymi zdefiniowanymi przez
wzor ([71] s. 280):

WAy A=A+ A4+ A
W (Ayen ) = A4 + A+t AL+t A A
W (Ao ) = AAA + A+t A LA A (4.3)

W (A )= A4, et A,

Algorytmowi obliczania wielomiandéw symetrycznych podstawowych (4.3) jest

poswigcony niniejszy rozdziat.

4.3. Algorytm obliczania wielomianow symetrycznych podstawowych

Proponowany algorytm mozna zapisa¢ w pseudokodzie nastgpujaco:

Enter:
All,..,n):real - pierwiastki wielomianu p,,(s)
n:integer - liczbe pierwiastkdéw wielomianu p,,(s)
W[1,1]:=A[1]
For i:=1 To n-1

W[i+l,1]:=W[4i,1]+A[i+1]

For j:=2 To 1

W[li+1l,J]:=W[i,J1+W[i,J-1]1*A[i+1]

Next j

Wli+l,i+1]:=W[i,i]*A[1i+1]
Next 1

Return:
Win,jl:real, j=1,..,n - wartosci wielomiandédw symetrycznych

podstawowych Méw(%ynﬂg)

Dowod poprawnosci algorytmu
Zaldézmy, ze zostal obliczony nastepujacy ciag wielomianéw symetrycznych

podstawowych:

wl("), wé”),..., w (4.4)

Powyzszy ciag (4.4) odpowiada wielomianowi p,,(s)=(s—4)(s—4,)..(s—4,).

Naszym celem jest znalezienie ciagu w("*", w{"™", .. w!")

> "+l

. Na podstawie definicji odpowiada

on nastgpujacemu wielomianowi:

pO(n+1)(S) = (S _/1;;+1)p0n (s) 4.5)
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Wykonajmy mnozenie w formule (4.5). Korzystajac z zaleznosci (4.2), otrzymujemy:

_ _ (n) ,n—1 (n) n—2 (n) | _
Doy (8) = (s — A )pOn (s)= (s -4, )[s” st AW s L+ (D)W } =

B N N P N P A (4.6)
- [wg”) + w4 Js”’z Fo+ (=)W

n+l1

Jednocze$nie wielomian p,,., (s) mozna wyrazi¢ w postaci:

+1 (n+l) n (n+1) n-1 (n+1) n-2 n+l_ (n+1)
WS AW s W s T L+ (D)W 4.7)

pO(n-H) (S) = Sn n+l

Porownujac wielomian p, .., (s) zapisany w postaci (4.6) do jego rdbwnowaznej formy
(4.7), otrzymujemy bezposrednio algorytm 4.3.

Kolejno$¢ obliczania wielomianow symetrycznych podstawowych za pomoca

algorytmu 4.3 ilustruje schemat na rys. 2.

w(4)
J N\
Wl(Z)(ﬂqa/Iz) WEZ) (4,4,)

W= \ N \ N
\2 N \2 NN
_Wl(n)(ﬂn...,ﬂn) Wén)(%r“’ﬂ“n) Wzin)(ﬂ'l""’ﬂ“n)_

Rys. 2. Kolejnos¢ obliczen w algorytmie 4.3
Fig. 2. The calculation order in the algorithm 4.3

4.4. 7Z1ozonos¢ obliczeniowa algorytmu

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu 4.3 wzgledem liczby zmiennych A4, (4.3) moze by¢

obliczona nastgpujaco:

n—

T(n):Z(i—l)z(”Lz_z(n—l)za(nz) 4.8)

1

gdzie T(n) oznacza konieczna do wykonania liczbg mnozen zmiennopozycyjnych.

Podsumowujac, algorytm 4.3 ma wielomianowa ztozono$¢ obliczeniowa klasy O (nz) .

4.5. Przyklad wykonania algorytmu

Dany jest nastgpujacy wielomian dziesiatego rzedu:

Posos) = (5+0.5)(s+3) (s +2)' (s +1) (4.9)

Wielomian ten ma nastgpujace pierwiastki:
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Tabela 3
Pierwiastki wielomianu (4.9)
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A |-05|-30[-30|-20|-20|-20|-1.0|-1.0|-1.0-1.0

4

Zadanie jest nastgpujace:

e nalezy znalez¢ wartos$ci wielomianow symetrycznych podstawowych
W (A,. 4)s j =1,..,10 danych wzorem (4.3) za pomoca algorytmu 4.3.
Tabela 4 pokazuje kolejne iteracje wykonania algorytmu 4.3. Komodrka tabeli

0 wspotrzednych ij zawiera warto$¢ wielomianu wj.i "(Ayyein )

Tabela 4
Przyktad wykonania algorytmu obliczania wielomiano6w symetrycznych podstawowych
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 -0.50
2 -3.50 1.50
3 -6.50 12.00 -4.50
4 | -8.50 25.00 | -28.50 9.00
5 | -10.50 | 42.00 | -78.50 | 66.00 | -18.00
6 | -12.50 | 63.00 |-162.50 | 223.00 | -150.00| 36.00
7 | -13.50 | 75.50 |-225.50 | 385.50 | -373.00| 186.00 | -36.00
8 | -14.50 | 89.00 |-301.00| 611.00 |-758.50 | 559.00 | -222.00 | 36.00
9 | -15.50 | 103.50 |-390.00 | 912.00 |-1369.50{1317.50 | -781.00 | 258.00 | -36.00
10 | -16.50 | 119.00 | -493.50 [ 1302.00 |-2281.50| 2687.00 |-2098.50| 1039.00 | -294.00 | 36.00

W ostatnim wierszu znajduja si¢ szukane warto$ci wielomianéw symetrycznych

podstawowych wﬁ.lo)(&,...,ﬂm), j=1..,10. Sa one réwne:

W (s i) ==16.50 W (Ayseess yg) = 2687.00

Wy (Ayseees ) =119.00 w5 (A, ) = —2098.50

W (e ) = =493.50 W (e ) =1039.00 (4.10)
WO (4. Ay ) = 1302.00 Wy (Ayeves ig) = —294.00

WO (A Ay ) = =2281.50 Wo (Aysers i) = 36.00
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4.6. Podsumowanie rozdzialu

Najwazniejszym rezultatem rozdziatu jest zaproponowanie efektywnego algorytmu
numerycznego obliczania wartosci wielomiandw symetrycznych podstawowych. Uzyskano

wielomianowa zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu rowna O(nz). Zaprezentowany

w rozdziale algorytm stanowi podstawg algorytméw numerycznych przedstawionych
w dalszej czg$ci pracy.



5. ALGORYTM ODWRACANIA PEWNEJ KLASY MACIERZY O SPECJALNEJ
POSTACI

5.1. Wprowadzenie

W wielu dziatach matematyki, analizy numerycznej i inzynierii znajduje zastosowanie
macierz o specjalnej postaci, zwana macierza Vandermonde’a. Niniejszy rozdziat zajmuje si¢
jej uogodlnieniem, tj. konfluentna macierza Vandermonde’a. Polega ono na tym, ze
w kolumnach konfluentnej macierzy Vandermonde’a oprocz kolejnych potgg roznych
pierwiastkéw znajduja si¢ pochodne tychze kolumn przemnozone przez pewien
wspoOtczynnik. Formalna definicj¢ konfluentnej macierzy Vandermonde’a podano
w kolejnych punktach.

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie efektywnego algorytmu numerycznego
znajdowania odwrotno$ci konfluentnej macierzy Vandermonde’a. W tym celu wykorzystano
prace z literatury, podajace twierdzenia stuzace jej analitycznemu wyznaczaniu. Jednak
dotychczas znane w literaturze twierdzenia znajdowania tejze odwrotno$ci wymagaty
obliczen symbolicznych. Niniejszy rozdzial stanowi istotny krok naprzéd w tej problematyce,
gdyz uzyskany algorytm numeryczny jest gotowy do efektywnego wykonania na drodze
numerycznej. Wyniki niniejszego rozdzialu bazuja na rezultatach przedstawionych
w publikacji [82].

5.2. Poje¢cie konfluentnej macierzy Vandermode’a

Najpierw przytoczmy definicj¢ klasycznej macierzy Vandermonde’a. Mozna ja skojarzy¢

z nastgpujacym wielomianem o pojedynczych pierwiastkach rzeczywistych:

pon(s):(s—ﬂ,l)(s—/lz)...(s—/in) (5.1)
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5.2. Pojecie konfluentnej macierzy Vandermode’a

Macierz Vandermonde’a dla takiego wielomianu definiuje si¢ jako:

1 1 - 1 ]
bk 4,
Vo=l & & A (5.2)
/111.7—1 /127'1—1 .. : ﬂ,’;_l

Odwrotnos$¢ klasycznej macierzy Vandermonde’a (5.2) jest znana 1 wyraza si¢ w jawnej

postaci za pomoca wzoru analitycznego ([27] s. 86).
PrzejdZzmy teraz do konfluentnej macierzy Vandermonde’a. Podobnie jak jej klasyczny

odpowiednik (5.2), mozna ja skojarzy¢ z wielomianem, jednak sedno uogolnienia polega
na wystgpowaniu w nim pierwiastkoéw wielokrotnych.

5.2.1. Definicja konfluentnej macierzy Vandermonde’a ([31, 82])

Niech A, 4,,...,A. oznaczajq pierwiastki nastgpujqcego wielomianu:
(5.3)

p(s)=(s=4)"..(s=4)", n,..n eZ,

gdzie n,+...+n_=n. Konfluentna macierz Vandermonde’a V odpowiadajqca pierwiastkom

wielomianu p(s) jest nxn-wymiarowq macierzq.
(5.4)

V=g
gdzie bloki V, sq macierzami o wymiarach nxn, o nastepujqcych elementach:

i-1)
A dla iz
j" =/ (5.5)

0, w przeciwnym przypadku

dla k=1,2,..,r; i=12,..,n oraz j=1,2,...,n,.
5.2.2. Przyktady konfluentnych macierzy Vandermonde’a
e Dla wielomianu o postaci:

p(s)=(s+2)(s=3)
ktorego pierwiastki A, =-2, n, =3 oraz A, =3, n, =1 konfluentna macierz Vandermonde’a

ma postac:
I 0 0 1
-2 1 0 3
V=
4 4 1 9

-8 12 -6 27
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e Dla wielomianu o postaci:

p(s)=(s=1)°(s-2)°

ktorego pierwiastki A4, =1, n, =2 oraz A, =2 ,n, =2 konfluentna macierz Vandermonde’a

ma postac:
1 01 0
11 2 1
V=
1 2 4 4
1 3 8 12

5.3. Analityczna metoda odwracania konfluentnych macierzy Vandermode’a

Twierdzenie na analityczng metod¢ odwracania konfluentnej macierzy Vandermode’a jest

omowione w publikacji [31].

5.3.1. Twierdzenie ([31] s. 1543)

Odwrotnos¢ konfluentnej macierzy Vandermonde’a V , danej wzorami (5.4) i (5.5), ma

nastepujqcq postac:
@)
poi | (5.6)
0o,

gdzie wektory kolumnowe h, w macierzy blokowej O, =[h,,,...h,]| mozna obliczyé
rekurencyjnie, zgodnie z nastepujqcym schematem:

n—1
by, = Kk,;zkek +Kk,nk—1Nk6k +"'+Kk,l (Nk) 6,

s :(ﬁ‘klk +Nk)hkl +ahy, (5.7)

By = (AL + N ) by + a,

gdzie A, oznacza wartos¢ wilasng, I, jest macierzq identycznosciowq o wymiarach n, xn,,
N, =J, (O,nk) (obliczanq z rownosci (5.8)), a, sq wspotczynnikami wielomianu p(s)
okreslonego przez (5.3), 6,=[0,..,0,1]", dim6, =n, oraz K., sa wspolczynnikami

rozwiniecia utamkowego odwrotnosci wielomianu p(s).
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A1 0
A, 1
J, (A.n)= S (5.8)
2, 1
0 A

L A xny
Konstrukcja algorytmu odwracania konfluentnej macierzy Vandermonde’a bezposrednio

na podstawie twierdzenia 5.3.1 daje nieefektywny algorytm. Najbardziej czasochtonne jest

obliczenie wektora /,,, wymagajace obliczenia wszystkich kolejnych poteg (N f )i macierzy
N, . Mnozenie macierzy jest operacja o zlozonosci O(n3), wigc wyznaczenie wszystkich

poteg macierzy N, jest operacja o zlozonosci O(n“). Dlatego dalsza czg$¢ rozdzialu

zajmuje si¢ konstrukcja algorytmu odwracania konfluentnej macierzy Vandermonde’a przy

wykorzystaniu optymalizacji twierdzenia 5.3.1.

5.4. Synteza numerycznego algorytmu odwracania konfluentnych macierzy
Vandermonde’a

W syntezie odpowiedniego algorytmu korzystamy z twierdzenia 5.3.1. W pierwszej
kolejnosci poddajmy optymalizacji wzor wyrazajacy wektor 4, , tj. rdwnos¢ (5.7).

e Moze on zosta¢ znacznie zoptymalizowany po spostrzezeniu, ze spelniona jest

nastepujaca tozsamos¢ macierzowa:

0--1---0 1o
Jll: "
(N,) g, =[ 001 0=[0--010---0]", j=0,1,.,n -1 (5.9)
.o e . J
.
()...()...()} « =/ 1

e Ponadto, z uzyciem wzoru (5.8) wystepujacy wielokrotnie wyraz (A4, +N,) mozna
zapisac krocej jako J, (4,,n,).

Uwzgledniajac powyzsze dwa spostrzezenia, twierdzenie 5.3.1 mozna zastapic¢
nastgpujacym twierdzeniem:

5.4.1. Twierdzenie [82]

Wektory kolumnowe h,, macierzy blokowej Q, = [hkn,...,hkl] wV = [Q{,...,QFT ]T mozna

wyznaczy¢ z nastepujqcego schematu rekurencyjnego:
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T
hy = I:Kk,l “.Kk,nk ]
by =Jy (ﬂka”k)hkl +ahy, (5.10)

b, =J, (ﬂ‘k > Ny ) hk(n—l) +ta, h,

5.5. Wyznaczanie wielkos$ci wejsciowych algorytmu odwracania
konfluentnych macierzy Vandermonde’a

Wezmy pod uwagg wspotezynniki K, . wystgpujace w rownaniu (5.10). Twierdzenie
5.3.1 podaje, ze sa one wspoOlczynnikami rozwinigcia ulamkowego odwrotnosci
wielomianu p(s):

roon—1 K )
1 )y (5.11)
p(s) k=1 j=0 (S—Zk)

Mozna je wyznaczy¢ korzystajac ze znanych regul algebry liniowej poprzez

rézniczkowanie:
1 g 1 0 j=0,1,...,n —1
K= : oo (s =4) , k (5.12)
(n,—j=1)! ds" ™| p(s) . k=12,..,r
Korzystajac z rozwinigcia (5.12), wektor kolumnowy (5.10) mozna obliczy¢
jak nastgpuje:
[ 1 d(”k*l) 1 n ]
s =4
(nk_l)!ds(nkl){p(s)( ’t) l .

. 1 d(”/ﬁjil) 1 g 5 13)
hkl= Kk:,j+1 = (nk_j_l)! ds(nk—j—l) p(S)(S _ﬂ’k) . , k=12,.,r ( ’

Korzystajac z twierdzenia 5.4.1 mozna skonstruowac takze wzér analityczny (5.14),
przedstawiajacy wprost posta¢ kolejnych wektorow w odwrotnosci konfluentnej macierzy

Vandermonde’a:

J=1

i—1
By = [J;;‘ (Am )+ > a7 (ik,nk)}hkl, k=1,2,..,r, i=23,.,n (5.14)
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gdzie J/ (ﬂk,nk) sq potggami elementarnych klatek Jordana (5.8), ktorych posta¢ jest znana

w literaturze ([6, 39]):

DTG ) A (O
k 1! 21 (n, —1)!
41 07 p (/1,3)(: (/1,3)(;)
Ao 1 - ¢ T 2!
J (Ao, )= = ( q)<2)
A1 ' ' “
0 ‘ h 21
L K dnxny 1
iq (/1]?);;
* 1!
L 0 A L,
(5.15)

Ponadto, z algebry liniowej wiadomo, ze wspdtczynniki rozwinigcia wielomianu p(s)
wyrazaja si¢ nastepujaco:
— J M P
a, =(-)w"(4,...4,), j=12,..,n (5.16)
gdzie wﬁ”)(il ,-.»4,) sa wielomianami symetrycznymi podstawowymi, zdefiniowanymi przez

wzoér (4.3). Efektywny algorytm numerycznego ich obliczania przedstawiono w rozdziale 4

niniejszej monografii.

5.6. Finalne algorytmy odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a

Wyznaczanie odwrotno$ci konfluentnej macierzy Vandermonde’a mozna podzieli¢
na nastgpujace etapy:

e wyznaczenie wspoOlczynnikdw rozwinigcia wielomianu p(s) za pomoca algorytmu
obliczania wielomianow symetrycznych podstawowych, przedstawionego w poprzednim
rozdziale, oraz formuty (5.16),

e wyznaczenie ostatniej kolumny szukanej macierzy odwrotnej,

e obliczenie jej pozostalych kolumn.

W nastepnych podpunktach przedstawiono odpowiednie algorytmy, realizujace ostatnie

dwa zadania.
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5.6.1. Algorytm wyznaczajqcy ostatniq kolumne szukanej macierzy odwrotnej
W niniejszym podpunkcie przedstawiono algorytm obliczajacy wektory 4, k=1,....r
w macierzy blokowej O, =[h,,...h,] w V' =[Q1T,...,Q,,T T. Algorytm mozna zapisa¢

w pseudokodzie nastepujaco:

Enter:

n:integer - stopien wielomianu p (s)

r:integer - liczba réznych pierwiastkdédw wielomianu p (s)
All,..,r]l:real - pilerwiastki wielomianu p (s)
n[l,..,r]:integer - krotnoéci pierwiastkdéw wielomianu p (s)

{ Lokalne zmienne pomocnicze }
var

i, k, g, delta:integer

tmp, factorial, L[1l,..,r], AuxTab[l,..,r]:real
{Wtasciwe obliczenia}

delta:=0
For k:=1 To r
tmp:=1

{ Wyznacz K, }

For i:=1 To r
if i=k continue
tmp := tmp* (A[k]-A[1])" n[i]
Next i
QIn[k]+delta,n] := 1/tmp
factorial := 1
For i:=1 To r AuxTab[i] := 1 Next i
{ Wykonaj schemat rekurencyjny (5.17) dla danego pierwiastka }
For g:=0 To n[k]
{ Oblicz L' }
For i:=1 To r
if i=k continue
L[i] := factorial*AuxTab[i]*Q[n[k]-gtdelta,n]-g*L[i]
Next i
tmp :=0
{ Oblicz K,

kan, g1
For i:=1 To r
if i=k continue
AuxTab[i] := AuxTab[i]l* (A[k]-A[1i])
tmp := tmp + n[i]*L[i]/AuxTab[i]
Next i
factorial := factorial* (g+1l)
Q[n[k]-g-1+delta,n] := -tmp/factorial
Next g
delta := delta + nlk]
Next k
Return:
Q[i,n]:real, i=1,..,n - szukana ostatnia kolumna odwrotnos$ci konfluentnej
macierzy Vandermonde’a

}

Dowdd poprawnosci algorytmu
W ostatniej kolumnie szukanej odwrotnosci konfluentnej macierzy Vandermonde’a

znajduja si¢ wektory A, k=1,..,r, zbudowane ze wspdtczynnikow K, ; rozwinigcia

utamkowego odwrotnosci wielomianu p(s) (rownosci (5.10) 1 (5.11)). Wspotczynniki
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te wyrazaja si¢ wprost poprzez formute (5.12). Aby dowie$¢ poprawnosci algorytmu 5.6.1,
wpierw zauwazmy, ze dla kazdego z r pierwiastkow wielomianu p(s) wykonuje

on nastepujacy schemat rekurencyjny:
LI (A)=q' (A -4) Ky —a- L (A), i=Llk=Lk+1,.r
1 Z LM (4) (5.17)
n;

P _ ki \"% )
kom—g—1 (q + 1)! i=1, ik (/11( - /11 )‘1*1

dla ¢=0,L..,n, —2, natomiast wspotczynniki K, ,

oblicza bezposrednio ze wzoru (5.12).
Nalezy wykaza¢, ze schemat rekurencyjny (5.17) jest réwnowazny formule (5.12),
wyrazajacej wartosci wspolczynnikow K, , . Dowod przeprowadzimy indukeyjnie.
e Krok wstegpny: dla ¢ =0

Z roéwnania (5.12) obliczamy wspotczynnik K, ;. W tym celu korzystamy z reguly
rozniczkowania wielomianu danego w postaci iloczynowe;j:

F©&)=(s=4)(s-4)-..-(s-4,)
Pochodna powyzszego wielomianu f'(s) ma posta¢ ([71]s.110):

%:i(s_ﬂi)""'(s_ﬂ“i1)(S_ﬁ“i+1)""'(s_ﬂ“”)

i=1

Na tej podstawie obliczamy wspotczynnik K zgodnie ze wzorem (5.12):

k,m—1>
- Zr: ni(s_/ii)niil lL[ (S_;tj)n/

K, 1=ld—{ : (s =4 )nk} == L _

1 ds p(s) - ﬁ oo\

j—l,j¢k( 2 o (5.18)

== r ”; nv| =" r flﬂ kg == r ll/iﬁ Kk,nk

i=Li%k (S—/Ii )"ﬁl 11—[ .(S—/lj) j i=Lizk S — =i, i=Lizk Y i

J=LIF s=A

Zauwazmy, ze wynik (5.18) jest rtownowazny formule (5.17) dla ¢ =0.
e Krok gltowny: dla ¢ =0,1,..,n, -2

Traktujac wielkosci K ; i L? jako funkcje zmiennej s, wspotczynniki K,

fon—q—2 TOZNA

obliczy¢ z réwnosci (5.12) 1 (5.17):
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1 d 1 d 1 c o LI(s)
K = . K = — S =
e q+2 ds [ b (S)l:/lk q+2 ds { (q + 1)! i=L, izk " (S -1 )q+l =4

i

—L(,j”) (s) - (q + 1) . L(,g”) (s)

s =1, i#k A (S _/1 )q+2

s=
(5.19)
Jest spelniony nastgpujacy ciag réwnosci:
LT RN A PR @
S O) = () 0K ()0 B (s) |

(5= A) (g+1)Ks, o (5) [(s ) K, (s )—Q%L(g)(s)}

s=A;

s=Ay

5=

(52 (10 (5], | D6 =) 7 (=10 (5)-ala =157 ()|

:(S_ﬂ’i)q(q—l_l)!Kk,nk—q—l(S) +( l)h|: h+1( ﬂ’z)qihil(q_h)!Kk,nk—qM(S) q d L(q h)( )

s=A;
gdzie g- oznacza dolng silni¢ oraz 4 =0,1,....¢—1. Podstawiajac w powyzszej rownosci

h=gq—1 otrzymujemy:

d .
ngg l)(S) - :(S_/li )q (q+l)!Kk’"r‘/‘1 (S)L:)% "

. (5.20)

+(=1" [q!(s -4 1K, (s)-g*- L) (s)}
s
Ponadto, ze schematu rekurencyjnego (5.17) wynika nastgpujaca rownos¢:
=K

L) (s),_, =Ken ()

Korzystajqc z rownosci (5.21), zaleznos¢ (5.20) redukuje si¢ do nastepujacej postaci:

iL(k[t{'H)(S) =(s=4) (¢ +1)!K;,, . (S)s=/1 "
5=

ds
1 d
+(_1)q |: '(S /1 ) kn l(s) q!.gKk’"k (S):|

s=A;

(5.21)

s=A

s=A

= (S - ﬂ/,' )q (q + 1)!Kk,”k_q_1 (S)s:h

s=A;
(5.22)
Wré¢my do szukanych wspotczynnikow K, , , ,. Podstawiajac rownos¢ (5.22) do

zaleznosci (5.19), otrzymujemy ich nastgpujaca postac:

a D (s—A qHK _ 1 L(‘“l)
Kk,nqufzz_ ! Z n, (q+ )(S l) k"’k_‘l_l(s) (q+ ) ki (S)|

(q + 2)! i=1, i%k (S -4 )q+2

3

(5.23)

s=A
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Mozna zauwazy¢, ze po nast¢pujacym podstawieniu:

L (s)) _, =(a+)s=24)" Ky, Ly (s)le ~(g+) g (s, (5.24)
zalezno$¢ (5.23) jest rownowazna dowodzonemu schematowi rekurencyjnemu (5.17) dla
q = q+1. Podsumowujac, udowodnilismy prawdziwos$ci schematu rekurencyjnego (5.17) dla
dowolnego ¢ =0,1,..,n, —2.

C.N.D.
Kolejnos¢ obliczen realizowanych przez algorytm 5.6.1, wykonujacy obliczenia zgodnie
ze schematem rekurencyjnym (5.17), wyjasnia rys. 3.

, ] ] / S 1

LD | e LDy, LO%ary | - - L,

| ¥ < ¥

v vy v e |

L@y | LDy gen) LDygary | e L,

| I e
| R iy A g

L(n_k-1)k1 _____ L(n_k-1)k(k-1) L(n_k-1)k(k+1) ______ L(n_k-1)kr
Ly x —.
k=1,2,...,r

Rys. 3. Diagram obrazujacy kolejnos¢ obliczen w algorytmie 5.6.1
Fig. 3. Scheme for the auxiliary coefficients determination algorithm 5.6.1

5.6.2. Algorytm wyznaczajqcy pozostate kolumny szukanej macierzy odwrotnej
W  niniejszym  podpunkcie  przedstawiono algorytm  obliczajacy  wektory
By k =Li.cur W macierzy blokowej O, =[A,hiy] w V™ =[] ,...0 | . Algorytm

mozna zapisa¢ w pseudokodzie nastepujaco:
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Enter:

n:integer - stopien wielomianu p (s)

r:integer - liczba réznych pierwiastkédw wielomianu p (s)

All,..,r]l:real - pierwiastki wielomianu p (s)

n[l,..,r]l:integer - krotnosci pierwiastké4w wielomianu p (s)

Qli,n]:real, i=1,..,n - szukana odwrotnos$¢ konfluentnej macierzy Vandermonde’a,
z wyznaczona ostatnia kolumna za pomoca algorytmu 5.6.1

all,..,n-1]:real - wspdiczynniki rozwiniecia wielomianu p(s) wyznaczone za

pomocg algorytmu obliczania wielomiandédw symetrycznych podstawowych 4.3 oraz
formuty (5.16)
{ Lokalne zmienne pomocnicze }
var
i, 3, k, delta:integer
{ Wtasciwe obliczenia }
delta :=0;
For k=1 To r
For i=n-1 Downto 1
For j=1 To n[k]-1
Q[j+delta,i]:=A[k]*Q[Jj+delta,i+1]+
Q[jt+delta+l,i+tl]l+a[n-1]*Q[j+delta,n]
Next j
QO[n[k]+delta,i]:=A[k]*W[n[k]+delta,i+1]+
aln-i]*Q[n[k]+delta,n]

Next i
delta := delta + n[k];
Next k
Return:
Q[i,jl:real, i,3=1,..,n — szukana odwrotnos$¢ konfluentnej macierzy Vandermonde’a

Dowod poprawnosci algorytmu
Algorytm wykonuje obliczenia zgodnie ze schematem rekurencyjnym (5.10).
Zastosowano w tym algorytmie optymalizacj¢ czasowa podczas mnozenia macierzy przez

wektor o postaci J, (4,,n, )h,. . Jest to w ogélnym przypadku zadanie klasy 0(n2 ), jednak

elementarny blok Jordana (5.8) jest macierza bi-diagonalna. Dlatego konieczne mnozenie

J, (/7,k, n, )hk, wykonano na poziomie skalarnym, wykorzystujac szczegdlna posta¢ macierzy

J, (4,n,) uzyskujac zadanie klasy O (n).

5.7. Z}ozonos¢ obliczeniowa algorytmu odwracania konfluentnych macierzy
Vandermonde’a

Wyznaczenie odwrotnosci konfluentnej macierzy Vandermonde’a mozna podzieli¢

na nastgpujace trzy etapy:

e wyznaczenie wspotczynnikOw rozwinigcia wielomianu p(s), realizowane za pomoca
algorytmu obliczania wielomiandéw symetrycznych podstawowych 4.3,

 obliczenie pomocniczych wspotczynnikow K, ;, wystepujacych w ostatniej kolumnie
szukanej odwrotnos$ci, za pomoca algorytmu 5.6.1,

e obliczenie pozostatych kolumn szukanej odwrotno$ci za pomoca algorytmu 5.6.2.
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Jak wykazano w punkcie 4.4, zlozono$¢ obliczeniowa pierwszego z powyzszych etapow
jest rbwna O(n2 ) Ztozonos¢ obliczeniowa pozostatych dwoch etapow wzgledem rozmiaru

odwracanej macierzy nxn mozna oszacowac nastgpujaco:

r

T(n)=Y[5(r=1)+2(r=1)+2](n, —1)+ ian(n—l) (5.25)

k=1

obliczanie pomocniczych wspolczynnikow K;_ J obliczanie pozostalych
kolumn inwersji V' -1

gdzie T(n) oznacza liczbg¢ koniecznych do wykonania zmiennopozycyjnych mnozen

skalarnych. Uwzgledniajac zaleznos¢ an =n (p.5.2.1) z zaleznosci (5.25) otrzymujemy:

k=1

T(n)=(Tr- S)Zr:nk —(7r —5)21 +2(n —1)ink =(Tr=5)(n—-r)+2(n-n=0(n")

Podsumowujac, uzyskana ztozonos$¢ obliczeniowa klasy O(nz) jest o czynnik liniowy

lepsza od algorytmu odwracania macierzy metoda eliminacji Gaussa.

5.8. Przyklad wykonania algorytmu

Rozwazmy konfluentna macierz Vandermonde’a o wymiarach 10x10 okreslong przez

nastepujacy wielomian charakterystyczny:

p(s)=(s+0.5)(s+3) (s +2) (s +1)’ (5.26)

Ma on tg sama posta¢ co wielomian charakterystyczny rozwazany w podpunkcie 4.5,
gdzie wyznaczano jego wielomiany symetryczne podstawowe. Odpowiadajaca
mu konfluentna macierz Vandermonde’a, na podstawie definicji 5.2.1, ma nastgpujaca

postac:

1.00000  1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
—0.50000 -3.00000 1.00000 -2.0000 1.00000 0.00000 -1.0000 1.0000 0.0000 0.0000
0.25000  9.00000 -6.00000 4.00000 —4.0000 1.00000 1.0000 -2.000 1.0000 0.0000
—0.1250 -27.0000 27.0000 -8.0000 12.0000 —6.00000 —1.0000 3.0000 -3.000 1.0000
0.062500 81.0000 -108.000 16.0000 -32.000 24.0000 1.0000 -4.000 6.0000 -4.000
—-0.03120 —243.000 405.000 -32.000 80.0000 —80.0000 —1.0000 5.0000 —10.00 10.000
0.015625 729.000 -1458.00 64.0000 —192.00 240.000 1.0000 —6.000 15.000 —20.00
—-0.00780 -2187.00 5103.00 -128.00 448.000 —672.000 —1.0000 7.0000 —21.00 35.000
0.003906 6561.00 -17496.0 256.000 —1024.0 1792.00 1.0000 —8.000 28.000 —56.000
| —0.00190 —19683.0 59049.0 -512.00 2304.00 —4608.00 —1.0000 9.0000 —36.00 84.000 |

(5.27)

e Pierwszym etapem w wyznaczaniu jej odwrotnosci jest znalezienie wspotczynnikow

rozwinigcia wielomianu p(s) danego wzorem (5.26). Wyrazaja si¢ one przez wielomiany

symetryczne podstawowe, odpowiadajace pierwiastkom wielomianu (5.26), wzigtym

z odpowiednim znakiem (formuta (5.16)). Same wielomiany symetryczne podstawowe
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dla wielomianu (5.26) byly obliczane za pomoca algorytmu 4.3 w podpunkcie 4.5.
Stosujac  odpowiednio formute (5.16) otrzymujemy nastgpujace wspdiczynniki
rozwinigcia wielomianu (5.26).

Tabela 5
Wspotczynniki rozwinigcia przyktadowego wielomianu p(s)

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a. | 165 | 119.0 | 493.5 | 1302.0 | 2281.5 | 2687.0 | 2098.5 | 1039.0 | 294.0 | 36.0

1

Kolejnym etapem jest obliczenie pomocniczych wspotczynnikow K, , wystepujacych

w ostatniej kolumnie szukanej odwrotnosci macierzy (5.27). Dokonujemy tego
za pomoca algorytmu 5.6.1. Tabela 6 przedstawia przebieg obliczen wykonywanych
przez algorytm 5.6.1 dla przyktadowej konfluentnej macierzy Vandermonde’a (5.27).

Tabela 6
Przebieg kolejnych iteracji algorytmu 5.6.1
kA I m [ | 5 (%) Ky
1 | -0.50000 | 1 - - - K,, =0.75851
- - - K,, =0.02500
2 | -3.00000 | 2 | Li(h)=002500
0 3 Ly} (4,) =0.02500 K,, =0.13500
4 L) (4,)=0.02500
- - - K, , =—0.66666
1 L) (2,) = 0.66666
0 2 L) (4,)=-0.66666 | K, =—-1.77777
3 | -2.00000 | 3 4 | L5(4)=-0.66666
1 L3 (4,)=3.33333
1 2 LY (4)=-1L11111 | K;, =—-4.51851
4 L) (2,) =2.44444
- - - K, , =-0.50000
1 L) (4,) =-0.50000
0 2 Ly (4,)=-0.50000 | K,,=1.00000
4 | 100000 | 4 3 Ly (4,)=-0.50000
1 LY (4,)=0.00000
1 2 L) (4,)=2.50000 K,, =-2.87500
3 L3 (4,)=1.50000
2 1 L)(2,)=-143750 | K,,=3.62500
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cd. tabeli 6

2 L) (4,) =-28.0000
3 L)) (4,)=-8.75000

e Ostatnim etapem jest obliczenie pozostatych kolumn szukanej odwrotnosci za pomoca
algorytmu 5.6.2. W wyniku uzyskujemy nastepujaca odwrotno$¢ macierzy V' danej

rownoscia (5.27):

Q) M m ) m ) ) m M ]
hl(lO) hl9 hl8 h17 hlﬁ hlS h14 hl3 hlz Kl,l
m M ) ) m (0 m ) )
h2(10) h29 h28 h27 h26 h25 h24 h23 h22 K2,1
) ©) ©) ) ©) (2) () (2) )
h2(10) h29 h28 h27 h26 h25 h24 h23 h22 K2,2
) M m ) m ) ) ) M
Ql hS(lO) h39 h38 h37 h36 h35 h34 h33 h32 K3,1
) ) 2 ) ) (2) ) 2) )
Q_V—l_ Q2 _ h3(10) h39 hss h37 h36 hss h34 h33 hsz K3,2 _
- - B AE) 3) 3) 3) 3) 3) 3) 3) 3) -
83 h3(10) h39 8 h37 6 hss h34 h33 h32 K3,3
m M m ) m ) m ) M
4 h4(10) h49 h48 h47 h46 h45 h44 h43 h42 K41
) ) 2 ) ) (2 ) 2) ()
h4(10) h49 h48 h47 h4e h45 h44 h43 h42 K4,2
3) 3) 3) 3) 3) 3) 3) 3) 3)
h4(10) h49 h48 h47 h4e h45 h44 h43 h42 K4,3
4 4 4 “4) 4 4) 4 4) 4
L h4(10) h49 h48 h47 h46 h45 h44 h43 h42 K 44 |

[ 54.6133 336.782 902.637 137823 1319.82 821.475 332.231 84.1956 12.1362 0.75852 |
1.72000 13.4400 44.9000 84.4200 98.5875 74.2050 36.0050 10.8600 1.84750 0.13500
0.30000 2.35000 7.87500 14.8625 17.4375 13.2000 6.45000 1.96250 0.33750 0.02500
—100.333 —758.222 —2433.04 —4362.15 —4820.22 —3405.55 —1539.11 —429.556 —67.2962 —4.51852
—-38.0000 —288.333 —929.555 -1675.22 —1861.33 —1322.33 —600.667 —168.333 —-26.4444 —1.77778
—-12.0000 -92.0000 -300.333 —549.333 —621.000 —450.000 —209.000 —60.0000 —-9.66667 —0.66667
45.0000 408.000 1485.50 2899.50 3401.81 2509.87 1170.86 334.500 53.3125 3.62500
—85.5000 —612.750 —1872.88 —=3222.06 —3439.06 —2358.75 —1039.00 —283.562 —43.5625 —2.87500
18.0000 147.000 501.500 938.250 1064.00 761.500 345.500 96.2500 15.0000 1.00000

| —18.0000 —129.000 —390.500 —658.750 —684.750 —456.000 —195.000 —51.7500 —7.75000 —0.50000 |

(5.28)

5.9. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale na podstawie analitycznego twierdzenia stuzacego do odwracania
konfluentnej macierzy Vandermonde’a skonstruowano algorytm wykonujacy to zadanie na
drodze numerycznej. Uzyskano wielomianowa ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu réwna

O(nz). W kolejnym rozdziale zaprezentowano przyktad zastosowania przedstawionego

algorytmu w analizie wilasno$ci liniowych ukladow dynamicznych o dowolnym stopniu
pochodnych wzgledem czasu.



6. ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW OBLICZANIA WIELOMIANOW
SYMETRYCZNYCH ORAZ ODWRACANIA MACIERZY SPECJALNYCH
W ANALIZIE WEASNOSCI UKLADOW DYNAMICZNYCH DOWOLNEGO
RZEDU

6.1. Wprowadzenie do problematyki jakosciowych wlasnosci ukladow
dynamicznych

W praktyce inzynierskiej i naukowej nie zawsze konieczna jest znajomos¢ dokladnego

(lub nawet przyblizonego) rozwiazania danego rownania rozniczkowego. W wielu

przypadkach wigksze znaczenie od znalezienia konkretnej funkcji spetniajacej dane rownanie

jest znajomos¢ pewnych ogolnych wiasnosci rozwiazania tego rownania. Niniejszy rozdziat

zajmuje si¢ jedna z jakosciowych wilasnosci uktadow dynamicznych, tj. sterowalnoscia.

Istnieje obszerna literatura dotyczaca badania sterowalnosci, ale do dzi§ nie wszystkie

zwigzane z nia problemy zostaly w pelni rozwiazane. Wlasno$¢ ta, obok stabilnosci,

ma najwigksze znaczenie w praktyce inzynierskiej 1 naukowe;.

Mozna wyr6zni¢ kilka gldwnych kierunkow wezesniejszych i wspotczesnych badan nad

problematyka sterowalnosci, dotyczacych nastgpujacych rodzajow uktadéw dynamicznych:

ciagtych liniowych (Kalman [40], Bartosiewicz [5], Mitkowski [67]),
dyskretnych liniowych (Klamka [46] s.89-126),

stacjonarnych (Klamka [46] s.16-21, 95-97),

niestacjonarnych (Klamka [46] s.5-15, 92-96),

nieliniowych (Klamka [48]),

stochastycznych (Mahmudov [58]),

uktadoéw przemystowych (Alotaibi [3], Vargra [132]),

w formie kanonicznej Jordana (Chen [10], Zadeh [141] s.511),

ztozonych (Davison [14]),

nieskonczenie wymiarowych (Sakawa [111-113], Triggiani [130-131], Chen, Russel [11],
Huang [32], Ito [34-35], Fattorini [21-22], Jacob [36], Miller [64]),

ze stozkowo ograniczonymi sterowaniami (Brammer [7], Schmitendorf [117]),
ze sterowaniami ograniczonymi do zbioru zwartego (Schmitendorf [116]),
uktadow wyzszych rzedow (Shi [118-119], Shubov [120-121], Xu [139]).
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Klasyczna definicje sterowalnosci dla ciaglych ukladow liniowych o parametrach
skupionych podaja prace [41] s.192, [46] s. 2. Twierdzenie stuzace jej badaniu podaja prace
[41] 5.201, [46] s. 16, [38] 5.130, [132]. Szczegodlny przypadek tego twierdzenia dla uktadoéw
o diagonalnej macierzy stanu podaje monografia [66] s. 195, natomiast dla uktadow w formie
Jordana stosuje si¢ twierdzenie Chena z prac [10] 1 [46] s. 25 . Dla uktadow z opdznieniami
w sterowaniach rozrdézniamy pojecia sterowalnosci absolutnej ([46] s.195) 1 wzglednej
(relatywnej) ([46] s.195). Kryteria stuzace do badania tej pierwszej podaja prace [46] s. 207,
[45], natomiast do badania tej drugiej prace [46] s. 202, [45]. Wyrdzniamy takze tzw.
U-sterowalno$¢, naktadajaca na sterowania ograniczenia w postaci stozkowego zbioru
sterowan dopuszczalnych U. Jej definicje podaje monografia [46] s.36, natomiast
odpowiednie twierdzenie stuzace jej weryfikacji podaja prace: [7, 117, 46] s. 52. Osobnym
problemem jest sterowalnos$¢ uktadow dynamicznych opisanych rownaniami rézniczkowymi
czastkowymi. Rozrézniamy tu sterowalno$¢ aproksymacyjna ([46] s.130) oraz doktadna
([46] s.130).

6.2. Cel rozdzialu

Glownym celem rozdziatu 6 jest znalezienie warunkow aproksymacyjnej sterowalnosci
liniowych uktadéw dynamicznych dowolnego rz¢du z zastosowaniem algorytméw obliczania
wielomianow symetrycznych podstawowych (z rozdzialu 4) oraz odwracania konfluentnych
macierzy Vandermonde’a (z rozdziatu 5). Gléwna innowacja w stosunku do rezultatow
znanych w literaturze jest przeprowadzenie analizy dla uktadu liniowego o wysokim stopniu
ogolnosci:

e o dowolnym rzedzie wzgledem czasu,
e 0 dowolnej krotnosci kazdej z wartosci wtasnych (pojedynczych, jak i wielokrotnych),
e 7z mozliwoscia opdznienia w sterowaniach.

Przyjecie modelu matematycznego analizowanego ukladu dynamicznego w ogolnej
postaci daje korzysci w postaci szerokiej klasy uktadow fizycznych potencjalnie
opisywanych przez model. W literaturze mozna znalez¢ wiele artykutow badajacych
sterowalnos$¢ dla konkretnego rzedu uktadu, zazwyczaj drugiego. Nieco mniej obszerna jest
literatura dotyczaca sterowalnosci ukladow czwartego rzgdu, przykltadem pozycji
zajmujacych si¢ ta problematyka sa [118, 119, 121]. Analiza dla dowolnego rzedu uktadu,
przeprowadzona w niniejszym rozdziale, jest znacznie bardziej zlozona niz dla uktadow
rz¢du drugiego i czwartego. Rozdzial podsumowuje rezultaty autora niniejszej monografii
z artykutow [85], [86] oraz [87].
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6.3. Metodologia zastosowania algorytmow numerycznych w analizie
wlasnosci ukladow dynamicznych dowolnego rzedu

Przed zastosowaniem  algorytmOw  obliczania  wielomianow  symetrycznych
podstawowych (rozdzial 4) oraz odwracania konfluentnej macierzy Vandermonde’a
(rozdziat 5) jest konieczne wykonanie nastgpujacych operacji na drodze analityczne;j:

e przeksztalcenie badanego ukladu do postaci ciagu macierzowych uktadow 1 rzedu;
pomocnymi narze¢dziami tutaj sa: dekompozycja spektralna oraz forma kanoniczna
Frobeniusa (p. 6.6),

e przeksztalcenie ukladu do postaci kanonicznej Jordana oraz znalezienie macierzy
podobienstwa (p. 6.7),

e przeksztalcenie uktadu do postaci bez opdznien w sterowaniach (p. 6.9).

Algorytm odwracania konfluentnej macierzy Vandermonde’a, a tym samym takze
algorytm obliczania wielomiandw symetrycznych podstawowych, znajduje zastosowanie
w nastepujacych problemach analizy uktadu dynamicznego:

e obliczenie odwrotno$ci macierzy podobienstwa 7 formy kanonicznej Jordana macierzy
stanu uktadu; znajomo$¢ odwrotno$ci macierzy 7 pozwala na bezposrednie zastosowanie
twierdzenia Chena do badania obydwu rodzajow sterowalnosci, tj. bez ograniczen i ze
stozkowo ograniczonymi sterowaniami,

e obliczenie wektorow wlasnych macierzy transponowanej do macierzy stanu uktadu.
Metodologie analizy uktadéw dynamicznych zastosowanej w niniejszym rozdziale

podsumowano na diagramie rys. 4. Obrazuje on sposdb potaczenia metod analitycznych

z zastosowaniem algorytmow numerycznych.
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Uktad nieskonczenie wymiarowy n-tego rzedu

* Dekompozycja spektralna
* Przeksztatcenie Frobeniusa

Ciag ukfadéw rownan rozniczkowych
zwyczajnych 1 rzedu

* Transformacja Jordana -

Macierz podobiehAstwa T formy Wektory wiasne
kanonicznej Jordana macierzy transpozycji macierzy
stanu w postaci uogolnionej stanu
macierzy Vandermonde’a

= B

Odwrotnos¢ macierzy
podobienstwaT

* Tw. Chena -

Warunki Warunki sterowalnosci
sterowalnosci uktadu ukfadu n-tego rzedu ze
n-tego rzedu bez stozkowo ograniczonymi
ograniczen na sterowaniami
sterowania

Algorytm obliczania odwrotno$ci uogélnionych
macierzy Vandermonde’a

o

Algorytm obliczania wielomianéw symetrycznych podstawowych

Rys. 4. Ideametodologii zastosowania algorytméw numerycznych w analizie
wlasnosci uktadéow dynamicznych dowolnego rzedu
Fig. 4. The paradigm of the numerical recipes application in the arbitrary order

dynamical systems analysis

6.4. Model matematyczny badanego ukladu dynamicznego

Dany jest liniowy, stacjonarny uktad dynamiczny n-tego rzedu z opoznieniami
w sterowaniach, opisany nast¢pujacym rownaniem rozniczkowym:

d"x(1) 4" x(7) dx(1) dx(?) B
e +fH(A)W+...+fq(A) o +...4 £, (A4) o + fo (A4)x(1) =

M
=Y Bu(t—h,), t=t,

(=0

gdzie f, (A) jest ciagiem nastgpujacych wyrazow ttumiacych:

(6.1)

=
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1
fi(4)=a” +a{?4+a}"4?, ¢=01,..n-1, af, a/”, o’ eR (6.2)

przy warunkach poczatkowych:
x(0)=x,e X, x(")(O):xle, q=12,...,n—1 (6.3)
gdzie x(t)e X (X jest przestrzenia Hilberta), stale rzeczywiste wspotczynniki o\ € R.

Operatory wejscia B, sa zdefiniowane jak nastepuje:

P
Biu(t—h,) = Z b,i”u](t —h), B, eLU,X) (6.4)

/=1

gdzie: b,ﬁl) eX, uy(t)e L2([t0,oo),R), k=0,1,..,.M, [=1,2,..,p, U to przestrzen Hilberta
sterowan, dimU = p . Stale opdznienia /, spelniajq nierdéwnos¢ (6.5):

O=h,<h<..<h <..<h, (6.5)

O operatorze A:X D D(A)— X zakladamy, ze jest linlowym, nieograniczonym,
samosprzezonym 1 dodatnio okre§lonym operatorem o dziedzinie D(A4). Fizyczna
interpretacja roéwnania (6.1) obejmuje szeroka klas¢ rzeczywistych uktadow z thumieniem

izalezy od konkretnej postaci operatora 4 i od wspdtczynnikdw oraz wykladnikow

czynnikoéw thumigcych f4(A).

6.5. Wlasnosci spektralne badanego ukladu dynamicznego

Operator A posiada nastgpujace wlasnosci spektralne ([21, 22, 32, 34, 35]):

e Operator 4 ma czysto dyskretne widmo punktowe sktadajace si¢ catkowicie
z odosobnionych, rzeczywistych i dodatnich warto$ci wtasnych A; o skonczonej krotnosci
m;.

O0<A <A <..<A <A

i+1

<.. limA =o (6.6)

i—0

e Funkcje wlasne operatora A {¢ij, i=123,.., j=1,2,...,ml,} tworza zupelny

i ortogonalny uktad w przestrzenie Hilberta X . Stad dla kazdego xe X ma miejsce

rozwinigcie:

x=i§l< X0, >y @, (6.7)

i=l j=lI

e Operator 4 ma nastgpujaca reprezentacj¢ spektralna:

XEXA)szZZ4<x,¢,j > b D(A):{xe)(:zz/@z\q,@ >X‘2<oo} 638)

i=1 j=1 i=1 j=1
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e Utamkowa potgga operatora A jest zdefiniowana wzorami:

x= A <xd > 6.9)

xeD(Aﬁ’) Be(0,1) g

i=1 j=1

D(Aﬂ)={xeX:ii/1iw‘<x,¢ij >X‘2<oo} (6.10)

e Operator A”,0< <1 jest takze samosprzezony i dodatnio okreslony o dziedzinie

D(Aﬁ ) geste] w przestrzeni X.

6.6. Transformacja ukladu dynamicznego

Celem niniejszego podpunktu jest przeksztalcenie uktadu nieskonczenie wymiarowego
(6.1) do rownowaznej postaci nieskonczonego ciagu skonczenie wymiarowych liniowych

uktadow pierwszego rzegdu. W tym celu korzystamy z wlasnosci (6.7), (6.8) oraz (6.9)

uzyskujac:
o m; dnx['(t) n—1 o m; dqxl..(t) o m; d‘]x (t)
202 TEVRD 5 R 3 KERTID 3 N X
i=l j=l1 q=0 i=l j=1 i=l j=1 (611)
SR 1dqx,,() J . ,
tay ) Y D A=, | =D Bu(t—h), i=1273,., j=12,..m, >4
i=l j=1 k=0
gdzie:
x; (0) =<x(),9, >y, i=1,2,3,..., j=12,....m, (6.12)

oznacza ij-ty wspotczynnik Fouriera spektralnej reprezentacji elementu X w przestrzeni

stanu X, ¢, jest ij-ta funkcja wiasna operatora stanu A4, m, jest krotnoScia warto$ci

wlasnych tego operatora A . Kolejnym krokiem jest obliczenie iloczynu skalarnego obydwu

stron ciagu rownan (6.11) w przestrzeni Hilberta X:

xl 0,4, d, (t) d'x (1) L dix (1)
— Z{ L S R TR d;q + QA dtjq =
0

:fi@gn g;) w(=h), 21, i=1,23,. j=12..m

k=0 [=1

(6.13)

Ostatnim krokiem jest przeksztalcenie ciagu réwnan (6.13) do postaci Frobeniusa.
W wyniku tego otrzymujemy nastgpujace, macierzowe i skonczenie wymiarowe réwnanie

rézniczkowe zwyczajne, pierwszego rzedu wzgledem czasu:

M
GO =Ag, )+ Bu(t—h), i=1273,., t=i (6.14)

k=0

gdzie wektor stanu ¢,(¢) jest dany rownoscia:
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gi(t):|:|:g£1(t)j|T [g;/_(t)]T [glfml_(t)]T}T, i=12,3,.. (6.15)

gdzie podwektory glj (t) sa dane przez:

d'x, (t) d""x, (1)

T
—} i=1,2,3,..., j=12,...m  (6.16)

gfi (t) = |:xif (t) dtq dtn—l i

Macierz stanu A4 oraz macierz wejscia B,;, sa odpowiednio macierza

blokowo-diagonalng oraz macierza blokowa o postaci:

A 0 T

4 = 4 . Bk,:[[B;“]T [%]T [B}a-m,ﬂ 617
0 Ly k=0,1,..,M, i=1,23,..

i

m;

Wystepujace w réwnaniu (6.17) podmacierze 4 sa macierzami Frobeniusa:

0 1 o - 0 0
o o 1 0 0
A =] : : : . : : i=12,3,.. (6.18)
0 0 0o - 0 1
_fio _fil _fiz o _fi(n—z) _fi(n—l)
Podmacierze B;,lj sa dane przez:
0 0 0
By=| o 6 o |m
i (6.19)
<b’£1)’¢’">x <b’£l)’¢’">x <b/§p)’¢‘">x

i=1,2,3,... j=12,...m, k=0,1,...M
Stale wspotczynniki f; w podmacierzach 4 (6.18) sa zdefiniowane réwnosciami (6.20),

na podstawie (6.2):

fo =" +aP2+ /11,%, q=0,1,...,n—1, i=1,2,3,... (6.20)
gdzie A, oznacza i-ta warto$¢ wlasng operatora stanu A.

Jak wiadomo ([6, 39]), wyznacznik macierzy blokowo-diagonalnej jest iloczynem
wyznacznikOw macierzy na diagonali. Dlatego réwnanie charakterystyczne macierzy stanu
(6.17), na podstawie (6.18), (6.20), moze by¢ wyrazone przez potege m; € Z, funkcji p, (S,-) :

Pl ()= (0 + fosi ™+t fosl bt frs,+ fo) =0, =123, (6.21)

Uktad dynamiczny (6.1) w dalszej czesci rozdziatu bedzie badany w réwnowaznej

postaci ciagu uktadow (6.14).



6.7. Dekompozycja Jordana macierzy stanu 73

6.7. Dekompozycja Jordana macierzy stanu

Niech s,,5,,...,5, bgda parami réznymi zerami wiclomianu charakterystycznego p, (Si):

i

p; (Si ) = (Si -5, )HW (6.22)

7=l

gdzie n,+..+n, =n. Niech J, (sl.y) bedzie (”,-7 xniy)—wymiarowq elementarng klatka

Jordana:
s, 1 0
s, 1 :
T (s,)= , i=1,23,.., y=12,..r (6.23)
! s, 1
0 Siv J,,

7Xn‘/‘/

Korzystajac z klatek Jordana (6.23), mozna znalez¢ posta¢ kanoniczng Jordana macierzy

stanu 4. Ma ona posta¢ macierzy blokowo-diagonalne;:

J(4)= diag[Jm“ (sil)...Jml_I (Sil) Jmiy (SW)...JZ.”W (Si;,) Jin‘_r‘ (sir’ )"‘Jin,,.’. (sl.}_l_ )]
m; —razy m; —razy m; —razy

i=1,23,..

(6.24)
Jak wiadomo ([27]), macierz podobienstwa formy kanonicznej Jordana macierzy
Frobeniusa (6.18) o wielokrotnych wartosciach wlasnych jest konfluentna macierza

Vandermonde’a, ktorej poswigcono rozdzial 5. W przypadku blokowo-diagonalnej macierzy
stanu (6.17), (6.18) macierz podobienstwa 7(4;) ma nieco bardziej skomplikowana posta¢

macierzy blokowe;j:
T(4)= [];l (Sil) - T, (SW) e T, (Sir,- )} i=1,2,3,.. (6.25)

gdzie podmacierze T, (Si}/) maja postac nastepujacej blokowej macierzy antydiagonalnej:

0 (s
T,(s,)=| - Sl i=1,2.3,, y=12,.r (6.26)

Vyls,) 0

m; —razy

Kazdej n, -tej krotnosci wartoSci wlasnej s, odpowiada (nxn,.y)—wymiarowa macierz

V

o (sl.y), ktorej pierwsza kolumna ma posta¢c taka jak w klasycznej macierzy

Vandermonde’a, a pozostate kolumny sa kolejnymi pochodnymi pierwszej kolumny:
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st dla j=1

iy >

[Viy (Sﬂ’ )L] - ( ' 11)' jjj_ll (quy_l)a dla j=2,3,...n, (6.27)
J_ . Si}/

i=123,., y=L2,.,r, g=1,2,..,n

Wykonujac rézniczkowanie we wzorze (6.27), otrzymujemy bezposrednio konfluentna

macierz Vandermonde’a, o formie uzytej w algorytmie przedstawionym w rozdziale 5:

C]—l q—Jj . .
s dla g > j i=123,.., y=L2,...1,
v (s))] = ['—1] ” ! 6.28
|: IV(SIV)iL/' J q:l’2’___’n’ j=1’2""’ni7 ( )

0, dla g<j

6.8. Numeryczne wyznaczenie odwrotnosci macierzy podobienstwa formy
kanonicznej Jordana macierzy stanu

W odwracaniu macierzy podobienstwa formy kanonicznej Jordana macierzy stanu
znajduje  zastosowanie algorytm obliczania odwrotnosci  konfluentnej macierzy
Vandermonde’a przedstawiony w rozdziale 5.

Posta¢ odwrotnej konfluentnej macierzy Vandermonde’a, ktorej algorytm obliczania

podano w rozdziale 5, w konteks$cie badanego uktadu dynamicznego dowolnego stopnia,

odpowiada przypadkowi, gdy podmacierze T, (Siy) , okreslone wzorem (6.26), sa zbudowane

tylko z jednego bloku 7,

o (sl.y) zdefiniowanego w (6.28). Jest tak, gdy wszystkie warto$ci
wlasne operatora stanu 4 (6.17) m, sa pojedyncze. W takim przypadku macierz stanu 4,

(6.17) sktada sig tylko z jednego bloku Frobeniusa 4, (6.18).

Dlatego teraz podamy 1 udowodnimy twierdzenie przedstawiajace, w jaki sposob obliczy¢
odwrotna blokowa konfluentna macierz Vandermonde’a w postaci (6.25), (6.26), (6.28) przy
wykorzystaniu algorytmu numerycznego z rozdziatu 5. Opowiada to najogdlniejszemu
przypadkowi, gdy krotno$ci warto$ci wlasnychm, operatora stanu 4 sa dowolne.

6.8.1. Twierdzenie

Odwrotno$¢ macierzy blokowej 7'(4.), danej wzorami (6.25), (6.26) i (6.28), mozna

wyrazi¢ wzorem:

TI(AI.):[[Y;T(S”)]T [Ti;(%)y [T;(sm)TT i=1,2,3,.. (6.29)

gdzie podmacierze T, (Si;/) maja postac nastgpujacej antydiagonalnej macierzy blokowe;j:
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1

To(s,)=| R AT y=12,...r; (6.30)

m; razy

a bloki Vif (Si;/) sa odwrotnymi konfluentnymi macierzami Vandermonde’a, obliczanymi

przez algorytmy 5.6.1, 5.6.2 zgodnie z formula:
Ve (s, ) = V0, (5, )20 (s, ) | = [0pomdo ALy ], =123, 7 =12, (631)
gdzie vfyj sg n,, -wymiarowymi pionowymi wektorami.
Dowod twierdzenia 6.8.1
Obliczmy iloczyn macierzy blokowych 77'(A4)T(4), korzystajac ze wzorow (6.25),
(6.26) oraz (6.29), (6.30):

T'(A)T(4,) =
0 Vi (:sil) - 7
Vi (s.) o ]|l o v (s.) 0 v, (s,)
0 Vlf (slr ) Va (Sil) 0 . (S” ) 0
: m || m; razy Ve J
Vi (s,) 0
_V;? (50) Vi (1) 0. 0 Vi (sa)V, (Slr) w_
{0 m;—1 {O m;—1
mp =19 mp -1
0 0
- o) ( | o) ( | L i=1,2,3,.. (6.32)
Vs, |Vils;) 0.0 Vi lsy, Vi ls;. ) 0.... 0
1 (8 - l o
i i
m; =141 m; —1
0 0

gdzie 0 oznacza macierz zerowa o odpowiednich wymiarach. W celu obliczenia iloczynu

macierzowego (Sl-k,)V,-kz (kaz) w macierzy blokowej T '(4)T(4,) zauwazmy,

ze w najprostszym przypadku, dla m, =1, odwrotno$¢ T '(4) oraz macierz T(A4) maja

posta¢ odpowiednio:

I A 7e(s,)] . =123 (6.33)

T (Ai)‘m: :|:V;l (Sil) -V, (Si;; )], i=1,23,.. (6.34)
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Z zalozenia algorytm w rozdziale 5 oblicza macierz odwrotna, wigc z definicji macierzy

odwrotnej wynika, ze:
T71 (Al )‘m:l T(A[)|m,:1 = Inxn (6.35)

Uwzgledniajac ten fakt, iloczyny macierzowe Vi,?l (s[kl)Vik2 (s[kz) w macierzy blokowej

(6.32) moga by¢ obliczone jak nastepuje:

Lk=k ,
Vi (5 )V (s, )= {O, b %k, dim[7]=dim[0]=n, x7_, (6.36)
by =1,2,0r, i=1,2,3,...

gdzie my ,m, oznaczaja krotnoSci wartosci wilasnych operatora stanu (6.22). Z réwnania

(6.36) bezposrednio wynika, ze macierz blokowa (6.32) jest macierza jednostkowa.
CN.D

6.9. Analiza wlasnosci ukladu dowolnego rzedu

6.9.1. Twierdzenie o aproksymacyjnej absolutnej U-sterowalnosci

W niniejszym punkcie podano oraz udowodniono warunki konieczne i wystarczajace
aproksymacyjnej absolutnej U-sterowalnosci badanego uktadu (6.1). W tym celu
wykorzystamy twierdzenia: Chena [10], o sterowalnosci ukladéw przy stozkowych
ograniczeniach na sterowania ([7, 117, 46 s. 52]) oraz twierdzenie z prac [46 s.207, 45]
o sterowalno$ci absolutnej. Najpierw przeksztalémy nieskonczenie wymiarowy uktad
dynamiczny (6.1), w postaci nieskonczonego ciagu ukladow skonczenie wymiarowych
(6.14), do postaci wymaganej w twierdzeniu z prac [46 s. 207, 45]. W wyniku tego

przeksztalcenia otrzymujemy uktad:

c()=Ac,()+Bu(t), i=1,2,3,.., t=1, (6.37)
M

B=Ye"™B, i=123,. (6.38)
k=0

gdzie macierze 4,,B, sa dane przez (6.17).
o Twierdzenie [87]

Uktad dynamiczny (6.1) jest globalnie aproksymacyjnie absolutnie U-sterowalny do zera
w przedziale [to,tl], t,>t,+h,, przy sterowaniach ograniczonych do nieujemnego stozka
o wierzchotku w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy nastepujqce warunki 1-5 sq jednoczesnie
spetnione:

(1) Istnieje W, €U takie, ze B,w, =0 dla kazdego i=1,2,3,..., k=0,1,..,M.

(2) Otoczka wypukta CH(U) ma niepuste wnetrze w przestrzeni R”.

(3) Jest spetniony nieskonczony ciqg rownosci:
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M
rankZeis"thB;:mi, i=1,2,3,., y=12,.,r (6.39)

k=0
gdzie B Zi Jjest dane przez (6.51), s,, sq wartosciami wlasnymi (6.21) operatora stanu A4,
(6.17), h, sq opoznieniami oraz m; krotnosciq wartosci wtasnych operatora stanu (6.17).

(4) Dla kazdego i=1273,..., y=12,..,1, ktdrym odpowiada rzeczywista wartos¢

wtasna s,,, musi by¢ spetniona nieréwnosc:
A4 \v4 \ 3
i=1,2,3,... v=12,...1; d=12,..n, L.Le{l,2,.,p}

Im[ 5;, =0 h#ly

|:i vi(;/((a:z)—kﬂ) (Siy ) f”;zl (k, 1, ):| {i Vi(;/(((i)—kﬂ) (Siy ) é;zz (k,L, ):| <0
k=1 k=l

gdzie elementy macierzy B,(-,-) mozna obliczyé ze wzoru (6.60) oraz v?y((”ff_k+l)(siy)

(6.40)

oznacza d-ty element wektorow danych przez (6.31), s, sq pierwiastkami rownania

charakterystycznego (6.22).
(5) Zaden z pierwiastkéw réwnania charakterystycznego (6.22) nie ma dodatniej czesci

rzeczywistej:
Re[s, [<0. i=1,23,... y=12,..r (6.41)

Dowdd twierdzenia

Kazdy ze skonczenie wymiarowych poduktadéow w nieskonczonym ciagu (6.37) jest
U-sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy warunki 1-5 twierdzenia o sterowalno$ci uktadow
przy stozkowych ograniczeniach ([7, 117, 46 s. 52]) sa dla niego spetnione. Zastosujmy
je kolejno.

— Warunki 1,2,5

Sprawdzajac warunki 1, 2, 5 twierdzenia o sterowalnos$ci uktadow przy stozkowych
ograniczeniach dla kazdego ze skonczenie wymiarowych poduktadow (6.37), (6.38)
rozwazanego uktadu (6.1) bezposrednio otrzymujemy warunki 1, 2, 5 dowodzonego
twierdzenia.

— Warunek 3

Warunek 3 dowodzonego twierdzenia jest rGwnowazny warunkowi sterowalno$ci bez
ograniczen, ktory moze zosta¢ zweryfikowany za pomoca twierdzenia Chena. Zastosujmy

je do uktadu (6.1) w postaci nieskonczonego ciagu (6.37), (6.38). Najpierw obliczmy macierz
B. (6.38) dla uktadu (6.14):

M=

B =

1

M
e B = Z Te/“hT B, i=12,3,.. (6.42)
k=0

T
(=]



78 6. ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW OBLICZANIA WIELOMIANOW SYMETRYCZNYCH ...

gdzie J(A,) jest dane przez wzor (6.24). Kluczowa role w twierdzeniu Chena petni czynnik

7:’13, Przeksztatcajac rownanie (6.42), otrzymujemy:

M
T7'B =) e’"NT B, i=1,23,.. (6.43)
k=0

Obliczmy e/ w réwnaniu (6.43). Ze wzoréw (5.8), (6.24) wynikaja rownosci:

—J(4) i (511

. —J i1 (81 )
e i =diag[e ot o e .e e .e ],
m; —razy m; —razy m; —razy
i=1,23,.., k=0,1,...M
(6.44)
I =Sy _ ("iy—l) My =1 =5y, by i
efsiyh,‘. _hke . ( 1) hk e
1! (n, -1)!
—s;, Iy,
(5, )i o The T : i=1,2,3,..
e M = 1! ' , y=12,..,r (6.45)
" " k=0,1,...M
—5;,h
1!
0 e_sithk
- =y X1y

Laczac wzory (6.45), (6.29) mozemy obliczy¢:
e/ UhTl(4) =

e )] e (o)) e e ()] ]

i=1,2,3,.., k=0,1,..M
(6.46)
Teraz wykonajmy mnozenia macierzowe we wzorze (6.46). W wyniku tej operacji

otrzymujemy, korzystajac z zaleznosci (6.30):

T :{[Dfm(sn)y o [P ()] [P (Sm)ﬂ (647)
i=1,2,3,.., k=01, M

gdzie D, (Si}/) jest antydiagonalna macierza blokowa:

0 Qik;/ _(Siy)

Dy (s,)=| . DL =123, y=12,.,r, k=0,1,..,M (6.48)
Qiky(siy) 0

m; —razy

oraz Q. (sl.y):{qi,{ylll2 (siy)} we wzorze (6.48) jest nastgpujaca (niyxn)-wymiarowac

macierza:
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i 1, (_1)(‘171) hlgfl o) n, (_1)(‘1’1) hlffl o) ny (_1)(‘1’1) hkdil o)
Z‘ (@-nr (S”):"; (d-1y1 (S”):" S (a-nr (5)
~syhy | (d-h) i . (d=1) :d—l h ", (d=1) :d—l
- (_1) hk ] 0(d) . (_1) hk 1 0(d) - (_1) hk l 0(d)
dz_{; (d—ll).! Vign (SW):"dZ_;T (d—II)! Vini, (Siy):"d_ll (d—II)! iyl (Siy)
) e ) e )
=04, (5, ) =i, (5, )}/13’21‘1”7’1’1 . =123, y=12..r, k=01..M
(6.49)

We wzorze (6.49) wielkosci vfy‘g (s 7) sa dane przez (6.31). Teraz czynnik ];‘léi okreslony

w (6.43) przy wykorzystaniu zalezno$ci (6.47) moze by¢ zapisany w postaci:

];711% = i [[Dikl (Sil):IT |:Dik7 (Siy )]T |:D'kr- (Sin- )}T:|T By, i=1,2,3,..(6.50)

L i
k=0
, - - * ) g :
Wprowadzmy pomocnicza macierz B,, oraz wektory B,;"’, [, =12,...,m,:

[ B0 ] M ) »)

By <P > o <P >y <b"”.$, >
s | o | - ) ) ) >

B B® |=| <b ,.¢@.11 >, <b> ’.¢i11 >y e <b ’_¢ill >y 6.51)

) ' »
<b?>,p, >, ... <b ,¢im’ >

m || <. 8, >y

k=0,1,.,M, i=1,2,3,...
Uwzgledniajac fakt, ze jedynie co n-ty wiersz w ciagu macierzy B, (6.17) jest

niezerowy, ze wzorow (6.50), (6.49) mozemy obliczy¢:

B =N[ér . @ o1, i=1,2.3 6.52)
i i_z ikl iky i, | 0 ET 25050 (6.
k=0

gdzie:
A~ _[ por *(m)T 7T *(U)T mr «mr "

Gik}/ _|:Qiky (Si}/)®Bki Qiky (Si;/)®Bki Qik;/ (Siy)®Bki j| (653)

i=1,23,., y=L2,..,r, k=12,...M

oraz B,i.(l‘) sa wektorami danymi przez (6.51), Ql.(kl; (s,.y) jest ostatnia kolumna macierzy

Oy, (SW) okreslonej w (6.49), odpowiadajaca wektorowi vl.oyl (SW) zdefiniowanemu w (6.31):
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N (_1)(6171) B

Z ey )

M N (d-1) :d,l if%% <l
Qik}/ (S,-y)—e iz (—1) h O(d)(S. ) lg/__o,l,...,rl. (6.54)
Ly - .o

2.

= (d _ Zl )' vi}/l

01,
vi}/l (‘Si}/ )

Znak ® oznacza iloczyn Kronekera macierzy ([39]s.255). Wro¢my do weryfikacji

sterowalnosci nieskonczenie wymiarowego ukladu dynamicznego (6.1) w postaci (6.37)

1(6.38). Twierdzenie Chena mowi o tym, ze liniowo niezalezne musza by¢ jedynie te wiersze
macierzy G, =T'(4,)B,, ktére odpowiadaja ostatnim wierszom elementarnej klatki Jordana
Jm[y (sl.y) (5.8), dla kazdej wartosci wilasnej s, =123, y=L2,..r. Zastosujmy
twierdzenie Chena do rozwazanego ukladu dynamicznego w postaci bez opdznien w
sterowaniach, o macierzy G, = Tl.‘l(Al.)f?l. danej wzorami (6.52), (6.53), (6.54). Otrzymujemy,
ze uktad (6.1) jest aproksymacyjnie sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony

nastgpujacy ciag warunkow:
M '
rank{z v (Siy ) R (B;) } =m, =123, y=12,.,r (6.55)
k=0

gdzie macierz (B;) mozna uzyska¢ z macierzy B; (6.51) poprzez odwrdcenie kolejnosci

wierszy. Po zastosowaniu przeksztatcen algebraicznych z réwnosci (6.55) uzyskujemy
dowodzona réwnos¢ (6.39).

— Warunek 4

Jak juz wspomniano, wektory wlasne macierzy stanu 4 danej wzorami (6.17) i (6.18)
maja posta¢ blokowej macierzy Vandermonde’a (6.25)-(6.28). Z algebry liniowej wiadomo,
ze wektory wilasne macierzy transponowanej mozna obliczy¢ z transponowanej inwersji

wektorow wlasnych danej macierzy. Pokazuje to formuta:

r -1 ro.
T(A)=[T'(4)] . i=123,.. (6.56)
Na podstawie wzoru (6.56) oraz wzoréw (6.29), (6.30) 1 (6.31) rzeczywiste wektory
whasne macierzy 4 maja postaé:

T

(qdy) — 0(d) 0(d) 0(d)

% (Si;/)_ 0 - 0 W (SW) e (SW) ST (Si}/) 0 - 0
\—w_—J \.W_—J

(qxn)—razy (nxmi—(n+1)q) —razy

i=1,2.3,... y=12,.5, d=12,.,n,, ¢=0,1,...m—1, Im[s,]=0 (6.57)
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gdzie v} (s, ) jest d-tym elementem wektora ), (s, ). Kolejna wielkoscia potrzebna

w warunku 4 twierdzenia o sterowalnosci uktadow przy stozkowych ograniczeniach jest

macierz 13’[ , obliczona ze wzoru (6.38). Korzystajac z macierzy podobienistwa Jordana 7'(4,)
(6.25), (6.26), (6.28) oraz juz policzonego wyrazu ];‘léi danego przez (6.52), (6.53), (6.54)

mozemy obliczy¢ macierz B;:

5=[[a] - [5] - [égﬁziTT,izl,Zﬁ,... (6.58)

il )
ZZK}’ (Si}’ )lr ) qik}’lllz (Si}/ ) ?::T

N M no My ‘ . -
By = kz(; Z;Z; Vi (Si;' )r‘r iy i, (Siy ) h=r ® By, jl: 11,’22,’3,,"1, (6.59)
i s s ‘ -

7 I’l[y

z z Vi (Si;' )n, iy i, (Si;' ) I=r

y=1 r=1 =1

gdzie gy, (sl.y) s elementami ostatniej kolumny macierzy Q,, (Si},) (6.49), 7, (siy)

sa blokami Vandermonde’a (6.28), n jest stopniem réwnania (6.1) oraz B, sa dane przez
(6.51). Korzystajac ze wzorow (6.28) oraz (6.54), z zaleznosci (6.59) otrzymujemy formute

wyrazajacq razem z formula (6.58) posta¢ macierzy Ei :

_ 1y (_1)(d—1) h]f_l

A

. M| o o B o ":y -1 (d-1) hd—T . =
i R |y

k=0| y=1 r=1 d=r

S5 (1t e SOV
—\7 1) = (d-eyr V)
| =1 z=1 d=t

gdzie r=1,2,..,n oznacza kolejny numer wiersza w macierzy BU Obliczmy wyraz B,w,.

Korzystajac z zaleznosci (6.17), (6.19), (6.58), (6.60) otrzymujemy:

T

B =| SEMDO - B @@ - B, QD) - S B, (D) | (6.61)

n n

gdzie wielkosci B (v,l),v=1,..,n, I=1,.,p sa odpowiednimi elementami macierzy

B, (6.60). Teraz obliczmy czynnik y “/"7 (s, ) B,w, wystepujacy w warunku 4 twierdzenia
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o sterowalnosci uktadow przy stozkowych ograniczeniach. Laczac wzor (6.61) ze wzorem
(6.57), otrzymujemy:

p

‘/’l(qdy)T( )BW Z Vir(n- k+l)( )Z (g (Ko Dy (1) = Zul(t) Vitn- k+1)( ) By (kD)

i=1,2,3,.., y=12.n, d=12.,n, ¢=0,1,...m ~1, Im[s,.yjzo (6.62)
Uwzgledniajac, ze sterowania sa z zatozenia ograniczone do nieujemnego stozka oraz

biorac pod uwage konkretna posta¢ (6.62) czynnika y 4977 (Si;/)éiwi dla rozwazanego
uktadu dynamicznego (6.14), warunek 4 twierdzenia o sterowalnosci ukltadow przy
stozkowych ograniczeniach redukuje si¢ do wymagania, aby wyrazenie y /7" (Si;/)éiwi
w dopuszczalnej przestrzeni sterowan przyjmowalo warto$ci obu znakéw. Jedynie w tym

przypadku nie istnieje wektor wiasny (/7" ( ,.7) macierzy transponowanej A spetniajacy
warunek:

V.oV ¥y (s, )Bw <0, y=12,.5, d=12,.,

i=1,2,3,... weU g¢=0,1,.,m-1

Im[ s, |=0(6.63)

17’
Z réwnania (6.62) mozna wywnioskowaé, ze wyrazenie y (/77 (Si;/)éiwi przyjmuje

wartosci obu znakow przy nieujemnym zbiorze sterowan dopuszczalnych wtedy 1 tylko

wtedy, gdy spelniona jest nierownos¢:

0(d) 0(d)
i=1\,z/,3,..4 y:ly,...,r[. dle-A,n,-y 11 126{12,.4,p}|: Vz;/(n k+1)< )B (k l):||:zv,y(n k+1)( )Bll (k / ):| <0
Im[s[y]:o
(6.64)
C.N.D.

6.9.2. Twierdzenie o aproksymacyjnej relatywnej U-sterowalnosci

W niniejszym punkcie udowodniono warunki konieczne 1 wystarczajace aproksymacyjne;j
relatywnej U-sterowalno$ci badanego uktadu. W tym celu wykorzystano twierdzenie Chena
oraz twierdzenia o sterowalno$ci uktadow przy stozkowych ograniczeniach na sterowania
([7, 117, 46 s. 52]) oraz twierdzenie z prac [46 s. 202, 45] o sterowalno$ci relatywne;.
Przeksztal¢my nieskonczenie wymiarowy uktad dynamiczny (6.1), w postaci nieskonczonego
ciagu uktadéw skonczenie wymiarowych (6.14), do postaci wymaganej przez twierdzenie

o sterowalnosci relatywnej. W wyniku tego przeksztatcenia otrzymujemy uktad:
¢ ()=Ag, (t)+Bu(t) =1,2,3,.. t (6.65)
B=| B, |B,| | B(ku_l)i}, i=1,2,3,.. (6.66)

gdzie macierze 4,,B,; sa dane wzorem (6.17).
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o Twierdzenie [87]
Uktad dynamiczny (6.1) jest globalnie aproksymacyjnie relatywnie U-sterowalny do zera

w przedziale t,>1,, przy sterowaniach ograniczonych do nieujemnego stozka o wierzchotku
w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy nastepujqce warunki 1-5 sq jednoczesnie spetnione:

(1) Istnieje w, €U takie, ze B,Z.wl. =0 dla kazdego 1=1,2,3,..., k=0,1,...,M.

(2) Otoczka wypukta CH(U) ma niepuste wnetrze w przestrzeni R’

(3) Jest spetniony ciqg rownosci:

rank| By, | B[ .| By [=m, i=123,.., (6.67)

(ko=1)i

gdzie B, jest dane przez (6.51).
(4) Dla kazdego i=12,3,..., y=12,..,r, ktoremu odpowiada rzeczywista wartosc¢
wlasna wielomianu charakterystycznego (6.21), w kazdym n-tym wierszu macierzy l~3i (6.66)

muszq sie znajdowac dwa iloczyny skalarne przeciwnych znakow:

h ly - - 6.68
. (bid,), (beo,), <0, =123, q=1,2,...m, (6.68)
5y e{0.1,.. ko —1}
(ky )= (ky L)
(5) Zaden z pierwiastkéw réwnania charakterystycznego (6.22) nie ma dodatniej czesci

rzeczywistej:
Rels, |<0, i=123,., y=12..7 (6.69)

Dowod twierdzenia

Uktad nieskonczenie wymiarowy (6.1) jest aproksymacyjnie relatywnie U-sterowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy warunki 1-5 twierdzenia o sterowalnosci przy stozkowo
ograniczonych sterowaniach sa spetnione dla kazdego z poduktadéw w nieskonczonym
ciagu (6.65).

— Warunki 1,2,5

Dowdd tych warunkéw przebiega analogicznie jak dla twierdzenia 6.9.1.

—  Warunek 3

Dowdd tego warunku jest oparty na twierdzeniu Chena. Czynnik 7;7135 ma postac:

~ ~ ~ ~ T
I'B =[G - G - Gj],i=123,.. (6.70)
A ~ ~ ~ T
— (HT *(m)T (LT ()T (OT T
Gi}/_|:Qik;/ (Si}/)®Bi Qik7 (Si}/)®Bi Qik7 (Siy)®Bi i| (671)
i=1,23,., y=L2,.,r
B =[ By [ B [ B ] =123, L =12,0m, (6.72)
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(1

gdzie wielkosci B, sa wektorami okreslonymi przez (6.51), Oy, (s

( ) jest dana wzorem

(6.49). Stosujac twierdzenie Chena do czynnika 7;_13. okreslonego przez (6.70) bezposrednio
otrzymujemy ciag rownosci (6.67).

— Warunek 4

Wpierw obliczmy czynnik l}i w,. Korzystajac ze wzorow (6.17), (6.19), (6.66)

otrzymujemy:

T
k-1 k-1

- P )4
P L 8 R @ L@ ZR ) ] 6T

Wektory wlasne sa dane zalezno$cia (6.57). Obliczmy czynnik 4" ( 7)Biw

l

uzywajac wzorow (6.57) oraz (6.73):

pr (s )Bw-v,‘ﬁ“’(,)ZZ( By W)@

k=0 I=1 (6.74)

i=1,2,3,.. y=12,...7, d=12,...n,, q=12,...m, Im[s, |=0
Wnhnioskujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 6.9.1 otrzymujemy, ze w kazdym
wierszu macierzy Bi okreslonej przez (6.66) musza wystepowac dwa elementy o przeciwnym

znaku.
CN.D

6.10. Przyklad 1

W niniejszym podpunkcie pokazano przyklad zastosowan wybranych rezultatow
z niniejszego rozdziatu do analizy sterowalnosci elastycznej belki. Wezmy pod uwage uktad
mechaniczny, opisany nastgpujacym liniowym rownaniem rdzniczkowym czastkowym,

z dwiema sitami wymuszajacymi u, (¢), u,(¢) € I’ ([to,oo],R) :

0°x(z,t) N 84x(z,t) 65x(z 1 o’x(z, t) 0’ x(z,t)
ot oz* oz ot 0z°0t oz’

gdzie niezalezna zmienna przestrzenna zmienia si¢ w granicach z€(0,L;), parametry

= 2"u () +2"u, () (6.75)

a,f,y sa ograniczone przez nierdéwnosci a,y >0, f>2, czas t >t,, a wyktadniki n,,n,
sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Warunki poczatkowe maja postac:

ox(z, 0)
ot

x(z,0) = x,(2), x(2), ze(0,L,) (6.76)
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Natomiast warunki brzegowe:

2 2
3(0,0) = x(Ly, 1y = 200D O sy (6.77)
oz Oz

Funkcja x(z,7) jest rowna przesunigciu rozwazanej belki elastycznej w kierunku osi ¥

w chwili czasu ¢#>¢, w punkcie ze(0,L,). Pierwsze dwa cztony w rownaniu (6.75)

sa czlonami typowymi dla modelu idealnie sprgzystej belki. Kolejne dwa czynniki
reprezentuja wewngetrzne ttumienie strukturalne, natomiast pozostaty piaty czlon odpowiada
za silty osiowe dziatajace na belke. Doktadniejszy opis tego modelu oraz zjawisk

zachodzacych w belce mozna znalez¢ w artykutach [11, 34, 112].

6.10.1. Przeksztalcenie rownania rozniczkowego czqstkowego

W podpunkcie wykonano nastgpujace operacje: przeksztalcono rownanie rézniczkowe
czastkowe (6.75) do postaci abstrakcyjnego rOwnania rézniczkowego (6.1), a nastgpnie
do postaci nieskonczonego ciagu (6.14). W tym celu zdefiniuyymy liniowy nieograniczony

operator 4 [35] o nastgpujacej postaci:
0*x(z2)

Ax(z) = > XxeD(A) (6.78)
0z
x(z)e X([O,LO],R) : d—44x(z) e’ ([O,LO],R)
D(A) = = (6.79)
KO = x(Ly) = 250 = (1) =0
z dz

gdzie X ([O,LO],R) oznacza przestrzen Hilberta wszystkich funkcji catkowalnych

z kwadratem na przedziale [0,L,]. Mozna udowodni¢ ([35]), ze wartoSci wlasne A, oraz

funkcje wlasne ¢.(z) operatora 4 maja posta¢ odpowiednio:

. 4 .
A=Z1, 4(2)= 2 in™E 2123, (6.80)
Lo LO LO

oraz ze operator 4 jest liniowy, samosprz¢zony 1 dodatnio okreslony. W szczeg6lnosci mozna

zdefiniowaé potgge utamkowa operatora 4 ([35]):

1 2
A2x=—8f
0z

(6.81)

1 2
5 d
D(A%) = {x e X([0,L,],R) :Fx(z) e I’ ([0,L,],R): x(0) = x(L,) = 0} (6.82)
iz
Dla badanego uktadu mechanicznego (6.75) mozna okresli¢ operator wejscia:

Byu(t) = Zzlbé[)ul (), B, eLU,X), u(t),u()el’ ([to,oo],R) (6.83)
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gdzie b\’ =z",b” =z". Stosujac operatory 4 (6.78) oraz B, (6.83) do réwnania

rézniczkowego czastkowego (6.75) otrzymujemy nastgpujace operatorowe, zwyczajne

réwnanie rozniczkowe drugiego rzgdu wzgledem czasu ¢ w przestrzeni Hilberta X:

d>x(?)
dt*

+[aA+ ﬁAzl%{A— yAZ]x(z‘) =Bu(t), t>t, (6.84)

Sprawdzmy, czy abstrakcyjne réwnanie rozniczkowe (6.84) spelnia zalozenie ukladu
(6.1) okreslone w sekcji 6.4. Na podstawie formuty (6.20) oraz rdwnania (6.84) mozemy

obliczy¢ wspotczynniki jego rownania charakterystycznego:

4 2 4 2
x ¥4 i % i i
ol oy 2, f=al = | 18] 2, i=1,2,3,... 6.85
Ju [Lo) y[LOJ / a(LO} IB(LO} l ( )

Pierwiastki réwnania charakterystycznego (6.84) mozna obliczy¢ nastgpujaco:

__f;_\)f;z_“ffz _f;_{—\/ [T2_4‘f[:ﬂ) 1:123 (686)

- s

. S.
il 2 i2 2

Z réwnania (6.85) wynika, ze dla o,y >0, f#>2 czynnik f,°—4f, jest dodatni dla
kazdego i=1,2,3,.... Dlatego z rownania (6.86) wynika, ze s, #s,, dlakazdego i=1,2,3,....
Biorac pod uwage, ze operator stanu (6.78) ma jedynie pojedyncze wartosci wilasne
(rownanie (6.80)), mozemy wyznaczy¢ macierze stanu oraz wejscia A4, B, w

nieskonczonym ciagu skonczenie wymiarowych uktadéw (6.14) w postaci:

- 5 | (o ’ =1,2,3
Ai_|:_fi; _ﬁ;ﬂ:|, BOi_|:<b(§l)9¢i>X <b(§2)’¢i>x , 1=1,4,0,... (687)

gdzie ¢ wyraza si¢ wzorem (6.80). Iloczyny skalarne <b(§”,¢i>x obliczamy, jak nastgpuje:

2 I iz
(1,2) _ Mmoo : .
<b0 ’¢i>X = —0 '([Z Sll’l—() dZ, 1= 1,2,3,... (688)

Catek (6.88) nie da si¢ wyrazi¢ za pomoca skonczonej kombinacji funkcji elementarnych

dla dowolnych wyktadnikow n,,n, € Z, . Korzystajac ze wzorow (6.88), mozemy obliczy¢

macierz B,, na podstawie wzoru (6.51):

B =[(b0.0), (W7.4) ], i=1.23.. (6.89)

Podsumowujac, przeksztalciliSmy analizowany uktad mechaniczny (6.75) do postaci
(6.14), wymaganej przez twierdzenia o sterowalnosci wprowadzone w niniejszym rozdziale.
Przeanalizujmy, czy ten uktad jest sterowalny przy dwoch rodzajach dopuszczalnego zbioru

sterowan.
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6.10.2. Aproksymacyjna sterowalnos¢ bez ograniczen

Do badania aproksymacyjnej sterowalnosci bez ograniczen uktadu mechanicznego (6.75)
uzyjemy twierdzenia 6.9.2, ktére w tym przypadku redukuje si¢ do warunku rzedu (6.67).
W naszym przyktadzie nieskonczony ciag réwnan (6.39) ma nastgpujaca postac:

Ly .
ranl{ j ™ s1nﬁdz Li I z" sin%dz} =1, i=12,3,.. (6.90)
0 0

0

Dla spehienia warunku (6.90) konieczne jest, aby dla dowolnego i=1,2,3,...
przynajmniej jeden element wektora [<bél)’¢i>x <b(()2),¢i>x} byl niezerowy.

Warunku (6.90) nie da si¢ sprawdzi¢ dla dowolnych wyktadnikéw n,,n, poprzez proste

obliczenie catek metodami:
e analityczna, gdyz nie da si¢ ich wyrazi¢ jawna formula dla dowolnych

wyktadnikow n,,n, € Z_,

e numeryczna, gdyz metoda numeryczna wymaga skonkretyzowania wartosci wszystkich
zmiennych wystgpujacych pod znakiem calki. Prawdziwos¢ warunku (6.90) chcemy

zbada¢ dla dowolnych wartoSci parametrow n,,n,. Ponadto, liczba roéwnan

do sprawdzenia w ciagu (6.90) jest nieskonczona, a w pracy [83] udowodniono, ze ciag
catek we wzorze (6.90) dazy do zera przy i — «.
Mimo to weryfikacja warunku (6.90) jest mozliwa dla dowolnych warto$ci parametréw

n,n,. Jest to mozliwe dlatego, ze do sprawdzenia rzedu wektora nie jest konieczna

znajomo$¢ doktadnych warto$ci wszystkich jego elementéw. Wystarczy oszacowanie, czy
przynajmniej jeden z nich jest niezerowy. Oszacowanie takie przeprowadza ponizszy lemat.

Lemat 6.1
Nastepujaca calka:

jz"sinzdz, ieZ , zeR (6.91)

0
dla n € N znika jedynie dla parzystych warto$ci parametru i, gdy parametr » jest rowny zeru.
Dla niezerowych wartosci n catka (6.91) jest dodatnia dla n nieparzystych oraz ujemna dla
n parzystych.
Dowdd lematu
e Przypadek A: i jest liczba parzysta, n>0.
Rozwazang catke mozna przeksztatci¢ do nastgpujacej postaci:
i (2 Jj+2)w

Iz s1nzdz—2Z: I Z"sinzdz (6.92)

0 J=0 2z
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Catka pod suma moze zosta¢ przez odpowiednie podstawienie przepisana w formie:

(2j+2)m 2j+hHz
Z"sinzdz = j [z —(z+7)"]sinzdz (6.93)
2jm 2jr

Jest spelniona nastgpujaca oczywista nierOwnos¢:
Z'"+71" < (z+n) =" —(z+ )" <-71" (6.94)
Ponadto, w przedziale [2j7,(2j+1)x], jeZ, funkcja sin(z) jest nieujemna. Dlatego

jest spetniona nastgpujaca nierdwnosc:

2j+2)m 2j+)7z
Z"sinzdz < -rx" I Z'sinzdz=-27" <0 (6.95)
2jr 2jx

Zatem, kazda catka w sumie (6.92) jest ujemna, wigc rozwazana catka (6.91) jest ujemna
1 tym samym rézna od zera.
e Przypadek B : i jest liczba nieparzysta, n>0

W tym przypadku catke (6.91) mozna podobnie rozpisa¢ przez nastgpujaca sume:

i
57l @jnr

Iz” sin z dz :IZ” sinzdz +Z J z"sinzdz (6.96)
0 0 J=l@j-nx

Pierwsza z calek w réwnaniu (6.96) jest dodatnia. Po podobnym oszacowaniu, jak
w przypadku A, uzyskujemy nast¢pujaca nieréwnos¢:

(2j+)z
Z"sinzdz > 27" >0 (6.97)

@j-lr
Dlatego suma (6.96), a tym samym badana catka (6.91), jest dodatnia, czyli rézna
od zera.
e Przypadek C: n=0.
W tym przypadku rozwazana catka réwna si¢ 0 dla parzystych wartosci i .
C.N.D.

Wroémy do weryfikacji warunku rzedu (6.90). Do jego sprawdzenia zastosowa¢ mozna

L
lemat 6.1. Catki wystepujace w rownaniu (6.90) po podstawieniu z = —-¢ przyjmuja postaé:
i

L, . n+l zi
[ 2" sin 2= dz = (ij [ sintar (6.98)
0 0 7 0

Lemat 6.1 stwierdza, ze dla niezerowych warto$ci ostatnia z catek w (6.98) jest rozna
od zera dla dowolnego i =1,2,3,.... Wniosek: nieskonczony ciag réwnan (6.90) jest spetniony
dla kazdego i=1,2,3,.... Z tego wynika, ze uktad mechaniczny (6.75) jest aproksymacyjnie

sterowalny bez ograniczen na sterowania.
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6.10.3. Aproksymacyjna sterowalnos¢ przy nieujemnych, stozkowych ograniczeniach
na sterowania

Ten rodzaj sterowalno$ci uktadu mechanicznego (6.75) przeanalizowano korzystajac

z twierdzenia 6.9.2. W badanym uktadzie mechanicznym nie ma op6znien w sterowaniach,
wigc mamy M =0 1 macierz B), dana wzorem (6.66) jest rowna macierzy B,, okreslonej
przez (6.89). Warunek 1 jest spelniony dla kazdego i=1,2,3,..., jezeli ustalimy w,=0.
Warunek 2 wymaga, aby otoczka wypukta dopuszczalnego zbioru sterowan miata niepuste

wnetrze w  przestrzeni R”, co jest speilnione. Warunek rzedu byl weryfikowany
w poprzednim podpunkcie. Ponadto, jak juz sprawdzono w poprzednim podpunkcie, jest
spelniona nierownos¢:

fii=4f,>0, i=123,. (6.99)
wigc wszystkie pierwiastki s,,s, w tym przypadku sa rzeczywiste. Dlatego warunek 4
twierdzenia 6.9.2 jest rbwnoznaczny wymaganiu, aby dla kazdego i=1,2,3,... w macierzy
wejscia  B,, (6.87) wystgpowata para iloczynéw skalarnych przeciwnego znaku.
Uwzgledniajac postac macierzy B, (6.87) oraz postaé iloczynow
skalarnych (6.88), warunek 4 twierdzenia 6.9.2 jest rownowazny nieréwnosci:

L, . L, .
v [ [EX sinﬂdz} { [ES sinﬂdz} <0 (6.100)
i=1,2,3,.. L L

0 0 0 0

Lemat 6.1 stwierdza, ze catka (6.98) jest dodatnia dla n nieparzystych oraz ujemna dla
n parzystych. Stad wynika, ze warunek 4 twierdzenia 6.9.2 jest spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy wykladniki n,,n, sa liczbami o réznych parzystosciach. Teraz przeanalizujmy

warunek 5 twierdzenia 6.9.2. Z zaleznosci (6.85) wynika nierownos¢:
f1>0, i=1,2,3,.. (6.101)
Zatem, ze wzoréw (6.86) i (6.99) mozna wydedukowac, ze Re[sl.l]<0 dla kazdego
i=1,2,3,.... Teraz przeanalizujmy nierownos¢ Re[s,,]<0, i=1,2,3,... Na podstawie
nierownosci (6.99), (6.101) oraz (6.86) wida¢, ze Re[s,,]<0, i=1,2,3,..., wtedy i tylko
wtedy, gdy f:) >0. Ze wzoru (6.85) wynika, ze f:) jest dodatnie wtedy 1 tylko wtedy, gdy

zachodzi nierowno$¢ y <z’ /L.

6.10.4. Podsumowanie przyktadu
Belka elastyczna (6.75) jest:

e aproksymacyjnie sterowalna,
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e aproksymacyjnie sterowalna przy nieujemnych, stozkowych ograniczeniach

na sterowania wtedy 1 tylko wtedy, gdy wykladniki n,n, sa liczbami catkowitymi

o roznej parzystosci oraz gdy parametr y spetnia nierowno$¢ y < x>/ L.

6.11. Przyklad 2

W punkcie pokazano przyklad zastosowania algorytmu odwracania konfluentnej
macierzy Vandermonde’a do analizy sterowalno$ci uktadu dynamicznego modelowanego
nastepujacym rownaniem rozniczkowym zwyczajnym dziesiatego rzedu:

B0 O b0
dt dt
gdzie wartosci liczbowe wspotczynnikow a,,..,a,, sa dane w tabeli 5. Rownanie (6.102)

+a,,y(t) =10u(r) (6.102)

mozna przeksztatci¢ do postaci Frobeniusa:

x,(1) 0 1 - 0 ][x@®] [0

dl x (¢ 0 0 - 0 || x( 0
— 2.() = . L. 2.() +| . u() (6.103)

dt : : : :

X0 (?) 4y T4y T4 x0(0) | 0]

A B
) _dy@ . . , . . )
gdzie x,,(t)= P i=0,1,..,9. Analiz¢ sterowalno$ci przeprowadzimy na podstawie

twierdzenia Chena [10]. Wymaga ono znajomos$ci odwrotno$ci macierzy podobienstwa

formy kanonicznej Jordana badanego uktadu, ktéra dla uktadu w formie Frobeniusa
ma posta¢ konfluentnej macierzy Vandermonde’a. Odwrotno$é ta, oznaczana przez T~ =0,

zostala wyznaczana za pomoca algorytmoéw 5.6.1 oraz 5.6.2 w rozdziale 5 1 wyraza si¢
formuta (5.28).

Twierdzenie Chena wymaga, aby wszystkie komponenty wektora 77'B odpowiadajace

ostatnim wierszom kazdego bloku Jordana byly rézne od zera. Stosujac t¢ zasade
domacierzy T~' danej formula (5.28) widzimy, ze K, b#0, K,,b#0,
K,;b#0, K,,b#0, wigc warunek sterowalnosci dla rownania rézniczkowego (6.102) jest

spelniony.
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6.11.1. Poréwnanie ztoZonosci obliczeniowej klasycznej metody badania sterowalnosci
z metodq algorytmicznego odwracania macierzy specjalnych

e Klasyczna metoda badania sterowalnosci ukladu wymaga wyznaczenia macierzy

blokowej o postaci [B | AB |AZB|...|A”’IB]. Jest to metoda bardzo nieefektywna

o zlozonosci obliczeniowej klasy O(N™) .

e Zaproponowana w niniejszej] monografii metoda badania sterowalnosci dla uktadow
w postaci kanonicznej Frobeniusa zamiast wyznaczenia macierzy blokowej wymaga
obliczenia odwrotnosci  konfluentnej macierzy Vandermonde’a. Przedstawiony

wrozdziale 5 algorytm realizujacy to zadanie posiada zlozono$¢ obliczeniowa
rowna O(N?).
Reasumujac, zastosowanie algorytmow przedstawionych w rozdzialach 4 1 5 niniejszej

monografii w zagadnieniach sterowalno$ci uktadow Frobeniusa poprawia zlozonos¢

obliczeniowa tych problemdéw o czynnik kwadratowy, redukujac ja z klasy O(N )
do O(N?).

6.12. Podsumowanie rozdzialu

W rozdziale sformutowano oraz udowodniono warunki dwoéch rodzajow sterowalnosci
dla uktadow dynamicznych dowolnego rzg¢du. Zaproponowana metodologia od strony
analitycznej polega na sprowadzeniu wyjsciowego uktadu do postaci Frobeniusa, a nastgpnie
przeksztalcenie jej do postaci kanonicznej Jordana. Z literatury wiadomo, ze dla uktadu
w postaci Frobeniusa macierz podobienstwa formy kanonicznej Jordana jest konfluentna
macierza Vandermonde’a. Spostrzezenie to pozwolito na potaczenie metod analitycznych
z algorytmicznymi. Znajduja zastosowanie:

e algorytm obliczania wielomianéw symetrycznych podstawowych, zaproponowany

w rozdziale 4,

e algorytm odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a, przedstawiony

w rozdziale 5.

Zaproponowang metodologi¢ przedstawiono na diagramie rys. 4. Kluczem do uzyskania
wynikow waznych dla dowolnego stopnia uktadu jest potaczenie metod analitycznych
z wykorzystaniem algorytméw numerycznych. Metody analityczne znalazly zastosowanie
z kolei w analizie przyktadowej belki elastycznej, gdyz ich ogdlno$¢ pozwolita na zbadanie

warunku rzedu (6.90), pomimo ze:
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e ciag warunkow jest nieskonczony,

e clementy badanej macierzy sterowalnos$ci daza do zera przy parametrze i dazacym
do nieskonczonosci ([83] s.1021),

e dla og6lnych wartosci wyktadnikow poteg n,,n, funkcji wymuszajacych nie jest mozliwe
wyznaczenie dokladnej wartosci iloczynéw skalarnych (6.88). Jednak jest mozliwe
analityczne oszacowanie ich znakow (lemat 6.1).

Samo zadanie analizy warunku rz¢du (6.90) nie jest mozliwe do zbadania na drodze
numerycznej. Dopiero uzupehienie metod analitycznych o metody algorytmiczne pozwolito
na zbadanie uktadu (6.1) dla dowolnego, n-tego rzedu wzgledem czasu. Stanowi to krok
naprz6éd w tej problematyce, gdyz dotychczasowe prace dotyczyly jedynie uktadéw drugiego

1 czwartego rzedu.



7. NUMERYCZNE WYZNACZANIE ZBIOROW OSIAGALNYCH WYBRANEJ
KLASY UKEADOW DYNAMICZNYCH

7.1. Cel rozdziatu

Celem rozdziatlu jest wyznaczenie metodami analizy numerycznej zbioréw osiagalnych
uktadow dynamicznych modelowanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Innowacja
w stosunku do dotychczasowego stanu wiedzy dotyczacego tego problemu jest
uwzglednienie realistycznej postaci ograniczen na funkcje wymuszajaca. W rozdziale sa
wyznaczane zbiory osiagalne ukladéw dynamicznych przy uwzglednieniu, ze warto$ci
funkcji wymuszajacej sa ograniczone zarowno z gory, jak i1 z dotu. W rozdziale

podsumowano wyniki z publikacji [81, 84].

7.2. Znaczenie metod analizy numerycznej w problemach rozdzialu

Zastosowanie w rozdziale metod analizy numerycznej pozwolilo na znalezienie zbioru
osiagalnego dla ukladu dynamicznego modelowanego roOwnaniem rozniczkowym
czastkowym, przy realistycznych ograniczeniach na funkcj¢ wymuszajaca. Jest
to zagadnienie bardziej zlozone niz w przypadku réwnania r6zniczkowego zwyczajnego lub
roOwnania rdézniczkowego czastkowego, ale bez ograniczen na funkcje wymuszajaca.
Dotychczas w literaturze to =zagadnienie bylo badane metodami analitycznymi,
co powodowato wymienione ponizej ograniczenia:

e znajdowano zbiory osiagalne rozwiazan dla rownan rézniczkowych czastkowych, ale bez
uwzglednienia ograniczen na funkcje wymuszajaca; powodowato to, ze uzyskane wyniki
byly mato realistyczne, gdyz zakladaly dostgpno$¢ wymuszenia o dowolnie duzej
wartosci, co jest fizycznie niemozliwe,

e analizowano zbiory osiagalne przy obustronnie ograniczonej funkcji wymuszajacej, ale
tylko dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych; znacznie ograniczato to klas¢ ukladéw
fizycznych, ktéra mozna byto modelowac za pomoca tych metod.

Dopiero potaczenie metod analizy numerycznej z metodami o charakterze analitycznym

pozwolilo na przezwycig¢zenie powyzszych ograniczen, tj. znalezienie zbioréw osiagalnych:
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e dla uktadéw dynamicznych modelowanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi,
e przy uwzglednieniu zaré6wno dolnego, jak 1 gbérnego ograniczenia na funkcje

wymuszajaca.

7.3. Podstawy teoretyczne badania zbiorow osiagalnych

W  celu badania zbioréw osiagalnych przy obustronnie ograniczonej funkcji
wymuszajacej zastosujemy twierdzenia podane w pracy [116], ktéra rozwaza liniowy uktad
ciagly nastgpujacej postaci:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (7.1)
gdzie x(t)e R",u(t)e R" oraz macierze A, B sa danymi macierzami o odpowiednich
wymiarach. Zbidr osiagalny K jest modelowany nastgpujaco:

K:{x:Lx:c} (7.2)
gdzie L oznacza dana pxn-wymiarowa macierz rzegdu p oraz c¢ jest danym
p -wymiarowym wektorem. Zbior funkcji wymuszajacych wu(z) jest dany inkluzja

u(tyeM (Q) , gdzie Q jest danym zbiorem zwartym w przestrzeni R” oraz M (Q) oznacza

zbidr funkcji mierzalnych na przedziale [O,oo] dziatajacych z R w zbior Q.

7.3.1. Definicja ([116] s. 761)

Zbior osiqgalny ukladu liniowego (7.1) zawiera punkt x(T) wtedy i tylko wtedy, gdy przy
danym warunku poczqtkowym x(0) = x,, istnieje funkcja wymuszajqca u(t) e M (Q) taka, ze
rozwiqzanie x(t) uktadu (7.1) spetnia rownos¢ Lx(T) = c dla pewnego T €[0,).

Metody wyznaczania zbiorow osiagalnych zaproponowane w artykule [116] zostaly
podane za pomoca skalarnej funkcji podporowej J:R"xRxR” — R, ktora zdefiniowano
wzorem:

J(x,,T,a)=a"Le" x, + '[OT max {a)TBTeA(’"’)LTa ‘we Q}dr —a'c (7.3)

Korzystajac z definicji 7.3.1, z funkcji podporowej (7.3) oraz ze zbioru osiagalnego (7.2),
zaprezentujmy twierdzenie stuzace do wyznaczenia zbioru osiagalnego przy funkcjach
wymuszajacych o warto$ciach ograniczonych do zbioru zwartego.

7.3.2. Twierdzenie ([116] s. 761)

Wybierzmy dowolny podzbior H z przestrzeni R, zawierajqcy 0 jako punkt
wewnetrzny. Wtedy zbior osiqgalny uktadu dynamicznego (7.1) zawiera punkt x(T), przy

danym warunku poczqtkowym x(0) = x,,, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi ekstremum:
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min {J (x,,7,a):a e H}=0 (7.4)
dla pewnego T €[0,).

7.4. Model matematyczny badanego ukladu dynamicznego

Rozwazmy uktad dynamiczny o parametrach roztozonych, modelowany nastgpujacym

réwnaniem rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego:

ox(z,t) 0°x(z,1) B Y

=u(z,t), u,(z)<u(z,t)<u, (z 7.5

Py P (2,0) .0y <[o,1, ] [0.7] (2)<u(z,1) (2) (7.5)
Okreslony w dziedzinie:

D={(z1):0<z<L,, 0<t<T, L,eR,| (7.6)

O funkcji wymuszajacej u(z,t) zakladamy, ze jest ciagta w dziedzinie D wzgledem

obydwu parametréw z, t . Warunek poczatkowy ma postac:

x(z,0)=g(z), 05z<L, (7.7)
Zakladamy nastgpujace, niezerowe oraz niestacjonarne warunki brzegowe typu
Dirichleta:

x(0,0) = (1), x(Ly,t)=w(t), 0<t<T (7.8)
Ponadto zakladamy, ze funkcja g(z) jest ciagla w przedziale [O,LO] oraz funkcje

(1), w(t) saciaglte w przedziale [O,T ] .

7.5. Zastosowana w rozdziale metodologia badan numerycznych

e Celem niniejszego rozdziatlu jest wyznaczenie na drodze numerycznej zbioru osiagalnego
uktadu dynamicznego typu parabolicznego przy obustronnie ograniczonej (tzn.z dotu
1z gory) funkcji wymuszajacej i niezerowych warunkach brzegowych. Jako narzgdzie
do analizy zbioréw osiagalnych w rozdziale uzyto metody numerycznej prostych. Polega
ona na tym, ze w réwnaniu rdézniczkowym czastkowym dyskretyzujemy jedynie
pochodna wzgledem zmiennej przestrzennej. Dyskretyzacja metoda prostych przeksztatca
wyjsciowe rownanie rozniczkowe czastkowe w skonczenie wymiarowe macierzowe
réwnanie rozniczkowe zwyczajne o postaci (7.1). Dlatego metoda numeryczna prostych
pozwolila na zastosowanie pojg¢ 1 twierdzen z punktu 7.3, gdyz kryterium Schmitendorfa
1 Barmisha mozna stosowa¢ do macierzowych rownan rézniczkowych zwyczajnych.

e Zastosowanie warunku 7.3.2 dla uktadu skonczenie wymiarowego wymaga rozwiazania
problemu optymalizacyjnego. Jest to mozliwe po spostrzezeniu, ze metoda czesciowe]

dyskretyzacji rownan czastkowych, tj. metoda prostych, prowadzi do trdjdiagonalnej
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macierzy o specjalnej postaci. Uzyskana w wyniku dyskretyzacji macierz uktadu
ma nieujemne wszystkie elementy poza gtowna przekatna tzn. jest macierza Metzlera
([39] s.336). Wazna wtasnoécia macierzy Metzlera jest fakt, ze ich eksponenta
macierzowa ma wszystkie elementy nieujemne ([39] s.336). Umozliwia to rozwiazanie
problemu optymalizacji min-maksowej, koniecznego do wyznaczenia zbiorow

osiagalnych za pomoca poje¢ przedstawionych w rozdziale 7.3.

7.6. Dyskretyzacja badanego ukladu dynamicznego metoda prostych

Monografiami  poswigconymi metodom numerycznym rozwigzywania réwnan
rozniczkowych czastkowych sa Morton [69] oraz Knaber [50]. W monografii [77] temu
zagadnieniu jest poswigcony rozdzial 19 s. 827-888. W literaturze sa stosowane dwie
podstawowe metody numeryczne rozwigzywania rownan rézniczkowych czastkowych:
metoda siatek 1 metoda prostych. Metoda siatek polega na pelnej dyskretyzacji rozwazanego
rownania czastkowego zaréwno wzgledem zmiennych przestrzennych, jak i wzgledem czasu.
Z kolei metoda prostych polega na tym, ze w analizowanym rownaniu dyskretyzuje si¢
jedynie zmienng przestrzenna, pozostawiajac w rownaniu pochodna wzgledem czasu. Metoda
prostych prowadzi do aproksymacji wyjsciowego rownania rdézniczkowego czastkowego
przez odpowiadajace mu macierzowe, skonczenie wymiarowe roéwnanie rozniczkowe
zwyczajne. Monografia poswigcona metodzie prostych jest Schiesser [115]. Metoda prostych
jest omawiana takze w pracach: Knaber [50] s.293-311, Tichonow [129] s.443-451, Fortuna
[24] 5.367-370, Klamka [49] s.173-174.

Zdyskretyzuyjmy badany uklad dynamiczny, modelowany réwnaniem rdzniczkowym
czastkowym (7.5), za pomoca metody prostych. W tym celu dziedzing D réwnania (7.5),
okreslona zaleznoscia (7.6), pokrywamy rodzina réwno odleglych prostych o wzajemne;j
odlegtosci 4 :

z,=ih, h=L,/N, i=0,1,..,N (7.9)

W wyniku otrzymujemy nastgpujace, skonczenie wymiarowe macierzowe rdéwnanie

rézniczkowe zwyczajne:

cii—)[(:;—onX(t)JrBU(t), X(0)=G (7.10)

gdzie wektor stanu X (¢), wymuszenia U(¢) oraz wektor warunkow poczatkowych G,

odpowiadajace warunkom brzegowym 1 poczatkowym (7.7) 1 (7.8) maja odpowiednio postac:
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(x50 ] ) 910 C gz ]
x,(?) u(z,,t) g(z,)
X=| + |, U@= : , G= ] (7.11)
Xy_, (2) u(zy_,,t) g(zy.,)
| Xy (0) ] u(ZNpt)“‘hl_z‘//(f) | g(zy) |

gdzie x,(t) oznacza przyblizone rozwigzanie rownania rozniczkowego czastkowego (7.5) na
prostej z, =ih, natomiast u(z,,t) =u(ih,t), g(z,)=g(h), i=0,1...,N.
Macierz wejscia B w réwnaniu (7.10) jest macierza identyczno$ciowa, natomiast

macierz stanu 4, jest nastgpujaca trojdiagonalng macierza Metzlera:

2 1 0
1 2
AO — ER(N’I)X(N’I) (712)
o201
0 1 -2

Mozna udowodni¢ ([129 s.444, 24 5.368)), ze:
|x(z,,) = x, ()| < MR
gdzie M jest stala niezalezna od /. Réwnanie (7.10) stanowi podstawe dalszej analizy.
7.7. Wlasnosci spektralne macierzy stanu ukladu dynamicznego

W dalszych obliczenia beda potrzebne wtasnosci spektralne uktadu dynamicznego (7.10),

tj. wartosci wlasne A, macierzy stanu hl_on- Literatura ([6, 33]) podaje posta¢ wartosci
wiasnych dla macierzy 4, (7.12). Uwzgledniajac, ze dim 4, = (N —1)x (N —1) zachodzi:
i )
/1i:—2+2cos(ﬁ), i=12,..,N—-1 (7.13)

Obliczmy teraz warto$ci wlasne macierzy uktadu dynamicznego (7.10), biorac pod uwageg

rownos¢ macierzowa A =— 4, . Z definicji wartosci wlasnych kolejno obliczamy:

det(d, —Al)=0 < det(hizA0 —%1] —0e det(A—%]j =0 (7.14)

Z rownania (7.14) otrzymujemy wartosci wlasne x4 macierzy A:
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w=2, i=12,.,N-1 (7.15)

7.8. Konstrukcja finalnego algorytmu

Znalezienie zbioru osiagalnego dla uktadu dynamicznego (7.5) zostanie przeprowadzone
za pomoca funkcji podporowej (7.3) oraz twierdzenia 7.3.2. Dla uktadu dynamicznego (7.5)
funkcja podporowa (7.3) przyjmuje postac:
_ Ty AT _ T T T T _A(T-7) 4T
J(x,T,a)=a"Le'" x,—a'c+ . U(f)é}f{@/ﬁium]{U (r)Be L a}dr (7.16)
Zatézmy, ze chcemy przeprowadzi¢ uklad dynamiczny (7.5) 2z punktu
x,(t)=x(q-Az,t), g=12,..,N-1, do punktu docelowego c€R, ft.chcemy, aby
x,(T) =c. Dlatego w zbiorze osiagalnym okreslonym wzorem K (7.2) nalezy przyja¢ p =1
oraz:

L=[0..010.0], ¢g=12,.,N-1 (7.17)
S —
q

Ponadto, dla p=1 podzbior H w twierdzeniu 7.3.2 jest dowolnym przedziatem

zawierajacym 0 jako punkt wewngtrzny. Dlatego jako ten przedziat przyjmijmy H = [—l, 1] .

A(T-1) S - . .. L.

Oznaczmy przez | e _ element znajdujacy si¢ na przecigciu i-tego rzedu oraz j-tej
ij

kolumny eksponenty macierzowej. Uwzgledniajac, ze B =1, funkcja podporowa przyjmuje

nastepujaca postac:
AT
J(qu,T a) a[e ]qqxq(O)—ac+

. N-1
A(T—
+I max az u(z,.,r)[e ( T)] dr
0 ()l ()t ()] | 4 gi

A(T-7)

(7.18)

Posta¢ eksponenty macierzowej e

km km
#4(T=7) s1n( ”jsm( ] #e = ”sm( jsm( N -1 —j
Ze N N Ze N ( )N

mozna znalez¢ w literaturze ([66]):

A7) _

NZ Zem(T 7) Sll’l((N 1)%)sin(%} Nz Zeltk(T 7) Sll’l((N 1)—]s1n((N _1)%j_
(7.19)
Przy uzyciu eksponenty macierzowej (7.19) funkcj¢ podporowa (7.18) mozna zapisaé

wprost jako:
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2x,(0) & km
J(qu,T,Ol)=aq—2 e’sin’| g— |—ac+
p= N
T 20 & - o . (k). kr
+I max —ZZu(zi,z')Ze”k(T Dsin| i—— |sin| ¢g— |7
0 ”(Zi ’r)e[umin (Zi )’”max (Zi )] N i=1 k=1 N N

(7.20)
Parametr « zmienia si¢ w przedziale domknigtym [-1,1]. Warunek (7.4)
twierdzenia 7.3.2, ktore jest stosowane jako gtdéwne narzedzie w niniejszym rozdziale, mozna

przeksztalci¢ do postaci:
min{J(qu,T,a):ae[—l,l]}=0 (7.21)

Dalsze obliczenie funkcji podporowej (7.20) moze zostaé przeprowadzone jedynie dla
konkretnych postaci funkcji wymuszajacej w analizowanym ukladzie dynamicznym
modelowanym rownaniem rozniczkowym czastkowym (7.5). Rownosci (7.20) 1 (7.21)
stanowia podstawe¢ analizy zbioréw osiagalnych przy obustronnie ograniczonej funkcji

wymuszajacej dla konkretnego uktadu dynamicznego.

7.8.1. Finalny algorytm analizy zhiorow osiqgalnych

1. WprowadZ: model wukladu dynamicznego w postaci rdéwnania rbézniczkowego
czgstkowego, warunki poczatkowe i brzegowe, funkcje wymuszajaca  wraz
z dopuszczalnym zbiorem jej wartosci.

2. Zdyskretyzuj metoda prostych badane rdéwnanie rdézniczkowe czastkowe do
postaci zwyczajnego rdéwnania rdzniczkowego macierzowego (7.10), przyblizajac
nieskonczenie wymiarowy stan x(z,f) przez wektor X(¢) oraz dwuargumentowa funkcje

wymuszajaca u(z,t) przez wektor U(f) okres$lony wzorem (7.11).
3. Znajdz konkretna posta¢ funkcji podporowej J(qu,T,a) danej wzorem (7.21),

uwzgledniajac ksztatt ograniczen na dopuszczalne wartosci funkcji
wymuszajace]j (7.5).
4. Rozwiaz finalny warunek optymalizacyjny (7.21).

W kolejnym podpunkcie przedstawiono zastosowanie tego algorytmu dla dwodch

konkretnych zbiorow dopuszczalnych wartosci funkcji wymuszajace;.

7.9. Testy numeryczne

7.9.1. Wymuszenie eksponencjalnie waZone

Poddajmy analizie nastgpujacy uktad dynamiczny, modelowany parabolicznym

réwnaniem rézniczkowym czastkowym z rozlozonym wymuszeniem

postaci u(z,t) = e"u,(t) jak nastgpuje:

2
axfaz’t) B a g(i’t) = ekoz”o (t)’ v 0< Uomin < Uy (t) < Uomax » kO €R
¢ z

telo,1]
Zaktadamy zerowe warunki brzegowe typu Dirichleta.

(7.22)

+
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e Rozwiqzanie problemu
Przeanalizuyjmy zbiory osiagalne uktadu dynamicznego (7.22) za pomoca
algorytmu 7.8.1. W niniejszym przykladzie sednem analizy jest obliczenie catki oznaczonej

(7.20), a w szczego6lnosci wyznaczenie jej maksimum. Najpierw przedstawmy zbior
dopuszczalnych wartosci  funkcji  wymuszajacej f (zl-)u(r)e{ekozfumin(zi),ekozfumax(zi)}.
Biorac pod uwage, ze funkcja f(z)=e" jest rosnaca wzgledem zmiennej z oraz

Ugin < Uy (1) <y, , mozemy obliczy¢ odpowiednie wektory ograniczen:

i Koz, ] i koz) ]
e u()min e uOmax
k k
e " uOmin e " uOmax L
— . — . —ih =720 | — —
Ui = : , U, = : , z, =ih=1i N i=12,.,N-1(7.23)
koZn_2 kozy -2
e Z'lOmin e uOmax
koZy1 koZyoi
_e uOITlll’l _e uOmax

Uwzglednienie postaci ograniczen na dopuszczalne warto$ci wymuszenia pozwala
na obliczenie wartosci calki oznaczonej w funkcji podporowej (7.20). Biorac pod uwage,

Ze parametr ¢ zmienia si¢ w przedziale [—1, 1] nalezy rozr6zni¢ dwa przypadki:
— Przypadek A:  €[0,1]

Jak juz wspomniano, macierz stanu A ukladu dynamicznego (7.10) jest macierza
Metzlera. Macierze Metzlera posiadaja taka wlasnos¢, ze kazdy element jej eksponenty jest
nieuyjemny ([39]). Ten fakt znajduje zastosowanie w obliczaniu maksimum w funkcji

podporowej. W naszym przypadku nastepujacy wyraz funkcji podporowe;:
N-1
" sin (z%”] sin (q k—”j (7.24)

jest nieujemny. Dlatego uwzgledniajac ograniczenia (7.23), mozna obliczy¢ maksimum

czynnika podcatkowego jak nastepuje:

{L%Zf(zi)u(r)z e sin(z’%j sin(q %)} =

2au°m‘”‘ Z Ze”k(T 7 s1n(z l;:;jsin(q%j

i=1 k=1

u(z[ »T)e[umin (Z[ )aumax (zi)

(7.25)

Korzystajac z formuty (7.25) oraz wykonujac catkowanie we wzorze (7.20), otrzymujemy

nastepujaca posta¢ funkceji podporowej dla uktadu dynamicznego:

2x (0 ( kr j
Ze”k sin”| ¢—
N

20m0max O o8 -1 (kr) . ( kx (7.26)
+—22e°'z smfi— [sm|g— |—ac
N® 3 = M N N

J(qu,T a)
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— Przypadek B: a €[-1,0)
Po podobnych obliczeniach, jak w przypadku A, funkcja podporowa przyjmuje postac:

2x,(0) & ke
J(x ., T.a d "’ sin?| g— |+
(o Th)=a == (q Nj
20Uy, S e — (,kﬁj : ( kﬁj (7.27)
+— e sm I— |smn| g— |—ac
N i=1 k=1 My N N

W toku dalszej analizy wygodne jest wprowadzenie pomocniczej funkcji S(qu,T ,uo)

zdefiniowanej przez wzor:

2x (O) LS - kir
S( X051 uo) Ze” sin’ N +
2
2u0N1 T ] (,kﬂj | ( /m) (7.28)
D€ sin| i— |sin| g —
N i=1 k=1 My N N
Korzystajac z funkcji pomocniczej (7.28), funkcja podporowa (7.27) przyjmuje
nastgpujaca postac:
a| S(x,0. Tty )—C |, a€[0,1]
J (x0T 0) = [ (% )- } (7.29)

o[ S (x0T sttyyy ) = |, @ €[-1,0)

Posta¢ (7.29) jest uzyteczna w stosowaniu twierdzenia 7.3.2, podajacego warunki

wyznaczania  zbiorow  osiagalnych.  Mozna  wywnioskowaé, Ze  ekstremum
min{J (qu,T ,a) ‘ae [—1,1]} =0 =zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa spelnione
nierownosci:

S( X051 uOmax) ¢>0, dla a<[0,1]

(7.30)
S (%00 T sty )~ <0, dla @ €[~1,0)

Uktad nier6wnosci (7.30) pozwala wyznaczy¢ zbior osiagalny dla uktadu dynamicznego
(7.22) przy obustronnie ograniczonym wymuszeniu. W celu jego wyznaczenia nalezy uzy¢
twierdzenia 7.3.2 oraz uwzgledni¢ postaé¢ funkcji podporowe;j (7.28), (7.29).

e Finalna posta¢ algorytmu wyznaczania zbioru osiqgalnego przy rozlozonym wymuszeniu
brzegowym

Zbior osiqgalny wezta x=qh ukladu dynamicznego (7.22) modelowanego przez
paraboliczne rownanie rozniczkowe czqstkowe, przy rozlozonym eksponencjalnie wazonym
wymuszeniu  u(z,t) zek"zuo (t) obustronnie ograniczonym do domknietego przedziatu

0 <ty in St (t) Suy,, , WYraza sie przez nastepujqcq nierownosc podwdjng:
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S(‘qu’T’uOmin>£CSS(qu’T’uOmax> (731)
gdzie S(qu,T ,uo) jest funkcjq pomocniczq danq wzorem (7.28) oraz ¢ oznacza osiqgalng

wartos¢ rozwiqzania uktadu dynamicznego (7.22).

Z fizykalnego punktu widzenia nierowno$¢ (7.31) oznacza, iz g-ty wezet ukladu
dynamicznego (7.22) moze osiaga¢ wartosci z przedziatu S (qu,T , uOmin)...S(qu,T ’MOmax)'

Ponadto, warto zauwazy¢, ze zatozenie obustronnych ograniczen na dopuszczalne wartosci
funkcji wymuszajacej powoduje, ze zbidr osiagalny zalezy zaréwno od czasu ewolucji
uktadu, jak 1 konkretnych wartosci ograniczen. Zalezno$¢ ta nie zachodzi przy rozpatrywaniu
zbiordw osiagalnych bez ograniczen na funkcje wymuszajaca.
o Testy numeryczne

W niniejszym podpunkcie przedstawiono numeryczny przyktad wykonania algorytmu.
Symulacje przeprowadzono dla nastgpujacych wartosci parametrow symulowanego uktadu
dynamicznego, modelowanego rownaniem rézniczkowym czastkowym (7.22):

— ograniczenia na funkcj¢ wymuszajaca: u, . =0, u, . =10,

— maksymalny czas symulacji: 7 =0.5,

— liczba weztow dyskretyzacji: N = 64,

— wzmocnienie: k, =1.5,

— wielko$¢ dziedziny: L, =2,

— zerowy warunek poczatkowy.

Wyniki symulacji zaprezentowano na wykresach rys. 5 oraz rys. 6, przedstawiajacych
maksymalna osiagalng warto§¢ rozwigzania uktadu dynamicznego (7.22) wzgledem:
maksymalnego czasu symulacji (rys.5) oraz gbérnego ograniczenia  funkcji

wymuszajacej (rys. 6).
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N T

B[ et

XmadZil)

0 part

Rys. 5. Maksymalna wartos$¢ osiagalna rozwiazania uktadu dynamicznego wzgledem maksymalnego
czasu ewolucji T

Fig. 5. Maximum attainable state value with respect to maximum control time 7

Rys. 6. Maksymalna warto$¢ osiagalna rozwiazania uktadu dynamicznego wzglgdem gornego
ograniczenia funkcji wymuszajacej Ugmax
Fig. 6. Maximum attainable state value with respect to upper control constraint Ugmax

7.9.2. Wymuszenie brzegowe

Przeanalizujmy nastgpujacy uklad dynamiczny modelowany parabolicznym réwnaniem
rézniczkowym czastkowym:

ox(z,t) 0*x(z,t
xgt ) 2} )0, (@ne[o.L,]x[0.7] (7.32)

Zaktadamy nast¢pujace wymuszenie na obydwu brzegach dziedziny przestrzennej
réwnania [0,L, ] :
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0<@,. <p(t)<
0.0=p0, XL =y, ¥ 0w SO 0<isT (739

® Rozwiqzanie problemu
Analizg zbioréw osiagalnych uktadu dynamicznego (7.32) przeprowadzamy za pomoca

algorytmu 7.8.1. Dopuszczalny zbior wartosci funkcji wymuszenia przyjmuje postac:

- | _ _ | -
h_zq]min h_zgamax
0 0 I
U, = C, U, = o,z =ik :iﬁo, i=1,2,..,N-1 (7.34)
0 0
1 1
h_zl//min h_zl//max

Rozréznijmy dwa przypadki. Gdy o e[(), l] , maksimum funkcji podcatkowej w funkcji

podporowej (7.20) mozna obliczy¢ uwzgledniajac zbidr dopuszczalnych wartosci funkcji

wymuszajacej:

20 & < o . (k). ( kx
max — E u(z,,7 E e sin| i— (sin| g— |; =
{Nz par = )k:1 N N

1 1
hiz(pmin ’ hTWmax

1 1
u(z;,7)e 77 Y/min 7V max

0, i=2,3,.,N-2

= e """ sin sin| g— |+ e sin| (N-1)— |[sin| g —
N2h2 |:¢max kzz; N q N Wmax kZI: ( ) q N

(7.35)
Za pomoca tozsamosci (7.35) mozemy wyrazi¢ wprost funkcj¢ podporowa dla uktadu

i=1

i=N-1

dynamicznego (7.32) przy dopuszczalnym zbiorze warto$ci wymuszenia o postaci:

2x, O o . o kx
J(qu,T a) a# e” sin 97 —ac+

k=1

N-=1 4T N-l T
+%{¢mxz ©Lsin (k—”j Sin(qk—”j e Sin((N —1)k—”] sin[qk—”ﬂ
N h k=1 ﬂk N N =1 /uk N N

Obliczenia przebiegaja analogicznie w przypadku, gdy a€[-1, 0). W tym przykladzie

(7.36)

numerycznym funkcja pomocnicza S (qu,T , 0, 1//) moze zosta¢ zdefiniowana jako:

o]

S(qu,T,g/),t//)
k=1

2 Nle”kT—l N- ke
A e

2x, (0)

(7.37)
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Przy uzyciu pomocniczej funkcji S(qu,T , (p,l//) (7.37), funkcja podporowa przyjmuje
nastepujaca postac:
a[S(xqo,T,(omaX,wmax)—c], ae[0,1]

a[S(xqo’T=¢minszin)_c:|a a €[-1,0)

Zastosowanie kryterium optymalizacyjnego 7.3.2 do funkcji podporowe;j (7.38) prowadzi

J (%0, T ) = (7.38)

do szukanego zbioru osiagalnego przy obustronnie ograniczonym wymuszeniu.
o Finalna postaé algorytmu wyznaczania zbioru osiqgalnego przy obustronnym
wymuszeniu brzegowym
Zbior osiqgalny wezta x=qh ukiadu dynamicznego (7.32) przy obustronnym wymuszeniu
brzegowym, ograniczonym do domknietych przedziatow (7.33), wyraza sie przez nastepujqcy

przedziat:

S(%Xg0s T+ PrinoWoin ) < € < S (X103 T2 P s Ve ) (7.39)

gdzie ¢ oznacza konkretng wartos¢ rozwiqzania osiqganq przez uktad dynamiczny (7.32).
e Testy numeryczne

W podpunkcie przedstawiono numeryczny przyktad wyznaczania zbioru osiagalnego
przy obustronnym wymuszeniu brzegowym. Testy przeprowadzono przy nastgpujacych
parametrach symulowanego uktadu dynamicznego:

— dopuszczalne wartosci wymuszen brzegowych: ¢ . =y . =0, ¢ =4,y =10,

— maksymalny czas symulacji: 7=0.5,

— liczba weztow dyskretyzacji: N =64,

— wielko$¢ dziedziny: L, =2,

— zerowy warunek poczatkowy.

Wyniki symulacji przedstawiono na wykresach rys.7 oraz rys. 8, przedstawiajacych
maksymalna osiagalna warto$¢ przez rozwiazanie badanego uktadu dynamicznego (7.32)

wzgledem maksymalnego czasu symulacji (rys. 7) oraz maksymalnej warto$ci wymuszenia
v =0,..,10 (rys. 8).
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KnadZ:t)

Rys. 7. Maksymalna wartos$¢ osiagalna rozwiazania uktadu dynamicznego wzgledem maksymalnego
czasu ewolucji T
Fig. 7. Maximum attainable state value with respect to maximum control time T

Kl Zt)

Rys. 8. Maksymalna warto$¢ osiagalna rozwigzania uktadu dynamicznego wzgledem gornego
ograniczenia funkcji wymuszajacej
Fig. 8. Maximum attainable state value with respect to upper control constraint y

7.10. Podsumowanie

W rozdziale zastosowano metody numeryczne w analizie jednej z jakoS$ciowych
wlasnosci uktadow dynamicznych, tj. zbioréw osiagalnych. Gtowna innowacja rozdziatu jest
zaproponowanie nowej metodologii badan, ktora uwzglednia fizyczne ograniczenia

na funkcje wymuszajaca, tj. jej gérne oraz dolne ograniczenie.
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Srodkiem pozwalajacym na przyjecie realistycznego modelu matematycznego jest
zastosowanie metod numerycznych w analizie rGwnan rozniczkowych czastkowych. Zostaty
one potaczone z twierdzeniami analitycznymi stuzacymi badaniu zbiorow osiagalnych dla
réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Polaczenie obydwu metodologii pozwolito na

uzyskanie nowych, bardziej realistycznych rezultatow.



8. PODSUMOWANIE ROZPRAWY

Wsrod nowych algorytmicznych rezultatdéw rozprawy mozna wymienic:

e znalezienie algorytmu numerycznego rozwiazujacego rozwazane rownanie diofantyczne,

e zastosowanie tegoz algorytmu do zbadania zbiorow osiagalnych uktadow dynamicznych
modelowanych réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi typu parabolicznego,

e zbudowanie efektywnego algorytmu numerycznego obliczania wielomiandow
symetrycznych podstawowych,

e zbudowanie algorytmu odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a,

e zastosowanie powyzszych dwodch algorytméw do analizy wilasnosci uktadu
dynamicznego dowolnego rzedu,

e zbadanie metodami numerycznymi zbiordw osiagalnych ukladéw dynamicznych typu
parabolicznego przy uwzglednieniu obustronnych ograniczen na funkcje wymuszajaca.
Komitet Informatyki PAN w raporcie [43] wskazuje metody komputerowe jako istotne

narzgdzie wspolczesnej nauki. Niniejsza rozprawa przedstawia najwazniejsze rezultaty

autora, ktore zostaty uzyskane za pomoca metod komputerowych.
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METODY ANALIZY NUMERYCZNEJ W BADANIACH ZBIOROW
OSIAGALNYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH

STRESZCZENIE

Przedmiotem rozprawy jest wprowadzenie metod numerycznych do zagadnien
dotyczacych jakosciowych wiasnosci uktadéw dynamicznych, ktéore dotychczas byty
przedmiotem rozwazan jedynie na drodze czysto analityczne;.

W rozprawie wykorzystano zardwno klasyczne metody numeryczne znane z literatury
(jak metoda prostych wykorzystana do dyskretyzacji rbwnania r6zniczkowego czastkowego
w rozdziale 7), jak 1 wprowadzono zupelie nowe algorytmy sluzace numerycznemu
rozwiazaniu wybranej klasy rownan diofantycznych, obliczaniu wielomianéw symetrycznych
podstawowych oraz odwracaniu konfluentnych macierzy Vandermonde’a.

Rozdziat 1 jest wprowadzeniem do rozprawy. Przedstawiono w nim opracowania
Komitetu Informatyki PAN, okreslajace analize¢ numeryczna jako dyscypling w dziedzinie
informatyki. Nastepnie sformutowano cel rozprawy. Rozdziat konczy przeglad problemow
niniejszej rozprawy.

Rozdziat 2 jest poswigcony znalezieniu algorytmu rozwiazujacego pewna klasg¢ roéwnan
diofantycznych. Rownanie bedace przedmiotem analizy modeluje problem znajdywania n-tek
liczb naturalnych, generujacych rowne sumy kwadratow liczb catkowitych w kombinacji
liniowej o dodatnich wspdétczynnikach. Podzbidr liczb naturalnych, w ktorym poszukujemy
rozwigzan rownania, jest ograniczony odgornie przez dana stata. Na poczatku rozdziatu 2
przypomniano najwazniejsze z poj¢¢ analizy algorytmoéw (zlozono$¢ obliczeniowa) oraz
teorii btedow (btedy zaokraglen) koniecznych do analizy wtasnosci uzyskanego w rozdziale
algorytmu, rozwiazujacego rozwazane rownanie diofantyczne. Zasadnicza czgscia rozdzialu
jest poszukiwanie oraz optymalizacja odpowiedniego algorytmu. Wazna czg$cia rozdziatu
jest eliminacja rozwiazan symetrycznych réwnania diofantycznego, tj. takich, w ktorych
wystgpuje ta sama para n-tek, ale zamienionych stronami. Rozwazania dopelnia tres¢
algorytmu w pseudokodzie, wyznaczenie jego ztozono$ci czasowej oraz analiza bledoéw
obliczen. Oprécz tego w rozdziale pokazano, jak wprowadzony algorytm wykorzysta¢ do
okreslenia krotno$ci n-tek, generujacych réwne sumy kwadratow w kombinacji liniowe;.

Znalazto to zastosowanie w kolejnych rozdziatach rozprawy. Dzialanie algorytmu pokazano
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na przykladzie liczbowym, przedstawiajac w tabeli wszystkie kolejne warto$ci zmiennych
roboczych algorytmu oraz odpowiadajacych im rozwigzan. Rozdziat konczy praktyczny test
efektywnosci obliczeniowej algorytmu, przedstawiony w postaci wykresu obrazujacego
czasy jego wykonania w funkcji gérnego ograniczenia dziedziny rownania.

W rozdziale 3 przedstawiono zastosowanie algorytmu rozwiazywania rdéwnania
diofantycznego do analizy zbiorow osiagalnych uktadu dynamicznego o parametrach
roztozonych, danego réwnaniem rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego.
Rozwazono zerowe warunki brzegowe typu Dirichleta oraz dziedzing rownania w postaci
n-wymiarowego wieloscianu. Jak wykazano, warto$ci wlasne operatora roézniczkowego
Laplace’a, wystepujacego w badanym réwnaniu, sa proporcjonalne do stron rozwigzywanego
w rozdziale 2 réwnania diofantycznego. Dzigki temu jest mozliwe wyznaczenie ich krotnosci
na podstawie algorytmu z rozdzialu 2. W rozdziale 3 przedstawiono model matematyczny
rozwazanego uktadu parabolicznego, zdefiniowano odpowiednie operatory: rdzniczkowy
stanu oraz macierzowy wejscia i wykonano dekompozycje¢ spektralng uktadu. W ten sposéb
wyjéciowy uktad nieskoniczenie wymiarowy zastagpiono roéwnowaznym nieskonczonym
ciagiem uktadoéw skonczenie wymiarowych, ktory stanowil punkt wyjscia do dalszych badan.
Nastgpnie zbudowano algorytm numeryczny, stuzacy badaniu zbioréw osiagalnych
rozwazanego uktadu dynamicznego. Wykorzystano w nim algorytm rozwigzywania rownan
diofantycznych z rozdzialu 2. Na zakonczenie wyznaczono zbiory osiagalne dla konkretnego
przyktadu uktadu dynamicznego.

Rozdziat 4 jest poswigcony zbudowaniu efektywnego algorytmu obliczania wielomianow
symetrycznych podstawowych. Wielomiany te pozwalaja na obliczenie wspdtczynnikdéw
wystgpujacych przy kolejnych potggach argumentu wielomianu. Ponadto, znajduja one
zastosowanie w konstrukcji algorytmu odwracania konfluentnych macierzy Vandermonde’a.

W  rozdziale 5 skonstruowano algorytm odwracania konfluentnych macierzy
Vandermonde’a. Ich budowa r6zni si¢ od klasycznej postaci macierzy Vandermonde’a tym,
ze w kolumnach konfluentnej macierzy Vandermonde’a, oprocz kolejnych poteg rdéznych
pierwiastkéw, znajduja si¢ pochodne tychze kolumn. W konstrukcji algorytmu korzysta si¢
z przedstawionego w poprzednim rozdziale algorytmu obliczania wielomianow
symetrycznych podstawowych. Sam algorytm znajduje zastosowanie w analizie wtasnos$ci
liniowych uktadéw dynamicznych o dowolnym stopniu pochodnych wzglgdem czasu, czemu
poswigcono kolejny rozdziat.

W  rozdziale 6 zastosowano algorytm obliczania wielomianéw symetrycznych
podstawowych oraz algorytm odwracania uogélnionych macierzy Vandermonde’a w analizie
wybranych wlasno$ci ukltadow dynamicznych. Jako badana wtasnos¢ obrano kilka rodzajow
sterowalnosci. Glowna innowacja rozdziatu jest przeprowadzenie badan dla dowolnego,

n-tego stopnia badanego uktadu dynamicznego wzgledem czasu. Ponadto, udowodnione
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kryteria stosuje si¢ do najogélniejszej postaci rozwazanego uktadu, o dowolnej krotnosci
kazdej z warto$ci wlasnych jego rownania charakterystycznego. Uzyskanie tak ogolnych
wynikow byto mozliwe dzigki zastosowaniu wyzej wymienionych algorytmow. Na koniec
rozdziatu zastosowano uzyskane w rozdziale wyniki do analizy wlasnosci elastycznej belki.
Rozdziat 7 zajmuje si¢ numerycznym wyznaczaniem zbiorow osiagalnych ukladow
dynamicznych, modelowanych za pomoca réwnan rdézniczkowych czastkowych typu
parabolicznego. Gldwna innowacja przeprowadzonych badan jest zatozonie realistycznych,
obustronnych (tj. odgérnych 1 oddolnych) ograniczen funkcji wymuszajacej. Najpierw
zdyskretyzowano analizowane réwnanie rozniczkowe czastkowe za pomoca metody
numerycznej prostych. Nastgpnie wyznaczono funkcje podporowa uktadu oraz spektrum
macierzy stanu oraz zastosowano do nich odpowiednie kryterium wyznaczania zbioréw
osiagalnych przy ograniczonej funkcji wymuszajacej. Uzyskany wynik zilustrowano kilkoma
wykresami dla dwéch konkretnych postaci funkcji wymuszajacych. Nalezy podkresli¢, ze
gléwna innowacja rozdziatu, tj. wykonane badania zbioréw osiagalnych przy realistycznych
ograniczeniach na funkcj¢ wymuszajaca, byta mozliwa dzigki zastosowaniu odpowiednio
dobranej metody numerycznej rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych. Rozdziat
stanowi ilustracj¢ potaczenia w calo§¢ metod numerycznych 1 klasycznych wynikoéw
analitycznych, prowadzacych do nowych, bardziej realistycznych wynikow w nauce.

Rozdziat 8 stanowi podsumowanie rezultatow przedstawionych w niniejszej rozprawie.



NUMERICAL ANALYSIS IN THE DYNAMICAL SYSTEM
ATTAINABLE SETS RESEARCH

ABSTRACT

The objective of this book is introducing numerical methods into issues pertaining the
qualitative dynamical systems properties, which so far have been analyzed only by purely
analytical methods.

In the book we used classical numerical methods known from literature (i.e. the line
method used for the discretization of the partial differential equation in chapter 7) and
introduced new algorithms, designed for numerical solving of a selected class of the
diophantine equations, elementary symmetrical polynomials calculation and the confluent
Vandermonde matrices inversion calculating.

Chapter 1 contains the introduction to the book. It features the works of the Computer
Science Committee of the Polish Academy of Sciences defining the numerical analysis as a
part of the computer science discipline. Next, the objective of the book is formulated. The
chapter is finalized by the survey of the issues of the book.

Chapter 2 is devoted to finding an algorithm for solving a certain class of diophantine
equations. The analyzed equation models the problem of finding the n-ths which generate
equal sums of the squares of the integer numbers in the linear combination with positive
coefficients. The subset of natural numbers, in which we are looking for solutions, is
constrained to a given maximum number. At the beginning of chapter 2 we referred to the
basic notions of the algorithms analysis (computational complexity) and the errors theory
(rounding errors) necessary in the analysis of equation properties presented in the chapter,
solving the considered diophantine equation. The main part of the chapter is searching for
and optimization of the proper algorithm. A separate item is devoted to the elimination of
symmetrical solutions, i.e. solutions with the same couple of n-ths but with swapped sides.
Those calculations are followed by the code of the algorithm, calculation complexity
determination and computational errors analysis. Additionally, in this chapter we showed

how the application of the presented algorithm is used to calculate the multiplicities of the
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n-ths which generate equal sums of the squares in the linear combination. We showed the
operation of the algorithm on a particular example, i.e. placing in the table all values of the
loops working variables and solutions in the sequence corresponding with those variables.
The chapter is completed by the computational effectiveness test presented in the form of a
graph. The graph shows the times of the algorithm execution in the dependency of the upper
constraint of the equation domain.

In chapter 3 we presented the application of the diophantine equation solving algorithm in
the attainable sets analysis of a distributed parameter dynamical system, described by a
parabolic-type partial differential equation. We considered the zero Dirichlet-type boundary
condition and n-dimensional rectangular prism equation domain. We showed that the
eigenvalues of the Laplace differential operator, existing in the analyzed equation, are
proportional to the sides of the diophantine equation, solved in chapter 2. This way, one can
calculate the multiplicities with the use of the algorithm presented in chapter 2. In chapter 3
we presented a mathematical model of the considered parabolic system, defined the proper
state differential operator and matrix input operator, and performed the spectral
decomposition of the system. Thus we have the infinite dimensional system in the
corresponding form of the infinite series of finite dimensional systems, convenient for further
analysis. Next, we constructed the numerical algorithm for the attainable sets analysis of the
dynamical system in question. In that algorithm we made use of the algorithm presented in
chapter 2. Finally, we calculated the attainable sets for the particular dynamical system.

Chapter 4 devoted to building the effective elementary symmetrical polynomials
calculation algorithm building. Those polynomials enable to calculate the subsequent powers
polynomial argument coefficients. Moreover, they are used in the construction of the
confluent Vandermonde matrix inverse calculation algorithm.

In chapter 5 we constructed the confluent Vandermonde matrices inverse calculation
algorithm. Their structure differs from the classical Vandermonde matrix, as in the columns
of the confluent Vandermonde matrix, apart from the subsequent powers of the different
roots, there are also their derivatives. In the construction of the algorithm we made use of the
elementary symmetrical polynomials calculation algorithm, presented in the previous chapter.
The constructed algorithm can be applied in the analysis of the arbitrary order with respect to
time derivatives dynamical system. Next chapter is devoted to that issue.

In chapter 6 we applied the elementary symmetrical polynomials calculation algorithm as
well as the confluent Vandermonde matrix inverse calculation algorithm to the research of
the selected dynamical systems properties. For the investigated property we chose a few
kinds of controllability. The main innovation of the chapter is that the research results hold
true for the arbitrary order with respect to time derivatives. Moreover, the given criteria

pertain to the most general form of the analyzed system, with arbitrary characteristic equation
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eigenvalues multiplicities. Deriving such general results was possible thanks to the above
described algorithms. At the end of the chapter we showed how to use the obtained results in
the elastic beam properties analysis.

In chapter 7 we performed a numerical analysis of the dynamical systems attainable sets,
modeled by the parabolic-type partial differential equations. The main innovation of the
performed research is taking into account realistic, both-side (i.e. upper and lower)
constraints of the excitation function. First, we discretized the analyzed partial differential
equation by means of the line numerical method. Next, the support function and the spectrum
of the state matrix were derived and the attainable sets determination criterion with
constrained excitation function was applied. The received outcome was illustrated by two
graphs for two particular cases of the excitation function. It should be pointed out that the
main innovation of the chapter, i.e. performed attainable sets research considering realistic
excitation function constraints, was received thanks to the use of a precisely selected
numerical method of the partial differential equations solving. The chapter can be an
illustration for combining the numerical methods and classical analytical results, leading to
new, more realistic outcomes in science.

Chapter 8 is the summary of the book results.
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