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Wstep

Obecne w badaniach naukowych poszukiwanie nowych alternatywnych po-
dejé¢ do obliczalnosci spowodowato zainteresowanie obliczeniami analogowy-
mi, ktére maja pewne zalety, w odniesieniu do obliczen dyskretnych. Po pierw-
sze sg szybkie. Dzialanie maszyn analogowych polega na wykorzystaniu pew-
nych zjawisk fizycznych do realizacji proceséw obliczeniowych (dyfuzja gazow
lub cieczy, przewodzenie pradu elektrycznego). Takie procesy maja miejsce
w réznych systemach fizycznych. Zmiany zachodzace w konkretnym syste-
mie fizycznym stanowig obliczenie maszyny analogowej. Analogowe procesy
fizyczne charakteryzuja sie tym, iz zmiany w nich zachodzg w sposob cig-
gly, co mozna interpretowa¢ jako przejscie przez nieskonczong liczbe sta-
néw. Dzigki obliczeniom analogowym dostajemy réwniez inna jako$é obli-
czen, poniewaz ich natura pozwala na przetwarzanie informacji ciagtej. Dla-
tego w przypadku komputeréw analogowych, mozemy moéwi¢ o operowaniu
na petnych reprezentacjach liczb rzeczywistych w trakcie obliczen (zamiast
na ich przyblizeniach wymiernych).

Zwazywszy na zalety obliczen analogowych, warto zbadaé relacje zacho-
dzaca pomiedzy tym co obliczalne w klasycznym rozumieniu przez maszyny
cyfrowe, a tym co obliczalne za pomocg maszyn analogowych. Zbadanie tych
relacji moze wskaza¢ nam nowy kierunek powszechnych dzis, poszukiwan
niekonwencjonalnych modeli komputeréw oraz ich mozliwych do realizacji
odpowiednikow, ktore pozwolityby na zastapienie, w niektorych konkretnych
przypadkach zastosowan, komputeréw cyfrowych, urzadzeniami alternatyw-
nymi, tanszymi w konstrukcji czy tez szybszymi w dziataniu. W klasycz-
nej teorii obliczen istnieje rowniez wiele problemow ztozonosciowych, ktore
od dtuzszego czasu nie moga znalez¢ rozwigzania opartego na modelach dys-
kretnych. Przeniesienie ich na pole modeli obliczen analogowych dostarcza
nowych mozliwosci znalezienia odpowiedzi na takie zagadnienia.

Zagadnienie poréwnania obliczen analogowych i obliczen dyskretnych by-



to do tej pory wielokrotnie i w réznych wersjach omawiane miedzy innymi
przez M. L. Campagnolo, C. Moore’a, P. Koirana i innych (prace [6, 17, 33]).
Obecnie w literaturze mozemy spotka¢ kilka modeli obliczen analogowych
podobnie jak to ma miejsce w przypadku modeli obliczen dyskretnych. Naj-
szerzej dyskutowane z nich to model GPAC (ang. General Purpose Analog
Computer, GPAC) wprowadzony przez C. Shannona w 1941 roku [68], model
EAC (ang. Extendend Analog Computer, EAC) wprowadzony przez L. A. Ru-
bla w 1993 roku [67] oraz rekurencyjne funkcje rzeczywiste po raz pierwszy
zdefiniowane przez C. Moore’a w 1996 roku [47]. Niestety, do tej pory nie zna-
ne sg doktadne relacje miedzy klasami funkcji obliczalnych w poszczegdlnych
z tych modeli.

Niniejsza rozprawa dotyczy zwigzkow miedzy podstawowymi, klasycz-
nymi modelami obliczen, a analogowymi systemami liczacymi. Rozwazane
klasyczne modele to maszyna Turinga oraz funkcje cze$ciwo rekurencyjne.
7 kolei analogowe systemy obliczen, z ktérych korzystano w prezentowanych
badaniach to rozszerzony komputer analogowy - model EAC oraz rzeczywiste
funkcje rekurencyjne.

Celem rozprawy byta integracja réznych typéw obliczen: konwencjonal-
nych (dyskretnych) i niekonwencjonalnych (analogowych). Dlatego tez skupi-
liSmy sie na zbadaniu zaleznosci miedzy analogowymi systemami liczacymi,
a tym co obliczalne w klasycznym rozumieniu. W szczegolnosci naszym celem
byto zbadanie nastepujacych zwigzkéw miedzy:

— rzeczywistymi funkcjami rekurencyjnymi, a funkcjami obliczalnymi przez
maszyne Turinga,

— funkcjami analitycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkcjami obliczal-
nymi przez maszyne Turinga,

— funkcjami obliczalnymi w modelu EAC, a funkcjami obliczalnymi przez
maszyne Turinga,

— funkcjami obliczalnymi w modelu EAC, a funkcjami i zbiorami reku-
rencyjnymi w klasycznym rozumieniu.

Teza rozprawy
Klasyczny problem stopu jest rownowazny zagadnieniu rozstrzygania pu-
stosci zbioru w modelu EAC.



W niniejszej pracy wyrdézni¢ mozemy nastepujace etapy realizacji celu
nadrzednego. Przedstawiony zostal przeglad obecnych w literaturze mode-
li obliczen dyskretnych oraz modeli obliczen analogowych. Zaprezentowa-
ne zostaty definicje poszczegdlnych modeli oraz ich podstawowe wtasnosci.
W szczegblnosci podana zostata formalna, wyrazona w matematycznych ter-
minach, definicja modelu EAC (definicja 2.3.2) zaprezentowanego po raz
pierwszy przez Rubla w pracy [67]. Sformalizowanie definicji daje mozliwos¢
prowadzenia badan modelu EAC na gruncie matematycznym. W nastep-
nej kolejnosci zaprezentowane zostaty w paragrafie 3.2 rekurencyjne funkcje
rzeczywiste generujace kolejne kroki obliczen maszyny Turinga (twierdzenia
3.6, 3.7, 3.8), co pozwala na przeniesienie rozwazan dotyczacych maszyn Tu-
ringa, w szczegolnosci problemoéw nierozstrzygalnych dla maszyn Turinga,
na pole rekurencyjnych funkcji rzeczywistych. Nastepnie rozszerzone zostaty
wyniki pracy [33] z przypadku deterministycznej maszyny Turinga, na przy-
padek niedeterministycznej maszyny Turinga (twierdzenie 3.11). Wynik ten
dotyczy symulacji niedeterministycznej maszyny Turinga, za pomocg funkcji
analitycznej zmiennej rzeczywistej. Biorac pod uwage, iz wiekszosé fizycznych
systemow dynamicznych jest analityczna, wynik ten daje mozliwo$¢ znale-
zienia urzadzenia, bazujacego na pewnym fizycznym systemie, zdolnego do
takiej symulacji. Zaprezentowany zostal réwniez wynik poréwnujacy moz-
liwosci obliczeniowe maszyny Turinga i modelu EAC, paragraf 4.1. Dzigki
przeprowadzonej w paragrafie 4.1 symulacji uzyskano twierdzacg odpowiedz
na pytanie postawione przez Rubla w pracy [67], dotyczace kwestii zdolnosci
EACa do generowania wynikéw dowolnej maszyny Turinga (twierdzenie 4.3).
Ostatni badany w tej pracy aspekt porownujacy obliczenia klasyczne i analo-
gowe dotyczy analogicznego zagadnienia jak dyskutowane wczesniej, z tym ze
teraz porownane zostaty ze sobg funkcje rekurencyjne zdefiniowane na licz-
bach naturalnych i model EAC. Doktadniej w paragrafie 4.2 przedstawiono
wyniki pokazujace, iz EAC zdolny jest do generowania zbioréw rekurencyjnie
przeliczalnych (twierdzenie 4.5), jak réwniez do generowania wyniku dowol-
nej funkgcji rekurencyjnej w zadanym punkcie (twierdzenie 4.6). Dodatkowo
wyniki te prowadzg do waznego wniosku, ze klasyczny problem stopu mo-
zemy sprowadzi¢ do zagadnienia pustosci zbioru w modelu EAC. Wniosek
ten pokazal nowg droge proby pozytywnego rozwigzania problemu stopu dla
funkcji czesciowo rekurencyjnych. W pracy podane zostalty rowniez przykta-
dy konstrukcji zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych w modelu EAC, paragraf
4.2.1.



Kroétkie oméwienie tresci poszezegdlnych rozdzialéw pracy. W pierwszym,
wstepnym rozdziale niniejszej pracy przyblizona zostata, nawiazujac do prac
V. Busha, C. Shanona [7, 68, 50], historia obliczenn analogowych, jej gtéw-
ne idee oraz kierunki obecnych badan prowadzonych w tej dziedzinie [14, 8,
9, 21]. W rozdziale drugim zbudowana zostata teoretyczna baza do dyskusji
o procesach obliczeniowych. W pierwszej czes¢ drugiego rozdzialu przedsta-
wiono podstawy teorii obliczen dyskretnych na podstawie klasycznych mono-
grafii [52, 71]. Szczegdlna uwaga zostata zwrécona na podstawowe wlasnosci
maszyny Turinga oraz klasy funkcji czesciowo rekurencyjnych. W drugiej cze-
Sci tego rozdziatu zaprezentowano istotne dla rozprawy pojecia teorii obliczen
analogowych. Zaczeto od przyblizenia podstawowego modelu obliczen ana-
logowych, modelu GPAC, a nastepnie jego uogélnienia, jakim jest szerszy
model, EAC. Na koniec zaprezentowano rekurencyjne funkcje rzeczywiste.
W rozdziale trzecim zaprezentowano wybrane zwiazki pomiedzy obliczenia-
mi na liczbach rzeczywistych, a maszyna Turinga. Jako pierwsze, przytoczone
zostaly pewne klasyczne wyniki dotyczace obliczalnosci przy uzyciu maszyn
Turinga poza zbiorem liczb naturalnych. Czesé¢ ta powstata w oparciu o prace
[4, 10]. Nastepnie rozwazony zostal problem odwrotny - jak funkcje zdefinio-
wane na liczbach rzeczywistych moga generowa¢ wyniki obliczen maszyny
Turinga. W pierwszej kolejnosci rozwazono rzeczywiste funkcje rekurencyje.
Przytoczone zostaty wyniki z pracy [45] oraz wtasne wyniki z pracy [57], kt6-
re wskazuja na to, iz rezultat obliczen dowolnej deterministycznej maszyny
Turinga mozemy otrzymac¢ przy pomocy rzeczywistej funkcji rekurencyjne;j.
Jako ostatni fragment tego rozdziatu, przedstawione zostaty wyniki z pra-
cy [33] oraz wlasne wyniki z pracy [60] méwiace, ze wynik obliczen dowolnej
deterministycznej jak i niedeterministycznej maszyny Turinga mozemy otrzy-
mac za pomoca pewnej analitycznej funkcji zmiennej rzeczywistej. Wynik ten
jest interesujacy, gtownie z tego powodu, iz wiekszos¢ fizycznych systemow
dynamicznych jest analityczna, przynajmniej w idealnych warunkach. W roz-
dziale czwartym zaprezentowano gtéwne, wlasne wyniki dotyczace modelu
EAC i jego mozliwosci symulacji maszyn Turinga oraz generowania funk-
¢ji czeSciowo rekurencyjnych i zbioréw rekurencyjnych. Wyniki zaczerpniete
zostaty z whasnych prac [59, 61]. Sa one dowodem na to, iz EAC generuje
dowolne rekurencyjnie przeliczalne zbiory liczb naturalnych, co za tym idzie
mozemy w tym modelu réwniez otrzymac¢ wartos¢ dowolnej funkcji czesciowo
rekurencyjnej w zadanym punkcie n. Ponadto, zaprezentowany zostal waz-
ny wynik przenoszacy klasyczny problem stopu, na pole obliczen w modelu



EAC. Praca zaopatrzona zostata takze w zwykte uzupetnienia, jakimi sa ry-
sunki, tabele, przypisy, oznaczenia i bibliografia, pozwalajace na pogtebiong
analize jej tresci.



Rozdziat 1

Wprowadzenie

Wiéréd wszystkich maszyn liczacych mozemy rozrézni¢ dwie rodziny. Pierw-
sza z nich pochodzi od klasycznego liczydta. Urzadzenia te uzywaja cyfr do
reprezentowania liczb i sa nazywane komputerami cyfrowymi. Druga pocho-
dzi od graficznych rozwigzan probleméw uzyskanych przez starozytnych mier-
niczych, ktorzy odnalezli analogie pomiedzy wlasnosciami probleméw mate-
matycznych, a ciggltymi liniami rysowanymi na papierze. Maszyny wykorzy-
stujace do obliczen podobne wtasnosci nazywamy maszynami analogowymi.
Termin ten pochodzi z greckiego ,analogikos”, co oznacza: ,przez propor-
cje”. We wezesniejszych latach uzywano wielu urzadzen analogowych, takich
jak nomogram, planimetr czy suwak logarytmiczny. Urzadzenia te zwykle
realizowaly tylko jedng funkcje. Jesli pewne urzadzenie tego typu mogtoby
by¢ ,programowane” do wykonania wiecej niz jednej funkcji w réznym cza-
sie, wtedy mozna méwi¢ o komputerze analogowym. W przypadku urzadzen
analogowych proces obliczen jest zastapiony przez mierzenie i manipulacje
pewnag cigglyg wlasnodcig fizyczna, taks jak mechaniczne przesuniecia lub na-
piecie, stad sg one nazywane rowniez komputerami cigglymi.

Ponizej przedstawiamy krotko rozwdj teorii komputeréw analogowych
oraz gtéwne idee obliczen analogowych, obecne badania prowadzone w tym
kierunku oraz perspektywy przysztego rozwoju badan nad obliczeniami w dzie-
dzinie rzeczywistej.



1.1 Historia obliczenn analogowych

Przedstawimy teraz zarys historyczny rozwoju komputeréw analogowych. Za-
czniemy od czasOw pierwszych nieprogramowalnych urzadzen liczacych po
czasy obecne. Od najdawniejszych lat ludzie prébowali utatwiaé sobie zycie
wymyslajac réznego rodzaju urzadzenia o samoczynnym dziataniu ([30, 54]).
Na przestrzeni wiekow powstawato wiele roznego rodzaju mechanizmow wy-
konujacych caty cykl swojej pracy bez udziatu cztowieka, gtéwnie w Grecji
(automatyczna lampa olejowa otwierajaca drzwi w atenskim Erachtejonie
konstrukeji Herona (I wiek p.n.e.), opisane m. in. w ksiazce J. Herlinge-
ra [28], automatyczne teatrzyki). W starozytnych Chinach skonstruowano
woz wskazujacy potudnie, ktérego dziatanie, opierajace sie o zasade na ja-
kiej dziata stosowany w samochodach mechanizm réznicowy, byto zagadka do
lat szes¢dziesiatych XX wieku. Rekonstrukcja wozu wskazujacego potudnie
znajduje sie¢ w Muzeum Nauki w Londynie. Wzmianki o wozach wskazuja-
cych potudnie powtarzaja sie w czasach historycznych od XIII wieku p.n.e.
do XII wieku n.e. Warto tez wspomnie¢ o zegarze wodnym z 1090 roku, zbu-
dowanym przez Chinczyka Su Sunga. Najdawniejszym takim samoczynnym
urzadzeniem o znanej zasadzie dzialania jest, zbudowany w III wieku p.n.e.
przez Ktesibiosa z Aleksandrii, mechanizm zastosowany do regulacji prze-
plywu wody w bardzo doktadnym zegarze wodnym. Jego konstruktor miat
dodatkowsg trudnos$¢ do pokonania, gdyz w jego czasach doba liczyta 24 go-
dziny, ale dzien, liczony od wschodu do zachodu stonica, byt dzielony na 12
godzin podobnie jak pozostata czesé¢ doby - noc. Stad godziny dnia i godzi-
ny nocy mialy rézny czasookres w zaleznosci od pory roku. Rekonstrukcja
takiego zegara znajduje si¢ obecnie w Muzeum Niemieckim w Monachium.

Na poczatku XVII wieku szkocki matematyk John Napier opisat logarytm
oraz opracowal tablice mnozenia. Nastepnie w 1632 roku angielski matematyk
William Oughtred, postugujac sie logarytmem Napiera, skonstruowat suwak
logarytmiczny, czyli prosty przyrzad utatwiajacy obliczenia, ktory pozostawat
w powszechnym uzyciu przez ponad trzysta lat, az do konca lat 80-tych XX
wieku. Suwak logarytmiczny, poza mnozeniem i dzieleniem, umozliwia wiele
innych dziatan, np:. logarytmowanie, potegowanie, pierwiastkowanie. Spetnia
tez role tablic trygonometrycznych.

Pierwsza maszyne analogowa zaprojektowal w 1872 roku W. Thomson
(lord Kelvin), brytyjski fizyk pochodzenia irlandzkiego. Byt to syntezator
harmoniczny. Okoto 4 lata pdzniej zaprojektowal on kilka rodzajow maszyn



analogowych. Jego brat, J. Thomson, w tym samym czasie wynalazt integra-
tor kulowy. Maszyny te dzialaty na zasadzie wykorzystania analogii miedzy
opisem matematycznym rozwiazywanego problemu a wzorami opisujacymi
procesy zachodzace w maszynie.

W 1927 roku w Massachusetts Institute of Technology amerykanski na-
ukowiec Vannevar Bush, razem z dwoma wspotpracownikami, skonstruowat
pierwszy komputer analogowy, Product Intergraph, a nastepnie w 1931 ro-
ku zbudowal on pierwszy mechaniczny analizator r6zniczkowy (Differential
Analyzer), opisany w pracy [7]. Urzadzenie to w zalozeniach przypomina-
to automatyczny suwak logarytmiczny i opierato si¢ o zasady podane przez
lorda Kelvina w roku 1876 (praca [31]). Analizator rézniczkowy byt wyko-
rzystywany do rozwiazywania prostych rownan rézniczkowych, na przyktad
postaci: d*y/dx® = —y. Rozwiazuje on réwnania rézniczkowe poprzez cal-
kowanie. Typowy mechanizm analizatora rézniczkowego sktada sie z dwu
lub wiecej zespoléw integratora (zawierajacych jeden wzmacniacz momentu
obrotowego w zespole), rysunek 1.1. Integrator jest w istocie mechanizmem
zmian predkosci. Przyjmuje on forme dysku obracajacego sie poziomo, na
ktorym opiera sie okragly stalowy dysk. Pionowa o8, poziomego dysku, jest
tak ustawiana podczas ruchu wozka, na ktérym znajduje si¢ ten dysk, aby
odleglosé punktu stycznosci stalowego kota z centrum dysku zmieniata sie.

Stalowy dysk

Szklany dysk /

Rysunek 1.1: Integrator [ f'dg’
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Obrét poziomego dysku oraz ruch wozka stanowiag dwa wejscia integratora.
Jesli integrator dziata, dysk obraca si¢ i jednocze$nie dokonuje si¢ jego prze-
suniecie rownolegte. Dzicki tarciu napedy dyskowe obracaja stalowe koto.
Obrét kota reprezentuje wyjscie integratora. Analizator rézniczkowy Busha
byt olbrzymim osiggnieciem. Jego sukces spowodowat duze zainteresowanie
technikami obliczen analogowych, a tym samym odciggnal uwage naukowcow
na dtugi okres od badan nad rozwojem techniki cyfrowej. Wiele podobnych
modeli analizatoréw roézniczkowych byto budowanych pomiedzy rokiem 1934
a wezesnymi latami 50-tymi, az w koncu zostaly zastapione przez kompute-
ry cyfrowe. Dzi§ mozna oglada¢ dwa takie zachowane urzadzenia z tamtego
okresu. Pierwsze z nich to cze$¢ oryginalnego analizatora rézniczkowego, zbu-
dowanego przez Hartree’a i Portera w Manchesterze, w 1934 roku, aktualnie
pokazywana w Muzeum Nauki w Londynie. Drugie znajduje sic w Muzeum
Transportu i Technologii (MOTAT) w Nowej Zelandii, Auckland i sktada sie
z catego analizatora rézniczkowego zbudowanego w 1935 przez J. B. Bratta
z Uniwersytetu w Cambridge. W 1942 roku V. Bush zbudowatl tez elektro-
niczny, programowalny analizator rozniczkowy. W potowie lat czterdziestych,
w miejsce mechanicznych, pojawity sie konstrukcje elektryczne i elektronicz-
ne. Seryjna produkcja takich maszyn zostata podjeta w USA w 1949 roku
i we Francji 1952 roku. W Polsce, pierwszg maszyna tego typu, byt analizator
réwnan roézniczkowych (ARR) zbudowany w Zaktadzie Aparatéw Matema-
tycznych PAN w 1954 roku. Pdzniej, prace nad podobnymi urzadzeniami
prowadzono réwniez w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN.
We wczesnych latach 40-tych dwudziestego wieku analizatory rozniczkowe
byty wykorzystywane m. in. w Manchesterze, Filadelfii, Bostonie i Oslo, np.
do rozwigzywania problemoéw teorii jadra atomu, w astrofizyce i balistyce. Po
pojawieniu sie komputeréw cyfrowych w latach 50-tych i 60-tych, zaprzestano
ich uzywania.

Kolejny, uznawany pozniej za podstawowy, model komputera analogo-
wego to wprowadzony przez Claude’a Shannona w 1941 roku, matematycz-
ny model analizatora o nazwie General Purpose Analog Computer (GPAC)
[68], dla ktorego fundamentalnymi realizowanymi operacjami sa dodawanie,
mnozenie i catkowanie. Wyniki w tym modelu sa generowane na podstawie
wartosci wejéciowych za pomocy zaleznosci zdefiniowanej przez pewien graf
skierowany, gdzie kazdy wezet jest jednym z nastepujacych elementéw:

— integrator - zesp6t dwoch wejsé, jednego wyjscia, z ustawionymi warun-
kami poczatkowymi, jezeli wejscia sg jednoargumentowymi funkcjami
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f, g, wowczas wyjscie jest catka Riemanna-Stieltjesa;

— staly mnoznik - zespét jednego wejscia i jednego wyjscia, skojarzony
z liczbg rzeczywista k, jezeli f jest na wejsciu, wowczas na wyjsciu
dostajemy kf;

— sumator - zespot dwoch wejsé i jednego wyjscia, jezeli f i g sg na wejsciu
wowezas na wyjsciu dostajemy f + g;

— multiplikator - zesp6t dwoch wejsé i jednego wyjscia, jezeli f i g s na
wejsciu, wowczas na wyjsciu dostajemy fg;

— stala - zespdt bez wejsé, z jednym wyjsciem, na wyjsciu zawsze dosta-
jemy wartosé 1.

Chociaz powyzsze pojecie GPACa wydaje sie dos$¢ intuicyjne i naturalne,
powszechnie akceptowang definicje GPACa przedstawita dopiero M. Pour-El
w pracy [62]. Z uwagami, wprowadzonymi przez L. Lipshitza i L. A. Ru-
bla [37], pokazata, ze GPAC generuje funkcje algebraicznie rézniczkowalne,
czyli jednoznaczne rozwigzania wielomianowych réwnan roézniczkowych z do-
wolnymi wspotezynnikami wymiernymi. Do tego zbioru funkcji nalezg proste
funkcje takie jak: funkcja wyktadnicza, funkcje trygonometryczne, jak row-
niez ich sumy, iloczyny i zlozenia oraz rozwiazania réwnan rézniczkowych
budowanych na ich podstawie. W $wietle tej definicji, GPAC potrafi réw-
niez rozwigzywac proste zagadnienia brzegowe, natomiast nie potrafit rozwia-
za¢, np. problemu Dirichleta [67]. Po pojawieniu sie cyfrowych komputerow,
hybrydowe komputery cyfrowo-analogowe rozwigzywaly ponadto czgstkowe
roOwnania rézniczkowe.

Badania dotyczace logiki Yukasiewicza wartoSciowanej w sposéb ciagty
spowodowaly wprowadzenie jej do elektronicznych realizacji rozszerzonego
modelu komputera analogowego (prace [41, 42, 44]). Logika FLukasiewicza
ma przeliczalnie wiele wartosci logicznych, dzigki czemu opisuje klase ideal-
nych uktadéw analogowych, ktére maja nieskoniczona maksymalng precyzje.
Prawdziwe uktady analogowe, ktére maja okreslona maksymalna precyzje, sa
sklasyfikowane przez liczbe danych poszczegblnych elementow obwodu. Alge-
bra Boole’a jest jednym z modeli logik f.ukasiewicza, ktora opisuje binarne
uktady cyfrowe. Przetwarzane, przez opisywane logika t.ukasiewicza, analo-
gowe obwody, elementy to implikacje albo zaprzeczenia implikacji. Implikacja
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Fukasiewicza, b = a, jest zdefiniowana przez funkcje min(1,1 — a + b). Za-
przeczenie implikacji, =(b = a), jest definiowane przez funkcje max(0, a — b).
Uktady logiczne Lukasiewicza przyblizaja, w sposdb wystarczajaco dobry,
obliczenia GPACa. Postawiono hipoteze, ze klasa zwyktych algebraicznych
rownan rézniczkowych, réwnan rozwigzywanych przez GPAC, jest aproksy-
mowana dowolnie doktadnie przez zdania w logice Lukasiewicza (praca [41]).

1.2 Obecne badania

Po dhtugiej przerwie spowodowanej rozwojem technologii cyfrowej, na prze-
tomie lat osiemdziesiatych i dziewigcdziesigtych dwudziestego wieku ponow-
nie pojawito si¢ zainteresowanie technologia analogowa jako alternatywnym
podejsciem do realizacji obliczen. Wowczas to pojawity sie dwie odrebne ga-
tezie rozwoju analogowych systemow liczacych. Pierwsze z nich to modele,
w ktorych operacje wykonywane sa na liczbach rzeczywistych, ale w czasie
dyskretnym. Przyktadem takich modeli sa, np.: maszyny BSS [3] oraz Ana-
log Recurrent Neural Network (ARNN) [69]. Méwiac ogdlnie, maszyna BSS
przypomina w konstrukeji maszyne Turinga (paragraf 2.1.3) z ta istotna roz-
nicg, ze maszyna ta moze wykonywaé obliczenia w arytmetyce rzeczywistej.
Model sieci Analog Recurrent Neural Network (ARNN) bazuje natomiast na
pewnej metamorfozie biologicznej i umozliwia opis szerokiej klasy jezykow
formalnych. Sieci sktadaja sie z wielorakich procesoréow potaczonych w skom-
plikowana strukture. Kazdy bazowy procesor (,neuron”), oblicza skalarng
nieliniowg funkcje wyjscia. Skalarna wartos¢ obliczana przez neuron oddzia-
luje na inne neurony. Sie¢ jest analogowa, dlatego ze jest zdefiniowana na
ciggtej dziedzinie w przeciwienstwie do dyskretnych modeli komputerow cy-
frowych. Tego typu analogowe modele obliczenn maja zastosowanie w analizie
numerycznej [55].

Druga gataZ wspoétezesnych nam obliczen analogowych, to modele dzia-
tajace zarowno w ciagtej dziedzinie, jak i w ciagltym czasie. Tutaj pojawit si¢
kolejny model komputera analogowego. L. Rubel zaproponowat w 1993 roku
teoretyczny model, Extended Analog Computer (EAC) [67], ktéry w zaloze-
niach mial rozszerza¢ mozliwosci GPACa. Nowy model potrafi rozwigzywaé
problem brzegowych wartosci dla czastkowych rownan rézniczkowych. Rubel
zaznaczyt, ze EAC jest to konstrukcja teoretyczna, ktorej mozliwosé realiza-
cji przez fizyczne urzadzenia jest dotad nieznana. Nie wiadomo réwniez czy
w modelu tym mozemy otrzymac¢ kazda funkcje analityczna, co dyskwalifi-
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kowatoby go jako nazbyt obszerny.

Do dzisiejszego dnia trwaja na uniwersytecie w Indianie prace nad zbu-
dowaniem maszyny odpowiadajacej modelowi EAC. Praca [43] z 2008 roku
autorstwa J. Millsa (ucznia Rubla), opisuje pewien rzeczywisty model EACa,
ktory udato sie zbudowac¢ i z sukcesem wykorzysta¢ w wielu dziedzinach,
m. in. ekonomi, medycynie, balistyce. Jednak model ten nie realizuje wielu
z zalozen oryginalnego EACa Rubla. Nie wiadomo nawet czy taka stupro-
centowa realizacja modelu Rubla jest mozliwa.

Szeroka gataz obecnych badan teoretycznych nad obliczeniami analogo-
wymi zapoczatkowala praca C. Moore’a z 1996 roku [47]. W pracy tej Moore
zaproponowal definicje funkcji R-rekurencyjnych, czyli funkcji okreslonych na
liczbach rzeczywistych analogicznie do klasy funkcji rekurencyjnych w sensie
Kleene'go (paragraf 2.1.1).

Definicja 1.1 [47] Funkcje f : R™ — R"™ nazywamy R-rekurencyjng jezeli
mozemy jg wygenerowac ze statych 0 i 1 za pomocg nastepujgcych operacyi:
gezeli f i g sqg funkcjami R-rekurencyjnymi, wowczas mamy

— sktadanie: h(z) = f(g9(Z));
— rekursja rozniczkowa lub catkowanie:
h(z0) = f(z), 9,h(z,y) = g(z,y,h(Z,y)).

Innymi stowy, niech h = f dla y = 0 oraz niech pochodna h wzgledem
y zalezy od h(z,y),y 1 T. Wowczas piszemy

Y
hz.y) = F@) + [ gy b,y )dy
lub w skrocie h = f + [ g;

— p-rekursja: h(z) = p, f(Z,y) = inf{y : f(Z,y) = 0}, gdzie infimum
zwraca y o najmniejszej wartosci bezwzglednej oraz (z definicji) ujems-
ng wartosé, gdy istniejg dwa y o tej samej najmniejszej wartosci bez-
wzgledney;

— wektor funkcji moze byé zdefiniowany poprzez zdefiniowanie jego skia-
dowych.
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Definicja wprowadzona przez Moora byta interesujaca, poniewaz wprowa-
dzata klase funkcji, w ktérej mozna byto wyodrebni¢ podklasy odpowiadajace
klasom z klasycznej teorii obliczen, takie jak elementarne funkcje rekurency;j-
ne (praca [10]). Moore, uzywajac wprowadzonej przez siebie definicji, podal
szereg wlasnosci klasy funkcji R-rekurencyjnych. Niestety pojawity sie pew-
ne problemy wynikajace z przyjecia takiej definicji, np. przy dowodzie tak
waznej wtasnosci jak istnienie analogowego rozwiazania problemu stopu dla
funkcji czedciowo rekurencyjnych. Gtéwna przyczyna problemoéow z definicja
Moore’a byta pojawiajaca sie w niej operacja minimalizacji. Operacja ta wy-
daje sie fizycznie nierealizowalna. Jest ona zaczerpnieta z teorii rekursji, lecz
nie jest odpowiednia dla analitycznej rzeczywistosci analogowych obliczen.
W zwiazku z tym, w pracy [17] zaproponowana zostala przez J. F. Coste
oraz J. Mycke, nowa definicja, bazujaca na oryginalnej definicji Moore’a, de-
finicja rekurencyjnych funkcji rzeczywistych (paragraf 2.4). Wprowadzono ja
aby unikngé¢ probleméw wynikajacych z pierwotnej definicji i aby utatwié
uzycie narzedzi analizy matematycznej, zastepujac operacje minimalizacji,
operacja granicy. Operacja granicy pozwala réwniez wyodrebni¢ podklasy
rekurencyjnych funkcji rzeczywistych odpowiadajace poszczegdlnym pozio-
mom hierarchii arytmetycznej (praca [17]).

Na tym polu rézni autorzy prowadza badania w bardzo wielu kierunkach.
J. F. Costa, B. Loff, J. Mycka w swoich badaniach zaprezentowanych w pracy
[15] szukaja powiazan miedzy teoria obliczalnosci (ztozonosci) a analiza ma-
tematyczna. Stawiaja oni rekurencyjne funkcje rzeczywiste jako mozliwa ga-
taz opisowej teorii mnogodci. Zastanawiajg sie w jakim stopniu rekurencyjne
funkcje rzeczywiste i opisowa teoria mnogosci pokrywaja sie. Badajg rowniez
zwigzki miedzy rekurencyjnymi funkcjami rzeczywistymi i analiza obliczenio-
wa dowodzac, ze mozna zawrze¢ caty arytmetyczng hierarchie w hierarchii
granic (n-hierarchia) ograniczajac sie do jej pewnego poziomu, gdzie zaczyna
sie hierarchia analityczna (patrz twierdzenie 2.3 z prac [15, 16]). Zastanawia-
ja sie réwniez nad powigzaniami miedzy analiza matematyczng a teoria obli-
czalnodci (ztozonosci). Ich celem jest przelozenia probleméw wystepujacych
w teorii klasycznej obliczalnosci na pole analizy matematycznej z nadzieja
znalezienia sposobu na rozwigzanie tych nierozstrzygalnych dotychczas, jak
P # NP (praca [20]). W pracy [15] dyskutowana jest réwniez granica de-
finiowalno$ci w analizie, czyli np. czy mozna przy pomocy operacji granicy
zdefiniowa¢ wiecej funkcji niz definiujgc nowe funkcje przy pomocy rozwigzan
réwnan rézniczkowych I stopnia (rozwiazanie réwnania rézniczkowego I stop-
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nia mozemy zawsze wyrazi¢ przy pomocy pewnej granicy ale nie na odwrét).
Drugi, rozwazany aspekt definiowalnosci funkcji w analizie to czy operacja
granicy zawsze dostarcza nam nowych funkcji, czy tez moze wystarczy pew-
na skonczona liczba granic aby zdefiniowa¢ wszystkie mozliwe funkcje. Auto-
rzy pokazuja, ze nie ma indukcyjnej granicy definiowalnosci funkcji zmiennej
rzeczywistej, gdy nowe funkcje definiujemy poprzez operacje sktadania, roz-
wigzania réwnania rozniczkowego stopnia I oraz granice w nieskonczonosci
(twierdzenie 3.1 z pracy [15]).

Jak widzimy obecnie w literaturze pojawia si¢ kilka modeli obliczen na
liczbach rzeczywistych: GPAC, EAC, rekurencyjne funkcje rzeczywiste. Zwiaz-
ki pomiedzy tymi modelami nie sa zbyt dobrze znane, jak to ma miejsce
w przypadku klasycznych modeli obliczen. Tutaj mamy réwniez kilka mo-
deli, jak maszyna Turinga, funkcje rekurencyjne, A-rachunek Churcha, itd.
Wiemy o nich, iz sg to modele réwnowazne pod wzgledem klasy rozwiazy-
wanych probleméw. Co do modeli obliczen w dziedzinie rzeczywistej, wiemy
tylko o kilku zaleznosciach:

— problemy rozwiazywane w modelu GPAC znajduja rozwiazanie w mo-
delu EAC [26];

— istnieje podklasa rzeczywistych funkcji rekurencyjnych [R, 4+, x; SK, R],
ktéra jest réwnowazna z klasa funkcji obliczalnych przez FF-GPAC [47];

— funkcje generowane przez EAC na poziomie 0 sa to rzeczywiste funkcje
rekurencyjne klasy Hy [58].

1.3 Motywacja

Teoria obliczen analogowych, po okoto piec¢dziesiecioletniej przerwie spowo-
dowanej rozwojem technik cyfrowych, cieszy sie ponownym zainteresowa-
niem. Mozemy wymieni¢ kilka przyczyn ponownego zainteresowania teorig
obliczen analogowych. Cze$ciowo spowodowane jest to szeroko zakrojonym
programem poszukiwan alternatywnych podej$¢ do problemu obliczalnosci
(na przyktad takich jak sieci neuronowe [70]), checia udoskonalenia algoryt-
méw numerycznych oraz uzycia tej teorii do doktadniejszego sklasyfikowania
mozliwosci obliczeniowych réznych ciggtych systeméw dynamicznych, w celu
wykorzystania ich do budowy wyspecjalizowanych urzadzen, ktére mogtyby
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rozwigzywaé pewne trudne z punktu widzenia obliczen dyskretnych proble-
my w sposob ekonomiczniejszy pod wzgledem kosztow badz czasu. Przykta-
dy tego typu rozwigzan, ktére znalazty miejsce w praktycznych zastosowa-
niach w takich dziedzinach jak ekonomia, medycyna, wojsko, mozemy znalez¢
w pracy [43].

Kolejnym powodem dla ktorego autorzy obecnie zajmuja sie problemem
obliczenn analogowych sg zagadnienia teoretyczne, ktére muszg by¢ rozwia-
zane zanim pojawig sie praktyczne aplikacje. Ze wzgledu na swoja krotka
historie, w obrebie zainteresowan badan naukowych, jest to bogaty obszar
dla teoretycznych rozwazan, ktore beda réwniez przedmiotem naszej pracy.
W pracy zestawiamy ze soba dwie teorie: klasyczng teorie obliczen oraz teo-
ri¢ obliczen analogowych. Ma to na celu, miedzy innymi, przeniesienie waz-
nych nierozstrzygalnych kwestii z klasycznej teorii obliczen na grunt obliczen
analogowych, aby tam poszukaé¢ dla nich rozwiazania (rozdzialy 3 i 4). Jak
rowniez wskazanie drog alternatywy dla probleméw, dla ktorych istnieja juz
rozwiazan bazujacych na obliczeniach dyskretnych. Rozwigzan, ktére bytyby
efektywniejsze, np. przy problemach polegajacych na szybkim przetwarzaniu
duzych ilosci danych, tam gdzie rozwigzania dyskretne sg szczegdlnie czaso-
chtonne.

Do podjecia badan nad obliczeniami analogowymi motywuja stowa Ri-
charda Karpa [2]:

The classical theory of computation does not deal adequately with compu-
tations that operate on real-valued data. Most computational problems in the
physical sciences and engineering are of this type. !

IKlasyczna teoria obliczen nie zajmuje sie wlasciwie obliczeniami przetwarzajacymi
rzeczywiste wartosci. Wiele obliczeniowych probleméw w fizyce i inzynierii jest wlasdnie
tego typu.
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Rozdziatl 2

Podstawowe pojecia teorii
obliczalnosci dyskretnej i
analogowe}]

Zaczniemy od wprowadzenia, potrzebnych nam w dalszej czedci pracy, po-
je¢ dotyczacych obliczen na liczbach naturalnych oraz obliczen na liczbach
rzeczywistych.

Pierwsza czes$¢ to krotki przeglad prezentowanych w literaturze klasycz-
nych modeli obliczen. Przedstawia on, w oparciu o monografie [52, 53], pojecie
zbiéru funkceji rekurencyjnych w ujeciu Kleene’ego. Kolejno zaprezentowane
zostaly podstawowe definicje, wyrdzniane podklasy, hierarchia oraz kilka in-
teresujacych wtasnosci tego zbioru funkcji. Nastepnie przedstawiony zostal
model maszyny Turinga.

Kolejne czedci poswiecone zostaty obliczeniom na liczbach rzeczywistych.
W drugiej zaprezentowano podstawowy model operujacy na liczbach rze-
czywistych, wprowadzony przez Shannona w 1941 roku, nazywany General
Purpose Analog Computer (GPAC) [68]. Podana zostata definicja oraz pod-
stawowe wtasnosci tego modelu. Trzecia czesé dotyczy matematycznego mo-
delu Extended Analog Computer (EAC), wprowadzonego przez Rubla w 1993
roku [67] z intencja poszerzenia mozliwosci obliczeniowych GPACa. Przedsta-
wiona zostata koncepcja dziatania tego modelu oraz wlasna definicja, bedaca
matematycznym opisem pomyshu Rubla z pracy [67]. W ostatniej, czwar-
tej czesci podalismy definicje oraz podstawowe wlasnosci matematycznego
modelu rekurencyjnych funkcji rzeczywistych wprowadzonego przez Moore’a
w 1996 roku, w pracy [47], jako uogélnienie modelu klasycznych funkcji re-
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kurencyjnych na zbiér liczb rzeczywistych.

2.1 Klasyczne modele obliczen

Do tej pory wprowadzono wiele dobrze znanych modeli efektywnych obliczen
takich jak funkcje rekurencyjne (1931) (paragraf 2.1.1), maszyny Turinga
(1936) (paragraf 2.1.3), A-rachunek Churcha (1936) [11], algorytmy normalne
Markowa (1954) [38], maszyny o swobodnym dostepie Shepherdsona-Sturgisa
(1963), maszyny URM (Unlimited Register Machine), itp. Modele te sa wza-
jemnie rownowazne ze wzgledu na swoje mozliwosci obliczeniowe. Zwiezty ich
przeglad oraz dowody ich réwnowaznosci znalezé mozemy w ksiazce [75]. Zr6-
dtem podanych w niniejszym paragrafie definicji i twierdzen jest monografia
[52].

2.1.1 Funkcje rekurencyjne

Pojecie funkcji cze$ciowo rekurencyjnych odgrywa znaczacg role w klasycznej
teorii obliczen [52]. Sa to funkcje przeksztatcajace zbidr liczb naturalnych N
w zbior liczb naturalnych N, o ktorych mozemy mysle¢ jako o odpowiedniku
klasy funkcji obliczalnych w intuicyjnym sensie. Teoria obliczen pokazuje, ze
funkcje czesciowo rekurencyjne sg to doktadnie te funkcje, ktére moga by¢
obliczone na maszynie Turinga, ktorej definicje prezentujemy w paragrafie
2.1.3.

Algebra funkcji jest zbiorem funkcji okreslonych przez indukcyjne do-
mkniecie dla pewnych operatoréw i pewnego zbioru funkcji. Takie podejscie
jest czesto uzywane w teorii obliczen, a ostatnio przy charakteryzowaniu klas
ztozonosci.

Definicja 2.1 [63, 12] Niech § bedzie klasq funkcji, F C § bedzie podzbio-
rem funkcji oraz O C Upen{O : §* — } zbiorem operatoréw. Indukcyjnym
domknieciem F dla O, A = [F; O], nazwiemy najmniejszy zbidr zawierajgcy
F, taki zZe jezeli fr,..., fr € A nalezq do dziedziny k-wymiarowego operato-
ra O € O, wowczas O(f1,..., fr) € A. Razem z O indukcyjne domkniecie
[F; O] nazywamy algebrg funkcji.

Dla uproszczenia bedziemy zapisywaé A = [F; O] w obydwu przypad-
kach: dla okredlenia indukcyjnego domkniecia [F; O] oraz algebry funkcji
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([F; O], 0). W literaturze nie zawsze te pojecia sa rozrozniane [12]. Jednakze
dobrze jest w niektorych sytuacjach wprowadzi¢ rozréznienie, gdyz np. pewne
pojecia (jak zawieranie sie funkeji) odnosza sie do indukcyjnego domkniecia,
jako zbioru, a inne (jak dziedzina funkcji) do algebry funkcji z jej specyficzna
struktura. Powyzsza definicja jest dobrze okreslona co wynika z twierdzenia
Kleene’go oraz twierdzenia Knastera-Tarskiego o punkcje stalym, szczegdty
w ksiazce [12].

Niech F bedzie klasa funkcji, f i g funkcjami oraz Oy, ..., O, operatorami.
Bedziemy réwniez stosowaé nierestrykcyjny zapis dla notacji w nawiasach
kwadratowych:

(f,9, F;01,...,0,] = [f,gUF;04,...,0,].

Przygotujemy si¢ teraz do przedstawienia definicji klasy funkcji czescio-
wo rekurencyjnych. W klasie funkcji cze$ciowo rekurencyjnych wyrézniamy
nastepujace funkcje bazowe:

— funkcja zerowania, 3 : N — N, zdefiniowana nastepujaco: 3(n) = 0;

— funkcja nastepnika, s : N — N, zdefiniowana nastepujaco: s(n) = n+1;

— projekcja, dla kazdego k, i¥, ... ik gdzie i¥ : NF — N i =1,... k jest
zdefiniowana nastepujaco: i¥(ny, ..., ng) = n;;

Przyjmiemy oznaczenie i = {i¥ : k,i € N, 1 <i < k}.

W tym paragrafie rozwazamy funkcje zdefiniowane na zbiorze liczb na-
turalnych N. Réwniez takie, ktore sg zdefiniowane tylko dla pewnych liczb
naturalnych a dla pozostalych nie maja okreslonej wartosci. Bedziemy sto-
sowaé nastepujace oznaczenia:

— f(n) | dla funkcji, ktorej warto$¢ w punkcie n jest okreslona;

— f(n) 1 dla funkcji, ktorej warto$¢ w punkcie n jest nieokreslona.
Przejdziemy teraz do przedstawienia podstawowych operacji budujacych kla-

se funkcji czesciowo rekurencyjnych, sa to:

— sktadanie (SK'): niech g1, ...,g;,1 > 0 beda k-agumentowymi funkcja-
mi oraz niech f bedzie [-argumentows funkcja, wowczas operator skta-
dania zastosowany do tych funkcji generuje funkcje h k-argumentows,
zdefiniowang nastepujaco:

h(n) = SK'(f, g1, ) (1) = f(gr(R), ..., qu(R));

20



— rekursja prosta (REK): niech f bedzie k-argumentowa funkcja oraz
g (k + 2)-argumentowa funkcja, wowczas operator rekursji prostej za-
stosowany do tych funkcji generuje funkcje h (k + 1)-argumentowa,
nastepujaco:

h(ﬁa 0) = REK(f, g)(ﬁ, O) = f(’fl),

h(n,s(m)) = REK(f, g)(n, s(m)) = g(n, m, h(n,m));

— minimalizacja (u): niech f bedzie (k+1)-argumentowa funkcja, wéwczas
operator minimalizacji zastosowany do tej funkcji generuje k-argumen-
towg funkcje h nastepujaco:

h(n) = p[(V5 <m)(f(7, ) 1) A f(7,m) = 0],

gdzie h(n) jest najmniejszym m, takim ze f(n,m) = 0 oraz h(n) jest
niezdefiniowana jezeli takie m nie istnieje.

Operacja skladania jest zdefiniowana dla h(n) jezeli kazda z wartosci
Ji, ..., a1, [ jest zdefiniowana w 7. Jezeli co najmniej jedna z wartosci g1, . . .,qi,
f jest niezdefiniowana w n, wowczas h(n) jest réwniez niezdefiniowana w tym
punkcie.

Operacja rekursji prostej definiuje h(n, m), jezeli f(n) jest zdefiniowana oraz
dla dowolnej liczby @ < m, h(n, )i g(n, i, h(n,1)) sa zdefiniowane. W przeciw-
nym razie wartos¢ h(n, m) jest niezdefiniowana dla danego m. Jezeli funkcje
f(n) oraz g(n,i,j) sa wszedzie zdefiniowane, woéwczas operacja rekursji pro-
stej jest wszedzie zdefiniowana.

Operacja p-rekursji jest zdefiniowana jezeli (Im)f(n,m) = 0 oraz (Vj <
m)f(n,7) jest zdefiniowana. Operacja p-rekursji jest niezdefiniowana jezeli
(Vm) f(n,m) # 0 lub (Im)f(n,m) = 0 lecz dla pewnego j < m, f(n,J) jest
niezdefiniowane. Jezeli funkcja f(n,m) jest regularna czyli wszedzie zdefi-
niowana oraz dla kazdego n istnieje m € N, takie ze f(n,m) = 0, wowczas
operacja p-rekursji jest rowniez wszedzie zdefiniowana.

Zatem klase funkcji czeSciowo rekurencyjnych, rozumianych jak w mono-
grafii [52], w terminach indukcyjnego domkniecia, definiujemy w nastepujacy
Sposob:

Definicja 2.2 Klasq funkcji cze$ciowo rekurencyjnych (PRF) zdefiniowa-
nych na N nazwiemy PRF = [3,,i; SK', REK, p].
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Jezeli w definicji klasy funkcji czesciowo rekurencyjnych dotozymy waru-
nek regularnosci funkcji f przy operacji p-rekursji, to otrzymamy klase funk-
cji catkowicie rekurencyjnych (tj. zdefiniowanych i rekurencyjnych w kazdym
punkcie zbioru N), dalej piszac w skrocie funkcje rekurencyjne (RF) bedzie-
my mieli na mysli klase funkcji catkowicie rekurencyjnych.

Przedstawimy teraz pojecie zbioréw rekurencyjnych i rekurencyjnie prze-
liczalnych.

Definicja 2.3 [52] Zbiér A C N¥ nazywamy rekurencyjnym, jezeli jego funk-
cja charakterystyczna jest rekurencyjna.

Poprzez funkcje charakterystyczna zbioru rozumiemy funkcje postaci:

0 neA
1 ne-A"’

extm) = {
gdzie = A oznacza dopelnienie zbioru A (czyli A =N\ A).

Definicja 2.4 [52] Zbiér S C NF nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym,
jezeli jest zbiorem pustym lub jest dziedzing funkcji czesciowo rekurencyjnej.

Definicja 2.5 [52] Relacje R C N¥ nazywamy rekurencyjng, jezeli jej funk-
cja charakterystyczna jest rekurencyjna.

Poprzez funkcje charakterystyczng relacji rozumiemy funkcje postaci:

.| 0 R(n)
CR(”){ 1 —R(7)

Definicja 2.6 [52] Relacje R C N* nazywamy rekurencyjnie przeliczalng,
jezeli istnieje funkcja f : N¥ — N, f € PRF, taka Ze:

R(n) < f(n) | .

2.1.2 Podstawowe wlasnosci funkcji rekurencyjnych

W zbiorze funkcji czesciowo rekurencyjnych wyrédzniono kilka mniejszych klas
funkeji [52, 53]. Jedna z nich jest juz wspomniana w poprzednim paragrafie
klasa funkcji catkowicie rekurencyjnych, w skrocie funkcji rekurencyjnych
(RF). A oto przyklad kolejnej podklasy funkcji czesciowo rekurencyjnych.
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Definicja 2.7 Klasq funkcyi pierwotnie rekurencyjnych zdefiniowanych na N
nazwiemy P = [3,5,1; SK', REK].

Funkcje pierwotnie rekurencyjne w oczywisty sposob sg funkcjami catko-
witymi stad mamy P C RF.

Przyklad 2.1 Podstawowe funkcje takie jak +,*, —, | - |, T,!, mod, div € RF.

*(m, 0) - 3(m), #(m,s(n)) = +(5(m, n, x(m, n)), m);

m—-n m2=>=2n

— dla —(m,n) = 0 < TAmY
—(m,0) =ii(m), —(m,s(n)) = p(Z3(m,n, —(m,n))),
gdzie p(n { ne 1 n>0 definiujemy nastepujaco:
0 n=>0
p(0) =0, p(s(n)) = i3(n, p(n));

m—-n m2>=2n

—dla |m —n| = { mamy
n—m m<n
|m—n| = +(_(m7n)7_(nam));

—dla T (m,n) = m" mamy

1 (m,0) =s(3(m)), T (m,s(n)) = *(i(m, n, T (m, n)),m);

— dla !(n) = n! mamy

1(0) =1, U(s(n)) = *(i3(n, (n)), s(n));

— dla mod(m,n) = n mod m mamy
3

1, 8(mod(m, n))), sg(lm — s(mod(m,n))|)),

definiujemy nastepujaco:

— dla div(m,n) = n div m mamy
div(m,0) = 3(m), '
div(m,s(n)) = +(i5(m, n, div(m,n)), (1, sg(|m — s(mod(m,n))|)));
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Przyktad 2.2 Funkcja Cantora kodowania par liczb, (-,-) : N x N =N
oraz funkcje dekodujace m,m : N — N | zwracajace odpowiednio pierwsza
i druga sktadowa pary naleza do P.

0 2 5 9
(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
S S S
(1,0) (1,1) (1,2)
3/’ . /
(2,0) (2,1)
6 /
(3,0) :

Rysunek 2.1: Przekatniowa numeracja par

Rysunek 2.1 przedstawia sposob numeracji par liczb wzdtuz przekatnych.
Pary na przekatnych uktadaja sie nastepujaco:

0.0, (L0 (0.1, (2.0).0.1).0.2),
0 1 2

Mamy
(m,n) = div(x(+(m,n),s(+(m,n))),2) +n
oraz
m(p) = —(p, (d(p), 0)), m(p) = —(d(p), m(p)),
gdzie p = (m,n) oraz d(p) przyjmuje warto$¢ numeru przekatnej pary (m,n)
i jest definiowana nastepujaco:

d(0) =0, d(s(p)) = +(ix(p, d(p)), —(+(p. 2), (s(d(p)),0))).

Kodowanie z powyzszego przyktadu mozemy rozszerzy¢ na wiecej liczb
w nastepujacy sposéb: (k,m,n) = (k, (m,n)).

Jednak nie wszystkie funkcje klasy RF naleza do klasy P. Przyktadem
jest funkcja Ackermanna zdefiniowana nastepujaco:

A(0,m)=m+1

Als(n),0) = A(n, 1)

A(s(n),s(m)) = A(n, A(s(n), m)),
ktora jest funkcja rekurencyjng catkowita, ale nie jest funkcja pierwotnie
rekurencyjna [52].
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Whiosek 2.1 [52] Zachodzqg nastepujace zaleznosci miedzy klasami funkcji
PG RFSPRF.

Wprowadzimy nastepujace oznaczenie dla pojecia dziedziny funkcji f,
Dom(f) = {x : 3,f(z) = y}. Graf Gy funkeji f zdefiniujemy jako zbiér
(relacje) w nastepujacy sposob: G¢(n, m) < n € Dom(f) i f(n) = m.

Przytoczymy teraz dwa wazne dla naszych rozwazan twierdzenia.

Twierdzenie 2.1 [52] Niech f i g beda funkcjami zdefiniowanymi na zbiorze
liczb naturalnych o wartosciach naturalnych. Wowczas:

— f jest funkcjg czesciowo rekurencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy jej graf
Gy jest rekurencyjnie przeliczalny,

— g jest funkcjq catkowicie rekurencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy jej graf
G, jest rekurencyjny.

Twierdzenie 2.2 [52] Zbior A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rekurencyjnie przeliczalny oraz jego dopetnienie (—A) jest rekurencyjnie
przeliczalne.

Niech W[ny, na, ..., my,ma,...] ! bedzie pierScieniem wielomianéw okre-
Slonych na nieskonczonym, przeliczalnym zbiorze niewiadomych o wspétczyn-
nikach ze zbioru liczb catkowitych Z.

Przedstawimy teraz fakt dotyczacy zbioréow rekurencyjnie przeliczalnych

[52].

Twierdzenie 2.3 [52] Niech p(ny,...,ng,my,...,my) € W bedzie wielomia-
nem o (k+1) niewiadomych, k,1 > 0, gdzie ny, ..., ng,mq,...,my sq¢ liczbami
naturalnymi. Zbior D (zbidr diofantyczny)

(ny,...,ng) € D (I(my,...,m))png,...,ng,mq,...,my) =0

jest rekurencyinie przeliczalny i odwrotnie kazdy zbior rekurencyjnie przeli-
czalny jest zbiorem diofantycznym.

LCzasem, dla skrécenia zapisu, bedziemy pisaé¢ po prostu W. Rozwazamy tutaj wielo-
miany o nieskonczonym, przeliczalnym zbiorze niewiadomych, z ktérych czeéé¢ moze byé
zwiazana kwantyfikatorem, dla odréznienia oznaczamy je przez mi, mao, .. ..
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Wiecej informacji na temat powyzszego wyniku mozemy znalezé w pra-
cach [23], [39]. Warto wspomnie¢, ze twierdzenie 2.3 negatywnie rozstrzyga
Drziesiaty Problem Hilberta [29].

Teoria rekursji wprowadzita w zbiorze relacji hierarchie zwang hierarchig
arytmetyczna [52]. Hierarchie te definiujemy nastepujaco:

Definicja 2.8 [52] Relacja R C N* nalezy do klasy X0 ,, jezeli istnieje re-
lacja Q C N* Klasy 110, taka ze

R(n) < (3)Q(t, n)

Relacja R C N¥ nalezy do klasy I, jezeli istnieje relacja Q C N+ Elasy
0 taka ze

R(n) & (Yt)Q(t,n)

Relacja R C N* nalezy do klasy 113, 39, jezeli jest relacjq rekurencyjng.
Relacja R C N* nalezy do klasy A3, jezeli nalezy do klasy 113 i nalezy do
Klasy 3.

Lemat 2.1 [52] X0 to klasa relacji rekurencyjnie przeliczalnych.

2.1.3 Maszyna Turinga

W kolejnym paragrafie przejdziemy do zaprezentowania innego waznego mo-
delu obliczen, czyli maszyn Turinga. W latach trzydziestych XX wieku, a za-
tem przed pojawieniem sie komputerow, A. Turing badat abstrakcyjng ma-
szyne, ktéra obecnie jest uwazana za model klasycznego komputera cyfrowe-
go. Maszyny Turinga sg najbardziej uzytecznym modelem jesli chodzi o wy-
znaczanie klas ztozonosci probleméw obliczeniowych. Oto podstawowa defi-
nicja maszyny Turinga [52].

Definicja 2.9 [52] Maszyne Turinga (MT) bedziemy rozumiec jako uporzqd-
kowang pigtke M = (Q,%,0,q0, F), gdzie Q = {q0,q1,---,qr}, k > 0 jest
skonczonym zbiorem standw, X = {so,81...,8m}, m > 0 jest skoriczonym
zbiorem symboli tasmowych (lgcznie z wyréznionym symbolem pustym B),
J:Q XX —QxXx{=1,0,+1} jest czeSciowq funkcjg nazywang funkcjq
przejscia, —1 @ +1 oznaczajg odpowiednio ruch glowicy w lewo @ ruch glowicy
w prawo oraz 0 oznacza brak ruchu glowicy, qo © F' oznaczajqg odpowiednio
stan startowy i zbior stanow finalnych.
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sterowanie

Rysunek 2.2: Model maszyny Turinga

Dziatanie maszyny Turinga mozemy zdefiniowaé¢ poprzez pojecie konfigu-
racji. Konfiguracje bedziemy rozumieli jako aktualna zawarto$¢ tasmy ma-
szyny Turinga wraz z okredleniem aktualnego symbolu pod glowicg i stanu
w jakim znajduje sie maszyna Turinga (patrz rys. 2.2). Maszyna Turinga ma
nieskoniczong tasme wypetniona symbolami pustymi, oprécz by¢ moze skon-
czonej liczby komorek, w ktorych na starcie zapisane jest stowo wejéciowe
oraz komoérek odwiedzonych przez glowice maszyny w trakcie jej dziatania.
Zatem slowo zapisane na tasmie zawiera zawsze nieskonczony prefiks i nie-
skonczony sufiks sktadajacy sie z symboli pustych. W zwigzku z tym, mdéwiac
o konfiguracji maszyny Turinga, bedziemy uwzglednia¢ tylko zawartos¢ ko-
morek zapisang pomiedzy pierwsza od lewej komorksa niepusta a pierwsza
od prawej komorka niepusta. W szczegdlnym przypadku, kiedy glowica znaj-
duje si¢ nad jednym z pustych symboli w poczatkowej lub koncowej czesci
tasmy, bedziemy uwzgledniaé¢ tez pewna skonczona liczbe symboli pustych,
odpowiednio na lewo lub na prawo od komorek niepustych. Formalnie kon-
figuracja M jest trojka (¢, v,u), gdzie ¢ € Q, a v i u nalezag do ¥* 2. Stowo
v jest zawartoscig niepustej czesci tasmy na lewo od glowicy (byé¢ moze ze
skonczonym sufiksem sktadajacym sie z symboli pustych), u jest zawarto-
Scia niepustej czesci tasmy na prawo od glowicy (by¢ moze ze skonczonym
prefiksem sktadajacym sie z symboli pustych) wraz z symbolem pod glowica.

Definicja 2.10 [52] Mowimy, ze maszyna M z konfiguracji (q,v,u) prze-
chodzi w jednym kroku do konfiguracji (¢',v',u’), co oznaczamy (q,v,u) —
(¢, V', 1), jezeli zachodzi co nastepuge:
— a jest pierwszym symbolem u oraz §(q,a) = (p,d’, R), wowczas ¢ = p;
— jezeli R = +1, wowczas v' jest réwne v z dolgczonym na koncu symbo-

lem a, czyli dla v = yb mamy v = yba', u' jest réwne u z usunietym
pierwszym symbolem, czyli dla v = ax mamy u' = x;

2Poprzez ©* rozumiemy zbiér stéw skoficzonych nad alfabetem ¥; ¥’ rozumiemy jako
zbidr stéw i-literowych nad alfabetem X.
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- jezeli R = —1, wowczas v’ jest réwne v z usunietym ostatnim symbo-
lem, czyli dla v = yb mamy v' = y (jezeli v bylo puste to v’ jest réwniez
puste), u' jest réwne u z pierwszym symbolem zastgpionym przez a' i do-
tgczonym na poczqgtku ostatnim symbolem z v, czyli dla v = ax mamy
uw = ba'x (jezeli v jest stowom pustym to dolgczamy symbol B);

- jezeli R = 0, wéwczas v' jest réwne v, u' jest réwne u z zastgpionym
pierwszym symbolem przez o', czyli dla v = ax mamy u = da'x.

Oczywiscie maszyna Turinga w trakcie swoich obliczen wykonuje wiele
krokéw zmieniajacych konfiguracje. Jedna konfiguracja (¢’,v’,u’) moze by¢
otrzymana z drugiej (q,v,u) w k krokach, jezeli istnieje ciag konfiguracji
(qi,vi,u;), i =1,... k+ 1, taki ze:

(q,’U,U) - (Q1,U1,U1)7
(q/’?}/,ul) = (Qk—‘rlvvk’-i-lauk’—i-l)a
V(i =1,.. -’k)(%%ui) % (Qi+1avi+1>ui+1)'

Takie k-krokowe przejscie oznaczymy: (g, v, u) M (¢',v',u'), dla skoniczonego
k > 0 bedziemy réwniez stosowaé zapis: (q, v, u) w (¢, v ).

Przyjmujemy, ze maszyna Turinga rozpoczyna prace dla nastepujacej kon-
figuracji: tasma zawiera stowo wejéciowe 3 m, poza tym jest wypelniona sym-
bolami pustymi, gtowica maszyny wskazuje na pierwszy od lewej symbol sto-
wa wejsciowego oraz maszyna Turinga znajduje sie¢ w stanie startowym g,
stad tez zapis konfiguracji startowej przyjmuje postaé: (qo,, n). 4 Maszyna
zmienia w trakcie dziatania swojg konfiguracje zgodnie z tym, co nakazuje
funkcja przejscia d oraz konczy swoje dziatanie, gdy przejdzie w ktorys ze sta-
néw finalnych gy okreslonych w zbiorze F'. Cala zawartos¢ tasmy od glowicy
do pierwszej od prawej komoérki niepustej rozumiana jest jako wynik obliczen
maszyny Turinga. Zakltadamy réowniez, ze na lewo od glowicy wowczas znaj-
duja sie tylko komorki puste. Zatem maszyna Turinga konczy dziatanie dla
konfiguracji (¢r, e, m), gdzie m jest wynikiem obliczenl maszyny Turinga.

3W celu okreélenia zwiazku miedzy maszyna Turinga a funkcjami okreslonymi w zbio-
rze liczb naturalnych N slowa zapisame na tasmie maszyny Turinga bedziemy rozumieé¢
jako zapis liczb naturalnych w pewnym ustalonym systemie kodowania. W celu podkre-
Slenie tego zwiagzku a zarazem unikniecia niejednoznacznosci przy zapisie stowa na tasmie
maszyny Turinga bedziemy uzywac czcionki pogrubionej n, natomiast gdy bedziemy mieli
na mysli odpowiadajaca temu stowu liczbe naturalna bedziemy uzywaé czcionki normalnej
n.

4Symbol € oznacza stowo puste.
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Definicja 2.11 [52] Obliczeniem maszyny Turinga M = (Q, %, 6, qo, F') dla
stowa n € (S\ {B})* nazywamy przejscie (qo, €, ) 5 (gf,e,m), n,m e ¥*,
ktore oznaczymy M(mn) = m i bedziemy mowié, zZe stowo n jest wejSciem
maszyny M, a stowo m wyjsciem maszyny M. Jezeli dla stowa n maszyna
Turinga M nie osigga stanu koticowego qy to zapiszemy M(m) 1.

Definicja 2.12 [52] Funkcje naturalng f(n), n € N, nazywamy funkcjg ob-
liczalng w sensie Turinga, jezeli istnieje maszyna Turinga My, taka ze dla
dowolnej liczby n € N:

Mi(n)=m<e f(n)=m

lub
My (n) 1< f(n) jest niezdefiniowana.

Aby zdefiniowa¢ jakas maszyne Turinga musimy opisaé jej wszystkie pie¢
elementéow. Opisanie tych wszystkich elementéw, poza najprostszymi przy-
padkami maszyn Turinaga, bywa klopotliwe. Nie chcemy po$wiecaé za duzo
czasu na definiowanie maszyn Turinga, dlatego w dalszym ciagu pracy be-
dziemy opisywac¢ maszyny Turinga na nieco wyzszym poziomie, ktory bedzie
wystarczajaco szczegotowy i przy okazji tatwiejszy do zrozumienia. Jednakze
powinnismy pamietac, ze kazdy taki opis jest tylko skrétem opisu formalnego.

Aby przedstawi¢ zwigzek miedzy formalnym opisem maszyny Turinga,
a jej mniej formalnym opisem, podamy przyktad obydwu sposobéw opisu
pewnej maszyny Turinga.

Przyktad 2.3 Opiszemy maszyne Turinga M, wyznaczajaca s(n), gdzie
liczba n € N jest zapisana binarnie na tasmie maszyny Turinga.

M(n){

1. przesun glowice od lewej do prawej na ostatni symbol zapisany na ta-
Smie;

2. jesli pod glowica znajduje sie 0, zmien na 1 i zakoncz obliczenia;

3. jesli pod gtowica znajduje si¢ 1, zmien na 0, przesun gltowice na prawo

i przejdz do kroku 2;
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4. jesli pod gtowicg jest symbol B, zmien na 1 i zakoncz obliczenia;

5. zwroé zawartosé tasmy jako wynik obliczen;

Krok 5 oznacza przesuniecie gtowicy na skrajnie lewy niepusty symbol re-
prezentujacy wynik obliczen maszyny Ms, zas wszystkie komoérki tasmy poza
wynikowymi sg wypetnione symbolami pustymi.

Teraz przedstawimy formalny opis maszyny M, = (Q, %, d, qo, F):
Q = {9, 11,4, 43 };
¥ =1{0,1, B}, gdzie B jest wyr6éznionym symbolem pustym;
qo jest stanem startowym;

F={g}
funkcje przejécia d opiszemy w Tabeli 2.1:

Tabela 2.1: Funkcja przejscia ¢ dla maszyny Turinga M,

Lp. | (@.2) | (@ X,{+1,-1})
1 | (q,1) (q0,1,+1)

2 | (90,0) (90,0, +1)

3 | (g0, B) (q1,B,—-1)

4 ] (g1, 1) (q1,0,—-1)

5 | (¢1,0) (q2,1,—-1)

6 | (q1,B) (q2,1,—-1)

7 | (g2,1) (q2,1,—-1)

8 | (2,0 (q2,0,—1)

9 | (g B) (g3, B, +1)

Zilustrujemy teraz jak zmieniaja sie konfiguracje maszyny M, w kolejnych
krokach obliczenia dla n = 11.

(q0,6,1011) — (g0, 1,011)  — (go,10,11) — (qo,101,1) —
(o, 1011,¢) —  (q1,101,1) — (¢,10,10) — (q1,1,000) —
(¢2,€,1100) — (go,e,B1100) — (g3,¢,1100)

Koncowa konfiguracja przedstawia nam tasme z binarnym zapisem liczby 12.

W dalszej czesci pracy bedziemy zaktadaé, ze jezeli wynikiem dzialania
pewnej maszyny Turinga bedzie wiecej niz jedna liczba, wowczas na tasmie po
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osiggnieciu przez tg maszyne stanu finalnego pozostaje stowo bedace zapisem
reprezentacji wszystkich wynikowych liczb oddzielonych od siebie pojedyn-
czymi symbolami pustymi. Analogicznie w przypadku, gdy pewna maszyna
Turinga ma przetwarza¢ wiecej niz jedng liczbe, poczatkowy zapis tasmy sta-
nowi stowo bedace zapisem reprezentacji wszystkich tych liczb oddzielonych
od siebie pojedynczymi symbolami pustymi.

W informatyce teoretycznej istotne miejsce zajmuja rozwazania dotyczace
ilosci czasu i miejsca potrzebnych do rozwigzania poszczegdlnych problemow
algorytmicznych. Dla maszyn Turinga mozna w bardzo tatwy sposob badac
potrzebna ilo$¢ czasu i pamiegci.

Czasem pracy maszyny M dla stowa wejsciowego n bedziemy nazywa-
li liczbe krokow, po ktorych maszyna M sie zatrzyma czyli dhugosé ciagu
obliczenia maszyny Turinga: (qo, €, n) R (gf,e,m). W przykladzie 2.3 czas
pracy maszyny M, dla n = 11 wynosi 10. Jezeli M nie zatrzymuje si¢ dla n,
to czas pracy dla n jest nieskonczony. Czas pracy maszyny M dla stowa n
oznaczymy przez T(M, n)

Definicja 2.13 [53] Zlozonosciq czasowq maszyny M z wlasnoscig stopu 5
nazwiemy funkcje f: N — N, takg ze

V(i € N): f(i) = max{T(M,n) : n € ¥'}.

Intuicyjnie f(i) okresla czas wystarczajacy do obliczenia na kazdym i-
literowym stowie wejéciowym.

Poniewaz funkcja okreslajaca doktadny czas dziatania maszyny Turin-
ga czesto jest opisywana skomplikowanym wyrazeniem, przewaznie tylko ja
szacujemy. Najbardziej interesuje nas okreslenie przyblizonego czasu dziata-
nia maszyny dla duzych stow wejéciowych. Dlatego tez, uwzgledniamy tylko
sktadniki najwyzszego rzedu w wyrazeniach opisujacych czas dziatania ma-
szyny Turinga, pomijajac sktadniki nizszych rzedow, poniewaz dla duzych
wartosci sktadniki wyzszych rzedéw dominuja pozostate. Na przyktad funk-
cja f(n) = 12n*+5n%—5n+35 ma cztery sktadniki. Sktadnikiem najwyzszego
rzedu jest 12n*. Opuszczajac 12, powiemy, ze f jest asymptotycznie co naj-
wyzej n', zapisujemy ten fakt nastepujaco: f(n) = O(n?).

5Jezeli maszyna Turinga zatrzymuje sie dla wszystkich stéw wejéciowych to méwimy,
ze ma wilasno$é stopu.
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Definicja 2.14 [53] Niech f,g: N — R*. Mowimy, ze f(n) = O(g(n)) jezeli
istniejq ¢,ng € NT takie, ze dla kazdego n > ng:

f(n) <eg(n).

Gdy f(n) = O(g(n)) mowimy, ze g(n) jest ograniczeniem gornym dla f(n)
lub dokladniej, ze g(n) jest asymptotycznym ograniczeniem goérnym dla f(n),
w celu podkreslenia faktu, ze opuszczamy staty mnoznik.

Pamiecig potrzebng do obliczenia maszynie M dla stowa wejsciowego n
bedziemy nazywali liczbe komoérek tasmy, ktére zostaly odwiedzone przez
glowice w trakcie catego dzialania maszyny M dla n. Jezeli M nie zatrzy-
muje sie dla n to pamie¢ potrzebna do obliczenia jest nieokreslona. Pamiec¢
potrzebna do obliczenia maszynie M dla stowa wejsciowego m oznaczymy
przez S(M, n).

Definicja 2.15 [53] Zlozonos$cig pamieciowg maszyny M z wlasnoscig stopu
nazwiemy funkcje f: N — N, takg ze

V(i € N): f(i) = max{S(M,n) : n € X'}

Intuicyjnie f(i) okre$la pamie¢ wystarczajaca do obliczenia na kazdym
1-literowym stowie wejsciowym.

W analizie ztozonosci probleméw kluczowa role odgrywa jednak niereal-
ny model nazywany niedeterministyczna maszyng Turinga, bedacy rozsze-
rzeniem wersji deterministyczne;j.

Definicja 2.16 [52] Poprzez niedeterministyczng maszyne Turinga (NMT)
bedziemy rozumie¢ uporzadkowang pigtke: M = (Q, %, A, qo, F), gdzie Q =
{qo,q1,---,qx}, k > 0 jest skoriczonym zbiorem standw, ¥ = {so,51...,Sm},
m > 0 jest skoniczonym zbiorem symboli tasmowych (lgcznie z wyréznionym
symbolem pustym B), A C (Q x X) x (Q x X x {—1,0,+1}) jest czesciowq
relacjqg nazywang relacjg przejscia, —1 i +1 oznaczajqg odpowiednio ruch gto-
wicy w lewo 1 ruch glowicy w prawo oraz 0 oznacza brak ruchu gtowicy, qo
i F' oznaczajg odpowiednio stan startowy 1 zbior stanow finalnych.

Niedeterministyczna maszyna Turinga jest podobna do zwyktej maszyny
Turinga, elementem réznigcym jest A, ktora oznacza, ze niedeterministycz-
na maszyna Turinga nie ma jednoznacznie okreslonej kolejnej operacji do
wykonania, ale ma mozliwo$¢ wyboru miedzy kilkoma alternatywnymi za-
chowaniami. Dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga istnieje jej
deterministyczny odpowiednik [71].
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2.2 GPAC

Przejdziemy teraz do przedstawienia kilku modeli obliczen na liczbach rzeczy-
wistych. Jako pierwszy, zaprezentujemy podstawowy model obliczen analogo-
wych, ktorego prototypem byl analizator rézniczkowy, mechaniczny kompu-
ter wymyslony przez V. Busha [7], przeznaczony do rozwiazywania prostych
réwnain rézniczkowych postaci d?y/dz? = —y. Byl on wykorzystywany od
lat trzydziestych do wezesnych lat sze$édziesigtych przy rozwigzywaniu pro-
bleméw numerycznych. W 1941 roku C. Shannon wprowadzil matematyczny
model wspomnianego analizatora rézniczkowego i nazwal go General Purpose
Analog Computer (GPAC) [68].

Dziatanie maszyn, ktore opisuje model GPAC bazuje na czterech analogo-
wych jednostkach liczacych taczonych ze sobg w obwody réznych ksztattow.
Sa to:

— Integrator: jednostka z dwoma parametrami startowymi: state a i to;
dwa wejscia - jednoargumentowe funkcje f,g; jedno wyjscie - catka
Riemanna-Stieltjesa: [ f(z)dg(z) + a.

— Sumator: jednostka, dwa wejécia - funkcje f, g; jedno wyjscie - f + g.
— Mnoznik: jednostka, dwa wejscia - funkcje f, g; jedno wyjscie - f x g.

— Funkcja stata: jednostka skojarzona z liczba rzeczywista ¢, bez wejs¢;
jedno wyjscie - zawsze rowne c.

f— xk —— kf 1 — 1
mnoznik z ustalona wartosciak funkcja stala
f— f—] t
% L g —— [f(x)dg(x)+a
g— g— &
sumator integrator

Rysunek 2.3: Podstawowe analogowe jednostki liczace modelu GPAC
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Model GPAC, wprowadzony przez Shannona, byl pdzniej udoskonalany
przez wielu autoréw: Pour-El [62], Rubel [66], Lipshitz [37], Graga, Costa
[26, 14]. Przyjrzyjmy sie teraz kilku wynikom przedstawionym w literaturze
[26, 14, 37, 62], dotyczacym modelu GPAC.

Definicja 2.17 [14] Funkcja jednoargumentowa f(x) jest rézniczkowalnie al-
gebraiczna na przedziale I, jezeli istnieje liczba naturalna n, (n > 0) i pewien
(n + 2)-wymiarowy niezerowy wielomian p o rzeczywistych wspdlczynnikach,
taki ze

p(x, f(x), f'(@)s ... [P (@) =0
dla wszystkich x € 1.

Shannon w swoim artykule [68] stwierdza:

Twierdzenie 2.4 [68] Funkcja jednoargumentowa moze byé wygenerowana
w modelu GPAC wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozniczkowalnie algebraiczna.

Wynik ten pokazuje, ze duza klasa funkcji takich jak wielomiany, funkcje
trygonometryczne, itp. sg obliczalne w modelu GPAC. Z drugiej strony pewne
funkcje, takie jak T'(z) = [;°t* e tdt czy ((z) = ﬁ 00 %dz, nie moga
by¢ wyznaczone przez GPAC, poniewaz nie sg algebraicznie rézniczkowalne.
Jednakze M. B. Pour-El w pracy [62] pokazala, ze w dowodzie twierdzenia
2.4 byty pewne luki. Aby pokazaé, ze relacja o ktorej mowa w twierdzeniu
2.4 zachodzi Pour-El wprowadzita alternatywna definicje GPACa oznaczana
przez T-GPAC.

Definicja 2.18 [62] Funkcja jednoargumentowa f jest generowana w modelu
T-GPAC na przedziale I, jezeli istnieje zbior jednoargumentowych funkcji
f1, ..., fn oraz zbior warunkow poczgtkowych fi(xo) = fF,i=1,...,n, gdzie
xg € I, takich ze:

1. f={(f1,..., fn) jest jednoznacznym rozwigzaniem na przedziale I ukia-
du rownan ODE postaci:

df

spetniajgcych warunki poczatkowe, gdzie A(x, f) oraz b(x, f) sq¢ odpo-
wiednio n X n oraz n X 1 wymiarowymsi macierzami. Dalej, kazde wy-
stgpienie A i b musi byc lintowe wzgledem 1,x, f1,..., fn.

34



2. Dla pewnego i € {1,...,n}, f = fi na I.

3. (o, ff, ..., [) jest zdefiniowane w odniesieniu do réwnania (2.1), tj.
istniejq zamkniete przedzialy Jo, Ju, . .., J, (2 niepustym wnetrzem), ta-
kie Ze (xo, fy,. .., [}) jest punktem wewnetrznym Jox Jy X...x J,, dalej
przez (Yo, Gy, -, g5) € Jo X Jy X ... X J,, bedziemy rozumieli, iz istniejq
funkcje jednoargumentowe g1, ..., g,, takie zZe:

(a) gi(yo) =g dlai=1,....n;
(b) (g1,-.-,9n) spetnia (2.1) na pewnym przedziale I* o niepustym
wnetrzu, takim ze yo € I*;

(¢) (g1,---,9n) jest jednoznaczne na I*.

Punkt 3 definicji T-GPACa gwarantuje, ze rozwiazanie rownania (2.1)
pozostaje jednoznaczne przy dostatecznie matych zmianach warunkéw po-
czatkowych. Pour-El dowiodta (z pewnymi poprawkami dodanymi przez Lip-
shitza i Rubla w pracy [37]) nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.5 [62] Niech f bedzie funkcjq rozniczkowalnie algebraiczng
zdefiniowang na I. Wowczas istnieje zamkniety przedziat I' C I o niepustym
wnetrzu, taki ze na I', f moze byé wygenerowana przez T-GPAC.

Mamy réowniez odwrotne twierdzenie.

Twierdzenie 2.6 [62, 37] Jezeli f jest generowana na I przez T-GPAC,
wowczas istnieje zamkniety przedzial I' C I o niepustym wnetrzu, taki Ze na
I', f jest funkcjg réziniczkowalnie algebraiczng.

Model zaproponowany przez Pour-El jest tylko pozornie inny niz model
Shannona, Pour-El przedstawita rowniez nastepujacy wynik.

Twierdzenie 2.7 [62] Jezeli funkcja f jest generowana na I przez GPAC,
jest rowniez generowana przez T-GPAC na 1.

Niestety, dowod twierdzenia 2.7 zawieral pewne niescistosci, co zauwazo-
no w pracy [37]. Nie wiadomo doktadnie jakie sa relacje pomiedzy funkcja-
mi generowanymi przez T-GPAC a funkcjami generowanymi przez istniejace

komputery analogowe (analizator rézniczkowy ), ktérych odpowiednikiem jest
GPAC.
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Na bazie modelu GPAC Shannona, D. S. Graga i J. F. Costa [14] zapropo-
nowali bardziej uzyteczna notacje tego modelu nazwang FF-GPAC. Udosko-
nalili oni definicje GPACa omijajac problematyczne przypadki oraz pokazali,
ze model ten jest réwnowazny rozwiazaniom wielomianowych réwnan ODE.
D. S. Gracai J. F. Costa zauwazyli, ze poza niescistoéciami w dowodzie twier-
dzenia 2.4, wystepuje jeszcze inny problem w modelu GPAC. Rozwigzania
generowane przez GPACa moga by¢ niejednoznaczne. Jako przyktad podali
obwdd przedstawiony na Rysunku 2.4.

— 1+ — |1

Rysunek 2.4: Obwoéd GPAC generujacy dwa rézne wyniki

Wynik generowany w przedstawionym obwodzie GPACa, to funkcja za-
lezna od czasu t, dana wzorem:

£ =1+ [[(f@) + D)) + 1),

Przypusémy, ze ty = 0 oraz ze warunek poczatkowy wyniku catkowania jest 0.
Jesli wystartujemy obliczenia otrzymamy dwa mozliwe wyniki:

fe(t) =14+ V=2t —t.

Dlatego nie moze istnie¢ fizyczna implementacja tego obwodu, czyli nie ist-
nieje analizator rézniczkowy symulujacy taki obwdéd. Wprowadzony przez
D. S. Grage i J. F. Coste nowy model FF-GPAC, bazujacy na modelu GPAC,
nie generuje tego rodzaju problemoéw. Wprowadzili oni nastepujaca definicje:

Definicja 2.19 [14] Obwdd liniowy jest to acykliczny GPAC zbudowany wy-
tgcznie z sumatora, statego mnoznika @ funkcji statej w nastepujgcy sposob:

1. Staty mnoznik jest obwodem liniowym o jednym wejsciu i jednym wyj-
sciu.

2. Sumator jest obwodem liniowym o dwdch wejsciach i jednym wyjsciu.

3. Funkcja stata jest obwodem liniowym bez wejsé i jednym wyjsciu.
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4. Jezeli A jest obwodem liniowym i jezeli wyjscie A podigczymy do statego
mmnoznika, wynikowy GPAC jest obwodem liniowym. Jego wejscia to
wejscia A a wyjscie to wyjscie statego mnoznika;

5. Jezeli A v B sqg obwodami liniowymsi i jezeli wyjscia A i B podlgczymy
do sumatora, wowczas wynikowy GPAC jest obwodem liniowym. Jego
wejgscia to wejscia A 1 B a wyjscie to wyjcie sumatora.

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.8 [14] Jezelixy, ..., x, sq wejSciami obwodu liniowego, wiw-
czas wynik tego obwodu przyjmuje postac y = co + c1x1 + ... + cpxy,, gdzie
€O, C1,y - - -5 Cn SQ odpowiednimi statymi. Odwrotnie, jezeli y = co+cix1+ ...+
CnTn, WOwczas istnieje obwod lintowy o wejsciach xy, ..., T, 1 wyjsciu y.

Wprowadzono réwniez nowa jednostke:
— Wejécie: jednostka bez wejé¢; jedno wyjscie.

Jednostke ta mozemy sobie wyobrazi¢ jako rodzaj interfejsu wprowadza-
jacego dane ze Swiata zewnetrznego. Przedstawimy teraz definicje modelu
FF-GPAC zaproponowang przez D. S. Grage i J. F. Coste.

Definicja 2.20 [14] Rozwaimy GPAC U o n integratorach Uy,Us, ..., U,.
Przypusémy, zZe kazdy integrator U;, 1 = 1,2,...,n mozZemy polgczyé z dwo-
ma obwodami liniowymi A; i B; w ten sposéb, ze wejscie wyrazenia catkowego
i zmiennej catkowania integratora U; sq polgczone odpowiednio z wyjsciem A;
oraz B;. Przypusémy rowniez, ze kazde wejscie obwodow liniowych A; i B; jest
polgczone z jednym z nastepujgcych elementow: wyjscie integratora lub jed-
nostka wejscia. Mowimy, ze U jest to GPAC ze sprzezeniem wyprzedzajgcym
(feed-forward GPAC, FF-GPAC) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje numera-
cja integratorow U, Uy, Us, ..., U,, taka ze zmienna catkowania integratora k
moze bycé wyrazona w nastepujgcy sposob:

m k—1
cr + Z CLii + Z CriYi, dla wszystkich k=1,...,n,
i=1 i=1
gdzie y; jest wygsciem U;, dla © = 1,2,...,n, x; jest wejsciem skojarzonym

z jednostkq wejsciowq o numerze j oraz cy, Cyj, Cri 5@ odpowiednimi stalymi
dla wszystkich k=1,...,n, j=1,....mi1=1,...,k— 1.
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Ta definicja opisuje model GPACa z natozonymi pewnymi ograniczenia-
mi na dozwolone w obwodach GPACa sprzezenia wyprzedzajace. Dzieki temu
otrzymalismy model, ktéry zachowuje sie lepiej w porownaniu z GPACiem.
Ponadto, jesli T-GPAC zastapimy przez FF-GPAC, twierdzenia 2.5 oraz 2.6
pozostaja w mocy. W pracy [14] pokazano takze rownowaznos$¢ w sensie zbio-
ru funkcji generowanych pomiedzy modelami T-GPAC a FF-GPAC.

Dalsze udoskonalenia notacji dotyczacej GPACa i GPAC obliczalnosci
przedstawit Graga w pracy [26]. Wprowadzit on pojecie GPACa budowanego
na bazie obwodéw wielomianowych.

Definicja 2.21 [26] Obwdd wielomianowy jest to acykliczny GPAC zbudo-
wany wylgeznie z sumatora, funkcyi statej © mnoznika w sposob analogiczny
jak obwaod liniowy.

Ma miejsce rowniez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.9 [26] Jezeli x1,...,x, s¢ wejSciami obwodu wielomiano-
wego, wowczas wynik tego obwodu przyjmuje postaé y = p(xy,...,x,), gdzie
p jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych. Odwrotnie, jezeli y =
p(x1, ..., x,), wowczas istnieje obwdd wielomianowy o wejsciach 1, ..., x,
oraz wyjsciu y.

Oto formalna definicja GPACa budowanego na bazie obwodéw wielomia-
nowych.

Definicja 2.22 [26] Rozwazmy GPAC U o n integratorach Uy,Us, ..., U,
1 jednym wejsciu t. Przypusémy, ze kazdy integrator U;, i = 1,2,...,n mo-
zemy polgczyé z obwodem wielomianowym A; w ten sposob, zZe wejscie wy-
razenia catkowego jest potgczone z wyjsciem A;. Przypus$émy, Ze kazide wej-
scie obwodow wielomianowego A; jest polgczone z jednym z nastepujgcych
elementow: wyjscie integratora lub wejscie t. Przypusémy rowniez, Ze wej-
scie zmiennej catkowania kazdego integratora jest polgczone z wejSciem t.

W takim przypadku méowimy, ze U jest to wielomianowy GPAC (polynomial
GPAC, P-GPAC) o wejsciu t.

Z pracy [26] pochodzi réwniez nastepujaca whasnosé modelu P-GPAC.

Wtiasnoéé 2.1 [26] Funkcja f jest generowana przez P-GPAC wtedy i tylko
wtedy, gdy jest skladowq rozwigzania f = (f1,..., fn) rownania f'" = p(f,t),
gdzie p jest wektorem wielomianow.
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W pracy [26] Graga pokazal réwniez, ze funkcja Gamma Eulera jest ob-
liczalna w modelu P-GPAC. Wydaje sie to by¢ sprzeczne z konsekwencjami
twierdzen 2.5 i 2.6 oraz faktem réwnowaznosci pomiedzy modelami T-GPAC
i P-GPAC, poniewaz I' nie jest funkcjg algebraicznie rézniczkowalng. Graga
otrzymat obliczalnos$é tej funkcji poprzez zmiane pojecia obliczalno$ci w mo-
delu GPAC. Zwr6émy uwage, ze tradycyjnie zaktada sie, ze wyniki obliczen
w modelu GPAC otrzymujemy w czasie rzeczywistym, tzn. jezeli na wej-
Sciu pojawi sie wielkos¢ t to na wyjsciu obwodu w tym samym czasie poja-
wi sie wynik f(t¢), czyli samo obliczenie zajmuje czas 0. Natomiast w kla-
sycznej analizie obliczeniowej [76] tak si¢ nie dzieje. Podstawa w tej teorii
jest to, iz funkcje f(z) uznajemy za obliczalna jezeli mozemy ja aproksymo-
waé w efektywny sposéb, by¢ moze z wykorzystaniem informacji zakodowa-
nej w z. Zatem Graga wprowadzil podobne pojecie obliczalnosci w modelu
GPAC. Niech |||/« bedzie normg supremum zdefiniowana w R jak nastepuje:

1(x1, .., Tn)|loo = max{|zy|, ..., |z.|}

Definicja 2.23 [26] Funkcja f : R® — R* jest generowana przez aproksy-
macje w modelu GPAC, jezeli istnieje GPAC U z wejSciem t, o co najmniej

n integratorach z warto$ciami poczgthowymi x1, ..., x,, taki, Ze
|f(xr,. o ) — gz, oy @, V)| oo < E(T1, .0y Tp, 1),
gdzie limy_ e(xq,...,2,,t) = 0 oraz g(xy,...,z,,t) jest wektorem wyzna-

czonym przez k wyjs¢ U, € jest wyznaczone przez jedno wyjscie U.

Definicja powyzsza mowi gtdownie o tym, ze mozemy aproksymowac z do-
wolna doktadnoscia warto$¢ f(z) za pomoca GPACa. Faktycznie mozemy
poczekaé dostatecznie dhugi czas aby otrzymac zgdang doktadnos$é §. Ponad-
to dla kazdego t mamy gérne ograniczenie d btedu aproksymacji dane przez
wyjscie e. W podobny sposob mozemy wprowadzi¢ pojecie obliczalnosci dla
P-GPAC.

Zaznaczmy, ze czas reprezentowany przez t nie musi odpowiadaé fizycz-
nemu czasowi. Wazne jest abysSmy zwrocili uwage, ze to podejscie jest natu-
ralnym z punktu widzenia dynamicznych systemow. Przedstawiamy pewne
wejscie jako zbiér wartosci poczatkowych przez co okreslamy zachowanie sys-
temu. Nastepnie rozwazamy nowe wejscie, czas, co pozwala nam obserwowaé
ewolucje systemu (to jest proces obliczenia).

Ta zmiana w podejsciu do GPAC obliczalnosci pozwolita sformutowaé
nastepujace interesujace twierdzenie.

39



Twierdzenie 2.10 [26] Funkcja " jest generowana przez aproksymacje w mo-
delu GPAC, na przedziale (0,400).

Dowdd. Aby wykazaé powyzsze twierdzenie oprzemy sie na wlasnoscé 2.1.
Chcemy wygenerowaé funkcje dang wzorem f,(t) = t* !e™* celem obliczenia
catki [;°t*le~'dt. Zaznaczmy ze ta calka jest zbiezna tylko na przedziale
(0, +00). Latwo zauwazy¢, ze f, jest rozwiazaniem réwnania:

(z —1)
t

f'= f=1rf f) (2.2)

Jednakze f nie jest zdefiniowana dla t = 0. Zatem, potrzebujemy kilku dal-
szych krokéw w celu zdefiniowania funkcji I'. Zapiszmy funkcje I" nastepujaco

1 )
['(x) :/ tx_le_tdtjt/ t" e tdt.
0 1

1

+ W pierwszej calce otrzymamy

1 o) 1 z+1 )
/ t*te7tdt = / <> e wdw,
0 1 \w

0o 1\t 1
['(x) = / (t) e”t + " letdt.
1

Mozemy przyjaé to = 1 i przeprowadzié¢ obliczenia dla t — oo. Postepujemy

Podstawiajac w =

stad

w nastepujacy sposob, % generujemy w P-GPAC jako rozwigzanie réwnania

Yy =-y*, y(l)=1

Biorac pod uwage wlasno$é 2.1 oraz réwnanie (2.2) funkcja f, moze by¢
wygenerowana przez P-GPAC, gdzie = jest dane przez jednostke generujaca
staty. Zatem mozemy stwierdzic¢, ze wyrazenie podcatkowe

z+1 _
(1) : et 1l = fx(t’; ) + fu(2)

jest wygenerowane przez pewien obwod P-GPAC. Uzywajac wyjscia tego
obwodu jako wejscia integratora oraz biorac t jako drugie wejscie integratora
(zmienna catkowania) otrzymamy wyjscie integratora zbiezne do

[(x) = / t"le7tdt przy t — oo.
0

40



Oznaczmy ten obwdd jako U’.
Sprawdzimy teraz czy Warunek z definicji 2.23 jest spetniony. Rozwazmy

szereg Taylora dla wyrazenia 2 ‘e~ * dla z > 0, wowczas mamy
00 Zi -1 Zk -1
Zaz—le—z — Zx—l (Z Z'> < Za:—l <k'> < ]{3!2_2,
i=0 U .

gdy k > = + 1 calkowite oraz z > 1. Biorac k = [z 4 1] oraz t > 1, mamy

[e’s) 1 t 1
/ 25 e’z—/ Z¥ e
1

Ponadto, dla z > 0, 2% le™*

rx—1 —z .
27 e *dz < —
St t

N

/oo Ko (2 +2)@)
t Gt

<
_ a”®
/zz le=2dy < —.
T

e [(2) i [ (2)

1 _
:/t 1—de<L
0 x

z+1
Dlatego w czasie t > 1 (ty = 1), wynik U’: [} {(i) e % —i—zx_le_z] dz
aproksymuje I'(x) z gérnym ograniczeniem btedu réwnym:

t (l’ + 2)(:c+2)
— =
T t

o

I

E\H

Stad dla t >
1
w

[

e(x,t) =

Funkcja e(x,t) — 0, gdy t — oo oraz moze by¢ wygenerowana przez pewien
P-GPAC U”. Konstruujemy obwdd jak na rys. 2.5. Jego wynikiem jest x
wejsciowe ustawienie integratora. Zastepujac jednostke stata generujaca x
w U’ oraz U" przez obwdd rys. 2.5 oraz uruchamiajac te obwody réwnolegle
otrzymamy P-GPAC generujacy funkcje I' przez aproksymacje.

O

Innym przyktadem funkcji, ktéra nie jest rézniczkowalnie algebraiczna
jest funkcja Zeta Riemmanna. Na osi rzeczywistej, dla x > 1 mozemy zdefi-
niowac ja nastepujaco

1 00 Za:—l
x) = dz.
() ['(x) /0 e —1
Uzywajac podobnych argumentéw jak w przypadku funkcji I', mozemy
sformutowaé¢ nastepujace twierdzenie.
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=

t—1 I —

Rysunek 2.5: Obwéd GPAC, ktéry dla parametru startowego integratora x
daje wynik obwodu podczas catego obliczenia rowny x

Twierdzenie 2.11 [26] Funkcja ¢ jest generowana przez aproksymacje w mo-
delu GPAC, na przedziale (1,+00).

W pracy [26] Graga stwierdza, ze jezeli funkcja jest obliczalna przez
GPAC, to jest réwniez obliczalna w modelu EAC, wprowadzonym przez Ru-
bla i opisanym w kolejnym paragrafie, co sugeruje, ze EAC moze by¢ modelem
rozszerzajacym mozliwosci GPACa.

2.3 EAC

Jako kolejny model obliczen analogowych zaprezentujemy model rozszerzo-
nego komputera analogowego (ang. Extended Analog Computer, EAC), ktéry
jest bardziej wszechstronnym modelem niz jego poprzednik GPAC. EAC jest
matematycznym modelem wprowadzonym w 1993 roku przez L. A. Rubla
w pracy [67], ktéry do tej pory nie doczekal sie pelnej fizycznej implemen-
tacji chociaz w MIT, J. Mils wraz z zespotem naukowcow, prowadzi prace
w tym kierunku [43].

2.3.1 Wprowadzenie

Model EAC, opisany w pracy [67], pracuje na poziomach tworzacych hie-
rarchie. W modelu tym nie mamy zadnych wej$¢, mamy tylko skonczong
liczbe ,ustawien” poczatkowych, ktére sa dowolnymi liczbami rzeczywisty-
mi (nie wymaga sie aby byly to liczby wymierne ani nawet w jakimkolwiek
sensie obliczalne, np. przez maszyne Turinga). Na kazdym poziomie znaj-
duja sie jednostki, ktore generuja state rzeczywiste oraz niezalezne zmienne
X1, To, . ... Wynik obliczen na poziomie n — 1 moze by¢ uzyty jako dane wej-
Sciowe do obliczen na poziomie n lub wyzszych. Ogélnie, EAC na poziomie n
generuje funkcje, ktore sa budowane na bazie funkcji wygenerowanych na po-
ziomach nizszych poprzez nastepujace operacje: dodawanie, mnozenie, skta-
danie, inwersje, rozniczkowanie, znajdowanie analitycznego przedtuzenie na
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szerszy zbior, rozwigzanie rownania rézniczkowego z warunkami brzegowymi
czy znalezienie granicy po brzegu zbioru.

Wejsciami i wynikami na poszczegdlnych poziomach sg funkcje o skon-
czonej liczbie niezaleznych zmiennych z1, xo, . . ., z,, definiowane na pewnym
zbiorze X. Zatem wynik obliczen EACa bedziemy zawsze zapisywaé jako
uporzadkowana pare (f, X). Na najnizszym poziomie 0, EAC generuje wie-
lomiany o wspotczynnikach rzeczywistych i skonczonej liczbie rzeczywistych
zmiennych. Natomiast na poziomie 1 generowane sg wszystkie funkcje roz-
niczkowalnie algebraiczne.

Wszystkie funkcje generowane przez EAC sa rzeczywistymi funkcjami
analitycznymi. Klase rzeczywistych funkcji analitycznych bedziemy oznaczaé
przez C* i bedziemy je rozumie¢ jako funkcje, ktére lokalnie mozemy przed-
stawi¢ w postaci sumy szeregu, ktéry jest zbiezny. Zawsze, kiedy bedziemy
pisa¢ f € C¥(X), bedziemy mieli na mysli, ze istnieje rozszerzenie funkcji
f na otwarty nadzbiér X zbioru X, na ktérym f jest rzeczywista funkcja
analityczna.

Poza funkcjami, EAC generuje rowniez zbiory przestrzeni Euklidesowe;j.
Zbiory sa generowane na potéwkach pozioméw. Sktadaja sie one z elementéw
dziedziny pewnej funkcji f wygenerowanej na poprzednim poziomie, dajacych
jej nieujemne lub dodatnie wartosci. Ponadto na tym samym potéwkowym
poziomie EAC moze wyznaczy¢ sume i przeciecie tych zbiorow oraz ich rzuty
na ptaszczyzne wymiaru o jeden mniejszego.

2.3.2 Formalizm dla EAC

Przedstawimy teraz wtasny, matematyczny zapis definicji modelu EAC, po-
danej przez L. A. Rubla w pracy [67]. W tym celu zaprezentujemy uogélniona
definicje indukcyjnego domkniecia z paragrafu 2.1.1.

Definicja 2.24 [63, 12, 65] Niech § bedzie rodzing klas elementéw réznego
typu, F C F rodzing zbioréw tych elementéw, O C Upen{O : F* — T}
zbiorem operatorow oraz funkcja o @ O — S§* X §;0 — (81,...,8,,5),
gdzie S jest zbiorem nazw klas z rodziny §. Indukcyjnym domknieciem F
dla O, A = [F; 0], nazwiemy rodzine najmniejszych zbioréw zawierajgcych
Fi,i €S, takq ze jezeli f1,..., fr € A nalezq do dziedziny k-argumentowego
operatora O € O, wowczas O(fy, ..., fr) € A. Razem z O indukcyjne do-
mkniecie [Fi, ..., Fn; O] nazywamy algebrg wielosortowq.
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Funkcja o(O) = (s1, ..., sp, s) podaje dla operatora O indeksy si,...,s,
klas, ktorych elementy operator O przetwarza oraz jako ostatni indeks s klasy,
ktorej element operator O generuje.

Jezeli w powyzszej definicji rodzina § bedzie rodzing jednoelementows, to
zaktadajac, ze ten jedyny element § jest klasa funkcji, otrzymamy przypadek
indukcyjnego domkniecia dany definicja 2.1.

Rozwazmy dwuelementowsg rodzine § gdzie §; bedzie klasg funkcji R” —
R, a §o klasa zbioréw z R™. Z terminem funkcji (w tym przypadku) bedzie-
my kojarzy¢ zawsze pare (f, Dy), gdzie f jest funkcja zmiennej rzeczywiste;
klasy C* na zbiorze Dy, Dy C Dom(f), gdzie Dom(f) jest zbiorem tych
argumentow T € R™, dla ktérych warto$¢ funkcji f(z) jest okrelona. Za-
tem elementami klasy §; beda pary (funkcja, zbiér). Niech F; C §; oraz
F> C ., beda zbiorami. Niech X # () bedzie skoiczonym zbiorem zmiennych
z; : R — R,7 € {1,...,k}, dokladniej zbiorem par (z;,R) i C' skoficzonym
zbiorem stalych rzeczywistych ¢; : — R,7 € {1,...,m} (zbior ten okre-
sla zachowanie modelu EAC), dokladniej zbiorem par (¢;, R). Przyjmijmy
Fi=XUC oraz F, = 0.

Zdefiniujemy teraz zbiér dopuszczalnych w modelu EAC operatoréw o dzie-
dzinach w §. Wymagamy, aby wszystkie funkcje, ktére operator przyjmuje
jako argument jak i wszystkie funkcje bedace wynikiem dziatania operatora
byty klasy C“.

— dodawanie (+): niech (f, Dy) i (g, D,) beda k-argumentowymi funkcja-
mi, wowczas operator dodawania zastosowany do tych funkcji generuje
funkcje (h, D) k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

h(z) = +(f,9)(%) = f(Z) + g(Z); Dn=DyN Dy;
o(+)=(1,1,1);

— mnozenie (x): niech (f, Dy) i (g, Dy) beda k-argumentowymi funkcja-
mi, wowczas operator mnozenia zastosowany do tych funkcji generuje
funkcje h, D), k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

W) = *(f,9)(®) = f(2) xg(z);  Dp= Dy 0 Dy;
o(x)=(1,1,1);

~ sktadanie (SK'): niech (g1, Dy, ), (g2, Dyy); - - -, (g1, Dgy), 1 > 0 beda k-
argumentowymi funkcjami oraz niech (f, Dy) bedzie [-argumentowsa
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funkcja, woéwczas operator sktadania zastosowany do tych funkcji gene-
ruje funkcje (h, Dy,) k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

h(z) = SK'(f,01,....9)(®) = f(1(Z),..., qu(T));

D,={2€ Dy N...0N Dy : (¢:(Z),...,q(Z)) € Ds};
o(SKY) = (1,1,...,1,1);

inwersja (INV): niech (g1, Dy, ), - - ., (91, Dy, ) beda (I+k)-argumentowymi
funkcjami, wowczas operator inwersji zastosowany do tych funkcji ge-
neruje funkcje (h, Dy) k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

h(‘i.) = INV(gb s 7gl)(f> f) = fl('f)vdla pewnego = 17 27 s 7l7
gdzie f1(Z),..., fi(Z)° sa rozwigzaniami ukladu réwnan:

gl(i‘yfl,fg,...,fl) = 0
g?(jyfl,fQ,...,fl) = 0 .

gl(i‘aflaf%---,fl) =0
o(INV) = (1,...,1,1);

pochodna czastkowa (D): niech (g, D,) bedzie k-argumentows funkcja,
wowczas operator pochodnej czastkowej zastosowany do tej funkcji ge-
neruje funkcje (h, D) k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

aozl—l—ozz-‘,—...—i—ak

Mo) = D)@) = poaipeg oI\ Dn =Dy

o(D) = (1,1);

obciecie (|): niech (g, D,) bedzie k-argumentows funkcja i niech X C
D,, wowczas operator obcigcia zastosowany do tej funkcji i zbioru X
generuje funkcje (h, Dy) k-argumentowa, zdefiniowana nastepujaco:

Wz) = [(g, X)(x) = g(x);  Dn=X;

a(]) = (1,2,1);

Wymaga sie, aby te funkcje byty dobrze zdefiniowanymi na X funkcjami klasy C“.
Na przyktad réwnanie zy — 1 = 0 ma rozwigzanie postaci y = %, ktére nie jest dobrze

zdefiniowane na R (poniewaz nie jest zdefiniowana dla « = 0) ale jest dobrze zdefiniowane
na przedzialach (—oco,0) oraz (0,00). Zatem y = T nie jest EAC obliczalna na R ale jest
EAC obliczalna na przedziale(—oo,0) lub na przedziale (0, co).
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— przedtuzenie (~): niech (g,D,) bedzie k-argumentows funkcja oraz
niech X bedzie zbiorem takim, ze X N D, # (), woéwczas operator prze-
dtuzenia zastosowany do tej funkeji i zbioru X generuje funkcje (h, Dy,),
k-argumentows w taki sposob, ze jest ona analitycznym przedtuzeniem
funkcji g na zbior X, tj. funkcja h(z) =~ (g, X)(z) jest klasy C*¥ na X
oraz |(h, X N D,) =[(9, X NDy); D =X; o(~) =(1,2,1);

— réwnanie rézniczkowe (RR): niech (F;, D), i =1,...,k beda (k+{+1)-
argumentowymi funkcjami, (fo, Dy,) k-argumentows funkcjg oraz niech
X bedzie pewnym zbiorem, woéwczas operator réwnanie rozniczkowe
zastosowany do funkcji F; oraz zbioru X generuje funkcje (h, Dj) jako
rozwigzanie uktadu réwnan:

Fw: f, fO0, 19, f ) = o,

dlai=1,...,k na zbiorze X z warunkami brzegowymi fy dla vy C 0X
(0X, brzeg X) 7, gdzie fB), fB2) B g5 pochodnymi czastkowy-
mi funkcji f;

h<i'>:R(anFlw"aFkafme)(i‘); Dh:X7
o(RR) = (1,1,...,1,2,2,1);

— granica (Lp): niech (¢(z), D,) bedzie k-argumentows funkcja, wéwczas
operator granicy zastosowany do tej funkeji generuje funkcje (h(z), Dy,)
k-argumentows, zdefiniowana nastepujaco:

h(E0) = Lo(9)(F) = lim  g(z); Dy =0D, (braeg D,)

T — Zo
zeD,
oraz
portazt..toy ~ . Hortazt..+ak )
81’?181’%2 .. (91;2’“ h<x0) - 7 li)mjo axffﬂaxg& . axzk g(l‘);
zeD,

o(La) = (1,1);

"Na przyktad: f = fo na czeéci v brzegu X. Jezeli operator RR jest uzywany na

poziomie n, wéwcezas funkcja fo musi byé generowana przez EAC na poziomie n — 1.
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— wartosci nieujemne (Gs): niech (f, D) bedzie k-argumentows funk-
cja, wowczas operator wartosci nieujemne zastosowany do tej funkcji
generuje zbiér A, zdefiniowany nastepujaco:

A=Gx(f)={z € Dy: f(z) > 0};
0<G2> = (172);

— wartosci dodatnie (Gs): niech (f, Dy) bedzie k-argumentowsa funkcja,
wowczas operator wartosci dodatnie zastosowany do tej funkcji generuje
zbiér A, zdefiniowany nastepujaco:

A=G.(f)={z € Dys: f(z)> 0}
U(G>) = (172);

— alternatywa (U): niech A i B beda dwoma zbiorami w R"™, wéwczas ope-
rator alternatywy zastosowany do nich generuje zbiér C', zdefiniowany
nastepujaco:

C=U(A,B)=AUB,

o(U) =(2,2,2);

— koniunkcja (N): niech A i B beda dwoma zbiorami w R”, wowczas ope-
rator alternatywy zastosowany do nich generuje zbiér C', zdefiniowany
nastepujaco:

C=n(AB)=ANB;

a(N) =1(2,2,2);

— projekcja (P): niech A bedzie zbiorem w R", wowczas operator projekcji
zastosowany do niego generuje zbiér B zawarty w R" !, zdefiniowany
nastepujaco :

B=P(A)={z: (Ir € R)(x,7) € A}
a(P) = (2,2);

Oto wtasna definicja EACa, wprowadzonego w pracy [67] przez Rubla,
w terminach indukcyjnego domkniegcia.
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Definicja 2.25 Klasq funkcji i zbiorow EAC obliczalnych EAC nazwiemy
algebre

EAC = [Fy, Fo; +,%,SK INV, D, |,~,RR, Ly, G=, G, U, N, P].

Zaprezentujemy teraz definicje klas £.AC,,, funkcji generowanych na po-
szczegblnych poziomach EAC. Przyjmijmy

Oy = {+,% K INV,D, |, ~,RR, Ly}

zbiér operatorow generujacych wartosci ze zbioru JFi, czyli funkcje. Przyj-
mijmy
Os ={Gs,Gs,U,N, P}
zbior operatorow generujacych wartosci ze zbioru Fy, czyli zbiory.
Przyjmijmy nastepujaca definicje:

Definicja 2.26 [63, 12, 65] Niech § bedzie rodzing klas elementéow rézne-
go typu, F C F rodzing zbioréw tych elementéw, O C Upen{O : F* — F}
zbiorem operatoréow oraz funkcja o : O — §* X §;0 — (s1,...,8,,5), gdzie
S jest zbiorem nazw klas z rodziny §. Przez A = [F;0Y,i € Ny oznaczy-
my rodzine najmniejszych zbiorow zawierajgcych Fi i € S, takq Ze jezeli
fi,--, fx € F nalezq do dziedziny k-argumentowego operatora O € O, wow-
czas O(f1,..., fr) € A.

Wtasna definicja klas funkcji generowanych przez EAC na poziomie n.

Definicja 2.27 Klase funkcji EAC obliczalnych na poziomie 0, EACy, defi-
niujemy nastepujgco: EACo = [Fr;+, X|;

Klase zbiorow EAC obliczalnych na poziomie %, 5.AC%, definiujemy nastepu-
jaco: EAC% = [EACy, F2; Os];

Klase funkcji EAC obliczalnych na poziomie n+1, EAC, 1, definiujemy na-
stepujgco: EAC, 41 = [S.ACH,S.ACM%; O}l;

Klase zbiorow EAC obliczalnych na poziomie n + %, n > 0, 5ACn+%, definiu-
jemy nastepujgco: SACTH% = [SACH,SACW%; Os);

Rysunek 2.6 przedstawia przyktad modelu EAC na poziomie n + 1, przy
czym funkcje ¢, ..., g; nie koniecznie sg rézne od funkcji f1,..., f,. Na tym
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rysunku widzimy, ze otrzymujemy pewne funkcje na poziomie n, a nastepnie
na podstawie tych funkcji mozemy wygenerowaé zbiory na poziomie n + 1/2
poprzez pewne operacje Og. Nastepnie te funkcje oraz zbiéry moga stanowic
wejécia do modelu EAC na poziomie n 4 1 gdzie poprzez pewng operacje Oy
otrzymamy nowg funkcje f jako wyjécie EACa na poziomie n + 1.

L. A. Rubel natozyt na EACa dodatkowe wymaganie, EWP (ang. extre-
mely well-posed), aby generowane wyniki na zwartym zbiorze byly bliskie
oryginalnym wynikom, w przypadku gdy dane wej$ciowe nieco sie réznig od
poczatkowych ustawien. Oto definicja warunku EWP, ktory spelniaja wszyst-
kie generowane w modelu EAC funkcje.

Definicja 2.28 (EWP: extremely well-posed)[67] Niech (f,Y) bedzie wyni-
kiem generowanym na poziomie n dla danych wejsciowych Jy,...,J, po-
chodzgcych z poziomu (n — 1). Niech (f, 37) bedzie wynikiem generowanym
na poziomie n dla danych wejsciowych Ji + Mgy, ..., Jn + A\pen, gdzie €,
1=1,...,n, sqg to funkcje bedgce testami dopuszczalnego bledu, takie ze

(VZ € R¥)(Va € N)(Vp € N)(e\(z 1+Z|xz|p—

oraz Ty, ..., Sq to wszystkie niezalezne zmienne uZywane 1 wystepujgce na
POZIOMIE M.
Przez EWP rozumiemy nastepujgcy warunek:

(Ver,...,en)(VK CY)(Vm € N)(V6 > 0)(IN € RY)(VA € RY)(JA] < A)) —

— (V7 € K)(¥5 : Zﬂj m,§ € NY|fP (@) - [P @) <5,
gdzie K jest zwartym podzbiorem YS.

Ten warunek implikuje K C Q. To znaczy, ze zawsze gdy J; zalezy tylko od
podzbioru S; liczb {1,2, ..., k}, wéwczas €; powinna zaleze¢ tylko od zmien-
nych z S;.

851@) oraz y#) oznaczaja odpowiednie pochodne czastkowe.
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Rysunek 2.6: Extended Analog Computer - model hierarchii poziomdw

Zdefiniowany powyzej model EAC ma pewne interesujace wlasnosci. Za-
prezentujemy teraz kilka pochodzacych z pracy [67]. EAC potrafi wygenero-
waé wszystkie funkcje, ktore generuje GPAC. Na poziomie 1 EAC generu-
je wszystkie funkcje algebraicznie rézniczkowalne. Na wyzszych poziomach
EAC potrafi generowaé takie funkcje jak funkcja Gamma Eulera czy funk-
cja Zeta Riemmana. Wiemy réwniez, ze rozwiazanie problemu Dirichleta dla

rownania Laplace’a na kole jednostkowym moze by¢ otrzymane w modelu
EAC.

Przyktad 2.4 (funkcja I'-Eulera) Przytoczymy definicje funkcji Gamma

Eulera:
dt

[(x) = /OOO the " —.

t
Aby pokazaé, ze EAC potrafi wygenerowaé tg funkcje wprowadzimy na-

o0 t
M(x) = / txe_td—.
1 t

stepujaca funkcje:
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tze—tﬂ

Pokazemy ponizej, ze EAC generuje funkcje I'*(z). Pozostata czeéé [y :

catki I'(z) mozemy otrzymaé¢ w analogiczny sposéb. Niech

h(x) = lim g, ).

Teraz pokazemy, ze h(x) jest EAC obliczalna. Poniewaz t*~le™ jest al-
gebraicznie rozniczkowalna zatem moze by¢ wygenerowana w modelu EAC.
Dalej g(z,y) jest rozwigzaniem nastepujacego rownania rézniczkowego z wa-
runkiem brzegowym:

g(x,1) =0 dla wszystkich = >0, 0Jyg(z,y)= yfflefy(_y%%

wiec jest EAC obliczalng funkcjg. Na podstawie definicji 2.25, mozemy uzy¢
operatora granicy Ly do wyznaczenia h(z) w modelu EAC.

W podobny sposéb mozna pokazad, ze funkcja Zeta Riemmana moze by¢
wygenerowana w modelu EAC.

2.3.3 Dyskusja praktycznych zastosowan modelu typu
EAC w odniesieniu do zlozonos$ci czasowej

W tej czesci zaprezentujemy krotko wyniki opublikowane przez J. W. Millsa,
ktory na Uniwersytecie w Indianie, wraz z zespotem naukowcéw, prowadzi
prace nad konstrukcja komputeréw analogowych typu EAC. Wyniki te za-
czerpniete zostaly z pracy [43]. Maszyna, ktéra przedstawit Mills w swoim
artykule nie stanowi petnej realizacji modelu EAC zaproponowanego przez
Rubla, ktérego matematyczny opis zostal przedstawiony w poprzednim pa-
ragrafie. W tym paragrafie, dla rozréznienia Rublowego EACa i EACa kon-
strukcji Millsa, ten pierwszy bedziemy okresla¢ mianem modelu EAC, nato-
miast ten drugi, fizyczny model, po prostu skrotem EAC. Poza tym paragra-
fem wszedzie, gdzie bedzie mowa o EACu, bedziemy mieli na mysli model
EAC zaproponowany przez Rubla. Obecnie EAC realizuje tylko niektore ope-
racje z zatozonych w teoretycznym modelu. Sam Rubel w swojej pracy [67]
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stwierdzit, ze nie mozemy jednoznacznie powiedzie¢ czy wszystkie z jego za-
tozen beda kiedykolwiek mogty by¢ zrealizowane. Wierzyt on jednak, ze jest
to mozliwe, ale potrzeba wielu lat préb i poszukiwan aby si¢ o tym przekonac.
Mills natomiast uwaza, przekonany doswiadczeniem, iz EAC juz teraz mozna
uznaé za nowe osiggniecie w dziedzinie obliczalnosci gdyz zmienia on zupet-
nie istote obliczenia w poréwnaniu do klasycznego komputera. Na czym po-
lega roznica pomiedzy fizyczng realizacjag EACa a klasycznym komputerem?
Odpowie na to pytanie dalsza czes¢ tego paragrafu wraz z przytoczonymi
przyktadami dziatania EACa.

W ogolnosci prezentowany przez Millsa EAC jest rodzing wyspecjalizowa-
nych urzadzen, ktore obliczajg okreslone funkcje poprzez analogie do natu-
ralnych proceséw zachodzacych w przyrodzie (np. urzadzenia przewodnictwa
cieplnego, wibrujace struny i membrany, itp.).

Obliczenie EACa sktada sie z dwbch czesci:

— konfiguracji EACa, ktéra wplywa na fizyczne wtasnosci operacji;
— interpretacji znaczenia przypisanego do ewolucji procesu fizycznego.

Obliczenie EACa bazuje na wykorzystaniu jakiego$ konkretnego procesu

fizycznego, chemicznego, biologicznego, itp. Wyniki otrzymujemy zas poprzez
fakt analogii istniejacej pomiedzy rozwigzywanym przez nas problemem a da-
nym procesem °.
Przyklad 2.5 (Morfogeneza skrzydta motyla) [43] EAC oblicza mor-
fogeneze skrzydita motyla wykorzystujac model réwnowagi pomiedzy akty-
watorem i inhibitorem morfogenéw (praca [51]). Dwie substancje chemiczne
osiggaja rownowage, gdy skrzydto rozwija sie podczas morfogenezy. Mate-
matyczny model morfogenezy jest opisany uktadem dwodch roéwnan roéznicz-
kowych czastkowych podanych przez Nijhout w pracy [51].

9, ca® _ 9 9%
50 = kia+ D, 6x2a+8y2a)

D 2 g (2% 9%
51 =ca® — kot + D; 8z22+8y22>

(2.3)

Réwnania (2.3) definiuja chemiczne wspolezynniki réwnowagi dwoch mor-
fogenéw: aktywator, jego stata réwnowagi i tempo dyfuzji (a,k;, D,) oraz
inhibitor, jego stala réwnowagi i tempo dyfuzji (i, k2, D;). Gdy réwnowaga

9Ten rodzaj obliczen bedziemy, krétko nazywaé ,,obliczeniem przez analogie” lub jeszcze
krécej ,analogia”.

52



zostanie osiggnieta w czasie morfogenezy, koncowa koncentracja aktywatora
powoduje r6zng pigmentacje rozwijajacych sie tusek skrzydta, tworzac wzor
na skrzydle motyla.

EAC w swoim dziataniu nie wykorzystuje zadnego algorytmu rozwiazy-
wania réwnan (2.3). Dwa morfogeny sa implementowane przy pomocy elek-
tronéw, ktore wystepuja w roli aktywatora a oraz dziur elektronowych, ktore
petnig role inhibitora chemicznego . State réwnowagi kq, ks sa implemento-
wane dzieki prawu zachowania tadunku w arkuszu. Tempo dyfuzji poprzez
ruch tadunku.

Zatem EAC jest urzadzeniem, ktérego dzialanie nie opiera si¢ o algo-
rytm, jak w przypadku komputeréw cyfrowych, ale polega na przeprowadze-
niu pewnego procesu fizycznego, chemicznego, itp. Waznym jest rowniez aby
zauwazy¢, iz jedna konfiguracja EACa moze mie¢ wiele znaczen. Na przy-
ktad ta sama konfiguracja EACa, niezmieniana, moze obliczy¢ morfogeneza
wzoru skrzydta motyla oraz pewien przypadek NP-zupelnego problemu cyklu
Hamiltona.

Na ogét obliczenie przez analogie w EACu dobrze pasuje do wszystkich
problemow szybkiego przetwarzania duzych ilosci danych, rozpoznawania da-
nych w czasie rzeczywistym lub tworzenia duzych modeli obliczeniowych,
gdzie mozemy tolerowa¢ pewna niedoktadno$¢ obliczen.

Na lewo EAC R002, na prawo Macintosh

Rysunek 2.7: EAC R002 z pracy [43]
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Przejdzmy do dokladniejszego omdwienie przebiegu obliczenia w EACu.
W tym celu, najpierw przyblizymy budowe maszyny EAC przedstawionej
w pracy [43]. Wersja EAC R002 jest zbudowana z dwustronnego arkusza
chronionego pleksa, realizujacego proces obliczeniowy. Na jednej stronie ar-
kusza liczacego umieszczona jest tablica 5 x 5 diod LED, stanowigcych wej-
Scia/wyjscia, sa to programowalne zrédta wzmocnien i ostabien natezenia
pradu. Po lewej stronie arkusza znajduja si¢ dwa konwertery, analogowo-
cyfrowy (ADC) i cyfrowo-analogowy (DAC), na dole znajduje sie mikropro-
cesor kontrolujacy tablice z diodami i USB taczacym z komputerem cyfro-
wym, rysunek 2.8. Pod tablica z diodami po drugiej stronie arkusza znajduje
sie gléwny element liczacy EACa, rysunek 2.9. Jest to arkusz elektrycznie
przewodzacej pianki. Element ten wyznacza gradient napigcia rozwigzujac
problem o wiele rzedéw szybciej niz metoda elementéw skonczonych rozwia-
zywania uktadow réownan rozniczkowych.

LED & tablica zrédet
wzmochien/ostabien napiecia

SHSlclsle)]
DHofolle]e)]

| | BEAEEOM
Aogjoac goorRE
BEEEE

Power
CPU & LLA || Regulator

Emulator

Rysunek 2.8: Wierzch arkusza liczacego EAC

Jak juz wiemy, pierwszym etapem obliczen EACa jest konfiguracja. Pro-
ces konfiguracji jest hybrydowy, odpowiada za niego algorytm ewolucyjny.
Do EACa wysytany jest cigg polecen z komputera cyfrowego ustalajacy kon-
figuracje, punkty wejsciowe i wynikowe (wszystkie punkty wynikowe pota-
czone z arkuszem przewodzacym sa stale mierzone). EAC zaczyna obliczenia
w momencie, gdy zostanie wtaczony, w czasie gdy niesiony tadunek przepty-
wa przez arkusz, liczac podczas procesu konfiguracji i kontynuujac obliczenia
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odpowiednio do okreslonej konfiguracji. Gdy juz konfiguracja zostanie ustalo-
na wedtug preferencji uzytkownika, okreslone obliczenie zajmuje milisekundy:.
Wigkszosé z tego czasu zajmuje komunikacja przez USB z komputerem cy-
frowym, ktory wyswietla wyniki. Samo obliczenie EACa w arkuszu zajmuje
mikrosekundy. Obliczenie koniczy sie gdy otrzymamy stabilng konfiguracje.
Po odczytaniu wynikow, przekazywane one sg do komputera cyfrowego, ktory
modyfikuje biezaca konfiguracje. Na poczatku algorytm ustala losowa kon-
figuracje, wysylta ja do EACa, czyta wyjscia EACa i porownuje je z zadana
funkcja, nastepnie na podstawie btedu, ktéry wykryje modyfikuje konfigura-
cje EACa. Ten proces jest kontynuowany dopdki nie osiggniemy tolerowanego
przez nas btedu. Ewolucyjna konfiguracja dla skomplikowanych problemdw
zajmuje tylko kilka sekund.

Arkusz przewocdzacy i tablica ztacz (LED)

Rysunek 2.9: Spéd arkusza liczacego EAC

Analogie wykorzystywane w procesie obliczen EACa maja stosunkowo
prosta ogodlng strukture. Moze to pozwoli¢ na rozwdj klas ztozonosci, ktére
bytyby zalezne od modelu maszyny. Tym samym analogowe klasy ztozono-
sci moglibysmy identyfikowa¢ z klasami probleméw, ktére odwzorowujg sie
na tg sama konfiguracje EACa. Jest to podejscie rézniace sie od istniejacej
notacji ztozonosci, zwigzanej z numeracja maszyn cyfrowych. W przypadku
EACa musielibyémy ponumerowaé¢ analogie, ktore wykorzystywane sg przez
maszyny i sa niezmienne wzgledem szerokiej klasy problemow. Pojawiaja sie
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pytania. Jak sklasyfikowaé¢ analogie aby podaé¢ ich numeracje? Czy analo-
gowe klasy ztozonosci przypadkéw analogii sa te same co klasy ztozonosci

algorytmow?
Program 0s »> .
lub Program » Konfiguracja

| konfiguracja

Komputer cyfrowy EAC
# Punkt w procesie obliczeniowym dla ktérego znaczacy jest czas dziatania

Rysunek 2.10: Extended Analog Computer vs komputer cyfrowy

EAC, wykorzystujacy pewna analogie do rozwiazania postawionego pro-
blemu, moze w sposob niejawny mie¢ dostep do duzej ilodci obliczen, na ktore
ta analogia pozwala. Rozwazania w tym temacie moga da¢ wglad w analo-
gowg, ztozonosci. Jedyna widoczna forma specyfikowania analogii jest konfi-
guracja EACa, tj. ustalenie zbioru wejsé¢ i wyjsé (bardziej ztozone analogie
moga wymagaé kilku EAC6w, gdy system okaze si¢ zbyt skomplikowany aby
,dopasowaé” go do jednego arkusza liczacego). Wydaje sie, iz wiele z ope-
racji modelu EAC, nie pojawia sie fizycznie w EACu. Niektore operacje, jak
problem warunku brzegowego, mozemy tatwo opisa¢ przy pomocy widocz-
nych komponentéw EACa i jego arkusza liczacego. Natomiast proby znale-
zienia fizycznej analogii, np. dla analitycznego przedtuzenia zakonczyty sie
niepowodzeniem. Powodem tego jest roznica miedzy ,jawnymi” i ,ukrytymi”
funkcjami EACa.

— Jawne funkcje sg bezposrednio implementowane poprzez dobranie od-
powiedniej architektury, ich fizyczna struktura odpowiada ich definicji.
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— Ukryte funkcje sa z natury wyrazone we wtadciwosciach i zasadach od-
noszacych sie do materiatu, z ktorego konstruowana jest architektura.
Ich fizyczna struktura nie odpowiada strukturze ich definicji.

Przytoczymy dwa przyktady wyjasniajace te roznice, a tym samym wyja-
$niajace roznice pomiedzy EACiem a komputerem cyfrowym. Najpierw przyj-
rzymy sie konstrukeji jawnej funkcji dodawania dla komputeréw cyfrowych.
Jest ona specyfikowana przez wyrazenie logiki Boole’a. Definiuje ono fizyczng
strukture dodawania w terminach bramek logicznych. Na odwrét, z tej struk-
tury mozemy wywnioskowaé logiczng definicje dodawania. Dla poréwnania,
dodawanie jest ukryta funkcja w przypadku komputeréw analogowych. Doda-
wanie moze by¢ zaimplementowane przy pomocy trzech potaczonych przewo-
déw, ale to nie odzwierciedla zapisu logiki Boole’a odpowiadajacego tej funk-
cji. Jedli pewne zdanie opisuje strukture tego potaczenia trzech przewoddéw,
to nie opisuje ono fizyki tej operacji. Logika Boole’a jest zbyt odlegta od fizy-
ki. Operacja dodawania, bez binarnych bitéw, jest otrzymywana przez prawo
natury: prawo zachowania masy, energii, itp. W przypadku, gdy uzywamy do
zdefiniowania dodawania transportu tadunkéw elektrycznych w przewodzie
jest to prawo Kirchhoffa. Rysunek 2.11 wskazuje mozliwo$¢ istnienia innych
modeli potaczonych trzech przewodéw w roli dodawania (rysunek 2.12). Wie-
le takich ukrytych funkcji, wynikajacych z wtasnosci materiatéw uzytych do
konstrukcji EACa, moze by¢ liczonych, pomimo ze nie bylo to nasza intencja
podczas konstrukeji maszyny. Parafrazujac Richarda Feynmana [25], istnieje
wiele tylnych pomieszczen dla obliczenn EACa, o ktérych nawet mozemy nie
wiedzie¢.

Dla komputerow cyfrowych waznym zagadnieniem w teorii ztozonosci sa
problemy NP-zupelne, czyli takie dla ktoérych nie znane jest wielomiano-
we rozwigzanie deterministyczne. Nie mamy dowodu, ze P # NP, ani ze P
= NP. Odniesienie ztozonosci obliczeniowej EACa do NP-zupelnych proble-
mow nie byto badane. Jednakze niektérzy badacze maja nadzieje, ze analo-
gowe komputery moga dostarczy¢ odpowiedzi w tej kwestii [19, 5]. Ogdlny
poglad utrzymuje, ze P # NP ale wezmy pod uwage, ze przez dekady wierzo-
no, ze nie ma komputera przekraczajacego mozliwosci obliczeniowe maszyny
Turinga. Dzisiejsze niekonwencjonalne modele, bazujace na pewnych dyna-
micznych uktadach fizycznych, wydaja sie w pewnych aspektach wykraczaé
poza model maszyny Turinga. (prace [19, 18, 43]). Poniewaz EAC liczy przez
analogie, jest mozliwe znalezienie nowej techniki zredukowania probleméw
NP-zupelych do uniwersalnego NP-zupelnego problemu konfiguracji EACa.
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Ta konfiguracja moze okazaé sie wielomianowa dla wszystkich wystgpien tego
NP-zupetlnego problemu, wowczas otrzymamy dowoéd P = NP. Niestety, nic
nam nie wiadomo o takim NP-zupetnym problemie, ktéry mogtby by¢ zasto-
sowany przy tej technice. Mimo to, idea ta sugeruje pewng droge zgtebienia
wiedzy o ztozonosci obliczeniowej poprzez badanie przypadkéw analogii.

specyfikacja
modelu EAC

zachowanie okresione
< zasadami fizyki

prawo > potaczenie
zachowania wtashosci materiatow trzech
energii (prawo przewodow
Kirchhoffa)

Rysunek 2.11: Ukryta funkcja dodawania (EAC)

elektrony woda piasek fragment DNA
\ﬂzenie Y Y Y
analogowo-cyfrowy strumien ptynu saldo elektroforeza
konwerter licznik zelowa

Rysunek 2.12: Rézne warianty sumatora (EAC)
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Tymczasem uzytecznym bedzie przedstawi¢ przeglad ztozonosci oblicze-
nia EACa. Na poczatek zaznaczmy, ze czas potrzebny na przygotowanie
EACa, nawet dla duzych probleméw, wynosi O(n?), gdzie n jest maksymal-
ng liczba punktéw wejscia wzdtuz jednej krawedzi arkusza przewodzacego
(lub arkuszy). Wymaga sie aby w niezainicjowanym EACu wszystkie wej-
Scia byty najpierw roztaczone od arkusza piankowego procedurg o ztozonosci
O(n?). Nastepnie zakladajac, ze wszystkie wyjscia sa odczytywane, co jest
najczestszym przypadkiem, podobnie dostaniemy ztozono$é¢ odczytania wy-
niku, O(n?). Jednak, uzycie fizycznych proceséw oraz proste odszyfrowania
niekoniecznie prowadza do rozwigzan o czasie wielomianowym problemdw
NP-zupelnych (chociaz EAC udowodnil niejednokrotnie, ze moze by¢ wie-
le rzedéw razy szybszy niz cyfrowy komputer). Powodem tego, ze ztozonosé
w takim przypadku moze nie by¢ wielomianowa, jest proces fizyczny potrze-
bujacy wyktadniczego czasu aby rozwigzac¢ problem. Klasyczne fizyczne pro-
cesy (w przeciwienstwie do proceséw kwantowych), niezaleznie od przestanek
zasady minimalizacji energii (praca [1]), pozostaja wykladnicze w czasie, wy-
muszajac skalowanie obliczenia do duzego przypadku. Mimo to, ewolucyjne
techniki uzyte w EACu dzialtajg bardzo szybko dla matych lub umiarkowanie
duzych problemow.

2.4 Rekurencyjne funkcje rzeczywiste

Kolejnym, zaprezentowanym przez nas modelem obliczen bedg rekurencyj-
ne funkcje rzeczywiste. Klasa funkcji powstalta jako rzeczywisty odpowiednik
klasy funkcji rekurencyjnych dla liczb naturalnych. Z tym modelem obliczen
wigze sie zupetnie inny, niz w przypadku oméwionych do tej pory modeli, ro-
dzaj badan. Powodem tych badan jest, po pierwsze, che¢ znalezienia matema-
tycznego modelu obliczen analogowych, po drugie, otrzymanie analogicznego,
jak w przypadku liczb naturalnych, modelu charakteryzujacego klasy ztozo-
nosci. Jako pierwszy takie badania podjat C. Moore w 1996 roku. Podal on
definicje funkeji R-rekurencyjnych [47]. Funkcje te zostaly okreslone na licz-
bach rzeczywistych, w sposéb analogiczny jak klasa funkcji rekurencyjnych
o dziedzinie w zbiorze liczb naturalnych, tak aby odpowiadaly pojeciu ana-
logowego komputera dziatajacego w ciagltym czasie. Jest to nadspodziewanie
duza klasa funkcji zawierajaca wiele funkcji nieobliczalnych w tradycyjnym
sensie (patrz paragraf 3.1).
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2.4.1 Definicja

C. Moore w pracy [47] okreslit funkcje f : R™ — R™ jako R-rekurencyjna,
jezeli jest to funkcja wygenerowana z rzeczywistych statych 0 i 1 poprzez
nastepujace operacje:

— zlozenie: jezeli f i g sa funkcjami R-rekurencyjnymi, wowczas h(z) =
f(g(x)) jest funkcja R-rekurencyjna;

— rekursja rézniczkowa: jezeli f i g sa funkcjami R-rekurencyjnymi, wow-
czas:
hz,0) = f(z),
Wz, y) = g(z,y, h(Z,y))

jest funkcja R-rekurencyjna;

— p-rekursja: jezeli f jest funkcja R-rekurencyjng, wowczas:

Mz) = py f(T,y) = nf{y : f(Z,y) = 0}
jest funkcja R-rekurencyjna;

— wektor funkcji jest zdefiniowany jako R-rekurencyjny, jezeli jego skta-
dowe sa R-rekurencyjne;

W p-rekursji infimum wybiera takie y, dla ktérego funkcja f przyjmuje
najmniejsza bezwzgledna wartos¢. W stosunku do p-rekursji okreslonej na
liczbach naturalnych mamy dwie modyfikacje. Po pierwsze, 0§ rzeczywista
zostala rozszerzona do dwoch wymiaréw. Szukamy wtasciwego y zaczynajac
od zera na zewnatrz, szukajac wsrod y coraz bardziej oddalonych od 0. Jezeli
f przyjmuje ta samg warto$¢ bezwzgledna dla dwoch réznych wartosci y o tej
samej wartosci bezwzglednej |y, to wybierana jest umownie warto$¢ ujemna.
Po drugie, jezeli powyzej y lub ponizej w przypadku wartosci ujemnej y
gromadzi si¢ nieskonczenie wiele zer funkcji f, to p-rekursja zwraca y nawet
jezeli f(z,y) # 0.

Ten sposéb definiowania funkcji niesie ze sobg pewne problemy. Po pierw-
sze, rozwigzanie réwnania rézniczkowego moze by¢ niejednoznaczne lub roz-
biezne. Zatem bedziemy moéwié, ze funkcja h jest zdefiniowana tylko wtedy,
gdy istnieje skonczone i jednoznaczne rozwigzanie réwnania rézniczkowego.
Skutkiem tego w klasie funkcji R-rekurencyjnych moga pojawié¢ sie funkcje
czedciowo niezdefiniowane.
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Operacja rekursji roézniczkowej moze byé realizowana przez analogowe
urzadzenia liczace, np. moze by¢ implementowana w modelu GPAC (paragraf
2.2). C. Moore, w pracy [47], identyfikuje podklase funkeji R-rekurencyjnych
definiowanych bez u-rekursji z klasg funkcji generowanych przez GPAC. Robi
to jednak w sposob niewlasciwy. Zawodzi réwniez podana przez C. Moora
konstrukcja rozwigzania problemu stopu z klasycznej teorii obliczen. Dzieje
sie tak dlatego, ze operacja p-rekursji zapozyczona z klasycznej teorii oblicze-
ni nie pasuje do analitycznej rzeczywistosci obliczen analogowych. W pracy
[17] zaproponowano w jej miejsce bardziej uzyteczna operacje z punktu wi-
dzenia analizy, operacje granicy nieskoriczonej, w celu ominigcia problemdw
jakich dostarczata oryginalna definicja Moora.

Podamy teraz definicje rekurencyjnych funkcji rzeczywistych, wyprowa-
dzong z oryginalnej definicji Moora, pochodzaca z [16]. Zanim to zrobimy
przytoczymy kilka definicji i twierdzen pozwalajacych nam lepiej zdefiniowaé
operacje rekursji rézniczkowej. Niech f bedzie catkowita funkcja dziatajaca
z R"™' w R" oraz niech I bedzie (prawdopodobnie nieograniczonym) otwar-
tym przedziatem (A, B) z ty € I. Rozwazmy problem Cauchy’ego postaci:

g(to) = go,  Oug(t) = f(t, g(t)). (2.4)

Rozwiazanie (2.4) na przedziale I jest funkcja ciagla g : R — R" przyjmujaca
wartos$¢ go dlat = ty i spelniajaca réwnanie rézniczkowe dla wszystkich ¢ € 1.
Jezeli funkcja f speknia kilka prostych wlasnosci, wowczas mamy gwarancje,
ze rozwiazanie (2.4) istnieje i jest jednoznaczne.

Definicja 2.29 [24, 73] Calkowita funkcja f : R™ — R™ spelnia lokalnie
warunek Lipschitza, jezeli dla kazdego zwartego zbioru C C R™ istnieje stata
K, taka zZe dla dowolnych z,y € C spelniony jest nastepujgcy warunek:

1f(z) — f@)l < Kz -7l (2.5)
Nagmniejsze takie K nazywamy statg Lipschitza funkcji f na C.

Przytoczymy teraz kilka waznych dla nas wlasnosci funkcji spetniajacych
lokalnie warunek Lipschitza.

Twierdzenie 2.12 [24, 73] (Picard) Jezeli f spelnia lokalnie warunek Lip-
schitza, wowczas w pewnym otoczeniu punktu to istnieje rozwigzanie g row-
nania (2.4).
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Twierdzenie 2.13 [24, 73| Jezeli f spelnia lokalnie warunek Lipschitza oraz
g jest rozwigzaniem réwnania (2.4) na przedziale I, wéwczas g jest jedno-
znacznym rozwigzaniem réwnania (2.4) na przedziale I.

7 twierdzenia o jednoznaczno$ci rozwigzania wynika nastepujaca wtla-
Snosc:

Wiasno$é 2.2 [24, 73| Jezeli f spelnia lokalnie warunek Lipschitza oraz g
i § sa dwoma rozwigzaniami réownania (2.4) odpowiednio na przedziatach I
v I, wowezas g = g na przedziale I N 1.

Niech S bedzie zbiorem rozwiazan réwnania (2.4) dla pewnej funkcji f
spelniajacej lokalnie warunek Lipschitza. Przyjmijmy A jako infimum z Dom(g)
dla wszystkich g € S oraz B jako supremum z Dom(g) dla wszystkich g € S.
Wowcezas powyzsza wlasno$é prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 2.30 [24, 73] Niech f spelnia lokalnie warunek Lipschitza. Mak-
symalnym rozwigzaniem rownania (2.4) jest funkcja g zdefiniowana na prze-
dziale (A, B), taka, Ze jezeli g jest rozwigzaniem réwnania (2.4) na pewnym
przedziale (a,b), wowczas g(t) = §(t) dla wszystkich t € (a,b). Przedzial
(A, B) nazywamy wéwczas maksymalnym przedziatem réwnania (2.4).

Nastepne twierdzenie méwi o tym, ze takie rozwiazanie réwnania (2.4)
jest dobrze zdefiniowane w A i B.

Twierdzenie 2.14 [24, 73| Niech f spetnia lokalnie warunek Lipschitza oraz
niech g bedzie maksymalnym rozwigzaniem réwnania (2.4) zdefiniowanym na
przedziale J = (A, B). Wowczas B < 00 (lub A > —o0) wtedy i tylko wtedy,
gdy lim,_; ||g(t)]] = +oo (odpowiednio lim,_;+ ||g(t)]] = +00) dla pewnego
t € R w tym przypadku mamy B =t (odpowiednio A =1).

PrzejdZzmy teraz do ponownego zdefiniowania rekurencyjnych funkcji rze-
czywistych. Oznaczenia dla funkcji statych: —1"7,0", 1", zdefiniowanych na-
stepujaco: —1"(xq,...,x,) = —1,0"(z1, ..., z,) = 0 oraz 1"(xq,...,z,) = 1.
Projekcji rzeczywistej: i dla wszystkich n = 1,2,... oraz 1 < ¢ < n, zdefi-
niowanej analogicznie jak w przypadku funkcji okreslonych na zbiorze liczb
naturalnych N, i(zq,...,2,,) = x;. Klasa rekurencyjnych funkcji rzeczywi-
stych jest domknieta ze wzgledu na nastepujacy zbiér operacji F:
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— sktadanie (SK): niech f: RF — R" i g : R™ — Rk wéwczas operator
sktadania zastosowany do tych funkcji generuje funkcje h : R™ — R"
nastepujaco:

h(z) = SK(f, 9)(x) = f(9()).
Dziedzing SK(f,g) jest Dom(SK(f,g9)) = { € Dom(g) : ¢(z) €
Dom(f)};

— rekursja rézniczkowa (R): niech f : R"* — R bedzie catkowity funk-
cja spetiajaca lokalnie warunek Lipschitza. Rozwazmy dla ustalonego
Z € R™ problem Cauchy’ego

9(x,0) =z 0Og(z,t) = f(t,9(z,1)). (2.6)

Operator rekursji rézniczkowej zastosowany do funkcji f generuje funk-
cje h : R"" — R taka, ze dla dowolnego ustalonego 7 € R,

h(:fvt) = R(f)(:fvt) - g(f=t>7

gdzie ¢(Z,-) jest maksymalnym rozwigzaniem (2.6). Dziedzina R(f)
jest Dom(R(f)) = {(z,t) : 7 € R", A(z) < t < B(Z)}, gdzie A, B daja
ekstrema maksymalnego przedziatu;

— nieskoriczona granica gérna (LS): niech f : R™™ — R" wdéwcezas ope-
rator nieskonczonej granicy gornej zastosowany do funkcji f generuje
funkcje h : R™ — R™ okreslong nastepujaco: dla kazdego i =1,...,n,

(h(2)); = (LS(f)(®)); = limsup(f(Z,y)):

Yy—oo

lub w skrécie
h(z) = LS(f)(z) = limsup f(z,1).

Yy—o

Dziedzing LS(f) jest Dom(LS(f)) = {z € R™ : limsup, ., f(Z,y)
istnieje};
— agregacja (V): niech f : R™ — RF oraz g : R™ — R", wéwczas operacja

agregacji zastosowana do funkcji f i g generuje funkcje h : R™ — RF+n
nastepujaco:

Dziedzina V(f, g) jest Dom(V(f, g)) = Dom(f) N Dom(g).
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Oto zapowiadana definicja rekurencyjnych funkcji rzeczywistych.

Definicja 2.31 [16] Klasq rekurencyjnych funkcji rzeczywistych (REC(R))
zdefiniowanych na R nazwiemy algebre
REC(R) = [—1",0",1™,i}; SK, R, LS, V].

Operator rekursji rézniczkowej jest proba nasladowania zachowania in-
tegratora skonstruowanego w XIX wieku przez lorda Kelvina i uzywanego
do implementacji znanego analizatora rézniczkowego V. Busha. Jak przed-
stawiono powyzej, R(f) jest zdefiniowana tylko w przypadku gdy f spehia
lokalnie warunek Lipschitza. Z czego wynika, ze gdy f € Dom(R), wéwczas
rozwiazanie istnieje (twierdzenie 2.12), jest jednoznaczne (twierdzenie 2.13)
oraz dobrze zdefiniowane w punktach ekstremalnych dziedziny okreslonosci
(twierdzenie 2.14). Mozna uzy¢ stabszych warunkow definiowalnosci operacji
rekursji rozniczkowej i otrzymac¢ podobne wtasnosci rozwiagzania lecz auto-
rzy pracy [16] sugeruja, ze moglyby sie one okazaé¢ réwnie trudne technicznie
i ztozone. Pomocne w okreslaniu czy dana funkcja jest w dziedzinie operatora
R jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.15 [24, 73] Niech f: R™ — R" bedzie funkcjq catkowitq.

(a) Funkcja f spetnia lokalnie warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda domknieta kula satysfakcjonuje (2.5).

(b) Funkcja f spetnia lokalnie warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy domkniety m-wymiarowy szescian satysfakcjonuje (2.5).

(c) Jezeli | jest wszedzie rézniczkowalna oraz Df jest ograniczona na kaz-
dym zbiorze zwartym, wowczas f spetnia lokalnie warunek Lipschitza.

(d) Jezeli f € C', wéwczas f spetnia lokalnie warunek Lipschitza '°.

Definicja rozwiazania réwnania (2.4) zapewnia nam, ze R(f) zawsze be-
dzie klasy C' ze wzgledu na ostatnia zmienna, tj. R(f)(7,-) € C"' dla kazdego
ustalonego z. Ponadto mamy nastepujaca silniejsza wlasnosc.

0Przez C! rozumiemy klase funkcji ciagltych, posiadajacych ciaglte pochodne w calej
swojej dziedzinie.
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Twierdzenie 2.16 [24, 73] Dla kazdej funkcji f : R™™ — R"™ spelniajgcej
lokalnie warunek Lipschitza, g = R(f) spelnia lokalnie warunek Lipschitza
w swojej dziedzinie.

Przez stwierdzenie, ze funkcja g spetnia lokalnie warunek Lipschitza w swo-
jej dziedzinie rozumiemy, iz kazdy zbiér zwarty C' € Dom(g) musi spetniaé
warunek Lipschitza.

Réwniez okreslenie, ktore funkcje naleza do dziedziny operatora LS moze
sprawi¢ ktopot. Przytoczymy tutaj kilka spostrzezen dotyczacych tego za-
gadnienia pochodzacych z pracy [16].

Uwaga 2.1 [16] WeZmy ustalony punkt & € R™. Jezeli f(z,y) jest niezde-
finiowana dla pewnego duzego y, wowczas LS(f)(z) bedzie niezdefiniowana,

tj. © ¢ Dom(LS(f)).

Uwaga 2.2 [16] WeZmy ustalony punkt z € R™. JeZeli co najmniej je-
den komponent f(Z,y) jest niezdefiniowana dla pewnego duzego y, wowczas

LS(f)(x) bedzie niezdefiniowana, tj. & ¢ Dom(LS(f)).

Uwaga 2.3 [16] Wezmy ustalony punkt & € R™. Jezeli co najmniej jedna
z limsup, . (f(Z,y)): jest niezdefiniowana dla pewnego duzego y, wéwczas
LS(f)(z) bedzie niezdefiniowana, tj. & ¢ Dom(LS(f)).

Ponizsze dwa twierdzenia zaczerpniete z pracy [16] podaja przyktady

funkcji z klasy REC(R).

Twierdzenie 2.17 [16] Funkcje +, X, —, exp,sin, cos, In, 2¥, arctg sq¢ reku-
rencyjnymi funkcjami rzeczywistymi. Funkcje %, f? V' sq rekurencyjnymi funk-
cjami rzeczywistymi na przedziale (0, 4+00).

Dowdéd. Funkcje te mozemy zdefiniowac, uzywajac wylacznie operacji
sktadania, rekursji rézniczkowej i agregacji w nastepujacy sposéb: Doda-
wanie, odejmowanie, mnozenie, funkcje eksponencjalng, sinus, cosinus, loga-
rytm, arc-tangens definiujemy przy pomocy operacji rekursji prostej, w na-
stepujacy sposob:

— dodawanie

+(x,0) =2, O+ (z,y) =y, +(z,y) =1
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— odejmowanie
—(z,0) ==, 0~ (x,y) = -1y, +(z,y) = —1;

— dla mnozenia mamy:

g(w1,22,0) = (x1,22),  Oyg(a1,22,y) = V(i3,0%) = ((9(1, 22, 9))2, 0),

wowezas (1, o, y) = (21 + X2y, T2) jest rozwiazaniem, zatem

x (2, y) = SK(if, SK(g, V(0%, V(i1,1)))) (. ) = (9(0, 2, y))1;
— funkcja eksponencjalna
exp(0) =1, 9, exp(x) = exp(x),

stosujac notacje jak w (2.6) mamy: go = 11 f(¢,2) = z;

— funkcje sin(z), cos(x) mozemy otrzymacé jako rozwiazanie réwnania:

9(0) = (0,1), 09yg(y) = (92(¥), —91(¥)).

W notacji (2.6) mamy: go = (0,1) i f(¢,2) = ((2)2, —(2)1). Rozwiaza-
niem jest g(z) = (sin(z), cos(z));

— funkcje 1/x definiujemy nastepujaco:
1 1 1 1 1
ool o (D (D)=L
1 x x x x?

In(1) =1, 0,ln(zx) = :16;

— logarytm

— arcus tangens

arctg(0) =0, O,arctg(x)= o

Pozostate funkcje mozemy zdefiniowaé¢ przy pomocy operacji sktadania:

¥ = exp(In(z) x y) dla z > 0;
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vz =x2 dlaz>0;
Il

Twierdzenie 2.18 [16] Delta Kroneckera 0, funkcja Heavisidea © zdefinio-
wane nastepujgco:

{3120 - {3 22!

oraz funkcja podlogi'' || sq rzeczywistymi funkcjami rekurencyjnymi.
Dowdéd. Mamy:

i(z) = limsup( L )y,

Y—00 I'2+1
O(z) = (limsup — ) + Lo(a)
e\ P T e ) T 20

oraz

[2] =z —r(-x),
gdzie r(z) = s(x)r(z + 1) + (1 — s(z))r(x),
natomiast 7(z) jest funkcje definiowana poprzez operator rekursji rézniczko-
wej:
1

7(0) =0, 0,7(x) = 2sin(rx)?s(z) — 3

oraz s(x) = O(sin(mx)).
0J

Twierdzenie 2.19 [16] Funkcje charakterystyczne réwnosci c—, nieréwnosci
c< oraz nierownosci wlasciwej c< sq rzeczywistymi funkcjami rekurencyjnymi.

Dowdéd. Mamy: c—(z,y) = d(y — x),c<(x,y) = O(y — z) oraz c-(z,y) =
Cg(l’,y) - C:($7y>.
0

Dodajmy, ze przez rekurencyjne liczby rzeczywiste obliczalne bedziemy
rozumie¢ wartosci pewnych rekurencyjnych funkcji rzeczywistych wyznacza-
ne dla argumentu 0. Oczywiscie warto$¢ obliczona dla pewnego argumentu x
mozemy uznaé za obliczalng w tym sensie, sktadajac dang funkcje z funkcja
—(xo, ). Stad e, sa rekurencyjnymi liczbami rzeczywistymi obliczalnymi:
e =exp(l), m =4 x arctg(1).

Uiz] =max{n €Z:n < x}
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2.4.2 Podstawowe wlasnosci

Zaczniemy ten paragraf od przedstawienia notacji opisu (deskrypcji) reku-
rencyjnych funkcji rzeczywistych.

Definicja 2.32 [16] Niech A = [F; O] bedzie przeliczalng algebrq funkcji dla
zbioru F = {f1, fa, ...} funkcji i zbioru O = {04, 0s, ...} operatoréw. Zbior
D 4 deskrypcji algebry A jest najmniejszym zbiorem stow ztozonych z symboli
{fun,Op,{(,),,,0,1,...,9}, takich Ze:

(i) (fun,n) € Dy dla wszystkich n oraz
(i1) jezeli dy,...,dy € Dy, wowczas (Op,n,dy,...,dg) € D4.

Niech Dy oznacza zbior dobrych deskrypeji w D 4. Poprzez dobrg deskrypcje
rozumiemy deskrypcje d takg, Ze

(i) d jest (fun,n) oraz f, € F (tj. F zawiera co najmniej n funkcji),
w tym przypadku d jest deskrypciq fn lub

(i1) d jest (Op,n,dy, ..., dy) dla pewnych dobrych deskrypcji dy, . .., dy, kto-
re opisujq g, ..., gk 2 dziedziny operatora O, € O, wowczas d jest de-
skrypcja O(g1, - - -, gr)-

Powyzsza definicja ma zastosowanie do wszystkich klas funkcji definio-
wanych przy pomocy indukcyjnego domkniecia. Jezeli przyjmiemy, ze H jest
algebra funkcji dla REC(R) to Dy bedzie zbiorem dobrych deskrypcji dla
rekurencyjnych funkcji rzeczywistych.

Rozwazajac algebry funkcji chcielibyémy wiedzie¢, ktore operatory do-
dane do naszej algebry faktycznie rozszerza nam zbiér funkcji nalezacych
do algebry, a ktére nie. Innymi stowy, majac dany operator O : & — §F
chcielibysmy wiedzie¢ czy dana algebra A jest zamknieta ze wzgledu na ope-
rator O czy nie. Wiele waznych, z punktu informatyki, probleméw moze by¢
rownowaznych z faktem czy pewna algebra jest zamknieta ze wzgledu na da-
ny operator. Przyktadem moze by¢ wazny problem dotyczacy klasy PRF,
P = NP wtedy i tylko wtedy, gdy P jest zamknieta ze wzgledy na opera-
tor minimalizacji p (P = [P;u]). Przytoczymy teraz definicje efektywnego
zamkniecia algebry funkcji ze wzgledu na dany operator.
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Definicja 2.33 [16] Mowimy, zZe przeliczalna algebra funkcji A jest zamknie-
ta ze wzgledu na operator O : F&¥ — §, jezeli istnieje efektywna procedura,
ktora dla danych dobrych deskrypcji funkcji fi, ..., fx € A bedgcych w dzie-
dzinie operatora O otrzyma dobrq deskrypcje funkcji O(f1, ..., fr)-

Podamy teraz przyktad dwoch operatoréw, dla ktérych klasa REC(R) jest
efektywnie zamknieta.

Definicja 2.34 [16] Operator granicy dolnej nieskoriczonej (LI) oraz opera-
tor granicy nieskoniczonej (L) jest okreslony nastepujgco:

LI(f) = liminf f(Z,y), L(f) = lim f(Z,y);

Y—00 Yy—oo
gdzie f: R™ — R" nalezy do §.

Twierdzenie 2.20 ([49]) REC(R) jest efektywnie zamknieta ze wzgledu na
LI: L.

Dowéd. Mamy LI(f)(z) = —limsup, . —f(Z,y).
Wiemy, ze lim, . f(Z,y) jest zdefiniowana wtedy i tylko wtedy, gdy obie
granice limsup, ., f(z,y) i liminf, . f(Z,y) sa zdefiniowane i sobie réwne.
Wtedy mamy lim, ., f(Z) = limsup, ... f(7,y). Zatem mozemy operator L

zdefiniowa¢ nastepujaco:

_ 1 . B
M) = g, o ) Tty () kP /0
gdzie o(x) = ﬁiﬁ)z :

0J

Przy definiowaniu nowych funkcji mozemy réwniez w pewnych przypad-
kach uzywac¢ granicy w punkcie. Jest to mozliwe dzigki wyrazeniu granicy
w punkcie poprzez granice nieskonczong. Na przykiad lim, 1 sin xy mozemy
zapisac jako lim, . sinz(arctgy).

W klasie rekurencyjnych funkcji rzeczywistych wprowadzono hierarchie
zwana 7)-hierarchia, ktéra wiaze sie ze stopniem nieciggltosci funkcji. W tym
przypadku niecigglto$é moze pojawic si¢ wszedzie tam gdzie pojawia si¢ w de-
finicji funkcji operacja granicy. Hierarchia ta opisuje stopnie bazujace na licz-
bie koniecznych granic do zdefiniowania danej funkcji.

Oto definicje stopnia funkcji ze wzgledu na pewien zbior operatoréw oraz
n-hierarchii pochodzace z pracy [16].
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Definicja 2.35 [16] Niech A = [F;O| bedzie przeliczalng algebrg funkcji
20 ={0,0,,...} oraz O bedzie podzbiorem O. Stopien dobrej deskrypcji
d € Dy dla zbioru operatoréw O ze wzgledu na algebre funkeji A, rk(d),
definiujemy indukcyinie w nastepujgcy sposob:

(i) rk({fun,n)) =0,
(i) jezeli O, ¢ O to rk({Op,n,dy,. .., dy)) = max(rk(dy), ..., rk(dy)) oraz
(iii) jezeli O, € O to rk({Oy,n,dy, ..., dy)) = max(rk(d,), ..., rk(dg)) + 1.

Stopiers funkcji f € A dla O ze wzgledu na algebre A, rk(f), jest dany
nastepujqco:

rk(f) = min{rk(d) : d jest dobra deskrypcja opisujaca f}.

Definicja 2.36 [16] Niech H (eta) oznacza algebre funkcji dla REC((R)).
Hierarchie stopni dla operatora granicy nieskonczonej ze wzgledu na algebre
H dla REC(R) nazywamy n-hierarchig, n-ty stopien tej hierarchii oznaczymy
przez H,.

H, ={f € REC(R) : rk(f) < n}.

Wyrazniejszy obraz n-hierarchii przedstawia ponizszy wniosek.
Whiosek 2.2 [16] n-hierarchia jest dana indukcyjnie w nastepujgcy sposdb:
(i) Hy=[—-1",0",1",i; SK, R, V],
(ii) H, = H, U{LS(f): f: (R)"*' = R* € H,} oraz
(iii) Hy1 = [H,;SK,R,V].

O n-hierarchii mozemy mysle¢ jako o mierze skomplikowania rekurencyj-
nej funkeji rzeczywistej. Jezeli f € H;, wowczas j oznacza liczbe zagniezdzo-
nych (nie wystepujacych réwnolegle) n koniecznych ,poprawek” aby z funk-
cji f uczyni¢ funkcje ciaglta. Zatem funkcje z twierdzenia 2.17 sg klasy Hy,
gdyz mozna je zdefiniowaé¢ nie uzywajac operacji granicy, natomiast funk-
cje z twierdzenia 2.18 i twierdzenia 2.19 sg klasy H;, gdyz do zdefiniowania
kazdej z nich uzyto jednokrotnie operatora LS. Przy definicji funkcji podtogi
| | uzyto kilkakrotnie funkcji s, ktora tak naprawde jest funkcja © zlozona
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z funkcjg sin, a wiec jest funkcjg definiowang przy pomocy operatora LS. Na
szczescie wystgpienia funkeji s mimo iz kilkakrotne w obrebie definicji funkcji
podtlogi | |, sa wystapieniami réwnolegtymi, wiec nadal pozostajemy w klasie
H.

Twierdzenie 2.21 [16] Funkcje I' Eulera oraz ( Riemanna sq rekurencyj-
nymi funkcjami rzeczywistymi klasy Hy.

Dowdd. Funkcja Gamma Eulera: T'(x) = [;°t“ ' exp(—t)dt. Latwo wi-
da¢, ze T(z) = limy_.o0 J§ s* Lexp(—s)ds. Poniewaz s !exp(—s) jest re-
kurencyjng funkcjg rzeczywistg oraz fosl s" Vexp(—s)ds jest w Hy, to ' jest
w Hj.

Prawdziwa jest nastepujaca rownosé: ((x) = ﬁ Io° %};g_t)dt dlaz >0,
gdzie prawa strona moze by¢ zdefiniowana jako rekurencyjna funkcja rze-
czywista uzywajac poprzedniej konstrukcji. Zatem podobnie jak funkcja T,
funkcja ¢ jest w Hj.

OJ

Dla lepszej analizy funkcji wprowadzono pewien operator, ktory pozwala
na kontrolowanie dziedziny i punktéow osobliwych funkcji.

Definicja 2.37 [16] Dla pewnej funkcji f : R™ — R definiujemy:

1 jezeli lim, .. f(Z,y) jest zdefiniowana

nyf(Z,y) = {

0 w przeciwnym razie

. 1 jezeli liminf, . f(Z,y) jest zdefiniowana
nyf(:c,y)z{ j y—oo f(Z,Y) ]

0 w przeciwnym razie

s p/ 1 jezeli limsup, .. f(Z,y) jest zdefiniowana
My (@ y) = { 0 izv przeciwnynz razjice( )

Zdefiniowana w ten sposéb funkeja n, f(z, y) jest funkcja charakterystycz-
na zbioru tych punktéw z, dla ktorych lim, .o f(z,y) jest dobrze zdefiniowa-
na (bez punktéw osobliwych). Analogicznie 77; f(@,y), n, f(Z,y) odgrywa taka
samg rol¢ odpowiednio dla liminf, .. f(Z,y), limsup, ., f(Z,y). Pozostaje
tylko pytanie kiedy taki operator jest rekurencyjnym operatorem rzeczywi-
stym. W pracy [17] mamy nastepujace twierdzenie uszczegétowione potem
w pracy [16].
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Twierdzenie 2.22 [16] Jezeli funkcja f jest catkowicie rekurencyjng funkcjq
rzeczywistq z Hy, wéwezas n(f), n*(f) i n*(f) s¢ w Hiyy.

Dowéd. Niech f : R™ — R. Funkcja n°(f) jest dana nastepujacym
rekurencyjnym wyrazeniem rzeczywistym:

@) = 1= 3 (s o0, 1) = - (tmswp (2.0
Wiemy tez, ze limsup, ., o(f(Z,y)) istnieje poniewaz o o f jest ograniczona,
rzeczywista, catkowicie rekurencyjna funkcja oraz n°(f)(z) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy limsup, ., o(f(z,y)) € {0,1}. Podobne wyrazenie daje nam 7’.

Ponadto wiemy, ze lim, .., f(Z,y) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy gra-
nica gorna i dolna f istnieja i sg sobie réwne. Granice gorna i dolna f istnieja
i sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy granica goérna i dolna oo f sa sobie
réwne. Z tego powodu 7(f) mozemy zapisaé jako:

Yy—o Y—00

n(f)(@) =n°(f)x) xn'(f)(&) X x= <1im inf o (f(Z,y)),limsup a(f(f?,y))> :
0

W ten sposéb zakonczylismy prezentacje modeli obliczen dyskretnych
i analogowych, ktoére sg przedmiotem dyskusji w dalszych cze$ciach pracy.
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Rozdziat 3

Obliczenia analogowe a
maszyna Turinga

Wstepna czesé tego rozdzialu poswiecona zostata wprowadzeniu pojecia ob-
liczalnosci przy uzyciu maszyn Turinga, poza zbiorem liczb naturalnych. Po-
wstala ona w gltéwnej mierze w oparciu o monografie K. Weihraucha [76] oraz
prace K. Weihraucha i X. Zhenga [77].

Kolejne czesci dotycza réznych modeli obliczen w dziedzinie liczb rze-
czywistych. Stanowia poréwnanie ich mozliwosci z klasycznym modelem ob-
liczen jakim jest maszyna Turinga. W tym kontekscie pojawia sie wazny
problem symulowania maszyn Turinga w modelach obliczen operujacych na
liczbach rzeczywistych. Poniewaz systemy funkcji, ktére maja mozliwos¢ ta-
kiej symulacji, sg w stanie symulowaé rowniez uniwersalng maszyne Turinga.
Dlatego tez te systemy moga wykonywa¢ uniwersalne obliczenia. Ponadto
badanie rozstrzygalnosci problemoéw obliczeniowych moze by¢ analizowane
tylko w modelach majacych zdolnos¢ takiej symulacji.

Druga czes¢ rozdzialu to poréwnanie rekurencyjnych funkcji rzeczywi-
stych i maszyny Turinga w oparciu o wlasna prace [57]|. Zaprezentowany
w niej zostal sposéb symulowania obliczen maszyny Turinga w modelu reku-
rencyjnych funkcji rzeczywistych.

Trzecia czgs¢ powstala w oparciu o prace [33] oraz wlasna prace [60].
Przedstawiono w niej symulacje obliczen maszyny Turinga poprzez anali-
tyczne funkcje zmiennej rzeczywiste;j.
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3.1 Maszyna Turinga i obliczenia na liczbach
rzeczywistych

Wspodlezesnie, wsrod aparatury obliczeniowej znajduje sie wiele analogowych
maszyn, ktore bezposrednio generujg funkcje ciggle zmiennej rzeczywistej
jako swoje wyniki. Te funkcje uznajemy za obliczalne na skutek faktu, iz
istniejg urzadzenia, ktére generuja ich wartosci. Mozemy jednak sprobowaé
zrozumie¢ nature obliczalnosci takich funkcji przez pryzmat tradycyjnych
komputerow. Pojecie obliczalnej liczby rzeczywistej jako pierwszy wprowa-
dzit Alan Turing w pracy [74] z 1936 roku. Praca ta stanowi poczatek nowej
dziedziny matematyki i informatyki, analizy obliczeniowej. Poniewaz maszy-
na Turinga liczy wtadciwie funkcje obliczalne zdefiniowane na liczbach na-
turalnych, tak naprawde Turing, obliczalne liczby rzeczywiste definiuje jako
liczby o obliczalnym rozwinieciu dziesietnym. Liczba rzeczywista z € R jest
obliczalna jezeli istnieje obliczalna funkcja f : N — {0,1,...,9}, taka ze
x =2, f(n)10~™*Y_ Dalej przy wprowadzaniu pojecia obliczalnej funk-
cji zmiennej rzeczywistej duza role odegrali w latach szesédziesiatych dwaj
polscy matematycy S. Mazur [40] i A. Grzegorczyk [27]. Obecnie literatu-
ra dotyczaca teorii rekursji przedstawia precyzyjne definicje funkcji zmiennej
rzeczywistej obliczalnej w powyzszym rozumieniu - Grzegorezyk [27], Lacom-
be [34], Weihrauch [76]. Przyblizymy je w biezacym paragrafie.

Za model klasycznego komputera postuzyta nam maszyna Turinga. Zapre-
zentujemy teraz sposob potaczenia obliczen na liczbach rzeczywistych z obli-
czeniami maszyny Turinga. Aby zdefiniowa¢ obliczalng funkcje zmiennej rze-
czywistej na maszynie Turinga, musimy w jaki$ sposéb aproksymowaé liczby
rzeczywiste przez liczby naturalne. W matematyce pojawia sie kilka réznych
reprezentacji liczby rzeczywistej, ktére z matematycznego punktu widzenia
sg rownowazne. Na ich podstawie mozliwe jest wprowadzenie kilku réznych
definicji pojecia obliczalnosci w zbiorze liczb rzeczywistych.

Jedna z nich definiuje liczby rzeczywiste jako granice ciagéow Cauchy’ego,
czyli takich ciagéw liczb wymiernych {r, },en, ze dla kazdego £ > 0 istnieje
m € N, takie ze dla wszystkich k,1 > m, |r, —r| < . Kazdy ciag Cauchy’ego
{7n}nen reprezentuje pewna liczbe rzeczywista x, taka ze x = lim, o ry.
Taka reprezentacja jest nazywana naiwnag reprezentacja Cauchy’ego liczby
rzeczywistej. Bardziej uzyteczna w analizie obliczeniowej jest reprezentacja,
ktora zaktada efektywnosé zbieznosci ciagu Cauchy’ego do z w takim sen-
sie, ze dla dowolnej liczby n, |r, —z| < 27". Ciag {7, }neny mozemy skojarzy¢
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z funkcja f : N — Q, taka ze dla dowolnego indeksu n € N, f(n) = r,. Liczbe
rzeczywista & nazwiemy obliczalng na maszynie Turinga, jezeli wspomniana
funkcja f : N — @Q jest obliczalna na maszynie Turinga. Te reprezentacje
nazywamy po prostu reprezentacja Cauchy’ego liczby rzeczywistej i wykorzy-
staliémy ja do wprowadzenie pojecia obliczalnosci liczby rzeczywistej w tym
paragrafie.

Innym sposobem definiowania liczb rzeczywistych w matematyce sg tzw.
przekroje Dedekinda. Sg to podzialy (C, D) liczb wymiernych, takie ze u < v
dla wszystkich u € C' oraz v € D i ponadto C' nie zawiera elementu mak-
symalnego. Przekrdj Dedekinda (C, D) reprezentuje liczbe rzeczywista =,
jezeli x jest najmniejszym gdérnym ograniczeniem C'. Przekrdj Dedekinda
jest jednoznacznie wyznaczony przez zbior C, ktory definiujemy jako zbior
C, = {r € Q:r < z} liczb wymiernych oraz uwazamy C, jako repre-
zentacje x. Zbior C, moze by¢ opisany poprzez funkcje charakterystyczna:
f:ZxN —{0,1}, taka ze f(n,m) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy > < x.
Woéwcezas dodatnig liczbe rzeczywista x nazywamy obliczalna na maszynie
Turinga jezeli istnieje funkcja f : N> — {0, 1} obliczalna na maszynie Turin-
ga, taka ze
1 n/m<z
0 n/m>x.

o) = {

Najbardziej znana reprezentacja liczby rzeczywistej jest reprezentacja
dziesietna. Jezeli ograniczymy zbiér R do przedziatu [0,1) to mozemy re-
prezentowac liczbe rzeczywista x jako x = 0.apaqas ..., gdzie cyfry a, €
{0,1,...,9}, stad * = £ ,a,107"*V). Ciag {a,}nen mozemy skojarzyé
z funkcja f : N — {0,1,...,9}, wiec dziesietna reprezentacja x € [0,1)
moze by¢ zdefiniowana poprzez funkcje f : N — {0,1,...,9}, taka ze x =
¥, f(n)10~(+1) | Dziesigtna reprezentacja przedstawia liczby rzeczywiste
przy podstawie 10. Ogolnie podstawe 10 mozemy zastapi¢ dowolng inna licz-
ba naturalng p > 1 otrzymujac reprezentacje x w systemie pozycyjnym
o podstawie p. Jezeli przyjmiemy p = 2, dostaniemy binarng reprezenta-
cje liczby rzeczywistej, ktora w naturalny sposéb zestawia liczby rzeczywiste
z liczbami naturalnymi. Niech f : N — {0, 1} bedzie binarna reprezenta-
cja liczby rzeczywistej z. Otrzymamy z = 30, f(n)2~ ") = 3, 27+,
gdzie A = {n € N : f(n) = 1}. W ten sposdb binarna reprezentacja
x jest funkcjg charakterystyczna zbioru A. W tym przypadku liczbe rze-
czywista x nazwiemy obliczalng na maszynie Turinga jezeli istnieje funk-
cja f : N — {0,1,...,(p — 1)} obliczalna na maszynie Turinga, taka ze
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x =02 f (n)p~ Y,

Inng znang w matematyce reprezentacje liczby rzeczywistej stanowi ciag
{L, }nen przedzialéw domknietych o koricach wymiernych, takich ze I,, ;1 C I,,.
Ciag {I,}nen reprezentuje liczbe rzeczywista = jezeli x jest jedynym wspdl-
nym elementem wszystkich przedzialéw I,,. Taki ciag przedzialéw definiuja
dwie funkcje. Dlatego przedzialows reprezentacje x mozemy zdefiniowaé ja-
ko pare funkcji: f,g : N — Q, takich ze dla wszystkich n € N, f(n) <
fin+1) <z < gn+1) < gn) oraz lim,_(g(n) — f(n)) = 0. Dla tej
reprezentacji liczbe rzeczywista x nazwiemy obliczalng na maszynie Turinga,
jezeli wspomniane funkcje f, g : N — Q sg obliczalne na maszynie Turinga.

Liczbe rzeczywista mozemy rowniez reprezentowac¢ w postaci utamka tan-
cuchowego. Kazda liczbe niewymierng dodatnia x mozemy w sposob jedno-
znaczny zapisa¢ w postaci utamka tancuchowego:

1
rT=a)+ ————7—,
a+ o
gdzie ag € N oraz a,, € N dlan > 1. Zapisujemy = = [ag, a1, as, . . .|, gdzie a,

nazywamy czesciowym ilorazem stopnia n. Jezeli x jest liczba wymierna to
jej utamek tancuchowy ma postac:

1
r=ay+ —7—
a1 + a2+
1
dla pewnej liczby n co zapisujemy = = [ag, a1, ..., a,]. Dla zachowania jed-

nolitego zapisu mozemy przedstawic¢ liczbe wymierng w nastepujacy spo-
séb x = [ag,a1,...,a,,0,0...]. Zatem zaréwno niewymierna jaki i wymier-
na liczbe z mozemy zdefiniowaé¢ poprzez funkcje f : N — N, taky ze z =
[£(0), f(1), f(2),...]. Jezeli taka funkcja f jest obliczalna na maszynie Turin-
ga, to liczbe x nazywamy obliczalng na maszynie Turinga.

Wszystkie wymienione reprezentacje liczby rzeczywistej sa sobie rowno-
wazne z punktu widzenia matematyki, tzn. wszystkie definiuja tg sama struk-
ture. Reprezentacje te uzywaja do zdefiniowania liczby rzeczywistej funkcji
przeksztatcajacych zbior liczb naturalnych w zbiér liczby naturalnych lub
funkcji przeksztatcajacych zbiér liczby naturalnych w zbidr liczb wymier-
nych. O ile wiemy jak jest zdefiniowana funkcja obliczalna na maszynie Tu-
ringa w pierwszym przypadku (definicja 2.12), to pojecie funkeji obliczalnej
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na maszynie Turinga z N w Q wymaga dodatkowego zdefiniowania, co ma
miejsce w dalszej czesci tego paragrafu.

Mimo rownowaznosci powyzszych reprezentacji w sensie matematycznym
(wszystkie opisuja ten sam zbiér liczb rzeczywistych) nie mamy réwnowazno-
Sci miedzy wprowadzonymi na ich podstawie definicjami liczb rzeczywistych
obliczalnych. Po dotozeniu warunku obliczalno$ci zbioér liczb, jaki otrzymamy
startujac z jednej z wymienionych reprezentacji, moze by¢ inny niz gdybysmy
rozwazyli inng reprezentacje. Problem nierownowaznosci tych definicji oraz
relacji zachodzacych miedzy nimi byt rozwazany miedzy innymi w pracach
Speakera [72], Péte’ego [56], Mostowskiego [48], Lehmana [36].

Przyblizymy teraz sposob definiowania liczb rzeczywistych oraz funk-
¢ji definiowanych na zbiorze liczb rzeczywistych, obliczalnych na maszynie
Turinga, zaproponowany w pracy [27], opierajacy sie na reprezentacji Cau-
chy’ego liczby rzeczywistej.

Na poczatek zakodujemy liczbe wymierng przy pomocy liczb naturalnych.
Uzyjemy do tego celu dobrze znanej funkcji Cantora do kodowania par liczb:
(i +3)i+5+1)

2

(i,J) =

oraz funkcji dekodujacych:

+J

7Tl<<i>j>) = i772(<i7j>) =J.

Oczywiscie mozemy rozszerzy¢ powyzsze kodowanie na wiecej argumentow:
(1,7, k) = (i, (j, k)). Mozliwe jest réwniez zdefiniowanie efektywnej numeracji
liczb wymiernych vg : N — Q, nastepujaco:

m(m(n)) = m(me(n))

wowezas dla n = (i, j, k) mamy
i—J
vg(n) = R

Definicja 3.1 [76] Funkcje f : N* — Q nazywamy obliczalng jezeli istnieje
funkcja g : N¥ — N obliczalna na maszynie Turinga, taka Ze

V(ni,...,nk € N)f(ng,...,ng) =vglg(ng, ..., ng)).
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Klase funkcji obliczalnych f : N¥ — Q oznaczymy przez Fy.

Wprowadzimy teraz pojecie obliczalnego ciagu liczb rzeczywistych. Wie-
my, ze kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu Cauchy’ego liczb wy-
miernych. Ciag liczb wymiernych {r,},en bedziemy utozsamiaé z funkcja
r: N — X, X CQ, taka ze V(k € N)(r(k) = ry), gdzie zbiér X stanowia
elementy ciagu {7, }nen. Nasza konstrukcje opieramy na obliczalnosci i efek-
tywnej zbieznosci ciagu {7, }nen-

Definicja 3.2 [76] Cigg liczb wymiernych {r,}nen nazywamy obliczalnym,
jezeli istnieje obliczalna funkcja r - N — Q, taka Ze V(k € N)(r(k) = rg).

Otrzymamy zatem nastepujaca definicje liczby rzeczywistej obliczalne;j.

Definicja 3.3 [76] Liczbe rzeczywistg x nazywamy obliczalng, jezeli istnieje
obliczalny cigg liczb wymiernych {r,}nen zbieiny do x efektywnie, to znaczy:

V(n e N)(|lx —r,| <27").

Z powyzszych definicji wynika, ze wszystkie liczby rzeczywiste wymierne
sg obliczalne. Réwniez niektore liczby niewymierne sg obliczalne, np. pierwia-
stek drugiego stopnia z dowolnej liczby naturalnej. Z pracy [74] wynika, ze
wszystkie liczby rzeczywiste algebraiczne ! sg obliczalne oraz niektére liczby
rzeczywiste przestepne 2

Przyktad 3.1 Liczba e jest przestepna liczba rzeczywista obliczalng.

Mamy e = Zdeﬁnuumy obliczalny ciag liczb wymiernych naste-
pujaco:
"1
Tn = -

Dal dowolnej liczby n € N mamy:
n 1 oo oo
el =125 - Z*_Z*<Z

|
=0 1= Ol' 1=n+1 1= n+1

Stad e jest liczba rzeczywista obliczalna.

!Liczba rzeczywista algebraiczna to liczba, ktéra jest pierwiastkiem rzeczywistym pew-
nego wielomianu o wspoétczynnikach wymiernych.
2Liczbe rzeczywista, ktéra nie jest algebraiczna, nazywamy liczba rzeczywista przestep-

na.

78



Definicja 3.4 [76] Cigg (x,)nen liczb rzeczywistych nazywamy obliczalnym,
jezeli istnieje obliczalny podwdiny ciqg (rnk)nken liczb wymiernych, ktory jest
efektywnie, jednostajnie zbieziny do (x,)nen, 4. istnieje obliczalna na maszy-
nie Turinga funkcja e : N> — N, taka Ze

(Vn,m,k € N)(k > e(n,m)) — |rpr — xn| <27™.

Wyjasnijmy, ze powyzsza definicja moze by¢ wyrazona w nastepujacy
nieformalny sposob: ciag liczb rzeczywistych jest obliczalny, jezeli istnieje
taka maszyna Turinga, ktéra dla danego indeksu n pewnego elementu ciggu
i dla danej precyzji 2™ wyznaczy kod takiej liczby wymiernej r, ktora roézni
sie¢ od x,, o mniej niz 2.

Twierdzenie 3.1 [76] Niech {x,}nen bedzie zbieznym, obliczalnym ciggiem
liczb rzeczywistych, dla ktorego istnieje taka funkcja obliczalna m : N — N,
ze:

V(n,i,7 € N)(i,7 > m(n) — |z; — ;| <277).

Wowczas jego granica x = lim,, . z, jest obliczalng liczbg rzeczywistq.

Dowéd. Niech {z,},en bedzie zbieznym, obliczalnym ciagiem liczb rze-
czywistych oraz niech x = lim,, ¢y x,,. Zatem, zgodnie z definicja 3.4, istnieje
obliczalny, podwdjny ciag liczb wymiernych spetniajacy warunek:

(Vn,m,k € N)(k > e(n,m)) — |rpr — zn| <27™.
Niech m : N — N bedzie funkcja obliczalng spetniajaca warunek:
V(n,i,j € N)(i,j > m(n) — |z; —x;| <27").

Zdefiniujmy obliczalny ciag liczb wymiernych: w, = 7pmt1).e(mnt1)n+1)-
Wowcezas dla dowolnej liczby n € N mamy:

|wn = x| = [wn = Tm(ni1) + Tmnt1) = 2] < [wn = Tgnin)| + [Tmmer) — 2] <

< |Tm(n+1),e(m(n+1),n+1) - xm(n+1)| + 27(n+1) < 27(n+1) + 27(n+1) =27"

Zatem, zgodnie z definicjg 3.3, x jest liczba rzeczywista obliczalna.
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Przyklad 3.2 Liczba 7 jest przestepna liczbg rzeczywista obliczalna.

Mamy © = fio(—l)zmil. Zdefiniujmy obliczalny ciag liczb rzeczywi-

stych nastepujaco:

Dla dowolnej liczby ¢ < j mamy:

I 1 1 J 1 1
0< (=1 (=1)* < —1)k < :
( );( T 2¢+1_’|g< Vo1l S 2

Dla dowolnych liczb n,i,j € N, takich ze j > i > m(n) mamy:

<27

oyl =| 3 (-1

k=i+1

1 1 1

| < — <=
2k+1 214+3 1
Stad, na mocy twierdzenia 3.1, liczba 7 jest obliczalna, zatem 7 jest rowniez
liczba obliczalna.

Scharakteryzujemy teraz pewien rodzaj liczb rzeczywistych ze wzgledu
na ich zwiazek z liczbami rzeczywistymi obliczalnymi.

Definicja 3.5 [76] Niech A C N. Binarng liczbg rzeczywistqg zbioru A nazy-
wamy liczbe
z[A] =) 27"
i€A
Twierdzenie 3.2 [76] Niech A C N, x[A] jest obliczalng liczbg rzeczywistq
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A jest zbiorem rekurencyjnym.

Dowdd. Zatézmy, ze z[A] jest liczba obliczalna. Jezeli A lub —A jest
skonczone, to zbiér A jest rekurencyjny. Niech A i =A beda zbiorami nie-
skonczonymi. Poniewaz x[A] jest liczba obliczalna, to na mocy definicji 3.3
istnieje obliczalny ciag liczb wymiernych {r, },en, taki ze:

V(n € N)(|z[A] —r,| <27M).

Niech
A, ={icAri<n}iw,=)Y 27/ 427"
i€An
oraz
k, = rgéier(wn ¢ [ri—27"r +277).
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Takie k, zawsze istnieje poniewaz x[A] nie jest skonczona, dwdjkowa liczba
wymierng (x[A] nie jest liczba postaci: Y1 ;-4 27). Wowezas mamy: jesli
wy < 1T, — 27F ton € A, jesli w, > 1y, +27% ton ¢ A, zatem zbiér A
jest rekurencyjny.

Zalozmy, ze A jest zbiorem rekurencyjnym. Woéwczas jego funkcja cha-
rakterystyczna cs : N — {0, 1} jest obliczalna na maszynie Turinga. Niech

n+1

=3 (277(1 = ca(2))-
i=0
Ciag {rn }nen jest obliczalnym ciagiem liczb wymiernych. Ponadto dla kazdej
liczby n € N mamy:

|x[A]—mr=|Z2“éﬂ(?i(l—w»)r <Y 2=l o

i€EA i=n+2

Zatem, na mocy definicji 3.3, z[A] jest liczba rzeczywista obliczalna.
|

Twierdzenie 3.3 [76] Zbior liczb rzeczywistych obliczalnych jest zamkniety
ze wzgledu na operacje arytmetyczne: dodawania, odejmowania, mnozenia
1 dzielenia.

Dowdd. Wynika z definicji 3.3 oraz z wtasnosci wymienionych dziatan
arytmetycznych dla zbieznych ciagéow liczb wymiernych.

0J

Na koniec zdefiniujemy funkcje zmiennej rzeczywistej, ktora jest obliczal-
na na maszynie Turinga. ChcielibysSmy mie¢ nastepujace intuicyjne wtasnosci:
jezeli dany wymierny argument jest w okreslonym sgsiedztwie liczby x, wow-
czas maszyna Turinga generuje liczbe wymierng w okreslonym sasiedztwie
wartosci f(x). Ponadto powinni$my mie¢ mozliwosé decydowania poprzez
zadany parametr o tym jak mate jest to sasiedztwo.

Zatem chcielibyémy mie¢ dla funkcji f realizowanej przez maszyne Turin-
ga M; efektywna procedure, ktéra dla danej precyzji m oraz danego ciggu
ok (generowanego przez inng maszyne Turinga) zbieznego do z, znajduje
takie ng, ko, ze Mg(rngr,) = q oraz ¢ — f(x)] <27™.

Zgodnie z ta intuicja mozemy przedstawi¢ nastepujaca definicje obliczal-
nej funkcji zmiennej rzeczywistej, w sensie funkcji obliczalnej przez maszyne
Turinga [77].
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Definicja 3.6 [76] Funkcje zmiennej rzeczywistej f : [a,b] — R nazywamy
obliczalng jesli:

1. f odwzorowuje kazdy obliczalny cigg liczb rzeczywistych {x, fnen w obli-
czalny cigg liczb rzeczywistych { f () }nen (wlasno$é Banacha-Mazura);

2. f jest efektywnie, jednostajnie ciggla, to znaczy istnieje obliczalna funk-
cja d: N — N, taka ze:

(@, y € [a,b])¥(m € N)(jo —y| <27 = |f(2) = f(y)| < 27™).

Taka definicja daje nam calkiem inne spojrzenie na problem obliczalno$ci
w dziedzinie rzeczywistej. Ograniczajac zbiér funkcji zmiennej rzeczywistej
w taki sposob, konstruujemy tylko funkcje, ktére moga by¢ efektywnie aprok-
symowane przez maszyne Turinga. W tym sensie sg one fizycznie obliczalne
przez komputery cyfrowe, poniewaz zawsze mozemy jako wynik otrzymac
liczbe wymierng bliska oryginalnej wartosci funkcji z zadana precyzja.

Przyklad 3.3 Funkcja f(x) = 2 dla z € R jest obliczalna w sensie definicji
3.6.

1. Niech {x,},en bedzie obliczalnym ciagiem liczb rzeczywistych, takim
ze T, € [a,b].

Zatem, zgodnie z definicjg 3.4, istnieje podwdjny obliczalny ciag liczb
wymiernych {r, x }nren, Tni € [a,b] oraz maszyna Turinga M., taka ze

V(n,m,k € N)(k > Mc.(n,m) — |rpr — x| <27™).

Ciag {rnk nken jest obliczalny, zatem istnieje maszyna Turinga M, ta-

ka ze M, (n, k) wyznacza liczbe wymierng r, , znajdujac licznik [, , € N
ln,k
Mn k :

i mianownik m,, ;, € N utamka 7, =
Pokazemy teraz, ze ciag {f(z,)}nen jest ciagiem obliczalnym.

Niech {pnk}nren bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco:

Pnk = f(’f’nk)

Zdefiniujmy maszyne Turinga M, w nastepujacy sposob:
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uruchom maszyne M, (n, k);

(

(a)

(b) uruchom maszyne M. (L, k, lnk);
) uruchom maszyne M, (my, i, My k);
)

zwr6¢ wynik obliczen maszyn M, (Ly g, lng) 1 M (M gy M )

W powyzszym zapisie [y, m,, oznaczaja wynik dziatania maszyny

M, (n, k).

Maszyna M,(n, m) wyznacza liczbe naturalna réwna n % m, wiec ma-
szyna M,(n, k) wyznacza liczbe wymierng bedaca elementem ciggu
{Pn.k }nken 0 indeksie n, k. Zatem ciag {pn i }nren jest obliczalny.

Pokazemy teraz, ze istnieje maszyna Turinga M., (n,m), taka ze:

V(n,m,k € N)(k > M, (n,m) = |ppx — flan)] <27™).

Mamy:

Pk — F(@n)l = |72 p = 20| = [Png = @l [Pk + Tnk] < Jrop — 2a|2[0] <
< 27M2[p| < 2~ mH2Hoea lbl],

gdzie

log,(n) = rgin[Qi >n]—1

jest obliczalng na maszynie Turinga funkcja dziatajaca z N — N. Niech
Mg, bedzie maszyng Turinga wyznaczajacy log, oraz M, M), M\,
beda maszynami Turinga wyznaczajacymi odpowiednio wartosci sumy,
wartosci bezwzglednej liczby wymiernej, oraz obciecia liczby wymiernej
do jej czesci catkowite;j.

Zdefiniujmy maszyne M., nastepujaco:
M., (n, m){liczba wymierna b jest stala znana maszynie M., }{

(a) uruchom maszyne M) (b);
(b) uruchom maszyne M (|b]);
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}

Maszyna M., wyznaczy dla danego n,m € N takie i € N, ze V(k >
i)(|png — f(zn)| < 27™). Stad istnieje obliczalna na maszynie Turinga
funkcja e;(n, m), taka ze:

V(n,m,k € N)(k > ei(n,m) — |pnx — flz,)| <27™).

Zatem, zgodnie z definicja 3.4, ciag {f(z,) }nen jest obliczalnym cia-
giem liczb rzeczywistych.

. (Warunek ciggtosci) Pokazemy, Ze istnieje obliczalna na maszynie Tu-
ringa funkcja d : N — N, taka ze:

V(z.y € [a,0)V(m € N)(Jo —y| <279 — [f(x) = fy)| <27™).

Przyjmijmy d(m) = m + 2 + log, | |b|], otrzymamy woéwczas:

1f(@) = fy)] = |2° — v*| = |z — yllz +y| < 27 (mF2Hoelbo)p) < 27,

Latwo wida¢, ze istnieje maszyna Turinga M, wyznaczajaca wartosc¢
funkcji d, zatem d jest szukang, obliczalng na maszynie Turinga funkcja.

Funkcjami obliczalnymi, zdefiniowanymi na zmiennych rzeczywistych sg

miedzy innymi: wielomiany o wspotcezynnikach obliczalnych, funkcja wyktad-

nicza, warto$¢ bezwzgledna, funkcje trygonometryczne jak i wiele innych
(praca [76]).

Konsekwencja definicji 3.6 jest to, ze proste funkcje takie jak funkcja

skoku: sgn(x) = { 0 &>0

L 2<0’ funkcja podlogi (czesé catkowita z x) sa nie-

obliczalne (rys. 3.1) gdyz sa nieciagle.
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Rysunek 3.1: Przyktady nieobliczalnych funkcji zmiennej rzeczywistej

W pracy [77] pokazano, ze w tak zdefiniowanej klasie obliczalnych liczb
rzeczywistych mozna wprowadzi¢ hierarchie arytmetyczng, analogiczng do
hierarchii arytmetycznej podzbioréw liczb naturalnych.

Definicja 3.7 [76](Hierarchia arytmetyczna liczb rzeczywistych)
1. %9 =1Ip = Ag = {x € R : z jest bliczalne}.

2. Dlan €N, n>0:

Y, ={x€eR:(3f € Fy) =sup inf sup...0;, f(i1,d2,...,0n)};

i1EN 12€N i3€N

II, ={x € R: (3f € Fy) = inf sup inf ...0;, f(i1,i2,...,0n)};
i1€Ni2€Ni3€N

A, =%, NI,

gdzie ©;, oznacza sup; .y, jesli n jest nieparzyste i inf; en, jesli n parzyste
oraz ©;, oznacza inf; cn, jesli n jest nieparzyste i sup; cy, jesli n parzyste.

Aby blizej scharakteryzowaé zaproponowang hierarchie przytoczymy te-
raz kilka dodatkowych definicji oraz twierdzen z pracy [77].

Lemat 3.1 [77] Dla dowolnej liczby n € N, n. > 0 i dowolnej liczby x € R
mamy:

1. x € ¥y & (3f € Fo)x = infiey f(i);

2. x € Upy1 & (3f € Fo)z = sup;ey f(4);
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3. v €A & (3f € Fp)r = lim;_, f(i) efektywnie;

4w € Apy & (3f € Fo)r = limi_oo f(1);

Powyzszy lemat wynika z twierdzen zaprezentowanych w pracy [77].
Podamy teraz definicje prawostronnie i lewostronnie obliczalnej liczby
rzeczywistej:

Definicja 3.8 [77] Liczbe rzeczywistq x nazywamy lewostronnie (odp. prawo-
stronnie) obliczalng, jezeli istnieje rosngcy (odp. malejgcy), obliczalny cigg
liczb wymiernych {r,}nen 2bieziny do x.

W $wietle powyzszej definicji mozna sformutowaé¢ nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.1 [77] Liczba rzeczywista x jest:

— lewostronnie obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obliczalna funk-
cja f: N — Q taka, Ze x = sup;cy f(4);

— prawostronnie obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obliczalna
funkcja f: N — Q taka, Ze x = inf;en f(4).

Twierdzenie 3.4 [77] Liczba rzeczywista x jest liczbg obliczalng wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jest liczbg lewostronnie i prawostronnie obliczalng.

Dowdd. Zatézmy, ze x € R jest liczba rzeczywista obliczalna. Zatem
istnieje obliczalny ciag liczb wymiernych, taki ze

V(n e N)(lx —r,| <27").

Przyjmijmy:
Ly =1y, = 27" ik, =71, + 27"

Ciag {ln}nen jest ciagiem rosnacym, a ciag {k, tnen jest ciagiem malejacym,
wynika z whasnosci ciagu {r, }nen, iz dla kazdej liczby n € N, r,, nalezy do
przedziatu otwartego dtugosci 27! o $rodku w punkcie x. Ponadto:

r= lim [,, = lim k,.

n—oo n—oo

Stad x jest liczba lewostronnie i prawostronnie obliczalng.
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Zatozmy, ze x jest liczbg rzeczywista lewostronnie i prawostronnie obli-
czalna. Zatem istnieja obliczalne ciagi liczb wymiernych {l,, } nen oraz {k, }nen,
takie ze {l,}nen jest ciagiem rosnacym, a {k, },en jest ciagiem malejacy i

z = lim [, oraz x = lim k,.

n—oo n—o0

Przyjmijmy zatem
pn = min(k; — [; <27").

ieN
Takie p,, istnieje dla dowolnej liczby n € N, poniewaz lim,, .. (k, — I,,) = 0.
Ponadto dla dowolnej liczby n € N [, < z i k, > x. Zatem przyjmujac
Ty = pp Otrzymamy:

Vin e N)(Jz —rp| <277).
Stad x jest liczba rzeczywista obliczalna.

OJ

Definicja 3.9 [77] Liczbe rzeczywista x nazywamy obliczalnie aproksymo-
walng, jezeli istnieje obliczalny cigg liczb wymiernych {ry, }nen 2biezny do x.

Na podstawie definicji 3.7 zbiér liczb rzeczywistych obliczalnych jest toz-
samy z klasami Ag, Yo, [1Io. Wniosek 3.1 pokazuje, ze zbior liczb lewostronnie
obliczalnych jest rowny klasie 11y, zas zbior liczb prawostronnie obliczalnych
jest réwny klasie 3. Klasa A; = ¥1 NIl i na podstawie twierdzenia 3.4 jest
rowna klasie liczb rzeczywistych obliczalnych oraz klasa A; na podstawie
lematu 3.1 jest tozsama ze zbiorem liczb rzeczywistych obliczalnie aproksy-
mowalnych. Wspomniane klasy zachowujg réwniez nastepujace wlasnosci:

Al ngLJHl gAQ g EQUHQ.
Twierdzenie 3.5 [77]

— Dla wszystkich n € N, A,, jest zamknieta ze wzgledu na operacje aryt-
metyczne takie jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie.

— Jezeli f : R — R jest obliczalng funkcjq oraz v € A, wowczas f(x) €
A,.
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Powyzsze twierdzenie mozna udowodni¢ poprzez indukcje wzgledem n.

Rozwazmy teraz rozstrzygalno$¢ podzbioréw liczb rzeczywistych. W zbio-
rze liczb naturalnych zbiér nazywamy rozstrzygalnym, jezeli jego funkcja cha-
rakterystyczna c4 : N — N jest obliczalna. Przypusémy, ze zbior liczb rze-
czywistych bedziemy nazywaé rozstrzygalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja charakterystyczna cy : R — R bedzie obliczalng funkcja zmiennej
rzeczywistej. Funkcja charakterystyczna ze swej natury jest nieciggta, poza
przypadkiem zbior6w A = (), A = R, zatem zgodnie z definicja 3.6 nie mo-
ze by¢ obliczalna funkcja zmiennej rzeczywistej. Stad taka definicja zbioréw
rozstrzygalnych nie bytaby dobra.

Zdefiniujmy funkcje dystansu d4 : R™ — R w nastepujacy sposob:

d = inf |y —
a(z) = inf ly — 2],
jako ogolniejsza postaé¢ funkcji charakterystycznej.

Definicja 3.10 [76] Zbior A C R™ nazywamy rozstrzygalnym, jezeli jego
funkcja dystansu da : R™ — R jest obliczalng funkcjg zmiennej rzeczywistej.

Takie proste zbiory jak przedziaty [a,b] C R o obliczalnych koncach a i b
lub zbiér {(z,y) € R: z > y} sa rozstrzygalne.

Jak wiadomo podzbiér U C R jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest suma otwartych przedziatéw o wymiernych koncach. W celu wprowadze-
nia pojecia zbioru rekurencyjnie przeliczalnego w zbiorze liczb rzeczywistych
skojarzmy zbiér otwarty U C R z ciagiem (1o, I1, . ..) otwartych przedziatéw
o wymiernych kornicach takich, ze U = Iy U I, U.... Ciag (ly, I1,...) bedzie-
my okreslali jako deskrypcje zbioru U. W ogdélnym przypadku, dla U C R",
kazdy [ rozumiemy jako iloczyn kartezjanski n otwartych przedziatéw o wy-
miernych koncach.

Definicja 3.11 [76] Zbiér U C R"™ nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym,
jezeli istnieje jego obliczalna deskrypcja.

Przyktadami podzbiorow rekurencyjnie przeliczalnych zbioru liczb rzeczy-
wistych sa, np. przedzialy otwarte (a,b) C R o obliczalnych koncach, zbiér

{(z,y) e R:z < y}.
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3.2 Maszyna Turinga a rekurencyjne funkcje

rzeczywiste

Dotad rozwazaliSmy jak funkcje zmiennej rzeczywistej wyrazi¢ w dyskret-
nej strukturze maszyny Turinga. Teraz przedstawimy analize odwrotna, jak
dyskretna maszyne Turinga wyrazi¢ poprzez funkcje zmiennej rzeczywiste;j.

Przedmiotem dyskusji w tej czesci pracy bedzie symulacja maszyn Tu-
ringa przy pomocy rekurencyjnych funkcji rzeczywistych. Do tego celu, ja-
ko narzedzie posrednie, wykorzystane zostanie odwzorowanie przesuwne GS,
wprowadzone przez C. Moore’a w pracy [45]. Przedyskutowane zostana réw-
niez relacje miedzy wymiarem funkcji symulujacej a klasami n-hierarchii dla
rekurencyjnych funkcji rzeczywistych. Paragraf ten bedzie oparty na wtasnej
pracy [57].

Do celéw prezentowanej symulacji przyjmiemy nastepujacy opis konfigu-
racji maszyny Turinga: ajqas, gdzie ¢ € @ jest biezacym stanem maszyny
Turinga, a ajas jest dwustronnie nieskonczonym napisem nad alfabetem X
zapisanym na tasmie. Alfabet ¥ zawiera roéwniez symbol pusty, a napis ajas
zawiera tylko skonczong ilos¢ symboli roznych od symbolu pustego. Przyjmie-
my réwniez, ze w jednym ruchu maszyna Turinga moze przesuwaé glowice
tylko w prawo (41) lub w lewo (—1), natomiast nie moze jej pozostawi¢
w miejscu, bez ruchu oraz ma tylko jeden stan finalny, konczacy dziatanie
maszyny. Takie ograniczenia oczywiscie w niczym nie zmniejsza mozliwosci
obliczeniowych maszyny Turinga. Przypuéémy teraz, ze gltowica maszyny Tu-
ringa obserwuje pierwszy symbol tancucha as. Nasza maszyna Turinga bedzie
dziatata w nastepujacy sposob. Niech

X X 1QTY . Ty e

bedzie biezacym opisem maszyny Turinga. Dla 6(q, zo) = (¢, zf, +1) mamy
nastepujaca zmiane w opisie naszej maszyny:

/)
RN VR V1 1) AT S S N NP 7/ v RO S
natomiast dla d(q, zo) = (¢, z, —1) mamy
/ /
R G N 1) WP SO N Y0 A 1 T

Tak dziatajaca maszyne Turinga bedziemy symulowaé uzywajac zdefinio-
wanego przez C. Moore’a odwzorowania przesuwnego GS [45]. Jest to odwzo-
rowanie dziatajace na dwustronnie nieskonczonych napisach nad alfabetem
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Y. Niech a = ...a_sa_q.a1asa;3 ... bedzie pewnym nieskonczonym napisem
nad alfabetem 3. Definiujemy odwzorowanie przesuwne GS w nastepujacy
Sposob:

®:a— 'Y a+ gla)).

Dziedzing jak réwniez zbiorem wartosci odwzorowania @ jest zbior dwustron-
nie nieskonczonych napiséw nad alfabetem X, natomiast g : ¥* — R jest
odwzorowaniem a na skoniczony napis oraz f : ¥* — {—1,+1}, jest odwzo-
rowaniem a na liczbe catkowitag. Ponadto wymaga sie aby f i g byly zalezne
od skonczonego ciggu znakéw napisu a. Bedziemy ten cigg znakéw nazywaé
dziedzing zaleznosci (ang. Domain of Dependence, DOD). Zapis a + g(a)
bedziemy rozumie¢ jako zastapienie skonczonego ciggu znakéw (DOD) w na-
pisie a przez ciag g(a). Operator J oznacza przesuniecie ciagu znakéw w lewo
lub w prawo w zaleznosci od wartosci f(a). Gdy f(a) = +1 przesuwamy zna-
ki o jedna pozycje w lewo wzgledem kropki, gdy f(a) = —1 przesuwamy
znaki o jedna pozycje w prawo wzgledem kropki.

Tak zdefiniowane odwzorowanie przesuwne GS moze by¢ wykorzystane
do symulowania dzialania maszyny Turinga. Aby otrzymaé odwzorowanie
przesuwne GS symulujace maszyne Turinga musimy odpowiednio zdefiniowaé
przeksztalcenie g. Wprowadzmy sposob kodowania napisow nad X, ktoére sa
zapisywane na tasmie. Niech zbior symboli zapisywanych na tasmie w tym
symbol oznaczajacy komoérke pusta ¥ = {sg, s1,..., Sm}, zbior standow @ =
{q0,q1 ---,qr}. Symbole ze zbior6w ¥ oraz @) bedziemy kodowaé kolejnymi
cyframi systemu pozycyjnego o podstawie n = max{m,k} + 1. Zaréwno
symbole tasmowe jak i stany mozemy kodowaé tymi samymi cyframi. Tasme
maszyny Turinga znajdujacej sie w stanie g zakodujemy jako:

a=...a_20_1.0p00103 ...,

gdzie ay odpowiada stanowi g oraz a; dla ¢ € Z, i # 0 symbolom z )
zapisanym na tasmie, odpowiednio na lewo i na prawo od glowicy, a; jest

symbolem pod glowicg oraz a_; pierwszym symbolem na lewo od glowicy.
Niech
DOD(CL) = a_1.G0p9Q7

bedzie skoriczonym ciagiem z a, ktéry bedzie obszarem przeksztalcen dla .

Definicja 3.12 Niech g bedzie zdefiniowane nastepujgco:

{ a_y.ayay,  dla f(a) =+1

q
ap.a_yay, dla f(a)=-1" (3:1)

g(a) =
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gdzie ay (nowy symbol) oraz ay (nowy stan) sq okreslone odpowiednio przez
funkcje przejscia maszyny Turinga §(ag, a1) — (af, a,r) zas f(a) — definiuje
ruch gtowicy po tasmie: +1 w prawg strone, —1 w lewq strone.

Lemat 3.2 Odwzorowanie przesuwne GS z g 1 f zdefintowanymi jak powy-
zej, symuluje maszyne Turinga.

Przedstawimy teraz przyktad i kilka stow ilustrujacych lemat 3.2.

Przyklad 3.4 Konstrukcja odwzorowania przesuwnego GS dla problemu bi-
narnego nastepnika.

Tabela 3.1: Funkcja przejscia 0 dla maszyny Turinga z przyktadu 3.4.

Lp. | (@.%) | (@, % {+1,—-1})
1| (0,1) (0,1,+1)
2 | (0,0 (0,0,+1)
3 1 (0,2) (1,2,-1)
41 (1,1) (1,0, —1)
5 | (1,0) (2,1, 1)
6 | (1,2) (2,1,-1)
7] (21 (2,1,-1)
8 | (2,0) (2,0, —1)
9 | (2,2) (3,2, +1)

Postuzymy sie do tego celu maszyna M, z paragrafu 2.1.3. Niech ¥ =
{0,1,2}, 2 reprezentuje symbol pusty, @ = {0,1,2,3}, 0 jest stanem starto-
wym, 3 stanem finalnym a 1 i 2 stanami modyfikacji (maszyna Turinga czyta
po kolei symbole od prawej do lewej i dokonuje potrzebnych zmian). Zbiory
> 1 () maja trzy identyczne elementy ale elementy te majg rozne znaczenie.

Funkcja przejscia maszyny M, 0 oraz odwzorowanie przesuwne GS po-
kazuja odpowiednio tabele 3.1 oraz 3.2.

W naszym przyktadzie na tasmie maszyny M, sa zapisywane trzy rézne sym-
bole. W definicji przeksztalcenia g dodatkowo, oprécz stanu i symbolu pod
gltowica, musimy wzig¢ pod uwage symbol poprzedzajacy symbol obserwo-
wany przez gtowice, dlatego mozemy otrzymac trzy roézne sytuacje odpowia-
dajace jednemu przejsciu funkeji 9. Jest tak dlatego, ze dla jednego przejscia
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funkcji 6 moze pojawié¢ sie, ze wzgledu na to jaki mamy symbol na lewo
od gtowicy, konieczno$¢ zdefiniowaé g i f dla trzech réznych argumentéw.
Funkcja przejscia § zalezy od ag (biezacy stan) i a; (symbol pod glowica)

Tabela 3.2: Odwzorowanie przesuwne GS dla § z tabeli 3.1

Lp. | a_1.a0aq | g(a) | f(a)

1 2.01 210 | +1

I 2 1.01 1.10 | +1
3 0.01 0.10 | +1

4 2.00 2.00 | +1

II ) 1.00 1.00 | +1
6 0.00 0.00 | +1

7 1.02 1.12 | —1

11 8 0.02 1.02 | -1
9 2.11 1.20 | —1

v 10 1.11 1.10 | —1
11 0.11 1.00 | —1

12 2.10 221 —1

\Y% 13 1.10 211 | —1
14 0.10 201 | —1

VI 15 2.12 221 | —1
16 2.21 221 | —1

VII | 17 1.21 211 | —1
18 0.21 201 | -1

19 2.20 220 | —1

VIIT | 20 1.20 210 | -1
21 0.20 2.00 | -1

IX | 22 2.22 223 | +1

natomiast dla g i f, DOD(a) = a_j.apa; czyli g i f zaleza dodatkowo od
symbolu lezacego na lewo od glowicy: a_;. Kolejne instrukcje funkcji przej-
scia 0 odpowiadajg instrukcjom w poszczegdlnych sekcjach odwzorowania
przesuwnego GS (tabela 3.2). Pewne sytuacje na tasmie sa niemozliwe, dla-
tego w sekcji III, VI oraz IX mamy mniej niz trzy instrukcje. Sekcja III
odpowiada trzeciemu przejsciu z tabeli 3.1. Jest to przejscie zdefiniowane dla
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stanu 0 (maszyna Turinga mija symbole na tasmie od lewej do prawej bez
ich modyfikacji) i symbolu pod gltowica 2. W tym przypadku pojawienie sie
2 z lewej strony glowicy jest niemozliwe. Taka sytuacja oznaczataby, ze wej-
Scie maszyny Turinga byto puste. Dlatego mamy tutaj tylko dwie instrukcje.
Podobnie w sekcjach VI i IX mamy tylko jedng mozliwg sytuacje, sg to mo-
menty gdy glowica znajduje sie na lewo od niepustych komérek tasmy, wiec
mozliwy symbol na lewo od gtowicy to tylko symbol pusty.

Zilustrujemy teraz jak odwzorowanie przesuwne GS symuluje dziatanie
maszyny Turinga. Pojedynczy krok obliczen bedzie zapisywany nastepujaco:

g f / / P
e Q_9G_1.00G10A2 ... = ...G_2¢(...a_1.a0a1 ...)ay... = ...d_,aj.apaial ...
Niech tasma wejsciowa maszyny Turinga M wyglada nastepujaco:

...222.1101222 .. .,

stan startowy to ¢ = 0, wowczas startujemy z:

a=...0_20_1.qa109 ... = ...222.01101222 ...,
DOD(a) = 2.01.
Kolejne kroki odwzorowania przesuwnego GS sa nastepujace:
2.01...) f(...2.01...)

..222.01101222...
..2221.0101222...
..22211.001222. ..
..222110.01222. ..
..2221101.0222... °"
..222110.11222...
..22211.100222...
..2221.2110222...
..222.21110222...

...222.221110222...
...222.31110222. . .

.. 222.10101222. ..
..2221.1001222. ..
..22211.001222. ..
..222110.10222. ..
..2221101.1222. ..
..222111.00222. ..
.. 22212.110222. ..
.. 2222.1110222. ..
.. 222.21110222. ..
... 222.231110222. ..

—
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Dla liczby 1101 zapisanej na tasmie w momencie startu maszyny M,
otrzymujemy, w momencie osiagniecia przez nig stanu finalnego ¢ = 3, na-
stepujacy kod tasmy ...222.31110222... bedacy wynikiem przeksztatcenie
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przesuwnego GS, co oznacza, ze na tasmie maszyny M, mamy nastepujacy
zapis ...22111022. ... Zatem wynik jej dzialania to 1110.

Przedstawimy teraz trzy wlasne wyniki dotyczace powyzszej symulacji
maszyny Turinga z pracy [57]. Zacznijmy od zaprezentowania funkcji R — R
symulujacej maszyne Turinga. Przyjmijmy, ze dwustronnie nieskonczony tan-
cuch:

4= ...0_90_1.000103 . . .

o podstawie kodowania rownej n, przeksztatcamy na jednostronnie nieskon-
czony tancuch x, postaci:

O.aoa_lala_gaga_g ey
wowcezas z, € [0, 1).

Lemat 3.3 Niech ® bedzie odwzorowaniem przesuwnym GS z DOD(a) =
a_1.apay. Istnieje funkcja fas : R — R, taka Ze

@(a) =b= fgs(l'a) = Tp.

Dowd6d. W tym dowodzie wszystkie liczby sg kodowane w systemie po-
zycyjnym o podstawie n. Niech ag — oznacza biezacy stan maszyny Turinga,
a; — oznacza symbol znajdujacy sie pod glowicg oraz a_; — oznacza pierwszy
na lewo symbol od glowicy. Zgodnie z definicja GS zastepujemy elementy
a_1, ag oraz a; przez elementy g(a), a nastepnie przesuwamy wszystkie cyfry
w tancuchu a zgodnie z wartoscia f. Z definicji 3.12 mamy:

[ a_idiay, dla f(a) =+1
9la) = { ap.a_ray, dla  f(a) =-1

Jezeli n jest podstawa systemu kodowania zas z, = 0.apa_1a1a_sas . .., woWw-
czas:

|zan?| — |2an|n = a_q,
zatem dla f(a) = +1 mamy:

!/ /!
gla) = a_y.djal, = |x,n?| — |2n|n + % + %'
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W tlaficuchu a zastepujemy a_;.apa; nowym tancuchem g(a), wiec x, zmieni
sie w nastepujacy sposob:

0.apa_1a1a_sasa_3 ... — 0.aja_jaga_sasa_3 . . .,
a po przesunieciu otrzymamy
! !
xp = 0.aqaia2a_1a3a_3 . . ..

Mamy g(a)n? = a_1da}aj oraz |g(a)n|n = a_1a,0, gdzie a_ja;0 oznacza liczbe
o cyfrach a_y, af, 0 w systemie pozycyjnym o podstawie n, stad

gla)n® — [g(a)n]n

=0.a),.
N 0

Kontynuujac ten proces mamy |g(a)n| = a_ja) oraz |g(a)|n = a_,0, analo-
gicznie jak poprzednio dostaniemy

Lg(a)n] — [g(a)|n

n

= 0.0a.

Po obliczeniu sumy powyzszych tancuchéw otrzymamy pierwsze trzy ele-
menty xp, tj. 0.aja). Kolejne elementy sa przesuniete o dwie pozycje: wszyst-
kie parzyste elementy w prawo, a wszystkie nieparzyste w lewo. fLancuch
0.000a_10a_20a_s ... mozemy otrzymac jako sume szeregu:

0o L%”%J _ ann%’ljn
I; n2k+2

oraz drugi tancuch 0.00as0a30ay . .. jako

0o |_$an2k+3j _ ann%HJn
I; n2k+1 :

Dlatego ostatecznie dla f(a) = +1 otrzymamy formute:

gla)n® = lg(a)n]n |g(a)n] — |g(a)]n

fos(as) = 2= -
. m L%TZ%J o ann%*ljn ) m ann2k+3J _ ann2k+2Jn
+ lim > pp + Jim > i '
k=1 k=1
Dla f(a) = —1 mamy:
2| /
g(a) = aj.a_1a} = ay + [z = [2an]n + a—;.

n n
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W tlaficuchu a zastepujemy a_;.apa; nowym tancuchem g(a), wiec x, zmieni
sie w nastepujacy sposob:

0.apa_1a1a_sasa_s ... — 0.a_jagala_sasa_s. ..,
a po przesunieciu:
—0a /
xp = 0.aqa_2a_10_3a10_402a_503 . . ..

Zatem analogicznie jak w poprzednim przypadku dla f(a) = —1 otrzymamy
wzOr:

|zan?| — |zan]n

_ Ly(a)]

fas(xy) = + g(a)n® — |g(a)n]n

m m
) L$an2k+3J _ ann2k+2jn ) ann2k+2J _ ann2k+lJn
* ol > e + i > 5 ~

O

Dzigki powyzszemu wynikowi mozemy sformutowac nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 3.6 Niech M bedzie maszyng Turinga ze stanem startowym
qo © wejsciem w oraz niech x, bedzie kodem startowej konfiguracyi M, istnieje
wowczas rzeczywista funkcja rekurencyina fas : R — R, nalezgca do klasy
Hy, ktora symuluje M, tj. maszyna M zatrzymuge sie po t krokach dla wejscia
w wtedy i tylko wtedy, gdy fle(xs) = xp, gdzie x, odpowiada konfiguracyi
wynikowej maszyny M.

Dowéd. 7 paragrafu 2.4.2 wiemy, ze dodawanie, odejmowanie, mnozenie
oraz potega naleza do klasy Hy podczas gdy || jest w klasie H;. Definiujac
fas(za) = xp uzywamy ztozenia dwoch operacji | |. Mamy |g(a)| ktora jest
z klasy H, poniewaz

[2an?] = |zen)n+ %+ %, dla f(a) = +1
9a) =3 5" (leanl-lzanin) [ o
ag + ===+ 4 dla f(a) =-1

n 7L2 Y
jest w Hy. Uzyte przy powyzszej konstrukeji fog granice istniejg i sg skon-

czone oraz naleza do klasy Hy. Rozwazmy granice:

m — o0 —
_ |zan? | — |zan®*1|n |zan? | — |zan®* 1 |n
Wlll%o kz_:l n2k+2 - kz:l 2kt2 .
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Szereg

Z |zan®* | — |zon

n2k+2

Qk—lJ n

k=1
jest zbiezny poniewaz jest ograniczony przez szereg zbieiny >0 4. Za-
tem na podstawie twierdzenia Weierstrassa rozwazany szereg jest zbiezny.

Stad

m

Jim 3

k=1

Qk—lJ n

|zan?* | — |zan
2k

z definicji 2.36 jest w klasie Hy. Pozostale granice zachowuja sie podobnie.
O

Zaprezentujemy teraz symulacje maszyny Turinga postugujac si¢ dwuwy-
miarowg rekurencyjng funkcja rzeczywistg R? — R2. W tym celu bedziemy
reprezentowa¢ dwustronnie nieskonczony tancuch

4= ...0_9G_1.000103 . . .
przez pare nieskonczonych tancuchéw (z,,y,) postaci:
(0.apaqaz ...,0.a_1a_sa_3...),

(%a,%a) € 10,1) x [0,1).

Lemat 3.4 Niech ® bedzie odwzorowaniem przesuwanym GS z DOD(a) =
a_y.apar. Wowczas istnieje funkcja fas : R? — R2, taka Ze:

®(a) = b= fas(Ta,Ya) = (To, Up)-

Dowdd. Zgodnie z definicja GS, (x4, yp) otrzymujemy z (24, y,) poprzez
zastapienie symboli a_j, ag oraz a; przez elementy bedace wynikiem g(a),
a nastepnie przez przesuniecie w zaleznosci od wartosci funkeji f. Z defini-
¢ji 3.12 mamy:

[ a_idiay, dla f(a) =+1
9la) = { ag.a_yay, dla  f(a) =-1

Jezeli n jest podstawa systemu kodowania zas
(TayYa) = (0.apa1ay ...,0.a_1a_2a_3...),

97



wowcezas:

zatem dla f(a) = +1 mamy:

a
g(a) = a_y.diaj = |y.n] + s

Teraz w tancuchu z, elementy apa; powinny by¢ zastapione przez ajaj, pod-
czas gdy w tancuchu y, symbol a_; pozostaje taki sam. Zatem mamy:

(0.@0&1&2 c. ,0.a_1a_2a_3 .. ) — (O.a'lagag e ,O.a_la_ga_g .. )
1 po przesunieciu:
(v, yp) = (0.agazas . ..,0.a1a_1a_z...).

Mnozac |g(a)n| = a_ya) przez n i odejmujac od g(a)n? = a_,a}a} otrzyma-
my ag,
g(a®)n® — [g(a)n|n

= 0.aj,.
n 0

Stad mamy

gla)n® =~ lg(a)nfn _zan® = [zan®]

n n

Ty =

Kontynuujac podobne rozwazania mamy |g(a)n| = a_ya, oraz |g(a)| = a_;.

Poprzez M otrzymamy 0.a}. Otrzymujemy poszukiwany tancuch
" Lo(@)n] ~ Lg(a)]
gla)n| — g(a)|n a
Yy = 4+ Y
n n

Dla f(a) = —1 mamy:

LyanJ (11
n n2’

g(a) = ag.a_1a} = ag+

W lancuchu a zastepujemy a_j.apa; nowym tancuchem g(a), wiec (x4, y,)
zmienig si¢ w nastepujacy sposob:

!/ /
(0.aparay . ..,0.a_1a_sa_3...) — (0.a_1ajasas ..., 0.apa_2a_3 . ..),
a po przesunieciu:

(xp, yp) = (0.aga_1diasas ..., 0.a_sa_3...).
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Zatem otrzymamy nastepujace wzory:

L9(@)] | Lyan]

a)n? — lg(a)n|n
2 L) o ofan = ofaaln | s~
n n n n

zn? — |z,n?]

oraz
Yp = Yl — [Yart].

OJ

Powyzszy wynik pozwala nam na sformulowanie nastepujgcego twierdze-
nia.

Twierdzenie 3.7 Niech M bedzie maszyng Turinga ze stanem startowym
qo 1 wejSciem w oraz niech (x4,Y,) bedzie kodem startowej konfiguracji M,
istnieje wowczas rzeczywista funkcja rekurencyjna fas : R? — R2, nalezgca
do klasy Hs, ktora symuluje M, tj. maszyna M zatrzymugje sie po t krokach
dla wejscia w wtedy i tylko wtedy, gdy fis(Ta,ya) = (o, yp), gdzie (T, yp)
odpowiada konfiguracyi wynikowej maszyny M.

Dowdd. Definivjac fas(%a, ¥a) = (xp, yp) uzyliSmy zlozenia dwoch ope-
racji | |. Mamy [g(a)], gdzie

lyan) + % + %, dla f(a) = +1
9(@) =9 =7 ], d _
ag+ 2= 4+ 0 dla f(a) = —1

nZs

Zatem fqg jest w klasie Ho.
OJ

Widzimy wiec, ze mimo zwigkszenia wymiaru funkcji symulujacej z 1 na
2, klasa funkcji symulujacej w n-hierarchii si¢ nie zmienia.

W celu zmniejszenia klasy funkcji symulujacej w n-hierarchii zaproponu-
jemy zwiekszenie stopnia funkcji symulujacej do 3. Jest to mozliwe dzieki
uproszczeniu konstrukeji symulacji odwzorowania przesuwnego GS przez re-
kurencyjna funkcje rzeczywista. Aby skonstruowaé funkcje symulujaca R? —
R3, wprowadzimy reprezentacje dwustronnie nieskoficzonego napisu

a=...a_20a_1.00010a29 . ..
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jako trzy elementy (4, ¥, 24)(gdzie z,,y, to nieskonczone ciagi, za$ z, to
jedna cyfra - symbol znajdujacy sie na lewo od biezacego potozenia glowicy)
w nastepujacy sposob:

(O.a0a1a2 Ce ,0.a_2a_3a_4 Ce ,a_l).

Opis maszyny Turinga dany jak powyzej jako trzy oddzielne elementy, pozwo-
li nam na wyznaczenie wartosci g(a) bez uzycia | |, co pozwoli na zmniejszenie
klasy funkcji symulujacej dziatanie maszyny Turinga w n-hierarchi. Niestety
nie uda nam sie jeszcze catkowicie wyeliminowaé funkcji | | przy wyznaczaniu

(l'b, Yv, Zb)-

Lemat 3.5 Niech ® bedzie odwzorowaniem przesuwnym GS z DOD(a) =
a_i.apar. Wowczas istnieje funkcja fas : R — R3, taka ze

(I)(CL) =b= fGS(xau Ya, Za) = (Ib7yba Zb)-

Dowdd. Podobnie jak w lematach 3.3 i 3.4 funkcja fgs powinna zasta-
pi¢ a_1, ag oraz a; cyframi wyznaczonymi przez g(a) a nastepnie przesunaé
cyfry w tancuchu . ..a_sa_j.apaqas ... w prawo lub w lewo wzgledem kropki,
odpowiednio do wyniku funkcji f. Z definicji 3.12 mamy:

| a_i.diap, dla f(a) =41
9la) = { ay.a_iay, dla f(a) =—1

Jezeli n jest podstawa systemu kodowania zas
(Tas Ya, 2a) = (0.aparay ...,0.a_1a_2a_3...,a_1),

wowcezas dla f(a) = +1 mamy:

W tanicuchu a zastepujemy a_;.apa; nowym taiicuchem g(a), wiec (24, Ya, 2a)
zmieni sie¢ nastepujaco:

! !
(0.aparas ...,0.a_2a_3a_4...,a_1) — (0.apaias...,0.a_2a_3a_4...,a_1),
a po przesunieciu otrzymamy:
/ !/
(b, Yy 25) = (0.agaszas . ..,0.a_1a_2a_3 ..., ay).
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Zatem otrzymamy nastepujace wzory:

g(a)n2_7|{g(a)an + Z'a—|T_LiU2an2J n,

_ Z Y
U = Za—i_ﬁa

z = [g9(a)n] = lg(a)|n.
Zas dla f(a) = —1 mamy:

Ty =

W tanicuchu a zastepujemy a_;.apa; nowym tancuchem g(a), wiec (24, Ya, 24)
zmieni sie nastepujaco:

! !
(0.apaias . ..,0.a_sa_3a_4...,a_1) — (0.apaias...,0.a_sa_3a_4...,a_1),
a po przesunieciu otrzymamy:
= (0.q, 0
(b, Y, 25) = (0.apa—1a1as . ..,0.a_3a_4a_5...,a_3).

Zatem otrzymamy nastepujace wzory:

xiLIa’ﬂJ
zy = serilonin | sy | st
Y = (ya_%%
2y = LyanJ'

O

Powyzszy wynik pozwoli nam na sformutowanie nastepujacego twierdze-
nia.

Twierdzenie 3.8 Niech M bedzie maszyng Turinga ze stanem startowym
Qo 1 wejSciem w oraz niech (T4, Ya, 24) bedzie kodem startowej konfiguracji M,
istnieje wéwczas rzeczywista funkcja rekurencyina fas : R — R3, naleigca
do klasy Hy, ktora symuluje M, t5. maszyna M zatrzymuje sie po t krokach
dla wejscia w wtedy i tylko wtedy, gdy fls(Ta,VYa,za) = (To, Y, 2), gdzie
(b, Yp, 20) odpowiada konfiguracji wynikowej maszyny M.

Dowéd.Zauwazmy, ze

/

za+ﬁ+%, dla f(a) =+1
gla)=1 7 I W ”_
ag+ 2+ %, dla f(a) = —1
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jest w klasie Hy.

Zatem definivjac fos(Ta, Ya, 2a) = (T, Y, 2p) uzZywamy pojedynczych ope-
racji || z klasy Hy, pozostale operacje za$ sa w klasie Hy, dlatego fag jest
w klasie H;.

O

W tej czesci przedstawiliémy trzy wlasne metody symulacji maszyny Tu-
ringa za pomocg rekurencyjnych funkcji rzeczywistych. WykorzystaliSmy do
tego celu rozszerzona wersje odwzorowania przesuwajacego GS zaproponowa-
nego przez C. Moore’a w pracy [45]. Okredlilismy réwniez klasy 1 hierarchii,
w ktoérych znajduja sie przedstawione symulacje. Jedno- i dwuwymiarowe sy-
mulacje sg w klasie H, natomiast trojwymiarowa symulacja jest juz w klasie
Hi.

3.3 Inne klasy funkcji rzeczywistych a maszy-
na Turinga

Paragraf ten zajmuje sie, podobnie jak poprzedni, symulacjg maszyny Tu-
ringa w dziedzinie rzeczywistej. W pierwszej kolejnosci zostata przedstawio-
na symulacja uniwersalnej maszyny Turinga przez funkcje analityczng zde-
finiowana z funkcji elementarnych (dodawanie, mnozenie, funkcje trygono-
metryczne). Jest to wynik pochodzacy z pracy P. Koirana, C. Moore’a [33].
W dalszej czesci tego paragrafu rozszerzono zaprezentowang symulacje na
przypadek symulacji niedeterministycznej maszyny Turinga przez funkcje
analityczng zdefiniowana z funkcji elementarnych, wtasna praca [60]. Réz-
ni autorzy niezaleznie pokazali, ze skonczenie wymiarowe, liniowe, sklejane
odwzorowania mogg symulowa¢ maszyny Turinga. Takie metody sa prezen-
towane m. in. w pracach [45, 57, 69], w niektérych przypadkach z dodatkowy-
mi warunkami naktadanymi na funkcje symulujace. Wspomniane konstrukcje
oparte sa na prostej zasadzie. Umieszczamy cyfry wspotrzednych x i y punk-
tu a odpowiednio na lewej i prawej, wzgledem gtowicy, czesci tasmy maszyny
Turinga. Wéwczas mozemy przesuwaé glowice po tasmie poprzez dzielenie
lub mnozenie x i y oraz pisa¢ na tasme poprzez dodawanie statych do nich.
Zatem dwa wymiary wystarcza dla samego odwzorowania, zas trzy wymiary
dla przeprowadzenia obliczen ciggltych w czasie.
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Jednakze funkcje czeSciowo liniowe nie sa najlepsze z fizycznego punktu
widzenia, mimo ze takie odwzorowania moga by¢ gtadkie ze wzgledu na ré6z-
niczkowanie (praca [45]), poniewaz wiele fizycznych systeméw dynamicznych
jest analitycznych (przynajmniej w Swiecie fizyki klasycznej). Satysfakcjonu-
jace byloby zatem znalezienie obliczeniowo uniwersalnej funkcji analitycznej,
okreslonej na liczbach rzeczywistych, zbudowanej z funkcji elementarnych,
ktéra przeksztatcataby liczby naturalne na zbiér {0, 1}. Taka funkcja zostala
zaprezentowana w dalszej czesci tego paragrafu.

W pierwszej kolejnosci przedstawiamy jednowymiarowe funkcje analitycz-
ne zbudowane ze skonczonej liczby wyrazen trygonometrycznych, ktore moga
symulowa¢ maszyne Turinga z wyktadniczym opdznieniem, tzn. dla maszyny
Turinga dzialajacej w czasie t liczba iteracji funkcji symulujacej potrzeb-
nych do wyznaczenia wyniku dzialania maszyny Turinga rosnie wyktadniczo
wzgledem t. Prezentowana metoda symulacji pochodzi z pracy P. Koirana,
C. Moore’a [33] i dotyczy symulacji uniwersalnej maszyny Turinga.

Przytoczymy teraz definicje klasy funkcji analitycznych pochodzaca z pra-
cy [33] i oznaczymy ja symbolem U,,.

Definicja 3.13 Niech U,, bedzie klasqg funkcji zdefiniowanych na R, naste-
pujgco U, = [Q, m,i; +, —, X, sin].

Nastepnie przedstawiamy konstrukcje dwuwymiarowej funkcji symuluja-
cej dziatanie maszyny Turinga. Wstepna wersja tego wyniku zostata przed-
stawiona w pracach [32, 46].

Na wstepie krotkie przypomnienie funkcji Collatza w klasycznej wersji
problemu 3z + 1, podanej w pracy [35].

Niech f bedzie funkcjg zdefiniowana na liczbach naturalnych, nastepujace;j
postaci:

x/2 (x parzyste)

=1

3z + 1 (z nieparzyste).

Mozemy woéwcezas badaé problem, czy dla konkretnego x istnieje takie ¢, ze
fH(z) = 1?7 W terminach systemdéw dynamicznych, czy wszystkie liczby na-
turalne w trakcie kolejnych iteracji f wpadaja w cykl {1,4,2}7

Mozemy uog6lni¢ ten problem nastepujaco. Niech

f(z) =a,x+0b; gdzie x=imodp (3.2)
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dla pewnego p oraz stalych a;, b; dla 0 < ¢ < p. Kazdg takg funkcje f nazy-
wamy funkcja Collatza. J. H. Conway w pracy [13] pokazal, ze w ogdélnosci
problem, czy dla pewnego t, f*(x) = 1, jest nierozstrzygalny. Conway poka-
zal to przy pomocy maszyn Minsky’ego. Sa to skonczone automaty ze stosem
(F'SA), ktére mogg zmniejszaé o jeden, zwiekszaé o jeden lub poréwnywaé
z zerem skonczong liczbe rejestrow.

Do naszej symulacji maszyny Turinga uzyjemy takiego skonczenie stano-
wego automatu o trzech rejestrach. Symulacja bedzie przebiegata dwuetapo-
wo. W pierwszym etapie zaprezentujemy jak taki automat moze symulowac
maszyne Turinga natomiast w drugim przedstawimy funkcje, ktora symulu-
je jeden krok dziatania wspomnianego automatu. Niech L i R reprezentuja
lewa i prawa strone tasmy (R zawiera symbol ag, na ktérym znajduje sie
aktualnie glowica) oraz dodatkowo uzyjemy trzeciego rejestru roboczego W.
W szczegdlnosci jezeli nasza maszyna Turinga ma k stanéw oraz m symboli
zapisywanych na tasmie to mamy

L= Zmifla,i iR= Zmiai.
i=1 i=0

Dla kazdego stanu maszyny Turinga nasz automat F.SA ma petle o m
stanach, ktéra zmniejsza za kazdym obrotem R o jeden. W ostatnim z m
obrotéw zwieksza o jeden W. Gdy otrzymamy w petli R = 0, wéwczas stan
FSA wskazuje nam na ap = R mod m oraz wychodzimy z W = | R/m/].

Jezeli instrukcje maszyny Turinga przesuwaja glowice na prawo, wow-
czas z powrotem przepisujemy W do R poprzez powtarzanie (decyy,incg)
dopdki nie otrzymamy W = 0, mnozymy L przez m w petli (decr, mincy,)
(gdzie mincy, oznacza zwiekszenie W, m razy) dopodki nie otrzymamy L = 0
i wéwezas powtarzamy (decyy, incy,) dopdki nie otrzymamy W = 0, po czym
dodajemy nowy symbol a’ do L poprzez a'incy,.

Jezeli maszyna Turinga przesuwa glowice w lewo, najpierw ustalamy
R = m?W w petli (decy, m?incg) dopdki nie otrzymamy W = 0, a nastep-
nie uruchamiamy petle o m stanach, ktéra zmniejsza o jeden L. Opuszczamy
petle z W = | L/m] i znajomo$cia a_; = L mod m, wiec dodajemy a_; +ma’
do R. Na koniec przepisujemy W z powrotem do L powtarzajac (decy,incr)
dopoki nie otrzymamy W = 0.

W obydwu przypadkach przechodzimy do czesci F'SA odpowiadajacej
nowemu stanowi ¢’.

Wyjasnimy teraz znaczenie poszczeg6lnych blokéw przedstawionego sche-
matu F'SA (rys. 3.2). Blok I (rys. 3.3) jest skonstruowany w celu wyznaczenia
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symbolu znajdujacego sie aktualnie pod gtowica.

y

BLOK Il |5

\m > BLOK |

BLOK Il S

Rysunek 3.2: F'SA symulujacy dziatanie maszyny Turinga

decR
decR, incW m R=0 a=m-1

Rysunek 3.3: Blok I. Wyznaczenie symbolu pod gltowica maszyny Turinga

Rejestry na wyjsciu Bloku I przyjmuja nastepujace wartosci W = [R/m ],
R = 0. Ten blok ma mozliwos¢ skonczenia dzialania w m réznych stanach,
kazdy z nich odpowiada innemu symbolowi zapisywanemu na tasmie. Blok
konczy dziatanie w stanie odpowiadajacemu symbolowi, ktéry mamy aktual-
nie pod glowicg, a rejestry sg przygotowane do zmiany symbolu pod glowicg.

W przypadku gdy funkcja przejécia maszyny Turinga ma postac¢ d(q, a) =
(¢',d’,+1), co oznacza, ze mamy zmieni¢ symbol pod gltowica i wykonaé ruch
glowicy w prawo, koniczymy dziatanie F'SA Blokiem II (rys. 3.5).

Na wyjsciu Blok II zostawia rejestry rowne odpowiednio (a’ symbol dany
przez funkcje przejécia dla symbolu pod gltowica a i stanu ¢): L = mL + d/,
R=|R/m|, W =0.

Jednakze dziatanie Bloku II w przypadku gdy funkcja przejécia maszyny
Turinga ma postaé¢ d(q,a) = (¢, a’, —1) jest bardziej skomplikowane. Przed-
stawimy je w dwoch czedciach: Blok Ila (rys. 3.6) oraz Blok IIb (rys. 3.7).
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Na wyjéciu Bloku ITa mamy rejestry réwne odpowiednio: R = m?| R/m|+
ma’',W = 0 oraz jesteSmy gotowi do ruchu glowicy w lewo. Zatem konczy-
my Blokiem IIb, ktory wyznacza symbol na lewo od glowicy i dodaje go do
rejestru R. Ostatecznie otrzymujemy: R = m?|R/m| +ma' +i,L = |L/m],
W =0, gdzie i jest wyznaczonym, w Bloku IIb, symbolem. Blok II zaréw-
no w przypadku ruchu gltowicy w prawo jak i w lewo zmienia biezacy stan
maszyny Turinga na odpowiadajacy nowemu stanowi maszyny Turinga ¢'.

Rysunek 3.4: Blok I w przypadku, gdy ¢ jest stanem finalnym maszyny Tu-
ringa

=

1

o
’\P
f
o

@ W =0 a’ incLA

—( 1 >
decW,incR m incW, declL |decW, incL

Rysunek 3.5: Blok II. Realizacja ruchu gltowicy w prawo i zmiana symbolu

pod glowica

W =20 ma’incR

mzincR, decW

Rysunek 3.6: Blok ITa. Zmiany symbolu pod glowica

W przypadku gdy stan ¢ jest stanem finalnym maszyny Turinga Blok I
przyjmuje posta¢ jak na rys. 3.4 i automat zmienia stan na finalny czyli
konczy swoje dziatanie.

Zatem potrzebujemy 4 stanéw dla kazdej pary stan/symbol, ktéra prze-
suwa glowice w prawo, m + 3 dla kazdej pary, ktora przesuwa gltowice w lewo
i dwa dla par, ktore zatrzymuja dzialanie maszyny Turinga.

Jesli obliczenie maszyny Turinga zajmuje czas ¢, to moze by¢ ono sy-
mulowane przez FSA z trzema rejestrami w czasie O(t(m')). Kazdy krok
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mL:O i incR

%L

declL, incW

Rysunek 3.7: Blok IIb. Ruch w lewo. Wyznaczenie symbolu na lewo od gto-
wicy oraz zmiana rejestrow FSA odpowiednio dla ruchu gltowicy w lewo

maszyny Turinga potrzebuje do symulacji O(max(L, R)) krokow F.SA, L'i R
sa to wielkodci rzedu O(m!), gdzie [ jest dtugoécia tasmy wykorzystywanej
przez maszyne Turinga.

Pokazemy teraz jak symulowa¢ 3-rejestrowy automat F'SA poprzez funk-
cje analityczng zbudowana z funkcji elementarnych klasy U,,. Jezeli F'SA ma
n stanéw i znajduje si¢ wlasnie w stanie ¢, gdzie 0 < ¢ < n, definiujemy

r =230 4+ ¢, z € R.

Wszystkie nasze operacje moga by¢ wyrazone poprzez proste przeksztatcenia
na x. Na przyktad, do zmniejszenia R, zwigkszenia W m razy oraz zmiany
stanu z ¢ na ¢’ wykonamy nastepujace przeksztatcenie x:

(decg, minew) : f(z) = (5"/3)(x —q) + ¢ = (5"/3)z + (¢ — (5"/3)q).

Widzimy wiec, ze f(x) ma postaé funkcji Collatza dla a = (5™/3) oraz
b = ¢ — (5™/3)q. Ponadto mozemy wyodrebnié¢ ¢ oraz sprawdzi¢ réwnosé
z zerem rejestrOw poprzez wartosci jakie przyjmuje wyrazenie x mod 30,
patrz tabela 3.3.

Tylko 19n wartosci x mod 30n potrzebujemy rozrézniac¢, pozostate 11n
nigdy nie wystgpia. Ponadto nie wszystkie kombinacje wartosci niezerowych
rejestrow L, R i W wystapia w kazdym stanie automatu F'SA.

Funkcje Collatza zadana wzorem (3.2) symulujaca jeden krok dziatania
automatu FSA mozemy otrzymac z funkcji elementarnych klasy U,,. Niech

2
sin mx 1 zmodp=20 .
h = = dla caltkowitych z.
() (psin’rp’”) {O rmodp#0 o catkowityel @

107



Tabela 3.3: Zestawienie wartosci x mod 30n w zaleznosci od wartosci reje-
strow F'SA

rejestry i (2 mod 30n)
L>0,R>0W>0]|q
L=0,R>0W>0|q+ 15n
L>0,R=0W>0|qg+ 10n, ¢+ 20n
L>0,R>0W=0|q+6n,q+12n, ¢+ 18n, ¢+ 24n
L=0,R=0,W>0]|q+5n, g+ 25n
L>0,R=0W=0|q+2n,q+4n, ¢q+ 8n, ¢+ 16n
L=0,R>0W=0|q+3n,q+9n,q+2In, ¢+ 27n
L>0,R=0W=0|qg+n

Ta funkcja jest analityczna na caltym R, moze by¢ ona rozwinieta w szereg.
Przyjmujac y = % mozemy zapisac:

; ipy _ ,—ipy  Pp—1
Smpy _ € € _ Z oMy p—ilp=1-k)y
- YR .
sin y e e—1y =

Zatem dzielenie nie jest nam potrzebne do konstrukeji funkeji h,, mozemy ja
wiec skonstruowac¢ w U,,. Wowczas

29
fun (.CC) = Z hgo(l’ — z)(azx + bl>
=0
odpowiada réwnaniu (3.2) dla liczb naturalnych. Ostatecznie, jezeli nasz stan
startowy to qg, wejscie dla maszyny Turinga zapiszemy tradycyjnie na tasmie
po prawej stronie gltowicy, to wejsciu v maszyny Turinga odpowiada wartosé
x = 3"n+ qp. Zatem mamy:

Twierdzenie 3.9 [33] Dla dowolnej maszyny Turinga M o m symbolach
tasmowych z pewnym wejSciem v istnieje funkcja analityczna jednej zmiennej
fu, oraz stale n (liczba stanow FSA) i qo (stan startowy maszyny Turinga),
takie ze maszyna Turinga zatrzymuje sie po t krokach z wynikiem y wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje takie t' € N, Ze ff,/n(x) = 213%2n + ¢, gdzie
r=3"n+qy, y =y x ml¥2+v2 g odpowiada stanowi finalnemu maszyny
Turinga oraz t' = O(m?).
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Na koniec przyjmijmy, ze ¢ = 1 jest stanem finalnym oraz okreslmy a; = 0
i b; = 1 dla wszystkich 7 = 1 + ck, woéwczas koniec obliczen maszyny Turin-
ga bedzie odpowiadatl punktowi statemu funkcji f;, dla x = 1. Dzieki temu
mozemy sprowadzi¢ problem stopu maszyny Turinga do problemu iteracji
funkcji Collatza i odwrotnie gdyz prawdziwe wowczas jest ponizsze twierdze-
nie.

Twierdzenie 3.10 [33] Dia dowolnej maszyny Turinga M o m stanach, wej-
Sciu v istnieje funkcja analityczna fy, jednej zmiennej oraz state n i qo takie,
ze M zatrzymuge sie w czasie t wtedy 1 tylko wtedy, gdy fi,ln(Svn +q) =1
dla pewnego t' = O(m').

Przedstawimy teraz wtasny wynik, dotyczacy podobnej symulacji, dla
przypadku niedeterministycznej maszyny Turinga. Wariant takiej symulacji
zostal zaprezentowany we wlasnej pracy [60]. Bedziemy rozwazaé przypadek
niedeterministycznej maszyny Turinga, dla ktérej, w kazdym kroku dziatania
maszyny, co najwyzej dwie mozliwosci wyboru réznych wariantéw obliczen.
Oznaczymy je przez 0 i 1. Takie ograniczenie nie ma istotnego wplywu na
klase probleméw rozstrzygalnych przez niedeterministyczng maszyne Turinga
[52]. Postepujac podobnie jak w przypadku przedstawionym powyzej, uzy-
jemy do symulacji niedeterministycznej maszyny Turinga o n stanach i m
symbolach tasémowych, F'SA z 4 rejestrami: L, R, G i W. Rejestry L, R oraz
W beda mialy identyczng funkcje jak poprzednio, natomiast rejestr G' po-
stuzy nam do przechowania wyboréw niedeterministycznej maszyny Turinga
w kolejnych krokach obliczen.

t—1

G = Zgz‘zi, g9: € {0, 1},
i=0
gdzie g; oznacza wybér jednej z dwdch mozliwych $ciezek obliczen w (i + 1)-
szym kroku dziatania niedeterministycznej maszyny Turinga i przyjmuje war-
tos¢ odpowiednio 0 lub 1. Zatem schemat F'SA symulujacy pewng niedeter-
ministyczna maszyne Turinga przedstawia rys. 3.8.

Blok IIT (rys. 3.9) odpowiada za wyznaczenie wyboru jakiego w danym
kroku dokonuje niedeterministyczna maszyna Turinga.

Zatem potrzebujemy 6 stanéw dla kazdej pary stan/symbol, ktéra prze-
suwa glowice w prawo, m+ 5 dla kazdej pary, ktora przesuwa glowice w lewo
i dwa dla par, ktore zatrzymuja dziatanie niedeterministycznej maszyny Tu-
ringa.
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Rysunek 3.8: F'SA symulujacy dzialanie niedeterministycznej maszyny Tu-
ringa

mezo @W:07p:0

decG incG, decW

decG, incW 1 G=0 mwzo,pzl
\/ ./

incG, decW

Rysunek 3.9: Blok III. Wyznaczenie wyboru wariantu obliczen niedetermini-
stycznej maszyny Turinga

Jesli obliczenie niedeterministycznej maszyny Turinga zajmuje czas t, to
moze by¢ ono symulowane przez F'SA z 4 rejestrami w czasie O(t(m! + 2Y)).
Kazdy krok niedeterministycznej maszyny Turinga potrzebuje do symulacji
O(max(L, R,G)) krokéw FSA, L i R sa to wielkosci rzedu O(m'), gdzie
[ jest dlugoscia tasmy wykorzystywanej przez niedeterministyczna maszyne
Turinga, G jest wielkosci 2°.

Pokazemy teraz jak symulowaé 4-rejestrowy automat F'SA przy pomocy
funkcji klasy U,,. Jezeli FSA ma n stanéw i znajduje sie wtasnie w stanie ¢,
gdzie 0 < ¢ < k, definiujemy

z = 2L38597Wn 4 g

Wszystkie nasze operacje doktadnie tak jak poprzednio moga by¢ zakodowa-
ne w x. Réwniez jak w poprzednim przypadku mozemy wyodrebni¢ g oraz
sprawdzi¢ réwnosé z zerem rejestrow poprzez wartosci jakie przyjmuje wyra-
zenie x mod p, tym razem p = 210n (patrz tabela 3.4).
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Tabela 3.4: Zestawienie wartosci x mod 210n w zaleznosci od wartosci reje-

strow 'S A

rejestry

i (x mod 210n)

L>0,R>0G>0W=>0

q

L=0,R>0,G>0W >0

q+ 150n

L>0,R=0,G>0W >0

q+ 70n, g+ 140n

L>0,R>0G=0W>0

q+42n, g+ 84n, q + 126n, ¢ + 168n

L>0,R>0G>0W=0

q+ 30n, g+ 60n, ¢+ 90n, g + 120n,
q+ 150n, g + 180n

L=0,R=0,G>0,W>0

q+ 35n, ¢+ 175n

L=0,R>0,G=0,W >0

q+21n, ¢+ 63n, g+ 147n, g+ 189n

L=0,R>0,G>0W=0

q+ 15n, ¢+ 45n, g + 75n, ¢ + 135n,
q+ 165n, ¢+ 195n

L>0,R=0,G=0,W>0

q+ 14n, ¢ + 28n, ¢ + 56n, ¢ + 98n, q + 112n,
q + 154n, g + 182n, g + 196n

L>0,R=0,G>0W=0

q+ 10n, ¢ + 20n, q¢ + 40n, q¢ + 50n, q¢ + 80n,
q+ 100n, g+ 110n, g + 130n, g + 160n,
q+ 170n, g + 190n, ¢ + 200n

L>0,R>0,G=0,W=0

q+6kn , g+ 12n, g+ 18n , g + 24n, q + 36n,
q+48n, ¢ + 54n, g + 66n, ¢ + 72n, g + 78n,
q+96n, ¢+ 102n, ¢ + 108n, g + 114n,
q+132n, g+ 138n, g + 144n, q + 156n,
q+162n, g+ 174n, g + 186n, ¢ + 192n,

q+ 198n, q + 204n

L=0,R=0,G=0,W >0

q+ 7, q+49n, ¢+ 91n, ¢+ 133n

L=0,R=0,G>0,W =0

q+ 5n, g+ 25m, g+ 85n, g+ 125n, q + 185n,
q + 205n

L=0,R>0,G=0W =0

q+3n,q+9n, g+ 27n, ¢+ 33n, ¢+ 39n,
q+95In,q+81n, g+ 8Mn, ¢+ 99n, ¢+ 117n,
q+ 141n, g+ 153n

L>0,R=0,G=0,W=0

q+2n,q+4n, g+ 8n, ¢+ 16n, ¢ + 32n,
q + 46n, ¢ + 64n, g + 92n, q + 106n,
q+ 128n, g + 158n, ¢ + 184n
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Potrzebujemy rozrézniaé tylko 104n wartos$ci x mod 210n, pozostate 106n
wynikéw nigdy nie wystapia. Jak w poprzednim przypadku nie wszystkie
kombinacje wartosci niezerowych rejestrow L, R, G i W wystapia w kazdym
stanie automatu F'SA.

Zatem otrzymamy jednowymiarowsg funkcje analityczng symulujgca dzia-
tanie niedeterministycznej maszyny Turinga. Jest to funkcja postaci:

209
Jun () = horo(x — i) (@ + by),

=0
ktéra odpowiada réwnaniu (3.2) dla liczb naturalnych.

Jezeli teraz przyjmiemy, ze qo jest stanem startowym niedeterministycz-
nej maszyny Turinga, g jest liczba naturalng kodujacg wybér niedetermini-
stycznej maszyny Turinga w poszczegdlnych krokach oraz jezeli wejécie nie-
deterministycznej maszyny Turinga zapiszemy na tasmie na lewo od gtowicy,
wowczas wejsciu v niedeterministycznej maszyny Turinga odpowiada wartosé
x = 3"59n + qo. Mozemy wiec sformutowac¢ nastepujace twierdzenie, bedace
wynikiem powyzszej konstrukcji.

Twierdzenie 3.11 Dia dowolnej niedeterministycznej maszyny Turinga M
o m symbolach ta$Smowych z pewnym wejSciem v oraz pewnym wyborem g
istnieje funkcja analityczna jednej zmiennej fy, oraz state n (liczba stanéw
FSA) i qo (stan startowy niedeterministycznej maszyny Turinga), takie Ze
niedeterministyczna maszyna Turinga zatrzymuge sie po t krokach z wynikiem
y wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje takie t' € N, Ze fg,’n (x) = 2¥13%259n + ¢,
gdzie x = 3590 + qo, y = y1y x mW¥2l 44y g1 odpowiada stanowi finalnemu
niedeterministycznej maszyny Turinga oraz t' = O(m! + 21).
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Rozdziatl 4

EAC a klasyczne modele
obliczen

Kolejny rozdzial bedzie poswiecony modelowi EAC. Konkretnie zagadnie-
niu symulowania przez EAC obliczen modeli klasycznych: maszyn Turinga
i funkcji rekurencyjnych.

Definicja modelu EAC pojawita sie za sprawg L. Rubla w 1993 roku. Jest
to model mato do tej pory przebadany pod katem jego zwiazkéw z innymi
modelami obliczen analogowych jak i zwigzkami z klasycznymi modelami
obliczen. L. Rubel w swej pracy definiujacej EACa [67] stawia dwa problemy
dotyczace tego modelu. Mianowicie, czy EAC moze by¢ symulowany przez
klasyczny komputer i czy klasyczny komputer moze by¢ symulowany przez
EAC.

Pierwszy paragraf tego rozdziatu odpowie nam na drugie pytanie i bedzie
poswiecony symulacji maszyny Turinga przez EAC, natomiast kolejny pokaze
jak w modelu EAC generowaé zbiory i funkcje rekurencyjne.

4.1 Poréwnanie z maszyng Turinga

Jak juz zapowiadaliSmy, w tej czedci pokazemy, ze EAC moze symulowaé
maszyne Turinga, generujac wyniki jej obliczen z dowolng doktadnoscia. Za-
prezentowana metoda symulacji pochodzi z wtasnej pracy [59] i opiera si¢ na
propozycji przedstawionej pierwotnie w pracy [6].

Na poczatku przytoczymy z [6] kilka lematéw i funkeji, ktore postuza na-
szej symulacji maszyny Turinga przy pomocy EACa. Dodatkowo zwrdcimy
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uwage na fakt, ze wystepujace w cytowanych wynikach funkcje i wspotezyn-
niki sa EAC obliczalne.

Lemat 4.1 [6] Niechn € N oraz niech € € (0,1/2). Wowczas istnieje wspot-
czynnik (. > 0, taki ze Vo € [n — (.,n+ (| = |v(xr) —n mod 10| < ¢, gdzie
v(z) = ag + as cos(mx) + (Z? 1
ciggte FAC obliczalng funkcjg zdefiniowang na R oraz ag,...,as5,b1,...,bs

a;j cos ( ) + b; sin <7m)) jest jednostajnie

sq obliczalnymi wspotczynnikamsi, ktore mozemy otrzymac jako rozwigzanie
pewnego uktadu rownan lintowych.

Funkcja v : R — R z powyzszego lematu jest analitycznym rozszerze-
niem funkcji ¢ : N — N, zdefiniowanej nastepujaco: g(n) = n mod 10, na
zbiér liczb rzeczywistych. 7 postaci funkcji v mozemy tatwo stwierdzié, iz
jest ona EAC obliczalna jako ztozenie EAC obliczalnych funkcji: dodawania,
mnozenia i funkcji trygonometrycznych. Wspoétezynniki ag, ..., as,b1,...,b4
rowniez mozemy otrzymac¢ w modelu EAC jako rozwiazanie pewnego uktadu
rownan liniowych.

Lemat 4.2 [6] Niech n € Z oraz niech € € [0,1/2). Wowczas istnieje wspol-
czynnik Sciggajacy Ae > 0, taki ze (V6 € [—e,e])|o(n+ ) —n| < A0, gdzie o
jest EAC obliczalng funkcjg dang wzorem o(x) = x — 0.2sin(27z).!

Funkcja o zmniejsza dystans pomiedzy liczbami catkowitymi, a liczbami
z ich sgsiedztwa i jest potrzebna aby kontrolowaé¢ blad prezentowanej ponizej
symulacji. Oczywiscie jako ztozenie réznicy, mnozenia i funkcji sinus, jest to
funkcja EAC obliczalna.

Lemat 4.3 [6] Niech a € {0,1} oraz niech a,y € R bedg, takie Ze |a — a| <
oraz y > 0. Wowczas istnieje EAC Obliczalna funkcja dy : R? — ]R taka Ze
la — da(a,y)| < %, dana wzorem dy(x,y) = T arctg(dy(z — 1)) + 3

Lemat 4.4 [6] Niech a € {0,1,2} oraz niech a,y € R bedg, takie Ze |a —

0 e< i ) o
a| < € orazy > 2. Niech p = [_log(%)1 . Wowczas istnieje EAC
log Ae 4

obliczalna funkcja ds : R? — R, taka Ze \a —ds(a,y)| < i, dana wzorem
da,y) = do((01*1 () = 1)2, 3y) (2da( =52, 3y) — 1) + 1.

W dalszej czesci tego paragrafu bedziemy zakladaé, ze € € [0,1/2) jest ustalone na-
tomiast A, jest odpowiadajacym mu wspélczynnikiem $ciggajacym danym przez lemat
4.2.
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Funkcje z powyzszych dwoch lematow sg kolejnymi, potrzebnymi nam do
kontroli btedu symulacji maszyny Turinga, funkcjami zmniejszajacymi dy-
stans pomiedzy liczbami catkowitymi a liczbami z ich sasiedztwa. Sa to funk-
cje EAC obliczalne gdyz sa one ztozeniem podstawowych EAC obliczalnych
funkcji analitycznych.

Podamy ostatni potrzebny nam lemat z pracy [6]:

Lemat 4.5 [6] Jezeli |a;|,|a;| < b dlai=1,...,n, wowczas

lay ... ap —a1...a4n| < (lay — @y| 4 ... + |an — @ |)o" "

Mamy juz wszystkie potrzebne nam funkcje aby méc kontrolowaé wielkosé
btedu jaki moze nam si¢ pojawi¢ podczas generowania w modelu EAC wyni-
ku obliczen danej maszyny Turinga. Przejdziemy teraz do zaprezentowania
schematu naszej symulacji [59].

Idea tej symulacji pochodzi od Gragy, Campagnolo i Bruescu, zostata ona
przedstawiona w pracy [6].

Biezaca konfiguracje maszyny Turinga bedziemy reprezentowac jako tréj-
ke (z,y,2) € N3. Przyjmiemy réwniez bez straty ogdlnogci, iz maszyna Tu-
ringa uzywa tylko 10 symboli tasémowych, ktére bedziemy kodowaé kolejnymi
cyframi 1,2,...,9 oraz symbolu pustego B = 0. Lancuch

...BBBa_a_gy1...a_1a0ay...a,BBB ...

reprezentuje zawartosé tasmy danej maszyny Turinga, gdzie a; € {0,1,...,9}
oraz ag jest symbolem zapisanym pod glowica. Przypomnijmy, ze tasma ma-
szyny Turinga zawiera zawsze tylko skonczong liczbe komoérek niepustych oto-
czonych nieskoniczong liczba komorek zawierajacych symbole puste. Ponadto
zaktadamy, ze maszyna Turinga uzywa m stanéw, kodowanych kolejnymi
liczbami 0,1,...,m. W kazdym przejsciu gtowica maszyny moze wykonaé
ruch w lewo kodowany jako 0, ruch w prawo kodowany jako 2 lub pozo-
sta¢ w miejscu co bedzie kodowane jako 1. Dla wygody przyjmiemy, ze gdy
maszyna Turinga osiggnie stan finalny, wowczas pozostanie w tej samej kon-
figuracji, czyli nie zmieni sie jej stan, zawartos¢ tasmy ani potozenie gltowicy.
Przyjmijmy

y1=a9+a110+...4+a,10", yo =a_1+a 210+ ...+ a_,10F1
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oraz niech ¢ bedzie stanem skojarzonym z biezaca konfiguracjg maszyny Tu-
ringa. Trojka (y1,v2,q) € N3 daje nam wiec biezaca konfiguracje. Zatem
funkcje przejscia fs : N> — N3 bedziemy rozumieé¢ jako zestawienie nastepu-
jacych po sobie konfiguracji (y1, y2, ¢). Jako przyktad przedstawionego powy-
zej sposobu opisu maszyny Turinga zaprezentujemy opis maszyny M, danej
tabelg 2.1, z wejsciem: 1001. Jak pamietamy maszyna M liczy nastepnik
liczby zapisanej binarnie i wykorzystuje do tego celu 4 stany, zatem bedzie-
my je kodowa¢ kolejnymi cyframi 0, 1,2, 3. Stan startowy zakodujemy cyfra
0, a stan finalny cyfra 3. Symbole zapisywane na tasmie to cyfry binarne 0 i 1
oraz symbol pusty B. Symbol pusty zawsze kodujemy cyfra 0 zatem symbol
0 zakodujemy jako 1 oraz symbol 1 jako 2. Lancuch reprezentujacy zawartosé
tasmy maszyny M, z wejsciem 1001 na starcie bedzie wygladat nastepujaco:

...0002112000. ...

Zatem konfiguracja startowa dla naszej maszyny to: (2112,0,0), natomiast
funkcje f5 przedstawia tabela 4.1.

Tabela 4.1: Funkcja przejscia fs dla maszyny Turinga M,

Lp. | (w,y2q) | Wi,v5,4)
1 | (2112,0,0) | (112,2,0)
2 | (112,2,0) | (12,12,0)
3 | (12,12,0) | (2,112,0)
4 | (2,112,0) | (0,2112,0)
5 | (0,2112,0) | (2,112,1)
6 | (2,112,1) | (11,12,1)
7| (a1,12,1) | (121,2,2)
8 | (121,2,2) | (2121,0,2)
9 | (2121,0,2) | (02121,0,2)
9 |(02121,0,2) | (2121,0,3)
9 | (2121,0,3) | (2121,0,3)

Naszym celem bedzie ustalenie, czy EAC potrafi symulowaé¢ maszyne Tu-
ringa. Odpowiemy na to pytanie w dwoch krokach. Po pierwsze bedziemy
potrzebowali EACa symulujacego jeden krok obliczen maszyny Turinga, czy-
li EACa wyznaczajacego z dowolnie zadana doktadnoscia wartosé fs(z) dla
zadanego T € R3. Nastepnie potrzebna bedzie EAC obliczalna funkcja, ktora
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bedzie iterowala symulacje jednego kroku obliczen, czyli EACa wyznaczaja-
cego fél] (7) dla zadanego T oraz i,7 € R34 € N.
Zaczniemy od zacytowania twierdzenia z pracy [6].

Twierdzenie 4.1 [6] Niech f5 : N* — N3 bedzie funkcjq przejicia dla ma-
szyny Turinga M opartg na kodowaniu opisanym powyzej oraz niech 0 < § <
e < % Wowczas fs posiada analityczne rozszerzenie na zbior liczb rzeczywi-
stych fa : R® — R3 odporne na bledy, w nastepujgcym sensie: dla wszystkich
[, takich ze || f— farlloo < & oraz dla kazdego Ty € R3, takiego ze ||To—o|| < e,
gdzie Ty € N3 reprezentuje konfiguracje startowg M, mamy

||f[j](570) - féﬂ (Zo)]|o0 < e

Sformutujemy teraz twierdzenie prowadzace do gtéwnego wyniku tego
paragrafu.

Twierdzenie 4.2 Funkcja fy; z twierdzenia 4.1 jest EAC obliczalna.

Dowéd. Pokazemy jak skonstruowaé fy; jako EAC obliczalng funkcje.
Niech (y1,¥2,q) opisuje biezaca konfiguracje To maszyny M oraz niech
(Y1, 2, G) bedzie przyblizeniem tej konfiguracji Zo. Po pierwsze chcemy aby

far spelniata nastepujacy warunek:

H(y17y27Q) - (glayN%g)HOO <e— Hf&(yl>y27Q> - fM(beyEad)HOO SeE.

Niech ay bedzie symbolem znajdujacym si¢ aktualnie pod gtowica maszy-
ny M. Woéwczas v(y1) = ao. Jezeli |yy — 71| < €, wowezas |ag—voall(f;)] < e

_ []10s(42)
dla | = [ os( 2)

lematu 4.2. 2 Zatem § = v o oll(3j;) daje nam przyblizenie symbolu znajdu-

w, gdzie v i 0 sa odpowiednio funkcjami z lematu 4.1 oraz

jacego sie aktualnie pod gtowicg. Podobnie v o ol (1) daje nam przyblizenie
a_1 7 btedem ograniczonym przez . Te przyblizenia moga by¢ wyznaczone
dla danego [ przez pewien EAC jako ztozenie skoriczonej liczby funkcji EAC
obliczalnych.

2[2] =min{n € Z: z < n}.
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Teraz wyznaczymy nastepny stan M. Przypomnijmy, ze m oznacza licz-
be stanéow oraz k£ = 10 liczbe symboli tasmowych. Kolejny stan mozemy
wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

9 m 9 gll(g) = r mo S5 g
anmzzz( Il @)( Il @)q

i=0j=1 \r=0r#i ° s=ls#j J %

dlan = [1og(10m2bm”<m+8)>
—log(Ae)
nym stanem okreslonym przez funkcje przejécia maszyny M dla symbolu pod

W, gdzie b = max{9.5,m + 3} oraz g; ; jest nastep-

gltowicg ¢ oraz stanu biezacego j. Dla tak wybranego n mamy:

n)(~ n|(~ €
Ny — oG+ (m —1)|g — o"(g)] < Tom2pni7”

Stad oraz z lematu 4.5 mamy:

‘(jnea:t - Qnext‘ < €.

Przeksztatcenie zwracajace kolejny stan jest definiowane przez wielomia-
nowa interpolacje z funkcjg o ztozona n razy, zatem moze by¢ wygenerowane
przez EAC.

Aby wyznaczy¢ symbol, ktéry ma byé wpisany pod glowica oraz ruch
gltowicy w danym przejéciu uzyjemy podobnych konstrukeji. Oznaczymy je
jako Sy OTaz Poent.

Aby zaktualizowaé zawarto$¢ tasmy zdefiniujemy nastepujace wartosci
P1, P2, p3, ktore beda aktualizowa¢ zawartos¢ tasmy odpowiednio dla ruchu
glowicy: w lewo, gdy zostaje w miejscu oraz dla ruchu w prawo. Niech & be-
dzie dodatkowym przyblizeniem Pt okreslonym ponizej. Wowczas kolejna
wartos¢ dla y; moze by¢ wyznaczona nastepujaco:

B = prg (1= B2 = B+ pah(2 = ) s (=3 ) B0 ),

dla
p1 = 10(aP(§y) + 0P (Fpee) — oP(H)) + 0Pl 0w o ol (3),
D2 = g[p} (gl) + O-[p](gnel‘t) — O-[p] oV o g[l]’
by = 2PE—oP@)
3 10 9

gdzie p € N jest dostatecznie duze. Przy wyznaczaniu p; problemem jest fakt,
iz wartosc¢ ta zalezy od g, ktora jest nieograniczona. Dlatego jezeli przyjmu-

jemy po prostu i = hyest, blad wyrazenia %(1 — h)(2 — h) jest wzmacniany
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przy mnozeniu przez p;. Aby wyznaczy¢ dostatecznie dobre h proporcjonalne
do y; korzystamy z funkcji d3 i przyjmujemy:

- ) 1
h=dy (h,m, 10000 <»g1 n 2) + 2) .

Postepujac podobnie przy wyznaczaniu ps i p3 mozemy podsumowac, ze

|5
obliczalnych funkcji, zatem sg réwniez EAC obliczalne. Podobnie dla lewej

nert _ gnert) < ¢ Ponadto pi,ps 1 p3 sa wyznaczane jako ztozenia EAC

~next next next
?/2 | <e.

w takl sposob ze \y
Niech 0 < § < € oraz niech i € N beda, takie ze am(g) < £—4. Zdefiniujmy

far = ol o for. Wowezas, jezeli Ty € N3 jest konfiguracjg startows maszyny

czescl tasmy mozemy zdefiniowac y

M to mamy:

1Z0 — Tolloo < &= || fae(Z0) — f5(Zo)|loo <€ —0.

Zatem na mocy nieréwnosci tréjkata, jezeli ||To — Zo|| < €, woéwcezas dla
I f(Zo — frr(Zo))]|oo < 0 mamy:

1f (Zo—f5(To))lloo < [1f(Zo)= s (Zo) oot Il far (Z0) = f5(Z0) | oo < 0+(e—0) =

Co konczy dowdd dla j = 1 gdzie wszystkie elementy konstrukcyjne sa
EAC obliczalne. Dla 57 > 1 postepujemy indukcyjnie.

O

Powyzsze twierdzenie dowodzi, ze mozna w modelu EAC wygenerowaé
z dowolng doktadnoscig jeden krok obliczen maszyny Turinga.
A teraz przedstawimy gtéwny, wiasny wynik tego paragrafu.

Twierdzenie 4.3 Dla kazdej maszyny Turinga M istnieje pewien EAC sy-
mulujacy jej obliczenie z dowolnie matym bledem e.

Dowdéd. Dowdd bazuje na konstrukeji pochodzacej z [6]. Niech f5: N3 —
N3 bedzie funkcjg przejécia maszyny Turinga M. Do iteracji funkcji fs uzy-
jemy pary funkcji kontrolujacych ewolucje wartosci dwoch zmiennych symu-
lacyjnych 27, z5. Obie zmienne symulacyjne startujg z wartosciami bliskimi
ZTo dlat = 0.
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Pierwsza zmienna jest iterowana podczas pierwszej potowy cyklu, w tym
czasie wartos¢ drugiej pozostaje w przyblizeniu taka sama, wartos¢ jej po-
chodnej jest bliska zeru dzieki funkcji kontrolnej. Nastepnie, w drugiej po-
towie cyklu, pierwsza zmienna pozostaje utrzymana bez wiekszych zmian
podczas gdy warto$é¢ drugiej ulega zmianie tak, ze jest bliska wartosci pierw-
szej zmiennej w chwili ¢ = 1, wowczas obie zmienne maja wartosé¢ bliska
Js(Zo).

Ten proces jest powtarzany dowolnie wiele razy, zachowujac caly czas btad
obliczen pod kontrolg dzieki temu, ze istnieje analityczna funkcja odporna
na bledy, ktora symuluje fs. Rozwazmy nastepujacy uktad réownan:

7 = ala—fuo U[m](@))gfl(ta 21, 22),

7z warunkami brzegowymi z1(0) = 25(0) = 7y, gdzie

filtz1,2) = d (s(t), 2 (21 — far 0 01 (20))' + 2 +10)
folt,21,22) = da (s(—t), 2 (2 — o(21))" + 2 4 10)

oraz ¢y, ¢2,7Y, m 1 n sa pewnymi statymi; s jest EAC obliczalng funkcjg postaci
s(t) = 3(sin®*(2mt) + sin(27t)). Funkcja fy; jest EAC obliczalnym rozszerze-
niem fs z twierdzenia 4.1. Funkcje o i dy sg funkcjami z powyzszych lematow

i sprawiajg one, iz mozemy kontrolowa¢ btad wyniku. Powyzsza konstruk-

1

cja gwarantuje, ze zj jest dostatecznie mata na przedziale [O, 3

()
z1 (;) — f5(Z0)

Na przedziale [%, 1} role zmiennych z; i 25 si¢ zamieniaja. Proces ten moze

} , dlatego tez

mamy:
<7+5+8<1
e 2 2

oraz
)
<2’}/+§ < e

by¢ powtarzany dla z; i zo na kolejnych przedziatach, ostatecznie dla j € N,
t e {j,j + %} otrzymamy:

22(8) — £ (7o)l < .

Wszystkie uzyte do tej pory funkcje s EAC obliczalne oraz funkcje 21 1 29 sa
EAC obliczalne jako analityczne rozwigzanie uktadu rownan rézniczkowych
z warunkiem brzegowym z1(0) = 23(0) = Iy, gdzie ||Tg — Zolloo < € dla
0<e<i.
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Przypusémy teraz, ze z(t) jest funkcja o nastepujacej wtasnosci:

' 1
l2(t) = fP (@)l < dlajeN,te [j, it 2} ,

Zatem dzieki zalozeniu, ze maszyna Turinga po osiggnieciu stanu finalnego
przechodzi do tej samej konfiguracji, wystarczy wzig¢ lim; ¢ 2 (%) aby otrzy-
mac obwod EACa, ktéry w sposéb odporny na bledy generuje wynik obliczen
maszyny Turinga.

OJ

W ten sposéb otrzymalismy pozytywng odpowiedz na pytanie ,,Czy EAC
potrafi symulowa¢ komputer cyfrowy?”. Wcigz pozostaje kwestia otwarta
pytanie o istnienie symulacji cyfrowej modelu EAC oraz pytanie o to, czy
zbior funkeji EAC obliczalnych jest zamkniety ze wzgledu na iteracje.

4.2 Poréwnanie z funkcjami rekurencyjnymi

Rozwazymy teraz podobny problem jak w poprzednim paragrafie, z tym ze
tym razem naszym modelem obliczen dyskretnych beda funkcje rekurencyjne.

Zaczniemy od przytoczenia kilku wynikéw Richardsona z pracy [64] cy-
towanych przez N. C. A da Coste i F. A. Dorie w pracy [22]. Zaczniemy od
definicji pewnej algebry funkcji zdefiniowanej w pracy [64]

Definicja 4.1 Niech T bedzie algebrq funkcji dang nastepujgco:
T = ([R, 2y, 29, ...,sin(z), exp(z); +, x, SK], +, x, SK).?
Zaprezentujemy teraz kilka potrzebnych nam wynikéw z pracy [64].

Lemat 4.6 [64] 7 jest zamknieta ze wzgledu na operacje pochodnej czqstko-
we.

Dowdéd. Do dowodu uzyjemy indukcji. Pierwszy krok indukcyjny dla
funkcji statej oraz pojedynczej zmiennej.

1. Jezeli f(x1,...,2,) = ¢,

wowezas 0; f (x1,...,x,) = 0 zatem jest w 7.

321, 29,... s3 to zmienne rzeczywiste.
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2. Jezeli f(xy,...,2,) = ay,
wowezas 0, f (z1,...,x,) = 1 zatem jest w 7.

Zaprezentujemy teraz drugi krok indukcyjny. Niech f,(z1,...,z,) oraz
fo(x1, ..., z,) beda funkcjami otrzymanymi w k lub mniej krokach jak po-

wyzej:

falxe, ... xn) €T 1 Oifalxr, ... 20) €T
oraz

fb(xla' .. ,ZL’n) €T i aifb('rlw .. al‘n) S
Wowcezas

— jezell f = fo+ fo, t0 O;f = 0;fa + Oif;

— jezeli f = fofy, t0 Oif = foOifa + faOife; !

— jezeli f = fo o fo, to Oif = 0i(fa o fo) + Oify;
— jezeli f =efe to O,f = el 0;f,;

— jezeli f =sin(f,), to O;f = sin(im + £,)0; fa-

To konczy dowdd.

Lemat 4.7 [22] Jezeli f € T, wowczas istnieje, taka g € T Ze:
(Vz € R")g(z) > 1 oraz
(Vz € R, A € R)(|Ai] < 1) — (9(2) > | (@ + A)]).
Dowdéd. Do dowodu uzyjemy indukcji. Pierwszy krok indukcyjny dla
funkcji statej oraz pojedynczej zmiennej.

1. Jezeli f(z1,...,2,) = ¢,
wowcezas mamy (21, ..., %,) = || + 2.

4Dla skrécenia zapisu bedziemy opuszczaé znak mnozenia x.
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2. Jezeli f(xy,...,2,) = ay,
wowcezas mamy g(z1,...,2,)) = x7 + 2.
Mamy V((z1,...,2,) € R")g(z1,...,2,) > 1 oraz 2? + 2 > |x; + A,
|A;] < 1. Mamy z? > x dla x > 1 oraz statej 2 biorac pod uwage
sytuacje dla 0 < x < 1.

Zaprezentujemy teraz drugi krok indukeji. Niech f,(z1, ..., x,) oraz fy(x1, ..., x,)
beda funkcjami otrzymanymi w k lub mniej krokach jak powyzej oraz niech
g i h beda funkcjami skonstruowanymi nastepujaco:

g(x1, . o my) > | falrr + A,y + AL

g(xy, .. mpy) > 1

oraz
h(l’l, . ,$n> > |fb(l'1 +A17- <oy T +An)|a

h([Bl,...,.’L'n) > 1.

Woéwezas,
— jezeli f = f, + f, bierzemy k = g + h;
— jezeli f = f,fy, bierzemy k = gh;
— jezeli f = f, o fy, bierzemy k = g o h;
— jezeli f = efa, bierzemy k = e9;
— jezeli f =sin(f,), bierzemy k = 2.

To konczy dowdd.

Jako wniosek z lematu 4.6 i 4.7 otrzymujemy nastepujacy lemat.

Lemat 4.8 [64] Istnieje konstrukcyjna procedura, dzigki ktorej dla danego
p € P mozemy otrzymac funkcje k; € T spelniajgce nastepujocy warunek:

gezeli |A;] < 1,i=1,...,n, wowczas

ki(m, ) > [0,(p*(m, & + A))], (4.1)
gdzie m = (my,my,...,my) € N¥ oraz 2 = (v1,29,...,1,) € R",A € R,
k,n € N.
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Dow6d. Niech p(z) € P, wowczas p(T) jest w T, wigc p?(T) jest w 7.
Z lematu 4.6 mamy, ze 0;(p*(7)) jest w 7. Zatem z lematu 4.7 otrzymamy,
ze dla kazdej 0;(p*(z)) istnieje funkcja k;(7) € T spelniajaca warunek (4.1).

OJ

Teraz przedstawimy kilka wtasnych obserwacji dotyczacych wtasnosci al-
gebry 7 w kontekscie modelu EAC. Patrzac na definicje algebry 7 mozemy
sformutowaé¢ nastepujacy lemat taczacy EACai 7.

Lemat 4.9 EAC moze wygenerowaé dowolng funkcje nalezgceqg do T .

Dowéd. Funkcje elementarne takie jak exp(z) oraz sin(z) sa funkcjami
algebraicznie rozniczkowalnymi stad sa EAC obliczalne. Z definicji EAC jest
zamkniety ze wzgledu na dodawanie, mnozenie i sktadanie. Zatem EAC moze
wygenerowaé dowolng funkcje z 7.

O
Bezposrednio z lematu 4.8 oraz lematu 4.9 otrzymamy nastepujaca uwage:
Uwaga 4.1 Wszystkie funkcje k; z lematu 4.8 sg EAC obliczalne.

Zacytujemy teraz dalsze uzyteczne dla nas definicje i twierdzenia z pracy
[64].

Definicja 4.2 Dla danego p € P oraz k; z lematu 4.8 definiujemy:
f(m,2) = (n+ 1) p*(m, @) + > _(sin® 7z;)k} (m, 7)], (4.2)
i=1
gdzie m = (my,my,...,my) € N¥ oraz & = (11, 29,...,2,) €R", k,n €N,
Mozemy tatwo zauwazy¢, ze funkcja f(m, ), jako ztozenie EAC obliczal-

nych funkcji jest rowniez EAC obliczalna. Nastepujacy wynik zostal udowod-
niony w pracy [64].

Twierdzenie 4.4 [64] Dlap oraz f zdefiniowanej wzorem (4.2), nastepujgce
warunki sg réwnowazne: dla kazdego m € NF:

1. Istniejg liczby naturalne 1, . .., x,, takie ze p(m,z1,...,x,) = 0.
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2. Istniejqg nieujemne liczby rzeczywiste xq, ..., T,, takie Ze
f(ﬁl,l’l, . ,l’n) = 0.

3. Istniejqg nieujemne liczby rzeczywiste xq, ..., T,, takie Ze
f(m,$1, . ,ilj'n) < 1

Wprowadzimy i dalej bedziemy uzywa¢ dodatkowsg funkcje:

fom,xq,...,2,) = f(m,23,...,22).
Oczywiécie f jest rowniez EAC obliczalna.

W celu otrzymania funkcji jedno-argumentowej w [64] i [22] uzyto naste-
pujacej konstrukeji, ktora i my réwniez zaadaptujemy.
Niech r(y) = ysin(y) oraz s(y) = ysin(y®). Wéwczas dla danej f(m, x1, ..., 1,),
dokonujemy nastepujacego podstawienia:

x1=1(y),
zy = (ros)(y),
x3 = (rosos)(y),
(4.3)

Tp_1=(roso...os)(y),

gdzie g : R*! — R oraz m = (mqy, ma,...,my) € NE.

Powyzsze funkcje s(y) oraz r(y) sa EAC obliczalne, zatem powyzsza kon-
strukcja moze by¢ wygenerowana przez pewien EAC.

Teraz jako konsekwencje twierdzenia 4.4 mozna udowodni¢ nastepujaca
wlasnosc.

Wiasnoéé 4.1 [64] Dla danej m € N* nastepujgce warunki sqg réuwnowazne:
1. Istniejg liczby naturalne x, . .., x,, takie ze p(m,zy, ..., x,) = 0.

2. Istnieje liczba rzeczywista y, taka Ze g(m,y) < 1.
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Ponadto, p oraz g s¢ EAC obliczalne.

Dowdéd. Na podstawie twierdzenia zaprezentowanego w [64] wiemy, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych yi,...,y, oraz dowolnej § > 0, istnieje
liczba rzeczywista y, taka ze:

Ir(y) — | <6
Ir(s(y)) =yl <0

W pierwszej kolejnosci udowodnimy drugi warunek naszej wtasnosci. Zatem
na podstawie definicji

ten warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby rzeczywiste
Yl, ..., Yn, dla ktorych f(m,yi,...,y.) < 1.

Dalej f(1m,y1, .. .,yn) byla zdefiniowana jako f(m,v?, ..., y2), zatem istnieje
rownowazny warunek: istniejg nieujemne liczby rzeczywiste xq,...,z,, dla
ktérych f(m,xq,...,2,) < 1.

Nastepnie, na mocy twierdzenia 4.4, fakt, ze istnieja nieujemne liczby rzeczy-
wiste x1,...,x,, dla ktorych f(m,zq,...,x,) < 1, jest réwnowazny stwier-
dzeniu, ze istnieja liczby naturalne z1, ..., z,, dla ktérych p(m, xy, ..., x,) =
0. Zatem ostatecznie otrzymujemy:

(Fy e R)g(m,y) <1 (F(zy,...,7,) € N)p(m,z,...,2,) = 0.

Latwo zaobserwowaé, ze p oraz g sa EAC obliczalne. Rzeczywiscie, p jest
wielomianem, a na podstawie konstrukcji g widzimy, ze g jest réwniez EAC
obliczalna.

OJ

Przejdziemy teraz do zaprezentowania wtasnych, gtéwnych dla tego pa-
ragrafu wynikow.
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Pokazemy, ze EAC potrafi generowac¢ wartosci dowolnej funkcji czesciowo
rekurencyjnej zdefiniowanej na N oraz zbiory rekurencyjnie przeliczalne liczb
naturalnych.

Uzywajac zaprezentowanej powyzej teorii mozemy sformutowac¢ nastepu-
jace wlasne twierdzenia:

Twierdzenie 4.5 Kazdy rekurencyjnie przeliczalny zbior S moze byé wyge-
nerowany przez pewien EAC.

Dowdéd. Niech D bedzie zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Zatem D
jest rowniez zbiorem Diofantycznym. Zatem istnieje wielomian p, dla ktérego
ma miejsce nastepujaca wiasnosé:

x€ D= (3ze€N)p(z,z)=0.

Z wlasnosci 4.1 istnieje EAC obliczalna funkcja g(z,y), taka ze
reS=(JyeR)g(x,y) <1,

gdzie zbior S C R jest nastepujaco powigzany ze zbiorem D:

(VneN)(neS<neD,).
Zaprezentujemy teraz szczegoly konstrukeji S w modelu EAC. Niech
hz,y) =1-g(z,y).

Wowcezas z definicji 2.25, EAC moze wygenerowaé zbior

S'={(z,y) € R: h(z,y) > 0}

oraz na tym samym poziomie zbiér S = {z : (Jy € R)(z,y) € S'}.
Teraz skonstruujemy zbiér N liczb naturalnych jako przeciecie zbiorow Ny
oraz Ny, gdzie

Ny ={zx € R :sin2zm >0}, No={reR;:—sin2z7w >0}

oraz Ry = {r € R : z > 0}. Funkcja sin 2z7 jest EAC obliczalna. Zatem
z definicji 2.25 zbiér N moze by¢ otrzymany w modelu EAC. Ostatecznie,
zbiér D jest po prostu przecigciem S N N.
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Poniewaz kazdy rekurencyjny zbior jest réwniez rekurencyjnie przeliczal-
ny, mamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.1 Kazdy rekurencyjny zbior S moze bycé wygenerowany w modelu
EAC.

Twierdzenie 4.6 Niech f bedzie funkcjqg czeSciowo rekurencyjng zdefinio-
wang na N. Wowczas istnieje rodzina (My)nen maszyn EAC, taka Ze dla
kazdego n € N, M, generuje zbior jednoelementowy {f(n)}, gdy f(n) | lub

0, gdy f(n) 1.

Dowdd. Dla kazdej funkeji czesciowo rekurencyjnej, zbiér par {(n, f(n)) :
n € N} jest rekurencyjnie przeliczalny. Z dowodu twierdzenia 4.5 wynika, ze
EAC moze wygenerowa¢ zbiér G, par liczb naturalnych, taki ze dla kaz-
dej pary liczb naturalnych mamy: jesli (a,b) € Gy, wéwczas b = f(a) oraz
{(n, f(n)) : n € N} C Gy,

Niech n bedzie dang liczba naturalng. Konstrukcja maszyny M,,, ktéra ge-
neruje zbiér jednoelementowy { f(n)} przedstawia sie nastepujaco. W pierw-
szej kolejnosci generujemy funkcje: (z — n) oraz (n — x), a nastepnie zbidr:
QL N Q2 gdzie

QL ={(z,y) €eR*: 2 —n >0}

oraz
Q2 ={(z,y) ER*:n—2 >0}

Woéwezas na tym samym poziomie otrzymamy zbior
Q, ={(z,y) ER*: 2 —n =0}

jako przeciecie Q2 N Q2. Ostatecznie jako przeciecie zbioréw G i Q,, otrzy-
mamy zbiér jednoelementowy {(n, f(n))}, gdy f(n) | lub zbiér pusty, gdy
f(n) T, nastepnie na tym samym poziomie, jako rzut G N €2, otrzymamy

zbiér {f(n)}, gdy f(n) | lub zbiér pusty, gdy f(n) 1.
O

Powyzsze twierdzenie pokazuje nam, ze klasyczny problem stopu dla funk-
cji czesciowo rekurencyjnych (tj. ,,Czy funkcja czesciowo rekurencyjna jest
zdefiniowana dla danego n, czy nie jest?”) moze by¢ zredukowany do pro-
blemu rozstrzygniecia w modelu EAC | Czy zbior jest pusty?”’. Jednakze
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powinnismy pamietac, ze w twierdzeniu 4.6 nie rozwazamy jednej maszyny
EAC, a calg rodzine maszyn.

Ponadto wiemy teraz, ze dla dowolnej funkcji czesciowo rekurencyjnej f
zdefiniowanej na N oraz, dla kazdego n € N mozemy otrzyma¢ w modelu EAC
zbior jednoelementowy A = {f(n)}, gdy f(n) | lub A =0, gdy f(n) 7. Niech
1 bedzie funkcjg identycznosci zdefiniowang na R. Zatem mozemy wyznaczy¢
w modelu EAC funkcje 44 1 w ten sposéb otrzymaé wartosé f(n), gdy f(n) |.

Podsumowujac ta sekcje zaprezentowane w niej wyniki implikuja fakt, iz
EAC generuje dowolne rekurencyjnie przeliczalne zbiory liczb naturalnych,
co za tym idzie, mozemy réwniez otrzymac warto$¢ dowolnej funkcji czescio-
wo rekurencyjnej w zadanym punkcie n. Wyniki powyzsze nie rozstrzyga-
ja czy dla kazdej funkcji czesciowo rekurencyjnej f definiowanej na N ist-
nieje EAC obliczalna funkcja f definiowana na R o nastepujacej wtasnosci
(Vn € N)f(n) ~ f(n), ale stanowig teoretyczng baze do dalszych prac w tym
kierunku. Ponadto mogliémy zaobserwowa¢ ciekawy fakt, ze klasyczny pro-
blem stopu jest réwnowazny odpowiedzi w modelu EAC na pytanie ,Czy
zbidr jest pusty?”.

4.2.1 Przyktady generowania zbioréw rekurencyjnych
przez EAC

Rozwazmy zbiory rekurencyjne, ktérych elementy sa rozwiazaniami dwoch

rownain diofantycznych: réwnania Pella: m? — dx? = 1, gdzie d jest liczba

catkowita dodatnig oraz réwnania Pitagorasa: m? + z% = 3.

Przyklad 4.1 Réwnanie Pella dla d = 3: m? — 322 = 1.
Rozwazmy wielomian: p(my,z1) = m? — 3z — 1 oraz zbiér

Dpey ={n € N: (3z; € N)p(n,z,) = 0}.

Sprobujemy teraz wygenerowaé zbior Dp.; w modelu EAC zgodnie z kon-
strukcja z dowodu twierdzenia 4.5. Zatem bedzie nam potrzebna funkcja
g(my,y) z whasnosci 4.1. Mamy

g(ml,y) = f(mhxl) = f(mhx%);

gdzie 1 = r(y) = ysiny.
Zgodnie z definicjg 4.2:

f(my,z1) = 2*(m3 — 322 — 1)? + (sin® 7y )k (my, 21)].
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Lemat 4.8 méowi nam, ze funkcja k; ma nastepujaca wtasnosé:
ki (ma, @) > 00, (% (ma, 21+ A)), [A] < 1

i zgodnie z konstrukcja zaprezentowang w dowodzie lematu 4.7 przyjmuje
postac:

ky(my, 1) = 14(my 4 2)%(2? + 2) + 38(2? + 2)° + 14(2? + 2).
Po podstawieniu otrzymamy:

g(my,y) = 2*[(m] — 3y*sin®y — 1)* + sin®(my sin y)[14(m7 + 2)(y* sin” y+
+2) + 38(y*sin® y + 2)% + 14(y* sin*y + 2)]]

Wyznaczamy teraz zbiér
S =A{z:(Fy e R)(1 —g(m,y) > 0)},

a nastepnie zbior N jak w dowodzie twierdzenia 4.5. Ostatecznie wyznaczamy
zbior Dpey jako S N N.

Przyktad 4.2 Réwnanie Pitagorasa: m} + 23 = 3.

Rozwazmy wielomian: p(my, zy, x9) = m} + 23 — x3 oraz zbior

Dpitgoras = {n € N : (321 € N)p(n, x1, z9) = 0}.

Sprobujemy teraz wygenerowac zbior D pjtggoras W modelu EAC zgodnie z kon-
strukcja z dowodu twierdzenia 4.5. Zatem bedzie nam potrzebna funkcja
g(my,y) z whasnosci 4.1. Mamy

g<m17y> - f(m17x17x2> - f(mhx%?x%)a

gdzie z; = r(y) = ysiny, ro = r(s(y)) = ysiny? sin(y sin y?).
Zgodnie z definicjg 4.2:

flmy, zy,25) = 3 (m? + 22 — 22)? + (sin® 7wz ki (my, 21, 12)+

+(sin® wao ) ki (my, 71, 22)].
Lemat 4.8 méwi nam, ze funkcje ki, ks maja nastepujaca wiasnosé:
ki(my, 21, 2) > |00, (0*(ma, 21 + A, 22+ A))], |AL] < 1,149 < 1,

ko(ma, 21, 29) > |ax2(p2(m1,$1 + Az 4+ Ag))|, A1 <1, Ay < 1
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i zgodnie z konstrukcja zaprezentowana w dowodzie lematu 4.7 przyjmuja
postac:

ke (ma, @y, w0) = 6(mi + 2) (a7 4 2) + 6(x7 + 2)° + 6(x7 + 2) (25 + 2)°,
ko(my, x1, 29) = 6(m? 4 2)%(z] 4+ 2) + 6(z] + 2)% (25 + 2) + 6(z5 + 2)°.
Po podstawieniu otrzymamy:

g(my,y) = 81[(m? + y*sin* y — y* sin* 3 sin(y sin y?)) 2+

+sin’(my?® sin y) (6(m] + 2)*((ysiny)* + 2) + 6((ysiny)* +2)°+
+6((ysiny)* + 2)((ysiny®sin(ysiny?))* + 2)%)*+

+ sin? (7y? sin? y? sin? (y sin y?)) (6(m? + 2)%((y siny)* + 2) + 6((y siny)*+
+2)?((ysiny3sin(y siny3))? + 2) + 6((y siny? sin(y siny3))* + 2)3)4)].

Wyznaczamy teraz zbidr
S={z:(Fy e R)(1 —g(m,y) > 0)},

a nastepnie zbior N jak w dowodzie twierdzenia 4.5. Ostatecznie wyznaczamy
zbiér Dpitagoras jako S M N.

131



Rozdziatl 5

Podsumowanie

Podsumowujac, dzigki zaprezentowanym réznym sposobom przeniesienia ob-
liczen modeli dyskretnych, na pole obliczen w dziedzinie rzeczywistej, zreali-
zowane zostaly wszystkie wymienione we wstepie niniejszej pracy cele. Jako
pierwsza zaprezentowano symulacje jednego z podstawowych, klasycznych
modeli obliczen, maszyny Turinga. Jest to model, ktory odgrywa duza ro-
le w badaniach dotyczacych ztozonosci obliczen. Zaprezentowana symulacja,
dotyczy generowania wynikéw dowolnej maszyny Turinga, poprzez funkcje
klasy rzeczywistych funkcji rekurencyjnych.

Kolejny zaprezentowany wynik dotyczy, symulacji maszyny Turinga, przez
funkcje analityczng zmiennej rzeczywistej. Wiekszo$¢ procesow fizycznych
jest analityczna (przynajmniej w fizyce klasycznej), dlatego tez funkcje ana-
lityczne sa szczegdlnie pozadane, gdy rozwazamy obliczenia komputeréw ana-
logowych. Jeden z teoretycznych modeli obliczen model EAC, wprost zaktada
koniecznos¢ analitycznosci rozwazanych w nim funkcji. Stad prezentowana
symulacja maszyny Turinga, ktérej wyniki obliczen sg generowane za pomo-
cg pewnej funkcji analitycznej. Jest to funkcja z rodziny funkcji Collatza.
Za jej pomocy iterowane sg kolejne kroki obliczen maszyny Turinga. Symula-
cja ta daje mozliwos¢ sprowadzenia problemu stopu dla maszyn Tyringa do
szeroko dyskutowanego w literaturze problemu, czy dla danej funkcji Collat-
za f(x) zawsze ktoras z kolei iteracja f'(z) da wartosé¢ 1, co doprowadzi do
pojawienia si¢ cyklu kolejnych iterowanych wartosci {1, 4, 2}.

Dalej w pracy skupiono sie na poréwnaniu mozliwosci modelu EAC, w sto-
sunku do klasycznych komputeréw cyfrowych. W pierwszej kolejnosci podany
zostal sposob uzyskania wyniku dowolnej maszyny Turinga, z dowolng precy-
zja w modelu EAC, a nastepnie sposéb uzyskania dowolnego zbioru rekuren-
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cyjnie przeliczalnego oraz wyniku dowolnej funkcji rekurencyjnej w modelu
EAC. Ostatni zaprezentowany wynik dowodzi stusznosci postawionej w pra-
cy tezy i daje nam mozliwos¢ sprowadzenia klasycznego problemu stopu,
do problemu zbadania w modelu EAC pustosci zbioru.

Zaprezentowane wyniki stanowiag rowniez dowod na to, iz przeniesienie
obliczen dyskretnych na dziedzine rzeczywistg nie zmniejsza klasy rozwia-
zywanych probleméw, gdyz wszystko co mozemy otrzymaé¢ w klasycznych
modelach obliczen mozemy rowniez otrzymaé¢ w modelach analogowych, ta-
kich jak EAC, czy rzeczywiste funkcje rekurencyjne.

Uzyskane wyniki moga stuzy¢ jako baza do dalszych rozwazan w tym
temacie oraz proby rozwigzania nasuwajacych sie tutaj kilku otwartych pro-
blemoéw z zapytaniem o odwrotng relacje, mianowicie:

1. Czy istnieje rekurencyjna funkcja rzeczywista, ktorej wartodci w punk-
tach wymiernych nie moga by¢ wyznaczone przez maszyne Turinga
z pewng doktadnoscig?

2. Cgzy istnieje funkcja zdefiniowana na zbiorze liczb rzeczywistych R, ob-
liczalna w modelu EAC, ktorej wartosci w punktach wymiernych nie
moga by¢ wyznaczone przez maszyne Turinga z pewng doktadnoscig?

3. Czy EAC potrafi rozwiaza¢ klasyczny problem stopu? Czyli, czy pro-
blem pustos¢ zbioru jest problemem rozstrzygalnym w modelu EAC?
Oznaczaloby to, ze rozwiazuje on wtasciwie szerszg klasa problemow,
niz komputery cyfrowe.

Przede wszystkim zas zaprezentowane wyniki stanowig wktad do zinte-
growania réznych typéw obliczen: konwencjonalnych (dyskretnych) i niekon-
wencjonalnych (analogowych) co bylo celem niniejszej rozprawy.
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Oznaczenia

x? y?z

k,l,m,n
k,I,m,n

A7C7D’S’X7Y7

> =

L1
PRF

RF

liczby rzeczywiste R

liczba rzeczywista — czas/liczba naturalna — krok
liczby naturalne N

napisy nad pewnym alfabetem > kodujace liczby
k.,l,m,n

zbiory

zbioér wielomianéw n-zmiennych

przedzialt

funkcja charakterystyczna zbioru

funkcja charakterystyczna relacji

zbior wszystkich argumentow, dla ktérych funkcja f
ma okreslong wartoscé

catka Riemanna-Stieltjesa

wektor (zq,za,...,T,)

klasa funkcji

zbior funkcji nalezacych do §

zbiér operatoréw F* — F

indukcyjne domkniecie/algebra funkcji

oznaczenie indukcyjnego domkniecia/algebry funkeji
operator [-argumentowej operacji sktadania, str. 17

operator rekursji prostej, str. 17

operator minimalizacji, str. 18

jedno-argumentowa funkcja zerowania zdefiniowana

na N, 3(n) =0

jedno-argumentowa funkcja nastepnika zdefiniowana
naN, s(n)=n+1

k-argumentowa funkcja projekcji zdefiniowana na N,

i?(nla"wnk):ni
i={i*:kieN1<i<k}
str. 17

klasa funkcji rekurencyjnych
PRF = [3,s,1; SK', REC, 1
klasa funkcji catkowicie rekurencyjnych
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f1(@)

f ()
p(z1, ..., xy)
—1m n, 1m

SK!
INV
D

~

RR

Lo
G’>, G;

SK

L, LS, LI

klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych

P = [3,5,i; SK', REC]

funkcja Cantora kodowania par

funkcje dekodujace dla (-, ) odpowiednio pierwsza

i druga sktadowsq pary

zbiory j-tego poziomu hierarchii arytmetycznej
funkcja przejécia MT

relacja przejscia NTM

alfabet

symbol pusty, B € X

napis nad alfabetem X

zbior stanéw maszyny Turinga

zbior stanéw finalnych maszyny Turinga

maszyna Turinga wyznaczajaca warto$¢ funkcji f(n)
maszyna Turinga wyznaczajaca wartos¢ nastepnika
liczby n, n jest binarnym zapisem liczby n

funkcja f iterowana t-razy
n-ta pochodna funkcji f(z)
wielomian zmiennych zq,...,x,
n-argumentowe funkcje state zdefiniowane na liczbach
rzeczywistych

operator sktadania, str. 40

operator inwersji, str. 40

operator pochodnej czastkowe, str. 41

operator obciecia, str. 41

operator przedtuzenia str. 41

operator, wyznacza rozwigzanie réwnania roézniczkowego,
str. 41

operator granicy, str. 42

operator wyznaczajacy zbior argumentéw, dla ktorych
funkcja przyjmuje odpowiednio wartosci nieujemne

i dodatnie, str. 42

operator projekcji {Z : (3x € R)(x,z) € A}

operator sktadania dwu funkcji, str. 57

operator rekursji rozniczkowej, str. 57

operatory granicy nieskonczonej, granicy nieskonczonej
gbrnej i granicy nieskonczonej dolnej
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An, X, 11,

o7 (@)

operator agregacji V(f, 9)(z) = (f(z), (%)

klasa rzeczywistych funkcji rekurencyjnych

REC(R) = [—1™,07,1™,i; SK, R, LS, V]

algebra funkcji klasy REC(R)

zbior deskrypcji algebry A

zbiér dobrych deskrypcji algebry A

stopien funkcji f dla algebry A ze wzgledu na zbior
operatoréw O

zbior n-tego poziomu 7-hierarchii, str. 64

klasa funkcji obliczalnych f : N¥ — Q

zbiory n-tego poziomu hierarchii arytmetycznej liczb
rzeczywistych

operator przesuwajacy cigg znakow a = ...a_sa_1.a9a; . ..

wzgledem kropki w prawo lub w lewo w zaleznosci
od wartosci f(a)

dlaa=...a_sa_1.a0a; ..., DOD(a) = a_y.apaq
symbol rownowaznosci

|lz] =max{y € Z:y < z}

U, = [Q, 1,1 +, —, X, sin]

rejestry skonczenie-stanowego automatu

7T = [R, z1, o, ...,sin(x), exp(x); +, X, SK]

graf funkcji f
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