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PRZEDMOWA

Tom I ,,Architektoniki $wiata’® mial na celu uzasadnie-
nie gnozeologiczne metafizyki, jako écistej nauki o strukturach
uniwersalnych, opartej o logike geometryczna. Stawiajac sobie
jednak tego rodzaju zadania, ,,Prolegomena do architektoniki
$wiata® mogly tylko w sposéb bardzo ogolnikowy zajaé sig sa- .
ma podstawa tej metafizyki, ta wiasnie logika geometrybzna,
architektoniczna; obszerniejsze bowiem jej traktowanie rozbi-
foby sp6jno$é tych ,,Prolegomenow®, obracajqcyéh sie przede-
wszystkiem wokél zagadnien teorjopoznawczych. Teraz jednak
z kolei rzeczy musimy uzupelni¢ te braki i postarac si¢ w sposob
bardziej systematyczny zalozy¢ dla tej metafizyki podstawy rze-
czowe. Blizej wiec musimy zaja¢ si¢ teraz ta logika geometrycz-
no-architektoniczna, ta topologika, pamictajac jednak, ze traktu-
jemy ja tutaj, mimo wszystko, nie jako samodzielna dyscypling,
nie jako cel sam w sobie, lecz tylko jako czlon integralny archi-
tektoniki §wiata, 1 ze wobec tego te jedynie jej strony powinny tu
przyj§¢ zasadniczo do glosu, ktére mieszcza si¢ w ramach tej ar-
chitektoniki §wiatowej. W mysl tego tylko w dodatkach pozwo-
liliémy sobie rozpatrzeé bardzo krétko z punktu widzenia archi-
tektonicznego dwie kwestje czysto logiczne, azeby wykazac
obecno§¢ pierwiastkéw architektonicznych nietylko w logice po-
jeé, lecz réwniez sadéw i wnioskéw. Natomiast wielki nacisk
polozyliémy na sprawe odkrytych przez nas logicznych struktur
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harmonicznych, ktére posiadaja pierwszorzedne znaczenie dla
architektoniki éwiata, spokrewniajac logike architektoniczna nie-
tylko z dziedzina geometrji rzutowej, lecz ré6wniez z arytmetykAaK
i akustyka. Do jakiego stopnia realna dziedzina akustyczno-
muzyczna jest przepojona pierwiastkiem logicznym i, odwrot-
nie, w jak wysokim stopniu dziedzina logiczna kryje w sobie
mozliwo$ci akustyczno-harmoniczne, widaé to specjalnie z roz-
dzialu XIII, w ktérym podajemy system logiki tonéw harmo-
nicznych. .

Tom niniejszy ,,Architektoniki §wiata® zawiera tedy w sobie
nietylko bardziej systematyczne ugruntowanie logiki geome-
tryczno-architektonicznej, lecz przedstawia réwniez bardziej
szczegblowe jej rozwiniecie, specjalnie co do tych kwestyj, kt6-
re w pierwszym tomie byly tylko wzmiankowane, a wigc prze-
dewszystkiem wlasnie, gdy chodzi o elementy i struktury har-
moniczne oraz ich odwzorowania geometryczne i akustyczne.
Uzupelniwszy w ten sposéb rzeczowe podstawy ,,Architektoniki
$wiata®, zaznajomiwszy si¢ blizej z architektonika $wiata lo-
gicznego, uprzytomniwszy sobie przytem dokladnie pozalogicz-
ne znaczenie tych struktur, bedziemy juz teraz nalezycie przy-
gotowani do tego, aby otrzymane rezultaty architektoniczne gle-
biej przeSwietli¢ w tomie III z punktu widzenia kategorjologji
1 metafizyki.

Warszawa, w czerwcu 1934 1.
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Rozdzial [

ZGEOMETRYZOWANIE SYSTEMU PEWNIKOW LOGIKI
SCISLE].

Zanim przejdziemy do spraw wiasciwych logiki geometrycz-
nej, musimy przedewszystkiem zajac¢ si¢ nieco blizej logika al-
gebraiczna ktéra mamy zamiar poddaé geometryzacji. Ta lo-
gika algebraiczna (algebra logiki) przedstawia system, oparty
o szereg zasad naczelnych (pewnikow), z ktérych juz droga de-
dukcji otrzymujemy dzﬂszeA twierdzenia'). Oprzemy si¢ przy po-
nizszem przedstawieniu algebry logiki na pierwszym systemie

1) Jezeli chodzi o blizsze zorjentowanie sie w dziedzinie algebry logiki,
ktéra lezy u podstawy logiki geometrycznej, to czytelnik polski znajduje sie
tu w nader szozeSliwem polozeniu, moze bowiem korzysta¢ z calego szeregu
prac oryginalnych w jezyku polskim. A wiec, Ajdukiewicz: ,,Gléwne zasa-
dy metodologji i logiki formalnej®, 1928 (autoryzowany skrypt wykladéw);
Kotarbinski: ,Elementy teorji poznania, logiki formalnej i metodologj:
mauk®, 1929; YTukasiewicz: ,Elementy logiki matematycznej”, 1929 (auto-
ryzowany skrypt wykladéw); Stamm: , Zasady algebry logiki®, 1913; J. Sle-
szynski: ,, Teorja dowodu® (t. I, 1925, t. II — 1929). Do wyzej wymienio-
nych prac dolaczyé nalezy réwniez: Czezowski: ,Klasyczna nauka o sadzie
i wniosku w Swietle logiki wspélczesnej®, 1927 oraz tlomaczona z francu-
skiego ksiazke Couturat'a: , Algebra logiki”, 1918.

Z prac wyze] wymienionych ksiazka Stamma zaklada u swej podstawy ten
sam, co 1 my, system pewnikéw (pierwszy system Huntingtona) i z tego po-

- wodu bodaj ze najlepiej nadaje sie jako ksiazka pomocnicza dla czytelnika,
ktoryby odczuwal potrzebe takiej pomocy, gdy chodzi o strone algebra-
iczna poruszonych tu zagadnien.
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pewnikow, podanym przez E. Huntingtona w jego pracy: ,,Sets
of independent postulates for the Algebra of Logic* (Transac-
tions of the American Mathematical Society. Vol. 5, 1904, str.
292—296).

Huntington bierze pod uwage ogoél elementdw, w ktérym ist-
nieja przynajmniej dwa rézne od siebie elementy, przyczem je-
zeli do systemu tego naleza elementy a i b, to naleze¢ do nie-
go beda réwniez elementy @ + b i ab czyii suma i iloczyn lo-
giczny elementéw @ i b (u Huntingtona i ta konstytucja syste-

mu sformulowana jest w postaci dwéch pewnikow).

Pewniki, rzadzace tym systemem elementéw, sa nastepujace:

1¢ Istnicje element O taki, ze dla dowolnego elementu ¢ ma-
my a+0=a
1> Istnicje element I taki, ze dla dowolnego elementu @ ma-

my aXl=a
22 atb=b+ta
28 ab—bn

3 a-tbc=(a+b)(at o

8> a(b+c)=ab—+ac ‘

4% Istnieje taki element o/, odpowiadajacy elementowi a, ze
a-la—1
oraz ,

4> Istnieje taki element &/, odpowiadajacy elementowi a, ze
aa —=0.

Ad. 1. Elementy 0 i I sa to dwa graniczne elementy systemu
algebry logiki, co do ktorych pézniej przekonamy sie, ze 0 jest
najmniejsza treScia logiczna, I za$ treScig najwieksza (por. str.
82, tw. 12). Pewnik 1-y stwierdza istnienie tych elementéw, ja-
ko moduléw dodawania i mnozenia, t. j. takich elementdw, kt6-
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re — podobnie jak 0 i 1 w arytmetyce — nie zmieniaja elemen-
tow, z ktoremi sa polaczone znakiem + (modutl 0) lub znakiem
X (modul 7).

Istote moduléw logicznych zrozumiemy, jezeli sobie uprzy-
tomnimy to, coSmy przed chwila powiedzieli, ze 0 jest najmniej-
sza, za$§ 1 najwieksza treScia logiczna. Otéz najmniejsza, naj-
ubozsza, najmniej zdeterminowana tre$¢ logiczna — to pojgcie:
,»przedmiot™ (,,byt — ,,co$"). Jezeli tak, to jest rzecza zrozu-
miala, ze powiedzieé o jakim$ elemencie, ze jest a, jest réwno-
wazne z powiedzeniem, ze jest on @ -+ 0, albowiem @ + 0 zna-
czy wiaénie ,,przedmiot a*. Co za$ do wzoru @ X I = a, to glo-
si on w my$l znaczenia mnozenia logicznego, ze, szukajac naj-
wiekszej czeci wspblnej dla tresci logicznych a i I, znajdujemy
ja =a. Wobec tego ze I jest to tre$¢ najwigksza, najbogatsza,
taka, ktéra obejmuje (zawiera w sobie) wszystkie inne tresci,
wiec i tre$¢ a zawarta jest cata w I; jezeli za$ tak, to, oczywi-
§cie, czebcia wspblna a i 1 jest a.

Ad 2. Wzory a + b = b + a oraz ab = ba wyrazaja t. zw.
prawo przemiennoéci dodawania i mnozenia logicznego, w mysl
ktérego suma i iloczyn logiczny nie zaleza od porzadku dzia-
fan: ten sam rezultat otrzymamy, dodajac pojecic & do pojecia a,.
co i dodajac pojecie a do pojecia b; podobnie w mnozeniu. Pra-
wo to obowiazuje 1 w zwyklej algebrze.

Ad 8. :Wzory 321 388 eraéaja, t. zw. prawo rozdzielnosci.
(dystrybucji). Wzér 38°: a (b + ¢) = ab + ac znany jest z alge-
bry zwykltej. W algebrze logiki ma on nastepujace znaczenie:
element wspdlny’) pojeciu a i pquciu b + ¢ sklada si¢ z dwoch.
czebci: elementu wspodlnego pojeciu a i pojeciu b oraz elemen—
tu wspélnego pojeciu a@ i pojeciu ¢ (i vice versa). Ten moment

1) WilaSciwie: maksymalnie wspélny.
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wspdlny miedzy a i b - ¢ zostal wiec tu rozdzielony, rozlozony
na dwie czesci, stad nazwa prawa rozdzieino$ci (tutaj rozdziel-
no$ci mnozenia logicznego). Wobec zaé dodawania logicz-
nego obowiazuje wzér 3*: a + bc = (a + b) (a + ¢). Znaczy to:
azeby doda¢ do a iloczyn logiczny & . ¢, trzeba doda¢ do @ raz b,
drugi raz ¢ i sumy te pomnozy¢ przez siebie (i vice versa).

Ad 4. Wzory 42 i 4° podaja okreflenie elementu negatyw-
nego (przeczacego) @ (czyli otrzymanego z elementu a przez
.dzialanie negacji) przy pomocy odpowiadajacego mu elementu
pozytywnego (twierdzacego) a oraz elementéw 0 i 1. W my$l
tych wzoréw element @ jest to taki element, ktéry 1) dopelnia
element ado 1 (@ + @ = 1)1 2) ma minimum wspoélnosci z ele-
mentem a (a X @’ = 0).

Do tych wstepnych wyja$nien, dotyczacych powyzej podane-
-go systemu pewnikéw algebry logiki, musimy dolaczy¢ jeszcze
szereg dalszych. Otéz przedewszystkiem musimy zwréci¢ uwage
mna to, ze elementy @, b, ¢ nie sa to w naszem fozumieniu klasy
(mnogoSci) przedmiotéw, podpadajacych pod jakies pojecie,
lecz ze sa to wlaénie przedewszystkiem same pojecia a, b, ¢ —
treSci myslowe, sensy, a wiec np. pojecie ,,czlowiek® znaczy tu
nie ,klasa ludzi®, lecz ,,0g6t cech, wlasciwych kazdemu czlo-
wiekowi®. Stowem, powyzszy system pewnikéw jest u nas prze-
dewszystkiem systemem pewnikow logiki treSci, nie za$§ logiki
zakresu (klas).

Nastepnie zwracamy uwage na pewien charakterystyczny rys
powyzszego systemu pewnikéw. Otéz wszystkie pewniki wyste-
puja w nim w dwoch postaciach, rozdwajaja; sie, wyrazaja sie
podwdjnie: pierwszy wzor dotyczy dodawania, drugi mnozenia.
‘Mamy tu do czynienia z t. zw. dwoisto$cig (dualnoScia) logicz-
nego dodawania i mnozenia. Ta dwoisto§é jest wyrazem nie-
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zwyklej harmonji, panujacej w §wiecie logicznym, a wyrazaja-
cej si¢ w tej wlaSnie odpowiednioéci wzcréw dla dodawania
i mnozenia logicznego. Prawo dwoistoéci (dualnoéci) dotyczy,
jak widzimy, wszystkich powyzszych pewnikéw algebry logiki.
Pozwala nam ona w wyrazeniach typu naszych pewnikéw prze-
chodzi¢ od jednego wzoru do dwoistego z nim przez zamiang
znaku -+ na X i vice versa oraz I na 0 i vice versa, jak to wi-
dzimy we wzorach 1 — 4. ‘

W pewnikach powyzszych, zalozonych u podstawy wszyst-
* kich twierdzef algebry logiki, nie widzimy znaku <, oznacza-
jacego wazny w logice stosunek zawierania si¢. Otéz ten stosu-
nek zawierania si¢ daje sie sprowadzi¢ do stosunku ,/=" i dzia-
fan logicznych, uwzglednionych w powyzszych pewnikach, tak
ze

e<b=(b=a+b) (I}

Ta definicja stosunku zawierania si¢ stanie sig oczywista, gdy
wezmiemy pod uwage, ze istotnie, jezeli (reSc a zawiera sieg
w tredci b, to dolaczajac do treéci b tre$¢ juz zawarta w niej a,
tresci b nie zmieniamy, czyli @ + b =25, jezeli a <b, 1 odwrot-
nie: jezeli przez dodanie tre§ci @ do treSci b ta ostatnia zmia-
nie nie ulega, to znaczy to wlaénie, ze ta dodawana tres¢ a za-
warta juz jest w treéci b.

Powyzej ustanowiona réwnowaznoéé, jak wszelka zreszta
réwnowazno$¢ logiczna, oznacza wzajemne zawieranie si¢ (wyni-
kanie) czlonéw tej réwnowaznosci, a wigc ze z (@ << b) wynika
(b=a -+ b) i vice versa. Te istote wszelkiej rownowaznosci, to,
ze polega ona na wzajemnem zawieraniu si¢ czlondéw, wyraza
nastepujaca jej definicja:

(a—"b)—=(a=<<b) | :(b<a) (II)
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W zwiazku z rozpatrywanym obecnie przez nas stosun- |
kiem << chcemy zwrécié uwage, ze prawo dualnoéci (dwoisto-
- 4ci) dotyczace wzoréw, wyrazajacych rownowazno$¢ migdzy ele-
mentami, zwiazanemi dziataniem + i X, dotyczy réwniez i wzo-
1éw, wyrazajacych nieréwnosci (<) miedzy takiemiz elemen-
tami. A wiec np. wzorowi @ << a + b odpowiada wzoér: ab << a,
wyrazajacy te niewatpliwa prawde, ze czgS¢ wspolna (maksy-
malna) elementéw a i b miesci si¢ w elemencie a. Jak widzimy,
azeby przej§¢ od wzoru dla nierownosci do dwoistego wzoru,
trzeba nietylko znak + zamienié na X i vice versa (wzgl. je-
szcze 0 na I 1 vice versa), lecz poza tem przestawi¢ czlony sto-
sunku wynikania. W ten sposéb przechodzimy np. od wzoru
0 < a do dwoistego dlan wzoru: a < 17).

* *

%

Przechodzimy obecnie, po przedstawieniu i wyjaénieniu pew-
.nikéw algebry logiki i kwestyj z tem najblizej zwiazanych, do
naczelnej sprawy naszej pracy, mianowicie do ustanowienia
systemu wspdlrzednych logiczno-geometrycznych i do zgeome-
tryzowania w ten sposéb algebry logiki.

Fakt, ze stosunki logiczne, przedewszystkigm stosunki logiki
zakresu, dopuszczaja schematyzacje przestrzenna, jest znany

1) Nalezy tu zwrécié baczna uwage na to, ze zakres stosowalnosci zasady
dwoisto$ci, pozwalajacej nam przechodzié od wzoréw dla dodawania do wzo-
réw dla mnozenia i odwrotnie, jest ograniczony nastgpujacemi warunkami:
wzory te musza przedstawiaé prawdziwe zawsze réwnoéci lub nieréwnoSci
migdzy wyrazami (stronami), w ktérych wystepuja znaki dzialan logicznych,
natomiast nie moga wystepowaé w stronach tych znaki réwnoSci i nierow-
noci, t. j. znaki stosunkéw réwnowaznoéci (=) i zawicrania si¢ (<Z). A wiec
np. nie mozemy stosowaé zasady dwoistoéci do zawsze prawdziwego wzoru:
(x < a) + (x < b) = x << (a X b), poniewaz w stronach tej rownoSci (réw-
nowazno$ci) oprécz znakéw 1+ ; x» wystepuje jeszcze znak ,<T".



kazdemu, kto uczyt si¢ logiki i positkowal si¢ t. zw. kolami Eu-
lera. Otéz juz w mozliwosci tych diagramatéw eulerowskich, czy
podobnych schematéw, tkwi jadro naszego zagadnienia. Zamiast
jednak méwié o tych diagramatach kolistych, ktére spopulary-
zowaly sie od czasu, gdy zaczal uzywa¢ ich Euler (chociaz zna-
ne byly juz dawniej), wezmiemy pod uwage diagramaty prost-
sze, prostolinijne, ktéremi z predylekcja, postugiwat si¢ Leibniz.
- Jezeli chcemy unaoczni¢ to, ze dwie klasy a i b maja czgs
wspolna ab, wtedy bierzemy zwykle dwa odcinki (a i &) tej sa-
mej linji prostej w ten sposéb, ze czeSciowo zachodza one na
siebie. Cze$¢ wspdlna tych dwéch odcinkéw unaocznia wtedy
klas¢ (ab), wspélna danym dwoém klasom, ich iloczyn logiczny.

Otoz tego rodzaju schematyzacja, jak powyzsza, w ktorej za-
rowno a i b, jak tez i ab sa przedstawione zapomoca odcinkow
prostolinijnych, ma te wade zasadnicza, ze nie wyraza tego fak-
tu, iz ab jest wytworem, tworem pochodnym w stosunku do
a i b, a wi¢c nalezy, jakgdyby do innego pokolenia, do innego
wymiaru. W powyzszym jednak schemacie wytwér ab przed-
stawiony jest tak samo zapomoca odcinka prostolinijnego, jak
i elementy a 1 b, ktére go tworza. Gdyby$my te niewatpliwa
réznowymiarowo$é gatunku z jednej strony, rodzaju za$ i roz-
nicy gatunkowej —:z drugiej chcieli odwzorowaé w schemacie
przestrzennym, wtedy nalezaloby klasy @ i b przedstawié w po-
staci dwéch przecinajacych si¢ prostych @ i b: punkt ich prze-
cigcia symbolizowalby wtedy klase ab, zawarta zaréwno w a,
jak i w b, przyczem wiaénie ta klasa-wytwor bylaby tworem
o innym wymiarze, anizeli klasy tworzace.

Nam jednak w pracy niniejszej chodzi w pierwszym rzedzie
o logike treSci, nie zakresu. Zachodzi przeto pytanie, czy dwie
przecinajace sie (np. pod prostym katem) linje proste moga
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symbolizowaé réwniez dzialanie, dotyczace treSci logicznych.
OdpowiedZ na to pytanie wypadnie, oczywiscie, twierdzaca, tyl-
ko ze punkt przeciecia tych prostych nie bedzie juz przy treScio-
wym punkcie widzenia oznaczal.tworu wspélnego klasom a i b,
lecz nowa tre§é, powstala z kumulacji tresci pojeciowych a 1 b,
klasom tym odpowiadajacych. Bedzie to punkt @ + 6. Wytwor
ten nie zawiera si¢ teraz w a 1 b (jak to bylo w dziedzinie mno-
zenia zakresowego), pojecie np. ,,prostokat rownoboczny* nie za-
wiera sie w pojeciu ,,prostokat”, czy w pojeciu ,,réwnoboczny ",
lecz, przeciwnie, pojecia konstytuujace: ,,prostokat” (a) i ,,row-
noboczny* (b) zawieraja si¢ w tem pojeciu-wytworze: ,,prosto-
kat réwnoboczny® (a-+5). Innemi stowy: a < a+b, b < a+b.
Pojecia a i b, jako treSci logiczne, wzigte przytem oddzielnie,
sa tylko mozliwosciag wytworu a -+ b, czem$ mniej okre§lonem,
mniej zdeterminowanem, anizeli ten wytwor @ + 5. W niniej-
szej wiec schematyzacji tresci logicznych punkt a + b bedzie
‘unaocznial pojecie zasadniczo pod wzgledem tresci bogatsze, po-
jecie bardziej zrézniczkowane i wyspecyfikowane (gatunek),
_anizeli linje proste @ i b (rodzaj i réznica gatunkowa); punkt
a + b nie bedzie tu elementem prostej a czy b, lecz ich deter-
minacja, ktéra wlasnie proste @ i b konstytuuja, w ktérej, jako
takie, tkwia, zawieraja sig. Nie bedzie to, o-czywiécie, zawieranie
sie ekstensywne, lecz zawieranie si¢ jakoSciowych czynnikéw
wytworu w ich syntetycznym wytworze, ,tkwienie w nim tych
czynnikéw. W tem znaczeniu wilasnie trzeba rozumieé tu prze-
strzenny stosunek prostych a i & do punktu @ + b: proste te prze-
zeh przechodza, ,,tkwia“ w nim, jako w swym syntetycznym wy-
tworze — i w tym sensie zawieraja si¢ w nim *).
Pozostaje teraz kwestja, jak w takim razie schematyzowac

1) Proste peku tkwia, zawieraja sie w punkcie-wierzchotku peku.



mamy tre§¢ ab, tre§¢ bardziej ogdlna, mniej zdeterminowang
od treéci tworzacych a i b. Otdz na zasadzie POWYZSZEZO TOZU-
miemy, ze temu procesowi abstrakcji odpowiadac¢ bedzie w dzie-
dzinie przestrzennej przejcie od elementéw bardziej wyspecy-
fikowanych (punktéw) do zasadniczo mniej wyspecyfikowanych
(prostych), innemi stlowy, jezeli a i b beda unaocznione przez
punkty, to schematem iloczynu ab bedzie prosta, laczaca te
punkty. Prosta ta bedzie unaoczniala to, co maja te punkty
wspolnego, najblizszy jakoSciowo element, ktoérego sa specyfi-
kacjami. Odpowiednio do tego, ze tre$¢ ab, jako mniej zdeter-
minowana, zawiera sie zarowno w treSci @, jak i b, réwniez
1 prosta ab, jako utwor mniej zdeterminowany, zawierac si¢ be-
dzie w bardziej od niej zdeterminowanych punktach a oraz b.
Zar6wno wiec w schematach mnozenia, jak 1 dodawania tresci,
prosta zawiera sie¢, tkwi w punktach, ktore wyznacza. Jezeli te-
raz na przecinajacych si¢ pod prostym katem linjach prostych
a i b wezmiemy punkty @ i b i1 polaczymy je prosta, to schemat

3 & Rys. 1.

w ten sposéb otrzymany bedzie przedstawial przestrzennie za-
réwno mnozenie, jak i dodawanie pojeé (por. rys. 1).



Mamy tu, jak juz wiemy, uprzestrzenione stosunki:
a<at+b b<a-+tb
oraz ab<a, ab<lb

Zarysowuje sie¢ tutaj wyraznie dwoisto§¢ podstawowa formut
logistycznych, 1 widaé juz jej zwiazek z podstawowa dwoisto$cia
geometryczna (planimetryczna), wyrazajaca si¢ w tem, ze dwie
proste (a i b) wyznaczaja punkt (@ + ), gdy réwnocze$nie dwa
punkty (a i b) wyznaczaja prosta (ab). Widzimy tu tem samem
odpowiednio$¢ zupelna miedzy dwoma dzialaniami logiki, do-
dawaniem i mnozeniem, a dwoma podstawowemi dzialaniami

geometrji rzutowej, cieciem i laczeniem (rzutowaniem).

b b a+b
&> -
o 3 mms s Rysie s

Ot6z diagramat l-y. nasuwa sam przez si¢ my$l, ze punkt
a + b jest to punkt, wyznaczony przez wspélrzedne a i b, ze
wigc odpowiednio do tego punkty @ i b beda to punkty na osiach
wspolrzednych. Kre§limy przeto system prostokatny wspétrzed-
nych z poczatkiem w punkcie 0, o osiach Oa i 0b, wybiegaja-
cych z tego punktu 0. Tréjkat nasz z rys. 1 umieszczamy w ra--
mach tego ukladu wspélrzednych (rys. 2).
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W ten sposéb kategorja gatunku a -5, ktérej konstytucyjne-
mi elementami, czyli wspoirzednemi, beda kategorje rodzaju
a 1 roznicy gatunkowej b, znajduje tu wraz ze swemi wspol-
rzednemi logicznemi wyraz geometryczny. Elementy a i b beda
juz teraz wspéirzednemi logiczno - geometrycznemi. Oczywiscie,
wspolrzedne te, proste @ 1 b, nie oznaczaja tu wielkosci, lecz po-
siadaja tu znaczenie czysto jakoSciowe, rzutowe, kierunkowe.

Tak wigc mamy tu zaczatek systemu dwuwymiarowego
wspolrzednych logiczno-geometrycznych. Wystarczy teraz wpro-
wadzi¢ kierunki ujemne, t. zn. dopelnié osie wspéirzednych
z rys. 2, wyprowadzi¢ je rowniez i w odwrotnych kierunkach
z poczatku wspdlrzednych 0 (poza tem dodac jeszcze przekatne
zewnetrznego kwadratu), a dwuwymiarowy system wspéirzed-
nych logiczno-geometrycznych bedzie gotowy. Rozszerzenie go
w miarg potrzeby na trzeci wymiar nie bedzie juz przedstawialo
zadnych trudnosci.

Zatrzymamy si¢ tymczasem na ukladzie plaskim (dwuwymia-
rowym) wspolrzednych logiczno-geometrycznych, konstytuuja-
cych geometrycznie dwuelementowa przestrzen logiczna, ., Prze-
strzen my$lna™. ;

Schemat tej dwuelementowe]j przestrzeni logicznej bedzie sie
przedstawial, jak na rys. 3 (patrz str. nast.).

Oté6z przechodzimy teraz do rozpatrzenia geometrycznych od-
powiednikow podstawowych zasad (pewnikéw) algebry logiki,
a wi¢c do wlasciwego ukonstytuowania logiki geometryczne;j.

Pewnik 1* glosi istnienie elementu 0 takiego, ze a + 0 = a.
Czem jest w naszym systemie (tymczasem dwuelementowym)
logiki geometrycznej ten element 0, element o treéci najuboi-
szej? Jezeli @ + 0 = a, to — w myS$l okre$lenia I* (str. 13) —
jest to rownowazne twierdzeniu: 0 < @, okreflajacemu 0 ja-



ko tre$¢ mniejsza od wszelkiej treci a, czyli jako tres¢ mini-
mum. Bedzie ten element tutaj plaszczyzna, przechodzaca przez
osie wspdlrzednych, bedzie on wilasnie sama dwuwymiarowa
przestrzenia (§ciélej: przestrzenno$cia) logiczna, a wigc czem$

a+h b a-b
3 %
a’ 12 a
025’ 6‘0
a;‘b' b Lt afb'
Rys. 3.

wlasénie zupelnie niezrézniczkowanem, tre§cia réwniez i geome-
trycznie najubozsza, umozliwiajaca jednaf( istnienie wszelkiej
bogatsze] treSci geometrycznej i przejawiajaca si¢ (zawierajaca
sie) w tej treéci, podobnie wlaénie jak tre$é logiczna ,,przedmiot’
(0), zawiera sie we wszelkiej juz zrézniczkowanej tresci logicznej
i ja umozliwia. Kazdy wigc element geometryczny, jako prze-

strzenny wilasnie, ma juz w sobie ten przestrzenny pierwiastek,



i powiedzenie a+0 (element geometryczny a, posiadajacy ceche
przestrzennosci 0) bedzie, oczywiscie, tem samem, co powiedze-
nie wprost a. Przestrzenno$¢, jako taka, nic nie dodaje do tresci
elementu geometryczno-przestrzennego (gdyz w tej treéci juz
jest zawarta) — takie jest geometryczne znaczenie pewnika
1a+0—a Jak widzimy, mamy tu najsci$lejsze analogon
czysto logicznego znaczenia tego pewnika, z ta tylko réznica, ze
teraz mowimy o przestrzennoéci, jako takiej, o przestrzenno$ci
wogole, gdy wtedy mowa byla o przedmiocie jako takim,
o przedmiocie wogéle. Jezeli chodzi za$ o 0 juz wyspecyfikowa-
ne w postaci osi zerowej 0. lub Owy, to pewnik 12 (e 0= a)
bedzie geometrycznie oznaczal, ze przecigcie proste] @ z 0sig
0.» daje punkt g, jak to stwierdzamy na diagramacie. Podob-
nie dla osi Ow' 1 wzoru b+ 0=0b. Te osie zerowe 0, i Oy
facza si¢ w poczatku wspdlrzednych, w punkcie 0.

Pewnik 1°, dualny do poprzedniego, glosi, ze istnieje ele-
mentela) taki- iz g 10— a!

Przechodzac odrazu do jednoéci (), dualnych wzgledem 0.
1 Oy, a2 wiec do Iaia' 1 Ipty, zobrazujemy je latwo w posta-
ci punktéw w nieskonczonosci na osiach Opyr 1 0u; beda to
punkty przeciecia prostych @ i d'(a+a'=Il.ra) oraz bid’
(b-+b' = Ipiw). Rzut oka na diagramat 3-ci wystarczy, by spraw-
dzié, ze prosta, laczaca punkt @ z punktem I.i./, jest istot-
nie prosta @, zgodnie z pewnikiem 1P : @ X I — a. Podobnie
i dla elementu b.

Najscislej z pojeciami granicznemi I i 0 zwiazany jest poza
1-ym pewnikiem jeszcze pewnik 4, dlatego tez teraz bezpoéred-

1) Jest to, oczywibcie, element maximum; jezeli bowiem z wszelkim ele-
mentem @ posiada on cze$é wspdlna a, znaczy to, ze wszelki element @ za-
wiera sie w nim (2<l), czyli innemi slowy, ze 7 jest to maximum logiczne
{por. nizej nastr. 32 tw. 12b).
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nio przejdziemy do rozpatrzenia jego znaczenia geometryczne-
go, odkladajac na pézniej rozpatrzenie.pod tym wzgledem pew-
nikow 2 1 3.

Pewnik 4 glosi istnienie elementu negatywnego (&) wzgledem
. elementu a i okre§la ten element negatywny, jako'taki, ktory
dodany do a daje w sumie element I (@ + & = 1), pomnozony
za$ przez a, daje element 0 (a . @’ = 0). Zobrazowuja si¢ te okre-
§lenia elementu negatywnego bardzo tatwo; wiemy mianowicie,
ze proste a i a istotnie przecinaja sie¢ w punkcie Z.ia (punkt
w nieskoniczono$ci na osi  Oyy), z drugiej za$§ strony widzimy na
diagramacie, ze o§ 0.y istotnie jest podtozem wspdlnem ele-
mentu @ 1 @ (laczy mnoznie te elementy). Glebsze geometrycz-
ne a zarazem i logiczne znaczenie tego okreSlenia elementu ne-
gatywnego przy pomocy @, 0 i I odsloni si¢ nam pozniej, gdy
ujrzymy w dziedzinie logiki geometrycznej elementy . harmo-
niczne.

Przechodzimy zkolei do odwzorowania geometrycznego pew-
nika 2-go, wyrazajacego t. zw. prawo przemienno$ci (komutacji)
dla sktadnikéw i iloczynow: a + b = b + a (22) oraz ab —
— ba ()

Geometrycznie sprawdzamy pewnik 2* natychmiast, gdyz
oczywista jest rzecza, ze otrzymamy ten sam punkt, niezaleznie
od tego, czy linj¢ a przetniemy linja & (punkt a -+ b), czy tez
linje b przetniémy linja a (punkt & + a). Podobnie i dla komu-
tacji czynnikéw.

Wreszcie pewniki rozdzielnoéci (dystrybucji): @ + bc =
—(a+ b)(a -+ c) — pewnik 3* oraz a (b + ¢)—=ab + ac —
pewnik 3*. W pewnikach tych wystepuja juz trzy elementy:
a, b, ¢ i dlatego tez w tej pelnej postaci pewniki te wychodza
poza obrab logiki geometrycznej dwuwymiarowej (dwuelemen-



i oEY e

towej), do ktorej teraz tymczasowo ograniczyliémy si¢. Kazdy
element (@, b, ¢) jest dla nas przedstawicielem odmiennego wy-
miaru, odmiennej kategorji, i z tego tez powodu wzory, w kté-
" rych wystepuja elementy a i b (pozytywne lub negatywne), od-
wzorowuja si¢ na plaszczyznie, natomiast wzory tréjelemento-
we — w przestrzeni tréjwymiarowej. Dlatego tez obraz geo-
metryczny pewnikéw 3 w ich pelnej, tréjelementowej postaci
damy nieco pézniej, gdy przejdziemy do ukonstytuowania tréj-
wymiarowej przestrzeni logiczno-geometrycznej (por. str. 35
i 36). Postaramy si¢ jednak juz teraz poda¢ odwzorowanie geo-
metryczne dla pewnikéw 8, zredukowanych do plaszczyzny przez
podstawienie elementu &’ na miejsce elementu ¢. Jednakze przy
takiem podstawieniu opuszczamy juz dziedzing wiasciwych pew-
nikéw i przechodzimy do twierdzenn pochodnych. Dlatego tez te
najblizsze wnioski z pewnikéw 3 rozpatrzymy juz w nastepnym
rozdziale, poswigconym geometryzacji twierdzen pochodnych.
Antycypujac geometryzacj¢ tréjelementowego pewnika 3
i opierajac sie na wykazanej ponizej schematyzacji przestrzen-
nej pewnikéw 1, 2, 4, mdicmy wyrazi¢ pewnoéé, ze i wszystkie
pochodne zasady algebry logiki, jako ze sa oparte o pewniki

1 — 4, znajda réwniez swe odwzorowanie przestrzenne.



Rozdziatl II

ZGEOMETRYZOWANIE TWIERDZEN LOGIKI

SGISLE].
Przedewszystkiem — jak zapowiedzieliémy przy - koficu po-
przedniego rozdzialu — wyprowadzimy wnioski najblizsze

z pewnikow 8. Podstawimy mianowicie na miejsce elementu
¢ we wzorach 321 3" element &’. Da nam to bardzo wazne pra-
wo logiki, t. zw. prawo dwudzielno$ci (dichotomji). Otrzymamy
wtedy: :
a+bb'— (a-+b) (a+-b')
a (b--b')= ab-ab’

Wobec tego ze bb" — 0 (pewnik 4°), za§ a + 0 = a (pewnik
12) — 1 odpowiednio dwoiécie dla I — otrzymamy dwa dwoiste
wzory zasady dichotomji:

a=(a-1-b) (a-}b') (59
a—ab-+-ab’ (5%)
Np. 5% ,,czlowiek’ (@) jest tem, co maja maximum wspdlne-
go ,,czlowiek dobry* (a-+8) i ,,czlowiek niedobry* (a-+b’).
Jako zasada logiki geometrycznej zasada ta jest niezwykle
przejrzysta (por. rys. 3). Wzér 5* przedstawia prosta @, jako
iloczyn logiczno-geometryczny jej punktow a-+5b i a+b'. Prosta
a jest tem, co maja wspolnego punkty a+5b 1 a8/, jest rodza-
jem (a) wspdlnym dwém gatunkom tego rodzaju a+b i a+0b'.
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Na te dwa gatunki wlaénie podzielit si¢ rodzaj @ — stad nazwa
zasady dichotomji. Podobnie przedstawia si¢ rzecz z formula
dwoista 5°. Tylko zamiast podzialu prostej na dwa elementy
punktowe, mamy tu dwoiécie podzial punktu ¢ na dwa elementy
linjowe ab 1 ab’. Widzimy, jak te proste ab i ab’ sa wlaénie
zjednoczone w punkcie @, z ktérego sie rozwidlaja. Dwoisto§é
wzoréw dichotomicznych wystepuje tu w przestrzeni niezwykle
przejrzy$cie; widzimy przytem, ze element ¢ rowniez zmienia
swa postaé przy przejéciu od - formuly 5* do formuly 5°:
w pierwszej z nich jest prosta, w drugiej — punktem. :

Wyprowadzimy teraz t. zw. zasade tautologji, wyrazajaca
najdobitniej nieiloSciowy charakter logiki; glosi ona:

a-a=a (6%)
a-a=a (62)

Wyprowadzimy wzory te, opierajac si¢ na pewnikach: 1, 3
i4, przyczem twierdzenie 6* opiera si¢ na pewnikach 1,
8* 1 4, twierdzenie za§ 6° na pewnikach 1, 31 4.
a-Fd=(a+a) %X I2=(a}a)(a-+a )P taaq -} 02
aa=aa+0=aa+ad’=alat-d)=aX1l=a

Przestrzenne znaczenie twierdzenia tautologji jest oczywiste:
prosta a, przecieta przez sama siebie, nie zmienia sie. Podob-
nie punkt a, polaczony z samym soba.

Przejdziemy teraz do t. zw. prawa absorpcji, wyrazonego
przez wzory:

a-t+ab=ua (7
a. (a+b)l=a (7%

Oto dowéd tych wzoréw dwoistych, oparty o pewniki 1, 8, 4,

2 oraz twierdzenie 6.

) pewnik1®. 2)p. 4% 3) p. 8% 4 p 4% 5 p 1A
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a-tab=a.l-|- ab=a(l —{—b)—a(b—{—b'—}—b)-—a(b—l—b—}—b)—
=alb-}+b)=a . l=a

a(a—-+b)=(a-+0) (a+b) =a -+ 0. b—-a—f—bb' b= a-bbb’=
=at+bb'=a+0—a

Rzut oka na rys. 3 pozwala nam znalez¢ odwzorowanie prze-
strzenne tych wzoréw. Stwierdzamy, mianowicie, z jednej
strony, ze prosta @ 1 prosta ab przecinaja si¢ istotnie w punkcie
a (czyli ze atab = a), z drugiej za$ strony, ze dwoiscie: punkt
a 1 punkt a+b sa polaczone prosta a (czyli ze a(a+0b) = a).

Zkolei przechodzimy do t. zw. rozwiniecia 1 i 0 wzgledem
a i b. Wyprowadzimy odnoéne wzory przez oparcie si¢ o pew-
niki 4 i o zasade¢ dichotomji.

Pewnik 4% glosi: I = a+d’. Podstawiajac teraz zamiast @ —
zgodnie z 5° — ab -+ ab’ i odpowiednio zamiast @ — &b+l
otrzymamy:

1 = abtab'-}-d'b-}+a'b’ (8%
Podobnie, dwoiscie:
0.= (a-+b) (a-+b") (d'4-b) (d+-b")  (8)
otrzymamy, podstawiajac we wzér 42 (0 —= ad’) ai d we-
dlug wzoru dichotomicznego 5%

Na naszym podstawowym diagramacie ptaskim widzimy prze-
strzenne schematy tych rozwinigé: 4 wierzcholki zewnetrznego
kwadratu (o bokach a, @, b, ') sa elementami rozwini¢cia 0
(zera), jego czynnikami; 4 boki wewnetrznego kwadratu
(o wierzcholkach a, @', b, b’) sa elementami rozwinigcia I (jed-
nosci), jej skladnikami. Elementy dwoiste powyzszych dwoi-
stych wzgledem siebie kwadratéw daja nam niezwykle prosty
i pigkny obraz przcstrzenny dwoistych wzgledem siebie rozwi-
nie¢ 01 1.

Znajac teraz wzory i schematy rozwinigé 0 i I mozemy przejéé
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do bardzo waznych formut de Morgana, panujacych nad zagad--
nieniem negacji pojeé. Formuly te glosza:

(a+b) — @b’ (@)

(ab) = d—+b (9%

Czyli: zaprzeczenie sumy dwéch pojeé jest identyczne z ilo--
czynem ich negacyj (9%) oraz zaprzeczenie iloczynu dwdéch po-
je¢ jest identyczne z suma ich negacyj (9%). [Np. zaprzeczyé po-
jeciu ,,dobry i rozumny®, to znaczy stwierdzié: ,,albo niedobry,
albo nierozumny, przyczem pamictaé nalezy, ze stéwko ,,albo‘®
nie ma w algebrze logiki wylaczajacego znaczenia, a wiec ze:
»albo niedobrym, albo nierozumnym‘ moze by¢ réwniez ten,
kto jest réwnocze$nie ,,niedobry i nierozumnyl. :

Wzory powyzsze latwo wyprowadzimy z formul rozwiniccia.
dla 7 i 0, pamictajac o pewnikach 4. Zaczniemy od dowodu
wzoru 9°,

Pewnik 42 ustanawia: I — a-}a’. Znaczy to, ze skladnik ja-
ki$ i jego negacja daja w sumie I. Jezeli tak, to we wzorze 8%,
biorac ab, jako jeden skladnik, otrzymujemy, ze jego negacja.
jest: ab’-{—a’b—*—a’b', czyli:

(ab) = ab'-+-d'b+a'b’
- Lecz ab’ -} a’b+a’b’=a’-+b’. Mozemy to stwierdzié, rozwi-
jajac @’ - b° wedlug wzoréw dichotomji 5°. Mianowicie::
a=a'b+a’b,, b'=>bla-}ba’, a wiec d+b'=ab-+a'b |
+ab'+ab'—ab'--a’b-l-a’b. A wiec
: (ab)=d' b’

W ten sam sposéb postepujac dwoiscie, dowiedziemy wzoru.
(a:Eb)Y.— abi (9%).

Przestrzennie ten ostatni wzér znaczy: zaprzeczeniem wierz-

chotka zewnetrznego kwadratu jest bok wewnetrzny kwadratu,
znajdujacy sie w éwiartce przeciwleglej (na krzyz). Wzor zaé



— 28 —

‘9® tlomaczy si¢ przestrzennie: zaprzeczeniem boku wewnetrz-
mego kwadratu jest wierzcholek zewnetrznego, polozony w
¢wiartce przeciwleglej (na krzyz). W ten sposéb odrazu z dia-
gramatu 3 6dczytac’: mozemy cztery formuly de Morgana, doty-
czace zaprzeczenia sumy oraz wzory dwoiste, dotyczace zaprze-

.czenia iloczynu:

(a+b) =ab (ab) =a'-+b"
(d’+b) = ab’ o (@) =a+tb
Gilorop 19 Ly
(a +b)=ab (ab’)) =o'+ b

9%)

Dowod kazdej z tych formul daje si¢ réwniez latwo przesle-
«dzi¢ geometrycznie krok za krokiem. Np. dowéd wyzej poda-
ny: (ab) = a’+b'. Wychodzimy z przestrzennego obrazu roz-
‘winigcia I w postaci sumy czterech bokéw wewnetrznego kwa-
dratu. Negacja jednego z tych bokéw (ab) bedzie sie geome-
trycznie przedstawiala, jako suma pozostalych trzech bokow:
@b + db + ab'. Lecz widzimy na diagramacie, ze a’b -+
+ a'b’ daja w zjednoczeniu &, za$ @’b’ + ab’ daja b® — tak
ze suma trzech prostych &’b + &b’ + ab’, czyli (ab) zwijé. sig
do punktu &-+5’. I tak we wszystkich innych przypadkach.
Trudno o bardziej wymowne spelnienie sie marzenia Leibniza,
.aby kazdy krok rozumowania abstrakcyjnego moégt znalezé swe
analogon przestrzenne; istotnie widzimy tu, ze ,,scriptura philo-
:sophica posset etiam exhiberi per linearum ductum, seu geome-
triam* (Gerh. Phil., VII, 41).

Wreszcie rozpatrzymy par-e, najwazniejszych twierdzen,
w ktorych wystepuje stosunek zawierania sie. :

Okreéliliémy ten stosunek (str. 18) w ten sposob:

(a<b)=(b=a+b) (I%)
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Otéz tatwo wykazaé, ze jezeli b = a+b, to ab = a.
Mianowicie, podstawiajac w ab zamiast b réwnowazne mue
wedlug zalozenia a5, otrzymujemy:
ab— a (at+b)—a
I odwrotnie, jezeli ab = a, to a-+b = b.
Mianowicie, podstawiajac w a-+b zamiast @ réwnowazne
mu wediug zalozenia ab, otrzymujemy:
at+b = ab+b=1>0
Widzimy tedy, ze réwno§é b — a-+b jest rébwnowaina réw-
nosci @ = ab. Wobec powyzszego i okreslenia I* stosunek a < &
mozemy zastapié przez rowno$¢ @ = ab, czyli
a<b = (a—=ab) (I®)
Mozemy jeszcze inng réwnowazna rowno$cig zastapi¢ stosu-
nek @ < b. Jezeli, mianowicie, a = ab, to
abz—ab b —a U—a a - adi—a o —0.
I odwrotnie: jezeli ab’ = 0, to a = ab.
Wedlug bowiem zasady dichotomji: a = ab-ab’ (5°). Jezel:
za$ ab’ = 0, to otrzymujemy:
a— ab:t0 —ab.
Wobec powyzszego 1 twierdzenia IP stosunek @ << b moze-
my zastapié przez réwno$¢ ab’ = 0, czyli:
a=<sb—1(abi—0) (19
Podobnie, wychodzac z réwnowaznosci a < b = (b = a-+b),
otrzymujemy réwnowazno$¢:
a<<b—{(a-Eh—'1)s I
Mamy tedy szereg réwnowaznych okre$len stosunku zawiera-
nia sie:
(a<b) = (b=a-}-b)—=(a—=ab)=(ab’= 0) = (' +b=1) @)
Rozpatrzmy teraz geometryczne odwzorowania tych réwno-

waznych okre§len stosunku a << b.
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Sens geometryczny znaku zawierania si¢ polega — jak wie-
my — na tem, ze linja prosta, element mniej zdeterminowany,
przechodzi przez punkt, jako element bardziej zdeterminowany
(zawiera sie w tym punkcie, tkwi w nim). Tak wiec wzdér I*:
a << b= (b= a+{b) méwi nam, ze tylko wtedy prosta a przej-
dzie przez punkt b, gdy punkt a-+b& utozsami si¢ przestrzennie
z punktem b — 1 zalezno$¢ t¢ istotnie stwierdzamy na diagra-
macie 3, prosta bowiem a przechodzi przez punkt a-b, i trzeba
dopiero przesunigcia si¢ tego punktu do punktu & (wzglednie
punktu & do punktu a-+5), by réwnoczesnie i prosta a przepro-
wadzi¢ przez punkt b. Wtedy jednak réwnoczesnie prosta a zaj-
mie polozenie prostej ab (wzglednie prosta ab polozenie pro-
stej a), sprawdzajac w ten sposéb réwnowazno$¢ I° : @ < b =
e ('a.= ab). Rownowazno$é za§ 1% a < b — (ab’ = 0), spro-
wadzona do réwnowaznoéci (@ = ab) = (ab’ = 0),  mozemy
otrzymac¢ geometrycznie, tlomaczac przestrzennie wszystkie pb-
sunigcia, ktére nas do niej doprowadzily. A wigc przede-
wszystkiem: wynikanie ab’ = 0 z wyrazenia ¢ = ab (réwno-
waznego a << b). Otéz prosta ab’ otrzymujemy, mnozac punkt a
przez punkt b’; mnozenie za$§ prostej ab przez b’ rozbijamy na
dwa etapy: mnozymy nasamprzéd punkt b przez punkt &/, a na-
stgpnie w ten sposéb otrzymany iloczyn przez punkt a. Mnoze-
nie punktu b przez punkt &’ daje nam o$ Oy, ktéra zastepujemy
przez rébwnowazny jej punkt 0; nastepnie mnozymy punkt ten
przez punkt @, otrzymujac w rezultacie laczaca te punkty of
O.v. W ten sposob z réwnowazno$ci @ = ab otrzymujemy réw-
nowazno$¢ ab’ = 0, jako réwnowazno$¢ prostej ab’ i 0si Ouy.
Krécej moznaby to przedstawi¢ ad oculos, zwracajac uwage
na to, ze gdy prosta ab doprowadzamy przez obrét okolo punktu
a do koincydencji z prosta @, to tem samem prosta ab’ (prosto-

{
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 padia do ab) zajmie polozenie osi 0.r. I odwrotnie, gdy pro-
sta ab’ zajmie polozenie 0., to prosta ab zajmie polozenie
prostej @. Podobnie odwzorowujemy przestrzennie wyrazenie
it <t b — (a:Fb—1) '
' Przechodzimy teraz do t. zw. zasady symplifikacji (upro-
szczenia), wyrazajacej sie¢ w znanych juz nam wzorach:
a<a+tb (ELO=)
ab<a (10°) .
Twierdzenie to mozemy natychmiast wyprowadzi¢, opiera-
jac sie na okreSleniu stosunku zawierania sie (I’) 1 zasadzie ab-
sorpcji (7). : /
@ =<b — (a— ab) (I3
podstawiajac zamiast b element @b, otrzymamy:
a<a-+t+b=[a=a-(a-+}+ b
Wobec tego ze a=a (a+b) jest zawsze prawda (7°), wiec
i zawsze prawdziwa jest zasada:
a < a+b.
'Podobnie przeprowadzamy dowéd (10).
Widzimy to wlasnie na diagramacie: prosta a przechodzi
- przez punkt a+b, prosta ab za$ przez punkt a. W geometrji ten
stosunek przechodzenia prostej przez punkt, czy tez lezenia
punktu na prostej, nosi nazwe stosunku incydencji.
W analogiczny do poprzedniego sposéb dowiedziemy jeszcze
zasady tozsamoSci, ktora w algebrze logiki wystepuje przewaz-
nie w postaci:

a<a (11)
Twierdzenia te wyprowadzamy, opierajac sic na okre§leniu
stosunku zawierania si¢ I* i na zasadzie tautologji 6%
a==b—={b—01bh) (%)

podstawiajac @ zamiast b, otrzymujemy:
a~a—(a—ata)
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Wobec tego ze @ = a+a jest zawsze prawda (6%), wigc za-

wsze prawdziwa jest zasada:
a==a :

Twierdzenie 11 mozna rdwniez, opierajac sie na okreélérﬁu

rownowazno$ci II (str. 13), pisa¢ w postaci:
a—ua (117)

Przestrzenny odpowiednik twierdzenia 11 (¢ < a) widzimy
na diagramacie: prosta a przechodzi przez punkt a.

W podobny sposéb, jak tw. 10 dowie$¢ réwniez mozna, opie-
rajac sie na okre$leniu stosunku zawierania si¢ i pewnikach 1,
znanych nam juz twierdzen, charakteryzujacych 0 i I, jako mi-
nimum 1 maximum logiczne:

0<a (123
a<l (12b)
Geometrycznie: 0§ O.» przechodzi przez punkt a; i dualnie:

prosta @ przechodzi przez punkt w nieskonczonosci Zata.
# *

s

Podali$my i przestrzennie przedstawiliSmy szereg najwazniej-
szych twierdzen logiki dwuelementowej. Gdy okaze sie potrze-
ba innych jeszcze twierdzen z dziedziny logiki plaskiej, podamy
je juz oddzielnie w odpowiedniem miejscu, teraz za$ przecho-
dzimy do ukonstytuowania przestrzeni logicznej trojelemento-
wej, trojwymiarowej.

Jako punkt wyjscia bierzemy pozytywna ¢wiartke (a-+5) pla-
szczyzny zerowej topologiki (logiki geometrycznej) dwuelemen-
towej z jej polosiami 0, i 0, przecinajacemi si¢ w poczatku
wspélrzednych 0. Prostopadle do tej plaszczyzny w punkcie 0
przeprowadzamy trzecia o§ (wlaSciwie polos) wspdirzednych lo—
giczno-geometrycznych 0. i na niej wyznaczamy punkt ¢, obraz
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kategorji ,,réznica indywidualna® (podobnie jak na osi @ mie-
liSmy punkt @, obraz kategorji ,,rodzaj®, i na osi & — punkt b,
obraz kategorji ,,réznica gatunkowa‘). Na plaszczyZnie znale-
zli§my obraz geometryczny sumy (a--5&) i iloczynu (ab) wsp6l-
rzednych plaskich @ i b. Obecnie chcemy daé obraz sumy 1 ilo-
czynu wspélrzednych a, &, ¢, a wigc przej§¢ musimy od obrazu
przestrzennego @ + b i ab do odwzorowania przestrzennego
a+b-+tc i abc. Azeby uprzestrzeni¢ sume logiczna a+b-+c (ka-
tegorja ,,indywiduum®, ,,jednostka®), prowadzimy w punkcie
a+b (por. rys. 4) prosta prostopadla do plaszczyzny osi a i b.
Bedzie to prosta rowniez a+b, podobnie jak w logice geome-
trycznej plaskiej prosta prostopadia do osi w punkcie a byla
rowniez prosta a. Nastepnie przez punkt ¢ poélosi ¢ prowadzi-
my plaszczyzne rownolegla do plaszczyzny osi @ i & (podobnie
jak na plaszczysnie prowadziliémy przez punkt & prosta b, réw-
nolegla do osi @) i bierzemy punkt przecigcia tej plaszczyzny
z prosta a+b. Bedzie to wlasnie punkt a+b--c, ktérego wspét-
rzednemi beda proste @, b, ¢. Dla uprzestrzenienia iloczynu lo-
gicznego abc prowadzimy przez prosta ab i punkt ¢ plaszczyzne,
ktéra przetnie plaszczyzny wspélrzednych wedlug prostych ab,
be 1 ac, tworzac tréjkat abc o wspélrzednych punktowych a, b,
¢. Ta wlaénie plaszczyzna (wzgl. tréjkat) abe bedzie przestrzen-
nem odwzorowaniem tréjelementowego iloczynu logicznego (por.
rys. 4 na str. nast.).

Musimy pamigtaé, ze plaszczyzna jest tu tworem uboz-
szym tre§ciowo od prostej, podobnie jak prosta jest tworem
ubozszym od punktu, i ze przeto plaszczyzna przechodzi przez
swe proste 1 punkty (zawiera si¢ w nich). Pamietajac o tem, mo-
zemy wprost z diagramatu 4 odczytaé nastepujace zwiazki:
a+b<a-+t+b+tc, podobnie: atc <atbtc i bc <atbitc (182)
abc < ab, podobnie: abc <ac 1 abec <bc (13%)
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Sa to, oczywiscie, wzory, wyrazajace w przestrzeni zasade
symplifikacji, analogiczng do zasady, wyrazonej dla plaszczyzny
we wzorach 10.

Wzory 13 sa réwniez, jak widzimy, wzorami dwoistemi,
albowiem od wzoru 13* do wzoru 18° przechodzimy przez -

zmiang + na X oraz przeniesienie czlonéw stosunku zawiera-

C C a+C
L
S A
: : > a
bec arb+C,
b-c
b 7 5
ab a
b b a+b
Rys. 4.

nia si¢. W dwoistych wzorach 13 znajdujemy wyraz podstawo-
wej dwoistoéci geometrycznej, panujace] w przestrzeni. Miano-
wicie: prostej a+b& odpowiada tu dwoicie prosta ab, punktowi
za§ a-+b-+c odpowiada dwoiscie plaszczyzna abe. Jest to wia-
énie dwoisto§¢é ustanowiona dla przestrzeni przez geometrje rzu-
towa: w przestrzeni odpowiada dwoicie punktowi plaszczyzna -
i vice versa, prostej za§ dwoiécie — prosta.



Wiystarczy teraz wprowadzi¢ kierunki ujemne, t. zn. dopel-
‘nié osie wspéirzednych z rys. 4, wyprowadzajac je z poczatku
wspolrzednych w przeciwnych kierunkach, a otrzymamy tréj-
‘wymiarowy system wspélrzednych logiczno-geometrycznych,
konstytuujacy geometryczng tréjelementowa przestrzen logicz-
na, przestrzen juz nie gatunkéw, lecz jednostek (por. rys. 5).

ab'sc b+c a+bsc
a% AC a+C
77 \\\ b
asbec b ZE asbeo
- - ’ \o N
NG /| e Bl
o' Mo/ | vabfe
NG P e Ao T nAN
\\-é,/, \\ EG *:\*a
3 §\\: b “\- \0 ‘\ _P//,/ L N
\\\_675.\‘_.__:: _/_/___-_\_\ab
X , :
\\ ‘\ Ll \
awic! > < arbec’
0¥C' >\ ,/'/
avc \!,C' a+C
asbec a+b.0o'
b+’ 2
Rys. 5.
Otéz przedewszystkiem — zanim przejdziemy do geometry-
zacji twierdzen tréjelementowej logiki — musimy wywiazaé

si¢ z zobowiazania, ktéregoSmy dotychczas jeszcze nie spetlnili,
mianowicie podaé odpowiednik geometryczny pewnika rozdziel-
noSci (dystrybucji), ktéry w pelnej swej postaci wybiega poza
dziedzine plaska (por. str. 23). Dwoista formula zasady dy-
strybucji tak si¢ przedstawia:
 atbe = (atb) (ato) (8)
a(b+c) = ab-+ac (3%)
Zwr6émy si¢ do rys. 4. Lewa strona rownosci 3* przedsta-
wia przeciecie dwoch plaszczyzn: plaszczyzny a i plaszczyzny be,
przechodzacej przez prosta be, réwnolegle do osi Oa. Ta pla-
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szczyzna be (przechodzaca przez proste b i ¢) przetnie plaszczy-
zng a — jak to widaé na obrazie przéstrzeni logicznej — wzdluz
prostej, przechodzacej przez punkty a+b i a+c, a wigc wzdluz
prostej (a+b) . (a+c), jak to wlasnie stwierdza prawa strona
réwnoéci 3% Przeciecie (zespolenie) wige plaszczyzn a i be nie
jest niczem innem, jak prosta (a+b) (a+c) — 1 to wlaénie glo-
si zasada topologiczna 3.

Zasada dwoista 3® mdéwi geometrycznie, ze przecigciem pla-
szczyzn ab 1 ac jest prosta a (b-+c). Istotnie, jezeli zwrdocimy
si¢ do schematu przestrzeni logicznej, to stwierdzimy naocznie,
ze plaszczyzna ab (przechodzaca przez proste @ i b, a wige przez
punkty a+c i b-c¢) oraz plaszczyzna ac (przechodzaca przez
proste @ i ¢, a wigc 1 przez punkty a+b 1 b+c¢) maja wspolne:
1) punkt b-t+¢, a nastgpnie jeszcze punkt a. Znaczy to wigc, ze
przecieciem plaszczyzn ab i ac (ab-tac) jest prosta a (b-c), co
wlaénie glosi zasada 3P.

Przyjrzyjmy sie tu jeszcze nieco blizej pigknej dwoistosci ge-
ometrycznej powyzszych zasad, idacej krok za krokiem wélad
ich dwoisto$ci logicznej. We wzorze 3* mieliSmy po stronie pra;
wej znaku réwno$ci dwa punkty a+b i a+c zlaczone prosta
(a+b) (atc). Temu odpowiadaja dwoiécie we wzorze 3°
dwie plaszczyzny ab i ac, przecinajace si¢ wzdluz prostej ab—+ac.
Dalej, lewa strona réwnosci 3* wskazuje, ze prosta (a+5) . (a+c)
jest identyczna z prosta, wzdluz ktérej przecinaja si¢ plaszczy-
zny be 1 a. Odpowiednio. do tego lewa strona wzoru 3® wska-
zuje dwoilcie, ze prosta ab-+ac jest identyczna z prosta, ktéra
faczy punkty b+c i a.

Wywiazali$my sie teraz calkowicie z naszego przyrzeczenia,
danego na str. 23, i mozemy przej$¢ do wykazania przestrzen-
nych odpowiednikéw twierdzen logiki tréjelementowej. Ogra-
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niczymy si¢ tu do paru tylko najbardziej waznych przykladéw.

Przedewszystkiem znana z algebry zwyklej zasada lacznosci
{asocjacji):

(a+-b)+-c=at-(b-¢) (142)
abXc=aXbc (14b)

Nie podajemy tu — nie chcac nuzyé czytelnika — nieco skom-
plikowanego dowodu tego twierdzenia i zadowalamy si¢ bez-
po$redniem sprawdzeniem go w intuicji przestrzennej. Rzut oka
na rys. 4 pozwala stwierdzié: 1) ze ten sam punkt (a+b-c)
otrzymujemy niezaleznie od tego, czy przecinamy prosta a—+b&
plaszczyzna ¢, czy tez prosta b-t+c tniemy plaszczyzna a (14?);
2) ze te sama plaszczyzne (abc) otrzymujemy przez polaczenie
prostej ab z punktem ¢, jak i przez polaczenie prostej bc¢ z punk-
tem a. Wszedzie widzimy tu przytem calkowite odwzorowanie
dwoistosci logicznej dodawania i ‘mnozenia w postaci dwo-
isto$ci geometrycznej ciecia i lgczenia (rzutowania).

Na zakonczenie podamy jeszcze wyjatkowo przejrzyste pod
wzgledem geometrycznym odwzorowanie zasad rozwinigcia
11 0, rozszerzonych na trzy elementy, oraz uogélnionych w ten-
ze sposob zasad de Morgana.

Uogélnione zasady rozwinieé I i 0 otrzymamy, rozwijajac di-
chotomicznie wzgledem ¢ 1 ¢ kazdy element ich rozwinigé pla-
skich (por. str. 26, wzory 8). Otrzymamy w ten sposéb:

1 = abc -} abc’ + ab’c + ab’c’ + a’bc | a'bd -

-+ a’b'c -+ a’b'd (152)
0=(@—+b+d (atb+c)(@a+b+d (@it +c)
(@—+b+o (@+b—+c) (@ +b+o) (@b ) (15°)

Wozory te posiadaja niezwykle prosta 1 pigkna interpretacje
geometryczna (por. rys. 5). Elementami rozwiniecia 0 jest
8 punktow-wierzcholkow sze$cianu o $cianach: a, &, b, ¥/, c,
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¢’; elementami rozwiniecia I jest 8 trojkatéw, tworzacych §cia-
ny o$mio$cianu, posiadajacego wierzcholki @, @, b, ¥/, ¢, ¢ w
srodku Scian powyzszego sze$cianu. Dwa powyzsze wielo§ciany
Platona sa — jak wiadomo — wzgledem siebie dwoiste, t. j. ma-
ja te sama liczbe krawedzi, a kazdej $cianie m-krawedziowej
(m-katnej) w jednym ‘odpowiada wierzchotek kata m-§cienne-
go w drugim. Mianowicie, szebcian posiada: 6 Scian czworokat-
nych, 8 wierzchotkéw katéw tréjéciennych, 12 krawedzi?); oé-
mio§cian za$: 6 wierzcholkow katéw czworo$ciennych, 8 $cian
trojkatnych, 12 krawedzi. Ta dwoisto$§¢ geometryczna wieloScia-
néw Platona okazuje si¢ tylko odbiciem dwoisto$ci logicznej
rozwinie¢ tréjkowych 0 i I. Na plaszczyznie, jak pamigtamy,
dwoistoé¢ logiczna dwoéjkowych rozwinigé 0 i 1 wyrazala sieg
w dwoisto$ci dwoch kwadratéw (o bokach, wzgl. wierzchotkach
a, d, b, b’), ktére si¢ okazuja przecigciami w mowie bedacych
wielo§cianéw foremnych przez pozioma plaszczyzng wspoirzed-
nych (por. rys. 5). Trudno o pigkniejsze uwidocznienie réwno-
leglosci mysli 1 fozcia‘gioéci.

Od wzoréw, dajacych tréjkowe rozwiniecie 0 i I, krok juz
tylko do uogodlnionych formut de Morgana:

(@a+ b + ¢ = a'bc (162)
(abe)) = a" -+ b -+ ¢ (16")

Znaczy to geometrycznie (por. rys. 5): zaprzeczenie (dopel-
nienie) &ciany tréjkatnej abc jest to punkt @’+¥-+c’ (form.
16°), zaprzeczeniem za§ (dopelnieniem) punktu a-+b--c jest
§ciana tréjkatna a'b’c’ (form. 16%). Czyli: zaprzeczeniem (dopel-

1) Te trzy liczby: 6, 8, 12 stanowig szereg, odpowiadajacy czlonom pro-
porcji harmonicznej, w jakiej znajduja si¢ tony akordu, skladajacego sig
z primy, kwarty i oktawy (1, 4/, 2). Z tego powodu pitagorejczycy nazy- - —
wali szeScian ,harmonjg geometryczna'.
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nieniem) §ciany o$mioécianu Platona jest wierzcholek dwoistego
z nim, obejmujacego go szescianu, wierzcholek, polozony w prze--
ciwleglej 6semce przestrzennej; i odwrotnie: zaprzeczeniem (do—-
pelnieniem) wierzchotka sze§cianu jest przeciwlegla §ciana za-
wartego w nim o$mioScianu. W ten sposéb odrazu z rysunku
odczyta¢ mozemy 8 uogdlnionych wzoréw de Morgana dla za-
przeczenia sumy i tylez wzoréw dwoistych, dotyczacych zaprze-
czenia iloczynu.

Dowéd kazdej z tych formul rowniez da si¢ latwo geome-
trycznie przesledzi¢ krok za krokiem. Azeby np. zaprzeczyé
abe (16°), rozwijamy czlony tego iloczynu przy pomocy wzo-
réw dichotomicznych. Wobec tego ze

a=(@a+b)latb)=(a+b+c)atb+Fc)(atb +o
(a 4 & - ¢’) — iloczyn czterech wierzchotkow $ciany a,

b=(b+a)(b+a)=(0b+at+c)b+a+<c)(b+ad +c)
(b -+ a’ + ¢’) — iloczyn czterech wierzchotkéw $ciany &,

c=(cta)(c+a)=(c+a+b)(c+a+b)(c+a +b)
(¢ -+ & -+ b’) — iloczyn czterech wierzchotkéw §ciany c,
otrzymujemy abe = (@ 4 b -+ ¢) (a+ b + ) (aF ¥ + o)
(@b c)(aFb+c)@bHc)l@ +b +icp
(zlony powyiszego iloczynu przedstawiaja 7 Wierzchotkéw -
szedcianu. Jezeli wiec iloczyn powyzszy .apc ($ciane tréjkatna
o§miocianu) zaprzeczamy, otrzymamy oczywiscie brakujacy -
do I 6smy wierzcholek szeécianu, punkt: " - b" + ¢’

Przyklady powyzsze wystarcza do wykazania, w jaki sposéb
przedstawiaja si¢ przestrzennie zasady trojelementowe logiki
écistej. Fundamenty pod $cista logike geometryczna w ten sposob »
zostaly zalozone. :



Rozdziat III
PLASZCZYZNA KATEGORJALNA I JE] ELEMENTY.

Logika geometryczna powyzej ugruntowana posiada charak-
ter wybitnie kategorjalny, nie-mnogoéciowy. Plaszczyzna logi.cz—
no-geometryczna, takaz przestrzen tréjwymiarowa zostaly zre-
dukowane — jak widzielismy wyzej — do niewielkiej tylko
liczby elementéw, ktore juz przez to samo otrzymuja znaczenie
elementow typowych, kategorjalnych. Azeby si¢ z tym kate-
gorjalnym charakterem przestrzeni logiczno-geometrycznej bli-
zej zaznajomi¢, wprowadzamy do naszego diagramatu plaskie-
go nastepujace uzupelnienia, ograniczajac przytem nasze bada-
nia do plaszczyzny.

Przedluzamy proste b i & oraz proste ab i ab’ z diagramatu
trzeciego (por. rys. 6). Prosta b przetnie ab” w punkcie b+-ab’,
prosta &’ przetnie ab w punkcie b’+ab. Lecz

bitab—a Ll (17)
Przekonamy sie o tem latwo, podstawiajac we wzorze rozdziel-
noSci (por. 3%):
ab fc=(a+t¢ &+ 0,
zamiast ¢ — &', otrzzymamy wtedy:
ab b = (a -+ &) (b—l-—b)—a—|—b'
Podobnie: al +b=a-+ b
W ten sposob prosta, laczaca te punkty przecigé, bedzie
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(a+b)-(a+b") = a, 1 punkt jej przecigcia z osia pozioma réw-
niez bedzie a. Widzimy z tego, ze wszystkie proste réwnolegle
do a w prawej polowie plaszczyzny beda zawsze prostemi a,
wszystkie punkty prawej poélosi réwniez zawsze beda punkta-
mi a, wszystkie punkty prostej b w prawej polowie plaszczyzny
“beda punktami a+b i t. p. A wiec nasza przestrzen logiczno-

a«b
a%b b a+b bsab=a+b
) 6
a b é a
o 8“
l‘bl T
2 Ch 2o’ b'sabaeb’
ab’
Rys. 6.

geometryczna nie jest przestrzenia zwykla, mnogosciowa, gdzie
np. kazda prosta, réwnolegla do @, jest inna prosta: a wiec pro-
sta @, a,, a; 1 t. d., a kazdy punkt na osi poziomej rézni si¢ od
innego jej punktu a,, a., a; i t. d., lecz jest przestrzenia, gdzie
prosta a i punkt @ (analogicznie i w innych przypadkach) repre-
zentuja wszystkie ,,podobne’ proste i punkty, s3 typami, forma-
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mi, kategorjami tych przedmiotéow. Stad tez ta zastanawiajaca
wlasno$§¢ przestrzeni logiczno-geometrycznej, ze daje si¢ ona
przedstawié w postaci tak prostej niezwykle, tak wieloSciowo
nieskomplikowanej, tak zwigzlej, tak ,,ék_onomicznej“. Tlomaczy
sie to wlasnie tem, ze mamy tu do czynienia z przestrzenia nie
wieloSciowa, lecz kategorjalna. Znika w niej odleglos¢ od po-
czatku wspolrzednych rozmaitych punktéw 1 prostych, ta
odleglo§é, ktéra czyni roéznice migdzy @, 1 a,, ktéra je
zdwaja i1 powiela, a pozostaje tylko typ, kategorja jako$ciowa,
np. linja prosta pionowa w prawej polowie plaszczyzny. Uwie-
lokrotnienie takich elementéw kategorjalnych bedzie w prze-
strzeni kategorjalnej tylko odbiciem pierwowzoru; te odbicia
nie moga w swej pseudo-odrebnej postaci pretendowaé do mia-
na odrebnych kategoryj (np. drugi punkt czy prosta @, lub dru-
.gi punkt a-+b na prostej poziomej b). Ten zasadniczy rys
kategorjalno$ci przenosi si¢, oczywiscie, z przestrzeni logiczno-
geometrycznej i na nauke, ktéra przestrzen te bada, ,innerpi sto-
wy, na logike geometryczna, ktéra tez cechuje w calej rozcia-
gloSci. :

Kategorjalna przestrzen logiczna posiada charakter wybitnie
strukturalny, architektoniczny, ktéry si¢ nmam narzuca natych- -
miast i nieodparcie, skoro tylko zwrécimy sie do jej obrazu;
plynie ten charakter z dwéch Zrédel: przedewszystkiem z dwo-
isto$ci (dualnosci), panujacej niepodzielnie w przestrzeni logicz-‘
no-geometrycznej, a nastepnie z sytuacji jej elementéw pozy-
tywnych i negatywnych. Ten charakter architektoniczny §wiata
logicznego zostal wydobyty na jaw 1 uwidoczniony dzigki powy-
-zej uskutecznionemu uprzestrzenieniu logiki algebraicznej,
1 blizsze zbadanie tej przedziwnej architektoniki logiczno-prze~
strzennej bedzie zadaniem II czgéci niniejszego tomu.
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Nasamprzéd jednak postaramy si¢ droga rozwazan czysto geo-
metrycznych wyprowadzi¢ podstawowe typy, podstawowe ka--
tegorje, ktére widzimy w naszej przestrzeni logiczno-geome-
trycznej. I tutaj, u podstaw logiki geometrycznej, przekonamy
si¢ raz jeszcze o zasadniczej a tak zadziwiajacej odpowiednio-
§ci, laczacej nieprzestrzenny $§wiat logiki i przestrzenny S$wiat.
geometrji.

Dla uproszczenia kwestji ograniczymy si¢ obecnie do topolo-
giki plaskiej, dwuelementowej, odkladajac sprawe analogiczna,
dotyczaca logiki geometrycznej tréjwymiarowej, do nastgpne-
go rozdziatu.

A wiec mamy plaszczyzne kategorjalno-geometryczna z dwo-
ma jej podstawowemi elementami, punktem i prosta. Zachodzi:
pytanie: jakie moga by¢ w tej plaszczyznie rozmaite rodzaje,
rozmaite jako§ci tych punktéw i prostych? Rozumiemy, ze pyta--
nie to jest rownoznaczne z pytaniem o rozmaite kategorje tych .
elementéw geometrycznych (bedacych obrazami odpowiednich
kategoryj logicznych). Céz jednak znaczy ,jako$¢” w prze-
strzeni geometrycznej, na czem polegaé tu moze odrebno§é ja=
koéciowa punktdw, wzgl. prostych? OdpowiedZ nasuwa si¢ sama.
przez sie: odrebno$é¢ ta polega na rozmaitych polozeniach tych
utwordw w stosunku do osi wspélrzednych i wyznaczonych
przez nie éwiartek (kwadrantéw) plaszczyzny, przyczem pewne
utwory znajduja si¢ tylko w jednej z tych ¢wiartek (np. punkt
a-+b), inne za§ w dwéch (np. prosta a) lub nawet w trzech czy
wszystkich czterech éwiartkach. Otéz otrzymamy wszystkie
mozliwe kategorje, wszystkie mozliwe jakosci logiczno-geome-
tryczne na plaszczyznie, gdy odpowiemy na pytanie, jakie to-
utwory (punkty, proste) znajduja sig:

I. tylko w jednej z ¢éwiartek plaszczyzny,



II. w dwdch,

III. w trzech,

IV. we wszystkich czterech éwiartkach plaszczyzny,

V. pozewnatrz ¢wiartek plaszczyzny ).

Przechodzimy do systematycznego rozpatrzenia kazdego z tych
‘pytan, zaczynajac od pierwszego.

I*. Jezeli chodzi o punkt geometryczny, to najbardziej pospo-
litym, nasamprzéd przychodzacym na my$l bedzie ten rodzaj
punktéw, ktére wlaénie znajduja sie tylko w jednej z &wiartek,
1 nawet mozliwo$¢ innych rodzajéw punktow w pierwszej chwili
wydaje nam sie problematyczna. Te pospolite jedno-éwiartko-
‘we punkty—to punkty typu: o -} B gdzie a@jest albo wspdlrzed-
na logiczno-geometryczna a, albo tez o/, B za§ wspolrzedna &
Tub &’. W zaleinoci od éwiartki plaszczyzny, w jakiej taki
punkt kategorjalny si¢ znajduje, otrzymamy cztery kategorje
punktow, nalezacych do grupy I*:

atb, atl, d+b, d+b (por. rys. 3, wzgl. 6).

Te punkty logiki geometrycznej odpowiadaja, oczywidcie,
«czterem rodzajom punktéw geometrji analitycznej, wyznaczo-
nym przez prostee (= 9 =0), x—ay— b (x— —a

J=bile=—ay =0

Ib. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i zapy-
tamy o takie proste, ktéreby znajdowaly sie tylko w jednej
z éwiartek plaszezyzny, to prostych takich nie znajdziemy; kaz-

1) Dla przestrzeni jednowymiarowej, dla linji prostej, pytania te redu-
‘kuja sie do 3-ch: jakie utwory znajduja si¢ w jednej z poldwek tej linji,
jakie w obydwéch i jakie pozewnatrz tych poléwek. Utwordw tych — jak
‘latwo sie przekonaé — bedzie cztery: dwa z nich, kazdy w jednej z po-

‘Howek linji, to elementy a i @’; trzeci element w obydwdch potéwkach (wla-
4ciwie na ich wspolnej granicy polozony) to poczatek wspotrzednych 0; wre-

szcie czwarty element — to element I, punkt w nieskofczonoSci na danej

dinji prostej.
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da nieograniczona prosta (nie odcinek prostej!) wybiega poza
obreb jednej z éwiartek plaszczyzny, nie miesci si¢ w jej obre-
bie.

IT*. Przechodzimy tedy z kolei rzeczy do punktéw, ktore znaj--
dowa¢é si¢ maja w dwéch ¢éwiartkach plaszczyzny. Oczywiscie,
jest to mozliwe wtedy, gdy beda to punkty graniczne, t. j. znaj-
dujace si¢ na wspélnej granicy dwéch ¢éwiartek. Te punkty
graniczne to przedewszystkiem punkty typu: «, wzgl. B, czyli
punkty - wspolrzedne logiczno - geometryczne. Mamy cztery ta-
kie punkty graniczne: —

; : ax: b ol bl

Punkt @ — graniczny dla éwiartki I i II (prawa polowa) na
polosi 0a

Punkt b — = = I i III (gérna polowa) na
: polosi 0 b

Punkt @ — = = - IIl i IV (lewa polowa) na

potosi Oar
Punkt " — % = = IV i II (dolna polowa) na
polosi Ob”

Te punkty graniczne przedstawiaja kategorje punktow ele-
mentarnych, ktére to punkty dopiero w polaczeniu wyznaczaja.
utwory bardziej zlozone.

Kategorjom punktéw granicznych logiki geometrycznej od-
powiadaja punkty-wspélrzedne geometrji analitycznej:
(x.0), 0. 7)), (= x 0), (0, —u).

Lecz na tem nie koniec. Mamy jeszcze dwa punkty graniczne
,,dwuéwiartkowe*, mianowicie dla éwiartek przeciwleglych I &
IV oraz II i IIL. Beda to punkty w nieskonczonoSci na przekat-
nych zewnetrznego kwadratu, przechodzacych przez wspomnia—
ne ¢wiartki, punkty:
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a’b + ab' oraz
ab -+ a't’
Wiecej o nich nizej, w drugiej czesci ustepu IIP (str. 48, 49).
IP. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i za-
pytamy o takie proste, ktére znajduja si¢ w dwéch éwiartkach
(przechodza przez dwie ¢wiartki), to pytanie nasze z natury rze-
«czy rozdwoi si¢ na pytania: czy istnieja proste, przechodzace
przez ¢wiartki oboklegle (np. I i II, I i ‘II‘I), oraz: czy istnieja
proste, przechodzace przez éwiartki przeciwlegle (np. I11V).
Jezeli chodzi o pierwszy rodzaj prostych ,,dwuéwiartkowych®,
to odpowiednio do 4 kategoryj punktéw ,,dwuéwiartkowych*
znajdujemy cztery tego rodzaju proste wspoélrzedne:

a b as b

Prosta ¢ — znajduje sie w éwiartce I i II (prawa potowa)
i jest || do osi Opp

Prosta b — i 5 I i III (gbérna polowa) -
1 jest || do osi 0.
Prosta g’ — . = OIi IV (lewa polowa)
: 1 jest || do osi Ow
Prosta 6" — - = IV i II (dolna polowa)
1 jest: [lt do osi 05

Te okolicznoéé geometryczna, ze kazda z prostych a, b, @, &’
przechodzi przez 2 ¢wiartki plaszczyzny, mozemy wyrazic alge-
braicznie, przedstawiajac te proste sposobem dichotomicznym:

a=(a—+ b (a+b)
b= (a—+b) (@—+ b)
d= (@b @+ )
b= (a+ b) @+ )

Jako proste wspélrzedne, linje wyznaczajace lacznie utwory

I

wyzszego typu, sa to utwory proste (mniej zlozone, anizeli np.
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proste typu ab). Odpowiadaja one prostym-wspolrzednym
geometrji analitycznej Descartesa, ktérych réwnania sa:
x=a9y—b x= —a9y——b

Lecz to nie wszystkie jeszcze proste ,,dwucwiartkowe®. Moga
by¢ takie proste, ktére przechodza nie przez 2 ¢éwiartki obok-
legle, lecz przez 2 ¢wiartki na krzyz lezace. Takich ¢wiartek
mamy. dwie pary: I i IV, II 1 III, i odpowiednio do tego
dwie proste kategorjalne, z ktérych jedna przechodzi przez
éwiartki I 1 IV, druga za$§ przez éwiartki II 1 III. Pierwsza
z nich laczy punkty a+b i &’+0b’, druga za§ punkty a+b'
1 @+b. Beda to wiec proste:

 (ai=b) (ot E b)) (@ + 5% (a" + b)

Wobec tego za$ ze
(a + b (@ -+ b) = ad’ + ba' ++ ab’ + bb' = a’b + ab’,

za§ (a—+ b)) (@’ + b) = aa’ +b'a’ + ab + b'b = ab -} ab’,
wiec powyzsze dwie proste mozemy réwniez przedstawié
w postaci- dodajnej:

a’b—+ ab’, ab—-a't’.

Tym dwoém prostym kategorjalnym logiki geometrycznej od-
powiadaja proste geometrji analitycznej, przechodzace przez
poczatek wspolrzednych (a wiec wladnie przez przeciwlegle
¢wiartki), przytem pod tym samym katem wzgledem obydwaéch
osi. Réwnania ich sa, jak wiadomo:

=yl — .

Ot6z tymczasem nie widzimy zadnego zwiazku miedzy temi
réwnaniami a powyzszemi wzorami logiki geometrycznej. Wy-
starczy jednak przypomnieé sobie wzér I, gloszacy, ze a < b —
— ab’ [cidlej = (ab’ = 0)], aby ten zwiazek stal sic widocz-
nym.
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Wzér bowiem: a’b—-ab’ przyjmie wtedy postaé: (b<a)+(a<b),
czyli zgodnie z def. réwnowaznosci: a=b
wz6r za§: ab-+a’b’ przyjmie wtedy postaé: (a<b’)-+ (b'< a)
czyli a=b’".

I tu wigc widzimy odpowiednio$¢ mig¢dzy wzorami topologiki
1 wzorami geometrji analitycznej.

Reasumujac dzial II®, mozemy powiedzieé, ze mamy 6 kate-
goryj prostych ,, dwuéwiartkowych®:

Da=(+b@+b)

2)b=(a+ b (@t b

8) = (@+ b (a+ &)

Db — @+ 0@+ ) |

5) (a+ b) (@ + b’) czyli a’b + ab’ czyli a = b

6) (a-+ b’) (@’+b) czylh ab -+ a’b’ czyli a = V.

Przyjrzyjmy si¢ stosunkowi prostych 5) i 6) do pierwszych
czterech prostych. Widzimy, ze, podobnie jak i pierwsze cztery,
sa one rowniez polaczeniem punktéw ,,jednoéwiartkowych® z ta
tylko roznica, ze stanowia one polaczenie punktéw przeciwle-
glych, nie za$§ obokleglych (przyleglych) — stad sze§¢ takich
prostych, nie za$ cztery.

Odpowiednio do tego, dwoiscie, réwniez i w II* mamy nie
cztery punkty, lecz sze§¢ punktow dwucwiartkowych. Punkty
,,dwuéwiartkowe': @, b, @, b’ mozemy — dwoiscie do prostych
tego samego miana — przedstawi¢ w postaci dichotomicznej:

a— ab | ab’

b ab + a’b

a=ab -+ ab
: bi— ab’ ah =
Otéz brak jeszcze dwéch mozliwych kombinacyj dodajnych
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linij prostych, figurujacych w prawych stronach powyzszych
réwnan, mianowicie kombinacyj bokéw przeciwleglych kwa-
dratu wewngtrznego, nie za§ przyleglych, jak w powyzszej
czworce. Beda to punkty:

ab + a'b’ [=(a + b’) (@’ + b)] oraz

a’b—+ ab’ [=(a + b) (@ + b)]
dwoiste do prostych 5) i 6).

Punkty te, przecigcia prostych réwnoleglych, leza — jak to
widaé¢ z rys. 8 — w nieskonczonoéci na prostych tego same-
go miana.

III*. Szukamy obecnie punktéw, ktére moglyby sie znajdo-
waé w 3 ¢wiartkach; oczywiscie, bylyby to punkty graniczne
dla 3 ¢wiartek (i tylko dla 8 ¢éwiartek). Ale takie punkty sa
niemozliwe, jak niemozliwe byly proste, ktéreby si¢ znajdowa-
Iy w obrqbie. tylko jednej éwiartki. ,, Trzyéwiartkowych® punk-
tow by¢ nie moze.

III*. Natomiast bardzo pospolita kategorja topologiczna sa
proste, przechodzace przez 3 ¢wiartki; kategorja ta w swej po-
spolito$ci  czy normalnoéci odpowiada caltkowicie kategorji
punktéw ,,jednoéwiartkowych®. Moga istnie¢ 4 rodzaje, 4 typy
takich prostych:

Prosta, przechodzaca przez ¢wiartke I, II, III — bedzie to

prosta ab
» ¥ ,, = I, II, TV — bedzie to
prosta ab’
» 5 L5 5 I, III, IV — bedzie to
. prosta a’b
" % 5 = II, II, IV — bedzie to

prosta a'b’
Oczywiscie, mowa tu nie o odcinkach ab i t. p., lecz o pro-
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stej nieograniczonej, przechodzacej przez punkty @ i b; taka
prosta istotnie bedzie przechodzila nietylko przez I-sza éwiart-
ke, lecz 1 I1-ga (prawa dolna) oraz Ill-cia (lewa gorna). Zacho-
dzi teraz pytanie, czy mozemy analitycznie (algebraicznie) wy-
razi¢ to, ze prosta ab przechodzi przez 8 éwiartki: I, IT i III. Na
pytanie to odpowiemy twierdzaco, skoro wéz’miemy pod uwa-
Ze, 76! _
ab = (a —+ b) (a 4 V') (@ + b),

albowiem ¢ = (a + b) (a + V'), za§ b = (a - b) (@’ + b).

W ten sposéb prosta ab mozemy przedstawi¢ w takiej posta-
ci, ktéra wskazuje nam, ze przechodzi ta prosta przez punkty:
a+b, a+b', d+b, czyli 3 punkty kategorjalne wyzej wspo-
mnianych c¢wiartek. Lecz w jaki to sposob, zapytamy, prosta
.ab przechodzi¢ moze przez punkty powyzsze, przeciez punkty
te — jak widac na obrazie plaszczyzny geometrycznej — leza
wlasnie pozewnatrz tej prostej? Otéz musimy pamietaé, ze —
jak wykazaliémy na str. 42 — element kategorjalny moze by¢
uwielokrotniony, zajmowaé wiele polozen, oczywiécie w obre-
bie tych éwiartek, do ktérych kategorjalnie nalezy (tak np. punkt
a, lub prosta a, lub punkt a5’ i t. p. (na diagramacie 6). Otoz
na diagramacie tym widzimy juz, ze prosta ab jednakze prze-
_chodzi przez punkt a+?¥’, a jezeli wezmiemy pod uwage prze-
ciecie tej prostej z prosta o, to otrzymamy punkt ab+d =
= a'+b; czyli prosta ab przechodzi réwniez przez punkt @’+-b.

Pozostaje teraz tylko wykaza¢, ze prosta ab przechodzi row-
niez przez punkt a+b. W tym celu wezmiemy pod uwage punkt
przeciecia tej prostej z prosta (a+b) (d/-+0b") czyli a’b-tab’.
Punktem tym bedzie ab—i—a’b-l—ab: —a b Awiecipunkte+b
lezy na prostej ab, 1 prosta ta istotnie przechodzi przez 8 punk-
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ty: a+b, atb', a-+b, charakteryzujace I, II i III éwiartke pla-
szczyzny. ' -

W ten sposob proste kategorjalne dziatu III® mozemy przed-
stawi¢ w takiej postaci, ktéra bylaby odpoWiednikiem algebra-
icznym ich ,tréjéwiartkowej natury geometryczne;j.

A wiec:

. @b =(a -ty @atb) @ty
W= (@ + b)(a b @+ )
a’b— (&’ b) (a -} b)(a + b)
ab'= (@’ + b)(a~+ b) (a -+ b)

Wzorom ab, ab’, &b i a’b’ w ich oryginalnej postaci odpo-
- wiadaja wzory geometrji analitycznej, wyznaczajace prosta
przy pomocy punktéw (a, b), w ktérych prosta ta przecina osie
wspélrzédnych Xl

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia dwoch ostatnich, kran-
cowych mozliwosci kategorjalnych (IV i V), dotyczacych utwo-
row o rozlegloSci maksymalnej 1 minimalne;j.

IV®. A wigc przedewszystkiem, czy mozliwy jest punkt obec-
ny we wszystkich 4 éwiartkach? Otoz, jezeli punkt taki bylby
mozliwy, to méglby by¢ nim tylko punkt graniczny dla wszyst-
kich ¢wiartek (gdyz w tem tylko znaczeniu, w znaczeniu ,,obec-
nofci na granicy’ mozemy mowi¢ o obecnofci punktu w wig-
cej, niz jednej ¢wiartce). Dotychczasowe rozwazania nasze,
dotyczace ,,rozciagania“ si¢ elementéw topologiki kategorjalnej,
w}ykazuja,, ze im element jest bogatszy, ,,wickszy® tresciowo,
t. j. bardziej zdeterminowany, tem jego ,rozciaganie sie®, jego
zasiag’ jest mniejszy. A wiec, gdy mamy szereg zmniejszaja-
cych sie elementéw a-+b > a > ab, to rozciaganie si¢ ich,
przeciwnie, wzrasta i od ,,jednoéwiartkowosci dla a+b poprzez

z 1

,,dwuéwiartkowos$¢ dla a przechodzi do ,.tréjéwiartkowosci
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dla ab. ,Czteroéwiartkowym® punktem bedzie tedy element -
(punkt) minimum, 0 logiczne, ktére tez widzimy w_poczatku
wspéirzednych, na granicy, gdzie stykaja, si¢ z sobg 4 ¢éwiartki
plaszczyzny logicznéj.

IV®. Czy mozliwa jest prosta, obecna we wszystkich éwiart-
kach? Na zasadzie tego, co byto pfzcd chwilag méwione, rozu-
miemy, ze taka prosta bedzie 0§ aa’ = 0.a, oraz o$ bb" = Oy .

Punkt a znajduje si¢ w I-szej 1 Il-giej ¢wiartce, punkt o/ —
w III-ej i IV-tej, prosta wiec ad’ bedzie obecna w I, II,
_ III 1 IV ¢wiartkach. Podobnie dla prostej bd’.

Te ,,czteroéwiartkowos§¢™ osi zerowych przedstawié mozemy
algebraicznie, rozwijajac 0 wedlug a, @, b, b* (p. str. 26).

Mianowicie:

0 — (a+b) (a kb)) (d-+b) (@+B).

Mozemy réwniez sama plaszczyzne ukladu wspolrzednych
rozpatrywaé, jako maksymalnie wspdlny substrat osi ad’ i bb’
(podobnie jak prosta ab rozpatrujemy jako to, co jest maksy-
malnie wspélne punktom a i &), i to aa’bb’ = 0 uwazaé za ma-
ximum rozciaglosci, za coé, co jest obecne we wszystkich kwa-
drantach (por. str. 20, 21).

V& Wreszcie: czy istnieja elementy geometryczne — przede-
wszystkiem punkty — pozewnatrz kwadrantéw plaszczyzny,
nieobecne w zadnym z jej kwadrantow? Takiemi punktami be-
da, jak juz wiemy, elementy tresciowo maksymalne, punkty
10giczno-geometryczne — 1.

Beda to punkty, dualne do osi aa’ 1 bb/, punkty a+a = I
ib-+b" = 1, punkty w nieskonczono$ci: pierwszy na osi Opr, dru-
gi na osi O,u. Prosta a przechodzi przez éwiartke I 1 II. prosta
a — przez éwiartke III i IV, punkt ich przecigcia znajduje sig



w C¢wiartce wspolnej pierwszej 1 drugiej i)arze ¢wiartek?),
a wiec w zadnej z tych éwiartek.

Vb. Mamy réwniez i prosta, lezaca pozewnatrz kwadrantow
plaszczyzny. Jest nig prosta maximum, dualpa do poczatku
wspolrzednych (0 = 0w + Opyy), proéta T — v e Tiih):
Bedzie to prosta w nieskonczonosci, faczaca punkty w nieskon-
czonoéci Lita (= a + a) 1 Iy (= b + b).

Zreasumujemy teraz otrzymane rezultaty.

- Wazystkie elementy kategorjalne plaszczyzny logiczno-alge-
braicznej wyprowadziliémy 1 podzielilismy, kierujac si¢ ich
przestrzennemi wiaSciwosciami, mianowicie tem, w ilu i w ja-
kich éwiartkach plaszczyzny znajduja sie (sa obecne) te elemen-
ty. Jezeli zwazymy, ze maximum treci elementu kategorjalne-
go jest zwiazane z minimum jego obecnosci, to, chcac uporzad-
kowa¢ teraz elementy kategorjalne wedlug wzrastajacej ich
obecno$ci, nalezy zaczaé od grupy o maksymalnej tresci, gdyz
bedzie to wilanie grupa o obecno$ci minimalnej — grupe te na-
zwiemy tez z tego powodu grupa zerowa.

Otrzymujemy w ten sposéb tablice I (p. str. 54).

Jezeli teraz wszystkie elementy kategorjalne rownowazne, t. j.
wystepujace w tych samych éwiartkach ‘plaszczyzny, raz tylko
uwzglednimy w tablicy, wtedy przedstawi si¢ ona w uproszczo-
nej postaci (p. tabl. II, str. 54).

1) Podobnie jak np. punkt a, jako punkt przecigcia prostych ab 1 ab’,
znajduje sie w Cwiartkach I i II, wspdlnych ¢wiartkom, przez ktére
przechodzi prosta ab (I, II, III) i prosta pg’ (I, IL, IV).
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Tabhca I.
ELEMENTY KATEGORJALNE] PLASZCZYZNY
LOGICZNO-GEOMETRYCZNE].
Elementy plaszczyzny wedlug ich obecnosci
w zadnej wl w 2 w3 ‘l:izh vé":zlﬁ:
z ¢wiartek éwiartce ¢wiartkach ¢wiartkach kach
0 1 =D : 3 4
Tata! at+b () |a(, 0O), &I IV) | ab (L 11, 1) Oaa?
Ib+b! e+ ()| b (I, 1ID), & (I, IV) | @b’ [, II,1V) Obb’
I@ata)b+by | @/-Fb  (I) | ab-a’b! (11, II0), a’b (LI IV) | Oaa’-+bb!
| ab! + @b (I, IV) ;
i) a'--b" (IV) a'b! (1L IIL,1V) xt)
oraz 6 elementow dwoi-
stych: a, a’; b, b'; ab'+
-}a’b, ab--a’b’.
Tablica II
ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNE]
PLASZCZYZNY LOGICZNO-GEOMETRYCZNE]
Elementv nieréwnowazne plaszczyzny wedlug ich obecnoéci
w zadnej w1 w 2 w3 xﬁh"gj:m‘;_
z Ewiartek Ewiartce éwiartkach ¢wiartkach kach
0 1 2 3 4
1 a-+b a, a’ ab 0
a b b, b’ ab’
a'+b. ab--a't!, ab'+a'b a'b
a’--b’ a'b!

*) Liczba rzymska oznacza tu éwiartke, w ktérej obecny jest dany element.
**) Dochodza tu jeszcze dwa clementy: L a2t} (btb7) i 0 i pp koincydu-
jace odpowiednio z clementami 0, Ly i 1 ianmie) (por odnosmk na str.
58 oraz odnoéniki na str. 701 71).
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Pierwsza z tych tablic obejmuje 26 (wzgl. 28) elementéw,
druga — 16 = 2* (wykladnik potegi wskazuje tu iloé¢ ¢wiartek
plaszczyzny, wzgl. reprezentujacych je punktéw).

W ten sposéb otrzymaliSmy wszystkie elementy geometrji ka-
tegorjalnej plaskiej, wszystkie rodzaje (formy, kategorje) poto- .
zen, wzgl. kierunkéw mozliwych na plaszczyznie. I ta katego-
rjalna analiza daje w rezultacie nietylko wszystkie rodzaje po-
fozen w dwuwymiarowej dziedzinie geometrycznej, lecz
1 wszystkie zarazem rodzaje poje¢ w dwuelementowej dziedzi-
nie logicznej, $§wiadczac w ten sposob o catkowitej odpowied-
niosci dziedziny mySli 1 dziedziny przestrzeni. 7

Te mozliwe polozenia logiczno-geometryczne zostaly zdobyte
przez odniesienie ich do 4 kwadrantéw plaszczyzny. Kazdy ta-
ki kwadrant jest reprezentowany kategorjalnie przez punkt
typu .- B (grupa I), gdzie o jest wspdlrzedna a albo @, B za$—
wspolrzedna b lub #’. Mozemy tedy otrzymaé powyzsza tablice
(elementdéw nieréwnowaznych) na drodze czysto analitycznej,
wychodzac z oznaczen dla czterech kwadrantow (a+b, a-+¥/,
@+ b, @ + V') i rozpatrujac wszystkie mozliwe (w liczbie 16)
kombinacje (a wiec po 1, 2, 3, 4 elementy oraz 0 elementéw)

z powyzszych punktéw-kwadrantow ?).
Kombinacje te przedstawiaja sic w sposob nastepujacy:

Da-tbl+ 2 atbl—| 38) atb|l— 4)a—}—bl——
a—-+b|— a—+b'|-+ a—-b|— a—+b'|—
a—b|— a'+b|— a-+b |+ a—-+b|—
a+b|— a'—-b'|— a-+b'|— a4t

1) W powyzszem zadaniu mamy analogon wyszukania wszystkich elemen-
tarnych funkcyj prawdziwo$ciowych dwéch argumentéw. :
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6)a—t+b|-+H 7) a-tb|+
a-+b' a+b|—| a-}b|—
a'—+b a'—+b |+ a-+b |—
a+b|—| dHb—| dHb|H

8) a-tb 9a-+b|—|10) a-}b|—
a—+b atb4| a-+b|—
a—+b a-+tbl—| d+bl+
a'-+b' a-+b|+| dHb'H

1) atb|+H 12 a-tb|+H 18)atb|H 14) atb|—
a—+bi+ a-+b'1H a-+b'|— a—+b'|-+
a-+b |+ a-+b|— a'—+b |-+ ad—+b |-+
a—+b'|— a0+ a'+b'|+ @b+

15 b 16)a b
a b+ a—+b|—
ad-}-b |- a'-+b |—
a—-b'|-+ a'—+-b'|—

5) a—tb

e

Finn et

Znak + figurujacy obok elementu konstytuujacego (t. j. ele-
mentu: a—+b, a+b’, d+b, d-+b’) oznacza, ze element ten wcho- |
dzi w rachub¢ w danej kombinacji. Jezeli dana kombinacje
konstytuuje 2 lub wiecej elementéw, to element przez nie wy-
znaczony jest iloczynem Iogicinym elementéow konstytuuja-
cych ?). Innemi slowy, kombinacje elementéw konstytuujacych
sa tu kombinacjami roziacznemi czyli iloczynowemi. W ten spo-

1) Lub tez, réwnowaznie, jest negacja iloczynu logicznego elementéw, nie
wchodzacych w rachube w danej kombinacji (oznaczonych znakiem minus).
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sob kombinacje powyisze konstytuuja 16 nastepujacych ele-
mentow nieréwnowaznych (réznowaznych) logiki dwuelemento-

wej:
)5 2% 3: 4,
a+b a-+-b' a--b a—+b'
53 6. 73
- a/=(a+b) (a-+b)]  b[=(a-}-b) (d+b)] (atb) (d+b)
8. 9. : : 10.
(@+6) (@) Y [=(atb) (@+b)]  d [—(d-b) (@+b)]
Ak : 125
ab [=(a+b) (a-+b') (@—+b)] ab’ [=(a-+tb) (a+b') (a'+4-b)]
18 14.
a'b=|[(a-b)(d'+-b) (d'1-V')] a'b = [(a-}-b") (d-}-b) (d-Fb)]
153 : :
0 [=(a-}b) (a-}-b') (a'+-b) (a'+b)]
16.
1 = [(a}b) (a+Db') (d+-b) (a'+b")])=
=a'b'-}a'b-+ab'+-ab.

Wszystkie te elementy widzimy na naszym obrazie dwuele-
mentowego $wiata logicznego, ktory nam jednakze ad oculos
wskazuje, ze w §wiecie tym mamy wiecej, anizeli 16 elemen-
téw, albowiem niektdre z nich wystepuja w rozmaitych, cho¢
réwnowaznych postaciach. Stosuje si¢ to, mianowicie, prze-
dewszystkiem do elementéw ,,dwuéwiartkowych® (5 — 10),
ktére wystepuja nietylko jako proste: a, b, (a+b) (a'--b'),
(a-}b') (d-}-b), b, @, lecz 1 jako réwnowazne tym prostym
punkty: a,b, a’b-}-ab’, ab-+a'l’, b, d’, poza tem za§ do elemen-
tow granicznych 0 i I, z ktérych kazdy wystepuje w 3 po-
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staciach 1). Mianowicie, zero — jako oé ad’, o bb', poczatek
wspolrzednych (aa’—-bb’); za§ jedno$¢ jako punkt w nieskon-
czono$ci a-ta’, punkt w nieskoficzono$ci b--b’, prosta w nie-
skoniczonoéci (a-+d’) (b-+b’). |

Zapewniwszy sobie w ten sposob catkowite wyczerpanie moz-
liwych kategoryj (rodzajow) elementéw plaskich logiczno-geo-
metrycznych, przejdziemy niebawem do blizszego rozpatrzenia
zwiazkow, jakie istnicja miedzy temi elementami.

) Gdyby$my prosta w nieskoniczeno$ci wyznaczyli jako iloczyn punktow,
lezacych w nieskonczonoéci na osiach skoénych, a wiec jako (@'b-+ab’) (ab+
+a'b') = (a}b) (a'+b') (a-}b") (a’-Fb) = 0, to otrzymaliby§my jeszcze czwar-
ta postaé zera; jednakic ta postaé zera koincydowalaby juz przestrzennie z jed-
noécia, jako prosta w nieskoficzonoéci, wyznaczona przez punkty w nieskon-
czonodci, lezace na osiach zwyklych. Dwoiscie: gdyby$my poczatek wspé6lrzed-
nych wyznaczyli, jako sume osi skoSnych, a wicc jako (a’tb) (a+b') - (a-}b)
(@-}-b!) = ab-L-a'b!-ab’'--a'b = 1, to otrzymalibyémy jeszcze czwaita postaé jed-
nosci; jednakze ta postat jedno$ci koincydowalaby juz-przestrzennie z zerem,
jako punktem-poczatkiem wspéirzednych, wyznaczonym przez przecigcie si¢ osi
zwyklych.



Rozdziat IV.

TROJWYMIAROWA PRZESTRZEN KATEGORJALNA
I JE] ELEMENTY.

Opuszczamy obecnie na chwile logike geometryczng dwuele-
mentowa czyli topologike plaska (planilogike) i przechodzimy
do logiki geometrycznej tréjwymiarowej czyli do stereologiki. -
Obraz ,,przestrzeni logicznej* tréjwymiarowej mamy juz poda-
ny na rys. 5 (str. 35), obecnie za§ postaramy si¢ blizej
zapozna¢ z elementami tej przestrzeni kategorjalnej, prze-
prowadzajac badania analogiczne do tych, ktére nas zajmo-
waly w rozdziale poprzednim ze wzgledu na plaszczyzne kate-
gorjalna.

Podobnie jak tam otrzymaliSmy wszystkie mozliwe jakosci
logiczno-geometryczne plaskie, rozpatrujac plaskié elementy
logiczno-geometryczne z punktu widzenia ich obecno$ci w zad-
nej, jednej, dwdéch... i t. d. ¢wiartkach plaszczyzny, tak samo
i teraz rozklasyfikujemy wszystkie przedmioty przestrzeni lo-
gicznej z punktu widzenia ich obecnoSci w zadnej, jednej,
dwéch... o$miu ésemkach przestrzeni tréjwymiarowej. Kazda.
taka dsemka przestrzenna jest reprezentowana kategorjalnie’
przez punkt typu a—-8-71 gdzie o jest wspélrzedna a albo &,
B — wspdlrzedna & lub &', 1 za$§ wspolrzedna ¢ lub ¢’. Wszystkie:
mozliwe kombinacje iloczynowe z powyzszych 8-miu punktow:
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-dadza nam wszystkie mozliwe elementy (réinowainc*: %)
_przestrzeni logicznej tréjwymiarowej w liczbie 209 — 98—
= 256. Wszystkim tym elementom analitycznym (logicznym)
- przyporzadkowa¢ mozemy odpowiadajace im ksztalty geome-
tryczne (por. rys. 5). Jak wiemy z teorji kombinacyj, ta liczba
-0goblna 256 elementéw rozpada sie na 9 grup, z ktérych pierw-
Sza nazwiemy grupa zerowa, albowiem zawiera eclement nie
znajdujacy si¢ w zadnej z 6semek przestrzennych. Obsadzenie
itych grup przez elementy jest — jak wiemy — nastepujace:

Nazwa (numer) grupy Liczba elementéw
Zerowa 1
Pierwsza 8
Druga 28 2)
Trzecia 56 2)
Czwarta 70 %)
Piata , 56
Szosta 28
Siodma : 8
Osma 1

Pomijamy tymczasem grupe graniczng zerowa, ktéra rozpa-
trzymy na kofcu w zwiazku z druga grupa krancowa, grupa
O0sma, 1 zaczynamy od rozpatrzenia elementéw grupy pierwszej
(i sibdmej).

I i VII). Grupa pierwsza zawiera 8 elementéw, przedstawia-
jacych rezultat kombinacyj ,,po jeden® z 8 podstawowych ele-

1) Elementami réwnowaznemi przestrzeni logicznej zajmowaé sie tu blizej
_juz nie bedziemy.
2 87 8:7:6 8-7:6 8-
1
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mentéw, innemi sfowy, przedstawia te wlaénie podstawowe ele-

menty:

a+b-tc, atbid, atbtc atbtd, dtbte dtb}l,
‘ d~+b' e, dFbd :

Mamy tu 8 punktéw-wierzcholkéw szeScianu kategorjalnego.
Kazdy z tych elementéw znajduje si¢ w jednej tylko dsemce:
‘przestrzeni logicznej (ktérej jest przedstawicielem).

Nie przejdziemy teraz bezposrednio do grupy drugiej, lecz
wezmiemy pod uwage grupe dualna (dwoista) do pierwszej,
a jest nig grupa siédma. Kazdemu elementowi grupy pierwszej
bedzie odpowiadal dualny element w grupie siédmej, a ta jedno-
jednoznaczna odpowiednio$§¢ zapowiedziana jest juz w tem,
ze liczba elementéw grupy Ii VII (tak jak II i VI oraz III i V)
jest jedna 1 ta sama. Kazdy z tych 8-iu elementow grupy siod-
mej bedzie obecny w 7-iu 6semkach przestrzeni, co wyraza sig
analitycznie w ten sposob, ze przedstawia on iloczyn 7-iu ele-
mentéw podstawowych.

Istotnie element dualny do a-b-c¢ czyli element abc jest to
element, ktory przedstawia si¢ jako iloczyn nastepujacych 7-iu
podstawowych elementow:

(a-t+b+-0) (atb+4C) (atb'+0) (a+b'+-C) (d'+b-+0) (d+b+c)
(@’+-b'--c) (por. str. 39) i przedstawia p}aszczyznq, przecho-
dzaca przez wszystkie 6semki przestrzeni logicznej z wyjatkiem
ésemki, reprezentowanej przez element (@'--b'--c’). Tego wias-
nie rodzaju 8 elementéw dualnych wzgledem elementéw gru-
py I stanowi zakres grupy VIl-ej:

abe, abc, ab'c, ab'c, a’be, a'bd, d'blc, d'b'c.

Elementy te sa plaszczyznami zgodnie z zasada dualnosci
w przestrzeni, przyporzadkowujacej dualnie punktowi w prze-
strzeni plaszczyzne i odwrotnie. Przedstawiaja one 8 Scian
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-o$miocianu dualnego do powyzej wzmiankowanego szeScianu.

II i VI). Przechodzimy do grupy drugiej, zawierajacej 28 ele-
mentéw, bedacych rezultatem kombinacyj ,,po dwa® 8 podsta-
wowych elementéw. Grupa ta rozpada si¢ na 3 podgrupy w za-
leznoéci od tego, czy kazdy z 8 podstawowych punktéw (np.
punkt a+b-c) kombinuje si¢ mnoznie z punktem podstawo-
wym o jednym tylko elemencie réznym co do znaku () od ele-
mentow danego punktu'), czy tez z punktem podstawowym
o dwéch ?) czy tez trzech ®) elementach, rozniacych sig znakiem
od elementéw danego punktu.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych *), bedacych krawe-
dziami szecianu, a wiec proste a+tb, atb, d+b, d-+V,
atc, . .: wbtc ... (por. tutaj — jak zawsze — rys. 5).

Druga podgrupa obejmu_]e 12 prostych ®), bedacych przekqt-

nemi 6-iu Scian szeScianu, a wiec proste:

(a+b--c) (at+-b'--c') = at+(b+-c) (b'--C), (a+b+c) (a'+b—-|—c’ Ik
(a+b-+-c) (d—-b'~+c) i t. p.

Prostes te p17edstawmq rzuty osi skoénych (b—}-c) (b'4-c)
i (b+c) (b'+c) na §cianya 1 &, dalej osi sko$nych (a-}c)
(d+-c') 1 (a-t+c') (d’}-c) na éciany b1, wreszcie osi skoénych
(a+b) (d--b") 1 (a4-b') (D) na Sciany ¢ 1 ¢ >

1) Np. — jezeli chodzi o punkt a4 b+c— z punktem: a--b-t-c’, atb'-}-c,
a'-Fb--¢c. Odpowiednie kombinacje beda: (a-tb--c) (a-+-b-1-¢') = a-}-b; (a-}-b-+-¢)
(at-b'+-c) = atc (atbtc) (@bt =btc

2) Np. z punktem: a+b'-c/, a'-}-b+-¢’, a'+b'—-c. Odpowiednie kombinacje
beda: (at-b+c) (atb'-f-c") = a + (b+4c) (') = atb!Jbec it p.

3) Np. z punktem: a’-0/--¢’. Odpowiednia kombinacja bedzie: (a-t-b--c)
(a/-+-b'-c!). :

1) Wzglednie 12 punktéw tego samego miana.

5) Wizglednie 12 punktéw tego samego miana, lezacych w meskonczonoéa
na danych prostych. ‘
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Trzecia podgrupa zawiera 4 przekatne calego szefcianu:
(a+-b-+-c) (d—-b'+4-c'), (a-}-b'+-c) (a'—-b+-C). (a'—-b-c) (a-b'--")
(@--b'-c) (a-+-b--c).

Przechodzac teraz do grupy VI, dualnej wzgledem powyzszej
grupy II, otrzymamy réwniez 28 elementéw podzielonych
na 3 podgrupy (dualne wzgledem 3 podgrup grupy II). Beda to
linje proste, przechodzace przez sze$¢ 6semek przestrzeni.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych'), bedacych krawe-
dziami o§mioScianu, a wigc proste ab®), ab’, &b, dl’, ac....., bc......

Druga podgrupa zawiera 12 prostych, przechodzacych po dwie
przez 6 wierzchotkéw o$mioécianu, mianowicie proste: abc -+
—~+ab'c’) = a(bc-b'c’), abct-a'bc’, abea'b'¢ i t. p. Druga pro-
sta, przechodzaca przez wierzcholek @, bedzie prosta: ab’c
—+abc' = a(b'c+-bc’) i t. p.

Trzecia podgrupa zawiera 4 proste w nieskonczonosci, bedace
przecigciami przeciwleglych (réwnoleglych) $cian oSmioscianu,
mianowicie: abc+a’b'c’, ab'c+d'bc’, dbetab'c, a'blct-abc'.

Przechodzimy obecnie zkolei do rozpatrzenia grup III i V.

IIT i V). Grupa trzecia zawiera 56 elementéw, bedacych re-
zultatem kombinacyj ,,po trzy 8-miu podstawowych elemen-
téw punktowych. Grupa ta sklada si¢ z 8 podgrup o skiadzie na-
stepujacym: '

Pierwsza podgrupa obejmuje 24 proste, przedstawiaja-
ce przekatne matych kwadratéw na bokach szeScianu:

(a-}b) (a}c)p) = atbe, (atd)(atc), (atb) (b0, (a4b)
(b+c') 1t p.

) Wzglednie 12 plaszczyzn tego samego miana.

) Prosta ab = (a-+b-t0) (a-+b+) (a-b/+0) \a+b/+c') (@ 4-bt-c) (@' +-b+c')

jest obecna w 6 ésemkach reprezentowanych przez punkty, ktorych przedstawia
iloczyn.

) (D) (ate) = (a+bto) (atbte!) (V).
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Druga podgrupa obejmuje 24 proste, laczace $rodek krawedzi
sze$cianu, np. punkt a-+b z wierzchotkami przeciwlegltej kra-
wedzi, np. z punktem @'-}-b'+c lub @’--b'}. Beda to proste
typu (a+0b) (@'+b'-+-¢)Y), wzgl. (a-+b) (d--b'C).

Trzecia podgrupa grupy Ill-ej zawiera 8 plaszczyzn, prze-
chodzacych kazda przez 3 przekatne écian szeScianu, jak np.
plaszczyzna (a--b--c) (a-b'--¢) (@—Fb/~-c).

Grupa V, dualna wzgledem powyzszej, obejmuje réwniez 56
elementéw w 3 podgrupach.

Pierwsza podgrupe skladaja tu 24 proste, przedstawiajace
przekatne 8-iu malych szeScianéw, skladajacych wielki sze-
Scian, o typie: a(b+c) = ab+ac, b(atc), c(a+b) i t. p. (por.
réwniez rys. 4). ,

Druga podgrupa obejmuje 24 proste, bedace przecieciem pla-
szczyzn typu ab z plaszczyzna typu @’b'c (wzgl. b'c’). Beda
- wiec to proste typu ab-a'b'¢, wigl. ab--d'b'c.

Trzecia podgrupa obejmuje 8 punktéw typu abctab’c’+
—+a'b'c = a(bc|-b'¢") -+ a'b'c. Beda wiec to punkty, lezace na
przecigciu prostych typu a(be-+0'¢’) 1 plaszczyzny typu a'blc.

IV). Przechodzimy do grupy IV, dualnej wzgledem samej sie-
bie, to znaczy takiej, ktérej elementy posiadaja elementy dualne
wewnatrz-tejze grupy. Jak wiemy, zawiera ona 70 elementéw,
a kazdy z nich posiada element dualny badZz w réwnowainej
sobie (cho¢ odmiennej) postaci, badZz w postaci nieréwnowaz-
nej, lecz zawartej wewnatrz tej grupy IV-tej. Konieczno$¢ te-
go wynika z tej wlasnoSci elementéw dwoistych kazdej grupy,
ze zawieraja si¢ one w grupie, dopelniajacej do 8-ki liczbe da-

) (a+b) (a'Hb'+c) = (aHbto) (atbte) (a/+b/+o).
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- nej grupy. Wobec tego element dwoisty do. elementu grupy
IV-tej réwniez musi byé zawérty w tej grupie.
Elementy tej grupy mozemy podzieli¢ na nastepujace pod-
grupy:
1) 6 plaszczyznl): a,a’,b,b’,¢,c"
2) 24 plaszczyzny typu: (a-}b) (a--c) (a'+b'--c)
8) 6 prostych: (a-1-b) (1), ('+-b) (a+b); (at-c) (@42,
(@'+c) (a+-c"); (b+-<) (B'-+c)), ('+¢) (b1
4) 24 proste typu: (a+b) (')
5) 8 plaszczyzn typu: (a-+b) (a-t<) (b-+c) = ab+ac+tbe
6) 2 proste?): (a+b-+c’) (at+b+-c) (@+b+c) (@+b+c) =
: = abc-}-ab'c-+d'be+-a'b'c’ oraz (a+b-+tc) (a+
—+b'4-¢) (@'+-b-+c") (@+b--c) = abct-ab'c-}
—+a'bc’+-a'b'c.
Wreszcie pozostaja nam do rozpatrzenia grupy krancowe:
VIII i 0.
Grupa VIII, jako iloczyn 8-miu elementéw podstawowych,
wierzchotkéw szeécianu, bedzie przedstawiala 0 logiczne (po-
czatek wspoélrzednych), grupa za§ do niej dualna, zerowa, be-

1) Przypominamy tu raz jeszcze, coémy méwili o elementach réwnowaz-
nych, choé innej postaci. Oczywicie, bedziemy w tej podgrupic mieli nie-
tylko 6 plaszczyzn, lecz i 6 punktéw, a poza tem dwa razy po 6 prostych te-
go samego .miana, co plaszczyzny.

2) Kazdy z tych elementéw przedstawia iloczyn dwoch prostych, przekat-
nych przeciwleglych écian szeécianu, przytem przekatnych nieréwnoleglych.
Sa to przckatne kwadratu zewnetrznego jednej z plaszczyzn wspolrzednych,
np. plaszczyzny b0c [a wiec proste: (b-tc') (b'~c) oraz (b-+-c) (b'~-c')], kazda
na inna plaszczyzne rzutowana: jedna na plaszezyzng szeScianu @, druga na
plaszczyzne a’. Jednakze zamiast iloczynu tych prostych mozemy wziaé iloczyn
réwnowaznych tym prostym punktéw w nieskodczonoSci na nich lezacych,

w ten sposéb nasze dwa elementy przedstawia si¢ jako dwie zlewajace sie

soba proste w nieskoficzonoéci na plaszczyZnie wspolrzednych.
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dzie reprezentowana przez element dualny do 0, przez I logicz-
na (plaszczyzne w nieskonczonoéci ').

W ten sposéb podali$my elementy geometryczne, odpowia-
dajace 256 nierdwnowaznym elementom przestrzeni logicznéj.
Ponizsza tablica grupuje te logiczno-geometryczne elementy,
przyczem liczba w nawiasie oznacza ilo§é elementdw, reprezen-
tujacych dany typ.

ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNE] PRZESTRZENI
LOGICZNO-GEOMETRYCZNE].

Typy elementéw nieréwnowaznych przestrzeni logicznej wedlug ich obecnoéci

o 5 5]%
E9l gl we w 8 w 4 w5 wb |=SIes
N 3§ 6semkach | 6semkach | 6semkach | semkach | 6semkach | * 5 3-8
= ; |2 &
1 |at+b+(a+b) ( 2)|(a-tb)(a+t|(a+b)(a-}|ab+ac(24)| ab (12) |abc | O

¢ |at+(b+c)| tc) (24) |+c) (b-+c)| ab+a’b'c |a(be-t-b'c’)| (8)
(8 | @) | (atb) (8) (24) (12)
(12) |((a’+b'4c) a (6) abc+  labct-a'b'c
(a-t-b+-c) (24) \(a-+b)(a+-| +-ab'c+ )
(a'+0+ | (a+bt-c) | ) ('L | F+a’b'c (8)
+<’) (4) |(a+b'+c') +b-+c)
(a’-b'—+-c) (24)
@) | (atd)
(@+1/) (6)
(a-+Db)
(b/-+e) (24)
oraz:
abe’+
~-ablc+
—+a'be+-
—+a'b'c
i
abe-}-
~+ab’d+
—+a’bc'4-
+a'b'c(2)

1) Musimy pamietaé o tem, ze te elementy grupy VIII-ej i 0-wej posia-
daja szereg rozmaitych postaci, ktérych tu nie rozpatrujemy.










Rozdzial V.

ELEMENTY PLASZCZYZNY KATEGORJALNE]
A DWOISTE KWADRATY ZUPELNE.

Czes¢ integralna i rzucajaca sie odrazu w oczy naszego obra-
zu logiki dwuelementowej stanowia dwa kwadraty dwoiste
(patrz rys. 3). Kwadraty te okazuja si¢ dwoistemi, gdyz 4
bokom wewnetrznego kwadratu (ab, ab’, @'b, a’b’) odpowiadaja
dwoiécie 4 wierzcholki zewnetrznego kwadratu (a+b, a+tb/,
d-+b, d+b’), 4 za§ bokom zewngtrznego kwadratu (a, o,
b, b’) odpowiadaja dwoiécie 4 wierzcholki kwadratu wewnetrz-
nego (a, @, b, b"). Otéz i pozostale w liczbie 10 (wzgl. 12°) ele-
menty logiczno-geometryczne bedziemy mogli zwiazaé najsci-
$lej z naszemi dwoistemi kwadratami, jezeli kwadraty te poj-
miemy jako ,kwadraty zupelne®.

Musimy si¢ zwréci¢ w tym celu do pojeé ,,czworokata zupel-
nego’ 1 ,,czworoboku zupelnego® ?), ktére w nowszej syntetycz-
nej czyli rzutowej geometrji odgrywaja bardzo wazing role
1 Sci$le s3 zwiazane z pojeciem struktur harmonicznych .“).

Przez ,,czworokat zupelny® rozumie si¢ figure okre$long przez

1) Por. odnoénik drugi na str. 54 oraz odnoéniki na str. 58, 70 i 71.
2) Por. F. Enriques. Wyklady geometrji rzutowej, th. polskie, Warszawa, 1917
str. 37,

3) Por. odnoénik na str. 95 i 96.
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cztery wierzchotki, ktére wyznaczajg (w 6-ciu kombinacjach
po dwa elementy) sze§¢ prostych, t. zw. sze§¢ bokéw czworokata
zupelnego. Te szeéé bokéw czworokata zupelnego tworza trzy
pary bokéw przeciwleglych (t. j. nieprzechodzacych przez ten
sam wierzcholek), przecinajacych si¢ w trzech punktach, t. zw.
punktach przekatnych czworokata.

I dwoiscie: przez ,,czworobok zupelny* rozumiemy figurg,
okre§long przez cztery boki, ktére wyznaczaja (w 6 kombina-
cjach po dwa elementy) sze§é punktéw, t. zw. sze§¢ wierzchol-
kéw czworoboku zupelnego. Te sze§¢ wierzchotkéw czworobo-
ku zupelnego tworza trzy pary wierzchotkéw przeciwleglych
(t. j. nielezacych na tym samym boku czworoboku), polaczo-
nych trzema prostemi, t. zw. linjami przekatnemi czworoboku.

Otéz spbjrzmy teraz na rys. 3, majac na widoku pojgcia
,»czworokata zupelnego® i ,,czworoboku zupelnego®, a natych-
miast nasze podstawowe kwadraty pojmiemy jako ,kwadraty
zupelne®. 2

A wiec przedewszystkiem kwadrat wewngtrzny, jako ,,czwo-
rokat zupelny*, bedzie posiadal:

4 okre$lajace go wierzcholki (a, @, b, b’);

6 bokow, wyznaczonych przez -te wierzcholki, mianowicie:
cztery boki kwadratu prostego (ab, ab’, a’b, a’b’) i dwie prze-
katnel): aa' — O.» 1 bb' = Ou; oraz '

3 punkty przekatne, utworzone przez przecigcie (zjednocze-

) Gdybyémy w wewnetrznym kwadracie zupelnym wzieli jeszcze 3-cia prze-
katna, jako linje¢ laczaca jego punkty przekatne: ab-|-a’b’ 1 a’b-t-ab!, to otrzy-
malibyémy 7-y bok tego kwadratu, prosta w nieskonczonoéci (ab-+a't’) X (a'b-+-
~+ab') = [0], koincydujacy wprawdzie z 3-cia przekatna kwadratu zewngtrzne-
go: (a-t+a’) (b-}V') = Iata! " Ib4b'. = 1, lecz bedaca mimo to innego od niej
miana (por. odnofnik na str. 58).
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nie) trzech par bokéw przeciwlegtych, a wiec punkty: ab-+a’t’,
a'b-tab’ i ad'-}bb’ (= Oua—-Opr = 0).

I dwoiécie: kwadrat zewngtrzny, jako ,,czworobok zupelny*,
bedzie posiadal:

4 okre$lajace go boki (a, &, b, b’);

6 wierzcholkdéw, wyznaczonych przez te boki, mianowicie:
cztery wierzchotki kwadratu prostego (a+b, a+¥', +b, d-+0b')
i dwa punkty przekatne?): atd'=Il.jo 1 b+b" = Ipip; oraz

3 linje przekatne, utworzone przez polaczenie trzech par
wierzchotkow przeciwlégiych, a wiec linje: (a+0b) (@40,
(@) (a+b') i (a+d) (b+D) (= Llatw * Loty = 1).

W ten sposéb kwadrat wewnetrzny, jako ,,czworokat zupel-
ny", jest zespolem 13 jego elementow: :

4 wierzchotkéw, 6 bokéw 1 3 punktéw przekatnych.

I dualnie: kwadrat zewnetrzny, jako ,,czworobok zupelny®,
jest zespolem 13 jego elementow dualnych do poprzednich:

4 bokéw, 6 wierzcholtkéw i 3 linij przekatnych.

Mozemy teraz przedstawi¢ dwadzieScia sze$¢ powyzszych
element6w plaszczyzny kategorjalnej (por. tabl. I na str. 54)
w postaci- dwéch szeregéw dwoistych (dualnych) w ten réw-
niez sposéb, ze wszystkie elementy pierwszego szeregu beda
linjami prostemi, wszystkie za§ dwoiste wzgledem nich ele-
menty drugiego szeregu beda punktami. W terminologji , kwa-
dratéw zupelnych® te dwoiste szeregi — kazdy zawierajacy po
13 elementéw — tak sie przedstawiac beda:

1) Gdybyémy ‘w zewnetrznym kwadracie zupelnym wzieli jeszcze 3-i punkt,
jako punkt przecigcia jego przekatnych (a-+b)(a’-b') i(a’-+-b) (a-+-b"), to otrzyma-
liby$my 7-y wierzcholek tego kwadratu, poczatek wspétrzednych (a--b) (a'—-b')H-
-Ha'-+b) (a+b')=[1], koincydujacy wprawdzie z 3-cim punktem przekatnym

kwadratu wewnetrznego (= aa’-}-bb’ = 0aa’ - Obb! = 0), lecz bedacy mimo to
innego od niego miana (por. odno$nik na str. 58).
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6 bokéw kwadratu wewn. 4 boki kwadratu zewnetrznego
0,.» Oy, ab, ab’,a'b, a'b; a a. b abs
3 linje przekatne kwadratu zewngtrznego
(a-+Dd) (d+b'), (a'+4-0) (a+b), 1

6 wierzcholkéw kwadratu zewnetrznego 4 wierzch. kw. wewn.

aal)

Il a+b, atb', d-+b, d+b'; @ a- b b
3 punkty przekatne kwadratu wewnetrznego
ab-+d'b’, db+ab’, 0

Znaczy to: wszystkie elementy kategorjalnej plaszczyzny lo-

giczno-geometrycznej okazuja si¢ elementami naszych podsta-
wowych dualnych kwadratéw, pojetych jako dualne ,kwadra-
ty zupelne?), lub jeszcze inaczej: plaszczyzna kategorjalna lo-

‘giczno-geometryczna sklada si¢ z dwoch dualnych , kwadratéw

zupelnych®.

Mozemy réwniez ustanowié odpowiednio$¢ juz nie miedzy
elementami dwoistemi podstawowych kwadratéw' zupelnych,
lecz migdzy ich elementami tej samej postaci, a wi¢c punktami
i punktami, prostemi i prostemi. Taka odpowiednio$¢, laczaca
elementy plaszczyzny logiczno-geometrycznej, tak si¢ przedsta-
wiaé bedzie:

7 prostych?) kwadr. wewn.: (0], O.x, Ouy, ab, ab’, a'b, d'b’
7 prostych kwadr. zewn.: I, (a-+b) (d'-+b'), (d-}b) (a-}b), a
=) b al
7 punktéw kwadr. wewn.: 0, (ab+}d'b’), (a'b—{-ab'), a b, b,a
7 punktow?) kwadr. zewn.: [I], 1, .. 1., (atd) (a-+b'),
(a'--b), (d-+b)
Kazdy z tych odpowiadajacych sobie elementow peini

- 1) Przy zaliczeniu do ich elementéw punktdw wzgl. prostych przekatnych.

2) Po wlaczeniu 7 boku /0] kwadratu wewnetrznego i 7 wierzchotka /7] kwa-
dratu zewngtrznego (por. odnoéniki na str. 70 i 71\
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w kwadracie, do ktérego nalezy, t¢ sama role, jaka pelni w dru-
gim kwadracie odpowiadajacy mu element. Np. przeciwle-
glym bokom wlasciwym kwadratu zewnetrznego a i @ odpo-
wiadaja w powyzszej tabeli przeciwlegle boki wlasciwe kwa-
dratu wewnetrznego ab 1 @’b’ i t. p. Dzigki ustanowieniu tej od-
powiednio§ci bedziemy mogli przechodzié od zwiazkéw mie-
dzy elementami logiczno-geometrycznemi jednego kwadratu
do zwiazkéw odpowiadajacych im elementéw drugiego kwa-
dratu.

Ustanowimy tu jeszcze jedna odpowiednio§é, wysoce znamien-
na dla architektoniki §wiata logicznego. Bedzie to odpowied-
nio§¢ réwniez miedzy elementami tej samej postaci, lecz bedzie
ona tutaj wewnetrzna, w obrebie elementéw tego samego kwa-
dratu (wewnetrznego, wzgl. zewnetrznego). Postuzy ona spe-
cjalnie do uwydatnienia stanowiska, jakie zajmuja w systemie
topologiki dwuelementowej jej dwa osobliwe elementy: 7-my
bok wewnetrznego kwadratu, t. j. 0, jako prosta w nieskonczo-
noéci, oraz 7-my wierzcholek zewnetrznego kwadratu, t. j. 1, ja-
ko poczatek wspélrzednych (por. odno$niki na str. 70 1 71 oraz
stronice 72).

Ulézmy elementy plaszczyzny logicznej w dwa szeregi dwoi-
ste, zaczynajac od elementéw prostych i konczac nadzlozone-
mi *). Szeregi te tak sie przedstawia¢ beda:

1) Przez elementy nadzlozone rozumiemy tu elementy: ab'~-a’b, ab+-a'l’', ich
iloczyn: (ab'--a’b) (ab-|-a'd’) = (a-+b) (a'+-b') (a’--b)(a +b') = [0] (zero jest tu
prosta w nieskoficzono$ci, nie za§ punktem - poczatkiem wspolrzednych) oraz ich
elementy dualne: (a-}-b") (a'--b), (a-+b)(a’-}b’), ich sume: (a-Fb") (a’--b) -+
-+ (a-}b) (a’+b) = ab/~-a’btabta’b’ = [1] (jedno$¢ jest tu punktem -

poczatkiem wspotrzednych, nie za$ prosta w nieskonczonosci).



Elementy prostet) Elementy ztozone

a b:iial b 0. O ab, al’, a'b, d't’
punkty 1. proste . l. proste

@ bial bl s Iy a-t+b.atb', d+b,d-+b
1. proste punkty punkty

Elementy nadzlozone
ab'-+-a'b; ab+d'b’; [0]

purkty l. prosta
(a'+b) (a+0b'); (a+b) (a’—b"); [1]
1. proste punkt

Otéz migdzy skrzydiami tych szeregow, migdzy elementami
- prostemi i nadzlozonemi kazdego szeregu, zachodzi odpowied-
nio§¢, w ktérej wyraza si¢ pokrewienstwo kategorjalne, istnie-
jace miedzy wierzcholkami a dwoma punktami przekatnemi
kwadratu prostego, wzgl. dualnie: miedzy jego bokami i dwie-
ma przekatnemi %).

Odpowiednio$¢ ta tak sie przedstawia:

Kwadral wewnetrzny

(1) Punktowi a wzgl. b odpowiada punkt ab’—a'b .

(2) Punktowi a’ wzgl. b’ 2 punkt ab-}-a'd’

(8) Prostej 0.y wzgl. Oup % prosta (0]

Kwadral zewnelrzny
(4) Prostéj a wzgl. b odpowiada prosta (@'--b) (a-{-b')
(5) Prostej @' wzgl. b’ i prosta (a-+b) (a'-}-b')
(6) Punktowi Zap. wzgl. Ity ,, punkt /1]

}) Elementy 0., Opps 1,1 on 1y, zaliczamy tutaj do elementéw prostych,
w tym tylko sensie, ze kazdy z nich jest funkcja jedynie elementéw tego samego
wymiaru (np. @—a’), gdy natomiast elementy w tym sensic zlozone sa juz
funkcjami elementéw @ i b.

?) To pokrewienstwo kategorjalne uwidocznione jest na tabl. I (str. 54) przez
wskazanie ,,dwuéwiartkowej’’ natury wszystkich tych elementéw.
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Widzimy, ze wyzej wspomniane pokrewienstwo kategorjalne,.
wyrazajace si¢ w odpowiednio$ciach (1), (2) oraz (4), (5), pro-
wadzi do pokrewienstwa kategorjalnego dwéch (zwyklych).
przekatnych kwadratu wewnetrznego z trzecia (dodatkowa)
przekatna, wzgl. dwéch (zwyklych) punktow przekatnych kwa-
dratu zewnetrznego z trzecim (dodatkowym) punktem przekat-
nym, ktére to pokrewienstwa znajduja wyraz w odpowiednio-
§ciach (38), (6). W istocie bowiem iloczynowi

aa’ (wzgl. bb') czyli 0. (wzgl. Owy)
odpowiada iloczyn elementéw, odpowiadajacych elementom.
a, d (wzgl. b, b’), a wigc iloczyn

(ab'~-a'b) (ab--a'¥) = [0],
_ sumie za$ -
at+a (wzgl. b-+0b') czyli L.yo (wzgl. Thiv)

odpowiada suma elementéw, odpowiadajacych tym skiadni-
kom, a wiec suma

(5) (a-1-b)+-(at-b) (@+-b) = [1]

Geometrycznie odpowiednio$ci te przedstawiaja si¢ w ten.
sposéb: (nadzlozony) trzeci punkt [1] i trzecia (nadzlozona) pro-
sta [0] zajmuja odwrotne polozenie, anizeli proste jednostki i ze-
ra. Mianowicie, gdy Zla.r i Ipy byly punktami w nieskon-
czono$ci, [1] jest tu punktem w poczatku wspélrzednych; [0]
natomiast jest tu prosta w nieskonczonosci, gdy 0Our 1 Opy
byly osiami, przechodzacemi przez poczatek wspolrzednych.
Proste a-@’ i b-b" zbiegaly sie w nieskonczono$ci; natomiast od-
powiadajace im proste nadzlozone przecinaja si¢ w poczatku
‘wspélrzednych, 1 podobne odwrocenie zachodzi w dwoistych
elementach.

Jezeli teraz przejdziemy do rozwinieé elementéw prostych
z jednej strony, elementéw za$ nadzlozonych z drugiej, to-
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- z dwéch przeciwnych stron znajdziemy si¢ na tym samym te-
renie elementéw zlozonych. ‘Albowiem:
punkt prosty a rozwija si¢ na proste: ab i ab’, za$
punkt nadzlozony ab’{-@'b!) rozwija si¢ na proste: ab’ i a'b.
Podobnie punkt prostv a’ i jego nadzlozony odpowiednik.

I dwoiscie:
prosta @ rozwija si¢ na punkty: e+45& i atb, za$
prosta nadzlozona (&’+b) (a+b") rozwija si¢ na punkty:
(a+b) i (a+b').
Podobnie prosta @’ i jej nadzlozony odpowxedmk

Jak widzimy, odpowiednioé¢ ta wskazuje dwie odwrotne dro-
gi, prowadzace do elementéw zlozonych. Jedna z nich bedzie
prowadzila od I.ia 1 Ippy wzgl. Our 1 Opy przez dichotomje
tych elementéw na elementy proste i1 przez dalsza dichotomje
tych elementéw prostych na elementy zlozone. Druga za§ — od-
wrotnie — bedzie szla od elementow: trzeciego punktu [7], wzgl.
trzeciej prostej [0] przez dichotomje ich na elementy nadzlozo-
ne i przez dalsza dichotomje tych elementéw nadzlozonych na
-elementy zlozone. :

Odpowiednio$é funkcyj' elementéw prostych i nadzlozonych
jest tu calkowita.

1) Punkt w nieskoficzonosci na osi skosnej (a-b)(a’-5 ,-



Rozdzial VI

DZIALANIA LOGICZNE A CZWORKI ELEMENTOW
PLASZCZYZNY KATEGORJALNE].

Dwom elementom dwoistym, sumie i iloczynowi logicznemu,
odpowiadajg w logice matematycznej dwa dwoiste dzialania -
logiczne, dwoiste dzialania laczace, syntetyczne: dodawanie
1 mnozenie logiczne (por. str.- 12—13). Jezeli jednak mamy
dzialania syntetyczne, to musimy réwniez uwzgledniaé¢ dziala-
nia proste, ktérych wytworem beda elementy proste, takie jak
a, b, wzgl. &, b’. Otéz algebra logiki, jak wiemy, méwi tylko
0 jedném dzialaniu jednomiennem, dzialaniu prostem, miano-
wicie o negacji (przeczeniu). Nalezy jednak u boku negacji,
a nawet przed nia, postawié dzialanie jeszcze pierwotniejsze,
mianowicie pozycje, ktéra powoluje do zycia elementy proste po-
zytywne (a, b), z ktérych dopiero negacja wytwarza elementy
proste negatywne (&, b’). Otéz wobec tego ze logika geome-
tryczna doprowadza do odkrycia dwoch postaci elementéw pro-
stych, zaréwno pozytywnych jak i negatywnych (por. réwniez
nizej str. 86), wiec i dzialania proste pozycji i negacji (tezy
1 antytezy) przedstawia si¢ nam w dwoistej postaci, catkowi-
cie analogicznie do dwoistej postaci, w jakiej wystepuja dziala-
nia syntetyczne (dodawanie i mnozenie). Jezeli za§ zkolei za-
pytamy, czy tez dla dzialah laczacych niema takiego odpo-
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wiednika, jaki wéréd dzialan prostych widzimy w odpowiedni-
kach pozycji i negacji, to odpowiedz wypadnie twierdzaca, gdyz
mozemy mowi¢, oczywiscie, nietylko o syntezie ai b w a-+b, lecz
"1 0 analizie, podziale a+b na elementy proste a'i b. Tych dzia-
fan analitycznych logika algebraiczna nie uwzglednia z tego
przedewszystkiem wzgledu, ze istotnie znajduja one wyraz
w tych samych wzorach, co i dzialania syntetyczne, tylko z in-
nej strony, w innym kierunku czytanych i rozpatrywanych.
Jednakze sg to dzialania wrecz przeciwne syntetyczhym i jako
takie powinny by¢ wyréznione. W ten sposéb pelna tablica dzia-
tan logicznych, uwzgledniajaca réwniez dzialania proste w ich
- dwoistej postaci, przedstawia sie, jak nastgpuje:

DZIALANIA LOGICZNE.

-

Jjednomienne dwumienne
pozytywne negatywne') laczace rozdzielajace
(tetyczne) (antytetyczne) (syntetyczne) (analityczne)
podsta- dwoiste podsta- dwoiste podsta- dwoiste?) podsta- dwoiste
wowe wowe wowe?) (mnoze- wowe (odwr.
: (doda- nie) (odwr. mnoz.)
wanie) dodaw.)

W ten sposob, jezeli chodzi o dzialania proste, logika geome-
tryczno-architektoniczna zamiast jednego dzialania prostego,
uwzglednianego przez algebre logiki (dzialania negacji),

1) W szerokiem tego slowa znaczeniu.

%) Jest rzecza wzgledna i umowna, ktére z dwéch dwoistych dzialah laczacych
przyja¢ za podstawowe.
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~ roéznia cztery takie dzialania (i'ich wytwory): 1) pozycje (teze)
podstawowa, 2) pozycje (tez¢) dwoista wzgledem podstawowe],
8) negacje (antytezg) podstawowa i 4) negacje (antyteze) dwo-
ista wzgledem podstawowej. Taka wlaénie dwoistosé w dzie-
dzinie pojeé negatywnych widzimy juz w logice tradycyjnej,
ktéra odréznia pojecia: zly i niedobry; pojecie ,zly — jest to
pojecie przeciwne (biegunowe) wzgledem pojecia ,,dobry*, po-
jecie ,,niedobry — to wlasciwa negacja (zaprzeczenie) poje-
cia ,,dobry*. I takie wlaénie jest znaczenie dwoistych elemen-
tow negatywnych (antytetycznych) w logice architektonicznej:
jeden z nich jest biegunem podstawowego elementu pozytyw-
nego (tetycznego), drugi — jego wlaSciwa negacjq (tutaj?)
w znaczeniu prywacji, braku elementu pozytywnego). Stosunek
elementu biegunowego do negatywnego (w $cislem tego siowa
znaczeniu) okazuje sie stosunkiem dwoistosci, catkowicie analo-
gicznym do stosunku, w jakim znajduje si¢ element pozytywny
podstawowy do elementu pozytywnego dwoistego. W ten spo-
s6b czwdrka naszych elementéw prostych tak si¢ bedzie przed-
stawiala: :

1) element pozytywny podstawowy

2) element dwoisty (wzgledem 1)

3) element biegunowy (wzgledem 1)

4) element negatywny (wzgledem 1), _
przyczem nietylko element 2) jest dwoisty wzgledem 1), lecz
i element 4) jest dwoisty wzgledem 3), bedac negacja 1).

Rozpatrzymy te czwérke elementéw na obrazie plaszczyzny
logicznej (rys. 3, str. 20).

Wezmy, jako podstawowy element pozytywny, punkt a.

1) Por. nizej str. 92
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Wtedy prosta @ przedstawiaé bedzie element pozytywny dwo-
isty wzgledem punktu @, punkt &’ bedzie odpowiednio podsta-
wowym elementem negatywnym (w szerszem tego stowa zna-
czeniu), prosta @’ bedzie przedstawiala element negatywny dwo-
isty wzgledem punktu a’. Punkt a’ bedzie réwnoczeénie ele-
mentem biegunowym, czyli biegunem wzgledem punktu a, pro-
sta za§ @ bedzie w stosunku do punktu @ jego negacja (za-
przeczeniem) ). Przytem mozemy stosunek biegunowo$ci prze-
nie§¢ z dziedziny elementéw punktowych na elementy réwno-
wazne dwoiste, a wiec nalezace do dziedziny linjowej, 1 mé-
wi¢ w ten sposob nietylko, ze punkty a i & (elementy 1 i 3)
stanowia wzgledem siebie bieguny, lecz ze biegunami sa wzglg-
dem siebie réwniez proste a i @ (elementy 2 i 4), czyli ele-
menty: dwoisty 1 negatywny wzgledem podstawowego elemen-
tu pozytywnego (1). W ten sposob nietylko struktura dwoista
przenosi sie z dziedziny pozytywnej na negatywna, lecz i struk-
tura biegunowa przechodzi z dziedziny podstawowej na dwo-
ista wzgledem niej.

Algebraicznie mozemy wyrézni¢ rownowazne elementy pro-
ste w ten sposob:

1) element pozytywny podstawowy: a=a + 0 (punkt a)

2) element dwoisty (wzgledem 1): a=a. I (prosta a)

8) element biegunowy (wzgledem 1): &/ =a’ + 0 (punkt @’}

4) element negatywny (wzgledem 1): @/=4d’ .1 (prosta o).
. Przy przejsciu od elementu danego do dwoistego widzimy tu
zastosowane znane nam prawidla przej$cia od danego wzoru do
dualnego (p. str. 13), podobnie jak przy przejéciu od ele-
mentu danego do jego negacji zachowane sa prawidla de

!) Prosta a wyraza sie, jak wiemy, wzorem: @ = a. I, punkt a wzorem
a =a -0, punkt a’ wzorem: a’ = a’ -} 0. Ot6z — zgodnie z wzorami de Mor-
gana (p. str. 28) — (a.1) =a’-}0, to za$ znaczy, zc negacja prostej a jest
punkt a’. Prosta za§ @’ bedzie jui nie negacja prostej a, lecz jej biegunem.
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Morgana (p. str. 28). Elementy biegunowe nie sa odrézniane
w algebrze logiki od elementéw negatywnych, i wobec tego
algebra logiczna nie podaje prawidel przejécia od elementéw
danych do ich biegunéw. Jak widzimy jednak z powyiszego
zestawienia, azeby przej$¢ np. od elementu @ + 0 do jego bie-
guna, nalezy a zamienié na jego biegun @’ (prosta e na prosta @’),
znak - pozostawi¢ bez zmiany 1 zamiast proste] 0 wziaé jej
biegun, ktérym tez bedzie prosta 0. Biegunem zera jest wicc
zero, a przechodzi ono w jedno$é tylko pod dzialaniem nega-
cji i dwoistoéci; podobnie rowniez biegunem jednoéci jest jed-
no§¢, nie za§ zerol). Ogoélniej: przy przejéciu od sumy
(wzgl. iloczynu) dwéch lub wigcej elementéw do elementu
biegunowego nalezy zamiast skladnikéw tej sumy (wzgl. czyn-
nikéw iloczynu) wstawic¢ elementy wzgledem nich biegunowe,
nie zmieniajac znaku dzialania i pozostawiajac bez zmiany 0
oraz I. Mozemy jednak unikna¢ tego nowego bezpo$redniego
przejScia od elementéw danych do biegunowych, sprowadza-
jac je do dwéch przej§é juz znanych, mianowicie, przejécia
od elementu danego do elementu dwoistego i nast¢pnie do ele-
mentu hegatywnego wzgledem tego dwoistego (albo tez w od-
wrotnym porzadku). Istotnie bowiem, jak to widaé z powyz-
szego zestawienia, element & -+ 0, biegunowy wzgledem pod-
stawowego a -+ 0, jest negacja elementu a. I, dwoistego wzgle-
dem elementu ® podstawowego (lub w odwrotnym porzadku:

1) Te réwnowainoé¢ bicgunéw elementéw. granicznych widzimy réwniez
w arytmetyce, gdzie 0 arytmetyczne jest 4.0, i podobnie co jest + co. Ze
istotnic biegunem zera - logicznego jest zero, biegunem za$§ jednolci logicznej
jest jedno$é, widzimy réwniez z wzordw aa’ =0 oraz a-}+-a' = I, ktére przy
przejéciu do elementéw biegunowych daja w swych lewych czeSciach a‘a oraz
a’}a, a wiec znowu 0 oraz 1.
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jest dwoisty wzgledem elementu @ . 1, bedacego negacja ele-
 mentu podstawowego a + 0). I podobnie element dwoisty mo-
zemy okre§li¢ przy pomocy biegunowosci i negacji elementu
podstawowego, za$§ element negatywny przy pomocy dwoisto-
§ci 1 biegunowoSci.

Zwiazki miedzy czterema elementami prostemi staly sieg
przejrzyste dzieki temu, ze elementy proste przedstawione zo-
staly jako granice elementéw zlozonych (np. a jako a + b,
gdzie b = 0). Nie ulega wiec watpliwoéci, ze takie czworki
elementéw odnajdziemy réwniez w dziedzinie elementéw. zlo-
zonych. I tak tez jest w rzeczywistoSci. Spojrzmy na rys. 3,
biorac jako punkt wyjécia element zlozony @ + b. Natychmiast
odnajdziemy cztery w mowie bedace elementy, zsuwajac sig
po przekatnej wickszego kwadratu. '

1) element podstawowy: a + & (punkt)

2) element dwoisty wzgl. 1): ab (prosta)

3) element biegun. wzgl. 1): & + b’ (punkt)

4) element negat. wzgl. 1): &’ b’ (prosta).

Analogiczna czworke elementow otrzymamy, biorac za punkt
wyjécia element @& -+ b, element mieszany, skladajacy sig
z elementu pozytywnego i negatywnego (w szerszem tego sto-
wa znaczehiu). W ten sposéb wszystkie elementy plaszczyzny
kategorjalnej przedstawi¢ mozemy w postaci zespolow czwor-
kowych (element podstawowy, element wzgledem niego dwoi-
sty, biegunowy i negatywny). Otrzymamy wtedy nastepujaca
tablice elementéw topologicznych plaszczyzny kategorjalnej
(patrz str. 83).



83

El. podstawowy || punkt @ |punkt & | punkt @b | punkt a’—-5
El. dwoisty prosta a | prosta b | prosta ab prosta a'b
El. biegunowy |/ punkt a/| punkt &’ |punkt a’--b'| punkt a &’
El negatywny || prosta @’| prosta b’ |prosta a’b’ |prosta ab’
El. podstawowy || punkt @’b--ab’ punkt Zajo

El. dwoisty prosta (a'—-b) (a-}-b') | prosta Q.

El biegunowy || prosta (a-t-b) (a’-}-b")|prosta I*)

El negatywny || punkt ab-+-a'b’ | punkt 0%)

El. podstawowy || punkt 45 | punkt /1]

EL dwoisty prosta Oper | prosta [0]

ElL biegunowy | prosta I!) |prosta 1Y)

El negatywny | punkt 0% |punkt 0%

Jak wiemy, element dualny wzgledem I jest réwnowazny z
clementem negatywnym wzgledem 1; podobnie element dualny
wzgledem &b + ab’ jest rownowazny z elementem negatyw—
nym wzgledem a’b -+ ab’; i tak samo przedstawia si¢ spra-
wa elementow dualnych i negatywnych wzgledem 0 i (¢’ + b)
(a+ ') = ab+ &b'. Otéz dopiero logika geometryczna wy-

1) Ta sama prosta I (prosta w nieskoficzonosci) wystepuje tu w 3 réznych
kompleksach.

?2) Ten sam punkt O (poczatek wspélrzednych) wystepuje tu w 3 réznych
kompleksach. : :

Trzy ostatnie czwoérki wobec powtarzania sie. w nich elementéw bie-
gunowych i negatywnych moglibySmy przedstawi¢ w postaci jednej jedynej czw6rki
strukturalnej o potréjnych elementach biegunowych i negatywnych, mia-
nowicie; element podstawowy — punkt 0, element dwoisty — prosta I,
element biegunowy — proste 0Oaa’, Obbt, [0], el. negatywny — punkty Zata’,
Ib+b, [I]. GdybySmy teraz zechcieli uwzglednié nie wszystkie elementy
réwnowazne plaszczyzny kategorjalnej, lecz tylko te wéréd nich, ktére
si¢ przedstawiaja w réznych postaciach (punkt—prosta), wtedy powyzsza
czworka strukturalna elementéw zredukowalaby sie¢ do zwyklej, prostej
czwérki, i odpowiednio liczba elementéw plaszczyzny (z uwzglednieniem
elementéw réwnowaznych o réznej jednak tylko postaci) okazalaby sie
rowna 24. -
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kazuje ad oculos, ze te elementy algebraicznie réwnowazine
sa je'dnak w istocie rzeczy rozne, ze np. element dwo-
isty wzgledem punktu Z.1. przedstawia si¢ w postaci pro-
stej 0Oy (elementy dwoiste sa wyznaczane przez t. zw. biegu-
nowo$§¢ wzajemna wzgledem kola — por. nizej str. 109), ele-
ment za$§ wzgledem punktu 7., negatywny przedstawia sig
w postaci punktu 0 na osi Q.. Przytem, jezeli chodzi o
w mowie tu bedace elementy graniczne, to okazuje sie , ze tu-
taj elementy biegunowe (podstawowy i biegunowy, wzgl.
dwoisty 1 negatywny) wystepuja w rozmaitych posta-
ciach geometrycznych; podczas gdy zawsze elementem bie-
gunowym punktu byl punkt, linji za§ prostej — linja pro-
sta, tutaj odwrotnie: biegunem punktu ‘jest prosta, biegunem
prostej — punkt (por. ostatnie 4 czworki).



Rozdziat VII

DWOISTOSC ORAZ NEGACJA ELEMENTOW I ICH
' INTERPRETAC]E. '

- Dwoisto$¢ (dualno$¢) panuje — jak wiemy — nad calg pla-
szczyzna 1 przestrzenia (por. str. 69—72 oraz 77—79) i ona
przedewszystkiem nadaje jej wybitne pietno architektoniczne,
przejawiajace si¢ z natury rzeczy i we wszystkich wzorach,
wiazacych jej elementy. Przyjrzyjmy sie tej dwoistoSci dzia-
tan i zwiazanej z nig dwoistoéci elementéw nieco blizej.
Dwoisto§¢ ta — przebijajaca si¢ juz w pracach ojca no-
we] syntetycznej geometrji, Desargues‘a (1593—1662) — zo-
stala ostatecznie najaw wyprowadzona w dziedzinie geome-
trji rzutowej przez Ponceleta (1822) i Gergonne‘a (1826), jako
dwoisto$§¢ ciecia i rzutowania (laczenia), w dziedzinie za$ czy-
sto logicznej przez jednego z wspoltwdrcéw wspblczesnej lo-
gistyki, przez Peirce‘a (1867) i niezaleznie od niego w dziesicé
lat pézniej (1877) przez Schrodera, jako dwoisto$¢ dodawa-
nia 1 mnozenia logicznego. Ta uderzajaca koincydencja mie-
dzy wlasno$ciami dzialan logicznych i geometrycznych byla
dla nas wskaZznikiem niewatpliwym, ze migdzy Swiatem logi-
ki i $wiatem geometrji istnieje gleboka odpowiednio$¢, i ta
wlaénie koincydencja pobudzila nas do tego, by calej lo-
gice algebraicznej nadac posta¢ geometryczna, zdolng dwoi-
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sto§¢ te uwypukli¢ specjalnie plastycznie. I nietylko uwy-
puklié. Zgeometryzowanie logiki odkrywa dwoisto$¢ tam,
gdzie przy stosowaniu metody tylko algebraicznej diugo je-
szcze pozostalaby ona niewykryta. Mamy tu na mysli dwo-
isto§¢ elementéw prostych: a, b, @, &', z ktérych kazdy wy-
- stepuje w dziedzinie geometrycznej w dwoistej postaci, jako
punkt @ i jako prosta @, i ta wlaSnie dwupostaciowo§¢ geo-
metryczna przekoﬁywa nas o dwoistosci kazdego elementu pro-
stego i1 kaze nam szukaé dla niej algebraicznego odpowied-
nika ).

Postaramy sie teraz uSwiadomié sobie dokladniej stosunek,
w jakim znajduje si¢ element dwoisty wzgledem -elementu
podstawowego (i podobnie: element negatywny wzgledem bie-
gunowego).

1) Przedewszystkiem mozemy interpretowac sens elementu
dwoistego w stosunku do elementu podstawowego, opierajac sig
na bardziej nam znanych znaczeniach elementéw biegunowych
1 negatywnych. Z zestawienia czterech elementéw na str. 80 to
sprowadzenie dwoistoSci do biegunowosci facznie z przeczeniem
daje sie tatwo uskutecznié. Widzimy tam bowiem, ze element
dwoisty wzgledem podstawowego jest zaprzeczeniem (negacja)
elementu biegunowego wzgledem podstawowego. Jezeli wigc
element pozytywny podstawowy bedzie np. reprezentowany
przez pojecie ,,dobry* (1), wtedy jego biegunem bedzie po-

1) Dwoisto$¢ algebraiczna elementéw prostych @, b, @/, 4’ mozna przed-
stawié, wyrazajac te eclementy dwojako przy pomocy wyrazen dwoistych,
mianowicie element a, jako a = a + 0 oraz jako @ — a . I, i podobnie dla
innych elementéw prostych. Geometrycznie pierwszy wzbér: @ — a + 0 beg-
dzie oznaczal punkt a, jako przeciccie prostej @ z osia zerowa 0,., wzér.
za§ dwoisty: @ =— a . I oznaczaé bedzie dwoiScie prosta a, jako polacze-
nie punktu @ z punktem w nieskonczonosci Logar:
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jecie ,,zly" (jego negacja pojecie ,niedobry* (4) = ,taki,
ktorego cechuje brak dobroci*), zaé elementem dwoistym
wzgledem pojecia ,,dobry bedzie pojecie ,,niezly”, beda-
ce wlaénie w takim samym stosunku (mianoWicie stosunku
dwoisto$ci) do pojecia ,,dobry (1), w jakim pojecie ,niedo-
bry“ (4) jest do pojecia ,zty* (3). Z powyzszej czwérki po-
je¢ logika klasyczna pomija pojecie dwoiste do podstawowe-
go (tutaj: pojecie ,niezly*), zadowalajac sie tréjka poject:
dobry — niedobry — zly, w ktérej dwoistosci po stronie ne-
gatywnej nie odpowiada dwoisto§¢é pozytywna; logika za$ al-
gebraiczna, nie wyrézniajac dwoistych pojeé prostych, sprowa-
dza te czwoérke do dwdéjki, nie odrozniajac wéréd poje¢ prostych
nawet elementéw wlaSciwie negatywnych od biegunowych.

Musimy tu jednak zwrdci¢ uwage na to, ze pojecie dwoi-
stoSci (a w zwiazku z nia i negacji), jakie powyzej bylo wy-
Idione, dotyczy tylko logiki ,,jednorodnej”, a wigc takiego
systemu, w ktérym wszystkie elementy sa np. pojeciami ogol-
nemi, albo tez wszystkie reprezentuja pojecia klas i1 t. p.
Sprawa jednak przedstawia si¢ zasadniczo odmiennie, kiedy
w plaszczyznie kategorjalnej pewne elementy beda przed-
stawialy np. pojecia ogdlne, inne znow pojecia klas, odpowia-
dajacych tym treSciom. Wtedy odsloni si¢ nam zupelnie od-
mienny i znacznie donio$lejszy sens dwoistoSci topologicznej,
okaze sie, mianowicie, ze stosunki miedzy treSciami danemi
(pojeciami ogdlnemi) maja w stosunkach miedzy odpowiada-
jacemi tym treciom klasami (zakresami) swoje dwoiste od-
powiedniki. Rozpatrzmy blizej t¢ interpretacje dwoistosci w sy-
stemie topologiki ,,niejednorodnej*, mianowicie w systemie
tre$ciowo-zakresowym. :

2) Miedzy treécia 1 zakresem pojeé ujawnil nam sie zwiazek
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(por. Geometrja logiki kategorjalnej, Przeglad Filozoficzny
r. 1926, t. 29, str. 176—177), polegajacy na tem, ze jeze-
li jedna z dwoistych formul logiki bedziemy interpretowali
tresciowo, to formula wzgledem pierwszej dwoista wyrazaé
bedzie stan rzeczy migdzy zakresami pojeé (oraz ich sum
i iloczynéw), wystepujacych w pierwszej treéciowej formule.
I to samo — mutatis mutandis — dotyczy interpretacji za.

kresowej jednego z dwoistych wzoréw. Wezmy np. zasadg di-
chotomji:

a—(a+b)(atb) (5

Interpretujemy ja treSciowo i bierzemy pod uwage, ze wy-
stepuja w niej: pojecie @, suma pojeé: @ + b, suma pojeé:
a + b’ oraz iloczyn tych sum. Twierdzimy, ze formula dwo-
ista do powyzszej wyraza stosunki, zachodzace miedzy zakre-
sami tych poje¢é. Rozpatrzmy to systematycznie. -

Tresci a niechaj odpowiada zakres (klasa) a, treéci b — za-
kres (klasa) b. Jaki zakres odpowiada tre§ci @ - b, a wicc
jakie to przedmioty beda posiadaly zaréwno ceche a, jak i
cechg b, a wige ceche @ + b? Beda to, oczywiécie, te elemen-
ty, ktére naleza rownocze$nie (zaréwno) do klasy a, jak i kla-
sy b; gdyz takie wlaénie clementy podpadaja zaréwno pod
tre§¢ @, jak i1 b, innemi slowy, posiadajga zaréwno ceche a,
jak 1 b, a wicc ceche @ + b. Ogél zas elementéw, nalezacych
zaréwno do klasy a, jak i do klasy b, t. j. maksymalnie wspél-
nych tym klasom, jest — jak wiemy — iloczynem logicznym
tych klas, a wigc klasa ab. Na pytanie wiec, jaki zakres (kla-
sa) odpowiada tresci @ + b, odpowiedZz brzmi: zakres (kla-
sa) ab. Np. zakres, odpowiadajacy treici ,,czlowiek dobry*
(a+b), bedzie to ogél elementéw, z ktorych kazdy nalezy za-
réowno do zakresu ludzi (@), jak i do zakresu istot dobrych
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{b), a wicgc bedzie to zakres @ X b, zakres (klasa) ludzi dobrych.
A teraz odpowiemy na pytanie: jaki zakres odpowiada tresci
a X b? Odpowiada tej treSci zakres @ + b (suma zakreséw a
i b), gdyz kazdy element tego zakresu, tej sumy zakresow a
i & — i tylko taki element — posiada ceche ,,albo a albo
b*, czyli odpowiada- tresci @ X b (mnozenie logiczne wyraza
wszak te dysjunkcje, to ,,albo”). W ten sposéb widzimy:
treSci @ + b odpowiada zakres ab ( i odwrotnie), za$
tresci ab odpowiada zakres @ + & (i odwrotnie).

Jako przyklad przyporzadkowania zakresu do iloczynu tre-
$ci, wezmiemy zakres, odpowiadajacy treéci ab, gdzie a ,,czlo-
wiek®, & — ,,dobry*, tre§¢ wiec ab — ,,albo czlowiek, albo istota
dobra®. Tej tresci odpowiadaé bedzie zakres, obejmujacy za-
réwno wszystkich ludzi, jak i1 wszystkie istoty dobre, gdyz
istotnie, kazdy z elementéw tego zakresu podpada pod poje-
cie: ,,albo czlowiek, albo istota dobra‘.

Teraz juz przyporzadkowanie zakreséw pojeciom, ich su-
mom 1 iloczynowi tych sum we wzorze 52 nie bedzie przedsta-
wialo zadnych trudnosci.

Podobnie jak treci @ + & odpowiada zakres ab, tak sa-
mo treSci @ + &’ odpowiadaé bedzie zakres ab’. Wobec tego
za$, ze treSci ab odpowiada zakres a -+ b, wiec treéci (@ + b)
(a + b’), figurujacej w prawej czeSci wzoru 5% odpowiadaé
bedzie zakres, skladajacy sie¢ z sumy zakreséw czynnikow tej
treéci, a wiec zakres ab + ab’. Treéci za§ a, wystepujacej w
lewej czééci wzoru 5% odpowiada réwniez zakres @, tak ze
jako odpowiednik zakresowy tego wzoru otrzymamy wzor:

a—= ap & abl

Wzér ten — jak wiemy — jest to wzér 5°, dualny wia-
$nie wzgledem 5* W ten sposéb wykazaliSmy, ze formula
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dwoista do formuly: @ = (¢ + b) (a + b’), interpretowanej
tresSciowo, wyraza stosunki miedzy zakresami tych treSci.

Wezmy jeszcze jako przyklad ze znakiem nieréwnosci (za-
wierania si¢) wzor

a < atb (109).

Interpretujemy go treSciowo; znaczy on wtedy: tre$¢ a za-
warta jest w treSci ¢+b; i zapytujemy, jaki wzér bedzie wy-
razal zwiazek miedzy zakresami treSci @ 1 treSci a+b? Tresci
a niech odpowiada zakres a, treéci b — zakres b, treéci a-+b od-
powiada¢ wtedy bedzie — jak wiemy — zakres ab. Lecz za-
kres ab jest mniejszy, ubozszy od zakresu a, zawiera si¢ w nim,
otrzymamy wiec, jako stosunek omawianych zakresow:

: ab < a (10°)

Wzér ten — jak wiemy — jest to wlaénie wzor dwoisty (du- -
alny) wzgledem (10%). I podobnie we wszystkich analogicznych
przypadkach.

Dochodzimy w ten sposéb do bardzo waznego twierdzenia:
Przeksztalcenie zawsze prawdziwych zwiazkow tre§ciowych
(wzgl. zakresowych) na zawsze prawdziwe zwiazki zakresowe
(’wzgl. treSciowe) jest przeksztalceniem przez dwoistos¢. Row-
niez 1 odwrotnie: przeksztalcenie przez dwoisto$¢ jest prze:
ksztalceniem zawsze prawdziwych zwiazkow tresciowych (wzgl.
zakresowych) na zawsze prawdziwe zwiazki zakresowe (wzgl.
tre§ciowe). :

W zwiazku z powyzszemi rozwazaniami dwoisto$¢ samych
elementow logiki geometrycznej mozemy pojmowac jako dwoi-
sto§¢ ze wzgledu na tre§é i zakres (klase). Np. element @, znaj-
dujacy sie w lewej czesci wzorow 5, bedzie czem innem we wzo-
rze 52 i czem innem we wzorze 5°. Mianowicie, jezeli we wzo-

rze 52 bedzie on oznaczal treéé (wspélna treciom a-+b i a+¥),
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to we wzorze 5° oznaczaé on bedzie zakres (faczacy dodajnie
zakresy ab i ab’) — i odpowiednio do tego prosta @ bedzie
oznaczala tre$§¢ pojecia ogélnego, punkt za§ @ — jego zakres
(klase). Elementem dwoistym wzgledem pojecia ogélnego
,,dobry‘ nie bedzie tu juz pojecie ogélne ,niezly®, lecz poje-
cie klasy ,,dobry* (lub wprost: klasa ,,dobry®). Podobnie ele-
mentem negatywnym wzgledem pojecia ogélnego ,,dobry* nie
bedzie tu juz ogdlne pojecie prywatywne ,niedobry‘, lecz po-
jecie klasy ,,zty*. _
3) Przechodzimy teraz do innej jeszcze interpretacji dwoi-
stoSci w systemie logiki o elementach ,,niejednorodnych®. In-
terpretacja, ktéra tu wprowadzamy, bedzie pokrewna poprzed-
niej, treSciowo-zakresowej, z ta jednak réznica, ze pojecie za-
kresu (klasy) bedzie zastapione przez pojecie kolektywne (ca-
tociowe). To ostatnie pojecie jest pokrewne pojeciu klasy pod
tym wzgledem, ze i jego réwniez przedmiot przedstawia mno-
goé¢ jednorodnych elementéw, mnogoé¢ jednakze nie rozdzie-
lona, dystrybutywna, jak przedmiot pojecia klasy, lecz kolek-
tywna, zjednoczona, stanowiaca calo§¢ spéjna. I podobnie jak
pojeciu ogélnemu a (np. ,,czlowiek” — , czlowieczenstwo) od-
powiadala poprzednio klasa @ (klasa ,,cziowiek™), przedstawia-
jaca mnogo$¢ rozproszona wszystkich istot, posiadajacych ceche
,,czlowieczenstwo®, tak samo pojeciu ogélnemu a (,,czlowiek” =
»czlowieczenstwo*‘) odpowiadaé teraz bedzie dwoiscie pojecie
kolektywne a (,,ludzko$¢™), ktérego przedmiot bedzie przedsta-
wial caloéé organiczna wszystkich istot, podpadajacych pod po-
jecie ogélne ,,cztowiek, a wiec posiadajacych cechg ,,czlowie-
czefistwo*‘. Dwoisto$¢ pojeé: pojecie ogélne — pojecie klasy be-
dzie mogla by¢ zastapiona przez dwoistoS¢: pojecie ogélne —
pojecie kolektywne (calo$ciowe). Elementem dwoistym wzgle-
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.dem pojecia ogdlnego ,,dobry‘ bedzie teraz pojecie kolektywne:
»zwiazek (calo§¢) istot dobrych® i podobnie elementem nega-
tywnym wzgledem pojecia ogdlnego ,,dobry* bedzie pojecie
kolektywne: ,,zwiazek (calo§¢) istot zlych®. ‘

Na tem koficzymy szereg interpretacyj pojecia dwoisto$ci
-oraz negacji w logice dwuelementowej poje¢, bynajmniej zre-
szta nie uwazajac, ze wyczerpaliémy tu juz wszystkie mozliwo-
ci ich rozumienia. Chcemy tu tylko raz jeszcze podkresli¢ ten
fakt, dot)-rcza‘cy negacji, ze¢ — jak widzieliémy — element ne-
gatywny w S§cislem, wezszem tego slowa znaczeniu (a wigc nie
element biegunowy wzgledem danego) niekoniecznie musi by¢
pojmowany jako brak, jako prywacja czego$ pozytywnego, ze,
przeciwnie, w systemie logiki ,,niejednorodnej element wia-
§ciwie negatywny moze nie zawieraé w sobie nic z brakuy,
z prywacji, lecz byé — jak i element biegunowy — nosicie-
lem cechy posiadanej, a nie brakujacej. W systemie takim
(por. wyzej punkty: drugi i trzeci) element, pelniacy role
.elementu wlaSciwie negatywnego wzgledem elementu podsta-
“‘wowego, nie bedzie niczem innem, jak jego elementem biegu-
nowym, przeniesionym tylko z dziedziny podstawowej do dzie-
dziny dualnej. Tak wiec np. w systemie logiki niejednorodnej,
ktérej elementami beda pojecia ogélne i pojgcia caloSciowe,
.elementem wla$ciwie negatywnym wzgledem pojecia ogolnego
,,dobry* bedzie pojecie ,,zty", pojete juz jednak jako element
-dualnej dziedziny pojeé calo$ciowych (,zly" = ,zwiazek istot
-zlych®).
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Rozdzial VIIL

ELEMENTY HARMONICZNE
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].

Przechodzimy obecnie do rozpatrzenia kwestji, ktéra bedzie
moze najwymowniejszym dowodem plodnosci metody geome-
trycznej w logice. Dzigki zgeometryzowaniu §wiata logiki be-
dziemy w stanie dojrze¢ w nim i stwierdzi¢ tego rodzaju wia-
snoSci zasadnicze, ktérych, by¢ moze, na drodze czysto logicz-
nej nie udaloby si¢ nigdy odkry¢. Spojrzmy oto uwaznie na
obraz geometryczny plaszczyzny logicznej, a ujrzymy w czte-
rech wierzchotkach wewnetrznego kwadratu nastepujaca struk-
ture. W wierzchotku np. b spotykaja si¢ dwie proste*ab i a’b,
ich dwusieczna — 0§ Owy oraz prosta b, prostopadia do tej
dwusiecznej. I podobnie w wierzchotkach &/, a i . Kazdy, kto
jest obznajmiony z poczatkami geometrji riutowej, odpozna
w tej strukturze, o ile zwrdci na nia uwage, pek harmonicz-

_ nych promieni z wierzcholkiem w punkcie b, 1 podobne peki
b

Oppr

z wierzcholtkami w punktach &’, a i @’ *). W ten sposéb intuicja

1) Jezeli tu zwrécimy uwage jeszcze na pek harmoniczny promieni z wierz-
cholkiem w érodku wspéirzednych, pek wiec czterech prostych: (a-1-b)(a'<-b’),
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geometryczna doprowadza bezpoSrednio do odkrycia w dzie-
dzinie logiki elementow harmonicznych. Zbadajmy teraz kwe-
stje te blizej, i analitycznie sprawdzmy otrzymane intuicyjnie
wyniki. :

Nazywamy, jak wiadomo, cztery punkty 4, B, C, D danej
linji prostej harmonicznem:, gdy mamy:

46 4D
—BC s BD"“-—— CZyil1:
e ) -

e=mp. Y
Moéwimy wtedy réwniez, ze mamy dwie pary punktéw har-
monicznie sprzezonych, par¢ punktéw A, B i pare C, D.
Oznaczmy AB przez x, AC przez a, AD przez b (rys. 7).

(a'-Fb) (a-}-b'), 0., 10y, to harmonicznoéé tej grupy 4 prostych daje si¢ na-
tychmiast zwiazaé z istnieniem zewnetrznego kwadratu, jako czworoboku zupel-
nego, i z istnienia jego wyprowadzié. Nasz kwadrat zewnetrzny posiada, jak
wiemy, 8 pary wierzcholkdw przeciwleglych: (a--b)— (a’--b!), (a--b") —(a’-}-b)
oraz I SE el Otéz z geometrji rzutowej wiadomo (por. Enriques. Wy-
klady geometrji rzutowej, str. 54 —55), ze 4 promienie, nalezace do jednego
peku, tworza grupe harmoniczna, jezeli na jednym z tych promieni lezy jedna
para wierzchotkéw przeciwleglych czworoboku zupelnego, na drugim — druga
para takich wierzchotkéw, trzeci za$ i czwarty promief zawiera po jednym
z element6w, stanowiacych trzecia pare wierzchotkdéw przeciwleglych. Te wiasnie
warunki spelnia pek promicni z wierzchotkiem w §rodku wspétrzednych, albo-
‘wiem na promieniu (a-+b)(a’}b’) lezy pierwsza para wierzchotkow przeciwle-
glych kwadratu zewnetrznego, punkty (a+-b) i (a’--b'), na promieniu (a’--b)
(a-+b') lezy druga ich para, punkty (a+-b0') i1 (a’-b), za§ kaidy z promieni
0., 1 Oppr zawiera jeden z clementow trzeciej pary tych wierzcholkow, mia-

aa
' nowicie promien 0., zawiera punkt 7, b0 promien za$§ 0y, — punkt 7 tar
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W mySl powyzszej definicji elementéw harmonicznych (=)
punkty A4, B, C, D beda punktami harmonicznemi, gdy mieé
bedziemy:
a b
%o a - b—x ®

Méwimy wtedy réwniez, ze odcinek AB = x zostal podzie-

lony harmomnicznie przez punkty C i D, a sam odcinek AB — x
nazywamy Sredniq harmoniczng dla AC (a) i AD (b). Z wzo-
ru (B), przedstawiajacego proporcje harmoniczna ciqg}a, otrzy-
mujemy dla §redniej harmonicznej: ' :
2ab
Xi= m (1)

Oznaczmy teraz punkt wyjécia 4 przez 0, wtedy punkt C
bedzie oznaczony przez a, punkt B przez x i punkt D przez b,
1 na podstawie wzoréw () i (B), wzgl. () i () mozemy powie-
dzieé: érednia harmoniczna (x) jest to czwarty element harmo-
niczny do trzech danych: 0, a, b lub dokladniej: element har-
moniczny sprzezony z 0 ze wzgledu na par¢ harmonicznie
sprzezona a i b (por. rys. 8).

A c B D
(7] a X R
A Rys. 8.

Jak wida¢ z powyzszego, staramy si¢ teraz nawiazal kon-
takt migdzy elementami harmonicznemi geometrji rzutowej
a dziedzina logiki, korzystajac z wlasno$ci metrycznych elemen-
téw harmonicznych, wiasnoéci, wyrazonych wzorami («) i (8);
innemi stowy, stai;amy si¢ nawiaza¢ tu ow kontakt nie wprost,
nie bezpoérednio, lecz przy pomocy algebry, wzgl. arytmetyki.
Otéz posuniemy si¢ o krok dalej na tej drodze, przytem o krok

s
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zasadniczy, gdy z pojeciem punktéw harmonicznych zwigze-
my réwniez i pojecie §redniej arytmetycznej.

Weimy teraz, mianowicie, za punkt wyjécia (4) nie 0,
lecz oo i szukajmy punktu harmonicznie sprzg¢zonego z oo ze
wzgledu na podstawowa pare punktéw a i b. Wobec tego ze
punkt A oddalil si¢ teraz w oo, mie¢ bedziemy AC = AD,
1 wzér () przybierze postaé: CB — BD. Jezeli teraz punkt C
oznaczymy przez @, punkt D — przez b, za$ punkt B przez X —
to otrzymamy: X—a=b—X (d) czyli

()
Wzér (0) przedstawia proporcje arytmetyczna ciagla i po-

a—+b
Lo
zwala okre§lié X, jako Sredmiq arytmetyczng dla a i b (¢).
‘W ten sposéb nietylko érednig harmoniczna, lecz i $rednia
arytmetyczna pojeliémy jako czwarty harmoniczny punkt do 3
~danych punktow: $rednia harmoniczna dla punktéw a i b to
punkt x harmonicznie sprzg¢zony z 0 ze wzgledu na punkty a i b;
$rednia arytmetyczna dla @ i b to punkt X harmonicznie sprz¢zo-
ny z co ze wzgledu na punkty @ i b. Tego rodzaju powiazanie
$redniej arytmetycznej ze $rednia harmoniczna w pojeciu czwar-
tego harmonicznego elementu do 3 danych posiada podstawowe
znaczenie dla naszych dalszych wywodow. ‘
Poréwnywujac, mianowicie, czworke elementow, wéréd kto-
rych wystepuje Srednia harmoniczna (p. rys. 8), z czterema od-
no$nemi elementami, wsrod ktorych wysigpuje $rednia arytme-
tyczna, latwo zauwazymy nast¢pujaca ich odpowiednioé¢:
elem. 0 odpowiada element oo

» a » » a
” b 2 » bf
» X 3 A‘

(r. harm.) . (§r. arytm.)
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Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze elementy graniczne
0 i oo w algebrze zwyklej pelnia, jako graniczne, rolg te sama,
co dwoiste elementy graniczne 0 i I, minimum i maximum lo-
giczne w algebrze logiki, oraz na to, ze $rednia harmoniczna
1 §rednia arytmetyczna dla @ i b sa jednoznacznie wyznaczo-
nemi funkcjami a i b, podobnie jak dwoiste elementy logiczne:
suma 1 iloczyn a i b, to narzuca si¢ myS$l, ze dwie powyzsze
kolumny przedstawiaja odpowiednio$¢ dwoista, 1 paraleliza-
cja miedzy algebra iloSci i algebra jako$ci (logika algebraicz-
na) na podlozu harmoniczno$ci geometrycznej nie przedstawi
juz powazniejszych trudnoSci. Ta paralelizacja algebry i logi-
ki prowizorycznie') wyrazilaby si¢ w sposéb nastepujacy:

Elementy algebry losci Elementy logz'/zi (algebry jakosct)
a odpowiada a
b - : b
0 o : 0Y)
oo 5 1)
ér. harmon. o a—+b
§r. arytm. = ab

W ten sposéb dwie odpowiadajace sobie czwérki harmonicz-
ne przedstawiaja w jezyku logiki dwa logiczne szeregi dwoiste
(dualne): 0 odpowiada dualnie 1, elem. a — dualne a, elem.
b — dualne b, wreszcie a + b odpowiada dualnie ab. Rzecza
za$ tu dla nas najwazniejsza jest to, ze kazda z dwoistych
czworek przedstawia czwoérke elementéw harmonicznych lub,
inaczej moéwiac, dwie pary elementow harmonicznie sprzezonych
z soba. :

1) Méwimy: prowizorycznie, gdyz, jak zobaczymy na str. 102, zeru i nieskoni-

czonoéci algebry zwyklej (czy arytmetyki) w logice dwuelementowej odpowiada
jeszcze inna para elementéw granicznych poza parg logiczng 0 i 1.
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Paralelizacje t¢ migdzy logika a geometrja przedstawia pro~
wizorycznie ponizsza tabliczka:

Elementy logz'ki Elementy geomelryi rzutowej
ab Para punktéw harmonicznie sprz¢zonych
z soba
0, 1) . Jeden z punktéw drugiej pary elementow

harmonicznie sprzg¢zonych z soba
a-t+b, ab Czwarty punkt harmoniczny

- Zasadniczym momentem, ktéry nam umozliwil osiagniecie
powyzszego rezultatu, bylo sparalelizowanie $redniej arytme-
tycznej i Sredniej harmonicznej z iloczynem, wzgl. z suma lo-
giczna. Ze odwzorowanie to jest stuszne; ze istotnie stosunki
miedzy iloczynem 1 suma logiczna sa identyczne ze stosunka-
mi, jakie wiaza $rednia arytmetyczna i $rednia harmonicz-
na, wykaza¢ daje si¢ latwo, zalozywszy nasuwajaca si¢ od-
powiednio$¢ miedzy odwrotno$cia algebraiczng (czy arytme-
tyczna) elementu i jego logiczna negacja?). Znamy bowiem
okreslenie Sredmiej harmonicznej dwaich elementéw, jako od-
wrotnosci Sredniej arylmetycznej wzigtej dla odwrotnosci tych
elementow.

Niechaj temi elementami beda @ 1 b. Mamy wiec:

Srednia arytm.: __a_—_{_Q—_b_
| st
Srednia arytm. ich ?dwrotnoéci: T

) Wzglednie inna para elementéw gramicznych, odpowiadajacych zeru i nie-
skoficzonoéci algebry zwyklej (por. poprzedni odnoénik).

2) Te odpowiednioéé wlaczyé przeto nalezy do wyzej podanej tabelki (str. 99),
umozliwiajacej przejécie od algebry iloéci do logiki (algebry jakosci).
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$r. harmoniczna: 2 . 2ab
I# 1 ent)

a b
Otéz identyczne stosunki wiaza iloczyn i sume logiczna. Mo-

zemy bowiem okre§li¢ sume¢ logiczna dwéch elementéw, jako
negacje iloczynu logicznego, wzigtego dla negacji tych elemen-
téw (wzér de Morgana 9%, por. str. 28).

A wiec:
Hoczyn log. elementow: a X b
Iloczyn ich negacyj: a X b
Suma logiczna: (@ Xb)=a-+0b

Widzimy wiec, ze $rednia harmoniczna powstaje ze $redniej
arytmetycznej w ten sam spoééb, w jaki suma logiczna po-
wstaje z iloczynu logicznego — mianowicie przez zamiang ele-
mentow na ich odwrotno$ci (negacje) i nastepne odwrdcenie
(negacje) w ten sposob otrzymanego rezultatu. Tak oto wykaza-
li$my §cista analogje miedzy suma i iloczynem logicznym z jed-
nej strony, $rednia harrﬂonicznq za§ i $rednig arytmetyczna
z drugiej. :

Pozostaje jeszcze do rozpatrzenia przyporzadkowanie zera lo-
gicznego i jednosci logicznej arytmetycznemu 0 i o9, ktére wy-
stepuja w dwoch czwérkach, wzgledem siebie dwoistych. Przy-
porzadkowaliSmy te elementy logiczne elementom arytmetycznym
0 1 oo dlatego, ze zero i jednos§¢ logiczna sa wzgledem siebie
nietylko dwoiste, lecz i przedstawiaja réwniez wzajemne nega-

cje, tak wlaénie jak 0 1 cosa wzajemnemi odwrotno$ciami
(0 = —ci—, 0o = —5—) Zachodzi jednak teraz pytanie, czy wa-

runkom stawianym tu przez 0 1 oo, a wigc dwoistoéci i od-
wrotno$ci (negacji), odpowiadaja w dziedzinie logiki tylko ele-
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menty logiczne 0 i I, czy tez moze istnieje tam jeszcze inna
para, wzgl. pary, czyniace zado$¢ tym wymaganiom. Otéz w
istocie rzeczy mamy w kategorjalnej topologice dwuelemen-
towej jeszcze jedng pare — i tylko jedng — elementow, czy-
niacych zado§¢ powyzszym warunkom; sa to elementy: &’ b +
+ ab’ oraz ab + d' b’, przekatne wickszego kwadratu. Sa
one — jak latwo sprawdzi¢ — wzgledem siebie dwoiste i row-
nocze$nie sg wzajemnemi negacjami. W ten sposob tabliczki
przejécia od algebry ilosci do logiki i od logiki do geometrji
w pelnej swej postaci przedstawiaja sie, jak nastgpuje:
Elementy algebry  Elementy logiki Elementy geomelrjr rzu-
2losce lowej
Elem: a, & Elem: a, b Para elem. harmonicznie
sprzgzonych z soba

Odwrotnosci Negacje tych ele- Para elementéw w ¢éwiart-
tych elem.: mentow: ce przeciwleglej?)
1 1 B
5 ’ T a, b
0, co Para: 0,1 wzgl. Jeden z elementéw dru-
para: ab-+-a'b’,  giej pary harm. sprzgzo-
a'b+ab") nych z soba elementéw
Sr. harm., ér. aryt. a+b, ab®) Czwarty punkt harm.

W ten sposdb zostaje ugruntowane przejscie od algebry zwy-
kiej do algebry logiki i geometrji rzutowej, a wraz z tem i wpro-
wadzenie elementéw harmonicznych do dziedziny logiki sci-

slej.

) Przytem elementy te beda innej postaci, anizeli elementy powyzej wy-
mienione (por. odnoénik na str. 80). : :

?) Nizej zobaczymy, kiedy wystepuje jedna z tych par, kiedy za$ druga.

3) O restrykcjach, jakim podlegaja tu a i b, patrz nizej str. 145, 146.
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Rozpatrzmy teraz t¢ kwestje przy pomoéy innej zupelnie,
przytem bardziej systematycznej metody.

Do wprowadzenia zespoléw harmonicznych w dziedzine lo-
giki mozemy doj$¢ réwniez droga czysto geometryczna, bez po-
érednictwa elementéw algebry zwyklej czy arytmetyki (po-
je¢ §redniej arytmetycznej i harmonicznej). Droga tg bedzie tu
teorja biegunéw i biegunowych wzgledem kola (Desargues,
Poncelet, Gergonne), odgrywajaca tak wielka role w nowej
syntetycznej (rzutowej) geometrji i najéciélej zwiazana z za-
gadnieniami dualnosci?).

Sprawa tak sie mianowicie przedstawia (por. Enriques. Wy-
kiady geometrji rzutowej, str. 188—200). Jezeli na plaszczyz-
nie mamy dane kolo i punkt P, lezacy zewnatrz kola (por. rys.
9 na str. 104), i jezeli z punktu tego przeprowadzimy siecz-
ne kola (PS;, PS,, PS; i t. d.), to — jak wiadomo — utworzone
w ten sposéb cieciwy kola (AB, CD, EF i t. d.) beda podzielone
harmonicznie przez dany punkt (P) i punkty ich wewnatrz ko-
fa (S5, S., S; 1 t. d.), lezace na pewnej wspolnej prostej (KL).

Prosta te (KL) otrzymamy, prowadzac z danego punktu (P)
styczne do kola i laczac otrzymane punkty stycznosci (K i L).
W ten sposéb otrzymamy czwérki harmoniczne punktéw A4S,
BP, GS,DP, ES; FP i t. p., w ktérych parami punktéw har-
monicznie sprzezonych beda punkty na kole (np. 4, B) oraz
dany punkt P i punkt S; na prostej KL.

1) Zwracamy tu uwage, ze teorja biegunéw i biegunowych wzgledem kola
nie jest jedyna czysto geometryczna metoda wprowadzenia elementéw harmo-
nicznych do dziedziny topologiki. W odnoéniku do str. 95 widzieliSmy, ze
w tym celu wyj$¢ mozemy réwnicz z pojecia czworobokéw (wzgl. czworo-
katéw) zupelnych, jako konstytuujacych grupy harmoniczne.
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Prosta KL nazywamy biegunowq punktu P ze wzgledu na
dane kolo, punkt za§ P — biegunem prostej KL. Jezeli punkt
P odsunie si¢ w nieskoniczono$¢, to jego biegunowa bedzie éred-
nica kola (prostopadia do linji, laczacej érodek kola z danym
punktem w nieskoniczonoéci), i odwrotnie: dla wszelkiej érednicy
kola biegunem bedzie punkt nieskoficzonoéci (lezacy na pro-
stopadlej do tej $rednicy). Jezeli za§ punkt P zajmie poloze-
nie na kole, wtedy jego biegunowa bedzie styczna do kola w

tym punkcie, i odwrotnie: dla wszelkiej stycznej do kota bie-
gunem bedzie jej punkt stycznodci z kotem.

Na podstawie tej teorji biegunéw i biegunowych wzgledem
kola mozemy przystapié do wykazania istnienia elementéw
harmonicznych w logice geometrycznej, rozumiejac przez gru-
p¢ harmoniczna elementéw logicznych zespét elementéw lo-
gicznych, przyporzadkowanych topologicznie zespolowi geome-
trycznych elementéw, tworzacych grupe harmoniczna. W tym
celu w naszym podstawowym diagramacie plaskim opisujemy
z poczatku wspoirzednych 0 dwa kola: jedno wokoél mniejsze-
go, drugie wokol wiekszego kwadratu, przyczem mniejsze ko-
to bedzie réwnoczeénie wpisane w wigkszy kwadrat (por. rys.
10 ).

Nastepnie z punktéw w nieskonczono$ci prowadzimy do kol
tych sieczne (ktére beda tu prostemi réwnoleglemi). Te punkty
w nieskonczonoéci (innemi stowy: kierunki na plaszczyznie)

1) Azeby nie komplikowaé diagramatu, nie wprowadzamy tu oznaczen bokéw
wewnetrznego kwadratu (ab, ab’, a'b, a’b’), natomiast wprowadzamy punkty
przecieé tych bokéw z przekatnemi wiekszego kwadratu, punkty a-+b, a--b',
a'-+-b, a'-+b’, rébwnowazne 4 wierzcholtkom wiekszego kwadratu (np. przeciecie
prostej ab z przekatna (a-+b)(a/-+-b') = a'b-t+al/ daje punkt: ab-t-a'b--ab" czyli
a-t-b).
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wybieramy w ten sposéb, by siecznemi tych kol, ich cigciwami,
byly boki i przekatne naszych kwadratéw. Takiemi punktami
w nieskoficzonoéci okazuja si¢ 4 punkty: 1) punkt w nieskonczo-
noéci na osi bb’, 2) punkt w nieskoniczono$ci na osi aa’, 3) punkt
w nieskonczonoéci na osi sko$nej (a+b) (a’+0b’) 1 4) punkt w nie-
skonczono$ci na osi sko$nej (@’-+b) (a+0b’). Z pierwszego punktu
w nieskoniczono$ci (I atar) prowadzimy 3 proste réwnolegle a, @’ i
0wy, dwie cieciwy wickszego kota i érednice mniejszego, a réwno-
cze$nie dwa boki wigkszego kwadratu 1 przekatna mniejsze-
go; podobnie z drugiego punktu w nieskonczono$ci  (Zb4b)
przeprowadzone 3 proste rownolegle: b, b’ 1 0., jako dwie cig-
ciwy wickszego kola i §rednica mniejszego, daja dwa pozostale
boki wickszego kwadratu 1 druga przekatna mniejszego. Trze-
ci punkt w nieskoficzono$ci @’b + ab’ czyli (a + b) (a + b')
da nam trzy sieczne réwnolegle @b, ab’ i (a+0b) (a’+b’), a wigc
dwie cieciwy mniejszego kola i $rednice wigkszego, a rownocze-
$nie dwa boki mniejszego kwadratu i1 przekatna wigkszego; po-
dobnie czwarty punkt w nieskoficzonoSci ab + @b’ czyli (@ +
+b) (@ + b’) da nam, jako dwie cieciwy mniejszego kola
(ab 1 ab’) i $rednice wiekszego (@’ + b) (a + b’), dwa pozosta-
fe boki mniejszego kwadratu 1 druga przekatna wiekszego kwa-
dratu.

W ten sposéb do 12 prostych naszego diagramatu daja si¢
natychmiast zastosowaé twierdzenia o biegunowosci wzajem-
nej wzgledem kola, i kazda z tych prostych okaze sig pod—
kladem czwérki punktéw harmonicznych. '

WeZmy np. prosta a, przeprowadzona z punktu w nieskon-,
czono$ci laia, jako bieguna ze wzgledu na wigksze kolo. Bie-
gunowa punktu I,:v, jako punktu w nieskonczonoéci, bedzie —
jak juz wiemy — $rednica prostopadla do kierunku 44" lub, co na
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jedno wychodzi, do kierunku @, t. j. 0§ 0.r. Tak wiec na
proste] a otrzirmamy czwoérke harmoniczng, skladajaca sie z
dwoéch punktow na kole wiekszem, w ktérych sieczna to kotlo
przecina, oraz dwéch innych punktéw harmonicznie sprzezo-
nych: bieguna .. oraz punktu @, w ktérym biegunowa punk-
tu Z.jar t. j. 08 0. przecina nasza prosta a. Punktowi P
naszego' rys. 9-go odpowiada tu punkt Z.;. w nieskonczo-
nosci, jego biegunowej KL — biegunowa punktu Z.ia. t. J.
0§ 0.y, a czworce harmonicznej punktéw AS;BP — czwor-
ka harmoniczna punktéw a + &/, @, @ + b, I.4.. 1 tak sa-
mo rzecz si¢ przedstawia z kazda inna z 12 prostych, jako pod-
- kltadem szeregéw harmonicznych.

Tak wiec otrzymujemy 12 nastepujacych czworek harmonicz-
nych 1), ktére piszemy w porzadku przestrzennym, tak ze ele-
menty sprzezone jednej pary sa tu podzielone przez elementy

sprzezone drugiej.

1a) Z.ya, at+b, a at+b" (o podkladzie @)
D)l b, 0, b & O )
3a) Iotar, ad-tb, d, a-+b ( a’)

4a) Ip1p, at+b, b, a-t+b ( b)

521) ]b+b’; a, 0, a' ' ( 53 0“')
6a) o+, atb', b, a-+t+b (., b')

7a) (a—+b) (d'+b'), a, atb, U (=t ab’)
8a) (a-+b) (@ +Db'), a-tb, [1]?), a-+b' ( ,, (a+b)(@+D)
9a) (a+-b)a'+b'), b,  d-+b, d (Lo ab)
10a) (@'-+b) (a-+b'), a, a--b, b iy ab)
113) (a’+b)(a b)), a bl VI8, aith (5 (atb)(a-1b)

G a't’)

12a) (a’-}-b) (a-+b'), ¥, a-+tb, o

1) i ?) patrz str. nast.
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Dolaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny szereg harmoniczny
18-ty na prostej w nieskonczono§ci:

132 I 1o, (e v b)(ai +0)); Iv i, (e bi)(d: + b)

Jezeli teraz zwazymy, ze algebraiczne wyrazy oznaczaja tu
nietylko elementy geometryczne (punkty i proste), lecz i po-
jecia, to istnienie czwérek harmonicznych w logice geometrycz-
nej zostanie tem samem stwierdzone. '

Odpowiednio do powyzszych 12 czwérek logiczno-geome-
trycznych (oraz 13-tej granicznej) mozemy natychmiast otrzy-
ma¢ dalszych 12 czwérek (oraz 13 graniczna), ktérych elemen-
tami beda juz nie punkty, lecz proste, podklad za§ linjowy
zostanie zastapiony przez punkt-wierzcholek. Beda to peki har-
moniczne, ktére otrzymamy z powyzszych czworek punktowych,
- zamieniajac kazdy punkt na jego biegunowa wzgledem kola,
podkiad za$ szeregu punktéw na jego biegun. Mozemy za$ to
aczynié w my$l twierdzenia geometrji rzutowej, ze o ile punkt
Jjaki$§ lezy na prostej, to jego biegunowa przechodzié bedzie
przez biegun tej prostej, tak ze 4 punktom pewnej prostej be-
.da odpowiadaly 4 proste, przechodzace przez biegun tej pro-
stej, przytem jezeli punkty te tworzyly szereg harmoniczny,
to 1 odpowiednie prosté (ich biegunowe) réwniez utworza ze-
sp6t harmoniczny (pg¢k harmoniczny). W mysl powyzszego

1) Zwracamy uwage na to, ze wszystkic elementy czwérki harmonicznej sa
tej samej postaci (tutaj sa punktami), ze wiec i suma dwéch elementéw bedzie
tu clementem o tej samej postaci, co skladniki tej sumy.

2) [I] przedstawia tu poczatek wspéirzednych. Albowiem dla skosnych osi
poczatek wspélrzednych, w ktérym sie¢ one przecinaja, wyraza sig — jak wiemy
z odnoénika na str. 58 — nie jako 0, lecz I, poniewaz (a-+b)(a'--b’") -+ (a’+b)
{a-+b) = 1.

3) Harmoniczno$é tej grupy punktéw najprosciej daje si¢ wyprowadzi¢ z kwa-
dratu wewnetrznego (czworokata zupelnego) jako konstytuujacego grupg harmo-
miczna (por. przypadek dwoisty w odnoéniku do str. 95).
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z czworki harmonicznej punktowej 1a): l.qa, @ + b, @, a + b”
o podkiadzie linjowym a@ otrzymujemy natychmiast pek pro-
stych harmonicznych: 0., ab, a, ab’ o wierzchotku w punkcie
a, albowiem, przedewszystkiem, prostej a, jako stycznej do ko-
1a, odpowiada — jak wiemy — biegun w punkcie stycznosci a:
(i odwrotnie), a dalej: punktowi I.+x odpowiada, jako bie-
gunowa, $rednica 0 ., punktowi @ + b odpowiada bieguno-
wa ab, jako linja, laczaca punkty stycznoSci stycznych, przepro-
wadzonych do wewnetrznego kola z punktu @ + b, i z tej sa-
mej racji punktowi @ + &’ odpowiada prosta ab’.

Z powyzszego przekonywamy sie przedewszystkiem, ze zwia-
zek migdzy biegunem 1 biegunowa nie jest niczem innem, jak
znanym nam zwigzkiem dwoistym (dualnym), t. j. ze biegun
1 jego biegunowa przedstawiaja elementy dwoiste.

Tak wiec z powyzszych punktowych czwérek harmonicznych
otrzymujemy biegunowo wzajemnie (dwoiscie) nastgpujace peki:

1b) 0.a, ab, a, ab’ (o wierzchotku a)
2b) Oaa, bl b 3 y{NEY)
3b) 0..1, ath ar - ab: o a’)
4b) O, ab, b, a'b 5 b)
5b) Oy, aio L a - Thaiy)

(
(
(

6b) Opyr, abs b T ahs 5 &)

7b) (a’-}b) (a+b’), a, ab’, b ( = a+b’)
8b) (a’~+-b) (a-tb"), ab, [0]), a'b" ( »  (a1b)(atb)
9b) (a’+b) (a+b'), b, a'h, a ( & a’-b)
10b) (a+b)(a’+b’), a, ab, b ( ¥ a-+b)
11b) (a-1b) (28, ab', [0, &b (- ,,  (alb) (@t b)
19b) (a-bb) (@ L) ¥, &b d (. A

1) [0] przedstawia tu prosta w nieskonczonoéci. Albowiem dla sko$nych osi

prosta ta przedstawia si¢ — jak wiemy — jako iloczyn z (@ b)(a’ +-b') &
(a'}b) (a-}-b').
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Dolaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny pek harmoniczny 13-ty
z wicrzchotkiem w poczatku wspélrzednych:

18b) 0w, (@'-}b) (a-+1'), Ouyy, (a+-B) (a'~-b')

W ten sposéb kategorjalna plaszczyzna logiczna okazuje sig
domena elementéw harmonicznych: kazdy z 26 jej elementéw
jest o$rodkiem (podkladem lub wierzcholkiem) czwoérki har-
moniczne] i, co wiecej, wszelka czwérka jej elementéw
o tym samym podkladzie lub wierzchotku jest czwérka harmo-
niczna.

Jak sie przekonywamy, kazda z tych czwérek harmonicz-
nych zawiera przynajmniej jako jeden ze swych elementow
element graniczny, t. j. element polozony w nieskoficzonosci
(4 punkty 1 prosta w nieskonczono$ci) lub tez dualny wzgle-
dem niego (4 osie i poczatek wspbirzednych), podczas gdy inny
element, z pierwszym harmonicznie sprz¢zony, przedstawia ilo-
czyn logiczny lub sume logiczna dwoch pozostatych elemen-
tow'). Przytem ten iloczyn lub suma wyrazaja roéwniez

1) Zauwazy¢ nalezy, ze wéréd 24 zespoléw harmonicznych (dwa ze-
spoly graniczne pomijamy tu) w kazdej tréjce takich zespoléw, majacych
wspblny element graniczny, jest jeden zesp6l, w ktérym wystepuje nietyl-
ko ten wspdlny trzem zespolom element graniczny, lecz poza tem drugi
jeszcze taki element, z pierwszym tworzacy parg sprzezona. W ten sposob
mamy 8 zespoléw harmonicznych (2a, 5a, 8a, 1la i dwoiste), z ktérych
w kazdym wystepuja 2 elementy graniczne (sprzezone), przytem tak, ze
gdy jeden z nich jest suma (iloczynem) dwbéch elementéw drugiej pary,
to drugi z nich przedstawia ich iloczyn (wzgl. sumg).

Tak wigc np. w zespole
: Loyars b, 0,0
oprécz elementu granicznego 1., mamy jeszcze element graniczny, punkt
{0, przyczem nietylko b + b = 1, lecz réwniez bb’ = 0. :

Podobnie w zespole:

(a+-Db) (@'-+V'), a+b, [1], a'-}-b'
.oprocz elementu graniczmego (a-+b) (a’-+b’), punktu w nieskoficzonoéci na osi
sko$nej, mamy jeszcze element graniczny, punkt I — poczatek wspolrzednych,
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iloczyn lub sume pierwszej pary sprzezonych ze soba elemen-
tow 1 przedstawiaja rownowaznie podklad wzgl. wierzcholek
czwoérki. W pierwszej grupie (w 12 czwoérkach harmonicznych
punktowych *) ten element podkladowy (linja prosta) oznacza
ten sam iloczyn elementéw par harmonicznie spfzqionych, W
drugiej grupie (w 12 czwérkach harmonicznych linjowych?)

przyczem nietylko (a-+b) X (a/-+b') = (a-+b) (a'-+-b'), lecz réwniez (a-+b)+
-Ha'-+-b') = 1. Podobnie dla wszystkich 8 wspomnianych zespoléw harmonicz-
nych, z ktérych 4 (punktowe) leza na 4 osiach, 4 za§ (peki prostvch) przecho-

dza przez dwoiste do tych osi punkty w nieskoficzonosci.
Otéz tego rodzaju osiowe czy nieskonczono$ciowe zespoly harmoniczne

moga by¢ interpretowane zaréwno dodajnie, jak 1 mnoznie, w zaleznoSci
od tego, ktéry z dwéch granicznych elementéw wybierzemy jako element
funkcyjny (+ wzgl. . ) wzgledem pary podstawowej. Tak wiec zespdl:

: 1o h b0 b

moéwi nam z jednej strony, ze: :
b Xb' =0 (przy 1, jako elemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-
nym),

z drugiej za$ strony, ze:

b+b' =1 (przy 0, jako elemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-
nym).

Otéz te dwie otrzymane tutaj réwnoéci wiele nam moéwia. Mamy wszak
w nich znang nam dobrze definicje elementu negatywnego przy pomocy
clementu pozytywnego oraz 0 i I. Mozemy teraz nadat sens glebszy tej
definicji (por. str. 22), widzimy bowiem, ze czwérka elementéw, wchodza-
cych tu w gre, przedstawia zesp6l harmoniczny, tak ze element negatyw-
ny (b)) moze byé okreSlony, jako element sprzezony harmonicznie z ele-
mentem pozytywnym (b) w grupie harmonicznej, ktérej druga pare cle-
mentéw stanowia 0 1 1. W ten sposob rozwiniecie naczelne 0 1 1 ze wzgle-
du na b, b’ polega, jak widzimy, na wyznaczeniu pary elementéw har-
monicznie z soba sprzezonych w grupie harmonicznej, ktérej druga parg
stanowia wla$nie rozwijajace si¢ elementy 0 i 1.

1) Trzynasta para, absolutna, zlozona wylacznie z elementéw granicznych,
przedstawia osobliwosci, ktéremi si¢ tutaj blizej zajmowac nie bedziemy, a ktére
plyna ze znanej nam wlasnoéci punktu, bedacego poczatkiem wspolrzednych,
oraz proste] w nieskonczonoSci, polegajacej na tem, ze kazdy z tych elemen-
tow w zalezno$ci od sposobu, w jaki jest wyznaczony (przez osie poziomo-
pionowe, czy -tez przez osie skone), przedstawia sie badz jako 0, badz ja-
ko 1. Tutaj 0 staje si¢ réwnowazne I.



— 112 —

element wierzchotkowy (punkt) oznacza t¢ samg sumg elemen-
téw, nalezacych do par harmonicznie sprz¢zonych.

Gdy teraz w drodze czysto geometrycznej stwierdziliSmy ist-
nienie w logice zespoléw harmonicznych, jest juz rzecza pro-
sta ustosunkowac te zespoly logiczne do pewnych zespolow aryt-
metycznych. Wystarczy tu wzia¢ pod uwage wyzej podane wia-
snoéci éredniej arytmetycznej i $redniej harmonicznej, jako
elementéw harmonicznych czwoérek arytmetycznych, 1 zestawic
je z odpowiedniemi wlasnoéciami harmonicznych czworek lo-
gicznych. Zestawienie to tak si¢ przedstawia:

Srednia arytmetyczna wzgl.
§rednia harmoniczna dwoch da-
nych liczb przedstawia jeden
z elementéw harmonicznej
czworki arytmetycznej, przy-
czem elementem z nia Sprzg-
zonym bedzie element granicz-
ny (oo, 0), dwoma za$§ pozo-
stalemi elementami (sprz¢zone-
mi) beda dwie dane liczby.

Iloczyn logiczny wzgl. su-
ma logiczna dwéch danych e-
lementéw logicznych przedsta—
wia jeden z elementéw har-
moniczne] czworki logicznej,
przyczem elementem z nim
(z nia) sprzezonym bedzie ele-
ment graniczny 1,0 wzgl.
(a+b) (@+b), (d—+b)(a+D),
dwoma za$ pozostalemi elemen-
tami (sprze¢zonemi) beda dwa
dane elementy logiczne.

Uderza tu natychmiast analogja miedzy $rednig arytme-
tyczna wzgl. $rednia harmoniczng i funkcjami logicznemi ilo-
czynu wzgl. sumy, i1 analogja ta okazuje si¢ analogja praw-
dziwa, gdyz istotnie, przyporzadkowujac negacji logicznej od-
wrotno§¢ arytmetyczna, mozna dowie$¢ (jak to uczyniliSmy

na str. 101), ze stosunek iloczynu logicznego do sumy logicz—
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nej jest identyczny ze stosunkiem $redniej arytmetycznej do
$redniej harmonicznej *).

W ten sposéb teraz — w przeciwienstwie do pierwszego spo-
sobu (por. str. 95—102, specjalnie str. 97) — systematycznie
zostaja wprowadzone do logiki zespoly harmoniczne wprost
przez oparcie si¢ o wlasnoSci elementéw przestrzeni rzutowej
i 0 wykazana juz dawniej ich odpowiednio$¢ z elementami lo-
gicznemi, 1 nast¢pnie dopiero logika zostaje tu zwiazana z aryt-
metyka za poSrednictwem tych wla$nie zespoléw harmonicz-
nych, jako ze posiadaja one odpowiedniki liczbowe.

Postaramy si¢ teraz podaé okreSlenie logicznych elementéow
harmonicznych catkowicie immanentne dziedzinie pojeciowej,
to znaczy oderwane zupelnie i uniezaleznione od podioza geo-
metrycznego. Bedzie ono brzmialo:

Cztery elementy logiki dwuelementowej tworza zespol har-
moniczny, gdy:

1) jedna para (elementow sprzg¢zonych) skilada si¢ badz
z elementéw prostych, badz tez zlozonych tego samego
typu?), trzeci element przedstawia sume wzgl. iloczyn

!) Przy arytmetyzacji logicznych czwérek harmonicznych wszystkie elementy lo-
giczne graniczne, ‘a wiec 1,0, (a-+b) (a'-+b'), (a'-+b) (a-+b") otrzymuja, jako odpo-
wiednik arytmetyczny co wzgl. 0, przyczem 1 logiczna — jako ze wystepuje za-
wsze w sprzezeniu ze §rednia arytmetyczng (szeregi la— 6a) —ma za odpowiednik
zawsze oo arytmetyczna, 0 za$§ logiczne — jako ze wystepuje zawsze w sprze-
Zzeniu ze érednia harmoniczna (szeregi 1b — 6b) — ma za odpowiednik zawsze
0 arytmetyczne, clementy za$ (a—+b) (a’-+b') oraz (a'+b) (a-b'), wystepujace
zaréwno w sprzezeniu ze §rednia arytmetyczna (szeregi 7b — 12b) jak i $rednia
harmoniczna (szeregi 7a — 12a), otrzymuja w pierwszym przypadku odpowied-
nik oo, w drugim — 0 arytmetyczne. ' :

?) Tego samego typu — to znaczy dodajnego lub mnoznego. Elementy pro-
ste s3 — jak wiemy — natury dwoistej: a =a+0 ia =a.l.
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logiczny elementéw pierwszej pary w zaleznoSci od tego,
czy elementy zlozone sa typu mnoznego czy dodajnego,
czwarty za$§ element (sprze¢zony z trzecim) jest elemen-
tem granicznym: 0, I, (a4 b)(a+b’) lub (o’ + b)
(a + b)

i 2) posiadaja te wlasno$¢, ze trzeci element wraz z czwar-

s

tym tworzy sume wzgl. iloczyn réwny (réwnowazny)
sumie wzgl. iloczynowi pierwszej pary (elementow har-
monicznie sprzezonych !). Przytem w przypadku ele-
mentéw prostych pierwszej pary w gre wchodzi iloczyn,
gdy trzeci element przedstawiaA sume, i suma, gdy trzeci
element przedstawia iloczyn, w przypadku zas elemen-
téw zlozonych w gre wchodzi iloczyn, gdy trzeci ele-
ment przedstawia iloczyn, i suma, gdy trzeci element
przec_lstawia sume.

By¢ moze, ze to okreslenie logicznych elementéw harmonicz-

nych uda si¢ jeszcze uproscié?).

1) Ta podstawowa wlasno$¢ grup harmonicznych stuzy do jednoznacznego
wyznaczenia czwartego (granicznego) elementu. :

2) Nie bedziemy blizej rozpatrywali sprawy elementéw harmonicznych w lo-
gice tréjwymiarowe]j (steréologice), albowiem przedstawia si¢ ona catkowicie
analogicznie do odno$nych kwestyj planilogicznych. tylko ze wystepuja tu na
plan pierwszy peki plaszczyzn harmonicznych oraz dwoiste do nich szeregi punk-
tbw. A wicc np. zamiast logicznej czwérki harmonicznej: a-+b, a, a-+b/, I oraz
dwoistej do niej czlw()rki: ab, a, ab’, 0 mieé bedziemy w stereologice dualne

czworki:
a-+b+e, a+b, at+b+c!, 1 (cztery punkty)
oraz abc, ab, abc’, 0 (cztery plaszczyzny).
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DICHOTOMICZNY PODZIAY. HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNE].

Z nauka o harmonicznych elementach w logice najéciélej
bedzie si¢ Iaczyl dzial o podziale poje¢. Podstawowemi wzora-
mi, wyrazajacemi zwiazek miedzy pojeciem podlegajacem po-
dzialowi i wytworami tego podzialu, sa znane nam (por. str.
24) dwoiste formuly dichotomji. :

a—=(a-F-b)(a+V') (59
a = ab-}-ab’ (5°) .

Otoz wiemy, ze rodzaj a i jego gatunki (¢ + b) i (a + ¥’)
przedstawiaja wraz z elementem I czwoérke elementéw harmo-
nicznych, i podobnie elementy wzoru 5° wraz z elementem 0.

Zatrzymajmy si¢ nad temi wzorami, przedewszystkiem nad
drugim z nich. Wyraza on podzial logiczny elementu @ na
dwa elementy mniejsze od @, mianowicie ab 1 ab’. Jaki jest
stosunek elementow, wystepujacych w tym podziale, do ze-
spolu harmonicznego 0, ab, a, ab’ (lub réwnowaznego z nim: 0,
ab’, a, ab'), przedewszystkiem wiec, jaka role odgrywa przy

1) Zesp6l harmoniczny 0, ab’, a, ab jest réwnowazny z zespolem 0, ab, a, ab’
(zesp6l 1b ze str. 109) — jak to natychmiast z rys. 3 widaé. Mozemy bowiem
réwnie dobrze dla otrzymania czwérki harmonicznej obracaé o§ COaa’ w kie-
runku przez ab, jak i przez ab'.
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tym podziale element 0, nieujawniony wprawdzie we wzorze 5P,
lecz w nim implicite zawarty, albowiem wzér: a = ab + ab’
jest réwnowazny wzorowi: @ + 0 = ab + ab'.

Otoz sprawa przedstawia sig tu calkowicie analogicznie do
podzialu harmonicznego ilo$ciowego, kiedy to odcinek AB (por.
rys. 8 oraz 11) zostaje podzielony harmonicznie przez punk-
ty G i D, przyczem punkt wyjScia A przyjmuje si¢ za 0 (aryt-
metyczne); elementom ab i ab’ odpowiadalyby wtedy — w mysl
analogji $cistej miedzy iloczynem logicznym i $rednig aryt-
metyczna — elementy arytmetyczne:

kb b )
PR - T )
Jezeli np. a = 1, b = 2, to mielibySmy:

zespot arylmelyczny: O F T §. scisle analogiczny
A v 5 0 do harmonicznego
2zespoty logicznego: O ab’ a ab

Rys. 11.

Otoéz podobnie jak odstep arytmetyczny 0 — 1 zostal przez
liczbe 3/4 1 3/2 podzielony harmonicznie [t. j. podzielony we-
wnetrznie 1 zewnetrznie w tym samym stosunku (%[, — 0) :
(1 —3/1) = (32 — 0) : (3/2 — 1)], tak samo harmonicznie zo-
stal tu podzielony odstep logiczny 0 — a przez elementy lo-
gicznie ab’ i ab. To za$ znaczy, ze zamiast méwié: wzér 5° wy-
raza podzial harmoniczny elementu logicznego @ na ele-
menty ab’ i ab, mozemy powiedzieé: wzér 5> wyraza po-
dzial harmoniczny odst¢pu logicznego 0 — a przez powyisze
elementy. Widzimy tedy, ze rola elementu logicznego 0 jest
taka sama, jak rola arytmetycznego 0 w analogicznej sytu-
acji arytmetycznej: jest on punktem wyjscia podzialu pewnego
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odstepu, ktory to odstep wobec modulowego charakteru tego
punktu wyjécia moze by¢é réwnowaznie wyrazony przez swoéj
punkt krancowy (odstqia arytmetyczny 0 — 1 przez liczbe -
punkt I, odstep logiczny 0 — a przez pojecie - punkt a).

e

Musimy si¢ teraz zatrzymaé¢ nad pojeciem ,,odstepu’, ,,réz-
nicy* miedzy dwoma elementami logicznemi. Pojecie to, ktd-
re spotykamy juz u Arystotelesa, gdy méwi o przeciwien-
stwie (dvavtioy) jako o najwieksze] réznicy miedzy ga-
tunkami tego samego rodzaju (Metafizyka X. 4, poczatek), nie
rozwinglo sie w logice dotychczas, i tutaj dopiero okazuje sig
jego znaczenie w dziedzinie logiki i matematyki jakoéci, prze-
dewszystkiem w zajmujacej nas teraz kwestji podzialu po-
jet.

Jak widzieliSmy przed chwila, zwykly podzial logiczny po-
jecia a jest to w istocie rzeczy podzial harmoniczny jakoScio-
wego odstepu (réznicy), ktéry dzieli to pojecie od 0. Ten od-
step 0 — a nalezy podzieli¢ na dwa odstepy logiczne, ktorych
suma logiczna bedzie réwna (réwnowazna) danemu odstgpowi
logicznemu (podobnie jak przy podziale harmonicznym odste-
pu arytmetycznego z poczatkiem w 0 dzielimy go na dwa .
odstepy, ktorych srednia harmoniczna réwna si¢ danemu od-
stepowi).

Tak wigc w my§1 teorji elementéw harmonicznych w logice
wz6r dichotomiczny:

a— ab -+ ab}
przedstawiajac sume logiczna dwéch elementéw logicznych,
przedstawia réwnocze$nie sume¢ logiczna dwoch odstepow lo-
gicznych (od 0 do ab i od 0 do ab’), przyczem ten odstep
a, bedacy suma, jest harmonicznie sprz¢zony z 0 ze wzgledu na
elementy tego podzialu, tak ze wzér a +0 = ab + abl = a
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wyraza tu podstawowa wlasnosé zespolow harmonicznych (por.
str. 114): réwnowazno§¢ sum (wzgl. iloczyndéw) elementéow
w parach sprzezonych.

Wezmy przyklad, ktéry nam zilustruje te teorje dichotomji
logicznej. :

Niechaj a bedzie tu treéé »czlowiek®, b ,istota dobra’,
b’ — ,,istota niedobra‘“ '), tak ze ab znaczy ,,albo czlowiek, al-
bo istota dobra®, ab’ za§ — ,,albo czlowiek, albo istota nie-
dobra“. Podzieli¢é w sensie wlaSciwym pojecie a ze wzgledu
na b, b’ nie jest to nic innego, jak znalezé takie dwa pojecia
zlozone z a i b, wzgl. a i b/, ktdére lacznie (+) wypelnia odstep,
jaki dzieli pojecie a (,,czlowiek®) od tresci zerowej (przedmiotu
wogole). Otéz niechaj pierwsza z tych treSci mniejszych od a
bedzie tre§¢ .ab, tre$¢ ,albo czlowiek, albo istota do-
bra®; jest to tre§¢ juz wigksza od 0 (przedmiotu wogdle), lecz
jeszcze mniejsza od @, mniej od a zdeterminowana, nie jest
to jeszcze tre§é ,,czlowiek®, lecz: ,,albo czlowiek, albo istota
dobra®. Azeby teraz osiagnaé tre§é¢ a, azeby przej$¢ caly od-
step od 0 do a, cala te réznice wypelnié, trzeba jeszcze drugi
krok uczyni¢, mianowicie od 0 do ab’, czyli utworzyc tresc ,,al-
bo czlowiek, albo istota niedobra®. Jezeli bowiem tre§¢ te ab’
_ dolaczymy do poprzedniej ab, to osiagniemy tre$¢ o determi-
nacji = a i wypelnimy temi dwoma zlaczonemi krokami roz-
nice, jaka dzieli pod wzgledem determinacji tre§¢ a od tre-
§ci 0.

Ten podzial harmoniczny treSci @ zobrazowuje nasz rys. 3
w ten sposob, ze odstep treSci @ od tre$ci zerowej przedsta-
wiony tu jest w postaci kata miedzy prosta a i osig 0., 1 0d-
step ten jest podzielony przez proste (treéci) ab i ab’, dziela-

1) Por. odnos$nik na str. 131.
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ce kat ten wewnetrznie 1 zewngtrznie zgodnie z prawem grup
harmonicznych. _

Omowiliémy dotychczas tylko druga z dwéch formul dicho-
‘tomji (5%). Zaczeliémy od miej, gdyz ona to wyraza podziall
w sensie wlaSciwym, kiedy wlasnie czlony podzialu sa
mniejsze od dzielonego elementu (ab < a, ab’ < a). Dualna
formula dichotomji 5% nie wyraza takiego podzialu, elementy
jej sa wigksze, bogatsze pod wzgledem treSci, bardziej zdeter-
minowane od pojecia, podlegajacego podzialowi (¢ + b > a,
a + b’ > a). Scifle méwiac, mamy tu nie podzial wiladciwy,
lecz determinacjg, mozemy powiedzie¢: podzial wyznaczaja‘éy
w odroznieniu od podzialu wilasciwego ,,dzielacego®.

Migdzy temi dwoma podzialami zachodzi Scista odpowied-

nioé¢ dualna:

Dichotomja dzielgca Dichotomja wyznaczajaca
(a=ab-}-ab’) a=(a+}+b) (a}0b')
Caloé¢ podlegajaca podzialowi Element podlegajacy wyzna-
(totum dividendum — @) czeniu (determinandum — @)
Czynnik dzielacy Czynnik wyznaczajacy
(dividens — 5,b%) . (determinans — b,5")
Czlony - wytwory podziatu Czlony - wytwory wyzna-
(membra divisa — ab, ab’) czenia (membra determinata —
(a-1b) (a+-b')

Otéz wszystko, cbémy dotychczas méwili o dichotomji dzie-
lacej, daje sie dwoiécie przenie$¢ na dichotomje determinujaca,
z ta tylko rdznica, ze treS¢ a bedzie tu odniesiona do tresci
granicznej I. Tutaj, przy dichotomji determinujacej, punktem
wyjécia jest nie 0 logiczne, lecz I logiczna, za$ ,,odstepy” du-
alne wyrazaja si¢ iloczynem danej treSci 1 I, a wigc w istocie
rzeczy wskazuja to, co dany element ma wspolnego z I. Tresc¢
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a, wspélng a i I, osiaga si¢ tu dwoma logicznemi krokami, wy-
chodzacemi z 1. Pierwszy krok, nie osiagajac @, zuboza jednak
tre§¢ I do a -+ b, drugi zuboza ja z innej strony do a + &,
a biorac to, co te dwa kroki maja wspolnego, osiggamy zmniej-
szenie treci 1 do a. W tym sensie ,,0odstep* @ . 1 jest harmo-
nicznie podzielony przez treéci- odstepy (e -+ b) i (a + b'),
z ktérych si¢ ,sklada® mnoznie, a wzér a . 1 = (a + b)
(a + b’) = a wyraza podstawowa wlasno$¢ zespolow harmo-
nicznych: réwnowazno$¢ iloczynéow (wzgl. sum). elementow
w parach sprzezonych. :

~ To zréznicowanie harmoniczne tresci rodzajowej na dwie
treéei gatunkowe zobrazowuje nam rys. 8 w ten sposob, ze
podaje nam grupe harmoniczna na prostej @, skladajaca sig
z punktéw a +b’, a, a+ b i punktu w nieskoficzono$ci I (=
a-+ d). Odstep a — 1 (=a. 1) jest tu podzielony przez punk-
ty a+ b ia+ b, dzielace go wewnetrznie i zewngtrznie zgod-
nie z prawem grup harmonicznych.

o %

A

Zastanowimy sie teraz blizej nieco w zwiazku z kwestja po-
dziatlu pojeé nad stosunkiem elementu a do elementéw & i b’
Otéz wszelki stosunek a do & i &', przy ktérym zachodzi nie-

zawieranie sie:
b<aib<La

nazywaé bedziemy stosunkiem ,neutralnosci® a wzgledem b i

: - ; b
b’ i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak: b'] a,

tak ze okreflenie tego stosunku neutralnosci bedzie nastepu-

jace:
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. ’
pla=(b L a)+-(b'<a)

W tym stosunku neutralnoSci zawsze pozostaje 0 wzgledem b
i &', albowiem zawsze mamy:

b£01b<Lo.

Zawsze wiec zachodzi stosunek: 0.

y
I dwoiscie: wszelki stosunek a do & i b/, przy ktérym za-

chodzi -

gt b a<b

nazywaé bedziemy stosunkiem ,,dwoistej neutralnosci a wzgle-

dem b i b’ i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak

'b,i>a, tak ze okreSlenie tego stosunku dwoistej neutralno$ci
bedzie nastepujace: '

b
pPa=(a< b)--(a<b’).

W tym stosunku dwoistej neutralnoSci zawsze pozostaje I
wzgledem b i b, albowiem zawsze mamy:

e boy Lids b
Zawsze wiec zachodzi stosunek: bb,DI.

Natura logiczna w mowie bedacych stosunkéw jest nader
prosta i specjalnie wazna, jezeli chodzi o kwestje podzialu
pojeé. Istotnie bowiem to, co nazwaliémy tu stosunkiem neu-
tralnodci, nie jest niczem innem, jak stosunkiem rodzaju (tre-
$ciowego) a do réznic gatunkowych (treSciowych) & i &’. Je-
zeli bowiem ani pojecie b nie zawiera si¢, a wiec i nie wynika
z a, ani tez pojecie b’ nie zawiera si¢, a wiec i nie wynika z a,
znaczy to, ze a nie sklania si¢ koniecznie ani ku b, ani ku &/,
jest wzgledem b 1 &’ neutralne i moze z niemi, jako z rézni-
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cami gatunkowemi, utworzy¢ dwa gatunki (tre$ciowe) atb i
arh.

Rozumiemy, ze nie wszelkie & 1 b’ w stosunku do danego a
pelnié moga funkcje réznic gatunkowych i tworzyé z niem od-
~ powiednie gatunki. Tak np. pojecie $miertelny () 1 nieSmier-

telny (b’) nie beda réznicami gatunkowemi w stosunku do po-

jecia czlowiek (@), albowiem pojecie to sklania sie ku b, nie za-
chowujac stosunku neutralno$ci miedzy & 1 &’; tutaj b < q,

b
niema wiec stosunku b’]a i odpowiednio do tego niema dwoch -

gatunkow: a-+b i a+¥’, lecz czlowiek jest zawsze czlowiekiem
$Smiertelnym (¢ — a-}+b).

Ten zwiazek stosunku neutralnoéci z podzialem dichotomicz-
nym wila$ciwym, t. j. takim, w ktérym mamy dwa czlony po-
dzialu, niezredukowane do jednego, mozemy wyprowadzi¢ §ci-
§le, opierajac si¢ na formule dichotomji 1 naszem okresleniu

stosunku neutralnosci:

b .
Stosunek ten: b;]a =(bd<a)-+ (V'L a) mozemy réwnowaznie

przedstawi¢ w ten sposéb (por. str. 29 wzér I¢ 1 19):

D=6 € @)+t € )= (@b =0 Hlb +0)=[a-}¥ + 1]+

—+ [a-}b=F1].
Jezeli wigc mamy bb,]a, to a-+b'=1 i a+b¥F1, czyli oba czlo-

ny podzialu dichotomicznego pojecia a = (a-5) (a-+0b") istnie-
ja w postaci wlaSciwej, niezredukowanej do I i a nie redukuje
sie ani do @ — a-+b, ani do @ —a--¥’. Jezeli wigc a jest neutral-
‘ne miedzy b i b’, to zachodzi dichotomja wiasciwa, t. j. niezre-
dukowana (i odwrotnie).



— 123 —

Co za$§ dotyczy 0, to wzgledem niego wszelkie & i &’ moga.
pelnié funkcje réznic gatunkowych i tworzy¢ z niem dwa ga-
tunki & 1 &', jako wyniki dichotomji wiasciwej:

0 = (0+b) (0+0b") = bbb,
albowiem zawsze mamy b[flo.

Rozpatrzymy teraz pokrétce nature logiczna stosunku dwoi-
stej neutralnoéci. Najprosciej i najjasniej przedstawi si¢ nam
ten stosunek dwoisty do poprzednio rozpatrzonego, gdy pojmie-
my go jako stosunek rodzaju (zakresowego) a do réznic gatun-
kowych (zakresowych) & i &’. Istotnie, jezeli klasa a nie za--
wiera si¢ ani w klasie b, ani &’ (np. klasa ludzi nie za--
wiera si¢ ani w klasie istot dobrych, ani w klasie istot nie-
dobrych), to klasa @ nie wyrdznia zadnej z dwoch klas & 1 &,
zachowuje wzgledem nich neutralno§¢ dwoista (tutaj znaczy
to: zakresowa) i1 z kazda z nich moze wejs¢ w zwiazek mnoz-
ny, dajacy dwa gatunki klasowe (zakresowe), jako wyniki di-
chotomji wlasciwej. :

Istotnie stosunek: bb,l>a=(a<tb)—+-( a<.b’) mozemy réwnowaznie:
przedstawi¢ w ten sposéb:

b ' >

br(>a = (a<b)-Hab')= (ab’ = 0) + (ab=0).

b
Jezeli wiec mamy z/>a, to czlony dichotomji a=ab+ab"

nie redukuja sie do jednego (albowiem ani ab, ani ab’ nie réw-
naja sie zeru), innemi slowy, mamy tu dichotomj¢ wlasciwa,
w ktérej b 1 b’ pelnig funkcje réznic gatunkowych. :

Co za$ dotyczy 1, to wzgledem niej wszelkie b 1 &’ pelni¢ mo-
ga funkcje réznic gatunkowych i tworzy¢ z nia dwa gatunki
b i b’, jako wyniki dichotomji wilaSciwej:
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L—"l8i btz 1 0be— bt b

albowiem mamy zawsze b,[> i

Jezeli zaréwno stosunek neutralnoéci, jak i stosunek dwoistej
neutralnoéci pojmowaé bedziemy treciowo, to zauwazymy la-
two, ze z prawdziwo$ci jednego z tych stosunkow nie wynika
prawdziwo§¢ drugiego. Natomiast zwiazek migdzy temi stosun-
kami jest nastgpujacy:

Z,]a’= Z,Da (wzgl. Ilj,]a — Z,Da’).
Alboeen Z,] e e e b

b
— >y,

b

Wkonicu przyjrzymy sie geometrycznemu odwzorowaniu sto-
sunkow neutralnosci.

Przedewszystkiem rozpatrzmy geometrycznie na rys. 3 za-

: Z,DI.

Pierwszy z tych stosunkéw logicznych bedzie zobrazowany

: b
‘wsze prawdziwe stosunki: b'] 0

przez stosunek osi bb” — 0 do prostych réwnoleglych b i b" —
a wiec przez stosunek prostopadiosci tej osi do dwdch prostych

réwnoleglych — stad tez nasz symbol tego stosunku: Ilj,]O Drugi

stosunek, stosunek dwoistej neutralnoéci, bedzie w mysél swej
dwoistoéci zobrazowany przez stosunek punktu Znipr na 0si Oaar
do punktéw & i &', a wiec przez polozenie na prostej, bedacej
geometrycznem miejscem punktdéw rownoodleglych od punktéw

b 1b" — stad symbol Z,DI.

Nb<al —(ab—0]—a~bls bl~ia— (abl=—0)—a<h.
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Podobnie stosunek neutralnosci Z,]a bedzie zobrazowany przez
prostopadio$¢ linji prostej @ wzgledem prostych & i &°, za$
dwoisty stosunek Z,Da — przez réwnoodleglo§é punktu a od

punktéw & i b’. Tylko ze te stosunki neutralno$ci miedzy
a 1 b-b’" niezawsze — jak wiemy — s3 prawdziwe, nieza-
wsze a zajmuje neutralne stanowisko wzgledem & i &/, umozli-
wiajac polaczenie dodajne wzgl. mnozne z obydwoma temi ele-
mentami, a wigc wilaSciwa dichotomje elementu a. Moze sie zda-
riyé, ze oba warunki neutralnoéci a wzgledem b1 0’ (b<€aib'<da )
nie s3 spelnione, i ze np. b << a. Wtedy dichotomja a przesta-
je by¢ wlaéciwa 1 redukuje si¢ do @ = a + &), punkt a z polo-
zenia $rodkowego mig¢dzy a + b i a + b’ przechodzi do punktu
a+ b, 1 proéta b, przechodzaca przez punkt @ + b, przechodzi
wlaénie teraz tem samem przez punkt a (czyli & < a)?).

1) (@ =a-+b) =b<<a (por. str. 13 wzér I2).
?) Por. str. 30.



Rozdzial X.

TETRATOMICZNY PODZIAY. HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNE].

Mozemy teraz z innej jeszcze strony rozpatrzeé¢ sprawe har-
monicznych podzialéw logicznych, uwazajac, mianowicie, ele-
menty, wyznaczajace odstep logiczny, juz jako wytwory po-
dzialu. Spdjrzmy z tego punktu widzenia na formuly, ktore
wyrazaja harmoniczng natur¢ podzialéw logicznych:

a—a ] — (atb)la:bl) (5*)
a=a + 0= ab + ab’ (5%1)
a uderzy nas natychmiast, ze obie strony réwnowazno$ci a . I =
= (a-+b) (a+ b’) maja te sama dwuczlonowa budowe, i ze
to samo daje si¢ stwierdzi¢ réwniez o stronach réwnowaznosci
dualnej: @ + 0 = ab + ab’. Utwierdzimy si¢ za$§ jeszcze bar-
dziej w pogladzie na istotne pokrewienstwo natury dwoch stron
naszych réwnowaznodci, jezeli wyrazy a.l (odstep a — 1)
ia-+ 0 (odstep @ — 0) przedstawimy w sposob nastepujacy:
a.l—(at0)(at+1L)
a=0—axl a0

Wtedy bowiem odrazu zobaczymy, ze a.l nie jest ni-
czem innem, jak tylko granicznym przypadkiem (¢ + b)
(a s b') dla b = 0, za§ a + 0 przedstawia graniczny przypa-
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dek ab + ab’ dla b = 1. Jezeli tedy elementy (a + &)1 (a + &)
s3 juz wytworami podzialu, to nic nie stoi juz na przeszkodzie
uwaza¢ roéwniez elementy a 1 I za wytwory podzialu dichoto-
micznego. I to samo stosuje si¢ dualnie do elementéw a i 0
wzoru dualnego. Lecz w takim razie zachodzi pytanie, jaki
element podlega tu tej dwukrotnej dichotomji, co dzielimy tu
tetratomicznie, gdzie jest tu determinandum czy dividendum?

Odpowiedz otrzymamy, zwrociwszy si¢ do wzorow 521 i 5°1.
Kazdy z tych wzoréw opréci czterech elementow, powyzej
przez nas rozpatrywanych a stanowiqcych‘ czworkowe grupy
harmoniczne, zawiera jeszcze element piaty, mianowicie a pro-
ste, jeszcze nierozwiniete, rownowazne iloczynowi a . 1 [wzgl.
a + 0] oraz iloczynowi (a + b) (a + b') [wzgl. ab + ab'].
Otéz to wlasnie a proste rozwija sie tetratomicznie, dwukrot-
nie dzieli si¢ dichotomicznie, jest owem poszukiwanem przez
nas determinandum, wzgl. dividendum. Natychmiast odpozna-
jemy nature geometryczna tego a: to a proste wzoru 521 be-
dzie linja prosta @, podkiadem grupy harmonicznej punktéw:
1,a + b, a, a + b'; za$ a proste wzoru 5°1 bedzie punktem a,
wierzchotkiem peku harmonicznego prostych: 0, ab, a, ab’ i ja-
ko takie wla$nie te a proste beda réwnowazne dwom iloczy-
nom, wzgl. sumom elementow harmonicznie z soba sprzezonych
(por. str. 111—112). Co jednak oznacza logicznie prostota tego
elementu a? Otdéz oznacza ona wiasnie jego naturg jeszcze nie-
okreéloné,, ﬁiezdeterminowana, aktualnie, niezrozniczkowana,
niepodzielona; to niewyznaczone aktualnie @ — linja prosta —
.dwukrotnie sie¢ wyznacza®) jako a . 1i (@ + b) (a + V'), to
znaczy raz jako prosta, przechodzaca przez punkt a i punkt I,
drugi raz jako prosta, przechodzaca przez punkt (¢ + b) i (a +

1) Przez przecigcie linjami 0 i (prosta w nieskonczonosci) oraz linjami b i b/,



= Dy

-+ &’); za$§ niewyznaczony aktualnie, prosty punkt @ dwukrot-
nie si¢ wyznacza®') jako @+ 0 i ab + ab’, to znaczy raz jako
punkt przeciecia prostej @ i prostej 0, drugi raz jako punkt
przecigcia prostej ab 1 prostej ab’. W ten sposob na prostej
a zjawiaja sie¢ jej 4 punkty-determinacje, punkt za$ a przeci-
naja 4 linje-skladniki, wytwory tetratomicznego podziatlu lub
rozwinigcia prostego elementu a. -

Z wzoréw dwoistych dla dichotomji 521 i 5"1 otrzymujemy
natychmiast wzér dwoisty harmonicznego podzialu (rozwinie-
cia) tetratomicznego, iacza‘cy w sobie dwa podzialy dichotomicz-
ne, w postaci nastepujacej: :

a—(a+b).(a+b).a.1 V3
a=ab —abs a0 (Vb
lub tez w postaci pelniejszej:
a=(a+b)(a+¥)(at0)(at1) (V)
a—ab +ab +a:1+ a.0 (V1)
Wreszcie w postaci najbardziej pelnej: : '
a=(a+b)(at b)(a+bb)(atb+ V) (V)
a—ab -+ abl+a.(b+b)+ a.bb (Vb)

Niechaj @ bedzie tu tre§é: ,,czlowiek®, b — tre§é: ,,do-
bry*, &’ — tre§¢ biegunowa: ,,zty*. Wtedy wzoér V?: bedzie zna-
czyl: czlowiek jest albo ,,czlowiekiem dobrym®, albo ,,czlowie-
kiem zitym®, albo ,,cztowiekiem dobrym lub zlym®, albo ,,czlo-
wiekiem dobrym i zlym®. Dwie ostatnie mozliwo$ci wymaga-
ja blizszych wyja$nien. A wigc przedewszystkiem, co to jest
,»czlowiek dobry lub zty“? Otéz jest to czlowiek o charakterze
moralnym jednoznacznie niewyznaczonym (,,albo’), zmiennym,
chwiejnym, wahajacym si¢ to w te, to w tamte strong, wyste-
pujacym badz w tej, badz w innej postaci. Natomiast czlo-

1) Pizez polaczenie z punktami I i 0 oraz punktami & ib'.
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wiek, ktorego charakter jednoczy w sobie prrzeciwne wyzna-
czenia dobra i zla (,,czlowiek dobry i zly*) w tej swojej supra-
determinécji moralnej, oznaczajacej zrdwnowazenie (zneutra-
lizowanie, zobojetnienie) przeciwnych tendencyj moralnych, jest
juz wyprowadzony poza obrab wlaéciwej moralnobci, jest czlo-
wiekiem, stojacym poza dobrem i zlem na tej granicy, gdzie
nie dochodza juz do glosu zneutralizowane przeciwne tenden-
cje moralne?). Tak wigc tetratomja logiczna pojecia ,,czlo-
wiek® ze wzgledu na jego charakter morah;y przedstawia sig
w tej postaci: czlowiek jest albo dobry, albo zly, albo waha-
jacy si¢ migdzy dobrem i zlem, albo poza dobrem i zlem sto-
jacy — 1 te cztery jego gatunki przedstawiaja, jak wiemy, har-
moniczna grupg logiczna.

Wszystko, coSmy dotychczas méwili o podziale elementu a,
daje si¢ mutatis mutandis przenie$¢ na podzial elementu 0,
: wzgl. jego dwoistoéci — elementu 1. '

I tutaj mie¢ bedziemy:

2 = 0 . 1 = ad’ (harmoniczny podzial dichotomiczny)
0. = a.d’.0 .1 (harmoniczny podzial tetratomiczny) (A)

oraz dwoiscie:

) Te zneutralizowane tendencje sa tendencjami przeciwnemi, biegunowemi
wzgledem siebie, lecz nie sprzecznemi z soba, t. j. negatywnemi w znaczeniu
prywacji (por. str. 79). Ich polaczenie, prowadzace do ich neutralizacji, jest
réwnowazne brakowi tych tendencyj, bezjakoiciowosci, jezeli o nie chodzi,
co stanie sie dla nas bezpoérednio oczywiste, jezeli elementy biegunowe b i’
pojmowaé bedziemy nie jako element podstawowy i jego biegun (por. str. 80),
lecz jako dwoistoéci tych elementéw, jako negacje bieguna (b’) i negacje ele-
mentu podstawowego (), a wiec nie jako punkty, lecz wlaénie jako proste, laczace
si¢ w punkcie 7. Wtedy istotnie pojecie I = (b')'--(b)! wykaze brak wszelkich
w gre wchodzacych jakoéci, brak (negacje) nietylko jakoSci b, lecz i b'. W ten
sposéb brzmiace paradoksalnie pojecie ,,czlowick dobry i zly® moze by¢ réwno-
waznie zastapione przez pojecie: ,,czlowiek ani dobry, ani ziy“.
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Loty = 140 = a-}a’ (harmoniczny podzial dichotomiczny)
lata = a{-a’-}1-}+0 (harmoniczny podzial tetratomiczny) (B)
Jezeli teraz, idac za przykladem dopiero co wspomnianych
zdwojonych dichotomij, chcieliby$émy rozwinaé nasza jednowy-
miarowa tetratomj¢ harmoniczna przei podzial tetratomiczny
kazdego jej elementu, wtedy wyszlibyémy na plaszczyzne
i otrzymaliby§my nastepujace czworki harmoniczne, czlony po- :
dziatu clementéw linjowych (a, @, 0, 1) [por. rys. 3].

a= (a+b).(a+V).a. Ty

ai—(asth) (a=Fb) <ai L=

Ophie — b= D% 00

I — (a+b)(d+Db’) . (a+V)(d+b). Ioie. lata?)

Skad, podstawiajac w (A), otrzymamy nast¢pujace trzynasto-
elementowe (zredukowane z szesnastoelementowego = 42) roz-
winiecie 0: :

Our=(a-}b). (a-}-b). a . (a'+b) . (d+V). a’. b. b'. 0. [(a-}+b)(a'
b)) . [(a+b") (a’=b)] . Toqur. Latar

I dwoiscie, przez podstawienie w (B) czwérkowych podzialéw
harmonicznych punktéw: @, &, 1 1 0, otrzymamy nastepujace
trzynastoelementowe rozwinigcie 1:

Loty = ab-t+ab'tata'b+t-a'b'+a'+-b-+b"—H1-+ [ab+a'b' [+

—+ab’+a'b]-+-0py—+ O :

Jak widzimy: wszystkie elementy — w liczbie 26 — pla-
szczyzny kategorjalnej mozemy otrzymaé przez dwukrotna te-
tratomje harmoniczng 0 i I, przyczem rozwinigcie 0, jako osi,
da nam 138 punktéw tej plaszczyzny, rozwiniecie za§ dualne 1,

1) Por. czwérke 13a na str. 108. W niniejszym rozdziale elementy sprze-
zone czworek harmonicznych piszemy jeden po drugim, jako nalezace do
tej samej dichotomji.
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jako punktu w nieskonczonosci, da nam jej 13 linij prostych
(por. str. 72).

Widzimy tu zasadnicza réznice, jaka zachodzi miedzy podzia-
fem dichotomicznym a tetratomicznym ze wzgledu na ich zu- .
pelno$§é: podczas gdy podwoéjna dichotomja zera oraz jednoSci
daje nam tylko 22 + 2% — 8 elementéw plaszczyzny kategorjal-
nej, podwojna tetratomja zera oraz jednosci wyczerptije calos¢
tej plaszczyzny (42+4-42=32, zredukowane do 26 naskutek
czterokrotnego powtarzania si¢ elementu Zajari0Oatar)?).

) Nasuwa sie tu kwestja: w jaki sposéb juz podzial dichotomiczny po-
jecia (np. pojecia ,,czlowiek’) moze byé uwazany za zupelny. Otéz upraw-
nione jest to tylko wtedy, gdy jego czlon negatywny (np. ,czlowiek nie-
dobry*) oznacza ogél istot, do ktérych natury nie nalezy dobroé (ludzie,
ktérzy nie sa zawsze dobrzy), nie za$§ ogél istot, do ktérych natury nalezy
niedobroé (ztos§é¢) (ludzie, ktérzy nigdy nie sa dobrzy = ktérzy zawsze sa
niedobrzy). W tym ostatnim przypadku dichotomiczny podzial oczywisciz
bedzie niewyczerpujacy: miedzy ludZmi ,,zawsze dobrymi® i ,zawsze niedo-
brymi* (;,zawsze zlymi“) znajda sie jeszcze grupy poSrednie, podobnie jak
migdzy dwoma sadami przeciwnemi 4 i E.

-



Riozdzial XI
PROPORCJA (ANALOGJA) LOGICZNA.

Do dziedziny logiki daje si¢ przenie$¢ poza pojeciem harmo-
nji réwniez pojecie proporcjonalno$ci po odczyszczeniu go od
momentéw iloSciowych. Daje sie¢ to uczyni¢ latwo, gdyz pro-
porcja, jako taka, posiada charakter wybitnie jakoSciowy, ktory
moze si¢ tylko, lecz nie musi, \‘viazaé z pierwiastkiem 1ilo$cio-
wym. Wedlug Euklidesa (ks. VII, def. 20) cztery liczby two-
rza, proporcje (sa liczbami proporcjonalnemi, apuwrpol avdloyor)
jezeli pierwsza i trzecia mozemy otrzymaé, mnozac (lub dzie-
lac) druga 1 czwartg przez tg sama liczbe calkowita. Wobec te-
go za$, ze ta liczba catkowita bedzie tem, co nazywamy stosun-
kiem liczby pierwszej do drugiej i trzeciej do czwartej, wigc
okre$lenie powyzsze jest réwnowazne z okreSleniem proporcji
liczbowej, jako réwnosci dwéch liczbowych stosunkéw. Jezeli
teraz w pierwszem okre§leniu, zamiast méwié o mnozeniu dru-
glego 1 czwartego czlona proporcji przez t¢ sama liczbg, mo-
wi¢ bedziemy o mnozeniu logicznem przez ten sam element
jako§ciowy drugiego i czwartego czlona (jakoSciowego) dla
otrzymania pierwszego i trzeciego czlona (réwniez jakoSciowe-
go), wtedy otrzymamy okreslenie proporcji jakoSciowej, logicz-
nej, przytem proporcji logicznej mnoznej (odpowiadajacej licz-
bowej proporcji geometrycznej). W podobny sposob okre§limy

-
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przy pomocy dodawania logicznego proporcj¢ logiczna dodaj-
na (odpowiadajaca liczbowej proporcji arytmetycznej). Te
okreslenia dwéch rodzajow proporcji (analogji) logicznej beda,
oczywiscie, rownowazne z okre$leniem jej jako tozsamosci dwéch
stosunkéw logicznych (jako$ciowych) ), wyrazonych przez od-
powiedni element logiczny (ten, ktéry w sposéb dodajny lub
mnozny przeksztalca czlon drugi i czwarty na pierwszy i trze-
ci). Podczas gdy proporcja liczbowa byla tozsamo$cia dwodch
stosunkéw liczbowych czyli ,,analogja* iloSciowa, proporcja
logiczna, jako tozsamo§¢ dwoch stosunkéw jako$ciowych, oka-
zuje si¢ analogja jakoSciowa, czyli analogja we wiaSciwem
- tego slowa znaczeniu. Ten jej charakter specjalnie wyrainie
si¢ zaznacza, gdy powyzej podane okreslenie proporcji logicz-
nej wyrazimy w ten sposob: czlon pierwszy proporcji tak po-
wstaje z drugiego przez dodawanie lub mnozenie logiczne,
jak trzeci z czwartego. Widzimy, ze tak pojeta proporcja lo-
giczna posiada wybitnie genetyczny charakter.

- WeZmy czwoérke elementéw logicznych: a + b, a, b, 0. Czy
tworza one proporcje logiczna dodajna:

(a+b)—a=b—0.

Istotnie tworza te cztery elementy proporcje logiczna, gdyz
czlon trzeci (b) powstaje z czwartego (0) przez dodanie logicz-
ne elementu b, i w ten sam sposéb przez dodanie logiczne
elementu b powstaje czlon pierwszy (a-+b) z drugiego (a).

Tak samo rzecz si¢ przedstawia z czworka elementéw dwoi-
stych wzgledem poprzednich: ab, a, b, 1, i one réwniez tworza
proporcje logicznag — tym razem mnozna:

abra=0b:1,

1) Najogélniejsze za$§ pojecie proporcji, obejmujace proporcje zaréwno
iloSciowa, jak i jakoSciowa, bedzie dane przez okrelenie jej, jako toz-
samoéci dwdch stosunkéw wogbéle (por. odn, drugi na str. 135).
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albowiem piérwszy czlon jej tak powstaje z drugiego, jak
trzeci z czwartego, mianowicie zapomoca pomnozenia przez

b%).

Podobnie jak proporcje algebry zwyklej daja si¢ zobrazo-
wacé geometrycznie, tak samo i proporcje logiczne czyli pro-
porcje algebry jakosci. Spdjrzmy na obraz plaszczyzny lo-
gicznej, a przekonamy si¢ o tem przedewszystkiem, jezeli
chodzi o powyzsza proporcje logiczna dodajna. Mianowicie:
punkt & powstal z prostej 0 (0§ Owv) przez przecigcie jej pro-
sta b, 1 w ten sam sposéb powstal punkt @ + b z prostej a: tez
przecia¢ ja nalezalo w tym celu prosta b. W proporcji wiegc
dodajnej logiczno-geometrycznej: (a + b) — a = b — 0 czlony
a-+bib beda to punkty-wytwory z dwéch drugich czlonéw
linij prostych a i 0 przy pomocy prostej b (wartosci stosun-
ku).

Podobnie rzecz si¢ przedstawia z obrazem geometrycznym
proporcji logicznej mnoznej, dwoistej do powyzszej dodaj-
nej. Prosta b powstala z punktu -/ (punkt w nieskonczonosci
Ipy) przez polaczenie tego punktu z punktem b, i w ten sam
sposéb powstala prosta ab z punktu a: tez polaczyé go nale-
zalo w tym celu z punktem b. W proporcji wiec mnoznej
logiczno-geometrycznej ab : a = b : 1 czlony ab i b beda to
linje proste-wytwory z dwoéch drugich czlonow punkiéw a 1 1
przy pomocy punktu b (wartosci stosunku).

Musimy teraz zwrdcié uwage na to, ze stosunki: ,,(a+b)—a*
i ,.ab:a nie sa jednoznacznie wyznaczone, gdyz nie jeden,

1) Powyzsze elementarne proporcje logiczne, ktérych pierwszym czlo-
nem jest suma wzgl. iloczyn logiczny drugiego i trzeciego czlonu, czwar-
tym za§ logiczne 0 wzgl. I, sa analogonem proporcyj arytmetycznych.

okre$lajacych sume¢ wzgl. iloczyn arytmetyczny, np.: 8 (= 8+ 5) — 8 = 5 —
— 0-lub 15 (=38 .5):3 =5:1.
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lecz wiecej elementéw spetnia warunek: x + e = a -+ b lub
xa = ab. .

Z tego wigc wzgledu nalezy przy proporcji podawaé stosunek
(warto$¢ stosunku), ktéry sprawdza proporcje i o ktéry w da-
nym przypadku chodzi.

Tak wiec pisaé nalezy:

(a+b) —a=b— 0 (D =b)?
ab ca— b 1(0=—0b)
Jezeli teraz zapytamy, w jakim zwiazku pozostaja te nowe

(13

stosunki, oznaczone znakiem i ,»— do stosunku ,,<<%, to
odpowiedz nie bedzie trudna, o ile tylko uSwiadomimy sobie,
ze stosunek x : y posiada taka warto$¢, ktéra pomnozona lo-
gicznie przez y daje x, za$ stosunek x — y taka, ktéra dodana
do y daje x. Z tego okazuje sie, ze w stosunku x : y jest x
mniejsze od y, w stosunku za§ x — y jest x wieksze od y, czy-
li, innemi slowy, w pierwszym przypadku mamy stosunek
x <y, w drugim za§ x > y. Tak ze proporcje powyzsze mozna
byloby réwniez pisaé w ten sposob:
atb>a—>0b > 0(D=10)
ab=<a— b <1(0—0)

Nawias, towarzyszacy réwnosci, wystarczy do poinformowa-
nia o znaczeniu, jakie posiada tu znak =, i zabezpieczy przed
mieszaniem proporcji logicfhej, jako tozsamosci (réwnowarto-
§ci) 2) dwoch stosunkdw, z réwnowaznoScia dwoch stosunkow,
t. j. z ich wzajemnem wynikaniem.

1) Zamiast D = b mozemy pisaé wprost (+ b), zamiast Q = b wprost

(X ).
2) Méwilimy tu niejednokrotnie o proporcji logicznej, jako tozsamoéci
dwéch stosunkéw jakoSciowych. Postaramy sie teraz — w mysl wywodow

rozdzialu 8-go tomu I-go — blizej sprecyzowaé to pojecie tozsamoSci stosun-
kéw, jak réwniez i odrebno$ci elementéw w proporcji logicznej. Istotnie,
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Weimy teraz pod uwage proporcj¢ bardziej ogélnej na-
tury:
ab:a=20b:a+b(Xb)

Przedewszystkiem wskazuje nam ona — jak tego zreszta
mozna bylo si¢ spodziewaé, znajac wlasno$ci dodawania
i mnozenia logicznego — ze trzy czlony proporcji logicznej
nie wyznaczaja jednoznacznie czwartego, nawet przy tej sa-
mej wartoéci stosunku, ktory w nich wystepuje. Przed chwila
bowiem mieli§my proporcje o tych samych, co teraz, trzech
czlonach, czwartym za$ odmiennym, mianowicie proporcjg:

ab: a = b : 1 przy Q réwniez — b.

jak si¢ tego nalezalo spodziewaé, i w proporcji o elementach logicznych czy
topologicznych odnajdujemy dwa momenty: kategorjalno$¢ i substratowo$¢,
przytem zaréwno, jezeli chodzi o stosunki, jak i o elementy proporcji (ana-
logji) logiczne;.

Weimy np. proporcjg:

(a+b) —a=b—0(+b)

dla uproszczenia za§ jej obrazu geometrycznego przyjmijmy, ze wszystkie
jej elementy sa punktami (rys. 3). Jej czlony analogiczne, punkty a-+b i b,
maja wspolny element — prosta b i podobnie jej czlony analogiczne, punk-
ty a i 0, maja wspdlny element — prosta 0. Otéz te proste b i 0 (—aa’) beda
to clementy kategorjalne, ktére si¢ réznicuja przy pomocy réinych substra-
téw - prostych a i 0 (= bb’), tworzac dwie pary punktow analogicznych:
a+biboraz ai 0. W ten sposéb w elementach analogicznych naszej ana-
logji logicznej widzimy wyraznie skladajace je momenty tozsamoSciowe
(kategorjalne) i rézno$ciowe (substratowe). I podobnie ma si¢ sprawa sto-
sunkéw w analogji logicznej. Stosunki: (a+b do @) i (b do 0) przedstawia-
ja w istocie rzeczy ten sam kategorjalny stosunek & do 0 (stosunck miedzy
prostemi kategorjalnemi b i 0), tylko ze raz skonkretyzowany w postaci sto-
sunku punktéw w substracie a, drugi za$§ raz w stosunku punktéw w sub-
stracie 0. Tak wiec to, co w skrdceniu nazywamy tozsamoScia stosunkéw,
w analogji logicznej, §cifle rzecz biorac, okazuje sie ich izokategorjalnoScia
przy odrebnoéci substratow.

W przypadku, gdy elementy analogiczne bgda linjami prostemi, ich ele-
mentami kategorjalnemi beda punkty, w ktérych te proste tkwia, jako skiad-
niki — por. nizej o analogji dwoistej (analogji skladnikéw), dodatek B.
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Rzecza interesujaca bedzie przeSledzié geometrycznie, jak
dwie proporcje powyzej przez nas wzmiankowane:

(1) dodajna: (@ + b) —a=0b — 0 [+ b]

(2) mnozna: ab : a = b : 1 [Xb] -
przechodza przez zamiang 0 na ab i I na at+b w proporcje, .
jedna dodajna, druga mnozng o tych samych algebraicznie
elementach (tylko w innym porzadku):

(I') (atb) — a = b — ab [+ b]

(2%)zab::-a —:b-: a 15 [2<b]

Proporcja dodajna (1), jak pamietamy, przedstawia si¢ prze-

. Chait | [1 + . - .
strzennie w postaci: EI—E—I—?I — wobec tego, ze punkt b moz-
a

na otrzymaé réwniez przez przeciecie prostej b nie z osig 0,
lecz z prosta ab — moze by¢ przeksztalcona na proporcje (1)
s ) ath

o strukturze
. %

braicznie elementach mozemy przeksztalcié proporcj¢ mnozng

Vil :
(2) o postaci %\ , Zwréciwszy uwage na to, Ze prosta b

B Otéi na strukture o tych samych alge-

a - 2
mozna otrzymaé réwniez przez polaczenie punktu b nie z punk-
tem w co-ci (Iptv), lecz z punktem a+b. Wtedy wiasnie otrzy-
mamy mnozna proporcje logiczno-geometryczna o strukturze

b ath

% , przyczem w dziedzinie przestrzennej okaze sig, ze te
a

dwie proporcje (1) i (2’) o pozornie tych samych elementach,
w istocie rzeczy posiadaja elementy dwoiste, albowiem w
pierwsze] proporcji a jest prosta, czlon za$ b jest punktem,
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natomiast w drugiej czlon @ jest punktem, czlon za§ b jest
prosta, poza tem za$§ wykladnik (warto§¢) stosunku w pierwszej -
proporcji przedstawia si¢ pod postacia prostej b, w drugiej
za$§ pod postacia punktu b. Znéw spotykamy sie tu z tem
cickawem zjawiskiem, ze dziedzina przestrzenna ostatecznie
dopiero wykazuje nam nieujawniona calkowicie w dziedzinie
algebraicznej dwoisto§¢. Widzimy, jak przestawienie termi-
now krancowych wiaze sie tu ze zmiana charakteru propor-
cji (z dodajnego na mnozny), ta za§ zmiana wyraza sie w zmia-
nie elementéw proporcji na elementy dwoiste.

Proporcja: ab : a = b : a—+ b (X b) jest proporcja bardzo
wybitna, gdyz mamy w niej przeniesiong na grunt jakoScio-
wy t. zw. proporcj¢ muzyczna.

Przez proporcje muzyczna rozumie Si¢ proporcje geome-
tryczna, wiazaca $rednia arytmetyczna i Srednia harmoniczng
elementéw a i b z temi elementami, mianowicie:

a—+b 2ab
Rl b :m

Proporcja ta zawdziecza swa nazwe temu, ze wiaze ona wy-

sokoéci: tonu podstawowego (a), jego oktawy (&), kwinty (kto-

ra jest §érednig harmoniczna tonéw a 1 b czyli E——L—é) oraz

s ; : > : 2
kwarty (ktora jest $rednia harmoniczna tondéw @ i b czyli a—_T_%).
Otéz w proporcji logicznej
ab:a—">b:a+tb[XDb]
natychmiast odpoznamy proporcje muzyczna w jej jakoScio-
wym charakterze, o ile tylko przypomnimy sobie, ze $redniej
arytmetycznej elementéw @ i b odpowiada w dziedzinie lo-
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giki iloczyn logiczny tych element6w, $redniej za§ harmo-

nicznej — ich suma logiczna.

Pomijajac tu wywdd systematyczny wlasno$ci proporeyj lo-
gicznych, zatrzymamy si¢ jedynie na tej ich elementarnej wia-
§ciwosci, ktéra polega na tem, ze suma logiczna wyrazéw kran-
cowyﬁh w proporcji logicznej dodajnej (wzgl. iloczyn logicz-
ny tych wyrazéw w proporcji mnoznej) jest réwnowazna su-
mie logicznej (wzgl. iloczynowi logicznemu) jej wyrazow $rod-
kowych.

‘Wiaéciwo$éé ta wynika natychmiast z okre§lenia proporcji
logicznej, jako takiego zespolu 4 czlonéw, w ktérym czlon
pierwszy tak powstaje z drugiego przez dodawanie lub mno-
zenie logiczne, jak trzeci z czwartego.

Niechaj cztery elementy" xi, y;, %., J. stanowig proporcje.
logiczna dodajng i niech x, powstaje z y, oraz x, z ), przez.
dodanie logiczne elementu a.

Wtedy:
G —yba
X; — Yt a

X By, =y baxy,—Vitw ta—y x cbdd
I analogicznie dla twierdzenia o réwnowaznosci iloczynow:
wyrazéw $rodkowych i krancowych w proporcji logicznej
mnozne;j. Mianowicie niechaj cztery elementy x;, i, X, Y.
stanowia proporcje logiczng mnozng i niech x, powstaje z ¥,
oraz x, z ¥, dzieki pomnozeniu logicznemu przez element a.

Wtedy:
X =nXa
Xy —y, N a

X — Y g Yy — iy, a—yx c.bhod d
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Przytem — w przeciwiefistwie do proporcyj ilo§ciowych —
z réwnoéci (rébwnowaznoéci) sumy logicznej, wzgl. iloczynu, wy-
razow §$rodkowych i krancowych nie wynika bynajmniej, ze
taka czwérka wyrazéw tworzy: proporcje logiczna (przyktad -
mizej).

Ta wlasno§é réwnowaznosci sumy logicznej, wzgl. iloczynu
logicznego, elementéw $rodkowych i krancowych, stanowia-
cych proporcje logiczna, zbliza czwérke logicznych elementow
proporcjonalnych do znanej nam juz czworki logicznych ele-
mentéw harmonicznych. Albowiem i w grupie harmonicznej
sumy logiczne, wzgl. iloczyny logiczne, elementéw harmonicz-
nie sprzezonych sa sobie réwnowazne. Zachodzi wobec tego
pytanie, czy wszelka czwérka logicznych elementow propor-
cjonalnych stanowi czwoérke harmoniczna, i czy . wszelka
- czworka harmoniczna przedstawia proporcje?

Otéz, gdyby réwnowazno$§¢ sum logicznych, wzgl. iloczy-
néw, elementéw dwéch par stanowila juz o proporcjonalnosci
tych elementdw, to wszelka czwérka harmoniczna, jako ze po-
siada te wlasno$¢ réwnowaznoéci sum, wzgl. iloczynéw lo-
gicznych, bylaby rowniez czwérka proporcjonalna; podobnie,
gdyby wspomniana réwnowazno§¢ stanowila juz o harmo-
niczno$ci grupy tych elementéw, to wszelka czworka propor-
cjonalnych elementéw, jako ze t¢ wlasno§¢ réwnowaznosci
posiada, bytaby juz tem samem czwérka harmoniczna. Wtedy
wiec wszelka proporcja przedstawialaby grupe harmonicznych
-elementéw, i odwrotnie. Ale tak nie jest. Wiemy bowiem, ze -
ta wlasno$¢é réwnowazno$ci sum logicznych, wzgl. iloczynéw,
dwéch par elementéw skojarzonych nie wystarcza do nada-
nia czwérce elementéw charakteru harmonicznoéci (por. str. -
114), podobnie jak nie wystarcza do nadania jej charakteru
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proporcjonalno$ci. To za§ -znaczy, ze z proporcjonalnoSci
czworki elementéw nie wynika ich harmoniczno$é, ani z ich
harmoniczno$ci — proporcjonalnos¢. Nie znaczy to jednak,.
oczywiscie, ze wogoble niema zespoléw czwoérkowych réwno-
cze$nie proporcjonalnych i harmonicznych. :

Wezmy pare przykladéw, ilustrujacych wyzej oméwione
stosunki miedzy proporcja logiczna a logiczna grupa harmo-
niczng. A wigc np. grupe harmoniczna 10a ze str. 107:

(askb)(a=t-b). a; a + b, b,
grupe¢ 4 punktow o podkladzie ab.

Otéz iloczyny ich elementow sprze¢zonych sa sobie réwno-
“waine [(@+b)(a+¥) X (a+b) = a X b], jednakie te:
dwie pary elementéw nie stanowia proporcji, nieprawda bo-
wiem jest, ze:

(@+b)(a+¥) :a=25b:atb

Natomiast cztery elementy ab, a, b, a + b stanowia znana
nam proporcje logiczng (muzyczng):

abra=0b:a+b[Xb]

lecz chociaz mamy tu: ab X (a+b) = a X b, jednakie ta
czwérka elementéw nie stanowi grupy harmonicznej, albo-
wiem element, stanowiacy pare¢ z elementem a+-b, nie jest tu
elementem granicznyrh, nie jest (d+0b)(a+b’), lecz jest ab.
Z drugiej jednak strony moga istnie¢ czworki elementéw,
laczace w sobie zaréwno cechy harmonicznoéci, jak 1 pro-
porcjonalnoéci. Np. grupa punktéw (5a ze str. 107):

1, a0, d

jest nietylko grupa harmoniczna, lecz réwniez przedstawia:
proporcje, albowiem & tak powstaje z I, jak 0 z @, mianowicie
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przez X @. W ten sposéb dwie powyzsze pary elementéw har-
. monicznie sprz¢zonych stanowia, istotnie, proporcje:
0:a=d :1[Xd] lubinaczejl <a=da <1 [Xd]
Podobnie stanowia proporcje¢ wszystkie czwérki harmonicz-
ne, lezace na prostych, réwnoleglych do osi poziomo-piono-
wych (la—6a), i czwoérki do nich dwoiste (1b—6b).









Rozdzial XIb

LOGIKA GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNA
A ARYTMETYKA.

Architektonike logiczng odnajdujemy réwniez w dziedzinie
arytmetycznej, w dziedzinie liczb, ktéra zwykle uchodzi za te-
ren obcy wszelkim jakoSciowym zwiazkom. Otéz na przykla-
dzie trzech pitagorejskich §rednich — éredniej arytmetycznej,
harmonicznej i1 geometrycznej — postaramy si¢ wykaza¢, w jak
wysokim stopniu struktury logiczne przenikaja $wiat arytme-
tyczny, odwzorowujac si¢ w tym S$wiecie m. in. w postaci
wspomnianych trzech $rednich. Ujawni si¢ logiczna natura
tych trzech podstawowych zwiazkéow arytmetycznych, i zjawi
si¢ mozliwo$¢ wykrycia pewnych nieznanych dotychczas sto-
sunkéw, zachodzacych miedzy niemi, przez uSwiadomienie so-
bie tych struktur jakoSciowych, ktérych sa one wyrazem.

Kwestje te poruszyliémy juz w tomie I-ym ,,Architektoniki
§wiata‘ (por. tam str. 90—94). Obecnie zajmiemy si¢ nig blizej
nieco i gruntowniej. Wiemy juz (por. przedewszystkiem str. 100
i 101 obecnego tomu), ze §rednia arytmetyczna odwzorowuje ilo-
czyn logiczny, $rednia za§ harmoniczna — logiczng sume. Musi-
my jednak uprzytomnié sobie teraz, ze to odwzorowanie nie jest
bezwzgledne, lecz jest poddane pewnym warunkom. '
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- Nie mozna go stosowaé¢ wtedy np., gdy chcemy zarytmety-
zowaé zwiazek logiczny, wyrazajacy réwnowaznoé migdzy
sumg (wzgl. iloczynem logicznym) 1 jednym ze skladnikéw
tej sumy (wzgl. iloczynu), powiedzmy zwiazek (niezawsze zresz-
ta zachodzacy) a = a -+ b, albowiem $rednia harmoniczna
(wzgl. érednia arytmetyczna) dwoéch réznych liczb nigdy nie
moze byé réwna jednej z tych liczb. Jezeli wiec mamy jaki-
kolwiek wzoér logiczny, wyrazajacy réwnowazno§é elementu
prostego z pewna funkcja elementéw, w skiad ktérych wcho-
dzi dany element prosty, to w mowie bedace odwzorowanie
tego wzoru wtedy tylko da sie¢ przeprowadzié, gdy wylaczone
zostana przypadki, sprowadzajace dany wzor do typu ¢ — a +
<+ b, wzgl..a — ab.

Jezeli np. chcemy w sposob powyzszy odwzorowaé arytme-
tycznie zasade dichotomji:

: = (atb)(at V)

to uczynié¢ to mozemy tylko pod tym warunkiem, ze b < a
15’ <« a. Warunek ten bowiem jest réwnowazny temu, ze a+b’
& lia+b =+ I (por. wzér 14 na str. 29), co zabezpiecza za-
sade powyzsza przed redukcja do postaci, niedajacych sig
w omawiany sposob zarytmetyzowac.

Analogicznie warunek zarytmetyzowania zasady dlchotom_]x
dwoistej wzgledem poprzedniej: ‘

a — ab + ab’

bedzie polegal na tem, by a << b1 @ € &/, to za$ Jest réwno-
wazne temu, by ab’ = 0 i ab & 0 (por. wzér I¢ na str. 29).
Wtedy zasada @ = ab + ab’ zabezpieczona jest przed reduk-
cja do postaci a — ab wzgl. a — ab’, niedajacych si¢ w oma-
wiahy sposOb zarytmetyzowad.

Powyizsze warunki, ktérym podlega zarytmetyzowanie lo-
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gicznych wzoréw dichotomji, nie sa wiec niczem innem, jak
warunkami, zabezpieczajacemi normalnosé dichotomji, jej
dwuczlonowo$¢, i sprowadzaja si¢ one — jak to sobie przy-
pominamy (por. str. 120—125) — do tego, by @ znajdowalo sie
w stosunku neutralnoS$ci wzgledem & 1 &” [je§li chodzi o wzbr:
a = (a+b)(a+ b')] wzgl. w stosunku dwoistej neutralno-
§ci [jezeli chodzi o wzér: @ = ab -+ ab’]. Te za$ stosunki neu-
tralnoéci okresliliémy wlaénie w ten sposéb:

pierwszy: 2 Ja = (b £ -/ < o)

drugi: Z,|>a= (a<b)H(akb’) = (b’ <€ @)+ (bka)) = Z,]a’.

Jezeli teraz zdotamy w dziedzinie liczb odpoznaé ten stosu-
nek logiczno-geometryczny neutralnoSci, jezeli zdoltamy prze-
tlomaczyé go na jezyk arytmetyczny, tak jak przetlomaczy-
liSmy na ten jezyk pojecia sumy i iloczynu logicznego, to od-
wzorowaniu arytmetycznemu zasad dichotomji nic juz na.
przeszkodzie staé nie bedzie.

Azeby odpoznaé¢ w dziedzinie arytmetycznej stosunek lo-
giczny neutralnosci, musimy dobrze u§wiadomié sobie jego
najogéblniejsza nature, polegajaca na tem, ze element a nie
sklania si¢ ani ku elementowi &, ani ku odwrotno$ci (negacji)
b, elementowi &, Ze zajmuje miedzy niemi neutralne wlasnie,
Srodkowe, $rednie miejsce. Nasuwa sie tu natychmiast mysl,
ze ten element a, neutralny miedzy elementami & 1 &/, przed-
stawia si¢ w dziedzinie liczb w postaci jakiej$ sredniej migdzy
dwiema liczbami. Lecz jakiej $redniej?

Srednia arytmetyczna odwzorowuje juz sume logiczna, §red-
nia harmoniczna — iloézyn logiczny, 1 dla odwzorowania ele-
mentu neutralnego pozostaje tylko Srednia geometryczna. Je-
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zeli jednak tak jest w istocie rzeczy, to §rednia geometryczna
bedzie odwzorowywala nietylko stosunek neutralno$ci pro-
stej, lecz 1 dwoistej. Elementy bowiem b i b’ sa wzgledem sie-
bie w stosunku negacji, ich odpowiedniki arytmetyczne sa
wiec wzgledem siebie w stosunku odwrotnoéci (por. str. 100),
!

b’

Ta sama jednak I odwzorowuje nietylko element a lecz

i Srcdnia, geometryczng migdzy niemi bedzie 1 ( bl —-1:

1 negacje a czyli element ', albowiem odwrotno$cig I jest %

= 1. A wiec frednia geometryczna migdzy dwiema odwrotno-

Sciami (bl b,)odwzorowuje nietylko stosunek Z,]a, lecz 1 sto-

sunek @, ktéry jest réwnowazny — jak juz wiemy — dwoi-

b
]
stej neutralnoéci elementu @ wzgledem & 1 &/, t. j. b,Da.

Teraz mozemy juz przeprowadzxc odwzorowanie arytme-
tyczne zasad dichotomji, positkujac si¢ naszym stowniczkiem:

logiczny iloczyn — $rednia arytmetyczna,
logiczna suma — srednia harmoniczna,
logiczna §rednia neutralna — $rednia geometryczna,

pamietajac przytem o warunkach, ktérym czyni¢ muszg zado$¢
wystepujace tu elementy.

Otrzymamy pewne — dotychczas nieznane — zwiazki Iaczace
8 $rednie arytmetyczne, ktére daja si¢ sformulowaé w nastgpu-

jacych 8 twierdzeniach ).
; ; : 1 S :

1) 'W twierdzeniach tych zamiast clcmcntu—b—{odpowxadajacego elementowi lo-

giczncmu b’) wystepowaé moze element ogélnicjszy w postaci ¢, tak ze dla

-I;- bedziemy micli poszczegélny przypadek tych twierdzen ( patrz nizej).
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Twierdzenie I.

Jezeli a jest $rednig geometryczng miedzy b i ¢ (bc = a?),
to $rednia arytmetyczna ze érednich harmonicznych z a i &
oraz a i ¢ jest réwna a (tw. I a), i odwrotnie (tw. IB)

Twierdzenie 11 (dwoiste do I).

Jezeli a jest §rednia geometryczng miedzy b i ¢ (be = a2),
to $rednia harmoniczna ze $rednich arytmetycznych z a i b
oraz @ 1 ¢ jest rowna a (tw. II2), i odwrotnie (tw. II §).

Twierdzenie 111 (wniosek z tw. I i II).

Jezeli a jest §rednia geometryczna miedzy & i ¢ (bc = a2),
to érednia arytmetyczna ze $rednich harmonicznych z a i &
oraz a i ¢ jest réwna $redniej harmonicznej ze $rednich aryt-
metycznych z powyzszych elementéw (tw. III @), i odwrotnie
(tw. III B). :

Dowéd twierdzenia I.
gab
a+b

a) Hypy—ér.harm. z ai b= s Ay = §r. arytm. z aib=ajb
2ab
+
A L afb 't arc e aciis
e 2 a+b 1 atc
_ab(atc)tac(ath) a%b--2abc-+a%
= (a+-b) (a-+-c) ~ a*+abtactbe

= a’b-2a. a’>}a’c
Jezelt be — a%; to A, . Hye = a2+ab—|—ac—|—-}:a2 B

- ai2atibic)
wm c.b. d d

6) A > abf2abctac
) Aty M a*tab+actbc
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a’b+2abc+a*c = a®-a*b-}-a’c-t-abe
abc = a’
bc—a> c:b.did:
Dowdd twierdzenia II.
o ( a-tb ) ( a-tc )
2 2 | (afb)(atc)
atb | atc = atbtatc
2 i 2

d,) HAab sy =

. a*tlabtacta?
2a-+-b-f-c

s _ a&abtactad®  al2atbic)
Jezeli be = a2, to H o — SoFbte e

—aq, c brdid!
_ a~+tabtactbe
B} HAab'Aac i 2a+b+c S ‘
a*+-ab--actbec = 2a’>-F-ab-}-ac
be=a. cebadad:

Dowéd twierdzenia III. -

a) Jezeli bc = a2, to di: Hy—a (lo) 1 Hyy. 4, —a(lla).

A wiec, jezeli bc = a2, to Am,.n,=— Ha;. 4, ¢ badid
= - a®h+2abc+-ad’c  a*tabtactbec
B) Aty o= Htg - i a~-ab+act+bc —  2a+tbtc !

(a*+-ab—-+ac+tbe)* = (a?b-+-2abc+-a’c) (2a-+-b-}+c);
@+ a?b?+ a2+ b?P-2a°h-+2a%c - 2a%be-|-2a2be-+-2abc-+2abi—
= 2a3b-+4a2bc2a3c-+a?h*+2ab*c-+-a®be-+a?be-+2abc®--a2c
a*+-2a%bc+-b*c? = 4a*bc; a*—2a*hbc+-b2°c*=0; (a®—bc)*=0,
' be = a. c. b dod:
Poszczegélny przypadek tych twierdzen otrzymujemy dla

b

1 = : 2 e
¢ = . Wtedy trzy interesujace nas twierdzenia logiczne, do-
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twierdzeniach arytmetycznych.

Twierdzenie logiczne

Jezeli a jest §rednig neutralng
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odwzorowujg si¢ w trzech ponizszych

Twierdzenie arylmelyczne

Jezeli a jest éredniq geome-

miedzy b i &, to tryczng miedzy b i-- b’

1) a = (a}b) (a}b’), gdzie 1) a = Au,.u . 1,1o0dwr.
at+b*F1, a+b'+ 1,1 odwr.

2) a—ab-lab’, gdzie ab=+0, 2) a = Hy, 4, — i odwr.
ab' =F 0, 1 odwr. :

3) (@+b)(atb)=abtabt, O Ayt L=Hpy 4,0,
sdzie (e b)) 1 a0 E1- § Gdwr :

ab=F 0, ab’ =0, 1 odwr.

Widzimy tedy, ze istotnie logiczna $rednia neutralna od-
jako
podobnie jak logiczna $rednia typowa (iloczyn logiczny) od-

wzorowuje si¢ arytmetycznie, $rednia  geometryczna,
wzorowuje si¢ — jak juz o tem wiemy — w postaci $redniej
arytmetycznej, 1 jak logiczna §rednia calo$ciowa (suma logicz-
na) odwzorowuje si¢ w postaci §redniej harmonicznej.
Widzimy tu zastanawiajaca odpowiednioéé miedzy §wiatem
logiki, §wiatem jakoéci i1 §wiatem liczb. Swiat bowiem liczb
okazuje si¢ niepozbawionym jako$ciowego charakteru, jezeli
jego $rednie tak $ciSle odpowiadaja érednim logicznym, ja-
koSciowym. I w arytmetyce wigc mozna moéwié o liczbach,
ktére sa jakgdyby éredniemi typowemi wzgledem innych liczb,
tak
np. jak okolo 2 (Sredniej arytmetycznej dla I i 8) oscy-
2L (—I) 13 — 2+ (-F1); albo tez o liczbach,
stanowiacych calo§ci jakoSciowe innych liczb, te caloéci, ktd-

oscylujacych wokolo nich, jakgdyby je réznicujacych,

luje 1 —
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~re zwiemy S$redniemi harmonicznemi dwoéch liczb; wreszcie
widzimy tam liczby $rednio-geometrycznie proporcjonalne
wzgledem dwoéch liczb, liczby mieprzechylajace si¢ ku zadnej
stronie, liczby realizujace w swym §$wiecie jakosciowa kate-
gorje neutralnoéci. I jezeli w tych Srednich dziedziny aryt-
metycznéj zwréci¢ uwage na te ich jakoSciowa strong, to po-
krewienstwo tych liczb z odpowiedniemi §redniemi pojgcio-
wemi (logicznemi) bedzie tak wyrazne i tak zreszta zado-
kumentowane przez odpowiednio$¢ twierdzen, ktére ich do-
tycza, ze $mialo i $ciéle bedzie mozna zastosowa¢ do nich
nazwe platonska: dptdpot ctgnmzoi — liczby idealne — licz-
by-idee, liczby-pojecia. Podobnie wigc, jak méwimy o geo-
metrji jako$ciowej, méwié mozemy i o arytmetyce jakoSci,
i — jak widzimy — ta arytmetyka jako$ci, tak zreszta jak
i geometrja.~ jako$ci, znajduje sie w najSciflejszym zwiazku
z logika.

Spéjrzmy teraz w zwiazku z powyzszem na nasz podstawo-
wy diagramat logiczny, na nasza charakterystyke geometrycz-
ng (rys. 3). Normalne a zajmuje w niej neutralne pofozenie
wzgledem & i &', podobnie b wzgledem a i a’. Otéz, jak gle-
boka odpowiednio$¢ laczy te logiczna przedstawicielke neu-
tralnoSci z jej odpowiednikiem arytmetycznym, mozemy sig-
przekonaé, rozpatrujac zagadnienie wstawiania dwoch $red-
nich (geometrycznych) proporcjonalnych migdzy dwie dane
liczby — zagadnienie Sci§le zwiazane z t. zw. problemem delij-
skim.

Niechaj a i b beda temi liczbami. Szukamy x i y takich,
aby:

%
|

£ Y
y-:b

<
|
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[Czyli @y = x® i bx =% a wiec ab = xy, skad x® =% i
2= ab?]:

Analogonem logicznem tego zagadnienia bedzie nastepuja-
ce: wstawi¢ dwie S$rednie neutralne miedzy dwa dane ele-
menty logiczne @ i b (wierzchotki wewnetrznego kwadratu).
Szukamy wiec takich elementéw logicznych x i y, aby

el. x byl $rednia neutralng miedzy @ i y, za$

el. y byl $rednig neutralna miedzy x i b.

Te dwa elementy natychmiast odpoznajemy w dwéch po-
zostalych wierzcholkach kwadratu wewnetrznego. Wiemy bo-
wiem, ze normalne &’ przedstawia wiaénie $rednig neutral-
na migdzy a i &, & za$ §rednia neutralna miedzy b’ 1 b, tak ze x
jest to wierzcholek &', y za§ wierzcholek o’

. b’ — Srednia neutralna migdzy a i @, za$
@ — Srednia neutralna miedzy b’ i b.
Poréwnajmy z tem teraz ten sposéb, w jaki Platon — tak

glosi przynajmniej tradycja — rozwiazywal w zwigzku z pro-
_ blematem delijskim to zagadnienie w dziedzinie iloSciowej,
jako wstawienie dwéch $rednich (geometrycznych) proporcjo-
nalnych miedzy dwie dane wielkosci?).

Postepujemy tu tak oto zgodnie z konstrukcja, przypisywa-
na Platonowi?’). Od punktu 0 przecigcia dwoéch prostopa-
dlych osi odktadamy na jednej z nich odcinek wielkosci a do
punktu A, na drugiej — odcinek wielkoSci & do punktu B
(por. rys. 12). Przez punkt B przechodzi bok BC prostokata
BEDC, ktérego drugi bok DE, réwnolegly do BC, przechodzi
przez punkt A, za§ wierzcholek C lezy na osi 04. W pro-

1) Por. M. Cantor. Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, 1880,
tom I, str. 195 oraz A. Herrmann. Das Delische Problem, 1927, str. 43
(Mathem.-physikalische Bibliothek, Nr. 68, Teubner).
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stokacie tym boki BE i CD moga si¢ odpowiednio zwigkszac
lub zmniejszaé, albowiem bok BC jest ruchomy (moze si¢ prze-
suwaé réwnolegle do DE). Teraz obracamy czworokat ten

\ 3 ®
A
b
a
C e o A
i 0
D
Rys. 12.

okolo punktéw B i A, co w zwiazku z przesuwalnos$cia boku
BC pozwoli nam doprowadzi¢ punkt D do polozenia D’ na
osi 0B (punkt za§ C zajmie przytem polozenie C’ na osi 04).
Wtedy 0D’ i 0C’ beda szukanemi $redniemi proporcjonalnemi
x i y, albowiem z tréjkatéw prostokatnych AD'C’ i1 D'C’B
otrzymujemy:
Al — oty
Ky —iniah
Juz rzut oka na powyzsza konstrukcje Platona wystarcza, by
stwierdzi¢ zasadnicze pokrewienstwo w rozwiazaniu porowny-
wanych przez nas zagadnien. Dwie $rednie neutralne wsta-
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wione migdzy dwa wierzcholki kwadratu, lezace na osiach
(por. rys. 8), okazuja si¢ dwoma punktami, z ktérych jeden.
lezy na osi, przechodzacej przez 0 i b, drugi na osi, przecho-
dzacej przez 0 i a; dwie za$§ Srednie geometryczne wstawione
miedzy dwa punkty, lezace ma osiach (por. rys. 12), okazuja.
si¢ wyznaczone (jako odcinki) przez dwa punkty, réwniez le-
zace na osiach: jeden na osi, przechodzacej przez 0 i B, dru-
gi na osi, przechodzacej przez 0 i A. Przy tem zasadniczem-
pokrewienstwie konstrukcji dwoch $rednich neutralnych i dwoch
$rednich geometrycznych zachodzi, oczywiscie, zasadnicza.
réznica punktéw widzenia: w drugim przypadku chodzi o-
wielkoSci odcinkéw wyznaczone na czterech osiach, o wielko-
§ci a, b, x, y, a wigc o odlegloSci punktow na osiach od po-
czatku wspéirzednych; w pierwszym natomiast odleglo$ci te sg.
calkowicie obojetne, chodzi za$§ o samo polozenie tych punk-
tow, o to, ze leza one wlaénie na tych osiach symetrji, na
osiach neutralno$ci, wszystko jedno blizej czy dalej od po-
czatku wspéirzednych. Mamy tu to samo zagadnienie w dwéch:
odmiennych postaciach: jako$ciowej 1 iloSciowej, i w dwoch
postaciach widzimy tu elementy S&rodkowe, jako logiczng
$§rednia neutralna i §rednig geometryczna (iloSciowa). Ta ilo--
§ciowa strona éredniej geometrycznej wyodrebnia ja od $red-
niej logicznej, z ktéra znéw identyfikuje ja jej strona jako--

$ciowa.

Posuniemy sie teraz o krok dalej i, korzystajac z odpo--
wiednioéci elementéw wewnetrznego i zewnetrznego kwadra--
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tu, ktéra poznali$my z rozdziale V (por. str. 72, 73), postaramy
sie znalezé $rednie neutralne rowniez miedzy elementami ze-
wnetrznego kwadratu (por. rys. 8). Zachodzi, mianowicie, odpo-
wiednio$¢ miedzy wierzchotkami a, b, &', @ wewngtrznego
" kwadratu 1 wierzchotkami ¢ + b, a + b, @ + b, & + b’ kwa-
-dratu zewnetrznego, 1 nasuwa si¢ nieodparcie mysl, ze jezeli a
jest §rednia neutralna miedzy b i &, to takaz neutralng bedzie
-réwniez element @ + b w stosunku do @+ &’ i @ + b. Powta-
rza si¢ tu, niewatpliwie, ta sama konfiguracja, jaka istniala
miedzy @, b i b’; 1 tu réwniez mamy trzy wierzchotki tréjkata
(a+b, a+b', d+b), opartego o 0§ wspélrzednych, tylko orjen-
tacja- tu jest zmieniona z pionowo-poziomej na sko$na. Mysl
ta zyskuje jeszcze na pewnoéci, jezeli przyjrzymy si¢ blizej
tym elementom zlozonym. Otéz istotnie a+b zajmuje miedzy
~dwoma pozostalemi polozenie §rednie, jednakowo od nich od-
legle pod wzgledem jakoSciowym. Od a5’ rézni si¢ zna-
kiem b, od &’+b znakiem a, a réznice te sa tej samej warto-
-4ci, tego samego znaczenia wobec zupelnie symetrycznego udzia-
hu elementu @ 1 elementu b w sumie a+b.

I tak samo sprawa sie przedstawia w dziedzinie dualnej:
podobnie jak prosta @ zewnetrznego kwadratu byla $rednig
neutralng miedzy prostemi do niej prostopadiemi & i1 &/, tak
samo w wewngtrznym kwadracie prosta ab musi by¢ Srednig
neutralng miedzy prostemi do niej prostopadiemi ab’ 1 a’b.
Oczywiécie, neutralno$¢ elementu ab i elementu a+b w sto-
-sunku do obokleglych uwarunkowana jest normalnoscia tych
.elementéw, inaczej méwiac, normalnoécia w gre tu wchodza-
~cych dichotomij. Zaréwno wigc dichotomja:

a — (a-+b)(atb’) i a — ab+ab
jak 1= b = (akb)(aEb) 1 b:— ab:i-ab,
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muszg by¢ normalne, co, jak wiemy, jest uwarunkowane tem,
ze a jest $rednig neutralng (zwykla i1 dualna) miedzy b i &, za$.
b miedzy a 1 d'.

W ten sposéb otrzymujemy twierdzenie:

Jezeli a jest srednia neutralng miedzy &’ i b, za$ b $rednia
neutralng miedzy a i & (innemi stowy, jezeli @ 1 b s3 dwiema
$redniemi neutralnemi migdzy &’ i @’), to a+b jest §rednia neu-
tralna migdzy e+’ i @’+b, za§ ab miedzy ab’ i a’b. Jezeli jed-
nak tak jest, to prawdziwem by¢ musi réwniez twierdzenie aryt-
metyczne, ktore otrzymamy jako odwzorowanie powyzszego:
twierdzenia przy zamianie logicznej ,,$redniej neutralnej” na
»srednia geometryczng®, ,,sum logicznych® (§rednich calo$cio-
wych) na ,,$rednie harmoniczne® i ,,iloczynéw logicznych* (§red-
nich typowych) na ,érednie arytmetyczne®. :

Otéz istotnie — rezygnujac z tego, zeby dwa z powyzszych
czterech elementéw prostych byly negacjami (odwrotnoSciami)
dwdch pozostatych!) — mozemy dowie$¢ ponizszego (dotych-
czas nieznanego)-twierdzenia arytmetycznego.

Twierdzenie 10.

Jezeli a jest §rednia geometryczna migdzy d i b?2), za§ b
jest érednig geometryczna miedzy a i ¢®) (innemi stowy, jezeli
a i b sa dwiema éredniemi geometrycznemi miedzy d i c#), to
érednia harmoniczna z @ i b jest $rednia geometryczna dla
érednich harmonicznych z @ i d oraz z b i ¢ — oraz dwoiscie:

1) Por. odnoénik na str. 148.
?2) Czyli d: a=a:b lub a? = bd.
3) Czyli @: b=>b:c lub b®>=ac.
%) Oba warunki lacznie daja: a?b® = abde czyli ab = cd.
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Twierdzenie U.

Jezeli a jest Srednia geometryczna miedzy d i b, za$ b jest :
Srednia geometryczna miedzy a i ¢; to $rednia arytmetyczna
z a 1 b jest §rednia geometryczna dla éredmch arytmetycz-

nychzaidorazz b ic.

Dowéd twierdzenia IV.

2ab w5 2 2hc = 2ad
Hy— m; Hbc—m, Had—_——‘a__'_d
4a2b> :
H, 22““'—’““‘0—;
[ b] (a+b)~
4. be.ad 4ab . cd

i He (btc) (atd) ~ abtactbitcd
Jezeli a®= bd, b®> = ac i przeto ab = cd, to
4.ab.ab L 4a’b?

ab-+b*+a’~-ab — (a-|b)?

Dowéd twierdzenia V.

-Aab = a+b Abc b+c Aad b "'z:gi__d

Hbc-Had o e [Hdblz

/4 ]2 (a+b)

b Aud— (b+c)4(0+d) s ab+ac-l;bd+cd

Jezeli a®=bd, b*=ac i przeto ab=cd, to

e “b+b2"*4‘“2+"b (“+b)2 i

cbs d:d:

c.b.d. d.

Ponizszy diagramat unaoczni nam na przykladzie te twier-
dzenia dwoiste, dotyczace czterech liczb, z ktérych dwie sa
Sredniemi proporcjonalnemi miedzy dwiema drugiemi. Weémy
np. @ = 20, b = 10, ¢ = 5, d = 40. Wtedy bedzie:
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®>=0bd(20.20==10.40).1 b>=ac (10.10= 20.5), a wiec

réwniez:

5 . [40\? 0 80
ab]2 = Hiye. Hoa czyli | 5| = —.— oraz
[Ha = Hie. Hot cayli () =325
~ e 1
[Aab]> = Asc. Aaa czyli (15)? = > - 30
(b ) a-b(4)
\)"® Q‘d/@
e a(2g)
A\
36\
0] : 3-d(&)
Rys. 13.

Ten réwniez diagramat unaocznia nam tw. I, II, III niniej-
szego rozdzialu (przy zamianie w nich znaku ¢ na d), przyczem
-+ oznacza tu zawsze wziecie Sredniej harmonicznej, X — wzie-
cie §redniej arytmetycznej.

Na tem konczymy nasze rozwazania, dotyczace zwiazku mig-
dzy dziedzina logiki geometrycznej 1 arytmetyki. Przekonali§-
my sie, jak gleboko sigga zadziwiajaca odpowiednios¢ tych
$wiatéw, i ze §cisla analogja, ktora laczy dziedzing pojec i dzie-
dzine liczb, pozwala nawet odkrywaé nieznane dotychczas, cho¢
tak elementarne zwiazki arytmetyczne (twierdzenia I — V, str.
149 i 157, 8) Niewatpliwie dalsze rozbudowanie tej arytmetyki
logiki, opartej o odpowiednio§¢ $rednich logicznych i §rednich
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arytmetycznych, doprowadzi do systematycznego zbogacenia na-

szej wiedzy o zwiazkach miedzy trzema §redniemi arytmetycz—

nemi i temi funkcjami, ktére pozostaja z niemi w stosunkach ).

*) Podajemy tu jeszcze parg twierdzen, dotyczacych zwiazkéw miédzy
Srednia arytmetyczng i érednig harmoniczna, odkrytych na drodze analogji

z dziedzing logiki:
Twierdzenie logiczne (V1)

ab'+-a'b = (a-+b) (')

Twierdzente logiczne (VII)

abtat = (@) (a+b)

Twierdzenie arytmetyczne (VI)
Srednia harmoniczna ze §rednich:
arytmetvcznych z @ i odwrotnoScic

1 1
b(= 7) oraz z b 1 odwrotnoéci a(= -:z_)

jest réwna $redniej arytm: tycznej ze
$rednich  harmonicznych z a i b oraz:

1iil
z ich odwrotnoéci (= o i;—) . (Dowéd:

elementarny z wzoréw na érednia a--
rytmetyczng 1 harmoniczna).
Twierdzente arytmetyczne (VII)
Srednia harmoniczna ze S$rednich
arytmetycznych z a i b oraz ich od-
wrotnoéci jest réwna éredniej arytme--
tycznej ze érednich harmonicznych:

1
Z o 1 b oraz z ich odwrotnoéci.

Twierdzenia te mozna otrzymaé z poprzednich (VI) przez zmiang elementu.

a (lub b) na jego negacje (odwrotnoé).

Twierdzenie logiczne (VIII)

ab+-a'b=(ab-+-a'BY =[(@'}-b) (a-+)]"

Twierdzenie arytmetyczne (VIII)
Srednia harmoniczna ze #érednich

1
arytmetycznych z a i 5 oraz z ich od-

wrotnoéci jest odwrotnoécig §redniej
harmoniczne] ze §rednich arytmetycz-
nych z a i b oraz z ich odwrotnoéci,
lub tez — w my$l twierdz. VII —jest.
odwrotno$cia §redniej arytmetycznej.

ze $rednich harmonicznych z — i b

oraz z ich odwrotnosci.
(Dowdd elementarny z wzoréw na:
$rednig  arytmetyczng i harmoniczna).
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LOGIKA TONOW HARMONICZNYCH.

Jak widzieliémy w czeSci III niniejszego tomu, logika ar-
chitektoniczna jest przepojona pierwiastkiem harmonicznosci,
ktéry ja laczy najscilej z dziedzina geometrji i arytmetyki.
Bedzie tu tedy rzecza zgola naturalna, ze t¢ logike architekto-
niczno-harmoniczna odkryjemy w tej réwniez dziedzinie, kto-
ra jest pierwotna domena harmonji, w dziedzinie realnej aku-
styczno-muzycznej. I nie zdziwi nas takze, ze w tej dziedzinie
akustyczno-muzycznej odnajdziemy budowe dualng, albowiem
— jak widzieliSmy w logice, geometrji 1 arytmetyce — struk-
tury harmoniczne wystepuja zawsze w postaci dwoistej, dual-
nej, przyczem ta dwoisto$¢ elementéw i polaczen wczesniej na-
wet zostala odkryta w geometrji i akustyce wzgl. muzyce, ani-
~ zeli w samej logice. Obecnie okaze sie niewatpliwie, ze zwiazki
harmoniczne i dualne, ktére wystepuja w akustyce (wzgl. mu-
zyce), sa natury wyraznie logicznej, 1 ze — podobnie jak mo-
wimy o logice geometrycznej i afytmetycznej — mozemy mo-
wié o logice akustycznej wzgl. akustyczno-harmonicznej. Sy-
stem tej logiki, logiki tonéw harmonicznych, logiki dotyczacej
juz dziedziny realnej, podajemy ponizej. Zanim jednak to
uczynimy, musimy blizej nieco zapoznac si¢ ze zwiazkami 1 sto-
sunkami akustycznemi, jako przedstawicielami dzialan i-sto-
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sunkow logicznych. Przedewszystkiem za$§ musimy stéw pare
powiedzie¢ o zasadzie dualnosci w akustyce.

Woyraznie juz zaznaczony dualny poglad na $wiat tonéw wi-
dzimy w XVIII w. u kompozytora i teoretyka muzyki Ra-
meau (Noveau Systeme de Musique, 1726) oraz u znakomite-
go fizyka i matematyka d‘Alemberta, ktory rozwinal poglady
tego muzyka (Eléments de Musique suivant les principes de
M. Rameau, 1762). Istota ich pogladéw w interesujacej nas tu
kwestji polega na nastepujacem ).

Gdy diwieczy pewien ton (zasadnic'zy), wtedy rownoczesnie
slyszymy jeszcze dwa inne tony, tak zwane tony harmonicz-
ne, bedace oktawa kwinty i druga oktawa tercji tonu zasad-
niczego. W ten sposéb w tonie zasadniczym (wlasciwie w dru-
giej oktawie dolnej tego tonu) zawarty juz jest implicite caly
akord dur, skladajacy sie wiaénie z trzech tonow: zasadni-
czego, jego tercji wielkiej 1 kwinty. Otéz — moéwia Rameau
i d‘Alembert — odpowiednio do tego, jak tony akordu dur
(c-e-g) sa zawarte w tonie C;, tak znéw tony akordu moll
(c-es-g), t. j. ton zasadniczy, jego mala tercja i kwinta, cha-
rakteryzuje to, ze kazdy z nich zawiera pewien wspélny im
ton, mianowicie ton harmoniczny g”.

Ta odpowiednio$é miedzy akordami dur i moll — to ,,za-
wieranie sie tonéw akordu dur w jednym i tym samym
tonie oraz to ,zawieranie” przez tony akordu moll tego sa-
mego wspblnego tonu — stanowi podstawe tego wspoélcze-
snego dualnego pogladu na §wiat tonéw i harmonj¢ muzycz-
na, jaki widzimy w dzielach fizyka Artura Oettingena. Roz-

1) Por. H. Helmholtz. Die ‘Lehre von den Tonempfindungen, als die
physiologische Grundlage fiir die Theorie der Musik. Wydanie drugie,
str=351 23591 ; :
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winal on zaréwno akustycznie, jak i muzycznie my$li podsta-
wowe Rameau i d‘Alemberta i w ten sposob dopiero stworzyl
wlasciwie ,,dualny system harmonji muzycznej“?).

Rozpatrzymy teraz blizej owe wspomniane wyzej dane, le-
zace u podstawy dualnego systému akustyczno-muzycznego
Octtingena.

Nasuwa si¢ tu przedewszystkiem pojecie tonéw harmonicz-
nych. Otéz juz Mersenne w XVII w.. zauwazyl, ze w docho-
dzacym do nas dzwicku muzycznym mozemy odréznié caly
szereg tonéw, ,tonow skladowych® owego dzwieku?). Sréd
tych tonéw skladowych® lub ,czeSciowych® wyrézniamy
przedewszystkiem ddminujapy ton ,zasadniczy®, pierwszy ton
skladowy, nastepnie za$ szereg tonéw stabszych, wyzszych od
niego, ktére nazywamy tonami harmonicznemi gérnemi lub
nadtonami harmonicznemi (,,harmonische Obertone Helm-
holtza). Nadtony harmoniczne cechuje ta wlasnoéé¢, ze ich wy-
sokosci ‘(SciSlej: odpowiadajace im liczby drgan czyli czesto-
§ci) sa calkowitemi wielokrotno§ciami wysokosci tonu zasad-
niczego, tak ze szereg tonéw skladowych (harmonicznych) da-

1) Podstawowem dzielem Oettingena jest ,Harmoniesystem in dualer
Entwickelung. Studien zu Theorie der Musik™, Dorpat 1866. Jako drugie,
zmienione wydanie tego dziela mozemy uwazaé jego ksiazke: ,,Das duale
Harmonicsystem®, 1918, bedaca rozszerzeniem szeregu artykutéw, ktdre
pod podobnym tytulem ukazaly sic w ,,Annalen der Naturphilosophie'® Ost-
walda (tomy 1—V). W r. 1916, a wiec w 50 lat po wydaniu podstawo-
wego swego dziela, pisze jeszcze Oettingen ,,Die Grundlagen der Musik-
wissenschaft und das duale Reininstrument” (odbitka z XXXIV t. , Ab-
handlungen der mathematisch-physischen Klasse der Konigl. Sachsischen Ge-
- sellschaft der Wissenschaften®, Leipzig).

2) Ponizej dla ujednostajnienia terminologji w tych miejscach, gdzie
kwestja zlozonoSci dzwicku bedzie dla nas obojgtna, bedziemy réwnicz
i dZwiek zlozony nazywali tonem.
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nego dzwicku charakteryzuja wysokoéci (czestoSci drgan) pro-
porcjonalne do szeregu liczb maturalnych:
15 20350455001 ted.

Jezeli za ton zasadniczy wez’fniemy np. ton ¢, wtedy tonami
sktadowemi dZwieku ¢ beda:

1) ton zasa‘dniczy ¢; 2) ton ¢/ — oktawa jednokre§lna tonu
zasadniczego ¢ o liczbie drgan dwa razy wickszej; 3) ton g’
— kwinta jednokre§lna o liczbie drgan trzy razy wigkszej;
4) ton ¢” — oktawa dwukre§lna o liczbie drgan 4 razy wigk-
szej; 5) ton ¢” — tercja w oktawie dwukreflnej o liczbie
drgan 5 razy wiekszej, anizeli liczba drgan tonu zasadnicze-
goit d,it d. W ten sposéb znajdywanie nadtonéw har-
monicznych dla danego zasadniczego nie przedstawia naj-
mniejszej trudnoéci, a tem samem i znajdywanie nadtonow
wspolnych dwom lub wickszej ilo$ci dzwiekéw. Roéwnie latwe
bedzie zadanie dualne (dwoiste) do poprzedniego, polegajace
na znalezieniu dzwigkéw, zawierajacych dane tony w cha-
rakterze nadtonéw. ,

Weimy najprostszy przypadek, a wiec dotyczacy tylko
dwéch tondw (dwudzwick). Wobec tego ze harmoniczne wla-
sno§ci tondow nie zaleza od ich wysokosci (czqs’goééi) bez-
wzglednych, lecz tylko od ich stosunku, od interwalu, ktéry
tworza, wiec zawsze bedziemy mogli tutaj wyraza¢ zespoly
tonéw w postaci liczb catkowitych wzglednie pierwszych, t. j.
takich, ktére nie maja innego wspélnego dzielnika procz jed-
nosci.

Wezmy np. dwa tony ¢ i g, t. j. tony, stanowiace interwal
kwinty, a wiec takie, ktorych czestoSci sa wzgledem siebie
3
o

w stosunku 1 : — = 2 : 3, i poszukajmy: 1) tonéw, w ktérych
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sklad wchodza tony ¢ i g, jako nadtony (tony gérne), i 2)
tondw, bedacych wspélnemi nadtonami (tonami gérnemi) tonéw
clg. ,

Co do 1) kwestja natychmiast sie rozwiazuje, skoro tylko
uSwiadomimy sobie, ze 2 i 8 sa obie wielokrotno$ciami 1, a
wiec jej tonami czeSciowemi 1 nadtonami, nie sg za$ obie wie-
lokrotno$ciami (nadtonami) zadnego tonu, lezacego miedzy
1i 2. Bedac jednakze wielokrotnoéciami I, sa tem samem wie-
lokrotnosciami 1/, 5, T4 i t. d. (harmonische Untertone
Helmholtza). Jednakze ten szereg podtondw I blizej nas te-
raz obchodzi¢ nie bedzie; wainy dla nas bedzie przede-
wszystkiem ton najwyzszy') z wszystkich tych, w ktérych
sklad wchodza nasze tony o czesto$ciach wzglednych 2 i 8 jako
nadtony, a tym tonem, jak widzieliémy, jest ton I (a wigc
oktawa dolna tonu ¢ czyli ton G). Jest to najwiekszy wspélny
dzielnik naszych tonéw (méwimy tak w skrocie, w istocie rze-
czy: ton o czestoSci przedstawiajacej najwigkszy wspolny dziel-
nik liczh, wyrazajacych czesto$ci wzgledne naszych tonéw). I o
ile tylko czesto$ci tonéw beda wyrazone przez liczby wzglednie
pierwsze, zawsze najwyzszym tonem, zawierajacym dane to-
ny, jako nadtony, bedzie ton o czesto$ci wzglednej 1, albowiem
czestoSci danych tonéw, wyrazone przez liczby wzglednie
pilerwsze, moga by¢, jako takie, wielokrotno$ciami tylko 1.

Co do 2) postepujemy w sposéb nastepujacy. Wypisujemy
szereg tonéw czeSciowych (poczynaja;c od drugiego beda to
nadtony) dla naszych danych tondw ¢, g o czestoSciach wzgled-
nych 2 i 3. s

1) Zwracamy tu jeszcze tylko uwage na to, ze ten ton najwyzszy (I) zawie-
ra si¢ w kazdym z innych tondw (s, Y/ i t. d.), w ktorych sklad wchodzg
naszc tony. :
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Szereg ten dla ¢ = 2 bedzie: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18...
Szereg ten dla g = 3 bedzie: 8, 6, 9, 12, 15, 18...
Znajdujemy natychmiast wspolne nadtony dla naszych to-
now; bedzie to przedewszystkiem ton o czestoSci wzglednej 6, na-
stepnie ton 12, ton 18 i t. d. Zwracamy uwage tylko na naj-
nizszy z tych nadtonéw, ktérym bedzie ton 6, a wiec oktawa
gorna tonu g, czyli ton g’ (dalsze nadtony, wspdlne naszym
tonom, a bedace nadtonami zawartemi w tonie 6, obchodzié
nas tu specjalnie nie beda). Jest to — jak widzimy — naj-
mniejsza wielokrotna czesto$ci naszych tonéw, ktéra w przy-
padku liczb wzglgdnie pierwszych sprowadza si¢ do ich ilo-
czynu. Majac dwa tony, ktérych czestoSci wyrazone sa przez
liczby wzglednie pierwsze, natychmiast odnajdujemy liczbe
porzadkowa najnizszego wspolnego im nadtonu, np. jezeli te
czestosci sa 2 1 3, to bedzie to trzeci ton czeSciowy tonu 2 i dru-
gi ton czeSciowy tonu 3. I wogdle, jezeli beda to tony o czg-
stoéciach wzglednych m i n, to bedzie to n-ty ton czgSciowy to-
nu m i m-ty ton czeSciowy tonu 7. s
Teraz juz bardzo latwo i szybko znajdziemy interesujace
nas obecnie tony w przypadku wiekszej liczby tonéw, ktérych
czestoSci beda dane w liczbach catkowitych. WeZzmy np. ja-
ki§ tréjdzwiek, choéby akord dur, skladajacy sie z tonu za-
sadniczego, jego tercji wielkiej i kwinty (¢ -e- g), a wigc z to-

najwyzszym z tonéw, zawierajacych tony naszego akordu, bg-
dzie ton — 1 (_—.-‘CI), t. j. ton, ktérego czesto§¢ drgan bedzie
najwickszym wspolnym dzielnikiem nasiych tonow, najniz-
-szym za§ z nadtonéw, wspolnych naszym tonom, bedzie ton
o czestoci drgan, wyrazone] przez najmniejsza wielokrotna
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tych tonéw, t. j. ton — 60 (= k). Albo tez wezmy akord
moll (c-es-g), sktadajacy sie z tonu zasadniczego, malej ter-

cji i kwinty, a wiec z tonéw, bedacych w stosunku I : —:— =

= 10 : 12 : 15. Wszystkie tony tego akordu beda zawarte
przedewszystkiem w tonie I, ich najwickszym wspolnym dziel-
niku (tutaj bedzie to ton As,,), z drugiej za$§ strony wszyst-
kie one beda zawieraly, jako pierwszy wspolny nadton, ton g”
= 60, bedacy najmniejsza wspdlng wielokrotna tych tonéw.

Witasnos¢ dwudzwiekéw i akordow, ktéra polega na pokre-
wienstwie skladajacych ich diwiekéw (;,Klangverwandschaft*
Helmholtza), plynacem z tego, ze sa one zawarte jako nad-
tony w tym samym dZwigku — Oettingen nazywa ich to-
nicznoécig (Tonizitat). I dwoiécie: te wlasnosé dwudzwiekow
i akorddw, ktéra polega na pokrewienstwie skladajacych ich
dzwigkow, wyrazajacem sie w posiadaniu tych samych nad-
tonéw — Oettingen nazywa  ich foniczno$cia (Phonizitit).
Odpowiednio do tego najwyzszy z tondw, zawierajacych dane
tony, nazywa on tonicznym tonem. zasadniczym (tonischer
Grundton) i dwoicie: najnizszy z nadtonoéw, zawartych w da-
nych tonach, nazywa on fonicznym nadtonem (phonischer
Oberton) *).

RozpatrzyliSmy nieco blizej podstawe systemu dualnego
akustyki muzycznej. Zwr6émy teraz uwage szczegélna na isto-
te tych dwoistych (dualnych) wzgledem siebie tonow: na to-
niczny ton zasadniczy (mogliby$my powiedzie¢: toniczny pod-
ton) i foniczny nadton. Toniczny ton zasadniczy zawiera w so-
bie dane tony, przytem jest to najwyzszy w szeregu tonéw,
zawierajacych dane tony, a wigc sam jest zawarty w kazdym

1) ,Harmoniesystem in dualer Entwickelung?”, str. 31, 32.
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innym tonie, ktéry zawiera dane tony. Foniczny za$ nadton
jest tonem, zawartym w danych tonach, przytem jest to naj-
nizszy w szeregu tondw, zawartych w danych tonach, a wiec
sam zawiera w sobie kazdy inny ton, w tonach tych zawarty
(kazdy inny nadton).

Woystarcza u$wiadomié sobie w ten sposéb istote toniczne-
‘go tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu, aby w tej chwili
zrozumieé, ze mamy tu przed soba Scisty odpowiednik sumy
i iloczynu logicznego dwdch lub wigcej elementéw, i ze dwoi-
sto§¢ akustyczno-muzyczna tych tonéw nie jest niczem in-
nem, jak realizacja dwoistoSci logicznego dodawania i mno-
zenia. Przez sume bowiem logiczna dwéch (lub wiecej) pojec ro-
zumiemy przeciez ,,pojecie, zawierajace kazde z tych pojec¢ i za-
warte we wszelkiem innem pojeciu, ktére zawiera kazde
z nich®; za$ przez iloczyn logiczny — ,,pojecie, zawarte w kaz-
dem z tych pojeé¢ i zawierajace w sobie kazde inne pojecie,
ktore jest zawarte w kazdem z nich®?).

Te réwnolegloéé miedzy elementami akustycznemi z jednej
strony i logicznemi z drugiej przedstawia ad oculos ponizsze
zestawienie: :

Przez = ,,sume

a) Przez ,toniczny ton za-
sadniczy* dwoch lub wiecej
danych tonéw  rozumiemy
ton, zawierajacy kazdy z da-
nych tondow i zawarty we
wszelkim innym tonie, ktéry
zawiera kazdy z danych to-

now.

1) Por. Couturat ,,Algebra logiki (tl

logiczna '
dwoch lub wiecej danych po-
je¢ rozumiemy pojecie, za-
wierajace kazde z danych po-
je¢ i zawarte we wszelkiem
innem pojeciu, ktére zawiera
kazde z danych pojeé.

. polskie) 1918, str. 8.
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Dualnie (dwoiscie): Dualnie (dwoiscie):

b) Przez ,foniczny nadton Przez ,iloczyn logiczny‘
dwoch lub wigcej danych to- dwéch lub wiecej danych po-
néw rozumiemy ton, zawarty je¢ rozumiemy pojecie, za-
w kazdym z danych tonéw warte w kazdem z danych po-
1 zawierajacy wszelki inny ton, je¢¢ i zawierajace wszelkie in-
ktéry jest zawarty w léaidym ne pojecie, ktore jest zawarte
z danych tondw. _ w kazdem z danych pojeé.

Jak widzimy, wystarczy zamienié wyraz ,ton na wyraz
»pojecie’ oraz wyrazy: ,toniczny ton zasadniczy na ,sume -
logiczna®, za§ ,foniczny nadton® na ,iloczyn logiczny®, aze-
by przej$¢ od dziedziny akustyczno-muzycznej do logicznej
(mutatis mutandis rowniez i odwrotnie). Mozemy wobec tego -
»toniczny ton zasadniczy” nazwaé ,;sumg logiczna™ lub bar-
dziej akustycznie: ,,suma harmoniczna® dwéch lub wiecej to-
now, za$ ,,foniczny nadton — iloczynem logicznym* lub ,,ilo-
czynem harmonicznym® tych tonéw. Odpowiednio do tego
méwié mozemy o dwdch podstawowych dwoistych dzialaniach
akustycznych, o ,,dodawaniu harmonicznem‘ (+) i ,,mnoze-
niu harmonicznem® (X), polegajacych na wyznaczaniu ,har-
‘monicznej sumy‘" i ,harmonicznego iloczynu® tonow, t. j: to-
nicznego tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu.

Powyzej wykazana przez nas najéciélejsza odpowiednios¢,
zachodzaca miedzy tonicznym tonem zasadniczym 1 fonicz-
nym nadtonem z jednej strony, za$ suma logiczng i iloczynem
logicznym z drugiej strony, manifestuje si¢ wyraznie w ich
odpowiednikach arytmetycznych. Dawno juz zauwazono (J. Can-
tor, Dedekind) najblizsze pokrewienstwo, zachodzace migdzy
wspomnianemi elem=ntami logicznemi i elementami arytme-

tycznemi: najmniejsza wspolna wielokrotnoscia i najwigk-
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szym wspélnym dzielnikiem. Otéz — jak pamictamy — ta
odpowiednio$¢ réwniez zachodzi miedzy naszemi elementami
akustycznemi i temiz elewmentami arytmetycznemi. Tylko ze
,,sumie harmonicznej* (,,tonowi zasadniczemu'* Oettingena) od-
powiada tu nie najmniejsza wspdlna wielokrotna, lecz naj-
wigkszy wspélny dzielnik, za$§ ,iloczynowi harmonicznemu
(,nadtonowi fonicznemu) nie najwiekszy wspélny dzielnik,
lecz najmniejsza wsp6lna wielokrotna. Jest to najzupelniej
zrozumiale 1 zgodne z natura rozpatrywanych elementéw, al-
bowiem nadton foniczny, jako nadton, ton gérny, posiada
wysoko§¢ (czesto$¢) wyzsza od tonéw, dla ktérych jest wspol-
nym nadtonem, jest ich wspdlna wielokrotnoscia, 1 dlatego tez
musi mu odpowiadac liczba wyzsza, anizeli tym tonom, a wiec
nie ich wspolny dzielnik, lecz ich najmniejsza wspélna wie-
lokrotno$é *).

Odkrywszy w ten sposéb najéci§lejsza odpowiednio§é pod-
stawowych dualnych dzialan i elementéw w dziedzinie aku-
styki i logiki, mozemy teraz posunaé sie dalej i, starajac sie
odnalez¢ dalsza tozsamo$é struktur w tych dziedzinach, da-
zy¢ do zbudowania logiki dZzwiekéw.

Przedewszystkiem wprowadzimy do dziedziny akustycznej
Scisle pojecie zawierania sie. Jest ono w algebrze logiki zwia-
zane z dzialaniem dodawania i mnozenia logicznego. Wobec
tego za$, ze te dzialania znajdujg — jak widzielimy — do-

1) Sprawa przedstawialaby si¢ odwrotnie, gdybySmy tony charaktery-
zowali nie przez ich wysoko§¢ (czesto§¢ drgan), lecz przez odwrotnoéé
tej czgstoéci — okres drgania lub przez dlugo$é¢ fali, proporcjonalna do
okresu drgania. Moznaby réwniez przywréci¢ odpowiednio$¢ Cantora-De-
dekinda migdzy elementami logicznemi 1 arytmetycznemi w ten sposéb, ze
czestoSE tonu, zawierajacego w sobie tony skladowe, rozumieliby$my jako ilo-—
czyn harmoniczny czesto$ci tych tonéw, nie za$ ich sume.



— 171 —

réwnang realizacje w dziedzinie akustycznej, wiec i logiczne
pojgcie zawierania si¢ (<) réwniez znajdzie w tej dziedzinie:
swe wierne odbicie. :

Jak wiadomo (por. wzér I* na str. 13), w logice twierdzenie,.
ze b << a jest rOwnowazne twierdzeniu, ze a —a -+ b [b < a =
(a =a+0b)?). :

Odpowiednio do tego i w dziedzinie akustycznej musimy
przy okres$leniu zawierania si¢ tondéw oprze¢ sie o odkryte juz
tam dzialanie dodawania (wzgl. mnozenia) i powiedzieé:

Ton o czestoSci drgan b jest zawarty w tonie o czesto$ci
drgan a (jest tonem skladowym tonu @), znaczy to, ze suma
harmoniczna tych tonéw jest tonem o czestoci drgan a.

Wezmy np. dwa tony, stanowiace interwal oktawy, np. to-
ny C (= 1) ic (=2). Wiemy, ze ¢ < G, gdyz ton ¢ jest dru-
gim tonem skladowym (a pierwszym nadtonem) dzwieku GC.
Yatwo sprawdzié, ze istotnie G + ¢ = C. Suma bowiem har-
moniczna C + ¢ jest — jak wiemy — ton o czestoSci drgan
réwnej najwickszemu wspdlnemu dzielnikowi czestoSci drgan
tonéw C i ¢, a wiec w danym przypadku ton o czestoSci drgan
= 1, czyli wlaénie dzwiek C.

Podobnie latwo sprawdzié w dziedzinie akustycznej oczy-
wistg zasade logiczna, gloszaca, ze wszelki element logiczny
zawarty jest w sumie logicznej, ktorej jest skladnikiem, i du-
alnie: wszelki iloczyn logiczny zawarty jest w kazdym ze
swych czynnikéw (por. wzory 10% i 10° na str. 81):

a<atbiab<<a(orazb< at+biab < b).
W dziedzinie akustycznej zasada ta bedzie glosita:

1) W rozprawie p. t. ,,Sad a konsonans® (,,Polskie Archiwum Psycholo-
gji t. V, 1932, Nr. 1) wykazujemy znaczenie tego wzoru dla teorji sadu:
i akustyczno-muzycznego konsonansu.
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Wszelki ton zawarty jest w tonie, bedacym suma harmo-
mniczna, ktorej jest skladnikiem, i dualnie: wszelki i1loczyn har-
moniczny zawarty jest w tonie, ktéry jest jego czynnikiem.

Wezmy np. dwa tony, stanowiace interwal kwinty, np. ¢
{= 2) i g (= 8). Wtedy ich suma harmoniczna bedzie dzwigk
C (= 1), za$ ich iloczynem harmonicznym dzwick g’ (= 6). I,
istotnie, wtedy ¢ < C oraz ¢’ << ¢, albowiem ¢ (= 2) jest
‘wielokrotnodcia C (= 1), za§ g’ (=.6) jest wielokrotnoScia ¢
(=0

Przechodzimy obecnie do dzialania logicznego negacji
(przeczenia) i w zwiazku z tem do wprowadzenia do dziedzi-
ny akustycznej elementéow negatywnych. Jezeli, mianowicie,
mamy pewien ton, np. ton o wzglednej czestoSci drgan = 2,
a wiec bedacy oktawa gérna tonu zasadniczego (= 1), to bio-
rac oktawe dolng tego zasadniczego tonu, oktawe wiec w od-
wrotnym, niz pierwsza, kierunku, otrzymamy ton o wzgled-
nej czestodci drgan = 14, i ten wlasnie ton, jako odwrot-
noé¢ tonu o czestosci drgan — 2, bedzie pelnil w akustyce
role tonu negatywnego, odwrotnego (ogolniej: przeciwstawne-
go) w stosunku do diwicku = 27). Przypuszczenie to potwier-
dza sie istotnie, albowiem t. zw. wzory de Morgana, dotycza-
ce dzialania negacji logicznej, znajduja zastosowanie w aku-
styce, przy tak wla$nie pojetych negatywnych elementach aku-
stycznych.

Przyjrzymy si¢ temu nieco bhzeJ

WeZmy linje prosta i1 wyznaczmy na niej w postaci punktu
I (jednostka arytmetyczna) ton zasadniczy (wlaSciwie: jego
wysoko§é wzgl. czesto§é drgan), poza tem jeszcze na tej pro-

1) Jak widaé z powyzszego, szereg tondéw negatywnych nie jest niczenr
innem, jak szeregiem podtonéw tonu zasadniczego (por. str. 165).
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stej dwa inne tony a i b, skladowe tonu I, a wiec o czesto-
$ciach, bedacemi wiclrikrotnosciami Z, oraz dwa tony, bedace ick
odwrotno$ciami (negacjami), a takze sumy i iloczyny harmo-
niczne tych pozytywnych i negatywnych tonéw. Otrzymamy
wtedy nastepujacy uklad tonéw (por. rys. 14):

arb’ b a' ab’ 1 a+0 a b a:b

Rys. 14.

Ton (o czestoéci) @ - b bedzie zawsze zawieral sie w tonie
(o czestoéci) @b’ (a+ b < d'b’), albowiem bedzie zawieral sie
w tonie I (bedzie wielokrotnoécia tonu 1), ten za$ bedzie za-
wieral si¢ w tonie @b/, ktérego czestoéé drgan bedzie wyra-
zona przez ulamek wilaSciwy. W przypadku, gdy tony @ i b be-
da wyrazone przez liczby wzglednie pierwsze, tony a + b i
a b’ beda si¢ wyrazaly przez I (jednostke) i beda w niej ko-
incydowaly. Wtedy mie¢ bedziemy uklad ponizszy (por. rys. 15).

: ’ 1
&vb' 4 a gfg, a b ab
Rys. 15.

Weimy np. dwa tony o czestosciach drgan, wyrazonych
przez liczby wzglednie pierwsze: a (= 2) 1 b (= 3). Maja one
pierwszy wspélny nadton harmoniczny, to znaczy iloczyn har-
moniczny ab (— 6), ktéry wlasnie, jako nadton, ton gérny,
posiada, oczywicie, czesto$é drgan (wysoko§¢) wieksza od
dzwickéw a i b i lezy — odpowiednio do tego — na diagra-
macie 15 bardziej od nich na prawo. Suma za§ harmoniczng
tych tonéw bedzie ton a + b, ton od nich nizszy, ten sam ton
— 1 dla jakichkolwick tonéw a i b, byleby wyrazonych przez
liczby calkowite wzglednie pierwsze. Przechodzimy teraz do
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2
ne podtony tonu zasadniczego (= 1), t. j. takie tony, ktérych
wspolnym nadtonem bedzie ton zasadniczy (= 1). I rzeczy-

tonéw negatywnych o’ (=i> 10 (= %) Beda to tak zwa-

o I = ; : o
wiscie ton @ = — ma juz ton I, jako pierwszy swdj nadton
5 ma j jako pierwszy swoj

il : e
(—2— 0 — 1>, ton za§ b’ — é ma’ ten ton 1, jako swéj dru-

gi nadton’ (—;— o — 1). A wigc iloczynem harmonicznym tych
ncgatywnycﬁ tonéw (@’b’) bedzie ton od nich wyiszy, przytem

zawsze ten sam ton I (7) dla jakichkolwiek tonéw o’ i ¥,

byleby wyrazonych przez ulamki typu ;]z—’ gdzie n liczby cal-

kowite wzglednie pierwsze. Jezeli teraz utworzymy sume har-
moniczng tych tonéw negatywnych & i &', to otrzymamy ton
a + b’, ktéry bedzie nizszy od tych tonéw (bardziej wiec na
lewo od nich lezacy), a czesto$é jego drgah bedzie najwyzsza

» ; : R S ; It
z tych, ktorych wielokrotno$ciami sa czestoéci drgan a'(= ——) ib

( z ) Takim tonem bedzie tu ton /-0’ — ~(dzw1qka =—3,

Q(N

dzwick b’ = =

I oto tutaj w1d21my, ze W dz1edzm1e akustyczne] znajdum
realizacj¢ wzory de Morgana (por. str. 28), dotyczace negacji,
przedewszystkiem wzér: (ab) = &+, albowiem istotnie nega-

: 1
- cja (odwrotno$cia) tonu ab (= 6) jest ton &’+b’ (= —6—).

* Podobnie sprawdza si¢ tu inny wzor de Morgana: (a+b) =
= &b, albowiem negacja (odwrotnoécia) tonu a+b (= 1)
jest istotnie ton &b’ (= I).
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Przyjrzyjmy sig¢ teraz blizej stosunkom, ktére lacza pozy-
tywne elementy akustyczne z negatywnemi. Otéz spostrzega-
my tu natychmiast pewna swoisto$¢, polegajaca na tem, ze
wszelki element akustyczny pozytywny zawiera sic w swej ne-
gacji: : : :

a=< abi),

wobec tego ze wszelka liczba calkowita jest wielokrotnoécia
swej odwrotno$ci. Co wigcej, nietylko @ < & 1 b6 < b/, lecz
wszelki wogéle ton negatywny naszego szeregu (rys. 14, 15)
zawiera w. sobie wszelki ton pozytywny, wobec tego ze za-
wiera w sobie ton I, ktéry znow zawiera w sobie wszelki ton
pozytywny. Nieréwno$é a << & jest, jak wiadomo (por. wzor
I na str. 29), réwnowazna z jednej strony réwnosci @ = ad,
z drugiej za§ réwnosci @ = a-+a’ — i obie te réwnoSci mozemy
natychmiast sprawdzié w dziedzinie tonéw przy zastosowaniu
arytmetyczno-akustycznych odpowiednikéw elementéw i dzia-
tah logicznych.

Obecnie, po wprowadzeniu do dziedziny tonow i nadto-
néw odpowiednikéw dzialan logicznych dodawania i mnoze-
nia, stosunku logicznego zawierania sie oraz elementow ne-
. gatywnych i po stwierdzeniu pewnych cech swoistych, charak-
“teryzujacych stosunki akustyczne elementéw pozytywnych i
negatywnych, mozemy juz przystapié¢ do systematycznej budo-
wy matematycznej logiki tonéw harmonicznych.

% %

&

1) ‘W algebrze logiki wzér ten stosuje si¢ do elementéw negatywnych
- granicznych, mianowicie do zera logicznego i jednoSci logicznej (0<T1).
Paradoksalno$é wzoréw takich, jak: 0<CI lub a<Ta’ zostaje usunigta, gdy
pamictamy, ze nie wszelka negacja jest prywacja pozytywnego elementu,
-a wiec czem$ istotnie z nim sprzecznem (por. rozdzial VII).
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System logiki tondéw harmonicznych bedzie, jak juz wiemy,
w jednym punkcie réznil si¢ zasadniczo od logiki pojeé zwy-
klych (bedzie natomiast zgodny z logika pojeé granicznych,
por. odnosnik na str. poprz.). Punktem tym bedzie twierdzenie,
orzekajace, ze wszelki element pozytywny zawiera sie, jest sktad-
nikiem elementu negatywnego (odwrotnego). W innych punk-
tach logika tonéw harmonicznych bedzie zgodna z logika po-
je¢ zwyklych, tak ze budujac system logiki akustycznej, mo-
zemy oprze¢ si¢ na ukladzie pewnikéw algebry logiki, wpro-
wadzajac odpowiednie modyfikacje. Za podstawe bierzemy tu
system pewnikéw logiki algebraicznej, ktérym operowaliémy-
dotychczas, przyczem wprowadzamy wspomniane wyzej mody--
fikacje, dotyczace elementéw negatywnych?l).

Pewniki logiki tonéw harmonicznych.

la) a<a-tb 1b)ab<a (zasada uproszczenia)
2a) a-+b = b+ta 2b) ab=ba (zasada przemiennoSci)
8a) a-+bc=(a-}+b) (a-}+c) 3b) a(. b+c)=ab—|—ac( zasada rozdzielno$ci)
4) (a+b)=a'l ; (zasada de Morgana negacji sumy)
5a) a+a'# a 5b) aa’=a?)

6) (a')=a (zasada podwdéjne] negacji)
1) b<a=(a=at}b) (okreslenie zawierania sig)
1) (b=a)=(b<a)}+(a<b) (okreélenie réwnowaznoéci):

Widzieli$my juz na str. 171—175, ze zasady 1, 4, 5 oraz I sa_
zasadami,  panujgcemi w dziedzinie tonéw harmonicznych.

') Bardzo byé moze, ze ponizszy system pewnikéw da sie jeszcze uproécié —
dla nas jednak sprawa ta nie posiada tu zasadniczego znaczenia.

%) Te wlaénie zasady (5) odrézniaja logike tonéw harmonicznych od logiki:
zwyklych pojeé, w ktérej a-t+a’ =1 i a.a’ = 0. Odpowiadaja one natomiast
zasadom  pojeé granicznych: 041 =11 0.1 =0. W tomie III blizej rozpa--
trzymy, jakie znaczenie posiada ten fakt istnienia logiki, odbiegajacej w pew—
nym punkcie od systemu logiki zwykle;.
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Waznoé¢ w tej dziedzinie zasad 2 i 6 oraz II nie wymaga
blizszych wyjaénien. Co za$§ dotyczy zasady 3 (zasady roz-
dzielnos$ci), ktora zreszta nizej rozpatrzymy bardziej szczegé-
fowo, to jej realizacja w dziedzinie akustycznej réwniez sig
potwierdza przy zastosowaniu odpowiednikéw arytmetyczno-
akustycznych dzialan dodawania i mnozenia. Wobec tego ze
w ten sposéb dziedzina tonéw harmonicznych realizuje pewni-
ki wyzej podane, wiec realizowaé bedzie réwniez i twierdzenia
z pewnikéw tych wynikajace, przyczem wszystkie te twierdze-
nia — z wyjatkiem tych, ktére opieraja si¢ o pewniki 5 —
beda z natury rzeczy twierdzeniami formalnie identycznemi z
twierdzeniami zwyklej algebry logiki. Ponizej podajemy sze-
reg wazniejszych twierdzen logiki tonéw harmonicznych.
7) a+-a=a (prawo tautologji dla sumy elementéw)
Dowéd: 5b, 1b, I
8a) atab=ua 8b) ala+b)=a (prawo absorbcji)
Dow. 1b, L Dow. 7, 3a, 8a.
9) b<a=(b=ab) (pochodne okreslenic zawierania sig)
Dow. I, 8a, 8b, II.
10) aa=a (prawo tautologji dla iloczynu elementéw)
Dow. 7 1. 9.
11) a<<a’ (prawo zawier. si¢ elem. pozytywn. w jego negacji)
Dow. 5a. L. ;
12) (a<c) < [(a<b)+-(b<c)] (prawo sylogizmu)
Dow. 9.
18) a<¥’
Dow. la, 4, 11, b, 12.
14a) b'=a}b’ 14b) a= ab’
Dow. 13, L Dow.: 13, 9.
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15) (a+b) (a-c) (b--c) = ab-t+ac+be
Dow. 3a, 3b, 2b, 10, 7.
¥
Z powyzej podanych praw, dotyczacych tonéw harmonicz-
nych, ktérych ilo§¢ zreszta moznaby powiekszy¢ kilkakrot-
nie, wybierzemy pare¢ przykladéw i wyrazimy je explicite w
terminach fizycznych. Pozwoli nam to blizej wniknaé w isto-
te otrzymanych rezultatéw.
Azeby z jezyka logiki przej$¢ na jezyk akustyk1 posdkowac
si¢ bedziemy wyzej ustanowionem odwzorowaniem:
a+b — suma harmoniczna tondéw (o czestoSci) a 1 b = to-
niczny ton zasadniczy tondéw a@ i b = najwyzszy z
tonéw, zawierajacych tony a i b (jako swe nadtony).
aXb — iloczyn harmoniczny tondéw (o czestosci) @ 1 b = fo-
niczny nadton tonéw a i b = najnizszy z tonéw skla-
dowych (nadtonéw) zawarty w tonach a i b.

@ — negacja (odwrotno$¢) tonu (o czestosci) ¢ = ton sy-
metryczny (dolny) wzgledem tonu (gérnego) a.
b<<a — ton (o czestosci) b zawiera si¢ w tonie (o czgstodci)
a = ton b jest tonem skIadowYm (nadtonem) to-
nu a.

Jezeli do powyzszego odwzorowania akustycznego elemen-
téw logicznych dodamy jeszcze odwzorowanie arytmetyczne
elementéw akustycznych, wtedy otrzymamy taki slowni-
czek:

Elementy logiczne  Elemenly akustyczne Elementy arylmetyczne

a+b Suma harmoniczna to- Najwiekszy wspolny
néw (o czestoéci)aib dzielnikliczb, wyraza-
jacych czestosci a1b
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axb Tloczyn harmoniczny Najmniejsza wspélna
ton6w (o czestosci) wielokr, liczb, wyraza-
aib jacych czestoscia i b
a Negacja tondw (0 cze- 28
: stoéci) a : z
b<a b jest nadtonem to- & jest wielokrotno-
nu a Scial) a

Wezmy, jako przyklad, dualne prawo rozdzielnoéci (dystry-
bucji), figurujace wéréd pewnikéw logiki tonéw pod p. 3.
W postaci formalno-logicznej wyraza si¢ ono:

ea tbe— (a tb)(aic) 2) a(btc) =— abtac

Po przetlomaczeniu przy pomocy powyzszego slowniczka na
jezyk akustyki bedzie ono glosilo:

1) Czesto§¢ najwyzszego tonu (najwyzszego podtonu), za-
wierajacego: ton o czestosci @ oraz najnizszy z nadto-
néw, zawarty w tonach o czestoéci b i ¢, jest ta sama,
co czgsto$¢ najnizszego tonu, zawartego: W najwyzszym
tonie, zawierajacym tony o czestoSci @ i b, oraz w naj-
wyzszym tonie, zawierajacym tony o czestoéci a i c.

Krécej: Czestos¢ tonu, bedacego suma harmoniczna to-
nu o czegstosci @ oraz iloczynu harmonicznego tondéw o
czestoSci b i ¢, jest ta sama, co czesto$¢ tonu, bedacego
iloczynem harmonicznym z sumy harmonicznej tondw
o czesto$ci @ i b przez sume¢ harmoniczng tondéw o cze-
sto§ci @ i c.

2) Czegstos¢ najnizszego tonu (najnizszego nadtonu), zawarte-

1) Wyrazu ,,wielokrotno$¢” uzywamy tu zawsze w znaczeniu ,,wielokrotno$é
catkowita®.
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go: w tonie o czgstoSci @ oraz w najwyzszym (pod)tonie,
zawierajacym tony o czestoéci b 1 ¢, jest ta sama, co cze-
sto§¢ najwyzszego tonu, zawierajacego: najnizszy ton,
zaWarty w tonach o czestosci @ 1 b, oraz najnizszy ton,
zawarty w tonach o czesto$ci a i c.
Krocej: Czestosé tonu, bedacego iloczynem harmonicz-
nym tonu o czgsto$ci @ przez sum¢ harmoniczna tonow
o czestosci b i ¢, jest ta sama, co czesto§¢ tonu, bedacego
suma harmoniczng iloczynu harmonicznego tonéw o cze-
stoSci @ 1 b i iloczynu harmonicznego tonow o czesto$ci
aic:
- Jedno z tych dualnych twierdzen akustycznych daje sig
~otrzymac z drugiego przez zamiang wyrazow:

,»najwyzszy na ,,najnizszy:
,,podton® na ,,nadton®
»zawierajacy" na ,,zawarty*

,,suma harmoniczna® na ,,iloczyn harmoniczny* —

1 vice versa.

Jezeli za$ teraz z dziedziny akustycznej przejdziemy przy
pomocy podanego wyzej stownika do dziedziny liczb, wyraza-
jacych w mowie bedace czesto$ci tonow, to otrzymamy dual- -
ne twierdzenia arytmetyczne, ktore rownocze$nie beda odwzo-
rowaniem logicznych zasad rozdzielnosci:

1) Najwickszy wspélny dzielnik liczby @ oraz najmniejszej
wspolnej wielokrotnej liczb & i ¢ jest réwny najmniejszej
wspolnej wielokrotnej najwickszego wspélnego dzielnika liczb
a 1 b oraz najwigkszego wspélnego dzielnika liczb a i c.

2) Najmniejsza wspblna wielokrotna liczby a oraz najwiek-
szego wspolnego dzielnika liczb b i ¢ jest rowna najwigksze-
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mu wspolnemu dzielnikowi najmniejszej wielokrotnej liczb a
1 b oraz najmniejszej wielokrotnej liczb @ i c.

Jako drugi przykiad twierdzen logiki akustycznej wezmiemy
twierdzenie, bedace odwzorowaniem zasady logicznej (p. 15),
gloszacej:

. ‘(a+b) (a+c) (b+c) = ab+ac+bc.

Jest to twierdzenie logiczne dualne wzgledem siebie same-
go; druga czeS¢ rownoSci jest tu dualna wzgledem czeéci
picrwszej, 1 odwrotnie.

Przy uzyciu naszego slowniczka logiczno-akustycznego otrzy- -
mujemy (w krétkiem sformulowaniu) nastepujace dualne
-wzgledem siebie samego prawo akustyczne:

Czesto$¢ tonu, bedacego iloczynem harmonicznym trzech
ton6éw, przedstawiajacych sumy harmoniczne tonéw o czesto-
Sciaib, aicoraz bi c, jest ta sama, co czesto§é tonu, be-
dacego suma harmoniczna trzech tonéw, przedstawiajacych ilo-
czyny harmoniczne tonéw o czestoSci ¢ i b, @ i ¢ oraz b i c.

Jezeli za§ teraz przejdziemy do odwzorowania liczbowego
tych stosunkoéw akustycznych, to otrzyinamy interesujace, du-
alne wzgledem siebie samego twierdzenie arytmetyczne, kté-
re rownocze$nie jest odwzorowaniem liczbowem zasady logicz-
nej: (a+b)(a+c)(b+c) = ab+ac+bc. To twierdzenie aryt-
metyczne bedzie brzmialo:

Najmniejsza wspolna wielokrotna trzech najwiekszych
wspélnych dzielnikow z liczb: @i b, a i ¢ oraz b i ¢ jest réw-
na najwickszemu wspélnemu dzielnikowi trzech najmniej-
- szych wspdlnych wielokrotnych z tych samych liczb.

Wkoncu jeszcze jedna uwaga natury ogolniejszej. Od cza-
séw Ohma wiemy, ze ucho nasze rozklada przy pomocy orga-



— 182 —

nu Cortiego dochodzacy je dzwiek na tony proste,‘ ktoére od-
powiada¢ beda tonom fizycznym o czesto$ciach, proporcjo-
nalnych do szeregu liczb naturalnych. W ten sposéb mamy tu

~ stwierdzony dokladny paralelizm miedzy analiza (i synteza)
diwigkéw psychicznych i fizycznych i mozemy formuly lo-
giki tonéw zastosowaé réwniez do akustyki psychologiczne;j
(por. tom I, str. 167, 168).

W ten sposéb zasiag stosowalnoci metody logicznej, meto-
dy jakoSciowo-matematycznej okazuje sie w zasadzie rozle-
glejszy, anizeli matematyki ilo§ciowej, obejmuje bowiem nie-
tylko §wiat fizyczny, lecz i psychiczny. A réwnocze$nie prze-
konywamy sig, jak daleko odbieglismy od czaséw, kiedy to.
Whitehead, autor ,,A treatise of Universal Algebra® (1898),
moégl stusznie twierdzié, ze logika pojeé jest ,,the only known
member of the non-numerical genus of universal algebra®.
Nietylko bowiem widzimy teraz te¢ algebre jakoSciowa zasto--
sowang do elementéw geometrycznych (logika geometryczna),
lecz widzimy ja rowniez w Swiecie realnym, fizycznym i psy-
chicznym, jako wyrazicielke tej logiki, ktéra panuje w $wie-
cie tonéw harmonicznych ?).

) Nietylko w swiccie dzwickow, lecz i w dziedzinie §wiatla i barw prze-
jawia si¢ ta logika negacji (dopelnich) i dualnoSci. Spraw tych tutaj jednak
- juz nie rozpatrujemy.









Dodatek A.

SADY
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].

Przechodzimy obecnie do krétkiego rozpatrzenia kwestji,
w jaki sposob wyrazaja si¢ sady w logice geometryczno-archi-
tektonicznej. Rachunkiem sadéw, jako caloSci, interesowaé sie
tu nie bedziemy, zwrécimy si¢ natomiast do sadéw rozczlon-
kowanych juz na podmiot i orzeczenie i zobaczymy, jak
si¢ one wyrazajag w logice geometrycznej. Wezmy nasam-
przéd sad powszechny twierdzacy: ,,wszystkie @ sa b 1 szu-
kajmy jego wyrazu logicznego i geometrycznego. Otéz wie-
my, ze wyrazem symbolicznym tego sadu w logice algebraicz-
nej bedzie wyrazenie: @’b, pojete jako orzeczenie do podmio-
tu ,,wszelki przedmiot* (a’b6 = 0). Istotnie sad: ,,wszelki przed-
miot jest albo &, albo &6 jest rownowazny sadowi ,wszyst-
kic a sa b", albowiem sad ,wszelki przedmiot jest albo ',
albo b jest rbwnowazny sadowi ,,jezeli cos nie jest &, to jest
bt — ,,jezeli co§ jest a, to jest b%, to zaS znaczy wlafnie, ze
»wszystkie a sg b“. Np. sad: wszelki przedmiot jest to albo
nie-czlowiek albo $miertelny” jest rownowazny sadowi: ,,je-
zeli co$ jest czlowiekiem, to jest Smiertelne™, a wiec i sadowi:
»wszelki czlowiek jest $miertelny”. Sad wigc powszechny
»wszystkie @ sa b" wyraza logika algebraiczna zapomoca
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wzoru a’b = 0 lub wprost zapomoca wyrazu @’b, pojetego ja-
ko orzeczenie dla wszelkiego podmiotu. Wobec tego za$, ze
z punktu widzenia logiki treéci orzeczenie b tego sadu zawie-
ra si¢ w podmiocie @ mozemy sad ten wyrazié rowniez za-
pomocg wzoru: b <<e (ktéry mozemy czytaé réwniez: ,,z tre-
§ci @ wynika tre$§¢ b, lub: ,jezeli @, to b) i w ten sposéb
otrzymujemy znana juz nam rownowazno$é: b < a — (db —
= 0), ktorej obie strony wyrazaja sad ,,wszelkie a jest b*.

W podobny sposéb wyraza algebra logiki nietylko sad E:
»zadne a nie jest b (= ,,wszelkie @ jest &) zapomoca wyra-
zenia: a’b’, lecz i dwa powszechne sady o zaprzeczonym pod-
miocie (wprowadzone przez de Morgana): ,,wszelkie @’ jest b
1 ,2adne & nie jest b° (= wszelkie @’ jest b’). Pierwszy z tych
sadoéw (oznacza¢ go bedziemy przez A4,) wyraza sie zapomo-
ca wyrazenia ab, drugi za$ (oznacza¢ go bedziemy przez E,) —
zapomocg wzoru ab’.

Co dotyczy czterech sadéw szczegélowych: , niektére a sa b
(1), ,niektére a sa b" (0), ,miektére @ sa b (I1) i ,niektére
a sa b’ (0;) (dwa ostatnie wprowadzone zostaly przez de
Morgana), to otrzymamy natychmiast wyrazenia im odpowia-
dajace, jezeli uprzytomnimy sobie tylko, ze:

Sad I jest zaprzeczeniem (negacja) sadu E,

sad 0 - . - 5 sadu A
Sa‘d 11 25 33 23 ,Sa:du El’
i Sad 01 2 2> 32 Sa:du Al-

Stad, stosujac wzory de Morgana (por. str. 28), otrzymu-
jemy nastepujace wyrazenia!) dla czterech sadéw szczegélo-
wych:

') Wyrazenia te nalezy rozumieé, jako orzeczenia dla podmiotu: ,niektére -
przedmioty''. :
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L= (abi): =ca b

0 = (ab)s = a =0’

Ii= (ab)e = a-tb

0,= (ab). = d-+ b
Jak widzimy, sady te rozmieszczaja si¢ niezwykle syme-
trycznie na naszym schemacie logiki dwuelementowej (patrz
rys. 16): sady powszechne zajmuja cztery boki wewnetrznego
kwadratu, sady za$ szczegblowe cztery wierzcholki kwadratu
zewngtrznego, przyczem sad powszechny (prosta) i sad szcze-
gélowy (punkt), bedacy jego zaprzeczeniem, lezg w cwiartkach

{JJ 3%b b a *b[]}

®~
%z,

[jab ¥ a+6[0)
Rys. 16.

przeciwlegtych, np. sad 4 i sad 0.

Sady arystotelesowskie: A4, E 1 sprzeczne z niemi sqdy 0, I zo-
brazowane sa przez dwie proste, wychodzace z punktu a,
i dwa punkty, lezace w éwiartkach im przeciwleglych. Orjenta-
cje w stosunkach miedzy sadami bardzo ulatwia tu ta okolicz-
noéé, ze §rod czterech sadéw, rozmieszczonych wzdluz osi sko-
énych (I, A, E, 0, oraz L, 4, E;, 0), tylko dwa moga byc

prawdziwe.
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Tych 8 elementéw nie wyczerpuje ogétu sadéw logiki dwu-
‘wymiarowej. Zobaczymy, jakie to sady reprezentowane sa
przez pozostale elementy.

A wiec nasamprzéd, jaki to sad jest reprezentowany przez
element: (a~+b)(d + &) = a'b+ ab’ oraz dwoisty don
1z nim sprzeczny element: ab + a’b’ = (a’ + b) (a e b’). Pierw-
szy z tych elementéw jest polaczeniem elementéw @’b i ab’, t. zn.
sadow b <<a (sad 4) i a<<b (sad E,), a wiec w my$l definicji
réwnowaznoéci wyraza sad: @ = b, ktéry jako polaczenie sad6éw:
»wszystkie @ sa b ¢ ,,wszystkie b s3 a” jest sadem: wszystkie
.a sa wszystkiemi b (= wszystkie a i tylko a sa b%), czyli jest
hamiltonowskim sadem U. Drugi z tych elementéw [dwoista
negacja pierwszego = (@’ + b)(a + b’)] jest polaczeniem ele-
mentdéw ab ¢ b/, t. zn. sadéw b < & (sad 4,) i & < b (sad
E), a wiec w my$l definicji réwnowaznoéci wyraza sad & = b
(czyli @ = b’), a wiec sad: ,,wszystkie nie-a sa wszystkiemi b
(wszystkie nie-a i tylko nie-a sa &) lub réwnowazny z nim sad:
,»wszystkie @ sa wszystkiemi ,nie-b* (wszystkie a i tylko a
53 ,,nie-b*). Nazwijmy go sadem U”.

Jak widzimy na rys. 16, sad U = (a + b) (d + b’) wyraza
si¢ geometrycznie przez prosta (a-+b)(d + &), t. j. jedna
z osi sko$nych, jedna z przekatnych zewnetrznego kwadratu.
Podobnie sad U’ = (&’+b) (a+0b’) wyraza sie przez druga of
sko$na, druga przekatna zewnetrznego kwadratu.

- Przechodzimy teraz do czworki elementow prostych (nie-zlo-
zonych): a, @, b, b'.

Analogicznie do tego, jak element @’b oznaczal sad: ,,wszel-
ki przedmiot jest albo & albo b, element a (= @ . 1) oznaczaé
bedzie sad: ,,wszelki przedmiot jest albo @, albo a + & (a wiec
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rowniez @), czyli innemi slowy oznacza¢ bedzie sad: ,wszelki
przedmiot jest a. Znaczy to, ze zakres klasy @ jest maximum,
a wiec tre$¢ pojecia — minimum. Podobne znaczenie maja
elementy @ (=& .1),b(=b.1)i¥ (= ¥ .1). Obrazem geo-
metrycznym tej czwérki sadow sa proste: a, @, b, b

Zachodzi teraz pytanie, jakie sady wyraza¢ beda elementy
dwoiste do wyzej rozpatrzonych, a wiec do a, jako a + 0, do &,
jako @’+-0, do'b, jako b+-0, i do &', jako b’+-0? Otéz analogicznie
do tego, jak element a+& jest negacja sadu &’b’ (,,zadne a nie
jest %) 1 jako taki oznacza sad: ,mniektére a sa b, tak samo sad
a-+0 jest negacja sadu ' . I (,,zaden przedmiot nie jest a*) i jako
taki oznacza sad: ,,niektére przedmioty sa a. Gdy wiec sad
d (= a’ . 1) wyraza, ze klasa a jest pusta — jego negacja, sad
z nim sprzeczny a (= a -+ 0) wyraza stan faktyczny, ze ,nie-
ktore przedmioty sa a*, a wi¢c ze klasa a nie jest pusta, gdy
natomiast sad przeciwny sadowi @’ (=d'.1), t. j.sada(—=a. 1)
oznacza, jak wiemy, ze ,,wszelki przedmiot jest &, a wiec
oznacza pelni¢ klasy a, to, ze obejmuje ona wszystkie przed-
mioty, ze ma maximum zakresu, ze wiec pojecie a przedstawia
minimum treéci. Podobne znaczenie maja elementy @ (= o’ +
+0),b(=b+0)ib (= b +0). Obrazem geometrycznym
tej czwérki sadéw sa punkty: a, &, b, b'.

Dla odréznienia dwoistych sadow prostych dodamy im in-
deksy: sad szczegélowy a oznaczymy przez a,, sad powszechny
a przeza,. Sad a,, stwierdzajacy, ze ,niektére przedmioty: sa
a*, stwierdza innemi tylko slowy, ze ,przedmioty a istnieja’,
mamy wiec w sadach prostych ay, @y, by by czwérke sadéw
egzystencjalnych. Sad za$ a,, gloszacy, ze ,,wszelki przedmiot
jest a, glosi tem samem, ze do istoty wszelkiego przedmiotu
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nalezy cecha @, a wiec obwieszcza powszechny, ontologiczny,
transcendentalny charakter cechy a. Te czwérke dualnych sa-
déw prostych: @, @;, b, b’y nazwiemy sadami ontologicznemi.
Widzimy w ten sposéb, ze na plaszczyZnie logicznej, pomija-
jac juz elementy graniczne 0 i I, mamy oprocz 8 sadéw de
Morgana jeszcze sady U i U’ (= negacje U) oraz dualne sady
proste: ontologiczne (powszechne) i egzystenc_]alne (szczegolo-
we)ii

Poruszymy tu jeszcze pokrétce sprawe dichotomji sadéw, po-
mijajac juz zupelnie sprawe ich tetratomicznego podziatu.

Otéz mozemy méwié nietylko o dichotomji pojeé, lecz i sa-
déw. Wezmy np. sady: a+0,a+bia+b. Sad a0 =
=—a, (punkt @) jest to sad: niektére przedmioty sa a — przed-
mioty a istnieja, i jako taki, jako sad egzystencjalny, jest on sa-
dem o treSci niezréznicowanej (niewyznaczonej) w stosunku do
sadow a + b 1 a + b, ktore glosza nietylko, ze a istnieja, lecz
ze nicktore a sa b, niektore za$ b’. Sad (egzystencjalny) a, roz-
nicuje si¢ tu, dzieli si¢ na dwa sady i jest tem, co maja one
- wspélnego z soba (,.a istnieje”), co si¢ przejawia dwojako,
okolo czego-one w swej konkretnoéci jakgdyby oscyluja [ad =
= (a + b) (a+ V)]

Przejdzmy teraz do sadéw powszechnych, dwmstych wzgle-
dem poprzednich, a wiec do sadéw: a . 1, ab, ab’.Sad a . I = a;
(prosta a) jest to sad: wszystkie przedmioty s3 @ = zaden
przedmiot nie jest &’. Otoz t¢ niemozliwo$¢, sprzeczno$¢ przed-
miotéw & mozemy réwniez wyrazi¢é w sposob bardziej roz-
winiety w postaci zespolu dwoch sadéw powszechnych: ,,wszyst-
kie @’ sa b (sad ab) i ,,wszystkie @’ sa b’ (sad ab’), wyrainie
wskazujacych w swym zespole, ze zaden przedmiot (niesprzecz- -
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ny) nie moze byé . Istotnie wiec sad ontologiczny a.! = a;
jest tu caloScia, dajaca sie wyrazié dichotomicznie zapomoca
sumy sadéw ab i ab’ [a;, = ab + ab'] ).

1) Ograniczamy sie tu do rozpatrzenia sadéw w logice geometrycznej
plaskiej (planilogice). Sprawe analogiczna sadow w logice tréjwymiarowej
(stereologice) pomijamy tu, zwracajac tylko uwage na to, ze w stereolo-
gice mieé bedziemy do czynienia z sadami o naturze bardziej zlozonej,
z sadami wyrazonemi zapomoca symbolow troistych: abe, at+b+c i t. p.
Beda to np. sady o treéci: ,,wszystkie (ab) sa ¢ (abc) lub ,nicktére a+b
saice (arbtc)it p.



Dodatek B.

DUALNE RODZAJE WNIOSKOWANIA W LOGICE
ARCHITEKTONICZNE]Y).

Zaczynamy od wnioskowania z analogji, od ktérego juz la—
two nastepnie przej§¢ mozemy do wnioskowania indukcyjnego
i dedukcyjnego.  Przez I-y rodzaj wnioskowania z analogji
pojmujemy wnioskowanie nastepujacego typu. Pierwsza z prze-
stanek przypisuje gatunkowi & (wzgl. poszczegblnemu przed-
miotowi) pewna ceche czy zespél cech P, przytem stwierdza,
ze P przynalezy gatunkowi b, juz jako przedstawicielowi ro-
dzaju @, ze wigc jest P niezalezne od réznicy gatunkowej tego.
gatunku. Druga przestanka stwierdza analogje (izokategorjal-
nos¢) elementéw b i ¢ ze wzgledu na rodzaj @, innemi stowy
stwierdza, ze nietylko b, lecz i c jest gatunkiem rodzaju a. (Tej
wlaénie drugiej przeslance, stwierdzajacej istnienie analogji
migdzy elementami b i ¢, zawdziecza wn\ioskowanie z analogji

1) Jak zobaczymy nizej, nietylko wnioski dedukcyjne, lecz réwniez wnio--
ski indukcyjne i z analogji sa wnioskami Scislemi, t. j. dajacemi si¢ uza-
sadnié na podstawie zasad formalnej logiki. A wiec nie kazdy Scisty wnio-
sek jest wnioskiem dedukcyjnym (od ogdélu do szczegdlu), i w ramach
ogdlnego, rodzajowego pojecia wnioskowania (Scislego) nalezy odrézniaé —
wedlug dawnego zwyczaju — poszczegblne jego gatunki: dedukcje, induk-
cjg, wnioskowanie z analogji. Z tych wzgledow uwazamy za wysoce niece-
lowe tworzenie rodzajowego pojecia dedukcji, jako réwnoznacznika wszel—
kiego $cislego wnioskowania. :
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swa nazwe). Oczywiécie, jezeli cecha P przynalezy elementowi
b juz z tej racji, ze jest on a, to przynaleze¢ réwniez musi
wszelkiemu elementowi ¢, réwniez bedacemu @. Wnioskowanie
to jest bezwzglednie $cisle wobec tego, ze przeslanka pierwsza
nietylko stwierdza, ze P <<b, lecz réwniez, ze P zawiera sig
w b, jako w gatunku rodzaju a1). Mozemy je przedstawié alge-
braicznie w sposob nast¢pujacy:

I przestanka: P << ba.

(P zawiera sie w b, jako a, czyli: P zawiera sie w tem, co
jest wspélne b i a).

II przestanka: ba = ca = a.

(Wobec tego ze a <<b czyli a = ba oraz a<<c czyli a =
= ) ;

‘Whiosek: P << ca, a wiec P < c.

Znaczy to: Jezeli P jest cecha elementu b, jako gatunku ro-
dzaju a, to jest réwniez cecha elementu ¢, o ile ¢ rowniez jest
gatunkiem rodzaju a.

Taka jest zasada pierwszego rodzaju wnioskowania z analo-
gji; pozwala ona przenosi¢ cechy, przynalezne rodzajowi, z jed-
nego gatunkli danego rodzaju na inny gatunek tegoz ro-
dzaju.

Otéz struktura formalna powyzszej zasady wnioskowania z
analogji, polegajaca na zawieraniu si¢ elementu P w iloczynie
logicznym ba, nasuwa my$l, ze istnie¢ moze inny jeszcze ro-
dzaj wnioskowania z analogji, rodzaj do powyzszego dualny,
w ktérego zasadzie wystepowalyby zwiazki do poprzednich du-
alne, a wiec zawieranie sie sumy logicznej b + a w elemencie
dualnie odpowiadajacym elementowi P. Ten dualny rodzaj

1) Materjalna prawdziwos¢ tego twierdzenia i jej kryterja tutaj nas,
oczywiscie, nie interesuja.
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wnioskowania musialby mie¢ jako przeslanke réwniez fakt ana-
logji dwoch elementéw, analogji jednak odmiennego rodzaju,
analogji dwoistej wzgledem tej, ktéra widzieliSmy przy wnio-
skowaniu powyzszem. Istotnie, jezeli poprzednio méwiliSmy o
dwéch elementach, jako analogicznych, gdy zawieraly one w
sobie wspé6lna kategorje, rodzaj (byla to analogja gatunkéw),
to teraz, dwoiScie, mowi¢ mozemy o dwoch elementach ana-
logicznych, jezeli oba one sa zawarte w tym samym elemen-
cie, w tej samej caloéci (mamy tu analogje skiadnikéw). Po-
przednio elemenfy analogiczne spokrewnione byly przez skiad-
nik wspélny, w nich zawarty, obecnie spokrewnione bylyby ja-
ko skiadniki tej samej caloéci, w ktérej bylyby zawarte, tak
ze mieliby§my zaréwno b < @, jak i ¢ < a, czyli b +a = c +
+ a — a. Taka bylaby druga przestanka drugiego (dualnego)
rodzaju wnioskowania z analogji. Pierwsza za$ przestanka tego
wniosku stwierdzalaby, ze jaki§ podmiot S posiada ceche b, nie
jako ceche oddzielna, niestowarzyszona z innemi, lecz jako
skiadnik wiekszej calo§ci, mianowicie zespotu (kompleksu) cech
a; tak ze w S zawarte jest nietylko b, lecz 1 b + a. Z tych prze-
slanek wynika juz niewatpliwy, bezwzglednie Scisty wniosek,
ze S posiada réwniez ceche ¢, albowiem posiada ceche b, jako
skiadnik zespolu a, obejmujacego réwniez i ¢. Mozemy to dwoi-
ste wnioskowanie z analogji przedstawi¢ algebraicznie w spo-
s6b nastepujacy: ’

I przestanka: & 4-a < §. ;

II przeslanka: b + ¢ = c+ @ = a (wobec tego ze b < a
ici<e a) ;

Whiosek: c+a < S, a wigcic < S. Pl

Znaczy to: Jezeli element S posiada ceche b, jako skladmk



— 195 —

calo$ci (zespolu cech) a, to posiada réwniez ceche ¢, o ile ¢
rowniez jest sktadnikiem caloéci a.

Taka jest zasada drugiego (dualnego) rodzaju wnioskowania
z analogji; pozwala ona przechodzi¢ w obrebie elementu, kté-
remu przynalezy pewien zespol cech, od jednego skladnika da-
nego zespolu do innego skladnika tegoz zespolu.

Dwoistos¢ tych dwoéch rodzajéw wnioskowania z analogji
wystapi specjalnie wyraznie, jezeli porownamy ich zasady.

Zasada I rodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju
wmoskowama z analogy wmoskowania z analogyi
Jezeli P jest cecha elementu Jezeli element S posiada ce-

b, jako gatunku rodzaju a, to che b, jako skladnik calosci q,
jest rowniez cechg elementu ¢, to posiada réwniez ceche ¢, o
o ile c rowniez jest gatunkiem ile ¢ réwniez jest skladnikiem
rodzaju a. caloéci a. : '

Jak widzimy, mozna przej§¢é od jednej zasady do drugiej
przez zamiang pojeé: ,,cecha® na ,element’ (,,substancja‘), ,,byé :
cecha” na ,;posiadaé ceche®, ,rodzaj na ,calo$t, ,,gatunek®
na ,skladnik® — i odwrotnie, przytem cecha P (praedicatum)
przechodzi w element S (subjectum). Wraz z podstawowa dwo-
isto$cig ogolnosci 1 caloéci (por. str. 91), mnozenia i dodawania,
jako przejScia od gatunkéw treéciowych do rodzaju z jednej
strony i przejécia od sktadnikéw do caloéci z drugiej strony,
wystepuje tu jeszcze dwoisto$¢ substancji i cechy, podmiotu
i orzeczenia. Gatunki i rodzaje wystepuja w charakterze nosi-
cieli cech, w charakterze podmiotéw, skladniki 1 zespoly w cha-
rakterze samych cech, a wigc orzeczen.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia wnioskowania indukcyj-
nego, ktére w istocie rzeczy lezy w postaci ukrytej, nierozwi-



— 196 —

nietej, u podstawy wnioskowania z analogji. Jezeli tak jest, to
wobec dwoistej natury wnioskowania z analogji nalezy si¢ spo-
dziewaé ujawnienia réwniez dwoistego rodzaju wnioskowania
indukcyjnego. Przedewszystkiem jednak o indukcji, ukrytej w
przestankach wnioskowania z analogji. Mamy tu na myéli prze-
stanke pierwsza I-go rodzaju wnioskowania z analogji. Twier-
dzi ona nietylko, ze cecha P przynalezy gatunkowi & (P << b),
lecz ze jest ona zalezna tylko od cech rodzajowych tego ga-
tunku, od tego, co ma on wspélnego z rodzajem (a), ze wigc
przynalezy mu, jako przedstawicielowi rodzaju a (P < ba).
Lecz w tem twierdzeniu mieSci si¢ juz sposobem ukrytym prze-
niesienie cechy z gatunku na rodzaj, skoro bowiem twierdzi-
my, ze cecha ta zawarta jest w gatunku b, jako przedstawicielu
rodzaju a, to stwierdzamy innemi tylko stowy, zachowujac je-
szcze kontakt z gatunkiem b, ze jest ona cecha, przynalezng
rodzajowi a. Skad juz krok formalny tylko dzieli nas od twier-
‘dzenia jawnie indukcyjnego P < a (P < ba; ba < a).

Otdz przeslanka pierwsza II-go rodzaju (dualnego) wniosko-
wania z analogji rowniez — jak si¢ tego nalezalo spodzie-
waé — przedstawia nam wynik wnioskowania indukcyjnego,
niedoprowadzonego tylko do swej ostatecznej postaci. Twier-
dzi ona bowiem nietylko, ze element S posiada ceche¢ b (b << §),
lecz ze ja posiada, jako stanowiaca skladnik calosci a, ze posiada
wiec element S caly kompleks cech b+ a (b + a<<S§). Lecz w
tem twierdzeniu mieéci si¢ juz sposobem ukrytym przypisanie
elementowi S nietylko cechy skladowej b, lecz calego ich ze-
spolu a, przejécie od skladnika & do-calosci @, dzialanie dwoi-

_ ste wzgledem przejécia od gatunku do rodzaju. Skad juz krok ——

formalny tylko dzieli nas od twierdzenia jawnie indukcyjnego

a<<S(b+a<S$; a < bta).
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W ten sposob architektonika dualna $wiata logicznego do-
prowadzila nas do stwierdzenia istnienia drugiego (dualnego)
rodzaju wnioskowania przez indukcje, ktére wznosi sie tu nie
od gatunku do rodzaju, jako podmiotéw pewnej cechy, lecz
dualnie: od cechy skladowej do zespolu (caloéci) cech, jako
orzeczen pewnego elementu (substancji) 1).

Rozpatrzymy blizej nieco zasady tych dwoéch rodzajéw wnio-
skowania indukcyjnego. Indukcja zwykla, uogélniajaca (abstra-
hujaca), wychodzi z przestanki o posiadaniu przez element b ce-
chy P (P < b). Nastepnie za$§ zaklada 2), ze, jezeli chodzi o ceche
P, element b wchodzi tu w gre tylko jako przedstawiciel ro-
dzaju @, a wiec tylko w tych swoich skiadnikach, ktére sa
wspdlne dla b i a (b = ba czyli b < a). Tak ze oprocz a < b
(rodzaj treciowy a tkwi w gatunku swym &), mamy tu je-
szcze b << a, a wiec a = b.

I przestanka indukcji uogélniajacej (abstrahujacej): P <<b

1) Ten drugi rodzaj indukcji zostal odkryty juz dawniej przez B. Erd-
manna (por. jego Logik, str. 564 i nast. w wyd. z r. 1892 lub str. 691 i nast.
- w wyd. z r. 1923), ktéry jednak nie uéwiadamiatl sobie glebokich podstaw du-
alno-architektonicznych, decydujacych o koniecznoSci tego rodzaju roz-
dwojenia w dziedzinie wnioskowania. Erdmann ten drugi rodzaj indukcji
w odréznieniu’ od indukcji uogélniajacej (verallgemeinernde Induktion)
nazywa indukcja dopelniajaca (erganzende Induktion). Mybyémy chetnie
nadali temu dwoistemu rodzajowi indukcji miano indukcji calkujacej
(przejécie od skladnika do calosci). Zarzuty Bieganskiego (por. Zasady lo-
giki ogblnej, 1903, str. 296-8), skierowane przeciwko wyodrebnieniu przez
Erdmanna tego drugiego rodzaju indukcji, nie moga tu by¢ blizej rozpa-
trzone; naszem zdaniem sa one zupelnie nieprzekonywajace, tem bardziej
teraz, gdy to odréznienie dwéch rodzajéw wnioskowania okazuje si¢ gl¢boko
ugruntowane w podstawowej dla logiki zasadzie dwoisto$ci mnozenia i do-
dawania. :

2) Materjalna prawdziwo$é tego zalozenia i jej kryterja tutaj nas, oczywiscie,
nic interesuje. Réwniez obojetna jest tu dla nas iloéé elementdéw b, posiada-
jacych ceche P (w pierwszej przeslance wniosku).
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IT przestanka indukcji uogdlniajacej (abstrahujacej): b=a
[=(a<b)+(}<a)

Whiosek indukcji uogélniajacej (abstrahujqcej): P==a

I dwoiécie dla indukcji typu dualnego, catkujacego. Wycho-
dzi ona z przeslanki, ze element S posiada cecheg & (b << S).
Nastepnie za$§ zaklada, ze, jezeli chodzi o element S, to cecha
b wchodzi tu w gre jako przedstawiciel (przejaw) wigkszej ca-
foSci, calego zespolu cech @, tak ze, majac b, mamy tem sa-
mem b + a (b = b + a czyli a < b). Wobec tego za$, ze b < a
(@ = b + a), mamy wiec @ = b.

I przestanka indukcji calkujacej: & <<S$

IT przestanka indukcji calkujacej: b =a [b < a + a < b}

Whiosek indukcji catkujacej: @ << §.

Mozemy teraz w sposob nastepujacy sformulowaé zasady
- dwoch dwoistych rodzajéw wnioskowania indukcyjnego.

Zasada I rodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju
wnioskowania imdukcyjnego wnioskowania indukcyjnego
Jezeli P jest cecha elementu Jezeli element S posiada ce-

b, element za$ ten wystgpuje che b, cecha za§ ta wystgpuje
tu,jako przedstawiciel (gatunek) tu, jako przedstawiciel (skta-
rodzaju a, to P jest cechg ro- dnik) calosci a, to element §
~dzaju a. ; posiada jako ceche calo$¢ a.

- Jak widzimy, mozemy przej$¢ od zasady indukcji uogélnia-
jacej do zasady indukcji calkujacej przy pomocy tego samego
odwzorowania (stowniczka), jakiem positkowaliSmy sie¢ przy
pfzejéciu od jednego do drugiego rodzaju wnioskowania z ana-
logji. I tutaj réwniez widzimy, ze indukcja od gatunku do ro-
“dzaju dotyczy substancji, podmiotu sadu, indukcja za$§ od
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skiadnika do caloéci dotyczy cech i1 wyraza si¢ w orzeczeniu
sadu.

Podobnie jak stwierdziliémy dotychczas istnienie dwoistego
wnioskowania z analogji oraz dwoistego wnioskowania induk-
cyjnego, tak tez w naturalnej konsekwencji rzeczy skonstatu-
jemy teraz istnienie dwoistej dedukcji. Jezeli bowiem mogli§-
my dwoiScie indukowaé: z jednej strony — od podmiotu ga-
tunkowego do podmiotu rodzajowego, jako posiadajacego. pew-
na ceche, z drugiej za$: od skladnika do zespolu cech, jako
orzeczen pewnego podmiotu, to, oczywiscie, bedziemy mogli
réwniez odwrotnie wnioskowa¢d, 1 dedukowaé z jednej strony
podmiot gatunkowy z podmiotu rodzajowego, jako posiadajacy
pewna ceche (dedukcja zwykla), z drugiej za§ — skladnik z ze-
spolu cech, jako orzeczenie pewnégo podmiotu (dedukcja du-
alna). I jezeli za zasade zwyklej dedukcji przyjmiemy dictum
de omni (w pojmowaniu treSciowem: dictum de genere lub
ogolniej: dictum de abstracto), to dedukcje dualng obowiazy-
wa¢ musi zasada dualna wzgledem powyzszej, zasada, ktora na-
zwaliby§my dictum de toto. Tak wiec:

Zasada I rodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju
wnioskowama dedukeyjnego wnioskowania dedukcyjnego
Jezeli P jest cecha rodzaju g, Jezeli element S cechuje ca-

b za§ jest gatunkiem!) rodzaju @, 1o§¢ (zespdl) cech a, za§ b jest
to P jest cecha gatunku?) 4. skiadnikiem caloéci a, to ele-

ment S cechuje skladnik &.
Pierwsza z tych zasad — dictum de genere (de abstracto)®) —
przypisuje to samo orzeczenie P dwém podmiotom (jezeli ro-
1) wzgl. osobnikiem.

%) wzgl. osobnika.
3) Jest to w istocie rzeczy kantowska zasada: nota notae est nota rei ipsius.
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dzajowi, to i jego gatunkowi), druga (dualna) — dictum de
toto — przypisuje temu samemu podmiotowi S dwa orzeczenia
(jezeli zespot cech, to i jego skladnik). Pierwsza jest dedukcja
wyszczegoblniajaca (konkretyzujaca), druga nazwaliby$my rézni-
cujaca (dzielaca). W ten sposob okazuje sie, ze, dedukujac sad
jaki$, mozemy postepowaé dwojako: badZ dedukujac jego pod-
miot wedlug dictum de genere, badZ jego orzeczenie wedlug dic-
tum de toto. A wigc np. ze ,,Sokrates jest émiertélny“, mozemy
dowie§é: 1) kladac za podstawe dedukcji przeslanke: ,,Gzlo-
wiek jest $miertelny®, a nastepnie, stwierdziwszy, ze ,,Sokrates
jest czlowiekiem®, przenosimy orzeczenie §miertelnoSci z pod-
miotu rodzajowego na nowy podmiot ,Sokrates”; 2) kladac
za podstawe dedukcji przeslanke: ,,Sokrates jest czlowiekiem
(w znaczeniu: Sokratesa cechuje zespol cech, ktéry nazywamy
. »czlowieczenstwem*), a néstqpnie, stwierdziwszy, ze czlowiek
jest $miertelny (to znaczy, ze zespo6l cech ,,czlowieczenstwo’ za-
wiera w sobie jako ceche skladowa ,,$miertelno$¢™), przypisuje-
my Sokratesowi nowe orzeczenie: ,$miertelny”. W ten sposéb
droga do sadu ,,Sokrates jest §miertelny® poprzez pojecie ,,czlo- :
wiek® jest dwojaka; badZz wychodzimy z pojecia: $miertelny
(++ czlowiek), badz z pojecia: Sokrates (4 czlowiek). W pierw-
szym przypadku we wniosku ,,Sokrates jest $miertelny” mamy
nowy podmiot ,,Sokrates” zamiast dawnego ,czlowiek®, w
drugim przypadku we wniosku tym mamy nowe orzeczenie

Ll

»Smiertelny®  (,,$miertelno$é zamiast dawnego ,,czlowiek®
(,,czlowieczenstwo).

Rekapitulujac wszystko, powiemy, ze, biorac za punkt wyj-
§cia dwoisto$¢ pojeé ogblnych i caloSciowych, nalezy odroz-
ni¢ w kazdym ze sposobéw wnioskowania dwa jego rodzaje,

a wiec:
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I: 1) wnioskowanie z analogji gatunkéw i 2) wnioskowanie
z analogji skiadnikow,

II: 1) wnioskowanie indukcyjne abstrahujace i 2) wnio-
skowanie indukcyjne calkujace,
- III: 1) wnioskowanie dedukcyjne konkretyzujace i 2) wnio-
skowanie dedukcyjne Aréinicuja‘ce (dzielace).
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