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Zak¥ad Teorii Regulacji

UZASADNIENIE KRYTERIUM NYQUISTA W OPARCIU
O WLASNOSCI ODWZOROWAN KONFOREMNYCH

Streszczeniec Celem uzasadnienia kryterium Nyguista
wykorzystano dwa twierdzenia z teorii odwzorowali konfo-
remnych. Twierdzenie o zachowaniu obszaru i twierdzenie
0 odpowiednicsci brzegéw stuzg do znalezienia obszaru
odpowiadajacego lewej podptaszczyznie i1 do zidentyfi-
kowania brzegéw obszaréwp a co za tym idzie do ustale~
nia obszrn; stabilnego 1 niestabilnego,, Potozeni®© punk-
tu -1, jJO) w jednym z obszardw okresla stabilnosc,
wzglednie niestabilnos¢ ukdadu«

Zamkniety liniowy ukdad automatycznej regulacji jest sta-
bilny, jezeli przy braku sygnatow wejsciowych i dla dowolnych
warunkéw poczatkowych sygnaty wyjsciowe daza do skonczonych
wartosci ustalonych dla czasu t zdazajgcego do nieskoriczone-

iKio
Sygnat btedu uktadu przedstawionego na rysOl ma postac
VW K
E(P) a " T TR (1)

W - jest warunkiem poczat-
k8wym wystepujacym w dowol-
obiekt nym miejscu uktaduQ
£tr(p) Kx(p)— jest operatorowg

funkcja przejscia od miej=
sca wystepowania warunku
regulator poczatkowego do wezta suma«
Krfp) cyjnego zgodnie z Kierun-
kiem dziatania sygnatéwO
KP) « K (K () - jest
Rysolo Schemat blokowy uk#a- operatorowg funkcja przej~
du automatycznej regulacji Scia otwartego ukdadu,
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Koniecznym i wystarczajacym warunkiem stabilnosci jest,a,by
wszystkie pierwiastki réwnania

1+ K(p>0 (@)

miaty czesS¢ rzeczywistg ujemng.

Obliczanie pierwiastkéw rownania (2 ;jest anaw.yoo;}
ktopotliwe dlatego do oceny stabilno$ci uzy.m sie réznych Ai-y—
teridw, ktére nie wymagaja obliczenia pierwiastkéw, jednak
wszystkie wywodzg sie z tego warunku.

Kryterium stabilnosci Kyguista polega na badaniu funkcji

przejscia K(p) otwartego ukdadu regulacji.
Zostanie tu ono wyprowadzone przy pomocy odwzorowan konfo-
remnych, Bedziemy odwzorowywaC¢ plaszczyzne zmiennej zespo-
lonej p za pomocg funkcji przejscia otwartego ukdadu regu-
lacji na plaszczyzne zmiennej zespolonej K(p),

Kasdy punkt na ptaszczyznie p i na plaszczyznie K(p)
jest okreslon3' za pomocg czesci rzeczywistej i urojonej

p>»>S + Jo
K(p) = Re K(p) + jIm K(p)

Odwzorowanie jest konforemne w danym punkcie jezeli doko-
nuje sie go odrazu na calej liczbie zespolonej p, a funkcja
odwzorowujgca K(p) jest rozniczkowalna v tym punkcie, przy
czym pochodna K*(p) jest rézna od zera.

Odwzorowanie konforemne posiada wlkasnos¢ zachowania ka-
tow. Jezeli w pewnym punkcie p dwie krzywe przecinaja sie
pod katem cc, to po odwzorowaniu odpowiadajgce im krzywe
przecinajg sie w punkcie k pod tym samym katem cC,

Warunkiem,aby odwzorowanie byto konferemne w caltej plasz-
czyznie K(p) Jjest,by funkcja K(p) by#a regularna w tej
ptaszczyznie, oraz by jej pochodna K* (p) byda rézna a. zera
w kazdym punkcie plaszczyzny. Funkcja jest regularna jezeli
jest jednoznaczna i rézniczkowalna, Funkcje przejscia rze-
czywistych ukdadow automatycznej regulacji spedniajg po-
wyzsze zatozenia. Sg to zwykle funkcje algebraiczne wymier-

ne typu K(p) « ,

M(p) 1 H(p) sa wielomianami, przy czym stopien wielomianu
M(p) jest nie wiekszy od stopnia wielomianu HYp).
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Do wyprowadzenia kryterium Nyguista postuzg nam podane
nizej twierdzenia z teorii odwzorowali konforemnych*.

twierdzenie o zachowaniu obszaru

Jezeli funkcja K(p) jest regularna i nie jest stata w ca-
dej ptaszczyznie tc obszar na plaszczyznie p po odwzorowa-
niu przechodzi réwniez w obszar ng ptaszczyznie K(p),,

Twierdzenie o odnowiedniosci uraefcow

Jezeli odwzorowanie jest wzajemnie jednoznacznef to zo-
staje zachowany kierunek obiegu brzegéw obszaréw. To znaczy
jezeli przy dodatnim kierunku obiegu brzegéw obszaru na
ptaszczyznie p obszar ten przez caty czas znajduje sie po
lenej stronie, to przy dodatnim obiegu brzegéw obszaru na
plaszczyznie K(p) obszar ten znajduje sie réwniez po lewej
stronie® Za dodatni uwazamy obieg w kierunku wzrastajacego

parametru®
"wroémy teraz do zagadnien stabilnosci, warunek stabilno-
Sci wymaga,by wszystkie pierwiastki réownania K(p) + 10

mialy czesSci rzeczywiste ujemne. Oznacza to, ze punkty odpo-
wiadajace pierwiastkom muszg leze¢ na lewej podptaszczyznie
p< OS urojona dzieli wiec phaszczyzne p na dwa obszary: sta-
bilny po lewej 1 niestabilny po prawej stronie osi.

Obszary te pokazuje r5 2

Ryso20 Ptaszczyzna p
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Po odwzorowaniu K(p) wszystkie pierwiastki p, z ptaszczyzny
p przechodzg na ptaszczyznie K(p) w jeden punkt (-1, jo).
Poniewaz K(p- ) +1=0. wiec ~(p?) s -1. Jest to wazna wha-
snos¢ odwzorowania K(p)-
Jezeli clokonamy odwzorowania obszaru lewej pédplaszczyzny
p (czyli obszaru stabilnego), to przejdzie on w nowy obszar
na ptaszczyznie K(p). Jezeli punkt (-1, jo) bedzie lezat w
tym obszarze to znaczy, ze wszystkie pierwiastki p® leza
w lewej potplaszczyznie, a wiec ukdad jest stabilny.
Odwzorowania lewej potptaszczyzny dokonujemy w trzech
czesciachs zmieniajgc w 1) od O do + <» po prostej S & O,
2)od+co do-°o0 na promieniu Raoo , 3; od do O
po prostej S 9 O.
PYaszczyzna K\p) przedstawiona jest na rys, 3. Odcinek 3 na
tym rysunku jest zwierciadlanym odbiciem odcinka 1»
Zcjl -iaj sa wielkosciami sprzezonymi, a wiec K(J*) i
K(-jJw) sg rowniez wielkosciami sprzezonymi,
P6tokreg 2 przecho-
dzi na plaszczyznie
K(p) w punkt (0,0) po-
niewaz we wszystkich
rzeczywistych ukta-
dach wzmocnienie dla
czestotliwosci nie-
skonczenie wielkich
maleje do zera.

Bk Gw) » 0

Y/ykres K(j ) nazywa-
my charakterystyka
czestotliwosci .
Jezeli stopien wielo-
mianu mianownika fun-
kcji przejscia K(p)
jest wiekszy niz 1
to odwzorowanie prze-
staje by¢ wzajemnie jednoznaczne. Poniewaz wszystkie pier-
wiastki przechodza po odwzorowaniu w punkt (-1, jo) jest
ono tylokrotnie niejednoznaczne ile pierwiastkéw posiada
réwnanie K(p) + 1 s 0, 11oSC pierwiastkow jest réwna stop-
niowi wielomianu mianownika funkcji K(p).
By zachowa¢ w waznosci twierdzenie o odpowiedniosci brze-
goéw obszaréw przy ropatrywaniu funkcji przejscia wyzszych
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rzedéw wprowadza sie pojecie jednoznacznosci w sensie Rie-
manna. Polega ono na tym, ze plaszczyzne p dzielimy na ta-
kie czesci, ktdre po odwzorowaniu przechodzg w calg pta-
szczyzne k(p)« Na kazdej czesci musi znajdowaC sie 1 pier-
wiastek. Otrzymujemy w ten sposéb plaszczyzne wielolistng
K() ztozong z tylu lisci ile wynosi stopien wielomianu
H(). Na kazdym lisciu dokonujemy ciecia wzddtuz pétosi rze-
czywistej dodatniej. W celu zachowania ciggtosci odwzorowa-
nia nalezy poskleja¢ krawedzie cieC tak by jednemu obiegowi
dookota poczatku ukdadu na ptaszczyznie p odpowiadak jeden
obieg na wielolistnej plaszczyznie K(p)-

Rozpatrzmy teraz przebieg odwzorowania dla funkcji przej-
Scia otwartego ukdadu regulacji 1-go, 2-jgo i 3-go rzedu.
Dla prostoty rozwazan niech to beda funkcje w ktdérych licz-
niku wystepuje tylko wartos¢ stata kQ.

B K@) -- A
ap +bp+1

"Wspbkczynniki a, b, c, wystepujace w mianownikach funkcji
przejscia sg dodatnie.
Odwzorowanie funkcji przejscia 1-go rzedu podaje rys.4

lin K(p)

k

Rys.4. Odwzorowanie konforemne K(p) - ap + 1
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Ry9>6* Odwzorov/anie konforemne K(p) =
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Jest to uktad zawsze stabilny bez wzgledu na wielkosci
wspétczynnika k . Przebieg odwzorowania funkcji przejscia
2-go rzedu podaje rys.5» Jak wynika z rysunku je&t to ukdad
zawsze stabilny cez wzgledu m wielkos¢ wspotczynnika k..»
Charakterystyka czestotliwosci podobnie jak w przypadkuO
funkcji przejscia 1-go rzedu nie obejmuje punktu («1, JO™»

Przebieg odwzorowania funkcji przejscia® 3~go rzedu poda-
je rys.6, W zaleznosci od wartosci wspotczynnika k™ ukdad
taki moze by¢ stabilny lub niestabilny. Jezeli punkt (-1,10"}
lezy po lewej stronie charakterystyki czestotliwosci tak
jJak to podaje rys.6¢c ukdad jest stabilny. Jezeli natomiast
charakterystyka czestotliwosci obejmuje punkt (-1, j0)?
uktad jest niestabilny jak to pokazuje rys«6d* Dla badania
stabilnosci nie jest konieczne rysowanie charakterystyk cze-
stotliwosci na plaszczyznie wielolistnej tak jak to podaja
rysunki 5c i 6b, Wygodniejsze jest rysowanie na jednej
ptaszczyznie, jednak do znalezienia obszardow stabilnego
i niestabilnego nalezy pamietaC, ze ptaszczyzna K(p) jest;
ptaszczyzng wielolistng*"

Na rys.7podano przykdady charakterystyk czestotliwosci
uktadéw stabilnych, na rys.8 ukdadow niestabilnych,

M artykule rozpatrywano funkcje pizejscia najprostszego
typu zakdadajgc, ze mozna dokona¢ podziatu ptaszczyzny p na
takie czesci»ktdore po odwzorowaniu przechodza w calg pta-
szczyzne K(p). Praktycznie jednak przeprowadzenie podziatu
ptaszczyzny p dla bardziej skomplikowanych funkcji K(p)
moze nastrecza¢ duze trudnosci.

Ta drogq sktadam serdeczne podziekowanie Proft Dr Stefa-
nowi Wegrzynowi za zachete do podjecia tematu oraz za wska-
zowki 1 dyskusje nad rozpatrywanym zagadnieniem, Skdadam
réwniez serdeczne podziekowanie mgr inz, Bolestawowi Szaf-
nickiemu za cenne uwagi dotyczace strony matematycznej za«
gadnienia oraz za wnikliwg dyskusje.

Na koncu artykudu umieszczone sg modele wielolistnych po-
wierzchni F.iemanna. Wyciecie i sklejenie tych modeli uta-
twia zrozumienie tego zagadnienia.
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Rys.9* Model dwulistnej

powierzchni Riemanna funkcji przejscia
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Rys.10. Model tréjUstnej powierzchni Riemanna funkcji przejscia K({p) « — r— ~—
ap +bp +cp+l
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O6ocHOBaHVe KpuTepusi HalkBucTa Npu nomowu mMeToga
KOH(POPMHbLIX OTOb6paxeHui

CopepxaHwue

C uenuio 060cHOBaHUA KpuTepms HalikBucTa MCMNON30BaHO [Be
TEopeMbl U3 TeOpMMN KOH(DOPMHbIX 0To6paxeHnii. Teopema 0 coxpa-
HeHUM o6nacTeli M TeopemMa O COOTBETCTBEHHOCTU KOHTYPOB cny-
XUTb K HaxoXAeHWM 06/1acTM COOTBETCTBYHOLLIE NeBOM KOPHEBOM
NONNNSAKATA U OTOXAECTBEHHOCTW KOHTYpPOB, a C/iefoBaTe/IbHO
K onpejeneHnn o6nactu ycTomumMBOCTU U HeycTohumsocTu. [Mono-
XKeHne nyHKTa (—1, jo) B o4HOM M3 obnactei onpepensieT ycTou-
UMBOCTb W/ HEYCTOMUUBOCTb CUCTEMBI.

The Nyquist Criterion as a Conformai Mapping Problem
Summary

Two properties of the conformai mapping are used for the interpre-
taton of the Nyquist aiterion. By means of the increment principle and
the mapped boundary theorem, the Nyquist plot can be recognized as the
conformail map of the imaginary axis on the K () plane. The stability
of the system Is determinated by the location of the aitical point in the
two regions in which the K () plane s subdivided by the Nyquist plot.



