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ZDZ1SEAW POGODA

Zakdad Teorii Regulacji

STABILNOSC WIELOPARAMETROWYCH UKEADOW
REGULACJ1 AUTOMATYCZNEJ

Streszczenies W pracy oméwiono sposoby opisu wka-
snosci dynamicznych elementéw wieloparametrowych
oraz ich zasadnicze polgczenia, przy uzyciu zapisu
macierzowego. Podano twierdzenie podstawowe o stabil-
nosci uktadéw zamknietych zawierajacych elementy wie-
loparametrowe, pozwalajace napisa¢ réwnanie charakte-
rystyczne. Na zakorniczenie przeliczony zostat przy-
k#ad jednoczesnej regulacji napiecia i czestotliwosci
generatora s”nchroricznego, przy uwzglednieniu ogra-
niczonej mocy silnika napedowego.

1 WSTEP

We wspotczesnych zautomatyzowanych urzadzeniach przemy-
stowych coraz czesciej pojawia sie koniecznos¢ jednoczesne-
go regulowania kilku parametréw w tym samym obiekcie. Jako
prosty przykdad mozna wymieni¢ regulacje odosobnionego ge-
neratora synchronicznego,, Parametrami regulowanymi bedg tu
napiecie i czestotliwos¢, zas parametrami regulujacymi prad
wzbudzenia 1 predkos¢ obrotowa maszyny napedowej (.rys.D).

Zaburzenie w obwodzie regulacji napiecia nie posiada
wpdywu na procesy w obwodzie regulacji czestotliwosci. Na-
tomiast zaburzenie w obwodzie regulacji czestotliwosci wy-
woluje proces przejsciowy w obwodzie regulacji napiecia.
Mamy tu do czynienia z jednokrotnym sprzezeniem miedzy po-
szczegOlnymi obwodami regulacji. Intuicyjnie mozna wyczuc,
ze jezeli obydwa obwody regulacji wziete 2z osobna bedg
stabilne to ukdtad jako catos¢ bedzie réwniez stabilny.
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Jesli jednak uwzgledni¢ ograniczong moc silnika napedowego,
to W3kutek zmiany napiecia, zmieni sie obcigzenie generato-
ra, zmienig sie jego obroty i czestotliwos¢ napieciaO Dwu-
krotne sprzezenie miedzy poszczegélnymi obwodami regulacji
tworzy dodatkowg petle sprzezenia zwrotnegos Mimo stabil-
nosci poszczegdlnych obwodéw
regulacyjnych, ukdad jako ca-
+08¢ moze byc¢ niestabilnyO
W pracy niniejszej beda
rozpatrywane liniowe ukdady
wieloparametrowe posiadajace
co najmniej dwa sprzezenia
miedzy obwodami gddwnymi,
zwanymi w dal.3zym ciggu sprze-
zeniami skrosnymit,

Rys»1. Ukd#ad regulacji
napiecia i1 czestotli-
wosci generatora syn-
chronicznego® RU - regu-
lator napiecia, Rf - re-
gulator czestotliwosci

2. ROWNANIA ELEMENTU WIELOPARAMETROWEGO

Ruch dowolnego uk#adu dynamicznego o k stopniach swobody
(rys®2), mozna opisa¢ za pomoca réwnan Lagrange“& drugiego
rodzaju

i» dI" e AT qv ew /%
dt o "t Nl aqi i \%

(G s 1#2# m®,, K)

gdzie T » catkowita energia kinetyczna zawarta w ukkadzie
V ~ catkowita energia potencjalna
W - energia rozproszenia (straty na ciepto)
f\ - zaburzenia zewnetrzne

q, - wspodrzedne uogolnione
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W ukdadach liniowych energia
kinetyczna T oraz energia roz-
proszenia W sa jednorodnymi
formami kwadratowymi predkosci
uogolnionych q., natomiast
energia potencjalna V - jedno-
rodng formg kwadratowg wspod-
rzednych uogélnionych

1- 4+4+£ £ “«Ma

@)

0 k stopniach swobody K Kk

v-£ ttr “"ijqiqj

Podstawiajac te zaleznosci do réwnan (i) i wykonujac réz-
niczkowanie otrzymujemy

ke d2
2 i + N + YijNj] * = (©)
J dt
(b 1,2,«.=,K
gdzie s NMj - Nij

Po transformacji Laplece'a -Carsona, ukdad réwnan )
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

~P) @ B)- "~(p) @

gdzie

AisG,) - aijp + + vta (5)

jest elementem macierzy symetrycznej typu k x k, natomiast
| F sa macierzami kolumnowymi typu k x 1e

Zaburzenia zewnetrzne f.(t) zwane sg w automatyce sygnaiard

wejsciowymi. W dlaszym ciggu bedziemy je oznacza¢ x"(t).

Jeshi element posiada n wejsé, to n sposrod k wielkosci
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X. () bedzie réznych od zera. Oczywiscie n< k. Wspotrzedne
u&goélnione qi(t), ktorych przebieg zalezy od wielkosci

X (©), noszal™ automatyce nazwe wielkosci wyjsciowych i w
dalszym ciggu oznaczac¢ je bedziemy przez y.(t). Jezeli ele-
ment posiada m wyjs¢, to istotny jest przebieg tylko m spo-
Srod k wielkosci y™(t). Otrzymujemy w ten sposob element n
wejsciowy I m wyjsciowy (rys.3).

xn(t)

Rys.3. Element n wejsSciowy i m wyjsSciowy

Réwnanie macierzowe (4) mozna po odpowiednim uporzadkowaniu
przedstawi¢ w postaci schematu pokazanego na rys.4.

m k-m
m
m Al Az
/
k-m k-m
A3

Rys.4. Schemat porzadkowania réwnan (4)

Na podstawie rysunku 4 i1 whkasnosci klatkowych (koagulowa-
nych), mozna napisa¢ dwa réwnania macierzowe

A¥+AN-XTt
a3dy+adg -1 2
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Eliminujac z tych réwnan macierz @G, otrzymujemy

(6)

gdzie |h4jest macierza kwadratowg typu mxm, natomiast ma
cierz L jest macierzg prostokgtng typu mxn. Macierze V i
Jf sg macierzami kolumnowymi typu odpowiednio mx1 i nx1.
Mnozac réwnanie (6) lewostronnie przez otrzymamy

Y - AX
gdzie

Wyrazenie

_L®
)

mozna nazwa¢ macierzowa funkcja przejscia elementu wielopa-
rametrowego Macierze wystepujgce we wzorze (7) sa ma-
cierzami wielomianowymi, Czasami wygodniej jest mie¢ do czy-
nienia z macierzami liczbowymi« Rozkdadajac macierze L(DiW*)
na stane macierzy z odpowiednimi potegami p, mozemy macierzo-
wa funkcje przejscia zapisa¢ w postaci

fiff)- ~ 0 +PAW +----VAr] ®
Bo +pB<+....+psBs

gdzie /"% i Bi sg macierzami liczbowymi, przy czym r ~ s.
Wspotczynniki macierzowe At sg zawsze macierzami kwadrato-
wymi typu mxm, natomiast Bi macierzami prostokgtnymi, typu
mxn. Macierzowa funkcja przejscia jest wiec macierzg prosto-

|
Mozna udowodni¢ podobnie jak dla uktadéw jednoparametro-

wych stopien elementow macierzy A (p) jest nie wiekszy
od stopnia elementow macierzy M(p).
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katna, typu mxn. l1los¢ kolumn macierzowej funkcji przejscia
jest rowna ilosci wejs¢ a ilosé wierszy ilosci wrjs¢ elemen-
tu wieloparametrowego.

Fizykalng interpretacje daje inna postaC¢ macierzowej
funkcji przejscia,ktdrg mozna by nazwa¢ macierzag przejscia
elementu wieloparametrowego« Definicje (7), mozna zapisac
w postaci

et IM

gdzie M macierz dotaczona do macierzy IM. Po rozpisaniu
otrzymujemy 4

KCp) KM@ --- K9P
K21(p) KOO(P) --. KOL(D

(©))
Kbl(p) K*p) ... Kip)

Elementy tej macierzy majg prostg interpretacje Fizykalna8
jeshi na wejsciu elementu wieloparametrowego dziata jeden
tylko sygnat Xi(p) to przebieg j-ego sygnatu wyjsciowego
okreslony jest rownaniem

Y3 - Kil(®) Xi() @)

Znaczenie elementéw macierzy (9)s wyjasnia rys. (%)

Rys.5« Znaczenie elementow macierzy przejscia
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Whasnosci dynamiczne elementu wieloparametrowego znane sg
zwkle w postaci macierzy przejscia (9), gdyz elementy jej
+atwo okresli¢ na drodze eksperymentalnej za pomoca zalez-
nosci (10).

3. ALGEBRA ELEMENTOW WIELOWEJSGIOWYCH

3.1. Polaczenie szeregowe Irys>6)

X Xi, Kz
n mxn m pXxXm P

Rys.6. Polaczenie szeregowe elementdéw wieloparametrowych

Na podstawie rys,6 mozemy napisac
Y - KsX,-fC:

Funkcja przejscia szeregowego potgczenia elementéw wielopa-
rametrowych jest wiec réwna

KP) = k 2¢P)k1®) A1)
Aby dziatanie (11) byto wykonalne, to macierz musi po-
siada¢ tyle kolumn, co macierz wierszy, CO oOznacza, ze

drugi element musi posiadac¢ tyle wejs¢ ile pierwszy wyjsc.
Jesli tak nie jest, to nalezy odpowiednig macierz uzupet-
ni¢ zerami. Na uwage zastuguje fakt, ze kolejnos¢ czynnikow
we wzorze (11) jest odwrotna do kierunku przechodzenia sy-
gnadu.
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3.2. Polaczenie rownolegte (rys.7)

mxn

mxn

Rys.7. Réwnolegte potaczenie elementéw wieloparametrowych

Z rysunku 7 wynika, ze
Y- X+V2 Ne K 2{i»Q+KjX
skad

K(P)-0f/P)+0f2(p) (12)

mxn mxn mxn

3.3. Sprzezenie zwrotne irya.S)

Ki

mxn m
2
nxm

Rys.8. Potaczenie elementdévw/ wieloparametrowych ze sprze
zeniem zwrotnym
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Na podstawie rysunku 8 mozna napisa¢ nastepujace rownania

XrX-v,
Yrifzy
y-"rfx

Eliminujac z tych rownan macierze I1f i M otrzymamy

m '¥Kip! (13)

gdzie ! macierz jednostkowa typu mxm,natomiast

Kotti-K&WiM (w

macierz przejscia ukdadu otwartego w punkcie a (rys.8).

Z rownan (11) - (14) wynika, ze przeksztaktcanie schematéw
blokowych zawierajacych elementy wieloparametrowe odbywa 1
sie tak samo, jak dla elementéw jednoparametrowych z zacho-
waniem porzadku czynnikéw w iloczynach.

4. TWIERDZENIE PODSTAWOWE O STABILNOSCI UKLADU
WIELOPARAMETROWEGO

Dla jednoobwodowego ukdadu zamknietego przedstawionego
na rys.9 obowigzuja réwnania
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gdzie

IK ~Ko Kr 17)

mXm nmMxXn rum

macierz przejscia otwartego ukdadu regulacji, ?iczona przy
otwarciu na wejsciu regulatora (punkt a na rys.9).

Ko

nxm

Rys,,90 Zamkniety uk¥ad regulacji wieloparametrowej

Dla uktadéw wieloparametrowych przyjmujemy to samo okresie*»
nie stabilnosci co dlauktadéw jednoparametrowychs

Ukdad wieloparametrowy nazywac¢ bedziemy stabilnym, jezeli
czasowe Ffunkcje wszystkich btedow £.(t) daza do wartosci

He—

skonczonych, przy statych zaburzeniach yQi *
Iim lc(t)] » 1C| (8)
lub
Tim E a€ (182)
Z réwnania (16) wynika, ze uktad bedzie stabilny, jesli mia-

nowniki elementéw macierzy [# + IKj 1 beda miaty pierwiastki
Z ujemnymi czesciami rzeczywistymi.
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Jesli macierze % i1 Tz sprowadzaja macierz Inl do postaci

diagonalnej, to wtedy [i] *
det T » const, det T const
oraz
vif]m sl WW 19
gdzie
vi(p)
v2(p)
V-

8 Vm(p)

Wielomiany V. (p) sa dzielnikami elementarnymimacierzy

[M +£] DI » Uk#ad bedzie wiec stabilny jesli wszystkie
dzielniki elementarne beda miaty pierwiastki z ujemnymi cze-
Sciami rzeczywistymi. Rownanie charaktelastyczne ukdadu
mozna zapisaC w postaci

detVv (p) a o
lub po dzieleniu przez det IM i uwzglednieniu (19)

det [f + K (] a 0 (20)

Yiypisujac wyraznie macierz przejscia, otrzymamy nastepuja-
ce rownanie charaktelastyczne

1+ KMP) k12(p) »» kgm(p)

K21(p) 1 + K227p~ K2m~p A

@D
Knr-®  Kip® oo 1+ K@



72 Zdzistaw Pogoda

Jesli wszystkie sprzezenia skrosne sg rowne zeru K..(p) s O
dla i ™~ j. to (21) sprowadza; sie do postaci

n 1 +K11(IO)] -0

Wynika stad, ze aby uk#ad bez sprzezen skrosnych byt stabil-
ny, to kazdy z uktadéw regulacyjnych musi by¢ stabilny.

5. REGULACJA NAPIECIA I CZESTOTLIWOSCI GENERATORA
SYNCHRON ICZNEGO

Uproszczony schemat uk#adu przedstawiony jest na rys»9.

Rys.10. Uk#ad regulacji napiecia i czestotliwosci generato-
ra synchronicznego. Oznaczenia? M - moment obrotowy silnika*
M “ moment obcigzenia silnika* 1 - calkowity moment bez-
wladnosci, sprowadzony na wat silnika? @ - predkos¢ kgtowa
silnika—x-parametr regulujacy moment silnika (np. doptyw pa-
liwa)8 T - elektromechaniczna statla czasowa ukdadu genera-
tor-silnik* U - napiecie regulowane generatora* J - prad
obcigzenia generatora* J - prad wzbudzenia generatora*
f - czestotliwosS¢ napiecia generatora* U - napiecie odnie-
sienig® RU - regulator napiecia* Rf - regulator czestotli»
wosci
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Badanie stabilnosci przeprowadzimy dla liniowego przybli-
zenia rownali réozniczkowych ukdadu, co weddug pierwszego
twierdzenia lapunowa pozwoli sadzi¢ o zachowaniu sie ukdadu
przy matych zaburzeniach.

Rownanie motoru napedowego dla przyrostéw wokét stanu

ustalonego

I th"é’-ves AN RN

AM a k Ax - k,,AW AMS a k:]TAJ

gdzie

Stad operatorowo

k k
Aw= 1+pT.AX T 14 pT Aj 2.
'S k*
k « -t-, k -~ , T <~
* J K k w
Rownanie generatora
AU s kaAJw + kqu @3)
gdzie
ou . wa

Jw = OjW 9 ue ©w
AT a kfAw 4

Jesli obcigzenie ma charakter omowy, to

AJ b kQAU (25
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Z rownan (22) - (25) otrzymujemy réwnania obiektu
AUrKk N AJ + AV

n)+plL w 1+ pi

1 C)

afs . 2 22
T agw + 1+
1+pk" P
gdzie
Ka K
Kpp = Ky K12 1+ kukJko
KFkIKdK Jw kxkF
21 1+kuk3ko 22 1+kkjk.

k.1 s 1+khk3k0

Macierz przejscia obiektu bedzie

K 12
11 1+p T 1+ pT
~C(p)
21 22
14—p 1+p

Jesli obydwa regulatory sa proporcjonalne, to
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i rownanie charakterystyczne

det |[f+ IKO SN;_')!S 0

a&a postac

1 +,.PT - k12 kr2
1+ K,.,k .= ) i
Kh.ﬂ 1+piL 1+4pT

CBELAL "2

1+P*- 1+PfF
*1 K1

Dla maszyn wolnoobrotowych o duzym napieciu 1 przy duzym
obcigzeniu, wspédczynniki k 1 k sg bardzo mate. Jesli po-
nadto silnik napedowy posiaHa znaczng sztywnosS¢ obrotéw, to
wtedy rowniez k™ jest mate i mozna przyjac¢ przyblizenie

K,

1> 1+ ku kO KI » 1

Rownanie charakterystyczne bedzie miato postac

k12 kr2
Trky wr 1+ pt

*21 krl 1+ k22Kr2
1+ pT 1+ pT

po rozwinieciu otrzymujemy
Gk Ky @+ DA+ Ky, Ky + D)+ kpkofk ke, O

czyli uktad jest strukturalnie stabilny. Warto zauwazyc,
ze strukturalna stabilnos¢ jest wynikiem istnienia ujemne-
go znaku w pierwszym elemencie drugiego wiersza macierzy
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przejscia obiektu. Rozpatrywany ukdad posiada wiec tenden*
cje do samostabilizacji.

Dla uzyskania duzej dok#adnosci, regulator czestotliwo-
Sci powinien by¢ typu 1$ mamy wtedy

k . O
n

KJip)

r2
P

Rownanie charakterystyczne bedzie miato wtedy postac
kQ, k ., k
p%é} £ pQET +pl + k22 kr2 B £ 12-+-91 Izl—rg
kﬁi ri
+ *22 *r2 " °
Warunkiem stabilnosci dla tego réwnania jest nierdownosc

kX kf( kU kJ kJW (o} rl)k8T>_

rownos¢ ta dopuszcza dwie pary rozwigzan wzgledem k

Ni
)

er
k
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2 przyk#adu tego wida¢, ze uzyskanie duzej dokdadnosci
regulacji napiecia (wzmocnienie k) jest mozliwe tylko przy
ograniczonej predkosci regulacji czestotliwosci (wzmocnie-
nie k ,,) 1 odwrotnie, uzyskanie duzej predkosci regulacji
czestotliwosci mozliwe jest tylko przy ograniczonej dokdad-
nosci regulacji napiecia«

6« WNIOSK1 *

1» Whasnosci dynamiczne elementu wieloparametrowego daje
sie zapisa¢ albo w formie lewostronnego ilorazu dwéch wielo-
miandéw o macierzowych wspétczynnikach liczbowych albo w po-
staci macierzy ktorej elementami sg funkcje przejscia po-
szczegolnych kanatdw«

2. Przy macierzowym zapisie rownan ukdadu otrzymuje sie
identyczne wyrazenia jak dla ukdadoéw jednoparametrowych, w
ktorych miejsce skalaréw (liczb funkcji) zajmujg macierze
(liczbowe, funkcyjne)«

3« Sprzezenia skrosne na ogot wpdywaja niekorzystnie na
stabilnos¢ uk#adu.

4« Ocena stabilnosci polega na badaniu miejsc zerowych
wyznacznika, co bardzo utrudnia zadanie pod wzgledem rachun-

kowym

Artykut niniejszy stanowi skrot fragmentu pracy doktor-
skiej wykonanej w Zak#adzie Teorii Regulacji Politechniki
Slaskiej pod kierunkiem Pana Profesora Doktora Stefana We-
grzyna. Za zachete do podjecia tematu oraz wiele cennych
uvag i okazang pomoc w czasie pracy, autor tg drogag skiada.
Mu najserdeczniejsze podziekowanie.
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YCTOYy4YMBOCTb MHOIFOMEPHbIX CUCTEM aBTOMATUYECKOIO
perynupoBaHusi

CopepxaHwue

B cTaTe pa3paboTaHO MeTOAbl 3anuch ANUHAMMUYECKUX CBOICTB
MHOTOMEPHbIX 3/IEMEHTOB CUCTEM aBTOMATMUYECKOr0 PerysimpoBaHus
KaK W OCHOBHblE WX COEAMHEHMA MPUMEHAS MaTPUYHOE WCYMUCe-
HuMe. B OKOHYaHWe MepeymncrieHo NPUMepP OLHOBPEMEHHOIO Perysnu-
POBaHNSI HAMPSHKEHMST U YaCTOTbl CMHXPOHHOIO reHepaTopa, y4nTu-
Basi OrpaHMYeHHY MOLLHOCTb NMPUBOLHOFO ABUraTens.

Stability of Multiparameter Control Systems
Summary

This paper presents an investigation of the dynamic properties of the
multiparameter and multiloop control systems. The characteristic equa-
tion can be developed from the basic stability criterion for multiloop
control systems. The simultaneous frequency-voltage alternator, with
limited power of the driving motor is given as a practical example illus-
trating the principal topics.



