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Naherungsberechnung der Tragkraft exzentrisch gedriickter Stahlstabe.

Alle Rechte Vorbehalten. Von Privatdozent Ing.

Die wirtschaftliche Querschnittsbemessung exzentrisch gedriickter Stabe
gehort zu den wichtigsten Aufgaben des Stahlbaues. Die friher vielfach
vertretene Meinung, dal3 die grof3te Randspannung als Maf} fir das Trag-
vermogen derart belasteter Stdbe anzusehen sei, beriicksichtigt nicht deren
eigenartiges Tragverhalten. Die Tragkraft axial gedruckter und auf Biegung
beanspruchter Stahlstabe ist namlich nicht durch eine bestimmte Rand-
spannung, sondern durch das Eintreten eines zufolge der Werkstoffeigen-
schaften bedingten instabilen Gleichgewichtszustandes nach oben
hin begrenzt. Der Nachweis der gréf3ten Randspannung verbiirgt daher, wie
spater noch gezeigt wird, keineswegs die Einhaltung eines vorgeschriebenen
Sicherheitsgrades und schlielt damit eine rationelle Querschnittsbemessung
aus. Karman wies als erster darauf hinl, daB die Ermittlung der Trag-
fahigkeit exzentrisch gedriickter Stahlstabe ein Gleichgewichtsproblem
darstelle, und gab in seiner Untersuchung die theoretischen Grundlagen
fir die strenge LoOsung dieser Aufgabe. Er entwickelte ein Verfahren
zur zeichnerischen Loésung der in Betracht kommenden Differential-
gleichungen, beschrankte seine Untersuchung jedoch nur auf kleine Ex-
zentrizitaten. Viel spater wurde Karmans Methode in entsprechend
erweiterter Form verwendet, um den EinfluR beliebiger Exzentrizitaten
fir ein bestimmtes Formé&nderungsgesetz zahlenméRig festzulegen?. Von
den zahlreichen Abhandlungen, in welchen die vorliegende Aufgabe als
Gleichgewichtsproblem unter Zugrundelegung der Arbeitslinie eines be-
stimmten Baustahls ndherungsweise gelost wurde, seien die Arbeiten
von Krohn3, Ros-Brunner4 und Hartmannb genannt. Alle diese
Untersuchungen beschrianken sich auf Stdbe mit Rechteckquerschnitt, ge-
lenkiger Lagerung der Stabenden, gerade Stabachse, beiderseits gleich
groRe Angriffshebel und setzen Biegungum eine Haupttragheitsachse voraus.

Eine rechnerische Behandlung der vorliegenden Aufgabe ist, da
die Untersuchung sich auf elastisch-plastische Verzerrungszustande erstreckt,
im Hinblick auf das analytisch kaum erfalRbare Forménderungsgesetz des
Baustahls nur unter gewissen einschrankenden Voraussetzungen, z. B. unter
der Annahme eines ,ideal-plastischen“ WerkstoffesQ und im Falle der
Biegung unter der Annahme eben bleibender Querschnitte moglich?). Diese
beiden Voraussetzungen sind beim Baustahl bis zu Dehnungen und
Stauchungen von etwa 10% 0 weitgehend erfullt bzw. durch Versuchs-

‘) Th. v. Kd&rmdn, Untersuchungen tber Knickfestigkeit. Mitt. Gber
Forschungsarbeiten, VDI-Heft 81, 1910.

2 E. Chwalla, Die Stabilitat zentrisch und exzentrisch gedrickter
Stabe aus Baustahl. Sitzungsberichte d. Wiener Akademie d. Wiss., Math.-
naturw. KL, Abt. lla, 137. Bd., 8. H., 1928. Bericht d. Il. Int. Tag. f.
Brickenbau u. Hochbau, Wien 1928. — SchluBbericht d. I. Int. Kongr. f.
Briickenbau u. Hochbau, Paris 1932. — Eine zusammenfassende Darstellung
findet sich in: Die Theorie des auf3ermittig gedriickten Stabes aus Bau-
stahl, Stahlbau 1934, H. 21, 22, 23

3 R. Krohn, Knickfestigkeit. Bautechn. 1923.

4 M. Roi u. J. Brunner, Die Knickfestigkeit von an beiden Enden
gelenkig gelagerten Stdben aus Konstruktionsstahl. Bericht der Gruppe 1V
d. techn Komm. d Verb. Schweiz. Bricken- u. Elsenhochbaufabriken, Zirich
1926. — Vgl. ferner d. Berichte d. Il. Int. Tag. f. Briickenbau u. Hochbau in
Wien, 1928 und d. I. Int. Kongr. f. Briickenbau u. Hochbau in Paris, 1932.

5 F. Hartmann, Der einseitige (exzentrische) Druck bei Stdben aus
Baustahl. Z. d. OelAV 1933, H. 11/12.

°) L. Prandtl, Uber die Eindringungsfestigkeit (Harte) plastischer Bau-
stoffe und die Festigkeit von Schneiden. Z. ang. Math. 1921,

T) Uber die Anwendung dieser Voraussetzungen bei der Berechnung
von Stahlkonstruktionen s. auch: J. Fritsche, Die Tragfahigkeit von Balken
aus Stahl mit Bericksichtigung des plastischen Verformungsvermdogens.
Bauing 1930 — Arbeitsgesetze bei elastisch-plastischer Balkenbiegung.
Z.ang Math. 1931. — Ferner: K. Glrkmann, Bemessung von Rahmentrag-
werken unter Zugrundelegung eines ideal-plastischen Stahls. Sitzungsber.
d. Wiener Akad. d. Wissensch., Math.-naturw. Kl., Abt. Ila, 140. Bd., 9. u.

10. H., 1931.

Dr. Karl Jezek, Wien.

ergebnisse gerechtfertigtd. Auf dieser Grundlage entwickelte der Verfasser
die strenge analytische Ldsung des Gleichgewichtsproblems exzentrisch
gedriickter Stabe9 und behandelte ferner die strenge Berechnung der
Tragfahigkeit des durch eine Einzelkraft) und des gleichméRig quer-
belasteten Druckstabesl). Diese Untersuchungen beschranken sich auf
Stabe mit Rechteckquerschnitt, beiderseits gelenkige Lagerung der
Stabenden und auf den Fall der Biegung um eine Haupttragheitsachse.
Zunéchst sei kurz besprochen, in welchem MaRe diese unter der Annahme
einer idealisierten Arbeitslinie gewonnenen Ergebnisse dem wirklichen
Tragverhalten eines Baustahlstabes entsprechen. Die Untersuchung zeigt,
dalR die Vernachldssigung des Verfestigungsbereiches in allen praktisch
vorkommenden Fallen (ausgenommen sind sehr gedrungene Stabe) keinen
EinfluR auf die GroéRe der Traglast besitzt, da der instabile Gleichgewichts-
zustand und damit die Grenze des Tragvermodgens eines exzentrisch ge-
drickten Stabes erreicht wird, bevor eine Verfestigung eintreten
kénnte. Die aus der Annahme des Hookeschen Gesetzes bis zur FlieR3-
grenze resultierenden Abweichungen In der Tragkraft erreichen ihren
GroRRtwert fur vollkommen zentrischen Kraftangriff (Knickung) und nehmen
mit zunehmender Exzentrizitdt des Kraftangriffes rasch ab. Der hierdurch
begangene Fehler Ist aber besonders bei Stahlsorten, deren Arbeitslinie
in dem angegebenen Bereich nur wenig von der Hookeschen Geraden
abweichtl), sehr klein und mit Ricksicht auf den bei derselben Stahl-
gattung schwankenden Wert der FlieBgrenze und keineswegs eindeutig
festllegenderi Verlauf der Arbeitslinie selbst praktisch unerheblich. Zu-
sammenfassend kann gesagt werden, daf der durch die Annahme einer
idealisierten Arbeitslinie (,,Ideal“-Stahl) begangene Fehler in der Tragkraft
in allen praktisch vorkommenden Fallen jedenfalls innerhalb des
Streuungsbereiches von Versuchsergebnissen liegt und daher nur theo-
retisches Interesse besitzt.

Es sei jedoch ausdriicklich bemerkt, dall diese strenge analytische
Losung und dies gilt auch fir alle anderen bekanntgewordenen
Losungsmethoden infolge des erforderlichen groRRen Rechen-
aufwandes fur die Praxis kaum geeignet ist. Nachfolgend wird nun
zunachst unter der Voraussetzung einer idealisierten Arbeitslinie,
deren Annahme nach den obenstehenden Ausfiihrungen praktisch recht
brauchbare Ergebnisse liefert, ein einfaches, fir Ingenieurzwecke
geeignetes analytisches Naherungsverfahren zur Berechnung der
Tragkraft exzentrisch gedriickter Stahlstdbe mit Rcchteckquerschnltt an-
gegeben, dessen Endergebnisse weitgehend mit den Resultaten der
strengen analytischen L&sung Ubereinstimmen. SchlieBlich wird noch
gezeigt, in welcher Weise man — ausgehend von den Ergebnissen dieses
Naherungsverfahrens fiur einen bestimmten ,ldeal“-Stahl — den bei der-
selben Stahlsorte (diese ist gekennzeichnet durch die Hohe der FlieRgrenze)
schwankenden Verlauf der Arbeitslinie zwischen Proportionalltats- und Fliel3-
grenze nach praktischen Gesichtspunkten bericksichtigen koénnte.

8 M. Moser, Grundsatzliches zur Streckgrenze. VDI-Forschungsheft
295. — E. Meyer, Die Berechnung von Staben, deren Material dem Hooke-
schen Gesetz nicht folgt. Z.d. Vdl 1908. Uber die Zulissigkeit der
Bernoullischen Hypothese bei nichtlinearer Spannungsverteilung vgl. die Aus-
fihrungen von O. Domke, Handb. f. Eisenbetonbau, 4. Aufl., I. Bd., S. 269.

9 K. Jezek, Die Tragfahigkeit des exzentrisch beanspruchten und des
querbelasteten Druckstabes aus einem ideal plastischen Stahl. Sitzungsber.
d. Wiener Akad. d. Wissensch., Math.-naturw. KI., Abt. lla, 143.Bd., 7. H., 1934.

10 K. Je2ek, Die Tragféhigkeit des gleichmaRig querbelasteten Druck-
stabes aus einem ideal-plastischen Stahl. Stahlbau 1935, H. 5.

u)
spielsweise Baustdhle verwendet, deren Arbeitslinie nahezu bis zur Stauch-
grenze dem Hookeschen Gesetz folgt oder nur wenig davon abweicht.
Vgl. W. Rein, Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen fir ver-
schiedene Baustdhle. Heft 4 der Berichte des Ausschusses fir Versuche
im Stahlbau, Berlin 1930, J. Springer.

Bel den Versuchen des Deutschen Stahlbau-Verbandes wurden bei-
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I. Die kritischen Spannungszustdnde im Rechteckquerschnitt.

Ein exzentrisch gedruckter Stab von der L&nge 21 (Bild 1) hat in
einem Querschnitt x die Axialkraft P und —r da die Gleichgewichts-
bedingungen zwischen &auBeren und Inneren Kraften fir den verformten
Zustand des Stabes aufzustellen sind (Theorie Il
Ordnung) — ein Biegemoment M = Py aufzunehmen.
Hierbei wird vorausgesetzt, dal? der Hebelarm a der
Kraft P in den beiden Endquerschnitten wahrend der
Belastungssteigerung unveréndert bleibt. Die Arbeits- U
Hnie des Werkstoffes ist in Bild 2 dargestellt. Bis
zur Stauchgrenze bzw. bis zur Streckgrenze, welche
Spannungen dem Absolutwert nach gleich gro3 an- V.
genommen werden, gilt das Hookesche Gesetz
(Elastizitatsmodul E), mit weiter zunehmender i
Langenanderung wird die Spannung konstant an-
genommen, d. h. es wird vollkommene Plasti- a
zitat vorausgesetzt. Bel der Ermittlung von Form-
anderungen wird ferner vorausgesetzt, dal} die Stab-
querschnitte bei der Biegung eben bleiben.

Ein exzentrisch gedruckter Stab aus einem
Werkstoff, der unbeschréankt dem Hookeschen
Gesetz folgt, besitzt nur eine mogliche Gleichgewichtslage. Daher
scheidet der rein elastische Spannungs- und Verzerrungszustand fur die
weitere Untersuchung aus. Die Maoglichkeit des Eintritts eines in-
stabilen Gleichgewichtszustandes ist an das Auftreten bleibender
Formanderungen gebunden, In einem
exzentrisch  gedruckten rechteckigen T
Stahlstab wird mit zunehmender Be- -
lastung zunachst im mittleren Quer-
schnitt (x = 1) die Stauchgrenze as er-
reicht. Bei weiter gesteigerter Belastung -E
bildet sich daher am Innenrand (Biege-
druckseite) In Stabmitte ein Flie3gebiet 1
aus. Mit Ricksicht auf die GroéRe der
Langenédnderung am AuBenrand (Blege-
zugselte) des Stabes sind dann zwei
Spannungszustande mdoglich, welche der
weiteren Untersuchung zugrunde zu legen sind. Beim Eintritt des instabilen
Gleichgewichtszustandes ist die Spannungsverteilung im Mittelquerschnitt
des Stabes durch einen der beiden nachfolgend beschriebenen Spannungs-
zustande, die weiterhin als .kritische* Spannungszustdnde bezeichnet
werden, gekennzeichnet, In den folgenden Rechnungen werden Druck-
spannungen positiv, Zugspannungen negativ bezeichnet, und es bedeuten
+ ds die Stauchgrenze bzw. die Streckgrenze, <€ bzw. da die Spannungen
und (j bzw. fa die spezifischen Langenénderungen am Innenrand bzw.
am AufBlenrand des Stabes.

Bild 1

[ -yl

N& f .
/
!

-a Bild 2.

Spannungszustand 1 a.
a— s’
di= as> da ~ ~ ds (Bild 3}
Aus den Gleichgewichtsbedingungen
Q) fddf=pP, Sdldf-- sM = Py
erhdlt man mit P =
Axialspannung)
3d. y |
h h 2
@) h
8[ds ~ dn
fi= (I + G
Mit den Abkiirzungen
l1hdm
— 1
“l==- 9E

)

ergibt sich die Krimmung des Stabes Im Querschnitt (jc, y) zu
@) A=y =
e i (Ri
bei welcher am Innenrand gerade die Stauch-
resy ergibt sich zu

Jene Durchbiegung,
grenze erreicht wird (d{-

®) Vim
Die gréRRte Durchbiegung dieses Bereiches, bei welcher am Auenrand

gerade die Streckgrenze erreicht wird {da = — ds, ea = — c%y erhélt man zu

©) 2d, 2d,
K} +
X

1+
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Der Giltigkeitsbereich der Differentialgleichung (4) ist daher durch
die Beziehung

@ vi N N2
gegeben.
Spannungszustand IlI:
o dt-  da= -d. (Bild4).
Aus den Gleichgewichtsbedingungen (1) erhalt man
o dy dm2 3d, y
h 11 » x -/ h
® @ y_
~h h

Mit den Abkurzungen

3 hET-d,,

hds
4d,,

¢

erhalt man die Krimmung des Stabes im
Querschnitt (x, y) zu

(10) —p= y" — ——- = —— :ﬂ_y

Die groRtmdoégliche Durchbiegung, bei welcher der Querschnitt
vollstandig plastlziert ist (c, = 0), ergibt sich zu
dd
1_
4d, \ d

Bild 4.

(11) Va—Ri'

S
Der Gultigkeitsbereich der Differentialgleichung (10) ist dann durch
die Beziehung
(12)
gegeben.

V2Ay = V3

Il. Ermittlung der kritischen Belastung (Tragkraft) des Stabes.
Die Frage nach der Tragféhigkeit eines exentrisch gedrickten Stabes

aus einem ldeal-plastischen Werkstoff (Bild 2) fuhrt notwendigerweise zur
Untersuchung seines Tragverhaltens fiir unterhalb dieser Hdchstlast
liegende Beanspruchungen. Die strenge Untersuchung9 ergibt, da der
Stab zwei mogliche Gleichgewichtslagen mit den mittleren Durch-
biegungen”* und y® besitzt. Im Verlaufe einer stetig gesteigerten
Belastung (von einer Entlastung und Wiederbelastung sei hier abgesehen)
nimmt der Stab die erste Gleichgewichtslage, welche der kleineren
Durchbiegungy (¢ entspricht, ein. Doch Ist bei derselben Axialkraft noch
eine zweite, starker ausgebogene Gleichgewichtslage mit der mitt-
leren Durchbiegungy® > y~ moglich; diese zweite Gleichgewichtslage
entspricht jener Grenzlage
der ausgebogenen Stabachse,
in welcher zwischen &uf3eren
und Inneren Kraften ge-
rade noch Gleichgewicht
herrscht. Die Bedeutung t-
dieser beiden Gleichgewichts-
lagen sei anhand des Bildes 5 *
nédher erortert. Bild 5 zeigt .,
fir einen Stab, dessen Quer-
schnittsabmessungen, Lange
und Exzentrizitdt des Kraft-
angriffes bekannt sind, die
aus der strengen analytischen Untersuchung gefundene
Beziehung zwischen der Axialspannung dm und der mittleren Durch-
biegung ym In Form der Kurve dm= f (ym). Diese Kurve besteht aus
zwei Asten: Der aufsteigende Ast (A, G, 1, M) ist der geometrische
Ort der mittleren Durchbiegungen aller priméaren Gleichgewichts-
lagen, die Abszissen des abfallenden Astes(Ai, 1 G') entsprechen den mitt-
leren Durchbiegungeny{ aller sekundéren Gleichgewichtslagen. Beziig-
lich der Bedeutung dieser beiden Gleichgewichtslagen gilt folgendes:
Der Stab kann durch eine zuséatzliche Ausbiegungsverstarkung bei
gleichbleibender Axialkraft aus der ersten Gleichgewichtslage (Punkt 1)
in die zweite Gleichgewichtslage (Punkt 1) gebracht werden, ohne
sein Tragvermogen einwbiRen, vermag jedoch einer dariber hinaus-
gehenden AusbiegungsVerstarkung keinen inneren Widerstand entgegen-
zusetzen. Die priméare bzw. sekundére Gleichgewichtslage ist daher
beziglich einer unendlich kleinen VergréRerung der Ausbiegung als stabil
bzw. als labil zu bezeichnen. Als StabilititsmaR der ersten Gleich-
gewichtslage kann die Differenz aus den den beiden Lagen zugeordneten
mittleren Durchbiegungen, als

(€] Jre_yo

5 - ftyld

Bild 5
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angesehen werden. Dieses StabilitatsmalR Ist fir den unbelasteten bzw. den
nicht vorbelasteten Stab unendlich grof3, nimmt mit zunehmender Belastung
ab und erreicht schlie3lich bei einer bestimmten Héchstspannung, die
als »kritische Spannung*“ (kr bezeichnet werden soll, den Wert Null.
Die kritische Belastung entspricht der Tragkraft des Stabes, da fir
groRere Axiallasten kein Gleichgewicht zwischen auReren und Inneren
Kréaften moéglich ist. Die Funktion <m besitzt im Punkte M, dessen
Koordinaten der kritischen mittleren Durchbiegungyir und der kritischen
Axialspannung tfkr entsprechen, ein analytisches Maximum. Zur Er-
mittlung dieser beiden GréRen stehen daher die nachfolgenden Gleichungen

f a- = f(y m)"
dy.,

dy»

Die Grenze jenes Lastbereiches, in welchem die primaren Gleich-
gewichtslagen rein elastischen Verzerrungszustdnden des Stabes ent-
sprechen (die zugehorigen sekundédren Gleichgewichtslagen sind jedoch
durch das Auftreten bleibender Forménderungen im mittleren Stabquer-
schnitt gekennzeichnet!), ist durch die sogenannte »geféhrliche*
Spannung dgcl (Punkt G) gegebenl). Unter der .geféhrlichen* Be-
lastung PRtf— b h tf, wird am Innenrand in Stabmitte gerade die Stauch-
grenze ds erreicht, und die mittlere Durchbiegung betragt [s. GI. (9]
Zur Berechnung der »gefahrlichen® Spannung dient die nachfolgende,
aus der genauen Biegelinie abgeleitete Gleichung

H o

Die »gefahrliche* Belastung stellt fur die ,,kritische* Last (Tragkraft) die
untere Grenze, die Knicklast dagegen die obere Grenze dar (PkKgq(® P k"

Die Berechnung der kritischen Belastung setzt die Kenntnis der
Funktion voraus. Diese Funktion wird bei der strengen
analytischen Losung unter Berucksichtigung des Spannungsverlaufes
im ganzen Stab, also unter Berucksichtigung der genauen Biegelinie,
berechnet, kann allerdings nicht in der durch GI. (14) angedeuteten expli-
ziten Form dargestellt werden; hierbei kann die ausgebogene Stabachse
unter der kritischen Axiallast je nach dem Spannungszustand Im End-
und Mittelquerschnitt (dies hangt von den Querschnittsabmessungen, der
Stablange und der Exzentrizitat des Kraftangriffes ab) finf verschiedene
Gleichgewichtsformen annehmen, die getrennt betrachtet werden
mussen. Die weitere Rechnung nach GIl. (14) fihrt dann zu zwei im
allgemeinen transzendenten Gleichungen mit den Unbekannten rfkr und
ykt, deren Auflésung sich recht zeitraubend gestaltet.

Beschréankt man sich hingegen auf eine ndherungsweis e Be-
stimmung der kritischen Belastung, so kann zur Vereinfachung der
Losung die Gleichgewichtsform der ausgebogenen Stabachse durch eine
Sinushalbwelle, welche fur den Grenzfall des rein zentrischen Kraft-
angriffes (Knickung) streng richtige Ergebnisse liefert, ersetzt werden.
Der Annahme einer Sinushalbwelle als Biegelinie entspricht zwar an den
Stabenden — im Gegensatz zu den wirklichen Verhaltnissen — die
Krimmung Null, doch stehen die nach dieser Naherungsberechnung er-
mittelten kritischen Lasten — wie spéter noch nachgewiesen wird — in sehr
guter Ubereinstimmung mit den entsprechenden Werten der strengen Lésung.
An dieser Stelle sei uUbrigens bemerkt, da die allen Grenzbedingungen
besser entsprechende Annahme eines T eiles der Sinushalbwelle als Biege-
linie zwar eine zeichnerische Loésung des Problems (z. B. fur Stabe
aus Baustahl) *wesentlich erleichterty, jedoch fir die rechnerische
Behandlung — wie hier nicht naher ausgefilhrt werden kann — keine
wesentlichen Vorteile birgt.

Die Gleichung der Sinuslinie lautet entsprechend dem angenommenen
Koordinatensystem (Bild 1)

(14) zur Verflgung.

(15) — 1 cos

(15 y = (ym- a)-sin -~ + a.
Die Krimmung ergibt sich daher zu
1 .
16) =yt = m o, sin 21

Mittels dieses' Naherungswertes fur die Krimmung und der bereits
abgeleiteten Zusammenhénge zwischen Krimmung, Axialspannung und
Durchbiegung kann nun — ohne Ricksicht auf die Spannungsverhéltnisse
in allen Stabquerschnitten — im mittleren, meist beanspruchten Quer-
schnitt (je= /) fur die beiden mdglichen kritischen Spannungszusténde
eine funktionale Beziehung zwischen der Axialspannung dm und der mitt-
leren Durchbiegung ym gefunden werden.

Spannungszustand I:

Die Krimmung in Stabmitte erhdlt man einerseits aus GIl. (4), ander-
seits aus GIl. (16). Durch Gleichsetzung dieser Ausdricke ergibt sich die

nachfolgende Gleichung:
472 @'@’

an * -
A -ym)»

1D Vgl. hierzu den Diskussionsbeitrag von M. T. Huber zum Referat

Roa auf der Il. Int. Tagung f. Briickenbau u. Hochbau in Wien 1928

(Bericht S. 310ff.).
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Man erhélt demnach fur die mittlere Durchbiegungy

3. Grades:
4« /2
3 0

(18)
Die zur Berechnung der kritischen Spannung erforderliche zweite
Gleichung alt man nach Gl. (14) zu
)
dym °  dym y™) 2@ =
Da ym4=2Ri ist, kann die kritische Durchbiegung explizit als
Funktion der kritischen Spannung dargestellt werden:

A ,2a
3 3

eine Gleichung

(19

@0)

Bezeichnet man mit k — —g- die Kern weite des Querschnittes und
fuhrt man fir das Verhéltnis aus Exzentrizitdt zu Kernweite die Bezeichnung
(21 *=.ef

ein, so ergibt sich aus Gl. (20) u. (3), wobei dm= d. zu setzen ist:

(22)
Fuhrt man den Ausdruck fir die kritische Durchbiegung in Gl. (18)

ein, so erhélt man fir die kritische Axialspannung die nachfolgende
Bestimmungsgleichung

1’ ' m
_I_
(23) N Ar /
("s
] Uur

wobei mit 1= —2-";=A1]1/3 .. .Tragheitshalomesserj das Schlank-

heitsverhaltnis des Stabes bezeichnet wird. G1.(23) stellt eine Gleichung
4. Grades fur die kritische Spannung <kr dar und ergibt im Grenzfallc
m — 0 (zentrischer Kraftangriff) fir die Knickspannung den Euler-Wert

bzw. die Stauchgrenze p
Jr2
bzw. dk= ds.

(24) N\'= «t

Von einer expliziten Darstellung der kritischen Spannung soll hier
Abstand genommen werden. GlI. (23) bietet jedoch die Mdglichkeit, die
zu einer gegebenen Axialspannung und beliebigem Exzentrizitdtsmall m
gehérige Schlankheit in einfacher Form explizit als Funktion dieser
beiden GroRen darzustcllen:

(25) 2=

Der Giultigkeitsbereich der GI. (23) bzw. (25) ist durch die fir
den vorliegenden Spannungszustand maf3gebende gréRte Durchbiegung t2
(Gl. 6) gegeben. Aus der Beziehung

fi f 2d.
(26) V2= 11 +
erhalt man
m
@7 T '—°

Fuhrt man letzteren Wert In GI. (25) ein, so erhédlt mandie ,Grenz-

schlankhel t*“ des Bereiches In der Form

£ > V=7 (>

Spannungszustand IlI:

Durch Gleichsetzung der Ausdricke fur die Krimmung in Stabmltte
nach GI. (10) u. (16) erhalt man den funktionalen Zusammenhang zwischen
der Axialspannung und der mittleren Durchbiegung:

(29) Jm =" TRf-y» = "
Fur die mittlere Durchbiegung ergibt
Gleichung 3. Grades:

{y"1~ a}
sich dann die nachfolgende

(30) 42= (ym— aMRB2—ym — -- = 0.

Die zur Ermittlung der kritischen Spannung erforderliche zweite
Gl. (14) erhéalt man aus

(31) ~ = 0 ==14 - = 2+~ - A~ ) Ao as

Die kritische Durchbiegung errechnet sich aus Gl. (31) zu

(32
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Nach Einfihrung des ExzentrizititsmalRes m erhalt man

Ar = f* L _ rfkr2 in
4 etk \ as 18
Fuhrt man diesen Ausdruck in GIl. (30) ein, so ergibt sich fur die

kritische Axialspannung <k die nachfolgende Bcstimmungsgleichung

(33

'vVd,
(€0] _
W ‘m*s thkr 2m 3
Ar «S 3

Die kritische Spannung kann in diesem
6. Grade] nicht explizit dargestellt werden, Aus GIl. (34) kann aber
das einer vorgegebenen kritischen Spannung und einem gegebenen
ExzentrizitaitsmaR zugeordnete Schlankheitsverhéltnis explizit als
Funktion dieser beiden GroRen dargestellt werden:

Zi"3
~—3~
Der Giultigkeitsbereich der Gl. (34) bzw. (35) ist durch die fir
den betrachteten Spannungszustand maRgebenden Grenzen der kritischen
Durchbiegung gegeben. Es gilt laut GI. (12)
(36) r=%.
Die untere Grenze ist identisch mit der oberen Grenze fur den Spannungs-

ralle [Gl. (34) ist vom

.tZE . -I_r
(35) 2

zustand | und fuhrt zu Gi. (28). Setzt man
hds /
@7 A |

so erhélt man aus GI. (33) u. (35) zunédchst 1— 0 und fur die entsprechende
kritische Spannung den Ausdruck
<>=

(38) 3 (V= vO - m).

Da in diesem Falle der Querschnitt vollstdndig plastizlert ist (die Krimmung
ist theoretisch unendlich groR), stellt dj® die fur ein vorgegebenes Exzentri-
zitdtsmalR m absolut groRte Axialspannung dar. Es sei noch bemerkt,
dal3 dieser Spannungswert von der Form der Biegelinie unabhangig und
daher mit dem bei der strengen Losung erhaltenen Ergebnis identisch ist.

Die der vorliegenden Untersuchung zugrunde liegende Spannungs-
Dehnungs-Linie (Bild 2) gibt zwar mit ziemlicher Genauigkeit die Arbeits-
linie eines Baustahls im elastischen Bereich und im FlieRbereich wieder,
schlielt aber die Berucksichtigung des Verfestigungsbereiches aus. Die
Ergebnisse des vorliegenden Verfahrens kénnen daher das wirkliche Trag-
verhalten exzentrisch gedriickter Stdbe aus Baustahl nur fiir Verzerrungs-
zustande, bei welchen noch keine Verfestigung des Werkstoffes ein-
getreten ist, einigermal3en genau beschreiben. Im Falle eines rechteckigen
Stabquerschnitts entspricht die Stauchung cft) am Innenrand in Stabmitte
der grofRten Formanderung. Nimmt man an, daR die Verfestigung eines
Baustahls bei einer Stauchung ev gleich einem Vielfachen p der Stauchung
an der FlieRBgrenze beginnt, und setzt man diesen Wert gleich der Stauchung
am Innenrand in Stabmitte, also

(39)
so kann fir die beiden kritischen Spannungszustande zunéchst das der
Bedingungsgleichung (39) entsprechende Exzentrizitdtsmal m und in
weiterer Folge das zugehdrige Schlankheitsverhéltnis | ermittelt werden.
Spannungszustand I:
Die Stauchung am Innenrand in Stabmitte ergibt sich aus Gl. (2),
wobei y = y mzu setzen ist. Dann ist nach GI. (39)

(40)

Fir den kritischen Gleichgewichtszustand ist dm = dkr und ym =y iT
zu setzen, nud man erhéalt zunachst das Exzentrizitatsmal zu

am)=|(l +

@y m=31 /7 - N1+ 1 ° — 1

1+

Fuhrt man diesen Wert in GIl. (25) ein, so ergibt sich das der Bedingung
Gl; (40) entsprechende Schlankheitsverhaltnis zu

"RE IK,) 4 . 2(P-D

(P-1) 1T

(42

Spannungszustand II:
Die Stauchung am Innenrand in Stabmitte berechnet sich nach GI. (8),
wobei y =j/kr zu setzen ist, und nach GI. (39) zu

(ml.
"t -(’ +

43)

* Beilage zur Zeitschrift .Die Bautecimik®

Aus dieserBedingung ergibt sich das entsprechende Exzentrizitatsmaf zu

44 in = + 1 - 1+
(€] . P2 1

Fihrt man diesen Ausdruck in Gl. (35) ein, so erhalt man das zugeordnete
Schlankheitsverhaltnis )p in der Form

r2¢ 1+ M 3
P**kr \

Zusammenstellung der Formeln:

Die einer vorgegebenen Axialspannung i/kr und einem gegebenen
ExzentrizitdtsmalR m zugeordnete Gleichgewichtsschlankheit eines
exzentrisch gedruckten Stabes aus einem ,ldeal“-Stahl (gegeben ist die
FlieBgrenze ds und der Elastizititsmodul E) berechnet sich je nach der
GroRRe des ExzentrizitdtsmalBes aus einer der beiden nachstehend an-
gegebenen Formeln:

(45)

in
— 1
n*E 3
Formel (O — 1
7i2E in3
9d (3--m) " -
. nﬁr’l\/’m as rfkr 2in 3
" - *Q
Formel (Il) “ A . e 3
n2E in3
wenn V- .
9ds (3 — in)

Man erkennt, dal} fiur sehr groRe ExzentrizitdtsmaRe in
Formel (Il) zu verwenden ist.

Es konnte zunachst als Nachteil empfunden werden, dal3 nicht die
kritische Spannung, sondern nur das Schlankheitsverhaltnis explizit dar-
stellbar ist, doch ist dieser Umstand beim Entwurf eines Diagramms
(s. Abschnitt 1lI) gleichgiiltig, und im praktisch wichtigeren Falle
der Querschnittshemessung erweist sich sogar die letztere Gestaltung
als vorteilhafter (s. Abschnitt V).

3 nur die

I1l. Diagramme der kritischen Spannungen fir die ,ldeal*“-Stahle
St, 37 und St, 52.

Die zur Berechnung der Tragfahigkeit exzentrisch gedriickter Stdbe
aus einem ,ldeal“-Stahl angegebenen Formeln (1) und (Il) sind zwar sehr
einfach, gestatten aber keinen unmittelbaren Vergleich mit den weitaus
schwieriger bestimmbaren Ergebnissen der strengen Ldsung. Es scheint
daher notwendig, den Zusammenhang zwischen der kritischen Spannung dKT,
dem ExzentrizitdtsmaRl in und dem Schlankheitsverhaltnis | Ubersichtlich
darzusteilen; zu den beiden unabhangig Veradnderlichen in und | treten
noch zwei weitere, ndmlich die FlieRgrenze ds und der Elastizitdtsmodul E
hinzu. Der EinfluR der beiden letzteren, die Werkstoffeigenschaften kenn-
zeichnenden GroRRen auf die kritische Spannung kann nur durch Vergleich
der Ergebnisse fir verschiedene Formanderungsgesetze festgestellt werden.
Nachfolgend werden die Rechnungen fiir zwei ,Ideal“-Stéhle durchgefiihrt;
fir den Elastizitatsmodul und die FlieBgrenze werden die den genormten
Stahlsorten (Deutsche Normung) FluBstahl St 37 und Baustahl St52 ent-
sprechenden Werte gewahlt: E = 2100000 kg/cm2 und ds— 2400 kg/cm2
bzw. 3600 kg/cm2 Die diese Eigenschaften und ein Formanderungsgesetz
nach Bild 2 aufweisenden Stahlsorten sollen In Hinkunft als ,,Ideal*“-Stahl
St, 37 und ,ldeal“-Stabl St, 52 bezeichnet werden.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in Bild 6 u. 7 graphisch dar-
gestellt. Die kritische Spannung dkr — in) wurde fur die Exzen-
trizitaitsmaBe in= 0,10 bis 4,00 und fir die Schlankheitsverhaltnisse
). = 0 bis 200 ermittelt. Die Linie der Knickspannungen wird fir

n2E
aus der zur (-Achse parallelen Geraden dk

und fur X~ is aus der Eulerhyperbel dk gebildet. Die Giltig-
keitsbereiche (1) und (Il) der Formeln (I) und (Il) sind durch die ,,Grenz-
kurve* (analytische Form s. Gl. 28) voneinander geschieden. Ferner sind
die Werte der kritischen Spannung fir die ,,ldeal‘-Stéhle St, 37 und St, 52
in Tafel I und Il in Abhangigkeit vom Exzentrizitdtsmafl und vom Schlank-
heitsverhaltnis bis auf 10 kg/cm2 genau (dies genuigt fir praktische Zwecke
vollkommen und erhéht auRerdem die Ubersichtlichkeit der Tafelwerte)
angegeben. Fiur ExzentrizititsmaBe und Schlankheitsverhéltnisse, welche
zwischen den Tafelwerten liegen, kann geradlinig interpoliert werden.
Ein Vergleich der Ergebnisse des vorliegenden Né&herungsverfahrens, mit
den entsprechenden Werten der strengen Losung9 zeigt eine sehr gute
Ubereinstimmung: Die Spannungswerte fir 1= 0 sind nach Gl. (38)
identisch. Fiur | = oo ergibt sich natirlich in beiden Féllen der Wert
¢kr= 0. Fur zwischen diesen Grenzen liegende Schlankheitsverhéltnisse
bleiben die groften Abweichungen in der kritischen Spannung unter 3°/0,

sind also praktisch bedeutungslos.
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Tafel I. Kritische Spannungen <kl,
in t/cm2 fur og= 2,4t/cm2 £ = 2100 t/cm2 (St, 37).
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Um den Einflul der Vernachldssigung des bei jedem Baustahl vor-
handenen Verfestigungsbereiches auf die vorliegenden Ergebnisse kennen-
zulernen, werden alle jene kritischen Gleichgewichtslagen ermittelt, bei
denen die Formédnderung am Innenrand in Stabmitte jener Stauchung
entspricht, bei welcher eine Verfestigung elntreten wiirde. Nimmt man
an, dal die Verfestigung bei einer Stauchung cv— 10°/@= ;f* (s. Gl. 39)
einsetzen wirde, so ist die dieser Bedingung entsprechende Kurve nach
Gl. (42) im Bereich (I) und nach GIl. (45) im Bereich (II) zu ermitteln.

Bild 6.

Diese Linie groRter Stauchung ist in Bild 6 u. 7 eingezeichnet. Man
erkennt, dal} derartige Formanderungen selbst bei groBen Exzentrizitats-
maBen nur in sehr gedrungenen Staben (fir St,37 . .. 2<10, fir
St, 52 ... X< 14) auftreten. Wirde man den Beginn des Verfestigungs-
bereiches bei einer noch kleineren Stauchung etwa *v =6 % 0 (dies ent-
sprache dem von Ro&-Brunner4 verwendeten Baustahl von ,durch-
schnittlicher Qualitat*) annehmen, dann wirden derartige Forménderungen
bereits bei Stdben mit einem Schlankheitsverhaltnis ¢~25 bzw. (730
auftreten. Daraus folgt, daB auch unter sehr ungiinstigen Umstanden,
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Tafel Il. Kritische Spannungen
in t/cm2 fur <S— 3,6 t/cm2 £ = 2100 t/cm2 (St, 52).

025 050 05 100 15 150 15 200 250 300 330 400
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d. h. unter der Annahme eines auBergewdhnlich kleinen FlieBbereiches
in allen praktisch vorkommenden Féllen (Stdbe mit einem Schlank-
heitsverhaltnis 1 < 30 gelangen wohl nur sehr selten zur Ausfuhrung)
die kritische Spannung erreicht wird, bevor eine Verfestigung elntreten
koénnte. Die Vernachlassigung des Verfestigungsbereiches hat daher auf
die GroRBe der kritischen Spannung von Stdben mit einem Schlankheits-
verhaltnis i.>>30 keinen EinfluB. Die durch die Annahme der Giltigkeit
des Hookeschen Gesetzes bis zur FlieBgrenze an Stelle des wirklichen
Verlaufes der Arbeitslinie bewirkten Abweichungen in der kritischen
Spannung werden im folgenden Abschnitt besprochen.

IV. Anwendung des Verfahrens auf Stdbe aus Baustahl.

Der EinfluB des Formanderungsgesetzes eines Baustahls auf die
GroRe der kritischen Spannungen zeigt sich am deutlichsten im Verlauf
der Knickspannungslinie. Fur einen Baustahl mit einem ausgepréagten
FlieRbereich, welcher bei den derzeit gebrauchlichen Stahlsorten immer
vorhanden ist (Arbeitslinle s. Bild 8; der Vcrfestigungsbereich ist strich-
llert eingezeichnet), erhdlt man nach EngeRer-Karman die In Bild 9
dargestellte Knickspannungslinie. Die Knickspannungslinie zweigt In der

Hohe der Proportionalititsgrenze ttp von der Euler-Hyperbel ab und
erreicht bei 1= 0 die Stauchgrenze <s (vollgezeichnete Linie). Der ober-
halb der Stauchgrenze liegende,

strichliert eingezeichnete Ast der
Knickspannungslinie entspricht dem
Verfestigungsbereich des Werk-

stoffes. Man erhélt demnach fir
kleine Schlankheitsverhéltnisse
drei verschiedene Werte fir die

Knickspannung. Hartmann konnte

diesen scheinbaren Widerspruch der

EngeRBer-Karméanschen Theorie

aufklarenld und kommt zu dem

Schlisse, dalR die schon beim

kleinsten dieser Spannungswerte
(dieser liegt auf der vollgezeichneten Linie ak) vorhandene Labilitat
wohl kaum Uberwunden werden kann, so daR die oberhalb der Stauch-
grenze liegenden Knickspannungswerte fiir die Praxis keine Bedeu-
tung besitzen. Bei den derzeit gebrduchlichen Stahlsorten sind ubrigens
die nach der EngeRer-Karmanschen Theorie berechneten oberhalb der
Stauchgrenze liegenden Knickspannungen sehr kleinen Schlankheits-
verhaltnissen (¢, <20) zugeordnet; derart gedrungene Stdbe kommen aber
auch fir die Praxis kaum in Frage.

Fir die weitere Untersuchung kommt daher nur die in Bild 9 voll-
gezeichnete Knickspannungslinie dk' in Betracht, die nur vom Verlauf der
Arbeltslinie zwischen Proportionalitits- und Stauchgrenze abhéngig ist
und daher auch unter Zugrundelegung der in Bild 8 vollgezeichneten,
nahezu ideal-plastischcn Spannungs-Dehnungs-Linie erhalten wird. Bei ein
und derselben Stahlsorte ist nun der Verlauf der Arbeitslinie zwischen
Proportionalitdits— und Stauchgrenze recht schwankend, so daB auch
die Knickspannungslinie in diesem Bereich — wobei von Schwankungen
in der Hohe der FlieRgrenze selbst und dem Auftreten einer oberen und
unteren FlieBgrenze zunachst abgesehen werden soll — keineswegs
eindeutig festliegt. Diese fur die derzeit gebrauchlichen Baustahle
durch Versuche verhaltnismaRlig noch wenig geklérten Verhaltnisse zwingen

13 F. Hartmann, SchluBbericht des I.
Hochbau in Paris, 1932, S. 40.

Int. Kongr. f. Bricken- u.
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zu mehr oder weniger unginstigen Annahmen in der Wahl der Arbeitslinie

bzw. der Knickspannungslinie. Dieser Hinweis mag genidgen, um die

Bedeutung des Formanderungsgesetzes eines Baustahls far die vorliegende

Untersuchung im richtigen Sinne einzuschatzen

Bei den Versuchen des Deutschen Stahlbau-Verbandes beispielsweise
wurden Baustahle verwendet, welche nahezu bis zur Stauchgrenze dem
Hookeschen Gesetz folgenll). In diesem Falle verlduft die Knick-

spannungslinie bis nahe an die Stauchgrenze nach der Euler-Hyperbel

und die Unterschiede gegeniber der Knickspannungslinie des ,ldeal“-Stahls

gleicher Stauchgrenze (in Bild 9 dinn eingezeichnet) sind unwesentlich;

dann koénnen auch die nach den Formeln (1) bzw. (I1) berechneten

kritischen Spannungen <kr mit praktisch ausreichender Genauigkeit

(groBter Fehler etwa + 4 % ) verwendet werden.
Zur Feststellung des Einflusses, den eine vom Formanderungsgesetz
des Ideal-Stahls stdrker abweichende Spannungs-Dehnungs-Linie auf

die GroBe der kritischen Spannung eines exzentrisch gedrickten Stabes

besitzt, miBte demnach die Untersuchung bei derselben Stahlsorte (Stauch -

grenze und Elastizitatsmodul bleiben wunverandert) fir mehrere, zwischen

Proportionalltats- und Stauchgrenze verschieden verlaufende Arbeitslinien

vorgenom men werden. Die dem geanderten Formanderungsgesetz ent-

sprechenden kritischen Spannungen dkt' weichen mehr oder weniger von
den fur den ldeal-Stahl ermittelten W erten dkr ab. Man kann nun diese
Abweichungen J tfkr rein qualitativ als Funktion der Schlankheit und
des ExzentrizitdtsmaBes angeben. In Bild 9 sind die Linien der kritischen
Spannung <kr (ldeal-Stahl) und dkr' (Baustahl nach Bild 8) fir ein be-
stimmtes ExzentrizititsmaB in als Funktion der Schlankheit dargestellt

Diese Linien besitzen fir 1 =0 dieselbe Ordinate (GI. 38) und haben
die (-Achse als Asymptote, Der Unterschied zwischen den Spar.nungs-
werten (rfkr- r fkr') _/</kr wadchst mit zunehmender Schlankheit von Nult
bis zu einem Hodchstwert und nimmt schlieBlich wieder auf Null ab (;= 00)

Die Spannungsdifferenzen sind aber auch vom ExzentrizitditsmaB m ab -

hangig:; sie nehmen mit wachsendem ExzentrizititsmaB ab und erreichen
fur in -> OO0 (rfk( = 0, Fall der reinen Biegung)l4) den Wert Null. Fur die
Knickspannungslinien ergibt sich der grotte Spannungsunterschied
ma\ Jdh fur L Die Form der Knickspannungslinie Ist
kennzeichnend fiur den Verlauf der Arbeitslinie zwischen Proportionaltéats-

und Stauchgrenze; je weniger die Spannungs-Dehnungs-Linie von der
Arbeitslinie des »ldealstahls* abweicht, desto kleiner wird max_/</ft und
damit auch die Differenz ~/tfkr in den kritischen Spannungen. Es ist
daher naheliegend, die groBte Differenz 1In den Knickspannungen als
M aR fir die Spannungsunterschiede J </kr anzusehen.

Mit einer praktischen Erfordernissen entsprechenden A n -
ndherung kann bei der vorliegenden Aufgabe dem Forméanderungsgesetz
des Baustahls durch Einfihrung weines »ideellen* E xzentrizitéats-
maBes tn>m Rechnung getragen werden. Dieses »ideelle” Exzentrizitats-

maB m miuiRte der einem gegebenen ExzentrizititsmaR entsprechenden
groBten Spannungsdifferenz max_/rfkr gem 48 gewdadhlt werden und ergibt
die aus den Formeln (1) bzw. (I1) (hier ist sinngem 48 m statt m einzu-
fihren) berechnete, in Bild 9 strichliert eingezeichnete ¢kr-Linie; man
rechnet dann zwar im Bereich kleiner Schlankheitsverhéaltnisse etwas
zu ungunstig (man erhéalt zu kleine Spannungswerte), doch spielen
gerade die kleinen Schlankheitsvcrhaltnisse (i <C 30) praktisch keine Rolle
Da die Spannungsunterschiede ~/rfkr von max-ZtfA und in abhéangig sind,
ware m als Funktion dieser GroBen anzusehen. Nimmt man bei der
Aufstellung eines einfachen analytischen Ausdrucks fdar m auf sehr

14) Die Linie m — oo entspricht der ;-Achse In diesem Falle Ist der
Querschnitt vollstandig plastiziert, d. h. die Spannungsverteilung ergibt

sich aus Bild 4 fiar d,, — 0 und ¢, = 0.

DER STAH RAU
nciiake zur Zeitschrift , Die Bautochnik*

kleine ExzentrizitatsmaBe (etwa m < 0 ,1) keine Ricksicht, so koénnte das
Lideelle* ExzentrizitatsmaR In der Form
max J db
K
(486) 1o+

9 ('«)
dargestellt werden (K |Ist eine Konstante); hierbei muB far M — oo
m = m, d.h.— -"-- = 0 werden. Die Funktion w (m) muB also im ein-

9 ("0

fachsten Falle eine rationale Funktion vom mindestens 2. Grade sein.

Zur Bestimmung der Funktion <p(m) und der Konstanten K konnen

die Ergebnisse des von Hartmann entwickelten graphischen Néaherungs-

verfahrenss) fir exzentrisch gedrickte Stdabe aus einem Baustahl St 37
(s — 2400 kg/cm2, sehr ,weicher® Verlauf der Arbeitslinie zwischen Pro-
portionalitdats-und FlieBgrenze) herangezogen werdenl5). Man erhalt dann
genau genug
6 max J d h
(47) in — in g 4
s (1 + m f
Nimmt man In erster Naherung an, daB die Funktion y- (m), die die

Abnahme der jeweils groBten Spannungsdifferenz 4 K< mit zunehmendem

ExzentrizitatsmafB wiedergibt, mit der Stahlsorte nur w en.i veranderlich

ist, so hangt in in

maxJdk

erster Linie von der groBten Differenz in den Knick-

spannungen und der Stauchgrenze OS ab. GI. (47) besitzt dann

eine sehr groBe Allgemeingiltigkeit und kann naherungsweise auch bei

anderen Baustahlen angewendet werden.

Nach den obigen Ausfihrungen ist fir einen exzentrisch gedrickten

Stab aus einem Baustahl, dessen Knickspannungslinie eine gr6B8te Differenz

m z\Jdk gegeniber der Knickspannungslinie des »ldeal'-Stahls gleicher

Stauchgrenze ds und gleichen Elastizitatsmoduls E aufweist, das Exzentri-

zitatsm aB m = =N auf den

R

durch G1. (47) gegebenen Wert m zu erhohen

Das der kritischen Axialspannung tfkr zugeordnete Schlankheitsverhaltnis ¢

ist dann aus Formel (1) bzw. (11) zu ermitteln, wobei m durch in zu
ersetzen ist. Die abgeleiteten Beziehungen gelten mit praktisch aus-
reichender Genauigkeit fir m ~ 01 wunda o~ 30. Dbie in den Tafeln 1
und Il angegebenen Spannungswerte sind dann ganz allgemein fir jeden
Stahl 5137 bzw. St 52 verwendbar, wenn statt m das »ideelle* Exzentri-
zitatsm afB m genommen wird Es sei nochmals ausdriucklich hervor-

gehoben, daBR dieses Naherungsverfahren im Bereich kleiner Schlankheits-
Verhaltnisse zu kleine Spannungswerte ergibt, daB man also zu ungianstig
rechnet. Bei der Anwendung des Verfahrens der .ideellen® Exzentrizitats-
maRe auf andere Baustahle ist der zu erwartende groRte Fehler far

(¢—=30) mit

veranschlagen, far

10%

Schlankheitsverhaltnisse

kleine Schlankheitsverhaltnisse etwa — des wahren

Spannungswertes zu groBere

sind jedoch die Abweichungen weitaus kleiner16).

V. Querschnittsbemessung exzentrisch gedrickter Stabe

Die Tragkraft P r ==Pkr eines exzentrisch gedrickten Stabes erhalt
man aus dem Produkt kritische Spannung mal Querschnittsflache Die
Gebrauchslast P ist dann so zu wahlen, daB gegen Erreichen des kri-
tischen Gleichgewichtszustandes eine bestimmte Sicherheit vorhanden-ist;

gleichzeitig muB aber auch gefordert werden, daB unter der Gebrauchslast

keine bleibenden Formanderungen auftreten. Bezeichnet m an mit v

die Sicherheitszahl, so gilt demnach
(48) D, dm. - * 'L und
r \
da unter der w»gefahrlichen* Belastung am Innenrand in Stabmitte gerade
"kr
die Stauchgrenze erreicht wird Der Verhaltniswert — — besitzt bei
unveranderlichem ExzentrizitatsmaB in = konst. seinen GroBtwert far ¢ = 0

und nimm¢t mit zunehmender Schlankheit (). -> OO) auf 1 ab; dieser Ver-
haltniswert andert sich aber auch mit dem ExzentrizitatsmaB und besitzt
fir m — 0 den Wert 1 und fir m — oo den Wert 1,5. Die gefahrliche
Spannung fir ). =0 ergibt sich aus GIl. (15) zu
“o RCE 1 -f in
Aus GI1. (38) u. (49) erhéalt man
<0)
(50) (in + 1) (1/m2 + 9 — in).
gef
16) Herr Prof. Dr. F. Hartmann stellte mir zu diesem Zwecke sein
noch nicht vertffentlichtes Diagramm der kritischen Spannungen freund-

lichst zur Verfigung.

16) Fiir sehr kleine ExzentrizitatsmaBe (/n<0,l) kann das »ideelle*

/maxn/d,Y

ExzentrizitatsmaR auch in der Form in =Sm +(——.—

1 dargestellt

werden. Uber die A bleitung dieser Formel, welche mit ausreichender

Genauigkeit (groBter Fehler + 6 % ) auch fir gréBere ExzentrizititsmaRe

(ot> 0,1) an Stelle der GIl. (47) verwendet werden kann, soll a. a. O

ausfuhrlich berichtet werden.
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Die Funktion GIl. (50) besitzt fir m = 4 ein analytisches Maxim um

Der entsprechende groBte Funktionswert ware in diesem Falle als k leins te

Sicherheit anzusehen wund ergibt sich zu

</<o> c
(51) max

* (0>

gef
Man beachte, daB die von der Deutschen Normung vorgeschriebene
kleinste Knicksicherheitszahl (fir ¢ = 0) nur etwas groBer istals
der obige Wert (1,71> 1,67). Ganz allgemein sollte also nach den obigen
Ausfihrungen die Sicherheitszahl far gedrungene Stabe, bei denen sich

der EinfluR eines exzentrischen Kraftangriffs auch besonders bemerkbar

macht, groRer gewdahlt werden als far schlanke Stdbel?).

Setzt man d Sicherheitszahl exzentrisch Stabes

eines gedrickten

gleich der Knicksicherheitszahl des zentrisch gedrickten Stabes gleicher
Schlankheit und fihrt den Verhaltniswert
ab
(52) X = ‘
aVvr

ein, so ergibt sich mit Verwendung der »Knickzahl* « die nachfolgende,

den Deutschen Berechnungsvorschriften fir zentrisch gedrickte Stabe an-

gepaBte

(53)

Bemessungsformel
* p i
«.-"-sScriul.

x-Werte fiar die

st 37 und

Bei der Berechnung der normenméaBigen

st 52 ware

(Deutsche

Vorschriften) Stahle FluBstahl Baustahl nach dem

angegebenen Naherungsverfahren fir das »ideelle® ExzentrizitdtsmaB m

(1. 47) die erste bzw. die zweite der nachfolgenden Formeln zu verwenden:
0,675
(54) St37 .. .rn= m 1 4
(1 + mf
1,014
(55) Sts52 ... m = m o 4
(1 + mf
Zur Ermittlung der kritischen Spannungen st dann die Formel (I)
bzw. (11) heranzuziehen oder es kann auch die Tafel 1 bzw. Il benutzt

werden, wobei dort in durch m zu ersetzen ist. Die Verhaltniszahlen x

konnen demmnach fir jeden Einzelfall rasch ermittelt werden, so daf ihre

W iedergabe In tabellarischer Form nicht unbedingt notig erscheintig). Es

sei nur erwahnt, daf die groBRten A bweichungen zwischen den X -

W erten fir die Stahlsorten St 37 und St 52 bei dem Schlankheitsverhaltnis

= 100 auftreten; bei diesem Schlankheitsgrad sind die Verh&ltnis-
zahlen x far St52 um 16°/0 (m = 0,1) bis 25% (m — 4) kleiner als die
entsprechenden Werte far St 37. Die x-Werte sind also In nicht un-
erheblichem MaRe von der Stahlsorte abhangig. Auf diesen Umstand
sei ausdricklich hingewiesen, da erst karzlich vorgeschlagen wurde, die

fir ein bestimmtes Formanderungsgesetz ermittelten x-Werte auch fir

andere Stahlsorten zu verwenden2. Diese einschrankende Annahme ist
bei dem vorliegenden Verfahren nicht notwendig, da die Formeln (1)
bzw. (I1) ganz allgemein gelten und daher far jede beliebige Stahlsorte
verwendet werden kénnen.

Nachfolgend soll die Anwendung des vorliegenden Naherungsver-
fahrens im Falle der Querschnittsbem essung eines exzentrisch ge-
drickten Baustahlstabes an Hand es Beispiels gezeigt werden.

Zahlenbeispiel.
Gegeben P = 12 t, L = 250 cm, a = 1c¢
Gesucht: Die Querschnittsflache, wenn angenommen und ein
normenmaBiger FluBstahl St 37 verwendet wird Die Sicher-
heitszahl v Ist nach den Deutschen Vorschriften zu wahlen.

Zwischen dem ExzentrizitditsmaB m wund der Schlankheit X besteht

die Beziehung ~ ~ 3
a~ -~ rn

Da weder ¢ noch m bekannt ist, muB einer der beiden Werte geschatzt

werden . Den oberen Grenzwert fir das Schlankheitsverhaltnis Xk er-
halt man aus den Querschnittsabmessungen far zentrischen Druck
(Knickung); In diesem Falle ergibt sich: hk ~=6,2¢cm, ¢¢=139, = 3,5,
Aus der obigen Beziehung zwischen m und X erh&lt man dann zugleich
auch den oberen Grenzwert fiar das Exzentrizitatsmag zu mk = 0,963
Fur die nachfolgende Rechnung ist nun /.- :Xk oder in m anzunehmen
und aus Formel (1) bzw. (1) nachzuprafen. Da die Sicherheitszahl v

nach den Deutschen Vorschriften mit der Schlankheit veranderlich

Ist, empfiehlt sich die Annahme des Schlankheitsverhaltnisses X.

1. Annahme: ¢'= 130

Man erhé&lt: 2« = 0,902, v = 3,5, h' = = 6,66 cm, F'= 44,3 cm 2
und Tk[ = my .- = 0,948 t/cm 2.

n) Vgl. die Ausfahrungen von F. Hartmann, SchluBbericht d. I. Int.

Briuckenbau u. Hochbau in Paris, 1932, S. 45.

bisher

Kongr. f.

18) Bel den bekannt gewordenen Methoden zur Ermittlung der

Tragfahigkeit exzentrisch gedrickter Baustahlstabe koénnen die Ergebnisse

ausschilieB lich in tabellarischer Form oder in Form eines Diagramms

dargestellt werden.
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Zur Berechnung des »ldeellen™® ExzentrizitatsmafRes m Ist GI1. (47)

heranzuziehen, und man erhalt im vorliegenden Falle nach GIl. (54)
tri=1,071 Da
nrYE{rri)s
Q-r 10 800 > 0
98 (3 — tri)
ist, muB Formel (1) verwendet werden. Mit ds — 2,4 t/cm2 und
E = 2100 t/cm3 ergibt sich aus Formel (I)
in
3
71- E
= 9850
oder X 99, also kleiner als der angenommene wert X (JX = — 31).

Das wirkliche Schlankheitsverhaltnis liegt zw ischen diesen Werten, und

es empfiehlt sich, als 2. Annahme den Mittelwert (auf Einer abgerundet)

zu wahlen.

2. Annahme: ¢" = 115

Man erhalt: m =" = 0,798, v* = 3,5, h" = 7,52 cm, F" = 56,6 cm 2,

dkd = 0,743 t/cm2 und m." = 0,965,

Nach Uberprifung ist wieder Formel (I) anzuwenden, und man erhalt
¢=132, also einen zu grosen Wert (JX==N\= 17). Durch lineare lInter-
polation findet man ;=120 ,3 ' 120 [dies ist bereits der genaue W erti9)].
Dieser Schlankheit entspricht m = 0,832, h = 7,22 == 7,2 ¢m, F — 51,8 cm 2,
dkr ~ 0,81 t/cm2. Das aus zwei Annahmen durch lineare Interpolation

ermittelte Schlankheitsverhéaltnis entspricht In den meisten Fallen gentgend

genau dem wirklichen Wert Der Verhaltniswert x ergibt sich zu
x=1,77, die ,Knickzahl* zu «» = 3,40 wund die zulassige Spannung be-
tragt </7Ul = 1400 kg/cm 2. Die Bedingungsgleichung(53) 1st erfallt:
19 00O
1,77 -3,40 - try ~ 1396 1400 kg/cm 2,
al o
Vi Vergleich mit den Vorschriften
In den Deutschen wund Osterreichischen Vorschriften wird dem Ein-
flug eines exzentrischen Kraftangriffs mangels einer theoretisch be-
grindeten Formel dadurch Rechnung getragen, dat eine nach der
folgenden Regel berechnete »gedachte Randspannung?* mit der
zulassigen Inanspruchnahme verglichen wird:
P . Pa
(56) d, = @ Jur
F + w
Mit IV-- F-1i, tfzul = < ak und » e -pr = <tv erhalt man aus GI. (56)

eine der kritischen Axialspannung entsprechende Vergleichsspannung

(57)
m
1+
Diese Verglclchsspannung dv entspricht Gbrigens far ;= 0 der »ge-
fahrlichen® Spannung (GIl.49 .. .dk — ds,r«<= 1), also jener Axialspannung,

bei welcher die groRte Randspannung gleich der Stauchgrenze ist

44—, Ideal -Stahl St*n
— Fluszstahl St37tnacfi dem
Verfahren der.ideellen’
Cxzentrizitatsmasse)
of— fluszs/ahl St37(nach
der Vorschrift)

Bild 10.

Zum Vergleich mit den Ergebnissen des vorliegenden Verfahrens
diene das Diagramm Bild 10 In diesem Diagramm sind fir die Ex-
zentrizitatsmaBe m = O0,l, 1,0 und 4,0 die Spannungen dkr (»ldeal“-Stahl

St, 37), dkr [FluBstah!l St 37, nach dem Verfahren der »ideellen” Exzentrizitats-

maRc, s. GIl. (54)] und d ~ [FluBstahl St. 37, nach der Deutschen Vorschrift,
s. GI.(57)] als Funktion des Schlankheitsverhaltnisses X dargestellt M an
erkennt, daB die Deutschen Vorschriften im Bereich kleiner Schlank-
heiten zu kleine und far groéBere Schlankheitsgrade zu groBe Werte
fir die kritische Spannung ergeben Die groBten Abweichungen gegen -
Gber den Spannungsw'erten dkr ergeben sich fir ¢= 0 bzw. ¢ = 100 und

19) Nach den Deutschen Vorschriften ist das Schlankheitsverhaltnis

nur bis auf die Einerstelle genau nachzuweisen.
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betragen — 38% (m — 4) bzw. + 60% == 1i5) der Werte ak[. Die fur
1.~ 100 geforderte Sicherheitgegen Erreichen des kritischen G leichgew ichts-
zustandes v — 3,5 sinkt demnach bei Anwendung der Deutschen Vor-
Bild 11
Schriften (e 1.(s6) oder (57)] fUr die ExzentrizitatsmaBe m = o0.,I, 1,0, 1,5
und 4,0 auf * = 2,71, 2,21, 2,19 und 2,27,
Die Verwendung der Spannungen <kr (.ldeal“-Stahl St, 37, dann ge-

zeichnete Linien) an Stelle der etwas kleineren W erte </kr hatte innerhalb

Zuschrift an die

Zuschrift zu dem Aufsatz von Prof. Schileicher ,EinfluB der Quer-
dehnung auf die Stabilitdat von Stahlplatten® in Heft 7 des .Stahlbau",
Prof. Schileicher glaubt, daB mir bei der Uberprafung der von

Timoschenko angegebenen Beulspannungen ein lIrrtum unterlaufen sei,

indem ich annahm, daR Timoschenko im Handbuch der Physikalischen und

Technischen Mechanik, IV. Bd., 1. Halfte, in seinem Aufsatz ,Stabilitat
von Platten wund Schalen“ Seite 128 wusf. mit,« = 0,3 rechne, wahrend
Prof. Schileicher behauptet, Timoschenko habe mit ft= 0,25 gerechnet
Nun gibt jedoch Timoschenko selbst in diesem Aufsatz S. 135 ausdriacklich
fi = 0,3 an. Nachdem man aber mit,«= 0,3 und mitdem von Timoschenko
angegebenen £=2200000 andere Werte far die Beulspannungen erhalt,
als die Tafel auf S. 132 angibt, habe ich die .« zuriickgerechnet. Es st
namlich nach Timoschenko
X712 E 181 x
ik 2 — - und daraus
12(1 — m2) 10* 1— fi2
setzt man die Werte der Tafel auf S. 132 der Reihe nach ein, so erhalt
man ,«— 0,262; 0,262; 0,266 sogar bis 0,268 und als kleinsten Wert
0,257, niemals aber 0,25 Daraufhin habe ich, und zwar mit Recht, be-

hauptet, daR die Berechnung von Timoschenko fehlerhaft ist Nachdem aber

die Fehler schlieBlich nicht grof sind, bin ich der Sache nicht weiter nach -
gegangen. Da sie Prof. Schleicher nun aufgreift, habe ich nochmals nach-
gerechnet und steile fest: Wenn man statt mit dem von Timoschenko an-
gegebenen E mit dem friher allgemein gebrauchlichen Wert £ = 2150000
rechnet, so erhalt man mit ,«= 0,3 . . . tfift = 194,4 x, und das ergibt

genau die Tafelwerte von Timoschenko auf S. 132. Hingegen scheint die

Tafel auf s 133 tatsachlich mit £ =2200000 und .« = 0,25 berechnet zu

sein, denn dam it erhalt man c/,fc= 192,9 x, wras mit geringen Abweichungen

die Tafelwerte ergibt. Die Tafel auf S. 135 endlich ist mit £ = 2200000
und u = 0,30 berechnet, was die Schubbeulspannung rk = 198,8 x wund
die Werte der Tafel ergibt. Da aber dieser letzte Fall nicht in den Bereich
meiner Berechnungen fiel, hatte ich recht, die Zahlenrechnungen Timo-
schenkos als fehlerhaft zu bezeichnen.
prof. F. Hartmann, wien.
Erw iderung

In obiger Zuschrift ist keine RUucksicht darauf genommen, daB nicht
nur oe von der Querzahl,« abhangt, sondern daB sich auch k m it,« andert.
Die Ausfihrungen aber den ersten Belastungsfall sind also nicht stichhaltig.
Jedoch auch meine diesbezigliche Feststellung bedarf noch einer Ver-
besserung.

Von den £- bezw. ~A-Werten Timoschenkos wurde in meinem Auf-
satz absichtlich nicht gesprochen, da sie fir die gleichen ¢-Zahlen mit

verschiedenen Betrdagen auftreten. Die von mir allein verglichenen Werte k

sind von T. fir beide Belastungsfalle mit fi = 0,25 (nicht 0,30) berechnet
und, von belanglosen Ungenauigkeiten abgesehen, richtig. Dies ergibt
sich einwandfrei aus den in meinem Aufsatz, Tafel 3 u. 4, mitgeteilten

Losungen k der transzendenten Knickbedingung far ft = 0,25 bzw. 0,30.

des betrachteten Bereiches (m — 0,1 bis 4,0) einen groBten Fehler von
+ 8% (m 0,1; fiur gréBere ExzentrizitdtsmaBe ist der Fehler kleiner)
zur Folge wund wirde die bei 2=100 geforderte Sicherheit * = 3,5 fiur
die ExzentrizitdtsmaBe m = 0,1, 1,0 und 4,0 auf v 3,24, 3,32 und 3,41
herabsetzen. Diese Unterschiede sind gegenidber den aus der Verwendung
der Deutschen Vorschriften entspringenden Abweichungen so gering -
fiugig., daB man sich wohl Immer in praktisch ausreichender A n -
ndherung mit den fir den ,ldeal“-Stahl nach Formel (1) bzw. (I1) be-

rechneten Spannungswerten begnidgen kann.

Zu ganz 4ahnlichen Ergebnissen fahrt der Vergleich zwischen den

Spannungswerten far den ,ldeal“-Stahl St, 52 und fir den normenm&aBigen

Baustahl St 52. Die den ExzentiizitatsmaRBen m = 0,I, 1,0 und 4,0 ent-

sprechenden Linien der kritischen Axialspannung sind im Diagramm

Bild 11 eingezeichnet, wobei das »ideelle ExzentrizitatsmaB m naherungs-

weise aus GIl. (55) ermittelt wurde.

Zusammenfassung.

In der vorliegenden Untersuchung wird ein analytisches Naherungs-

verfahren zur Berechnung der Tragféahigkeit exzentrisch gedrickter Stébe

aus einem ,1deal“-stahl entwickelt, welches zu den einfachen E nd -

formeln (1) bzw. (11) fuhrt. Diese Formeln koénnen durch Einfihrung
eines .ideellen (erhohten) ExzentrizitdtsmaBes auch auf Stabe aus
Baustahl angewendet werden, es zeigt sich aber, daB in allen praktisch
vorkommenden Féallen die Berechnung wunter Zugrundelegung des
.ldeal“-Stahls gleicher Stauchgrenze genigend genaue Ergebnisse liefert.

Die Untersuchung des nicht unerheblichen Einflusses der Q uer-

schnittsform auf die Tragfahigkeit bleibt einem weiteren Aufsatze

Vorbehalten Uber ein Naherungsverfahren zur Berechnung der Trag-

kraft querbelasteter und gekrammter Druckstdbe aus Stahl wird

a.a. O. berichtet werden.

Schriftleitung.

Auch die Knickspannungen (<rlA sind von T. in friheren Verdffent-
lichungen Gber den gleichen Belastungsfall far £ = 2000 t/cm2, ft = 0,25
richtig angegeben. Erst bei der spdteren Umrechnung (Handb. d. phys
u. techn. Mechanik, Bd. IV, 1. Halfte, S. 132) st ein Widerspruch ent-

standen . Die Eulerspannung ist né&mlich zu (b/t)2 ae = 1943 t/cm2 ein-

gesetzt, entsprechend £ = 2150 t/cm2 und ft = 0,30, wahrend die zugrunde

liegenden (-Werte mit /t = 0,25 ermittelt sind. Die Angabe £ = 2200 t/cm 2

Uber der Tabelle auf S. 132 bei T steht also nicht in Ubereinstimmung

mit dem eingesetzten de, worauf Herr Professor Hartmann zuerst auf-

merksam gemacht hat Diesen Widerspruch bei T. habe ich Gbersehen

Die Unterschiede zwischen den Knickspannungen nach T und denen nach

H. sind also fur den ersten Belastungsfall zum kleineren Teil auch da-
durch bedingt, in der Hauptsache jedoch durch die Abhéangigkeit des
Wertes k von ,«, die Herr Professor Hartmann in seiner Zuschrift nicht
beachtet hat.

Die Aussage Professor Hartmanns GUber die Zahlenrechnungen Timo-

schenkos ware somit fir den ersten Belastungsfall dahin einzuschranken,

daB in der betreffenden Verdffentlichung nur der oben gezeigte Widerspruch

vorhanden st Die oprimaren ¢-Werte sind vrichtig und durch meine

genauen Kontrollrechnungen far /t= 0,25 durchweg bestatigt worden

Far {b/t)2 tie = 1943 t/cm2(welcher Wert nur der Uberschrift £ = 2200 t/cm 2

der Tafel S. 132 widerspricht, sonst aber wie jeder andere modglich ist)

waren auch die Knickspannungen richtig.

Die Knickspannungen Tim oschenkos fir den zweiten Belastungs-

fall, die in dem Aufsatz von Professor Hartmann ebenfalls als fehlerhaft
bezeichnet waren, sind oben schon als richtig und mit ft = 0,25,berechnet
anerkannt. 3

Da die Zahlentafeln von Timoschenko, dem wir die meisten Ergeb -
nisse auf dem Gebiete der Theorie der Plattenbeulung verdanken, in der
Praxis immer weitere Anwendung finden, sind obige Feststellungen not-
wendig, um Unsicherheit bei der Anwendung zu vermeiden,

In der Zuschrift ist angenommen, der von T. bei den kritischen Schub-
spannungen auf S. 135 angegebene Wert ,«=0,3 gelte auch drei Seiten
vorher fiur die kritische Druckspannung der Rechteckplatte mit einem
freien Léangsrande Diese scheinbar so einleuchtende Annahme ist nicht

berechtigt. Man erkennt daraus, wie notwendig meine Warnung war, bei

Benutzung des Schrifttums Vorsicht zu Uben, da in der Literatur sehr ver-

schiedene W erte £ und u gebraucht wurden, ohne daB die betreffenden

Zahlen immer ausdricklich angegeben sind.

Meine Ausfihrungen dber die Abhangigkeit der Knickspannungen von
der Querzahl .« werden durch obiges selbstverstandlich in keiner Weise
berihrt. Ferd. Schileicher, Hannover
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