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A. Allgemeiner Teil.

1. Um den Beulwiderstand der
Bleche zu erhdhen, pflegt man auf einer oder auf beiden Selten des
Bleches Verstarkungen anzuordnen, die aus Walzstdben gebildet werden
und mit dem Blech durch Nietung oder SchweilBung verbunden sind.
Im Rahmen der Idealisierung, die bei der Durchfihrung der Stabilitats-
untersuchung derartiger versteifter Bleche erforderlich ist, wird die Biech-
tafel als dunne Rechteckplatte aufgefafllt, die an den Randern bestimmten
Lagerungsbedingungen unterworfen Ist und In ihrer Ebene eine Be-
lastung mit bekanntem Verteilungsgesetz erfahrt. Der Zusammenhang
zwischen der Steife und der Platte wird als starr vorausgesetzt und
erfolgt 1&ngs einer geraden Linie, die in der Plattenmittelebene liegt und
als .Kontaktlinie“ bezeichnet wird. Um den Ld6sungsweg Ubersichtlich
zu gestalten, nehmen wir an, daR der Steifenquerschnitt eine auf der
Platte senkrecht stehende Symmetrie-Ebene besitzt; ist diese Voraus-
setzung nicht erfullt (Steifen mit L-, X - oder C-Querschnltt), dann gelangt
beim Ausbeulen der Platte ein zusatzliches Spannungsfeld zur Ausbildung,
dessen EinfluR auf die Beulgrenze jedoch gering ist und in der Regel
vernachlassigt wird.

Ist die Steife beiderseits der Platte so angeordnet, dal lhre Schwer-
achse in die Plattenmittelebene zu liegen kommt und mit der Kontakt-
linie zusammenfallt (.mittig“ angeordnete Steife), dann wird die bei der
Ausbeulung zur Wirkung gelangende Biegesteifigkeit durch die Ver-
bindung der Steife mit der Platte nicht beeinflulRt, so daBR wir bei der
Festlegung dieser Biegesteifigkeit unmittelbar das Querschnitts-Haupt-
tragheitsmoment J der von der Platte losgeldst gedachten Steife in
Rechnung zu stellen haben. Wird die Steife jedoch einseitig oder auf
beiden Seiten der Platte so angeordnet, daB ihre Schwerachse auBerhalb
der Plattenmittelebene gelegen ist (.auBermittig”“ angeordnete Steife), dann
werden beim Ausbeulen der versteiften Platte langs der Kontaktlinie stetig
verteilte Schubkréafte T Ubertragen, die sowohl in der Platte als auch in
der Steife zusatzliche Spannungen hervorrufen. Die beim Ausbeulen zur
Geltung kommende Biegesteifigkeit ist hier wesentlich groRer als die
Biegesteifigkeit der von der Platte losgeldsten Steife; sie entspricht einer
gedachten Steife, die aus der vorhandenen Steife und einem anschlieBenden
Plattenstreifen von bestimmter Breite bestehtl).

Wir werden im weiteren eine 10 mm dicke, auf reinen Schub be-
anspruchte Blechtafel 1800-1500 untersuchen, die in lhrer Mitte durch
eine lotrechte, aus einem einseitig angeschweilten Flachstahl j=! 70 ¢ 10

gebildete Steife verstarkt Ist. Es wird sich hierbei zeigen, daBR die
wirksame Biegesteifigkeit dieser .auermittig“ angeordneten Steife 3,6 mal
so groB wie die Biegesteifigkeit der von der Platte losgeldst gedachten
Steife ist und einer ideellen Steife entspricht, die aus dem gegebenen
Flachstahl und einem anschlieBenden Plattenstreifen von 382 mm Breite
(d. 1 rd. 25,5°0 der Steifenldnge) zusammengesetzt ist; wirden wir
die Steife mit Hilfe von zwei Flachstahlen beiderseits der Platte so
anordnen, daB lhre Schwerachse in die Plattenmittelebene fallt, dann
wirde ihre Ausbildung, wenn wir den gleichen Beulwiderstand der Platte
erzielen wollen, einen um 50°/0 groReren Aufwand an Baustahl erfordern.
Einseitig angeordnete Steifen bieten jedoch nicht nur Vorteile wirt-
schaftlicher Natur, sondern sind auch vom asthetischen Standpunkt unter
Umstanden sehr zweckmaRig; so ist es, wie von Schleicher2 an Hand
vieler Beispiele begrindet wurde, beim Entwurf von vollwandigen Briicken-
tragern aus schonheltlichen Grinden vielfach zu empfehlen, die innerhalb

* Vgl. dazu auch das Referat des erstgenannten Verfassers im Stahl-
bau 1936, S.73.
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im Stahlbau verwendeten dunn@m der Innenseite des Stegbleches anzuordnen,
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der einzelnen Stegblechfelder erforderlichen Steifen einseitig, und zwar
um sie dem Auge des
Beschauers zu entziehen und unglnstige Schattenwirkungen zu vermelden.

Wird die durch eine Steife verstarkte Platte In ihrer Ebene auf Schub
(oder durch linear verteilte Normalspannungen, deren Wirkungsrichtung
auf der Steifenachse senkrecht steht, auf Druck und Biegung) beansprucht,

dann gelangt man bei der elastostatlschen Untersuchung — gleich-
gultig, ob die Steife .mittig* oder .auBermittig” angeordnet
ist — auf eine Losungskurve mit ausgepréagter Verzweigungsstelle, so

dal hier (&hnlich wie auch im klassischen Fall der Eulerschen Stab-
knickung) ein Stabilitatsproblem mit Gleichgewichtsver-
zweigung, vom mathematischen Standpunkt also ein Eigenwertproblem
vorliegt. Wird die Platte jedoch In lhrer Ebene durch Normalspannungen
beansprucht, die zur Steifenachse parallel gerichtet sind und an der
Kontaktlinie einen von Null verschiedenen Wert besitzen (wie dies etwa
bei den waagerechten, auBerhalb der neutralen Achse gelegenen Steg-
blechsteifen vollwandlger Trager der Fall ist), dann wird die Steife bei
.auBermittiger Anordnung auf exzentrischen Druck oder Zug be-
ansprucht. Die Platte erfahrt hier schon unter geringfligigen Be-
lastungen eine von Null verschiedene Auswdlbung, so dalR die Frage
nach der Existenz einer .Verzweigungsstelle“ erst nach der Ermittlung
der allgemeinen Lésung des Gleichgewichtsproblems beantwortet werden
kann; im Rahmen baupraktischer Anwendungen wird der EinfluB, den
diese Primar-Ausblegung auf den Problemcharakter zu nehmen vermag,
in der Regel vernachlassigt.

Wir beziehen uns im weiteren auf den praktisch wichtigen Fall der ein-
spannungsfrei gelagerten Rechteckplatte, die in Ihrer Ebene durch gleich-
maRig verteilte Schubspannungen beansprucht wird und In ihrer
Mitte durch eine lotrechte, »auBermittig* angeordnete Steife ver-
starkt ist. Bei der Bestimmung der Stabilitdtsgrenze dieser Platte wollen
wir uns der Energiemethode bedienen, die uns auf ein Variationsproblem
fuhrt, das sich' mit "Hilfe des Ritzschen Verfahrens einer beliebig
scharfen Naherungslésung zufihren 148t. Um die Konvergenzverhaltnisse
zu beleuchten, werden wir die Zahl der bei der Approximation der
Wolbfunktion In Rucksicht gezogenen Teilflaichen schrittweise erhdhen
und hierbei die Scharfe der Lo6sung wesentlich weiter treiben, als dies
bei praktischen Anwendungen erforderlich ist.

b) fx

Bild 1.

2. Wir untersuchen eine dinne, an allen vier R&ndern einspannungs-

frei gelagerte Rechteckplatte, die in ihrer Mitte durch eine lotrechte,

2 F. Schleicher, Vorbericht zum 1L Int. KongreR f. Briicken- u. HochauBermittig“ angeordnete Steife verstarkt und an den Ré&ndern durch

bau In Berlin 1936, S. 1391.

Schubkréfte belastet ist (Bild la). Die Plattenidnge sei mit a, die Platten-
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hohe mit b, die Plattendicke mit t, das Seitenverhaltnis mit tx— a/b und
die Plattensteifigkeit mit D — Et312(1— /i2)= 192,313tcm bezeichnet.
Wir nehmen an, daB die Belastung rt langsam von Null anwéchst und
fragen nach jenem Kritischen Intensitadlswert rk t, fir den die biegungs-
freie Gleichgewichtslage der Platte ihre Stabilitat verliert und neben
dieser Lage noch eine unendlich wenig ausgebogene Gleichgewichtslage
zur Ausbildung gelangen kann.Um diese Aufgabe mit Hilfe der
Energiemethode zu lésen, denken wir uns die Plattenmittelebene nach
einer Flache w = /(f, ) geringfigig verwolbt,
fir die gesamte potentielle Energie Eund setzen die erste Variation von
E gleich Null; im Ausdruck fur Eist nur der Anteil AE von der
Auswoélbung abhéngig, so daR die Bedingung fur das Erreichen einer
Stabilitatsgrenze einfach ,$ (A E)= O“ lautet.

Zur angendherten Losung dieses Variationsprobiems approximieren
wir die Wolbfunktlon w=f(S,rj) im Sinne des Ritzschen Verfahrens
durch das trigonometrische Polynom

(].L,)\ a sl mn$ .sin rin i
das den Bedingungen der einspannungsfreien Lagerung schon genigt, und
berechnen die Beiwerte Am n aus der Serie der Extremalforderungen

@ " f E>=0.
OA MmMmM
Das auf diese Weise erhaltene, lineare und homogene Gleichungssystem
laBt nur dann fir die Beiwerte Am n eine von der Nullésung verschiedene
Loésung zu, wenn seine Koeffizientendeterminante 2/ verschwindet; ¢ ¢ /=0
stellt somit die gesuchte Beulbedingung vor.

Im Fall reiner Schubbeanspruchung zerfallt das Gleichungssystem (2)
in zwei voneinander unabhéngige Teilsysteme, von denen das eine nur
Beiwerte mit gerader Zeigersumme (m + rt) und das andere nur Beiwerte
mit ungerader Zeigersumme enthalt. Bei fehlender Versteifung und ein-*
spannungsfreier Lagerung filhrt das erstgenannte Teilsystem, sofern das®
Seitenverhéltnis der Platte angendhert zwischen 0,4 und 2.5 gelegen ist-
auf jene Beulbedingung ,,z/=0% die die kleinste Beulspannung liefert
und daher die praktisch maRgebende ist. Wir wollen dieses Ergebnis,
das innerhalb gewisser Grenzen auch bei der Stabilitatsuntersuchung
versteifter Platten Geltung besitzt, bei der Wahl des L&sungsansatzes in
Rucksicht ziehen und entscheiden uns fir die acht Beiwerte An,A 22 Al3
Al> As> As ASLund A4,; das die Walbflache festlegende Polynom GI. (1)
nimmt dann die Form an

2 711

(3) w = Au esin msin | «2 sin sin

. 37n

+ A3 sin + ...,
Die GréBe AE, die wir im weiteren unter Zugrundelegung der Wdlb-
funktion GlI.(3) zu berechnen haben, ist aus den drei Anteilen (AE)P/,(AE)A
und (AE)r zusammengesetzt; (AE)P, bedeutet die Anderung, die das
Potential der Federkraft der unversteift gedachten Platte und das Potential
der &uBeren Belastung bei der Auswélbung erfahrt, (AE)A stellt die in
der Steife bei der Auswdlbung aufgespeicherte Energie vor und (AE)r ist
jenem zuséatzlichen Spannungszustand zugeordnet, der in der ausbeulenden
Platte durch die einleitend erwahnten Schubkrafte T (als Folge der ,,AuBler-
mittigkeit“ der Steifenanordnung) hervorgerufen wird. Fur die Potential-

anderung (AE)P/ ist die Beziehung schon bekannt; sie lautet

W 6% W .
@ (.. =] .

I (W 6rr)
ab
und liefert nach Einfihrung der GI. (3)

*

didj

(AE)p, = [Au2(l + «22+ "2=(4 + 4 «3T-+ AIR(1+9 «&J*
4
+ m+ Ad2(16 + 16 a22 f- 8ri Ajr A22" 5 A> Ay
@ * azla, + 36 20 AsA0 2 Al Ay,
5 " 25 ¢ B 2 63 ' 63 ’
16 ) 16 An Add 16
295 An Ai + 35 n + 35 AnAt
144 VI
49 ABAT 57 AU 27 AT
3. Die untersuchte Platte ist am Ort | = a/2 durch eine lotrechte

Steife verstarkt, deren Querschnitt F eine auf der Plattenebene senkrecht
stehende Symmetrie-Ebene besitzt; das bei Ausbiegungen senkrecht zur
Plattenebene zur Geltung kommende Querschnitts-Tragheitsmoment dieser
Steife wird mit J und der Tréagheitsradius mit i — ]/J/F bezeichnet. Die
Steife moge einseitig oder auf beiden Seiten der Platte so angeordnet
sein, dal ihre Schwerachse auBerhalb der Plattenmittelebene liegt und
von dieser die Entfernung s aufweist (Bild 2a). Die Verbindung zwischen
Steife und Platte sei eine starre und erfolge langs einer geraden Linie (der

Beilage zur Zeitschrift ,,Die Bautechnik*

sogenannten ,,Kontaktlinie“), die mit der Schnittgeraden der Plattenmittel-
ebene und der Symmetrie-Ebene der Steife zusammenfallt; um dieser
idealisierten Verbindungsweise entsprechen zu kdénnen, mussen wir uns
die Steife durch eine prismatische Leiste von verschwindend kleinem
Querschnitt erganzt denken oder aber, wie dies bei den Flachstahlsteifen
naheliegend Ist, den der Rechnung zugrunde gelegten Steifenquerschnitt
nicht nur bis zur Plattenoberflache, sondern bis zur Plattenmittelebene
reichen lassen (Bild 2 b).

ermitteln den Ausdruck b)

JJ1-
Bild 2. --|

Beult die Platte nach der durch die GL (3) festgelegten Wdlbflache
aus, dann wird die Steife nach der ebenen Kurve

(6) w\i=aRfR — (Ai — Ai + Ai)esin b*
N *
¢ (ABr- Rz esinsb" + At msin > B

verbogen. Um die Spannungen, die hierbei sowohl in der Platte als auch
in der Steife entstehen, in Uubersichtlicher Weise darstellen zu koénnen,
fuhren wir ein neues Koordinatensystem x, y, z ein, dessen *-Achse mit
der Kontaktlinie und dessen _y-Achse mit der unteren Randlinie der Platte
zusammenfallt (Bild 1b); die von der Steife ausgebildete Biegelinie wird
dann durch die Beziehung

©) z= (Au — A3l + Am)esin ~

- e o 3TX , 5Tx
+ (Als- A '3)-sm -]- + Al5*sin

bestimmt (Bild 3a).

Denken wir uns ldngs der Kontaktlinie eine reibungsfreie Fihrung
angeordnet, dann werden an den einzelnen Stellen ,,x“ der Kontaktlinie
beim Ausbeulen der Platte gegenseitige Verschiebungen zwischen der
Platte und der Steife (Bild 3b) auftreten, die im gegebenen System
mit Ricksicht auf die vorausgesetzte Starrheit der Verbindung aus-
geschlossen sind. Um hierauf ein dem gegebenen System ,elastostatisch
gleichwertiges®“ System zu gelangen, missen wir langs der Kontaktlinie
die Doppelschubkrafte T wirken lassen und diese Kréafte so bemessen,
dalR sie die gegenseitigen Verschiebungen an jeder Stelle ,x “ wieder auf
Null zurtickzufuhren vermégen (Bild 3c). Diese Schubkréfte sind zwischen
der Steife und der Platte wirksam (wenn die auflermittige Steife nicht

-r einseitig sondern beiderseits der

Platte angeordnet ist, haben wir uns

den Steifenquerschnitt hier immer

einteilig, die Platte ,,durchdringend”

zu denken!) und zeigen — da die

<5 Biegelinie GI. (7) zur Mitte symme-

trisch verlauft — eine antimetrische

r Verteilung. Sie dlrfen, wie hier
eigens vermerkt sei, nicht mit jenen
Schubkraften T* verwechselt werden,
die im Fall der zweiteiligen Aus-
bildung der Steife (wie sie sich bei
einer beidseitigen Anordnung praktisch
nicht .vermeiden 1408t) bei der Aus-
biegung von dem einen Steifenteil auf den anderen Steifenteil
Ubertragen werden und in elementarer Weise — nach Art eines waage-
rechten BalkenstoBes — berechnet werden konnen; T* ist bei jeder zwei-
teiligen Ausfihrungsweise der Steife, also auch im Fall der ,,mittigen“ An-
ordnung, von Null verschieden und muRR bei einer Spannungsuntersuchung

Bild 4.
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der Nietverbindung oder SchweiBnaht zusétzlich in Rechnung
gestellt werden.

Durch die Schubkréafte T wird in der Platte ein Spannungszustand
hervorgerufen (Bild 4), den wir mit Rucksicht auf die relative Kleinheit
der Plattendicke und der in Betracht gezogenen Auswdlbung als ebenen
Spannungszustand auffassen dirfen. Die diesem Spannungszustand zu-
geordneten Spannungskomponenten dx, dy, rxy lassen sich mit Hilfe der

Airyschen Spannungsfunktion 0(x,y), AAO(x,y) = O in der Form

920 620 _ _ 620
(8) dx ~ A, 2> rvy 6vov
darstellen und sind mit den Verzerrungskomponenten durch die Be-
ziehungen
(9 du 1/ 1\ dv 1/ 1\
9x ~ e v* m ‘dy)’ sy~ 0j e ("™ m )
1

yXV— Q mTxy

verknupft; hierbei bedeutet u, v das Komponentenpaar der elastischen Ver-
schiebung eines Plattenpunktes, in = 1/« = 10/3 das Verhéaltnis der Langs-
dehnung zur Querkirzung und G = 810t/cm2 den Schubmodul des Bau-
stahls. Die Randbedingungen, denen diese Spannungs- und Verzerrungs-
komponenten unterworfen sind, verlangen, dal an den Réndern ,x= 0“
und ,x — b*“ die Spannung dx 0 Ist, daR an diesen beiden Randern
— da die waagerechten Verschiebungen von Punkten der beiden L&ngs-
rander in praktischen Anwendungsféallen von den Gurtungen stark be-
hindert werden — auch die Verschiebungskomponenten v verschwinden,
und daf mit Rucksicht auf die Symmetrie des untersuchten Verzerrungs-
zustandes fir alle Punkte der Kontaktlinie die Forderung v : 0 erfullt wird.

Die Spannungsfunktion, die fir die Losung unserer Aufgabe geeignet
ist und allen diesen Randbedingungen gehorcht, lautet

*
Cin—1 m+1 . nX P
0{x,y)= Ci 2in 2 I« esin
) >71y
10 in 1 m+ 1 3 . 3 T7tx
( ) om b msin b
n
N+l s wjj' 5 7tX Y
2in ' b y

wobei Ct, E8uwhk) Cs Konstanten von der Dimension einer Kraft bedeuten.
Sie bezieht sich auf die rechte Ha&lfte des symmetrischen Spannungs-
feldes und ist einer Platte der Lange a -> 0o zugeordnet; die aus ihr ab-
geleiteten Spannungs- und Verzerrungskomponenten klingen, wie In Bild 4
angedeutet ist, nach beiden Seiten sehr rasch ab und sind daher bei
Platten mit dem Seitenverhéltnis a>-1 an den Randern .y= + a /2 schon
derartig klein, da wir von einer Formulierung der Randbedingungen an
diesen beiden R&ndern absehen dirfen. Aus dem gleichen Grunde ist es
auch zuléssig, bei der Berechnung der im 4. Abschnitt verwendeten Kraft X,
die die Resultierende aller in einem Plattenlangsschnitt ,,w==const“ auf-
tretenden Normalspannungen dx vorstellt, die obere Integrationsgrenze von
y — aft nachj/->00 zu verlegen und einfach

X - m2tfdxdy — It J &EO_ dy— It °d“°
' Od»
(1)
Int
~~rlb~ C\ esin 71* + 3 C3msin + 5 Csesin b

zu schreiben. Diese Kraft X ist mit den Schubkraften T durch eine
Gleichgewichtsbedingung verbunden, die sich auf ein vom Rand ,x = 0*
bis zur Schnittgeraden ,ar = const“ reichendes Plattenstiick bezieht und

(12)
lautet.

X —fTdx”0O
u

4. Die Schubkrafte T mussen, wie wir im 3. Abschnitt dargelegt haben,
von solcher GrofRe sein, daR sie die gegenseitigen Verschiebungen, die
sich bei Anordnung einer reibungsfreien Fihrung zwischen der Steife und
der ausbeulenden Platte ergeben wirden, an jeder Stelle ,,x‘ auf Null
zurickzufihren vermdégen (Bild 3c). Wir wollen diese Bedingung so
formulieren, daB wir fir jede Stelle cx “ der Kontaktlinie die Uberein-
stimmung der spezifischen Plattendehnung Q mit der an derselben

Stelle vorhandenen spezifischen Steifendehnung ex fordern, und gelangen
auf diese Welse zu einer Beziehung, die den Zusammenhang zwischen
den Beiwerten Cv C3, Cs der GI. (10) und den Beiwerten Am n der GI. (3)
festlegt.

Fir die spezifische Dehnung, die eine Piattenfaser am Ort der Kon-
taktlinie erféhrt, erhalten wir, wenn wir die GI. (8), (9) u. (10) in Rucksicht
ziehen, den Ausdruck

1 /20 1§20 >
13 ! I .
@) A=o E'Gaz  in dx2
278502 L MX 37X ¢ e c5gin 2" X
E b2 b
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und fur die Randfaserdehnung der Steife gewinnen wir, wenn wir den
EinfluR der Verbiegung nach der Kurve 2 —f(x) [GI (7)] und den Ein-
fluR der axialen Zusammendrickung durch die Kréfte T [Gl. (12) u. (11)]
in Rechnung stellen, die Beziehung

d2z X n-s .
X— v fxg B8P _, r P+ ar sin
(14) + 9(A*—A33)-sin-3 WX 42543 sin 2K
Int L 37 5
Ciesin .3Ca-sin_bi¢§é@-sin57btx
EFb '
Die erwdhnte Forméanderungsbedingung, die
(15) x\y —0 X =0

lautet und fir jede Stelle ,x*“ erfillt sein muB, fuhrt dann auf den Zu-
sammenhang

_ (AI—A|+Ai)ES (Aa A3) FEs
q = tb C.
1,755 + 1,755 + -2 -
(16) t F 3n F
Ar Es
1,755 + u th
’ =
Wiirden wir die Steife nicht .auBermittig® sondern .mittig*“ anordnen,

so dalR die Steifenachse in die Piatfenmlittelebene zu liegen kommt, dann
ware s= 0, Cx==C3— C5= 0, O (x, y)= 0 und daher T 0.

Der im 2. Abschnitt erwahnte Anteil (A E)5i der potentiellen Energie,
der beim Ausbeulen der Platte in der Steife zur Aufspeicherung ge-
langt, setzt sich aus dem Teilbetrag (A E)”, der den Biegespannungen
zugehoért, und dem durch die axialen Druckspannungen bedingten Teil-
betrag (A E)™ zusammen. Fir (A E)™ erhalten wir, wenn wir die GI. (7)
In Rucksicht ziehen,

A7) (iE
+ EJ
a4p3 L(AT- AT+ AaD2s 8l(ra- najyz+ 6254 2
wahrend sich fur (» E)”™ der Ausdruck
b
(18) (a E)*== 2 [x* dx = F/fb {Ci2+ 9C32+ 25Q2

ergibt; addieren wir beide Teilbetrage, dann gelangen wir nach Einfiihrung
der GI. (16) auf die Beziehung

(AE) gt J(AI
s2t2b2
+ ~Am)2 + .
t *F2
(1755 + 2 'E :
(19) N 8Ln* 9 70l s2t2b2 "
+ (MB—A2 4w tb\2  i2F2
(U755 + 1 - F)
625 TH | 25 a2 $2t2b2;
(1,755 + -ibf -F2
57t F)

Durch die Schubkrafte T, die von der .auflermittig“ angeordneten
Steife Ubertragen werden, entstehen in der Platte die im 3. Abschnitt
geschilderten Zusatzspannungen dx, dy, txy, die mit Hilfe der GI. (8),
(10) u. (16) festgelegt werden kénnen. Der Potentialanteil (A E)r, der diesem
ebenen Spannungszustand zugeordnet ist, laRt sich unter Verwendung

der Beziehung
b 05a

TeJl +

u o

(20) (AE)r=2.

dx dy
bosa

v 2926 [ 1 xy2- ¢ 94y
i 0

berechnen. Da die Spannungskomponenten dx,dy, rxy mit anwachsendemy
sehr rasch abkilngen (Bild 4) und daher bei Platten mit dem Seiten-
verhéltnis a > 1 auBerhalb der Réandery — # af nur mehr von un-
bedeutender Kleinheit sind, begehen wir keinen groBen Fehler, wenn wir
die obere Integrationsgrenze in GI. (20) vony-~ a/2 nachy->oc verlegen.
Wir erhalten dann den einfachen Ausdruck

E)r = n3t 3tril+ 2m— 1

TWh2 2m2

und gelangen nach Einfuhrung der GI. (16) auf die gesuchte Beziehung

(21) (Q2+ 27 C,2+ 125Q2)
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1,755 #3 EJ tb s2
—2 W '~ F " ¥

(Aa — A3{ + Ai)2

(22) (A E)r=

27 (AI3- A )2 1 125 A153

(“755+ M t-t )
Wirden wir die Steife nicht ,,auflermittig” sondern ,,mittig*“ anordnen,

dann wirde die Schwerachse der Steife in die Plattenmittelebene fallen
und daher s = 0, also auch (AE)r= 0 sein.

5. Die Gleichungen (5), (19) und (22) legen die drei Anteile (AE)W
(A'E)a , (AE)r der durch die Auswdlbung GI. (3) bedingten Anderung der
gesamten potentiellen Energie fest und liefern fir diese Anderung, wenn
wir die von den Abmessungen der versteiften Platte abhangigen Hilfs-
grolen
_iF _ EJ
~tb”’ y~ bD”’

a
~ b’

Bi—n2y (4 + ij55.2 Try+ 4)°

(23)
|—-81*v(4 + 17556 my+ 4)*
¥
= 2 2 -
ft = 62502y (5 1,755 >10 71 ¢ "+ 4f)
und die von der Belastungsintensitat abhéangige Verhaltnisgrofie

rtb 2

(24) Db

einfuhren, die Beziehung
AE=(AE)pi+ (AE)s<+ (AE)r= {-¢ -T Mn2(l + «*2

+ A4+ 402+ ...+ Ati2(16+ 16097+ A (/la-A , + A5)2

4 4
"A&2+ g "Al A22° 5 “AIBAZ2

+ (A 3—fts)2+
(25) 4 . . .36
5AIAG+ 25 B 2 89 avsan- "oz A /n
, 16 . . .16 . . .16 . . ., 144 .
225" 1 35 35" g
15 .yt A R

Im Sinne der im 2. Abschnitt geschilderten Ldsungsmethode haben
wir die partiellen Ableitungen von AE nach den einzelnen Beiwerten

gic Rde \aterdton

L>Cn 6 1nrlLonU -
Beilage zur Zeitschrift ,,Die Bautechnik™

Am n gleich Null zu setzen und gelangen damit auf das nachfolgende

System linearer, homogener Gleichungen:
4
—— « - A
32+« 3(1+ “22An + ft (/In _ A*1+ Abl)+ '9
1 .a =0
+ 225 4
4 . . 36
32?7 a3+ 4 An+ 9 “/lu“ 4 wlS' 5 "Ali + 25" "3
20 20 a
63" 6 63 5l
30 N5 (1+9 “22A 3+ (AB3— A3 —y *A2+ 35¢A«
712 . Ri A . 4 , . 16
32Toca (@ «22Ai~ 7 (Au *ADT 5 w2+ 35 AU~
M o (04 9y A LA .36 . 144
32 X«3( « n-p4—x n 3+ 257 2+ mA4i—0
R @1+ 2 2Als+ “ <A 20.A_-.1674 o0
32 Pzt 25 @2Als S 832 27 ~m
. o200,
32)(«3(25+ gy A M+ & (Ai -All+ Ai) - 63
164 -
27 N4
16 M "
(16 + 16 « )-Au + 225 «Ai + 3B w3 #r 3B +An3i
144 16 16 _
49T R 27 27 x5

Dieses Glelchungssystem 14t nur dann eine von der Nullésung ver-
schiedene Ldsung fir die Beiwerte Am n und damit fur die Auswdlbung
Gl. (3) zu, wenn seine Koeffizientendeterminante ;1 verschwindet. Die
Bedingung ,z/= 0% die nach der unbekannten HilfsgroRe x aufzuldsen
ist, stellt demnach die Beulbedingung der untersuchten, auf reinen Schub
beanspruchten und durch eine ,,aulermittig* angeordnete Steife verstarkten
Rechteckplatte vor.

Bezeichnen wir die kleinste positive Wurzel dieser Beulbedingung
(den sogenannten ,Beulwert*) mit minx = £, dann erhalten wir fur die

kritische, der tiefsten Stabilitatsgrenze zugeordnete Schubspannung die
Beziehung

NT\ u n~D

<w rk= k*“-bU

und konnen mit Hilfe dieser Beziehung jenen Sonderwert rk t berechnen,
den die von Null anwachsende Randschubkraft erreichen muB, um die
Platte unter Uberwindung des elastischen Widerstandes der Steife zum
Ausbeulen zu bringen. (Fortsetzung folgt.)

Ableitung der Hertzschen Harteformeln fir die Walze.

Von Dipl.-Ing. Kurt Drescher, Berlin-Karishorst.
(SchluB aus Heft 9.)

Aufstellung der Bestimmungsgleichung fir die unbekannte
Druckspannungsfunktionp (|).

Im unbelasteten (drucklosen) Zustand haben zwei gegentberliegende
Punkte der beiden Oberflaichen mit gleichen *- und z-Koordinaten wie
A und A2 der Walzen und W2, die sich l&ngs einer mathematischen
Geraden von der Lange | berihren, in erster Anndherung einen Abstand
(in Bild 8 der deutlicheren Darstellung halber stark tibertrieben gezeichnet):

a7) A A2— i+ 2= ry(l —cos N) + r2(1— cos ip2)

92 , P2 — x211 , 1
2 + 2" 2 ~ 2

Indem wir nun unser Augenmerk auf jede der Walzen fur sich richten
(vgl. Bild 6), werden bei Wirkung des Druckes sich die Punkte des Druck-
bereiches verschieben, und zwar wird ein Oberflachenpunkt der Walze W2
eine Verschiebung vt (nach unten positiv gerechnet) nach A/, der ent-
sprechende gegentberliegende Punkt A2 der anderen Walze W2 eine Ver-
schiebung v2 (nach oben positiv gerechnet) nach A2 erfahren (Bild 9). Die
positive y'-Richtung (und daher auch die der Verschiebung v) fir jede
der beiden Walzen ist also immer in das Innere des betrachteten Kérpers
gerichtet. Fur diese Verschiebungen v2 und v2 kann wegen der oben
getroffenen Voraussetzung a<”~r GI. (16) benutzt werden, die zuné&chst ja
unter der Voraussetzung gefunden war, daB der Korper In der Nahe des
Druckbereiches vor der Formé&nderung durch eine (horizontale), ebene
Flache, nadmlich die xz-Ebene als gemeinsame Tangentialebene beider
Walzen, begtenzt gewesen ist (Bild 2 u. 4; im Schnitt als horizontale
Gerade dargestellt). Da die beiden Walzen im allgemeinen aus ver-
schiedenen Werkstoffen mit verschiedenen E und v bestehen kénnen, so
ist in GI. (16) bei vt Ev vv entsprechend bei v2 E2, v2einzusetzen. Der

Gesamtabstand At' A2 der beiden gegeniberliegenden Punkte A und A2
betragt demnach:

Al A- A A + ft I ft-

Bild 9.

Bild 8. Bild 10.

Zwei andere gegenuberliegende, durch ein anderes x gekennzeichnete
Punkte der beiden Walzenoberflachen, wie Bi und B2, werden sich dabei
nach B” bzw. B2 verschieben. Im urspringlichen unbelasteten Zustand
lagen die Punkte auf zwei Kreisbogen mit den Radien r2 und r2; durch
die gegenseitige Wirkung des Druckes haben nun alle Punkte innerhalb
des Druckbereiches ihre urspringliche Lage verdndert, und zwar werden
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dann alle Punkte der Walze W1 (durch den Index 1 gekennzeichnet) auf
einer Profilkurve Cit die entsprechenden Punkte der Walze W2 auf einer
Profilkurve C2 zu liegen kommen (Bild 9). Da sich aber nun die beiden
Kérper unter der gegenseitigen Wirkung des Druckes beruhren, d. h. ihre
Profilkurven innerhalb des betrachteten Druckbereiches in eine einzige
(auch Drucklinie genannt) zusammenfallen, so muB es maéglich sein, sie
durch eine Parallelverschiebung genau zur Deckung bringen zu kénnen
(Bild 10), d. h., es muR der Abstand entsprechender gegenuberliegender
Punkte innerhalb des ganzen Druckbereiches einen konstanten Wert ¢
haben:

(19) 4p N + -“®+ vr+ v2= konst= c.

Diese Entfernung c, die auch die .Abplattung“ genannt wird, gibt also
an, um wieviel sich die undeformlerten Teile der beiden Walzen einander
genahert haben.

Aus (19) folgt dann durch Differentiation nach x:

d X 2 )
dx 5  + + vi(jc) + v2(x) 0
oder:
0) dVy(x) , dv2(x)
ul ri + —dJT-+ —dF~ = 0-

Fihrt man die Differentiation vonu der G1.(16) nach* durch, so erhalt man12):

dv

dx °+ 11LJI{J A dt+ [p(M)In(x- ]]i=jr_o
1=0
- T)S ) mkam-lIp(>In» - XN=*+0 + /-/f] «d«
1=0
@1) dv 2(1—v2)
d x nE
0
S= M
-4x(\—va P&dt
E n
e M

Indem man dieses Ergebnis in GI. (20) einsetzt, erhalt man:

i i\ 4x [ 1—v.2 i—vij\ra
Wiooorj 6\ Ey -7 % N p-pB)c«
4= 0
oder mit der Abkilirzung
1+4-
(22) k= -
(23) P(N)d!= — ft

Dies ist die Bestimmungsgleichung fur die unbekannte Druckspannungs-
funktion /?(!). Wir wissen von dieser Druckverteilung bisher nur, daf
sie symmetrisch zur _y-Achse verlauft, d. h. eine gerade Funktion ist

p(—1)= + p(+ !) und daR die Summe aller Elementardruckkrafte gleich
dem Gesamtdruck P ist:
i=+a c= + a
(24) P+ :Ifp(S)dt= 21Jp(£)dl
4= - a 4= 0

In der Mitte fir | = 0 wird p noch ihren grofRten Wert, der spater mit
p (0) = pO0 bezeichnet werden soll, besitzen, wahrend sie nach den End-
punkten zu (fur 1 = =Ed) auf den Wert Null absinkt.

Die Weiterbehandlung der GI.(23) geschieht bei L. Foppl in der Weise,
dal er nun die von H. Hertz auf ganz anderem Wege durch einen Grenz-

12) Ist
i= b(x)
E(x)=[fR,x)d |,
1= a(x)

dann berechnet sich die Ableitung des Integrals/~jc) nach dem .Parameter
(.Mitlaufer®) x mit von x verénderlichen Grenzen nach der Formel:

$= b(x)

c

r > w, || 10 -

i = a(r)
Sind die Grenzen a und b Festwerte, dann fallen die beiden letzten Glieder

rechts weg. (Siehe z. B. Rudolf Rothe, Hoéhere Mathematik, 1929, Teil II,
S. 133.
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Ubergang13) gefundene Losung der halbkreisférmigen Druckverteilung
Uber der Drucklinie

p(S)= "Ma2— S2
Ubernimmt. In dieser Arbeit soll
hingegen die Ldsung erst durch
methodische, allerdings etwas rein
mathematlscheBehandlungderG!.(23)
bestimmt werden. Dadurch ist nicht
nur der weitere Rechnungsgang in-
sofern vollkommen selbstandig und
unabhéangig von Hertz, als man dabei
die von ihm gefundene L&ésung nicht
vorwegzunehmen braucht, sondern es
wird auch zugleich gezeigt, da man

Bild 11. — auch bet der Fopplschen Ableitung
des Hertzschen Héarteproblems zweier
Walzen — als theoretische Losung die halbkreisférmige Ver-

teilung der Druckspannung uber der Drucklinie erh&ltll).

So wie viele Probleme der Mechanik auf Differentialgleichungen
fihren, das sind bekanntlich Gleichungen, in denen auBer der gesuchten
Funktion auch noch ihre D ifferentialqguotienten Vorkommen, so hat man
es bei GI. (23), In der die unbekannte Funktion unter einem Integral
auftritt, mit einer Integralgleichung zu tun.

Die methodische Bestimmung der L&ésung der obigen
Integralgleichung (23).
Gl. (23):

/ x-- P$)di= -k

4= 0

stellt eine lineare |d. h. linear in bezug auf die unbekannte Funktion/>(!)]
Integralgleichung erster Art (d. i. eine solche, in der die unbekannte
Funktion nur unter dem Integralzeichen erscheint) dar und wird in all-
gemeiner Bezeichnung in der Form geschrieben:

b
/ K (& £)/>(1) dg = /(*).
i—a

K(x,g) wird der Kern der Integralgleichung genannt. In unserem Falle

ist K (*, 1) = X—2~Tstg >er ist antisymmetrisch [K(x, !) = — K(S, *)] und an

der Stelle ! = * singuldr, wéhrend auf der rechten Seite allgemein eine
gegebene Funktion f(x) stehen kann:

(25) pd)di=/(*).
s P ) (*)
4- 0
Der Wert x liegt, wie nochmals erwédhnt sein soll, zwischen 0 und a.

Wegen der Voraussetzung einer geraden Funktion p (!) 148t sich GI. (25)
schreiben:

ITp dj 1Tp&d
IPfiup?’- 235 W~
*—0 £= —a
und unter Einfihrung von
I —aesing und 2ip= A
wie folgt umformen:

T
. _( iny) B+ N
ajp(assiny)cosp a p{a esin (p)cos P
20 *2— a2esin2 P 4 md[2<p)
(1 — cosIrp)
9=-
oder
y=+11
) a C PiResiny)cos ip dy=f£{x).
43 x2 a-(1—cosy)
=7t
Fur die Weiterrechnung soll nun vorausgesetzt werden, daB sich

p (rzesin P cosy in eine Fourier-Reihe nach y> das ist nach doppelten
Argumenten 9D entwickeln laRt:

la) Siehe auch die Bemerkungen In A.Féppl, Vorlesungen 1922, Bd. V,
S. 346 u. 347.

1) Dieses Ergebnis verdient auRerdem schon deshalb der besonderen

Erwédhnung, da in manchen Verdffentlichungen auch von einer theoretischen,
parabolischen Druckverteilung Uber der Drucklinie gesprochen wird.
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) lassen sich nun auf Grund funktionentheoretischer Satze ermitteln, indem
(27) p (a *sin g)cos P= *CO0+ Cnecosny. sich ihre Werte im allgemeinen durch die Nullstellen Zy und z2 ausdriicken
n=1 werden. Da diese nun wieder ihrerseits von x abhéangen, so werden
Die Weiterbehandlung von (26) soll durch Einfihrung des Komplexen Wir — und das ist das Ziel der folgenden Rechnungen — aus GI. (29)
geschehen. Mit die Beziehung zwischen den Cn einerseits und der gegebenen Funktion/ (x)
N + e i'P el'*= 7= cosy<+ tesiny, d.h. \z\=| in Form einer Entwicklung erhalten.
cos.y. und ginty _ 2¢ _ cosny, - Fur die Ermittlung der obenstehenden Integrale Jv J2, J3 werden nun
folgende Sé&tze der Funktionentheorie benutztly:
. . N 1. Ist eine komplexe Funktion /(z) in einem einfach zusammen-
also: : I cosy *(.+§ hangenden Bereich 33 uberall analytisch, d. h. differentiierbar und
gy7= T =2 d cosny _ 1 {é’\Hl T eindeutig, dann hat das Integral (/(z)rfz iber einen beliebigen,
Yy =2 ' ¢
dz ganz in B verlaufenden geschlossenen Weg C den Wert Null (Bild 13):
ferner: dz = ielfddy = izdy dy iz § f[z)dz —0
. c
Gl. (27) liefert (Hauptsatz der Funktionentheorie).
p-cosy = .I._C0+ 2Cn-cosny = ! . CO + .I ETMC n {J +___1_)\ = F@2), 2. a) Bedeutet zI einen Punkt im Innern des Integrationsweges C,
n—i n—\ 2 dann gilt unter denselben Voraussetzungen wie bei 1 (Bild 14):
wéahrend aus GI. (26) wird:
21l 0z zy
m m — frf - fy s fr
(Cauchysche Integralformel).
2 [ 2 4 zj
F(z)dz

= ik i

z>+7z[7.-*-\)+\
Von Wichtigkeit sind die Nullstellen des Ausdruckes im Nenner:

22+ 22(2-"J-— 1)+ 1=0= (z—2ZI)(z- 22,

daher: zi+ 22= 2 72e~ =2 ~fr~

= cosz ==iesin x|l ezj= 1z2! — 1

z1= e,/ ; z,= = — = z|
Zi 1
4
Z1 + = 2 - — = 2e+cos%
2,ri= a2(l —cos W)= 2n2esin2 ~ ; A= a-sin | =
Bild 12.
Gl. (28) laRt sich dann in der Form schreiben:
Co+”~Cn(z« + -1)
dz=/(.v);

29) 4ta_ SB _(z—Fz{%(zE z2) - 2 f'; (y“ )

[ I

(2 — zi)(Z — Z2)

darin sind die Cn unbekannt, wahrend auf der rechten Seite eine gegebene,
bekannte Funktion f{x) von x steht. Die oben auftretenden Integrale im
Komplexen

L=<y o2z -

edz

y (z—zi)(z—z%
(30)

(z—zy)(z—122)

Bild 13. fold 14.

b) Liegt jedoch Zy auferhalb des Integrationsweges C, so ist

(folgt aus 1, Bild 15):

@ -.dz = 0.

— zy

BJ
27t 5 z
c
c) Liegt schlieBlich zt auf dem Integrationsweg C, so gilt (Bild 16):

Bild 15. Bild 16.

Bedeuten nun 2Zy und z2 zwei im Innern von C gelegene Punkte, so

erhalt man fir

27y Z—wzp@z—z,)- 2T
C C
A /(z)dz
~ 27n1ly Z e zy 271/ T Z—21Z,
dabei /(z) in 33 analytisch.
Die Partialbruchzerlegung liefert
1 B
+
(Zz — zy){z Z,)) zZ— zy z— z,
l=z(A + B)z + (— Bzy — A z2),
also durch Koeffizientenvergleich B m mA = - Daher:
fiz)dz f(z\ vz
2¢7ti|(§4 iz—2y)(z—2z,)~ 2%i Zy— Z'Lél 7 — z,
+ B f L .dz,

Lok - < N .
27l Zi—Z1JZ — zL

15 Siehe z. B. Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie
und ihre Anwendung in der Technik. Berlin 1931, Jul. Springer.
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folglich (nach 2a): also:
m n+l/ n+1 1
dz- ) Z1 P ~ )+l .
(z— 21 (z—22) 7, —zi "/te) sin (n + 1)z
(36) sin z = Pn

Liegen zl und z2 jedoch auf dem Integrationsweg, so tritt (wie oben

bei 2c) noch der Faktor m mvor die eckige Klammer.

Dieses letzte Ergebnis soll gleich dazu benutzt werden, um die
Werte der Integrale Jt und J2 zu bestimmen; bei Jl ist /(z)= 1, bei J,
ist f(z) = zn-

| n 1 X d 1 1 1
(32) . ) ’ + =0
ni 1 2nij \z—ZD(z—z2)“ 2 7.—1, z,
E. K
ferner:
nd 1
33) z z

i 2 2701$ (z—z,j(z- z..) 2 72 Nz2— 121
E. K

1 z1- 22

2 ZX— 22
Die Berechnung des Integrals J3 hingegen erfolgt auf Grund des folgenden
(Residuen)-Satzes:

Ist h(z) eine Funktion, die im Innern eines Bereiches 33 dberall

regulér ist mit Ausnahme von endlich vielen Stellen zlt z2, ....z~, dann
gilt, wenn der Integrationsweg C alle singularen Stellen umschlingt:

Bh{z)dz = 8§ h(z)dz -\- ®/;(2) rfz -f h(z)dz,

c Kl 13 Kx
wobei die Kurven Kv die einzelnen singularen
Stellen umschlieBen. Man nennt die GroRe

* ([@Bh(z) fz das Residuum von h (z) an der
2711 kv
Stelle z — zv; bezeichnet man mit a_ j den
Koeffizienten der ersten negativen Potenz in
der zu/; (z) zugehdrigen Laurentschen Potenz-
reihenentwicklung um z,,, so gilt:
1
K,

und daher:
=— Bfh (z) dz = Summe der Residuen von baj 7

7t

1
h(z) an allen Ausnahmestellen.

Mit Hilfe dieses Satzes laRt sich auch der Wert von J3von (30)
wie folgt bestimmen:
(34) 1 j= 1 -T dz _ 1 1
2ni 3 2n i”P zt (z —zt) (z —zj 2 iP(2,— 22
E. K
! 9icf h (2)
+ 9ic ), -
2" (z.— z)) 2~0
! ! + 3ie] h =0
2(z1- z,)\2« ie] h (2),=
Nun gilt:
1 1
(z—1z,j(z— 22" 1(1 —222) (1 2X2)
co N
21 2 ZnA z2~-1
v=0 It=0 =0 fl=0
dabei: /«-(-»" = n, vV — n-
= JS SJS zrz: )zn= 2 Pnzn-
-0 fl—0 n=0
1
Der Koeffizient der ersten negativen Potenz von

Z— 7)) (z—z)
in der Entwicklung um z = 0 ist demnach

(35) = SRfh(z)z=0.

Die Ausrechnung von pn ergibt mit

, JX 1

Zj i- = 2esin und sinn-/=(z'{— ~ 7
Z-,
1 n
Pn - 2 A 22 - 2 0 oroontit)s
n—O0 =0

A
(Jﬂ £1M= 0
1 71 '

(geometrische Reihe),
21-1

daher schlieBlich:
sin 11 7

(37) Pn_! Ny =3lcf h (). .0.

Mithin betragt nach GI. (33), (34) und (37) der Wert von:

z7+ 1
n_
1 rf) *n il_, r2
niT(z —z,)(z—2z,)" [N
/1 1
4~ -
22) [z - + Pn-\
v (zn 1
22) P ?
) 2 + Pn 1
=0 wegen z.,= ",
so daB man erhalt:
n+ — .
sin nz
38 -
(38) 254@ (z—2Z)(z—z2) *2=RA=1 sin z
Nach diesen Zwischenrechnungen liefert GIl. (26):
+ 2 Cn(zn + ) ;
v 1 X n=\ \ 2 ~on 27t sin n /m
Tiar Zz—2zi)y(@Zz—1z,) 2ia/ , «' sinZ
also:
(39) IW=/(« .sln -|_~ -~

Ti—1
Somit ist die Entwicklung fir/(x) zur Bestimmung der unbekannten Cn
gefunden.
In unserm Falle ist
(40) /(x) = konst= — k\

die ganze Entwicklung besteht daher nur aus dem ersten Glied mit

n= |. Man erhdlt dann aus GI. (39):
moA A ak
k= — .C, ;
a 1 € Tt
und p (amsiny)cos p= ~ mCO+ v>CRecosny ==~ «G0+ *Cos Yy,
«=1
d. h. mit y —2tp und COS 2y ==2+C0S27g
folglich:
p mQCBy = % uC0— ank (2 mCOR2yp— 1),
(2 .c°+ v )-cosy.(( 'Cﬂﬁ)bro
Da diese Gleichung fur alle y> gilt und rechter Hand Null steht, so
muRl sein:
2 ak
) -CO+ 6ft= o 0=. °°
und ferner:
pfa-sﬂhy)= _ 2ak *cos Yy
oder mit i = Qesiny also: cosp= = ~ )a2—i2
(1) p()= -V ic-{2

Mit diesem Ergebnis ist die Losung der Integralgleichung (23) ge-
funden und damit zugleich die gesuchte Druckspannungsverteilung />(!)
bekannt. Es ist noch zweckmé&Rig, die bei 1 =0 sich ergebende grofite
Druckspannung p(0) = p0 in GI. (41) einzufuhren:

2ka
(42) P(0)=Ao= '
und somit

(43)

Die Lo6sung (43) liefert also das Ergebnis, daB sich der Druck nach einem
Halbkreis uUber der Drucklinie verteilt.
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Durch GI. (24) Ist nun auch der Zusammenhang zwischen p0 und der
Gesamtdrucklast P gegeben: (!= a esin y),

+ "TT

p=1Ijpféddg = -1?°-fy~a* —Z*dt=1Ip0Oa j'cos*f d<r= IpOa-

71
(A) P = Iplam--

wéahrend die Beziehung (42) der auftretenden gréBten Druckspannung pO
zu den anderen physikalischen und geometrischen Grofen des behandelten
Problems, wie den Radien und den Werkstoffkonstanten der beiden Walzen
sowie der Abmessung 2 a des Druckbereiches, sich aus dem methodischen
Losungsgang der flirp(£) aufgestellten Bestimmungsgleichung (23) ergeben
hat zu

B)

Bemerkung: Nimmt man hingegen die halbkreisférmige Verteilung der
Druckspannung tber der Drucklinie alsbekannt an und setzt die L6sung(43)
in die urspringliche Bestimmungsgleichung (23) fir p (£) ein, dann wird
aus dieser Integralgleichung (23) eine Gleichung, in der auf der rechten
Seite einfach ein bestimmtes (uneigentliches) Integral einer nun bekannten
zu integrierenden Funktion steht

(44) POIV> "T - 4= —k
aJ x1 12
;=0
Man erhéalt fur
£= a
(x2- | 9Va2— 12 J (*1-1 W - £2
£=0 ,-=0
WP x)f —
1 é]iU(A-Z- iV oA tf 7J61AT2
Nun Ist:
s —
, dt arc sin .dbE ,
>= OV« £=0
wahrend das Integral f — ---—-- n fir Werte x < a Null ergibt6).

cioxr ~ A2
Setzt man nun das Ergebnis der Integration in GI. (44) ein, so erhalt
man — und diesen Weg geht L. Foppl auf S. 169 in seiner Arbeit —
ebenfalls die Beziehung (42) zwischen k und der grofRten Druckspannung pO.
Lost man GI. (A) u. (B) nach der halben Druckbreite a und der gréB3ten
Druckspannung p0 auf, dann erh&lt man die Hertzschen Gleichungen in
der Form:

(45) und

Lt 1712 1

le) Mit Hilfe der Substitutionen % — v==cosy und Y = u= cosy

lalt es sich durch eine leichte Zwischenrechnung bis auf einen konstanten
Faktor auf die Form bringen:
V* +n
f _dv
. &sy - -cosy
ip="—n

und dann weiter durch Einfihrung des Komplexen: cosy = ~ [e tx,-\-e /)

=7 " 7 jund dz= izdy auf das folgende

dz

mzjizRza)
welches nach GI. (32) den Wert Null besitzt.

Integral zurickfihren:

Ableitung der Hertzschen Harteformeln fir die Walze

DER STAHLBAU
Beilage zur Zeitschrift ,,Die Bautechnlk*-

Wie schon anfangs erwahnt, hat Prof. Féppl seinen Rechnungen den
ebenen Spannungszustand zugrunde gelegt, der fur das behandelte
Walzenproblem ebenfalls nur angenadhert zutrifft und streng nur fir die
Zylindermittelebene richtig ist. Es sei in diesem Zusammenhang noch die
Bemerkung hinzugefiigt, daB den Ausgangsgleichungen jedoch eine strenge
Giltigkeit zukommt, wenn man unter den eingefiihrten GroRen ihre M ittel-
werte,genommen Uber die Walzenlange versteht(s. z. B. Love-Timpe 1907,
S. 162 u. § 146).

Die Zugrundelegung des ebenen Spannungszustandes hat fur die hier
angestellten Rechnungen nur zur Folge, daB dann in den Endformeln fir a

Ex

und pObloB Exan Stelle von 1 entsprechend E2 an Stelle von 1

steht. Ferner sei noch bemerkt, daR in seiner Arbeit mit P schon der auf
die L&ngeneinheit der Walze wirkende Druck (kg/cm) bezeichnet ist.

Wenn z. B. der Radius der einen Walze W2 lber alle Grenzen groR
Ist, dann liegt der Fall der Berthrung einer Walze mit einer ebenen

Platte vor (Bild 18); in den Hertzschen GI. (45) ist dann — = 0.
r2

Ferner behalten die obigen Formeln (45) lhre Gultigkeit, wenn Teile
der beiden Zylinderflachen sich von innen beruhren (™ gréBer r2; Bild 19);

an Stelle der positiven Krimmung + — tritt dann —

Bild 18.

In dem Sonderfall, daB die beiden Walzen aus demselben Werkstoff
mit den gleichen elastischen Konstanten E und v bestehen, ergibt sich
nach GI. (45):

-.ysEary |

oder mitv = 0,3:

=152
(46) « iE 1 1

(47)

Mit diesen Zahlen bilden die beiden letzten Formeln (46) u. (47) z. B. den
Ausgangspunkt zur Aufstellung der Bemessungsregeln fiir Rollenlager
stahlerner Bricken.

Zum SchluB sei noch auf einige Arbeiten hingewiesen, die sich mit
der Nachprufung der Hertzschen Formeln fir die Walze durch Versuche
befassen und auch noch den Spannungszustand nicht nur In der Druck-
flache selbst, sondern auch im Innern der Koérper untersuchen:

S. Rajnfeld, Die spannungsoptische Untersuchung der Beruhrung
zweier Kreiszylinder. Schweiz. Bauztg. 1934, Nr. 9, S. 96;

L. Féppl, Der Spannungszustand und die Anstrengung des Werk-
stoffes bei Berlhrung zweier Korper. Forschung auf dem Gebiet des
Ingenieurwesens, September/Oktober-Heft 1936, S. 209 ff.
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