
DER STAHLBAU
S c h r i f t l e i t u n g :

Geh. Regierungsrat Professor ®r.=5>ng. A. H e r t w i g ,  Berlin-W ilm ersdorf, Sächsische Str. 43
Fernsprecher: 87 7421  

Professor W. R e i n ,  Breslau, Technische Hochschule. —  Fernsprecher: Breslau 421 61

B e i l a g e  
z u r  Z e i t s c h r i f t DIE BAUTECHNIK

Preis des Jahrganges 10 RM und Postgeld

Fachschrift für das g e 
samte Bauingenieurwesen

10. Jahrgang BERLIN, 7. Mai 1937 Heft 10

Alle Rechte Vorbehalten. T heorie  der e in se it ig  an geo rd n eten  S tegb lech ste ife .
Von E rnst C h w a lla  und A lex a n d er  N o v a k  ln Brünn.

A. A llg em e in er  T e il.
1. Um den Beulwiderstand der im Stahlbau verw endeten dünnen  

B leche zu erhöhen, pflegt man auf einer oder auf beiden Selten des 
B leches Verstärkungen anzuordnen, die aus W alzstäben geb ildet werden  
und mit dem  Blech durch N ietung oder Schw eißung verbunden sind. 
Im Rahmen der Idealisierung, die bei der Durchführung der Stabilitäts
untersuchung derartiger versteifter B leche erforderlich ist, wird die Biech- 
tafel als dünne Rechteckplatte aufgefaßt, die an den Rändern bestim m ten  
Lagerungsbedingungen unterworfen Ist und ln ihrer Ebene eine B e
lastung mit bekanntem  V erteilungsgesetz erfährt. Der Zusammenhang  
zw ischen der Steife und der P latte wird als starr vorausgesetzt und 
erfolgt längs einer geraden Linie, d ie  in der P lattenm ittelebene liegt und 
als .K ontaktlin ie“ bezeichnet wird. Um den Lösungsw eg übersichtlich  
zu gestalten , nehm en wir an, daß der Steifenquerschnitt eine auf der 
Platte senkrecht stehende Sym m etrie-E bene besitzt; ist d iese  Voraus
setzung nicht erfüllt (Steifen mit L -, X -  oder C -Q uerschnltt), dann gelangt 
beim A usbeulen der Platte ein zusätzliches Spannungsfeld zur Ausbildung, 
dessen Einfluß auf die B eulgrenze jedoch gering ist und in der Regel 
vernachlässigt wird.

Ist die Steife beiderseits der Platte so angeordnet, daß Ihre Schwer
achse in die P lattenm ittelebene zu liegen  kommt und mit der Kontakt
lin ie zusam m enfällt ( .m ittig “ angeordnete Steife), dann wird d ie  bei der 
A usbeulung zur Wirkung ge langende B iegesteifigkeit durch die Ver
bindung der Steife mit der Platte nicht beeinflußt, so  daß wir bei der 
F estlegung dieser B iegesteifigkeit unm ittelbar das Querschnitts-Haupt
trägheitsm om ent J  der von der Platte l o s g e l ö s t  gedachten Steife in 
Rechnung zu ste llen  haben. Wird die S teife jedoch einseitig  oder auf 
beiden Seiten der Platte so angeordnet, daß ihre Schwerachse außerhalb 
der P lattenm ittelebene g e leg en  ist (.außerm ittig“ angeordnete Steife), dann 
werden beim A usbeulen  der versteiften Platte längs der Kontaktlinie stetig  
verteilte Schubkräfte T  übertragen, die sow ohl in der P latte als auch in 
der Steife zusätzliche Spannungen hervorrufen. Die beim  A usbeulen zur 
G eltung kom m ende B iegesteifigk eit ist hier w esentlich  größer als die 
B iegesteifigkeit der von der Platte lo sgelösten  Steife; sie entspricht einer 
gedachten Steife, d ie aus der vorhandenen Steife und einem  anschließenden  
Plattenstreifen von bestim m ter Breite b esteh t1).

Wir werden im weiteren eine 10 mm dicke, auf reinen Schub be
anspruchte Blechtafel 1 8 0 0 -1 5 0 0  untersuchen, d ie in Ihrer M itte durch 
eine lotrechte, aus einem  e in seitig  angeschw eißten Flachstahl ¡=! 70 • 10 
geb ild ete  Steife verstärkt Ist. Es wird sich hierbei zeigen , daß die 
wirksam e B iegesteifigkeit dieser .außerm ittig“ angeordneten Steife 3,6 mal 
so  groß w ie  die B iegesteifigkeit der von der Platte lo sg e lö st gedachten  
Steife ist und einer ideellen  Steife entspricht, die aus dem gegeb en en  
Flachstahl und einem  anschließenden Plattenstreifen von 382 mm Breite 
(d. 1. rd. 25,5 °/o der Steifenlänge) zusam m engesetzt ist; würden wir 
die Steife mit Hilfe von zw ei F lachstählen beiderseits der P latte so 
anordnen, daß Ihre Schwerachse in d ie P lattenm ittelebene fällt, dann 
würde ihre Ausbildung, wenn wir den g leichen  Beulwiderstand der Platte 
erzielen w ollen , einen um 5 0 °/0 größeren Aufwand an Baustahl erfordern. 
E inseitig angeordnete S teifen  bieten  jedoch nicht nur V orteile wirt
schaftlicher Natur, sondern sind auch vom  ästhetischen Standpunkt unter 
Um ständen sehr zweckm äßig; so ist es, w ie  von S c h l e i c h e r 2) an Hand 
vieler  B eisp iele  begründet wurde, beim  Entwurf von vollw andigen Brücken
trägern aus schönheltllchen Gründen vielfach zu em pfehlen , die innerhalb

der einzelnen Stegblechfelder erforderlichen Steifen e i n s e i t i g ,  und zwar 
an der Innenseite des Stegbleches anzuordnen, um sie  dem A uge des 
Beschauers zu entziehen und ungünstige Schattenwirkungen zu verm elden.

Wird die durch eine Steife verstärkte Platte ln ihrer Ebene auf Schub 
(oder durch linear verteilte Norm alspannungen, deren Wirkungsrichtung 
auf der Steifenachse senkrecht steht, auf Druck und Biegung) beansprucht, 
dann gelangt man bei der elastostatlschen Untersuchung —  g l e i c h 
g ü l t i g ,  o b  d ie  S t e i f e  .m i t t ig *  o d e r  .a u ß e r m it t ig "  a n g e o r d n e t  
i s t  —  auf eine Lösungskurve mit ausgeprägter V erzw eigungsstelle , so 
daß hier (ähnlich w ie  auch im klassischen Fall der E u le r s c h e n  Stab
knickung) ein S t a b i l i t ä t s p r o b le m  m it  G l e i c h g e w i c h t s v e r -  
z w e i g u n g ,  vom  m athem atischen Standpunkt also ein Eigenwertproblem  
vorliegt. Wird die Platte jedoch In Ihrer Ebene durch Normalspannungen  
beansprucht, die zur Steifenachse p a r a l le l  gerichtet sind und an der 
Kontaktlinie einen von Null verschiedenen Wert besitzen (wie dies etwa  
bei den waagerechten, außerhalb der neutralen Achse ge leg en en  Steg
blechsteifen vollw andlger Träger der Fall ist), dann wird die Steife bei 
.außerm ittiger“ Anordnung auf exzentrischen Druck oder Zug b e
ansprucht. D ie Platte erfährt hier schon unter geringfügigen B e
lastungen eine von Null versch iedene Ausw ölbung, so daß die Frage 
nach der E xistenz einer .V erzw eig u n g sste lle“ erst nach der Ermittlung 
der allgem einen Lösung des G leichgew ichtsproblem s beantwortet werden  
kann; im Rahmen baupraktischer Anwendungen wird der Einfluß, den 
diese Prlmär-Ausblegung auf den Problemcharakter zu nehm en verm ag, 
in der Regel vernachlässigt.

Wir beziehen uns im weiteren auf den praktisch wichtigen Fall der ein
spannungsfrei gelagerten Rechteckplatte, die in Ihrer Ebene durch g l e i c h 
m ä ß ig  v e r t e i l t e  S c h u b s p a n n u n g e n  beansprucht wird und ln ihrer 
M itte durch eine lotrechte, » a u ß e r m it t ig *  a n g e o r d n e t e  Steife ver
stärkt ist. Bei der Bestim m ung der Stabilitätsgrenze d ieser Platte w ollen  
wir uns der Energiem ethode bedienen, die uns auf ein Variationsproblem  
führt, das sich' mit "Hilfe des R itz sch en  Verfahrens einer belieb ig  
scharfen Näherungslösung zuführen läßt. Um  die K onvergenzverhältnisse  
zu beleuchten , w erden wir d ie Zahl der bei der Approximation der 
W ölbfunktion ln Rücksicht gezogenen  Teilflächen schrittw eise erhöhen  
und hierbei die Schärfe der Lösung w esentlich  w eiter treiben, als dies 
bei praktischen Anwendungen erforderlich ist.

b )  f x

*) V gl. dazu auch das Referat des erstgenannten Verfassers im Stahl
bau 1936, S. 73.

2) F. S c h l e i c h e r ,  Vorbericht zum 11. Int. Kongreß f. Brücken- u. Hoch
bau ln Berlin 1936, S. 1391.

Bild 1.

2. Wir untersuchen eine dünne, an a llen vier Rändern einspannungs
frei gelagerte Rechteckplatte, die in ihrer M itte durch eine lotrechte, 
.außerm ittig“ angeordnete Steife verstärkt und an den Rändern durch 
Schubkräfte belastet ist (Bild la ) .  D ie Platteniänge se i mit a,  die Platten-
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höhe mit b, die Plattendicke mit t, das Seitenverhältnis mit tx — a /b  und 
die P lattensteifigkeit mit D  — E t 3/ l 2 ( 1 — /i2) =  1 9 2 ,3 13 tcm bezeichnet. 
Wir nehm en an, daß die Belastung r t  langsam von Null anwächst und 
fragen nach jenem  kritischen Intensitälswert rk t,  für den die biegungs
freie G leichgew ichtslage der Platte ihre Stabilität verliert und neben  
dieser Lage noch eine unendlich w en ig  a u s g e b o g e n e  G leichgew ichtslage  
zur Ausbildung gelangen kann. Um diese Aufgabe mit H ilfe der
Energiem ethode zu lösen , denken wir uns die P lattenm ittelebene nach 
einer Fläche w  =  / ( f ,  rj) geringfügig verw ölbt, ermitteln den Ausdruck
für die gesam te potentielle  Energie E und setzen die erste Variation von
E gleich N ull; im Ausdruck für E ist nur der Anteil A E  von der
Ausw ölbung abhängig, so daß die Bedingung für das Erreichen einer 
Stabilitätsgrenze einfach , $  (A E) =  Ö“ lautet.

Zur angenäherten Lösung d ieses Variationsprobiem s approximieren 
wir die W ölbfunktlon w = f ( S , r j )  im Sinne des R itz sch en  Verfahrens 
durch das trigonom etrische Polynom

,1  ̂ a ■ m n $  r in  i](1) ■ sin • sin

Al> As> A s AS1 und A4,;
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sogenannten „K ontaktlinie“), die mit der Schnittgeraden der Plattenm ittel
ebene und der Sym m etrie-Ebene der Steife zusam m enfällt; um dieser 
idealisierten Verbindungsw eise entsprechen zu können, m üssen wir uns 
die Steife durch ein e prismatische Leiste von verschwindend kleinem  
Querschnitt ergänzt denken oder aber, w ie  dies bei den Flachstahlsteifen  
naheliegend Ist, den d e r  R e c h n u n g  zugrunde geleg ten  Steifenquerschnitt 
nicht nur bis zur Plattenoberfläche, sondern bis zur Plattenm ittelebene  
reichen lassen (Bild 2 b).

b)
--------------------------- i 1---------------------- 2Ü------ 1

JJ1-
Bild 2.

T

- - I

das den Bedingungen der einspannungsfreien Lagerung schon genügt, und 
berechnen die Beiwerte A m n aus der Serie der Extremalforderungen

(2) ' f E> = 0 .
ö A m, m

Das auf d iese W eise erhaltene, lineare und hom ogene G leichungssystem  
läßt nur dann für die Beiwerte A m n eine von der Nullösung verschiedene  
Lösung zu, w enn seine K oeffizientendeterm inante 2/  verschw indet; ¿ ¿ / = 0 “ 
stellt som it die gesuchte B eulbedingung vor.

Im Fall reiner Schubbeanspruchung zerfällt das G leichungssystem  (2) 
in zw ei voneinander unabhängige T eilsystem e, von denen das eine nur 
Beiwerte mit gerader Zeigersum m e (m  +  rt) und das andere nur Beiwerte  
mit ungerader Zeigersum m e enthält. Bei fehlender Versteifung und ein-* 
spannungsfreier Lagerung führt das erstgenannte T eilsystem , sofern das  ̂
Seitenverhältnis der Platte angenähert zw ischen 0,4 und 2.5 g e leg en  ist,- 
auf jene Beulbedingung „ z / = 0 “, die d ie kleinste Beulspannung liefert 
und daher die praktisch m aßgebende ist. Wir w ollen  d ieses Ergebnis, 
das innerhalb gew isser Grenzen auch bei der Stabilitätsuntersuchung  
versteifter Platten G eltung besitzt, bei der W ahl des Lösungsansatzes in 
Rücksicht ziehen und entscheiden uns für die acht Beiwerte A n ,A 22, A13,

Beult die Platte nach der durch die GL (3) festgelegten  W ölbfläche  
aus, dann wird die Steife nach der ebenen Kurve

(6) w \ i  =  a ß  —  ( A i  —  A i  +  A i )  • sin b ‘
, , s »  ̂ 3 * n . . 5 nt]+  (A13 r -  A33) • sin • b +  A 15 ■ sin b

verbogen. Um die Spannungen, die hierbei sow ohl in der Platte als auch 
in der Steife entstehen, in übersichtlicher W eise darstellen zu können, 
führen wir ein neues Koordinatensystem  x ,  y ,  z  ein, dessen *-A chse mit 
der Kontaktlinie und dessen _y-Achse mit der unteren Randlinie der Platte 
zusam m enfällt (Bild 1 b); die von der Steife ausgeb ildete B iegelin ie wird 
dann durch die Beziehung

(7) z  =  (Au  —  A31 +  Am) • sin ~

, . . . .  . 3 71 X  , . , 5 7C x
+  (Al s - A 33) - s m - j -  +  A 15'

bestim m t (Bild 3a).

• sin

das die W ölbfläche festlegende Polynom  Gl. ( 1)

D ie Größe A E , die wir im weiteren unter Zugrundelegung der Wölb- 
funktion Gl. (3) zu berechnen haben, ist aus den drei Anteilen (AE)P/, (AE)Ä  
und (A E )r  zusam m engesetzt; (A E)P , bedeutet die Änderung, die das 
Potential der Federkraft der unversteift gedachten Platte und das Potential 
der äußeren Belastung bei der Ausw ölbung erfährt, (A E)Ä  stellt die in 
der Steife bei der Ausw ölbung aufgespeicherte Energie vor und (A E )r  ist 
jenem  zusätzlichen Spannungszustand zugeordnet, der in der ausbeulenden  
Platte durch die ein leitend erwähnten Schubkräfte T  (als F olge der „Außer
m ittigkeit“ der Steifenanordnung) hervorgerufen wird. Für d ie Potential
änderung (A E )P/ ist die Beziehung schon bekannt; s ie  lautet

3. Die untersuchte Platte ist am Ort |  =  a /2 durch eine lotrechte 
Steife verstärkt, deren Querschnitt F  e ine auf der P lattenebene senkrecht 
stehende Sym m etrie-Ebene besitzt; das bei A usbiegungen senkrecht zur 
Plattenebene zur G eltung kom m ende Querschnitts-Trägheitsm om ent dieser  
Steife wird mit J  und der Trägheitsradius mit i —  ]/J/F  bezeichnet. Die  
Steife m öge einseitig  oder auf beiden Seiten der Platte so angeordnet 
sein, daß ihre Schwerachse außerhalb der P lattenm ittelebene liegt und 
von dieser die Entfernung s  aufw eist (Bild 2a). D ie Verbindung zwischen  
Steife und Platte se i eine starre und erfolge längs einer geraden Linie (der

Denken wir uns längs der Kontaktlinie eine reibungsfreie Führung 
angeordnet, dann werden an den einzelnen Stellen  „ x “ der Kontaktlinie 
beim Ausbeulen der Platte g egen se itige  Verschiebungen z w i s c h e n  d e r  
P la t t e  u n d  der S t e i f e  (Bild 3b) auftreten, die im gegeb en en  System  
mit Rücksicht auf die vorausgesetzte Starrheit der Verbindung aus
gesch lossen  sind. Um hierau f ein dem gegeb en en  System  „elastostatisch  
gleichw ertiges“ System  zu gelangen , m üssen wir längs der Kontaktlinie 
die Doppelschubkräfte T  wirken lassen und d iese  Kräfte so bem essen, 
daß sie  die gegen seitigen  Verschiebungen an jeder Ste lle  „x “ w ieder auf 
N ull zurückzuführen verm ögen (Bild 3c). D iese Schubkräfte sind zwischen  
der Steife u n d  d e r  P la t t e  wirksam (wenn die außerm ittige Steife nicht

- r einseitig  sondern beiderseits der 
Platte angeordnet ist, haben wir uns 
den Steifenquerschnitt hier immer 
ein teilig , die Platte „durchdringend“ 
zu denken!) und zeigen  —  da die 

-<5 B iegelin ie  Gl. (7) zur M itte sym m e
trisch verläuft —  eine antim etrische 
Verteilung. Sie dürfen, w ie  hier 
e igens verm erkt sei, nicht mit jenen  
Schubkräften T*  verw echselt werden, 
die im Fall der z w e i t e i l i g e n  A us
bildung der Steife (w ie sie sich bei 
einer beidseitigen Anordnung praktisch 
nicht .verm eiden läßt) bei der A us

biegung v o n  d e m  e in e n  S t e i f e n t e i l  a u f  d e n  a n d e r e n  S t e i f e n t e i l  
übertragen werden und in elem entarer W eise —  nach Art eines w aage
rechten Balkenstoßes —  berechnet werden können; T*  ist bei jeder zw ei
teiligen A usführungsweise der Steife, also auch im Fall der „m ittigen“ A n
ordnung, von N ull verschieden und muß bei einer Spannungsuntersuchung

r

Bild 4.
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der N i e t v e r b i n d u n g  o d e r  S c h w e iß n a h t  zusätzlich in Rechnung 
g este llt  w erden.

Durch die Schubkräfte T  wird in der Platte ein Spannungszustand  
hervorgerufen (Bild 4), den wir mit Rücksicht auf die relative K leinheit 
der Plattendicke und der in Betracht gezogenen  A usw ölbung als e b e n e n  
Spannungszustand auffassen dürfen. D ie diesem  Spannungszustand zu
geordneten Spannungskom ponenten dx, dy , rx y  lassen sich mit H ilfe der 
A ir y sc h e n  Spannungsfunktion 0 ( x , y ) ,  A A 0 ( x , y )  =  Ö, in der Form

92 0  _  ö2 0  _  _  ö2 0
_ _ _  r vy ö .v ö v

darstellen und sind mit den Verzerrungskom ponenten durch die Be
ziehungen

(8) dx ~  Ä ,,2 >

(9)

(10)

0  {x , y )  =  Ci
in —  1 

2 in

1in

+  Q

3
b

5 wjj' 
' b

• sin
n X  r-

■ sin
3 7t x

■ sin

b

5 7t X

y

> 71 y

5  n y  
b

w obei Ct, e<3 UHU

m  + 1  
2 /« 

m +  1 
2 m 

in + l 
2 in

C3 und Cs Konstanten von der Dim ension einer Kraft bedeuten. 
Sie bezieht sich auf die rechte Hälfte des sym m etrischen Spannungs
feldes und ist einer Platte der Länge a ->  oo zugeordnet; die aus ihr ab
gele ite ten  Spannungs- und Verzerrungskom ponenten klingen, w ie ln Bild 4 
angedeutet ist, nach beiden Seiten sehr rasch ab und sind daher bei 
Platten mit dem Seitenverhältnis a > - l  an den Rändern _y =  ± a / 2 schon 
derartig klein, daß wir von einer Form ulierung der Randbedingungen an 
diesen beiden Rändern absehen dürfen. Aus dem gleichen Grunde ist es 
auch zulässig, bei der Berechnung der im 4. Abschnitt verw endeten Kraft X,  
die die Resultierende aller in einem  Plattenlängsschnitt „w = = con st“ auf
tretenden Normalspannungen dx  vorstellt, die obere Integrationsgrenze von 
y  —  a f t  n a c h j / - > o o  zu verlegen  und einfach

(11)
X  - ■ 2 t f d x

I n t
~~~b~

d y  — I t  J
o

&_0_
öd'2

d y — l t ö  rb  

öd»

C\ • sin 71 *  +  3 C3 ■ sin +  5 Cs • sin b

zu schreiben. D iese Kraft X  ist m it den Schubkräften T  durch eine  
G leichgew ichtsbedingung verbunden, die sich auf ein vom  Rand „x =  0* 
bis zur Schnittgeraden ,ar =  const“ reichendes Plattenstück bezieht und

X — f T d x ^ O  
u

(12)
lautet.

4 . Die Schubkräfte T  m üssen, w ie wir im 3. Abschnitt dargelegt haben, 
von solcher Größe sein, daß sie die gegen se itigen  Verschiebungen, die 
sich bei Anordnung einer reibungsfreien Führung zwischen der Steife und 
der ausbeulenden Platte ergeben würden, an jeder Ste lle  „ x ‘ auf Null 
zurückzuführen verm ögen (Bild 3c). Wir w ollen  d iese Bedingung so  
formulieren, daß wir für jede Stelle cx “ der Kontaktlinie die Ü berein
stim m ung der spezifischen Plattendehnung Q mit der an derselben

Ste lle  vorhandenen spezifischen Steifendehnung ex  fordern, und gelangen  
auf d iese  W else zu einer Beziehung, die den Zusammenhang zwischen  
den Beiwerten Cv  C3, Cs der Gl. (10) und den Beiwerten A m n der Gl. (3) 
festlegt.

Für die spezifische Dehnung, die eine Piattenfaser am Ort der Kon
taktlinie erfährt, erhalten wir, wenn wir die Gl. (8), (9) u. (10) in Rücksicht 
ziehen, den Ausdruck

1 /  fl2 0  1 ö2 0  >
(13) ! i 0  0

A  =  o E  
2,755 it2 

E  b2

öd'2 

• sin

in
7t X

b

d x 2 

+  9 C3
3 7t x

-f- 25 C5 • sin
5  n x

und für die Randfaserdehnung der Steife gew innen wir, wenn wir den 
Einfluß der V erbiegung nach der Kurve 2  — f ( x )  [Gl. (7)] und den Ein
fluß der axialen Zusam m endrückung durch die Kräfte T  [Gl. (12) u. (11)] 
in Rechnung stellen , die B eziehung

d 2z  X
‘ X —  " /f v*2 ß  P

(14)

d x 2

+ 9 (A* —A.
I n t  

E F b

n - s
~ w

3 n  x
( A r

33) - s in -  h + 2 5 ,4 ,3

Ci • sin 3 C,  • sin

l3l +  A l
5 7t X_____

3 71 x  _ _ _  +  0 Lä

- A
sin

sin

+  5 C. • sin
5 7t x

d u  1 /  1 \  d v  1 /  1 \
9 x  ~  e  v *  m ' dy ) ’ sy ~  ö j ' e  (.">• m "**)

1
yXV — Q  ■ T.xy

verknüpft; hierbei bedeutet u, v  das Komponentenpaar der elastischen Ver
schiebung eines Plattenpunktes, in =  1/,« =  10/3 das Verhältnis der Längs
dehnung zur Querkürzung und G =  8 1 0 t/cm 2 den Schubm odul des Bau
stahls. D ie Randbedingungen, denen d iese Spannungs- und Verzerrungs
kom ponenten unterworfen sind, verlangen, daß an den Rändern „x  =  0 “ 
und „x — b “ die Spannung dx  0 Ist, daß an diesen  beiden Rändern 
— da die waagerechten Verschiebungen von Punkten der beiden Längs
ränder in praktischen Anwendungsfällen von den Gurtungen stark be
hindert werden —  auch die Verschiebungskom ponenten v  verschwinden, 
und daß mit Rücksicht auf die Sym m etrie des untersuchten Verzerrungs
zustandes für alle Punkte der Kontaktlinie die Forderung v : 0 erfüllt wird.

Die Spannungsfunktion, die für die Lösung unserer Aufgabe geeignet  
ist und allen d iesen Randbedingungen gehorcht, lautet

* y  . . .  .

b . -  ~ a —- b , -  - -  b 

Die erwähnte Form änderungsbedingung, die

(15) = 0
x \y — 0 x

lautet und für jed e  Stelle  „x “ erfüllt sein muß, führt dann auf den Zu
sam m enhang

(16)

ą  = (Ai —Ai + Ai) Es
1,755 + 7t

t b
F

C.

A.r, E s

 ( A a  A 3 )  F. s

1,755 +  - 2 -
3 n  F

1,755 +  r - ■
0 Tt

t  b 
F

Würden wir die Steife nicht .außerm ittig* sondern .m itt ig “ anordnen, 
so daß die Steifenachse in die Piatfenm lttelebene zu liegen kom m t, dann 
wäre s  =  0 , Cx == C3 —  C5 =  0 , 0 ( X ,  y )  =  0  und daher T  0.

Der im 2. Abschnitt erwähnte Anteil (A E)5i der potentiellen Energie, 
der beim  Ausbeulen der Platte in  d e r  S t e i f e  zur Aufspeicherung g e 
langt, setzt sich aus dem Teilbetrag (A E )^ , der den B iegespannungen  
zugehört, und dem durch die axialen Druckspannungen bedingten Teil
betrag (A E )^  zusam m en. Für (A E )^  erhalten wir, w enn wir die Gl. (7) 
ln Rücksicht ziehen,

,17) ( i E

+  E J  
4 b 3 [ ( A i  -  A l  +  A i ) 2  +  81 ( A a  -  A a ) 2 +  625 A 2

während sich für ( A  E )^ der Ausdruck
b

(18) ( A  £ )* = =  2 [ x *  d x  =  F  / f~b {Ci2 +  9 C32 +  25 Q 2)

ergibt; addieren wir beide Teilbeträge, dann gelangen wir nach Einführung 
der Gl. (16) auf die B eziehung  

E J

(19)

( A E ) 'st j ( A i

+  ^ m)2 +
( 1,755 +  2

tb
F

s 2t 2 b2 
i* F 2

+  (^13 — A a)2
' 81 n* 4_ 9 7C1 s 2 t 2 b2 '

4

625 TT4_ _ _ _

1

_L

( ' ' 755 + 1 -  
25 at2

t b \  2 
F  )

i2 F2 

s 2 t 2 b 2 ;
r

( l ,7 5 5  +  -
\  5 7 t

i b f
F )

i '-F 2

(20) (A E )r = 2 .

Durch die Schubkräfte T, die von der .außerm ittig“ angeordneten  
Steife übertragen werden, entstehen in der Platte die im 3. Abschnitt 
geschilderten Zusatzspannungen dx , dy , t x y , die mit Hilfe der Gl. (8), 
(10) u. (16) festgelegt werden können. Der Potentialanteil (A E)r , der diesem  
ebenen Spannungszustand zugeordnet ist, läßt sich unter Verwendung 
der Beziehung

b 0,5 a

T e  J  I  + d x  d y
U O b 0 ,5  a

+  2 ‘ 2 G  [ l {Tx y 2~ c
ü 0

berechnen. Da die Spannungskom ponenten dx , d y , rx y  mit an wachsendem  y  
sehr rasch abkilngen (Bild 4) und daher bei Platten mit dem Seiten
verhältnis a >  1 außerhalb der Ränder y  —  7+  a ß  nur mehr von un
bedeutender K leinheit sind, begehen wir keinen großen Fehler, wenn wir 
die obere Integrationsgrenze in Gl. (20) von y - ~  a /2  nach y - > o c  verlegen. 
Wir erhalten dann den einfachen Ausdruck

d x  d y

(21) ( A  E)r =
n 3 t

: T W b 2
3 tri1 +  2 m  —  1

2 m2 (Q 2 +  27 C, 2 +  125 Q 2) 

und gelangen nach Einführung der Gl. (16) auf die gesuchte  Beziehung
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(22) (A E)r =
1,755 7t 3 E J  t b  s 2 
— 2 W ' ~ F " ¥

(Aa  —  A3{ +  A i ) 2

27 (Al3 - A 23)2 1 125 Ä153

(‘•755+ ^ t - t )
2

(23)

v = -

ß i — n2y  (  4 +  i j 5 5 . 2  7r(y +  4 ) ’

l —  - 8 1 * v ( 4  +  1,755 • 6 rr <y +  4

f t =  625 n 2 y  (  - - + ¥>
)*

f), 4  ' 1,755 >10 71 ¿ '+ 4  

und die von der B elastungsintensität abhängige Verhältnisgröße

r t b 2
7C2 D

(24)

einführen, die Beziehung

A E = ( A E)pi +  (A E)s< +  (A E)r =  { - ¿ - Ï M n 2( l  +  «*)2

+  A ,22 (4 +  4 cc2)2 + . . . . +  A t i2 (16 +  16 cc2)2] +  A  ( / l a - A ,  +  Ä51)2

4 4
22  '

(25)
+  ( A 3— f t s )2 +  ' A&2+  g ' A l  A 2 5  ‘ A l3 A 22

4 . . , 3 6
 5  '  A l l  A i  +  2 5  ‘ 33 22 ' 2 0 . a  a  - ™ . A  /I03 -̂ *15 22 0 3  A l  22

, 16 . . , 16 . . , 16 . . , 144 . .
225 ' 11 35  ' 35 ' ”49" '

- 1 5 . yt A
27

I 6 . / !  /I *
27 44 f

Im Sinne der im 2. Abschnitt geschilderten Lösungsm ethode haben 
wir die partiellen Ableitungen von A E  nach den einzelnen Beiw erten

A m n gleich  Null zu setzen und gelangen damit auf das nachfolgende  
System  linearer, hom ogener G leichungen:

41 -------  « . -

W ürden wir die Steife nicht „außermittig“ sondern „m ittig“ anordnen, 
dann würde die Schwerachse der Steife in die Plattenm ittelebene fallen 
und daher s  =  0, also auch (A E )r = 0  sein.

5. D ie G leichungen (5), (19) und (22) legen  die drei A nteile (A E )W 
(A'E)a , (A E )r  der durch die Ausw ölbung Gl. (3) bedingten Änderung der 
gesam ten potentiellen Energie fest und liefern für d iese  Änderung, wenn  
wir die von den A bm essungen der versteiften Platte abhängigen Hilfs
größen

_  a _ _ j F  _  E J
~  b ’ ~ t b ’ y ~  b D  ’

(I)

3 2 + « 3(1 +  “2)2 A n  +  f t (/ln  _  A *1 +  Abl) +  '9

32?x a 3 (4 +  4 A n  +  9 ‘ / lu  “  4  ■ /llS '

A ï

1 . a
+  225 4

= 0

4 . . 36
5 ' Ali  +  25 ’ ^ 33

20 20 a
63 ' 6 63 51

■^5 ( 1 + 9  “ 2)2 A 3 +  ( A 3 —  A 3) —  y  • A 2 +  35 • A «

4 , . 16
, (9 +  «2)2 A i~ ßi

32
712

32Toc3

712 (9 +  9 « V A n - p - t A n

(A.4 x 
I
4 x

11 " +  A i )  '

32 x «3

712 (1 +  25 oc2)2 A ls +  “  • A s

5 ■ Ao~2 +  35 ' A u ~  
. ,  , 36 . , 1 4 4  . .

+ 33) +  2 5 ' 22 +  ■ A 4i — 0

32 x « 3

32 x «3 (25 +  ety A M + & ( A i

20 . Ä  - 
63 22

- A }1 +  A i )  -

.1 6 .^ 4  _ o  
27 ^ 44 
20 ,
63

16

- 1 6 . Ä  - 
27 ^ 44'

1 6 .Ä  + 1 6 .Ä'M 3  I r\r- AA-x_ _  (16 +  16 « ) - A u  +  225 • A i  +  35 ■ -r 35 • ~ 3i

. 144 16 16
"49" ’ 33 27 " 27 * 5

= 0.

D ieses G lelchungssystem  läßt nur dann eine von der N ullösung ver
schiedene Lösung für die B eiw erte A m n und damit für die Auswölbung  
Gl. (3) zu, wenn seine K oeffizientendeterm inante ¿1 verschwindet. Die  
Bedingung „z/ =  0 “, die nach der unbekannten H ilfsgröße x aufzulösen  
ist, stellt demnach die Beulbedingung der untersuchten, auf reinen Schub 
beanspruchten und durch eine „außermittig* angeordnete Steife  verstärkten  
Rechteckplatte vor.

Bezeichnen wir die k leinste positive Wurzel dieser Beulbedingung  
(den sogenannten „B eulw ert“) mit m inx  =  £, dann erhalten wir für die 
kritische, der tiefsten Stabilitätsgrenze zugeordnete Schubspannung die  
Beziehung

/IT \ u n ~D
<“ ■> rk =  k ‘ - b U

und können mit H ilfe dieser Beziehung jenen Sonderwert rk t  berechnen, 
den die von Null anw achsende Randschubkraft erreichen muß, um die  
Platte unter Überwindung des elastischen W iderstandes der Steife zum  
A usbeulen zu bringen. (Fortsetzung folgt.)

aiic Rechte Vorbehalten. A ble itu n g  der H ertzschen H ärteform eln für die W alze.
Von Dipl.-Ing. Kurt D resch er , Berlin-Karishorst.

(Schluß aus Heft 9.)

A u fste llu n g  der B e st im m u n g sg le ich u n g  für d ie  u n b e k a n n te  Gesamtabstand A t ' A2 der beiden gegenüberliegenden Punkte A  und A2
D r u c k sp a n n u n g sfu n k tio n p  ( | ) .  beträgt dem nach:

Im unbelasteten (drucklosen) Zustand haben zw ei gegenüberliegende Al A - A  A  +  f t  I ft-
Punkte der beiden Oberflächen mit gleichen * -  und z -K oordinaten w ie  
A  und A 2 der W alzen und W2, d ie sich längs einer m athem atischen  
Geraden von der Länge l berühren, in erster Annäherung einen Abstand 
(in Bild 8 der deutlicheren Darstellung halber stark übertrieben gezeichnet):

(17) A  A2 —  t?i +  rj2 =  ry (1 — cos 9̂ ) +  r2 (1 —  cos ip2)

9  2 , P22 —  x 2 l  1 , 1
2 +  2 ' 2 ~  2

Indem wir nun unser Augenm erk auf jede der W alzen für sich richten 
(vgl. Bild 6), werden bei Wirkung des Druckes sich die Punkte des Druck
bereiches verschieben, und zwar wird ein Oberflächenpunkt der W alze W2 
eine Verschiebung v t (nach unten positiv gerechnet) nach A / ,  der en t
sprechende gegen überliegen de Punkt A2 der anderen W alze W2 e ine Ver
schiebung v 2 (nach oben positiv gerechnet) nach A 2 erfahren (Bild 9). Die 
p o s i t i v e  y'-Richtung (und daher auch die der V erschiebung v)  für jede  
der beiden W alzen ist also im m er in das In n e r e  des betrachteten Körpers 
gerichtet. Für d iese Verschiebungen v 2 und v 2 kann w egen  der oben  
getroffenen Voraussetzung a < ^ r  Gl. (16) benutzt werden, die zunächst ja 
unter der V oraussetzung gefunden war, daß der Körper ln der N ähe des 
Druckbereiches vor der Formänderung durch ein e (horizontale), e b e n e  
Fläche, nämlich die x z -E b e n e  als gem einsam e T angentialebene beider  
W alzen, begtenzt gew esen  ist (Bild 2 u. 4; im Schnitt als horizontale  
Gerade dargestellt). Da die beiden W alzen im allgem einen aus ver
schiedenen W erkstoffen mit verschiedenen E  und v  bestehen  können, so  
ist in Gl. (16) bei v t Ev  v v  entsprechend bei v 2 E2, v2 e inzusetzen. Der

Bild 9.

Bild 8. Bild 10.

Zwei andere gegenüberliegende, durch ein anderes x  gekennzeichnete  
Punkte der beiden W alzenoberflächen, w ie Bi  und B2, werden sich dabei 
nach B^  bzw. B 2 verschieben. Im ursprünglichen unbelasteten Zustand 
lagen die Punkte auf zw ei K reisbogen mit den Radien r2 und r2; durch 
die gegen se itige  Wirkung des Druckes haben nun alle Punkte innerhalb  
des Druckbereiches ihre ursprüngliche Lage verändert, und zwar werden
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dann alle Punkte der W alze W1 (durch den Index 1 gekennzeichnet) auf 
einer Profilkurve Cit die entsprechenden Punkte der W alze W2 auf einer 
Profilkurve C2 zu liegen kom m en (Bild 9). Da sich aber nun die beiden  
Körper unter der gegen seitigen  W irkung des Druckes berühren, d. h. ihre 
Profilkurven innerhalb des betrachteten Druckbereiches in eine einzige  
(auch Drucklinie genannt) zusam m enfallen, so muß es m öglich sein, sie  
durch eine Parallelverschiebung genau zur Deckung bringen zu können 
(Bild 10), d. h., es muß der Abstand entsprechender gegenüberliegender  
Punkte innerhalb des g a n z e n  Druckbereiches einen konstanten Wert c 
haben:

(19) 4 p  ^  +  -“ ■) +  v r +  v 2 =  konst =  c.

D iese Entfernung c, d ie auch die .A bp lattung“ genannt wird, gibt also 
an, um w ievie l sich die undeformlerten Teile der beiden W alzen einander 
genähert haben.

Aus (19) folgt dann durch Differentiation nach x :

d  x 2 
d x  2

oder:

(20)

(”  +  +  v 1 (jc) +  v 2 (x) ■ 0

U l  r j
d V y (x )  , d v 2 (x)

+  — d J T -  +  — d F ~  =  0 -
Führt man die Differentiation v o n u  der G l.(16) n a ch *  durch, so erhält m an12):

d v
d x

°  +  I I L J I  {  J A  . d t  +  [p  (I) ln (x  -  | ) ] i= j r  _  o

1 = 0

- f j S j  ■d «■- Ip (*>ln »  -  x̂ i = * + o + / - / f l  •d «
1 =  0

(21) d v  2(1 —  v 2)
d x n  E

0
S =  M

!M
_ 4 x ( \ — v 2) 

n E
4 =  0

Indem man dieses Ergebnis in Gl. (20) einsetzt, erhält man:

i i \  4 x  / 1 —  v . 2 i  — v j \ r a
/ ,  r , /  n  \  £ ,  £ ,  _ _

4 =  0

■ P & d t

\>i r j  ti \  E y 

oder mit der Abkürzung

- £ 7 % ^ p - p ß ) «

1 + 4 -
(22)

(23)

k =  -

• P ( ! ) d !  =  —  ft.

Dies ist die Bestim m ungsgleichung für die unbekannte Druckspannungs
funktion /? (!). Wir w issen  von dieser Druckverteilung bisher nur, daß 
sie  sym m etrisch zur _y-Achse verläuft, d. h. eine g e r a d e  Funktion ist 
p  (—  I )  =  +  p  ( +  ! )  und daß die Sum m e aller Elementardruckkräfte gleich  
dem Gesamtdruck P  ist:

i  =  +  a c =  +  a

(24) P ± :. l f p ( S ) d t  =  2 l J p ( £ ) d l
4 =  -  a  4 =  0

In der M itte für |  =  0 wird p  noch ihren größten Wert, der später mit 
p  (0) =  p 0 bezeichnet werden soll, besitzen , während sie  nach den End
punkten zu (für I  =  =1= d) auf den Wert Null absinkt.

D ie W eiterbehandlung der Gl. (23) geschieht bei L. Föppl in der W eise, 
daß er nun die von H. Hertz auf ganz anderem W ege durch einen Grenz-

12) Ist
i  =  b(x)

E ( x ) = [ f ß , x ) d  | ,

!  =  a(x)

dann berechnet sich die A bleitung des Integrals/^jc) nach dem .Param eter“ 
(.M itläu fer“) x  mit von x  veränderlichen G renzen nach der Formel:

$ =  b(x)

r  + / I »  w ,  | |  - / [ * « ,  - 1 I I -
i  =  a(jr)

Sind die Grenzen a und b Festwerte, dann fallen d ie beiden letzten  Glieder  
rechts w eg . (Siehe z. B. Rudolf R o t h e ,  Höhere Mathematik, 1929, Teil II, 
S. 133.

Übergang13) gefundene Lösung der h a lb k r e i s f ö r m ig e n  Druckverteilung  
über der Drucklinie

p (  S) =  ^ V

Bild 11.

7 \ a 2 —  S2

übernimmt. In dieser Arbeit soll 
hingegen die Lösung erst durch 
m ethodische, allerdings etwas rein 
m athem atlscheB ehandlungderG !.(23) 
bestim m t werden. Dadurch ist nicht 
nur der w eitere Rechnungsgang in
sofern vollkom m en selbständig und 
unabhängig von Hertz, als man dabei 
die von ihm gefundene Lösung nicht 
vorw egzunehm en braucht, sondern es 
wird auch zugleich gezeigt, daß man 
—  auch bet der Föpplschen A bleitung  
des Hertzschen Härteproblems zw eier  

W alzen —  als t h e o r e t i s c h e  Lösung die h a l b k r e i s f ö r m ig e  Ver
teilung der Druckspannung über der Drucklinie erhält11).

So w ie  v ie le  Problem e der Mechanik auf D if fe r e n t ia lg le ic h u n g e n  
führen, das sind bekanntlich G leichungen, in denen außer der gesuchten  
Funktion auch noch ihre D i f f e r e n t i a lq u o t i e n t e n  Vorkommen, so hat man 
es bei Gl. (23), ln der die unbekannte Funktion unter einem  I n t e g r a l  
auftritt, mit einer I n t e g r a l g l e i c h u n g  zu tun.

D ie  m e th o d isc h e  B estim m u n g  der L ö su n g  d er  o b ig en  
In te g r a lg le ic h u n g  (23).

Gl. (23):

/
1

x -  -
• P $ ) d  i  =  - k

4 =  0

stellt e ine l in e a r e  |d. h. linear in bezug auf die unbekannte F unk tion />(!)] 
Integralgleichung e r s te r  Art (d. i. e ine solche, in der d ie unbekannte 
Funktion n u r  unter dem Integralzeichen erscheint) dar und wird in all
gem einer Bezeichnung in der Form geschrieben:

b

K (•*» £)/>(!) d g  = / ( * ) .
i  — a

K ( x , g )  wird der Kern der Integralgleichung genannt. In unserem Falle  

ist K (*, I) =  —2~ T t 2 > er ist antisym m etrisch [K (x ,  !)  =  —  K(S,  *)] und an
X  s  ~

der Stelle  !  =  *  singulär, während auf der rechten Seite a llgem ein  eine 
gegeb en e  Funktion f ( x )  stehen kan n:

/ '

(25)

4 =  0
S2

. p d )  d i = / ( * ) .

Der Wert x  lieg t, w ie nochm als erwähnt sein so ll, zw ischen 0 und a. 
W egen der V oraussetzung einer geraden Funktion p  (!) läßt sich Gl. (25) 
schreiben:

T p ®  d i  1 T p & d S  
J I f l U p ' -  2 J x2 -  W~f{X)

* — 0 £ =  — a

und unter Einführung von

I  —  a • sin <p
w ie folgt umformen:

7t_

a  j  p  (a • sin y) cos <p 
* 2 — a 2 • sin2 <p2 i

9 = -

• d p  - a
“  4

und 2 ip =  xfi

■ +  n
p { a  • sin (p) cos <p

oder

(26)

y  =  +  !t
a C P  iß • sin y ) cos ¡p 

4 J  x 2 a--- (1 —  cos y )
=  —  7t

(1  —  COS I r p )

d  y = f { X).

■d[2<p)

Für die W eiterrechnung so ll nun vorausgesetzt w erden , daß sich 
p  (rz • sin 9?) cos y  in eine Fourier-Reihe n a c h  y>, d a s  i s t  n a c h  d o p p e lten  
A r g u m e n t e n  99 entwickeln läßt:

la) S iehe auch die Bem erkungen ln A .F ö p p l ,  V orlesungen 1922, Bd. V, 
S. 346 u. 347.

11) D ieses Ergebnis verdient außerdem schon deshalb der besonderen  
Erwähnung, da in manchen Veröffentlichungen auch von einer theoretischen, 
parabolischen Druckverteilung über der Drucklinie gesprochen wird.
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(27) p  (a  • sin <p) cos <p =  • C0 +  Cn • cos n  y .
n =  1

Die W eiterbehandlung von (26) so ll durch Einführung des Komplexen  
geschehen. Mit

cos. y.’ :

also:

+  e -i'p
und

i i c o s y ~  2

e7y7 =  T = Z Und 1 / ^ 1 ,e c o s n y  — — \ z  H— —),

d z  
i z

e1'“ =  z  =  cos y< +  t • sin y , d .h .  \ z \ = l
g i n t y  _ _  2 «  _  CQS  n  y ,  .  s i n  «  y ,

*(■+§  
; " y = 2  (2

ferner: d z  =  i  e l<fJ d  y  =  i z  d  y  d y

Gl. (27) liefert

I 1 I ™ / 1 \
p - c o s y  =  ■ ■- C 0 +  2 C n -c o s n  y  =  • C0 +  ■ £ C n U  + - - - - )  =  F(Z),

n — i n — \ z

während aus Gl. (26) wird:

m  m — f r f  - -, f y ,  f r

2  [  2  '  4  z j

F (z) d z
=  1 <fii a j

daher:

z > + 7 z [ 7 . - * - \ ) + \  

Von W ichtigkeit sind die N ullstellen  des Ausdruckes im Nenner: 

z2 +  2 z ( 2 - ^ J - —  l )  +  l =  0  =  (z — Zl) ( z - z2),

z i +  z 2 =  2 ^2 • ~  l )  =  2 ~ £r~

=  cos z =*= i • sin x l • zj =  !z2 ! — 1

z 1 =  e , / ; z„ =  =  —  =  z l
Zi 1

4
Z1 +  =  2 -----—  =  2 • cos %

2 ,r i  =  a 2 (l — cos ■/,) =  2 n2 • sin2 ^ ; A' =  a - s ln  |  ■

Bild 12.

Gl. (28) läßt sich dann in der Form schreiben:

C o + ^ C n (z« +  - l )

(29) 4 -  ( ß  -  F  {£)~ Z =  !—  ( ß  -
t a  J  ( z — z ,) (z — z 2) 2 l a  y

E .  K .
(2  —  Z i ) ( Z  —  Z2)

d z = / ( . v ) ;

lassen sich nun auf Grund funktionentheoretischer Sätze  erm itteln, indem  
sich ihre Werte im allgem einen durch die N ullstellen Zy und z 2 ausdrücken  
werden. Da d iese nun w ieder ihrerseits von x  abhängen, so werden  
wir —  und das ist das Ziel der folgenden Rechnungen —  aus Gl. (29) 
die B eziehung zw ischen den Cn einerseits und der gegebenen  Funktion /  (x) 

in Form einer Entwicklung erhalten.
Für die Ermittlung der obenstehenden Integrale Jv  J2, J3 werden nun 

folgende Sätze der Funktionentheorie b en u tzt15):

1. Ist eine kom plexe Funktion / ( z )  in einem  einfach zusam m en
hängenden Bereich 33 überall analytisch, d. h. differentiierbar und 
eindeutig, dann hat das Integral (f> / ( z ) r f z  über einen beliebigen,

C
ganz in 33 verlaufenden gesch lossenen  W eg C den Wert Null (Bild 13):

§  f  [ z ) d  z  — 0 
c

(Hauptsatz der Funktionentheorie).

2. a) B edeutet z l einen Punkt im In n e rn  des Integrationsweges C,
dann gilt unter denselben Voraussetzungen wie bei 1 (Bild 14):

2 7 t I , /  Z    Zy

(Cauchysche Integralformel).

Bild 13. .'©Id 14.

b) Liegt jedoch Zy a u ß e r h a lb  des Integrationsweges C, so ist 
(folgt aus 1, Bild 15):

( ß J @ - . d z  =  0.
2 7 t l  y  Z  —  Zy  

c
c) Liegt schließlich z t a u f  dem Integrationsw eg C, so g ilt (Bild 16):

Bild 15. Bild 16.

Bedeuten nun Zy und z 2 zw ei im Innern von C  ge leg en e  Punkte, so 
erhält man für

m u  -2 7i i  y  (z — Z y )  (z — z.,) 2 7t
c " c

A
~  2 71 l  y  Z  ----- Z y  2  71 /  , T

/ ( z )  d  z  
z  —  z.,

dabei / ( z )  in 33 analytisch. 

Die Partialbruchzerlegung liefert

1
+

B
( Z  —  Z y ) { Z  Z , )  Z  —  Z y  Z — Z .,

l = z ( A  +  B ) z  +  ( — B z y  —  A z 2) ,

darin sind die Cn unbekannt, während auf der rechten S eite  eine gegeb en e, also durch K oeffizientenvergleich B  ■- 
bekannte Funktion f { x )  von x  steht. D ie oben auftretenden Integrale im 
K om plexen

/ , = < £  - 4 — yy  {z— zy){z— z2) - y (
(30)

■A =  -

f ( z \
2 7t i y  (z  —  Zy) (z — z„) ~~ 2 7t i  Zy —  z., y  z  — z, 

c  ~c
¿ - l 4 i

f i z ) d  z

Daher:

• d  z

( z — z i) (z — z 2y +  ' . - ± - < ß ^ L . d z ,
2 71 l Z.i — Zl J Z  —  z L

•d z

( z — z y) ( z — z 2)
15) Siehe z. B. R o t h e - O l l e n d o r f f - P o h l h a u s e n ,  Funktionentheorie  

und ihre Anwendung in der Technik. Berlin 1931, Jul. Springer.
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folglich (nach 2 a):

m

c
( z  —  z l ) ( z  —  z 2)

d z -
z ,  —  Zi ■ /t e )

(32)

ferner:

(33)

I ^   1 X  d z
n i  1 2 n i j  \ z  —  Z[) (z — z 2

E. K.

1

) “  2

1
+

1
z.  — z ,  z.,

7t i  ^2 2 71 l $
E. K.

z n d  z   1
(z — z , j (z -  z. . )   2 •z2  ̂ z2 — z 1

1 Z 1 —  2 2

E. K.

1 1 

2 ' (z . —  z ,)
+  9icf h (z)z ~ 0

1

Nun gilt:

1
(z — z ,j (z  — z 2)'

2 ( z 1 - z , ) \ 2 «

1
+  3ie] h  (z) , = 0

1
1(1 — 2̂ 2 2) (1  2X 2)

co /I
21 2  Zn A  z 2~11

v =  0 /t =  0 rt =  0 f! =  0
dabei: /«-(-»' =  n, v  — n-

) z n =  2 Pn z n -
n =  0 

1 1

=  JS (JS z rz:
TZ -- 0 fl — 0

Der K oeffizient der ersten negativen Potenz von

in der Entwicklung um z  =  0 ist demnach  

(35) =  SRef h ( z ) z = 0 .

Die Ausrechnung von p n ergibt mit

,  J X  1
z-,

Z j i -  =  2 • sin und sin n-/  = ( z '{—  ^  ^

P n  =  2  A z 2 * * ' —  2  z , / z r ( n ' i t ) = =  2  z 1~ ' ! + 2 | “  =
n — 0 (i< =  0 (J. — 0

1 n

1
2(n+l) . 

Z1

£1 /w =  0
■1

2 1 - 1

also:

(36)

n +1 / n +1 1
Z1 P  ~  ,', +1

sin (n +  l ) z

Liegen z l und z 2 jedoch a u f  dem Integrationsweg, so tritt (wie oben

bei 2c) noch der Faktor ■ ■ vor die eck ige Klammer.

D ieses letzte Ergebnis soll g leich  dazu benutzt w erden , um die  
Werte der Integrale Jt und J2 zu bestim m en; bei Jl ist / ( z ) =  1, bei J., 
ist f ( z )  =  z n-

daher schließlich:

(37) P n _ !
sin 11 sin •/Z.

sin z

= 31 cf h (z).  . 0 .

=  Pn

=  0,

Mithin beträgt nach Gl. (33), (34) und (37) der Wert von: 

z” +  1

1 rf) * n
71 i T ( z  —  z , ) ( z — z , ) ‘

4~ n

2 z x — z 2
Die Berechnung des Integrals J3 h ingegen erfolgt auf Grund des folgenden  
(Residuen)-Satzes:

Ist h( z )  eine Funktion, die im Innern eines Bereiches 33 überall 
regulär ist mit Ausnahm e von endlich v ielen  Stellen z lt z 2, . . . . z ^ ,  dann 
gilt, wenn der Integrationsweg C  a lle singulären Stellen um schlingt:

<ß h { z )  d  z  =  §  h ( z )  d  z  -\- <ß /; (z) rf z  - f  h ( z )  d  z ,
c  Kl f<2 Kx

w obei die Kurven K v die einzelnen singulären
Stellen  um schließen. Man nennt die Größe

* (ß h (z) rf z  das Residuum von h (z) an der 
2 711 k v
S te lle  z  — z v ; bezeichnet man mit a _  j den 
Koeffizienten der ersten negativen Potenz in 
der z u /; (z) zugehörigen L a u r e n tsc h e n  Potenz
reihenentwicklung um z ,, , so  gilt:

1

7n —Zl r 2; 
1

/ 1 1

z 2) [ z l 2 2

....  ( z n 1
Z2) P ?n2

„  +  P n - \

" + Pn _1 
= 0 w egen z . , =   ̂ ,

so daß man erhält: 

(38)
z n +  —

- 4n L J d z = P n -

K ,
und daher:

=— <ß h  (z) d z  =  Sum m e der Residuen von b ü j  ¡7
2  7 t  l

h ( z ) an allen Ausnahm estellen.
Mit Hilfe d ieses Satzes läßt sich auch der Wert von J3 von (30) 

w ie folgt bestim m en:

(34) 1 j  =  1 -T d z  _  1 1
2 n  i  3 2 n  i^ P  z t  (z  —z t) (z  — z j  2 ¡P (2 , —  22)

sin n  z
2 re i y  (z — Z[) ( z — z 2) * ~ t  n ~  1 sin z 

Nach diesen Zwischenrechnungen liefert Gl. (26):

+  2  Cn ( zn +  ) ,
, ,  1 X  n = \  \  2   ̂ ^ 2 7t i sin n /■

T i  a r  (Z —  Zi) (Z — z ,) 2 i a /  , « ' sin Z

a lso :

(39) / W = / ( « . s l n - | _ ^ - ^ .

Ti —  1

Som it ist die Entwicklung fü r / ( x )  zur Bestim m ung der unbekannten Cn 
gefunden.

In unserm Falle ist
(40) / ( x )  =  konst =  —  k\

die ganze Entwicklung besteht daher nur aus dem  ersten G lied mit 
n =  l .  Man erhält dann aus Gl. (39):

rr ^  ^ a k
7t

. k  =  —  . C, 
a  1

C , ;

und p  (a ■ sin y ) cos <p =  ^ ■ C0 +  v> Cß • cos n y  == ~  • G0 +  • cos y ,
« =  1

d. h. mit y —  2 tp 
folglich:

und cos 2 y  == 2 • cos2 ?■

p  ■ COS y  =  1 ■ C0 — a k (2 ■ COS2 yp —  1),
Z 71

( 2  ,C ° +  v  ) - c o s y . ( (
2 a  k

p  -j  • COS y>
r ° -

Da d iese G leichung für a lle  y> gilt und rechter Hand N ull steht, so 
muß sein:

2 a k
\  - C0 +  ö f t = o
2 TT Q  =  -

(Z —  Zj) (z — z,)

und ferner:

oder mit 

(41)

/ 1 \ 2 a  kp  (a ■ sin y) =  —  • cos y>

i  =  <2 • sin y  also: cos <p =  ±  ^ )/ a 2 — i 2

p ( i )  =  - - - V i ‘ - { 2.71
M it diesem  Ergebnis ist die Lösung der Integralgleichung (23) g e 

funden und dam it zugleich d ie  gesuchte Druckspannungsverteilung />(!) 
bekannt. Es ist noch zweckm äßig, die bei 1 = 0  sich ergebende größte 
Druckspannung p ( 0 )  =  p 0 in Gl. (41) einzuführen:

(42) 

und som it

(43)

P ( 0 ) = A o =  '
2 k a

(geom etrische Reihe), D ie Lösung (43) liefert also das Ergebnis, daß sich der Druck nach einem  
Halbkreis über der Drucklinie verteilt.
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Durch Gl. (24) Ist nun auch der Zusam m enhang zwischen p 0 und der 
Gesam tdrucklast P  gegeb en : ( ! =  a • sin y>),

+  "TT

p  =  l j p f ä d g  =  -l ? ° - f y ~ a *  —  Z * d t = l p 0 a j 'c o s* f d<r =  l p 0 a-

(A) P  =  l p 0 a ■
71

_ _

(44)

Man erhält für
£  =  a

7 a 2 —

Po [ V *  
a  J  x 1

- r -

; = 0
I 2

• d  |  =  —  k.

fl2 —  ! 2

£ = o

Nun Ist:

(x 2 - | 2)V a2 —  I 2
d |

J  ( * 2 — I W — £ 2
,-=o

■ (cP x2) f  — _____+ f  — .
1 J J  (A-2 - i 2) V ^ t f  7 J y ^ T 2'

s — U s — 0

s —

. /
> =  0

d t

v «
arc sin

a
£ = o

■ db —  
2 ’

(45)

a =  2

und

/
/  p

l - v l - r 22

+  e 2
I tz l , 1

----- +  ~
'1 2

A> = L t 1 --- J'!2 1

x
le) Mit H ilfe der Substitutionen —  —  v == cos y und —  =  u =  cos y

a a
läßt es sich durch eine leichte Zwischenrechnung bis auf einen konstanten  
Faktor auf die Form bringen:

V'“  +  n
f dV J  <cos y  -

ip =  — n
-C O S  y

d  z
■ z j i z ß z a )  

w elches nach Gl. (32) den Wert Null besitzt.

W ie schon anfangs erwähnt, hat Prof. Föppl seinen Rechnungen den 
ebenen S p a n n u n g s z u s t a n d  zugrunde g e leg t, der für das behandelte  
W alzenproblem ebenfalls nur angenähert zutrifft und streng nur für die 
Z ylinderm ittelebene richtig ist. Es sei in diesem  Zusam m enhang noch die  
Bem erkung hinzugefügt, daß den A usgangsgleichungen jedoch eine strenge  
G ültigkeit zukom m t, wenn man unter den eingeführten Größen ihre M i t t e l 
w e r te ,g e n o m m e n  über die W alzenlänge versteh t(s. z . B. Love-Tim pe 1907,
S. 162 u. §  146).

D ie Zugrundelegung des ebenen Spannungszustandes hat für die hier 
angestellten Rechnungen nur zur F olge, daß dann in den Endformeln für a

während die Beziehung (42) der auftretenden größten Druckspannung p 0 
zu den anderen physikalischen und geom etrischen Größen des behandelten  
Problem s, w ie den Radien und den W erkstoffkonstanten der beiden W alzen 
sow ie der A bm essung 2 a  des Druckbereiches, sich aus dem m ethodischen  
Lösungsgang der fürp(£) aufgestellten  B estim m ungsgleichung (23) ergeben  
hat zu

(B)

Bem erkung: Nim m t man hingegen die halbkreisförm ige V erteilung der 
Druckspannung über der Drucklinie als b e k a n n t  an und setzt d ie Lösung(43) 
in d ie ursprüngliche Bestim m ungsgleichung (23) für p (£) ein, dann wird 
aus dieser Integralgleichung (23) eine G leichung, in der auf der rechten 
Seite einfach ein bestim m tes (uneigentliches) Integral einer nun b e k a n n t e n  
zu integrierenden Funktion steht

und p 0 bloß E x an Ste lle  von Ex
1-

entsprechend E2 an Stelle  von
1 —

steht. Ferner sei noch bem erkt, daß in seiner Arbeit mit P  schon der auf 
die L ä n g e n e i n h e i t  der W alze wirkende Druck (kg/cm) bezeichnet ist.

Wenn z . B. der Radius der einen W alze W2 über alle Grenzen groß 
Ist, dann liegt der Fall der Berührung einer W alze mit einer ebenen

Platte vor (Bild 18); in den Hertzschen Gl. (45) ist dann —  =  0.
r2

Ferner behalten die obigen Formeln (45) Ihre G ültigkeit, wenn Teile 
der beiden Zylinderflächen sich von in n e n  berühren (^  größer r2; Bild 19);

an Ste lle  der positiven Krümmung +  —  tritt d a n n  — •

Bild 18.

ln dem Sonderfall, daß die beiden W alzen aus dem selben Werkstoff 
mit den gleichen elastischen Konstanten E  und v  bestehen, ergibt sich 
nach Gl. (45):

P
I E

1

während das Integral f —  ------^  für W erte x  < a  Null erg ib t16).

¿ i o 1{x" ^ fl2
Setzt man nun das Ergebnis der Integration in G l. (44) e in , so erhält 
man —  und diesen  W eg geht L. Föppl auf S. 169 in seiner Arbeit —  
ebenfalls die B eziehung (42) zwischen k  und der größten Druckspannung p 0.

Löst man Gl. (A) u. (B) nach der halben Druckbreite a und der größten  
Druckspannung p 0 auf, dann erhält man die Hertzschen G leichungen in 
der F orm :

. - .y s E a r y

oder mit v  =  0,3:

(46)

(47)

« = 1 , 5 2
i E  1 1

und dann weiter durch Einführung des K om plexen: c o s y  =  ~ [ e tx,,-\-e ,x//) 

=  7  ^  7  j und d z  =  i z d y  auf das folgende Integral zurückführen:

Mit d iesen  Zahlen bilden die beiden letzten Form eln (46) u. (47) z. B. den 
Ausgangspunkt zur A ufstellung der B em essungsregeln für Rollenlager  
stählerner Brücken.

Zum Schluß se i noch auf e in ige Arbeiten h in gew iesen , die sich mit 
der Nachprüfung der Hertzschen Formeln für die W alze durch V e r s u c h e  
befassen und auch noch den Spannungszustand nicht nur ln  der Druck
fläche selbst, sondern auch im In n e r n  der Körper untersuchen:

S. R a j n f e ld ,  D ie spannungsoptische Untersuchung der Berührung 
zw eier Kreiszylinder. Schw eiz. Bauztg. 1934, Nr. 9, S. 96;

L. F ö p p l ,  Der Spannungszustand und die Anstrengung des W erk
stoffes bei Berührung zw eier Körper. F o r s c h u n g  auf dem G eb iet des 
Ingenieurw esens, Septem ber/O ktober-H eft 1936, S. 209 ff.
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