
DER STAHLBAU
S c h r i f t l e i t u n g :

Geh. Regierungsrat Professor ®r.=gng. A. H e r t w i g ,  Berlin-W ilmersdorf, Sächsische Str. 43
Fernsprecher: 87 7421 

Professor W. R e i n ,  Breslau, Technische Hochschule. —  Fernsprecher: Breslau 421 61

Be i l a g e  
zur Ze i t s c hr i f t DIE BAUTECHNIK

Preis des Jahrganges 10 RM und Postgeld

Fachschrift für das g e 
samte Bauingenieurwesen

11. Jahrgang BERLIN, 18. Februar 1938 Heft 4

A lle  R e c lite  V o rb e h a lte n . Zentrischer und exzentrischer Druck 
von an beiden Enden gelenkig gelagerten Rechteckstäben aus Avional M  und Baustahl.

(Vergleich der Theorien von R o s -B r u n n e r ,  H a r tm a n n  und C h w a lla  mit durchgeführten Versuchen.)

Von Dr. sc. techn. Curt F. K ollbrunner, Ingenieur, Zürich.
A. Einleitung.

Das Problem der Stabilitätsgrenze eines zentrisch gedrückten geraden 
Stabes wurde schon durch E n g e ß e r - J a s in s k i -K ä r m a n  g e lö s t1). Der un
gleich schwierigere Fall des G leichgew ichtsprobiem s exzentrisch gedrückter 
Stäbe erfuhr erst in den letzten zehn Jahren eine eingehende Behandlung. 
R o s - B r u n n e r 2) gelang es zum ersten Male, ein übersichtliches Ver
fahren (das TK V SB -V erfahren) zur ingenieurm äßigen Berechnung 
exzentrisch gedrückter Stäbe zu entwickeln. Um die Lösungen zu ver
einfachen, wurden die G leichgew ichtsfiguren'des exzentrisch gedrückten 
Stabes durch Sinushalbwellen ersetzt und für die Spannungsverteilung 
auf der B iegezugseite die Entlastungsgerade angenom m en. H a r tm a n n 3)

Bild la .  Spannungs-Verkürzungs-Diagramm. 
Avional M . E —  715 000 kg/cm 3.

verbesserte das Näherungsverfahren von Ros-Brunner, indem er an Stelle  
der ganzen Sinushalbw elle nur den dem entsprechenden exzentrischen  
Kraftangriff zugeordneten Ast der Slnuslinie als G leichgew ichtsfigur ein- 
führte und auf der B iegezugseite keine Entlastung annahm. W e s te r -  
g a a r d - O s g o o d 4) und C h w a l la 6) untersuchten das G leichgew ichts
problem des exzentrisch gedrückten Stabes unabhängig von den Arbeiten 
Ros-Brunners; erstere setzten gleichfalls sinusförm ige G leichgew ichts
figuren voraus und legten ihren Untersuchungen eine Formänderungs
kurve zugrunde, die auf der Druckseite aus vier Geraden und einer 
Parabel und auf der Z ugseitc aus zw ei Geraden zusam m engesetzt ist. 
Chwalla berücksichtigte die genaue Form der sich einstellenden Glelch-

4) F. E n g e ß e r ,  Über die Knickfestigkeit gerader Stäbe. Zeitschr. d. 
Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1889, S. 455. —  Ders., Knickfragen. 
Schweiz. Bauztg. 1895, Bd. 26, S. 24. — F. J a s in s k i ,  Zu den Knickfragen. 
Schweiz. Bauztg. 1895, Bd. 25, S. 1 7 2 .—  Th. v o n  Kar m a n , Untersuchungen 
über Knickfestigkeit. Forschungsheft auf dem G ebiete des Ingenieurwesens. 
Z .d.V dl 1910, Nr. 81.

2) M. R o s u. J. B r u n n e r , D ie Knicksicherheit von an beiden Enden 
gelenkig gelagerten Stäben aus Konstruktionsstahl. Bericht Nr. 13 der 
EMPA und der Gruppe VI der TKVSB, Zürich, August 1926. — M. R o s ,  
Verhandlungen des 2. Internationalen K ongresses für technische Mechanik 
in Zürich, 1926. —  Ders., D ie Bem essung zentrisch und exzentrisch  
gedrückter Stäbe auf Knickung. Bericht über die 11. Internationale Tagung 
für Brückenbau und Hochbau, W ien 1928. S. 282. —  Ders., La stabilité  
des barres comprimées par des forces excentrées. Internationale Ver
einigung für Brückenbau und Hochbau. Erster Kongreß, Paris 1932, 
Vorbericht, S. 57.

3) F. H a r tm a n n , Der einseitige (exzentrische) Druck bei Stäben aus
Baustahl. Z. d. Ö IA V . 1933, Heft 11/12, S. 65. —  Ders., Internationale
V ereinigung für Brückenbau und Hochbau. Erster Kongreß, Paris 1932.
Schlußbericht, S, 40.

Bild l b .  Spannungs-Verkürzungs-Diagramm.
Stahl. E  =  2 150 000 kg/cm 2.

gewichtsfiguren, so daß seine Ergebnisse strenge Lösungen des Glelch- 
gewichtsproblem s exzentrisch gedrückter Stäbe darstellen.

Die vorliegenden Ausführungen zeigen die Berechnung nach den drei 
Theorien Ros-Brunner, Hartmann und Chwalla, stellen die erhaltenen Er
gebnisse  einander gegenüber und vergleichen sie mit den im Institut für Bau
statik an der Eidgen. Techn. Hochschule (Abt. Prof. 2>r.=2>ng. L. K a rn er)  
durchgeführten Versuchen. Untersucht wird nur der exzentrische Kraft
angriff mit Knickrichtung In der Kraftebene.

4) H. M. W e s te r g a a r d  u. M. R. O s g o o d ,  Strength of Steel Columns. 
Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. 1927/28, 49/50, APM —  50 —  9.

5) E. C h w a l la ,  D ie Stabilität zentrisch und exzentrisch gedrückter 
Stäbe aus Baustahl. Sitzungsbericht der Akadem ie der W issenschaften ln 
W ien, Abteilung IIa. Juli 1928, S. 469. —  Ders., Bericht über die II. Inter
nationale Tagung für Brückenbau und Hochbau. W ien 1928. S. 608. —  
Ders., Internationale Vereinigung für Brückenbau und Hochbau. Erster 
Kongreß, Paris 1932. Schiußbericht, S. 53. —  Ders., Ober die experim entelle  
Untersuchung des Tragverhaltens gedrückter Stäbe aus Baustahl. Stahl
bau 1934, Heft 3, S, 17. —  Ders., Theorie des außermittig gedrückten  
Stabes aus Baustahl. Stahlbau 1934, Heft 21, 22 u. 23, S. 161.
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Säm tliche Untersuchungen beziehen sich auf die in Bild l a  u. b dar- 
gesteilten  Spannungs-Verkürzungs-Dlagramme. (Die Diagramme wurden 
nur so w eit bestim m t, w ie  sie  für die ausgeführten Versuche notwendig  
waren.)

B. Zentrisches Knicken.
Die E u le rsch e  Knickformel für beiderseitig  gelenkig  gelagerte Stäbe 

p k - ^ - E J

geht nach Engeßer-Jasinski-Kärmän in die auch oberhalb der Proportionali
tätsgrenze gültige Formel

P ^ - T ,

über. Dabei wird der Knickmodul T  für Rechteckquerschnitte

E  Elastizitätsm odul,

E ' =  veränderlicher Elastizitätsm odul im Bereich der bleibenden
d  s

Formänderungen,
T  Knickmodul,
J  Trägheitsm om ent in der Knickrichtung =  / min, 
l Stablängc.

Die Knickmoduli T  für Avional M  und Baustahl sind in Bild 2 a  u. b 
in Funktion von d  dargestellt, Die Knickspannungen

sind in den dk - l -Diagram m en eingetragen (in =  0).

Bild 2a . Zentrisches Knicken. F-rf-Dlagram m .
Avional M. E =  715 000 kg/cm 3.

C. Theorie des exzentrisch gedrückten Stabes.
I. V o ra u sse tzu n g en .

Zahlreiche Arbeiten behandeln das Problem  als gew öhnliches .Span
nungsproblem “ und sehen das Tragverm ögen des Stabes als erschöpft an, 
wenn die größte auftretende Randspannung einen bestim m ten Wert er
reicht. Dieser Auffassung stehen die hier besprochenen Behandlungen  
des Problem s als .G leichgew ichtsproblem “ gegenüber, w obei das G leich
gew icht —  das in den einzelnen Stabquerschnitten zw ischen dem äußeren 
M oment (M oment der angreifenden Kräfte) und dem inneren aufrichtenden 
M om ent (Spannungsmoment) besteht —  für ein bestim m tes Formänderungs
g esetz  ziffernmäßig erfaßt werden kann. Unter der wachsenden Belastung 
bildet sich ein theoretisch genau bestimmbarer .kritischer“ G leichgew ichts
zustand aus, in welchem  der in der W irkungslinie der Druckkraft g e 
m essene Stabwiderstand seinen H öchstwert erreicht. Ihm unmittelbar 
benachbart ist ein instabiler, den „Zusammenbruch“ des Stabes ein
leitender Zustand. Der G leichgew ichtsw echsel ist durch das .zugrunde  
g e le g te “ Form änderungsgesetz des betreffenden Baustoffes und die da
durch bestim m te Norm alspannungsverteilung bedingt.

Es gibt kritische G leichgew ichtszustände, in denen die maximale 
Randspannung nur w enig, als auch solche, ln denen sie  bedeutend ober
halb der Proportionalitätsgrenze liegt; sie liegt jedoch im m er oberhalb 
der Proportionalltütsgrenze.

Das .zugrunde g e le g te “ Form änderungsgesetz ist bei Stäben mit dünn
wandigen Querschnitten mit dem aus dem einachsigen Zug- und Druck
versuch erm ittelten Form änderungsgesetz Identisch. Bei Stäben mit 
rechteckigem  oder kreisförmigem Querschnitt (d. h. bei Stäben mit relativ 
großer M asse um die neutrale Achse) tritt Infolge des inhom ogenen

Spannungszustandes eine Erhöhung der F ließgrenze e in 6). Sie ist sicher
lich erheblich geringer als im Falle reiner Biegung, da die Inhomogenität 
des Spannungszustandes durch die gleichm äßig verteilte Grundspannung <is 
stark gem ildert wird. Bei den ausgeführten Versuchen wurde auf d iese  
Erscheinung nicht eingetreten, sondern das aus dem einachsigen Druck
versuch verw endete Spannungs-Verkürzungs-Diagramm verwendet.

E. Chwalla legte  seiner Theorie die folgenden Voraussetzungen zu
grunde:

1. Die Querschnitte bleiben eben und senkrecht auf der Achse. 
(H ypothese von .1. B e r n o u ll i . )

2. D ie Querschnittsfigur erfährt während der Belastung des Stabes 
keine merkbare Veränderung. (D iese Voraussetzung ist bei Stäben mit 
Vollquerschnitten praktisch immer erfüllt.)

3. In jenen Stabfasern, in denen die spezifische Längenänderung 
monoton anwächst, gehorchen die Faserspannungen dem „zugrunde g e 
leg ten “ Form änderungsgesetz.

4. In jenen Fasern, in denen die spezifische Längenänderung nach 
Erreichen eines endlich großen W ertes einen Abbau erfährt, gilt das 
lineare Form änderungsgesetz der Entlastung. [Chwalla beschränkte sich

in der Folge darauf, die Fälle -—-S z -g -, bei denen das Entlastungsgesetz
k o

im untersuchten Belastungsfali (Druckkraft wächst in ihrer exzentrischen  
Lage von Null an) praktisch nicht mehr zur G eltung kommt, zu unter
suchen; d. h. für alle Grundspannungen ds folgen die Spannungen auf der 
B iegezugseite dem „zugrunde g e leg ten “ Form änderungsgesetz.]

Bild 2b . Zentrisches Knicken. T - d - Diagramm.
Stahl. E  =  2 150 000 kg/cm 2.

5. Der Einfluß der Schubverzerrung auf die G leichgew ichtsfigur wird 
vernachlässigt.

6. D ie D ifferentialgleichung der B iegelin ie wird mit Rücksicht darauf, 
daß die gesuchten Grenzen des Tragvermögens schon bei verhältnism äßig 
kleinen A usbiegungen der Stabachse erreicht werden, in bekannter W eise  
linearisiert. Aus dem gleichen Grunde wird die Normalkraft in allen Quer
schnitten des ausgebogenen Stabes der angreifenden Druckkraft gleichgesetzt.

F. Hartmann legte  seiner Theorie die g leichen Voraussetzungen w ie  
Chwalla zugrunde, begnügte sich jedoch mit einer nur näherungsweisen  
Ermittlung der Grundkurvenlängen, indem er sie  durch Sinushalbwellen  
ersetzte. (B iegelin ie des Stabes =  Ast einer Sinuslinie.)

Ros-Brunner leiteten  ihre Theorie unter folgenden Vereinfachungen ab:
1. B iegelin ie des Stabes =  Sinushalbwelle.
2. Entlastung der gedrückten Fasern folgt dem £-G esetz . (Die Span

nungen auf der B iegezugseite folgen der Entlastungsgeraden.)
Im übrigen gelten  die Voraussetzungen Chwallas.

6) O. E l s e l i n ,  Untersuchungen am einfach gelochten Zugstab. (Ein 
Beitrag zum Problem der Spannungsstörungen in Eisenbauten.) Bauing. 1924, 
Heft 8, S. 247; Heft 9, S. 281. —  O. B i e r e t t ,  Ein Beitrag zur Frage der 
Spannungsstörungen in Bolzenverbindungen. (Experim entelle Untersuchung 
eines A ugenstabes.) M itteilungen der deutschen M aterialprüfungsanstalten, 
Sonderheft XV, 1931. —  A. T h u m  u. F. W u n d e r l ic h , D ie Fließgrenze  
bei behinderter Formänderung. Forschung auf dem G ebiete des Ingenieur
w esens 1932, Nr. 6, S. 261. —  W. P r a g e r ,  D ie Fließgrenze bei behinderter 
Formänderung. Forschung auf dem G ebiete des Ingenieurwesens 1933, 
Nr. 2, S. 95. — E. C h w a l la ,  Über die Erhöhung der F ließgrenze in 
prismatischen Balken aus Baustahl. Stahlbau 1933, Heft 19/20.— W. K u n tz e ,  
Ermittlung des Einflusses ungleichförm iger Spannungen und Querschnitte 
auf die Streckgrenze. Stahlbau 1933, Heft 7.
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II. T h eo r ie  d e s  ex zen tr isch  g ed rü ck ten  S ta b es nach Ro§-Brunner.
1. B est im m ung der inneren M om ente  ft\-L für v ersch ied en e  willkürlich  

a n g en o m m en e  W erte  der  Summ e der R andfaserdehnungen J .

P kFür eine bestim m te Grundspannung d$ — - p -  werden für verschiedene

endliche Werte der Sum m e der Randfaserdehnungen J  (praktisch für ver
schiedene d j^  an Hand des Druck-Verkürzungs-Diagramms die inneren

M omente A4(- bestim m t.

a) Annahme der Grundspannung ds. [Für die w eitere Berechnung 
(b bis d) bleibt d iese angenom m ene Grundspannung konstant; sie  wird 
erst variiert, wenn die. A i-K urve (Adj.-.V-DIagramm) bestim m t ist.]

b) Annahme der inneren Randspannung dR . in Stabm itte ( =  m ax. 

Druckspannung). Durch geeignete Wahl von dR , (z. B. von 100 kg/cm 2 zu 

100 kg/'cmJ) kann man später im A4-.V-Diagramm die Randspannungs
kurven ohne Interpolation sofort einzeichnen.

c) Zu den gew ählten dR . bestim m t man das zugehörige f(- und Ft (Bild 3).

Aus der G leichgew ichtsbedingung

f d b d F  =  0 
F

folgt Fj =  Fa.

ea Ist so zu wählen, daß d iese Bedingung erfüllt is t7).
Das Spannungsbild [Ft =  Fa} ist nun über der gegebenen Querschnitts

höhe h affin abzubilden, indem die Ordinaten unverändert gelassen und

die Abszissen im Verhältnis ^ verkleinert werden. D ie Resultierenden
n

der Biegedruck- und Biegezugspannungen (S) betragen dann im Stab von 
der Breite b =  1 cm

S - ' - f
d) Bestim m ung des inneren M om entes M r

A4,- — S a*

(a * — a -  - j  , Schwerpunktabstand der Flächen Ft und F a }.

M i wird für verschiedene dR . Im A4(-.V-Dlagramm aufgetragen.

in

Bild 4 b . Exzentrischer Druck. A4-^/-Diagramm (Ros-Brunner). Stahl, E  —  2 150 000 kg/cm 2.

e) Nun wird für eine andere Grundspannung d$ die Rechnung (a bis d) 
wiederholt. D ie g leichen Randspannungen entsprechenden Punkte im 
A4i-_/-Diagram m  werden miteinander verbunden; so erhält man die max. 
Randspannungskurven dR . (Bild 4a  u. b).

7) Solange d ie Biegezugspannungen dR  ̂ die Proportionaiitätsgrenze P

überschreiten, wird dies praktisch am leichtesten durch graphische Dar
stellung erm öglicht, indem die den Dehnungen ea entsprechenden F lächen/7̂  
in einem  Dehnungs-Fiächen-Diagramm aufgetragen werden.

Ros-Brunner nehmen an, daß die Spannungsverteilung auf der 
B iegezugseite der Entlastungsgeraden folge. D ies trifft genau zu für 
den F all, daß die Grundspannung die Proportionalitätsgrenze nicht 
überschreitet oder, bei Überschreitung der Proportionaiitätsgrenze, 
wenn zuerst die vo lle  Längskraft auftritt und erst nachher das der 
Exzentrizität des Kraftangriffs entsprechende Moment dazukommt. 
Wenn hingegen, w ie in  den praktisch w ichtigen Fällen, die exzentrisch 
wirkende Längskraft allmählich auf den Höchstwert anwächst, gilt 
dies als Annäherung.

16 
in °ho

Bild 4 a. Exzentrischer Druck. A4(-.V-Diagramm (Ros-Brunner). 
Avional A4. E  =  715 000 kg/cm 2.

G ew ählte Grundspannungen bei Avional A4: 
ds =  0, 300, 600, 900, 1200, 1500, 1800, 2100,

2400, 2700, 3000, 3100, 3200, 3300 kg/cm 2. 
G ewühlte Grundspannungen bei Baustahl: 

tfs =  0, 400, 800, 1200, 1600, 2000, 2300, 2600, 2750 kg/cm 2.

P- Proportionalitäfs’ 
grenze

0z
Bild 3.

Spannungs-Dehnungs-Diagramm.
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Die für eine bestim m te Schlankheit A und eine bestim m te Grund
spannung <fs sich ergebende m axim ale Exzentrizität p  wird graphisch 

bestim m t (Bild 6)

2. B est im m ung der m aximal m ög lichen  Exzentriz ität  p ,  für w elch e  bei  
g ew äh lter  Grundspannung ä  und gew ä h lter  Schlankheit  J. noch Gleich

g e w ic h t  m öglich  ist.
Damit G leichgew icht herrscht, muß in jedem  Zeitpunkt dem äußeren 

M oment M a das innere M om ent Aif entgegenwirken. Erst
w enn das innere M om ent nicht mehr rascher oder gleich  rasch w ie  das 
äußere zunehm en kann, ist die Tragkraft erschöpft, 
d. h. es ist keine G leichgewichtsform  mehr m öglich.

D ie D u rch b iegu n g /in  Stabm itte wird bei Annahme 
einer Sinushalbw elle als G leichgew ichtsfigur  i__

[Diese Annahm e ergibt an den Stabenden die 
Krümmung 0, währenddem sie  in W irklichkeit, in
fo lge des M om entes P p ,  bei großer Exzentrizität 
recht beträchtlich sein kann (Bild 5).]

Sinuslinie

Bild 5. 
B iegelin ie nach 
Ros-Brunner.

G»,- 33B0kglcm‘ 
/Cfi,-3100 «
L/ o \ ~ m  "

linnfnießens)

Bild 7a. Exzentrischer Druck. m-ds -Diagramm (Ros-Brunner).
Avional Ai. E  =  715 000 kg/cm 2.

s) A wird für die einzelnen Strahlenbüschel jew eils konstant gehalten, 
da man auf d iese W eise zur Aufzeichnung der TK VSB-K urven (</fc-A- 
Diagramm) besser interpolieren kann, als wenn man w ie  Ros-Brunner 
für eine bestim m te Grundspannung das Strahlenbüschel für verschiedene  
Schlankheiten aufzeichnet.

Wäre die Exzentrizität für die gew ählte Grundspannung und die 
gew ählte Schlankheit (Bild 6, <ss — 1200 kg/cm 2, A =  60) kleiner als p , so  
würde der Aifl-Strahl die A i-K urve schneiden, d. h. G leichgew icht wäre 
selbst für größere Exzentrizitäten noch m öglich. Wäre die Exzentrizität 
größer als p ,  so würde der Aifl-Strahl die A i-K urve nicht mehr treffen, 
G leichgew icht wäre som it unm öglich. Wenn der Aia-Strahl die Ai-K urve  
berührt, erhält man die größte Exzentrizität, bei der das innere M om ent Ad
dern äußeren M oment M a gerade noch G leichgew icht halten kann; für 
eine unendlich kleine Vergrößerung von p  knickt der Stab aus.

Bild 7b . Exzentrischer Druck. m-as -Diagramm (Ros-Brunner). 
Stahl. £  =  2 150 000 kg/cm 2.

verbunden. So erhält man die TK VSB -K urven (Bild 8a  u. b). ((^-/.-Dia
gramm. D ie Grundspannung ds wird hier als kritische Knickspannung 
mit dk benannt.)

4. E intragung der Randspannungen.

Damit M ( =  M a ist, wurden an die A i-K urven die Aia-Strahlen als 
Tangenten ge legt. D ie Berührungspunkte ergaben für eine bestim m te  
Grundspannung as und eine bestim m te Schlankheit A die kritischen inneren 
M om ente Ai, . Im Ai,- - <t.-D iagram m ' werden für bestim m te X die er-'kr ‘kr
haltenen W erte eingetragen (Bild 9a u. b). (Da die Aia-Strahlenbüschel

9) Für m =  0  treffen die A-Kurven die Ordinatenachse ln den c^-Werten 
des zentrischen Knickens. (Beim zentrischen Knicken ist die Grund
spannung gleich der Randspannung.)
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sprechenden as . Aufgetragen im «¿-¿-Diagram m  («A =  ds ), ergeben sich 
die Randspannungskurven dR }°).

Damit bei Baustahl die <iR.-K urve für Beginn der W iederverfestigung,

die keine der in Bild 9 b  aufgezeichneten ¿-Kurven mehr schneidet, be
stim m t werden kann, werden die M i für bestim m te Grundspannungen d s

jew eils für ein bestim m tes ¿ aufgezeichnet wurden, entspricht in diesem  
Diagramm jedem  Strahlenbüschel eine ¿-Kurve.)

Um in den Berührungspunkten der Afa -Strahlen an die Ai,-K urven  
die genauen Randspannungen zu kennen, muß graphisch interpoliert 
werden. W ell zur Eintragung ins «'¿-¿-Diagramm gerade Randspannungen

'<3,-2850 kg/cm‘

Bild 8 b.
Exzentrischer Druck. «¿-/.-Diagramm (TKVSB-Kurven. Ros-Brunner). 

Stahl. £  =  2 150 000 kg/cm 2.

benötigt werden, werden für bestim m te Randspannungen dR . die inneren 

M omente AT,- als Funktion der Grundspannung ds ins gleiche Diagramm  
eingetragen. (Aus Ai(-_/-Diagramm entnommen.) So erhält man für b e
stim m te Randspannungen dR . und für bestim m te Schlankheiten ¿ die ent-

Bild 9 b.
Exzentrischer Druck. M i^ - d s -Diagramm (Ros-Brunner). 

Stahl. E  =  2 150 000 kg/cm 2.

10) Auf der Abszissenachse (Ai; =  0) befinden sich die Werte für 
zentrisches Knicken. («5 =  <jR , as zum betreffenden ¿ aus dem  «¿-¿- 

Diagramm für m =  0 entnommen.)

Bild 8a.
Exzentrischer Druck. «¿-/.-Diagramm (TKVSB-Kurven. Ros-Brunner). 

Avional M . E  =  715 000 kg/cm 2.

Bild 9a.

Avional M . E —  715 000 kg/cm 2.

Exzentrischer Druck. Ai(. -«^.-Diagramm (Ros-Brunner).
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Bild 11b. Exzentrischer Druck. ¿n ,- </ -Diagramm (Roä-Brunner). Stahl. E  —  2 150 000 kg/cm 2.

u ) Die so erhaltenen Randspannungen im ¿¿-¿-Diagramm treffen die 
m —  O-Kurve in den entsprechenden ¿¿-W erten. (Zentrisches Knicken

ök =  aRi -)
12) Für m  =  0  werden die dR i = d s . (Zentrisches Knicken.) Die  

¿-Kurven endigen auf einer Geraden,

Auf d iese W eise hat man drei Diagramme, die die gegen se itige  B e
ziehung der vier Größen ds —  ¿¿, m  und aR , ausdrücken:

1. ¿¿-/-Diagramm (Bild 8a  u. b), Kurven für gerade m  und gerade dRC

2. /«-¿^-Diagramm (Bild 7a  u. b), Kurven für gerade ¿ und gerade <tR ,.

3. ¿^.-¿J-Diagramm (Bild l l a u .  b), Kurven für gerade l  und gerade m.
' (Schluß folgt.)

als Funktion von 1 aufgetragen  
(/^ -¿ -D iagram m , Bild 10). Zu 
gesuchter Randspannung (Beginn 
der W iederverfestigung) und einer 
bestim m ten Grundspannung ds 
gehört ein bestim m ter Wert des 
inneren M om entes Al,-. Durch 
Extrapolation, d. h. durch Ver
längerung der Grundspannungs
kurven bis zu diesem  Werte M t 
erhält man im Af-¿-Diagramm  
Punkte der Randspannungskurve 
bei Beginn der W iederverfestigung; 
som it zu bestim m ten ds die zu
gehörigen Werte ¿ dieser Rand
spannungskurve, die nun im 
¿¿-¿-Diagram m  eingetragen wer
den kön nen11).

Aus dem ¿¿-¿-Diagram m  
kann man rückwärts ins m -d s - 
Diagramm (Bild 7a u. b) die Kur
ven für gerade Randspannungen 
dR . eintragen und analog in ein

¿ ^ .-¿ s -Diagramm Kurven für

gerade Schlankheiten l  und 
gerade Exzentrizitätsmaße m 
(Bild l l a u .  b )I2),

250

Bild 10. Exzentrischer Druck. ^ -¿-D iagram m  (Ros-Brunner). Stahl. E  —  2 150 000 kg/cm 2.

Beginn des
M O

dR .-d s -Diagramm (Ros-Brunner). Avional M . E —  715 0 0 0  kg/cm 2.

m

Bild H a . Exzentrischer Druck.
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A lle R e c h te  V o rb e h a lte n . Kinematische Ermittlung der Einflußlinien gekrümmter Brücken.
Von Sr.=3ng. G ustav A. F uchs, zur Zeit München.

Heft 3.)(Schluß aus

Bel Tragwerken mit zw ei Zwischenstützen (Bild 16) laßt sich die 
Konstruktion der Einflußlinien w eitgehend vereinfachen. Liegt der Sonder
fall eines zu den M ittelstützen symmetrisch ausgebildeten Tragwerkes 
oder der der Hintereinanderreihung gleicher Felder vor —  und solche  
Sonderfülle werden in der Praxis vorherrschen — , so bedeutet dies einen  
weiteren großen Vorteil, da sich dann die Zahl der notw endigen Elnfluß- 
lihien w esentlich reduziert. Durch die Zerlegung ln Teilsystem e verkürzt 
sich auch der gedrehte W illiotplan.

Die System abm essungen betragen a0— ae =  5,00 m,
bL— b0 =  10,50 m, 
ct— c6 —  9,50 m,

wom it sich tpm =  11° 29' 36” und

9m, m — 1 =  Tm, m +  1 ^  84 ° 15' 12" er8 ibt-

D ie Einflußlinien des T eilsystem s zeigen die Bilder 17 a bis d. Mit 
den Werten cm — cm l =  4,9704 ergeben sich die M omente in den Nachbar
scheiben.

Als statisch unbestim m te Größen X v und X 2 werden die Stützm om ente 
bei 3 und 3' eingeführt. Die Durchbiegungen der Eckpunkte des statisch

Bild 17 a bis d.

bestim m ten System s werden wieder mit dem Prinzip der virtuellen Ver
schiebungen bestim m t, wobei abw echselnd bei 3 und 3' an den Teil
system en zw ei entgegengesetzt gerichtete M om ente M 3 =  1 tm und 
M y  —  1 tm angebracht werden, deren Drehvektor zur Querscheibe 3 —3' 
parallel ist. Hiermit ist das M om ent in der angrenzenden Seitenscheibe

1-1,01 tm und in der Querscheibe M 3 3, = 1 - c o t  ^ 3 2

Das
3,2 sin 753 2

— — 0,1006 bzw . Af3, 2/ =  +  1,01 tm und Af3, 3 =  +  0,1006 tm. 
Moment in der Seitenscheibe M 3 2 wird sich im ganzen Tragwerk fort
pflanzen, während das M oment in der Querscheibe M y y  bloß Auflager- 
kräfte in 3 und 3' hervorruft.

Der M omentenverlauf im Tragwerk sow ie die Auflagerdrücke sollen  
nun wieder mit Einflußlinien erm ittelt werden. Hierzu wird das M oment 
in der Seltenscheibe Af3a =  l,01 tm durch eine waagerechte Kraft ln der 
Richtung der Scheibe, 1,01 m über dem Auflager, ersetzt. Da nach dem  
Prinzip der virtuellen Verschiebungen die Einflußfläche unter bestim m ten  
Voraussetzungen gleich der Verformungsflüche des Tragwerkes ist, ist jene 
der Scheibe 3 —3' gleich  der Einflußfläche für waagerechte Beanspruchungen. 
Es muß daher die Neigung der Kanten 3 bzw. 3' bestim m t werden. Die 
kinematischen Verformungen erfolgen jedoch ohne Weckung innerer Kräfte 
so, daß die waagerechte Kante der Scheibe 2—3 um das gleiche Maß 
w ie die senkrechte Kante 3 in bezug auf ihre Ausgangslage —  in ihrer 
Ebene — verdreht wird. D ie Ordinaten der Einflußlinien in der Ent
fernung 1,01 m von 3 geben hiermit bereits die einzelnen statischen  
Größen infolge yVf3 =  1 tm an. D ies g ilt sow ohl für die M om enten- und 
Querkrafteinflußlinien als auch für die des Stützdruckes mit Ausnahme 
der Einflußlinie für B3, bei w elcher der Wert 1 — § gilt, da bloß die Ver
schiebung des 1,01 m von der Ecke 3 entfernten Punktes, unter der Vor
aussetzung seiner Festhaltung, m aßgebend ist und das Vorzeichen w echselt 
(Bild 17). Das g leiche gilt für M 3 — \ tm in bezug auf die Einfluß
lin ie B ■/. Der Stützdruck B3 und B3' wird noch vermehrt um den Anteil 
aus dem M oment in der Q uerscheibe 3 — 3'. Für das M om ent M 3 —  1 tm

wird B3 =  —  J  B3 -
M.3 , 3 '

Tafel VI.

M 3 =  1,0 tm M 3 =  1,0 tm

M 0 ................................... 0 0
M la  =  M l b ............................. +  0,5227 +  0,2004

M u  ................................... —  0,1072 — 0,0403

M 2a =  M 2b ........................, +  0,9161 +  0,2524

M 2c ................................... —  0,1810 —  0,0508

M 3a ................................... +  1,0100 0
m 3c ................................... —  0,1006 0

Af0' ................................... 0 0
M \ a =  M \ b ............................. —  0,1787 +  0,1566

M \ c .................................... —  0,0359 +  0,0315
M'2a =  M'2 b ............................. —  0,0445 +  0,4486

M  2 c ................................... —  0,0089 +  0,0902

M ’l a ................................... 0 +  1,0100
M'3c ................................... 0 +  0,1006

^0 ................................... +  0,0507 +  0,0191

Ao ................................... —  0,0187 +  0,0164

b 3 ................................... +  0,0112 +  0,0441

B z ................................... —  0,0432 —  0,0796

In Tafel VI sind die M omente und Stützkräfte infolge M 3 —  1 tm und

M 3 =  1 tm zusam m engestellt. Es sind nun die Integrale ,
rM , M.k

d svih J  B f
mit der Trapezformel auszuwerten, worauf sich die Einflußlinien für X 3 
und X 3' aus der Differenz der mit entsprechenden Beiwerten verviel
fachten B iegelinien $k3  und Sk3, ergeben. Dabei wurde das Verhältnis 
der Trägheitsm om ente von Querträger zu Hauptträger mit 1 : 5  an
genom m en. Aus den Beziehungen

ergibt sich

wobei ‘-3  3  '

X 3 ¿3 3 + X y  ¿3  3, + II O

■^3 ¿ y  3 + ■^3' ^3 ' 3' +  S y  k  =  0

* 3 = C3 3 ’h i 3 '— C3 3 ' ^ 3 '

* 3, = °W  3 K  3 ° y  y  'h: 3 ' >

^3' 3' ^3 y
D  ’ ^ y —  CZ ' Z ~ ~ D  - C3'

D — ^3 3 'V  3'. =  ¿1 y  -

3  3  

D
und

Die einzelnen Werte für X 3 und X 3 sind in Bild 18 aufgetragen. Es 
em pfiehlt sich, vorerst die 6 £ :/„-fachen B iegelin ien  des T eilsystem s in
folge X 3 =  1 tm bzw. X 3' =  1 tm aufzutragen (Bild 19), um w ie bei vorigem  
Beispiel die Durchbiegungen einzelner Zwischenpunkte zu bestim m en.



t )  Querträger 
6 J M  3' 3 3'

a) Hauptträger
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Die Einflußlinien der gesuchten statischen Größen im statisch un
bestim m ten System  werden wieder aus der bekannten Beziehung erhalten 
(Bild 20, 21):

A0,V —  ^ 0 , 0  +  ^3 ^ 3  ■+■ X i  A3'

M \a,v — 0 +  W3 Af3 +  X 3 Af3 .

Hiermit A 0 =  A0 0 +  0,0507 X 3 +  0,0191 X 3'

M la,r =  M la,0 +  ° - 5 3 2 7  A 3  +  ° . 2 0 0 4  x 3 -

Die Einflußlinien für Xl3a =  M 3b ergeben sich aus den eingangs 
gefundenen Beziehungen.

Achse der Seitenscheiben erfolgen. Es sind daher die tatsächlichen 
schrägen Seitenlängen in die Berechnung einzuführen.

In allen bisher untersuchten Fällen waren die Seitenscheiben senk
recht zur G rundebene angenom m en. Es soll nun eine Zelle mit einer 
zur Grundebene geneigten Q uerscheibe untersucht werden (Bild 22). W ie 
ln Heft 14/15 ausgeführt, besteht ein solches Scheibenwerk —  vier Seiten
scheiben und eine Bodenscheibe — aus zw ei gegenüberliegenden Tetra
edern; zum Beispiel 1— 2—3 — 1' und 2 —3— 4—4'. D ie Diagonale 2 —3 
der Bodenscheibe ist eine den beiden Tetraedern gem einsam e Seite und 
als solche eine relative Drehachse. Es dreht sich also auch 4' um 2 — 3. 
Wie bereits früher bew iesen , sind die Projektionen der Verschiebungen  
aller in einer zur Drehachse parallelen Ebene liegenden Punkte in d iese

legungen w ie beim  Tragwerk mit senkrechten Scheiben gelten . Sind 
noch andere Scheiben geneigt, so ändert dies an den Überlegungen  
nichts. Es können som it die Einflußlinlen von Scheibenwerken g e 
zeichnet werden, deren Bodenscheiben und Seitenscheiben mit der 
Grundebene belieb ige Winkel einschließen, auch kann ihre Ober
kante zur Bodenscheibe geneigt sein. D ie Seitenscheiben sind dann 
Trapezoide.

Besitzt ein Tragwerk einen oberen W indverband, einen Stab (Bild 24), 
so ist das Tragwerk innerlich statisch bestim m t. Es darf dann bei 
äußerlich statischer Bestim m theit nur drei senkrechte Auflagerstäbe auf- 
w eisen. Der Verschiebungsplan für eine Zelle ist in Bild 25 dargestellt. 
Die Einflußlinien für ein solches Tragwerk werden nach den gleichen  
Ü berlegungen bestim m t.

Die vorliegende Arbeit so ll die kinem atische Ermittlung der Einfluß
linien räumlich gekrümmter Scheibenw erke zeigen . Mag die Anordnung 
der Zellen auch verschieden sein, immer wird der geze ig te  W eg zum 
Ziele führen, w obei die geschickte Anordnung der G rundzelle fallw eise  
w esentliche Vereinfachungen ermöglicht.

IN H A L T ; Zentrischer und exzentrischer Druck von an beiden Enden gelenkig gelagerten 
Rechteckstflben aus Avlonal A i und Baustahl. — Kinematische Erm ittlung der Einflußlinlen ge
krüm m ter Brücken. (Schluß.)

V erantw ortlich  für den In h a lt;  Geh. R eg ierungsrat P rof. A. H e r t w l g ,  B erlln-C harlo ttenburg .
V erlag von W ilhelm  E rn st & S ohn, B erlin  W 9 .

D ruck d e r  B uchdruckerei G ebrüder E rn st, B erlin  SW 68.

suchungen für einen durch das Trag werk zu ihnen jew eils parallel g e 
führten Schnitt. D ie in der Hauptbelastungsrichtung wirkende Vertikalkraft 
zerlegt sich dann in die zur Achse der Seitenscheibe senkrechte Quer
kraft und in die zu ihr parallele Normalkraft

Q- =  Vi ■ cos «  N t =  Vj • sin «.

Bei statisch unbestim m ten System en muß zur Berechnung der un
bestim m ten Größe X  die Integration der M om entenflächen längs der

gleich groß. D ies g ilt sow ohl für die Ecke 4' bei Drehung um die Relativ
achse 2 —3 als auch für alle Punkte der Oberkante 2'— 4' und 3'— 4' 
bei Drehung der zugehörigen Seltenscheiben um die Ecke 2 bzw. 3 als 
m omentanen Drehpol. Daraus folgt, daß der Verschiebungsplan der 
Ecke 4' der gleiche ist w ie  jener der Ecke 4' bei senkrechter Quer
scheibe a ,.  Ihre N eigung beeinflußt die Form des V erschiebungs
planes nicht, da dieser lediglich von der Form der Bodenscheibe  
abhängig ist.

Der gedrehte Verschiebungsplan eines beliebigen Z ellensystem s kann 
hiermit ohne Schwierigkeit entwickelt werden, w obei ähnliche Über

ist das Tragwerk nach einer Raumkurve gekrümmt, so schließen die 
Bodenscheiben mit der G rundebene belieb ige W inkel ein. Das Verfahren 
wird wieder Im Grundriß für den zu den Bodenscheiben parallelem oberen 
Rand der senkrechten Seitenscheiben durchgeführt. Sind die Scheiben
oberkanten zu den Bodenscheiben nicht parallel, so  gelten  die Unter-

Bild 20.

Bild 21.

Bild 24. Bild 25.

v. a) Hauptträger 
cc) Biegelinie Für X j-ltm -6tJa

b) Querträger

ec) ' ß )
3 _______3‘ 3 3'


