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Das Prinzip der virtuellen Verrickungen und die Variationsprinzipien der Elastizitatstheorie.

Alle Rechte Vorbehalten.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen ist so alt wie die Mechanik
Gberhaupt. Hamei macht in seiner Elementaren Mechanik]) darauf
aufmerksam, dall schon die goldene Regel des Aristoteles den Grund-
gedanken des Prinzips der virtuellen Verriickungen enthélt. Als erster
hat Johann Bernoulli im Jahre 1717 das Prinzip allgemein aus-
gesprochen?, und Lagrange hat es 1788 in erweiterter Form zur Grund-
lage der gesamten Mechanik gemacht3.

Man sollte es fiir tberflissig halten, tber ein so altes Prinzip heute
noch zu schreiben. Aber die Erfahrung hat gezeigt, daf trotz der jahr-
hundertelangen Anwendung des Prinzips und seiner standig zunehmenden
Bedeutung, trotz der klassischen Pragung der Begriffe durch Lagrange
immer wieder Unklarheiten auftauchen, die Verwirrung anrichten, und
zwar besonders bei der Anwendung des Prinzips auf die Probleme der
Elastizitdtstheorie.

In den achtziger Jahren (1883 bis 1886) gab es eine scharfe Aus-
einandersetzung zwischen Mohr und Miller-Breslau. Zu Beginn des
Jahrhunderts lebte die Diskussion im Anschluf an einen Aufsatz Wein-
gartens vom Jahre 1901 wieder auf4 und nahm teilweise sehr heftige
und unerfreuliche Formen an. Weingarten, Weyrauch, Hertwig,
Miller-Breslau, Koetter, Mohr, Mehrtens, Féppl und andere
haben damals in verschiedenen Zeitschriften jahrelang aneinander vorbei-
geredet. In einer Arbeit vom Mai 1914 hat dann Domke5 die Streit-
punkte dieser Diskussion von der Grundlage der Variationsprinzipien aus
klar und einwandfrei dargestellt. Dagegen bleiben In dieser Arbeit
einige andere Fragen offen. Auch FopplQ hat in .Drang und Zwang*“
alle jene Streitfragen eingehend berticksichtigt. Grindlich und streng stellt
Trefftz im Handbuch der Physik einen groRen Teil der mit diesen Fragen
zusammenhangenden Probleme dar?).

In jlngster Zeit hat sich eine neue Diskussion tber das Prinzip der
virtuellen Verriickungen entwickelt. Im Mai 1936 veroffentlichte Poschl
einen Aufsatz8 mit dem Zweck, eine anschauliche Deutung der Minlimal-
prinzipicn der Elastizitatstheorie zu geben. Pdschl kommt dort zudem
Schluf8, daB das Prinzip zu grundsatzlich verschiedenen Folgerungen fiihrt,
»je nachdem es sich um gewodhnliche Aufgaben des elastischen Gleich-
gewichts oder um Kbnickaufgaben handelt“. Domke weist in seinen
Erwiderungen0 die Unhaltbarkeit dieser SchluRfolgerung nach. Denselben
Nachweis erbringt Margu erre In einer in ihrer Art vollkommenen Arbeit10)
von ganz anderen Gesichtspunkten her. Diese Arbeit gewinnt besonderen
Wert durch die Anwendung des Prinzips auf Verformungen von endlicher
GrolRe.

) Hamei, Elementare Mechanik, S. 471. Leipzig und Berlin 1912.

2 Varignon, Nouvelle mécanique 1725. — Vgl. Hamei a. a. O.

3 Lagrange, Mécanique analytique 1788.

9 Weingarten, Rezension der Vorlesungen uber
Mechanik von A. Féppl, Archiv der Mathematik und Physik Ill, Reihe 1,
1901, S. 342.

5 Domke,
Anwendungen auf die technische Statik.
Physik 1915, S. 174 ff.

°) Féppl, Drang und Zwang, Miinchen und Berlin 1920, 1. Bd., S. 58 ff.

7 Trefftz, Handbuch der Physik, Bd. VI, Kap. 2.

8 Poschl, Uber die Minlmalprinzipe der Elastizitatstheorie.
Jahrg. 17 (1936), Heft 17/18, S. 160 ff.

°) Domke, Zum Aufsatz ,Uber die Minimalprinzipe der Elastizitats-
theorie* von Th. Pésch I Baulng., Jahrg. 17 (1936), Heft 41/42, S. 459 f.

Uber Variationsprinzipien in der Elastizititslehre nebst
Zeitschrift fur Mathematik und

Baulng.,

0 Marguerre, Uber die Behandlung von Stabilitatsproblemen mifegnung von Kammiiller.

Hilfe der energetischen Methode. Z. ang. Math., Bd. 18, (1938) Heft 1,

S. 57 ff.

Von ®r.=3itg. A. Schleusner, VDI, Berlin.

Wie stark man sich neuerdings wieder mit diesem alten Prinzip be-
schaftigt, beweist, dal die Tagesordnung der diesjahrigen Versammlung
der Gesellschaft fir angewandte Mathematik und Mechanik in Gottingen
einen Vortrag von C. Weber, Dresden, tber diese Fragen enthielt. Auch
Kammduller hat kirzlich das Thema von einer besonderen Seite her
aufgegriffen1l). Das veranlalte mich zu einigen grundsatzlichen Aus-
fihrungen1?), die zu einer kurzen Diskussion zwischen Kammiller und
mir fihrten13. Diese Diskussion lberzeugte mich von der Notwendigkeit
eines Versuchs, die bei der Anwendung des Prinzips auf die Elastizitats-
theorie sich ergebenden grundsatzlichen Probleme einmal méglichst kurz
zusammenfassend darzustellen. Besonders kam es mir darauf an, die
verschiedenen Formen, in denen das Prinzip angewendet wird, in ihren
gegenseitigen Beziehungen wund Unterschieden darzustellen und die
Grenzen zu zeigen, innerhalb deren jede dieser Formen angewendet
werden darf. Auf die Einbeziehung der Warmewirkungen mufRte ich
leider verzichten, da sie den Umfang der Arbeit erheblich vergréRert
héatte. Die Voraussetzungen, von denen ausgegangen wird, sind kurz die
folgenden:

Wir betrachten einen elastischen Kérper unter der Einwirkung duRerer
Krafte, die an seiner Oberflache angreifen. Von Massenkréften, etwa dem
Eigengewicht, sehen wir zur Vereinfachung der Gleichungen ab. Voraus-
gesetzt wird, dall der Korper als Ganzes sich in Ruhe befindet, d. h. daB
er in der erforderlichen Weise gestiitzt ist. Rechnen wir dann die
Reaktionen an den Stitz- und Einspannstellen zu den &uReren Kréften,
so befinden sich diese untereinander im Gleichgewicht. Wenn also im
folgenden von dem Eintreten des Gleichgewichts oder seiner Stérung
die Rede ist, so handelt es sich stets nur um das Gleichgewicht der
inneren Kréfte (Spannungen) mit den duferen Kréaften.

Ist dann das Korpermaterial gegeben, d. h. sind die Spannungen «, «
als Funktionen der Dehnungen € und der Gleitungen ¢ bekannt, und
sind weiter die auBeren Krafte nach GroRe, Richtung und Angriffspunkten
gegeben, so nimmt jeder Punkt des Kdrpers im allgemeinen — d. h. wenn
wir den Fall sogenannter Verzweigungspunkte des elastischen Gleich-
gewichts ausschlieRen— eine eindeutig bestimmte Gleichgewichts-
lage an. Diese zu ermitteln, ist die Aufgabe.

Wir nehmen an, daB die Lasten allmahlich aufgebracht werden, also
stetig von Null an bis zu ihrem Endwert wachsen. Wir setzen weiter
voraus, daB dieser ProzeB so langsam vor sich geht, daf in dem Aus-
druck fir die Energie die Beschleunigungsglieder vernachlassigt werden
durfen. Ebenso verzichten wir der Einfachheit halber auf die Beriick-
sichtigung aller Warme- und Temperaturwirkungen und setzen voll-
kommene Elastizitdt des Korpermaterials voraus, sehen also von
inneren und 4&uBeren Reibungsverlusten ab, obgleich ein Teil unserer
Gleichungen auch bei Beriicksichtigung dieser Umstadnde noch giltig

technischg|eipt.

Wir bedienen uns ferner des de St. Venantschen Prinzips, das
die auleren Krafte als Einzelkrafte behandelt, also die Integration uber
die Oberflachenkrafte durch die Summation ber die Einzelkrafte
ersetztid).

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen.
B. u. E., Jahrg. 36 (1937), Heft 22, S. 363 ff.

Kammdller,
grundsatzliche Betrachtung.

Eine

Schleusner, Zum Prinzip der virtuellen Verschiebungen. B. u. E.,
Jahrg. ?7 (1938), Heft 15, S. 252 ff.
18 Zuschrift von Kammdller, Erwiderung von Schleusner, Ent-

B. u. E., Jahrg. 37 (1938), Heft 16, S. 271 f.
Vgl. den Aufsatz von Tedone-Timpe
Mathematischen Wissenschaften 1V, 25, Nr. 15.

in der Enzyklopadie der
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1. Die Ableitung des Hauptprinzips.

Wir betrachten einen Massenpunkt unter der Wirkung von Kraften.
Die Krafte — unter denen auch Momente sein kdnnen — bezeichnen
wir als Vektoren durch Frakturbuchstaben, ihre Betrdge durch die ent-
sprechenden Antiquabuchstaben. Da der Massenpunkt mit anderen zu
einem Korper verbunden ist, kdnnen die angreifenden Kréfte entweder
eine von aufen auf den Koérper wirkende Kraft 'jj oder innere Kréfte £im
des Korpers sein. Die Bedingung fir das Gleichgewicht der Kréfte an
dem betrachteten Punkte ist

0 ¥+ -ma,,=o0.

Geometrisch besagt dies, daB Anfangspunkt und Endpunkt des
Polygonzuges der aneinandergereihten Vektoren 4, El,, CI2. .. zusammen-
fallen missen (vgl. Bild 1). Gl. (1)
bleibt richtig, wenn sie skalar mit
einem vollig  willkirlichen  Ver-
schiebungsvektor 8d  multipliziert
wird, den wir nur, wie spater be-
grindet wird, unendlich klein an-
nehmen missen. Da er aber nicht
funktional gebunden, sondern
willkiurlich ist, bezeichnen wir ihn
auch nicht mit dem Differentiations-
zeichcen d, sondern mit dem Variationszeichen 3. Wir erhalten

) + e<*—0.

Gl. (2) l1aBt zwei Deutungen zu, je nachdem, wie man die drei

Endpunkt Bild 1.

Faktoren in dem skalaren Produkt Dme3d= Qm-3s- cos(Cy,38) zu-
sammenfafllt. Erstens kann man es schreiben [Qm ecos (6m,86l] *3s. So
gedeutet, sagt Gl. (2) nur die Trivialitit aus, daf bei Projektion eines

geschlossenen Polygonzuges auf eine beliebige Richtung auch die Pro-
jektionen des Anfangs- und des Endpunktes zusammenfallen (Bild 2).

Bild 2.

Zweitens kann man schreiben inms*= Qrne s mcos S8)1- Fihren
wir dabei noch eine besondere Bezeichnung fiir die Projektion des Ver-
schiebungsvektors <18 auf die Richtung der Kraft ) ein: 8s «cos (C, <18)
= Sq, so nimmt Gl. (2) die folgende Form an:

3) P.8p + SmQm.8gm=*0.

Bild 3.

Wirde nun der betrachtete .Massenpunkt samt den an ihm an-
greifenden Kraften 'B, C, ... um den Vektor 88 verschoben, so wiirde
dabei der Angriffspunkt der Kraft in der Richtung der Kraft um
die Strecke 8 gm verschoben (Bild 3). Das heif3t: Bei dieser Verschiebung
wiirde die Kraft ©&m die Arbeit Qm «Sqgm leisten, ebenso die Kraft ip die
Arbeit P- Sp. (In dem in Bild 3 dargestellten Beispiel wirden die Kréfte
und Q, positive Arbeit leisten, da sie eine Verschiebung im Sinne der
Kraftrichtung erfahren; die Kraft i, wirde negative Arbeit leisten, da sie
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eine Verschiebung in dem der Kraftrichtung entgegengesetzten Sinne er-
fahrt.) Man kann also GI. (2) in der Form (3) auch folgendermaRen deuten:
Bei einer Verschiebung des betrachteten Punktes um den willkirlichen
Vektor 8 8 verschwindet die Summe der dabei geleisteten Arbeiten samt-
licher an dem Punkt angreifenden Kréfte. Da der Punkt diese Ver-
schiebung nicht tats&chlich erféhrt, da diese Verschiebung vielmehr nur
eine gedachte und obendrein willkurliche ist, wird sie virtuelle Ver-
schiebung genannt. Ebenso sind die Arbeiten P-Sp und Qm «Sqm keine
wirklich geleisteten, sondern gedachte Arbeiten und w-erden daher mit
dem klassischen, von Lagrange gepragten Ausdruckd als virtuelle
Arbeiten bezeichnet.

Gl. (3) wurde als notwendige Folge aus der Gleichgewichtsbedingung(l)
abgeleitet.  Fordert man, daB (3) nicht nur fir irgendeine, sondern fir
jede beliebige Verschiebung %8 gilt, so folgt umgekehrt auch GI. (2)
als notwendige Folge aus Gl. (3. Wir kénnen also das Ergebnis so zu-
sammenfassen:

Notwendig und hinreichend dafiur, daB sich ein Punkt
unter der Wirkung angreifender Krafte im Gleichgewicht be-
findet, ist, dal bei jeder beliebigen virtuellen Verriickung des
Punktes die Summe der virtuellen Arbeiten der angreifenden
Krafte verschwindet.

Dieser Satz wird nach Lagrange3 als Prinzip der virtuellen
Verriickungen bezeichnet. Man beachte jedoch, daR dieses Prinzip
nichts anderes ist als eine willkirliche Deutung (und, wie wir sahen, nicht
einmal die einzig mogliche Deutung!) einer willkirlichen mathematischen
Operation an der Gleichgewichtsbedingung (1), die keinerlei wirkliche,
physikalische Bedeutung hat.

Wir betrachten nunmehr ein Voiumelement dV = dx dy dz eines
unter der Wirkung auBerer Krafte im elastischen Gleichgewicht befind-
lichen Koérpers. Als Folge der Deformation greifen an dem Volumelement
Normalspannungen d und Schubspannungen r an. Wahlen wir das Volum-
element klein genug, so daf wir es im Sinne der Gl. (1) bis (3) als Massen-
punkt ansehen kénnen, so bestimmen mithin die Spannungen dx tz
die inneren Kréfte in Gi. (3). Als virtuelle Verschiebung wahlen wir
ein zusammengehoriges System von Dehnungen 8ex,8«y 8ez und Glei-
tungen 8 yXt 8yy, Syz. Diese virtuellen Dehnungen und Gleitungen treten
also zusétzlich zu den wirklichen Dehnungen €, f , ez und den wirk-
lichen Gleitungen yx.yy,yz, die bei der Deformation des Korpers ent-
standen sind, hinzu. Wir setzen bei den 8rv 8yz Vertraglichkeit
(Kompatibilitdt) voraus; d. h. sie dirfen das Volumelement verformen,
aber nicht zerstoren.

Bild 4.

X

An der linken und rechten Seitenflache des Volumelements In Bild 4
greift dann die Kraft <« mdx dz an. Der Verschiebungsweg in der Kraft-
richtung ist, wenn wir die linke Seitenflache festgehalten denken, links
Null und rechts gleich 8 ey mdy, die virtuelle Arbeit also

(dy mdx dz) -(¢V dy) = dy Sey -d V.

Bei einer Gesamtverschiebung des Volumelements in der _y-Rlchtung da-
gegen verschwindet die Summe der virtuellen Arbeiten, da dann die von
der linken und der rechten Seitenflache herriihrenden Betrdge sich gegen-
seitig aufheben.

Als Schubkraft greift in Bild5 an der linken und rechten Seiten-
flache rx «dx dz an. Denken wir die Kante links unten festgehalten, so
ist der Verschiebungsweg der Schubkraft in der linken Seitenflache Null,

der in der rechten Seitenflaiche ”~ 8yx 'dy, wenn die Gesamtgleitung 8yx

ist. Die virtuelle Arbeit ist also

(rvemdx dz)es(y s'/xedy) —y y s/lvedv-

In der oberen und unteren Randflache greift die Schubkraft . vedx dy an.
Ihr Verschiebungsweg ist unten Null, oben jj 3yx -dz, also die virtuelle

Arbeit’
(rvedxdy)-[jadyx-rfzj=y rxSyx.dV.
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Da sich bei einer Gesamtdrehung des Volumclements um die x-Achse
die verschiedenen Anteile der virtuellen Arbeiten gegenseitig auiheben,
ist die gesamte aut die Schubspannung rx entfallende virtuelle Arbeit

tx Syx «d V.

Entsprechendes gilt fir die vier anderen Spannungskomponenten. Bei
der Verformung eines Koérpers unter der Wirkung &uferer Krafte leisten
diese Arbeit. Ihr Arbeitsanteil ist also positiv einzusetzen. Dagegen
wird diese Verformungsarbeit gegen den Widerstand der Inneren Krafte
geleistet. Deren Arbeitsanteil mufl demnach mit negativem Vorzeichen
eingesetzt werden. Gl. (3) geht also in unserem Falle Uber in

4 PSp—dVmix Sex + ay 8¢/ -f az8ez
+ Tv8YXx + ry 8Yy + TzS7z)= °-
Dabei kann nach unseren Voraussetzungen nur fir Volumelemente an
der Korperoberflache P (- 0 sein.

mdxcLy
witf
1zfyx -dz
9 W
@
zx -dxdy
=4 Bild 5.

Fur jedes Volumelement des Korpers gilt eine GIl. (4). Wollen wir
erreichen, dal alle diese Gleichungen gleichzeitig bestehen koénnen, so
mussen wir lediglich dafir sorgen, daB die an sich voneinander unab-
hangigen virtuellen Verriickungen der einzelnen Volumelemente keine
Aufldsung des Kdrperzusammenhangs zur Folge haben. Dazu ist erstens
erforderlich, daB die Sc, Sy unendlich klein sind; zweitens, daB sie stetige,
den Kompatibilitatsgleichungen geniigende Funktionen der Ortskoordinaten
sind; und drittens, daB sie mit den Auflagerbedingungen des Korpers im
Einklang stehen. Im dbrigen bleiben sie willkirlich. Fir die Sp folgt
dann automatisch das entsprechende, da sie durch die virtuellen Ver-
formungen derjenigen Volumelemente, an denen die &uBeren Krafte P
angreifen, bestimmt sind.

Unter den gemachten Voraussetzungen kdénnen wir GI. (4) Gber den
ganzen Korper integrieren. Multiplizieren wir noch mit — 1, so erhalten
wir endlich

Q) avi>xs< To8y+dzsez + I\ +1 8% 4t287)
-n Pn8Pn ~

Das ist das Prinzip der virtuellen Verrlickungen fir elastische Kérper
in seiner allgemeinsten Form, glltig auch dann, wenn das Koérpermaterial
nicht vollkommen elastisch ist, glltig bei beliebigem Elastizitdtsgesetz
und giltig auch fir endliche Verformungen des Korpers. Dabei sind,
wie gesagt, ., Syz unendlich kleine, stetig von den
Ortskoordinaten abhangige, den Kompatibllitdts- und Stitz-
bedingungen genigende, im Ubrigen aber vollig willkirlich
wdéhlbare Verschiebungen und Gleitungen.

In dem Sonderfall vollkommener Elastizitdt des Korpermaterials ist
die Arbeit der inneren Kréfte bei der tatsdchlich eintretenden Form-
anderung

fr
6) Aj=fd Vf(«x dex +.<tvdcy + dzdez + rx dyx

U
+ rydyy +rzdyz).

In diesem Fall ist also das erste Glied In Gl. (5) die Variation der
Formanderungsarbeit nach den VerschiebungsgroBen: Sv Ai. Ebenso ist
das zweite Glied die Variation der Summe | hPnplt nach den in ihr
auftretenden Verschiebungsgrofen pn, kann also Sv Pnp” geschrieben
werden. Fir den Ausdruck An Pnpn fiihren wir noch eine besondere
Bezeichnung ein. Diese GroBRe ist nicht etwa die von den auBeren
Kraften Pn bei der tatsachlichen Verformung geleistete Arbeit; denn die
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Krafte Pn wachsen ja erst wahrend der Verformung von Null bis zu ihrem
Endwert Pn. 2nPnpn ist vielmehr diejenige Arbeit, die die Kréfte Pn
bei der Verformung geleistet hatten, wenn sie wahrend der ganzen Ver-
schiebung pn von vornherein mit ihrem Endwert Pn gewirkt hatten. Ich
habe daher fir diese Groe die Bezeichnung ,Endwertarbeit” der
duBeren Krafte gewahltld):

()] Aca= ~nPnPn-
Demgegeniiber Ist die bei der Verformung von den duBeren
Kraften tatsdchlich geleistete Arbeit
Pn
:(8) \ =-'nJPndPn-
(0

Endlich ist die virtuelle Arbeit der daufReren Krafte bei den will-
kirlichen, virtuellen Verschiebungen Sex Sy,, Spn [vgl. Gl. (5)]

) Ava= ~nPn8Pn= 8vAea-
Entsprechend bezeichnen wir als Endwertarbeit der Inneren
Kréaftelp die GroRke

(10) Aci—fdYK fx+ ayy + dze+ rxYx+ Ty7y + TzYz)-
Die bei der Verformung von den inneren Kraften tatsachlich
geleistete Arbeit ist durch die GroRe Ait Gl. (6) gegeben. Bel voll-

kommener Elastizitit und beim Fehlen von Warmewirkungen aller Art
muB nach dem Energieprinzip stets

(12) At=Aa
sein. Endlich ist nach Gl. (5) die virtuelle Arbeit der inneren
Kréfte bei den willkurlichen virtuellen Verschiebungen Scx, .... Syz

(12) AVi—JdV{'x8sx + dy 8ey + dz 8ez + rv8Yx
f ry8Yy+ ~ 8Yz)— 8vAi-
Man beachte also insbesondere, dal nur die GroBen (6) und (8)
wirkliche, physikalisch geleistete Arbeiten darstellen. Dagegen sind die
GroBen (7), (9), (10), (12) nur RechengroRen, die man deshalb, weil sie die
Dimension kg-cm haben, als gedachte Arbeiten deuten kann.

Auf Grund der letzten Darstellungen konnen wir im Falle voll-

kommener Elastizitdt dem Prinzip der virtuellen Verriickungen
[Gl. (5)] die folgende Gestalt geben:
03) 8V[AI  zlg0)—O.

Der Index v bedeutet, dal jede der GroRen in der Klammer nach
den In ihr auftretenden Verschiebungsgréfen zu variieren ist, also At nach
den e und y, Aea nach den pn. Im {brigen ist Gl. (13) nichts als eine
mathematisch abgeleitete Rechenvorschrift. Sie gilt in dieser Gestalt
auch dann, wenn die Verformungen cx, ..., yz in der Gleich-
gewichtslage endlich groBe Betrdge haben, und sie gilt bei
beliebigem Elastizitdtsgesetz.

2. Die Deutung des Hauptprinzips
als Bedingung fiur das Minimum der potentiellen Energie,

In GI. (13) ist der Ausdruck in der Klammer die potentielle Energie
des Gesamtsystems. Denn bezeichnen wir mit AY- die Forménderungs-

arbeit, bezogen auf die Volumeinheit,

fr
1 A* =J[<Xdex + dy dey + dzdez + rx dyx +ry dyy +Tzdyz),
0

so Ist bei vollkommen elastischen Ko&rpern der Ausdruck unter dem
Integralzeichen ein vollstandiges Differential, und es folgt
6A* OAt* NAY
+ ~-dy 4- —a
+177-'* ocz
@ 5Ay bA? BA*
0/x TewT Ty T BT "

Die Pluszeichen besagen, daf eine Zunahme von Ap bedeutet, dal die
Féhigkeit der inneren Krafte, Arbeit zu leisten, zugenommen hat. At ist
also die gesamte potentielle Energie der Inneren Krafte

® Ai= JTt.

15 EngcRer (Zeitschr. d. Architekten- u. Ingenieur-Vereins zu Hannover,
Bd. 35 (1889), Heft 8, S. 733 ff.) und Domke (a. a. O., FuBnote 5) bezeichnen
die GroBen (7) und (10) ohne einschrankende Bemerkungen als .virtuelle
Arbeiten“. Diese Bezeichnungsweise kann nicht aufrechterhalten werden.
Denn seit Lagrange ist der Begriff der virtuellen Arbeit Im Sinne der
Gl. (9 u. (12) festgelegt. Nur fir ein besonderes System virtueller
Verrlickungen, von dem noch die Rede sein wird, nehmen (9) und (12)
formal die gleiche Gestalt an wie (7) und (10).
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Ebenso ergibt sich nach 1. (7):

Die Minuszeichen besagen, daf eine Zunahme von Aca (entsprechend
bereits geleisteter Arbeit der &uBeren Krafte Pn) bedeutet, daR die
Fahigkeit der auBeren Kréfte, weitere Arbeit zu leisten, abgenommen hat.
Also ist — Aea die potentielle Energie der &uBeren Krafte:

® -A . =N,

Aus s, und (5) folgt fir die potentielle Energie des Gesamtsystems

(6) n = ITj+ Ita— At Aea,
und GIl. 1 .(1s) kann nunmehr geschrieben werden
@ s, 1=0.

Das Verschwinden der ersten Variation eines Ausdruckes bedeutet,
dal dieser Ausdruck zum Extremum wird. In diesem Falle 148t sich
zeigen, daf es sich um ein Minimum handelt. Wir kénnen also das
Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir den vollkommen elastischen
Korper In der folgenden Form aussprechen: Der in der Gleich-
gewichtslage eintretende Verformungszustand ist derjenige
Zustand, bei dem die potentielle Energie des elastischen Ge-
samtsystems ein Minimum wird.

Auch diese Formulierung ist nichts anderes als eine Deutung einer
rein mathematischen Operation. Diese Formulierung hat den Vorzug der
Kirze und Einprdgsamkeit. Sie hat den weiteren Vorzug, daf sie die
Erscheinungen des elastischen Gleichgewichts einem allgemeinen, durch
die Erfahrung immer von neuem bestétigten physikalischen Axiom unter-
ordnet, dem Axiom vom Minimum der potentiellen Energie. Bel dieser
Deutung — nicht bei dem rechnerischen Ansatz! — ergibt sich jedoch
in unserem Fall eine Schwierigkeit, die schon viel Verwirrung an-
gerichtet hat.

Spricht man von einem Minimum der potentiellen Energie, so be-
deutet das: In dem gesuchten Gleichgewichtszustand ist die potentielle
Energie des Gesamtsystems kleiner als in jedem anderen (benachbarten)
Verschiebungszustand. Betrachten wir ein um seine Gleichgewichtslage
schwingendes Pendel oder irgendein anderes schwingendes System, so
nimmt es wahrend der Schwingungen die Vergleichszustande, in denen
die potentielle Energie groRer als in der Gleichgewichtslage ist, tat-
sachlich an. Die Vergleichszustdnde sind also ihrerseits physikalisch
mogliche Zustande. In unserem Fall haben wir Schwingungsvorgange
ausdriicklich ausgeschlossen, um in dem Energieansatz keine von der
Zeit abhangigen Beschleunigungsglieder zu erhalten. Die Belastung sollte
ja so allmahlich erfolgen, daB die Beschleunigungskomponenten vernach-
lassigt werden durften. Dann ist jeder Durchgangszustand bis zur vollen
Belastung selbst ein Gleichgewichtszustand, namlich derjenige, der dem
jeweils erreichten Grad der Belastung entspricht. Da bei gegebenem
Material (d.h. gegebenem Elastizitatsgesetz) und gegebener BelastungPn
nur ein einziger Verschiebungszustand, eben der gesuchte Gleichgewichts-

zustand pn moglich ist, sind unsere Vergleichszustande
unter den Bedingungen des Systems physikalisch nicht
moglich. Um (berhaupt von Vergleichszustdndcn sprechen zu kénnen,

missen wir fir diese irgendeine der geometrisch und physikalisch ge-
gebenen Bedingungen des Problems aufheben. In unserem Fall haben
wir diese Entscheidung bereits getroffen: Wir suchen unter allen
mit den geometrischen Bedingungen des Systems vertrag-
lichen Verschiebungszustanden den einzigen, der bei dem
geltenden Elastizltdtsgesetz dem Gleichgewicht zwischen
inneren und auBeren Kraften entspricht. Wir heben also fir die
Vergleichszustdande die Bedingung des Gleichgewichts aufl und
charakterisieren sie dadurch in der Tat als physikalisch nicht mdgliche
Zusténde.

Mathematisch macht dies nicht die geringsten Schwierigkeiten. Wir
haben einfach in GI. 1. (5) fiir die 8 ¢, 8y, 8p irgendwelche, in den erwahnten
Grenzen willkurliche GroBen einzusetzen. Fiur die Deutung im Sinne
der GI. 2. (7) bzw. 1.(13) aber entsteht die Schwierigkeit, daf wir den
Begriff der potentiellen Energie, also der Fahigkeit, Arbeit zu leisten,
fir einen physikalisch gar nicht moglichen Zustand unseres Systems
definieren missen. Diese Definition kann demgemaR keine physikalische
sein. Sie ist eine mathematische, und zwar eine willkirliche mit der

1B Kammdiler irrt, wenn er a. a. O. (Fulnote 13), S. 272, letzter Ab-
satz, sagt, dal bei dem Ansatz dx Stx .sich 8ex nicht mit dem korper-

lichen Zusammenhang vereinbaren laRt“. Genau das Gegenteil ist der
Fall! Wir fordern von den 8ex, ..., dal sie mit dem kdorperlichen Zu-
sammenhang vereinbar seien. Dann aber kénnen diejenigen Spannungen,
die dem variierten Verformungszustand ex + 8ex, ..., yz+ Sy., pn-f Sp

nach dem geltenden Elastizitatsgesetz entsprechen, nicht mehr mit den
duBeren Kraften im Gleichgewicht sein.
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einzigen Einschrankung, daB sie bei der Feststellung des Minimums auf
die mathematischen Operationen der Gl. 1. (5), (13) bzw. 2. (7) fihren muB.
Im vorliegenden Fall ist die Entscheidung nahegelegt: Wir definieren die
potentielle Energie formal nach Gl. (6), Indem wir fir die Vergleichs-
zustédnde setzen
*+ &% y+«f7
8) Ai==fdV/K -dx+ Oyd*y + o.d‘z-rrvdyXx + rydyy + rzdyz)

A'ea=~n Pn{Pn + aP,ij-

Da wir Reversibilitat des Verformungsvorganges vorausgesetzt haben,
kann der Integrationsweg stets iber den Gleichgewichtszustand ex yz
gefliihrt werden. Da das Elastizitatsgesetz, das die d, r als Funktionen
der e, y bestimmt, auch fir die Vergleichszusiande als glltig voraus-
gesetzt wurde, ist diese Definition mithin eindeutig und fihrt, in GI. 1. (13)
eingesetzt, in der Ndhe des Gleichgewichtszustandes wieder zu Gl. 1.(5)
zuriick. Der Unterschied besteht darin, daR nach unserer Definition die
. . ., r2 bei den Vergleichszustanden nicht mehr die dem Gleich-
gewichtszustand sx yz entsprechenden GroRen sind, sondern die
nach dem Elastizilatsgesetz den Verschiebungen tx + 8ex, .. yz + 8yz
entsprechenden Grofen. Dieser Unterschied aber ist von der zweiten
GroRenordnung klein, wéhrend Gl. 1. (5) nur eine Beziehung zwischen den
von erster Ordnung klein werdenden GroBRen darstellt.

Wahlt man die willkirlichen Verschiebungen so, daB die Angriffs-
punkte der duferen Kréfte nicht verschoben werden, 8pn= 0 fir alle n,
so erhdlt man aus 1.(5) statt 2.(7) die Gleichung 8y At= 0, also statt
eines Satzes vom Minimum der potentiellen Energie einen Satz vom
Minimum der Forménderungsarbeit.

3. Das zweite Variationsprinzip.

Unter der einschrénkenden Voraussetzung, daf die im Gleichgewichts-
zustand tatsachlich eintretenden Verschiebungen e, y, p unendlich Kklein
sind, kann man sie selbst als virtuelles Verschiebungssystem In GI. 1.(5)
einfiihren, da sie den Ubrigen fir die Se, Sy, Sp notwendigen Voraus-
setzungen (Kompatibilitdt und Erfillung der Stitzbedingungen) sicher
genigen. Dann wird 1.(5) unter Beriicksichtigung von 1. (10) und 2.(7)

fdv {OX *x +
@D A -Aea=o0

Diese Gleichungl?) gilt nur im Falle des Gleichgewichts, da Gl. 1 (5),
aus der sie gewonnen wurde, die Gleichgewichtsbedingung mathematisch
formulierte. Andererseits gilt 1. (5) auch fir ein beliebiges anderes,
benachbartes System von &uferen Kréften Pn -f 8 Pnund das ihm ent-
sprechende Gleichgewichtssystem von Spannungen S < rz+ 8rz\
f dVVOX+ Sojjsex + (ity + 8dy)8e + {dz -f-8dz)8ez + (Tj. + 8rV) 8yx
(P, -f 8P,,)8pn= 0.

oy sy + ®Z € + rryx + ryyy + rzyz)— I'nP, /), = o

+ (ry + 8Ty)8yy + (r, + 81z)8yz] —

Fir die 8e, Sy, Sp kénnen wir darin ein beliebiges kompatibles Ver-
schiebungssystem einsetzen, also insbesondere das zu den Spannungen
und Kréften dx rz, Pn gehorige System ex, . . ., yz, pn, sofern wir
diese GroRen als unendlich klein voraussetzen:

/i1vf[ox + Sox)ex -f[dy + 8dy) + (dz + 8dz)ez + (rv+ 8rAyx
+ (*>+ 8ry)yy + (rz + 8wu)y.] — -i, [Pn + &P,)pn= 0.
Subtrahiert man von dieser Gleichung die GI. (1), so folgt
(2 j'dV. rSax + ey 8dy + ez8dz + yx8rx + Yy 8ry + yz8rz)
--,, PnaPn==°-

Damit haben wir das zweite Variationsprinzip der Elastizitatstheorie

gewonnen, bei dem nicht die Verschiebungen, sondern die Kréfte

(Spannungen) variiert werden. Man kdnnte es daher als Prinzip der
virtuellen Krafte dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen gegen-

Ubersteiien. In dieser Gleichung sind die Sd, St, SP unendlich
kleine, stetig von den Ortskoordinaten abhéangige, unter-
einander im Gleichgewicht befindliche, im ubrigen aber

vollig willkdrlich wahlbare Spannungen und Krafte.

Das zweite Variationsprinzip Ist in der Form der GIl. (2) bei be-
liebigem Elastizitatsgesetz gultig, und zwar auch dann, wenn das Koérper-
material nicht vollkommen elastisch ist. Dagegen ist es im allgemeinen
bei endlich groRBen Deformationen nicht giltig, da wir die un-
endliche Kleinheit der er z, pn bei seiner Ableitung voraussetzen
mufRten.

Ij Dies ist das obenerwahnte, besondere System virtueller Ver-
schiebungen, bei dem die virtuellen Arbeiten formal gleich den Endwert-
arbeiten werden, und das EngeBer und Domke a. a. O. (FuBnote 15) zu
der mit der klassischen Definition Lagrariges allgemein nicht zu ver-
einbarenden Verwendung des Begriffs der virtuellen Arbeit flhrte.
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Wir sehen hier bereits einen entscheidenden Unterschied des zweiten
Prinzips gegeniiber dem ersten, der zeigt, daB beide trotz der formalen
Ahnlichkeit der Gl. 3. (2) und 1.(5) wesentlich verschieden sind.

In dem Sonderfall vollkommener Elastizitat ist die in GI. (2) In der
Klammer stehende GroBe ein vollstandiges Dilferential. Wir fihren in
diesem Fall eine neue GroBe B,- durch folgende Definition ein:

d B(=JdVj(ivddx + eydtly + zd ¢
+yxdTx +yy dry + yz dTzj.

Bi hat die Dimension einer Arbeit und wird nach EngefBer als
Ergdnzungsarbeit der inneren Krafte bezeichnetld. Entsprechend
definieren wir die Ergédnzungsarbeit der duBeren Kréafte durch

(4) Ba inJEndPn.
U
Durch partielle Integration gewinnt man aus 1.(6), 1.(10) und 3.(3)
sowie aus 1.(8), 1.(7) und 3.(4) ganz allgemein, auch fir endliche
Deformationen
) Ai=Acei-B i

(6) Aa= Aea Ba.

Nach 1. (11) und 3. (1) ergibt sich daraus Bi= B a. Jedoch gilt diese
Gleichung nur dann, wenn 3. (1) gilt, d. h. sie gilt imallgemeinen nur
fir unendlich kleine Deformationen18. Fihrt man (3) in (2) ein, so erhalt
man fir den Fall vollkommener Elastizitat und bei beliebigem Elastizitats-
gesetz das zweite Variationsprinzip in der Gestalt

@ Sk (Bi- Aca)— °-

Dabei bedeutet der Index k, daB jede der GroRen In der Klammer
nach den in ihr auftretenden Kraften bzw. Spannungen zu variieren ist,
also die Erganzungsarbeit nach den a, r, die Endwertarbeit nach den
duBeren Kraften Pn. GIl. (7) entspricht formal GI. 1. (13). Dennoch st
die Bedeutung der beiden Gleichungen, wie aus ihrer Herleitung folgt,
eine ganzverschiedene. 1 (13) war die Bedingung dafir, daf die
GroBRe (At— Aea” ein Minimum wurde. 3. (7) dagegen ist die Bedingung
dafir, daB die GroRe (B,-—Aea) ein Maximum wird. Am einfachsten
iberzeugt man sich davon, wenn man 3.(2) unmittelbar durch die voll-
standige Variation der GroRen Acl und Aca aus 1. (5) ableitet. Die
vollstandigen Variationen von Aei und Aea heben sich dann nach 3. (1)
heraus, wenn man die Bedingung stellt, daf nur Gleichgewichtssysteme
von Kréften betrachtet werden sollen. Denn dann ist(i4ei— Aea\ bestandig
gleich Null, und folglich verschwindet auch die Variation dieses Ausdrucks.
Man erhélt als Ergebnis, dal (—B,- + Aeaj, nach den Kraften (Spannungen)
variiert, ein Minimum werden muR, also (R;— Aea\ ein Maximum.

Ferner ist der Ausdruck [Bi — Aea) keineswegs gleich der potentiellen
Energie des Gesamtsystems. Das zweite Variationsprinzip IaRt
sich also nicht wie das erste einem allgemeinen, von der
Erfahrung bestatigten Naturgesetz unterordnen. Es ist eben
nichts als eine mathematische Umformung des ersten Prinzips, die
obendrein nur unter stark einschrdnkenden Bedingungen, n&mlich unter
der Voraussetzung unendlich kleiner Verformungen des Kérpers gultig
ist. Es ist vor allem ganz unsinnig, bei dem zweiten Prinzip, das in
der Praxis viel haufiger angewendet wird als das erste, von einem
»Minimum der potentiellen Energie*“ zu sprechen, da einmal der zu
variierende Ausdruck nicht die potentielle Energie ist, und zweitens nicht
sein Minimum, sondern sein Maximum gesucht wird.

Man sieht also, daB und warum trotz der formalen Analogie zwischen
Gl. 3. 2) u. 1 (5 bzw. zwischen 3. (7) u. 1. (13) durchaus keine Analogie
zwischen dem Giltigkeitsbereich und der Deutung dieser Gleichungen
besteht1®. Das drickt sich insbesondere darin aus, daB das zweite
Prinzip keinen Ubergang zu Gl. 2. (7) oder einer ihr analogen Gleichung
von physikalischer Deutbarkeit gestattet. Das driickt sich weiter darin aus,
daB man das zweite Prinzip nicht in einer dem Abschnitt 1 entsprechenden
Weise unmittelbar aus physikalischen Grundgesetzen ableiten kann. Es
ist eine Rechenregel ohne physikalische Deutbarkeit.

Daran andert sich auch nichts durch die Tatsache, daB in dem in der
Praxis am h&ufigsten vorkommenden Fall, bei Giltigkeit des Hookeschen

Gesetzes, Bi— A— m <Aei wird. Man macht dann zwar rechnerisch

keinen Fehler, wenn man in 3. (7) die Formédnderungsarbeit an die Stelle

Is) Engefer, a. a. 0. (FuBnote 13), S. 743, unterscheidet noch nicht
zwischen der Ergdnzungsarbeit der inneren und der der auferen Krafte,
da er seine Betrachtungen auf unendlich kleine Verformungen beschrénkt
und in diesem Fall jene beiden GroBen einander gleich werden. —
Vgl. auch Domke, a.a.O. (Fufnote 5), S. 177.

19 Kammiller, a a O. (FuBnote 13), S. 271, Entgegnung, Ziffer 4.
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der Ergénzungsarbeit setzt und dadurch die Analogie zu GI. 1 (13) voll-
standig macht. Aber man verfalscht den Sinn dieser Gleichung, wenn
man den so gewonnenen Ausdruck als ,potentielle Energie* bezeichnet.
Vor allem ist es einfach falsch, wenn man behauptet, daB man dann
mit Gl. (7) das Minimum dieser ,potentiellen Energie” suche. Denn (7)
bestimmt unter allen Umstanden, ob nun das Hookesche Gesetz gilt
oder nicht, das Maximum des in der Klammer stehenden Ausdrucks.
DaB auch diese Verwechslung rechnerisch zu keinem Fehler fihrt, liegt
lediglich daran, daB die notwendige Bedingung fir das Eintreten eines
Maximums mathematisch die gleiche ist wie die fir das Eintreten eines
Minimums, namlich das Verschwinden der ersten Variation. Beide Félle
unterscheiden sich nur durch die fir ihr Eintreten hinreichenden Be-
dingungen, namlich das Vorzeichen der zweiten Variation. Und das
pflegt der praktische Rechner wohl niemals zu prifen, mit Recht, da diese
Frage im allgemeinen praktisch keine entscheidende Bedeutung hat.

Ich méchte aber auch an dieser Stelle (wie schon a. a. 0.)2) betonen,
dal es mir padagogisch bedenklich und mit den Grundsatzen einer
Wissenschaft auf die Dauer nicht vereinbar erscheint, S&tze, deren
Voraussetzungen und deren Grenzen man genau kennt, in einer Form
auszusprechen, die zwar in ihrem heute wichtigsten Geltungsbereich
richtige Ergebnisse liefert, in einem anderen Teil ihres Geltungsbereiches
aber zu falschen Ergebnissen fihrt und in jedem Fall den wirklichen
Inhalt des betreffenden Satzes nicht wiedergibt.

Es bleibt noch zu untersuchen, welcher Art die Vergleichszustandc
sind, unter denen GI. (7) den einzigen wirklich cintretenden Zustand aus-
sondert. Auch in diesem Fall sind die Vergleichszustdnde aus den in
Abschnitt 2 angefiihrten Griinden unter den Bedingungen des Systems
physikalisch nicht mdglich. Entsprechend GI. 2. (8) definieren wir die
Erganzungsarbeit und die Endwertarbeit fir die Vergleichszustdande durch

| 6 -fdo, t §-fit

IB:= fdvf ddx + y ddy 4-
(8K

H]-\ea -n (Pn + *Pn)Pn-

Damit setzen wir das Elastizitatsgesetz, das die e, y als Funktionen
der d, r bestimmt, auch fir die Vergleichszustande als glltig voraus.
Ferner hatten wir bei der Ableitung des zweiten Variationsprinzips vor-
ausgesetzt, dall auch die variierten Spannungen und &uBeren Krafte unter-
einander im Gleichgewicht seien. Wir missen also notwendig lir die
Vergleichszustande die Bedingung der Kompatibilitat, der Vertraglichkeit
mit den geometrischen Bedingungen des Systems, aufheben. D. h. wir
missen an einer oder mehreren Stellen, langs einer oder mehrerer Flachen
den Kdorperzusammenhang gel6st oder die Stiitzbedingungen aufgehoben
denken. Das Ergebnis ist also:

Bei der Anwendung des zweiten Variationsprinzips suchen
wir unter allen Gleichgewichtssystemen von Kraften und
Spannungen das einzige, dem nach dem geltenden Elastizitdts-
gesetz ein kompatibler, d.h. mit dem Ko&rperzusammenhang
und den Stutzbedingungen vertrédglicher Verschiebungs-
zustand entspricht.

Das zweite Variationsprinzip hat zwar einen engeren Geltungsbereich
als das erste, In seinem Geltungsbereich aber ist es diesem im all-
gemeinen (berlegen. Denn die beim zweiten Prinzip geforderte Be-
dingung des Gleichgewichts der Krafte ist bei verwickelten Systemen im
allgemeinen leichter mathematisch zu formulieren als die beim ersten
Prinzip geforderte Bedingung der Kompatibilitdt der Verschiebungen.
Ein besonders wichtiges Anwendungsgebiet des zweiten Prinzips ist die
Berechnung statisch unbestimmter Groen. Man kann sie entweder durch
unmittelbare Anwendung des zweiten Prinzips in der Form der Gi. 3. (2) oder
3.(7) berechnen oder mit Hilfe des Satzes von Castigliano, der sich
aufs einfachste aus dem zweiten Prinzip ableiten 1&Rt.

Der Verformungszustand ist von den duferen Kraften abhdngig, zu
denen wir, wie bemerkt, auch die Stitzkrafte zéhlen. Man kann also
die Erganzungsarbeit der inneren Krafte Bi als Funktion der &uBeren
Krafte darstellen: Bi= R /(P/). Durch Variation dieser Funktion nach
den Kréften erhdlt man

dd, +yxdrxt yydry + yzd

OB/
© SkBr g, in
Andererseits folgt aus 3. (2) mit 3. (3)
00) hZi-ZnPn-tPn
Setzt man (10) in (9) ein, so folgt
6R,-
du tp: -Pn’

2 Schleusner, a.a.0. (FuBnote 12), S. 254.

Desgl. a.a. O. (FuB-
note 13), S. 271.



190 Schleusner,

Wir wahlen nunmehr die Variationen der Kréfte so, daR die gegebenen
&uBeren Lasten nicht variiert werden. Fir diese GroRen wird also in (9)
und (10) SPn— 0. Dagegen denken wir uns an den Angriffspunkten
oder -flachen statisch unbestimmter Kréafte den Ko&rperzusammenhang
gelést und die statisch Unbestimmten (die wir in Giblicherweise durch Xn
bezeichnen) an diesen Punkten oder Flachen als dufere Krafte wirkend.
Dann geht Gi. (11) Uber in

wenn xn den Verschiebungsweg der Kraft Xn in der Kraftrichtung be-
deutet. Dabei ist gema den Voraussetzungen des zweiten Prinzips die
funktionale Abhéngigkeit der Erganzungsarbeit B, von den statisch Un-
bestimmten Xn folgendermafen zu verstehen: Ist der Kdrperzusammen-
hang in der oben beschriebenen Weise geldst, so wahlt man fir dte Xn
ein willkirliches System von Kréften, das mit den gegebenen &uBeren
Kraften Pn im Gleichgewicht ist. Zu diesem erweiterten System von
auBeren Kraften Pn, Xn bestimmt man das zugehérige Gleichgewichts-
system von Spannungen dx, ..., rz. Sodann ist Bt gemaR dem gelten-
den Elastizitatsgesetz durch GI. 3. (3) eindeutig als Funktion der Xn be-
stimmt und damit auch der Sinn der GI. (12) eindeutig festgelegt. Die
Bedingung fir die Kompatibilitat ist, daf alle an dem Ké&rper angebrachten
Schnitte sich schlieBen, daf also alle Verschiebungswege x n verschwinden.
Dann wird (12) .
OB;

(13) oA, 0 (n=

Das Gleichungssystem (13) kann man wieder als Bedingung fir das
Eintreten eines Extremums deuten, und zwar kann man zeigen, dal es
sich um ein Minimum handelt. Man kann also den Inhalt der GI. (13),
den Satz von Castigllano, so aussprechen:

Die statisch unbestimmten GréfRen nehmen tatsdchlich
diejenigen Werte an, die die Ergdnzungsarbeit der inneren
Kréafte zu einem Minimum machen.

Dabei ist Bi in dem oben beschriebenen Sinn als Funktion der Xn
aufzufassen. Der Satz von Castigllano gilt In dieser Form wie das
Variationsprinzip, aus dem er abgeleitet wurde, nur fiir unendlich kleine
Verformungen und nur unter der Voraussetzung vollkommener Elastizitat
des Korpcrmaterials, aber bei beliebigem Elastizitatsgesetz.

4. Eine dritte Form des Variationsprinzips: Die Arbeitsgleichung.

Wir hatten darauf hingewiesen, daR das Prinzip der virtuellen Ver-
rickungen In seiner urspringlichen, in den Abschnitten 1 und 2 be-
handelten Gestalt — Variation nach den Verschiebungen — nicht nur bei
beliebigem Elastlzitidtsgesetz, sondern auch bei endlich grofen Ver-
formungen fv, .. ., yz, pn gilt. In der praktischen Statik sind nun haufig
— aber durchaus nicht immer — die folgenden Voraussetzungen wenig-
stens naherungsweise erflllt:

1. Die VerschiebungsgréBen ey, ..., yz, pn sind als verschwindend
klein im Verhéltnis zu den Kdérperabmessungen anzusehen.
2. Die Dehnungen und Gleitungen n, y sind den Spannungen d, r
proportional (Hookesches Elastizitatsgesetz).
Sind diese beiden Voraussetzungen erfillt, dann gilt nicht notwendig,
aber in der Mehrzahl der praktisch vorkommenden Falle:

3. Auch die Verschiebungswege pn der auBeren Kréafte Pn sind der
GroRe dieser Krafte proportional.

DaB die dritte Voraussetzung nicht notwendig aus den beiden ersten
folgt, kann man leicht durch Beispiele belegen. Sie gilt z. B. nicht fir
den an den Enden gelenkig fest gelagerten, geraden Stab mit Mittel-
gelenk, der im Mittelgelenk quer zur Stabachse belastet ist. Sie gilt
auch nicht fir den axial gedriickten geraden Stab nach Uberschreiten der
Knickgrenze?2l).

Sind alle drei Voraussetzungen gleichzeitig erfillt, dann (und im
allgemeinen nur dann) darf man fir die Sn, Sy, Sp in 1 (5) formal
endliche Grofen einsetzen, indem man sich einen gemeinsamen, unendlich
kleinen Proportionalitatsfaktor aus den Gleichungen herausgehoben denkt.

2) Vielleicht hat diese Tatsache Pdschl zudem eigenartigen Schluf3

gefiihrt, daB man fur Knickprobleme einer besonderen Form des Variations-
prinzips bedirfe (vgl. FuBnote 8). Fir Knickprobleme gilt freilich nicht
die besondere, viel gebrauchte Form der Variationsanséatze, die wir ab-
zuleiten Im Begriff sind, wohl aber die allgemein giiltige erste Form des
Prinzips [1 (5) bzw. 1. (13) oder 2. (7)], aus der alle anderen Formen
erst durch einschrankende Sonderannahmen abgeleitet sind. Beschrankt
man sich auf unendlich kleine Durchbiegungen, so gilt fir Knickprobleme
auch noch das zweite Variationsprinzip [3. (2) bzw. 3. (7)].
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Ersetzt man in diesem Sinne in 1 (5) die Bezeichnungen Sn, Sy, Sp durch
die Bezeichnungen n, y, p, so erhalt man die Gleichung

@) jdV [dx tx + dy ry + dzrz+ rAyx + ry yy + r,yzj

— 2nPnPn=°

Das ist formal dieselbe Gleichung wie 3. (1). Aber die Bedeutung
der GroRen ist in beiden Gleichungen wesentlich verschieden. Die d, r, P
bedeuten In beiden Gleichungen die im Gleichgewichtszustand tatsachlich
vorhandenen Spannungen und Krafte. Die e, y, p aber bedeuten in 3.(1)
die nach dem geltenden Elastizitatsgesetz den d, r, P entsprechenden,
also die wirklich eintretenden Verschiebungsgréfen, in (1) dagegen ein
willkirliches, kompatibles System von Verschiebungen, das zu den wirk-
lichen Spannungen und Kraften dv, ..., tz, Pn in keiner Beziehung zu
stehen braucht.

Ist die erste der drei obenerwédhnten Bedingungen erfillt, so ist
auch das zweite Variationsprinzip anwendbar. Sind auBerdem auch die
beiden anderen Bedingungen erfillt, so kann man in 3. (2) fir die
Sd, St, SP formal endliche GréBen einsetzen, indem man sich einen
gemeinsamen, unendlich kleinen Proportionalitatsfaktor aus der Gleichung
herausgehoben denkt. Ersetzt man demgemaR in 3. (2) die Bezeich-
nungen Sd, St, SP durch die Bezeichnungen d, r, P, so nimmt diese
Gleichung formal dieselbe Gestalt wie 4. (1) an. Aber die Bedeutung
dieser GroBen ist in diesem Falle wiederum eine ganz andere als vorher.
Denn jetzt bedeuten die n vy, p die im Gleichgewichtszustand wirklich
eintretenden Verschiebungsgréfen, die d, r, P dagegen ein beliebiges
Gleichgewichtssystem von Spannungen und Kiaften, das zi den wirklich
eintretenden Verschiebungene ,... ,yz,pn in keiner Beziehung zu stehen
braucht.

Diese dritte Form des Prinzips der virtuellen Verriickungen ist die
in der praktischen Statik am haufigsten angewendete Form2). Miller-
Breslau hat fir sie die Bezeichnung ,,Arbeitsgleichung* des unter-
suchten elastischen Systems eingefiihrt23. Diese dritte Form ist, wie
seineAbleitung zeigt, kein selbstandiges Variationsprinzip, sondern
je nachdem, ob man die wirklichen Spannungen und Kréafte mit gedachten
Verschiebungen verbindet, oder ob man die wirklichen Verschiebungen
mit gedachten Spannungen und Kréften verbindet, eine modifizierte
Form des ersten oder des zweiten Variationsprinzips mit
stark eingeschanktem Geltungsbereich (unendlich kleine Verformungen,
Hookesches Gesetz, Proportionalitdt zwischen Kraft und Verschiebung
auch bei den auBeren Kraften). Man kann den Inhalt der GI. (1) in seiner
doppelten Bedeutung so aussprechen:

Wir suchen entweder wunter allen kompatiblen Ver-
schiebungssystem en das einzige, das nach dem Hookeschen
Gesetz dem im Gleichgewichtszustand wirklich vorhandenen
System von Spannungen und Kréaften entspricht; oder wir
suchen unter allen Gleichgewichtssystemen von Kraften und
Spannungen das einzige, das nach dem Hookeschen Gesetz
dem im Gleichgewichtszustand wirklich eintretenden System
von Verschiebungen entspricht.

Die Nutzlichkeit dieser einfachen Zusammenfassung der beiden
Variationsprinzipien in ein wenig modifizierter Form unter eine einzige
Gleichung steht aufer Frage. Aber man darf nicht vergessen, daR ihr
Anwendungsbereich gegeniiber dem Geltungsbereich der beiden Variations-
prinzipien erheblich beschrankt ist, und daf die Zusammenfassung
eine rein formale ist. In dieser Form ist das Prinzip einer einheit-
lichen, anschaulichen Deutung uberhaupt nicht fahig. Es sagt inhaltlich
ganz verschiedene Dinge aus, je nachdem man es im Sinne des ersten
Prinzips (wirkliche Spannungen und Krafte, gedachte Verschiebungen)
oder im Sinne des zweiten Prinzips (wirkliche Verschiebungen, gedachte
Spannungen und Krafte) anwendet.

Praktisch verwertbar ist die Arbeitsgleichung nur dann, wenn es
sich um die Bestimmung einer endlichen Anzahl unbekannter GroRen
(etwa der Verschiebungen einzelner Punkte oder der GroéRe einzelner
statisch unbestimmter Auflagerkrafte und Einspannmomente) handelt.
Sobald es sich um die Bestimmung unbekannter Funktionen
(etwa von Biegelinien oder von Verformungen zwei- oder dreidimensionaler
Gebilde) handelt, oder sobald eine der obengenannten Voraussetzungen
nicht mehr zutrifft, wird die Arbeltsglelchung praktisch unverwertbar.
Man mufl dann auf die Variationsanséatze 3. (7) bzw. 1.(13) zuriickgreifen.

5. Der Begriff der virtuellen Arbeit und seine Beziehung zu den
Variationsprinzipien der Elastizitatstheorie.

Es ist der Vorschlag gemacht worden, die beiden Variationsprinzipien,
das Prinzip der virtuellen Verriickungen und das Prinzip der virtuellen
Krafte, unter dem Oberbegriff eines ,Prinzips der virtuellen Arbeiten*

2) Von dieser Form des Prinzips geht auch Kammdlier aus. A. a. O.
(FuBnote 11), S. 363, Gl. (2)

2 Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre
und der Statik der Baukonstruktionen, S. 23, GI. (6). Leipzig 1904.
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zusammenzufassen2l). Ich habe bereits a. a. 0.%) bemerkt, dal mir
dieser Vorschlag nicht glicklich erscheint und will das hier etwas aus-
fahrlicher begrinden.

Offenbar ist dieser Vorschlag durch die dritte Form des Prinzips,
die Arbeitsgleichung 4. (1), angeregt worden, in der die grundsatzliche
Verschiedenheit der beiden Variationsprinzipien formal verwischt erscheint.
Um jeden Irrtum zu vermeiden, werden wir also auch bei der Betrachtung
der Prinzipien in der Gestalt der Arbeitsgleichung stets auf die explizite
Form des ersten bzw. des zweiten Variationsprinzips zuriickgreifen
missen, je nachdem, in welchem Sinne die Arbeitsgleichung jeweils
angewendet wird.

Der erste Einwand gegen den erwahnten Vorschlag griindet sich
auf die verschiedenen Geltungsbereiche der beiden Prinzipien und der
Arbeitsgleichung. Das erste Prinzip gilt allgemein. Das zweite gilt nur
fir unendlich kleine Verformungen, d. h. nur fiir einen Teil des Geltungs-
bereichs des ersten Prinzips. Die beiden Prinzipien sind also nicht
einander gleichgeordnet, sondern das zweite ist dem ersten untergeordnet,
es ist nur eine an besondere Voraussetzungen gekniipfte Folgerung aus
dem ersten Prinzip. Die Arbeitsgleichung endlich gilt nur fir einen Teil
des Geltungsbereichs des zweiten Prinzips, ist also beiden Prinzipien
untergeordnet. Es ist daher unmdglich, auf dem Geltungsbereich der
Arbeitsgleichung einen neuen, beide Prinzipien umfassenden theoretischen
Oberbegriff aufzubauen, da dieser keines der beiden Prinzipien voll um-
schlieBen wirde. Dem Bedirfnis der Praxis aber nach einer mdglichst
einfachen Zusammenfassung der beiden Prinzipien in einer Form, die
fir die groBe Mehrzahl der Félle des tdglichen Bedarfs ausreicht, durfte
Gl. 4. (1) mit dem ihr von Miller-Breslau verliechenen schlichten
Namen .Arbeitsgleichung* vollauf geniigen.

Richtete sich der erste Einwand gegen die Grundlage des vor-
geschlagenen neuen Oberbegriffs, so richtet sich der zweite gegen seine
Bezeichnung. Unter virtueller Arbeit versteht man seit Lagrange die-
jenige Arbeit, die die im Gleichgewichtszustand tatsédchlich
vorhandenen Kréafte oder Spannungen eines Systems (in unserem
Fall also die GréRen dx, ..., rz, Pn\ bei einer gedachten Kkleinen

Verrlickung aus der Gleichgewichtslage
liegenden Problem also [vgl. 1. (9) u. 1 (12)] die GroRBen fdV(dx8ex + ...

+ rz8yz) und XnPn8pr. Wir haben in dieser Darstellung eine ganze

Reihe anderer GréRen kennengelernt, die ebenfalls die Dimension einer
Arbeit haben und ebenfalls gedachte GréRen, also gedachte Arbeiten sind

[fdVfa ,v+...), SnPnPn, jd.V{exSdx + ...),

fdvfadav+ ...)). Wollte man auch diese GroRen als ,virtuelle

Arbeiten* bezeichnen2), so kdnnte man nur eins erreichen: einen seit
150 Jahren eindeutig und klar umrlssenen Begriff zu verwischen und
dadurch Verwirrung anzurichten.

Die Gleichungen des ersten Prinzips, 1.(5) u. 1.(13), und ebenso die
Arbeitsgleichung 4. (1), wenn man sie im Sinne des ersten Prinzips
anwendet (wirkliche Spannungen und Krafte, gedachte Verschiebungen),
sind also Gleichungen zwischen virtuellen Arbeiten des untersuchten
Systems. Nicht aber die Gleichungen des zweiten Prinzips, 3.(2) u. 3.(7),
auch nicht die Atbeltsgleichung 4. (1), wenn man sie im Sinne des zweiten
Prinzips anwendet (wirkliche Verschiebungen, gedachte Spannungen und
Krafte)!

Die in der Gleichung des zweiten Prinzips [vgl. 3. (2)] auftretenden
Groken fdV[exSdx + ...) und Snpn8Pn haben zwar die Dimension

einer Arbeit und sind gedachte GroéRen. Aber sie sind nicht gedachte
Arbeiten der im Gleichgewichtszustand wirklich vorhandenen
Spannungen und Krafte.

Man kann natiirlich auch die GréRen des zweiten Prinzips als virtuelle
Arbeiten deuten, wenn man durchaus will. Da beim zweiten Prinzip die
tats&chlich eintretenden Verformungen ex, .. yz, pnals unendlich klein
vorausgesetzt werden mufiten, kann man sie — wie wir es bei der Ab-
leitung der Arbeitsgleichung taten — als besonderes virtuelles Ver-
schiebungssystem ansehen. Bei dieser Annahme sind auch die GroRen
fdV(ix8ax4-..)), pn8Pn virtuelle Arbeiten im klassischen Sinne
des Begriffs. Aber sie sind nicht virtuelle Arbeiten des im Gieich-

leisten wiirden (bei dem vor-

pn8Pn,

2) Kammdller, a a. O. (FuBnote 13), S. 271, Zuschrift, Absatz5:
»Statt vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen wiirde man viel richtiger
vom Prinzip der virtuellen Arbeiten sprechen, das dann auch vom
theoretischen Standpunkt aus sowohl die Variation nach den Form-
&dnderungen wie auch nach den Kréften umfaBt.“ — Vgl. auch a. a. O,
S. 272, Entgegnung, letzter Satz.

2D Schleusner, a. a O. (FuBnote 13), S. 271, Erwiderung,
Absatz

) Kammiller, a.a.0. (FuBnote 13), S. 272, letzter Satz.

letzter
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gewicht tatsdachlich vorhandenen Kréftesystems dx, ..., rz, Pn, sondern
eines vollstandig anderen Kriftesystems 8dx, ..., Srz, SPn. Dieses
Kréftesystem ist nicht nur von dem tatsachlich im Gleichgewicht vor-
handenen verschieden, es ist ihm nicht einmal benachbart. Denn auch
wenn wir die Verformungen SX, ..., yZ, pn unendlich klein voraussetzen,
kénnen — wie bekannt — die zugehdrigen Spannungen und Kréfte
dx , tz, Pn durchaus endliche Betrage haben. (Man braucht nur
beim einachsigen Spannungszustand an die dem Hookeschen Gesetz
entsprechende Beziehung d— e-E und an die erhebliche GroRe von E
bei den gebrauchlichen MalReinheiten zu denken.) Dagegen muflten die
Spannungen und Kréfte 8, ..., Srz, 8Pn als unendlich Kklein voraus-
gesetzt werden. Will man also schon die GréRen des zweiten Prinzips
als virtuelle Arbeiten deuten, dann sind sie jedenfalls nicht die virtuellen
Arbeiten der im Gleichgewichtszustand des untersuchten Systems wirklich
vorhandenen Krafte, sondern eines von diesen véllig, selbst gréBenordnungs-
mé&Rig verschiedenen Kraftesystems. Auch wenn man den Ubergang vom
zweiten Prinzip zur Arbeitsgleichung 4. (1) vollzieht, andert sich daran nichts.
Eigentlich mu man sich ja bei Anwendung der Arbeitsgleichung im Sinne
des zweiten Prinzips alle Spannungen und Krafte mit einem unendlich
kleinen, gemeinsamen Proportionalitatsfaktor multipliziert denken. Dann
bleiben die bisherigen Uberlegungen wortlich erhalten. Denkt man sich
aber den Proportionalitatsfaktor herausgehoben, so werden die — nun-
mehr formal endlich groBen — erdachten Spannungen und Kréafte im
allgemeinen ebenfalls dem tatsachlichen Kraftesystem keineswegs benach-
bart seinZi).

Will man also das zweite Prinzip als ,,Prinzip der virtuellen Arbeiten*
im klassischen Sinne deuten, so muRte man es nicht auf die im Gleich-
gewicht tatsachlich vorhandenen Krafte anwenden, sondern auf Irgendein
beliebiges, ihnen nicht einmal benachbartes Gleichgewichtssystem von
Kraften, die bei dieser Deutung den Charakter der Variation der ge-
gebenen tatsdchlichen Krafte verlieren.

Wahrend man also beim ersten Prinzip Gleichungen zwischen den
virtuellen Arbeiten des untersuchten Systems erhalt, ergeben sich bei
dem zweiten Prinzip Gleichungen zwischeu den virtuellen Arbeiten vir-
tueller Ersatzsysteme, die von dem wirklichen System grundsatzlich
verschieden und lediglich so ausgewahlt sind, daB die mathematischen
Operationen die gesuchten Ergebnisse fiir das wirkliche System liefern.

Es scheint mir keinen Gewinn an theoretischer Klarheit zu bedeuten,
auf solcher Grundlage — der einzigen, auf der man den Begriff der
virtuellen Arbeit fir die GrofRen des zweiten Prinzips aufrechterhalten
kénnte — einen neuen theoretischen Begriff aufzubauen.

Ubrigens geriete man bei dieser Deutung der Gl. 3. (2) auch in
Widerspruch mit der Deutung als Extremalbedingung. DaR bei Gl. 3. (2)
und daher auch bei der Arbeitsgleichung 4. (1), wenn man sie im Sinne
des zweiten Prinzips anwendet (wirkliche Verschiebungen, gedachte
Spannungen und Krafte), nicht mehr von einem Minimum der potentiellen
Energie die Rede sein kann, weil erstens ein Maximum und zweitens
nicht das der potentiellen Energie gesucht wird, wurde bereits erwéhnt.
Deutet man aber GI. 3. (2) als Gleichung zwischen virtuellen Arbeiten,
so hat sie weder mit einem Minimum noch mit einem Maximum, weder
der potentiellen Energie noch irgendeiner anderen GroRe mehr etwas zu
tun. Denn die Deutung der Gl. 3. (2) als Extremalbedingung Ist mathe-
matisch durch 3. (7) ausgedriickt. In dieser Gleichung aber sind R ¢ und Aea
nicht die Erganzungsarbeit bzw. Endwertarbeit des willkirlichen Krafte-
systems 8dx 8rz, SPn, sondern des im Gleichgewichtszustand
wirklich vorhandenen Kraftesystems dx rz, Pn bzw. der ihm un-
mittelbar benachbarten Kraftesysteme <v + 8dx, dz - 8dz, Pn + 8Pn.

Es gibt also nur drei Mdglichkeiten: Entweder man bezieht Gl. 3.(2)
und entsprechend Gl. 4. (1) bei Anwendung im Sinne des zweiten
Prinzips bei der einen Deutung auf das wirkliche, zu untersuchende
System, bei der anderen auf virtuelle Ersatzsysteme, die mit dem wirk-
lichen System nichts mehr zu tun haben. DaB dies zur Klarung der
theoretischen Begriffe beitragen sollte, kann ich mir nicht vorstellen. —
Oder man gibt die anschauliche und einpragsame Deutung als Extremal-
bedingung preis. Dazu mifte man wohl schwerer wiegende Griinde
haben als die Einfilhrung eines neuen theoretischen Begriffs, der auch dann
noch — gemalR dem ersten Einwand — unhaltbar erscheint. — Oder
endlich, man verzichtet auf die kinstliche und gesuchte Deutung der
GroRen des zweiten Prinzips als virtueller Arbeiten und damit auch auf
die Zusammenfassung beider Prinzipien unter der Bezeichnung eines
Prinzips der virtuellen Arbeiten. Das Ergebnis Ist also:

Z7) Hat man ein einfach statisch unbestimmtes System, so pflegt man
als virtuelles Kraftesystem das System Pl= o, P2=, ..., X= —1
und das mit diesen auBeren Kréften im Gleichgewicht stehende System
von Spannungen zu wéhlen. Es ist offensichtlich, daB dieses System dem
tatsdchlich im Gleichgewicht vorhandenen Kraftesystem P, = Pv
P2= P2, X = X keineswegs benachbart ist.
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Es gibt nur ein Prinzip, das alle Erscheinungen umfaBt: Das Prinzip
der virtuellen Verriickungen, im Falle vollkommener Elastizitat deutbar
als Bedingung fir das Minimum der potentiellen Energie. Aus ihm laRt
sich unter stark einschrankenden Voraussetzungen ein zweites Prinzip ab-

leiten: Das Prinzip der virtuellen Kréafte, im Falle vollkommener
Elastizitdt deutbar als Bedingung fir das Maximum des Ausdrucks
(B[ — Aea). Beide Prinzipien lassen sich unter nochmaliger erheblicher

Einschrankung des Geltungsbereichs formal in eine einzige Gleichung
zusammenfassen, die Arbcitsgleichung, die einer einheitlichen Deutung
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ist, sondern je nach ihrer Anwendung im Sinne des ersten
oder des zweiten Prinzips verschieden zu deuten ist. Fir die praktische
Anwendung ist die Arbeitsgleichung heute noch die wichtigste
Gleichung von allen.  Wer aber der theoretischen Klarung der
Variationsprinzipien dienen will, kann sich als Grundlage kein un-
geeigneteres Objekt als die Arbeitsgleichung aussuchen. Er muf stets
auf die Grundform der beiden Prinzipien und letzten Endes immer auf
das grundlegende erste Prinzip, das Prinzip der virtuellen Verriickungen,
zuriickgreifen.

nicht fahig

Zuschriften an die Schriftleitung

zum Aufsatz: Uber Forschungsarbeiten zur Entwicklung von Schweil-
elektroden, insbesondere fiir den Stahlbau, von Sr.”ng. Zeyen,
Stahlbau 1938, S. 41 u. 59.

l.

In dem obengenannten Aufsatz berichtet Herr 3)r.=3ng. Zeyen lber Ent-
wicklungsarbeiten der Firma Krupp und kommt hierbei auf die Baustellen-
arbeiten an der Strelasundbriicke im Zuge des Riigendammes (zehn Offnungen
von je 54 m Stltzweite) zu sprechen, von der finf Offnungen durch die
Firma Krupp, die anderen finf durch die Briickenbauanstalt D&rnen er-
stellt worden sind. Die beiden Firmen haben die Baustellenarbeiten in
grundsatzlich verschiedener Weise geleistet. Im vorliegenden Falle ist
wesentlich, daf die Firma Krupp im Werk Haupttragerstiicke bis zu einer
Lénge von etwa 40 m fertig geschweiflt hat. Aus diesen hat sie auf der Bau-
stelle in Walzringen zundchst zwei Stlicke von je etwa 135 m Lénge
unter Vermeidung von Steh- und Uberkopfnahten zusammengeschweift.
Die beiden Halften hat sie dann senkrecht voreinander gestellt und den
letzten StoR (kenntlich an aufgebolzten Stegblechlaschen) in dieser Lage
geschweit, wobei naturgemdB nicht alle Nahte in waagerechter Lage
von oben her geschweiflt werden konnten. Dd&rnen hat die Haupttrager,
wie bei der Bricke Uber den Ziegelgraben, in Langen bis zu rd. 62 m
von Derne nach Stralsund geschafft, auf die Pfeiler gestellt und
die Univcrsalstofe in dieser Lage, also mit Steh- und Uberkopfnahten
geschweilft.

Zeyen vergleicht nun in einer Zusammenstellung, die er einer Ver-
offentlichung von Briickner in Bautechn. 1937, S. 336, entnommen hat,
die Anzahl der Baustellenndhte, die bei beiden Arbeitsvorgdngen erneuert
worden sind. Der Prozentsatz dieser Nahte betragt bei Krupp 10°/0 ur|d
3,1 °/o> be* Dbérnen 50% und 25%. Diesen grofen Unterschied fihrt
Zeyen darauf zuriick, daB Krupp die Nahte in Walzringen alle von oben
geschweilt hat, wahrend Ddrnen den groRten Teil seiner Néhte als Steh-
bzw. Uberkopfndhte hat schweilen missen. Dies steht im Widerspruch
zu der Verdffentlichung Briickner, die Zeyen anflihrt. Brickner schreibt
ausdriicklich, daB die Ursache die Verwendung von dinnen Elektroden
ist, wie die damaligen Vorschriften sie verlangten. Denn nach Ver-
wendung dickerer Elektroden, fahrt Brickner fort, seien die Né&hte
durchaus einwandfrei gewesen. Diese schadliche Wirkung zu dinner
Elektroden in den grofen Querschnitten der Strelasundbriicke ist, wie
Briickner schreibt, zu spat erkannt worden, weil es Ddrnen nicht
moglich war, friher eine seiner Rontgcnanlagen fir den Strelasund frei
zu bekommen.

Zeyen bezeichnet sodann die ausgewechselten Nahte ohne Ein-
schrankung als nicht einwandfrei. Tatsachlich ist aber nur ein kleiner
Bruchteil der erneuerten Né&hte nicht einwandfrei gewesen. Es wurden
namlich zur Ausbesserung der Fehlstellen, um Schrumpfspannungen aus
duBeren Einspannungen moglichst zu vermeiden, einwandfreie Nahte mit-
gelost. Wenn z.B. in einem UniversalstoR eine fehlerhafte Stelle war,
so wurde ohne Ricksicht auf den Umfang des Fehlers der ganze StoR
geldst, In einem Falle wurde sogar der gegeniiberliegende Universalstofl
in der anderen Haupttragerreihe vollstandig mitgeldst, weil die beiden
Haupttrager durch die Fahrbahn und die Verbdnde bereits miteinander
verbunden waren. Die von Zeyen nach Brickner mit 50 bzw. 25 ein-
gesetzten Prozentsatze fiir nicht einwandfreie Néhte enthalten aber diese
einwandfreien Nahte. Ich habe bereits Gelegenheit gehabt, Herrn Zeyen
auf diese irrefihrenden Darstellungen unmittelbar nach seinem Vortrage
tiber den anstehenden Gegenstand vor dem Deutschen Ausschufl fir
Stahlbau in Minchen am 10. Dezember 1937 aufmerkam zu machen.

Im Gegensatz zu der von Zeyen gebrachten Ansicht schreibt auch
Reichsbahnrat J. Graf, der friihere Vorstand des Reichsbahn-Neubauamtes
Rigendamm, im Ztrlbi. d. Bauv. 1938, Heft 17, vom 27. April 1938:

,Die Rontgenaufnahmen der Nahte zeigten im allgemeinen gute Er-
gebnisse. Nur In einzelnen Fallen, wo anfangs mit zu diinner Elektrode
geschweillit wurde, wurden Schlackenzeilen festgestellt, die sich jedoch
durch Auskreuzen und nochmaliges Verschweilen der Nahte restlos be-
seitigen lieBen, wie die Nachréntgung zeigte. Bei den ubrigen StoRen,
die mit starkeren Elektroden geschweit wurden, traten diese Mangel
nicht mehr auf.”

Zeyen schreibt in seiner Veroffentlichung, daf die Schweiflung in
Walzringen umstandlich und teuer ist. Dies trifft zu, wenn man wie
Krupp bei der Strelasundbriicke arbeitet. Man muf dann die Haupt-
trager zweimal in Walzringc nehmen. Die Trager sind in der Werk-
statt in Walzringen zu schweifen, und auf der Baustelle sind die
Walzringe nochmals und nur fir das Schweien der UniversalstoRe
nétig. In solchen Fallen empfiehlt es sich, fir eine wirtschaftliche Her-
stellung die gesamten Schweillarbeiten auf die Baustelle zu verlegen.

Man ist dann in der Lage — schweiftechnisch ein sehr grofRer Vorteil! —
UniversalstoRe zu vermeiden. Ich habe dieses Verfahren in mehreren
Fallen erprobt und mich von seiner Wirtschaftlichkeit und Zuverlassigkeit
Uberzeugen koénnen und beziehe mich auf meine Ausfiuhrungen vor dem
Internationalen BriickenkongreR Oktober 1936 in Berlin. Schlieflich hat
Krupp bei seinem Arbeitsverfahren, wie bereits oben erwahnt, den
Gruppenstofl zwischen den beiden Halften seines Anteils ja doch stehend
schweiflen missen.

Fur den Arbeitsvorgang Dornen spricht heute weiter, daB jetzt — nach
mehr _als zwei Jahren — mit weiter entwickelten Mantelelektroden Steh-
und Uberkopfnahte mihelos und zuverldssig geschweift werden konnen.

S)r.=3itg. A. Ddrnen, Dortmund-Derne.

Herr Sr.”ng. Zeyen entnimmt aus meinem Aufsatz ,Die Briicke
Uber den Strelasund* in Bautechn. 1937, Heft 26, zwei Tabellen, die den
Umfang der von den beiden beteiligten Stahlbaufirmen an den SchweiB-
nédhten der Efsenbahnbriicke vorgenommenen Ausbesserungsarbeiten an-
geben. Er kommt auf Grund dieser Tabellen zu dem SchluB3, daf der
kleinere Umfang der Ausbesserungsarbeiten bei dem Anteil Krupp
darauf zuriickzufiihren sei, daf die Firma unter Vermeidung von Uber-
kopfschweillungen in Ringen geschweil3t habe.

Diese SchluBfolgerung durfte nicht gezogen werden, da ich in meinem
Aufsatz ausdricklich darauf hinwies, dall zun&chst in der zweiten Lage
mit zu dinnen Elektroden geschweilt worden sei, daB deshalb im
Rontgenbild zuweilen zwei parallele, durchlaufende Schlackenzeilen ge-
funden worden seien, dal wegen zu spaten Eintreffens der Réntgenanlage
auf der Baustelle diese Mangel erst nach Herstellung des vierten Haupt-
tragerstofles entdeckt worden seien und dafl nach Verwendung von 4 mm
dicken Elektroden in der zweiten Lage abgesehen von wenigen geringen
und unbedeutenden Schlackeneinschliissen keine Fehler mehr aufgetreten
seien. Ich wies besonders darauf hin, daR sich der Umfang der Aus-
besserungen nur aus dem Umstand der Verwendung einer zu dinnen
Elektrode erklart. Da die Firma Ddrnen nur acht HaupttrdgerstoRe
auf der Baustelle zu schweiflen hatte, ist es klar, dal sie durch Anderung
der Elektrodendicke nach Herstellung des vierten StoRes den Anteil der
Ausbesserungsarbeiten an dem Umfang der GesamtschweiRarbeiten nicht
mehr wesentlich verbessern konnte.

Erganzend zu meinen friiheren Ausfiihrungen mdéchte ich noch mlt-
teilen, dal die beiden Tabellen die Lange der gedffneten Nahte und
nicht die Lange der festgestellten Fehler angeben. Die Montageart der
Firma Do6rnen, bei der sofort die Verbdnde eingebaut wurden, erforderte
es, dal bei einer spateren Ausbesserung eines ganzen StoBes der
entsprechende StoR im gegeniberliegenden Haupttrdger, auch wenn er
nur geringe Fehler hatte, ebenfalls neu geschweillt werden muRte,
damit die Briicke mdglichst ihre gerade Lage beibehielt und Spannungen
im ganzen Uberbau infolge der Verkiirzung in nur einem Stofl vermieden
wurden. Briuckner, Berlin.

Erwiderung.

Von dem Inhalt der beiden vorstehenden Zuschriften habe ich Kenntnis
genommen. Ich mochte noch auf die Bemerkung in dem von mir an-
gefuhrten Aufsatz von Briickner (Bautechn. 15 (1937), S. 337) (ber die
nicht waagerecht geschwei3ten Baustellennahte hinweisen: ,,Die Uberkopf-
schweiBung wies Im Rontgenbild das dafiir typische, leicht porige Bild
auf'. Eine solche Feststellung wird bei den waagerecht geschweiten
Baustellenndhten nicht gemacht. Poren in Schwein&dhten sind bisher
noch von keiner Seite als erstrebenswert angesehen worden, und es er-
geben sich hieraus ohne weiteres entsprechende Folgerungen in bezug
auf die Beurteilung der Gite von Waagerecht- und Uberkopfschweiungen.
Aus meinem Aufsatz geht hervor, daB meine Ausfiihrungen uber
SchweiBungen in nicht waagerechter Lage sich auf den Stand in der
Elektroden-Entwicklung zur Zeit des Baues der Strelasundbriicke be-
ziehen. Ich habe betont, daR in neuerer Zeit auch Mantelelektroden mit
guter UberkopfschweiBbarkelt entwickelt worden sind, und Dérnen be-
statigt in seiner Zuschrift ja auch, daB solche Elektroden jetzt (nach
mehr als 2 Jahren) zur Verfugung stehen. SDr.=3ng. Zeyen Essen.
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