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Alle Rechte V orbehalten . Ein Annäherungsverfahren zur Berechnung des Vierendeelträgers, 
gültig für beliebige Querschnittsverhältnisse und Belastung der Gurte auch außerhalb der Knotenpunkte.

Von S5r.=3ng. O tto
ln m einer D issertation1) habe ich die verschiedenen ¿Möglichkeiten 

der Berücksichtigung nachträglicher Querschnittsänderungen bei der Be­
rechnung statisch unbestim m ter Tragwerke erläutert. A bgesehen von dem  
genauen Verfahren wurde hierbei auch die M öglichkeit erwähnt, die 
Spannungen des geänderten Tragwerkes aus denen des ursprünglichen 
verhältnism äßig leicht durch Annäherung zu errechnen. Ich habe dabei 
(S. 62 der Dissertation) die Vermutung ausgesprochen, für Querschnitts­
änderungen der Vertikalen des Vierendeelträgers werde dieses Annäherungs­
verfahren so gut konvergieren, daß sich darauf ein endgültiges Be­
rechnungsverfahren aufbauen lasse, das gegenüber den sonst gebräuch­
lichen Vorteile biete. Das g ilt insbesondere, wenn es sich um den all­
gem einen Fall des Trägers mit nicht parallelen Gurten, beliebigen Quer­
schnitten und Kraftangriff, gegebenenfalls auch außerhalb der Knoten­
punkte, handelt. Es soll die Berechnung des V ierendeelträgers hier als 
B eispiel für die praktische Anwendung der in meiner Dissertation g e ­
gebenen Ableitungen angeführt w,erden, wobei d iese Ableitungen nur 
so w eit entw ickelt werden, als es für die Berechnung dieser Trägerart 
notw endig ist. D ie für jede belieb ige Trägerart gültigen Ableitungen  
sind in m einer Dissertation zu finden.

Zur Berechnung wird vorausgesetzt, daß an den Vertikalen keine 
äußeren Lasten angreifen, eine Bedingung, die fast immer erfüllt sein  
wird. Die Untersuchung eines derartigen Lastfalles wäre zwar möglich, 
wird aber etwas umständlich und unterbleibt w egen seiner Seltenheit. 
.Es wird sich im Verlauf der Untersuchung zeigen, daß man w eitere 
Vereinfachungen erhält, wenn die Vertikalen symmetrisch zu ihrer ¿Mitte 
(der horizontalen Achse) ausgebildet sind, was ebenfalls m eist der Fall 
ist, und wenn man es als zulässig betrachtet, den Einfluß der Längung 
der Vertikalen (infolge Normalkräfte) als unwesentlich zu vernachlässigen. 
Die beiden letztgenannten Bedingungen sollen aber zunächst nicht als 
erfüllt gelten .

a) E rlä u teru n g  d es  R e ch n u n g sg a n g e s .
Der Gedankengang, der zu dem Annäherungsverfahren führt, m öge  

zunächst kurz erläutert werden:
Es wird zuerst statt des endgültigen Tragwerkes ein Ersatz-Vierendeel­

träger berechnet, der sich von dem endgültigen nur dadurch unter­
scheidet, daß seine Vertikalen starr sind. D ieses Ersatzsystem ist w esent­
lich einfacher zu berechnen als das vollelastische; denn wählt man die 
statisch unbestim m ten Größen X k, Yk, Z k w ie in Bild 1 angegeben, wo­
bei das Tragwerk mit einem  in jedem  Feld durchschnittenen Gurt statisch 
bestim m tes Hauptsystem  ist, so erstrecken sich die M k - Flächen infolge 
X k =  1 bzw. Yk —  1 bzw. Z k =  1 jew eils nur über die Gurte des k ien 
F eldes und die beiden Vertikalen, überdecken sich also mit den

 j - Flächen und M k + , -  Flächen der Nachbarfelder nur an den
Vertikalen (vgl. a. Bild 2). Da d iese  starr sind (J —  oo), so werden in 
den Elastizitätsgleichungen die Verschiebungen Sk , undJ'A A+1 zu 
Null, d. h. die Elastizitätsgleichungen für X k, Yk, Z k sind unabhängig 
von den übrigen. W ählt man außerdem diese drei Unbekannten X , Y, Z. 
in jedem  Felde so, daß auch öxy< Sxz  und Sy z  verschwinden, d. h. läßt 
man sie im elastischen Schwerpunkte des Einzelrahmens mit starren 
Vertikalen angreifen, so erhält man lauter voneinander unabhängige 
Elastizitätsgleichungen. Nach dieser Wahl der statisch unbestimmten
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Größen fällt jede w eitere G leichungsauflösung w eg, und die Spannungen 
des Ersatzsystem s könnten verm ittels X , Y, Z  berechnet werden. D iese  
Spannungen des Ersatzsystem s unterscheiden sich noch von denen des 
endgültigen vollelastischen System s. Es ist aber m öglich, im Ersatzsystem  
den endgültigen Spannungszustand herzustellen, z. B. indem man sämt­
liche starren Vertikalen durchschneidet und die durch den Schnitt g e ­
trennten Querschnitte gegeneinander verschiebt. Bei jeder Vertikalen 
sind drei derartige Verschiebungen möglich, nämlich eine Längs­
verschiebung, eine Q uerverschiebung und eine W inkeldrehung der durch 
den Schnitt getrennten Querschnitte. Wenn sie bekannt wären, so könnte 
man aus den Elastizitätsgleichungen des Ersatzsystem s die Spannungen 
des endgültigen vollelastischen System s errechnen.

Um d iese  Verschiebungen, die der Querschnittsänderung von den 
starren zu den elastischen Vertikalen gleichw ertig sind, zu bestim m en, 
könnte man Elastizitätsgleichungen aufstel len, w elche d ie Verschiebungen als

Unbekannte enthalten. 
Da hierbei Verschiebun­
gen als Unbekannte auf- 
treten, so gehören d iese  
G leichungen der D e­
form ationsm ethode an. 
D ieser exakte W eg ist 
in m einer Dissertation 
beschrieben. Er ist hier 
unzweckmäßig, w eil die

/,-J  . -A _ _ _ _ J  G leichungen zu um-
( k J  * fangreich werden, denn

jede Vertikale liefert 
Bild 1. drei unbekannte Ver­

schiebungen.
Statt d ieses umständlichen, genauen Verfahrens kommt man zu einem  

guten Annäherungsverfahren durch folgende Überlegung: W egen des
geringen Einflusses der Vertikalen werden die bekannten Spannungen  
des Ersatzsystem s von den noch nicht bekannten endgültigen nicht sehr 
stark abw eichen. Es läßt sich aber zeigen, daß die gesuchten Ver­
schiebungen von den endgültigen Spannungen abhängig sind. Sie lassen  
sich als Funktionen der im Schnitt der Vertikalen auftretenden end­
gültigen Kräfte (Normalkräfte, Querkräfte und Biegungsm om ente) aus- 
driieken. Da weiterhin die statisch unbestim m ten Größen w ieder von  
den V erschiebungen abhängen, so ist es möglich, die Änderung der 
statisch unbestim m ten Größen selbst als Funktionen dieser endgültigen  
Schnittkräfte (der Vertikalen) auszudrücken. Formt man die erhaltenen  
Gleichungen noch etwas um, und setzt man für die Schnittkräfte zunächst 
diejenigen des Ersatzsystem s ein, so erhält man Näherungswerte für die  
durch den Übergang von den starren zu den elastischen Vertikalen b e­
dingten Änderungen der statisch unbestim m ten Größen. Damit kann 
man w ieder verbesserte Schnittkräfte errechnen und mit diesen dann 
wieder genauere statisch unbestim m te Größen usw., bis genügende  
G enauigkeit erreicht ist. W ie d iese Annäherung im einzelnen zu erfolgen  
hat, um m öglichst gute Konvergenz zu erreichen, ist später ausführlich 
angegeben.

Der Rechnungsgang wird kurz zusam m engefaßt folgender: Man stellt 
die voneinander unabhängigen Elastizitätsgleichungen des Ersatzsystem s 
mit starren Vertikalen auf und bestim m t die Kräfte für irgendeinen  
Querschnitt der Vertikalen, m eist für die Mitte. Zur Berücksichtigung 
der Elastizität der Vertikalen, d. h. zur Berücksichtigung ihrer Q uer­
schnittsänderung drückt man die Änderung der statisch unbestim m ten  
Größen als Funktion der endgültigen Schnittkräfte der Vertikalen aus
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und formt die G leichungen etwas um. D ie ersten Näherungswerte fiir 
die Änderung der Unbekannten erhält man, indem  man als Schnittkräfte 
zunächst die des Ersatzsystem s einsetzt. D ie genauen W erte ergeben  
sich durch fortlaufende Verbesserung in der später angegebenen Reihen­
folge.

b) D ie  B erech n u n g  d e s  E rsa tz sy stem s.
Zur Aufstellung der voneinander unabhängigen Elastizitätsgleichungen  

des Ersatzsystem s mit starren Vertikalen m üssen die statisch unbestim m ten  
Größen jew eils im elastischen Schwerpunkt des Einzelrahm ens angreifen. 
Der Bestim m ung des Schwerpunktes und der Art des Angriffes der Un­
bekannten diene Bild 2. M om ente, die auf der gestrichelten Seite der 
Stäbe Zug erzeugen, seien  positiv.

Für säm tliche Vertikalen ist J  =  co , also ergibt sich durchweg 
J .

It • j  = 0 .  Die Lage des Schwerpunktes hängt nur von den Gurtstäben

ab. ln dem  einfachen, m eist vorliegenden Fall, daß d iese  jew eils  auf 
die F eldw eite  konstanten Querschnitt haben und nicht gekrüm m t sind, 
wird man folgende H ilfsw erte einführen:

Bild 2 a  bis e.

Dem entsprechend läßt sich 8  zusam m ensetzen aus:

und

und

Je
J  n

wobei o und u die Stablängen sind. Die Lage des elastischen Schwer­
punktes erhält man aus den Bedingungen —  0  und i  = 0 .  Da die 
Gurte infolge Z  — —  l nur Biegungs-, keine Normal- oder Schubspannungen  
haben, so ist die Schwerpunktslage nur abhängig von den Trägheits­
m om enten der Gurte, nicht von ihren Querschnitten.

V.
Aus 

(1)

4 . =  j M y  M z d s  • j  = 0  folgt

Aus =  0  folgt u ’ v u =  o ' v 0 oder

Es ist v u - f  v 0 =  v ,  a lso : 

(2 ) v

H ierbei ist

o ‘ +  u' 
1

■ v.

t > =  y  [hl +  h r) .

Damit ist die Lage des elastischen Schwerpunktes bekannt, und man 
kann bereits 8y v  und f . .  bestim m en. Bei Vernachlässigung des Ein­
flusses der Querkräfte ist:

» „ - U p, e s - + [ * i d s -

(3)

o  u ' \  „ 4 • sin2 »•
 T «  •

u" • sin1 e )

4 • sin: y
5*

x y

(4) t g «  = x y

yy 
2 <?;y

=  0 .

s l Sy y a <Syy
Der Wert Sy y  wurde bereits erm ittelt (Formel (3)1. W eiterhin wird

= f f
M  - M y d s -  jT +f N‘

• sin v  • cos v • sin cos vz

1 2 
=  £  [dQ o’ —  d u u ') +  - ~ (u" - sin ip - cos #xy

hierbei ist rf0 =  y . t g r

-  o ” • sin v • cos >'), 

tgy..

(5) 8 - y  —  (o’ • tg v —  u ’ • tg y.) -F (u " ■ sin >p • cosy<— o" • sin v  • cos v ).

*
iget. tyce.

-sl ■ tgec. ( b e w - %  igccj 
mal 

Zustand Y--1

Z u s t a n d  X—1 

Bild 3.

Nachdem damit auch tg * bekannt ist, läßt sich die .V) v-Fläche von Bild 2 
und 8XX bestim m en. Man erhält zunächst:

(6)

h ra = v a + y - t g y . - r y * t g «  =  On -f  y  (tg y, - f  tg« )

—  y t g y > - tg «  =  Va —  —  (tg y, 4- tg «)

h lg = h l

A«

- h l .

Dann ist: *x x = [ M \ d s .  ‘ [ N i  d s -  ;

D ie  N eigung .-v der Unbekannten X  g eg en  die H orizontale ergibt
Jc r Jc

sich aus der B edingung =  f . t i ,  ,5Jr d s  • —  — j  Ns  N . d s • y  =  0.

(W enn e s  erforderlich erscheint, kim nie andh der Einfluß der Querkrähe 
berücksichtigt werden,] D ie  Unbekannte se i so  g e w ä h lt  daß im Zustand 
.V =  1 ihre H osizontalkom ponente 3 i s t  Dann ist d ie  Venikaikom ponente  
gleichzeitig  t g * . Man kann also den Zcstand X  =  —  1 d es  B ildes 2  in 
d ie in Bild 3  dargestellten beiden Teiizustande zerlegen, von denen  der 
zw eite  der (— Sj~ igat) - fa d ie  Zustand Y — — 1 i s t  während der erste 
m it A ' = — 1 bezeichne: s e i

(7) 1 =  y K “ ■ < ) + ■

— o" (cos r  4- tg a • sin >•)- 4 u" (cos y> tg .v • sin y )2.

D ie Elastizitätsgleichungen für die drei Unbekannten von irgend­
einem  Feld d es V ierendeelträgers mit starren Vertikalen lauten:

(8) A ' = 4 ^ -  k = ' I ° "  z} • =  '
<Vvv

» . i

S g x ' ^ o r  un(4 ¿o - s'n4 die ¿-W erte infolge der äußeren Belastung, z, B.
J ,  r  J ,

v A 8 0 X = [ M 0 M x d s - f ^ [ N 0 N x d s - - , . , w obei ,U . und
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N g M om ente und Normalkräfte des Vierendeelträgers mit aufgeschnittenem  Stützensenkungen eines durchlaufenden Trägers abgeleitet (vgl. S. 5 u.f.).

M k = M o k -  ;  K  -  h %  X k +  T  (h‘u -  h % . l Ą - l +

l

Gurt, d. h. e ines Balkens auf zw ei Stützen sind.
Nachdem die statisch unbestimmten Größen bekannt sind, wäre es 

möglich, alle Kräfte des Ersatzsystem s zu ermitteln. Für die weitere  
Untersuchung benötigen wir lediglich die Kräfte in den Schnitten der 
Vertikalen, an denen wir die Verschiebungen vornehm en. Wenn die  
Q uerschnitte der Vertikalen zu ihrer Mitte (und zwar zur horizontalen 
Achse) symmetrisch sind, was fast immer der Fall sein wird, so durch- 
schneiden wir die Vertikalen in der M itte und bestim m en an jeder Schnitt­
stelle  die Querkraft und das Biegungsm om ent. Den Einfluß der Normal- 
krüfte wird man immer vernachlässigen können. Für die Mitte der Men 
Vertikalen ergibt sich nach Bild 2:

Qk  —  Qok  +  x k —  x k +1

2 v*« 1 2

(9) . . +  Yk +  Yk + 1 +  y-k ~  z ‘
gegebenenfalls

N.k =  N o k  +  X k - % * k - X * + x - % « k 4 r i [ , Y * + 2i - Y k + v

Wenn die Vertikale nicht Zu ihrer Mitte symmetrisch ist, so wird der 
Schnitt, w ie w eiter unten ausgeführt ist, an eine andere Stelle  gelegt. 
Es ändert sich dann nur die Formel für M .,  die an Hand von Bild 2k
leicht aufgestellt werden kann.

Säm tliche Formeln wurden abgeleitet unter der Voraussetzung, daß 
die Gurte zwischen den Knotenpunkten gerade sind und auf die Feld- 
w eite  konstanten Querschnitt haben. Falls sie  gekrüm m t sind oder man 
ausnahm sw eise eine Veränderlichkeit des Trägheitsm om entes innerhalb 
der einzelnen Felder berücksichtigen will, erhält man die elastischen  
Schwerpunkte und die tg a - ,  sow ie die ¿-W erte nach denselben Über­
legungen. Auch der Einfluß der Schubspannungen läßt sich leicht be­
rücksichtigen.

c) D ie  B erü ck sich tig u n g  der E la stiz itä t  der  V ertik a len .
W ie erwähnt, erhalten wir die Spannungen des endgültigen System s  

aus denen des Ersatzsystem s, indem wir seine säm tlichen starren Verti­
kalen durchschneiden und an jedem  Schnitt drei ganz bestim m te Ver­
schiebungen vornehm en. Wir nehm en an, d iese  der Querschnittsänderung  
gleichw ertigen Verschiebungen seien  uns bereits bekannt. Für den Schnitt 
irgendeiner starren Vertikalen seien  sie  bezeichnet mit Sq, <3m und ¿n 
(vgl. Bild 4).

Hierbei bedeutet i q die Querverschiebung in Richtung der am 
Schnitt vorhandenen Querkraft Q, <tm die W inkeldrehung in Richtung des 
M om entes M  und Sn die Längsverschiebung in Richtung der Normalkraft X .

r
Ll-L

I r

Nach Bestim m ung von Lx  ergibt sich die Änderung der statisch 
bestim m ten Größe infolge der Stützensenkungen H
«5x x X '  =  L . Qx 8q +  M x dn

1 ’ Sm und Ön aus
+  N x i n. (D ie Änderung der Unbekannten

(10)

» X X * ' -

* „  y  ■■
8z z Z ’ .

+  H x Sn)l +  {Qx \  +  M x />m +  N X 8n)r ■

ist mit X '  bezeichnet.) Sind Sq, Sm und Sn nicht Stützensenkungen, sondern 
die als bekannt vorausgesetzten Verschiebungen am Schnitt einer der 
Vertikalen und Q x, M x und X  x die an diesem  Schnitt vorhandenen Kräfte 
infolge X —  — 1, so läßt sich X '  in gleicher W eise ableiten.

Wie aus Bild 2 zu ersehen ist, treten infolge X  1 nur in zw ei 
Vertikalen Spannungen auf. D ie M om ente erstrecken sich nur über ein 
Rahmenfeld. Da in den w eiter w eg  liegenden Vertikalen infolge X  I 
keine Kräfte auftreten, d. h. Qx M x N x 0  sind, so sind Ver­
schiebungen in diesen Stäben ohne Einfluß auf X ' .  Die Änderung der 
Unbekannten ist nur abhängig von den Verschiebungen der beiden zum 
Rahmenfeld gehörigen Pfosten. Unterscheiden wir die zur linken bzw. 
rechten Vertikalen des F eldes gehörigen Werte durch die Beiziffern / bzw. r, 
so ergibt sich die Änderung X '  der statisch unbestimmten Größe aus:

J p r M x Hn
In gleicher W eise läßt sich ableiten:

: ( 9 y  8q  +  M y Sm - r  Ny  8n)l +  {Qy 8q +  M y  8m  +  N y  8n)r
[Qz 8q  +  M Z  8m +  N z 8n)l +  (Qz 8q +  M z  8nt +  N z 8n)r ■

Hierbei ist z. B. Q  in der Klammer mit der Beiziffer l  die Querkraft 
am Schnitt der linken Vertikalen infolge Y  1.

Wenn säm tliche Verschiebungen 8„, fsm und 8n bekannt wären, könnte 
man die dadurch bedingte Änderung der statisch unbestim m ten Größen 
mit den vorstehenden Gleichungen errechnen. Es sind also jetzt d iese  
der Querschnittsänderung von den starren zu den elastischen Vertikalen 
gleichw ertigen Verschiebungen zu bestim m en.

D ie Verschiebungen sind so zu wählen, daß die Spannungen im 
Ersatzsystem und im endgültigen System  gleich sind. Beide System e
unterscheiden sich nur in der Elastizität der Vertikalen. Die Gurte sind
gleich. Unter dem Einfluß derselben Spannungen m üssen som it die 
Gurte beider System e auch die g leichen Formänderungen aufw eisen, vor 
allem  müssen die Ober- und Untergurtknotenpunkte beider System e  
dieselben Verschiebungen und W inkeldrehungen ausführen. Wir können 
also auch sagen: D ie Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen 
sind so zu wählen, daß die Knotenpunkte des belasteten Ersatzsystem s 
d iese lb e  Lage haben w ie  die des belasteten endgültigen System s. Dann 
treten in den Gurten und zwangläufig auch in den Vertikalen des Ersatz­
system s d ieselben  Spannungen auf w ie  im endgültigen.

Elastische Vertikale 
(endgültiges Sgstem)

Schnittkräffe 
S+fl'.r M+M'. N~H'

Bild 4.

Starre Vertikale
(irsatzsystem) 
Schnittkräffe 
S, M. H 

Bild 5 a  bis c.

Słarre Vertikale
m tt Verschiebungen

Schnilfkräfte 
M 'l t r  N+N'

Mehr als d iese  drei V erschiebungen sind an einem  Schnitt nicht möglich. 
(Für die Kräfte Q, M, X  werden hier, w ie  üblich, große Buchstaben ver­
w endet, im G egensatz zu m einer Dissertation, wo die Kräfte, um bei 
anderen Ableitungen eine klarere Schreibw eise zu erhalten, mit den  
kleinen Buchstaben a  bis r  bezeichnet worden waren.)

Nun soll festgestellt werden, w elchen Einfluß d iese  drei Verschie­
bungen im Ersatzsystem  auf d ie benachbarten statisch unbestim m ten  
Größen haben. Wir hatten z. B. für die statisch unbestim m te Größe X  

4
erm ittelt X —  - -  oder i x x X  =  8ox, wobei Sgx  d ie Verschiebung des 

XX
statisch bestim m ten H auptsystem s in Richtung von — X  infolge der 
äußeren Belastung ist. Würde es sich um ein System  handeln, bei dem  
Auflagersenkungen von Einfluß sind, so würde die Elastizitätsgleichung  
lauten: Sx x X :  So x -t  Lx, w obei Lx  den Einfluß der Aufiagersenkungen  
darstellt. Lx  ist hierbei d ie Verschiebung des Angriffspunktes von X  in 
Richtung von X,  verursacht durch die Auflagersenkungen, und zwar im 
statisch bestim m ten H auptsystem , Am einfachsten ist die Verschiebung Lx 
nach der A rbeitsgleichung zu bestim m en. Sind d ie  bekannten Lager­
senkungen bezeichnet mit Sq, Sm und Sn und haben d ie  zugehörigen  
Auflagerkräfte infolge X  1 d ie  Größe Q x, M x und X x, so ist nach 
der Arbeitsgfeichung die Verschiebung des statisch bestim m ten Haupt­
system s in Richtung von - X :  1 Lx  • Qx 8q  - f  M x 8m 4- N x Sn. In m einer  
Dissertation wurde L  noch in etwas anschaulicherer W eise an Hand der

W elche Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen vorzunehmen 
sind, dam it d ie  Ober- und Untergurtknotenpunkte des Ersatzsystems 
d ieselb e Lage haben w ie  die des endgültigen, kann man sich am besten  
an Hand von Bild 5 klarmachen. (Auch in Bild 4 sind d iese  Verschie­
bungen bereits angedeutet worden.)

Bild 5 a  zeig t d ie Lage einer Vertikalen des endgültigen volielastischen  
System s m it anschließendem  Ober- und Untergurt unter dem Einfluß der  
äußeren Belastung. Bild 5 b  zeig t die Lage der starren Vertikalen des  
Ersatzsystem s unter dem Einfluß derselben äußeren Belastung. D ie belieb ig  
gew ählte  Schnittstelle, an der d ie  Verschiebungen vorgenom m en werden  
so llen , ist bereits a n g ed eu te t Bild 5 c  zeigt, w eiche Verschiebungen  
erforderlich sind, dam it d ie  Gurte d iese lb e  Lage haben w ie  in Bild 5a.

Am einfachsten ist die Längsverschiebung i ’n zu bestim m en. D ie  
Normalkraft der Vertikalen des Ersatzsystem s ist X .  S ie  wurde am Schluß 
von Abschnitt b errechnet [GL (9,[. Da d ie  Vertikale starr ist, so hat sie  
sich unter dem Einfluß von X  nicht gelängt. D ie  Normalkraft der Verti­
kalen des endgültigen System s unterscheide sich von der d es Ersatz- 
Systems um X ' ,  s ie  is t  also X  -  X r. U nter ihrem Einfluß längt sich die

h,
elastische Vertikale um (.V — A " ) - ^ r - H ierbei ist h  d ie  Stablänge, F '  

der Querschnitt der endgültigen Vertikalen. D ie  starre Vertikale muß 

also am Schnitt um Sa  =  (iV X r) auseinandergedrückt (verlängert) 

w erden , um d ieselb e Länge zu haben w ie  die e lastische. Beim Auf-
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CL) b ) C) d ) eJ

Zustand Y--1 Zustand Z --1

und formt die Gleichungen etwas um. D ie ersten Näherungswerte für 
die Änderung der Unbekannten erhält man, indem man als Schnittkräfte 
zunächst die des Ersatzsystem s einsetzt. D ie genauen W erte ergeben  
sich durch fortlaufende Verbesserung in der später angegebenen Reihen­
folge.

b) D ie  B erech n u n g  d e s  E r sa tz sy ste m s.
Zur Aufstellung der voneinander unabhängigen Elastizitätsgleichungen  

des Ersatzsystem s mit starren Vertikalen m üssen die statisch unbestim m ten  
Größen jew eils im elastischen Schwerpunkt des Einzelrahmens angreifen. 
Der Bestim m ung des Schwerpunktes und der Art des Angriffes der Un­
bekannten diene Bild 2. M om ente, die auf der gestrichelten Seite  der 
Stäbe Zug erzeugen, seien  positiv.

Für säm tliche Vertikalen ist J = o o, also ergibt sich durchweg 
Jc

—  0. D ie Lage des Schwerpunktes hängt nur von den Gurtstäben

ab. In dem einfachen, m eist vorliegenden Fall, daß d iese jew eils auf 
die Feldw eite konstanten Querschnitt haben und nicht gekrüm m t sind, 
wird man folgende H ilfswerte einführen:

Bild 2 a bis e.

Dem entsprechend läßt sich 8xy  zusam m ensetzen aus:

J,
o — o - ,

sow ie
Je

und

und

Je

Ja

Je

o u
w obei o und u die Stablängen sind. D ie Lage des elastischen Schwer­
punktes erhält man aus den Bedingungen Sxz =  0 und 8 —  0. Da die
Gurte infolge Z —  1 nur Biegungs-, keine Normal- oder Schubspannungen
haben, so ist die Schwerpunktslage nur abhängig von den Trägheits­
m om enten der Gurte, nicht von ihren Querschnitten.

J ,
■ /

Aus 

(1)

Aus 8XZ =  0 folgt

M y  M z d s  ■ ; =  0 folgt

u v

Es ist v a +  v 0 ■ 

(2)

Hierbei ist

: v,

u

also:

v„

_  a
- y

oder v u

o ’ +  u’
i v.

V =  Y  W  +  >‘r) •

Damit ist die Lage des elastischen Schwerpunktes bekannt, und man 
kann bereits 8y y  und Sz z  bestim m en. Bei Vernachlässigung des Ein­
flusses der Querkräfte ist:

yy ~ J ^ y  d s  ‘ y  +  f Wy d s  ■
Je
F

■ M
+  0"

4 • sin2 v
+  u"

4 • sin2 yi 
o 2

(3) yy °  ~t—— |— T, (o " • sin2 v  - f  u" • sin2 y)
o  CI ~

I Sz z  — ° ' +  u'
Die N eigung « der Unbekannten X  gegen  die Horizontale ergibt

J,  r  J,
sich aus der Bedingung 8X ■■ J M x M y d s  ■ j -  +  J .A \. Ny  d s - - ~ =  0.

(Wenn es erforderlich erscheint, könnte auch der Einfluß der Querkräfte 
berücksichtigt werden.) D ie Unbekannte sei so gew ählt, daß im Zustand 
X  =  1 ihre Horizontalkom ponente 1 ist. Dann ist die Vertikalkom ponente 
g leichzeitig  t g «. Man kann also den Zustand X  =  —  1 des B ildes 2 in 
die in Bild 3 dargestellten beiden Teilzustände zerlegen, von denen der 
zw eite der ( - s ; - t g « ) - fa c h e  Zustand Y — — 1 ist, während der erste 
mit X  =  —  1 bezeichnet sei.

- x y  - x y - s r  t g c t ä  = 0 .

(4) t g «  : xy 2 8xy

s i Sy y a 8,yy
Der Wert Sy y  wurde bereits erm ittelt [Formel (3)]. W eiterhin wird

Sxy =  I ’M x M y  d s  ■ y  +  J N -  N y  d s -  y

d 0 . 1 . « .
2 . „ 2 .—  • sin v  • cos v  -f a  • —  • sin y  • cos w 
a a

1 2 
8 - y  =  [d0 ö  —  d u «') +  —- (u" • sin \p • cos —  o" • sin v  • cos v),

hierbei ist
a

d o = M - t s v
a

¿„ =  0 -tgy ,.

2
(5) 8- „ =  v  (0 ' • tg v —  u’ • tg ip) +  —  («" • sin \p • cos <p— o" .s in t' • cos v). 

*y  o a

äE
tga fyec

— rriFT F
-Sftgcc ( - - f i g * )

-st ■ tgd (bezm-'Yß tg&) 
mal 

Zustand Y--1

Z u s t a n d  X—1 

Bild 3.

Nachdem damit auch t g a  bekannt ist, läßt sich die /WA.-Fläche von Bild 2 
und Sxx bestim m en. Man erhält zunächst:

K  =  +  y  • tg ,/, +  y  • t g «  = j v a +  y  (tg xp +  tg « )

(6) , h a =  v u —  n 2' - tg “  =  i ,U - (tg +  tg «)

!C0 = h r - h ru

h ‘0 = h ‘ - h lu .

Dann ist: x x = f K - d s - Jy + f N l d S - Ĵ

(7) J Sxx  =  {ho 4- 110 h o +  h o )  +  3 ' [hu 4- }l\, ha +  h u ) +

+  o" (cos r +  tg « • sin v )2 +  u" (cos ip —  tg «  • sin i/>)2.

Die Elastizitätsgleichungen für die drei Unbekannten von irgend­
einem  Feld des V ierendeelträgers mit starren Vertikalen lauten:

(8) X-- Sox

»XX
y — s°y 

*yy
80 v, Soy  und 80Z sind die i-W erte  infolge der äußeren Belastung, z. B.

ist 8 o x = J m 0 M x d s - f + f N 0 N x d s - - y  - f w obei M 0 und
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N 0 M om ente und Normalkräfte des Vierendeelträgers m it aufgeschnittenem  
Gurt, d. h. eines Balkens auf zw ei Stützen sind.

Nachdem die statisch unbestim m ten Größen bekannt sind, wäre es 
m öglich, alle Kräfte des Ersatzsystem s zu ermitteln. Für die w eitere  
Untersuchung benötigen wir lediglich die Kräfte in den Schnitten der 
Vertikalen, an denen wir die Verschiebungen vornehm en. Wenn die 
Querschnitte der Vertikalen zu ihrer Mitte (und zwar zur horizontalen  
Achse) symmetrisch sind, was fast immer der Fall sein wird, so durch- 
schneiden wir die Vertikalen in der Mitte und bestim m en an jeder Schnitt­
ste lle  die Querkraft und das Biegungsm om ent. Den Einfluß der Normal- 
kräftc wird man immer vernachlässigen können. Für die Mitte der £*en 
Vertikalen ergibt sich nach Bild 2:

(9)

Qu — Q

Mk Mo k

ok  +  X k 
1 
2

- ' V i  

[hu ~ K ) k x k + [ K  -  ho)k + 1  X k +1 +  
+  Yk +  Yk +  ] +  Zk -

gegebenenfalls

N k  — X o k  +  x k  ' *£ ak X k + i ‘ “* +  l ‘

- k + l

■ +  a  ' Yk +  v

Wenn die Vertikale nicht Zu ihrer Mitte symmetrisch ist, so wird der 
Schnitt, w ie  w eiter unten ausgeführt ist, an eine andere Ste lle  gelegt. 
Es ändert sich dann nur die Formel für yVfft, die an Hand von Bild 2 
leicht aufgestellt werden kann.

Säm tliche Formeln wurden abgeleitet unter der Voraussetzung, daß 
die Gurte zwischen den Knotenpunkten gerade sind und auf d ie F eld­
w eite  konstanten Querschnitt haben. Falls sie  gekrümmt sind oder man 
ausnahm sw eise eine Veränderlichkeit des Trägheitsm om entes innerhalb 
der einzelnen Felder berücksichtigen will, erhält man die elastischen  
Schwerpunkte und die t g a - ,  sow ie die <J-Werte nach denselben Über­
legungen. Auch der Einfluß der Schubspannungen läßt sich leicht b e­
rücksichtigen.

c) D ie  B erü ck sich tig u n g  der E la stiz itä t  der V ertik a len .
W ie erwähnt, erhalten wir die Spannungen des endgültigen System s  

aus denen des Ersatzsystems, indem wir seine sämtlichen starren Verti­
kalen durchschneiden und an jedem  Schnitt drei ganz bestim m te Ver­
schiebungen vornehm en. Wir nehm en an, d iese der Querschnittsänderung 
gleichw ertigen Verschiebungen seien  uns bereits bekannt. Für den Schnitt 
irgendeiner starren Vertikalen seien sie bezeichnet mit 8q< 8m und 8n 
(vgl. Bild 4).

Hierbei bedeutet 8q die Querverschiebung in Richtung der am 
Schnitt vorhandenen Querkraft Q, 8m die W inkeldrehung in Richtung des 
M om entes M  und 8n die Längsverschiebung in Richtung der Normalkraft N.

r
t tH

Mögliche Verschiebungen

(10);

Stützensenkungen eines durchlaufenden Trägers abgeleitet (vgl. S. 5 u. f.). 
Nach Bestim m ung von Lx  ergibt sich die Änderung der statisch un­
bestim m ten Größe infolge der Stützensenkungen 8q , 8m und 8n aus 
8XX X ’ =  ¿ v =  Qx Sq 4- M x Sm +  N x Sn. (Die Änderung der Unbekannten  
ist mit X '  bezeichnet.) Sind Sq, Sm und 8n nicht Stützensenkungen, sondern 
die als bekannt vorausgesetzten Verschiebungen am Schnitt einer der 
Vertikalen und Q x, und Afv die an diesem  Schnitt vorhandenen Kräfte 
infolge X  = — 1, so läßt sich X '  in gleicher W eise ableiten.

Wie aus Bild 2 zu ersehen ist, treten infolge X — —  1 nur in zw ei 
Vertikalen Spannungen auf. D ie M om ente erstrecken sich nur über ein 
Rahmenfeld. Da in den w eiter w eg  liegenden Vertikalen infolge X — —  1 
keine Kräfte auftreten, d. h. Qx  =  M x =  N x =  0 sind, so sind Ver­
schiebungen in diesen Stäben ohne Einfluß auf X ' .  Die Änderung der 
Unbekannten ist nur abhängig von den Verschiebungen der beiden zum  
Rahmenfeld gehörigen Pfosten. Unterscheiden wir die zur linken bzw. 
rechten Vertikalen des F eldes gehörigen W erte durch die Beiziffern l bzw. r, 
so ergibt sich die Änderung X '  der statisch unbestimmten Größe aus:

K v ,  X '  =  (Qx  8q +■ M x Sm +  N x Sn)L +  (Qx äq +  M x 8m +  N x  Sn)r .

ln gleicher W eise läßt sich ableiten:
8yy y  =  (Qy 8„ +  M y  8m '+  Ny  8n)t +  (Qy  Sq +  M y  8m +  Ny  8n)r

8z z  Z ’ — [Qz Sq +  M z Sm +  N z 8n)l +  {Qz 8q +  M z 8m +  N z  8n)r ■
Hierbei ist z. B. Qy  in der Klammer mit der Beiziffer l die Querkraft 
am Schnitt der linken Vertikalen infolge Y  =  — 1.

Wenn säm tliche Verschiebungen 8q, 8m und än bekannt wären, könnte 
man die dadurch bedingte Änderung der statisch unbestim m ten Größen 
mit den vorstehenden Gleichungen errechnen. Es sind also jetzt d iese  
der Querschnittsänderung von den starren zu den elastischen Vertikalen 
gleichw ertigen Verschiebungen zu bestim m en.

Die Verschiebungen sind so zu wählen, daß die Spannungen im 
Ersatzsystem und im endgültigen System  gleich sind. Beide System e  
unterscheiden sich nur in der Elastizität der Vertikalen. D ie Gurte sind 
gleich. Unter dem Einfluß derselben Spannungen m üssen som it die 
Gurte beider System e auch die gleichen Formänderungen aufw eisen, vor 
allem  m üssen die Ober- und Untergurtknotenpunkte beider System e  
dieselben Verschiebungen und W inkeldrehungcn ausführen. Wir können  
also auch sagen: D ie Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen  
sind so zu wählen, daß die Knotenpunkte des belasteten Ersatzsystem s 
d ieselb e Lage haben w ie die des belasteten endgültigen System s. Dann 
treten in den Gurten und zwangläufig auch in den Vertikalen des Ersatz­
system s dieselben Spannungen auf w ie im endgültigen.

a )

Elastische Vertikale 
[endgültiges System) 

Schnittkräfte 
ßtg ';  M+M’. N+-N'

Bild 4.

Starre Vertikale 
{Srsatisystem) 

Schnittkräfte
ß, M; N ' 

Bild 5a  bis c.

Starre Vertikale
mit Verschiebungen

Schnittkräfte 
e+d] M+M'. N+N'

Mehr als d iese  drei Verschiebungen sind an einem  Schnitt nicht möglich. 
(Für die Kräfte Q, M, N  werden hier, w ie  üblich, große Buchstaben ver­
w endet, im G egensatz zu m einer Dissertation, wo die Kräfte, um bei 
anderen Ableitungen eine klarere Schreibweise zu erhalten, mit den 
kleinen Buchstaben a bis r  bezeichnet worden waren.)

Nun soll festgestellt werden, w elchen Einfluß d iese  drei Verschie­
bungen im Ersatzsystem  auf die benachbarten statisch unbestimmten 
Größen haben. Wir hatten z. B. für die statisch unbestim m te Größe X  

8„
erm ittelt X  -

<5,,-
oder Sxx  X  - , w obei 8 die Verschiebung des

statisch bestim m ten H auptsystem s in Richtung von — X  infolge der 
äußeren Belastung ist. Würde es sich um ein System  handeln, bei dem  
Auflagersenkungen von Einfluß sind, so würde die Elastizitätsgleichung  
lauten: <L . X =  8„ .. +  w obei L r den Einfluß der AuflagersenkungenX  X  O X  X  4
darstellt. Lx  ist hierbei die Verschiebung des Angriffspunktes von X  in 
Richtung von —  X,  verursacht durch die Auflagersenkungen, und zwar im 
statisch bestim m ten Hauptsystem . Am einfachsten ist die Verschiebung Lx 
nach der Arbeitsgleichung zu bestim m en. Sind die bekannten Lager­
senkungen bezeichnet mit 8q, 8m und än und haben die zugehörigen  
Auflagerkräfte infolge V =  —  1 die Größe Q x, M x  und Nx,' so ist nach 
der A rbeitsgleichung die Verschiebung des statisch bestim m ten Haupt­
system s in Richtung von —  X :  1 Lx  =  Qx 8q +  M x Sm +  N x 8n. ln meiner 
Dissertation wurde L noch in etw as anschaulicherer W eise an Hand der

W elche Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen vorzunchm en  
sind, damit die Ober- und Untergurtknotenpunkte des Ersatzsystem s 
dieselbe Lage haben w ie  die des endgültigen, kann man sich am besten  
an Hand von Bild 5 klarmachen. (Auch in Bild 4 sind d iese  Verschie­
bungen bereits angedeutet worden.)

Bild 5a  zeigt die Lage einer Vertikalen des endgültigen vollelastischen  
System s mit anschließendem  Ober- und Untergurt unter dem Einfluß der 
äußeren Belastung. Bild 5 b  -zeigt die Lage der starren Vertikalen des 
Ersatzsystem s unter dem Einfluß derselben äußeren Belastung. Die belieb ig  
gew ählte Schnittstelle, an der die V erschiebungen vorgenom m en werden  
sollen , ist bereits angedeutet. Bild 5 c  zeigt, w elche Verschiebungen  
erforderlich sind, damit die Gurte d ieselb e Lage haben w ie in Bild 5a.

Am einfachsten ist die Längsverschiebung 8n zu bestim m en. D ie 
Normalkraft der Vertikalen des Ersatzsystem s ist N.  S ie wurde am Schluß 
von Abschnitt b errechnet [Gl. (9,]. Da die Vertikale starr ist, so hat sie  
sich unter dem Einfluß von N  nicht gelängt. D ie Normalkraft der Verti­
kalen des endgültigen System s unterscheide sich von der des Ersatz­
system s um N ',  sie  ist also N  N '.  Unter ihrem Einfluß längt sich die

h
elastische Vertikale um (N  +  N')

E F '
Hierbei ist h die Stablänge, F'  

D ie starre Vertikale muß

also am Schnitt um 8n =  (N  +  N')  ~ p y r  

w erd en , um d ieselbe Länge zu haben w ie die elastische. Beim Auf-

der Querschnitt der endgültigen Vertikalen.

,l auseinandergedrückt (verlängert)
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stellen der Elastizitätsgleichungen des Ersatzsysteins wurde mit den 
E ./.-fa ch en  ¿'-Werten gerechnet. Es ist also auch hier mit der £ 7 e-fachen

Verschiebung zu rechnen. Es wird Sn — (N  +  N ')  h • W ie bei den

Gurtstäben, führen wir auch hier für h •
Je
F'

ist ¿' =  (N  +  N ')  h", w obei h " —  h
Je
F'

ist.

Sm ableiten
<7

lassen.

Mq -Fläche 

Bild 6a bis c.

M -  Fläche

Es m öge zunächst Q —  1 angreifen.

dS  • f
E J C - fachen

fläche von Bild 6 b  und die Q uerverschiebung ¿[

J' das Trägheitsmoment der Vertikalen ist und mit den 
¿-W erten gerechnet wird. (Es könnte notfalls auch der Einfluß der Quer- 
kräfte leicht berücksichtigt werden.) Läßt man Af =  +  1 angreifen, so 
erhält man die M om entenfläche von Bild 6 c  und die W inkeldrchung

Jc
I Af*, d s -  j ,  • G leichzeitig  tritt hierbei eine Querverschiebung

qm

f -

- ! * d s  • -
J'

eine W inkeldrehung ■ ¿'mq

auf, ebenso w ie infolge der Querkraft Q  =  

auftrat. Ist die Querkraft nicht' S 'qm

+  1 

+  1,
sondern Q  +  Q' und das M om ent Af +  /Vf', so sind die Verschiebungen  
entsprechend größer, nämlich

und
(iQ +  Q')dqq +  (M +  M')ä'c

Q')äm o + { M  +  M ’) h ’n
qm

u i ) ¿„ : (Q  +  Q )  h' *m = ( A f  +  M ’)Sm

Qx , Q v usw., d. h. die Kräfte infolge X  
sind aus Bild 2 

Afv ist verschieden, je  nach Lage des Schnittes, 
m itte wäre

1

1, Y  =  —  1 und Z  = 1

M x  2

M.. =  —  1

M ,

[hla -  A')] N x :

Ny  

N '

tg «

1

~s~i
0.

Für die rechte Vertikale ist entsprechend:

die Bezeichnung h" ein. Also

Qx

Qy

Q:

1 [im Fall M x = + - U k ru - h $ j  W , =  -

0

Af„

M z:= -

D ie Q uerverschiebung Sq und die W inkeldrehung Sm sind beide  
sowohl von der Querkraft an der Schnittstelle als auch vom  M oment ab­
hängig, aber nicht von der Normalkraft, d ie beim  geraden Stab nur auf die 
Längung einen Einfluß hat. Am Schnitt der Vertikalen des Ersatzsystem s 
habe die Querkraft die Größe Q ,  das M oment die Größe M  [Gl. (9)]. 
Da die Vertikale starr ist, so hat sie  sich nicht verformt (vgl. Bild 5b). 
Beim Übergang zum endgültigen System  mit elastischen Vertikalen ändert 
sich Q  um Q' und M  um Af'. D ie endgültige Querkraft und das end­
gültige M oment an der Schnittstelle sind dann Q  +  Q' bzw. Af +  AT. 
Unter dem Einfluß dieser Kräfte hat sich die elastische Vertikale ent­
sprechend Bild 5a  verformt. Wir können sic  uns in derselben Lage an 
den Enden (den Gurten) 
eingespannt und an der 
gleichen Stelle  w ie die 
starre Vertikale durch­
schnitten denken (vgl.
Bild 6a). Am Schnitt 
greifen die inneren 
Kräfte

Q  f Q' und Af +  /Vf' 
als äußere Kräfte an.
Es entstehen zw ei Krag­
arme, die die B iegelin ie  
der elastischen Verti­
kalen haben und mit 
deren Hilfe sich S„ und

Mit diesen W erten lauten Gl. (10):

S x x  X '  =  [S q  +  M x  S m  +  t g  “  S n)l -s.

Dann erhält man die M om enten-
Jc wenn

q q  U n d

Außerdem war Sn ==(/V +  N') h".
Mit diesen Verschiebungen lassen sich die Änderungen der statisch un­
bestim m ten Größen nach den oben abgeleiteten  G leichungen (10) ermitteln. 
Es war

(10) Sx x  X '  =  (Qx S +  M x s m +  N x än)l +  (Qx Sq +  M x  ¿„, +  N x ¿n)r. 
Entsprechend lauten die G leichungen für Y' und Z'.

* „  r  =  ( -

S z z Z '  =  ' \ni 

Setzt man für Sq< Sn

*n) +  (~
Sr
S,

N y

N z

q + M X *.

+  i . „ ,

- t g «

1

Sl
0 .

(12)

Sn die oben erm ittelten W erte(l 1) ein, so erhält man

Sx x X '  =  [ ( Q + Q ’) ä qq +  M x (M \ M ’) S'mm + t g « ( N + N ' ) / i " ] l +  
+  [ - ( (?  + ( ? ' ) # ; ,  + M x (M  +  M ' ) ä ; i m - i g « ( N + N ' ) h " ] r

- ( M  +  M') S'mm -  (W +  N ')  /¡"] +
Sl 1

Syy T

i „ Z ' = [ ( M  +  M ')ä;n

-  /  (Ai +  /Vf ') ¿;„ +  — (N  +  N ')  h"

M ')*ml [(Af | twi i ”mm  jr -

D ie Gleichungen (12) gelten  noch ganz allgem ein. Es können also 
die Gurte auch zwischen den Knotenpunkten gekrüm m t sein oder ver­
änderliches Trägheitsmoment haben. D esgleichen können die Vertikalen 
veränderlichen Querschnitt haben. Ebenso w ie in Abschnitt b soll aber 
die w eitere Untersuchung für ein Tragwerk erfolgen, dessen Gurte zwischen  
den Knotenpunkten gerade sind und auf die Feldw eite konstanten oder 
w enigstens zur Feldm itte sym m etrischen Querschnitt haben, so daß also 
die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystem s jew eils in Feldm itte  
liegen. Außerdem sollen die Vertikalen auf ihre H öhe gleichbleibendes  
Trägheitsm om ent haben, damit der Schnitt der Vertikalen, für den ¿^m =  0 
ist, in ihrer M itte liegt. Sow eit die gem achten Voraussetzungen aus­
nahm sw eise nicht erfüllt sind, müßten die weiteren Ableitungen ent­
sprechend geändert werden.

Wenn der elastische Schwerpunkt in Feldm itte liegt, wird s ,  — s r =  -y .

1 2 * Sr—  =  —  und —
Si a 

oben schon angegeben,

links M x  =  —  y  [ h lu —  h '0 ) und rechts M x  =  +  y  ( hq — h r0 ) •

h- h'
W eiterhin ergibt sich dann nach Bild 6 b : ¿ ^ =  v —  und nach Bild 6c:

=  1. Bei in der M itte geschnittener Vertikale ist, w ie

12
ä'mm =  h'. Setzt man d iese W erte in Gl. (12) ein, so erhält man:

m q  v ' »  m m •

Die G leichungen werden vereinfacht, wenn man den Schnitt so legt, daß 
Sq m =  ä'm q ~ 0  wird. Ist die V ertikale-sym m etrisch  zur horizontalen 
Achse, so muß der Schnitt in ihrer Mitte liegen. Würde ausnahm sweise  
keine Sym m etrie vorliegen, ein Fall, der wohl kaum vorkommt, so wäre 
die Lage der Schnittstelle aus der Bedingung äqm =  0 zu ermitteln, indem  
man zunächst den Schnitt an einen der Knotenpunkte legt, dafür ¿’ 
und den gleichzeitig  endgültigen Wert S'mm berechnet und daraus be­
stimmt, u m .w iev ie l die Schnittstelle verschoben werden muß, damit ä'qm  
verschwindet. Nachdem d'qm =  ä'mq — 0  ist, ergibt sich für die Ver­
schiebungen:

(13)

•• X '  =
h- h'

12

h"

IQ + Q') h ' n  
2 ( “ ‘

tg « (W  +  N 't  

h! -,

-A0)(Ai+Af') +  
h2 h'

12

+

y y Y'

(<? + Q') +

2 [ K  -  , lo) (M +  M ') -  h " • tg «  (Af +  N')  

' +

Af') +  —  • h" (N  +  N')+

Z '  =

- h' (Af -

[ A '(A f+  Af')]; - [ A ' ( A f  +  M',)r .

[Für Schnitt in Vertikalen-

W enn man d iese  Gleichungen für das Annäherungsverfahren zur 
Bestim m ung ‘von A', Y'  und Z' benutzen w ill, wird man m eist die Er­
fahrung machen, daß das Verfahren entgegen der Erwartung sehr schlecht 
oder überhaupt nicht konvergiert. Der Grund dafür ist der, daß die 
Kraftänderungen Q', M'  und N '  selbst w ieder Funktionen der gesuchten  
X ', V" und Z' sind, wobei d iese letzteren einen so großen Anteil haben, 
daß die K onvergenz zu schlecht ist. Zum Beispiel ist in der ersten 
G leichung X ’ eine Funktion von sich selbst, w eil es in Q' und Af' ent­
halten ist. Zur Verbesserung der K onvergenz wird deshalb der auf der 
rechten Seite der ersten G leichung enthaltene Anteil von X '  elim iniert 
und mit ¿ VVA" auf der linken Seite  zusam m engefaßt. Um X '  auf der 
rechten Seite  zu entfernen, müssen wir feststellen , w ie groß der Anteil 
von X '  in Q' und AI' ist. Der in N '  enthaltene Anteil wird nicht entfernt, 
w eil er zu klein und unbedeutend ist. D ie Gleichungen für Y' und Z' 
werden in entsprechender W eise umgeformt.

Aus Bild 2 c  ergibt sich infolge X '  eine Querkraft in der linken 
Vertikalen Q [ —  —  X ' ,  in der rechten Q r' —  +  X ' .  D ie M om ente in­

folge A ' sind M ;  =  +  y  (hu —  hQ)t X '  und A f/ =  —  ~  (ha —  h 0)r X ' .

ln Q[ steckt also der Anteil — X ' .  Man muß, um aus (Q +  Q')t 
den Anteil von X '  zu entfernen, — X '  subtrahieren und erhält 
{(<? +  <?’) / +  A ' J — A". In dem  eingeklam m erten Teil ist der Wert X '



Jahrgang 12 Heit 9
28. April 1939 B r a u n ,  Ein Annäherungsverfahren zur Berechnung des Vierendeelträgers usw. 73

jetzt nicht mehr enthalten. Entsprechend schreibt man statt (Q  +  Q ’)r 

jetzt {(<? +  Q X  —  X ' }  +  X'.  W eiterh in:

(A4 +  M')l =  {(A4 +  -  i j (hu -  fi0), X ' }  +  \  (//„ -  fi0), X '

(A4 +  M')r =  {(A4 +  M')r +  ‘ (A„ -  /t0) , * ' )  - 1  (A„ - A 0)r * \

Der eingeklam m erte Teil ist hierbei jew eils unabhängig von X '.
Setzt man d iese  W erte in die erste der G leichungen (13) ein, so 

ergibt sich:

¿ \ . X '  =

hP h! 
12

+

X '

{(<? +  <?') +  X ' }  -  -  h0) {(A4 +  A 4 ' ) - ! ( / ; „  -  h 0) X ' }  +

+  h" ■ tg « (N  +  N ’) -  h ' \ "  ■ X ' -  ■''- (hu -  fi0f  X ' \ t +

-  ~Q')— X ' }  +  [»„ -  h 0) {(A4 +  M ’) +  ±  [hu -  h 0) X  ] -

-  h" ■ tg I  {N  +  N ')  -  - X ' — £ .  (hu -  h 0f  X '

•v.v +  { - \T~  +  x (h" ~ +  { “ f f  +  T  — /2°)2

+

(Q +  Q') -  Y -  (*„ -  A0) (A4 +  A4') +  h" ■ tg  « (W +  N ')

-  « ? + < ? ')+  x  (A« ~  ;'o ) (,w +  • te  « (N  +  * 0

4-

+

{ l f  + T  (*■ ‘~  V } |  +  + T  (A“ -
Statt dessen kann man auch schreiben:

‘ /¡2 h'

(14a)

[3XX +  J S XX) =
h'

12 «? + < ? ' ) - ■ y  [hu -  h o) (A4 +  A4') +

+  h" ■ tg « (N  +  N')  

+  h '

fi- h'
+  <?') +

+  X '2 (A« —  Ao) (A4 +  A4') —  h" • tg « (W +  A/')

Hierbei ist

'  -  { t t + f  «*. -  *»)’} ,+ { ‘¡ f + t  (*« -  v } ,  •

¿J8XX ist nichts anderes als der Anteil der elastischen Vertikalen an Sx x , 
w ie sich leicht nachw eisen läßt. D iese G leichung enthält auf ihrer rechten 
Seite den Wert X '  nicht mehr (bzw. nur noch einen unwesentlichen Anteil, 
der in N  +  N '  steckt).

In g leicher W eise wird die zw eite der Gl. (13), die für Y' gilt, um­
geformt. Aus Bild 2 d ergibt sich infolge Y' in der linken Vertikalen ein 
M oment A4/ =  +  Y' und in der rechten M r' =  +  Y'. Um Y' aus (A4 - f  A4') 
zu entfernen, muß man es also subtrahieren. Es ist som it statt (A4 +  A4'), 

einzusetzen { ( A 4 A4')^— V’}  +  Y', wobei der eingeklam m erte Wert un­

abhängig von Y'  ist. Entsprechend ist (A4 +  A4')r =  {(A4 +  A4'),. —  K'{ - f  Y'. 
Der in N' enthaltene Anteil von Y' wird w egen seiner B edeutungslosigkeit 
nicht entfernt. Nach Einsetzen in Gl. (13) erhält man:

yy Y‘ = h' {(A4 +  A4') —  Y'}  - ■ h"(N  +  N') — h' r +

+ - h ’ {(A4 +  A4') —  r }  +  — ■ h" {N  - |  N') —  h' Y'

(14b)

Y '\S y y  +  ^ * y y \  =

+

- h' (A4 +  A4')— —  • h" (N  +  N ’) +

• h' (M  +  M ’) +  a ■ fi" ( N + N ' )

Hierbei ist J 8y y  =  h {  +  hr'-
y y

J S  ist auch hier der Beitrag, den die elastischen Vertikalen zu $ 
y  y yy

liefern würden.
Es folgt die Umformung der letzten von den Gleichungen (13). Man 

erhält aus Bild 2 e infolge Z',in der linken Vertikalen A 4 ,'=  —  Z', in der 
rechten M r' —  +  Z'. Es ist dann statt [M  4- A4'), einzusetzen:

{(A4 +  A4’), +  Z '} —  Z' und (A4 +  A4'),. =  {(A4 +  A4'),. —  Z '} +  Z',

w obei der eingeklam m erte Teil unabhängig von Z' ist. Eingesetzt in die 
letzte der Gleichungen (13) erhält man:

Sz z Z ' =  [ ä '{(A4 +  A4 ') +  Z '}  — h' Z 'J, — [A'{(A4 +  A4') — Z '}  +  h! z \ .

(14c)
'Z ' [Sz z  +  J d zz) =  [A’ (A4 +  A4’) ] , -  [h' (A4 +  A4')]r +  Z ' ^ 
w obei Sz z — f i / +  hr' ist.

J S zz  ist auch 
liefern würden.

hier der Beitrag, den die elastischen Vertikalen zu Szz  
Ein Vergleich mit J  Sy y  zeigt, daß bei dieser Wahl der

Unbekannten J  Sz z —  J  Sy y  ist.
W ie schon mehrfach erwähnt, ist der Einfluß der Normalkräfte der 

Vertikalen so gering, daß er vernachlässigt werden kann. D ie Normal­
kräfte boten aber bisher den Vorteil, bei der A bleitung der zusätzlichen  
V erschiebungen besonders anschaulich zu sein und wurden deshalb und 
auch der Vollständigkeit halber m itgeschleppt. Zur besseren Übersicht­
lichkeit sollen die für das Annäherungsverfahren zu verwendenden  
G leichungen nochmals ohne Normalkräfte zusam m engestellt werden, w obei 
mit Rücksicht auf die einfachere Durchführung des Annäherungsverfahrens 
die Gleichungen jew eils durch J S  dividiert, werden:

i,21,' h' (h„

12 J S „  + < ? )  2~ J ä l

(15)

r 9 x x- 4- 1 
9 X X  J

—X '

Hierbei ist

h2 h ’
«?  +  <?') +

(Q  +Q ')~

fi' (hu

h o) (A4 4-A4')

■h„
'(A4- f  A4') +  X ' .

d
\ h 2 h' h! . . .,1 , f h 2 h! , h! .

' {  12 +  4 ( « °) } / +  {  12 +  4  ( “• ■ * 4 -

Y' yy

Hierbei ist

+
h'

J  <5

J  8,yy'

Z '
'l  VZ Z

Hierbei ist

4-1 ■ +

(A4 4-A4')
yy 

h l  +  hr'.

h!

h'
d  8. (A4 4-A4')

yy

d  8 ,
(A4 4-A4')

fi' 
d  8 ,

■(A4 4-A4')

+  Y'.

4- Z ’.

d s z z  =  n ;  +  h r'.  

h' 
d  8„

■- d  8,y y

fl' 
d  8 ,

Die Beiw erte —~  sind also gleich
»yy

Ich w iederhole nochmals, unter welchen Voraussetzungen diese  
Gleichungen gelten: Die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystem s
liegen jew eils in Feldm itte (horizontal gem essen), d. h. die Gurte sind 
zwischen den Knotenpunkten gerade und haben auf die Feldw eite  
konstanten oder m indestens zur Feldm itte sym m etrischen Querschnitt. 
Die Vertikalen haben auf ihre H öhe konstanten Querschnitt, sind aber 
unter sich verschieden. Der Einfluß ihrer Normalkräfte ist vernachlässigt. 
Die Belastung greift nur an den Gurten, nicht an den Vertikalen an.

Zur Auflösung der G leichungen, die letzten Endes nichts anderes 
sind als Elastizitätsgleichungen, suchen wir einen W eg, der m öglichst 
gute K onvergenz erwarten läßt. Wir stellen  dazu folgende Betrachtung 
an: Falls die Steifigkeit von Obergurt und Untergurt gleich ist, liegen  
die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystem s in halber H öhe des 
Trägers. Nach Bild 2 c  würden dann die Nullpunkte der A4v-Flächen in 
halber Höhe der Vertikalen liegen. Es wäre hu =  hQ, und (A4 4- A4') wäre 
unabhängig von X '  und umgekehrt; d. h. die G leichungen für X '  wären 
unabhängig von denen für Y'  und Z ’ und umgekehrt. [Da (Q  -}- Q') nur 
von X '  abhängt, würden die bekannten dreigliedrigen Gleichungen für 
X '  entstehen.] Der Gedanke ist naheliegend, daß auch dann, wenn die 
Gurte in der Steifigkeit stark verschieden sind, die Unbekannten X '  von 
den übrigen Unbekannten Y' und Z ' nur verhältnism äßig w enig beeinflußt 
werden, und daß X '  in der Hauptsache von den X '  der Nachbarfelder, 
d. h. von (Q  - f  Q') abhängt. Das nachfolgende Zahlenbeispiel bestätigt 
diese Vermutung. O bwohl bei dem gew ählten Träger ungünstigerweise  
der Untergurt mehr als doppelt so steif angenom m en ist w ie  der Ober­
gurt, haben die A4 4- A4' nur unwesentlichen Einfluß auf X ' ,  besonders 
solange die Lasten nur an den Knotenpunkten angreifen. Man bestim m t 
deshalb den ersten Näherungswert der X '  nur aus (Q  4- (?'), indem man 
dafür die Querkraft Q  des Ersatzsystem s einsetzt und auf der rechten 
Seite X '  =  0. D ie erhaltenen W erte X '  werden dann nochmals verbessert, 
und zwar ebenfalls ohne Berücksichtigung der M om ente. Erst dann 
errechnet man aus den erhaltenen X  +  X '  sow ie aus Y  und Z  des 
Ersatzsystem s Näherungswerte (A4 4- A4'), die der Ermittlung der ersten 
Näherungswerte Y ’ und Z ' dienen sollen.

Hierbei zeigt es sich, daß es das zweckm äßigste ist, zunächst einen  
m öglichst genauen Näherungswert für Y'  zu berechnen. Da infolge des 
A ussehens der M y -Flächen (Bild 2d ) zu erwarten ist, daß sich die 
Unbekannten Y' der benachbarten Felder geg en se itig  besonders stark 
beeinflussen, so erfolgt die Annäherung fortschreitend. Es wird also 
z. B. zunächst Yx' bestim m t. Infolge des erhaltenen W ertes Yx ändert 
sich das M oment der rechten Vertikalen des ersten F eldes um d  —  Yx . 
D iese M om entenänderung wird bei der Berechnung von K,' bereits 
berücksichtigt usw. ln dieser W eise fährt man bis zum Schluß fort und 
w iederholt am besten zur m öglichst genauen Bestim m ung der Y' das 
Verfahren nochmals. Erst aus den dann erhaltenen M om enten A4 4- A4' 
werden die ersten Näherungswerte Z ' bestim m t. Man hat damit schon 
verhältnism äßig genaue W erte der Unbekannten.

Bei der weiteren Annäherung wird man zur Verbesserung von X '  
auch die M om ente benutzen, wobei jetzt eine einm alige Verbesserung
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genügt. Y ’ wird wieder, w ie oben beschrieben, zweim al verbessert und 
schließlich Z ' einmal. D ie Annäherung noch weiter zu treiben, wird 
wohl nie nötig sein.

Im Brückenbau, und der kommt hier in erster Linie in Frage, sind 
Einflußlinien zu bestim m en. Man belastet hierzu die Knotenpunkte der 
Reihe nach mit der Last 1. Bei einem  sym m etrischen Träger mit acht 
Feldern wären nur vier Lastfälle zu untersuchen. Bei der gesam ten  
Untersuchung vereinfacht sich das Annäherungsverfahren noch, w eil die 
Unbekannten jew eils an Fland des vorhergehenden Lastfalles schon recht 
genau geschätzt werden können. Im dritten Feld neben dem belasteten  
Knotenpunkt und in den weiter ab liegenden Feldern ist d iese  Schätzung 
praktisch genau. .

Greifen auch Querträger außerhalb der Knotenpunkte an, so zerlegt 
man die Last 1 in zw ei an den benachbarten Knotenpunkten angreifende  

• Lasten, für die man die Unbekannten schon berechnet hat. Es ist dann 
nur noch notwendig, für die sich über das belastete Feld erstreckende 
dreieckige M om entenfläche die Unbekannten zu bestim m en, w obei der 
Einfluß im dritten Feld neben dem belasteten praktisch nicht mehr zu 
merken ist. Bei diesem  Lastfall erfolgt die Annäherung in etwas anderer 
Reihenfolge als oben beschrieben, w eil sich die Unbekannten Y ’ und Z ' 
hier verhältnism äßig stark gegen se itig  beeinflussen.

Wie das Annäherungsverfahren im einzelnen praktisch durchzuführen 
ist, sieht man am besten an Hand des folgenden Zahlenbeispiels.

(Fortsetzung folgt.)

Alle Rechte V o rb e h a lte n .

Die Reichsautobahnbrücke über die Tiefenbachschlucht bei Kassel.
Von Sr.=2>ng. C. J. H oppe, Rheinbrohl.

V. D ie  P en d e ls tü tz en  und L ager.
Die Auflagerkräfte, die infolge der verhältnism äßig hohen ständigen  

Last auch an den Enden stets positiv bleiben, haben die Größe von 113 t 
ln den End- und 298 t ln den M ittelstützpunkten.

D ie M ittelstützpunkte werden durch Pendelstützen gebildet. 
Infolge der unregelm äßigen Bodenverhältnisse erhalten die acht 
Pendelstützen jede einen eigenen Betonunterbau; auch sind die  
Längen aller acht Stützen verschieden und lieg en , gem essen  
zw ischen den Berührungspunkten der oberen und unteren K ugel­
flächenlager, zw ischen 10,805 und 15,308 m. Der Stützenquerschnitt 
besteht aus zw ei C 40 mit Beiblechen 6 0 0 -1 4  (Bild 10) und ist 
demnach gesch lossen , ln angem essenen Abständen sind lotrecht 
stehende Aussteifungsschotten a u s I P 4 0  eingesetzt; d iese Schotten 
sind angeschw eißt, um die Störung der glatten Außenflächen durch 
einzelne Nietgruppen zu verm eiden. Zur Verhinderung von Rost­
ansätzen an den unzugänglichen Innenflächen sind die Stützen  
ausbetoniert.

(Schluß aus Heft 8.)

da bei der immerhin nicht geringen Hauptträgerhöhe der Einfluß der 
W ärmeschwankungen auf die Fahrbahnhöhenlage und damit das einwand­
freie A ufliegen der Fahrbahnübergänge nicht übersehen w erden durfte. 
Säm tliche am Hauptträgeruntergurt angeschlossenen Lageroberteile sind der

Bewegliches Lauer

nach BIN 1038

Festes Lagen

Bild 10. Fußpunkt der Pendelstützen. Bild 11. Lager.

D ieser Arbeitsvorgang  
wurde bereits In der W erk­
statt ausgeführt. D ie Stahl­
gußlagerteile  greifen an 
Kopf und Fuß mit quadra­
tischen Ansätzen in die 
Stützen hinein und sind  
mit d iesen  verschraubt. Die 
oberen und unteren Lager­
hälften berühren sich in 
K ugelflächen mit Halb­
m essern von 450 bzw. 
400 mm. Festhaltebolzen  
in den Fußlagern verhin­
dern eine Verdrehung der 
Stützen.

An den Brückenenden  
sind übliche Lager ver­
w endet, an der festen Seite  
als Linienkipplager, an der 
b ew eglichen  Seite als Ein­
rollenlager ausgeb ildet. Bei 
letzteren wurden d ie  Grund­
platten keilförm ig gestaltet,

H auptträgerlängsneigung 
1 :6 0  entsprechend keil­
förmig ausgebildet, so daß 
die Kraftübertragung genau  
in der theoretischen Wir­
kungslinie erfolgt (Bild 11).

VI. D er E in b a u v o rg a n g .
Der Einbauvorgang war 

im w esentlichen durch die 
A nfuhrm öglichkeit der in 
der W erkstatt zu fertigen  
Einheiten zusam m engebau­
ten T elle  bedingt. Die 
Brückenstclle lieg t etwa  
8 km von der nächsten  

geeign eten  Bahnstation 
K assel-B ettenh ausen  ent­
fernt; von dort konnten die 
T eile durch Lastwagen mit 
D rehschem eln auf Fahr­
straßen bis etwa 200 m an 
die B austelle herangefahren  
werden.Bild 13. Unterblick unter die fertige Brücke.

Kopflager Fußlager

für Pendel stäken
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D iese Beförderungsart be­
grenzte gleichzeitig  die Länge 
und das G ew icht der E inzel­
stücke mit etwa 13 m bzw. 2 1 1. 
Von der Straße wurde auf 
Feldbahngleis mit H ilfe eines 
kleineren Schw enkm astes um­
geladen und hierm it zur 
Schlucht gefahren.

Zunächst wurde der tal­
wärts g e leg en e  Überbau er­
richtet. D ie Schlucht wurde 
mit stählernen Böcken, auf die 
eine gesch lossen e  Bühne auf­
g e leg t wurde, eingerüstet. Be­
ginnend mit dem südlichen, 
bew eglichen Ende würden die 
H auptträgerteile Stück fürStück 
e in gelegt und sogleich  in jedem  
Abschnitt Quer- und Längs­
träger mit den Buckelblechen

Nördliches Widerlager

eingebaut. Der zunächst 
hinter dem südlichen Wider­
lager stehende Schw enk­
mast wurde zum Einbau der 
weiteren Stücke auf dem  
Obergurt der Hauptträger 
aufgesetzt und abschnitt­
w eise  vorgerückt. G leich­
falls m it H ilfe des M astes 
wurden auch die P endel­
stützen g estellt; d iese  er­
hielten während der Ein­
bauarbeiten e in e behelf­
m äßige Verstrebung. Um  
die Durchbiegung bei dem  
einseitigen  Vorbau auszu­
g le ich en , waren Pumpen  
zum  Anheben auf den G e­
rüstböcken untergesetzt.

Nach Errichtung d ieses  
ersten Ü berbaues wurden  
mit H ilfe des Schw enk­
m astes d ieB öcke in die Achs- 
Iinie des zw eiten , bergwärts 
stehenden Überbaues um ­
gestellt. DerEinbauvorgang  
w iederholte sich dann in 
sinngem äß gleicher W eise; 
nur blieb der Schwenkm ast 
auf dem bereits aufgestell­
ten Überbau stehen und 
leg te  von hier aus die einzelnen T eile auf (Bild 12). Ebenso wurden mit 
seiner H ilfe zum Schluß die Gerüstböcke zum  Abtransport heraufgezogen.

D ie Bilder 13 u. 14 geben die fertiggestellte  Brücke und ihre gute  
Wirkung in der Landschaft wieder.

Für d iese 647 t Fertig­
konstruktion waren etwa 
26 t N iete =  4,0 %  des 
Fertiggewichts erforderlich.

Der Aufwand des tech­
nischen Büros war durch 
die U ngleichheit der vier 
Hauptträger und die son ­
stigen V erschiedenheiten  
der Überbauten verhältn is­
m äßig groß. Auch bei den  
W erkstattarbeiten, die in 
den Stahlbauwerkstätten  
N euw ied  der Firma H ilgers 

vorgenom m en wurden, 
machten sich d ie gleichen  
Ursachen sehr bemerkbar. 
Insgesam t waren etwa  
61 000 N iete von 20 bis 
26 mm 0  in der Werk­
statt, das sind 94 Stück/t 
und 38 000 N iete auf der 

B austelle, das sind 
59 Slück/t zu schlagen. 
In dieser letzteren Zahl 
sind die etwa 21 000 N iete  
eingesch lossen, die zum  
Befestigen der B uckel­
b leche auf dem Fahibahn- 

gerippe notw endig waren. An M ontagegerät und Gerüsten wurden 275 t 
auf der Baustelle benötigt.

Die. Stahlkonstruktion konnte von der OBR K assel am 6. April 1938 
abgenom m en werden.

Bild 12. Einbauvorgang.

Alle Rechte V orbehalten . Die Stabilität des mehrfeldrigen, elastisch gestützten Stabes.1)
Von 3r.=3ing. A. S ch leu sn er , Berlin.

D ie Berechnung der Knickbelastung eines geraden, punktweis elastisch  
gestiitzen Stabes ist an sich seit langem bekannt. Man stellt drei 
Gruppen von Gleichungen auf: erstens für jedes Feld die Bedingung  
für das G leichgew icht der M om ente; zw eitens für jeden Knoten die 
Bedingung für die Stetigkeit der Tangente an die elastische Linie und 
drittens für jeden elastisch gestützten Punkt die Bedingung für das

') Auszug aus dem auf der W issenschaftlichen Tagung des Deutschen  
Stahlbau-Verbandes am 6. Oktober 1938 gehaltenen Vortrage.

G leichgew icht der Vertikalkräfte. Dabei kann man ohne Schwierigkeit 
feldw eise Verschiedenheit von Trägheitsmoment und Stabkraft berück­
sichtigen.

Um die Begriffe zu fixieren, w ollen wir annehm en, daß der Stab 
n Felder habe und daß die Endpunkte jedes F eldes gestützt seien, daß 
also alle Öffnungen einfeldrig seien . Ferner w ollen wir die Enden des- 
Stabes als gelenk ig  fest gestützt annehm en. Selbstverständlich macht es  
keine Mühe, jede andere Art von Stützbedingungen ebenso w ie  mehr- 
feldrige Öffnungen zu berücksichtigen.

VII. B austo ffverb rau ch  und A rb e itsa u fw a n d .
Das gesam te eingebaute Stahlgewicht der beiden Überbauten beträgt 

647 t. D ieses G ew icht gliedert sich w ie  folgt:
für H aup tträger..................................................... 213 t = 32 ,9%
für Querträger mit Kragarmen . . . . 84 t = 13,0%
für m ittlere und Randlängsträger . . . 96 t = 14,8%
für Buckelbleche und Streckmetall . . . 127 t  ===== 19,6%
für W a a g erech tv erb a n d .................................... 15 t = 2,3 %
für G elä n d er ......................................... ..... 1 6 1 ===== 2 ,5 %
für B esich tigu ngsw agen träger........................ 29 t = 4,5 %
für F a h rb a h n ü b erg ä n g e ................................... 14 t = 2,2%
für P endelstützen und Verankerung . . 35 t = 5 ,4 %

St 37 629 t = 97,2 %
für Lager . . Stg 52,81 S +  St C 35,61 18 t = 2,8%

G esam tgew icht

' v

647 t = O o
 

■ c o

O
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Benutzt man die besonders einfache dritte Gruppe der obenerwähnten  
G leichungen zur Elimination der Querkräfte, so führt das Verfahren unter 
den getroffenen Voraussetzungen zu 2 n — 1 G leichungen mit ebenso  
vielen  Unbekannten, nämlich n — 1 Knotenpunktm om enten und « N e i ­
gungen der Feldsehnen. D iese  G leichungen sind stets dadurch zu b e­
friedigen, daß man säm tliche Unbekannte gleich Null setzt. D iesem  
Lösungssystem  entspricht die gerade, unverformte G estalt des Stabes. 
Andere als d ie Lösungen Null kann das G leichungssystem  nur haben, 
\venn die Determ inante seiner Beiw erte verschwindet. Führt man sämt­
liche Stabkräfte S r ( v = l ,  2, . . .-, n) mit einem  gem einsam en, zunächst 
unbekannten Proportionalitätsfaktor 7 m ultipliziert in die Rechnung ein, 
so ergibt das Verschwinden der erwähnten Determ inante eine G leichung  
zur Bestim m ung von 1. Der kleinste, nicht verschwindende, positive  
Wert von 7, den man aus d ieser.G leichung findet (er m öge mit /.Bl b e ­
zeichnet Werden), bestim m t das kleinste V ielfache der Stabkräfte, bei dem  
eine andere G leichgew ichtsgestalt des Stabes als die unverformte, gerad­
linige G estalt m öglich ist. 7.B> S r ist also die Knickbelastung des Stabes. 

Ergibt sich 7 .^ >  1, so ist das System  bei der gegeb en en  Belastung S r 

stabil. Ergibt sich ¿ B ) _ 1, so befindet sich das System  bei der Belastung Sr

an der Knickgrenze. Ergibt sich 7 ^ < c l ,  so knickt das System  bei der 
gegeb en en  Belastung S,, aus. Wird ft-fache Sicherheit verlangt, so besitzt

das System  bei 7 ^ 5 ^  k die verlangte Sicherheit, bei 7^ <r. ft dagegen nicht.
Statt die erwähnten G leichgew ichts- und Stetigkeitsbedingungen auf­

zustellen, kann man die Bestim m ungsgleichung für 7. auch dadurch er­
halten, daß man den Ausdruck für die potentielle Energie 77 des Stabes 
aufstellt und verlangt, daß d iese  ein Minimum wird. Bezeichnet L die 
Länge des Stabes, w die A bszisse längs des Stabes, y  die Ordinate der 
B iegungslinie, t],, die Durchbiegung am Stützpunkt r, A r den Stützen­
widerstand der Stütze v  und nimmt man Stabkraft S,  Trägheitsm om ent J 
und Elastizitätsmodul E  längs des Stabes belieb ig  veränderlich an, so 
ist die potentielle Energie des G esam tsystem s bei 7.-facher Belastung  

L L

(1) 7 7 =  ’ f  E(x) J ( x ) y " 2 d x  -  y  • 7. f S ( x ) y ' * d x  +  - I

u 0 '■=  1
Das erste Integral ist die Arbeit der B iegungsm om ente, das zw eite  

die Arbeit der 7.-fachen Stabkräfte, die Sum m e ist die Arbeit der Stützen­
widerstände. D ie Arbeit der Querkräfte ist, w ie  üblich, vernachlässigt. 
Die notw endige Bedingung dafür, daß die potentielle  Energie ein Minimum  
ist, wird durch das Verschwinden der ersten Variation ausgedrückt:

< ? 7 7 = 0 ,
führt also auf ein Problem der Variationsrechnung. Wir erhalten, w ie  
gesagt, d ieselbe G leichung für 7 w ie die obenerwähnte Determ inanten­
gleichung. D iese Determ inante ist unter den getroffenen Voraussetzungen  
(2 «  —  l)-reihig, bei sechs Feldern z. B. elfreihig. Ihre kleinste positive  
W urzel 7.B1 kann man nur durch Probieren finden. Man muß also bei 
größerer Felderzahl -eine Determ inante hoher Ordnung mehrfach aus­
werten. D iese  Rechenarbeit ist schon bei einer elfreihigen Determ inante, 
also bei sechs Feldern, praktisch nicht mehr zu bew ältigen, wenn der 
Stab nicht symmetrisch ist.

Dagegen wird auch in solchen Fällen die Rechenarbeit durch ein 
neues, von F. u. H. B le ic h  begründetes und von mir weiterentwickeltes. 
Verfahren praktisch durchführbar gem acht. In den Fällen, die man auch 
mit dem alten Verfahren bew ältigen kann, wird bei dem neuen Ver­
fahren die Rechenarbeit ganz geringfügig.

Wir w iederholen zunächst noch einmal die Fragestellung des bis­
herigen Verfahrens. S ie  lautet: U m  d a s  W i e v i e l f a c h e  m ü s s e n  d ie  
S t a b k r ä f t e  v e r g r ö ß e r t  w e r d e n ,  um  d e n  S ta b  b e i  g e g e b e n e n  
S t ü t z e n  w id e r s t a n d e n  an d ie  K n ic k g r e n z e  zu fü h r e n ?

Das neue Verfahren kehrt d iese  Problem stellung um und fragt: Um  
d a s  W i e v i e l f a c h e  m ü s s e n  d ie  S t ü t z e n w id e r s t ä n d e  g e s c h w ä c h t  
w e r d e n ,  um  d e n  S ta b  b e i  g e g e b e n e n  S t a b k r ä f t e n  an d i e  K n ic k ­
g r e n z e  zu  fü h r e n ?

Wir versehen also jetzt säm tliche Stützenwiderstände. A t mit einem  
gem einsam en, zunächst unbekannten Divisor ß.  Der Ausdruck für die 
potentielle  Energie lautet dann:

/. L

(2) 77 =  y J e (x ) J (x )  y " 2 d x  -  y J S ( x ) y '* d x  +  y  - j  ■ v *,

0 U r “  1

und es wird nach dem kleinsten, nicht verschwindenden, positiven Wert 
von ß  gefragt, der 77 zu einem  Minimum macht, also die erste Variation 
von 77 zum Verschwinden bringt:

¿ 1 1 = 0 .

D iese Aufgabe wird nach, dem  R itz sch en  Verfahren gelöst. Man 
denkt sich die B iegelin ie y  in eine unendliche Reihe nach den Eigen­
funktionen ipd) (x)  eines gee ig n et gew ählten H ilfsproblem s entwickelt:

(3) y  —  pB) (jc) +  aj y(2) (w) 4- f(3) (x) -j- . . .  in inf.

Darin sind die Entwicklungsbeiwerte zunächst unbekannt. Als Funk­
tionenfolge ^(0 (x) werden die Eigenfunktionen des folgenden Hilfsproblem s 
gew ählt:

L i.

(4) 8  IT* =  0; 77* =  y J E ( x )  J{x) <p"2 (x) d x  —  y  • 7 J S ( x )  <p'2 {x) d x .  

u o

Wie ein Vergleich mit dem Energieansatz (1) zeigt, ist d i e s e s  H i l f s ­
p r o b le m  d e r  v o n  u n s  u n t e r s u c h t e  S ta b  n a c h  E n t f e r n u n g  s ä m t ­
l ic h e r  e l a s t i s c h e r  S t ü t z e n .  Der Ansatz (3) bedeutet also, daß wir 
die B iegelin ie des elastisch gestützten  Stabes durch die Überlagerung  
aller m öglichen B iegelin ien  gew innen, die derselbe Stab nach Entfernung 
sämtlicher elastischer Stützen annehm en kann. Praktisch muß man sich 
natürlich näherungsw eise mit einer endlichen Anzahl von Gliedern in 
dem Ansatz (3) begnügen. Es zeigt sich, daß man im allgem einen mit 
einem  dreigliedrigen Ansatz Ergebnisse von hinreichender G enauigkeit 
erhält.

N ehm en wir zunächst die Eigenfunktionen y>(0 des Hilfsproblem s 
als bekannt an und führen einen dreigliedrigen Ansatz y  =  ap  yd» (w) 
+  a q <fXQ){x) +  a r <fd){x) in den Ansatz (2) für die potentielle  Energie des 
wirklichen Stabes ein, so liefert die Bedingung S I I  =  0  drei hom ogene  
lineare Gleichungen für die drei Entw icklungsbeiwerte ap , a q, a r. Damit 
andere Lösungen als die triviale Lösung Null existieren, muß die Deter­
minante dieser drei G leichungen verschwinden. Damit erhalten wir eine  
kubische G leichung für ß. Unter allen m öglichen dreigliedrigen Ansätzen 
für y  ist nun derjenige zu suchen, der die kleinste positive W urzel ß, 
die mit ß  bezeichnet werden m öge, liefert, ß  gibt dann unmittelbar die  
Stützensicherheit an. Ergibt sich ß > \ ,  so  ist das System  bei der 
gegeb en en  Belastung S ( x )  und den gegeb en en  Stützenwiderständen A,. 

stabil; ergibt sich ß = \ ,  so befindet sich das System  an der Knickgrenze; 
ergibt sich / 3 < 1 ,  so knickt das System  aus. Ist M ach e Knicksicherheit 
gefordert, so muß man von vornherein die Stabkräfte k S ( x )  statt der 
Stabkräfte S  (jc) in den Ansatz (2) einführen. Bei ß  g i  1 hat dann das 
System  die verlangte M a ch e  Sicherheit, bei ß < .  \ nicht.

D ie damit verbundene Arbeit ist geringfügig. D ie Hauptarbeit besteht 
bei dem neuen Verfahren in der Lösung des Hilfsproblems. D ie  
Gleichungen für den Hilfsstab gew innt man in der üblichem eingangs 
skizzierten W eise. Zur Bestim m ung der E igenwerte 7.^ des Hilfsproblcms 
erhält man dabei eine n-reihige Determ inante an Ste lle  der (2 n —  1)- 
reihigen, auf die das Hauptproblem bei der g leichen  Behandlung führen 
würde. Von dieser «-reihigen Determ inante ist allerdings nicht nur die  
kleinste positive Wurzel 7 v \  sondern mehrere Wurzeln /B ), ) P \  . . .  zu 
bestim m en. Von großer Bedeutung für die praktische Rechnung ist, daß 
man zeigen kann, daß bei dreigliedrigen Ansätzen nicht mehr als die 
ersten 7.(i,+  ^-Eigenw erte des Hilfsproblem s bestim m t zu werden brauchen, 
wenn 7(p) der größte Eigenwert ist, der kleiner als die vorgeschriebene  
Knicksicherheit ft ist: 7 ^ c f t g g )SP +

Sind E. J  und S  längs des ganzen Stabes konstant, so macht das 
Hilfsproblem gar keine Arbeit, da man seine E igenwerte und Eigen­
funktionen ohne jede Rechnung sofort anschreiben kann. In d iesem  Fall 
führt also das neue Verfahren m ühelos zum Ziel. Das ist um so be­
deutsamer, als man auch in anderen Fällen häufig durch die Annahme 
konstanter mittlerer W erte für E, J  und S  brauchbare Näherungslösungen  
wird gew innen können.

Eine Änderung der Sicherheit ft läßt sich bei der Rechnung in ein­
fachster W eise berücksichtigen. Man kann daher mit w enig  Rechenarbeit 
auch die Frage beantworten, für w elchen Wert von ft sich ß = l  ergibt, 
d. h. bei welchem  Vielfachen der Stabkräfte der Stab bei den Stützen­

widerständen —  ■ A v =  A v, also bei den gegeb en en  Stützenwiderständen,

ausknickt. Damit wäre man dann am Ende der Rechnung von der 
B le ic h s c h e n  zu der ursprünglichen Fragestellung zurückgekehrt.

Endlich ist zu beachten, daß bei einer belieb ig  geänderten Verteilung  
der Stützenwiderstände das Hilfsproblem, das im allgem einen die Haupt­
arbeit erfordert, das g leiche bleibt. Mit w enig Rechenarbeit kann man 
also, wenn das Hilfsproblem einmal g e löst ist, den Einfluß der Stützung  
auf die Sicherheit des System s untersuchen und dadurch unter Um ständen  
auch zu weittragenden konstruktiven Folgerungen gelangen.

Das neue Verfahren macht also nicht nur die Rechenarbeit praktisch 
durchführbar in solchen Fällen, wo die bisher bekannten Verfahren prak­
tisch unbrauchbar werden, sondern es gestattet auch neue Einblicke in 
die Problem e des elastisch gestützten Stabes.
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