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Ein Anndherungsverfahren zur Berechnung des Vierendeeltragers,

gultig fur beliebige Querschnittsverhaltnisse und Belastung der Gurte auch auBerhalb der Knotenpunkte.
Von S5r.=3ng. Otto Braun, Augsburg.

In meiner Dissertationl) habe ich die verschiedenen ¢Madglichkeiten
der Bericksichtigung nachtraglicher Querschnittsdnderungen bei der Be-
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke erlautert. Abgesehen von dem
genauen Verfahren wurde hierbei auch die Madglichkeit erwahnt, die
Spannungen des gednderten Tragwerkes aus denen des urspringlichen
verhéltnismé&Rig leicht durch Anndherung zu errechnen. Ich habe dabei
(S. 62 der Dissertation) die Vermutung ausgesprochen, fir Querschnitts-
anderungen der Vertikalen des Vierendeeltrégers werde dieses Annédherungs-
verfahren so gut konvergieren, dall sich darauf ein endglltiges Be-
rechnungsverfahren aufbauen lasse, das gegenuber den sonst gebrauch-
lichen Vorteile biete. Das gilt insbesondere, wenn es sich um den all-
gemeinen Fall des Trégers mit nicht parallelen Gurten, beliebigen Quer-
schnitten und Kraftangriff, gegebenenfalls auch auBerhalb der Knoten-
punkte, handelt. Es soll die Berechnung des Vierendeeltragers hier als
Beispiel fur die praktische Anwendung der in meiner Dissertation ge-
gebenen Ableitungen angefuhrt w.,erden, wobei diese Ableitungen nur
so weit entwickelt werden, als es fir die Berechnung dieser Trégerart
notwendig ist. Die fur jede beliebige Tréagerart gultigen Ableitungen
sind in meiner Dissertation zu finden.

Zur Berechnung wird vorausgesetzt,
&duBeren Lasten angreifen, eine Bedingung, die fast immer erfullt sein
wird. Die Untersuchung eines derartigen Lastfalles ware zwar mdglich,
wird aber etwas umstédndlich und unterbleibt wegen seiner Seltenheit.
.Es wird sich im Verlauf der Untersuchung zeigen, dal man weitere
Vereinfachungen erhalt, wenn die Vertikalen symmetrisch zu ihrer ¢Mitte
(der horizontalen Achse) ausgebildet sind, was ebenfalls meist der Fall
ist, und wenn man es als zulédssig betrachtet, den EinfluR der L&ngung
der Vertikalen (infolge Normalkréafte) als unwesentlich zu vernachléssigen.
Die beiden letztgenannten Bedingungen sollen aber zuné&chst nicht als
erfullt gelten.

daB an den Vertikalen keine

a) Erlauterung des Rechnungsganges.

Der Gedankengang, der zu dem Anndherungsverfahren fihrt, mége
zunéchst kurz erlautert werden:

Es wird zuerst statt des endgultigen Tragwerkes ein Ersatz-Vierendeel-
trager berechnet, der sich von dem endgultigen nur dadurch unter-
scheidet, daB seine Vertikalen starr sind. Dieses Ersatzsystem ist wesent-
lich einfacher zu berechnen als das vollelastische; denn wahlt man die
statisch unbestimmten GroBen Xk, Yk, Zk wie in Bild 1 angegeben, wo-
bei das Tragwerk mit einem in jedem Feld durchschnittenen Gurt statisch
bestimmtes Hauptsystem ist, so erstrecken sich die Mk - Flachen infolge
Xk= 1 bzw. Yk — 1 bzw. Zk = 1 jeweils nur uber die Gurte des kien
Feldes und die beiden Vertikalen, uUberdecken sich also mit den

j-Flachen und Mk+,- Flachen der Nachbarfelder nur an den
Vertikalen (vgl. a. Bild 2). Da diese starr sind (J— 00), so werden in
den Elastizitatsgleichungen die Verschiebungen Sk , undJ'AA+1 zu
Null, d. h. die Elastizitatsgleichungen fur Xk, Yk, Zk sind unabhéngig
von den Ubrigen. Wahlt man auBerdem diese drei Unbekannten X, Y, Z
in jedem Felde so, daB auch 6xy< Sxz und Sz verschwinden, d. h. laRt
man sie im elastischen Schwerpunkte des Einzelrahmens mit starren
Vertikalen angreifen, so erhdlt man lauter voneinander unabhéangige
Elastizitatsgleichungen. Nach dieser Wahl der statisch unbestimmten

)} O. Braun, Nachtrégliche Querschnitts-
statisch unbestimmter Tragwerke, insbesondere Systeme mit verénderlicher
Gliederung und abgespannte Konstruktionen. Ein Beitrag zur Deformations-
methode. Diss. Berlin 1936.

und Systemanderunge

GrofRen fallt jede weitere Gleichungsauflésung weg, und die Spannungen
des Ersatzsystems kdénnten vermittels X, Y, Z berechnet werden. Diese
Spannungen des Ersatzsystems unterscheiden sich noch von denen des
endgiltigen vollelastischen Systems. Es ist aber méglich, im Ersatzsystem
den endgultigen Spannungszustand herzustellen, z. B. indem man samt-
liche starren Vertikalen durchschneidet und die durch den Schnitt ge-
trennten Querschnitte gegeneinander verschiebt. Bei jeder Vertikalen
sind drei derartige Verschiebungen mdoglich, namlich eine Lé&ngs-
verschiebung, eine Querverschiebung und eine Winkeldrehung der durch
den Schnitt getrennten Querschnitte. Wenn sie bekannt wéren, so kdnnte
man aus den Elastizitatsgleichungen des Ersatzsystems die Spannungen
des endgiltigen vollelastischen Systems errechnen.

Um diese Verschiebungen, die der Querschnittsanderung von den
starren zu den elastischen Vertikalen gleichwertig sind, zu bestimmen,
kénnte man Elastizitatsgleichungen aufstellen, welche die Verschiebungen als

Unbekannte enthalten.

Da hierbei Verschiebun-

gen als Unbekannte auf-

treten, so gehdren diese

Gleichungen der De-

% formationsmethode an.

8 Dieser exakte Weg ist
in  meiner Dissertation

beschrieben. Er ist hier

unzweckmaéRig, weil die

/-J . -A ____J Gleichungen zu um-
(kJ * fangreich werden, denn

jede Vertikale liefert

Bild 1. drei unbekannte Ver-

schiebungen.

Statt dieses umsténdlichen, genauen Verfahrens kommt man zu einem
guten Anndherungsverfahren durch folgende Uberlegung: Wegen des
geringen Einflusses der Vertikalen werden die bekannten Spannungen
des Ersatzsystems von den noch nicht bekannten endgiltigen nicht sehr
stark abweichen. Es 1aRt sich aber zeigen, daR die gesuchten Ver-
schiebungen von den endgultigen Spannungen abhéngig sind. Sie lassen
sich als Funktionen der im Schnitt der Vertikalen auftretenden end-
gultigen Krafte (Normalkrafte, Querkrafte und Biegungsmomente) aus-
driieken. Da weiterhin die statisch unbestimmten GroéRen wieder von
den Verschiebungen abhéngen, so ist es mdoglich, die Anderung der
statisch unbestimmten GroBen selbst als Funktionen dieser endgiltigen
Schnittkrafte (der Vertikalen) auszudricken. Formt man die erhaltenen
Gleichungen noch etwas um, und setzt man fur die Schnittkrafte zunéchst
diejenigen des Ersatzsystems ein, so erhalt man N&herungswerte fur die
durch den Ubergang von den starren zu den elastischen Vertikalen be-
dingten Anderungen der statisch unbestimmten GroRen. Damit kann
man wieder verbesserte Schnittkrafte errechnen und mit diesen dann
wieder genauere statisch unbestimmte GroéBen usw., bis geniigende
Genauigkeit erreicht ist. Wie diese Ann&herung im einzelnen zu erfolgen
hat, um madoglichst gute Konvergenz zu erreichen, ist spater ausfuhrlich
angegeben.

Der Rechnungsgang wird kurz zusammengefallt folgender: Man stellt
die voneinander unabhéngigen Elastizitdtsgleichungen des Ersatzsystems
mit starren Vertikalen auf und bestimmt die Krafte fur irgendeinen
rQuerschnitt der Vertikalen, meist fir die Mitte. Zur Bericksichtigung
der Elastizitdt der Vertikalen, d. h. zur Bericksichtigung ihrer Quer-
schnittsanderung drickt man die Anderung der statisch unbestimmten
GroRen als Funktion der endglltigen Schnittkrafte der Vertikalen aus
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Zustand X—1 lustand Y—1 Zustand Z--1
Bild 2a bis e.

und formt die Gleichungen etwas um. Die ersten N&herungswerte fiir
die Anderung der Unbekannten erhdlt man, indem man als Schnittkrafte
zunachst die des Ersatzsystems einsetzt. Die genauen Werte ergeben
sich durch fortlaufende Verbesserung in der spater angegebenen Reihen-
folge.

b) Die Berechnung des Ersatzsystems.

Zur Aufstellung der voneinander unabhéngigen Elastizitatsgleichungen
des Ersatzsystems mit starren Vertikalen mussen die statisch unbestimmten
GroBen jeweils im elastischen Schwerpunkt des Einzelrahmens angreifen.
Der Bestimmung des Schwerpunktes und der Art des Angriffes der Un-
bekannten diene Bild 2. Momente, die auf der gestrichelten Seite der
Stadbe Zug erzeugen, seien positiv.

Fur samtliche Vertikalen ist J = co, also

ergibt sich durchweg

J.
Ite j =0. Die Lage des Schwerpunktes hangt nur von den Gurtstaben

ab. In dem einfachen, meist vorliegenden Fall, daR diese jeweils auf
die Feldweite konstanten Querschnitt haben wund nicht gekrimmt sind,
wird man folgende Hilfswerte einfuhren:

Je

Jn

und

und

wobei o und u die Stabldngen sind. Die Lage des elastischen Schwer-
punktes erhdlt man aus den Bedingungen —Ound i =0. Da die
Gurte infolge Z — — | nur Biegungs-, keine Normal- oder Schubspannungen
haben, so ist die Schwerpunktslage nur abhangig von den Tragheits-
momenten der Gurte, nicht von ihren Querschnitten.

: V.
Aus  4.= JMymzdse] =0 folgt

)
Aus = 0 folgt u’vu= o0'v0 oder
Es ist vu-fv0= v, also:

@) Vo e

. - 1
Hierbei ist t>=y [hl+ hr).
Damit ist die Lage des elastischen Schwerpunktes bekannt, und man
kann bereits 8yv und f.. bestimmen. Bei Vernachldssigung des Ein-
flusses der Querkréafte ist:

»,-Uppes-+ [* i ds-
0 u'\ . 4esin2» 4 esin:y
T « . 5*
u"esinle)

(©)

Die Neigung ~der Unbekannten X gegen die Horizontale ergibt

Jc r Jc

sich aus der Bedingung = f.ti, 5Jrds e— — jNs N.dse y = 0.

(Wenn es erforderlich erscheint, kimnie andh der EinfluB der Querkréhe
beriicksichtigt werden,] Die Unbekannte sei so gewdahlt dafR im Zustand
V= 1 ihre Hosizontalkomponente 3 ist Dann ist die Venikaikomponente
gleichzeitig tg*. Man kann also den Zcstand X = — 1 des Bildes 2 in
die in Bild 3 dargestellten beiden Teiizustande zerlegen, von denen der
zweite der (— Sj~igat) -fadie Zustand Y — — 1 ist wdahrend der erste
mit A '=— 1 bezeichne: sei

Dementsprechend 1&Rt sich 8 zusammensetzen aus:

» yy= O
0) ge= V2V

sl Syy a ?/y
Der Wert Sy wurde bereits ermittelt (Formel (3)1. Weiterhin wird
M o-Myds- j
= ff ! THN
esinv ecoS v *sin cos vz

1 2 .
= £ [dQo’— duu’)+ -~(u"-sin ip-cos # - 0”esin Vv ecos >),

Xy
hierbei ist M=y .tgr tgy..
(5) 8-y — (0’etgv— u’etgy)-F  (u'msin>ecosy<— 0" esinv *cos v).

-sl mtgec. (bew-% igccj
mal
Zustand Y--1

Zustand X—1
Bild 3.

Nachdem damit auch tg * bekannt ist, laRt sich die MwFlache von Bild 2

und 8XX bestimmen. Man erhalt zunéchst:

ha=va+y-tgy.-ry*tg« = On-fy (tgy, -f tg«)

®) —ytgy>- tg«= Va— — (tgy, 4- tg «)
A«
hg=h!l -hl.
Dann ist: *xx=[M\ds. ° [Nids- ;
™ 1 = y K “ E<)+m

—o0" (cosr 4-tga-esin >-4 u"(cosy> tg.vesiny)2

Die Elastizitatsgleichungen fur die drei Unbekannten von
einem Feld des Vierendeeltragers mit starren Vertikalen lauten:

irgend-

(8) A'=4N- ke="10°" z >
Wv

Sgx'~Mor un(4 ¢o0- s'nd4 die (-Werte infolge der &ufleren Belastung, z, B.

J, r J, .
VABOX=[M OMxds-f~ [N ONxds--,. , wobei ,U. und
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N g Momente und Normalkréfte des Vierendeeltragers mit aufgeschnittenem
Gurt, d. h. eines Balkens auf zwei Stitzen sind.

Nachdem die statisch unbestimmten GroéRen bekannt sind, ware es
maoglich, alle Kréfte des Ersatzsystems zu ermitteln. Fir die weitere
Untersuchung bendtigen wir lediglich die Krafte in den Schnitten der
Vertikalen, an denen wir die Verschiebungen vornehmen. Wenn die
Querschnitte der Vertikalen zu ihrer Mitte (und zwar zur horizontalen
Achse) symmetrisch sind, was fast immer der Fall sein wird, so durch-
schneiden wir die Vertikalen in der Mitte und bestimmen an jeder Schnitt-
stelle die Querkraft und das Biegungsmoment. Den EinfluR der Normal-
krufte wird man immer vernachlédssigen kénnen. Fur die Mitte der Men
Vertikalen ergibt sich nach Bild 2:

Qk — Qok + xk — x k+1

MKk=M ok- 5 {fc- h% Xk+ B (hti- h% .

1A - 1+
9) + Yk + Yk+ 1+ yk~ z° |

gegebenenfalls

Nk= Nok + X k-% *k-X*+x-% «k4ri[,Y*+2-Yk+v

Wenn die Vertikale nicht Zu ihrer Mitte symmetrisch ist, so wird der
Schnitt, wie weiter unten ausgefihrt ist, an eine andere Stelle gelegt.
Es andert sich dann nur die Formel fur M, die an Hand von Bild 2
leicht aufgestellt werden kann.

Samtliche Formeln wurden abgeleitet unter der Voraussetzung, daR
die Gurte zwischen den Knotenpunkten gerade sind und auf die Feld-
weite konstanten Querschnitt haben. Falls sie gekrimmt sind oder man
ausnahmsweise eine Veranderlichkeit des Tré&gheitsmomentes innerhalb
der einzelnen Felder bertcksichtigen will, erhalt man die elastischen
Schwerpunkte und die tga-, sowie die ¢-Werte nach denselben Uber-
legungen. Auch der EinfluB der Schubspannungen laBt sich leicht be-
riicksichtigen.

c) Die Berucksichtigung der Elastizitat der Vertikalen.

Wie erwéhnt, erhalten wir die Spannungen des endgiltigen Systems
aus denen des Ersatzsystems, indem wir seine samtlichen starren Verti-
kalen durchschneiden und an jedem Schnitt drei ganz bestimmte Ver-
schiebungen vornehmen. Wir nehmen an, diese der Querschnittsanderung
gleichwertigen Verschiebungen seien uns bereits bekannt. Fir den Schnitt

irgendeiner starren Vertikalen seien sie bezeichnet mit Sq, n und ¢n
(vgl. Bild 4).
Hierbei bedeutet iq die Querverschiebung in Richtung der am

Schnitt vorhandenen Querkraft Q, <4m die Winkeldrehung in Richtung des
Momentes M und Sn die Langsverschiebung in Richtung der Normalkraft X.

I

LI-L

Bild 4.

Mehr als diese drei Verschiebungen sind an einem Schnitt nicht mdglich.
(Fur die Krafte Q, M, X werden hier, wie ublich, groe Buchstaben ver-
wendet, im Gegensatz zu meiner Dissertation, wo die Kréfte, um bei
anderen Ableitungen eine klarere Schreibweise zu erhalten, mit den
kleinen Buchstaben a bis r bezeichnet worden waren.)

Nun soll festgestellt werden, welchen EinfluR diese drei Verschie-
bungen im Ersatzsystem auf die benachbarten statisch unbestimmten
GréBen haben. Wir hatten z. B. fir die statisch unbestimmte Groéfle X

4
ermittelt X — -- oder ixxX = 80x, wobei Sgx die Verschiebung des

statisch bestimm>t%(n Hauptsystems in Richtung von — X infolge der
auBeren Belastung ist. Wirde es sich um ein System handeln, bei dem
Auflagersenkungen von EinfluB sind, so wiirde die Elastizitatsgleichung
lauten: SxxX : Sox-t Lx, wobei Lx den EinfluB der Aufiagersenkungen
darstellt. Lx ist hierbei die Verschiebung des Angriffspunktes von X in
Richtung von X, verursacht durch die Auflagersenkungen, und zwar im
statisch bestimmten Hauptsystem, Am einfachsten ist die Verschiebung Lx
nach der Arbeitsgleichung zu bestimmen. Sind die bekannten Lager-
senkungen bezeichnet mit Sq, Sm und Sn und haben die zugehdrigen
Auflagerkréfte infolge X 1 die GroBe Qx, Mx und Xx, so ist nach
der Arbeitsgfeichung die Verschiebung des statisch bestimmten Haupt-
systems in Richtung von - X: 1Lx ¢ Qx 8q -f Mx 8m 4- Nx Sn. In meiner
Dissertation wurde L noch in etwas anschaulicherer Weise an Hand der
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Stltzensenkungen eines durchlaufenden Tragers abgeleitet (vgl. S. 5 u.f.).
Nach Bestimmung von Lx ergibt sich die Anderung der statisch
bestimmten GroéBe infolge der Stutzensenkungen I—& Sm und ¢ aus
&xX'= L. Qx 8q + Mxdn + Nxin. (Die Anderung der Unbekannten
ist mit X' bezeichnet.) Sind Sg, Sm und Sn nicht Stutzensenkungen, sondern
die als bekannt vorausgesetzten Verschiebungen am Schnitt einer der
Vertikalen und Qx, M x und X x die an diesem Schnitt vorhandenen Krafte
infolge X — — 1, so laRt sich X' in gleicher Weise ableiten.

Wie aus Bild 2 zu ersehen ist, treten infolge X 1 nur in zwei
Vertikalen Spannungen auf. Die Momente erstrecken sich nur lber ein
Rahmenfeld. Da in den weiter weg liegenden Vertikalen infolge X |
keine Kréfte auftreten, d. h. Qx Mx  Nx 0 sind, so sind Ver-
schiebungen in diesen Stiben ohne EinfluR auf X'. Die Anderung der
Unbekannten ist nur abh&ngig von den Verschiebungen der beiden zum
Rahmenfeld gehorigen Pfosten. Unterscheiden wir die zur linken bzw.
rechten Vertikalen des Feldes gehdrigen Werte durch die Beiziffern / bzw. r,
so ergibt sich die Anderung X' der statisch unbestimmten GréRe aus:

JprM xH + HxSnl+ {Qx\ + Mx/Am ., Nxgnyrm

»XX*-
In gleicher Weise laRt sich ableiten:
a0 *, Yy ®W:(9y 8qg+ My Sm-r Ny 8n)l + {Qy 8q + My 8m + Ny 8n)r
822Z7. [Qz8q+ wmz8m+ Nz8nl+ (Qz8q + Mz 8nt + Nz 8n)rm
Hierbei ist z. B. Q in der Klammer mit der Beiziffer | die Querkraft

am Schnitt der linken Vertikalen infolge Y 1

Wenn samtliche Verschiebungen 8,,, ffm und 8n bekannt wéaren, kdnnte
man die dadurch bedingte Anderung der statisch unbestimmten GréRen
mit den vorstehenden Gleichungen errechnen. Es sind also jetzt diese
der Querschnittsanderung von den starren zu den elastischen Vertikalen
gleichwertigen Verschiebungen zu bestimmen.

Die Verschiebungen sind so zu wdahlen, dalR die Spannungen im

Ersatzsystem und im endgultigen System gleich sind. Beide Systeme
unterscheiden sich nurinder Elastizitdt der Vertikalen. Die Gurte sind
gleich. Unter dem EinfluB derselben Spannungen missen somit die

Gurte beider Systeme auch die gleichen Formé&nderungen aufweisen, vor
allem mussen die Ober- und Untergurtknotenpunkte beider Systeme
dieselben Verschiebungen und Winkeldrehungen ausfiihren. Wir konnen
also auch sagen: Die Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen
sind so zu wahlen, daB die Knotenpunkte des belasteten Ersatzsystems
dieselbe Lage haben wie die des belasteten endgiltigen Systems. Dann
treten in den Gurten und zwanglaufig auch in den Vertikalen des Ersatz-
systems dieselben Spannungen auf wie im endgultigen.

Elastische Vertikale
(endguiltiges Sgstem)
Schnittkraffe
SHl'.r VM. N~H'

Starre Vertikale
mtt Verschiebungen
Schnilfkrafte

M'ltr N+N'

Starre Vertikale
(irsatzsystem)

Schnittkraffe
S, M H
Bild 5a bis c.

Welche Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen vorzunehmen
sind, damit die Ober- und Untergurtknotenpunkte des Ersatzsystems
dieselbe Lage haben wie die des endgultigen, kann man sich am besten
an Hand von Bild 5 klarmachen. (Auch in Bild 4 sind diese Verschie-
bungen bereits angedeutet worden.)

Bild 5a zeigt die Lage einer Vertikalen des endgdltigen volielastischen
Systems mit anschlieBendem Ober- und Untergurt unter dem EinfluR der
duBeren Belastung. Bild 5b zeigt die Lage der starren Vertikalen des
Ersatzsystems unter dem EinfluR derselben aufleren Belastung. Die beliebig
gewahlte Schnittstelle, an der die Verschiebungen vorgenommen werden
sollen, ist bereits angedeutet Bild 5c¢ zeigt, weiche Verschiebungen
erforderlich sind, damit die Gurte dieselbe Lage haben wie in Bild 5a.

Am einfachsten ist die Lé&ngsverschiebung in zu bestimmen. Die
Normalkraft der Vertikalen des Ersatzsystems ist X. Sie wurde am SchluB
von Abschnitt b errechnet [GL (9,[. Da die Vertikale starr ist, so hat sie
sich unter dem EinfluR von X nicht geldangt. Die Normalkraft der Verti-
kalen des endgultigen Systems unterscheide sich von der des Ersatz-
Systems um X', sie ist also X - X r. Unter ihrem EinfluB langt sich die

h
elastische Vertikale um (V —A "™)-Ar- Hierbei ist h die Stablange, F'

der Querschnitt der endgultigen Vertikalen. Die starre Vertikale muR

also am Schnitt um Sa= (iVv X0 auseinandergedrickt (verlangert)

werden, um dieselbe Lange zu haben wie die elastische. Beim Auf-
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Bild 2a

und formt die Gleichungen etwas um. Die ersten Naherungswerte fir
die Anderung der Unbekannten erhalt man, indem man als Schnittkréfte
zundchst die des Ersatzsystems einsetzt. Die genauen Werte ergeben
sich durch fortlaufende Verbesserung in der spater angegebenen Reihen-
folge.

b) Die Berechnung des Ersatzsystems.

Zur Aufstellung der voneinander unabhéngigen Elastizitatsgleichungen
des Ersatzsystems mit starren Vertikalen missen die statisch unbestimmten
Groflen jeweils im elastischen Schwerpunkt des Einzelrahmens angreifen.
Der Bestimmung des Schwerpunktes und der Art des Angriffes der Un-
bekannten diene Bild 2. Momente, die auf der gestrichelten Seite der
Stdbe Zug erzeugen, seien positiv.

Fur samtliche Vertikalen ist J=o0 o,

Jc
— 0.

also ergibt sich durchweg

Die Lage des Schwerpunktes hangt nur von den Gurtstdben

ab. In dem einfachen, meist vorliegenden Fall, daR diese jeweils auf
die Feldweite konstanten Querschnitt haben wund nicht gekrimmt sind,
wird man folgende Hilfswerte einfiihren:

J,
o —o-, und Je
Ja
. Je Je
sowie und
0 u

wobei o und u die Stabldngen sind. Die Lage des elastischen Schwer-
punktes erhalt man aus den Bedingungen Sxz= 0 und 8 — 0. Da die
Gurte infolge Z — 1 nur Biegungs-, keine Normal- oder Schubspannungen

haben, so ist die Schwerpunktslage nur abhangig von den Tragheits-
momenten der Gurte, nicht von ihren Querschnitten.
J,
Aus /My Mz dsm ; = 0 folgt
u
_a
1
&) Ty
vu
Aus 8XZ= 0 folgt u v, oder
Es ist va+ vOm:y also:
2 v,, iv.
(2 o
Hierbei ist V=Y W + >‘I’)'
Damit ist die Lage des elastischen Schwerpunktes bekannt, und man

kann bereits 8yy und Szz bestimmen. Bei
flusses der Querkrafte ist:

Vernachlassigung des Ein-

Je
yy_.JAy ds * y +nydSlF
4 *sin2v 4 «sin2yi
+ 0" + u"
] M 02
° ~t— T, (0" esin2v -f u" «sin2
@ yy o b ( y)
I Sz —°"+ U
Die Neigung « der UnbekanntenX gegen die Horizontale ergibt

J, r J,
sich aus der Bedingung 8X ® J Mx My ds mj- + J.AL.Ny ds--~= 0.

(Wenn es erforderlich erscheint, kénnte auch der EinfluR der Querkréfte
bericksichtigt werden.) Die Unbekannte sei so gewahlt, daB im Zustand
X = 1 ihre Horizontalkomponente 1 ist. Dann ist die Vertikalkomponente
gleichzeitig tg«. Man kann also den Zustand X = — 1 des Bildes 2 in
die in Bild 3 dargestellten beiden Teilzustande zerlegen, von denen der
zweite der (-s ;-tg«)-fache Zustand Y — — 1 ist, wahrend der erste
mit X = — 1 bezeichnet sei.
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C) d) eJ

Zustand Y--1 Zustand Z--1

bis e.

Dementsprechend laRt sich 8xy zusammensetzen aus:

-xy -xy -Srtgeta =0.
28
@ tge: XY
siyy ¥y

Der Wert Yy wurde bereits ermittelt [Formel (3)]. Weiterhin wird

= I'’MxMydsmy +JN - Nyds- y

Sxy
2 . w 2 .
do.1.«. — esinvecosv -f a”e— esinyecosw
a a
1 i 2 . .
8-y = [dO6 — du«') + — (U™ *sin \pecos — 0" ¢sin v *coS V),
. o a 8
hierbei ist do=M -tsv in = -tgy..

2
5) 8;);,: v0 (0'etgv — u’*tgip) + Py («"" *sin\pecos p— 0" .sint' ¢cos V).

tga  fyec

—rriFTF
-Sftgee (--fig*)

-st mtgd (bezm-"YR tg&)
mal
Zustand Y--1

Zustand X—1
Bild 3.

Nachdem damit auch tga bekannt ist, 1aRt sich die /WA-Flache von Bild 2
und Sxx bestimmen. Man erhélt zunachst:

K = ty etg )+ y ctge=jva+ y (tgxp+ tg«)
(6) , ha= vu— n 2‘-tg “= iU '(tg + tg«)
W=hr-huog
ho=h*-h L.
Dann ist: xx=fK-ds-y+fN 1dS -
(7)) J Sxx = {ho 4- 110 ho + ho) + 3'[hu4-}I\, ha + hu)+

+ 0" (cosr + tg«esinv)2 + u" (cosip— tg « ¢siniH2

Die Elastizitatsgleichungen fir die drei
einem Feld des

Unbekannten vonirgend-
Vierendeeltrdgers mit starren Vertikalen lauten:

Sox y— sy
»XX *yy
80 v, Soy und 80Z sind die i-Werte infolge der &uBeren Belastung, z. B.

® X--

ist Box=J mOMxds-f+ fN ONxds--y -f wobei MO und
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N O Momente und Normalkréafte des Vierendeeltragers mit aufgeschnittenem
Gurt, d. h. eines Balkens auf zwei Stutzen sind.

Nachdem die statisch unbestimmten GroéRen bekannt sind, wéare es
moglich, alle Krafte des Ersatzsystems zu ermitteln. Fir die weitere
Untersuchung bendtigen wir lediglich die Kréfte in den Schnitten der
Vertikalen, an denen wir die Verschiebungen vornehmen. Wenn die
Querschnitte der Vertikalen zu ihrer Mitte (und zwar zur horizontalen
Achse) symmetrisch sind, was fast immer der Fall sein wird, so durch-
schneiden wir die Vertikalen in der Mitte und bestimmen an jeder Schnitt-
stelle die Querkraft und das Biegungsmoment. Den EinfluR der Normal-
kraftc wird man immer vernachlédssigen kdénnen. Fir die Mitte der £*en
Vertikalen ergibt sich nach Bild 2:

Qu — Qok + Xk - "V i
1
Mk Mok , hu~K)kxk+ [K - hok+l Xk+1 +

©) + Yk + Yk+ ]+ Zk-
gegebenenfalls

-k +1

Nk — Xok + x k "*£ ak XKk+i° “*+|° m a 'Yk+v

Wenn die Vertikale nicht Zu ihrer Mitte symmetrisch ist, so wird der
Schnitt, wie weiter unten ausgefuhrt ist, an eine andere Stelle gelegt.
Es é&andert sich dann nur die Formel fir yfft die an Hand von Bild 2
leicht aufgestellt werden kann.

Samtliche Formeln wurden abgeleitet unter der Voraussetzung, daf
die Gurte zwischen den Knotenpunkten gerade sind und auf die Feld-
weite konstanten Querschnitt haben. Falls sie gekrimmt sind oder man
ausnahmsweise eine Veranderlichkeit des Tréagheitsmomentes innerhalb
der einzelnen Felder bericksichtigen will, erhdlt man die elastischen
Schwerpunkte und die tga-, sowie die <J-Werte nach denselben Uber-
legungen. Auch der EinfluB der Schubspannungen laBRt sich leicht be-
riicksichtigen.

c) Die Berucksichtigung der Elastizitdt der Vertikalen.

Wie erwahnt, erhalten wir die Spannungen des endgultigen Systems
aus denen des Ersatzsystems, indem wir seine sdmtlichen starren Verti-
kalen durchschneiden und an jedem Schnitt drei ganz bestimmte Ver-
schiebungen vornehmen. Wir nehmen an, diese der Querschnittsdnderung
gleichwertigen Verschiebungen seien uns bereits bekannt. Fir den Schnitt

irgendeiner starren Vertikalen seien sie bezeichnet mit 8 8m und 8n
(vgl. Bild 4).
Hierbei bedeutet 8q die Querverschiebung in Richtung der am

Schnitt vorhandenen Querkraft Q, 8m die Winkeldrehung in Richtung des
Momentes M und 8n die Langsverschiebung in Richtung der Normalkraft N.

I

ttH

Mdégliche Verschiebungen

Bild 4.

Mehr als diese drei Verschiebungen sind an einem Schnitt nicht méglich.
(Fur die Krafte Q, M, N werden hier, wie ublich, groe Buchstaben ver-
wendet, im Gegensatz zu meiner Dissertation, wo die Kréfte, um bei
anderen Ableitungen eine Kklarere Schreibweise zu erhalten, mit den
kleinen Buchstaben a bis r bezeichnet worden waren.)

Nun soll festgestellt werden, welchen EinfluB diese drei Verschie-
bungen im Ersatzsystem auf die benachbarten statisch unbestimmten
Groflen haben. Wir hatten z. B. fir die statisch unbestimmte GréRe X

ermittelt X - oder Sxx X - , wobei 8 die Verschiebung des

statisch bestimmét”en Hauptsystems in Richtung von — X infolge der
aufleren Belastung ist. Wirde es sich um ein System handeln, bei dem
Auflagersenkungen von EinfluR sind, so wirde die Elastizitatsgleichung
lauten: Iy X = Byt wobei Ly den EinfluB der Auflagersenkungen
darstellt. Lx ist hierbei die Verschiebung des Angriffspunktes von X in
Richtung von — X, verursacht durch die Auflagersenkungen, und zwar im
statisch bestimmten Hauptsystem. Am einfachsten ist die Verschiebung Lx
nach der Arbeitsgleichung zu bestimmen. Sind die bekannten Lager-
senkungen bezeichnet mit 8q, 8m und &n und haben die zugehorigen
Auflagerkréfte infolge V = — 1 die GréRe Qx, Mx und Nx,' so ist nach
der Arbeitsgleichung die Verschiebung des statisch bestimmten Haupt-
systems in Richtung von — X: 1Lx= Qx 8+ Mx Sm + Nx 8n. In meiner
Dissertation wurde L noch in etwas anschaulicherer Weise an Hand der
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Stltzensenkungen eines durchlaufenden Tragers abgeleitet (vgl. S. 5 u.f).
Nach Bestimmung von Lx ergibt sich die Anderung der statisch un-
bestimmten GroRe infolge der Stitzensenkungen 8g, 8m und 8n aus
8XXX’'= sv= QxSq 4- Mx Sm + Nx Sn. (Die Anderung der Unbekannten
ist mit X" bezeichnet.) Sind Sq, Sm und 8n nicht Stitzensenkungen, sondern
die als bekannt vorausgesetzten Verschiebungen am Schnitt einer der
Vertikalen und Qx, und Afv die an diesem Schnitt vorhandenen Kréfte
infolge X = — 1, so laBt sich X' in gleicher Weise ableiten.

Wie aus Bild 2 zu ersehen ist, treten infolge X — — 1 nur in zwei
Vertikalen Spannungen auf. Die Momente erstrecken sich nur Uber ein
Rahmenfeld. Da in den weiter weg liegenden Vertikalen infolge X — — 1
keine Kréafte auftreten, d. h. Qx = Mx= Nx= 0 sind, so sind Ver-
schiebungen in diesen Staben ohne EinfluR auf X'. Die Anderung der
Unbekannten ist nur abhangig von den Verschiebungen der beiden zum
Rahmenfeld gehorigen Pfosten. Unterscheiden wir die zur linken bzw.
rechten Vertikalen des Feldes gehorigen Werte durch die Beiziffern | bzw. r,
so ergibt sich die Anderung X' der statisch unbestimmten GréRe aus:

Kv, X'= (Qx 8q +m Mx Sm + Nx Sn)L+ (Qx aq
10)- In gleicher Weise laRt sich ableiten:
@0 8yyy = (@ye. + Mysm'+ Ny Bt (y Sq
822Z°'— [QzSqg + Mz Sm + Nz 8n)l + {Qz 8q
Hierbei ist z. B. Qy in der Klammer mit der Beiziffer | die Querkraft

am Schnitt der linken Vertikalen infolge Y= — 1

Wenn samtliche Verschiebungen 8q, 8m und &n bekannt waren, kdnnte
man die dadurch bedingte Anderung der statisch unbestimmten GréRen
mit den vorstehenden Gleichungen errechnen. Es sind also jetzt diese
der Querschnittsénderung von den starren zu den elastischen Vertikalen
gleichwertigen Verschiebungen zu bestimmen.

Die Verschiebungen sind so zu wahlen, dal die Spannungen im
Ersatzsystem und im endgultigen System gleich sind. Beide Systeme
unterscheiden sich nur in der Elastizitat der Vertikalen. Die Gurte sind
gleich. Unter dem EinfluR derselben Spannungen missen somit die
Gurte beider Systeme auch die gleichen Forméanderungen aufweisen, vor
allem mussen die Ober- und Untergurtknotenpunkte beider Systeme
dieselben Verschiebungen und Winkeldrehungcn ausfiihren. Wir kénnen
also auch sagen: Die Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen
sind so zu wahlen, daB die Knotenpunkte des belasteten Ersatzsystems
dieselbe Lage haben wie die des belasteten endgiltigen Systems. Dann
treten in den Gurten und zwanglaufig auch in den Vertikalen des Ersatz-
systems dieselben Spannungen auf wie im endgultigen.

a)

Starre Vertikale
mit Verschiebungen
Schnittkrafte

e+d] M+M'. N+N’

Starre Vertikale
{Srsatisystem)

Schnittkrafte
B, M N
Bild 5a bis c.

Elastische Vertikale
[endgiiltiges System)

Schnittkrafte
Rtg'; M+M! N+-N'

Welche Verschiebungen am Schnitt der starren Vertikalen vorzunchmen
sind, damit die Ober- und Untergurtknotenpunkte des Ersatzsystems
dieselbe Lage haben wie die des endgiltigen, kann man sich am besten
an Hand von Bild 5 klarmachen. (Auch in Bild 4 sind diese Verschie-
bungen bereits angedeutet worden.)

Bild 5a zeigt die Lage einer Vertikalen des endgiltigen vollelastischen
Systems mit anschlieBendem Ober- und Untergurt unter dem EinfluR der
aduBeren Belastung. Bild 5b -zeigt die Lage der starren Vertikalen des
Ersatzsystems unter dem EinfluR derselben &uReren Belastung. Die beliebig
gewé&hlte Schnittstelle, an der die Verschiebungen vorgenommen werden
sollen, ist bereits angedeutet. Bild 5c zeigt, welche Verschiebungen
erforderlich sind, damit die Gurte dieselbe Lage haben wie in Bild 5a.

Am einfachsten ist die L&ngsverschiebung 8n zu bestimmen. Die
Normalkraft der Vertikalen des Ersatzsystems ist N. Sie wurde am Schluf}
von Abschnitt b errechnet [Gl. (9,]. Da die Vertikale starr ist, so hat sie
sich unter dem EinfluR von N nicht geldangt. Die Normalkraft der Verti-
kalen des endgultigen Systems unterscheide sich von der des Ersatz-
systems um N*, sie ist also N N'. Unter ihrem EinfluR langt sich die

elastische Vertikale um (N + N') Hierbei ist h die Stabldnge, F'

EF

der Querschnitt der endglltigen Vertikalen. Die starre Vertikale muB

also am Schnitt um 8n= (N + N') ~plr auseinandergedriickt (verlangert)

werden, um dieselbe L&nge zu haben wie die elastische. Beim Auf-

+Mx 8m + N

+ My 8m +

+Mz 8m +
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stellen der
E./.-fachen ¢'-Werten gerechnet.

Elastizitatsgleichungen des Ersatzsysteins wurde mit den
Es ist also auch hier mit der £7 e-fachen
Wie bei den

Verschiebung zu rechnen. Es wird Sn — (N+ N') h e

Gurtstaben, fuhren wir auch hier fur h e .IJ:e die Bezeichnung h™ ein. Also
. . Je .
ist ¢ = (N+ N')h", wobei h"—h - ist.

Die Querverschiebung Sq und die Winkeldrehung Sm sind beide
sowohl von der Querkraft an der Schnittstelle als auch vom Moment ab-
héngig, aber nicht von der Normalkraft, die beim geraden Stab nur auf die
Léangung einen EinfluR hat. Am Schnitt der Vertikalen des Ersatzsystems
habe die Querkraft die Grofe Q, das Moment die GroBe M [Gl. (9)].
Da die Vertikale starr ist, so hat sie sich nicht verformt (vgl. Bild 5b).
Beim Ubergang zum endgiiltigen System mit elastischen Vertikalen andert
sich Q um Q' und M um Af. Die endgultige Querkraft und das end-
gultige Moment an der Schnittstelle sind dann Q + Q' bzw. Af + AT.
Unter dem EinfluR dieser Krafte hat sich die elastische Vertikale ent-
sprechend Bild 5a verformt. Wir koénnen sic uns in derselben Lage an
den Enden (den Gurten)
eingespannt und an der
gleichen Stelle wie die
starre Vertikale durch-
schnitten denken (vgl.

Bild 6a). Am Schnitt
greifen die inneren
Krafte

Q f Q" und Af + M
als aulere Krafte an.
Es entstehen zwei Krag-
arme, die die Biegelinie

der elastischen Verti- . .
kalen haben und mit Mq -Flache M - Flache
deren Hilfe sich Sk7 und Bild 6a bis c.
Sm ableiten lassen.

Es mdége zunachst Q — 1 angreifen. Dann erhalt man die Momenten-
flache von Bild 6b und die Querverschiebung ¢[ ds « ‘:C wenn
J' das Tragheitsmoment der Vertikalen ist und mit den EJC-fachen

(-Werten gerechnet wird.
krafte leicht bericksichtigt werden.)
erhdlt man die Momentenflache von

(Es konnte notfalls auch der EinfluB der Quer-
LaRt man Af= + 1 angreifen, so
Bild 6c und die Winkeldrchung

Jc
fI_Af*,ds- j, ¢ Gleichzeitig tritt hierbei eine Querverschiebung

gm - ds g auf, ebenso wie infolge der Querkraft Q = + 1

eine Winkeldrehung '(Z'mq "s'qm auftrat.  Ist die Querkraft nicht + 1
sondern Q + Q' und das Moment Af + M, so sind die Verschiebungen
entsprechend groRer, namlich
(Q + Q)dgg + (M + M)agn

und Q')ém8+{M + M)hp .
Die Gleichungen werden vereinfacht, wenn man den Schnitt so legt, daB
Sgm= &mqg~ 0 wird. Ist die Vertikale-symmetrisch zur horizontalen
Achse, so mufl der Schnitt in ihrer Mitte liegen. Wiurde ausnahmsweise
keine Symmetrie vorliegen, ein Fall, der wohl kaum vorkommt, so ware
die Lage der Schnittstelle aus der Bedingung 4gm = 0 zu ermitteln, indem
man zunachst den Schnitt an einen der Knotenpunkte legt, dafur ¢’
und den gleichzeitig endgiltigen Wert Smm berechnet und daraus be-
stimmt, um.wieviel die Schnittstelle verschoben werden mufR, damit &qm
verschwindet. Nachdem dgm = &mq — 0 ist, ergibt sich fur die Ver-
schiebungen:

ui) i Q+ Q) Nyg  yae  *m= At M)SM
Auflerdem war Sn ==(/V + N') h™.
Mit diesen Verschiebungen lassen sich die Anderungen der statisch un-
bestimmten GroRen nach den oben abgeleiteten Gleichungen (10) ermitteln.
Es war

(10) Sxx X'= (xS + Mxsm + Nxanl+ (QxSq + MX ¢,,, + Nx ¢nr.
Entsprechend lauten die Gleichungen fur Y' und Z'

Qx, Qv usw., d. h. die Kréafte infolge X 1, Y=
sind aus Bild 2

Afv ist verschieden, je nach Lage des Schnittes, [Fir Schnitt in Vertikalen-

mitte ware
1
M x ) [hb - A")] Nx: tg«
1
M.= — 1 Ny
~5~i
M, N' 0.
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Fur die rechte Vertikale ist entsprechend:

Qx 1 [im Fall Mx=+ -U kuo-h $j W,= --tg«
Af N !
» y
Qy S|
Q: 0 Mz:= - Nz 0.
Mit diesen Werten lauten GI. (10):
SXxXx X '= [Sq + MxSm + tg* Sn)l 's'q+MX*.
Sr ;
ko= (- M+ s + i,
SzzZ' = "\ni

Setzt man fur Sg< Sn Sn die oben ermittelten Werte(l 1) ein, so erhalt man

SxxX'= [(Q+Q)aqg+ Mx (M \ M’)Smm + tg «(N+N")/i"]l +
+ [-((2+(2)#;, +Mx(M+ M)a;im-ig«(N+N")h"]r
Syy T -(M + M') Smm - (W+ N") /"] +
(12) sl 1
-/ (Ai+ MY)¢,, + —(N+ N')h"
i,Z'=[(M + MYan | [(Af | piymmir-

Die Gleichungen (12) gelten noch ganz allgemein. Es kénnen also
die Gurte auch zwischen den Knotenpunkten gekrimmt sein oder ver-
anderliches Tragheitsmoment haben. Desgleichen kénnen die Vertikalen
veranderlichen Querschnitt haben. Ebenso wie in Abschnittb soll aber
die weitere Untersuchung fur ein Tragwerk erfolgen, dessen Gurte zwischen
den Knotenpunkten gerade sind und auf die Feldweite konstanten oder
wenigstens zur Feldmitte symmetrischen Querschnitt haben, so daf also
die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystems jeweils in Feldmitte
liegen. AufBerdem sollen die Vertikalen auf ihre Hohe gleichbleibendes
Tréagheitsmoment haben, damit der Schnitt der Vertikalen, fir den (~m= 0
ist, in ihrer Mitte liegt. Soweit die gemachten Voraussetzungen aus-
nahmsweise nicht erfullt sind, muRten die weiteren Ableitungen ent-
sprechend gedndert werden.

Wenn der elastische Schwerpunkt in Feldmitte liegt, wird s, — sr = -y.
_Sli = Jg und SI = 1. Bei in der Mitte geschnittener Vertikale ist, wie
oben schon angegeben,

links Mx= — y [hu— h0) und rechts Mx = + y (hg—h6)-
Weiterhin ergibt sich dann nach Bild 6b: ¢ ~ = \_12— und nach Bild 6c:

dmm = h'. Setzt man diese Werte in GIl. (12) ein, so erhalt man:

,_ h-m h'n . .

=X = 12 1Q +Q) 2 (" 'AQ(AHAf) +
h2h'
h" tg«(W + N't 1 (<)+ Q) +
ht -

(13) + 2 [K- JJlop(M+ M")- h"etg« (Af+ N')

Y' '+

yy

+  -h'(Af- Af)+ — «h" (N + N")
[A'(Af+ AP)];-[A (AT + M)r.

z =

Wenn man diese Gleichungen fir das Annaherungsverfahren zur
Bestimmung ‘von A', Y' und Z' benutzen will, wird man meist die Er-
fahrung machen, dall das Verfahren entgegen der Erwartung sehr schlecht
oder Uberhaupt nicht konvergiert. Der Grund dafir ist der, daB die
Kraftdanderungen Q', M’ und N' selbst wieder Funktionen der gesuchten
X', V'und Z' sind, wobei diese letzteren einen so grofRen Anteil haben,
daB die Konvergenz zu schlecht ist. Zum Beispiel ist in der ersten
Gleichung X’ eine Funktion von sich selbst, weil es in Q" und Af' ent-
halten ist. Zur Verbesserung der Konvergenz wird deshalb der auf der
rechten Seite der ersten Gleichung enthaltene Anteil von X' eliminiert
und mit ¢VVA" auf der linken Seite zusammengefalft. Um X' auf der
rechten Seite zu entfernen, miussen wir feststellen, wie groB der Anteil
von X' in Q' und Al' ist. Der in N' enthaltene Anteil wird nicht entfernt,
weil er zu klein und unbedeutend ist. Die Gleichungen fur Y' und Z'
werden in entsprechender Weise umgeformt.

Aus Bild 2c ergibt sich infolge X' eine

Querkraft in der linken

Vertikalen Q [— — X', in der rechten Qr'— + X'. Die Momente in-
folge A" sind M; = + y (hu— hQtX"' und Af/= — ~ (ha— hO)r X".
In Q[ steckt also der Anteil — X'. Man muB, um aus (Q + Q')t

subtrahieren und erhélt
ist der Wert X'

den Anteil von X' zu
{(<? + <?)/+ A'J— A"

entfernen, — X'
In dem eingeklammerten Teil
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jetzt nicht mehr enthalten.
jetzt {(<? + QX — X'} + X"

Entsprechend schreibt man statt (Q + Q’)r
W eiterhin:

(A4 + M)I= {(A4+ - ij(hu- fi0), X'} + \ (1, - fi0), X"

A4+ MYr= {(A4+ MIr+ * (A,- /t0),*') -1 (A,-A Or*\

Der eingeklammerte Teil ist hierbei jeweils unabhéngig von X'.

Setzt man diese Werte in die erste der Gleichungen (13) ein, so

ergibt sich:
VX =
hP h!
12 {(<?+ <)+ X'} - - ho){(Ad4+ A4")-1(/;,, - h0) X'} +
+ h mtg« (N + N7Y- h\" mX'- =" (hu- FfiOf X'\t +
+ - Q)= X'} [ - hO){A4+ M)+ £ [hu- hO) X] -
- h"mtgl {N+ N)- “X'— £.(hu- hof X'
X vt {\T~+ x (h"~ F{FF + T — )2

Q+ Q)- Y-(*.- A)(M+ Ad)+ h"mg« W+ N) 4

t . «?+<?)+ x  (A«~ ;'o)(w + ste«(N+ *0 %
{If +T ((m>~V}| + + T (A-
Statt dessen kann man auch schreiben:
“li2h' h'
[BXX+ JSXX= 1, «?+<?')-my [hu- ho) (M + A4) +
fi- h'
+ h" mtg « (N + N*) + <)+
(142) + B (Ac— A0) (M + AS)— h" etg« (W + A" + X'
Hierbei ist
' -{tte+f &- W)} +{ T+t (- v},

¢J8XX ist nichts anderes als der Anteil der elastischen Vertikalen an Sxx,
wie sich leicht nachweisen 148t. Diese Gleichung enthé&lt auf ihrer rechten
Seite den Wert X' nicht mehr (bzw. nur noch einen unwesentlichen Anteil,
der in N + N' steckt).

In gleicher Weise wird die zweite der Gl. (13), die fur Y' gilt, um-
geformt. Aus Bild 2d ergibt sich infolge Y' in der linken Vertikalen ein
Moment A4/ = + Y' und in der rechten Mr'= + Y'. Um Y' aus (Ad-f A4)
zu entfernen, muB man es also subtrahieren. Es ist somit statt (Ad + A4"),

einzusetzen { (A 4 A4)— V'} + Y', wobei der eingeklammerte Wert un-
abhéangig von Y' ist. Entsprechend ist (Ad + Ad)r= {(Ad4+ A4).— K'{-f Y.

Der in N' enthaltene Anteil von Y' wird wegen seiner Bedeutungslosigkeit
nicht entfernt. Nach Einsetzen in Gl. (13) erh&lt man:

yy Y= h' {(A4+ A®)— Y'}-  mh"(N+ NY—h'r
+ -h'{Ad+ A)—r} + —mh"{N-|N)—h"Y
Y'\Syy + A*yy\=  -h"(M+ A4)— —+h" (N + N) +
(14b) 4 ' (M+ M)+ a mfi* (N+N")

Yy

Hierbei ist J 8yy = h{ + hr*-

.]Syy ist auch hier der Beitrag, den die elastischen Vertikalen zu $yy
liefern wurden.

Es folgt die Umformung der letzten von den Gleichungen (13).
erhalt aus Bild 2e infolge Z'in der linken Vertikalen A4,'= — Z',
rechten Mr'— + Z'. Es ist dann statt [M 4- A4'), einzusetzen:

Man
in der

{(Ad+ A4), + Z'}— Z' und (Ad+ AD). = {(Ad+ Ad).— Z'} + Z',

wobei der eingeklammerte Teil unabhéangig von Z' ist.
letzte der Gleichungen (13) erhé&lt man:

Eingesetzt in die

SzzZ'= [4'{M+ M)+ 2y —h'"Z3, —[A{(Ad4+ AMY—2Z'}+ hlz\.

‘Z' [z + Jdzz)= [A(M+ AL)] - [ (M + AP+ Z0 A

(14c) Sez— fi/+ hr' ist.

wobei
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JSzz ist auch hier der Beitrag, den die elastischen Vertikalen zu Szz
liefern wiirden. Ein Vergleich mit J Syy zeigt, daR bei dieser Wahl der
Unbekannten J Szz— J Yy ist.

Wie schon mehrfach erwahnt, ist der EinfluR der Normalkrafte der
Vertikalen so gering, daB er vernachlassigt werden kann. Die Normal-
kréafte boten aber bisher den Vorteil, bei der Ableitung der zusétzlichen
Verschiebungen besonders anschaulich zu sein und wurden deshalb und
auch der Vollstandigkeit halber mitgeschleppt. Zur besseren Ubersicht-
lichkeit sollen die fiur das Annéherungsverfahren zu verwendenden
Gleichungen nochmals ohne Normalkrafte zusammengestellt werden, wobei
mit Rucksicht auf die einfachere Durchfilhrung des Annéaherungsverfahrens
die Gleichungen jeweils durch JS dividiert, werden:

r 9xx 21 h (h., ho)
o Sl N A4 4-AL"
o YT 2os, Qi oga ¢ )
h2h’ fi' (hu mh,,
«? + <M+ '(A4-f A4) + X',
Hierbei ist
] \h2h"  h. . .1, fh2h | hi .
12+ 4« YL 12 4 A (e gy
0 N ada-ag " aaary 4 v

I Sy ¢ By

Hierbei ist J 8yy. hl + hr.

h! fi'
z' - A4 4-A4" -A4' .7
"sz41 T8 d s, ( ) ds mAd4-A4") 4-Z°.
Hierbei ist dszz = n; + hr'. « BH
. . h' . . fl
Die Beiwerte — sind also gleich
d 8yy d 8,
Ich wiederhole nochmals, unter welchen Voraussetzungen diese

Gleichungen gelten: Die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystems
liegen jeweils in Feldmitte (horizontal gemessen), d. h. die Gurte sind
zwischen den Knotenpunkten gerade und haben auf die Feldweite
konstanten oder mindestens zur Feldmitte symmetrischen Querschnitt.
Die Vertikalen haben auf ihre Hohe konstanten Querschnitt, sind aber
unter sich verschieden. Der EinfluB ihrer Normalkrafte ist vernachléssigt.
Die Belastung greift nur an den Gurten, nicht an den Vertikalen an.

Zur Auflésung der Gleichungen, die letzten Endes nichts anderes
sind als Elastizitatsgleichungen, suchen wir einen Weg, der madglichst
gute Konvergenz erwarten lakt. Wir stellen dazu folgende Betrachtung
an: Falls die Steifigkeit von Obergurt und Untergurt gleich ist, liegen
die elastischen Schwerpunkte des Ersatzsystems in halber Hohe des
Tréagers. Nach Bild 2c wirden dann die Nullpunkte der A4v-Flachen in
halber Hohe der Vertikalen liegen. Es wére hu= hQ, und (A4 4- A4") ware
unabhangig von X' und umgekehrt; d. h. die Gleichungen fir X' wéren
unabh&ngig von denen fur Y' und Z’ und umgekehrt. [Da (Q -} Q') nur
von X' abhéngt, wurden die bekannten dreigliedrigen Gleichungen fir
X' entstehen.] Der Gedanke ist naheliegend, dal auch dann, wenn die
Gurte in der Steifigkeit stark verschieden sind, die Unbekannten X' von
den Ubrigen Unbekannten Y' und Z' nur verhé&ltnisméRig wenig beeinfluBBt
werden, und daf X' in der Hauptsache von den X' der Nachbarfelder,
d. h. von (Q -f Q") abhdngt. Das nachfolgende Zahlenbeispiel bestatigt
diese Vermutung. Obwohl bei dem gewd&hlten Tréager unginstigerweise
der Untergurt mehr als doppelt so steif angenommen ist wie der Ober-
gurt, haben die A4 4- A4' nur unwesentlichen EinfluR auf X', besonders
solange die Lasten nur an den Knotenpunkten angreifen. Man bestimmt
deshalb den ersten N&herungswert der X' nur aus (Q 4- (?"), indem man
dafur die Querkraft Q des Ersatzsystems einsetzt und auf der rechten
Seite X' = 0. Die erhaltenen Werte X' werden dann nochmals verbessert,
und zwar ebenfalls ohne Beriicksichtigung der Momente. Erst dann
errechnet man aus den erhaltenen X + X' sowie aus Y und Z des
Ersatzsystems N&herungswerte (A4 4- A4"), die der Ermittlung der ersten
Néaherungswerte Y’ und Z' dienen sollen.

Hierbei zeigt es sich, daB es das zweckmaBigste ist, zunédchst einen
moglichst genauen Naherungswert fir Y' zu berechnen. Da infolge des
Aussehens der My-Flachen (Bild 2d) zu erwarten ist, daB sich die
Unbekannten Y' der benachbarten Felder gegenseitig besonders stark
beeinflussen, so erfolgt die Annéherung fortschreitend. Es wird also
z. B. zunéachst Yx' bestimmt. Infolge des erhaltenen Wertes Yx &andert
sich das Moment der rechten Vertikalen des ersten Feldes um d — YX.
Diese Momentenanderung wird bei der Berechnung von K, bereits
bericksichtigt usw. In dieser Weise fahrt man bis zum SchluB fort und
wiederholt am besten zur mdglichst genauen Bestimmung der Y' das
Verfahren nochmals. Erst aus den dann erhaltenen Momenten A4 4- A4’
werden die ersten Naherungswerte Z' bestimmt. Man hat damit schon
verhéltnisméRig genaue Werte der Unbekannten.

Bei der weiteren Anndherung wird man zur Verbesserung von X'
auch die Momente benutzen, wobei jetzt eine einmalige Verbesserung
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genugt. Y’ wird wieder, wie oben beschrieben, zweimal verbessert und
schlieBlich Z' einmal. Die Annaherung noch weiter zu treiben, wird
wohl nie ndétig sein.
Im Briuckenbau, und der kommt hier in erster Linie in Frage, sind

EinfluBlinien zu bestimmen. Man belastet hierzu die Knotenpunkte der
Reihe nach mit der Last 1. Bei einem symmetrischen Tréger mit acht
Feldern wé&ren nur vier Lastfalle zu untersuchen. Bei der gesamten
Untersuchung vereinfacht sich das Ann&herungsverfahren noch, weil die
Unbekannten jeweils an Fland des vorhergehenden Lastfalles schon recht
genau geschatzt werden kdnnen. Im dritten Feld neben dem belasteten
Knotenpunkt und in den weiter ab liegenden Feldern ist diese Schatzung

praktisch genau.

Die Reichsautobahnbriicke tber die Tiefenbachschlucht bei
Von Sr.=2>ng. C.J. Hoppe, Rheinbrohl.

Alle Rechte Vorbehalten.
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Greifen auch Quertrédger auBerhalb der Knotenpunkte an, so zerlegt
man die Last 1 in zwei an den benachbarten Knotenpunkten angreifende
e Lasten, fur die man die Unbekannten schon berechnet hat. Es ist dann
nur noch notwendig, fir die sich Uber das belastete Feld erstreckende
dreieckige Momentenflache die Unbekannten zu bestimmen, wobei der
EinfluR im dritten Feld neben dem belasteten praktisch nicht mehr zu
merken ist. Bei diesem Lastfall erfolgt die Anndherung in etwas anderer
Reihenfolge als oben beschrieben, weil sich die Unbekannten Y’ und Z°*
hier verhéaltnisméaRig stark gegenseitig beeinflussen.

Wie das Ann&herungsverfahren im einzelnen praktisch durchzufuhren
ist, sieht man am besten an Hand des folgenden Zahlenbeispiels.

(Fortsetzung folgt.)

Kassel.

(Schlufl aus Heft 8.)

V. Die Pendelstitzen und Lager.

Die Auflagerkrafte, die infolge der verhaltnisméaRig hohen stéandigen
Last auch an den Enden stets positiv bleiben, haben die GréBe von 113 t
In den End- und 298 t In den Mittelstitzpunkten.

Die Mittelstitzpunkte werden durch Pendelstiitzen gebildet.
Infolge der unregelméaRigen Bodenverhéltnisse erhalten die acht
Pendelstitzen jede einen eigenen Betonunterbau; auch sind die
Langen aller acht Stutzen verschieden und liegen, gemessen
zwischen den Beruhrungspunkten der oberen und unteren Kugel-
flachenlager, zwischen 10,805 und 15,308 m. Der Stutzenquerschnitt
besteht aus zwei C 40 mit Beiblechen 600-14 (Bild 10) und ist
demnach geschlossen, In angemessenen Abstdnden sind lotrecht
stehende Aussteifungsschotten auslP 40 eingesetzt; diese Schotten
sind angeschweiflt, um die Stérung der glatten AuBenflachen durch
einzelne Nietgruppen zu vermeiden. Zur Verhinderung von Rost-
ansatzen an den unzugdnglichen Innenflachen sind die Stitzen
ausbetoniert.

LZ00{100-11

FuRplatte
600-128
2

PVO

Bild 10. FuBpunkt der Pendelstitzen.

Dieser Arbeitsvorgang
wurde bereits In der Werk-
statt ausgefihrt. Die Stahl-
guBlagerteile greifen an
Kopf und Full mit quadra-

tischen Ansatzen in die
Stltzen hinein und sind
mit diesen verschraubt. Die

oberen und unteren Lager-
hélften beridhren sich in
Kugelflachen mit Halb-
messern von 450 bzw.
400 mm. Festhaltebolzen
in den FuRlagern verhin-
dern eine Verdrehung der

Stutzen.
An den Brickenenden
sind Ubliche Lager ver-

wendet, an der festen Seite
als Linienkipplager, an der
beweglichen Seite als Ein-
rollenlager ausgebildet. Bei
letzteren wurden die Grund-

platten keilformig gestaltet, Bild 13.

Unterblick unter die fertige Bricke.

da bei der immerhin nicht geringen Haupttragerhdhe der EinfluR der
Warmeschwankungen auf die Fahrbahnhohenlage und damit das einwand-
freie Aufliegen der Fahrbahniibergédnge nicht Ubersehen werden durfte.
Samtliche am Haupttrageruntergurt angeschlossenen Lageroberteile sind der

Bewegliches Lauer Festes Lagen
nach BIN 1038
Kopflager FuBlager
flr Pendelstéken
Bild 11. Lager.

Haupttrégerlangsneigung
1:60 entsprechend Kkeil-
formig ausgebildet, so daR
die Kraftibertragung genau
in der theoretischen Wir-
kungslinie erfolgt (Bild 11).

V1. Der Einbauvorgang.

Der Einbauvorgang war
im wesentlichen durch die
Anfuhrmadglichkeit der in
der Werkstatt zu fertigen
Einheiten zusammengebau-

ten Telle bedingt. Die
Brickenstclle liegt etwa
8 km von der néchsten

geeigneten Bahnstation

Kassel-Bettenhausen ent-
fernt; von dort konnten die
Teile durch Lastwagen mit
Drehschemeln auf Fahr-
straflen bis etwa 200 m an
die Baustelle herangefahren
werden.
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28. April 1939 Hoppe,

Diese Beforderungsart be-
grenzte gleichzeitig die Lange
und das Gewicht der Einzel-
sticke mit etwa 13 mbzw. 211
Von der Strale wurde auf
Feldbahngleis mit Hilfe eines
kleineren Schwenkmastes um-
geladen und hiermit zur
Schlucht gefahren.

Zunachst wurde der tal-
warts gelegene Uberbau er-
richtet.  Die Schlucht wurde
mit stahlernen Bocken, auf die
eine geschlossene Buhne auf-
gelegt wurde, eingeriustet. Be-
ginnend mit dem sudlichen,
beweglichen Ende wiirden die
Haupttragerteile Stick furStick
eingelegt und sogleich in jedem 1)
Abschnitt Quer- und Lé&ngs-

trager mit den Buckelblechen Zu Bild 12.

Nordliches Widerlager

eingebaut. Der zunéchst
hinter dem stidlichen Wider-
lager stehende Schwenk-
mast wurde zum Einbau der
weiteren Sticke auf dem
Obergurt der Haupttrager
aufgesetzt und abschnitt-
weise vorgeruckt. Gleich-
falls mit Hilfe des Mastes
wurden auch die Pendel-
stitzen gestellt; diese er-
hielten wé&hrend der Ein-
bauarbeiten eine behelf-
maéaRige Verstrebung. Um
die Durchbiegung bei dem
einseitigen Vorbau auszu-
gleichen, waren Pumpen
zum Anheben auf den Ge-
ristbocken untergesetzt.

Nach Errichtung dieses
ersten Uberbaues wurden
mit Hilfe des Schwenk-
mastesdieBocke indie Achs-
linie des zweiten, bergwarts
stehenden Uberbaues um-
gestellt. DerEinbauvorgang
wiederholte sich dann in
sinngemaR gleicher Weise;
nur blieb der Schwenkmast
auf dem bereits aufgestell-
ten Uberbau stehen und
legte von hier aus die einzelnen Teile auf (Bild 12). Ebenso wurden mit
seiner Hilfe zum Schlufl die Gerilstbdcke zum Abtransport heraufgezogen.

Die Bilder 13 u. 14 geben die fertiggestellte Bricke und ihre gute
Wirkung in der Landschaft wieder.

Bild 12.

Alle Rechte Vorbehalten.

Die Reichsautobahnbriicke Uber die Tiefenbachschlucht bei

Einbauvorgang.

Kassel 75

VII. Baustoffverbrauch und Arbeitsaufwand.
Das gesamte eingebaute Stahlgewicht der beiden Uberbauten betragt

647 t. Dieses Gewicht gliedert sich wie folgt:
fUr Haupttrager. . 213t= 3290
fir Quertrager mit Kragarmen 84t= 13,0%
fur mittlere und Randlangstrager 96 t= 14,8%
fir Buckelbleche und Streckmetall . 127t — 19,6%
fir Waagerechtverband........cccovcne. 15t = 2,3%
fir Gelander... s 161l= 2,5%
fir Besichtigungswagentrager............. 29t = 45%
fur Fahrbahnibergénge.......nn 14t= 2,2%
fur Pendelstitzen und Verankerung 35t= 5,4%
St37 629 t= 972%
fur Lager Stg 52,81 S+ St C 35,61 18t= 2,8%
Gesamtgewicht 647 t= Ooov o
u
v
”
VW
Fur diese 647 t Fertig-
konstruktion waren etwa
26 t Niete= 4,0% des

Fertiggewichts erforderlich.

Der Aufwand des tech-
nischen Buros war durch
die Ungleichheit der vier
Haupttrager und die son-
stigen  Verschiedenheiten
der Uberbauten verhaltnis-
méaRig groB. Auch bei den
Werkstattarbeiten, die in
den Stahlbauwerkstétten
Neuwied der Firma Hilgers

vorgenommen wurden,

machten sich die gleichen
Ursachen sehr bemerkbar.
Insgesamt  waren etwa
61 000 Niete von 20 bis
26 mm 0 in der Werk-
statt, das sind 94 Stiuck/t
und 38 000 Niete auf der

Baustelle, das sind
59 Sluck/t zu schlagen.
In dieser letzteren Zahl
sind die etwa 21 000 Niete
eingeschlossen, die zum
Befestigen der Buckel-
bleche auf dem Fahibahn-
gerippe notwendig waren. An Montagegerdt und Geristen wurden 275 t
auf der Baustelle bendétigt.

Die. Stahlkonstruktion konnte von der OBR Kassel am 6. April 1938
abgenommen werden.

Die Stabilitat des mehrfeldrigen, elastisch gestitzten Stabes.)

Von 3r.=3ing. A. Schleusner, Berlin.

Die Berechnung der Knickbelastung eines geraden, punktweis elastisch
gestiitzen Stabes ist an sich seit langem bekannt. Man stellt drei
Gruppen von Gleichungen auf: erstens fir jedes Feld die Bedingung
fur das Gleichgewicht der Momente; zweitens fur jeden Knoten die
Bedingung fur die Stetigkeit der Tangente an die elastische Linie und
drittens fur jeden elastisch gestlitzten Punkt die Bedingung fir das

') Auszug aus dem auf der Wissenschaftlichen Tagung des Deutschen
Stahlbau-Verbandes am 6. Oktober 1938 gehaltenen Vortrage.

Gleichgewicht der Vertikalkrafte. Dabei kann man ohne Schwierigkeit
feldweise Verschiedenheit von Tréagheitsmoment und Stabkraft beruck-
sichtigen.

Um die Begriffe zu fixieren, wollen wir annehmen, daf der Stab
n Felder habe und daR die Endpunkte jedes Feldes gestiitzt seien, daB
also alle Offnungen einfeldrig seien. Ferner wollen wir die Enden des-
Stabes als gelenkig fest gestiitzt annehmen. Selbstverstandlich macht es
keine Mihe, jede andere Art von Stitzbedingungen ebenso wie mehr-
feldrige Offnungen zu beriicksichtigen.
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Benutzt man die besonders einfache dritte Gruppe der obenerwdhnten
Gleichungen zur Elimination der Querkréafte, so fiuhrt das Verfahren unter
den getroffenen Voraussetzungen zu 2 n— 1 Gleichungen mit ebenso
vielen Unbekannten, namlich n — 1 Knotenpunktmomenten und «Nei-
gungen der Feldsehnen. Diese Gleichungen sind stets dadurch zu be-
friedigen, dal man samtliche Unbekannte gleich Null setzt. Diesem
Losungssystem entspricht die gerade, unverformte Gestalt des Stabes.
Andere als die Ldsungen Null kann das Gleichungssystem nur haben,
\venn die Determinante seiner Beiwerte verschwindet. Fuhrt man samt-
liche Stabkréfte Sr(v=1, 2, . . - n) mit einem gemeinsamen, zun&chst
unbekannten Proportionalitatsfaktor 7 multipliziert in die Rechnung ein,
so ergibt das Verschwinden der erwéhnten Determinante eine Gleichung
zur Bestimmung von 1. Der Kkleinste, nicht verschwindende, positive
Wert von 7, den man aus dieser.Gleichung findet (er mége mit /Bl be-
zeichnet Werden), bestimmt das kleinste Vielfache der Stabkréafte, bei dem
eine andere Gleichgewichtsgestalt des Stabes als die unverformte, gerad-
linige Gestalt méglich ist. 7B>Sr ist also die Knickbelastung des Stabes.

Ergibt sich 7.~> 1, so
stabil. Ergibt sich ¢B)_ 1, so befindet sich das System bei der Belastung Sr

an der Knickgrenze. Ergibt sich 7~ <cl, so knickt das System bei der
gegebenen Belastung S,, aus. Wird ft-fache Sicherheit verlangt, so besitzt

ist das System bei der gegebenen Belastung Sr

das System bei 7°5" Kdie verlangte Sicherheit, bei 7~<r. ft dagegen nicht.

Statt die erwéhnten Gleichgewichts- und Stetigkeitsbedingungen auf-
zustellen, kann man die Bestimmungsgleichung fur 7 auch dadurch er-
halten, daB man den Ausdruck fir die potentielle Energie 77 des Stabes
aufstellt und verlangt, daB diese ein Minimum wird. Bezeichnet L die
Lénge des Stabes, w die Abszisse langs des Stabes, y die Ordinate der
Biegungslinie, t], die Durchbiegung am Stitzpunkt r, Ar den Stutzen-
widerstand der Stitze v und nimmt man Stabkraft S, Tragheitsmoment J
und Elastizitatsmodul E 1&4ngs des Stabes beliebig verénderlich an, so
ist die potentielle Energie des Gesamtsystems bei 7.-facher Belastung

L L
@ 77= ’fE(x) J(x)y"2dx -y -ZfS(x)y'*dx + -1
u 0

Das erste Integral ist die Arbeit der Biegungsmomente, das zweite
die Arbeit der 7.-fachen Stabkréafte, die Summe ist die Arbeit der Stutzen-
widerstdnde. Die Arbeit der Querkrafte ist, wie ublich, vernachl&ssigt.
Die notwendige Bedingung dafir, dal die potentielle Energie ein Minimum
ist, wird durch das Verschwinden der ersten Variation ausgedrickt:

<?77=0,

fuhrt also auf ein Problem der Variationsrechnung. Wir erhalten, wie
gesagt, dieselbe Gleichung fir 7 wie die obenerwédhnte Determinanten-
gleichung. Diese Determinante ist unter den getroffenen Voraussetzungen
(2 « — 1)-reihig, bei sechs Feldern z. B. elfreihig. Ihre kleinste positive
Wurzel 7B1 kann man nur durch Probieren finden. Man muB also bei
groRerer Felderzahl -eine Determinante hoher Ordnung mehrfach aus-
werten. Diese Rechenarbeit ist schon bei einer elfreihigen Determinante,
also bei sechs Feldern, praktisch nicht mehr zu bewaltigen, wenn der
Stab nicht symmetrisch ist.

Dagegen wird auch in solchen Fé&llen die Rechenarbeit durch ein
neues, von F. u. H. Bleich begrundetes und von mir weiterentwickeltes.
Verfahren praktisch durchfihrbar gemacht. In den Fallen, die man auch
mit dem alten Verfahren bewaltigen kann, wird bei dem neuen Ver-
fahren die Rechenarbeit ganz geringfigig.

Wir wiederholen zun&chst noch einmal die Fragestellung des bis-
herigen Verfahrens. Sie lautet: Um das W ievielfache mussen die
Stabkrafte vergréBRert werden, um den Stab bei gegebenen
Stutzen widerstanden an die Knickgrenze zu fihren?

Das neue Verfahren kehrt diese Problemstellung um und fragt: Um
das W ievielfache miissen die Stitzenwiderstande geschwacht
werden, um den Stab bei gegebenen Stabkréaften an die Knick-
grenze zu fiuhren?

Wir versehen also jetzt samtliche Stitzenwiderstande. At mit einem
gemeinsamen, zundchst unbekannten Divisor B. Der Ausdruck fur die
potentielle Energie lautet dann:

/. L

(2 7=y Je)J(X)y"2dx - yIS(x)y*dx+y -j m v ¥
0 U re1

und es wird nach dem kleinsten, nicht verschwindenden, positiven Wert
von R gefragt, der 77 zu einem Minimum macht, also die erste Variation
von 77 zum Verschwinden bringt:

¢11=0.

‘=1

Diese Aufgabe wird nach, dem Ritzschen Verfahren geldést. Man
denkt sich die Biegelinie y in eine unendliche Reihe nach den Eigen-
funktionen ipd) (x) eines geeignet gewahlten Hilfsproblems entwickelt:

3) y — pB) (jc) + aj y(2) (w) 4- f(3) (X) -j- ... in inf.

Die Stabilitat des mehrfeldrigen, elastisch gestitzten Stabes
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Darin sind die Entwicklungsbeiwerte zunachst unbekannt. Als Funk-
tionenfolge ~(0 (x) werden die Eigenfunktionen des folgenden Hilfsproblems

gewahlt:
L i.

7=y JE(x) J{x) 92(x)dx —y *7IS(x) P2{x) dx.

u 0

(4) 81T*= 0;

Wie ein Vergleich mit dem Energieansatz (1) zeigt, ist dieses Hilfs-
problem der von uns untersuchte Stab nach Entfernung samt-
licher elastischer Stiutzen. Der Ansatz (3) bedeutet also, daB wir
die Biegelinie des elastisch gestiitzten Stabes durch die Uberlagerung
aller mdéglichen Biegelinien gewinnen, die derselbe Stab nach Entfernung
samtlicher elastischer Stiitzen annehmen kann. Praktisch muB man sich
natirlich naherungsweise mit einer endlichen Anzahl von Gliedern in
dem Ansatz (3) begnugen. Es zeigt sich, daR man im allgemeinen mit
einem dreigliedrigen Ansatz Ergebnisse von hinreichender Genauigkeit
erhalt.

Nehmen wir zunédchst die Eigenfunktionen y>0 des Hilfsproblems
als bekannt an und fihren einen dreigliedrigen Ansatz y = ap yd» (w)
+ aq <fXQ){x) + ar <fd){x) in den Ansatz (2) fur die potentielle Energie des
wirklichen Stabes ein, so liefert die Bedingung SIl1 = 0 drei homogene
lineare Gleichungen fur die drei Entwicklungsbeiwerte ap, aq, ar. Damit
andere Losungen als die triviale Ldsung Null existieren, mufR die Deter-
minante dieser drei Gleichungen verschwinden. Damit erhalten wir eine
kubische Gleichung fir R. Unter allen mdglichen dreigliedrigen Ansatzen
firy ist nun derjenige zu suchen, der die kleinste positive Wurzel B,
die mit B bezeichnet werden mdge, liefert, B gibt dann unmittelbar die
Stltzensicherheit an. Ergibt sich B >\, so ist das System bei der
gegebenen Belastung S(x) und den gegebenen Stlutzenwiderstdnden A,.
stabil; ergibt sich 8 =\, so befindet sich das System an der Knickgrenze;
ergibt sich /3<1, so knickt das System aus. Ist Mache Knicksicherheit
gefordert, so muB man von vornherein die Stabkrafte kS(x) statt der
Stabkréafte S (jc) in den Ansatz (2) einfuhren. Bei B gi 1 hat dann das
System die verlangte Mache Sicherheit, bei 8<. \ nicht.

Die damit verbundene Arbeit ist geringfugig. Die Hauptarbeit besteht
bei dem neuen Verfahren in der Losung des Hilfsproblems. Die
Gleichungen fiur den Hilfsstab gewinnt man in der Ublichem eingangs
skizzierten Weise. Zur Bestimmung der Eigenwerte 7.~ des Hilfsproblcms
erhalt man dabei eine n-reihige Determinante an Stelle der (2 n — 1)-
reihigen, auf die das Hauptproblem bei der gleichen Behandlung fihren

wirde. Von dieser «-reihigen Determinante ist allerdings nicht nur die
kleinste positive Wurzel 7v\ sondern mehrere Wurzeln /B), )P\ ... zu
bestimmen. Von grofRer Bedeutung fur die praktische Rechnung ist, daR

man zeigen kann, daB bei dreigliedrigen Ansatzen nicht mehr als die

ersten 7(i,+ ~-Eigenwerte des Hilfsproblems bestimmt zu werden brauchen,
wenn 7(p) der groBte Eigenwert ist, der kleiner als die vorgeschriebene
Knicksicherheit ft ist: 7~ cftgg)SP+

Sind E. J und S langs des ganzen Stabes konstant, so macht das
Hilfsproblem gar keine Arbeit, da man seine Eigenwerte und Eigen-
funktionen ohne jede Rechnung sofort anschreiben kann. In diesem Fall
fuhrt also das neue Verfahren muhelos zum Ziel. Das ist um so be-
deutsamer, als man auch in anderen Fallen h&ufig durch die Annahme
konstanter mittlerer Werte fur E, J und S brauchbare Naherungsldsungen
wird gewinnen konnen.

Eine Anderung der Sicherheit ft 148t sich bei der Rechnung in ein-
fachster Weise beriicksichtigen. Man kann daher mit wenig Rechenarbeit
auch die Frage beantworten, fur welchen Wert von ft sich B =1 ergibt,
d. h. bei welchem Vielfachen der Stabkréfte der Stab bei den Stitzen-

widerstanden — mAv= Ay, also bei den gegebenen Stutzenwiderstanden,

ausknickt. Damit wé&re man dann am Ende der Rechnung von der
Bleichschen zu der urspringlichen Fragestellung zurickgekehrt.

Endlich ist zu beachten, daB bei einer beliebig gednderten Verteilung
der Stutzenwiderstande das Hilfsproblem, das im allgemeinen die Haupt-
arbeit erfordert, das gleiche bleibt. Mit wenig Rechenarbeit kann man
also, wenn das Hilfsproblem einmal geldst ist, den EinfluB der Stutzung
auf die Sicherheit des Systems untersuchen und dadurch unter Umstanden
auch zu weittragenden konstruktiven Folgerungen gelangen.

Das neue Verfahren macht also nicht nur die Rechenarbeit praktisch
durchfuhrbar in solchen Fallen, wo die bisher bekannten Verfahren prak-
tisch unbrauchbar werden, sondern es gestattet auch neue Einblicke in
die Probleme des elastisch gestutzten Stabes.
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