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Aue Rechte vorbei,.men. Berechnung räumlicher Rahmen
Von Sr.=3ng. A. Rudakow, Assistent an der

Eine genaue Berechnung der räumlichen Rahmen ist im allgemeinen 

nur für die stern-symmetrischen (zyklisch-symmetrischen) Vieleckrahmen 

praktisch durchführbar. Bei der Untersuchung nach der Kraftmethode 

bereiten besonders räumliche Rahmen mit Fußgelenken große Schwierig

keiten, obwohl sie bei eingeschossiger Anordnung nur halb so vielfach 

statisch unbestimmt sind wie Rahmen mit eingespannten Füßen. Sehr 

umständlich Ist hier die Ermittlung der virtuellen Verschiebungen, weil die 

Momentenflächen infolge X  =  —  1 sich über das ganze System erstrecken1).

Im folgenden wird nun ein Verfahren zur genauen Berechnung der 

räumlichen symmetrischen Rahmen mit beliebiger Stützenzahl p, anwendbar 

für jede Belastung, dargelegt, in dem die Formänderungsgrößen als 

Unbekannte auftreten (Deformationsmethode)2). Nach diesem Verfahren 

werden einerseits die Schwierigkeiten bei Aufstellung der Gleichungen 

für die Rahmen mit Fußgelenken völlig beseitigt, andererseits wird die 

Zahl der Gleichungen bei Untersuchung der Rahmen mit eingespannten 

Stützen von 6 p  auf 4 p vermindert.

Die im weiteren angegebenen geschlossenen Ausdrücke zur Berechnung 

der Beiwerte sowie der Lösung der Gleichungen usw. können unmittelbar 

praktischen Zwecken dienen, ohne daß hierbei neue Überlegungen an

gestellt werden müssen.

1. Bezeichnungen und Wahl der Unbekannten.

Um die Untersuchung durchsichtiger zu gestalten und dem praktisch 

wichtigsten Fall anzupassen, wird hier die Berechnung an einem p-Eck- 

rahmen mit lo tre ch ten  Stützen 

vollständig und eingehend dargelegt; 

von den Rahmen mit geneigten 

Stielen wird dann zum Schluß die 

Rede sein.

nach der Deformationsmethode.
Technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg.

wie die Stabdreh- und Knotendrehwinkel positiv gezählt werden, wenn, ln 

der Richtung der Pfeile gesehen, die Drehung im Uhrzeigersinn erfolgt. 

Ferner gebrauchen wir noch folgende Bezeichnungen:

M  =  Moment in dem Endquerschnitt eines Stabes;

2)1 =  Moment eines Balkens mit starr eingespannten Enden bzw. mit 

einseitiger starrer Einspannung; 

u —  Steifigkeitszahl des Balkens; mit einem konstanten Trägheits

moment J c und einer Länge lc erhält man für alleRlegel bzw.Stützen:
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-facher Stabdreh Winkel.

Die Größen M, SDi, y, y> usf' erhalten obere und untere Zeiger; der 

obere Zeiger deutet die Drehachse, der untere das Balkenende bzw. den 

Stab an. Die Knotenbezifferung ist 0, 1, 2, 3 . . . ,  ( p — 1).

Mit Rücksicht auf die eingeführten Bezeichnungen lauten die be

kannten Ausdrücke2) für die Stabmomente folgendermaßen:

Im Riegel ft (ft + 1), Abb. 1, am Stabende ft ist

i +  2 / ' *  (2  / *  ( ä  +  i )  +  y * k  +  l )  *  ~  3  +  d )  .

'“'V(2 ?ft(ft+ 1) + /& + l) 

i + f  (/* (* + 1)— a* + 1) *)•

Für die Momente am Stabende (ft + 1) gelten dieselben Formeln mit 

Vertauschung der Zeiger ft und (ft -+- 1).
Bei den Stützen hat man die Momente am Stützenkopf (o =  oben)

und Fuß (u =  unten). Wir unterscheiden weiter die Momente 

a) bei Rahmen mit Fußgelenken

K o  + 3 / ( / f t  — Vft)>

(1)
Kak + i> =m t cs"î*»
K ,k + D =--K <ft+ «
K (ft+ D == K (*+ »

"3 V^(*+ 1)) ■

(2)
K o -

K o -

K o -

K o

K o -

+ 3 f‘‘ (/I ■Vft) Mku =  0,

b) bei Rahmen mit eingespannten Füßen

(2’)
K o  =  K o  + 2 /  (2 / k -  3Vftr) , K u =  ®lft„ + 2 /  {/„ -  3yA

K o  =  K o + 2 ^  (2 A  -  3n )  ■ K u  =  K u  + 2.“' [A - 3/ft).
M v ■ m ko ‘

rrnV i V V
■Wko + .“ 7k' K u ^ K a -

Abb. 1. Räumlicher symmetrischer Abb. 2. Riegelachsen: x ,y , z;

Vieleckrahmen mit Fußgelenken, Stiel- bzw. Knotenachsen: r, t, v.

Das gegebene Tragwerk bildet im Grundriß ein geschlossenes regel

mäßiges p-Eck mit den Riegellängen a und entsprechenden Zentriwinkeln2y>; 

die Höhe des Rahmens sei h (Abb. 1). Die Hauptachsen der Stützen 

(r, t, v) und Riegel (x , y, z) sowie die Knotenachsen (r, t, v) sind aus 

Abb. 2 zu ersehen. Alle Stäbe werden mit doppelt symmetrischem (I oder □) 

Querschnitt vorausgesetzt. In Abb. 2 eingetragene Doppelpfeile stellen 

Dreh Vektoren dar, wobei die Biegungs- und Drillungsmomente ebenso

•) H. M arcus, Eisenbau 7 (1916), S. 36, 63. —  E. R e is inge r , Bau- 
ing. 5 (1924), S. 5, 28, 57.

2) A. O s te n fe ld , Die Deformationsmethode, Berlin 1926 — L .M ann , 
Theorie der Rahmenwerke, Berlin 1927.

Nunmehr wählen wir soviel Formänderungsgrößen als Unbekannte, 

wie zur eindeutigen Bestimmung der Winkel y und y notwendig sind oder 

zur Beschreibung des Spannungs-Deformationszustandes bei beliebiger 

Belastung am gegebenen Tragwerk ausreichen. Als solche Größen sind 

Knotendrehwinkel p, r, v um die Achsen r, t, v und Knotenpunktver

schiebungen s angenommen.
Die Verdrehungen der Stabenden y ergeben sich dann sehr einfach 

aus den Drehwinkeln der entsprechenden Knoten. So Ist im Riegel k 

(k -f- 1) bzw. k (ft—  1) neben dem Knotenpunkt ft (Abb. 1 u. 2)

7k{k-± 1> =  vk> '7k (ft ± l) “  P* • COS y rfe • sin <p,

J,*(ft±l) =  ± i’A-sin?,+  T* ,C0S^ 
und in den Stützen bei

a) Rahmen mit Fußgelenken /ft ~  ?ft -

b) Rahmen mit eingespannten Stielen /£ =  ?&.

/ft — rk • 

/ft =  rft.
* y
7k =  'V
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Die Stabdrehwinkel w sind allein von den Knotenverschiebungen 

abhängig. Vernachlässigt man wie üblich die Stabdehnungen, so genügt 

es, bei räumlichen Vieleckrahmen nur eine Verschiebungskomponente 

für jeden freien Knotenpunkt anzugeben, um die Größen y  eindeutig 

festzulegen. Es sei nun die Verschiebung s des Knotenpunktes k in der 

Richtung des Riegels k{k — 1) als Unbekannte gewählt, und zwar p o s it iv , 

wenn sie von k nach {k — 1) gerichtet ist. Diese Wahl ist gleichbedeutend 

mit der Feststellung, daß das gegebene Tragwerk, durch starre Gelenk

stäbe in diesen Bewegungsrichtungen gegen feste Punkte gestützt, unver

schieblich bleibt, also p  Verschiebungsgrößen als Unbekannte ausreichen.

_ ja s m 2 f  y

------ L f a r t f

Abb. 3. Verschiebungsplan für sk 1.

Wir leiten jetzt aus einem Verschiebungszustand s =  — 1 die Be

ziehungen zwischen y< und s ab. Da die Längenänderungen der Stäbe 

vernachlässigt werden, bleiben die Verschiebungen der freien Knoten

punkte bei lotrechten Stützen in der Ringebene. Zeichnet man nun 

für ein ebenes p-Eck mit starren Stäben den Verschiebungsplan (Abb. 3), 

so ergeben sich daraus zunächst Infolge der Verschiebung eines 

Knotens k um die Strecke s — — 1 folgende Stabdreh Winkel:

(Riegel) V’* (k + l),k =  V\k - 2)(k - l ),k ~  a . sin2 y, ’

-r _  2
'’’k Oi - 1), k a . tg 2 <p

1 ./ 1(Stiele) Vft,* ; y\k -  ü. k : 2/z-cos$r>’ 2/i-slny ’

die übrigen Stäbe erleiden keine Verdrehung. Nach dem Superpositlons- 

prlnzlp erhält man dann für die gesuchten Winkel 
p-\

' V Ä (ft+  l r
l — Kl

1

(3)

a • sin 2
X

Yk{k—\) :

V’ft

ök + 2.>)]■
V ? X
■r Ai rk  (* -  D. i

1

fl • sin 2 (

s i  i  -■

(2 sÄ .COS25r>-(iA_  J + s k+  ,);

2 h ■ cos cp + sk - 1)’

V k
'S  s  J ----

S‘ v *. i ~  o• 2 /i-slny- (S/t SA - l)'

Das Einsetzen der gefundenen Ausdrücke für y und .y> in die Gl. (1) 

und (2) liefert schließlich die Beziehungen, aus denen alle Balkenmomente 

berechnet werden, sobald die unbekannten Formänderungsgrößen pA, rft, 

vk und sk , wo k =  0, 1, 2 . . .  (p — 1) ist, ermittelt sind.

K ( k  + l)— 1) + 2 f‘X ! 2 vk + vk + 1

(4)

Die Riegelmomente am Knotenpunkt k sind

/

X

+ -fl:sin2 7 t2ifc + 1' cos29’ 
f

+ — ^ 0-7- [2 sk • cos 2 <P

K  ik ■ 1) + 2 j 2 >'k + vk - 1

* + 2)]}’

K(k ±1)=

(sk - 1 + sk + l)]| >

K &  ±1)=

a • sin 2 rp

rfc 1) + 2 -“ y [2 (?* • COSy> ■ Sin <p) 
+ •COS7> ± rft± i • sin <p)

, + uz (±  Pfc • sin <r + rk • cos cp 

±  |PA ± ! • sifiy —  r * ± i-cos<p). 

Die Stabendmomente der Stütze k sind 

a) bei Rahmen mit Fußgelenken

(5)

Ko = K o + 3 ur +
1

2 h ■ cos cp {sk + sk •

< 0 + 3 (i‘ Tk +
1

2 h • sin cp {sk ~  sk

. Ko 0
0

.*

P.11

b) bei Rahmen mit eingespannten Stützen 

^ 0 = X o + 2 / L  •

(5')

2 ?a +

K o < 0  + 2 .«' 

K o = % o  +  MV v k ,

2 h • cos cp

2 +  "KT— T7~---(^,

K u = K „  + 2/

33!A u

2 /z • sin y 

3

sk + sk - 1) 

k - 1)

[sk + sk — 1)

2. Aufstellung der Gleichungen. Formeln für die Beiwerte.

Zur Ermittlung der Unbekannten, 3 p  Knotendrehwinkel und p Knoten

verschiebungen, sind 4 p Gleichungen notwendig. Man untersucht zuerst 
das starre System , bei dem alle 4 p  Deformationen gleich Null sind 

und die statischen Größen Z° und 2)t wirken, weiterhin der Reihe nach 

die F o rm änd e ru n g szu s tänd e  p;- =  —  1, r( =  — 1 usf. Daraus ergeben 

sich dann in bekannter Weise2) die Gleichungen nach der Deformations

methode.

Für das gegebene Tragwerk erhält man 4 Gruppen von je p Glei

chungen mit 4 p  Unbekannten p(-, r(-, vi und s(-, wovon hier nur die erste 

Gruppe vollständig ausgeschrieben sel.

+ ? 2 Z r „ r 2 +

+ •

?° Z r0 r0 + Pi Z fo fi 'P  - \ Z ra rp _ x 

TP -  1 Z rc,tp _  1 ^  v° Z r„v 0

T° Zral,

+  v \ z ,r,o,

■p - 1 S° Z ra s0 + Zr<) Si 

+  . . .  5

Po Z rj ro +  ? ! Z ri n  Z r i  r i +  . . Qp  _  j  Z ,

1 Zr0 sB

• • • Tp-\ Z r\ tp _  ,

1 vp _  x + io Zrt s0 

+

r‘ rp -  1 

’° v0 

+ si Z,

P — » '0

+ ToZ ,

+ rO Z r. 7,„ + r l Z ,

r 1 10 

r iV i

r\ -h

SP ~ 1 Z rx sp . Z n

?0 ' ’r p - 1 r0 +
Pl Z" rp -  1

+ •■ ■ 9 p- - 1 Z rp

+ Tl Z r„  _  1 /, + • • • TP -
' Z ' P

+

*5»
 

’ 
1 + ■ ' ' VP~- X Z r 

1 rP

+  5i Z r p -  1 s, +  • • • */>-

+ T° Z rp - l ‘0 

l Z r p - l tp - \ +  V° Z r p -  1 »0 

} + so Zr- 1  vp .

> v

p  - 1  ^

=  z°
1 '•p  - 1

ln der Folge verwenden wir die abgekürzte Schreibweise des Systems 

aus 4p  Gleichungen:

r ,  +  f  n- ,, +  f  <v

'¿ 1  \ «+ ?  '< z - , 4
(6) p - i

, C o ? ' '■/ +  T ' T' Z ®A- ',i  +  - f " ' '  +  7  J l =

i ~ 0 ? i  Z 'A  '■/+  r ‘ Z s k h  +  7 '  v ‘  Z r k  Vi +  T ' s ‘ Z s k s i =  z ° k

[k =  0, 1, 2 . . . (p —  1)].

Die Beiwerte der Unbekannten, die oben einheitlich mit Z bezeichnet 

sind, lassen sich als Kräfte bzw. Momente, die zur Erzeugung der virtuellen 

Formänderungszustände dienen, deuten und dementsprechend berechnen. 

Wir nennen sie nach E ngeß er3) die Z w angsk rä fte  und schreiben z. B. 

Z r)tS.\ der Zeiger rk weist auf den Ort hin, wo diese Kraft an

gebracht sein muß, und der Zeiger auf den Deformationszustand (s(- 

=  — 1), der erzeugt werden soll. Die Werte Z°, sogenannte Belastungs

glieder, sind demnach die Zwangskräfte des Zustandes: alle ?, r, v, s =  0.

Für die Beiwerte Z  gilt selbstverständlich der Satz von B e tti

^  Zrk si =  Zsi rk ’ 

und wegen der zyklischen Symmetrie des Tragwerkes die Beziehung

Z rk Z rk + n si+n = Z r k - n si- n ’ 

wobei, falls k + n bzw. i + n ^ p  oder k —  n bzw. i — t t <  0, k =b « 

=  k de n =p p  bzw. i n =  i ±  n ={= p  zu setzen ist.

Solange die Größen Z  die Zwangsmomente für einen Zustand

? =  —  1 bzw. r =  —  1 usf. bedeuten, wie Z r r , Z r t ............... werden sie

ohne Mühe aus den Stabendmomenten ermittelt, die ihrerseits nach den 

Formeln (4) u, (5) gegeben sind, wenn man jetzt darin die betreffende 

Unbekannte gleich —  1 und die übrigen gleich Null setzt. Man erhält 

somit die Zwangsmomente am Knotenpunkt k, die in Richtung p, r, v 

wirken, also um die Knotenachsen r bzw. t bzw. v drehen müssen, durch

3) Fr. E ngeßer, Eisenbau 11 (1920), S. 81.
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0)

Addition der Beiträge zweier Riegel k (k + 1) und k (k — 1) sowie eines 

Stieles k

Z rk =  “  [Mk{k + l) + M k{k - 1) + M ko)

=  -  [[M l (ft + »  +  M {  {k _  „) COS cp

+  [M k ik +  1)— yWft(ft + l ) ) s in !P +  M rk0J , 

Z tk =  [(^A (ft - 1) (ft + 1)) s*n rP

+  (,yWft(ft + 1) +  M\ (k _  u) COS yj +  /M*0] , 

Z v,t =  —  [ ^ ft  (ft + 1 ) +  M k(k -  1 ) +  M ko\ •

Diese Z-Momente werden im U h rze ig e rs in n  drehend als p o s it iv  an

gesetzt, daher erscheint hier vor den Summen ein negatives Vorzeichen 

(vgl. Abb. 4).

Die Zwangskräfte Z s s bestimmt man am einfachsten aus der 

Arbeitsgleichung für den Verschiebungszustand sk = —  1 (Abb. 3), mit den 

Lasten des Zustandes s, = — 1
Inf. S(

(- 1  ) Z . k. i - Z v * . . k — ~ a -

Die dazugehörigen Stabdrehwinkel y infolge sk =  — I und Stabend

momente M  Infolge sf =  —  1 sind aus 01. (3) bzw. (4), (5) leicht zu 

finden.

Alle Größen Z, die bei der Berechnung eines p-Eckrahm ens mit 

lo tre ch ten  Stützen zur Aufstellung des Gleichungssystems (6) notwendig 

sind, werden nun, soweit sie nicht verschwinden, als gebrauchsfertige 

Formeln angegeben:

a) B e iw erte  Z  für Rahmen mit F u ß g e lenken :

z t =  Z  =  8 fiy • cos2 (p +  2 /iz • sin2 y> +  3 / / ,

z2 =  Z r/i r/i ± l =  2 fty ■ cos2 cp + ft* ■ sin2 cp,

Zi  =  Z 'ft '* + . =  - Z  r* tk _  r  ( ̂  - J  • /' j  sin 2 -

z t —  z  r  

'ft V

Zustand p, r, s =  0 gedeutet und 

aus (9), wo jetzt an Stelle von M  das 3)! 

zu schreiben ist, berechnet.
/

SZ°k--Pcosec 2f

Abb. 4. 

Zwangsmoment.

Abb. 5.

Bestimmung der Zwangskräfte Z°.

Greifen jedoch die äußeren Lasten nur in den Knotenpunkten des 

Tragwerkes an, dann sind alle 3)1 =  0 und die Zwangskräfte gleich den 

Lasten, aber mit umgekehrtem Richtungssinn. Für die Z-Momente wurde 

vorhin die positive Richtung schon festgelegt, die Z-Kräfte sind p o s it iv  

zu nehmen, wenn sie am Knoten k nach außen  im Sinne des Vektors z 

(Abb. 2) wirken. Es ergeben sich z. B. für die Belastung P  nach Abb. 5

Z °  ■ 
sk

: + P  • COtg 2 cp, Z ”Ä+ 1=  — P- cosec 2 c

(10)

3 r 1 
• ft  ■

"rksk ~ rk sk -f-1 2 '* h'COScp *

Z$z== Z f  =  S/iy  • sin2 rp -j- 2 fl2 • COS2  rp +  3 f *  , 

26 =  z ‘ k <k ±  1
=  —  (2 /iy • sin2 cp + uz • cos2 cp],

3. Auflösung der Gleichungen.

Geschlossene Formeln für die Lösungen.

Wir betrachten zunächst nur die ersten beiden Gleichungsgruppen 

des Systems (6) für sich allein und streichen die Glieder mit den Un

bekannten v, weil bei den Rahmen mit lotrechten Stützen alle Z rv  =  Z t v = 0  

sind, bringen die Glieder mit den Verschiebungen s auf die rechte Seite 

der Gleichungen und erhalten, nach Einsetzen der Beiwerte (10) unter 

Berücksichtigung der Beziehungen (7) u. (8), das nachstehende Gleichungs

system, das vorerst in kurzer, sodann in ausführlicher Schreibweise wieder

gegeben sei:
p - 1 p - l p - l

S n  7  4-S  T 7  — 7° __2 t  7
,-=<?'■ r><r‘ r*'i~ rk i t So‘ r>^r
p - 1  p - 1 p - 1

2  O, Z .  r + 2  t,-Z, Z i  — 2  S: Z f . , . ,
,=o‘ ri /=0* Wi ‘k i=o' ‘ksr

k =  0, 1, 2 . . .  (p —  1).

( i i )

' ‘ k sk  ‘
=—z,

‘ k sk  + 1

1

h ■ sin t

z 3 —  Z Vk Vk —  8 /i ,

z' ^ Z vh vh±x =  V .

z,n =  Z„ . «. =  Z„. c. . . =  6/i*
2 • cos 2 1

' üftsft +1

z u  —  Z sk sk

a • sin 2 99

7  ___ V ___ ___ £? AT 1
vksk -  1 +2 ' f l .s in 2?.

6

a2 • sin2 2 cp 

3

' sksk±\ a2 ■ sin2 2 p 

12

("Ä ) " S'n2 ̂  ’ C0S2̂
+ 4 / *  (1 + 2 • cos2 2 <p)

(ftr • sin2 cp —  / /  • cos2 cp)

—  16.i/ • cos 2 cp

14 i ftift± 2 a2-sin2 2 93 “ 

b) B e iw erte  Z  für Rahmen mit e ingespann ten  Füßen: 

Zj =  Z  =  8/ /  • cos2 cp + 2 ftz ■ sin2 cp + 4 / / ,

(10')

1
' rkrk

z, — Z  — 3 « r ■ — ..... ,
Ä • COS cp

z5 =  Z /a^  =  8 uy • sin2 y + 2 • cos2 y> + 4 ,</,

z7 = Z /fcifc=  3 / /

z i

z ,«  —  Z

",ksk “ r  h • sin 5p 

■Zvkvk = *S+rV>

Es ist also ein System mit zweifach-zyklischerReihevon2/?Unbekannten, 

für das die Lösung aus dem technischen Schrifttum bekannt ist4), und 

zwar lautet dieselbe für die Gl. (11) in allgemeiner Form

24

* sk sk a2 • sin2 2 cp 

12

( /(”) “̂ r ' s*n2 ^ ,u>' cos2 ̂

p -1

=  ^  ak 
n ft =  0*

p-  1

Z ° — 2 s : Z rt
rft + « ,-_o 1 rft + «

4- tux (1 -j- 2 ■ cos2 2 cp) , + 2 ’ rftfZ?
* * t ‘k + n

( f /  ■ sin2 95— ft1-cos2 cp)
13 * * ^± 1  a2 ■ sin2 299

z,, z3, z3, z9, z10, zu und z14 wie oben im Fall a).

(12)

4 ftx • cos 2cp

p -  1  

ft =  0
p - f t

p - 1

2 °  — 2 s : Z ru
rk + n /—o * +n ‘

Auf dieselbe Weise ergeben sich die B e la s tu n g sg lie d e r  in den 

Gl. (6). Die Größen Z ^  , Z°fc, Z®fc werden als Zwangsmomente für einen

■\-2bAzP. — 2 s :Z t,
ft * l 'k + n j ' ‘k + n

f i— Ö, l, 2 . . .  (p 1),

v h

4) Vgl. Literaturnachweis in der Arbeit A. Rudakow, Ing.-Arch. 2 
(1931), S. 528.
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wobei für ft + n ^  p  das k + n —  p  zu setzen ist. Die Zahlen a, b, c 

sind für ein gegebenes Tragwerk feste Zahlen, die aus den Beiwerten Z  

bestimmt werden. Hier findet man mit den Abkürzungen

Ar =  z, + 2 z2 • cos 2 <p r, Br =  z5 + 2 z0 • cos 2 cp r, Cr — 2 z3 • sin 2 <p r,

p —  1

für einen Zustand s —  —  1 und solchen zur Erzeugung obiger Knoten

drehungen p', t' zusammen, also nach dem Superpositionsprinzip

p - l p - l

Z'.
sk so ~'Zsk°o  n f o P" ° Z s k rn n ^ nT'‘ ° Z s k tn

D r Ar ■ Br —  C j, r —  0, 1, 2 . . , p l2 bzw. oder nach Entwicklung der Summen

bei geradem  p

(13)

ab =  ap- k

y P/2~ l u \ 1(__n* ' Br \ i
4— 4" 2 ' -p— • cos r ltp  k J ,  Wegen der Symmetrie wird

(19)
=  Z' c =  Z , 

sk o s sk [z* (Pfto 4" _  i)0)

+ M r*o — tU - do)]-

bP - k >  \ Bn 1 B„
+

x J0 p/2 

P/2-1 ~
2 V »  Cr

=  ~ cP - k = - j 2 ^  o r - s l n r l r k ,

k r̂  A \
4- 2 y  > cos r 2 <p kJ ,

bei unge radem  p

(13a)

in Rücksicht auf die weitere Untersuchung werden nur die Ausdrücke (12) 

umgestaltet. Setzt man darin alle s =  0, so ergeben sich die Knoten

drehwinkel

p - l  
„0 __ V  „ 7<>

(14)
n

'S  r .  7°.
* 'ft + /i 'ft —0 

P - l
» _  70 , 2  h 7°
n ~ k ^ 0 P ~ k rk  + n +  k *  tk + n

eines unverschieblich gelagerten .h a lb e la s tisch en *  Systems infolge der 

Wirkungäußerer Lasten. EntsprechendhatmanmitZ°=0unde inem 5i = — 1 

p - i

= JS1 ak Z  <.+ JE ch Z , 
ft =  o A r* + «-

(15)
9ni

p - l
V

^ * 'ft + n si 1

,. + 2 b k Z,
n ‘ k =  0 p ~ * -t-« i ‘

Das sind die Knotendrehwinkel des halbelastischen Systems infolge Ver

schiebung eines Knotens. Für den Z u s ta n d e  =  — 1, mit Beiwerten(10), 

erhält man

(16)
i e'no =  z4{an + an + l ) - zT{cn - cn+l)-

1 *no =  e*[cn + cn + \) + ZT (b n ~  >> n+\) ■

(18)

o sk
-Z'

ft’

daher hat man bei geradem bzw. ungeradem p  nur ■— + 1 bzw.

solcher Werte wie folgt zu ermitteln:

~Z\2 [zt (poo + P(p - l)o) 4* Z1 (T00 r(p _  Do)] >

+ zi (Ti o — r o 0)1 >
4- z 7 ( r 2 q r t 0)] ,

(19a)

z 'sQ s0 ■-

ZS0 Si= Z l3 lZ*(?lt> “t” Poo)
z ’s0 S , = z u  [ ^ ( P i o  +  P 10)

ZSq S3 ~~~ [Z4 (?3 0 +  P2 0 ) " l " '?7 (T30 r 2 o)l US^

In derselben Weise findet man für die neuen Belastungsglieder Z0' 

zwei Ausdrücke
p - i p - i

7°' — 2° —  JE o° Z  — JE t° Z  . bzwz .  — Sn ^s-- ■*- T- '-*■ * u,iw’
(20)

Z0'  = Z *

skrn n q n " 5ft 
p - 1

_  _  v  ' 70
Sj %nk'~r„ Ju k  i., ’ 
k n = 0  n n = 0 "

= 0 
p -  1

oO

so daß hier eine Rechenprobe möglich ist.

Die Auflösung der Gl. (18), die wiederum ein zweifach-zyklisches 

System von 2 p Unbekannten bilden, geschieht entsprechend dem Vorher

gehenden folgendermaßen. Wir erhalten die Lösung wieder in der Form

, J n a ' k Z°Vl + ^ < 4 Z ° :

+ " * «  =  0, 1, 2 ...(/>  —  1),(21) &
p -  1

c:

' sk + n '

+ Z b ’ z ?
* =  0 P ~ * Vk + n ' f t ^ ^ f t  + n 

wobei für fe + /z ^  p das ft + n —  p zu setzen ist.

Für die Zahlen a\ b’, c' gelten jetzt mit den Abkürzungen
p - 1

A'r —  z8 -f 2 z9 • cos 2 y> r, B'r =  .S1 Z 1̂ ^  • cos 2 95 r ft,

CJ. =  z10 (1 + cos 2 f  r) + zn  (cos 2 95 r + cos 4 9? /-),

C” =  z10 (1 + sin 2 cp r) — zn (sin l y  r  —  sin 4 y r),

(22)

Wegen der zyklischen Symmetrie des Tragwerkes, wiederholen sich die 

Werte in anderer Reihenfolge für alle übrigen Zustände st =  —  1.

Somit läßt sich die Lösung (12) jetzt einfacher schreiben:

( 0 P_1 0 P ~ X
(17) Pn =  Pn — .f ^ /P « / *  Tn =  rn ~ ^ 0Si z'ni’

1 n — 0, 1, 2 . . . (p —  1).

Nunmehr eliminieren wir mit Hilfe der eben abgeleiteten Beziehungen 

die Unbekannten p und r aus den zwei letzten Gleichungsgruppen des 

Systems (6), eigentlich nur aus der letzten Gruppe, da bei Rahmen mit 

lotrechten Stützen nur diese die Größen p, r enthält, und bekommen 

2 p  Gleichungen 
p - l

JE v-Z 4- JE s-Z ==z°
■Co ' v k V i +  i  1 Oft si  v k  -

p _l f ft =  0, 1, 2 . . . ( p - l ) ,

. v‘ Zsk n  + s‘ z 'siH=  z *k •

worin die neuen Beiwerte durch Beisetzen eines Striches be

zeichnet sind.

Diese Beiwerte Z ' deuten wir wiederum als Zwangskräfte, die jetzt 

aber am halbelastischen System wirken, und berechnen sie auf bequemere 

Art, ohne die Elimination im mathematischen Sinne wirklich durch

zuführen. Sie setzen sich nämlich aus den Z-Kräften des starren Systems

D'r =  A'r B'r -  [Crf  -  [C"rf ,  r  =  0, 1, 2 . . .  p/2 bzw. ^

P/2 - 1

1

“p - ft-

6f t= * p - f t  =  -

1 B'o
4_

(- ')" B 'Pß

p D 'o
\

D 'pß

1 A'o ! (-- D" A'p n

J D '0
t

d 'p i 2

-=y*cosr2 (pk

P ^  A'r 
2 >  ~ßT •cosr2 9̂ ft

r =  1

c :

D'
• +

( -  l f  CI'Pl 2

°p /2  
p/2 -  1

4 - 2 ^  r ö ^ '  cos A 2 y ft 4- ~jy~' sin r2 9̂

r =  1

bei ungeradem  p  dieselben, jedoch verschwinden die Glieder mit dem

___ tmfl rllp Nnmmpn prctrprl^pn clrh nie ---Zeiger ^- und die Summen erstrecken sich bis ~—

Nachdem alle s bestimmt sind, ergeben sich die Unbekannten p und -t 

aus Gl. (17).

Schließlich liefern die Beziehungen (4), (5) die Biegungs- und Drillungs

momente in allen Stäben des räumlichen p-Eckrahmens, woraus die Stab

kräfte und Auflagerreaktionen berechnet werden können.

Zur Nachprüfung der ermittelten Momente dienen die Proben 2  M r 

=  JE Ai1 =  2  Ai0 =  0, die um jeden Knoten erfüllt sein müssen. Als 

weitere Proben kommen noch die p Arbeitsgleichungen für die Bewegungs

zustände st — —  1 hinzu.

4. Rahmen m it geneigten Stielen.

Es genügt auch in diesem Fall, als Unbekannte dieselben 4 p Form

änderungsgrößen, nämlich d re i Knotendrehwinkel und e ine Verschiebung 

für jeden freien Knotenpunkt zu wählen, jedoch werden jetzt die Be

ziehungen zwischen diesen und den Balkenmomenten durch die geneigte 

Lage der Stützen etwas verwickelter.
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Der Verschiebungsplan für s —  — 1 unterscheidet sich im G ru n d 

riß nicht von dem in Abb. 3 angegebenen, doch die Knotenpunkte 

erleiden jetzt noch die Verschiebungen aus der Ringebene, für welche 

also ein zusätzlicher Plan in anderer Ebene zu zeichnen ist.

Weiterhin bestehen keine grundsätzlichen Abweichungen von dem 

vorstehend ausführlich beschriebenen Rechnungsgang, so daß alle Er

läuterungen und allgemeinen Formeln sowie das Verfahren zur Lösung 

der Gleichungen, entsprechend erweitert, benutzt werden können. Die 

hinzukommenden Glieder mit den Unbekannten v ln den ersten beiden 

Gruppen des Systems (6) bzw. in den Gl. (11) werden zunächst auf die 

rechte Seite der Gleichungen gebracht. Die weitere Behandlung dieser 

Glieder geschieht dann gleichzeitig und in derselben Welse wie bei den 
Gliedern mit den Unbekannten s. Man hat dann noch die Größen p", 

t "  infolge vt —  — 1 entsprechend den Zahlen g , r (15) und Z'v v , Z'vs 

bzw. Z ”' analog den Werten (19) bzw. (20) zu ermitteln.

Rnsicbt

ßrundriß

Räumlicher Achteckrahmen.

Abb. 7. Räumlicher Rahmen mit der Last 

P = \  in Richtung des Riegels belastet.

5. Zahlenbeispiel.

Die Anwendung des vorstehend entwickelten Verfahrens wird an der 

Berechnung eines A ch teckrahm ens  m it F ußge lenken  gezeigt, 

dessen System und Abmessungen in der Abb. 6 dargestellt sind.

Mit j , = j r = j t , J X/ J ,  =  *L, J y J ,  =  5/4. ° J J  2 G ‘/ ‘
E  J  r

=  -s- und L

4 ’

/ '= ■

Die 4 p  —  4 • 8 =  32 Unbekannte sind

T0< r l,

S2 . . .  t S-j.

2  <p

Po> Pl> ? 2  • • ■! ?7>
”0. v2 ‘ * • * Vrl\ S0, S|,

Aus der Zusammenstellung (10) findet man mit den Zahlen ft 

71 y; =  22o 30' alle Beiwerte für die 4 p  =  32 Gl. (6):
8 4 ’

20,437 20, 

8,062 80, 

3,000 00,

0, =  4,450 83,

z„ =  —  1,799 17,

z3 =  1,325 83, z4 =  0,137 592,

z7=  0,332 178, z8=  12,000 0,

zw =  0,893 572, zn  =  —  2,157 273, z., =  4,222 92,

: z t + 2 z2

A2 =  zl + 2 z2

• cos 2 tp =  26,7316

• cos 4 cp =  20,4372

A3 =  zv + 2 z2 • cos 6 cp —  14,1428

Ai =  zx + 2 z, • cos 8 cp =  11,5355

C, =  1,875 00 

C2 =  2,651 65 

C3=  1,875 00 

darauf die Zahlen (13)

1
«o — g

B0 =  4,464 46 

S t =  5,518 40 

B2=  8,062 80 

ß3 =  10,607 21 

ß4=  11,661 14 

D j =  144,000 

D 2 =  157,750 

D 3 =  146,500,

( Bl i ^2 ,
\D1 + + D J

+ 2 • cos 2 p + - ß  • cos 4 cp + . cos 6 y>j

L L  + . I  

.»0 A
1 1

— 8 A0

+ 2 f

Bi
Dt

1

A

+ 2

1

Ao

A

+ ¿7
ß  B  \

cos 4 cp + -=~ • cos 8 p + • cos 12^1
^2 3 /■

usf.

Die 103fachen Zahlen (13) sind: 

a0 —  55,5560 b0 =

ai —  a7 — — 12,6004 bi =  b1-

a, ae=  2,3188 

; a6 =  — 0,5506 

0,1929

b2 — be 

b3 =  bS
¿4 =

141,650 c0=  0

33,030 cx =  — c7 =  —  8,7666

6,330 c2 =  — Cq =  — 0,0556

: 1,529 c3=  - c 5 =  —  0,3620

0,563 c4 =  0

Somit erhält man nach Gl. (16) die 103 fachen W erte:

Poo =  Pio =2,998 275 

Pio = p6o  =  M 78 953

f 2  0 =  p'50 =  0,141 501

r oo : 

*io : 
t!

—  r'.0 =34,874 960

—  t :00 =  7,655 296 

1,537 338 

0,271 078.
2  0 —  T 3  0  -----

=  4,198931, 4 0„

4 oi8 =  4 oi5 =  0.000391,

P 3 0   P lO   0,071 025 T3h   r40

Durch das Einsetzen dieser Zahlen in die Ausdrücke (19a) bestimmt 

man jetzt die neuen Beiwerte:

z ;o i7 =  -  2,947 163, Z'So S2 =  z ;o Jc =  1,035 995, 

0,000161.

Nun wiederholen sich bei der Berechnung der neuen Zahlen (22) mit 

neuen Abkürzungen A\ B' usf. die schon einmal gezeigten Operationen, 

worauf jetzt auch die neuen Belastungsglieder nach Gl. (20) zu ermitteln 

sind. Man hat dann die Lösung des Systems (18), wobei die Unbekannten 

nach Gl. (21) als Funktionen der Belastungsglieder erscheinen, z. B.

»3 =  ^0 + ü l A li + a2 + • • • + ’Z0̂

s7 =  c2 Z°_ + c,' Z° , + co + • ■ 

Die Zahlen (22), a', b', c' lauten:

+ c0’z l + c l ’z l + . .

•C3 ¿Va

+ + bi Z°s0 + 1

a0' =  0,277 406 b0' =  14,256 71 c0' =  ci' =  0,653 713

a1' =  fl7' =  0,071 417 ¿,,' =  6/==  11,308 34 c2' =  c7' =  0,909 866

a2 =  a6' =  0,059 562 ft2' =  öa' =  5,091 77 c3' =  ce' =  0,859 811

a3' =  a5' —■ 0,118 290 63' =  65' =  —  0,297 59 c4' =  c5' =  0,674 446

a4' =  0,149 552 fr4’ =  —  2,336 54.

j r = j ‘ , J x/ J c = 3u ,  J y J c
C “■ 

lc
h, (i =  —  ergeben sich die Steifigkeitszahlen für die 

5

Weiterhin wird nun die Momentenfläche Infolge einer Last in Richtung 

des Riegels 07 (Abb. 7) berechnet.

Alle Belastungsglieder, außer Z Sc
=  1, werden ln diesem Fall

0
Null. Wenn man dieses in die Lösungen einsetzt, ergeben sich zuerst 

ohne Zwischenrechnung die Unbekannten

für die Stiele: / / = / /  =  !, ' 0 • 

so : bo'

v\ — r6 — c2 
- s7 — bi s2 ■ Sq — b2

"3 =  >’i =  Ci<
- s5 =  b3 =  bi

und

Zi3 =  —  2,955 59, z l4=  1,034 19.

Um die Lösung (12) des Gleichungssystems (11) anzuschreiben, 

berechne man zunächst die Abkürzungen:

A0 =  z1 + 2 z2 =  29,3389

und dann, nach Gl. (12) bzw. (17) mit den a, b, c bzw. p'-Zahlen, die 

Unbekannten:

Po =  p7 =  —  0,101 397 r0 =  — r7 =  — 0,159 252

Pl = p 8=: —  0,071 427 tx=  —  r6 =  —  0,350658

p2 =  p5 =  —  0,030 783 r2 — —  Ts —  —  0,316 470

o3 =  p4 =  — 0,003 329 r3 =  —  r4 =  — 0,122 722.

Endlich erhält man aus den Beziehungen (4) u. (5) mit 3Ji =  0 (Knoten

belastung) alle Balkenendmomente, und zwar die Biegungsmomente M x, My, 

die Drillungsmomente Mz in den Riegeln bzw. M r, M l und M v ln den Stielen 

Diese Momente sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt.

D ie  M o m e n te n flä che  infolge einer Belastung nach Abb. 7.

Af*1== Af?0=  — A i* ,=  —  A if0=  —  0,588 06 M yL=  M ya= —  1,328 26

A if. M x -IV1 0 5 Mx - 10 • M x  -IVl 6 7 ■ - 0,180 36 =  M y.5— —  0,065 73

0,33054 M y3=  M yl== 0,676 48 

0,225 57 M yt=  M y3=  0,658 32 

M ys=  M y2=  —  0,037 05 

0,138 37 M ye= M yt=  — 1,154 47

M 23=  M xe=

M 3i=  A if3=  —  M *2=  —  M ?5=

M U ^ M 17= - M z10= - M U =

M\ 2=  —  M\ ! =  —  M zes=  —  0,088 38 M $ =  M y0=  —  2,165 49

M\3=  -  M\2-

M z3< =  - M U

^ 7  0 =  - K l

'65-

yWj 4 =  —  0,240 07 

=  —  0,286 64 

=  0,270 82

M y M y, =  —  2,319 33

A i„=  M '=  

M [ =  M [ =  

M r2=  M [ =  

M 3=  M [—

3,213 35 

2,042 24 

0,567 29 

—  0,372 42

M

M 1 =

K  ==:—  M

M[ =

— yw'7 =  0,501 63

—  M i =  1,013 03

= 0,840 82

M ' =  0,309 13.
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Knickspannungsgleichungen für den elastischen und unelastischen Bereich 

mit Hilfe der allgemeinen Knickgleichung.
Von ®r.=Sng. K. Hoost, Danzig.

Eine Theorie für den elastischen Bereich der Knickspannung ist durch 

die von E u le r vor bald 200 Jahren aufgestellte Gleichung eindeutig ge

geben. Da aber im unelastischen Gebiet, in dem die Stauchungszahl 

eine veränderliche Größe ist, die Eulersehe Knicktheorie sich als nicht 

zutreffend erwies, suchte man durch empirische Formeln Berechnungs

grundlagen zu erhalten. So entstanden die Knlckgleichungen von Tet- 

m ayer, O s te n fe ld , Engesser, von K ärm än  u. a. Aber erst dem 

Altmeister des Brückenbaues, K rohn , war esvorbehaiten, auf theoretischem 

Gebiet in seiner im Jahre 1923 erschienenen Abhandlung „Knickfestigkeit* 

am weitesten dem Ziel einer exakten Lösung näher zu kommen. Leider 

verlangt die Anwendung seiner Formeln eine umfangreiche Arbeit. K rohn 

hat deshalb bereits für den Kärmänschen und Tetmayersehen Ver

suchsstoff Näherungslösungen mit einer ganz bedeutenden Genauigkeit 

errechnet.

Setzt man nun die Wirkung der variablen Stauchungszahl gleich der 

einer variablen exzentrischen Angriffslinie der Knickkraft, so kann die 

exakte Krohnsche Knickgleichung auf eine einfache und klare Form ge

bracht werden. Diese bietet eine Grundlage für die Aufstellung von 

praktischen Knickspannungsgleichungen, welche durchwegauf dieEulersche 

Knickgleichung zurückgeführt sind.

Die in der Abhandlung .Knickfestigkeit“ aufgestellte Lösung

■ arc cos •

k (dD\

D k \ d d )l

uk
D„

1 + D. (— )\  c id  )k

stellt eine Knickgleichung für den allgemeinen Fall dar unter Berück

sichtigung, daß die Stauchungszahl D  mit der Spannung veränderlich ist.

Da die Formänderungs- und Spannungsverhältnisse eines Stabes im 

mittleren, den meist gefährdeten Querschnitt fast stets maßgebend sind, 

ist in der von K rohn abgeleiteten Gleichung

d2y  _  P s  + M  _  P (s + y)

d X* ' TR — TR
folgende Annahme unbedingt zulässig.

Für die beiden Größen s und K, wobei s eine 

Strecke und K  ein mittleres Stauchungsmaß bedeutet, 

können diejenigen Werte eingesetzt werden, die dem 

mittleren Querschnitt entsprechen. Ferner sind diese 

Größen für die ganze Stablänge als unveränderlich 
anzunehmen.

Unter Berücksichtigung dieser Näherungswerte ist 

die allgemeine Knickgleichung auf einem anderen 

Wege ermittelt. Ein Stab, der in der Entfernung s 

exzentrisch belastet wird, biegt sich um die Größe b 

aus (s. Abb. 1).

Die Differentialgleichung der Biegelinie lautet dann: 

d2y  M  P  , . ,

r f*2 D J  D J  J/)-

D  ist eine mittlere Stauchungszahl. Diese wird näherungsweise für 

die ganze Stablänge als unveränderlich angenommen. Ein solche Annahme 

kann als zutreffend bezeichnet werden, da mit wachsendem Biegungs

moment von den beiden Grenzspannungen ln den äußersten Fasern und 

somit auch von den entsprechenden Stauchungszahlen sich die eine ver
größert, die andere verkleinert.

p
Führt man nun für den Wert K- und für {s + b —  y) die Größe 

—  2  ein, so wird:
d}y rf2 Z 

dx 2

Integriert gibt diese Differentialgleichung folgenden Wert:

Z —  —  (s + b — y) = fC i • sin (Kx) -f|C^ • cos (K *).

In dieser Gleichung sind Ct und C2 Integrationsbeiwerte. Da im Null
punkt folgende Bedingungen bestehen:

* = 0:  ̂= 0: Ü b 
ergibt sich:

C2 =  —  ( j+ b )  und Cl =  0.

Werden diese Werte in die Gleichung für 2  eingesetzt, so erhält man:

—  (s + b —  _y) =  —  (5 -f b)cos(ATx) y  =  (s+  b)[l —  cos(*»] .

Ferner ist für x =  ^ ; y  =  b. Die Ausbiegung des exzentrisch belasteten 

Stabes errechnet sich sodann zu:

b = ( s + b )

b = s

[ k - 2 )1 = 5  — b - c o s ^ - y )  + b — s-cos [ R ' - f j -

cos
K )

—  1 — s* '(*4)
cos K )

Mit K
D J

erhält man für K'-rr folgenden Wert:

K- ± iÆ r = j _ i / z = i . i /
2 V D J  2 i  \ D  2 \

l _

2 2 \ D J  2

Die Gleichung für b ergibt sodann folgenden Ausdruck:

(b + s) cos - l/-  = 2\D

± l / E _ _
2 \ D  b

s

+  S

Schließlich wird:

H
• arc cos

y

• arc cos

bTT,

s

y

+

Aus dieser und der exakten Lösung von K rohn  ist nunmehrzu folgern:

s

T

dk ( dD\

D k \ d a  ),

Setzt man D  =  E  dem Elastizitätsmodul, so wird 

damit 5 =  0.
7t rrr

Dann ergibt sich arc cos • 0 =  -y und 1 =

\dd jk
0 und

oder d -
x*E
;.2

Somit erhält man bei konstanter Stauchungszahl D  =  E  oder einem

Exzentrizitätsmaß s —  0 die Eulersche Gleichung.

P  s 4 D J
Wird d =  - und -r—¡-—  =  /  gesetzt, so ist P  =  — —  (arc cos • y)2.

i ö S L

Löst man den arccos Wert in eine Reihe auf, so ergibt sich:

Hierbei wird das erste Reihenglied dieser Gleichung die Kar mansche

Formel: r2 D J

Dieser Näherungsausdruck liefert somit zu große Werte, wie auch ein 

Vergleich mit den Versuchsergebnissen gezeigt hat. Auch bei der Auf

stellung des Knickmoduls in der Abhandlung von Rein  .Versuche zur 

Ermittelung der Knickspannungen für verschiedene Baustähle“ ist der 
Kärmdnsche Knickmodul erst nach Hinzufügung eines Zusatzgliedes zu 

gebrauchen.
- ■  s f

s
den Wert arc cos •  ̂ mit dem Ausdrucke ' so

b +  s

Spannung a llgem e in :

4 D  /
Bezeichnet man nun in der Gleichung d =  — I;arc cos

wird

b + 

die Knick-

4 D

für s =  0Im elastischen Bereich ergibt sich mit « =  -k-- sin •
B 2 b + .

der Wert
z

dem Elastizitätsmodul E  erhält

n
T  ‘

Mit D  dem Stauchungsmaß gleich 

man sodann die Eulersche Gleichung

^ ^ E  7i2 E  rc1

Nimmt man diese Gleichung als Grundlage der zu bestimmenden Knick

spannungswerte, so kann man schreiben:

D  « 2 ■ 4 „ D
d =  d. : de ■ 0,4053 • ■ß.
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Werden aus den Tabellen der Krohnschen Abhandlung „Knickfestigkeit“ 

die Werte für D  a d D

D  ' da
« =  arc cos •

d D

d a

und ¿ in die Gleichung eingesetzt, so ergeben sich folgende Werte der 

Knickspannung:

Für ¿ =  92,6, D  =  £  =  2170 t/cm2 und «  =  --1,571 wird

2170
d =  de - 0,4053 • 2170 ‘ 1>5712 =  • 1,0.

Hierbei ergibt sich £ = 1 ,0 .

Für ;. =  85,4, D  =  2166 t/cm2 und « =  1,508 wird

d =  de ■ 0,4053 • 2J7Q- • 1.5082 =  de . 0,923; £  =  0,923.

Für ¿ =  74,7, £> =  2144 t/cm2 und « =  1,374 wird jS =  0,755

=  68,6, D  =  2122 » n « = 1 ,2 9 „ ß =  0,660

=  61,2, D  =  2089 n n «= 1 ,1 8 0 „ ß =  0,543

d =  53,1, D  =  2071 » » «= 1 ,0 3 4 „ ß =  0,418

=  45,2, D  =  2056 » n « =  0,886 „ ß =  0,303

1 =  35,5, D  =  2029 » » « =  0,702 „ ß =  0,1867

¿ =  25,8, D =  1973 i» » « =  0,52 ß =  0,1

¿ =  16,5, D =  1833 n n « =  0,3462 „ £  =  0,0411

¿ =  3,7, D  =  1083 t/cm « =  0,1020 » ß —  0,00211

: ae [0,01424 (J. — 35,5) •

Die Gleichung für ß zwischen ¿ =  16,5 und l  =  35,5 ergibt sich folgender

maßen:

Aus der graphischen Darstellung der £-Kurve ist für 

x  =  9,3, y  =  0,0586 

und für x  =  19,0, y  =  0,1456.

Aus der Funktion y  =  A xn erhält man: log.y =  log A + n log .v.

Werden die Werte für ;tund_y eingesetzt, so ergibt sich: 

logO, 1456= log A +  n log 19,0, 

log 0,0586 =  log A + n log 9,3,

„ =  _2d 8 5 .=  122
2,043

und A —  0,003 93,

somit y  =  0,003 93 x 1'22.

Aus der graphischen Darstellung für die ß -Kurve ergibt sich mit y  =  ß

—  0,0411 sowie x =  l — 16,5

ß =  0,003 93 (/t — 16,5)1'22 + 0,0411.

16,5 erhält

Die

y =

Gleichung 

0,0390 x  _ 

12,8 "

Die Gleichung der Knickspannung zwischen ¿ =  35,5 bis 

somit den folgenden Wert:

a =  de [0,003 93 (). — 16,5)1'22 — 0,0411], 

für ß zwischen 1 =  3,7 bis ¿ =  16,5 ergibt sich mit

0,003 05 a: und y  =  ß — 0,002 11 sowie x =  ). —  3,7 zu

ß =  0,003 05 (;. — 3,7) + 0,002 11.

Die Gleichung der Knickspannung für ¿ =  3,7 bis 1 = 16 ,5  erhält dann 

folgenden Wert:

"  =  ”e [0,003 05 {>. —  3,7) + 0,002 11]

"  =  "e [0,003 05 ). —  0,009 18],

Die Knickspannungsgleichungen sind somit für den elastischen und un

elastischen Bereich die folgenden:

E n 2

¿2
für 1 — >  92,6 

für ;. =  92,6 bis 35,5 

für ¿ =  35,5 bis 16,5 

für ;. =  16,5 bis 3,7.

Werden die /¡-Werte als Ordinaten der zugehörigen Abszissen-Werte ¿ auf

getragen (s. Abb. 2), so erhält man zwischen ¿ =  35,5 und ¿ =  92,6, d .h . 

bis zum Anschluß an die Eulerhyperbel angenähert, eine gerade Linie, 

ebenso zwischen ¿ =  3,7 und ¿= 16 ,5 .

Dagegen zwischen ¿ =  16,5 und ¿ =  35,5 ist die £-Llnie eine Kurve 

vom nlen Grad, wobei n noch ermittelt werden soll.
A Q 1 O

M i t • *= 0 ,0 1 4 2 4 x = y  und y = ß  — 0,187 sowie x — l — 35,5 
57,1

ergibt sich die Gleichung für ß zwischen l  =  35,5 und l  =  92,6 zu

/? =  0,187+ - ^ — -(¿-35,5).

DleGlelchung der Knickspannung für ¿ =  35,5 bis ¿ =  92,6 erhält somit 

folgenden Wert:

+ 0,187] =  de [0,014 24 ¿ — 0,318],

d =  de [0,0142 ¿ —  0,318] 

d =  de [0,003 93 (¿. —  16,5)1,22— 0,0411] 

d = d e [0,003 05 ¿ —  0,009 18]

Da in der Stahlbautechnik Stabglieder unter einem Schlankheitsgrad 

von X =  35,5 nur sehr selten oder gar nicht Vorkommen, kann man den 

folgenden Wert als eine einfache Knickgleichung Im unelastischen Bereich 

bezeichnen. d =  de (0,0142). —  0,318).

Hierbei ist das Stahlmaterial der Kä r m ä n sehen Knickversuche mit folgenden 

Festigkeitseigenschaften zugrunde gelegt:

Fließgrenze oy =  3,25 t/cm2 

Gleichmaßgrenze dg =  2,60 „

Dehnungszahl £ '=21 ,70  „

ln der Abhandlung „Versuche zur Ermittelung der Knickspannungen für 

verschiedene Baustähle' von W. Re in  (s. Tafel 5 u. 7) sind Versuchs

ergebnisse der auf Knicken beanspruchten Stäbe St 37 und St Sl enthalten. 

Diese Versuchsreihen lassen sich nur teilweise verwenden, da infolge zu 

großer Streuung der Knickspannungen nur wenige Werte für die Berechnung 

ln Frage kommen. Die Ergebnisse für St 48 sind vollkommen unberück

sichtigt geblieben.

Aus Abb. 26 u. 28 der Abhandlung von Re in  ersieht man, daß bei St 37 

fü ^ ~ 9 0  und bei StSi fü ^ ~ 7 0  die Knickspannungslinie nahezu konstant 

in der Höhe der Streckgrenze ds ~ 2450 kg/cm2 bzw. ds ~ 3740 kg/cm2 bis

l  ~ 23 verläuft.

Zahlentafel 1 und 2.

Versuch
/ D • 10“ 3 dk 4 r- 100

dD Ö

1 kg/cm2 kg/cm2 D  1
d 0 D

d D

dd Y = 1 -}- e
« =  arc cos*/ j £  =  0,4053

St 37.

1 106,5 2100 1825 0,087 0 0 0 1,571 1,0

6 105,3 2100 1895 0,0905 0 0 0 1,571 1,0

9 96,0 2100 2282 0,1085 0 0 0 1,571 1,0

17 70,6 2086 2452 0,117 465 0,545 0,353 1,21 0,59

27 40,4 2107 2454 0,116 2910

StS

3,38

i.

0,772 0,69 0,193

1 120,5 2087 =  ~  2090 1470 0,0705 0 0 0 1,571 1,0

3 106,8 2092 =  ~  2090 1874 0,090 0 0 0 1,571 1,0

7 85,5 2091 =  c-o 2090 2888 0,1385 0 0 0 1,571 1,0

9 80,9 2087 =  ~  2090 3278 0,157 0 0 0 1,571 1,0

11 79,3 2091 = ~  2090 3441 0,1635 0 0 0 1,571 1,0

13 75,2 2089 =  ~  2090 3630 0,174 0 0 0 1,571 1,0

16 69,5 2084 3740 0,179 57,5 0,103 0,093 1,48 0,88

18 65,9 2087 3737 0,179 122 0,218 0,179 1,39 0,785

23 40,7 2101 3722 0,177 1110 1,94 0,66 0,85 0,296
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(s. Zahlentafel 1 u. 2, S. 31) rechnerisch ermittelten Größen für « ergeben 

sich die Minderungsfaktoren ß für die Eulerwerte. Diese zeigen, daß die 

Annahme einer Euler-Kurve und einer Geraden voll berechtigt sind. 

Da die Ausrechnung mit dem Rechenschieber vorgenommen wurde, er

geben sich Fehler, die sich aber in den zulässigen Grenzen halten.

Die vorliegenden ^-Linien für St 37 und St Si zeigen einen ähnlichen 

Verlauf (Abb. 3), wie Ihn die /3 - Linie für das Kärmänsche Material er
geben hat. Auch hier kann man deshalb die /9-Werte bei angenähert 

geradlinigem Verlauf in eine Gleichung kleiden.

1. Die Gleichung für ß zwischen 2 =  40,4 und ¿ =  70,6 ergibt:
0 807

_y0=  302 ’ x° ~  0’0^67 xg. Hierbei isty0 =  ß — 0,193 und x0 = ).— 40,4.

Somit wird: ß — 0,193 — 0,0267(2 — 40,4) und

d =  dE [0,0267 (i —  40,4) f  0,193] =  dE [0,0267 1 —  0,887],

2. Die Gleichung für ß zwischen ¿ =  40,7 und ¿ =  69,5 ergibt:

= -^—^ - • ;c0; y0 =  0,0244 at0. Hierbei ist y0 =  ß —  0,296 und x0 =  ). 
zo,o

— 40,7. Somit wird: ß —  0,296 =  0,0244(l —  40,7)

„ =  csE [0,0244 {X —  40,7) + 0,296] 

d =  dE [0,0244 ¿ — 0,699],

Auf Grund der aufgestellten Knickgleichung soll in einer späteren Ab
handlung auch das Gebiet der exzentrischen Knickung Im elastischen und 

unelastischen Bereich entwickelt werden.

Abb. 3.

Auch Broszko kommt in seiner Abhandlung .Beitrag zur allgemeinen 

Lösung des Knickproblems“ zu demselben Ergebnis. Bis zur gradlinigen 

horizontalen Führung der Knickspannungslinie zwischen ¿ ~ 90 bzw. X ~  70 

und ¿ =  23 kann man angenähert die Eulerspannungslinie für ¿ =  > 9 0  
bzw. > 7 0  annehmen. Dieses ist auch in der Abhandlung von Rein 

bereits geschehen. Mit den in der vorstehenden Zusammenstellung

bei Fn :Fs  =

0,66 

k =  0,58

0,61

0,75

0,72

0,82.

V e r s c h i e d e n e s .
Versuche des Komitees für Elektroschweißung der Ukrainischen 

Akademie der Wissenschaften, mitgeteilt von Prof. M ü lle n h o ff  und 
Dipl.-Ing. F röh lich .

V. Paton und S chew ern itzky : VerstärkunggenieteterVerbindungen 
durch geschweißte Flankennähte.

Nach den russischen Vorschriften sind bei genieteten und geschweißten 
Verbindungen die Schweißnähte für die ganze auftretende Kraft zu be
messen. Die Versuche sollten feststellen, welchen Teil der Kraft die 
Niete übernehmen.

Da die Schweißnähte starrer sind als die Nietungen, wurde an
genommen, daß beim Bruch die Nähte bis zur Grenze ihrer Tragfähigkeit 
belastet sind, während die Niete nicht voll ausgenutzt sind und erst nach 
dem Bruch der Nähte zerstört werden.

Ist also P s die Tragkraft einer Schweißnaht von der Fläche Fs , 

und Fn  die Tragkraft und Fläche einer Nietverbindung, so ist die Trag

kraft der vereinigten gemischten Verbindung

P  =  k P n +  P s.

Die Versuchstücke (s. Abb.) bestanden aus zwei C-Profilen und zwei 
18 mm starken Platten, die miteinander verbunden wurden

1. durch je vier Niete von 16 mm Durchmesser.
2. durch je zwei Flankennähte (a =  7 mm, ¿  =  60 bzw. 120 mm),
3. durch je vier Niete und je zwei Flankennähte.

Die Zahlentafel I gibt die Ergebnisse der Versuche. In Zahlentafel 11 
sind sie mit den Ergebnissen von B ü h le r , K ayser und B ry la  gegen
übergestellt.

Es ergibt sich also nach B üh le r  K ayser B ry la  Paton 

bei FN :FS =  1 k =  0,66 0,63

Zahlentafel II.

Ver
B ü h 
ler

K a y s e r B r y ja P a to n

hältnis Zahl
der

Werte k
Zahl
der

Werte k Zahl
der

t N-FS Vers. einzeln Mittel Vers. einzeln Mittel Vers. einzeln Mittel

1 0,25 2 0,82—0,83 0,82 _ __ __

1 0,5 — — — 12 0,49—0,82 0,65 — — -

1 0,75 — - — 10 0,54— 0,85 0,71 2 0,62—0,82 0,72
1 1 0,66 99 0,41— 0,89 0,63 15 0,48—0,84 0,61 ■ 2 0,62—0,82 0,72
1 1,5 — 1 0,54 0,54 6 0,47—0,85 0,68 — — —

1 1,75 — — — 6 0,66—0,91 0,75 — — —

1 2 0,58 — — 2 0,67—0,83 0,75 2 0,75—0,90 0,82
1 2,25 1 0,69 0,69 4 0,64—0,83 0,74 — — —

1 3 — I 0,74 0,74 4 0,66-0,89 0,79 — — —

Zahlentafel I.

Versuchs

stück

der

Naht
cm

Länge
Bruchl

P
einzeln

ast P  

n t
Mittel

Ps P - P S

P  
k =  -

einzeln

- P s

P n

Mittel

Art des Bruches

Nur 1» 
genietet 1,

64,46
65,20

64,83 — — — —
\ 4 Niete der einen 
/  Seite zerstört

Nur ge- 2j 
schweißt

2,

3 t
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6
65,64

67,71
66,67 66,67

~

— —
2 Nähte einer 

Seite zerstört
3 Nähte zerstört

12
113,00

100,90
106,55 106,55 — —

3 Nähte zerstört 

3 Nähte zerstört

Genietet 4( 
und ge
schweißt 4,

5,

52

6

106,70

119,90
113,3 66,67

' 40,43 

53,23

0,62

0,82
0,72

4 Nähte u. 5 Niete 
zerstört 

4 Nähte u. 6 Niete 
zerstört

12

169,90

154,80
159,85 106,55

! 58,45
.

48,25

i 0,90 

0,75
0,82

i 4 Nähte u. 7 Niete 
zerstört 

i 4 Nähte u. 8 Niete 
zerstört

Außer der Länge der Nähte dürfte aber auch die Stabbreite, der 
Randabstand der Niete und natürlich die Güte der Arbeit wesentlichen 
Einfluß haben. Für Verstärkungsarbeiten Ist aber besonders das Ver
halten solcher Verbindungen wichtig, bei denen die Schweißnaht an
gebracht wird, während die Niete unter der Wirkung einer Vorlast stehen. 
(Vgl. K om m e re il u. B ie re tt, Bautechn. 1932, Heft 42.)

Zuschrift an die Schriftleitung.
Zuschrift zum Aufsatz „Das Stahlskelett des Staatsarchivs in Königs

berg (Pr,)“ (Stahlbau 1933, Heft 26, S. 207). Der Vollständigkeit halber 
sei noch darauf hingewiesen, daß der Entwurf und die Bauleitung des 
Staatsarchivneubaues In den Händen des Herrn Regierungsbaurates 
L ie b e n th a l von der Regierung in Königsberg lagen; Entwurf und 
Berechnung der Stahlkonstruktion wurden vom Bauingenieurbüro Josef 
G in g e r ic h  in Königsberg bearbeitet. Z im pe l.
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