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PLASTYCZNE ZGINANIE PLASKIE BELEK Z MATERIALOW
O NIESYMETRYCZNEJ WYTRZYMALOSCI

Streszczenie; Trescia pracy jest plastyczne zg&y
nanie belek momentem dziatajgcym w ptaszczyznie
przechodzgcej przez o$ symetrii przekroju, wykona-
nych z materiatéw o niesymetrycznej wytrzymatosci,
to jest materiatow, ktérych granice plastycznosci
przy rozciaganiu i $Sciskaniu sg rézne. Wyprowadzo-
no wzory na podtozenie osi obojetnej oré&z na wartosé
granicznego momentu gngcego. Pordéwnano graniczne
momenty gngce dla belek, wykonanych z materiatéw o
niesymetrycznej 1 symetrycznej wytrzymatosci. Po«
dano przyktady zastosowania.

1. Wstep

Plastycznym zginaniem ptaskim, w rozumieniu tej pracy
jest zginanie beleK momentem dziatajacym w ptaszczyznie
przechodzgcej przez o$ symetrii przekroju.

Materiatem o niesymetrycznej wytrzymatosci bedzie ma-
teriat, w ktérym granice plastycznosci przy rozciaganiu
i Sciskaniu sg roézne.

Jednym z materiatdw o niesymetrycznej wytrzymatosci
jest zeliwo sferoidalne ferrytyczne.

Nazwi jmy stosunek granicy plastycznosci przy Sciska-
u Rpic 1 rozcigganiu Rpir wspoédczynnikiem niesyme® -
i

ni
trii wytrzymatosci m wéwczas

[
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W niniejszej pracy rozpatrzymy wypadek, gdy m >1. Wypa-
dek ten obejmuje w szczegbélnosci takze snang teorie zgi-
nania belek, w ktérych wartosci granicy plastycznosci
przy Sciskaniu 1 rozcigaganiu sga réwne. Wtedy:

m = = 1. /2/
plr

W wypadku, gdy m<1l, mozna stosowa¢ wyprowadzonej nizej
wzory po zamianie rol granic plastycznosci przy rozcigga-
niu I sSciskaniu.

Przy projektowaniu belek zginanych na dopuszczalny
udzwig oblicza sie graniczny moment gnacy.-

2. Obliczenie granicznego momentu gnacego

Rozpatrzmy belke jak na rysunku 1. 08§ z jJest osig syme-
trii przekroju.

Rys. 1

Obcigzmy belke momentem gnacym, ktérego ptaszczyzna dzia-
+ania pokrywa sie z osig symetrii przekroju z. Wkdékna
Sciskane znajdujag sie w gornej czesci przekroju; nazwijmy
ja Pi /rys.2/. Wkbékna rozciggane znajduja sie w dolnej
czesci przekroju; nazwijmy ja F . Wykres naprezen w sta-
nie plastycznym belki bedzie ksztattowat jak na rysunku 2.
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Rys.2

0$ obojetna jest oddalona od osi y o0 ip> Catkowita wyso
koS¢ przekroju wynosi h.

Wykres naprezen w stanie plastycznym mozna zmienic
przez dodanie 1 odjecie naprezenia Rpir w czesci Sci-
skanej przekroju Fi /rys.3/.

Rys*3
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Ha skutek tej zniany mozemy uwazac¢, T caty przekrdj jest
rozciagany naprezenie® R~nr, a czes¢ T przekroju Sci-
skana naprezanieia Rp]_c * ®plr*

Suma ostatnich dwéch naprezehn, zgodnie z wzorea /1/# wy-
nosi:

RpiC + %Ii - m«Rp—Ir +p$r' = Rp,Ir Snrkl) /3/

Napiszmy warunki réwnowagi /rys.4/.

Rys*4
Warunek rzutéw na o$ Xx:
Vh * 4~ o
J RDIr *y <« dZ “i Rt3Ir* C®+ 1)- y z

/4/
Warunek momentéw wzgledem osi y:

J RIryzdz ~J R, (atl)y.s.dz «K* 0. /5/

Pozostate warunki réownowagi przy spednieniu satozenie9ze
oS z jest osig symetrii, daja tozsamosc*
Bedzie to wiec wypadek zginania ptaskiego*
Rownanie /4/ nozna uproscic¢ przez R ™ *
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Pierwsza catka przedstawia wtedyg

.h
fyodz = F 16/
y

pole catego przekroju belkio
Po podstawieniu wartos$ci wzoru /6/ do réwnania /4/ otrzy-
mamy réwnanie:

rv
F-(m+ 1) /y «dz =0, "1
0

z ktérego mozna dla danego przekroju wyznaczy¢ podozenie
osi obojetnej /wartos¢ 7 / oraz wspétczynnik potozenia
osi obojetnejcCh:

/7a/

Wspodczynnik ten pozwala wyznaczy¢ 7 = gdy dla pokrewnych
przekrojow znamy dy
Wyrazenie catkowe we wzorze /7/ jest

V
fy dz =F1, /8/
u 1

czescig Sciskang przekroju.
Po podstawieniu wartosci wzoru /8/ do réwnania /7/
otrzymamy réwnanie:
*

P - (m+ 1) F1 - O, 79/

\
z ktdérego wynika, ze P.. jest (m + 1) razy mniejsze od
F. Pierwsze wyrazenie caltkowe w pordéwnaniu /5/

/h
Jy , z0dz *S =F o0 e, /10/
0 y
jest momentem statycznym catego przekroju wzgledem osi ye
Eoment ten jest rowny iloczynowi powierzchni F i odle-
gtosci el Srodka ciezkosci S przekroju od oei vy
/rys. 5/.



F
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Drugie wyrazenie cat-
kowe w réwnaniu /5/:

J y«z0dz = Sly= F

/11/

jest momentem statycznym
czesci Sciskanej przekro
ju F~ wzgledem osi Y.

Moment ten jest roéwny
iloczynowi powierzchni
z F~ 1 odlegtosci e”n

Srodka ciezkosci

Rys. 5 /pola F~/ od osi y.

Po podstawieniu wzoréw /10/ i /11/ do réwnania /5/
otrzymamy:

Rplr [p*el ™ (m + 1) pren] " /12/

Po wprowadzeniu réwnania /9/ do réwnania /12/ otrzymamy
wzor:

/13/

Graniczny moment gnacy M jest rowny iloczynowi granicy
plastycznosci przy rozciaganiu, powierzchni przekroju i
odlegtosci Srodka ciezkosci przekroju od sSrodka ciezkosci
czesci sSciskanej przekroju.

Iloczyn granicy plastycznosci przy rozcigganiu i po~
wierzchni przekroju F jest rdéwny sile na granicy pla-
stycznosci przy rozciaganiu P 1 preta o przekroju F.

Po podstawieniu"flo wzoru /13/ réwnania /14/ otrzymamy
wzor:

H = Ppl (e, - eil). /15/
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Wobec powyzszego, graniczny moment gngcy moze by¢ row-
niez zdefiniowany jako iloczyn sidty na granicy plastycz
nosci przy rozciaganiu preta i odlegtosci sSrodka ciezko
Sci przekroju od sSrodka ciezkosci czesci Sciskanej prze-
krojuo

3® Poroéwnanie granicznego momentu gngacego belek wykona-
nych z materiatu o niesymetrycznej wytrzymatosci
(-n+"'0 z belkami o symetrycznej wytrzymatosci (m="7)

Dla pordéwnania momentédw granicznych wprowadzimy wspo+-
czynnik wart"0Osci momentu granicznego:

cmo- WO =1

gdzie: M - moment graniczny dla belki z materiatéw o
wspotczynniku niesymetrii wytrzymatosci m ~ 1

M/m_1/* moment graniczny dla belki z materiatu

o wspbédczynniku niesymetrii wytrzymatosci
m=1le

Po podstawieniu do wzoru /14/ wzoru /13/ otrzymamy:

Rolr* p*"@®lL “ ell®)

117/
gdzie:1l en* odlegtos¢ sSrodka ciezkosci czesci
’(m=1) Sciskanej przekroju od osi y dla
materiatu o m = 1,
R , - granica plastycznosci przy rozcigganiu
p materiatu o m#l,
R - granica plastycznosci dla materiatu

p (m=1) 0 ms I«

Y/prowadzmy wspédczynnik materiatowy:
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oraz wspodczynnik ksztattu przekroju:

el - ell
Pr /19/

el - ell
(n-0

Po podstawieniu wzoréw /16/ i1 /17/ do wzoru /15/ otrzy-
mamy :

@<, /20/

Wspédczynnik wartosci momentu granicznego jest wiec ilo-
czynem wspodczynnika materiatu fi i wspodczynnika ksztak-
tu /Pp. Wspbédczynnik ksztattu wsttazuje nam, jaKie"™ Korzysci
wynikaja ze stosowania materiatdédw o niesymetrycznej wy-
trzymatosci w pordéwnaniu z materiatami o symetrycznej wy-
trzymatosci i1 tych samych wartosciach granicy plastycz-
nosci przy rozcigganiu.

4* Przyktady
W ponizszych przyktadach podamy wartosci na odlegtosé
osi obojetnej 7 , wspoédczynnik potozenia osi obojetnej
wartosé momentu granicznego K oraz na warto$é wspodczyn
nika ksztattu przekroju%Do
a/ Przekr6j prostokatny /rys«6/
Ze wzoru /8/
y -dz =b
Ze wzoru /9/ po podsta-
wieniu do niego wzoru /8/

m + 1

Ze wzory /11/
e/y.zidz
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Po podstawieniu wartosci e” do wzoru /13/ otrzymamy

b sh m
- pir nTTT"

Ze wzoru /19/

2em
p m+ 1 *

b/ Przekr6j dwuteowy bez $Srodnika /h = 10,.a/ /rys«7/

Po przeprowadzeniu ana
logicznych obliczen jak
w punkcie a, otrzymamy
/dla m 5=1/:

«
. 1
*7 =5 (m + 1? »

p b,,h* 5»m + 4
= plr 50 H+ »
10,m + 8

Rysc7

c/ £rzekréj. dwuteowy Vh « 10.az b = 6«c/ rys.6/

W zwigzku z nieciaggtoscig wartosci y w punkciey = a
otrzymujemy rézne wzory dla 2,3 3&m s*l
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oraz dla m~2,3

.
7 % 3Cm+ D)

M =R r.100a2c

pt 3(m o EI

n yio 3w+ 2
= 1»43 3(m + 1)*

Rys* 8

d/ Przekré6.i tréjkatny /rys.9/

Otrzymamy:

plr 3 Ym + 1
R =3 44 \[m+ 1 -1
P ¢ 1

Rys. 9
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e/ Przekré6.i trd.ikatny /rys. 10/

Otrzymany:
ety =1- m
m + 1
2
M a R bh "

~Sr 3 \[m1 @fratl+m)

Al 3.41 m
n Mn+l (\Jn + 1 + \fn)

Rys.10

f/ Przekr6.i teowy /rys. 11/

Otrzymany:

Rysi 11
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g/ Przekr6.i teowy /rys. 12/

Otrzymamy:
=~ m r
n=R 10a3 - - 2°-
| Ii+m
2 1+ 2m
A- 3 1+ m

Rys.12

Na rysunkach 13 i 14 przedstawiono przebieg wartosci
wspotczynnika podozenia osi obojetnej cCyoraz wspoédczyn-
nika ksztattu przekroju 8 dla podanych wyzej przekro-
Jow. P

Rys. 13* Wykresy 05"
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Rys. 14® Wykresy /b

5/ Pordéwnanie wartosci granicznego momentu gnacego belek
"0 jednej osi symetrii przy wkasciwym i niewdasciwym
potozeniu przekroju

Belka o jednej osi symetrii jak na przyk#ad na rysun-
ku 9 1 10 obcigzona jest momentem jak na rysunku I«

W obu potozeniach przekroju belki /np. rys* 9 i 10/
otrzymujemy roézne wartosci granicznego momentu gnhgcego«
WHasciwym potozeniem przekroju najwijmy to potozenieBkto-
re da nam wiekszg wartos6é granicznego momentu gnacego.
Wypiszmy zgodnie ze wzorem /13/ wartosci granicznego mo-
mentu gngcego w obu podozeniach:

M1 * Rplr * PC®L " en)» /21/

M2 = Rplr * P (82 " ©22") 722/
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Stosunek tych momentéw nazwijmy;

> -61L eH 723/
U e2 - e22

Jezeli Mj jest wieksze od K2, to 3Sjj jest wieksze od
jednosci .-

Wartos¢ Pjj jest funkcja wsplédczynnika niesymetrii wytrzy-
matosci m. /en~j i 722 SF- ~unkcjami  ‘S/e

Dla m—~ 00 wartosci e1I i 828_ -0, za$ 9% ——er

Dla przekroju tréjkatnego /rys$.9 i 10/

fvm + 1 + \fni. fVn+ 1 - 1)
10

Dla przekroju teowego /rys.11 i 12/

<p _ —4a 1
] 2m + 1
obu tych przyktadach, gdy o c»; O = 2.
Wartosci jako funkcje m dla powyzszych przyktadéw

podano na wykresie na rys.15.

Rys. 15» Wykresy 9D
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60 Przyktady zastosowania

Przyktad 1» Dana belka jak na rysunku 16 obcigzona
jest sitg P. Belke wykonano ze stali St5 /Rpir =

= 28 kG/mm~/. Ile razy moze wzrosnga¢ obcigzenie, jezeli
belke wykonano by z materiatu o niesymetrycznej wytrzyma-

+osci» w ktéorym R = 30 kG/mm2, a R = 120 kG/mm2.

Rys»16

Rozwigzanie:

Ksztatt belki odpowiada rysunkowi 12.
Zgodnie ze wzorem /18/

J&t .

n ol (m * 1) 28

1,07«

Wspodczynnik niesymetrii wytrzymatosci wg wzoru /1/
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Z wykresu /rys.14/ odczytuje /krzywa g/ wartos¢ /3

Op = 1.2.

Wspédczynnik wartosci momentu granicznego wg wzoru /20/
wynosi :

=" m * = 1707 9 1»2 * 1°25°

Wartos¢ momentu granicznego wzrosd4a wiec o 29%. W naszym
wypadku obcigzenie jest proporcjonalne dc maksymalnego
momentu granicznego.

W zwigzku z tym obcigzenie moze wzrosng¢ o 29%.

W powyzszym przyktadzie belka jest dla materiatu o nie-
symetrycznej wytrzymatosci zastosowana niewtasciwie.Je-
zeli ja odwré6cimy, jak to pokazano na rysunku 17, to ob*
cigzenie moze wzrosngaé¢ zgodnie ze wzorem /23/ razy.

Wartos¢ 9» dla zastosowanej tu

belki teowej odczytamy z rysunku
15 /krzywa goérna/

% - H.««.

Catkowity dozwolony wzrost obcigze-
nia, po odwrdéceniu belki i zastoso-
waniu podanego materiatu o niesyme-
trycznej wytrzymatosci wynosi:

s 1#29 e e 2»14 razyi
czyli

Rys,,17

Przykdtad 2. Zaprojektowa¢ przekréj ceowy belki /rys.1£n
wykonanej ze stali St5* zginanej momentem zginajacym
= 100 kGme

N

9 Dane: Rplr = 28 kG/mm $ Rpic 28 kG/mm $ Wspotczyn-

nik bezpieczenstwa n = 6»
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Rozwiagzanie:

Zgodnie ze wzsarea
/13/ graniczny monent
gnacy wynosi:

W naszym wypadku:

11 2 » @1 " 2 2

Rys«18 Ps 12 0 & o

Moment dopuszczalnys
H p W * i - eit>

M,

dop n n
Po podstawieniu wartosci?

<12 9a _.R
W plr

I‘dop n

Skad obliczone

d.°£
12 o Rplr

Po podstawieniu wartosci:

a - 1j,2 cm$ b = 4*8 cmj h * 7*2 cmo
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PE 3UNE

NMnacTuyeckKun NJAOCKUN uU3rnbé 6anoK M3 ma-

Tepunana C HECEeMEeTPUYHOI BbLIHOC/IMBOCTLIO

LUenbio paboTh siBASAeTCHA uUccnegoBaHue njaactTuyec-
Koro un3runba 6anokKk nog BANSHUEM MOMeEHTa AENCTBYH-
Wero B MJIOCKOCTU MNpoXxoAslein yepes OCb CUMETpUM ce-
UeHNsa, BLIMOMHEHHLIX M3 MaTepuana, pA[Mss KOTOPOro cooT=
HOoWeHWe npepgesia nNaacTuyeckonm pgedopmaumm nNpu cxa-
Tunm HpXc K npeaeny nnacTudeckon pehopmaumm npu
pacTsaxeHun UHp!llT wumeHyeTcs KO3IDPUUMEHTOM HecumeT-

PNYHOCTWM BbLIHOC/IMBOCTU T

&plc
T = — pt_
plr
Cxumaemasa 4yacTb cedeHuss OGankm BbipaxaeTca?
Pa™ Wi
MonydyeHa ¢Gopmyna pAna pacyérta npegesbHOro us3runbaw-

ero MomMeHTa:

npu 4yem: - cuna y npegena nnactuyeckon pegop-
Mauuu npu pacTsaAXeHUM npyTKa ceyeHuem paBHbM ce-
yeHunw 6ankuo

/eN - el(/ - paccTosfiHMEe ueHTpa THAXeCTU CXUMaeMoii

yacTm ceyeHua N OT ULeHTpa TAXecTu noBepxHocTu I .
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CpaBHUNM BE/NNYNHY NpefenbHOro M3armbawuwero MOMeHTa
6anoK BbLIMO/IHEHHLIX M3 MaTepuasna C HECUMETPUYHOW Bbl-
HocnuBoCcTbl /7 m ® \ / Cc BenNUYNHOW I3TOro Xe MOMEH-

Ta 6anoK M3 maTepuana C CUMeTPUYECKOW BbLIHOCAU-
BOCTblo /T =1/0 COOTHOWEHNUEe 3TUX BE/INUYMH MNPUHATO Ha-

3blBaTb KOQdJ(bI/ILI.I/IeHTOM BE€J/TNYUNHDBI |/|3r|/|6a+0u4ero MOMEHTa:

f M _ e{ BlY N ~
aM - X/~J - e, - BUW/TH — T -
roe:y3t - KoaphuumeHT MmaTepuana,
V3 - KO3(QhUUMEHT KOHpUrypaumu.

Ha npumepe pa3HbX MNOBEPXHOCTEN ceudyeHMn O6anok pac-
ynTaanm M MNOCTPOUAN TpaPuUKM BEIMUYNUH HEOOBXOAUMbIX
ONA NpoeKTupoBaHua™,

CpaBHUNK npepenbHble BeNYUHbL U3rmbawwero Mo-
MEeHTa Mnpu MNONOXUTENbHOW M OTpuUaTesIbHOW BeNuUYuHax
n3rnbawwero MoOMeHTa»

MpuBepeHs NpumMepb NMPUMEHEHUsI»
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ZUSAMMENFASSUNG

Plastische Plachverbiegung von Stédben aus Werkstoff
mit unsymetrischer Festigkeit

Behandelt wurde die plastische Verbiegung der Stabe
mit einem in der die symmetrische Querschnittachse schnei-
denden Ebene wirkenden Moment. Die Stabe sind aus einem
Werkstoff, in dem das Verhaltnis der Strggkgrenze 6 5

zur Quetschgrenze 6 © als Unsymmetriekoeffizient der
Festigkeit bezeichnet wird:

FS
m “ “5fT
e

Der gedrickte Teil des Stabquerschnittes wird berechnet:

Die erhaltene Formel fiUr das Grenzmoment der Biegung ist:

K = (ei * ell) ™

wobei: P2 - Fliesslast

- el - der Abstand des Schwerpunktes des ge-
drickten Querschnittes Fj vom Schwer-
punkt des ganzes Querschnittes F.

Verglichen wurde der Wert des Biegunggrenzmomentes der
Stabe, die aus einem Werkstoff mit unsymetrischer Festig-
keit (m ™~ 1) mit dem Wert von Stab aus Werkstoff mit sy-
metrischer Festigkeit (m = 1/« lhr Verhaltnis wird als
Wertkoeffizient des Biegungsmomentes bezeichnet.

a, = 1iJLtai LB B
Mm=1y  ©1° © Yiqn=1,: m *

wobei : - Werkstoffkoeffizient,

LS/\m
@P - Formkoeffizient .
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An Beispielen der Stabquerschnitte wurden Diagranunen be-
rechnet und darge3tellt. Die Grenzwerte des Biegungsiao-
mentes bei dessen positivem und negativem Wert wurden
Verglichen. Hinzugefigt wurden Anwendungsbeispiele.



