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NIEKTÓRE ZAGADNIENIA ANALIZY I  SYNTEZY UKŁADÓW 
MANTOWO-IMPULSOWYCH

S tresaczen ieo  Układy r e g u la c j i  z elem entam i cyfS?©= 
wymi9 a tak że  n ie k tó re  uk łady  impulsowe z n ie c ią g łą  
c h a rak te ry s ty k ą  sprowadza s ię  do tzw0 układów kwan<=> 
towo=impulsowycho Do o p isu  w łasnośc i dynamicznych 
uk ładu  zastosowano w p racy  metodę schodkowych fu n k c j i  
p rz e jśc ia o  Omówiono zagadn ien ie  s ta b i ln o ś c i  oraz 
drgań swobodnych uk ładu0 Podano metodę rek u ren cy j nego 
wyznaczania p rzeb ieg u  re g u la c j io  R ozpatrzono zadanie  
syntezy  korekcyjnego elem entu lin iow ego  i  n ie lin io w e»  
go d la  założonego p rzeb ieg u  re g u la c j io

WSTĘP

Układami kwantowo-impulsowymi nazywamy ta k ie  układy  au» 
tom atycznej re g u la c j i^  w k tó ry ch  w ystępuje sygnał o charak° 
te rz e  dyskretnym  kwantowany w c z a s ie  i  w poziom ie0 Kwanto=. 
wanie w c z a s ie  oznacza próbkowanie sygnału  w pewnych zwykle 
równych odstępach  czasowychj, tzn»  p rz e jś c ie  sygnału  p rzez 
elem ent reag u jący  na jego  w a rto śc i jed y n ie  w chw ilach 
t  » nTj, gdzie  n j e s t  n a tu ra ln e*  a T oznacza o k res  prób= 
kowaniao T aki ro d z a j kwantowania ma m iejsce  w zwykłych 
układach  impulsowych^ w k tó ry ch  im p u lsa to r wysyła im pulsy 
w momentach t  « nTs za leżne  od w a rto śc i ja k ie  p rz y b ie ra  % 
ty ch  momentach ciągfcy sygnał podawany na jego  w ejścieo.
Przez kwantowanie w poziom ie rozumiemy zao k rąg lan ie  w arto ś­
c i  sygnału  do w ie lo k ro tn o śc i pewnej w a rto śc i zwanej kwantem0 
Odpowiedni elem ent n ie lin iow y^ k tó ry  dokonuje kwantowania w 
poziom ie, nazywać będziemy w dalszym c iąg u  kwantyzatorem 
C ango quant i s e r  ) o
x lT

Obecnie Kato Automatyki i  Telem e*haniki P o l i te c h n ik i
W rocławskiejo
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Szeregowy zestaw  im p u lsa to r-kw an tyzato r (k tó rych  k o le j­
ność j e s t  w zasad z ie  dow olna), ( ry s o l)  p rz e k sz ta łc a  zatem

sygnał o p o s ta c i  c ią g łe j

Q *c

R ys.1 . P rz e k sz ta łc e n ie  sy­
gnału  c iąg łeg o  w sygnał cy« 

frowy
Q -kw antyzator, J - im p u lsa to r

D iraca) da s ię  z ap isać  n astęp u jąco

(analogow ej) w p o s tać  dy­
sk re tn ą . (cyfrową) stanow iącą 
c iąg  impulsów o o k re s ie  im­
pulsow ania T, k tó ry ch  war» 
to ś ć  j e s t  w ie lo k ro tn o śc ią  
pojedynczego kwantu q0 
Próbkowanie czasowe w l i n i o ­
wym idealnym  im pulsa to rze  
wysyłającym  im pulsy bardzo 
k ró tk ie  w porównaniu z o ł^e»  
sem impulsowania (im pulsy 8

X ,(t) » ZH x ■ ( k l ) d ( t - k l )  (1)
c k‘0 h

Kwantowanie w poziomie odbywać s ię  może w różny sposób9 
n a jc z ę ś c ie j  jednak  c h a ra k te ry s ty k i kw antyzatora są  ta k ie  
ja k  na rysunku 2«

Ryso2<> C h arak te ry s ty k i s ta ty czn e  kwantyzatorów
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Dla c h a ra k te ry s ty k i as

x q = “  kq d l a  ( k ” '2^q < X < k̂+2 ^ C15 k = 0» + 1 ,  +, 2 ,

12)
Dla c h a ra k te ry s ty k i b:

0 = s k g < x < ( k +  l ) q  

x q = Qb [x J  = kq d la  (3/

( k °  l ) q < x ^ k q ^  0

Sygnał kwantowany w c za s ie  i  w poziomie w ystępuje w u k ła -  
dach autom atyki z elem entam i cyfrowymi, pracującym i z tzw„ 
taktem  zewnętrznym« Cyfrowe urządzen ie  l ic z ą c e  wchodzące w 
sk ład  tak ieg o  układu p o b ie ra  dane co czas T (gdzie  T 
j e s t  taktem  p racy  u rz ą d ze n ia , w c iąg u  k tórego dokonuje.ono 
odpowiednich o b lic z e ń ) , p rzy  czym dane te  wchodzą do u rz ą -  
dzenia  w p o s ta c i  odpowiednio zare jes tro w an y ch  l ic z b  (z r e ­
guły w p o s ta c i  e le k try c z n e j ,  n a jc z ę ś c ie j  zakodowane w sy­
stem ie dwójkowym)«

Element p rz e k sz ta łc a ją c y  sygnał analogowy w postaó  cy~ 
frow ą podawaną n a s tę p n ie  na cyfrowe u rząd zen ie  l ic z ą c e  na** 
zywamy konwertorem analogowo-cyfrowym« J e s t  to  zatem e le ­
ment dokonujący kwantowania w cza s ie  i  w poziom ie, k tó ry  
z a s tą p ić  możemy szeregowym zestawem kw antyzator-im pulsato r«  
Sygnał cyfrowy opuszczający  u rząd zen ie  l ic z ą c e  z o s ta je  w 
konw ertorze cyfrowo-analogowym p rzek sz ta łco n y  w p o s tać  ana­
logową i  w ta k ie j  p o s ta c i  oddziaływ uje na c ią g ły  u k ład  dy­
namiczny» Zasadnicze ro d z a je  p ro s ty ch  układów autom atycznej 
r e g u la c j i  z elem entam i cyfrowymi [2 ]  przedstaw ione są  na 
rysunku 3»

V/ u k ła d z ie  typu  c sygnały  cyfrowe xc i  yę odejmowa­
ne są  n a jc z ę ś c ie j  w sumatorze cyfrowym SC, a wynik odejmo­
w ania, t j .  b łąd  r e g u la c j i  w p o s ta c i  cyfrow ej może je sz c ze  
zo stać  p rzek sz ta łco n y  p rzez  cyfrowe u rząd zen ie  l ic z ą c e  CUL» 
Zwykle sumator cyfrowy j e s t  w tego  typu  uk ładach  jedynym 
urządzeniem  liczącym , a wynik odejmowania j e s t  w prost po­
dawany na konw ertor cyfrowo-analogowy« Cyfrowe u rządzen ie
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l ic z ą c e  o w e jśc iu  x  = E  x (n l)<?(t~nl) i  w y jściu
oo C ruO CJ

y = 52 y (nT)<S ( t - n l )  trak tow ać można ja k  elem ent p rz e -
C n-S q

k s z ta łc a ją c y  sygnały cyfrowe według odpowiedniego programu®

’ a)

c)

b)

Rys*3« Układy autom atycznej r e g u la c j i  z elem entami cyfrowymi
A/C-konwertor analogowo-cyfrowy, CUL-cyfrowe u rządzen ie  l i «  
czące, C/A-konwertor cyfrowo-analogowy, SC-sumator cyfrowy, 

K (p )-lin iow y  cz ło n  dynamiczny

J e ś l i  p rz e k sz ta łc e n ie  to  j e s t  lin io w e , to  funkc je  schodko- 
we Xqn i  yqn związane są  liniowym równaniem różnicowym i  
w łasn o śc i dynamiczne CUL o p isać  można jego schodkową 
fu n k c ją  p rz e jś c ia :

x Y (p)
kc j .(p ) ^ x  (p) (4)

gdzie  Y (p) i  X ^ (p )  oznaczają  tran sfo rm a ty  operatorow e

odpowiednich fu n k c ji  schodkowych.-
P rz e k sz ta łc e n ie  c iąg u  impulsów w sygnał c ią g ły  może s ię  

odbywać w prost w elem encie wykonawczym o fu n k c j i  p r z e jś c ia  
1—, c z y l i  o schodkowej fu n k c j i  p r z e jś c ia

eP-1
[12], lub te ż
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w tzw<> e k s tr a p o la to rz e 6 V/ da lszy ch  rozw ażaniach ograniczymy 
s ię  do e k s tr a p o la to ra  zerowego rzędu  o fu n k c j i  p r z e jś c ia

1 ==P 
Ke (p) » [11] O

e
oo

J e ś l i  p rzez x ę= x o( n l ) t f ( t - n l )  i  x  oznaczymy odpowiednio 
sygnał wejściowy i  wyjściowy tego  elem entu9 to

x = x ( a l )  d la  nT <  t  <  (m-l)ToH.

Jak  widać fu n k c je  schodkowe 5^  i  x qn są id en ty czn e , a 
zatem  schodkowa fu n k c ja  p r z e jś c ia  e k s tra p o la to ra  zerowego 
rzędu  Kgj-Cp) = 1o W łasności dynamiczne członu K(p) op:L~ 
su je  w u j a d z i e  impulsowym schodkowa fu n k c ja  p rz e jś c ia  te~  
go elem entu K ^ p ) » ]%» gdzie kn  j e s t  fu n k c ją  schodkową 
odpow iadającą, f irn k c ji  p r z e jś c ia  k ( t )  = K (p)9 c z y l i  kn «
*= k ( n l ) 0 W te n  sposób układy cyfrowe przedstaw ione na ry= 
sunku 3 sprow adzić można do odpowiednich układów kwantowo=> 
impulsowych (rySe 4) $ w k tó ry ch  Koj-(p) oznacza schodkową 
fu n k c ję  p rz e jś c ia ,u k ła d u  otwartego«, Dla układu a j e s t  to

a)

X

a
A<?

J

c)

a
xc ec

yc
KoJ p)

b)
* G

k0J p)

.7 a
4

 e<fa  t

a k0J p)

Ryso4o Schematy blokowe układów kv antowo=impulsowych



56 Zdzisław Bubnloki

ilo c z y n  schodkowych fu n k c j i  p r z e jś c ia  e k s tra p o la to ra  oraz 
zam kniętego uk ładu  c iąg łeg o  (w tym wypadku elem enty cyfrowe 
n ie  wchodzą w sk ład  zam kniętego u k ła d u ), d la  układów b i  c ** 
ilo c z y n  schodkowych fu n k c j i  p r z e jś c ia  u rząd zen ia  lic z ą c e g o , 
e k s tra p o la to ra  i  lin iow ego członu  dynamicznego« Kwantyzator 
Q ma w ty ch  uk ładach  c h a rak te ry s ty k ę  tak ą  ja k  na rysunku 
2a . Oba równoważne uk łady  c (rys® 4) odpowiadają prawemu 
układow i z rysunku 3c.

V/ te n  sposób badanie układów cyfrowych z określonym r y t ­
mem pracy  (a więc z kwantowaniem sygnału  w c za s ie  i  w pozio«» 
mie) sprow adzić można do badania układów kwant owo-impulso*» 
wycho A naliza  układu  typu a n ie  ró ż n i  s ię  niczym od ana­
l i z y  zwykłego otw artego układu impulsowego, elem ent n i e l i ­
niowy Q n ie  wchodzi tu  bowiem w sk ład  zam kniętego układu* 
Obecność n ie lin io w eg o  kw antyzatora w zamkniętym u k ład z ie  
impulsowym typu b i  c u tru d n ia  a n a liz ę  matematyczną tych  
układów» Pierw sze prace a n a liz u ją c e  układy  autom atyki z 
elem entami cyfrowymi pom ijały  e fe k t kwantowania w poziomie 
i  sprowadzały problem  do badania  zwykłych układów p rz e ry ­
wanych [2* 3 P 80 10s 11J. Pom ijanie kwantowania sygnału w 
poziomie -prowadzi.do wyników jed y n ie  p rzyb liżonych  (przy  
odpowiednio m ałej w a rto śc i kw antu), a czasem wręcz f a łs z y ­
wych» O sta tn io  p o jaw iło  s ię  sze reg  p rac  uw zględniających  w 
tego  typu uk ładach  kwantowanie w poziomie Qip. 4» 5» 7]»
W n in ie jszy m  a rty k u le  omówione z o s ta n ie  zagadn ien ie  s t a b i l ­
n o śc i układów kwantowo=impulsowych w o p a rc iu  o p rzedstaw io­
ny wyżej o p is  ic h  w łasn o śc i dynamicznych za pomocą schodko­
wych fu n k c j i  p rz e jś c ia  oraz zastosow anie metody fu n k c j i  
o p isu jące jo  Opisana z o s ta n ie  metoda kolejnego (" s te p  by 
s te p " )  wyznaczania p rzeb ieg u  r e g u la c j i ,  k tó ra  może być rów­
n ie ż  zastosow ana d la  układu z elementem nieliniow ym  (oprócz 
kw antyzatora) o raz  d la  u k ładu , w którym fu n k c ja  p r z e jś c ia  
c z ę ś c i lin io w e j k ( t )  dana j e s t  ty lk o  w p o s ta c i  g r a f ic z n e j .  
Można rów nież, dokonując o b lic z eń  "krok po kroku" wyznaczyć 
fu n k c ję  p r z e jś c ia  k ( t )  lub c h a rak te ry s ty k ę  s ta ty c z n ą  ko­
rekcy jnego  elem entu n ie lin io w e g o , gdy podany j e s t  wymagany 
p rzeb ieg  p rocesu  regulacyjnego,, Ze względu na swój numerycz­
ny i  rek u rency jny  c h a ra k te r  o b lic z e n ia  n ad a ją  s ię  do p rze ­
prowadzenia na m aszynie cyfrow ej o

Zauważmy je sz c z e , że n ie  ty lk o  układy cyfrowe z taktem  
zewnętrznym prowadzą w konsekw encji do układów kwantowo-im­
pulsowych® Kwantowanie w -poziomie zachodzi częs to  w zwykłych 
układach  impulsowych» J e ś l i  np» w u k ład z ie  impulsowym za­
stosujem y im p u lsa to r z p o ru sza jącą  s ię  ramką o w ycięciu
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schodkowym takim  ja k  na rysunku 5* to  im pulsy wyj­
ściowe lm p u lsa to ra  n ie  mogą zm ieniać swyoh w artoś~

Rys»5« P r o f i l  ram ki im p u lsa to ra  z wycięciem schodkowym

c i  w sposób c ią g ły , co prow adzi do kon ieczn o ści z a s tą p ie n ia  
tak ieg o  im p u lsa to ra  kwantyzatorem  i  im pulsatorem  idealnym  
(układ kwantowo*“impulsowy z rysunku 4b)o Kwantyzator ma w 
tym wypadku ch a rak te ry s ty k ę  ta k ą  ja k  .na rysunku 2b0

1. STABILNOSC I  DRGANIA SWOBODNE UKŁADU

Zauważmy, że kwantowanie w poziom ie sprowadza s ię  do do» 
dania do sygnału  kwantowanego x pewnego zak łó cen ia  z ,

zależnego od x , k tó re
aj

•f

b)

Rysó6o a) Schemat zas tęp czy  kwan° 
ty z a to ra ,  b) P rz e b ie g i czasowe 

sygnałów

sp e łn ia  warunek | z | ^ ^ .  
W yjaśnia to  rysunek  6« 
Układ kwantowo^impulso“ 
wy ró ż n i  s ię  zatem od 
odpowiedniego układu 
impulsowego dodaniem w 
m ie jscu  kw antyzatora 
ograniczonego zakłócę» 
n ia  zo Wypływa s tąd  
oczyw isty  w niosek, że 
warunkiem w ystarczają»  
cym s ta b i ln o ś c i  uk ładu  
kw an t  ow o-impulsowego 
j e s t  s ta b i ln o ść  oapo» 
wiedniego układu impul= 
sowegoo P rzez s ta b i l»  
ność rozumiemy w tym v/y= 
padku niewystępowanie 
procesów n a ra s ta ją c y c h
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przy  ograniczonych zabu rzen iach  d z ia ła ją c y c h  na układ z ze­
w nątrz , c z y l i  f a k t ,  że p rz e b ie g i  w u k ła d z ie  wywołane pewny­
mi warunkami początkowymi są  og ran iczoneX /.

S ta b iln o ść  układu  liniow ego n ie  j e s t  w ięc równoważna s ta ­
b i ln o ś c i  odpowiedniego uk ładu  z kwantyzatorem , bowiem przy 
stab ilnym  u k ład z ie  liniowym w u k ła d z ie  kwantowo-impulsowym 
is tn ie ć  mogą u s ta lo n e  d rgan ia  g ra n ic zn e , a z d ru g ie j s tro n y  
przy  s ta b iln y c h  d rg an iach  g ran icznych  w u k ład z ie  z kwantyza­
torem odpowiedni układ lin io w y  może być n ie s ta b iln y *

Y/ygodnie i  ja sn o , choć w sposób p rzy b liżo n y , z ilu s tro w ać  
można zagadn ien ie  s ta b i ln o ś c i  i  d rgań  swobodnych układu 
kwantowo-impulsowego metodą fu n k c j i  o p is u ją c e j .  J e ś l i  k l^ j^ p )  
oznacza schodkową fu n k c ję  p r z e jś c ia  otw artego uk ładu  impul­
sowego, to  równanie ch a rak te ry s ty czn e  układu zamkniętego 
j e s t  n a s tę p u ją c e :

i  R e p ^ c o , gdzie  p^ są  p ie rw iastk am i tego  równania -  
oznacza warunek s ta b i ln o ś c i .  Dla Rep. = 0 w u k ład z ie  sa°
chodzą d rg an ia  u s ta lo n e  o o k re s ie  N = 73- , gdzie co sp e ł°  
n ia  równanie

Amplituda ty ch  drgań  za leży  od warunków początkowych. Odpo­
wiada to  p rzechodzeniu  wykresu K0J.(jo>) na p ła szczy źn ie  
zmiennej zesp o lo n e j ( t j .  schodkowej c h a ra k te ry s ty k i am pli-

wzmocnienie k zastępujem y f  _ . p is u ją c ą  tego elem entu 
I(A ) . P rz e c ię c ie  c h a ra k te ry s ty k i K ^ ljw )  z wykresem -  
pozwala ocen ić  d rg an ia  g ran iczn e , t j .  s tw ie rd z ić , czy są  
one s ta b i ln e  o raz  wyznaczyć ic h  o k res  i  am plitudę* k tó re

X) f
Używając p o ję c ia  s ta b i ln o ś c i  w sen s ie  Liapunowa powiemy, 
że s ta b i ln o s c  uk ładu  impulsowego n ie  zapewnia s ta b i ln o ś ­
c i  asym ptotycznej odpowiedniego układu kwantowo-impul­
sowego.

1 + kK (p) = 0 Os (5)

(6)

tudowo-fazowej) p rzez  punkt elem entu n ie lin iow ego

xx) U podaje i l e  ra zy  okres drgań j e s t  w iększy od okresu 
impulsowania*
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z a le ż ą  od parametrów układu (a przy w iększej i l o ś c i  s ta b i l»  
nych cyklów g ran icznych  rów nież od warunków początkow ych)0

Ryso7o Schodkowa ch a rak te ry s ty k a  s ta ty c z n a  elem entu n ie l in io “
wego

Dla elem entu o c h a rak te ry s ty c e  schodkowej (rys<>7) fu n k c ja  
o p isu ją ca  j e s t  n a s tę p u ją ca  [9 ] :

^  Z \ h  -  J  ^  A < «J , «
k*0 V A

Dla kw antyzatora  a (rys<>2) a^  = ^  + kq d la  k « 0 , l 9OOO
a zatem na podstaw ie (7)s

I(A) * I a S I / 1 °  ~ ~ ~ ~ ~  1 /4 ^  -  <l2(1+2k)2 *
u.nv A k-tl lk-oy A %A k-o
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gdzie

c = (~ )2 (p o r, [6 ] ) ,

Dla kw antyzatora  b a, = (k + l)q  d la  k = 0 ,1 , 2 » . . . ,  zatem

3CA 1*1 1.1 y c

d la  n + 1 sg c ^  n+2 (9)

gdzie

= -  (A)2 .

Z wykresów fu n k c j i  o p isu jący ch  d la  obu c h a rak te ry s ty k  
( r y s .8) w idać, że przy  odpowiednio dużym stosunku i t  uk ład  
trak tow ać można ja k  l in io w y ,' tz n .  zan iedbać e fe k t k$anto= 
wania w poziom ie, wówczas bowiem I(A) «  1<> Dla małych war= 
to ś c i  p rzeb ieg  I(A ) z n a c z n ie .ró ż n i s ię .o d  je d n o śc i i  
w ystępu ją  wówczas z jaw iska  specy ficzne  d la  układów kwantowe» 
impulsowych. Dla c h a ra k te ry s ty k i kw antyzatora  typu  b j e s t  
s t a l e  I(A) < .1 ,  co s ta j e  s ię  ja s n e , j e ś l i  zauważymy, że w 
tym wypadku w ie lkość  wyjściowa kw antyzatora  nigdy n ie  p rze­
k racza  w ie lk o śc i w ejśc iow ej, a zatem  am plituda p ie rw sze j 
harm onicznej p rzeb ieg u  wyjściowego j e s t  zawsze m nie jsza  od 
am plitudy s in u so id a ln eg o  sygnału  wejściowego (rys<>9)o

Z wykresów -  oraz Ko s (j<o) na p ła szczy źn ie  zmień»
n ej zespo lone j (ry s .1 0 )  w idać, że w przypadku a układ  j e s t  
a b so lu tn ie  s ta b i ln y ,.g d y

Ko ^ “W  - -  %
«

gdzie

V * “’l8 0 ) -  180°-
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Ryso9® Kwantowanie s in u so id y  w łcw antyzatorze typu  Ъ

va 
ił.

 
-л 

|:ь.
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Rys010B Wykresy °  o raz Ko j.(ja;): 1) d la  k <  k^g ,
2) d la  kq 9 < k < k s g, 3) k = -ks9 q

a) d la  c h a ra k te ry s ty k i kw antyzatora  z r y s 02a, b) d la  cha­
r a k te r y s ty k i  kw antyzatora z r y s 02b

J e ś l i  więc ky  oznacza g ran iczne  wzmocnienie układu bez 
kwantowania, d la  k tó rego  Kc -  =1, to  wzmocnienie
g ran iczne  d la  uk ładu  kwantowo-impulsowego

kq9 ~ 4 ^9 ~ ^99 czy^-i ~ % ~ k qgs Ĉ O)

W przypadku b uk ład  j e s t  a b so lu tn ie  s ta b i ln y ,  gdy 
Koj_1óo)^8q) >  = 1, zatem wzmocnienie g ran iczne  uk ładu  kwan=
towo-impulsowego-równe j e s t  wzmocnieniu granicznemu odpo~
w iedniego układu impulsowego» Dla k _ <  k <  k (gdzie  

i i  v  sy
r — ~ 0 ,75  r — c z y l i  k «  1,33 k d la  przypadku a oraz

ś9 9
1 1TT”  85 0 ,55 TT“ c z y l i  k «  1 ,8  kg d la  przypadku b ~ por«
ś9 9 9

ry su n k i 8 i  10) w u k ła d z ie  zachodzą d rg an ia  graniczne^wy­
znaczone p rzez  punkty p rz e c ię c ia  c h a ra k te ry s ty k  -
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i  KQj_(jct)) «= a na rysunku 8 p rzez  punkty p rz e c ię c ia  wykresu 
I(A) i  p ro s te j  poziomej I  = j- -~  —— Punkt y p rz e c ię c ia
z m alejącym i odcinkam i krzywej I(A ) odpow iadająs ja k  łatw o 
sprawdzić;, drganiom  stab ilnym  (punkty 1 i  2 d la  przypadku a 
oraz punkt 1 d la  przypadku bK  Im b l iż s z a - je d n o ś c i  j e s t  
w artość  IKoj-U^-js Ô  l s tym w ięcej i s t n i e j e  możliwych stabil=>

2 cnych cyklów g ran icznych  o o k re s ie  N « ■Ęj= “ * 2 ( tz n 0
okrds drgań równa s ię  2TS gdzie  T j e s t  okresem impulsówa= 
n ia )  i  am plitudach  odpow iadających punktom p rz e c ię ć iao  Za­
le ż n ie  od warunków początkowych w u k ład z ie  zachodzą d rg an ia  
u s ta lo n e  odpow iadające jednemu z możliwych s ta b iln y c h  cyklów 
granicznycho Dla k >  k f_.g uk ład  j e s t  a b so lu tn ie  n ie s ta b iln y »  
jedyny bowiem.punkt równowagi S (rys®10) odpowiada ja k  wio­
dąc drganiom n ie s ta b iln y m 0

Rozważania dotyczące s ta b i ln o ś c i  i  drgań gran icznych  ukła~- 
du kwantowe^impulsowego z ilu s tru je m y  obecnie na przykładacho

P rzyk ład  1o Dany j e s t  uk ład  r e g u la c j i  impulsowej z impul~
satorem  o c h a rak te ry s ty c e  ta k ie j  ;Jak na rysunku 2b, organem
wykonawczym o fu n k c j i  p r z e jś c ia  1  oraz obiektem  in e r c y j-

# Ic P 0nym o fu n k c j i  p r z e jś c ia  Schodkowa fu n k c ja  p r z e jś c ia
układu otw artego j e s t  w tym wypadku n a s tę p u ją ca  [12js

K0 i p )  -  (11)
(ep~ l ) ( e p-D)

gdzie  jg, 
“  v  

D S 6 9

Wykres Kg^jco) p rzec in a  oś Re d la  o) * % i  wówczas

K0/ j s c )  = -  k 112)

Wzmocnienie k  ^ ™ k^ otrzymamy z równania

i 1°D „
k sPu ST  "  1
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skąd

kq9 22 2 "l-D “  2 h ^  ^ 3 )

oraz

k s9 “  oT55 kq9 "  1s8 kq9 “  3i>6 Ctg h 2^

5>
Dla k <  2 c tg  h  układ  j e s t  zatem a b so lu tn ie  s ta b i ln y 5

T Td la  2 c tg  h ^  k c tg  h ^  w u k ład z ie  w ystępują

s ta b i ln e  d rg an ia  g ran iczn e j dle. .k > 3»6 c tg  h  układ 
j e s t  a b so lu tn ie  n ie s ta b i ln y  (procesy  n a r a s ta ją c e ; .  I l u s t r u ­
je  to  rysunek  11« Np« d la  D «= X  (T Oj?^) k ~ 6 , k  **
-  10j8o J e ś l i  .k  «.10» to  ~ qy SJ

iK ^ fe g r  ■ t u S }  ■ °*6

i  w u k ła d z ie  zachodzą d rg an ia  g ran iczn e  o o k re s ie  równym 
2T i  am p litu d z ie  ok, 1s7q (ry s» 8b punkt P)«. Pom ijając  
e fe k t kwantowania w poziomie wysnulibyśmy fałszyw y w niosek9 
że układ j e s t  wówczas n ie s ta b i ln y  (tzn» przy skokowym zabu­
rz e n iu  b łąd  w zras ta  do nieskończoności)®

Ryso11« Obszary s ta b i ln o ś c i  d la  rozpatryw anego przyk ładu
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P rzykład  2» Dany j e s t  uk ład  cyfrowy o schemacie blokowym 
przedstawionym  na rysunku 12s w którym konw ertory A/C pra~ 
cu ją  z param etram i T i  q#. I c oznacza in te g r a to r  cyfrowy 
ca łk u jący  metodą trapezów [1] o schodkowej fu n k c ji  p rz e jś c ia

a) b)

A/C SC

He e.

A/c Kip)

a

u
a W p)

Ryso12« a) Schemat blokowy rozpatryw anego uk ładu  cyfrow egos
b) Odpowiedni układ  k.vantowo~impulsowy

Eq j e s t  e k s trap o la tc re m  zerowego rzędu  o fu n k c j i  p rz e jś c ia

K„(p) = 1,

zaś o b iek t j e s t  in e rcy jn y  o fu n k c j i  p rz e jś c ia

K(p) « t“ » c z y l i  Kj_(p) « k

Funkcja p rz e jś c ia  uk ładu  o tw artego

K (p) „  _ fe£ U s f iL _
0J- P Ce»=1)(aP-D)

j e s t  ta k a  sama ja k  w poprzednio  rozpatrywanym p rz y k ła d z ie , 
n a to m iast c h a rak te ry s ty k a  kw antyzatora j e s t  w tym wypadku 
ta k a s ja k  na rysunku 2a«
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Zatem na podstaw ie (10) i  (13)

ks9 “  o ! t5  kS “  1,66 Ctg h » "

Np* d la  D « ~  i  k = 2 95 uk ład  j e s t  a b so lu tn ie  s ta b i ln y , 
1+Dbowiem kqg = ^  « 3 .

2. -WYZNACZANIE PRZEBIEGU REGULACJI

Dla wyznaczenia przebiegów n ie u s tą lo n y c h  w zam kniętych 
uk ładach  kwantowo-impulsowych, zaw iera jących  wewnątrz u k ła ­
du n ie lin io w y  elem ent Q ( ry s .4 b  i  c) wypiszmy równania 
o k re ś la ją c e  s ta ty k ę  i  dynamikę ta k ie g o  układu« Dla układu  
z rysunku 4b rów nania t e  są n a s tę p u ją ce :

e n •  \  -  *n t15)

V  ’’ « [Cn]

n

Y (p) = K (p)E (p) c z y l i  y = .,«£-r O-T r  J n  ^T0 opn=m=1 q.ro

(17)
gdzie

k = K (p )3̂  on o s  *
x)

Y/ynika to  z tw ie rd zen ia  o sp lo c ie  d la  fu n k c j i  schodko»
wych: J e ś l i  f  = F (p) i  f  = # (p ) , to  Z j f  (f> «

_ / \ t, / \ . n x  m J n-m
Fj-Ip ) -  Fr(p)
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Przy z a ło ż e n iu  k -  o d la  n <  o t r z e c ie  równanie przy= 
b ie rz e  p o s tać

n-1

«* H . A K'n  £r0 Ojn=m=1 qm (18)

W staw iając (18) i  (16) do rów nania (1 5 )y otrzymujemy

n-1

S k x =■ X  4 k  ^oQTe 1 n n m=0 osn~m-1 mj (19)

P rzeb ieg  e n d la  znanej schodkowej fu n k c ji  p r z e jś c ia  k^n 
(a  tym samym i  ^k^^) oraz d la  pewnego sygnału s te ru jąc e g o  
x*) wyznaczać można na podstaw ie związku (19) "krok po kroku"

£ = xo o

G1 = x l “^ , o ° Q[eo]

62 1 x2“ 4ko91°Q[ eo] ”  4kof o°Q f i ]

®3 = X3 ^ ko 92°Q[eo] -  4ko ,1 °Q f o ]  “  ^ 0 , 0^ [£ |
O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O

en  * V 4ko9n=1°Q[£o] “  4 k 0 ,n r 2oQ[ eJ “ - ’ ^ 0 , 1#Q[Sxk-2] '

“  4k0 90oQ[e n»l]

(20)

Zakładamys że d la  n <  O xn a
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Podobnie d la  uk ładu  z rysunku 4c

e = x -  y qn qn 17 qn

x -  Q lx 1 qn L n-i

yqn * Q[yJ

n - i

=  V,^ m~o o,n-ro-7 

skąd otrzymujemy

yn  -  S  "  Q[ymP

(21)

(22)

P rzeb ieg  y wyznaczamy "krok po kroku” na podstaw ie 
związku (22^:

yo -  0

y1 ■ \ o t ł l ? o ^ r j (>l)

y3 "  * o , 2 WW - <iW )* o l 1 lli[IIt] -< lH )+ 'll:c , o t e [:'2 ] - i | t, ! ] )
I O»OO«O»«O*6OOO0OO*O4>OO(

yn -  4Ło ,n .1 ( , [xc > C!M + A o,n~ 2(Qrx l ] - Q[yi:i)+" -^ +

(23)

Znając y^ wyznaczamy e n  k o rz y s ta ją c  ze związku
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O b liczen ia  u p ra szc za ją  s ię  n ieco  j e ś l i  uk ład  n ie  zaw iera cy­
frowego u rząd zen ia  licząceg o  CUL ( tz n . elem entam i cyfrowy­
mi w u k ła d z ie  są  ty lk o , ja k  to  n a jc z ę ś c ie j  bywa, konw ertory 
oraz sumator cyfrow y). Wówczas, ja k  łatw o spraw dzić 4kQ  ̂
-  k^, gdzie  k ' ( t )  oznacza impulsową fu n k c ję  p r z e jś c ia  l i ­
niowego członu dynamicznego (wraz z konwertorem cyfrow o-ana­
logowym) , na k tó ry  podawane są  im pulsy z sumatora cyfrowego, 
W tym wypadku zatem

n-1

(25)

Dla układu z rysunku 4b

a s tąd

e i  = x i  ■ W

s 2 = x2 -  -  k ' « ^ ] (26)

i  podobnie d la  uk ładu  z rysunku 4c

yo -  0

y-l ■ k i(Q [xo l“Q[yo] )

y2 = k2 Lxo] ty0l ) (^ Cy n] ) (27)

O

V ki (Q[ xJ - Q&ol' +kA - i (Q [xJ " Q[y i ] )+0 • ’ +ki [ V  }
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Dla ko le jnego  wyznaczania p rzeb ieg u  r e g u la c j i  w u k ła d z ie , 
wywołanego d z ia łan iem  sygnału s te ru ją c e g o  xn konieczna 
j e s t  zatem  znajomość p rzeb iegu  impulsowej fu n k c ji  p r z e jś c ia  
k?(t) lin io w e j c z ę śc i dynam icznej, a w łaściw ie  w ystarczy  j e -  
dynie znajomość t e j  fu n k c j i  w punktach t  = nTj p rzeb ieg

Rys<>13o Schemat blokowy układu kwantowo-impulsowego z ele<=
mentem nieliniow ym  N

fu n k c j i  p r z e jś c ia  może być więc dany ty lk o  g ra f ic z n ie  w po­
s t a c i  wykresu k ’ ( t )  otrzymanego na r e j e s t r a to r z e .  Zauważ­
my te ż ,  że metodę ko le jnego  wyznaczania p rzeb ieg u  r e g u la c j i  
stosować można rów nież w wypadku, gdy układ zaw iera elem ent 
n ie lin io w y  (oprócz kw antyzatora -  ryso13)o J e ś l i  ch a rak te ­
ry s ty k a  elem entu n ie lin iow ego  j e s t  f ( S q ) ,  to  p rzeb ieg
yn wyznaczamy n as tęp u jąco :

y0 - 0

y i = k'r f(Q [xo]=Q[yo])

y2 » k^of(Q [xo]=Q[yo])+ k ’of(Q [x1]^Q [y(j] )
(28)

O O O O O O O O O O O O O O O O Q O O O O O O O O O d O O O O O O O O Q O O O O

yn "  kn"f  lQ &■)] ) + • . .+

Rozważania d la  układu z rysunku 4b, zaw ierającego  elem ent 
n ie lin io w y  są  analogiczne«

Obliczmy d la  p rzyk ładu  p rzeb ieg  yn  w u k ład z ie  kwantowo- 
impulsowym z całkującym  organem wykonawczym o fu n k c ji  p rz e j­
ś c ia  “  i  obiektem  inercyjnym  o fu n k c j i  p rz e jś c ia  '^ p ' r



Niektóre zagadnienia anallay 1 syntezy układówo»» 71

(ry eo H )»  wywołany skokową zmianą sygnału s te ru jąc e g o  x ( t )  m 
« X l ( t ) ,  gdzie x «» I0,3q® W tym wypadku impulsowa fu n k o ja  
p rz e jś c ia  lin iow ego członu dynamicznego równa j e s t  fu n k c j i_ i
p r z e jś c ia  o b ie k tu s c z y l i  k * ( t)  « 1~e T0 N iech q « 1, t u  i .

Ryso14o Schemat blokowy rozpatryw anego układu knantowo^impul“
sowego

Dla ko le jnego  wyznaczania yn według algorytm u (27) korzyć 
s ta ć  będziemy z danych: k^ k <'(0 )  » 0} k i = k*(T) = 0,63$ 
k* ■ k ’ (2T) = 0,86$ k j  •  k* (3T> » Od95§ k* » k* (n i)  ** 1 
d la  n >  3s Q[xn ] “  podstaw ie (27) otrzymujemy-zatem

y0 -  0

y^ » 0 B63 « 10 = 6 ,3

y2 = 0986 • 10 + 0,63(10=6) -  11*1

y3 » 0 ,95 o 10 + 0 ,86  o 4 + 0,63(10=11) » 12,3

y4 = 1 o 10 + 0 ,95 o 4 -  0 ,86  + 0,63(10=12) = 11

y5 » 10 + 4 -  0 ,95  -  2 o 0 ,86  + 0 ,63(10-11) = 10,7

y6 = 10 + 4 -  1 -  2 , 0 ,95  -  0 ,86  + 0,63(10=11) = 9 ,6

y ^ a 1 0 + 4 - 1 “ 2 -  0 ,95  -  0 ,86  + 0 ,63(10-10) = 9»2

y » 10 + - 4 - 1 - 2 - 1 -  0 ,95  -  0 ,86  o O + 0 ,63 (10 -9 ) «
*» 9,68

y9 = 1 0 + 4 ~ 1 ~ 2 = 1 +  0 ,86  + 0 ,63(10-10) « 10,86
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y10 -  1° + 4 -  1 -  2 -  1 + 0 ,95 +■ 0 ,63(10-11) = 10,32 

= 10 + 4 -  1 -  2 = 1 + 1 -  0 ,86  + 0 ,63(10-10) = 10,14

12

'13

* 1 0  + 4 - 1 - 2 - 1  + 1 -  0 ,95 « 10,05 

= 10 + 4 - 1 - 2 - 1  + 1 - 1  = 10 

13.yn = 10 dl a n

Otrzymany w te n  sposób p rzeb ieg  yn p rzed staw ia  rysunek 15«

3 . SYNTEZA ELEMENTU LINIOWEGO I  NIELINIOWEGO

Metodę o b lic z e ń  "krok po kroku" w ykorzystać można do roz~ 
w iązan ia  zadan ia  odwrotnego do rozpa trzonego  wyżej zadan ia  
a n a liz y . Zadanie syntezy  przedstawim y n astęp u jąco : dany j e s t  
wymagany p rzeb ieg  p rocesu  reg u lacy jn eg o , na leży  znaleźć  
fu n k c ję  p rz e jś c ia  k ( t )  układu re a l iz u ją c e g o  te n  przebieg« 
Będzie to  sy n teza  elem entu lin iow ego o fu n k c ji  p rz e jś c ia  
k ( t)o  Zwykle pewne elem enty członu  lin iow ego są  narzucone 
(o b ie k t, organ wykonawczy) i  wówczas rozw iązan ie  zadan ia  
syntezy  pozwala dobrać 'dodatkowy lin io w y  elem ent korekcyjny 
ta k , by fu n k c ja  p r z e jś c ia  lin io w e j c z ę ś c i  c ią g łe j  b y ła  k ( t ) .  
Synteza korekcyjnego elem entu n ie lin io w eg o  polegać będzie
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na z n a le z ie n iu  c h a ra k te ry s ty k i s ta ty c z n e j elem entu n ie l in io ­
wego ( r y s .13) d la  danej fu n k c j i  p r z e jś c ia  członu  liniow ego 
k ( t )  i  danego p rzeb ieg u  regu lacy jnego»

Na p rzyk ład  d la  układu z rysunku 4c otrzymamy na po d sta ­
wie (27)

W te n  sposób zn a jąc  x^ i  y możemy k o le jn o  wyznaczać 
w a rto śc i kń i  otrzymany p rzeb ieg  aproksymować pewnym ł a t -  
wym do z rea lizo w an ia  fizy k a ln eg o  wyrażeniem analitycznym * 
Należy zauważyć, że n ie  zawsze d la  dowolnie wybranego p rze ­
b iegu  r e g u la c j i  otrzymać można rea lizo w a ln y  p rzeb ieg  funk­
c j i  p r z e jś c ia .

Podobnie rozw iązan ie  zadania  syntezy  elem entu n ie lin io w e ­
go metodą "krok po kroku" wynika w prost z algorytm u (28):

(29)

yn~kń - i (Q N  ^  N ) ...........k 1 (Q^ V  J  " Q

f(Q [x 0] )

y2- k * .f(Q [x 0] )

f ^ C xn - i l - Qry n - iJ )

(30)
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Jak  w idać, zadane p rz e b ie g i x , yn  oraz k£ w yznaczają 
ch a rak te ry s ty k ę  s ta ty c z n ą  elem entu n ie lin io w eg o  w punktach: 
Q [xQ] , Q [ x j  “Q [ y j  , Q [x2] -Q [y2] , . . . ,  Q [ x j  -Q O J , . . .  P rze ­
b ieg  c h a ra k te ry s ty k i pomiędzy tym i punktami może być do­
wolny«

R y s.16. a) Założony p rzeb ieg  r e g u la c j i ,  b) Wyznaczony p rze­
b ieg  fu n k c j i  p r z e jś c ia

R y s .17. a) Założony p rzeb ieg  r e g u la c j i ,  b) Wyznaczona cha­
ra k te ry s ty k a  elem entu n ie lin iow ego

J e ś l i  d la  p rzyk ładu  w rozpatrywanym poprzednio  u k ład z ie  
z r y s . 14 założymy p rzeb ieg  r e g u la c j i  yn aperiodyczny 
( ry s .1 6 a ) ,  to  p rzeb ieg  fu n k c j i  p r z e jś c ia  k^ będzie  t a k i  
ja k  na ry s« l6 b . -Łatwo spraw dzić, że j e s t  to  w p rz y b liż e n iu



Niektóre zagadnienia an a lizy  i  syntezy układów.. e 75

1 “Ufu n k c ja  k^ = —(1-e” )» tz n . d la  o trzym ania założonego p rze ­
b iegu  w ystarczy  jed y n ie  zm niejszyć wzmocnienie z w a r to ś c i 1, 
d la  k tó re j  otrzymano p rzeb ieg  przedstaw iony na r y s . 15» do _ 
w a rto śc i i  o J e ś l i  chcemy uzyskać szybszy p rz e b ieg  r e g u la c j i  
( r y s . l7 a ) ,  t o .d la  fu n k c ji  k^ = 1-e“*1 k o rz y s ta ją c  z (29) 
wyznaczyć możemy p rzeb ieg  c h a ra k te ry s ty k i elem entu n ie l in io ­
wego N, k tó ry  j e s t  t a k i  ja k  na ry s .1 7 b .

Rękopis złożono w R edakcji w dn iu  10 .X .1961 r .
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НЕКОТОРЫЕ: ВОПРОСИ АНАЛИЗА 
И СИНТЕЗА КВАНТ ОВО-ИМПУ ЛЬ СНЧХ систем: 

С о д е р ж а н и е  
В стать е  разсм атривается некоторые вопросы 

цифровых систем  и обыкновенных импульсных си с­
тем с квантованием по уровню« 

К анализу и си н тезу  таких систем  применяется  
ступенчатые передаточные функции и метод гармо­
нической линеаризациио

SOI® PROBLEMS OF ANALYSIS AND SYNTHESIS 
OF SAMPLED-DATA AMD QUANTIZED CONTROL SYSTEMS

S u m m a r y

Some problem s o f d i g i t a l  and o rd in a ry  sam pled-data con- 
t r o l  system s w ith  am plitude*»quantized s ig n a l  a re  p re sen ted  
in  th e  paper*

Step t r a n s f e r  fu n c tio n s  and d e sc r ib in g  fu n c tio n  method 
a re  used f o r  th e  a n a ly s is  and th e  sy n th e s is  o f such sy­
stems®


