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STABILNOSC WktADOW REGULACJI AUTOMATYCZNE]
Z WIELO®! ELEMEKTBII NIELINIOWYMI

Streszczenie. Praca stanowi prébe rozszerzenia me«
tody funkcji opisujacej, na uktady automatycznej regu-
lacji z wieloma elementami nieliniowymi. Autor podaje
ogd6lne zasady metody i przykiady jej praktycznego za-
stosowania.

1. _Algebra funkcy.i o-pisu.iacych

Niech bedg dwa elementy nieliniowe o funkcjach opisujag-
cych odpowiednio j/ZA.j) i J2(A2), gdzie A i A amplitudy
sygnatébw harmonicznych dziatajgcych odpowiednio na wejsciu
elementu pierwszego i drugiego.

1.1. Potaczenie réwnolegte (rys.1l)

W tym przypadku na wejsciach obydwu elementéw nielinio-
wych dziatajg te same sygnatly, wobec czego funkcje opisujace
tych elementéw sg funkcjami tych samych argumentéw (amplitud):
Aj = A = A Z definicji funkcji opisujgcej wynikajg naste-
pujace relacje dla pierwszej harmonicznej sygnatéw wyjscio-
wych, wzietych w postaci symbolicznej j

Y, =Jj (A) X,f

y2 =j2 (A) xr
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Jak wynika z rys.1, sygmt wyjsciowy Y jest réwny su-
nie sygnatow wyjsciowych z poszczegolnych elementow Y i Y~z

Y =YL+ Y2- [j-j(a) + J2(A)E, (1)

Rys.1, potaczenie réwnolegle dwoch elementéw nieliniowych

Z rownania tego wynika, ze ukitad dwoéch elementow nieli-
niowych, polgczonych réwnolegle, zachowuje sic jak jeden
element nieliniowy o funkcji opisujgcej réwnej sumie funkcyj
opisujacych elementow skiadowych

J(a) = jI(A) + J2(]) (2)

Znalezienie zastepczej funkcji opisujgcej jest mozliv/e dzie-
ki temu, ze obydwie funkcje skladowe sg funkcjami tego same- «
go argumentu A.

V/ynik (2) tatwo uogélni¢ na dowolng liczbe elementow nieli-
niowych;

i(a) - E J-'i(A) ™
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Przyktad. Znalez¢ zastepcza funkcje opisujgcg dwoich réw-
nolegle potaczonych elementéw liniowych ze strefg nasycenia
i strefg nieczutosci.

Charakterystyki tych elementéw pokazane sg na rys.2.

Rys.2. Charakterystyki elementéow liniowych, a) ze strefg na-
sycenia i b) ze strefg nieczutosci

Wypadkowa charakterystyka réwnolegtego potgaczenia tych
elementéw dla przypadku.

— £ -k
al = a2 al
pokazana jest na rys.3 Jest to Y/iec element liniowy o wzmoc-
nieniu k.

Funkcje przejscia badanych elementéw majg postpé
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Rys.3. Charakterystyka wypadkowa réwnolegtego potaczenie
elementow nieliniowych o charakterystykach pokazanych na
rys. 2

Sumujac te funkcje przy zatozeniu, ze 5= k, otrzymujemy

INA) = J-Ca) + J?(a) = k

Jest to funkcja opisujgca elementu liniowego o wspoiczynni-
ku wzmocnienia k (rys,3).
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1.2. Polaczenie szeregowe (rys,4)

Z rys.4 wynikajg zaleznosci?
x1l =j1al) X,

Y = J2(A2) £,,

Rys,40 Potgczenie szeregowo dwoch elementéw nieliniowych

Gdzie A. jest amplitudg sygnatu wejsciowego dla elementu
nieliniowego o funkcji opisujacej j/ a), natomiast Ag jest
amplitudg sygnatu wejSciowego elementu o funkcji opisujg«
cej J9(a). Z zaleznosSci powyzszych otrzymujemy;

Q il(al) j2(a2) X (4)

Szeregowo potaczenie dwoéch elementéw nieliniowych zachowu-
je sie wiec jak jeden element nieliniowy o funkcji opisuja-
cej rownej iloczynowi funkcyj opisujgcych elementéow skiado-
wych, Znalezienie iloczynu funkcyj opisujacych wystepujgce»
go we wzorze (4) byloby mozliwo wtedy? gdyby byty one funk-
cjami tego samego argumentu. Sprowadzenie tych funkcyj do
tego samego argumentu mozna przeprowadzi¢, uwzgledniajac
zwiazek miedzy amplitudami A i A2

A (5)
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Podstawiajac te zaleznos$¢ do wzoru (4), otrzymujemy zastep-
cza funkcje opisujacg potgczenia szeregowego»

i(a) =i/ a) i2/j/ a)/a) (6)

gdzie A - amplituda sygnatu wejsciowego elementu o funkcji
opisujacej J/a) - x(t).

JesSli zmieni¢ kolejnos¢ elementéw nieliniowych, to zamiast
(6) otrzymamy

J*(a) « J1 (Z/I2(A)/A) J2(a) (7)

gdzie A - amplituda sygnatu wejsciowego elementu o funkcji
opisujacej J?(a) - x(t u
Jesli

JLA)N J2(A)

to réwniez

J(a) §2(/3/ a)/a) ™ j2(a)jl(/j2(a)/a),

skad wynika, ze

J(A) 4* I*(A),

co fizycznie oznacza, ze wlasnosci szeregowego potgczenia
elementéw nieliniowych zalezg od kolejnosci ich potaczeniac
Y/ynik (6) tatwo jest uogdélni¢ na dowolng ilo$¢ elementéw nie-
liniowych:

j(a) =j/a) n J.41 (/J.(A)/A) (8)



Stabilnos¢ ukdadéw regulacji automatycznej 33

Warto zauwazyé, ze ze wzoru (6) nie otrzymamy tej samej .
funkcji opisujacej, co obliczajac bezposrednio z definicji,
po ztozeniu charakterystyk statycznych. Spowodowane to jest
btedem powstajacym wskutek pominiecia wyzszych harmonicznych
na wejsciu drugiego elementu nieliniowego. Btedy te odgrywaja
tu znacznie wieksza role niz w przypadku stosowania metody
funkcji opisujgcej do ukiadéw z jednym elementem nieliniowym
i liniowa czes$cia inercyjna,gdyz nie na tutaj ttumigcego dzia-
tania czesci inercyjnej dla wyzszych harmonicznych. Dlatego
tez, jesli mamy do czynienia z bezposrednim polgczeniem dwoch
elementéw nieliniowych, to lepiej jest ztozy¢ ich charakte-
rystyki statyczne i dla charakterystyki zastepczej obliczy¢
funkcje opisujgcg z definicji.

Przy wiekszej ilosci elementéw nieliniowych, biedy te akumu-
luja sie powodujac bardzo silne obnizenie dokiadnosci.

Przyktad. Znalez¢ funkcje opisujaca szeregowego potgcze-
nia elementu liniowego ze strefg nieczutosci i przekaznika
dwupotozeniowego w dwoch mozliwych kombinacjach.

Charakterystyki statyczne poszczegdlnych elementéw poka-
zane sg na rys.5a i 5b.

Rys.5. Dwa mozliwe polaczenia szeregowe dwoch elementéw nie-
liniowych
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Funkcje opisujgce poszczegolnych elementéw sa:

j/a) =0, A a, n JT
2 .1
i/Za) =k 1- Earc sin - + Aa )
a
Jo(A) » % ? »

przy czym w potgczeniu z rys.5b zakladamy, ze B > a. Dla
potaczenia z rys.5a many wg wzoru (6)

i(a) =3/ a) j2 (/i/ ala)

Poniewaz dla A<ma, j/ZA) = 0, wiec

Dla A> a

i ostatecznie

J(A) f da AN a

Funkcje opisujgce obliczone wg wzoru (6) oraz z definicji,
pokazane sa na rys.6a i 6b.
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Charakterystyczny punkt maksimum okreslony jest w obu przy-
padkach wspo6trzednymi

a> -w - H AU A - a-

b> Jmax“l f

Rys.6. Foréwnanie funkcyj opisujgcych potgczenia wg rys.5a
obliczonych wg wzoru (6) i wprost z definicji

Jak wida¢ btedy sa tu dosy¢ znaczne; +100” wartosci maksimum
i -30%w potozeniu.
Dla potaczenia wg rys.5b obowigzuje wzor (7)

J*(A) =j2(a) j/j/ a) A,

przy czym

j2(a) A=1 b,
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oraz
Ji(J2(a)a) k B) 3const > 0 dla B> a

i ostatecznie

Funkcja opisujgca tego samego ukiadu elementéw, obliczona
z definicji wynosi:

Stosunek tych funkcyj jest réwny:

Ksztatt funkcji opisujgcej jest w tym przypadku nie zmie-
niony. Btad zalezy tylko od tego, jak wiele powyzszy wspot-
czynnik rézni sie od jednosci. Ciekawy jest fakt, ze biad
nie zalezy od wspédiczynnika wzmocnienia elementu liniowego
a tylko od stosunku — . Np. dla — = 0,8 powyzszy wspot-
czynnik wynosi 1,25 a dla S =0,5 Tylko 1,04.

1.3. taczenie elementéw nieliniowych z inercja
Zajmiemy sie przechodzeniem sygnatu harmonicznego przez

ukiad o schemacie blokowym przedstawionym na rys.7. Z rysun-
ku tego wynika nastepujgca zaleznos¢:

Y = J1(A1) K(jco) J2 (A2) X,
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gdzie Al amplituda sygnatu wejsciowego x, a A~ amplituda

sygnatu na wejsciu elementu nieliniwego o funkcji opisujacej

Jg. Amplitude pierwszej harmonicznej na wejsciu drugiego ele-
mentu nieliniowego mozna tatwo obliczy¢ ze wzoru:

A2 =/ J(a) K(jo))/ A

Rys*7. Szeregowe potgczenie elementow nieliniowych z inercjg

Funkcje, przejscia ukiadu z rys.7 mozna wiec przedstawi¢ 'W
postaci:

Ks(jo>) = J/A) J2(*(w)/ Jj(A)/A) K(jco), (9)

gdzie A(co) = /K(j od/.

Z wzoru (9) wynika, ze przy mieszanym potgczeniu szerego-
wym elementOY/ nieliniowych i liniowych inercyjnych, zastepoz,.
funkcja przejscia sklada sie z czynnika zaleznego tylko od
amplitudy sygnatu wejsciorrego, czynnika zaleznego tylko od
czestotliwosci tego sygnalu oraz czynnika zaleznego od obydwu
parametrow sygnatu wejsciowego.

Jesli czesé liniowa na charakter filtru dolna-przepusto-
wego (element ukiadu automatyki), to obliczenia przeprowa-
dzone wg wzoru (9) obarczone sg znacznie mniejszym bledem
niz w przypadku braku czesci liniowej (ttumienie wyzszych
harmonicznych przez czes¢ liniowa).

Y/z6r (9) tatYfo jest uogdlni¢ na doY/olng ilos¢ elementév/
linioY/ych i nieliniov/ych.
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Przyktado Znalez¢ funkcje przejscia ukiadu pokazanego na

rys.8.
Dla identycznych przekaznikéw nmamys

J2(A>"* A’
. _ k
KGo) = 1+jedT
%(cO) k

M +?T*

Rys. 8. Ukiad nieliniowy do przykiadu
Funkcja przejscia wg wzoru (9) bedzie
K, <3«)V J,(Ap \:1+®2 T2 1+jc|f)T

4 B - j arc tgwT
a A ®

Y/ynika stad, ze element liniowy wplywa w tym uktadzie. je~
dynie na przesuniecie fazowe sygnatu wyjsciowego. Rzeczy-
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wiste przebiegi sygnatéw w Ukladzie przedstawione sg na
rys.o.

Rys.9. Przebiegi sygnatéw w uktadzie z rys.8
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2. Stabilno$¢ ukiadu zamknietego z dwona elementami nieli-
niowymi

\l rozdziale niniejszym zajmowa¢ sie bedziemy ukitadami zam-
knietymi o ogdélnym schemacie blokowym przedstawionym na rys»10,

Rys.10. Ukiad regulacji automatycznej z dwoma elementani
nieliniowymi

Przeprowadzajgc obliczenia analogiczne jak dla ukladow Ii -
niowych dochodzimy do nastepujgacego réwnania charakterystycz-
nego, okreslajgcego drgania swobodne w uktadzie:

1 + J1LALJRj (jo)) J2(A2) K2(jo>) » O (10)

Rovmanie to zawiera trzy niewiadome: czestotliwos¢ i ampli-
tudy drgan na wejsciach obydwu elementéw nieliniowych. Nie

wystarcza wiec ono do znalezienia parametrow drgan, ukiadu.

Poniewaz rownanie (10) daje dwa warunki; warunek fazy i wa-
runek amplitudy, wiec do rozwigzania zagadnienia okreslenia
drgan konieczny jest jeszcze jeden zwigzek miedzy niewiado-
mymi ojt A.j, Ag. Zwiagzek ten latwo znalezé, podobnie jak

Vi rozdziale 1.3, uwzgledniajagc zalezno$¢ miedzy amplitudami
drgan na wejsciach elementow nieliniowych:

A2 = /J1(A1)/ / K/jco)/ Al €1)
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Uwzgledniajac te zaleznos¢ w rownaniu (10), otrzymamy«
1+ J/A) JgC~rM/j/Aj/A) K(cj) =0 (12)
gdzie X(co) = /K(jo)y> natomiast
K(jod) = K/jcu) K2(jcd)

iloczyn wszystkich funkcyj przejscia elementéw liniowych,

ktéry przez analogie do ukiadéw z jednym elementem nielinio-

wym mozna by nazwa¢ funkcja przejscia czesci liniowej,,
Réwnanie (10) mozna zapisa¢ w postaci bardziej zwartej

1 + j(alcj): K(jco) b. O (#)
gdzie
j(Anco) = j/a) j2 (a.(0j)/ (A/A) (14)

zastepcza funkcja opisujgca0O

Rownanie (13) ma takga samg budowe matematyczng, jak row-
nanie charakterystyczne ukitadu z jednym elementem nieliniowym
z tq jedynie rdéznica, ze zastepcza funkcja opisujgca jest tu
funkcjg amplitudy i czestotliwosci..

Rownanie (13) mozna przepisa¢ w postaci;

<<15=

Drgania w ukladzie okreslone beda przez punkt przeciecia
sie dwoéch krzywychs charakterystyki Nyquista czesci liniowej
oraz zastepczej funkcji opisujacej wzietej a przeciwnym zna»

1

kiem « 'j*a aJ 0 Nalezy podkresli¢, ze przeciecie tych cha~

rakterystyk] decydujgce o drganiach, musi sie odbywa¢ dla tej
samej czestotliwosci co ,,
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Odwrotng funkcje opisujaca mozna traktowacé jako jednopa-
rametrowa rodzine funkcyj amplitudy z parametrem a) . Rodzi-
na krzywych, odpowiadajgca tym funkcjom, moze by¢ przedsta-
wiona na ptaszczyznie Gaussa wspo6lnie z charakterystykga Ny-
guista czesci liniowej (rys,11).

Rys.11. Charakterystyki uktadu z dwoma elementami nielinio-
wymi

Y uktadzie mogg powsta¢ drgania je$li w rodzinie krzy-
wych - co)" takie, ktdére przecinajg sie z cha-

rakterystyka Hyguista czes$ci liniowej w punktach odpowiada-
jacych czestotliwos$ci wyznaczajgcej dang krzywag - .

Teoretycznie, krzywych takich moze by¢ wiecej, co oznacza,
ze w uktadzie moze istnie¢ wiecej punktéw mozliwych drgan.
Nie wszystkie z tych punktéw muszg by¢ punktami drgann moz m
liwych. Istotng cecha odrézniajgca ukiad z jednym elemen-
tem nieliniowym od uktadu z wiekszg iloscia elementéow nie-
liniowych jest to, ze w tych ostatnich moze istnie¢ wiecej
punktéw drgann mozliwych. Stan drgan ukiadu zalezy od warun-
kéw poczatkowych.

Na rys.1l pokazane sg dwie krzywe (1 i 2) wyznaczajgce
dwa punkty drgarn mozliwych P i P2* tatwo stwierdzic¢, ze
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punkt P. jest punktem drgan stabilnych, a punkt P~ -
punktem argan niestabilnych. n
Nanoszac na wykres (rys. 11) rodzine krzywych

jako funkcje czestotliwos$ci co z parametrem A, mozemy od razu
odczyta¢ z niego amplitude drgan A. Do innych osobliwosci
uktadu z wieloma elementami nieliniowymi nalezy fakt, ze no-
ze istnie¢ tylko jedna krzywa wyznaczajgca drgania w uktadzie
ktére moga by¢ stabilne lub niestabilno. Przez analogie do
ukladéw z jednym elementem nieliniowym, uktad z wieloma ele-
mentami nieliniowymi nazwiemy bezwzglednie stabilnym, jesli

1
w rodzinie - j~oT) n”™ ™ krzywych przecinajacych charak-

terystyke Nyauista w punkcie o wspdélnej z nig czestotliwosciO
Uktad o charakterystykach jak na rys.11 jest stabilny dla
matych zaburzenn i niestabilny dla duzych zaburzen (autodrga-
nia).

Badanie stabilnosci ukladu z wieloma elementami nielinio-
wymi szczegblnie sie upraszcza jesli wszystkie elementy nie-
liniowe posiadajg bezpetlowe charakterystyki statyczne» Zas-
tepcza funkcja opisujgca tworzy wowczas rodzine prostych po-
krywajacych sie z osig rzeczywistg (rys012)n

Ryso0l20 Charakterystyki ukitadu z wieloma elementami nielinio-
wymi o bezpetlowych charakterystykach statycznych
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Charakterystyka Uyauista czesci liniowej moze w tym przy-
padku przecina¢ sie z zastepczg funkcjg opisujaca tylko dla
jednej czestotliwosci co. n# przy ktérej czesé liniowa od-
y/raca faze sygnatu o 180 . Czestotliwos¢ te mozna znalezé

z réwnania.

im [ (jed)] = 0 (16)

mozna z rodziny krzywych

Majac czestotliwos¢ a).
W - ’l————y decydujaca o stabil-

- wybraé krzywa -
nosci. Dalsze postepowanie jest itentyczne jak w przypadku

ukiadu z jednym elementem nieliniowym.
Warunek bezwzglednej stabilnosci mozna zapisa¢ w postacis

1
A A (17)
K* 180 J(“A,aJ 180 ~max

Przyktad 1. Znalez¢ warunek bezwzglednej stabilnosci

ukitadu regulacji trojpotozeniowej z elementem ze strefg

nieczutosci, o schemacie blokowym pokazanym na rys.13.

Dla tego ukiadu
n -
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b,

a

J2(a) - k, - g farc sin %+
a

- rriw T-
K2er " joM! (1 + jcOT,)

Funkcja przejscia czesci liniowej bedzie:

Stad otrzymujemy:

180 ~TT »

oraz

/\/\180|| @

A

Funlccje opisujace obydwu elementéw nieliniowych pokazane sg
na rys.14 (przyjeto dla prostoty, ze strefy nieczutosci oby-
dwu elementéw nieliniowych sg jednakowe)O Z rys.14 wynika,
ze maksimum iloczynu funkcyj opisujgcych musi wypadaé w po-
blizu maksimum funkcji opisujacej przekaznika, a wiec dla

wtedy

J/JA) =% a*

a
J2(a2) 1. SUL-a¢ Bf;‘( y
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oraz
Tt + €2
K(jaJ180) = “ k n2 T2
TQL +-r)(1 +-°1)
T2 N
G A

Rys.14. Funkcje opisujace elementéw nieliniowych do przykiadu

Warunek stabilnosci (17) bedzie v/iec miatl postac;

KkN< *V+ T S' +~ )1 +
c J2 X1
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gdzie
X = %25 X
X

2o %vga— Hrrsf

+ ()

Przyktad 2. Znalez¢ warunek bezwzglednej stabilnosci w
uktadzie takim jak w przykitadzie 1, jezeli element ze stre-

fa nieczutosci zastgpiono elementem o charakterystyce kwa-
dratowej

y = b x

Funkcja opisujgca takiego elementu jest réwna;

J2=3FbA

Po prostych obliczeniach otrzymamy

_32iz Bb k
J(A’W180> = ~ 3

Uktad bedzie stabilny, gdy bedzie spelniona nieréwnosc;

v2 . 33T a T 2

2 2
32/2 Bb T+ T2 T2 + N2'

Wynika stagd5 ze wzrost statej czasowej elementu wykonawcze-
go T2 wptywa niekorzystnie na proces regulaciji,

natomiast
stata czasowa elementu liniowego znajdujgcego sie miedzy
elementami nieliniowymi dziata stabilizujaco.
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YCTOMNYNBOCTb CUCTEM ABTOTUYECKOTIO
PETYIMPOBAHUNA CO MHOTMMW HENWHEWHbLIMW
QNIEMEHTAMW

CopepxXaHwue

CTaTus npeAcTaBnsieT MOMNbITKY pacluMpeHUss MeTofa rapMoHU-
yeckoro 6asaHca Al CUCTEM CO MHOTVMMU HEVUHEWHbIMU 3/1EMEH-
TamMu. [JaH o6Wu il NpMHUMN MeToda W MpPUMepbl ero NpUMeHeHUs.

STABILITY OF CONTROL SYSTEMS CONTAINING A NUMBER OF
NONLINEAR ELEMENTS

Summary

The describing function method is applied to a control system with
a large number of nonlinear elements, to compute its stability properties.
General principles of the method and some examoles illustrating the
application of it are given.



