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BOGDAN SKAIMIERSKI

MOZL IWOSCI PRAKTYCZNEGO WYKORZYSTANIA TEORI1 PRETA
O DWUKIERUNKOWEJ CHARAKTERYSTYCE SPREZYSTEJ

Streszczenie; Zagadnienie pretowe poruszone w ni-
niejszej pracy, mimo prostych Srodkéw matematycznych tu
zastosowanych, jJest dos¢ skomplikowane pod wzgledem
ilosci elementarnych przeksztaktcen. W teorii preta -
jak autor nazwat - na podtozu ortotropowym wystepuja
réwnania rézniczkowe zwyczajne szOstego rzedu.

Catka ogolna tych rownali jest kombinacja liniowg
funkcji hiperbolicznych i harmonicznych. Zagadnienie
zostato rozwigzane w przemieszczeniach dla przypadku
dziatania sidty skupionej dziatajgcej stycznie.

Réwniez osobno zostat rozpatrzony przypadek obcigze-
nia réwnomiernego. Po oméwieniu podstaw teoretycznych
autor podaje spos6b zastosowania”“swoich wynikéw do
obliczen naprezen w kotach Koepe go i bebnach wieloli-
nowych.

Niniejsza praca stanowi propozycje zastosowania teorii
preta na podtozu ortotropowym do obliczen wytrzymatosciowych
nowoczesnych konstrukcji két pednych i bebnéw wielolinowych
maszyn wyciggowych. Spawanie wypardo w nich podgczenia nito-
we i Srubowe, blacha zastgpida inne materiaty konstrukcyjne
a sSciany pedne ramiona z walcowki. Obliczenia tu wykonywane
bedg dotyczydy wpiywu obcigzen stycznych na stan odksztakcen
i naprezen wspomnianych elementdw.
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\

1. Bret kotowy stabo zakrzywiony na poddozu ortotropowym

Azeby okresli¢ stan odksztakcenia preta na podtozu o po-
datnosci liniowej w kierunkach promieniowym i obwodowym, na-
lezy rozpatrzy¢ stan réwnowagi elementu takiego preta. Stantan
opisuja nastepujace trzy rownania:
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gdzie 8§

R - promien krzywizny

y — wspotrzedna gt}
M,T,H - moment gnacy, sida osiowa, sida poprzeczna
p* g*- obciazenie styczne i1 normalne elementu preta

Azeby ukdad (1.1) wyrazi¢ w przemieszczeniach nalezy zasto-
sowa¢ prawo Hooke a

T - A EE
1.2
MsEJ ( )

gdzie»

przekrdj poprzeczny preta

moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta
modud sprezystosci

wydduzenie jednostkowe osi

zmiana krzywizny osi

XhMmMma>
I

l

Wyrazajac ¢ 1 x za pomocg przemieszczen stycznego V i promie-
niowego W otrzymuje siegj

T*"RLidf+w)

a.d®
M. _M_ GO, . EL)
R dff U

Rugujac z ukdadu (1.1) side poprzeczng N, i uwzgledniajac
zwigzki (1.3) otrzymuje sie ukdad2

D11V + °12W + P* ™ ©
a.9

D21V + D22W + qg# " 0 =m
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gdzie operatory oznaczaja;
L EJn d
DIL R R &F
D . . D . m i 1.5
12 21 R2 ~ R2d7Z3
EJ d4 AE

22 s ” R4 d<‘i1+R4

Poniewaz pret spoczywa na podtozu, ktére reaguje na przemie-
szczenia styczne V i normalne W, a reakcje sag liniowymi
funkcjami tych przemieszczen i jest obcigzony styczng sidg
skupiong P przeto;

P - - kav

(1.6)

s

gdzie;
kj 1 k2 state charakteryzujace rodzaj podtoza.

Traktujac operatory jak liczby, co jest dopuszczalne ze
wzgledu na to, ze wspotczynniki stojace przy funkcjach sa
state, mozna napisac;

Dw=20 @.n

gdzie; D11 * k2’ D12
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A zatem
oL, W e oo (1.8)
| d<f o<fF
gdzie;
kgR
a=2-
K ji 02
,+—£—0L+i,
E *"J A (1-9)
4 k R2
-J
AE ?
2. Rozwigzanie ogolne réwnania (1.8)
Poszukujgac rozwigzania w formie W = e otrzymuje sie

réwnanie charakterystyczne réwnania (1.S)
P radiba’+coo Q1)
Wprowadzajgc nowg zmienng
X =A + E .2
dochodzi sie do réwnania

+px+qalo .3
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Zajmiemy sie wystepuj

Bogdan Skalmierski

\"
b <

a_
3

(CR)
JL-a3 - —
27

+ C

3

acym w praktyce przypadkiem, gdy réwn,

(23) ma jeden pierwiastek rzeczywisty tj. gdy*

Ka podstawie rozwigzania réwnania (2 .3) otrzymuje

(M2 + (H3>0

sie szescé

nastepujacych pierwiastkéw réwnania (2.1)

AMQE =

*3,4,5,6-

gdzie:

Uo m

[-C 3 +

+ t o +Vo"3S no

2.5)

N

-2 N (F)2 + (H3"

f

W 2 * CPH3

3Y,, + 2a) (3U,, + 3Y0 + 2a

t 3To + 2a) +736<3Uo + 3Vo + 2a2+ o0 -T/ |

@.7
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Gatka ogolng rownania (1.3) jest
W = C1shkOf C2shoc<Fcos/3f+ Cchocfsin/Jcf+ C4chAORC shoe<fsiug3™+
(2.8)

+ CgChccfcos/3<F

Przemieszczenie V wyznaczy¢ mozna z ukdadu (1.4)

(2.9)

gdzies

(2-10)

3. Warunki brzegowe

W punkcie przytozenia sity okreslonym wspédrzedng y = 3T
powinny by¢ spednione nastepujace warunki:

1. Warunek ciagtosci funkcji W

2. Warunek regularnosci W

/! S iRL
dw)<ﬁsr df) -3T

3. Warunek ciagtosci funkcji V
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4.
“TW - 1
5.
“TW - - f
6.
y k 2VRd<f= P
=3

Warunek ten okresla, ze na calym obwodzie pret spoczywa
jedynie na poddozu sprezystym.

7.

Pel
W [13

Rys, 2
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gdzie:

eN - jest przesunieciem sidy.

Analiza powyzszych warunkéw doprowadza do wni
Y7 jest funkcjg nieparzystg, zatem =C,_=

110S¢ warunkéw brzegowych redukuje sie wiec

(»)*-!__O
2
sr
Aradf.Ff
Vi
=07 2

Upraszczajg sie réwniez wyrazenia na W

W = CArshA™MNE C2dc&e.os3F Cch

Wstawiajac powyzszg funkcje do (2.9)

V= CQ- |<aCch A0+ (C2B+C"C)choc”*cos

gdzie%

91
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Wstawiajac do (3.1) wartosci (3.2) i (3.3) otrzymujemy
uktad réwnan:

Chshoc3Tcos/i3r+ CjCh.acTsInjb3r= 0

XJC+ C2("shocJrcos/OT- ~choc5rsin/35r) +

+ C~(~choc3rstn/iar+ ~shocsrcos/iTs - ~rr,

Cl X@sh A+ C9 [(@2-/2 )shacrcos/ir-2ceSchacssin/35rJi (3.5
+ C3 [(@2-/)chcrb5rsiny3r+ 2acfi shocrcosy3rja
2- 1 B6LR 3
2 " J J
J
VR dfb= ~
gdzie:
1 .2n AJE2 AS PO\ ,AB N, <
“1" "X K @+ *o> \Y E4 V 1J
> (38.b)
/2., = Boc- (/3
y2 * Coc + Bfb

4. State catkowania

Podstawg do wyznaczenia stalych catkowania stanowi ukdad
(3.5). Rozwigzywanie tego ukdadu upraszcza sie, gdy przyjac

cha5T*shoc exX, wtedy otrzymamyj
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c2 cos,3fi + sin&u= 0

C fie~ K C2("1 cosB/N“72 sin™ +

, i PR —<*#
+ ™(-~sinySJr + cos™) = - — e

> (4.1

c, Re C2[2 -/32) cosjtfl—X/3V3YF

+ C  [(oc2-j£)sin/3.# + 2c*yScof

PR /1 ®1R% <'w
=— <1 -T" ,e
ji
20 vek?
Rozwigzujac trzy pierwsze réwnania ukdadu (4.1) otrzymuje
sie:

£ -%_ " .«
0 2
C2 = K, ® K1Sin" +K2 QS/5" 5 “-2)
c3 = ERC— %% (2 sin/M - K1 cos/)
(0]
tutaj s
Ko =% (Ao +/ )+ 1"/
KL= a +77" 1 (2-/ ~A2)
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Stalg C mozna wyznaczy¢ z czwartego rownania ukdadu 1,4.1)
Po podstawieniu (3.3) i wprowadzeniu uproszczenia shockdecSfc
*>4; e"3' otrzymujemy?

FEK A 1 4
C - p—
Y S > (K3B - K~
“4.3)
+ B + K2O)J[

Przemieszczenie styczne V obliczone w punkcie = jr tj.
w miejscu przytozenia sity skupionej wyniesie?

r EK <u.
V ; “« ~') * mce _*
(V) gr* 23Tek L k2R2 K2 Dt O;F +‘}h XK2W t 10)+
+ (K™B + K20 4.4
xr +Db

Przykdad;

Wyznaczy¢ przemieszczenia styczne V preta w punkcie
przytozenia sidy stycznej. Pret ma wymiary? A = 45 cnfo
J s 3400 cmj R ss 150 om.

State materiatu pierscienia E = 2,2 . 106 kG/cm2
V= 0,28

State poddoza Kk = 2 . 103 kG/cm2

k2 = 5,7 . 104 Ic/on2

Podstawiajgc wartosci szczegélne podane w przykdadzie do wy-
prowadzonych wzoréw otrzymuje sie?

a=- -1 p= 96
b = 136,4 g= - 5001,6
c = - 5600 u= 17,1
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v - -181 }?7=18,95

o = 2,54 , 3,23

vV - - 18,56.10 [kG/cmJ u- 29,525

B° =4,162 C =- 5,311 .
=27,72 /?2=- 0,076.10

r = - 29,5 1,237 cm

K2= * 0,356 cm 2
przy obliczaniu i K przyjeto = 10 cm
Ostatecznie otrzymuje sie?

=\ - 3T - P *7 *5367*10-~6 C5a

Jezeli teraz np. bedzie dziatata sita P a 10 1, to prze-
mieszczenie punktu zaczepienia sidty

vV = 0,75 (mm)

5. Przypadek obcigzenia réwnomiernie roz4ozonego

Przypadek réwnomiernie rozdozonych obcigzenn stycznych
mozna rozwigza¢ nastepujaco;

Znajac funkcje obciagzenia & (?) oraz funkcje wpidywu Kv(<&E?)
mozna ustawi¢ forme catkowag dla przemieszczen stycznych

2r

VaRj"kKy(f,V) p (?) d? G-
0
gdzie;

H eh xQ(r - ?+<?)- H2ch (?r-V+«p)cos/r-? + «f)+

+ H~shcerisr-f+fJsin/an-TP+f) dla f<?
Kv(?,?y H-H(ch Ajj(r+V -f)-H 2choc(a'+?-<f)cosp(5r+?-<f) +

+ HAsh ac(sr+?<f) sin/3(r+?—«fF) dla <2
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H1

H2

P C2B + C3°"

h3 =+ (c2c - c3b)

Przyjmiemy
0 dla 0O<V<r-y
P (V) = = const. dla T-y*&*zT+y
0 dla JT+y~"™zr

y jest potowg kata okreslajacego luk obcigzony

Rys.3
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a) V w przedziale - () < Ip<3T-y
iry
vl =R /THC" HXxh H2choc(r-y+y)oos/b{3r-v+<?)+

X-y
+ HAsh ar Gr-\A#<P)sinvais- pd”

Po wykonaniu catkowania otrzymuje siej

V1~ Rp [cqv + Clv chAofF+ C~rchccF cosnf + C3vshiaf3in/3y|

gdzies ©-2
C ,,>2yH
"ovl 2H°
civi = ~ “ Bhk°y
Coyl = - [(HZer+ +8g)shoc)>cosy3)M-(H2/3-+H3oc)chex:ysiny3yd
C-W1 = “ @72 [(Hgy™ H-0Oc)shocycos”/-(H c+H¥3)shocycosZ3y]

0) Funkcja V w przedziale

f
VO3« Rp /7 [h-H”h Ipr+y-y)- H2chac(r+V-F)cos/j(+P—<b)i
TP _ J+y

+ H?sha: (r+ ?—<Psin/j(sr+V-H1df+Rpy~HN-H ch h A r-y +y) -
* 1
- H2chee(Br-V+Hoos/3Gr-iptH)+ 17shac(ir-p+H)sliy3Cjr-v+|af
Po scatkowaniu otrzymuje sie:

v? * Rp [cqv2+ Clv2ch AdGar-F5+ C2v2chac(@Br-v)cod/i(r-(;) +

+ C3v2so@r<f) cos/3 GI<fJ (5.3)
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gdzie?
H.

Cov2 " 2j/V ~XQsh™ “@d"["H0 + H3/3)shocrcos/jr+

+ (h2P- H3oc)chocrsinp3r)]|

2H1

civ2=—-— sh™-r)

°2v2 3 [(H20C+ H3p)shoc(5r-y)cos/i(r-y)+
+(H2[3-H3«)choc (jr-y)sin/3 (sr-y)]

°3v2 = t H2 ™~ H3°” shOMNT ~y)cosfi(r-y)uZoct

+HH33)chce (j--y)sin jt (r-y)J

Analogicznie mozna by poszukiwa¢ przemieszczen promienio-
y/ych W dla przypadku obcigzenia ciagtego.

6. Kota Koepe obcigzone sidami stycznymi

Obcigzenie styczne przenosi sie na podtoze Wienca kota

Y /tedy Qdy?

a) koto jest odhamowane,

b) gdy przy wkaczonych hamulcach uruchomi sie naped
silnika.

Gdy obciazenie przenosi sie na poddtoze, ktére jak zatozono,
jest ortotropowe, to naprezenie styczne powstate w miejscu
styku wienica z tarczg mozna obliczy¢ nastepujaco?



MozliwosSci praktycznego wykorzystania teorii»«» 99

gdzie:

g - daczna grubos¢ tarcz

a) Stata

Stalg k., mozna wyznaczy¢ zakdadajac, ze wieniec spoczy-
wa na brzegu jednorodnej tarczy o grubosci g. Ta tarcza sta-
nowl sprezyste podtoze, i obcigzajac jej brzeg np. cisnie-
niem Op kG/cm2 spowodujemy przemieszczenie brzeguj

dr (6-2)
k1l
i wywodamy naprezenie:
radialne (? « - Ol
6-3)
obwodowe T "%

Stan odksztalcenia jest kotowo symetryczny zatem:

z (6.3) wynika, ze

stad

aw
. 6.9

Rozwigzujac réwnanie (6 .4) 1 wykorzystujgc warunek brzegowy
otrzymamy:
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Dla brzegu tarczy przemieszczenie wyniesie?

=g At " ®pR (6.6)

Tu R jest promieniem tarczy.
Poréwnujac (6-2) 1 76.6) otrzymuje sie?

Ky = <(?F_3)R 6.7)

b) stata k2

Stata k wyznaczy¢ mozna analogicznie jak stalg k*. Je-
zeli zatem obcigzyC brzeg tarczy ciaghym obcigzeniem o war-
tosci statej na calym obwodzie, to jego przemieszczenia i na-

prezenia wyniosa:

M = @&
i} (6.8)
r- 0
T 2
2
g=
Dalej uwzgledniajgc prawo Hooke'a mozna napisac
r JE) v ’
S " dr r 2 (6.9
gr

Dzielgc réwnanie (6.9) przez +\)



Mozliwosci praktycznego wykorzystania teorii... 101

Catka powyzszego réwnania rézniczkowego jest:

gdzie:
i dr
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a zatem 2

W miejscu utwierdzenia tarczy przemieszczenia V = 0. Miej-
sce to okresla r = ro, stad stata catkowania

f R2
c_1+1 -2 J

« ra

czyli ostatecznie

(«.«)
0 0
Przemieszczenie V., dla r = R wyniesie
[ t H rr ¢ r—¥
Porownujac prawe strony (6.8) z (6.12) obliczymy
E r2g
- N (6.13)

@ RE2 - )

7. Beben obcigzony sitami stycznymi
w plaszczyznie poprzeczne i do osi

Obcigzenie styczne bebnéw nabiera zwkaszcza wtedy duzej
wagi, gdy hamowanie ruchu odbywa sie poprzez pierscien przy-
spawany w potowie ddugosci bebna sSciskany osiowo z dwoch
stron. W efekcie pierscien jest narazony na oderwanie sie od
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powtoki cylindrycznej. Jezeli przyja¢, ze powdoka, na ktorej
spoczywa Ow pierscien jest dla niego podtozem ortotropowym,
to mozna skorzysta¢ z przytoczonych rozwigzan. Naprezenie
styczne na styku pierscienia z powloka wyniesie

W celu wyznaczenia k1 k przeprowadza sie analogiczne rozu-
mowanie jak przy wyznaczaniu tych statych dla k&t Koepe. Ob-
cigzajac powdoke réwnomiernie na obwodzie w przekroju poto-

wigcym wywotujemy ugiecie 7/}

.2

Rys.5.
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Z drugiej strony z elementarnego rozwigzania teorii powkok
walcowych wiadomo, ze;

sh mL_ sin mL

S |
v 4E %n:f' eh’gﬂ‘+ cos %ﬂl‘ -9
gdzie;
8
° 12(1-/)
3r §
4 JoR

Porownujac stronami (7.2) i (7.3) otrzymuje sie;

,,3/5 ch —  + cos T}_

-, R @-4)
ki $‘3(1 -/)" | sh o sn M
Analogicznie:
Lr
Y -3 %s (7-5)
réwniez
r_
(7-6)

z pordwnania (7.6) i (7.5) wynika, zej

2 52
k2= (@ +) L .7

gdzies
L - ddugosc¢ bebna.
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A2 Aded. s

Yyzmaczjny najwieksze naprezenia styczne na styku powdoki
bebna z pierscieniem, gdy sida hamujaca P = 500 kG

lano:
H = 150"cm
J= = 3400 cm4
d= 1,5 cm
L=90 cm .
S=2,2 10® kG/cm
vV = 0,28 2

Aagh=45cm"
Obliczenia najlepiej rozpocza¢ od wyznaczenia statych Kk~ i
K-. Dla powyzszych danych
ki =2 . 103 kG/cm2

k2 - 5,7 . 104 kG/cm2
Nastepnie przechodzac kolejno wszystkie wspédczynniki jak
w przykfadzie poprzednim otrzymuje sie dla P = 500 kG

\ — 0,376 , 102 cm
max

t .laSLtL. 7,5 M/Zo»2
m X 2

Dla roznych wartosci sit zestawi¢ mozna tabele najwiekszych
sprezen z1

p 500 1000 1500 2000 2500 3000

t max

71,5 143 214,5 286 357,5 429
kG/cm2
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BO3MOXIHOCTM MCn0JIB30BAHMH HA nPAKTMKE
TEOPMM CTEPXCHH HA OCHOBE C "ByXCTOPOHHEH
ynpyroH xapaktepmctmkoH

Pes3k)me

Bonpoc CTepjKHH pacCMOTpeHHbit BHacToameM paGoTe iiomhmo
npMMVEHEHHDIx npocTbix MaTeMAETIVneckKMX npiiéMOB  hbjih6tch
CTaTCHIO CIAKHIM H3-3a GallbllHOO KQJIIM£CTBa SJielVeHTapHbIX
lipeo5pa30BaHMIL. B TeopMM CTepjKHH, Ha QoTOTpOnCBOM CCHBHW
xax ero Hassaji aBTop, BbicTynaioT flMcjDc epeHpVejibHDbie ypaBHe-
hmh  06biKHOBeHHbie 6-ro nopa#Ka. 06ih;iiii HHTerpaji stmx ypaB-
HeHHIi HBjiHeTca jiMHEMHOI  KoiviGjiHapjieii cD/HKj,MH rnnep6ojiM-
aeckKMx h rapMOHMeckMX. Bonpoc pemeH #jih cjiynaa c#Bnra no#
BJliVBHeM cocpe#OToaeHHOU CHjibi #encTByK)nj,efl xacaTejibHO.

OT#eabHO paccMOTpeH cayaaii paBHOMepHon Harpy3KM. nocjie
paccMOTpeHMa TeopeTMaecKnx ochob aBTop npMBO#MT cnocoG npn-
MeHeHna cbomx pe3yjibTaTOB k pacuéTaivr HanpaxteHMU b KOJiecax
Kene n MHoroxaHaTHbix GapaGaHax.

DIE MOGLICHKEIT DES PRAKTISCHEN AUSNUTZENS
DER THEORIE DES STABES AUF EINER BETTUNG VON ZWEI
RICHTUNGEN DER ELASTISCHEN CHARAKTERISTIK

Zusammenfassung

Das Problem des Stabes, das in diesem Artikel besprochen wurde,
ist otz einfachen hier eingefihrten mathematischen Formeln ziemlich
kompliziert in Betracht der vielen elementaren Umbildungen. Wie der
Verfasser feststellte, treten in der Theorie des Stabes auf orthotropischer
Bettung normale Differentialgleichungen sechsten Grades auf. Das allge-
meine Integral dieser Glechungen st eine lineare Kombination der Hy-
perbol und Kreis-funktionen. Das Problem wurde fur den Fall, dass die
Krafte tangential wirken, celést. Ausserdem hat man in dem Artikel
den Fall der gleichformigen Belastung besprochen.

Nach Besprechung der teoretischen Grundlagen gibt der Verfasser
Richtlinien fur die Einflihrung seiner Ergebnisse in die Berechnung der
Spanungn in Koepe-Treibscheiben und Mehrsei ltrommeln an.



