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WSTEP

W literaturze mozna znalezé¢ niewiele pozycji dotyczacych
problemu sterowania, czasowo-optymalnego obiektami, ktérych
funkcje przejscia posiadajg zora, a w tych pozycjach ktére sag
wydaje sie, ze poruszany problem nie zostat doprowadzony do
konica. Ze wzgledu na nieciggtosé¢ trajektorii w przestrzeni
fazowej Y - w przypadku takich obiektéw nie wystarczy zazna-
czy¢, ze zajmujemy sie problemem sterowania czasowo-optymalne-
go, lecz nalezy problem ten doktadnie sformutowacd.

W pracy [2] autor w celu okre$lenia powierzchni przetgczen
(potrzebnych do syntezy ukladéw czasowo-optymalnych) wprowadza
nowe zmienne X reprezentujgce w petni stan obiektu. Wnowej
przestrzeni fazowej X trajektorie sga juz ciggte. Autor przyj-
muje przy tym bez uzasadnienia, ze sterowanie typu "Bang-Bang"
jest sterowaniem optymalnym réwniez w przypadku rozpatrywanych
obiektow. W pracy [2] rozpatrywany problem nie zostat blizej
sprecyzowany i jest traktowany raczej wzmiankowo.

Rowniez w pracy [3] nie sprecyzowano blizej problemu. Jej
autor wykorzystujgc te same zmienne x stara sie uzasadnig,
Zze sterowanie typu "Bang-Bang" jest dla rozpatrywanego przy-
padku sterowaniem optymalnym.W pracach [2, 3] punkt poczgtkowy
xp trajektorii w przestrzeni X nie zosta} wcale okreslony,
natomiast przyjmuje sie, ze punkt koncowy = 0, co nie jest
niczym uzasadnione.

Precyzyjnie natomiast - szczeg6lnie w fazie koncowej stero-
wania - zostal sprecyzowany problem w pracy [1]. Zasadnicza
réznica w stosunku do prac [2, 3] jest taka, ze autorzy pracy
[i] stawiaja dodatkowe wymagania sygnatowi wyjsciowemu vy
obiektu. Zadajg oni mianowicie, aby sygnat y po chwili t -
osiggniecia przez niego pozadanej wartosci koncowej y™ = 0 -
pozostawat w dalszym ciggu bez zmiany (czyli aby y = 0 dla



Pokazujg oni, ze przy takim sformutowaniu problemu punkt
koncowy trajektorii w przestrzeni X jest punktem nale-
zacym do pewnego zbioru &

Autorzy pracy [1] rozwigzuja poprawnie kilka przykiadéw*3" ,
prowadzac rozwazania pod katem syntezy ukiadow. Jednak nie jest
poprawne wtoérne, ogolne sformutowanie problemu w przestrzeni X
(patrz "Remark 7.3" str. 655),ktére zdaniem autoréw ma odpowia-
da¢ pierwotnemu sformutowaniu problemu, odnoszgcemu sie do
sygnatu y. Punkt b) tego wtdérnego sformutowania méwi ze:
"Dowolny stan poczatkowy w zbiorze G powinien by¢ (przez po-
szukiwane sterowanie) utrzymywany w dalszym ciggu w zbiorze G".
Ma to by¢ zdaniem autoréw réwnowazne utrzymywaniu syngatu vy
na wartosci zero. tatwo wykazaé, ze ta réwnowaznos¢ nie zacho-
dzi. Mozna to zrobi¢ na przyktadzie rozpatrywanym w podrozdzia-
le 2.5 niniejszej pracy. Wtym przyktadzie dla dowolnego stanu
poczatkowego w zbiorze G = Z* mozna znalez¢ nieskonczenie
wiele réznych sterowan speiniajacych wymagania punktu b), a
tylko jedno z nich jest sterowaniem utrzymujgcym sygnat y na
poziomie zero.

Autorzy pracy [i] zaktadaja, ze punkt poczgtkowy jest
zupetnie dowolnym punktem przestrzeni X i nie zatrzymujg
sie w swoich rozwazaniach nad wyznaczeniem tego punktu.

W przypadku rozwazanych obiektéw, do peinego okreslenia
ich stanu w dowolnej chwili czasu potrzebna jest znajomo$¢ nie

tylko sygnatu wyjsciowego y i jego (n-1) pochodnych (czyli
n-wymiarowego wektora %), ale rowniez - znajomo$¢ sygnatu
sterujgcego w i jego (m-1) - pochodnych (czyli m-wymiarowe-
go wektora . Wrozpatrywanych zagadnieniach stawiane wymaga-
nia dotyczg zazwyczaj wektora a nie wektora w. Na przykiad
chcemy, aby po chwili t byto % =7~ =0, przy czym jest nam

x)Jeden z Lematéw, a mianowicie Lemat 7.3 dotyczacy tego zbio-
ru G jest btedny, o czym wspomina sie w jednym z odnosni-
kdw niniejszej pracy.

Przyktad 7.9 jest btedny, gdyz korzysta sie w nim z btedne-
go lematu 7.3.



wszystko jedno przy jakim "ustawieniu steru” w wektor ~
obiektu osiggnie wartos¢ ~ = 0. Poniewaz wektor w jest
m-wymiarowy wiec w wyborze stanu koncowego W przestrzeni

X mamy m-stopni swobody. Stad wynika to, ze punkt koricowy
trajektorii w przestrzeni X jest punktem nalezgcym do m-wy-
miarowego zbioru G.

Jezeli na poczatku sterowania wektor ~ obiektu ma przyj-

mowaé wartosc to mozna rozr6zni¢ tutaj dwa przypadki:
przypadek | - gdy poczatkowe "ustawienie steru" wQ jest za-
danej

przypadek Il - gdy poczgtkowe "ustawienie steru” wQ mozna

sobie wybraé. Wzwigzku z tym w niniejszej pracy sformutowano
dwa problemy. Problem | odpowiadajacy przypadkowi | prowadzi
do zagadnienia sterowania optymalnego w przestrzeni X z punk-
tu X, (stanu poczatkowego okreslonego przez pare ~Q wQ do
m-wymiarowego zbioru punktéw koricowych. Problem 1l odpowiadajg-
cy przypadkowi Il - prowadzi do zagadnienia sterowania optymal-
nego z m-wymiarowego zbioru punktéw poczgtkowych do m-wymiaro-
wego zbioru punktéw koncowych.

Oba te problemy zostaty sformutowane w rozdziale | niniej-
szej pracy, przy uwzglednieniu witasnosci rozwigzan réwnania
obiektu i zwiazanej z tym nieciggtosci trejektorii w przestrze-
ni Y.

Wrozdziatach Il i 11l zostaty udowodnione dwa twierdzenia
dotyczgce odpowiednio sterowania optymalnego w sensie Proble-
mu | (rozdziat I1) i w sensie Problemu 1l (rozdziat 111).

Wrozdziale IV rozpatruje sie dodatkowo przypadek, gdy ogra-
niczenia sg natozone nie tylko na sygnat sterujacy ale réwniez
na niektére wspoétrzedne y ~ obiektu. W rozdziatach I - 1V roz-
patruje sie sterowanie dopuszczalne be”ace przedziatami ciggta
funkcjg czasu i ograniczone od dotu i od gory.

Rozdziat V dotyczy innych ograniczen sygnatu sterujgcego.
Rozpatruje sie tu przypadek, gdy ograniczona jest k-ta pochod-
na sygnatu sterujacego oraz przypadek tzw. zitozonych ograniczen
sygnatu sterujacego. Wtym ostatnim przypadku ograniczenia na-
tozone sa zaréwno na sam sygnat sterujacy, jak i na pochodne
tego sygnatu.



Problem syntezy optymalnego sterowania jest rozwazany w roz-
dziale VI i to zaréwno dla przypadku, gdy ograniczenia dotyczag
samego sygnatu sterujacego, jak i jego pochodnych.

Scisle zwigzany z postawionym w niniejszej pracy Problemem
Il jest Problem przygotowania obiektu do optymalnego sterowa-
nia, o ktéorym méwi sie w podrozdziale 6.3. Jak to sie tam pod-
kresla Problem przygotowania obiektu do optymalnego sterowania
dotyczy nie tylko rozpatrywanych obiektdw, lecz ma aspekt
bardziej ogo6lny.

Chciatbym w tym miejscu ztozy¢ serdeczne podziekowanie Panu
Prof. dr Stefanowi Wegrzynowi, ktéry zachecit mnie do zajecia
sie tymi problemami oraz ktorego cenne uwagi i wskazéwki w znacz-
nej mierze przyczynity sie do uscislenia zamieszczonych tutaj
rozwazan.

Rowniez ta drogg bardzo serdecznie dziekuje Panu Prof. dr
Czestawowi Olechowi za Jego cenne uwagi dotyczgce pracy oraz
za zyczliwos¢ okazang mi w dyskusjach.



1. POCOSTAWOWNE POJECIA | PROBLEMY

1.1« Réwnanie obiektu 1 dopuszczalne sterowanie

Bedziemy sie zajmowac sterowaniem obiektéw liniowych o jed-
nym wejéciu w (sygnale sterujgcym - wymuszeniu) i jednym
wyjsciu y, dajacych sie opisa¢ za pomocg réwnania rézniczko-
wego o0 postacis

y(n) + aiy(n“1)+ ... + any -
(1.1)
gdzie
ms=n, ai, bj(i « 1,2, ..., n,j =n-m, n-m+1-..., n)
state wspétczynniki, ~n_m=* 0 lub - co jest réwnoznaczne -
za pomocag funkcji przejscia o postaci:
TT(S) s Ws)i _ bn—n‘Fm I brm—mwt-'li“ It oo Tt bn (1.2)

K(B)

0 sygnale sterujacym w(t) zaktadamy, ze jest funkcjga okre-
Slong, przedziatami ciggta majaca w dowolnym, skonczonym prze-
dziale czasu co najwyzej slcorczong ilo$¢ punktow nieciggtosci
pierwszego rodzaju. Innymi stowy zakladamy, ze w punkcie nie-
ciggtosci t * t istniejg lewo i prawostronne granice:

yAN — odpowiednio i-ta i j—ta pochodna funkcji
y a y(t) i w® w(t) podiug czasu t.



w(e-) alim w(t) i w(T4) = lim w(t) (1*3)

t—-T t—»T
t < 1 t> T

a catka Riemana w($)d$ traktowana jako funkcja zmiennej
0

t jest w punkcie t aT ciggta.

Zaktadamy rowniez, ze pochodne w ~(t), j =1,2,...,m-1,
funkcji w(t) maja w interesujacym nas rozdziale czasu skon-
czong ilos¢ punktéw nieciagtosci i nieokreslonosci, w ktérych

posiadajg one lewo w”(T") i prawo: w (T +) - stronne
granice.

Zaktadamy jeszcze, ze wartosci funkcji w(t) mogg miescic
sie w przedziale

< w(t) *£ &, (1.4)

gdzie «Ci & dowolne dane, state wartosci.

Wartosci funkcji w(t) w punktach nieciggtosci t aT nie ma
ja istotnego znaczenia w dalszych rozwazaniach, dla okreslono-
sci funkcji w(t) przyjmiemy jednak, ze wartosci w(T) sa row-
ne lewostronnej granicy, czyli w(T) a w(T~), Sygnat w(t) spet-
niajacy poczynione zatozenia bedziemy w dalszym ciggu nazywaé

dopuszczalnym sygnatem sterujgcym.

1.2. Wiasnosci rozwigzania réwnania obiektu

Przy takim sygnale sterujacym w(t) wystepujace po prawej
stronie réwnania (1.1) kolejne pochodne w ~(t) funkcji w(t),
rozumiane w zwyklym sensie» tez sg funkcjami, ktére sg prze-
dziatami ciagte, przy czym w punktach nieciggtosci funkcji
w(t) pochodne w ™ (t) sa nieokreslone. Rozwigzanie réwnania
(1.1) w przedziatach gdzie prawa strona réwnania (1.1) jest
funkcja ciagta - tatwo jest znalezé. Dla jednoznacznego okre-
Slenia rozwigzania y(t) w pewnym dowolnym przedziale czasu:

to< t < t© (1.5)



potrzebna jest znajomos$¢ warunkéw poczgtkowych w punktach na-
lezacych do kazdego z przedziatow ciggtosci prawej strony row-
nania (traktowanej jako funkcji czasu t), skiadajacych sie na

przedziat (1.5).
W dalszym ciggu wystepujace w réwnaniu (1.1) wielkosci

wN(t) iy~ (t), j=nm, ..., n, i =12, ..., n bedziemy
rozumieli jako pochodne funkcji w(t) i y(t) w sensie dy-
strybucyjnym3”. Wielkosci w ~(t) i vy (t) bedg wiec wia-

Sciwie dystrybucjami. Wprowadzimy tez nastepujacg definicje
rozwigzania réwnania (1.1):

Rozwigzanie y(t) rdéwnania (1.1) jest funkcjg dla ktorej
dystrybucja otrzymana z wyrazenia stojgcego po lewej stronie
tego réwnania jest réwna dystrybucji wystepujacej po prawej
stronie tego rdéwnania.

Pokazemy teraz, ze tak zdefiniowane rozwigzanie y(t) row-
nania (1.1) jest jednoznacznie okreslone przez warunki poczat-
kowe podane w dowolnym punkcie tO0 ciggtosci funkcji wektoro-
wej  w(t) = (w(t), wM'(t), ..., w M t))™.

Jezeli oznaczymy przez:

Ay(i)(t) =y (i~(T+) - y(i)(T")

(1.8)

Aw(3)(T) = w(~CT+) - w(3)0f)
to jak pokazano np. w [4,5] zdefiniowane powyzej rozwigzanie
y(t) speinia nastepujace zaleznosci:

Ay~ (T)=0AWN NTI+MAWAL-1A(E)+..+r5TAW(T), i = 1,2,...,n

Patrz [6]
APunkt t jest punktem ciggtosci funkcji wektorowej w(t)
jezeli jest on punktem ciagtosci wszystkich pochodnych
(t) (j=0,1,..., m-1) - skiadowych wektora w(t).
Funkcje wektorowg w(t) mozemy otrzymacé jezeli znamy funk-
cje w(t).



gdzie state wielkosci <di okreslone sa wzorem rekurencyjnym:

ti “ N oal ti-1 " a2ti_ 2 “re* Y ai to» o i=1»2»«»»en

(1. 10)

przy czym w rownaniu (1.1) wspétczynniki bif i =0,1,...,
n-m-1, sg réwne zeru, a wiec mamy:

b. =0 i 'wy =0 dla i =0,1,...,n-m-1.
(1.11)

Wzory (1.9) i (1.10) pozwalajg nam wyznaczy¢ warunki poczat-

kowe yvi™NT+), i =0,1,...,n-1, w nastepnym przedziale cia-
gtosci pochodnej y ™ (t), jezeli jest znana wartos¢ y~(T~)
(z poprzedniego przedziatu ciggtosci y~ (t)) i jezeli znane

sg wartosci Aw”™(T), j a0,....m-1, (te ostatnie wartosci sa
znane, jezeli znana jest funkcja w(t) w przedziale (1.5)).

A zatem warunki poczatkowe y ~ (tQ, i =0,1,...,n-1, podane
w punkcie t nalezacym do ktdregokolwiek przedziatu ciggto-
sci funkcji wektorowej w(t) w sposob jednoznaczny wyznaczajag
rozwigzanie y(t) rdéwnania (1.1) w catym przedziale (1.5)
(jezeli znany jest przebieg w(t) w (1.5)).

Z wzorow (1.9), (1.10) i (1.11) widaé¢, ze w przypadku gdy
msSn to pochodne y~ (t) dlai =0,1,..., n-m-1, sg ciggtel”,
a dopiero pochodne wyzszego rzedu (i = n-m,...,n) maja punkty
nieciagtosci, w ktédrych te pochodne majg wartosci nieokreslone.

W n-wymiarowej przestrzeni fazowej Y o wspétrzednych v,
Y ..o Y , punkt odpowiadajgcy rozwigzaniu réwnania (1.1)
(przy danej przedziatami ciggtej funkcji w(t)) opisuje tra-
jektorie fazowa, ktdéra jest linig rowniez przedziatami ciggla
(poprzerywana). Dla punktéow t = - nieciggtosci funkcji
w(t) punkty trajektorii fazowej nie sg okreslone. Trajektorie

X "Gdyz =y~N(T+), i =0,1,...,n-m-1, a w punkcie X
funkcji w(t) mozemy przyja¢ y ~ (‘O =

10



fazowe w przestrzeni Y okreslone sg przez zespo6t wielkosci
y(t), y™~(t),..., y™n-1~(t), dlatego tez wektor y(t) « (y(t),
ynN(t),..., y™n"17™(t)) bedziemy tutaj nazywal rozwigzaniem
rownania (1.1)» Rozwigzaniu ¢ (t) odpowiada w przestrzeni Y
trajektoria fazowa, ktdora bedziemy nazywac trajektoriag jr(t).

Powstaje bardzo istotne pytanie, czy przy rozpatrywanym
dopuszczalnym sterowaniu w(t) przebieg sygnatu wyjsciowego
obiektu opisanego réwnaniem (1.1) jest w praktyce zgodne ze
zdefiniowanym powyzej rozwigzaniem y(t) réwnania (1.1)?
Pytanie to dotyczy przede wszystkim punktéow t - w ktdérych
funkcja wektorowa w(t) jest nieciggta. Wtych punktach zde-
finiowane wyzej rozwigzanie y(t) i jego pochodne y ™ (t)
moga posiadaé "skoki" Ay~ (T) 4 0, okreSlone wzorami (1.9).
Czy takie witasnie "skoki" wystepuja w sygnale wyjsciowym obiek-
tu?

Przestanki teoretyczne pozwalajgce na postawione pytanie
da¢ odpowiedz twierdzgca sa nastepujace:

Wezmy pod uwage cigg funkcji ciggtych wn(t)f k = 1,2,...
(spetniajacych ograniczenie (1.4) i posiadajacych cigagte po-
chodne do m-tej wtacznie) zbiezny w interesujacym nas prze-
dziale do sterowania w(t)x”. Oznaczmy przez y~Ct) i 2jj.(t)
rozwigzanie réwnania (1.1) przy sterowaniu n”(t) (z odpowied-
nim warunkiem poczatkowym £0)» Bez wiekszych trudnos$ci mozna
udowodni¢, ze rozwigzania A.(t) sa zbiezne do zdefiniowanego
powyzej rozwigzania ¢r(t) réwnania (1.1) przy sterowaniu
w(t) (z tym samym warunkiem poczgtkowym J”). A zatem "skoki"
rozwigzania jr(t) sa granicami przyrostow rozwigzan ~ (t)

w pewnych dowolnie matych przedziatach zawierajgcych punkty
nieciggtosci funkcji w(t).

Poniewaz w praktycznym obiekcie przy sterowaniu wk(t)

sygnatl wyjsciowy bedzie zgodny z rozwigzaniem ”~ (t), przy

Mowigc precyzyjniej i stosujac terminologie jak w [6 str.
13] zaktadamy, ze ciggi w ~it), i =0,1,....m,k « 1,2,...
sg podstawowe. Ciag , k=1,2,..., okre$la dystrybu-
cje w ~(t) (i-tag pochodng dystrybucyjng sygnatu w(t)).

11



dowolnym k, a cigg w~"(t) jest zbiezny do w(t), wiec przy
sterowaniu w(t) sygnat wyjsciowy obiektu powinien by¢ zgodny
z rozwigzaniem ~(t). Nalezy dodaé¢, ze zazwyczaj w praktyce
nieciggtos¢, czyli "skok" sygnatu w(t) jest realizowany po-
przez bardzo szybka, ale ciggta zmiane wielkosci w i jej po-
chodnych.

1.3. Sformutowanie probleméw

Wezmy pod uwage dwa punkty przestrzeni Y :£0_i_~ . Bedzie-
my moéwi¢, ze dopuszczalny sygnal sterujacy w(t) sprowadza
punkt w przestrzeni fazowej z polozenia w potozenie ~
w czasie T =1t~ - tp, jezeli odpowiadajgce temu sygnatowi
w(t) rozwigzanie j[(t) rownania (1.1) z warunkiem poczatkowym
£E(t~) = spetnia rowniez zaleznos$¢: £(t*) =~ , przy czym

Z wzoréw (1.9) wynika, ze w przypadku gdy tQ jest punktem
nieciggtosci funkcji wektorowej wit)30™ to warunki poczatkowe
jr(t™) w przedziale czasu tQ< t < t~ (dla rozwigzania jr(t)
dla ktérego £(t”) = £0) zalezg rowniez od wartosci w(t~),
czyli od koncowej granicznej wartosci sygnatu sterujgcego
z przedziatu czasu t < tQ przy dziataniu ktérego to sygnatu
w(t) punkt w przestrzeni Y zdazat do potozenia (er(t*) =
= ¢r0). Jezeli zatem mamy dane: funkcje w(t) dla t >t i we
runek poczgtkowy £(t”) = £0, a nie znamy wartosci w(t”) to
nie mozemy znalez¢ rozwigzania y(t) réwnania (1.1) w przedzia-
le czasu t > t0, spetniajgcego warunek £(t~) =

Y\ N i

'Warunki yO(t*) a Zz0 * = yi oznaczaja, ze tuz przed
chwila tQrozpoczecia sterowania - punkt w przestrzeni Y
zdgza do potozenia £0» a bezposrednio po chwili t" punkt

przestrzeni Y "osigga" potozenie "N e

xx~Punkt f jest punktem nieciggtosci funkcji wektorowej w(t)

~ (Wektoraﬁ jezeli jegt on punktem nieciggtosci chociazby
jednej funkcji w ™ (t), i =0,1,... , m-1, - skiadowej wek-
tora w(t).



Biorac pod uwaga to co powiedziano powyzej, problemy kté-
rymi bedziemy sia zajmowa¢ w niniejszej pracy mozna sformuto-
waé nastepujaco:

Problem |

W przestrzeni fazowej Y dane sg dwa punkty:
X,S (yn» yjl), ..., Vij *) j £l m (y>i> 0> »m»> 0)» sany
jest réwniez wektor w(t~) = wn. Wsréd dopuszczalnych sygnatéw
sterujagcych w(t), t > t, nalezy znalez¢ taki, ktoryby w mi-
nimalnym czasie T =t~ - t sprowadzit punkt w przestrzeni Y
z potozenia yQ w potozenie y* i to tak aby w przedziale
czasu t > t”, punkt pozostat w potozeniu y™ (czyli aby y(t)=
=ZI dla t >t

Problem 11

Rézni sie od Problemu | tylko tym, ze wektor ff(t~) nie
jest dany, lecz nalezy go réwniez znalez¢. Sterowanie w(t)
powinno by¢ przy tym dopuszczalne dla t >t - 8 (gdzie S
pewna dowolnie mata liczba dodatnia).

Z réwnania, (1.1) wynika, ze relacja ¢(t) =7 czyli y(t) =
=yrdlat> t© jestspetniona wtedy i tylko wtedy,gdy prawa
strona rownania (1.1)jest réwna any] dla t >t".

Jezeli wiec wprowadzimy nowe zmienne y* = y-y™ i w* = w-w",
a \

gdzie w" = y~*' to réwnanie (1.1) dla ncwych zmiennych
n

y* i w* pozostanie bez zmiany. Wmiejsce warunku (1.4) otrzymu-
jemy teraz warunek:

oc*=0C- w wr< 2 w = B, (1.12)

ktory jest analogiczny jak (1.4) (z innymi wartosciamiac i (3.

Punktowi j. = (y,, 0..... 0) w przestrzeni Y odpowiada
wprzestrzeni Y* (o wspotrzednych y*, y*' >_...» y* “ )
punkt 2;* = (0, 0,..., 0).

Zaktadamy przy tym, ze bn 4 O.
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A zatem nie ograniczajac ogo6lnosci rozwazan mozemy przyjac,
ze w postawionych powyzej«problemach punkt 2 ma wspo6trzedne
rowne zeru, czyli ~ =0 jest poczatkiem uktadu wspét-
rzednych) .

Sygnat sterujgcy w(t), ktory nalezy zgodnie z Problemem I
(lub Problemem 11) znalez¢ bedziemy nazywaé sterowaniem opty-
malnym, (dodajac w razie potrzeby: w sensie Problemu | lub
w sensie Problemu 11) natomiast trajektorie £(t) okreslong
przez rozwigzanie réwnania (1.1), w ktorym w(t) = w(t) taka, ze
L(t~) = - nazwiemy trajektorig optymalng w przestrzeni Y.

1.4. Przestrzen fazowa X

Wprowadzimy obecnie nowe zmienne xl, %( o x! (nowy uktad
wspodtrzednych) zwigzane ze zmiennymi y~*', i =0,1,...,n-1,
oraz w , j =0,1,..., m-1, relacjami [i, 2, 3]:

(1)

xn-m _ y(n-m-1)

xn-m+1 (n-m) (1.13)

Wykorzystujgc zwigzki (1.13) mozna réwnanie (1.1) w nowym ukia>-
dzie wspdirzednych zapisa¢ w postaci nastepujacego uktadu réw-



({n-m-1 _ xn-m

.n-0 , sn-m+1 + , {1-14)
roolvrr;
Xn = -anxl -an_IX2 — .a™n +n w.

W otrzymanym uktadzie réwnan rézniczkowych (1*14) nie wystepu-
ja Juz pochodne wielkosci w(t). Poréwnujac zaleznosci (1.9)
i (1.13) mozna dojs¢ do wniosku, ze przy dopuszczalnych sygna-
tach sterujgacych w(t) - rozpatrywanym poprzednio rozwigzaniom
¢r(t) rownania. (1.1) zwiazki (1.13) podporzadkowujg ciggte roz-
wigzania x1(t), i =1,2,..., n, uktadu réwnan (1.14). Wdal-
szym ciggu bedziemy wiec rozpatrywaé ciagte rozwigzania uktadu
rownan (1.14) i bedziemy je zapisywali w postaci wektora
x(t) = (x1(t), x2(t)...., xn(t)). A zatem w przestrzeni X o
wspoétrzednych x1, x ,..., xn trajektorie fazowe odpowiadajg-
ce rozwigzaniom x(t) rownan (1.14) przy dowolnym dopuszczal-
nym sterowaniu w(t) - sa liniami ciagtymil”.

W przestrzeni X wezmy teraz pod uwage dwa punkty xQ i
X,j. Dla znalezienia sterowania optymalnego w(t), tQ<t<t”,
pozwalajgcego w minimalnym czasie T =t~ - t sprcwadzié

tatwo zauwazy¢ ze wspoétrzedne x1, x2,... xn w petni okresla-
ja stan obiektu, zatem przestrzen X jest przestrzenia sta-
nu obiektu. Réwniez dla obiektu opisanego nieliniowym réwna-
niem rézniczkowym o postaci

y(n) «a, s>-r'+ ...f anly<l- +1>+i(y("-°>, . y) -

bn-m + % 4+ pn-1 +

gdzie f i g dane ciggte ftmkcje - wzory (1.13) na wspot-
rzedne stanu x obiektu pozostajg nadal wazne.
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punkt w przestrzeni X 1z potozenia xQ w potozenie
(w przypadku gdy ruch punktu opisany jest ukladem réwnan (1.14))
mozna jak wiadomo stosowaé zasadg maksimum Pontriagina [7 str.
133-136]. Z zastosowania tej zasady wynika mianowicie, ze opty-
malne sterowanie ma w tym przypadku posta¢ funkcji przedziata-
mi statej, ktéra w przedziatach ciggtosci przyjmuje na prze-
mian state wartosci Ci P . Winteresujagcym nas odcinku czasu
tQ< t <t~ funkcja w(t) posiada skoniczong ilo$¢ punktow
nieciggtosci pierwszego rodzaju (inaczej tzw. punktdw przela-
czen) .

Wprowadzajac m-wymiarowg przestrzen W o wspotrzednych w,
w N, wi mozemy relacje (1.13) interpretowac jako re-
lacje, ktdre przyporzadkowujg dowolnej parze punktow ~ i w
wzigtych z przestrzeni Y i W- odpowiedni, jedyny punkt x
przestrzeni X. Badziemy w dalszym ciggu moéwi¢, ze punkt X
odpowiada zgodnie z (1.13) parze punktéow ~ i w. tatwo mozna
zauwazy¢, ze rdwniez parze punktéw x i w wzigtych odpowied-
nio z przestrzeni X i W odpowiada zgodnie z (1.13) jedyny
punkt ¢ w przestrzeni Y*N

Jezeli wrelacjach (1.13) wystepuja okreslone funkcje cza-
su — odpowiednio rozwigzanie x(t) ukiadu réwnan (1.14), roz-
wigzanie ~(t) réwnania (1.1) i funkcja wektorowa w(t) odpo-
wiadajgca sygnatowi sterujgcemu w(t) oraz jezeli relacje te
sa spetnione w pewnym przedziale czasu, wtedy w tym przedzia-
le czasu relacje (1.13) przyporzadkowujg np. okreslonemu roz-
wigzaniu £(t) réwnania (1.1) i okreslonej funkcji wektorowej
w(t) — odpowiednie jedyne rozwigzanie uktadu réwnan (1.14).
W tym przypadku badziemy w dalszym ciggu moéwié, ze w okreslo-
nym przedziale czasu rozwiagzanie x(t) (lub trajektoria £(t))
odpowiada zgodnie z (1.13) okreslonemu rozwigzaniu (t) (lub
trajektorii 7~ (t)) i funkcji w(t). Na przyktad trajektorii

FSRéwn!Te'Z'"b'é'er punktéw x i y wzigtych odpowiednio z prze-

strzeni X i Y (ale tylEo takich punktéw, ktére majga n-m

- pierwszych wspétrzednych odpowiednio sobie réwnych) odpo-
wiada zgodnie z (1.13) jedyny punkt przestrzeni W. Wynika
to z relacji (1.13) i z udowodnionej w dalszym ciggu relacji
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v(t) w przestrzeni Y i sterowaniu optymalnemu

optymalnej
X trajektoria

w(t) odpowiada zgodnie z (1.13) w przestrzeni
x(t), ktérag bedziemy nazywa¢ trajektorig optymalna w przestrze-
ni  X. Bezposrednio ze zwigzkéw (1.13) widaé, ze przy danym
sterowaniu w(t) a wiec i w(t) zwigzki (1.13) przyporzadko-
wujg w sposOb wzajemnie jednoznaczny kazdej trajektorii

w przestrzeni Y odpowiedniag trajektorie x(t) w przestrze-

ni X

17



2. ROZWMAZANIE PROBLEVU |

2.1. Punkt poczatkowy trajektorii w przestrzeni X

Oznaczmy przez X punkt w przestrzeni X odpowiadajacy
zgodnie z (1.13) danym w Problemie | punktom ¢ i wQ Jezeli
przy dowolnym dopuszczalnym sterowaniu w (t), dla ktorego w(t")»
= w , wezmiemy pod uwagg rozwigzanie ~(t) rownania (1.1), dla
ktérego E(t“) = £0, wtedy rozwigzanie x(t) odpowiadajgce
zgodnie z (1.13) rozwigzaniu ¢(t) i funkcji w(t) spetnia
relacjg x(t~) = xQ Ze wzglagdu na ciggtos¢ rozwigzan x(t)
(trajektorii x(t) w przestrzeni X) mamy: x(t“) = x(t*) =
= x(t0), a wigc punkt xQ jest punktem przez ktory przechodzi
trajektoria x(t) w chwili t (czyli 2,(t0) = £0).

UdowodniliSmy wigc nastepujacy:

lemat 2.1

Niechaj w(t) bedzie dowolnym dopuszczalnym sterowaniem,
z zadanym wektorem w(t~) = we, a x(t) - trajektorig w prze-
strzeni X, ktdra odpowiada zgodnie z (1.13) rozwigzaniu y(t)
rownania (1.1), dla ktérego z(t~) = Z0 i funkcji w_(t) okre-
Slonej przez sterowanie w(t).

Trajektoria x(t) przechodzi w chwili t przez punkt

= £0) odpowiadajgcy zgodnie z (1.13) parze punktow

£o 1 —o*

Nalezy podkresli¢, ze punkt x0 jest jednoznacznie okreslo-
ny tylko wtedy gdy dany wektor w(t“) = wQ

2.2. Sterowanie w(t) dla t > t©

Wezmy teraz pod uwaga te sposrod dopuszczalnych sygnatow
sterujgcych w(t), okreslonych w przedziale czasu t > t», dla
ktérych istnieje rozwigzanie ~(t) réwnania (1.1) takie, ze
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£(t) = nO dla t> . (2.1)

Bezposrednio z -warunku (2.1) i rownania (1.1) wynika, ze ste-
rowanie w(t) w przedziale czasu t > t~ musi by¢ wybrane
wsérdd dopuszczalnych sterowan spetniajacych réwnanie:

vm wS) + Vm+l "(n"1)+ eee + bn w= °* (2a2)

Oznaczmy przez 27~ zbidér takich punktow w‘ w przestrzeni
W, ktore wzieto jako warunki poczgtkowe rozwigzan w(t) réwna-
nia (2.2) w chwili t”™ (w(t®) g w(t]) a w3 gwarantujg nam~
to, ze te rozwigzania spetniajg dla t > t, ograniczenia na-
rzucone na sterowanie dopuszczalne.

Problem wyznaczania zbioru jest osobnym zagadnieniem.
Dla kazdego konkretnego przyktadu mozna w zasadzie wyznaczyé
taki zbior, przy czym oczywiscie ze wzrostem rzgdu réwnania
(2.2) rosna znacznie trudnosci obliczeniowe. Przykiad zbioru
ZVJ\? w przypadku gdy rownanie (2.2) jest drugiego rzedu, a pier-
wiastki odpowiadajgcego mu réwnania charakterystycznego sa ze-
spolone (o czesciach rzeczywistych ujemnych) jest przedstawio-
ny na rys.1.

Rys. 1

Rozwigzania rownania (2.2) sa ciggtymi funkcjami czasu.
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Granica g zbioru 2z~ w tym przypadku skiada sie z odcinkéw
trajektorii fazowych 1 i 2 - stycznych do prostych w = i
w» (i i odcinkdw 3 i b lezgcych na tych prostych. Na rysunku
2 pokazano zbiér 2z~ dla przypadku gdy rownanie (2.2) jest
drugiego rzedu, a odpowiadajgce nu réwnanie charakterystyczne
posiada pierwiastki s™ i s2 - rzeczywiste, przy czym s™> 0,
Sg < 0. Zbiér 2z~ sklada sie z punktéow tworzacych odcinek le-
zacy na prostej w = SgW iw obszarze €C< w< {.

Rys. 2

tatwo zauwazyé, ze w przypadku gdy wszystkie pierwiastki
rébwnania charakterystycznego

b s™ 4 spr=o0 (2.3)

tylko jeden punkt w* =0.

Mozna réwniez zauwazy¢, ze jezeli wszystkie pierwiastki row-
nania (2.3) sa rézne od sera i wielkosci «€ i [P sg tego same-
go znaku - wtedy zbidr 2z~ nie istnieje (jest pusty). Wtym
przypadku rozpatrywany przez nas problem nie ma rozwigzania,
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gdyz wsréd steren dopuszczalnych w(t) nie istnieje takie przy
ktorym ¢(t) “ 0 dMat > t*

Halezy podkresli¢, ze zbidr jest zawsze zbiorem dom-
knietym (np. na rys. la punkty lezgce na granicy g zbioru
Z™ nalezg do tego zbioru).

Bezposrednio z okres$lenia zbioru Z£ wynika, ze punkt tra-
jektorii fazowej w przestrzeni Y, przy dopuszczalnym stero-
waniu w(t) moze pozostawa¢ w przedziale czasu t > t* w po-
tozeniu ~ =0 (tzn. ((t) * Cdla t >t”~) tylko wtedy, gdy
to sterowanie w(t) dla t > jest rozwigzaniem réwnania
(2.2) z warunkami poczatkowymi wit") € Z/.

2.3. Zbioér punktéw konicowych trajektorii w przestrzeni X

Rozpatrzmy teraz zbiér 2Z* takich punktéw W przestrze-
ni X, ktore odpowiadajg zgodnie z (1.13) wszystkim parom
punktéw o postaci =0 i w'e Z A zatem wspdbtrzedne
punktow zbioru z£ mozemy wyznaczy¢ ze wzorow:
X*~m- 0
*rg4l - - fe . *1 (2-b
* - - tn-1 W' 1n-2 "i1 - t«. >

w ktorych wielkosci  w”, cooroownd "N sg wspotrzednymi

kolejno wszystkich punktdw w, zbioru Z~ e nwostatnich wzoréw
(2.4) okresla przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne prze-
strzeni W na m-wymiarowg podprzestrzen X (przestrzeni X)
0 wspoOtrzednych xn~m+"» yeee, X
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Przeksztatcenie to mozna bowiem zapisaé w postaci:

m
£l =" E Si ,
gdzie (2.5)
21 (Wl* WlA Kkkxx ] J
® /n-m+2 n-m+2 - jVv
4_ = '1 * N > eee) *|)
Tn-m » o..., O
tn-m+1» 0

tn-1» tn-2» *e*» tn-m

Przez " oznaczono tu m-wymiarowy wektor, ktérego skladowe
sg odpowiednio réowne m-ostatnim skiadowym wektora Ze
zwigzkéw (2.4) wynika, ze jezeli punkt ~ e ™ to (n-m)
pierwszych skladowych wektora jest réwne zero. A zatem
jezeli e Z to te skiadowe wektora , ktére nie wchodzg
w zestaw skitadowych wektora sg rowne zero.

Podobnie jak 2z~ roéwniez zbiér 2Z*¥ jest zbiorem domknie-
tym (poréwnaj [1] Lemat 7.2). Jezeli wszystkie pierwiastki
rownania (2.3) majag czesci rzeczywiste dodatnie wtedy zbiér
Z* zawiera tylko jeden punkt = OX™.

tatwo zauwazyé¢, ze;

det r =f

bpy, * 0 (2.6)

o

gdyz zgodnie z zatozeniem bn-m *

Lemat 7.3 pracy [1] moéwiacy ze: "jezeli jeden dowolny pier-
wiastek jest dodatni lub posiada cze$¢ rzeczywistag doaatnia,
wtedy zbior 2ZT zawiera tylko jeden punkt 1 0" jest
oczywiscie nieprawdziwy, a jego dowod jest biedny (patrz
przyktad z rysunku 2b).
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A zatem kazdemu punktowi zbioru odpowiada jedyny punkt
zbioru i na odwrdt.
Sformutujemy teraz nastepujacy:

Lemat 2.2

Dla dowolnego, dopuszczalnego sterowania w (t), przy ktéorym
istnieje rozwigzanie y(t) réwnania (1.1)t speiniajgce rela-

cje y(t) = = 0« dla t > t~", trajektoria fazowa x(t)

w przestrzeni X, odpowiadajgca zgodnie z (1.13) temu rozwia-
zaniu ~(t) i funkcji w(t) przechodzi w chwili t « t”™ przez
jeden z punktéw zbioru Z*, czyli ) € 2N

Dla udowodnienia lematu 2.2 przypomnijmy sobie, Ze jezeli
istnieje rozwigzanie £(t) rownania (1.1) takie, Ze ¢ (t) =
s s 0 dla t>t”n, to sterowanie dopuszczalne w(t), dla
t > t~, musi by¢ rozwigzaniem réwnania (2.2) z warunkami po-
czatkowymi w(t*) = w* € Z~. Wspotrzedne panktu trajektorii
x(t) (o ktérej mowa w Lemacie 2.2) w "chwili” t*, czyli
sktadowe wektora x(t*) mozna obliczy¢ ze wzoréw (1.13), z kto-
rych przy £(t]) =0 i w(t]) =Si 6 ~ otrzymujemy wzory
(2.4). Mamy wiec x(t*) e Z~ co wynika z okre$lenia zbioru
zE. Poniewaz trajektorie w przestrzeni X sg ciggte, wiec
many X (tfi ex(t") = x(tl) i x(t,j) e Z™

Z Lematu 2.2 wynika, ze dla poszukiwanego przez nas stero-
wania w(t) punkt koricowy x*, przez ktdry przechodzi trajek-
toria fazowa x(t) w przestrzeni X w chwili t™MX(t™) « x7N)
jest jednym z punktéw zbioru Z», czyli x*e Z*.

2.4. Sterowanie optymalne w sensie Problemu I

Zatézmy teraz, ze w chwili t~ trajektoria w przestrzeni
X przechodzi przez punkt x* =(0, ..., 0, x™mt!

*?>, przy czym x™ e z£. Punktowi x™ 6 7~ odpowiada
w zbiorze jedyny punkt , ktdry mozemy wyznaczy¢ ko-
rzystajac z wzajemnej jednoznaczno$ci przeksztatcenia (2.5).

Manmy wieo
Wa—I1I ~X5 (2.7)
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gdzie

‘o f’\n-m+1> n-m+2i n

1 ceef M.

Mozemy teraz sformutowacé nastepujacy:

Lemat 2,3

Zaldézmy, ze trajektoria fazowa x(t) w przestrzeni X
przechodzi w chwili t”~ przez punkt € 20 (x(t™) ¢
a sterowanie w(t) w przedziale czasu t > t”, jest rozwiaza-
niem rownania (2,2) z warunkami poczatkowymi w(t*) = w®, wy-
gna¢zonymi z realcji (2.7), Wtedy i tylko wtedy trajektoria
fazowa jr(t) w przestrzeni Y, odpowiadajgca zgodnie z (1.13)
trajektorii x(t) i funkcji w(t) pokrywa sie w przedziale
czasu t >t~ z punktem w0 (czyli w(t) ay*a0 dla
t> t~), a stercwanie w(t), dla t > t”, jest sterowaniem
dopuszczalnym.

Dowod Lematu 2.3
Z zatozenia, Ze sterowanie w(t), dla t> t~, jest rozwigza-
niem rownania (2,2) wynika, ze w przedziale czasu t > t™ nich
punktu w przestrzeni Y opisany jest za pomocg réwnania roz-
niczkowego o postaci:

yN +alyni”r+ ... +tany =0. (2.8)
Trajektorie fazowe w przestrzeni Y dla t > t™ sg okreslo-

ne przez rozwigzania réwnania rézniczkowego (2.8), a ich prze-
bieg zalezy od warunkéw poczatkowych £(t]). Z zatozenia mamy

rowniez x(t™) = e Z”™, a poniewaz trajektorie w przestrzeni
X sg ciagte wiec x(t]) = x(t,,) =x» =0, ..., 0, x*"m+l,
xN-m+2,,,,, X7), Zgodnie z zalozeniem jest rowniez w(t*) = w",
przy czym wielkosci i~ o= gy, x*Tm+2,,,,, x) po-

wigzane sg ze sobg relacjg (2.7), A zatem skladowe wektoréw
X 1w powigzane sg pomiedzy sobg zaleznos$ciami (2,4),
Punkt ¢(t”) trajektorii ¢(t), o ktérej mowa w Lemacie 2,3
odpowiada zgodnie z (1.13) parze punktdw z(t™) = x° i
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w(tj) = , uwzgledniajgc wiec (2.4) otrzymujemy J~t*) * 0.
Rozwigzanie réwnania (2.8), w przedziale czasu t > t~ z wa-
runkami poczatkowymi £(m£*) > 0, ma posta¢ y(t) =0, a wiec
rowniez ~(t) =~ =0, dla t >t~. Poniewaz € Z a
przeksztatcenie (2.7) jest przeksztatlceniem wzajemnie jedno-
znacznym punktéw zbioru na punkty zbioru 27, wiec mamy
w(t]) s ~ £ z£. Zgodnie z okre$leniem zbioru rozwigza*-
nie w(t) réwnania (2.2) (dla t> tn) z warunkamipoczatko-
wymi  w(t*) = w, spetnia warunek (1.4), a wiec sterowanie
w(t), dla t >t”~, jest sterowaniem dopuszczalnym.

Odwrotnie jezeli ~(t) = 0, dla t >t”~, a sterowanie w(t)
jest dopuszczalne, to tatwo wykaza¢, ze w(t) jest rozwigza-
nie® rownania (2.2) z warunkami poczatkowymi speiniajgcymi
zaleznos¢ (2.7), w ktorej jest punktem przez ktory prze-
chodzi trajektoria x(t) w chwili t<j.

Bezposrednio z Lematéow 2.1 i 2.3 wynika nastepujacy:

Whiosek |

Zatézmy, ze punkt xp odpowiadajacy zgodnie z (1.13) pa-
rze punktow yp i g(~fc~) g 9.0« nalezy do zbioru 2z» (xQe 2).
Oznaczmy przez w(t) sterowanie, Kktore w przedzialeczasu
t > tQ jest rozwigzaniem réwnania (2.2) z warunkami poczatko-
wymi  w(ftp) a =-T“1T xQ

Przy sterowaniu w(t) rozwigzanie y(t) réwnania (1.1),
dla ktérego £(t*) = £0, spetnia relacje £(t) g~ a 0, dla
t >tQ Jfest wiec t~=tp 1 punkt w przestrzeni Y mozna za
pomocg takiego sterowania w(t) (ktore jest dopuszczalne dla
t > tn) sprowadzi¢ z potozenia w potozenie yr=0
wczasie T =t~- tp = 0.

Zbidér Z™ mozeuy wiec teraz interpretowaé¢ jako zbidor punk-
tébw, w przestrzeni X, ktoére odpowiadaja zgodnie z (1.13)
wszystkim parom punktéw o postaci w(t~) =wQ i £0, przy
czym punkt £0 jest tutaj dowolnym punktem przestrzeni Y
z potozenia ktérego mozna (za pomocag pewnego dopuszczalnego
sterowania w(t), z zadanym wektorem w(t”") =wQ, sprowadzié
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punkt w przestrzeni Y w polozenie = 0, wczasie T a

ath - tfl» 01 to tak, ze ¢(t) = =0 dla t > to*
A zatem w przypadku gdy xQe Z*, to sterowanie w(t) o
ktorym mowa we Wniosku | jest poszukiwanym w Problemie | ste-

rowaniem optymalnyms»

Jezeli punkt xQ nie nalezy do zbioru 2~ czyli xQ£f zZ*
wtedy musi by¢ tN > tQ Rzeczywiscie rozwigzania x(t) uktadu
rownan (1.14) sa ciagte i jednoznaczned. Poniewaz xQO0 z£t
wigo xQ dla dowolnego x™ 6 z£.

Z Lematow 2.1 i 2.2 wynika, Zze x(tQ = xQ i z(t™) = x»,
gdzie x™ e Z+, zatem x(tQ + ~(tN), a wiec tQ# tN.
Biorgc pod uwage zatlozenie t™ 3* tQ otrzymujemy wiec t™ > tQ

Oznaczmy przez w(t) sterowanie optymalne, w przedziale
czasu tQ< t <t”, ktére sprowadza nam punkt w przestrzeni X
z potozenia poczatkowego xQ do potozenia dowolnego punktu
—de X w nFnimalnym czasie T =t~ - tO0.

Trajektoria w przestrzeni X przy sterowaniu optymalnym
w(t), tQ<t<tl, przechodzaca przez punkt xQ w chwili tQ
przechodzi réwniez w chwili t™ przez punkt, ktéry oznaczymy
przez Xl oczywiscie XNE  Z*.Innymi stowy w przypadku gdy
w(t) = w(t), tO<t<t,j, a x(t) jest rozwigzaniem ukitadu row-
nan (1.14) z warunkiem poczgtkowym x(tD = xG, to x(t™)*s x”.
Zatem jest tym wybranym punktem zbioru Zg£, do potozenia
ktéorego mozna w najkrétszym czasie sprowadzi¢ punkt w prze-
strzeni X z potozenia xQ (zapomoca dopuszczalnego stero-
wania). Zaréwno w(t) jek i mozna otrzymaé¢ z rozwigza-
nia problemu sterowania czasowo-optymalnego w przestrzeni X
z zadanego punktu poczatkowego xo do zbioru Z* punktow
koiicowych. Pewng pomoc przy wyborze wsréd punktow zbioru z£
punktu daje odpowisdnie zastosowanie warunkéw transwer-

x~Ciggte tzn .x(t”) = x(t+) = x(t) dla dowolnej chwili czasu
tf jednoznaczne tzn*, Ze x(t) okresSla w przestrzeni X
jedyny punkt dla dowolnej chwili czasu t, czyli jezeli

x(t') + x(t”) to t * t”.
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salnosci3™ . Jezeli znamy wspoirzedne punktu ~ e na przy-
klad i1l = (0,..., 0, xm+l, S“"m+2, ..., x”), to korzystajac

z wzajemnej jednoznacznos$ci przeksztatcenia (2.5) mozemy wy-
znaczy¢ odpowiadajgcy punktowi punkt w+*e z£, Tak wiec

menyi -
w;, =- r-11 , (2.9)

gdzie

2 = /—n-m+1]c —n—ra+2]c ceof —n-, .

Oznaczamy teraz przez w*(t) sterowanie w przedziale czasu
t > t 1t bedgce rozwigzaniem rownania rozniczkowego (2.2) z wa-
runkami poczatkowymi w*(t*) = wiJ.

Wdalszym ciggu udowodnimy nastepujace.:

Twierdzenie |

Oznaczmy przez w(t), t > tQ sterowanie optymalne w sensie

Problemu I, ktére w minimalnym czasie T = t”~tn sprowadza
punkt w przestrzeni Y z potozenia yO w potozenie N =0,
przy czym punkt dla t > t~ pozostaje w potozeniu (tzn.

%) a~ =0 dla t >t"n).

Sterowanie w(t), t > t0, jest funkcjg ktoéra:

1) w przedziale czasu t <t”™t™ pokrywa sie z funkcjg
w(t) przedziatami statg, wynikajacgz rozwigzania zagadnienia
sterowania czasowo-optymalnego z zadanego punktu xn flo zbio-
ru Z:t

2) w przedziale czasu t> 1t~ pokrywa sie z funkcjg w (t),
bedaca rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (2.2) z warunkami

poczatkowymi w (tp =w*> =- F"
Punkt xQ jest wyznaczony przez dane w Problemie |I:
i yQ Punkt eZ* i chwila t™wynikajg réwniez z roz-

Patrz [7] str. 59 i podrozdziat 3.3 niniejszej pracy.
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wigzania zagadnienia sterowania czasowo-optymalnego z punktu
iq do zbioru 2z~ e

Dowéd Twierdzenia |

Z Lematdw 2.1 i 2.2 wynika, ze jezeli sterowanie w(t),
t>t0, 3est dopuszczalne i posiada zadany wektor w(t~), przy
czym sprowadza punkt w przestrzeni Y z potozenia W po-
tozenie ~ =0 i to tak, ze ((t) =" =0dla t > tlftc
trajektoria x(t) w przestrzeni X odpowiadajaca zgodnie
z (1.13) rozwiazaniu y(t) (¢(t~) =£ ) i funkcji w(t) prze-
chodzi przez punkt xQ i ™ e zZ», czyli z(tQ =xQ i x(tN)=
= e Zt. Zgodnie z okresSleniem sterowanie w(t), tQ< t<t”",
sprowadza punkt w przestrzeni X z potozenia xQ w potozenie

e zE w minimalnym czasie T =1t~ - t , a wiec przy w(t) =
=w(t), tO<t< tl jest x(t0) = xQ ~(t,,)) =Xl e zE i
T*“ Tmin* Jak juz wspominalismy z zasadymaksimum Pontriagina
wynika, ze sterowanie optymalne w(t), tQ< t < t™ jest funk-
cja przedziatami stata, przyjmujgca w poszczegélnych prze-
dziatach tylko wartosci Ci L.

Z tego, ze z(t™) = x"6 z£ oraz z Lematu 2.3 wynika, ze
dla sterowania w*(t), t > t (ktére jest dopuszczalne) punkt
w przestrzeni Y pozostaje w potozeniu ~ =0, dla t>t,j,
czyli ~(t) =2-] a dla t>t~ (gdzie ¢(t) jest rozwig-
zaniem, dla ktérego ¢((t~) =" ).

Sterowanie w(t) pokrywajace sie z funkcja w(t), dla
to<t<t,] i z funkcjg w*(t), dla t>t”, jest sterowaniem
dopuszczalnym dla t> t0. Rzeczywiscie w przedziatach tQ<t<t”
i t>t~ odpowiednie sterowania w(t) i w*(tj sg dopuszczal-
ne, a w punkcie t~, ktéry moze by6é punktem nieciggtosci funk-
cji  w(t) istnieja wartosci w(t”) = w(tlp i w(t?) = w*(t*).
Zatem sterowanie w(t), t>tQ jest sterowaniem dopuszczalnym,
ktére (przy zadanym wektorze w(t~)) sprowadza punkt w prze-
strzeni Y z potozenia ”~ w potozenie £] = 0, przy czym
£(t) = =0, dla t >t,].

x 'Przypominamy, ze chwila t jest dana lub mozna ja sobie
przyja¢ dowolnie.
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Pokazemy teraz, ze czas T = t1-tQ = Tmin» wystepujacy przy
sterowaniu w(t) jest najmniejszy, jaki da sie osiggnaé, za
pomocg dopuszczalnego sterowania w(t). Wtym celu zatézmy, ze
istnieje rézne od w(t) sterowanie dopuszczalne w(t) dla kté-
rego czas T =tl, - tQ jest mniejszy niz Tmin (Tmin wystepu-
je przy sterowaniu w(t)). Z Lematéw 2.1 i 2.2 wynika, ze dla
sterowania w(t) odpowiednie rozwigzanie x'(t) ukiadu rdéwnan
(1.14) spetnia relacje: £(tQ =xQ i X(t]) = e Z™. A za-
tem w(t), dla tO<t<t”, jest sterowaniem, ktére w krdtszym
czasie T =1t"™- tQ niz sterowanie w(t) = w(t), dla to<t<t,
sprowadza punkt przestrzeni X z potozenia x0 w potozenie

Xle °° ~Nest sprzeczne z okre$leniem sterowania w(t),
tQxt<t”~, jako sterowania, ktére w minimalnym czasie sprowa--
dza punkt przestrzeni X 2z potozenia xQ w potozenie x™e zE£.
A zatem zatozenie, ze istnieje sterowanie dla ktérego czas T
jest mniejszy od Tmin (ktdry wystepuje przy sterowaniu w(t))
prowadzi do sprzecznos$ci, co dowodzi, ze przy sterowaniu w(t)
czas T jest najmniejszy.

2.5. Przyktad sterowania optymalnego w sensie Problemu I

Dla ilustracji przedstawimy wyniki rozwigzania Problemu I
dla obiektu opisanego réwnaniem: y= w + w, w ktérym sterowa-
nie dopuszczalne w(t) jest funkcjg przedziatami ciggtg spet-
niajaca ograniczenie: -1 < w(t) * le

Wprowadzamy nowe zmienne x1 = y-w i x2 = y - w. Na pta—
szczyznie X o0 wspoOirzednych x1 i%x  zbier T sktada sie
z punktdw lezgcych wewnagtrz i na granicy ¢ okregu o promie-
niu jeden. Na rys. 3 pokazano niektdre trajektorie optymalne
na ptaszczyznie X. Przedstawiono tam réwniez linie przetgczen

p’ o réwnaniu:

X 1 (2.10)

Peilne rozwazania dotyczgce tego przykiadu sg zamieszczone
w [5].
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Bys. 3

oraz linie przetgczen p+, ktérej réwnanie otrzymujemy z réwna-
nia (2*10) podstawiajac w tym ostatnim w miejsce x* i x% od-
powiednio: ~X i -xP

Linie przetgczen p"i p+ i okragg g wyznaczajg nam
sterowanie optymalne wjako funkcje wspotrzednych punktow x
ptaszczyzny X, czyli funkcje w = v(x). | tak na lewo od li-
nii sktadajgcej sie z linii p“, czesci okregu g i linii p+
oraz na linii p+ jest w=v(x) = +1l,a na pozostatej czesci
ptaszczyzny X, z wytgczeniem zbioru 2Z» mamy w = v(£) = -1.

Znajomos$¢ funkcji  v(x) moze by¢ pomocna przy budowie ukta-
du realizujgcego sterowanie optymalne w sensie Problemu 1.

ITa rys. 4 przedstawiono wyniki rozwigzania Problemu | dla
danych yQ= (-5,0), wQ= (0,0) i y* = (0,0). Wida¢ tam ko-
lejno trajektorie optymalng na ptaszczyznie X, na ptaszczyz-
nie Y i jsterowanie optymalne w(t) w sensie Problemu | (od-
powiednio na rys. 4a, b, c).
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3. ROZWAZANIE PROBLEIVU 11

3.1. Zbidér punktéw -poczatkowych trajektorii w przestrzeni X

Hiechad w(t) bedzie sterowaniem dopuszczalnym dla t>t
Uzupetnijmy to sterowanie w przedziale czasu t<tg w ten spo-
séb aby w(t~) = wQ Oznaczmy przez =z zbhidr wszystkich ta-
kich punktow w0 w mwymiarowej przestrzeni W (0o wspoétrzed-
nych w, w2\ ..., wnt-" dla ktérych otrzymane w ten sposdb
sterowanie jest dopuszczalne w przedziale czasu t >t - S .
(E —dodowlnle mata liczba dodatnia).

Mozna zauwazy¢, ze zbiér 2z~ skltada sie z punktédw wQ
przestrzeni W dla ktérych:

C< wQ< Pp przy wQ
(3.1)

Csgwy < fr przy  w

Przykiad zbioru 2z~ dla przypadku gdy m = 2 pokazano na ry-
sunku 5a. Punkty lezgce na pdtprostych zaznaczonych linig
przerywang nie nalezg do zbioru Z2e.



W celu uzasadnienia pierwszej nieréwnosci (3.1) zauwazmy,
ze jezeli wsp6trzedna weLN » w'iN(t“) > 0, to punkty o wspol-
rzednej wQa w(t”) »dC nie nmoga naleze¢ do zbioru 2£. Rze-
czywiscie wtedy nie istnieje taka wartos¢ 8 > 0, przy ktoérej
sterowanie w(t) z wektorem w(t”) zawierajaoym takie wspot-
rzedne wQ i Wy~ - jest dopuszozalne dla t > tQ- 8 .
Takie sterowanie musi bowiem przy dowolnej wartosci 8 w prze-
dziale t0 —£< t < tQ spetniaé¢ nieréwnos¢ w(t)<c«, (dla t
dostatecznie bliskich wartosci tQ, a wiec nie speilnia ono
ograniczenia (1.4) (rys. 5b). Jezeli wieo w > 0, to musi
by¢ w@oC . W podobny sposéb mozna uzasadni¢ pozostate ogra-
niczenia wystepujace w nieréwnosciach (3.1).

Oznaczmy teraz przez 2£(yc) zbidor punktdw Xp w prze-
strzeni X odpowiadajacych zgodnie z (1.13) wszystkim parom
punktbw y0 1 wQ gdzie wp jest dowolnym punktem zbioru
diecp czyli wWQ€ Wspbtrzedne punktdw xQ zbioru 2£(£0)
nozemy wiec wyznaczyC ze Wzorow.

xr(1) m a y&n-m 1)

T 11 - X?M,> - *0 (32)
Tll_! by oot tn'2 ))é‘l— . Vm W(’)uu1>.
gdZie i0= (YCI £ [\ yj*"ll) . a wielkosci  » 0,

w<-1> sg dowolnymi wspdotrzednymi punktow wQ zbioru

tatwo zauwazy€, ze przy danym punkcie kazdemu punktowi wWQ
zbioru 7~ zwiazku (3.2) przyporzadkowujg jedyny punkt xQ
zbioru 5£(z0) 1 na odwrdt, przy czym punkty iQ zbioru
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maja (n-m) pierwszych wspdétrzednych réwnych odpowied-
nio (n-m) pierwszym wspotrzednym danego punktu £0*

Ze wzgledu na trudnosoi ‘“"realizacji praktycznej" wektora
w(t”), w przypadku gdy niektdére jego skladowe osiggaja duze
wartosci —mozna réwniez wprowadzi¢ pewne ograniczenia na
sktadowe tego wektora, anieniajg sie fttedy odpowiednio réwniez
zbioru T oraz ZT (£,)=

Na przyktad nmozemy zazada¢ aby wszystkie pochodne w' (t~),

i =1,2,..., m-1, byly rbwne zeru. Zbiér ZI bedzie sie wtedy
sktadat z punktbw wQ dla ktorych @< wQ™ fr oraz w ™  *»0,
i =1,2,..., m1l

Mozenmy teraz sformutowa¢ nastepujacy:

Lemat 3.1

Niechaj w(t) bedzie dowolnym dopuszczalnym w przedziale
czasu t > tQ- € sterowaniem, a z(t) - trajektorig w prze-
strzeni X, ktéra odpowiada zgodnie z (1.13) rozwigzaniu y(t)
rownania (1.1) (dla ktérego y(t~) a yQ 1 funkcji w(t).

Trajektoria i (t) przechodzi wchwili t wtp przez jeden
z punktéw zbioru 277), czyli g:(t0) e

Dondd lematu 3*1 wynika wprost z okreslenia zbiorow 2y
i 2£(Zo) oraz z ciggtosci trajektorii w przestrzeni X.

t
3.2. Sterowanie optymalne w sensie Problemu 11

Zalozmy teraz, ze przy pawym dopuszczalnym sterowaniu w(t),
trajektorii i(t), t>tQ w przestrzeni X, wychodzacej w chwi-
i t z dowolnego punktu xQ € z£ (M0) (czyli x(tQ = xQ
i funkcji w(t) odpowiada zgodnie z (1.13) w przestrzeni Y
trajektoria £(t), t > tQ Chcemy wyznaczy¢ wektor w(t”) dla
funkcji w(t), przy ktérym trajektoria £(t), o ktdorej wspon>
niano wyzej, przechodzi 'w chwili t“" przez punkt jrO (a wiec

(t“) =1z0). Skoro trajektoria ¢;(t) trajektoria x(t) i
funkcja w(t) sa zwigzane relacjami (1.13), to réwniez wiel-
kosci 2(t*) = y0,-£(t") = x(tQ - x0 i w(t*) powinny byc¢
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zwigzane tymi relacjami;z m- ostatnich réwnan (1.13) otrzy-
mujemy wiec j

m m
(3.3)
- m - m -
gdzie xQ i - mwymiarowe wektory o sktadowych réwnych
m ostatnim skladowym odpowiednio wektorow xQ i £c, na przy-

ktad :

Biorgc pod uwage (2.6) mozemy z réwnania (3.3) obliczy¢
wielkos¢ w(t“):

(3.4)

= " (yo- xo0) =

Jezeli punkt x0€ Z' (£0), to obliczony z relacji (3.4)
punkt 2.(t“)€ je. Z okres$lenia zbioru 2z~ i z zatozenia, ze
sterowanie w(t) jest dopuszczalne dla t> tQwynika wiec,
Zze to samo sterowanie w(t) uzupeinione w przedziale t<1tO0
w ten sposéb, ze zachodzi (3.4) jest sterowaniem dopuszczal-
nym w przedziale t>t - £ (punkt tQ moze by¢ punktem nie-
ciggtosci funkcji w(t), w ktérym istnieje lewo i prawostronna
granica).

UdowodniliSmy wiec nastepujacy:

Lemat 3.2

Niechaj przy pewnym dopuszczalnym sterowaniu w(t), t> tn,
trajektorii z(t) w przestrzeni X, wychodzgcej w chwili t
z dowolnego punktu e 20 (z0)> (x(t?) =xQ i funkecji w(t)

odpowiada zgodnie z (1.13) trajektoria y(t), t >t « w prze-
strzeni Y. Uzupeinijmy to sterowanie w przedziale czasu t<t
w ten spos6b ze zachodzi w(t”) =jT~ (yQ- xQ.

Otrzymane w ten sposéb sterowanie jest sterowaniem dopu-
szczalnym w przedziale t>t —6 , a trajektoria y(t) o kté—
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rej mowa powyzej przechodzi "w chwili t~w przez punkt
(czyli ~(t7) » %n).
Z lematow 3*1, 2.3 i 3.2 wynika nastepujacy:

Wniosek 1

Zatozmy, ze zhiér Z* = n aie ”es't Pusty * nie-
chaj z0 bedzie dowolnym punktem zbioru Z*. Oznaczmy przez
w(t) sterowanie, ktére w przedziale czasu t>t0 jest roz-
wigzaniem réwnania (2.2) z warunkami poczatkowymi' w(t*)_:

_—in :
=- E x'q | ktore spetnia rowniez warunek: w(t )= F (mn

Przy sterowaniu w(t) rozwigzania vy(t) réwnania (1.1)

dla ktérego y(t”) a spetnia relacje £(t) » ~ s Of
dla t>tQ Jest wiec t* mt, i punkt przestrzeni Y mozna
za pomocg sterowania w(t) sprowadzi¢ z potozenia y, w poto-
zenie y,, wczasie T=1t* - t, = 0. Nalezy doda¢, ze stero-
wanie w(t) jest sterowaniem dopuszczalnym dla t>t - 8
tatwo zauwazy¢,ze w przypadku gdy zbidr Z* nie jest pusty,
to sterowanie w(t) o ktéorym mowa we Wniosku Il jest poszuki-
wanym w Problemie Il sterowaniem optymalnym.
Punkt jest dowolnym punktem zbioru 2Z7, wida¢ wiec,

ze w przypadku gdy zbidr z* sklada sie z wiekszej ilosci
punktdw istnieje réwniez wieksza ilo$s¢ sterowan dopuszczalnych
w(t), t>tQ- 8, pozwalajacych sprowadzi¢ punkt w przestrzeni
Y, z potozenia jro w potozenie w czasie T = 0 (moze by¢
nieskoriczenie wiele takich sterowan).

W przypadku ogolnym o sterowaniu w(t), o ktéorym mowa w Pro-
blemie Il mozna sformutowaé nastepujace:

Twierdzenie 11

Oznaczmy przez w(t), t>1t0-S, sterowanie optymalne w sen-
sie Problemu Il, ktére w minimalnym czasie T =t~ - t” spro-
wadza punkt w przestrzeni Y z polozenia g w potozenie

= 0, przy czym punkt dla t>t”~ pozostaje w potozeniu
£l ~ 0 (tzn. jr(t) = =0, dla t>t").
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Sterowanie w(t), t>t~- 6, jest funkcjg ktora;

m in

1) speinia relacje g(t~) = £ (%0 - gn)j

2) w przedziale czasu tO<t<t”™ pokrywa sie z funkcja
w(t) przedziatami statg, wynikajgcg z rozwigzania zagadnienia
sterowania czasowo-optymalnego ze zbioru Z~(~) do zbioru 20

3) w przedziale czasu t>tj pokrywa sie z funkcjg w*(t)
bedaca rozwigzaniem réwnania réaniczkowego (2.2) z warunkami

-1~3g

poczatkowymi w*(t?) =w* = - T

Punkty x. e Z~ (j[0) i x™ € oraz chwila t”~ wynikajg
rowniez z rozwigzania zagadnienia sterowania czasowo-optymal-
nego ze zbioru iC (yQ« do zbioru 2.

Dowdd Twierdzenia Il jest analogiczny jak Twierdzenia I,
z tym, Zze w miejscach gdzie w dowodzie Twierdzenia | powotuje-
my sie na lemat 2.1 - nalezy w dowodzie Twierdzenia Il powoty-

wat sie na Lemat 3.1. Oprdcz tego w dowodzie nalezy jeszcze
dodatkowo zatroszczy¢ sie o to, aby trajektoria £(t),
ktéora dla t>t<] pokrywa sie z punktem = 0 przestrzeni Y
(E(t) = £] = 0, dla t>t”~) odpowiadajgca zgodnie 2z (1.13)
trajektorii  x(t), dla ktorej x(tQ =xQ i x(t,j) = -
przechodzita "w chwili t~" przez punkt £0 (czyli aby £(t“)=
= £ ). Zgodnie z Lematem 3.2 warunek ten bedzie spetniony, o
ile sterowanie optymalne bedzie posiadato wektor w(t"), ob-
liczony z relacji w(t”) =T (30 “ 10) =

Jezeli m>2 to cze$¢ punktow granicznych zbioru Z nie
nalezy do tego zbioru, zatem réwniez czes¢ punktdw granicznych
zbioru Z' (£0) nie nalezy do tego ostatniego zbioru. Wtym przy-
padku, jezeli z rozwigzania zagadnienia sterowania czasowo-
optymalnego ze zbioru Z(~ ) do zbioru Z* wypadnie nam, ze
punkt poczatkowy x jest punktem granicznym zbioru 2 (g,J
takim, ze xQt 2~ (j£0) - wtedy rozpatrywane zagadnienie nie
ma w zasadzie rozwigzania. Otrzymane rozwigzanie wyznacza nam
wtedy tylko kres dolny (granice) czasu sterowania T =1t1 - tQ
do ktérego mozemy sie dowolnie zblizy¢ (wybierajgc punkt po-
czatkowy xQe z£ (~0) dowolnie bliski otrzymanego punktu xQ
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ale ktdrego nie mozemy za pomocag zadnego dopuszczalnego w prze-
dziale czasu t > t - £ sterowania osiggnie¢*

3.3# Uwagi o sterowaniu optymalnym w sensie Problemu 11

W przypadku Problemu | na sterowanie w(t) przed chwilg
tQ osiagniecia punktu nie mamy zadnego wplywu, czyli
musimy sie pogodzi¢ z faktem» ze wspdtirzedne obiektu zostaty
doprowadzone do wartosci przy takim, a nie innym "usta*-
wieniu steru": w(t”). Nalezy przy tym sprowadzi¢ wspotrzedne
obiektu z wartosci do wartosci ~ = 0 w minimalnym cza-
sie, przy czym po osiagnieciu wartosci ~ wspoétrzedne te
nie powinny sie zmieniac.

W przypadku Problemu 11 zakiadamy, ze mozemy mie¢ wplyw na
sterowanie w(t) rdéwniez przed chwilg t . Wiasciwe optymal-
ne sterowanie zaczyna sie od chwili tQ a przed chwilg tQ
many do czynienia z przygotowaniem obiektu do optymalnego ste-
rowania.

Zatem realizacja sterowania optymalnego w sensie Problemu
Il bedzie sie sktadata z dwéch etapow. Pierwszy etap jest eta™
pem przygotowawczym, przy czym istotna jest tylko koncowa faza
tego etapu. Wtej fazie wspoétrzedne obiektu powinny osiggnac
warto$¢ poczatkowa £ przy optymalnym "ustawieniu steru"
270) *

Doprowadzenie wspdtrzednych obiektu do wartosci t£q w etapie
przygotowawczym moze sie w zasadzie odbywaé w sposéb dowolny
byle by w koncowej fazie tego etapu "ustawienie steru" byto
zgodne z optymalnym w(t~).

W koncowej fazie pierwszego etapu stwarza sie najlepsze
(przy istniejgcych ograniczeniach) warunki do optymalnego
sterowania we wiasciwym drugim etapie, Wdrugim etapie wyko-
rzystujac stworzone w pierwszym etapie warunki realizuje sie

sterowanie optymalne w sensie Problemu I. W zwigzku z tym
czas sterowania T =t"- t jest zazwyczaj mniejszy przy
sterowaniu optymalnym w sensie Problemu Il, niz przy sterowa-

niu optymalnym w sensie Problemu I. Innymi stowy przygotowanie



obiektu do optymalnego sterowania powoduje zazwyczaj skréce-
nie czasu sterowania.

Przygotowanie obiektu do optymalnego sterowania zostanie
jeszcze omoéwione w podrozdziale 6.4 niniejszej pracy.

3.4. Uwagi o stosowaniu warunkow transwersalnosci

Do znalezienia punktéw xQ i mozemy wykorzysta¢ wa-
runki transwersalno$oi. Warunki te zostaty udowodnione w pra—
cy [7] przy zatozeniu, ze zbiory punktéw poczatkowych xQ i
koncowych x” sktadajg sie z punktéw lezacych na gtadkich hi-

perpowierzohniach SO i odpowiednio rQ i r™ wymia-
rowych (gdzie r0O i r~<cn). Jezeli przesledzi sie doktad-
nie dowod zasady maksimum, a w szczegolnosci - warunkéw trans-

wersalnosci zawarty w [7], to okazuje sig, ze zalozenia te
mozna ostabié¢. Tak wiec warunki transwersalnosci pozostajg row-

niez wazne dla wszystkich takich punkéw i_, ktére po-
siadajg pewne otoczenia w przestrzeni X takie, ze w tych oto-
czeniach hiperpowierzchnie Sg i (na ktérych lezg punkty
xc 1 Xx7°) sg gtadkie. Cata konstrukcja dowodu przy dostatecz-
nie matym 8 (zapewniajacym "poruszanie sie" w tych otoczeniach)
pozostaje rdwniez wazna dla punktow xQ i spetniajgcych
to zatozenie. Zatem hiperpowierzchnie SQi nie muszg by¢
gtadkie cate, lecz mogg posiada¢ krawedzie, a zbiory punktow
poczatkowych i koricowych Xl mo63 posiada¢ granice skta-

dajace sie z punktow lezacych na hiperpowierzchniach SQi S5
Te krawedzie i granice sg w og6lnym przypadku réwniez hiper-
powierzchniami o wymiarze mniejszym odpowiednio niz ro i r”.
Dla punktow xQ i x* lezgcych na tych krawedziach i grani-
cach mozna réwniez stosowaé¢ warunki transwersalnosci uwzgled-
niajagc odpowiednio mniejszy wymiar tych hiperpowierzchni -
krawedzi lub granic (jezeli te punkty spetniaja zatozenie o
ktorym mowa powyzej).

Powyzsze uwagi dotyczy rozwazanych w niniejszej pracy pro-
blemow, gdyz twory geometryczne odpowiadajgce zbiorom i
Z~ (j¢c) zazwyczaj nie sg cate gtadkie.
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3.5. Przykitad sterowania optymalnego w sensie Problemu 11

Przedstawimy teraz wyniki rozwigzania Problemu 11 dla obiek-
tu opisanego réwnaniem: y = w + w, przy ograniczeniach
-1 < w(t) < 1 (jak wrozdziale 2.5).

Na rysunku 6 przedstawiono zbiory punktéow poczgtkowych
ie (y ) i punktéw koncowych ZE oraz trajektorig optymalng
na ptaszczyznie X. Punkty lezgce na kreskowanych czesciach
prostych <i T+ nie nalezg do zbioru Zj (yo).

W rozwazanym przypadku sterowanie optymalne w przedziale
czasu tQ< t < t* jest rowne -1 (lub +1) i nie posiada
przetaczen. Punkt xQ jest punktem przeciecia sie linii prze-

taczen p~ (lub p+) z prostag (lub  f+)*

Dla poréwnania z zamieszczonymi w rozdziale 2.5 wynikami
rozwigzania Problem 1, na rys. 7 przedstawiono wyniki rozwies-
zania Problemu 11 dla danych = (-5,0) i~ = (0,0) (ta-

kich samych jak w rozdziale 2.5).

Trajektorie optymalng w przestrzeni X, w przestrzeni Y i
sterowanie optymalne w sensie Problemu 11, z obliczonym wekto-
em Wy (-1, -2.8) przedstawione kolejno na rysunku 7a,b i c.
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Jezeli poréwnamy przedstawione na rys. 4 wyniki rozwiaza-
nia Problemu I, z wynikami rozwigzania Problemu Il, przedsta-
wionymi na rysunku 7 to widzimy, ze dla tego samego punktu po-
czatkowego %0 czas sterowania T =t —tQ jest znacznie
mniejszy przy sterowaniu optymalnym w sensie Problemu I1.
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4. STEROWANIE PRZY OGRANICZONYCH WSPOLRZEDNYCH

Rozwazania w niniejszym rozdziale dotycza w dalszym ciagu
obiektéw opisanych réwnaniem rézniczkowym Ograniczenia
sygnatu sterujgcego pozostajg réwniez bez zmiany, a zatem do-
puszczalne sterowanie jest okres$lone jak poprzednio« Rozpatrzy-
my tutaj przypadek gdy dodatkowo ograniczenia sg nalozone na

niektére ze wspotrzednych vy, y ~ ,..., y™n"”" obiektu, a mia-
nowicie na wspétrzedne vy, y'1',... y™n-m~

Z punktu widzenia praktycznego nakladanie ograniczen na
wspotrzedne vy ),.. ., y™n" 1™ jest pozbawione sensu. Taki

whniosek mozna wysnu¢ z nastepujgcego rozumowania;

Realizacja praktyczna "skoku" wielkosci w w punkcie nie-
ciggtosci funkcji w(t) nastepuje zazwyczaj poprzez bardzo
szybka ale ciggta zmiane tej wielkosci. Przy takich zmianach
wspoétrzedne y™n"mEA, L L., y™n“ 1™ (w punktach nieciggtosci
funkcji *w(t)) moga przyjmowaé¢ dowolnie duze wartosci. Im szyb—
sza jest zmiana wielkosci w »tym wieksze wartosci
osiggaja wspotrzedne yMm_m+l),..., y'n“1l). Przy dostatecznie
szybkich zmianach wielkosci w, te wspoOtrzedne mogg zatem prze-
kroczy¢ dowolne ograniczeniel”.

Z rozwazan zawartych w rozdziale | niniejszej pracy wynika
natomiast, ze przy sterowaniu dopuszczalnym wspdtrzedne vy,

y ™o, y™n'nt 1) sg ciggtymi funkcjami.
Wspotrzedna y(n"m) jest funkcjg przedziatami ciggtg na ktérag
mozna jednak naktada¢ ograniczenia. Przy realizacji praktycznej

Definicja dystrybucji przez ciggi podstawowe [6], o ktorych
wspomniano w podrozdziale 1.2 niniejszej pracy sugeruje, ze
wielkos$ci y™n-m+1',..., y™n“1! w punktach nieciggtosci ste-
rowania w majg "impulsy*1 o zerowym czasie trwania i 0 nie-
skonczonej wartosci.
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"skoku" wielkos$ci w, o ktorej mowa powyzej wspdtrzedna y(n“m)

nie posiada bowiem "pikéw" (w punktach nieciggtosci funkcji

w (t)), ktore wystepuja we wspotrzednych y(n-m+1)f... f y™n“~" .
Zalézmy, ze w przestrzeni Y dany jest pewien domkniety

obszar D poza ktéry trajektorie dopuszczalne nie moga wy-

chodzi¢. Punkty £0 i = 0 oczywiscie nalezg do tego ob-
szaru, a skiadowa wQ wektora w(t“) = wQ- speinia ogranicze-
nia (1.4). Problemy I i Il zmieniajg sie o tyle, ze wsrdd

wszystkich sterowan dopuszczalnych bierzemy pod uwage tylko
takie, ktorym odpowiadajg trajektorie lezace w obszarze D.
Innymi stowy obecnie sterowanie optymalne jest sterowaniem do-
puszczalnym, ktéremu odpowiada trajektoria optymalna bedaca
trajektorig dopuszczalng.

Trajektoria optymalna moze czesciowo przebiegaé wewnatrz
obszaru D, a cze$ciowo na jego granicy.

W zaleznosci od tego ktore wspotrzedne sposrod vy, y ...
y(n-m) podlegaja ograniczeniom rozréznimy w dalszym ciggu
trzy przypadki, ktdre zostanag rozpatrzone kolejno w trzech
najblizszych podrozdziatach.

4.1. Ograniczenie ciggtych wspoétrzednych obiektu

Niechaj obszar D w poblizu granicy bedzie okreslony nie-
rownoscig:

(4.1)

Sama granica obszaru D okres$lona jest réwnaniem:

(4.2)
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Zaktadamy, ze granica jest hiperpowierzchnig gtadka*) i wsze-
dzie na granicy mamy

OygA-il*O- <4 -3 >

Wrelacjach (4.1) i (4.2) wystepuja tylko ciggte wspo6irzed-
ne y~» (niekoniecznie wszystkie), przy czym na pewno wyste-
puje w nich wspétrzedna

Biorac pod uwage relacje (1.13) dochodzimy do wniosku, ze
w przestrzeni X obszar B, w ktéorym powinny sie miescié
trajektorie dopuszczalne x(t) jest taki sam jak obszar D.

I tak w poblizu granicy obszar B jest okreSlony nie~raoscia:

9(x) =g(x1, xn’m) < 0 (4.4)
przy czym wszedzie na granicy g okreslonej réwnaniem:

g(x) =g(x1, x2,..., xn“ =0 (4.5)
jest

Al 0
-m N .
ax"!

Zajmiemy sie teraz odcinkami trajektorii optymalnej lezg-
cymi na granicy g obszaru B. Aby odcinek trajektorii x(t)
odpowiadajgcy przedziatowi t'< t < t”, lezat na granicy g
obszaru B potrzeba i wystarcza aby ~ =0, dla t*< t < t”

i g(x (t)) = 0. Pierwszy z tych warankéw po uwzglednieniu rdow-
nan (4.5) i (1.14) daje:

\{ZIX " (]ZX! “5 * - - 5)2& = X" *1T M n-» » B »e

X”~Tzn. ze -occhodne czgstkowe lewej strony rownania (4.2) sa
ciggte i*w zadnym punkcie granicy nie sg wszystkie rowne

zeru. Granica moze by¢ takze hiperpowierzchnig tamana, tzn,
moze sie skiadaé¢ z kilku czesci hiperpowierzchni gtadkich.
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Stad otrzymujemy:

Dla kazdego punktu x lezgcego na granicy g wzor (4.7)
okres$la jedng jedyng wartos¢ steronrania w. Zatem przez kazdy
punkt x granicy g moze przechodzi¢ tylko jedna trajektoria
lezgca na granicy, przy czym sterowanie w w kazdym punkcie
tej trajektorii jest okreslone wzorem (4.7).

Rownanie takiej trajektorii przechodzacej przez dowolny
punkt x mozna znalez¢ podstawiajac zaleznos¢ (4.7) do (1*14)
i znajdujgac rozwigzanie otrzymanych w ten sposdb réwnan. Tak
wigc znajomos$¢ tylko jednego punktu trajektorii wystarcza do
wyznaczenia calego odcinka trajektorii lezgcego na granicy g.

Jezeli pewien odcinek trajektorii optymalnej lezy na gra-
nicy g to réwnanie tego odcinka mozna wyznaczy¢ W W Spo-
s6b.

Dla pewnych punktow x€g sterowanie w, wyznaczone w za-
leznosci (4.7) moze nie by¢ dopuszczalne. Przez takie punkty
nie przechodzi zadna trajektoria € g, odpowiadajgca dopuszczal-
nemu sterowaniu.

Takie same wnioski o przebiegu trajektorii optymalnych na
granicy g nozemy uzyskaé stosujgc Twierdzenie 22 z pracy

[?]=
Punkty styku

A zatem odcinki trajektorii optymalnej, lezgce wewnatrz
obszaru B speiniajg warunki zwyklej zasady mexinum [7] Tw.l.
Sterowanie dla tych odcinkéw jest funkcja przedziatami staig,
przyjmujgaca na przemian wartosci rt i it , Odcinki trajektorii
optymalnych lezace na granicy g speiniaja uklad réwnan (1.14),
w ktoérym sterowanie w jest okresSlone zaleznoscig (4.7).

Trajektoria optymalna moze sie skiadac¢ z kilku odcinkéw
lezgcych na przemian wewnatrz i na granicy obszaru B.
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Te réznorakie odcinki stykaja sie ze sobg w punktach styku
X lezgcych na granicy g.

Dotatkcwe warunki jakie muszg by¢ speinione w punktach sty-
ku podaje Twierdzenie 24 1z [7], ktore w rozpatrywanym przy-
padku moze by¢ stosowane.

4.2. Ograniczenie niektérych ciaggtych wspotrzednych obiektu

Niechaj obszar D w poblizu granicy bedzie okreslony nie-
réwnoscia:

aly, y(1)........... y«'- - 1-1»)< 0, 4.8)

gdzie 1> 0. Zaktadamy, ze lewa strona nieréwnosci (4.8) po-
siada dowolne ciggte pochodne czgstkowe do (1+1) rzedu

witacznie i ze --—------ % ~ 0 wszedzie na granicy:
Qy(n-m-1-43)
1 (n—1—1)\,
g(y> y( ) y( N« 7
Dla obszaru B w przestrzeni X mamy zatem:
g(x\ x2, ..., xnnml)< O, (4.9)

Sdzie 0xn-miT * 0 na granicy:
g(x\ x2,..., xn“@d ") 0. (4.10)

2Wzdiuz trajektorii lezacej na granicy g namy = 0,

= 0, itd. Rdzniczkujac 1-krotnie wzdtuz trajektorii

X;Dla punktéow X stosujemy terminologie jak w [7]. Podobnie

jak w [7] rozpatrujemy tutaj trajektorie optymalne w ktorych
wystepuje skoiiczona ilo$¢ puriktOY? styku.
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(przy uwzglednieniu réwnan (1*14)) otrzymujemy 2z warunku

q m 0 nastepujace réwnanie
t

(4.11)

ktére spetnia dowolna trajektoria lezgca na granicy obszaru B.
Rownanie (4.11) zawiera takie same zmienne Jak rownanie
(4.5)= W zwigzku z tym w celu wyznaczenia trajektorii lezacej
na hiperpowierzcbni (4.11) i réwniez na granicy (4.10) nozemy
w dalszym ciggu stosowa¢ metode omdwiong w poprzednim podroz-

dziale (w tym réwniez Tw. 22 z [7])=

Nalezy jednak pamieta¢, ze punkty obszaru B lezgce w po-
blizu granicy spetniaja nieréwnos¢ (4.9), a funkcja g(zi,...,
r®’®) moze w tych punktach przyjmowac¢ zarowno wartosci dodat-
nie jak i ujemne. W zwigzku z tym zatozenia Twierdzenia 24
z [7] pomocnego przy wyznaczaniu punktow styku —nie sg spel-
nione.

Ostatnim punktem styku bedziemy nazywa¢ taki punkt styku,
w ktorym taczy sie odcinek trajektorii optymalnej lezgacej na
granicy z odcinkiem trajektorii optymalnej lezgcym catkowicie
wewngtrz obszaru B i prowadzacym do punktu korcowego xA/.
0 ostatnim punkcie styku mozna sformutowaé pewien prosty le-
mat. Zanim to zrobimy wprowadzimy jeszcze jeden nowy termin:
trajektorie optymalne bez ograniczen. Wten sposdb bedziemy
nazywal trajektorie optymalne spetniajace warunki zwyklej za-
sady meximum tzn.biegnace w przestrzeni X, wktérej nie na
ograniczen, innymi siowy trajektorie optymalne bez ograniczen
moga,przechodzi¢ przez dowolne punkty przestrzeni X, a ogra-
niczenia narzucone sg tylko na sterowanie (jak w poprzednich
rozdziatach) =

lemat 4.1

Zalozmy ze trajektoria optymalna bez ograniczen, wychodza
ca z dowolnego punktu interesujgcego nas odcinka trajektorii
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x(t)€ g i prowadzgca do punktu koricowego x~ (ktoéry moze by¢
jednym z punktéw zbioru 2*) jest jedyng trajektorig spetnia-
jacag warunki zasady maximum (wraz z ewentualnymi warunkami
transwersalnosci). ;
Oznaczmy przez xc = x(t') punkt w.w odcinka trajektorii o
nastepujacych witasnosciach:
a) Trajektoria optymalna bez ograniczen rozpoczynajaca sie
w punkcie i prowadzgca do punktu koricowego jest
trajektorig dopuszczalng (nie wychodzi poza obszar B).
b) Warto$¢ V jest najmniejszg wartos$cig parametru czasu t
przy ktérej speilnione sa wymagania punktu a).
Punkt jest ostatnim punktem styku.

Dowdd:

Zatozmy ze punktem styku jest xQg = x(t”), t"< th Z okresle-
nia punktu Xg wynika ze trajektoria optymalna bez ograniczen,
rozpoczynajgca sie w punkcie Xk wychodzi poza obszar B.
Oprocz tego z zatozenia wynika ze ta trajektoria jest jedynag
trajektorig spetniajgcg warunki zasady maximum, a wiec nie ma
innych trajektorii ekstremalnych3® catkowicie lezgcych w B.
Poniewaz w rozpatrywanym przypadku ograniczenn w przestrzeni X
trajektoria optymalna nie moze wychodzi¢ poza obszar B, wiec
uwzgledniajac witasnosci trajektorii optymalnych lezgcych wewnatrz
B dochodzimy do wniosku ze trajektoria optymalna (o ile ist-
nieje) musi posiada¢ jeszcze jeden odcinek € g, ktdremu odpo-
wiada czas t>t”. Zatem punkt x~ nie jest ostatnim punktem
styku.

Zatézmy teraz ze punktem styku jest x” = x(t")» t"'>t"
Wtedy odcinek trajektorii optymalnej prowadzacy z punktu x»
do punktu x~ lezy w obszarze B. Rozpatrzmy dwie trajekto-
rie; jedna trajektoria optymalna bez ograniczen prowadzgca
z punktu Xg do ponktu x¥€ Z7” druga —sktadajgca sie z od-

Trajektorie ekstremalne ~ wszystkie trajektorie spetniajg-
ce warunki zasady maximum - wsréd nich znajduje sie trajek-
toria optymalna.
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eirika trajektorii eg, taczacego punkty Xg i )is oraz z od-
cinka trajektorii optymalnej, taczgcego punkty x_S i X j-
Z okre$lenia punktu xg wynika, Ze pierwsza trajektoria lezy
w obszarze B. Jezeli zatem druga trajektoria jest optymalna
to oznacza Ze odpowiadajacy jej czas sterowania jest mniejszy
niz czas sterowania odpowiadajgcy trajektorii pierwszej, co
jest sprzeczne z okresleniem trajektorii optymalnej bez ogra-
niczen. UdowodniliSmy wiec Lemat 4.1.

Lemat 4.1 jest oczywiscie réwniez wazny w przypadku rozpa-

trywanym w podrozdziale 4.1.

4.3. Ograniczenie ciggtych i jednej nieciggtej wspdtrzednej
obiektu

Teraz rozpatrzmy przypadek gdy obszar 1) w poblizu granicy
jest okreslony nierdwnoscia:

cymm + f(y> y(1),..., yCn-m-1)) ~ 07? (4#12)

gdzie <c - stata wielkos¢ rozna od zera, f - okreslona funk-
cja swoich argumentdw.

Obszar B - w ktorym lezg w przestrzeni X trajektorie x(t)
(przyporzadkowane przez zwigzki (1.13) trajektoriom ~(t) od-
powiadajacym dowolnemu dopuszczalnemu sterowaniu i lezgcym
w obszarze D przestrzeni Y) - mozna wyznaczy¢ korzystajac
ze zwiazkéw (1.13). Dla obszaru B mamy nierdwnos¢:

c(x'mti + fn_mw) + f(x1, x2, ..., xn“m < 0. (4.13)

Wystepujaca w nierownosci (4.13) wielko$s¢ w moze przyjmowaé
co najwyzej wartosci dopuszczalne, tzn. zawarte w przedziale
(1.4).

W zwigzku z tym rozrdzniamy w obszarze B dwie strefy:
Strefa BO - w ktorej moga lezeé¢ trajektorie r>T(Tgt) odpowiada-
jace zgodnie z (1.13) trajektoriom ¢ (t) lezgcym na granicy
obszaru D;
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Strefa B™- wktorej lezg trajektorie x(t) odpowiadajace
zgodnie z (1.13) trajektoriom ~{t) lezacym wewnatrz obszaru D.
tatwo zauwazy¢ ze jezeli > 0O» to strefa Bg okreslo-
na jest nieréwnoscia:
1 1 2 n-nu n-ra+1 i 1 t(J ,2 xn-m)
- 7 f(x X)sSX tn-m- c X
(4.14)

czyli strefa B_ zawarta jest pomiedzy dwoma hip%rr%g\ivierzch—
niami przesunietymi wzglagdem siebie wzdtuz osi x ~ o od-
cinek (E><*). Jezeli tn m< °» zwroty znakow nieréw-
nosci wystepujacych, w (4.14) powinny by¢é zmienione na przeciw-
ne.

W przypadku gdy tn-m c¢ > 0, to dla punktu x 6 B  dopu-
szczalna warto$¢ sterowania jest okreslona nieréwnoscia:

X<W=£- j-i- [xn-mtl + if(x 1,x2,...,x nHt)I. (4.15)
Tinrm L

Gdome ograniczenie wartosci w wynika z nieréwnosci (4.13),
a dolne - z nieréwnosci (1.4). Jezeli w punkcie x e Bg ste-
rowanie w speinia nieréwnos¢ (4.15), wtedy parze punktow

x 1w (0o dowolnych wspo6trzednych xn“*m+2, ..., xn, w ~ ...,
w(m-1)j odpowiada, zgodnie z (1.13) punkt ~ e D.

Trajektoria dopuszczalna lezgca w strefie Bg jest trajek-
torig dla ktorej w kazdym jej punkcie sterowanie speinia nie-
rownos¢ (4.15).

Trajektoriami granicznymi bedziemjr nazywaé¢ trajektorie x(t)
lezgce w strefie B , ktore zostajg przyporzadkowane przez
zwigzki (1.13) trajektoriom ~(t) lezacym na granicy obszaru
D. Dla trajektorii granicznych sterowanie w jest okreslone
zelznoscig:

wW. - -JL [xn"mHl +i f(x1,x2,...,xn-r@] . (4.16)

tatwo zauwyzyé ze jezeli x€B to wyznaczona przez (4.16)
wartos¢ w spetnia ograniczenie (1.4).
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Zatem dla kazdego punktu x € Bg zalezno$¢ (4.16) jednoznacz-
nie okresla sterowanie dla trajektorii granicznej. Uwzglednia-
jac w réwnaniach (1.14) zaleznos$¢ (4.16) i rozwigzujac te row-
nania mozemy wyznaczy¢ przebiegi trajektorii granicznych.

Z (4.16) wynika r6?miez ze przez kazdy punkt x 6 B prze-
chodzi tylko jedna trajektoria graniczna. Odcinek tej trajek-
torii moze by¢ w rozpatrywanym przypadku odcinkiem poszukiwa-
nej trajektorii optymalnej. Wkazdym punkcie tego odcinka ste-
rowanie w przyjmuje gorna warto$s¢ nieréwnosci (4.15).

Z nieréwnosci (4.15) wida¢ ze w strefie B_ dopuszczalne
sg réwniez trajektorie dla ktéorych w =0?. Zatem w BO moga
leze¢ rowniez takie odcinki trajektorii optymalnych bez ogra-
niczen (speiniajace warunki zwyktej zasady maximum)dla kto
rych w = ot.

Jezeli iloczyn tn.m "t0 w miejsce nieréwnosci (4.15)
dostajemy nierownos¢:

- 11— X-"-jLwiM * . '1?)
"n-m 1 J

Nierownos¢ okreslajgca natomiast strefe Bw zalezy od zna.-
kéw wielkosci tn.m 1 c¢* Jezeli fnm >0 1 c¢>0 '‘to s-tre”

fa Bwv okresSlona jest wynikajaca z (4.13) nierdéwnoscia:
xn-m+1 < I'f(x 1,x2,..., xn"m . (4.18)

Jezeli tn-m >0 1 c¢<0 to dla Bv maryJ

xn-m+1l > -tM oC-if(x1,x2...... xn"m). (4.19)

Bez trudnosci mozna napisaé¢ nieréwnosci okres$lajagce strefe Bw

w pozostatych dwoch przypadkach.
Odcinki trajektorii optymalnych lezgce w strefie Bwv spet-

niajg warunki zwykitej zasady maximum. Trajektorie optymalne
w rozpatrywanym przypadku mogg sie skitada¢ z naprzemian sie
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przeplatajacych, odcinkéw trajektorii granicznych i odcinkdw
spetniajacych warunki zwyklej zasady maximum.

Dla ostatniego punktu styku (trajektorii optymalnej) w ktoé-
rym tgaczy sie odcinek trajektorii granicznej, z odcinkiem tra-
jektorii optymalnej bez ograniczen - prowadzacym do punktu
koricowego x  wazny jest Lemat 4.1. W Lemacie tym nalezy tyl-
ko w miejsce odcinka trajektorii x(t)€ g rozpatrywa¢ odcinek
trajektorii granicznej, a termin: trajektoria dopuszczalna
nalezy rozumie¢ w nowym sensie, okreSlonym w niniejszym pod-
rozdziale.

4.4. Uwagi o rozwiazaniu Problemu | i Il w przypadku ograni-
czonych wspdtrzednych obiektu

We wszystkich przypadkach rozpatrywanych w rozdziale czwar-
tym niniejszej pracy okres$lenie zbioréw 2z~ i 2z (~Q pozo-
staje bez zmiany. Zbiory te spetniajg przy tym nastepujacy

Lemat 4.2
Jezeli punkty jQ i = 0 lezg w obszarze D, wtedy
zbiory i Z~("Q sa zawarte w zbiorze punktow obszaru B.

W przypadkach rozwazanych w podrozdziatach 4.1 i 4.2 dowdd
lematu wynika natychmiast z relacji (1.13) i z zalozenia ze
£ i Zt =0 lez3 wD.

W przypadku rozwazanym w podrozdziale 4.3 dowod jest tez
prosty. Dla kazdego punktu x, zbioru Z* mozna bowiem do-
bra¢ taki punkt w‘ zbioru 7/, ze parze punktéow x* i w
odpowiada zgodnie z (1.13) punkt £ = 0, ktéry z zalozenia
lezy w D. Z okres$lenia obszaru B wynika wiec, ze kazdy
punkt zbioru Zy lezy w obszarze B. To ze Z (y@ CB wy-
nika rowniez z zatozenia ze (0e D* 2 re3acdi (1*13) i z okre-
Slenia zbioru Z° (¢0).

Twierdzenia | i Il dotyczace rozwigzania Probleméw | i 11
sg rowniez wazne w przypadku gdy ograniczone sa wspoétrzedne
obiektu. Nalezy tylko pamieta¢ o tym ze rozwigzanie zagadnie-
nia sterowania optymalnego w przestrzeni X z punktu x do
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zbioru Z* lub ze zbioru ,z£ do zbioru Z”, powinno uwzgle-
dnia¢ istniejgce w przestrzeni X ograniczenia. Innymi stowy
wynikajgca z rozwigzania tego zagadnienia trajektoria optymal-
na w przestrzeni X powinna byé trajektoria dopuszczalng le-
zacg w obszarze B.

Do rozwigzania zagadnienia sterowania optymalnego w prze-
strzeni X w rozpatrywanym przypadku moga by¢é przydatne roz-
wazania zawarte w podrozdziatach 4,1, 4.2 i 4.3 niniejszej

pracy.

4.5. Przyktad sterowania optymalnego przy ograniczonej wspot-
rzednej vy.

Rozpatrzymy obecnie sterowanie czasowo-optymalne obiektem
opisanym réwnaniem rézniczkowym:

y +a”™ =b™Ww + b2w, ar» >0, b, > 0, b2 > 0, (4.20)
przy ograniczeniu sterowania w i wspoétrzednej vy:

Iw]<1l, Jyl<g, g> 2bl. (4.21)

Korzystajgc z wzorow (1.10) obliczamy <Q = 0, , =b", =

= p~-ab”. Nowe zmienne zgodnie z (1.13):
X1l =y
X2 ay- bw. (4.214a)

Réwnania rdézniczkowe dla nowych zmiennych:

11 = x2 + b’™w

12 a -a™x2 + <Pw. (4.22)

Uwzgledniajac to ze obszar D okreslony jestprzez dwie nie-
rownosci, a mianowicie:

y-gsSO i -y -g< 0 (4.23)
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oraz to zZe n = 2, m- 1 dochodzimy do wniosku, Zze mamy tu do
czynienia z przypadkiem rozwazanym w podrozdziale 4.3« Zatem
obszar B okres$lony jest podwdjng nieréwnoscia:

-bN-g < XE< DN + g (4.24)
W obszarze B wystepujg dwie strefy B”: strefa B* - odpo-

wiadajaca granicy: y - g = 0 i strefa B(") odpowiadajgca grar-
nicy -y -g = 0. Strefa Bb jest okreslona nierdwnoscia:

-bl + g£x2s£bj +g (4.25)
a strefa Bé - nieréwnoscia:
-b1l-g sgx2< bl- g. (4.26)

Strefa Bw okresSlona jest rowniez podwojng nieréwnoscia:
bl- g< x2=5-b1 +g. (4.26a)

Dla trajektorii optymalnych lezgcych w strefie B obowig-
zuje zwykla zasada maximum. Zaton sterowanie optymalne dla
trajektorii lezgcych w strefie Bw~y przyjmuje jak wiadomo war-
tosci +1 lub -1 i posiada co najwyzej jedno przelgczenie.

Przy w = const rdéwnania trajektorii mozna otrzymac¢ korzy-
stajgc z uktadu roéwnan rézniczkowych (4.22). Dzielac te réwna-
nia stronami dostajemy rdwnanie:

x4 * 1D = -a,jX + C, (4.27)

gdzie C —stata catkowania.
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Przebiegi trajektorii opisanych réwnaniem (4.27) przy ste-
rowaniu w=+1 i w =-1 zostaly przedstawione odpowiednio
na rysunku 8a. i b.

Trajektorie graniczne w strefie B+
Me—— = .11

Sterowanie dla tych trajektorii dostajemy uwzgledniajac
w réwnaniu granicy y - g = 0 druga relacje (4.21a).
Otrzymujemy:

W=y (4.28)

Podstawiajac (4.28) do (4.22) many

X =49

2 bo 2 o

X =- F7x +TT = (4.29)
Zatem:

(t) =gt +C

p fo

x (t) = g +1 (4.30)
gdzie i Cj - state catkowania.

56



Rownania (4.30) sg parametrycznymi roéwnaniami trajektorii
granicznych lezgcych w strefie B*. Uwzgledniajac (4.30) i
(4.28) mozemy wyznaczy¢ sterowanie w(t) odpowiadajace rozpa-
trywanym trajektoriom granicznym. Otrzymujemy mianowicie:

_ b2t
ai g O] 57
w(t) = .4 + e 1 . (4.31)
2 °1

Rugujac z réwnan (4.30) czas t otrzymujemy rownanie tra-

jektorii granicznych strefy B(’)\:

b2 1

xP=10g,ike © (4.32)

b2

gdzie K- stata zalezna od warunkéw poczatkowych.

Przy poczynionych zalozeniach mamy: > 0 i aiS/b2>0,
zatem okreslone wzorem (4.31) w(t)-*-*a?lg gdy t—»o00.
W zwiazku z tym mozemy rozr6zni¢ dwa przypadki:

a) pL g sS1; wtedy przy dopuszczalnym sterowaniu punkt w prze-
2

strzeni Y moze dowolnie dtugo porusza¢ sie po granicy

y - g = 0. Trajektoria graniczna rozpoczynajgca sie w stre-
fie Bg w tym przypadku lezy cata w tej strefie. Wynika to
z rownan (4.30) lub z réwnania (4.32) oraz z tego ze wroz-

wazanym przypadku jest g-b" < g< g, co tatwo wykazad.
N\
Zachodzi réwniez Te > 2 g.
al

b) P’;L g > 1f wtedy przy dopuszczalnym sterowaniu punkt w prze—

2
strzeni Y- moze tylko przez pewien czai: porusza¢ sie po

granicy y - g = 0. Trajektoria graniczna rozpoczynajaca,
sie w strefie B+ po pewnym czasie wychodzi z tej strefy.

0
Wynika to stad Ze wtedy: g > g - bl. Podobne rozwazania
mozna przeprowadzi¢ dla stréfy B".
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Rozwigzanie Problemu I

Dane sa punkty 7o 1 = 0 lezace w obszarze D oraz
wektor w(t“) = wQ Zbidr sktada sie z punktéow dla ktoérych
xt]b> (4.33)

Punkt xQ odpowiadajacy zgodnie z (1.13) parze punktéw £0
1 lezy w obszarze B jezeli skiadowa i wektora
spetnia ograniczenie (1.4), co zakiadamy.

Rozwigzanie zagadnienialsterowania czasowo-optymalnego
z punktu xQ do zbioru Z& w przypadku a) gdy ~-g< 1

lo

jest przedstawione na rysunku 9a. Na rysunku tym symbolami

p* i pt oznaczono linie przetgczen dla ktdrych réwnania moz-
na dosta¢ korzystajac z (4.27). | tak réwnanie linii p’ ma
postac:
X2 +
D £ In = -a”™x' 4.34
(x2 - )k (4.34)

adla linii p mamy:
x2 422
(x +Db) +, In __1 = -anx (4.35)
11
al

Na rysunku 9a obszar B jest podzielony na pewne czesSci
w kazdej z ktorych obowigzuje inna relacja dla optymalnego ste-
rowania w = v(x). Uwidoczniona jest tam rowniez trajektoria
optymalna x(t). Na rysunku 9b przedstawiono trajektorie opty-
malng ¢ (t) odpowiadajaca trajektorii x(t) i sterowaniu opty-
malnemu w (t), przedstawionemu na rysunku 9c.
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Na rysunku 10 przedstawiono przebiegi trajektorii optymal-

al g > 1, przy dodatkowym za-

nych x(t) w przypadku b) gdy
tozeniu ze 2 >p”» Z rysunku teéo wida¢, ze funkcja v(x),

podajaca wartos¢ optymalnego sterowania w w dowolnym punkcie
X obszaru B jest taka sama jek w przypadku a).

Rozwigzanie Problemu 11

Poniewaz m= 1 wigc zbior sktada sig z punktéw dla
ktérych WO| 1. Wspébtrzedne punktéw zbioru z£ (©0)
spetniajg natomiast relacje:

= Yr \XO_XO 1*

Trajektorie optymalne na ptaszczyznie X, wynikajace z roz-
wigzania zagadnienia sterowania czasowo-optymalnego ze zbioru
2 (i0) zbioru £  zostaty przedstawione na rysunku 11.
Rysunek 1la dotyczy przy tym grzypadku a) gdy ) g<1l, ary-

sunek 11b — przypadku b) gdy g > 1, przy dodatkowym zato-

zeniu ze > bl*
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d)

Eys.
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Z rozwigzania zagadnienia sterowania czasowo-optymalnego
ze zbioru Zz* (j£0) do zbioru Z* wynikajg réwniez punkty xQ
i ~ . Znajac te punkt» mozemy korzystajac z Twierdzenia |11
znalez¢ zaréwno w(t~) jak i sterowanie w=*(t), dla t > t".
Na przyktad w przypadku trajektorii 1 przedstawionej na ry-

sunku 1la manmy xq = (-c, b?), = (0, b”n), gdzie c¢ > 1.
Stosujgc Twierdzenie 11 i uwzgledniajgc to, ze w tym przypad-
ku ~ = (—, 0) otrzymujemy:

w(tQ =-1 iw (t) =- e , t >t~ . Sterowanie w(t),

to<t<t”™, mozemy bez wiekszych trudnosci znalez¢ uwzglednia-
jac przebieg trajektorii optymalnej i ewentualnie wykorzystu-
jac wzér (4.31).
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5. INNE OGRANICZENIA SYGNALU STERUJACEGO

5.1. Ograniczenie k-tej pochodnej sygnatu sterujacego

Dotychczas rozpatrywalismy przypadek, gdy sygnal sterujacy
w(t) jest funkcjg przedziatami ciggty, posiadajgcg co najwyzej
punkty nieciggtosci pierwszego rodzaju i speiniajgca ograni-
czenie (1.4). Taki sygnat sterujgcy nazywaliSmy dopuszczalnym
sygnatem sterujgcym.

Wniniejszym podrozdziale rozpatrzymy przypadek gdy ograni-
czona jest k-ta pochodna sygnatu sterujgcego w(t).

Zaktadamy wiec ze dopuszczalny sygnat sterujgcy w(t) jest
obecnie funkcjg, ktdérej k-ta pochodna w ~ (t) jest przedzia-
tami ciggta funkcjg , posiadajgcg w dowolnym, skonczonym prze-
dziale czasu skoriczong ilo$¢ punktéw nieciggtosci pierwszego
rodzaju, przy czym jej wartosci mogg miesci¢ sie w przedziale;

oc < w(k)(t)st (b. (5.1)

Oczywiscie pochodne funkcji w(t) nizszego rzedu niz k i
sama funkcja w(t) sa funkcjami ciggtymi (czyli funkcje
w AN (t), i =0,1,..., k-1, sg funkcjami ciggtymi). Natomiast
zaktadamy ze k<m i ze pochodne wyzszego rzedu (i=k+1,...,
m-1) spetniajg podobne warunki jak poprzednio spetniaty po-
chodne funkcji w(t).

Podstawiamy;



i traktujemy wielko$¢ u(t) jako nowy sygnat sterujgcy» tatwo
zauwazy¢ ze ograniczenia odnosnie syngatu u(t) pokrywajg sie
Zz ograniczeniami jakie byty czynione w poprzednich rozdziatach
dla sygnatu w(t).

Wprowadzamy obecnie nowe zmiennej

z1 -y
z2 . xX<l>
Xn-m+k N y(n-m+k-1)

An—rk+l = y.(n-m+k) A w(k)

xn-m+k+2 = y (n-m+k+1) w(k+1) _ wOO (5.3)
xn . y(n-1) . fn_mwCal) W | .00
XM=

142 - D)

cHK . wk—) ;

gdzie wielkosci f~ podobnie jak poprzednio okreslone sg wzo-
rem rekurencyjnym:

ti =i " alti-1 ~ a2 ti-2 7 *e* ~ ai-nHN tn-m
dla i = n-m+1, n-m+2, ...» n-k (5.4)
I'm'-m = *n-m =

Uwzgledniajgc w rownaniu (1.1) wzory (5.2) i k ostatnich
rownan (5.3) otrzymujemy?



Wyznaczajgc z n pierwszych réownan (5.3) wielkosci y ™,

i =0,1,..., ni podstawiajagc je do réwnania (5.5), po prze-
ksztatceniach, w ktorych uwzglednia sie zaleznosci (5.4) otrzy-
mujemy:

I n+ali n+ta2xn 1+...+anxl=tn k 2+ (bnk+IxGtk+bn-k+2zU' '>eee +
+ bnxn+1). (5.6)

Uwzgledniajagc zaleznosci (5.3) i (5.6) otrzymujemy dla (n+k)

zmiennych x1, x2, ..., xn+k nastepujacy ukiad (n+k)rownan

rézniczkowych, opisu,jacjrch ruch punktu vr(n+tk)- wymiarowej
przestrzeni X:

A .2

X =X

X2 = xP

*n-m+k-1 _ _n-m+k

X =X

in°+k . 3=-»+k* +, n.mu

in-“-*+1 - +<n. ntl u

i““1=i" - w , » (5'7
Xxn—a N -a ™ z 2-...-alxntbnxn+l+bn_1xn+2+ ... +bn_k+1xn+u+ tn-k U

XN+l = xXn+2

Xn+2 Xn+3

xn+tk = U

Podobnie jak poprzednio tatwo wykaza¢ Ze okreslon,tt w roz-
dziale 1.2 rozwigzaniom ¢r(t) réwnan™r- (1.1) (przy rozpatry-
wanych obecnie dopuszczalnych sygnatach ~terujgcych) zwiagzki
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(5*3) przyporzadkowuja ciggte rozwigzania z(t) = (24(t),
z2(t), ..., zn+k(t)) ukiladu rownan (5.7).

Zwiagzki (5.3) mozna interpretowaé¢ podobnie jak poprzednio
zwigzki (1.13) - jako zwigzki, ktére przyporzadkowujg parze
punktéw £ i w, wzietych odpowiednio z przestrzeni Y (n-
wymiarowej) i W (m-wymiarowej) - odpowiedni jedyny punkt z
przestrzeni X ((n+k) - wymiarowej). Mozna wiec mowi¢, ze
punkt x odpowiada zgodnie z (5.3) parze punktow ~ ~ 2A*
Rowniez parze punktow z i w wzietych z przestrzeni Xi W
(ale tylko takich punktéw, ktére posiadajg k - ostatnich
wspotrzednych odpowiednio sobie réwnych) - odpowiada zgodnie
z (5.3) jedyny punkt y przestrzeni Y. Podobne uwagi dotycza
przypadku, gdy w relacjach (5.3) wystepuja odpowiednio funkcje:
X(t), ~(t) 1 w(t).

Przy pewnych zmianach, ktére omowimy w dalszym ciggu podane
w rozdziatach Il i Ill Lematy, Twierdzenia i ich dowody, za-
chowujg swa waznos$¢ réwniez w rozpatrywanym przypadku. A wiec
we wszystkich przypadkach gdy w Lematach, Twierdzeniach i ich
dowodach wystepujg w rozdziatach Il i 11l wzory - nalezy je
zastgpi¢ obecnie aktualnymi, ktére zreszta sa podobne (szcze-
go6lnie w zapisie macierzowym). Na przyktad vt przypadku,gdzie
w rozdziatach Il i IllI- uzywano sformutowania: "punkt x (lub
trajektoria x(t)) odpowiada zgodnie z (1.13) parze punktéw »
i w (lub trajektorii ¢(t) i funkcji w(t))"nalezy teraz w miej-
sce "zgodnie z (1.13)" podstawié: zgodnie z (5.3).

Uzywane poprzednio sformutowanie "sterowanie dopuszczalne
w (t)n —nalezy teraz rozumie¢ w nowym, okreslonym na poczatku
niniejszych rozwazan sensie (ograniczenia narzucone sg teraz
na w' (t)).

Zbior 2~ jest obecnie zbiorem punktdw w| w m-wymiarowej
przestrzeni W, ktore wziete jako warunki poczatkowe rozwiazan
w(t) rownania (2.2) w chwili t> (w(t,,) = w(t]) = wl) gwaran-
tujg nam to, ze te rozwigzania spetniajg, dla t > t~, ogra-
niczenia narzucone na sterowanie dopuszczalne (rozumiane w no-

wym sensie).
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Zbior 2~ okreslimy teraz jako zbior punktéow w prze-
strzeni X (n+k) - wymiarowej, odpowiadajacych zgodnie z (5.3)
wszystkim parom punktéw =0 i we Z% A zatem wspot-
rzedne xj, x2, ..., x™k punktow X, zbioru Z* mozemy
wyznaczy¢ ze wzoréw:

Xj =0
n-m+k
*y =0
*ro+HERL - - i T E!?
n-m+k+2 - k N w(k+1
*1 - n-m+1 V\i ) "n-m V\i )
(5#8)
X1 = - tn-k-1 wik) " tn-k-2 Wikl ~~*** " tfnrm "i*0- )
*?242 - »,(1)
atk _ wik-1)
w ktérych wielkosci wl, coey WU LN, sg wspltrzednymi
dowolnego punktu w‘ zbioru 2Z» m— ostatnich wzoréw (5.8)
mozna zapisa¢ w postaci:
m
*1 =- r*wl, (5.9)
gdzie
1 iw  w(l1) w(a~1))

A » w\-m+k+1t XQ-m+k+2»”.# _n+k\>
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rx=

Poniewaz dla m-wymiarowej macierzy P jest:

fiet T* = (.~kCm-k) bj~rk) * O, (5.10)
gdyz zgodnie z zatozeniem b, # 0, wiec istnieje macierz
=] n-m
i mamy:
W, =-7r m
T 1

A zatem zwigzek (5.9) lub (5.11) okresla przeksztatcenie wza-
jemnie jednoznaczne punktéow przestrzeni W- na punkty prze-
strzeni 5 .

Z wzoréw (5.8) wynika, ze punkty zbioru Z* majg (n-m+k)

pierwszych wspoétrzednych réwnych zeru, czyli = (0,0,...,
0 n-m+k+1 . n-m+k+2 .

n j yeeef )l 3 zatem mwymia—
rowy wektor zawiera pozostate wspdirzedne punktow ,

ktére mogg byé rézne od zera (podobnie jak poprzednio).

Okreslenie zbioru 2Z pozostaje bez zmiany, z tym ze obec-
nie przez sterowanie dopuszczalne rozumiemy oczywiscie stero-
wanie w(t), dla ktérego k-ta pochodna, czyli w ~(t) speinia
przytoczone na poczatku warunki.
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Zbior 29 sklada sie obecnie z punktow wQ dla ktdérych

aC < Wy P r zy W&JS"‘l) > 0
(5.12)
@< C £ przy wEk+1' < O.

Zbior Z' (yQ jest teraz zbiorem punktéw xc
ni X, odpowiadajgcych zgodnie z (5.3)

£o 1 SO> gdzie

W przestrze-
wszystkim parom punktéw
£0 3es”™ dowolnym punktem zbioru

27~ czyli
Réwnaniu (3.3) odpowiada teraz réwnanie:
(5.13)
gdzie
( (n-m+k) (n-m+k+1)
£o - B b Yo

odpowiednie m - wymiarowe wektory.

Z réwnania (5.13) biorac pod uwage (5.10) otrzymujemy:

(5.14)

Bez trudnosci mozna réwniez napisa¢ inne, aktualne obecnie
wzory odpowiadajgce wzorom wystepujacym w Lematach, Twierdze-
niach i dowodach, zamieszczonych w rozdziatach Il i I111.

W przypadku gdy k > m to trajektorie ~(t) odpowiadajagce
rozwigzaniom rownania (1.1) przy dopuszcznlnym sterowaniu w(t)
- sg ciagteZ2'. Wprowadzajgc nowe zmienne o postaci:



otrzymujemy dla nich nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych:

x1=x2, x2=x",..., in-1=xn,
in=anxl-an 1x2 ... aixn+bnxn+l +bn+1xn+2+. e +bn_nxn™+1,
XnN+1=xn+2,...,x n+k* 1=xn+k, i»-*- u , (5.16)

gdzie u(t) =w ~(t) jest traktowany jako "nowy sygnat steru-
jacy".

W dalszym ciggu rozwazania mozna prowadzi¢ podobnie jak
w przypadku kem. Nalezy przy tym wprowadzi¢ pewne drobne

zmiany, ktére nie powinny sprawia¢ trudnosci. | tak obecnie
rozwazamy przestrzenie Y, i X odpowiednio n, k i (n+k)
wymiarowe.

Okreslenie zbioru punktdow w" w Kk - wymiarowej prze-
strzeni jest nastepujgce: jest to zbidr punktéw dla ktoérych
a) wspotrzedne w»,_w”2, ,  wlm'i™® wziete jako warunki po-

czgtkowe rozwigzan w(t) rownania (2.2) w chwili t*», gwa-

rantujg nam to ze te rozwigzania w(t) speiniajg dla t > t1l
ograniczenia nakladane na dopuszczalne sterowanie (zatem
w  ~(t) spetnia ograniczenia (5.1))f

b) wspotrzedne wynm, wjm+l) ..., w]k~1" sg zwigzane ze wspot-
rzednymi w™, W ..., wlm'I" relacjami:
y , > ) +W i »m1tl) * - *y (1) - o <5.i6.)
(Bla 3 s k—m «
Zatem w Kk - wymiarowej przestrzeni punkty zbioru
tworzg m- wymiarowg rozmaitosc¢.
Przy okresleniu zbioru uzupetnienie sterowania w(t)

dla t < tQ dokonujemy w ten spos6éb aby w(t”) = w0 i aby

w(k)(t~) spetniato ograniczenie (5.1).
W zwigzku z tym do zbioru se nalezg wszystkie punkty
przestrzeni W:.
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Zbiory z~ i ~(z0) tworzy sie podobnie jak poprzednio
ze zbiorow Z» i

Po niewielkich zmianach Twierdzenia I i Il pozostajg wazne
rowniez w przypadku Kk s» m.

5.2. Ziozone ograniozenla sygnatu sterujacego

W praktyce czesto sie zdarza ze zaréwno szybko$¢ steru jak
i jego potozenia skrajne sg ograniczone. Wniniejszym podroz-
dziale rozpatrzymy bardziej ztozony przypadek ograniczeh, kté-
ry bedzie rowniez obejmowat przypadek ograniczenia w i w.

Przez dopuszczalny sygnat sterujgacy bedziemy obecnie rozu-
mie¢ sygnat w(t):

a) na ktéry natozone sa ograniczenia takie jak na sygnat dopu-
szozalny w podrozdziale 5.1 - k-ta pochodna w™ '(t) jest
wiec funkcjg przedziatami ciggta spetniajgcag nieréwnosé
(5.1)#

b) dla ktdrego pochodne nizszego rzedu niz k sg ograniczone
w ten sposob, ze moga przyjmowaé¢ wartosci wspotrzednych
punktéw nalezgcych do pewnego zadanego zbioru domknietego
Ue (w przestrzeni 0 wspotrzednych w, w ™ |...,wAd ™.
Granica tego zbioru jest gtadka IUb tamang hiperpowierzch-
nig.

Wprowadzajgc nowe zmienne i tak jak w poprzednim podroz-
dziale mozemy rozpatrywane zagadnienia sprowadzi¢ do jednego
z zagadnien, ktdre zostaty omodwione w rozdziale czwartym. Po-
dobnie jak tam mozna rozro6zni¢ tu:

Przypadek I. w ktérym zbiér U™ w poblizu granicy jest okre-
Slony nieréwnoscia:

gw, W(1l)...oe. w(k“1))s£0, (5.17)

gdzie — * 0 na granicy <2w, wN', ..., wX"'")s
dW ”



Ten przypadek mozna sprowadzi¢ do rozwazan, ktore zostaty
zamieszczone w podrozdziale 4.1, nalezy tylko uwzgledni¢ nieco
inng postaé¢ rownan rézniczkowych dla zmiennych z.

Przypadek 11, w ktérym ograniczone sg pochodne w ~ do
(r-1)-ej witacznie, gdzie r < k, a zbior w poblizu gra-
nicy jest okreslony nieréwnoscia:

QW w N, ..., wM"1A < 0. (5.18)

W tym przypadku mozna wykorzystaé rozwazania, ktére sg za-
mieszczone w podrozdziale 4.2 (o ile funkcja <kw, w ~ ...,
w(ryl)j _ speinia poczynione tam zatozenia).

Po wprowadzeniu zmiennych x pochodne w ~, ktdre wchodza
w nierownosci (5.17) i (5.18) sa réwne poprostu zmiennym
xn+i+l i =0,1,..., k-1. Znajagc ograniczenia pochodnych w ~ —
mozemy bez trudnosci oikreslid obszar B dopuszczalnych trajek-
torii  w(n+k) - wymiarowej przestrzeni X. Oczywiscie w przy-
padku | ograniczenia w przestrzeni X sg natozone w wspét-
rzedne X } Z i«««! Z f a w Przypadku Il - na wspotrzed-
ne xn+\ ..., xn+r. Nieréwnosci okreslajace zbior | . i ob-
szar B sag takie same, tylko zamiast pochodnych wvl/ wyste-
puja w nieréwnosci obszaru B wspdtrzedne xQ+i+'.

Okreslenia zbioréw Z* i ~ pozostajg bez zmiany, przy
czym nalezy pamieta¢ ze teraz w okresleniach tych termin ste-
rowanie dopuszczalne nalezy rozumie¢ w sensie okreslonym na
poczatku niniejszego podrozdziatu. Hoéwniez zbiory z£ i
tworzy sie w rozpatrywanym przypadku analogicznie jak poprzed-
nio - £e zbioréw 2~ i 27,

tatwi zauwazy¢, ze zbiory i 2~ (yQ nalezg do zbicru
punktév. obszaru E. Wniosek ten mozna wysnu¢ biorgc pod uwage
to ze xn+i+tl =w ”~, i =0,1,..., k-1 oraz uwzgledniajgc
okres$lenie zbioréw 2z 2£, zZ7, i obszaru B.

Mozna rozpatrze¢ rdwniez przypadek gdy sterowanie podlega
ztozonym ograniczenicm, a réwnoczesnie inne ograniczeni?» na-
tozone sa ns niektore ze wspoOtrzednych y~1” obiektu.
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Po wprowadzeniu odpowiednich nowych zmiennych wszystkie ogra-
niczenia (z wyjatkiem ograniczenia pochodnej w ) nalezy
uwzgledni¢ okreslajac odpowiednio obszar B. Ze wzgledu na
komplikacje ograniczen i wzrost o liczbe k ilosci réwnan
rézniczkowych dla zmiennych z - ros$nie trudno$¢ rozpatrywa-
nia takich zagadnien w przypadku og6lnym.
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6. SYNTEZA OPTYMALNEGO STEROWANIA

6.1. Ograniczenie sygnatu sterujgcego typu (1.4)

Niechaj w(t) bedzie sterowaniem optymalnym w sensie
Problemu 1, a £(t) odpowiadajacg temu sterowaniu trajektorig
optymalna. Trajektorii ¢((t) i funkcji w(t) zwigzki (1.13)
przyporzadkowuja trajektorie optymalna x(t). Kazdemu punkto-
wi trajektorii x(t) odpowiada okres$lona warto$¢ sterowania
optymalnego w (t). Oznaczmy przez v(x) funkcje ktéra kazdemu
punktowi trajektorii optymalnej x(t) przyporzadkowuje opty-
malng warto$¢ sterowania w(t), czyli w(t) = v(g[(t)), dla
t > t0. Funkcja v(x) moze by¢ okreslona w catej przestrzeni
X (jezeli istnieje trajektoria optymalna przechodzaca przez
dowolny punkt przestrzeni X, prowadzaca do zbioru zj).

W przypadku gdy sterowanie dopuszczalne jest rozumiane
w sensie okreslonym w podrozdziale 1.1 niniejszej pracy moze-
my sformutowa¢ nastepujgce:

Twierdzenie 111

Niechaj v(x) bedzie funkcjag podajgca wartos¢ optymalnego
sterowania w (w sensie Problemu 1) dla dowolnego punktu x
przestrzeni X (lub obszaru B).

Punkcja v(x)

a) w punktach x nie nalezgcych do zbioru pokrywa sie

z funkcjag v(x) podajacg w punkcie x optymalng wartos¢

sygnatu wf przy stercwaniu czasowo—optymalnym z punktu x

do zbioru Z

b) w punktach x nalezacych do zbioru jest okreslona

relacjg:

w=vR) =- A xmml R
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Punkt a) Twierdzenia Il wynika bezposrednio z okre$lenia
funkcji v(x) i z punktu a) Twierdzenia. I. Rozwigzujgc uktad
rownan (1*14), w ktdrym w = v(x) i uwzgledniajgc odpowiednie
warunki poczgtkowe otrzymamy bowiem trajektorig optymalng
x(t) i sterowanie optymalne w((t) = v(x(t)), dlat < t <t”.

Jest przy tym X(t<]) » Xj e zEt mamy wiec — - 0, xR = 0,...,
N'"m= 0.

Dla udowodnienia punktu b) wezmy pod uwage uktad réwnan
(1*14) w ktérym sterowanie w jest okreslone zgodnie z rela-
cja (6.1). Rozwazmy rozwigzanie x(t), t >t”~, tego ukiadu
rownan z warunkiem poczatkowym x(t~) = x/.
tatwo zauwazy¢ ze dla pierwszych (n-m) - sktadowych rozwiagza-
nia x(t) mamy:

x1(t) = 0, x2(t) =0,..., xn-m(t)= 0, dlat >tl. (6.2)

Oprocz tego zauwazmy Ze z réwnania: __<n.m w po
zrozniczkowaniu go i uwzglednieniu (n-m+1)-ego réwnania réznicz-

kowego (1.14) dostajemy: xn-m+2 =_ w - tn-m
Ro6zniczkujgc z kolei to réwnanie i uwzgledniajgc (n-m+2)-ie
rownanie (1.14) mamy: xn"m#3 = - fn_m2w - $n_mdw(l)- t n-mw(2)'

Postepujac dalej w ten sposob otrzymujemy relacje;

xn-m+1 , . * w
In—m
n-m+2 i & (1)
X a 1nm+l w n-m
..................... (6.3)
x “ tna Y- oui2 VY- “tn-m

A zatem jezeli jest speiniona relacja (6.1) to rozwigzania X1,

i a nm+l, ..., n ukladu réwnan (1.14) sg powigzane ze stero-
waniem w zaleznosSciami (6.3).
Rozwigzaniu x(t) i funkcji w(t) ze wzgledu na relacje

(6.2) i (6.3) odpowiada zgodnie z (1.13) trajektoria ¢(t) = 0.
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Many wiec ¢r(t) = O, dla t > t~f zatem sterowanie w (t),

t >t”~, jest rozwigzaniem rownania (2.2). Sterowanie to jest
dopuszczalne poniewaz witj") e 27, co wynika z relacji (6.3)
napisanych dla "chwili t*". Z tego ze w(t*) e Z» wynika
rowniez ze w(t)e dla t >t”, zatem z okreslenia zbioru
Z™ i z (6.2) oraz z (6.3) wynika ze x(t) € Z* dla t > t~.
A zatem jezeli dla punktéw x e z£ sterowanie jest okreslone
relacjg (6.1) to ¢(t) =0, dla t > t].

Odwrotnie jezeli ¢(t) - 0, dla t >t~ i stercwanie jest
dopuszczalne to spetnione sa relacje (6.2) i (6.3), a wigc i
(6.1). Ta ostatnia jak tatwo wykaza¢ zachodzi dla punktéw
Xe st£.

Znajomos¢ funkcji  v(x) noze by¢ pomocna przy realizacji
praktycznego ukladu realizujgcego sterowanie optymalne w sen-
sie Problemu 1.

Przykiad 1

Dla obiektu opisanego réwnaniem y = w + w rozwigzano Pro-
blem | w podrozdziale 2.5. Dla punktow x # Z* zostata tam
okreslona funkcja v(x). Stosujgc do tego przyktadu wzér (6.1)
otrzymujemy dla punktéw x € z£ sterowanie optymalne: w =
- x1. Zgodnie z Twierdzeniem 111 funkcja v(x) jest okreslona
w nastepujacy sposob:

V(X) dla x t
w=v(x) = : :
-x1 dla i Gzj

Przyktad 2

W podrozdziale 4.5 znaleziono funkcjg v(x), dla dowolnego
punktu x obszaru B, nie nalezgcego do zbioru Rozpatrzo-
no tam przypadek gdy ograniczona jest rowniez wspotrzedna vy
obiektu opisanego réwnaniem y + a%y = + b™w.



Dla tego przykiadu zgodnie z Twierdzeniem |11 mamy:

v (X) dla xe B i $

v(x) =
ﬁXZ dla x e z)é (6.5)

6.2. Ograniczenie k-tej pochodnel sygnatu sterujgcego

Rozpatrzmy najpierw

Przypadek 1 k< m

Oznaczmy przez v(x) funkcjg podajaca optymalng wartosc
sygnatu u = v/k”™ w punkcie x (n+k) - wymiarowej przestrzeni X,
przy sterowaniu czasowo optymalnym do zbioru Twierdzenie
Il pozostaje rowniez wazne w tym przypadku o ile punkt b) te-
go Twierdzenia bedzie brzmiat:

b) Funkcja v(x) w punktach x nalezacych do zbioru 7
jest okreslona relacja:

u:W( X

K) . v(x)\ =. L nmikil (6.({;\
“ m-m

Dla udowodnienia zauwazmy ze trajektoria optymalna x(t),

t < t< tn, ktérg mozna ylyznaczyé korzystajac z ukiadu réwnan

(5.7) i funkcji v(x) - spetnia relacje x(t») =~ € Z*.

Zatem

Y = Bjeee] MK} TR 2N2 WD) prrep TREK .
(6.7)

Wezmy pod uwage uktad révman (5.7) w ktérym sterowanie u okre-

Slane jest relacjg (6.6). Rozwazmy rozwigzanie x(t), t > t.,,

tego ukiadu z warunkiem poczatkowym 2~/~1/"~=—1* tatwo zau-
wazy¢ skltadowe tego rozwigzania x(t) majg postac:

x1(t)=0,...,xn-m+k(t)=0, xn+1(t) = w(t), xn+2(t) = w(1l)(t),...,

., xn+k(t) =w(k*1)(t), dla t>t1. (6.8)

77



Podobnie jak poprzednio tatwo wykaza¢ ze o ile zachodzi
(6.6) to rozwigzania X1, i=n-m+k+1,..., n, ukladu réwnan (5.7)
sg zwiazane ze sterowaniem w nastepujacymi zaleznoSciami:

n-m+k+1 n 2 (K)

X =" th-m w

n-m+k+2 # (k) _ w(k+1)
X - Tn-m+1l w tn-m w -

(6.9)

;((n m - ﬁtn-k-l ww - "n-k-2 \\/"v/\kﬂ/\ TRk T *I'n-m WA“ 1)

Rozwigzaniu x(t) i funkcji w(t), t > t~, ze wzgledu na
relacje (6.8) i (6.9) odpowiada zgodnie z (5.3) trajektoria
¢r(t) = 0, t >t~. Zatem sterowanie w(t), t > t*9 jest roz-
wigzaniem rownania (2.2), i jak tatwo wykaza¢ jest ono dopu-
szczalne. Dalszy przebieg dowodu jest identyczny jak poprzednio.

Przypadek Il k> m

Twierdzenie 11l bedzie réowniez wazne w tym przypadku o ile
zmienimy w nastepujgacy sposob punkt b):

b) Funkcja v(x) w punktach x nalezacych do zbioru 2z

jest okreslona relacja:

U & W(k) = v(x) ElB_bn-m+1 _n+Xk _ _Pn Xn-m+k+1_

’\(b.l u;
Dh-m n-m

Dowod tak sformutowanego punktu b) jest podobny jak po-
przednio. Trajektoria optymalna x(t), tO<t<t”, osigga w chwi-

li t1 punkt x1e z£, czyli ~(t™» =£, e Z», zatem:

- - ~-n, -ntl m_ -n+2 (13 -n+k k-1 A
Xss Oj "e+es9 X =01 X =WA | X SW fooof X — . vOe i »)
Catkujac k - ostatnich réownan uktadu (5.16), przy uwzgled-

nieniu warunkéw poczatkowych (6.11) i tego ze um w ~ dosta«-
jemy:

xn+1(t)*w(t), xn+2(t)=w(1)(t),... t>tr
(6.12)



Uwzgledniajac (6.12) i (6.10) otrzymujemy:

Vm,HC)« « W ™ W+ " +V (IM) Slaty *'a
(6.13)

’Z(? wzorow g?.ll) ora?kiﬁego ze ’L.€XZZ, v_vynika ze wiel-
kosci  w.,, w e, W ; sa wspotrzednymi punktu na-
lezgcego do zbioru %7\? Catkujagc (k-m) - krotnie réwnanie
(6.13), uwzgledniajgc warunek poczgtkowy w(t™) *w* e

oraz biorac pod uwage zaleznos$ci (5.16a) jakie spetniajg wspo6t-
rzedne punktu w‘ e Z* otrzymujemy:

bn-mw/ ™ t ~+ bn-m+1 w/m 1MN(t)+ eee + nw(t) = 0, dla t > t., .
(6.14)

Uwzgledniajgc warunki poczgtkowe (6.11) oraz zalezno$¢ (6.14)
dostajemy po scatkowaniu n-pierwszych réwnan ukiadu (5.16):

x1(t)= 0, x2(t) = 0,..., xn(t)= 0, dla t > t1. (6.15)

Cigg dalszy dowodu jest identyczny jak w poprzednich przypad-
kach.

%
Przyktad

W podrozdziale 5.3 rozpatrzono przypadek sterowania obiek-
tem o réwnaniu y = w + w, przy ztozonych ograniczeniach sygna-
tu sterujgcego: W sg1 i W sgg. Po wprowadzeniu nowych
zmiennych (5.21) okreslono tam funkcje v(x) podajaca optymal-
ng wartos¢ sygnatu w w punkcie x, przy sterowaniu czasowo-
optymalnym do zbioru

Korzystajgc z przystosowanego dla przypadku I1: k>m Twier-
dzenia 11l dostajemy dla funkcji v(x):
Vv(X) dla x6 B i $ Zy

-X 3 dla x e

Podrozdziat 5«5 Jest umieszczony w oryginale pracy habili-
tacyjnej, nie jest natomiast - z powodu braku miejsca -
umieszczony w niniejszej publikaciji.
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6.3. Przygotowanie obiektu do optymalnego sterowania

Najblizsze rozwazania bedg dotyczyty realizacji sterowania
optymalnego w sensie Problemu I1. Jak juz wspominalisSmy reali-
zacja takiego sterowania sklada sie z dwoch etapow. Zajmiemy
sie obecnie pierwszym etapem realizacji tego sterowania, a
mianowicie - etapem przygotowawczym. Wtym etapie wspotrzedne
ir obiektu powinny osiggna¢ zadana warto$é poczatkowg £
przy optymalnym ‘“"ustawieniu steru” w(t*) = wQ (wielkos¢ wQ
- wynika z rozwigzania Problemu 11).

Oznaczmy przez i w” - odpowiednio wstepng wartos¢
wspdtrzednych obiektu i wstepne ustawienie "ustawienie steru”.
Przez t ~< tQ oznaczmy chwile rozpoczecia realizacji stero-
wania w etapie przygotowawczym. Problem przygotowania obiektu
do optymalnego sterowania, ktérym tutaj sie zajmiemy mozna
sformutowaé¢ nastepujgco:

W przestrzeni Y dane sg punkty N Dane sg row-
niez wektory w i_wQ (ten ostatni wynika z rozwigzania
Problemu 11). Nalezy znalez¢ dopuszczalne sterowanie w(t),

t 1<t< tQ spetniajgce warunki w (t*™ =w”™ i w(t")=wQ
przy ktérym rozwigzanie ¢(t) réwnania. (1.1) z warunkiem po-
czatkowym £ ("Ci) = £-1 speinia rdwniez relacje ¢ (t” )="0X"

W tak postawionym problemie jedynym wymaganiem stawianym
sterowaniu w etapie przygotowawczym t ~ <t < tQ jest to aby
doprowadzito ono wspoétrzedne obiektu z dowolnej wstepnej war-
tosci ~ do okres$lonej wartosci przy zadanym ustawie-
niu steru w(t“) = wQ Wprzedziale czasu t "™ <t < t0 nie
stawia sie zadnych kryteriow optymalnosoi takiemu sterowaniu.
W zwigzku z tym problem ten mozna w rézny sposéb rozwigzad,

a zatem nie posiada on jednoznacznego rozwigzania. Jeden ze
sposobéw rozwigzania przedstawiamy ponizej.

xMoze by¢ £ ~ = £0, wtedy powyzszy problem aa sens gdy
£ i ~ EO* Jedna z chwil t~ Ilub +0 moze by¢ zadana.
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Rozwazmy sterowanie w(t), t'< t <<tQ dla ktérego

A(m-1)(t) = dla t<t<tQ

(6.16)

W 2) (1) . (t-t0) w A1) +w ~2)
(6.17)

Chwile tv takg ze w przedziale t'<t < tQ tak okreslone
sterowanie jest dopuszczalne (w przypadku ograniczen sterowa-
nia typu (1.4)) nalezy okres$li¢ tak aby: «C< w(t) < >, dla
t'<t < Jezeli istnieje rozwigzanie Problemu Il, to lezg-
cy na granicy zbioru 2£ (~0) punkt 5Q€ 2™ (;Q i réwniez

punkt ¢ e r 71(iD- xQ t z£.

Biorgc pod uwage okres$lenie zbioru 2~ ‘tatwo zauwazyé ze
istnieje wtedy chwila t'< tQ chociazby bardzo bliska chwi-
li tQ taka ze w przedziale t'<t< t0 sterowanie (6.17)
jest dopuszczalne.

Rozwazmy teraz trajektorie x(t) odpowiadajgcg sterowaniu
w (t) i przechodzaog w chwili tQ przez punkt xQ (czyli
£(t ) = x0). Jezeli t przebiega przedziat t ' sgt < tQ to
punkt x(t) zakres$la w przestrzeni X pewien wycinek § tra™-
jektorii x(t), z kohcami x(t) i x(t”) = xQ

Oznaczmy przez x ™ punkt odpowiadajacy zgodnie z (1.13)
parze punktow ;-1 1 E-1* pugt c-1 reprezentuje wstepny
stan obiektu, przed rozpoczeciem realizacji sterowania w eta-
pie przygotowawczym.
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Oznaczmy przez x(t”) dowolny punkt wycinka | trajektorii
x(t), réozny od x (tQ = xQ (zatem t'~t”< t0). Niechaj w(t),
t "< t< t”, bedzie sterowaniem dopuszczalnym, dla ktorego
trajektoria x(t), taka ze i(t_,]) = przechodzi réwniez
przez punkt x(t”) wycinka 8.

Sterowanie w(t), t M < t < tD ktére wprzedziale
tN< t <t” pokrywa sie z funkcjg w(t), a wprzedziale
t"<t < tQ- z funkcjg w(t) jest poszukiwanym ww/w proble-
mie sterowaniem w etapie przygotowawczym. Sterowanie to przy-
gotowuje obiekt do nastepnego etapu w ktérym realizowane jest
sterowanie optymalne w sensie Problemu I*

Azeby czas etapu przygotowawczego byt mozliwie krotki na-
lezy:

a) na wycinku | wybra¢ punkt x(t”) mozliwie blisko potozony
punktu x0 (zatem chwila t” bliska jest chwili tQf

b) za sterowanie #(t), t~< t < t", przyja¢ sterowanie cza-
sowo-optymalne sprowadzajgce punkt w przestrzeni X z po-
tozenia x ™ w potozenie x (t7).

Wten sposob skraca sie odcinek czasu t"< t < t0, w kto-
rym sterowanie w(t) nie jest sterowaniem czasowo-optymalnym.
Postepujac w ten sposob otrzymujemy czas etapu przygotowawcze-
go t - t~ tylko nieco wiekszy od czasu sterowania czasowo-
optymalnego z punktu x ™ do punktu xQ (i to dowolnie do
niego zblizony).

Wniosek: Nie istnieje sterowanie w etapie przygotowaw-
czym, dla ktoérego czas tQ- t » jest minimalny. Jezeli istnie-
je sterowanie czasowo-optymalne z punktu x ” do wszystkich
punktéw wycinka | , to istnieje natomiast granica czasu t0O-t",
do ktdérej w wyzej postawionym problemie mozemy sie dowolnie
zblizy¢ (wybierajgc punkt x(t”) na wycinku § dowolnie bliski
punktu x ).

Przyktad

W podrozdziale 3.5 rozpatrywaliSmy sterowanie czasowo-opty-
malne w sensie Problemu Il obiektem opisanym réwnaniem réznicz-
kowym o postaci y =w + w, Jw]<l.

82



Rozwazmy teraz problem przygotowania tego obiektu do stero-
wania optymalnego. Niechaj beda dane , WRhj, Zz0 * Z 1 =
= 0. Z rozwigzania Problemu Il dostajemy jeszczej

£o=(wo> *0o> 1 So = (51* 50)*
Zgodnie z wzorami (6.17) okreslamy sterowanie w(t):
w<1l)(t) = w0, w(t) - wo(t-t0) +w0, dlat'<t < tQ. (6.18)

Odcinek czasu t - t', w ktérym stercaranie (6.18). jest dopusz-
czalne wyznaczamy uwzgledniajgc ograniczenie: W sg 1.

Mamy wiec

W” +1
dla w0 > 0 tQ- t =
0
w - 1
dla wQ< 0 tQ- t' » -2—— . (6.19)
WO0

Podstawiajac (6.18) do rownan (2.13), rozwigzujac te rdwnania
i uwzgledniajgc warunki poczgtkowe xa(tQ) = xQ ixaz(tQ): X_Q?
otrzymujemy dla trajektorii x(t) réwnania:

a (t—= )3 (t— ) p .

i (« wr, — +*0-T 3- * 4 s X0

2 (6.20)

x2(t) =wQ (t go)- + wc(t-t0) + x2.
Odcinek 8§ jest opisany przez réwnania (6.20) w ktérych para-
metr t - t zmienia sie w granicach t'—tQ< t-tQ< 0.

Dla obliczonego w podrozdziale 3.5 przyktadu liczbowego o
danych = (-5,0), = 0 otrzymalismy wQ= (-1,-2,8) i

xQ= (-4, 2,8).
Many wiec w =-1, wQ=-2,8, xM=-4, x2=2,8

tot' = 0,714 .
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Przyjmujgc t0t” =0,5 otrzymujemy korzystajgc z wzoréw
(6.20) x1(t”) =- 5,47, x2(t”) = 2,95.

Niechaj dodatkowe dane beda: = (-5,0), w>] = (0,0).
Aby rozwigza¢ problem do korica nalezy jeszcze znalezé sterowa-
nie w(t), t~ <t < t”, dla ktéorego odpowiadajgca nu trajek-
toria x(t) spetnia warunki x(t_”) =x" = (-5,0) i x(t7) =
= x(t") = (-5,47, 2,95).

Na rysunku 12a przedstawiono przebiegi trajektorii £(t),
x(t) i x(t), a na rysunku 12b - sterowanie w obu etapach:
przygotowawczym i sterowania optymalnego dla przyjetych wyzej
danych liczbowych.

6.4. Uwagi ogélne o przygotowaniu obiektu do optymalnego ste-
rowania

Rozwazmy ogdlny przypadek sterowania optymalnego. Dane sg
réownania rézniczkowe opisujace zmiane wspoétrzednych obiektu
przy okreslonym sterowaniu. Dane sg roéwniez wartosci poczatko-

we i wartosci koncowe ~ wspotrzednych obiektu. Nalezy
znalez¢ dopuszczalne (w okreslonym sensie) sterowanie sprowa*-
dzajace wspdtrzedne obiektu z wartosci do wartosci

i minimalizujgce okreslony funkcjonat.
Biorgc pod uwage wektor wartosci poczatkowych %  mozemy
rozrozni¢ tu dwa przypadki:
I. Wspotrzedne obiektu, ktére sg zadane w wektorze wartosci

poczatkowych w Petni okreslajg poczatkowy stan XQ
obiektu;

Il. Wspdtrzedne obiektu, ktore sg zadane w wektorze wartosci
poczatkowych nie okreslaja w peini poczatkowego sta-

nu xQ obiektu.

W przypadku | dla okre$lenia optymalnego sterowania | nale-
zy rozwigza¢ zagadnienie sterowania optymalnego ze stanu po-
czatkowego x0 do stanu koncowego x» (lub do zbioru stanéw
koricowych) *

W przypadku Il dla okres$lenia optymalnego sterowania Il na-
lezy rozwigza¢ zagadnienie sterowania optymalnego ze zbioru
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stanéw poczatkowych xQ do stanu koricowego (lub do zbio-
ru stanéw koncowych). Z rozwigzania tego zagadnienia uzysku-
je sie réwniez optymalny stan poczatkowy xQ jako jeden z ele-
mentow zbioru standw poczgtkowych.

Interesuje nas obecnie problem realizacji sterowania opty-
malnego 11. tatwo zauwazy¢, ze realizacja takiego sterowania
jest mozliwa tylko wtedy, gdy istniejg warunki przygotowania
obiektu do tego sterowania. To przygotowanie obiektu bedzie
polegato na sprowadzeniu wspo6trzednych obiektu z aktualnego
stanu poczatkowego do optymalnego stanu poczatkowego
XxQ). Podczas przygotowania obiektu minimalizacja funkcjonatu
(dla ktérego zarezerwujemy okreslanie funkcjonat gtéwny) nmo
ze nie obowigzywaé, moze by¢ natomiast minimalizowany inny
funkcjonat. Sterowanie wetapie przygotowawczym moze tez nie
mie¢ wecale kryteriéw optymalnosci.

Bez przygotowania obiektu do optymalnego sterowania nie-
mozliwa jest w zasadzie realizacja sterowania optymalnego 11
(z wyjatkiem przypadku wymienionego w odnosniku). Stan obiek-
tu rzeczywistego jest bowiem okreslony w kazdej chwili i rzad-
ko sie zdarza aby aktualny stan poczatkowy pokrywat sie
z optymalnym stanem poczatkowym xQ

Glowny funkcjonat zaczyna sie w zasadzie liczy¢ od chwili
osiggniecia przez wspotrzedne obiektu wartosci poczagtkowej £Q
d tej chwili zaczyna sie tez etap realizacji sterowania opty-
malnego |I1. Etap przygotowawczy bezposrednio poprzedza etap
sterowania optymalnego, w zasadzie nie moze by¢ przerwy miedzy
tymi dwoma etapami.

Jezeli w etapie przygotowawczym nalezy rowniez minimalizo-
wac¢ jakis funkcjonat, to sterowanie optymalne w tym etapie
mozna znalez¢ rozwigzujgc zagadnienie sterowania optymalnego

VA
"Aktualny stan poczgtkowy jest stanem obiektu w chwili

rozpoczecia sie sterowania w etapie przygotowawczym. Przygo-
towanie obiektu do optymalnego sterowania nie bedzie potrzeb-
ne jezeli aktualny stan poczatkowy pokrywa sie z opty-

malnym stanem poczagtkowym x , co jednak jest bardzo mato
prawdopodobne.
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z aktualnego stanu poczatkowego x , do optymalnego stanu po-
czatkowego

Jak wida¢ problem przygotowania obiektu do optymalnego ste-
rowania ma aspekt ogdlny. Dla rozwazanych w niniejszej pracy
obiektdw o funkcjach przejscia zawierajgcych zera specyfika
tego problemu wynika z nieciggtosci trajektorii fazowych
w przestrzeni Y.
Przykiad

Dla ilustracji rozwazmy ruch masy m= 1 pod wplywem sity
| fl<1l. Réwnanie ruchu ma posta¢: y = f. Sterowanie optymalne
powinno w minimalnym czasie przesungé masg z potozenia poczat-
kowego yQ do potozenia koricowego y» > yQ przy czym w poto-
zeniu koncowym powinno réwniez by¢ y» = 0 Wspotrzedne: x =
=y i x2 =y wpelni okres$lajg stan obiektu. Poniewaz dla
wspotrzednej xQ = yQ nie ma zadnych cgraniczen, wiec zbior
standéw poczatkowych skI%da sie ze standow, dla ktérych x\ -
= y0 jest zadane, a xQ=y0 jest dowolne. Mamy tu wiec do
czynienia z przypadkiem 1I1.

Z rozwigzania zagadnienia sterowania optymalnego ze zbioru
do punktu dostajemy ze w potozeniu yQ masa powinna mie¢
okreslong, optymalng szybkos¢ yQ Sita f = -1 bedaca stero-
waniem optymalnym powinna wyhamowa¢ te szybko$¢ na drodze
taczgcej potozenia yQ i y”. Przygotowanie obiektu do opty-
malnego sterowania bedzie polegato na rozpedzeniu masy do
optymalnej szybkosci yQ, przy czym te szybko$¢ powinna miec
masa w potozeniu yQ

WTIOSKI
1) W przypadku rozwazanych obiektéw, ich stan jest reprezen-
towany nie tylko przez wektor ale rowniez przez wektor w.

Do peitnego okreslenia stanu obiektu w dowolnej chwili czasu
potrzebna jest mianowicie znajomosé pary wektoréw y i w.

W zwigzku z tym w rozwazanych zagadnieniach sterowanie opty-
malne zalezy réwniez od poczatkowego "ustawienia steru” wQ
Mozemy wiec rozr6zni¢ tutaj dwa problemy: | - gdy wielkos¢ »
jest zadana oraz Il - gdy mozemy sobie wybra¢ optymalne, po-
czatkowe "ustawienie steru" wO*
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Problem | prowadzi (po wprowadzeniu nowych zmiennych 2z) do
zagadnienia sterowania czasowo-optymalnego z punktu poczatko-
wego xO0, okreslonego przez parag ¢0 * 2L0o*“~™° z*i°ru
punktéw koncowych x”~. Wcelu rozwigzania Problemu Il nalezy
natomiast rozwigza¢ zagadnienie sterowania czasowo-optymalnego
ze zbioru je (jrQ punktéw poczatkowych-~, do zbioru z£
punktéw koricowych z~.

2) Zbiory ~ ) i 2~ sag zbiorami m-wymiarowymi, zatem
w przypadku Problemu Il w wyborze zaréwno punktu poczgtkowego
z™ Jak i punktu koricowego z» mamy m stopni swobody. Wyni-
ka to stad ze wymagania "w chwili poczatkowej t~" i "w chwi-
li koncowej t*" dotyczg tylko wektora £, a wartos¢ wektora w
(ktéry tacznie z £ okres$la stan obiektu) jest w pewnych gra-
nicach dowolna.

Zbior ~ (£0) zalezy od punktu poczatkowego od ogra-
niczen natozonych na sterowanie dopuszczalne i od ewentualnych
dodatkowych ograniczen natozonych na skladowe wektora w?

Te ostatnie dodatkowe ograniczenia majg na celu utatwienie rea-
lizacji sterowania optymalnego w sensie Problemu 1. Zbiér z£
zalezy natomiast tylko od ograniczen dotyczgacych stercwania
dopuszczalnego.

3) Twory geometryczne odpowiadajgce zbiorom 2~ (£0) 1
moga nie by¢ gtadkimi hiperpowierzchniami.
Do rozwigzania zagadnienia sterowania optymalnego z punktu zQ
do zbioru lub ze zbioru Z'(z0) do zbioru Z”, mozna jed-
nak stosowaé warunki transwersalnosci. Nalezy przy tym rozpa-
trywa¢ z osobna te punkty w/w zbioréw, w ktérych to punktach
hiperpowierzchnie odpowiadajace tym zbiorom nie sa gtadkie.

4) W przypadku gdy sygnat sterujgcy w(t) jest przedzia-
tami ciagtg funkcja, wtedy dodatkowym ograniczeniom moga pod-
lega¢ tylko nastepujace wspo6irzedne obiektu: y, y “»ee ty™n“ml
Pochodne sygnatu y wyzszego rzedu niz (n-m) w punktach nie-
ciggtosci funkcji w(t) posiadaja bowiem impulsy o nieskon-
czonej wartosci, ktore przekraczajg wszelkie ograniczenia.
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5) W przypadku ograniczen wsp6trzednych, obiektu trajektorie
dopuszczalne w przestrzeni X powinny leze¢ w pewnym domknie-
tym obszarze B. Trajektoria optymalna sktada sie z odcinkéw
lezacych na granicy g tego obszaru (z odcinkéw trajektorii
granicznych) i z odcinkéw lezgcych wewnatrz tego obszaru. Dla
tych ostatnich odcinkéw obowigzuje zwykta zasada maxiraum. Ne™
tomiast odcinki trajektorii lezace na granioy g mozna zna-
lez¢ wykorzystujgc fakt, ze przez dowolny punkt lezacy na gra-
nicy g przechodzi tylko jedna trajektoria lezgaca na g, przy
czym w kazdym punkcie tej trajektorii sterowanie jest jedno-
znacznie okreslone.

Punkty styku mozemy w pewnych przypadkach wyznaczy¢ korzy-
stajac z Twierdzenia 24 pracy [7] = Do wyznaczenia ostatniego
punktu styku moze by¢ pomocny Lemat 4.1 zamieszczony w niniej-
szej pracy.

Twierdzenia | i Il (dotyczace Probleméw | i 1l) pozostajg
rowniez wazne w przypadku sterowania przy ograniczonych wspot-
rzednych obiektu*-1

6) Twierdzenia | i |l zachowujg swojg waznos¢ rowniez
w przypadku gdy ograniczona jest k—ta pochodna sygnatu steru-
jacego, jak roéwniez przy ztozonych ograniczeniach sygnatu ste-
rujgcego™Nalezy tylko wprowadzi¢ wtedy nieco inne zmienne X
okreslajgce stan obiektu (zgodnie z wzorami (5.3) i (5.15)).
Przypadek ziozonych ograniczen sygnatu sterujgcego mozna spro-
wadzi¢ do przypadku sterowania za pomocg pewnego nowego sygna-
tu sterujgcego, przy odpowiednio ograniczonych wspo6trzednych
w przestrzeni X.

7) Do realizacji optymalnego stercwania w sensie Problemu I
moze by¢é wykorzystana funkcja v(x) i dotyczgce tej funkcji
Twierdzenie 11l (w jednym z trzech jego wariantéw). Funkcja
v(x) podaje warto$¢ optymalnego sterowania w w dowolnym
punkcie przestrzeni X. Sterowanie okreslone w punkcie a) te-
go twierdzenia jest sterowaniem optymalnym sprowadzajgcym

wspotrzedne obiektu z punktu ~ do punktu ~ = 0, a stero-
wanie okreslone w punkcie b) - sterowaniem utrzymujgcym wspot-
rzedne ~ obiektu na poziomie ~ = 0.

J . .
Po nieznacznych zmianach.
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8) Realizacja sterowania optymalnego w sensie Problemu 11

jest w zasadzie mozliwa tylko wtedy jezeli mozemy mieé¢ wptyw
na sterowanie obiektu rdwniez przed chwilag tQ osiggniecia
przez wspoétrzedne wartosci £Q Ta realizacja sklada sie
z dwoch etapow: pierwszy etap jest etapem przygotowawczym,
w ktorym wspoéirzedne obiektu osiggajg wartos¢ £0 przy opty-
malnym ustawieniu steru wQ (wyznaczonym z rozwigzania Proble-
mu I'1). Drugi etap jest etapem realizacji sterowania optymal-
nego w sensie Problemu 1.

9) W zwiazku z realizacjg sterowania optymalnego w sensie
Problemu Il powstaje problem przygotowania obiektu do optymal-
nego sterowania. Problem ten dotyczy nie tylko rozwazanych
obiektéw, lecz ma charakter bardziej ogdélny. Jezeli stan po-
czatkowy - yQbiektu jest jednym ze standw nalezacych do
pewnego zbioru to w wyniku rozwiagzania zagadnienia sterowa-
nia optymalnego dostajemy pewien optymalny stan poczatkowy xQ
nalezgcy do tego zbioru. Przygotowanie obiektu do optymalnego
sterowania polega na doprowadzeniu stanu obiektu do optymalne-
go stanu poczatkowego 50. Wczasie przygotowania obiektu do
optymalnego sterowania moze obowigzywa¢ minimalizacja innego
funkcjonatu.

Bez przygotowania obiektu do optymalnego sterowania niemoz-
liwa jest w zasadzie realizacja sterowania optymalnego w sen-
sie problemu I1.

10) | na zakonczenie uwaga bardziej subtelnej natury. Przy
takim jak w niniejszej pracy przeprowadzeniu rozwazan (w kto-
rych wykorzystuje sie pojecie dystrybucji) z definicji dystry-
bucji wynika ze zdefiniowane rozwigzania y(t) réwnania roz-
niczckowego obiektu reprezentujg zmiany interesujgcej nas wiel-
kosci wyjsciowej y rzeczywistego obiektu.

Rozwazania takie jak w pracy [1] sa nieco sztuczne. Operuje
sie wnich blizej nieokreslonymi rozwigzaniami y(t) réwnania

Innymi stowy jezeli stan poczgtkowy 5Q obiektu mozemy

wybiera¢ wsrod stanéw poczgtkowych nalezacych do pewnego
zbioru.
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rézniczkowego obiektu i szuka sie takioh nowych zmiennych x
zwigzanych ze zmiennymi £ i w Ze w rOownaniach rézniczkowych
dla zmiennych Xx nie wystepujg pochodne sygnatu w. Z roz-
wazan zawartych w [1] wcale nie wynika,ie wielkosci y odpowia-
dajgce cigglym rozwigzaniom x(t) réwnan rézniczkowych dla
zmiennych X - sg zgodne z przebiegami sygnatu wyjsciowego Yy
rzeczywistego obiektu opisanego rownaniem (1*1)«
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ

ukazujg sie w nastepujacych seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO
Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA
En. ENERGETYKA
G. GORNICTWO
IS. INZYNIERIA SANITARNA
MF. MATEMATYKA-F1ZYKA
M. MECHANIKA
NS. NAUKI SPOLECZNE

Dotychczas ukazaty sie nastepujace zeszyty serii A.:

Automatyka z. 1, 1961 r. s. 200, zt 13,85
Automatyka z. 2, 1962 r., s. 138, zt 10,70
Automatyka z. 3, 1963 r., s. 90, zt 99—
Automatyka z. 4, 1963 r., s. 108, zt 5,70
Automatyka z. 5 1964 r., s. 114, zt 6,85
Automatyka z. 6, 1965 r., s. 184, zt 9,40
Automatyka z. 7, 1966 ., s. 224, zt 12 —
Automatyka z. g 1967 r., s. 154, zt 9 —
Automatyka z. 9, 1968 r., s. 257, zt 9 —
Automatyka z. 10, 1968 r., s. 92, zt g —
Automatyka z. 11, 1969 r., s. 61, zt 4,—
Automatyka z. 12. 1969 r., s. 122, zt 7, —






