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CALKOWANIE ROWNAN OBWODU

Streszczenie. W artykule przedyskutowano problem stabilno$ci metod nume-
rycznego catkowania réwnan rézniczkowych opisujgcych obwody elektroniczne. W
szczegollnosci doktadnie przeanalizowany zostat problem narastania catkowitego
btedu rozwigzania podczas catkowania réwnan. Przedstawiono i uzasadniono ko-
niecznos¢ stosowania metod sztywno-stabilnych. Cato$¢ ilustrowana jest bardzo
prostymi przyktadami utatwiajgc zrozumienie przedstawionych zagadnien.

NUMERICAL SOLUTION OF NETWORK EQUATIONS

Summary. In the article author considers the problem of stability of numerical
solutions of differential equations which describes electrical network. Particulary
growth of the total error of numerical solution is considered and analyzed. It is sho-
wed that to solve stiff equations describing electrical network special numerical met-
hod is needed - an stiff method. All is illustrated with simple RC networks to magnify
understanding of considerations.

SOLUTIONS NUMERIQUES POUR EQUATIONS DE STRUCTURE

Résumé. Dans cet article, I'auteur considére le probleme de stabilité des so-
lutions numériques pour les équations différentielles qui sont décrites dans les
structures électriques. En particulier, 'augmentation de I'erreur totale des solutions
numériques est prise en compte et analysée. Celé montré que pour résoudre les
équations ,stiff décrivant des structures électriques, nous avons besoin d’une
méthode numérique spéciale - une méthode ,stiff. Tout ceci est illustré par une
simple structure RC qui clarifie la compréhension des données du probleme.

Jednym z najwiekszych wynalazkéw obecnego stulecia jest scalony uklad elek-
troniczny. Na matym ptatku krzemu (chipie) w cienkiej warstwie powierzchniowej
wytwarza sie od kilku do kilku milionéw tranzystoréw. Odpowiednio potgczone, na
powierzchni nie wiekszej od powierzchni paznokcia, realizowa¢ moga praktycznie

dowolny ukfad elektroniczny. Pierwsze takie uktady opracowano w latach szesé-
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dziesiatych. Ich powszechne uzycie w praktycznie wszystkich dziedzinach dziatalno-
Sci inzynierskiej zrewolucjonizowato technike i zmienito obraz Swiata. Na poczatku
lat siedemdziesigtych rozwoj technologii uktadéw scalonych stal sie motorem badan
w zakresie komputerowej analizy ukfadéw elektronicznych. Przygotowywany do
scalenia uktad musi by¢ wczesniej doktadnie sprawdzony. Czy rzeczywiscie spetia
swojg funkcje? Czy spetnione sa postawione przez projektanta wymagania? Bada-
nie prototypu uktadu ztozonego z elementéw dyskretnych, tzn. elementéw, z ktérych
kazdy zostat osobno wytworzony i umieszczony w swojej wtasnej obudowie, jest
zwykle niecelowe [1], W ukfadach scalonych obserwuje sie bowiem zjawiska nie
spotykane w ukfadach realizowanych z elementéw dyskretnych. Wytworzenie na-
tomiast krotkiej serii prototypowych uktadéw scalonych kosztuje praktycznie tyle sa-
mo co uruchomienie produkcji wielkoseryjnej. Pozostaje badanie modelu matema-
tycznego ukifadu. Ze wzgledu na skale problemu potrzebne obliczenia wykonywane
sg za pomocg komputera. W artykule tym chciatbym przedstawi¢ Czytelnikowi nie-
ktére zagadnienia, z jakimi spotka¢ sie mozna prébujac rozwigza¢ numerycznie

rownania rézniczkowe opisujgce uktad elektroniczny.

1. Krolik doswiadczalny, czyli obwéd RC

Zacznijmy od analizy znanego wszystkim ze szkolnych podrecznikéw obwodu
RC przedstawionego na rys. 1. Zakladamy, ze poczatkowo klucz Kjest otwarty, na-
tomiast kondensator C jest roztadowany, tzn. napiecie u = 0 [V]. Chcemy obliczy¢
przebieg zmian napiecia u(t) po zamknieciu klucza, co nastgpito, powiedzmy, w
chwili t = 0. Zgodnie z Il prawem Kirchhoffa [2] na oporniku panuje napiecie réwne
réznicy napiecia UB wytwarzanego przez baterie i napiecia u(t) na kondensatorze.

Stad prad i(t) ptynacy przez opornik obliczymy za pomocg prawa Ohma [2]:
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Rys. 1. Obwéd RC
Fig. 1. The RC network

Poniewaz prad i(t) ptynie takze przez kondensator C, to:

L ~du()
i(t)y =C dt )

W rezultacie podstawienia réwnania (2) do rownania (1) otrzymujemy nastepujacy

zwigzek:

du(t) _ u(t) UB
dt RC RC

3
Czytelnicy zauwazyli zapewne, ze (3) jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne, li-
niowe o statych wspétczynnikach. Jak tatwo sprawdzi¢ (przez podstawienie), rozwig-

zaniem tego réwnania (tzw. catkg ogolna} jest funkcja w postaci:

u(t)=UB+A e RC )

Stalg A trzeba tak dobra¢, aby warto$¢ napiecia u w chwili t = 0 wynosita 0 [V], po-
niewaz zatozyliSmy, ze w chwili zwarcia klucza K kondensator byt roztadowany.

Przebieg napiecia u(t) dla t > 0 opisywany jest zatem wzorem:
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u(t) =uB 1-e RC (5)

Wykres u(t), dla UB= 1.0 [V], R = 10 [kQ] i C = 100 [uF], przedstawiony jest na rys.2.
Napiecie u w chwili t = 0 narasta, asymptotycznie zdgzajac do wartosci napiecia
wytwarzanego przez baterie UB. W praktyce po czasie rébwnym ok. 5 R C nie obser-
wuje sie juz zmian napiecia u. A zatem czas ustalania sie napiecia w obwodzie o-
kreslony jest iloczynem r = R C, o wymiarze czasu. lloczyn ten nazywany jest statg

czasowa obwodu.

Rys. 2. Przebieg napiecia u(t) na kondensatorze w obwodzie RC
Fig. 2. Voltage u(t) on capacitance in RC network
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2. Rozwigzanie numeryczne

Przebieg napiecia u w funkcji czasu mozna obliczy¢ takze za pomoca komputera.
Jedng z metod jest zastosowanie catkowania numerycznego rownania (3). W tym
celu postuzymy sie tzw. bezposrednig metoda Eulera [1,3]. Wybieramy cigg réwno-
odlegtych chwil czasowych {t0=0, t1=t0O+ h, 2=f#+ h,..., tn¥l = tn + Zgodnie

ze wzorem Taylora warto$¢ napiecia u w chwili fn+ wyraza sie nastepujaco:

= dt 2 &t ®)

Jak pamietamy, chwila 9, lezy gdzie$ w przedziale < tn, t#l = tn + h >. Jezeli jednak
krok catkowania h jest dostatecznie maly, to trzeci skltadnik po prawej stronie wzoru
(6) moze by¢ pominiety.

Przyblizona warto$¢ napiecia u(tntl), oznaczona tutaj uN(tntl), moze zostac obli-

czona nastepujaco:

UN(tn+” = u(tn) + dX(tn) h @)

Z réwnania (3) obliczamy warto$¢ pochodnej napiecia u(t) w chwili tn i podstawiamy
do réwnania (7). Jezeli zamiast dokladnej wartosci napiecia uftj uzyjemy wartosci

przyblizonej uN(tJ, to otrzymamy réwnanie w postaci:

uA/ftn+l) = UN(tn) ~ RQ~h+~rqg-~ n

Wiedzac, ze w chwili t0 = 0 [s] warto$¢ napiecia u = 0 [V], mozna, postugujac sie
rownaniem (8), obliczy¢ przyblizong warto$¢ uN napiecia u w dowolnej pdzniejszej
chwili tn. Odpowiednie obliczenia mozna wykona¢ uzywajgc w tym celu kalkulatora
lub zaprogramowac je i zleci¢ ich wykonanie komputerowi. Rys. 3 przedstawia po-
rownanie zaleznosci u(t) obliczonej zgodnie ze wzorem (5) (linia ciggta) oraz rozwig-

zania numervczneao uJt). otrzvmaneao zaodnie ze wzorem (8) (kwadraciki) dla



88 Jacek lzydorczyk

kroku catkowania h = 0,1-R-C, R-C = 1 [s] oraz napiecia UB= 1,0 [V]. Jak widac,
réznice sa niewielkie, co przekonuje nas o skutecznosci przyjetej metody postepo-

wania.

Rownanie (8) to tzw. liniowe réwnanie réznicowe. Rozpatrywany obwdd elektro-
niczny jest prosty. Wybrano prostg metode catkowania numerycznego. W rezultacie
rownanie (8) mozemy rozwigza¢ w sposoOb Scisty. Przepiszmy je w nastepujgcej po-

staci:

[UB ~uN(tn )\--A~.[UB -~A/*n)] (9)

Rys. 3. Przebieg napiecia u(t) (linia ciagta) oraz przebieg obliczony numerycznie uNt) (kwadraciki)
Fig. 3. Exact solution of voltage u(t) (line) and numerical solution uNt) (squares)
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Rzut oka i wida¢, ze zgodnie z réwnaniem (9) ciag liczb {UB- uN(t,)} to ciag geome-

tryczny o ilorazie 1 R C/ i pierwszym wyrazie rownym UB. Wzér okreS$lajgcy wy-
\Y; .

raz ogolny takiego ciggu ma postac:

RC (10)

Rozwigzanie numeryczne rOwnania ré6znicowego (8) mozna zapisa¢ w postaci:

uN(tn) =uB L 1 RC (11)

Wiedzac, ze tn = h-n, réwnanie (11) mozna przedstawi¢ w nieco dziwacznej formie:

n
RC Rrc
h'y h
- 1~ 1- 12
uN(tn) = UB R.CJ (12)
RC
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym"-—h }] h ->e =2.718 dla matej wartosci

kroku catkowania h, bo liczba Eulera e=x" (I-x ) -1/x . Rozwigzanie numeryczne

(12) jest zbiezne do rozwigzania (5) przy kroku catkowania h -> 0.

3. Obszar stabilnosci bezposredniej metody Eulera

Na ogo6t interesuje nas wykonywanie obliczen z tak duzym krokiem catkowania h,
jak tylko to mozliwe. Maly krok catkowania oznacza bowiem duzg liczbe obliczen, a
co za tym idzie - dlugi czas obliczen. Z drugiej strony im wiekszy krok catkowania,

tym wieksza wartos¢ lokalnego btedu obciecia, tzn. sktadnika kwadratowego:
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(13)

ktory wystepuje we wzorze (6), natomiast w dalszych obliczeniach jest pomijany.
Ogolnie lokalny btad obciecia s(tn+l) to réznica pomiedzy doktadng warto$cig napie-
cia uftn+i) a wartoscig przyblizong uN(tr#l) obliczong na podstawie wzoru (7). Nalezy
zwroci¢ uwage, ze we wzorze (7) do obliczenia napiecia uNtntl) wykorzystuje sie
doktadng warto$¢ napiecia u(tn) i jego pochodnej. Rezultat obliczen numerycznych
jest zawsze taki, ze uzyskane rozwigzanie rézni sie od rozwigzania doktadnego. W
niesprzyjajacych warunkach lokalne btedy obcigecia moga by¢ w kolejnych krokach
catkowania ,wzmacniane”, co czyni rozwigzanie numeryczne zupetnie falszywym.
Zdefiniujmy catkowity btagd E(t) rozwigzania numerycznego jako réznice pomiedzy
doktadng warto$cig napiecia u(t) i wartoScig rozwigzania numerycznego uN(t) otrzy-

manego w wyniku rozwigzania réwnania r6znicowego:

E(t,) = u(tn) - uN(tn) (14)

Z rownania (14) obliczamy warto$¢ u”tn) i podstawiamy do réwnania (8):

(15)

Sktadnik w nawiasie kwadratowym po prawej stronie wzoru (15) to doktadna wartos¢

napiecia u(tnt)) pomniejszona o lokalny btad obciecia:

(16)

Stad catkowity btagd rozwigzania numerycznego w chwili fn+ jest rowny sumie lokal-

nego btedu obciecia w chwili tn+l i catkowitego btedu rozwigzania w chwili f, pomno-
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7

Dop6ki czynnik

catkowity btad rozwigzania numerycznego E(tn) bedzie w kolejnych krokach catko-
wania co najwyzej powiekszany o lokalny btad obciecia. Méwi sie, ze obszar stabil-

nosci [3] bezposredniej metody Eulera okre$lony jest nieréwnoscia:

Warunek ten okreslaakceptowalne wartosci kroku catkowania h:

0<h <2-RC=2i (19)

Uwaga: Zwykle obszar stabilno$ci okres$la sie na plaszczyznie Gaussa, tzn. postepuje sie tak, jak
gdyby stala czasowa R- C mogta by¢ dowolng liczba zespolong. My pozostaniemy jednak przy tym, ze
iloczyn R C jest rzeczywisty i dodatni. Nie zmienia to istoty rozwazanych probleméw.

4. Kroélikowi wyrastajg dtugie uszy

Do pierwotnie rozwazanego obwodu RC dotgczymy dodatkowg sekcje R *,, tak
jak pokazuje to rys. 4. Zaktadamy przy tym, ze R, = 100- R oraz Cr = C/105. Zapisz-
my réwnania rézniczkowe opisujgce zmodyfikowany obwdd. Skorzystamy tu z faktu,
ze prad plynacy przez pojemnos¢ C jest r6znicg pradow i(t) oraz i-,(t). Jednoczesnie
prad ii(t) ptynie przez kondensator C,. Oba prady tatwo wyrazi¢ w funkcji napie¢ u(t)

i u-i(t) (prawo Ohma):

dt R 100 R
(20)

C dui(t) u(t)-un(t)
105  dt 100 R
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uct) (= = £ ) m0)

L.(t)

Rys. 4. Szeregowe potgczenie dwoch obwodéw RC
Fig. 4. RC networks connected in series

Po uporzadkowaniu powyzszy uktad réwnan przyjmuje postac:

dt RC

du(t 101 ,. 0.01 ... UB
u® = L0y 00 iy VB
RC 11" RC

n = 1000 1000
dt RC '™ RC 1

@1)

Rownania te stanowig uklad réwnan rozniczkowych, zwyczajnych, liniowych o sta-

tych wspotczynnikach. Przez zr6zniczkowanie mozna sprawdzi¢, ze rozwigzaniem

powyzszego uktadu réwnan dla warunkéw poczatkowych u(t =0) = 0 [V], u-(t =0) =

0 [V] jest para funkcji:

A +1000 2 +1000 x
u(t) = UB 1+ X RC

1000y ,c 1000 A%

Ui(t) =UB 1+ RC
ALi(Xi-X.2) AQ(N2 -1 1)

gdzie state X1i X2 dane sg wzorami:

(22)
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-1001.01+ 79980210201
2

(23)

-1001.01 - Vv998021.0201

Rownania powyzsze stajg sie znacznie bardziej przejrzyste, gdy zdecydujemy sie

przepisac je w postaci przyblizonej:

-t -t
u(t)=UB 1-1.000 «e 1000RC +1.002 -10-8 -e 100010 3rc

(24)
-t -t
1-1.001-e 1000RC +1.001-10-3 -e1000'10 RC

Przebieg napiecia na kondenatorze C jest praktycznie taki sam jak w ukladzie, w
ktorym nie wystepuje druga sekcja RjC,. Dodatkowy opornik R, jest 100 razy wiek-
szy od opornika R. Dodatkowa pojemno$é Cljest 100000 razy mniejsza od pojem-
nosci C. Jak pamietamy, im wiekszy opornik, tym bardziej przypomina rozwarcie w
obwodzie. Podobnie, im mniejsza pojemno$¢, tym bardziej podobna jest do roz-
warcia. Ttumaczy to, dlaczego dotgczenie dodatkowej sekcji R-,0, ma minimalny
wplyw na przebieg napiecia u(t). Wplyw ten jest tak maty, ze prawdopodobnie nie
zostalby zauwazony podczas pomiaréw napiecia u(t) z wykorzystaniem typowego
oscyloskopu. Co wiecej, stata czasowa dodatkowej sekcji r, = R,- Cf jest 1000 razy
mniejsza od statej czasowej pierwszej sekcji r = R- C. Dlatego przebieg napiecia
u-i(t) jest praktycznie taki sam jak przebieg napiecia u(t). W przypadku rzeczywistych
uktadoéw elektronicznych jest to sytuacja typowa. Nawet w najprostszym oporowym
wzmachniaczu napiecia istniejg obwody o stosunkowo duzej statej czasowej i obwody
o stosunkowo matej stalej czasowej. Stosunek wspomnianych stalych czasowych

jest zwykle wielokrotnie wiekszy od 1000.
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Rys. 5. Napiecie u(t) (linia) oraz niestabilne rozwigzanie numeryczne (linia przerywana i kwadraciki)
Fig. 5. Voltage u(t) (line) and unstable numerical solution (dashes and squares)

Skoro dotgczenie dodatkowej sekcji zmienito przebieg w naszym obwodzie
tak nieznacznie, spodziewac sie mozna, ze rozwigzanie numeryczne rozszerzonego
obwodu znajdziemy réwnie tatwo jak poprzednio. Zastosowanie bezposredniej me-
tody Eulera do uktadu réwnan (21) prowadzi do nastepujgcego uktadu réwnan rézni-

cowych
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o s 1.01/7 . 0.01/7 . . UB h
UN(thA) = uN{#n ) 27 u N{tnJ+- 7~ u w (in) +- B

(25)

Przebieg napiecia u(t) obliczony dla kroku catkowania h = 0,1-R-C, takiego samego
jak w przypadku pojedynczej sekcji RC, nie przypomina rozwigzania doktadnego -
rys. 6. Gwaltownie opadajacy ,skok w dot’ nasuwa przypuszczenie, ze mamy do
czynienia z niestabilnosScig rozwigzania, tzn. ,wzmacnianiem” w kolejnych krokach
btedéw popetnionych poprzednio. Rzeczywiscie, rozwigzanie stabilizuje sie po
zmniejszeniu kroku catkowania h ponizej wartosci h = 0,002-R-C. Prowadzi to jednak
do ponad 50-krotnego wydtuzenia czasu obliczen i to tylko po to, aby obliczy¢ prze-

bieg praktycznie taki sam, jak ten przedstawiony na rys. 3.

5. Istota trudnosci

Jak sie wczesdniej przekonalismy,
dodatkowa sekcja R ~ nie zmie-
ZR|3 -> | nia przebiegu napiecia u(t). Analize
uktadu przedstawionego na rys. 4
sprowadzi¢ mozna zatem w prak-
tyce do analizy uktadu przedsta-
wionego na rys. 6. Dodatkowa
sekcja R ", zasilana jest przez

Rys. 6. Obwéd zastepczy
Fig. 6. The substitute network zrodlo napiecia, ktérego wartosé
dana jest praktycznie wzorem (5):
Stata czasowa obwodu z rys. 6. wynosi t = R- C/1000. Obwdd ten byt rozwigzywany
numerycznie za pomoca bezposredniej metody Eulera dla kroku calkowania
h = 0,1-R-C. Krok ten jest o wiele za duzy w stosunku do warto$ci zapewniajacych
stabilno$¢ rozwigzania, a okreslonych nieréwnoscig (19) (nalezy pamieta¢ o pod-

stawieniu r‘ -> r). Aby uzyska¢ rozwigzanie stabilne, niezbedne jest zmniejszenie

kroku catkowania ponizej wartosci 2 r‘. Konieczne jest to, mimo ze dodatkowa czes¢
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obwodu nie ma widocznego wplywu na przebieg napiecia u(t). Méwi sie, ze dodat-
kowa sekcja nie obcigza pierwszej sekcji RC. Stata czasowa i jest tak mata,
ze przebieg napiecia u-,(t) jest praktycznie taki sam jak przebieg napiecia u(t). A za-
tem, aby unikngé trudnosci przy catkowaniu réwnan obwodu opisywanego statymi
czasowymi réznigcymi sie o kilka rzedéw wielkosci, potrzebna jest metoda zachowu-
jaca stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci kroku catkowania. Metoda posiadajgca wy-

zej wymieniong wtasnos¢ nazywa sie sztywno-stabilng.

6. Posrednia metoda Eulera

Jedna z prostszych metod numerycznego catkowania réwnan rézniczkowych po-
siadajgcg wiasnos¢ sztywno-stabilnosci jest posrednia metoda Eulera [1,3]. Definiuje

ja nastepujgce réwnanie réznicowe:

(26)

Wielkos¢ lokalnego btedu obciecia dla posredniej metody Eulera dana jest nastepu-

jacym wzorem:

(27)

Zastosowanie bezposredniej metody Eulera do réwnania (3) opisujacego pojedyn-

czg sekcje RC prowadzi do réwnania réznicowego:

Ud,fn+l)  Ud.tn) + Fludtn+1)]
(28)

W rozpatrywanym przez nas przypadku funkcja F(x) jest liniowa (liniowy obwod elek-
troniczny), wobec tego znalezienie wartosci napiecia na kondensatorze w chwili tn+l

w funkcii napiecia w chwili t, nie stanowi wiekszego problemu:
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UB h

(29)

Najczesciej jednak uktady elektroniczne opisywane sg réwnaniami nieliniowymi, tzn.
funkcja F(x) jest funkcja nieliniowa. Wtedy znalezienie napiecia lub napieé, ogdlnie
moéwiac, wektora stanu uktadu w chwili tntl wymaga rozwigzania nieliniowego row-
nania algebraicznego (lub - co gorsza - uktadu takich réwnan). Jest to najwieksza
wada kazdej z posrednich metod catkowania.

Doktadne rozwigzanie rownania (29) ma nastepujaca postac:

uN(fn) = Ub ~ (30)

Mozesz to, Czytelniku, sprawdzi¢ przez podstawienie. Sadze, ze w tym momencie
potrafisz samodzielnie wykazac¢, ze rozwigzanie numeryczne (30) jest zbiezne do
rozwigzania doktadnego (5) dla kroku catkowania h -> 0. Jednocze$nie mozesz,
Czytelniku, sprébowaé wykazac¢, ze obszar stabilnosci dla posredniej metody Eulera

okreslony jest wzorem:

Stad akceptowalne wartosci kroku catkowania h (ze wzgledu na stabilno$¢ metody)
spetniajg warunki:

h>0lubh<-2 R C (32)

Jezeli dysponujesz komputerem, mozesz sprobowac napisa¢ program rozwigzujgcy
numerycznie rownania (21), ktére opisujg szeregowe potgczenie sekcji RC (jezyk
programowania wybierz sam zgodnie z wtasnymi mozliwo$ciami i upodobaniami). A

moze potrafisz utozy¢ taki algorytm, aby krok catkowania h zmieniat sie w trakcie
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procesu catkowania? Na poczatku, gdy napiecie u(t) gwattownie rosnie, krok catko-
wania powinien by¢ maly. Pod koniec procesu catkowania, gdy w obwodzie juz ,nic
sie nie dzieje”, mozna pozwoli¢ sobie na duzg warto$¢ kroku. Zauwaz, ze takie

zmiany mozliwe sg tylko wtedy, gdy uzywamy sztywno-stabilnej metody catkowania.
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Abstract

In the article the simple RC network is considered. Differential equation of the
network is obtained first and solved analytically. Next the forward Euler method is
used to obtain a numerical solution of equation. It is showed that numerical solution
converges to exact, analytical solution. Next the total error of the numerical solution
is considered and the stability region of forward Euler method is determined. In this
point it is obvious that numerical solution is unstable for high values (compared to
RC constant of network) of time step. Then the RC network is enlarged by next RC
section. The second section do not bias the first section and poses the RC constant
small compared to RC constant of first section. Such network is described by stiff
system of ordinary differential equations. Solution of the system can be obtained
from solution of one section RC network with great accuracy. Despite it to solve the

system numerically the forward Euler formula is useless because of need of very



Catkowanie réwnan. 99

small time step. It is showed that special method must be used. The method must be
stable for arbitrary large time step. Such a method is named stiff. An example of stiff
method is backward Euler. With such a method it is possible not only quickly solve
stiff systems of ordinary differential equations but it is possible to changing time step
during computations. Transient solution is computed with relatively small time step
but when steady state is reached the time step can be enlarged to speed up compu-

tations.



