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WAIERY SZUŚCIK

OBCIĄŻENIE GRANICZNE PRZY OGÓLNYM NIERÓWNOMIERNYM ZGINANIU 
I  ŚCISKANIU (ROZCIĄGANIU) BELEK

S tre s z c z e n ie :  W a r ty k u le  o p arto  s ię  na p racach  do~ 
tyczących  s tan u  gran icznego  b e lek  [1] , t2] i  [33. O trzy- 
mano wzory na o b c iążen ia  g ran iczn e  przy  ogólnym nierów - 
nomiernym zg in an iu  oraz przy ogólnym nierównomiernym 
zg in an iu  i  ś c isk a n iu  ( ro z c ią g a n iu ) , ważne tak że  i  d la  
zg in an ia  p ła sk ieg o  nierów nom iernego.

1. wsręp

Przy  nierównomiernym zg in an iu  oprócz momentu zg inającego  
M w ystępuje  także  s i ł a  poprzeczna T. W b e lk ach , k tó rych  
dfugość j e s t  w iększa od p ię c iu  wymiarów poprzecznych, war- 
to ść  s i ł y  poprzecznej T w zasad z ie  n ie  p rzek racza  20% 
maksymalnej s i ł y  tn ą c e j ,  ja k ą  może p rz e n ie ść  p rz e k ró j bel= 
k i  w przypadku jego  wyłącznego ś c in a n ia .

Dla ta k  określonych  w a rto śc i s i ł  poprzecznych p rz y ję to  
za ło ż e n ia  u p ra sz c z a ją c e , dotyczące ro zk ład u  naprężeń  w p rze 
k ro ju  p ręx a , analog iczne  ja k  w p racach  [1] ,  [ 2] i  [33*

Dla u ła tw ie n ia  ro zp a trzo n o  k o le jn o  przypadk i zg in an ia  
nierównomiernego z s i ł ą  poprzeczną pokryw ającą s ię  ze śladem 
p łaszczyzhy  d z ia ła n ia  momentu gnącego, z s i ł ą  poprzeczną 
n ie  pokryw ającą s ię  ze śladem p łaszczyzny  d z ia ła n ia  momentu 
gnącego oraz przypadek nierównom iernego zg in an ia  i  ś c is k a -  
n ia  ( ro z c ią g a n ia )  b e lk i .

Ze względu na p o d z ia ł na zg in an ie  p ła s k ie  i  ogólne (wpro
wadzone i  uzasadnione w p racach  [ 1] i  [2])  rozpatryw ane po= 
n i i e j  p rzypadki zg in an ia  ogólnego ważne są  tak że  d la  zg ina
n ia  p ła sk ie g o .
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2. ZGINANIE NIERÓWNOMIERNE 
W KTÓRYM SIŁA POPRZECZNA POKRYWA SIĘ ZE ŚLADEM PŁASZCZYZNY 

DZIAŁANIA MOMENTU GNĄCEGO

Przy o b c iążen iu  granicznym  spowodowanym ogólnym zginaniem 
oraz  ścinaniem  b e lk i ,  p rzek ró j j e j  P j e s t  obciążony w częś- 
c i  F^ naprężeniem  ściskającym  R ^ , w c z ę śc i F„ naprę
żeniem rozciągającym  R 1 o raz  wpc z ę śc i środkowej F na
prężeniem  ścinającym  R co pokazano na rysunku 1 .

Na rysunku tym oś c e n tra ln a  z j e s t  zarazem śladem 
p łaszczyzny  d z ia ła n ia  momentu gnącego. Zwrot o s i  z dobra
no w te n  sposób, by na j e j  początku w y stąp iła  część ś c isk a 
na p rz e k ro ju  F^. Oś y j e s t  p ro s to p ad ła  do o s i  z i  s ty cz 
na do kon tu ru  p rz e k ro ju .

Wykres naprężeń  pokazany na rysunku 1 p rzedstaw ia  naprę
żen ia  w ystępujące na o s i  z .

Wykres naprężeń  normalnych pokazanych na rysunku 1 moż
na p rz e k s z ta łc ić  w te n  sposób, że w obszarze ścinanym F 
OEaz w obszarze ściskanym F* dodajemy i  odejmujemy naprę
żen ie  ro z c ią g a ją c e  R
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Możemy d z ię k i temu uważać, że ca ły  p rzek ró j j e s t  ro z c ią 
gany naprężeniem  rozciągającym  R , a obszar F. prócz 
tego  śc isk an y  naprężeniem  Rp^r p^c o raz  obszar 
śc isk an y  dodatkowo naprężeniem  Rp]_r  (rysunek 2 ) .

Wypadkowa naprężeń  ro z c ią g a ją c y c h  Rp ll . d z ia ła ją c y c h  na 
całym' p rz e k ro ju  P p rzechodzi p rzez  środek c ię ż k o śc i p rze
k ro ju  S, k tó rego  o d leg ło ść  od o s i  y wynosi e^.

Wypadkowa naprężeń  śc isk a ją c y c h  Ł Rp lx .  w obszarze F0 
przech o d z i p rzez  środek c ię ż k o śc i tego  obszaru  So» k tórego  
o d leg ło ść  od o s i  y wynosi e . Środek c ię ż k o ś c i obszaru  
SQ, będący punktem, p rzez  k tó ry  p rzechodzi wypadkowa naprę
żeń śc in a ją c y c h  musi  le ż e ć  na o s i  z , gdyż z t ą  o s ią
pokrywa s ię  s i ł a  ś c in a ją c a  p rz e k ró j.

Wypadkowa naprężeń śc isk a ją c y c h  Rpij. + Rplc w obszarze
F^ p rzech o d z i p rzez środek  c ię ż k o śc i tego  obszaru  S^, k tó 
rego  o d leg ło ść  od o s i  y wynosi e ^ .

Trzy wyżej wymienione wypadkowe naprężeń  normalnych rów
noważą d z ia ła ją c y  w p ła sz c zy ź n ie  xz moment gnąoy Mg. Po-
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nieważ zgodnie z założeniem  środek c ię ż k o śc i całego  p rzekro
ju  S leży  na o s i  z , środek  c ię ż k o śc i obszaru  S zgodnie 
z ty tu łem  ro z d z ia łu  leży  rów nież na o s i  z , to  śroSek c ię ż 
k o ś c i obszaru  te ż  musi le żeć  na o s i  z . Wtedy t r z y  wy
padkowe, d z ia ła ją c  w p ła szczy źn ie  xz, równoważą d z ia ła ją c y  
moment gnący Mg. Do powyższego wniosku można d o jść  również 
z warunków równowagi momentów względem o s i  z .

Warunki równowagi (.z wyłączeniem ty ch , k tó re  d a ją  to ż sa 
mość) mają p o s tać :

Dla dowolnego konturu  p rz e k ro jp  w c z ę śc i P k ie ru n k i 
naprężeń  stycznych n ie  muszą być rów noległe d o °o si z (na 
p rzyk ład  na kon tu rze) a po le  obszaru  P będzie  w iększe, 
n iż  to  wynika z r e l a c j i  (1 ) .  To z a ło żen ie  u p raszcza jące  
zw iększa w artość  gran icznego  momentu gnącego; zaś p rz y ję c ie  
ro z d z ia łu  naprężeń  normalnych i  stycznych na po la  ro z d z ie 
lone prostym i granicznym i powoduje zm nie jszen ie  w a rto śc i 
g ran icznego  momentu gnącego, w związku z tym, że n ie  p rz y ję 
to  obszaru  w którym nap rężen ie  normalne i  s tyczne dodawały
by s ię  według h ip o tezy  w ytężeniow ej.

Po scałkow aniu i  wprowadzeniu wzorów ( 6 ) , ( 7 ) . ( e ) ,  (9) 
z p racy  [2j  a tak że  oznaczenia

(D
Po

i  v ' "  • / (1W W  •®  - /  V r - "  -  0 (2)
p 4 p

/z.dP  * S = F »e oy o o
F_

(4)
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o raz  w spółczynnika n ie s y m e tr i i  w ytrzym ałości m = R , /R, 
otrzymamy rów nania: 15 cp ic  p l r

(5)

(7)
Wzór (5) pozwala na o b lic z e n ie  w ie lk o śc i obszaru  Fq :

Ze wzoru ( 6) można o b liczy ó  w ie lkość  obszaru  F^:

Obszar j e s t  ograniczony od do łu  p ro s tą  o nieznanych
na r a z ie  w spółrzędnych p o ło żen ia : k ą ta  n ach y len ia  p ro s te j  
i  punktu p rz e c ię c ia  s ię  z o s ią  z.
W konkretnym przypadku wyznaczamy j e ,  k o rz y s ta ją c  z dwu wa
runków:

a) pole P^ sp e łn ia  warunek (9),
b) jego  ośrodek c ię ż k o śc i leży  na o s i  z .
K sz ta łt  obszaru  P wyznaczamy a n a lo g icz n ie  jak  d la  

obszaru  P^s-
W te n  sposób można ju ż  wyznaczyć w artość  momentu g ra n ic z 

nego. Po w staw ieniu  m ianowicie w a rto śc i P^ z rów nania (9) 
do (7) otrzymamy:

IB = R , Tp. Ce. -  e „ , ) -  P . (e g p lrL  1 11  o o )] CIO)
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Wzór (10) j e s t  ważny rów nież w przypadku o b c iążen ia  g ra 
n icznego przy  zg in an iu  p łask im  i  ś c in a n iu  b e lek . Rozwią
zan ie  będzie  wtedy znacznie  p ro s ts z e , gdyż k o rz y s ta ją c  z 
f a k tu ,  że ś lad  p łaszczyzny  d z ia ła n ia  momentu gnącego pokry
wa s ię  z o s ią  sy m e tr ii  p rz e k ro ju , ła tw ie j  wyznacza s ię  po
ło ż e n ie  Środków c ię ż k o śc i (o d le g ło ś c i e^ , e^ , i  e )$ ponie
waż p ro s te  g ran iczn e  są  p rostym i prostopad łym i do 8s i  sy
m e tr i i .

3. ZGINAMIE NIERÓWNOMIERNE PRZY KTÓRYM SIŁA POPRZECZNA 
NIE POKRYWA SI? ZE ŚLADEM PŁASZCZYZNY 

DZIAŁANIA MOMENTU GNĄCEGO

Rozpatrzymy przypadek o b c iążen ia  granicznego spowodowa
nego ogólnym zginaniem  momentem M (k tó rego  p łaszczyzna 
d z ia ła n ia , pokrywa s ię  z p łaszczyzn^  xz) o raz  s i ł ą  poprzecz
ną T d z ia ła ją c ą  pod kątem oc do o s i  z ( r y s .3 ) .

y

Rys. 3
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S iłę  poprzeczną T można ro z ło ży ć  na dwie składowe a 
m ianow icie:

a) składową T pokryw ającą s ię  ze śladem p łaszczyzny
d z ia ła n ia  momentu gnącego oraz

b) składow ą, T p ro s to p a d łą  do T i  m ającą w artośćn s

Tn =* T . sinoc (.11)

J e ż e l i  porównamy te n  przypadek z omawianym w poprzednim 
r o z d z ia le ,  p rzy  za ło ż e n iu  t e j  samej w a rto śc i s i ł y  poprzecz
n e j T a więc tego  samego po la  F , to  warunek uzyskania 
g ra n ic z n e g o ,to  j e s t  maksymalnego momentu gnącego M o b l i 
czanego według wzoru ( 10) doprowadza n as  do s tw ie rd z e n ia , 
że ta k że  i  k s z t a ł t  p o la  P n ie  u leg a  zm ianie.

Ze względu na to  na rysunku 3 pokazano p ro s te  g ran iczn e , 
ro z d z ie la ją c e  po le  P na obszary  o różnych n ap rężen iach  
o raz  środek c ię ż k o ś c i obszaru  ścinanego S id en ty czn ie  
ja k  d la  przypadku gdy s i ł a  poprzeczna T pokrywa s ię  ze 
śladem  p łaszczyzny  d z ia ła n ia  momentu gnącego M .

J e ż e l i  środek  c ię ż k o śc i obszaru  ścinanego §o pokrywa 
s ię  ze środkiem  c ię ż k o ś c i p rz e k ro ju  S, to  zmiana k ą ta  d z ia 
ł a n ia  cc s i ł y  poprzecznej T n ie  w płynie na w ie lkość  g ra n ic z 
nego momentu gnącego.

J e ż e l i  jednak środek c ię ż k o ś c i obszaru  ścinanego SQ n ie  
pokrywał s ię  ze środkiem  c ię ż k o śc i p rz e k ro ju  S, to  zreduko
wanie s i ły  poprzecznej T do środka c ię ż k o śc i obszaru  ś c i 
nanego SQ spowoduje pow stanie momentu sk ręca jąceg o  
przy  czym

* t  -  V  (« , *  .« )  ( 12)

g d z ie :
(e^“ eQ) -  o d leg ło ść  środka c ię ż k o ś c i p rz e k ro ju  P od

środka c ię ż k o ś c i obszaru  ścinanego Fq (uzyska
ne d la  przypadku, gdy s i ł a  poprzeczna T po
krywa s ię  ze śladem  płaszczyzny  d z ia ła n ia  mo
mentu gnącego).
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Po podstaw ien iu  do wzoru (12) wzoru (11) otrzymamy wzór 
na moment sk ręca jący

M. « T. ( e 1 -  e j .  since (13)u 1 o

Moment M̂. powoduje zm nie jszen ie  pozo sta ły ch  w arto śc i 
g ran icznych  ob c iążen ia  b e lk i .

4. ZGINANIE NIERÓWNOMIERNE I  ŚCISKANIE (ROZCIĄGANIE) BELEK

Przy  o b c iążen iu  granicznym  spowodowanym momentem gnącym 
M , s i ł ą  podłużną P o raz  s i ł ą  poprzeczną T, k td ra  pokry
wa s ię  ą o s ią  z będącą śladem płaszczyzny  d z ia ła n ia  momen
tu  M , otrzymamy wykres naprężeń  na o s i  c e n tr a ln e j  z 
podobny do pokazanego na rysunku 1 .

J e ż e l i  na w ykresie tym w ydzielim y, w przypadku mimośro- 
dowego ś c isk a n ia  w artość nap rężen ia  śc isk a jąceg o

% ------—  H 4)

to  otrzymamy wykres pókazany na r y s . 4, na ktdrym ca ły  prze
k ró j j e s t  śc iskany  naprężeniem  częśd p rzek ro ju
j e s t  ro zc iąg an a  naprężeniem  R . ~+ q- , część P p rzek ro 
ju  j e s t  ro zc iąg an a  naprężeniem 13 o raz  ścinana°napręże~  
niem Rp^^.ł zaś częśd F^ j e s t  śc isk an a  naprężeniem  R ^  -<%.

Wykres naprężeń normalnych pokazany na r y s . 4 można przek
s z t a ł c i ć  w te n  sposób, że w obszarze ścinanym F dodajemy 
i  odejmujemy nap rężen ie  R zaś w obszarze ściskanym P^ 
dodajemy i  odejmujemy n ap rężen ie  ® plr + <5ć*

W wyniku tego otrzymamy w całym p rz e k ro ju  n ap rężen ie  roz
c ią g a ją c e  R ,  + e r, w obszarze ścinanym P naorężen iep i r  c o

x) W ro z d z ia le  tym n ie  wyodrębniono przypadku n iepokry- 
wania s ię  s i ł y  poprzecznej ze śladem płaszczyzny  d z ia ła n ia  
momentu gnącego, ze względu na to ,  że problem te n  z o s ta ł  
omówiony w ro z d z ia le  3 .
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ś c isk a ją c e  R ^ r ,-.zaś w p rz e k ro ju  ściskanym  naprężen ie
śc is k a ją c e  Rp l r  + Rp lc  ( r y s . 5)*
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Wypadkowa naprężeń  ro z c iąg a ją cy c h  Rt d z ia ła ją c y c h  
w całym p rz e k ro ju  P p rzechodzi p rzez  Iro d ek  c ię ż k o śc i 
p rz e k ro ju  S«

c ię ż k o ś c i tego obszaru , będący punktem przez k tó ry  przecho
d z i wypadkowa naprężeń  śc in a ją cy c h  Rpi-fc» musi le że ć  na o s i  
z* gdyż z t ą  o s ią  pokrywa s ię  s i ł a  T ś c in a ją c a  p rz e k ró j.

Wypadkowa naprężeń  śc isk a jąc y c h  Rp^r  + Rp^c w obszarze 
p rzechodzi p rzez środek c ię ż k o śc i obszaru  S^.

Trzy wyżej wymienione wypadkowe naprężeń  podłużnych równo
ważą d z ia ła ją c y  w p ła szczy źn ie  xz moment gnący Mg a po
nieważ zgodnie z założen iam i środek c ię ż k o ś c i całego p rze
k ro ju  S le ży  na o s i  z , środek c ię ż k o śc i obszaru  S te ż  
le ż y  na o s i  z , to  środek  c ię ż k o śc i obszaru  S1 te ż  S u s i 
le ż e ć  na o s i  z , gdyż ty lk o  wtedy t r z y  wypadkowe, d z ia ła ją 
ce w p ła szczy źn ie  xz, równoważą d z ia ła ją c y  moment gnący M .

Po w ypisaniu  warunków równowagi i  podstaw ien iu  do n ich  s  
oznaczeń (6) ,  (7 ) ,  ( 8) ,  (9) z p racy  [2] oznaczenia (4) oraz 
w spółczynnika n ie s y m e tr i i  w ytrzym ałości m = 
otrzymamy rów nania:

Wzór (15) pozwala na o b lic z e n ie  w ie lk o śc i obszaru  Fq 
a wzór (16) na o b lic z e n ie  w ie lk o śc i obszaru  P^.

P rak ty czn ie  k s z t a ł t  obszarów oraz  o d le g ło śc i i  eo 
można wyznaczyć z warunków podanych w ro z d z ia le  2 .

Po podstaw ien iu  wzoru (16) do wzoru (17) otrzymamy wzór 
na g ran iczn y  moment gnący:

Wypadkowa naprężeń  śc isk a jąc y c h  ’w obszarze P^
p rzechodzi p rzez środek  c ię ż k o śc i tego  obszaru  S . Środek

■ /  a  1  m .  .  .  .  .  t

(15)

F .(R p ł r  + ££;- Fr (m+1)R

-  M -  O

(17)

M = P. (R + 0/^ . ( e 1,—e ,^ )  — P «R « . ( e  — 6 ,- )g p l r  c 1 11 o p l r  o 11 (18)
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Z równania (14) i  (16; po podstaw ien iu  w a rto śc i współ
czynnika n ie  sy m e tr ii  w ytrzym ałości m = 1 otrzymamy wzór 
na s i ł ę  ś c is k a ją c ą : j

P = Rp l r  * (2 * P1 + Po * P) U 9)

Po podstaw ien iu  wzoru (19) do (18) otrzymamy wzór na g ra
n iczny  moment gnący:

Mg ’  V  2- P1 • (e 1 -  e 1 1 > + Po • ie 1 -  V  (20)

Wzory (19) i  (20) są  param etryczną formą rów nania fu n k c ji  
g ran icznego  momentu gnącego od d z ia ła ją c e j  s i ły  podłużnej 
(p rzy  danej s i l e  p o p rzeczn e j).

Wzory te  po p o d z ie le n iu  p rzez  R . d a ją  po prawej s t r o 
n ie  równań fu n k c je  p rz e k ro ju  n ie za le żn e  od m a te r ia łu .
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UPEflEJIBHAfl HAPPySKA 1IPM OEIB,MM 
HEPABHOMEPHBIM M3PMEE M C2KATMM (PACTH2CEHMM) 

BAJIOK

C o f l e p x a H H e

B CTaTbe MCXô HJiii M3 paöoT OTHOcamaxca k npe^ejibHOMy 
Harpy>KeHMio Sajiox [1], [2], [3].

n o j i y a e i i b i  c ^ o p M y jib i f l j ia  p a c a e T a  n p e^ ejib H O M  H arp y3K M  n p w  
o6 h j,jim  H epaB H O M epH biM  M 3 r a 6 e , a  T a x x ie  npM  o6iu ,m m  coB M ecT H biM  
K epaB H O M epH bIM  M3TMÖe M  CJKaTIIM (paCTHJKeHMM), AeM CTBM TejIbHbie 

l a x a c e  m f l j ia  n a o c K o r o ,  H ep aB H O M ep H oro  M s n iö a .

DIE GRENZBELASTUNG BEI ALLGEMEINEN UNGLEICHMÄßIGEM 
BIEGEN UND DRÜCKEN ODER ZIEHEN VON STÄBEN

Z u s a m m e n f a s s u n g

In der Arbeit wird an vorige Veröffentlichungen [1], [2] und [3] über 
die Grenzbelastung von Stäben verwiesen.

Man hat Formeln für die Grenzbelastung bei allgemeinen ungleich
mäßigem Biegen und bei allgemeinen ungleichmäßigem Biegen und 
Drücken oder Ziehen erhalten, die auch für ungleichmäßige Flachver
biegung giltig sind.


