
Ludwik Silberstein
Docent Fizyki matemat. w  Uniwersytecie Rzymskim.

MAGNETYZM
Wykład Teoretyczny, poprzedzony Wstępem

o Algebrze i Analizie Wektorów.

Tom I.

® #8  

m
N<

WARSZAWA
dem Księgarni E. Wende i S-ka 
v (T. Hiż i A, Turkuł.)

1908.





LUDWIK SILBERSTEIN

Docent Fizyki matemat. w Uniwersytecie Rzymskim.

ELEKTRYCZNOŚĆ
1

MAGNETYZM
Wykład Teoretyczny, poprzedzony Wstępem

o Algebrze i Analizie Wektorów.

Tom I.

WARSZAWA
Nakładem Księgarni E. Wende i S-ka 

(T. Hiż i A. Turkuł.)
1908.



A kA  o ^ c ,

Czcionkami Drukarni Naukowej, Warszawa, Hoża 60.



Przy uwzględnienia najistotniejszych tylko punktów teoryi 

zjawisk elektromagnetycznych, materyał okazał się już tak obfi

tym, iż należało książkę na dwa podzielić tomy. Z tych jednak 

sam pierwszy, a nawet już bez Rozdziałów IV  i V, stanowi pe

wną zaokrągloną całość, a mianowicie ogólną część przedmiotu. 

Plan i zawartość tego tomu znajdzie czytelnik na następnych 

stronicach, w „Treści“, skąd też zobaczy, że od Rozdziału IY  

zaczynają się wywody hardziej specyalne.

Tom drugi będzie poświęcony głównie fulom dekroiuagne- 

tycznym czyli, ogólniej, takim stanom pola, których nie można 

już uważać za „niemal stateczne” (jak w Rozdz. V). Od sta

nów równowagi lub niemal-równowagi, rozważonych na końcu 

niniejszego tomu, wrócimy tedy znowu do ogólnych równań róż

niczkowych pola zmiennego, podanych w Rozdz. I I  i III. Omó

wimy fale w próżni nieograniczonej oraz w okolicy doskonałych 

przewodników, następnie fale w izolatorach lub półprzewodnikach 

dowolnych, lecz nieruchomych i bez uwzględnienia dyspersyi — 

na początek. Tu będzie też miejsce dla wyłożenia zasad elektro

magnetycznej teoryi światła, monochromatycznego. Kilku wybi

tniejszym teoryom dyspersyi, czyli rozszczepienia światła i w ogóle 

fal krótkich w ciałach ważkich, poświęcimy osobny rozdział. 

Podamy też magneto- i elektrooptykę, lecz w ogólnych tylko zary

sach, aby tem więcej miejsca poświęcić nowoczesnym teoryom 

zjawisk elektromagnetycznych w ciałach ruchomych; tu należą 

też prądy konwekcyjne elektryczne, którym szczególną poświęci

my uwagę.

Modnej obecnie teoryi dektronów nie uważałem za stosowne 

wcielić do zasad ogólnych wyłożonych w pierwszym tomie;
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•w drugim natomiast wypadnie nam zająć się dość szczegółowym 

przeglądem kilku ważniejszych teoryj atomistycznycli opartych 

na koncepcyi „elektronu”.

Sprawy wymiarów -wielkości elektromagnetycznych i róż

nych układów jednostek nie mogłem systematycznie omówić w tym 

tomie-, dotknąłeui jej zaledwie tu i owdzie. Lukę tę postaram 

się wypełnić w drugim tomie, wraz z wieloma innemi, w które 

książka ta niewątpliwie obfituje.

L. S.
Warszawa, w lutym 1908.
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WSTĘP.

Algebra i analiza wektorów.

Odcinek prostej o pewnej długości i o pewnym kierunku 
w przestrzeni nazywa się wektorem, a raczej jest pierwowzorem 
wszelkich wektorów. Nadajemy bowiem miano wektora każdej wiel
kości, dla której wyznaczenia, czyli odróżnienia od innych podobnych, 
niezbędne jest i wystarczające podanie pewnej liczby (rzeczywistej) 
i pewnego kierunku w przestrzeni. Otóż liczbę taką możemy uwa
żać zawsze jako długość odcinka, wyrażoną w pewnych dowolnie 
obranych jednostkach, np. w centymetrach, kierunek zaś — jako 
kierunek tegoż odcinka prostej w przestrzeni,

Jeżeli natomiast dla zupełnego określenia jakiejś wielkości wy
starcza podanie samej tylko liczby, wyrażającej, ile razy wielkość 
ta mieści w sobie pewną (dowolnie obraną) jednostkę, natenczas 
wielkość taka nazywa się skalarem.

Tak np. przesunięcie cząstki materjalnej, prędkość jej ruchu, 
przyspieszenie, moment jej czyli tak zwana „ilość ruchu“, siła dzia
łająca na cząstkę materjalną. obrót bryły sztywnej o piewien kąt 
naokoło pewnej osi, chwilowa prędkość obrotowa, moment obrotu 
pary sil — są wektorami. Natomiast masa. temperatura, siła żywa, 
energja wogóle, praca mechaniczna (lub inne), ciśnienie hydrosta
tyczne (t. j. jednakowe we wszystkich kierunkach), potencjał — są 
skalarami.

Każdy wektor można określić zupełnie przez trzy wielkości 
skalarne, np. przez rzuty jego na trzy raz na zawsze obrane osie 
prosto — lub skośnokątne (byle tylko nie leżące w jednej płaszczyz- 
nie), czyli przez tak zwane „składowe“ wzdłuż tych osi. Taki jed
nak, obecnie jeszcze prawie powszechnie używany, roskład wektora 
wnosi ze sobą oczywiście elementy sztuczne, o ile mianowicie ów 
układ „osi spółrzędnych“, czyli owo rusztowanie wznoszone przy 
danych zjawiskach lub tworach trwających albo zmiennych w prze
strzeni bywa wogóle dowolne i niema nic wspólnego z cechami
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istotnemi tych tworów lub zjawisk. Najczęściej wynika stąd naj
zupełniej sztuczne, czyli obce danemu zjawisku, zagmatwanie, które 
zaciemnia lub przykrywa treść właściwą, t. j. utrudnia odczytanie 
jej z otrzymanych tą drogą wzorów skalarnych.

Z tej to uwagi, a lepiej jeszcze z licznych przykładów w sa
mym tekście niniejszego dzieła, zrozumiemy, o ile wygodniejszem 
i prostszem może być operowanie wektorami jako pewnemi całościa
mi, bez roskładu ich na składowe skalarne, szczególniej w takiej 
dziedzinie, w której mamy do czynienia przeważnie z wektorami; 
a taką właśnie jest dziedzina zjawisk elektromagnetycznych.

Ponieważ tedy pragnąłbym możliwie wszystkie nasze rozwa
żania wyrazić w języku wektorów, który u nas jak na całym zresztą 
kontynencie dotychczas jeszcze mało jest rospowszechniony, przeto 
uważam za stosowne wyłożyć we Wstępie zasadniczo określenia 
i twierdzenia z algebry i analizy wektorów wzorując się w punktach 
zasadniczych na szemacie wypracowanym przez lleaviside'a i uży
wanym, z wielkiem powodzeniem, przez tegoż i innych fizyków 
szczególniej w dziedzinie zajmujących nas zjawisk s) Szemat ten 
można uważać jako znakomite uproszczenie (ze szczególnem uwzglę
dnieniem potrzeb fizyka matematycznego) pierwotnego raehunku- 
kwaternionów Hamiltona.

Wstrzymuję się tu od wszelkich uwag natury teoretyczno-po- 
znawczej, jako wychodzących poza ramy niniejszego dzieła, i prze
chodzę wprost do wyłożenia podstawowych określeń i prawideł ra
chunkowych owego uproszczonego systemu, oraz szczególniej tych 
twierdzeń, które w naszych rozważaniach elektromagnetycznych naj
bardziej mogą nam być pomocne.

Określenie I. Dwa wektory uważamy jako róione sobie, jeżeli 
wyobrażające je odcinki proste mają równe długości i są do siebie 
zgodnie równoległe (t. j. tworzą kąt zero, a nie 180°), zupełnie 
niezależnie od położenia tych odcinków w przestrzeni.

Długość (skalarną) odcinka wyobrażającego dany wektor mo
żemy nazwać natężeniem lub tensorem tego wektora. Wektor o do
wolnym kierunku, lecz o natężeniu równem jedności, nazywa się 
wektorem jednostkowym.

Wektory będę oznaczał czcionkami tłustemi (grotesk), natęże
nia zaś wektorów odpowiedniemi czcionkami zwyczajnemi; tak więc
A, B, C będą natężeniami wektorów A, B, C. Dla wektorów jednost- 
kowych nie wprowadzę żadnej stałej symboliki, lecz w każdym po
szczególnym wypadku podam dotyczęcc objaśnienie.

*) Patrz „Electromagnetic Theory“, Tom 1. Rozdział iii, tudzież 
wszystkie inne rozdziały tej książki, którą gorąco polecam czytelnikowi.



Określenie II. Jeżeli koniec wektora A jest początkiem wek
tora B, nazywamy sumą A i B i oznaczamy przez ■ —-7 ■
A B trzeci wektor R, który biegnie od począt- /g
ku pierwszego do końca drugiego. (Fig. 1). _____/

Określenie to, na pozór za ciasne, obej- A
muje jednak pojęcie sumy dla wszelkich wekto- _ ^
rów. Jeżeli bowiem wektor B jest dany zupeł
nie dowolnie (względem A), możemy, według Określ. I, przesunąć 
go w przestrzeni tak, aby pozostał do siebie równoległym i aby 
początek jego znalazł się w końcu wektora A.

Stąd też widzimy np., że suma wektorów A, B mających
wspólny początek 0 jest dana, pod względem 
natężenia i kierunku, przez przekątnię równo- 
gległoboka zbudowaneo na A, B (Fig. 2), 
biegnąca z punktu 0 do przeciwległego punku 
P; istotnie bowiem, według Określ. I, wektor 
B' jest równy wektorowi B, skoro tylko B'ttB 
zgodnie równoległe) i B' =  B. *) Moglibyśmy 
zresztą postawić to na czele jako określenie 
sumy dwóch wektorów, zamiast Określenia II.

Ponieważ w tymże równoległoboku A' =  A (skoro A't I  A, 
A' =  A), przeto B-f A =  B +  A' =  R =  A +  B' =  A +  B, t. j.:

A B =  B -J- A, 
dla dowolnych dwóch wektorów.

Rozważając zaś wektor R i dowolny inny wektor C, i t. d., 
otrzymamy łatwo uogólnienie powyższej równoważności dla 3-ch, 
4-eh i t. d. wektorów, tudzież np. A-f-(B-j-C) — (A —{— B) —j-C, i 
t. d. Możemy tedy wygłosić następujące twierdzenia:

Twierdzenie I. Dodajnikom sumy wektorów przysługują pra
wa: przemiennościowe i łącznościowe (asocjacyjne), czyli: porządek 
ani ugrupowanie dodajników nie wpływa na wartość sumy wek
torów.

Jeżeli koniec wektora A jest początkiem wektora B, koniec 
B początkiem C, i t. d. (eo zawsze osiągnąć 
można przez przesunięcia równoległe), naten
czas wektor R = A  -f- B —f-C —j—... łączy początek 
pierwszego z końcem ostatniego wektora. Tak 
np. suma 3-ch wektorów A, B, C będzie dana 
przez przekątnię równoległościauu zbudowanego 
na bokach A, B, C (Fig. 3.). _ _ _ _ _ _ _

Jeżeli przy takiem ułożeniu wektorów, ' 0
które możnaby nazwać ładeuehowem, koniec Fig. 3 .
ostatniego wektora zlewa się z początkiem pierwszego, wówczas

*) Mamy, oczywiście, zawsze na myśli przestrzeń euklidesową.



suma wszystkich tych wektorów równa się zeru (Fig. 4). Jeżeli wektory 
te (dodajniki) wyrażają np. przesunięcia cząstki materjalnej, natenczas 

po kolejnem przebyciu wszystkich tych ,przesu- 
A , nięć cząstka znajdzie sio w swem położeniu pier- 

® /  \ wotnem, t. j. nie dozna żadnego przesunięcia
£ J  )  wypadkowego; jeżeli zaś wektory te, stanowiące

_____/  B łańcuch zamknięty, wyobrażają siły przyczepione
^ do danego punktu, siły te — jak się mówi —

p.  ̂ „równoważą się“ wzajemnie, t. j. na punkt ten
nie działa żadna siła wypadkowa.

Suma dowolnej liczby wektorów o jednym i tym samym kie
runku będzie wektorem o tymże kierunku. Rozważając zaś dodąj- 
niki równe, zobaczymy łatwo, że A +  A czyli 2A jest wektorem
o kierunku A i o natężeniu 2A, i że podobne znaczenia mają wy
razy 3A, 4A i t. d.; rozumiejąc zaś przez łA, łA i t. d. wektory,
które — powtórzone 2, 3 i t. d. razy — dają wektor A, i posłu
gując się znanem powszeennie rozumowaniem granicznem, otrzymamy 
znaczenie ilorazu nA, gdzie A jest dowolnym wektorem, zaś n do
wolną liczbą skalarną, rzeczywistą i dodatnią : całkowitą, ułam
kową lub niewymierną; nA będzie mianowicie wektorem zgodnie 
równoległym do A i mającym natężenie nA, czyli wektorom A wy
dłużonym w stosunku n : l. (O wypadku, w którym n jest skałarom 
ujemnym, niebawem będzie mowa).

Oznaczając np.przez a wektor jednostkowy mający kierunek 
danego wektora A, napiszemy w myśl powyższej uwagi

A =  Aa.

Określenie HI. Przez różnicę A — B dwóch wektorów A, B 
rozumiemy wektor C, który dodany do B daje A.

Innemi słowy: powiadamy, że
C =  A — B,

jeżeli B-f-C — A.
Stąd widzimy łatwo, że skoro początki wektorów A, B zlewają się, 
powiedzmy w punkcie 0 (Fig. 5), wektor C bieg- c
nie od końca wektora B do końca wektora A. Dopel- r  
niając zaś równologtobok (na tymże rysunku) g / 
przez wektor C' =  C i przez wektor B' o natężę- / 
niu równem B, równoległy do B lecz biegnący / ' 
w kierunku wprost przeciwnym, otrzymamy O c

C =  A + B ', Fig. 5.

co daje nam również prostą regułę dla zbudowania różnicy dwóch 
danych wektorów. Stąd też widzimy, że — ażeby pozostać w zgo
dzie z powyższem określeniem, należy napisać B' =  — B- Wynika 
to zresztą z powyższego określenia, dla A =  0; istotnie, mamy wów
czas C =  0 — B =  — B i B -j- C =  0. czyli B -f- (— B) ==:0. t. j.: — 8 
jest wektorem biegnącym od końca wektora B do jego początku,
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czyli tym samym wektorem, który przed chwilą oznaczyliśmy 
przez B'.

Innemi stówy: przez zmianę znaku (-{-na— lub odwrotnie) da
nego wektora należy rozumieć jego obrót o 180°, czyli odwrócenie 
kierunku, przy zachowaniu natężenia. *) Tak więc odejmowanie 
wektorów redukuje się ostatecznie do dodawania wektorów. Jeżeli 
skalar 11 jest ujemnym, natenczas n A wyraża wektor A odwrócony 
i wydłużony w stosunku |n] : 1.

Z powyższych określeń widzimy, że suma (lub różnica) dwóch 
wektorów A, B (jeżeli nie znika) jest zawsze również wektorem, 
i że wektor ten l-eśy w yłaszczyznie A, B, **) lub jest do płasz
czyzny tej równoległy (co według Określ. I. na jedno wychodzi).

Poznamy teraz inne kombinacje dwóch woktorów A, B. któ
rych rezultat jest sJcalarem, względnie wektorom nie równoległym 
do płaszczyzny A, B. Dwie te kombinacje zasadnicze, nader płodne 
w zastosowania, nazywają się iloczynami: skalarnym, względnie 
wektorowym, dwóch wektorów A, B.

Zacznijmy od pierwszego.

Określenie IV. Rzut (skalarny) wektora A na wektor B po
mnożony przoż natężenie wektora B nazywamy iloczynem skalar
nym tych dwóch wektorów i oznaczamy przez AB.

Możemy to napisać
AB =  A cos (A,B). B.

Ponieważ po prawej stronie mamy iloczyn trzech skalarów 
(t. j. iloczyn w zwykłem, algebraicznem znaczeniu słowa), przeto 

BA =  B cos (B.A). A== A cos (A.B). B. 
t. j. BA =  AB,
czyli: porządek czynników w ilocznie skalarnym dwóch wektorów 
jest — w myśl samego Określenia — sprawą zupełnie obojętną.

Iloczyn AB jest tedy skalarem, niezależnym zresztą od sa
mych kierunków A i B, lecz tylko od ich natężeń i od zawartego 
między nimi kąta;

AB =  A.B. cos (A.B).
Możemy np. sprowadzić wektory A, B do wspólnego początku i prze
nosić lub obracać je w przestrzeni jako jednę sztywną całość w spo
sób najdowolniejszy, a nie wywołamy przez to żadnej zmiany w ich 
iloczynie skalarnym.

Z zastosowaniem tego pojęcia spotkamy się częstokroć w sa
mym tekście. W tem miejscu zaś ograniczę się do jednego tylko

*) Zaznaczmy tu jeszcze wyraźnie, że natężenie każdego wektora 
należy, według powyższych wywodów, uważać zawsze jako dodatnie.

*•) Jeżeli A, B są dane pierwotnie przez odcinki nie leżące w jed
nej płaszczyźnie, możemy je przez przesunięcie równolegle A lub B (do
zwolone według Określ. I.) sprowadzić zawsze do jednej płaszczyzny.
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przykładu. Jeżeli A jest siłą działającą na punkt materjalny, B 
zaś przesunięciem (elemcntarnem) tego punktu, praca odpowiednia 
wyraża siQ przez AB cos (A,B), a więc przez dopiero co określony 
iloczyn skalarny AB.

Następująca uwaga nie będzie bez korzyści dla czytelnika. 
Ponieważ n =  AB jest skalarem, przeto mnożąc przezeń trzeci wek
tor C, otrzymamy w wyniku wektor nC, t. j. wektor C wydłużony 
jn] razy ®) i mający pierwotny swój lub wprost przeciwny kieru
nek, zależnie od tego czy n>0 czy też n<0, t. j. czy kąt A,B jest 
ostry czy rozwarty. Z jednej więc strony, nie daje nam to nic no
wego, z drugiej zaś strony wynika stąd przestroga, abyśmy nic 
uważali jako równe iloczyny:

(AB) C, A (BC) czyli (BC) A, (CA) B.
W tym też celu użyłem tu nawiasów; możnaby też napisać AB. C, 
BC. A, i t, d. Takim więc iloczynom wektorów nie przysługują prawa 
łącznościowe i przemiennościowe w całej pełni, jak sumie wekto
rów. Poza tem należy zauważyć, że, podczas gdy sumy A+B, 
(A -j— B) —j— C. (A +  B +  O  +  D. i t. d. są zawsze wektorami, ilo
czyny owe, przy wprowadzaniu coraz dalszych czynników wektoro
wych są naprzcmian skalarami i wektorami, a mianowicie:

AB jest skalarem 
(AB) C „ wektorem 

l(AB) C] D =  (AB) (CD) skalarem
i tak dalej.

Jeżeli kąt A, B jest ostry, cos (A, B) >  o, a więc iloczyn AB 
jest dodatni; jeżeli kąt ten jest rozwarty, iloczyn AB jest ujemny.

Jeżeli wektory A, B są do siebie prostopadłe, mamy 
cos (A, B) =  0, a więc

AB =  0.
niezależnie od natężenia tych wektorów. Odwrotnie więc, z równa
nia AB =  0 możemy tylko wywnioskować, że A i  B (chyba że jeden 
z tych wektorów lub obadwa znikają, lecz wówczas rozważanie ich 
wzajemnego nachylenia jest pozbawione treści); to zaś oczywiście, 
przy danym, np. kierunku B, określa tylko płaszczyznę, do której 
wektor A jest równoległy. Gdybyśmy natomiast mieli dwa równania

AB =  o, AC =  0,
w których B,C są danemi wektorami dowolneini, byle tylko tworzą- 
comi ze sobą kąt różny od zera i od dwóch prostych, kierunek 
wektora A byłby zupełnie określony, a mianowicie prostopadły do 
płaszczyzny B, C; lecz co do natężenia wektora, równania te nie 
mogłyby nas, oczywiście, poinformować. Jeżeli mamy trzy równania 

AB =  0, AC =  0, AD ==0 
i jeżeli dane wektory B, C, D nie leżą w jednej płaszczyźnie (i nie 
dają się do jednej płaszczyzny sprowadzić), natenczas dopiero wy

*) Przez [n] rozumiem wartość bezwzględną wielkości skalarnej n.
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nika z nich jeonoznacznie A — 0, a więc też np. z trzech dopiero 
równań

(X — A) B =  0, (X — A) C =  0, (X — A) D =  0,
o nieznikających i nieleżących w jednej płaszeżyznie wektorach
B, C, D, wynika jednoznacznie X =  A. Innemi słowy: dla jednoznaczne
go określenia wektora są niezbędne i wystarczające trzy niezależne' 
od siebie równania skalarne lub inne jakiekolwiek dane skalarne.

Jeżeli A, B są do siebie zgodnie równoległe, mamy 
cos (A, B )=  1, t. j.:

AB =  A. B.
Jeżeli B =  A, mamy to, co możnaby nazwać kwadratem ska

larnym wektora A, i możemv napisać
aa =  a2= a2.

Jeżeli więc a jest dowolnym wektorem jednostkowym, mamy
a2 =  l;

odwrotnie też, równanie takie będzie zawsze wyrażało, że wektor a 
jest jednostkowym (nie pouczając nas oczywiśbie zgoła co do jego 
kierunku).

Jeżeli a, b są dwa wektory jednostkowe, mamy 
ab =  cos (a, b).

Rozważmy* teraz iloczyn skalarny wektora A i sumy dwóch 
innych wektorów B -f- C. Według Określenia IV mamy 

A (B +  C) =  A. rzut (B +  C) na A; 
lecz rzut sumy wektorów na dowolny wektor równa się sumie 
(algebraicznej) rzutów dodajników na tenże wektor a raczej kieru
nek, a więc

A (B —)— C) =  A. B cos (A, B)-fĄ. C eos (A, C), 
t. j. A (B +  C) =  AB +  AC-
To samo zachodzi oczywiście, jeżeli zamiast B, C mamy dowolną 
liczbę dodajników — wektorów.

Twierdzenie 1!. .Mnożeniu skalarnemu sumy wektorów przez 
wektor przysługuje prawo rozdzielnościowe. Iloczyn skalarny dwóch 
sum wektorów wyraża się przez iloczyny skalarne poszczególnych 
dodajników zupełnie tak samo jak w zwykłej algebrze, t. j.;

(A+B) (C +  D) =  AC+AD +  BC +  BD.

Druga część tego twierdzenia wynika stąd, że, kładąc C +  D =  R, 
mamy (A+B) (C —{— D) =  (A — B) R =  R (A +  B), 
t. j. — RA +  RB =  AR +  BR =  AC +  AD +  BC +  BD, e. b. d. d.

Oczywiście mamy też
A (B— C) =  AB — AC, 

albowiem B— C =  B +  (— C); tudzież np.
(A +  B) (A — B) =  A2 — B2 =  A2 — B2; 

co łatwo ubrać w kształt twierdzenia geometrycznego, i wygłosić 
takowe, uwzględniając, że A +  B, A — B są przekątniami równo- 
ległoboka A, B, pod względem wielkości i kierunku.
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Określenie V. Nazywamy iloczynem wektorowym dwóch wek
torów A, B, i oznaczamy przez VAB wektor C prostopadły do A, B 
i zwrócony w tę stronę, w którą patrząc otrzymalibyśmy przejście
od A do B przez obrót mniejszy od 180° w kierunku ruchu strza
łek zegarowych, i którego natężenie C równa się powierzchni równo- 
ległoboka zbudowanego na A, B:

C — VAB, C =  A. B. [sin (A, B)]. 
CA =  0, CB =  0.

Ostatnie dwa równania wyrażają prostopa-
6 dlość wektora C do A i do B.

Z przepisu odnoszącego się do porządku przej
ścia od A do B, gdy A pod znakiem V zajmuje
pierwsze, B zaś drugie miejsce, z przepisu tego
widzimy wprost, że zmieniając porządek tych wek
torów, odwracamy tylko kierunek wektora C, t. j. 

v. C Otrzymujemy — C, ezvli;
VBA =  — VÂB.

Dalej, ponieważ C =  A. B. [sin (A, B)]. mamy dla wektorów A, B 
równoległych do siebie:

VAB .=  0,
a więc też np. dla dowolnego wektora A: ,

VA A =  0.
Jeżeli A X  B, mamy C =  A. B. Jeżeli jeden chociażby z wektorów 
A, B znika, mamy oczywiście VAB =  0; odwrotnie jednak — z rów
nania takiego możemy wogóle wywnioskować tylko, że wektory A, B 
są do siebie (zgodnie lub niezgodnie) równoległe.

Jeżeli zamiast A. B podstawimy mA, nB, gdzie m. n są dowol- 
nemi skal arami, otrzymamy według Określ. V:

VmAnB =  mnVAB.
Wyrażając więc np. wektory A, B przez odpowiednie wektory je- 
nostkowo a, b, t. j. kładąc

A =  A. a, B =  B. b,
otrzymamy:

VAB == A. B. Vab. 
gdzie zresztą a2— 1, b2= l ;  mamy też

Vab =  ±sin (a, b), c, 
gdzie c jest wektorem jednostkowym normalnym do a, b. Jeżeli 
a, b są również normalne czyli prostopadle do siebie, mamy 
sin (a, b ) =  1, a więc

V ab =  ~t~ c.
gdzie wybór znaku zależy od dwóch przeciwnych sobie kierunków 
(normalnych do a, b), które mieć może wektor c.

Częstokroć, dla otrzymania lub chociażby tylko sprawdzenia 
nowych wzorów wektorowych, wygodnie jest uciec się do takich 
trzech wektorów jednostkowych normalnych.

Wybierzemy w tym celu i oznaczać będziemy stale przez

i. h k
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układ prawosTcr t̂ny trzech wektorów jednostkowych normalnych, 
t. j. taki, że

(1) Vij =  k, Vjk =  i, Vki =  j;
.jeżeli np. i wskazuje do góry, j zaś na prawo, natenczas k biegnie
naprzód (porównaj Określ. V), i to samo zachodzi dla j, k. i lub 
k, i, j, które otrzymuje si<j z i, j, k przez przestawienie cykliczne. 
Przebiegając natomiast cykl ten w kierunku odwrotnym, mamy:

(!') Vji== —  k, Vkj =  — i, Vik =  — j.
Ponieważ i, j, k są wzajemnie prostopadłe, mamy — według okre
ślenia iloczynu skalarnego:

(2) ij =  0, jk =  0, ki == 0; 
ponieważ wreszcie każdy z tych wektorów ma być jednostkowym,
mamy:

(3) ¡2 =  1 , j*— i, k2= l .

Oznaczając składowe dowolnego wektora A wzdłuż i, j, k przez 
A2, A3, możemy napisać

A =  iA| -f- jA, -j- kA3.
Dla iloczynu skalarnego wektora A i wektora B =  ¡B,-{-jB2-|-kB3 

mamy, według Twierdzenia II. i wzorów (2), (3):
(4) AB =  AjBj ~{- A2B„ -j- A3B3, 

a w szczególności dla dwóch wektorów jednostkowych a, b:
(5) ab =  cos (a, b ) = a 1b1 H- a„b2 —f- u3b3, 

gdzie a4 i t. d., bj i t. d. są tak zwanemi dostawami kierunkowemi 
kierunków a, b, względem układu i, j, k.

Składowe względem i, j, k będę zwykle oznaczał (bez wyraź
nego objaśnienia) przez tę samą literę co wektor wypadkowy, zao- 
patrzająe ją  we wskaźniki 1, 2, 3, — jak wyżej.

Rozwinięcie iloczynu v.'ektorowego. podobne do (4) (mutatis 
mutandis), otrzymamy niebawem.

Zresztą zaznaczam, że będę możliwie unikał sztucznego roskładu 
wektorów w samych rozważaniach i dowodzeniach, aczkolwiek czę
stokroć będę tłumaczył otrzymane już wzory wektorowe na język 
skalarny, aby ułatwić czytelnikowi lekturę wielu prac w tym ję
zyku napisanych.

Wracając do urwanego wątka zauważmy, że ponieważ iloczyn 
VBC dwóch wektorów B, C jest również wektorem, możemy go 
pomnożyć przez trzeci wektor A bądź wektorowo, bądź też skalar
nie, t. j. utworzyć

VAVBC lub AVBC.

O iloczynie VAVBC wkrótce będzie mowa. Obecnie natomiast 
zauważmy, że AVBC, przy takiem rozmieszczeniu wektorów jak np. 
na Fig. 7, wyraża objętość równoległościanu zbudowanego na A, B, C. 
Istotnie, natężenie wektora YBC równa się powierzchni podstawy 
(B, C) tej bryły, rzut zaś wektora A na kierurek wektora VBC 
jest wysokością tej bryły, tak iż AYBC jest powierzchnią podstawy 
pomnożoną przez wysokość, a więc objętością równoległościanu.



Otóż, uważając C, A lub A, B jako podstawę, otrzymamy dla obję
tości tejżo bryły: BVCA, względnie CVAB. 
Mamy więc

Twierdzenie III. Iloczyn skalarno-wek- 
torowy trzech dowolnych wektorów pozostaje 
niezmiennym przy cyHicznem przestawieniu 
czynników, t. j.:

AVBC =  BVCA =  CVAB. 
Przebiegając natomiast cykl w kierunku 

odwrotnym zmieniamy znak iloczynu; tak np. 
s' '■ CVBA== — AVBC.

Rozważając teraz iloczyn wektorowy wektora i sumy wekto
rów lub iloczyn wektorowy dwóch sum wektorowych, możemy wy
głosić następujące nader ważno twierdzenie.

Twierdzenie IV. Iloczynowi wektorowemu przysługuje prawo 
rozdzielnościowe, t. j.:

VA (B —)— C) =  VAB — VAC,
tudzież

(6) V (A +  B) (C +  D) =  VAC +  VAD +  VBC +  VBD, 
podobnie jak dla iloczynów skalarnych, z tą tylko różnicą, że zmia
na porządku czynników odwraca tu kierunek wektora — iloczynu.

Dowód.
Połóżmy na chwilę

(7) VA (B +  C) -  VAB — VAC =  OL’
Q, jeżeli nie znika, jest pewnym wektorem. Mnożąc obie strony 
równania (7) skalarnie przez A, mamy

QA =: AVA (B +  C) — AVAB — A VAC =  0, 
ponieważ wektory VA(B +  C), VAB, VAC są prostopadłe do A. 
Mnożąc (7) przez B, mamy QB =  BVA(B +  C)— BVAC 

=  (B +  C)VBA — BVAC =  CVBA — BVAC = 0 . 
wegług Twierdz. III. Podobnie też mamy:
QC =  CVA (B +  C) — CVAB =  (B +  C) VCA — CVAB =  BVCA 

— CVAB =  0,
t. j., zestawiając wyniki:

QA — 0. QB =  0, QC =  0.
Wektor więc Q albo znika albo też jest prostopadły do wszyst

kich trzech wektorów A, B, C. Jeżeli A, B, C nie leżą w jednej 
płaszezyznie, mamy oczywiście 0 =  0, t. j. według (7)

VA (B +  C) =  VAB +  VAC.
Dla takich więc wektorów Twierdz. IV. jest dowiedzione. Jeżeli zaś 
A, B, C leżą w jednej płaszezyznie, możemy np. do C dodać wektor 
D tworzący z tą płaszczyzną kąt różny od zera, tak iż wektor G +  D 
nie będzie leżał w płaszezyznie A, B; będziemy więc mieli 

VA [B +  (C +  D)) =  VAB +  VA (C +  D), 
a kładąc w tem równaniu D =  0 (lub, jeżeli chcemy, zmniejszając 
D stopniowo do zera), otrzymamy VA(B +  C) =  VAB +  VAC, q. e. d.
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Druga część Twierdzenia IV., t. j. wzór (6), wynika z 
uwagi, że

V (A +  B) C =  — YC (A +  B )= — VCA — VCB =  VAC +  YBC. 
Tak więc twierdzenie to jest całkowicie dowiedzione.

Znaczenie i stosowalność praktyczna iloczynów skalarnych 
i wektorowych opierają się głównie na ich rozdzielnościowości, która 
je upodabnia do zwykłych iloczynów algebraicznych.

Korzystając z Twierdz. IV. możemy iloczyn VAB wyrazić 
łatwo przez składowe czynników. Mamy mianowicie

VAB =  V (A,i - f  AJ -1- A3k) (Bji +  BJ +  B3k)
=  AjB, Vii 4-... -f AjB„ Vij +..., 

a więc, według wzorów (1) i (3) i ponieważ Vii =  Vjj==Vkk==0:
(8) VAB =  i (A„B3 -  A8B2) +  j (A3Bj -  AtB3) +  k (AtB„ — A„ Bt), 
czyli w łatwiejszej do . spamiętania postaci wyznacznika:

i j k
A, A2 Aj

B, B2 Ba

Dla wektorów jednostkowych a, b o dostawach kierunkowych a, 
i t, d., bt i t. d. wynika stąd znany wzór trygonometryczny
(9) (Vab)2— sin2 (a, b )=& b3- a abł)2-j-(aab1- a1b3)2-}-(a1b2-aab1)!ł.

Wzorując się na (4) i (8), czytelnik rozwinie też łatwo iloczyn 
AVBC i sprawdzi tym sposobem Twierdzenie III.

Mówiliśmy już wyżej o tym iloczynie mieszanym, że tak po
wiem, czyli skalarno-wektorowym, trzech wektorów: AVBC; wynik 
jest tu oczywiście skalarem.

Rozważmy teraz iloczyn wektorowy wektorów A i VBC, t. j. 
VA (VBC) czyli krócej VAVBC.

Iloczyn ten znowu jest wektorem prostopadłym do A i do VBC; 
lecz wektor VBC jest normalny do płaszczyzny B, C, a więc: 

VAVBC leży w płaszczyznie B, C i jest _L do A.

Proces takiego mnożenia możemy oczywiście powtórzyć dowolną 
liczbę razy, wprowadzając coraz to nowe czynniki (wektory), a w wy
niku otrzymamy zawsze wektor. Przez to też iloczyn wektorowy 
różni się wybitnie od skalarnego. Tak np. VD (VAVBC) będzie 
wektorem normalnym do D i do VAVBC, i t. d.

W zastosowaniach spotkamy się atoli z mnożeniem wektorowem 
dwukrotnem tylko, t. j. z wektorem VAVBC. Dla tego też ogra
niczę się tu do rozwinięcia wzoru dla tego jedynie iloczynu.

Wiemy już, że wektor VAVBC leży w płaszczyznie B, C; po
winien więe dać się wyrazić w postaci

VAVBC =  y. B +  z.C, 
gdzie y, z są skalarami. Chodzi więe tylko o znalezienie wartości
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y, z. Mnożąc obustronnie przez A (skalarnie) i uwzględniając, że 
AVAVBC =  0, mamy

(AB)y -j- (AC)z == o,
a więc:

(10) VAVBC =  (~ y  I(AC)B -  (AB)C).

Ponieważ y/(AC) jest skalarera, przeto wyraz w nawiasach daje nam 
już wprost +  kierunek szukanego wektora; aby otrzymać jego na
tężenie należałoby jeszcze tylko wyznaczyć y.

Rozwijając VBC =  R według wzoru (8), a następnie VAR wed
ług tegoż wzoru, mamy
(11) VAR =  VAVBC =  i [AS(B| C3 — B2C.) — A3(B3C1 — B,C3)]

+ j l  — 1 +  k 1 — !•
Aby otrzymnć stąd kształt (10), zważamy, że AB =  A,B| -j-.... 
AC =  ĄjCj -j- zb ie rzm y  więc według tej wskazówki wyrazy po 
prawej stronie (11), a otrzymamy (przez dodanie i odjęcie, w na
wiasach, wyrazu AjBjCj):
VAVBC =  i [(AC). B, — (AB). ĆJ +  j [(AC) B2 — (AB) C2| +  k [(AC)B3
— (AB) C3], t. j., wracając do pierwotnych wektorów wypadkowych B,C:
(12) VAYBC — (AC) B — (AB) C,
t. j. istotnie kształt (11). Własność tę czytelnik sam będzie mógł 
łatwo wysłowić w postaci twierdzenia. Łatwiej zresztą jest zapa
miętać sam wzór (12). Zauważę tu jeszcze, że przestawiając cyk
licznie A, B, C, nie otrzymujemy już tego samego wyniku, jak to 
było dla AVBC, Twierdz. III. Istotnie, z (12) wynikają przez prze
stawienie cykliczne wektory zupełnie różne, ii mianowicie:
(12') VBVĆA == (BA)C — (BC) A,
(12") YCYAB =  (CB) A — (CA) B.

Godnetu uwagi jest jednak, że suma tych trzech wektorów znika 
identycznie', istotnie, dodając (12), (12'), (12") i uwzględniając, że 
że (BA) == (AB), i t. d. (są to bowiem iloczyny skalarne), mamy 
identycznie:
(13) VAVBC +  VBVCA +  YCYAB =Ą 0.

Ze wzoru (12) mamy np. dla C =  A:
(14) YAYBA =  A2. B — (AB) A, czyli YĄYA3 =  (AB)A -  A2. B,
a ten właśnie wzór szczególny znajduje zastosowanie w pewnych
zagadnieniach elektromagnetycznych.

Przy badaniu zjawisk elektromagnetycznych w ciałach anizo
tropowych' czyli krystalicznych spotkamy się z pojęciem funkcji wek
torowej linjowej, którą możemy określić w sposób następujący.

Jeżeli składowe wektora B względem trzech dowolnych osi *) 
są funkcjami linjowemi jednorodnemi składowych wektora A (o spóJ-

*) Prosto-—lub skośnokątnych, byle tylko nie leżących w jednej' 
płaszczyznie.
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czynnikach skalarnych rzeczywistych), natenczas powiadam, żo B 
jest funkcyą wektorową liniową wektora A, piszę
(15) B =  coA
i nazywam w operatorem wektorowym liniowym.

Operator odwrotny, za pomocą którego przechodzimy od B 
A, i który (jak natychmiast zobaczymy) również jest liniowym, mo

żemy oznaczyć przez co-1 lub —, tak iż będzie

(16) A =  co-1 B =  ~ B.

Rozkładając np. według osi normalnych i, j, k i oznaczając 
odpowiednie spółczynniki przez cou , co12 i t. d., możemy napisać: 

i B1 =  <o11 Aj-j-tOj,, A2-f-ti),3 A3 

(laa) I B2 =  co21 Aj —j— to22 A2 —j— co23 A3

B3 — co3| A t —j— co32 A2 —|— co33 A3,

(15) możemy uważać jako krótki symbol operacyj (15a). dodając, 
że B — ¡B, +  jBa -f kB3.

Rozwiązując (15a) ze względu na AJ( A.r  A3, w założeniu że 
wyznacznik (con ... co33) jest różny od zera, otrzymamy A jako funk- 
cyę liniową B, tak iż operator co-1 również będzie liniowym i zu
pełnie jednoznacznie określonym.

Widzimy też z (15a), że najogólniejszy operator liniowy w 
wymaga podania dziewięciu wzajemnie niezależnych wielkości ska
larnych, jak np. cou , to12 i t, d. Wogóle bowiem może być co12 
różne od to21 i t. d.

Jeżeli zaś jest co12=co21, co23 =  co32, co31 =  co13, tak iż liczba 
owych cech niezależnych redukuje się do sześciu, natenczas opera
tor <o nazywa się symetrycznym.

Zmieniając w wypadku ogólnym, porządek wskaźników, t. j. 
biorąc to21 zamiast w,„, i t. d. otrzymujemy inny operator liniowy 
w', który nazywa się sprzężonym względem to. Operator syme
tryczny co jest więc samosprzężonym.

Wprowadzając trzy wektory w,, co3, co3:
(17) tot=  ¡«Ojj-j—jw,2 +  kw13, to2 =  i(o21-j-jtoa2-f-kw23, to3=  ico31 
—¡— joj32 Ą- k<o33, możemy (15a) napisać w postaci iloczynów ska
larnych

B j=  ojjA, Bs =  w2A, B3 =  w3A,
a więc
(18) B =  i. w, A -f- j.to2A -f- k.w3A =  co A,
czyli symbolicznie
(19) <o=i.co1-[-j.co2-|- k.co3.

Kierunki wektora A i odpowiedniego wektora B — coA będą 
wogóle różne, podobnie jak ich natężenia. W pewnych atoli kie
runkach szczególnych, charakterystycznych dla danego operatora co, 
a któro nazywają się jego osiami głównemi, wektory A i B będą 

Elektryczność i Magnetyzm. 2
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równoległe do siebie, t. j. B =  wA =  nA, gdzie n jest. czynnikiem 
slcalarnym rzeczywistym. Szukajmy tych kierunków szczególnych 
i odpowiednich wartości skalara n. Dla odróżnienia ich od wszel
kich innych oznaczmy przez X wektor jednostkowy wzięty w kie
runku jednej z możliwych osi głównych operatora w, tak iż będzie
(20) wX =  11X =  n [iX. i -f-jX. j -f- k X. k]. *).
Wodług (18) mamy
(21) mX — a>,X. i -f- w2X. j -j- ws X. k, 
a więc, odejmując (20) od (21):

(wjX —  niX) i -|- (w„X —  njX) j -|- (w3X —  nkX) k =  0,
czyli
(22) (Wj — ni)X =  o, (co2— nj)X =  o, (o>3— nk) X = 0 .
Oś główna X musi więc być normalną do trzech wektorów:
(23) « = ( 1), —  ni, [3 =  (d„ —  nj, y =  co3 —  nk;
aby zaś to było możliwe, trzy te wektory muszą leżeć w jednej pła
szczyźnie (jeżeli żaden z nich nie znika), a warunek ku temu nie
zbędny i wystarczający daje się napisać w postaci równania:
(24) ttV[3f =  o 
lub też zresztą pVya'=o, '(Vaj3 =  o.

Mamy więc równanie:
(25) (w, — ni) V (w2— nj)(c»3 — nk) =  o,
t. j. równanie 3-go stopnia dla skalara h. Jeżeli wszystkie trzy 
pierwiastki tego równania, powiedzmy n„ n„, ns, są rzeczywiste 
i różne od siebie, otrzymamy trzy płaszczyzny jak (23), a więc 
trzy osie główna, powiedzmy Xr X2, X3, normalne do tych płaszczyzn.

Według (8') i (4) możemy zresztą napisać, dla dowolnych 
wektorów A, B, C (o składowych k v A2 i t. d.):

A, A, a3
(26) AVBC = B, b 3

c t c; C3
co zresztą jest znanym powszechnie wyrazem objętości równoległo- 
ścianu zbudowanego na A, B, C.

Powyższe więc równanie (25) dla skalara n możemy napisać, 
w postaci wyznacznika, według (17):

•n o),, w,

(25n) D =  ’ w.,,, — n w
13

23

“ 32 «33 — 11

O.

Zauważmy, że dla operatora symetrycznego w wyznacznik ten D 
staje się symetrycznym. Przez rozwinięcie togo wyznacznika otrzy
malibyśmy omawiane równanie 3-go stopnia.

*) Ponieważ składowe dowolnego wektora R, wzdłuż i, j, k są Rt=iR, 
SR =]R, Rj =  kR, przeto możemy napisać zawsze

R =iR . i -+- ]R. j +  kR. I*-
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Wole to jednak uczynić z kształtem pierwotnym (25) tego 
równania, jako bardziej bezpośrednim z punktu widzenia wekto
rowego.

Pamiętając ,o tern, że o),, o>„, w3 są wektorami, i korzystając 
(kilkakrotnie) z Twiordzenia III i z wzorów (1), otrzymamy:

V(o)., — nj) (o>3 — nk) =  n2i -|- n (Vk<o2 — Vjw,) -f- Vo)2(o3,
(Wj — ni) V  (co2 —  nj) (a>3 —  nk) =  —  n3 -{- n2 (io>j -f- i V jw 3 —  ¡Vko)2) 
- - n  (o^Yko).,—  o i jY jo i j— ¡Vo)2o)3) -|- o)1Vo)2o)3 = —  n3 -|- n2 (icoj 
—  jo)2 —H ko)3) — 11 (iVo)2co3 -}-jV 0)30)1 -)- ^ 0 ) ^ ) +  o) ̂ 01,0)3, 
a więc zamiast (25):

(25') n3— n2(o)u -j-o)22-(- o)33) -f- n (¡Vo)2o)3 -f- jVo)3w1 kVo),o>2)
— o)tVo)2o)3=  o,

gdzie napisaliśmy, według (17), ¡coj =  wu , jm2 =  0)22, k(o3 =  o>3J.

Z postaci tej widzimy też łatwo, że przestawiając dowolnie 
trzy czynniki wektorowe w równaniu (25) przed jego rozwinięciem, 
otrzymalibyśmy identycznie to samo równanie (25').

Zakładamy, że wszystkie wielkości tou , o)12 i t. d. 0)33 są 
rzeczywiste. Wówczas jeden z pierwiastków równania (25') zawsze 
będzie rzeczywisty, podczas gdy dwa pozostałe mogą w ogóle być 
wzajemnie sprzężone.

Niechaj nt będzie pierwiastkiem rzeczywistym tego równania, 
tak iż odpowiadająca mu oś główna \L będzie również wektorem 
jednostkowym rzeczywistym, Obiorzmy kierunek tej osi głównej 
jako kierunek i, t. j. połóżmy

X1 =  i,
zaś j, k niechaj jeszcze będą dowolne (lecz oczywiście normalne 
do i, jak wyżej). Wówczas, kładąc w (15a) A2 =  A3= o ,  At różne 
od zera, otrzymamy B1 =  o)uA1, B j^ o ^ A p  B3 =  o)31Al, a więc;
(27) n j^ o ^ j ,  o)21=o , o>31 =  o.

Równanie (25') redukuje się wówczas do
(28) n3—n2 (tou +  to22 -f (o33) -f- n (o)22o)33 -f o)33o)u -f <on<o22— w23o),2)

0)u (n,0)33 W23’W32) =  °‘
Otóż lewa strona tego równania powinna być podzielna przez n—n,, 
t. j. przez n — wu; istotnie też możemy ją napisać:

(n—o)n ) [n2 — n (to22 -f- o)33) -f- o)22o j33 — w23.o)32].
Dla pozostałych dwóch pierwiastków n2, n, mamy więc — równanie 
2-go stopnia:

n2 — n (o)22 —|—o)33) -j- &)22o)33 — o)23o)32 =  o, 
a więc: ________

(29) % =  ^(w22 -\- 0)33) -f- l'-K^22-f>38)~ H~ t023 0)32> n3 =  ł ( a)22w33)'

— I/I(w2, — w33f  -f 0)230>32.

Dla oporatora o> symetrycznego mamy o)32 =  o>23, tak iż wszystkie 
trzy pierwiastki nłf n2, n3 są rzeczywiste; wówczas zresztą jest 
też, według (27), o>12 =  (o13 =  o.
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Dla operatora niesymetrycznego wszystkie trzy pierwiastki 
będą zawsze rzeczywiste, skoro tylko (o23 i co32 będą miały te same 
znaki. (Warunek ten wystarczający nie jest zresztą niezbędnym). 

Uczyńmy to właśnie założenie, tak iż będą istniały trzy rze
czywiste osie główne Xr X2, X3 operatora liniowego co, niekoniecznie 
symetrycznego.

Położyliśmy już i == Xx (co zawsze uczynić można). Niewie- 
dząc, czy X2_LX1, nie możemy oczywiście położyć jednoczośnie j= X 2. 
Lecz jakikolwiek jest kierunek osi X2 względem Xp t. j. względem 
i, możemy zawsze położyć j w płaszczyźnie Xx, X2, czyli i, X2, t. j. 
tak aby było

X2 w płaszczyźnie i, j;

wówczas będzie
(30) kX, =  o.

Lecz oś X2, jak widzieliśmy wyżej, jest normalna do wektorów 
Wj — n2i, co2— n j, co3— n2k; możemy więc napisać np.
(31) xX2 =  V(w3— n2k) ((Oj — n2i)=V(o3(o1 —n2(Vkco1-|- V »3i)-{-n22j, 
gdzie x jest skalarem (którego wartość moglibyśmy zresztą wyzna
czyć natychmiast z warunku X22 =  1; X2 ma bowiem być wektorem 
jednostkowym). Mnożąc (31) skalarnie przez k, mamy według (30):
o =  kYiójCOj — n2kVo>3i =  kYtójtój -{- n2o>3Vki =  kVw3w1 -j- n2co3j

=  kV(o3(0j -j- n2w32 (według (17)); 

wzorując się na (26) i kładąc w31 =  o, według (27), mamy kVco3coj 
=  — wn,co32, a więc:

(O32 ( w l l  ^ 2 ) -----

ponieważ zaś, według (29), n2 jest wogóle różne od n1 =  wu , prze
to mamy

(o32 =  o.

Przy powyższej oryentacyi i, j, t. j. kładąc i= X 1 i obierając j 
w płaszczyznie Xj X2 (a. więc k normalne do Xt, X2), mamy więc 
ostatecznie
(32) co21 =  co31 =  (o32 =  0, n1= ^ ) u , n , =  co22, n3 =  a>33.
Ostatnie dwa równania wynikają mianowicie z (29), przez podsta
wienie (o32 =  o.

Zamiast (15a) mamy teraz:
(15b) B j— -|-WjjAj-j-(OjjAj, B2 =  co22A2-j-(o23A3, B3 =  co33A3.

Aby otrzymać miarę kąta zawartego między osią X2 i wekto
rem i, pomnóżmy (31) skalarnie przez i; otrzymamy:

x. X2i =  x. cos (X2,i) =  iV(o3Wj — njiykwj =  i yco.,^ -[- n2coj

— ----W33-Wl-2 H - 1 1 2W12’

czyli
(33) x. cos (X2,Xj) =  co12 (n2 == wi2 ( w 22 w33)-

Otóż wogóle w22 jest różne od co33 i co12 różne od o, pomimo że co,(1 =  0, 
a mianowicie dla operatora niesymetrycznego.
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Z równania (33) widzimy więc, że dla operatora co niesyme
trycznego będzie wogóle cos (X2,X[) s  o, a więc: osie główne 
takiego operatora będą wogóle skośnokątne.

Dla operatora symetrycznego mamy, przy powyższym wy
borze i, j:

co12 =  o>2i =  o, a więc X2JlX,; 
dla takiego operatora będzie toż, według (32):

CO2 j  1 1 — tóji) —— 0 » O»

a więc, według (15b):
(15c) B 1 =  cou A 1, B2 =  có22A2, B3 =  g>33A3,

t, j. X1 =  i, X2 =  j. X3"= k ,
czyli: trzy osie główne operatora liniowego symetrycznego są do 
siebie normalne.

W zastosowaniach elektromagnetycznych będziomy zresztą mó
wili tylko o operatorach liniowych symetrycznych.

Zauważmy, że (np. według (15c)) kierunki — X1, — X2, — X3 są 
— w myśl powyższego określenia—również osiami głównemi naszego 
operatora. Zwykle też rozumie się przez oś główną obadwa takie wprost 
sobie przeciwne kierunki, a więc +  Xt, i podobnie ±  X2, +  X,.

Zamiast skalarów coU) w22, co33 możemy teraz napisać krócej 
«Oj, w2, o),, ostrzegając czytelnika, aby nie utożsamiał tych symbo
lów z poprzedniemi cot, co2, <o3 (które oznaczały wektory). Odtąd 
więc będziemy pisali
(34) B — <oA =  i. w1A1 j- w2A2-f- k. <*>3A3,
nazywając co,, co2, co3 (zwykłe skalary) „składowemi11 operatora sy
metrycznego co wzdłuż jego trzech osi głównych.

Dla operatora odwrotnego (który również będzie symetrycz
nym) otrzymamy

(35) A =  -B =  i. —1 -hj- +
CO W j CO, COj

Z (34) mamy jeszcze
B 2 =  (O j2 A ,2 +  to22 A ,2 +  co,2 A 3‘-, 

skąd widzimy, że, jeżeli koniec wektora B porusza się po po
wierzchni kuli, koniec wektora A (mającego wspólny początek 
z wektorem B) porusza się po powierzchni elipsoidu trójosiowego, 
tudzież że osie główne operatora co zlewają się z osiami tego elip
soidu. Widzimy też zresztą z kształtu rówmania (25a), dla w2ł
—  co12, co32 =  <o23, <on  =  co31, że poszukiwanie osi głównych opera
tora wektorowego liniowego symetrycznego jest zupełnie identyczna 
z poszukiwaniem osi powierzchni drugiego stopnia.

Z powyższych uwag można też łatwo wyprowadzić sposób kon
strukcji wektora A, gdy wektor B jest dany, i odwrotnie, w zało
żeniu, że dany jest odpowiedni elipsoid.

•leżeli dwie z pośród wielkości cop co2, co, są sobie równe, np. 
co2 =  to3, natonczas ów elipsoid staje się obrotoiuym; wówczas dla 
każdego Memnhu A prostopadłego do osi głównej XŁ (której odpo
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wiada n =  toj) wektory B =  coA i A są do siebie równolegle, a mia
nowicie zgodnie równoległe, jeżeli ci)2 jest dodatnie. Wówczas ope
rator w nazywamy jednoosiowym, zaś.H- Xt, krótko—jego osią. Kie
runki normalne do tej osi nazywają, się też zwykło równikowemi.

Jeżeli wreszcie co, =  w 2 =  co r operator co staje się zwykłym 
czynnikiem skalarnym; elipsoid żaś odpowiedni staje się kulą; wów
czas wektory A i B — wA są do siebie równoległe dla wszystkich 
wogóle kierunków A, a mianowicie zgodnie równoległe, skoro co jest 
dodatnie.

Oto i wszystko, co z dziedziny algebry wektorów przydać się 
nam może przy rozważaniach elektromagnetycznych.

Rozwinę tu jeszcze pewne pojęcia i własności różniczkowo 
i całkowe wektorów, a szczególniej tak zwanych pól wektorowych, 
starając się ująć je w szczupłą garstkę określeń, twierdzeń lub 
wzorów, na które następnie częstokroć będę się powoływał.

Polem wertorowem nazywamy dowolną część przestrzeni, w któ
rej każdemu, wogóle, punktowi odpowiada pewna wielkość wekto
rowa, a ewentualnie dwie lub więcej takich wielkości. Tak np. mó
wi się o polu siły elektrycznej, lub polu elektrycznem, o polu ma- 
gnatycznem lub elektromagneteeznym, jako o dziedzinach przestrze
ni, w których panują siły elektryczne, lub też magnetyczne, lub 
też jednocześnie jedne i drugie. Podobnie też przestrzeń wypeł
niona poruszającym się płynem będzie polom wektorowym; a mia
nowicie polem wektora wyrażającego w każdym punkcie wielkość 
i kierunek prędkości płynu. Pole wektorowe może być statycznem, 
t. j, niezmiennem w czasie, albo też podlegać ustawicznym zmia
nom. Oprócz tego wektor może zmieniać się w danym polu od 
punktu do punktu, zarówno co do natężenia jako też co do kierunku; 
pole o jednakowem natężeniu i o tym samym wszędzie kierunku 
wektora nazywa się jednostajnem lub też jednorodnem.

Co się tyczy zmian w czasie, wystarczą nam następujące 
uwagi.

• Jeżeli w chwili t mamy, dla danego punktu pola O, wektor
A, w chwili t -(- A  t wektor w O będzie miał wógólo inny kicru-

są oczywiście skalarami) będzie prędkością 
■przeciętną zmian wektora A w tymże czasie. Otóż (podobnie jak 
dla wielkości zmiennych skalarnych), zakładając, że w miarę zmniej-

A
nok i inno natężenie, dane — powiedzmy — 
przez wektor A'; wektor a A =  A '— A (Fig.

O
/¿A- 8,) będzie przyrostem rozważanego wektora

(Fig. 8).
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(lub waha si g w coraz to ciaśniej szych granicach naokoło) pewnej 
granicy określonej, zarówno pod względem natężenia jakoteż i kie
runku, t. j. dąży do pewnego wektora, nazywamy ten wektor gra
niczny pochodną A względem t, czyli prędkością chwilotoą zmiany

wektora A i oznaczamy ją  przez A lub lub też przez
dt Ot

jeżeli chcemy uwydatnić, że A oprócz czasu możo jeszcze zależeć 
od innych zmiennych. (Oczywiście wektor A mógłby być ciągłym 
w czasie, a pomimo to nie posiadać określonej pochodnej lub pręd
kości chwilowej, podobnie jak pewne funkeye ciągłe skalarne).

Jeżeli A =  Aa, mamy oczywiście

(36) _ À =  À.a-j-A.a,

tak iż A ma, wogóle, pewną składową w kierunku a, t. j. w kie
runku pierwotnego wektora A, a oprócz tego pewną składową 

w kierunku a, wogóle różnym od a. Zauważmy, że, jeżeli a jest 

wektorem jednostkowym, wektor a niekoniecznie będzie jednostko

wym. Jeżeli wektor A zachowuje stale swój hterunek, mamy a =  o, 

a więc A =  Aa; jeżeli zaś natężenie wektora A jest stale, t. j. 

A =o , marny A =  A.a.
Jeżeli zresztą n jest dowolnym skalarem zmiennym i jeżeli 

R =  nA, gdzie A, R są. wektorami, mamy oczywiście

(37) R =  nA +  nA.
Dla iloczynu skalarnego AB dwóch wektorów A. B zmiennych 

w czasie mamy

(AB) == Lim [|±AĄ)JB±A B )- A g j

t. j. wedJug Twierdz. II. — Lim f A — - -f B —
: L  A t T  A t  A t. J,

(38)' i r (AB) =  A ’§ + B ^  =  AB +  BA,

zupełnie jak dla iloczynu dwóch funkcyj skalarnych. Zauważmy, że 
własność ta wypływa wyraźnie z rozdzielnościowości przysługującej 
mnożeniu skalarnemu wektorów. Zupełnie więc podobnie otrzymamy 
dla iloczynu wektorowego, według Twierdz. IV:

(39) - iv A B  =  VA ! B +  V 4?B =V A B  -f VÀB = V A B —-VBA.
clt dt cit

Również łatwo dowiedzie czytelnik, źe

(40) (AVBC) == ÂVBC +  AVBC -f AVBC,

(41) ~  (VAVBC) ==: VAVBC+ VAVBC+VAVBC,
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czyli według (12) =  (AC -f AĆ) B +  (AC) B — (AB +  AB) C — (AB)Ć.
i tak dalej. Mamy bowiem oczywiście dla sumy wektorów A,
B, C,... M:

(42) - i (A+ B-fC + ... -{- M)= A +  B +  Ć + ... +  M.

Zauważmy jeszcze, że, jeżeli zmienia się tylko kierunek wek
tora A, natężenie zaś jego jest stałe, możemy napisać A2 =  eonst„ 

a więc, według (38): AA =  o, tak iż wówczas prędkość chwilowa 

A jest zawsze normalną do położenia chwilowego wektora A; isto
tnie, koniec wektora A porusza się w tym wypadku po powierz
chni kuli.

Jeżeli wektor A. jakikolwiek, w zależności swej od czasu, 
daje się rozwinąć w zbieżny szereg według potęg dodatnich i cał
kowitych czasu t (liczonego od pewnej chwili), o spółczynnikach 
wektorowych C0, C,, C., i t. d., t. j.

A =  C0 -J~ C,. t. -j- C2. t2 -f- C3. t3 -j-....

znajdziemy łatwo, podobnie jak dla iunkcyj skalarnych:

C0 =  A0, C, =  A0. Ct ==|, A0, C3= ^  A. i t. d.,

gdzie A0. A0 i t. d. oznaczają wektor A i jego pochodne czyli 
prędkości różnych rzędów w chwili t= o ;  otrzymamy więc dla A 
szereg Taylora (lub Mac-Laurina):

(43) A =  A0 -f-1 A0 -j- A0 + —  A0-f-- .

Co się tyczy zbieżności nieskończonych szeregów wektorowych 
wogóle, ograniczymy się do następującej tylko uwagi.

Jeżeli szereg (skalarny) natężeń R,. R._,. R3..... wektorów
Ri, Rj, Rs, ... :

(44) n =  Rj -j- Ra -j- R3 -j-

jest zbieżny, bez względu na porządek wyrazów, wówczas szereg 
wektorowy

(45) S =  R, -(- Rj-f- R3-}~
z pewnością będzie zbieżny. Suma Sm pierwszych m wyrazów sze- 
regu (45) ułożonych w łańcuch będzie mianowicie wektorem pro
wadzącym z punktu O (początku R,) do końca togo łańcucha (Fig. 9.); 
jeżeli więc resztę szeregu skalarnego (44) przynależną do pierwszych 
m wyrazów oznaczymy przez pm (t. j. położymy a =  R, — ... 
— Tim—|—pm). koniec wektora Sm.będzie się poruszał, przy wzrasta
jącym bezgranicznie m, wewnątrz kuli o promieniu pm. lub mniej
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szej (albowiem natężenie sumy wektorów jest mniejsze, a najwy
żej równe, sumie ich natężeń). Ponieważ zaś przy rosnąccm m 
reszta [jm — według założenia — maleje bez granic, przeto ko

niec wektora Sm będzie, przy rosnącem m, odby- 
wał wahania w przestrzeni kulistej o promieniu 
malejącym bezgranicznie, t. j. szereg wektorowy
(45) będzie zbieżny. *)

Przejdźmy z kolei do rozważenia zależności 
wektora od przestrzeni, t. j. własności związanych 
z rozmieszczeniem wektora w danom polu.

Powiadamy, że polo wektorowe jest ciągle 
(przestrzenie), jeżeli odpowiedni wektor, powiedzmy 
R, zmienia się w niem, przy przejściu od punktu 
do punktu, w sposób ciągły, zarówno ze względu 
na swe natężenie jak i na kierunek. Z ciągłości 

(Fig. 9.). wektora R wynika bezpośrednio ciągłość wszystkich 
trzech składowych jego R1( R3. R3 (wzdłuż i, j, k, 

hib też zresztą względem dowolnego układu skośnokątnego), i od
wrotnie: z ciągłości Rlt R2, R3 wynika ciągłość R pod względem kie
runku i natężenia.

Oznaczając przez l długość (skalarną) mierzoną w dowolnym 
kierunku po prostej przeprowadzonej w polu R, możemy mówić
0 pochodnej wektora R w tym kierunku, oznaczając ją  przez 
dR
-gp zupełnie tak sarno, jak mówiliśmy o pochodnej wektora z«

względu na czas. Pochodna taka, jeżeli wogóle istnieje, będzie 
również wektorem o pewnem natężeniu i o pewnym kierunku. Dla 
pola jednostajnego mamy w każdvm punkcie i dla każdego kiorun-

1 i ÓRku 1: -,-r- == o.
Ol
Pisząc np. R =  iR1-)-jRi -j-kR3' mamy, zgodnie z (42):

(46) ~  i j dRą j i_ . <?R3
' j dl * *  dl + J dl T  d l ’

Założenie istnienia pochodnej R względem 1 jest zresztą równowa
żno z założeniem istnienia pochodnych R,, R,. R3 względem tegoż 
skalara 1.

Podobnie też można mówić o pochodnych 2-go i wyższych rzę
dów wektora R względem skalarów mierzonych w jednym i tym 
samym lub też w różnych kierunkach. Oznaczając np, przez x, y, z

*) Ciekawem byłoby zbadanie wpływu porządku wyrazów wektoro
wych na wartość sumy szeregu, dla którego szereg odpowiednich natę
żeń nie jest bezwzględnie zbieżnym, t. j. posiada sumę zależną od ugru
powania swych wyrazów skalarnych. Badania takie wychodzą atoli po za 
ramy niniejszego dziełka.



„spółrzędne“ czyli długości (skalarne) mierzone w kierunkach 
i, j, k, możemy utworzyć pochodne

dR dR dR d^R d2R

dx’ dy’ dz’ dx2' dxdy’ ' ( "

Linię, której kierunek zlewa się wszędzie z kierunkiem od
powiedniego wektora R. nazywamy lin ią pola, w szczególności zaś, 
gdy R jest silą (np. elektryczną lub magnetyczną) — lin ią siły; 
jeżeli R jest prędkością ruchu, np. w przestrzeni wypełnionej wo
dą, mówimy o lin ii prądu, jeżeli R jest prędkością wirową, mówi
my o lin ii wirowej, i t. d. Istnienie takiej linii pola (posiadają
cej wogóle w każdym punkcie jednę, a w pewnych wyjątkowych 
punktach dwie określone styczne) implikuje oczywiście istnienie po
chodnej wektora R względem skalarów l mierzonych wzdłuż sa
mych przynajmniej kierunków R. W punktach, w których wektor 
R jest nieciągły ze względu na swój kierunek, linia pola doznaje 
załamania (jak np. linia siły magnetycznej na granicy powietrza 
i żelaza), zresztą zaś będzie stopniowo zakrzywiona. Linie pola 
jednostajnego są oczywiście proste.

Kierunek linii pola zgodny z kierunkiem odpowiedniego wek
tora nazywamy kierunkiem dodatnim takiej linii; kierunek zaś
wprost przeciwny — ujemnym.

Oznaczając przez dL element wektorowy linji pola w kięrun- 
ku dodatnim, przez dn zaś (nieskończenie małą) wielkość skalarną, 
możemy powyższenni określeniu linii pola nadać kształt równania 
różniczkowego

(47) d !_=  R. dn.

Oznaczając składowe elementu wektorowego dL w kierunkach i, j, k 
przez dx, dy, dz, możemy zamiast (47) napisać równania różniczko
we linii pola;

(47a) dx:dy:dz =  R, :R„:R3.

Skoro R posiada wszędzie jednoznacznie określony kierunek, 
przez każdy punkt pola można przeprowadzić jednę i tylko jednę 
linię pola. Innemi słowy; dwie linie pola nie przecinają się wza
jemnie.

Przeprowadzając przez każdy punkt krzywej zamkniętej, dowol
nej (byle tylko nie linii pola), odpowiednią, linię pola, otrzymamy tak 
zwaną rurkę, wektora R, a więc np. rurkę siły, gdy R jest silą, rurkę 
prądu, gdy R jest prądem, co do natężenia i kierunku, i tak dalej. 
Całe pole wektorowe można podzielić na takie rurki. Ponieważ 
dwie linie pola nie przecinają się wzajemnie, przeto i rurki te nie
przenikają jedna do drugiej, lecz biegną obok siebie.

Wyobraźmy sobie w polu wektorowem R dowolną krzywą
ciągłą 12 (Fig. 10.), o elementach prostolinijnych; niechaj wektor
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ds będzie jej elementem, eo do długości i kierunku, który uważamy 
jako dodatni, gdy wskazuje od 1 ku 2. Utwórzmy, w każdym punk
cie tej krzywej, iloczyn rzutu wektora R na 
kierunek ds i długości ds, t. j. iloczyn ska
larny Rds, i rozważmy całkę tego wyrazu 
wziętą wzdłuż tej krzywej od punktu 1 do 
punktu 2, oznaczając ją  krótko przez I12, t. j.: (Fig. 10.).

2

(48) lj2=  I Rds.

i
Całka ta nazywa się całką liniową wektora R wzdłuż danej krzy
wej 12.

W szczególności, jeżeli linia całkowania s jest zamknięta, 
oznaczymy całkę linjową naszego wektora przez

(49) ?.«■=/ RdS,

<ś)
obierając jeden z kierunków obiegu krzywej s jako dodatni, wprost 
przeciwny zaś—jako ujemny.

Odwracając kierunek całkowania wzdłuż dowolnej krzywej 12,
mamy

(50) !,, = — I,,, 

tudzież, dla krzywej zamkniętej:

(51) I(s) =  — I(—s).
albowiem ze zmianą kierunku ds zmienia się znak iloczynu Rds.

Jeżeli połączymy dowolne dwa punkty a, b obwodu zamknię
tego s dowolną krzywą ciągłą e (Fig. 11.), otrzymamy więc

(52) Tadbca -f- lacbea =  I(s)!

albowiem Iadbea =  ladb -f-lbca. lacbea — lbea=Iacb. 
i laćb =  — Ibca'

Oznaczając obwód zamknięty adbea przez sv 
zaś aebea przez s2, możemy, zamiast (52), napisać: 

(52a) I(s) =  I(Sl) + I(Sj).

Podobnie też, roskładając dany obwód s przez do
wolną sieć linij ciągłych na obwody sv s2, sv i t. d. (Fig. 12), 
otrzymamy

(53) I(s) =  I(Si) +  I(sj) -f- l(ss) -|- — .
-Możemy przez dany obwód s położyć dowolną powierzchnię n 

i na tej powierzchni rozciągnąć ową sieć linij. Obierzmy jednę ze 
stron powierzchni rs jako jej stronę dodatnią, drugą jako ujemną. *)

*) Wykluczam tu powierzchnie jednostronne, jak np. powierzchnię 
Mobiusa, któroj model otrzymujemy, skręcając pasek papieru nieparzystą 
liczbę razy i zlepiając następnie jego końce.

(Fig. 11.).
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Jako obieg dodatni dowolnego obwodu na tej powierzchni będziemy 
uważali obieg w kierunku odwrotnym strzałek ze- 
garowych dla widza stojącego na dodatniej stronie a 
wewnątrz togo obwodu; jako ujemny — obieg w kie- 
runku wprost przeciwnym. Treść wzoru (53) będzie- 

_ * my Więc mogli wyrazić w sposób następujący.

1~'" Twierdzenie V. Całka liniowa wektora R wzdłuż
obwodu powierzchni o równa się sumie algebraicznej całek liniowych 
wzdłuż obwodów dowolnych ezęści składowych av a2, av ..., na jakie 
rozłożono o za pomocą dowolnej sieci linij, skoro tylko kierunek 
obiegu we wszystkich tych całkach jest dodatni, lub we wszystkich 
ujemny.

Obierając sieci linij coraz to gęstsze, możemy podzielić po
wierzchnię o na części dowolnie małe. Przechodząc więc do 
granicy, oznaczając przez S; obwód dowolnego elementu tej po
wierzchni i zakładając, żo

posiada pewną określoną wielkość zależną tylko od rozmieszczenia 
wektora R w danem miejscu pola i od oryentacyi Aa, nie zaś od 
kształtu obwodu Sj, wywnioskujemy z powyższego Twierdzenia, że 
całka liniowa I(s) powinna dać się wyrazić przez całkę wielkości tfi 
rospostartą na powierzchnię n ograniczoną przez s, t. j. że:

gdzie $, według założenia, zależy tylko od własności pola R, gdzio 
znajduje się da i od oryentacyi tego elementu powierzchni, a więc np. 
od kierunku normalnej tego elementu. Przez da rozumiemy tu 
wielkość skalarną, a mianowicie zawartość powierzchni da; ponie
waż zaś Rds jest skalarom, $ również będzie skalarem. Otóż ska- 
lar ten (jak każdy wogóle skalar) możemy wyrazić jako iloczyn 
skalarny pewnego wektora co i wektora jednostkowego v w kierunku 
normalnej do da, wzniesionej po stronie dodatniej powierzchni a, 
t. j. jako rzut pewnego wektora w na normalną v, czyli położyć

Zobaczymy, że wektor w nie zależy już od kierunku v (t. j.od 
oryentacyi pierwotnego przez zmniejszanie którego dochodzimy 
do granicy), lecz jedynie od rozmieszczenia wektora R w rozważa-

(55)

(s)
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iiej okolicy pola. Dla wektora tego zachowamy powszechnie niemal 
używaną nazwę „curl“, a więc— rozważając go w zależności od 
rozmieszczenia wektora R—napiszemy: w =  curl R, tak iż zamiast
(57) będzie:

(s)
Niebawem wyrazimy „curl R“ np. przez rozmieszczenie składowych 
prostokątnych wektora R wziętych względem danego układu i, j. k. 

Całka

dla dwolnego wektora A, rospostarta na powierzchnię o, której v 
jest normalną (jak wyżej), nazywa się całką powierzchniową wektora 
A, dla powierzchni a.

Możemy więc wysłowić równ. (58) w sposób następujący.

Twierdzenie Va. Całka liniowa wektora R wzięta w kierun
ku dodatnim obwodu s równa się całce powierzchniowej wektora 
curl R dla dowolnej powierzchni o ograniczonej przez s, i dla nor
malnej (v) dodatniej.

Twierdzenie to, a raczej ten jego kształt szczególny, który 
otrzymuje się przez wprowadzenie składowych prostokątnych wek
tora R (a który poznamy niebawem), znane jest powszechnie pod 
nazwą twierdzenia Stokesa.

Rozważmy teraz całkę powierzchniową wektora R dla. po
wierzchni a pomyślanej w jego polu. Odwracając w każdym jej 
punkcie kierunek normalnej, t. j. biorąc—v zamiast -f-v, zmieniamy 
znak iloczynu Rv; otrzymamy więc równanie

zupełnie analogiczne do równania (50) dla całki liniowej.
Niechaj a będzie powierzchnią zamkniętą ograniczającą pewną 

(dowolną) część pola x; jako normalną dodatnią v uważajmy normal
ną skierowaną nazeitmątrz przestrzeni t. Za pomocą
dowolnej powierzchni c podzielmy przestrzeń t na dwie ^ _^
części Tj, t2 (Fig. 13). Powierzchnie ograniczające cał- /  T \
kowićie tj, względnie t,, oznaczmy przez olt względnie / _
przez a2, i utwórzmy sumę całek powierzchniowych
P^i) -j- F(a2). Ponieważ normalne do powierzchni e, j \ j
zewnętrzne względem i t2, a mianowicie Vj i v2 mają \ ^ /
w każdym punkcie tej powierzchni kierunki wprost
sobie przeciwne, t. j. v2 =  —• vlt przeto w powyższej ^
sumie eałki odnoszące się do powierzchni e znoszą.
się wzajemnie, według (60), tak iż powstaje tylko całka

(58)

(59)
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rospostarta na pierwotną powierzchnię a, t. j. F(a); mamy więc

(61) F(a) =  F(al) +  F(a2),

analogicznie do (52a),
Podobnie też, rozkładając przestrzeń t na dowolnio wielką 

liczbę objętości częściowych A :  za pomocą powierzchni, z których 
każda stanowi część granicy przylegających do siebie objętości, 
i oznaczając przez <sv b2 i t. d.. wogóle przez o; powierzchnio 
ograniczające całkowicie poszczególne A t, mamy:

(62) F ( j  =  F(^) +  Ffo) +  ¡F(°s) +  - =  S F(ai).

gdzie suma obejmuje wszystkie A t składające się na objętość cał
kowitą z =  S A t.

Mamy więc, analogicznie do Twierdz. V:

Twierdzenie VI. Całka powierzchniowa wektora R przez po
wierzchnię zamkniętą a ograniczającą przestrzeń z równa się sumie 
algebraicznej całek rozpostartych na powierzchnię dziedzin częścio
wych A t, na jakie rozłożono dziedzinę całkowitą t przęz dowolny 
układ powierzchni, skoro tylko we wszystkich tych całkach weźmie
my normalną v zewtętrzną (albo we wszystkich wewnętrzną).

Wprowadzając coraz to liczniejsze i gęściej rozmieszczone 
powierzchnie czyii przegrody, możemy podzielić daną dziedzinę pola 
t  na części A i  dowolnie male. Przechodząc więc do granicy i za
kładając, że

Lim F(ti) .
(63) A

’ A t —>-o A t

posiada pewną określoną wielkość zależną tylko od rozmieszczenia 
wektora R w danej okolicy pola, zaś nie od kształtu malejących 
bezgranicznie elementów A t, otrzymamy, według (62):

(64) F(a) =  I Rvda =  I pdt,

(a) (t)

gdzie całka po prawej stronie obejmuje całą przestrzeń t ograni
czoną przez powierzchnię a.

Wartość graniczna ilorazu we wzorze (63), o ile takowa 
Istnieje wogóle dla danego pola R jako pewna określona wielkość 
(skalarna), nazywa się powszechnie ,,divergence R‘‘ i pisze się 
krótko

(65) p = d iv  R.

Częstokroć będę wielkość tę nazywał rozbieżnością wektora R. 
Jeżeli więc div R istnieje jako określona wielkość, która, 

zresztą w pewnych okolicach może być dodatnią, , w innych ujemną, 
w innych wreszcie zerem, mamy według (64):
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Twierdzenie Via. Jeżeli powierzchnia o ogranicza zupełnie 
dziedzinę przestrzenną z i jeżeli v jest normalną zewnętrzną, 
natenczas:

(66) I Rv.d'j =  I div R.dt,

w założeniu, że wektor R jest ciągły w dziedzinie t.
Jeżeli natomiast w dziedzinie z istnieją pewne powierzchnie 

a, ,a, i t. d„ wogóle <3;, przy przejściu przez które składowa nor-
F(O i), F ( a ;)

malna wektora R doznaje nagiej zmiany, natenczas całki __v.

odnoszące się do jednej i drugiej strony takiej powierzchni nie
ciągłości nie znoszą się wzajemnie, lecz dają w sumie całkę

I (R'i —  Ri)vids;,

którąj należy rozciągnąć na całą powierzchnię o; (zawartą w dzia
dzinie t); Rj, R'i oznaczają tu wektor R tuż przy ,
aj, po jednej i drugiej stronie, zaś Vj normalny —̂ —[--- —-ę
do al wektor jednostkowy, zwrócony ku tej stro
nie, po której panuje R; (Fig. 14). (Fig- 14-)-

W tym wypadku, ogólniejszym, mamy więc zamiast (66).

(67) f  Rv.ds —  I  divR.d'  +  (R'i —  Ri) Vj.daj,

gdzie suma obejmuje wszystkie powierznio nieciągłości przebiega
jące w dziedzinie z. *).

Zestawiając Twierdzenie Va z Twierdzeniem Via, możemy 
łatwo dowieść pewnej zasadniczej własności wektora curl R. Po
łóżmy przez dany obwód s dwie różne powierzchnie ax i a2, które 
społem tworzą powierzchnię zamkniętą a ograniczającą zupełnie 
pewną dziedzinę przestrzenną z. Według Twierdz. Va [wzór (58)] 
mamy:

(68)

gdzie obie normalne vp v2 są dodatnie, w powyżej objaśnionem zna
czeniu słowa (Fig. 15). Ponieważ v2 posiada kierunek zgodny, 
zaś v, kierunek wprost przeciwny względem normalnej v zewnętrz

*) Podobne uzupełnienie Twierdzenia Va, czyli wzoru (53), w wy
padku nagłych zmian wektora R (w kierunku normalnym do samego 
wektora) poznamy w dalszym ciągu.

I Rds =  I vt eurlR.da1=  j"v2 curl R.da2

s)
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nej dla dziedziny t , przeto marny dla eałcj powierzchni a ograni
czającej tę dziedzinę:

I v curl R.da =  I v2 curl R.da, — j vx curl R.da,,

(o) G 2 Oj

a więc, według (68):

(69) jv  curl R .da=o.

Własność ta zachodzi dla każdej powierzchni zamkniętej a i dla do
wolnie małej dziedziny % ograniczonej przez a; według Twierdze
niu Via mamy więc

(70) div curl R — o 

identycznie, t. j. dla wszelkiego pola wektorowego R.
Przy przejściu przez pewno powierzchnie aa składowa styczna

,,-.y curlu może być nieciągłą, lecz składowa normalna, 
t. j. v curl R, zawsze będzie ciągłą; istotnie, gdyby 
tak nie było, moglibyśmy powierzchnię aa otoczyć 
z obydwu stron powłoką a dowolnie zbliżającą się

do aa, i otrzymalibyśmy wówczas I v curl R.da o.

(Fig- 15). (oj

t. j. wynik niezgodny z równaniom (69).
Jeżeli, dla jakiegokolwiek wektora A, mamy div A =  o i je

żeli składowa normalna wektora A jest ciągłą przy przejściu przez 
każdą pomyślaną powierzchnię, natenczns powiadamy, że wektor A 
jest solenoidalny lub też, że pole A jest solenoidalne. Dane pole 
wektorowe może oczywiście być solenoidalne w pewnych swych 
częściach czyli dziedzinach, w innych zaś nie.

Posługując się tem określeniem, możemy powiedzieć: curl 
dowolnego wektora tworzy pole wszędzie solenoidalne.

Niebawem sprawdzimy jeszcze własność tę w odmienny spo
sób, mniej bezpośredni, a mianowicie przez zastosowanie „kartezyu- 
szowskich“ ') rozwinięć operatorów curl i div.

Jeżeli pole wektorowe R jest wszędzie solenoidalne, mamy 
według powyższych uwag dla każdej powierzchni zamkniętej a, 
pomyślanej w tem polu

(71) I Rv.da =  o.

Zastosujmy to równanie do części dowolnej rurki pola nieskończe

*) t. j. opierających się na roskładzie wektorów lub operacyj względem 
trzech osi w przestrzeni.
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nie cienkiej, zawartej między dwoma przekrojami poprzecznemi av o2. 
Ponieważ na pobocznicy tej rurki mamy wszędzie Rv =  o, pozo
stają tylko wyrazy odnoszące się do przekrojów poprzecznych, o po
wierzchniach nieskończenie małych ov o2; niechaj w miejscach tych 
przekrojów wektor R będzie RŁ, względnie R2, Według (71) mamy

°i • Rivi +  °2 • R2V2 =  °>

gdzie v1,vj są normalne zewnętrzne względem rozważanej części 
rurki; ponieważ zaś kierunki R2 i v2 są 
zgodne ze sobą, zaś kierunki Rx i wprost 
przeciwne (fig. 16), przeto R2v2 =  R2.
Rj'^ =  — Rj, a więc:

R jOj =  R2o2.

Otóż iloczyn powierzchni przekroju poprze
cznego nieskończenie cienkiej rurki i na
tężenia odpowiedniego wektora (Ra) nazywa się momentem rurki.

W polu więc solenoidalnem każda taka rurka posiada jeden
i  ten sam moment w całej swej długości.

-Momentem dowolnie grubej rurki nazywa się suma momentów 
rurek nieskoriezonie cienkich, na jakie tamtą można podzielić. Po
wyższa własność przysługuje więc każdej w ogóle rurce pola sole-
noidalnego.

W polu takiem żadna rurka nie może mieć ani początku ani 
końca, a więc musi tworzyć zamknięty w sobie pierścień albo też 
rosciągać się obustronnie w nieskończoność *).

Istotnie, gdyby rurka kończyła się w pewnem miejscu takiego 
pola. moglibyśmy otoczyć koniec jej dowolnie 
małą powierzchnią zamkniętą a przecinającą 
rurkę jedyny raz tylko (Fig. 17), a poza tem
przebiegającą w przestrzeni, gdzie R =  o; cał

ka więc J l  o byłaby dla tej powierzchni zam- (Fig. 17).

kniętej różną od zera (a mianowicie równą ujemnemu momentowi 
rurki), wbrew równaniu (71).

Ponieważ wektor w =  cmi R jest wszędzie solenoidaly, prze
to własność powyższa przysługuje wszystkim rurkom pola co.

Linio i rurki pola wektorowego w =  curl R będę nazywał: 
liniami, względnie rurkami wirowęmi pola R, czyli krócej wirami 
pola R **).

*) lub też wreszcie (jeżeli pole to jest ograniczone) mieć swój po
czątek i koniec na granicy pola.

**) Jeżeli bowiem R jest np. prędkością płynu, natenczas curl R 
(podzielony przez 2 ) wyraża prędkość wirowania, w danem miejscu, tak 
iż linie wektora curl R są liniami wirowęmi płynu.

Elektryczność i Magnetyzm. 3
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Możemy więc powiedzieć, że wszystkie wiry dowolnego pola 
wektorowego tworzą zamknięte pierścienie lub biegną obustronnie 
w nieskoiiczoność.

Zauważymy to jeszcze, że — w jakiemkolwiok polu solenoi- 
dalnem — rurka o momencie równym jedności, przy pewnym kon- 
wencyonalnym wyborze jednostek miary natężenia wektora i po
wierzchni, nazywa się rurką jednostkową, że więc gęstość takich 
rurek w danej okolicy pola poucza nas o natężeniu odpowiedniego 
wektora w tej okolicy.

Pole wektorowa R pozbawione wirów, t. j. dla którego curl R 
=  o, będę nazywat irotacyjnem *). Jeżeli warunek ten jest za
chowany w pewnej tylko, ograniczonej części pola R, będę ją  zwy
kle nazywał dziedziną ¿rotacyjną.

Niechaj t będzie dziedziną irotaeyjną pola R, a mianowicie 
dziedziną acykliczną czyli jednospójną **). W dziedzinie takiej 
możemy każdy obwód zamknięty s zredukować do punktu przez cią
głe zwężanie, nie przerywając go ani też nie wyprowadzając go nigdy 
po za granice tej dziedziny. Skoro więc dziedzina ta jest irotacyj- 
na, możemy przez każdy obwród s położyć ciągłą powierzchnię a, 
której nie przeszywa żadna rurka wirowa. Według Twierdz. V-a 
otrzymamy więc dla każdego obwodu s przebiegającego całkowicie 
w dziedzinie t:

Jeżeli więc 1, 2 są dwa dowolno punkty obrane na takim obwro-

t. j. całka liniowa wektora R posiada jednę i tę samą luartość dla 
wszelkich możliwych dróg prowadzących z jednego i tego samego 
punktu początkowego 1 do jednego .i tego samego punktu końco
wego 2 i nie przekraczających granie dziedziny t. Innemi słowy:

całka I12 =  ( Rds jest jednowartościowrą iunkcyą położenia pun-

*) t. j. nie-rotacyjnem, niewirowem.
**) a connexion simple, einfach zusammenhaengend, — jak np. prze

strzeń ograniczona przez powierzchnię kulistą i zawarta w niej, lub też 
pozostała przestrzeń zewnętrzna.

(72)

(s)

dzie (Fig 18), a więc dwra dowolne punkty dziedzi
ny z, mamy

(Fig: 18).
(73)

2

1
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któw 1, 2 w dziedzinio z. Obierając więc raz na zawsze jako 
„punkt początkowy” dowolny punkt o tej dziedziny i oznaczając 
przez p dowolny punkt ruchomy tejże dziedziny, możemy napisać

rV
(74) i Rds =  — cp,

o

gdzie cp jest jednowartościową funkcyą położenia punktu p, tak do
braną, iż dla punktu o jest rp =  tp0 =  o. Innemi słowy: dla do
wolnego elementu liniowego ds w dziedzinie z iloczyn skalarny 
Rds jest różniczką zupełną pewnej funkcyi położenia — cp:

(75) Rds =  — dtp.

Otóż, jeżeli stosunek ton zachodzi w ogóle (t. j. dla funkcyi 
cp niekoniecznie jedno wartościowej), nazywamy funkcyę cp potencya- 
łem loektora R. Zauważmy, że í'unkcya ta jest skalarem podobnie 
jak Rds.

Wynik powyższy możemy teraz wysłowić w sposób następujący.
Twierdzenie VII. W dziedzinie irotacyjnej acyklicznej, czyli 

jednospójnej, wektor R posiada potencyał jednowartościowy.
Jeżeli dziedzina ta obejmuje np. całą przestrzeń nieograni

czoną, natenczas wektor R posiada potencyał jedno wartościowy, 
bez wszelkich zastrzeżeń.

Niechaj teraz dziedzina irotacyjna z pola R będzie cykliczna, 
czyli wielospójna *). Wówczas wszelkie możliwo w dziedzinie tej 
obwody zamknięte dają się podzielić na dwie klasy: do klasy pier- 
wszej zaliczymy te obwody, które przez ciągłe zacieśnianie i bez 
przekroczenia granie z dają się zredukować do punktu, do drugiej 
klasy — te obwody, które w sposób taki do punktu sprowadzić się 
nie dają.

Jeżeli z jest np. dziedziną leżącą nazewnątrz pierścienia zam
kniętego (Fig. 19), natenczas dowolny obwód 
Sj niespleciony z tym pierścieniem będzie na
leżał do pierwszej, natomiast obwód splecio
ny z nim jedno — lub wielokrotnie, jak s2 
lub s2', do drugiej klasy.

Otóż przez obwód s pierwszej klasy 
możemy zawsze położyć powierzchnię ciągłą
o rozciągającą się całkowicie w dziedzinie 
irotacyjnej z. Według Twierdz. V-a będzie (Fig. 19).
więc dla każdego obiuodu pierwszej klasy:

*) a connexion multiple, mehrfach zusammenhaengend\ tak np. wnętrze 
ierścienia zamkniętego lub pozostała przestrzeń zewnętrzna stanowią 
ziedziny dwmpójne, przestrzeń otaczająca 2, 3 ... n takich pierścieni 

(splecionych wzajemnie lub też nie) stanowi dziedzinę o spójności potrój• 
nej, względnie poczwórnej, .... (n -f- 1) — krotnej.
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j Rds =  o.

00
Dwie drogi całkowicie a, b, które biegną w dziedzinie % od dowol
nego punktu początkowego o do dowolnego punktu końcowego p
i które dają się sprowadzić do wzajemnej kongruencyi przez ciągłe 
odkształcanie, bez rozerwania i bez przekroczenia granic dziedziny 
t, możemy nazwać drogami zgodnemi lub równoważnemi. Otóż, od
wracając jednę z tych dróg i łącząc je z drugą, otrzymamy obwód 
zamknięty oapbo pierwszej Masy, a więc:

Obierając więc raz na zawsze pewien (dowolny zresztą) punkt „po
czątkowy n o w dziedzinie x, możemy powiedzieć, że

jest dla wszdkich dróg równoważnych prowadzących do punktu p 
funkcyą jednowartościową położenia tego punktu w dziedzinie t, — 
podobnie jak w poprzedniem rozumowaniu.

Jeżeli jednak dwie drogi oap, óbp nie są równoważne, naten
czas oapbo będzie obwodem drugiej klasy, tak iż przez obwód ten 
nie będziemy mogli położyć powierzchni o, która nie wykraczałaby 
po za granice dziedziny irotacyjnej; wówczas więc całka l0api0 bę
dzie w ogóle różną od zera, a więc też Ioop s  . Całka więc

Rds będzie miała wartość zależną nietylko od położenia punktu

p, lecz również od wyboru jednej z możliwych dróg nierównoważ- 
nyeh między sobą. Innemi słowy:

Twierdzenie VIII. W dziedzinie irotacyjnej cyklicznej (dwu— 
lub wielospójnej) istnieje również potencyał określony przez zwią
zek Rds =  — dtp, lecz potencyał ten jest funkcyą wielowartościową 
położenia punktu w tej dziedzinie.

Twierdzeniu temu możemy nadać kształt nieco odmienny, 
a mianowicie bardziej określony.

Istotnie, pomyślmy sobie dowolne pole wektorowe R obejmu
jące całą przestrzeń nieograniczoną. Niechaj pole to posiada do
wolną liczbę (n) wirów czyli rurek wirowych 1, 2, ... n  o momen
tach I-j, I2, ... I„ . Ponieważ każdy z tych wirów jest zamkniętym

t. j.

i'1
I Rds == — <p

o

■P

o
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w sobio pierścieniem lub biegnie obustronnie w nieskończoność, 
przeto po wykluczeniu ich pozostała przestrzeń będzie dziedziną 
(z) irotaeyjną cykliczną, a mianowicie o spójności (n -f- 1) — kro
tnej. Obwód s przebiegający całkowicie w tej dziedzinie t i nie- 
spleciony z żadnym z tych wirów będzie należał do pierwszej klasy, 
wszystkie inne obwody natomiast będą należały do drugiej klasy.

Niechaj będzie obwodem (drugioj klasy) splecionym jedno
krotnie z wirem 1 i obiegającym wir ten w kierunku dodatnim,
i niechaj s2, s3, ... sn mają podobne znaczenie względem wirów 2, 
3, ... n. Obwody te sv s2, ... sa możemy nazwać cyklami nieza- 
leżnerni dziedziny irotacyjnej z.

Powierzchnię o położoną przez obwód sl przeszywa wir 1, a mia
nowicie w kierunku dodatnim i jedyny raz tylko *); według twier
dzenia Stokes'a i według określenia momentu rurki wirowej mamy

więc dla obwodu sŁ: I Rds =  It, i podobnie dla pozostałych cy-

Najogólniejszym, dającym się w dziedzinie z pomyśleć, obwo
dem jest obwód s oplatający dowolną liczbę mi razy wir 1, podo
bnie m2 razy wir 2, i t. d., mn razy wir n **). Otóż obwód taki 
(s) daj o się zawsze zredukować (przez dodanie dróg przebieganych 
w jednym i w drugim kierunku, dla których więc całki liniowo 
niweczą się wzajemnie **’*) do «i1 obiegów cyklu sv m2 obiegów 
cyklu s2, ... ma obiegów cyklu sn.

*) Inne wiry mogą ją przeszywać również, lecz tylko parzystą licz
bę razy, a mianowicie tyleż’ razy w kierunku dodatnim, ile w ujemnym,

tak iż odpowiednie przyczynki do całki I VcurlR . da znoszą się wzajemnie.

**) Jeżeli m i jest liczbą dodatnią, względnie uje- 
mną, obwód s oplata wir i tyleż razy w kierunku do- , //~\\
datnim, względnio ujemnym, lub toż, ogólniej, a razy l! ciTW ipj))
w kierunku dodatnim i b razy w kierunku ujemnym, VVjT' —
lub też ogólniej, a razy w kierunku dodatnim i b razy 
w  kierunku ujemnym, tak iż o — b =  mi, co zresztą //'-nN
na jedno wychodzi; albowiem obwód oplatający dany wir f f
tyleż razy w kierunku dodatnim, ile w ujemnym, wca- j
łe z wirem tym nie jest spleciony.

***) Fig. 20a daje nam przykład takiej redukcyi II Jj
dla obwodu oplatającego jednocześnie pierścień 1 i pier- '\ J J
ścień 2, po jednym razie każdy, zaś Fig. 20b wskazuje 
redukcyę obwodu oplatającego dwukrotnie jeden i ten (pjg ¿'¿a j 2 0 b). 
sam pierścień; dla lepszego ujęcia tych stosunków po
lecam czytelnikowi sporządzenie modelu z drutu i nici, 
na wzór Fig. 20b i podobnie dla splotów 3- i wielo
krotnych.

kłów niezależnych s2, ... s„ , t. j.

(76)

(s i )



Mamy więc dla najogólniejszego obwodu s w dziedzinie z:

(77) j 'Rds =  nijlj -)- m2l2 -f- ... -f- mnIn =  Smilj,

(8)

gdzie rnv mv ,.. mn są dowolno i niezależne od siebie liczby cał
kowite, dodatnie lub ujemne.

Przypuśćmy, że zgodzono się na to (konweneyonalnie), aby ze 
stałego punktu „początkowego“ o wychodzić zawsze z wartością 
potencyału <p =  o. Niechaj L  będzie pewną przepisaną drogą 
prowadzącą w dziedzinie z od punktu o do dowolnego punktu p
i niechaj <E> będzie odpowiednią wartością potencyału w punkcie 

P, t. j.

lo L p  ---- •

Niechaj l będzie dowolną, jakąkolwiek, drogą prowadzącą z o do p 
(w tejże dziedzinie t); odpowiednią zaś wartość potencyału w pun
kcie p  oznaczmy przez cp, t. j. połóżmy

io lp  =  —  <p-

Ponieważ oLplo jest obwodem zamkniętym, przeto według (77) bę
dzie, w najogólniejszym wypadku:

n
lo Lp lo  —  ło L p  - j "  Iplo =  —  - j -  tp —  X m j j ,

t. j.

(78) <p =  <t> -{- SmJi.

Możemy więc wygłosić

Twierdzenie Villa. Wielowartościowość potencyału w dzie
dzinie irotacyjnej otaczającej n wirów o momentach I VI 2, ... J njest 
scharakteryzowana przez wzór

(78 bis) tp =  4> -f- Emtfj,
i

gdzie mv m2, ... mn są dowolne i niezależne od siebie liczby cał
kowite.

Wprowadzając zresztą t. zw. bary ery czyli diafragmy, z któ
rych każda jest ograniczona przez odpowiedni wir pola R, i wpro
wadzając jako warunek nieprzekraczalność tych n przegród, możemy 
zamienić dziedzinę irotacyjną cykliczną z na dziedzinę acykliczną, 
czyli jednospójną; nazwijmy ją  z’. Potencyał tp, wielowartościowy 
w dziedzinie t, stanie się wówczas jednówartośeiową funkcyą poło
żenia punktu w dziedzinie z’. Niechaj C; będzie diafragmą położo

—  38 —
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ną przez wir i ; natenczas całknjąe wzdłuż drogi s biegnącej od do
wolnego punktu położonego na stronie dodatniej ą  do odpowiedniego

punktu po stronie ujemnej otrzymamy J  Rds =  I; (Fig. 21).

Nożemy więc uważać diafragmę oi jako powierzchnię niecią
głości potencyału <p, taką mianowicie, że przy 
przekrozeniu jej od strony -j- do strony — fun- 
kcya <p doznaje skoku równego momentowi 4- I\ ( f  
odpowiedniego wiru.

Skok ten jest oczywiście jednakowy dla 
każdej pory odpowiadających sobie punktów da- 2 1 ).
nej diafragmy.

Dla całego pola będziemy mieli n takich powierzchni nieciągło
ści potencyału cp.

Zauważmy zresztą, że kształt tych powierzchni jest dowolny, 
byle tylko każda z nich była ograniczona przez jeden i tylko przez 
jeden wir pola.

Wróćmy teraz do samego wektora R, którego potencyałem 
(w dziedzinie irotacyjnej) ma. być funkcya <p.

Według powyższego określenia potencyału mamy dla elementu 
liniowego ds o dowolnym kierunku (i o długości ds):

(7 5 bis) Rds == — dtp,

gdzie iZcp jest przyrostem skalara cp odpowiadającym przejściu od 
początku do końca tegoż elementu. Dzieląc obustronnie przez na
leżenie wektora ds, t. j. przez długość skalarną elementu ds i pi-

sząc krótko ~  dla pochodnej cp względem długości (skalarnej)

mierzonej wzdłuż rozważanego kierunku ds, mamy zamiast (75)

R . cos (R.ds) = ---
ds

czyli krócej

(79) R, =  -  § ,

gdzie Rs jest składową (skalarną) wektora R w rozważanym kie
runku.

Rozważmy powierzchnię izopoteneyalną, t. j. powierzchnię 
¡p =  const., przechodzącą przez dany punkt dziedziny irotacyjnej. 
Ponieważ dla wszelkich ds stycznych do tej powierzchni mamy 
dtp == o, t. j„  A v e d łu g  (75):

Rds =  o,
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przeto wektor wypadkowy R będzie normalny do powierzchni izo- 
potencyalnej. Stąd też wynika natychmiast, że powierzchnie izo- 
potencyalne są normalne do lin ij, a więc też i do rurek pola. 

Oznaczając przez v wektor jednostkowy w kierunku normalnej

t, j. wektor R otrzymuje się z odpowiedniego potencyału przez za-

skalamej, z operatorem odkrytym przez Hamiltona, który oznaczy! 
on przez V- Posługując się więc tym symbolem, możemy zamiast 
(80) napisać:

Jeżeli t|) jest jakąkolwiek skalarną funkcyą położenia, mamy. 
jako określenie nasze operatora V:

gdzie v jest wektorem jednostkowym normalnym do powierzchni 
t}> == const.

Dotychczas więc wolno nam stosować operator V  U tylko do 
funkcyj skalarnych. Niebawem atoli rozciągniemy stosowalność 
jego również do wektarów, t. j. do wektorowych funkcyj położenia 
wr przestrzeni.

Opierając się na powyższem określeniu możemy łatwo wyra
zić V  np. przez wektory jednostkowe normalne i, j, k i przez

ć) ij d
„derywatory” — . czyli symbole pochodnych względom

długości (skalarnych) x, y, z mierzonych w- kierunkach i, względnie 
j, k. Istotnie, oznaczając na chwilę wektor przez S, zaś skła

do powierzchni tp =  const. i rozumiejąc 4^- zupełnie podobnie jak 

powyżej, mamy więc dla wektora R:

stowanie operatora — v (gdzie —— jest symbolem pochodnej 

ze względu na długość skalarną mierzoną w kierunku v).

Operator v — - jest identyczny, w zastosowaniu do funkcyi

(81) R = . —  V<f.

(82)

czyli symbolicznie

(82a)
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dowe jego w kierunkach i, j, k przez Sr S2, S3, tak iż S =  i5', -(- 
H~ j^2 ~f~ kĄ, mamy, podobnie jak w (79):

a więc

s = - i i  s = ^ i - " s  =  —
1 t)x ’ 1 2 ¿ y  ’ k 5 dz ’

s =  V ł  =  +  l A
d x  1 1 Oy ' ¿Iz

tak iż żądane rozwinięcie operatora V będzie:

(83) V =  i^-  +  j +  k 4~-
0\ Oy 07.

Ten to właśnie szczególny kształt operatora Hamiltona jest 
powszechnie znany.

Zobaczymy toraz, że w zastosowaniu do wektora, powiedzmy 
R, operator V  daje dwie poprzednio określono, dla wszelkich pól 
wektorowych zasadniczo ważne wielkości, a mianowicie div R i curl R, 
zależnie od sposobu operowania.

Lecz takie rozszerzenie stosowalności do wypadków nieprze
widzianych w pierwotnem naszem określeniu wymaga przedewszyst- 
kiom pewnych objaśnień i pewnych — że tak powiem — kon- 
wencyj.

Otóż zgódźmy się mianowicie na to, aby uważać V  jako pe
wien „wektor“, którego „składowe“ nie są jednak zwykłemi wiel
kościami skalarnemi lecz operatorami, a mianowicie derywatorami

-4-, o ile chodzi o układ osi i, i, k [według (83)1.
0x Oy Ot, i

Wówczas, wzorując się na pojęciach: iloczynu skalarnego AB
i iloczynu wektorowego VAB dwóch zwykłych wektorów A, B, mo
żemy zastosować operator V  do wektora R bądź to skalarnie bądź 
to wektorowo, pisząc VR, względnie V vR , z tem jednak zastrze
żeniem, że V  (jako operator) musi poprzedzać R (jako rzeczywisty 
wektor, na którym mamy operować).

Naśladując więc wzory (4) i (8) lub (8'). t. j. pisząc w nich

V  zamiast A i R zamiast B, czyli —-, — -, —— zamiast A,,A.„A,
0x iJy 07. 1

i -Rpiüj.iüj zamiast BVB2,B31 otrzymamy:

(84) v R  =  f . +  f  +  f « .

(85) W R  =  ■{«. -  | )  + ¡ j j  _  & j  + k ( ^  _  a j

czyli — symbolicznie —
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(85') V v R

i j k
d d d

dx (>Y i)z

R, Ro r 3

V R  jest więc pewnym skalarern, zaś V v R  pierwszym wek
torem, a określeń tych dwóch wielkości możemy tymczasem upatry
wać we wzorach (84), względnie (85) czyli (85').

Wróćmy teraz do skalara div R i do wektora curl R, które 
określiliśmy poprzednio nie uciekając się do żadnych w ogóle ukła
dów osi, lecz opierając się jedynie na własno&ciaeh pola R, tak iż 
możemy z góry być pewni, że ani div R ani curl R od wyboru ta
kich układów nie zależą.

W celu porównania z wzorami (84), (85) dla V R  i V v R  
wystarcza obecnie zbudować wyrazy div R i curl R przy umyśl- 
nem użyciu tych samych właśnie wektorów jednostkowych i, j, k
i spółrzędnych x, y, z, które występują w tych dwóch wzorach.

Otóż stosując określenie div R [dane we wzorach (63), (65)] 
do prostopadłościanu o krawędziach ¿\x, A  y> A  z równoległych do 
i, j, k i malejących bezgranicznie, i pamiętając, że w tym wypadku 
jest ustawicznie A '  =  Ax. A  y- A  z, otrzymamy łatwo dla tej 

P
części Lim

j, k, t. j, do osi spółrzędnych y, z, wyraz następujący:

^- j, która odpowiada dwóm ścianom równoległym do

Rj dydz +  (Rj -f ^  dx) dydz J :  dr =

podobnie też dla pary ścian równoległych do osi z, x otrzymamy 

¿¿R
wyraz zaś dla ścian równoległych do osi x, y — wyraz

¿IR

Ćz
- a więc biorąc sumę ty eh wyrazów:

(86) div
iVR2 . ¿iR3 

Oy Hz' \
--- r

\
(Fig. 22).

Mamy przeto, według (84):

(87) VR =  div R,

jak zapowiedziano wyżej.
Aby otrzymać składową oj, wektora w 

=  curl R zastosujmy pierwotne nasze określenie [dano we 
wzorach (54), (56)] do prostokąta 1234 o bokach równoległych do 
osi y i z (patrz Fig. 23); biorąc całkę liniową wektora R w kie
runku strzałek, otrzymamy:

=  W :  =  [ « 3  +  ł  ^  dy J  dz _  £ r 2 +  ^  ^  d z j  dy
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[ R 3 ~  ł  ^  d y j dz +  [ r 2 -  * §  d z j dy

dRj

¿y

¿R21 , , 
!g\ dyd»,

a więc, dzieląc przez powierzchnię ptostokąta da =  dy. dz:

w,
dR3 óR2

dy dz

Przez perumtaeyę cykliczną skaźników 1,2,3 i spółrzędnych x, y, z 
otrzymamy stąd natychmiast składowe w, i <o3 wektora to, a więc:

(88) curl R =  i dR3

dy

dR.
dz +  k+  j 

i

_a_
dx 

R,

tak iż, według (85), mamy identycznie:

(89) V v R  =  curl R.
Z okazanych tym sposobem identyczności (87), (89) i

¡(dR i _
1 ( d z

j k
a _d_

dy dz

R3

dR,
dx

d §

dx

dR;

dy

z po
wyższych uwag widzimy, że VR i V vR , 
określone pierwotnie przez (84) i (85), 
nie zależą od wyboru układu spółrzęd
nych, lecz tylko od właściwości samego 
pola R (podobnie jak V<|> zależy tylko 
od właściwości skal ara ty jako funkcyi 
położenia w przestrzeni). Pomimo to 
nie będzie bez korzyści, jeżeli dowiedzie
my niezależności tej na jednym cho
ciażby przykładzie.

Weźmy np. jako nowy układ O'
(a/,y',2/) również prostokątny i prawoskrętny, lecz o początku O' i kie
runkach osi x',y',zr różnych od pierwotnych 0,x,y,z. Oznaczając przez 
eve.2,e3 spółrzędne punktu O' w układzie pierwotnym, zaś przez av 
a2, a3, bv b2, b3, cv c2, c3 dostawy kierunkowe osi nowego układu 
względem osi pierwotnych, mamy:

(90) x' =  eŁ -f atx -(- bty +  CjZ.y' =  e2 +  a2x -f b2y -J- e2z. 

z' =  e3 -j- a3x -j- b3y =  c3z, — i odwrotnie 

x =  ai (x' — e,) +  a2 (y' — e2) +  a3 (z' —  e3),

y == b, (x' — e^ -j- b2 (y' — e2) -f- ; ' — e3),

z =g Cj (x' — eŁ) -f c2 (y' —  e2) -f- c3 (z' — J .

(91)
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Oznaczając składowe wektora R wzdłuż nowych osi przez 
JtfvB Ę j£s, mamy

(9 2 )  R 't =  S j l i j  -J-  b ]R 2 - |-  CjR 3, R ^  =  a 2R j —(- b2R 2 -J-  c 2R 3,

R ' .  —  a SR l  +  b 3R 2 +  c 3R 3-

Pisząc V ’R, V v ’R w nowym układzie, dla odróżnienia od 
VR, V v R  wziętych względem pierwotnego układu, mamy

\7’R — dR i i dR ą | dR 3 __ dRt i a i i
V  R “  dx' +  dy' +  dz' ~  ai d7 +  82 W  +  3 W  +

+  ... [według (92)1 =  ( , ,  A  +  , « +  a « ) E[ +
dx' ^  2 dy' ~  3 dz' (

+  ( b l^ + ba a 7  +  b3a ^ ) R2+ ( Ci a Z  +  °21 7  + °s~w) R*

dR, . dR, , dR,

^ ar + ar + ar [według (90)l’
a więc: v 'R  =  VR, co było do dowiedzenia.

Podobnie też otrzymamy dla pierwszej składowej wektora V v 'R
(t. j. równoległej do osi x'):

<^1 _ =  a ^4.1,  ¡g. aRi__h ąRj
dy' dy.' ' 3 dy' ' 11 dy' 3 dy' 2 dz' 2 dz'

aR3 ,, IdR, dR2\ .

-  °* - U  =  (b’Cl - c=b*> ( w  “  ~ d j +

, . . IdR! dR,\ . . , Jd R , dR,\
+  (c,a, - U  -  -J- +  (,,b, -  h ‘ J h r  -

dz <).. ! Ss ~dy/’

lecz, jak wiadomo:

b 2 C 3 C 2 ^ 3  “  a l ’  c 2 a 3 a 2c 3 =  b l> a 2 b 3 —  b 2 a 3 =  C l ’

a więc:

dR'a dR'2 _  IdR, dR2\ IdRL dR3,

dy' 07/  ( dy dz j 11 dz dx *
'dl ± . 
dy - & )+

IdR^ aR,\

1 \ dx

1

0/
1

t. j., jeżeli oznaczymy składowe wektora V v R  względem osi pier* 
wotnych przez uv uv uv zaś składowe wektora V v 'R  względem 
nowych osi przez u l', u./, u3r:
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Ul' =  aiui +  blU2 +  < W  

zupełnie podobnie znajdziemy:

u /  =  a2Uj +  b2u2 -j- c2u3,

V  =  a 3 U l  +  b 3U 2 +  C 3u 3-

Stąd zaś widzimy, że u (, u2, u J  i uv u2, uz są składowemi je
dnego i  tego samego wektora wypadkowego wzdłuż różnych układów 
osi: cd,y\z', względnie x, y, z, t. j. że:

V V 'R  =  V V R ,
czego właśnie chcieliśmy dowieść.

Według. (87) i (89) możemy napisać dwa zasadnicze twierdze
nia zawarte we wzorach (58) i (66) w postaci:

(58a)

(66a)

/ R ds =  J vVvR.do,

00
I Rv.da =  j VR.dx,

albo też jeszcze, uciekając się do rozwinięć (85), (84) i oznaczając 
przez l, m, n składowe wektora jednostkowego v, czyli dostawy 
kierunkowe normalnej v, zaś przez dx, dy, dz składowe ds:

(58b) j',(R1dx +  R2dy +  R3dz) =  

(s)
Id R,
\ dz dx )

1 m n
a a a

dx dy dz
Ri R2

. da,

(66b) J  (RX1 +  R2m + R3n) da =  j ' f ^  +  Ź h  + ~ 3-J dr.

Nazwa „twierdzenia Stokesa“ stosuje się właśnie do postaci (58b) 
wzoru (58); właściwa atoli treść tego twierdzenia jest oczywiście 
wyrażona prościej i bezpośredniej we wzorze wektorowym (58) lub 
(58a). To samo dotyczy też wzoru (66) w porównaniu z jego po
stacią szczególną. (66b).

Niebacząc na identyczności wyrażone przez (87) i (89) będzie
my w dalszym ciągu pisali prawie wyłącznie div R, względnie
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curl R (nie zaś VR> V vR ),  zachowując jednak zawsze symbol V 
operatora Hamiltona w zastosowaniu do skalam; jeżeli więc np, R 
posiada potencyał <p, będziemy pisali zawsze R =  — V<p. Ze wzglę
du na znaczenie tego operatora w zastosowaniu do skalam, według 
pierwotnego naszego określonia (82a), możemy — nazwać spad
kiem funkcyi <p.

Gdzie niegdzie atoli, szczególniej zaś w rachunkach przejścio
wych i w dowodzeniach, napiszemy VR, V v R  (zamiast div R, 
curl R), uważając V jako „wektor symboliczny“ o „składowych“

ó  ó ó
r̂ '° ^owieni częstokroć jest korzystne.

Tak np. mieliśmy [wzór (70)]: div curl R =  o, dla dowolnego 
wektora R; otóż wzór ten możemy napisać, w myśl ostatniej uwagi:

(70 a) v V v R  =  o,

a postać ta ma tę zaletę, że odpowiada zupełnie własności rzeczy
wistych, czyli zwykłych wektorów, dla których jest

AVAB =  o;

moglibyśmy nawet otrzymać wzór (70) pierwotnie na tej właśnie 
drodze, a następnie sprawdzić go ewentualnie, uciekając się do 
rozwinięć kartezyuszowskich (84) i (85),

Operatorowi V . jak wynika bezpośrednio np. z (83), przysłu
guje prawo rozdzielnościowe w zastosowaniu do sumy dwóch lub 
więcej skalarów lub wektorów; mamy więc dla dwóch skalarów <p,

(93) V(<p + <W =  V ?  + V4». 

zaś dla dwóch wektorów R,S:

(94) V(R  + S) =  V R  -f- VS, t. j. div (R +  S) =  div R + div S,

(95) V v (R + S )= = V v R - l-V v S ,  t. j. curl (R-f-S) == curl R +  curl S,

zupełnie jak gdyby V  było zwykłym wektorem.

W zastosowaniu do iloczynu dwóch skalarów lub dwóch we
ktorów należy wyraźnie uwzględnić, że „składowe" operatora V

są derywatorami (-^—, źe więc mamy np. (<p<|>) =

=  T A  +1 «£. * („s, =  R ę . + s i .  - f VRS =
T dx dx dx 0x óx dx

=  VR ~  + V -f-  S.
dx óx
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Otrzymamy więc przedewszystkiem dla dwóch Malarów tp, i|>:

(96) V('f'J') =  tp • ^ • V<fr

Gdy zaś chodzi o wektory R, S, należy odróżnić iloczyn ska
larny RS od wektorowego VRS; do każdego z nich można zastoso
wać operator V . Ponieważ jednak RS jest skalarem, może być 
mowa tylko o „spadku“ RS, t. j. o V(RS) [nie zaś o Vv(RS)]; 
dla V(RS) mamy

(97) v(BS) =  [ i ^ r + i ^ r +  k ^ ] ( R S , .

gdzie zresztą można napisać — (RS) =  R -~r~ 4~ S i t. d.
0x d\ 0\

Biorąc natomiast iloczyn wektoroioy, a więc wektor VRS, 
możemy doń zastosować V  bądź to skalarnie, bądź też wektorowo, 
t. j. utworzyć

div VRS =  V V R S

lub też curl VRS =  V v V R S .

Otóż rozwińmy te wyrazy, szczogólniej ze względu na to, 
że znajdują ono (a przynajmniej pierwszy z nich) ważne zastosowa
nie w teoryi zjawisk elektromagnetycznych.

Gdyby V było zwykłym wektorom, powiedzmy A, mielibyśmy 
według Twierdz. III:

AVRS =  SVAR =  — RVAS;

gdyby wektor S był stałym (w przestrzeni), mielibyśmy więc, 
zastępując A przez S7- VVRS =  SVvR  =  S curl R; podobnie też, 
gdyby wektor R był stałym, zaś S zmiennym, mielibyśmy: V  VRS =  
=  — RVvS =  — R curl S; w ogólnym -więc wypadku, t. j. gdy 
obadwa wektory są zmienne w przestrzeni, należy wziąć sumę 
tych wyrazów (albowiem derywatory tkwiące w V  posiadają wła

sność VRS =  VR 4^- + V  —  S). Rozciągaj ąc więc Twier- 
dx dx dx

dzenie III do wektora symbolicznego V , mielibyśmy:

(98) div VRS =  S curl R — R curl S,

t. j. =  iloczynowi skalarnemu drugiego wektora (S) przez curl 
pierwszego (R) mniej ilocz. skal. pierwszego przez curl drugiego. 

Podobnie też, stosując do V vV RS wzór (12), otrzymamy:

curl VRS =  V v V R S  =  R(VS) —  S(VR) + (SV )R  —  (RV)S, 

t. j.
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(99) curl VRS =  R . div S — S . div R + (S V)R — (R V)S,

gdzie (SV) jest operatorem złożonym z S i V  zupełnie tak samo 
jak iloczyn skalarny z dwóch zwykłych wektorów; oznaczając przez,

ą # i |  składowe S, mamy (SV) =  + S2 + |?3 ta

kież same znaczenie ma operator (RV) we wzorze (99).
Skoro już otrzymaliśmy żądane dwa wzory [(98) i (99)1 na 

tej drodze, która niejednemu wyda się dość wątpliwą, możemy je. 
sprawdzić, uciekając się do rozwinięć kartezyuszowskich iloczynu 
VRS i operatorów div i curl, a sprawdzenie takie jest o tyle 
łatwiejsze od zbudowania samych wzorów, o ile gotowe już wzory 
dają nam wskazówkę co do sposobu ugrupowania wyrazów dość. 
licznych w rozwinięciu kartezyuszowskiem.

Istotnie, rozwijając VRS i wyrażając, według (84) i (87), div> 
tego wektora jako sumę pochodnych jego składowych względem 
x, y, z, mamy:

div VRS =  ~  (K2S3 -  R3S2) + J L  (RjSj -  RjSj) +

+ - ~ -  ( R iS j  —  R 2s 1) =

s ' f l  ~  ^ )  +  s = f t r  -  ^ )  + s * f £ r  -  * i

...................... ; »>óy dz,

lecz wyrazy w nawiasach w wierszu (a) są, według (89) i (85)* 
skladowemi curl R, nawiasy zaś w wierszu (b) zamykają składowe; 
curl S; mamy więc (a) -j- (b) =  S curl R — R curl S. q- e. d. Po
dobne sprawdzenie wzoru (99) pozostawiam czytelnikowi.

Wspomniałem już krótko, przed chwilą, o znaczeniu operatora! 
(Sv); względu na jego częstą stosowalność wracam tu doń znowu.

W symbolu tym litera S może oznaczać dowolny wektor; we- 
wszystkich wypadkach, w których obawa o nieporozumienie byłaby 
płonną, opuszczę nawiasy, pisząc krótko SV- Wiemy już, że w ro
zwinięciu kartezyuszowskiem jest

0  00) S v = S i ^  +  S ! _ £ _  +  Sj - A .

W S i w V . wziętych z osobna, tkwiły własności kierunkowe, leczs 
te znikły zupełnie dzięki skojarzeniu skalarnemu S i V; dla tego/ 
też powiedziałbym o operatorze SV, że posiada on charakter, ska
larny.
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W najściślejszym związku z tern pozostaje następująca wła
sność tego operatora: jeżeli zastosujemy go do funkcyi skalarnej, 
otrzymamy w wyniku również pewien skalar, stosując go do fun
kcyi wektorowej, otrzymamy w wyniku wektor *).

Jeżeli zresztą chodzi o slcalar, powiedzmy tp, mamy

ao.j ( s v ) » =  s, -g- + ... =  s [ i  + i A  +  k - g  ]  =

=  s (v<p);

w tym więc wypadku możemy z pewnością opuścić nawiasy, t. j. 
napisać SV<p-

Gdy natomiast chodzi o wektor, powiedzmy R, należy postąpić 
ostrożniej; albowiem (SV) R jest określone przez

(102) (S V ) R =  s; +  S2 +  s3

=  i.(SV )R , + j-(SV)R2 + k.(SV)R,. 

podczas gdy S (VR) ma zupełnie inne znaczenie, a mianowicie:

(103) S (VR) =  S . div R;

w wypadkach więc tego rodzaju zachowamy nawiasy.
Zauważmy, że skoro tf jest skalarem, — V'f jest jego, „spad

kiem“ wypadkowym, t. j. wektorem o tym kierunku, w którym <p 
maleje najszybciej; skoro więc (zamiast S) weźmiemy dowolny we
ktor jednostkowy s, otrzymamy w wyrazie

— SV<f =  — (SV)<f =  — 8(V«P)

nic innego jak tylko składową wektora — V<f w kierunku s, t. j. 
spadek funkcyi <p w kierunku s (na jednostkę długości).

Jeżeli np. tp jest poteneyałem siły elektrycznej R, natenczas
— sV<f będzie składową tej siły w kierunku s.

Stąd też widzimy, że dla każdego wektora jednostkowego s 
można napisać

(104) s V  =

czyli, że sV  jest poprostu równoważne tak zwanemu różniczkowa
niu „osiowemu" (wzdłuż osi .s>). Dla dowolnego zaś wektora n 
mamy

■■*) Podczas gdy np. div, który nie jest operatorem o „charakterze 
skalarnym“ nie posiada tej własności: R jest wektorem, zai_div R skalarem 
dio zresztą do skalara w ogóle nie daje się zastosować.

Elektryczność i Magnetyzm. 4
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(105) n V =  u

/  omawianego tu operatora można skorzystać szczególniej gdy 
zachodzą następująco okoliczności:

Wobraźmy sobie przestrzeń t, dla której dana jest funkeya 
skalarna jakakolwiek ']>. lub w której rostacza się pole wektorowe R; 
<{> lub R mogą też zmieniać się z czasem t, oznaczmy prędkość 
zmiany lub R) w danym, dowolnym, punkcie przestrzeni t przez

^  ; możemy ją  nazwać prędkością zmiany lokalnej.

Niechaj teraz w przestrzeni x porusza się punkt P  (jeżeli chcemy.— 
cząstka materyalna) z prędkością, określoną ćo do wielkości i kie
runku przez wektor V (sam ten wektor również może być zmien
ny). Możemy wówczas mówić o prędkości zmiany (<j) lub R) w tym 
pimkcie ruchomym P; dla odróżnienia oznaczmy tę prędkość zmiany

przez 4 -  - Otóż między i zachodzi związek, który łatwo
dt. Ot dt

możemy wyrazić uciekając się do operatora W - Istotnie, oznacza

jąc pochodną wziętą wzdłuż kierunku prędkości v przez - jj- ma

my (w założeniu, oczywiście, że rozmieszczenie $ lub R jest ciągłe 
w przestrzeni t i że dopuszcza pochodną taką):

— =  -Ą--1- v zarówno dla jak dla R.
dt ot oh

Otóż, zamiast tego, możemy według powyższych uwag napisać

(106) -JT =  + , v ’

dt . „ ,  rtR SR , , „‘-J- -ar = sc + Ir  = “ar +  <,v> "■
Możemy też wyobrazić sobie, że przestrzeń t (lub pewna jej 

-część) jest wypełniona układem ciągłym takich punktów ruchomych

P, np. płynem; wówczas będzie zmianą lokalną w przestrzeni

x, zaś zmianą (<]j lub R) w indywidualnej cząstce tego ukła-
(I Ł

du, np. płynu; w tym też wypadku będzio dla każdej indywidual-
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strzeni t, i może mieć różno wielkości i kierunki dla różnych czą
stek indywidualnych.

Tak więc np. równanie różniczkowe ruchu płynu (o gęstości 
p) da się napisać krótko

gdzie p  jest ciśnieniem, F zaś siłą zewnętrzną (obliczoną na jed
nostkę objętości); również łatwo otrzymujemy t. zw. „równanie cią
głości”, t. j. równanie wyrażające niezmienność masy każdej indy
widualnej cząstki płynu; istotnie, oznaczając przez oc objętość ta
kiej cząstki indywidualnej, mamy bezpośrednio jako wyraz tego wa

runku: — (pot) =  o. t. j. St. — — 1- p (3t) =  o; otóż. oznacza- 
dt ‘ dt dt

jąc na. chwilę składowe prędkości V wzdłuż trzech osi prostokąt
nych x. y, z (nieruchomych w t) przez vv v2, vy mamy— jak wia-

Ponieważ

vVp + p <liv v — W p  +  p W  =  V(pv) =  div (pv) -*), 

przeto równanie ciągłości możemy toż napisać w postaci

■') Możemy to łatwo sprawdzić, uciekając się do x, y, z; istotnie 
mamy:

(a) p4 r ==p [ 4 r  + (vv)v] — — v p  + F,

wane więc równanie daje się napisać:

t. j-
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(b) -)- div (pv) =  o,

tv której trość występuje w sposób bardziej oczywisty: zmniej
szanie się lokalne gęstości p =  rozbieżności (div) prądu (pv), t.. j. 
ubytek masy w nieruchomym elemencie pomyślanym w przestrzeni 
x równa się sumie algebraicznej mas wypływających z tego elemen
ty przez ograniczającą go powierzchnię.

Możemy skorzystać z operatora vV jeszcze w innym nieco 
kierunku. Wyobraźmy sobie w przestrzeni t (jako dziedzinie sku- 
lara 41 Inb wektora R) dowolny „układ spółrzędnych“ 8', sztywny, 
a więc mogący poruszać się li tylko jako jedna całość z dowolną pręd
kością postępową v0 i z dowolną prędkością obrotową w. Wyobraź
my sobie rój obserwatorów przykutych raz na zawsze do tego układu

a więc towarzyszących mu w jego ruchu. Niechaj r' (wektor)
określa położenie jednego z tych obserwatorów w układzie S', t, j. 
niechaj wektor r' biegnie od pewnego punktu „początkowego“ O’ 
obranego na osi obrotu (to) w układzie S' do rozważanego obserwa
tora. Wówczas prędkość jego v względem t będzie oczywiście

(107) v =  v0-f-Vwr';

r' będzie różne, lecz v0, w będą jedne i też same dla wszyst
kich obserwatorów. Otóż oznaczmy znowu zmianę „lokalną“ (<|>

lub R) przez — zaś zmianę badaną z placówki jednego z tych 

obserwatorów przez — ; wówczas znowu będzie
(IX

d d

i r =  *r + vv' ‘"i-

(108) - jj— =  + V0V + (Vo>r'. V), dla <J) lub R.

Częstokroć napotykamy zagadnienia następującego rodzaju. Jakieś 
pole R zmienia się z czasem w przestrzeni t, lecz jest „stateczne“ 
ezyli niezmienne z punktu widzenia obserwatorów związanych z ukła

dem S'. Wówczas mamy Jjj- = o  (aczkolwiek nie znika);

możemy więc skorzystać z tego i napisać w dotyczących równaniach 
różniczkowych

(109) - A . _ _  v v  =  — v0V  — (Vwr'.V),
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t. j., wyrażając -fp przez operatory czysto przestrzenne, zmniej-
o t

szyć tym sposobom liczbę zmiennych niezależnych o 1. Stosunki 
te upraszczają się znakomicie, jeżeli układ S' (wraz z obserwato
rami) posiada ruch czysto postępowy, wówczas wektor r', różny dla 
różnych obserwatorów, staje się obojętnym dla rozważanej sprawy,
0 ile mianowicie <o =  o, o więc Vwrf =  o, tak iż mamy dla wszyst
kich owych obserwatorów, bez względu na ich położenie w S':

(109a) - j -  =  —  V„V =  —  v0 ,

jeżeli np. zgodzimy się na to, aby mierzyć długość x w kierunku' 
owej prędkości postępowej v0.

Pozostawiając przedmiot ton, rozważmy obecnie pewne przy
najmniej. a mianowicie nader płodne w zastosowania do różnych 
dziedzin fizyki matematycznej, „iteracye“, czyli powtórzenia opera
tora V  wziętego bądź to skalarnie, bądź to wektorowo.

Jeżeli tp jest funkcyą skalarną, mamy oczywiście curl V<p =  
=  o, albowiem pierwsza np. składowa tego wyrazu będzie

dlff  dlrę
^-----r—̂ — =  o, i podobnie też znikają identycznie dwie pozo-

oyoz owy

stale składowe. Iiinemi słowy: wektor posiadający potencyał jest 
irotacyjnym. O przedmiocie tym mówiliśmy już wyżej. Dodamy 
tu więc jeszcze tylko to. że powyższo równanie identyczne daje się 
napisać

(110) V V V < ? =  o.
1 że w tej postaci jest ono sźczogólnie pouczające ze względu na 
analogię do wzoru YAAcp =  o, zachodzącego dla zwykłego wektora 
A, który we wzorze (110) jest zastąpiony przez wektor symbolicz
ny V (porówn. poprzednio w tymże duchu uczynione uwagi).

Powyżej zastosowaliśmy V  (do skalara (p) najprzód skalarnie, 
a następnie wektorowo. Zastosujmy go teraz obadwa razy ska
larnie albo też obadwa razy wektorowo.

Zacznijmy od pierwszej kombinaeyi. a to mianowicie w zasto
sowaniu do funkcyi skalarnej tp.

V<p jest pewnym wektorem w ogóle zmiennym w przestrzeni; 
otóż do wektora tego zastosujmy V  skalarnie; otrzymamy przede- 
wszystkiem. ze względu na (87):

V (V f ) '=  div V?;

w tyin zresztą wypadku możemy bez obawy o nieporozumienie opu
ścić nawiasy i napisać
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(111) VV<f lub krócej V 2<f =  divV'f-

Uciekając się do osi i, j, k, t. j, biorąc V == i — +  ... i uwzglę

dniając że ij =  jk =  ki =  Oj możemy też dla operatora V 2 na

pisać:
a2 d2 d2 

<U2> + +

co zresztą sprawdza sio też przez zastosowanie (84) i (87) do (111), 
Przez skalarne powtórzenie V  otrzymujemy tedy operator V 2
o charakterze skalarnym. Możemy więc V 2 zastosować też natych
miast, bez dalszych objaśnień, do wektora R, co zresztą widzimy
też stąd, że pisząc R — i R, -j- j R2 + k Rr  mamy V 2 R =
i. K7*R1-)- j . V 2R2 ■+ k . V 2R3, gdzie RVR2,RZ jako skalary za
stępują po prostu poprzedni skalar cp. Oczywiście jednak V 2tf jest 
skalarem, zaś V 2R — wektorem *).

Pisząc —  V 'f =  R, mamy według (111) i (112):

(H3, a,vR = _ v>4 _ ( ^  + | i +^

t. j.: rozbieżność wektora ¡rotacyjnego =  — V 2 (potencyal tegoż 
wektora).

Operator V 2, il mianowicie w postaci kartezyuszowskiej (112), 
znany jest powszechnie pod nazwą „operatora Laplace’a on to 
bowiem występuje w odkrytem przez Laplace’a równaniu różniez-

azv  d2V d2V
kowem -f- —  o, dla potencyału V siły grawitacyj

nej nazewnątrz materyi ważkiej.

*) Zachodzi ta tylko różnica, że dla wektora nie moglibyśmy napisa«1 

W R ,  albowiem byłby to symbol dwuznaczny; istotnie mamy

, „ ■. 3*1*1 , 3*R. , d’K, 1  ,
V(VR) =  V .Uv R -  , | — i- + - g Ą  + j g J - j +  .....

podczas gdy (V V )R  czyli V 2R =  i.V 2R1 4 " :

_ i r a 2R, a% -|a*2 ł dy* az2 J
wektor więc V (V R ) nia »upełnie inne składowe niż (VV )R - Pisząc 
jednak v 2 zamiast W  unikamy wszelkich nieporozumień, zarówno 

dla skalara <p, jak i dla wektora R.
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Jeżeli wektor R nie posiada poteneyału, nie może oczywiście 
być mowy o wzorze (113). Dla wektora R będziemy zresztą zaw
sze pisali V 2R (zamiast W R .  co byłoby dwuznacznem; patrz uwa
gę do str. 49) w odróżnieniu od V(VR) czyli V  div R.

Przejdźmy teraz do V wziętego dwukrotnie wektorowo, t. j. 
do V V V y  czyli do curl curl [patrz (89)1, zamiast czego napisze
my krócej curl1. Operaoya ta, jak sam już zresztą jednokrotny 
curl, może być stosowana, oczywiście, tylko do wektora, nie zaś do 
skalara. Otóż, aby otrzymać pewne, nader wygodne w zastosowa
nia, przekształcenie curl1 R, napiszmy wyraz ten umyślnie w po
staci VVVVR i zastosujmy doń wzór (12) tak jak gdyby chodziło,
o zwykłe wektory (co już uczyniliśmy kilkakrotnie).

Pisząc w (12) B =  A i R zamiast C. mamy przedewszyst-
kiem

VAVAR =A(AR) — A2.R

(gdzie A1 i AR) są skalarami). Otóż, pozwalając sobie zastąpić 
w tym wzorze wektor A przez „wektor symboliczny“ t. j. przez 
operator V  o charakterze wektorowym, otrzymamy

eurPR =  V W V R  =  V(VR) — V*R,
t. j.

(114) curPR =  V div R — V*R-

Wzór ten, aczkolwiek wyprowadzony na drodze mogącej wy
dać się wątpliwą, jest istotnie prawdziwy; sprawdzenie zaś jego 
za pomocą rozwinięć kartozyuszowskich, według (85) i (89), pozo- 
stawiam czytelnikowi.

Jeżeli wektor R jest solenoidalny, t. j. jeżeli div R — o, ma
my, według (114):

(114») curPR =  — V 2R-

Podobnie też moglibyśmy zastosować operacyę curl, czyli VV- 
do wektora R trzy, cztery i t. d. razy; w wyniku otrzymamy za 
każdym razem wektor, który możemy napisać krótko curl3 R. 
curl4 R. i t. d.

Godną uwagi jest okoliczność, że iterując operacyę V  (ska
larnie) na wektorze R, mamy naprzemian skalany i  wektory: V R =  
=  div R =  skal., V  (VR) =  V div R =  wekt., V[V(VR)1 — V (V  
div R) = :V *  div R =  skal., Lt. d.; iterując natomiast VV (wekto
rowo) otrzymujemy zawsze wektory: V vR  =  eurl R, V yV vR  =  
curl-R, i t. d.. zupełnie podobnie jak dla iloczynów zwykłych wek
torów; istotnie: AB jest skalarem, C.AB wektorem, i t. d., natomiast 
wyrazy VAB, VCVAB, VDVCVAB, i t. d. są wszystkie wektorami.*
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Jeżeli dane jest polo wektorowe w całej swej roseiągłosći,
t. j. jeżeli dany jest wektor R jako funkeya położeniu punktu
w przestrzeni, możemy oczywiście L>ez żadnych trudności znaleźć
wszystkie jogo wiry i rozbieżności, t. j. obliczyć curl R i div R 
dla każdego punktu *). Chodzi tu bowiem tylko o wykonanie, na 
danem R, prostych operacyj curl i div. bądź w kształcie kartczyu- 
szowskim [jak w (84) i (85)]. bądź też w jakimkolwiek innym.

Zasadniczo trudniejszem jest natomiast zadanie odwtmne, 
a mianowicie:

Dane są wiry i rozbieżności (tudzież ewentualnie wszelkie 
nieciągłości), t. j. curl R i div R dla całego pola; znaleść samo 
pole R.

Zadania togo rodzaju posiadają wielką doniosłość nictylko
w elektromagnetyzmie, lecz wo wszystkich działach fizyki, w któ
rych wogóle występują wiol kości wektorowe rozmieszczono w prze
strzeni.

Omówimy przeto obocnio przedmiot ton, przynajmniej co do 
zasadniczych jego punktów.

Przedowszystkiem należy zastanowić się nad tem, czy wiry 
i rozbieżności określają jednoznacznie całe pole wektorowe, czy toż 
nie — , innemi słowy, — czy istnieje jedno jedyne tylko pole po
siadające dane wiry i rozbieżności, czy też istnieją może dwa lub 
więcej takich pól. (0 skokach czyli nieciągłościach poszukiwanego 
pola R nie mamy potrzeby wspominać osobno, albowiem — jak zo
baczymy w dalszym ciągu — są one równoważno pewnym rozmie
szczeniom powierzchniowym curl R i div R. a więc są już zawarte 
w powyższych danych zadania. Zgodnie z tem będziemy tu milczą
co zakładali, że poszukiwane pola R są wszędzie ciągłe, a przynaj
mniej poza siedliskiem danych wirów i rozbieżności).

Niechaj więc dla całej przestrzeni będą dane

(115) curl R == w, div R =  p,

o» jako wektorowa, p jako skalarna funkeya położenia punktu 
w przestrzeni. Aby rozstrzygnąć powyższy dylemat, przypuśćmy, 
że isnieją dwa pola wektorowe R' i R", czyniące zadość warunkom
(115) naszego zadania. Zobaczmy, ozem i czy w ogólo pola te mo
gą różnić się od siebie. W tym celu rozważmy trzecie polo R0, 
które jest różnicą (wektorową) tych dwóch pól. t. j. połóżmy, dla 
każdego punktu przestrzeni:

(116) R0 =  R' — R".

*) Przy oczy wistem założeniu, że te w ogóle istnieją jako pewne 
określone wielkości, t. j. że istnieją granice wymagane prze/, wzory (54) 
i (63), a więc — innemi słowy —, że istnieją pochodne składowych R 
względem dowolnych kierunków w przestrzeni.
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Według założenia mamy

curl R' =  o j, curl R" =  o*

div R' =  p, div R" =  p,

u więc curl R' — curl R" —  o, div R' — div R" =r o;

lecz według pierwotnego naszego określenia curl i div są oczywi
ście operacyami rozdzielnościowemi (co też widzimy zresztą z roz
winięć kartezyuszowskich (84) i (85)); zamiast więc dwóch ostatnich 
równań możemy napisać:

curl (Rr —  R") =  o, div (R' — R") =  o,

t. j. według (116):

(ll7a) curl R0 =  o

(117b) div R0 == o.

Pole więc R0 nie posiada zgoła ani wirów ani rozbieżności.
Ze względu na pierwszą własność, t. j. (117a), wektor R0 po

siada wszędzie potencyał jednowartościowy; nazwijmy go <p; wów
czas będzie

(118) R0 =  — V'f.

Ze względu na drugą własność, t. j. (117b). potencyał ten ma 
wszędzie czynić zadość równaniu div V ?  =  o, i. j. [według wzoru 
(111)] równaniu różniczkowemu Laplace'a:

(119) V 2? =  o.

Ponieważ R0 jest wektorem ciągłym (patrz powyższą uwagę), 
przeto, według (118), pierwsze pochodne tp wzięte ze względu na

dowolny kierunek, a więc też np. ^  są wszędzie
1 d\ dy 07.

ciągłe.
Oprócz tego sam potencyał cp również jest wszędzie ciągłym. 

Gdyby bowiem doznawał skoku, powiedzmy <p2 — cp, — c, przy 
przejściu przez pewną powierzchnię, natenczas rosciągając całkę

I R0c?s wzdłuż dowolnej drogi s prowadzącej od dowolnego punktu

1 leżącego na jednej stronie tej powierzchni do odpowiedniego 
punktu 2 leżącego na drugiej stronie tejże powierzchni, otrzyma

libyśmy j R0cZ$ =  c; lecz ze względu na nieobecność wirów |t. j.

‘ (s)
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ze względu na (117a)], całka ta, a więc też wielkość c, musi zni
kać, według twierdzenia Stokes’a |wzór (58)].

Zbierając otrzymane wyniki, widzimy, że pola R' i R", mają
ce te same wiry i rozbieżności, mogą różnić się od siebie li tylko
0 wektor R0, który posiada potencyał <p ciągły i skończony (skoro— 
jak zakładamy — R',R", a więc też R0 mają być wszędzie skoń
czenie wielkie) wraz ze swemi poehodnemi I-go rzędu, w całej prze
strzeni, i czyniący wszędzie zadość równaniu Laplacea.

Otóż obecnie dowiedziemy, żo funkcya taka <p, przy pewnym 
jeszcze dodatkowym warunku (który niebawem poznamy), może tylko 
być wielkością stałą w całej przestrzeni, tak iż R0 =  o, a więc 
R' =  R".

W tym celu posłużymy się pewnym wzorem, który stanowi 
treść głośnego Twierdzenia Greena, a który możemy łatwo wypro
wadzić z wzoru ogólniejszego (66):

(66 bis) I  div R . dx =  j  Rv. da,

w którym R może być dowolnym wektorem, byle tylko ciągłym
1 skończonym.

We wzorze tym połóżmy

(120) R =  1{). v ? ,

rozumiejąc (zgodnie z wygłoszonym dopiero co warunkiem dla R) 
przez lunkcyę skalarną ciągłą i skończoną *), przez o zaś takąż fun- 
kcyę ciągłą i skończoną wraz ze swemi pierwszemi poehodnemi', tej 
iunkcyi <p nie utożsamiamy tymczasem bynajmniej z powyższym po- 
teneyałem

Według (120) mamy:

Rv =  i}. vV'f — [patrz wzór (104)),

,. n . ,. _  . dty ó? , • %  . dii d<?
v R =  f  div V ?  ■+. ±  +

dx dx dy dy dz dz 

=  +  (V<[0 (V?).

gdzie ostatni wyraz jest iloczynem skalarnym wektorów V 1}1 i V<p; 
podstawiając rozwinięcia te do (66), otrzymujemy natychmiast żą
dany wzór Greena w postaci:

(121) I 4iV2?d' =  J ł  da — I (V4>) (V?) dt,

«ty
*) Pochodne tji, jak - i t. d., mog.i zresztą być nieciągłe.



gdzie dt jest elementem przestrzeni ograniczonej przez powierzchnię
a, zaś v normalną zewnętrzną elementu da tej powierzchni.

Jeżeli <[), podobnie jak <p, jest funkcyą ciągłą i skończoną
wraz ze swemi pochodnemi I-go rzędu, mamy oczywiście oprócz
(121) również

(121 a) J <p_ya<j>dT =  j <p do — j (V«p) (V ł)  dt,

a więc też, odejmując od siebie te dwa równania:

(122) I  (<pVs<l> — <{>V2<p)di =  j  (<p -& ) do.

Przez „twierdzenie Greena“ rozumie się właściwie ogół wszystkich 
tych równań (121), (121a). (122). .

Aby zastosować wzór (121) do naszego zagadnienia, połóżmy 
przedewszystkiem =  tp, utożsamiając <p z poteneyałem wektora 
R0; wówczas będzie V 2(f =  o, tak iż (121) zredukuje się do:

(123) I  (V f)2dt =  j f  dc,

/ d<p \2 , I d<c \* , / d<p \2
gdzie zamiast (V<p)2 możemy napisać i ('¿7 ' (dz ) '

W naszym wypadku chodzi o całą przestrzeń; aby więc za
stosować wzór (123), wyobraźmy sobie jako o powierzchnię kulistą
o promieniu r =  rv zatoczoną naokoło dowolnego środka O (od 
którego będziemy mierzyli odległości skalarne r wszelkich punktów 
przestrzeni), aby następnie promień ten zwiększać bezgranicznie.

Tym sposobem otrzymamy | dc =  rfde, gdzie de

jest elementarnym kątem bryłowym mającym swój wierzchołek 
w punkcie O, a więc:

Załóżmy teraz, że ę w bardzo wielkich odległościach od O

maleje iak —i—, a więc iak -V-; wówczas otrzymamy, rozumie- 
r dr i

jąc przez C pewną stałą skończoną:

—  59 —
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j'(V<p)adT: == Lim C j  de j =  Lim

i. j-

(124) I  (V'f)tdr =  o.

Lee?. każdy element tej eałki jest zasadniczo dodatni *); ma
my więc z osobna dla każdego punktu przestrzeni (V?)1 =  o, czyli

a więc
cp =  const. w catoj przestrzeni,

lub, bozpośrcdniej jeszcze, wprost ze (124):

(125) V<p = o .  '

Zapowiedziany wyżej warunek nasz dodatkowy polegał na
tem, iż założyliśmy, że w bardzo odległych dziedzinach <p maleje

jak —~ , t. j. że ^  czyli — R0 [według (118)i maleje jak —

Otóż, aby tomu warunkowi uczynić zadość wystarcza założyć, że 
R' i R", t. j. w ogóle pola poszukiwane, a mające czynić zadość 
warunkom (115). posiadają natężenia malejące w bardzo wielkich

odległościach jak r ~ .  Jeżeli bowiem R' i R" czynią zadość tomu

warunkowi, wówczas R0 =  R' — R" również będzie mu czyniło za
dość. Wówczas zaś będzie, według ukończonych dopiero co wywo
dów, R0 =  — V<p — o, a więc R' =  R".

Możemy więc wysłowić wynik naszych rozważań w sposób na
stępujący:

Pole wektorowe, którego natężenie w odległościach r bardzo 

wielkich **) maleje jak jest zupełnie, jednoznacznie określone 

przez swoje wiry i rozbieżności, t. j. przez curl R i div R (i owen-

*) Przez f  rozumiemy bowiem funkcyę rzeczywistą, a mianowicie 
poteneyał wektora rzeczywistego, którego (y?)* jest kwadratem natężenia.

*■*) Warunek ten, związany zresztą jaknajściślej z powyżej obraną, 
i najwięcej utartą, drogą rozumowania za pomocą poteneyału, wymaga
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tualnie przez nieciągłości czyli skoki co do kierunku i natężenia, 
które jednak są równowiine pewnym rozmieszczeniom curl R i dw R; 
p. wyżej).

Zobaczymy niebawem (jak to już zaznaczyłem kilkakrotnie 
w nawiasach), że nieciągłości wektora R są równoważne pewnym 
warstwom wirów i rozbieżności, tak iż mając dane curl R =  w 
i div R =  p, mamy już eo ipso dano wszelkie nieciągłości pola, dzię
ki czemu wełno nam było powyżej założyć, że wektor R0 =  R '— R" 
jęst wszędzie ciągły.

Jeżeli jednak czytelnik nie chce się zgodzić na ową antycy- 
pacyę równoważności skoków wektora R i jego wirów i rozbieżno
ści, natenczas może sformułować zadanie w sposób następujący:

Dane są curl R =  to, dw R =  p i oprócz tego wszelkie nie
ciągłości, t. j. Mrszelkie skoki składowej normalnej lub składowej 
stycznej wektora R przy przejściu przez pewne powierzchnie 8; 
znaleźć samo polo R.

Otóż, chcąc w tym razie powtórzyć powyższy dowód jedno
znaczności zadania, założymy, że R',R" czynią zadość równaniom 
curl R' =  w, curl R" =  w, div R' =  p, div R" - p i oprócz tego 
doznają jednych i tych samych, danych skoków na poszczególnych 
powierzchniach S; wówczas, kładąc R0 =  R1 — R", otrzymamy nie- 
tylko curl R0 =  o, div R0 =  o, lecz również R0 ciągłe przy przejściu 
przez każde S, a więc też wszędzie (albowiem skoki niweczą się 
przez odjęcie R" od R'), i będziemy mogli, bez żadnych już dalszych 
modyfikacyj, powtórzyć dosłownie powyższe wywody.

Zamiast całej (nieskończonej) przestrzeni rozważmy teraz dzie
dzinę skończoną, jednospójną z, którą ogranicza dana powierzchnia 
o. Dzięki temu będziemy mogli uwolnić się od ciemnych poniekąd 
warunków dotyczących sposobu zachowania się poszukiwanego wek
tora R w nieskończoności (patrz uwagę na str. 60). Ponieważ zre
sztą powierzchnia o jest dowolną, przeto rozważanie niniejszego 
wypadku naprowadzi nas na właściwy sposób zapatrywania się na 
zagadnienie dotyczące przestrzeni nieskończonej t. j. obszerniejszej 
od wszelkiej danej dziedziny t.

Otóż, w obecnym wypadku twierdzę, że pole R w dziedzinie 
skończonej z jest jednoznacznie określone przez dane:

1 -o) rozbieżności, wiry i nieciągłości w dziedzinie t 
i 2-o) wartość składowej normalnej Rv na powierzchni a *).

oczywiście pewnych dalszych objaśnień; należałoby bowiem dodać, w po
równaniu i  jaldemi odległościami r ma być bardzo „wielkie“, i od jakiego 
punktu początkowego O, a przynajmniej od punktu jakiej dziedziny ma
b.yc mierzone r, przy danych wirach i rozbieżnościach. Dla tego też wró
cimy jeszcze do tego przedmiotu.

*) A mianowicie na stronie wewnętrznej tej. powierzchni, t. j. zwró
conej ku z', gdybyśmy natomiast da]j Rv dla strony zewnętrznej o, musieli
byśmy Przepisać również wszelkie skoki Ry przy przejściu przez tę po
wierzchnię.
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Istotnie, gdyby dwa pola R'. R" czyniły zadość wszystkim tym 
warunkom, mielibyśmy w R0 =  R' — R'' pole ciągłe, pozbawiono 
wirów i rozbieżności w całej dziedzinie t, a więc R0 == -- V<p,

lecz skoro R'v, R"v maj;}, posiadać w każdym punkcie a jedne i toż 
same wartości, mamy

a więc / R04dt == o. tak iż R, =  o. t. j. R' =  R" w całej dziedzi

nie q. e. d.
Możemy też dowieść tego w sposób bardziej poglądowy, nie 

uciekając sit; ani do twierdzenia Greona ani do potencyału tp. Isto
tnie, ponieważ pole R0 jest ciągłe i ezysto solenoidalne (t. j. 
div R0 =  o), przeto żadna rurka tego pola nie może mieć ani początku 
ani końca w dziedzinie t; rurki te mogłyby więc tylko być zam- 
kniętemi w t pierścieniami, albo też przeszywać powierzchnię a; 
ponieważ jednak R0 nie posiada wirów w t. t. j. curl R0 =  o, 
przeto (według twierdzenia Stokes'a) żadna z jego rurek nie może 
być zamkniętym pierścieniem; ponieważ zaś w każdym punkcie a 
jest R0v=o, przeto żadna z tych rurek nie może też przeszywać tej 
powierzchni, ani też zaczynać lub kończyć się na niej; musi więc 
być w całej dziedzinie t: Ru =  o, t. j. R' =  R". jak wyżej.

Zauważmy, że gdybyśmy przepisali tylko dane l-o). t. j. curlR, 
div R i nieciągłości R wewnątrz z, rurki pola R„ =  R' —  R'' mogłyby 
przeszywać o, tak iż byłoby w ogóle R0 różne od zera, t. j. R' różne 
od R", czyli: pole nie jest określone przez same dane l-o). Z po
wyższego sposobu rozumowania widzimy też. że 2-o), t. j. przepisa
nie wartości normalnej Rv na powierzchni a stanowi, dla jednozna
cznego określenia zadania nietylko warunek wystarczający, obok l-o), 
lecz również niezbędny. Skoro bowiem rurki R0 (które już według
l-o) nie mogą być pierścieniami zamkniętemi ani też urywać się 
wewnątrz z) mają znikać, t. j. skoro ma być R0 =  o, musimy odebrać 
im jedyną jeszcze pozostałą możność: przeszywania powierzchni a, 
t. j. wymagać R0v =  o, czyli R'v=R"v, a więc oprócz l-o) przepi
sać wartości składowej normalnej Rv na tej powierzchni.

Dotychczas mówiliśmy o dziedzinie jednospójnej, czyli acyklicz
nej. Niechaj teraz z będzie dziedziną cykliczną, np. dwuspójną, 
jak wnętrze pierścienia; wówczas dane l-o) i 2-o) nie wystarczają 
dla jednoznacznego określenia pola R wewnątrz t. Istotnie, jeżeli

R0v =  (R' — R") v =  R'v — R"v =  o.
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i tym razem utworzymy pole R„ =  R' — R" (gdzie R', R" czynią 
zadość warunkom l-o i 2-o), natenczas rurki R0 nie mogą wpraw
dzie ani zaczynać się ani kończyć wewnątrz z, ani też przeszywać 
powierzchni a tej dziedziny, lecz mogą natomiast tworzyć pierście
nie zamknięte w tej dziedzinie, niedające się zredukować do pun
ktu (porówn. str. 35); R0 bowiem nie posiada wprawdzie wirów 
wewnątrz z, lecz dziedzina ta. cykliczna, może oplatać jeden lub 
więcej wirów przebiegających nazewnątrz z; wówczas zaś eałka

liniowa I R0ds wzięta wzdłuż takiej rurki lub linii s pola R,> (Fig.

24) może w zupełnej zgodzie z twierdzeniem 
Stokesa być różną od zera i będzie mianowicie 
równą sumie algebraicznej momentów wszyst
kich wirów splecionych z dziedziną z. Wektor R„ bę
dzie więc różny od zera, t. j. R' różne od R", tak 
iż samo warunki l-o) i 2-o) nie wystarczą do 
określenia pola R. Toż samo oczywiście zacho
dzi dla dziedziny z o spójności potrójnej, po
czwórnej i t. d., w ogóle dla dziedziny policylclicznej.

Ponieważ mamy znowu cmi R0 =  o wewnątrz tej dziedziny 
przeto R0 posiada w niej poteneyał: R0 =  — V?. lecz potencyał 

ten będzie wielowartoćciową funkcyą położenia w z: patrz Twierdz. 
VIII. Jeżeli dziedzina ta jest (n  -f- 1) — spójną, czyli posiada n 
cyklów niezależnych, natenczas pole R0 będzie w niej miało n róż
nych klas nie dających się wzajemnie zredukować linij zamkniętych
0 odpowiednich wartościach całek liniowych I l0, I.,0, ... /„0, w ogóle 
różnych od zera.

Możemy jednak natychmiast powiedzieć, jakie są w tym wy
padku, oprócz l-o) i 2-o), niezbędne i wystarczające dano dla określe
nia pola R. Oto, jeżeli chcemy, aby żadna linia (a więc też rurka) 
pola R0 nie mogła być linią zamkniętą w z [wiemy już zaś, że tyl
ko ta ewentualność liniom tym pozostaje, wobec warunków l-o)

1 2-0)], musimy wymagać, aby całki liniowe I1# =  j R0ds. i t. d.

& )

Ino —  / R0ds wektora Ru znikały wszystkie jednocześnie, t. j. aby 

(Sn)

całki te były odpowiednio równe dla wektorów R' i R":

1/ =  I R'dS — I (" — j  R"ds, i t. d. I„' =  I,"

(si) (sa)
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dla wszystkich cyklów niezależnych śv ... .«n. a więc musimy wy

magać, aby oprócz l-o) i 2-o) darte były wartości całek 1i — j R̂ 8’

(si)
... In =  I Rds dla poszukiwanego wckiora R, dla wszystkich (n) 

k )

cyklów niezależnych dziedziny t.
Ponieważ dziedzinę acykliczną możemy uważać jako szczegól

ny wypadek cyklicznej, o wartości n —  o, przeto ostatni nasz wy
nik daje się wraz z poprzednim ująć w .jedno twierdzenie 
ogólne:

Twierdzenie IX. Dla jednoznacznego określenia pola R w dzie
dzinie cyklicznej z ograniczonej powierzchnią (lub kilkoma powierz
chniami) a niezbędne są i wystarczające następujące dane:

a) nieciągłości czyli skoki wektora R }
b) jego wiry, t. j. m rl R =  <o } dla całej dziedziny t,
c) jego rozbieżności, t. j. div R =  p )
d) wartość składowej normalnej Rv dla wszystkich punktów

powierzchni o,

c) wartości całek liniowych 7, =  i Rds. /•> dla wszy-

(st)

stkich cyklów niezależnych dziedziny x.

Wszystkie te dane są. więc wybitnie charakterystyczne dla 
każdego pola wektorowego, zupełnie niezależnie, oczywiście, od zna
czenia fizycznego wektora R.

Zdobywszy twierdzenie to (IX) nie wyczerpaliśmy jednak je
szcze tematu rozważanego zadania.

Dotychczas bowiem wiemy tylko, że dane a) — e) nie dopu
szczają dwóch różnych rozwiązań, t. j. że nie mogą istnieć dwie 
różne całki równań różniczkowych b), c), przy danych dodatkowych
a), d). e). Stąd jednak bynajmniej nie wynika, że wszystkim tym 
danym a)-—o) można zawsze uczynić zadość, t. j. że istnieje zawsze 
rozwiązanie tego zadania, czyli że istnieje polo R posiadające je
dnocześnie wszystkie owe dowolnie przepisane właściwości: skoki, 
wiry, rozbieżności, dane składowe normalne na powierzchni i wy
magane wartości I v I.,. ... J„.

Otóż, najlepszym, a może nawet jedynym zadawalnia- 
jącym dowodem istnienia jakiejś funkcyi. w naszym wypad
ku funkcyi wektorowej R. jest zbudowanie tej funkcyi z danych
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clomentów zadania (i ewentualno sprawdzenie dodatkowe, że czyni 
ona istotnie zadość wszystkim warunkom zadania).

Opierając się więc na danych a) — e) postaramy się teraz 
zbudować pole R, zaznaczając mimochodem, że procedura ta posia
da doniosło znaczenie zarówno w elektromagnetyzmie jak też np. 
w hydrokinematyce.

Zadanie to możemy rozłożyć na dwa prostsze, niezależne od 
siebie. Pole R możemy bowiem uważać w każdym wypadku jako 
superpozycyę; czyli sumę (wektorową) dwojga pól, z których jedno 
(Rj) jest czyste ¡rotacyjne, t. j. nie posiada żadnych .wirów, a na
tomiast wszystkie przepisane rozbieżności, drugie zaś (R2) jest czy
sto śolenoidalue, t. j. nie posiada rozbieżności, a natomiast wszyst
kie żądane wiry: curl Rt =  ó, div Rj =  p; curl R2 =  to. div R2 =  
=  o. istotnie. * ponieważ operacye div i curl są roztlzielnościowe, 
otrzymamy dla R =  Rx —{— R,: curl R =  cmi Rj -J- curl R2 =  to, 
div R == dio R, dii) R2 =  p, t. j. warunki b) i c) będą spełnione. 
Co do warunku d), możemy go spełnić, żądając np, aby było na 
powierzchni o: R,v =  Rv (t. j. =  całej danej składowej normalnej), 
zaś R2v == o, t. j. aby linie poła R2 były wszędzie styczne do o. 
Podobnie też możemy postąpić z warunkiem e); nie zatrzymuję się 
na tym punkcie, albowiem, ilekroć uwzględnimy też ioiry jako część 
samego pola, będziemy zawsze rozważali dziedzinę z acykliczną, 
a mianowicie całą przestrzeń nieograniczoną.

Co się wreszcie tyczy warunku a), to możemy go wcielić po 
części do b), poczęści do o), albowiem — jak już wspomniałem kil
kakrotnie — skoki wektora R są równoważne pewnym powierzchnio
wym rozmieszczeniom wirów i rozbieżności.

Istotnie, niechaj <jj będzie jedną z powierzchni nieciągłości R 
w dziedzinie z, zaś V; wektorem jednostkowym normalnym do o-n 
w danym punkcie jakimkolwiek. Skok wektora R. powiedzmy 
R' — R, możemy rozłożyć na skok składowej normalnej (Ryj)' — Ryj 
=  (R' — R)vj, i na skok składowej stycznej do <s;, powiedzmy 
(R' — R) Oj, gdzie ("); jest wektorem jednostkowym stycznym 
do a ; określonym (z pośród c o  kierunków stycznych) przez 
szczególny charakter danego skoku R. Otóż, co do skoku składo
wej normalnej, widzimy już z dawniejszego wzoru (67). żc. skok 
.ten jest równoważny rozmieszczeniu powierzchniowemu rozbieżności, 
takiemu mianowicie, iż na jednostkę powierzchni O; przypada ilość 
(R' — R)yj, czyli — jak się mówi — rozmieszczeniu o gęstości po
wierzchniowej (R' — R)vj. Zgodnie z tem położymy cały skok skła
dowej normalnej na karb wektora Rr t. j. (R/ — R,)vi =  (R'— R )V j 

=  wielkości przepisanej dla każdego punktu aj, zaś (R2' — R2)vj — 
=  o, t. j. założymy, że składowa normalna wektora R2 pozostaje 
ciągłą. Co się zaś tyczy skoku składowej stycznej, to otrzymamy 
poszukiwaną równoważność, rozważając w płaszczyznie Vj, Oj (Fig.
25) mały prostokąt 1234 wydłużony w kierunku 0;, o bokach 14,23

Elektryczność i Magnetyzm. o
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równoległych do V;, i 12,43 równoległych do 0; a położonych po 
jednej i drugiej stronie powierzchni a,.

Całka liniowa wektora R: I rmi —  I Rds, rosciągnięta na ob

wód naszego prostokąta w kierunku liczb porządkowych, równa się,
według twierdzenia Stokes’a, mo
mentowi wiru przeszywającego po-

gdzie dl jest elementem długości (skalar) mierzonym w kierunku 
stycznej 0j. Lecz wyraz ten jest identyczny z rozważanym skokiem po
mnożonym przez długość dl.

Widzimy więc, że skok składowej stycznej jest równoważny 
warstwie wirowej rospostartej na powierzchni nieciągłości (a;), 
a moment tego wiru obliczony na jednostkę szerokości (mierzoną 
w kierunku 0;) równa się

t. j. samemu skokowi składowej stycznej.

Kierunek wiru, w danym punkcie, jest dany przez V9jVi, t. j. 
przeszywa płaszczyznę Fig. 25 normalnie z góry na dół i jest sty
czny do powierzchni a;. Linie wirowe biegną na tej powierzchni 
przecinając normalnie cały szereg krzywych utworzonych z elemen
tów dQ ¡.

Skok składowej stycznej nie przyczynia się oczywiście zgoła 
do rozbieżności R; możemy go więc położyć całkowicie na karb pola 
Rr  t. j. napisać (R2— R2')0; =  Xi( (R, — R1')0i =  o. Wówczas, 
wobec togo, co uczyniliśmy już wyżej ze składową normalną, waru
nek a) wszędzie będzie spełniony przez R — Rt -j- R2.

Zresztą, wobec tego, cośmy w tej chwili okazali, możemy 
wcielić skoki składowej stycznej do b), t. j. do wirów danych, zaś 
skoki składowej normalnej do c), t. j. do rozbieżności danych.

Ponieważ tedy wszelkie pole wektorowe można uważać jako 
superpozycyę pól niezależnych od siebie: jednego — czysto irota- 
eyjnego, drugiego —  czysto solenoidalnego, przeto zajmiemy się 
każdem z nich z osobna.

Zacznijmy od pierwszego, irotacyjnego.

wiorzehnię tego prostokąta. Lecz 
całka ta w granicy, t. j. przy 
ustawiczhem zmniejszaniu boków 
14,23 (które zresztą wciąż mają 
być znikomo małe w porównaniu 
z 12,34)i przyjednoczcsnem zmniej
szaniu 12 i 34, daje

(Fig- 25).

(R0i — R'0;)dl czyli (R — R')0;.dl,

(126) X; =  (R — R')0;.



—  67 —

Dotyczące zadanie rozwiążemy w catej ogólności, t. j. dla 
dziedziny policyklicznej z, ograniczonej dowolną powierzchnią a 
(podczas gdy dla pola solenoidalnego rozważymy jedynie całą prze
strzeń nieskończoną, czyniąc pewne założenia co do zachowania się 
wektora w „nieskończoności”).

Niechaj tedy będzie:
(a) curl R =  o w całej dziedzinie t
(a') składowa styczna ciągła „ „
(b) div R =  p, dane dla całej dziedziny z
(b') skok składowej normalnej (R' — R)vj =  Yj; dany dla każdej

powierzchni nieciągłości Cj
(c) składowa normalna Rv dana dla catej powierzchni a,

(d) l t, I2*, ... In dane wartości j Rds dla wszystkich (n) cy

klów niezależnych dziedziny z.
Opierając się na tych danych, mamy zbudować pole R w ca

łej dziedzinie z.
Ze względu, na (a), (a') mamy przedewszystkiem

(127) R =  — V«p. dla całej dziedziny z,

gdzie 's jest funkcyą wielo wartościową położenia w z, czyniącą za
dość, według (b), równaniu div V'f =  — p, t. j.

(128) V 2'f — — p,

powszechnio znanemu pod nazwą równania Laplace’a-Poissona.
O pomocniczej tej funkcyi, poteneyale wektora R, możemy założyć,
że jest skończoną i ciągłą w całej dziedzinie cyklicznej z. Pocho
dne jej będą jednak nieciągłe, a mianowicie otrzymamy według 
(b') dla powierzchni Oj (liczba takich powierzchni cs2 i t. d. mo
że być dowolną):

Na powierzchni a ma być, według (c) i (127):

(130) —•- = — Rv =  danej funkcyi położenia na a.

Warunek (d) wreszcie jest w najściślejszym związku z wielo- 
wartościowośeią poteneyału y w dziedzinie pierwotnej z, t. j. cyklicz
nej, o spójności (n-j-1) — krotnej.

Warunkowi temu możemy uczynić zadość zupełnie (t. j. 
nietylko jakościowo, lecz też ilościowo), wprowadzając znane 
już nam diafragmy czyli przegrody, a mianowicie n prze
gród, powiedzmy av av ... an. czyli: a;, i =  1, 2, ... n; wówczas
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dziedzina nasza stanie się acyliezną, potencja! jednak <p nie będzie 
już w niej funkcyą ciągłą, lecz przy przejściu przez przegrody 
av av ... rt„ będzie czynił śkolci

(131) (f/ -%S= 1 1' ?2' — f » = I 2’ - 'fn'— Tn == ]n.

liczebnie dane dla każdej przegrody.
Mamy teraz wyznaczyć funkcyę jedno wartościową ff (w dzie

dzinie acyklicznej) tak aby stało się zadość warunkom (128), (129), 
(130). (131), czyli — innemi słowy — znaleźć całkę równania La- 
place’a-Poissona (128) czyniącą zadość trzem pozostałym warun
kom natury powierzchniowej.

W tym celu posłużymy się metodą powszechnie używaną, 
a opierającą się na zastosowaniu twierdzenia Greena, a mianowicie 
w postaci wzoru (122).

Niechaj O będzie dowolnym punktem naszej dziedziny acy
klicznej, dla którego mamy znaleść wartość <p; nazwijmy ją  <p0. 
Niechaj p będzie dowolnym punktem tejże dziedziny, zaś odległość 
p od O oznaczmy przez r. We wzorze (122) połóżmy tp =  nasze

mu potencyałowi zaś <!> =  . Aby jednak zastosować wzór ten
1 T

musimy wykluczyć z przestrzennej dziedziny całkowania miejsca, 
w których funkcye te lub ich pochodne są nieciągło lub też stają 
się nieskończenie wielkie. Otóż, co się tyczy funkcyi <p, mamy tyl
ko wykluczyć przegrody a\ i powierzchnie ait a więc (w granicy) 
rosciągnąć całkę powierzchniową w (122) nietylko do a lecz rów
nież do jednej i drugiej strony każdej powierzchni a\ i każdej a,; 
poza tem bowiem <p i pochodne cp są — według założenia —• cią

głe i skończone. Co się zaś tyczy funkcyi 'jj =  j . to jest ona

wszędzie ciągła i skończona wraz ze swojemi poehodnemi, z wyjątkiem 
jedynego punktu O, t. j. r — o, w którym staje się ona eo 'I-ego 
rzędu, pierwsze jej pochodne oo Ii-go rzędu, [zaś V *(-£-). jak zoba
czymy niebawem, staje się w punkcie O nieokreślone: V 2(-*-) == 00
— co]. Musimy więc też wykluczyć punkt O, a uczynimy to 

za pomocą powierzchni kuli K  zatoczonej nao
koło O. o promieniu rv któremu pozwolimy ma-' 
leć bezgranicznie; zewnętrzną powierzchnię- .tej 
kuli będziemy więc również uważali jako część 
układu powierzchni ograniczających dziedzinę 
przestrzenną całkowania (Fig. 26).

Oznaczając więe całkę
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przez PK, Pa;, Paj, Fa, o ile mamy ją  wziąć dla powierzchni kuli 
K. względnie dla obydwóch stron ait lub a;, lub wieszcie dla o, 
i przechodząc do granicy (dla r t — o), otrzymamy:

(132) I ('D V 2(-rL) ---V 2«p)3t =  Fa -(- S Fai + Ijinl Pk.

Lecz -J- ( ' ) =  -  -A- t  ■ 1‘2 =  x“ +  ̂  +  z2'

a więc

cJx r r2 ók

jL (_L} =  _  j l
dx '  r ’ r3

* ____L  +  r j L
dx- ' r ' r* ' r5

d~ 1 1 v2 i)2 i l z *
i podobnie (-- ) = ---  - -\-3 — ■ (-) ==-- — +3 —0

dy- r j 1 r5 dz2 v r rJ ‘ rŁ

a więc V 2 (— | =  -  --V +  3 --L- =  3 (-—--- ¿r),

t. j. niazewnątrz punktu O, który wykluczyliśmy:

(133) V s (-■“ ) =  o.

Jak zaznaczyłem wyżej, mielibyśmy dla samego punktu 0:

V 2 (-•—) =  co3 — c o 3 t. j. nieokreślone],

Według (128) i (133) otrzymamy zamiast ( i32):

(1326) f-—  dt =  Pa +  YPa; -f- VFa; +  Lim PK.
J  r ,.( _  0

gdzie sumy ii obejmują wszystkie powierzchnie nieciągłości or 
względnie wszystkie przegrody «¡, a mianowicie Obiedwie ich strony-.

Całkę Fa pozostawimy w pierwotnym kształcie. Aby otrzy, 
mać Fa;. zważmy, że przy przejściu przez a; tunkeya tp nie doznaje-

skoku, lecz tylko jej pochodna --—-; ponieważ zaś $ =  —— jest
dv r

wszędzie ciągłe, mamy:
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gdzie normalna v jest zwrócona zawsze hu tej stronie powierzchni,
o którą chodzi (porówn. Fig. 25), tak iż posiada ona po jednej stro
nie kierunek wprost przeciwny niż po drugiej; oznaczając tedy 
przez V; normalną biegnącą od tej strony, gdzie panuje wartość

<*p , ( . . . / a<p v . . .
—j~> do tej, gdzie mamy . możemy napisać

* > - * •  j- #  <129>:

(A )  F G j:
pidOj

()<p t
Zupełnie podobnie znajdziemy dla Fa,, pomnąc, że tu — czyli—Rv 

jest wielkością ciągłą, zaś <p doznaje skoku ]*:

(B) Fa, =  (<f; -  <p,') (-— ) daj =  - l : J , ~  (- - ) da;,

gdzie v; jest normalną, do a\ biegnącą od strony, gdzie panuje war
tość <fi, do tej, gdzie panuje (pi'.

Aby wreszcie otrzymać FK, weźmy jako element powierzchni 
kuli K:

de. r,2,

gdzie de jest elementarnym kątem bryłowym o wierzchołku O; 
wówczas będzie:

1 dtp

r dv

ć

dr ’

/>
(

lecz dla kuli K mamy: —-~
dv

FK =  r,< j n - >,-<!, +

=  . b ' k + r '- f{ J&  i ds'

- zachowuje wartość skończoną; drugi wyraz znika więc w gra

nicy, t. j. dla r, =  o; pozostaje więc tylko pierwszy, w którym 
<px dla rŁ =  o staje się równe tpu, t. j, wartości <p w punkcie O,
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o którą właśnie nam chodzi. Mamy przeto Lim Fr =  ?0 i ds» j.:
rŁ= o  J

(C) Lim Fk =  4tt'.?0.
r, =  o

Podstawiając (A), (B), (C) do (132a) mamy żądane rozwiąza
nie w postaci następującej sumy wyrazów:

( u «  * ^ - / J r + 2 / * £ +

+ 2 I|M  K f * ' K  +  J  [ ~ r ' ? / ~~ ' ! J  K

Otrzymawszy tym sposobem potencyai f  dla każdego punktu 
(0) dziedziny r, mamy w R =  — V ? poszukiwane pole. Według 
Twierdz. IX wszelkie inne rozwiązanie może różnie się od (134)
li tylko formalnie, w istocie zaś musi być z niem identyczne. To 
zaś jedyne rozwiązanie istnieje, o ile oczywiście przepisano gęstości 
p =  diu R i t. d. posiadają takie w ogóle rozmieszczenie, iż wyra

zy i t. d. są całkowalne, t. j. że sumy i t. d. dążą.
1* Jmmi 1*

przy zmniejszaniu elementów A " i t. <1., do pewnej określonej granicy

M 1 ■
W wypadku przestrzeni nieskończonej powyższy wzór upra

szcza się znakomicie; w założeniu, że siedliska rozbieżności (p, wzglę
dnie Tj) nie przekraczają pewnej dającej się wyznaczyć granicy i że 
potencyai <p maleje, w odległościach bardzo wielkich od ty cli sied

lisk, jak - j- czyli natężenie wektora — ycp =  R j a k o s t a t n i a

całka w (134) znika. Istotnie, uważając n jako powierzchnię kuli
0 promieniu r t rosnącym bezgranicznie, otrzymamy

Lim ( ----- =  Lim — --- =  Lim —— =  o
T ^ c e J  r Ó'J r> r<

1

Lim I tp _ (-— ) da =  Lim—-- =  Lim =  o
r.= 0 0 ./ T ćv r r,3 r,

(gdzie przez C, C' oznaczyłem wielkości stale skończone).
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czyli 

(13 5 aj

Mamy więc dla przestrzeni nieskończonej (opuszczając zresztą 
wskaźnik 0 przy ®):

(05) tof = / ^  + 2 / |S  + 2 llj | , >> ,

— i ~ + 2 / “ - +

+ 2  \f-sr<-f >***--**
Wzór ten (niezależnie zresztą od znaczenia fizycznego wyra

zów) możemy interpretować w sposób godny uwagi, powiadając mia
nowicie, że każda „cząstka“ czyli elementarna ilość rozbieżności 
de —  fjdx, względnie de =  Yjidai, rozmieszczona bądź to w przestrze
ni, bądź to na powierzchni nieciągłości, daje w odległości r poten- 
cyał (elementarny)

(136)
4r r

a więc odpowiedni wektor (elementarny) R:

1 , „  / 1  ̂ 1 de ix —j— jy -|- kz 1 do
(137) ---—  de.V (-- ) =-7---------—— 1---------- =  ,-- r

kr. r r- r 4* i

(gdzie r jest wektorem jednostkowym wskazującym od de do roz
ważanego punktu), a więc pole o liniach prostych radyalnych, wybie
gających lub zbiegających się w de zależnie od tego czy de >  o, czy też 
de <o. i o natężeniu odwrotniepfoporcyonalnemdo kwadratu odległości.

Podobnie też dają się interpretować elementy ostatniego wy
razu we wzorze (135), t,. j.

( 1 3 ^  <-g-).d.,

(gdzie dla uproszczenia pisowni opuściłem wskaźniki i); odpowia
dają one mianowicie rozmieszczeniu rozbieżności w tak zwanych 
warstwach podwójnych.

Istotnie, wyobraźmy sobie dwa elementy powierzchni da', da" 
równoległe do da. po jednej i drugiej 
stronie da (Fig. 27): normalna odległość 
tych elementów od da niechaj będzie 
(w kierunku v) -j- i h, względnie —  h, 
t. j. wzajemna ich odległość =  h. Nie
chaj da’ będzie siedliskiem rozbieżno
ści o gęstości powierzchniowej vj, zaś 
da" niechaj posiada rozmieszczenie
o gęstości—vj. Oznaczmy przez r odle-
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glość elementu da od dowolnego puuktu 0\ natenczas potencyał cp 
w punkcie O, odpowiadający tej parze elementów da', da” będzie

gdzie [li2] oznacza wyrazy drugiego i wyższych stopni w h. Zmniej
szając więc odległość h warstw (zwyczajnych) i zwiększając jedno
cześnie gęstość 7], tak aby iloczyn hrj dążył do pewnej określonej 
(i w ogóle skończenie wielkiej) granicy, którą nazwiemy momentem 
warstwy podwójnej, otrzymamy, ze względu na Lim da' =  Lim da" 
=  da:

t. j. wyraz identyczny ze (138), skoro tylko położymy

(139) es' —  cp =  I =L i n i  (rjh) =  momentowi warstwy podwójnej.

Powierzchnia nieciągłości poteneyatu cp jest więc równoważna 
warstwie podwójnej o momencie równym sJcoJcowi poteneyatu.

Pamiętajmy zresztą, żo ten „skok potencyalu“ nie jest niczem 
innem jak całką liniową odpowiedniego wektora R = — V? wziętą 
wzdłuż linii prowadzącej (nazewnątrz powierzchni nieciągłości) od 
dowolnego punktu położonego na jednej stronie do odpowiedniego 
punktu ną drugiej stronie tej powierzchni. Pierwotnie też wpro
wadziliśmy wielkości I (t. j. I,. I2 i t. d.) li tylko ze względu na 
cykliczność rozważanej dziedziny a następnie dopiero rozważali
śmy je jako skoki <p przy przejściu przez pewne, sztuczne przegro
dy, przekształcające tę dziedzinę na acykliczną. Potencyał cp ma 
jednak dla nas zawsze tylko charakter pomocniczy, podczas gdy 
główną uwagę zwracamy na samo pole wektorowe R.

Moment 1 =  Lim (rjh) warstwy podwójnej posiada w naszym 
wypadku jednę i tę samą wartość na całej warstwie a; warstwą taka 
nazywa się jednorodną. Podobnie też moglibyśmy rozważać war
stwę niejednorodną, t. j. o momencie, który jest daną iunkcyą po
łożenia na takiej powierzchni; taką jednak warstwę możnaby za
wsze rozważać jako superpozycyę warstw jednorodnych o różnych 
momentach; dla tego też nie zatrzymuję się dłużej na tym przed
miocie.

Godną uwagi jest następęjąea konstrukeya geometryczna po- 
tenćyalu warstwy podwójnej jednorodnej.

Niechaj powierzchnia o ograniczona linią s wyobraża taką
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warstwę o momencie 
w punkcie O jest

m (Fig. 28), tak iż odpowiedni potencjał

( 1 4 0 )

otóż, ponieważ

<P if Ł  (.±
dv  ̂ r

) d a

J. dv

dv

k ą t e m  z a w a r t y m

między normalną v a prostą. 0,da, przeto

m /‘cos 

4 i j “ r*
mamy

'cos H cos W
da; lecz — da =

=  dii jest kątem bryłowatym, pod którym 

widzimy element da z punktu O, a więc:

12

( F i g .  2 i . ) .

(141) m -
4~ ’

gdzie 12 jest kątem widzenia całej powierzchni czyli „warstwy 
podwójnej“ a z punktu O. Poteneyał <s jest przeto proporcyonalny 
do tego kąta widzenia, a więc zależy jedynie tylko od linii s ogra
niczającej tę warstwę, tak iż możemy warstwę tę bez zmiany <p 
odkształcać dowolnie, bjieby tylko punkt O nie przeszedł z jednej 
jej strony na drugą.

Jeżeli punkt O zbliża się ustawicznie do jednej, np. dodatniej 
strony naszej warstwy, natenczas kąt 12 dąży do wartości -f- 2ic; 
jeżeli natomiast zbliża się bezgranicznie do jej strony ujemnej, kąt
12 dąży do wartości — 2~; przy przejściu więc przez tę warstwę 
od strony ujemnej do dodatniej wielkość 12 doznaje skoku 4n, t. j. 
poteneyał o doznaje, według (141), skoku m ( =  — (f). jak być
powinno.

Jeżeli warstwa podwójna (zawsze jednorodna) jest zamlciętą 
i punkt O znajduje się wewnątrz niej, natenczas mamy 12 =  — 4 a*), 
t. j. tp = — m — const. dla wszystkich punktów wewnętrznych, tak 
iż R =  — Vtp =  o, t. j. odpowiedni wektor znika w całej prze
strzeni wewnętrznej. Dla wszelkich punktów zewnętrznych mamy 
natomiast 12 =  o. t. j. tf =  o, a więc również R =  — V!f =  o, t. j. 
odpowiednie pole znika również na zewnątrz tej warstwy zam
kniętej.

Ten sam wynik otrzymamy też dla nieograniczunej powierz-

■■) Skoro strona zewnętrzna jest dodatnią.
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chni niezamkniętej, jak np. dla płaszczyzny ligurującej jako war
stwa podwójna jednorodna; w tym bowiem wypadku mamy dla 
wszystkich punktów po jednej stronie tej płaszczyzny il =  2iz, t. j .  
cp =  •£- m =  const., po drugiej zaś stronie ÍÍ =  — 2n, t. j. 
ip = — ‘/a m =  const., a więc wszędzie R =  o,

Znaczenie faktyczne może więc dla nas posiadać li tylko- 
warstwa podwójna jednorodna ograniczona pewną linią $, a wobec 
powyższych wyników możemy uważać s jako linię wi
rową, t. j. jako granicę (Limes) bardzo cienkiego włókna czyli rur
ki wirowej o momencie m liczebnie równym momentowi owej war
stwy. Zauważmy też, że do pojęcia warstw podwójnych przyszliśmy 
właściwie przez rozważanie dziedziny cyklicznej ¡rotacyjnej i żt̂  
taka dziedzina powstaje w naturalny soosób jedynie tylko gwoli 
wykluczeniu wirów; to też idealna linia „s“ ograniczająca ową 
warstwę czyli sztuczną przegrodę przochowuje wiernie ów charak
ter włókna wirowego.

Rozważywszy pole ¡rotacyjne, przejdźmy teraz do pola czysto
solenoidahiego, aby zbudować je na podstawie danych wirów (podo
bnie jak tamto zbudowaliśmy na podstawie danych rozbieżności).

Zajmiemy się tym razem atoli najprostszym tylko wypadkiem, 
w którym mianowicie dziedzina z obejmuje całą przestrzeń.

Niechaj tedy będzie:
(a) div R =  o w całej przestrzeni
(a') składowa normalna ciągła w całej przestrzeni
(b) cnrl.R =  (o, gdzie oj jest wektorem danym dla całej prze

strzeni
(b') skok składowej stycznej (R' — R) (")¡ dany dla każdej po

wierzchni nieciągłości; równoważne jednak warstwy wirowe 
możemy włączyć do (b);

(c) natężenie R poszukiwanego pola w odległościach r bardzo 
wielkich od włókien i warstw wirowych niechaj maleje

jak - V- r i

Wiemy już, że może istnieć jedyne tylko pole R czyniące za
dość wszystkim tym warunkom. Aby je zbudować z powyższych 
danych, połóżmy przedewszystkiem

(142) R =■ curl F

uważając F jako (poszukiwany) wektor pomocniczy. Ponieważ 
divcurlF =  o [patrz wzór (70)] i składowa normalna curl F jest 
wszędzie ciągła, przeto (l42) czyni już zadość warunkom (a), (a'), 
jeśli nawet F jest wektorem jakimkolwiek.

Według (b). które ma już zawierać w sobie (b') jako wypa
dek graniczny, mamy curl2 F =  w. t. j. według wzoru (114):

V 2F — V div F =  — oj.
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Dodatkowo możemy założyć, że woktor pomocniczy F jest so- 
lenoidalnym. t. j. że jego składowa normalna jest wszędzie cią
gła i że

(143) divF =  o;

równanie to sprawdzimy zresztą, po wyrażeniu F przez dany woktor 
co. Według (143) otrzymamy dla F równanie różniczkowe

(144) V 2F =  — co.

t. j. równanie zupełnie analogicznie do równania Laplace'a-Poissona
V 2<p =  — p. z tą tylko różnicą, że cp, p są skalarami, podczas gdy
F. co są wektorami.

Aby uczynić zadość warunkowi (c), założymy według (142) 
[pamiętając o tem, że curl zawiera jednokrotne różniczkowania ze 
względu na spólrzędne], że natężenie P naszego wektora, a więc 
też np. jego składowe prostokątne Fr F2, P3 maleją w nieskończo

ności jak | . Pisząc F =  i Ft -f- j F, -J- k F3, co =  i co, -|- j cb2 -j- k co.,,

możemy rozłożyć równanie wektorowe (144) na trzy skalarno: 

(144a) y 2F , = — w,, i t. d.

Poszczególne tę równania nie różnią się już w niczem od równania 
V"'f = — p>; otrzymamy więc, wzorując się na (135), uwzględnia
jąc, że składowa normalna F jest ciągła, i biorąc F, a więc Fj, 
F2> F., jako funkćye jednowartościowe położenia:

( I45«) Ą  =  f  “ ! F2 =  | L  j  dr, F, =  dr,

gdzie całki obejmują wszystkie elementy dr wirów, zaś r  jest od
ległością dr od rozważanego punktu (x, y, z), któremu przysługują 
wartości Fj, F„, F3. Mnożąc trzy to nównania skalarne względnie 
przez i. j, k i dodając do siebie, otrzymamy

<‘« >
dr

jako rozwiązanie wektorowe równania (144).
Woktor F jest zbudowany z o>— curlR zupełnie tak samo 

jak poteneyał (skalarny) 's z rozbieżności, t. j. z p =  div R; z we
ktora F wyprowadzamy poszukiwany wektor R przez operacyę curl 
czyli V v  podobnie jak (dla pola ¡rotacyjnego) ze skalara rp przez 
operacyę — V- Ze względu na tę analogię F nazywa się po ten- 
cyałem wektorowym rozmieszczenia wirów co. Każdy element całki
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4tt. diviv F =  div I -

(145) wyrażającej ten potencyat jest oczywiście wektorem, a mia- 
nowcie o kierunku co.

Mamy jeszcze dowieść, że otrzymany tym sposobem wektor F
czyni zadość warunkowi dodatkowemu (143), t. j. że div F =  o.
Otóż, według (145)

/'cock ó /’co,ck d /’co./k . d rw3dt_
r dx J r ' dy J r ' dz J r

x. y, z są spółrzędnomi punktu O, któremu przysługują wartości
F t> P2, P3; oznaczmy przez a, b, c spólrzędne dowolnego elementu
wiru ck, tak iż będzie

r* =  (x _  af  +  (y —  b f +  (z -  tif.

Otoż, zamiast przesunąć O o długości dx, względnie dy. dz. możemy 
punkt ten unieruchomić i przesunąć cały układ wirów jako jednę 
całość sztywną w kierunku przeciwnym, t. j. zmienić spólrzędne
a, b, e każdego elementu dz o — da, — db, — dc, tym sposobem
otrzymamy

— 4łc. div F
d
da

/'<M' i _  /' 1 /dtój dtoj ó(o3\J ~r J ~r[w+_d& + clT +
/

— b —  —l— ( O ---
r ' 3 r

I  — - div w. dT -j- I - w cos B . dt,

dt

gdzie w jest natężeniom wektora co, zaś S jest kątem zawartym 
między tymże wektorem a prostą prowadzącą od dz do punktu O 
(patrz Fig. 29); lecz co =  curl R, a więc div co =  o identycznie, 
tak iż

(146) -- 4tc div F =  I  co cos 0 . ck.

Weźmy teraz jako ck element włókna 
wirowego o długości ds i o przekroju 
da, t. j. połóżmy ck =  ds.cla; ponieważ 
co do, czyli moment wiru posiada jednę 
i tę samą wartość wzdłuż całego włó
kna, przeto wartość powyższej całki 
wzięta dla każdego z osobna elemen
tarnego włókna wirowego będzie
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_ r cos 6 r  d I 1 \ .
to.da I —̂ — ds czyli — oj da I — I ds

(albowiem =  cos 0); ponieważ zaś każdo włókno wirowo jest 

zamkniętym pierścieniem (lub biegnie obustronnie w nieskończo

ność), zaś —̂ jest. jednowartościową furikcyą położenia, przeto po

wyższa całka znika identycznie dla każdego włókna; znika więc 
też suma wszystkich tych całek dla całego układu wirów. t. j. ma
my według (146) div F =  o, — co było do dowiedzenia.

Mając już poteneyał wektorowy F możemy zeń wyprowadzić 
łatwo, a mianowicie według (142) za pomocą operacyi curl. poszu
kiwane pole R.

Uciekając się, tymczasowo, do rozwinięcia kartezyuszowskiego, 
mamy dla pierwszej np. składowej tego wektora, równoległej do 
osi x-ów:

R
1 dy dz

t. j. według (145a):

4t: R, =  f —-  oj., d t ------ f —  oj., Az =
Óy ) v oz I r

czyli, oznaczając wektor jednostkowy wskazujący od dt ku punkto
wi O (x, y, z) przez r, składowe zaś tego wektora (czyli jego do
stawy kierunkowe) przez r (, r2, r3:

4t: Rt =  I '~ (o J2r3 — oj,r2) dr;

przez permutacyę cykliczną wskaźników 1, 2, 3 otrzymamy stąd 
natychmiast 4tc E-> i 4rc R v które zamiast powyższego nawiasu bę
dą zawierały wyrazy oj3rt— 0JŁr2— trzy te jednak analogi- 
ne wyrazy są, według wzoru (8). składowemi wektora Vojr, t. j. 
iloczynu wektorowego oj i r; mamy więc dla wektora wypadkowe

go R:

(147) R =  — ( —ir Vojr.dt, gdzie oj =  curl R.
4ft j r"
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Możemy przeto powiedzieć, że każdemu elementowi włókna 
wirowego dr =  da.ds o momencie m =  wds odpowiada pole ole- 
mentarne

(147a) SR =  J2L Vds . r,

(gdzie ds jest wektorem o kierunku w i o długości ds); kierunek 
wektora oR jest prostopadły do elementu ds i do prostej łączącej 
go z rozważanym punktem, natężenie zaś jego jest odwrotnie pro- 
poreyonalne do kwadratu odległości od ds i wprost proporeyonalne 
do momentu m, do długości ds elementu wirowego i wreszcie do 
wstawy kąta ds,r.

Roskład ten jednak na pola elementarne o postaci (147a) jest 
oczywiście zupełnio sztuczny; albowiem element, „ds“ istnieje za
wsze tylko jako część pierścienia wirowego, t. j. włókna zamknię
tego lub też —  w granicy — biegnącego obustronnie w nieskoń
czoność.

Wzór (147). wyprowadzony z poteneyału wektorowego F, jest 
ważny zarówno nazewnątrz jak i wewnątrz wirów.

Wiemy już zresztą, że nazewnątrz wirów, t. j. tam gdzie 
eurl R =  o. wektor R posiada, potencyal skalarny, który jest fun- 
lccyą meZowartościową położenia w odpowiedniej dziedzinie cyklicz
nej. Oznaczmy potencyal ten przez ty, dli 
odróżnienia od poteneyału z odpowiadająceg' 
rozbieżnościom. Kładąc przez każdą rurkę 
wirową i diafragmę ograniczoną przez do
wolny obwód Si biegnący na powierzchni wi
ru (byle tylko nie oplatający go) i ozna
czając przez £i: kąt widzenia takiej diafrag- 
my lub też, co na jedno wychodzi, jej obwo
du Sj z rozważanego punktu O (jak na fig.
30), mamy według poprzednich wywodów:

(148) ty =  -7~r2mi Qi’ ^ ^

gdzie w i; jest momentem wiru i i gdzie suma obejmuje wszystkie 
wiry; wewnątrz włókien wirowych wzór ten traci oczywiście swoje 
znaczenie.

Na zakończenie Analizy wektorów rozważymy tu niektóre 
własności pewnej — że tak powiem — funkcyi eałego pola wekto
rowego, która posiada zasadnicze znaczenie w wielu działach fizyki
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matematycznej i która zresztą sama też przez się jest godną 
uwagi.

Mam tu na myśli wartość całki

rosciągniętej na cale pole wektorowe R, lub ewentualnie na pewną 
jego ograniczoną dziedzinę t.

Jeżeli R jest prędkością ruchu cząstek płynu (o gęstości 1), 
całka ta wyraża energię kinetyczną masy płynu wypełniającej prze
strzeń t; jeżeli R oznacza silę elektryczną lub magnetyczną 
(w „próżni“), całka ta daje nam wyraz zasobu energii elektrycznej, 
względnie magnetycznej, odpowiedniego pola.

Otóż. ze względu na te jej szczególne znaczenie, pozwolę so
bie nazwać powyższą całkę w ogóle energią pola R, dlatego cho
ciażby, aby mieć dla niej krótką, a wygodną w użyciu nazwę; pro
szę jednak czytelnika, aby w następujących tu wywodach zechciał 
ją  uważać tylko jako taką właśnie krótką nazwę dla wyrazu (149) 
i aby przy ogólnych naszych wywodach matematycznych zapomniał
o synonimie fizycznym tej „energii“ i o wszelkich wogóle związa
nych z nim pojęciach fizycznych.

Ponieważ R? (podobnie jak (h) jest skalarem, przeto energia 
pola R, t. j. U, jest również pewnym slcalarem, przysługującym ca
łemu polu.

Niechaj R' i R" będą dwa pola wektorowe r ostać zające się 
w jednej i tej samej dziedzinie przestrzennej t, zaś R niechaj bę
dzie ich superpozycyą, t. j. R == R' -f- R,(! możemy toż nazwać R 
polem wypadkowem pól sMadoiuych R' i R". Otóż energia pola 
wypadkowego będzie wogóle różną od sumy energij pól składowych.

Istotnie, oznaczając pierwszą przez U, dwie pozostałe zaś przez 
U\ U", otrzymamy według określenia (149):

ostatnia zaś całka, którą (z powyższem zastrzeżeniem) możemy na
zwać energią wzajemną pól R' i R", jest wogóle różną od zera. 
Zobaczymy jednak niebawem, że w pewnych, godnych uwagi, wy
padkach całka ta iloczynu skalarnego wektorów R\ R" znika, tak 
iż U staje się wówczas równem U' +  U".

Widzieliśmy poprzednio, że każde pole wektorowe daje się 
rozłożyć na pole czysto irotacyjne i na pole czysto solenoidalne, 
i poznaliśmy cechy charakterystyczne każdego z tych gatunków pól. 
Przy obliczeniu energii dowolnego pola nasuwa się więc myśl ros- 
kładu zadania na dwa inne, jak zobaczymy, prostsze: obliczenie 
energii z osobna dla pól składowych: ¡rotacyjnego i solenoidalnego;

(149)

U =  ‘/2 f(R' + R")a dt • U' -S- U” -i- I R'R".dT,
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nachodzi tu bowiem ta sprzyjająca okoliczność, że energia wzajem- 
na takich właśnie pół znika zawsze.

Można tego dowieść w sposób poglądowy, t. j. bez .żadnego 
prawie „rachunku“.

Istotnie, niechaj R' będzie polem irotacyjnem, zas R" — sole- 
noidalnem; dziedzina ich spółistnienia niechaj obejmuje całą prze-

strzcri.jg' Aby otrzymać ich energię wzajemną j R'R" dt, wystarcza

zresztą uwzględnić te tylko części przestrzeni, w których ani R', 
ani R" nie znika. Cała więc dziedzina całkowania daje się rozło
żyć bądź to na rurki pola R'. bądź też na rurki pola R". Posłuży
my sic drugim z tych roskładów, jako wygodniejszym. Obliczmy 
więc onergię wzajemną dla jednej z rurek elementarnych pola R", 
wybranej zupełnie dowolnie. Niechaj da będzie jej przekrojem po
przecznym, a więc m — R "da jej momentem; ds niechaj będzie ele
mentem długości tej nieskończenie cienkiej rurki, zaś ds wektorem
o wielkości ds i o kierunku wektora R". Biorąc jako element ob
jętości di =  do.ds, otrzymamy R'R".dT =  R'R",dods — R"da. R'd$ =  
m.R'ds; ponieważ zaś m, jako moment rurki solenoidalnej, posiada 
jednę i tę samą wartość wzdłuż całej rurki, przeto odpowiadająca 
jej energia wzajemna będzie równa

m I R'ds,

t. j. proporcjonalna do całki liniowej wektora R' wzdłuż całej rur
ki-wektora R". Otóż, ponieważ pole R" jest solenoidalne, każda 
z jego rurek jest albo

1-o) zamkniętym w sobie pierścieniem, albo też
2 -o) biegnie obustronnie w nieskończoność.

Ponieważ zaś pole R' jest irotacyjne (curl R' =  .o), przeto

w pierwszym wypadku j  R'ds znika, według twierdzenia Stokesa. 

W drugim wypadku mamy

m | R'ds =  m ('f — tp),
. — c o  c o

gdzie 9 , <p oznaczają wartości graniczne potencjału wektora R'
0 0  •— 0 0

(R' =  — V?)> skoro posuwamy się w nieskończoność wzdłuż roz
ważanej rurki, w jej kierunku dodatnim względnie ujemnym. Sko
ro więc założymy dodatkowo, że natężenie wektora R' maleje w nie-

Klektryczność i Magnetyzm. 0
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(p, <p będą wielkościami nieskończeni« małemi I-go rzędu, a więc 
— c o  OD

toż ich różnica będzie wielkością tegoż (przynajmniej) rzędu, po
wiedzmy <p— tp =  s; ponieważ zaś moment m —  R"da jest I!-go

rzędu *), czyli m =  s2, przeto dla rurki obustronnie nieskończonej

jest m I R'ds =  s3; gdyby więc nawet wszystkie rurki elementarne

(t. j. cały rój co2) biegły w nieskończoność, otrzymalibyśmy dla ca

łego pola I R'R"dt =  s, t, j. wielkość znikomą I-go rzędu.

Zakładając więc milcząco (raz na zawsze) ów sposób zacho
wania się pola w nieskończoności, możemy wysłowić otrzymany 
wynik w następująeem twierdzeniu:

Twierdzenie X. Energia wzajemna pola irotacyjnego (R')

i pola solenoidalneyo (R") równa się zeru: I R'R"dt =  o. Energia

dowolnego pola (R) równa się sumie ene)'gij pól składowych: irota
cyjnego i solen&idalnego. na jakie tamto rozłożyć można:

Rozważmy teraz z osobna pole czysto ¡rotacyjne i pole czysto 
solenoidałne. Zacznijmy od pierwszego.

Niechaj tedy R będzie polem irotacyjnem, obejmującem całą 
przestrzeli, tak iż mamy wszędzie curl R =  o (i ciągłość składowej 
stycznej na ewentualnych powierzchniach, na których składowa nor
malna doznaje skoku), a więc R =  — V'f> gdzie poteneyał <p jest 
jedno wartościową funkcyą położenia. Oznaczmy znowu dw R przez 
p i skok składowej normalnej Rv; na pewnych powierzchniach a; 
przez i];, t. j. połóżmy:

—  c o  c o

U =  V 2 I R h lv  —  y „  f R 'H z  +  ‘/2 f =  U' +  U".

(150) V 2<p =  -  p

*) Zakładamy tu oczywiście, że Ii” nigdzie nie osiąga wartości 
nieskończenie wielkich.
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(150a)

Kładąc yr twierdzeniu Greena (121) tjj =  tp =  naszemu poten-

bezgranicznie rosnącej kuli, lecz również do obydwóch stron 
każdej powierzchni nieciągłości (̂ ¡), otrzymamy według (150)
i (150a):

tniej caiki po prawej stronie znika; ponieważ, dalej, — V '-p =  R,

przeto mamy dla energii. U =  l/2 j R2dt, pola irotacyjnego:

Przypomnijmy sobie, że pdt, względnie Yjidoj jest liczbą rurek 
jednostkowych wychodzących z elementu objętości dr. względnie po
wierzchni da (biorąc rurki wchodzące, czyli kończące się w dt, 
względnie na da, ujemnie). Elementy takie, w których mianowicie 
p lub Yj są różne od zera. możemy nazwać źródłami rurek pola, 
liczbę zaś rurek jednostkowych wychodzących z danego źródła mo
żemy nazwać natężeniem źródła. Oznaczając przez de natężenie 
dowolnego źródła elementarnego, bez względu na to, czy jest ono 
przestrzennem czy też powicrzchniowem. możemy wzór (151) napi
sać krócej:

całka obejmuje tu wszystkie źródła; natężenie de każdogo z nich mo
że zresztą być bądź to wielkością dodatnią, bądź to ujemną.

Według wzoru (135) możemy jeszczcze napisać dla poten- 
cyalu tp:

(151)

(151 a)

(152)
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gdzie de' jest natężeniem dowolnego źródła p , zaś r odległością 
tegoż źródła p' od punktu, w którym panuje potencyał tp i w któ
rym znajdować się może inne źródło, powiedzmy p, o natężeniu de. 
Posługując się tym wzorem dla potencyału, możemy więc napisać, 
zamiast (15la):

gdzie r jest wzajemną odległością źródeł p, p' o natężeniach de, 
de’. Ze sposobu zbudowania tego wyrazu widzimy, że każdy ele
ment de występuje tu dwa razy; raz jako de, drugi raz jako de1; 
każda więc para źródeł elementarnych występuje w (152) również 
dwa razy; biorąc ją  raz jeden tylko, należy opuścić spółezynnik ljv.

Wyniki te możemy wysłowić w sposób następujący:

Twierdzenie XI. Energia dowolnego pola ■/rotacyjnego daje 
się wyrazić przez połowę sumy (czyli całki) iloczynów z natężeń 
wszystkich źródeł i odpowiednich poteneyałów lub też przez sumę 
(czyli całkę, podwójną) iloczynów z natężeń każdej pary źródeł po
dzielonych przez wzajemną odległość tych źródeł (i przez liczbę 4t:):.

(W ostatnim wyrazie należy każdą parę źródeł uwzględnić jeden 
raz tylko).

Zauważmy, że energia pola U, określona pierwotnie przez, 
całkę obejmującą całe pole, t. j. wszystkie jego elementy, w któ
rych tylko R nie znika, wyraża się, po pierwszem przekształceniu, przez 
całkę obejmującą same tylko źródła rurek [wzór (15 la)] i zawiera
jącą ich poteneyały, — po driigiem zaś przekształceniu — przez 
całkę obejmującą poszczególne pary źródeł [wzór (152)1 ' oprócz 
tego zależną jedynie od wzajemnej odległości każdych dwóch źródeł..

Innemi słowy: Według wzoru pierwotnego,, czyli naszego okre
ślenia energii U możemy ją  zlokalizować (jak się mówi), przypisu
jąc każdemu elementowi pola pewną ilość, a mianowicie */2 R2dt; 
według drugiego wzoru możemy ją  również zlokalizować, aczkol
wiek w odmienny sposób, a mianowicie przypisując pewne ilości 
energii, y2<pde, samym tylko źródłom rurek (czyli siedliskom roz
bieżności) i wykluczając wszelkie inne csęści pola; według trzecie
go wreszcie wzoru energia U zgoła nie daje się zlokalizować: mo
glibyśmy tylko powiedzieć, że każdej parze źródeł odpowiada

pewna jej ilość związana ze współistnieniem je

dnego i drugiego źródła, a więc niedająca się przypisać całkowicie

(152)
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ani jednemu ani drugiemu, ani też po części jednemu, po części 
zaś drugiemu.

(Uwagi te posiadają szczególne znaczenie w zastosowaniu do 
rzeczywistych zagadnień fizycznych, w których U jest energią 
w zwykłem znaczeniu słowa. Powyższe jednak wywody są od tego, 
oczywiście, zupełnie niezależne.)

Rozważmy teraz energię pola R czysto solenoidalnego i posta
rajmy się wyrazić ją  przez momenty wirów, podobnie jak wyrazi
liśmy energię pola irotacyjnego przez natężenie źródeł.

Ponieważ dowolny wir daje się zawsze rozłożyć na nieskoń
czenie cienkio rurki wirowe, czyli — jak je krótko nazywać będę— 
na włókna wirowe (opuszczając epitet „nieskończenie cienkie“), 
przeto, bez uszczerbku dla ogólności badania, możemy założyć, że 
w całem polu R znajduje się pewna liczba n  takich włókien wiro- 
wych, o momentach I v J2, ... Jn. Włókna te niechaj tworzą n 
pierścieni zamkniętych sv S2, ... sn o danych kształtach i daneni 
położeniu. Pole R niechaj zresztą obejmuje całą przestrzeń.

Aby otrzymać jogo energię U =  '/„ I R2dr, obliczmy wartość

całki | R2dt dla dowolnej rurki olcmontarnej tego pola; przekrój

jej poprzeczny niechaj będzie da,' a więc moment Rda; ponieważ 
pole jest solenoidalne, moment ten jest stały wzdłuż całej rurki,

tak iż, oznaczając jej element długości przez ds, mamy I R?d%.=

.=  Rda. R ds, gdzie całka liniowa roseiąga się na całą długość

rurki. Lecz każda taka rurka pola solenoidalnego jest .zamkuięta 
w sobie, a więc: (według twierdzenia Stokes'a) musi być .spleciona 
przynajmniej raz jeden z jednem z włókien wirowych; wogóle je
dnak może oplatać wiele takich włókien i więcej niż raz jeden. 
Niechaj więc rurka nasza będzie spleciona (w kierunku dodatnim) 
ml razy z włóknem wirowern s(, m2 razy z włóknem s2, i t. d., 
wogóle mk razy z włóknem wirowem Sr- Wówczas otrzymamy dla 
powyższej całki liniowej:

a więc dla energii, powiedzmy V2 !dt =  dU, zawartej w całoj

i

tej rurce:
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n n

dU =  V2 Rda. ^m K  IK =  %  2  Ik ’ mK Rd°- 
1 1

Rozważmy nieco bliżej spółczynnik jakiegokolwiek I k, t. j. Wk .Rda. 
Rurka nasza jest spleciona mik razy z włóknem czyli z obwodem 
zamkniętym .?k. t. j. przeszywa mk razy dowolną powierzchnię aK 
ograniczoną przez Sk, wycinając z tej powierzchni »ik elementów 
powiedzmy. dsK', daK" i t. d,, a dla każdego z tych elementów ma
my jednę i tę samą wartość Rda, t. j. oznaczając przez v wektor 
jednostkowy normalny do ck-

Rda =  RY-daji' =  R"v".daK == i t. d. Iloczyn m^RAn =
== R'v'daK' -j- R"v"daK" -j- ... wyraża więc całkę potoierze,liniową 
(Wektora R) przez powierzchnię aK pochodzącą od samej tylko roz
ważanej rurki. Biorąc więc sumę (czyli całkę) wyrazów dU dla 
wszystkich rurek pola, obejmiemy wszystkie elementy doK każdej 
powierzchni oK (w których tylko R nie znika) i każdy z tych elementów 
tylko jeden raz; albowiem każda rurka pola przeszywa jakąś po
wierzchnię aK. a żadna rurka nie przecina samej siebie, t. j. żaden 
z elementów daję', da«" i t. d. nie występuje więcej niż jeden raz. 
Całkowita więc energia pola będzie

n

(153) U =  722 I k Sk,
i i

gdzie

(154) Sk =  I  Rvd0K

jest całką powierzchniową wektora R przez powierzchnię or ogra
niczoną włóknem wirowem s&, normalna zaś v jest zwrócona w kie- 
runku oplatania dodatniego (p. Fig. 31).

Całkę tę powierzchniową, czyli liczbę rurek jednostkowych 
objętych przez obwód możemy nazwać 
krótko indukcyą (wektora R) przez obwód Sr. 
Wówczas* otrzymamy:

Twierdzenie XII. Energia dowolnego 
pola solenoidalnego daje się wyrazić przez 
połowę sumy iloczynów z momentów wszyst- 

(Fig. 31). kich włókien wirowych i indukcyi przez te
włókna:

u =  7, j  R«dt =  V, 2  Ik Sk-

Twierdzenie to jest analogiczne do pierwszej połowy Twier
dzenia XI dla pola irotacyjnego. Aby otrzymać analogię drugiej
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połowy tegoż twierdzenia, t. j. aby wyrazie energię pola solenoi- 
dalnego przez samą tylko konfiguracyę i momenty włókien wiro
wych, podobnie jak dla pola irotacyjnego wyraziliśmy ją przez roz
mieszczenie i natężenie „źródeł“, — aby celu tego dopiąć, roz
ważmy co następuje.

Przypuśćmy, że zmieniliśmy natężenie R w każdym punkcie 
pola w jednym i tym samym stosunku 1:X, nie zmieniając zresztą 
nigdzie kierunku wektora R, a więc też kształtu, rozmiarów lub 
położenia żadnego włókna wirowego. Wówczas moment każdego

włókna wirowego, który możemy wyrazić np. przez Ik =  j Rds

(gdzie obwód *• oplata włókno wirowe ,s’r  jedyny raz, w kierunku 
dodatnim), zmieni się w tymże stosunku 1: X. Lecz w tym samym

stosunku 1:X zmieni się indukeya Sn — j  RvdoK przez ś r . Stąd więc

wynika, że wielkości Sr, występujące we wzorze (153), powinny dać 
się przedstawić jako 1'unkcye liniowe jednorodne momentów J v I 7 
... włókien wirowych (i odwrotnie), t. j.:

(155) SK — LKi 1j + Lk2 12 + — + Lkk Ik + -)- ^Kn In,

K = . 1, 2, ... n,

gdzie spółczynniki L  są wielkościami zależnemi jedynie od rozmia
rów, kształtu i wzajemnego położenia włókien wirowych. Rozwią
zując równania te ze względu na J, otrzymalibyśmy momenty wi
rów jako lunkeye liniowe jednorodne indukcyj S.

Wprowadzając (155) do (153), otrzymamy

(156) u  =  V, j ? j  y k Lkj Ik Ij,
1 1

t. j. energię pola solonoidalncgo jako 1'unkcyę jednorodną Ii-go 
stopnia momentów włókien wirowych.

Aby otrzymać jeszcze wszystkie spółezynniki L  w ich zależ
ności od cech geometrycznych układu włókien wirowych, wróćmy 
do określenia indukcyi

‘S r =  I Rvda

i ! postarajmy się wyrazić konkretnie wielkość Sn przez momenty

I V h ....... In- ‘ '
Ponieważ div R =  o, możemy wprowadzić znany już nam po-
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toncyał wektorowy F, t. ,j. położyć R — curl F; wówczas otrzyma
my, według twierdzenia Stokes’a:

(157) SKc =  I  v curl F.da — j  F dstc.

gdzie c(sk pojmujemy wektorowa. Lecz, kładąc curl R =  w, mamy, 
według wzoru (145)

(145 bis) F =  -i- f dt,
4t: ) r

gdzie całkę należy rozciągnąć do wszystkich wirów. Wprowadza
jąc znowu jako element objętości d' cząstki; włókna wirowego 
ó długości dsj, otrzymamy:

(I5S> =

1 (Sj)

a więc według (157):

<•*>
' (# (S j)

gdzie r jest odległością wzajemną elementów dstc. d8j.
Wzór ten daje nam istotnie indukcyę Sk jako lunkcyę linio

wą jednorodną momentów I; przez porównanie zaś z wzorem (155) 
otrzymujemy stąd dla spółczynników L:

1 r  rdSK dSj 1 /' rds.ds'
4 -  )  I  r  • [ > k k  =  T -  J  J  , .  •

( s k )  (S j) (sK) ( s K)

K, j =  1, 2,... 1 1.

We wzorach tych .ds^ dSj oznaczają elementy dwóch różnych 
włókien wirowych (K i j), zaś ds, ds' dwa elementy jednego i tego 
samego włókna wirowego. Wszystkie te elementy są tu pojęte 
weMonywĘ,1 tak iż ds . ds' =  ds.ds'.cos (ds. ds'). Całka dla LKi< 
rozciąga się dwukrotnie na cały obwód Sr. Ze (160) widzimy bez
pośrednio, że

(161) IjKj =  LjK-

Ponieważ zaś we wzorze (156) każdy moment I  występuje dwa 
razy: raz. jako Jk. drtrgi raz jako Z}, przeto wzór ten daje się osta
tecznie napisać:

(160)

LKj
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(1*2,{“ Vs LitV + Wili + V2L22122 -I- -LSI1I2I„
"}" H- V2 Ĵnn I«2-

Dla uzupełnienia Twierdzenia XII możemy teraz wygłosić 
Twierdzenie Xlla. Enęrgia pola solenoidalnego daje się wyrazić 

jako lunkcya jednorodna drugiego stopnia momentów wszystkich 
wiróto f(156) lub (162)], o spółczynnikaeh zależnych jedynie od 
własności geometrycznych układu wirów. t. j. od ich kształtu, roz
miarów i konfiguracyi [wzór (160)].

Pisząc, dla dowolnych dwóch elementów włókien wirowych,
o momentach 1,1':

Ids =  di. 1'ds' =  di',

tak. iż di, di' są wektorami elementarnemu, mamy — jako • odpo
wiadający im dodajnik w wyrazie energii U:

di di'
(163)

d i. di' cos (di, di'i 

r

(z pominięciom stałego czynnika liczebnego), t. j. iloczyn skalarny 
elementów wektorowych wiru podzielony przez ich wzajemną odle
głość, zupełnie podobnie jak we wzorze (152) dla pola ¡rotacyjnego, 
z tą tylko różnicą, że tam mieliśmy iloczyn dwóch skalarno de.de', 
t. j. natężeń „źródeł“; różnica zaś ta polega na tern oczywiście,' że 
„źródła“ takio czyli siedliska rozbieżności nie mają nic wspólnego 
z kierunkami przestrzennemu podczas gdy . każdy element wiru 
oprócz natężenia czyli momentu posiada pewien określony kierunek 
w przestrzeni.

Co się tyczy „lokalizacyi71 energii U pola solenoidalnego, czy
telnik może powtórzyć, mutatis mutandis, wszystkie nasze powyż
sze uwagi dotyczące energii pola ¡rotacyjnego.

Zauważmy jeszcze, że ponlieważ energia U =  */s j" K1KLAz jest

zawsze dodatnią, spólczynniki L w rozwinięciu (162) muszą czynić 
zadość pewnym powszechnie znanym warunkom, a mianowicie: 
wszystkie L KK (o wskaźnikach jednakowych) muszą być dodatnie, 
a po za tem muszą być dodatnie wszystkie wyznaczniki:

(164) 1 l'11 ''Ił 1
1 Łai r

i-i» Lta I'U
I'M

i i lJM

. i t. d.
L,, L,» ... liln 
Ij ĵj 1*22

i t. d.



—  90 —

które ze względu na (161) są wyznacznikami symelrycznemi; mamy 
więc np. L lt L r, ]> L n l i t. d.

Znaczenie spółczynników L  możemy łatwo wyczytać z równa
nia (155) dla indukcji #«. Kładąc mianowicie 1|< =  1- zaś Ij =  o 
dla wszelkich j g  k, mamy: S& =  spółczynnik Lkk wyraża 
więc liczbę rurek jednostkowych objętych przez włókno Sk> czyli 
indukeyę przez .V|< odpowiadającą temuż samemu włóknu wirowemu
o momencie równym jedności. Dlatego też możemy nazwać .Lkk 
spółezynnikiem samoindukeyi obwodu *'k- Podobnie też, kładąc 
Ij === • 1, zaś !K =  o dla wszelkich k g j ,  mamy i!?« =  L Kj, t. j.: 
7>Kj jest indukcyą przez obwód s« pochodzącą od włókna wirowego .Vj
o momencie równym jedności; nazwiemy więc spółezynnikiem 
indukcyi wzajemnej obwodów sj i Si<- Ponieważ =  L Kj. przeto 
role obwodów i Sj dają się dokładnie odwrócić.

Zauważmy jeszcze, że według wzorów (160) każdy spółczyn
nik samoindukeyi lub indukcyi wzajemnej posiada wymiary długo
ści, a więc daje się mierzyć np. na centymetry lub kilometry.

Z równania (162) widzimy wreszcie, że l/2 Z-k k  jest energią 
własną włókna wirowego o momencie — 1, zaś — energią 
wzajemną, wirów sK i sj o momentach równych jedności.

Przez „energię wzajemną“ rozumiem tu określoną powyżej

.wielkość skalarną I R'R"dr, t. j. w naszym wypadku ijRndT,

nie wiążąc z nią zresztą żadnych pojęć fizycznych.



ROZDZIAŁ I.
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Rozdział I.
Pojęcia zasadnicze.

§ 1. Przebieg zjawisk elektromagnetycznych w danem śro
dowisku zależy od dwojakiego rodzaju wielkości: od pewnych spół
czynników stałych, lub w przybliżeniu niezmiennych, które chara
kteryzują własności specyficzne środowiska, i od pewnych dwóch 
wektorów wogóle zmiennych w czasie i przestrzeni, a mianowicie 
od siły elektrycznej i siły magnetycznej, które stale oznaczać bę
dziemy przez E, względnie przez M. Określimy je bliżej w ciągu 
dalszym, aczkolwiek zakładamy znajomość nietylko wielu faktów 
doświadczalnych z omawianej dziedziny, lecz także określeń dokła
dnych siły elektrycznej i magnetycznej, opartych na działaniach 
mechanicznych wywieranych na małą kulkę, „naelektryzowaną“, 
względnie na małą „igłę magnetyczną“, które obiera się w pewien 
konwencjonalny sposób jako wzorce i które wprowadza się do roz
ważanej części przestrzeni.

Jeżeli rozważane środowisko porusza się, natenczas sposób 
rozwijania się zjawisk elektromagnetycznych zależy też pośrednio 
od kierunku i prędkości ruchu jego cząstek, a więc od je
szcze jednego wektora, o znaczeniu czysto kinematycznem, który 
może również być zmiennym w czasie i przestrzeni.

Owe „spółczynniki“ środowiska poznamy wkrótce. Obecnie zaś 
zajmiemy się przedewszystkiem wektorem elektrycznym E i wekto
rem magnetytycznyni M.

§ 2. Dana część przestrzeni („próżnej,, zresztą lub wypeł
nionej materyą ważką) lub cała przestrzeń, uważana jako miejsce 
istnienia sił E i M. nazywa się polem elekirycznem lub magnety- 
cznem — , o ile istnieje w niej tylko E lub tylko M, — wogóle zaś 
polem elektromagnetycznem. Marny tu przed sobą przypadki szczególne 
omówionego we Wstępie pola wektorowego. Jeżeli siły E, M są 
stałe czyli niezmienne w czasie, mówimy o polach statycznych (ele-
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ktro- lub magnetostatycznych lub toż o superpozycji jednych i dru
gich); w przeciwnym razie mówi się krótko o polach zmiennych.

2 góry już, t. j. przed rozwinięciem ogólnych równań różni
czkowych pola. pragnąłbym zaznaczyć krótko, iż pole eloktrosteiyc^ne 
może istnieć bez najmniejszego śladu sil magnetycznych i odwrot
nie, tak iż własności pól statycznych jednego i drugiego rodzaju 
mogą bj'ć rozważane zosobna, że natomiast zmianie czasowej siły 
E w dziedzinie dowolnie małej, czyli tak zwanemu zaburzeniu pola 
elektrycznego, towarzyszą zawsze siły magnetyczne i odwrotnie. 
Zobaczymy toż, że między zmianami ezasowemi wektora E i roz
mieszczeniom przestrzennem wektora M, i nawzajem, zachodzą pe
wne stosunki zasadnicze, których wyraz analityczny stanowić bę
dzie istotną treść owych właśnie różniczkowjrch równań elektroma
gnetycznych. Zmiennego więc pola elektrycznego nie można zbadać 
zupełnie bez rozważania sił magnetycznych, jaknaj istotniej z niem 
związanych, i odwrotnie.

Wektory nasze E i M, jak to można założyć na podstawie 
dostrzegalnych wyników doświadczenia, są wogólo , ciągle w prze
strzeni, zarówno co do natężenia jakoteż i kierunku, z wjrjątkiem 
atoli pewnych powierzchni. Tak np. na powierzchni granicznej 
między szkłem a powietrzem wektor elektryczny E może stać si ę 
nieciągłym, i to w sposób bardzo wyraźny, podobnie jak wektor 
magnetyczny M na granicy powietrza i żelaza. Po za tem można 
założyć, że obadwa to wektory posiadają wszędzie i zawsze jedno
znacznie określone kierunki, i że natężonia ich — również jedno
znaczne — nie stają się nigdzie nieskończenie wielkiemi.

W tjrch warunkach możemjr do pola E lub M zastosować 
bezpośrednio wszelkie ogólne pojęcia i twierdzenia, które rozwiną
łem we Wstępie dla dowolnego pola wektorowego R.

Co do tych pojęć, wystarczy tu poprostu wprowadzenie odpo
wiednich nazw, przy podstawieniu wektorów E lub M za wektor 
ogólny R; wprowadzimy zaś nazwy talie, które cieszą się powszech- 
nem uznaniem.

Linie więc pola E lub M nazwiemy liniami siły elektryc/.nej, 
względnie magnetycznej, i będziemy mówili o rurkach (lub włók
nach) sity zbudowanych z takich linij, w szczególności o rurkach 
jednostkowych, t. j. posiadających moment równy jedności.

Ze względu na jednoznaczność każdego z naszych wektorów 
dwie linio siły elektrycznej, lub magnetycznej, nie przecinają się 
wzajemnie; linia siły może się jednak samu przecinać, lecz wów
czas w punkcie przecięcia mamy E =  o, względnie M =  o. Zby
tecznym chyba byłoby objaśniać, iż linie elektryczne będą się wo- 
góle przecinały z liniami magnetycznemi (o ile jedne i drugie istnie
ją); wektory bowiem E i H posiadają w tym samym punkcie po
la elektromagnetycznego kierunki wogóle różne.

Całkę liniową siły E. względnie M. wziętą wzdłuż dowolnej
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drogi (ciągłej) od puuktu a do punktu b, nazywamy siłą elektromo
toryczną, względnie magnetomotoryczną *) wzdłuż tej drogi, — 
która zresztą może być zamkniętą lub nie. Całkom tym będą przy
sługiwały wszelkie własności rozwinięto we Wstępie dla całki 
liniowej dowolnego wektora R.

Określenia to możemy napisać krótko:

§ 3. Rozważając, jako drogę całkowania, krzywą zamkniętą
i rozkładając ją  na coraz to gęstszą sieć malejących obwodów zam
kniętych, jak we Wstępie, otrzymamy w granicy (zakładając, żo 
E, M są wogóle różniczko wolno) pojęcia wektorów curl E i curl M, 
tudzież zastosowane do każdego z nich twierdzenie Stokęśa:

Linie zlewające się wszędzie z kierunkiem wektora curl E, 
względnie curl M, będę nazywał liniam i wirowemi pola E, wzglę
dnie M, lub liniami wirowemi elektrycznemi, względnie magnety- 
cznemi. rurkę zaś zbudowaną z takich linij będę krótko nazywał 
mirem elektrycznym, względnie — magnetycznym.

Posługując się określeniem danem na końcu § 2, możemy we
dług (1) powiedzieć, że S.E.M, względnie tuzdłuż obwo
du, zamkniętego równa się (identycznie, t. j. niezależnie od jakichś 
szczególnych własności fizycznych naszych wektorów) liczbie wirów 
jednostkowych elektrycznych, względnie magnetycznych, objętych przez 
ten obwód czyli splecionych z nim.

Przez wir jednostkowy rozumiem oczywiście rurkę wirową
o momencie równym jedności.

Ponieważ curl E, curl NI są solenoidalne, przeto wszelkie wiry 
elektryczne i magnetyczne są zamknięte w sobie (o ile nie biegną 
obustronnie w nieskończoność) i posiadają w całej swej długości 
jeden i ten sam moment.

Zauważmy, że moment ten, stały wzdłuż całej rurki wirowej 
(w danej chwili), może jednak zmieniać się z czasem; zobaczymy 
też, że prędkość jogo zmiany w wirach magnetycznych lub ele- 
ktrycznyęh posiada dla teeryi omawianych zjawisk pierwszorzędne 
znaczenie.

*) Obrałem terminy te międzynarodowo zamiast polskich: elektro-
i inagneto-&oiiźcza, aby je następnie wygodniej zestawić (a przynajmniej 
pierwszą z nich) ze „siłą ponderomotorycznąktórej — o ile wiem — do
tychczas nie spolszczono. Zresztą „elektro-“ lub „magneto-“ są również 
mało polskie jak „motoryczny“.

v curl Eda = v curl Mds
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Nazewnątrz wirów elektrycznych siła E posiada poteneyal ele
ktryczny tp, nazewnątrz zaś wirów magnetycznych siła M posiada 
poteneyal magnetyczny <¡1, t. j.:

(2) E =  — V?» gdzie curl E =  o; M =  — gdzie cml M == o.

Poteneyały te są funkeyami skularnemi położenia punktu, 
a mianowicie funkeyami wiełowartościowemi; patrz Wstęp, Twier
dzenie VIII.

-leżeli całe pole elektryczne, lub magnetyczne, jest irotacyj- 
ne, ezyli pozbawiono wirów, lub też, jeżeli poruszamy się w pew
nej jego dziedzinie irotacyjnej acyklicznej, natenczas te, względnie' 
(Ji, są funkeyami jednowartościowemi, tak iż dla dowolnych dwóch 
punktów a, b takiej dziedziny mamy

W dziedzinie takiej możemy zbudować szereg powierzchni izo- 
potencyalnych elektrycznych, względnie magnetycznych

Odpowiednie linie i rurki siły przeszywają wszystkie te powierz
chnie normalnie.

Część rurki jednostkowej, zawarta między dwiema takiemi po
wierzchniami o różnicy poteneyałów równej jedności, nazywa się 
komórką jednostkową, elektryczną, względnie magnetyczną.

Szczególne własności fizyczne pól ¡rotacyjnych poznamy dopie
ro w dalszym ciągu, a mianowicie po rozwinięciu ogólnych równań 
różniczkowych, według których zmieniają się pola elektromagnety
czne z czasem.

§ 4. Przechodząc do pojęcia całki powierzchniowej. wprowa
dzimy nazwy indukcyi elektrycznej, względnie magnetycznej, przez 
powierzchnię o. dla całek

lecz jedynie wówczas tylko, gdy cała powierzchnia a, zamknięta 
lub ograniczona, przebiega w próżni lub. co prawie na 'to samo 
wychodzi, w powietrzu. Dla innych ośrodków natomiast będziemy 
nazywali indukcyą elektryczną, lub magnetyczną całki powierzchnio
we nie samych sił E, i M lecz pewnych innych wektorów (D, B). które 
niebawem określimy, a którc> w próżni stają się identyczne ze 
siłami E. M.

To uwzględnienie własności charakterystycznych i odmiennyc-h 
dla rożnych ciał lub środowisk stało się niezbędne, odkąd zauwa

(3) S.E.M. =

a a

ip == const., wzdlędnie ==f const.
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żono konkretnie wpływ, częstokroć bardzo znaczny, środowiska na 
działania elektryczne i magnetyczne między bryłami w niem zanu- 
rzonemi, bryłami, które pozornie tylko działają „na odległość“ i — 
jak dawniej sądzono — niezależnie od natury 'fizycznej środowiska, 
które jednak w istocie posługują się jego pośrednictwem. Tak np. 
pojemność kondensatora elektrycznego staje się przeszło dwa razy 
większa, skoro między jego okładkami znajduje się benzol zamiast 
powietrza, a wzrost ten pojemności osiąga wartość 5— 7 dla roz
maitych gatunków szkła, około 18 dla alkoholu, a nawet 80 dla 
czystej wody, caeteris paribus: energia elektryczna (pojęcie to po
znamy bliżej w ciągu dalszym) nagromadzona między okładkami 
kondensatora wzrasta również w tychże stosunkach dla wymienio
nych substancyj, przy jednem i tem samem natężeniu siły elektry
cznej. Podobne* też uwagi stosują się do zjawisk magnetycznych,
o czem niejednokrotnie będziemy mieli sposobność mówić.

§ 5. Wyobraźmy sobie część pola elektrostatycznego rozta
czającą się w próżni; wprowadźmy do danej jego dziedziny bryłę 
B  dowolnej substancyi (np. szkła), a mianowicie taką, która pier
wotnie nie była otoczona własnem polem elektryeznem, czyli— jak 
się mówi — bryłę pierwotnie nienaelelctryzoiuaną. Wówczas, ba
dając linie siły przed i po wprowadzeniu ciała B, t.j. po nastąpieniu 
nowego stanu równowagi, zobaczymy, że będą ono w ogóle odkształ
cone i przesunięto; innemi słowy: ciało B  spowoduje zaburzenie lub 
odkształcenie danego poła. Zmieni się w ogóle nietylko kierunek, 
lecz i natężenie wektora E. szczególniej w punktach blis
kich bryły B. Linie siły elektrycznej przenikną też w ogóle do 
wnętrza tej bryły.

Przypomnijmy sobie tu określenie siły elektrycznej. Przede- 
Wszystkiem, gdy chodzi o pole elektryczne w próżni, nazywamy 
kierunkiem i natężeniem siły elektrycznej E kierunek i natężenie 
sity mechanicznej F (po wyrugowaniu siły ciężkości i t. d.) działa
jącej na małą bryłkę, np. na małą kulkę, naelektryzowaną w pe
wien sposób *), obraną jako wzorzec i wprowadzoną do danego 
miejsca pola.

Gdybyśmy zamiast tej bryły wzorcowej a użyli dla zbadania 
pola innej bryłki naelektryzowanej a', otrzymalibyśmy kierunki te 
same lecz natężenia siły E różne od poprzednich, a to w każdym 
punkcie; wszystkie te natężenia byłyby atoli proporcyonalne do 
pierwotnych. (Można to uważać jako fakt doświadczalny.) Wynika

*) t. j. otoczoną liniami clektrycznemi wówczas nawet gdy znajduje 
się w dziedzinie odległej, w której siły rozważanego pola stają się już 
niedostrzegalne. Jako wzorzec można obrać np. jednę z dwóch kulek me
talowych, naelektryzowanyeh podczas gdy znajdowały się w zetknięciu ze 
sobą, a które następnie, w pewnoj od siebie odległości, np. 1 cni., odpy
chają się wzajemnie z pewną sitą, równą np. jednej dynie.

Elektryczność i Magnetyzm. 7
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stąd. żo posługując się jakąkolwiek bryłką a', możemy wyrazić siłę 
elektryczną E jako iloczyn dwóch czynników: E =  m F, z których 
pierwszy (m) jest wielkością skalarną i charakteryzuje bryłkę «' 
w porównaniu z bryłką wzorcową a, drugi zaś (F) jest wektorem
i odpowiada różnym kierunkom i natężeniom panującym w różnych 
punktach pola, czyli charakteryzuje samo to pole. Wielkość licze
bną m możemy obrać dowolnie, kładąc ją  np. równą jedności dla 
pewnej bryłki obranej konweneyonalnie; wówczas będzie poprostu 
E =  F.

Analogicznie określamy siłę magnetyczną M, obierając jako 
ciało wzorcowe daną igiełkę magnetyczną, która posiada np. kształt 
walca o przekroju kołowym bardzo małym w porównaniu z jogo 
długością; kierunek (sn) igły, której środek znajduje się w danym 
punkcie pola. daje nam kierunek siły magnetycznej, zaś wielkość 
każdej z dwóch sił mechanicznych, które możemy uważać jako 
przyczepione do końców (biegunów) igły i które tworzą „parę sil“, 
daje nam natężenie siły Wl w tym punkcie pola.

Oto są określenia wektorów E i M w próżni luli np. (w przy
bliżeniu) w powietrzu.

Gdy natomiast chodzi o substaneye dostrzegalnie różne od 
tych środowisk, a więc np. o szkło — dla E. lub żelazo — dla M, 
określenia te można sformułować w sposób następujący.

Wyobraźmy sobie, że w danem miejscu rozważaej bryły B 
wydrążono mały kanał, usuwając zeń substaneyę B i pozostawiając 
„próżnię“, i że do kanału tego wprowadzono ciało wzorcowo u, ele
ktryczne. względnie magnetyczne. Wówczas siły E. względnie M, 
tak otrzymane i mierzone przez odpowiednie siły mechaniczne F, 
które działają na a, będą w ogóle zależały nietylko od położenia, 
lecz również od wielkości, kształtu i oryentacyi kanału wydrążone
go, a oprócz tego od natury samej substancyi B, która go otacza. 
Jeżeli jednak kanał ten posiada kształt podłużny, np. cylindryczny,
i jeżeli długość jego jest bardzo wielka w porównaniu z wymiara
mi przekroju poprzecznego, i jeżeli oś tego kanału jest równoległa 
do F (a można wyobrazić sobie, że kierunek ten udało nam się 
znaleść po całym szeregu prób), wówczas wartości F tak otrzyma
ne, a więc E, względnie M, nie zależą ani od kształtu przekroju 
kanału, ani też od substancyi samego ciała B; otóż, tak określono
i znaleziono wektory E, M nazywają się sitami: elalctryczną, wzglę
dnie magnetyczną, w tem miejscu bryły B, w którem wydrążono 
kanał. W tem też znaczeniu słowa mówiliśmy o liniach siły prze
biegających w tej bryle.

Wróćmy teraz do rozważania bryły B  wprowadzonej do dane
go pola — , powiedzmy A, — które rozciąga się w próżni. Śle
dząc za liniami siły, zobaczylibyśmy przedowszystkiem. że w ogóle
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przenikają one do wnętrza B  *); zauważylibyśmy następnie, że 
w ogóle siły E, M zmieniają przy przejściu przez powierzchnię 
graniczną ciała B  w sposób nieciągła zarówno swe natężenie jak
i kierunek, czyli zatamują się. Pamiętajmy, że. gdy chodzi o pole 
elektryczno, bryła B ma być pierwotnie nienaelektryzowana, gdy 
zaś chodzi o pole magnetyczne — „nienamagnesowana", t. j. nie 
posiadać własnego pola magnetycznego. Wówczas, na podstawie 
doświadczenia, możemy powiedzieć, że

1-o składowe styczne do powierzchni ciała B pozostają 
ciągle przy przejściu przez tę powierzchnię,

2-o składowe zaś normalne sił E, względnie fil, są 
w ogóle nieciągłe, t. j. doznają skoku przy przej
ściu przez tę powierzchnię.

Niechaj E0 i E. względnie M0 i M będą sity el. i mgnt. 
w próżni i wewnątrz ciała B, w dwóch punktach nieskończenie bli
skich po jednej i drugiej stronie jego powierzchni; oznaczmy przez 
v normalną jednostkową do tej powierzchni, przez 0 zaś wektor 
jednostkowy w kierunku spólnej składowej stycznej (dla E, wzglę
dnie dla M). Powyższo dwie własności możemy wówczas napisać 
krótko:

^  f E0 =  Eo0, względnie M 0.= Mo0

( Ev 4= E0v, względnie Mv =4= M0v.

Określenie. Stosunek

(5) E0v: Ev =  K

nazywamy spółczynnikiem dielektrycznym, zaś stosunek

(6) Mav: Mv =  p.

przenikliwością magnetyczną (permeability) jwenaelektryzowanej, 
względnie «¿¿namagnesowanej bryły B  względem próżni.

Mamy tu na myśli bryłę izotropową i jednorodną; inaczej bo
wiem wartość powyższych stosunków byłaby różną dla różnych 
punktów i dla różnych kierunków.

Z tego, cośmy wyżej powiedzieli, t. j. z pierwszych dwóch
równań (4), i z określenia K. wynikają dla załamania linij siły 
następujące prawa:

*) O pewnych ciałach, w których — przynajmniej w stanie równo
wagi —; nieina śladu siły elektrycznej, czyli o tak zwanych „przewodni
kach“, W dalszym ciągu będzie mowa.
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(7)

gdzie a0 jest kątem „padania“, a zaś kątem „załamania“; E. E0, v, 
względnie leżą w jednej płaszczyznie; patrz Fig. 32.

Zgodnie z wzorami (7) nie zachodzi tu nigdy nic podobnego 
do zupełnego odbicia optycznego, ani dla linij 
elektrycznych, ani też magnetycznych, o ile ani 
x  ani [j, nie posiadają warstoŚci o o  lub 0 .

odpowiadałoby K  =  o, względnie ¡i =  o.
Przypuśćmy, że zbadano dwa różne ciała 1 i 2, zanurzając je 

kolejno w danem polu siły rozciągającem się w próżni, i że tym 
sposobem znaleziono dla ich spółczynników wartości K v K.,, wzglę
dnie |Ł,, |i2. Otóż, gdybyśmy dwa te ciała wprowadzili w zetknię
cie ze sobą i zbadali przebieg linij siły przy powierzchni granicz
nej między 1 a 2, otrzymalibyśmy jako prawa załamania:

(8) tga,: tga2 =  K,: K,, względnie tga,: tga2 =  u ,: ¡i2.

Stosunki te nazywają się: spółczynnikiem dielektrycznym i przeni
kliwością magnetyczną ciała 1 względem ciała 2, i jako takie są 
spółczynnikami „właściwemi“ (jak np. „ciężar właściwy"). Mówiąc 
krótko o spółczynnikach K. jj,, rozumie się konwencyonalnie ich 
wartości wzięte względem próżni lub — w przybliżeniu — wzglę
dem powietrza, którym przypisuje się wówczas spólczynniki K=\,

Z tego, cośmy powiedzieli, wynika bezpośrednio, że załamanie 
linij siły będzie tern znaczniejsze, im bardziej różnym od jedności 
jest stosunek spółczynników stykających się środowisk; w szczegól
nym zaś wypadku, gdy chodzi o bryłę (B) wprowadzoną do danego 
pola rozciągającego się w środowisku O, odkształcenie pola spowo
dowane przez wprowadzenie tej bryły będzie, caeteris paribus, tern 
większe, im bardziej spółezynnik (K  łub fi) bryły B  różni się od 
spólczynnika (K0, względnie [i0) środowiska O.

Zauważmy już teraz, krótko przynajmniej, że K  posiada war
tości bardzo różne dla rozmaitych i to dla bardzo wielu sub- 
staneyj, podczas gdy u. jest prawie dla wszystkich znanych ciał 
nieznacznie tylko różne od 1 i osiąga wartości wielkie, i to bar
dzo wielkie, jedynie tylko dla kilku ciał, jak stal i żelazo; dla że-

Istotnie, kątowi a —  odpowiadałoby K  —
Cj

(Fig: 32).
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łaza np. (przy uiniajkowanem natężeniu sity magnetycznej) jest 
ij, =  400. Przenikliwość ¡j. jest zresztą w ogóle funkcyą natężenia 
siły M, i tylko w pewnych granicach, dla sil dosyć słabych, można 
ją  uważać jako stałą, podczas gdy spółczynnik K  możemy uważać 
jako niezależny od E nawet w granicach bardzo obszernych. Dalej, 
z doświadczonia znane nam są ciała zarówno o przenikliwości 
[C>1, t. zw. paramagnetyczne, jakoteż posiadające ¡¿<1, zwane 
diamagnetycznemi, podczas gdy K  jest dla wszystkich ciał dotych
czas poznanych albo większym, albo dostrzegalnie równym, lecz n i
gdy mniejszym od jedności, t. j. nigdy mniejszym, niż dla próżni. 
Lecz zarówno Iv jak i ¡j. są zawsze dodatnie, nigdy zaś ujemne, 
innomi słowy: składowa normalna Ev lub Mv może zmieniać swe 
natężenie w słabszym lub silniejszym stopniu, lecz nigdy nie od- 
wraea swego kierunku u powierzchni granicznej ciała nienaelektry- 
zowanogo, względnie n ie n am a gnes o w a nego, a zanurzonego w polu 
jakiemkolwiek.

Dotychczas mówiliśmy o ciałach izotropowych i jednorodnych 
pod względem elektrycznym lub magnetycznym.

Jeżeli wartość K, lub [j. są różne w różnych punktach ciała, 
nazywamy ciało to elektrycznie — 1 ul> magnetycznie niejedno- 
rodnem.

Jeżeli wartości K  lub ij. zależy od kierunku siły E. względnie 
M. ciało nazywa się anizotropowem lub krystalicznem. pod wzglę
dem elektrycznym lub magnetycznym. Ciała takie są scharaktery
zowane w ogóle przez trzy różne wartości głóime K v Kv K v 
względnie ¡j,r [j.2, ¡j,3, które odpowiadają trzem kierunkom wzaje
mnie prostopadłym, t. zw. kierunkom głównym czyli osiom elektry
cznym względnie magnetycznym. W dalszym ciągu zobaczymy, ja
ki zachodzi stosunek między temi osiami a osiami optycznemi 
kryształu,

§ 6. Możemy teraz wygłosić następujące
Określenie. Dla środowiska izotropowego nazywam polaryza- 

cyą elektryczną, względnie magnetyczną, w punkcie, w którym pa
nują siły E, M. iloczyny

(9) D =  A'E. względnie B =  ¡j-M '*).

Jeżeli chodzi natomiast o ciało krystaliczne, natenczas — obierając 
jego trzy osie główne jako osie normalne jednostkowe i, j, k i ozna
czając odpowiednie składowe sił przez E\ i t. d.—2|tzywampólaiij- 
zacyą cl„ względnie mgnt., wektory

*) Wektor [) (lub _ —  0) nazywa się też często przesunięciem ele-

ktrycznem (electric diuplacement, według Maxiuella), zaś B — indukcyą 
w danym punkcie.
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(10)
D =  i.KjEj -j- j.K2E2 -(- k.K3E3,

| względnie B =  i.^M , -f- -j- k.{J.3M3.

Możemy zresztą i w wypadku ciała krystalicznego napisać

rozumiejąc atoli przez „K“ lub „¡j.” nie zwykłe, skalarne spólczyn
niki lecz operatory wektorowe liniowe (patrz Wstęp). Obiecując 
sobie wrócić jeszcze do tego przedmiotu, zaznaczę tu krótko tylko, 
żc obadwa te operatory są symetryczne, w znaczeniu słowa obja- 
śnionem we Wstępie, tak iż obierając zamiast osi kryształu dowol
ne osie spólrzędnych x, y, z i pisząc —  KuEj -j- ^ 12 ^ 2  4“ Kts®»»- 
Z)2 =  K21Ej -f K,,E2 -j- KjjEj, i t. d., mielibyśmy I\12 =  K21. i t. d.,
i podobnie jj.13 =  p.sl, i tak dalej.

Kierunek i natężenie polaryzaeyi są w ogóle różne od kie
runku i natężenia odpowiedniej siły; kierunki E i D, względnie M
i B, zlewają się ze sobą jedynie wzdłuż osi głównych kryształu, 
elektrycznych względnie magnetycznych (a pierwsze mogą oczywi
ście być różne od drugich; zestawiamy tu wszędzie E i M li tylko 
dla tego, aby uniknąć niepotrzebnych powtórzeń; o związku fizycz
nym zjawisk jednego i drugiego rodzaju dotychczas nie mówimy 
ani też nie myślimy).

Jedynie w ciele lub środowisku izotropowem, a taką jest też 
„próżnia“, polaryzacya ma wszędzie ten sam kierunek co odpowie
dnia siła, tylko natężenia ich są różne, o ile mianowicie Jl =)= 1, 
względnie =4= 1-

Ponieważ D- B są wektorami, możemy też skonstruować linie
i  rurki polaryzacyi elektrycznej łub magnetycznej. Zastosujemy 
teraz pojęcie całki powierzchniowej do każdego z tych wektorów.

Określenie. Dla ciała lub środowiska dowolnego, t. j- jedno
rodnego lub niejednorodnego, izotropowego lub krystalicznego, na
zywam całki powierzchniowe

indukcyą elektryczną, względnie indukcyą magnetyczną przez po
wierzchnię n.

Ponieważ dla „próżni“ jest K =  1, ¡a =  1, przeto określenie 
dane na początku § 4 jest tylko przypadkiem szczególnym niniej
szego określenia ogólnego.

Określone tu indukeye są oczywiście identyczne z liczbami 
rurek jednostkowych polaryzacyi (D lub B) przeszywających daną 
powierzchnię a.

Do jednej lub drugiej indukcyi możemy zastosować bezpośre
dnio wszystko to. cośmy powiedzieli we Wstępie o całce powierz
chniowej dowolnego wektora R.

(lOa) D =  7vE, B =  aM.
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Powierzchnia a może, w myśl powyższego określenia, być 
zamkniętą lub ograniczoną.

W szczególności, gdy chodzi o powierzchnię 'j zamkniętą, 
ograniczającą zupełnie pewną część pola t. w której D lub B są 
ciągle, mamy [porówn. Wstęp, wzór (66)]:

(11) I Dv.do =  j  div D.dt, względnie j Bv.do == j div B.dt,

gdzie v jest normalną zewnętrzną, zawsze jednostkową.
Jeżeli zaś w dziedzinie t znajdują się powierzchnie (o;) nie

ciągłości, mamy [według (67). Wstęp]:

zastępując D przez B, otrzymamy odpowiedni wzór dla indukcyi 
magnetycznej.

Określenie. Wielkość (iwD-dr lub (D'—D)v; da;, t. j. liczbę 
rurek jednostkowych polaryzacyi elektrycznej wychodzących z ele
mentu objętości dt, względnie z elementu powierzchni do;, nazywa
my ładunkiem lub elektrycznością prawdziwą *) zawartą w dr lub 
na da;. Analogiczną wielkość div B.dr lub (B' — B)Vjda; nazy
wamy magnetyzmem prawdziwym.

Elementy dr, da;, w których div D 4= o lub (D'—D)v; 4 1 o, 
względnie div B 4= o lub (8' — B)y» 4= o, możemy nazwać źródła
mi rurek polaryzacyjnych elektrycznych, względnie magnetycznych.

Gęstość (przestrzenna) elektryczności będzie

dla magnetyzmu otrzymamy analogiczne wyrazy divB, (B'—B)v;, 
dla których jednak nie wprowadzę żadnych specyalnych symbolów, 
albowiem nie będą nam one potrzebne. Z góry już bowiem pragnę 
zaznaczyć, że magnetyzm prawdziwy, o ile sądzić można z ogółu 
dotychczasowych doświadczeń, nigdzie i nigdy nie istnieje; innemi 
słowy: polaryzaeya magnetyczna B posiada wszędzie i zawsze roz
mieszczenie czysto solenoidalne.

Posługując się powyższem określeniem, możemy zamiast (lla )

(lla) I Dv.dc =  I div D.di 4" "V j (D'—D)vjdai;

p — div D,

(12a) ■q =  (D'— D)vi;

*) Dla odróżnienia od „pozornej“, której określenie podamy nieba
wem. Mówiąc krótko o „elektryczności“, będę rozumiał — „prawdziwą“.
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powiedzieć, że indulccya elektryczna zewnętrzna przez powierzchnię 
zamkniętą o równa się sumie algebraicznej wszystkich ładunków 
elektrycznych zawartych w przestrzeni z ogranicznĆj przez n.

Zauważmy, że nie jest to dla nas żadnem twierdzeniom 
fizyeznem lecz poprostu innem tylko wysłowieniem przekształcenia 
czysto matematycznego (lla l, które zachodzi dla dowolnego 
wektora.

To samo moglibyśmy powiedzieć o indukcyi magnetycznej 
przez a i o stosunku jej do zawartych w z „mągnetyzniów“; było
by to jednak zupełnie zbyteczne, albowiem wszystkie te magnetyz- 
my znikają: div B =  o i składowa normalna jest wszędzie ciągła.

Dla wektora B wystarcza więc, jeżeli powiemy, że indulccya 
magnetyczna dla każdej powierzchni zamkniętej .jest zerem:

Do punktu togo wrócimy jeszcze zresztą kilkakrotnie.
Usprawiedliwienie zaś nazwy „elektryczność“ („prawdziwa“), 

z którem czytelnik wiąże już pewne skądinąd nabyte pojęcia, otrzy
mamy stopniowo, w miarę rozwijania się naszych wywodów. 
W tom miejscu zauważę tylko, że — według powyższego określe
nia — „elektryczność“ posiada dla nas w najlepszym razie taki 
sam stopień realności, jak rurki polaryzacji, ale w każdym razie 
nie większy.

Dla naszej bryły B  pierwotnie „nienaelektryzowanej“ otrzy
malibyśmy. według określenia spółczynnika dielektrycznego i ozna
czając przez K,K' spółczynniki tej bryły i środowiska:

t. j. według określenia ładunku elektrycznego powierzchniowego:

Bryła więc ta. a raczej jej powierzchnia, będzie pozbawiona ładun
ku prawdziwego, czyli nienaelektryzowana we właśeiwem znaczeniu 
słowa.

Podobnie też znajdziemy dla bryły takiej, która pierwotnie nie 
posiadała własnych rurek polaryzacyi. dla wszystkich jej punktów 
wewnętrznych; div D =  o, chociaż po wprowadzeniu jej do danego 
pola elektrycznego (jak wyżej) dla punktów jej wewnętrznych bę
dzie wogóle D =4= o.

Wprowadzając więc do dziedziny ■: dowolną bryłę, o jakim
kolwiek spółczynniku dielektrycznym, byle tylko pierwotnie niena-

(13)

Ev:E'v =  K':K, t. j. KE.v —K'E'v =  o, 

czyli według określenia polaryzacyi:

Dv — D'v =  o lnb też (0' — D)v == o.

o.
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elektryzowaną, nie zmieniamy przez to wartości całkoioitej indukcyi 
elektrycznej przez powierzchnię a ograniczająca tę dziedzinę t, 
aczkolwiek rozmieszczenie rurek polaryzacji może dzięki temu 
uledz znacznjTłi zmianom.

Co do powierzchni nieciągłości .składowej normalnej polaryza
cji, t. j. Dv (a jak wyżej pisaliśmy Dv, dla pow. aj), możemy na 
podstawie doświadczenia powiedzieć, że nie istnieją one wewnątrz 
ciał jednorodnych, ani też np. w próżni, lecz tylko na granicy 
dwóch stykających się ze sobą ciał o różnych własnościach fizycz
nych, i to różnych nietylko pod względem elektrycznym, —że więc 
ładunki powierzchniowe na takich tylko istnieją powierzchniach.

Toż samo stosuje się prawdopodobnie do cliv D =  p, t. j. p by
wa różne od zera tylko wewnątrz ciał niejednorodnych.

Ładunki powierzchniowe można zresztą uważać zawsze jako 
wypadek graniczny bardzo cienkich warstw elektryczności rozmie
szczonej przestrzennie. Skorzystamy z tej uwagi i rozwiniemy ją 
dokładniej przy wyprowadzaniu warunków granicznych z ogólnych 
równań różniczkowych pola elektromagnetycznego (porówn. Roz
dział II).

Zestawiając to. cośmy zaznaczyli tymczasowo o rurkach pola
ryzacji jednego i drugiego rodzaju, możemy powiedzieć krótko, żo 
rurki polaryzacyi magnetycznej są zawsze solenoidalne, czyli two
rzą pierścienie zamknięte lub biegną obustronnie w nieskończoność, 
czyli wreszcie: nie mają nigdzie ani początku ani końca, podczas 
gdy rurki polaryzacyi elektrycznej zaczynają lub kończą się wogóle 
w pewnych dziedzinach, — możemy dodać: w dziedzinach niejedno
rodności fizycznej.

Tak np. na granicy powietrza i szklą potartego jedwabiem 
pewna liczba rurek polaryzacji elektrycznej bierze swój początek, 
zaś np. na powierzchni żywicy potartej futrem lisiem pewna liczba 
takich rurek kończy się. Przy wszystkich takich procesach elektry- 

zacyi powstają zresztą jednakowe ilości ładunku dodatniego i uje
mnego, t. j. tyleż początków iio końców rurek polaryzacyjnych je
dnostkowych. Stąd wynika np., że podczas odbywania się takiego 
procesu wewnątrz pewnej dziedziny (i) nie zmienia się indukcyą 
całkowita przez ograniczającą ją  powierzchnię (a).

AV dalszym ciągu dopiero zobaczymy, jakie są warunki zmian 
lub trwania ładunku elektrycznego w danym elemencie przestrzeni 
lut) w danej cząstce ciała materyalnego. Obecnie chodziło mi głó
wnie o objaśnienie wyrazów, któremi w dalszyćh rozważaniach wy
padnie nam się posługiwać,

§ 7. Podstawiając, w powyższych określeniach, siły E, M za
miast polaryzaeyj D. B, otrzymamy określenie elektryczności pozor
nej, względnie magnetyzmu pozornego *), rozmieszczonych prze

*) zwanych również swobodnemu
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strzennie lub powierzchniowo. Innemi słowy: nazywamy ładunkiem 
pozornym liczb«; rurek jednostkowych siły wychodzących z danego 
elementu objętości lub powierzchni.

Dla gęstości przestrzennej ładunku pozornego elektrycznego 
otrzymamy więc

Podobnie toż otrzymamy dla magnetyzmu pozornego gęstość prze
strzenną

gdzie v jest normalną do odpowiedniej powierzchni granicznej.
Wracając do elektryczności prawdziwej [wzory (12) i (12a)]

i przypominając sobie, że D — KE. mamy dla ciała izotropowego, 
lecz niejednorodnego:

zamiast (12a) możemy napisać, według (14a), dla granicy dwóch 
różnych ciał:

Jeżeli więc ładunki prawdziwe znikają, t. j. p =  o, rj =  o, 
mamy pomimo to pewne ładunki pozorne, o gęstościach:

Widzimy stąd, że (skoro tylko E  -1= o, względnie Ev 4= o) ładunki 
pozorne znikają wraz z ładunkami prawdziwemi wówczas i tylko 
wówczas, gdy ciało jest elektrycznie jednorodne, względnie gdy 
spółczynniki stykających się ciał są równe, t. j. K ' —K.

Jeżeli więc wprowadzimy np. bryłę szkła, pierwotnie nienae- 
lektryzowaną. do pola elektrycznego w powietrzu, natenczas na pó-

(14) p' — div E.

zaś dla gęstości powierzchniowej

(14a) 7]' == (E' — E)v.

C' =  (M' — M)»,

e' =  div M

K.div E +  (EV)K 

[patrz Wstęp, (105)]. a więc według (14):

(16) p —  Kp' (EV)K;

(16a) ■q =  (K'E' — KE)v =  KV -f- (K' — K)Ev.

(17) p' = ---- (EV)K, względnie rj' =  (-ĵ 7---l)Ev.
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wierzchni jej będziemy mieli wogóle pewne rozmieszczenie elek
tryczności pozornej; dla szkła bowiem spółezynnik dielektryczny
jest 5 do 7 razy większy niż dla powietrza.

Odwrotnie też może być p' =  o, r/ =  o, a pomimo to p =4= o, 
■/) =j= o, co czytelnik sam łatwo wyrazić może słowami.

Tylko dla środowiska jednorodnego (izotropowego), a więc też 
dla próżni, rozmieszczeniu solenoidalnemu polaryzacyi towarzyszy 
rozmieszczenie solenoidalne siły elektrycznej.

Dla ciała krystalicznego mamy zresztą w ogóle, pisząc
D -  I Z &  +  ].K2Ą +  k.K,E3:
(18) p =  div D =  K ^ 1 +  K, ^  -f Kj

jeżeli zaś ciało to jest jednorodne:

nn\ ^Bi i tr dE2 .(19) p =  +

Dla. magnetyzmu pozornego otrzymamy (uwzględniając, że 
magnetyzm prawdziwy znika wszędzie) wzory analogiczne do (17), 
t. j. dla gęstości przestrzennej s' i powierzchniowej C':

(20) E' =  — J- (M v )t i, C'=  (-£-— l)Mv.

W ciele więc jednorodnem i izotropowem będzie nietylko div B
- o, ale też =' =  div M =o , na granicy zaś dwóch ciał o jedna
kowej przenikliwości magnetycznej będzie nietylko (B' — B)v =  o, 
lecz również £' =  (NT — M)v =  o.

W dalszym dopiero ciągu zobaczymy, jakie jest znaczenie 
formalne tych „pozornych“ (a także „prawdziwych”) ładunków ele
ktrycznych i pozornych magnetyzmów, szczególniej dla pól statycz
nych. Wówczas też zrozumiemy, dlaczego posiadały one w da
wniejszych teoryach pierwszorzędne niemal znaczenie.

§ 8. Jak wiadomo, istnieją liczne ciała, jak np. wszystkie 
metale, nieprzenikliwe dla linij siły elektrycznej w stanie równo
wagi. Innemi słowy: jeżeli jedno z takich ciał wprowadzimy do 
dowolnego pola elektrostatycznego, natenczas pole to odkształci się
i przejdzie — po nadzwyczaj już krótkim przeciągu czasu — do 
nowego stanu równowagi, w którym cała przestrzeń wewnętrzna 
ograniczona zewnętrzną powierzchnią wprowadzonej bryły (t. j. nie
tylko jej substaneya ale i ewentualne wydrążenia) jest wolna od 
wszelkiego śladu siły elektrycznej, sama zaś ta powierzchnia staje 
się siedliskiem początków i (tylni) końców pewnej liczby rurek elek
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trycznych tworzących ]>ole zewnętrzne. W dalszym ciągu zoba
czymy, że linie siły elektrycznej urywają się na ciałach takich nor
malnie do ich powierzchni, a to od chwili, w której pole przybiera 
nowy stan równowagi. Ciała w taki zachowujące się sposób 
ochrzczono niezbyt trafną (jak zobaczymy) obraną nazwą „kondu
ktorów“ czyli „przewodników“ elektrycznych.

Przez nazwę tę chciano wyrazić, że ciała takie „przewodzą“ 
to, co się nazywa „elektrycznością“, którą wyobrażano sobie jako 
pewnego rodzaju płyn nieważki, a której ruch miał stanowić t. zw. 
„prąd elektryczny przewodzony“; mówiono, że „przewodniki“ są cia
łami stawiającemi tomu „prądowi“ pewien „opór“ względnie mały, 
podczas gdy np. szkło, gutaperka i t. p. ciała, od czasu Faraday’a 
nazywające się dielektrykami a powszechniej i dawniej jeszcze izo
latorami, miały prądowi tomu stawiać opór olbrzymi. Nie brakło 
po temu oczywiście głębokich powodów związanych ściśle z fakty
cznym porządkiem historycznym odkryć poczynionych w dziedzinie 
zjawisk elektrycznych. Niestety, nie możemy zająć się tu przed
miotem tym, którego omówienie wymagałoby niepomiernie długich 
dygresyj.

Dla nas. aż dotąd, „elektryczność“ nie jest niezem innem, jak 
rozbieżnością pewnego wektora D (pomnożoną przez objętość) lub 
skokiem tegoż wektora (pomnożonym przez powierzchnię) na 
granicy dwóch różnych dielektryków; zaś „przewodniki" są dla nas, 
według powyższego określenia, ciałami pozbawionemi linij elektry
cznych, a więc też ładunków wewnętrznych, przynajmniej w polu 
statycznem. (Będę się czasami powoływał na to krótko jako na 
określenie statyczne przewodników elektrycznych.) Nie wolno więc 
nam, tymczasem przynajmniej, mówić ani o elektryczności w prze
wodniku, ani o jej ruchu lub „przepływaniu“ przez wnętrze takie
go ciała. Możemy jednak zachować nazwę „przewodnik“, powsze
chnie przyjętą, pod warunkiem atoli, że będziemy rozumieli przez 
nią (aż do ewentualnych dalszych objaśnień) li tylko to, cośmy wy
raźnie w nią włożyli przez nasze określenie statyczne. Do kwo- 
styi tej wrócimy przy omawianiu ilościowem zmian czasowych pola 
elektrycznego, w związku z polem magnetycznem.

Na powierzchni przewodnika, np. bryłki miedzi lub innego 
metalu, wprowadzonego do pola elektrycznego, mamy więc po je
dnej stronie, w środowisku dielektrycznem. pewną składową Ev 
siły elektrycznej w ogóle różną od zora, po drugiej zaś stronie 
E '=  o, a więc też E'v =  o. Składowa Ev siły elektrycznej, a więc 
też i polaryzacji, podlega więc w każdym razie nieciągłości na po
wierzchni przewodnika.

Mamy więc dla gęstości powierzchniowej ładunku prawdziwe
go. według (12a):

(21) =  Dv,
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ładunku zaś pozornego:

(22) Yj' =  Ev,

gdzie v jest. normalną zewnętrzną do powierzchni przewodnika.
Gęstości przestrzenne wewnątrz przewodnika znikają oczywi

ście. t. j. div D' =  o, div E' =  o, w stanic równowagi. Według 
określenia statycznego nie wolno nam zresztą mówić ani o spółczyn- 
niku dielektrycznym*) przewodnika, ani też więc o polaryzacji w je
go wnętrzu.

Wiadomo zresztą, z doświadczeń najelementarniejszjrch, że 
suma algebraiczna ładunków na powierzchni przewodnika pierwo
tnie nienaelektryzowancgo, i wprowadzonego do dowolnego pola, 
rómia się zeru, t. j. że ładunek jego całkowity nie podlega przez 
to wprowadzenie żadnej zmianie; zaehodzi to zresztą ogólnie, t. j. 
nawet wówczas, gdy ładunek pierwotny przewodnika był różnym od 
zera.

Zauważmy wreszcie, żc — o ile sądzić można ze wszystkich 
dotychczasowych doświadczeń — „przewodniki“ magnetyczne nie 
istnieją. Ten brak analogii magnetycznej przewodnika elektrycz
nego stanowi jednę z najbardziej charakterystjTcznych różnic mię
dzy zjawiskami jednego i drugiego rodzaju. Okoliczność ta jest 
zresztą zawarta w powyżej podanem twierdzeniu ogólnem o sole- 
noidcdności polaryzacji magnetycznej; istotnie, gdyby istniały prze
wodniki magnetyczne, powierzchnie ich byłyby siedliskiem począt
ków lub końców rurek polaryzacji magnetycznej, wbrew temu 
twierdzeniu.

Przedmiot ten rozważymy później z innych jeszcze punktów 
widzenia.

§ 9. Dla wyrażenia spólzależności zjawisk elektrycznych
i magnetycznych za pomocą równań różniczkowych —, które po
znamy w następnym rozdziało, — potrzebne nam będą, oprócz po
wyższych, dwa inne jeszcze pojęcia zasadnicze, a mianowicie prą
du elektrycznego i prądu magnetycznego.

Określenie. Prądem elektrycznym, względnie magnetycznym, 
przez powierzchnię a pomyślaną w przestrzeni lub położoną przez 
zawsze to same cząstki poruszającego się ciała albo środowiska di
elektrycznego. które jest doskonałym izolatorem, nazywam zmianę 
indukcyi elektrycznej, względnie magnetycznej przez tę powierz
chnię, obliczoną na jednostkę czasu, czyli krócej; prędkość zmiany

jednej lub drugiej indukcyi, t. j. całek j Dvda. j Bvdo.

Uwaga. Zawarte w spólnem określeniu tom pojęcie prądu 
magnetycznego pozostanie też bez wszelkiej zmiany dla ciał nieizo-

*) chyba źe zgodzilibyśmy się przypisać mu wartość ’po.
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łających czyli „przewodzących elektrycznie“, podczas gdy pojęcie 
prądu elektrycznego wymaga dla ciał takich pewnego jeszcze uzu
pełnienia, które wprowadzimy w następnym paragrafie.

Rozważmy przedewszystkiem powierzchnię nieruchomą; niechaj

do będzie jej elementem; natenczas, oznaczając przez prędkość

zmiany lokalnej, otrzymamy dla prądu przez do:

ÓD , i  ̂ ■ dB ,v —r— do, względnie v — da.
dt ° dt 

czyli na jednostkę powierzchni:

dD . , . dB
v —r—, względnie v —r—. 

ot Ot

Obierając element do. w danem miejscu pola, tak. aby jogo 

normalna v była równoległą do wektora otrzymalibyśmy, cae-

teris paribus, maximum prądu przez do. a mianowicie j-^^j.da,

t.j. na jednostkę powierzchni: | - ^ j. Wektor więc będzie prą

dem wypadkowym na jednostkę powierzchni, co do natężenia i kie
runku. Otóż prąd wypadkowy na jednostkę powierzchni będę kró
tko nazywał prądem, w danem miejscu. Oznaczając tak określony 
prąd elektryczny przez p. zaś magnetyczny przez q, mamy dla pró
żni lub dowolnego izolatora nieruchomego:

aD ÓB<23> P = -ar.’1 = -ar-
Całka powierzchniowa tych wyrazów da nam prąd całkowity przez 
odpowiednią powierzchnię nieruchomą.

Niechaj teraz środowisko dielektryczne będzie ruchome i nie
chaj do będzie elementem powierzchni utworzonym przez indywidu
alnie zawsze te same cząstki środowiska. Prędkość ruchu dowolnej 
cząstki niechaj będzie dana przez wektor v, który wogóle zmie
nia się w sposób ciągły od punktu do punktu, tak iż do porusza się
i odkształca w pewien sposób. Jaki jest wyraz prądu elektrycznego 
przez do w terminach wektorów D i V?

Aby na to odpowiedzieć, uciekniemy się do układu spółrzę- 
dnych prostokątnych nieruchomych x, y, z (t. j. do układu, do któ
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rego odnosimy prędkości ruchu v), od którego jednak uwolnimy się 
w końcu rachunku.

Oznaczmy składowe względom osi x, y. z przez wskaźniki 
1, 2. 3, t, j. napiszmy D =  i/ )x -j- jZ )2 —f— kD z. v =  iv 1+ jv „ - } - k v3’
i weźmy nasamprzód jako „do“ element prostokątny dy.dz, t. j. 
prostokątny w danej chwili t, i w tejże chwili równoległy do pła
szczyzny yz. W chwili tej indukcya elektryczna przez dy.dz jest 
Oczywiście

dy.dz.J5j*

W chwili t-\-dt indukcya przez element złożony zawsze z tych samych 
cząsteczek będzie miała w ogóle wartość odmienną; zmiana indu
kcji zachodzi dzięki trzem okolicznościom:

1) przez zmianę lokalną składowej l ) v
2) „ ruch postępowy elementu powierzchni.
3) „ odkształcenie, dylatacyę i obrót tego elementu.

Zmiana zachodząca dzięki 1) jest poprostu

dDi

"a r

Dzięki samemu przesunięciu postępowemu 2), t. j. \.dt, mielibyśmy 
zmianę indukcyi

dt.dydz.(vV) =  dt.dy.dfs (v, -j-* -f v2 -f- v3 ̂ ) .

Aby obliczyć zmianę indukcyi odpowiadającą obrotowi i od
kształceniu (łącznie z dylatacyą) rozważanego elementu, uwzglę
dnijmy, że (dla środowiska ciągłego, poru
szającego i odkształcającego się w sposób 
ciągły) prostokąt elementarny przekształca się 
wciągu dt na róimioległobolc elementarny, 
wogóle skośny i nierównoległy do swego po
łożenia pierwotnego. Niechaj Obec (Fig. 33) 
będzie naszym elementem w chwili t, zaś 
0'b'e'c' — tymże elementem w chwili t -f- dt.
Obierając O jako początek układu, mamy dla (Fig. 33).
spółrzędnych punktów b, c:

b) o, dy, o
c) o, o, dz,

zaś dla b\ c':

V) dydt, dy -f- dydt, dydt
1 dy dy dy
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spółrzędne te oznaczmy krótko przez b'v b'.,, b'v c'v c'„. c'3; 
wówczas pola rzutów równoległoboka 0'b'e'c' na płaszczyzny yz, 
zx, xxj będą:

podstawiając zaś za b't i t. d. powyższe wartości i zaniedbując 
wyrazy nieskończenie małe rzędu wyższego niż dy.dz.dt, otrzymamy:

Ponieważ indukcya przez element powierzchni 0'b'e'c' jest 
D vdo'x -j- D.,.do'2 -j- D 3.da'v indukcya zaś przez Obec równa się 
Dyif.dz, przeto dla zmiany indukcyi zachodzącej dzięki 3) otrzy
mamy wyraz

Zmianę całkowitą indukcyi możemy uważać jako superpozycyę 
zmian odpowiadających okolicznościom 1), 2), 3); w rzeczywistości 
wszystko to zachodzi równocześnie, lecz kombinując np. 1) z 2). 
lub 2) z 3) i t. d., otrzymalibyśmy tylko wyrazy rzędu wyż
szego niż trzeci.

Owóż biorąc sumę trzech powyższych zmian i dzieląc ją  przez 
di i przez powierzchnię dy.dz. otrzymamy zmianę całkowitą indu
kcyi na jednostkę czasu i na jednostkę powierzchni, t. j. składową 
prądu elektrycznego prostopadłą do yz, czyli równoległą do osi x-ów:

d°'i — (1 +  dy.dz.dt.

B xdc' - ’ ’

czyli — dodając i odejmując
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Rozważając elementy prostokątne równolegle do płaszczyzny 
zx, względnie xy, otrzymalibyśmy analogiczne wyrazy dla składo
wych prądu p.>, p :i równoległych do osi Oy, Oz.

Prąd elektryczny wypadkowy dla izolatora ruchomego możemy 
więc napisać wcktorowo |według wzorów (8) i (88) Wstępu]:

Możemy zresztą napisać dla jakiegokolwiek pola wektorowego 
R, roztaczającegcs się w ruchomem środowisku:

Dla prądu magnetycznego w dowolnem środowisku ruchomem 
otrzymamy wyraz uproszczony:

v.divD =  V.p — prądem konwekcyjnym, — odpowiada on bowiem 
■przenoszeniu się ładunków elektrycznych (prawdziwych) wraz znia- 
teryą; trzecią część prądu, t. j. wektor curl VDv, którego znacze
nie fizyczne poznamy w następnym rozdziale, nazywają niektórzy 
fizycy prądem JRontgena.

Dla jednej i drugiej części prądu magnetycznego nie wpro
wadzimy tu żadnych nazw.

Rozmieszczenie prądu magnetycznego jest zawsze i wszędzie 
solenoidalne, t. j.

(26) div q =  o.

s) Displacement-current, według Maxwella, który nazywa wektor D,

ii raczej.— przy użyciu innych jednostek — ——~ D przesunięciem (displa-
4~

Cement). Porówn. Treatise on Electricity and Magnetism, Tom I, koniec 
Rozdz. 1-go i Rozdz. II., art. 6 8 .

Elektryczność i Magnetyzm. 8

(24) p =  -f- v.div D -j- curl VDv.

prąd (R) =  -f- v.div R -)- curl VRv.

(25) q =  — - -j- curl VBv,
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Istotnie, ponieważ div curl== o, mamy divą =  div =  divB
ot ot

Dla prądu elektrycznego w ruchomym izolatorze mamy, według 
(24) i oznaczając div D, czyli gęstość ładunku prawdziwego przez 
p (jak dotychczas):

diV p =  '"J t"  +  div (pv) ~ ~dt +  [J d iv  v +  (v v ) P’

t. j. [patrz Wstęp, wzór (106)]:

dp
div p =  -f- p.div v,

dt

¡idzie (dla odróżnienia od zmiany lokalnej oznacza zmianę 
ut dt

gęstości ładunku prawdziwego iv elemencie indywidualnym dz izo

o ra 

dv,

łatwa podczas jesro ruchu i odkształcenia, zaś div v = - ^ H — —
dx 1 dy

d7.
wyraża (jak wiadomo) dylatacyę tegoż elementu, na jedno

stkę czasu i na jednostkę objętości; suma więc-— - dt-j-p.div \.dz
dt

wyraża przyrost ładunku elektrycznego zawartego w elemencie d-c 

(na jednostkę czasu), t. j. — (p.d-c); mamy więc

(27) div p . dt =  (p.dr),

wzór nadający się dobrze do interpretacji fizycznej. Skorzystamy 
zeń w dalszym c-iągu. gdy zobaczymy mianowicie, że div p znika 
zawsze i wszędzie na podstawie jednego z (dwojga) równań różni
czkowych zasadniczych zmiennego pola elektromagnetycznego. Inne- 
mi słowy, zobaczymy, że prąd elektryczny staje się solenoidalnym 
na podstawie owego równania, -pomimo że wektor D nie jest sole- 
noidalnym, podczas gdy prąd magnetyczny jest dla nas teraz już 
solenoidalnym, ponieważ założyliśmy (zgodnie z doświadczeniem), żo 
polaryzacya magnetyczna B jest solenoidalną.

§ 10. W poprzednim paragrafie określiliśmy pojęcie prądu 
magnetycznego dla dowolnych ciał, zaś pojęcie prądu elektrycznego 
jedynie tylko dla doskonałych izolatorów. Obecnie uzupełnimy dru
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gie z tych pojęć dla innych cial, t. j. dla t. w . „dobrych lub 
złych przewodników“.

Mówiliśmy już w § 8 krótko o „przewodnikach“, określając 
je atoli w sposób czysto statyczny jako ciała pozbawione wszelkie
go śladu siły elektrycznej. Otóż, gdybyśmy chcieli rozciągnąć sto
sowalność togo określenia pierwotnego nietylko do pól elektrośia- 
tyczńych, lecz do wszelkich innych, a więc też w ogóle zmiennych 
w czasie, natenczas nie moglibyśmy oczywiście stosować do wnętrza 
tak określonych cial ani pojęcia siły lub polaryzacyi, ani też prądu 
elektrycznego.

Musimy więc przedowszystkiem zmodyfikować owo określenie 
statyczne, rozważając sprawę z szerszego nieco punktu widzenia.

Wiadomo z doświadczenia, że w pewnych ciałach, jak gazy 
przy zwykłych warunkach, szkło, gutaperka i t. d., pole elektry
czne (mianowicie irotacyjne) może trwać dowolnie długo, u przy
najmniej bardzo długo, bez żadnych widocznych zmian i bez ża
dnych zzewnątrz doprowadzanych zasiłków energii; ciała takie lub 
środowiska nazywają się powszechnie dobremi izolatorami albo kró
tko izolatorami. W innych zaś ciałach, czyli w tak zwanych złych 
izolatorach, pole elektryczno może trwać niezmiennie li tylko przy 
ustawicznem doprowadzaniu energii z zewnątrz; jeżeli zaś tego nie 
uczynimy, czyli pozostawimy pole samemu sobie, natenczas zacznie 
się ono osłabiać stopniowo i po upływie mniej lub więcej krótkiego 
czasu stanie się zupełnie niedośtrzegalnem; odpowiadająca zaś polu 
temu energia rozprasza się t. j. zamienia się na ciepło. Im prę
dzej odbywa się ten proces, o tem gorszych mówimy izolatorach. 
Posuwając się w kierunku od najlepszych do coraz to gorszych 
izolatorów dochodzimy stopniowo do tak zwanych złych przewodni
ków (jak pary i wodne rostwory *). Otóż wszystkie ciała tego ro
dzaju. dla których zresztą może być mowa jeszcze o spólczynniku 
dielektrycznym K  jako wielkości dającej się zmierzyć, nazywamy 
dielektrykami przewodzącemi lub półprzewodnikami.

Zauważmy, że każde z tych ciał w ostatecznym stanie równo
wagi elektrycznej otoczenia będzie pozbawiono wszelkiego śladu 
siły elektrycznej, a więc będzie zgodne z „przewodnikiem“ naszym 
7, § S-go, określonym statycznie.

Do wnętrza jednak półprzewodników dopiero co określonych 
możemy stosować pojęcie siły i polaryzacyi elektrycznej, zarówno 
jak i prądu elektrycznego, który obecnie właśnie mamy uzupełnić.

Idąc wprawdzie coraz dalej w zaznaczonym kierunku, prze
chodzimy do tak zwanych dobrych przewodników, jak metale, dla

*) Dla których atoli pomijam tu charakter elektrolityczny „przewo
dzenia“.
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wnętrza których nikt nie myśli nawet o skonstatowaniu istnienia 
siły elektrycznej lub o mierzeniu K; lecz ponieważ przejście od je
dnego clo drugiego ogniwa całego tego łańcucha ciał odbywa się 
bądź co bądź bez zasadniczych przeskoków, przeto możemy i dobro 
przewodniki podciągnąć pod tę samą kategoryę ogólną półprzewo
dników.

Możemy zresztą upatrywać granic wszystkich półprzewodni
ków z jednej strony w doskonałym izolatorze, t. j. w ideale, do 
którego np. gazy w zwykłych warunkach zbliżają się już bardzo, 
z drugiej zaś strony w doskonałym przewodniku, t. j. w ciele ide- 
alnem, które w ogóle byłoby njeprzenikliwe dla linij siły elektry
cznej. w polu statycznem lub zmienncm; do ideału tego zbliżają się 
metale przy malejącej temperaturze coraz bardziej. Doskonalą 
„próżnię“ wyobrażają sobie zresztą wszyscy teoretycy jako izolator 
doskonały, t. j. jako środowisko, w którem pole elektryczne mogło
by istnieć dowolnie długo (czyli —  jak się mówi — nieskończenie 
długo) bez żadnej zmiany.

Otóż dla półprzewodników jakichkolwiek nazwiemy prądem 
elektrycznym (całkowitym) wektor „p“ określony w § 9 więcej we
ktor XE. gdzie E jest siłą elektryczną w danym punkcie ciała, zaś 
X pewnym spółczynnikiem przysługującym danemu półprzewo
dnikowi, który (za powszechnym idąc przykładem) nazwiemy spół
czynnikiem przewodnictwa, nie kojarząc jednak z brzmieniem tej 
nazwy żadnych obrazów fizycznych. Według tego określenia napi
szemy więc dla prądu elektrycznego w półprzewodniku nierucho
mym [zamiast (23)1:

(28) ? =  t  +  

zaś w poruszającym się [zamiast (24)1:

(29) p =  +  V.div JJ -|- XE + curl VD v.

Część XE całego prądu nazywa się zwykle prądem przewodzonym 
(conduction-current).

Właściwe znaczenie fizyczne spółezynnika X poznamy w dal
szym dopiero ciągu, gdy już mianowicie wyrazimy za pomocą p 
(i q) zasadnicze prawa pola zmiennego.

Obecnie zaś ograniczymy się tylko do uwagi, że X dla ciał 
' krystalicznych jest liniowym operatorem wektorowym o pewnych 
osiach głównych, zaś dla ciał izotropowych — zwykłym skalarem, 
którego wartość liczebna jest np. dla żelaza 6 razy mniejsza niż 
dla miedzi, dla ołowiu 12 razy, dla rtęci 60, zaś dla różnych ga
tunków gutaperki używanych w telegrafii podmorskiej 1012 razy 
mniejsza niż dla miedzi, dla wszystkich zresztą metali maleje przy
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rosnącej temperaturze. Co do metod mierzenia X, należy wyobra
zić sobie, źe uzasadnienie ich opiera się na pewnych Wnioskach da
jących się wysnuć z ogólnych równań różniczkowych pola, któro 
później dopiero poznamy. Podobne koleje przechodzą zresztą, 
w każdej niemal dziedzinie fizyki i nauk pokrewnych, pojęcia pier
wotnie surowo, że tak powiem — jakościowo, które później dopie
ro nabierają charakteru pojęć ilościowych; a dzieje się to przy po
mocy praw lub prawideł wyrażonych pierwotnie w terminach 
owego właśnie pojęcia surowego.

Lecz przed poznaniem jeszcze owych równań pola zmiennego, 
i nie uciekając się do żadnych zresztą hypotez, możemy przecież 
powiedzieć tu coś jeszcze o spółczynniku X, a raczej o stosunku 
jogo do spółczynnika dielektrycznego K. Możemy mianowicie po
wiedzieć, jakiego rodzaju wielkością fizyczną jest X lub K/X. t. j. 
jakie są jej wymiary, a to na zasadzie samego już sposobu, w ja
ki zestawiliśmy tę wielkość z innemi wielkościami w równaniu (28).

Istotnie, oznaczając wymiary dowolnej wielkości przez f ], 
możemy przedewszystkiom, według (28), napisać:

Według powyższego określenia spółczynnika K. czyli w tak zw. 
układzie miar elektrostatycznym, K  — jako stosunek dwóch sił po 
jednej i drugiej stronie powierzchni granicznej — jest liczbą nie- 
mianoioaną *), tak iż w tymże układzie byłoby lD] =  [KE\ — \E\. 
Dla zachowania jednak możliwej ogólności, t. j. aby nie wykluczyć 
innych układów miar, pozostawmy ten spółczynnik w obecnym 
wzorze, oznaczając jego wymiary wogóle przez [KJ. Otrzymamy 
wówczas [X25) =  [lŁEt—1J. czyli

Stosunek więc spółczynnika dielektrycznego do spółczynnika prze
wodnictwa dla dowolnego ciała jest pewnym czasem.

Jakim mianowicie czasem, togo oczywiście z (28) odczytać 
nie można. Zobaczymy atoli w następnym rozdziale, źe KO, jest 
to czas. w ciągu którego natężenie pola elektrycznego (irotacyjne-

go) w każdym punkcie półprzewodnika spada do— -tej swej war

tości pierwotnej (gdzie e oznacza zasadę logarytmów naturalnych).

(30)

*) Podobnie jak ¡j, według naszego określenia, t. j. w tak zwanym 

układzie magnetycznym miar.
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Stąd widzimy też. że jeżeli nawet K  i X dla danego ciała A 
określono jako „stałe gatunkowe“ (specyficzne), t. j. w porównaniu 
czyli zestawieniu z innem jakiemś ciałem łub środowiskiem A(l, 
obranem konwencyonalnie, — stosunek K[k pomimo to będzie pe
wną „stałą wewnętrzną“ ciała A, t. j. dającą się zmierzyć na sa
mem ciele A, bez porównywania z jakiemkolwiek ciałem wzorco- 
wem J u, i niezależną od wyboru jednostek wielkości elektromagne
tycznych.

We wzorach (28), (29) mamy tedy prąd elektryczny uzupeł
niony już dla pół-przewodników.

Co się tyczy prądu magnetycznego, powiedzieliśmy już w § 9, 
że dane tam określenie nie wymaga żadnego uzupełnienia. Istotnie 
analogia magnetyczna „przewodnictwa“ elektrycznego a więc też 
spółczynnika nie istnieje. Innemi słowy: nie znamy aż dotąd 
z ogółu wszystkich doświadczeń ani jednego ciała lub środowiska, 
w którem pole magnetyczne nie mogłoby istnieć dowolnie długo bez 
rozpraszania i bez wszelkich zewnętrznych zasiłków energii.



ROZDZIAŁ II.

Maxwellowskie równania różniczkowe 

pola elektromagnetycznego.





Rozdział II.
Maxwellowskie równania różniczkowe pola 

elektromagnetycznego.

§ 11. W poprzednim rozdziało podaliśmy szereg określeń 
pewnych pojęć zasadniczych i odpowiednich wielkości, wektorowych 
lub skalarnych, nie wnikając jeszcze w ogólne prawa zjawisk ele
ktromagnetycznych. Istotnie, oprócz nielicznych elementów zaczer
pniętych z doświadczenia, jak np. nieistnienie „przewodników ma
gnetycznych“ i solenoidalność polaryzacyi magnetycznej, Rozdział I 
zawierał właściwie tylko objaśnienie pewnych wyrazów i symbo
lów. któremi wypadnie nam posługiwać się w niniejszej książce. 
Wzory nasze, jak np. (12), (12a), (23), (24) i t. d., nie były więc 
właściwie równaniami czyli związkami o pewnej treści fizycznej, 
lecz zawierały poprostu po prawej stronie objaśnienia symbolów 
( f> . 7 ) ,  p  i t. d.) stojących po lewej stronie.

Obecnie dopiero, z pomocą owych pojęć i symbolów, będziemy 
mogli wyrazić krótko i w kształcie łatwym do spamiętania, pewne 
ogólne związki elektromagnetyczni' i napisać równania posiadające 
zasadnicze znaczenie i treść fizyczną.

Zasadnicze te prawa czyli związki i odpowiednie równania 
będę krótko nazywał Maxwell’owshiemi. aczkolwiek miały one 
(a przynajmniej jedno z nich) w klasycznych dziełach Maxivella *) 
kształt nieco odmienny, a mianowicie wyraz mniej bezpośredni, 
i nie posiadały jeszcze pewnych uzupełnień (szczególniej dla ciał

:s) James Clerk Maxwell: On Faraday’s lines of force (1S55—56), 
On physical lines of force (1861—62), A dynamical theory of the elmgnt- 
Jitld (1865) — przedrukowane w Scientific Papers, t. I. .4 treatise on Ele
ctricity and Magnetism, dwa tomy; Oxford, wyd. pierwsze — ls73, drugie — 
1 SSI, trzecie — 1892.



—  122 —

ruchomych) dodanych później przez Hertza i Heaviside'a **). Ró
wnania różniczkowo, któro mamy tu na myśli, noszą powszechnie 
nazwę równań Hertza — Heaviside’a; zawarte w nich zresztą, ele
menty reformatorskie leżą niewątpliwie w duchu pierwotnej teoryi 
Maxwella.

Nie wnikając zresztą ani w historyę powstania i rozwoju ani 
też w rozliczne próby przedwstępnego „wyprowadzenia“ czyli uza
sadnienia tych równań przez różnych autorów, możemy wyrazić 
treść ich w postaci następujących dwóch praw:

I. Prąd elektryczny przez pomerzchnię a jest propor- 
cyonalny do siły magnetomotorycznej wziętej w kie
runku dodatnim wzdłuż lin ii s ograniczającej tę 
powierzchnię:

j pv.ua oo I MdS.

II. Prąd magnetyczny przez powierzchnię a jest propor- 
cyonalny do siły elektromotorycznej wziętej wzdłuż 
ograniczającej ją  lin ii s w kierunku ujemnym:

— | qv.ds co I Eds.

Przez kierunek dodatni obwodu s rozumiemy ten, w którym 
poruszałyby się końce wskazówek zegara dla widza patrzącego 
w kierunku normalnej v.

Spólczynnik proporcjonalności jest w I i Ii dodatni; jeżeli 
mierzymy E w I i II temi samemi jednostkami i M w I i II te-mi 
samemi jednostkami (lecz zresztą dowolnemi i w ogóle różnemi dla 
E i M), natenczas spółczynnik ten posiada w jednem i drugiem 
prawie tę samą wartość liczebną i zachowuje tę wartość dla wszel
kich środowisk.

Uwaga. Prawa te mają zachodzić dla każdej chwili t i dla 
każdej dziedziny dowolnego pola elektromagnetycznego, z wyjąt
kiem atoli tych miejsc, które są siedliskami „źródeł energii“ 
i w których działają tak zwane „siły przyłożone“; pojęcia te i od
powiednie modyfikaeye powyższych praw poznamy później. Tym
czasem zaś będziemy opierać się stale na założeniu, że miejsca ta
kie są z rozważanych przez nas pól wykluczone.

Heinrich Hertz: Uritersuchungen iib. die Ausbreituny der eleklri- 
schen Kraft (Lipsk 1892), gdzie czytelnik znajdzie przedruk wszystkich 
dotyczących prac tego autora. Oliver Heavuide: Electrical Papers, dwa 
tomy (Londyn 1892), Electromagnetic Theory, dwa tomy (Londyn 1893, 
1899), przedruk rozpraw i artykułów.
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Prawa I i II mają stosować się, w myśl teoryi Maxwella, za
równo do izolatorów jak i do półprzewodników (wraz z dobremi 
przewodnikami), w myśl zaś uzupełnień Hertza i Heaviside’a — 
niotylko do ciał nieruchomych, lecz również do ciał lub środowisk 
odkształcających i poruszających się, dla których wówczas powierz
chnia o ma być utworzona zatosze z tych samych cząstek materydl- 
nych, t. j. prądy p i q mają być wektorami określonemi przez 
wzory (29), § 10, i (25), § 9.

Należy jednak na samym już Wstępie zauważyć, że prawa te 
czyli odpowiednie równania zgadzają się bardzo dobrze z doświad
czeniem i obejmują bardzo obszerne grupy zjawisk elektromagne
tycznych w środowiskach spoczywających (aczkolwiek nie wszystkie), 
podczas gdy dla środowisk ruchomych są w jaskrawej sprzeczności 
z najbardziej niemal zasadniczemi cechami roschodzenia się fal ele
ktromagnetycznych w szybko poruszających się ciałach, szczegól
niej gdy chodzi o owe fale (nader krótkie), które stanowią świa
tło i t. p. promieniowania. Tak np. zjawiska aberaeyi odby
wają się zupełnie inaczej, niż wymagałyby tego powyższe prawa 
w zastosowaniu do ciał ruchomych. Pomimo to rozważenie ich 
w tom miejscu w całej ogólności, t. j. zarówno dla środowisk spo
czywających jako też dla ruchomych, nie będzie bez korzyści dla 
czytelnika. Wrócimy zresztą do tego przedmiotu później, omawia
jąc teoryę elektromagnetyczną światła. Wówczas też poznamy in
ne, zbudowane przez nowszych fizyków, równania, które ze zjawisk 
w ciałach ruchomych lepiej zdają sprawę. Zobaczymy zresztą, 
że — gdy chodzi o szybkie drgania elektromagnetyczne — zwią
zki I i II (a szczególniej pierwszy) wymagają zasadniczej prze
róbki nawet dla ciał spoczywających, szczególniej zaś dla diele
ktryków o dostrzegalnej zdolności pochłaniania fal, czyli niezupeł
nie przezroczystych. (Zaznaczmy jeszcze, że dla samej „próżni“' 
żaden aż dotąd badacz w najściślejszą stosowalność związków I i 11 
nie wątpi.)

Odkładając więc rozważanie wszelkich nowszych przeróbek do 
ostatnich rozdziałów tej książki, postaramy się przedewszystkiem 
wysnuć z powyższych związków, wziętych najogólniej, cały szereg 
wniosków czyli twierdzeń szczególnych elektromagnetycznych, 
względnie elektro- lub magneto-statycznych.

W tym celu wyraźmy je nasamprzód w postaci równań róż
niczkowych (a te właśnie równania nauka zawdzięcza Hertz’owi 
i Heaviside'owi, którzy wyrazili je: pierwszy skalarnie, drugi we- 
wektorowo).

Oznaczając przez c spójezynnik proporcyonalności, wspólny 
prawom I i Ii, możemy je napisać

(31) I pv.do =  I Mds, ----- I qv.de = — j Eds,
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czyli, według twierdzenia Stokes’a:

1 T~P — CU1'1 M^Jv.da =  o, I ~~q + curl E^jv.da =  o.

Każde z tych równań ma zachodzie dla dowolnych powierzchni a, 
a więc też dla dowolnych kierunków normalnej v do poszczegól
nych elementów da; wyrazy więc zawarte w nawiasach muszą zni
kać dla każdego z osobna elementu da. Mamy więc, dla każdego 
punktu pola i dla każdej chwili, dwa równania:

(A) —|-p — curl M

(B) q =  —curl E.

Wystarcza podstawić w nich za prądy p i q wyrazy podano w §§ 
9 i 10, aby zobaczyć, że są to równania różniczkowe (cząstkowe) 
dla sil E, M (przy danych K. p., X, v) rzędu 1-go względem czasu. 
Zanim to jednak uczynimy, zatrzymajmy się jeszcze nieco na tych 
właśnie krótkich wyrazach powyższych dwóch praw:

Możemy je natychmiast tak przeczytać:

(A) Rurki prądu, elektrycznego zlewają się zupełnie z wi
rami magnetycznemi.

(B) Rurki prądu magnetycznego zlewają się z wirami 
elektrycznemi, lecz biegną w kierunkach Wręcz 
przeciwnych.

Z pominięciem Spótćzynnika stałego c. momenty rurek prądu
el. lub mgnt. są te same jak dla zlewających się z niemi wirów
mgnt., względnie el.; stąd już widzimy, że rurki prądu jednego 
i drugiego rodzaju są solenoidalne.

Zresztą, ponieważ div curl =  o, dla dowolnego wektora, prze
to mamy wprost z wzorów (A), (B):

(32) div q =  o

(33) div p == o.

Pierwsze z tych równań było już zresztą wynikiem założenia sole- 
noidalności poffryzacyi magnetycznej (§ 9); drugie natomiast jest 
wynikiem z prawa I, a raczej towarzyszy nieodłącznie temu 
prawu.

17 myśl więc teoryi Maxwella (nietylko prąd magnetyczny 
lecz również) prąd elektryczny jest zawsze solenoidalny, czyli żarn-



hiiety to sobie *); dla ścisłości należy dodać: prąd całkowity, t. j. 
suma wektorowa prądu przesunięcia, prądu konwencyjnego i prądu 
przewodzonego. Stanowi to nawet jedne; z najwybitniejszych cech 
teoryi Maxwella.

Do sumy tej nie mamy zresztą potrzeby dodawać czwartego 
jeszcze wektora curl VDv [patrz (29)]; ten bowiem jest sam już 
identycznie solenoidalnym; dla tego też możemy go nawet w ogóle 
nie zaliczać do prądu, czyli odtrącić go, jak to w powszechnym
jest. zwyczaju.

Zauważę jeszcze, że wzór (A), czyli — dla rurki o przekroju 
skończonym — pierwszy z wzorów (31) stał się właściwie pralc-
tyc-znem określeniem „całkowitego“ prądu elektrycznego.

Po tych uwagach wróćmy do wzorów (A), (B), aby podstawić 
w nich za p, q wyrazy rozwinięte w §§ 9 i 10.

§ 12. Zacznijmy od wypadku najprostszego, a mianowicie od 
izolatora doskonałego, nieruchomego.

Dla takiego środowiska otrzymamy, według (23), jako wyraz 
różniczkowy praw I i II, równania:

m  1 ÓD
(I) 3 jg  =  »

1 ÓB
(M) —  -j j . =  -  curl E.

W założeniu, że dane są dla rozważanego środowiska spól-
czynniki, względnie operatory wektorowe liniowe K  i ¡x, tak iż 
D =  KE, B =  ¡j.M, mamy w (I) i (II) dwa równania różniczkowe 
cząstkowe, I-go rzędu ze względu na t, dla dwóch wektorów E, M 
zmiennych wr czasie i przestrzeni.

Przy danych więc E =  E0, M =  M0 dla dowolnej chwili „po
czątkowej“ t — t0 dla całej przestrzeni, ewentualnie zaś przy da
nych oprócz tego E, M dla granicy pola dla wszelkich t, cały prze
bieg zjawisk elektromagnetycznych w tej przestrzeni będzie jedno
znacznie określony na podstawie układu równań (I) i (II).

Dla tego też powiemy, że E, M (wraz z K  i [J.) określają zu
pełnie stan chwilowy lub krótko stan pola elektromagnetycznego 
w danem środowisku, podobnie np. jak konfiguracja i prędkości 
określają stan układu mechanicznego.

Dla ścisłości -należy dodać, że przez dane chwilowe E0, M0 
określony jest przebieg zjawisk dla całej epoki czasu, w której 
mianowicie ważne są owe równania i w której ani E ani M nie

*) Skoro uważamy prąd biegnący obustronnie w nieskończoność 
jako wypadek graniczny.
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doznają skoków czyli są ciągłe ze względu na czas t. co do natę
żenia i kierunku.

Istotnie toż założymy raz na zawsze, że E, M, a więc też

D, B, są ciągłe w czasie, czyli że natężenia wektorów E =  ■

M, D. B me osiągają nigdy i nigdzie nieskończenie wielkich war
tości.

Do sprawy jednoznaczności rozwiązania równań (1) i (II). 
przy danych warunkach początkowych i granicznych, wrócimy je
szcze w dalszym ciągu.

Jakąkolwiek funkcyę wektorów E. M lub ich rozmieszczenia *), 
nie zawierającą wyraźnie czasu t, nazywani funiccy ą stanu pola ele
ktromagnetycznego lub pewnej jego dziedziny, skończonej lub ele
mentarnej.

Jeżeli taka funkcya stanu zachowuje, zgodnie z równaniami 
(1) i (II). stałą wartość w czasie, nazywam ją  niezmiennikiem 
pola. względnie: jego danej części lub elementu. Każdy z takich 
niezmienników możnaby też nazwać całką odpowiedniego układu 
równań różniczkowych; powyższa nazwa odpowiada jednak lepiej 
naturze fizycznej naszych rostrząsań.

Zauważmy, że wszelki układ równań różniczkowych cząstko
wych dopuszcza nieskończenie wiele niezmienników istotnych, t. j. 
wzajemnie niezależnych.

Pewne niezmienniki elektromagnetyczne poznamy niebawem. 
Nasamprzód jednak powiemy słów kilka o istocie „uniwersalnego“ 
spółezynnika stałego c, który figuruje we wszystkich powyższych 
równaniach zasadniczych.

§ 13. Wymiary tego spółezynnika [cl możemy bezpośrednio 
niemal wyczytać z równań (I) i (II).

Istotnie, według (I) mamy, oznaczając wymiary długości 
przez [Z]:

[c-^t—‘J =  [c-H-^KE] - [¿Uri M) =  [M3H], **)

*) a więc np. zawierającą curl lub div lub inne jakiekolwiek opera
tory różniczkowe przestrzenne.

**) Albowiem curl dowolnego wektora R jest pewną całką liniową

(' Rl
( Rds podzieloną przez pewną pomerzehnię. t. j. fcurl R] — [—p—] =  [Z— ‘EJ;

możemy też napisać symbolicznie, opuszczając wielkość, na której mamy
o perowaó:

[ci tri] = \l~']:
sprawdza się to zresztą na wzorze [85] Wstępu; podobnie też będzie np 
[<«„] =  [|—»1.
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[ c - ^ t- 1] =  =  |E1-‘J,

a więc, przez zestawienie tych dwóch równań wymiarowych: 

[c-2t—2K|iEM] =  [1-2EM],

t. .j.

[c 2t 2K jj.] =  [I-2],

czvli wreszcie:

[Cj =  |fC|Ł)V*.lt-1].

Widzimy stąd, żo wogóle —  t. j .  przy dowolnym wyborze 

jednostek dla K  i ij- wielkość

e
posiada wymiary prędkości,

zaś według (II):

<34> p -  

u więc spótczynnikiem weiimętrznym (nie zaś gatunkowym) danego 
dielektryka.

c
W dalszym ciągu zobaczymy, że prędkość ta —-- jest mia-

j/K  {j.

nowicie prędkością roschodzenia się zaburzeń elektromagnetycznych 
w dielektryku izotropowym o spólczynnikach K  i u..

Wodlug powyższych naszych określeń (porówn. § 5) są zre
sztą K i [j, liczbami niemianowanemi, tak iż sama już wielkość c 
posiada wymiary prędkości, t. j.

(35) [c] =  [lt-‘|.

Jest to mianowicie, jak zobaczymy, prędkość roschodzenia się fal 
elektromagnetycznych w próżni, równa prędkości światła, t. j. 
w okrągłych liczbach 300000 kilom, na sekundę. Ze stałą c spo
tkamy się też przy omawianiu wzajemnych stosunków różnych ukła
dów miar wielkości elektromagnetycznych.

§ 14. Aby otrzymać pewne, zapowiedziane już wyżej niezmien
niki dla izolatora nieruchomego, zastosujmy do każdego z równań

(I), (II) operaeyę div. Ponieważ div curl =  o i div div,

przeto otrzymamy z równ. (II):

<3 „—r— div B =  o. dt
t. j, div B =  const. dla każdego z osobna punktu pola. Powie
dzieliśmy już więcej niż raz jeden, że div B =  o wszędzie i za
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wsze; wobec powyższego wyniku wystarcza jednak założyć dla je
dnej chociażby chwili div B =  o, aby mieć stale cliv B =  o. Nie 
omawiając więc dalej tego przedmiotu napiszemy raz na zawsze 
obok równań głównych wynikających wprost z praw 1 i II jako 
trzecie równanie warunkowe dla polaryzaeyi magnetycznej, w do- 
wolnern zresztą środowisku:

Stosując operacyo di u do równania (I), otrzymamy analogi-

t. j. p== const. W izolatorze więc doskonałym ładunek prawdzi
wy każdego elementu dr zachowuje niezmiennie swą wartość, nie- 
bapząc na zmiany sił elektrycznych i towarzyszących im magnety
cznych. lnnemi słowy: p =  dio D =  div (KŁ) jest niezmiennikiem 
każdego z osobna elementu pola; lub jeszcze inaczej: w izolatorze 
doskonałym nieruchomym, elektryczność (prawdziwa) nie podlega 
żadnym zmianom lokalnym ani też nie przenosi się z miejsca na 
miejsce.

W tej już okoliczności można upatrywać jednego — że tak 
powiem — z motywów ucieleśnienia elektryczności. Nazywając ją  
jednak po prostu niezmiennikiem każdego elementu, sądzę, że nie 
powiedzieliśmy ani za wiole ani też za mało.

Wiemy już, że wogóle może być p =  div D =j= o. Otóż, na 
podstawie powyższego wyniku, możemy powiedzieć, że dowolne 
rozmieszczenie początkowe ładunku nie podlega w izolatorze dosko
nałym (jak dotychczas przynajmniej — nieruchomym) żadnym 
zmianom czasowym, w odmęcie najzawilszych zaburzeń elektroma
gnetycznych, byle tylko czyniących zadość równaniom (1) i (II), lub 
chociażby tylko pierwszemu z tych równań.

Jak sprawa ta przedstawia się dla półprzewodników tudzież 
dla środowisk ruchomych, zobaczymy niebawem. Tymczasem zaś 
pozostaniemy jeszcze nieco przy izolatorze nieruchomym.

Zauważmy tu więc jeszcze, że ze stałości ładunku prawdzi
wego nic wynika bynajmniej wogóle niezmienność ładunku pozorne
go (o gęstości p'); istotnie, według (16) mamy dla dielektryka nie
jednorodnego (lecz izotropowego):Kp' =  p — (EV)K, a więc:

(111) div B =  o

czmo

(36)

(37)

jeżeli założymy, że K jest stałe w czasie; będzie więc wogóle
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=4= o, i tylko dla środowiska jednorodnego - -  — o, czyli 
dt ' ot

p' =  const.
Jak widzieliśmy, div D jest niezmiennikiem, dla każdego ele

mentu lub punktu pola, zupełnie niezależnie od jakichkolwiek wa
runków granicznych (lub początkowych).

Poznamy teraz jeszcze jeden niezmiennik o innym nieco cha
rakterze, a mianowicie przysługujący skończonej dziedzinie pola 
■przy pewnych ićąrurikach (jranicmych albo też (“alej nieskończonej 
przestrzeni przy pewnym sposobie zachowania się sil E, P.1 w nie
skończoności.

Aby otrzymać tę funkcyę stanu i zbadać, w jakich warun
kach staje się ona istotnie niezmiennikiem, pomnóżmy równanie (i) 
skalarnie przez E. zaś (Il)-skalarnie przez M i dodajmy je do sie

bie. Ponieważ -Ą- (ED) =  E -45- -j~ D -45- =  2 E ~  i podobnie 
dt dt dt ot

2 M -4̂ - *), możemy napisać:

~ T  " 7 ”  " ¿ f -  ( E D  +  =  E -c u r l  M  —  M ’C u r l E '

czyli, według wzoru (98) wyprowadzonego we Wstępie:

(38) -Ą- jA .  (ED MB) =  — e.div VEM.

(Z ostatniego równania skorzystamy jeszcze w Rozdz. 111, omawia
jąc pojęcie „prądu energii".)

Połóżmy dla skrócenia

(39) c.VEf* =  F, 

tak iż będzie

(38') Ą -  — - (ED + MB) =  -  div F;

*) Istotnie, jeżeli tylko spółczynniki lub wogóle operatory liniowe 
K, a nie zmieniają się z czasem, mamy

oD r  d c .. dE dE _ dE

E  - 3 t  “ E " * ( K E )  =  E K  ~5t f  K Ł  - 3 F  “ D ~3t"

co możemy sprawdzić, pisząc KE =  -(-jK2E2-j- kK;iR3; podobnie
też

f, M  -  B M
dt d f

Elektryczność i Magnetyzm. 9
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pomnóżmy to równanie obustronnie przez ck i woźmy jego całkę 
dla dowolnej dziedziny przestrzeni z ograniczonej powierzchnią a

0 normalnej zewnętrznej v; ze względu na równość j div F.dt =

I Fv.da, zachodzącą przy założeniu, żo składowa normalna wektora

F jest ciągła w całej dziedzinie r Iporówn. Wstęp, (66). (67)], 
otrzymamy wówczas:

(40) .Ą- -A- f i ED + MB)dt =  -  I >v.do.

1-o) Dziedzina ograniczona. Jeżeli założymy, że wektor F 
jest styczny do powierzchni a ograniczającej dziedzinę z (t. j. je
żeli np. siła E lub siła M jest normalną do a), natenczas będzie

Fv =  o, dla każdego elementu do, a więc —i--- j  ( )dt: =  o,

czyli:

(41) j (ED -¡- MB) dt =  const..

t. j. j (ED -f MB)dz będzie niezmiennikiem dziedziny z.

2-o) Dziedzina nieograniczona. Jeżeli chodzi o całą prze
strzeń, możemy uważać a jako powierzchnię bezgranicznie rosnącej 
kuli; jeżeli w tym wypadku założymy, że natężenia sił elektrycznej

1 magnetycznej maleją jak  -Ap natenczas Fv będzie malało jak 

--~-,a więc całka I  Fvda z rosnącym promieniem r kuli będzie ma

leć jak —\r , tak iż Lim j Fv.da =  o, a więc j (ED -}- MB).dt

będzie znowu niezmiennikiem całego pola elektromagnetycznego.
— Później dopiero zobaczymy, że całka ta. którą moglibyśmy 

nazwać niezmiennikiem luarurikowym pola w izolatorze nierucho
mym (ze względu na warunki wystarczające dla znikania całki po
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wierzchniowej j Fv.da), posiada doniosłe znaczenie fizyczne, a mia

nowicie wyraża energię odpowiedniego pola.

Zauważmy, że iloczyny skalarne ED, MB są zawsze dodatnie 
i znikają, wówczas tylko, gdy E =  o, M =  o; wówezas też jest zre
sztą D — o, B =  o.

Istotnie, dla ciała lub środowiska izotropowego mamy ED =  
KE", MB =  jj.M2, zaś spółezynniki K  i ¡i. są — jak wiadomo z do
świadczenia — zawsze dodatnie; dla środowiska krystalicznego ma
my znowu ED =  -h K2E /  + K3E;j2. MB =  u./Mf [x2M22 -f- 
+ [ijMj®, i wartości główne lŁv K 2. K y ¡j.r ¡jl2, ¡j.;i są zawsze do
datnie.

Całka więc I (ED +  MB)dt może znikać, dla dowolnej dzie

dziny t, li tylko wówczas, gdy dla każdego punktu tej dziedziny 
jest E =  o., M =  o, t. j. gdy całe pole w z znika.

§ 15. Opierając się na wynikach poprzedniego §. możemy łat
wo okazać jednoznaczność rozwiązań równań (I) i (II) przy danych 
warunkach początkowych i granicznych,

Niechaj mianowicie dla t — t0 będą dane Eu, My dla całej 
dziedziny t, ograniczonej przez powierzchnię n, i oprócz tego dla 
samej -powierzchni n i dla wszelkich czasów t:

1-o) składowa styczna siły E, albo

2-o) składowa styczna siły M.

Przypuśćmy na chwilę, że E', M', D', B' i E", M", D", B" są 
dwa rozwiązania równań (I), (II), czyniące zadość danym warun
kom początkowym i jednemu z dwóch powyższych warunków gra
nicznych. Połóżmy E' — E" == E. M' — M" == M, D' — D" =  D, 
B' — B" =  B. Otrzymamy wówczas, według (40). dla wszelkich t

—  I (ED ~j- MB)dT = — 2 I Fv.da,

gdzie

F =  eVEM =  V(E' — E") (M' — M"),

Otóż w wypadku l-o) siły E', E" różnią się od siebie li tyl
ko przez składową normalną (skoro składowa styczna jest przepi
sana); możemy więc napisać E'— E'' =  f.v, gdzie f jest skalarem, 
a więc:
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F =  ef.Vv(M'—  M").

tak iż

Fv =  o;

w wypadku 2-o) mamy podobnie M' — M” =  g.v (gdzie g jest ska- 
larem), a więc również Fy - o.

W obydwu więc wypadkach będzie ~  ( (ED -j- MB)dt =  o,
ul ,/

dla wszelkich t, t. j. f (ED +  MB)d t =  const.; ponieważ zaś dla

t — t0 jest E'0= E " 0, i t. d„ t. j. E0 =  o, M0 =  o. przeto — w za
łożeniu, że wszystkie zmiany są ciągłe w czasie — będzie

I (ED +  MB)d z — o dla wszelkich t,

a więc E =  o, M =  o, t. j. E' = E", M' =  M" tudzież D' =  D", 
B '= B "  dla wszelkich czasów, t. j. dla calcj ,,epoki“.

Istnieje więc, w danem środowisku, jedyne tylko pole zmie
niające się według (1) i (II) i czyniące zadość powyższym warun
kom.

Gdybyśmy zresztą dopuścili nieciągłości zmian w czasie, wy
starczyłoby je również przepisać z góry dla E i M, aby wykluczyć 
możność dwóch różnych rozwiązań; wówczas bowiem E' — E" 
i M' — M" byłyby ciągłe w czasie, tak iż moglibyśmy powtórzyć 
dosłownie całe powyższe rozumowanie.

§ 16. Równania różniczkowe (I), (II), (111) są liniowe i je
dnorodne, t. j. zawierają pochodne wektorów zmiennych zależnych 
(ze względu na czas i spółrzędno) w pierwszym tylko stopniu 
i nie zawierają żadnego wyrazu wolnego od E, M lub od pocho
dnych tych wektorów: spółczynniki zaś w równaniach tych są stałe.
Otóż, stąd wypływa pewna zasadnicza własność różnych całek
szczególnych tych równań, a mianowicie t. zw. własność superpo- 
zycyi pól elektromagnetycznych. Możemy zresztą powiedzieć, nie 
posługując się utartym językiem teoryi równań różniczkowych, że 
własność ta polega bezpośrednio na rozdzielnościowości wszystkich 
operacyj, którym poddano są wektory E. M w tych równaniach, t. j.

— curl, div i K, ;j.; mamy bowiem dla dwóch dowolnych wektorów A, B:
(Jv

-A(A +  B) =  , K(A + B) =  KA + KB, nawet dla ciał
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krystalicznych, i podobnie curl (A-f-B) == curl A cur  ̂ B. div 
(A —[— B) =  div A -j- div S.

Niechaj E'. M' i E", M" będą jakiemikolwiok całkami ) rów
nań (I), (II), (III) natenczas dodając do siebie odpowiednie równania

—  =  curl M'. —-  - ~  =  curl M" i podobnie dla (II), (III),
e ot c ot

otrzymamy ze względu na rozdzielnościowość operatorów:

- -  -A. (D' + D") == curl (M' +  M").

---- —  (B' + B") =  — curl (E' +  E"), div (B' + B") =  o,
C (/t*

t. j.: sumy całek równań (I), (II), (III) są również całkami tego 
układu równań. Innemi słowy: suma (wektorowa) czyli superpo- 
zycya dwóch możliwych pól elektromagnetycznych jest również po
lem elektromagnetyczneni możliwem w danym dielektryku.

Każde z pól składowych będzie czyniło zadość pewnym szcze
gólnym warunkom początkowym i granicznym (gdybyśmy chcieli 
obrać dowolną chwilę jako „początkową“ i dowolne powierzchnie 
jako „granice“ pola), superpozycya ich zaś (E' -f- E", M' -j- M") 
będzie oczywiście czyniła zadość innym wogóle warunkom począt
kowym i granicznym. Rozważania niniejszego § mają atoli być nie
zależne od żadnych takich warunków, i dotyczą jodynie istoty samych 
równań różniczkowych.

To samo, cośmy powiedzieli o dwóch polach, można oczywiście 
zastosować natychmiast do dowolnej liczby pól E\ IV!'; E”. M";
E'", fil'", .... i do ich superpozycji: E' -j- E" -f- E"' -|-.... ; M' -f-
H- M" +  M'" +  ....

Możemy też każde z pól składowych pomnożyć przez dowolną 
stałą skalarną (a', a" i t. d.). a otrzymana tym sposobem superpo
zycya a'E' +  a"E" +  a"'E"' + .....  a'M' +  a"M" +  a'"M"' - f ....
będzie również możliwem polem elektromagnetjrcznem.

Zakładając, że K. (j. są niezmienne w czasie, możemy napisać, 
zamiast (1), (II), (III):

(42) K =  c.curl M. u. =  —  c.curl E. div (jlM) =  o. 
ot ot

*) Przez „całkę“ rozumiem tu parę wektorów E, NI, które w sw»j 
zależności od czasu i miejsca czynią zadość wszystkim naszym równaniom, 
zupełnie bez względu na jakiekolwiek warunki początkowe lub graniczne, 
a więc oczywiście nie „rozwiązanie“ jak w § 15, które zawsze jest tylko 
jedjme.
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Różniczkując równania te ze względu na czas i uwzględniając, że

d 7 , d d j .  t d
~ d i =  ~ ~ d T ’ ~ d t  == ~ ~ ó t ’ otrKymamy

,, 0 I dE\ . /dM
K - —- =  c.curl '

dt \ dt J \ dt

d l M \ i /¿E \ / M l,
•“ j j p r ) —  c-cu rl ( i r ) '  * » < ► ' * *  =  »■

Jeżeli więc E, M jest całką równań (42), natenczas E =  --̂ rv
d t*

M =  stanowi również całkę tychże równań, a podobnie też

, . . . , , d*E d2F,1 d3E dm  .
drugie i wyższe pochodne -^-r, -̂ -r ; , i t. d.. wzięte za-

d t* dt- dtJ dt-i

wsze parami.
Dla środowiska jednorodnego K  i u. są niezależne od położe

nia punktu, czyli stałe w przestrzeni, tak iż, różniczkując równa
nia (42) np. ze względu na x, możemy napisać

„  d IdE\ , IdM
K I—— =  c.cur

dt \ dx f ' \ dx ]’

11 a  ( 4 f ) -  -  " » •  (•§-)■ f <nv ' ( § ) = «

jeżeli więc E, M stanowią całkę równań (42), natenczas
dx dx

czynią również zadość tymże równaniom. Zamiast - (lub ~-
dx v dy ’

d d2
——•) możemy też zastosować np. -̂ -r, v a i t. d., curl, div i t. d. 
dz óx~

i wogóle jakąkolwiek operacyę różniczkową przestrzenną, byle tylko 
rozdzielnościową. Oznaczając więc taką operacyę przez Q, możemy 
powiedzieć: Jeżeli E, M stanowią całkę równań (I), (II), (III) dla 
środowiska jednorodnego, natenczas iiE, i-M również stanowią ich 
całkę.

Kombinująe proces ten z różniczkowaniem ze względu na 
czas, z mnożeniem przez stałe czynniki i sumowaniem czyli super
pozycją poszczególnych pól. możemy oczywiście z jednej, znalezio-
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jiej przypadkiem^ ealki szczególnej E. fi/i. wyprowadzić natychmiast 
mnóstwo innych.

W pewnych wypadkach można tym właśnie sposobem otrzy
mać całkę dość ogólną, aby dała się ona przystosować do przepisa
nych warunków początkowych i granicznych.

§ 17. Od warunków przepisanych dla powierzchni ogranicza
jącej całe pole rozważane należy odróżnić warunki, które mają być 
spełnione na powierzchni granicznej dwóch różnych dielektryków, 
rozciągającej się w samem polu.

Otóż, warunki te (których nie można przepisać dowolnie), wy
prowadzimy łatwo z równań zasadniczych (I), (II), zakładając mia
nowicie — raz na zawsze - że wszelkie zmiany czasowe wekto
rów elektrycznych i magnetycznych odbywają się z prędkością skoń-

. . dE df.l 4 . dB dD
czoną. t. .]. ze a więc tez ^  nie osiągają nigdy

i nigdzie wartości nieskończenie wielkich.
Niechaj o będzie taką powierzchnią graniczną i niechaj litery 

E. M, K  i t. d. bez akcentów stosują się do jednej strony a, czyli 
do pierwszego środowiska, zaś odpowiednie litery z akcentami 
E'. M' i t. d., do drugiej strony a, czyli do drugiego środowiska.

We wszystkich punktach tej powierzchni ma być D skoń
czono, a więc według (1) curl f/l — wektorem o natężeniu skończo- 
nem. Innemi słowy: a nie może być powierzchnią wirową, t. j. 
warstwą wirową o grubości zero i o momencie skończonym *), 
a wiec: przy przejściu przez powierzchnię o składowa styczna siły 
H jest ciągła:

(43) M8 =  MU

gdzie W jest wektorem jconostkowym w kierunku składowej stycz
nej. wspólnym jednej i drugiej stronie.

Zupełnie podobnie wynika ze skończoności 3 i z równania (łł)
ciągłość skiaioioej stycznej siły elektrycznej E. przy przejściu od je
dnego do drugiego środowiska, co możemy napisać krótko:

(44) EH =  EU

Możemy tedy powiedzieć sumarycznie:
Składowe styczne sił elektrycznych i magnetycznych są ciągłe 

przy przejściu od jednego dielektryka do drugiego.
Aby poznać sposób zachowania się składowych normalnych 

u powierzchni a, skorzystajmy z równania

") To bov.iem dałoby curl M =  co dla punktów a.
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^ div D =  o 
Ot

wynikającego z (1) identycznie. Aby zastosować je do naszego wy
padku, wyobraźmy sobie zamiast geometrycznej powierzchni o. przy 
przejściu przez którą spólczynnik dielektryczny zmienia się nagle, 
warstwę przejściową (tak zwaną) o grubości o bardzo malej lecz 
skończonej, w której spólczynnik ów przechodzi stopniowo, acz bar
dzo szybko od K  do K'. Z warstwy tej wykrójmy walec prosty
o przekroju de i o osi równoległej do normalnej v naszej powierz
chni w danem miejscu; objętość tego walca będzie do.S. Pomnóżmy 
lewą stronę powyższego równania przez element objętości d-u i roz
ciągnijmy jej całkę na całą objętość tego walca; wówczas otrzy
mamy:

Ó r d jT  dUj . ÓD2 dD,~l

d. J  d,v D'“t -  «*■ a, J +  Dli +  -aF j da;,

jeżeli mianowicie obierzemy oś x-ów w kierunku normalnej v, zaś 
osie spółrzędnych y i z w plaszczyznie stycznej do a. Ponieważ 
y. z mierzymy w kierunkach stycznych do powierzchni granicznej, 
przeto w założeniu, że krzywizna tej powierzchni jest skończona—

pochodne —i-?, będą skończenie wielkie; w granicy więc, t. i. 
Oy oz

dla ustawicznie malejącej grubości warstwy, otrzymamy:

-im / dx =  o. Lim j ^  dx =  o,
o J dv.

tak iż będzie

ćt
Lim d* =  -  D J «).

*) Zauważmy, że wzór ton nie zależy od̂ pso&w, w jaki Di przechodzi 
w D', w pomocniczej warstwie; albowiem przed osiągnięciem IJm mamy

we wzorze naszym pod całką wyraz-- ! dx, t. j. różniczkę zupełną Wiel
eń

kości D|.



Lec z, oś x-ów była równoległa do normalnej v; możemy więc napi
sać D't — D'v. i », =  Dv, a więc:

(45) - ^  (D'v — Dv) =  o; D'v — Bv =  const.

Skok więc składowej normalnej yolaryzacyi elektrycznej na 
granicy dwóch dielektryków (doskonałych izolatorów), czyli gęstość 
powierzchniowa ładunku prawdziwego nie zmienia się z czasem. 
tnnemi słowy vj =  (D' — D)v jest niezmiennikiem każdego elemen
tu powierzchni granicznej, podobnie jak p =  div D było niezmien
nikiem każdego elementu objętości.

Dla powierzchni a pierwotnie nienaelektryzowanej mamy stale 
q —  o. t. j.:

(46) Dv =  D'v, czyli KE.v =  K'E'.v.

Podobnie też otrzymamy z równania —5— div B — o, wynika-
Ot

jącego z (II), dla powierzchni granicznej:

(47) —̂  (B'v — Bv) =  o; B'v —Bv =  const.

Wiemy już zresztą, że jest zawsze i wszędzie B'v — Bv =  o.

gg
Przyjmując równanie (II) i skończoność —— , wystarcza atoli założyć

B'v — Bv =  o dla jednej chociażby chwili, aby mieć B'v — Bv =  o 
dla wszelkich czasów.

§ 18. Przejdźmy teraz do półprzewodnika nieruchomego. 
Dla środowiska takiego równanie (II) pozostanie bez zmiany, podo
bnie jak (III); zamiast równania (I) atoli otrzymamy, podstawia
jąc we wzorze ogólnym (xi) za prąd elektryczny p  sumę wektoro-

dD ,
wą p —  — - -J- /, E (według § 10):

(|S) + XE =  c.curl

dla uzupełnienia napiszmy dwa pozostałe równania niezmienione:
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W założeniu, że dane są spółczynniki, względnie operatory 
wektorowe liniowe K,ó.,X, mamy w (la), (Ila) dwa równania różni
czkowe (cząstkowo), 1-go rzędu ze względu na t, dla dwóch wekto
rów E, M, nieinaczej jak dla doskonałego izolatora. Możemy więc 
znowu w tern samem znaczeniu wyrazów, jak w § 12, mówić
o funkeyach stanu lub w szczególności o niezmiennikach pola ele
ktromagnetycznego w półprzewodniku.

Zacznijmy od p = div D, aby okazać, że wielkość ta, która 
była niezmiennikiem w izolatorze doskonałym (§ 14), przestaje być 
nim w dielektryku przewodzącym, a tembardziej w potocznie tak 
z1w a nym p rze wod niku.

Istotnie, stosując do (la) operacyę div, otrzymamy tym razem:

(47) A  =  -  div (XE),

,, dp
a więc wogóle •- =j= o, t. j. p zmienne z czasem.

Równanie (47) możemy seałkować natychmiast w wypadku 
najprostszym, a mianowicie dla środowiska izotropowego i jednoro
dnego. Wówczas bowiem mamy:

p =  div D =  div (KE) =  K div E. 

div (XE) =  X.div E =  ■ p,

a więc:

(47a) - f  =  - 4 - p .

tak iż dla każdego punktu pola jest:

X

K 1 --- T
(48) p =  p0 e — p0.a

gdzie po jest wartością p dla t —  o, n zasadą logarytmów natu
ralnych. zaś

(49) '  =  'Ą  •

Widzieliśmy już w § 10, że iloraz ten posiada wymiary czasu; 
obecnie zaś widzimy •/. (48), że wyraża on czas, w ciągu którego 
ładunek elektryczny każdego elementu półprzewodnika nieruchome
go spada do 1/e-tej pierwotnej swej wartości, czyli jest t. zw. 
czasem relaksacyjnym danego półprzewodnika izotropowego, jedno
rodnego, pozostającego w spoczynku.

Jakiekolwiek więc rozmieszczenie pierwotne elektryczności za
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nika stopniowo i usiaiuicznie to całym półprzewodniku, i to tem 
prędzej, im większo jest X w porównaniu do K. t. j. im  „lepszym 
jest on przeivodnikiema — według utartej terminologii.

Mnożąc (47) przez element objętości dr i całkując dla dowol
nej dziedziny z ograniczonej powierzchnią e. u normalnej zewnę
trznej v, mamy:

Możemy więc powiedzieć, że ładunek całkowity e zawarty w z ma
leje z czasem tak, jak gdyby przez każdy element powierzchni o 
„wypływała“ nazewnątrz ilość elektryczności XE.v.do, na jednostkę 
czasu, czyli XE.v na jednostkę czasu i powierzchni, a więc 
tak, jak gdyby „elektryczność płynęła1-' wszędzie w kierunku we
ktora XE i jak gdyby natężenie odpowiedniego „prądu“ wypadko
wego wynosiło XE jednostek elektryczności na jednostkę czasu i na 
jednostkę powierzchni. Stąd też moglibyśmy usprawiedliwić nazwę 
prądu elektrycznego przewodzonego“, którą oznacza się powszechnie 
wektor XE. tudzież kojarzone z nią zwykle obrazy. Nie należy je
dnak zapominać, że mają one charakter czystej analogii, której zre
sztą nie można odmówić pewnej wastości.

0 ile chodzi o zadośćuczynienie równaniu (47), możemy też 
oczywiście zamiast wektora XE wziąć XE -j- R, gdzie R jest zupeł
nie dowolnym wektorem sólenoidahiym.

§ 19. Widzieliśmy w § 14, że całka

obejmująca dowolną część z izolatora doskonałego jest niezmienni
kiem dziedziny z, jeżeli tylko całka powierzchniowa wektora

F =  c VEM, t. j. I Fv.de (dla powierzchni a ograniczającej t) znika.

Otóż zobaczymy obecnie, że całka ta U. przy zachowaniu nawet warunku 

I Fvda =  o, przestaje być niezmiennikiem dla półprzewodnika.

Istotnie, mnożąc (la) przez E. zaś (Ha) przez M (skalarnie) 
i biorąc sumę tych równań, otrzymamy

Iporównaj (38')]. a więc, całkując dla dziedziny t i korzystając

(50)

(51) U =  f(ED +  MB)dx

\ -|r  (ED -f MB) +  XE.E =  -  div F
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z warunku I Fv.da =  o:

(52)

gdzie X jost, wogóle, operatorem wektorowym liniowym, tak iż 
kierunki wektorów XE i E nic zlewają się ze sobą; dla półprzewo
dnika izotropowego X jest zwykłym czynnikiem skalarnym, tak iż

U zmienia sic? więc z czasem, a mianowicie maleje ustawi
cznie (albowiem )>El i wogóle E.XE jest zawsze dodatnie); ubytek 
zaś ilości U  — jak zobaczymy później, energii elektromagnety
cznej — na jednostkę czasu i na jednostkę objętości półprzewodni
ka równa się E.XE. względnie \EZ, t. j . — jak wiadomo z doświad
czenia — ilości depta wytwarzanej nieodwracalnie w takiem śro
dowisku, na jednostkę czasu i objętości („ciepło Joule'a").

§ 20. Ponieważ równania (la), (Ha), (Ilia) są również linio
we i jednorodne, jak dla izolatora, przeto własność superpozycyi, 
wyłożona w § 16. przysługuje też polom elektromagnetycznym 
w półprzewodnikach. Z tej samej przyczyny zachodzą też dla śro
dowisk takich wszelkie stosunki, które poznaliśmy w § 16.

§ 21. Rozważymy teraz warunki dla powierzchni granicznej 
dwóch półprzewodników.

Dla siły i polaryzacyi magnetycznej są one zupełnie takie 
same jak dla izolatorów doskonałych; albowiem równania (Ha) i (Ilia) 
nie różnią się niczem od równań (II) i (III).

Dla wektorów elektrycznych otrzymamy natomiast warunek 
odmienny niż poprzednio dla izolatorów; posługując się mianowicie 
równaniem (47), czyli

uciekając się do „warstwy przejściowej’1 i postępując zupełnie po
dobnie zresztą jak w § 17, będziemy mieli:

zamiast (45). — czyli, oznaczając — jak zwykle — gęstość po
wierzchniową ładunku elektrycznego (D' — D)v przez yj:

XE.E =  XE2, a więc:

(52a)

div D -f- div (XE) =  o.

(53) (D'v — Dv) +  (X'E' — XE)v =  o,

_j_ (X'E' — XE)v =  o.
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Ładunek więc powierzchniowy na granicy dwóch półprzewo
dników nie jest niezmiennikiem, nieinaezej jak ładunek przestrzen
ny wewnątrz półprzewodnika.

Pisząc D =  KE, D' =  K'E', mamy — zamiast (53) —

dE'v dE v 
(53") K' -°̂ t- -  K +  <X'E' -  XE)v =  o.

Dla ciał izotropowych K,K',X,V są spółezynnikami skalarnemi, ilo
razy zaś K ik, K'/X' wyrażają odpowiednie czasy relaksacyjne, po
wiedzmy t i t'; wprowadzając je do (53"), mamy:

, s r , , dE' . E' dE . E
(54) K'(-i r  +  — >  =  K <-aT +  — >■

Dla dwóch dobrych p'zewodnilcow (jak metale), dla których 
czasy relaksacyjne będą bardzo krótkie, a raczej — dokładniej mó
wiąc — dla drgań peryodycznych lub gwasi-peryodycznych o okre
sie T bardzo tvielkim w porównaniu z czasem v i z  czasem t'. 
pierwsze wyrazy w nawiasach równania (54) można zaniechać wo

li' K
bec drugich '*), tak iż (54 redukuje się do —— E' =  —— E, czy

li do

(55) X'E'.v =  XE.v.

Warunek ten wyraża ciągłość składowej normalnej prądu przewo
dzonego (prąd bowiem przesunięcia elektrycznego zaniechaliśmy); 
jeżeli prąd nie jest normalny do powierzchni granicznej, mamy 
„załamanie” liny prądu według wzoru:

(56) tga: tga' =  X: X',

w którym a, a' oznaczają kąty zawarte między normalną v a linią 
prądu w jednym i drugim przewodniku tuż przy powierzchni gra
nicznej. Wzór ten wynika bezpośrednio z (55) i z ciągłości skła
dowej stycznej siły elektrycznej, t. j. z równania E0 =  E'9 (patrz 
(44)].

Ciągłość składowej stycznej siły E przysługuje bowiem rów
nież stykającym się półprzewodnikom i w szczególności też „do
brym" przewodnikom; istotnie, w § 17 wyprowadziliśmy ją  z rów

nania (Ił), t. j. z B =  — c.curl E, a równanie to stosuje się też do 
ciał przewodzących bez żadnych zmian lub uzupełnień.

:i) Warunek dotyczący T / t  i T / t '  zrozumiemy dopiero w dalszym
ciągu.
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Dla dobrego przewodnika stykającego się z doskonałym izola
torem (X' =  o) otrzymamy z (54):

dE'v
(57) XE.v =  K'

możemy więc powiedzieć, źo prąd przesunięcia w izolatorze

(KE' =  D') stanowi przedłużenie prądu przewodzonego w przewo
dniku (XE), lub odwrotnie.

Pozostajo jeszcze rozważenie składowej stycznej siły magne
tycznej na granicy dwóch półprzewodników (składowa normalna za
chowuje się tu bowiem tak samo jak na granicy dwóch izolatorów, 
mianowicie =  ;j,'M'v). Istotnie, wzór (43) wyprowadziliśmy
z równania (I), a zamiast równania tego mamy dla półprzewodni
ków równanie odmienne (la). Należy więc w każdym razie spra
wę tę jeszcze raz tu rostrząsnąć.

Ze skończoności D wynika przedewszystkiem, według (la), skoń- 
czoność wektora

(58) P =  curl h i--- — XE
c

w punktach powierzchni granicznej.
Połóżmy oś sc-ów wzdłuż normalnej v, zaś osie y-ów i z-ów 

w płaszczyznie stycznej do tej powierzchni, w danym jej punkcie, 
i oznaczmy przez wskaźniki 1, 2, 3 składowe wszelkich wektorów 
wzięte wzdłuż tych osi. Niechaj zresztą obadwa środowiska będą 
izotropowe (o spółczynnikach skalarnych XX'). Według (58) mamy 
wówczas:

(a) p -
dM, d.u2 1

X.Eji t -
dy dz c

(b) P2 =
dMj

dz

dM3

dx

1

c
xe2

(c) f  =
dM,

dx

dM,

dy

1

c
xe3,

i każda z tych trzech składowych ma być skończona.
Ponieważ osie spótrzędnyeh y, z biegną w kierunkach sty-

,■ ■ • i dM, an 2 dMt aMt
cznych do powierzchni granicznej, przeto, ~^r> są

w każdym razie skończone; równanie więc (a) niczego nas w danoj
sprawie nie uczy. Pozostają więc tylko równania (b) i (c), z któ
rych wobec powyższej uwagi wynika, źe wielkości
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są skończone.
Uciekając się, jak poprzednio, do „warstwy przejściowej“ 

i nie czyniąc tymczasem żadnych założeń co do XE2, XE3, otrzyma
libyśmy stąd

a przechodząc do granicy, dla S =  o, ze względu na skończoność rn:

Jeżeli dopuścimy, w warstwie przejściowej, wartości nieskoń
czenie wysokie wielkości XiJ2, \Ey natenczas wartości graniczne 
ppwyższych całek będą. wogóle różne od zera, powiedzmy

t. j. składowa styczna siły magnetycznej doznawałaby skoku przy 
przejściu od jednego do drugiego półprzewodnika. Zauważmy je
dnak. że skok ten byłby nieokreślony, albowiem wartości S2, S3 
zależą od tego, za pomocą jakiej funkcyi x-& wyrażamy ),Er  >-E.. 
wewnątrz warstwy przejściowej (hypotetycznej), t. j. w odcinku od 
x —  o do x =  S. O skoku określonym mogłaby wówczas tylko być 
mowa, gdyby ktoś przepisał nam z góry same wartości S2, Sr  
Wektor S =  jS2 —j— kSs, styczny do powierzchni granicznej, można-

o o o

6
1

o
i podobnie:

S
1

o

s

(59)

o o

tak iż mielibyśmy

(60)
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by zresztą nazwać prądem elektrycznym powierzchniowym (przewo
dzonym); wektor j(M'2 —  M .j) -j- — il/3), również styczny do
tej powierzchni, byłby, według (60), prostopadłym do wektora S.

Jeżeli jednak wykluczymy zupełnie i raz na zawsze wszelkie 
nieskończone wartości E, a przynajmniej XE (co, o ile wiem, czy
nią wszyscy teoretycy), natenczas będzie S2 =  o, S3 =  o. a więc 

=  M,, M'., =  M„, t. j. składowa styczna siły magnetycznej bę
dzie ciągła na granicy dwóch półprzewodników, zupełnie tak samo 
jak dla doskonałych izolatorów.

— Modyfikaeyę tego twierdzenia, niezbędną np. dla tak zwa
nych magnesów trwałych, poznamy w ciągu dalszym, przy rozważa
niu sił magnetycznych „przyłożonych“.

§ 22. Podstawiając w równaniach ogólnych (A), (B) za prąd 
elektryczny p i magnetyczny q wyrazy (24) i (25), § 9, otrzyma
my równania różniczkowe dla środowiska ruchomego doskonale 
izolującego:

(Ib) ——- -¡- pV =  c.curl (M — M')

(łlb) =  — c.curl (E — E'),

gdzie p =  div D, jak zwykle, i gdzie E'. M' oznaczają wektory 
określone przez:

Jeżeli dane są K  i p. oraz prędkość ruchu v dla wszystkich 
punktów środowiska i dla wszelkich czasów, mamy w (Ib) i (Ilb) 
dwa równania różniczkowe cząstkowe, I-go rzędu ze względu na 
czas i, dla dwóch wektorów E. M; wektory E'. M' są bowiem, we
dług (b), jednoznacznie określone przez V,Q,8 a więc też ostatecznie 
przez y. E. M.

p =  j + V.div D -|- curl V 0v =  c.curl M

q == —r-- !- curl VBv —  — c.curl E,
ot

czyli:

<3D

1 M' =  + .—  V0v,
c

a więc normalne do płaszczyzn: (B.v) względnie (D,v). 
Oprócz tego mamy, jak poprzednio:

(Illb) div B — o.
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Jak widzimy z (Ib), (Ilb), wektory E', M' mają znaczenia: 
siły elektrycznej, względnie siły magnetycznej. Pierwsza z nich 
jest normalna do linij polaryzacyi magnetycznej, druga — do linij 
polaryzacyi elektrycznej, obie zaś są oprócz tego normalne do kie
runku ruchu rozważanego elementu ciała dielektrycznego. Natęże
nie E' i M' jest proporcyonalne do stosunku prędkości v.c, do B, 
względnie do D i wreszcie — do wstawy kąta (B, v), względnie 
(D, v). Oprócz tego widzimy z równań (b), że, jeżeli ruch elemen
tu odbywa się w kierunku osi i, zaś B posiada np. kierunek j, siła 
E' posiada kierunek k; jeżeli, przy tym że kierunku ruchu, D wskazu
je w kierunku j, siła M' będzie miała kierunek — k.

Ponieważ, jak już wspomniałem wyżej, curl VDv, curl VBv 
są już same przez się solenoidalne, przeto wektory p i q są też
solenoidalne po odtrąceniu tych wektorów. Odtąd też, idąc za po
wszechnym zwyczajem, nazywać będę prądem elektrycznym w śro
dowisku ruchomym to, co według naszego oznaczenia byłoby równe

(61) p' =  p — curl VDv =  D -j- pv (-f XE dla przewodników)

i podobnie prądem magnetycznym wektor

(62) q' =  q — curl VBv =  B.

Posługując się tak określonemi prądami, możemy (Ib), (Ilb) 
napisać:

(Ib') p' =  c.curl (M — M')

(Ilb') q' =  — c.curl (E — E');

równania te są zupełnie analogiczne do równań

p =  c.curl M. q =  — c.curl E

dla środowiska nieruchomego (dla którego jest oczywiście p' =  p, 
q' =  q); zachodzi ta tylko różnica, że dla środowiska ruchomego 
należy od sił E. fili odtrącić (w curl’ach) wektory E'. M'.

W najściślejszym związku z tą właśnie okolicznością Heaviside *) zalicza też między irihemi, wektory E', M' do „sił przyłożo
nych“; z ogólnem pojęciem sił takich zapoznamy się później dopiero.

§ 23. Stosując do równania (Ilb) operacyę di u, mamy

div M =  o, co jednak wobec założonej raz na zawsze wła-
ot.

sności (Illb) nie daje nam nic nowego.

*) Electromagnetic Theory, Tom I, § 39. Autor ten nazywa zresztą 
E Jhe motional electric fo rce zaś M’ — „the motional magnetic force

Elektryczność i Magnetyzm. 10
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Stosując operaeyę tę do (Ib), otrzymamy natomiast

<ip
div p =  -f- div (pv) =  o,

czyli, według § 9: — [- p div v =  o, lub też jeszcze, według
Ul

(27). i rozumiejąc przez dx indywidualny element dielektryka:

Ładunek elektryczny e— p.dt jest więc niezmiennikiem każ
dego elementu indywidualnego doskonałego izolatora ruchomego, 
t. j. porusza się w przestrzeni wraz z tym elementem materyal- 
nym i jest z nim niezmiennie i nierozerwalnie połączony, niebacząc 
na jego ustawiczne zmiany objętości i ciągłe odkształcenia.

§ 24. Własność superpozycyi przysługuje polom elektroma
gnetycznym w środowisku ruchomym (nieinaczej jak w spoczywa
jącym), byłe tylko pola składowe odpowiadały jednej i tej samej 
prędkości v przepisanej jako funkcya czasu i przestrzeni. Aby się
o tein przekonać, wystarcza rzut . oka na równania (Ib), (Ilb). Róż
niczkowanie atoli, przestrzenne lub czasowe, całek tych równań nie 
daje już nam wogóle całek tychże równań, jak dla środowiska nie
ruchomego; wektor bowiem v. w równaniach (Ib), (Ilb) może wo- 
góle zmieniać się w czasie i w przestrzeni.

§ 25. Dla półprzewodnika ruchomego równanie (Ilb) pozosta
je bez zmiany, podobnie jak (III); zamiast równania (Ib) mamy na
tomiast, według § 10 i wredług wzoru ogólnego (A):

(63)

(Ic) -TT +  pv +  XE =  c.curl (M — M').
ot

gdzie M' =  —— V D v, zupełnie jak dla izolatora; jedyna różnica po

lega na dodatkowym wyrazie ).E.
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Przez zastosowanie operacvi div otrzymamy tym razem -~—
dt

-j- div (pv-j- XE) =  o, t.j. — -|-p dtw -j- div(XE) =  o, czyli ostatecz
U.Ł

nie — zamiast równania (63):

(64) (pdt) -f- dt.div (XE) =  o.

Interpretaeya wzoru tego będzie takaż sama jak w § 18, dla wzo
ru (47), z tą tylko różnicą, że obecnie chodzi o elementy indywi
dualne półprzewodnika i o zachodzące wewnątrz nich zmiany, nie 
zaś o elementy przestrzeni i zmiany „lokalne“.

Całki symboliczne dla środowiska nieruchomego.

§ 26. Dla doskonale izolującego dielektryka nieruchomego 
mieliśmy równania różniczkowe

(42) K =  c.curl M. ¡a =  — c.curl E, div (¡j.M) - o.
Ol Ol

Jeżeli dielektryk jest izotropowy, K  i są zwykłemi spół-
czynnikami skalarnemi. W tym wypadku możemy z powyższych 
równań różniczkowych wyrugować łatwo, bądź E, bądź też M.

Różniczkując pierwsze równanie ze względu na czas i mno
żąc przez u., mamy, według drugiego równania:

Kp. c)2E . 1
— * =  — P- curł ( curl E)
c- dt2 ¡A

i  podobnie, przez różniczkowanie drugiego równania:

K|L a 2M TT r ,  1 1

{Równania te zresztą zachodzą też dla ciała krystalicznego, lecz 
wówczas treść ich jest zawilsza, o ile mianowicie K,u. są operato

rami wektorowemi liniowemi, zaś —¿r-, ——- operatorami odwrotnymi.)
A (j.
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Jeżeli dielektryk jest też jednorodny, mamy:

{j..eurl (~~~ cur1 E) =  curl2 E, K  curl ( - ~  curl M) =  curl2 M,

a więc, oznaczając przez o wielkość skalarną --- --- (która, jak

już wiemy, wyraża pewną prędkość):

d2E

(65)

,ł2 = —o2.curl2 E 
dt-

2 12 M-T-r= —tr.curr M. 
atz

Każdy z wektorów E, M czyni więc zadość równaniu różni
czkowemu Ii-go rzędu ze względu na czas:

(66) =  — o2.curl2 R.

Gdybyśmy w równaniu tem mieli zamiast operatora rpcurl2 
zwykły spółczynnik skalarny k2 niezależny od czasu, lecz zresztą 
wogóle zależny od położenia w przestrzeni (a curl jest właśnie ope
ratorem czysto przestrzennym), natenczas najogólniejszą jego całką 
byłoby

R =  cos (kt).F + sin (kt,).G,

gdzie F, G oznaczałyby dowolne funkcye położenia, zaś cos i sin 
zwykłe funkcye trygonometryczne argumentu kt.

Otóż, nie bacząc na to, że v.curl nie jest wielkością, lecz 
operatorem (zaś:rcurl'1—jego iteracyą), możemy napisać całkę ogól
ną naszego równania symbolicznie:

(67) R == (cos (ot curl)} F -j- (sin (ot curl)} G,

gdzie / } są pewnemi operatorami złożonemi, które należy zastoso

wać do wektorowych funkcyj położenia F, G, dowolnych, lecz nie
zależnych już od czasu t. Znaczenie tych operatorów możemy zre
sztą określić zupełnie niezależnie od wszelkich pojęć trygonometry
cznych, a mianowicie za pomocą szeregów utworzonych ze znane
go już nam operatora curl i jego iteraeyj:

v,2f - «4 i 4
(cos (ot curl)} F = {1  — .-gj- curl2 -|- curl4 — F,
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-czyli symbolicznie, opuszczając domyślny wektor, na którym należy 
operować:

Przy tern określeniu należy oczywiście założyć, że szeregi wy
ników operacyj , wykonanych na F, względnie na G, są zbieżne, 
przynajmniej w pewnych granicach czasu t, czyli dla pewnej epoki; 
wówczas bowiem tylko wektor R będzie istotnie określony jedno
znacznie przez wzór (67) dla tejże epoki, przy danych F, G.

Zauważmy tu jeszcze, że prawomocność wzoru (67) i wszelkich 
wynikających zeń wniosków opiera się zasadniczo na rosdzielnościo- 
wości operatora curl i na wypływającej stąd przemiennościowości

operatorów —~  i curl *). 
ot

Ponieważ, zarówno E, jakoteż M, czynią zadość równaniu (66), 
przeto wzorując się na (67) i rozumiejąc przez F, G, H, I cztery 
funkcye wektorowe samego położenia w przestrzeni, tymczasem zu
pełnie dowolne, możemy położyć:

Aby jednak uczynić zadość pierwotnym równaniom I-go rzędu: 

KE =  c.curl M, ¡J-M =  — c.curl E [a nietylko równaniom Ii-go rzę

du (65)], nie możemy wszystkich czterech funkcyj położenia F, ... I 
obrać dowolnie, lecz tylko dwie, np. F, G; dwie pozostałe zaś będą 
już określone przez F, G.

*) Porówn. rozprawę p. tyt. „Teorya operatorów fizycznych“, Prze
gląd Filozoficzny, 1902—3.

(68) |cos (ot.curl)| =  | l---i-(nt.curl)4 +  ~^r (t»t.cu.rl)ł — ....}

i podobnie

(70)

E



Istotnie, podstawiając wyrazy (70) do tych równań pierwo
tnych i uwzględniając, że
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at
jcos (t).t.curl)| F =  — o curl jsin (nt.curl)J F =  — o |sin| curl F

i podobnie dla jsinj — • zupełnie tak samo, jak gdyby cho

dziło o zwykłe funkcye trygonometryczne ||, — otrzymamy łatwo: 

H =  i i \ v . G, l = L - m v .
V-

Rozwiązania symboliczne (70) przybierają więc kształt:

E = |cos (d tcurl) + [sin (ot curl)|

M = (Ji-\V,fco. (ot curl)j G -
\ V- ) l \ *■ 1

(71) / k \*/„ ( \ _ i k ^
/sin (ot curl)*. F.

Jeżeli dany jest stan początkowy pola elektromagnetycznego,
t. j.

E =  E0> M =  M0 dla t =  o,

możemy natychmiast wyznaczyć pozostałe jeszcze dwie nieokreślone 

iunkcye F, G. Istotnie, kładąc w (71) t — o, mamy

ą ,  =  r. u .  =  ( - Ł p  g .

a więc ostatecznie:

E = /cos (ot curl)j E0 -j- /2[sin (»t curl)j M0

(72)

M =  |cos (ot curl)J M0 — ^  {Ŝ  D̂t cur^ j

*} Co można natychmiast sprawdzić, uciekając się do określeń
(68) i (69), przy nieodzownem założeniu zbieżności szeregów.



jajco rozwiązania symboliczne równań KE - c.curl NI, ¡1 M =  — c.curl E, 
odpowiadające danemu stanowi początkowemu '*).

Czytelnik sprawdzi natychmiast, że czynią, im one zadość 
identycznie i że dla t —  o dają E =  E0- M =  M0, jak być powinno.

Podkreślam występującą tu wyraźnie spólzależność sił elektry
cznych i magnetycznych; we wzorach (72) przeszłość lub przyszłość 
elektryczna (t <  o lub t >  0) jest wyrażona przez teraźniejszość 
elektryczną i magnetyczną (t =  o), a to samo dotyczy przeszłości 
i przyszłości magnetycznej.

§ 27. Rozwiązania (72) czynią, zadość danym warunkom po
czątkowym i pierwszym dwóm równaniom (42); co do trzeciego ró
wnania, t. j. div ( m ~ o ,  a w naszym wypadku, dla dielektryka 
izotropowego i jednorodnego:

to będzie ono spełnione dla wszelkich czasów t, jeżeli tylko jest 
spełnione dla t =  o, t. j. w stanie początkowym.

Istotnie, stosując operacyę div i uwzględniając, że dw curl R
— o i wogóle div curl" R =  o (dla n =  1, 2, 3, ...), otrzymamy 
według (68) i (69) dla dowolnego wektora R:

1. j. bezpośredni wyraz niezmienności ładunku elektrycznego w ka
żdym elemencie izolatora, co już poprzednio na innej okazaliśmy 
drodze. (W naszym wypadku ze stałości ładunku pozornego wyni
ka bezpośrednio stałość ładunku prawdziwego: div D =  K div E =  
=  K.div E0 =  const., albowiem jest tu mowa o dielektryku izotro
powym i jednorodnym; z warunku div M(1 =  o wynika też bezpo
średnio div B =  <j..div M =  o).

*) Wzory te wyprowadziłem na formalnie odmiennej drodze w roz
prawie p. t.. ,,Symbolische Integrale cte.“, Anna], d. Physik, T. 6 . J901, str. 
373 —- 397. Przekonałem się zresztą niebawem, że Heaviside podał je 
znacznie wcześniej (zarówno dla izolatorów1 jakoteż dla półprzewodników) 
bez dowodu i bez wszelkich bliższych objaśnień; patrz autora tego ,,Ele
ctrical Papers“.

div M =  o,

a więc według drugiego równania (72):

div M =  div M0 =  o.

Podobnie też otrzymamy z pierwszego równania (72):

div E =  div E0,
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§ 28. Z rozwiązań symbolicznych (72) możemy łatwo wypro
wadzić pewne godne uwagi i dość ogólne wnioski.

Jeżeli t)t curl zmienia znak, np. wskutek tego. że wzięto — t 
zamiast -f- t, mamy [chociażby według określeń (68), (69) naszych 
operatorów złożonych):

[cos (— to curl) j =  [cos (to curljj

[sin (— to curl)J =  — [sin (to curl)|.

Rozważając więc dwie chwile -j- t i — t równoodległe od t —  o, 
jedną w przyszłości, drugą, w przeszłości, otrzymamy, według (72J:

E (t) + E (—t) =  2 jcos (ot curl)| E„

M (t) M (—■t) =  2 [cos (ot curl)J M„

E (t) — E (— t) =  2 |-£-) '-[sin (ot curl)j M0

(73)

M(t) M (—t) =4: 2 2 [sin (ot curl) j E0.

związki dające się łatwo wyrazić słowami.
Dalej, z określeń naszych operatorów wynika

[cos (o)} =  1. [sin (o)j: o,

zarówno dla t =  o jak dla curl =  o, t. j. gdy rozmieszczenie od
powiedniego wektora jest irotacyjne.

Jeżeli więc w stanie początkowym pole E0 jest irotacyjne,
zaś dowolne, mamy dla każdego t:

(74)

“ jsin ot curl j

M — [cos (ot curl)| Mp:

jeżeli natomiast pole magnetyczne M0 jest irotacyjne. zaś E„ dowol
ne. natenczas mamy dla każdego t:

(75)

=  [cos (ot curl)j E„.

M =  Mlt K WaL,-sin (ot curlH E„.
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W pierwszym wypadku wszystko, co jest zmienne z czasem, zale
ty jedynie od pola M0, w drugim zaś jedynie od pola E,r W pier
wszym wypadku mamy, według (73):

(76) E (t) + E (- t) =  2 E0

(77) M (t) =  NI (— t),

w drugim zaś wypadku:

(78) M(t).+ M(— t), =  2M0

(79) E (t) =  E (-t),

co nietrudno wyrazić słowami.

§ 29. Jeżeli 1 meszcie zarówno E0 jak i M0 są irotacyjne, 
t. j. jeżeli curl E0 =  curl M0 =  o. natenczas, mamy

Et =  E0, Mt =  M0 dla Jcaźdego t,

w ciągu całej rozważanej epoki ciągłości i stosowalności równań róż
niczkowych pola. którą krótko możemy nazwać „epoką". Innemi słowy:

Wszelkie rozmieszczenie irotacyjne sił elektrycznych 
i magnetycznych trwa niezmiennie, czyli stanowi pole sta
tyczne.

Dokładniej: Jeżeli rozmieszczenie wektorów E i M w dowol
nej części pola jest irotacyjne w jednej chociażby' chwili, naten
czas ta część pola była i będzie zawsze niezmienną dla wszelkich 
czasów, które wraz z ową chwilą należą do jednej i tej sanlej 
„epoki“. Krócej: Irotacyjność E i III w jednej chociażby chwili ta
kiej epoki jest warunkiem wystarczającym niezmienności danej 
dziedziny pola elektromagnetycznego w ciągu całej tej epoki.

Że warunek ten jest również niezbędnym, wynika to z sa

mych równań różniczkowych KE =  c.curl M, ¡i M =  — c.curl E.
W szczególności, dla E0 =  M0 =  o wynika z naszych rozwa

żań, że ani pole elektryczne, ani pole magnetyczne, ani też elektro
magnetyczne, wirowe czy też irotacyjne, nie mogą być stworzone 
w żadnej chwili takiej „epoki“, że więc stworzenie ich (lub też 
zniszczenie) implikuje koniecznie pogwałcenie owych równań różni
czkowych lub też warunków ciągłości, stanowiąc tym sposobem 
„katastrofę“, czyli koniec jednej lub ewentualnie początek innej 
epoki, w danej dziedzinie przestrzeni. W chwili takiej mogą od
być się zdarzenia zgoła nieobjęte temi równaniami różniczkowemi. 

Tym sposobem, zakładając curl E0 =  o, curl M0 =  o, będzie
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my mogli przejść od naszych wzorów ogólnych do pól statycznych 
i zobaczymy, ja k  z ich irotacyjności w ynika bezpośrednio istnienie 
potencyału sił i ja k  odpowiednie pola mogą być przedstawione jako 
pochodzące od „działania na odległość“ , w edług praw a odwro
tnych kw adratów , „elektryczności“ i ,, magn ety zmów“ (pozornych).

§ 30. Wzory ogólne (72) upraszczają się, i ze symbolów 
mianowicie stają się konkretnemi rozwiązaniami równań różniczko
wych, w pewnym szczególnym wypadku, któremu warto poświęcić 
słów kilka.

Dzieje się to wówczas, gdy stan początkowy pola jest taki, iż,

(80) curl E0 =  a.E0, curl M0 =  ¡3.M0,

gdzie *  i  p oznaczają dowolne stałe skalarne.
Istotnie, wów czas mamy

(81) cu rl2E0 =  curl (a .E 0) =  acurl E0 =  a2E 0,

podobnie curl3E 0 =  <*3E0, * d., wogóle curl"E0 =  a nE 0, i podobnie
curl"M0 =  hdM, dla w szelkich n całkowitych i dodatnich, tak iż 
w edług określeń (68) i (69) operatory {cos (tv curl)}, {sin (Dt curlJ- 
s ta ją  się zwykłem i funkcyami trygonometrycznemi

(82) cos (ant), sin (aot) dla E,

(83) cos ((Jot). sin (pot) dla M0

i zwykłem i czynnikami (skalarnem i) tych wektorów.
Według (72) otrzymamy więc w tym wypadku natychmiast:

E == E0.cos (aot) -f- /-|-j ^  M0.sin (£ot)

M =  M0.cos (°Dt) — (-— ) 2 Eo-sin (aut).M =  M„.cos (3nt) — l-
H-

Pole to jest czysto solenoidalne, albowiem z (80) wynika 

div E 0 =  div curl E0 =  o i podobnie div M0 =  o, a więc też

dla wszelkich czasów div E — div M =  o.
Ponieważ stałe wektory E„, M0 posiadają w danym punkcie 

kierunki wogóle różne od siebie, przeto według (84) — wektor E 
będzie podlegał nietylko zmianom swego natężenia ale też zmianom 
kierunku; to samo można powiedzieć o wektorze M. Drgania 
tych wektorów będą się jednak odbywały zawsze w jednej i tej sa
mej płaszczyźnie (E0, M0) w danym punkcie pola; w różnych pun
ktach płaszczyzny te będą oczywiście miały położenia wogóle różne, 
t. j. nie będą do siebie równoległe.



Załóżmy jeszcze

(85) p =  a

i zbadajmy, dla tego szczególnego stanu początkowego, omawianą 

już niejednokrotnie wielkość skalarną u =  —i- (ED -f- MB), t. j Ł 

dla zajmującego nas tu środowiska izotropowego i jednorodnego:

(86) U = ~ T  ( % "  +

a wyrażającą — jak zobaczymy później —  gęstość energii elektro- 
magnetycznej.

Według (85) otrzymamy z (84):

E 2 =— E0*.cos2 (ant) -J- Ai02 sin2 (ant) -f- 

+ 2 E0M0.sin (ant).cos (ant),

M 2 =  J /02 cos2 (ant) -j— J?02 sin (apt) —

— 2 |~~j ^  EaM0.sin (aut).cos (ant),

a więc:

(87) U==~ Y  (■K-Eo2Jr  M # )  =  ~  const-

t. j u będzie niezmiennikiem dla każdego z osobna punktu pola *). 
Stanowi to szczególny przywilej pola elektromagnetycznego, które 
rozwija się z rozważanego tu stanu początkowego.

Niezmienność u możemy sprawdzić na innej jeszcze drodze.
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*) Podczas gdy przy dowolnym stanic początkowym u nie jest nie

zmiennikiem, lecz jest nim tylko całka j udt obejmująca dziedzinę t, dla

której powierzchni a jest zachowany warunek j  Fyda =  o, dla wszelkich 

/, gdzie F =  cVEM; porównaj § 14.



—  156 —

Stosując operacyę curl do wzorów (84) i zakładając p =  a, otrzy
mani}':

cuii E =  aE0.cos (ant) -j- 2 a^» sin (a»t).

czyli:

(88) curl E =  a.E i podobnie curl M — a-M.

Widzimy przedewszystkim, że własność początkowa curl E0= « - E 0. 
curl M0 =  a.M0 zostaje zachowana po wsze czasy, t. j. dla całej 
■epoki. Następnie zaś wynika z (88)

E.curl M — M.curl E =  o,

czyli

div VEM =  o,

t. j. sólenoidalność wektora F =  cVEM *), a jednocześnie, według
(38), § 14:

9u

~9t~ °'

■co było do okazania.

§ 31. Na pierwszy już rzut oka widzimy, że we wzorach 
(12) przyszłość i przeszłość elektromagnetyczna każdego elemen
tu przestrzeni jest wyrażona przez teraźniejszość, czyli stan „po
czątkowy“ (E0, M0) tegoż elementu **), niezależnie od tego, co za
chodzi lub zachodziło w innych, skończenie odległych dziedzinach 
przestrzeni. Dzięki tej właśnie okoliczności z wzorów tych nie 
można wyczytać rozchodzenia się (propagacji) zaburzeń elektroma
gnetycznych w przestrzeni. Wybitną tę cechę zaburzeń okażemy 
później dopiero (Rozdz. VI), na innej zupełnie drodze.

§ 32. Dla półprzewodnika nieruchomego, izotropowego i je
dnorodnego mamy, według § 18, równania różniczkowe

m

K -j- XE == c.curiM 
ot

m  1 c
IJ- i r  =  ~  c-curl E-

.*) którj', jak zobaczymy, wyraża prąd energii elektromagnetycznej ■ 
**) Powiadam „elementu”, zaś nie punktu przestrzeni, albowiem zna

jomość np. E0 w jednym tylko punkcie goometrjrcznjrm nie pozwala na 
wykonanie operacyi curl; aby ją wykonać należy znać rozmieszczeniu Eo 
w pewnej, acz dowolnie małej, dziedzinie trójwymiarowej zawierającej dany 
punkt.
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gdzie K,\j.,X są stałe skalarne. (Oprócz tego mamy zwykły waru
nek solenoidalności B, który w naszym wypadku redukuje się do 
div M =  o.)

Różniczkując pierwsze z równań (89) ze względu na t, mno-

9M
żąc przez a i podstawiając a - z drugiego równania, mamy

ul

czyli, wprowadzając czas relaksacyjny

____ _K_

i oznaczając tym razem

e t—-- przez n )

]/K ’x 

d2E 1 9E

W  w + - t jw = - m % e -

Podobnie też, wykonywając na drugiem równaniu (89) operaeyę- 

K  -)- X j, otrzymamy, według pierwszego równania:

tt(A'-|- +  X) - ^ = - c . c u r l  ( K - ± >  X) E =  -  c*.curl* M.

t. j. zupełnie to samo równanie co dla E:

/m\ 1 3M ,2 2M
(9I) W  + T  i r  =  -

Obadwa więc wektory E, M czynią zadość jednemu i temu 
samemu równaniu różniczkowemu Ii-go rzędu ze względu na t:

*) Zaś nie przez u (jak dla izolatora), albowiem — jak zobaczymy 

później — wielkość —=  posiada dla półprzewodnika odmienne nieco

J /%

znaczenie fizyczne niż dla izolatora, a mianowicie nie wyraża dokładnie 
prędkości rozchodzenia się fal.
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<92> Î +4 --I-=-̂ i2r-
Postępując podobnie jak dla izolatora, połóżmy symbolicznie

.. . . _ I . | tm , t2m2 , t3m3 1 _ f tml _
(93) R =  { 1 +  -jjr, +  —  + ...J R0 =  je J R0.

gdzie R0 jest funkcyą wektorową samego tylko położenia w prze
strzeni (tymczasem dowolną), e zasadą logarytmów naturalnych, zaś 
m — operatorem przestrzennym. Aby uczynić zadość równaniu 
<(92) należy operator ten wyznaczyć z „równania kwadratowego“

{94) nr H-- i— m — u'-.curl2.
Z

Ponieważ pierwiastki tego równania są

rai _ ___ 1 • • /~  - 1
m.

gdzio i  — y — i, przeto możemy napisać całkę ogólną równania (92)

t

(96) R =  e 2z [{cos (tp)j. F -j- jsin (tp)j G J ,

gdzie F, G oznaczają wektorowe funkcje położenia (aż dotąd do
wolne), zaś {cos (tp)J, jsin(tp)J są operatorami zbudowanemi z cza

su i i z operatora

(97) p =  j /  o,2curl2---^

zupełnie tak samo jak poprzednio zbudowaliśmy operatory (68),
(69) z operatora t> curl i z czasu t.

Ponieważ więc E. M czynią zadość, z osobna, temuż równa
niu (92), połóżmy:

t

(98) E =  e 2t . [{cos (tp)j F +{sin (tp)j. G J

t

<99) M =  e 2t . [{cos (tp)J H -f- {sin (t-P)} I J
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i postarajmy się wyznaczyć funkeye wektorowe położenia: F, G, H, 
I tak, aby uczynić zadość pierwotnym równaniom różniczkowym
(89), czyli

(89') —  /.Ę l. + _L E ) =  curl M, ---  — — curl E,
c \ ot z f c dt

i danemu, dla t =  o, stanowi początkowemu E0, M0.
Różniczkując (98) ze względu na czas, mamy dla każdego t:

t

4 r  = --- ^  E + 0 2T • Q p  cos (tP)] G — [p sin (łP)} F J-

a więc dla t — o:

( _ t )  ̂ =  _ _ e o +  { p } g ,

t. j. według (89')

G ={ iB [-1T + -b  E ] ={ f} R curl M” ~-5T E,J-
zaś wprost z (98), dla t —  o:

F =  E0.

Podobnie też otrzymamy z (99) i uciekając się do drugiego z rów
nań (89'):

1 = f ł }  [ - f  + W “ ] , “  { t }  [-5T -  f  curl El]'
gdzie jest operatorem odwrotnym względem *)•

Wprowadzając znalezione tym sposobem F, Gf H, I do wzo
rów (98), (99), mamy wreszcie:

*) Posługuję się klamrą j J, aby uwydatnić, źe chodzi o operator,

nie zaś o zwykły czynnik; operator odwrotny jest wogóle wieloznaczny, 
podobnie j a k " ( g d z i e  Jojj jest operatorem jednoznacznym), a więc

też sam operator p, według określenia (97); zobaczymy jednak wkrótce, 
że pomimo to wszelka wieloznaczność znika w ostatecznych wzorach na
szych (100) dla E, M.
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We wzorach tych, podobnie jak w (72), polo elektromagnetyczne 
E, M dla dowolnej chwili t (należącej do danej „epoki“) jest wy
rażone przez stan początkowy E0. M0.

Ponieważ jcos (tp)j =  j l ---i-  t2p2 + ...j,, } =

t — ą- — ...j. zawierają parzyste tylko „potęgi"

czyli iteracye operatorap, t. j . p 2 =  u' 2 eurl2 ---p*t j f  i t. d.,
4t~

nie zaś samo p = 1 / pl2curl2 .......—> przeto wszystkie operacye
' 4t2

w tych dwóch wzorach są zupełnie jednoznacznie określone *),• 
i każda z nich daje się wprost wykonać na polach wektorowych 
E„. M0 określających stan początkowy w każdym z osobna elemen
cie przestrzeni.

Dla x =  co, t. j. dla izolatora doskonałego, mamy

t
C Dr

p —  o'curl =  c curl == —-—- eurl, e =  1 ,

J/K>

tak iż wzory (100) redukują się do 72), jak być powinno.
Wogóle jednak, t. j. dla jakiegokolwiek x =  K/A, wzory (100) 

zawierają, operator p2, t. j.

(1 0 1 ) p2 =  n'-curl2 -  - ¿ 5  =  eurl2 -

oprócz samego curl'a.

*) O ile tylko dla danego stanu początkowego E0, M0 istnieją wo
góle określone wektory citriE0, c«rPE0 i t.. d., chWM0, cuW-M0 i t. d., t,. j.
o ile wektory E0, Mo dopuszczają wogóle odpowiednie pochodne prze
strzenne.



Jeżeli rozmieszczenie początkowe sił elektrycznych i magne
tycznych jest irotacyjne, t, j. jeżeli

eurl E0 =  curł M0 =  o,

operator jr  redukuje się do zwykłego czynnika skalarnego:

(102) P2 =  “ 4 ^ ’

tak iż z wzorów (100) otrzymujemy:

t t t

E == E0.e 2t Q os (i -^-)+ i sin (i =  E0-e 2v -e 2t

t t t

Ht= M 0.e “T [~cos (i — i sin (i -^r) J  =  M0.e 2t .e
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t. j.

(103) dla curl E0 =  curl M0 =  o;Et =  E0o 1 

Mt =  M0

siła więc elektryczna spada ustawicznie i wszędzie proporcyonalnie 

t

do e z , podczas gdy siła magnetyczna pozostaje niezmienną; 
po upływie czasu dość długiego w porównaniu z czasem relaksa
cyjnym siła elektryczna staje się niedostrzegalną, i pozostaje tylko 
magnetyczna; takie są losy wszelkiego pola irotaeyjnego w półprze
wodniku.

Elektryczność i Magnetyzm. 11
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ROZDZIAŁ III.

Energia i siły ponderomotoryczne.





Rozdział III.
Energia i siły ponderomotoryczne.

Uwagi ogólne i przykłady.

§ 33. Jeżeli jedynym wynikiem przejścia dowolnego układu 
ze stanu S  do stanu „neutralnego“ S0 jest wykonanie pracy Psso> 
natenczas powiadamy, że układ ten zawiera, w stanie 8, energią 
U  =  PS50. Przez pracę możemy tu rozumieć w szczególności pracę 
mechaniczną, np. wznoszenie ciężarów z niższego poziomu na wyż
szy. Stan „neutralny" układu można obrać zupełnie konweneyonal- 
nie, raz na zawsze; zwykle jednak obiera się stan ten S0 w taki 
sposób, aby praca Pss0, a więc też energia i7(S) posiadała dla ka
żdego rzeczywiście osiągalnego stanu S wartość dodatnią, w grani
cy zaś zero. Skoro zgodzimy się na ogólną stosowalność t. zw. 
zasady zachowania energii, powyższe określenie energii nie będzie 
zależało od sposobu przejścia czyli od „drogi“ prowadzącej ze sta
nu S  do stanu S0, lecz tylko od samego stanu 8 (jeżeli uczyniliśmy 
wybór S0 raz na zawsze), t. j. energia U  będzie jednoiuartościową 
funhcyą stanu układu. Jeżeli układ przy przejściu ze stanu S 
do S0, zamiast wykonywać pracę, wydziela np. pewną ilość ciepła 
Q, możemy również skorzystać z powyższego określenia energii, za
kładając atoli, że skądinąd już znamy równoważnik mechaniczny 
ciepła; skoro Q jest wyrażone w „jednostkach mechanicznych“, mo
żemy już wprost napisać U =  Q. Toż samo stosuje się do najro
zmaitszych wypadków, w których zamiast pracy otrzymujemy ja
kiekolwiek zmiany w otoczeniu układu, podczas jego przejścia ze 
stanu 8 do S0:

Nie zagłębiam się tu zresztą w subtelności tego przedmiotu
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zakładając, że czytelnik skądinąd ju ż  jest z pojęciem energii do

brze obeznany *).
Energia zmieniającego się układu będzie wogóle (acz niekonie

cznie) zmieniać się również z czasem t; nie będzie ona jednak za

leżała wyraźnie od t, lecz tylko od chwilowych wartości tych wiel

kości, które określają stan układu. To właśnie wyrażamy już, mó

wiąc krótko, że energia układu jest funkcyą jego stanu.

§ 34. Powyższe określenie energii nie zawiera żadnych 

cech, na podstawie których moglibyśmy mówić w jakikolwiek rozu

mny sposób o lólcalizacyi, czyli umiejscowieniu energii w prze

strzeni. Aż dotąd bowiem energia układu nie jest dla nas niczcm 

innem jak tylko pewną funkcyą wielkości określających jego stan, 

a więc— o ile wielkości te zmieniają się z czasem —  funkcyą- (nie

wyraźną) czasu, t. j ,  wielkością określoną ostatecznie dla każdej 

chwili czasu, lecz bezpośrednio nie mającą nie wspólnego z roz

mieszczeniem w przestrzeni.
Pojęcie lokalizacji energii bywa atoli częstokroć bardzo uży- 

tecznem. szczególniej w badaniach podobnych do tych, które nas 
tu zajmują. Dlatego też nie będzie bez korzyści, jeżeli porozu

miemy się tutaj co do tego punktu nieco dokładniej **').
Uwzględniając jedynie tylko powyższe ogólne określenie ener

g ii, moglibyśmy postąpić sobie z jej lokalizacyą w sposób zupełnie 

dowolny, moglibj’śmy wskazać energii danego układu dowolne miej

sce w przestrzeni, zupełnie niezależne od położenia samego układu; 

nie miałoby to bowiem żadnego zgoła wpływu na wnioski dające 

wyprowadzić się ze samej wartości i ze zmian czasowych energii 

układu. Liczne atoli rozważania energietyczne przybierają postać 
konkretniejszą, skoro przy lokalizacji energii uwzględniamy wyra

źnie położenie samego układu w przestrzeni i wprowadzamy siedzi

bę każdej ilości energii w pewną zależność z częściami składowemi 
układu. Lecz z tem nawet ograniczeniem mielibjrśmy wjrsoki jesz

cze stopień swobody w umiejscowianiu energii. Aby bardziej jesz

cze ją  ograniczyć i zdecydować się na pewien zupełnie określony 

sposób lokalizacji energii, nie możemy chjrba nic lepszego uczynić, 

jak  oprzeć decyzyę naszą na przykładach jaknajprostszych, w któ

rych pewien określony sposób umiejscowiania energii posiada ju ż 

sankcyę ze strony powszechnego niemal zwyczaju i odzwierciedla 

się w utartj'ch ogólnie sposobach wyrażania się.

*) Dla wypełnienia ewentualnych pod t.ym względem luk poleciłbym 
czytelnikowi najgoręcej dzieło M. Plancka, p. tyt. Das Psincip d. Erlial- 
łung der Energie, Lipsk, 1887.

**) Następujące uwagi o lokalizacyi energii zapożyczyłem, niemal 
dosłownie, z kursu mych wykładów1 wygłoszonych w uniwersytecie bo- 
łońskim w r. 1900—01, litografowanego p. tyt. „Elettricitá e Magnetismo 
Bologna, 1902—05, Litogr. Sauer & Barigazzi.
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Niechaj ciało sztywne, wyjęte z pod wpływów ciążenia, po
rusza się z prędkością v czysto postępową; jako stan neutralny 
określmy stan spoczynku tego ciała względem pewnego innego cia
ła, jak np. względem kuli ziemskiej, do której odnosimy też ową 
prędkość v. Otóż, jeżeli M  jest masą tego ciała, energiajego w do
wolnej chwili t będzie U —  .] Mv2. Istotnie, mamy

o v
i dt? / d 

U— — J M-j- wit—J i-¿T dt==^ Mv
v 0

„Gdzie znajduje się“ energia ta w danej chwili i? Przypi
sujemy ją  samemu ciału, nazywając ją  mianowicie „jego" energią. 
Możemy przeto, w tym wypadku, powiedzieć, że energia U  znaj
duje się tam, gdzie i samo ciało, i żo porusza się wraz z niem 
w przestrzeni (zachowując niezmiennie swą wartość, o ile założymy, 
że ciało to nie pracuje podczas swego ruchu). Ten sposób wy
słowienia sprawy stosuje się przedewszystkiem tylko do całkowitej 
energii U. W rozważanym atoli wypadku możemy też konsenkwen- 
tnie powiedzieć natychmiast, jak cała ta energia jest rozdzielona 
na poszczególne części całej objętości ciała. Istotnie, możemy po
dzielić całą bryłę na objętości di: dowolnie małe, z których każda 
zawiera masę dm=p di (gdzie gęstość p może być różna dla ró
żnych dx); każdy z tych elementów masy, izolowany od reszty
i wzięty sam przez się, posiadałby energię v dm = . -l v2p, di; 
energia zaś U całej bryły rozważanej jako układ złożony ze 
wszystkich tych elementów równa się w tyni wypadku sumie ener- 
gij tychże elementów i odwrotnie też daje się w sposób zupełnie 
określony rozłożyć na swe części. Możemy to wyrazić krótko, pi

sząc U — I  p w2. dx.

W tym więc prostym wypadku możemy powiedzieć, że ener
gia U jest rozmieszczona w całej objętości ciała, a mianowicie 
tak, że gęstość jej, czyli ilość na jednostkę objętości, w dowolnym 
punkcie ciała wynosi \ pvK

Podobnie też, gdy ciało sztywne posiada, oprócz postępowe
go, dowolny ruch obrotowy (tak iż v jest funkcyą położenia punktu 
w ciele), możemy w określony sposób mówić o lokalizacyi energii 
kinetycznej, przypisując każdemu elementowi dt ilość energiipi>2dt. 
W tym zresztą wypadku ogólniejszym obliczymy nawet dopiero ca
łą energię kinetyczną przez sumowanie czyli całkowanie wyrazu 
ł  pv2. d-c dla całej objętości bryły.

W tenże sposób przedstawia się sprawa lokalizacyi energii 
kinetycznej dla ciała odJcształecdnego (płynnego łub stałego), w któ- 
rem prędkość v zależy od położenia w sposób znacznie swobodniej



szy i bardziej urozmaicony, niż dla ciała sztywnego. Dla każdego 
z tych wypadków rozmieszczenie energii (kinetycznej) jest zupeł
nie określone, skoro tylko znamy rozmieszczenie materyi (masy)
i prędkości.

Zauważmy, że jasność i określoność pojęcia lokalizacyi energii 
we wszystkich tych wypadkach polega na tem, że energia całego 
układu równa się sumie energii jego części wziętych z osobna,— 
a jest to okoliczność, która niezawsze zachodzi. Istnieją mianowi
cie wypadki, w których poszczególne części nie dają się w ten 
sposób wyodrębnić.

§ 35. Zanim pójdziemy dalej, rozważmy tu jeszcze pewne 
przekształcenia pierwotnego wyrazu energii kinetycznej płynu; nie 
.będzie to bowiem bez korzyści dła naszych roztrząsań elektroma
gnetycznych.

Wyobraźmy sobie zamkniętą błoną giętką, wypełnioną płynem 
nieściśliwym. Oznaczając gęstość jego (stałą) przez p, zaś pręd
kość ruchu w dowolnym punkcie przez y. mamy dla energii kinetycznej 
całej masy płynu:

(a) U = - 2- p fv *d r .

Przypuśćmy, że dziedzina t wypełniona płynem jest acykliczną
i że płyn nasz nie zawiera żadnych wirów. Wówczas bądzie

V =  V  <p,
gdzie <p jest jedno wartościową funkcyą skalarną położenia i stano
wi t. zw. potencyał prędkości.

1 f
Otrzymamy więc U  — "Tjf" P I l V  ]2 dt, czyli według twierdze

nia Greena, przy niezbędznych założeniach ciągłości [porównaj Wstęp]■

gdzie da jest elementem błony, v zaś normalną zewnętrzną; ponie
waż zaś płyn ma być nieściśliwy, przeto będzie

div y == V 2<p =  o,
a więc

1 f  d'S

u~ ~2~ p J % i r d°’
czyli

(b) U — ~~2~P f ?  v v* da,

gdzie v oznacza tym razem wektor jednostkowy w kierunku nor
malnej zewnętrznej.
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O ile więc chodzi o stronę matematyczną sprawy, moglibyśmy 
otrzymać całą energię U, mówiąc, iż jest ona rozmieszczona czyli 
rozpostarta na samej tylko błonie, a mianowicie tak, iż każdy jej 
element do zawiera ilość 4- p<p.vv. do, t. j. twierdząc, że gęstość 
powierzchniowa energii jest wyrażona przez

1
(c) u =  —  p <p. v  v.

Gdyby dla zmysłów naszych była dostępna sama tylko błona ze
wnętrzna. t. j. gdybyśmy zupełnie nie wiedzieli o istnieniu zamknię
tego w niej płynu, umiejscowilibyśmy energię TJ istotnie na po- 
wierzchni tej błony, czy to według wzoru (c), czy też według in
nego. Byłoby to zresztą lokalizacyą energii w matematycznem, nie 
zaś fizycznem, znaczeniu słowa, albowiem nie moglibyśmy wyodrę
bnić oddzielnych elementów tej błony i zaprządz każdy z nich z oso
bna do wykonywania pracy.

Skoro jednak udałoby się nam tylko przeniknąć do wnętrza 
błony i skonstatować tamże obecność i ruch płynu, zmienilibyśmy 
pogląd nasz natychmiast, twierdząc, że energia pozornie tylko przy
sługuje samej błonie, istotnio zaś znajduje się wewnątrz i jest roz
mieszczona w całej przestrzeni ograniczonej przez błonę, tak mia
nowicie, że na każdy element d-c przypada ilość pv2. dr.

Gdybyśmy zresztą nie posiadali bezpośredniej wiedzy o istnie
niu płynu, lecz znali tylko błonę zewnętrzną oraz jej sposób poru
szania się, i gdyby energia układu była nam dana pierwotnie w po
staci całki powierzchniowej

U =  I V v. do

0 przepisanej, dla każdego punktu błony, funkcyi moglibyśmy — 
w celu „wytłumaczenia“ odnośnych zjawisk—wyołyrazić sobie w ńic- 
dostępnem dla nas wnętrzu błony jakiś płyn hypotetyczny i przed
stawić daną energię U  jako siłę żywą tego płynu. Wprowadzając 
następnie założenia dodatkowe jednorodności i nieściśliwości owego 
płynu tudzież irotacyjności jego ruchów, dalej kładąc gęstość je
go p równą danej stałej dowolnej, moglibyśmy z wartości powierz
chniowych

1 1 * • 2 . . d<p
7  =  -g—. p ? a więc tez tp =  —— 4> i = W  wyznaczyc zu

pełnie wartość poteneyału prędkości

1 r  / 1 3'f d r 1 ,\
<p =  J  I —  ¿ 7  — <p- 9 7 -1-7 - 1  I. do[porówn. Wstęp,wzór(134)].

a więc też samą prędkość v dla każdego punktu wewnętrznego.
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czyli ruch całego płynu hypotetycznego, a więc też zlokalizować 
energię U wewnętrznie, przypisując każdemu elementowi objętości 
ilość p v2. dr.

Rozważmy inny jeszcze przykład hydrokinematyczny, który 
może być niemniej pożytecznym.

Wyobraźmy sobie powierzchnię lub skorupę zamkniętą, tym 
razem sztyiwną i nieruchomą, -wypełnioną płynem nieściśliwym. Ruch 
tego płynu nie może już teraz być irotacyjnym, albowiem składowa

dtp
normalna prędkości, t. j. — znika w każdym punkcie powie

rzchni zewnętrznej, tak iż w założeniu, że dziedzina x jest 
acykliczną, mielibyśmy

9<pj (V 'f'2dT= I ? da =  o,

t. j. V =  V'f =  o dla każdego punktu wewnętrznego; cały więc 
płyn znajdowałby się w stanie spoczynku.

Założymy atoli, że w płynie tym mamy 11 włókien wirowych 
zamkniętych, czyli n  pierścieni wirowych, o momentach podwój
nych*) J ?, I 2.....I a.

Ponieważ płyn nasz jest nieściśliwy, t. j. div v =  o, może
my pierwotny wyraz jego siły żywej

dt

przekształcić, według twierdzeń XII, XII-a (Wstęp) przedewszy- 
stkiem na

n

(b') U =  ~g~ S  Ik Sk, gdzie St =  p I V v. dak,

(Ok)

następnie zaś na

(e') U =  p Ln l*  +  Lła I, I2 + .... + .... +  i  Lnn In2

gdzie spółczynniki L  są określone przez wzory (160), str. 88.
W (b') całka Sk wyraża całkowitą masę płynu J ik przeszy

wającą, na jednostkę czasu, pierścień wirowy k. Siła więc żywa

•). Curl v daje bowiem podwójną prędkość wirowania.
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całego płynu jest tu wyrażona przez pewne cechy (mianowicie mo
menty) samych wirów i przez odpowiednie prądy Aik-

We wzorze (c') cała energia kinetyczna płynu jest wprost 
wyrażona przez momenty wirów i oprócz tego przez spółczynniki 
L  zależne jedynie tylko od ich wielkości, kształtów i konfiguracyi, 
a więc w każdym razie przez cechy związane bezpośrednio z sa- 
memi tylko wirami, nie zaś z pozostałą masą płynu pozbawioną 
ruchu wirowego.

Gdyby więc dla zmysłów naszych były dostępne tylko owe 
wiry, gdybyśmy zgoła nie wiedzieli o otaczającym płynie i znali 
energię układu wirów litylko w postaci (c'), natenczas nie umiej
scowilibyśmy jej bynajmniej w całej dziedzinie t, lecz przypisali
byśmy ją  samemu spólistnieniu wirów.

Na samych wzorach (b') lub (cr) nie moglibyśmy zresztą 
oprzeć żadnej rozumnej lokalizacyi energii: w (b') bowiem jedna 
(jakakolwiek) powierzchnia ok położona przez pierścień wirowy k 
nie różniłaby się niczem od wszystkich innych również przez k 
ograniczonych; w (c') zaś występują iloczyny momentów różnych, 
przestrzennie odległych od siebie wirów, tak iż odpowiadające tym 
wyrazom ilości energii nie dałyby się rocyonalnie umiejscowić ani 
w jednym ani w drugim wirze. Możemy atoli otrzymać łatwo 
wzór pośredni między (b') a (c') nadający się lepiej do tego celu. 
Jeżeli mianowicie położymy

V =  curl F, 

otrzymamy, według twiardzenia Stokes’a:

Sk =  p j v. curl F. dak — p j FdSt.-
(Sk )

gdzie całka liniowa rozciąga się na całą długość włókna wirowego 
k, którego element, pojęty wektorowe, oznaczyłem przez dSk. 
Podstawiając w (b'), otrzymamy:

U =  \ P ^  Ik I  F dSk- (<!')

|Wzór ten nazwałem pośrednim między (b') i (c'), albowiem 
wystarcza wyrazić w nim wektor F jako poteneyał wektorowy wi
rów, jak we Wstępie,— aby otrzymać wzór (c')].

Możemy więc zdać sprawę z całej energii U. przypisując ka
żdemu elementowi ds włókna wirowego ilość

i  P I. Fds,
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"czyli na jednostkę długości takiego włókna

* p I. F X,

gdzie X jest wektorem jednostkowym stycznym do włókna i wskazu
jącym w jego kierunku dodatnim. Ponieważ wreszcie I  równa się 
natężeniu wektora curl v, powiedzmy u>, pomnożonemu przez po
wierzchnię przekroju poprzecznego włókna, przeto możemy powie
dzieć, że na jednostkę objętości płynu wirującego przypada ilość 
energii:

u —- i p w. F X:

Tym sposobem zlokalizowalibyśmy więc całą enorgię U w sa
mych tylko wirujących częściach płynu.

Gdyby jednak powyższe przypuszczenie było nawot najzupeł
niej zgodne z rzeczywistością, t. j. gdyby istotnie same tylko wiry 
były dla zmysłów naszych dostępne, moglibyśmy przecież wprowa
dzić hypotezę, że są one otoczone jakimś niewidzialnym i nieuchwy
tnym płynem, który wypełnia całkowicie wnętrze naszej skorupy,

i i— przekształcając (d') na (b'). zaś (b') na Z7 =  -J-f v* dt —'

powiedzieć, że każdy (poruszający się wogóle) element tego płynu 
jest siedzibą pewnej ilości energii, odbierając tym sposobem ów 
szczególny przywilej elementom „wirowym“, t. j. dostępnym dla 
naszych zmysłów.

§ 36. Widzieliśmy, jak lokalizuje się energię kinetyczną, 
przypisując każdemu elementowi masy (dm) ilość energii (■£• v?dm) 
róWną pracy, którą element ten, wyodrębniony z całego układu, wy
konywa przy przejściu ze swego stanu chwilowego do stanu „neu
tralnego“. Według tejże zasady można też umiejscowić energię 
(dowolnego zresztą rodzaju) we wszystkich tych wypadkach, w któ
rych elementy poszczególne dają się w ten sposób wyodrębnić.

Podobnie jak przypisujemy bryle materyalnej energię kine
tyczną. mówimy też np., że dane ciało zawiera pewną ilość Q cie
pła czyli energii termicznej, t. j. lokalizujemy ją  w tem ciele. 
Rozważając samą tylko temperaturę 0 i jej zmiany, a więc abstra
hując od wszelkich innych zmian, jak np. objętości, ciśnienia i t. d., 
określamy stan neutralny danego ciała przez pewną temperaturę
0O, jak np. przez tak zwane „zero bezwzględne“, i jeżeli ciało to 
wydziela Q jednostsk ciepła (t. j. ogrzewa np. Q kilogramów wody 
od 0° do 1° Cels.), podczas gdy wszystkie jego elementy przecho
dzą od swych temperatur chwilowych, 0 =  f (x,y,z) do tempe
ratury 0O, powiadamy przedewszystkiem, że całe to ciało zawiera 
w stanie określonym przez 0 =  f (x, y, z) ilość ciepła Q. Lecz tę 
całkowitą ilość energii cieplnej możemy następnie zlokalizować do
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kładniej t. j. wyznaczyć jej rozmieszczenie w całej objętości rozważa
nej bryły. Istotnie, przypuśćmy, że w stanie danym przez 0 =  f (x,y,z) 
podzielono ją  na dowolnie małe elementy objętościowe dt; wówczas 
każdy z tych elementów, wzięty z osobna, wydzieli przy przejściu 
z temperatury swej 0 do 0O pewną, zupełnie określoną ilość ciej 
pła dQ. Oznaczając przez p gęstość masy elementu dx i przypu
szczając, że jego pojemność cieplna czyli t. zw. ciepło właściwe c 
(na jednostkę masy) jest stałe, t. j. niezależne od 0, mamy

i tę właśnie ilość ciepła lokalizujemy w elemencie'dt; to samo sto
suje się do wszystkich innych elementów ciała, tak iż możemy wy
razić całkowitą jego energię cieplną Q czyli U —  Q przez

i zlokalizować ją  dokładnie, mówiąc, że gęstość jej w dowolnym 
punkcie ciała równa się cp (0—0O). Jeżeli zresztą c zależy od

temperatury, mamy dQ =  p di. c d 0, a więc dla gęstości energii:

całkę wyrazu p c d0 wziętą od 0O do 0.

Wszystko to jest oczywiście zupełnie niezależne od wszelkich, 
pytań dotyczących, „istoty ciepła“: czy jest ono siłą żywą „nieu
porządkowanego“ ruchu cząsteczek ciała, czy też czemś innem.

Inny jeszcze przykład, dający się traktować w sposób zasa: 
dniczo podobny, mamy w „energii sprężystej“, t. j. w energii 
odkształcenia ciał sprężystych,

§ 37. We wszystkich tych wypadkach pojęcie lokalizacyi 
energii jest również jasne i proste jak w najprostszym wypadku 
poruszającego się ciała sztywnego, a zawdzięczamy to oczywiście 
tej okoliczności, że możemy—zarówno w tym jak w tamtych wypa
dkach—wyobrazić sobie dowolny element układu jako wyodrębnio
ny lub izolowrany od całej reszty i zaprzężony do pracy, wprost, 
lub pośrednio, i że możemy wyznaczyć tym sposobem własną jego 
energię niezależnie od energii wszystkich innych części układu.

Istnieją atoli wypadki w których okoliczność ta nie zachodzi
i które bezpośrednio przynajmniej, dla zmysłów naszych—różnią się 
zasadniczo od wszystkich innych, jakie dotychczas rozważyliśmy.

Mam tu na myśli te wypadki, w których energia czyli zdol
ność wykonywania pracy polega na spółislnieniu dwóch lub więcej.

dQ =  cp (0—0O) dt,

60o
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ciał: odległych od siebie czyli izolowanych przestrzennie. Ten ro
dzaj energii możnaby nazwać ogólnie energią 'położenia wzaje
mnego.

Wybitnego przykładu dostarcza nam po temu dowolny uktad 
ciał ciężkich, t. j. ciał podlegających wzajemnemu przyciąganiu 
według Newtonowskiego prawa tak zwanego ciążenia poiuszeehnego.

Jeżeli mv m2 są masy dwóch punktów materyalnych, czyli 
dwóch ciał, których rozmiary dają się zaniechać w porównaniu 
z ich wzajemną odległością r12, natenczas przyciągają się one w kie
runku łączącej je prostej ze siłą:

f = _ k ' .  mi ms 
r 12 “

gdzie Jc' jest stałą dodatnią*), zależną od wyboru jednostek. Jeżeli 
punkty te zbliżają się ku sobie, przechodząc z odległości począ
tkowej r't3 do odległości końcowej r" ,2. układ mv m2 wykonywa 
pewną pracę mechaniczną P  niezależną od sposobu czyli od drogi 
przejścia, a mianowicie

f i  I 1 1
P =  —  k'mi ra2 I ¡T T  d r12 =  k' mt m2 ^

Powiemy więc, że układ tych dwóch mas posiada, w dowolnej kon- 
figuracyi, energię grawitacyjną

U =■ a- — k'

rozumiejąc przez ar stałą dodatnią i większą od k'n^ m„/r12 dla 
najmniejszych nawet odległości r ł2, które dają się urzeczywistnić; 
jest to równoważne orzeczeniu, że „stan neutralny“ układu mv 
jest określony przez odległość r12 =  k'nijin,,/«2; wówczas bowiem 
ma być U =  o; abstrahuję tu zresztą od ograniczonej stosowalno
ści prawa Newtona, któro—dla odległości molekularnych staje się 
niewątpliwie zawilszem.

Gdy odległość r13 staje się bardzo wielką, energia układu, ros
nąc ustawicznie, dąży do wartości a2; stąd widzimy, jakie jest właści
wo stałej tej znaczenie. Wartość wyrazu zmiennego h'ml m jr12 
natomiast stanowi to, co możnaby (za przykładem Heaviside’a) nazwać 
„wyczerpaniem“ energii gra witacyjnej układu.

*) Skoro jako dodatnią uważamy siłę dążącą do zwiększenia odle
głości n :.



—  175 —

Jeżeli zamiast dwóch mamy dowolną liczbę punktów mate- 
ryalnych, energia grawitacyjna całego układu będzie

u — c 2____ i ^ y j y  mi mi _ *)

gdzie znaczenie stałej dodatniej C2 jest podobne do znaczenia a-; 
jeżeli zaś materya grawitacyjna jest rozmieszczona w sposób cią
gły, w jednej lub kilku częściach przestrzeni, tworząc jedno lub 
więcej ciał skończonych (które zresztą mogą być odkształcalne 
i ściśliwe), energia grawitacyjna układu będzie

(a) U — C2 — - ir  I  j ~r~ PP̂ dt',

gdzie r jest odległością elementów objętościowych dr, dt', w któ
rych gęstość masy posiada wartości p, p', całki zaś obejmują 
wszystkie pary takich elementów.

Lecz „gdzie znajduje się“ cała ta energia grawitacyjna? Ma
jąc na myśli wszystkie dotychczas rozważone przykłady, nie może
my zgoła na pytanie to odpowiedzieć. W  tym bowiem wypadku 
układ nie daje się poprostu rozłożyć na elementy, i nie możemy 
mówić o energii każdego z osobna elementu, jak poprzednio. Każdy 
dodajnik sumy lub całki zawiera w naszym wypadku iloczyn dwóch 
czynników, z których jeden jest związany z jedną, drugi z inną, 
mniej lub więcej odległą cząstką materyi ważkiej. Energii odpo
wiadającej takiej parze cząstek nia możemy w żaden rozumny spo
sób umiejscowić całkowicie ani w jednej, ani w drugiej cząstce, 
ani też po części w jednej, po części w drugiej.—albowiem posia
dają one pewną zdolność wykonywania pracy czyli pewną ilość 
energii wówczas i tylko wówczas, gdy spółistnieją (w pewnej kon- 
figuracyi) jako jeden układ, w którym jedna nie odgrywa ważniej
szej roli niż druga. Gdybyśmy zaś chcieli umiejscowić energię na- 
zewnątrz tych cząstek, w przestrzeni całej, brakłoby nam wszel
kiej podpory, wszelkiego kryteryum, na którem możnaby oprzeć spo
sób rozdziału energii na poszczególne elementy objętościowe. Dopó
ki więc wyraz energii zawiera tego rodzaju iloczyny, pojęcie lo- 
kalizacyi energii nie daje się zgoła zastosować do układu mas gra
witujących. Nie mówię już o odpowiedzi; ale samo nawet pytanie: 
„gdzie znajduje się energia takiego układu?“ jest, w tych warun
kach, pozbawione wszelkiego sensu.

*) Dodaliśmy tu czynnik ——, albowiem rozciągamy obie sumy na

wszystkie masy, tak iż każda para" występu je dwa razy: raz jako 

drugi raz jako mv
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Możemy' wprawdzie przekształcić i w tym również wypadku 
pierwotny wyraz energii, możemy całkę sześciokrotną (ze względu 
na spółrzędne x, y, z, x', y', z1) we wzorze (a) przeistoczyć na

całkę potrójną o kształcie j  [...] dr, lecz będzie to tylko czysto

t
formalnym podziałem układu, nie zaś fizycznem wyodrębnieniem je
go elementów ze względu na ich zdolność wykonywania pracy.

Pomimo to jednak możemy zapoznać się tu z tem przekształ
ceniem.

We wzorze (a) możemy, przedewszystkiem, rozciągnąć całko
wanie dwukrotnie na całą przestrzeń, albowiem w elementach pró
żnych jest p =  o (lub p — o), tak iż odpowiednie wyrazy znikają 
już samo przez się. Niechaj wektor F wyobraża pole grawitacyjne, 
t, j. kierunek i natężenie siły wywieranej na jednostkę masy, w do
wolnym punkcie przestrzeni, przez wszystkie ciała należące do 
układu. Pole grawitacyjne jest niewirowe, tak iż siła F posiada wszę
dzie jednowartościowy potencyał. Kładąc mianowicie

rp'dx'

otrzymamy:

F: =  V

W określeniu tej funkcyi <}) całka obejmuje wszystkie elemen
ty przestrzeni dt', r zaś oznacza odległość elementu di' od rozwa
żanego punktu. Otóż, wprowadzając funkcyę tę do (a), otrzymamy:

ponieważ zaś

P

przeto będzie:

(b) £7= C2 —j— I k I  <!>■ V 2f  dt,

gdzie dla skrócenia położyliśmy — Jc; Tc jest więc (nieinaczej

jak V) stałą dodatnią.
Jeżeli suma wszystkich mas jest skończona i jeżeli masy te 

są zebrane w pewnej skończonej dziedzinie przestrzeni, funkcya

U —  C2 — i  j  łpd*;

4irk'
div F

4jrk
V 2*,
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drugą jej część s0, odpowiadającą niejednorodności środowiska, 
i w ogóle całą siłę ponderornotoryczną P =  Pe -j- Pm pochodzenia 
po części elektrycznego, po części magnetycznego.

Otóż uczynimy to obecnie, ograniczając rozważania nasze do 
środowiska przestrzennie ciągłego, acz w ogóle niejednorodnego, 
i do takich tylko przesunięć wirtualnych jego cząstek, przy których 
ciągłość jego nie zostaje ' zerwana i przy których zmieniają się 
wprawdzie wartości spółczynników lokalne, t. j. w nieruchomym 
elemencie przestrzeni lub pola, lecz pozostają niezmienne w każdej 
indyioiduulnej cząstce środowiska. Powierzchnie nieciągłości omó
wimy w Rozdziale IV.

Zakładamy zresztą, że pole obejmuje całą przestrzeń i, jak 
zwykle, że w nieskończoności natężenia wektorów E, M, a więc też 
D, B maleją jak i/r2.

Niechaj wektor nieskoriczonostkowy §a wyobraża co do wiel
kości i kierunku przesunięcie dowolnego elementu środowiska, tak

iż 3TF =  P .oa.di: będzie pracą mechaniczną wykonaną przez całe

pole; odpowiednią zmianę jego energii oznaczmy przez 6f7, pisząc 
tedy

i rozumiejąc przez SE i t. d. zmiany lokalne wektorów, zachodzące 
dzięki przesunięciom.

Otóż, pracę dW  przyrównamy ubytkowi energii pola, t. j. po
łożymy

pod warunkiem atoli, że prawdziwy ładunek elektryczny każdej in 
dywidualnej cząstki środowiska pozostaje niezmienny przy przesu
nięciu wirtualnem, i że to samo dotyczy prawdziwego „ładunku 
magnetycznego“, który zresztą znika wszędzie. Pod tym bowiem 
tylko warunkiem pole pracuje bez doprowadzanych zzewnątrz za
siłków energii

*) Warunek ten obliczania pracy ze zmiany wielkości i/jest, w wy
padku pola elektrostatycznego np., zgodny ze stałością ładunku okładek 
kondensatora pracującego mechanicznie, na którym staraliśmy się w § 38 
oprzeć wyraz Ue energii elektrycznej. Przy niezmiennych potencyałach 
okładek praca byłaby równa nie ubytkowi lecz przyrostowi energii Ue; 
porówn. Rozdział IV. Ostatecznie należy powyższy warunek niezmienno
ści ładunków uważać jako element zaczerpnięty z doświadczenia,

8 U = - ł I  (E.6D +  D.SE +  M.oB +  B.SWI)dT (118)

(119)

Elektryczność i Magnetyzm. 13
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Pośród przesunięć, czyniących zadość temu warunkowi, znaj
dują się z pewnością wszystkie te przesunięcia Sa, przy których 
pozostają niezmienne indukcya elektryczna Dv.do i indukcya magne
tyczna Bv.da przez każdy element powierzchniowy da (o normalnej v), 
składający się zawsze z tych samych cząstek środowiska. Ładunek 
bowiem danej cząstki równa się indiikcyi przez jej powierzchnię. 

Otóż, pojęte w ten sposób zmiany indukcyi będą, według § 9

[wzór (24)], w którym należy tylko zastąpić — - przez S iv  przez Sa:
O t

(SD -j- div D.Sa -f- curl VDSa)v.do

(SB curl VB oa)v.da (albowiem div B =  o);

kładąc więc zmiany te równe zeru, dla wszelkich da, i pisząc 
div D =  p, otrzymamy:

i SD =  — p Sa — curl VD Sa

(120) \ SB =  — curl VB Sa.

Odtąd założymy, że środowisko jest izotropowe (acz niejedno
rodne), że więc D =  K .E, B =  ja.M, gdzie K , [jl są zwykłemi spół- 
czynnikami skalarnemi. Wówczas będzie:

D.SE =  K. E.SE =  E.8(JCE) — E*.8 K =  E.SD — m K  

i podobnie B.SM =  M.SB — M2.S[j.,

gdzie SK, Sp, są zmianami lokalnemi spółczynników dzięki przesu
nięciu Sa; ponieważ zaś spółczynniki te mają być niezmienne w ka
żdej indywidualnej cząstce środowiska, przeto według uwag rozwi
niętych we Wstępie (str. 50):

(121) SK — — oa. VK, 3{ł = — Sa. V(J-, 

a więc:

D.SE =  E.SD +  E2.VK.Sa, B.SM =  M.SB + MWp-.Sa, 

tak iż według (118) i (119) mamy:

I  j^ESD +  MSB +  +  \ M*A[t +  P ) Sa J d t  =  o.

Podstawiając tu zaś SD i SB ze (120) i uwzględniając, że
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J  E eurl VDoa.dT == J curl E.VD$a.dr = — j oa.VD curl E.dt *)

i podobnie j  M curl VBoa.dr = — j  Sa.VB curl M.dt, otrzymamy 

wreszcie

J  jp — Ep +  i  E %V KĄ- i  M *V  |J- +  VD curl E +  VB Curl Mj 5a= o.

Ponieważ zaś równanie to ma być spełnione dla wszelkich prze
sunięć oa (wszystkie bowiem wiążące jo warunki uwzględniliśmy 
już), przeto wyraz wektorowy, ujęty w nawiasy, musi znikać dla 
każdego z osobna punktu pola; mamy tedy dla poszukiwanej sity 
ponderomotorycznej, liczonej na jednostkę objętości:

P =  Ep — i  E 2S7K — VD curl E — -Ą- M* Vp. — VB curl M- (V)

W polu czysto elektrycznym, niewirowem, a więc statycznem, 
siła ta redukuje się do pierwszych dwóch wyrazów. Pierwszy wy
raz, identyczny z pierwszą częścią siły Pe w (117), daje działa
nie pola na cząstki naelektryzowane środowiska i jest wekto
rem o kierunku +  E, zależnie od tego czy ładunek jest doda
tni czy też ujemny. Drugi wyraz — \ EPy K  stanowi to, co 
w § 44 oznaczyliśmy przez s0; odpowiadająca mu siła ponderomo- 
toryczna znika w środowisku jednorodnem, w środowisku zaś nie- 
jednorodnem posiada kierunek najszybszego spadku spółczynnika 
dielektrycznego K  i natężenie proporcyonalne do tego spadku (na 
jednostkę długości) i do kwadratu natężenia siły elektrycznej, tak 
iż kierunek tej siły mechanicznej jest od kierunku wektora E zu
pełnie niezależny.

Dodajnik czwarty — ^ M 2S7jj- wyraża analogiczną siłę mecha
niczną w polu magnetycznem, zależną w podobny zupełnie sposób 
od natężenia tego pola i od spadku przenikliwości magnetycznej ¡a.

Do sił, tych, zależnych od niejednorodności środowiska, wró
cimy jeszcze w Rozdziale IV, aby rozważyć je w zastosowaniu do 
pewnych wypadków szczególnych.

Dodajniki trzeci i piąty wreszcie wyrażałyby siły ponderoino- 
toryczne na te elementy środowiska, które są siedliskami wirów

*) Przejście od pierwszej do drugiej całki otrzymamy na podsta
wie wzoru (98) rozwiniętego we Wstępie, jeżeli skorzystamy z Twierdze
nia Via i uwzględnimy, że całka powierzchniowa wektora VEVOga dla 

bezgranicznie rosnącej kuli znika. Przejścia zaś od drugiej do trzeciej 
całki opiera się na Twierdzeniu III, str. 14.
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elektrycznych, względnie magnetycznych, a kierunki ich byłyby nor
malne do polaryzacyi D, względnie B, i do wirów elektrycznych, 
względnie magnetycznych. Siłami tcmi, a szczególniej ostatnią, 
wypadnie nam niejednokrotnie jeszcze w ciągu dalszym zająć się 
szczegółowiej.

§ 46. Powyższy wzór (V) dla siły ponderomotorycznej wy
prowadziliśmy (dla dowolnego środowiska ciągłego i izotropowego) 
z wyrazu (IV) energii elektromagnetycznej w założeniu, że podczas 
przesunięć wirtualnych elementy środowiska zachowują indywidu
alne swe ładunki, zupełnie jednak niezależnie od praw zasadni
czych I i II czyli od równoważnych im równań różniczkowych pola 
(A) i (B) podanych na początku Rozdziału II, w § 11.

Jeżeli jednak zgodzimy się na te prawa Maxwellowskie i wpro
wadzimy obecnie według (A) i (B) prądy elektryczny i magnetyczny, 
zamiast wirów, do piątego i trzeciego dodajnika we wzorze (V), 
otrzymamy:

(VI) P =  Ep — \ (W .^ K  + il/2ViJ.) +  —  VpB +  -i- VDq.

Siła -i- VpB, którą za przykładem Maxwella można nazwać

siłą elektromagnetyczną, działa na te części środowiska, w których 
istnieje prąd elektryczny, a mianowicie w kierunku normalnym do 
tego prądu i do polaryzacyi magnetycznej, określonym bliżej przez 
porządek liter w iloczynie wektorowym. W półprzewodniku nieru

chomym cały prąd elektryczny składa się z prądu przesunięcia D

i z prądu przewodzonego AE, tak iż mamy i  VDB -J-- - VEB;
e c

najdawniej zresztą znaną i najlepiej stwierdzoną doświadczalnie 
jest druga część tego wyrazu, t. j. siła działająca w polu magne- 
tycznem na prąd elektryczny przewodzony. Co do pierwszej czę
ści, t. j. działania pola magnetycznego na prąd przesunięcia ele
ktrycznego, można, o ile wiem, tyle tylko powiedzieć, że doświad
czenia przemawiają za jego istnieniem, lecz nie wystarczają do 
stwierdzenia jego wyrazu ilościowego; doświadczenia odpowiednie 
są trudne ze względu na trudności otrzymania stosunkowo długo

trwałych prądów przesunięcia D o dość wielkiem natężeniu. Dla 
środowiska ruchomego mielibyśmy jeszcze, według wzoru (29), § 10.

siłę mechaniczną —  VvB na prąd konwekcyjny i siłę —  VRB na 
c c

tak zwany „prąd Rontgena“ R =  curl VDv. Co do zgodności z do
świadczeniem, o siłach tych można powiedzieć to samo, co o sile 
na prąd przesunięcia. Co do równoważności tych prądów ze zwy
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kłym prądem przewodzonym, zaznaczę tu tylko, że siły magnety
czne, towarzyszące prądowi "konwekcyjnemu, stwierdził po raz pier
wszy Rowland w słynnych swych doświadczeniach (1878), który 
też później (1889) zbadał je ilościowo wraz z Hutchinsonem, że co 
do prądu R uczynił to Röntgen (1888), skąd też nazwa „prądu 
Röntgena“, że wreszcie w ostatnich czasach (1903) Eichenwald zba
dał ilościowo „skutki“ magnetyczne zarówno prądu konwekcyjnego 
i prądu Röntgena, jakoteż i prądu przesunięcia*). Pobieżne cho
ciażby omówienie tych badań doświadczalnych wykracza atoli po za 
ramy niniejszego dzieła.

Ostatnią część —  VDq siły ponderomotorycznej (VI) można- 
c

by, za przykładem Heaviside’a i analogicznie do siły „elektromagne

tycznej“ ■i- VpB, nazwać siłą magnetoelektryczną.

W wypadku ogólnym, t. j. dla poruszającego się środowiska,

mamy według (25), § 9: q =  B -j-curl VBv, a więc dla siły „ma- 
gnetoelektrycznej“ wyraz

_L  VDB+ -j- VDQ. gdzie Q =  curl VBv; (122)

pierwszą część tej siły ponderomotorycznej, mającej wyrażać dzia
łanie pola elektrycznego na elementy środowiska, które są siedli
skiem zmiennej w czasie polaryzacyi magnetycznej, Poincare na
zwał siłą Hertzowską **). O ile jednak sięgają dotychczasowe wia

domości, należy całą tę siłę ponderomotoryczną —  VDq uważać
c

jako fikcyjną. Pomimo to rozważenie jej nie jest pozbawione pe

wnego znaczenia, chociażby ze względu na analogię do siły —  VpB.

*) H. A. Rowland: On the magnetic effect of electric convection. Americ. 
Journ. of Science. (3) 15 (1878), str. 30.

Rowland i C. T. Hutchinson: On the elmgnt. effect of convection-currents. 
Phil. Mag. (5) 27 (1889), str. 445.

TV. C. Röntgen: Ueber d. durch Bewegung eines im homogenen elektri
schen Felde befindlichen Dielektricums hervorgerufene elektrodynamische Kraft. 
Annalen der Physik, u. Chemie, 35 (1888), str. 264; tudzież Ann. Phys. 
Chem., 40 (1890), Str. 93.

A. Eichenwald: Ueb. d. magnetischen Wirkungen bewegter Körper im 
elektrostatischen Felde. Ann. Phys. Chem., (4) 11 (1903), str. 1,421.

Pełniejszo zestawienie dotyczącej literatury wraz z pobieżnem jej 
omówieniem czytelnik znajdzie w tomie V2 (Zesz. 1) dzieła zbiorowego 
Encyklopaedie d. małhem. Wissenschaften, Lipsk, u Teubnera, 1904, w arty
kule H. A. Lorentza: Maxwells elektromagn. Theorie, str. 97—98.

**) Porówn. Encykl. d. math. Wiss-, loco cit., str. 112, lub też: Poin
caré, Electricité et optique, wyd. 2-gie.
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§ 47. Wracając do pierwotnej postaci (V) siły ponderomoto- 
ryeznej, pragnąłbym w tern już miejscu zauważyć, że w polu ma- 
gnetostatycznem mamy wprawdzie w ogóle curl M =  o, lecz że na 
równanie to zgodzić się nie można, o ile chodzi o wnętrze tak zwa
nych magnesów właściwych, czyli „brył trwale namagnesowanych"; 
dla ciał takich, zwanych też ferromagnetycznemi (ze względu na 
to, że należy do nich przedewszystkiem żelazo), należy raczej po
łożyć, w stanie równowagi: curl M =  curl m 4= o, gdzie m jest pe
wnym wektorem zwanym siłą magnetyczną przyłożoną -*), zaś w polu

zmiennem w czasie, zamiast (A): curl (NI — m) =  p; z tego też

równania należy skorzystać, dla wyrugowania curl M w ostatnim 
wyrazie wzoru (V). O sile tej m, tudzież o analogicznej sile ele
ktrycznej i w ogóle o „siłach przyłożonych“ powiemy nieco więcej 
w ciągu dalszym, wprowadzając je w związek ze „źródłami 
energii“.

§ 48. Jeżeli środowisko jest jednorodne i pozbawiono ładun
ku prawdziwego, t. j. VK — =  o, p =  o, siła ponderomotory-
czna P redukuje się, według (VI), do

(123) P==z V  (VpB + VDq)’

Otóż, godnem jest uwagi, że dla dielektryka doskonale izolującego 
i nieruchomego siła ta ponderomotoryczna daje się przedstawić 
przez pochodną ze względu na czas t pewnego wyrazu wektorowe

go. Istotnie, dla środowiska takiego mamy p =  D, q =  B, a więc. 

zamiast (123), R =  -i- (VDB + VDB), czyli:

(124) P = - i- 4 ~ V D B .
c dt

W środowisku izotropowem mamy jeszcze D =  iśT.E, B =  ¡i.M, 
gdzie K, ja są zwykłemi spółczynnikami skalarnemi; pisząc więc,

jak poprzednio, cfVK\¡j. =  n i wprowadzając, według § 42, prąd 
energii elektromagnetycznej F =  cVEM, otrzymamy dla takiego śro
dowiska:

<l25> P =  -ST-P-

'*) impressed force—po angielsku, eingeprägte K raft—po niemiecku.
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Dla próżni, czyli dla t. zw. „eteru“ nieskażonego obecnością czą
steczek materyi ważkiej, wzór ten zachodziłby również, redukując 
się do

P =  —  (125o)
c ot

W związku z tym wyrazem przypuszczalnej siły ponderomo- 
torycznej, mającej działać na elementy „eteru“ przy zmiennem polu 
elektromagnetycznem, Helmholtz *), a po nim inni fizycy roztrząsali 
sprawę „możliwych ruchów czystego eteru“. Wszystkie atoli po
czynione w tym kierunku doświadczenia dały wyniki ujemne. 
W nowszych zresztą czasach zaczęto hołdować poglądowi, według 
którego eter, jako hypotetyczne podłoże zjawisk elektromagnety
cznych, a więc też świetlnych i t. p., jest w ogóle pozbawiony mo
żności poruszania się; w tych zaś warunkach dopuszczenie jakiej
kolwiek w ogóle „siły ponderomotorycznej“, mającej działać na jego 
elementy, prowadzi do najbardziej zasadniczych trudności. Na pły
nące stąd zarzuty przeciw ogólnemu wyrazowi (V) lub (VI) siły P 
możnaby zresztą odpowiedzieć, że „eter“ jest zbyteczną fikcyą, że 
dość jest stwierdzić poprostu, iż przestrzeń próżna (t. j. ta, w któ
rej nie możemy dopatrzeć się żadnych śladów materyi w zwykłem 
znaczeniu słowa) jest pod względem elektromagnetycznem jednoro
dna i izotropowa i że zaburzenia elektromagnetyczne przenoszą się 
w niej z pewną skończoną prędkością (c),—że wreszcie „przesunię
cia Sa“, o ile chodzi o próżną przestrzeń, są pustem brzmieniem, 
pozbawionem wszelkiej zgoła treści, tak iż powyższy rachunek, pro
wadzący do wzoru (V), daje się wprawdzie zastosować do środo
wisk i brył materyalnyeh w zwykłem znaczeniu słowa, leez traci 
wszelki sens dla przestrzeni próżnej.

Zaznaczę tu raz jeszcze, że pierwotny nasz wzór (V) jest 
niezależny od równań Maxwellowskich (A), (B), [które są dopiero 
uwzględnione w (VI)], a więc od równań nie zdających dobrze 
sprawy, jak już wspomniałem, ze zjawisk w środowiskach rucho
mych (abcracya i t. p.); odrzucając tedy nawet równania różni
czkowe Maxwella, możnaby pomimo to zgodzić się na wzór (V) 
siły ponderomotorycznej w środowiskach ważkich dowolnych, a więc 
też na równoważne sile tej „ciśnienia i napięcia“ Maxwellowskie, 
które niebawem poznamy.

§ 49. Działanie pola elektromagnetycznego na elementy śro
dowiska izotropowego, jakie rozpatrywaliśmy powyżej, streszcza

*) Ann. Phys. Chem., 53 (1891), lub też Wissenscliaftl. Abhandlun- 
gen, t. III.
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się całkowicie w sile ppnderomotoryeznej P przyczepionej do pe
wnego punktu każdego elementu.

W ciałach anizotropowych czyli krystalicznych mamy nato
miast oprócz siły takiej jeszcze parę sil, działającą na dany ele
ment i dążącą do wprawienia go w ruch obrotowy naokoło pe
wnej osi, a którą wyprowadzimy obecnie również z wyrazu ener
gii pola.

Niechaj wektor L wyobraża moment obrotu pary sił co do 
wielkości i kierunku osi obrotu, liczony na jednostkę objętości, zaś 
wektor 30 niechaj wyobraża obrót wirtualny danej cząstki (dt) 
kryształu o nieskończenie mały kąt naokoło osi, zlewającej się 
z kierunkiem 80. Wówczas odpowiednia praca mechaniczna 
będzie LSO.di:, gdzie pierwsze dwa wyrazy (wektory) są pomnożone 
przez się skalarnie.

Dla ciała izotropowego mieliśmy, w § 45:

D3E — AE.8E =  E.§D — E.8A'.E — E.8D — EP.SK,

gdyż AT miało tam znaczenie zwykłego spółczynnika skalarnego. 
Jeżeli natomiast K  jest operatorem wektorowym, możemy tylko na
pisać

(126) D.8E =  E.8D — E.(8K)E,

gdzie oK oznacza zmianę operatora, towarzyszącą przesunięciu 
i obrotowi cząstki kryształu, a więc również pewien operator we
ktorowy liniowy, którym należy działać na wektorze E, aby nastę
pnie otrzymany tym sposobem wynik (wektor) pomnożyć skalarnie 
przez E.

Uwydatniając zależność od przesunięcia postępowego, wzglę
dnie od czystego obrotu cząstki, za pomocą wskaźników a. 6 przy 
symbolu 8, możemy napisać:

D.oE =  E.SD — E.(5aX)E — E.(6QK)E,

a więc:

i  S(ED) =  E.8D -  \ E.(SaA)E -  E.(8QZ)E;

zamiast drugiego wyrazu po lewej stronie możemy napisać analo
gicznie do § 45, tym razem jednak ogólniej

+  8a.Vk(łE-AE) czyli o a .V k (4 - E .D ) ,

gdzie wskaźnik k przy operatorze V  ma wyrażać, że należy dzia
łać nim jedynie na K  (czyli po rozwinięciu, na Ku i t. d.), nie ty
kając samego wektora E; otrzymamy tedy
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i  o (E D ) =  E .S D  +  8a. Vk(ł ED) -  * E.(30K)E (127)

i podobne zupełnie rozwinięcie dla ł  8(MB).

Ostatni wyraz po prawej stronie jest zmianą, jakiej doznaje 
iloczyn skalarny £ E .A E  czyli ^ E D  dzięki obrotowi cząstki kryształu, 
a wraz z nią osi głównych operatora K, podczas gdy siła elektry
czna E pozostaje niezmienną co do wielkości i kierunku; możemy 
wyraz ten napisać krócej ł  80(ED).

Otóż, aby wyrazić tę zmianę przez iloczyn skalarny wektora 
50 i pewnego innego wektora, rozważmy nasamprzód nieco ogól
niej dwa różne wektory R, S, połóżmy AR =  R', AS =  S', utwórz
my iloczyn skalarny

w == | SR' =  \ S.AR

i obliczmy zmianę 8qw, jakiej doznaje ten iloczyn dzięki obrotowi

30 osi operatora A, przy niezmiennych wektorach R, S.
Przedewszystkiem, ponieważ K  jest operatorem (wektorowym 

liniowym) symetrycznym, mamy:

S.AR =  R.AS, *) (128)

a więc

w =  \ SR' =  ^ RS'.

Następnie, zamiast powiedzieć, że wektory R, S są nieruchome, 
a układ osi głównych operatora A  doznaje obrotu 30, możemy uwa
żać osie te jako nieruchome i powiedzieć, że wektory R, S doznają 
obrotu— 30, przy niezmiennych natężeniach B, 8. Otrzymamy wów
czas (porówn. Wstęp, str. 52):

80?<; — — \ o0AS.R — i  S. A'(80R)

=  — \ SgS.AT? — i  AS.SgR, według (128).

=  — £ R'.VS0S — + S'.V80R.

®) Jeżeli bowiem, przy użyciu dowolnych osi prostokątnych i, ¡, k , 
„składowe“ operatora K są Ku, Ki2, Ki3 i K2i, i t. d., mamy:

S . / i R  =  S j f K u R i  - j -  K i j R ,  +  K i j R j )  - ( -  S 2( K 21R !  - f - . . . )  - j -  S 3( K 3i l i i  + . . . )

R.iTS =  Ri(K,iSi K12S2 K13Rj) -(- R2(Kj iS i -{-...) -f- R3(K31S i -(-...)

a więc, ze względu na symetryczność K  (porówn. Wstęp), t. j. zo względu
na równości K21 =  K», i t,. d., otrzymamy 3.7ł'R =  R..KS.
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czyli, -według Twierdz. III (Wstęp):

(129) aew =  ł  S0(S.A"R) =  i  S0(VR'S -f- VS'R).

Stosując rozwinięcie to do naszego wypadku, w którym jest 
R =  S — E, otrzymamy:

i podobny zupełnie wzór dla ^ S(NIB).

Rozumując następnie jak w § 45, t. j. podstawiając SD i SB 
ze (120), pisząc równanie energetyczne

i korzystając ze wzoru (131) i analogicznego wzoru magnetyczne
go, otrzymamy wreszcie:

Gdyby wektory nieskończonóstkowe Sa, 30 były zupełnie 
od siebie niezależne, musielibyśmy bez żadnych dalszych za
strzeżeń przyrównać zeru z osobna obadwa wyrazy pomnożone przez 
3a i przez 30, a więc otrzymalibyśmy stąd dwa wzory: jeden dla 
siły P, drugi dla momentu L. Lecz 30, jako obrót elementarny, 
należy od przesunięcia Sa, a mianowicie tak, iż jest 30 =  \imrl (Sa). 
Należałoby więc uwzględnić ten związek i przekształcić trzeci wiersz

w(132),podobniejaknastr. 195,na|- I 3a.eurl(L — VDE — VBM).di:,

tak aby pozostało tylko Sa; kładąc wówczas cały czynnik wektoro
wy tegoż Sa równym zeru, otrzymalibyśmy jedyne tylko równanie 
wektorowe dla sumy P + -̂ eurl L, to zaś nie wystarcza oczywi
ście do jednoznacznego określenia wektorów' P i L. Aby dopiąć 
tego. należałoby zgodzić się na pewne dodatkowe jeszcze zało
żenie.

(130) \ Se(ED) =  i  Sq(E.A'E) =  30.YDE,

a więc zamiast (127):

(131) * 3(ED) =  E.3D +  * Sa.Vk(ED) — S0.YDE

(132)

( P — Ep + i  Vk(ED) + ^ V | j.(M B )

+ (L  — VDE— VBM) 30

o.
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Otóż, jeżeli zgodzimy się na to, iż w ciałach izotropowych 
(elektrycznie i magnetycznie) moment elementarny Ldt znika '), 
możemy w (132) przyrównać zeru z osobna wyraz pomnożony przez 
da i wyraz pomnożony przez 39. Wówczas otrzymamy:

( (V») P =  Ep — ł  Vt(ED) — ł  V[i(MB)—YDcurlE—VBcurIM

( (Vb) L =  VDE -f VBM.

Na wzory te, nie bacząc na dowolność powyższego rozkładu, 
zgodzimy się tu dla tego chociażby, iż (Va) w wypadku izotropii
redukuje się wprost do (V) i że (Vb) daje moment pary sił dla
ciał anizotropowych identyczny z momentem podanym przez Max- 
wella **), a 'szczególniej dla tego, że ten właśnie moment, jak zo
baczymy niebawem, wynika bezpośrednio z tego samego układu 
„napięć i ciśnień“, za pomocą którego można zdać sprawę ze siły 
ponderomotorycznej P , co również było niepodzielną zasługą Max- 
wella. Sam ten zaś układ ciśnień i napięć, czyli „wysił elektro
magnetyczny“, stanowi eonajmniej narzędzie rachunkowe ze wszech 
miar użyteczne i dogodne,

Co do siły P w środowisku krystalicznem, dość będzie zauwa
żyć tu, że różni się ona od siły ponderomotorycznej w środowisku 
izotropowem jedynie tylko ze względu na wyraz — •£ V k ( E D )  i ana
logiczny wyraz magnetyczny. Uciekając się do roskładu E, D wzdłuż 
kierunków normalnych i, j, k, mamy ED =  E XD X ES>2 -)- EJDV 
D 1 =  K nE t ~f- K 12E 2 -J- K.nEv i t. d., a więc ze względu na rów
ności K i2 — K 2l. i t. d.:

ED -= KjjE j2 + 2 K12E,E2 +  K22E22 +  2 K23EiE3 + ....

tak iż

—  \ V k ( E D )  =  —  | (E * .v K n +  E * . v K 22 +  E * .V K 3S

(133)

-j~ 2 E iE2.\/K12 -f- 2 E 2E 3.'śJK 23 + 2 ^ p 1.VK31|;

zupełnie podobne rozwinięcie otrzymamy dla —  V,,(MB). Parnię-
r

tajmy, że K n , K rl i t. d. są zwykłemi skalarami, tak iż V K U, 
V K 12 i t. d. są wektorami, a mianowicie:

*) A w ciałach takich kierunki D i E, B i NI zlewają się ze sobą, 
tak iż VDE =  VBM =  o.

**) Electricity and Magnetism. T. JI.
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tak iż składowa siły ponderomotorycznej (133) w kierunku i np. bę-

W wypadku izotropii mamy X l2 —  I£2Z — Kzl =  o, 
K n — K22 =  K 33 =  K, tak iż (133) redukuje się do — ^E '1.S7K, 
jak we wzorze (V). Dla kryształu jednorodnego siła ta znika oczy
wiście, nieinaezej jak dla jednorodnego środowiska izotropowego.

Co do momentu obrotowego L, zauważymy tu tylko, że skła
da on się z dwóch zupełnie podobnych części, jednej elektrycznej 
Le =  VDE, drugiej magnetycznej Lm =  VBM. Oś momentu Lmjest 
prostopadła do płaszczyzny zawierającej siłę magnetyczną i indu- 
kcyę magnetyczną; para sił wyobrażona przez Lm.dt starałaby się 
obrócić element dt naokoło tej osi od kierunku indukcyi B do M 
(w stronę kąta mniejszego od iz). Toż samo mutatis mutandis, do
tyczy Le. Jeżeli M zlewa się z jedną z trzech osi głównych kry
ształu, natenczas B posiada tenże kierunek, tak iż Lm znika, dzię
ki zasadniczej własności iloczynu wektorowego. W  ciałach izotro
powych, kierunki B i HI, względnie D i E zlewają się zawsze, 
tak iż dla ciał takich jest zawsze L =  o i pozostaje tylko siła P.

§ 50. Już Faraday w klasycznych swych „Badaniach do
świadczalnych“ starał się zdać sprawę z działań mechanicznych 
pola elektrycznego (jak przyciąganie i odpychanie się wzajemne 
brył naelektryzowanych), przyjmując, że środowisko między ciałami 
naelektryzowanemi znajduje się w pewnym stanie wymuszonym, że 
„linie“ lub rurki siły elektrycznej zachowują się mianowicie tak, jak 
gdyby były napięte w swym kierunku podłużnym i starały się skró
cić, a jednocześnie doznawały ciśnienia we wszystkich kierunkach 
bocznych i starały się rozprężyć i odepchnąć wzajemnie** („mutual

*) Przez toysił rozumiem tu w ogóle dowolny układ ciśnień i na
pięć; brzmieniem tem (o którem nie wiem zresztą, czy cieszy się uzna
niem) chciałem spolszczyć to, co anglicy nazywają stress, niemcy zaś 
Zwang.

**) Af. Faraday. Experimental Researches in Electricity. Serya XI 
(1838 r.), art. 1224— 1226, 1297 i inne. W  tłumaczeniu niemieckiem „Re
searches“ Faradaya (a dotychczas przynajmniej serye I —XX III) wydano 
w „Ostwald’s Klassiker der exakten W issenchaften“, SI, 86, 87, 126, 
128, 131, 134, 136, 140. (Całe dzieło Faradaya składa się z 30-tu seryj.)

Wysil elektromagnetyczny.*
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répulsion of the lines of force“). Później (loc, cit., art. 3266— 3268) 

rozciągną! też Faraday pomysły swe do pola magnetycznego i ele
ktromagnetycznego, pozostając jednak zawsze na gruncie jakościo- 
-ivym, t. j. nie rozpatrując wielkości owych ciśnień i napięć*).

Wielki jogo następca J. Clerk Maxwell podjął zagadnienie to 
ze strony iloécioivej i dotarł do rozwiązania jego, wyrażając je — 
jak zresztą niemal wszystkie inne myśli Faradaya — w ścisłym ję
zyku matematycznym**). Okazał on mianowicie, że wszelkie dzia
łania mechaniczne pola elektromagnetycznego dają się wyprowadzić 
z pewnego układu ciśnień i napięć, które wyraził ilościowo dla ka
żdego punktu pola w zależności od panujących tamże wektorów 
elektrycznych E , D , względnie magnetycznych M , B . Układ ten 
napięć i ciśnień nazwiemy wysiłem elektromagnetycznym (elmgn. 
stress).

Zanim jednak zwrócimy się do tego wysiłu szczególnego i za
nim okażemy, iż wynikają zeń istotnie działania ponderomotoryczne 
(Va) i (Vb), t. j. siła P  i moment pary sił L , rozważymy nasam- 
przód pewne przynajmniej własności zasadnicze dowolnego w ogóle 
układu ciśnień i napięć, czyli wysiłu pojętego ogólnie.

§ 51. Niechaj wektor f^.da wyobraża, co do kierunku i wiel

kości, napięcie działające na element powierzchni da o normalnej v; 
napięcie na jednostkę powierzchni, t. j. f samo, będziemy krótko

nazywali napięciem. Przez napięcie dodatnie będziemy rozumieli 
napięcie we właśeiwem znaczeniu słowa, a zgodnie z tem napięcie 
ujemne będzie dla nas ciśnieniem właśeiwem.

Napięcie lub ciśnienie czysto normalne, jak np. hydrostaty
czne, stanowi najszczególniejszy tylko i najprostzy wypadek wy- 
siłu; wyrazem jego byłoby: f  =  a.'J, gdzie a jest skalarem, doda

tnim lub ujemnym.

W ogóle jednak kierunek napięcia fy będzie tworzył z nor

malną v pewien kąt różny od zera i od dwóch prostych; innemi 
słowy, napięcie to będzie posiadało pewną składową normalną vfy

i pewną też składową styczną do elementu da, przy dowolnej

*) Powszechnie zresztą wiadomo, że matematyka była obcą Fara
dayowi; w  całem jego dziele niema też, formalnie przynajmniej, żadnych 
roztrząsań matematycznych.

**) J. O. Maxwell: On physical lines of force, Phil. Mag. 1861 — 62, 
przedrukowane w Scientific Papers, T. I; tłumaczenie niemieckie w „Ost- 
waid’s Klassiker“, Jij 102. — Treatise on Electricity and Magnetism (1873), 
T. I, Rozdz. V i T. II, Rozdz. XI, art. 641— 646.
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oryentacyi tego elementu, t. j. przy dowolnym kierunku normalnego 
doń wektora v. Dla pewnych tylko szczególnych kierunków v skła
dowa styczna napięcia może znikać; wówczas będziemy mówili o na
pięciu czysto normalnem w jednym ze szczególnych takich kie
runków, które zresztą przy przejściu od punktu do punktu mogą 
się zmieniać.

Składową (skalarną) napięeia f; wziętą w kierunku dowolne

go wektora i, czyli rzut napięcia tego na kierunek będę oznaczał 
przez f , bacząc przytem zawsze na porządek wskaźników; ftv

będzie tedy składową napięcia ft (t. j. odpowiadającego elementowi

o normalnej t) wziętą w kierunku v. Jeżeli c, zarówno jak v, jest 
wektorom jednostkowym, możemy według powyższego określenia 
napisać:

<134) fv t= ^ v

podczas gdy f będzie oznaczało to samo co vft.

Składowre napięcia f  w trzech kierunkach normalnych i, j, k

oznaczymy, dla udogodnienia pisowni (a szczególniej druku) przez 
fVl, fv2> fv3> podobnie jak pisaliśmy w ogóle Rx i t. d. dla składo

wych dow-olnego wektora R. Będzie tedy 

(135) fVl == ify, fy2 =  jfv< =  kfy-
Napięcie na element prostopadły do i, wrzględnie do j, k (t. j. do 
v = i ,  j, k) oznaczymy przez fr  wrzględnie przez f2, f3, a więc 
składowe tych napięć wzięte w kierunkach i, j, k, przez:

f f fn i’ 12* ns
{136) f2l> f32- 2̂3

3̂1' 3̂2’ 3̂3‘

Jak zobaczymy, dziewięć tych wielkości skalarnych, przepisanych 
dla każdego punktu, określa zupełnie cały wysił; liczba ta skała- 
rów wzajemnie niezależnych, wystarczająca, jest też niezbędną dla 
.zupełnego określenia najogólniejszego wysiłu.

Z dziewięciu tych skalarów trzy, zaopatrzone we wskaźniki 
jednakowa, wyrażają składowe normalne, sześć pozostałych zaś,
o wskaźnikach różnych,—składowe styczne napięć.

Dla krótkości będziemy nazywali cały wysił. czyli układ na
pięć lub ciśnień, wybiłem f, zaś dziewięć skalarów flr  f12 i t. d. 
jego składowemi. Symbol ten f  nie oznacza oczywiście ani ska- 
lara ani wektora, lecz jest określony raczej przez trzy różne we
ktory, chociażby przez f1, f2, f3.
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Wysił nazywa się ¿rotacyjnym *, jeżeli jego składowe czynią 
zadość warunkom

112 =  f21, f23 =  f32> f3i 13» (137)

dzięki którym liczba jego składowych redukuje się do sześciu. 
W zwykłej „Teoryi sprężystości“ rozważa się jedynie wysił ¡rota
cyjny, tu jednak musimy rzecz ogólniej traktować, gdyż—jak zoba
czymy niebawem—wysił Maxwellowski w środowiskach krystali
cznych jest rotacyjny.

Powiadamy, że wysił g (o składowych gu , g12 i t. d.) jest 
sprzężony względem wysiłu f, i odwrotnie, jeżeli składowe ich czy
nią zadość warunkom

o* ----- f ' o* ----- f* o* ----- f  )
«11 - *U> 022 -- *22’ 033 - 33 (

g2, =  fi„, gi,, =  f2i, i t, d., j

t. j. jeżeli obadwa posiadają odpowiednio te same składowe nor
malne, a składowe styczno jednego wynikają ze składowych sty
cznych drugiego przez zmianę porządku wskaźników. Jeżeli więc 
(136) są składowemi danego wysiłu, natenczas składowe wysiłu 
sprzężonego będą

fil- 1*21» 3̂1

f«. f22. (1360

f"l3’ 2̂3*

(Porówn. Wstęp, o operatorach sprzężonych).
Wysił sprzężony względem f  będę w dalszym ciągu stale ozna

czał przez g, nie nadmieniając tego nawet wyraźnie.
Wszelki wysił irotacyjny jest oczywiście samosprzęzonym, 

t. j.: jeżeli f  jest wysiłem irotacyjnym, mamy g — f.

§ 52. Powiedziałem przed chwilą, że najogólniejszy wysił
jest zupełnie określony przez dziewięć niezależnych od siebie ska-
larów, chociażby przez 9 składowych flt, f12..... f33. Jest to, prze-
dewszystkiem, równoważne twierdzeniu, że trzy wektory tv f2, f 3:

f i == i fu  +  j *12 +  k fi3. i t. d. , (139)

określają wysił w najogólniejszym wypadku.

Uprzytomnijmy sobie nasamprzód treść tego twierdzenia. Ma 
ono, oczywiście, wyrażać to, że znając napięcia f 1( f2, f 3 dla ele
mentu powierzchni prostopadłego bądź to do i, bądź do j, bądź też

*) Wybór tej nazwy zrozumiemy w dalszym ciągu.



—  208 —

do k, czyli dla v =  i, j, k, możemy określić za pomoeą nich na
pięcie f  dla wszelkiej innej oryentacyi elementu, t. j. dla wszel

kich możliwych kierunków normalnej v.
Otóż, aby tego dowieść, pomyślmy sobie element objętości 

w postaci czworościanu O AB CA (Fig. 38), 
którego krawędzie biegną wzdłuż i, j, k i po
siadają długości OA =  dx, OB— dy, OC— dz, 
uważane jako nieskończenie małe pierwszego 
rzędu. Objętość tej bryły elementarnej bę
dzie nieskończenie małą trzeciego rzędu. 
Normalną zewnętrzną do ściany ABC  ozna
czmy przez v; pole ABC, nieskończenie małe 
drugiego rzędu, niechaj będzie da. Jeżeli 
l, m, n oznaczają dostawy kierunkowe nor

malnej v, t.j. jeżeli v =  ]l -j- \m + kn, pola trójkątów OBC, OCA,
O AB będą l.da, m.da, n.da, napięcia więc całkowite, jakich doznają 
ściany ABC, OBC i t. d, będą odpowiednio

fvda, fjida, f2.wjdo, f3.nda,

a więc suma algebraiczna składowych wszystkich tych napięć wzię
tych w kierunku i, czyli składowa St siły mechanicznej działa
jącej na czworościan, wzięta w tymże kierunku, będzie:

(140) Ą  =  (fyl —  fn l — f2tm — f31n) do.

Siła- t̂a ma być równa masie czworościanu pomnożonej przez jego 
przyspieszenie w kierunku i; otóż, jeżeli założymy, że gęstość masy 
jest skończona, masa naszego czworościanu będzie nieskończenie 
małą IH-go rzędu; jeżeli więc wymagamy, aby przyspieszenie nie 
było nieskończenie wielkie, St będzie również wielkością Ill-go rzę
du przynajmniej; ponieważ zaś do jest Ii-go rzędu, zaś fVl i t. d.

mają być skończone, przeto według (140) będzie, z pominięciem 
wielkości nieskończenie małych: fVl — Zfu — mf21 — nf31 =  o. Po

dobne dwa równania wynikną z rozważania sił S2, Sz, działających 
na czworościan w kierunkach j, k; otrzymamy tedy:

i fvi =■ +  łrtf21 +  nf31

(141) | fyj =  Zij, ~f" Wli*22 “)“

1 fV3 =  Zfj3 -}- wf2s + nf33,

tak iż napięcie wypadkowe f,; dla dowolnego kierunku v t. j. dla

dowolnej oryentacyi elementu da będzie zupełnie określone przez 
dziewięć skalarów f11; f12 i t. d., czyli przez trzy wektory f r  f2, f 3.
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Jeżeli ktoś nie chce wdawać się w rozważanie mas i przy
spieszeń, może powiedzieć poprostu, iż związki (141) wynikają 
z wyraźnego założenia, że działanie wypadkowe wysiłu na element 
objętości wyraża się przez wielkość tegoż rzędu co sama ta obję
tość,—dodając zresztą, że zachodzi to tam tylko, gdzie napięcia i ci
śnienia są przestrzenie ciągłe; o powierzchniach nieciągłości póź
niej będzie mowa.

Zauważmy, że po prawej stronie (141) mamy składowe wy
siłu g sprzężonego względem f  [porówn. (136')]; możemy tedy na
pisać fVl == lSn -j- mgl2 +  ngn , i t. d., czyli krócej:

fvi =  y9i> fv2 =  v02> fv3 == VS3; (142a)

ponieważ zaś fVl. fV2. fV3 są składowemi wektora fy wzdłuż i, j. k, 

możemy trzy tfe równania ściągnąć w jedno, a mianowicie:

fv =  ' (V9l  ̂ + j OS2) +  k (vg3) =  ¡gjV + jg2V + kg3y. (142)

Równanie to zachodzi dla dowolnego wysiłu.
Dla wysiłu irotacyjnego mamy g — f, a więc prostszy nieco 

związek fv =  i (vfj) -f- j (vf2) - f  k (vf3) =  i flV +  j f2V + k f3V.

§ 53. Osiami głównemi wysiłu (w danym punkcie) nazywają 
się te szczególne kierunki normalnej v, przy wyborze których na
pięcie dla odpowiedniego elementu da staje się czysto normalnem.

Dla odróżnienia od wszelkich innych oznaczmy kierunek taki 
przez wektor jednostkowy X. Wówczas, według określenia, będzie:

=  N .l —  JV.[iX.i -j- jX.j kX.k] (143)

gdzie N  jest slcalarem. Według (142) mamy

fx =  i(>-g1) +  j(>-g,) +  k(Xg3)> (144)

a więc, odejmując równanie to od poprzedniego:

(Xgi —  N .¡X) i +  (Xg2 —  iY.jX) j - f (Xg3 —  jY.kX) k == o,

czyli

(9i —  Ni) — (g2 —  &TD *  =  (g3 — iVk)1 =  o;
oś główna wysiłu (X) musi tedy być normalną do trzech wektorów 
gt — A7i, i t. d., skalar JST przeto musi czynić zadość warunkowi: * 
(g, — A7i) V (g , —  iYj) (g:! —  iVk) =  o, czyli:

* Porówn. podobne zupełnie rozumowanie, dotyczące operatorów 
liniowych, Wstęp, str. 17 i następne. Możemy przepisać teraz poprostu 

otrzymane tam wzory, podstawiając jedynie g zamiast «  (i N zamiast n)
i uwzględniając, że gu =  f„, i t. tl. g!2 =  f2„ g2I =  f12, i t. d.

Klektryczność i Magnetyzm. 14
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(145)

t. j. równaniu trzeciego stopnia. W ogóle będą tedy istniały trzy 
różne pierwiastki, powiedzmy N v N s, a więc też, o ile są one 
rzeczywiste, trzy osie główne wysiłu Xx, X2, X3. Wielkości te N t, 
_A7,, N3, o ile są rzeczywiste, nazywają się napięciami głównemi 
(lub ciśnieniami głównemi) rozważanego wysiłu.

Skoro fu , f,2 i t. d. są rzeczywiste, jeden z pierwiastków, 
niechaj nim będzie N v jest z pewnością rzeczywisty, podczas gdy 
dwa inne mogą w ogóle być sprzężone. Biorąc i w kierunku osi XŁ, 
mamy (jak we Wstępie, str. 19.):

tak iż ze (145) otrzymamy dla pozostałych dwóch pierwiastkowi^,^:

wszystkie trzy pierwiastki są rzeczywisto i w ogóle różne od siebie, 
t. j. istnieją trzy różne napięcia główne, odpowiadające trzem osiom 
głównym w ogóle skośnokątnym. W szczególnym wypadku

mamy N., =  N :i =  | (f22 + f33).

Dla wysiłu irotacyjnego, t. j. dla f23 = f32, warunek (147) jest 
zawsze spełniony, tak iż wszystkie trzy osie główne są przeczywi- 
ste i (porówn. Wstęp, str. 20—21) wzajemnie prostopadłe; kładąc 
wzdłuż nich wektory i, j. k, mamy

t. j.

Jeżeli więc

(147) (122 *33)” "ł- ^23^32 -'>

(147') ( f 22 —  i 33)2 +  4 f23.f32 =  o

(148a)
|  f u  —  - ^ r i >  A >2 —  - ^ 2 ’  ^ 3 3  —  $ ;t

czyli wektorowo: 

(148)
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a więc dla dowolnego elementu powierzchni, którego normalna v 
posiada względem osi głównych wysiłu dostawy kierunkowe l, m, n, 
według (142):

fv =  i (INy) +  j (mK2) +  k (iuV3). (149)

Jeżeli więc napięcia główno Arv i\r2, N"s są różne od siebie, 
napięcie fv jest w ogóle ukośne, a staje się czysto normalnem wy

łącznie tylko dla v =  + i, + j. +  k. O takim wysilę irotacyjnym 
powiemy krótko, że posiada trzy osie. Jest to najogólniejszy wy
padek wysiłu irotacyjnego. Podobnie jak dla operatora liniowogo w 
(str. 21) możemy zbudować odpowiedni elipsoid, który będzie trój- 
osiowym.

Jeżeli dwa napięcia główne są równe, np. N., =  NS, elipsoid 
ten staje się obrotowrym, a osią jego będzie + i. Oś ta będzie 
osią symetryi wysiłu. Dla wszystkich bowiem kierunków v prosto* 
padłych do niej będziemy mieli napięcia czysto normalne i jedna
kowe co do wielkości, a mianowicie równe N.,. Innemi słowy: na
pięcia czysto normalnego doznawać będzie element da prostopadły 
do tej osi i oprócz tego wszystkie elementy da zawierające tę oś, 
niezależnie od ich oryentacyi; wszelkie inne elementy będą nato
miast doznawały napięcia ukośnego. Mając na myśli zamiast ele
mentów da odpowiednie v, możemy też powiedzieć, że napięcia są 
czysto normalno w kierunku osiowym i we wszelkich kierunkach 
poprzecznych, czyli „równikowyeh'-, zaś ukośne we wszystkich in
nych kierunkach. 0 ile wielkość napięcia osiowego N x jest istotnie 
różna od wielkości napięcia równikowego N2, powiadamy, żo wysił 
taki posiada jednę oś .(+ i).

Takim właśnie wysiłem symetrycznym czyli jednoosiowym bę
dzie Maxwellowski wysił elektromagnetyczny w środowisku izotro- 
powem. (W środowiskach krystalicznych wysił ten nie jest już 
irotacyjnym.)

Jeżeli wreszcie iVr8 =  N2 — =  K, tak iż odpowiedni eli
psoid staje się kulą, mamy napięcia czysto normalne i jednakowe 
dla wszelkich w ogóle kierunków, t. j. f ==jVv. Wysił taki, zna

ny najlepiej z hydrostatyki, możemy nazwać izotropowym lub hy
drostatycznym. Dla określenia go wystarcza jedyna wielkość ska
larna iV.

Jeżeli N  jest dodatnie, mówimy o napięciu właściwem, jeżeli 
zaś jest ujemne, mówimy o ciśnieniu właściwem; podobnie też 
wr wypadkach ogólniejszych: jeżeli np. dla wysiłu symetrycznego 
jest Ą  >  o, zaś iV2 <  o, będziemy mieli w kierunku osiowym na
pięcie, we wszystkich zaś poprzecznych ciśnienie właściwe.

Wielkości napięć głównych i kierunki osi głównych, t.j. w ogóle 
własności wysiłu, mogą się oczywiście zmieniać od punktu do pun
ktu. Tak np. w wypadku wysiłu symetrycznego zbiór osi może
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tworzyć dowolną linię krzywą, a wzdłuż tej linii wartości napięć 
głównych mogą się zmieniać.

Zauważmy wreszcie, że przez dodanie dowolnego wysiłu hy
drostatycznego charakter pierwotnego wysiłu nie doznaje żadnej 
zmiany, t. j. kierunki osi i różnice wartości napięć głównych zostają 
zachowane.

§ 54. Powyżej wymagaliśmy, aby siła wypadkowa, dzia
łająca na element objętości dt, a wynikająca z wysiłu f, była 
wielkością tegoż rzędu (przynajmniej) co di, i z tego też założenia 
wyprowadziliśmy związki (141) czyli (142). Niechaj siła ta będzie 
Pdr, czyli P na jednostkę objętości. Oprócz tej siły, starającej się 
wprawić element w ruch postępowy, będziemy mieli w ogóle 
pewną jeszcze parę sił, dążącą do wprawienia go w ruch obroto- 
towy, której moment niechaj będzie Ldt, czyli L na jednostkę ob
jętości.

Obliczmy nasamprzód P =  iPj -f- jP , -f- kP3. Rozważając do
wolną bryłę t, wyciętą myślowo ze środowiska poddanego wysiło- 
wi f, a ograniczoną przez powierzchnę a o normalnej zeionętrznej v, 
otrzymamy dla pierwszej składowej całej siły działającej na tę 
bryłę

Aby całkę powierzchniową, po prawej stronie, przekształcić na prze
strzenną, skorzystamy ze wzorów (142a); pierwszy z nich da nam

Ponieważ zaś równanie to zachodzi dla dowolnej bryły, a więc też 
dla każdego elementu dr. przeto mamy Pj =  div gt i podobnie dla 
kierunków j, k: P2 =  div g„ P3 =  div g?t, czyli w jednym wzorze 
wektorowym:

Rozważając napięcia styczne do ścian prostopadłościanu ele
mentarnego dz =  dx.dy.dz, otrzymamy dla pierwszej składowej 
momentu pary sił. działającej na ten element, z pominięciem wiel
kości czwartego rzędu:

mianowicie I fVlda — I vgrda =  I div g,.dx a więc:

(150) P =  i. d iv ^  + \.divq2 + k.divqr

* W założeniu, że wysił f„ a więc też i wysił sprzężony g, są cią
głe w dziedzinie t .
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Lj.dt — I- dy (f23 — f'23) dz dx — ^  ̂ .( f32 — f'32)dx dy;

wielkości f bez akcentów dotyczą ścian, któ
rym odpowiadają większe wartości y, wzglę- 
nic z, wielkości zaś z akcentami przysługują 
ścianom przeciwległym (Fig. 39), tak iż ino- ^  
żemy napisać: \

h £
•k

i 1
a więc, z pominięciem wyrazów zawierają- 
cych dy, dz, które po wprowadzeniu do Lr dt 
dałyby wyrazy czwartego rzędu:

Wprowadzając to do powyższego wzoru i dzieląc obustronnie przez 
dx.dy.dz= dr, otrzymamy LŁ =  f23— f32, stąd zaś, przez zamianę 
cykliczną wskaźników 1, 2, 3, dwie pozostałe składowe momentu, 
t. j. ostatecznie:

(Dla f23 =  t32, i t. d. moment ten znika; stąd też nazwa wy- 
siłu irotacyjnego.)

Wzory (150) i (151) wyrażają całe działanie wypadkowe naj
ogólniejszego wysiłu na dowolny element objętości. Jeżeli przepi
sany jest wysił f, a więc też i y, możemy obliczyć z nich jedno
znacznie siłę P i moment L, co do wielkości i kierunku. Odwro
tnie jednak, jeżeli dane są P i L, wysił f  nie jest zupełnie okre
ślony; jeżeli bowiem pewien wysił f  czyni zadość równaniom (150) 
i (151) przy danych P, L, możemy bez żadnej zmiany tych rów
nań dodać doń wysił h irotacyjny i ,,bezsilny“ *), t. j. czyniący za
dość warunkom

h23 =  h32, h31 =  h13, h12 =  h21; div h ( =  dw h2 == div h3 =  o, (152)

lecz zresztą dowolny (byle tylko ciągły). Zauważmy, że, ze wzglę
du na irotacyjność h, wysił ten dodatkowy jest samosprzężonym, 
tak iż pisząc f -f- h zamiast f, mamy też jednocześnie, zamiast y:

L =  i (f„ -  f32) +  j (f,i -  f13) +  k (f12 -  f21)- (151)

*) T. j. taki, który sam nie dałby żadnego momentu obrotowego L 
ani też żadnej siły P. Przez „wysił bezsilny“ chciałem spolszczyć ter
min angielski „forceless stress“.



g + h, t. j. zamiast glt g2, g3: g t —|— hx i t. d., dzięki czemu rów
nanie (150) pozostaje bezpośrednio spełnione.

Krócej możemy powiedzieć:
Dane P i L określają wysit z pominięciem dodatkowego wy- 

silu irotacyjnego i bezsilnego.

§ 55. Po tych objaśnieniach ogólnych możemy łatwo znaleść 
wysił Maxwellowski, odpowiadający sile ponderomotorycznej (Va) 
i momentowi (Vb) dla dowolnego pola elektromagnetycznego.

Część „elektryczna“ siły P, t. j. część zależna od E, D, K, 
jest według (Va)

(153) pe— EP — .iVk(ED) — YUcurlE;

aby znaleść odpowiedni wysił /’/należy wyrazić ją, według (150), 
przez wysił sprzężony g, a więc przedstawić składowe jej Pev Pe2, 
Pe3 w postaci

(154) Pei == divgj

i t. d.. aby następnie przejść od g do f.
Otóż, według (153), możemy napisać

p „  . c 9K * 9E„ 9E, ¿E j 9E3.
. P.t =  E,p —  *  E . E  — D, ( lF —  - ę l J + D . i- J — g j) .

9E,
czyli, dodając i odejmując

D U 1 c ®  c /r. ÓE, , ~ 9E2 . 9E3>
P„ -  E ,p - ł f c - s - E - ( D ,  + 0 , ^  +  0 , ^ ,

+  ( D , - i + D , - | - + D 1 - ° - ) E l

=  E ,p - łE .- § -  E - D ^ -  +  (OV)E,;

, . .. dK , dE , _ óK _ , óE
lec2 i E .i r E +  D.l r  =  ł E . - s - E + ;_ ^ r .KE

—  214 -

* Jest to iloczyn skalarny wektora -¿E i wektora ~^rE, t. j. we

ktora, który otrzymuje się z E przez zastosowanie operatora wektorowego

dK dKn 9K12
liniowego o „składowych“ — ' — * t. cl.
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a więc, przez wprowadzenie p =  div D :

Pei =  Ej div D + (DV)E, —  ¿- i- (ED ),

czyli nareszcie:

Pei =  div gj - div

Z pominięciem przeto wektora solenoidalnego (hj) mamy

gj =  EjD —  i (ED), i podobnie: 

g2 =  E20 - * j ( Ę D ) . ,  
03 —  E 3D —  |k (ED),

tak iż wysil pochodzenia elektrycznego będzie, według (142):

Podobnie też, rozważając część magnetyczną Pm siły pondero- 
motorycznej (Va), zupełnie analogiczną do Pe, otrzymalibyśmy wy
sil pochodzenia magnetycznego, który atoli możemy napisać wprost, 
podstawiając w ostatnim wzorze zamiast E, D, wektory M, B; wy
sil ten będzie więc:

Ze (150) i (151) widzimy bezpośrednio, że wysiłom, ze wzglę
du na ich działania ponderomotoryczne, przysługuje w całej pełni 
własność suyerpozycyi. Biorąc tedy sumę (Vile) i (Vilm), otrzy
mamy wysił, 7. którego wynikać będzie cala siła ponderomotoryczna 
P (Va); innemi słowy: cały wysil elektromagnetyczny, dla dowolne
go środowiska, będzie

ty =  (¡Bi +  jE2 + kE3) (Dv) -  i  (i.iv + j.jv +  k.ky) (ED),

t. j. przy powrocie do wektorów wypadkowych:

fy =  E(Dv) — \ y(ED). (Vile;

fv =  M(Bv)-iv(MB). (Vilm)

fy =  E(Dv) -f- M(Bv) -— v .u, (VII)

Według i 123).
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gdzie u =  l- (ED -f- MB) jest skalarcm, wyrażającym, jak wiemy, 
gęstość energii elektromagnetycznej.

Do fv możemy dodać dowolny wysil hy, byle tylko ciągły,

irotacyjny i „bezsilny“, t. j. czyniący zadość warunkom (152); nie 
będzie to miało żadnego zgoła wpływu ani na siłę P ani też na 
moment L.

Bez wszelkich wysiłów dodatkowych mamy we wzorze (VII) 
wysił, który z pominięciom strony czysto formalnej, jest identyczny 
v. wysiłem podanym przez Maxwella; dla tego też nazwiemy go tu 
i owdzie wysiłem Maxwellowshim.

Przy wyprowadzeniu go mieliśmy na względzie samą tylko 
silę P; możemy się atoli łatwo przekonać, że i moment L (Vb) wy
nika zeń bezpośrednio. Istotnie, według (VII) mamy f2 =  ED2 -) 
+ MB„ —  Ą\u, a więc f2t= D 2E¿H-B2M3 i podobnie fj2= D ŝ + B jM 2, 
a więc, według (151):

L =  i (D2Es -  D3E§ -}- ... + i (B,M3 -  B3M2) + 

t. j. L =  VDE + VMB. q.e.cl

§ 56- Przypatrzmy się teraz wzorowi (VII) nieco bliżej. Wy
rażony przezeń wysił elektromagnetyczny składa się przedewszyst- 
kiom z ciśnienia czysto normalnego, jednakowego dla wszelkich kie
runków normalnej v, t. j. z ciśnienia hydrostatycznego, które (na 
jednostkę powierzchni) równa się liczebnie gęstości energii elektro
magnetycznej u w danem miejscu pola. * Oprócz tego jednak wy
sił składa się jeszcze z dwóch innych części, z których pierwsza 
E(Dv) posiada +  kierunek siły elektrycznej, druga M(Bv)—siły ma
gnetycznej', o ile więc wektory E, M, v nie zlewają się przypad
kiem, napięcia te nie będą normalne, tak iż cały wysił będzie

wogóle tworzył z normalną v elementu powierzchni kąt różny od 
zera i od dwóch prostych.

Co się tyczy osi głównych tego wysil u w najogólniejszym wy
padku, t. j. dla środowiska krystalicznego, to będą one przy do
wolnych kierunkach E, M slcośnokątne. Jedna z tych osi będzie 
z pewnością rzeczywista (§ 53,), i tę możemy znaleść natychmiast. 
Istotnie, obierając element powierzchni w plaszczyznie D, B, t.j. nor
malną v prostopadłą do D, B, mamy Dv — o, Bv =  o, a więc

(155) fv = — y.u, dla v J_ D,B.

* Czytelnik sprawdzi iatwo, że wymiary energii podzielonej przez 
objętość sa też same co siły podzielonej przez powierzchnię, t. j. 
1«! =  1/1-



—  217 —

Jedna więc z osi głównych, nazwijmy ją  Xp będzie zawsze 
normalną do płaszczyzny D, B. Odpowiednie napięcie główne bę
dzie miało wiełkość

(156) N1 — — u,

i. j. będzie ciśnieniem właściwem, liczebnie równem gęstości ener- 
itii elektromagnetycznej. Dwie pozostałe osie główne X„, X3 (o ile 
gstnieją) i odpowiednie napięcia N2, N3 zależą w sposób zawiły od 
kierunku sił elektrycznej i magnetycznej.

Dotyczący rachunek rozwinę tu chociażby tylko dla ilustracyi 
tego, co wyłożyłem w § 53.

Kładąc j, k w płaszczyznie D, B. a więc i w kierunku pier
wszej osi głównej, t. j. pisząc Xt =  +  i. mamy zamiast (155): 
f , =  — i .u, a więc:

f u —  u =  Nv f12 =  f13 =  o,

tak iż dla pozostałych dwóch pierwiastków N2, N:i będziemy mieli 
wzór (146), t. j.

N| — ł jTf22 "T f33 ± y 0
gdzie

o =  (f22 -  fs3)| +  4f23.f32. (158)

Według (VII) jest f„ =  ED, -f- MB, — ju. f3 =  ED3 -(- MB3—V.u, 
a więc:

f 22 =  E 2I ) ,  +  M 3B „  —  u, f 23 =  D 4E j  +  B „ M ,  |
fM =  e 3d 3 +  M3B3 -  u, t ¿  =  d 3e„ +  b 3m2. j (15y)

Pamiętając, że wektor i jest prostopadły do płaszczyzny D, B, że 
więc dzięki temu jest Dt =  B, =  o, otrzymamy stąd przedewszy- 
stkiem f22 -f f33 =  ED -r MB — 2u. t. j.

=  o (160)

i zamiast (157):

N , =  -  N s =  j /  Q. (161)

Podstawiając zaś (159) do (158), otrzymamy po odpowiedniem ugru
powaniu dość licznych wyrazów:

o =  (ED +  MB)'2 — 4(E,M3 — E3M2) (D2B3 — D3B2).

] (157)
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Ponieważ VDB =  i(D2B3 — D3B2) *, zaś E , M 3 — E,M2 jest pierwszą, 
składową wektora VEM, przeto ( E 2M 3 —  E 3M 2) (D2B3— D3B2) jest 
iloczynem skalarnym wektorów VEM i VDB, tak iż powyższy wzór 
dla 0 możemy napisać:

Według (161) i (156) mamy więc, nareszcze, dla napięć głów
nych Nv N2, N3 w najogólniejszym wypadku, t. j. dla dowolnego 
pola elektromagnetycznego w środowisku krystalicznem:

Jeżeli u2 nie jest mniejsze od (VEM) (VDB), wszystkie te trzy 
wartości, a więc też i odpowiednie osie głóŵ ne wysiłu są rzeczy
wiste. Rozwinięcie wzorów dla osi tych (Xr X2, X3) pozostawiam 
czytelnikowi.

Godną uwagi jest ta okoliczność, że w najogólniejszym nawrct 
wypadku jest N2 = — Nv t. j. że jeżeli drugie napięcie główne 
jest napięciem właściwem, trzecie jest ciśnieniem właściwem licze
bnie równein i odwrotnie. Dla pierwszej osi, t. j. prostopadłej do
D, B, mamy zawsze ciśnienie właściwe, liczebnie rówrne u.

§ 57. Dla środowiska izotropowego mamy D3E2 =  D2E3, 
B3M2 =  B2J/3, i t. d., a więc f23 =  f32, i t. d., tak iż wysił Max- 
wellowski staje się irotacyjnym. Dzięki temu mamy

tak iż wszystkie trzy wartości N  i odpowiednie osie główne są rze
czywiste. Wiemy też, że są one do siebie prostopadłe.

Korzystając ze (163), moglibyśmy przeprowadzić powyższy 
rachunek w postaci uproszczonej nieco. Skoro już jednak posiada
my wzory ogólne (162), zastosujmy je do srodowiska izotropowego.

0 =  (ED +  MB)2 -  4(VEM) (VDB),

czyli

Q =  ku2 — 4(VEM) (VDB).

N, — — u,

(162)

N 3 =  - N r

(163)

* Albowiem YDB nie posiada żadnych składowych w kierunkach j, k.
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D la środowiska takiego je s t  VDB =  wprowadzając-
tedy prąd energii elektrom agnetycznej F —  cVEM i pisząc, ja k
zw ykle, K\j,.c- 2  —  o ~ 2, otrzymam y w edług (16 2):

N t —  — u

7/  i  ( 16 4 )
N2 =  —  N3 = y  u2------- F 2..) p i

Czytelnik sprawdzi też łatw o, że wielkość, stojąca pod znakiem 
pierw iastkow ania, je s t  identycznie równa praw ej stronie ( 16 3 )  po- ' 
dzielonej przez 4 *, a w ięc istotnie dodatnia, t. j .

u 5> —  F . ( 16 5 )
o

Oś głów na Xj, która w ogóle była prostopadła do D, B, sta je  
się teraz prostopadłą do płaszczyzny E, M, t. j .  zlew a się z H- 
kierunkiem prądu energii. Innemi słow y: wzdłuż lin ii prądu ener
g ii mamy ciśnienie czysto normalne równe gęstości energii.

Osi X2 odpowiada napięcie czysto normalne N.>, (16 4), osi X3 licze
bnie równe ciśnienie, normalne. Co do kierunków tych osi głów 
nych, wiem y ju ż , żc ze względu na irotacyjność w ysiłu  są  one pro
stopadłe do osi Xt = +  i, że więc leżą w płaszczyznie E, M, czyli 
w  płaszczyznie j, k. **

Obierzmy w ięc przedewszystkiem  wektor j w kierunku osi 
głów nej X2, t. j .  połóżmy

h  —  ±  j-
a więc:

f2 =  ;V2j.

W edług (VII) mamy: f 2 =  ED 2 -}- MB2 — j u, a w ięc 

ED„ +  M B, =  j(u  +  Na);

*) t. j. żo zachodzi identyczność:
(KE2 +  (*M2) 2 -  4Ku.(E2M3 -  E3M2) 2 =  IK(E22 -  E,5) +  H-Ol*2 -  M32)]2 +

+ 4[ZE2E3 +  |J-M2M3]2, 

pamiętając, żc obecnie jest E, =  M, =  0 , t- j. E2 =  E22 -J- E32, MJ=M 22-f-M32.

**) llożemy to zresztą sprawdzić, pisząc według § 53 (porówn. 
też Wstęp, str. 20): aXi — V(f3 -- N2k) ( f  — N2i), gdzie a jest skal arem 
(takim iż X32 =  1), rozwijając ten iloczyn wektorowy i postępując podo
bnie z osią X3.
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mnożąc równanie' to skalarnio przez k, otrzymamy

E 3D2 +  M3B2 =  o, 

a więc też, ze względu na izotropię

(166) K.E2E 3 + |x.M2M3 =  o. 

czyli
E2D3 +  M3B3 =  o.

Otóż, według (VII) jest:

fja =  E2D3 -f- m2b 3,

a więc f32 =  o; oprócz tego zaś mamy f31 =  o (ze względu na 
Et =  Mj =  o); napięcie f3 jest więc czysto normalne, t. j. +  k 

kędzie również osią główną wysiłu, czyli:

X3 ;==; ±  k, f3=  yV3k - — N2k.

Wszystkie więc trzy osie główne będą do siebie prostopadłe, jak 
być powinno.

Jednocześnie otrzymaliśmy tu równanie (166), wyrażające za
leżność osi X2 = + j ,  X, =  -ł- k od wektorów E, M i od spółczyn- 
ników środowiska. Oznaczając przez a, p kąty (j, E), względnie 
(j. M). możemy równanie to napisać:

K E s in  2a. -)- ¡aM2. sin 2(3 — 0 ,

czyli:
(167) Me. sin2a -j- um. sin 2¡3 =  o,

gdzie uc, um są gęstościami energii: elektrycznej, względnie magne
tycznej.

Dyskusyę tego wzoru pozostawiam czytelnikowi. Na szcze
gólną uwagę zasługują wypadki, w których jest E _L M, lub =  um, 
lub też jedno i drugie.

Jeżeli zresztą wektory E i M są do siebie prostopadłe, a więc 
też, w środowisku izotropowem, D ± B. możemy osie wysiłu i na
pięcia główne wyczytać wprost ze wzoru (VII). Istotnie, kładąc i, j. k 

w kierunkach F =  cVEM, względnie E, M i pisząc w tym wzorze 
kolejno v =  i, j, k, mamy

f t _ _  —  \U t  f2 _  j —  tł), f 3 =  k (;iM- —  u),

czyli:
(168) fi — --  iit, f2 =  j (i«e--Mm). f:i =  k («m —  «e),
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eo czytelnik łatwo wyrazi słowami. Jeżeli gęstość energii elektry 
eznej równa się gęstości energii magnetycznej: ue =  um, mamy 
stąd f2 =  o, f3 =  o, tak iż cały wysił redukuje się do ciśnienia
normalnego w kierunku prądu energii, t. j. prostopadłym do E, M,
a wielkość tego ciśnienia równa się gęstości energii elcktromagne 
tycznej. Wynik ten jest zgodny z wzorami (164); istotnie, dla 
E i  M i ue =  um mamy u  == 2ue =  KB2-, F 2o“2 =  K;j.(VEM)2 =  
Kji.E2M2 =  (KB2)2, t. j.

F=x>u  (169)

a więc N2 =  N3 —  o.

§ 58. Cały wysił elektromagnetyczny jest, jak widzieliśmy, 
dość zawiły, szczególniej w kryształach. Stosunkowo proste nato
miast są składające się nań wysiły: elektryczny (VIIe) i magnety
czny (VIIm), § 55. Na zakończenie przeto i dla ułatwienia oryen- 
tacyi, rozważymy je tu jeszcze z osobna. Ponieważ zresztą wysił 
magnetyczny jest zupełnie podobny do elektrycznego, dość będzie zająć 
się tu jednym z nich.

Wprowadzając gęstość energii elektrycznej ue, możemy na
pisać:

fy =  E(Dv) — w e, (VII')

a ze wzoru tego wyczytamy już bezpośrednio osie i ciśnienia głów-, 
ne tego wysiłu.

a) Środowisko krystaliczne.—Biorąc v w kierunku siły ele
ktrycznej, a więc pisząc E =  vE, mamy E(Dv) =  v.E(Dv) =  v(ED) =  
2vue, a więc:

fy == vwe. dla v || E. (170)

Biorąc v prostopadłe do polaryzacji elektrycznej, lecz zresztą do
wolne co do kierunku, mamy Dv =  o, a więc:

— — vMe, dla v _L D. (171)

Osiami glównemi wysiłu elektrycznego w krysztale są więc: 
siła elektryczna i wszystkie kierunki prostopadłe do polaryzacyi 
elektrycznej. Wzdłuż pierwszej panuje napięcie ue, w pozostałych 
zaś ciśnienie tejże wielkości. Napięcia, względnie ciśnienia głów
ne są więc liczebnie równe gęstości energii elektrycznej.

Ponieważ kierunki E, D, są różne, przeto wysił ten nie jest 
symetryczny, a główne jego osie są w ogóle skośnokątne, chyba, 
że kierunek siły E zlewa się z jedną z osi elektrycznych kryształu,
t. j, z jedną z osi głównych operatora K.

Wszystkie te własności przysługują, mutatis mutandis, wysi~
łowi czysto magnetycznemu.
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b) Środowisko izotropowe.—Ponieważ kierunki siły i polaryza
c ji zlewają się ze sobą, przeto osiami główńemi wysiłu elektry
cznego będą: sama siła elektryczna i  wszystkie kierunki jprostopa
dłe do tejże siły.

Wzdłuż lin ii elektrycznej panuje napięcie ue =  -J- KE~, we 
wszystkich kierunkach prostopadłych — również wielkie ciśnienie. 
Wysil ten jest więc symetryczny czyli „jednoosiowy“, a osią jego 
-symetryi jest siła elektryczna.

Możemy też powiedzieć, że linie siły elektrycznej są liniami 
■największego napięcia normalnego czyli najmniejszego ciśnienia 
normalnego.

Analogiczne zupełnie własności przysługują wysiłowi czysto 
magnetycznemu. Wzdłuż linii siły magnetycznej mamy napięcie 
ue—  -i- \i.M-, we wszystkich kierunkacli prostopadłych równioż wiel
kie ciśnienie.

Jeżeli obadwa wysiły spółistnieją i jeżeli np. E J_ M, otrzy
mamy stąd natychmiast wzory (168). Wypadkowy bowiem wysił 
otrzymuje się, dodając do siebie poprostu odpowiednie napięcia f  . 
dla każdego kierunku normalnej.

* Zauważmy zresztą, że tensor wektora (Vile), t. j. wielkość liczebna 
napięcia fv jest dla wszystkich możliwych kierunków normalnej v jedna i ta 
sama, a mianowicie równa ue. Istotnie, podnosząc (Vile) do kwadratu 
(skalarnie), mamy:

fv2 =  E2(Dv)2 — 2(Ev) (Dv)u0 +  uc~ =  K2[E2(Ev)2 — (Ev)*B*] +

t. j. fy =  We. dla wszelkich v. Lecz napięcia te nie są w ogóle czysto 
normalne. Dla składowej normalnej napięcia fv przy dowolnym kierunku

v, t.j. dla skalara fyy mamy według (Vile):

fvv =  vfv =  (Ev) (Dv) —  ue =  K{Ev)2 — ue> 

fvv=Jf[(Ev)2 - J- iJ2!.

Otóż ta właśnie składowa normalna staje się największą dla v || E. a mia
nowicie równą KE~ —  uc (i najmniejszą, a mianowicie = — ue, dla 
^XE ; gdy kąt zawarty między ~ł~ E i V równa się 45°, składowa fyy zni
ka, i pozostaje sama tylko składowa styczna).

Dla tego też podkreśliłem w tekście wyrazy: „nawiększego napię
cia normalnego*.

Czytelnik zresztą przekona się łatwo, że ogólne równanie (145) dla 
napięć głównych dowolnego wysiłu jest identyczne z warunkiem niezbęd
nym dla max.—min. fyy, t. j. z równaniem ¿fyy =  gdzie znak różnicz

kowania dotyczy zmian kierunku wektora jednostkowego 'h
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Siły przyłożone; źródła energii i zaburzeń 
elektromagnetycznych.

§ 59. Wspomniałem już, że zasadniczo równania reżniezko-

a więc też wynikające z nich równania szczególniejsze (I), (II), (la) 
i t. d., zachodzą dla tych tylko części pola, w których niema ¿ro
deł energii elektromagnetycznej. To też, ze wszystkich naszych 
dotychczasowych roztrząsali, a przynajmniej tych, które dotyczyły 
środowiska nieruchomego, wykluczaliśmy „źródła“ takie, t. j. wszel
kie dziedziny przestrzeni, w których wytwarza się energia elektro
magnetyczna z innych postaci energii. Z wyjątkiem nieodwracal
nego wytwarzania się ciepła Joule‘a w ciałach przewodzących nie 
uwzględniliśmy też żadnych procesów, w których energia elektro
magnetyczna zostaje pochłonięta, t. j. przeistacza się na inne ro
dzaje energii. Jednem słowem, nie uwzględnialiśmy dotychczas ani 
dodatnich ani ujemnych źródeł energii elektromagnetycznej.

Obecnie zajmiemy się tą właśnie sprawą i omówimy też od
powiednie „siły przyłożone“, których obecność wymaga pewnej 
modyfikacji pierwotnych równań Maxwellowskich. Ograniczymy się 
tu zresztą do rozważenia środowiska nieruchomego.

§ 60. Wyjdźmy z zasady zachowania energii i, aby obejść 
się nasamprzód bez wektora Poyntinga, rozważmy całą przestrzeń 
nieograniczoną lub też pewną jej dziedzinę t zamkniętą zupełnie 
w skorupie, która ani nie przepuszcza, ani nie pochłania, ani też 
nie promieniuje energii. Taką byłaby warstwa przewodnika dosko
nałego, sztywnego i nieruchomego. Krócej: pomyślmy sobie dzie
dzinę z energietycznie odosobnioną od świata zewnętrznego.

Niechaj u  będzie, jak przedtem, gęstością energii elektroma
gnetycznej, \ — przewodnictwem, t. j. X2S* lub ogólniej AE.E cie
płem Joule’a wytwarzanem (nieodwracalnie) na jednostkę czasu i na 
jednostkę objętości w dziedzinie z. która może być zajęta przez 
izolatory, półprzewodniki lub przewodniki.

Otóż, jeżeli w z niema żadnych źródeł energii, mamy według 
zasady zachowania energii, dla każdej chwili t

we (A), (B), § 11:

p =  c. curl M 

q =  — c. curl E
(A)

(B)

/ f e + X E . E ) d ,  =  <, (172)
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gdzie całka obejmuje dziedzinę t. (Porówn. zresztą § 43.) Ubytek 
całkowity energii elektromagnetycznej w ciągu dowolnego czasu 
równa się ilości ciepła wytworzonej w tymże czasie.

Jeżeli natomiast w dziedzinie t znajdują się źródła energii, 
dodatnie lub ujemne, o produkcyjności s, na jednostkę objętości i na 
jednostkę czasu, czyli o wydajności s na jednostkę objętości, zasa
da zachowania energii będzie wyrażona przez wzór:

który przeczytamy: energia dostarczana przez źródła równa się przy
rostowi energii elektromagnetycznej więcej ciepło Joule’a.

Stosownie do tego, czy wytwarzanie (lub pochłanianie) ener
gii w danym elemencie objętościowym dT jest skojarzone z prądem 
elektrycznym p lub z prądom magnetycznym q. źródło w dt nazy
wa się źródłem elektrycznem, względnie magnetycznem.

Dotyczące wydajności źródeł oznaczmy przez %  względnie 
przez .9m, napiszmy więc w ogóle

(1/4) s =  se -j- sm.

Dla źródła czysto elektrycznego będzie sm =  o, dla magnetycznego 
natomiast se == o.

Zarówno se jak sm są oczywiście skalarami. Otóż, idąc za 
przykładem Heaviside'a, * wprowadzamy dwa wektory e i m takie, 
aby było

(175) v s0 =  pe. sm =  qm.

i nazywamy wektor e siłą elektryczną przyłożoną, zaś m siłą ma
gnetyczną przyłożoną, w elemencie <lt (p. str. 198).

Zwróćmy uwagę na analogię tych iloczynów skalarnych do 
pracy mechanicznej Pv (na jednostkę czasu), porównywając siłę 
ponderomotoryczną P z „siłami“ e lub m. zaś prędkość ruchu v z prą
dami p. względnie q.

Zauważmy też, że powyższe określenia nie wyznaczają sił 
przyłożonych zupełnie; albowiem, jeżeli np. e czyni zadość pierw
szemu równaniu (175) dla danej wydajności se i dla danego prądu p, 
równanie to będzie też spełnione przez sumę e -J- R. gdzie R jest 
wektorem prostopadłym do prądu, lecz zresztą najzupełniej dowol
nym. Innemi słowy: z jednego równania skalarnego nie można zna-

(173)

Electromagnetic Theory. Tom I, §§ 37—43.
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leść trzech składowych wektora. Dla zupełnego wyznaczenia & 
w danym elemencie przestrzeni należy oczywiście znać wydajność 
se dla trzech różnych kierunków prądu elektrycznego, obranych do
wolnie, byle tylko nie w jednej płaszczyznie; dane te niezbędne 
będą też wystarczające (jeżeli tylko założymy dodatkowo, że kieru
nek e nie zależy w ogóle od kierunku p). To samo dotyczy siły 
przyłożonej magnetycznej. Możemy sobie wyobrazić, że wektory 
e, m wyznaczono istotnie w taki właśnie sposób dla całej dzie
dziny.

Wprowadzając siły przyłożone do (173) i uwzględniając, że 

p =  D -f- XE, q —  B, —  ED -f- MB, otrzymamy jako wyraz za

sady zachowania energii:

§ 61. Powyższe równanie przysługuje jedynie całej prze
strzeni lub też całej dziedzinie i, energietycznie odosobnionej, lecz 
nie jej częściom lub elementom dx. Każdy bowiem element oddaje 
w ogóle pewne ilości energii elementom sąsiednim lub też pobiera 
je od innych. Chcąc tedy zastosować zasadę zachowania do jakie
gokolwiek elementu, dowolnie wyodrębnionego myślowo z dziedzi
ny z, należy uwzględnić te również ilości energii, t. j. uwzględnić 
przepływ energii elektromagnetycznej. *

Oznaczając prąd energii elektromagnetycznej, zmieniony dzię
ki obecności źródeł, przez F'. na jednostkę czasu i na jednostkę po
wierzchni, mamy dla każdego punktu przestrzeni, zakładając wciąż 
jeszcze nieruchomość środowiska:

/ [(D +  XE) (E — e) +  B(M — m)] dr =  o, (176)

czyli

(176')

s =  -j- div F',
dt

(177)

czyli, rozwijając podobnie jak w § 60:

(E — e) (D - M E ) +  (M — m) B = — div F'. (17§)

* Zaniedbujemy tu prąd wszelkich innych rodzajów energii. 

Elektryczność i Magnetyzm. 15
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Aby stąd wyznaczyć prąd energii F' przez wektory E, M, e, m,
musimy oczywiście wiedzieć, jak zależą od nich D i B, t. j. musi
my znać równania różniczkowe pola, które atoli nie będą już te 
same, co w nieobecności sił przyłożonych.

Otóż. nie wchodząc w sprzeczność z faktami doświadczalnemi, 
można przyjąć, w wypadku istnienia sił przyłożonych, równania 
pierwotne (A), (B), odejmując atoli w „curlaeh" siły przyłożone od 
sił E. M. * a więc pisząc dla dowolnego środowiska

(A') p — c. curl (M — m)

(B') q =  — c. curl (E — e),

t. j. dla środowiska nieruchomego

D 4- AE =  c. curl (M — m)
(179)

[ B — — c. curl (E —  e).

Warunek dw B =  o pozostaje bez zmiany. Ze (179) mamy zresz

tą, podobnie jak w nieobecności sił przyłożonych div B =  o, 

dw (D + =  o, czyli—wprost z (A'), (B'): dw p =  o. dw q =  o.

Godząc się na powyższe równania różnićzkowe, otrzymamy 
ze (178)

— div F ' =  c [(E — e) curl (M — m) — (M — m) curl (E — e]

=  — c div V(E — e) (M — m).

a więc, z pominięciem dowolnego wektora dodatkowego, czysto so- 
lenoidalnego:

(180.) F' =  e V (E  —  e) (M —  m),

podczas gdy w braku sił przyłożonych prąd energii elektromagne
tycznej był F =  cVEM.

§ 62. Z równań (179) lub (A'), (B') widzimy, że pole ele
ktromagnetyczne E, M i jego zmiany w czasie nie zależą zgoła od 
samych sił przyłożonych, lecz tylko od ich mrów (curlów).

*) Porówn; Heaviside’a, loc. cit.: autor ten nazywa E, M „forces of 
flux‘\ zaś E —  e, M — m „forces of the field".
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Tej jodnak zależności pola i jego losów od samych tylko wi
rów sił przyłożonych można też dowieść z pewnego ogólniejszego 
punktu widzenia, t. j. nie uciekając się wcale do postaci szczegól
nej powyższych równań różniczkowych.

Dowodzenie to, dane przez Heaviside'a, opiera się na soleno- 
idalnośd prądów p i q.

Istotnie, przypuśćmy, że w chwili t0 cała przestrzeń r jest 
wolna od sił elektrycznych i magnetycznych E. M, tak iż mamy 
wszędzie u0 —  o, i że w chwili tej wprowadzono siły przyłożone 
e, m o rozmieszczeniu czysto irotaeyjnem, t. j. takie, że

curl e =  curl m =  o wszędzie
i .

e"v — e V =  o. m"v — m'v =  o u powierzchni nieciągłości.

Wydajność wszystkich źródeł, dla dowolnego t, jest według
(174) i (175)

I s dr = j pe dr -j- f qm dr. (181)

W celu obliczenia wartości całki wyrazu pe dr rozłóżmy prze
strzeń r na elementarne rurki prądu elektrycznego. Każda z nich 
jest zamkniętą w sobie. Będziemy więc mieli dla jednej z tych 
rurek, o przekroju da, pamiętając, że natężenie jej czyli mo
ment pda posiada wzdłuż całej rurki jednę i tę samą wartość:

j;da I eds, gdzie całka rozciąga się wzdłuż obwodu zamkniętego,

a więc znika, skoro e jest irotacyjno i w założeniu, że dziedzina r 
jest acykliczną. Ponieważ to samo zachodzi dla każdej rurki prądu

elektrycznego, mamy j pe dr — o. Podobnie też. rozkładając r na 

rurki prądu magnetycznego, otrzymamy j qm dr =  o, a więc

I  sdr =  o. tak iż według (173) będzie

Lecz dla t =  t0 mieliśmy E — o, u  =  u0 — o, z drugiej zaś stro
ny u i XE.E nie mają nigdy i nigdzie wartości ujemnych; będzie 
więc dla każdego t >  f0:

u — o, t. j. E  =  o, M =  o.
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Układ więc irotacyjny sił przyłożonych e, m nie wytwarza 
żadnego pola E, M.

Lecz różnica e' — e", m' — m" dwóch układów sił przyłożo
nych, mających te same wiry, jest układem ¡rotacyjnym; widzimy 
więc stąd, żo siły przyłożone e', m' i e", m" wytwarzają jedno i to 
samo pole elektromagnetyczne E, M, skoro tylko mają te same wi
ry, q.e.d.

Można więc powiedzieć, że prawdziwemi źródłami zaburzeń 
elektromagnetycznych są wiry sił przyłożonych, t. j. te dziedziny 
przestrzeni, w których jest curl e 4= o lub curl m =4= o (włączając 
w to powierzchnie nieciągłości składowych normalnych ev, mv), 
podczas gdy prawdziwo źródła energii są tam, gdzie obok siły 
przyłożonej istnieje prąd elektryczny lub magnetyczny, dowolny, 
byle tylko nie normalny do odpowiedniej siły przyłożonej. Siedli
sko siły przyłożonej, jednego lub drugiego rodzaju może tedy „pra
cować“ w pewnych chwilach, aby stać się „bezczynnem“ w pe
wnych innych chwilach czasu.

Przykład siły m stanowi t. zw. siła przyłożona magnetyzacyi 
wewnętrznej, o której wspomniałem już w § 47, a którą omó-’ 
wimy nieco szczegółowiej w Magnetostatyce. Analogiczną siłę przy
łożoną elektryczną należałoby przyjąć dla pewnych ciał niezupeł
nie „sprężystych“ pod względem elektrycznym, t. j. dla tych, 
które po opuszczeniu pola elektrycznego zewnętrznego nie wracają 
do swego stanu pierwotnego. Inne przykłady siły przyłożonej e 
mamy w tak zwanych siłach woltaicznych (czyli galwanicznych)^ 
skojarzonych z procesami chemicznemi, i w siłach termoelektry
cznych. na powierzchni granicznej dwóch różnych substancyj lub 
między częściami jednej substancyi. posiadającemi różne tempera
tury. Wytwarzanie się ciepła, odpowiadające siłom termoelektry
cznym, różni się w sposób nader charakterystyczny od wytwarza
nia się ciepła Jouel’a; pierwsze wyraża się (na jednostkę czasu 
i objętości) przez iloczyn skalarny pe, drugie zaś przez \E2 (ogólniej

przez XE.E), czyli, w założeniu, że D =  o, przez X~'p2 (ogólniej 
p.X—1p). W drugim Avypadku proces jest nieodwracalny, podczas 
gdy w pierwszym iloczyn pe, dla danego e. zmienia znak przy 
zmianie kierunku prądu elektrycznego: jeżeli dla danego kierunku 
prądu mamy wytwarzenie się ciepła, natenczas dla kierunku 
wprost przeciwnego będziemy mieli pochłanianie ciepła. Wytwa
rzanie się, zawsze dodatnie, ciepła Joule’a nie zależy, w ciałach 
izotropowych, od kierunku lecz jedynie tylko od natężenia prądu, 
w ciałach zaś anizotropowych nie doznaje żadnej zmiany przy od
wróceniu kierunku prądu.

§ 63. Warunki u powierzchni granicznej dwóch dielektry
ków (w ogóle półprzewodzących) będą dla składowych normalnych
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takie same jak przy nieobecnych siłach przyłożonych; te bowiem 
warunki wynikają z równań div p =  o, div q == 0 , które dzięki 
istnieniu sił przyłożonych żadnej nie ulegają zmianie; porówn. 
§§ 17, 21.

Dla składowych stycznych otrzymamy natomiast warunki od
mienne. Warunki te wynikają ze skońezoności wektorów curl (M-—m), 
curl (E — e). Możemy rozumować zupełnie podobnie jak w §§ 17 i 21. 
podstawiając jedynie M — m za M i E — e za E. Otrzymamy 
przeto zamiast równości (43) i (44), str. 135:

(E — e)0 =  (E' — e')0 (182)

(M — m)0 =  (M' — m')0, (183)

gdzie 0 jest wektorem jednostkowym w kierunku składowej sty
cznej wektora zredukowanego E — e, względnie M — m; wektor 0 
jest wspólny jednej i drugiej stronie powierzchni granicznej. 
W równaniu (182) może on oczywiście mieć inny zupełnie kierunek 
niż w (183).

Każdy z tych warunków możemy zresztą wyrazić w postaci 
nieco odmiennej, która pod pewnym względem może być dogodniejszą, 
a mianowicie za pomocą wektora jednostkowego v normalnego do 
powierzchni granicznej o.

Niechaj R będzie dowolnym wektorem, N jego częścią normal
ną, zaś T jego częścią styczną do powierzchni a, co do kierunku 
i natężenia, tak iż R =  N + T. Ponieważ N =  vR, a więc N =  v(vR), 
przeto będzie:

T =  R —  v(vR). (184)

Stosując to do rozważanego wypadku, możemy, zamiast (182), 
napisać równanie

E —  e —  v[v(E — e)l =  E' —  e' — v[v(E'—  e')l (182')

i podobne zupełnie równanie zamiast (183).

§ 64. Dla siły ponderomotorycznej P wyprowadziliśmy w § 45 
wzór (V) z wyrazu energii, niezależnie od równań różniczkowych 
poła elektromagnetycznego. Otóż wzór ten będzie też ważny wów
czas, gdy dopuścimy istnienie dowolnych sił przyłożonych e, m, 
byle tylko przy rozważanych przesunięciach wirtualnych poszczegól
nych cząstek dielektryka wektory te towarzyszyły niezmiennie tym 
cząstkom. Istotnie, wyrazem „pracy“ wirtualnej siły e będzie ilo
czyn skalarny tejże siły i zmiany wirtualnej indukcyi elektrycznej 
przez element do składający się zawsze z tych samych cząstek; 
ponieważ zaś podstawą rachunku przeprowadzonego w § 45 było 
właśnie założenie, że ta zmiana wirtualna indukcyi równa się zeru.
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przeto przy rozważanych tam przesunięciach Sa źródła elektryczne 
będą nieczynne, t. j. ich „praca“ wirtualna będzie równa zeru. Toż 
samo dotyczy również sił przyłożonych magnetycznych. Równanie 
(119) pozostanie tedy prawdziwym wyrazem zasady zachowania 
energii i wyprowadzony zeń wzór (V) nie będzie wymagał żadnej 
zmiany ze względu na obecność sił przyłożonych.

Z tego to wzoru otrzymaliśmy następnie, w § 46, wzór (VI), 
zastępując mianowicie curl E, curl M przez prądy q i p według 
równań różniczkowych (A), (B). Otóż, gdy istnieją siły przy
łożone, mamy zamiast równań tych równania (A'), (B'); dzięki 
temu więc otrzymamy dla siły ponderomotorycznej dwa wyrazy 
dodatkowe zawierające curie, curl m; rozumiejąc przez (VI) sumę 
wyrazów stojących po prawej stronie wzoru (VI), możemy napisać 
krótko:

(VI') P =  (VI) — — VD curl e --- - VB curl m.
C G

Jeżeli siły przyłożone są irotacyjne, wyrazy dodatkowe znikają.
Moment ponderomotoryczny L nie doznaje dzięki obecności 

jakichkolwiek sił przyłożonych żadnej zmiany.
Niezależnym od nich jest również wysił elektromagnetyczny 

Maxwellowski; postać jego wynikła bowiem ze wzoru pierwotnego (V) 
siły ponderomotorycznej, a więc bez względu na ten lub ów kształt 
równań różniczkoAvych pola elektromagnetycznego.

§ 65. W równaniach (A'), (B'j, a więc, dla środowiska nie
ruchomego, w równaniach (179), należy sobie wyobrazić siły przy
łożone e, m dla każdego punktu przestrzeni jako dane, czyli dowol
nie przepisane, xvyraźne funkcye czasu, i to dla wszelkikh rozważa
nych wartości t.

Jeżeli niema sił przyłożonych, pole czyni zadość równaniom

różniczkowym jednorodnym D -(- XE =  c.curl M, B = — c. curl E 
(pierwszego rzędu); dzięki temu stan pola w chwili „końcowej“ 
powiedzmy E2, M2, zależy od jego stanu EP Mt w chwili „począt
kowej“ i oprócz tego jedynie od odstępu czasu t2 — tv nie zaś 
od wyboru samej chwili tv Innemi słowy: zmiany pola zależą je
dynie od długości czasu, jaki upłynął, nie zaś od tego, kiidy się to 
dzieje. Pole elektromagnetyczne stanowi więc wówczas układ zu
pełny, czyli „niezakłócony *

Gdy natomiast istnieją siły przyłożone, pole czyni zadość rów
naniom różniczkowym (179), również pierwszego rzędu, lecz nieje
dnorodnym, & mianowicie zawierającym wyrazy dodatkowe c. curl e, 

c. curl m, które są dowolnie przepisanemi funkcyami czasu (i poło-

* Porówn. Wykłady Zakopiańskie z dziedz. fizyki teoretycznej. 19C5.



żcnia). Stan pola w chwili t,2 zależy wówczas nietylko od stanu 
w chwili tl i od długości odstępu czasu — tv lecz również od 
położenia chwili tx względem pewnej określonej chwili t0, od któ
rej np. liczymy czas t tkwiący w funkcyach wektorowych e i m. 
Zmiany pola zależą nietylko od długości upływającego czasu, lecz 
również od tego, kiedy się to dzieje. Innemi słowy, pole elektro
magnetyczne stanowi wówczas układ niezupełny, czyli zakłócony, 
lub też lepiej: wprowadzając do równań „siły przyłożone“, godzimy 
się świadomie na to, aby uważać pole jako układ niezupełny. Do 
postępowania zaś takiego zniewala nas w pewnych wypadkach brak 
dokładniejszej znajomości zjawisk splecionych z elektromagnetyczne- 
mi, w innych znowu — skłaniają nas do tego względy dogodności 
i prostoty rachunków.

Układ bowiem niezupełny można uzupełnić do obszerniejszego 
układu niezakłóconego jedynie tylko kosztem zwiększenia liczby 
wielkości niezależnych, mających określać jego stan chwilowy i je
dnocześnie liczby równań różniczkowych, którym wielkości te mają 
czynić zadość. Nic mogąc zadaniu temu podołać lub też chcąc 
uniknąć zbytniej zawiłości, należy zgodzić się na siły przyłożone, 
ogólniej: na wyrazy dodatkowe zawierające czas explicite.

Ściśle rzecz biorąc, możnaby powiedzieć, że zupełne wyrzecze
nie się „sił przyłożonych“ równałoby się chęci rozważania jedynego 
tylko, bardzo zawiłego układu, a mianowicie całego Wszechświata.
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ROZDZIAŁ IV.

Elektrostatyka i Magnetostatyka.
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Rozdział IV.
Elęktrostatyka i Magnetostatyka.

Pole elektrostatyczne.

§ 66. Ponieważ przy współistnieniu pola elektrostatycznego 
z magnetostatycznem wektory elektryczne i magnetyczne są zupeł
nie od siebie niezależno, możemy każde z tych pól rozważać zoso- 
bna i, gwoli jasności wykładu, uczynimy tak istotnie, nie bacząc 
na to, że pewne własności są wspólne obydwu tym rodzajom pola.

Zacznijmy od pola elektrostatycznego. Niechaj tedy w całej

przestrzeni będzie stale M  —  o, a więc też B = B  =  o; otrzymamy 
wówczas z równania (II) dla dowolnego środowiska (spoczywające
go) curl E =  o; w izolatorach doskonałych równanie (I) będzie już 
spełnione identycznie dzięki temu, że wymagamy, aby było M —  o 
i aby siła, a więc też polaryzacya elektryczna nie zmieniały się 
z czasem; w przewodnikach lub półprzewodnikach będzie oprócz, 
tego, według równania (la), E  —  o. (Porówn. zresztą §§ 3 tu
dzież 29 i 32.)

Pole elektrostatyczne jest więc scharakteryzowane przez swą 
irotacyjnośó w całej swej rozciągłości:

curl E — o, (185)

i przez to, że w ciałach przewodzących jest

E  =  o. (185a)

Odróżnianie „przewodników“ od „półprzewodników“ staje się tu
zresztą zupełnie zbytecznem. Wnętrze jednych lub drugich, nieza
leżnie od wartości liczebnej przewodnictwa X, odgrywa jedynie rolę 
luki w polu elektrostatycznem. Substancya przewodników staje się 
sprawą nieistotną; należy jedynie uwzględnić ich kształty, rozmiary
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i wzajemne położenie. Odróżnianie natomiast otaczających je izo
latorów doskonałych, czyli krótko dielektryków, ze względu na war
tość spółczynnika K, posiada zarówno tu, jak w polu zmiennem. 
pierwszorzędną wagę.

Ponieważ warunek (185) ma być spełniony w całej przestrze
ni, przeto, według Twierdzenia VII (Wstęp), siła elektryczna posia
da wszędzie potencyał jedno wartościowy, powiedzmy <f:

(186) E = — V<p.

Skalarna ta funkcya położenia ep nazywa się potencyałem elektro
statycznym lub krócej elektrycznym. Linie siły elektrycznej są nor
malne do powierzchni izopotencyalnych f  =  const.

Wewnątrz każdego przewodnika <p posiada, według (185a), 
wartość stałą. Ze względu na ciągłość składowej stycznej siły E 
składowa ta musi znikać nazewnątrz przewodnika, tuż przy jego 
powierzchni; linie więc siły elektrycznej są normalno do powierzchni 
przewodnika. Innemi słowy: powierzchnia każdego przewodnika jest, 
w polu elektrostatycznem, powierzchnią izopotencyahią. Możemy 
przeto napisać

(187) ę =  const.

dla każdego przewodnika, łącznie z jego powierzchnią, stanowiącą 
granicę dielektryka.

Własności powyższe przysługują zarówno dielektrykom jedno
rodnym i izotropowym, jak niejednorodnym i krystalicznym.

W dielektryku krystalicznym linie polaryzacyi elektrycznej nie 
będą w ogóle normalne do powierzchni izopotencyalnych, a więc 
też np. do powierzchni przewodników. Liniom siły natomiast wła
sność ta w całej przysługuje pełni.

Ponieważ siła E  jest wszędzie skończona, przeto dwie różno 
.powierzchnie stałego potencyału nie mogą się przecinać wzajemnie. 
Powierzchnia taka może jednak przecinać się ze sobą samą; można 
łatwo dowieść,11' że, wzdłuż linii przecięcia n  liści powierzchni izo- 
potencyalnej, liście te tworzą ze sobą kąty równe, a mianowicie

każdy równy — ; dla dwóch np. liści kąty te będą proste. Nie

trudno też zrozumieć, że siła elektryczna znika w każdym punkcie 
takiego przecięcia, czyli, że przecięcie to stanowi tak zwaną linię 
równowagi.

§ 67. Określone w Rozdziale I ładunki elektryczne, prawdzi
we lub pozorne, o rozmieszczeniu przestrzennem lub powierzchnio-

* Patrz np. Maxwella El. & Mgnt., T. I. Rozdz. VI.



—  237 —

wem, możemy obecnie wyrazić za pomocą potencyału, a raczej jego, 
pochodnych przestrzennych.

Dla gęstości przestrzennej ładunku prawdziwego mamy, we-, 
dług (186), zamiast wzoru (12):

p —  — div (KV tp)> (188)..

gdzie K dla dielektryka krystalicznego jest operatorem wektorowym 
liniowym; uważając główne osie elektryczne kryształu jako osie 
spółrzędnyeh x, y, z, otrzymamy:

p = ' - !  i S  <K ‘ ä  +  i  + i  <*• f e  (188'>'

Dla gęstości powierzchniowej, na granicy dwóch dielektryków izo-- 
tropowych o spółczynnikach K, Ii', mamy zamiast (12a):

q = K ^ - K  ' ( ^ y .  (189)

w szczególności zaś na powierzchni przewodnika zanurzonego w di-, 
elektryku izotropowym o spółczynniku K, zamiast (21):

7 ] = -  K - g  (190).

gdzie v jest normalną zwróconą ku środowisku dielektrycznemu.
Gęstość przestrzenna ładunku pozornego będzie, według (14). 

§ 7: p' =  — div V<p, czyli

p' —  — V 2'f> (191);

gęstość zaś powierzchniowa, według (14a):

(192)

w szczególności zaś na powierzchni przewodnika:

1’ = — |  ( I« ) '

gdzie v jest normalną zwróconą ku dielektrykowi. Wzory powyż
sze dla ładunków pozornych przysługują oczywiście wszelkim diele* 
ktrykom, t. j. również niejednorodnym i anizotropowym.

Dla środowiska izotropowego, jednorodnego ładunek prawdzi
wy jest wszędzie proporcyonalny do ładunku pozornego; według (188'),
i (191) mamy mianowicie: p = — KV*? — Kp'.

Omawiany już częstokroć sposób zachowywania się siły ele-. 
ktrycznej w „nieskończoności“ (E  maleje jak r ~2) możemy wyrazić.
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przez poteneyał, wymagając, aby ten malał jak ?—1. Zakładamy 
zresztą, raz na zawsze, że siedziby wszelkich ładunków elektry
cznych nie wykraczają poza pewną dziedzinę skończoną, tudzież, że 
w dziedzinie tej suma algebraiczna wszystkich ładunków jest skoń
czona.

§ 68. Do pola elektrostatycznego możemy zastosować wzór 
(135) czyli (135a), wyprowadzony we Wstępie dla dowolnege pola 
wektorowego irotacyjnego.

Zastępując w nim ogólny wektor R przez siłę elektryczną E. 
należy napisać jednocześnie p\ r\' zamiast p, 7j, albowiem według 
przyjętych tu, 'a wprowadzonych już w § 7 oznaczeń jest divE =  p', 
*(E' — E) v =  7]'.

Jeżeli założymy jeszcze, że sam poteneyał elektryczny <p jest 
wszędzie ciągły, ostatni wyraz po prawej stronie wzoru (135) zni
knie i otrzymamy

(194) 4 f t *

gdzie pierwsza całka rozciąga się do całej przestrzeni, a więc obej
muje wszystkie ładunki pozorne o rozmieszczeniu przestrzennem, 
druga zaś (przy której dla krótkości opuściliśmy znak sumy) roz
pościera się na wszystkie powierzchnie nieciągłości składowej nor
malnej siły elektrycznej, czyli obejmuje wszystkie ładunki pozorne 
powierzchniowe.

Rozumiejąc przez de' elementarny ładunek pozorny, o roz
mieszczeniu bądź to przestrzennem, bądź to powierzchniowem (f/dt, 
względnie r/da) możemy zamiast (194) napisać sumarycznie

, I de'
<19d) 4 rap =  J —  .

Jeżeli zresztą poteneyał doznaje nieciągłości 1 =  <c — ep', przy 
przejściu przez pewne powierzchnio a, mamy według przytoczonego

dopiero co wzoru (135) dla 4rccp wyraz dodatkowy I —  (-~)da,

którego całkę należy rozciągnąć do wszystkich powierzchni niecią
głości poteneyału. Lecz według tego, cośmy powiedzieli na str. 
72—73, wyraz ten dodatkowy odpowiada rozmieszczeniu ładunku 
pozornego w tak zwanych warstwach podwójnych; każda powierz
chnia nieciągłości poteneyału jest mianowicie równoważna war
stwie elektrycznej podwójnej o momencie równym skokowi poten

eyału I. Wzór (195), a raczej 4rccp =  ^  ~  zachowa przeto swe

znaczenie przy ewentualnem istnieniu powierzchni nieciągłości po
teneyału.
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Można więc powiedzieć, że każda „cząstka“, czyli ilość ele
mentarna de' elektryczności pozornej daje w odległości r potencyał

1 cIg1
-±-— , (196)
4tc r

a więc też odpowiednie pole elektryczne:

i dc1
L  £ £  r (197)

r

(poruwn. str. 72), t. j. pole o Uniach siły prostych, radyalnych, 
wybiegających lub zbiegających się w de' zależnie od tego, czy 
ładunek ten jest dodatni, czy też ujemny, i o natężeniu odiurotme 
projjorcyonalnem do Itwadralu odległości.

Jeżeli środowisko jest izotropowe, mamy de' — de/K, gdzie de 
jest ładunkiem prawdziwym. Jeżeli założymy jeszcze, że środowi
sko jest jednorodne i że w odległości r od ładunku prawdziwego dex 
znajduje się drugi ładunek prawdziwy de2, otrzymamy według (197)
i według § 45, dla siły ponderomotorycznej działającej na de2 wyraz

de..de., *

~47tKr^~ r (198)

streszczający w sobie znane „prawo odwrotnych kwadratów“ czyli 
jprawo Coulomba.

Treść wzoru (197) możemy też wyrazić, mówiąc, że każda 
„cząstka“ elektryczności jest siedliskiem początków lub końców 
pewnej liczby n — de' rurek jednostkowych siły elektrycznej ma
jących kształt stożków i rozmieszczonych izotropowa naokoło tej 
cząstki, tak iż każda z tych rurek wycina z dowolnej kuli, mają
cej swój środek w de', jednę i tę samą powierzchnię 4zr2/n; natę
żenie siły elektrycznej wyraża się bowiem przez liczbę rurek przy
padających na jednostkę powierzchni.

Jeżeli dane jest rozmieszczenie elektryczności pozornej, t. j. 
jeżeli many pf, i\' i momenty ewentualnych warstw podwójnych, 
możemy według powyższych wzorów* wyrazić potencyał <p, a stąd 
też siłę E w każdym punkcie za pomocą zwyczajnych kwadratur. 
Jeżeli nie znamy bezpośrednio tych gęstości (i momentów), lecz

*  r  jest wektorem jednostkowym wskazującym od det do </e2; na dex 
działa siła ponderomotoryczna równa i wprost przeciwna powyższej sile 
działającej na de2.
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dane nam jest samo pole elektryczne, możemy natychmiast znaleśe 
rozmieszczenie ładunków, mianowicie *

p' =  div E, r/ =  (E' — E)v, I =  <p — <p',

a więc przedstawić pole to jako superpozycyę owych pól promie
nistych i izotropowych, otaczających elementarne cząstki elektry
czności.

A możemy to uczynić dla każdego, dowolnie danego pola ele
ktrostatycznego.

Oto jest interpretacya fizyczna wzoru 4flt<p =  ~r~ Nie za

pomnijmy jednak, że wzór ten, a więc też i pola elementarne po
słuszne prawu odwrotnych kwadratów, bynajmniej nie są charakte
rystyczne dla pola elektrostatycznego, lecz dają się zastosować do 
wszelkich pól wektorowych, byle tylko irotacyjnych.

Owe „cząstki elektryczności“, wraz ze swemi polami promie- 
nistemi, niekoniecznie stanowić muszą element fizyczny pola elektro
statycznego i bynajmniej nie są charakterystyczne dla odpowiednich 
zjawisk. Twierdzić można jedynie tylko, że cząstka taka wraz ze 
swTem polem stanowi, lub stanowić może (w pewnych przynajmniej 
zagadnieniach) element odpowiednich rachunków, albo, że tak po
wiem: nie element fizyczny rozważanych zjawisk, lecz raczej ele
ment matematyczny ich teoryj, element, którego wprowadzenie mo
że być wygodne przy rozważaniu matematycznem pewnych zaga
dnień elektrostatyki.

Oczywiście też, inne zupełnie klasy zjawisk, jak pewne ruchy 
ciał odkształcalnych, przewodnictwo ciepła i t. d. możnaby przed
stawić w podobny zupełnie sposób.

Gdy chodzi np. o ruch niewirowy płynu ściśliwego, istnieje 
tak zwany potencyał prędkości, powiedzmy ę, tak iż prędkość 
w dowolnym punknie jest dana przez v =  V<]>- W tym wypadku

jest ciągłe (w przeciwnym bowiem razie zerwałaby się ciągłość

płynu); jeżeli dziedzina wypełniona płynem jest acykliczna, naten
czas potencyał jest jedno wartościowy, tak iż. rozważając całą prze

strzeń, możemy napisać 4z^ = — j  - V s<|>.dt. Oznaczając przez i

d
gęstość masy płynu, mamy — -(- div(sv) =  o, czyli —  (lgs) -f- =  o.

a wTięc

* O ile tylko przepisane pole wektorowe jest różniczkowalne, co- 
zresztą raz na zawsze milcząco zakładamy.
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4*4» =  I y. (ISE).dT,

t. j. możemy przedstawić ruch płynu tak, jak gdyby każda jego
cząstka, indywidualna, byle tylko rozszerzająca się lub doznająca 
zagęszczenia w danej chwili, stanowiła źródło, dodatnie lub ujemne, 
wysyłające lub pochłaniające promieniście i jednakowo we wszy
stkich kierunkach pewne ilości płynu [a mianowicie ogółom masę

płynu (lge).dc na jednostkę czasu], i jak -gdyby ruch wypadkowy

był superpozycyą ruchów elementarnych odpowiadających wszystkim 
tym źródłom. Byłoby jednak rzeczą dość dziwną, gdyby ktoś chciał 
powiedzieć, żc takie właśnie źródła stanowią element fizyczny i źe 
odpowiednie prawo odwrotnych kwadratów wyraża własność cha
rakterystyczną wszystkich zjawisk ruchu irotacyjnego płynów.

Jeżeli w teoryi klasycznej dominował taki właśnie pogląd na 
klasę zjawisk elektrycznych (jak również magnetycznych), to oko
liczność tę należy przypisać pobudkom i przyczynom czysto histo
rycznym. jak np. temu taktowi szczególnemu, że Coulomb wynalazł 
swoją wagę skręceń i odkrył prawo odwrotnych kwadratów dla 
przyciągania lub odpychania się wzajemnego dwóch małych kulek 
naeloktryzowanych znacznie wcześniej niż Faraday rozwinął poję
cie 1 i nij i rurek siły i zdołał skonstatować zasadniczą zależność 
działań elektrycznych od własności fizycznych środowiska. Ważną 
też rolę odegrały tu niezawodnie tryumfy mechaniki niebieskiej, 
oparte na Newtonowskiem prawie „powszechnego ciążenia“, a więc 
właśnie na prawie odwrotnych kwadratów; te zresztą tryumfy dały 
początek całej epoce tak zwanej „Fizyki sił centralnych“. *

Bądź co bądź, owe „cząstki elektryczności“ otoczone izotro- 
powo promieriistemi polami siły, chociażby tylko jako elementy ra
chunku matematycznego, oddały nauce olbrzymie usługi.

W teoryi Maxwella zeszły one, pomimo to, na drugi plan,
a następcy jego i komentatorzy, Hertz, Heaviside, Emil Golin, od
sunęli je nieco dalej jeszcze.

Powszechnie wiadomo, jak w nowszych czasach elektroniści 
usiłują uczynić z cząstek, a raczej „atomów“ elektryczności, pod
stawowy element fizyczny wszech zjawisk elektromagnetycznych; co 
do poglądów  ̂ szczegółowych, różnią się oni zresztą zasadniczo od 
dawniejszych zwolenników działania na odległość“, przyjmują bo* 
wiem dla rozchodzenia się zaburzeń między elektronami równania 
różniczkowe Maxwella. a. więc też ciągłość w czasie i przestrzeni, 
pole zaś własne każdego ich elektronu przestaje być izotropowem

* Patrz H. Poincare, Wartość Nauki. Rozdział Vil. 
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(i kojarzy sit; z magnetycznom), skoro tylko elektron się porusza. 
Nie bacząc jednak nn szybko rosnący rozgłos i poczynione w pe
wnych dziedzinach zdobycze naukowe, teorya elektronów posiada, 
szczególniej w postaci, którą starał sit; jej nadać M. Abraham, 
wiele słabych stron. Nie tu wszakże, a najmniej w EleUrostUtyce, 
jest miejsce do krytycznego jej omówienia.

§ 69. Energia elektryczna dowolnego pola, którą oznaczymy 
tu krótko przez U, jest według § 38. dla dielektryka izotropowego, 
jednorodnego:

Ponieważ chodzi nam o pole elektrostatyczne, a więc ¡rotacyjne, 
możemy wyraz ten przekształcić, korzystając wprost z Twierdze
nia XI. podanego we Wstępie. Pamiętając, że to, co nazwaliśmy 
wówczas „natężeniem źródła“, jest ładunkiem ‘pozornym, który obe
cnie oznaczamy przez de', i że w dielektryku izotropowym, jedno
rodnym K.dr' równa się ładunkowi prawdziwemu de. mamy

We wzorze (199) całki obejmują wszystkie ładunki elektryczne 
rozmieszczone bądź przestrzennie, bądź powierzchniowo, w diele
ktryku lub na powierzchni przewodników; we wzorze (200a) należy 
każdą parę ładunków dev de2 uwzględnić jeden raz tylko.

Zauważmy, że w historyi nauki postać (199) była wcześniej
szą niż (104a). Maxwell dopiero przekształcił wyraz zawierający 
poteneyały i ładunki na całkę przestrzenną kwadratu siły elektry
cznej.* Jeżeli w niniejszej książce obraliśmy drogę odwrotną (co 
zresztą od czasów Hertza caczęło już w zwyczaj wchodzić), uczy
niliśmy to głównie ze wrzględu na sprawę lokalizacyi energii i na 
bliższy związek postaci (104a) z równaniami różniczkowemi pola 
zmiennego.

* Porówn. El. and Afffiit., T. I, Rozdz. IV.

(104a)

(199) (J =  i j ' y d e = ł j

lub też

(200a)
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Wzór (1-99) możemy rosciągnąć łatwo do dowolnego dielektry
ka, a więc w ogóle niejednorodnego i anizotropowego. Istotnie; 
według § 39 mamy wówczas

( f = ł  ¡EDch. (105)

a więc, Wprowadzając poteneyał f:

.U ==?— i I DV®A =  i  I ?-VD.rft H | ^ j|  'f(D' — D)v.di.

■VT
gdzie obejmuje wszystkie powierzchnie nieciągłości składowej 

normalnej polaryzacyi; lecz VD =  div D =  p, zaś (D' — D)v =  Yj, 
tak iż otrzymujemy znowu (199).

Mamy więc, dla dowolnego środowiska dielektrycznego, w któ- 
rem może znajdować się jakikolwiek układ przewodników, następu
jące, z elementarnych już podręczników znane twierdzenie:

Energia pola elektrostatycznego równa się połowie sumy (wzglę
dnie całki) iloczynów ładunków' prawdziwych i odpowiednich po- 
fencyałów.

Wzór (2Q0a) traci natomiast swe znaczenie dla dielektryków 
niejednorodnych i krystalicznych. Zamiast niego mamy w ogólnym 
wypadku, podstawiając rs ze (195) do (199):

a i - f  f ,„b J - . poo)
4ir./ .! r 4ic./ ./ r

gdzie całki obejmują pary ładunków, z których zawsze jeden ma
być prawdziwy, drugi pozorny; r jest ich odległością, wzajemną.

§ 70. Widzieliśmy już we Wstępie, że pole ¡rotacyjne jest 
określone zupełnie jednoznacznie przez swe rozbieżności i niecią
głości, t. j. w naszym wypadku przez ładunki elektryczne prze-,
strzenne lub powierzchniowe. Jeżeli dane są ich gęstości pozorne, 
otrzymamy całe pole elektryczne według (194), a więc przez zwy
czajne kwadratury, i możemy z góry już być pewni, że wszelkie 
inne rozwiązania będą tylko formalnie różnemi wyrazami tego sa
mego pola.

W większości jednak wypadków, i to praktycznie najważniej
szych, rozmieszczenie wszystkich tych ładunków nie jest dane, tak 
iż z powyższych wzorów skorzystać nie można. Mam tu na myśli 
zagadnienia, które w następujący dają się sformułować sposób.

Dane jest trwałe rozmieszczenie ładunków prawdziwych e 
jedynie w dielektrykach (przestrzenne lub powierzchniowe),1 lecz nie 
na powierzchni przewodników; oprócz tego dane są albo
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, 1.)' potericyały -p,, p j,... tt„ poszczególnych przewodników,
albo- też -

2) całlcotvite ich ładunki ev e2, ... en; •

chodzi o zbudowanie całego pola elektrostatycznego, a więc też 
ó'znalezienie rozmieszczenia ładunków ev e.,,... e„ na przewodnikach 
1, 2, ...n.

Zagadnienia tego rodzaju są bardzo trudne; istotnie też roz
wiązano je dotychczas w bardzo szczuplej tylko liczbie wypadków 
szczególnych.

Przykłady zadań takich i ich rozwiązania poznamy nieco póź
niej. W tem miejscu okażemy tylko, że powyżej sformułowane za
gadnienie dopuszcza jedyne rozwiązanie.

Istotnie, niechaj E', E" będą dwa pola, czyniące zadość 
wszystkim warunkom zadania, D\ D" niechaj oznaczają odpowiednie 
polaryzacye. Utwórzmy pole E =  E' —  E", D =  D' — D". Ponie
waż pola z jednym lub dwoma akcentami mają posiadać jedne i te 
same ładunki e w całem środowisku dielektrycznem, przeto dla pola
E, D ładunki w dielektryku będą równo zeru. Energia więc tego 
pola będzie, według (199):

Lecz dla każdego z przewodników jest dany albo l u poteneyał albo 
też 2° ładunek całkowity; w pierwszym wypadku mamy <pi =  'fi' — 
(fi" =  o, w drugim e\ =  e' — e2" =  o. Dzięki więc danym zaga
dnienia znika dla każdego i albo <p; albo też ą, tak iż mamy U =  o; 
ponieważ zaś U jest sumą wyrazów zasadniczo dodatnich, przeto 
dla każdego punktu przestrzeni będzie E =o , t. j. E' =  E". co było 
do dowiedzenia.

§ 71. Niechaj układ n przewodników, o dowolnych kształ
tach, rozmiarach i konfiguracyi, znajduje się w dielektryku, który 
w ogóle może być niejednorodnym i anizotropowym.

Jeżeli w dielektryku niema żadnych ładunków prawdziwych, 
t, j. p =  o, 7j =  o, energia pola elektrostatycznego nazywa się, we
dług utartego zwyczaju, energią układu przewodników naelektryzo- 
wanych, nie bacząc na to, że te bynajmniej nie są jej siedliskami.

W tym wypadku mamy według (199), zakładając zresztą, że 
sam potęneyal wszędzie jest ciągły:

n

t. j.

u  2 ^  =  i +  ?*«*' +  - +  ¥»«„)•



—  24Ś —

U =  i  2<piei = ł (? !« , 4 -  ? 2e2 4 -  ••• + .  (2 0 1)

gdzie Ci jest całkowitym ładunkiem prawdziwym przewodnika i, zaś 
®i jego potencyałem.

Gdybyśmy, nie zmieniając nigdzie kierunku siły elektrycznej, 
zwiększyli natężenie jej E  wszędzie m razy, natenczas wszystkie 
ładunki pozorne cle', a więc też ładunki prawdziwe i, według (195), 
wartość potencyału <p w każdym punkcie pola i powierzchni prze
wodników, stałyby się również m razy większe. Każdy więc z po- 
tencyałów <p,, będzie funkcyą liniow ą,i jednorodną wszystkich 
ładunków ev ... en (i odwrotnie), o spółczynnikach, które będą zale
żały jedynie od kształtu, rozmiarów i konfiguracyi przewodników
i od własności dielektryka. ,

Oznaczając więc spółczynniki te dla przez a lv avl .... dla 
<s2 przez an , ary i t. d., będziemy mieli:

® i  =  at [ et +  an e., -\- ... -(- a1D en j

?2 =  «21 el + «22 e2 +  -  rh «2" en

'pn-an^0j y ... —j— if-nn €n.

Podobnie też ładunek każdego przewodnika będzie funkcyą liniową
i jednorodną potencjałów wszystkich przewodników. Oznaczając 
odpowiednio spółczynniki przez btl, b12, i t. d., możemy napisać:

e i —  ^ l t  T l  +  ^12 ?2  +  —  H -  ^ 1 "  ? "
«, —  b.Jt 'f , +  b tp, -)- ... +  b.,u t£„

^ii- L 1 ^n2 ?2 ~ł"~ ?n"

Rozwiązując zresztą równania (202) ze względu na ładunki i po- 
równywając z ostatniemi wzorami, możemy natychmiast wyrazić 
spółczynniki b przez spółczynniki a. Jedne i drugie zależą wyłą
cznie od własności geometrycznych układu przewodników i od wła
sności dielektrycznych środowiska.

Wprowadzając (202) lub (203) do (201), otrzymamy energię 
elektryczną układu jako funkcyę jednorodną kwadratową ładunków, 
względnie potencyałów wszystkich przewodników; dwie te posta
cie jednej i tej samej rzeczy oznaczymy przez Z7(e). względnie 
przez f/(<p).

Według znanej własności fuukcyj jednorodnych drugiego sto
pnia i według {201) marny:

(202)
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a wiec:

(204)

2 ^ * - « ' -  2 * *

= ° m  ,f l  =  «S î)(,-  =  1 . a .

9çi ctei

Lecz według (203) jest =  6Sk, ;i więc b-,̂  ~  i podo-
a<pk Sipkotpi

bnie bti =  — toż samo rozumowanie można zastosować do 
dtpi 3(pk

społczynników a. Mamy więc dla każdej pary wskaźników i, k na
leżących do układu:

(205) Ufo ,== k̂i* îk —11 k̂i*

Możemy teraz napisać:

(206) U(e) =  .] V  Y  flik «iCk.

(207) i7(<p) =  Ą- 'fitfk.

gdzie każda para wskaźników różnych ma być uwzględniona dwa razy, 
a więc np. dla układu złożonego z dwóch przewodników: U(0) =  

2 ai\ei2 “l- ai2e)e2 H" -i ai 2e21’ i podobnie dla U(v).
Maxwell* nazywa wielkości a, o wskaźnikach jednakowych 

lub różnych, spółceynniJcami potencyału lub potencycdnemi, /»¡u
o wskaźnikach różnych—spółczynnihami indujccyi lub indulccyjne- 
mi} zaś blv ó22. ... bnn pojemnościami przewodników 1, 2, ... n.

Znaczenie fizyczne każdego z tych spółczynników wypływa 
bezpośrednio z (202) i (203). Łącząc metalicznie z ziemią (dla 
której kładzie się konwencyonalnio cp =  o) wszystkie przewodniki z wy
jątkiem jednego, np. 1, będziemy mieli 'p2 =  =  ... == ąn ■== o,
a więc ex =  bn yv e2 =  b2l'~fv e „= 6 ,u ?i- Pojemność 6a wyraża 
więc ładunek przewodnika i, jeżeli poteneyał jego równa się jedno
ści, podczas gdy wszystkie inne są połączone z ziemią; wyraża 
ładunek przewodnika i, gdy poteneyał przewodnika k równa się 
jedności, wszystkie zaś inne przewodniki, nie wykluczając samego L

El. and Mgnt. T. 1. Rozdz. 111.
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są połączone z żiemią; innemi słowy: 5̂ . jest ładunkiem „wzbudzo
nym“ czyli indukowanym“ na i  przez lc. Podobnie też axi jest. 
poteneyałem przewodnika i, gdy ładunek jego równa się jedności, 
podczas gdy wszystkie inne przewodniki są pozbawione ładunku; a-ik 
zaś jest poteneyałem przewodnika i, gdy ładunek przewodnika k 
równa się jedności, podczas gdy wszystkie inno przewodniki wraz. 
z przewodnikiem i są pozbawione ładunku.

Opierając się na tych uwagach, czytelnik sam wyrazi słowa
mi treść fizyczną równości (205).

Dzięki tymże równościom wyznaczniki równań (202) lub (203) 
będą symetryczne.

Ponieważ energia U  jest zawsze dodatnią, spólczynniki a i b 
muszą dla każdego układu przewodników czynić zadość pewnym 
warunkom, a mianowicie: wszystkie «¡¡, b\\ (o wskaźnikach jednako
wych) muszą być dodatnie, podobnie jak wyznaczniki

11 ; i i. d. (porówn. Wstęp, str. 89)-
°21 *22 i

Tak ri|). w wypadku dwóch tylko przewodników będziemy
mieli

>  o. a.,., >  o, l>n  >  o, bv, >  o

i oprócz togo

Warunki dla spólezynników b wynikają zresztą z warunków dla 
Ostatnią nierówność możemy przeczytać: iloczyn pojemności dwóch 
przewodników jest większy od kwadratu ich spółezynnika wzaje
mnej „indukcji" elektrostatycznej.

Porównywając (202) •/. ogólnym wyrazom poteneyału (195).. 
zrozumiemy natychmiast, że wyznaczenie spólczynników a, a więc 
też i b, dla danego układu przewodników przedstawiać będzie te 
same trudności, co zagadnienie sformułowane w § 70. Dotyczące 
rachunki poznamy w ciągu dalszym na kilku przykładach.

•leżeli mamy dwa przewodniki 1 i 2, z których pierwszy ota
cza zupełnie drugi, natenczas wszystkie rurki polaryzacji, zaczyna
jące się na 1, kończą się na 2, lub odwrotnie,'* t. j.

To samo zachodzi w przybliżeniu, jeżeli przewodniki 1 i 2, jak np. 
okładki butelki lejdejskiej, są bardzo bliskie siebie i stosfinkowo

' _____i

* Warstwa bowiem dielektryka zawarta między przewodnikami
1 i-'2 jest, według założenia, pozbawiona ładunku prawdziwego.
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■odlegle od innych przewodników. Zestawienie takie przewodników 
wraz z dzielącą je warstwą dieloktryka nazywa się kondensatorem, 
same zaś przewodniki jego okładkami. Skoro warunek powyższy 
jest spełniony, mamy według (203)

(208) =  — bVi =  bw,

wspólna ta wartość wszystkich trzech spótczynników nazywa sit; 
pojemnością kondensatora; oznaczając ją  przez C. mamy

(209) eL =  (7(<p, —- -f2) =  — e2.

Jeżeli dielektryk jest jednorodny i izotropowy, natenczas 
wszystkie spólczynniki b, ‘a więc toż pojemności ba są wprost pro
porcyonalne do spółczynnika dielektrycznego K.

Istotnie, przy danem ę, a więc też przy danem polu* ła
dunki prawdziwie ev e%, ... en są proporcyonalne do K. a według 
(203) mają też być proporcyonalne do wielkości b.

W tych samych warunkach, jak widzimy z (202). wszystkie 
,spółczynniki a będą. odwrotnie p)'oporcyonalne do K.

§ 72. Rozważmy z kolei działania mechaniczne pola elektro
statycznego.

O ile chodzi o dielektryk, którego własności są przestrzennie 
ciągłe, który jednak może być niejednorodnym i anizotropowym, 
mamy, według wzorów ogólnych (Va), (Vb), § 49, na jednostkę ob
jętości siłę ponderomotoryezną

(210) P — Ef> — i  Vt(ED)

i moment pary sil

(211) L =  VDE.

Jeżeli dielektryk jest izotropowy, moment ten znika, siła zaś P  

przybiera postać

(212) P =  Ef>— ł i ! 2vK .

Jeżeli dielektryk jest też jednorodny, pozostaje pierwszy tylko wy
raz, t. j. działanie na siedliska ładunku prawdziwego. Znaczenie 
fizyczne różnych tych wyrazów omówiliśmy już zresztą w Roz
dziale III.

Wewnątrz przewodników jest E  —  o, a więc leż P =  o, 
L  — o. Działanie pola elektrostatycznego na ciała takie wyrazi się 
jednak przez układ sił przyczepionych do elementów ich powierzchni, 
stanowiących granicę między przewodnikami a dielektrykiem. Po
dobnie też ua granicy dwóch różnych dielektryków, t. j. posiadają
cych różne spółeżynnikt K,: będą istnieć pewno siły ponderoinoto-
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rytami,- któr« należy liczyć na jednostkę powierzchni, nie żaś na 
jednostkę objętości.

Działania to na powierzchnio graniczne dają się najprościej 
wyprowadzić z układu napięć i ciśnień, czyli z wysiłn elektry
cznego (§ 55)

fy =  E(Dv) —  \ v(ED) (Vilo)

który, jak widzieliśmy, daje leż w ogóle siłę P i moment L. W sa
mym bowiom wysilę nie występują już pochodne przestrzenne we
ktorów' E. D ani spółczynników dielektrycznych, które w pun
ktach powierzchni granicznej przybierają wartości nieskończone. 
Wzory, wypływające z zastosowania wysiłu, powinny też zresztą 
być zgodne z wynikami, które otrzymuje się przez rozważanie po
wierzchni granicznej jako „warstwy przejściowej" o malejącej aż 
do zera grubości.

Niechaj do będzie elementem powierzchni granicznej, Sdo wy
padkowa. siłą mechaniczną, działającą na ten element, czyli S na 
jednostkę powierzchni. Oznaczając składowe tego wektora, jak 
zwykle, przez Sl i t. d., napiszemy S =  ¡*S'¡ jS1, -j kSv

Wszelkie symbole bez akcentów niechaj dotyczą jednej strony 
powierzchni o, z akcentami zaś—drugiej; normalna y niechaj będzie 
zwrócona ku pierwszej stronie, t. j. od dziedziny akcentowanej 
do dziedziny nieakcentowanoj, że tak powiem. Wówczas będzie 

Sj =  Ui — fvi- i ‘ak dalej, t: j. S =  ifv, jfV2 kfv, — (if'Vl +
jf'y2 ki'v3), czyli poprostu:

S =  fv —  f (2 13 )

Stosując tedy wysil elektryczny (Vile), otrzymamy wzór ogólny

S =  E(0v) — E'(D'v) —  i; v(ED — E'D') (V ille)

zachodzący dla powierzchni granicznej dwóch jakichkolwiek środo
wisk, z których każde nawet może być krystalicznem. Wprowadza
jąc gęstość uc energii elektrycznej, możemy napisać krócej:

S =j |(Dv) — E'(D'v) — v(Me -  «'*)• (V ille)

Siła ta mechaniczna posiada więc oprócz składowej normalnej, rów
nej różnicy gęstości energii po jednej i drugiej stronie, w ogóle 
jeszcze pewne składowe w kierunkach samych wektorów elektry
cznych E i E'. Cała więc siła S w pewnych tylko warunkach 
szczególnych będzie czysto normalną, w  ogóle zaś posiadać , teir bę
dzie pewną składową styczną do powierzchni granicznej.

Wzór powyższy zastosujemy teraz do kilku wypadków szcze
gólnych.
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• § Ti. Jeżeli powierzchnia graniczna dwóch dielektryków'-ùo- 
wolnych jest pozbawiona ładunku prawdziwego, t. j. jeżeli

D'v =  Dv,
mamy według (Ville)

(214) S0 — (E —- E') (Dv) —  v(*, -  u't),

gdzie znaczek „ nla wskazywać na brak ładunku. Jeżeli obadwa 
dielektryki są izotropowe, o spó]czynnikach skalarnych K, K', marny 
D =  KE, D' — KE' i wektory E, E', v leżą w jednej płaszczyznie. 
Ponieważ składowa styczna siły elektrycznej jest ciągła, przeto we
ktor E — E' jest normalny do powierzchni granicznej. Oznaczając 
więc kąty (E, v), względnie (E', v) przez 0, 9', otrzymamy

S0 =  -V v [KRH2 co.«* f) —  ] ) — K'l'Tl(2 cos* 0' — 1)|.

czyli

(215) S0 =  I- v [KB1 cos 2b—K'E'- cos 20'\ == v [mc cos 20—u\. cos 26').

Siła więc mechaniczna na powierzchnię nienaelektryzówaną jest 
w tym wypadku normalną do powierzchni.

Jeżeli linie siły elektrycznej przeszywają dany element tej po
wierzchni normalnie, t. j. 6 =  6' =  o, mamy

(216) S0 =  v (we— u'e)

— różnicy napięć (głównych) wzdłuż linij elektrycznych, co było do 
przewidzenia.

Zastępując powierzchnię graniczną przez warstwę przejścio
wą, stosując do niej wyraz — }, E 2y K . według (212), i czyniąc 
następnie grubość warstwy równą zeru, czytelnik przekona się ła
two, że i tym również sposobem otrzymuje się wyraz (215) siły 
powierzchniowej.

Jeżeli powierzchnia graniczna jest naelektryzowana, t. j. jeżeli 
Dv — D'v =  Tj =j= o, natenczas mamy oprócz siły S0 jeszcze dwa 
wyrazy zaniechane w (214), a więc S =  S0 + E'rj. Przekształce
nie tego wyrazu ogólnego na inne postacie i wysłowienie ich w ję
zyku fizycznym pozostawiam czytelnikowi.

Głośny wzór Maxwolla, według którego siła mechaniczna S 
działająca na powierzchnię naelektryzowaną równa się gęstości ła
dunku pomnożonej przez średnią arytmetyczną sił elektrycznych pa
nujących po jednej i drugiej stronie, t. j. S =  -̂ ri(E f  E'.)*. nie

* El. and Mgnt. T. !. R. V.
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jest ogólnym, lecz zachodni dla dielektryków izotropowych, i to 
wówczas tylko, gdy ich spółczynniki są równe. Wzór ten wynika 
też dość łatwo z (Ville). Istotnie, kładąc K ’ =  K, a więc 
tj — K(ï. 1— E')v- mamy prżedewszystkiem

=  E(Ev) — E'(E'v) — i  'Ą& — E,ł).

Niechaj a będzie wektorem jednostkowym w kierunku części siły S 
stycznej do powierzchni, tak iż S =  v(Sv) a(Sa). Mnożąc ska
larnie ostatnie równanie raz przez v, drugi raz przez a i uwzglę
dniając, że v2 =  1, va =  o, i że składowa styczna siły elektrycznej 
jest ciągła, t. j. Ea =  E'a, a więc też E 2 — E n — (Ev)2 — (E'v)2,. 
otrzymamy

Sv =  ¿¿T[(Ev)2 -  (E'v); | =  lv](Ev +  E'v)

Sa =  (Ea)rj =  \ -(t{ Ea -J- E'a).

a- .więc

S =  f(E  +  E')rj, dla K  — K\ (217)

jak zapowiedziano wyżej.

§ 74. Rozważmy wreszcie działanie mechaniczno na powie
rzchnię przewodnika zanurzonego w dowolnym dielektryku.

Jeżeli weźmiemy normalną v zwróconą ku dielektrykowi, na
tenczas będzie E' — D ' — u'e =  o, a więc według (Ville): 
S == E (Dv)— vue. Ponieważ zaś siła elektryczną jest do powierz
chni przewodnika normalną, możemy napisać E =  v22, a więc:

S =  v [ÆJ(Dv) — ue] =  v[E( Dv) — .V EDI.

czyli

S':— i vE(Dv) =  .V Et}. (218)

Sjła ta mechaniczna jest więc wszędzie normalna do powierzchni 
przewodnika, nawet w dielektryku krystalicznym; wielkość zaś jej 
równa się natężeniu pola elektrycznego w danem miejscu, pomno-, 
żonemu przez połpwę gęstości powierzchniowej ładunku prawdzi
wego.

Jeżeli środowisko jest izotropowe, mamy Dv — K(Ev) =  K E, 
a więc

S =  -jK E 2 — vuc. (219)

t. j. każdy element powierzchni przewodnika zachowuje się tak. 
jak gdyby urywające się na.nim rurki elektryczne ciągnęły go na-
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zewnątrz. 7, siłą równą-swemu napięciu głównemu, osiowemu, Istor 
tnie, widzieliśmy już w § 58, że napięcie to wzdłuż rurek elektry
cznych równa, się liczebnie gęstości energii elektrycznej. Obecnie 
równość ta staje się oczywistą, skoro się uwzględni sposób, w jaki 
obliczyliśmy pierwotnie energię kondensatora płaskiego ze siły pon- 
deromotórycznej { K E 2 normalnej do jego okładek. (Porówn. str. 180 
i następne.)

§ 75. Opierając się na powyższych wzorach, możnaby przez 
zesumowanie wektorowe wyrazów elementarnych Sda obliczyć całko
wite działanie mechaniczne pola elektrostatycznego na każdy z prze- 
wodników stanowiących dowrolny układ.

W pewnycli atoli wypadkach rachunek oparty na rozwinię
tych w § 71 wzorach energii elektrycznej takiego układu może być 
dogodniejszy.

Przypomnijmy sobie z Rozdziału III, że wszelkie siły pondero- 
motoryezne otrzymaliśmy z przyrównania pracy mechanicznej uby
tkowi energii pola: §TF= — SU, w założeniu, że przy przesunięć 
ci u wirtualnom ładunek jorawdziwy każdej cząstki pozostaje nie
zmiennym. Wówczas to właśnie pole pracuje kosztem własnej tyl
ko energii.

Stosując to wprost do układu przewodników rozważonego 
w § 71, otrzymamy więc

skoro tylko założymy, że podczas przesunięcia każdy ż ładunków 
er ... e„ jest niezmienny, t. j. że wszystkie przewodniki są izolo
wane. Pod tym też warunkiem obliczyliśmy pierwotnie energię 
elektryczną z pracy kondensatora.

Według wzoru (206) otrzymamy przeto

Niechaj konfiguraeya całego układu będzie określona przez sze
reg parametrów wzajemnie niezależnych xv x.i i t. d'„ odpowiednie 
.zaś siły ponderomotoryczne, w uogólnionem znaczeniu słowa, niej
•ehaj będą X v X 2.....  tak iż np. Xjpxv będzie pracą wykonaną
przez pole przy przesunięciu §fl5r  Opuszczając, dla udogodnienia 
pisowni, wskaźniki, oznaczymy przez x jakikolwiek z pośród tych 
parametrów, przez X  zaś odpowiednią silę.

Otrzymamy wówczas, według (220)

(220) o ]] =  —  8 U,

Ciê .daik.

0U(e) 

dx
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<f>
a równań takich będzie tyleż, ile jest parametrów niezależnych, 
t. j. ile stopni swobody posiada cały układ. Aby obliczyć z nich 
istotnie siły X  należy oczywiście znać spółczynniki a jako funkcye 
parametrów. Pewne zresztą, a mogą od danego x nie zależeć: wów
czas odpowiednie pochodne odpadną z powyższej sumy. Z pośród 
parametrów x niektóre mogą. określać np. położenie względne prze
wodników, inne znowu rozmiary lub kształty jednego z nich; w ogóle 
bowiem powierzchnie przewodników mogą też być odkształcalne.

§. 76. Powyżej założyliśmy, że ładunki są stałe, t. j. że 
przewodniki są izolowane; w tych warunkach układ zachowywał się 
jako odosobniony energietycznie, a gdy pracował, działo się to kosz
tem własnej tylko energii,

Inaczej zupełnie ma się rzecz, gdy potencyały przewodników 
są niezmienne, gdy wiec np. każdy z nich jest połączony metali
cznie z dodatnim lub ujemnym biegunem stałego elementu galwa
nicznego. Wówczas układ przewodników, a raczej pole elektryczno 
nie pracuje już kosztem własnej energii U, lecz podczas przesu
nięcia przewodników pobiera ze źródeł tych (np. elektrochemicznych) 
pewne ilości energii.

Jak wielkie są te zasiłki? Aby na pytanie to odpowiedzieć, 
zestawia się trzy różne postacie wyrazu energii elektrycznej w rów
naniu identycznem:

/7(e) -f U( tp) —  =  °

i tworzy się jego waryacyę zupełną, t. j. ze względu na wszystkie 
ładunki, potencyały i parametry:

* + 2 < T - ‘).*,,+

Dzięki związkom (204), § 71, każdy z dodajników pierwszych dwóch 
sum znika, tak iż pozostaje trzecia tylko suma; ponieważ zaś pa-

* Maxwell, loc. cit. art. ï i  .b, : i:

czyli, według. (221): ,• •
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srametry x są wzajemnie niezależne, będzie dla każdego z nich- 
:zosobna:

(OOĄ.) =
dx dx

Mamy więc przy stałych potencyalach wszystkich przewodników: 

(225, I = + #

V . V ' V
(226, A =  ł i A  ^  "te

t. j. według (207):

dbik

Jk

ii wyraz pracy mechanicznej pola elektrostatycznego będzie teraz:

(227) 8TF=-|-8i7 (tp|( ... tpn niezmienne).

Praca ta będzie więc równa nie ubytkowi, lecz przyrostowi energii 
elektrycznej pola. Aby tedy podczas przesunięcia przewodników 
utrzymać ich potencyały na stałych wysokościach, elementy galwa
niczne lub inne źródła muszą dostarczyć układowi ilość energii rów
ną dwukrotnej ilości pracy mechanicznej, t. j. 25W.

Analogiczne stosunki napotkamy przy rozważaniu energii i dzia
łań ponderomotorycznych układu prądów elektrycznych czyli wirów 
magnetycznych, nieomal statecznych, a więc w tak zwanej Elektro
dynamice, w ciaśniejszem znaczeniu słowa.

Zauważmy tu wreszcie, że energia U jest jednowartościową 
funkcją parametrów x, że więc (zarówno przy ładunkach stałych, 
jak przy potencyałach stałych) praca mechaniczna układu zależy 
tylko od jego konfiguraeyi początkowej i końcowej, nie zaś od spo
sobu czyli od „drogi“, po jakiej układ przechodzi z jednej do dru
giej. Można to wyrazić krótko, mówiąc, że siły ponderomotoryczne 
X, względnie — X, posiadają w funkcyi U potencyał jednowarto- 
ściowy.

§ 77. Na zakończenie sprawy działań meehanichnych jeszcze 
słów kilka co do porównania pola elektrycznego z polem grawita,- 
cyjnem.

Dla dielektryka izotropowego, jednorodnego, o spółczynniku 
K —  1, mamy gęstość energii:

(a) ut — { E 2.

siłę ponderoraotoryezną na jednostkę objętości:

(b) P =  E div E
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i .odpowiedni wysil elektryczny (według Vile):

fv =  E(Ev) -  Ąv.E2. (c)
X drugiej strony, dla gęstości energii grawitacyjnej możemy 

napisać, według § 37, i godząc się na taki wybór jednostek, przy 
którym sta In k —  1 :

Ug — h — i- (a')

gdzie h jest stałą dodatnią, wektor zaś F wyobraża siłę wywiera
na. na jednostkę masy; siła na jednostkę objętości będzie

P =  —  F div F (b')

(albowiem gęstość masy grawitacyjnej jest dana przez — div F); 
stąd zaś otrzymamy odpowiedni wysił grawitacyjny

fv =  -  F(Fv) 4- i  y-F1. (c')

Charakterystyczną więc różnicę między polem elektrycznem 
(lub magnetycznem) a polem grawitacyjnom. którą Maxwell pod
kreślił już w roku 1861*, można tedy wyrazić w sposób nastę
pujący: I
‘j, t,Podczas gdy rurki elektryczne (lub magnetyczne) zachowują 
się jak gdyby były napięte •podłużnie i ściśnięte poprzecznie, a więc 
starają się skrócić i rozprężyć, rurki grawitacyjne doznają ciśnie
nia podłużnego i napięcia poprzecznego, czyli starają się wydłużyć 
i jednocześnie zmniejszyć swą grubość.

To też dwa ładunki elektryczne jednoimienne odpychają się 
wzajemnie, podczas gdy dwie cząstki grawitacyjne jednoimionne 
(a wszystkie są jednoimienne) przyciągają się, pomimo że w je
dnym i drugim wypadku obraz pola, t. j. kształt i rozmieszczenie 
rurek siły, mogą być zupełnie te same.

Oeona zresztą, z punktu widzenia fizycznego, teoryj ciążenia, 
które usiłowano oprzeć na wysilę grawitacyjnym, bynajmniej nie 
należy do tematów niniejszej książki.

Zagadnienia elektrostatyczne specyalne.

§ 76- W dziale tym zajmiemy się przedewszystkiem klasą 
zagadnień sformułowanych w § 70, a znanych pod utartą nazwą

* On physical lines of force, Wstęp do Części Pierwszej; w tłumacz, 
liiemieckiem w „Ostwald’s Klassiker“, str. 8 .
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problematów rozmieszczenia elektrycznego", t. j.- rozmieszczenia 
ładunku na powierzchni przewodników, w stanie równowagi.

ód samego już jednak początku wprowadzimy pewne ograni
czenia upraszczające, a mianowicie założymy:

1° że dielektryk jest izotropowy i jednorodny,
2° że jest pozbawiony ładunku, (z wyjątkiem pewnych miejsc, 

w których, o ile to założymy wyraźnie, mogą sit; znajdo
wać ładunki „punktowe“).

Pozą tem przypuścimy, że sam potencyal elektrostatyczny jest wszę
dzie ciągły i że w „nieskończoności“ (o ile chodzić będzie o całą 
przestrzeń) maleje jak x/r, w objaśnionem już wielokrotnie znacze
niu wyrazów.

W tych warunkach mamy, w całym dielektryku, div E =  o,
czyli

gdzie <p jest jedno wartościową funkcyą skalarną położenia, ciągłą 
i' skończoną wraz zo swojemi pochodnemi (po wykluczeniu ewentu
alnych „punktów elektrycznych“).

Chodzi więc o wyznaczenie <s dla wszystkich punktów dielektry
ka jako całki równania Lap!ace’a (228), któraby przybierała na 
powierzchni danych przewodników 1, 2, ... n przepisane wartości 
<p,, <p2, ... albo też dawała przepisane ich ładunki całkowite 
e-v ev ... e„, t. j. sprawiała iż

Poza tein całka ta ma być ciągłą i t. d., i zachowywać się we 
wskazany sposób w „nieskończoności“.

Otóż zadania takie, jak już wspomniałem, zdołano rozwiązać 
w nader szczupłej tylko garstce przypadków szczególnych, a tru
dną ich stronę stanowi właśnie owo przystosowanie całek równania 
Laplace’a do warunków granicznych, do powierzchni przewodników, 
lub też, innemi słowy poniekąd: znalezienie całki dość ogólnej, aby 
do warunków tych dała się przystosować.

Bądź co bądź, każde z takich zadań, dopuszcza, jak widzieli
śmy, jedyne tylko rozwiązanie. Skoro więc uda się koinnś, śle
pym chociażby trafem, znąleść całkę w tej lub owej postaci, czy
niącą zadość wszystkim przepisanym warunkom, nie ma potrzeby 
szukać innych, wiedząc z góry, że mogą one być formalnie tylko 
różne od tamtej. Należy też zauważyć, że niekiedy znajdywano 
najprzód rozwiązanie, czyli „odpowiedź", a później dopiero odpo
wiednie zagadnienie, czyli pytanie, t. j. przekonawszy się, że taka 
a taka funkeya <p czyni zadość równaniu Laplaee’a, dociekano na-

(228) V 2' o



stępriie, na jakich powierzchniach geometrycznych przybiera warto- 
ści stale, a następnie utożsamiano to powierzchnie z powierzchnia
mi przewodników. Dla celów praktycznych rozwiązania takie mogą 
być niemniej cenne; w przyrządach bowiem, mających służyć do 
pomiarów elektrostatycznych, można przewodnikom nadać takie wła
śnie kształty, dla jakich posiada się rozwiązanie, zupełnie niezale
żnie od jego rodowodu. To toż Maxwell nawet gorąco poleca swym czy
telnikom Electrieity and Magnetism (Rozdz. VII, T. I.) zapoznawa
nie sio z wynikami tej „odwrotnej metody“, tom bardziej, że z da
nego rozwiązania wynikają przez pewne przekształcenia cale sze
regi innych.

Dla pewnych zresztą rodzajów tych zagadnień, szczególniej 
zaś dla przewodników o postaci kulistej, wypracowano procedury 
metodyczne, dość potężne i stosunkowo wygodne w zastosowaniu, 
a złożyły się na to prace najgenialniejszych matematyków. Opie
rają się 0110 na teoryi tak zwanych harmonicznych funkcyj kuli
stych, na metodzie obrazów elektrycznych i inwersyi, na zastosowa
niu przekształceń na spólrzędne krzywoliniowe, szczególniej normal
ne, i tak dalej. Z przedmiotu tego, który posiada bardzo bogatą 
literaturę, wybierzemy zaledwie kilka punktów, dotyczących rozwa
żali ogólnych, i niewielką liczbę przykładów.

§ 79. Kondensator płaski. — Dwie okładki metalowe pła
skie, równoległe do siebie, niechaj będą oddzielone warstwą diele
ktryka o spółczynniku K. Załóżmy, że grubość l tej warstwy jest 
bardzo mała w porównaniu z wymiarami okładek; jeżeli to np. 
mają kształt krążków o promieniu B, których środki znajdują się 
na tej samej prostej prostopadłej do ich płaszczyzn, załóżmy, że l 
jest bardzo małe w stosunku do B. Wówczas poteneyał <p między 
okładkami, a mianowicie dla. punktów niezbyt bliskich krawędzi 
(obwodu), będzie zależał tylko od odległości tych punktów od okła
dek. Połóżmy płaszczyznę yz na powierzchni wewnętrznej okładki 
1-ej, biorąc oś jc-ów dodatnich w kierunku 1,2, t. j. od 1-ej do 2-ej 
okładki. Wówczas poteneyał będzie funkcyą samego x, tak iż rów
nanie Laplace'a zredukuje się do

W języku matematycznym powiedzianoby, że chodzi tu o dwie 
płaszczyzny przewodzące nieskończenie rozległe i równoległe do 
siobie. Jest to wypadek najprostszy, a ze względu na zależność 
ę od jednej tylko zmiennej niezależnej stanowi tak zwane zagadnie
nie jednowymiarowe. Gdybyśmy natomiast chcieli rozważyć rów-

Blektrycznośe i Magnetyzm. 17
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nioż punkty leżące tuż przy krawędzi, rachunek stałby s!q bez po
równania zawilszy.

Całką najogólniejszą powyższego równania jest

!f =  Ax -j- /!,

gdzie A, U są stało dowolne. Jeżeli dane są poteneyaty okładek 
tpr ff2, mamy B — A  =  (<p2— «j)/î. a więc

(230) 'f =  '-?! +  • — j x-

Siła elektryczna jest normalna do okładek, a natężenie jej

d'£ 'i , — z
(231) E =  - ±  =  ^ -

jest jednakowe dla wszystkich rozważanych punktów między okład
kami, czyli: mamy tu tak zwano polo jednostajne. Jeżeli 'f, >  <p2, 
linie siły biegną od okładki 1 do 2 jako pęczek prostych równole
głych (tuż przy krawędzi dopiero linio to zaczęłyby wyginać się na 
zewnątrz); powierzchnie izopotoncyalne są płaszczyznami równolc- 
głemi do okładek. Gęstość ładunku prawdziwego na okładce 1 jest

rh =  D = z K E  =

na okładce 2 zaś == — rlr Ładunki całkowito są więc

(232) e, — e —  — e2 =  KE.S,

gdzie /S1 jest powierzchnią każdej okładki. Liczba wszystkich komó
rek jednostkowych, zawartych między okładkami, w przestrzeni walco
watej o objętości V — 81 jest (przy zaniechaniu komplikacyj kra
wędziowych, jak wyżej):

X = S Ą '^ - r h ) = V . J ^

energia zawarta w tejżo przestrzeni, według (231)

(233) U =  \KE\ V =  1 Kf-(Ÿl -  <pÿ.

Dla pojemności kondensatora wynika z (232) i (231)

(234) C = ------=  I< Ą ,
— ,r. i f i  1

-a znany ton wzór czytelnik sam wyrazi słowami.
Energię elektryczną kondensatora możemy więc wyrazić rów

nież bądź to przez wzór
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f/(e) == {-c*/C g= | - jL -e*  (233»)

bądź toż przez

% )= =  4-C ^  —  <p2)2. (23 3b)

Przy danych A', S „spółczynnik“ C~l, względnie C, jedyny, 
do którego redukują się w tym wypadku gpółezynniki 4ik> wzglę
dnie ¿¡jt, założy tylko od wzajemnej odległości okładek l. Według 
wywodów ogólnych § 75 otrzymamy przeto dla siły ponderomoto- 
rycznej L  starającej się zwiększyć odległość l, przy stałych ładun-

(&•
-TTćT’ t. j. dla siły starającej się zbliży6 
Ko

jedną okładkę do drugiej:

a wyraz ton jest identyczny z wyrazem -.V KE^.S wynikającym bez
pośrednio przez zastosowanie wysil u MaxwelloWskicgo, czyli napię
cia wzdłuż rurek elektrycznych.

Gdyby natomiast okładki kondensatora były połączone metali
cznie z biegunami elementu galwanicznego, o stałej sile elektro- 
bodźczej — cp3, t. j. przy stałych potencyałach, otrzymalibyśmy 
dla siły pondoromotorycznej, czyli dla siły wzajemnego „przyciąga

nia się“ okładek, według § 76, (225): — 73==— ^ ^ -i- 

dług (233b):

ISO
=  (2351,)

Siła ta więc, która przy stałych ładunkach była niezależną 
od 1, jest przy stałych potencyalach, lub ogólniej przy stałej różni
cy poteneyałów okładek, odwrotnie proporcyonalna do kwadratu ich 
odległości. W drugim wypadku, przy zbliżaniu się okładek, t. j. 
podczas gdy kondensator pracuje mechanicznie, elektryczna energia 
jego wzmaga się bardzo szybko (gęstość zaś energii jeszcze szyb- 
cej), a wszystko to dzieje się kosztem zasiłków czerpanych (np.) 
z ogniwa elektrochemicznego.

Pojemność kondensatora jest, jak widzieliśmy, caeteris pąribus, 
wprost proporcyonalna do spółczynnika dielektrycznego warstwy 
izolującej; odzwierciedla się to dobrze w nazwie „pojemności wła
ściwej“ (indukcyjnej, elektrostatycznej) nadanej spółczynnikowi temu 
pierwotnie przez Faradaya.

Ze wzoru (23 5a) widzimy wreszcie, że przy stałych, danych 
ładunkach (prawdziwych) okładki przyciągają się, lub zachowują sję

Jcack, L
36(e)

~W~
. ___ j .
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tak jak gdyby się przyciągały, ze silą odwrotnie proporeyonalną do 
spółczynnika K. Własność ta zresztą, jak widzieliśmy poprzednio, 
przysługuje każdej w ogóle parze cząstek elektryczności praw
dziwej.

Przy danych poteneyalaeh natomiast siła ta jest, caeteńspari- 
bus, wprost proporcyonalna do K.

§ 80. Kule spółśrodkowe. — Niechaj O będzie wspólnym 
środkiem dwóch powierzchni kulistych o promieniach H 1 i li., >  JB1; 
pierwsza z nich niechaj będzie powierzchnią zewnętrzną jednego 
przewodnika, druga—powierzchnią wewnętrzną drugiego przewodni
ka. Między jedną a drugą powierzchnią niechaj znajduje się di
elektryk o spółczynniku K. Przebiegające w nim linie elektryczne, 
normalne do jednej i drugiej kuli, będą się zlewały z promieniami 
wyprowadzonemi ze środka O. Całe pole będzie symetryczne na
około tego punktu. Oznaczając tedy przez r (li,, >  r >: U J odle
głość dowolnego punktu od środka kul, uczynimy zadość warunkom
zadania, skoro założymy, że poteneyał cp zależy jedynie od r; i w tym
więc wypadku zagadnienie jest jednowymiarowe, tylko że zmienna 
niezależna ma teraz inne znaczenie geometryczne niż w poprzedza
jącym.

Zakładając <p =  <p(r), mamy przedewszystkiem

9tp_ dy dr__  <2<p x

dx dr dx dr r

a. więc

d'~s
(236) £ = - V ' f = -  - £ r

gdzie r jest wektorem jednostkowym radyalnym, wskazującym w kie
runku rosnących r; siła elektryczna jest tedy wszędzie radyalna, 
a więc też normalna do przewodników kulistych, jak być powinno;

natężenie zaś jej jest E  — --
ar

Następnie zaś mamy (— )2 -j- 4 ?  (-1---------- -,-). i ana-
oxt dr2 r 1 dr r r3

logiczne wyrazy dla drugich pochodnych poteneyału względem y. z„
a więc przez dodanie

d\ 2 <fcp 1 d-

«*• + t  * = “•czyh t  3? <*> ~

mamy przeto:
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t. j. dla tpr zupełnie to samo równanie eo dla 'f w poprzednim przy
kładzie.

Rozumiejąc więc znowu przez A, I i dwie stałe dowolne, mamy

+  *  (238)

«  =  ». * 3 7 )

wyrażając stałe przez potencyaly rp1. tp2 kul /(’1. Ii„, mamy

(239)

Dla natężenia siły elektrycznej wynika stąd

_  -Ki-R,

r2 r 2- b :;

Ładunek kuli mniejszej, t. j. i?,. jest

(240>-

Cl = e =  4sX Ą Ą  ¿ J — (241)

dla drogiej kuli jest, jak łatwo się przekonać, e2 = — e. Dzieląc 
(241) przez tpl — <p2, otrzymamy pojemność kondensatora kuli
stego:

Wszystkie inne zresztą rozważania, analogiczne do tych, któro 
dotyczyły poprzedniego przykładu, czytelnik sam przeprowadzi.

Jeżeli w nieograniczonym dielektryku znajduje się jedyny prze
wodnik kulisty o promieniu R, otrzymamy wszystkie dotycząee wzo
ry, kładąc w powyższych R2 =  co. Krótszą jednak drogą możemy 
je otrzymać wprost z (238). Skoro bowiem dla r =  co ma być 
<p =  o, jak tego zawsze wymagamy, stała B  musi być równa zeru, 
a więc 's — Ar~x. Oznaczając tym razem rotencyal samego prze
wodnika przez a. mamy A — a Ii, a więc

Widzieliśmy już zresztą we Wstępie (str. 69), że po wyłączeniu
,1  A

punktu r — o jest. V 1(-;-) =  o, a więc też V 2(~̂ - 4* R) —  °-
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R
x a

r

stąd zaś E  —  vj — a li—1, e === 4r.K. Ba, a więc też

(243) 'f =  -tTzK T  ’ E== Kf~r- '

t. j. polo, przy danym ładunku, niezależne od promienia kuli i ta
kie jak gdyby cały ładunek był skoncentrowany w środku kuli. 
Dzieląc e przez a, otrzymamy pojemność kuli

(244) C — i-KB.

Energia elektryczna całego pola otaczającego kulę będzie

1 e2
(245) U =  \ e2 C~1

a więc przy danym ładunku odwrotnie proporeyonalna do promie
nia kuli,

§ 81. Walce kołowe spółosiowe. — Jeżeli walce takie są 
bardzo długie w porównaniu z różnicą ich promieni czyli z grubo
ścią warstwy dielektrycznej i jeżeli ograniczymy się do rozważania 
punktów niezbyt bliskicli brzegów każdego walca (czyli, w języku 
matematycznym, jeżeli walce są obustronnie nieskończenie długie), 
poteneyał y będzie zależał tylko od odległości punktu od wspólnej 
osi walców. Oznaczając odległość tę przez p i kładąc płaszczyznę 
x, y normalnie do osi, będziemy mieli p2 =  x2 -f- j/1, 'f =  ę(p) 
a więc

(246) A’ =  - | ,

kierunek zaś siły elektrycznej będzie normalny do osi, a więc też 
do powierzchni przewodników walcowych. Przekształcone równa
nie Laplace’a i tym razem jest bardzo proste. Mamy bowiem

ch x ()2'f dH x . i cte x" .
__L — t ( — ) “i- .--- ~ (1 --- y )- 1 podobnie
dx dp p dr, ctp2 p p ap p*

ffy y d'f _
dj/* —  d f  { p  p d P u  p 2 '1’

ponieważ zaś <p od z nie zależy, przeto równanie to przybierze 
postać
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d\ , 1 d<f d , dy
(24/) -7-5 H---- 1 — °’ czyli —  [lg(u —  ) =  o,

du- 1 p dp dp 1 dp

będzie więc

d y __ A

dp ~  p

gdzie -1 jest stałą dowolną, następnie zaś

« =  Algp -f B. (248)

gdzie B  jest drugą stalą dowolną. Natężenie E, które w poprze
dnim przykładzie było odwrotnie proporcyonalne do kwadratu odle
głości od środka kul, będzie tym razem odwrotnie proporcyonalne 
do pierwszej potęgi odległości od osi walców. Wyrażenie stałych
A, I:> przez potencyały cpt, •?., przewodników walcowych o danych 
promieniach przekrojów ¡o, i p2^>pt i wyprowadzenie wszelkich 
dalszych wzorów na drodze podobnej jak w poprzednich przykła
dach pozostawiam czytelnikowi. Między innemi znajdzie on łatwo, 
żc pojemność części tego układu przewodników, zawartej między 
dwoma przekrojami poprzecznemi. odległemi od siebie o l jednostek 
długości, wynosi

O =  (249)
— igp 1

żc więc zależy jedynie od stosunku promieni p„: pr
Dla p2 =  c o  czyli w wypadku jedynego tylko walca, całka

w postaci (24S) traci swą stosowalność, skoro nie odstąpimy od
wymagania, aby dla p =  0 0  potencyal znikał. Podobna zresztą uwa
ga, dotyczy jednej płaszczyzny.

Powyżej przyjętym warunkom dla dwóch walców odpowiada 
dość dobrze butelka lejdejska, której pojemność zasadniczo można 
obliczyć według (249); szkło bowiem w przyrządach takich bywa. 
dość cienkie w porównaniu z wysokością okładek.

§ 82. Równanie Laplacća w spółrzędnych krzywoliniowych ortogonalnych. — Każdy z powyższych trzech wypadków stanowił 
bezpośrednio zagadnienie jednowymiarowe. W wielu innych zagadnie
niach, któro dotyczą przewodników o zawilszych kształtach geome
trycznych, można uczynić poteneyał zależnym od jednej wielkości, 
a mianowicie przez odpowiedni wybór zmiennych niezależnych, czyli 
spółrzędnych w ogólniejszem znaczeniu słowa, i przez wprowadze
nie ich do ogólnego równania Laplace’a. W pierwszym przykładzie 
x było najodpowiedniejszą zmienną, albowiem przybierało wartość 
stałą na każdej z płaszczyzn, w drugim przykładzie tę samą wla-
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sność posiadało r względem powierzchni kulistych spólśrodkowyeh. 
w trzecim p względem walców spótosiowyeh. Dzięki temu przysto
sowanie całki <p do warunków granicznych, t. j. wyznaczenie stałych 
dowolnych A, B, było pozbawiono wszelkich trudności.

Jeżeli chodzi np. o dwa elipsoidy spółogniskowo, należy wy
razić operator \72 w terminach takich zmiennych, aby jedna z nich 
przybierała wartość stalą zarówno na jednym jak i na drugim eli
psoidzie; wówczas odpowiednia całka da się łatwo do tych powierz
chni przystosować; zobaczymy nawet, że całka ta jest zupełnie taka 
sama jak dla kondensatora płaskiego, tylko że zmienna ma w tym 
wypadku inne znowu znaczenie geometryczne. Przykłady to wy
starczą do zrozumienia, jak ważną może być znajomość jaknajwię
kszej liczby kształtów operatora Laplace’a.

Ograniczymy się tu do wyrażenia- V 2 w spółrzędnych krzy
woliniowych ortogonalnych, lecz zresztą dowolnych. (Wprowadzenie 
skośnokątnycli nie jest wprawdzie zasadniczo trudniejsze, ortogonal
ne jednak są ze względu na zastosowania do omawianych zagadnień 
najważniejsze.) Jako przykład rozważymy następnie t. zw. spółrzę- 
dne eliptyczne, a w szczególności też zwykłe biegunowe i cylin
dryczne.

„Przekształcenia“, o jakich mowa, wykonywa się zwykle 
przez zestawienie spółrzędnych krzywoliniowych z prostoliniowemi 
x, i/, z i przez zastosowanie pewnej postaci twierdzenia Grecna. 
Rachunki dotyczące, nie bacząc na ich doniosłe skrócenie dzięki uży
ciu twierdzenia Grcena. są jednak dość długie jeszcze i nieprzej
rzyste Możemy atoli otrzymać żądany wyraz V 2 w spółrzędnych 
krzywoliniowych, nie uciekając się zgoła do żadnych innych spół
rzędnych: a licuje to lepiej z metodą wektorową, którą w miarę 
możności starałem się w całej tej książce bezpośrodnio stosować. Opera

tor Laplace’» by 1 pierwotnie określony przez V 2 =  ■—,-]— ¿-1-
dx* 1 dif ' riz-

aczkolwiek dawno już wiedziano, że jest on niezależny od wyboru 
spółrzędnych. Według zasadniczych określeń analizy wektorów 
[p. Wstęp, wzory (S2) i (111)] jest on atoli od początku iteracyą

skalarną operatora V =  v y- i. j. V 2,f =  V V 'f lab te ży”?  =

dir \7’f, a więc nie opiera się na żadnych spółrzędnych. Z tego

Por. lip. Kirchhoffa Mechanikę, Wykład XVII, lub IL Webera: 
Part. Diffyleichunqcn d. maik, Physilc. Tom 1, § 41 (1900) lub też klasyczne 
dzieło Łaniego, twórcy teoryi takich spółrzędnych: Leçons sur le coordon
nées curvilignes, Paryż, 1859. H. Weber, w cytowanem dopiero co dziele 
(§ 90) wyraża wprawdzie operatory ani i diu w spółrzędnych krzywoli
niowych, nie uciekając się do x, y, z, nie czyni tego jednak dla operatora 
5ÿ2, chociaż byłoby to również proste.



punktu widzenia nio powinniśmy właściwie mówić o „przekształceniu“ 
operatora Laplace’a, locz o wyrażeniu go w tych lub owych spół- 
rzędnych, prosto- lub krzywoliniowych.

Po tych, przydługich może, uwagach przejdźmy do rzeczy.
Niechaj u, v, w będą dowolnemi spółrzędnemi krzywoliniowe- 

mi, ortogonalnemi. Innemi słowy: niechaj « =  const. będzie ukła
dem oc1 dowolnie ukształtowanych powierzchni \ v —  const. drugim 
układem powierzchni normalnych do pierwszych i wreszcie w =  const. 
trzecim układem powierzchni, przecinających normalnie wszystkie 
powierzchnie pierwszego i drugiego układu. Dla krótkości można 
jednę z tych powierzchni nazywać „powierzchnią względnie „po
wierzchnią v" lub w.

Niechaj p będzie wektorem jednostkowym normalnym do po
wierzchni u, \y danym punkcie, i wskazującym w kierunku rosną
cych wartości U, Podobne znaczenie niechaj mają wektory jedno
stkowe q, r względem powierzchni v, w. Ze względu na normalność 
układu będzie przedewszystkiem pq == qr =  rp =  o. Układ p, q, r 
niechaj zresztą będzie pfawosbręinym, t. j. takim, iż p =  Vqv. 
q =  Vtp, r =  Vpq; konweneya ta jest zresztą obojętna dla obecnych 
naszych celów; dopiero gdy chodzić będzie o wyrażenie operatora 
CUii w terminach u, v. w, znajdzie ona swe uwzględnienie. Zby
teczne m jest chyba rozwodzić się nad tem, że kierunki wekto
rów p, q, v zmieniają się w ogóle od punktu do punktu; wyjątko
wo tylko są one jednakowe w całej przestrzeni, a mianowicie gdy 
powierzchnie odpowiedniego układu stają się płaszczyznami; przy 
użyciu zwykłych spólrzędnych prostoliniowych zachodzi to dla 
wszystkich trzech wektorów jednostkowych, w całej przestrzeni 
euklidesowej.

Oznaczmy przez dsv ils.,, ds3 elementy długości mierzono wzdłuż 
p, względnie q, r. Wówczas będzie, według (82) (Wstęp):

dii do dw .
V u ==. p -c- . V'iJ =  q -,-r, V « ’ =  v ; (25 CA

dst ds2 ds..

v, v, w są bowiem sfodarnemi funkeyami położenia.
Jeżeli 'f jest dowolną funkcyą skalarną położenia w przestrze

ni, którą pragniemy uważać jako funkcyę zmiennych niezależnych 
u, v. w, otrzymamy

ćte . dz , 9'i

W ,“

- Było tylko nieprzerwanych i posiadających naogół w każdym 
punkcie określoną normalną; to samo zakładamy o powierzchniach 
r =  const,. w — const. Punkty osobliwe, jak np. wierzchołek stożka, po
winny być szczególnie uwzględniane.
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ih  du , d'f dv . _ 9 'f  dw 

^  du i s j  11 dv ds., l" dw f)s3 ’

albowiem przy posuwaniu się w kierunku p wielkości v, w nic do-
dv dw . , , . , . du  . , , , 1

znają zmiany, i. j. — =  o, i podobnie tez —— =  o i tak da lej .

Według (250) możemy zamiast ostatniego równania napisać:

(251) V ?==V w .| i  + 

lub też

(25,) v , =  i f u ±  +  ,r- ±

gdzie przez U, V, W oznaczyłem natężenia wektorów V V®. V«v 
a więc, według (250):

(252) T J = ~ . V—  ,W —  -- . ""
fJS2 (fe..

Ponieważ więc U, jako szybkość przyrastania u przy posu
waniu się w kierunku p, jest od wyboru jakichkolwiek pomocniczych 
spólrzędnyeh zgoła niezależna, i ponieważ to samo dotyczy V, f T. 
przeto mamy już w (251) wyraz V f  w żądanych spólrzędnyeh krzy
woliniowych, ortogonalnych. Wielkości skalarne U, F, W  należy 
sobie pomyśleć jako dano funkeye samych to, o, w.

Stąd zaś możemy otrzymać V 2,f. najłatwiej jeżeli napiszSińy 
V 2? =  <?■/» V.<? ' przypomnimy sobie ze Wstępu, pierwotne określe
nie rozbieżności (str. 30). Niechaj mianowicie dx będzie elemen
tem objętości zawartym między sześcioma powierzchniami u, u-\-du, ' 
v, v -i- dv, w, w-\-dw. Element ten będzie prostopadłościanom, tak 
iż dx =  ds1dsjtsy Według (252) możemy napisać

* Zachodzito dzięki normalności układu: dla spólrzędnyeh shóśno- 
kąinych pochodne te nic znikałyby.

„ „  du  , du  „
■ W spólrzędnyeh as, y, z,, mielibyśmy < ; “ =  ( ) r  ( g— )* t

, du
5 podobne wyrazy dla V\ W-. Warunek zaś normalności t. i.

(V « )(V i) )= °  i tak dalej, wyraziłby się przez równanie
du dv . du dv . du dv

Tte +  %  J j+  1F  0 1 ,hva tone p0(l0h,le-



du , dv dw . dudtdw ,nrn.
dst— -j-j  , dŝ  — ■ ds3 — -jy , dz [Jy w  * '

Oznaczając tedy składowe dowolnego wektora R w kierunkach 
p, c], r przez B v Ii.,, JRa i tworząc jego całkę powierzchniową czyli 
indukcyę (zwróconą, nazewnątrz dx) przez ścianę stanowiącą część 
powierzchni u i przez ścianę przeciwległą, stanowiącą część po
wierzchni ii  -j- du, otrzymamy

dvdw ± i  ]il  v;„. ± t. R \-

dwa podobne wyrazy otrzymamy dla pozostałych dwóch par ścian; 
ponieważ zaś div R di nie jest niczem innem jak indukcyą całkowitą, 
czyli sumą tych trzech wyrazów, przeto, dzieląc obustronnie przez 
di i uwzględniając ostatni z wzorów (253), będziemy mieli:

div R =  UVW  [ (~y±r) + (• -f  —  (7 7 7 -)] ■ ( 2  "4)

jako wyraz rozbieżności dowolnego .wektora w terminach spółrzę- 
dnyeh krzywoliniowych ortogonalnych.

Stosując zaś wzór ten do wektora R — V-tp, t. j. kładąc we-

B , = v i i  ,R ,= ir? 2 .
ou " dv ow

średnio divV$ czyli V 2'f w żądanej postaci:

(itr, (Itr (itr
dług (251) R , —  U , R 2=  V~-r- , R :i=  . otrzymamy bezpo-

(255)

Oznaczając zresztą iloczyn UVW  przez Q, możemy napisać nieco 
krócej:

- 3 ,U 2 3<p . 3 ,7 *  3’f  , 3 ,1P 3^ , -

V 'f 3m Q 3 « ^  3«( Q 3y  ̂3«£>( Q 3w ^  ( ^

Równanie Laplace’» w spółrzędnych ortogonalnych przybierze 
więc kształt

3 . t7a d's . . 3 , lri 3tp , 3 ,772 3'f

3tT +  3 ^ ( "3u i (T t o ) =  0! (256)’

jednocześnie zaś siła elektryczna wyrazi się, według (251), prze«

' 3 , 3 , w  3 t
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Przy konkretnym wyborze układu spółrzędnyeh krzywolinio
wych należy U, V, 17, a więc też Q, uważać jako znano funkeye 
zmiennych niezależnych u, v, w. Równanie Laplaco’a jest więc
równaniem różniczkowem cząstkowem, liniowem, drugiego rzędu,
o spółczynnikaeh w ogóle zmiennych od punktu do punktu.

Rozważymy teraz przykłady takich spółrzędnyeh ortogonalnych, 
najbardziej znane co do leoryi i zastosowań.

§ 83. Spółrzędne eliptyczne. — Jeżeli powierzchnie u  =  const. 
są elipsoidami spółogniskowomi (w ogóle trój osiowemi), v —  const. 
hyperboloidami jednopowłokowemi, w —  const. hyperboloidami dwu- 
powłokowemi, o tychże ogniskach, mamy potrójny układ ortogonalny 
znany z geometryi analitycznej pod nazwą układu kwadryk spól- 
ogtliskowych. Spółrzędne u, v, w nazywają się wówczas krótko 
eliptycznemi.

W tym wypadku mamy *

jp  _  _  /'(«)______  y % _  f(v)

(258)

(u— v) (u w) ’ {V— tu) (v— u)

17* =  ' f{w)
(w—u) (w—v)’

idzie f(x) =  4(ar -{- x) (b- x) (c2 -j- x)

i gdzie a2, b~. <r są wielkościami dodatniemi stałemi dla całego 
układu, t. j. dla całej przestrzeni; a2 >  62 ]> er. Znaczenie ich geo

metryczne jest dane przez to, że I (a-— til), 1 (a1—c2), V(b2—c2) 
są odległościami ognisk przekrojów głównych od środka całego ukła
du; ogniska te zaś są wspólne wszystkim powierzchniom; 2a, 2b, 2c 
są długościami osi głównych elipsoidu n =  o.**

Pisząc znowu Q — UVW. otrzymamy według (258):

i" 1 . , 7/ — m
< 2 5 9 >

? Oprócz dzieł specyalnie geometrycznydi porówn. np. Kirchhoffa 
Mechanikę. § 2 Wyki. XVII, lub cytowane wyżej dzieło II. Webera, T. I 
S. 43.

x2 i V2 i s”~
** «, v, w są pierwiastkami równania -f- r -j- ¿s~py =r

gdzie a’, y, z są zwykłemi spólrzędnemi prostolinlowemi, mierzonemi wzdłuż 
«Si głównych powyższych powierzchni;
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i dwa analogiczne wyrazy dla T72/Q, W?/Q. Ponieważ zresztą dla 
wszystkich (rzeczywistych) punktów przestrzeni jest, przy powyż- 
szcm podporządkowaniu wielkości u, v, w poszczególnym rodzajom 
powierzchni:

U  >  V >  w ,

a mianowicie

co >  m >  — ć2; — c2 >  v >  — ł>2; — b2 >  w >  a2, (260)

przeto f{u)if(w ) są zawsze dodatnie, f(v) natomiast jest ujemne, tak 
iż pierwiastek w (259) jest rzeczywisty, jak być powinno.

W wyrazie (259) jedynie tylko f(u) zależy od u; dzięki temu 
mamy więc

L . ( lp  >, _  v~ w J L .i fuT) , 
a t * ( Q d u /  ~ ' y l l J w f c j  g } 9 «

i dwa podobne wyrazy dla pochodnych względem v, w. Wprowa
dzając tedy nowe zmienne niezależne a, [3, y, z których pierwsza 
zależy tylko od u, druga tylko od v, trzecia tylko od w, a miano-

9cp --  dtp
wicie takie iż — - Vf(u) - . i t. d., to iest

au da

/' du „ /' dv /‘ dw
* =  — z- P = “ -7= ,..  (261)

• • I' — f(v) • I /!«’)

otrzymamy

a T72 3(p _  w— ¿¿; ć>?ep
f>u Q 9« l/~f(ujf(v)f(w)

i dwa inne podobne wyrazy, tylko że w drugim będzie — (w — te), 
nie zaś-j-(w— u). Podstawiając wreszcie do (255), będziemy mieli 
żądany wyraz v '- 'f  w spółrzędnych eliptycznych:

Q̂rp ¿)2'£ ()2<p

__ + ( « - " ) ■ #  +  (“ -*)-% » ' (262) 

^  ^ (V— w) (u—w) (u— v)

Według (261) a, (3, 7 wyrażają się odpowiednio przez u, v, iv 
za pomocą ca?e& eliptycznych, mamy tam bowiem pod znakiem pier
wiastka wyrazy 3-go stopnia; f(u) =  4( « 2 -}- u) \b~ -j- u) (c- 4~ u) 
i podobnie f(v), f(w). Całkom tym można nadać postać normalną



całek eliptycznych, pierwszego rodzaju* Odwrotnie więc u, v, w bę
dą funTccyami eliptycznemi zmiennych a, względnie \i, y i jako ta
kie należy je sobie pomyśleć we wzorze (262). Zaleta zmiennych 
a, p, v w porównaniu z u, v, w polega na tern, że uwalniają nas 
one od pierwszych pochodnych z, pozostawiając tylko drugie |po- 
równ. pierwotny wyraz (235)]. dzięki czemu postać V 2,f upraszcza, 
się znakomicie. Zauważmy wreszcie, że dzięki u >  v >  w wszyst
kie spółczynniki w (262) są zasadniczo dodatnie.

Według (262) równanie Laplace’» przybiera kształt

o,(263) (v — w) +  (u — w) +  (u — v)-^

który nadaje się bezpośrednio do rozwiązania całego szeregu zadań 
elektrostatycznych dla przewodników o postaci elipsoidów i hyper- 
boloidów jednego lub drugiego rodzaju. Rozważymy tu nieliczną 
tylko garstkę przykładów.

§ 84. Elipsoidy spółogniskowe. — Jeżeli potencyał <p zależy 
tylko od a, a więc tylko od u, wszystkie powierzchnie izopoten- 
eyałne będą się zlewały z powierzchniami elipsoidów spółogniskowych, 
tak iż liniami sity elektrycznej będą linie przecięcia jednych i dru
gich hyperboloidów, a więc linie krzywiznowe tych powierzchni.

Równanie Laplace’a redukuje się w tym wypadku do — — o,
ai~

tak iż będzie
z — Aa. i- B,

gdzie .4, B  są dowolne stale. Jeżeli więc rp,. są potencyalami 
dwóch przewodników elipsoidalnych spółogniskowych określonych 
przez wartości a ~  a.v —  const., a =  a., =  oonst., mamy 
•p., =  Aa.2 -j- B, tak iż potencyał w dowolnym punkcie poła elektry
cznego, zawartego między temi przewodnikami, będzie:

r i  t r  _____ /*/ t r  t r  _ _ _  t r

(264) <p _j_ XI....J J . a.
*■■—■ it.j Ctj Cf.t)

Natężenie siły elektrycznej w dowolnym punkcie pola będzie, 

według (257): E  =  — U - , a więc, według (264), (261) i (258):

- Odpowiednie wzory czytelnik znajdzie np. u Maxwella, El. and 
Mgnt., T. 1, Rozdz. X, łub w dziele Lame go (na którem opiera się Max

well): Leçons sur les fonctions inverses etc.: Paryż, 1857. Powyższe ¡3, "I 
odpowiadają Maxwellowskim y, ¡3, a; a, b, c mają tu zresztą inne.zna
czenia.
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E = (265)
(a 2 ®l) V(u— v)(u— w)

E  .jest więc różile w różnych punktach jednej i tej samej powierz
chni elipsoidalnej.

Niechaj pófjbsie główne przewodnika 1, dla którego napisali
śmy a =  a,, będą a, b, c; wówczas odpowiednia wartość U będzie 

=  o (§ 83); otrzymamy przeto dla gęstości ładunku, rozmieszczo
nego na tym przewodniku

Jeżeli dla drugiego przewodnika jest n =  ui > u l, t. j. u., >  o, 
przewodnik 2 będzie otaczał przewodnik 1. Ładunki dowolnych czę
ści drugiego przewodnika będą równe i wprost przeciwne ładunkom 
odpowiednich części pierwszego.

Można łatwo okazać, że iloczyn vw we wzorze (266) jest wprost pro-

wprost proporcyonalna do długości prostopadłej spuszczonej ze śro
dka elipsoidu na płaszczyznę styczną w danym jego punkcie, co sta
nowi treść znanego bardzo twierdzenia. Gęstość będzie tedy naj
większa. na końcach osi największej (:c == +  «), najmniejszą zaś na 
końcach osi najmniejszej (z— c).

Dla u., =  oo drugi, zewnętrzny elipsoid staje się nieskończe
nie wielkim, tak iż. kładąc jednocześnie ę8=='o, otrzymamy pole 
elektrostatyczne, otaczające jedyny przewodnik elipsoidalny. W tym 
wypadku mamy, według (265). dla wszelkich u■ S: o, t. j. dla całej 
przestrzeni zewnętrznej

gdzie według (261) należy położyć (ze względu na U{—  o, u2 =  >o):

7) — K (ii =  o). (266)
(a2 — an) \vio

(a,— a j  I (u—v) (U—w)
(267)

noo du
a2 a i =

du (268)

O
I (a2 -j- u) (W -)- u) (c2 u)

o

Całka ta posiada wartość skończoną, zależną jedynie od kształtu 
i rozmiarów elipsoidu. Dla gęstości ładunku otrzymamy



Dla ¡6 =  const. =  co mamy kulę o promieniu j/IT- Ładunek 
całkowity e rozmieszczony na przewodniku elipsoidalnym otrzyma
my tedy najłatwiej, biorąc indukcyę całkowitą przez tę kulę. Po
nieważ v, w są zawsze skończone, a mianowicie zawarte w grani
cach (260), przeto (267) daje

mnożąc więc poprosili przez powierzchnię owej kuli i przez spól- 
czynnik dielektryczny, t. j. przez 4tmK, otrzymamy

Pojemność elektrostatyczna elipsoidu będzie przeto

gdzie wartość a ,— a, jest określona przez całkę eliptyczną (268).
Zmienno a, ¡5, y określone przez (261) można, jak już wspo

mniałem, przedstawić w postaci całek eliptycznych normalnych, 
pierwszego rodzaju. Odpowiedni rachunek przeprowadzimy tu jedy
nie dla zmiennej a, aby w postaci tej wyrazić też stałą a., — ą t 
występującą w powyższych wzorach.

Połóżmy mianowicie

a więc a2 4- u =  i 2 -f- a~ — c-. b~ -f- u =  |f- b'2 — c2, (lu = ' 2idi;

otrzymamy wówczas

u — 00 (a2 — at) u

I (cr +  u) =  i

di

a2 — c2)(42 + //' ■ C2)

czyli, kładąc
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jnko zmienną, niezależną:

du dX.

I f(u) s.,1 (l-K i)(H - «2i a)

Otóż, różniczkt; tę możemy przekształcić natychmiast według kla
sycznej tablicy redukcyjnej Legendre's, s; kładąc mi ano wicie

C =  tg$,

«¡trzymamy żądaną postać:

du | d'\

f(u) h  I 1 —  żfc2 sin3
(273)

gdzie moduł h jest określony przez Jfc* =  1 — riz, a więc, według 
(272), przez

=  1/ Ę E Ę  =  *£. (274)
' a- —  C z..

Zauważmy, że s,, j.„ są odległościami ognisk przekrojów głów
nych od środka całego układu.

Według (261) otrzymamy tedy zmienną a w postaci normal
nej całki eliptycznej

^  d'h
1  i 
e, J  V 1 7c2 sin2 ty

gdzie wybór dolnej granicy jest sprawą obojętną; możemy wziąć 
dla niej np. skrajną wartość u =  — c3, a więc i == o, £ =  o, t. j. 
<ji — o; wówczas będziemy mieli, przy zwykłym sposobie ozna
czania:

a — F (k, t|>). (275) 
s 2

Gdy u rośnie od — e2 do -j- oo, kąt- ó rośnie od o do 4-JC-
W zastosowaniach chodzi o różnicę dwóch wartości a odpo

wiadających danym u r u2, a więc odpowiednim ty.,, tak iż, bez 
względu na ten lub ów wybór dolnej granicy powyższej całki eli
ptycznej, mamy

«a -  * 1  •• —  UW- $*) -

* Patrz JUnnepera Elliptisihe Funklionen. 
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Jeżeli w nieskończenie rozległym dielektryku, znajduje sit» je

dyny przewodnik elipsoidalny, mamy &j =  o. tt2 =  oo, t. j. _<|is =  

c
=  c, Q1 =  pojemność elektrostatyczna C tego przewodnika 

będzie więc, według (271), określona przez wzór 

1 F(k) — F(k,̂ ,) , ,

gdzie F(lc) jest krótkim symbolem dla F (k ,~ ) czyli dla całki eli

ptycznej zupełnej.
Jeżeli a =  b — c == li, t. j. jeżeli elipsoid staje się kulą. 

najprościej jest wrócić do pierwotnego u  lub ę. Istotnie, wówczas 
mamy według (a)
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dii d i

Y M
—  —  — d{ 1 )

a wi^c

1 i i , 1a = --- r- +  mn4.; a, — ,

tak iż C =  451 KR, jak być powinno (§ 80).
Tarcza eliptyczna. — Jeżeli uj==z — c2, elipsoid staje się nieskoń

czenie cienką płytą czyli tarczą eliptyczną w plaszczyznie xy; półosie 

główne ograniczającej ją  krawędzi eliptycznej są . i  =  Va~ — c2=  £„. 

B — I b2— c- =  Ej. W tym wypadku mamy '¡j, =  o, F(k, =  
Jeżeli tarcza taka* jest jedynym przewodnikiem, znajdującym się w polu

elektrostatyeznem, mamy znowu tt2 =  co, <[>3 =  F(k,'!̂ .,) =  F(k),
¿i

a więc

- *1= .4- m  = -T-m.
-2 -1

Gęstość ładunku, na jednej lub drugiej stronic tarczy, będzie przeto 
według (265)

(276) r, — A 'fl A
m (v+c2) (?v-}-c2 j

* Aby ta była fizycznie rzeczywistą, wystarcza założyć, żc u, jest. 
nieco większe od — c2; otrzymamy wówczas spłaszczony bardzo elipsoid.
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ładunek całkowity (po jednej i drugiej stronie), według (270)

__ 4r ją ^A
( 277)F{Jc)

n więc pojemność elektrostatyczna tarczy eliptycznej:

n  iizKA 

=  ' t278)

gdzie F(Jc) jest całką zupełną pierwszego rodzaju o module

* = 1 1 1 1 ^-  <279> 
modni fen jest Svi'ęc równy nrimośrodowi (elcscmlryczności) tarczy 
eliptycznej. *

Według (277) możemy jeszcze napisać zamiast (276)

4n|'(v -f c1) (iv 4 eJ)

W spółrzędnych x, //, mierzonych wzdłuż osi głównych tar
czy. mamy

o w -|- a\v w) 4- u' =  (a? —  f>2 )x'2

— vw — lr(v -j- w) — b* — (a1 — &3)y3 ,

a więc

(v-: c2) (w+c2) =  ^ —c2(«3̂ -62) -f a~b2 — (b1—c*)«* -— (a3—cs)//Ł 

=  A » ^ [1- ( - ^ + | * ) , .  

tak iż (280) przybiera postać

e

- < £ * £ >  (280,)

* Wartości LogFik) czytelnik znajdzie w „Tablicach matematyczno- 
fizycznych“ Prnf. A. Witkowskiego, Si r .  80—81.

** Równania te otrzymamy wprost, kładąc ti =  — c2 we wzorach 
ogólnych

z _  (ał4~«) («*+<>) (aa+M) .
(„*_6») (a5_c2) ’ h ' '■>

które czytelnik znajdzie np. w Mechanice Kirchhoffa, Wyki. XVII, § 2 .
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Gęstość ładunku jest więc najmniejsza w punktach środkowych tar
czy (po jednej i drugiej stronie) i rośnie bezgranicznie, w miarę 
gdy zbliżamy się ku krawędzi; w samych punktach krawędzi jest 
CC*
— -f- ^  =  1 , a więc 7] =  oo; ładunek jednak całkowity, jak wi

dzimy z (277), jest skończony, skoro tylko potencyał tarczy po
siada. wartość skończoną. W rzeczywistości gęstość na krawędzi 
będzie tylko bardzo znaczna, lecz skończona; należy bowiem zało
żyć, że tarcza posiada pewną, acz bardzo małą, grubość, czyli, żc 
jest- elipsoidem bardzo spłaszczonym odpowiadającym wartości u 
nieco większej niż — c8.

Jeżeli A — B — li, mamy krążek plaski; kładąc x2-\-y'2— f J. 
otrzymamy

(281) ri
A-liVE2 — r2

Moduł k staje się w tym wypadku równym zeru, według (279); 

f*/*
mamy przeto F{k) =  I d<J> =  tak iż pojemność eloktrostaty- 

J  o
czna krążka będzie, według (27S):

(282) G — S-KE.

§ 85. Hyperboloidy. — Jeżeli potencyał » zależy tylko od
' d-rs

¡3, a więc tylko od v, otrzymamy według (263): ~  =  o, tak iż

(f będzie liniową funkoyą parametru (3. Powierzchniami stałego po- 
tencyału będą w tym wypadku hyperboloidy spółogniskowe jedno- 
■powłokowe, a dwie jakiekolwiek z pośród tych powierzchni 

=  const., £>„ =  const. możemy uważać jako powierzchnie prze
wodników.

Podobnie toż, zakładając, że <p zależy tylko od w czyli od •/,

otrzymamy 5 —-= o, q — A'(-j- B, a więc też rozwiązanie zadań 
d‘l

elektrost a tycznych dotyczących hyperboloidów dwupowłolcowych.
Rachunki i rozumowania będą w zasadzie podobne do tych, któ

re przeprowadziliśmy w § 84. Pozostawiamy jo czytelnikowi, od
syłając go rzesztą, szczególniej co do wypadków granicznych, do 
I-go tomu Maxwella (loc. cii.).

§ 8 6 . V-'f w spółrzędnych cylindrycznych. — Spółrzędne ta
kie. a podobnie też spółrzędne biegunowe, które rozważymy w na
stępnym paragrafie, stanowią szczególny przypadek spółrzędnych
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eliptycznych omówionych w § 83. Możemy atoli otrzymać odpo
wiednie wyrazy V 2!f w sposób prostszy i bardziej przejrzysty, opie
rając się bezpośrednio na określeniu geometrycznem spólrzędnych 
cylindrycznych (i podobnie biegunowych).

Niechaj tedy z będzie długością mierzoną (od dowolnie obra
nego punktu początkowego O) wzdłuż osi układu spólrzędnych cy
lindrycznych, p odległością dowolnego punktu P  od tej osi, s ką
tem zawartym między płaszczyzną położoną przez P  i przez oś 
układu a pewną dowolną płaszczyzną stałą położoną przez oś.

Wracając do pznaczeń § 82, napiszmy

u =  z, v =  p, 10 =  s,

tak iż wektory jednostkowe p, q będą wskazywały kierunki rosną
cych z, względnie rosnących p, zaś wektor v będzie styczny do koła 
p =  const,, z — const. i zwrócony w kierunku obiegu strzałek ze
garowych, dla widza spoglądającego w kierunku rosnących z.

Elementy długości w tych trzech kierunkach wzajemnie pro
stopadłych będą wówczas:

clsl =  dz, ds., =  c?p, ds, — pds; 

według (252) otrzymamy przeto bezpośrednio:

CT = l, V =  1. W =  —  , (283)
P

a więc, według (255):

,  1 3 d? n , 9 3'f 3 i 0«

V  ł  [~dź +  “f y  ( p ~ 3 p )  +

czyli

Nie chodzi nam tu zresztą o zastosowania do ełektrostatyki; z wy
razu operatora V 2 w tych spółrzędnych cylindrycznych skorzysta
my dopiero w jednym z dalszych rozdziałów, omawiając bieg fal 
elektromagnetycznych wzdłuż, prostych drutów o przekroju kołowym.

Jeżeli z zależy tylko od p, równanie Laplace’a będzie:

d , d'p

dq const. . , _
tak iż otrzymamy y-— ----. jak w § 81.
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§ 87. Spótrzędne biegunowe. — Rozumiejąc przez r odle
głość dowolnego punktu P  od punktu początkowego O, przez 0 kąt 
zawarty między prostą OP i osią dodatnią układu, przez s kąt za
warty między płaszczyzną południkową przechodzącą przez P  i do
wolną płaszczyzną południkową stałą, i pisząc

u — 0, v =  e, «; ~ r,

otrzymamy dla odpowiednich elementów długości

dst =  nlQ, ds2 — r sin 0.ds, dss — dr,

a więc, znowu według (252):

(285) [ 7 = - L ,r = - ±  , 1F =  .1.
r r sin 0

Wektor r będzie radyalny. wektor p będzie styczny do kola połu
dnikowego, (| zaś do równoleżnika. Skoro wszystkie trzy wektory 
mają być zwrócone w kierunku rosnących r, względnie 0, s, naten
czas kąty s dodatnie należy mierzyć od zachodu ku wschodowi, je
żeli oś dodatnia wskazuje na północ. Konwencyę te będą zresztą 
niezbędne wówczas dopiero, gdy chodzić będzie o wyrażenie opera
tora curl w spółrzędnych biegunowych.

Podstawiając (285) we wzorze (255), § 82, ważnym dla do
wolnych spółrzędnych krzywoliniowych normalnych, otrzymamy

1 / 9 , , 3? , , 1 9 •  r, dz>. . l d'2’s )
(286) v-'f =  (r -J-) -f ^  6 30 ( m  + spgo j : k /

czyli, rozwijając pierwsze dwa wyrazy i opuszczając funkcyę, na 
której mamy operować:

w  Ą 4- ---f + 4 i + -  4 + - f, •dr- 1 r dr 1 r- di)- 1 r~ dQ r- sin- 8 d=-

Oto jest znana w wielu gałęziach matematyki i fizyki postać ope
ratora V 2 w spółrzędnych biegunowych.

Równanie więc Laplace'a w spółrzędnych tych można napisać 
krótko

d d'£ i d f)<c i
(287) 4 -  (r2 4rr-) +  . ~  (sin 0 =  o

9r ‘ 1 sin 0 30 ' 96 s-iłł* 0 9j*

lub też rozwinąć jak w (286').
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Jeżeli <p zależy tylko od r. mamy , a więc
d r  r l

'f =  4/—1 -f- B, jak vr § 80.

§ 88. Funkcye kuliste. — Jeżeli pewna funkcya ę czyni za-
d's

dosé równaniu Laplace’a, natenczas —— również jest całką tego 

równania; mamy bowiem

° = 4 v ’ ' i = v ’<-Ł>-

Proces ten możemy powtórzyć dowolną liczbę razy, różniczkując 
daną całkę wielokrotnie, bądź to względem jednej 1 tej samej, bądź 
też względem różnych osi. Niechaj hv h2,...h„ będą. długościami 
mierzonemi wzdłuż dowolnych kierunków czyli „osi“; kierunki te 
w przestrzeni możemy wyznaczyć przez odpowiednie wektory jedno
stkowe hj, llo,... h„; w języku wektorów możemy wówczas określić 
proces tak zwanego „różniczkowania osiowego“, np. względem osi 
hi. przez wzór:

Przy wielokrotneiu różniczkowaniu dogodniejszy jest symbol po le
wej stronie; zamiast (hiV) t(htV)]f. naprzykład, napiszemy więc,

32cs
według utartego zresztą zwyczaju: - ^ —.

Niecliąj r będzie odległością dowolnego punku przestrzeni p

od pewnego punktu stałego O; wówcza, jak wiemy, —  czyni zadość
T

równaniu Laplace’a w całej przestrzeni, z wyjątkiem samego tylko 
punktu O. Z tom samem zastrzeżeniem będzie więc całką tego 
równania funkcya

f-1 V1 3n l<p(n) __ _____ _______ ('_L) (288)
n! dh1dh2...dha r

gdzie zamiast spólczynnika liczebnego 1/n! można oczywiście napi
sać dowolną stałą. Niektórzy autorowie, jak np. Maxwell*, na
zywają ją, przy użyciu tego właśnie spólczynnika liczebnego, fun- 
keyą harmoniczną przestrzenną, mianowicie — (n -|- 1) stopnia (ta-

« El. and Mgnt., T. I. Rozdz. IX.
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ką bowiem otrzymamy w niej potęgę zmiennej r, skoro wykonamy 
różniczkowania); nazwa ta zresztą jest mało używana.

Dla n =  1 mamy np.

,,(U =  _  J- - (± ) =  J  dJL
dh, S- 1 a/łj

czyli, oznaczając, przez 0, kąt, jaki tworzy wektor ruchomy r *
z osią stalą

(288a) * «> = Ą- rh cos 0..
r~ r~

Podobnie też, różniczkując drugi raz względem osi h3. oznaczając 
kąt r, h2 przez 0.,, zaś kąt zawarty między osiami h,, h2 przez 0,.,,

i uwzględniając, że cos 0, = - -i-(cos 012— cos Oj.cos 0,), otrzy-
U fli)

mamy

(288b)

f).L( I) ,
®(2) =  _  ,v =  __ [¡(rh,) (rh2) — h,hj 

== —¡-(i cos 0[ cos 02 — ̂  cos 012).

Mniejsza zresztą o postać szczególną różnych tych funkcyj barino- 
nicznych. Dość będzie zauważyć, że 'f(n) jest iloczynem r~<"+'1' 
i pewnej funkcyi kątów 0P 63, ... 0n oraz 012, 013, w ogóle 0ik, 
a raczej dostaw tych kątów, t. j. iloczynów skalarnych r h ... rh„, 
oraz h,h2, hth3, w ogóle h;hk- Oznaczając funkcyę tę, wedfjig utartego 
zwyczaju **, przez Tj,, napiszemy

(289) ,<■> -  — Ł -  .

Y„ nazywa się krótko funhcyą kulistą, rzędu n, a mianowicie fun- 
kcyą Laplace'&, jeżeli osie h,,... h„ są w ogóle różne, zaś funkcyą 
Legendre’a, lub strefową, jeżeli wszystkie to osie zlewają się ze 
sobą; znaczenie ostatniej nazwy zrozumiemy niebawem.

* Przez r rozumiemy raz na zawsze wektor jednostkowy w kierun
ku Op.

** Spotyka się toż również często symbol !'(»).
*** Legendre 1 Laplace zbadali fnnkcye te w tym samym niemal czasie: 

1785—7; pewne wskazówki co do literatury, bardzo bogatej, przedmiotu 
tego czytelnik znajdzie w Repert. Pascala, f . I. Rozdz. XVIII lub u i[ax- 
wella, który w Rozdz. IX swego klasycznego dzieła dał najłatwiejszy mo
że i najbardziej pociągający (szczególniej dla fizyków) zarys teoryi fun
kcyj kulistych; na nim też wzorowałem się w zasadzie; ze względu na cel 
niniejszej książki i na ciasne jej ramy musiałem zresztą ograniczyć się 
do pewnych tylko punktów tego przedmiotu.
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Skoro osie h j,... h„ funkeyi kulistej są dane. wszystkie cos Ojt, 
czyli iloczyny skalarne hjhit odgrywają rolę stałych, tak iż J'n za
leży jedynie od rht, ...rhn, to jest ostatecznie od kierunku wektora 
r, czyli od położenia jego punktu końcowego na kuli jednostkowej 
zatoczonej naokoło punktu O. a więc np. od spółrzędnych bieguno
wych tego punktu 0, e omówionych w § 87. Możemy przeto napi
sać Y„ —  ł ’„(0, s). Osiom ht i (. d. odpowiadają na tejże kuli 
określone punkty 1, 2. ... n, które nazywają się biegunami rozważa
nej funkeyi kulistej. zawiera tedy oprócz spółrzędnych 0, s 
punktu ruchomego wielkości stałe zależne od rozmieszczenia biegu
nów 1, 2, ... n na owej kuli.

Mamy np., według (288a), (288b)

— cos Oj =  cos 0 (jeżeli jedyną oś funkeyi obierzemy jako oś 
spółrzędnych 0, »),

=  .],3 cos 0, cos 02 — cos 012):

dla n =  o jest Fę =  .1.
Nie wdając się zresztą w rozważanie sposobu zależności fun

keyi Fn dowolnego rzędu od konfiguracyi jej biegunów, podamy tu 
tylko równanie różniczkowe, któremu F„ czyni zadość jako funkeya 
zmiennych niezależnych 0, i punktu ruchomego na kuli.

Wiedząc z góry już, źe ę(") czyni zadość równaniu Laplace'a, 
z wyjątkiem środka kuli podstawowej, wprowadźmy do postaci (287) 
tego równania 'f =  'i1"). Według (289) otrzymamy

— (« i l)F n?—", 4 -  ( r ^ )  — « ( » - f- l ) F ,+ lf
dr

Hm.— ^ 1 1 (n+1) ^ » r~ (n+ii
oo ■ m ’ <h- (v-

a więc

(290) s i h r i ) (sru 0 w } + Jh W  + n(n + 1)Y" ~ 0

czyli

(290) l i "  +  j ^ 0 W  + wn*o '~W~ + (n + 1) Y" ~  °-

Oto jest znane równanie różniczkowe funkeyi kulistej Laplace’a 
rzędu n.

Jeżeli wszystkie bieguny funkeyi i r„ zlewają się w. jednym 
punkcie, otrzymujemy funkcyę strefową, czyli funkeyę Legendre’a 
łi-go rzędu; punkt ów nazywa się jej biegunem («-krotnym), oś od-
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powiędhia—.osią (»-krotna) funkci/i strefowej, która oznacza sio 
przez P„. * Uważając tg właśnie oś funkeyi P„ jako oś układu 
spólrzędnych biegunowych 0, s, zrozumiemy łatwo, że P„ zależy 
tylko od 0, nie zaś od Mamy przeto według ogólniejszego rów
nania (290):

(291) ^¡.j" + cotffO — ■ -f- n(n -f- I )P„ =  o.

Oto jest równanie różniczkowe funkeyi kulistej strefowej rzędu 11;
6 nazywa się odległością biegunową punktu ruchomego.

Liniami stałych wartości Pn są koła równoleżnikowe, skoro 
zechcemy nazwać 0 =  ¡i: równikiem kuli podstawowej. Z powyż
szych trzech pierwszych funkeyi Laplaco'« otrzymamy, kładąc 
dj =  fJ2 —  G, 0|2 =  o;

P0 —  1; P, — cos 0; P2 =  |(3 cos'2fi — 1).

Punkcya strefowa P0 jest wiec stałą ( =  1) na całej kuli; funkeya 
P t posiada maximum w swym biegunie 0 =  o, minimum w pun
kcie 0 =  i:, jest dodatnia na jednej półkuli, ujemna na drugiej 

i znika na równiku. Funkeya P., znika dla 0 =  arccos I ^  t.j. na 
równoleżnikach 6 —  54°45' i Q === 125°ł 5'; w trzech powstałych tym 
sposobem strefach jest naprzemian dodatnią, ujemną, dodatnią. Po
dobne własności przysługują funkeyom Pv i t. d.; stąd też na
zwa funkeyj strefowych.

Pisząc /iL =  h., ... =  hn, mamy według (288) i (289):

rI>+1 9» i
(2 9 2 )

wykony wając różniczkowania, jak wyżej, i oznaczając cos 0 przez a, 
otrzymuje się

P  -  l-3- (2 « - l) _  n(n -  1 )

(293) *“  »■' '' 2 (2 ,-1) •' ■+

, n(n— 1) (»—2)(n— 3) 4

1 2,4.(2n— 1) (2n— 3) ^

P„ jest więc funkeya «-tego stopnia zmiennej u. — cos 6; można 
okazać, że wszystkie pierwiastki równania P„(jj.) =  o są rzeczywi

* Również często spotyka się symbol _P<n).
** Wartości liczebne, z dokładnością na i  miejsca dziesiętne, fun

kcyj Pi aż do Pr włącznie, w odstępie 1°, znajdzie czytelnik w „Tablicach“ 
Prof. Witkowskiego, str. 90—91.
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ste, różne między sobą i bezwzględnie mniejsze od jedności. Fun
keya strefowa Pn znika przeto na n  równoleżnikach; w każdej stre
fie, zawartej między dwoma takiemi równoleżnikami P„ posiada war
tości wyłącznie dodatnie lub wyłącznie ujemne, w strefie bieguno
wej zawsze dodatnie; w przyległych strefach funkcja P„ jest na- 
przemian dodatnia, i ujemną. -Jako symetryczne naokoło swej osi, 
funkeye strefowe nadają się do rozwiązywania takich zadań elektro
statycznych dotyczących przewodników kulistych (i innych matema
tycznie pokrewnych zadań), w których oczywiście warunki symetryi 
osiowej są zachowane, w których—innemi słowy—pole jest osiowo 
symetryczne. Zobaczymy to niebawem na jednym lub dwóch przy
kładach.

Wiemy, już, -że funkeya którą obecnie napiszemy

'fz =  Ynr- W

czyni zadość równaniu Laplace’a, z wyjątkiem punktu O, czyli śro
dka kuli podstawowej, w którym staje się nieskończoną, a raczej 
nieokreśloną, ze względu pa 0, s zawarte w Funkeya ta zni
ka natomiast w nieskończoności i jest poza tein wszędzie ciągłą 
i skończoną wraz ze swemi poehodnemi. innemi słowy: ręz jest cał
ką równania Lapłace'a, która nazewnątrz kuli" otaczającej punktV> 
(dowolnie małej zresztą) nie posiada żadnych punktów osobliwych. 
Wskaźnik z ma właśnie być skrótem dla „zewnątrz“.

Otóż według jednego z zasadniczych twierdzeń teoryi funkcyj 
kulistych, nietylko I 7nr_(n+I) ■ leess również Ynrn czyni zadość rów- 
naniu Laplace'a. Aby twierdzenia lego dowieść, połóżmy y— Yara\ 
otrzymamy wówczas

3 . , t e  , . „  d'f 0Y„ 9S® <)'"

w  <’ i r » “ ” l” +  1 ,r"’ • w =  w ’'- w = ~ n ^ r"’

a więc, posługując się wyrazem (286) operatora V 2:

r2S7\ =  r" [-,1—  Ł  (sin 0 +  - , 1, +  «(« +  1)^1;
sin 0 d0 d0 1 sin* (J ds-

łecz według (290) suma wyrazów w nawiasach znika. Skoro więc 
tylko r nie staje się nieskończenie wielkiem, mamy dla wszelkich«: 
V 2(Fnr") =  o.

Funkeya więc

r r  T r  A-tl■¡'W - L V\'

jest całką równania Laplace‘a, która wewnątrz kuli* otaczającej

.* lub innej zresztą powierzchni zamkniętej, otaczającej zewsząd 
punkt O.
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punkt O (o dowolnym, byle tylko skończonym promieniu) nie po
siada żadnych punktów osobliwych. Wskaźnik w czytaj „wewnątrz“. 
Funkeya więc <pw stanowi pożądane uzupełnienie funkcyi vz.

Funkcye te nie tracą, oczywiście, podkreślonych dopiero co 
własności, skoro każdą z nich pomnożymy przez stałą dowolną, byle 
tylko skończoną.

Wyobraźmy sobie teraz kulę geometryczną" o promieniu r =  I i  
skończonym, zatoczoną naokoło punktu O. Niechaj ® oznacza po- 
tencyal elektrostatyczny; połóżmy dla wnętrza tej kuli <p równe

(294) -w =  '¡y ĵpr ̂ n ( > ' ! >  )>

dla wszystkich zaś punktów zewnętrznych

(295) <?2 =

Dla r — l i  będzie wówczas ’sz(R) =  ffw(/?) =  <f(/?), a mianowicie 
=  YnR-1; potencyał 'f będzie przeto ciągłym przy przejściu przez 
powierzchnię kuli; innemi słowy: jiawiązuje się w sposób ciągły
do 'iw.

Pochodna jego ze względu na r, t. j. odpowiednia siła ele
ktryczna dozna tu natomiast skoku; jeżeli, dla uproszczenia piso
wni, założymy K =  1, wielkość tego skoku będzie gęstością po
wierzchniową ładunku vj. Otrzymamy przeto, dodając wskaźnik u, 
mający nam przypominać rząd funkcyi kulistej:

1,1 ”  ' dr dr r =  R

t. j. według (294) i (295):

(296) ^tl =  J 2 n7 t 1} T-„.

Jeżeli więc powierzchnia kuli o promieniu R jest siedliskiem 
ładunku elektrycznego o rozmieszczeniu (296), poza tern zaś w ca
łej przestrzeni (wewnętrznej i zewnętrznej) niema.żadnych ładun
ków, natenczas potencyał wewnątrz tej kuli jest dany przez (294), 
nazewnątrz zaś przez (295).

Ponieważ zaś rpw, czynią, też zadość wszystkim warunkom 
dodatkowym (ciągłości i t. d.), przeto stanowią one jedyne rozwią-

* nie utożsamiając jej bynajmniej jeszcze z powierzchnią przewo
dnika kulistego.
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zimie zadania, i. j. dają jedynie możliwe polo elektrostatyczne od
powiadające tak naelektryzowanej powierzchni kulistej.

Twierdzenie to, które zaczerpnąłem całkowicie z dzieła Max- 
wella (loc, cit.. art. 131) jest nader płodne w zastosowania; o ile 
chodzi o przewodniki kuliste, daje ono nader wygodną metodo roz
wiązywania zadań elektrostatycznych.

Zanim do zastosowań łych przejdziemy, zauważmy tu jeszcze, 
że ładunek całkowity odpowiadający gęstości (¡n- a mianowicie

«n =  (2“f.̂  1; f Y„da.
równa sit; zeru.

Wynika to z pewnego twierdzenia, które przytoczę tu bez do
wodu *. Jeżeli mianowicie ł'ro, F„ są funkeyami kulistemi rożnych 
rzędów, mamy

| =  o (m =Ą-n) (297j

gdzie całka obejmuje powierzchnio kuli o środku O; przez O rozu
miem, raz na zawsze, „początek“ spólrzędnych 0, « tkwiących 
w Fm. Yn czyli środek „kuli podstawowej“ tych funkcyj, o którym 
zakładamy oczywiście, że jest wspólny jednej i drugiej 1‘unkcyi; 
bieguny ich zresztą mogą być rozmieszczone zupełnie dowolnie. 

Otóż, dla m == o mamy Fm == 1, a więc

j Yu(h =  o. (297a)

tak iż e„ =  o, jak zapowiedziano. Gęstość więc r(l, musi w pe
wnych punktach owej powierzchni kulistej być dodatnią w innych 
ujemną.

Dla uzupełnienia własności zasadniczej'(296) dodajmy jeszcze, 
odsyłając czytelnika po dowód do dzieł specjalnych, że dla m =  n

całka I YmYnda jest różną od zera, niezależnie zresztą od tego.

czy bieguny jednej tunkcyi zlewają się z biegunami drugiej czy też 
nie; wartość tej całki wyraża się wówczas w sposób dość zawiły 
przez liczbę i sposób rozmieszczenia tych biegunów. Wzoru ogól
nego dla tej całki nie uważam za stosowne nawet przytoczyć. Jc-

* Dowód len czytelnik znajdzie również n \faxwclla, lub w każdem 
niemal dziele o funkcjach kulistych.
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żeli jedna z tych funkcyj jest strefową, powiedzmy Ym — Pm, za
wiły ten wzór upraszcza się; wówczas jest mianowicie

(298) j Y„Pmdo — r n(m). dla )« — n,

gdzie I*„(hi) oznacza wartość funkcyi w biegunie (jedynym) fun
kcji strojowej. Pm. Dla różnych m, n mamy oczywiście, jako wy
padek szczególny własności (296)

(299) I YnPm(h — o, m 4= n 

a więc też

(300) I PnPmda =  o, in 4= n

niezależnie zresztą od tego. czy biegun jednej funkcyi zlewa się
z biegunem drugiej, czy'też nie.

Wzór (298) daje w wypadku szczególnym Y„ — P„, t. j. dla 
dwóch funkcyj strefowych tego samego rzędu, lecz o różnych w ogó
le biegunach:

I P„Pmdn — :-~~‘-̂ --y-Pn(vi). dla m =  n:

w szczególności, jeżeli bieguny tych funkcyj zlewają się ze sobą. 
mamy P„Pm =  P„2, zaś P„(m) =  P„(n) wyraża wówczas wartość 
funkcyi P„ we własnym jej biegunie, t. j. dla 0 =  o czyli
¡A =cosO =  l; wartość ta, jak nietrudno okazać, równa się jedno
ści: według ostatniego wzoru będzie przeto, dla dowolnej funkcyi 
strefowej

(30!) J P , =  ,

czyli: wartość przeciętna kwadratu funkcyi strefowej na powierz
chni kuli zatoczonej naokoło punktu O będzie (niezależnie od pro
mienia tej kuli)

Dla n —  o otrzymujemy stąd, ze względu na P 0=  1, banalną iden

tyczność. Dla n =  1 np. będziemy mieli cos2 0 =  4, co łatwo jest 
sprawdzić bezpośrednio, i tak dalej.



Jeżeli .jakakolwiek funkcya f  rlaje sio rozwinąć w szereg fun- 
kcyj kulistych:

/ =  «0Io + avL i “f7 (h ; “I- ••• =  ^ , aiTi ■, (302')

0 spółczynnikach a-, niezależnych od 0. s, można natychmiast zna- 
leść wszystkie te spółczynniki. Istotnie, aby znaleść żądany spól- 
ezynnik pomnóżmy (302') obustronnie przez funkcyę strefową P\
1 scalkujmy dla dowolnej kuli (o środku O); wówczas, według (299), 
wszystkie wyrazy zawierające 1' -o wskaźnikach różnych od i odpa
dną, tok iż pozostanie tylko

I Pifdn =  rtj I tP ifh  =  p E - m Y - ij)  •
J  ■ 2i 1

gdzie Yi(i) jest wartością funkcyi 1’; w biegunie użytej funkeyi 
strefowej P\. Biorąc dla rozważanego punktu funkcyę i v posiada
jącą. swój biegun w tym właśnie punkcie, otrzymamy Y\(i) =  11, 
gdzie Yi ma to samo znaczenie co w (302'). Rozwinięcie (302') 
przybierze więc postać

f  =  T~£ [  I f-ch + s j  f.P tda +  5 j  f .P jh  + ...

~  OtE f 2 / 2ł ^

Na podobnej [do (299)| własności tunkcyj trygonometrycznych 
sin łub cos polega np. wyznaczenie spólczynników w rozwinięciach 
Fourierowskich. Analogiczne zresztą stosunki spotykamy w wielu 
innych dziedzinach matematycznych.

Jeżeli w szczególności funkcya f  daje się rozwinąć w szereg

/‘ = 2 ’ (303^

gdzie wszystkie funkcye strefowe posiadają biegun wspólny, czyli 
oś wspólną, a niezbędnym po tomu warunkiem jest oczywiście to, 
żc funkcya f  musi fcyć symetryczna (naokoło tej właśnie osi), na
tenczas, rozumując jak wyżej i opierając się na (301), mamy

j  P / =  m I P,2(h =  u" a " ^ ‘c wProst j uż

«i — -~y I Pifda =  (2t+l)- P if . (303a)
' J
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]
(302)
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gdzie P5f jest przeciętną wszystkich wartości, jakie I\f przybiera 
na kuli o promieniu li. Zauważmy, że przejście od (303) do (303a) 
opiera się na założeniu, że spółozynniki cą są stale na danej kuli; 
mogą one jednak, oczywiście, zależeć od r; sama funkcya /’, jako 
osiowo symetryczna może więc w ogóle zależeć od 0, r, lecz nie 
od $.

Rozważymy teraz kilka najbardziej rozpowszechnionych zasto
sowali funkcyj kulistych.

§ 89. Przewodnik kulisty wobec punktu elektrycznego. —
Niechaj w dielektryku izotropowym i jednorodnym, o spólczynniku 
K =  1. znajduje się przewodnik kulisty o promieniu l i  i środku O; 
nazewnątrz tej kuli, w danym punkcie 1̂ niechaj będzie skoncen
trowany ładunek elektryczny e\ połóżmy OA — a. tak iż a >  li. 
Oprócz tego dany jest albo poteneyal przewodnika albo też całko
wity ładunek rozmieszczony na jego powierzchni. Poza tein cała 
przestrzeń ma być wolna od ładunku elektrycznego. *

Chodzi o znalezienie całego pola elektrostatycznego, czyli o po- 
tencyał <p dla każdego punktu dielektryka, w szczególności zaś o roz
mieszczenie ładunku na powierzchni kuli, czyli o gęstość y, dla ka
żdego jej punktu. Skoro zresztą znajdziemy -ą. obliczenie całego pola 
zredukuje się, jak wiemy, do zwyczajnej kwadratury, tak iż z otrzy
maniem wzoru dla r; można uważać zadanie jako całkowicie rozwiązane.

Gdyby oprócz „punktu elektrycznego'-' -l nie było żadnych in
nych ładunków, ani przestrzennych, ani powierzchniowych, gdyby

więc nie było przewodnika, na powierz
chni którego urywają się linie elektry
czne, mielibyśmy dla potencyału w do
wolnym punkcie przestrzeni p:

Q __
'ł —  / Mi (według § 68).

Na powierzchni przewodnika mamy je
dnak ładunek o gęstości 'q (nieznanej), 
który również należy uwzględnić. Wa
runki zadania w niczem się nie zmie

nią, jeżeli wyobrazimy sobie, że przewodnika niema, czyli że cala

* Mówiąc o punkcie A, w którym jest „skoncentrowany“ ładunek e 
(skończony), czyli o „punkcie elektrycznym“, posłużyłem się utartym ję
zykiem matematycznym; fizyk powinienby powiedzieć: ładunek skończony c 
znajduje się w dziedzinie skończonej lecz o rozmiarach bardzo malycli 
w porównaniu z odległością od środka kuli (a więc też w porównaniu 
z samym promieniem tej kuli). Wyobrażamy sobie, że czytelnik tak 
właśnie interpretować będzie słowa tekstu.
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przestrzeń jest wypełniona jednolitym dielektrykiem, lecz że kula II, 
pomyślana czysto geometrycznie, jest siedzibą ładunku o gęstości 
powierzchniowej tj. Oznaczmy przez co poteneyał, który odpowia
dałby temu ładunkowi powierzchniowemu (w nieobecności punktu 
elektrycznego) w dowolnym punkcie p. Ponieważ pole rzeczywiste 
będzie superpozycją tych dwojga pól pomyślanych, otrzymamy 
dla poteneyału rzeczywistego 'f w dowolnym punkcie prze
strzeni p\

u =  l0 -4- - J- , (304)
4r S

gdzie s ==Ap (Fig. 40). Odległość dowolnego punktu przestrzeni
p od środka kuli O oznaczymy, jak zwykle, przez r, wprowadzając
zresztą jako drugą spółrzędną biegunową kąt AOp =  0.

Wewnątrz kuli i na jej powierzchni poteneyał <p ma posiadać 
wartość stałą; oznaczmy ją  przez V (będzie to poteneyał przewo
dnika).

Stosując wskaźniki w, z do wnętrza kuli, względnie do prze
strzeni zewnętrznej, otrzymamy więc, według (304)

cow — V ----— — (dla r <  R). (305)
4n sw

Otóż, dzięki tej właśnie okoliczności, że r <  R. a więc r <  a, mo
żna 1/Sw, zawsze skończone, rozwinąć w szereg według potęg do
datnich wielkości r/a.

Istotnie, według powyższych oznaczeń (Fig. 40) mamy

s ,/ =  ar —  'lar cos 0 -)- r2. 

czyli, pisząc znowu cos 0 =  ;j . i kładąc dla skrócenia rar* =  h:

—  =  II — 2?Ji +  /i2]^ =  [1 +  h(h — 2-j.)p-, 
sw

a rozwijając ostatni wyraz według „dwumianu Newtona“ i grupu
jąc wyrazy według potęg A:

ł )  + ...... ;
,S  W

lecz, jak już widzieliśmy na str. 282, ¡j — -i  =  P2; codo 
dalszych spółczynników przekonalibyśmy się również łatwo, że są one 
identyczne z funkeyami strefowemi P 3, P4 i t. d., w ogóle Pn\ 
a mianowicie w powyżej podanej postaci (293). Istotnie też w dzie
łach matematycznych funkeya Pn(;j.) bywa od samego początku okre-

Elektryczność i Magnetyzm. 19
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słana jako spółezynnik przy hn w rozwinięciu wyrazu [1—2p.li-f-h'2]'1
i jako taka nazywa się toż często „spółczynnikiem Legendre’a“.

Mamy tedy. wracając do znaczenia h — ra~l

o o  c o

- 1 -  - 1-  V /  > y ,p  _  V /  )n+> r"F"
(‘ 6 sw~  a 4 ^( a ] a ] Bn+l

gdzie osie wszystkich funkeyj strefowych P„ zlewają się z kierun
kiem OA. t. j. wskazują od środka kuli do punktu elektrycznego. 
Według (305) będzie przeto

o o

(307) O * - f ^ "

Jestto potencyał samego ładunku rozmieszczonego na kuli. dla pun
któw wewnętrznych. t. j. dla r <  .7?; potencyał w, tegoż ładunku 
dla punktów zewnętrznych, t. j. dla r >  li, będzie więc według 
twierdzenia wygłoszonego w § 88 w związku z równaniami (294).
(295):

OO
7? (> P p 7?

(308) (o, =  —  (Va -  -  i s 2 (  — )"+' - s cfPn-
a 4 i r 4^ ■“  a rn+1

.Jednocześnie też otrzymamy bezpośrednio, według (296). poszuki
waną gęstość i i ładunku rozmieszczonego na powierzchni kuli, a mia
nowicie

OO

(309) v] =  -g-(V — — ) — 1) ( —  ),,+1 Pn-

Zadanie jest więc rozwiązane. W powyższym bowiem wzorze spót- 
czynniki funkeyj P v P., i t. d. są określone przez wielkości dane 
e. U, a; jeżeli dany jest oprócz tego potencyał V przewodnika, 
znamy też pierwszy wyraz, stały; jeżeli zaś dany jest ładunek cał
kowity przewodnika, powiedzmy Q, natenczas możemy stąd obli

czyć V bardzo łatwo. Mamy bowiem Q — j  rtdo; ponieważ zaś, we

dług (300), j P„da =  o dla n =  1, 2,..., przeto według (309) 

będzie

pTi
(310f) Q =  4itIvF— ,

a
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(310)

Wzór ten wyraża treść znanego twierdzenia: potencyai przewodni
ka kulistego równ? się sumie potencjału ładunku zewnętrzne
go (e) w środku kuli i poteneyalu, który posiadałby przewodnik 
dzięki własnemu tylko ładunkowi swemu (Q). Twierdzenie to za
chodzi toż zresztą, jeżeli zamiast punktu elektrycznego mamy ła
dunki dowolnie rozmieszczone w dielektryku.

Zadanie w tym wypadku ogólniejszym rozwiązuje się przez 
superpozycyę rozwiązali podobnych do powyższego dla poszczegól
nych punktów elektrycznych czyli ładunków elementarnych. Biegu
ny tunkeyj strefowych w rozwinięciach w, 'f, a więc też i rj będą 
w tym wypadku w ogóle różne dla różnych punktów elektrycznych, 
tak iż ostatecznie po zesumowaniu wszystkich wyrazów otrzymamy 
szeregi zawierające ogólniejszo funkcye Laplace’a Fn, nie zaś stre
fowe P„. Innemi słowy, zadanie będzie rozwiązane, skoro tylko 
rozwiniemy potencyai danego układu ładunków w dielektryku w sze

reg /  ,unYn. Dalsze rozumowanie będzie bowiem zupełnie podo

bno do powyższego. Jedynie tylko w tych wypadkach, w których 
<>w układ ładunków jest symetryczny naokoło jednej ze średnic 
przewodnika kulistego, funkcye Laplace'a staną się strefowemi.

Wracając do (309), zauważmy, że wzór ten można napisać, 
według (310):

wyraz pierwszy, stały, odpowiada jednostajnemu rozmieszczeniu 
własnego ładunku przewodnika, na całej jego powierzchni kr.II1', 
suma pozostałych wyrazów daje gęstość ładunku ..wzbudzonego“ 
dzięki obecności punktu elektrycznego e. Owo rozmieszczenie jedno
stajne superponuje się poprostu z tom rozmieszczeniem wzbudzo- 
nem, dość zawiłem.

Ponieważ tedy obecność własnego ładunku przewodnika nie 
sprawia żadnych trudności, możemy założyć, że Q — o.

Otrzymamy tedy dla rozmieszczenia ładunku, odtąd już całko
wicie wzbudzonego

_ 2 ( 2 « + i )  ( ^ ) n+l />„ I (309')

CO

4>"+ , p -
(309a)
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Ponieważ a <  B, szereg ten jest zbieżny, a zbieżność jego 
jest tem szybsza, im większa jest odległość punktu elektrycznego 
(a) w porównaniu z promieniem kuli. Dla a =  10/? mielibyśmy

np. ^  =  3.10“2Px-[-5.10—13P2+7.10"4P3+...; ponieważ zaś |Pn|< l, 

przeto wyraz czwarty np. będzie już mniejszy niż 10-4, i tak da
lej. Ponieważ max.Pn =  1 i zachodzi dla 0 — o, t. j. w punkcie
B, w którym prosta OA przecina kulę, przeto gęstość wzbudzona 
będzie w tym punkcie największa, a wartość jej będzie dana przez

co

(311) ^  = — ^ ^ 2 ( 2 «  + 1 )  =

ładunek wzbudzony w okolicy bieguna będzie więc miał znak prze
ciwny względem ładunku e punktu elektrycznego; w okolicy bieguna- 
przeciwłegłego (t.j. 0=ic) będziemy mieli ładunek jednoimienny z ładun
kiem e,—jak wiadomo z wykładów elementarnych. Zbadanie „linii obo
jętnej“, t. j. równoleżnika, na którym tj równa się zeru. pozosta
wiam czytelnikowi.

§ 90. Metoda obrazów elektrycznych. — Rachunek przepro
wadzony w § 89 miał na celu ilust.raeyę metody funkcyj kulistych
i konkretnych sposobów jej stosowania; wróćmy teraz do rozważa
nego tam zagadnienia w innym celu.

Według (304) poteneyał (całkowity) dla punktów leżących na- 
zewnątrz przewodnika kulistego jest

4it

gdzie pierwszy wyraz jest potencyałem „wytworzonym“ przez sarn 
punkt elektryczny, zaś coz potencyałem zawdzięczanym ładunkowi 
rozmieszczonemu na przewodniku, a mianowicie dla punktów ze
wnętrznych.

Dla mz mieliśmy wzór (308), który możemy napisać

c o

Vłi9\ — R V  e  R  V  a>" D(313) 102 - /  i . » I  n •
r 4jt a J rn+*

kładąc mianowicie dla skrócenia;

a '  =  R s / a .

Otóż, wzorując się na § 89, przekonamy się łatwo, że

S  rn+i P" — (a‘‘J —  2r«' cos 8 -j- r2)~̂  ;

O
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jeżeli więc obierzemy na osi OA punkt A' w odległości a' od śro
dka kuli (Fig. 40) i oznaczymy przez s' odległość dowolnego pun

ktu zewnętrznego p od punktu A', otrzymamy \  =  l/s', a więc 

zamiast (313)

w __ R V ____ i eR j _

r 4x a ’ s'

czyli wreszcie

RV  | e '  i  . R
»h = --------h i -------r -  Sdzl° e — --------- e■ (314)r 1 4rc s' a

Jeżeli kula R  jest połączona z ziemią, czyli V =  o, pierwszy 
wyraz odpada; podstawiając więc wz w (312), otrzymuje się:

(315>

Potencyał, a więc też pole elektryczne nazeiunątrz przewodnika ku
listego jest takie, jak gdyby oprócz punktu rzeczywistego A (o ła
dunku e) znajdował się w punkcie A' ładunek e', i jak gdyby nie 
było wcale przewodnika; innemi słowy: punkt elektryczny A' jest 
pod względem działania nazeiunątrz kuli zupełnie równoważny ła
dunkowi rozmieszczonemu na jej powierzchni.

Równoważność tę spostrzegł Sir William lhomson (Lord 
Kelvin), (1848); oparł on na niej potężną metodę „obrazów 
elektrycznych“, którą rozwinęli następnie Helmholtz, Maxwell i inni, 
a która przy niewielkiej modyfikacji znajduje też liczne zastosowa
nia w teoryi ruchu cieczy nieściśliwej.

Punkt A' nazywa się mianowicie obrazem elektrycznym pun
ktu A, względem kuli R ,—nazwa oparta oczywiście na analogii 
obrazu optycznego, wirtualnego. Obraz elektryczny, jak widzieli
śmy, leży z oryginałem na jednej średnicy kuli, a położenie jego
i ładunek są wyznaczone przez

aa’ =  R\ czyi i OA.OA' =  R-, (316)

(317)

ładunki oryginału i obrazu są więc zawsze różnoimienne.
Można się też przekonać, za pomocą elementarnej konstrukcji* 

geometrycznej, że dwa takie ładunki skoncentrowane w wymienio
nych punktach dają potencyał stały, a mianowicie równy zeru, na 
powierzchni kuli R, innemi słowy, że e/s + e'¡s' =  o jest równa
niem tej właśnie kuli, skoro tylko zachodzą stosunki (316), (317).
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Z konstrukcji, tej wynika też bezpośrednio własność odwrotna, a mia
nowicie; jeżeli A! o ładunku e' jest punktem elektrycznym rzeczy
wistym znajdującym się wewnątrz powłoki kulistej R, połączonej 
z ziemią, natenczas punkt zewnętrzny A o ładunku e — — ae'/R 
jest jego obrazem elektrycznym, t. j. zastępuje zupełnie ładunek 
rozmieszczony na wewnętrznej stronie tej powłoki, lecz jedynie
o tyle, o ile chodzi o pole elektryczne zawarte wewnątrz kuli. Po
dobnie też, w poprzednim wypadku, obraz A' punktu A był równo
ważny ładunkowi powierzchniowemu jedynie tylko pod względem 
„działania nazewnątrz kuli“, t. j. dawał <oz, lecz bynajmniej nie ww. 
Rola więc obrazu elektrycznego ogranicza się do tej z dwóch dzie
dzin, w której się on nie znajduje, a to właśnie przypomina naj
bardziej rolę obrazów optycznych wirtualnych.

Jeżeli poteneyał kuli jest różny od zera, mamy jeszcze dla 
<p, pewien wyraz dodatkowy, a mianowicie według (314)

RV
t

r

a więc taki, jak gdyby we środku kuli O znajdował się ładunek 
4:t RV. Całkowity ładunek rozmieszczony na kuli będzie Q—e'-\-^RV, 
a więc według (317), Q — ^r.RV — eRja, jak w (310').

Jeżeli kula przewodząca staje się płaszczyzną nieograniczoną.
- oo), obraz punktu elektrycznego umieszczonego po jednej 

stronie, znajdować się będzie po drugiej stronie, na tej samej nor
malnej i w tej samej odległości od płaszczyzny, zupełnie jak obraz 
w zwiereiedle piaskiem; ładunki zaś obrazu i oryginału będą rów
ne co do wielkości i różnoimienne. Istotnie, powierzchnią sta
łego poteneyału zero jest, dla takiej pary punktów .elektrycznych, 
płaszczyzna przechodząca przez środek łączącej je prostej i normal
na do niej.

Jeżeli nazewnątrz (lub wewnątrz) kuli R  mamy zamiast je
dynego punktu elektrycznego kilka takich punktów lub ogólniej da
ny układ ładunków o dowolnem rozmieszczeniu trwałem, naten
czas każdemu punktowi lub elementowi tego układu odpo
wiada wewnątrz (względnie zewnątrz) kuli zupełnie określony 
obraz elektryczny; całemu układowi ładunków odpowiada więc pe
wien obraz elektryczny; oznaczając przez r, de; r', de' odległość od 
środka kuli i ładunek dowolnego elementu di oryginału, względnie 
elementu rh’, który jest jego obrazem, mamy

(318) rr' =  R-, de' = -- — de =  •— ~  de.
r R

Wszelkie więc zadania elektrostatyczne, dotyczące przewodnika kuli
stego av obecności danych ładunków w dielektryku (nazewnątrz kuli
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lub wewnątrz powłoki kulistej przewodzącej) można uważać jako 
rozwiązane.

Metoda obrazów elektrycznych daje się też znakomicie zasto
sować do dwóch kul lub płaszczyzn (a nawet trzech i czterech), 
szczególniej, gdy powierzchnio te przecinają się pod kątem n/n', 
gdzie n jest jakąkolwiek liczbą całkowitą skończoną; w tym bo
wiem wypadku liczba obrazów danego punktu elektrycznego jest 
skończona, a mianowicie równa 2n — 1. tak iż rachunki lub odpo 
wiednie konstrukeye dają się' łatwo uskutecznić. W innych wy 
padkaeh, a więc też np. dla dwóch płaszczyzn równoległych lub 
dwóch kul nie przecinających się wzajemnie, dany punkt elektry
czny posiada nieskończenie wiele obrazów, tak iż w odpowiednich 
rachunkach otrzymujemy szeregi nieskończone, o mniejszym lub 
większym stopniu zbieżności, zależnie od warunków zadania; lecz
i wówczas nawet metoda obrazów elektrycznych jest nader użyte
czną, szczególniej gdy chodzi o wartości przybliżone.

Nie odpowiadałoby to celom niniejszej książki (mającej zapo
znać czytelnika możliwie tylko z głównemi rysami teoryi elektro
magnetyzmu), gdybyśmy chcieli wniknąć tti w szczegóły togo ze 
wszech miar pięknego i pouczającego przedmiotu. Odsyłam przeto 
czytelnika do Rozdziału XI cytowanego dzieła Maxwella, w którym 
znajdzie systematyczny i mnóstwem przykładów ilustrowany wy
kład ,,Teoryi obrazów i inwersyi elektrycznej7'.

Zanim jednak porzucimy temat łunkcyj kulistych, z których 
zrodziła się metoda obrazów elektrycznych, dobrze będzie rozważyć, 
w następnym § jeszcze jeden prosty przykład ich zastosowania.

§ 91. Przewodnik kulisty w polu jednostajnem. — Wyobraź
my sobie, że przewodnik taki, o promieniu R. wprowadzono do pola 
elektrycznego, które pierwotnie było jednostajne, o natężeniu 6; 
a więc, w języku fizycznym, do pola zawartego między okładkami 
kondesatora płaskiego, których odległości od środka kuli są bardzo 
wielkie w porównaniu z jej promieniem. Po wprowadzeniu prze
wodnika, pole to przybierze, po krótkim bardzo czasie, nowy stan 
równowagi, który mamy znaleść.

Połóżmy oś z przez środek kuli O w kierunku linij siły pier
wotnego pola jednostajnego; r, 0 niechaj będą spółrzędne bieguno
we dowolnego punktu, jak wyżej. W nieobecności przewodnika 
mielibyśmy, z pominięciem obojętnej zupełnie stałej dodatkowej: 
!f =  — &z =  — (Sr cos 0; aby więc uwzględnić obecność kuli prze
wodzącej, połóżmy znowu, jak w § 89:

® =  w — St cos 0. (a)

.Jeżeli V jest potencyałem kuli, mamy dla punktów wewnętrznych 
m,v — (Sr cos 8 =  V —  const., t. j.
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<ow = 4 ' +  grcosO =*RV.Q  +

w tym wypadku o>w jest już samo przez się rozwinięte w szereg 
Według potęg r (a mianowicie r°, r1); mamy więc bezpośrednio we
dług (295), dla punktów zeimętrznych

r r-

zaś według (296), dla gęstości ładunku na powierzchni kuli (kła
dąc znowu K  — 1):

( 3 18 )  7] == - ^ - P 0 +  3 ® P t =  - £ - + [  3@fiO.9fi.

Potencyał ostateczny, t. j. zmieniony dzięki obecności kuli, bę
dzie według (a)

R V R 3 — r ‘
(319) <pz' — --- j- © ----5— cos 0 .

r r2

dla dowolnego punktu zewnętrznego. Wewnątrz kuli będzie 
«p =  ipw =  V — const.. skoro założymy, oczywiście, że w ewcu- 
tualnem wydrążeniu kuli niema żadnych ładunków.

Oznaczając przez Er, składowe siły elektrycznej: radyal-

ną, względnie styczną do koła południkowego, w dowolnym pun
kcie, otrzymamy z (319)

(320)

Ponieważ j l\da =  o. przeto całkowity ładunek kuli będzie, we

dług (318) '

q  =  4-/?r.

Jeżeli kula i pierwotnie nie była naelektryzowana, mamy też po 
wprowadzeniu jej do pola 0 — <>• a więc V =  o (dzięki temu, że 
odrzuciliśmy na samym początku dowolną stalą dodatkową), tak iż 
będzie

(31 Sa) rj =  36 cos 6;
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tuż przy biegunach kuli rurki elektryczne doznają więc zagęszcze
nia W stosunku 3:1; jedna półkula posiada ładdnek dodatni, druga 
ujemny; linią obojętną jest równik. Według (319) potencynł będzie

=  ; (319a)

pierwszy wyraz odpowiada pierwotnemu polu jednostajnemu; wyraz 
dodatkowy, który zawdzięczamy obecności kuli, można napisać

— 1  ; 
oz r

odpowiada więc on podwójnemu punktowi elektrycznemu (porówn. 
str. 73) o osi zy umieszczonemu w środku kuli: moment tego punktu 
podwójnego będzie 4^7?3(5, t. j. równy potrójnej objętości kuli po
mnożonej przez na-
tężonie pierwotnego _
pola jednostajnego; 
punkt ten podwójny 
można uważać jako 
obraz elektryczny 
dwóch płaskich je
dnostajnie naelektry- 
zowanych okładek 
kondensatora, ogra
niczających polo je
dnostajne i bardzo odległych od kuli.' w porównaniu z jej promie- 
miem. Istotnie, według wzoru rr' =  R'J (318). obrazem każdej 
z tych płaszczyzn jest środek kuli O, a raczej bardzo mała kulka 
przechodząca przez O i mająca swój środek na osi z (porówn. 
Fig. 41); jedna z tych kulek idealnych jest naelektryzowana uje
mnie, druga dodatnio; ów „punkt podwójny“ jest granicą, do któ
rej zdąża ta para kulek, w miarę gdy odległości płaszczyzn od 
przewodnika kulistego rosną coraz bardziej w stosunku do jego pro
mienia R.

§ 92. Dziedziny „dwuwymiarowe". — Jeżeli siła elektryczna 
jest w każdym punkcie równoległa do danej płaszczyzny, którą mo
żemy obrać jako płaszczyznę x, y, i jeżeli kierunek jej i natężenie, 
zależą jedynie od x, y. nie zaś od z. natenczas mamy tak zwane 
zagadnienie „dwuwymiarowe“ czyli zagadnienie „w dziedzinie dwu
wymiarowej“. Pole takie daje się urzeczywistnić, jeżeli wszystkie 
przewodniki są bardzo, dłngiemi walcami o tworzącej, równoległej 
do osi z, jeżeli wzajemne ich odległości są stosunkowo małe i je
żeli wreszcie ograniczymy się do rozważania punktów niezbyt bli-
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iskich krawędzi przewodników. (Porówn. § 81, w którym mieliśmy 
najprostszy wypadek szczególny takiego pola.)

Potencyał zależy w tym wypadku jedynie od x, >J, tak iż rów
nanie Laplace’a redukuje się do

t. j. do podstawowego równania teoryi 1‘unkcyj zmiennej zespolonej. 
Najogólniejszą jego całką jest tp =  f(x+ iy) -f !/(x— iy), gdzie /'. y 
są dowolnemi funkcyami swych argumentów.

Oznaczając przez E v E., składowe siły elektrycznej wzdłuż, 
osi x, y (składowa wzdłuż osi z znika, według założenia), mamy

(322)

warunek solenoidalności div E =  o, równoważny z równaniem (321), 
przybiera kształt

dE. . dE,

i x + w = °-

tak iż E,,dx— Ejdy jest różniczką zupełną, powiedzmy

(323) E./lx — E^ly =  dĄ,

gdzie jest 1'unkcyą położenia punktu w płaszczyznie x, y. Dla 
iji =  const. mamy

E {: E., — dx: dy,

linie =  const. są więc Uniami siły elektrycznej.

W hydrokinematyee linie — const. byłyby strugami czyli 
liniami prądu (skoro przez rozumielibyśmy potencyał prędkości, 
dla cieczy nieściśliwej); stąd też ó nazywa się fuńkeyą prądową * 
(Earnshaw'a).

Według (322) i (323) funkcya ta jest związana z potenoyałem 
przez równania

(3 94) e  =  _  h . =  _  i l  E  =  -  - 4  =
V ’ 1 dx dy ' - "  dy dx ’

* Jeżeli tai spolszczyć można termin angielski „cwrenr fnn-
ctiou“.
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które stanowią, jak wiadomo, warunek niezbędny i wystarczający, 
aby wyraz

C =  i  + ty (325)

był funkcyą argumentu zespolonego z — x-\-iy. (To „z“ oczywi
ście nie ma nic wspólnego z równobrzmjącą nazwą ti'zeciej spółrzę- 
dnej kartezyańskiej.)

Według (324) jest ~  ~  =  o; sprawdza się prze-
ox dx 1 dy dy

to, że linie stałego potencyału są normalne do linij siły. Linio te, 
czyli—jak je krótko nazwać możemy—linie <p i linie ty stanowią 
sieć ortogonalną na płaszczyznie z; linie te, a raczej powierzchnie 
walcowe, których są śladami, odpowiadają powierzchniom u, ?; 
§-fu 82; powierzchnie w są w tym wypadku płaszczyznami równo- 
ległeini do płaszczyzny x, y.

d"ty <H
Dla <j», podobnie jak dla <p, mamy-—  o ", a więc toż

d%_ ł)K _ 

dlx ' dy2 °‘

■Jeżeli położymy C =  f{z), t. j. =  dowolnej funkcyi zmiennej 
zespolonej z, natenczas część rzeczywista tej funkcyi da nam po- 
tencyał, część urojona (po odrzuceniu i)—odpowiednią 1'unkcyę prą
dową. a więc wszystkie linie siły. (Można też zresztą ^ uważać 
jako poteneyał, wówczas—(f będzie odpowiednią funkcyą prądową.)

Wszelkie więc zagadnienia rozważanego tu rodzaju przybierają 
następujący charakter:

Chodzi o znalezienie C jako takiej funkcyi zmiennej zespolo
nej z, której część rzeczywista (lub urojona) przybiera wartość stałą 
na pewriych liniach danych, stanowiących ślady przewodników wal
cowych; funkcyą ta poza tem ma być ciągła i skończona wraz ze 
swemi pochodnemi, z wyjątkiem ewentualnych punktów osobliwych, 
i, zachowywać się w pewien sposób w „nieskończoności“, o ile pole 
jest nazewnątrz nieograniczone, a mianowicie tak, aby całka wyra
zu 'fJE wzięta wzdłuż koła o rosnącym bezgranicznie promieniu dą
żyła do zera.

Ostatecznie chodzi więc o to, co matematycy nazywają odwzo
rowaniem podobnem (w najmniejszych częściach) płaszczyzny z na 
płaszczyznę C.

* Oczywiście tam tylko, gdzie niema ładunków, jak to milcząco 
zakładamy; w tych zresztą miejscach, gdzie div E =4= o, wyraz iUdx — E.jhj 
nie jest różniczką zupełną, a więc funkcyą prądowa nie istnieje; ładunki 
są więc dla funkcyi prądowej tern, czem są wiry dla potencyału.
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Co do przykładów, znajdzie czytelnik cały ich szereg w Rozdz. 
XII El. and Mgtit. Maxwella dalej w każdem dziele poświęconem 
hydrodynamice, jak np. Basset ’a (Cambridge, 1888, w Wykładzie 
XXI klasycznej „Mechaniki“ Kirchhoffa, wreszcie w licznych rozpra
wach o charakterze czysto matematycznym. Przekład dotyczących 
wyników na język elektrostatyki nie sprawi czytelnikowi żadnych 
trudności.

§ 93. Pola osiowo symetryczne. — Niechaj oś symetryi pola 
elektrycznego będzie osią (z) spółrzędnych cylindrycznych; z. p, e 
niechaj mają takie same znaczenia jak w § 86. Linie siły elektry
cznej będą leżały w płaszczyznach południkowych, t. j. w płaszczy
znach przechodzących przez oś; potencyał rf będzie zależał tylko od 
z, p, tak iż według (384) będzie

(326) -  ~r (P ^ f )-' o s r  p dp dp

Oznaczając przez Et,E  składowe siły elektrycznej wzdłuż osi i pro

stopadle do niej, otrzymamy według (257) i (254):

J = -  A  E„ =  -  i
dz P dp

i wyraz równoważny ze wzorem (326):

W punktach pozbawionych ładunku będzie przeto

(ĄErflz — Ezdp| różniczką zupełną, powiedzmy =  e||,

gdzie <!> zależy jodynie od p, z. Równaniem lin ii siły elektrycznej 
będzie więc znowu <Ji =  const., aczkolwiek tym razem funkeya Ą ma 
inne nieco własności, niż w § 92. a mianowicie daje

E  — J _  , E  =  —  — — .
P p Oz' 7 p dp ’

Dla odróżnienia od tamtej nazywa się funkcyę tę, szczególniej w hy
drodynamice, funkcyą prądową Stolces’a.

Zamiast spółrzędnych p, z można zresztą łatwo wprowadzić 
spółrzędne biegunowe lub eliptyczne, lub też inne jakiekolwiek krzy
woliniowe, ortogonalne, według wzorów ogólnych §-fu 82, stosownie 
dp danego kształtu przewodników, które oczywiście muszą być bry
łami obrotowemi spółosiowemi. W §-fie 91 mieliśmy prosty bardza
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przypadek szczególny pola osiowo symetrycznego; znalezienie od- 
powiedniej funkcyi Stokes’a i wykreślenie linij elektrycznych 
<ji =  const. pozostawiam czytelnikowi.

Z omówionych tu własności pól osiowo symetrycznych skorzy
stamy dopiero znacznie później, przy rozważaniu drgań elektroma
gnetycznych.

§ 94. Przejdźmy teraz do zagadnień elektrostatycznych inne
go nieco rodzaju, aby jednak zająć się niemi również tylko w ogól
nych zarysach. Założymy tym razem nieobecność jakichkolwiek prze
wodników.

Niechaj będzie dane pole elektrostatyczne E„ w dielektryku 
izotropowym i jednorodnym, o spółczynniku K. Do' środowiska te
go wprowadzamy bryłę dielektryczną, nienadeldryzowaną, również 
izotropową i jednorodną, posiadającą spółczynnik K ' różny od K. 
Wówczas polo elektryczne dozna pewnego zaburzenia i, po krótkim 
już bardzo czasie, przybierze nowy stan równowagi. Chodzi o zna
lezienie tego pola odkształconego dzięki wprowadzeniu bryły, t. j.
o wyznaczenie wektora E dla każdego punktu środowiska oraz dla 
wnętrza samej bryły.

Zagadnienia tego rodzaju przedstawiają trudności matematy
czne również wielkie, jeżeli nie większe, niż problematy „rozmiesz
czenia“, omówione poprzednio. Istotnie też zdołano je rozwiązać 
w kilku jedynie wypadkach szczególnych.

Podobnie jak w tamtych zagadnieniach można i tu uważać
pole ostateczne E jako superpozycyę pola pierwotnego i pola odpo
wiadającego ładunkowi pozornemu „wzbudzonemu“ na powierzchni 
bryły dielektrycznej, — a stanowi to jądro metody Poissona, stoso
wanej do analogicznych zupełnie problematów magnetycznych.

Połóżmy tedy

E =  E0 +  X =  —  V<p0 — V ». (327)

gdzie wektor X wyraża owo pole dodatkowe, nieznane, w jego po-
tencyał skalarny, zaś <p0 potencyał (dany) pola pierwotnego.

Niechaj dx' będzie elementem objętości bryły dielektrycznej, 
c> jej powierzchnią, v normalną zwróconą nazewnątrz; wielkości do
tyczące wnętrza bryły zaopatrzymy w akcenty, o ile to będzie nie
zbędne.

Zakładamy, że pole pierwotne jest solenoidalne w tej miano
wicie dziedzinie, do której wprowadzono bryłę, t. j. że

div E'0 — o, (E„ —  Eu')v =  o. (328)



—  302 —

Wówczas będzie div X =  o w całej przestrzeni i sam wektor X bę
dzie ciągłym wszędzie z wyjątkiem powierzchni o. Ładunek pra
wdziwy (wewnętrzny i powierzchniowy) bryły, pierwotnie nienaele- 
ktryzowanej, nadal też, t. j. po wprowadzeniu jej do pola. równa 
się zeru. Dla punktów powierzchni o będzie przeto

o =  v(XE — K' E') =  v(A'E0 — K'E'„ +  7vX — A'X') 

czyli, według (328):

Ładunek powierzchniowy pozorny będzie natomiast różny od ze-

Tj' =  (E —  E')v czyli, ze względu na (328). r{ =  (X —  X')v. otrzy
mamy według (a)

Ponieważ jest to jedyny ładunek pola dodatkowego X, przeto dla 
potencyału tego pola. t. j. dla „potencyału dodatkowego“ o> otrzy
mamy

gdzie r jest odległością dowolnego punktu (zewnętrznego lub we
wnętrznego) od elementu powierzchni dn. Podstawmy tu za tj' wy-

gdzie całka obejmuje wnętrze bryły dielektrycznej; jeżeli x', y\ z' 
są spółrzędnemi dowolnego jej elementu dr1, zaś x, y. z spółrzę- 
dneini punktu, w którym panuje potencyał dodatkowy u>, mamy 
r® =  (x—x'Y -(- (y—y 'f  -}- (z—z')2 i operator Hamiltona V ' doty-

We wzorze tym E' =  £ '0 -f- X' nie jest znane, tak iż w na
dal pozostaje niewiadomą zagadnienia. Ta jednak postać potencyału 
dodatkowego nadaje się w pewnych wypadkach do istotnego obli
czenia jego wartości, jak to niebawem na znanym przykładzie zo
baczymy.

Godną uwagi, chociażby tylko ze względów historycznych, jest 
następująca interpretacya elementów powyższej całki. Oznaczają^

(») (KX — 7v'X')v + (K— K’) E0'v =  o.

ra; oznaczając gęstość jego, jak zwykle, przez rj', t. j. kładąc

(b)

(329)
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przez ds' element długości w kierunku E' i biorąc jako element 
objętości część rurki elektrycznej o przekroju ch' i długości M , 
mamy

Możemy przeto zdać sprawę z potencyału w, a więc też z pola do
datkowego X. twierdząc, że bryła dielektryczna jest „spolaryzowa
na“, t. j. że wzdłuż rurek siły mamy łańcuchy cząstek ih', z któ
rych każda posiada na jednym swym końcu czyli „biegunie“ ladu-

na drugim zaś końcu czyli biegunie ładunek równy i wprost prze
ciwny. W każdym łańcuchu mamy naprzemian bieguny ujemne i do
datnie, przyczem biegun dodatni jednego elementu styka się z bie
gunem ujemnym następnego, tak iż wszystkie owe ładunki ..znoszą 
się wzajemnie“ wewnątrz bryły, a pozostają tylko ładunki, i to 
w naszym wypadku pozorne, na powierzchni bryty. Ładunki czą
stek wewnętrznych są więc ostatecznie fikcyami matematycznemi, 
skoro tylko zechcemy uważać samą bryłę dielektryczną jako prze
strzennie ciągłą. Były ono czemś więcej niż fikcyą w teoryach mo
lekularnych, o których tu jednak mówić nie zamierzamy. W histo- 
ryi nauki omówione tu stosunki odegrały szczególnie ważną rolę 
w zastosowaniu do zjawisk magnetycznych: zamiast K  mamy wów
czas przenikliwość magnetyczną ¡j.. zamiast E  siłę magnetyczną M, 
zamiast cząstek biegunowo naelektryzowanych—magnesy elementar
ne. O analogiach zresztą i różnicach między Elektro- a Magneto- 
statyką w dalszym ciągu będzie mowa.

§ 95. Elipsoid dielektryczny w polu (E0) jednostajnem. —

Niechaj pole pierwotne będzie jednostajne, t. j.

gdzie © jest stałym skalarem wyrażającym natężenie tego pola, 
zaś a wektorem jednostkowym wskazującym kierunek linij siły, 
u więc również stałym. Potencyał f 0 będzie w tym wypadku fun- 
kcyą liniową długości mierzonej w kierunku a.

Otóż, aby otrzymać możliwie najprostsze stosunki, załóżmy, 
że pole dodatkowe jest loeumątrz bryły dielektrycznej rótmiei je
dnostajne, t. j.

( E ' v ' ) ( ^  = ą ~ ( M ) d s ' , d * ' .

E„ =  @a , (330)

X' =  X'x (331)
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gilzie X ' jest stałym skalarein, zaś x stałym wektorem jednostko
wym, o kierunku, który mamy dopiero znaleść.

Założenie to możliwe jest tylko przy peimym kształcie bryły 
dielektrycznej z'; natychmiast zobaczymy, przy jakim mianowicie.

Istotnie, skoro pole pierwotne i pole dodatkowe wewnątrz bry
ły mają być jednostajne, pole wypadkowe

również będzie jednostajne wewnątrz z'. Otrzymamy przeto we
dług (329), uwzględniając, że ( E 'V ') V r  —  —  (E 'V )V f ' i  i pisząc dla 
. . .  K ’—K

jest więc poteneyalem ładunku ó gęstości jednostajnej = 1 . wy
pełniającego całą objętość bryły.

Lecz wektor X' ma być stały, t. j. potencyał jego w ma być 
iunkcyą liniową spółrzędnych x, y, z; według (333) musi więc być 
MT funlccyą kwadratową zmiennych x, y, z wewnątrz bryły t\ Bry
ła ta musi więc mieć postać elipso idu. '*

Kładąc osie spółrzędnych x, y, z wzdłuż osi głównych eli- 
psoidu dielektrycznego, mamy dla punktów wewnętrznych

* Porówn. jakiekolwiek dzieło specyalne o teoryi potencyału newto
nowskiego lub też Mechanikę Kirchhoffa, Wykład XVIII. W rozumowa
niach tego §-fu wzorowałem się na przepysznem dziele Emila Cohna■ Bas 
deJctromagnełische Feld. Lipsk, 1900. Cohn posługuje się zresztą językiem 
kartezyańskini

(332) E' =  @a + Ar'x

skrócenia
K

(333)

gdzie

— 7-E'W ,

(334)

(335') iy< =  ■ Oz1),

zaś dla punktów zewnętrznych

(335) W =  N  — \-By2 Cz'1),

/» -j

(336') N> -  i abc I A ' =  J abc j
(a?-tu) F(u) ’ 11- d'

O O
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(a-Ą-u) F(u)
i t. d., (336)

U U

F{u)— V (a2-]-'«) (b2+u) (c2-|-m) ,

dolna granica u całek (336) jest pierwiastkiem dodatnim równania

a więc pierwszą spółrzędną eliptyczni} oznaczoną tak samo w § 83; 
a, b, b są pólosiami elipsoidu dielektrycznego, którego powierzchni 
odpowiada więc wartość u ~  o.

Spókzynniki N, A ,... nazewnątrz bryły są tedy w ogóle zmien
no, a przybierają wartości stałe jedynie na elipsoidach spółognisko- 
wyeh u — const.

Spółczynniki wewnętrzne N '. A' i t. d. są natomiast stale
i zależą tylko od stosunków osj a, b, c. Jeżeli a >  b >  c, naten
czas jest

Ze względu na stałość spółczynników N', A' i t. d. otrzyma
my tedy, oznaczając składowe siły E' wzdłuż osi przez E t', E 2', E.J, 
według (333) i (335'):

w' =  '¡(A'Et'x +  B E Jy  +  C E ,1 z),

Wzór ten wyznacza pole ostateczne wewnętrzne w zależności od pola 
pierwotnego (którego składowe oznaczyliśmy przez @j, @2, 63), od 
stałej i  a więc od stosunku spółczynników K ':K  i wreszcie od 
A ',B ',C , t. j. od postaci elipsoidu dielektrycznego. Ze wzoru te
go widzimy, że kierunek linij elektrycznych prostych wewnątrz eli
psoidu jest w ogóle różny od kierunku linij w polu pierwotnem, 
chyba że elipsoid staje się kulą. Dla dowolnego elipsoidu kierunki 
te są identyczne wówczas tylko, gdy linie pola pierwotnego są rów
noległe do jednej z osi główiiyeh.

Elektryczność i Magnetyzm. 20

o <  A' <  ł?  <  G  <  1. (337)

stąd zaś A'E^, a więc według (332)
occ

E j!  =  ©! — 'iA'EJ, i t. d,

t. j.

(338)
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(Dla K' =  K, czyli dla y =  o, mamy E' == i©1+j©2-l- k®s =  Eo> 
jak być powinno; wówczas oczywiście <» =  o.)

Co do pola zewnętrznego, odkształconego dzięki obecności eli- 
psoidu, mamy według (313) i (338):

« « «  _  r ®. i a y -. ®-i 9 y .
(  ̂ *® ! 1 f-M' ' dx~r~ J+.Ti? . dy +  dz ’

skąd możemy obliczyć E =  E0 -j- X =  E0 — V w, skoro podstawimy 
U'* według (335) i (336). Ponieważ N, A i t. d. są zmienne w prze
strzeni, linie elektryczne nazewnątrz elipsoid u będą w ogóle Tcrzy- 
we, natężenie zaś pola będzie różne w różnych punktach; tylko 
w odległościach bardzo wielkich w Stosunku do rozmiarów bryły 
dielektrycznej pole zachowa w przybliżeniu swój pierwotny chara
kter jednostajny.

Dla K ' : K — oo mamy 7 =  0 0 , a więc według (338) E  — o: 
pole wewnętrzne znika; bryła o spółezynniku dielektrycznym bardzo 
wielkim w porównaniu ze spółczynnikiem środowiska zachowuje się 
więc jak przewodnik: dla pola zewnętrznego będzie wówczas we
dług (339)

(3f9a)
©! g2 W  ©, <W

A' dx ' B' dy C' dz

gdzie W jest wciąż jeszcze =  I -- . Wzór ten daje więc po-
J  4 w

teneyał dodatkowy dla przewodnika elipsoidalnego wprowadzonego 
do pola pierwotnie jednostajnego.

Aby obliczyć działanie mechaniczne pola na elipsoid dielektry
czny, zostawmy energię U pola ostatecznego z energią U0 pola 
pierwotnego. Praca mechaniczna przy dowolnem przesunięciu bryły 
tej będzie oTF= — SU, skoro tylko wszelkie ładunki pola pozostaną 
niezmienne. Gdyby było K' =  K, mielibyśmy U — U0 i energia U0 
nie doznałaby, na skutek przesunięcia bryły żadnej zmiany; założy
liśmy bowiem, że bryła ta jest nienaelektryzowana, a gdy posiada
łaby jeszcze ten sam spółczynnik co środowisko, przesuwanie jej 
w przestrzeni w niczem w ogóle nie zmieniłoby pola. Możemy prze
to napisać

- (340) 8 W  =  — S( £7— UQ).

Otóż, różnica tych energij daje się, przy pomocy wzoru (338), w do
godnej wyrazić postaci.

Istotnie, mamy U =  U0 =  i'f0eQ, gdzie sumy (lub

całki) obejmują wszystkie ładunki; lecz dzięki temu, że bryła miała
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być nienaelektryzowana, ładunki ostateczne są identyczne z pierwo- 
tnemi; możemy więc napisać

0dzU =  i- =  i ^ J f  divD0.dx =  — ̂  f V'f.Dudv =  j ED

i podobnie U0 — l'2 'foe =  £• f  E0Dc?t .

gdzie D jest polaryzacyą elektryczną w polu ostatecznem. D0 — 
w pierwotnem, całki zaś obejmują cala przestrzeń. Mamy więc

U — U, =  i  / (ED0 -  E0D)cZr ,

co zresztą stosuje się ogólnie do dwóch pól ¡rotacyjnych posiadają
cych te same ładunki. Lecz w naszym wypadku jest nazewnątrz 
bryły z': D0 =  XE0, D =  KE. a więc ED„ =  E0D, tak iż pozosta
je tylko całka obejmująca wnętrze bryły; ponieważ zaś tu jest 
Do =  KE0, D =  D' =  K'E', przeto mamy

U — U0 =  ł(K — K') j  E'E0dz' ;

lecz obadwa wektory pod całką są stale wewnątrz elipsoidu; ozna
czając przeto objętość jego przez t'. otrzymamy

U -  U0= = $ (K — :K y .E 0E' ,

t, j. ostatecznie, według (338) i pamiętając, że E() =

t r - o i - ł c ł - * „ T g r  +  T ^ - | - T ^ + .. (34.)

Wyraz ten nie doznaje żadnej zmiany przy przesunięciu po- 
stępowem, a zmienia się jedynie przy przesunięciu obrotowem eli
psoidu; na bryłę tę działa więc jedynie para sił, której moment 
można natychmiast obliczyć według (341). Na każdą inną bryłę 
(nienaelektryzowaną) działałaby w polu pierwotnie jednostajnem 
również tylko para sił.

Elipsoid obrotowy. — Jeżeli np. b =  c, mamy również O  —B’, 
a oznaczając przez 0 kąt zawarty między osią a i kierunkiem pier
wotnej siły elektrycznej:

=  +  (342)
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Biorąc pochodną tego wyrazu ze względu na 0, ze znakiem uje
mnym, otrzymamy odpowiednią „silę ponderomotoryczną“ 0 , t. j. 
moment pary sił starającej się zwiększyć kąt 0 :

(343) '0=4- AT©V. t-^rry- — sin 20- S^zie 7  =  — 1 -

Jeżeli a >> b, mamy, jak w (337)

B' >  A1 >  o.

Niezależnie więc od znaku 7 , t. j. niezależnie od tego czy Hi' jest 
większe czy też mniejsze od K, moment 0 jest ujemny dla 

.  <

Elipsoid obrotowy wydłużony będzie więc dążył do ustawienia 
swej osi w kierunku pierwotnego pola jednostajnego, niezależnie od 
tego, czy posiada on spółczynnik dielektryczny większy czy też 
mniejszy, niż otaczające go środowisko. To samo dotyczy więc 
przewodnika o postaci elipsoidu wydłużonego; mamy wówczas 7=  co., 
a więc według (343)

(343a) 0 = 4 # ©  V . (-gp— — -) sin i ¿0 .

Jeżeli a <  ̂b — e, mamy elipsoid obrotowy spłaszczony  ̂w tym 
wypadku jest B' <  A'. Jeżeli spłaszczenie jest bardzo znaczne,, 
mamy krążek niemal plaski; odrzucając drugą i wyższe potęgi sto- 

a
sunku -r—, mamy w tym wypadku 

b

044) * =  ';

podstawiając spólczynniki te do (342), (343), otrzyma więc czytel 
nik wzory dla krążka dielektrycznego o promieniu b i o grubość 
2 a (w środku krążka) bardzo małej w porównaniu z tym promie 
niem; kładąc zaś 7  =  co, otrzyma wzory dla przewodnika o tejże 
postaci.

Zauważmy jeszcze, że czynnik stały b K&z' w powyższych 
wzorach dla momentu 0  wyraża energię pierwotnie zawartą w tej 
części przestrzeni, którą zajmuje bryła dielektryczna, względnie 
przewodnik.

Pozostawiając czytelnikowi dyskusyę różnych wypadków szcze
gólnych jako temat do własnych ćwiczeńr rozważę tylko, w nastę
pnym paragrafie, wypadek najprostszy a =  b =  c, to jest kulę di
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elektryczną; dostarczy nam to bowiem najlepszej sposobności do 
pewnych pouczających uwag.

§ 95a. Kula dielektryczna w polu jednostajnem. — Kładąc 
a — i  — c =  R, mamy u =  r2 — R 2, F(u) =  i-3, a więc według 
(336') i (336):

N' =  ^ JS2, A' =  B ' = C '  =  i

R 3 R 3
N  =  $ ~ , A  =  B  =  C =  \±-

a więc według (335') i (335):

V' =  ł ( E » _  Jr»); 'F =  :V"-. (346)

W tym zresztą wypadku możemy najłatwiej obliczyć vl’ wprost, 
według określenia (334); istotnie, nazewnątrz kuli mamy V 2ft’ — o, 
wewnątrz zaś — — 1 . t. j. (ponieważ funkcya ta zależy oczy-

wiście tylko od r), według (286): 4r- (r2-r--)=o, ~- (r2——) =  — rz,
dr dr ar dr

a więc

\V —  p; ip =  _  f  ,-9--- !- { - § ,
r r 1

gdzie a, p, y» ^ są stałe; lecz dla r —  co ma być VL‘ =  o, a więc 
p =  o; dla r =  o ma być Uv skończone, a więc y =  o, tak iż

¥  =  Uv — — }r- -|- 8 ;

,w  dw
dla r — R  wreszcie ma bvć Mi’ =  'I?*', —— =  , a więc

dr dr

a =  i R?, S =  R\

tak iż ostatecznie U' =  \R3/r, W'== i ( J P — J?'2). jak w (346).
Skorzystajmy pomimo to z (345); podstawiając mianowicie 

A! —B  =  C' =  JL do (338) i pisząc znowu i© 1 -j-j©2-|- kSr, =  E0 ~  @a. 
otrzymamy pole wewnętrzne

E' =  T + i r  ’ gd!dc T = x  —  1* (347)

Pole ostateczne wewnątrz kuli będzie więc miało kierunek pola 
pierwotnego, lecz inne natężenie; jeżeli K' >  K. natężenie to bę
dzie mniejsze, jeżeli natomiast K ' -< Ki natężenie to będzie większe 
od pierwotnego.

(345)
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Dla pola zewnętrznego otrzymamy, według (333) i (347), po- 
tencyal dodatkowy

leez według (346) jest

Rs
■ v « r = ł ^ r

zaś E0r =  © cos 0, skoro przez 0 rozumieć będziemy kąt zawarty 
między r i liniami siły pola pierwotnego; potoncyal dodatkowy bę
dzie więc

. yS-K3 cos fi
(348) w==-^----- -— ;

3+7 r2

dodając poteneyal pola pierwotnego <p0 = — ©.? (gdzie z jest dłu
gością mierzoną w kierunku pierwotnych linij elektrycznych od śro
dka kuli), otrzymamy cały potoneyał <p — — ©£ +  w, stąd zaś osta
tecznie pole zewnętrzne E = — V<p odkształcone dzięki obecności 
kuli dielektrycznej.

Kładąc 7 =  0 0 , wracamy do poprzednio już rozważonego 
wypadku przewodnika kulistego; wówczas jest według (348)

fi 7̂
to =  ©iii3 — — == —*■, a więc istotnie jak w § 91, (319a).

Dla różnicy energij pola ostatecznego i pola pierwotnego mie
liśmy w § 95

O -  UQ =  { (K - K y .E (lE' ; 

według (347) będzie więc

ir-D * =  ł:cK_j£yT ^ r

czyli

(349) U — U — __¿2ŚT@V ^  — __2ŚJ£lzJEL-'(J/{ J) J U° ~  k + 2 R  — R + 2 K  V» >

w szczególności zaś dla przewodnika kulistego (7 =  0 0 ) :

(349a) U — U0—  — 3 ^ 3  =  -  3 U0' ,

gdzie U0' jest energią elektryczną tej części pola pierwotnego, któ
rą zajęła kula.
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Wyraz; (349) jest stały, tak iż przy dowolriem przesunięciu 
wirtualnem będzie według (340) 3TF=o.

Na kulę pierwotnie nienaelektryzowaną, dielektryczną lub prze
wodzącą, wprowadzoną do pola jednostajnego, nie działają więc ża
dne siły, t, j. ani siła wypadkowa, ani też para sit, co ze względu 
na zupełną symetryę kuli było do przewidzenia.

Jeżeli spółczynniki K  i K ' są prawic równe, tak iż •; jest 
bardzo matą liczbą, dodatnią lub ujemną, natenczas mamy

t j — lĄ  == x (K — K')dV  (350)

według (349) lub też zresztą, dla leażdeyo elipsoida, według (341). 
Wzór ten zachodzi również, w przybliżeniu, jeżeli pole pierwotno nie 
jest ściśle jednostajne, lecz doznaje nieznacznych zmian w dziedzi
nie t'; da się to łatwo urzeczywistnić, jeżeli rozmiary bryły są sto
sunkowo małe. Nn bryłę taką działa więc według (340) siła pon- 
deromotoryczna

^ { K ' —  A').V(@2) (351)

starająca się wprawić ją  w ruch postępowy, mianowicie w kierunku 
■najszybszego wzrostu natężenia pola ©, jeżeli K ' >  K , zaś w kie-, 
runku wprost przeciwnym, skoro K ' <  K; wielkość tej siły mecha
nicznej jest proporcyonalna do objętości bryły dielektrycznej, do 
różnicy spółczynników K ' —  K  i wreszcie do szybkości spadku lub 
wzrostu kwadratu natężenia pola; nie zależy natomiast zgoła od 
kierunku i postaci linij siły elektrycznej.

Pamiętajmy jednak, że wzór ten, słynny od czasów Maxwella, 
jest jedynie przybliżony, i to z dwóch względów, jak widzieliśmy 
przed chwilą. Jeżeli warunek przybliżonej jednostajności trwa na
dal, lecz spółczynniki K, K ' różnią się znacznie od siebie, naten
czas we wzorze (351) siły ponderomotorycznej należy, według (349), 
zastąpić różnicę tych spółczynników K ' —  K  przez zawilszy nieco 
wyraz:

7.'< ___  2/■
: > « ■ * , t|52)

a mianowicie dla kuli dielektrycznej, stosunkowo małej. Dla ‘prze
wodnika kulistego otrzymamy według (349a) siłę ponderomotoryczną:

3 AV(vS-). (353)

Kulka metalowa, pozbawiona własnego ładunku, dąży więc od 
miejsc mniejszego do miejsc większego natężenia pola; tak samo 
zachowują się kulki lub w ogóle małe bryłki dielektryczne o spól-
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czynniku większym niż spółczynnik środowiska. Jeżeli bryłka jest 
naelektryzowana, mamy dodatkową jeszcze siłę mechaniczną, o któ
rej wielokrotnie już była mowa.

Pole magnetostatycziie.

§ 96, Wiemy już, że warunkiem niezbędnym i wystarczają
cym dla takiego pola jest irotacyjność siły magnetycznej:

(354) curl M =  o,

przynajmniej dla wszystkich ciał lub środowisk, dla których ważno 
są równania elektromagnetyczne p .=  c. curl fil: q ==— c. curl E
lub chociażby tylko pierwsze z tych równań.

Zobaczymy niebawem, że warunek (354) nie może być speł
niony w całej przestrzeni, chyba że M  =  o wszędzie; że więc 
w pewnych jej dziedzinach, wewnątrz lub na powierzchni tak zwa
nych magnesów właściwych („trwałych“) muszą istnieć wiry magne
tyczne. Jest to koniecznym wynikiem nieistnienia „magnetyzmu 
prawdziwego“.—co stanowi najbardziej może charakterystyczną róż
nicę między stroną magnetyczną a elektryczną rozważanych w książ
ce tej zjawisk.

Zanim jednak zajmiemy się różnicami, zobaczmy, w krótkim 
przeglądzie, jakie są analogie.

W tym celu rozważmy przedewszystkiem pewną dziedzinę t 
pola magnetostatycznego, w której warunek irotacyjności jest wszę
dzie spełniony, t. j. w której niema żadnych wirów magnetycznych, 
ani przestrzennych, ani powierzchniowych.

W każdym punkcie dziedziny t siła M posiadać będzie polen- 
cyał skalarny; bez obawy o nieporozumienie możemy go znowu ozna
czyć przez <p, a więc napisać

(355) M = —  V 'f  ;
ą nazywa, się poteneyałem magnetostatycznym lub. krócej, magne
tycznym.

Gdyby dziedzina x była cykliczną, poteneyał tp mógłby być 
funkcyą wielowartościową położenia, t. j. całka siły magnetycznej 
wzdłuż obwodu zamkniętego i przebiegającego całkowicie wewnątrz 
t mogłaby być różna od zera. Jeżeli jednak dziedzina ta jest acy

kliczna, natenczas całka j  Mds znika dla każdego obwodu s zamknię

tego, przebiegającego całkowicie w tej dziedzinie; wówczas więc 
poteneyał <p jest jednowartościoiuą funkcyą położenia. Taką własność 
posiada pole zewnętrzne odpowiadające jednemu lub kilku nierucho
mym magnesom trwałym, naturalnym lub sztucznym; nazewnątrz
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tych ciał istnieje wszędzie poteneyai magnetyczny jednowartpścio- 
wy. Takie to pole magnetyczne, które może utrzymywać się nie
zmiennie „samo przez się“, czyli bez doprowadzania energii zzewnątrz, 
yr' ciągu czasu dowolnie długiego, nazywa się właściwie statycznem, 
w odróżnieniu od owych pól magnetycznych w ogóle statecznych 
(„stacyonarnych“) czyli niezmiennych w czasie, które otaczają prądy 
elektryczne w obwodach metalowych, a dla których utrzymania ko
nieczne jest ciągłe doprowadzanie energii, połączone z przekształ
caniem się jej na ciepło w substancyi samych obwodów. W polach 
niezmiennych tego rodzaju istnieje, nazewnątrz obwodów, poteneyał 
magnetyczny wielowartościowy. Otóż o polach takich w następnym 
dopiero Rozdziało będzie mowa. podczas gdy w niniejszym będzie
my mieli na myśli zawsze tylko pola właściwie m&gnciostatycsne.

§ 97. Poteneyał magnetyczny odpowiada elektrycznemu, po
dobnie jak siła M odpowiada sile E- Linie siły magnetycznej są 
normalne do powierzchni tę =  const.; określenia linij. rurek i ko
mórek magnetycznych są zupełnie analogiczne do elektrycznych.

Podobnie jak elektryczny, możemy też wyrazić poten- 
cyał magnetyczny przez div KI. przez skok (M' — M)v składowej 
normalnej siły i przez skok samego poteneyału <p<p'  na pewnycli 
powiorzchaiaeh. zupełnie jak w § 6 8 , byle tylko nazewnątrz ma
gnesów, w których może być curl M =1= o. Ostatecznie wypada nam 
oprzeć się na wzorze (134) wyprowadzonym we Wstępie, str. 71. 
Zakładając, że wszystkie magnesy są zebrane w dziedzinie skoń
czonej i że w odległościach r bardzo wielkich siła magnetyczna ma
leje jak r~'2, a więc 'f jak r~1, i zaliczając powierzchnie am wszel
kich (dla bezpieczeństwa) magnesów do granic dziedziny t, będziemy 
mieli dla dowolnego punktu tej dziedziny:

Inter pręta cy a poszczególnych wyrazów wymagałaby poprostu tylko 
powtórzenia tego, cośmy powiedzieli w § 6 8  lub we Wstępie. Rolę 
elektryczności pozornej obejmują tu magnetyzmy pozorne o gęsto
ści przestrzennej

r  iM' — M)v

r

dw M ,

względnie o gęstości powierzchniowej

(M' — M)v.
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Każda powierzchnia nieciągłości samego potencyału jest równowa
żna „warstwie podwójnej“, czyli tak zwanej lameli magnetycznej 
nieskończenie cienkiej, o momencie równym skokowi potencyału 
rp — <j>\ Potencyał <p jest więc taki, jak gdyby każda „cząsteczka“ 
dm' magnetyzmu pozornego, rozmieszczonego przestrzennie lub po
wierzchniowo dostarczała w odległości r wyrazu

dm'

któremu odpowiada siła magnetyczna elementarna 

a więc radyalna i posiadająca natężenie

dm'

4tc rJ

Znowu więc wchodzi tu w grę „prawo odwrotnych kwadratów“, 
w zwykłym swym charakterze.

Każdemu elementowi d'pow ierzchni magnesu lub w ogóle 
jakiejkolwiek bryły, którą należy wykluczyć z dziedziny całkowania 
przestrzennego, lub którą „dla wszelkiej pewności“ pragniemy 
wykluczyć, odpowiada w poteneyale <p, według (356), wyraz ele
mentarny

'(357) - i -  ) +  — Mv]rfom ,
471 (h ' r  r

gdzie v jest normalną zwróconą ku dziedzinie x. l.>la obliczenia 
pola zewnętrznego możemy więc abstrahować od istnienia podobnych 
brył, uważając jednak powierzchnię nu> każdej z nich jako super- 
pozycyę warstwy podwójnej o momencie <p i warstwy pojedyńczcj 
magnetyzmu swobodnego o gęstości Mv. gdzie ® i Mv są wartościa
mi potencyału i składowej normalnej siły magnetycznej w punktach 
zewnętrznych położonych tuż przy powierzchni am.

Co do własności specyficznych różnych cial, przypomnijmy so
bie z Rozdziału I-go, że określenie przenikliwości ¡j . było zupełnie 
analogiczne do określenia spółczynnika dielektrycznego K. Polary
zacji elektrycznej D =  KE odpowiada tedy polaryzacya magnety
czna B =  ;j.M. W wypadku anizotropii spółczynnik ¡j., podobie jak 
K, będzie operatorem wektorowym liniowym (w przybliżeniu), tak 
iż kierunki M i B będą w ogóle różne.

Energia dowolnego pola magnetycznego jest

dni'

4ir
V  —

r

(358) U I M Bdz ,
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gdzie całkowanie obejmuje całą przestrzeń. Wyraz ten daje się prze
kształcić podobnie jak wyraz energii elektrycznej w §-fie 69; uczy
nimy to jednak dopiero po podkreśleniu pewnej wybitnej różnicy 
między polem elektrycznem a magnetycznem. Aż dotąd bowiem 
chodzi nam jeszcze o analogie między jednem a drugiein.

Wysił magnetyczny, z którego obliczają się działania pondero- 
motoryczne, jest według § 55:

fy =  M(Bv) — -l v(MB) ; (VIIm>

zależność jego od wektorów M. B jest zupełnie taka sama jak za
leżność wysiłu elektrycznego od E, D. Różnice w zastosowaniu oka
żą się niebawem. Oznaczając przez u gęstość energii magnety
cznej, napiszemy krócej

fy =  M(Bv) — fvtt. (Yllm)

Treść tego wzoru omówiliśmy już w Rozdziale III; podkreślenie po
dobieństwa roli rurek magnetycznych i elektrycznych byłoby już tu 
zbytecznem.

§ 98. Po skonstatowaniu analogij zwrócimy się teraz ku pe
wnej, wspomnianej już kilkakrotnie, a najbardziej może zasadniczej 
różnicy między polom elektrycznem a magnetycznem. Dotyczy ona 
rozmieszczenia wektorów D, B. (Porówn. Rozdz. I.)

Podczas gdy div D może być różne od zera i składowa nor
malna Dv może być nieciągła, rozmieszczenie polaryzacji magnety
cznej jest czysto solenoidalne w całej przestrzeni, t. j.: mamy wszę
dzie, a nawet wewnątrz magnesów i na ich powierzchni:

div B == o, (B' — B )v =  o. (359)

„Magnetyzm prawdziwy" nie istnieje, czyli, innomi słowy, każda 
rurka polaryzacyi magnetycznej jest zamknięta w sobie. Rurki 
biegnące obustronnie w nieskończoność można uważać jako wypa
dek graniczny rurek zamkniętych bardzo rozległych.

Istnieje natomiast magnetyzm pozorny, lecz jedynie tylko 
w ciałach niejednorodnych lub anizotropowych lub toż wreszcie na 
powierzchni dwóch ciał o różnej przenikliwości. Gęstości jego: prze
strzenna s' i powierzchniowa £', są w wypadku izotropii określone 
przez wzory (20), § 7, Rozdz. I. Rola magnctyzmów pozornych 
odzwierciedla się we wzorze (356).

Przypomnijmy sobie zresztą, żo równość =  <xMv. czyli
(B '-B)v =  o. służyła nam właściwie za określenie stosunku przeni
kliwości magnetycznej stykających się ciał (Rozdz. 1). Wówczas 
powiedzieliśmy też, że tylko składowa normalna Mv doznaje skoku 
u powierzchni granicznej, że natomiast składowa styczna MB po
zostaje ciągłą; przypominając sobie treść § 63, musimy tu jednak
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zauważyć, że jest to słuszne w braku „sił przyłożonych“, a więc 
dla wszelkich ciał z wyjątkiem łych, które są jiamagnesowane we
wnętrznie, a więc z wyjątkiem magnesów, właściwie tak zwanych. 
Najlepszy w tym względzie przykład mamy chociażby w magnesie 
solenoidalnym, który rozważaliśmy w związku ze sprawą lokaliza- 
cyi energii, w § 40. W substancyi takiego magnesu wszystkie 
linie siły biegną podłużnie, podczas gdy w przestrzeni zewnętrznej 
siła magnetyczna znika wszędzie, jeżeli solenoid jest zamknięty; 
jeżeli zaś jest otwarty, znika tuż przy jego pobocznicy w punktach 
zewnętrznych stosunkowo odległych od „biegunów“. Po stronie we
wnętrznej powierzchni bocznej solenoidu siła magnetyczna jest cał
kowicie styczna, t. j. M0 =  M. po stronie zaś zewnętrznej mamy 
NK-) — o; skok składowej M9 równa się więc poprostu natężeniu M 
pola wewnętrznego.

. Dla wszystkich ciał natomiast, które nie są namagnesowane 
„wewnętrznie“, a zawierają linie magnetyczne czasowo tylko, pod
czas gdy znajdują się w polu otaczającem jakiś układ magnesów 
(lub też prądów elektrycznych), dla wszystkich tych ciał, nazywa
nych magnetycznie spręźystemi *, warunek ciągłości składowej MB 
jest zawsze spełniony.

Tyle co do składowej stycznej siły. Ciągłość natomiast skła
dowej normalnej polaryzacyi magnetycznej jest, aby to raz jeszcze 
powtórzyć, zachowana w każdym, wypadku, bez żadnego wyjątku,
o ile można sądzić z doświadczenia. Obecność sił magnetycznych 
przyłożonych w niczem własności tej nie zmienia.

Otóż, rozmieszczenie doskonale solenoidalne wektora B w całej 
przestrzeni prowadzi do wniosku, o którym wyżej już wspomniano.

Aby otrzymać go, obliczmy energię magnetyczną \ I M B di dla ja

kiejkolwiek rurki polaryzacji magnetycznej o przekroju poprzecznym dn 
nieskończenie małym; ponieważ moment Bch jest stały wzdłuż ca
łej rurki, otrzymamy

i Bda j  M'/s .

gdzie całka rozciąga się wzdłuż obwodu zamkniętego s, a mianowi
cie wzdłuż linii centralnej tej rurki. Energia całego pola będzie 
sumą podobnych wyrazów, wziętą dla wszystkich rurek polaryzacyi. 
Otóż, gdyby rozmieszczenie siły magnetj'cznej było czysto irotacyj-

* Lub miękkiemi. z odmiennym nieco odcieniem treści: ciała nato
miast, 7. których można uczynić magnesy trwale.lub w przybliżeniu trwa
łe, nazywają się magnetycznie ticardemi.
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Mrfs =  o

i energia każdej rurki, a wieje też energia magnetyczna U całego 
pola byłaby równą zeru. Ponieważ zaś U jest sumą dodajników 
zasadniczo dodatnich, każdy z nich znikałby zosobna; mielibyśmy 
więc dla każdego punktu przestrzeni M  —  o, B  =  o. lnnemi sło
wy: pole magnetyczne nie istniałoby zgoła. (Porównaj zresztą 
Wstęp, str. 62.)

W pewnych więc dziedzinach każdego pola Magnetycznego 
muszą istnieć wiry magnetyczne, czy to przestrzenne czy też po
wierzchniowe.

W polach właściwie statycznych siedliskiem tych wirów będzie 
wnętrze albo też powierzchnia magnesów.

Stąd też np. wynika bezpośrednio, że w polu należącem do 
jedynego tylko magnesu wszystkie rurki polaryzacji będą przeszy
wały jego substancyę, t. j. że nie istnieje ani jedna rurka, któraby 
przebiegała całkowicie nazewnątrz magnesu.

Ponieważ tedy wewnątrz magnesów jest w ogóle ciirlfĄ =ł= o,_ 
przeto pierwsze główne równanie elektromagnetyczne p = . c. curl M 
nie może być prawdziwem dla tych ciał. Jak już wspomniałem 
w § 62, należy je dla magnesów uogólnić czyli uzupełnić, odejmu
jąc mianowicie od wektora M inny wektor m, tak dobrany, aby; 
w stanie równowagi było wszędzie

curl( M — m) =  o. (360)

Będzie tak istotnie, jeżeli zgodzimy sięnarównanie (A')p—c.c«rZ(M—m), 
§ 61. Wektor m będzie stanowił przykład siły przyłożonej, a mia
nowicie t. zw. silę magnetyzacyi wewnętrznej. Analogiczną siłę 
przyłożoną „elektryzaćyi wewnętrznej“ e należałoby przyjąć dla 
dielektryków niezupełnie „sprężystych“; pole elektrostatyczne może 
atoli istnieć bez takich ciał, a więc bez siły przyłożonej e; posiada 
ono bowiem rozbieżności czyli ładunki prawdziwe, przestrzenne lub 
powierzchniowe. Pole magnetostatyczne natomiast ze względu na 
brak magnetyzmów prawdziwych bez siły przyłożonej m obejść się 
nie może; bądź eo bądź, w magnetostątyce uwzględnienie siły przy
łożonej stanowi sprawę istotną, podczas gdy w elektrostatyce odpo
wiednia siła e byłaby przygodną.

Według (360) wektor zredukowany M — m, czyli tak zwana 
„siła pola“ posiada wszędzie poteneyał jednowartościowy, powiedz
my tp; możemy więc napisać dla dowolnego już punktu całej prze
strzeni

M =  m — V'f. (361)

Sam wektor m nie posiada, w ogóle, potencjału wewnątrz magne
sów; gdzieindziej będzie jednak cu rllA = o  i curlm =  o, tak iż

iie, t. j. gdyby curl M == ó’ w całej przestrzeni, mielibyśmy j
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w polu zcwnętrznem będzie można położyć m =  o, a tylko w sa
mych magnesach m o. Nazewnętrz magnesów y będzie identy
czne z funkeyą, którą poprzednio tak samo oznaczyliśmy i której 
przysługuje wzór (356).

§ 99. Ponieważ całka wyrazu

y.nika dla każdej rurki polaryzacyi magnetycznej, przeto energię cał
kowitą pola magnetostatycznego, określoną przez (358), można też 
wyrazić pod postacią całki obejmującej wnętrze magnesów

tak jak gdyby same tylko magnesy były siedliskiem energii. Zre
sztą, ponieważ nazewnątrz magnesów jest m — o. można też całkę 
tę rozciągnąć do wszystkich elementów przestrzeni.

We wzorze tym jest już zawarte przekształcenie wyrazu ener
gii magnetycznej analogiczne do przekształcenia uskutecznionego na 
str. 243 dla energii pola elektrostatycznego. Istotnie, podstawia- 
wiając (361) do (358), mielibyśmy

■Ostatecznie przeprowadzony tu krótki rachunek jest co do treści 
swej identyczny z rozumowaniem użytem na początku niniejszego 
paragrafu.

Innych możliwych przekształceń wyrazu energii magnetycznej, 
nie bacząc na doniosłe ich znaczenie historyczne, nie przytaczam tu 
umyślnie, aby nie gmatwać lub też nie zaciemniać pojęć zasadni
czych.

§ 100. Powiedzieliśmy już kilkakrotnie, że składowa normal
na polaryzacyi magnetycznej jest zawsze ciągła. Podkreślmy teraz 
to, co już wspomniano w Rozdziale I, § 8 , a mianowicie, że własność 
ta ogólna zawiera też w sobie ów fakt specyalny, że rurki polary- 
zaeyi magnetycznej nie urywają się, to jest nie zaczynają ani też 
nie kończą się na powierzchni żadnego ciała. Innemi słowy: po 
stronie magnetycznej nie istnieje nic analogicznego do przewodni- 
h6w elektrycznych.

dz. B(M — m) =  — B. V ydx
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Powierzchnia stałego potencyału magnetycznego nie posiada 
już więc tak doniosłego znaczenia faktycznego jak powierzchnia 
izopotencyalna w polu elektrostatyczneni, którą zawsze można utoż
samić z powierzchnią przewodnika.

Ten brak analogii magneto-elektrycznej nie ogranicza się zre
sztą do -pól statycznych. Widzieliśmy już bowiem, przy omawia
niu własności ogólnych pola zmiennego w czasie, że nie istniejo też 
analogia magnetyczna pri\dn elektrycznego przewodzonego.

§ 1 0 1 . Siła ponderomołortjezna na jednostkę objętości ciała 
izotropowego będzie w polu magnetośtatycznem, według (VI'). 
§ 64 i 46:

P =  — -J- tI/ -'v;j. — VB curl m.

Nazewnątrz magnesów mamy pierwszy tylko wyraz, który zupełnie 
odpowiada elektrycznemu — E- V K ‘, w ciałach jednorodnych wyraz 
ten znika.

Drugi wyraz daje działanie mechaniczne pola magnetycznego 
na elementy magnesu; ponieważ nie zależy on od samej siły przyłożonej 
m. lecz tylko od jej curła, napiszmy dla skrócenia

curl m =  n ; (362)

wówczas będzie

P =  — 4 j\P V|J. +  VnB. (363)

Jeżeli substancja magnesu jest jednorodna, pierwszy wyraz znika 
i pozostaje siła mechaniczna, na jednostkę objętości:

P — VnB

normalna do wektora n i do polaryzacyi magnetycznej B. Według 
(362) wektor n jest tak związany ze silą przyłożoną magnetyzacji 
jak prąd elektryczny ze swem polem magnotycznem; magnes zacho
wuje się więc, pod względem pola zewnętrznego, które „wytwa
rza“ *, i pod względem działań mechanicznych, których doznaje, jak 
gdyby był siedliskiem prądów elektrycznych. Tkwi w tern jądro 
słynnej teoryi „prądów molekularnych“ Anip&re’a. **

Widzieliśmy już bowiem poprzednio, w § 62, że curl m nałoży 
uważać za właściwe źródło pola magnetycznego.

** Co do szczegółów teoryi Anpere a i teoryi indukcyi magneto- 
elektrycznej prądów molekularnych Webera patrz El. and Mgnt. Mancella, 
T. II, Rozdz. XXII ostatniej Części.
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Idąc za przykładem Heäviside’a i innych autorów, możemy 
nazwać wektor n prądem elektrycznym fikcyjnym lub krócej prądem 
fikcyjnym, co do kierunku i natężenia.

Zaznaczmy, że magnes nie pod każdym względem jest równo
ważny prądowi lub układowi prądów elektrycznych rzeczywistych';: 
do przedmiotu tego powrócimy zresztą w ciągu dalszym.

Mamy jeszcze uwzględnić powierzchnie graniczne. Siłę mecha
niczną S, na jednostkę takiej powierzchni, można obliczyć bądź to 
z wysiłu magnetycznego (Vilm), według wzoru (213)

S  =  f v —  f ' v =  M(Bv) — M'(B'v) — v(tt — u ') ,
bądź też według (363), uważając powierzchnię graniczną za war
stwę przejściową o malejącej aż do zera grubości.

Ponieważ magnetyzm prawdziwy nie istnieje, t. j. Bv — B'v 
zawsze i wszędzie; przeto mamy dla powierzchni granicznej dwóch 
dowolnych ciał

(364) S =  (M — M') (Bv) — v(u — u') ,

gdzie u, u' oznaczają gęstości energii po jednej i drugiej stronie.
Jeżeli obadwa ciała są izotropowe, o przenikliwościach ¡j., ¡j,' i je

żeli żadne z nich nie jest magnesem, natenczas mamy, zupełnie jak 
w' § 73 i przy tein samem znaczeniu symbolu 0:

(365) S0 =  v[m cos 20 — u'cos 28] ;

siła ta jest normalna do powierzchni granicznej. Znaczek „ ma 
wskazywać na to, źe żadne z ciał nie jest magnesem, t.j.żem  — o 
po jednej i drugiej stronie.

Niechaj teraz jedno ze stykających się ciał, a mianowicie to, 
któremu odpowiadają symbole akcentowane, będzie magnesem: inne- 
mi słowy, niechaj magnes znajduje się w środowisku magnetycznie 
sprężystem, a więc np. w powietrzu. Wówczas ze wzoru (364) 
nie wynika już (365), albowiem składowa styczna siły magnetycznej 
jest nieciągła u powierzchni granicznej. Po jednej stronie, w sub- 
stancyi magnesu, jest w ogóle m 4 = o, po drugiej m === o; oznacza
jąc więc przez T część styczną wektora ni, co do kierunku i na
tężenia, mamy według § 63:

M —  v(Mv) =  M' —  v(M'v) —  T
czyli

M —  NI' =  v[v(M —  M')| —  T , 
a podstawiając do (364) otrzymamy:

S =  v { v(M — M').(Bv) — (u — u') } — T(Bv).
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Pierwsza część tej siły jest normalna, druga styczna do powierz
chni magnesu; pierwsza nie założy zgoła od m, a więc będzie iden
tyczna. z wyrazem (365) dla Su, o ezcm łatwo się przekonać, po
wtarzając jota w jotę rachunek zastosowany w S 73. Mamy więc:

S == S„ — T(Bv) . (366)

gdzie v jest normalną do powierzchni magnesu zwróconą ku środo
wisku magnetycznie sprężystemu. Siła mechaniczna dodatkowa, 
którą zawdzięczamy magnetyzacji wewnętrznej, jest więc styczna 
do powierzchni magnesu i posiada mianowicie kierunek T. We 
wszystkich tych miejscach, gdzie wektor m jest normalny do po
wierzchni magnesu, siła dodatkowa znika i pozostaje tylko S0. 
Tam zaś, gdzie wektor m jest styczny do powierzchni, mamy 
T =  m, tak iż dodatkowa siła mechaniczna staje się wprost rów
ną -— m(Bv).

Według wzoru (12), podanego we Wstępie (str. 16), mamy 
VvVBT =  (vT)B — T(Bv); lecz vT =  o; możemy więc zamiast (366) 
napisać:

S =  S0 +  VvVBT.
Ten sam wynik otrzymalibyśmy przez zastosowanie wzoru (363) do 
„warstwy przejściowej“ o grubości dążącej do zera; istotnie, jak 
widzieliśmy we Wstępie (str. 6 6 ), skok składowej stycznej jest rów
noważny warstwie wirowej nieskończenie cienkiej, a więc w na
szym wypadku prądowi fikcyjnemu powierzchniowemu; uwzględnia
jąc to, czytelnik sam okaże zaznaczoną identyczność wyników. Do
godniejszą w zastosowaniu jest zresztą pierwotna postać (366) siły 
mechanicznej powierzchniowej.

§ 102. Zagadnienia dotyczące odkształcenia danego pola ma
gnetycznego przez bryłę magnetycznie sprężystą, j ak np. bryłę mięk
kiego żelaza, i rozmieszczenia linij magnetycznych wewnątrz samej 
bryły, a znane pod nazwą problematów „indukcji magnetycznej“ 
lub — „wzbudzonego magnetyzmu“, są zupełnie podobne do zaga
dnień elektrycznych, rozważonych w §§ 94, 95, 95a. Zastępując 
we wzorach tych §§-ów wielkości E, D, K  przez NI, B, ¡a, otrzyma- 
my odpowiednie wzory magnetyczne.

Czyniąc to np. we wzorach §-fu 95 otrzyma czytelnik wzory dla 
olipsoidu z miękkiego żelaza wprowadzonego do pola magnetyczne
go jednostajnego, np. w próżni lub w powietrzu. Tłumacząc na 
język magnetyczny treść §-lu 95a, otrzymamy np. dla kuli pełnej 
sporządzonej z materyalu magnetycznie sprężystego, wprowadzonej 
do pola jednostajnego Mp o natężeniu 9Ui, które roztacza się w pró
żni lub, co prawie na jedno wychodzi, w powietrzu (¡i =  1 ), we
dług (349):

Klcklrycznośe i Magnetyzm. 21
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(367) U -  f7) ł = — 4 9 J i V . ^ : 2l); :

we wzorze tym t' jest objętością kuli. [i.' jej przenikliwością ma
gnetyczną, U0 energią magnetyczną pola pierwotnego, U  energią 
pola odkształconego dzięki wprowadzeniu kuli.

Jeżeli pole pierwotne jest w przybliżeniu tylko jednostajne, 
a promień kuli stosunkowo mały (w znaczeniu wyrazów objaśnio- 
nem w § 95a). natenczas działa na kulę siła ponderoinotoryczna

(368) Pz' =  i 3(' ^ 2  V(9)i2)

starająca się wprawić ją w ruch postępowy. Kula paramagnety
czna. (u.' >  1 ) dąży ku miejscom większego natężenia $)?, kula dia- 
mugnetyczna (¡j/ -< 1 ) posiada dążność wprost przeciwną. niezale
żnie zresztą od kierunku i kształtu linij magnetycznych. Jeżeli [>.' 
jest nieznacznie tylko różne od jedności, co z wyjątkiem żelaza, 
stali, niklu i kobaltu zachodzi dla wszystkich ciał paramagnetycznych
i bez wyjątku dla wszystkich diam&gnetycznych, możemy napisać 
i = 3 ,  a więc

P"r —  (^f— i)

wzór ten przybliżony zachodzi zresztą dla małej bryłki o kształcie 
dowolnym; każda więc bryłka diamagnetyczna lub lekko paramagne
tyczna zachowuje się (w powietrzu) tak jak gdyby na jednostkę jej 
objętości przypadała siła mechaniczna

(368a) P = ą ( . j/- l)  VClDia)-

Bryłka więc diamagnetyczna ucieka od „bieguna“ magnesu, zarówno 
od północnego jak południowego; bryłka zaś paramagnetyczna dąży 
ku jednemu lub drugiemu.

Ponieważ tedy problematy „indukcyi magnetycznej“ są zupeł
nie analogiczne do omówionych poprzednio zagadnień elektrostaty
cznych, przeto nie będziemy tu dłużej zatrzymywać się nad tym 
przedmiotem. Zwrócimy się natomiast do zagadnień magnetycznych 
innego rodzaju, które omówimy w ogólnych zarysach, aby dać na
stępnie ich ilustracyę na przykładach najprostszych Inmeli i sole- 
noidu.

§ 103. Niechaj będzie dana sita przyłożona magnetyzacji 
wewnętrznej m dla każdego magnesu: chodzi o znalezienie odpowie
dniego pola magnetycznego M.

Zadanie to nie dopuszcza dwóch różnych rozwiązań. Istotnie, 
gdyby M,. M., były rozwiązaniami, mielibyśmy H, =  m — V r-f r
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M2 =  m — V « 2- a wi<ic — M;, = — yO?! — 'f2). tak iż byłoby 
w całej przestrzeni curl (M, — M2) =  o i składowa styczna wektora 
M ,-  M, byłaby wszędzie ciągła; innemi słowy, pole magnetyczne 
M,— byłoby czysto irotacyjne; lecz. jak widzieliśmy w § 98, 
pole takie znika, ;i więc M! =  M2 wszędzie, co było do dowie
dzenia.

Dla jednoznacznego określenia pola wystarczyłoby zresztą po
danie samych tylko wirów siły przyłożonej czyli „prądów fikcyj
nych“ n =  curl m dla każdego magnesu; do powyższego rozumowa
nia nie wchodzą bowiem same siły przyłożone, lecz tylko ich wiry. 
Własność ta była już omawiana ogólniej w Rozdziale III.

Wyrazimy teraz poteneyal skalarny © wektora M — m przez 
całkę przestrzenną obejmującą elementy samego magnesu.

Niechej magnes, ograniczony powierzchnią a. znajduje się 
w środowisku jednorodnem i izotropowem o przenikliwości ¡l; sub- 
stancya magnesu niechaj również będzie izotropową i jednorodną,
o przenikliwości \s!. Wówczas będzie nazewnątrz magnesu div M == o, 
a więc V 2© == o, zaś wewnątrz magnesu div M' =  o, t.j. V 2,f' — div m; 
ponieważ zaś sama funkcya jest ciągła, przeto, czyniąc zwykłe 
założenie co do sposobu zachowywania się jej w nieskończoności, 
otrzymamy

4z© =  — ( -~div m.rft'— f —  ( -- ~-)d? .1 r ,1 r m dv

gdzie dz' jest elementem objętości magnesu, v — normalną zewnę
trzną do jego powierzchni; w całce powierzchniowej <p dotyczy stro
ny zewnętrznej, 'f' zaś strony wewnętrznej tej powierzchni. Po
nieważ składowa normalna polaryzaeyi magnetycznej jest ciągła, 
mamy ;j.Mv — czyli

9* , 9©'

- *  ' 9v =  mV 1

z drugiej strony mamy, zakładając, że wektor m jest ciągły we
wnątrz magnesu:

I —--divmdz' — I -y  — j mV'(-| )dz' . (a)

ii więc:

4^© =  ) m V ' ( ~ ) dz' +  (£- — 1 )j  (mv —  :
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lecz my — ~  == (m — V'f')v =  M v; całka powierzchniowa będzie 

więc

(b) f ~  do =  | ( -^ )  ch’ == j M'V' ( - i - )&- ,

albowiem div M' =  o; mamy więc ostatecznie funkcyę «p w żądanej 
postaci;

(369) >f = -±- I mV'(-1~)dTi+~r~ I ~~~  M'V' (— )* '.
4n J  r 4 i t ¡ j .  r '

We wzorze tym obie całki należy rozciągnąć do wnętrza ma
gnesu lub magnesów, jeżeli jest ich kilka. Pierwsza całka zawiera 
daną siłę przyłożoną, tak iż można wartość jej bezpośrednio obli
czyć; druga całka zawiera natomiast nieznaną siłę magnetyczną 
M' =  m — Vę. Oznaczmy pierwszą całkę przez <f>, drugą przez w. 
napiszmy więc tp =  4> -j- w.

Gdyby było.ji' =  >x, mielibyśmy

w =  o, a więc !S =  <[>.

Widzimy stąd, że w jest „poteneyałem dodatkowym“ odpowiadają
cym tej okoliczności, że część przestrzeni t', a mianowicie siedli
sko sił przyłożonych m, zawiera substancyę o przenikliwości u/ 
zamiast ¡j.. Znalezienie tej funkcyi dodatkowej w stanowi przeto 
omówiony już poprzednio problemat „indukcyi magnetycznej“, czyli 
problemat „magnetyzmu wzbudzonego“. Interpretacja poszczegól
nych elementów całki

9cp'

4";j. J

jest zupełnie taka sarna jak dla doskonale analogicznego wyrazu 
elektrycznego (329), § 94. Podobnie też daje się interpretować 
poteneyał „pierwotny“ (że tak powiem), t. j.

Każda cząstka magnesu dr' — dd.ds' * zachowuje się. jak magnes 
elementarny, którego „bieguny“ posiadają magnetyzmy (pozorne,

* gdzie da jest. elementem długości w kierunku m, a więc dt' czę

ścią rurki siły przyłożonej o długości ds' i o przekroju do’.
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według powyższej nomenklatury) mdrs', względnie — mdi'; przez rn 
rozumiem tu natężenie wektora m. Moment takiego magnesu ele
mentarnego jest, co do wielkości i kierunku, mda'.ds' =  mdr'; mo
ment na jednostkę objętości będzie więc poprostu równy m: wiol- 
kość skalarna tego momentu na jednostkę objętości, czyli to, co 
zwykle nazywa się natężeniem namagnesowania trwałego lub we
wnętrznego, jest tedy identyczna z natężeniem siły przyłożonej; 
stąd też nazwa „siły przyłożonej magnetyzncyi wewnętrznej“ udzie
lona wektorowi m. Historycznie porządek pojęć nie był taki jak 
w niniejszym wykładzie, lecz wprost odwrotny; co do klasycznego 
sposobu przedstawieniu rzeczy, odsyłam czytelnika do Ii-go tomu 
Max wclla Ul. <& M g n tRozdz. 1.

Jeżeli przenikliwość otoczenia jest różna od przenikliwości sa
mego magnesu (a w zwykłych warunkach, a więc dla magnesu sta
lowego w powietrzu, różnica ta jest bardzo znaczna), natenczas do 
<I> należy dodać w. Moment „magnesu elementarnego,, na jedno
stkę objętości, będzie wówczas

Wyraz dodatkowy

!'•

nazywa się natężeniem magnesowania wzbudzonego, dla dowolnej 
zresztą substancyi, a więc też dla magnetycznie sprężystej, z któ
rej trwałego magnesu uczynić nie można. Jeżoli otoczenie stanowi 
powietrze lub próżnia (p. =  1 ), mamy ({/,'— 1)3/', a stosunek wyrazu 
tego do natężenia siły magnetycznej M' panującej w danym pun
kcie bryły, t. j.

=  ¡ i/- l

nazywa się spótczynnihiem magnetyzacyi wzbudzonej lub krótko 
spółćz. magnetyzacyi. *

* Rozpowszechnioną jest też nazwa „susceptibility“ (angl.), „Susce- 
ptibilitat“ (niem.). Spólczynnik tak nazywany i oznaczany zawsze przez

1
•/, rożni się zresztą od powyższego o czynnik stały 7—: znajdujemy więc

|J.— 1
powszechnie niemal '/. =  , ; osławiony jednak przez Heaviside a

4rT:

czynnik t-4- opuszczamy Konsekwentnie w całej tej książce, idąc za 

przykładem tego autora, który znalazł już posłuch u wielu specyalistów.
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Nie nałoży zresztą zapominać, że przenikliwość, a więc też 
spółczynnik raagnotyzaeyi, nie są bynajmniej stało, le.cz zmieniają 
się wraz ze siłą magnetyczną, i to w stopniu bardzo znacznym, 
szczególniej dla ciał istotnie ważnych, a więc dla gatunków żelaza 
i stali, zarówno „magnetycznie twardych“ jak i magnetycznie mięk
kich czyli sprężystych. *

Korzystając, z przekształceń (a), (b), wyraziliśmy powyżej futn- 
koyę !p w postaci (369) głównie ze względu na znaczenie history
czne odpowiedniej interpretacyi; skorzystajmy teraz z (a), (b) w kie
runku odwrotnym i napiszmy:

pierwsza całka obejmuje tu wnętrze magnesu, dwie pozostałe—je
go powierzchnię. Wzór ten, którego wysłowienie pozostawiam czy
telnikowi, jest o tyle naturalniejszy od (369), że stosunek przeni
kliwości występuje w nim jedynie jako czynnik tych wyrazów, któro 
dotyczą powierzchni granicznej ciał posiadających różne te przeni
kliwości. Ostatecznie są to sprawy o formalnem czysto znaczeniu.

§ 104. Powiadamy, że dana bryła jest namagnesowana so- 
bnoidalnie, jeżeli wektor m w eałem jej wnętrzu jest solenoidalny. 
a więc jeżeli jego składowa normalna jest ciągła i

(370) dir, m - o..

Oznaczmy przez <1>, jak w § 103, część póteneyału. która pozostaje 
przy pominięciu różnicy przenikliwości magnesu i jego otoczenia; 
wówczas będzie, według (369a), dla magnesu solenoidalnego

tak jak gdyby „magnetyzm“ był rozpostarty jedynie na powierzchni 
magnesu; wzór ten zachodzi zarówno dla punktów zewnętrznych 
jak i wewnętrznych; gęstość powierzchniowa magnetyzmu równa się 
poprostu składowej normalnej siły przyłożonej mv. Magnes taki 
daje się rozłożyć na tak zwane solenoidy magnetycme, t. j. na 
włókna dowolnie cienkie, stanowiące rurki siły przyłożonej; moment

* Co do Szczegółów dotyczących tego przedmiotu, łącznie z hyste- 
rezą magnetyczną, którą musiałem tu pominąć, patrz J. A■ Swing a: Magne
tic induction in iron and other metals; piękne to dziełko istnieje również 
w przekładzie niemieckim.

(371)
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włókna, t. j. iloczyn jego przekroju a i natężenia m, nazywa się, 
„inoeą“ solenoidu (Starkę); moment ten posiada wartość stałą, 
wzdłuż całego włókna, powiedzmy ma — Końcć solenoidu na
zywają się jego biegunami: południowym (S) i północnym (N)S 
kierunek dodatni wektora m wskazuje od S ku N  wzdłuż włó
kna; 11 stanowi zarazem tak zwaną moc każdego z tych biegu
nów. *. ,

Na powierzclmi bocznej solenoidu jest my =  o, na biegunie 
północnym iloczyn mv.a posiada wartość -J- n, na piegunie południo
wym — n; według (371) będzie przeto

<j> *  JL (M --- - )  , (3.72)
4ir r, r2

gdzie t\ jes‘t odległością dowolnego punktu od bieguna północnego; 
r,, zaś odległością tegoż punktu od bieguna południowego, tak jak 
gdyby w biegunach tych były skoncentrowane ilości magnetyzmu (po
zornego) -j- 7i, względnie — n , którym z osobna odpowiadałyby siły 
magnetyczne radyalne i odwrotnie proporcyonalne do kwadratów, 
odległości. Zauważmy jednak, że solenoid rzeczywisty, acz bardzo 
cienki, posiadać będzie pewną, bądź co bądź, grubość; wzór więc 
powyższy i odpowiednie prawo odwrotnych kwadratów dla siły za
chodzić będą dla wszystkich punktów przestrzeni z wyjątkiem tych 
atoli, których odległości od końców solenoidu są porównywalne z roz
miarami tych „końców“ czyli—¡dokładniej—powierzchni końcowych. 
„Biegun magnetyczny“ jest więc tylko pewnem pojęciem grani- 
cznem, a istnienie bieguna dodatniego o danej mocy jest zawsze 
związane z istnieniem drugiego bieguna, ujemnego, o takiej samoj 
mocy.

Z powyższego wzoru widzimy bezpośrednio, że poteneyał <1> 
solenoidu, a więc też odpowiednie pole magnetyczne nie ulegają 
żadnej zmianie, jeżeli, unieruchomiwszy obadwa bieguny, odkształ
camy w dowolny sposób sam solenoid. Jeżeli bieguny zlewają się 
ze sobą, t. j. jeżeli solenoid jest z a m k n i ę t y ,  pole magnetyczne znika.

§ 105. Magnes nazywa się Imnelarnym, jeżeli w całem jego 
wnętrzu jest

eurl m =  o (3/3)

i składowa styczna wektora m ciągła, innemi słowy, jeżeli wewnątrz 
magnesu niema żadnych wirów magnetycznych. Siedliskiem w i r ó w .  

Czyli prądów fikcyjnych, jest wówczas sama tylko ptnoierzchnia ma*

* Spotyka się też nazwa „ natężenie bieguna“.
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gnesu; tani bowiem składowa styczna siły magnetycznej jest niecią
gła; inaczej byłoby, jak widzieliśmy, wszędzie M =  o.

Dzięki warunkowi (373) siła przyłożona posiada poteneyał ska
larny, powiedzmy y

(374) m =  — Vy-

Wektor m jest normalny do powierzchni y =  const.; dwie takie po
wierzchnie nieskończenie bliskie ograniczają warstwę czyli lamelę 
magnetyczną o grubości h takiej, iż mk — const., a mianowicie

mh =  Xt —  Z» •

gdzie Xi dotyczy jednej, —drugiej strony lameli, w założeniu, że
wektor m wskazuje od 1 do 2. Iloczyn ton nazywa się momentom 
lub mocą (Starlce) lameli; każdy magnes lamelarny na takie daje 
rozłożyć się warstwy; stąd też jego nazwa. Nazewnątrz magnesu 
można położyć y — const. — o.

Poteneyał pola magnetycznego odpowiadającego dowolnemu 
magnesowi lamelarnemu, znowu z pominięciem części zależnej od 
różnicy przenikliwości ¡j,', p., możemy napisać, według (369) i (374):

(375) _L j j V y,V  ( j  ) dS .

gdzie całka obejmuje wnętrze magnesu, czyli, według twierdzenia 
Greena (str. 58):

<f> =  ( y V 3 (— )«!-'— j-  I y -|-(-1 -) (h  ,
'łT: .i r 4~ J  ov r

gdzie druga całka rozciąga się do powierzcłini magnesu; v jest nor
malną zwróconą nazewnątrz.

Dla punktów zewnętrznych mamy V 2 ( ^ ) — o, tak iż całka

przestrzenna znika; dla punktu wewnętrznego x, y, z całka ta bę
dzie natomiast równa — 4Tzy(x,y,z). Ponieważ nazewnątrz magne
su jest 7  =  o, możemy dla dowolnego punktu przestrzeni napisać:

(3 76) 4>(v y, 2)=  - ± j  y Ł  (± ).ch-x (Xi y, .

Jak okazano we Wstępie (str. 74), “ (-—)d<J jest kątem widzenia

elementu da z punktu x, y, z\ oznaczając przeto ten kąt bryłowaty 
przez dii, otrzymamy:
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I XdÚ —  x (370a)

a z tej postaci wzoru nietrudno jesl odczytać, żo poteneyał <1> przy 
przejściu przez powierzchnię magnesu pozostaje ciągły. Pamiętaj
my, że kąt dii należy uważać jako dodatni dla punktu widzenia ze
wnętrznego. zaś jako ujemny dla punktu widzenia wewnętrznogo; 
normalna v mu bowiem być zwrócona nazcwnątrz.

Powiedzieliśmy już, że każdy magnes lamelarny można rozło
żyć na dowolnie cienkie warstwy o momencie mh stałym, czyli na 
lamele jednostajne (lub t. zw. proste; jeżeli natomiast moment jest 
zmienny od punktu do punktu, lamela nazywa się złożoną — com- 
plex). Na szczególna uwagę pod względem teoretycznym zasługuj o 
lanie!a jednostajna nieskończenie cienka. Gdyby natężenie rn siły 
przyłożonej było skończone, moment takiej lameli byłby nieskończe
nie mały. Niechaj tedy m stanie się nieskończenie wielkie, lec z 
tak aby w przejściu ideowem od lameli rzeczywistej do fikcyjnej 
nieskończenie cienkiej wartość graniczna Lim  (mh) — I  była skoń
czona. Ponieważ powierzchnia o redukuje się w tym wypadku 
do pary powierzchni /  =  const. =  y =  const. =  przeto bę
dzie według (376), lub też wprost według (375), nazewmątrz lameli:

gdzie £ jest. kątem, pod którym widzimy całą lamelę z punktu 
X. y. z. Lamela taka jest więc równoważna „warstwie podwójneju
o momencie I. =  Lim  (mh). Wzór (375) przytoczyłem tu raz jesz
cze umyślnie aby podkreślić tę okoliczność, że moment I  posiada 
znaczenie całki liniowej siły przyłożonej. Przy przekroczeniu lameli- 
od strony ujemnej (południowej) ku stronie dodatniej (północnej), 
t. j. w kierunku wektora m. poteneyał <1> doznaje skoku J. (Po- 
równ. zresztą str. 74.) Jeżeli lamela stanowi zamkniętą w sobie 
powierzchnię, poteneyał <l> posiada wartość stałą.— I  w dziedzinie 
wewnętrznej i wartość stałą O w dziedzinie zewnętrznej, tak iż 
odpowiednie pole magnetyczne znika wszędzie. Taż sama własność 
przysługuje zresztą lameli jednostajnej zamkniętej o jakiejkolwiek 
grubości; można ją  bowiem rozłożyć na lamele zamknięte jednostaj
ne. dowolnie cienkie.

Jeżeli lamela nieskończenie cienka jest niezamknięta, naten
czas ograniczająca ją  linia l odgrywa rolę linii wirowej magne
tycznej, a raczej paska wirowego o szerokości h i o momen
cie mh. lub też wreszcie prądu elektrycznego fikcyjnego o na
tężeniu liczebnie takiem samom. Całka liniowa siły magnetycznej

I Mrls, wzięta wzdłuż .obwodu zamkniętego g przeszywającego la-

(377)
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melę i splecionego z jej krawędzią l jedyny raz, równa się bowiem 
mh. Istotnie, przy pierwotnem już wprowadzeniu pojęcia siły przy
wożonej mieliśmy

dla każdego obwodu zamkniętego; ponieważ zaś m znika nazewnątrz 
lameli magnetycznej, przeto pozostaje

Oto jest uzasadnienie słynnego twierdzenia Ampere^n. według któ
rego lamela magnetyczna jest, co do zewnętrznego pola, równowa
żna opływającem ją prądowi elektrycznemu o natężeniu równem 
momentowi lameli.

Czynnik odpadł z twierdzenia tego dzięki przyjętym tu, 
w myśl propozycji Heayiside’a, jednostkom „racyonalnym" miary.

§ 106. Magnes może być jednocześnie solenoidalnym i lame- 
larnym, a mianowicie jeżeli w całem jego wnętrzu t' są zachowa
ne obadwa warunki

i jeżeli wektor m jest ciągły wewnątrz magnesu aż do samej jego 
powierzchni, przy przekroczeniu której staje się nagle równym zeru. 
Przykładem takiego magnesu jest bryła, o dowolnym zresztą kształ
cie, namagnesowana jednostajnie, t. j. tak iż wektor m jest stały 
co do natężenia i kierunku w całem jej wnętrzu.

Pisząc znowu, jak w.§ 103:

a więc rozumiejąc przez w potencjał „dodatkowy“, który znikałby 
gdyby było ¡i' =  ¡i, otrzymamy według (369). dla dowolnego ma
gnesu jednostajnego

Magnes jednostajny zachowuje się więc tak, jak dwie kongruen- 
cyjne z nim bryły -t'- zawierające „magnetyzmy“ o gęstościach je

I (M — m)ds =  o

I Mrfs =  mh.

div m =  o i curl m ~  o

=  <|> -j- w ,

i fi
(378) <t> —  — m V ll*. gdzie W =  _ p .

.' 4 nr
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dnostajnych -j- p', względnie — p', z których pierwszą przesunięto 
względem drugiej w kierunku wektora m o długość h malejącą 
bezgranicznie, tak mianowicie, iż

Lim(p'h) =  ni.
(Porówn. zresztą §§ 94 i 95.)

Co do poteneyalu dodatkowego w zależnego od niejednakowej 
przenikliwości magnesu i jego otoczenia, zauważę tylko dla przy
kładu, że daje się on natychmiast znaleść dla magnesu jednostaj
nego o postaci elipsoidalnej. Dotyczący rachunek jest w zasadzie zu
pełnie taki sam jak w § 95; funkeya M\ którą, wówczas oznaczyli
śmy tym samym symbolem, jest dana wewnątrz magnesu przez 
wzór (335'), nazewnątrz zaś przez (335). Uczynimy zadość wszyst
kim warunkom zagadnienia, kładąc tp =  <l> -{- w =  — a V łl" i rozu
miejąc przez a wektor stały co do kierunku i natężenia; przepro
wadzenie rachunku szczegółowego, a mianowicie wyznaczenie we
ktora a z warunku granicznego dla powierzchni elipsoidu, pozosta
wiam czytelnikowi.

W dalszych rozdziałach tej książki postaram się nawet czy
nić to jąknajczęściej, po pierwsze dlatego, aby nie przerywać wy
kładu rzeczy zasadniczych zbyt dlugiemi dygresyami specyalnie ra- 
chunkowemi, po drugie zaś, aby dać czytelnikowi tematy do mniej 
lub więcej samodzielnych ćwiczeń.





ROZDZIAŁ V.

Prądy niemal stateczne.





Rozdział V.
Prądy niemal stateczne.

§ 107. Omówione w Rozdz. IV pole właściwie magnetostaty- 
ezne, dla którego nazewnątrz magnesów jest curl M =  o, mbżis 
w ciągu dowolnie długiego czasu trwać niezmiennie, obchodząc się 
bez wszelkich zewnętrznych zasiłków energii, czyli tworząc samo 
przez się układ cnergietycznie odosobniony.

Istnieją atoli inne pola magnetyczne, które również mogą być 
niezmiennemi (lecz nie noszą już nazwy „statycznych“), pola nieza
leżne od wszelkich magnesów, a związane ściśle z istnieniem je
dnej lub kilku dziedzin cyklicznych, pierścieniowych, w których 
curl M 4 = o. któro więc są siedliskiem wirów magnetycznych, pomi
mo że m =  o.

Wiemy, że dla izolatora doskonałego jest c.curl NI =  D; istnie
niu więc wiru magnetycznego w ciele takiom towarzyszyłaby pola- 
ryzacya elektryczna zmienna w czasie, a tam gdzie wir miałby być 
stały, polaryzacya elektryczna wzrastałaby proporcyonalnie z czasem; 
proces zaś taki rychło zakończyłby się wyładowaniem elektrycznem 
w tej lub innej postaci. Równanie powyższe nie przysługuje nato
miast przewodnikom, jak np. metalom, ogólniej półprzewodnikom; 
dla ciał takich mamy w ogóle

c.curl M =  D -j- XE , 

w szczególności zaś, jeżeli prąd przesunięcia daje się zaniechać lub 

jeżeli E =  const., a więc D =  o:

c.curl M — XE-

Mniejsza zresztą o szczególną postać tego równania. W obecnej 
chwili interesuje nas to tylko, że wewnątrz tych ciał może b yć
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curltli =j= o. naprzykład curl M =  const. =4= o, w ciągu dowolnie dłu
giego czasu, bez żadnej zmiany czasowej wektorów elektrycznych 
i magnetycznych. Stanom tym towarzyszy ustawiczne wywiązywa
nie się ciepła (ciepło Joule’a) w substancyi samego przewodnika, 
kosztem jakiegoś źródła energii; dlatego właśnie odróżniamy je od 
czysto statycznych. (Porówn. uwagi wstępne do magnetostatyki. 
w ftozdz. IV.) Obecnie zresztą zajmuje nas to tylko, że pola takie 
są możliwe (a nawet łatwo dają się urzeczywistnić i w praktyce 
znacznie ważniejszą odgrywają rolę niż pola związane z magnesami).

Mówiąc nieco konkretniej,—jeżeli połączymy drutem metalo
wym bieguny stałego elementu galwanicznego lub bateryi termoele
ktrycznej, wówczas w otaczającej przestrzeni mamy pole magnety
czne trwające niezmiennie, dopóki ów element lub inno źródło ener
gii dostarcza układowi w ciągu każdej jednostki czasu ustawicznie 
tych samych ilości energii, przetwarzających się na ciepło Joule’a. 
Drut metalowy wraz ze źródłem energii tworzą rurkę zamkniętą 
czyli „obwód“ zupełny, który posiada szczególnie ważne znaczenie 
dla. całego pola magnetycznego. Całka siły magnetycznej, wzięta 
wzdłuż jakiejkolwiek krzywej s zamkniętej, niesplecionej z tym ob
wodem, równa się zeru, podczas gdy dla każdej krzywej zamkniętej

splecionej z obwodem tym raz jeden całka ta j Mds jest różna od

zera, a mianowicie równa jednej i tej samej wielkości 4 -I  lub—i, 
zależnie od kierunku całkowania, lecz niezależnie od położenia ani 
kształtu, ani też od rozmiarów takiej krzywej. Innemi słowy (porówn. 
Wstęp): obwód złożony z drutu i ze źródła energii stanowi jedyną 
dziedzinę wirową, jedyny pierścień wirowy całego pola magnety
cznego; nazewnątrz tego pierścienia pole jest wszędzie ¡rotacyjne. 
Całka

1 =  I Mds ,

wzięta w kierunku dodatnim, jest momentem tego wiru *, a jako 
taka, jak wiemy ze Wstępu, stanowi nader charakterystyczną cechę 
całego pola magnetycznego.

* Przez J  rozumiemy skalar dodatni. Kierunkiem dodatnim wiru 
magnetycznego (czyli prądu elektrycznego) jest ten, w którym należy spo

glądać na oplatającą go drogę zamkniętą s dającą j Mds =  +  I, aby wi

dzieć kierunek całkowania jako zgodny z kierunkiem ruchu strzałek zega
rowych. Jeżeli źródłem energii jest np. element Daniella, dodat.ni kieru
nek wiru jest. Cu —> d — > Zn, gdzie d wyobraża łącznik, np. drut mie
dziany.



Otóż, zapominając na razie o tem, że moment I  jest- propor- 
eyonalny do całkowitego natężenia prądu elektrycznego, i nie trosz
cząc się zgoła o to, co zachodzi w samym drucie lub w aparacie 
odgrywającym rolę źródła energii, zajmiemy się obecnie własnościa
mi pola magnetycznego odpowiadającego jednemu lub kilku takim 
„obwodom“.

Jeżeli mamy n obwodów sv s->. ... s„, każdy z nich sta
nowi pierścień wirowy pola magnetycznego; momenty ich oznaczmy 
odpowiednio przez I v ... I„.

Dla uproszczenia możemy przyjąć, że każdy z nich jest nie
skończenie cienki, czyli ..liniowy“; każdy zresztą pierścień wirowy
o przekroju skończonym można rozłożyć na włókna, dowolnie cienkie.

Przypuśćmy więc, że mamy układ «  liniowych obwodów prądu 
elektrycznego* a raczej liniowych wirów magnetycznych, o dowol
nych kształtach i rozmiarach i o danej konfiguracji w przestrzeni.

Dla całej zresztą przestrzeni załóżmy izotropię i jednorodność 
pod względem magnetycznym; ¡j, niechaj więc posiada^ wszędzie, 
nawet w drutach i źródłach energii, jednę i tą samą wartość ska
larną. Aby nie zaciemniać punktów istotnych przez komplikacye 
dodatkowe, przyjmijmy założenie to dla wszystkich wywodów ni
niejszego Rozdziału.

W  tych warunkach nietylko polaryzaeya B, lecz również sama 
siła magnetyczna M będzie czysto solenoidalna; całe przeto pole 
magnetyczne, jak widzieliśmy we Wstępie (str. 75—79), będzie zu
pełnie określone przez momenty I v ... I n i przez własności geome
tryczne układu obwodów sv ... s„. Aby je otrzymać, wystarcza po
łożyć w przeprowadzonych tam wywodach ogólnych R =  M.

§ 108. Nazeumątrz włókien sv ... sn pole jest irotaeyjne, 
a więc posiada poteneyał skalarny 's:

M =  —  v<p ;
poteneyał ten jest wielowartośeiową funkcyą położenia w przestrze
ni cyklicznej, (n -f- 1 ) — spójnej, która pozostaje po wykluczeniu 
owych n pierścieni. Według (148), str. 79, mamy mianowicie

# =  4 " 2 IkSik ' (379)

gdzie jest kątem widzenia obwodu sk z rozważanego punktu
pola, suma zaś obejmuje wszystkie obwody ... sn. O tem, że ka
żde włókno wirowe jest, pod względom pola zewnętrznego, równo
ważne podwójnej warstwie czyli lameli magnetycznej, wspomnieli
śmy już poprzednio.

Elektryczność i Magnetyzm. 22
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W substancyi samych obwodów wzór powyższy traci oczywi
ście swe znaczenie; ta bowiem .jest siedliskiem wirów.

§ 109. Ponieważ div M =  o, przeto siła magnetyczna posiada. 
wszędzie poteneyał wektorowy *, a mianowicie, według (145). str. 76:

(i«« f 2 * / ' j81 •—- f f

gdzie (?St jest elementem liniowym obwodu %. pojętym wektorowo. 
Nie zatrzymując się nad tym wektorem pomocniczym, skorzystamy 
zeń, jak we Wstępie, jedynie w celu wyrażenia samej siły magne
tycznej przez dane wiry; mamy mianowicie

M =  curl (380) ,

a więc, jak na str. 79;

(381) M =  I 7TYd5}kr :

we wzorze tym, który przysługuje całej bez wyjątku przestrzeni,
r jest odległością elementu dsk od punktu x, y, z, w którym pa
nuje siła M, zaś r wektorem jednostkowym wskazującym od d$k
ku punktowi x, y, z\ wektor cisu wskazuje w kierunku wiru ma
gnetycznego czyli prądu elektrycznego, całka obejmuje obwód sk. 
suma zaś—wszystkie obwody.

Można więc powiedzieć, że każdemu elementowi wiru czyli 
prądu ds odpowiada elementarne pole magnetyczne

(381 a) m  Vrfs.r ;

kierunek wektora SM w dowolnym punkcie p jest normalny do ele
mentu ds i do prostej łączącej go z punktem p. natężenie zaś jego 
jest odwrotnie proporcyonalne do kwadratu odległości od ds i wprost

* Założyliśmy bowiem ¡j. =  eonst.: w wypadku anizotropii lub nie
jednorodności siła M nie posiada naogól poteneyału wektorowrgo; nato
miast. polary zacya B posiada poteneyał wektorowy, bez żadnych ograni
czeń; ten to poteneyał wektorowy, określony przez B =  curl A i warunek 
dodatkowy div A =  o, występuje w dziełach Maxwełla pod nazwą „poten
eyału wektorowego indukeyi magnetycznej“ lub też „momentu, dektrokinc- 
lycznego“ w danym punkcie. W wypadku izotropii i jednorodności środo
wiska otrzymalibyśmy go z (380), mnożąc wyraz ten poprostu przez ¡j„



proporcjonalne' do momentu/ (czyli do natężenia prądu), do długo
ści ds elementu wirowego i wroszcie do wstawy kąta ds, r.

Wzór (3Sla) jest wyrazem słynnego prawa Biot-Savartu. Nie 
zapominajmy jednak, że rozkład wyrazu całkowitego (381) na ele
menty (3Sla) posiada charakter sztuczny; albowiem nie istnieją wi
ry niezamknięto. Do (381a) moglibyśmy dodać wyraz elementarny 
dowolny, byle tylko taki,, który po scalkowaniu wzdłuż każdego ob
wodu zamkniętego sc, daje zero. Wyraz odpowiadający prawu 
Biot-Savarta, nie będąc elementem fizycznym, stanowi bądz co bądź 
dogodny element rachunku.

$; 1 1 0 . Kneryia magnetyczna pola. lub też (jak się zwykło 
mówić) układu wirów lub prądów, jest

U m =  \ I MBdz =  ł i J .  I  M H z  ,

gdzie całkowanie obejmuje całą przestrzeń. Ponieważ pole M jest 
czysto solenoidalne, możemy bezpośrednio zastosować Twierdz. XII 
i XIla, podane we Wstępie.

Oznaczając przez Sk indukeyę magnetyczną przez obwód 4>y, 
t. j. liczbę rurek jednostkowych polaryzacyi magnetycznej przeszy

wających ton obwód, a więc pisząc Sk — j Bwfok — ¡a j Mvd<sk , 

otrzymamy według Twierdz. XII:

Um =  i  • (382)

a wzór ten jest ważny w ogóle. t. j. również dla środowiska nie
jednorodnego i anizotropowego, o jeżem czytelnik przekona się łatwo, 
wracając do wywodów str. 8 6  i rozkładając całe pole na nieskoń
czenie cienkie rurki polaryzacyi magnetycznej. Suma w (382) obej
muje wszystkie obwody.

Stosując Twierdz. XIla, otrzymamy dla tejże energii wyraz:

L\l) — { y .y .J j jk l jh  , (383)

gdzie, przy założeniu izotropii i jednorodności:

f . J & L .  i  /  (384,

(Sk) (s-k)

Znaczenie symbolów jest takie same jak na str. 8 8 ; dodaliśmy je

dynie czynnik u; jest bowiem U =  \i. razy I M 2di, wektorowi zaś

-Łik=  Lk; — ~r~ I
471 J  

(*0
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ogólnemu R we Wstępie odpowiada tu M. Wskaźnik (I ) ma przy
pominać, że chodzi o energię jako funkcyę wielkości I v ... l n. Wska
źnik m .J=z mgnt.) opuściliśmy, dla uproszczenia, w braku wszel
kiej obawy o nieporozumienie.

Spółczynniki samóindukcyi Lkk i spofozynniki indukcyi wza
jemnej L^i —  zależą jedynie od kształtu, rozmiarów i konfigu- 
rąeyi obwodów, czyli krócej: od własności geometrycznych układu,
i oprócz tego od przenikliwości ;j. środowiska, do której są propor- 
cyonalne. Wszystko zresztą, eo powiedziano we Wstępie, na str. 
89—90, należałoby tu dosłownie powtórzyć.

Energia Um, istotnie magnetyczna, nazywa się też, według 
MaxweDa, energią elektrokinetyćzną układu prądów elektrycznych 
kongruoncyjnych z obwodami sp s„ i równoważnych biegnącym 
wzdłuż nich wirom 'magnetycznym; natężenia całkowite prądów są 
proporeyonalne do momentów wirów, a spółczynnik proporcyalnośei 
zależy jedynie od wyboru układu jednostek miary; można też wprost 
J v . . . I n uważać jako natężenia odpowiednich prądów elektrycznych. 
Podkreślmy atoli tę okoliczność, że powyższe wyrazy energii nie 
opierają się zgoła na tem, że s ,,... s„ są prądami elektrycznemu 
lecz jedynie tylko na tem, że są wirami magnetyeznemi. że są wi
rami pola, którego energią jest Um\ la sama jeszcze uwaga doty
czyć będzie sił pondcromotoryeznyeh, do których niebawem przejdziemy.

Pprzypomnijmy sobie ze Wstępu (str. 87), że indukeye magne
tyczne Sk przez poszczególne obwody Sk są funkeyami liniowenii, 
jednorodnemi wszystkich momentów:

Na tej to własności opiera się przejście od kształtu (382) do (383).. 
Moglibyśmy równania te rozwiązać ze względu na. I v ... I n, a. więe 
wyrazić I\- jako funkcyę liniową, jednorodną wszystkich Sk. Ozna
czając odpowiednie spółczynniki przez lik i podstawiając tak wyra
żone I k do (3S2) otrzymalibyśmy energię jako funkcyę kwadratową.' 
jednorodną indukcyj Sk:

Postać ta jest mniej dogodną niż (383), dla tego nikt jej nie uży
wa; jest ona jednak niemniej prawdziwą; a wprowadzamy ją  tu na 
chwilę, aby za pomocą niej objaśnić następujące wywody. Co do 
spółczynników l, nie posiadających żadnej nazwy, to będą one, po
dobnie jak L, zależne jedynie od własności geometrycznych układu, 
z pominięciem czynnika

Pod względem stosunków" matematycznych panuje najzupeł
niejsza analogia między energią magnetyczną czyli elektrokinetyćzną 
układu obwodów. $v ... $n z jednej strony, a energią elektrostatyczną 
układu przewodników 1, ... n z drugiej strony; wzorom (382), (383),

(385) Sk — Łkli -)- -J- ... -j- ’ k — 1 , 2 ,... n.

(386)
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(386) odpowiadają wzory elektrostatyczne (201); (207), (206) -i- 
w tym właśnie porządku, w jakim je wypisałem. 1 nietylko wy
razy energii, lecz same układy „obwodów“ i „przewodników“ i od
powiednio pola -wykazują pod względem charakterystycznych swych 
cech wybitną analogię, nic bacząc na to, że w jednym wypadku 
chodzi o pierścienie Sj, ... oplatane przez linie pola, w drugim—
0 dziedziny 1 , ... n, na powierzchni których urywają się linie pola. 
W tej jednak analogii należy uprzytomnić sobie, co czemu odpowia
da, szczególniej jeżeli chodzi nietylko o same wyrazy matematyczne 
energii, lecz również np. o działania ponderomotoryczne jednego
1 drugiego układu.

Z jednej strony mamy ładunki elektryczne et i poteneyaly prze
wodników te;, z drugiej strony indukeye magnetyczne S\ i momenty 
wirów magnetycznych /¡. Otóż, poteneyał tpj jest całką liniową siły 
elektrycznej od powierzchni przewodnika i do nieskończoności (lub 
do ziemi), moment 1\ nie jest niczem innem jak całką liniową siły 
magnetycznej wzdłuż drogi zamkniętej oplatającej obwód s;; ładu
nek g; jest całką powierzchniową polaryzacji elektrycznej dla po
wierzchni przewodnika i, zaś S■, nie jest niczem innem jak całką 
powierzchniową polaryzacji magnetycznej przez powierzchnię ogra
niczoną obwodem s*. Odpowiadają więc sobie wzajemnie pierwsze 
dwie wielkości, i drugie dwie wielkości; stąd zaś inne punkty ana
logii wjmikają już w określony zupełnie sposób. Analogia ta wy
razi się więc przez następującą tablicę:

układ przewodników naelektry- 
zowanych 1 , 2 , ... n 

poteneyaly przewodników tp,, 
<p2, ... <pn (stałe na powierz
chni każdego przewodnika) 

ładunki przewodników ev e2, ... ea

energia elektrostatyczna

spółczynniki ?;kk (pojemności) 
spółczynniki «¡k, <7kk (spólcz. po- 

tencyalne).

Stosunki te, oczywiście, me opierają się na jakichś specyfi
cznych własnościach elektrycznych lub magnetycznych. Taką samą 
tablicę analogii można sporządzić dla układu wirów dowolnego po
la wektorowego solenoidalnego z jednej— i dla układu powierzchni 
izopotencyalnych dowolnego pola irotacyjnego z drugiej strony.

§ 111. Siły ponderomotoryczne. — Załóżmy, że moment wi
ru czyli natężenie prądu elektrycznego Jk w każdym obwodzie jest

układ obwodów prądu el. czyli 
wirów mgnt. s2, ... s„ 

natężenia prądów czyli momenty 
Wirów I v J 2, ... i n (stało 

, wzdłuż każdego obwodu) 
indukeye magnetyczne przez po

szczególne obwody Sv S2. ... Sn 
energia magnetyczna (elektro- 

kinetyczna) 
spółczynniki Ł;k. L kk 
Spółczynniki Zik, ?kk
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utrzymywano na danej, stałej wartości, kosztem źródeł energii, włą
czonych w poszczególne obwody. W takich warunkach, przy danej 
przenikliwości energia Um — U(J) będzie funkcyą samych tylko 
spółczynników jCkk, L^, t. j. funkcyą łconfiguracyi układu (skoro 
nazwą tą obejmiemy również kształty i rozmiary wszystkich n ob
wodów). Dla wyznaczenia tej konflguraeyi należy podać wartości 
pewnej liczby spólrzędnych (w uogólnionem znaczeniu słowa) czyli 
parametrów wzajemnie niezależnych, z których jeden jakikolwiek 
oznaczymy przez x,—podobnie jak w § 75. Jeżeli wszystkie obwo
dy są sztywne, widzimy z (384), że spółczynniki samoiiuhtkeyi 
są niezmienne, zaś L ¡u zależą jedynie od wzajemnego położenia ob
wodów S|, Sfc. Dla wyznaczenia położenia jepnego tworu sztywnego 
względem drugiego należy i wystarcza podać 6  parametrów nieza
leżnych. Dla n obwodów sztywnych liczba parametrów x byłaby 
więc równa 6(n — 1). Jeżeli natomiast obwody są giętkie, lub 
w ogóle odksztalcalne, wówczas będą też zmienne spółczynniki samo- 
indukcyi, a liczba parametrów konfiguracyjnych wzajemnie niezale
żnych będzie nieskończoną, t. j. będziemy musieli podać wartość pe
wnych wielkości x dla każdego elementu indywidualnego każdego 
obwodu, czyli uważać x jako funkcyę luku s mierzonego to wzdłuż 
jednego, to wzdłuż drugiego obwodu. Nie wnikając jednak we 
wszystkie te szczegóły, będziemy rozumowali w sposób ogólny, ozna
czając przez x jakikolwiek z pośród wszystkich parametrów nie
zbędnych i wystarczających dla określenia chwilowej konfiguracji 
układu, a więc też chwilowej wartości każdego spółczynnika L.

Siłę ponderomotoryczną. odpowiadającą parametrowi x, oznacz

my, znowu jak w Blektrostatyce, przez X tak iżfsuma^Z&s =  oW  

będzie wyrażała pracę mechaniczną całego układu przy przesunię
ciach wirtualnych Sx. Suma ta ma obejmować wszystkie parame
try; jeżeli obwody są odkształealne, otrzymamy zamiast sumy jednę 
lub kilka całek rozciągających się wzdłuż obwodów.

Według Rozdziału III o b trzy mali byśmy wszelkie siły pondero- 
motoryczne z przyrównania pracy mechanicznej ubytkowi energii 
pola, w założeniu atoli, żc przy przesunięciu wirtualnem indukeya- 
magnetyezna przez każdą powierzchnię indywidualną, a więc też 
przez powierzchnie ograniczone obwodami sv ... sB, pozostaje nie
zmienna; możemy więc napisać:

o W =  T iXox z4  — SU; ą, ą ,  ... S„ =  eonst.,

9U(8)
a więc X — -—— gdzie wskaźnik 5 ma przypominać nietylko,

że chodzi o energię wyrażoną przez Sv ... SD, lecz również, że ka
żda z tych wielkości ma podczas przesunięcia zachowywać wartość 
stałą.
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Lecz, według założenia mają być stale momenty mrów czyli 
natężenia prądów I v ... 1„, nie zaś indukcye Sv ... Sn przez po
szczególne obwody. Sprawa jest zupełnie taka sama jak w § 75. 
Pisząc znowu

U{S)+ lĄ I ) - y i* S k=  o

i rozumując jak wówczas, otrzymamy

_  <>fj(S) __ dU (i) 

dx dx

a więc, według powyższego wzoru, przy stałych natężeniach J , , ... 1„ 

i .  . (387)

Oto jest znany wyraz siły ponderomotorycznej dla każdego z oso
bna. parametru konfiguracyjnego. Jednocześnie mamy też

o TT =  -j- 5 Um ( Iv ... I n niezmienne). (388)

Porówn. wzór elektrostatyczny (227).
Przy niezmiennych natężeniach prądu energia elektrokinety- 

czna nieładu rośnie o ilość pracy wykonanej przez układ, tak iż 
źródła muszą dostarczyć układowi ilość energii 23W, i. j. równą 
podwójnej pracy wykonanej, oprócz tych ilości, które idą na 
pokrycie ciepła Jotile’a wytworzonego w każdym obwodzie.

Według (387) energia elektrokinetyczna, przy stałem natęże
niu prądów odgrywa więc rolę poteneyalu sił X, czyli tak zwanych 
sił elektrodynamicznych. Kio możemy tu, niestety, wniknąć w hi
storyczny rozwój dotyczących pojęć i teoryj. Zauważmy natomiast, 
że przy powyźszem przedstawieniu rzeczy, poteneyał ów nie jest 
niczem innem jak tylko energią pola magnetycznego odpowiadają
cego danym wirom i że powyższe wywody nie opierają się na ża
dnych jeszcze związkach elęktro-magnetycznych. JEofencyalem ele
ktrodynamicznym zgodzono się zresztą nazywać energię tę wziętą 
ze znakiem ujemnym, a więc wielkość — U(I).

Ponieważ Um — U(I) jako energia pola jest jednowartościo- 
wą iunkcyą konfiguracji układu, przeto praca mechaniczna W12 wy- 
konana przez układ podczas przejścia jego z jednej konfiguracji ( 1 ) 
do jakiejkolwiek innej (2 ), przy stałych ... Jn. będzie niezależna 
od, drogi przejścia, a mianowicie równa

17,2 =  ( W  “  ! TSJj- (3SSa)

Sumowanie podwójne po prawej stronie (387) obejmuje wszyst
kie spółczynniki samoindukcyi i indukcyi wzajemnej różnych obwo
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dów, któro w ogóle tylko zależą od danego parąmotru konfigura
cyjnego x.

Jożeli wszystkie obwody są 'sztywne,:inamydLkk/dx — o dja 
wszelkich Tc i dla każdego parametru x, tak iż siły X  zależą tylko 
od wyrazów

Jeżeli cały układ składa sit; z dwóch tylko obwodów sv mamy

a jeżeli obadwa są sztywne:

gdzie, skorzystawszy z (384), napisaliśmy ds^ds., =  dstds,,.coss. tak 
iż s jest kątem zawartym między elementami dsr f/s,. Zmienna,
i miarodajna dla działań ponderomotorycznyeh, część energii ele- 
krokinetycznej redukuje się tu do wyrazu

który jest zarazem tak zwaną energią poteneyalną wzajemną prą
dów „płynących“ wzdłuż s2. Taką samą zupełnie energię wza
jemną posiadałyby dwie lamelc magnetyczne o krawędziach s2
i o mocy równej I v względnie I.,. Wzajemne działania mechaniczne 
będą w jednym i drugim wypadku zupełnie takie same, co do wielkości
i kierunku; lecz układ magnesów lamelarnyeh (lub innych) jest ener- 
gietycznie odosobniony, czyli pracuje kosztem własnej energii, pod
czas gdy układ obwodów prądu pracuje kosztem źródeł (elementów gal
wanicznych. lub t. p.). Energia zwajemna dwóch magnesów lame- 
larnych maleje o ilość równą pracy przez nie wykonanej; energia 
natomiast obwodów będących siedliskiem prądów stałych rośnie o ilość 
równą pracy wykonanej.

Liczba parametrów konfiguracyjnych »' dla dwóch obwodów 
sztywnych jest =  6 . Możemy np. wyobrazić sobie jeden układ 
spółrzędnych Olxlylzi, związany sztywnie z obw'odem sp i podo
bnie drugi układ 0%x2y.¿z.¿ związany sztywnie z obwodem sv i wpro
wadzić jako trzy parametry spółrzędne a, b, c punktu O., względem 
układu Olxlylzl, zaś jako trzy pozostało parametry obrać trzy wiel
kości kątowre a, ¡5, -( wyznaczające „oryentaeyę“ obwodu s.2 wzglę
dem pierwszego układu, a więc też względem samego obwrodu s,, 
jak to się czyni zwykle w dynamice ciał sztywnych. (Chodzi bo- 
wiem jedynie o względne położenie i oryentaeyę jednego obwodu
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w stosunku do drugiego.) Zmianom samych tylko a, b, c będzie 
wówczas odpowiadało przesunięcie 'postępowe jednego obwodu wzglę

dom drugiego, ¡1 odpowiednie siły mechaniczne będą  ̂ .
da r ()b

a U (i) . " j,
— , zas zmianom parametrów a, p. 7  będzie odpowiadał o rót sl

... .. dU(I) dU(I) d17(1) , ,
względem s.,, tak iz , ——-—, • ----- będą momentami obrotu

0 a 9(3 3y
przynależnych par sil. Każda z tych siłj? będzie, według (390), 
caeteris paribus, proporcj onalna do iloczynu natężeń i do prze
nikliwości magnetycznej środowiska.

Opierając się na postaci energii (383) i na znaczeniu geome- 
trycznem (384) spólczynników L. można powiedzieć, że każda para 
elementów ds, ds', należących bądź to do jednego, bądź też do 
dwóch różnych obwodów daje dla energii wyraz elementarny

,h 'dS'
4z r

a więc dla siły ponderomotorycznej X  wyraz elementarnj', po
wiedzmy SX:

8X  = .  (39,1)'
4j: pa? r '

gdzie x jest jednym z parametrów określających konfigurację ele
mentów ds, ds' i gdzie, jak wyżej, możemy napisać ds.ds' — ds.ds'.eoss. 
Jako jeden z parametrów x można uważać kąt s. jako inny. nieza
leżny od s, .można wprowadzić odległość wzajemną r tych elemen
tów. Dwoma innemi jeszcze parametrami byłyby kąty 0 =  (lYtfe), 
0' =  (r, ds'). Kąt, zawarty między płaszczyznami (r. ds) i (r. ds') 
nie jest już niezależnym od 0. 0'. s. Cztery parametry

r, s. 0, O'

Avyznaczają już : zupełnie konfiguracyę pary elementów liniowych 
ds. ds'. Oznaczając więc przez oR siłę^działającą wzdłuż prostej
łączącej te elementy i dążącą do zwiększenia ich odległości r. mie
libyśmy według (391)

- ; (39la)

dla momentu pary sił starającej się zwiększyć kąt = otrzymalibjrsmy

-ilŁ-n/ds.ds' ——  (391b)
4 r. r
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i podobnie też dwa dalsze wyrazy dla „sil“, a raczej momentów 
par, odpowiadających pozostałym parametrom 0. 0'. Pozostawiając 
jednak wszystko to na uboczu, zaznaczmy jedynie, że powyższa 
składowa „centralna“ SR jest. caeteris paribus, odwrotnie propor
cjonalna do kwadratu odległości elementów ds, ds'', jeżeli s jest 
kątem ostrym, SR jest silą „przyciągającą“; wówczas bowiem wy
raz (391a) jest ujemny; jeżeli s jest kątem rozwartym, mamy siłę 
„odpychającą“, jeżeli zaś s =  J tt, siła SB, znika.

Tym sposobem otrzymalibyśmy tak zwane „prawa elementarne 
elektrodynamiki“.

Zauważmy atoli, że rozkład taki każdej ze sił ponderomoto- 
ryeznych X  na składowe elementarne, odpowiadające poszczególnym 
parom ds, ds'. jest zupełnie sztuczny i nieskończenie dowolny. Su- 
•ma bowiem daje się rozłożyć na dodajniki w nieskończenie wiele 
■różnych sposobów. Energia U(l), z której przez różniczkowanie 
wywodzą się wszystkie owe siły, zawiera pewną liczbę całek po
dwójnych kształtu

a więc zachowa swą wartość, jeżeli do wyrazu stojącego pod cał
kami dodamy jeszcze inny jakikolwiek fds.ds', którego całka wzdłuż

jest jednowartościową, lecz zresztą dowolną funkcyą położeń ds. ds'. 
jak np. jednowartościową funkcyą wzajemnej odległości tych ele
mentów lub wprost samą ich odległością r: wynikłoby stąd dla po- 
teneyału elektrodynamicznego elementarnego, a więc też dla odpo
wiednich sił elementarnych całe mnóstwo różnych wyrazów, po
wiedzmy. kształtu

a każda laka siła byłaby niemniej uprawnioną jak (391), albowiem 
każda z nich prowadziłaby do tych samych działań mechanicznych 

wypadkowych, prawdziwych co do wielkości i kierunku. Istotnie 

Ampćre, Grassmann i inni dali różne przykłady takich „praw ele
mentarnych“, z któremi polecani czytelnikowi zapoznać się bliżej. *

* Patrz Encyklopadie d. mathem. Wissenschaften, V 2, zeszyt I, 
Art. 12. li. Reiffa, i A: Sommerfelda■ Staiidpunkt d■ Fcrnwirkung. Die 'Ele- 
mentargesetze;\v artykule tym są omówiono, w formie zwięzłej i bardzo ja- 
.snej, klasyczne prace Coulomba, Orsteda, Biota i Savarta, Am perć a, Grasn- 
manna, F. Nettmanna, Wilhelma Webera, Gaussa i Riemanna, Karola Neu- 
manna i wreszcie Clausiusa; tamże znajdzie czytelnik zestawienie literatu
ry.— Badania Amph-ea są omówione obszernie w II tomie El. and Mgnt. 
Maxwella: Część IV, Rozdz. II.
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Dotyczące badania odegrały w rozwoju nauki ze wszech miar do
niosłą rolę. Obecnie posiadają może znaczenie tylko „czysto histo
ryczne“, jak się mówi. Lektura jednak samych tych prac orygi
nalnych, szczególniej zaś klasycznej rozprawy Amp&re’a * z roku 
1826, jest też z innych względów nader pouczająca i na gorące 
zasługuje polecenie.

Lecz wspomniany rozkład sił jest też „zupełnie sztuczny",— 
albowiem odrębna para elementów „ds, ds'u nie daje się urzeczy
wistnić nawet w przybliżonem znaczeniu słowa i nie można o niej 
mówić fizycznie chociażby tylko nawet w znaczeniu pojęcia grani
cznego (jak np. o punkcie elektrycznym lub o nieskończenie cien
kiej lameli i t. p.). Każda rurka wirowa jest albo nieskończenie 
długa albo zamknięta w sobie, a takiemi były właśnie nasze „ob
wody“ Sj, ... s„. Możnaby więc mówić o parze obwodów elemen
tarnych dowolnie małych, lecz zawsze zamkniętych, nie zaś o włó
knach nieskończenie krótkich, prostych, a chociażby nawet krzy
wych, lecz niezamkniętych. Pary ds, ds' posiadają, na tle spółcze- 
snyeh poglądów, charakter elementów rachunku, elementów mate
matycznych, nie zaś fizycznych. To samo zaś możnaby powiedzieć 
o odpowiednich „prawach elementarnych“ elektrodynamiki.

§ 1 1 2 . Siły elektromotoryczne wzbudzone.— Niechaj bę
dzie1 znowu indukcyą magnetyczną przez obwód sk, a raczej przez 
powierzchnię nk ograniczoną tym obwodem, w danej chwili t, a więc-

Jeżeli pole magnetyczne jest zmienne w czasie, (a zmiany te mogą 
towarzyszyć bądź to zmianom natężeń I v ... I n w poszczególnych 
obwodach, bądź też przesunięciom lub odkształceniom samych tych 
obwodów) natenczas Sk będzie w ogóle również zmieniać się z cza
sem. Prędkość lej zmiany stanowić będzie to, co w Rożdz. I nazwano 
prądem magnetycznym przez powierzchnię ok; otrzymamy przeto 
według drugiego prawa zasadniczego (str. 1 2 2 ), czyli według drugiego 
z równań (31), odejmując od wektora elektrycznego E ewentualną sile 
przyłożoną e. jak w równaniu (B'), str. 226:

A- Ampère. Mémoire sur la théorie, mathématique des phénomène* 
électrodynamiques uniquement déduite de l’expérience. Paryż, 1826. Drugie 
wydanie ukazało się w 1883.
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gdzie E — e jest silą elektryczną odpowiadającą zmianom pola ma- 
gnetyczriogo, zaś całkowanie obejmuje Wszystkie elementy ds^'roz

ważanego obwodu «k- Całka j (E — e)clsk nazywa się siłą elektro

motoryczną indukowaną czyli wzbudzoną w obwodzie sk. Ozna

czając ja przez 1 Fk. gdzie o jest zwykłą stalą „uniwersalną“ 
c

o wymiarach prędkości, możemy napisać krótko

,7  0

(393) Fk =  _ ^ J L ,  fc =  1, 2

Związek ten, który jest poprostu bezpośrednim wyrazem tak zwa
nego „różniczkowego“ prawa indukcyi Faradav’a ", zachodzi buz 
wszelkich dodatkowych zastrzeżeń, t. j. zarówno dla pół zmieniają
cych się powolnie jak i dla pól bardzo szybko zmiennych. Drugie 
równanie Maxwellowskio, które oznaczaliśmy stale przez (B). t. j. 
q =  — c.curl E, zaś w razie istnienia siły przyłożonej równanie (B'), 
1. j. q ==—•' c.curl (E — e), wyrażało tę samą zupełnie treść dla 
obwodu nieskońezonostkowego, na jednostkę powierzchni.

W niniejszym Rozdziało chodzi nam atoli o pola. niemal sta
teczne (quasi-stacyonarne, w brzmieniu międzynarodowem), czyli 
zmieniające się z prędkością stosunkowo małą, a mianowicie tak

małą, iż można zaniechać prądy przesunięcia D =  dDjdt. a więc też 
odpowiednie wiry magnetyczne w polu zewnętrznem, otaczająceni n 
obwodów sv ... s„. Innemi słowy, zakładamy, że jedynie obwody te 
stanowią siedlisko wirów magnetycznych czyli prądów elektrycznych
o natężeniach ... I n. i że prędkości zmian tych natężeń jakoteż 
prędkości zmian parametrów konfiguracyjnych, czyli krócej prędko

ści ruchu x — dx/dt są dostatecznie małe. aby można było zauie- 
.cliać wszelkie wyrazy dodatkowa* i napisać dla dowolnej chwili t 
wzór (385):

(385 bis) »S'k Ly j./, -(- L^I.j ... -|- iij£n Jn ,

rozumiejąc we wzorze tym przez l v ... /„ natężenia prądów panu
jące w obwodach s,, ... sn w tejże samej chwili t. Jeżeli chodzi lip.
o prądy peryodyeznie zmienne, okres ich drgania powinien być bar
dzo wielki w porównaniu z czasem, w ciągu którego zaburzenia 
elektromagnetyczne przebywają odległość między najskrajniejszemi 
punktami całego układu obwodów. Warunki dla prądów, i dla od
powiednich pól, niemal statecznych implikują więc w sposób bar-

* Porówn. Maxwella El. and Mgnt., 'I'. II, art, 5+1.
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<]y,u istotny rozmiary samego układu. Godząc się na te warunki, 
a więc na przyjęcie wzoru (385) dla &k i powyższych wyrazów (384) 
dla spółezynników L , postępujemy tak, jak gdyby w granicach prze
strzennych rozważanego układu zjawiska odbywały sio według 
klasycznej teoryi „chwilowego działania na odległość“. To też wy
niki, które otrzymuje się przy tych założeniach, nic różnią się w ni- 
ezem od wyników teoryi dawniejszej. Zwolennicy teoryi Maxwella 
są atoli świadomi owych wyrazów zaniechanych i wiedzą, że wyni
ki te mają znaczenie przybliżeń. Zbytecznem chyba byłoby rozwo
dzić się nad tein, że w praktyce elektrotechnicznej (z wyjątkiem 
telegrafii bez drutu) ów stopień przybliżenia jest aż nadto, wystar
czający.

Podstawiając tedy za St powyższy wyraz (385), otrzymuje się 
według (393) dla całkowitej S. E. M. (c—1) wzbudzonej w obwo
dzie Sk-

Wyraz dLi&jdt zależy od prędkości, z jaką zmieniają się kształty
i rozmiary samego obwodu *\, zaś dLki/dt od prędkości zmian po
łożenia i oryentacyi innych obwodów lub ich części względem ob
wodu ,sv Mamy mianowicie, dla Ic, i równych lub różnych:

gdzie suma obejmuje wszystkie parametry konfiguracyjne x, lub te 
tylko, które zmieniają się z czasem, w danej chwili. Druga część 
Vi w (394) jest więc funkcyą liniową prędkości ruchu układu,
o spółezynnikach proporcyonalnych do natężeń prądów i oprócz te
go zależnych jedynie od konfiguracji układu i zawierających czyn
nik ji. Ta część S. E. M. wzbudzonej zmienia swój kierunek przy 
odwróceniu wszystkich prędkości ruchu. Pierwsza część nato
miast jest funkcyą liniową prędkości zmian natężeń prądów, o spół
ezynnikach L.

Ze względu na dodajniki odpowiadające różnym obwodom po
wiemy, że całkowita S. E. M. wzbudzona w obwodzie St jest sumą 
algebraiczną siły elektromotorycznej

(395)

spowodowanej przez zmiany własności geometrycznych samego ob- 
wódu i natężenia płynącego w nim prądu, oraz »  — 1 sił- elektro
motorycznych
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(3‘J4b)  ̂ ki —  ---- cZi~ (^ k i/ i),  I  4 =  l
d

odpowiadających zmianom natężeń we wszystkich innych obwodach
i ruchom ich względem sk.

Fkk nazywa się S. E. M. samoindukcyi w obwodzie sk. zaś 
l rki dla k, i różnych S. E. M. indukcyi wzajemnej (w .sk) między 
obwodami S; i sk.

Jeżeli Ii —  const., mamy Fki =  — /¡(i/vki/tfć; podobnie też ma
my dla obwodu Sj, jeżeli /k =  const.: Tik =  — I kdlnifdt; lecz 
i f t  =  Lu; jeżeli więc /k =  /¡, mamy:

«o czytelnik sam wyrazi słowami.
Dla każdego obwodu sztyionego mamy

ponieważ zaś />kk>o, przeto dla /k rosnącego kierunek Tkk jest wprost 
przeciwny dodatniemu kierunkowi wiru magnetycznego czyli prądu 
w obwodzie sk; dla /k malejącego kierunki to są zgodne.

§ 113. Układ prądów jako dynamiczny układ policykli- 
czny. — Ponieważ energia U[l) jest jednorodną, kwadratową fun- 
kcyą natężeń, mamy

a więc, zupełnie podobnie do wzoru elektrostatycznego (204):

Możemy przeto napisać dla sity elektromotorycznej wzbudzonej w ob
wodzie Sk- zamiast (393):

Poprzednio zaś. w § 111. widzieliśmy, że wszystkie siły pondero- 
motoryezne X  odpowiadające parametrom konfiguracyjnym x tegoż 
układu wywodzą się z tej samej funkcyi U(I), a mianowicie według 
wzoru:

(396)

(b)
dx
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Otóż w tych wyrazach (o). (b) sil elektro- i pólideromotory- 
cznyeh przejawia się wybitna i głęboka analogia do Lagrange'ow- 
skich równań różnichkowych ruchu układu dynamicznego, analogia, 
zauważona po raz pierwszy przez ¡\iaxwella i która nasunęła mu 
myśl zbudowania i posłużyła za podstawę jego „Dynamicznej teoryi 
e 1 e k i r o m agn e ty z mu “. *

Niechaj q będzie jednym z parametrów wzajemnie niezale
żnych qv q,, i t. d., określających konflguraeyę układu mechaniczne
go, zaś

da

q f  W

prędkością zmiany tegoż parametru. Energię kinetyczną tego ukła

du jako furikcyę kwadratową jednorodną samych prędkości q, o spół- 
ezynnikach zależnych jedynie od parametrów q. oznaczmy przez

T(q). Wyrazem pracy mechanicznej, którą wykonywa układ przy 

przesunięciach wirtualnych Sq niechaj będzie "V QSq, tak iż Q jest 

silą mechaniczną (w uogólnionem znaczeniu słowa), wywieraną przez 
układ i dążącą ku zwiększeniu odpowiedniego parametru q. Wów
czas zachodzą równania Lagrange’a, w tak zwanej drugiej postaci:

Q== dq ~ d f  .■ ' (397)

dT(q) d <)T(q)

Otóż, przypuśćmy, że pewne z pośród parametrów q, które 
oznaczymy przez qa, nie wchodzą do wyrazu energii kinetycznej,

iecz że występują w nim tylko ich prędkości qa. i że prędkości

qb pozostałych parametrów (ft,, powolnie zmiennych, nie wchodzą do 
wyrazu tej energii, lecz występują w nim jedynie tylko same pa
rametry qb: Innemi słowy: przypuśćmy, że energia kinetyczna ukła

du jest funkeyą jednorodną 2 -go stopnia samych tylko prędkości
o spółczy unikach zawierających same tylko parametry q\t.

Wówczas będziemy mieli dwa różne rodzaje sił Q: pierwsze, 
odpowiadające parametrom będą:

_  d t)T(q)

■ (»')

* Taki jest tytuł Rozdziału VI, części czwartej El. and Mgnt., 
T. II; w tym i w następnym Rozdziale omówione są powyższe stosunki 
w formie nader pociągającej. Klasyczna rozprawa Ataxwella: A dynamical 
theory of the electromogneitc field, Lond. Roy. Soe. (1865 r.) poprzedziła zre
sztą pierwsze wydanie jego książki o lat ośm.



drugie zaś, odpowiadająco parametrom q^:

m  . § = af  ■ '

Porównywając przeto (a) i (a'), (b) i (b') widzimy, że ¡silv Qh 
odpowiadają zupełnie sitom pondcromotorycznym X, zaś siły Qs si
łom elektromotorycznym Vk w układzie niemal statecznym obwodów 
prądu elektrycznego czyli pierścieni wirowych magnetycznych.

W analogii tej, energii kinetycznej T — T(q) odpowiada ener
gia magnetyczna Um — U(I). którą też Maxwell ze względu na to 
nazwał enerfyią elektrokinetycznaj parametrom powolnie zmiennym 
(Jb odpowiadają parametry konfiguracyjne x, jak założyliśmy, rów

nież powolnie zmienne; prędkościom odpowiadają natężenia prą
dów czyli momenty wirów /k.

Własności takich układów zbadał Helmholtz w szeregu znako
mitych rozpraw *, których głównym celem były zastosowania do 
termodynamiki. Parametry szybko zmienne qa nazwał on spólrzc- 
dnemi cyklicznemi ze względu na to, iż. zmianom ich odpowiadają 
ruchy kołowe ,(„in sich zurücklaufendo Bewegungen“), przy których 
zewnętrzna postać układu pozostaje niezmienna lub w przybliżeniu 
niezmienna; kąt obrotu kola rozpędowego stanowiłby np. spój rzę
dną cykliczną; do wyrazu energii nie wchodzi sama ta spólrzędna 
lecz tylko jej prędkość, tak zwana prędkość cykliczna, a więc np. 
nie kąt obrotu, lecz tylko prędkość obrotu koła rozpędowego. Układ 
zawierający jedyną tylko spólrzędna cykliczną niezależną nazywa 
się, według Hcłmholtza. monocyldicznym; przy dwóch takich zmien
nych, wzajemnie niezależnych, mówi się o bicyklu czyli o układzie 
bicyklicznym, w ogóle zaś o układzie policyklicznym.

Układ niemal stateczny złożony z n obwodów prądu elektry
cznego czyli równoważnych wirów magnetycznych jest więc, dyna
micznie. układem n-cyldicznym. Jedyny obwód stanowi monocykl.

Dla jednego i dla dwóch obwodów prądu zbudował Boltzmann 
modele mechaniczne, które jaknajgorliwiej polecam uwadze czytel
nika, pragnącego oswoić się z treścią powyższej analogii.

* H■ v. Helmholtz: Studien zur Statik monocyklLicher Systeme; Beri. 
Akad. d. Wiss. 1884. Priitcipien der Statik monocykliseher Systeme; Borchardt- 
Crelle’s Journal f. Mathematik, T. 97, 1884. Prace te, w postaci pięciu na
wiązujących się wzajemnie rozpraw przedrukowano w tomie 111 pism 
zbiorowych Helmholtza: Wissenschaftliche Abhandlungen, Lipsk, u J. A. 
Bartha, 1895.-

*v L. Boltzmann: Vorlesungen üb. Maxieells' Theorie, d. JSluctrizilät u. •
d. Lichtes,.2 Teile, 1891—93; patrz, część I-ą. Model bicykliczny powi- 
nienby znalyść się na stole demonstracyjnym przy najelementarnicjszych 
nawet wykładach omawianego działu fizyki.
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Energię T można też wyrazić jako połowę sumy iloczynów 
prędkości i momentów "kinetycznych p:

T =  i  Vr/j) ,

a wzorowi temu odpowiada Um=  .J-^, Iv.Sk- Podobnie do (396).

§ 113. mamy

Ł - * m  .
v — . »

dq m ,

indukeya magnetyczna <S'k przez obwód sk odpowiada tedy zupełnie 
momentowi kinetycznemu; dla tego toż Maxwell nazwał wielkość

Sk =  -)- ••• -)- ^ k r A l

momentem elelctrolchietycznym odpowiedniego obwodu prądu. Spół- 
ezynniki _Lkk odpowiadają dynamicznym momentom bezwładności, 
zaś Łk; {li =j= i) tak zwanym „iloczynom bezwładnościowym“, t. j. 
spółczynnikoni kwadratów, względnie iloczynów prędkości w wyra

zie energii kinetycznej T(q). Jedne i drugie spółczynniki zależą od 
parametrów" konfiguracyjnych powolnie zmiennych.

§ 114. Równania różniczkowe d ian obwodów sztywnych, nie
ruchomych. — Dla układu takiego spółczynniki samoindukcyi i indu-
kcyi wzajemnej są stałe, tak iż według (394) mamy

y i = -  • (398)

Przypomnijmy sobie z §-fu 112, że Fk nie jest niczem inneni jak 
całką

Vk =  c I (E — e)dsk
ą/

rozciągniętą wzdłuż obwodu sk. Wektor e jest siłą elektryczną 
przyłożoną, która może być termoelektryczną, woltaiczną lub inne
go pochodzenia; oznaczmy całkowitą S. E. M. przyłożoną, dla obwo
du sk. przez Ak. t. j. połóżmy

Ak — I edsk ;

Elektryczność i Magnetyzm- 23
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wówczas będzie

~ V k~ A k =  I EdSk.

Zastosujmy tera/- do jednego z obwodów sk równanie różni
czkowe (la). § 18, zakładając, żo można zaniechać prąd przesunię

cia D; założenie to uczynimy tu dla każdego z n obwodów stano
wiących układ Napiszemy więc

XE =  e.curl M .
*

gdzie A jest spółczynnikiem przewodnictwa. Pomnóżmy równanie 
to skalarnie przez dSt i przez przekrój poprzeczny a obwodu czyli 
włókna sk; ponieważ /k jest momentem tego włókna wirowego, 
otrzymamy

s.eurl M.rfSk =  Ikd$k .
a więc

) Edsu =  clk j .
Kładąc;

(399) e? i =  Wk ,
,/ AT

a więc rozumiejąc przez TFk to, co się nazywa oporem całego ob
wodu (w układzie elektromagnetycznym miar), możemy napisać 
krócej:

I Edsk =  —  W Jk ,
J  c,

a więc-

± W kIk = A k+-^-Vk .
c c

Mimochodem możemy tedy zaznaczyć, że prawo Ohma jest już za
warte, jako wypadek szczególny, w równaniu (la).

Podstawiając w ostatnim wzorze za Vk wartość (398) otrzy
mamy żądane równania układu w postaci powszechnie używanej, 
a mianowicie:

* Innemi słowy, zaniedbujemy pojemność (elektrostatyczni}) ka
żdego obwodu, a wraz z nią energię elektryczną, którą uwzględnimy do
piero w następnym paragrafie.
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*-- j .

2  ¿t* —h^'k/k =  c.At: lc = 1. 2, ...n. (400)

Jeżeli S. E. M. przyłożono, t. j. wielkości Ak, są dane dla każdego 
obwodu jako funkcje czasu, które w przypadku szczególnym mogą 
być stale, natenczas mamy tu n równań różniczkowych- liniowych, 
pierwszego rzędu. Znając więc wartości początkowe wszystkich na
tężeń, możemy za pomocą równań tych wyznaczyć /,. /„, ... /,. dla 
wszelkich czasów.

Rozwiązanie tych równań, szczególniej dla jperyodycznych 
S. E. M. przyłożonych, pozostawiam czytelnikowi, w*myśl uwagi 
zamieszczonej na końcu poprzedniego Rozdziału, Dobrze jest za
cząć od wypadjch, w którym układ jest pozostawiony „samemu so
bie“, t. j. A., =  A., =  ... =  =  o; wówczas równania (400) stają
się jednorodnemi. Dla ułatwienia oryentaeyi czytelnik może zało
żyć n —  2 , a przyjmując np. A,, — o, Ai proporcyonalne do sinmt, 
m == consl., znajdzie już w odpowiednich rozwiązaniach dość wiele 
zajmującego materyału do dyskusyi.

Według określeń §-fu 59 wydajność źródła energii elektry
cznej na jednostkę objętości jest pe =  eecurl M. a więc dla całe
go obwodu czyli włókna

otóż mnożąc równania (400), dla /«■ =  1, 2, ... n. odpowiednio prze? 
/,. /.„ ... In i dodając wszystkie do siebie, otrzymamy

ponieważ zaś spólczynniki L mają być stale, suma podwójna jest 
pochodną zupełną ze względu na czas energii magnetycznej czyli 
elektrokinetycznej (/{/) =  Um, tak iż będzie

czyli: energia dostarczana przez wszystkie źródła =  przyrostowi 
energii całego pola magnetycznego -|- ciepło Joule’a wytwarzane 
w obwodach, wszystko na jednostkę czasu.

(401) jest więc wyrazem zasady zachowania energii. Pamię
tajmy bowiem, że spólczynniki L miały być stałe, tak iż układ nie 
wykonywa żadnej pracy mechanicznej. W wypadku ogólniejszym 
(obwodów* ruchomych i odkształcalnyeh), w którym układ wykonywa,
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, V 'v '  \}dU(I)dx
na jednostkę czasu, pracę mechaniczną ? ,A x=  7 —3 — „  , według

(387), sprawdzimy łatwo, że

(402) cV ^ k/k =  + V lfk/t i+ V i s ,

t. j. że zasadzie energii znowu staje się zadość.
Jeżeli układ składa się z jednego tylko obwodu sztywnego, 

mamy według (401)

(40la) * cAI — ,

gdzie Um =  IL I2, skoro L  jest spółezynnikiem samoindukeyi czyli, 
jak się mówi krótko, „samoindukeyą“, zaś W  oporem tego obwodu. 

W tym wypadku samo już to równanie energii wystarcza do

napisania równania różniczkowego dla /; istotnie, ponieważ Um =  L II, 
mamy, dzieląc (401a) obustronnie przez /:

(400a) L I 4 - WI |= cA ,

jak byłoby według (400) dla n  =  1.
Z uwagi tej skorzystamy w następnym §, w którym oprócz 

magnetycznej wypadnie nam uwzględnić energię elektryczną.
Przy nieobecności S. B. M. przyłożonej, którą odtąd będę krót

ko nazywał S. E. M. bez wszelkich epitetów, ostatnie równanie staje 
się jednorodnem, a mianowicie:

(400b) L i -(- WI =s o ,

tak iż

(403) I = I 0e~WtiL  ,

gdzie e jest zasadą logarytmów naturalnych, zaś / 0 wartością / 
w chwili t — o. Czas L/W , po upływie którego / spada na e-tą 
część pierwotnej swej wartości, nazywa się stałą czasową lub cza
sem relaksacyjnym danego obwodu. Ponieważ według powyższych 
określeń W posiada wymiary prędkości, zaś L  wymiary długości, 
przeto iloraz LW~~l jest istotnie czasem.

Samoindukcyę ¿..która utrudnia niejako rozpraszanie czyli 
przekształcanie się energii układu na ciepło, można więc porównać 
z masą czyli bezwładnością, zaś opór elektryczny, sprzyjający temu 
procesowi, ze spółezynnikiem tarcia odpowiedniego układu dynami
cznego, monocyklicznego. Uogólnienie tej uwagi do wielu obwodów
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i do odpowiedniego układu polic yklicznego nie sprawia żadnej tru
dności.

Jeżeli S. E. M. jest prostą funkeyą peryodyczną czasu, po
wiedzmy

cA — B.sin (vi),

2tz
tak iż -— jest jej okresem drgania, natenczas mamy

L i-f WI — B.sin (vi) . (400c)

Całkę ogólną tego równania niejednorodnego otrzymuje się, biorąc 
sumę całki ogólnej (403) równania zredukowanego i całkę szcze
gólną

/ =  a śin (v£ —  7 ) (404)

równania (400c); po dość długim czasie (403) zamiera, tak iż może
my ograniczyć się do (404). Podstawiając wyraz ten do równania
(400c), otrzymamy dla stałych a. 7

vL B cos 7 B
ł9'i =  TJ7 = «'=? —  uT— =  - ± = r = -  - (405)

w w v

tak iż będzie ostatecznie

/ =  —  cos '(.sin (vi — 7 ). (404')

Zachodzą, tedy tak zwane drgania nieswobodne czyli wymuszone
prądu I o okresie równym okresowi S. E. M.; różnica faz określo
na przez 7  jest tem większa, im dłuższy jest czas relaksacyjny ob
wodu w stosunku do okresu drgań. Dla v =  o, t. j. dla niezmien
nej S. K. M., byłoby IW — B, czyli a : B — 1: W', jak w zwykłem 
prawie Ohma. Dzięki drganiom S. E. M. stosunek amplitud prądu
i S. E. M. staje się mniejszym niż 1 : IV, a to tem bardziej, im 
szybsze są drgania. Zamiast zwykłego oporu mamy wielkość 

| M/2-fv2 i ,2 , która nosi miano impedancyi.

§ 115. Uwzględnienie pojemności obwodu. Drgania wła
sne (swobodne) i drgania wymuszone. — Zjawisko rozważone pod 
koniec poprzedniego paragrafu, w nieobecności S. E. M. zasilającej 
obwód, polegało według (403) na monotonnym, aperyodycznym za
niku wiru magnetycznego czyli prądu elektrycznego. Skoro jednak 
włączymy do obwodu kondensator (czyli ogólniej, skoro uwzględni- 
my pojemność elektrostatyczną obwodu), zjawisko rozwijać się bę
dzie, przy spełnieniu pewnych jeszcze warunków dodatkowych, 
w sposób zupełnie inny, bardziej urozmaicony, przedstawiając się
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ini&noWicio w postaci szeregu drgań o pewnym okresie zależnym 
od własności samego układu. Amplituda ich, w braku S. E. M., 
maleje fc czasem. Do swobodnych tych czyli własnych drgań ob
wodu przyłączają się znowu, w obecności S. E. M„ drgania (lub
w ogóle zmiany) wymuszone, o okresie narzuconym wprawdzie ukła
dowi przez ów czynnik zewnętrzny, o fazie jednak i stosunkowej 
amplitudzie zależnych w istotny sposób od własności obwodu.

Niechaj tedy okładki kondensatora o pojemności C będą po
łączone drutem o oporze W i samoindukcyi L; pojemność łącznika 

niechaj będzie znikoma w porównaniu z C, 
iż C będzie pojemnością całego układu, 
inek okładki 1 . w danej chwili t jakiej- 
iek, oznaczmy przez q (aby zachować „0“ 
oznaczenia zasady log. nat.), ładunek 
Iki 2 będzie w'ięc jednocześnie — q. Ja- 
ierunek dodatni obwodu a. raczej prądu
włókna wirowego obierzmy umownie kie-
k

1 —>drut —> 2 —> 1. (Fig. 42).

przesunięcia elektrycznego między okład- 
(Fig. 42). kami stanowi dalszy ciąg prądu przewodzo

nego w drucie; całość stanowi pierścień wi
rowy magnetyczny o jednym i tym samym (w danej chwili) momen
cie /, który możemy też uważać jako miarę natężenia prądu. Nie
chaj wreszcie A oznacza znowu S. E. XI. (przyłożoną), daną jako 
funkeya czasu.

W tych Warunkach, oprócz energii magnetycznej czyli elektro- 
kinetycznej Vm —  \LI2 mamy jeszcze energię elektryczną pola za
wartego między okładkami TJC —  ^ q*fC. Równanie energii będzie 
przeto, w założeniu oczywiście, że układ jest sztywny, t. j. nie 
pracuje mechanicznie:

cAl =  L II -f C~lqq +  WP.

Lecz według pierwszego prawa zasadniczego D =  e.cuii M, w za
stosowaniu do izolatora zawartego między okładkami, i według kon- 
Weficyi (a) jest:

(406) ą — — cl.

Wprowadzając więc związek ten do ostatniego równania i dzieląc 
je obustronnie przez /, otrzymamy

lak i 
Ladu 
kol w 
dla 
oklac 
ko k 
lub 
runę

(a)
Prąd

L I +  W I — cC~xq =  cA
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czyli dla q równanie różniczkowo liniowe, drugiego rzędu:

A ma być daną funkeyą czasu, dla. wszelkich i; jeżeli więc przepi

łuduneh i peezątlcowe natężenie prądu, cały przebieg zjawiska bę
dzie jednoznacznie określony.

Zresztą, różniczkując (407) ze względu na t i korzystając 
znowu z (406), otrzymamy dla / podobne równanie różniczkowe jak 
dla q, a mianowicie

Drgania własne. — Jeżeli A =  o, mamy równanie jednorodne

gdzie e jest zasadą logarytmów naturalnych, at, a., stałem! dowol- 
nemi, które należy wyznaczyć z warunków początkowych, zaś nv n2 
pierwiastkami równania

Jeżeli jest IV2 >  4c2L/C, obadwa pierwiastki nv n.> są rze
czywiste i ujemne, tak iż według (409) mamy znowu ustawiczny, 
aperyodyezny zanik ładunku i prądu, jak w obwodzie pozbawionym 
pojemności.

Charakter zjawiska nie zmienia sic; też zasadniczo, gdy mamy 
W'2 ==■ h(?LjC\ wówczas jest n { — n., =  —  W/2L, a więc

Jeżeli natomiast opór jest stosunkowo mały, lub iloraz samo- 
indukeyi i pojemności stosunkowo wielki, a mianowicie tak, iż

(407)

szeiny początkowe wartości ą i q, czyli według (406), początkowy

L I  +  W i  -f c2C-‘/  =  c l , 

gdzie A, jako pochodna A, jest również daną funkeyą czasu.

(408)

Lq -|- Wq -f- <?C-lą =  o , (407a)

a więc jako całkę ogólną

q —  a 1enit -(- a,e"it , (409)

czyli

q == (a, -+- a-J)e~ Wtj2L

W 2 <  4<?L/C , (410)
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natenczas pierwiastki n v n„ stają się zespolonemi, wzajemnie sprzę- 
żoncmi; rozumiejąc przez a, [5 dwie stałe dowolne, otrzymamy wów
czas według (409):

(411) (, =  oL.e- Wt!2L cos(y¿t +  p) ,

gdzie

¡412, , „ = | . =  ¿ ) / 4 4 _ ^

jest według (410) welkością Rzeczywistą. W tym wypadku mamy 
więc drganiu proste harmoniczne, o okresie T0 — 2rc'/v0, których 
amplituda maleje z czasem, proporcyonalnie do funkcyi wykładniczej

e-Wt¡ 2L

a więc tak zwane drgania zanikające, o spółczynniku tłumienia 
równym W/2L, czyli o delcremencie logarytmicznym T0Wj2L.

Zjawisko to jest powszechnie znane pod nazwą oscylacyjnego 
wyładowania kondensatora. Teoretycznie przewidział je William 
Jhomson (1853), doświadczalnie otrzymał po raz pierwszy W. Fed- 
dersen (1859), którego badania miały zresztą być zupełnie nieza
leżne od teoryi.

Co do wymiarów, zauważmy, że L (w ukł. elektromagu. miar) 
zarówno jak G (w ukł. olektrostat.) są długościami, zaś W i (¡.jak 
wyżej, prędkościami, tak iż T0 według (412) istotnie jest czasem, 
zaś dekrement logarytmiczny T0W/2L liczbą niemianowaną. jak być 
powinno.

Jeżeli \V~ daje się zaniechać wobec ąc-L/C. okres drgań wła
snych układu staje się według (412)

(412a) 2 j j j  ~ V tc ,  a wie o vu' =  c/VLC ,

co stanowi t. z w. „wzór Thomsona“.

Drgania wymuszone. — Niechaj teraz siła elektromotoryczna 
przyłożona A będzie prostą iunkcyą peryodyczną czasu, o okresie 
T w ogóle różnym od okresu Ta drgań własnych układu; kładąc 
2r./T =  v. napiszmy znowu, jak w § 114:

cA — Bsin (v<) ; 

wówczas równanie (408) przybierze postać

L I  -f- WI -j- — yBcosiyf) ,

tak iż oprócz drgań swobodnych układu, zanikających z czasem, 
otrzymamy drgania wymuszone, a mianowicie:
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Bcost >Vi i t _ A   Bsin(yt— y)

V ]V*+ (Lv—c2/ Cv)%
w~  ^n(y^-T) =  -,7-— 7t: : - f e r i - . (413)

gdzie różnica fazy drgań prądu względem drgań S. E. M. będzie 
wyznaczona przez:

Stosunek amplitud drgań wymuszonych i drgań S. E. M, za
leży od W, L, C i od v, a więc zarówno od okresu drgań narzu
conych układowi jak i od własnych cech układu. To samo dotyczy 
różnicy faz.

Przy danych W. L, C stosunek amplitudy prądu / (a więc 
toż ładunku) do amplitudy S. E. M. staje się największym dla 
vL — c2/(7v, czyli dla

(415)
J >LC

a więc według (412a) wówczas, gdy okres drgań S. E. M. staje się 
róWnym okresowi drgań własnych v0', który przysługiwałby układo
wi, gdyby zaniechano jego opór (t. j. gdyby zaniechano W2 wobec
4c”L (‘~l). Pamiętać bowiem należy, że okres własny v0, przysłu
gujący rzeczywiście układowi, jest tylko w przybliżeniu określony 
przez wzór Thomsona. Dopóki jest v różne od v/, można zanie
chać W1 po prawej stronie wzoru (413); jeżeli jednak v staje się 
dokładnie równe v0', nie można już tego uczynić: gdybyśmy o tem 
zapomnieli, otrzymalibyśmy dla stosunku amplitud wartość nieskoń
czoną. Wówczas więc należy pozostawić W2 w (413). Podsta
wiając we wzorze tym za v wartość szczególną (415), mamy 
WI =  Bsin (vt — 7 ); ów największy stosunek amplitud staje się 
więc poprostu odwrotnie proporcyonalnym do zwykłego oporu ohmi- 
cznego TF. Jednocześnie zaś jest, według (414), ? =  o, a więc

WI — B sin |y t) =  cA.

Fazy prądu i S. E. M. są tedy w tym szczególnym wypadku zgo
dne ze sobą; według związku (406) różnica faz ładunku i S. E. M. 
wynosi więc \r..
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