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Alle Rechte 
vorbchalten. Die Gebaudeschaden des Bukarester Erdbebens vom 10. November 1940.

Von Professor Ingenieur Christea Niculescu, Bukarest.
Der Herd des Erdbebens vom 10. November 1940 lag ln der sudóst- 

llchen Ecke der rumanlschen Karpathen, westllch von Focsanl. Es er- 
relchte ln Bukarest den Grad 9 der Mercalliteilung und dauerte 42 sek. 
Ein Erdbeben von solcher Starkę und Dauer ist in Rumanien seit mehr 
ais 100 Jahren nicht mehr beobachtet worden; das letzte von ahnlicher 
Schwere, bekannt unter dem Namen „das groBe Erdbeben*, ereignete 
sich im Jahre 1832. Drei Wochen vor dem letzten Erdbeben, am

Abb. 1. Das Erdbeben in Rumanien am 10. Novembcr 1940, 
nach Professor V o ite s ti.

22. Oktober 1940, hatte Bukarest ein Erdbeben 7. Grades und von 
kiirzerer Dauer helmgesucht, wahrend ln den Tagen nach dem 10. No- 
vember noch eine Reihe teils schwacherer, teils starkerer Beben folgte, 
die jedoch hochstens den Grad 4 erreichten.

Das Beben wurde in dem in Abb. 1 elngezeichneten Bereiche ver- 
spfirt. Nach Professor Y o ite s t i1) ist das Gebiet von mehreren tiefen

Verwerfungsspalten begrenzt und durchąuert, die tief in die Erdrlnde 
hinelnrelchen, dereń Machtlgkelt bekanntllch mit 120 km anzunehmen ist. 
ln der Kartę der Abb. 1 ist fur Bukarest die allgemelne Richtung der 
Erdstefle angegeben, und ebenso sind die Gegenden hervorgehoben, ln 
denen das Beben am starksten aufgetreten Ist. Es scheint, daB die 
Gesteinsschollen neben den Schwingungen In der Hauptrichtung auch 
Schwingungen zwelten Grades ausgefuhrt haben, die durch die Ver- 
werfungsspalten gegen- 
einander abgetrennt 
waren. Dadurch wurde 
auch die ungleichmaBige 
V'erteilung der Gebiete 
der grOBten Wirkung 
erklart sein.

Die Gebaudeschaden 
in Bukarest waren der
art, dafi die Stadt und 
die Legionarhllfe schleu- 
nlgst ais freiwilllge Hel- 
fer Gruppen von In- 
genleuren und Architek
ten zusammenstellten, 
die schnellstens die 
Hauser besuchen und 
ihre weitere Bewohnbar- 
keit feststellen sollten.
Diesen Gruppen gelang 
es auch, die Panik 
der Bewohner einzu- 
dammen. Eigcntllch 
waren die Beschadigun- 
gen kleiner, ais bei der 
Starkę und Dauer des 
Bebens zu erwarten 
gewesen ware2). Ais 
schweres Unglilck ist 
der Elnsturz des Carlton-
Blockes, eines 47 m hohen Elsenbetongebaudes, zu verzeichnen, der mehr 
ais 130 Menschen das Leben kostete. In den naher zum Herde des Bebens 
liegenden Gebieten waren die Schaden jedoch viel grófier. Ais Belspiel 
zeigen Abb. 2 bis 4 ein zerstOrtes Haus in der Nahe von Plocsti.

Im folgenden werde ich die Ergebnlsse der Beobachtungen bekannt- 
geben, die ich selbst an den besuchten Hausern gemacht habe, und dabei

Abb. 3. ZerstOrtes Haus bei Ploesti.

>) V o ite s ti, Geologie und Erdbebenwlrkungen Im Oktober und 2) B ren n e ck e -L o h m ey er, Der Grundbau, 4. Aufl., Bd. III, S. 381.
November 1940. Cele trel Crisuri, Nov.-Dez. 1940. Berlin 1934, Wilh. Ernst & Sohn.

Abb. 2. Zerstortes Haus bei Ploesti. Abb. 4. Zerstortes Haus bei Ploesti.
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gelóste Teil sich haufig gedreht, was wohl auf die Drehbewegungen des 
Bodens zurflckzufiihren ist, die wahrend des Erdbebens beobachtet sind. 
Die Schornsteinschaden sind besonders stark bei den Gebauden mit 
spitzen Dachem, die seit der Jahrhundertwende an Stelle der fruher 
flblichen fiachen Dacher ausgefiihrt worden sind, weil der Baustll sich 
damals grundlegend anderte. Die spitzen Dacher bedingten hohere und 
damit gegen Erdbeben empfindlichere Schornsteine. Man wird deshalb 
wohl in Bukarest zu der alten Sitte mit fiachen Dachem und mógilchst 
kurzeń Schornsteinen zurflckkehren mflssen. Jedenfalls wird man hóhere, 
frei stehende Schornsteine kflnftighin nur noch in Eisenbeton ausfflhrcn 
dflrfen.

Eine andere Art der Beschadigung entstand durch die waagerechten 
Stófie der nicht flbereinstimmend schwingenden Massen und vor allem 
durch die Unterschiede in den Gewichten der Gebaudeteile. Bei einem 
Hotel hatte man flber dem Mauerwerk eines Treppenhauses eine Eisen
betondecke ausgefiihrt. Durch ihre kraftigen StóBe hatte sie die Mauern 
der Wandę im Bereich von zwei Geschossen ernstllch beschadigt, und 
zwar nicht nur Im Treppenhaus, sondern auch In den benachbarten 
RSumen, so dafi es nótig wurde, die Mauern eiligst wlederherzustellen.

auch Mittellungen von Fachgenossen berucksichtigen, die sich auf ihre 
eigenen Feststellungen stfltzen, die hier also hóchstens aus zweiter Hand 
stammen.

Aus der geologischen Beschaffenhelt des Untergrundes in Bukarest 
erkiart sich die sehr verschiedene Wirkung des Erdbebens auf nahe bei- 
einanderliegende Gebaude3). So stflrzten beispielsweise bei dem von
mir bewohnten Hause alle Schornsteine ein, wahrend sie bei dem
gegenflber liegenden Hause trotz ihrer Schlankheit kelnerlei Schaden 
erlitten. Die Walachel ist eine Lófilandschaft. Der Lófi liegt im all
gemelnen In etwa 10 m Machtlgkelt uber stark wechselnden Ablagerungen 
von Sanden, Tonen und Geróllen. Bel Bukarest Ist die Lófidecke durch 
den DambowltafluB und andere Gewasser abgetragen, und auch die
darunter liegenden Schichten sind tellwelse ausgewaschen worden. Den
sehr unregelmaBigen Baugrund Im Bereich des Carlton-Blocks zeigt Abb. 5.

Abb. 5. Baugrund in der Umgebung des Carlton-Gebaudes.

Die Beschadlgungen sind zunachst auf die durch die ErdstOBe be- 
wirkten waagerechten Verschlebungen von Gebaudetellen zurflckzufflhren. 
Manche Dacher wurden von ihrem Platz verschoben (in einem Falle bis 
zu 20 cm), schlugen an die Schornsteine an und brachten sie zum Stflrzen. 
Die auf Saulen aufgestellten Giebelwande wurden ebenfalls verschoben, 
eine davon wurde um 18 cm versetzt, Ebenso waren Schleuder- 
erschelnungen zu verzeichnen bel Dachern, die auf Saulen aufgestellt 
waren. Elns davon wurde heruntergeworfen, die meisten aber ver. 
schoben sich nur und zogen dabei das Mauerwerk bis zum Kopf der 
Saulen mit sich. Ein auf Eisenbetonpfeilern aufgestellter Wasser- 
behaiter auf dem Dache eines hohen Gebaudes hat die Pfeiler derartlg 
beschadigt, dafi nur ein elnziger Unternehmer den Mut hatte, das Ab- 
relfien des Behalters zu ubernehmen.

Mauern und Schornsteine, die an ihrem oberen Teile nicht irgendwie 
befestigt waren, wurden vielfach umgeworfen. Mauern, die nicht an den 
Deckentragern befestigt waren, verschoben sich um 12 cm, indem sie 
dabei auch Teile von Querwanden mitzogen. Die Schornsteine, vor 
allem gróBere Schornsteine von Zentralheizungen und von Fabriken, 
wieder instand zu setzen, war eine sehr schwierlge Aufgabe; die meisten 
mufiten ganz abgerissen werden. Soweit sie nicht durch die Bewegung 
des Daches zerstórt waren, waren sie meist durch ihre eigenen Schwin- 
gungen beschadigt oder eingesturzt. In der Regel waren sie in grofien 
zusammenhangenden Blócken elngestflrzt und hatten dabei yielfach Dacher 
und Decken durchschlagen. Bel frei stehenden Schornsteinen habe Ich 
wiederholt festgestellt, dafi sie eine Reihe von senkrechten oder nahezu 
senkrechten Rissen zeigten, und dafi darflber eine waagerechte Scherfuge 
lag, in der sich der obere Teil verschoben hatte. Dabei hatte der ab-

3) Dr. C a n tu n ia r ,  Vortrag im Beton- und StraBenbauinstitut In 
Bukarest.
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Abb. 6. Durch eine Decke nach aufien gedrflckte Ziegelmauern.

Ahnliches ereignete sich an dem Beobachtungsturm eines óffent- 
lichen Gebaudes, bei dem flber dem Ziegelmauerwerk des Turmes 
eine Plattform aus Eisenbeton ausgefiihrt war. Am hauflgsten 
waren jedoch die Schaden, die dadurch entstanden, dafi Decken, 
die aus I-Tragern mit dazwischenllegendem Ziegelmauerwerk oder 
Gewólbekappen bestanden, gegen die Aufienmauern stleflen und 
sie verschoben, wobei in manchen Failen auch die Innenwande 
mitgezogen wurden. In einem Gebaude (Abb. 6) wurde die 
AuBenmauer nur zusammengedrflckt, wobei sich nur am Obertell 
der Fenster schwache Risse zeigten. Man erkannte aber den 
Rammstofi der Decke ais Ursache daran, dafi der Mosaikfufiboden 
uber dem AnschluB der Deckentrager an die Unterzflge mltten im 
Zimmer um 8 mm klaffte. Hier hatten sich die Trager nach

beiden Richtungen, nach 
rechts und nach links, ver- 
schoben. Diese Biegungs- 
erscheinungen des Zlegei- 
mauerwerks ohne das 
Auftreten allzu groBer 
Risse konnte ich auch 
in anderen Failen fest- 
stellen (Abb. 7). Aber die 
Unterschiede in den Ge
wichten der Gebaudeteile 
waren durchaus nicht die 
alleinige Ursache der 
nicht flbereinstimmenden 
Schwingungen. Selten 
haben die Gebaude ais 
Ganzes geschwungen, 
vielmehr bildeten sich 
gleichartige Gruppen, die 
dann fflr sich schwangen. 
Vor allem zeigte sich 
diese Erscheinung bei 
Treppenhausern, die sich 
zwischen zwei yerschie
denen Teilen desselben 
Gebaudes befanden. So 
fand Ich bei einem solchen 
Hause, dafi die waage- 

Abb. 7. Erhebliche Verblegungen des Ziegel- rechten Verbindungs- 
mauerwerks ohne allzu grofie Risse. trager der beiden Ge-

geibeTonerde

Auffut/boden Auffuitboden
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b S u d e g r u p p e n  an den 
Berflhrungsstellen mit den 
senkrechten Pfeilern Risse 
a u f w l e s e n ,  die aber immer 
nur an e l n e m  Ende der 
TrSger, nlemals an beiden 
f e s t z u s t e l l e n  waren. Wei
tere Beschadigungen des 
Gebaudes waren nicht zu 
f i n d e n .

In einem Museums- 
gebaude zeigte die hln- 
tere Wand des Treppen- 
hauses, das zwischen 
einem Hórsaal und elnem 
Museumssaal lag, zwei 
grofie, sich kreuzende
Risse. D ie W an d  w ar A bb i g a>
1 Stein (28 cm) dlck und
hatte eine Tur in der Mitte. Hier war die Ursache, dafi zwei getrennte 
Gebaudegruppen nicht flbereinstimmend geschwungen hatten. Bei einem 
anderen Haus wles eine Innenwand, die auf der einen Seite von einer 
Aufienwand (links in Abb. 8a), auf der anderen von 'd e r  Wand eines 
Innenganges begrenzt war und keine Offnungen hatte, dieselbcn sich 
kreuzenden Risse auf und dazu noch einen R1C an der Ecke (Abb. 8b)

spielen ist zu ersehen, dafi sogar massive Bauten Risse zeigten oder 
zertrflmmert worden sind. Bel den Eisenbetongebauden lóste sich das 
Eisenbetongerlppe auch da, wo es selbst das Erdbeben gut uberstand, 
fast flberall von der Ziegelfullung. In der Fullung entstanden Risse, ja 
die Ziegel wurden sogar zerdriickt (besonders in elnem Fali, bel dem 
Hohlziegel verwendet worden waren).

Da der Erdbebenherd in grófier Nahe von Bukarest lag, die Stofi- 
richtung also sehr steil einfiel, yerursachten die senkrechten Stófie 
bedeutenden Schaden. So entstanden in ganz bestlmmter Hóhe Bruch- 
stellen ln den Gebaudemauern und in frei stehenden Mauern (Abb. 10). 
An Mauerecken (Abb. 11) und an Saulen bildeten sich senkrechte Ab- 
splitterungen. An zwei Gebauden wurden einige Elsenbetonsaulen in 
senkrechter Richtung aufgespalten. Bei vielen Elsenbetonfachwerkbauten 
wurden die Kópfe der Stiitzen beschadlgt. Professor Voitestl glaubt, dafi 
der Carlton-Block infolge der senkrechten Stófie eingesturzt Ist. Diese 
Annahme Ist durch die Feststellung des Sachverst3ndigenausschusses 
bestatigt worden, nach der der Einsturz im gleichen Augenblick auf der 
ganzen Flachę und in gleicher Hóhe begann, was auf elne gemelnsame 
Ursache hinweist und nicht auf einzelne Fehler Im Bauwerk, die nur an 
einzelnen Stellen wirksam sein konnten. Ein Augenzeuge, der technische 
Kenntnisse nicht hatte, hat berichtct, dafi das Gebaude vor dem Einsturz 
„wie ein Fafi aufschwoll*, woraus zu entnehmen ist, dafi die senkrechten 
Stófie die Verbindungen der Saulenkópfe mit den dariiberliegenden 
Decken zerstórt haben und dafi das Gebaude dann im ganzen zusammen- 
gebrochen ist.

Abb. 10. Bruchstellen in frei stehenden Pfeilern.

Durch die senkrechten Stófie wurde auch die Scherfestigkeit der 
Gebaude beansprucht. Bezeichnend dafflr ist das Verhalten von zwei 
Weinschuppen, dereń 
Langsmauern abgeschert 
wurden. Einer davon 
(Abb. 12 u. 13) hatte 
60 cm dicke Mauern.
Das Gebaude lag in 
Richtung Ost — West, 
d. h. in der Senkungs- 
richtung. In der West- 
haifte entstand die Ab- 
scherung auf der Nord- 
seite in Fensterhóhc 
auf der Linie des 
klelnsten Wlderstandcs 
(hier kam auch der 
Rammstofi der anderen 
Gebaudehalfte dazu), 
wahrend auf der Siid- 
seite die Abscherung in 
Sockelhóhe festzustellen 
war. Bei dem anderen 
Ziegelgebaude, das auch 
von Osten nach Westen 
gerichtet war und auf 
beiden Seiten Offnungen 
aufwies, lag der Scher- 
rifi In Sockelhóhe und 
stieg nach den Stlrn-
wanden zu, in die Off- Abb. 11.
nungen ilbersprlngend, Lotrechte Absplitterung der Gebaudeecken.

Abb. 8b.
Abb.8a u. b. Sich kreuzende Risse ln einer Innenwand,

Der obere Wandteil Ist um 4 cm gegen den unteren herausgedrflckt.

und einige andere Risse, die im Blidę nicht zu sehen sind. Der Druck 
zwischen den beiden unabhangig voneinander schwingenden Mauern war 
so grofi, dafi der Wandteil uber dem schrag nach rechts unten gehenden 
RIB herausgedrflckt wurde, und zwar bis zu 4'cm am Schnittpunkt der 
Risse (unter der linken Ecke der Oedenktafel im Bllde). Ebenso wles 
an elnem zweigeschossigen Wohnhause elne fensterlose Aufienwand 
einen scharf abgesetzten 16 mm brelten Rlfi auf, der unter der Decke 
anflng und bis zum Fufiboden glng (Abb. 9), sowie drei weitere feine 
Risse. Die dazu senk
recht stehende Mauer 
wurde durchdenSchub 

zusammengedruckt 
und zeigte ebenfalls 
die oben besprochenen 
Biegungserschelnun- 

gen, die durch einige 
feine Risse gekenn- 
zeichnet waren.

Hier ist hervor- 
zuheben, dafi man 
sich, entgegen der 
allgemelnen Melnung, 
bel der Aussteifung 
von Stahl- oder Eisen- 

betongerippebauten 
nlcht auf das Fflll- 
mauerwerk der Wandę 
aus Ziegelsteinen ver- 
lassen kann. Aus 
den angegebenen Bel- Abb. 9. Beschadigte Ecke in einem Wohnhaus.

16/nm
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Abb. 15. BehelfsmaBIge Abstutzung von 
Gebauden mit Erkerausbauten.

Abb. 16. Boulevard Bratianu in Bukarest.
Links im Yordergrund das spater eingestflrzte Carlton-Gebaude.

an (Abb. 14). Bei beiden Gebauden bliebcn die Kellerraume unbeschadigt, 
wie iiberhaupt Risse in den Kellern nur festgestellt werden konnten, 
wenn die Grflfidung nachgegeben hatte.

Eine besondere Gruppe bilden die Beschadigungen an Kragbauten. 
Da auskragende Bautelle verhaltnlsmafiig groBe Formanderungen erfahren 
und bei ihnen die von den Schwingungen erzeugten dynamischen Krafte 
besonders grofi sind, erleiden sie und ebenso die Mauern, in denen sie 
eingespannt sind, sehr vicle Beschadigungen. Abb. 15 zeigt die behelfs- 
maBigen Abstfltzun- 
gen, die an Gebau
den mit Erkerausbau
ten vorgenommen 
werden mufiten. Man 
sieht, daB an einer 
Stelle wlrksame Stflt- 
zen nur aufgestellt 
werden konnten, in- Abb. 14.
dem man die ganze Waagerechte Scherrisse in einem Ziegelgebaude.
Strafienbreite in An-
spruch nahm. Auf die Notwendigkelt, dafi die Formanderungen verringert 
werden mflssen, wie es z. B. bei Brucken geschieht, wird noch zurfick- 
zukommen sein.

Endlich hatten wir es noch mit Rissen zu tun, die dadurch ent
standen sind, dafi sich die Grundungen setzten, und zwar nicht nur 
infolge des Erdbebens vom 10. November, sondern auch infolge der 
spateren Beben.

Eisenbetongerippebauten sind in Bukarest in letzter Zeit in grofier 
Zahl und auch ln zlemllcher Hohe errichtet worden, wie aus Abb. 16

hervorgeht, die eine 
Gesamtansicht des 
Boulevard Bratianu 
zeigt. Das Carlton-

Abb. 13. Weinschuppen, Sfldseite.

Gebaude ist in Abb. 16 im Vordergrunde links dargestellt, man sieht 
oben das Schild des Kinos „Carlton*. — ln Rumanien gibt es noch 
keine Baupoilzei. Jeder hat selbst die Verantwortung fflr die Stand- 
sicherheit seines Gebaudes und wird lediglich im Falle eines wirklich 
nachgewiesenen Unfalls oder einer Beschadigung haftbar gemacht. Nur 
gewlsse, von der Gemeinde yorgeschriebene stadtebauliche Regeln sind 
zu beachten. Die Piane mussen von einem Diplomarchitekten gezelchnet 
sein. Beim Entwurf der Eisenbetonbauten legt man im allgemelnen die 
deutschen Vorschriften zugrunde, andert sie aber mehr oder weniger, 
um den Wflnschen nachzukommen, die die Architekten aufiern oder die 
kflnftlgen Mieter oder der bauausfflhrende Unternehmer selbst, der einen 
mógilchst billigen Bau errichten will.

Eine der vóllig frei angewendeten Vorschriften ist die der DIN 1055, 
Blatt 4, § 2, Ziffer 2, nach der .Bauwerke, die durch geniigend stelfe 
Wandę und Decken hinreichend ausgesteift sind, in der Regel nicht auf 
Windlast untersucht zu werden brauchen". Die Bestimmung ist erganzt 
durch einen Hinweis auf DIN 1053, § 4, c, wo nahere Angaben flber die 
Art der Aussteifung gemacht sind und empfohlen wird, in Zweifelsfailen 
das Mafi der' Aussteifung mit der Aufsichtsbehórde zu vereinbaren. In 
Bukarest sieht man aber in den meisten Failen einen Gerippebau aus 
Eisenbeton ais geniigend steif an, und zwar auch dann, wenn die aus- 
steifcnden Mauern zwischen den Betonsaulen ganz fehlen, und berflck- 
sichtigt infolgedessen bei der statischen Berechnung waagerechte Krafte 
In kelner Weise. Man wird also feststellen mussen, ob und unter 
weichen Bedingungen Fflllungswande zwischen den Saulen und Balken 
des Eisenbetongerippes ais Aussteifung angesehen werden kónnen. Jeden- 
falls ist oben dargelegt, welch geringen Wert die Verstelfung durch 
Ziegelmauerwerk haben kann.

Ebenso wird § 28 der Bestimmungen des Deutschen Ausschusses fflr 
Eisenbeton fflr Ausfflhrung von Bauwerken aus Eisenbeton dahin gedeutet, 
dafi es nicht notwendig sei, Eisenbetongerippebauten nach den Rahmen- 
gesetzen zu untersuchen, auch wenn sleben Obergeschosse oder mehr

Abb. 12. Weinschuppen, Nordseite.
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yorhanden sind. Sehr oft werden nicht einmal die dort gegebenen 
Formeln fiir die Biegemomente in den Randsauien und im Endfeid des 
Balkens benutzt, wie es beispielsweise beim Carlton-Block der Fali war. 
Ebenfalls berflcksichtigt man nicht, daB fibereinanderstehende Saulen 
hier nicht genau in derselben Achse stehen. Dle Saulen werden deshalb
— vorausgesetzt, daB ihre Dicke kleiner ist ais der 15. Teil ihrer Hóhe — 
auf mittlgen Druck berechnet. Es ist allerdings richtig, daB bel Gebauden 
mit vielen Stockwerken die senkrechte grofie Auflast der Saulen in den 
unteren Stockwerken den Einflufi der Biegemomente um vieles ermafilgt.

Abb. 17. Vertellung der Saulen und Balken bel einem Bukarester 
siebenstóckigen Eisenbetonfachwerkgebaude.

Nicht zu verantworten ist aber die wiederholt festgestelltc Tatsache, dafi 
man, um die Wohnungen in den verschiedenen Geschossen auf ver- 
schiedene Art unterteilen und den Raum móglichst gut ausnutzen zu
kOnnen, die Saulen so angeordnet hat, dafi sie nicht unmittelbar durch
Trager verbunden werden konnten. Ja, es gibt sogar Saulen, die durch
alle oberen Stockwerke gehen und sich nur auf einen Trager oder sogar
einen Kragtrager eines unteren Stockwerks oder des Erdgeschosses stfltzen. 
Anderseits macht man die Balken nicht dicker ais 14 cm, damit sie in 
den Zimmern nicht zu sehen sind. Man kann sich leicht vorstellen, wie 
grofi die Steifigkeit eines solchen Gebaudes gegenflber waagerechten 
Kraften sein kann. Ein Blld von diesen Zustanden gibt Abb. 17, die 
die Verteilung der Saulen und Balken bei einem siebenstóckigen Gebaude 
darstellt. Bel der Verbreltung dleser Bauweise ist es verwunderlich, dafi 
das Erdbeben nicht viel grófiere Schaden hervorgerufen hat. Abb. 18 
zeigt die Holzunterstfltzungen, die zur Sicherung eines dieser Gebaude 
elngebaut werden muBten.

Zweifellos hat das Erdbeben vlele Baufehler zum Vorschein gebracht. 
So wurde In einem amtlichen Gebaude eine umschnflrte Saule, die die

Bflcherel stfltzte, ln ihrem unteren Teile zertrflmmert, wodurch das Fehlen 
der Umschnflrung auf einer Hóhe von mindestens 60 cm am Fufie der 
Saulc entdeckt wurde. Abb. 19 zeigt ein Gebaude, flber dessen Erd- 
geschofi ein zehnstOckiger Turm steht und das eine Beschadigung des 
Eckpfeilers erlitt. Aus der dazugehórigen Abb. 20 ist zu ersehen, dafi
auf einer Hóhe von mindestens 50 cm dle Bflgel fehlen. Ja, man hatte

sogar die Verbindung der lotrechten Eisen
durch einfaches Aneinanderlegen der Kopf-
haken hergestellt ohne irgcndwelche Ober-

------ deckung. Hlerzu ist festzustellen, dafi die
Bauzeichnungen sehr oft keinerlei Angaben 
flber die Bflgel enthalten, so dafi ihr gegen-

-------  seitiger Abstand in das Belieben der Bau-
arbelter gestellt ist.

Im folgenden solien Einzelheiten nur
_____»J________________  insoweit besprochen werden, ais daraus
— - T  -------------- Anregungen zu kflnftigen Anderungen ent-

nommen werden kónnen.
____  Bei einem Gebaude haben bel sehr
----  -------------  vlelen Saulen die lotrechten Bewehrungs-

eisen an den Obergangsstellen zu den
____  darunterliegenden Balken den Betonmantel

und den Putz durchschlagen und sogar die 
Bflgel herausgesprengt. An den Aufien- 
wanden waren die lotrechten aufleren Eisen 
der unteren Saulen in Deckenhóhe seitlich 
in scharfen Knicken abgebogen, um sich 

Abb. 21. Unter den lotrech- dann mit den lotrechten Eisen der oberen
ten Stófien des Erdbebens Saule oberhalb der Deckenhóhe zu flber-

ausgeknickte Saulen. lagern (Abb. 21). Obwohl ich die Unter
suchung nicht abgeschlossen habe, glaube 

ich, dafi bel der gewahlten Anordnung die lotrechten Eisen an den Stofi- 
stellen unter der Oberlastung durch dle senkrechtcn Stófie des Erdbebens 
seitlich ausknicken mufiten. Es erhebt sich die Frage, ob selbst bel 
breiteren Saulen dle flblichen Bflgel Im Bereich der Knickstelle ausreichen 
oder ob Verstarkungsbflgel nótig sind, die man ja leicht in besonders 
auszubildenden Saulenkópfen und -fflfien unterbringen konnte. Ebenfalls 
ware die Kraftflbertragung von den waagerechten Stahleinlagen der Balken 
zu der senkrechtcn Bewehrung der Saulen sorgfaltig zu untersuchen und 
zu sichern. Auch ware zu prflfen, ob die Bestimmung, nach der in den 
unteren Geschossen hOhere Druckspannungen zulassig sind, in Anbetracht 
der Tatsache beibehalten werden kann, dafi die grOfiten Schaden in den 
unteren Stockwerken eingetreten sind.

Die Beschadigung des Eckpfeilers des in Abb. 19 dargestellten 
Gebaudes ist darauf zurflckzufflhren, dafi der Pfeiler sich von der Eisen- 
betonplatte zwischen dem ersten und zweiten Stockwerk gelost hat, 
wodurch eine Verdoppelung seiner Knicklange entstand. Infolgedessen 
brachen die Stahleinlagen des Pfeilers heraus und auch die benachbarten 
Trager rissen, wahrend die Platte nur am Pfeiler abrifi, mit den Tragern

Abb. 18. . 
Sicherung eines beschadigtcn 

Eisenbetongebaudes.

Abb. 19.
Beschadigung des Eckpfeilers unter dcm zehn- 
stóckigen Turm eines Eisenbetongebaudes.

Abb. 20. Einzelheit zu Abb. 18.
Dle Abstfltzung ist nicht nach Angabe des 

Yerfassers yorgenommen worden.
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annehmen, dafi es sich um eine Zerstórung des Betons handelte, die 
durch wiederholte wechselnde Beanspruchungen vetursacht worden ist, 
Diese Annahme wird dadurch bestatigt, dafi auch einer meiner Fach- 
genossen bei einigen Bauwerken Beton fand, dessen Druckfestigkeit nicht 
hóher war ais 65 kg/cm2. Naturlich mufi die Richtigkelt der Annahme 
unbedingt durch planmafiige Versuche nachgewiesen werden.

Zum Schlufi will ich noch die Ergebnisse des Gutachtens des Sach- 
verstSndigenausschusses mitteilen, der vom Untersuchungsrichter zur 
Feststellung der Grflnde fflr den Einsturz des Carlton-GebSudes ein- 
gesetzt worden ist. Das Gebaude (Abb. 19 u. 22) befand sich an der 
Ecke von zwei Strafien und war an der einen Strafie 36,50 m, an der 
anderen 30,00 m hoch. An der Ecke erhob es sich in Form eines Turmes 
bis zur grófiten Hóhe von 47 m. Nach der Lage der Stellen, an denen 
man GebSudeteile und Gegenstande der Hausbewohner fand, wurde fest- 
gestellt, dafi das Gebaude zuerst allgemein einsackte, sich dann urn 
die Ecke herumdrehte und dann in Richtung der Eckwinkelhalbierenden 
einstflrzte.

Der Ausschufi fand manche Entwurfsfehler. Es fehlten z. B. vielfach 
die Aussteifungsbalken, die die verschledenen Teile des Eisenbetongerippes 
unter sich gegen dle Windkrafte in den verschiedenen Richtungen aus- 
zusteifen hatten. Fast alle Eisenbetonbalken des Gebaudes waren 14 cm 
breit. Bel der Nachprufung der Berechnungen entdeckte man manche 
Mangel, die auf der unzureichenden Anwendung der deutschen Be
stimmungen beruhten, und zwar in der Art, wie es oben schon be- 
sprochen worden ist. Aber der Ausschufi ist der Meinung, daB diese 
Mangel keinen entscheidenden Einflufi auf den Einsturz des Gebaudes 
haben konnten, weil manche von ihnen sich oberhalb der Stellen be- 
fanden, an denen der Einsturz begann, und andere wieder durch bauliche 
Mafinahmen unschadlich gemacht waren.

Mangel in der Bauausfuhrung sind nicht gefunden worden. Der 
Ausschufi stellte fest, dafi sich das Gebaude gegeniiber den gewóhnllchen 
Beanspruchungen, fflr die man es bemessen hatte und denen es wahrend 
der Dauer von 4 Jahren ausgesetzt war, zufriedenstellend verhalten haben 
wiirde. Und aus der Tatsache, dafi das Erdbeben 7. Grades vom 22. Ok- 
tober 1940 nichts Beunruhigendes fflr die Bewohner mit sich brachte, kann 
man den SchluB ziehen, dafi das Gebaude sogar den Beanspruchungen 
dieses Erdbebens gewachsen gewesen Ist.

SchlieBlich erkiarte der UntersuchungsausschuB:
Entwurfs- und Ausfflhrungsfehler in der Art, wie sie bel dem Carlton- 

Gebaude festgestellt sind, trifft man bei den melsten Bukarester Miets- 
hausern, die in derselben Bauweise errichtet sind. Bel manchen Gebauden 
sind derartige Fehler yon noch gróBerer Bedeutung, und vor allem fehlen 
beim grófiten Teile der Gebaude die Windverb3nde des Traggerippes 
ganzlich. Trotzdem sind diese Hauser, auch wenn sie schwere Be- 
schadigungen aufweisen, nicht eingestflrzt. Ais besondere Grflnde, die 
móglicherweise den Einsturz des Baues yerursacht haben, nennt der 
Ausschufi die folgenden:

1. Der Eckturm hatte eine gegeniiber dem sonstigen Gebaude grofie 
Hóhe und eine fflr die Stofirichtung des Erdbebens ungflnstige Lage.

2. Die Grflndungen lagen sehr nahe am Grundwasserspiegel, wo- 
durch sie durch das Erdbeben starker.beeinfluBt wurden. Der Ausschufi 
erwahnt hierbei denentsprechendenHinweisin B ren n e ck e -L o h m ey er4).

3. Das Gebaude befand sich mit seinem freien Teile am Ende einer 
Reihe von Hochhausern, die es durch die StoBrichtung des Bebens in 
eine ungflnstige Lage brachten.

4. Am Gebaude war der Zuschauerraum eines Kinos angebaut, dessen 
Rangę in die Pfeller des Gebaudes eingespannt waren. Durch die durch 
das Erdbeben verursachten Schwingungen wurden die inneren Pfeiler 
des Tragwerks entlastet und dadurch das Kippmoment der die Rangę 
tragenden Pfeiler nicht unbetrachtllch vergrófiert.

Ich selbst glaube, dafi man auBer diesen von dem Untersuchungs- 
ausschufi angefflhrten Grflnden fur den Einsturz besonders auch dle 
Mógllchkelt in Betracht ziehen mufi, dafi das Gebaude mit den Beben- 
wellen in gleicher Schwingzahl mitgeschwungen hat und dann durch die 
anwachsenden SchwIngungsausschlSge zerstórt worden is t5).

Auf Grund dieser Darlegungen glaube ich behaupten zu kónnen, 
dafi Gebaude mit Eisenbetongerippe, wenn sie nach technlschen Regeln 
unter strenger Beachtung der deutschen Bestimmungen gebaut sind, ohne 
ernstlichen Schaden einem Erdbeben von der Starkę des Bebens vom
10. November 1940 wlderstehen kónnen, es sei denn, daB die oben- 
e rw a h n te  Gefahr des Mitschwingens (der Resonanz) besteht. Slcherlich 
blelbt eine Reihe von Fragen offen, dereń Lósung weltere Slcherheits- 
maBnahmen ermógllchen wiirde.

4) Der Grundbau, 4. Aufl., Bd. III, S. 378. Berlin 1934, Wilh. Ernst&Sohn.
5) a. a. O., S. 384.

22,
Das Carlton-Gebaude am Boulevard Bratianu in Bukarest.

Welterhin ist noch dle Frage der Formanderungen zu behandeln. 
Bei Brflcken werden mit Rflcksicht auf ihre dynamlschen Beanspruchungen 
nur bestimmte Formanderungen zugelassen. Auch in hohen Gebauden 
konnen unter der Wirkung der waagerechten Krafte, und zwar allein 
schon durch die Windlasten bedeutende Formanderungen vorkommen. 
Genflgt es, bei Gebauden wirklich nur die Festigkeitsbedingungen fest- 
zusteilen, ohne dabei die Formanderung zu untcrsuchen? Wie oben 
erwahnt, sind in Bukarest haufig Saulen von rechteckigem Querschnitt 
mit einer móglichst schmalen Seite verwendet worden. Bei Schwingungen 
kónnen so sehr grofie Formanderungen entstehen, die zu den ent- 
sprechenden Folgen fflhren, Alle unsere Beobachtungen haben gezeigt, 
daB das Eisenbetongerippe dort, wo die Tragteile verhaltnismafiig grofie 
Tragheitsmomente hatten, sich sehr gut verhalten hat und keine Be- 
schadigungen aufzuweisen hatte.

Ebenso schelnt es, dafi die Schwingungen in manchen Fallen ein 
Zermahlen des Betons bewlrkt haben. Bei einem Pfeiler, dessen Trag- 
kraft darunter gelitten hatte, dafi ein Laie ihn zur Durchfuhrung eines 
Heizungsrohres durchbohrt hatte, fand ich, dafi der Beton nur die Festig- 
keit von Kalkmórtel hatte. Da der Raumlnhalt des zermflrbten Betons 
kieiner war ais der Inhalt einer Betonmischmaschine, da er sich aufierdem 
an einer hoch beanspruchten Stelle befand und da vor allem der zer- 
mflrbte Beton nur ganz allmahlich in den gesunden flberging, mufi ich

aber verbunden blieb. Diese Art der Beschadigung ist dadurch zu er- 
kiaren, daB die Pfeiler unregelmaBig in derselben Weise verteilt sind 
wie in dem Gebaude der Abb. 17. Die Platte hat sich vom Eckpfeiler 
gelóst, offenbar weil sie sich unter dem EinfluB der von den Saulen und 
Wanden ausgehenden Verschiebungen durchgebogen hat. Fflr die Zukunft 
wird also die Festigkeit der Platte zu untersuchen und festzustellen sein, 
inwleweit sie bei gegebenem Umrifl und gegebener Starkę ais waage
rechte Verbindung zwischen den Saulen und den mehr oder weniger 
steifen Wanden dienen kann. Ich bin deshalb auf diese Frage ein- 
gegangen, weil das genannte Gebaude offenbar ahnllchen Bedingungen 
unterworfen war wie das Carlton-Gebaude, bel dem die Grflnde des 
Einsturzes nicht mit Sicherheit festgestellt werden konnten. Dle beiden 
Gebaude unterscheiden sich in der Turmhóhe, die bei dem oben be- 
handelten Bau 10 Siockwerke und bel dem Carlton-GebSude 13 Stock- 
werke flber dem Erdgeschofi betragt (Abb. 19 u. 22).
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Alle Rechte vorbehalten . Gleichzeitige Wirkung der Wanderlast und der Triebradkraft 
bei Bruckenschwingungen.

Von .Ministerialrat Dozent ®r.=3»g. F. Skrobanek, Abteilungsprasldent der Deutschen Reichsbahn in Wlen.
Z u s a m m e n f a s s u n g .  Nachstehend werden die von der glelch- 

zeitigen W irkung der W anderlast und der Triebradkraft hervorgerufenen  
Schw ingungsvorg3nge der Eisenbahnbrflcken auf Grund neuer er- 
weiterter G lelchungsansatze rechnerisch in einem  Zuge erm ittelt und 
durch zeichnerische Darstellung einiger kennzeichnender Belastungsfalle 
veranschaulicht. A is praktische A nw endung der Rechnungsergebnisse 
wird vor allem  die  OberprUfung der Stofizahlen ins A uge gefaCt, 
w obei auch M odellversuche in ErwSgung gezogen  werden.

A. Einleitung.
Die dynamlschen Beanspruchungen der Eisenbahnbrflcken werden 

bekanntlich der Hauptsache nach hervorgerufen:
1. durch die stofiweise (Achse fflr Achse) einfahrende Wanderlast, 

also durch die plótzliche Lastwirkung (oder Achslastwirkung) ais solche, und
2. durch die von den nicht vóllig ausgeglichenen Trlebwerksteilen 

herrflhrende Trlebkraftwirkung (den „Trlebkrafteffekt*).
Diese beiden Haupteinwlrkungen und andere, bei genauen Unter- 

suchungen keineswegs zu vernachiassigende dynamische Einflflsse, wie 
die von den SchlenenstóBen, vom Federspiel der Fahrzeuge usw. her- 
rflhrenden Wirkungen, haben schon seit langem den AnlaB zu eingehenden 
Untersuchungen gegeben. Dennoch sind auf dem welten Geblete der 
Brflckendynamlk noch mancherlei Fragen einer eingehenderen Behand- 
lung und ErgSnzung wert. So wird es unter anderem lohnend sein, 
wenn im nachstehenden ein flberschiagllcher, nur auf den Kern der Sache 
gerlchteter Verglelch der Last- oder Achslastwirkung mit der Triebrad- 
wirkung angestellt und die gleichzeitige Wirkung beider Krafte von 
einem neuen rechnerischen Gesichtspunkt aus behandelt wird. Um hierbei 
umfangreiche, praktlsch kaum verwertbare Formelgebilde zu yermelden, 
wie sie sich zuweilen bei allzusehr auf Einzelheiten abgcstcllten Unter
suchungen ergeben haben, soli nur das zur Beantwortung der oben 
gestellten Frage unbedlngt Notwendige getan werden und alles Neben- 
sachllche wegbleiben.

B. V oraussetzungen und Annahmen.
I. E rsatz  d e r B rflcke d u rch  e in e  e in fa c h e  S ch w in g v o rric h tu n g .

Im nachstehenden sollen die rechnerischen Entwicklungen nicht etwa 
an einem mehr oder weniger verwickelten Brflckentragwerk selbst vor- 
genommen werden (das in aller Strenge ais mechanisches Getriebe auf- 
gelafit, eine aufierst verwickelte stoffllche Punktschar darstellen wflrde), 
sondern an einem móglichst einfachen Ersatzgebilde, das die hier in Betracht 
kommenden dynamischen Eigenschaften einer wirklichen Brflcke dem 
Wesen nach richtig wiedergibt. DaB man sich solcher Ersatzgebilde 
bedienen darf, haben die zahlreichen, ln den letzten zehn Jahren von 
der Deutschen Reichsbahn durchgefflhrten Bruckenmessungen erwiesen, 
nach denen man zumindest stahlerne Brflcken — ohne auf ihre baullchen 
Einzelheiten einzugehen — ais G an z es  durch einen einzigen elastischen 
oder elastisch gelagerten Kórper ersetzen darf, aus dessen Schwingungs- 
erscheinungen das Kraftespiel des wirklichen Tragwerks rflckschliefiend 
genflgend genau ermittelt oder flberprflft werden kann.

In diesem Sinne wollen wir uns eine eingleisige (stahlerne) Eisenbahn- 
brflcke von 60 m Stfltzweite und rund 300 t Elgengewicht durch die in 
Abb. 1 (unten) grundsatzlich dargestellte Schwingvorrichtung (.Schwing- 
modell*) ersetzt denken. Aus der Ffllle der im Betrieb wirklich auf- 
tretenden Belastungsarten greifen wir in dieser voriauflg bloB flber- 
schiaglichen Untersuchung einen móglichst einfachen Fali heraus, und 
zwar lassen wir eine der Gattung pr. T 16—94—2—4 entsprechende 
bloB In ihren Mafien auf rundę Zahlen abgeSnderte TenderIokomotive 
von P = 1 0 0 t  Gesamtgewicht (gleich dem Reibungsgewicht) mit glelch- 
ffirmiger Geschwindigkeit flber die Brflcke fahren.

II. Wahl des B e z u g sp u n k te s  fflr d ie  re c h n e r lsc h e  U n te rsu c h u n g .
Die Berechnung der SchwIngungsvorg3nge wird im Einklang mit 

frflheren, anderwarts durchgefflhrten Untersuchungen') zweckmaBIgerweise 
auf die in Brflckenmitte auftretende s ta tis c h e  und dynamische Durch- 
biegung bezogen.

1H. A nnahm e d e r  E in flu B lin ien  fflr d ie  e in fach  h a rm o n isc h e  
Erregung du rch  d ie  W a n d e r la s t und d ie  d o p p e lt  h a rm o n isch e  

E rre g u n g  d u rch  d ie  T rie b ra d k ra f t .
Um das Kraftespiel der Brflcke aus der lotrechten Bewegung (der 

statischen Durchblegung oder Schwingung) eines einzigen, In Brflcken
mitte liegenden Bezugspunktes ermitteln zu kónnen, mfiBte von einer 
Einflufillnie ausgegangen werden, die sowohl die statischen wie die

') Vgl. Mechanische Schwingungen der Brflcken. Verkehrswissen- 
schaftliche Lehrmlttelgesellschaftm.b.H. bei der Reichsbahn. Berlin 1933.

dynamischen Wirkungen einer beliebigen Wanderlast genau wiedergibt 
und die, streng genommen, auch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Kraftwirkung vom Lastort zum Bezugspunkt zu berflcksichtlgen hatte. 
Derartige, die Lastwirkung erschópfend beschreibende EinfluBlinlen2) gibt 
es jedoch bisher weder fur Einzellasten noch fflr Lastgruppen (Summen- 
einfluBlinien). In enger Zusammenarbeit der Forschung mit dem Ver- 
suchswesen dflrfte es aber móglich sein, solche ausrelchend genaue 
EinfluBlinien zumindest fflr elnfachere Tragwerke oder Tragwerkarten zu 
zeichnen. Solange diese immerhin mflhsame Arbeit nicht getan Ist, 
mflssen wir uns anderweitig behelfen, um dennoch zu einem grundsatzlich 
richtlgen Bild des statischen und dynamischen Kraftespiels zu gelangen.

1. D ie W irk u n g  d e r  W a n d erla s t. Liegt nicht gerade eine durch 
auBergewóhnllche Umstande bedingte Bauweise vor, sondern etwa ein 
Balkentrager flblicher Bauart, so werden die Ordinaten der hier in Betracht 
kommenden EinfluBlinie (wie immer sie auch scharf berechnet aussehen 
móge) von dem einen Auflager an bis zu dem Hóchstwert in der Trager- 
mitte stetlg wrachsen und (wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Lastwirkung im Tragwerk keine Rolle splelt) gegen das andere Auflager 
zu symmetrisch abnehmen. Von Felnhelten abgesehen, bringt die EinfluB
linie somit ihrem Wesen nach das An- und A b sch w e lle n  der Last
wirkung wahrend der Uberfahrt zum Ausdruck und kann daher kurz ais 
„S ch w e llin ie*  bezeichnet werden. Solche (keine Ecken, Spitzen, 
Rflckkehrpunkte usf. aufweisenden) Linien lassen sich, auch wenn ihr

2) Vgl. F. K rab b e: Neuere Ergebnisse der Versuchsforschung auf 
dem Gebiet der SchwingungsmeBtechnik bei Eisenbahnbrflcken. Stahl- 
bau 1937, S. 210 bis 215.

Verlauf der Erregerkraffe und 
E influB lin ien f i i r  die Durchbiegung y  in  Bruckenm iife

Sinus/fnie

Welle Z fe s t gelagert
Der Hub der Kurbe/scheibe wird 
wahrend der Drehung wn der 
Welle Z aus vera'ndert.

■ r = r  Anm erkung: C er Kurbelscheitienantrieb 
ZJL kann auch durch e/ne Steueri/ngs- 

kut/sse ersetzt werden.

Welle 1 fih r t die durch die Kurbei- 
scheibe erzwungene Wipp- 
bewegung aus.

Die Schubstangen S, und sind ais Ą 
sehr tang (theoretisch ais unendiich 
tang) zu denken.

Dynamische Durchbiegung y-<P(t)
------Nullage des SchwunggewicMes
Anm erkung: Durch Tei/ung des Schwung-  

gew/c/t/es und Zwischenschattung einer 
ieder konnen auch Koppelungserscfiei- 
nungen untersucht werden.

Abb. 1.
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innerer Aufbau verwicke!terer Art ware, fiir praktische Zwecke genflgend 
genau durch sogenannte P o te n z p a ra b e ln  oder durch Sinus-Cosinus- 
Funktionen darstellen, wobei zumeist eine einzige Parabel 2. oder
3. Ordnung oder eine Sinus- oder Cosinuslinie allein ausrelcht.

Da es sich im vorliegenden Falle um Schwingungsvorg3nge handelt, 
wird man aus rechentechnischen Grflnden trlgonometrlsche Funktionen 
wahlen, und es genflgt hier, ohne der Richtigkeit der rechnerlschen Ent- 
wicklungen Abbruch zu tun, ais Einflufilinie fur die im Briickenwerke 
hervorgerufenen Durchbiegungen y  eine Slnuslinie anzunehmen, die in 
Abb. 1 nach oben hln iiber die ganze Stutzweite A—B  der Brflcke auf
getragen ist. Die Pfeilhóhe dieser Slnuslinie entspricht der Durchbiegung 
des Tragwerks, wenn die P = 1 0 0 t  wiegende und wegen ihres kurzeń 
Gesamtachsstandes (l/i0 der Stfltzweite) ais E tn z e lla s t  gedachte Tender- 
lokomotlve sich ln Brflckenmitte befindet.

Um die Berechtlgung der Slnuslinie ais „durchschnittliche Einflufi- 
llnle" zu zelgen, sind in Abb. 1 die beiden Elnflufillnlen I und II mit 
gleicher Pfeilhóhe wie die der Slnuslinie cingetragen, und zwar gilt die 
Linie I fflr einen gedachten Balkentrager mit u n v e ra n d e r l ic h e m  
Tragheltsmoment, wahrend der ElnfluBlinle II die Annahme zugrunde 
liegt, dafl das Gesamttragheitsmoment von den Auflagern gegen die 
Mltte hln g e ra d l in ig  zunlmmt.

Zwischen diesen beiden Grenzlinien (es sind kubische Parabeln, 
von denen die zweite eine Wendetangente hat) werden die den praktisch 
ausgefflhrten Balkenbrflcken entsprechenden Einflufllinien (fflr die Durch
blegung der Tragwerke) liegen, und man kann somit die den Fiachen- 
raum zwischen I und II ungefahr halblerende Slnuslinie ais „durch- 
schnittllche Einflufilinie* gelten lassen. Die Slnuslinie kommt dabei 
naher an die den praktischen Fallen besser entsprechende Linie II heran, 
hat also groBen Wahrscheinlichkeitswert.

Diesen Annahmen entsprechend wird unscre ais Einzellast ( P =  1001) 
aufgefaBte Versuchslokomotive beim Durchfahren der Brflcke die den 
Ordinaten der Slnuslinie verhaitnisgleichen Durchbiegungen ln Trager- 
mltte hervorrufen. Bewegt sich die Lokomotlve mit der Geschwindlgkeit 
K [km/h] =  3,6 ti[m/sek] von links aus flber die Brucke, so ist der der 
Zeit t  (vom Augenblick der Einfahrt gezahlt) entsprechende Lastort be- 
stlmmt durch die auf das linkę Auflager bezogene und In Metern aus- 
gedrflckte Abszlsse

(1) x  — v t  =  • t.

Ihr entspricht die Ordinate y  der Slnuslinie. Sie ist, wie nochmals 
hervorgehoben sei, die Durchbiegung n ic h t am Lastort, sondern in 
B rflc k e n m itte ; die sinusfórmlge ElnfluBlinle hat hier mit der Biegungs- 
llnie des Tragers nichts zu tun.

Um mit den in der Schwingungslehre iiblichen Bezeichnungen von 
vornherein in Einklang zu stehen, fassen wir die flber die ganze Stfltz- 
welte / =  6 0 m  gelegte sinusfórmlge ElnfluBlinle ais das Bild einer 
halben Sinusschwlngung auf. Dann ist die ganze Uberfahrtszelt der 
Lokomotive gleich der halben Schwlngungsdauer der vollen (von 0 bis 
2 7t gezahlten) Sinusschwlngung. Ist ihre Schwlngungsdauer T, so betragt 
die im zugeordneten Einheitskreis gemessene Winkelgeschwindigkeit 
(Krelsschwingzahl)

/ n \  2  71(2) CO =  - f  '

Da laut vorstehend Gesagtem fflr x  — l:

(3) ' = 4
wird

(4)
oder

(5) II

woraus

(6)
2 71 7 t v  71 V 

0>— J  -  t =  ^ 6 7

Ist c der „Federfestwert* (die Federkonstante) der Brflcke (aus- 
gedrflckt ln t/cm) oder Im Schwingmodell (Abb. 1, unten) das Dehnungs- 
mafl der Splralfeder F, die die elastischen Eigenschaften. der ganzen 
Brflcke darstellt und an der die gesamte schwingende Masse hangt, so 
wird die gróflte Durchblegung in Brflckenmitte, die im MaBstab der 
Zeichnung der Pfeilhóhe der sinuslórmlgen ElnfluBlinle entspricht:

(7) maxy p =  -  [cm],

Die Wanderlast P  wirkt daher — unserer Annahme zufolge — genau 
so wie eine In der Schwingungslehre zur Erzeugung erzw ungener 
Schwingungen hauflg angewendete „h a rm o n isc h e  K raft* , die sich 
rechnerlsch verhaitnismafiig leicht behandeln laBt. Der Unterschied 
gegenuber den gewóhnlich vorkommenden („rasch wechselnden*) har- 
monischen Kraften ist nur der, daB die Schwlngungsdauer Tw, die einer 
Fahrt der Lokomotive- flber die Brflcke entspricht, verhaltnismafiig groB 
Ist, die durch das unveranderllche Lokomotivgewicht P  hervorgerufene 
(„erzwungene”) Schwingung also sehr langsam vor sich geht.

2. D ie T rie b ra d w lrk u n g . Fur die Triebradwirkung, die einen 
mit hóchstens ±  15% zugelassenen Tell des Raddrucks bildet, gilt beim 
Durchfahren der Brflcke unserer Annahme gemafi ebenfalls die sinus
fórmlge ElnfluBlinle. Dabei ist der vom Kurbelgetriebe herruhrende 
Raddruck (der mit K  bezeichnet sei) selbst seinem Wesen nach eine 
harmonische Kraft, dereń Schwingzahl mit der Drehzahl der TreibrSder 
ubereinstimmt. Wird diese Drehzahl (ln der Sekunde) mit nK bezeichnet, 
so ist die Krelsschwingzahl der harmonischen Triebradkraft:

(9) x =  2 Ti n K.
Daraus erglbt sich der von der Triebradwirkung herruhrende Beitrag 

zur statischen Durchbiegung in Brflckenmitte:

(10) yK- K,=  ■ • sin o>t • sin y.t.

wobei sich die Lokomotive selbst in Brflckenmitte befindet.
Der Sinusfunktion folgend betragt die einem beliebigen Lastort zu- 

geordnete Durchbiegung in Brflckenmitte
p

(8) y p — • sin oit.

Durch Multlplikation der Ordinaten y p  und y K mit dem Federfest
wert c ergeben sich die auf die Brflcke und auf das Schwunggewicht 
(G -f P ) wlrkenden Erregerkrafte El — c y p und E2 =  cyK, dereń Summę 
die gesamte Erregerkraft

(11) E =  Ex -f E2 — P • sin ro t +  K- sin a>t • sin y .t

ergibt.
Fflr die vorllegende Untersuchung ist der Triebradumfang mit 4 m 

angenommen, so daB auf die gesamte Bruckenlange / =  60m  genau 
15 Umdrehungen entfallen. Aufierdem soli die Stellung des Lokomotlv- 
triebwerks bei der Einfahrt in die Brflcke (daher nach 15 vollen Um
drehungen auch bei der Ausfahrt) dcm Wert K — 0 entsprechen.

In Abb. 1 (Mitte) wurden zunachst die 15 der Brflckenuberfahrt ent
sprechenden Sinuswellen aufgetragen, dereń Einzeliangen gleich dem 
Triebradumfang von 4 m zu denken ist, wahrend der Schwingungs- 
ausschlag dem Hóchstwert der Triebradkraft ^ = 0 , 1 5 P = 1 5 t  ent
spricht. Die Ordinaten dieser (dflnn ausgezogenen) Wellenlinie (von 
gleichbleibender Schwingwelte ±  K) wurden mit den den augenbllck- 
llchen Lastorten x  =  v t  entsprechenden EInfluBwerten sin rot multlpliziert, 
wodurch sich die (starker ausgezogene) Wellenlinie mit veranderlicher 
Schwingwelte K ' sin mt ergab. Dieser Linienzug, der die mit dem Last
ort ver3nderllche Wirkung der Triebradkraft auf die Durchbiegung in 
Brflckenmitte, das Ist die doppelt harmonische Erregerkraft E2 — K -sin mt 
• sinxć, darstellt, wurde nun (Im oberen Teile der Abb. 1) von der sinus- 
fórmlgen Einflufilinie der Lastwirkung P  aus aufgetragen. Die von der 
so erhaltenen Wellenlinie bis zur Waagerechten A—B gezahlten Ordinaten 
sind somit das Mafi der gesamten augenblicklichen auf die Brflcke oder 
auf die Ersatzschwingmasse wlrkenden Erregerkraft E =  Et + E2.

IV. B e sc h re ib u n g  d e r  S c h w in g u n g sv o rg 3 n g e  im 
S ch w in g m o d e ll.

Im Ersatz-Schwlnggebilde, von welchem ein Probemodell bereits in 
einer Wiener staatlichen Versuchsanstalt hergestellt wurde, wird die von 
der Oberfahrt der Last P  erzwungene Bewegung des Schwunggewichts 
(G +  P) durch eine halbe mit der Winkelgeschwindigkeit o  vorgenom- 
mene Drehung der auf der Welle 1 sltzenden Kurbel hervorgerufcn, dereń

P
Lange gleich der grófiten statischen Durchbiegung in Tragermitte ist.

Diese Bewegung kann jedoch nicht ungehindert zum Ausdruck 
kommen, weil die Welle 1 in einer lotrechten Gleitbahn gelagert ist und 
selbst eine zwangiaufige Bewegung ausfflhren mufi, die von der auf der 
oberen, fest gelagerten Welle 2 sltzenden Kurbelscheibe hervorgerufen 
wird, dereń Hub (ahnlich wie bei der bekannten Lentz-Steuerung) von 
0 bis zu dem bel der Bauart móglichen Hóchstwert beliebig geandert 
werden kann.

Wird nun das Obersetzungsverhaitnis zwischen der Kurbelwelle 1 
und der Kurbelscheibenwelle 2 so gewahlt, dafi die Drehzahl der Kurbel
scheibe gleich ist der Anzahl der Triebradumdrehungen wahrend der 
Brflckenflberfahrt, und wird uberdles der Hub der Kurbelscheibe (zwang- 
laufig von der Welle 2 aus) dem Verlauf der sinusfórmigen Einflufilinie 
folgend verstellt, so fflhrt das Lager der Kurbelwelle 1 eine die Triebrad
wirkung genau nachahmende, kurzwelllge „Wippbewegung* aus, die sich 
mit der von der Kurbel erzeugten (langwelligen) Bewegung uberlagert.

In unserem Ersatzgebilde („Schwingmodell*) lassen sich somit die 
beiden, den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung bildenden 
dynamischen Hauptwlrkungen (Wanderlast und Triebradwirkung) in an- 
schaulicher Weise erkennen und auseinanderhalten.
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C. Erzwungene Schwingungen mit einfach harm onischer Erregung. 
I. Die D if fe re n tia lg le lc h u n g  d e r  e rz w u n g e n e n  S ch w in g u n g en .

Bei der rechnerischen Behandlung der im Brflckentragwerk und im 
Ersatzgebilde (Schwingmodell) auftretenden Schwingungsvorg3nge gehen 
wirvon der den mathematischen Grundsłock der kiassischen Schwingungs- 
lehre bildenden Differentialglelchung 2. Ordnung mit unver3nderllchen 
Beiwerten aus, die auch fflr d ie  vorllegenden flberschiaglichen Unter
suchungen genfigt, um ein dem Wesen nach richtiges Bild der Schwlngungs- 
erscheinungen zu erhalten. Wenn

G + P _Gewicht derBrflcke+LokomotivgewichtinTonnen
' m ~  g  Erdbeschleunigung in cm/sek2

b . . .  der Dampfungsbeiwert =  — [m/t

c . . .  der Federfestwert [t/cm]
E =  P  • sin oj t +  K- sin o> t • sin k t die gesamte Erregerkraft ist,

s. Gl. (11),
und der Einfachhelt wegen

(13)
d 'y  „ dy- r f l r  =  y und d t = y

gesetzt wird, so lautet die den augenbllcklichen dynamischen Glelch- 
gewichtszustand beschrelbende Differentialglelchung der durch die Wander
last P und die Trlebradkraft l{  hervorgerufenen Bewegung

(14) my" +  by’ +  cy — P ■ sin m t  + K • sin m l • sin x t

Der einfacheren Rechnung wegen teilcn wir die Gleichung durch m 
und setzen:

(15) • b- — 2p  und C- — q.' '  m m
Dann Ist:

(16)

y"+  2 py'+  qy  =  ~  • sin to t  -f ^  • sin m t  • sin x t =  Fx (t) +  F2 (t) =  F (t)

wobei jedes Glied im absoluten MaBsystem elne Beschleunigung (in 
cm/sek") bedeutet.

Die Summę der drei llnks vom Glelchheitszelchen stehenden Glieder 
gleich 0 gesetzt, das ist die Gleichung

(17) y"  + 2 Py ' + qy =  0,
stellt die zur vollst3ndigen Gl. (16) gehórige h o m o g en e  Differentlal- 
gleichung dar, die durch das Hlnzutreten der rechts vom Glelchheits- 
zeichen stehenden (von den ErregerkrSften herrflhrenden) Stórungsglieder 
Fi(t) und F2{t) zur v o l ls ta n d ig e n  linearen Differentialglelchung 
2. Ordnung oder zur linearen Differentialglelchung „mit Absolutglied" 
erganzt wird, wobei das Absolutglied hier entweder aus einer der beiden 
Funktionen Ą ( t )  oder F2(t) oder auch aus ihrer Summę F(t) geblldet 
sein kann.

Es bestehen somit neben den bereits angeschriebenen Gl. (16) u. (17) 
noch die beiden weiteren Formen

(18) / ' +  2 py '+  qy  =  f  ■ sin a>t— F1 (t)

(19) y " + 2 p y '+  qy -- K
m sin oi t ■ sin x ł — F2 (/).

ist es nótlg, die Entwicklung des Integrals der bloB ein einfach harmonisches 
Stórungsglied enthaltenden Differentialglelchung (18) in ailer Kflrze an- 
zugeben. Hierbel sollen auch einige wichtige Zwischen- und End- 
ergebnisse des allgemeinen Rechnungsganges in einer gegenflber den 
Gepflogenhelten der kiassischen Schwingungslehre noch etwas ver- 
einfachten Form dargestellt werden.

Sind y v und y 2 zwel Telllntegrale der homogenen Dlfferentlal- 
glelchung (17) und ist

(20) D- .V, M
Ui' y i  \

die aus ihnen gebildete Determinante, so ergibt sich das Integral der 
Differentialglelchung (18) nach dem Verfahren der Abwandlung der Un- 
veranderlichen zunachst in der allgemeinen Form:

(21) y = C 'yi + C "y: f  F(t)y2d t  , f  F (t)yl d t
D ’2J

Werden fflr ^  und y 2 die beiden die Differentialglelchung (17) befriedi- 
genden Funktionen

(22) y \ =  eZlt und y 2 =  ez*‘ 
angenommen3), wobei

(23) Zi =  — P + V P 2 — q z2 =  — p — ]'p2 — q
die beiden Lósungen der zur homogenen Differentialglelchung (12) ge- 
hSrigen kennzeichnenden Gleichung

(24) z~ -f- 2 p z q — 0
sind, so wird mit F — Ft (/) =  P - sin mt und nach Ausrechnung der 
Determinante der Gl. (20) mit den sich aus Gl. (22) u. (23) ergebenden 
allgemeinen Werten:

(25) y = C '  e*'1 +  C 'V *1 —
00

p
m (z2 — zi)

sin oi t d t — ez-lf  e z-1 ■ sin m t dt}.
Ji -A

\y\
Ist p2< q ,  dann erscheinen z, und z2 in komplexer Form, und es 
lassen sich, wenn

y p  — q == i  \q  — p~ =  i  v  oder
(26)

W - t e — j £ r - = - - L  V m c -
\  m 4 m2 m \

gesetzt wird, die beiden ersten Glieder der Gl. (25) mit Hllfe der Be- 
zlehungen

(27) e+ ivt— cos v t  +  { • sin v t  e ~ l r l - 
umgestalten ln

(28) {y) =  C' ez1 ‘ +  C" eZl‘ =  e~ pt

- cos v t — i • sin v t

(/40 • cos v t +  B0 • sin v  t).

Zur rechnerischen Beurteilung der im Brflckentragwerk und im 
Schwingmodell auftretenden Vorg3nge sind nun die allgemelnen Integrale 
der vorstehenden Dlfferentialglelchungen aufzustellen und die erhaltenen 
LOsungen an Hand einiger kennzelchnender Belastungsf3lle miteinander 
zu verglelchen.

Zur Integration der Gl. (16) selbst ist zu bemerken, daB die all
gemelnen Integrale der homogenen Gl. (17) und der Differentlal- 
gleichung (18), die blofi ein einziges, einer einfach harmonlschen Kralt 
entsprechendes „Stórungsglied” F, (/) enthait, seit langem bekannt sind 
und — wie bereits eingangs angedeutet — die Grundlage fur die 
rechnerische Behandlung von Schwingungsaufgaben verschiedenster Art 
bilden. Demgegenuber sind jedoch die Dlfferentialglelchungen (16) 
und (19), die ein doppelt harmonisches Stórungsglied enthalten, nach 
Wissen des Verfassers zumindest Im Ingenleurwlssenschaftlichen Schrlft- 
tum bisher noch nicht behandelt worden.

Die Integrale der Gl. (16) u. (19) mflssen daher hier eigens ent- 
wlckelt werden, wobei wir von den bereits bekannten Integralen der 
Gl. (17) u. (18) ausgehen wollen.

U. In te g ra tio n  d e r  ein  e in fa c h  h a rm o n isc h e s  S tó ru n g s g lie d  
e n th a l t e n d e n  D if fe re n tia lg le lc h u n g .

Um die Integration der Differentialglelchung mit d o p p e lt har- 
monlschem Stórungsglied verst3ndlich zu machen und den Verglelch 
der neuen Formeln mit den bereits ln Gebrauch stehenden zu ermóglichen,

wobei die ln Gl. (27) vorkommende imaglnare Einheit, wie ausdrflckllch 
bemerkt sei, eine rein rechnungstechnlsche Bedeutung hat und kelnes- 
wegs zu imaglnaren Ergebnissen fflhrt.

In Gl. (28) ist die durch die Schwungmasse m, den Federfestwert c 
und die Eigenkreisschwingzahl v  bestimmte, von der harmonlschen Erreger
kraft oder der Stórungsfunktlon Fl (t)=  P • sin u> t  jedoch unabhangige 
Elgenschwingung ais Summę zweier synchronen Einzelschwlngungen dar
gestellt. Hierbel sind die Schwlngweiten A0 und B0 ais Unver3nderliche 
der Integration aus den Anfangsbedlngungen der jewellig vorIlegenden 
Schwlngungsaufgabe zu ermitteln.

Werden die beiden durch A0 und B0 gekennzeichneten Tell- 
schwingungen in eine elnzige Gesamtschwingung zusammengelaBt, so 
ergibt sich mit

(29)

(30)

■■ C„ und

Bn : ‘g To

der fur die praktische Auswertung geeignetere, allgemeln flbllche Ausdruck:

(31) (y) =  e pt C0 • sin (v t-f  5T0)

in dem an Stelle der beiden Integratlonsfestwerte A0 und B0 die Gesamt- 
schwlngwelte C0 und der Winkel y>0 der Gangverschlebung ais rechnerisch 
glelchwertlge GroBen getreten sind.

Fflr den mit [.y] bezeichneten zweiten Teil der Gl. (25) erhalt man 
nach Auswertung der Integrale Ą  und J2 schllefilich die Ordinate der 
erzwungenen Schwingung 

(32) Ly] =  Q  • sin (oi t — f l ),

3) zx und z2 bedeuten selbstredend nlcht die im einschlSgigen Schrift- 
tum oftmals mit dem Buchstaben Z bezelchnete „Verstlmmung“.
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wobei dle Schwingweite CL durch

(33)
V(c — m o/-y +  b2 oP- 

w[
und der Winkel y, der Gangverschlebung durch

(34) tg <pl  = ----------b  a>—  -

bestimmt ist.
Aus der Summę der Gl. (31) u. (32) erhalten wir dann das den 

rechnerischen Grundstock der sogenannten klasslschen Schwingungslehre 
bildende allgemelne Integral:

(35) y  =  e pt C0 • sin {v t +  yo) +  C, • sin (a. t  — yt)
Eigenschwlngung 50 Erzwungene 

Schwlngung 5Ł

- l / iCo =  /  CVo +  Ci • s in  y i)2 +  • .. [y 0' +  /> 0 '0 + ‘< V  s in  n ) —  <o • cos y-J2

A 2 Bn

(38) tg ?0 =  - j (y0 +  C, • sin <f l )

Gl. (26) und die beiden Zwangsfestwerte Cv  der erzwungenen Schwin
gung 5 Ł aus Gl. (33) u. (34) berechnet, so ergeben sich aus Gl. (37) u, (38) 
fiir y 0 =  0 und y 0' =  0 zwischen den beiden Hauptfestwerten Ct, <pl der 
erzwungenen Schwingung 5 t und den beiden die Eigenschwingung S0 
bestimmenden wirklichen Integrationsfestwerfen C0, <p0 sowie zwischen 
C0, tp0 und den gegebenen Grófien dle sehr leicht zu iibcrbllckenden 
Beziehungen:

(39)
r  _[ o>\ r  2 m oi _ 2 P m ot

o — ) L> — i/-........ • Li -V4 m c  — b-

(40) ‘g 7V ' t e n  
i f i  —

| 4 m c — b2 V (c - 
2 mb v

- m co2)-  -j ■ b- uj-

das man bel gedankllcher Zusammenfassung aller Werte (y), [y] und y  
durch die Buchstaben 50, S l und 5  auch slnnbildlich kurz schreiben kann:

(36) 5  =  50 +  ^ .
In Gl. (35) sind die beiden Glieder 50 und 5 t trotz Ihres ahnllchen Aus- 
sehens rechnerisch voneinander verschieden. Abgesehen von der im 
ersten Glied vorangestellten e-Potenz stellen die Grófien C0 und y0 die 
beiden notwendlgen und hinreichenden, erst aus den jeweillgen Anfangs- 
bedlngungen zu ermittelnden (also bis dahln wlllkflrlichen) Unver3nder- 
llchen der Integration der gegebenen linearen Differentialgleichung 
2. Ordnung dar, wahrend dle GróBen Cl und schon durch dle
Bestimmungsstflcke P, c, m und b der Aufgabe von Haus aus fest- 
gelegt, also von den Anfangsbedingungen unabhangig sind.

Da dle begriffllche Bedeutung der soeben genannten Unyeranderllchen 
In den welteren Entwicklungen eine wichtige Rolle spielt, selen die 
Grófien Ct und p1 zum Unterschied von den willkflrlichen Unver3nder- 
lichen C0 und y0 hier kurz ais .Z w a n g s f e s tw e r te ” bezelchnet.

Dle beiden willkurlichen Unveranderllchen C0 und y>0 ergeben sich 
aus der am Beginn der Bewegung vorhandenen Anfangsschwlngzahl y 0 
und der zugehórigen Anfangsgeschwindlgkeit y0' wie folgt:

(37)

l^o' +  P 0'o +  Ci ■ sin y-,) — Ct co • cos jr,]

B0
Durch Gl. (33) bis (36) ist jede von einer einfach harmonischen 

Erregerkraft hervorgerufene Schwingung einer Einzelmasse m bel Vor- 
aussetzung llnearer Dampfung b und linearer Rflckstellkraft cy  rechnerisch 
bestimmt. Dabei ergibt sich aus der Erregerschwlngung E  an erster 
Stelle dle erzwungene Schwingung 5 ,,  dereń Hauptbestimmungsstucke Cl 
und f i  durch die Gl. (33) u. (34) ais eindeutige AbhSnglge der ge
gebenen Grófien P , c, m, b, n> allein festgelegt sind, ohne dafi die 
Anfangsbedingungen y  = y 0, y '= y 0' ln Frage kommen. Diese treten 
vlelmehr erst bei der Berechnung der beiden wirklichen Unveranderlichen 
der Integration C0, in den Formelzeichen der Gl. (37) u. (38) auf, 
durch dle die Eigenschwingung 50 bestimmt ist.

Aus den beiden Teilschwingungen 5, und 5„ setzt sich dann die 
Gesamtschwingung 5  zusammen. Bei der tatsachllchen Auswertung eines 
belieblgen Schwingungsvorgangcs Ist demnach — zum Unterschied von 
der rechnerischen Entwicklung, bel der die Eigenschwingung in Gl. (35) 
rechts an erster Stelle steht — dle Relhenfolge einzuhalten:

Erregerschwlngung E  -> erzwungene Schwingung 5 t -> Eigen
schwingung 50 -> Gesamtschwingung 5.

Befindet sich dle Schwungmasse m — was haufig der Fali ist — zu 
Beginn der Wirkung der Erregerkraft in Ruhe, so lauten die Anfangs
bedingungen y 0 =  0 und y 0’ — 0, wodurch sich eine wesentliche Ver- 
einfachung und grofie Ubersichtlichkeit der allgemelnen und der zahlen- 
mafiigen Berechnung ergibt.

Wahrend die von den Anfangsbedingungen unabhangigen Ausdrflcke 
fflr dle erzwungene Schwingung Sy dieselben bleiben wie frflher, lassen 
sich jene fflr die beiden Hauptfestwerte C0, <f0 der Eigenschwingung 5„ 
auf hóchst einfache Formeln bringen, aus denen dle Zusammenhange 
zwischen den beiden Teilschwingungen sowie die Entwicklung der Eigen
schwingung S0 und damit auch der Aufbau der Gesamtschwingung 5  aus 
den unmittelbar gegebenen Grófien P, m, c, b, co in augenfailiger Weise 
zu erkennen sind. Denken wir uns dle Eigenkreisschwingzahl v aus

P ' *8 Ti — m b2 — 2 m{c — m co2)  ’ 
die sich im Verlauf der welteren Untersuchungen ais sehr nfltzllch 
erweisen werden.

III, D er F a li des  M ltsc h w in g e n s  (R eso n an z fa ll) .
Fflr die Beurteilung der allenfalls zu befflrchtenden schadlichen 

Wirkungen der Schwingungsvorgange an Maschlnen oder Bauwerken ist 
bekannlllch jene Erregerkreisschwingzahl coh mafigebend, bel der Mit- 
schwlngen (R esonanz) eintritt und bel der die Schwlngungsausschiage 
zu ihrem grófitmóglichen, baullch allenfalls gefahrllchen Wert auf- 
g e s c h a u k e l t  werden kónnten. Wie aus der im Absatz II vor- 
genommenen Integration der Schwingungs-Differentialgleichung hervor- 
geht, laBt sich das augenfalligerweise durch Haufung der Erregerantriebe 
entstehende A u fsc h a u k e ln  rechnerisch nicht unmittelbar beschrelben, 
weil die durch den Einheitskreis gegebenen Kreisfunktionen Sinus und 
Cosinus zahlenmafiig begrenzt sind. Es kann vielmehr nur auf dem Um- 
wege dargestelit werden, dafi dle beiden (gedachten) Teilschwingungen 5, 
und 50 mitelnander Ins Splel treten, ais dereń Summę (oder Unterschied) 
dle wirkliche Gesamtschwingung 5  erscheint. Wird die Schwungmasse m 
durch die Erregerkraft aus der Ruhelage herausgehoben, so mflssen sich 
die Schwingungsordinaten (Elongationen) am Beginn der Bewegung (das 
ist zur Zeit ć =  0) tilgen, also schon aus rein mechanischen Grflnden 
einander genau negativ gleich sein, wodurch eine Nachprflfung der 
Rechnung móglich wird.

Da die fflr das Aufschaukeln mafigebende Schwingweite Cx eine 
durch die gegebenen Werte P, m, c, b, co festgelegte Grófie ist, muB 
die erzwungene Schwingung 5X aus lauter einander vólllg gleichenden 
Sinuswellen bestehen, wahrend die mit der e-Potenz e 'pt verbundene 
grófite Schwingweite C0 der Eigenschwingung 50 Sinuswellen mit 
asymptotisch abnehmender Pfellhóhc liefert. Das in Wirklichkeit ein
fach durch rhythmische Haufung der Erregerantriebe entstehende Auf
schaukeln kommt somlt rechnerisch oder zeichnerisch durch dle 
asymptotische Verrlngerung der Eigenschwingung 50 gegeniiber der starr 
bleibenden erzwungenen Schwingung 5X zustande, also auf mittelbarem 
Wege, worin eine gewisse begriffllche Schwierigkelt liegt.

Rechnerisch ist der Fali des Mltschwingens (der Resonanzfall) aus- 
zugswelse durch die nachstehenden, fflr die spater anzustellenden Ver- 
gleiche wichtigen Beziehungen gekennzeichnet.

Die kritische Erregerkreisschwingzahl cok , bei der der Grófitwert der 
erzwungenen Schwingweite Q  und damit auch die gróBtmógliche Auf- 
schaukelung eintritt, ergibt sich aus der Differentiation der Gl. (33) mit

(41) b2
2 m2 - i -1 f .  m \

b2
2

2 p2,

wahrend der GróBtwert der Schwingweite

(42) Clk =  max Ci ■
2 m P

b 1'4 m c — b2
betragt und der zugehórige Winkel der Gangverschiebung (der Phasen- 
wlnkel) bestimmt Ist durch

(43)
| 4 m c — 2 b2

Hlerzu ergeben sich aus Gl. (39) u. (40) sowie mit Bezug auf Gl. (26) u.(41) 
fur die Eigenschwingung 50 die Festwcrte:

(44) C o/_ i  K i r  _ i  i  * m c - 2  b2 r  _  2 m P \A m c - 2 b2
b (4 m c — b2)

(45) fg Tok :

4 m c  — b2 
2 m b v 

b2 — 2 m(c — m a>k2)
Diese, den Fali des Mltschwingens (Resonanzfall) kennzelchnende 

Hauptbedingung ist der rechnerische Ausdruck fflr die schon aus reln 
mechanischen Grflnden oder aus der biofien Anschauung zu gewlnnende 
Erkenntnis, wonach das Aufschaukeln offenbar dann am raschesten zu
stande kommt, wenn dle Erregerantriebe Immer gerade in jenem Augen- 
blick mit voller Kraft einsetzen, In dem dle Eigenschwingung ihren 
jeweils grófiten Ausschlag erreicht hat und die Richtung wechselt. In
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der zelchnerischen Darstellung mussen somit, weil der Gangunterschied
= 9 0 °  betragt, die Wellenberge der Erregerlinie genau mit den

Wellentaiern der Eigenschwlngungsiinie zusammenfallen und umgckehrt.
Ist die Dampfung b sehr klein, was bei vielen praktlschen An- 

wendungen der Schwingungslehre, Insbesonders im Bruckenbau, zutrifft, 
so ergeben sich fiir die rechnerische Beschreibung des MItschwingens 
wesentliche Vereinfachungen, dle jedoch aus den vorstehenden strengen 
Ergebnissen entwickelt werden mflssen, um nicht etwa durch gewohnheits- 
maBIgen Gebrauch ais allgemeingflltig angesehen zu werden.

Zunachst erhalt man aus

:[V +  0’k)[” — (ak) =  [(46) — o

Weil fflr kleine Werte von b
(47) »' +  aift 2 

geschrieben werden kann, also

(48) 4 tri1

J L ) b2
\m  4 rn2) \m 2 OT2/ — 4 m*.

2 »' • 2 <ok

b*- b2
) 8 m2 v ~ 8 //!“ o>k *

so erhalt man zur Berechnung der kritischen Kreisschwlngzahi o>1t aus 
der Elgenkreisschwingzahl die sehr einfache und ausreichend scharfe 
Naherungsformel 

(49) » * = * -  8 *'2 ). , 

aus der beisplelsweise mit den unseren Untersuchungen zugrunde 
llcgenden besonderen Zahlenwerten v — 19,178 666, m =  0,271 832, 
6 — 0,125 183 sich ergibt:

(50) =  19,178 666 — 0,001 382 =  19,177 284 =  r .
Wie die Praxis gezeigt hat, ergibt sich bel Briickenschwingungen 

stets eine ahnlich gute Obereinstimmung der Werte «>k und v. Oberdies 
dflrfen die Dampfungsglleder erfahrungsgemaB — ohne der erforderlichen 
Scharfe der Rechnung Abbruch zu tun — flberall dort weggelassen 
werden, wo sie zu anderen bedeutend grófieren Werten zugezablt oder 
von Ihnen abgezogen werden, wie dies z. B. unter dem Wurzelzeichen 
der Fali ist. Es kann daher zumeist einfach

(51) Y
gesetzt werden, wodurch dle vorstehend in aller Strenge entwickelten 
Formeln in wesentllch vereinfachter Gestalt erscheinen, und zwar wird 
im Fali des MItschwingens (Resonanzfall) aus Gl. (42) bis (45):

r  2 m P P P
Ci u — maxCi — — — /----- =£= ~r

b]U m c A  c b ’•
\  m

Jwirci Sehr groB, daher y>ĵ  ’ 71 ]

(52)

(53)

(54)

7\h

- Ok ( i ) c lk =  c u P
b v

Erregerschwingung P- sin wt

O bcrfohrtsdau er ~  — ^,9 se k

Eigenschwingung S0

Erzwungene Scfiwingung S,

X L

Gesamtschwingung S

Abb. 2.

Daher muB auch wegen der am Beginn der Bewegung erforderlichen 
Tilgung der Anfangsordlnaten aus rein mechanischen Grflnden

wahrend <pxk genflgend genau aus Gl. (53) folgt und die durch Gl. (54) 
ausgedrflckte, in Wirklichkeit nicht genau bestehende Gleichhelt der 
Schwingweiten Clk und zumeist bedeutungslos ist.

Wird 6 =  0, so ergibt sich der zwar nur theoretisch denkbare, 
praktisch jedoch in mehrfacher Hinsicht ais Richtlinle nfltzliche Grenzfall 
des MItschwingens, bel dem die beiden Schwingweiten Clk und 
Infolge strenger Gflltigkeit der Beziehung der Gl. (54) einander genau 
gleich und, da b =  0, glelchzeitig unendlich groB werden. Dabei ergeben
sich die Gangwinkel aus Gl. (53) u. (55) mit genau ^ , wodurch die
mechanische Bedingung, dafi sich die Ordlnaten fflr i =  0 tilgen mflssen, 
auch im Grenzfalle trotz der theoretisch unendlich grofien Schwingweiten 
in aller Strenge erfflllt Ist.

Mit Hilfe der bisher entwickelten Formeln lassen sich bereits zwei 
einfache und wichtige Belastungsfalie erledigen, von denen aus dann 
der verwickeltere Vorgang der glelchzeitigen Wanderlast- und Triebrad- 
wirkung zu behandeln sein wird.

D. Zwei praktische Beispiele.
Ais Beispiele fflr den mittels der Integralgleichung (35) anzustellenden 

Vergleich der Triebradwirkung mit der allelnigen Wirkung der Wanderlast 
wahlen wir zwei v e re in fa c h t g e d a c h te  Belastungsfalie, bei denen der 
Unterschied der beiden dynamischen Last- oder Kraftwlrkungen schon 
der blofien Anschauung nach besonders deutlich zu erscheinen verspricht.

Dle in Wirklichkeit auftretenden dynamischen Beanspruchungen 
werden dann innerhalb der durch dle Rechnung beschriebenen Grenz
falle liegen.

Zu den Belastungsfallen sei noch bemerkt, dafi wir uns, wic das 
schon in Abb. 1 angedeutet ist, auch wciterhin die Achslasten der mit 
dem k le ln s tm ó g llc h e n  Radstande angenommenen Dampf- oder Elektro- 
lokomotive In eine e in z ig e  mittlere Achse vereinigt denken, d. h., dafi 
wir die Lokomotlven ais einen „E lnachsw agen*  von 100 t Achsdruck 
auffassen.

I. O b e r fa h r t e in e r  E le k tro lo k o m o tlv e  m it E in z e la c h s a n tr le b .
Fahrt eine Elektrolokomotlve, dereń Triebwerk k e in e  Fliehkrafte 

auf die Schienen flbertragt, mit gleichmafiiger Geschwindigkeit K[km/h] 
oder v [m/sek] flber dle Brflcke, so wird bei Annahme g e s c h w c ifite r  
Schienenstófie und unter A u fie ra c h tla s su n g  des F e d e r s p ie is  ais 
Erregerkraftlinie nur die sinusfórmige Einflufilinie in Betracht kommen. 
Die Oberfahrt der Lokomotive entspricht dann im Ersatzgebilde (im 
Schwingmodell) einer gleichfórmigen Drehung der auf der Welle 1 sitzen- 
den Kurbel um 180°. Dle Winkelgeschwindlgkelt dleser verhaitnism8Big

sehr langsamen Drehung Ist nach Gl. (6) a> =  , wobei die Welle 1
durch Stillhalten der auf der Welle 2 sitzenden Kurbelscheibe ais fest 
g e la g e r t  zu denken ist, also keine Wippbewegung ausfflhrt.

Die durch dle langsam wirkende Erregerkraft P • sin w t hervor- 
gerufene Schwlngung S der In Brflckenmitte vereinigt gedachten Trager- 
masse m ist in Abb. 2 dargestelit, In der, wie in den fibrigen Bildern, dle

den jeweiligen Durchbiegungen 
(in Tragermitte) entsprechenden 
Schwingweiten y  und C in flb- 
licher Weise von einer waage
rechten Nullinie aus ais nach 
o b en  hin positiv gezahlte Ordl
naten aufgetragen sind.

Aus der zeichnerischen Dar
stellung (Abb. 2) und den zuge- 
hOrlgen Werten der Zahlentafel auf 
S. 339, Spaltel, ist ohne weiteres 
zu ersehen, dafi dle fflr dle prakti
sche Beurteilung des Schwlngungs- 
vorgangs mafigebende, in Wirk- 
Hchkelt nach u n te n  hin gerich- 
tete grófite Gesamtschwlngwelte 
m ax^d vondergrófitenstatischen

-  Elektrolokomoi/ye 
(m it bnze/achs-Antrieb) 

uber die Briicke Jahrend

Abklingende Sc/imngung

o  t,K. P  100 *Durchblegung max^stat =  f  =  T(fo t/cm =  1 cm nur ganz unmerklich

(55) *g Tok :
2 m b. 2 [m c

~1T~b- — 2 rn (c — m rf)
sein, d. h. die Hauptbedingung der Gl. (45) fflr das Mitschwingen ist 
infolge der Annahme der GL (51) rechnungsmafilg nicht genau erfflllt. 
Diese Unscharfe hat jedoch nichts zu bedeuten, weil ja der Winkel

der Gangverschiebung bei Mitschwingen y  betragen mufi, also gar nicht 

berechnet zu werden braucht, sondern einfach mit ^ anzunehmen ist,

verschieden, das ist nur um einen praktisch belanglosen Bruchteil grófier 
ist ais die statische Durchblegung.

Die ais Kennzlffer fflr die Beurteilung der dynamischen Lastwirkung 
gebrauchliche Verhaltniszahl zwischen der grófiten dynamischen und der 
grófiten statischen Durchblegung, oder auch kurz die „VcrgróBerung“ 
genannt, die w’ir hier zum Unterschied von der Fahrgeschwlndigkeit V 
mit (V) bezeichnen wollen, ist

(56) (V) = m a x ^dyn _  m a x dyn

m a x ^ s t a t P
C
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Sie wird daher fiir den vorliegenden Belastungsfall nur unmerklich grófier 
ais 1 werden, d. h. die bei der Oberfahrt der Lokomotive entstehenden 
Beanspruchungen des Baustoffes sind, praktisch gesprochen, nahezu die 
gleichen, wie wenn die Lokomotive ais ruhende Last in Briickenmitte 
wirken wurde.

Die geringe, hier allerdings aus einem sehr vereinfachten Belastungs
fall errechnete dynamlsche Wirkung der Wanderlast P  ist ubrigens schon 
aus einem bloBen Blick auf die erste Formel der Gl. (33) zu erkennen. 
Aus dieser Formel ergibt sich namlich mit den in der vorllegenden 
Untersuchung angenommenen besonderen Werten c, m und b (die Im 
weiten Spielraum der mógllchen Falle ais Durchschnittszahlen gelten 
kónnen) fiir die Schwingweite der erzwungenen Schwingung bei 
kleinen Kreisschwingzahlen o  der Erregerkraft P .s in » £  stets ein nur 

p
wenig iiber liegender Wert, weil die im Nenner (unter der Quadrat-

wurzel) stehenden Glieder tricu- und b-w- gegenflber dem Betrag des 
Federfestwertes c wenig EinfluB haben.

Da nun die gróBtmOgllche — theoretisch nach unendlich lang an- 
dauernder Aufschaukelung entstehende — Schwingweite maxj/dyn durch 
den GróBtwert von Q  begrenzt, also im vorliegenden Falle maxj/dyn 
=  Q  - 1,000 113 cm Ist, kónnte — auch wenn die Aufschaukelung flber- 
haupt zustande karne — durch die Oberfahrt der Lokomotive keine 
praktisch in Betracht kommende, das Ist wesentlich flber 1 licgende 
VergróBerung (K) entstehen, weil die aus Gl. (6) zu berechnende Kreis- 
schwingzahl w der Erregerkraft P  fflr a l le  praktisch vorkommendcn 
Brflckenabmessungen und Fahrgeschwindigkelten V stets weit unterhalb 
der durch die Brflckenmasse m und den Federfestwert c bestimmten 
Eigenschwingzahl v liegen muB.

Die Frage, ob durch die Wirkung einer einzelnen wahrend der 
Oberfahrt unveranderllch bleibenden Wanderlast P  Mitschwlngen eln- 
treten kann, das ist eine genaue oder zumlndest angenaherte Ober- 
einstlmmung der Erregerkreisschwingzahl u> mit der Eigenkreisschwlng- 
zahl r, ist daher von Haus aus zu yernelnen, was auch aus den nach- 
stehenden flberschlagllchen Berechnungen ohne weiteres entnommen 
werden kann.

Mit den fur unsere Brflcke geltenden Werten / =  60 m und r  =  19,18 
mflBte die Oberfahrtgeschwindigkeit

(57) v = v l  19,18-60 
Jt = 3,1416,

= 366 m/sek oder 1319 km/h

betragen, um Mitschwlngen zu erzeugen, was jedoch in Anbetracht der 
ungewóhnlich hohen Geschwindigkeit praktisch auch fflr die Zukunft ais 
ausgeschlossen anzusehen Ist.

Man kónnte einwenden, dafi etwa bel einer sehr kurzeń Brflcke 
vlelleicht doch Mitschwlngen móglich ware.

Nehmen wir an, daB eine solche Brflcke die gewiB nicht zu hoch 
gegrlffene Eigenkreisschwingzahl v =  30 habc und von der Elnzellast 
mit einer den .Fllegenden Hamburger' noch etwas flbertreffenden Ge
schwindigkeit v  =  60 m/sek =  216 km/h befahren wflrde, so ergabe sich 
die zugehórlge Brflckenlange mit

3,1416-60l 71 v(58)
V

wobei die Oberfahrtszeit
(59) t -  

so kurz ware, daB auf sie
Ir

2 t t v

l
v

30

6,28
60

=  6,28 m,

: 0,1 sek

(60) n - 6,28 • 30 
2 • 3,1416 • 60 =  0,5

Schwingungen, das ist bloB eine halbe Schwingung entfiele, Innerhalb 
welcher ein Aufschaukeln selbstredend nicht eintreten kann.

Durch die zeichnerische Darstellung (Abb. 2) und die zugehórigen 
Werte der Zahlentafel wird die vorstehende Beschreibung des Schwingungs- 
vorgangs bestatlgt.

Wie zu erwarten war, Ist die Linie der erzwungenen Schwingung 
eine der Erregerlinie nahezu gleichende Slnuslinle, die der Erregerlinie 
um den sehr kleinen Gangwlnkel <fl =  0,000 802 oder, Im ZeltmaB aus- 
gedruckt, um 0,001 25 Zeitsckunden nacheilt.

Daher werden alle dynamischen Durchbiegungen, also auch ihr 
durch die Schwingweite C, =  1,001 113 der erzwungenen Schwingung aus- 
gedrflckter Hóchstwert gegenflber dem Oberfahren der Elnzellast P  um 
0,001 25 sek verspatet eintreten, das ist, praktisch gesprochen, fast 
gleichzeitig mit der Lastwirkung.

DaB die Schwingweite C0 der Eigenschwingung hier sehr klein aus- 
fallen mufi, ist schon aus rein mechanischen Grflnden, auch ohne 
Rechnung vorauszusehen. Sie ist namlich offenbar von der Geschwindig
keit abhangig, mit der die Schwungmasse (oder die Brflcke) aus ihrer 
Ruhelage herausgehoben wird. Geschieht dies sehr langsam, so kann 
sich die Feder infolge ihrer kurzeń Eigenschwingungsdauer nur mit 
einem sehr geringen Arbeitsvermógen aufladen, weshalb die gróBte

Ordinate (Schwingweite) der den oben besprochenen Austausch zwischen 
potentleller und kinetlscher Energie darstellenden Auftragung Sufierst 
klein bleiben mufi. In der Tat ergibt sich aus Gl. (37) die sehr kleine 
Eigenschwingweite mit C0 =  0,033 370, die rechnerisch das beim Ein- 
fahren der Lokomotive auftretende und nach beendeter Oberfahrt rasch 
abklingende , E rz it te rn "  der Brflcke zum Ausdruck bringt, worin Im 
vorliegenden Falle der elnzige, aber praktisch belanglose Unterschied der 
dynamischen Beanspruchung gegenflber der rein statischen liegt.

Wenn nun In Wlrklichkeit der Eindruck entsteht, ais wflrden bei der 
Uberfahrt einer Elektrolokomotive nicht viel weniger Erschfltterungen 
auftreten ais bei einer Dampflokomotive, so hat dies, abgesehen von 
den zahlrelchen hier aufier acht gelassenen Nebenwirkungen, vor allem 
darin seinen Grund, dafi das Lokomotivgewicht ln beiden Failen ja nicht 
ais zusammengefaBte Elnzellast elnfahrt, sondern in mehreren Achsen 
nacheinander, aus dereń Zusammenwirken sich im allgemeincn eine 
gróBere Gesamtschwingweite ergibt ais die hier berechnete.

Ebenso kónnen die aus dem Federspiel der Lokomotlve entstehenden 
Koppelungserscheinungen das Schwingungsblld beeinflussen und den 
Unterschied zwischen der Wirkung der beiden Lokomotivgattungen stark 
herabmlndern.

II. D am p flo k o m o tiv e  in B rf ic k e n m itte , m it R a d e rsc h le lfe n
an fah ren d .

Ein gegenflber dem soeben erledigten Belastungsfall wesentlich ver- 
andertes Blld ergibt sich, wenn eine Dampflokomotive in Briickenmitte 
anfahrt und Raderschlelfen elntrltt. Um der nun zu behandelnden Auf
gabe Wirklichkeitssinn zu geben und mit dcm blsherigen Gesamlgewicht 
G +  P  =  400 t weiterrechnen zu kónnen, wollen wir uns vorstellen, dafi 
die in Abb. 3 (rechts) sklzzierte Lokomotlve entweder mittels eines Seiles 
festgehalten oder durch einige sehr leichte Plattformwagen, die gewisser- 
maflen ais veriangerter Zughaken dlenen, mit schweren, aufierhalb der 
Brflcke stehenden Fahrzeugen gekuppelt sei. Bel der so am Anfahren 
behinderten Lokomotive kann dann tatsachlich RSderschleifen eintreten, 
und wir wollen im Zusammenhang mit dem vorangehenden Belspiel 
annehmen, dafl dieses RSderschleifen gerade so lange anhalten soli, ais 
die Oberfahrtszeit der Elektrolokomotive bei der dem vorangehenden Be
lastungsfall zugrunde gelegten Geschwindigkeit V = 44  km/h =  12,21 m/sek 
betragen hat. Demnach dauert das Raderschlelfen 4,9 sek an.

Im Schwingmodell entspricht die Triebradbewegung der dabei am 
Ort verblelbenden Lokomotive dem Festhalten der um die Welle 1 dreh-

IS
baren Kurbel, wahrend die auf die gróBte Hubhóhe - elngestellte

Kurbelscheibe mit einer sekundllchen Drehzahl nft= 3 ,0 5 u m  dieWelle2 
I3uft.

Es Ist somit die der Oberfahrt der Elnzellast P =  100 t entsprechende 
langsame Kurbelbewegung ausgeschaltet, wahrend die die gróBte Triebrad- 
wirkung darstellende rasche Wippbewegung alleln zum Ausdruck kommt. 
Die Lokomotive wirkt also wie eine in Brflckenmilte aufgestellte Schwung- 
maschine und kónnte ais solche auch gedacht werden, wenn sie etwa 
mitWinden vom Geleise abgehoben w3re, wobei sich die Rader mit der 
dem Fali des Mitschwingens entsprechenden Drehzahl bewegen mflBten, 
um die gróBtmógllche Aufschaukelung der Brflcke zu verursachen.

Betrachten wir die zeichnerische Darstellung (Abb. 3) im Zusammen
hang mit den zugehórigen Werten der Zahlentafel auf S. 339, Spalte II, 
so sind folgende Hauptmerkmale der durch das Anfahren der Lokomotive 
hervorgerufenen Schwingungsvorg3nge zu erkennen.

Mit der dcm Fali des Mitschwingens entsprechenden Erregerkreis
schwingzahl, die wegen der 15 vollen, auf die Brflckenlange von 60 m 
entfallenden Triebradumdrehungen gegenflber dem vorangehenden Bel
spiel x =  30 w =  19,18 betragt und nahezu gleich der Eigenschwing
zahl v ist, ergibt sich, wie es bei Mitschwlngen der Fali sein mufi, 
zwischen der Erregerschwingung und der Eigenschwingung eine Gang- 
verschiebung von genau 90°, wahrend der Winkel der Gangverschiebung 
zwischen Erregerschwingung und erzwungener Schwingung nahezu ein 
rechter Winkel ist, wodurch die VorbedIngungen fflr das Aufschaukeln 
gegeben sind.

Die Schwingweite der erzwungenen Schwingung wird, weil die 
zugehórigen Winkel der Gangverschlebung elnander nahezu gleich sind, 
ebenfalls nahezu gleich der Schwingweite C0 der Eigenschwingung, und 
beide Schwingwelten werden, wie aus Gl. (42) u. (44) zu ersehen ist, 
sehr groB ausfallen. Dabei ist In den genannten Formeln slnngemaB 
statt P K  zu setzen.

Vergleichen wir nun den fflr die Beurteilung der dynamischen 
Wirkungen in erster Linie mafigebenden Wert der Schwingweite Q  =  6,247 
zunSchst mit der grófiten vom Lokomotivgewicht P  =  100 t yerursachten 
statischen Durchbiegung 

, , n  P  1001 ,
(61) m a x ^ stat=  c =  ToO t / c S T ^ 1 ™ '

so ergibt sich daraus die sehr betrSchtllche Yergrófierung (V)D =  6,247.
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Denkt man sich die Trlebradwirkung /C =  15 t ais ruhende Last in 
BrQckenmitte angreifend, so wurde die zugehOrige statische Durch- 
blegung nur

(62) ^A-stat =  0>15-ypstat =  °-15 cm =  1,5 mm

betragen, wodurch sich die VergrOBerung auf (10^= 6 ,247 :0 ,15  =  41,6 
erhoht. Durch diese Zahl ist die Wirkung einer regelmSBig wechselnden 
Kraft mechanisch am treffendsten gekennzelchnet, da ja eine in Brucken- 
mltte aufgestellte Schwungmaschine unter den dem vorliegenden Beispiei 
zugrunde gelegten Annahmen eine solche VergróBerung tatsachlich hervor- 
brlngen wiirde.

Fur die bau- und betriebstechnlsche Beurteilung der Anfahrwirkung 
auf der Brucke kommt jedoch nur die erstgenannte VergroBerungszahl (V)p 
in Frage, die theoretisch zwar erst nach unendlich langer Zeit zustande 
karne, praktisch aber doch angenahert verhaltnlsmafilg bald erreicht 
werden kann. Wie namlich aus der die Aufschaukelung bestimmenden

Abb. 3.

Eigenschwingungslinie (Abb. 3) zu ersehen ist, vermindert sich ihre 
Schwingweite wahrend der mit 4,9 sek angenommenen Anfahrzeit bis 
auf 2,00 cm, wonach von der Linie der erzwungenen Schwingung S nach 
Beendigung des Anfahrvorgangs die aufgeschaukelte grOBte Ordinate y  
=  — 4,20 cm verbleibt, der dann die Im m e r  kleiner werdenden Ordinaten 
der abklingenden Eigenschwingurtg folgen.

Nach 4,9 sek entstunde somit eine VergrOBerung

(V )p=  4,20 oder (V)K =  28,00,

welche Werte nur 67 °/0 der theoretisch errechneten ausmachen.
Wflrden die Anfahrversuche jedoch ungefahr doppelt so lange, das 

ist etwa 10 sek, dauern, was praktisch immerhin denkbar ware, so hatte 
sich die Schwingweite der Eigenschwingung auf:1/10 ihres Anfangswertes 
herabgemlndert und demgemaB jene der Gesamtschwingung bis auf 
7,o ihres durch Cl begrenzten Wertes erhOht, wodurch die Ver- 
grOBerungszahien ebenfalls auf 90 °/o der theoretischen Hóchstwerte, 
das ist auf

(V)p  =  5,62 und (K)k  =  37,44
anwachsen wflrden.

Beim Anfahren der Dampflokomotive ergeben sich somit rechnungs- 
maflig rd. 5- bis 6 mai so groBe Durchbiegungen ais bei der Oberfahrt 
einer glelch schweren Elektrolokomotive.

An die am SchluB des vorangehenden Abschnitts gemachten Be- 
merkungen anknupfend, ist jedoch zu erwSgen, daB die beiden soeben 
behandelten Belastungsarten der Brflcke ja vereinfacht gedachte Grenz- 
faile darstellen, innerhalb derer die in Wirklichkeit zu crwartenden oder 
zu befflrchtenden Beanspruchungen einzureihen sein werden. Dabei wird, 
wie es sich ln der technischen Praxis ylelfach ais notwendig erweist, 
auch mit einer gewissen W a h rs c h e ln lic h k e its z if fe r  gerechnet werden 
nussen, indem man annimmt, daB nicht alle ungflnstigen Wirkungen ln

ihrem theoretisch denkbaren HóchstmaB auf einmal zusammentreffen 
werden, woraus sich dann wirtschaftlich nicht mehr zu begriindende 
Oberbemessungen ergeben wurden.

Im vorliegenden Falle kann angenommen werden, daB die wirklich 
auftretenden Beanspruchungen ungefahr in der Mitte zwischen den aus 
den beiden Belspielen errechneten Grenzwerten liegen, wobei die aus 
dem Anfahren der Lokomotive erwachsenden HOchstbeanspruchungen 
durch betriebstechnlsche MaBnahmen entweder vermeidbar oder doch zu 
mildern sein werden.

E. Erzwungene Schwingungen mit doppelt harm onischer Erregung.
I. G le ic h z e it ig e  W irk u n g  des E ig e n g e w ic h ts  und  d er 

T r ie b ra d k ra f t .
Lassen wir Eigengewicht und Triebradkraft unter Berflcksichtlgung 

einer sinusfOrmig angenommenen Einflufilinie g le ic h z e i t ig  auf die 
Briicke wirken, so erhalten wir den schon im Abschnitt B besprochenen

Belastungsfall, 
durch den die bel 
Lokomotiv-Einzel- 
fahrten auftreten
den Beanspruchun
gen in einer der 
Wirklichkeit sehr 
nahekommenden 

Weise erfaBt wer
den. Um diesen 
den elgentlichen 
Inhalt des vorlie- 
genden Aufsatzes 

bildenden Be
lastungsfall rechne- 
risch in g e s c h lo s -  
s e n e r  Form  und 
in e inem  Zuge
— ohne Zerlegung 
in Stufen4) — be- 
handelnzu konnen, 
ist es notwendig, 
den sehr reichhal- 
tigen Formelschatz 
der Schwlngungs- 
Iehre durch die 
Auswertung eines 
bisher entweder 
mathematisch nicht 
beachteten oder 
in der Ingenieur- 
mechanik nicht an- 
gewendeten Inte- 

grals zu erganzen. Wahrend namlich das in der Differentialgleichung (14) 
enthaltene clnfach harmonische Storungsglied P ■ sin m t  bei der im Ab
schnitt C eriauterten Lósung (durch Abwandlung der Unver3nderlichen) 
die Integration einer Abhangigen erfordert, die aus dem Produkt der 
e-Potenz und bloB e in e r  Kreiswinkelfunktlon besteht, verlangt das neu 
hinzugekommene, d o p p e lt  harmonische Storungsglied K '  sin m t • sin x t  
die Integration eines Produktes, das die e-Potenz und zw ei Kreiswlnkel- 
funktionen enthait.

Wie vorauszusehen ist, wird die LOsung der zuletzt genannten, im 
einschlaglgen Schrlfttum bisher nicht behandelten Aufgabe (nach dem 
Verfahren der teilweisen Integration) In verhaltnismaBig einfacher Weise 
gelingen, wenn die Integration des aus den beiden Krelswinkelfunktionen 
bestehenden Produktes einen Ausdruck ergibt, in dem diese Funktionen 
nicht miteinandervervielfaitigt, sondern bloB z u s a m m e n g e z a h l t werden.

Wie aus den mathematischen Handbflchern5) zu entnehmen ist, 
haben die Integrale der drei aus je zwei Krelswinkelfunktionen be
stehenden Produkte tatsachlich diese sehr erwflnschte Elgenschaft, womit 
der Lósungsweg vorgezeIchnet ist. Um dem Leser den Einblick in den 
Gang der Rechnung zu erleichtem, wollen wir von den drei oben- 
genannten, kurz ais „ d o p p e lt  h a rm o n isc h e  In te g ra le *  zu be- 
zelchnenden Ausdrflcken das hier in Frage kommende Integral des 
Sinus-Produktes sin«ć-sin ;<ć entwickeln, dessen Berechnung grundsatz
lich auch fflr die Integration der beiden flbrigen Produkte sin ro f • cos x ż 
und COSmt’ COSxt gllt.

4) Vgl. B. B riick m an n : Elnschwingvorg3nge von Bruckenhaupt-
tragern infolge periodischer Krafte aus der Trlebradwirkung. Ais Doktor- 
arbeit gedruckt von R. Noske, Borna bei Leipzig 1939.

6) u. a. Hfltte, 26. Aufl. (Berlcht-Neudruck), I. Bd., S. 93. Berlin 1936. 
Wilh. Ernst & Sohn.

Erregerschwingung -  K- sin x t
im  w irklichen MaBstab sowie łojach uberhóht

Eigenschwingung S0

Lckomotive in BruckenmiHe 
mit Raderschteifen anfatirend

Pt Ksin x t

Abktingende Schwingung

A  V\ r>-----r<-

I ‘ I I / V 't__ w---- =~---- ----
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II. E n tw ic k lu n g  des d o p p e l t  h a rm o n lsc h e n  In te g ra ls .
Durch Anwendung der teilweisen Integratlon erhalten wir zunachst:

f .  , , , cu • cos <u t • sin y. t — x • sin tu t  ■ cos x t(63) sin cu t ■ sin x t dt — ---------------------- ------- -----------------------J x2 — tu-
Um dieses Integral fflr unsere Zwecke verwenden zu kónnen, muB 

es derart umgeformt werden, daB die Sinus- und Cosinusfunktlonen darin 
nicht in Produktform verbunden sind, sondern elnzeln auftreten.

Die Umgestaltung gelingt in nachstehender Weise 
Schreiben wir zunachst statt Gl.(63):

2 (« • cos cu t • sin x t — x • sin cu t * cos x t)(64) f sin co t • sin x t d t — -

(65) sin cu t • sin x l d t — 2 (x -f cu) (x — cu) 2 (x ; - tu) (x — to)
oder schlieBlich nach Kflrzung und Beachtung der Yorzeichen:

(66)
r sin (a) — x)t s!n (w 4 • x)tj b i l l  O J C • o 111 X  L i *  « - 2 (co — x) 2 (w -fx )

Das Integral erschelnt somit ais Unterschied zweier Einzelposten, 
von denen jeder nur e ine  Wlnkelfunktion allein enthait.

III. A u fs te l lu n g  d es  dem  d o p p e l t  h a rm o n lsc h e n  S tó ru n g s g lle d  
e n ts p re c h e n d e n  a l lg e m e in e n  In te g ra ls .

Setzen wir in Gl. (66)
(67) (cu — x) =  OC (CU -f- x) =  p,

so nimmt das doppelt harmonlsche Integral, das wir der Kflrze wegen 
mit dem Buchstaben H  bezeichnen wollen, die elnfachste Form an, die 
móglich ist, namlich:

(67) H - - sin cu t • sin x td t -s--- • sin l «
1

2/9
sin p t.

(69) F(t) — Fl (t) + F2(t) — — -•sin w f-t--  • sin co t ■ sin x i,

einzusetzen. Da jedoch die Integration der bloB mit dem 
ersten Stórungsglled behafteten Differentialglelchung be- (78) +
relts durch Gl. (35) erledigt ist und ebenfalls erst bei 
der Aufstellung des Gesamtlntegrals in Frage kommt, 
brauchen wir uns hier nur mit dem doppelt harmonlschen

Stórungsglled F .,(t)=  ■ sin to t ■ sin x /  zu befassen und haben dieses
In Gl. (21) an Stelle von F zu setzen. Beachten wir, daB die beiden 
Teilintegrale und y 2 dieselben sind wie bei der integration der homo- 
genen Gl. (17) und daB auch die Nennerdeterminante nach Gl. (20) die 
namliche bleibt, - so erhalten wir mit Bezug auf Gl. (22) u. (23) fflr die 
beiden letzten Posten der Gl. (21), dereń Summę wir yorflbergehend mit 
2  bezeichnen wollen:

(70) s L L f Z - K .  (79)
/n(22 — 2,)

(71) /  =  - sin o> t • sin x t d t -
dv

e z t  /"sin m t • sin x t -
u J v

— f  f  sińcu t • sin x t {— z)e 21 dt1Ił du
oder mit Rflcksicht auf Gl. (67), abgekflrzt geschrleben:

(72) J- zt H + 2 j \H e z t d t-
z i ( sin a t sin 8 1\ ,

l  « P ) T
,—  zt+

2 (x +  tu) (x---tu)
und erweitern den Zahler durch Hinzufflgen und gleichzeitiges Abzlehen 
von Sinus- und Cosinusprodukten, so wird nach entsprechender Zusammen- 
fassung

(tu — x) sin (to ~t~ x) t (ot -f- x) sin [to — x) t

e •s\n<xi d t ■ I sin p td t
j*  j  jr**

Nach Ersatz des positiven Exponenten der e-Potenz durch den nega- 
tivene) und sinngemafier Anderung der Bezeichnung kónnen wir statt 
Gl. (72) schreiben:

(73) y = jy s in a i  sin p t \
« 1> ) 

z • sin «<-}-«• cos « t
ll

2  ■ sin p  t +  p  • cos ,j t
« ( 2 = + « 2) p  (Z2 +  p~)

Dieses allgemeine Integral ist nun durch Einfflhrung der Werte fur 
2 ] und z2 in zwei der Form nach glelchwertige Ausdrflcke zu spalten, 
die mit Ą  und /|[  bezeichnet seien.

Demnach erhalten wir bel Gllederung der Gl. (73) In lotrechter 
Richtung und entsprechender Tellung des ln der eckigen Klammer ent- 
haltenen Bctrages:

(74) Ą

(75) / „  =  -

Mit diesem Rechnungsergebnis sind wir nun in der Lage, die In 
Gl. (14 u. (16) angegebene voIlstandige Differentialglelchung, die auch

JS
das doppelt harmonlsche Stórungsglled -  -sin w ć*sin x i  enthait, zu inte-

grieren. Da die llnearen Differentialgleichungen durch Zusammenzahlen 
einzelner Posten gebildet sind, kommt es dabei offenbar nur darauf an, 
das aus dem doppelt harmonlschen Stórungsglled entspringende Integral 
zu bilden, durch welches dann das bereits fflr das einfach harmonlsche 
Stórungsglled gewonnene Integral der Gl. (35) sinngemaB zu erganzen ist.

Die allgemeine Regel fflr die Aufstellung dieses neuen Integrals 
Ist ln Gl. (21) angegeben, in der jedoch die beiden ersten, die Eigen- 
schwingung bezcichnenden Posten zunachst keine Rolle spielen. Sie 
kommen vielmehr erst am SchluB der Rechnung in Betracht, wenn es 
sich um die Bestlmmung der beiden wirklichen Unveranderlichen des 
Gesamtlntegrals handelt.

Unter den beiden Integralzelchen der Gl. (21) w3re nun fflr F das 
gesamte Stórungsglled aus Gl. (16), das Ist

e ~ z' 1 | s i n a /  s i n / f ć Z . 2 ,  • s i n  a  Z +  a  • CO S a  t

2 t

e ~ Zit |

. «  z3 

s i n a /  s i n / 9 /

a

2 2
a

1 22

( 2 t 2 +  a 2)
2 [ • s i n  p  t  +  p • c o s  p t

( V  +  P)
2 ,  • S i n  a  t  -f a  • COS a  t

2 i a  p ( 2 22 - f  a 2)

2 2 • s i n  p t  +  p • c o s  p t
f e 2 +  n

+

Mit diesen Ausdrflcken lautet das allgemeine Integral der Differential
glelchung (16) unter Bezugnahme auf die bereits in Gl. (35) fflr das 
einfach harmonlsche Stórungsglled gewonnenen Ergebnlsse:

(76) v =  e pt C0 • sin (vt +  cpQ) +  Cl ■ sin (,ut — y>,)-
K Si* ,?2t

^Il]‘2 rn (z2 — z,)
Beachten wir zunachst In Gl. (74) u. (75) nur die in den eckigen 

Klammern ln den obersten Zeilen enthaltenen Ausdrflcke, so wird bei 
Weglassung des Faktors 1/2

- z 2t(77) [ • / • ] =  0.
1

Bei der weiteren Rechnung mussen wir uns daher bloB mit den ln 
der 2. und 3. Zeile der Gl. (74) u. (75) vorkommenden Klammerausdrucken 
befassen. Da hlerbei fflr alle weiteren Rechnungsvorg3nge die ć-Potenz 
wie in Gl. (77) herausfallt, gestaltet sich die Auswertung von Ą  und 7|i 
wie folgt:

K zi (*i sin o ttĄ -o f COS a  t) 2,  (z2 sin « t +  a COS « i)
2 m a. ( 2 ,  — Z l) ( 2 l2 +  « 2) ( 2 ,2 +  a 2)

K 2,(2X sin p t  +  p COS P t) z2 (z2 sin p t -f p COS p t)
I m  p (z2 — 2 l) (Z i2 +  P2) fe 2 +  P2)

Z
N

*1‘ f e  2 ,t- sin w t- sin x td t  — Ce *** • sin to t  • sin x t d tJ T -j '  j  j "
Wegen des vólllg gleichartigen Baues der beiden Integrale J' und J", 

die sich bloB durch die Beiwerte zl und z2 in den Exponenten der 
ć-Potenz voneinander unterscheiden, genflgt es, die allgemeine Integratlon 
nur an-einem der Integrale vorzunehmen, das wir unter Weglassung des 
Zeigers von z  mit J bezeichnen wollen. Die Integration gestaltet sich 
nun mit Berflcksichtlgung der In Gl. (67) vorgenommenen Vereinfachungen 
wie folgt:

Wegen des glelchartgen Baues der beiden Zeilen der Gl. (78) 
genflgt es, die einzelnen Rechnungsvorg8nge nur fflr einen dieser beiden 
Ausdrflcke durchzufflhren und dann fflr den anderen sinngemaB nach- 
zubilden.

Der Ausdruck in der oberen eckigen Klammer der Gl. (78) ergibt 
umgeformt:

(222 +  a 2) Zy (2, • sin a t  +  a • COS ot t) —  (2t2 +  a 2) Z„ ( z 2 • sin a t +  a • COS a t)

(Zy2 -T*2) (V- +  «2)
Dieser Bruch ist nun auszurechnen, und es ergibt sich der Relhe 

nach fflr den Zahler:
(80)
•Z =  2l2222 • sin ot t -\- Z^ofl- sin x t  + Zv 222 a • COS a t -f 2 j a3 • COS ott —

— 2ł2 222 • sin a t — 2,2 “ 2 • s*n a t — Z{-Z2a- cos a  t — Z2 a3 • COS a t —
=  2j 22 (22---2j) a • COS o tt — (222 — 2j2) (X2 • Sin ot t  — (22 — 2t) «3 • COS a / =

=  —  (22 — 2j) [(C — rn a2) COS a t +  b ot • sin a  /] .

Hfitte, 26. Aufi., I. Bd., S. 94, Integralformel (34).
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(82)

Der Nenner N  ergibt sich mit

(81) N  =  ~  [(c — m a2)2 +  b2 a2] ,

somit wird:
Z  « m (z2 — Z\) [ (c — rtl a2) COS a £ +  b a • sin a /]

~N ~~~  [(c — m «2)2 +  62«2]
Daher nimmt die obere Zeile der Gl. (78) die Form an:

K  [(c — m a2) cos « i  -f 6 a • sin a ć]
(83) 2” [(c — m « 2)2 +  62«2] '

wahrend die untere Zelle nach Ersatz von « durch
K  [(c — m p2) cos p t +  b p • sin p t\

(84) 2 '  “  1 ( 7 —  m p2)2 + W p 2\ ~
lautet.

Fflhren wir nun die Ersatzwerte ebenso wie in Gl. (33) ein, so
erhalten wir mit

(85) W2 — V(c — m a2)2 +  b2 «2 
b «

und

(86)

und wenn 

(87)

W, =  sin f i

W,

P±
W*

■■ 1(c — m p2)2 -h b1 p2

■ sin

U/,

*  = C  
2 Itf, 2

■ m
w.

- K — c
2 W. ~  3

: COS 9?3 ,

gesetzt wird, mit Bezug auf Gl. (78)
(88) 2 ’ =  C, • cos (pc i — y>,) — C3 • cos (p t  — y3).

Diese Summę, die aus der Integration des doppelt harmonischen 
StOrungsgliedes der Dlfferentialgleichung (14) und (16) hervorgegangen 
Ist, muB nun dem die Eigenschwlngung S0 und das einfach harmonische
Stdrungsglled enthaltenden Integral der Gl. (35) hinzugefugt werden, um
das allgemeine Integral der Gl. (14) u. (16) zu erhalten.

Dieses lautet somit:
(89) y  =  e~ pt C0 • sin (r t -f y>0) +  Ct • sin (w t — y>t) +

S0
+  C2 • cos (<xt — y2) — C3 ■ cos (p t - -Ts)

oder, wenn statt « und p wieder (co— x) bzw. (oj +  x) gesetzt wird:

(90)

y  =  ę pt Cg• sin (•<’ t ~t~ y0) -1- Q  • sin (w t — y,) +
S0 Sl

+  C2 • COS [(w — x) t — f 2] — C3 • COS [(w +  x)t — y>3]

II. B estim m u n g  d e r  U n v e ra n d e r l ic h e n  d e r  In te g ra tio n . 
Um Gl. (90), die in abgekurzter Schreibweise

(91) S — S0 -f- S, +  S,
lautet, praktisch anwenden zu kOnnen, mflssen vor allem die beiden 
wlrkllchen Unveranderllchen der Integration C0 und y0 bestimmt werden. 
Die Handhabe hierzu ergibt sich wieder daraus, daB die Eigen- 
schwingung S0 ebenso wie im Integral der Gl. (35) eine eindeutige 
Abhangige der erzwungenen Schwingung ist, die aber hler aus den drei 
Teilschwingungen 5,, S2 und S3 besteht, weshalb entsprechend Gl. (36) gilt:

(92) S0 — F (Sv S2, S3) =  (P, m,c,p,oj, x, t) 
und

(93) S — F(Sl, S2, S3) +  +  S2 +  S3 =  <t> (P, m, c,p,co,x, ł).
Zu den ffinf Bestimmungsstucken der fruheren einfach harmonischen 

Schwlngungsaufgabe ist ais s e c h s te s  die Krelsschwingzahl x der Triebrad- 
umdrehung getreten. Damit sind die im Sinne der Integralrechnung ais 
schelnbare Unveranderliche anzusprechenden Werte Cv C2, C3 durch 
Gl. (33) u. (87) festgelegt, und es erglbt sich fur die Ermittlung der 
beiden wirkllchen Unveranderlichen der integration C0 und y0 der den 
Gl. (35) bis (40) vólllg entsprechende Rechnungsweg.

Durch Differentiation des allgemeinen Integrals derGl.(89) erhalten wir:

(94) /  =  — p e~ pt C0 • sin (r ł + n ) +  e~ pt C0 v • cos (r t +  <fo) +
+  Ct oj • cos (ait — y,) — • sin ( \ t  — y2) +  C3p • sin (pt — y>3);

fur i  =  0 ist
(95) y  — y 0 — C0 • sin y0 — C, • sin +  C, ■ cos <r2— C3- cos <r3 

und
(96) y  = y ż  — — p C0 • sin f 0 +  C0 »• • cos ro +  Ct co • cos +

+  C2 a. • sin f 2 — C3 p - sin y3.
Hieraus ergeben sich die beiden Teilbetrage A0 und B0 der Schwing

welte C0 und diese selbst wie folgt:
(97) Ą> == C0 ■ sin <p0 =  (y0 +  C, • sin — C, ■ cos y2 +  C3 ■ cos y3)

(98) B0 =  C0- cos <f 0 —  1 b '0' i  - P (y 0 -r Cy • sin l — C2 ■ cos . / , +  C;1 • cos f/ 3)V
— Ci co ■ cos — C, « • sin cp2-\- C3 p ' sin y3]

(99) C0 — C0 [ sin2 ę"0 +  cos2 <f0 — l^o" +  B02 .
Der zugehórlge Winkel y0 der Gangverschiebung ist bestimmt durch:

A
(100) tg r Bn

F. Rechnerische A usgestaltung des im Abschnitt E gewonnenen 
allgem einen Integrals fflr die praktische Anwendung.

I. Der A ufbau  d e r  l in e a re n  D iffe re n tia lg le ic h u n g e n .
Das In seinem Aufbau sehr flbersichtliche und zahlenmafilg leicht 

auswertbare allgemeine Integral bestatigt die Erfahrung, daB rechnerische 
Untersuchungen oft iiber eine anschelnend schwer entwirrbare Menge 
von Einzelrechnungen hlnweg zu uberraschend elnfachen Endergebnlssen 
fuhren. Besonders bemerkenswert ist an der Schlufiformel der Gl. (90), 
daB sie zu dem aus dem einfach harmonischen StOrungsglied hervor- 
gehenden allgemeinen Integral der Gl. (35) zwei weitere Posten hinzu- 
fflgt, die den beiden ersten wesensglelch sind und den EinfluB der 
Triebradwirkung zum Ausdruck bringen.

Der schon erwahnte Aufbau der linearen Differentialgleichungen aus 
einzelnen zusammenzuzahlenden Posten ist somit gewahrt gcblleben, 
woraus sich die Wahrscheinlichkeit ergibt, daB diese wichtige, den Auf
bau der einschlaglgen Untersuchungen sehr erlelchternde Eigenschaft der 
Schwlngungs-Differentialgleichungen auch bel Beruckslchtigung anderer 
Einflflsse der Wanderlast bestehen bleiben wird.

Wie ein Blick auf Gl. (90) zeigt, wird die zeichnerlsche Darstellung 
des Schwlngungsvorganges, der im prsatzgebilde (Abb. 1) durch die 
glelchzeitlge Drehung von Kurbel und Kurbelscheibe hervorgerufen wird, 
nicht aus bloB zw ei zyklischen Linien bestehen, sondern es treten dereń 
vier auf, die, ais (fur sich allein nicht bestehende) Teilschwingungen 
flberlagert, die wirkllche Schwingung In Form einer ffinf ten  end- 
gultigen Linie llefern.

In den spater kurz zu besprechenden Abb. 6 bis 9 ist aufier diesen 
funf Sinus-Cosinus-Llnlen zuoberst noch die aus der Uberlagerung der 
Eigenlastwlrkung P - s ln w / und der Triebradwirkung K- sin ojt- sin xt 
gebildete Erregerschwingung (Abb. 1) eingetragen, wobei alle sechs 
Linien des unmltteibaren Vergleichs wegen ln ein und demselben, durch 
das Verhaltnis P :c  gegebenen MaBstab gezeichnet sind.

III. U m fo rm ung  d e r  R e c h n u n g se rg e b n is s e  ffir d ie  z a h le n -  
m aBige und  z e ic h n e r is c h e  A u sw ertu n g .

Wie aus den zuletzt durchgefuhrten Entwlcklungen hervorgeht, wird 
es bel der praktischen Anwendung der allgemeinen Formeln vor allem 
auf eine móglichst rasche und dennoch ausrelchend genaue Gewinnung 
der die Eigenschwlngung S0 bestimmenden Werte C„ und <p0 ankommen, 
wofflr sich rechentechnisch der nachstehende Weg ais zweckmaBig erweist. 
Nehmen wir — ohne der allgemeinen Gultigkeit der Untersuchungen 
Abbruch zu tun — der Einfachheit wegen an, daB sich die Brflcke vor 
dem Auffahren der Lokomotlye In Ruhe befunden habe, so Ist in obigen 
Formeln _y0 =  0 und _y0' =  0 zu setzen.

Ist u die Anzahl der auf die ganze Brfickenlange l oder auf die 
Tganze Oberfahrtzeit ^ entfallendenTrlebradumdrehungen, denen die Kreis-

schwlngzahl x entspricht, so kommen 2 u Umdrehungen auf eine volle, 
von der Wanderlast allein hervorgerufene Schwingung, dereń Kreis- 
schwingzahl mit oj bezeichnet wurde. Daher ist:

(101) «  =  -X =  ( J ~  -  l)  * =  -  ( 2 U ~  1 ) X2 u

■ + H i*-)- m ' b
Dabei wird, weil in allen praktisch vorkommenden Fallen auf die 

Brflckenlange / stets mehr ais eine halbe Triebradumdrehung entfailt,

also 2u  ^ er “ s ê*s m‘̂  negatlvem Vorzelchen erschelnen,
worauf bel der zahlenmaBigen Auswertung sehr zu achten Ist.

Wird weiterhin
P(102) und fur

geschrieben, so erhalten wir aus Gl. (97) u. (98) mit Bezug auf Gl. (101) u.(102) 
(103) A0 =  (Cj • sin — C3 • cos f 2 + ,C 3 ■ cos y3)
(104) Ba < (Cj • sin </i — C2 • cos rp2 -\- C3- cos <p3) +

+ C,
K

2u — 1 
2 u sin C3 2 u sin 73

Bn
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oder einfacher der kleinen Werte ot nahezu unver3nderlich sind, kónnen sie ais unver- 
anderllche Zahlen in die Rechnung eingestellt werden, und es kommen 
fur die zeichnerische Auswertung der Hauptsache nach nur die vier mit

29 . ^  31 .C2 • cos <f2 C3 • cos f 3

(105) B0 — 6 A0 +  u B0 
und daraus

(106) C0 =  }f (\ + a^ A y + 2  ł  u A0 B0 +  B j
oder, weil S zumeist sehr klein Ist und Im ersten Posten weggelassen 
werden kann,

(107) C„ =  V A02 +  2 Su A0B0 +  /i- B0~.
Zur zahlenmaBIgen und zelchnerischen Auswertung der zuletzt 

angegebenen Formeln ist nun folgendes zu bemerken. Die Schwing- 
weiten Cj, C2, C3 der drei erzwungenen Schwingungen Sv S2, S3 sind die jedesmalige Ausrechnung der Werte

■ sin30 92 ' 30
bezeichneten Llnlen In Betracht, aus denen die Ordinaten C,-coso-,,

29 29Cr, • — -  • sin <p2 zu den Abszissen30
31 
30

30
sin y>3 hingegen an den Stellen

die Ordinaten C3 • cos p3,

rechnerisch von glelcher Wesensart, und zwar ergeben sie sich nach
JS

Gl. (33) aus ein und derselben Funktionsgestalt, In welcher P  durch ^

und a  durch <x =  (x — o>) und /? =  (x +  ot) zu ersetzen sind, um statt Q  
die beiden anderen Schwingweiten C2 und C3 zu erhalten. Zur Ge- 
winnung der trlgonometrlschen Funktionen tg y>Ł, tgy>2, tg y 3 der Phasen- 
wlnkel (sowie sin . . . ,  cos <p1 . . .) genflgen die beiden zuletzt ge-

nannten Ersatzwertc alleln, weil die Werte P  und ^ ln Gl- (34) u- (86)
durch Kurzung ausfallen.

Fassen wir zunachst die zeichnerische Darstellung der soeben an- 
gefuhrten, zur Berechnung von C0 erforderllchen GróBen Ins Auge, so ist 
leicht zu erkennen, daB wir fflr die drei Schwingweiten Cu C2, C3 blofi 
zwei, nach Anwelsung der Gl. (33) zu zeichnende Linien brauchen, von

IS
denen die mit P  gebildete kurz die „P-Linie" und die mit berechnete 

Kdie , ^ -Linie” heiBen móge.
Die beiden Linien, die sich demnach nur durch den 

MaBstab ihrer Ordinaten voneinander unterscheiden, sind 
in Abb. 4 flber der Waagerechten I—1' aufgetragen, wahrend 
die unterhalb gezelchnete, nach «  und x fortschreitende, 
ąuadratlsche Parabel den Aufbau der Linien aus den ge
gebenen GróBen zeigt.

Der Wert von C, ist nun auf der P-LInie bei der Kreis- 
schwlngzahl ai abzugreifen; die Werte C2 und C3 hingegenJS
sind auf der fflr sie gemelnsam geltenden ^ -Linie bei den
zugehórigen Abszissen (x— a>) und (x + ot) zu entnehmen.
Hierzu sei bemerkt, daB hier sowie in anderen Teilen der 
Rechnung an Stelle des praktisch stets negatlven Wertes 
ot=z(a> — x) der umgekehrte, demnach stets positlve Unter- 
schledsbetrag (x — ai) ais Abszisse gewahlt werden kann,

weil die fflr die Berechnung der -Linie mafigebende

Gl. (33) vom Vorzeichen der in ihr enthaltenen Kreis- 
schwingzahl unabhanglg ist. Um flberflflssige Zelchen- und 
Rechenarbeit von vornhereln zu vermeiden, Ist zu beachten,

KdaB von der P- und 9 -Linie nur jene Telle In Betracht
kommen werden, die der grófitmóglichen Triebradwirkung 
entsprechcn, die also im Bereich der krltlschen Trlebrad- 
drehzahlen oder der krltlschen Triebradkrelsschwlngzahlen x 
liegen. Wird von den erst spater zu erórternden Erschei- 
nungen des Mitschwingens (der Resonanz) abgesehcn, so 
werden hierfflr offenbar die auf einen vcrhaltnlsmSfilg 
kurzeń Abstand der Krelsschwlngzahl x zusammengedrangten,
im Scheitelbercich der ^ - Linie liegenden Ordinaten maB-

gebend sein. Diesen sind auf der P-Linie die nahezu un- 
ver3nderlich blelbenden Ordinaten zugeordnet, die den stets

1 1
30

29
30 '

x zu entnehmen sind. Um 
31
30und ■ x zu ersparen,

wurde sowohl fflr die im Verhaitnls „n verkurzten wie fflr die im Ver-C5U
31

haitnis gestreckten Abszissen je ein eigener Mafistab entworfen und
unterhalb und oberhalb des fflr a> und x selbst geltenden Hauptmafistabs 
elngezelchnet. Auf einem vierten Mafistab sind die den Kreisschwlng- 
zahlen m und x entsprechenden Fahrgeschwindigkeiten zu ersehen.

Durch Einsetzen der aus den vorstehend beschriebenen Linien ent- 
nommenen Werte in GL (103) bis (107) und (100) lassen sich die Un- 
ver3nderlichen C0 und y0 der Eigenschwingung S0 grófitentells auf 
zelchnerlschem Wege, also sehr rasch und In flberslchtlicher Weise be
stimmen, wobei auch die in den Formeln noch vorzunehmenden Rech- 
nungen (Multlplizleren, Divldleren, Quadrleren und Wurzelziehen) nach 
bekannten Verfahren zelchnerisch mit Hilfe von Rechentafeln (Nomo- 
grammen) ausgefiihrt werden kónnen.

Wo gróBere Genaulgkeit der End- oder Zwischenergebnlsse erforderllch 
ist, wird man jedoch zur zahlenm3fiigen Rechnung grelfen und die zeichne-

klein ausfallenden Abszissen . 2 u entsprechen. Von der
P-Linie wird daher nur das der Abszlsscnachse nahezu 
gleichlaufende Anfangsstflck benótigt. Der lelchteren Arbeit 
und grófleren Genaulgkeit wegen wurden die fflr die 
weiteren Untersuchungen nótigen Linienteile unter Weg- 
lassung der bclanglosen Zwischenstflcke gegenflber der 
Abb. 4 ffinffach vergróBert ln die Abb. 5 flbertragen. Aufier
dem sind hier die in Gl. (103) u. (104) enthaltenen Produkte 
C1-siny’I, C2-co sf2, C3- c o s ^  oder

2 m + 1- • sin <p3j-. I 2 H — 1
2 u C0S - ’ 2 u ' S ^2’

zelchnerisch dargcstellt, wobei die drei zuletzt genannten 
Produkte mit dęm fflr unser Zahlenbelspiel geltenden Wert 
2 u =  30 berechnet worden sind. a)undx

Da die Produkte Ct • sin und C1‘ -^r- • cos <fx inner-oU
halb des praktisch in Frage kommenden, kurzeń Bereichs

~Knf ~ W80
Z J C S  -  -

10
Grenzfall b

-(co-xl ■
f O " f X.J

Abb. 4.
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rlsche D arste llung  ais Wegweiser benutzen sowie zur Nachprflfung heran- 
z l e h e n .  Wie ein Bllck auf die vorstehend besprochenen Formein zeigt, 
sind durch die Ermittlung der Unveranderllchen C0 und rp0 der Eigen- 
schwingung S0 auch die Hauptwerte Cu <py\ C2, <p2, C3, y>3 der drei 
e r z w u n g e n e n  Schwingungen Su S2, S3 mitbestlmmt, weil ihre Kenntnis 
ja erforderlich Ist, um zu C0 und zu geiangen. Mit der Berechnung 
dieser, die Eigenschwlngung bestlmmenden Grofien ist daher auch der 
gesamte aus den v ie r  Teilschwingungen S0, S2, S3 sich ergebende
Schw ingungsvorgang 5  festgelegt, 
dessen Verlauf in gleicher Art wie in
Abb. 2 u. 3 durch zelchnerische Zu- Zeichnerische Auswertung der Formein: 
sammensetzung der Einzelschwingun
gen zu ermltteln ist. .
6 A0-(C , sm fi-C2 cos <p2 f CjCos %)

• f ~ c t 55  9>, ~ ° i  to  * C j jfiS in < P 3 )

Fahrgeschmndigkeiten V [km/hj

Abb. 5.

Da es wie bei den durch einfach harmonische Erregung hervor- 
gerufenen Schwlngungsvorgangen auch hier darauf ankommen wird, vor 
allem die ungiinstigen Belastungsfaile zu behandeln, ist es nótig, zunachst 
die fflr die Auswahl solcher Falle mafigebenden Erschelnungen des Mit- 
schwingens (der Resonanz) zu untersuchen.

IV. M ltsch w ln g en  (R esonanz) und A u fsch au k e ln  bei d o p p e lt  
h a rm o n isc h e r  E rregung .

1. A llg e m e in e  B e m e rk u n g e n . Kónnten schon die aus bloB zwei 
Teilschwingungen S0 und entstehenden Schwingungen sehr ver- 
schiedener Art sein, so erhOht sich die Mannigfaltigkelt der aus dem 
Zusammenwlrken von vier Einzelschwingungen hervorgehenden Gesamt- 
bewegung ln betrachtlichem Mafie. Daher kOnnen die aufierst zahlreichen 
MOgllchkelten, die sich aus der Verschiedenheit der Brflckentragwerke 
selbst sowie der Fahrzeuge, Zuggattungen und Fahrgeschwindigkeiten 
ergeben, im engen Rahmen der vorliegenden Untersuchung nicht ein- 
gehend behandelt werden. Wir mflssen uns vielmehr hier damit be- 
gnflgen, aus den vorangehenden rechnerischen Entwicklungen die fur die 
praktische Anwendung wichtigsten Folgerungen zu zlehen und an Hand 
der Abbildungen und der Zahlentafel kurz zu erlautern.

Vor allem wird es wertvolI sein, zu wissen, ob die fur die Beurteilung 
der grOBtmOglicben dynamischen Beanspruchungen mafigebenden drei 
Hauptbegriffe: Mltschwlngen, Aufschaukelung und krltlsche Geschwindig
keit auch bel der aus v ie r  statt aus blofi zw ei Teilschwingungen ent
stehenden Gesamtschwingung ln Geltung bleiben oder ob andere, zu- 
mindest ebenso brauchbare rechnerische Urteilsbehelfe an ihre Stelle treten.

Es ist nun unschwer vorauszusehen, dafi das zuletzt Gesagte der 
Fali seln wird, und zwar aus folgenden Grfinden. Wahrend bel einer 
aus blofi zwei Teilschwingungen entstehenden Schwingung Mltschwlngen, 
Aufschaukeln und kritische Geschwindigkeit durch den HOchstwert der 
Schwingweite Cl (oder kurz: der .erzwungenen Schwingweite*) allein 
eindeutig bestimmt sind, welcher Wert selbst wieder durch die gegebenen 
GrflBen der Aufgabe festgelegt ist, bestehen so einfache Beziehungen 
nicht mehr, wenn die Gesamtschwingung aus dem Zusammenspiel von 
vier Einzelschwingungen zu bilden ist. Dann haben namlich die drei 
erzwungenen Schwingweiten C{, C2 und C3 — jede fflr sich — ihre 
elgenen Hóchstwerte, die sich aus den Gl. (33) bis (87) fflr ganz bestimmte 
Kreisschwingzahlen « =  {o> — z) und p =  (™ +  *) oder fflr die „krltischen 
Fahrgeschwindigkeiten* der Lokomotive V[km/h] oder v [m/sek] berechnen 
lassen. Man kann aber nicht sagen, dafi die endgflltlge Schwingung 
durch das Abklingen der Eigenschwingung schliefilich bis zu einem 
dieser Hóchstwerte aufgeschaukelt werde, weil ja kelner von ihnen 
gegeniiber den beiden anderen den Vorzug hat.

Auch ist zu erkennen, dafi die Eigenschwingung S0, dereń Schwlng- 
welte C0 sich aus den Gl. (97) bis (99) ais Abhangige aller drei er

zwungenen Unveranderllchcn Cv C2 und C3 ergibt, nicht mehr der fur 
den HOchstwert der Gesamtschwingung allein mafigebende EinzeWorgang 
ist, sondern mit den drei erzwungenen Schwingungen S„ S2 und S3 
zusammen eine Gesamtschwingung liefert, dereń Verlauf sehr ver- 
schiedener Art sein kann und sich von vornherein nicht so leicht fiber- 
bllcken lafit wie beim Vorhandensein blofi zweier Teilschwingungen.

Um nun trotz der Vielfalt der hleraus erwachsenden MOglichkeiten 
doch zu einem Urtell flber die aufierstenfalls zu erwartende grOfite

Schwingweite zu geiangen, gehen wir 
von der Erwagung aus, dafi die grOfite 
Gesamt-Schwingweite dann entsteht,wenn 
die augenblicklichen Auslenkungen aller 
vier Einzelschwingungen gleichzeitig den 
durch ihre Schwingweiten begrenzten 
HOchstwert erreichen, d. h. wenn Ihre 
Schwingweiten gleichen Gang haben.

Hierbei kann aberdie 
Schwingweite C0e pt 
der Eigenschwingung 
nicht mit ihrem vollen 
Wert C0 zum Aus
druck kommen, weil 
sie diesen ja nur zur 
Zeit t  =  0 hat und 
dann abkllngt.

Der grófite, fflr 
eine bestimmte Kreis- 
schwlngzahl oder 
Fahrgeschwindlgkeit 
flberhaupt denkbare 

Gesamtausschlag, 
der ja infolge der

______ ,______ ,_______,______ [______ ,_______Massentragheit der
n  w vi vs w n  w aus jjgj. Ruhelage an-

gehobenen Brflcke 
erst nach einer ge-

wissen Aufschaukelungszeit zustande kommen kann, mufi daher stets 
etwas kleiner seln ais die Summę der vier Einzelschwlngweiten.

Wir gehen also vollkommen slcher, wenn wir der Einfachhelt wegen 
die vom Abklingen der Eigenschwingung unbeeinflufite Summę der 
Schwingzahlen

(108) .C  — C0 +  +  C2 +  C3
ais Kennzelchen fflr den grOfitmogllchen Gesamtausschlag gelten lassen.

Es ist somit zu untersuchen:
a) bei welcher Trlebradkreisschwingzahl x die grOfite Summę der 

Schwingweiten max^,'C erreicht wird und
b) in welchem Mafie ein solcher HOchstwert praktisch zur Wirkung 

kommen kann.
Bei der Beantwortung dieser Fragen, dereń rein rechnerische LOsung 

hier zu weit fuhren wflrde, wollen wir den bereits im Absatz III er- 
lauterten, zeichnerisch-rechnerischen Weg elnschlagen.

2. E rm ittlu n g  des H O ch stw erte s  m a x ^ C . Da fflr das Auf-
Ksuchen von m a x ^ C  der Scheitelbereich der ^ -Linie mafigebend ist,

sind die Werte C0, Ct, C2, C3 fflr die Umgebung des Scheitels dieser 
Linie ermittelt und in Abb. 4 (Hnks oben) von der Grundiinle II—II’ aus 
der Reihe nach im Mafistabe der Abb. 5 ilbereinander aufgetragen. In 
diesem Obersichtsblld kommt von den kennzeichnenden Eigenschaften 
der rechnerischen Endergebnisse vor allem die durch die unabhanglgen 
Veranderllchen (x  — w )  und (x  +  cu) bedingte Spaltung des doppelt har- 
monlschen Integrals in einer Zweiteilung des Begriffs m a x 2 c  deutllch 
zum Ausdruck. So mflssen zunachst die beiden fflr die Ermittlung von 
m ax2'C  in erster Linie den Ausschlag gebenden Betrage max C2 und 
max C3 an zwei Stellen des fflr x geltenden (Haupt-)Mafistabs auftreten, 
die zu dem der einfach harmonischen Erregung entsprechenden Punkt 
xkrit =  19,180 nahezu symmetrlsch liegen. Setzt man namlich in den 
zur Berechnung von C2 und C3 dienenden Gl. (85) u. (87) mit Bezug auf 
Gl. (67) und auf das im Absatz III flber das Yorzelchen von a Gesagte

so  liefern die o b en g eT .ann ten , sich nur durch die Bezeichnung der laufenden 
Ver3nderllchen voneinander unterscheidenden Formein zahlenmafiig ein

Kund denselben, dem Scheitel der 
dem

-Linie entsprechenden Wert, dem auf

-Mafistab die beiden Abszlssen:
_ 30 

krit — 29 ’Xkrit:
30
31 ‘ ;

30
29
30
31

19,180== 19,841 

19,180 =  18,561

zugeordnet sind.
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Der Scheitelwert 3,123 cm der

—2  - Linie ist somit in Abb.4 (links oben),
je nachdem, ob er die Schwlngweite C, 
oder C, bedeutet, bei der Ermittlung von 
max 2  C bei y.2 und x3 flber den zuge- 
hórigen Ordinaten C0 +  Q  aufzutragen.

Da die darunterliegende C0-Linie 
fast an denselben Stellen zwel voneinan- 
der nur sehr wenig verschiedene Scheitel- 
werte aufweist, wahrend die C^Ordinaten 
nahezu unver3nderlich bleiben, ergeben 
sich auch auf der 2 ’C-Linle in der Nahe
von x2 und x3 zwei fast gleich grofie Ge-
samtordinaten max.2C, und zwar wird bei

f 1 8 ,5 8 4 ... f 7,789
19,815 . .  . maX“  { 7,787.

Der Wert min 2 ’ C =  5,111 hingegen liegt 
ungefahr ln der Mitte zwischen diesen 
beiden Scheltelordinaten, und zwar be- 
merkenswerterweise fast an der Stelle 
*krlt=  19,180, wo sich bei einfach har- 
moniscber Erregung die grófitmógllchen 
Schwlngweiten Cj und C0 ergeben.

Anschllefiend an die vorstehende 
auszugsweise Beschreibung des Verlaufes 
der 2  C-Llnie sei noch der in Abb. 4 
{oben Mitte) iiber der Grundlinie III—III' 
dargestellte Grenzfall kurz besprochen, 
in dem die C- und 2  C-Linlen bei ab
nehmender Dampfung b besonders aus- 
gepragte Formen annehmen. Wird b 
immer kleiner und schlieflllch zu Nuli, 
so nahern sich die Schwlngweiten C,,
C2, C3 und mit ihnen auch die Gesamtschwingweiten 2  C fflr die Ab- 
szissen x2 und x3 gleichzeitig dem Wert c o . Die beiden (theoretischen)

Grenzwerte m ax2  C — oo liegen dann auf den ln den Abstanden

Erregerschwingung E, t £ż -  P- sin w t tK-sin ić t ■ sin -xt

— — — —

A A A A
E/aenschwinauna S0

A % A A A A A a r\  A  A  o

Erzwungene Schwingung S,
____________ _____—---------------------------------------- — ----------------------------

frzwungene Schwingung $2
./TN. ../TŃ /^ \  /""Xv

A A A/

__  ̂ \ ^ /  v_/ \_ y  V

Erzwungene Schwingung S3

LA A A A.A A:.AA

y  w  \

A A A

Gesamtschwingung S

- t - 33 sek

Abb. 6. Oberfahrt einer Dampflokomotive V — 42,591 km/h (m axJ?C links).

der Unterscheidung wegen wieder Zelger gebrauchen, die vier Glelchungen:

krit
29

(115) 1,2,3... '
(4 na +  \)n  —  2 <p0

(4 n2
2 v
1) 71 -

(4 «, +  l)nr-
2  co u

(4«a +  l)n-
und krit

2  j vom kritischen Punkt der einfach harmonlschen Erregung zu errich- 

tenden Asymptoten, wahrend sich min 2 C  =  5,502 fflr xkrit =  19,180 ergibt.
3. E rm ittlu n g  d er W erte m axj/. Wie bereits Im Absatz IV 

erwahnt, sind die m ax2'C  ais Sufierste Grenzwerte anzusehen, hinter 
denen die tatsachllch auftretenden gróBten Auslenkungen max_y schon 
infolge des Abkllngens der Eigenschwingung S0 stets um einen gewlssen 
Betrag zurflckbleiben mflssen. Dieser Unterschied wird um so grófier 
sein, je grófier die Schwingweite C0 der Eigenschwingung Ist und je 
langer das durch den Faktor e ~ pt ausgedrflckte Aufschaukeln andauert, 
bis sich ein Hóchstwert des Gesamtausschlages y  ergibt. Damit ist aber 
noch kein Anhaltspunkt fflr die Berechnung von m axj’ gegeben, weil die 
gedachten Grenzwerte max2’C praktisch nlcht 
zustande kommen, sondern nur angenahert er- 
reicht oder sogar merklich unterschritten werden.

Um dies zu erkennen, denken wir uns — 
was immer mOglich ist — alle vier Einzel- 
schwingungen durch die Sinusfunktion aus- 
gedrflckt und die Winkel der Gangverschlebung 
vom waagerechten Nullstrahl aus gezahlt. Dann 
wird, wenn unter Weglassung der Zelger und 
ohne Rflcksicht auf das Vorzelchen des Winkels 
derGangyerschiebungeineder Einzelschwingun- 
gen einfach durch 

(111) y — C-s\n(cot +  <p) 
beschrieben ist, der positive Hóchstwert

2  (x  —  co)
ganzzahlige Lósungen fflr n0 n ,, n,

2  (x -f- co)
haben, dereń kleinste die

„kritlsche* Zeit fkrit angibt, zu weicher die Einzelschwingungen erst- 
malig gleichen Gang haben. — Die vler ais Fahrstrahlen aufzufassenden 
Schwlngweiten C0. . .  C3 llefern dann (in ein und derselben senkrechten 
Geraden sk a la r  addiert) den vollen Betrag maxJ£C.

Wie leicht einzusehen ist, werden sich jedoch fflr die praktisch aus 
mehrstelligen Dezlmalbruchen gebildete Gleichungsgruppe (115) keine 
ganzzahligen Lósungen finden lassen, weshalb die Fahrstrahlen der 
Schwingweite C0. . .  C3 nicht genau gleichen Gang haben kónnen — 
ahnlich wie die Kurbelstellungen eines Lokomotivzuges, wenn die Triebrad- 
durchmesser ln keinem elnfachen Zahlenverhaitnis zueinander stehen.

Erregerschwingung E, t  E2-  P- sin o it i  K■ sin Mt ■ sin x ł

Q y ,

(112) max y  =  C • sin | -f 2 n jrj =  C

fflr alle ganzzahligen Werte n =  1, 2 , 3  usw. 
eintreten, d. h. fur alle in bezug auf n ganz- 
zahllgen Lósungen der Gleichung

(113 ) (co /  +  f ) =  J  +  2 n  -t =  (4 “  J  ,

woraus sich dann die vom Beginn der Be
wegung an gezahlten Zeiten

(4 n  4 -  1) . i  —  2 f

M ° 3 0 ’ rZ’

(114) t

ergeben, zu denen die den Fahrstrahl biidende 
Schwingweite C immer wieder senkrecht steht. 
Soli dies bei allen vier Einzelschwingungen 
gleichzeitig der Fali sein, so mflssen, wenn wir

.Z,.- Uberjaiirtsdauer — 1,9sek -

Eigenschwingung S0

Erzwungene Schwingung 8,

Erzwungene. Schwingung <£>

Erzwungene Schwingung S3

- t - 3,1 sek
Abb. 7. Oberfahrt einer Dampflokomotlve V  =  43,957 km/h (min 2  C).
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Erregerschwingung E, t  E2 — P-sin w t t  K-sin cot ■ sin oct

Abb. 8. Oberfahrt einer Dampflokomotlve V = 45,413 km/h (m ax.SC  rechts).

Ist demnach das Zustandekommen von genauen Werten max 2  C 
nicht zu erwarten, so kónnen sie doch nahezu erreicht werden, wenn 
dle Fahrstrahlen der Schwingweiten glelchzeitig fast senkrecht nach oben 
oder unten gerichtet sind. Ist auBerdem dle Schwingweite C0 sowie die 
DSmpfung b sehr kleln und dle Aufschaukelungszeit <krjt kurz, so wird 
die wirklich auftretende gróBte Ordinate maxy von ihrem SuBersten 
Grenzwert max .SC nicht viel verschieden sein.

Zahlentafel

Nr.
Bezeich

nung

i U m

Łlektrolokom otive 
m it 

Einzetantrieb  
iib e r die 

Briicke fa h re n d

(Abb. 2 )

DampJ1okomotive 
in  B riickenm itte  

m it
Raderschleifen

anfahrend

(Abb. 3 )

D a m [jflo ko m o tive  m it ve rsch iedenen  G e sch w in d ig ke ite n  
u b e r d ie  B riic k e  fa h re n d

(A b b . 6 - 9 )

a . b c d e f

1 V km /h U  957 10 12.591 13,957 15 15,173 50

2 u m /sek 12,210 11,111 11,831 12,210 12,500 12,615 73889

3 V
n v

s Tv ^ ........................................... .................... ................q  327589 .........................................................—

6 OJ a  639335 0,581776 0619167 0,639335 
i]  101753

0,651500 0.660500 0727220

7 n u, 0. 101 753 0,092592 0.098591 0,101167 0,105121 0 115 711

8 Ta> 9,827682 10,800000 10, 112897 9,827682 9, 600000 9.512 778 8,610000

9 X -  30 O) 19,180 17,153293 18.581000 19,180000 19,631977 19,815000 21, 8t6583

10 n x 3.053
11 Le 0.327589
12 OC-(Ci)-x) -16.871517 -17,961515 -18.510726 -18,980180 -19.151500 -21,089370

73 ^co -x 2,685185 2.859115 2.950850 3,020833 3,018535 3.356181

11 Fut~x 0,372111 0319 755 0338885 0.331031 0,328026 0.297931

15 ji- (c o tx ) 18,035062 19,203195 19,819109 20.289186 20,175519 22,513831

16 H u )tx 2.870370 3.056331 3,151358 3,229170 3,258782 3,587967

17 ^U)tx 0,318387 0327190 0. 317022 0,309677 0,306863 0278710

18 Co 0,033370 6.217793 0,302016 3,082691 1.991931 2,752616 3.118877 0172670

19 C, 1.001113 6,217310 1.000922 1,001015 1001113 tO O 1166 1,001187 1,001139

20 c2 0,330071 0,601077 1.078185 2,379 781 3,108728 0,356013

21 Cs 0.635510 3,103861 1,039071 0,616 215 0528219 0,196018

22 1C 1,031 m 12,195 133 Z. 268552 7, 788677 5,110603 6, 719808 7 787011 i  726 170

23 max y  ! 2,20 3,20 3,50 3,80 3,25

2<ł (V ) 1,001113 2,268552 7, 788677 5,110603 6. 719808 7, 787011 i  726 170

25 (V ) 2.20 3,20 3.50 3,80 325

26 V 2,61 3,90 3,10 3,60 2,70 3,10

27 %
0,021039 -  

-  1° 2 2 ' 38"
i  558,792- 

- 89°  18’  11 "
1369000- 

-  78°26‘ 16’
0279276 -  

- 16° 00 ' 05"
1,552613-  

-8 8 ° 57'36 0
0,905293- 

-  51°52“ 10"
ą 277 210- 

-  15° 53 ' 05*
1 165211-  

-6 6 ° 15' 19“

28 

29

<p,
0,000801-

-0 ° 0 2 '1 5 '
1, 570 796 -  

- 90°
0,000729- 

- 0 °  02’ 30 •
0,000 776-  

-  00 02 '10*
0000801- 

-0 °  02 ' 15"
0000820 -  

-0 *0 2 '1 9 *
0.000829-  

-  0 ° 02*57u
0,000911- 

-  0 °  03 ' 08 "

V
6,190102-  

'-351°W 00*
6,102512- 

- 319°39'00"
5,912903- 

‘ 310° 30' 12"
5,129168- 

-311° 01‘ 06"
1.822987- 

-276°20 ' 12*
3267212- 

•187° 71' 57*

30 %
0,192500- 

-1 1 °  01'16"
i 651392- 

-  91° 17 '23 '
2,790 702- 

- 159° 53'11*
2,931361 -  

- 167° ST 17»
2,960063- 

- 169°35'.57'
3,067756- 

-175° 16 ' 10"

Wollte man die soeben kurz erórterten 
Zusammenhange in allgemelne Formeln 
kleiden, so wurde dies zu sehr verwickelten 
Ausdrflcken fahren, dereń Handhabung viel 
umstandlicher ware ais das zeichnerische Ver- 
fahren, das nun zur Auswertung einiger bei 
verschiedenen Fahrgeschwlndigkeiten auf
tretenden Schwlngungsvorgange angewendet 
werden soli.

G. Einige kennzeichnende Beispiele. 
Fur dle zeichnerisch-rechnerische Aus

wertung wahien wir vorerst die drei hervor- 
stechenden Falle, In denen sich dle theo- 
retlschen Grenzwerte mas 2 C  und min 2 C  
zumindest annahernd ergeben konnten, wenn 
die Fahrstrahlen der Schwingweiten ln die 
hierzu erforderlichen Ausnahmestellungen 
gelangen wflrden. Dabei sei ausdrflcklich 
bemerkt, daB der Wert m in.SC  im Ver- 
gleich mit m inj/ seibstredend kelnerlei Be
deutung hat, weil ja min y  stets gleich Nuli 
sein muB und durch algebralschesZusammen- 
zahlen der Einzelausschlage y a . . . y 3 sehr 
oft zustande kommen kann und auch zu- 
stande kommen muB, damit dle vler Elnzel- 
schwingungen zusammen wieder eine ausge- 
sprochene Schwingung (das ist eine um den 
Nullpunkt pendelnde Bewegung) ergeben.

Wenn der Fali min 2  C, obwohl er fflr 
min y  nicht mafigebend ist, doch behandelt 
wird, so geschieht dies, um zu zeigen, wie 
sich der durch Wanderlast und Triebrad- 

wirkung heryorgerufene Schwingungsvorgang gerade an jener Stelle 
verhait, wo bei einfach harmonischer Erregung die grOBten Ausschlage 
auftreten.

In Abb. 6 bis 8 sind die den drei obengenannten Sonderfailen ent- 
sprechenden Gesamtschwingungen y  aus den vier Einzelschwlngungen 
S0 . . .  Ss durch algebralsches Zusammenzahlen der Ausschlage y 0 . .  . y 3 
ermittelt, wahrend in Abb. 9 nur die auf gleiche Art gewonnenen Gesamt

schwingungen fUr zwei 
weitere Oberfahrten dar- 
gestellt sind. Bemer- 
kenswert ist der aus 
allen fflnf Abblldungen 
zu ersehende, unruhige, 
.zittrlge* Beginn derGe- 
samtschwingungen, die 
erst spater einen ruhlgen 
Verlauf zeigen, indem 
sie inregelmafiigeSinus- 
wellen flbergehen, ais 
dereń Grundlinie ge- 
wissermaBen die der 
Wanderlastwirkung ent- 
sprechende, halbeSinus- 
welle gelten kann. In 
den Gesamtschwingun
gen kommt dle Elgen- 
tflmlichkeit der doppelt 
harmonischen Erreger- 
linle deutlich zum Aus- 
druck, insbesondere das 
im allgemeinen Integral 
(90) genau erfaBte An- 
und Abschwellen der 
Wanderlast und der 
Trlebradwirkung. Dabei 
sind die ais Endergebnis 
entstehenden Linien, 
weil die Brflcke erst 
aufgeschaukelt werden 
muB, gegenflber der Er- 
regerwirkung in der Zeit- 
rlchtung (das ist nach 
rechts) mehr oder weni
ger verschoben oder ver- 
zerrt und enden, wah
rend sie samtlich mit 
Nuli beginnen, mit einer 
der Lokomotlvausfahrt

nr

Anmerkung

Den zah/enm aBigen 
Berectm ungen tiegen fo lge nde  festw erte  

zu G run de :

. 1QQt

l  GtP 
3

( 3001 100) t  
981 cm /sek*

-0 ,2 71 63 2
nvóef der wrangestetlte W ert j  eine 
m it ttieoretischen frwagungen und 
prakfisctien Yersucłien im  fink/ang 
stetiende Brfahrungsziffer bedeutet.

b - 0,125183 - [m - Ł '1]

P -^ -H ^ O Ż S S -[t-’J

Da den Redinungen der Wert 

5,al1 m. 1mź
zugrunde ge tegt is t, ergeben s/ch m it- 
u n te r be/angtose, e rs t in  den tióheren  
D ezim atsfetten zum  A usdruck k o m - 
mendę Abweichungen gegenuber den 
strengen theoretischen W erten, sou.a. 
b e i den Phasenw inketn d e r G angver- 
febiebung in  Ze i  te 27 u. 2 8 .
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und eine statische Durchbiegung <5'=1 cm. Die dynamischen Wirkungen

der allein fahrenden Lokomotiye konnten somit =  3,55mai so groB
sein -wie die statischen, ehe die Stofizahl y> den Wert Eins uberschreitet, 
weil ja erst dann die vom N-Zug7) hervorgerufene statische Durchbiegung 
max S =  3,55 cm erreicht w3re. In unserem Beispiel ist dies jedoch nicht 
der Fali, weil die grofite, im kritischen Bereich (bei 45 km/h) aultretende 
Ausschwingung max.y =  3,80 cm betragt, also, auf 70%  abgemindert

0 70*3 80
eine Stofizahl <p=- ' ^ ^  = 0 ,7 5  ergibt, die selbstredend nur fflr die
aus der TenderlokomotWe allein bestehende Versuchsbelastung gilt und, 
weil kieiner ais Eins, praktisch nicht in Frage kommt.

Bei der Uberfahrt von zwei oder drei LokomotIven (aus denen der 
fOr die wirkliche Stofizahl mafigebende, dynamlsch ungflnstigste Lastenzug 
zu bliden w3re) wird jedoch, besonders wenn sie gleiche Gangart haben 
eine wesentliche Steigerung der dynamischen Wirkungen auftreten, wahrend 
angehangte Wagen diese zumeist mildern werden.

Dle Stofizahl Ist somit, da bei ihrer Bemessung auch die Bauart der 
Brflcke berflckslchtigt werden mufi, von vielerlel Umstanden abhangig, 
dereń Wirkungen sich entweder aufsummen oder auch aufheben kOnnen.

Uberfahrt einer Dampf/okomofive

V- W km/h.

entsprechenden Ordlnate y  und der Tangentenneigung y ’. Durch diese 
beiden Grofien Ist das Ausschwlngen der leeren Brucke bestimmt. Zu 
ersehen ist, dafi die beiden nahezu gleich grofien GrOfitwerte HC  weder 
in Abb. 6 u. 8, noch bei dem dazwischen Hegenden Fali (Abb. 7) 
erreicht werden. Die GrOfitwerte y  kommen vielmehr nur bis auf rd. 50%  
an die in Abb. 4 u. 5 sowie in dle Zahlentafel eingetragenen Grenz- 
werte 7,787 und 7,789 heran. Demnach Ist nicht eine 7,788 fache Ver- 
grófierung (V), sondern nach dem in Abb. 6 u. 8 erslchtlichen Wert 
maxy= 3,20 und 3,25 cm blofi eine solche von ( ^  =  3,20 und 3,25 in 
Rechnung zu stellen. Zu Abb. 8 sei noch bcmerkt, dafi hier ein 
max.y =  3,25 zwelmal, und zwar fQr t =  2,7 sek undć =  3,4sek auftrltt. 
Damit Ist der Ansatz fiir einen s c h w e b u n g sa r tig e n  Verlauf der Ge
samtschwingung gegeben, der in ausgepr3gterer Form um so eher erwartet 
werden kann, je ISnger die Brucke und je kieiner der Triebraddurch- 
messer ist.

Die an Hand der Abb. 6 bis 8 gemachten Feststeliungen dflrfen 
nun keineswegs dahingehend veral!gemeinert werden, dafi auch in 
anderen Fallen m axy nicht nSher an m ax—C herankommen kOnne. 
Dies ist allein schon aus Abb. 9 (oben) zu ersehen, wo die Werte 
m ax2’C =  2,27 und maxj» =  2,20 nahezu gleich sind. Dabei sind diese 
Zahlen allerdings nicht 
die absoluten Grenzwerte 
des Belastungsfalles, son
dern gelten blofi fflr eine 
Fahrgeschwindigkeit V  =
40 km/h. Es hangt je
doch von den Bestlm- 
mungsstflcken der jewei- 
llgen Aufgabe ab, ob 
nicht auch die absoluten 
GrOfitwerte C bel einer 
gewissen Geschwindig
keit V ebenso angenahert 
erreicht werden kOnnen 
wie ln Abb. 9, was sich 
aber erst nach Ermlttlung 
des betreffenden gesamten 
SchwIngungsvorgangs be- 
urteilen lafit.

H. Praktische Anwendungen.
Fiir dle praktische Anwendung kommen die vorstehenden Unter- 

suchungen zunachst ais Handhabe fflr die Oberprflfung der StoBzahlen 
in Betracht. Bei grofien Brflcken und solchen von besonderer Bauart, 
bel denen eine elnzige starre Ziffer nicht mehr ausrelcht, um die dyna
mischen Lastwirkungen zu erfassen, wird es sich jedoch empfehien, 
diese Einfiflsse eigens zu ermltteln. Das gleiche gilt fflr alte Tragwerke, 
dle noch eine Zeltlang im Verkehr bleiben sollen.

Bel Oberprflfungen und Neuberechnungen wird die Hauptaufgabe 
darln bestehen, die Verh31tnlszahl zwischen der dynamischen und der 
statischen Lastwirkung zu bestimmen. Diese durch dle VergrOfierung (K) 
oder (V) ausgedrflckte Kennzlffer wird praktisch wesentlich kieiner aus- 
fallen ais in dem in dieser Untersuchung behandelten Eriauterungsbelspiel, 
bei dem dle Annahmen so getroffen wurden, dafi der Leltgedanke der 
rechnerischen Entwicklungen mOglichst deutlich zum Ausdruck kommt. 
So wurde vor allem dle Trlebradschleuderkraft mit ihrem voIIen Hochst- 
betrag (das ist mit 15% des Raddruckes) in Rechnung gestellt, obwohl sie, 
auf dle Achslast bezogen, selbst bei den fflr Brflckenschwingungen un- 
gflnstigsten ZweizyUnderlokomotiven, dereń Kurbeln um 90° gegeneinan
der versetzt sind, nur mit

(116) K =  ° ’152P 1'2 • 0,105 P  • 10,5 t

anzunchmen Ist. Daher slnd die beiden von K  abhangigen Posten der 
Gl. (90) im Verhaltnis 10,5:15 =  0,70 zu verkleinern, und es ergibt sich, 
weil diese beiden Posten im kritischen Bereich nahezu allein ausschlag- 
gebend sind, fflr dle Ordinaten der Schwingungsllnien sowie fflr die in 
der Zahlentafel angegebenen Schwingwelten ebenfalls eine Abminderung 
bis auf 70%  ihrer mit ^ = 1 5 t  berechneten Werte.

Der grundsatzliche Zusammenhang zwischen der VergrOfierung V 
und der Stofizahl y, die ja begriffiich dasselbe bedeuten, ist ohne Rflck- 
sicht auf die bei der Ermlttlung der wirklichen Stofizahlen zu beachtenden 
Einzelheiten aus folgenden einfachen Oberlegungen zu ersehen. Wird 
ais Belastung der N-Zug angenommen, so betragt das grOfite Blegemoment 
fflr eine Stutzweite / =  60 m ma\M p =  5325 tm, dem eine statische 
Durchbiegung max<)' in Brflckenmitte entspricht. Demgegenflber erzeugt 
die 100 t schwere Einachslokomotive ein Biegemoment

M p —  ^  = 1 5 0 0 tm

Eine gegenseitige Tilgung der dynamischen Einfiflsse wird um so eher 
zu erwarten sein, je mehr Fahrzeuge verschiedener Gattung sich gleich- 
zeitig auf der Brflcke befinden kOnnen, d. h. je langer diese Ist. Auch 
wird auf langeren Brflcken die Triebradwlrkung gewOhnlicher, blofi mit 
einer Lokomotive bespannter Zflge gegenflber der sonstigen Belastung 
mehr in den Hintergrund treten. Hingegen sind Lokomotivzuge, die 
aus mehreren kurzeń und schweren Maschinen gleicher Bauart bestehen, 
gerade bel langen Brflcken ais besonders ungflnstig anzusehen, weil sich 
Innerhalb der langeren Oberfahrtzeit eher Resonarizerscheinungen aus- 
bilden kOnnen ais bel kflrzeren Brflcken. Allerdings ist dle Wahrscheinllch- 
kelt nicht sehr groB, dafi die Lokomotiven die Brflcke gerade mit einer 
im kritischen Bereich liegenden Geschwindigkeit und obendrein mit ganz 
gleichen Kurbelstellungen befahren werden, wodurch eine Art , Springflut* 
der dynamischen Wirkungen zustande karne.

Da sich die sehr zahlreichen, soeben kurz angedeuteten Mógllchkeiten 
nicht leicht In wenige einfache Regeln kleiden lassen, kann es nicht 
wundernehmen, wenn bei der Ermlttlung der Stofizahlen noch manche 
Frage offen ist. So wird es u. a. zweckmaBig sein, bei groBen und 
teuren Brflcken ohne Beeintrachtigung des Betriebes gewisse, besonders 
ungflnstige, dabei aber nur selten zu erwartende dynamlsche Lastwirkungen 
elnfach auszuschliefien, statt ihretwegen mit einer allzu grofien starren 
SIcherheitsziffer zu rechnen.

Mit der in dieser Untersuchung gebotenen Móglichkeit, die gleich- 
zeitige Wirkung der Wanderlast und Trlebradkraft rechnerisch zu erfassen 
sowie durch Modellversuche zu ermltteln, mag auf dem vom verstorbenen 
Abteiiungsprasidenten 2)r.=2>ng. K rabbe  richtunggebend behandelten 
Forschungsgeblet ein weiterer Schritt getan sein.

7) Vgl. G. S ch ap e r: Die neuen Lastenzflge der Deutschen Reichs
bahn und dle Verstarkungen der Brflcken. Org. Eisenbahn 1925, S. 103 
bis 105.
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