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D O  C Z Y T E L N I K A .

Jako Arytmetyka tak i drugie wydanie mojej Geometry! wy
chodzi kosztem Hr. J ana Działyńsiuego.

Nie każdemu dany jest niepospolity rozum, a nie każdy ma 
wzniosie uczucia, żeby mógł pojąć doniosłość i chciał zamiłować 
myśl wydawania dziełj^zwłaszcza matematycznych, których trzeba 
ponieść koszta napisania i koszta druku bez żadnego przemysło
wego zysku, i przestać na' samem /-ylko moralnem zadowoleniu 
z dopełnienia narodowej powinności! Cześć więc i dzięki 
Hr. Działyńskiemu że, rozumiejąc na czem się opiera przyszłość 
narodu, mógł i chciał z poświęceniem przedsięwziąć takie 
wydawnictwo. Bez Niego nasza młodzież, mówię z głębokiem 
westchnieniem, nie czytałaby ani mojej Arytmetyki ani Geo- 
m e try i!

To drugie wydanie Geometryi całkiem się różni od pierwszego. 
Wszystko w niem na nowo przerobione, znacznie powiększone, 
i ułożone w porządku w jakim dzisiaj wykładają Geometryę na 
zachodzie.

Od niedawnego czasu, Geometryę Starożytnych uzupełniono 
wprowadzeniem ogólnych metod Geometryi nowoczesnej. P ier
wszą wyłożyłem w całości, drugiej dałem tyle ile zakres ele
mentarnego dzieła obejmować powinien, to jest : teoryę figur 
jednokładnych na płasczyznie i w przestrzeni; stosunek niehar- 
moniczny i podział harm oniczny; biegunowę i oś pierwiastną, 
prostolinijną i sferyczną; figury biegunowe wzajemne; teoryę 
jednokreślności i pęków jednokreślnych, inwolucyę i pęki 
w inw olucyi; płasczyzny biegunowe i pierwiastne.



VI DO CZYTELNIKA.

Nadto, wyłożyłem maxima i minima figur płaskich i w przes
trzeni ; dałem wiedzę fundamentalnych własności trzech linij 
stożkowych ; pokazałem przecięcia stożka i walca obrotowego, 
i przecięcia przeciwrównoległe stożka kołowego pochyłego. Na- 
konieć, dałem wiedzę o helicy, zasady perspektywy, teoryę 
przekształcenia przez promienie wodzące odwrotne, i rzut stereo- 
graficzny.

0  użytku metod Geometryi nowoczesnej jedno słowo wystar
czy. W iadomo że, aby samą Geometryą E u k l i d e s a  otrzymać koło 
styczne do trzech kół danych, trzeba przejść przez szereg poprze
dnich zagadnień, tak że ostatnie wykreślenie staje się prawie 
niemożebnem praktycznie; gdy tymczasem metody Geometryi 
nowoczesnej dają rozwiązanie wprost i ogólne. To rozwiązanie, 
wskazane przez różnych autorów, uprościłem tak, że odrazu 
znajduję środek i promień każdego dwojanu kół stycznych do 
trzech danych.

t.
Do wyłożonych teoryj dołączyłem zastosowania, i wiele 

rozwiązanych zagadnień; a po każdej księdze umieściłem roz
maite zadania do rozwiązania, dla uczniów którzy chcą zgłębić 
umiejętność.

Idąc w dufcliu nowoczesnych metod uczenia, dałem dla twier
dzeń dowodzenia wprost, a dla wzajemnie dowodzenia zwane 
per absurdum; dla zagadnień rozwiązania analityczne. W przy
padkach niespółmierności, w liniach krzywych i w powierz
chniach krzywych, użyłem metody granic, jako jedynej ściśle 
dydaktycznej.

W  tem miejscu, dla lepszego wyjaśnienia rzeczy, zacny Czy
telniku, weźmy przykład, i przypuśćmy że chodzi o dowodzenie 
twierdzenia : Okręgi dwóch kół są proporcyonalne do promieni,
. . .  C R
to ie s t  w - w .

Przedtem, dowodzono tego twierdzenia mówiąc : jeśli ta pro- 
poreya nie jest prawdziwa, to dlatego że jeden z jej wyrazów, na 
przykład C', jest za wielki albo za mały. Biorąc okrąg najpierwej
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mniejszy od C' a potem większy, okazywano że żaden z dwóch nic 
sprawdza proporcyi. Ztyd wnoszono że, ponieważ okrąg C' nie

G II
jest arii za wielki ani za mały, proporcya — =  — , jest prawdziwa.

(_i 11
To rozumowanie nie jest zupełnie ścisłe; bo, przypuszczając że 
okrąg większy albo mniejszy od C' sprawdza proporcyę, przy
puszcza się teinsamem że istnieją okręgi wszelkiej wielkości; a to 
właśnie było pytaniem. Jest tu więc petycya zasad! żeby jej uni
knąć, trzebaby, uważając promień większy' albo mniejszy od R', 
dowodzić że oba przypuszczenia są nieinożebne. Ale, mimo tego 
ulepszenia, dowodzenie zostaje zawsze uboczne.

Gdyby, .stosując metodę nieskończenie małych, powiedziano :

Można uważać okrąg jako wielokąt foremny o nieskończenie 
małych bokach; owoż wielokąty foremne podobne mają się jako 
promienie, więc dwa okręgi kół mają się także jako prom ienie; 
wysłowionoby poprostu twierdzenie bez rzeczywistego dowo
du. Albowiem, trzeba przede wszystkiem dowieśdź że biorąc, 
zamiast okręgu, wielokąt foremny wpisany o nieskończenie ma
łych bokach, popełnia się błąd mniejszy od ilości nieskończenie 
małej 2° rzędu.

Przejdźmy nareszcie do metody granic. Uważając za widoczne 
że , długość okręgu ko ła  je s t  granicą do k tó re j d ą ży  obwód w ielokąta  
wpisanego w  m iarę ja k  jeg o  boki m aleją  nieskończenie, niektórzy 
dowodzą rzeczonego twierdzenia, mówiąc : Obwody wielokątów 
foremnych podobnych są proporcyonalne do swych promieni, 
ja kko lw iek  m ałe m ają b o k i; więc okręgi jako granice tych obwo
dów' są także proporcyonalne do swych promieni. To rozumowa
nie nie jest logiczne, bo przypis-/.ca że granice ilości zmiennych 
posiadają ich własności; co nie jesl konieczną prawdą.

Żeby można użyć metody granic z całą matematyczną ścisłoś
cią, trzeba dać określenie długości łuku koła, dowodząc naj- 
pierwej że obwód łamanej wpisanej, której liczba boków rośnie 
nieskończenie i każdy bok dąży do zera, ma zawsze jedną i tę 
samą granic ę , ja lfakolw iek jes t  u s ta a v a  wedle której te boki się zm ie
niają-, a potem, że łuk koła jest granicą tej łamanej. Czytelnik,



przeglądając nasze dowodzenie twierdzenia, osądzi czy jest tak 
ścisłe jako być powinno. — Niech mi tu będzie wolno zwrócić 
uwagę uczonych professorów na dowodzenie powierzchni strefy 
i objętości wycinka sferycznego.

Z tablicy niżej umieszczonej, czytelnik będzie miał wyobra
żenie o układzie tej książki, i o liczbie wyłożonych przedmiotów; 
a przebiegając nawet szybko rozdziały, zobaczy z jakiemi trudno
ściami miałem do walczenia.

Każdy pojmuje że nie łatwo pisać o rzeczach nad któremi mało 
kto w naszym języku pracował. Nie znając żadnego polskiego 
dzieła Geometryi nowoczesnej, musiałem, rad nierad, tworzyć 
techniczne wyrazy. Jeśli dobre, światli professorowie przyjmą je 
za swoje; a jeśli niedostateczne, utworzą lepsze. W każdym razie 
będę korzystał z dobrej rady.

We wszystkich częściach Geometryi, nietylko starałem się
o jak największą jasność i nadewszystko o ścisłość dowodzeń, 
aby dzieło polskie nie ustępowało dziełom umiejętnego zachodu; 
ale jeszcze pragnąłem zachować wszędzie czystość i dobitność 
naszej mowy.

Jeśli ta praca, którą poddaję pod sąd ludzi specyalnych, zosta
nie przyzwoicie oceniona, i przyczyni się do umysłowego roz
woju naszej młodzieży, jako śmiem się spodziewać, będzie to 
dla Hr. D ziałyńskiego  i dla mnie miłą nagrodą, i zachętą do wy
dania innych dzieł matematycznych które gotujemy.

Pisałem w Paryżu dnia 31 Stycznia 1869.
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SKRÓCENIA UŻYWANE W TESI DZIELE.

Dla łatwiejszego zrozumienia dowodzeń, będziemy czasem 
odsyłali do zadań poprzednio wyłożonych; wtedy, jedna liczba 
położona w nawiasie, jako (3), oznacza twierdzenie trzecie księgi 
bieżącej; dwie zaś liczby, rzymska i arabska, jako (II, 3), ozna
czają księgę drugą, twierdzenie trzecie.

Litery uw, wn, wz, zag, znaczą : uwagę, wniosek, wzajemnicę, 
zagadnienie, do których się odsyła; i tak : (16, wn. ‘¿) oznacza 
twierdzenie XVI, wniosek U księgi bieżącej.





GEOMETRYA PRZESTRZENI °

KSIĘGA SZÓSTA(

P  Ł  A S  C Z Y Z N Y.

Wiemy już że płasczyzna nazywa się taka powierzchnia do 
której przystaje całkiem wszelka linia prosta jak tylko ma z nią 
dwa punkta spólne.

T w ie r d z e n ie  I.

Przez trzy punkta A, 13, C, nie w linii prostej, można zawsze 
poprowadzić plasczyznę, ale tylko jedną.

Jakoż, można zawsze wyobrazić linię prostą przechodzącą 
przez dwa punkta A i B, i przez nią 
poprowadzić jakąkolwiek płasczyznę; a 
potem, obracając tę płasczyznę około 
prostej AB, można oczywiście otrzymać 
położenie w którem dotyka punktu G. 
Istnieje więc płasczyzna przechodząca 

przez trzy dane punkta A, B, C.
Ta płasczyznajest jedyna. Albowiem, niech będzie, jeśli można, 

M jeden z punktów drugiej płasczyzny przechodzącej przez te

(*} Geometryę przestrzeni nazywano dawniej Solidombtiiyą ; niewłaściwie, bo 
solidometrya (mierzenie bryl) jest mat} tylko częścią geometryi przestrzeni.

29
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same trzy punkta A, B, C. Przez punkt M, i przez punkt D wzięty 
na prostej AB, poprowadźmy linię prostą MD która spotka 
prostę AG w  punkcie E różnym od D. Owoż, prosta MED, m a
jąca dwa punkta D i E spólne z obydwiema płasczyznami, leży 
cała na obydw óch; zatem wszelki punkt M drugiej płasczyzny 
należy do pierwszej, i temsamem druga płasczyzna nie jest różna 
od pierwszej.

W ięc, przez trzy punkta nie leżące w linii prostej można zawsze 
poprowadzić jedną płasczyznę, i tylko jedną. To wszystko razem 
wyraża się treściwie mówiąc :

Trzy punkta nie w lin ii prostej w y z n a c z a ją  płasczyznę.

W n io sek  I. — Ztąd wynika że : Linia prosta i punkt leżący 
zewnątrz wyznaczają płasczyznę.

Dwie proste przecinające się wyznaczają płasczyznę.

II. — Dwie proste równoległe wyznaczają płasczyznę. Bo dwie 
równoległe leżą na tej samej płasezyznie ; a przez jedną z nich 
i przez punkt wzięty na drugiej, jedną tylko płasczyznę popro
wadzić można.

Uwaga. —  Z tego co poprzedza łatwo wnosimy ż e :
Miejscem położeń po sobie idgcych linii prostej, która przechodzi przez 

punkt stały i opiera się na drugiej prostej, jest płasczyzna wyznaczona przez 

ten punkt i tę prostę.
Miejscem położeń po sobie idjcycb linii prostej, która zostaje równoległo 

do siebie samej i spotyka dano prostę, jest płasczyzna wyznaczona przez tę 
prostę i przez jedno z położeń prostej ruchom ej.

T w ie r d z e n ie  II.

Przecięcie się dwóch płasczyzn jest linią prostą.

Bo, gdyby trzy punkta przecięcia dwóch płasczyzn nie były 
w linii prostej, te dwie płasczyzny, przechodzące prez takie trzy 
punkta, nie byłyby oddzielne.

W n io s e k . — Przecięcie się trzech płasczyzn jest punktem, w k t ó 



rym przecięcie dwóch pierwszych plasczyzn spotyka trzecią płas- 
czyznę.

Płasczyzna jest powierzchnią nieograniczoną; ale, dla utkwie
nia myśli, przedstawia się zwykle płasczyzny ograniczone równo- 
ległobokami; jako pokazują figury poniżej.

LINIE PROSTE I PŁASCZYZNY PROSTOPADŁE. /)39

LINIE PROSTE I PŁASCZYZNY PROSTOPADŁE.

Ok reślen ie  I. — Mówi się że linia prosta jest prostopadła do 
płasczyzny, gdy jest prostopadła do wszystkich prostych które 
przechodzą przez jej spodek na tej płasczyznie. Nawzajem, 
płasczyzna jest wtedy prostopadła do tej prostej.

Nazywa się pochylą do płasczyzny wszelka prosta która, spo
tykając tę płasczyznę, nie jest do niej prostopadła.

T w ie r d z e n ie  III.

Jeśli linia pi'osta PO jest prostopadła do dwóch prostych OA, OB, 
przechodzących przez j e j  spodek na płasczyznie MN, to jest 
prostopadła do tej płasczyzny. 

p
Jakoż, przez spodek O prostopadłej OP 

poprojy;t|tómy, na płasczyznie MN, jaką
kolwiek prostę OC i poprzecznę ACT3; po 
czem, przedłużmy OP długościąOP' — OP, 
i połączmy punkta P, P' z punktami 
A, C, B.

Owoż, prosta AO jest prostopadła we środku prostej PP', zatem 
pochyłe AP, AP' są rów ne; dla tej samej przyczyny pochyłe BP, BP/ 
są równe. Więc dwa trójkąty ABP, ABP', mające trzy boki odpo
wiednio równe, przystają do siebie, a temsamem proste CP, CP' 
przystają także i są równe. Ztąd wynika że w trójkącie rów no
ramiennym CPP' prosta CO jest prostopadła do podstawy P P '. 
W ięc linia PO, prostopadła do wszelkiej prostej OC przechodzącej
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przez jej spodek na płasczyznie MN, jest prostopadła do tej 
płasczyzny.

Nawzajem, wszystkie prostopadłe OA, OB, OC........wyprowadzone
z jednego punktu prostej OP, leżą na jednej płasczyznie, prosto
padłej do tej linii.

Jakoż, prosta OP, jako prostopadła do O A i OB, jest prostopadła 
do płasczyzny AOB; zatem jeśli przez OP i OG poprowadzimy 
płasczyznę POC, jej przecięcie z płasczyzną AOB będzie prosto
padłe do OP. Owoż, prosta OC leżąca na płasczyznie POG jest 
właśnie prostopadła do OP; więc prosta OC jest przecięciem 
tych dwóch płasczyzn, to jest leży na płasczyznie AOB która 
jest prostopadła do OP.

Ztąd wnosimy żc
Płasczyzna prostopadła do lin ii prostej jest miejscem geome- 

trycznem prostopadłych do tej lin ii przez jeden je j  punkt przecho
dzących.

Przez punkt dany A można zawsze poprowadzić płasczyznę prosto
padłą do lin ii prostej BC, ale tylko jedną.

1° Jeśli punkt A jest dany na prostej BC, wyobraźmy dwie 
różne płasczyzny przechodzące prez tę linię, i na nich popro
wadźmy przez punkt A proste AD i AE prostopadłe do B C ; 
płasczyzna DAE będzie prostopadła do prostej BC w punkcie A.

Ta płasczyzna DAE jest jedyna, jako miejsce prostopadłych 
wyprowadzonych z jednego punktu A prostej BC (3. wz.).

T w ie r d z e n ie  IV.

u

c c
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2° Przypuśćmy punkt A dany zewnętrz prostej BG. Na płas- 
czyznie ABC, spuśćmy z punktu A prostopadłę AD na BC, i ze 
spodka D wyprowadźmy, na innej płasczyznie przechodzącej 
przez BC, prostopadłę DE do BC; płasczyzna ADE będzie oczy
wiście prostopadła do danej prostej BC.

Ta płasczyzna jest jedyna; bo płasczyzna przechodząca przez 
punkt A i prostopadła do prostej BC, zawierając prostopadłę AD 
do BC, musi przechodzić przez punkt D; owoż przez punkt D 
prostej BC jedną tylko płasczyznę prostopadłę do tej linii popro
wadzić można (1°).

T w ie r d z en ie  V.

1

p/ I

Przez punkt dany A m oim  zawsze poprowadzić prostopadłe do 
płasczyzny MN, ale tylko jedną.

1° Jakoż, niech będzie punkt A dany 
na płasczyznie MN. Można zawsze, na 
tej płasczyznie i przez ten punkt, po
prowadzić jakąkolwiek prostę BC, i 
w punkcie A wystawić na prostej BC 
płasczyznę prostopadłą DL która prze
tnie płasczyznę MN wedle prostej DE. 
J^ |ii więc na płasczyznie DL wyprowa
dzimy z punktu A prostopadłę AP 

do DE, ta prosta AP, jako prostopadła do dwóch prostych DE 
i BG leżących na płasczyznie MN, będzie prostopadła do tej 
płasczyzny.

Nadto, z punktu A nie można wyprowadzić drugiej prosto
padłej do płasczyzny MN; bo wszelka prosta przechodząca przez 
punkt A, ale różna od AP, albo leży na płasczyznie DL a więc 
nie jest prostopadła do DE, albo leży zewnątrz płasczyzny DL 
a więc nie jest prostopadła do BC.

2° Jeśli punkt A jest dany zewnątrz płasczyzny MN, można 
zawsze, na tej płasczyznie, wziąć jakąkolwiek prostę BC, i popro
wadzić do niej przez punkt A płasczyznę prostopadłą DL która
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przecina BC w punkcie O i płasczyznę MN wedle prostej DE ;
potem na płasczyznie DL spuścić 
z punktu A prostopadłę AP na 
DE; la prosta AP będzie prosto
padła do płasczyzny MN. Jakoż, 
przedłużmy prostę AP długością 
PA' =  PA, i połączmy BA, BA', 
OA, OA’. Ponieważ pochyłe OA, 
OA' są równej dwa trójkąty pros
tokątne OBA, OBA', mające kąty 
proste BOA,BOA' zawarte między 
bokami równemi każdy każdemu, 

są rów ne; zatem BA =  BA'. Go dowodzi że prosta AP jest 
prostopadła do PB. W ięc prosta AP, prostopadła do dwóch 
prostych PD i PB leżących na płasczyznie MN, jest prostopadła 
do tej płasczyzny.

Żadna inna prosta przechodząca przez punkt A, jako AB, różna 
od AP, nie może być prostopadła do płasczyzny MN; bo w trój
kącie ABP bok AP jest prostopadły do BP, więc prosta AB jest 
pochyłą do BP a temsamem pochyłą do płasczyzny MN.

T w ie r d z e n ie  VI.

Jeśli z punktu A, wziętego zewnątrz płasczyzny MN, spuszczono 
na tę płasczyznę prostopadłę AB i pochyłe AC, AD, AE,... wtedy

1° Prostopadła AB jest krótsza od 
wszelkiej pochyłej AC.

2° Dwie pochyłe AC, AD, równo odda
lone od spodka prostopadłej, są równe.

3° Z  dwóch pochyłych AC, AF, ta jest 
krótsza która się mniej oddala od spodka 

prostop dłej.

I NAWZAJEM.

Co do 1° W trójkącie ABC kąt B jest prosty ; więc AB <  AC.
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2“ Ponieważ z założenia BC =  BD, trójkąty prostokątne ABC, 
ABD są równe. W ięc pochyłe AC, AD są równe.

3° Jeśli BC < B P J, na prostej BF weźmy BE =  BC; będzie 
pochyła AE =  AC (2°). A że pochyłe AE, AF i prostopadła AB 
leżą na jednej płasczyznie, mamy AE <  A F ; więc AC <  AF.

W zajemnice są oczywiste.

W n iosek . — Ztąd wynika że miejscem spodków, pochyłych ró
wnych poprowadzonych z jednego punktu do płasczyzny, jest okrąg 
mający za środek spodek prostopadłej spuszczonej z tego punktu na 
płasczyznę.

Ok r eśl e n ie  II. — odległością  punktu od płasczyzny jest prosto

padła  spuszczona z tego punktu na płasczyznę, jako najkrótsza droga.

III. — Nazywa się o sią  koła prostopadła do płasczyzny tego 
koła przechodząca przez jego środek.

Więc, na mocy tego co poprzedza, oś koła jest miejscem punktów 
równo oddalonych od jego okręgu.

Uwaga. —  Można praktycznie spuścić prostopadlę na płasczyznę. Za 
pomoc? nici wytężonej, której jeden kraniec jest utkwiony w danym punk
cie A a drngi zaopatrzony ołówkiem, oznacz na płasczyznie trzy punkta C, 
D, E. Środek koia przez te punkta przechodzącego będzie spodkiem prosto
padłej szukanej.

T w ie r d z e n ie  VII.

Jeśli ze spodka B prostopadłej AB do płasczyzny MN spuścimy 
prostopadlę BC na prosto DE tej płasczyzny, loszelka prosta AC 
łącząca spodek C drugiej prostopadłej z jakimkolwiek punktem A 
pierwszej będzie prostopadła do DE.

Jakoż, weźmy CE =  CD, i połączmy AD, 
AE, BD, BE, Pochyłe BD i BE, równo od
dalone od spodka prostopadłej BC, są ró
w ne; zatem pochyłe AD i AE są równe (6). 
W ięc prosta AC, mająca dwa punkta A i C 
równo oddalone od skrajności D i E pros

tej DE, jest do niej prostopadła.
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U w aga. —  To zadanie znane pod nazwiskiem twierdzenia trzech pros
topadłych, pokazuje że prosta DE jest prostopadła do plasczyzny ABC, i 
temśamem prostopadła do wszelkiej prostej AC leżgcej na tej plasczyznie.

Dobrze jest uważać że dwie proste jako AB i DE, nie leżące na jednej 
plasczyznie, m ajj spoiną prostopadle BC która jest ich najkrótszą odle
głością. "Wszelka albowiem inna prosta AD, łącząca punkta A i D tych 
dwóch prostych, jest większa od AC a tein bardziej większa od BC. To zara
zem dowodzi że w przestrzeni mogo być dwie proste AB i DE, prostopadle 
do trzeciej BC, a nie być równolegle, ani się spotykać.

T w ie r d z e n ie  VIII.

Plasczyzna prostopadła we środku lin ii prostej jest miejscem geo- 
metrycznem punktów równo oddalonych od obydwóch skrajności 
tej linii.

1° Jakoż, niech będzie K punkt plasczyzny MN 
i prostopadłej we środku C prostej AB. Połącz

my KA, KB, KC. Będzie pochyła KA =  KB.

2° Uważajmy punkt I poza płasczyzną MN, 
i niech będzie K punkt jej przecięcia z prostą Al. Mamy wido
cznie IB <  IA.

M r ~ —

K ... i\
~~b %
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KĄTY DWÓJ ŚCIENNE, ICII MIARA.

Ok r e ś l e n ie  IV. — Dwie plasczyzny wychodzące z jednej lini 
A li prostej tworzą figurę która się nazywa 

kątem dwójściennym jako DABE.
Te plasczyzny AC, AE nazywają się 

ścianami, a prosta spólna AB krawędzią 
kąta dwójściennego.

Kąt dwójścienny oznacza się dwiema 
literami krawędzi, i mówi się kąt dwój- 
ścienny AB ; ale, gdy kilka kątów mają 
tę samą krawędź, wtedy należy brać
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cztery litery, kładąc we środku litery krawędzi a na skrajnościach 
litery ścian. I tak, cztery kąty drugiej figury czytają się jako 
następuje : DABE, CABE, CABF, DA BP.

obrocie ściana ruchom a P czyni ze ścianą niezmienną M kąt 
dwójścienny który, zaczynając od zera, rośnie ciągle. To jasno 
pokazuje że wielkość kąta dwójściennego nie zależy od rozcią
głości jego ścian ale od ich roztworu.

Pojmujemy teraz łatwo co znaczy dodawać albo odciągać kąty 
dwójścienne, i widzimy zaraz że kąt dwójścienny MABP' jest 
summą kątów ¡MABP i PABP', a zaś kąt dwójścienny MABP 
różnicą kątów MABP' i PABP'.

V. — Dwa kąty dwójścienne, jako MABP i PABP" mające 
spólną krawędź i spólną ścianę, a będące zewnątrz jeden d ru 
giego, nazywają się przyległemi.

Płasczyzna BP dzieląca kąt MABP' na dwie równe części jest 
płasczyzną dwójsieczną tego kąta.

Dwa kąty dwójści -'ino są krawędzią przeciwległe gdy obie 
ściany jednego są p iz e lfe in ie rn  ścian drugiego, jako CA BK 
i DABF (figura poprzednia).

VI. — Gdy jedna płasczyzna spotykając drugą czyni z nią dwa 
kąty przyległe równe, każdy z tych kątów nazywa się kątem dwój- 
ściennym prostym, a te płasczyzny tworzące kąt dwójścienny 
prosty są plasczyznami pi'oslopadlemi do siebie.

Płasczyzna sieczna która nie jest prostopadła do drugiej jest 
do niej pochyla.

VII. — Kąt dwóch prostopadłych, wyprowadzonych z jednego

Aby mieć wyobrażenie wielkości 
kąta dwójściennego, dość jest przy
puścić że jedna z -jego ścian P, naj- 
pierwej przyłożona do ściany M, 
obraca się potem około krawędzi AB, i 
bierze różne położenia P ', P ''... nie
przerwanie po sobie id ące ; w tym
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punktu krawędzi na ścianach kąta dwójściennego, nazywa się 
kątem prostolinijnym  (albo kątem płaskim) kąta dwójściennego; 
takim jest kąt HOK odpowiadający kątowi dwójściennemu AB 
[figura poniżej.)

Kąty dwójściennc równe mają kąty prostolinijne równe. I na 

WZAJEM.

i OK do 0 'K '. W ięc kąty prostolinijne HOK, II'O’K1 są równe.

N a w za jem , gdy kąty prostolinijne są równe, kąty dwójściennc 
odpowiedające są także równe. Bo, przenieśmy kąt dwójścienny .AB 
na dwójścienny A'B', tak żeby kąt prostolinijny HOK przystał do 
swego równego H'O'K'. W tedy, krawędzie AB i A'B' jako pros-' 
topadłe odpowiednio do płasczyzn HOK, II'O'K', przystaną do 
siebie (5), a temsamem ściana HOB przystanie do H '0 'B '. W ięc 
kąty dwójściennc HABK, H'A'B'K' są rów ne.

W n io sek  I. —  Kąt prostolinijny HOK ma za wierzchołek jaki
kolwiek punkt 0  krawędzi AB; więc, na mocy powyższego tw ier
dzenia, w jednym  kącie dwójściennym wszystkie kąty prostolinijne 
są równe. . ' __

II. — Gdy kąt dwójścienny jest prosty, kąt prostolinijny jest 
także prosty; i NAWZAJEM.

Niech będzie kąt dwójścienny prosty PDEM, to jest równy 
swojemu przyległemu PDEN który się tworzy z przedłużenia 
ściany DEM. Ponieważ tc dwa kąty dwójścienne są rów ne, ich 
kąty prostolinijne BOA i BOA' są także równe, a że są przyległe

T w ie r d z en ie  VIII.

Połóżmy kąt dwójścienny AB na

H ' do A'B'. Ponieważ te dwa kąty dwój-
^  [C ścienne są rów ne, ich ściany odpo-

n \  wiedne przystają do sieb ie; zatem 
prostopadła OH przystaje do 0 'H ',

dwójściennym A'B', tak żeby punkt O 
padł na O' i krawędź AB przystała
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i maję ramiona niespólne w linii prostej, więc są kątami pros-

temi.
Nawzajem, jeśli kąty prostolinijne 

przyległe BO A, BO A' są proste, kąty 
dwójścienne odpowiedające PDEM, 
PDEN są także p r o s t e b o  są przy
ległe równe i mają ściany niespólne 

na jednej płasczyznie.

W ięc kąt dwój ścienny prosty ma kąt prostolinijny prosty, i na

w z a jem  kątowi prostolinijnemu prostemu odpowieda kąt dwój ścienny 
prosty.

Ztąd wynika że

Wszystkie kąty dwójścienne proste są równe.

Kąt dwójścienny jest osti'y albo rozwarty, według jak jest 
mniejszy albo większy od kąta dwójściennego prostego.

T w ie r d z e n ie  X.

Dwa kąty dwójścienne mają się jako kąty prostolinijne odpowie
dające.

Niech będą dwa kąty dwójścienne CABD, 
CABE. Poprowadźmy płasczyznę IIOK pros
topadłą do krawędzi AB, jej przecięcia ze 
ścianami utworzą kąty prostolinijne odpo
wiedające HOK, HOI (3).

Trzeba, jako zwykle, uważać dwa przy
padki.

1“ Kąty prostolinijne spółm ierne. Przypuśćmy, dla utkwienia 
myśli, że te kąty są w stosunku liczb 7 do 5; to jest, że pewny 
kąt prostolinijny HON mieści się 7 razy w kącie HOK, a 5 razy 
w HOI.

Przez linie podziału ON, OP... i krawędźAB, poprowadźmy 
płasczyzny, które podzielą kąt dwójścienny CABD na 7 kątów 
dwójściennych równych, jako odpowiedających kątom prosto-
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Unijnym równym : kąt dwójścienny ITOI zawierać będzie 5 z tych 
kątów dwójściennych. Więc kąty dwójścienne są w stosunku 
liczb 7 : 5, zatem w stosunku kątów prostolinijnych odpowie- 
dających.

2° Gdy kąty prostolinijne są między sobą niespółmierne, wia
dome rozumowanie (II, iii) okazuje że ich stosunek równa się 
stosunkowi kątów dwójściennych.

M ia r a  k ą t a  d w ó jś c ie n n e g o . Wynika z dopiero co dowiedzio
nego twierdzenia, że kąt dwójścienny ma tę samą miarę co kąt 
prostolinijny odpowiedający, byle za jedność kąta divój ścienne go 
wzięto kąt dwójścienny któremu odpowieda kąt prostolinijny luybrany 
za jedność kątów prostolinijnych.

To s ię  w y r a ż a  t r e ś c i w i e j ,  m ó w ią c  ż e ;  k ą t  d w ó jś c ie n n y  m a  za

MIARĘ KĄT PROSTOLINIJNY ODPOWIEDAJĄCY.

Na mocy tej proporcyonalności kątów dwójściennych i prosto
linijnych, można zaraz z własności kątów prostolinijnych, dowie
dzionych w geometryi płaskiej, wywieśdź podobne własności 
kątów dwójściennych. I tak :

Wszelka płasczyzna spotykająca drugą czyni z nią kąty dwój
ścienne przyległe spełniające. I nawzajem, jeśli dwa kąty dwój
ścienne przyległe są spełniające, ich ściany niespólne są przedłuże
niem jedna drugiej.

Summa wszystkich kątów dwójściennych przyległych, utworzonych 
z jednej strony płasczyzny która przechodzi przez ich krawędź, jest 
równa dwom kątom dwój ściennym prostytn; a summa wszystkich 
kątów przyległych na około jednej linii prostej je s t równa czterem 
kątom dwój ściennym prostym.

Dwa kąty dwójścienne krawędzią przeciwległe są równe.

PŁASCZYZNY PROSTOPADLE MIĘDZY SODĄ.

T w ie r d z en ie  XI.

Wszelka płasczyzna PQ, przechodząca przez prostopadłe AB do 
płasczyzny MN, jest prostopadła do tej płasczyzny.

Na płasczyznie MN poprowadźmy prostopadłę BC do przecię
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cia BQ dwóch płasczyzn. Prostopadła AB do płasczyzny MN 
jest prostopadłą do prostej BC. Zatcin kąt 
prostolinijny ABC jest prosty. Więc płas
czyzny PQ i MN, tworzące kąt dwójścienny 
prosty ABQC, są prostopadłe do siebie.

Albo innemi słow y: Płasczyzna MN, pros
topadła do prostej AB jest prostopadła do 

uiszystkich płasczyzn przechodzący/i przez tę linię.

W niosek  I .  — Dowodzenie powyższe okazuje że

Gdy dw ie p ła sc zy zn y  są do siebie prostopadłe, wszelka prosta, 
poprowadzona na je d n e j z  n ich  prostopadle do spólnego przecięcia , 
je s t  prostopad ła  do d ru g ie j p ła sc zy zn y .

II. — Gdy dwie płasczyzny są do siebie prostopadłe, wszelka 
prostopadła do pierwszej płasczyzny, poprowadzona, przez punkt 
drugiej, leży cała na tej drugiej. Bo nie może być różna od pros
topadłej poprowadzonej przez ten punkt do przecięcia dwóch 
płasczyzn, z przyczyny że ta ostatnia jest prostopadła do pierwszej 
płasczyzny.

III. — Gdy trzy proste, przez jeden punkt przechodzące, są 
do siebie prostopadłe, każda z riioh jest prostopadła do płas
czyzny dwóch innych, i trzy płasczyzny są prostokątne.

T w ie r d z en ie  XII.

Przecięcie się dwóch płasczyzn prostopadłych do trzeciej jest 
prostopadłe do tej ostatniej.

Bo, jeśli przez punkt przecięcia dwóch płasczyzn poprowadzimy 
prostopadłę do trzeciej płasczyzny, ta prostopadła będzie całkiem 
leżała na dwóch pierwszych, a więc będzie ich przecięciem.

Nawzajem, p łasczyzna  prostopadła do dwóch p ła sczyzn  je s t pros
topadła  do ich przecięcia.

W n iosek  I. —  Jeśli trzy płasczyzny są prostopadłe do siebie, 
ich przecięcia są prostokątne.
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Uwaga. — Płasczyzny przechodzące przez dwójsieczne k jtów  trójkgta, 
I prostopadle do jego płasczyzny, spotykaj} się wedle osi kola wpisanego 
w ten trójkę t.

Plasczyzny prostopadłe we środku boków trójkąta spotykaj? sig wedle 
osi kola opisanego na tym trójkącie.

T w ie r d z e n ie  XIII.

Przez linie prostą AB można zawsze poprowadzić płasczyznę 
prostopadłą do danej płasczyzny MN.

Przez jakikolwiek punkt A pros
tej AB poprowadźmy prostopadłę AC 
do płasczyzny MN ; płasczyzna BAC 
będzie prostopadła do płasczyzny 
MN (U ).

Nadto, jeśli prosta AB nie jest 
prostopadła do płasczyzny MN, nie można przez nią prowadzić 
drugiej płasczyzny prostopadłej do danej MN. Bo przecięcie AB 
dwóch płasczyzn prostopadłych do trzeciej MN byłoby prosto
padłe do tej ostatniej; co się sprzeciwia założeniu.

W n io s e k . — Płasczyzna prostopadła do danej płasczyzny jest 
miejscem geometrycznem prostopadłych wyprowadzonych ze 
wszystkich punktów przecięcia tych dwóch płasczyzn.

T w ie r d z e n ie  XIV.

Płasczyzna dwój sieczna kąta dwój ściennego jest miejscem punktów 
7'ówno oddalonych od ścian tego kąta.

Jakoż, 1° Z punktu N, wziętego na płasczyznie 
dwójsiecznej BE, spuśćmy prostopadle NH, NK 
na ściany kąta dwójściennego. Ponieważ płas
czyzna HNK jest prostopadła do krawędzi AB, 
zatem kąt HOK jest prostolinijny, i prosta ON 
jego dwójsieczną. W ięc NH =  NIv (I* 15).
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2° Niech będzie punkt P poza płaśczyzną dwój sieczną BE. Zro
biwszy wykreślenie jako wyżej, łatwo widzimy że punkt P leży 
poza dwójsieczną ON kąta prostolinijnego HOT. Więc odległości 
PH, PI nie są równe.

LINIE PROSTE I PŁASCZYZNY RÓWNOLEGŁE.

O k r eśl e n ie  VIII. — Linia prosta i płasczyzna są równoległe 
gdy się nie mogą spotykać jakkolwiek daleko byłyby prze
dłużane.

Dwie proste AR i  CD prostopadle do jednej płasczyzny MN są 
równoległe.

cżyzn, leży cała na płasczyznie BAC. W ięc dwie proste AB i CD, 
leżące obie na jednej płasczyznie BAC i prostopadłe do AC, są 
równoległe.

N a w za jem . Gdy jedna prosta AB jest prostopadła do płasczyzny 
MN, wszelka równoległa CD do tej prostej jest prostopadła do 
płasczyzny MN. Albowiem, jeślibyśmy przez punkt przecięcia C 
prostej CD z płasczyzną MN poprowadzili prostopadłę do tej płas
czyzny, ta  linia byłaby równoległa do prostej AB; owoż prosta 
CD jest właśnie równoległa do AB, więc prosta CD-jest prosto
padła do płasczyzny MN.

Tawzajcmnica może się jeszcze wysłowić jako następuje: Dwie 
proste równoległe są obie prostopadle do tej samej płasczyzny

T w ie r d z e n ie  XV.

I
lA

Jakoż, płasczyzna BAC jest prostopadła 
- do płasczyzny MN (U ); a prosta CD, prosto

padła do płasczyzny MN i przechodząca 
przez punkt przecięcia C tych dwóch płas-

W n io sek . — Dwie proste AB i CD równoległe do trzeciej EF 
są równoległe między sobą.
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Jakoż, poprowadźmy płasczyznę MN prostopadłą do prostej EF;
ta płasczyzna będzie prostopadła do pros
tych AB, GD. W ięc te ostatnie są równo
ległe między sobą.

1 r
B

w c
/

T w ie r d z en ie  XVI.

Wszelka prosta AB równoległa do prostej CD leżącej na płasczy- 
znie MN jest róiunoległa do tej płasczyzny, albo leży na niej cała.

Jakoż, płasczyzna BACD dwóch równoległych
AB, GD, albo nie ma na zewnątrz przecięcia CD 
żadnego punktu spólnego z płasczyzną MN, 

/  albo do niej przystaje; w pierwszym przypadku 
L prosta AB jest równoległa do płasczyzny MN, a

zaś w drugim leży na niej cała.

N a w za jem , gdy prosta AB i  płasczyzna MN są równolegle, 
wszelka prosta CD równoległa do AB i  przechodząca przez punkt C 
płasczyzny MN leży na niej cala. Albowiem, płasczyzna BACD 
dwóch równoległych AB, CD przecina płasczyznę MN wedle 
linii prostej która jest oczywiście równoległa do A B ; owoż 
prosta CD jest właśnie równoległa do AB, więc ta  prosta CD jest 
przecięciem plasczyzn BACD i MN, to jest leży na płasczyznie MN.

W n io s e k . — Ztąd wynika że, jeśli prosta AB jest równoległa 
do płasczyzny MN, i  przez tę prostę poprowadzono płasczyznę która 
przecina pierwszą, przecięcie CD tych dwóch płasczyzn jest róiuno- 
ległe do prostej AB.

Uw aga. — Powyższe twierdzenie zogólnia się w następujjcem -w yslowie- 
niu. Gdy prosta  AB i  p ła sczyzn a  MN są równoległe, w sze lka  prosta  
równoległa do. AB jest równoległa do p ła szc zy zn y  MN albo leży na 

niej cała.

T w ie r d z e n ie  XVIi.

Przecięcie AB dwóch płasczyzn AC, AD, równoległych do prostej 
EF, jest równoległe do tej linii.

Jakoż, prosta równoległa do EF, poprowadzona przez który-
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kolwiek punki przecięcia dwóch plasczyzn, leży cała na tych 
płasczyznach, a więc jest ich przecięciem.

W n io s e k . —■ Przecięcie się dwóch plasczyzn, 
przechodzących przez dwie proste równoległe, jest 
równoległe do tych linij.

K
/

i» y

T w ie r d z e n ie  XVIII.

Linia prosta AB i płasczyzna MN, obie prostopadłe do jednej 
linii prostej AC, są równoległe.

Jakoż, płasczyzna BAC przecina 
płaszcyznę MN wedle prostej CD która 
jest prostopadła do AC i równoległa 
do AB ; więc prosta AB jest równo
legła do płasczyzny MN.

M
N aavzajem , gdy prosta AB i płasczyzna MN są równoległe, wszelka 

/irosta GH prostopadła do płasczyzny MN jest prostopadła do pros
tej AB. Albowiem, jeśli przez spodek prostopadłej GH poprowa
dzimy równoległę GK do prostej AB, ta równoległa będzie leżała 
na płasczyznie MN, i temsamem będzie prostopadła do GII. 
Owoż, chociaż prosta GII nie spotyka prostej AB, mówi się jednak 
że jest do niej prostopadła, dlatego że tworzy kąt prosty z jej 
równoległy GK. Więc prostopadła GII do płasczyzny MN jest 
prostopadły do prostej AB.

T w ie r d z e n ie  XIX.

Równolegle AC, BD, zawarte między prostą AB i  płasczyzna 
równoległą MN, są równe.

Płasczyzna dwóch równoległych AG, BD spo
tyka płasczyznę MN wedle prostej CD równole
głej do AB ; więc czworobok ABDC jes't rów no- 
legtobokiem, i AC =  BD.

30
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W n io s e k . — Dwie proste AC i BD, prostopadłe do płasczyzny 
MN, s^ temsamem prostopadłe do równoległej AB; więc mierz.j 
odległości dwóch któryclikolwiek punktów A i B tej prostej od 
płasczyzny. Zt§d wynika że prosta równoległa do płasczyzny jest 
wszędzie od niej równoodległa.

PŁASCZYZNY RÓWNOLEGŁE.

Ok r e ś l e n ie  IX. — Dwie płasczyzny s$ równoległe gdy się nie 
mog§ spotykać, jakkolwickby daleko je  przedłużano.

T w ie r d z e n ie  XX.

Dwie płasczyzny prostopadłe do jednej lin ii prostej są równo
ległe.

Bo, gdyby się spotykały, możnaby z któregokolwiek punktu 
ich przecięcia spuścić dwie płasczyzny prostopadłe na jedn$ 
linię p rosty ; co niemożebne (4)..

T w ierd zen ie  XXI.

Przecięcia AB, CD, dwóch płasczyzn równoległych MN i PQ 
przez trzecią AD, są równoległe.

NT B Jakoż, przecięcia AB i CD sg. dwiema liniami!   ̂J  J  prostemi na jednej płasczyznie AD, i nie mogę
—— N się spotykać dlatego że należę. do płasczyzn MN

nu i PQ któro nie m a jj żadnego punktu spólnego; 
więc te przecięcia AB i CD sg. równoległe.

o 0.

W n io s e k . — Przecięcia dwóch płasczyzn równoległych przez 
dwie inne płasczyzny takie równoległe są równoległe między 
soba.
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i

T w ie r d z e n ie  XXII.

Gdy dwie płasczyzny są równolegle, wszelka prosta prostopadła 
do jednej z nich jest prostopadła do drugiej.

Kr--------------- % Niech będą dwie płasczyzny równoległe MN
./  Ar c /  i PQ ; jeśli z punktu A pierwszej spuścimy pros- 

topadłę AB na drugą, i przez tę linię poprowa
dzimy jakąkolwiek płasczyznę CABD, przecięcia 
AC i BD będą rów noległe; zatem prosta AB, 
prostopadła do płasczyzny PQ, jest prostopadła 

do prostej BD i temsamem prostopadła do jej równoległej
AC. Owoż ta ostatnia jest jakakolwiek ; więc prosta AB, prosto
padła do wszelkiej prostej AC leżącej na płasczyznie MN, jest 
prostopadła do tej płasczyzny.

U w a g a .  — Powyższe twierdzenie można inaczej wyrazić, mó
wiąc : Dwie płasczyzny równolegle są prostopadłe obie do tej samej 
linii prostej; tak wysłowione jest wzajemmcą twierdzenia XX.

T w ie r d z e n ie  X X III.

Przez punkt A, dany zewnątrz płasczyzny MN, można zawsie 
poprowadzić płasczyznę 9'ównoległą do tej płasczyzny; ale tylko 
jedną.

Jakoż, z punktu A można zawsze spuścić 
prostopadłę AB na płasczyznę MN, i przez punkt 
A poprowadzić płasczyznę PQ prostopadłą do 
płasczyzny MN. Płasczyzna PQ będzie równo
legła do płasczyzny MN (20).

Ta płasczyzna PQ jest jedyną równoległą do płasczyzny MN ; 
bo dwie płasczyzny równoległe są prostopadłe do tej samej pros- 
tej, a przez punkt A jedną tylko płasczyznę prostopadłą do 
prostej AB poprowadzić można.

W n io sek . — Jeśli przez punkt A, wzięty zewnątrz płasczyzny MN, 
poprowadzono równoległe AC, AD, AE,.. do tej płasczyzny, miejscem
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tijch równoległych jest płasczyzna PQ równoległa do płasczyzny iMN. 
Albowiem, jeśli z punktu A spuścimy prostopadłę AB na płas- 
czyznę MN, ta linia będzie prostopadła do każdej z prostych AC,
AD, AE... (18. wz.); więc miejscem tych prostych jest płasczyzna 
prostopadła do AB, to jest równoległa do płasczyzny MN.

Gdy dwie płasczyzny równoległe są przecięte przez trzecią, 
wtedy :

■1° Kąty dwój ścienne odpowiedające, naprzemianległe wewnętrzne, 
naprzemianległe zewnętrzne są odpowiednio równe.

2° Kąty dwójścienne wewnętrzne, albo zewnętrzne, będące z jednej 
strony płasczyzny siecznej, są spełniające.

i CD tych płasczyzn są równoległe. Poprowadź
my do tych dwóch równoległych płasczyznę 
prostopadłą ECQ, która przetnie trzy płasczyzny 
MN, PQ, RS wedle linij AN, CQ, ER prosto
padłych do AB i CD. Owoż, równoległe AN, CQ 
tworzą z sieczną ER kąty prostolinijne, które

odpowiedają ośmiu kątom dwójściennym mającym krawędzie 
AB i CD; a że twierdzenie już jest dowiedzione dla tych kątów 
prostolinijnych, więc jest także prawdziwe dla kątów dwójścien- 
nych. W ięc, etc.

U w a g a . — Pięć wzajemnie togo twierdzenia wtenczas tylko są 
prawdziwe gdy kąty dwójścienne, które porównywamy, mają 
nadto krawędzie równoległe.

Dwie proste równolegle AC, BD, zawarte między dwiema płas- 
czyznami równoległemi MN, PQ, są równe.

Płasczyzna dwóch prostych równoległych AC, BD przecina

T w ie r d z e n ie  XXIV.

Niech będą dwie płasczyzny równoległe MN 
i PQ przecięte płasczyzną 11S; przecięcia AB

T w ie r d z e n ie  XXV.
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dwie plasczyzny równoległe MN, PQ wedle dwóeli prostych 
równoległych AB, CD (21). Więc czworobok 
ABDC jest równoległobokiem i jego boki prze
ciwległe AC, BD są równe.

r -
p

/ i • /

1

L 3
7=

j

W n io sek . — Dwie plasczyzny równoległe są 
'  wszędzie równo od siebie oddalone. Bo odle

głością dwóch płasczyzn równoległych jest spólna prostopadła, 
a dwie takie linie są równoległe i równe.

T w ie r d z en ie  XXVI.

Trzy plasczyzny równoległe M, N, P dzielą dwie jakiekolwiek 
proste AB, CD na części proporcyonalne.

Niech będę dwie jakiekolwiek proste AB, CD 
w przestrzeni, przecięte trzema płasozyznami 

y  równoległemi M, N, P, w punktach A, E, B 
i C, F , D. Jeśli przez punkt A poprowadzimy 

7  prostę Ali równoległą do CD, i wyobrazimy 
płasczyznę ABH, ta płasczyzna przetnie płasczy- 

zny równolegle N i P wedle dwóch równoległych EK i BIJ; 
zatem w trójkącie ABH, będzie <

A E __AK
EB — K H '

Owoż, odcinek AK =  CF, i KII =  FD, jako równoległe za
warte między płasczyznami rów noległem i; więc

AE =  CF 
E B - ” F I ) ’

T w ie r d z e n ie  XXVII.

Dwa kąty dwójścienńe, mające ściany równoległe, są równe albo 
spełniające.

Krawędzie AB, CD dwóch kątów dwójściennych MABN, PCDQ, 
mających ściany równoległe każda do każdej, są równolegle 
(21 wn,). Poprowadźmy do tych krawędzi płasczyznę prostopadłą



która przetnie ściany kątów wedle równoległych AM i CP, AN 
i CQ. Te linie, prostopadle do krawędzi 
odpowiednych AB, CD, tworzą kąty pros- 

/  tolinijne rów ne albo spełniające : więc kąty
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J i— dwój ści enne które im odpowiedają są także
____x  równe albo spełniające, to jest kąt dwój-

ścienny ostry równa się dwójścienncmu 
ostremu a jest spełnieniem dwójściennego rozwartego.

Uw a g a . — Kąty dwójścienne, mające ściany prostopadłe każda 
do każdej i krawędzie równoległe, są równe albo spełniające.

Dowodzenie jako wyżej.

T w ie r d z e k ie  XXVIII.

Dwa kąty ABC, A'B'C' w przestrzeni, mające ramiona odpowiedne 
równoległe, są równe albo spełniające, a ich płasczyzuy są 
równoległe.

p’ / Weźmy na odpowiednych ramionach
/ \ ^  , . ' f  tych kątów długości BA =  B'A', BC =  B'C',

/A '/  i połączmy AA', BB1, CC', AC, A'C'. Czwo
robok ABB'A’, mający dwa boki przeciw-j) ~7 ~

\ y '  ' ległe AB, A'B' równe i równoległe, jest
równoległobokiem ; zatem boki AA', BB' 

są równe i równoległe. Dla tej samej przyczyny boki BB', CC' 
są równe i równoległe. W ięc dwa boki AA' i CC' są równe i 
równoległe, i czworobok ACA'C' jest równoległobokiem; przeto 
bok AC == A'C'. Ztąd wynika że dwa trójkąty ABC, A'B'C' są 
równoboczne między sobą; więc kąt ABC— A'B'C'.

Z tego co poprzedza wnosimy że dwa kąty ABD, A/B'C', mające 
ramiona równoległe ale nie ułożone podobnie, są spełniające.

Płasczyzny dwóch kątóiu ABC, A'B'C' mających ramiona równo
ległe każde do każdego są równoległe. Bo ramiona B'A', B'C’ dru
giego kąta, odpowiednio równoległe do ramion pierwszego, są 
równoległe do płasczyzny ABC; więc płasczyzna A'B'C' jest 
równoległa do płasczyzny ABC (23 um).



W niosek  I. — Dwie płasczyzny prostopadłe do trzeciej i prze
chodzące przez dwie proste równoległe nieprostopadłe do tej płasczy- 
zny, są równolegle. — Bo są płasczyznami dwóch kątów mających 
ramiona równoległe każde do każdego.

IT. — Przez dany punkt można zaiusze poprowadzić płasczyznę 
równoległą do dwóch prostych w przestrzeni, ale tylko jedną.

KĄTY LINIJ PROSTYCH W PRZESTRZENI I PŁASCZYZN.
RZUTY.

Wiemy że każda linia prosta jako AB ma dwie strony, jedną AB 
gdy się idzie od punktu A do B, drugą BA gdy się idzie od B do A.

KĄTY LINIJ PROSTYCH W PRZESTRZENI I PŁASCZYZN. RZUTY. 4 5 9

Mając wzgląd na kierunek i na stronę, nazywa się kątem dwóch 
linij prostych w przestrzeni, kąt który tworzą dwie równoległe do 
tych linij, poprowodzone w te same strony przez jakikolwiek 
punkt przestrzeni.

Aby więc otrzymać kąt dwóch prostych AB i CD, prowadzi 
się, przez punkt O przestrzeni, równoległę OB1 do AB idącą 
w stronę AB, i równoległę OD' do CD idącą w stronę CD; kąt 
B'OD' jest kątem dwóch prostych AB i CD. Tak samo kąt dwóch 
prostych AB i DC wyraża się kątem B'OC'; etc.

Mówi się że dwie proste to przestrzeni są prostopadłe gdy ich kąt 
jest prosty. Na mocy twierdzenia XXVIII, wielkość kąta utworzo
nego przez równoległe do dwóch danych prostych nie zależy od 
położenia punktu O w przestrzeni, ale tylko od kierunku tych 
dwóch prostych., To usprawiedliwia powyższe określenia.

C \ / a'

Uwaga. —  Widzimy teraz łatwo że, m ajjc  dane dwie jakiekolwiek proste
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w  przestrzeni można zawsze, przez jedno, z nicli, poprowadzić plasczyznę 
równoległą do drugiej. Ale n iem ożna, przez je d n j z dwóch danych pros
tych, prowadzić plasczyzny prostopadłej do drugiej prostej, tylko wtedy 
gdy te proste s? do siebie, prostopadle.

Kąt dwóch płasczyzn może się wyrazie przez kąt dwóch linij 
prostych w przestrzeni, jako pokazuje następujące twierdzenie.

T w ie r d z e n ie  XXIX.

Jeśli przez punkt O przestrzeni poprowadzono dwie proste AB i  CD, 
prostopadłe każda do jednej z dwóch płasczyzn N i  P , te linie two
rzą cztery kąty odpowiednio równe czterem kątom tych płasczyzn.

Jakoż, płasczyzna AOC, dwócli 
p 'ostopadłych AB i CD do płas- 
ccyzn N i P, jest prostopadła do 
przecięcia EF tych płasczyzn; 
więc kąt AOC i kąt prostolinijny 
ALIC, leżące oba na jednej płas- 
czyznie i mające ramiona prosto
padłe każde do każdego, są równe 
albo spełniające (I, 24). Ztąd wy
nika że cztery kąty utworzone 

przez dwie prostopadłe AB i CD do płasczyzn N i P są te same co 
kąty prostolinijne czterech kątów tych płasczyzn. W ięc zamiast 
kątów płasczyzn można uważać kąty Unijne które są daleko do
godniejsze.

W n iosek  I. —  Jeśli z punktu II krawędzi kąta dwójściennego
NEFP wyprowadzimy do jego ścian prostopadłe HK i IIL idące
w strony tych ścian, kąt KHL tych prostopadłych będzie spełnie
niem kąta dwójściennego. Jakoż, płasczyzna KHL jest prostopadła 
do krawędzi E F ; więc kąt KHL prostopadłych i kąt prostoli
nijny AHC, oba na jednej płasczyznie, mające ramiona prostopadłe 
każde do każdego ale niejednakowo ułożone, są spełniające.

Dowiedzie się podobnie że kąt AOC, prostopadłych spuszczo-



nycli z punktu O wziętego wewnątrz kąta dwójściennego NEFP 
na jego ściany, jest spełnieniem tego kąta.

I I .— Wynika z powyższego twierdzenia że :
Dwie płasczyzny odpowiednio prostopadłe do dwóch prostych 

nierównołegłych przecinają s ię . 1 n a w za je m ,  dwie proste odpo
wiednio prostopadłe do dwóch płasczyzn przecinających się nie 
są równoległe.

Ok r e ś l e n ie  X. — Nazywa się rzutem punktu A na płasczyznie N
spodek a prostopadłej spuszczo-
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Rzutem jakiejkolwiek linii ABC... na płasczyznie N jest miejsce 
rzutów abc.. wszystkich punktów tej linii.

czyzny się przecinają.

Ok r eślen ie  XI. — Punkt w którym prosta AB przebija płas
czyznę rzutów nazywa się jej śladem.

Gdy linia prosta jest, jako Aa, prostopadła do płasczyzny rzu
tów MN, wtedy jej rzutem jest jej ślad a.

Rzut linii prostej jest oczywiście od niej mniejszy, i tylko 
wtedy jej równy gdy ta prosta jest równoległa do płasczyzny 
rzutów : w tem szczególnem położeniu mówi się że linia prosta 
rzutuje się w prawdziwej wielkości.

N

nej z tego punktu na płasczyznę.

Płasczyzna N jest płasczyzną 
rzutu a prostopadła Aa jest rzu- 
tującą punktu A.

T w ie r d z e n ie  XXX.

R zut linii prostej na płasczyznie MN jest linią prostą.

Jakoż, prostopadłe Aa, TSb,... spuszczone 
i z różnych punktów prostej AB na płasczyznę
j __ MN, leżą na płasczyznie ABb prostopadłej do
\ j  tej płasczyzny (11, wn. 2 ); więc miejscem
V spodków a, h, e,... tych prostopadłych jest

linia prosta ab wedle której te dwie płas-
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Rzutem linii krzywej na płasczyznie jest linia krzywa ; ale, jeśli 
linia krzywa leży na płasczyznie prostopadłej do płasczyzny rzu
tów, wtedy jej rzut jest linią prostą.

Rzuty linii jakiejkolwiek na dwóch płasezyznach równoległych 
są oczywiście równe.

T w ie r d z en ie  XXXI.

Gdy dwie proste AB, CD są równoległe ich rzuty ab, cd na jednej 
płasczyznie są równoległe.

Jakoż, płasczyzny rzutujące BAa, 
DCe dwóch prostych równoległych 
AB, CD są równoległe (2S) ; więc 
przecięcia ab, cd tych płasczyzn 
z płasczyzną rzutów MN są równo
ległe.

W n iosek . — Jeśli rzuty dwóch prostych są równoległe, te 
proste leżą na dwóch płasezyznach równoległych.

U w a g a . — Gdy dwie proste są prostopadłe, ich rzuty nie są 
koniecznie prostopadłe; ani nawzajem. Ale jest szczególny przy
padek tych linij o którym dobrze jest wiedzieć; to j e s t :

R zut kąta prostego na płasczyznie równoległej do jednego z ra
mion jest kątem prostym. I n a w za jem .

Chociaż to zadanie nie różni się od twierdzenia trzech prostopad
łych tylko samem wysłowieniem, dowiedziemy go jednak wprost, 
aby jaśniej pokazać na czem polega tosamość tych dwóch zadań.

Rzuty jednej figury na dwóch płas- 
czyznaeh równoległych są równe ; jeśli 
więc, przez ramie BG kąta prostego ABC, 
poprowadzimy płasezyznę MN i spuści
my na nią prostopadłę AD, kąt DBG 
będzie rzutem kąta prostego ABC, na 
płasczyznie równoległej do ram ie

nia BC. Owoż, prosta BC jest prostopadła do xlD, a jeśli 
nadto jest prostopadła do BA albo do BD, to będzie temsamem
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prostopadła do płasczyzny ABD. W ięc rzut DBG kąta pros
tego ABC jest kątem prostym ; i nawzajem, kąt ABG jest prosty 
jeśli jego rzut DBC na płasczyznie równoległej do jednego z ra
mion jest kątem prostym.

Ztąd, zogólniąjąc, wynika że : Jeśli dwie proste w przestrzeni 
są prostopadłe, ich rzuty na płasczyznie równoległej do jednej 
z nich są także prostopadłe miedzy solą.

T w ie r d z e n ie  XXXII.

Jeśli linia prosta jest prostopadła do płasczyzny, je j  rzut jest 
prostopadły do śladu tej płasczyzny.

Niech będzie prosta AB prosto
padła do płasczyzny P ; powie- 
dam że rzut ab tej prostej i ślad CD 
płasczyzny P na płasczyznie M są 
do siebie prostopadłe. Jakoż, 
prosta AB, prostopadła do płas
czyzny P, jest prostopadła do jej 

śladu CD; więc rzuty ab i CD tych dwóch prostych prostopa
dłych, na płasczyznie M przechodzącej przez CD, są do siebie 
prostopadłe.

W n iosek . —  Jeśli rzut ab prostej AB jest prostopadły do śladu 
CD płasczyzny P, ta prosta AB leży na płasczyznie prostopadłej 
do płasczyzny P (11, wn.).

T w ir d z e x je  XXXIII.

Pochyła AB tworzy ze swoim rzutem BC, na]płasczyznie MN, kat 
ABC mniejszy niż z wszelką inną prostą BD tej płasczyzny

Spuśćmy proslopadłę AC na płasczyznę MN, 
weźmy BD =  BC i połączmy AD. Prostopadła

o ' / a
AC <  AD. Zatem dwa trójkąty ABC, ABD mają 

K dwra boki równe każdy każdem u, a trzeci 
bok AC <  AD. Więc kąt ABC <  ABD.
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W ntosek . — Ponieważ kyt ostry ABC jest najmniejszy, czyli 
jako się mówi, minimum  między kylami jakie pocliyła AB do 
płasczyzny MN czyni z liniami prostemi tej płasczyzny, kyt roz
warty ABC' będzie kytem maximum.

Ok r eślen ie  XII. — Nazywa się li atom lin ii prostej i płasczyzny 
k;it minimum który ta prosta czyni ze swoim rzutem na płas- 
czyznie.

T w ie r d z e n ie  XXXIV.

Gdy dwie płasczyzny MN i PQ przecinają się, ze wszystkich 
prostych przechodzących przez punkt A na płasczyznie MN, ta która 
czyni największy kąt z płasczyzną PQ jest AB prostopadła do 
spólnego przecięcia NP tych płasczyzn.

Niech będzie, na płasczyznie MN, jaka
kolwiek pochyła AC do NP poprowadzona 
przez punkt A, a na płasczyznie PQ rzut D 
punktu A.Połyczmy DB, DC; te linie będg 
rzutami prostych AB, AC na płasczyznie PQ. 
Aby dowieśdź że kyt ABD jest większy 

od kyta ACD, uważajmy że, na mocy twierdzenia trzech prosto
padłych, rzut DB jest prostopadły do NP ; przeto DB <  DC. Jeśli 
więc na DC weźmiemy DE =  DB i połączymy AE, dwa trójkyty 
prostokątne ADB, ADE będy rów ne; zatem ky.ty ABD, AED sy 
równe. Ale w trójkącie ACD, kat zewnętrzny AED jest większy 
od wewnętrznego ACD; więc kyt ABD jest większy od kyta ACD.

W n io s e k . — Iiyt ABD jest kgicm prostolinijnym dwóch płas
czyzn MN, PQ. Gdy płasczyzna PQ jest pozioma, wtedy pochyła 
AB nazywa się linią największej spadzistości płasczyzny MN.

Przez każdy punkt płasczyzny przechodzi linia jej największej 
spadzistości, ale tylko jedna.
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NAJKRÓTSZA ODLEGŁOŚĆ DWÓCH LINIJ PROSTYCH 
W PRZESTRZENI.

T w ie r d z en ie  XXXV.

Gdy dwie proste AB, CD nie leżą na jednej płasczyznie, wtedy :

1° Istnieje zawsze spólna prostopadła do tych prostych, ale tylko 
jedna.

2° Ta spólna prostopadła jest najkrótszą odległością tych dwóch 
prostych.

Niech będzie GH spólna prostopadła 
do dwóch prostych AB i CD nie leżą
cych na jednej płasczyznie. Jeśli przez 
spodek G poprowadzimy równoległę 
GF do CD, prosta GH będzie prosto

padła do GF i temsamem prostopadła do płasczyzny BGF która 
jest równoległa do GD. To pokazuje że spólna prostopadła do 
dwóch prostych w przestrzeni powinna leżeć na dwóch płas- 
czyznach, które przechodzą każda przez jedną z tych prostych 
i są prostopadłe do płasczyzny równoległej do obydwóch pros
tych, O wóz, te dwie płasczyzny prostopadłe przecinają się; bo 
ich ślady AB i GF na płasczyznie BGF spotykają się w punkcie G, 
z przyczyny że proste AB i CD nie są równoległe. Więc istnieje 
spólna prostopadła, i tylko jedna, do dwóch prostych nie równo
ległych w przestrzeni.

2° Ta spólna prostopadła GH do prostych AB, CD jest mniej
sza od wszelkiej prostej KI która łączy dwa którekolwiek ich 
punkta. Bo prostopadłe IIG i KL, spuszczone z punktów pros
tej CD na płasczyznę równoległą BAE, są równe, a oczywiś
cie K L <  KI.

Uwaga. — Jeśli poprowadzimy najpierwej, przez jakikolwiek punkt 
przestrzeni, dwie płaszczyzny prostopadłe do prostych AB, CD, ich przecię-
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cic będzie prostopadle do tych p ro s ty ch ; a jeśli potem poprowadzimy proste 
równoległą do lego przecięcia i opierającą się na AB i GD, ta równoległa 
będzie spólną prostopadłą do tych dwóch prostych.

Powyższa uwaga, k tó ra  także dowodzi istnienia spólnej prostopadłej do 
dwóch jakichkolwiek prostych AB, GD w przestrzeni, daje w Geometryi 
opisującej łatwe wykreślenie najkrótszej odległości tycli dwóch prostych.

CZWOROBOK SPACZONY.

O k r e ś le n ie  X IV . —  Nazywa się czworobokiem spaczonym  albo 

skośnym  figura zamknięta ABCD którą tworzą cztery linie proste 
nie leżące na jednej płasczyznie.

T w ie r d z e n ie  XXXVI.

W szelka p łusczyzna  rów noległa do dwóch boków p rzecm lcg łych  
czworoboku spazonego d z ie li proporcyonalnie dwa inne boki.

Niech będzie czworobok spaczony ABCD 
i płasczyna MN, równoległa do boków AD, 
BC, która przecina dwa inne boki w pun
ktach E, F. Boki AD i BC leżą na płasczyznach 
równoległych do płasczyzny MN (23, wn); 

więc

AE DF 
EB — FC '

Uwaga. — Można w prost dowieśdź tego twierdzenia, uważając żeE Ił jest 
równolegle do AD a zaś FH  równoległe do BC.

N a w za jem ,  wszelka prosta EF dzieląca proporcyonalnie dwa 
boki przeciwległe czworoboku spaczonego leży na płasczyznie 
równoległej do dwóch innych boków.

Dowodzenie jako zwykle.
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T w ie r d z e n ie  XXXVII.

Płasczyzna spotykająca cztery boki czioorobolcu spaczonego wy
znacza cztery stosunki odcinkowe,  których wieloczyn równa sic 
jedności dodatnej.

I NAWZAJEM.

Poprowadźmy przekątnę A C ; płasczyzna 
poprzeczna m n p  q spotka ją , mówiąc ogólnie, 
w punkcie O, i będzie :

m k  wB OC 
w trójkącie ABC, =  1;

»C ?D OA
a w trójkącie ACD ^ - ^ T O C ^ 1-

« A  «B »C
W ięc —n ' —r  * " n  ' * =  4*mB nC p p  qA

N a w za jem ,  jeśli cztery punkta m, n, p , q, leżące na kierunkach 
czterech boków czworoboku spaczonego, dają wieloczyn stosunkóio 
odcinkowych równy jedności dodatnej, te cztery punkta są na jednej 
płasczyznie.

Przez trzy punkta m, n, p  poprowadźmy płasczyznę która 
spotka bok AD w punkcie q', i będzie

m k  )il3 pG q' D
mB ' nC pD~ (pA =  ’

ale z założenia 5 *  =® W iCo < ?  =  « 5 .
mB nC pB  jA  q'A q A

Ostatnie równanie pokazuje że dwa stosunki odcinkowe są 
tego samego znaku, to jest punkta q',q leżą oba na boku AD, albo

oba zewnątrz; zkąd wynika —  =  a zatem q'A =  qA. 
x • q'A qA

Więc płasczyzna trzech punktów m, n, p  przechodzi przez q.

Uwaga. — Przypuściliśmy w dowodzeniu że płasczyzna poprzeczna spo
tyka przekątnę AC; gdyby ta płasczyzna była równoległą do AC, poprzeczne



mn, pq  byłyby także równolegle do AC ; wtedy równanie odcinkowe otrzy
małoby się jeszcze pros‘ciej niż poprzednio.

W n iosek . W  czworoboku spaczonym ABCD, dwie proste EF, HK, 
które dzielą boki przeciwległe na odcinki proporcyonlne, dzielą się 
nawzajem na części proporcijonulne do łych odcinków.

Jakoż, z założenia

EA FB . H A _ _ K D
ED FC U  * HB ~~ KC (2)'

Z tych dwócli proporcyj wynika równanie

EA  ̂ KD FG HB =
ED ‘ KC ' FB ' HA — +  ’

które dowodzi że czworobok EHFK jest p łask i; więc jego prze
kątne EF i HK przecinają się w punkcie 0.

Nadto, proporeya (1) pokazuje że prosta EF leży na plasczyznie 
równoległej do boków AB i DC. W ięc, w czworobokach spaczo- 
nych HRDA, I1KCB prosta EF dzieli proporcyonalnie boki prze- 
ciwległe AD, HK, BC, to jest daje

OH _  EA _  FB
OK ~  ED ~  E C '

I tak samo czworoboki spaczone EFBA i EFCD dają

OE _ HA _ KD
OF ~  HB — KC

Zlyd wynika że, w czworoboku spaczonym, środki boków są 
wierzchołkami równoległoboku.

U w aga. — Gdy plasczyzna poprzeczna staje się równoległą do dwóch 
boków przeciwległych AB i CD, punkta m  i p  oddalają się w nieskończoność 

mA ł>C
1 stosunki —  > — , przywodzą się do jedności; więc wtedy wiełoczyn 

stosunków odcinkowych staje się

)iB r/D , oD nC
—  • —  =  1 albo —  =  — ■
nC qh q A nB

Co daje twierdzenie XXXVI jako szczególny przypadek powyższego.
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KĄTY WIELOŚCIENNE.

Ok r eślen ie  XV. — Figura utworzona z wielu płasczyzn prze
chodzących przez jeden punkt S i zawartych między ich przecię
ciami SA, SB... nazywa się kątem wielościennym albo bryłowym.

s

Punkt S jest wierzchołkiem, przecięcia SA, SB ..., krawędziami 
a płasczyzny zawarte w kątach ASB, BSC.,. są ścianami kąta 
wielościennego SABCDE.

Oznacza się kąt wielościenny literą wierzchołka, po której k ła
dzie się litery wszystkich ścian, i mówi się kąt SABCD. Ale, jeśli 
niema wątpliwości, można oznaczać kąt wielościenny samą literą 
jego wierzchołka, i mówić kąt wielościenny S.

Kąt wielościenny jest trójścienny, czwór ościenny..., według jak 
ma trzy , cztery... ściany.

Najprostszy z kątów wielościennych jest kąt trójścienny SABC; 
albowiem trzeba przynajmniej trzech płasczyzn do utworzenia 
kąta wielościennego. W  kącie trójściennym jest sześć części do 
uw ażania: trzy ściany ASB, BSC, CSA, i trzy kąty dwójścienne 
SA, SB, SC.

Uw aga. — Dla skrócenia mówi się często trójścian zamiast kąt trój
ścienny, a czasem dwójścian zamiast kgt dwójścienny. Ale nie można 
mówić czworościan, pięciościan,... zamiast kąt czworośrienny, piętio- 
scienny, e tc . ; bo czworościan, pięciościan... oznaczają figury zamknięte 
przestrzeni o których później będzie mowa.

Kąt wielościenny jest w ypukły  gdy leży całkiem z jednej strony
31
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płasczyzny każdej ściany. Kąt trójścienny jest oczywiście wypukły.
Dwa kąty wielościenne SABGD, SA'B'C'1)' są wierzchołkiem 

przeciwległe, gdy krawędzie jednego są prze
dłużeniami krawędzi drugiego. Takie kąty na
zywają się symetrycznemi jeden drugiego. Dwa 
kąty symetryczne SABCD, SArB'C'D' są równe 
we wszystkich częściach; bo ich ściany ASB 
i A’SB', BSC i B'SC',... są równe między sobą, 
jako zawarte w  kątach wierzchołkiem prze

ciwległych, a ich kąty dwójścienne SA i SA', SB i SB ',... są także 
równe między sobą jako krawędzią przeciwległe.

Ale w tych dwóch kątach symetrycznych, części równe są 
w porządku odwrotnym ułożone. Jakoż, widz oparty na krawę
dzi SA, mający głowę w S a nogi w A, i patrzący wewnątrz kąta 
SABCD, spostrzega jego krawędzie, idące od prawej ręki ku le
wej, w porządku SB, SC, SD ; gdy tymczasem drugi widz, mający 
podobną postawę w drugim kącie SA'B'C'D', to jest głowę w S 
a nogi w A',, spostrzega krawędzie idące od prawej ręki ku lewej 
w porządku odwrotnym SD', SC', SB'.

Ztąd wynika że w ogólności dwa kąty 
wielościenne symetrycz?ie nie są przysta- 
walne. Na dowodzenie tego, uważajmy 
naprzykład dwa trójściany symetryczne 
SABC, SA'B'C', i przypuśćmy ze krawędź 
SC wystaje nad płasczyzną ASB, a temsa- 
mem że jej przedłużenie SC' jest pod tą 
płasczyzną. Jeśli więc, dla wykonania 
przystawania dwóch trójścianów, położy
my ścianę A'SB' na ścianie ASB tak, żeby 

krawędź SA' przystała do SA i krawędź SB' padła na SB, jako 
gdybyśmy obrócili trójścian SA'B'C' na 180 stopni około osi 
prostopadłej do płasczyzny ASB w punkcie S, wtedy krawędź SC1 
zostanie ciągle pod płasczyzną ASB, i trójścian SA'BrC' nie przy
stanie do SABC.

Jeśli zaś wykonamy przystawanie tych dwóch trójścianów, 
przykładając przewróconą ścianę A'SB' na ścianę ASB, jako gdy
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byśmy dali trójścianowi SA'B'C' półobrotu  około dwójsiecznej SX 
kąta ASB'; wtedy krawędź SA' przystanie do SB, i krawędź SB' 
do SA. Ale krawędź SC', chociaż tą razą przypada nad płasczyzną 
ASB, nie pójdzie po krawędzi SC, bo płasczyzna ściany B'SC' nie 
przystaje do płasczyzny ASC, z przyczyny że kąty dwójścienne 
SA i SB są ogólnie nierówne, a temsamem i kąty dwójścienne 
SA i SB'także nierówne. W ięc dwa trójściany symetryczne SABC, 
SA'B'C' nie przystają do siebie.

Jednakże, to co poprzedza pokazuje że, gdyby kąty dwójścienne 
SA i SB były równe, płasczyzna A'SC' przystałaby do BSC i płas
czyzna B'SC' do ASC; zatem krawędź SC' padłaby na SC. W ięc 
wtedy dwa trójściany symetryczne byłyby równe.

T w ie r d z e n ie  XXXVIII.

Jeśli z  wierzchołka kąta trójściennego OABC loyprowadzimy do 
jego ścian prostopadłe OA', OB', OC', każda z tej samej strony 
ściany co krawędź nieleżąca na niej, otrzymamy kąt trójścienny 
OA'B'C' spełn iają cy  pierwszego, to jest taki którego ściany są 
spełnieniami kątów dwójściennych przeciwległych w pierwszym, 
a jego kąty dwójścienne spełnieniami ścian tego kąta.

Jakoż, uważajmy w trójścianie OABC 
kąt dwójścienny OA. Prostopadła OB' 
do ściany AOC, z tej samej strony co kra
wędź OB, idzie w stronę ściany AOB, 
a zaś prostopadła OC' do ściany AOB, 
z tej samej strony co krawędź OC, idzie 
w stronę ściany AOC; więc ścia
na B'OC' czyli kąt B'OC' jest spełnie
niem kąta dwójściennego OA (29 wn.).
Tak samo ściana A'0C' jest spełnie

niem kąta dwójściennego OB, a ściana A'OB' spełnieniem kąta 
dwójściennego OC.

Nadto, ponieważ prosta OA' jest prostopadła do płasczyzny BOC, 
a prosta OC' prostopadła do płasczyzny BOA, zatem kra
wędź OB jest prostopadła do ściany A'OC'; podobnie krawędź OC
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jest prostopadła do ściany A'OB'. Owoż, w trójścianie OAWC' 
krawędzie OB, OG są prostopadłe do ścian kąta dwójścien- 
nego OA’ ; więc kąt BOG, czyli ściana BOC trójścianu OABC, jest 
spełnieniem kąta dwójściennego OA\ Tak samo ściany AOG i 
AOB są odpowiednio spełnieniami kątów dwójściennych OB' i OG'.

Dla tej wzajemnej własności dwa powyższe trójściany nazywają 
się spełniającemi.

W n io sek . — Jeśli z punktu  M, wziętego 
wewnątrz kąta trójściennego OABC, spuścimy 
prostopadle MP, MQ, MR na jego ściany, 
otrzymamy trójścian MPQR spełniający pier
wszego.

Uwaga. — Trzy plasczyzny, spotykające się w jednym  punkcie O, tworzą 
osiem kątów trójściennych ; łatwo widzieć że tylko dwa z tych kątów są 
spełniającemi trójścianu M, jakiekolw iek jest położenie jego wierzchołka 
w przestrzeni.

T w ie r d z e n ie  XXXIX.

W kącie trójściennym, każda ściana jest mniejsza od summy diuóch 
innych, a luiększa od ich różnicy.

Dosyć jest dowieśdź że największa ściana jest mniejsza od 
summy dwóch innych.

Niech będzie ASB największa ściana w ką
cie trójściennym S. Zróbmy na tej ścianie kąt 
BSD =  BSC, i poprowadźmy jakąkolwiek po- 
przecznę A B ; po czem, weźmy na krawędzi SC 
długość SC =  SD, i połączmy CA. CB. Dwa tró j
kąty BSC, BSD, mąjące kąt równy zawarty między 

dwoma bokami rów nem i, są rów ne ; zatem bok BC =  BD. 
Owoż, w trójkącie ABC

A D -f D B <  AC +  BC; więc AD <  AC.

Uważając teraz że dwa trójkąty ASD, ASC mają bok AS spoiny, 
bok SD równy SC, a trzeci bok AD mniejszy od AC, widzimy że 

kąt ASD <  ASC.
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W ięc, dodając do pierwszej strony kąt BSD a do drugiej kąt 
równy BSC, otrzymujemy

ASB <  ASC +  BSC.

Z nierówności

ASC +  BSC >  ASB wynika ASC >  ASB — BSD.

W n iosek . — W  jakim kolw iek kącie wielościennym każda ściana 
jest mniejsza od summy wszystkich innych. Aby tego dowieśdź, 
dość rozłożyć kąt wielościenny na trójściany, prowadząc płas- 
czyzny przez krawędzie tego kąta.

T w ie r d z e n ie  XL.

W  każdym trójścianie, a ogólnie w kącie wielościennym w y pu 

kłym , summa ścian (kątów płaskich) jest mniejsza od czterech kątów 
prostych.

Niech będzie kąt wielościenny SABCDE. 
Ponieważ ten kąt jest wypukły z założenia, 
wszystkie jego krawędzie SA, SB, SC,... leżą 
z jednej strony każdej ściany. Jeśli więc przez 
jakąkolwiek poprzecznę AB, wziętą naprzykład 
na ścianie ASB, poprowadzimy płasczyznę

i będziemy ją  obracali około AB tak żeby, zaczynając od wierz
chołka S w którym spotyka wszystkie krawędzie, weszła we
wnątrz kąta wielościennego, ta płasczyzna może oczywiście 
wziąć różne położenia, w których przecina wszystkie ściany kąta
i daje wielokąty wypukłe jako ABCDE. Łącząc teraz jakikol
wiek punkt wewnętrzny O tego wielokąta z jego wierzchołkami, 
utworzymy tyle trójkątów ile jest ścian w kącie wielościennym. 
Ztąd wynika że summa kątów w trójkątach mających wierzchołek 
w S jest ta sama co summa kątów w trójkątach mających wierz
chołek w O

Owoż, w trójścianie ABES, mamy (39)

BAE <  SAB +  SAE, albo OAB +  OAE <  SAB +  SAE;
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tak samo, w  trój ścianach B, C ,...

OBA +  OBC <  SB A - f  SBC 
OGB +  O CD <  SCB +  SCD

To pokazuje że summa kątów przy podstawie w trójkątach 
mających wierzchołek w O jest mniejsza od summy kątów przy 
podstawie w trójkątach mających wierzchołek w S ; zatem dla 
zrównania, summa kątów przy wierzchołku S musi być mniejsza 
od summy kątów przy wierzchołku O. Ale wielokąt ABCÜE jest 
wypukły, z przyczyny że kąt wielościenny S jest wypukły; przeto 
kąty AOB, BOC,... około wierzchołka O nie zachodzą jeden na 
drugi, i ich summa czyni cztery kąty proste. W ięc summa kątów 
płaskich które tworzą kąt wielościenny S wypukły  jest mniejsza 
od czterech kątów prostych.

T w ie r d z e n ie  XLI.

W każdym trójścianie, I o summa katów dwój ściennych jest za
warta między dw om a  i  sześcioma  kątami prostemi, 2° K aidy kąt 
dwójścienny powiększony dwoma prostemi jest większy od summy 
dwóch innych.

Jeśli nazwiemy A, B, C kąty dwójścienne kąta trójściennego 
SABC, ściany (to jest kąty płaskie) trójścianu spełniającego 
będą 2p — A, 2p — B, 2? — C. Zatem

I o Ponieważ w trójścianie spełniającym summa ścian jest 
mniejsza od czterech kątów prostych, mamy

2 — A +  2 — B +  2 — C < i i ;  więc A +  B + C > 2 p .

Do tego, każdy kąt dwójścienny trójścianu jest mniejszy od 
dwóch kątów prostych ; więc

A -f- B C 6p.

2° Każda ściana trójścianu jest mniejsza od summy dwóch
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innych (39); ztąd wynika żc w trójścianie spełniającym jest

2 — A <  2 — B +  2 — C; więc A +  2p >  B +  C.

W n iosek . — W  trój ścianie kąt dwój ścienny zewnętrzny jest więk- 
szy od różnicy dwóch kątów dwójściennych wewnętrznych nieprzy- 
legiych. Jakoż, na mocy 2° mamy

2p -j- G >  A +  B ; więc 2p — A >  B — G. 

przypuszczając B >  C.

U avaga. — Należy uważać że w trójścianie summa kątów dwój
ściennych nie jest stała jako w  trójkącie, i tylko się zawiera mię
dzy 2 i 6 kątami prostemi.

Zatem, trójścian m.ożo mieć jeden, diva a nawet trzy  kąty 
dwójścienne proste albo rozwarte. I tak, gdy trzy krawędzie 
trójścianu są prostopadłe między sobą, trójścian ma trzy kąty 
dwójścienne proste, i nazywa się trój prostokątnym ; gdy jedna 
krawędź jest prostopadła do dwóch innych, trójścian jest dwój- 
prostokątny; nareszcie trójścian mający jeden tylko kąt dwój- 
ścienny prosty nazywa się prostokątnym.

RÓWNOŚĆ KATÓW TBÓJŚCIENNYCH.
\

T w ie r d z e n ie  XLI1.

Dwa kąty trójścienne są równe gdy mają ścianę równą przyległą  

dwom kątom dwójściennym równym każdy każdemu i podobnie uło
żonym.

Niech będą dwa trójściany SABC, 
S'A'B'G', w których ściana ASB jest 
równa ścianie A'S'B’, kąty dwójścien
ne SA, SA ' równe między sobą, i kąty 
dwójścienne SB, S'Br także równe 
między sobą. Przypuszczamy nadto 

że układ części równych jest jednakowy w obydwóch trójścia-
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nach, to je s t : żc widz, oparty na ścianie ASB mając głowę w S 
i patrząc wewnątrz trójścianu SABG, spotrzega ścianę ASG na 
prawo a ścianę BSC na lew o; tak samo, widz mający podobną 
postawę w trójścianie S'A'B'G, spostrzega ścianę A'S'G’ napraw o 
a ścianę B'S'C' na lewo. Powiedam że takie trójściany są przy- 
stawalne, to jest równe.

Jakóż, połóżmy trójścian S'A'B'C' na trójścianie SABC lak, żeby 
ściana A'S'B' przystała do swej równej ASB, i krawędź S’A' padła 
na SA a krawędź S'B' na SB; wtedy, płasczyzna A'S'C'przystanie 
do ASC, bo kąty dwójścienne S'A' i SA są rów ne; i tak samo, 
płasczyzna B'S'G' przystanie do BSC, bo kąty dwójścienne S'B', 
SB są równe. W ięc krawędź S'C' pada na SC, i dwa trójściany 
przystają do siebie

Niech będą teraz dwa trójściany SABC, S'A'B'C' w których 
ściana ASB — A'S'B', i kąty dwójścienne przyległe równe 
SA =  S'A', SB =  S'B', ale niejednakowo ułożone w obydwóch 
trójścianach; to j e s t : widz oparty na ścianie ASB ma kąt dwój - 
ścienny SA na praw o; a zaś widz, podobnie oparty na ścianie 
A'S'B', ma kąt dwójścienny odpowiedny S'A' na lewo. Powiedam 
że te dwa trójściany, mające części równe każda każdej ale 
w porządku odwrotnym ułożone, są symetrycznie. Jakoż, trójścian 
S’A'B'C' i jego symetryczny S'A"B''C'' mają te same części równe 
ale w porządku odwrotnym ułożone; ztąd wynika żc trójściany 
SABC i S,A"B',C" czyniące zadość powyższemu twierdzeniu, są 
przystawalne. W ięc trójściany SABC, S'A'B'C' są symetryczne.
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T w ie r d z e n ie  XL1II.

Dwa kąty trójścianu są równe, albo symetryczne, gdy mają kąt 
dwój ścienny równy zawarty między dwiema ścianami równemi 
każda każdej.

Dowodzenie jako w yże j: te trójściany są przystawalne albo 
symetryczne, według jak części równe są albo nie są podobnie 
ułożone.

U w a g a . — Powtarzając wiadome dowodzenie geometryi płas
kiej (I, 11), przyzwoicie zastosowane, nie trudno okazać nastę
pujące twierdzenie :

Gdy dwa trójściany mają dwie ściany równe każda każdej, zawie
rające kąt dwój ścienny nierówny, wtedy naprzeciw kąta dwój ścien
nego mniejszego jest ściana mniejsza. I n a w za je m .

T w ie r d z e n ie  XLIV.

Dwa kąty trójścienne są równe gdy mają ściany równe między 
sobą i w tym samym porządku.

Niecli będą dwa trójściany S, S', mające kąty płaskie równe i

w tym samym porządku idące. iMożnaby, opierając się na ostatniej 
uwadze, dowieśdź tego twierdzenia rozumowaniem któregośmy 
w geometryi płaskiej użyli (1, 12). Ale wolimy dać następujące 
dowodzenie wprost.
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Weźmy sześć krawędzi równych SA, SB, SC, S'A', S'B', S'C' ; 
wyobraźmy podstawy ABC, A'B'C', i z wierzchołków S, S' 
spuśćmy na nie odpowiedające prostopadłe SO, S '0 ', których 
spodki O, 0 ' będą środkami kół opisanych na tych podstawach.

Teraz, uważajmy że dwa trójkąty równoramienne ASB, A'S'B', 
mające kąty przy wierzchołku równe z założenia, są ró w n e ; za
tem  bok A B = A 'B '. Dla tej samej przyczyny bok AC =  A'C' i 
B C = B 'C '. W ięc dwa trójkąty ABC, A'B'C' są równe. Ztąd wy
nika że promienie OA, 0 'A ' kół opisanych są równe, a następnie 
że trójkąty prostokątne AOS, A '0'S' są równe.

Jeśli więc położymy trójścian SABC na S'A'B'C' tak żeby pod
stawa ABC przystała do swej równej A'B'C', wtedy środek koła O 
padnie na O’, wysokość OS przystanie do 0 ’S ' (5), i wierzchołek S 
padnie na S'. W ięc dwa trójściany są przystawalne, to jest równe.

W n io s e k . — Dwa trójściany mające ściany równe każda każdej,' 
ale w porządku odwrotnym ułożone, są symetryczne.

T w ie r d z e n ie  XLV.

Dwa kąty trójścienne są równe albo symetryczne, gdy mają kąty 
dwójścienne równe każdy każdemu.

To twierdzenie, spółwzględne poprzedzającego, jest jego następ
stwem. Jakoż, dwa trójściany spełniające trójścianów zadanych 
mają ściany równe każda każdej; więc są równe albo syme
tryczne. Ztąd wynika że trójściany zadane mają ściany równe 
każda każdej; więc są równe albo symetryczne.

U w a g a . — Wynika z  poprzedzających twierdzeń że, gdy dwa 
trójściany są równe albo symetryczne, naprzeciw ścian odpo- 
wiednych równych są kąty dwójścienne rów ne, i n a w z a je m .

T w ie r d z en ie  XLVI.

W  każdym trójścianie, 1° naprzeciw ścian równych są kąty dwój
ścienne równe, 2° naprzeciw ściany mniejszej jest kąt dwójścienny 
mniejszy. I NAWZAJEM.
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1° Niecli będzie trój ścian SABG (fig. 1), w którym dwie ściany

ASG i BSG są rów ne; powiedam że kąty dwójścienne SB i SA 
naprzeciw tych ścian leżące są rów ne. Jakoż, przez dwójsiecznę 
SD kąta ASB i przez krawędź SG poprowadźmy plasczyznę DSC. 
Dwa trójściany SDGA i SDCB majace ściany równe każda każdej 
ale w porządku odwrotnym ułożone, są symetryczne (hh). Więc 
kąty dwójścienne SA i SB są równe.

U w aga. — Z sym etryi dwóch trójścianów SACD, SBCD, wynika że kąty 
dwójścienne ASCD i BSCD śą równe, i kgty dwójścienne ASDC, B5DC speł
niające także równe między sobą. Więc w trójścianic który ma dwie ściany 
równe ASG, BSC, plasczyzna przechodząca pizez kraw ędź spólną SC i przez 
dwójsiecznę SD ściany ASB dziel' kąt dwójścienny SC na dwie równe części, 
i jest prostopadła do ściany przeciwległej ASB.

2° Jeśli w trójścianie SABG (fig. 2), ściana ASG jest większa otl 
ściany BSC, kąt dwójścienny GBSA jest większy od dwójścien- 
nego CASB. Jakoż, na plasczyznie ściany mniejszej BSC weźmy 
kąt CSD =  CSA, i poprowadźmy plasczyznę ASD; otrzymamy 
trojścian SACD, w którym kąty dwójścienne SD i CASD, prze
ciwległe ścianom równym, są rów na Owoż, w trójścianie SABD

więc, podstawiając zamiast kąta dwójściennego SD jego równy 
CASD, będzie

ABSC>GASD— BASD, albo ABSC>BASC. 

Wzajemnice są oczywiste.

Fig- i . Fig. 2.

kąt A B S C > S D — BASD;
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W niosek . — Trój ścian równoramienny jest równokątny, i n a 

w z a je m .

Uwaga. — Powyższe twierdzenia pokazuj} że między trójkątam i i iró j- 
ścianami jest pewne podobieństwo w łasności; tak  że z jednych można 
przejść do drugich, podstawiając tylko zam iast boków i kątów trójkąta 
ściany i kąty dwój ścienne tró jśc ian u ; albo na odwrot.

I tak, w trójkącie każdy bok jest w iększy od sum my dwóch innych  ; a 
w trójścianie, każda ściana jest mniejsza od sum my dwóch innych. Ale 
niema potrzeby dodawać że ta odpowiedność własności jest ograniczona. 
K ąt zewnętrzny trójkąta równa się summie dwóch kątów wewnętrznych  
nieprzyległych ; gdy tymczasem kąt dwójścienny zewnętrzny trójścianu 
jest w iększy od różnicy dwóch kątów wewnętrznych nieprzyległych, i nie 
m a stałego związku z sum m ą tych kątów.

T w ie r d z e n ie  XLVII.

W  kącie wielościennym wypukłym mającym n ścian, 1° summa 
kątów dwójściennych jest zawarta między ! (n — 2) i  2n kątów pros
tych ; 2° każdy kąt dwójścienny jest większy od różnicy między 
summą wszystkich innych i summą 2(n — 2) kątów prostych.

Albowiem, prowadząc plasczyzny przez jedną krawędź i piv.cz 
każdą z innych, można rozłożyć ten kąt wielościenny wypukły 
na 2 (n— 2) trójścianów.

. Owoż, 1° w trójścianie, sum m a kątów dwójściennych jest 
większa od dwóch kątów prostych : więc summa kątów dwój- 
ściermych kąta wielościennego jest większa od 2(n— 2) kątów 
dwójściennych prostych.

2° W  kącie wielościennym wypukłym  każdy kąt dwójścienny 
jest mniejszy od dwóch kątów prostych ; więc summa wszystkich 
jego kątów dwójściennych jest mniejsza od 2n kątów dwójścien
nych prostych.

W n io s e k . — W  kącie wielościennym w y p u k ł y m ,  summa kątów 
dwójściennych zewnętrznych jest mniejsza od c z t e r e c h  kątów dwój
ściennych prostych. Bo, przy każdej krawędzi, kąt dwójścienny 
zewnętrzny jest spełnieniem dwójściennego w ew nętrznego; za-



RÓWNOŚĆ KĄTÓW DWÓIŚGIENNYCII. 681

tcm summa wszystkich kątów dwójściennych zewnętrznych i 
wewnętrznych czyni 2n kątów dwójściennych prostych. Ale 
summa samych kątów dwójściennych wewnętrznych jest większa 
od 2« — 4 kątów dwójściennych prostych; więc summa kątów 
dwójściennych zewnętrznych jest mniejsza od czterech  kątów 
dwójściennych prostych.

Ztąd wynika że, ka t w ie lo śc ien n y  w a p u k ły  n ie  m oże m ieć w ięcej 

n iż  t r z y  k ą ty  d w ó jśc ien n e  w e w n ę trzn e  ostre ', bo nie może mieć wię
cej niż trzy kąty dwójścienne zewnętrzne rozwarte.

U waga.. — Dla uzupełnienia teoryi kątów wielościennych, trze- 
baby tutaj dać twierdzenia ich równości, i powiedzieć jak się 
mierzy te kąty za pomocą kąta trójściennego trójprostokątnego 
wziętego za jedność. Ale o tych rzeczach lepiej będzie mówić po 
wielokątach sferycznych którym kąty wielościenne odpowiedają.

Z a g a d n ie n ie .

Z b u d o w a ć  t r ó j  ścian  k tó reg o  t r z y  śc ia n y  są da n e .

Żeby można zbudować trójścian ze trzech ścian danych, trzeba , 

jako wiemy, żeby największa ściana była mniejsza od summy 
dwóch innych, i żeby summa trzech ścian była mniejsza od czte
rech kątów prostych. Następujące rozwiązanie dowodzi że te wa 
runki są dosta teczne.

Nakreślmy na płasczyznie kąt ASB 
równy kątowi największej ze trzech ścian 
danych, i kąty przyległe A SC, BSD równe 
dwom innym ścianom ; z wierzchołka S 
jako środka , promieniem dowolnym, 
opiszmy koło które przetnie ramiona tych 
kątów w punktach A, B, C, D ; weźmy 

łuk A E =  AC iłu k  BD =  BF, i poprowadźmy cięciwy CE, DF 
które będą prostopadle odpowiednio do promieni SA, SB.

Ponieważ z założenia ściana ASB jest mniejsza od summy 
dwóch innych ASC, BSD, będzie łuk AB <  AE +  BF ; zatem 
punkta E i F leżą oba na łuku AB, i punkt E przypada między
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B i F. Nadto, ponieważ summa trzech ścian ASB, ASG, BSD 
jest mniejsza od czterech kątów prostych, summa łuków 
AB +  AC +  BD jest mniejsza od okręgu; zatem punkt C znaj
duje się zewnątrz łuku ABD. Dla tych dwóch przyczyn punkta C
i E leżą osobno na obydwóch łukach cięciwy DF ; więc cięciwy 
GE i DF przecinają się wewnątrz koła w punkcie 0.

Teraz z punktu 0  wyprowadźmy do płasczyzny ASB prostopa- 
dlę OK, i na płasczyznie GOK nakreślmy z punktu G jako środka, 
promieniem GC, łuk koła który przetnie prostopadłę OK w dwóch 
punktach Ii i Ii', bo prom ień GG jest większy od GO ; nakoniec, 
jeśli połączymy przecięcie Ii z wierzchołkiem S, trójścian SABIi 
będzie miał ściany dane. Jakoż, poprowadźmy KG, IiH ; te proste 
są prostopadłe odpowiednio do SA, SB na mocy twierdzenia 
trzech prostopadłych. Zatem dwa trójkąty SGK, SGC, mające 
kąty proste przy G zawarte między dwoma bokami równemi 
każdy każdemu, są równe. Ztąd wynika że ściana ASIi jest równa 
danej ASC, i bok SK =  SC =  SD. W ięc dwa trójkąty SHK, SHD 
prostokątne przy H, mające przeciwprostokątnę równą i bok 
spólny, są rów ne ; to dowodzi że trzecia ściana SHK jest równa 
danej SHD.

Zagadnienie ma drugie rozwiązanie, trójścian SABIi', który 
się otrzymuje łącząc wierzchołek S z drugim punktem  przecię
cia Ii'. Te dwa trójściany SABK, SABIi', mające ściany równe 
każda każdej, ale w porządku odwrotnym ułożone, są syme
tryczne.

U w aga. — Iśa ligurzc przypuszczono że kąty przylegle ASC, BSD są 
ostre; gdy jedna ze ścian np. ASC jest rozwartokątna, dowiedzie się równości 
ścian ASK i ASC, uważając trójkąty mające spełnienia kątów tych ścian. Gdy 
jedna ze ścian jest prostokątna, wtedy równość ścian wykreślonej i danej 
jest widoczna; a gdy dwie ściany są prostokątne, natenczas prostopadła 
wyprowadzona z punktu S do płasczyzny ASB jest oczywiście trzecią kra
wędzią żądanego trójścianu, który jest dwójprostokątny albo nawet trój- 
prostokątny.

Zbudować trójścian którego trzy kąty duiójścienne A, B, C są 
dane. To zagadnienie jest spólwzgledne poprzedzającego; aby je  
rozwiązać, dość zbudować trójścian spełniający którego ściany



s ą : 2 — A. 2 — B, 2 — G (biorąc kąt prosty za jed n o ść  kątow ą), 

i wyznaczyć jego kąty dwójścienne które będą ścianami szu
kanego.

Owoż, aby trójścian spełniający był możebny, trzeba i dość 
jest żeby, przypuszczając A < B  <  G, było :

2 — A < 2  — B +  2 — G i 2 — A +  2 — B + 2 — C<&

albo A +  2 > B - f C  i 6 > A  +  B + C > 2 .

W ięc a b y , m a jąc  da n e  t r z y  k ą ty  d w ó jśc ien n e  A ,  B, C, m ożna  

b y ło  zbudow ać tró jśc ia n , tuzeba i  dość j e s t  żeby  n a jm n ie js z y  z  ty c h  

ka tów  p o w ię k szo n y  dw om a p ro s te m i p r z e w y z s za t  su m m ę  dw óch in 

n y c h , i  żeb y  su m m a  trzech  ką tó w  d w ó jśc ie n n y ch  b y ła  za w a r ta  m ię 

d z y  dw om a i  sześciom a k ą ta m i p ro s te m i. Wiemy już że te warunki 
są  konieczne  (41), teraz widzimy że są dostateczne.

PĘK CZTERECH PŁASCZYZN.

Płasc.zyzny przechodzące przez jedną linię prostą stanowią p ęk  

p ła sć zy zn .

T w ie r d z e n ie  XLVIII.

G d y  pęlc czterech  p ła sć zy zn , p rzech o d zą cych  p r z e z  je d n ą  l in ię  

p rostą  SN, j e s t  p r z e c ię ty  p ła s c z y z n ą  p o p rzec zn ą  ja k ą k o lw ie k  SAD, 
stosunek n ieh u rm o n ic zn y  czterech  l i n i j  p rzec ięć  SA, SB, SC, CD j e s t  

s ta ły ,  n ie za le żn y  od  po łożen ia  p ła s c z y z n y  p o p rzec zn e j.

Jakoż, do prostej SD poprowadźmy płasczyznę prostopadłą 
OAD, która przetnie cztery płasczyzny pęku i płasczyznę poprze
czną wedle prostych OA, OB, OC, OD, i AD. Pęki (S . ABCD) 

i (0 . ARCD), przecinając poprzecznę AD 
w tych samych punktach A, B, C, D, mają 
ten sam stosunek nieharmoniczny. Ale sto
sunek nieharmoniczny pęku (O . ABCD) jest 
stały, bo promienie tego pęku tworzą kąty 
prostolinijne czterech płasćzyzn danego pęku;

fEK CZTERECH PŁASCZYZN. il8 3



więc stosunek nieharmoniczny pęku (S . ABCD) jest także stały, 
jakiekolwiek płasczyzna poprzeczna bierze położenie.

Na mocy tego twierdzenia, nazwano stosunkiem  n ie lia rm o n iczn ym  

■pęku czterech  p ła sc zy zn  stosunek nieharmoniczny czterech linij 
przecięć tego pęku przez płasczyznę poprzeczny.

Uwaga. — To wszystko staje się oczywistem jeśli użyjemy trygono- 
metryi; albowiem wartość stosunku nieharmonicznego pęku czterech linij 
prostych zależy tylko od samych kątów tych linij. I w samej rzeczy, w pęku 
(O . ABCD) mamy

CA AO CB BO , CA A O wst CO A
ztąd —  =  •
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wst COA wst C ’ wst COB wst C ’ CB BO wst COB

Znajdziemy tak samo
DA AO wst DO A
DB BO wst DOB

Więc (O . ABCD)
CA DA wst COA wst DOA
CB DB wst COB wst DOB

Widzimy teraz jasno co znaczy stosunek nieharmoniczny pęku czterech 
linij prostych, albo pęku czterech płasczyzn.

W n io se k . — G d y  ja ka k o lw ie k  p o przeczna  AD sp o ty ka  p ę k  czte

rech  p ła sc zy zn ,  SOA, SOB, SOC, SOD, stosunek n ie h a rm o n ic zn y  

czterech p u n k tó w  p rzec ięć  A, B, C, D j e s t  ró w n y  sto su n ko w i n ieh a r-  

m o n ic zn em u  ty c h  p ła sc zy zn .  Bo oba stosunki nieharmoniczne s$ 
równe stosunkowi nieharmonicznemu czterech linij przecięć 
SA, SB, SC, SD, wyznaczonych przez płasczyzny pęku na płas- 
czyznie poprzecznej która przechodzi przez AD.

Pęk czterecłi płasczyzn nazywa się h a rm o n ic zn y m  gdy jego sto
sunek nieharmoniczny jest — 1. W tedy, wszelka płasczyzna 
poprzeczna ałbo wszelka sieczna wyznacza układ harmoniczny 
czterech linij prostych albo czterech punktów.

ZA D A N IA .

803. — liinia prosta jest prostopadła do płasczyzny jeśli czyni kąty równe 
ze trzema liniami prostemi które leżą na tej plasczyznie.



80/j. — Jakie jest miejsce geometryczne punktów płasczyzny które sj 
równo oddalone od dwóch punktów danych zewnętrz tej płasczyzny ?

8 0 5 . Jakie jest miejsce geometrycne spodków linij prostopadłych, 
spuszczonych z punktu danego zewnętrz płasczyzny, na linie proste które 
przechodź? na tej płasczyznie przez jeden z jej punktów ?

806. — Dwie płasczyzny jedna prostopadła a druga pochyla do trzeciej 
spotykaj? się.

807. — Znaleźć miejsce środka linii prostej która, maj?c długość 
zmienn?, opiera się na ścianach k?ta dwójściennego prostego i porusza się 
równolegle dodanego kierunku.

808. — W k?cie trójściennym, summa k?tów utworzonych przez krawę
dzie ze ścianami przeciwlegiemi, jest mniejsza od summy ścian, (a równa 
w trójścianie trójprostok?tnym).

809. — Gdy dwie płasczyzny s? prostok?tne, wszelka sieczna tworzy 
z niemi dwa k?ty których summa jest mniejsza od k?ta prostego, a najwięcej 
mu równa.

810. — Przez trzy punkta A, B, C linii prostej, poprowadzono trzy 
równolegle które spotykaj? plasczyznę M w punktach P, Q, K; dowieśdź że

AB . CU =  AC . BQ rfc BC . A P; 

znak -f- albo — według jak punkt C jest między A i B albo zewnętrz.

811. — W k?cie trójściennym,
1° Płasczyzny dwójsicczne k?tów dwójściennych spotykaj? się wedle linii 

prostej, która jest miejscem punktów równo oddalonych od ścian tego trój- 
ścianu.

2° Płasczyzny poprowadzone przez krawędzie, prostopadle do ścian 
przeciwległych, przecinaj? się wedle jednej linii prostej.

3” Płasczyzny poprowadzone i przez dwójsieczne ścian, prostopadle do 
tych ścian, spotykaj? się wedle linii prostej, która jest miejscem punktów 
równo oddalonych od trzech krawędzi trójściaim.

4° Płasczyzny poprowadzone przez krawędzie i przez dwójsieczne ścian 
przeciwległych spotykaj? się wedle linii prostej.

Uw aga. — Te cztery twierdzenia s? prawdziwe, gdy wierzchołek k?la 
trójściennego oddala się w nieskończoność, to jest gdy trzy krawędzie staj? 
się równoległemi.

812. — Linia prosta równo nachylona na dwie płasczyzny spotyka je 
w dwóch punktach równo oddalonych od ich precięcia. I naw zajem .

32
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813. — Wszelkie przcięcie trójścianu prostokątnego przez płasczyznę 
prostopadłą do jednej z krawędzi jest trójkątem prostokątnym.

81Z|. — Przecinając trójścian prostokątny płasczyzną spotykającą wszystkie 
krawędzie, otrzymuje się trójkąt w którym punkt spotkania wysokości jest 
rzutem wierzchołka trójścianu na tej płasczyznie.

815. — Przez punkt dany poprowadzić linię prostą któraby spotykała 
dwie proste nie leżące na jednej płasczyznie.

816. — Poprowadzić linię prostą równoległą do danej, i któraby spotykała 
dwie dane proste nie leżące na jednej płasczyznie.

817. — Przeciąć kąt czworościenny wypukły płasczyzną tak żeby prze
cięcie było równoległobokiem.

818. — Przez punkt dany w przestrzeni poprowadzić linię prostą któraby 
czyniła kąty równe ze trzema liniami prostemi danemi, albo ze trzema 
płasczyznami danemi.

819. — Przez dauy punkt poprowadzić płasczyznę któraby czyniła kąty 
równe ze trzema liniami prostemi danemi: — albo ze trzema płasczyznami 
danemi.

820. — Między dwiema liniami prostemi, nie leżącemi na jednej płasczy
znie, poprowadzić linię prostą długości danej, równoległą do plasczyzny 
danej.

821. — Są dane w przestrzeni dwa punkta i linia prosta. Poprowadzić 
przez tę linię płasczyznę taką, żeby prostopadłe na nią spuszczone z tych 
dwóch punktów miały się w stosunku m  : n.

822. — Są dane cztery punkta A, B, C, D w przestrzeni; przez punkt D 

poprowadzić płasczyznę taką, żeby prostopadle na nią spuszczone z punktów
A, B, G były proporcyonalne do liczb m , n , p.

823. — Poprowadzić płasczyznę taką, żeby prostopałe na nią spuszczone 
ze czterech danych punktów Aj B, C, D , były proporcyonalne do liczb 

m, n, p , q.

824. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, 1° równo oddalonych od 
trzech punktów danych; albo 2° równo oddalonych od trzech prostych 
które leżą na jednej płasczyznie: albo jeszcze 3° równo oddalonych od trzech 
płasczyzn.

825. — Miejsce punktów równo oddalonych od dwóch prostych nie leżą
cych na jednej płasczyznie.
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826. — Miejsce punktów takich żeby summa prostopadłych spuszczonych 
na dwie płasczyzny dane równała się linii danej.

Zamiast summy wziąć różnicę.

827. — Miejsce punktów takich żeby summa prostopadłych spuszczonych 
na n  płasczyzn danych równała się linii danej.

828. — Miejsce punktów których stosunek odległości od dwóch płasczyzn 
danych jest ilości? daną.

829. — Miejsce punktów których odległości od trzeci) płasczyzn danych 
są proporcyonalne do m , n , p .

830. — Znaleźć na płasczyznie miejsce geometryczne punktów takich, 
żeby summa kwadratów odległości każdego z nich od dwóch punktów da
nych zewnątrz tej płasczyzny była ilością stałą.

831. — Znaleźć na płasczyznie miejsce geometryczne punktów takich, żeby 
różnica kwadratów odległości każdego z nich od dwóch punktów danych 
zewnątrz tej płasczyzny była ilością stałą.

832. — Znaleźć- miejsce geometryczne środka linii prostej, mającej dłu
gość daną, której skrajności pomykają się po dwóch prostych prostokątnych 
nie leżących na jednej płasczyznie.

833. — Dane są dwie płasczyzny jakiekolwiek i punkt zewnętrzny przez 
który poprowadzono poprzeczne do tych płasczyzn; znaleźć miejsce punktów 
harmonicznie sprzężonych z danym, względem dwóch punktów spotkania 
poprzecznej z danemi płasczyzuami.

834. — Znaleźć miejsce punktów których summa odległości od dwóch 
płasczyzn danych równa się lini* danej.

835. — Zogólnić za pomocą znaków +  i —•, miejsce punktów których 
summa odległości od trzech płasczyzn danych równa się linii danej.

836. — Znaleźć na danej prostej punkt taki, żeby summa jego odległości 
od dwóch płasczyzn przecinających się była minimum.

837. — Mając dane trzy proste w przestrzeni, nie leżące po dwie na 
jednej płasczyznie ; poprowadzić poprzccznę taką, żeby jej odcinki zawarte 
między temi liniami były proporcyonalne do liczb danych.

838. — Mając dane dwa punkta A i B zewnątrz płasczyzny, znaleźć na 
tej płasczyznie punkt taki, żeby summa jego odległości od punktów A i B 
była minimum.

839. — Mając dane dwa punkta A i B, zewnątrz płasczyzny P, znaleźć



4 8 8 KSIĘGA SZÓSTA.

na tej plasczyznie punkt taki, żeby różnica jego odległości od punktów A i B 
by!a maximum.

840 — Linia prosta, opierająca się na dwóch prostych danych w przes
trzeni, zmienia ciągle położenie, ale zostając równoległą do danej plasczyzny; 
jakie jest miejsce geometryczne punktów które dziel® tę prostę ruchom} 
w stosunku danym ?

841. — Jeśli zrzutujemy punkt przestrzeni na dwóch plasczyznach prze
cinających się, prostopadle spuszczone z tych dwóch rzutów na spólne prze
cięcie plasczyzn spotykaj} się w jednym punkcie. I nawzajem, dwa punkta 
leżące na dwóch plasczyznach przecinających się są rzutami jednego punktu 
przestrzeni, jeśli prostopadle spuszczone z łych punktów na spólne przecię
cie plasczyzn spotykają się w jednym punkcie.

842. — Mając dany czworobok spaczony i linię prostą która dzieli dwa 
boki przeciwległe na części proporcyonalne, znaleźć drugą prostę któraby 
była prostopadła do pierwszej i dzieliła także proporcyonalnie dwa inne bokf 
czworoboku.

843. — W czworoboku spaczonym, trzy linie łączące środki przekątnych 
i środki boków przeciwległych przecinają się zobopólnie na równe części.

844- — Jeśli linia prosta El’ posuwa się po dwóch bokach przeciwległych 
AB i CD czworoboku spaczonego tak żeby było

EA __ >,FB 
ED FC ’

). jest ilością stałą, ta linia ruchoma spotyka zawsze trzy proste niezmienne.

845. — Płasczyzna poprzeczna spotykająca boki wielokąta spaczonego 
ABCD... w punktach a, b, c ,... daje

at\ 6B cC __
oB 6Ć ' cD ......  ~

846. — W sześciokącie spaczonym, mającym boki przeciwległe równe 
i u’w olegle, środki boków są na jednej plasczyznie.

Albo ogólniej. W wielokącie spaczonym parzystej liczby boków, mającym 
boki przeciwległe równe i równolegle, linie które łączą wierzchołki prze
ciwległe i linie które łączą środki boków przeciwległych spotykają się 
w jednym punkcie.
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W I E L O Ś C I  A N Y.

Ok r eślen ie  I — Wielościan jestlo  część przestrzeni zamknięta 
płasczyznami. Ale czasem nazywa się także wielościanem wszelka 
powierzchnia zamknięta utworzona z wielokątów.

Te wielokąty nazywają się ścianami, linie spotkania ścian kra- 
wódziami albo bokami, a punkta spotkania krawędzi icierzchol- 
kami wielościanu.

Summa wszystkich ścian wielościailu stanowi jego powierzchnię.
Wielościan jest czworościanem, pięciościanem, sześciościanem,... 

według jak ma cztery, pięć, sześć,... ścian.
Czworościan jest najprostszy z wielościanów ; albowiem trzema 

płasczyznami nie można zamknąć przestrzeni.
Nazywa się przekątną wielościanu wszelka prosta która łączy 

dwa wierzchołki nie należące do jednej ściany; a płasczyzną 
przekątną, wszelka płasczyzna która przechodzi przez trzy w ierz
chołki nie należące wszystkie do jednej ściany.

Wielościan jest wypukły jeśli leży cały z jednej strony każdej 
ściany.

Między wielościanami odróżnia się szczególniej graniaston i  p i
ramidę.

II. —  G ra nia sto n  (graniastosłup) jestto wielościan mający 
dwie ściany równoległe i równe a wszystkie 
inne równoległoboczne.

Można wyobrazić graniaston utworzony 
następującym sposobem :

Z wierzchołka A wielokąta ABCDE prowa
dzi się, zewnątrz jego płasczyzny, prostę AA' 
i przez jej skrajność A' płasczyznę równoległą 
do płasczyzny ABCDE; potem, przez wszyst-
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kio inne wierzchołki B, G, D, E prowadzi się, aż do spotkania z tg. 
plasczyzng równoległy, proste BB', GG', DD',.. równoległe do 
AA1. Te równoległe sg wszystkie równe prostej AA' (23); zatem 
wszystkie boczne ściany ABB'A', BCG'B',... sg rów noległobokam i; 
wielokgty ABCDE, A'B'C'D'E' sg równoległe i rów ne, bo majy 
boki odpowiedne równe i równoległe.W ięc wielościan tak otrzy
many jest graniastonem.

Te dwa wielokgty ABCDE, A'B'C'D'E' równe i równoległe na- 
zywajg się p o d s ta w a m i  graniastonu, a icli odległość jest jego 
w yso ko śc ią .

Proste AA', BB’... sg k r a w ę d z ia m i b o cznem i graniastonu, a 
summa równoległoboków ABB'A', BCG'B'... stanowi iego jjo -  
w ie r z c h n ię  boczną.

Graniaston jest p r o s ty  albo p o c h y ły ,  według jak krawędzie 
boczne sg prostopadłe albo’pochyłe do podstaw. ..

Graniaston nazywa się fo re m n y m  gdy jest prosty X  ma za pod- 
stawy wielokgty foremne.  ̂ !i‘ /

Graniaston jest tró jk ą tn y ,  c zw o ro k ą tn y , p ię c io k ą tn y  gdy ma za 
podstawę t , cziuorokąt, p ię c io k ą t ,. .

III. — Graniaston majgcy za podstawy ró -  
w n o ley ło b o k i nazywa się rów n o leg ło śc ian esi.'

Równoległościan może być p r o s ty  albo 
p o c h y ły .  Równoległościan prosty, majgcy za 

podstawy p ro s to k ą ty ,  jest równoległościanem 
p ro s to ką tn ym . Wszystkie ściany równoległo- 
ścianu prostokgtnego sg prostokgtami. 

Nazywa się sześcianem  równoległościan którego podstawy i 
ściany boczne sg kwadratami.

IV .— Jeśli zetniemy graniaston płasczyzng 
nierównoległg do podstawy, część pozostała 
ABCDEFGHIR będzie p n ie m  g ra n ia sto n u  albo 
g ra n ia s to n e m  śc ię ty m .

V. — Wielościan majgcy wszystkie ściany 
równe i wszystkie kgty równe nazywa się 

fo r e m n y m ,  jako sześcian. Jest tylko dziewięć
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wielościanów foremnych, pięć wypukłych a cztery gwiaździste, 
jako później zobaczymy.

VI. — P ira m id a  (niewłaściwie ostro s łu p )  jestto wielościan któ
rego jedna ściana jest wielokątem jakim 
kolwiek ABGDE, a wszystkie inne ściany są 
trójkątami mającemi boki tego wielokąta za 
podstawy, i punkt S przestrzeni za spoiny 
wierzchołek.

Ten wielokąt ABCDE jest podstaw ą, a 
punkt S w ierzch o łk iem  piramidy.

W ysokością  piramidy jest prostopadła SF spuszczona z wierz
chołka S, na podstawę ABCDE. 

v  ąfb ste f 'A ’,,SB 5... są k r a w ę d z ia m i bocznem i piramidy,la summa
- 4ęift̂ X trójkątnych SAB, SBC,... stanowi jej p o w ierzc h n ię  boczną.

^PiraW(f»::jcst'vwielościanem którego wszystkie wierzchołki, 
^.prócz/iedheg^, są na jednej płasczyznie.

ećrhąjąc kąt wielościenny S płasczyzną spotykającą wszystkie 
otrzymujemy wielościan SABCDE który jest piramidą, 

ćamida nazywa się fo re m n ą , gdy ma za podstawę wielokąt 
lorfeinny którego środkiem jest spodek wysokości. Krawędzie 
bo- ne piramidy foremnej są równe jako pochyłe równo odda
lone od spodka wysokości; zatem jej ściany boczne są trójkątami 
równoramiennemu równemi. W ysokość jednego z tych trójką
tów nazywa się apotem ą  piramidy foremnej.

Piramida jest tró jką tn ą , czw orokątną , p ię c io k ą tn ą ,. , .  według 
jak ma za podstawrę tró jką t, czw orokąt, p ię c io k ą t ,. . .

Piramida trójkątna, mająca c z te r y  ściany, nazywa się zwykle 
czw orościanem .

W  czworościanie można wziąć każdą ścianę za podstawę, 
a wierzchołek przeciwległy za jego wierzchołek.

Czworościany w przestrzeni grają rolę trójkątów na płas
czyznie. I tak, wyznacza się położenie punktu na płasczyznie 
wiążąc go z d w o m a  danemi punktami tej płasczyzny za pomocą 
trójkąta; podobnie, wyznacza się położenie punktu w przestrzeni 
wiążąc go za pomocą czworościanu ze tr ze m a  punktami danemi 
także w przestrzeni.
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VII. — Jeśli od piramidy SABCDE odetniemy, jakąkolwiek 
płasczyzną. piram idę Sabcde, wielościan pozos
tały ABCDEćró«/(? będzie p n ie m  p ir a m id y  albo 
p ira m id ą  ściętą .

W ielokąty ABCDE, abcde są p o d sta w a m i  pnia 
piramidy ; gdy te podstawy są równoległe icli 
odległość jest w ysokośc ią  pnia.

Jeśli piramida jest foremna, jej pień o pod
stawach równoległych jest pniem piramidy fo re m n y m .

GRANIASTONY, ICH RÓWNOŚĆ.

T w ie r d z e n ie  I .

P rze c ię c ia  p o w ie r zc h n i bocznej g ra n ia s to n u  p r z e z  d w ie p ła s c z y z n y  

ró w n o le g łe  są w ie lo k ą ta m i ró w n e m i.

Jakoż, równoległe aa!, b b '. . . ,  zawarte mię- 
Nn dzy płasczyznami równoległem i, są rów ne; 

więc czworoboki abb 'a ', b c c 'b '..., są równo- 
ległobokami. Zatem, bok a b — a 'b ', b c = b 'c ' ,  

etc. i kąt abc —  a 'b 'c ', kąt bcd  =  b 'c 'd '. . .

W ięc dwa wielokąty abcde, a 'b 'c 'd 'e ',  są 
równe.

O k r e ś l e n i e  VIII. — Nazywa się p rzec ięc iem  

p ro s tc m  graniastonu przecięcie wyznaczone 
w tym graniastonie przez płasczyznę prosto

padłą do jego krawędzi bocznych.

T w ie r d z e n ie  II.

D w a  g ra n ia s to n y  są ró w n e , g d y  m a ją  k ą t d iu ó jśc ien n y  ró w n y  

z a w a r t y  m ię d z y  p o d sta w ą  i  śc ia n ą  ró w n ą  k a id a  k a żd e j,  i  w  ty m  

sa m ym  p o rzą d ku .

Niech będą dwa graniastony ABCDEF, A'BrC'D'E'F', w których
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kyt dwójścienny AB =  A 'B ', podstawa ABCDE =  A'B'C'D'E', 
i  i ściana ABGP =  A'B'G'F'.

? ' /  \ \ i  Połóżmy pierwszy graniaston na
drugim, tak żeby punkt A padł na A', 
i podslawa ABCDE przystała do swej 
równej A'B'C'D'E'. Ponieważ kytdwój- 

\ ścienny AB =  A'B', ściana ABGF 
jo 'przystanie do swej równej A'B'G'F' 

i wierzchołki F , G padny na F ', G'. 
Zatem, płasczyzna FGH przystanie do płasczyzny równoległej 
F'G'11', a następnie podstawa FGHIK do swej równej F'G 'IITK '. 
Więc dwa graniastony przystaję do siebie i sy równe.

W niosek I. — Dwa graniastony są równe gdy mają podstawę i 
dwie ściany przytykające równe każda każdej i podobnie ułożone.

Bo majy kyt trójścienny rów ny; a zatem kyt dwójścienny 
równy zawarty między podstawy i ściany równy każda każdej, 
i w tym samym porzydku.

II. — Diva graniastony pro ste  są równe gdy mają równe pod
stawy i równe wysokości. Bo sy oczywiście przystaw'alne.

III. — Dwa równoległościany prostokątne są równe gdy mają 
trzy krawędzie przyległe równe każda każdej.

Dwa sześciany mające bok równy są równe.

Uwaga. — Jako widać z powyższego twierdzenia, równość dwóch gra- 
niaslonów, których podsMtey iiiajg n  boków, wymaga 2n oddzielnych wa
runków. Ta liczba warunków, potrzebna do wyznaczenia graniastonów, czyni 
•; liczby krawędzi. Ale, żeby wielościan, ograniczony dwiema podstawami
o n bokach a bocznie czworobokami w liczbie n, był graniastonem, jego 
podstawy muszą być równoległe i krawędzie boczne równolegle między 
sobą. To wszystko potrzebuje n warunków które, dodane do poprzedzają
cych, czynią liczbę 3n równą liczbie krawędzi graniastonu.

Twierdzenie III.

U każdym róiunoległościanie : I o ściany przeciwległe są równe i 
równoległe; 2° kąty dwój ścienne przeciwległe są równe.

1° Niecb będzie równoległościan ABCDF majycy za podstawy



dwa równoległoboki ABCD, EFGH równe i równoległe. Trzeba 
js, dowieśdź że dwie inne ściany przeciw-
\  ległe jakiekolw iek, ABFE, DCGH, są 

także równe i równoległe.
/  Owoż, w równoległoboku ABCD dwa
c boki przeciwległe AB, DC są równe i

równoległe; dla podobnej przyczyny boki AE,DH są równe i ró
wnoległe ; więc dwa równoległoboki ABFE, DCGH, mające kąt 
równy zawarty między dwoma bokami równemi każdy każdemu, 
są równe i równoległe.

2" W równoległościanie kąty dwójścienne przeciwległe, jako AD 
i FG, są równe ; bo są oba spełnieniem kąta dwójściennego BC.

W n io s e k . —  P rze c ię c ie  ró w n o leg lo śc ia n u  p ła sc zy zn ą  sp o tyka ją cą  

c z te r y  k ra w ę d z ie  ró w n o leg łe  j e s t  rów noleg łobokiem  (VI, 21).

Uwaga. — Z tego twierdzenia wynika że w równoległościanie można brać 
dwie którekolwiek ściany przeciwległe za podstawy, i że czlery krawędzie 
przylegle podstawie s? równe i równoległe między sobn.

T w ie r d z e n ie  IV.

W  ró w n o leg łościan ie  p rze k ą tn e  i  l in ie  łączące śro d k i śc ia n  p r z e 

c iw le g ły c h  sp o ty k a ją  s ię  tu j e d n y m  p u n kc ie , k tó r y  j e s t  sp ó ln ym  ich 

śro d kiem .

Jakoż, połączmy AC, EG. Czworobok 
ACGE, mający dwa boki przeciwległe AE, 
CG równe i rów noległe, jest równoległo
bokiem. Zatem, przekątne AG, CE, i prosta 
KK' łącząca środki boków przeciwle
głych AC, EG, spotykają się we spólnym 
środku O. W ięc wszystkie cztery przekątne 

równoleglościanu, i cztery proste łączące środki ścian przeciwle
głych, spotykają się we środku O przekątnej AG który jest spól
nym środkiem tych linij.

/ |9 h  KSIĘGA SIÓDMA.

O k r e ś le n ie  VIII. — Punkt O nazywa się śro d k ie m  rów nole-



WIELOŚCI ANY. 4 9 5

głościanu, dlatego że dzieli na dwie równe części wszelką prostę 
która przezeń przechodzi (I, 30 określ.).

T wierdzenie V.

W  każdym równoległościanie summa kwadratów z przekątnych 
7'ówna sin summie kwadratów z krawędzi (Figura poprzednia).

W  równoległoboku AC GE, AG2 +  CE2 ==' 2AC2 +  2AE2;

W  równoległoboku BDIIF, Bil2 -f- DF2 =  2BD3 +  2BF2;

W  równoległoboku ABCD, 2AC2 +  2BI)2 =  4AB2 - f  4AD'.

Dodając stronami, zważając że BF =  AE i redukując, otrzy
mujemy

AG2 +  BH2 +  CE2 +  DF2 =  h (AB® +  AD2 +  AE2).

W niosek  I. — Jeśli równoległościan jest prostokątny, wszystkie 
jego równoległoboki są prostokątami. I tak, równoległobok BCHE 
jest prostokątem ; bo bok BC, prostopadły do płasczyzny DCG, 
jest prostopadły do boku GH. Owoź, w prostokącie przekątne są 
równe; zatem wszystkie cztery przekątne równoległościanu są 
równe.

Na mocy tej uwagi, ostatnie równanie staje się 

AG2 =  AB2 +  AD2 +  AE2;

W ięc kwadrat z przekątnej równoległościanu prostokątnego równa 
się summie kwadratów ze trzech krawędzi przyległych.

Ten ważny wynik łatwo się wprost otrzymuje.

II. — W  sześcianie wszystkie boki są ró w n e ; zatem 

AG2 =  3AB2, zkąd 4 ^ = = \ § 3 ;
A L )

więc, w sześcianie stosunek przekątnej do boku jest niespółmierny, 
i równa sin pierwiastkowi kwadratowemu z 3.
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PIRAMIDY, ICH RÓWNOŚĆ.

T wierdzenie VI.

Jeśli piramida jest przecięta płasczyzną równoległą do podstawy, 
wtedy :

1° Krawędzie boczne i wysokość są podzielone proporcyonalnic.

2° Przecięcie jest wielokątem podobnym podstawie.

Niech będzie piramida SA BCD E i jej wy
sokość SH, przecięte płasczyzną abil równo
ległą do podstawy ABD. Połączmy AII, ah.

1 ° Proste AH i ah, AB i ab..., są r ’¡■■no- 
ległe (VI, 21); więc

Sil __ S A __S B ___S C ___
S/i ~  S ^  Sb — Sc — GtC'

2° W ielokąty abcde, ABCDE mają boki 
proporcyonalne, bo trójkąty podobne Sab i SAB, S ic i SBC..., • 
dają

ab sb _ bc _Sc _cd
AB =  SB ~  BĆ =  ŚĆ Ć D ~  " "

Nadto, kąty odpowiedne abc i ABC, bcd i BCD..., są równe 
jako mające ramiona równoległe i skierowane w te same strony,

W ięc przecięcie abcde i podstawa ABCDE, mające boki pro- 
porcyonalne i kąty między niemi zawarte równe, są wielokątami 
podobnemi.

W n io sek  I.— Ponieważ wielokąty abcde i ABCDE są podobne, 
mamy

—'2
abcde ab 

ABCDE _  X ! 4 '

ab S a
Owoż, trójkąty podobne Sab, SAB dają —  =  ^  ,



albo, na mocy tego co poprzedza, —  =  — ;
AB SH

abede S /rwiec -. = ---
v ABCDE

to jest, w piramidzie przecięcia równoległe do podstawy i ta pod- 
stawa są proporcyonalne do kwadratów z ich odległości od wierzchołka 
piramidy.

II. — Gdy dwie piramidy równej wysokości, i mające podstawy 
na jednej płasczyznie, są przecięte płasczyzną równoległą do pod
staw, przecięcia są proporcyonalne do tych podstaw.

Niech będy dwie piramidy SABGDE, TPQR, równej wyso-

PIRAMIDY, ICH RÓWNOŚĆ. U97

kości SH, postawione na płasczyznie MN. Mamy, według poprze
dzającego wniosku,

---2 2
abede S h . por S h 

— i —
ABCDE ŚH* p QR SH

abede par
Wf  ABCDE “ P ® ;

Z ląd wynika ic , jeś li podstawy dwóch piramid równej wysokości 
są równowarte, przecięcia abede, pqr są także równowarte.

Uwaga. — Jeśli piramidą foremną przetniemy płasczyzną równoległą do 
podstawy, otrzymamy pień piramidy o podstawacli foremnych, w którym 
ściany boczne będą trapezami równoramiennemi i równemi. Wysokość 
ednego z tych trapezów jest apotem ą  pnia piramid y.
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T w ie r d z e n ie  VII.

D w ie  p ir a m id y  są rów ne g d y  m a ją  ką t d to ó jśc ien n y  ró w n y  z a 

w a r t y  m ie d z y  po d sta w ą  i  śc ia n ą  ró w n ą  ka żd a  k a żd e j i p o d o b n ie

A padl na A' i podstawa ABC... przystała do swej równej A'B'C'... 
Ponieważ kąt dwójścienny AB=A 'B ', płasczyzna SAB przystanie 
do S 'A 'B '; wierzchołek S padnie na S', bo ściana ABS =  A'B'S'. 
Więc dwie piramidy przystają do siebie i są równe.

W n io s e k . —  D w a  czw orościany  są  ró w n e  g d y  m a ją  śc ia n y  rów ne  

ka żd a  k a żd e j , i  w  t y m  sa m y m  p o r z ą d k u  ułożone.

T w ie r d z e n ie  VIII.

D w ie  p ir a m id y  są ró w n e  g d y  m a ją  p o d s ta w ę  ró w n ą  p r z y le g łą  

tr ze m  ką tom  d w ó jś c ie n n y m  ró w n y m  i w  ty m  sa m y m  p o rzą d ku .

Dowodzenie przez przystawanie.

W n io s e k . —  D w ie  p i r a m id y  są  ró w n e  g d y  m a ją  'podstaw ę ró w n ą  

p r z y le g łą  trze m  k ra w ę d z io m  ró w n y m  i  w  t y m  sa m y m  p o rzą d ku .

Bo czworościany które mają za krawędzie te trzy krawędzie 
boczne i przekątne łączące ich spodki, są rów ne; więc, etc.

D w ie  p i r a m id y  ró w n o ką tn e  m ię d z y  sobą, są ró w n e , g d y  m a ją  d w ie  

o d p o w ied n e  k r a w ę d z ie  rów ne  i

Dowodzenie przez przystawanie.

ułożoną.

Niech będą dwie piramidy 
S A B C D E , S 'A 'B 'C 'D 'E ', 
w których kąt dwójścien
ny AB =  A 'B ', podstawa 
ABCDE =  A'B'C'D'E', i ścia-

Połóżmy piram idę S na 
piramidzie S1 tak, żeby punkt

T w ie r d z e n ie  IX.
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Z tego twierdzenia wynika że dwie piramidy są równokąine 
między sobą, gdy mają, pró cz je d n e g o ,  wszystkie kąty dwójścienne, 
albo wszystkie kąty płaskie, równe każdy każdemu i podobnie 
ułożone.

W niosek . —  D w ie  p i r a m id y  są ró w n e  g d y  m a ją k ą t  w ielo śc ien n y  

p r z y  w ie rzc h o łk u  ró w n y  i  z a w a r ły  m ie d z y  trzem a  k ra w ę d z ia m i  

ró w n e m i ka żd a  ka żd e j.

Uwaga. — Dwa powyższe twierdzenia pokazuję że równość dwóch pi
ramid, których podstawy mają n  krawędzi, wymaga 2n warunków. Zatem 
na wyznaczenie piramidy trzeba i dość tyle oddzielnych warunków ile jest 
krawędzi.

MIARA W1ELOŚCIANÓW.

O k reślen ie  IX. — Dwa wielościany mające tę samą objętość 
nazywają się ró w n o w a rtem i.

Dwa wielościany równe są temsamem rów now arte; ale dwa 
wielościany równowarte mogą nie być równe, bo, nie mając 
koniecznie tego samego kształtu, nie są przystawalne.

Twierdzenie X.

P o w ierzch n ia  boczna g ra n ia sto n u  prostego  m a  za  m ia rę  w ic lo czyn  

z obw odu p o d s ta w y  p rze z  icysokość.

Jakoż, powierzchnia boczna graniastonu składa się z prosto
kątów, których spólną wysokością jest wysokość tego graniastonu 
a podstawami boki jego podstawy. A że powierzchnia prostokąta 
ma za miarę wieloczyn z podstawy przez wysokość, więc summa 
powierzchni tych prostokątów ma za miarę summę wieloczynów 
ze spólnej wysokości przez każdą podstawę, czyli wieloczyn 
z summy podstaw tych prostokątów przez wysokość, to jest wie
loczyn z obwodu podstawy graniastonu przez jego wysokość.
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W n io s e k . — Powierzchnia boczna graniastonu jakiegokolwiek 
ma za miarę luieloczyn z obwodu przecięcia prostego przez krawędź 
boczną.

Niech będzie graniaston ABCDEA' i jego 
przecięcie proste abede. Równoległoboki 
ABB'A', BCC'B',..., składające powierzchnię 
boczną graniastonu, mają za podstawy kra
wędzie boczne a za wysokość boki przecięcia 
prostego. W ięc powierzchnia boczna lego 
graniastonu rów na się

A A '. ab  -f- BB'. bc +  EE '. ea —  (ab -f- b c ... -j-caJAA'.

U w a g a . — Powierzchnia cala graniastonu jest summą jego 
powierzchni bocznej i obydwóch podstaw.

T w ie r d z e n ie  XI.

Graniaston pochyły jest równowarty graniastonowi prostemu 
który via jego przecięcie proste za podstawę i krawędź boczną za 
wysokość.

Niech będzie graniaston pochyły ABCDEFGHIK; przedłużmy 
ściany boczne, i zróbmy zewnątrz granias
tonu przecięcie proste RSTUV takie któreby 
nie spotykało podstawy ABGDE; weźmy po
tem krawędź RM równą AF, i poprowadźmy 
płasczyznę MNOPQ prostopadłą do MR, otrzy
mamy graniaston prosty MNOPQII, mający 
za podstawę przecięcie proste graniastonu 
pochyłego ABCDEF a za wysokość jego kra
wędź boczną.

Ztąd wynika że dwa pnie graniastonne 
RSTUVFII i MN0PQAC, mające podstawy 

równe a krawędzie boczne prostopadłe i odpowiednio równe, 
są oczywiście równe jako przystawalne. Owo/, jeśli od catej

Niech będzie
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figury odejmiemy grnniaston ścięty MNORQAC, zostanie gra- 
niaston pochyły ABCDEFII, a jeśli od tej samej całej figury 
odejmiemy graniaston ścięty RSTUYFH zostanie graniaston 
prosty MNOPQRT; więc te  dwa graniastony pochyły i prosty są 
równowarte.

T w ie r d z en ie  X II.

D w a  ró w n o leg ło śc ia n y  p ro s toką tne  ró iunej p o d s ta w y  są p ro p o r-  

cyonolne do  sw y c h  w ysokości.

Niech będą dwa równoległościany p ro s to 

k ą tn e  ABCDE i ABCDK mające równe podsta
wy, albo raczej spólną podstawę ABCD. Aby do- 
wieśdź że tc równoległościany są proporcyonalne 
do wysokości AE, AK, trzeba odróżnić, jako 
zwykle, dwa przypadki.

1° Wysokości spółmierne. Dajmy nato że wysokości AE, AK
AE 5

są wr stosunku liczb 5 do 3, to jest - ^ - = ^  •

Podzielmy wysokość AE na 5 równych części; wysokość AK 
będzie zawierała 3 z tych części. Jeśli więc, przez punkta po
działu, poprowadzimy płasczyzny równolegle do podstawy, roz
łożymy równoległościan AG na 5 równoległościanów równych, 
z których trzy będą się mieściły w równoległościanie AM ; zatem

AG 5
stosunek równoległościanów będzie =  —

° v AM 3
W ięc stosunki równoległościanów i wysokości, oba wyrażone 

tą samą liczbą, są równe.

2° Jeśli stosunek wysokości jest niespółmierny, wiadome do
wodzenie okaże że i wtedy stosunki równoległościanów i wyso
kości są równe.

W n io s e k . — Długości trzech krawędzi przyległych graniaston u 
prostokątnego są jego r o z m ia ra m i;  więc

D w a ró w n o leg ło śc ia n y  pro sto ką tn e  m a jące  d w a  ro zm ia ry  spótne  

m a ją  s ię  ja k o  ich  tr ze c ie  ro zm ia ry .
33
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T w ie r d z e n ie  XIII.

Stosunek dwóch równoległościanów prostokątnych równa się wielo- 
czynoiui stosunków ze trzech krawędzi przyległych.

Niech będą a, b, c rozmiary równoległościanu prostokątnego 
R, i a', b', c' rozmiary drugiego równoległościanu prostokątnego 
R '. Wyobraźmy dwa inne równoległościany prostokątne R" i R"' 
mające rozmiary a, b, c', i a, b \ c'.

Równoległościany R i R", mające dwa rozmiary spólne a, b,
R c

dają 5 r , = ? -

Podobnie R" i R"' dają także

R b_
R'” b ''

Nakoniec R '" i R' dają

IV ' a
11' ” V *

Ztąd, mnożąc stronami i redukując, otrzymujemy

R' o! b’ c' 11

To równanie pokazuje że, jakiekolwiek są jedności Unijne
któremi wymierzono wyrazy każdego stosunku, zawsze stosunek
dwóch równoległościanów prostokątnych równa się wieloczynowi 
stosunków trzech krawędzi przyległych.

Ale, jeśli trzy krawędzie przyległe są wymierzone tą samą je 
dnością linijną w obydwóch równoległościanach, powyższe ró
wnanie może się pisać

(2 )
IV a'b'ć ’ 1 '

to znaczy że wtedy dwa równoległościany -prostokątne jakiekolwiek 
mają się jako hieloczyny ich trzech rozmiarów.

Jeśli do tego jeszcze, za jedność powierzchni która dotąd zostaje
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dowolny, weźmiemy kwadrat wystawiony na jedności linij, w tern 
przypuszczeniu, uważając c za wysokość równoległościanu, wie- 
loczyn a . b mierzy powierzchnię podstawy, i ostatnie równanie 
wyraża że :

Dwa równoległościany prostokątne jakiekolwiek mają się jako wie- 
loczyraj z podstaw przez tuysokości.

Niech będy dwa równoległościany prostokątne R, R' majycc 
rozm iary: a =  15 metrów ,b  —  6 łokci, c —  h stopy; a' =  16 m e
trów, b' =  5 łokci, c' =  3 stopy. Aby znaleźć stosunek tych 
dwóch równoległościanów, niema potrzeby przywodzić wszyst
kich rozmiarów do tej samej jedności, dość napisać

R 15m. dł Its 15 6 U 3 , _ 3„.
i v = i t a ' 5 l - S  =  T6-5-3 =  2 '  7 Jii 2 '

Ten wynik nie mógłby się otrzymać za pomocy równania (2) 
które wymaga żeby wszystkie rozmiary były wyznaczone ty samą 
jednościy linijny.

M ia r a  objętości rów noległościanu  prosto k ątnego . — Jeśli, 
za jedność objętości, weźmiemy sześcian wystawiony na jedności 
lin ij, rów nanie (1 ) da

R a b c . ,
— — — • — • — ; zkad R =  abc.
1 S l 1 1 ł 1 1

Otrzymane równania znaczy że, stosunek równoległościanu
prostokątnego do sześcianu wziętego za jedność objętości, to jest 
miara objętości równoległościanu prostokątnego, równa się wielo- 
czynowi liczb które mierzy trzy krawędzie przyległe. To się 
wyraża krócej, mówiyc : Objętość równoległościanu prostokątnego 
równa się wieloczynowi jego trzech rozmiarów.

Jeśli weźmiemy za jedność objętości sześcian i za jedność po
wierzchni kwadrat, obie figury wystawione na jedności linij, 
wtedy wyrazimy miarę objętości równoległościanu wysłowie
niem ogólniejszem i treściwszem od pierwszego, mówiyc :

Objętość równoległościanu prostokątnego równa się wieloczynowi 
z jego podstawy przez wysokość.
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W n io s e k . —  O bjętość sześc ia n u  róum a się tr ze c ie j p o tęd ze  je g o  

k r a w ę d z i ,  bo a . a . a  = « 3. Ztąd pochodzi że trzecią potęgę liczby 
nazwano jej sześcianem.

Uw aga. — Okazaliśmy w Geometryi płaskiej jak, mając dany kwadrat, 
wykreślić kwadrat dwa razy w iększy. Zastosujmy podobne pytanie do 
sześcianu. Nazywając *  bok sześcianu dwa razy większego od danego a3,

mamy cc5= 2 a 3, zkąd x  =  a V  2.
Jest dowiedzione że nie można za pomocjGeomelryi elementarnej, to jest, 

kreśląc same tylko linie proste i kola, wyrazić pierwiastku sześciennego danej 
iczby ; jako równie nic można takim sposobem znaleźć dwóch średnich geo
metrycznych między dwiema liniami prostemi, ani podzielić kata na trzy  
równe części. Ale, kreśląc pewne linie krzywe, Starożytni dawno już 
rozwiązali te niegdyś sławne kwestye, które dla dzisiejszej umiejętności są 
więcej ciekawe niż trudne.

T w ie r d z en ie  XIV.

Objętość rów no leg lo śc ia n u  ja k ie g o k o lw ie k  m a  za  m ia fa ~ w ie lo czyn  

z p o d s ta w y  p rze z  w ysokość.

1° Uważajmy najpierwej równołegłościan prosty ABCTjE (fig. 1)

r'ć----L___ i______

i i 
i i 
! !
i K ....

C p

/ j '
- 1/ i

31 C C

Fig. i.

mający za podstawę równoległobok ABCD a za wysokość kra
wędź AE. Jeśli przez wierzchołki A i B poprowadzimy płas- 
czyzny AN, BP prostopadłe do krawędzi AB, otrzymamy równo- 
leglościan prostokątny ABOME równowarty danemu AG. Jakoż, 
dwa graniastony trójkątne proste ADMEHN i BCOFGP, mające 
równe podstawy i równe wysokości, są rów ne; więc, jeśli odej-
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mierny je kolejno od całej figury ABODEFPH, reszty, to jest 
równoległościan prostokątny AP i równoległościan prosty AG, 
będą równowarte.

Owoż. objętość równoległościanu prostokątnego ABOME ma za 
miarę wieloczyn A B . AM . AE; więc objętość równoległościanu 
prostego AG ma tę samą miarę AB. AM. AE, to jest, równa się 
wieloezynowi z podstawy ABCD przez wysokość AE.

2° Niech będzie teraz równoległościan jakikolwiek ABCDE 
(fig. 2) mojący podstawę ABCD i wysokość KL. Jeśli przez punkt 
M krawędzi AB poprowadzimy do niej płasczyznę prostopadłą MO, 
dany równoległościan AG będzie równowarty równoległościa- 
nowi prostemu który ma za podstawę przecięcie proste MNOP, i 
za wysokość krawędź AB. Owoż, na mocy 1°, miarą objętości 
ostatniego równoległościanu jest wieloczyn MN . KL . AB, albo
A B.M N .K L; więc, ponieważ wieloczyn AB.MN mierzy pod
stawę ABCD, objętość równoległościanu jakiegokolwiek ABCDE 
ma za miarę wieloczyn z podstawy ABCD przez wysokość KL.

Twierdzenie XV.

Objętość.'graniasłonu ma za miarę wieloczyn z podstawy przez 
wysokość.

1° Uważajmy najpierwej graniaston trójkątny ABCDEF [fig. 1).

Na jego podstawie ABC- dopełnijmy równoległoboku ABIIC, i 
przez boki BH, HC poprowadźmy płasczyzny równoległe do kra-
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wędzi AD, aż do spodkania z płasczyzny podstawy DEF; utw o
rzymy, na krawędziach AB, AC, AD, równoległościan AIi którego 
dany graniaston ABCDEF będzie połowy. Jakoż, jeśli graniaston 
ABCDEF jest prosty, graniaston BCHEFIi jest także prosty, i te 
dwa graniastony, oczywiście rów ne, są połowami równoległo- 
ścianu AK. A jeśli dany graniaston ABCDEF jest pochyły, popro
wadźmy przecięcie proste MNOP; graniastony pochyłe ABCDEF, 
BCHEFK będy równowarte graniastonom prostym które majy 
odpowiednio za podstawy trójkyty równe MNP, NOP, i za wyso
kość krawędź AD. Owoż, te dwa graniastony proste sy rów ne; 
zatem, graniastony pochyłe im równowarte sy równowarte m ię
dzy soby, i każdy z nich jest połowy graniastonu AK.

W ięc, ponieważ objętość równoległościanu AK ma za miarę 
wieloczyn z podstawy ABHC przez wysokość II, objętość gra
niastonu trójkytncgo ABCDEF będzie miała za miarę połowę 
tego wieloczynu, to jest wieloczyn z podstawy ABC, która jest 
połowy równoległoboku ABHC, przez wysokość H.

2° Niech będzie graniaston jakikolwiek ABCDEF [fig. 2)r Można 
go rozłożyć na graniastony trójkytne, prowadzyc płasczyzny prze- 
kytne przez krawędzie boczne. Te graniastony trójkytne majy 
wysokość danego graniastonu za spólny wysokość, a ich podstawy 
ABC, ACD,... składajy jego podstawę ABCDE. Ztyd wynika żc 
miara objętości graniastonu ABCDEF, równa summie miar gra- 
niastonów składających, jest

ABC . H +  ACD. H +  ADE. H + . . .  albo ABCDE. H,

nazywając H wysokość graniastonu.
W ięc objętość graniastonu jakiegokolwiek ABCDEF ma za 

miarę wieloczyn z podstawy ABCDE przez wysokość H.
Oznaczajyc przez V, B, H trzy liczby które mierzy objętość, pod

stawę i wysokość graniastonu, mamy ogólny formułę objętości 
graniastonu jakiegokolwiek, a temsamem wszelkiego rów nole
głościanu,

V =  BH.

Ta formuła pokazuje że : dwa graniastony mające podstawy



równowarte i te samą luysokość są równowarte; zatem, dwa granias
to ny mają się jako wieloezyny z podstaw przez wysokości. Ztąd 
wynika że : dwa graniastony podstaw równowartych są proporcyo- 
nalne do swych wysokości; a dwa graniastony równej wysokości są 
proporcyonalne do podstaw.

W n i o s e k  I. — Graniaston pochyły jest równowarty graniasto- 
nowi prostem u, który ma jego przecięcie proste za podstawę i 
krawędź boczną za wysokość.

Więc objętość wszelkiego graniastonu ABCDEA' (figura stro
nicy  500) równa się wiloczynowi z przecięcia prostego abcde 
przez krawędź boczną AA'.

Ztąd wynika że podstawa graniastonu ma się do przecięcia pros
tego jako krawędź boczna do wysokości.

II. — Widzieliśmy że graniaston trójkątny jest połową równo
ległościanu tej samej wysokości i podwójnej podstawy. Więc 
objętość graniastonu trójkątnego ma za miarę połowę wieloczynu 
że ściany bocznej przez j e j  odległość od krawędzi przeciwległej.

' Z a s t o s o w a n i e . — Sadzawka, mająca kształt graniastonu sześcio
kątnego foremnego, jest napełniona wodą na l m,2 głębokości, a bok 
podstawy zawiera h metry. Wyrachować ilość wody, przypuszcza
jąc że je j  powierzchnia jest zupełnie płaska.

Apotema podstawy równa się V h - — 22 = 2 mV/ 3 ,  a p o 

wierzchnia tej podstawy ma 2&“,IV 3 .  W ięc objętość wody 
w sadzawce, na mocy formuły Y =  B. 11, jest

V =  24^3  X  1,2 =  V"2488,32 =  W ”3, 883 

na mniej niż litr, przez niedostatek.

T w i e r d z e n i e  XVI.

Powierzchnia boczna piramidy foremnej ma za miarę połowę 
wieloczynu z obwodu podstawy przez apotemę.

Niech będzie piramida foremna SABCDE. Jej powierzchnia

MIARA WIELOŚCI ANÓW. 5 0 7
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boczna składa się z trójkątów równoramiennych i równych; które 
mają za podstawy boki AB, BC, CD.... 
podstawy tej piramidy, a za wysokość jej 
apotemę SE. Owoż, summą powierzchni 
tych trójkątów równa się wieloczynowi 
summy ich podstaw przez połowę apo- 
temy SK ; więc powierzchnia boczna 
piramidy foremnej ma za miarę połowę 
wieloczynu z. podstawy przez apotemę.

W n i o s e k . — Powierzchnia boczna pnia piramidy foremnej, o pod
stawach równoległych, ma za miarę wieloczyn z połowy summy 
obwodów podstaw przez apotemę tego pnia.

Jakoż, trapezy równoramienne i równe, składające powierzchnię 
pnia piramidy foremnej, mają za boki odpowiedne Boki AB i ob, 
BC i bc..., a za spólną wysokość jego apotemę li/t. A żc summa 
powierzchni tych trapezów równa się wieloczynowi z połowy 
summy ich podstaw przez spólną wysokość K/c; więc po
wierzchnia rzeczonego pnia ma za miarę wieloczyn z połowy 
summy obwodów jego podstaw przez apotemę.

TW IERDZEN IE XVII.

Dwie piram idy trójkątne mające podstawy równowarte i wysokości 
równe są równowarte.

Niech będą dwie piramidy trójkątne (dwa czworościany) SABC,
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S'A'B'C1 mające podstawy ABC, A'B'C' równowarte i wysokości 
równe.

Podzielmy spólną wysokość tych piramid na n równych części, 
czyli, co wychodzi na jedno, podzielmy dwie krawędzie AS i A'S', 
każdą na n części równych, np na cztery, i przez punkta podziałów 
poprowadźmy płasczyzny równoległe do podstaw, które wyznaczą 
odpowiedne przecięcia DEF i D 'E'F', GHI i G'H'P,... Ponieważ 
dwie piramidy mają podstawy równowarte i wysokości równe, 
ich przecięcia odpowiedne, jako DEF i D 'E 'F ', zrobione przez 
płasczyzny równoległe do tych podstaw i równo od nich odda
lone, są równowarte (6. wn. 2).

Wystawmy teraz na przecięciach odpowiednych DEF i D'E'F' 
graniastony wpisane, prowadząc przez EF płasczyznę równo
ległą do krawędzi DA a przez E 'F ' płasczyznę równoległą do 
krawędzi D'À', otrzymamy dwa graniastony wpisane DEFAMN 
i D'E'F'A'M'N'. W ykreślmy p o d a n ie  wszystkie inne. Te gra
niastony, brane po dwa odpowioHne, są równowarte, bo mają 
podstawy równowarte i wysokości równe z wykreślenia.

• l tak, graniaston DEFAMN jest równowarty graniasto- 
nówi D'E'F'A'M'N', ponieważ przecięcia odpowiedne DEF, D'E'F' 
są równowarte, a wysokość każdego z tych graniastonów jest ntą 
częścią spólnej wysokości dwóch piramid. Ztąd wynika że summa 
graniastonów wpisanych w piram idę SABC jest równa summie 
graniastonów wpisanych w piramidę S'A'B'C'.

Owoż, jeśli podzielimy krawędź SA na coraz większą liczbę 
równych części, summa graniastonów wpisanych w piramidę SABC 
będzie się coraz bardziej zbliżała do jej objętości, którą ma za 
granicę. Albowiem, zaniedbując piramidę SJKL popełniamy błąd 
oczywiście mniejszy od graniastonu JKLSTU czyli od granias- 
tonu JKLGQR; a zaniedbując następnie wielościan HKQ1LR, 
będzie sum m a dwóch błędów mniejsza od pnia GIIIJKL, a tem 
bardziej niniejsza od graniastonu GH1DEF. I tak dalej postę
pując, widzimy że summa wszystkich błędów jest mniejsza od 
ostatniego pnia piramidy ABCDEF, a tem bardziej mniejsza od 
graniastonu mającego podstawę lej piramidy za podstawę i ntą 
część jej wysokości za wysokość. A ponieważ liczba n rośnie



nieskończenie, ostatni graniaston maleje aż do zera, to jest róż
nica między piram idą SABG i summą graniastonów wpisanych 
może stać się mniejszą od wszelkiej wielkości naznaczonej; więc 
ta summa graniastonów ma za granicę objętość piramidy SABC. 
Tak samo objętość piramidy S'A'B'C' jest granicą summy gra
niastonów wpisanych D'E'F'A'M'N', G 'H 'rD '0 'P ',... A że te 
summy graniastonów wpisanych w obie piramidy są ciągle 
rów ne, więc ich granice czyli objętości piram id SABC i S'A'B'C' 
są równe.

T w i e r d z e n i e  XVIII.

Objętość piramidy ma za miarę trzecią część wieloczynu z pod- 
staioy przez wysokość.

1 ° Niech będzie naj pierwej piramida trójkątna SABC, Na jej 
podstawie ABC i na krawędzi CS wystawmy graniaston trój
kątny ABCDES.

Dana piramida mająca z tym grauiastonem spólną podstawę’ 
i wysokość jest jego trzecią częścią.

Jakoż, jeśli poprowadzimy płasczyznę' przez 
trzy wierzchołki B, D, S, rozłożymy graniaston 
trójkątny ABCDES na trzy piramidy trójkątne 
SABC, SABD, SBDE.

Dwie ostatnie piramidy SABD, SBDE są równo
w arte, bo mają tę samą wysokość, i podstawy 

równowarto jako połowy równoległoboku ABED. Ale pira
mida SBDE albo BDES może być uważana jako mająca pod
stawę DES i wierzchołek B ; więc dwie piramidy BDES i SABC, 
mające podstawy i wysokość graniastonu ABCDES za podstawę 
i wysokość, są równowarte.

To pokazuje że trzy piramidy na które się rozkłada granias- 
ton ABCDES są rów now arte; zatem każda z nich jest trzecią 
częścią tego graniastonu. A że objętość graniastonu ma za miarę 
wieloczyn z podstawy przez wysokość, więc objętość piramidy 
trójkątnej SABC ma za miarę trzecią część wieloczynu z jej 
podstawy przez wysokość.

5 1 0  KSIĘGA SIÓDMA.
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2° Niech będzie piramida jakakolwiek SABCDE. Można roz
łożyć podstawę ABCDE na trójkąty ABC, 
ACD,... przekytnem i; po czem, prowadząc 
płasczyzny przez te przekątne i przez wierz
chołek S, rozłożyć piramidę wiełokątny na 
piramidy trójkątne SABC, SACD... mające

o za podstawy trójkąty ABC, ACD,.. składa
jące jej podstawę, a za wysokość jej wyso
kość. Owoż, każda z tych piramid trójką

tnych ma za miarę trzecią część wiełoczynu ze swej podstawy przez 
wysokość piramidy w iełokytnej; więc objętość piramidy jakiej
kolwiek SABCDE równa się trzeciej części wiełoczynu z summy 
podstaw składających jej podstawę przez wysokość; to jest, 
wszelka piramida ma za miarę trzecią część wiełoczynu z pod
stawy przez wysokość.

Oznaczając przez V, B, H trzy liczby które mierzę objętość, pod- 
staiuę i wysokosć piramidy, mamy ogólny formułę

A  V =  i  BH
.. 3

która pokazuje że każdu piramida jest trzecią częścią graniastonu 
tej samej podstaiuy i wysokości.

Dwie piramidy podstawy róiunoiuartej i  wysokości równej są 
równowarte. Zatem, dwie piram idy mają się jako wieloczyny 
z podstaw przez wysokości; dwie piramidy mające podstawy 
równowarte są, proporcyonalne do swych wysokości; a dwie piramidy 
równej wysokości są proporcyonalne do podstaw.

W n io s e k . — Objętość czworościanu foremnego wyraża się 
w funkcyi jego krawędzi a.

Jakoż, wszystkie ściany czworościanu fo
remnego DABC są trójkątam i równoboczne- 
mi równemi. Zatem, podstawa ABC tego 

ai ._
czworościanu rów na s ię —V  3 (IV, 5 uic.).

Jego wysokość DO jest bokiem kyta pros
tego w trójkącie ADO który ma za drugi bok tego kąta p ro 



mień OA kola opisanego na podstawie, to j e s t a  za prze-
V T

ciwprostokątnę krawędź AD =  a. Ta wysokość wyraża się tedy

przez y / a2 -  = a \ / \  •

Więc objętość V.czworościanu foremnego jest

v  =  ^ V T . » x / 1 = ^ I  12 V  3 12

P r z y k ł a d .  —  Wyrachować objętość p iram idy pięeiokąlnej fo 
remnej, której krau ędt boczna ma 1 metr, a bok podstawy 2  decy
metry.

Nazywając U promień koła opisanego na podstawie, mamy 

' IIV' l0 -  n A'> =  (IV, za ,. 3);
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zkSd H =  1'  10 V 5

1 /5_i_2 V 5
Następnie, apotema podstawy wyraża się przez — y  -— p------,

\  / 490- -  2V~ó
a wysokość piramidy przez — V / --------—(,— . Więc objętośćlu»  5
tej piramidy równa się

2 . 5  1 / 5  +  2V/ 5 -1 . //i90 —  2\/ 5

10 ‘ 20 V 5 ' 30 V 5
1

3000•\/2430 +  970 V  5 =  0m,%02260.

na mniej niż jedną setną decymetra sześciennego, przez niedo
statek.

U w a g a . — Znając m ia rę  objętości g ran iasto n u , m ożna sam ym  rach u n k iem  

otrzym ać m iarę  objętości p iram id y . Ja k o ż , podzielm y w ysokość fl p iram idy  na 

?i części ró w n y c h ; p rzez  p u n k la  podziału  poprow adźm y plasczyzny rów nolegle



do podstaw y B, i na n — 1 przecięciach  w ystaw m y g ran iaslony  tró jk ą tn e , 

jak o  na figurze Iw. X V II. W idzim y ła tw o  że, w g ran iaston ie  rzędu  k, licząc od

w ierzcho łka , podstaw a w yraża  się przez b | - |  (6, wn. 1 ), a objętość 

k1
przez 15.11 “ 3 W ięc, nazyw ając 2 su m m ę w szystk ich  gran iastonów  o trzy

m anych  k ład ąc  za k  liczby 1 , 2, 3 . . . ,  aż d o n  —  1 , będzie

B .II „ B .II ( )
2 l f l k =  1 3̂- l1 +  22 +  32 +-  <n “  ^  j ’

ł
A le ilość w naw iasach , jak o  w iadom o z A lgebry, rów na się n —  ł ) n  (2»  — 1); 

podslaw iając  tę w arto ść , znajdziem y

B.II B .II B .II 1 I 3 1 \
2 — T k * =  —  » - l ) ( 2 n - l ,  a lbo  2— —k1 =  - B .II [ 2 -------- h  .n* 6n2 n2 6 \ n ii2)

Owoż, im  w iększe je s t n tern bardziej ilośćw  naw iasie zbliża się do 2, a te m -

1
sam em  su m m a objętości g ran iastonów  dąży do  sw ej gran icy  5 B .II. W ięcU

15.11 1
granica  i — Y  ’ czyli objętość p iram id y  rów na się  —li.U .
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T w i e r d z e n i e  XIX.

Objętość pniapiramidy, o podstawach równoległych, ma za miarę 
trzecią część wieloczynu z tuysokości przez summę dwóch podstaw i 
średniejproporcyonalnej między temipodstawami.

1° Niech będzie nąjpierwej pień pira
midy trójkątnej ABCDEP o podstawach 
równoległych.

Jeśli poprowadzimy płasczyzny ABF 
i BDF, rozłożymy ten pień na trzy pira
midy trójkątne FABC, FBDE i FABD. 
Dwie pierwsze, to jest piramidy FABC 
i FBDE czyli BDEF mają, za podstawy 

i wysokość, podstawy ABC i DEF pnia i jego wysokość.
Go do trzeciej piramidy FABD, uważajmy że piramidy FBDE i



FABD, mające śpólny wierzchołek F , i podstawy BDE, ABD na 
jednej płasczyznie, mają spólną wysokość, zatem są proporcyo- 
nalne do swych podstaw ; te zaś podstawy IJDE, ABD, mając 
rów ną wysokość, są proporcyonalne do boków DE i AB. Więc

FBDE DE 
FABD ~~ A B '

Ale piramidy FABD i FABC, mogą także być uważane jako 
mające za wierzchołek punkt B i za podstawy trójkąty AFD, AFG 
trapezu ACFD; zatem, mając spoiną wysokość są proporcyonalne 
do swych podstaw, a te ostatnie są proporcyonalne do boków DF 
i AG; więc

FABD DF 
FABC _  AG'

Owoż, z założenia, podstawy DEF, ABCpnia piramidy są trój
kątami podobnemi, i dają

D E _ D F .
AB “  AG ’

ztąd wnosimy że pierwsze stosunki dwóch powyższych proporcyj 
są rów ne, i mamy

FBDE FABD 
FABD ~~ FABC*

Więc trzecia piram ida FABD jest średnią proporcyonalną 
między dwiema pierwszemi FABG i FBDE.

Oznaczając przez B, b, h, liczby które mierzą podstawę niż
szą ABC, podstawę wyższą DEF, i wysokość danego pnia pira-

1
midy, widzimy że objętość piramidy FABC wyraża się przez - B h;

3
1

objętość piramidy BDEF przez — bh, a następnie objętość
O

piramidy FABD przez y /  ~ B/i ■ ^  bh —  ^ \ /  Mb.

5 1 4  KSIĘGA SIÓDMA.
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Więc objętość V pnia ABCDEF piramidy trójkątnej, o podsta
wach równoległych, ma za miarę

V =  +  U h  +  \hXJ¥b  albo V = J a  (B +  b ł ® '
o o o d

I k k e  d o w o d z e n i e . —  Niech będzie pień piramidy trójką
tnej ABCDEF o podstawach równoległych. 
Jeśli poprowadzimy płasczyznę ABF, ode- 
tniemy piramidę trójkątną FABC która ma 
za podstawę i wysokość podstawę niż
szą ABC i wysokość p n ia ; po ozem, prowa
dząc płasczyznę BDF, podzielimy zostającą 
piramidę czworokątną FABED na dwie pi
ramidy trójkątne FBDE i FABD. Pierwsza 

piramida FBDE może się uważać jako mająca trójkąt DEF za 
podstawę i punkt B za w ierzchołek; a więc ma za podstawę i 
wysokość podstawę wyższą i wysokość pnia. Aby znaleźć czemu 
się równa druga piramida FABD, poprowadźmy, przez wierz
chołek F , równoległę FG do krawędzi D A ; prosta FG będzie 
równoległa do płasczyzny ADB (V, 16). Połączmy GD i GB. 
Widzimy łatwo że piramida FABD jest równowarta p ira
midzie GABD, bo obie mają tę samą podstawę ABD, i wierz
chołki F i G na równoległej FG do tej podstawy. Owóż, piramida 
GAM) może się uważać jako mająca podstawę ABC i wierzcho- 
łek^w punkcie D ; a więc jej wysokość jest równa wysokości 
pnia. Co do podstawy ABG, jeśli poprowadzimy przez punkt G 
równoległę GH do CB a temsamem do FE, trójkąty DEF i AGH 
będą rów ne, bo mają boki DF i AG równe jako równoległe 
zawarte między równoległemi, kąty D i A równe z założenia a 
kąty G i F równe z wykreślenia. Teraz, dwa trójkąty ABC i ABG, 
mające spólny wierzchołek B i podstawy AC, AG na jednej pros
tej, są proporcyonalne do swych podstaw', to jest

ABC AC 
ABG AG'

Tak samo, dwa trójkąty ABG i AGH, mające spólny wierzchołek
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G i podstawy AB, AH na jednej prostej, są proporcyonalne do 
swych podstaw, i mamy

ABG _  AB 
AGH — AH'

Ale, w trójkącie ABC, prosta GH równoległa do boku BC daje 
proporcyę

To pokazuje że podstawa ABG jest średnią proporcyonalną 
między podstawami ABC i DEF uważanego pnia piramidy.

Znajdujemy więc, jako wyiej, że objętość pnia piramidy trój
kątnej, o podstawach równoległych, równa się summie trzech piramid 
które mają wysokość tego pnia za wysokość, a za podstawy jego 
podstawę niższą, podstawę wyższą i średnią proporcyonalną między 
temi dwiema podstawami.

2° Niech będzie teraz pień piramidy jakiejkolwiek ABCDEafiráe

o podstawach równoległych. Dopełnijmy piramidy SABCD W; na 
płasczyznic jej podstawy weźmy trójkąt PQlt równowarty tej 
podstawie, i wystawmy na nim piramidę trójkątną TPQU równej 
wysokości; po czem, przedłużmy płasczyznę abc która da prze
cięcie pqr. Ponieważ dwie piramidy SABCDE i TPQR, mające 
podstawy równowarte i tę samą wysokość, są równowarte, ich 
przecięcia abcde i pqr są także równowarte (6 wn. 2). W ięc

— a b .
AG AH’

ABC ABG
zatem ^ BG. AGH>

s. T
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dwie piramidy Sabcde i Tpqr są równowarte. Ztąd wynika że 
pień ABCDEaicćfe piramidy jakiejkolwiek jest równowarty 
pniowiPOR/^?- piramidy trójkątnej. Owoż, pień piramidy trójką
tnej o podstawach równoległych ma za miarę trzecią część wielo- 
czynu z wysokości przez summę obydwóch podstaw i ich średniej 
proporcyonalnej; to wyrażenie objętości stosuje się do pnia 
piramidy wielokątnej, o podstawach równoległych, który jest 
równowarty pniowi piramidy trójkątnej i ma z nim te same pod
stawy i wysokość. W ięc oznaczając przez V, B, b, A, objętość, 
obie podstawy i wysokość pnia piramidy jakiejkolwiek, o p o d 
stawach równoległych, mamy ogólną formułę jego objętości,

Ta formuła pokazuje że pień piramidy jakiejkolwiek, o p o d 
stawach równoległych, jest równowarty summie trzech pira
mid mających za spólną wysokość jego wysokość, a za podstawy 
jego obie podstawy i średnią proporcyonalną tych dwóch pod
staw.

W n i o s e k . — Znając stosunek ^  dwóch odpowiednych boków

pnia piramidy o podstawach równoległych, można uniknąć ra 
chunku jednej z dwóch podstaw.

b a1 a '2
Jakoż, proporcya -  =  — daje b =  — .B ; podstawiając tę

‘ B A A '
wartość, otrzymujemy formułędogodną do liczebnych zastosowań,

Z a s t o s o w a n i e . — Wyrachować objętość pnia piramidy w któ
rym ivysokość zawiera 3 metry, a podstawy równoległe są dwu- 
nastokątami foremnemi majaeemi 1 metr i 2 metry za boki.

Apotema dwunastokąta foremnego którego bok mierzy

v  =  J a (B + A + v 'B a ) .
o

2 metry, jest V*7 -j- UV 3 — 2 —J— V 3 (IV zag 6) ;  zatem pod-
34
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stawa B =  12 (2 +  *3). Podstawiając te wartości w powyżej
danej formule, znajdujemy że szukana objętość pnia jest

na mniej niż 1 centym etr sześcienny.

U w a g a  I .  —  Nie tru d n o  o trzym ać w p ro st w yrażen ie  objętośc i pnia 

p iram idy  o podstaw ach  rów noleg łych , uw aża jąc  ten  p ień  ja k o  różnicę dw óch 

p iram id . Jak o ż , nazw ijm y B, b, h podstaw y i w ysokość danego  pn ia  p ira -  

ram idy  ABCDEa&cde, i, dopełn ia jąc  p iram id y  SABCDE, oznaczm y przez  x  
je j w ysokość, p rzez  y  w ysokość p iram id y  Sabcdc; będziem y m ieli

Znając objętość pn ia  p iram idy  tró jk ą tn e j, o podstaw ach  rów noleg łych , 

m ożna ła tw o otrzym ać w yrażen ie  objętości p n ia  p iram id y  w ie lokątnej, o 

podstaw ach rów noleg łych , ro zk ładając  go n a  pn ie  tró jk ą tn e . Jakoż, oznacza

jąc  p rzez  V, B, 6, h, ob jętość , obie podstaw y i w ysokość tego pn ia , p rzez  B', 

B", B '" ,... podstaw y niższe, przez  b', b", b'",... odpow iedające podstaw y 

w yższe p n i p iram id  tró jk ą tn y c h , m am y , ogran iczając się na trzech  pn iach  

tró jk ą tn y c h ,

v = = V b ' + 6' +  V  ¥ b ')+ '-h  ( b " + 6" + | / V & " )  ! Í a O " - í - & w+  V w ) ,O d  3

12 (2 -ł- v i )  (1 +  =  21 (2+ V 3)' =  78'«, 373066

Owoż (V i, ton. l ) ,

Ł — L -  (*) B ,a :  by  B . æ —  by
a 2 y 2 ~ ™  -x3 y 3 h ( x - + x i j - { - y y

z tąd  w ynika

a te sto sunk i da ją  tak

h[a>~ +  x y  +  y 2) ar- +  xy  ■+- y2 ’

w ięc V = - 3k[B +  b +  V  B6).

albo V =  ^ ( b  - h b +  V  B '6'  +  V  B " & " +  V T w 5 ) .

(ł ) Zobacz naszą Arytmetykę, rozdział S to su n k i;
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O w oż, w iem y że tró jkąty  n ' ,  B " , I ! '" , , . . i b't 6" , b '" ,, ..  są odpow iednio 

podobne i  podobnie ustaw ione (W , 12) ;  co daje

B ' _  B "   B

b ' ~  6 "  6 " ' 1)

Ztąd w ynika

\ Z W  V w " b '" ’ \J  IW -f-  V / B " / / '+  v/ B '" 6 ' ' '  1 / B 6 .

6' ~  6" — 6"' ' ~  6 ~~~~b~'

w ięc V  l t '6' +  V B"6‘'  4 - \ /  B ";6' "  =  V  B6.

P odstaw iając tę w artość , zn a jdu jem y  w iadom y w ynik

V = ^ ( b +  ł +  V b 76).

M ożna zogólnić znaczen ie  w yrazu  pień  p iram id y  o podstaw ach  ró w n o 

leg łych , u w a ż a ja £ z a  p ień  d rug iego  g a tu n k u  su m m ę 

dw ócłi p iram id  SŻ?BCD i SA/B 'C'D 'J k tó re  są w ierz 

cho łk iem  przeciw leg łe  i m ają  podstaw y rów noleg le. 

W yrażen ie  objętości tego pn ia  zn a jd u je  się sp o 

sobem  podobnym  pow yższem u. Ja k o ż , oznaczając 

przez  h w ysokość ja d a n e g o  p n ia  p ira m id y , to  je s t 

odległość dw óch  podstaw  ABCD i  A 'B 'C 'D ', p rzez  x  
i  y w ysokości d w ó ch  p iram id  k tó re  sk ład a ją  ten p ień ,

c m am y 1= 3  B * +-&-/.

3VB 6 V  Bb BiC-(- By _________________
x -  y1 x y  x 3 y3 h (x l —  cci/ -J- y 1)

ale te  sto sunk i dają jeszcze

B_ B — V t t b - \ - b
x 2

w ięc

r2 x'1 — x y  +  y 2 ’

3V i i —  1 / B 6  +  6

h(x2 —  x y  -)- y2) x 2 —  x>j -j- y2

ztąd  V =  | a ( b  —  y ^ lł/ł + b ) ,  i tak że  V =  ^B/i^ l  —  |

Dwie o sta tn ie  form uły  różn ią  się  o d  poprzedzających  ty lko  znakam i 

średn ie j p roporcyona lne j dw óch  pod staw , i znak iem  bo k u  a .
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To zogólnienie pnla piramidy tłumaczy dlaczego następujące zagadnienie 
ma dwa rozwiązania.

Z ag a d n ie s ie . — Mając dane : objętość V, wysokość li, i bok A pod
stawy niższej pnia piramidy o podstawach równoległych, znaleźć odpo- 
wiedny bok podstawy wyższej.

Nazywając cc bok szukany, i kładąc cc zamiast a, w formule objętości 
pnia piramidy, będzie.

\ /  x  . x ^ \
J b .A ( i + A  +  aO = V: alb°

:2 \  X i  X  3V
A»+ :-A +  1 ~  O ~ 0'

ISównanlc pokazuje żc, gdy V >  ^ B/t, pień pierwszego gatunku i pleń 

drugiego rozwiązują zagadnienie; gdy ilość V jest zawarta między 
1 1
-B A  i -  Uli, dw a.pnie drugiego gatunku są dwoma rozwiązaniami, 
¿ 1 0  . - /

1 1
które się przywodzą do jednego jeśli V ==-B7i, alboV =  -  Bft; nakoniec,

jeśli V <  -  B h zagadnienie jest uiemożebne.
.... :

T w ie r d z e n ie  XX.
> ♦, iWH- ■’ • ^

Pień graniastom trójkątnego<i jest równowarty' summie trzech 
piramid mających jedną z jego podstaw za spólnąpodstawę i wierz
chołki drugiej podstawy za wierzchołki.

Niech będzie ABGDEF pień graniaslonu

t
 trójkątnego. Przez wierzchołki A, B, F , po- 
E prowadźmy płasczyznę; otrzymamy piramidę 

FABC która ma podstawę ABC danego pnia 
za podstawę, i wierzchołek F podstawy prze
ciwległej za wierzchołek. Jeśli potem popro
wadzimy płasczyznę BDF, rozłożymy piramidę 

c czworokątną FABED na dwie piramidy trój
kątne FABD i FBDli. Owoż, piramida FABD jest równowarta 
piramidzie CABD, ho mają obie tę samą podstawę ABD, i rów ne 
wysokości dlatego że ich wierzchołki F i C leżą na krawędzi FC 
równoległej do AD a temsamem równoległej do podstawy ABD. 
Ale piram ida CABD może być uważana jako mająca podsta
wę ABC pnia graniastonu za podstawę, i wierzchołek D pod
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stawy przeciwległej za wierzchołek. Tak samo, piramida FBDE 
jest równowarta piramidzie CABE, bo mają podstawy BDE, ABE 
równowarte, a ich wierzchołki F, C leżą na krawędzi FC równo
ległej do płasczyzny tych podstaw ; ostatnia zaś piramida CABD 
może być uważana jako mająca podstawę ABC i wierzchołek E.

W ięc pień graniastonu trójkątnego ABCDEF jest równowarty 
summie trzech piramid FABC, DABG, EABG które mają jego 
podstawę ABC za spólną podstawę i wierzchołki D, E, F drugiej 
podstawy za wierzchołki.

W niosem. — Jeśli nazwiemy B, h, h!, h", liczby które mierzą 
odpowiednio podstawę niższą ABC pnia graniastonu trójką
tnego, i wysokości wierzchołków D, E, F podstawy wyższej nad 
płasczyzną podstawy niższej, objętość tego pnia wyrazi się przez

y - n P + f r + n  .

v s k / :
II. — Pień graniastonu trójkątnego',,, za miarę wieloczyn z prze

cięcia prostego przez średnią arytmetyczną kraióędzi bocznych.

Niech będzie abc (lig. powyższa) przecięcie proste graniastonu 
trójkątnego ABCDEF. Na mocy poprzedzającego wniosku

objętość graniastonu ściętego «óeDEF jest abc Ĉ j,

objętość graniastonu ściętego «¿¿ABC jest abc [aA ^

ztąd, dodając, wynika

Objętość ABCDEF =  a ^ AD +  BE +  CE
3

i i i. — Można jeszcze mieć inne wyraże
nie objętości pnia graniastonu trójkątnego. 
Jakoż, nazwiej my G i G' środki ciężkości 
podstaw ABC i M & C ł; te dwa środki jako 
też środki ciężkości wszystkich przecięć 
bocznych graniastonu ściętego, leżą na je
dnej linii prostej równoległej do krawędzi 
bocznych; bo leżą na plasczyznach ośrod
kowych BDD'B' i AEE'A', a więc na ich 
przecięciu GG' które jest równoległe do AA'. 
Owoż, jeśli przez punkt D' poprowadzimy,
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równolegle do ośrodkowej DB, prostę D'K która spotka GG' w punkcie II; 
dwa trójkąty podobne D'G'H i D'B'K dadzą ]

I1G' D'G' ł
K i ? = D ¥ '= 3 ; Zk?d | G - KB'

Ale SGEI =  BK - f  2DD' =  BK +  AA' +  CC' ;

więc 3GII 4 - 3IIG' rzyli 3GG' =■ AA' +  BB' +  CC'.

Zt?d wnosimy że
objętość ABCA'B'C' =  abc . GG'.

Wysłowią się ten znakomity wynik mówigc : objętość pnia graniastonil 
trójkątnego równa się toieloczynowi z przecięcia prostego przez odle
głość środków ciężkości dwóch podstaw.

T wierdzenie XXI.

Objętość pnia równoleglościanu ma za miarę toieloczyn z przecię
cia prostego przez średnią aryrfnetyczną krawędzi bocznych.

Niech będzie ABCDA'B'C'D' pień 
równoległościanu, i «¿crfjego przecię
cie proste. Jeśli poprowadzimy płas- 
czyznę przekątną ACC'A', rozłożymy 
ten pień na dwa pnie graniaslonne 
ABCA'B'C' i A C D A 'C 'D ', których 
objętości, na mocy wniosku II po
przedzającego tw ierdzenia, wyrażą 
się przez

. ^ A A '+ C C + D D 'l

Ale trójkąty abc i acd są równe jako połowy równoległoboku 
ahcd ; zatem, dodając dwa powyższe wyrażenia objętości, znajdu
jem y że miara pnia ABCDA'B'C'D' równoleglościanu równa

1 , ,/2 A A '+  2CC' +  B B '+ D D 1 
się -« ¿ c d i------------------ | ---------------

Gdybyśmy poprowadzili płasczyznę przekątną DBB'D', zna
leźlibyśmy podobnie że m iarą tego samego pnia jest

1 . J /A A '+ C C '- f  2B B '+2D D '\ . r f d ---------------- -----------------



Ztąd wnosimy że objętość pnia ABCDA'B'C'D' równoległościanu 
ma za miarę połowę summy dwóch znalezionych wyrażeń, to jest, 
jakośmy zwiastowali,

objętość (ABCDA'B'C'D') —  ahcd ~hBB' CG' +  DD j,

U w a g a  o g ó ln a . — Aby wyrachować objętość jakiegokolwiek 
wielościanu, dość jest rozłożyć go na piramidy, albo na części 
którychby umiano wyrachować objętość; po czem, obliczyć obję
tość każdej części i dodać liczby tak otrzymane, ich summa będzie 
miary objętości uważanego wielościanu.

Z a s t o s o w a n ie . — Na bitych gościńcach wzdłuż rowów, leży 
zwykle kupy tłuczonych kam ieni; te kupy, majyce dwa prosto
kąty równoległe za podstawy i trapezy równoramienne za ściany, 
sy pniami graniastonnemi czworobocznemu Majgc dane roz
miary a i  b, a' i  b ' dwóch podstaw i  wysokość h tak określonej 
kupy, wyrachować je j  objętość.

Niech będzie ABCDA'B'C'D 
taka kupa kamieni. Płasczyzna 
poprowadzona przez krawędzie 
równoległe A'B' i CD rozkłada 
jy na dwa pnie graniastonów 

trójkątnych AA'GBB'D i A'C'CB'D'D. Pierwszy ma za miarę 
wieloczyn ze swego przecięcia prostego EFE' przez średnią

arytmetyczną krawędzi bocznych AB, CD, A'B'. Owoż,
1

powierzchnia trójkąta EFE' ma za miarę więc obję-
1

tość pnia graniastonnego AA'CBB'D wyraża się przez -bh[2a  +  «').

Dowiedzie się podobnie że miara pnia graniastonnego A'C'CB'D'D 
1

jest -b 'h(2a' +  o). W ięc objętość kupy kamieni ma za miarę

¿/i(2« -j- a') -j- i  b'h (2a' -j- a).

Przypuszczając a —  2“ , b —  0m,8 0 ; a' =  0"',90, b' =  0m,4 5 ; 
/t =  0m,6 0 ; będzie
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V =  - y - (2 X  0,80 +  0,90 x  0,40) l "3 =  0m*,2005. 

To czyni 200 decymetrów sześciennych i pól.
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T w ie r d z e n ie  XXII.

Wszelka płasczyzna EGFH przechodząca przez środki E,F dwóch kra
wędzi przeciwległych czworościanu dzieli go na dwie części równowarte.

Wielościan EGFH AC składa się z piramidy czwo
rokątnej CEGFfl i czworościanu CA Ii II. Tak samo 
wielościan EGFHBD składa się z piramidy czworo
kątnej DEGFH i czworościanu DBEG.

Te dwie piramidy czworokątne, mające spólną 
podstawę EGFII, i wierzchołki C, D równo oddalone 
od tej podstawy ponieważ F C =  FD z założenia , są 
równowarte.

Pozostaje więc tylko do okazania że dwa czworo
ściany CAEH i DBEG są równowarte. Owoż, biorąc za podstawy tych czwo
rościanów trójkąty AEC, BEG, mamy

czwór. HAEC tr. AEC AH
czwór. DBEG tr. BEG’ AD ’

ale dwa trójkąty AEC, BEG, których podstawy AE, BE są równe z zało
żenia, mają się jako ich wysokości albo jako BC do BG ;

czwór. HAEC BC AH 
" lęC czwór. DBEG ~  BG ’ AD

Uważajmy teraz że, w czworoboku skośnym ABCD, płasczyzna po

przeczna EGFII daje
EA GB FC HD T
EB GC FD' HA * (V ’ /) ;

EA , FD , . , GB HD
ten wieloczyn, z przyczyny —  =  1 =  — , przywodzi się do — —  =  1,

Ł.B I'C GC I1A

, C B  H A  . BC AD „  BC AH

a l b 0 d 0  fTc =  i m ; Z l ? d W y n ' k a  BG =  AH B G ‘ A D  =  1 ‘

Więc

Co było do dowodzenia.

czwór. IIAEC 
czwór. DBEG

= 1 .
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SYMETRYA.

>k Ok r e ś l e n ie  X. — Dwa punkta A, A' są sy
metryczne względem trzeciego O , zwanego środ

kiem  sy m etry i, gdy ten punkt jest we środku 
prostej AA1 która je  łączy.

A1 Dwa punkta A, A' są symetryczne wsglęclem
_Y linii prostej XY, zwanej osią  sym etryi,  gdy ta

|o  oś jest prostopadła we środku prostej AA' która 
a1 je  łączy.

Dwa p u n k t a  A, A 'są  symetryczne względem płasczyzny MN, 
z w a n e j  PŁASczYzNA s y m e t r y i ,  g d y  t a  p ła s c z y z n a  

j e s t  p r o s t o p a d ł a  W'e ś r o d k u  p r o s t e j  AA' k t ó r a  

j c  łą c z y .

Dwie figury są symetryczne względem 
punktu,, o s i , płasczyzny, gdy każdy punkt 
pierwszej ma swój symetryczny w drugiej. 

Przedm iot i jego obraz odbity we zwierciadle piaskiem mogą 
służyć za przykład dwóch figur symetrycznych.

T w ie r d z e n ie  XXIII.

M

A.

/  • /
N

A'

------ 'A '

Dwie figury symetryczne względem osi są równe.

Niech będą A, B, C ..., punkta pierwszej figu
ry, i A ', B', C'... ich symetryczne w drugiej, 
względem osi XY.

Poprowadźmy linie proste AA', BB1...; wredle 
określenia, oś XY jest prostopadła we środku 
każdej z tych linij. Jeśli przeto obrócimy około 
osi jedną z dwóch figur, wszystkie jej punktaopi- 
szą łuki podobne; zatem, gdy punkt A, opisując 
pół okręgu, padnie na swój symetryczny A',

b-c
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wszystkie inne punkla pierwszej figury padnę na symetryczne 
drugiej. Więc te dwie figury sę równe.

Jeśli dwie figury płaskie, jako 
ABCDE i A’B'C'D'E', sę symetryczne 
względemosi MN, aby okazać ich rów
ność, dość jest dać pierwszej figurze 
pół obrotu około osi symetryi MN; 
wtedy, każdy punkt A, B ,.. padnie na 
swój symetryczny A', B ',.. i pierwsza 
figura przystanie do drugiej.

Dwie figury płaskie symetryczne 
względem punktu są równe. Jakoż, jeśli 
damy jednej z nich pół obrotu około 
środka symetryi, wszystkie jej punkta 

padnę na odpowiedne punkta drugiej, i te dwie figury przystanę 
do siebie.

Zfęd wynika że na płasczyznie dwie figury sę symetryczne nie 
same przez się, ze swojego kształtu, ale tylko z położenia jednej 
względem drugiej; tak że każde dwie figury równe mogę być 
ustawione symetrycznie.

Figura złożona z dwóch części symetrycznych względem osi 
nazywa się symetryczną.

I tak, trójkąt równoramienny jest symetryczny względem swojej 
wysokości która jest osią symetryi. Zatem trójkąt równoboczny ma 
trzy  osie symetryi.

Trapez równoramienny jest symetryczny względem linii która 
łęczy środki podstaw.

W prostokącie osiami symetryi sę linie łęczęce środki boków 
przeciwległych.
W  ukośniku obie przekętne sę osiami symetryi.

Kwadrat ma cztery osie symetryi, którem i sę obie przekętne 
i linie łęczęce środki boków przeciwległych.

T w ie r d z e n ie . — W  kole każda średnica jest osią symetryi (II, U).
T w ie r d z e n ie . — Gdy figura płaska posiada dwie osie symetryi 

OA i  OB czyniące kąt a niespółmierny z n , ta figura jest kołem.
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Niech będą dwa punkta M i N symetryczne względem osi OA ; 
weźmy ich symetryczne M' i N' względem osi OB. Jeśli zegniemy 

całą figurę według OB, punkta M i N 
padną na M' i N', i oś OA weźmie położe
nie OC które będzie osią symetryi dwóch 
punktów jakichkolwiek M', N' figury. To 
dowodzi że obracając oś OB pod kątem a 
około punktu O, otrzymuje się trzecią oś 
symetryi OG ; następujący obrót pod ką
tem a dałby czwartą oś, i t. d. Owoż, « i u 
są niespółm ierne; niema więc liczb całko
witych n  i k  któreby zadość czyniły równa

niu na =  2A-jr; i żadne położenie osi OB nie może padać na oś już 
otrzymaną. Ztąd wnosimy że uważana figura płaska, mając nie
skończoną liczbę osi przechodzących przez jeden punkt, jest kołem.

To twierdzenie jest wzajemnicą ostatniego.

T w ie r d z e n ie . — Jeśli figura plaska ma clwie osie prostokątne 
XX' i  YY', punkt przącięcia O tych osi je s t środkiem figury.

Jakoż, punkt M tej figury ma syme
trycznymi' względem osi YY', a punktM' 
ma symetryczny M" względem osi XX'. 
W ięc OM =  OM' =  OM'', i MM" jest 
średnicą koła opisanego na trójkącie 
prostokątnym MM'M". To dowodzi że 
każdy punkt M danej figury ma swój 
symetryczny względem punktu 0 . 

Więc punkt O jest środkiem figury.

Graniaston foremny i równoległościan prosty są symetryczne 
względem linii łączącej środki ich podstaw. Równoległościan pros
tokątny ma trzy  osie symetryi, któremi są linie łączące środki ścian 
przeciwległych. A jeśli podstawy równoległościanu prostokątnego 
są kwadratam i, wtedy ten równoległościan ma jeszcze dwie inne 
osie symetryi przechodzące przez środki krawędzi bocznych prze
ciwległych. Zatem sześcian ma dziewięć osi symetryi.

M

. 1
i1

j j
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T w ie r d z e n ie  XXIV.

X,

My-

r .....

Dwie figury symetryczne lozgledem płasczyzny są symetryczne 
względem punktu.

Niech będę A i A' dwa punkta od- 
powiednc figur F, F 1 symetrycznych 
względem płasczyzny MN. Weźmy na 
tej płasczyznie jakikolwiek puukt 0 ;
wyobraźmy trzecię figurę F " syme
tryczny figury F względem punktu O, 
i niech będę A" i A dwa punkta od- 

powiedne tych dwóch figur. Połęczmy A'A", i przez punkt O 
poprowadźmy oś XY prostopadłę do płasczyzny MN.

W  trójkęcie AA'A", prosta OP, łęczęca środki dwóch boków, jest 
równoległa do trzeciego boku A'A" i równa jego połowie. Owoż, 
oś XY, prostopadła do płasczyzny MN a temsamem do prostej OP, 
jest równoległa do boku A A' i przechodzi przez środek boku AA"; 
więc ta oś jest prostopadła do boku A'A" i przechodzi przez jego 
środek. A zatem punkta A' i A" sę symetryczne względem osi XY,
i figury F ', F" sę równe.

Ztęd wnosimy że figura F',symetryczna figury F względem płas
czyzny,staje sięjej symetrycznę względem jakiegokolwiek punktu O 
tej płasczyzny, zrobiwszy tylko półobrotu około osi przechodzęcej 
przez ten punkt i prostopadłej do tej płasczyzny. I nawzajem.

W niosek.'— Dtcie figury symetryczne z trzecią są równe. Jakoż,
niech będę dwie figury A' i A" sy
metryczne z figurę A względem 
środków O i 0 ’. Przez te dwa 
środki poprowadźmy jakękolwiek 
płasczyznę P, i weźmy, figurę A."' 
symetrycznę figury A, względem 
płasczyzny P. Na mocy powyż
szego twierdzenia, figury A' i A", 
sę równe każda figurze A"'; więc 

figury A 1 i A", obie symetryczne z figurę A, sę równe. To zna-
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czy innemi słowy że wszelka figura ma tylko jedną symetryczną.
To co poprzedza jasno dowodzi że jedna tylko jest symetrya 

figur, względem punktu albo względem płasczyzny, co to samo, 
zależąca od kształtu układu części tych figur, nie zaś od położe
nia jednej względem drugiej, ani od położenia środka symetryi 
albo płasczyzny symetryi. I tak, dwie ręce, dwie rękawiczki sy 
symetryczne same przez się, nie z położenia względem siebie. 
Jeśli przewrócimy rękawiczkę prawej ręki, wtedy można jy 
wdziać na lewy. Co pokazuje jakby trzeba przewrócić jedny 
z dwóch figur symetrycznych żeby przystała do drugiej. Dla tych 
przyczyn nazywać będziemy dwie takie figury poprostu symelrycz- 
nemi, nie wyrażajyc ani punktu ani płasczyzny symetryi.

Figura, złożona z dwóch części symetrycznych względem spólnej 
płasczyzny nazywa się sy m e t r y c z n ą . Taky jest naprzykład postać 
ciała ludzkiego, pięknych świytyń, gmachów, etc.

Graniaston prosty, a temsamem równoległościan prosty, jest 
symetryczny względem płasczyzny prostopadłej do krawędzi bocz
nych i przechadzycej przez ich środki. Równoległościan prosty, 
którego podstawa jest ukośnikiem, ma nadto jeszcze dwie inne 
płasczyzny symetryi które przechodzy przez krawędzie boczne 
przeciwległe.

Sześcian ma dziewięŁntasczyzn symetryi.

T w ie r d z e n ie  XXV.

Dwa wielościany symetryczne mają ściany odpowiedne równe, 
kąty dwójścienne odpowiedne równe, i kąty 
wielościenne odpowiedne symetryczne.

o
Niech będy A, B, C ,... i A', B', C ',... 

wierzchołki odpowiedne wielościanów syme
trycznych względem jakiegokolwiek środ
ka 0 . ’

Z równości trójkytów ABO i A 'B '0 ', ACO i 
A 'C '0 ',.. wynika że: dwie proste symetryczne, 
(to jest dwie proste które łyczy dwa punkta 
symetryczne), jako dwie krawędzie syme
tryczne AB, A'B', dwie przekytne symetryczne
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AC, A 'C ',... sę równe i równoległe. Zatem dwie ściany odpo- 
wiedhe ABCF, majęc boki odpowiedne równe i kg.ly
między niemi zawarte równe, sę równe i symetryczne. Płasczyzny 
tych ścian sę równoległe i równo od środka symetryi oddalone.

Aby pokazać że kęty dwójścienne odpowiedne AB, A'B' sę 
równe, i kęty wielościenne A i A' symetryczne, dość wzięć za 
środek symetryi wierzchołek A, to jest przypuścić AO =  o; wtedy 
przy punkcie A będę dwa kęty wielościenne A i A' wierzchoł
kiem przeciwległe; to dowodem że kęty dwójścienne odpowiedne 
sę równe, i kęty wielościenne odpowiedne sę symetryczne.

W n io sek . — W ynika z tego twierdzenia że
Dwa wielościany złożone z tej samej liczby piramid symetrycznych 

i w porządku odwrotnym ustawionych są symetryczne.

I  n a w z a je m ,  dwa wielościany symetryczne&rozkładają się na tę 
samą liczbę piramid symetrycznych i w porządku 'odwrotnym usta
wionych.

W n io s e k . Płasczyzna, przechodzącajprzcz dwie krawędzie 
przeciwne równoległościanu! dzieli (jo na dwa 
graniastony trójkątne * symetryczne.

Jakoż, dwa grajnpStony trójkętne ABCEFG, 
ACDEGH, majęóe wierzchołki symetryczne 
względem środka O równoległościanu, sę 
symetryczne.

T w ie r d z e n ie  XXVI.

Dwa wielościany symetryczne są równowarte.

Dwa wielościany symetryczne rozkładaję 
się na równę liczbę piram id sym etrycznych; 
dość więc okazać źe dwie piramidy syme
tryczne sę równowarte.

Niech będę tedy dwie piramidy sym etry
czne, które ustawiamy tak żeby miały spólnę 
podstawę ABCD, a wierzchołki S, S' po
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bydwóch stronach płasczyzny tej podstawy. Ponieważ wierz
chołki S, S' s j  dwoma punktami symetrycznemu względem 
płasczyzny ABC, wysokości SO, S '0 tych piramid s$i równe. Więc 
dwie piramidy symetryczne s§ równowarte.

PODOBIEŃSTWO WIELOŚCIANÓW.

Ok r e ś l e n ie  XI. — Dwa wiclościany nazywają się to d o b n em i gdy 
mają ściany podobne zawierające kąty wielościenne równe.

Ściany podobne, kęily dwójścienne albo wielościenne, krawę
dzie, wierzchołki,., które maj,j odpowiedającepołożenia w dwóch 
wielościanach podobnych, nazywają się odpowiednemi.

Istnienia wielościanów podobnych dowodzi następujące 
twierdzenie. . ' ̂  

i  > "
. T w ie r d z e n ie  XXVII.

Plasczyzna siccztia równoległa do podstawy piram idy wyznacza 
drugą piramidę podobnh pierwszej.

Niech będzie piramida SABCDE. Płas- 
czyzfia sieczna równoległa do podstawy, 
dająca przecięcie abcde, wyznacza piramidę 
Sabcde podobny piramidzie SABCDE. Jakoż, 
przecięcie abcde jest wielokątem podobnym 
podstawie (6), a ściany boczne Sab i SAB, 
Sbc i SBC..., sg. oczywiście trójkątami podo- 
bnemi. Zatem k§ty wielościenne odpowiedne, 
jako A i a , . . .  s j  rów ne; bo m ajj k§ty płas

kie równe i k§ty dwójścienne równe każdy każdemu, i podobnie 
ułożone. W ięc piramidy Sabcde, SABCDE, mające ściany po
dobne i k^ty wielościenne między niemi zawarte rów ne, sg 
podobne.
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T w ie r d z e n ie  XXVIII.

Dwie piramidy są podobne gdy mają kąt dwójściennty równy 
za w a r t y  miedzy podstawą i ścianą podobną kaida każdej, i podobnie 
ułożoną.

równoległą do podstawy ABCDE. Piramidy Sa'b'c'd'e', SABCDE 
są podobne.

Ztąd wynika że ściana Sa'b', podobna ścianie SAB, jest po
dobna ścianie sab, i jest jej równa ponieważ/Bok Sa' =  sa ; 
następnie, podstawa a 'iW e ',  podobna podstawie' ABCDE, jest 
równa podstawie abcde; i kąt dwójścienpy a'b', równy dwój- 
ściennemu AB, jest równy kątowi dwójściennemu ab. W ięc 
dwie piramidy Sabcde, Sa'b'c'd'e' są róym gjj) ; zatem piramidy 
SABCDE i Sabcde są podobne.

W n io s e k . — Dwie piramidy są podobne gdy mają kąt wielo
ścienny przy ivierzchołku równy, zawarty między trzema krawę
dziami odpowiednemi proporcyonalnemi.

Dwie piramidy są podobne gdy mają podstawę podobną przyległa 
trzem kątom dwój ściennym róicnym każdy każdemu, i w tym sa
mym porządku.

Niech będą dwie piramidy SABCDE, sabcde, mające podstawy 
podobne ABCDE, abcde, i dwójściany AB =  ab, CD=crf,DE =  de.

Niech będą dwie piramidy 
SABCDE i sabcde, mające kąty 
dwójścienne AB i ab równe, 
podstawy ABCDE i abcde po
dobne, i ściany ABS, abs po
dobne.

Na krawędzi SA weźmy dłu-  ̂
gość Sa' — sa, i przez punkt a' 
poptbwadźm y płasczyznę a’b'c'

T w ie r d z e n ie  XXIX.



Na krawędzi AB, weźmy długość AK =  ab; poprowadźmy
przez punkt K prostę Ki' równo
legły do krawędzi AS, aż do 
spotkania b' z krawędziy BS, i 
przez punkt U poprowadźmy plas- 
czyznę równoległy do podstawy 
ABCDE.

° Piramidy SABCDE i Sa'b'ćd'c’ sy 
podobne; zatem podstawy abcdc, 

ABCDE, a'b'ćd’e' sy podobne. Ztyd wynika że podstawy abcde, 
a'b'ćd'e' sy równe, ponieważ bok ab =  A K =  a'b'. Nadto, dwój- 
ścian a b = A R  =  a'b’, dwójścian c d =  GD =  crd', i dwójścian 
de —  'DE ==d'ef. W ięc piramidy sabcde i Sa'b'ćd'e', majyce pod
stawę równy przyległy trzem kytom dwójściennym równym 
każdy każdemu i wtym samym porzydku, sy równe. W ięc dwie 
piramidy SABCDE i sabcde sy podobne.

t . lh» 4 '
T w ie r d z e n ie  XXX.•4 j

Dwie piram idy rtyftokątne między sobą są podobne.

Niech będy dwie. piramidy SABCDE i sabcde równokytne mię
dzy soby (fig. powyższa). ,

Na krawędzi SA w e ź m / d k fip lę  Sa' — sa, i przez punkt a' 
poprowadźmy płasczj .ę równoległy do podstawy ABCDE ; pi
ramida Sa'b'c'd'e' będzie yównokytna z piramidy SABCDE, i 
temsamem równokytna z piramidy sabcde. Ztyd wynika że 
piramidy sabcde i Sa'b'c'd'e', równokytne między soby i mające 
dwie krawędzie odpowiedne równe Sa i Sa', sy równe (9); więc 
piramidy SABCDE i Sabcde równokytne między soby sy podobne.

T w ierd zen ie  XXXI.

Dwa graniastony są podobne gdy mają kąt dwójścienny równy 
z a w a r t y  między podstawą i  ścianą podobną każda każdej i  podobnie 
ułożoną.

Niech będy dwa graniastony ABCDEF, abedef, w których kyty
3 5
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dwójścienne AB i ab, sę rów ne, podstawy ABGDE i abcde sę
podobne, i ściany ABGF, abgf, 
także podobne.

Kęty trójścienne B i b sę równe, 
bo majęz założenia kęt dwójścien- 
ny AB — ab, zawarty między dw o
ma kętami płaskiemi ABC i abc, 
ABG i abg, równemi każdy, każ
dem u i w tym  samym porzędku.
Zatem  kęt dwój ścienny BC — bc, 

kęt dwójścienny BG =  bg, i kęt płaski CGB= cbg.

v  BG AB BCNadto —  =  —  =  .
bg ab bc

W ięc dwa równoległoboki BCGH, begh sę podobne (III, 16 wn.) 
Ztęd wynika że kęty trójścienne C, c sę równe, a następnie dwa 
równoległoboki CDIII, cdih sę podobne; i tak dalej. Owoż, kyty 
dwójścienne FG i fg , etc. sę równ6 -jako spełnienia kętów ró 
wnych. Więc dwa graniastony zadane sę podobne.

W n io s e k  I. — Dwa' graniastony prosię są podobne, gdy maję 
podstawę i ścianę podobnę każda każdej i podobnie ułożone.

1L — Dwa równoległościany sę podobne, gdy maję kęt wie
lościenny równy zawarty między trzema krawędziami propor- 
cyonalnemi i w tym samym porzędku.

Zatem, dwa równoległościany prostokątne sę podobne, gdy 
maję trzy krawędzie przyległe proporcjonalne.

Wszystkie sześciany są podobne.

U w a g a . — Widzimy łatwo że podobieństwo dwóch granias- 
tonów i podobieństwo dwóch piram id, których podstawy maję 
n boków, wymaga 2n — 1 warunków, to jest jednego mniej niż 
równość.

5 3 4  KSIĘGA SIÓDMA.
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T w ie r d z e n ie  XXXII.

Dwa wielościany złożone z równej liczby piramid trókątnych, 
czyli czworościanów, podobnych i podobnie ustawionych są podobne. 
I nawzajem.

Niech będą dwa wielościany 
łożone z czworościanów od- 

powiednycli podobnych ABGD 
i abcd, ABDE i abde, ABEF i 
abef, etc. Uważajmy przede 
wszystkiem że, jeśli ściany 
przyległe BCD i BDE, dwóch 
czworościanów ABDC i ABDE, 

znajdują się na jednej płascźyznie, ściany odpowiedne bcd i bde 
leżą także na jednej płasczyznie; bo kąty dwójścienne abde i abde 
są spełniające, jako równe dwom kątom dwójściennym spełniają
cym ABDCi ABDE. Zatem, w tychjdwóch wielościanach, 1° ściany 
odpowiedne ABC i abc, BCD i bcd, etc są podobne i podobnie 
ustawione, bądź jako ściany odpowiedne czworościanów podo' 
dobnych, bądź też jako złożone z równej liczby trójkątów 
podobnych i podobnie ustawionych. 2° Kąty wielościenne, jako C 
i c, D i d, E i e .., zawarfe między ścianami podobnemi są równe, 
bądź jako kąty odpowiedne czworościanów podobnych, bądź też 
jako złożone z równej liczby kątów trójściennych równych każdy 
każdemu i podobnie ustawionych. W ięc dwa zadane wielościany 
są podobne.

N a w z a je m ,  dwa wielościany podobne rozkładają się na równą 
liczbę piramid trójkątnych, czyli czworościanów, podobnych każda 
każdej i podobnie ustawionych.

1° Jeśli dwa dane wielościany podobne W i W ' są wypulde, 
można zawsze rozłożyć wielościan W na czworościany, dając im 
jakikolwiek punkt wewnętrzny O ża spólny wierzchołek. Niech 
będzie OABC jeden z tych czworościanów; przez krawędź A'B'
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wielościanu W ' odpowiedną AB poprowadźmy płasczyznę A 'B '0'

tak żeby czyniła ze ścianę A'B'C' kąt dwójścienny 0'A'B'C' równy 
dwójściennemu OABC, i na tej płasczyznie wystawmy trój
kąt A 'B '0' podobny trójkątowi ABO ; po czem, biorąc tak wyzna
czony punkt O' za wierzchołek, rozłóżmy wielościan W ' na 
czworościany 0'A 'B 'C ', 0 'A 'C 'E ',... które będą podobne odpowic- 
dającym czworościanom OABC, OACk,... pierwszego wielo
ścianu W.

Jakoż, uważajmy dwa  ̂czworościany odpowiedne OACE i 
0'A'C'E' przyległe czworościanom podobnym OABC i 0'A 'B 'C '. 
Ściany OAC, 0'A'C' są podójcie, jako ściany odpowiedne dwóch 
czworościanów podobnych O ABC' G 'A 'B 'C '; a zaś ściany ACE, 
A'C'E' są podobne, jako trójkąty odpowiedne które składają 
ściany podobne dwóch wielościanów. Teraz, jeśli trójkąty ACB, 
ACE są na jednej płasczyznie, dwa kąty dwójścienne OACE i 
0'A 'C 'E ' są równe, jako spełnienia kątów dwójściennych ró
wnych OACB i 0 'A 'C B '; a jeśli trójkąty ACB, ACE nie leżą na 
jednej płasczyznie, w tedy, ponieważ kąty dwójścienne BACE i 
B'A'C'E' są równe jako kąty odpowiedne wielościanów podobnych, 
i kąty dwójścienne OACB, 0'A'C'B' także rów ne jako kąty odpo
wiedne czworościanów podobnych OABC, 0'A'B'C/, różnice tych 
kątów, to jest kąty dwójścienne OACE, 0 'A 'C 'E ', są równe. W ięc 
dwa czworościany OACE, 0'A 'C'E' są podobne.

Rozumując tak samo, dowiedzie się następnie podobieństwa 
w s z y s tk ic h  innych czworościanów odpowiednych.

2“ Jeśli dwa wiclościany podobne nie są wypukłe, byle tylko

o.
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ich kąty wielościenne nie przebijały ścian, można zawsze, plas- 
czyznami przyzwoicie prowadzonerni, rozłożyć te wielościany 
na wielościany wypukłe, a te ostatnie na czworościany podobne
i podobnie ustawione.

U w a g a . — Dwa punkta O i O' nazywają się odpowiednemi, 
względem dwóch wielościanów podobnych, jeśli, łącząc każdy 
z nich zc trzema wierzchołkami po sobie idącemi jako A, 13, C
i A', B', C', otrzymuje się dwa czworościany OABC i 0'A 'B'C' po
dobne i podobnie ustawione.

Dwie linie proste, które łączą punkta odpowiedne dwóch 
wielościanów podobnych, nazywają się odpowiednemi, jako 
np dwie przekątne łączące wierzchołki odpowiedne.

W  dwóch wielościanach podobnych, stosunek dwóch lin ij odpo- 
wiednych równa się stosiml&wi podobieństwa dwóch ścian odt\ o- 
wiednych.

•7
Dowodzenie podobne do tego któreśmy dali w księdze Illej

Dwa czworościany, mające $]l trójścienny równy, mają się jako  
loieloczyny z trzech krawędzi tego kąta.

A Niech będą dwa czworościany ABCD
i AEFG mające kąt trójścienny A spólny. 
Poprowadźmy płasczyznę BDF,

B 4:

Czworościany ABCD, ABDF, mające spólny 
wierzchołek B., mają się jako podstawy ADC, 
ADF, a te ostatnie są proporcyonalne do kra
wędzi AC, A F ; zatem

c
ABCD AC 
ABDF ~  AF‘

Podobnie, czworościany ABDF, AEFG, mające spólny wierz-
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cliolek F , maję się jako podstawy ABD, AEG, a te ostatnie maję 
się jako prostokęty AB . AD, AE . AG;

ABDF AB AD
WI?C AEFG ~  AE ' AG'

Ztęd, mnożęc te równości stronami, otrzymujemy

ABCD AB AG AD AB . AC . AD 
AEFG — AE ’ AF ' AG AE . AF . AG'

W niosekI . — Dwa czworościany, mające kąt bryłowy symetryczny 
mają się jako loieloczyny ze trzech kraiuędzi tego kąta.

II. — Dwa graniastony trójkątne mające kąt trójścienny równy 
albo symetryczny mają sin jako wieloczyny ze trzech krawędzi tego 
kąta.

Bo każdy z dwóch graniastonów jest trzy razy większy od 
czworościanu wystawionego na tym kęcie i jego krawędziach.

Zatem, dwa równoległościany, mające kąt' bryłowy równy albo 
symetryczny, mają się jako wieloczyny ze trzech krawędzi tego kąta.

Co jest zogólnieniem twierdzenia XIII.

Dwie piramidy podobne mają się jako sześciany z krawędzi odpo- 
wiednych.

T w ie r d z e n ie  XXXIV.

A,

i

Niech będę dwie piramidy trój- 
kętne podobne ABCD, abed, które 
można przypuścić umieszczone 
jedna w drugiej tak żeby ich kęty 
przy wierzchołku przystawały do

bZ. ((j siebie. W  tem położeniu, podsta-

c
wy BCD, bed dwóch piram id sę 
równoległe, i wysokości AH, A li 
sę na jednej prostej.



Teraz, ponieważ objętości piramid są proporcyonalne do wie- 
loczynów z podstaw przez wysokość, mamy

O bj. ABCD _  BCD. All _  BCD AH
O bj. A bed b e d . A h  bed ' A h

Ale płasczyzna bed  jest równoległa do podstawy BCD; za
tem (6, wn.)

BCD _  AH2 . A H __BC
bed  ’ A/i be

Więc, podstawiając te wartości, otrzymujemy

Obj .  ABCD AH3 O bj. AB C D ___BC3

Obj. A b ed  ~~  a °  O bj. A b ed  —  ~fc

Uwaga. — Powyższe dowodzenie stosuje się do piramid po
dobnych jakichkolwiek.

Jeśli piramidy podobne są trójkątne, można dowieśdź twierdzenia ina
czej. Jakoż, dwa czworościany ABCD, a bed, mające kąty trójścienne A i a
równe, dają (33).

obj. ABCD : AB AC AD
obj. abed ab ' ac ad'

Owoż, podobieństwo tych dwóch czworościanów daje

A B _ A C _  AD 
ab ac ad  ’
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Obj. ABCD
więc —-----------

Obj. abed

/A l! \ ' ’ AB3

Twierdzenie XXXV.

Dwu tineloościany podobne mają się jo.ko sześciany z krawędzi 
odpowiednych.

Wiemy że dwa wielościany podobne W i W  mogą się rozłożyć 
na równą liczbę czworościanów podobnych i podobnie ustawio-



a3 c, fl3 c.. a3\%1!

c \ "■^3’ c7; — y *’’

1
0

C, Cj a3
G' C\

,1Ib1
as

nych. W ięc, oznaczajęc przez C, C0,... czworościany wielo- 

ścianuW , przez G', C^, C"0,... czworościany odpowiedne wielo- 

ścianu W , przez a i a' dwie krawędzie odpowiedne, będzie

C_
C'

Zatem
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Ztęd, na mocy wiadomego twierdzenia, wynika

C +  C, +  C2 +  o? V d3

C ' + C ,t + C ' , +  — ari °  V' _  «'3‘

U waga, — Powierzchnie wiclościanów podobnych są propor- 
cyonalne do kwadratów z krawędzi odpowiednych.

Z a s t o s o w a n i e . — Wyrachować krawędzie i objętość równoległościanu 
prostokątnego, którego powierzchnia ma h metry kwadratowe, a roz
miary są proporcyonalne do liczb 2, 3, 6.

Oznaczmy przez a, b, c'trzy krawędzie przylegle tego równoległością nu ; 
jego powierzchnia wyrazi się przez 2(«6 -f ac-f- bc) =  h, i będzie

d 1 b-  c3 ab ac bc 2

22 ~  3^ =  G2 “  2 7 3  =  J T g =  3*76 ~  3 ii"

_ . „ a b c \ /  2 1
Ztad wynika = - = = - =  V — =  ->/ •>.

J 2 3 0 30 ii

Więc wartości krawędzi, wyrażone w metrach, sq :

a = j V " 2 , i  =  5 l / a ,  c = t / ś ;

a następnie objęlość danego równoległościanu

V =  ~ \ /  2 =  

na mniej niż centymetr sześcienny.
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T w ie r d z e n ie  X X X V I (ł ).

W  każdym luielościanie liczba ścian S v)ięcej liczba wierzchoł
ków W równa się liczbie krawędzi Ii więcej 2, to jest

S +  W  =  K +  2.

Dowiedziemy najpierwej że ilość S +  W  — K jest stała, a po
tem że się równa liczbie 2. Połączmy tedy jakikolwiek punkt S 
przestrzeni ze wszystkiemi wierzchołkami jednej ściany ABCD. 
Przystawiając piramidę SABCD, której odejmujemy podstawę, 
tworzymy nowy wielościan w którym ilość S +  W  — K staje się 
S' +  W ’ — K'. Ale nie wszystkie przystawione ściany są różne od 
daw nych; albowiem, niektóre z nich mogą być przedłużeniem 
tych ostatnich; tak samo, niektóre z nowych krawędzi mogą 
być także przedłużeniem dawnych. Uważając że każde przedłu
żenie ściany niszczy jedną krawędź a każde przedłużenie kra
wędzi niszczy jeden wierzchołek, jeśli oznaczymy przez -n liczbę 
boków odjętej ściany, przez s liczbę przedłużonych ścian, przez 
w liczbę straconych wierzchołków, znajdziemy łatwo

S' == S — 1 +  ;n —  s 

W' =  W +  1 —  w 

K' =  lv n — s — w

Ztąd wynika równość

S' +  W ' — K' =  S +  W  — K

która pokazuje że ilość S +  W — K nie zmienia się przez przy
stawienie piramidy do jednej ze ścian wielościanu. Ta ilość nie 
zmienia się także gdy odejmujemy piram idę od wielościanu; bo, 
gdyby się zmieniała przez odjęcie piramidy, toby się musiała

(*) Twierdzenie sławnego matymalyka E u l e r a .



zmienić przez jej przystawienie na pow rót; co nie jest. Więc 
ilość S +  W  — K jest stała w wielościanacli.

Owoż, odejmując piramidy od wielościanu albo. je dodając, 
możemy dojść aż do czworościanu, w którym ilość S -j- W  — K 
równa się oczywiście liczbie 2 ; więc w każdym wielościanie 
liczba ścian więcej liczba wierzchołków równa się liczbie krawędzi 
więcej 2.

U w a g a . —  Powyższe dowodzenie pokazuje że twierdzenie stosuje się do 
wszelkiego wielościanu, byle tylko żadna ściana nie przenikała innej, jako 
w wielościanacli gwiaździstych, o których później m ówić będziemy.

Si y
Wniosek I . — Oznaczmy przez a ,« ,  c, d ,... liczbę trójkątów, 

czworokątów, pięciokątów ,.... przez a, (3, y, 5,... liczbę kątów 
trójściennych, czworościennych, pięciościennych,... Ponieważ 
każda krawędź należy do dwóch ścian i do dwóch wierzchołków, 
będzie

2K =  3 a +  l\b +  5 c +  6 d  +  \  (1).
2K =  3« -j- 4|3 -f* Oy 65 -j- (2).

To dowodzi że w każdym wielościanie 1° liczba ician mających 
nieparzystą liczbę boków, jako trójkąty, pięciokąty,., jest parzysta; 
2° liczba kątów wielościennych mających nieparzystą liczbę krawędzi, 
jako kąty trójścienne, kąty pieciościenne,... jest parzysta.

II. Nie istnieje żaden wiolościan któryby nie miał ani ściany trój
kątnej ani kąta trójściennego.

Mamy

S =  « +  6 +  e +  r f +  (3), W =  « +  p +  y + 5 +  (i.);

owoż, jeśli w formule Eulera, którą można pisać

£iS + 4 W =  4K + 8,

wyrugujemy S, W , i podstawimy zamiast 4K summę wartości 
(1) i (2), otrzymamy równanie

a -j- ot =  8 +  (c -f- y) +  2 (d o) +  3(e +  c) +

542 KSIĘGA SIÓDMA,



które dowodzi że summa a-\-a. nie może być zero, ani mniejsza 
od liczby 8.

W  czworościanie a +  a =  8 .

III. Nie istnieje żaden wielościan w którymby wszystkie ściany 
miały loiecej niż pięć boków, ani luielościan 10 którymby wszystkie 
kąty wielościenne m iały więcej n ii pięć ścian.

Jakoż,

1“ Z porównania formuł (2) i (4) wynika że 2K >  3W ; a jeśli 
w formule Eulera podstawimy za Ii i S ich wartości (l),i (3), będzie

2W  =  4 + a  +  2 6 - ł - 3 e +  (5);

zatem, podstawiając tę wartość i wartość (1 ) w powyższej nie
równości, otrzymamy nierówność

r  2b + c >  12 +  d +  2 c + . . . ,  

która dowodzi że a, b, c nie mogą zarazom być zero.

2° Z symetryi formuły Eulera  względem S i W , i z formuł 
(1) i (2), (3) i (4), wynika że jest także

2S =  4 -|- « -(- 2(i -j* 4" (6)

a następnie 3« 4- 2/3 -f- y ^  12 -{- <5 +  2t + . . .

Co dowodzi ż e p ,  y, nie mogą zarazem być zero.

L iczba  w a ru n k ó w  k oniecznych  do w y zn a czen ia  w ie l o ś c ia n u .

Uważajmy układ n punktów w przestrzeni, albo wielościan ga
tunku nieokreślonego mający n wierzchołków. Na wyznaczenie 
trzech wierzchołków trzeba trzech oddzielnych w arunków ; wyzna
czy się położenie w przestrzeni pozostałych n—3 wierzchołków da
jąc np. odległość każdego z nich od trzech pierwszych, co uczyni 
3(n — 3) różnych warunków; więc liczba warunków koniecznych 
do wyznaczenia wielościanu mającego n wierzchołków, albo ogól
niej, liczba warunków koniecznych do wyznaczenia układu n punk
tów w przestrzeni jest 3 +  3 (n — 3) czyli 3 « — 6.

Pojmujemy łatwo że liczba warunków koniecznych do wyzna
czenia wielościanu zmniejsza się w miarę ścisłości jego okreś
lenia; albowiem niektóre wierzchołki mogą leżeć na jednej

AYŁASNOŚCI OGÓLNE WIELOŚCIANÓW. 543
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płasczyznie albo nawet na jednej linii prostej z innem i. I tak, 
wyznaczenie czworościanu wymaga 3.4 — 6=  6 warunków ; gdy 
tymczasem wyznaczenie piram idy, której podstawa ma n boków, 
potrzebuje mniej warunków niż 3(n +  1) — 6 =  3)2 — 3.

Uważaj my teraz wielościan danego gatunku, i weźmy za pod
stawę jedną ze ścian mającą n boków. Trzeba 2 n — 3 warunków 
do wyznaczenia tej ściany. Zostaje tedy W  — n wierzchołków 
poza podstaw ą; położenie każdego z nich w przestrzeni wymaga 
trzech warunków, co czyni 3 (W — n ); dodając 2 n  — 3 wa
runki podstawy, będzie razem 3W — n  — 3. Ale ta liczba wa
runków jest, ogólnie mówiąc, za wielka, i trzeba ją  zmniejszyć 
liczbą warunków które wyrażają że wierzchołki jednej ściany 
znajdują się na jej płasczyznie. Owóż, trzy punkta wyznaczają 
płasczyznę; jeśli więc nazwiemy n', n", n '" ,... liczbę boków ścian 
będących zewnątrz podstawy, przewyżka każdej z tych liczb nad 3 
wyrazi ile trzeba warunków żeby wierzchołki należące do jednej 
ściany były na jej płasczyznie. Odejmując summę tych przc- 
wyżek od poprzednio znalezionej liczby warunków, otrzymu
jem y 3W — n •— 3 — (w' —3) — (n" — 3) — . . . ,  
albo 3 W — 6 — (n — 3) — ̂ i 1— 3),— (nu — 3) —.

Ale ostatnie wyrażenie je s tf to  samo co 3W— 6—2K +3S; 
to zaś, z przyczyny S-f-W— A = 2, 'przywodzi się do K. Więc 
liczba warunków koniecznych do wyznaczenia wielościanu równa się 
liczbie K jego krawędzi.

Twierdzenia li, VII, VIII, i IX mogą tu służyć za sprawdzenie.

Jeden bok i K—1 kątów wyznaczają w ielościan; inny bok, 
dany dowolnie, i te same kąty wyznaczają drugi wielościan 
oczywiście podobny pierwszemu. W ięc, żeby dwa wielościany tego 
samego gatunku były podobne, trzeba K — 1 warunków.

Jeśli dwa wielościany nie są określonego gatunku i mają tylko 
rów ną liczbę W  wierzchołków, trzeba 3W  — 7, warunków dla 
ich podobieństwa.

To dowodzi że podobieństwo dwóch wielościanów wymaga 
jednego warunku mniej niż ich równość.
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T w ie r d z e n ie  XXXVII.

W każdym wielościanic, summa kątów wszystkich ścian równa się 
czterem kątom prostym wziętym tyle razy ile jest wierzchołków mniej 2.

Wiadomo że, biorąc kąt prosty za jedność kątów, summa kątów we
wnętrznych wielokąta mającego n boków wyraża się przez 2n — 6 ; zatem, 
jeśli oznaczymy przez ?i, n ',  n " . . .  liczby boków ścian danego wielościanu, 
summa kątów wszystkich ścian będzie

(2n  -  h) +  (2n' -  li) +  (2n" -  U) +

Owoż, ta summa zewiera S wyrazów, a zaś n +  n' -f-n" 4 - . . .  = 2 K ;  
więc summa kątów wszystkich ścian wielościanu ma za miarę

2==£i(K — S) albo 2 — f(W  — 6) (36).

Z A G A D N I E N I A  K S I Ę G I  S I Ó D ME J .

Z a g a d n ie n ie  I.

Znaleźć powierzchnia boczna i objętość piramidy sześciokątnej fo 
remnej’, mając dana je j  wysokość H i promień 11 podstawy.

Nazwijmy S pow ierzenuę boczną,'V  objętość piramidy za
danej.

1° Apotema podstawy wyraża się przez V 3 ; a wysokość 
jednego z sześciu trójkątów równoram iennych które składają

powierzchnię boczną piramidy, przez V  H2 +  vR'2 ; zatem po
wierzchnia boczna tej piramidy jest

S == 6R . i  V /H 2+ 3 R 2 =  | R \ /Ł 6 H- +  3R2.

2° Podstawa piramidy ma za m iarę f  R2 V  3; więc objętość 

piramidy jest V =  ' HR2 V  3.
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Za g a d n ie n ie  II.

Przeciąć czworościan ABCU płasczyzną równoległą do dwóch 
krawędzi przeciwległych AG, BD, tak żeby przecięcie EFGH miało 
powierzchnię największą możebną.

Ponieważ płasczyzna sieczna ma być 
równoległa do dwóch krawędzi przeciwle
głych AC i BD, przecięcie EFGH jestrów no- 
ległobokiem, w którym kąt E jest stały jako 
równy kątowi kraw ędzi-A C 'i BD. Ztąd 
wynika że maximum powierzchni tego 
równoległoboku ' .należy od maximum 
wieloczynu: E F .E H  .dwóch, boków przy
ległych (IV, 7). *

Owo/,
EF
AC'

BE
BA

EH
BD

j A E .  
~ AB'

więc E F . EII
AC. BD 

■AB2
X A E . BE.

A C . BD .
Teraz uważajmy że społczynmk -  .. -  jest stały, a summa

AB"
dwóch czynników zmiennych AE i BE równa się krawędzi AB. 
Więc wieloczyn A E .B E  jest maximum gdy te czynniki zmienne 
są równe. Ztąd wnosimy że w czworościanie płasczyzna równo
legła do dwóch krawędzi przeciwległych wyznacza przecięcie 
maximum gdy jest równo oddalona od tych krawędzi.

Z a g a d n i e n i e  III.

Prieciąć czworościan ABCD płasczyzną przechodzącą przez środki 
E i F dwóch krawędzi przeciwległych lak, ieby przecięcie miało 
powierzchnię najmniejszą możebną.

Niecłi będzie EGFH czworobok wyznaczony przez jedną z płas-
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czyzn siecznych. Poprowadźmy przekątnę EF i spuśćmy na nią, 
z wierzchołków G, H, prostopadłe GG', 
HH'.

Czworobok EGFII ma za miarę wielo- 
czyn iE F  (GG' +  HH'), w którym czyn
nik EF jest stały; więc ten czworobok bę
dzie miał powierzchnię minimum gdy 
summa prostopadłych GG', HH' będzie 
minimum.

Owoż, jeśli przez punkt E poprowadzimy płasczyznę, równo
ległą do dw óąś krawędzi przeciwległych AC, BD, ta płasczyzna 
przejdzie przez punkt F (VI, 36), i proste GG', IIH', równoległe 
między sobą, będą do niej pochyłe. Te pochyłe są równe, bo 
rzeczona płasczyzna vjest równo oddalona od krawędzi AC, BD. 
Ztąd wynika że summa IIH' będzie minimum gdy proste
GG'i IIH' będą prostópadłe 3o tej płasczyzny. W tedy, prosta GG' 
będzie spólną prostopadłą do prostych EF, AC, a zaś H H 'spólną 
prostopfłdłą do prostych EF; BD.

Więc, aby rozwiązać zagadnienie, poprowadź przez punkt E 
płasczyznę równoległą d ó ‘ krawędzi przeciwległych AC, BD,
i potem do tej płasczyzny poprowadź, przez prostę EF, płasczyznę 
prostopadłą która wyznaczy przecięcie najmniejszej powierzchni.

. »‘

Z a g a d n ie n ie  IV.

Podzielić piramidę, Która ma podstawę rdwnolegloboczng, na 
dwie części równowarte» płasczyzna przechodzący, przez jeden z bo
ków podstawy.

Niech będzie BCFEpłasczyzna szukana; SO 
wysokość danej piramidy równoległobocznej 
SABCD, i SP wysokość piramidy odciętej 
SBCFE której podstawa jest trapezem. Płas
czyzna OSP, prostopadła do dwóch podstaw, 
jest prostopadła do ich przecięcia BG i spo
tyka te podstawy wedle prostych HG, HI, od
powiednio prostopadłych do prostych AD, EF.



Wedle zagadnienia, piram ida SBCEF powinna być połową 
danej SABCD; więc, wyrażając ich objętość, mamy

AD . G il . SO =  (BG +  E F ). H I . SP.

Owoż, jeśli spuścimy prostopadłę HK na prostę SG, powierz
chnie trójkątów SHG i SHI dadzą

GH. SO — SG . IIK i H I . SP =  S I. HK;

zatem, podstawiając te wartości w powyższem równaniu, będzie

AD. SG =  (BC +  E F ). SI,

, , B C + E F  AD EF
9 SG SI G f

Nakoniec, jeśli w ostatniej równości zamiast AD i EF podsta
wimy ilości proporcyonalne SG i SI, otrzymamy proporcyę

SG SI
SI " G I ; '

=©■
która pokazuje że płasczyzna szukana BCFE dzieli w stosunku 
średnim i skrajnym wysokość SG ściany ADS równoległej do kra
wędzi BC przez którą przechodzi.

U w a g a . — Bozwiązać zagadnienie gdy dwa boki równoległe 
AB i BC są nierówne.

Z a g a d n ien ie  V.

Podzielić całą powierzchnię piramidy czworokątnej foremnej na 
dwie części równowarte, płasczyzna przechodzącą przez jeden z bo
ków podstawy.

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie BCFE płas
czyzna szukana (fig. powyższa); połączmy BE, i oznaczmy przez i- 
apotemę piramidy, przez a bok jej podstawy, przez x  wysokość 
trapezu ADFE; będzie

trój. ABE =  i  a®. i EF — 2 (k — x);
n.

(IX
zatem trapez ADFE =  —.(2A- — x).

lk \

5 4 8  KSIĘGA. SIÓDMA.



ZAGADNIENIA.

W edle zadania, summa powierzchni 2ABE4-ADFE-+ ABCD 
powinna być połową całej powierzchni piram idy; więc

QX
2ax -f- — (2k  —r x)  +  2 a- =  ‘lak  -j- o? 

li
albo x 2 — l\kx -)- 2k- — ak —  o.
To równanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste i dodatne, ponie

waż 2k >  a, bez czego piram ida foremna nie mogłaby istnieć; 
ale pierwiastek większy od '2k nie odpowieda na pytanie. W ięc 
zagadnienie ma tylko jedno rozwiązanie.

Z a g a d n ien ie  VI.

Przeciąć sześcian płasczyzną tak, żeby przecięcie było sześciokątem 
foremnym. '’i

4  • Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane,
i niech będzie płasczyzna MNQ której 
przecięcie z sześcianem jest sześciokątem 

n foremnym MNPQRS. Płasczyzna sieczna 
przecina oczywiście krawędź CG w punk- 

B- cie I. Owoż, kąt NPQ sześciokąta forem

nego równa się -  kąta prostego ; więc

* trójkąt 1PQ jest równoboczny, bo jego
2

kąty P i Q, jako spełnienia kątów sześciokąta, są każdy — kąta

prostego. Ztąd wynika że
IP =  P Q = P N , i IQ == QR; zatem PQ =  |N R .

Co dowodzi że bok PQ szukanego sześciokąta foremnego jest ró
wnoległy do przekątnej F il i równy jej połowie. W ięc wierzchołki 
P i Q lego sześciokąta są środkami krawędzi GF i GH sześcianu; 
i tak samo o innych. Ztąd wnosimy że w sześcianie płasczyzna 
poprowadzona przez środki trzech krawędzi, po sobie idących ale 
nie na jednej płasczynie, wyznacza przecięcie które jest sześcio
kątem foremnym jako MNPQRS. Jest cztery takich płasczyzn 
zadość czyniących zagadnieniu.

36



5 5 0 KSIĘGA SIÓDMA.

M'S'
W idzimy łatwo ze —p-yj =  ,

U w aga. — Niech będzie M'N'P'Q'R'S' sześćiok?t wyznaczony plasczyznę 
równolegli do plasczycny BDG, a tcmsamein równoleglj do plasczyzny MNP.

AS' • £!2i _  CtP' aih p 'Q' _
FH GP 0 I d" “  AD’ 

Ale GP' i DS' sy równe, jako dwie równolegle zawarte między dwiema 
płasczyznamirównoleglemi; zatem G P '4-A S'=A f). Więc M'S7 +  P'Q'—BD. 
Ztjd wynika żc sześciokgty wyznaczone plasczyznami równoleglemi do 
plasczyzny BDG sj równoobwodowe z trójkątem równobocznym BDG. 
Owoż, między wielokątami równoobwodowemi i równej liczby boków naj
większy jest foremny.

Więc, Sześciokąt foremny MNPQRS jest największy ze wszystkich 
szesciolcąlów pochodzących z przecięcia sześcianu p.izcz plasczyzny ró
wnolegle do plasczyzny BDG.

Z a g a d n ie n ie  VII.

W  piramidzie SA BOD mającej za podstawę trapez, są dane: 
1 ° wysokość SP, 2° ściana SAD., 3° kąty ściany przeciwległej SBC 
ha kierunki podstaw AB i DC trapezu ; zbudawat.lt piramidę.

*t: ’.f A--- \.2/
Przypuśćmy zagadnienie rozwiąza

ne, i ze spodka P wysokości SP pira
midy szukanej spuśćmy prostopadłę 
PQ nabokB C ; prosta SQ będzie wy
sokością ściany SBC.

Teraz., ponieważ kąty tej ściany są 
dane, stosunek odcinków BQ, CQ jest 
wiadomy; zatem, jeśli podzielimy 
w tym stosunku bok AD w punkcie 

E, punkt Q będzie leżał na równoległej EE ' do AB.

Stosunek ^  jest także w iadom y; więc, jeśli weźmiemy QR=QS, 
bij

punkt R będzie się znajdował na linii FF ', równoległej do AB 
i przechodzącej przez punkt F który się wyznaczy za pomocą

BQ AE
proporcyi



Po czem, połączmy RS, R P ; będzie

RŚ2 =  2Q lf, i RS2 =  PŚ2 +  PR2 =  PS2 +  PQ2 +  QR2 ;

ztąd QR2 — OP2 =  PS2.

Więc wykreślenie żądanej piramidy przywodzi się do nastę
pującego zagadnienia Geomelryi płaskiej :

Wykreślić trójkąt prostokątny PQR to którym, różnica kwadra- 
tów wystawionych na ramionach QR, QP kąta prostego równa sir 
kwadratowi z danej linii SP, wierzchołek P jest dany, a dwa inne 
wierzchołki Q, 11 leżą na danych równoległych EE ', FF'.

Aby rozwiązać to zagadnienie, spuśćmy prostopadłe PP’, IIR' 
na EE’, będzie

OR'9 =  QR2 — RiV2 i QP'2 —  QP2 — PP'2 ;

ztąd wynika qxi'2 _  Qp° „ J  § P 2 - f  P P '2 — R R '\

Druga strona równania jest ilością wiadomą.
Nadto, trójkąty Q PP\ QRR\ mające boki prostopadłe, są po

dobne i da j$ ,' nf
* ■. ’ '*•.

PP' OP1 ""  .
QH? =  ITR' • a lb 5  ; Q P ’ X  Q1V “  P P ’ X  R R ’-

Mamy'wicloczyn odcinków Q1V, QP’ i różnicę ich kw adratów ; 
więc te odcinki są wynaczone, i rozwiązanie zagadnienia łatwro 
się uzupełnia.

Z a g a d n i e n i e  VIII.

Przeciąć dany graniaston trójkątny płasczyzną tak żeby przecięcie 
było trójkątem podobnym danemu.

Można zawsze przypuścić że płasczyzna sieczna przechodzi przez 
jeden z wierzchołków podstaw y; wtedy la płasczyzna odcina od 
graniastonu piramidę mającą trapez za podstawy, i zagadnienie 
przywodzi się do poprzedzającego.

ZAGADNIENIA. 551



Dobrze jest szukać wprost algebrycznie rozwiązania które, 
prócz długości rachunku, nie przedstawia wielkiej trudności.

U w a g a  — Powyższe rozwiązanie może się zastosować do nastę
pującego zagadnienia.

Na danej płasczyznie wyznaczyć rzut jednego trójkąta podobny 
drugiemu trójkątowi.

Z agadnienie IX.

Na bokach sześciokąia foremnego ABCDEF w y stawiono szcs'ć pros
topadłych ¿etan ABB'A', BCC’B', etc. i wzięto trzy krawędzie 
równe AA', CC', EE', nie idące po sobie; po ezem, przez punkt S osi 
sześciokąta, i, przezkażdąze trzech prostych A'C', A 'E \ C E',popro
wadzono płasczyzny SA'B'C', SA'F'E', SC'D'F' które"'¿pmykoją 
wielościan. Jak trzeba wziąć punkt S żeby cała poiuierzchnia tego 
dziesięciościanu była najmniejsza moiebna ? " ,

Widać z samego wykreślenia że 
krawędzie BB', DD', ,FF' są rów ne; 
zatem powierzchnia tego dzieśięcio- 
ścianu składa się z sześciu trapezów 
równych ABB'A',... z sześciu tró jką
tów równych SA 'B ',... i z podstawy 
ABCDEF ; a ponieważ ta podstawa jest 
stała, trzeba i dość jest dla minimum 
całej powierzchni wielościanu żeby 
tylko summa trapezu ABB'A' i trójkąta 
przyległego SA'B' była minimum.

Owoż, jeśli przez wierzchołek A' poprowadzimy płasczyznę pros
topadłą do krawędzi AA', to ona spotka krawędzie BB', CC',..-. 
S B ',.. w punktach B", C ',.. I ł , . .. oś OS w punkcie O', tak że piramidy 
SA'CO'i B ''A 'C 'B ',.,. będą symetryczne, i prosta A'C' będzie pros
topadła do krawędzi SB' w  jej środku H ; zatem, oznaczając przez x  
odległość 0 ’S=B 'B ",przez a bok podstawy, przez b krawędź AA',

będzie HS =  \ / x ‘l - f  ~ a- i HA' =  ^ AC =  -  a V  3 •
V u 2 2 ’
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a następnie powierzchnia trapezu ABB'A' wyrazi się przez 

^ a (26— x ), i powierzchnia trójkąta SA'B' przez ^ a \ /  3x- +  ~ .
JL T *

Więc ilość którą trzeba uczynić minimum jest wieloczyn

ZAGADNIENIA. 5 5 3

a ^2b — x  +  y /^3 a ;2-|- ~J~)'

1
Ten wieloczyn ma jeden czynnik -  a stały, a w drugim ilość

zm i& pa—y / 3"c'  ~f-----x  -ics  ̂ doda tna ; więc dość uczynić
' k  *

minimum ilość ^ / 3x2 -f- ^  x~— *•

Żeby-nie wychodzić z granic matematyki elem entarnej, ozna
czmy pzrez m  szukaną wartość m inim um , będzie

3x2 S~  — x  =  m, zkąęl 2:c2 — 2mx -j- ^ a 2 — m 1—  0.

Owoż, pierwiastki tego równania powinny być rzeczywiste;

(
3 \  1
-  a2 — m2J  albo m2 ^  -  a-.

Ztąd wynika że najmniejsza wartość jaką można wziąć dla m
1 / —  ~ 1 / -

jest równa -  a v  2,-rtej^vaiitiści.odpow ieda x  =  -  a y  2.

Więc, powierzchnia zadanego dziesięciościanu będzie naj
mniejsza możebna, jeśli różnica krawędzi AA' i BB' jest czwartą 
częścią przekątnej kwadratu wystawionego na boku a podstawy.

U w a g a . —Dziesięciościan, o którym mowa, przewrócony stanowi budowę 
komórek woskowych w których pszczoły miód składaj?. Kąty bryłowe B", 
D", F" są równościenne, icłi ściany mają około 109° 28' 16", a kąty dwój- 
ścienne 120" (według Maelaurina).

Symetrya piramid S k 'C '0 ' i B'A'C/B", etc., pokazuje że ten dzicsięcio
ścian jest równowarty graniastonowi ABGDEFA^^WE'!'7 ; zatem, jego
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objętość, niezależna od punktu S, ma-za miarę wieioczyn z podstawy 
ABCDEF przez wysokość AA/. Widzimy tedy źe pszczoły, dla tej samej 
objętości miodu, buduj? komórki z ilości wosku najmniejszej możebnej.

ZADANI A.

8/(7. — W czworościanie mającym kąt bryłowy trój prostokątny,
1° Każda ściana tego kąta jest średnią proporcyonalną między swoim 

rzutem na ścianie przeciwległej kątowi i tą ścianą.
2° Kwadrat ze ściany przeciwległej kątowi bryłowemu trójprostoką- 

tnemu równa się sumie kwadratów ze trzech jego ścian.

848. — Dowieśdź że objętość czworościanu, w którym dwie krawędzie 
przeciwległe tworzą kąt prosty, ma za miarę szóstą część wieloczynu tych 
dwóch krawędzi przez ich najkrótszą odległość.

U w a g a . — Twierdzenie jest szczególnym przypadkiem następującego: Ob
jętość  czw orościanu m a za  m ia rę szó stą  część w ieloczynu  dw óch kra w ęd zi 
przec iw leg łych  p rzez ich n a jkró tszą  odległość i  p rzez  icstaw ę ich kąta .

849. — Jaka byłaby miara graniastomi i piramidy, „gdyby za jedność 
objętości wzięto czworościan foremny zbudowany na jedności iinij ?

850. — Zbudować piramidę biorąc taką linię za jedność żeby objętość 
i powierzchnia miały za miarę tę samą liczbę.

851. — W piramidzie czworokątnej foremnej SABCD wiadomy jest sto- 
AB

sunek — ; wyznaczyć kąt dwójśćienny AS.

852. — Jeśli dwa trójkąty w przestrzeni mają wierzchołki na liniach pros
tych które się schodzą w jednym punkcie, wtedy przecięcia boków od- 
powiednych są w linii prostej. I  naw zajem .

853. — Jeśli przez punkt O przestrzeni poprowadzono do wierzchołków 
A, B, G, D czworościanu linie proste które spotykają ściany przeciwległe 
w punktach A', B', C', D', będzie

OA' OB' OC' , OD'
AA' ‘ 13B' +  CC' DD’ ~  ł *

854. — W  czworościanie linie łączące środki krawędzi przeciwległych,
i linie łączące wierzchołki ze środkami ciężkości ścian przeciwległych, spoty
kają się w jednym punkcie. Ten punkt, który dzieli pierwsze linie na po-
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Iowy, i leży na i  części każdej z ostatnich licząc od ścian, nazywa się środ
k iem  ciężkości czworościanu.

855. — Jeśli przez środek ciężkości czworościanu poprowadzono jakąkol
wiek plasczyznę, i spuszczono na nią prostopadle ze wszystkich wierzchoł
ków tego czworościanu, wtedy summa prostopadłych które są z jednej strony 
tej płaszczyny równa się summie prostopadłych które są po drugiej stronie.

856. — Miejscem środka ciężkości czworościanów, mających tę samą 
podstawę i wysokości równe, jest płaszczyzna równoległa do podstawy.

857. — Czworościan SABC jest przecięty płasczyzną poprzeczną abc; 
wierzchołek S i punkta A', B', C' skrzyżowań przekątnych Bc i Cb (na ścia
nie SBC), Ac i Ca (na ścianie SAC), Ba i A& (na ścianie SAB), połączono 
liniami prosteini które spotykają krawędzie BC, AC, Ali, w punktach 
a, p, -f. Dowieśdź że :

1° Linie Aa, B,3, Cf schodzą się w jednym punkcie S' podstawy ABC.
2° Cztery poprzczne SS', AA', BB', CC' schodzą się w jednym punkcie 

przestrzeni.
3° Trzy płasczyzny ABC, abc, A'B'C' przechodzą przez jedną linię 

prostą,
/t" Przez wierzchołek S czworościanu poprowadzono, do podstawy ABC, 

linię prostą SD tak żeby tworzyła kąty równe ze ścianami bocznemi, i po
łączono DA, DB, DĆ. Dowieśdź że trójkąty DAB, DAC, DBC, są proporeyo- 
nalne do ścian SAB, SAC, SBC.

858. — W czworościanie plasczyzna dwójśieczna kąta dwójściennego, 
albo jego spełnienia, dzieli ścianę przeciwległą na dwa trójkąty proporeyo- 
nalne do ścian przyległych.

Ta plasczyzna dzieli także krawędź przeciwległą na dwa odcinki pro- 
poreyonałne do ścian przyległych.

859. — W czworościan wpisano drugi czworościan mający za wierz
chołki środki ciężkości ścian pierwszego. Dowieśdź że te dwa czworościany 
są podobne, i wyrachować stosunek ich objętości.

860. — Dowieśdź że czworościan mający trzy kąty płaskie równe nie może 
mieć wszystkich ścian równowartych jeśli nie jest foremny, to jest, jeśli 
kąty płaskie równe nie mają każdy 60°.

8 6 1 .— Przez dwa punkta dane na dwóch krawędziach czworościanu, 
poprowadzić płaszczyznę któraby podzieliła ten czworościan ne dwie części 
w stosunku liczb m  : n.

862. — W czworościanie poprowadzić plasczyznę tak żeby przecięcie 
hyło ukośnikiem.
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863. — W czworościanie mającym trzy ściany równowarte, summa trzech 
prostopadłych spuszczonych na le ściany z jakiegokolwiek punktu czwar
tej ściany jest staia.

86Zt. — Są dane dwa czworościany ABCD, A'B'G'D', w, których linie lą- 
czące wierzchołki odpowiedne, AA', BB', CC', DD', schodź? się w jednym 
punkcie. Dowieśdź że, jeśli ściany odpowiadające tych czworościanów prze
cinają się, ich cztery linie przecięć leżą na jednej plasczyznie.

865. — W piramidzie foremnej, z punktu wewnętrznego podstawy wypro
wadzono prostopadłę która spotyka ściany boczne przedłużone, jeśli trzeba, 
dowieśdź że summa odległości punktów spotkań od podstawy jest ilością 
; tałą.

U iv a g a .— Twierdzenie stosuje się także do piramidy mającej podstawę 
prostokątną.

866. — W piramidzie foremnej, z punktu podstawy spuszczono prosto
padłe na ściany boczne; dowieśdź że summa tych prostopadłych jest stała.

867. — Poprowadzić płaszczyznę równoległą do podstawy pnia piramidy,
o podstawach równoległych, tak żeby przecięcie było średnią proporcyo- 
nalną między temi podstawami.

Zastosować to zagadnienie do piramidy.
’ «' V

868. — Dany jest pień piramidy o podstawach równoległych w którym
wysokość ma a stosunek dwóch odpowipdnych boków podstaw
równa się 3. Podzielić ten pień na dwa pnie równowarte.

869. — Wyznaczyć rozmiary równoleglościanu prostokątnego którego 
wiadoma jest przekątna, pawierzchnia cała, i w którym jedna z krawędzi 
jest średnią arytmetyczną dwóch innych.

870. — Między równoległościanami prostokątnemi równej powierzchni, 
jaki jest maximum ?

I naw zajem , między równoległościanami prostokątnemi równej objęto
ści, jaki ma powierzchnię minimum?

871. — Znaleźć objętość pontonu. (Ponton jest sześciościanem, który ma 
za podstawy dwa prostokąty równoległe a za ściany boczne trapezy 
równoramienne).

872. — Ze wszystkich graniastonów równej podstawy i równej wysoko
ści graniaston prosty ma największą powierzchnię.

873. — Ze wszystkich graniastonów mających n ścian., graniaston fo
remny ma :
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1° Najmniejszą powierzchnię, gdy podstawy są równowarte i wysokości 
równe.

2° Największą objętość i największą podstawę, gdy powierzchnie są ró
wnowarte i wysokości równe.

3° Największą objętość i największą wysokość, gdy powierzchnie są ró
wnowarte i podstawy równowarte.

h° Najmnejszą podstawę i największą wysokość, gdy powierzchnie są ró
wnowarte i objętości równowarte.

874. — Z dwóch graniastonów foremnych ten który ma najwięcej ścian 
posiada cztery własności wysłowione w poprzedzającym numerze.

875. — Przez linię prostą poprowadzić plasczyznę któraby podzieliła ró- 
wnoleglościan na dwie części równowarte.

876. — W graniastonie czworokątnym, summa kwadratów ze czterech 
przekątnych równa się summie kwadratów z dwunastu krawędzi, więcej 
osiem  razy kwadrat z linii która łączy oba punkta spotkania tycli przeką
tnych.

877. — Jest dany ciąg nieograniczony wiclościanów podobnych, których

i krawędź pierwszego jest k ; czemu się równa krawędź wielościanu podo
bnego który jest równowarty summie tych wszystkich wiclościanów ?

%
878. — Mając dany graniaston trójkątny, znaleźć miejsce geometryczne 

takiego punktu żeby, biorąc go za wierzchołek a ściany boczne za pod
stawy, trzy piramidy czworokątne były równowarte. Wyznaczyć stosunek 
objętości tych piramid z graip'astoncm.

879. — Znaleźć na plasczyznie miejsce punktów takich, żeby summa 
kwadratów odległości każdego z nich od ośmiu wierzchołków równoległo' 
ścian u była równa danemu kwadratowi.

880. — Mając dane trzy linie proste, nie leżące po dwie na jednej płas- 
czyznie, wystawić równoleglościan kióregoby trzy krawędzie znajdowały 
się na tych liniach.

881. — Wyznaczyć graficznie  wysokość piramidy której są wiadome: 
podstawa, jedna ściana boczna i kąt między niemi zawarty.

882. — Przecięto daną piramidę trójkątną SABC płasczyzną która spo
tyka krawędzie boczne w punktach A ', B', C'; znaleźć objętość pnia 
ABC AT/C' tej piramidy.

krawędzie odpowiedne maleją w postępni geometrycznej 1,
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8S3— W czworościanie SABC, przez punkt O ściany SBC poprowa
dzono, równolegle do krawędzi SA, AB, AG, proste OD, OF, OE aż do 
ścian ABC, SAO, SAB; dowieśdź że

SA +  AB +  AC

884. — Summa odległości wierzchołków równoległościanu od plasczy
zny zewnętrznej jest równa osiom  razy wziętej odległości jego środka odlej 
plasczyzny.

885. — Płaszczyzny prostopadle we śrorlkacli krawędzi czworościanu 
spotykają się w jednym punkcie, który jest równo oddalony od czterech 
wierzchołków.

886. — Plasczyzny dwójsieczne kątów dwójściennych czworościanu spo
tykają się w jednym punkcie który jest równo oddalony od czterech ścian.

Uw aga. — Uważając kąty dwójścienne zewnętrzne, łatwo się przekonamy 
że jest osiem  punktów równo oddalonych od ścian przedłużonych czwo
rościanu ale trzy z tych punktów nie istnieją gdy ściany czworościanu są 
równowarte.

887 — Poprowadzić plasczyznę równoległą do podstawy czworościanu 
tak, żeby wyznaczyła drugi czworościan któregoby powierzchnia cała była 
połową powierzchni danego czworościanu.

888. — Zbudować czworościan, znając:
4° Trzy proste łączące środki krawędzi przeciwległych i kąty tych 

trzech linij.
2° Podstawę i długość trzech prostych łączących środki krawędzi 

przeciwległych.
3° Podstawę i odległości jej wierzchołków od środków ciężkości ścian 

bocznych.

889. — Mając dane trzy równoległe nie leżące na jednej płasczyznie, na 
jedną z nich poniesiono długość AB równą danej, i wzięto dowolnie punkt 
C na drugiej, punkt D na trzeciej. Dowieśdź l u że objętość czworościanu 
ABCD jest stała, jakiekolwiek są położenia punktów’ C i D i długości AB, 
2“ że ta objętość jest proporcyonalna do długości AB.

890. — Podstawa piramidy foremnej jest sześciokątem mającym 3 metry 
boku; wyrachować wysokość lej piramidy, wiedząc że jej powierzchnia 
boczna jest dziesięć razy większa od podstawy.

891. — W każdym czworościanie w którym krawędzie przeciwległe są
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prostopadle między sobą, najkrótsze odległości tych krawędzi i cztery wy
sokości czworościanu spotykają się w jednym punkcie.

892. — Przeciąć kąt trójścienny plasczyzną tak, żeby trzy ściany przy 
wierzchołku utworzonej piramidy były równowarte.

893. — Przeciąć piramidę plasczyzną równoległą do podstawy tak, żeby 
powierzchnia piramidy wyznaczonej tą plasczyzną i powierzchnia danej pi
ramidy były w stosunku m : n.

89i|. — Podzielić piramidę, plasczyzną równoległą do podstawy, na dwie 
części proporcyonalnc do liczb m : n.

8 95 . — W pniu piramidy trójkątnej o podstawach nierównoległych, 
punkia spotkania przedłużonych boków tych podstaw i punkta spotkania 
przekątnych trzech ścian bocznych są na jednej plasczyznie.

896. — Gdy dwie wysokości czworościanu spotykają się, to i dwie inne 
wysokości spotykają się także.

897—  Wysokość czworościanu foremnego równa się summie prostopa
dłych spuszczonych z punktu wewnętrznego na cztery ściany.

898. — Jeśli w czworościanie dwa ze trzech dwojanów krawędzi przeciw- 
egłych są prostokątne, trzeci dwojan tych krawędzi jest także prostokątny.

899. — Przez dwa punkta, dane na krawędziach graniaśtonu trójką
tnego, poprowadzić plasczyznę tak żeby podzieliła ten graniaston na dwie 
części proporcyonalnc do liczb 7», n : a w szczególności na dwie części 
równowarte.

900. — Na dwóch liniach prostych nie leżących na jednej plasczyznie 
wzięto, na jednej dwa punkta stale A i 11, a na drugiej odcinek ruchomy 
GD; znaleźć położenie odcinka CD takie żeby powierzchnia czworościanu 
ABCD była minimum.

901 — Prowadząc przez wierzchołki jednego czworościanu plasczyzny 
równolegle do ścian przeciwległych, utworzono drugi czworościan ; znaleźć 
stosunek objętości tych dwóch czworościanów.

902. — Wyrazić stosunek dwóch sześcianów w dwócli liniach prostych.

903. — W czworościanie foremnym ze środka ciężkości podstawy spusz
czone prostopadle na ściany boczne; dowiśdź że czworościan mający te 
prostopadle za krawędzie boczne jest foremny, i wyrachować jego objętość.

904. — Czworościan, którego summa trzech ścian bocznych jest dana, ma 
objętość maximum gdy te ściany są trójkątami proslokątnemi równoramien- 
nemi i prostopadlemi między sobą,
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905. — Ze wszystkich piramid tej samej wysokości i podstaw równowar-. 
tych z jednakową liczbą boków, piramida foremna ma powierzchnię boczną 
minimum. A ze wszystkich piramid których powierzchnie boczne złożone 
z tej samej liczby ścian są równowarte, piramida foremna ma objętość ma
ximum.

906. — Piramida której podstawa jest podobna danemu wielokątowi 
ł czyni summę stałą z jedną ścianą boczną, ma objętość maximum gdy ta 
ściana jest dwa razy większa od podstawy i do niej prostopadła.

S y . m e t r y a  u k ł a d u  p u n k t ó w .  — Nazywa si ę osią sy m e try i  układu punk
tów taka linia prosta około której, obróciwszy ten układ pod pawnym kątem, 
otrzymuje się nowe położenie w którem każdy punkt zabiera miejsce jednego 
z punktów układu. Najmniejszy kąt pod jakim trzeba obrócić układ około 
osi aby każdy jego punkt powrócił na swoje miejsce, jest częścią p odw ie-  

1
łow ną  r  z 360°. Według jak k  równą się liczbom 2, 3, ¿i,... oś symetryi1C
nazywa się dw oistą , tro istą , c zw ó rn ą ,... To zrozumiawszy, dowieśdź że :

907. — Każdy układ punktów mający środek symetryi i płasczyznę syme
tryi pósiadaoś symetryi, która przechodzi przez len środek i jest prostopadła 
do lej plasczyzny.

908. — Układ punktów mający dwie plasczyzny symetryi nieprostokątne 
ma zarazem i trzecią.

909. — Gdy układ punktów ma dwie plasczyzny symetryi, ich przecięcie 
jest osią symeiryi.

910. — Gdy układ punktów ma płasczyznę symetryi i oś symeiryi nieprus- 
lopadłą do tej plasczyzny, wtedy ma drugą oś symetryi która jest odpowiedną 
pierwszej względem plasczyzny symetryi.

911. — Układ punktów mający trzy osie czwórne, prostopadle między 
sobą, ma zarazem cztery osie troiste.

912. — Wiadomo że liczba ziaren przenicy, którą Szach Perski miał dać 
matematykowi Seśsa, za wynalezienie gry szachów, jest
18 6&6;7M 073 709 551 615 (*).', Owoż, metr sześcienny czyni 10 hekto
litrów a hektolitr przenicy zawiera średnio 1 587 000 ziaren; gdyby więc 
usypano z tej ilości zboża piramidę trójkątną foremną, jaka byłaby długość 
boku piramidy ? Odp. 21 UUó metrów (licząc przez logarytmy), przeszło
ii mile krajowe!

(*) Zob. w naszej Arytmetyce postęp)i/( geometryczną.
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W A L E C , STO Ż EK , S F E R A .

W  tej księdze powiemy tylko słów kilka o powierzchniach 
walcowej, stożkowej i obrotowej, a zajmiemy się ogólnie w łas
nościami opisowemi sfery i wielokątów sferycznych.

PowiEitzcnmA walcowa. — Jeśli linia prosta AB posuwa się 
równoległe do prostej stałej GH, opie
rając się ciągle na danej linii GD, 
miejsce geometryczne położeń AB, 
A’B \ . . .  linii ruchomej nazywa się po
wierzchnia walcową.

Linia ruchom a, jako AB, która two
rzy powierzchnię nazywa się linią 
rodzącą, a dana Unia CD która kieruje 
ruch linii rodzącej bierze nazwisko 
kierownicy.

Przestrzeń zawarta między powierz
chnią walcową i dwiema płasczyzna- 
mi równoległemi nazywa się w a l c e m . 

Te płasczyzny są podstaioami a ich od
ległość wysokością walca, Linia rodząca

Powierzchnia walcowa utworzona przez krawędź AA’, stanowi 
powierzchnię boczną walca. Dla skrócenia mowy daje się zwykle 
imie walca nawet powierzchni walcowej.

Walec jest kołowy, elliptyczny, . . .  gdy ma za kierownicę koło, 
ellipsę,. .. jest prosty albo pochyły, według jak jego krawędź jest 
prostopadła albo pochyła do podstawy.

Nazywa się przecięciem prostem  walca wszelkie przecięcie 
przez płasczyznę prostopadłą do jego krawędzi

jest krawędzią walca.
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Płasczyzna jest szczególnym przypadkiem powierzchni walco
w e j; albowiem, jeśli kierownica jest linię prostą, albo krzywą 
płaską której płasczyzna jest równoległa do kierunku linii rodzą
cej, wtedy powierzchnia walcowa staje się płasczyzną.

T w ie r d z e n ie  I.

Przecięcia ABC, A’B'C’,... powierzchni icalcowej jak ie j
kolwiek ABC A’B’C’ przez płasczyzny równoległe są liniami Icrsy- 
wemi równemi (figura powyższa).

Jakoż, przez jakikolwiek punkt O płasczyzny przecięcia ABC 
poprowadźmy prostę 0 0 ’ równoległą do linii rodzącej. Wszelka 
płasczyzna AA;0 ’0 , przechodząca przez linię 0 0 ’ i linię rodzącą 
jakąkolwiek AA’, spotyka płasczyzny przecięć ABC, A’B’C’ wredle 
dwóch prostych OA i O’A' równoległych i równych. Jeśli więc 
położymy płasczyznę ABC, na A’B’C' tak żeby punkt O padł 
na 0 ’, i punkt A na A’, linia krzywa ABC przystanie do krzy
wej AJB’C’; bo wszystkie promienie równoległe jako OB i 0 ’B’,...  
są równe.

W n io s e k ! .  — Podstawy tualca jakiegokolwiek są równe między 
sobą jako przystawalne.

II. — Styczne BT, B’T’ w punktach odpowiednycli B, B’ dwóch 
przecięć ABC, A’B’C', są równoległe, jako granice położeń dwóch 
siecznych odpowiednycli które są równoległe.

Powiezchnia stożkowa. — Jeśli linia prosta.O A  przechodzi 
przez punkt stały O i porusza się ciągle opierając się na linii 
stałej ABC, miejsce geometryczne jej położeń OA, OB, OC,... 
nazywa się powierzchnią stożkową.

Punkt stały O jest środkiem albo wierzchoł
kiem powierzchni stożkowej i przedziela ją  na 
dwie części OABC i OA'B'C',. zwane płachtami. 
Linia stała ABC jest kierownicą powierzchni 
stożkowre j.

Przestrzeń zamknięta między jedną płachtą 
powierzchni stożkowej i płasczyzną nazywa się
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stożkiem  (niewłaściwie ostrokręgięm), jako SABGD. Ta płasczyzna

kierownicę koło, e liipsę...; jest prosty albo pochyły według jak 
linia łącząca wierzchołek ze środkiem podslawy jest prostopadła 
albo pochyła do tej podstawy.

Gdy kierownica jest linią prostą, albo krzywą płaską której 
płasczyzna przechodzi przez wierzchołek S, wtedy powierzchnia 
stożkowa staje się płasczyzną.

Przecięcia ABC, A'B'G' powierzchni stożkowej jakiejkolwiek, 
przez płasczyzny równoległe, są liniami krzywem i podobnemi.

jednokładne (III, 35.) i punkt S jest ich środkiem podobień
stwa, prostego albo odiorotnego w edług jak dwie krzywe odpo- 
wiedne leżą na jednej płachcie albo na dwóch płachtach stożka.

W n io sek . — Styczne BT, B'T' w punktach odpowiednych B,B' 
dwóch przecięć ABC, A'B'C' są równoległe, jako granice siecz
nych równoległych które przechodzą przez dwa punkta odpo- 
wiedne.

s ABC jest podstawą, środek S powierzchni 
stożkowej wierzchołkiem, a linie rodzące SĄ, 
SB... krawędziami albo bokami stożka. Ale, 
dla skrócenia mówi się stożek zamiast powierz
chnia stożkowa.

Stożek jest kołowy, elliptyczny... gdy m a za

T w ie r d z e n ie  Ii.

Jakoż, jeśli przez środek S powierz
chni stożkowej poprowadzimy płasczyznę 
równoległą do płasczyzn siecznych ABC, 
A'B'C', te trzy płasczyzny podzielą linie 
rodzące SA, SB, SC..., na części propor- 
cyonalne, i będzie (VI, 26).

SA' _  SB' 
SA ~  SB

W ięc linie krzywe ABC, A'B'C' są
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P o w ierzchn ia  o b r o t o w a . — Jeśli jakakolwiek linia ABC obraca 
się około osi stałej XY z którą jest niezmiennie związana, miejsce 

geometryczne jej położeń ABC, A’B’C’,..- na
zywa się powierzchnią obrotową.

Punkta A, B ... linii rodzącej ABC opisują 
okręgi kół które się nazywają równoleżni
kami, dlatego że ich płasczyzny, prostopadłe 
do osi XY, są równoległe między sobą.

Przecięcie ABC powierzchni obrotowej, 
przez płasczyznę przechodzącą przez jej ośXY 
nazywa się południkiem.

Południki są prostopadłe do równoleż
ników, bo ich płasczyzny przechodzą przez 
oś tych ostatnich.

Wszystkie południki są oczywiście równe, i każdy z nich może 
się uważać za linię rodzącą powierzchni obrotowej.

Można także uważać powierzchnię obrotową jako miejsce geo
metryczne koła prostopadłego do osi, którego środek przebiega te 
oś, a promień się zmienia tak że okrąg opiera się ciągle na linii 
stałej. W tedy południk ABC jest kierownicą, a koło ruchome 
linią rodzącą zmienną z położenia i wielkości.

Ten sposób tworzenia się powierzchni obrotowej jest nader 
użyteczny w zastosowaniach.

Aby dać przykład figury obrotow ej, przy
puśćmy że prostokąt ABCD obraca się około 
boku AD jako osi. W  tym obrocie, podsta
wy AB i DC prostokąta tworzą koła BEB’ 
iCDC’ równe i równoległe; bok BC, równo
legły do osi AD, tworzy powierzchnię boczną 
albo w y p u k ł ą  walca, a prostokąt AI3GD tw o
rzy walec obrotowy BEB'CHC'G.

W ięc lualec obrotowy jest figurą utworzoną obrotem prostokąta 
około jednego z boków jako osi.

W alec prosty o podstawie kołowej jest walcem obrotowym.
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Widzimy łatwo że przeciętna proste powierzchni walcowej obro
towej są okręgami równcmi, których spólnym promieniem jest 
odległość linii rodzącej od osi.

Ztąd wynika że miejscem punktów przestrzeni, które leżą w da
nej odległości od lin ii p rostej stałej, je s t powierzchnia walcowa 
obrotowa mająca tę prostę za oś i  daną odległość za promień.

Płasczyzna równoległa do osi walca obrotowego zawiera dwie 
linie rodzące tej powierzchni, albo tylko jedną, albo nie ma z nią 
żadnego punktu spólnego, według jak odległość tej płasczyzny 
od osi jest mniejsza od promienia powierzchni, albo m u równa 
albo od niego większa.

Przypuśćmy teraz, na drugi przykład 
że trójkąt prostokątny ARG obraca się 
około AG jednego z boków kąta prostego; 
w tym obrocie, drugi bok AB kąta prostego 
opisuje koło, przeciwprostokątna BG two
rzy powierzchnię stożkową, a trójkąt ABC 
tworzy stożek obrotowy CBDBr.

W ięc stożek obrotowy je st figura utwo
rzoną obrotem trójkąta prostokątnego około jednego z ramion kąta 
prostego jako osi.

Stożek prosty o podstawie kołowej jest stożkiem obrotowym.
W  stożku obrotowym CBDB' powierzchnia utworzona obrotem 

przeciwprostokątnej BC jest powierzchnią boczną albo w y p u k ł ą  

stożka ; koło utworzone przez bok AB jest podstawą, oś AC wyso
kością, a przeciwprostokątna BC bokiem albo apotenią tego stożka.

W  takim stożku wszelkie przecięcie równoległe do podstawy 
jest kołem, bo płasczyzna przecięcia prostopadła do osi obrotu.

Z resztą, można tego wprost dowieśdź. Jakoż, niech będzie HKL 
płasczyzna równoległa do podstawy stożka; dwa trójkąty po
dobne COK, CAD dają

0 K _ 0 G . , , n r _ 0 C An
AD AC5 9 — AC '

Owoż, odległości OC, AC, AD są stałe, niezależne od punktu K;
37
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zatem odległość OK jest ilością stał?. Więc linia krzywa IIKŁ 
jest okręgiem mającym środek O na osi stożka i odległość OK 
za prom ień.

Przecięcie stożka obrotowego przez płasczyznę przechodzącą 
przez oś jest trójkątem równoramiennym którego kąt wierzchoł
kowy BCB' nazywa się kątem stożka. Gdy ten trójkąt jest równo
boczny, wtedy stożek nazywa się równobocznym.

Z tego co poprzedza wynika że, miejscem, geometrycznem linii 
prostej która, przechodząc przez dany punkt S, czyni z daną prostą L 
kąt równy danemu, jest powierzchnia stożkowa obrotowa, mająca za 
wierzchołek punkt S, a za oś linię równoległą do prostej L popro
wadzoną przez S.

P o w ierzch n ia  sfery c zn a . W eźmy nakoniec za linię rodzącą 
półokrąg ACB. Ten półokrąg, obracając się około swojej średnicy 

AB jako osi, tworzy powierzchnię którą na
zwano powierzchnią sferyczną.

Przestrzeń zamknięta powierzchnią sferycz
ną nazywa się sferą (niewłaściwie kulą (*)).

Trzy figury obrotowe w alec, stożek, sfe ra  
nazywają się wgeometryi Starożytnych trzema 
ciałami okrągłemi.

WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE SFERY.

Chociaż sfera należy do figur obrotowych* trzeba jednak dać 
jej określenie właściwe i niezależne, jako następujące :

O k r eślen ie  I. — S f e r a  jestto część przestrzeni zamknięta po
wierzchnią krzywą której wszystkie punkta są równo oddalone 
od punktu wewnętrznego zwanego środkiem^

Ta powierzchnia krzywa nazywa się powierzchnią sferyczną; ale 
często daje się imie sfery nawet powierzchni sferycznej:

(*) Mówi się wrniośle : Sfera pojęć człowieka..., sfera działań...i a nie można 
powiedzieć, kula pojęć, kula działań... Sfera jes t części? przestrzeni, a zaś kula 
Ciałem. Geometrya nie zajmuje się ciałami.



Sfera jest najprostszą z powierzchni krzywych.

II. — Promieniem, sfery  jest wszelka linia prosta łącząca środek 
z punktem powierzchni.

Wszystkie promienie sfery są oczywiście równe. Zatem
Dwie sfery tego samego promienia są równe.

III. — Gdy punkt uważany jest zewnątrz danej sfery, jego od
ległość od środka tej sfery jest większa od prom ienia; a gdy jest 
wewnątrz sfery, ta odległość jest mniejsza od promienia.

Ztąd wynika że, Powierzchnia sferyczna jest miejscem geome
try cznem punktów równo oddalonych od je j  środka.

IV. — Cięciwą sfery jest wszelka prosta łącząca dwa punkta 
jej powierzchni.

V. — Cięciwa przechodząca przez środek sfery nazywa się 
średnicą.

Wszystkie średnice sfery śą równe jako dwa razy większe od 
promienia.

VI. •— Płasczyzna jest styczna do sfery gdy ma jeden tylko 
punkt spólny z jej powierzchnią.

VII. — Dwie sfery są styczne do siebie, gdy mają jeden tylko 
punkt spólny; albo, co to samo, gdy mają płasczyznę stycznąspólną.

VIII. — Normalną w punkcie danym powierzchni sferycznej 
jest prostopadła do płasczyzny stycznej w tym punkcie.

IX. — Wielościan jest wpisany tu sferę gdy wszystkie jego 
wierzchołki leżą na powierzchni sferycznej. W tedy, nawzajem, 
sfera jest opisana na wielościanie.

Wielościan jest opisany na sferze gdy wszystkie jego ściany są 
styczne do powierzchni sferycznej. W tedy, nawzajem, sfera jest 
ivpisana w wielościan.

T w ie r d z e n ie  III.

Linia prosta nie może spotykać porwicrzchni sferycznej w więcej 
niż dwóch punktach.

Bo, gdyby linia prosta mogła spotykać powierzchnię sferyczną
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w więcej niż clwóch punklach, łącząc te punkta ze środkiem 
sfery, możnaby z jednego punktu poprowadzić do linii prostej 
więcej niż dwie pochyłe rów ne; co niemożebne.

W n io sek .— Powierzchnia sferyczna jest powierzchnią wypukłą.

T w ie r d z e n ie  IV.

Przecięcie sfery przez płasczyznę je s t kołem.

Niech będzie AGBD linia wedle której 
plasczyzna przecina sferę. Wszystkie punkta 
A, C, B ,... tego przecięcia są równo od
dalone od środka O sfery ; więc przecięcie 
jest kołem które ma za środek spodek H 
prostopadłej spuszczonej ze środka sfery na 
płasczyznę sieczną (VI, 6 , wn. I).

W n io s e k . — Trójkąt prostokątny AOH daje równość

AH2==AOa — O lf , 

która dowodzi że promień HA jest tem większy im niniejsza pros
topadła OH, czyli że koło IIA jest tem większe im jego środek 
bliżej środka sfery 0 .

Dla tej przyczyny nazwano wielkiem kołem wszelkie kolo któ
rego płasczyzna przechodzi przez środek sfery ,'a  małemi kołami 
wszystkie te których płasczyzny nic zawierają środka sfery.

Ztąd wynika że w jednej sferze, albo we dwóch sferach ró
wnych,

Wszystkie koła wielkie są równe, jako mające promień sfery za 
promień.

Dwa wielkie koła dzielą się nawzajem na dwa półkola równe, bo 
ich przecięcie się przechodząc przez środek sfery jest ich spólną 
średnicą.

Dwa małe koła równo od środka sfery oddalone są równe; a 
z dwóch małych kół to jest większe które bliżej środka sfery.
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Każde wielkie, koło dzieli sfero i  je j  powierzchnio na dwie równe 
czoki. Jakoż, jeśli przyłożymy jedną z iych dwóch części do dru
giej na spólnej podstawie, obracając wypukłości w jedną stronę, 
dwie powierzchnie przystaną do sieb ie ; ponieważ wszystkie ich 
punkta są w równej odległości od środka sfery.

O k r eślen ie  X. — Mianowano biegunami koła ACB skrajności 
P i Q średnicy PQ prostopadłej do tego koła. To nazwisko po
chodzi ztąd że średnica PQ może być uważana jako oś obrotu 
danej powierzchni sferycznej.

Środek II koła ACB, jego bieguny P i  Q, i środek O sfery leżą 
na osi tego koła.

Dwa koła równoległe mają tę samą oś i te same bieguny.

U w a g a . — Trzeba trzech warunków do wyznaczenia małego 
koła na sferze, bo trzeba trzech punktów do wyznaczenia jego 
płasczyzny. Ale dwa warunki są dostateczne do wyznaczenia 
wielkiego koła, dlatego że jego środek jest wiadomy. Ztąd wy
nika że przez dwa punkta dane 'na sferze można zawsze popro
wadzić okrąg wielkiego koła, i tylko jeden. Jednakże, jeśli dwa 
dane punkta na sferze są w linii prostej z jej środkiem, wtedy 
wielkie koło przechodzące przez te punkta, mając tylko daną śre
dnicę, nie jest wyznaczone z położenia.

O k r e ś l e n ie  XI. — Nazywa się kątem dwóch linij krzywych, prze
chodzących przez jeden punkt, kąt ich stycznych w tym punkcie.

Dwie krzywe tworzące kąt prosty nazywają się prostokątnmi 
albo prostopadłemu

Kąt utworzony przez dwa łuki kół wielkich jest kątem sfe
rycznym.

Kąt dwóch jakichkolwiek krzywych na sferze równa się ką
towi płasczyzn przechodzących przez styczne do tych krzywych 
w punkcie spólnym i przez środek sfery. Albowiem, te styczne są 
prostopadłe do promienia sfery w punkcie spólnym, jako styczne 
do wielkiego koła w tym punkcie; więc tworzą właśnie kąt pros
tolinijny kąta dwójściennego rzeczonych płasczyzn.
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T w ie r d z e n ie  V.

Luki l;6ł wielkich lclórc łączą biegun koła z jego okręgiem są równe 
między sobą, i prostopadłe do tego okręgu.

Nieci» będzie na sferze jakikolwiek 
okrąg AGD mający bieguny B, B'. Cię
ciwy BA, BC... są równe, jako pochyłe 
równo oddalone od spodka H prosto
padłej BH; więc luki BA, BC,... kół 
wielkich niemi podpasane są rów ne.

Aby dowieśdź że łuk BC koła wiel
kiego jest prostopadły do łuku koła 

CD, poprowadźmy styczne CL i CK do tych łuków. Płasczyzna 
wielkiego koła BC, przechodząca przez biegun B koła ACD, jest 
prostopadła do jego płasczyzny; owoż, styczna CK, prosto
padła do prom ienia CH, jest prostopadła do płasczyzny CHB 
(VI, 10, wn. 1), i tem sam em  prostopadła do stycznej GL; więc 
łuk BC jest prostopadły do okręgu ACD.

Z dwóch biegunów B i B' koła ACD uważając bliższy B jego 
płasczyzny, nazwano odległością biegunową cięciwę BA która 
mierzy odległość prostolinijną bieguna od okręgu; a zaś łu
kowi BA koła wielkiego który łączy biegun z punktem  okręgu 
dano imie promienia sferycznego tego okręgu.

Promień sferyczny wielkiego koła jest równy ćwierci jego 
okręgu, czyli cwiercianowi; a zaś odległość biegunow ajest równa 
cięciwie jego ćwiercianu, to jest bokowi kwadratu wpisanego 
w wielkie koło.

Powyższe twierdzenie daje sposób kreślenia łuków kół na 
sferze z taką samą łatwością jako na płasczyznie, za pomocą 
cyrkla zakrzywionego. Przypuśćmy, dla utkwienia myśli, że 
chcemy nakreślić okrąg mający biegun B, i odległość biegunową 
BA, Bierzemy otwartość cyrkla równą odległości BA, i, stawiając 
jedną nóżkę tego cyrkla w punkcie B, drugą zakreślamy linię 
która będzie szukanym okręgiem ACD, Można to łatwo sprawdzić,
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Jakoż, z punktu A spuśćmy prostopadłę A H naoś BB', i połączmy 
CH; jeśli obrócimy półkole BCB' około osi BB' tak żeby przystało 
do półkola BAB', punkt C padnie na A i prosta CH przystanie 
do AH : więc kąt CIIB jest prosty. Co dowodzi że punkta A, C, 
D ,... leżą na jednej płasczyznie prostopadłej do osiBB' w punk
cie II. Zatem linia ACD... jest okręgiem.

Biegun B koła ACD jest punkiem przecięcia dwóch łuków kół 
wielkich prostopadłych do jego okręgu. Ztąd sposób wyznaczenia 
tego bieguna.

T w ie r d z e n ie  V I.

Kąt ACB dwóch łuków kół wielkich CAC1, CBC' ma za miarę łuk 
koła wielkiego AB nakreślony z jego wierzchołka C jako bieguna i 
zawarty między jego ramionami CA, CB.

Poprowadźmy styczne CD i CE do 
ramion kąta. Ponieważ punkt C jest 
biegunem łuku koła wielkiego AB, łuki 
CA, CB są ćwiercianami i kąty COA, 
COB są p ro ste ; zatem kąt stycznych 
DCE jest równy kątowi AOB. Ale ten 
ostatni jako środkowy ma za miarę łuk 
AB wielkiego koła; więc łuk AB jest 

także miarą kąta sferycznego ACB.

W n io sek  I. — Jeśli na okręgu wielkiego koła ABA' weźmiemy 
łuki AH i BK, idące oba w jedną stronę i równe każdy ćwiercia- 
nowi, punkt H będzie biegunem łuku CA a punkt K biegunem 
łuku CB; i łuki HK i AB będą równe. W ięc kąt sferyczny ACB ma 
za miarę łuk  ITK mniejszy z dwóch łuków koła wielkiego które łączą 
bieguny ramion tego kąta.

II. — Miejscem geomefrycznem biegunów kół wielkich two
rzących z danem kołem wielkiem AC kąt równy danemu kątowi 
ACB, jest okrąg opisany z bieguna H koła danego, i promieniem 
sferycznym równym łukowi koła wielkiego który mierzy kąt dany,
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A miejscem geometrycznem osi tych kół jest powierzchnia stoż
kowa obrotowa, mająca punkt O za środek prostę OH za oś 
obrotu i prostę OK za linię rodzącą.

U w a g a . — Dwa okręgi kół wielkich AGA' i BCB', przecinające 
się w punkcie C, tworzą kąty przyległe BCA, BCA' spełniające, 
i kąty wierzchołkiem przeciwległe AGB, A'CB' równe.

T w ier d zen ie  VII.

Płasczyzna prostopadła na skrajności promienia jest styczna do 
sfery. I  n a w za jem .

Niech będzie MN płasczyzna prosto
padła na skrajności A promienia sfe
ry OA.

Ponieważ wszelka pochyła OH do 
płasczyzny MN, jest większa od prosto
padłej OA, punkt H leży zewnątrz sfery. 
W ięc płasczyzna MN, mająca jeden tylko 
punkt spoiny z powierzchnią sfery a 

wszystkie inne zewnątrz, jest styczna do tej sfery (Określ. VI).

Nawzajem, płasczyzna styczna do sfery jest prostopadła do pro
mienia przechodzącego przez punkt zetknięcia.

Niech będzie A punkt zetknięcia. Ponieważ wszelki inny 
punkt II płasczyzny stycznej MN leży zewnątrz sfery, odległość 
OA <  Oli. W ięc promień styczności OA, najkrótsza droga ze 
środka sfery O do płasczyny MN, jest prostopadły do tej płas
czyzny, i temsamem płasczyzna styczna MN jest prostopadła do 
prom ienia w punkcie zetknięcia A.

Płasczyzna styczna do sfery w danym punkcie jest miejscem geo
metrycznem stycznych do linij krzywych na sferze, które przez 
(en punkt poprowadzić można.

Niech będzie na sferze O jakakolwiek krzywa MA przecho
dząca przez punkt M ; weźmy na tej krzywej punkt sąsiedni M',



poprowadźmy siecznę MM' i spuśćmy na nią ze środka sfery O
prostopadłę OH. Ponieważ trójkąt 
MOM' jest równoramienny, spodek 
H prostopałej OH jest we środku 
cięciwy MM', jakkolwiek blizko 
punkt M' dochodzi do M. Owoż, gdy 
punkt M' schodzi się z M, punkt H 
schodzi się z nim także, i temsa- 

mem prostopadła OH przystaje do promienia OM; ale wtedy 
sieczna MM'staje się styczną do krzywej MA w punkcie M; więc 
ta styczna jest prostopadła do promienia OM. To dowodzi że 
wszystkie styczne w punkcie M do krzywych poprowadzonych na 
sferze przez ten punkt, będąc prostopadłe do promienia w pun
kcie zetknięcia, znajdują się na płasczyznie stycznej do sfery ; 
więc ta płasczyzna jest ich miejscem geomefrycznem.

Wniosek I. — Przez punkt dany na powierzchni sferycznej można 
zatcsze poprowadzić płasczyzne styczną do tej powierzchni; ale tylko 
jedną.

II. — Normalna do powierzchni sferycznej przechodzi przez jej 
środek; i nawzajem.

T w ie r d z e n ie  VIII.

Miejscem geometryeznem stycznych poprowadzonych do sfery O 
przez punkt zewnętrzny S jest powierzchnia stożkowa oblotowa; 
linią punktów zetknięć tej powierzekni ze sferą jest okrąg którego oś 
przechodzi przez punkt S.

Jakoż, przez prostę OS poprowadźmy 
jakąkolwiek płasczyznę która przetnie sferę
O wedle wielkiego koła ABGD. Jeśli teraz 
poprowadzimy przez punkt S stycznę 
SB do tego koła, i obrócimy figurę SBG 
około prostej SO jako osi; w tym obrocie, 
półkole ABG tworzy daną sferę O; styczna 
SB, która nie zmienia ani swej długości 
ani nachylenia na oś SO, tworzy powierz
chnię stożkową obrotową; a nakoniec,
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pnukt zetknięcia B kreśli linię zetknięć stożka ze sferę, i ta linia 
jest oczywiście okręgiem którego oś przechodzi przez punkt S.

Widzimy łatwo że przez punkt zewnętrzny S można popro
wadzić nieskończony liczbę płasczyzn stycznych do sfery 0 ; miej
scem przecięć lijch płasczyzn jest powierzchnia stożkowa obrotowa.

Mówi się że ta powierzchnia stożkowa jest opisana na sferze, i . 
nawzajem sfera jest wpisana w tę powierzchnię stożkowy,

W n io sek . — Jeśli przypuścimy że punkt S oddala się w nie
skończoność na linii prostej AG, stożek staje się w alcem ; więc

Miejscem geometrycznem stycznych do sfery, równoległych 
do danej prostej, jest powierzchnia walcowa obrotowa opisana 
na sferze; a linię zetknięć tych dwóch powierzchni jest okręg 
wielkiego koła prostopadłego do linij rodzęcych.

TWIERpŻENIH IX.

Przez cztery punkta nie leigee na jednej płasczijznie można zawsze 
poprowadzić powierzchnio sferyczna; ale tylko jedną.

To znaczy że istnieje punkt, i tylko 
jeden, równo oddalony od czterech 
punktów A, B, G, D, danych nie na je
dnej płasczyznie.

Jakoż, uważajmy że oś EF koła opi
sanego na trójkęcie ABC jest miejscem 
punktów równo oddalonych od trzecli 
punktów A, B, G; i tak samo oś GH kola 
opisanego na trójkęcie ABD jest miej

scem punktów równo oddalonych od trzech punktów A, B, D. 
Owoż, te osie mogę się przecinać w jednym tylko punkcie, i prze- 
cinnję się istotnie w pewnym punkcie 0 ;  bo, płasczyzna EIG 
prostopadła we środku prostej AB, jako miejsce punktów równo 
oddalonych od skrajności A i B, zawiera obie osie EF i GH, a te 
dwie linie, będęc odpowiednio prostopadłe do dwóch płasczyzn 
pzecinajęcycb się z zatotenią ^yędle AB, • nie sę rówijo*
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ległe (VI, 29, wn 2.). Więc istnieje punkt O, i tyłko jeden, równo 
oddalony od czterech punktów A, B, G, D nie leżących na jednej 
płasczyznie.

Zatem, sfera nakreślona z punktu O jako środka i promie
niem OA przechodzi przez cztery rzeczone punkta A, B, C, D; 
i jest jedyna.

To twierdzenie dowodzi że
Cztery punkta nie leiące na jednej płasczyznie wyznaczają sferę.

Gdy cztery punkta znajdują się na jednej płasczyznie, wtedy 
nie wyznaczają sfery. Bo, jeśli są na jednym okręgu, to można 
przez te punkta poprowadzić tyle sfer różnych ile się podoba; 
a jeśli nie są wszystkie na jednym  okręgu, to widocznie niema 
żadnej sfery któraby przez takie cztery .punkta przechodzić 
mogła.

$' ■ £
W n iosek . ~  Płasczyzny prostopadłe we środkach krawędzi 

czworościanu spotykają się w; jednym punkcie, który jest 
środkiem sfery opisanej.

T w ie r d z e n ie  X.

Na katdym czworościanie można opisać sferę, i wpisać w niego 
sferę.

Poprzedzające twierdzenie dowodzi 
pierwszej części obecnego.

Go do drugiej części, uważajmy że 
płasczyzny dwój sieczne kątów dwój- 
ściennych DA i DB przecinają się, 
wewnątrz czworościanu, wedle linii 
prostej która, będąc miejscem pun
któw równo oddalonych od trzech 
ścian DAB, DAC, DBG, leży na płas

czyznie kąta dwójścienncgo DC. Owoż, płasczyzna dwójsieczna 
kąta dwójściennego BC, czyniąc kąt ostry z podstawą ABC 
czworościanu, spotyka oczywiście tę linię przecięcia, i tylłiO



w jednym punkcie O, który jest równo oddalony od wszystkich 
ścian czworościanu. Więc istnieje wewnątrz czworościanu sfera, 
ale tylko jedna która, mając punkt O za środek i jego odle
głość OE od ścian za promień, dotyka każdej ściany w jednym  
punkcie, czyli jest sferą wpisaną w czworościan.

W niosek . T. — Płasczyzny dwójsieczne wszystkich kątów dwój- 
ściennych czworościanu spotykają się w jednym punkcie, który 
jest środkiem sfery wpisanej.

II. — Jeśli połączymy wierzchołki czworościanu DABC ze 
środkiem O sfery wpisanej, rozłożymy ten czworościan na cztery 
inne, mające jego ściany za podstawy i promień OE sfery wpi
sanej za wysokość.

Oznaczając przez Y objętość czworościanu DABC, przez S 
jego powierzchnię, i przez r  promień sfery wpisanej, będzie

1 3V
Y =  -  Sr, zkąd r  =  — .

To pokazuje że znając powierzchnię i objętość czworościanu 
można mieć prom ień sfery wpisanej.

U w a g a . — Gdyby zadano ogólne zagadnienie : Znaleźć sferę 
styczną do czterech płasczyzn które się spotykają po dwie, otrzyma- 
noby nietylko sferę wpisaną w czworościan utworzony temi płas- 
czyznami, ale jeszcze siedem innych sfer stycznych zewnętrznie, 
to jest cztery zawpisane w czworościan i trzy inne zewnętrzne.

Rozwiązanie tego ogólnego zagadnienia będzie dane w księ
dze X.

• T w ie r d z e n ie  XI.

Przecięcie się dwóch sfer O i O' jest okręgiem który ma za oś 
linię ich środków.

Jakoż, cztery którekolwiek punkta przecięcia są na jednej

5 7 6  KSIĘGA ÓSMA.
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płasczyznie, bo inaczej dwie sfery O i O' nie byłyby oddzielne (9); 
więc to przecięcie jest okręgiem (U).

Nadto, środki O i O' dwóch sfer, każdy równo oddalony od 
punktów okręgu przecięcia, sy na osi tego okręgu.

Można tego wszystkiego dowieśdź odrazu, uważajyc że, jeśli 
przetniemy dwie sfery O i 0 ’|płasczyzny przechodzący przez ich 
środki, i obrócimy figurę BAE około osi BE, punkt C spoiny 
obydwom sferom opisze okryg majycy za oś linię środków BOO’E.

W n iosek  I, •—  Okryg przecięcia dwóch sfer może malejyc 
przywieśdź się do jednego p u n k tu ; wtedy dwie sfery majyce 
tylko ten punkt spólny stajy się stycznemi. W ięc, gdy dwie 
sfery są styczne, punkt zetknięcia znajduje się na linii ich środków,
i sfery mają w tym  punkcie spólną plasczyznę styczną.

II. — Gdy trzy sfery przecinajy się po dwie, płasczyzna ich 
trzech środków jest prostopadła do prostej wedle której spoty- 
kajy się płasczyzny trzech kół przecięć.

Dwie sfery w przestrzeni, jako dwa koła na płasczyznie, mogy 
tylko pięć różnych mieć położeń, to jest b y ć : 1 ° zewnątrz jedna 
drugiej, 2° styczne zewnętrznie, 3° sieczne, U° styczne wewnętrznie, 
5° wewnytrz jedna drugiej.

Oznaczajyc przez d odległość środków dwóch sfer, przez R i IV 
ich promienie, i przypuszczając R >  R', łatwo widzimy że :

1 ° d >  R +  R', 2“ d  =  R +  IV, 3° R +  R >  d  >  R — R'> 
h° d =  R — IV, 5“ d  <  R — 11'.

Wzajemnice sy prawdziwe.
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WIELOKĄTY SFERYCZNE.

O k r eślen ie  XII. — Nazywa się wielokątem sferycznym  część 
powierzchni sferycznej zamknięta lukami 
kół wielkich, jako ABCD. Te łuki AB, BC, 
CD, DA są bokami wielokąta, a kąiy niemi 
utworzone i wierzchołki tych kątów są ką
tami i wierzchołkami wielokąta sferycznego.

W ielokąt sferyczny nazywa się wypukłym  
gdy leży cały na jednem  półsferzu względem 
każdego ze swoich boków.

- t >'

]Vwielokącie sferycznym ^wypuktym , każcly bok jest mniejszy 
od półokręgu kola wielkiego. ■ „

Jakoż, niech będzie wielokąt ABCD w któ
rym bok A1ID jest większy od półokręgu. 
Jeśli weźmiemy na tym boku łuk AHK ró
wny półokręgowi, widzimy łatwo żc okrąg 
do którego należy bok AB ma za średnicę' 
liuię AK j zatem ten okrąg ARK przedziela 
dany wielokąt na dwie części, z których jedna 
leży z jednej strony boku AB a druga z dru

giej. Więc taki wielokąt sferyczny nie jest wypukły.

W ielokąt sferyczny mający trzy boki jest trójkątem sferycznym.

Uważać będziemy same tylko trójkąty sferyczne wypukłe, jako 
najprostsze, których wszystkie boki są mniejsze od półokręgu. T rój
kąty sferyczne niewypukłe, mając kąty większe od dwóch 
prostych byłyby niedogodne ; i naw et niepotrzebne; bo, znając 
trójkąt wypukły na danej sferze, łatwo wyznaczyć inne.

Trójkąt sferyczny jest róiunoramienny, równoboczny, równo» 
kątny, prostokątny tak jako trójkąt prostolinijny.

Czworobok sferyczny równoboczny nazywa się ukośnikiem 
sferycznym.
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W ielokąt sferyczny zarazem równoboczny i równokątny jest 
foremny.

Czworobok sferyczny foremny nazywa się k w a d ra tem  s f e 
rycznym .

Płasczyzny boków wielokąta sferycznego ABCD (figura przed
ostatnia) wyznaczają we środku sfery O kąt wielościenny OABCD, 
którego kąty dwójścienne są kątami tego wielokąta, a jego 
ściany AOB, BOC,... mają za miary boki AB, BC,... odpowie- 
dające wielokąta sferycznego.

Ten związek wielokąta sferycznego z kątem wielościennym 
pokazuje że, na każde twierdzenie kąta wielościennego odpowieda 
twierdzenie wielokąta sferycznego, i n a w z a je m . Zatem, z własności 
jednej figury można wywieśdź- własności drugiej; co ułatwia 
poszukiwania. k  ̂ . ,

Jeśli przedłużymy krawędzie ‘kąta wielościennego OABCD, 
utworzymy kąt wielościenny OArB'C'D' symetryczny, który wy
znaczy na sferze wielokąt A‘B'C'Dy symetryczny wielokąta ABCD.

Jako widzimy, dwa wielokąty sferyczne symetryczne mają 
boki i kąty rów ne każdy każdemu, ale w porządku odwrotnym 
ułożone, i dlatego takie wielokąty nie są, w ogólności przysta
wał ne.

Aby trójkąt sferyczny mógł przystać do swego symetrycznego, 
trzeba i dość jest żeby był równoramienny.

T w ie r d z e n ie  XII.

W  trójkącie sferycznym , każdy bok jest mniejszy od summy 
tlwóch innych, a luiększy od ich różnicy.

Jeśli połączymy wierzchołki trójkąta sfe
rycznego ABC ze środkiem O sfery, utwo
rzymy trójścian OABCt którego ściany 
AOB, AOC, BOC mają za miary boki AB, 
AC, BC tego trójkąta. Owoż, w trójścianie 
OABC ciana AOB jest mniejsza od summy
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dwóch innych AOG i BOC, a większa od ich różnicy; więc 

AB <  AG +  BG, a AB >  AC — BC i AB >  BC — AC.

W n io s e k . — Jeśli w trójkącie sferycznym ABC połączono 
punkt wewnętrzny D ze skrajnościami boku BC Jukami kół 
wielkich BD i CD, będzie

BD +  DC <  BA +  AC.

Dowodzenie jako w geometryi płaskiej

T w ie r d z e n ie  XIII.

Obwód trójkąta sferycznego, a ogólnie obwód wielokąta sferycz
nego 'w ypukłego , jest mniejszy od okręgu kola wielkiego.

‘ i
Bo summa ścian kąta wielościennego odpowiedającego jest 

mniejsza od czterech kątów prostych (VI, 40).

U w aga. — Można wprost dowieśdż tego twierdzenia.

W trójkącie sfezycznym ABC przedłuż
my dwa boki AB, AC aż do spotkania D. Łuki 
ABD, ACD. są pólokręgami (U iun .). Owoż, 
w trójkącie BCD, bok BC <  BD +  CD; więc, 
dodając po obydwóch stronach summę 
BA +AC, otrzymamy

AB +  AC +  BC <  ABD +  ACD.

Co dowodzi żc obwód trójkąta sferycznego 
ABC jest mniejszy od okręgu kola wielkiego.

2” Niech będzie wielokąt sferyczny w y p u 
k ły  ABCDE.

6 Jeśli przedłużymy dwa boki AB i DC, przy
ległe bokowi BC, aż do punktu spotkania F, 

będzie w trójkącie BCF, BC <  BF -{- CF. To dowodzi że,biorąc w wie
lokącie sferycznym wypukłym, zamiast jednego boku, przedłużenia dwóch 
przyległych, otrzymuje się wielokąt mający obwód większy. Owoż, tak 
działając dochodzi się aż do trójkąta sferycznego którego obwód, jako do
wiedziono, jest mniejszy od okręgu koła wielkiego ; więc lem bardziej obwód 
wielokąta sferycznego wypukłego jest mniejszy od okręgu kola wielkiego.



WIELOKĄTY SFERYCZNE. 581

T w ie r d z en ie  XIV.

Najkrótszą drogą z jednego punktu do drugiego na sferze jest luk 
mniejszy koła wielkiego który je  łączy.

Między liniami które na powierzchni sferycznej poprowadzić 
można z jednego punktu A do drugiego B, jest oczywiście przy

najmniej jedna od której niema krótszej. Przypuśćmy tedy że 
tą jedną z najkrótszych jest linia AGDB, różna od łuku AB koła 
wielkiego.

Na łuku AB weźmy punkt M nie należący do linii AGDB, i 
z punktu A jako bieguna, promieniem sferycznym AM, na
kreślmy łuk koła który przetnie linię AGDB w punkcie N ; po 
czem, poprowadźmy łuki wielkich kół AN i BN, Będzie, w trój
kącie sferycznym ABN,

AB <  AN +  BN albo AM +  BM <  AN +  BN.

Owoź, łuki AM i AN kół wielkich są równe (5), odejmując je 
od obydwóch stron powyższej nierówności, zostaje BM <  BN; 
jeśli w ięc, z punktu B jako bieguna i promieniem sferycznym BM, 
nakreślimy koło, jego okrąg przetnie linię BDN w punkcie P 
między B i N.

Teraz uważajmy że, ponieważ łuki AN i AM kół wielkich są 
równe, i łuki BP,BM kół wielkich są także rów ne, można, obra
cając te łuki około ich biegunów A i B, przywieśdź punkta

F ig .  i .

ii
Fig. 2.

38
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N i P do M ; tym sposobem linie AGN i BDP weźmy położenia 
AC'M i BD'M. W ięc linia AC'MD'B, łyczyca punkta A i B na sferze 
jest krótsza lukiem NP od linii ACNPDB któryśmy wzięli za 
jedny z najkrótszych. Ztyd wynika że wszystkie punkta łuku AB 
koła wielkiego muszy należeć do najkrótszej drogi z punktu. A 
do B na sferze; więc temsamem łuk AB jest ty najkrótszy drogy.

Dowodzenie przypuszcza że luk AB koła wielkiego jest m niej
szy od półokręgu.

Uważajmy teraz przypadek w  którym ten łuk jest półokręgiem 
koła wielkiego, iniech będzie {fig. 2), jeśli można, AMB najkrótsza 
droga od A do B na sferze.Przez średnicę AB poprowadźmy 
okryg przecinajycy linię AMB w punkcie M. Ponieważ łuki AM 
i BM koła wielkiego sy mniejsze od półokręgu, każdy z nich jest 
mniejszy od odpowiedajycej części linii AMB; zatem półokryg AB 
koła wielkiego jest mniejszy od całej linii AMB.

Ztyd wnosimy że, jakiekolwiek sy dwa punkta A i B na sferze, 
najkrótszy drogy z jednego do drugiego jest mniejszy z dwóch 
łuków koła wielkiego które je  łyczy. Ale, gdy punkta A i B sy 
średnicowo przeciwległe (to jest skrajnościami jednej średnicy), 
wtedy jest nieskończona liczba najkrótszych dróg od jednego 
z tych punktów do drugiego na sferze, i te najkrótsze drogi sy 
półokręgami kół wielkich.

Ok r e ś l e n ie  XIII. — Mniejszy z dwóch łuków koła wielkiego 
które łyczy dwa punkta na sferze, jest odległością  sferyczną  

tych dwóch punktów.

Powyższe twierdzenie pokazuje że łuki kół wielkich sy tem na 
sferze ezem linie proste na płasczyznie. To widać z reszty a priori; 
albowiem, jeśli promień sfery rośnie do nieskończoności, sfera 
staje się płasczyzny, a łuki kół wielkich liniami prdstemi.

Na mocy tej uwagi, styczni sferyczną do krzywej sferycznej 
w danym punkcie jest ostatnie położenie jakie bierze łuk koła 
wielkiego poprowadzony przez ten punkt i przez punkt sysiedni; 
gdy ten drugi dyżyc do pierwszego z nim się schodzi.

Podobnie, sieczny sferyczny, Cięciwy sferyczny, prostopadły 
sferyczny,... sy łuki kół wielkich.
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Linia sferyczna jest wypukła  gdy leży cała na jednem  półsferzu 
względem stycznej sferycznej każdego jej punktu. Okrąg kola 
wielkiego nie może spotykać krzywej sferycznej wypukłej w wię
cej niż dwóch punktach, i jego łuk mniejszy łączący dwa punkta 
przecięć jest wewnątrz tej krzywej.

Jeśli z wierzchołków trójkąta sferycznego jako biegunów na
kreślimy okręgi kół wielkich, te okręgi podzielą powierzchnię 
sferyczną na osiem trójkątów sferycznych takich, że wierzchołki 
każdego z nich będą biegunami boków tego trójkąta. I tak, niech 
będzie trójkąt sferyczny ABC ; z jego wierzchołków A, B, G jako 
biegunów, nakreślmy okręgi kół wielkich B'C'B"C", C'A'C'A",

są biegunami boków trójkąta ABC. Jakoż, umażajmy na przy
kład dwa trójkąty ABC i A'B'C'. Ponieważ wierzchołek B jest 
biegunem koła wielkiego A 'C , odległość sferyczna BA' jest 
ćwiercianem; tak samo, ponieważ wierzchołek C jest biegunem 
koła wielkiego A'B', odległość sferyczna CA' jest także ćwiercia
nem ; więc wierzchołek A', odległy na ćwicrcian od każdego 
z wierzchołków B i C, jest biegunem boku BC. Dowiedzie się po
dobnie że wierzchołek B' jest biegunem boku AC, i wierzcołek C' 
biegunem boku AB.

Z wyłuszczonych ośmiu trójkątów sferycznych najważniejszy 
jest trójkąt A'B'Cf, który się tem odróżnia od innych że, wzglę
dem trójkąta ABC, jego wierzchołek A' jest z tej samej strony 
boku BC co wierzchołek A, i podobnie wierzchołki B', C’ z tej 
samej strony odpowiedających boków AC, AB co wierzchołki B, C.

Nawzajem, wierzchołki trójkąta ABC są z tej samej strony od
powiedających boków trójkąta A'B'G' co wierzchołki A', B', C'. 
Jakoż, uważajmy dwa wierzchołki C i G'. Ponieważ przypuszczamy

A'B 'A "B ''; te linie podzielą powierz
chnię sferyczną na osiem trójkątów 
sferycznych, z których cztery są nad 
płasczyzną A'B'A" a cztery inne pod 
nią; to jest trójkąty C'A'B', C'B'A'', 
G'A''B", CB^A', i C"A'B', C"B'A", 
C"A"B", C"B"A'.

Wierzchołki tych ośmiu trójkątów
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że te dwa wierzchołki są obazjcdnej strony boku AB, to jest oba 
najednem półsferzu, wyznaczonem przez wielkie koło AB które ma 
za biegun wierzchołek C', odległość sferyczna CG' jest mniejsza 
od ćwiercianu. W ięc wierzchołki C i  C' są oba z jednej strony 
okręgu koła wielkiego A'B' która ma za biegun wierzchołek C. 
Dowiedzie się podobnie że wierzchołki A i B są z tej samej strony 
odpowiedającycłi boków B'C' i A'C’ co wierzchołki A1 i B'.

Dla tej cechującej własności, nazwano dwa trójkąty sferyczne 
ABC i A'B'G' trójkątami biegunoioemi, wyłączając inne które to 
imię zdawałoby się oznaczać.

Dwa trójściany OABC, OA'B'G', odpowiedające trójkątom bie
gunowym ABC, A'B'C', są spełniające. Albowiem, z przyczyny 
że punkt 0 ' jest biegunem łuku AB i odległość CC' jest mniejsza 
od ćwiercianu, krawędź 0 C 'je s t prostopadła do ściany AOB i 
skierowana w tę samą stronę co krawędź OC; tak samo co do 
krawędzi OB' i OA' (VI, 60). Ztąd wynika że każdy bok jednego 
z trójkątów biegunowych ABC, A'B'C' jest spełnieniem kąta 
przeciwległego w drugim trójkącie. Dlatego też dwa trójkąty 
biegunowe są trójkątami spełniającemi. Ta główna własność tró j
kątów biegunowych stanowi następujące twierdzenie.

T wierdzenie XV.

Gdy dwa trójkąty ABC, A'B'C' są biegunowe, każdy kąt jednego 
zm ch ma za miarę przetuyżke półokręgu koła wielkiego nad bokiem 
przeciwległym drugiego.

Uważając naprzykład kąt A, prze
dłużmy jego ramiona aż do spotkań 
D i E z bokiem B’C'. Ponieważ wierz
chołek A jest biegunem łuku B’̂ ,  kąt 
A ma za miarę łuk DE (6). Owoż, łuki 
B'E i C'D są ćwiercianami, dlatego że B' 
jest biegunem łuku AC i C' biegunem 

łuku AB; zatem

DE =  B'E - f  DC' — B'C' =  ± okrąg -  B'C'.
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Dowiedzie się podobnie że każdy z dwóch innych kytów B i C 
trójkgta ABC ma za miarę półokryg koła wielkiego zmniejszony 
bokiem przeciwległym w trójkącie A'B'C'.

Trójkyty biegunowe ABC i A'B'C' otrzymuję się jeden z dru
giego jednakowem wykreśleniem; ztyd wynika że własność 
dowiedziona w jednym  jest temsamem dowiedziona w drugim. 
Więc, nawzajem, każdy z kytów A’, B ', C', ma za miarę półokryg 
zmniejszony bokiem przeciwległym w trójkącie ABC. Czego 
z reszty nie trudno wprost dowieśdź.

Powyższa własność trójkytu A'B'C' należy także do jego syme
trycznego A"B"C"; ale nie należy do innych sześciu niby biegu
nowych. Co widoczne. ‘

U w a g a . — Własności trójkątów biegunowych rozcijgaję się do wieloką
tów sferycznych i do linij krzywych sferycznych.

Jakoż, niech będzie wielokąt sferyczny wypukły ABCDE; jeśli z dwóch 
biegunów łuku AB. koła wielkiego weźmiemy biegun będęcy na tem samem 
półsferzu co wielokąt ABCDE, i tak samo bieguny B', C;, D', E' boków DC, 
CD, DE, EA, otrzymamy w ieloką t ¡¿Wę/tyEJ biegunow y  danego ABCDE. 
Powtarzając wiadome rozumowanie, dowiedzie się że, naw zajem , wielokąt 
ABCDE jest wielokątem biegunowym otrzymanego A ^C W E'; nadto, 
w  dwóch w ielokątach biegunow ych, każdy  k ą t jednego z  nich  m a  za  m iarę  
spełnienie boku mającego za  biegun w ierzchołek  tego ka la  w  drug im .

Niech będzie teraz AM krzywa sferyczna w yp u kła  ; jeśli, w jakimkolwiek

jej punkcie M, poprowadzimy stycznę sferyc znj MT (Określ. XIII) i weź 
mierny biegun M' tej stycznej, będący na tem samem półsferzu co krzywa 
AM. miejscem geometrycznem punktu M' będzie k rzy w a  biegunowa  A'M'

T
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krzywej AM. I naw zajem , krzywa AM jest k rzy w ą  biegunow ą lin i i  AW . 
Bo, ponieważ pnnkl M' jest biegunem stycznej sferycznej MT, jeśli punkt N', 
sąsiedni punktu M', jest biegunem stycznej sferycznej NT do krzywej AM, 
w punkcie N sąsiednim punktu M, wtedy punkt T jest biegunem siecznej 
sferycznej MW; a gdy punkt N schodzi się z M, punkt T schodzi się z nim 
także, i sieczna MW staje się styczna sferyczną M'T; w punkcie M' do krzy
wej A'M\ Więc punkt M jest biegunem stycznej M'T', i temsamem krzywa 
AM jest k r zy w ą  biegunową  krzywej A'M'.

Dwie figury sferyczne biegunowe są figurami spółwzględnemi, to jest na 
każdy punkt fednej odpowieda łuk kola wielkiego w drugiej, i nawzajem; 
tak żc, jeśli trzy punkta pierwszej są na okręgu koła wielkiego, trzy luki kół 
wielkich odpowicdające w drugiej przechodzą przez jeden punkt, biegun 
tego okręgu. Tym sposobem każcie twierdzenie jednej figury daje zaraz 
odpowicdające twierdzenie w drugiej.

T wierdzenie XVI.

W  trójkącie sferycznym, 1 ° Summa trzech kątów jest zawarta 
między  davoma i sześcioma kątami prostemi. 2° Kaidy kąt powięk
szony dwoma prostemi jest większy od summy dwóch innych.

Dowodzenie za pomocą trójkąta biegunowego, jako w trójścia- 
nie za pomocą trójścianu spełniającego.

W niosek. — Kąt zewnętrzny trójkąta sferycznego jest tuiększy 
od różnicy dwóch kątów wewnętrznych nieprzyległych. Albowiem, 
na mocy 2° mamy

C +  2 A +  B; więc 2p — A B — G 5 

przypuszczając B >  G.

Uwaga. —  Powyższe twierdzenie dowodzi że w trójkącie sfe
rycznym summa kątów wewnętrznych nie jest stała jako w trój
kącie prostolinijnym, i tylko jest zawarta między dwoma i sześcioma 
kątami prostemi.

Zatem, trójkąt sferyczny, podobnie jako trój ścian, może być 
prostokątny, dwój prostokątny, albo trójprostokątny; to jest, mieć 
jeden, dwa albo trzy kąty p ro ste ; i może nawet mieć wszystkie 
trzy kąty rozwarte.
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W  trójkącie dwójprostokątnym, boki kąta prostego są ćwier- 
cianami a jego wierzchołek biegunem  boku przeciwległego (5).

W  trójkącie trójprostokątnym wszystkie boki są ćwiercianami.

RÓWNOŚĆ WIELOKĄTÓW SFERYCZNYCH.

T wierdzenie XVII.

Dwa trójkąty sferyczne, leżące na jednej sferze albo na dwóch 
sferach równych, są równe albo symet?'yczne :

1° Gdy mają bok równy przyległy dwom kątom równym każdy 
każdemu.

2° Gdy mają kąt równy zawarty między dwoma bokami ró
w nani każdy każdemu.

3“ Gdy mają trzy boki róiune każdy każdemu.
h° Gdy mają trzy kąty równe każdy każdemu.

Te twierdzenia są następstwem podobnych twierdzeń w trój- 
ścianach,

Ale można ich wprost dowieśdź. I tak, jeśli części równe dwóch 
trójkątów są podobnie ułożone, dowiedzie się paragrafów 1° i 2° 
przez przystawanie; można nawet przywieśdź paragraf 2° do 1° 
posługując się trójkątem biegunowym. Aby dowieśdź para
grafu 3°, najprościej jest, powtarzając rozumowanie geometryi 
płaskiej, okazać najpierwej twierdzenie ;

Gdy dwa trójkąty sferyczne mają dwa boki równe każdy każ
demu, zawierające kąt nierówny, wtedy naprzeciw kąta mniejszego 
leży bok mniejszij; I nawzajem.

Po czem, dowodzenie paragrafu 3° nie przedstawia żadnej 
trudności. Co do paragrafu 4°, przywodzi się go do 3° za pomocą 
trójkąta biegunowego.

Jeśli części równe dwóch trójkątów są odwrotnie ułożone, 
trzeba wziąć trójkąt symetryczny jednego z tych trójkątów, aby 
mieć dwa trójkąty przystawalne; wtedy dwa zadane trójkąty 
będą symetryczne.

Takim samym sposobem dowodzi się następujących, ogól
nych twierdzeń.
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T w ie r d z e n ie  XVIII.

Dwa wielokąty sferyczne mające n boków, na jednej sferze albo 
na dwóch sferach równych, są równe albo symetryczne :

1° Gdy mają n —■ 2 boki równe ro sobie idące i przyległe 
n — 1 kątom równym każdy każdemu.

2° Gdy mają n — 1 boków równych zawierających n — 2 kątów 
równych każdy każdemu.

3° Gdy są równoboczne między sobą i mają n — 3 kątów ró
wnych każdy każdemu.

k° Gdy są RÓWNOKĄTNE między sobą i  mają n —  3 boków ró- 
wnych każdy każdemu.

Ostatni paragraf przywodzi się do poprzedzającego przez w ie
lokąt biegunowy.

W n io sek . — Powyższe cztery twierdzenia mają odpowiedające 
w kątach wielościennych którym służą za dowód.

T rójkąty sferyczne podobne. ■— Dwa trójkąty sferyczne które, 
leżąc na dwóch sferach nierównych, mają boki proporcyonalne 
zawierające kąty rów ne, nazywają się podobnemi.

Kąt trójścienny OABC, mający wierzchołek 
we środku O dwóch sfer spółśrodkowyeh, 
wyznacza na ich powierzchniach dwa trój
kąty podobne ABC, A'B'C'.

Bo te trójkąty są oczywiście równokątne 
między sobą; a ich boki, jako łuki podobne, 
są proporcyonalne do promieni OA, OA', i 

temsamem proporcyonalne między sobą; co daje

AB _  AC BC 
A'B’ _  A'C' ~  B'C'‘

Ztąd wynika że dwa trójkąty sferyczne równokątne między sobą 
są rów ne albo podobne, według jak należą do jednej sfery albo 
do dwóch sfer nierównych.
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T wierdzenie XIX.

W  trójkącie sferycznym róitmoramicnnym ABC, kąty B i C prze- 
cmległe bokom równym są równe. I nawzajem.

Połączmy wierzchołek A ze środkiem D 
a  podstawy BG lukiem kola wielkiego AD.

Dwa trójkąty sferyczne ADB, ADG, majyce 
trzy boki równe każdy każdemu, sy syme- 
ryczne; więc kgty B i C sy równe.

Nawzajem, trójkąt sferyczny mający dwa 
kąty równe ma boki przeciwległe tym kątom

11 równe, i jest równoi'amienny.
Dowodzenie jako w geometryi płaskiej, albo przez trójkgt bie

gunowy.

W niosek. — Trójkyt sferyczny równoboczny jest zarazem 
równokytny, i nawzajem.

Uwaga. — Z symetryi dwóch trójkątów sferycznych ADB, ADG wynika 
że kąly przy D są proste, i kąty przy wierzchołku A są równe. Więc, w  tró j
kącie sfe ryczn ym  ró w n oram iennym , lu k  koła loiełkiego łączący w ie r z 
chołek ze środkiem  podstaw y jes t prostopadły do tej podstaw y, i  d zie li ką t 
w ierzcho łkow y na dw ie  rów ne części.

T w ie r d z e n ie  XX.

W trójkącie sferycznym, na przeciw kąta mniejszego leży bok 
mniejszy; i nawzajem.

Jeśli w trójkącie sferycznym ABC, kyt 
B jest mniejszy od kyta ACB, bok AG jest 
także mniejszy od boku AB.

Jakoż, zróbmy kyt BCD równy kytowi B, 
trójkęt BGD będzie rów noram ienny; więc 
boki CD i BD sy równe.

Owoż, w trójkącie ACD; AC <  AD +  DC; 
więc AC <  AB.
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W zajemnica oczywista.

Uwaga. — Możnaby złączyć w jedno dwa powyższe twierdzenia, i do- 
wieśdi sposobem użytym w księdze  VI, tw . ¿16.

Twierdzenie XXI.

w ie lo k ą c ie  s fe r y c z n y m  w  ypukłym m a ją c y m  n  boków, 1° su m m a  

kątów  w e w n ę tr z n y c h  j e s t  za w a r ta  m ię d z y  2 [n— 2) i  2 n  k a ta m i p ro s -  

te m i;  2° k a żd y  k ą t  je s t  w ię k s z y  od  r ó ż n ic y  m ię d z y  su m m ą  w szy s tk ic h  

in n y c h  i  su m m ą  2 (n —  2) ką tów  p ro s ty c h .

Co do 1°. Prowadząc przez jeden wierzchołek przekątne sfe
ryczne do wszystkich innych, rozłożymy wielokąt sferyczny na 
n — 2 trójkątów sferycznych. Owoż, w każdym z tych trójkątów 
summa kątów jest większa od dwóch kątów prostych; więc 
sum m a wszystkich kątów wewnętrznych wielokąta sferycznego 
wypukłego jest większa od 2 (n  —  2) kątów prostych.

Co do 2°; ponieważ wielokąt sferyczny jest wypukły, każdy 
jego kąt jest mniejszy od dw óch  kątów prostych; więc summa 
wszystkich n  kątów wewnętrznych jest mniejsza od 2« kątów 
prostych.

W niosek. —  W  w ielokącie  s fe r y c z n y m  wypukłym , su m m a  ką tów  

z e w n ę tr zn y c h  j e s t  m n ie js za  od  cz terech  ką tó w  p ro s ty c h . Dowodze
nie jako w wielokątach prostolinijnych.

Ztąd ważne wynika następstwo : Ż a d e n  w ie lo k ą t s fe r y c z n y  

w ypukły  n ie  m oże m ie ć  w ięce j n iż  t r z y  k ą ty  o stre .

T wierdzenie XXIL

P r z e z  p u n k t  A s fe r y  m o in a  zaw sze  p o p ro w a d z ić  o krą g  k o ła  lu ie l-  

k ieg o  p ro s to p a d ły  do danego  o k rę g u  BCD.

Niech będzie jakikolwiek okrąg BCD na sferze; jeśli, przez 
punkt A i przez biegun G tego okręgu, poprowadzimy koło wiel
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kie, jego okrąg AFG będzie prostopadły 
do okręgu BCD w punktach G i E (5).

Ten okrąg AFG koła wielkiego, prosto
padły do okręgu BCD, jest oczywiście 
jedyny, jeśli punkt A nie jest biegunem 
okręgu BCD.

Uwaga. — Z punktu danego na okręgu kola wielkiego, można zawsze 
wyprowadzić prostopadlę sferyczną, i tylko jedną. Ale, z punktu danego 
zewnątrz okręgu kola wielkiego, można spuścić na ten okrąg dwie prosto
padle sferyczne które są lukami jednego kola.

T wierdzenie XXIII.

Jeśli z punktu O sfery spuścimy, na okrąg koła wielkiego AB, 
łuk  OC, koła wielkiego prostopadły i mniejszy od ćwierciami, i 
różne łuki kół wielkich pochyłe OD, OE, OF, wtedy

1° Dwa łuki pochyłe OD i OE, równo oddalone od spodka C łuku 
prostopadłego, są równe.

2° Luk prostopadły OC jest mniejszy od wszelkiego łuku pochy
łego OD.

3° Z  dwóch łuków pochyłych OD, OF ten jest mniejszy który się 
mniej oddala od spodka łuku prostopadłego.

I NAWZAJEM.
Na łuku prostopadłym OC weźmy dłu

gość CO' =  CO, i poprowad źmy łuki kół 
wielkich DO1, EO', FO', będzie:

Co do 1°, dwa trójkąty sferyczne COD 
i COE, mające kąty przy C proste, bok CO 
spoiny i bok CD =  CE z założenia, są sy
metryczne ; więc łuki pochyłe OD i OE są 
równe.

Co się tyczy dwóch innych paragrafów i wzajemnie, dowodze- 
n ie  jako w geometryi p łaskiej; trzeba tylko co do 3° oprzeć się 
na wniosku tw. XII.
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W niosek I. — Łuk prostopadły OC jest najkrótszy liniy, jaky 
na sferze poprowadzić można z punktu O do okręgu koła wiel
kiego AB; dlatego długość tuku OG nazywa się odległością sfe- 
kyczną punktu  O od tego okręgu.

Zatem, łuk OPG' jest najdłuższy ze wszystkich łuków kół 
wielkich które idy od punktu O do okręgu koła wielkiego AB.

Na sferze z jednego punktu do okręgu koła wielkiego dwa 
tylko łuki pochyłe równe poprowadzić można.

II.— Miejscem geometrycznem panktów sfery, równo oddalonych 
od dwóch punktów je j  powierzchni, jest łuk koła wielkiego prosto
padły we środku odległości sferycznej tych diuóch punktów.

T wierdzenie XXIV.

Dwa trójkyty sferyczne prostokątne, leżyce na jednej sferze, 
albo na dwóch sferach równych, sy równe albo symetryczne :

1° Gdy mają przeciwprostokątne róihną i bok równy.

2° Gdy mają przeciwprostokątne równą i kąt pochyły równy.

Dowodzenie jako w geometryi płaskiej.

Uwaga. — 1° W  trójkącie s fe ryczn ym  prostoką tnym  je s t zaw sze jeden  
bok m n ie jszy  od ćw iercianu , albo w szys tk ie  trzy . Jakoż, niech będo trzy kola

wielkie ABD, ACD, PN O prostopadłe między 
sobą'; na ćwiercianie AP weźmy punkt C, i 
poprowadźmy luki kól wielkich CB, CN, CB'. 
W trójkącie prostokątnym ABC, bok AC jest 
mniejszy od ćwierciami i, jeśli puukt B leży 
między A i N, oba boki AB, CB sj mniejsze 
od ćwiercianu; a jeśli punkt B staje się B', 
wtedy oba boki AB' i CB' sj oczywiście wię
ksze od ćwiercianu. Tak samo w trójkącie 

prostokątnym DCB, boki DB i DC sj oba większe od ćwiercianu, a zaś bok 
CB mniejszy od ćwiercianu ; ale jeśli punkt B staje się B', wtedy bok DB' 
jest mniejszy od ćwiercianu, a zaś boki DC i Cb' sj oba większe od ćwier
cianu. Widzimy więc że w trójkącie sferycznym prostokątnym liczba 
boków większych od ćwiercianu jest p a rzys ta .
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2° W  trójko,cie sferycznym  prostoką tnym  ka żd y  k ą t pochyły jest tego 
samego g a tunku  co bok przec iw leg ły . Jakoż, w trójkącie sferycznym prosto
kątnym ABC, kąt ACB i bok przeciwległy AB są oba mniejsze od 90°; a zaś 
w trójkącie sferycznym prostokątnym ACB', kąt ACB'i bok przeciwległy AB' 
są oczywiście oba większe od 90°.

T wierdzenie XXV.

L u k  k o ła  w ie lk ie g o  d w ó j s ieczn y  k a la  s fe ry c z n e g o  j e s t  m ie jscem  

g eo m etryczn em  p u n k tó w  ró w n o  o d d a lo n ych  od je g o  ra m io n .

Dowodzenie jako w geometry! płaskiej. Z o b .  Ks. I , t w ,  15.

Twierdzenie XXVI.

W  czw oroboku s fe r y c z n y m  w p is a n y m  w  ko ło , su m m a  dw óch  ką tów  

p rz e c iw le g ły c h  ró w n a  s ie  su m m ie  dw óch  in n yc h . I nawzajem .

Niechbędzie P biegun małego koła w które 
jest wpisany czworobok sferyczny ABCD. 
Poprowadźmy łuki kół wielkich PA, PB, 
PC, PD, tworzymy cztery trójkąt ysferyczne 
równoramienne. W ięc będzie 
Kąt PAB +  PCB =  B, kąt PAD +  PCD=D; 
zkąd, dodając, otrzymujemy

A ~t~ C =  B -f- D.

N awzajem , czw orobok s fe r y c z n y  ABCD, w  k tó r y m  su m m a  dw óch  

ką tó w  p r z e c iw le g ły c h  ró w n a  s ię  s u m m ie  dw óch  in n y c h , j e s t  ló p isa ln y .

Jakoż, przez trzy wierzchołki A, B, C czworoboku, popro
wadźmy okrąg kola i promienie sferyczne PA, PB, PC; połączmy 
punkta P i D łukiem koła wielkiego. Trójkąty równoramienne 
PBA, PBC dają

kąt PAB =  PBA, PCB =  PB C ; zatem PAB +  PCB =  B. 
Ale z założenia A - j-C = B  +  D, w ięc k ą t  PAD-f- PCD =  ADC.
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To równanie pokazuje że luk PD nic może być ani mniejszy 
ani większy od promienia sferycznego PA; bo, w pierwszym razie . 
byłby kąt PAD <  PDA i kąt PCD <  PDG, ztąd PAD +  PCD <  ADG ; 
a w drugim byłoby PAD +  PCD >  ADC, co niemożebne z przy
czyny ostatniego równania. W ięc PD =  PA, to jest koło ABC 
przechodzi przez wierzchołek D.

W n io s e k . — J e ś l i  t ró jk ą ty  s fe ry c zn e  ABC, ABC',... w p isa n e  

w  je d n o  ko lo  m a ją  spó lną  p o d s ta w ę , ró żn ica  s u m m y  ką tów  p r z y  p o d 

s ta w ie  i  ką tem  p r z y  w ie r zc h o łk u , to j e s t  BAC +  ABC — C, j e s t  s ta ła .

Jakoż, połączmy punkt D łuku AIS ze 
skrajnościami podstawy łukami kół wiel
kich DA, DB; będzie, w czworoboku sfe
rycznym wpisanym ABCD,

BAD +  B A G ^  ABD +  A B C =  G +  D,

zkąd

BAG +  ABC — C =  D — BAD— ABD.

Tak samo w czworoboku ADBC',

BAG' +  ABC' —i C ' = D  — BAD — ABD.

Więc BAC +  ABC — G =  B A C ' ABC'  -  C'.

T wierdzenie XXVII.

M iejscem  g e o m e tryc zn y m  w ie r zc h o łk a  C tró jk ą tó w  s fe ry c z n y c h  

ABC, m a ją c y c h  sp ó ln ą  p o d s ta w ę  AB, i  te  sam ą  różn ice  m ie d z y  

su m m ą  ką tów  A -f- B p r z y  p o d s ta w ie  i  k ą te m  C p r z y  w ie rzc h o łk u ,  

j e s t  łu k  ko ła  m a łe g o  k tó re  p rz e c h o d z i p r z e z  sk ra jn o śc i p o d s ta w y .

To twierdzenie jest wzajemnicą wniosku 
twierdzenia poprzedzającego; ale można go 
łatwo wprost dowieśdź. Niech będzifc ABC 
trójkąt zadość czyniący zadaniu, i P biegun 
koła opisanego. Trójkąty PAB, PAG, PBC są 
rów noram ienne; zatem różnica

( A + B ) - C  =  PAB -f- PBA =  2PAB.
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To dowodzi że kąt PAB jest stały; więc trójkąt ABP równo
ramienny jest stały, i jego wierzchołek P także stały, a temsamem 
odległość PC =  PA jest stała. Ztąd wynika że wierzchołek C jest 
na okręgu mającym punkt P za biegun i odległość PA za promień 
sferyczny.

Uwaga. — To twierdzenie ma pewne podobieństwo z Tw. 20, Ks. I I ; 
albowiem, gdy w trójkącie prostolinijnym dany jest kjt przy wierzchołku C, 
wtedy wiadoma jest summa A -j- B i temsamem różnica A -f- B — C.

W ie lo k ą ty  sferyczn e  forem ne. — Is tn ie ją  w ie lo k ą ty  s fe ry c zn e  

forem ne w sze lk ie j  lic zb y  boków . Jakoż, wyobraźmy okrąg małego
koła podzielony na n równych części, 
i prze^punkta podziału poprowadzimy 
luki kół w ielkich, utworzymy wielo
kąt foremny mający n boków. Wszyst
kie boki są równe, jako cięciwy sfe
ryczne pcrdpasującełuki równe jednego 
koła. Wszystkie kąty są także rów ne; 
bo, jeśli poprowadzimy łuki AC i BE kół 

wielkich, dwa trójkąty ABC, ABE będą ró w n e ; zatem k ą tB = A .

Są także wielokąty sferyczne g w ia zd z is te  fo re m n e ; etc.

Twirdzenib XXVIII.

Jeśli z punktu A sfery spuścimy na okrąg koła małego BCD 
łuki kół wielkich : normalne AB, AB', i pochyłe AC> AD, AE, 
wtedy :

1° D w a  ł u k i  p o c h y łe  AC t AD, ró w n o  o d d a lo n e  od  tu k u  n o rm a l

nego są rów ne.

2’ L u k  p o c h y ły  AC j e s t  W ię k szy  od  łu k u  norm alnego  m n ie jszeg o  

AB, ale m n ie js z y  od  łu k u  norm alnego  W iększego  AB'.
3° Z  dw ó ch  łu k ó w  p o c h y ły c h  AC, AE ten  j e s t  m n ie js z y  k tó ry  

s ię  m n ie j  o d d a la  od  łu k u  n o rm a ln eg o  m n ie jszeg o .

I  n a w z a je m .



5 9 6 KSIĘGA ÓSMA.

Połączmy biegun P koła CBD z punktami C, D, E, łukami kół 
wielkich.

1° Ponieważ łuki BC i BD małego koła, są 
równe z założenia, łuki BC i BD wielkich 
kół są także równe. Zatem dwa trójkąty sfe
ryczne PBC, PBD mające trzy boki równe, są 
symetryczne; co dowodzi żekątyAPC i APD 
są równe. Ztąd wynika że dwa trójkąty sfe

ryczne AGP, ABP są sym etryczne; więc łuki pochyłe AC, AD są 
równe.

2° W  trójkącie sferycznym ACP,

AC >  CP — AP i AG <  CP +  AP; 

więc AC >  AB i AC <  AB'.

3” Dwa trójkąty sferyczne ACP, AEP mają kąt APC <  APE ; 
bok AP spólny i bok PC =  PE ; więc AC <  AE (17).

Wzajcmnice widoczne.

W n io s e k . — Na sferze, odległością punktu od okręgu jest łuk 
normalny mniejszy który łączy ten punkt z okręgiem; odległością 
dwóch łuków kół jest mniejszy łuk norm alny spólny.

ZETKNIECIE KÓŁ NA SFEKZE.

T w ie r d z e n ie  XXIX.

Luk wielkiego koła MT styczny do małego koła PM jest prosto
padły do promienia sferycznego w punkcie zetknięcia.

Przez punkt M i punkt sąsiedni M1 popro
wadźmy siecznę sferyczną MM', i połączmy 
środek A cięciwy sferycznej MM'z biegunem 
P małego koła, lukiem koła wielkiego PA. 
Łuk PA jest prostopadły do cięciwy MM', jak
kolwiek blizko punkt M' dochodzi do M. Owoż, 

gdy punkt M' schodzi się z M, punkt A schodzi się z nim także,



i sieczna MM' slaje się styczną sferyczną MT ; więc ta ostatnia jest 
prostopadła do promienia sferycznego PM.

W niosek. — Normalna sferyczna do małego koła przechodzi 
przez jego biegun.

T w ie r d z e n ie . — Wmałem kole, średnica sferyczna prznslopadla 
do cięciwy sferycznej dzieli tę cięciwę i aha je j luki na dwie równe 
części.

Dowodzenie jako w geometryi płaskiej.

T w ie r d z en ie  XXX.

1° Gdy dwa małe kola przecinają się na sferze, luk wielkiego kola 
który przechodzi przez ich bieguny jest prostopadły we środku cię
ciwy sferycznej spólnej.

2° Gdy dwa koła na sferze są styczne, punkt zetknięcia leżij na 
luku koła wielkiego który przechodzi przez ich bieguny, i w tym  
punkcie dwa koła mają styczne sferyczną spólną.

Dowodzenia jako w geometryi płaskiej.

Opierając się na tych twierdzeniach, i oznaczając przez R i R', 
promienie sferyczne dwóch kół małych, przez d odległość sfe- 
7'yczną ich biegunów, łatwo widzimy ż e :

Jeśli diva koła są zewnętrzne względem siebie, będzie 
d  >  R +  R'.

Jeśli dwa koła są styczne zewnętrznie, będzie

d  =  R +  R'.
Jeśli dwa koła przecinają się, będzie

R +  R ' > ¿ > R  — R', 

przypuszczając R >  R'.

Jeśli dwa koła są styczne wewnętrznie, będzie 

d =  R — R'.

NakonieCj jeśli jedno koło jest wewnątrz drugiego, będzie 

d <  R — R'.
I NAWZAJEM.

ZETKNIĘCIE KÓŁ NA SFERZE. t>97

39



5 9 8 KSIĘGA ÓSMA.

Ale przede wszystkiem trzeba żeby summa d -f- U +  R' była 
mniejsza od okręgu koła wielkiego; ten warunek jest przez się 
widoczny.

Z A G A D N I E N I A  K S I Ę G I  ÓS MEJ .

Z a g a d n ien ie  I.

Mając daną sferę znaleźć je j  promień.

Z jakiegokolwiek punktu A sfery, jako 
bieguna, nakreślmy łuk koła DE, i weźmy 
na nim łuk BD == BE; potem , z punktów D 
iE  jako biegunów, nakreślmy jednym  p ro 
mieniem dwa łuki kół przecinające się 
w punkcie G. Trzy punkta A, B, C leżą na 
okręgu wielkiego kola, bo płasczyzna ABC 

tych trzech punktów równo oddalonych od D i E przechodzi 
przez środek O sfery (VI, 8).

Jeśli więc zbudujemy trójkąt mający za boki trzy cięciwy 
prostolinijne AB, AC, BC, promień koła opisanego na tym 
trójkącie będzie szukanym promieniem sfery.

Za g a d n ie n ie  II.

Przez dwa punkta A, B na sferze poprowadzić okrąg koła wiel
kiego.

Z danych punktów  A, 13 jako biegunów, 
otwartością cyrkla rów ną cięciwie ćwiercianu 
kola wielkiego, kreślimy dwa luki kół prze
cinające się w punkcie P  ; po czem, z pun
ktu  P jako bieguna i tą samą otwartością 
cyrkla, kreślimy okrąg który jest oczywiście 
szukanym okręgiem wielkiego koła.
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U w aga  I — Jeśli dane punkta A i B są skrajnościami jednej
średnicy sfery, zagadnienie jest niewyznaczone; bo luki kół
wielkich, kreślone z punktów A i B jako biegunów, przypadają na 
okręgu koła wielkiego, którego każdy punkt jest biegunem  je
dnego z wielkich kół mających średnicę AB.

II. — Wykreślenie powyższego zagadnienia daje sposób zna
lezienia bieguna łuku AB koła wielkiego.

Z a g a d n ien ie  III.

Podzielić luk  AB koła wielkiego na dwie równe części,

Z punktów A i B jako biegunów i tą samą 
otwartością cyrkla, nakreśl dwa łuki kół prze
cinające się w punktach C i D; po czem, przez 
punkta C i D, poprowadź łuk wielkiego koła 
który przejdzie przez środek E łuku AB.

U w a g a .- — Łuk CD koła wielkiego jest 
prostopadły do łuku AB koła jakiegokolwiek (28) ; więc powyż
sze wykreślenie daje sposób prowadzenia łuku koła wielkiego, 
prostopadłego we środku łuku koła AB jakiegokolwiek, i podzie
lenia tego łuku na dwie rów ne części.

Z a g a d n ie n ie  IV.

Przez punkt A na sferze poprowadzić łuk koła wielkiego prosto 
padły do okręgu koła wielkiego BC.

Z punktu A jako bieguna kreślimy łuk koła 
wielkiego aż do spotkania P z okręgiem da
nym B C ; po czem, z punktu P  jako bieguna 
kreślimy łuk koła wielkiego AB. Ten łuk jest 
prostopadły do danego okręgu koła wielkiego 
BC; bo ostatni przechodzi przez biegun 
pierwszego.
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Z a g a d n ie n ie  V.

Przez punkt A dany na sferze poprowadzić luk kola luielkiego 
prostopadły do danego okręgu BCD.

1° Jeśli punkt A jest na danym okręgu BCD, 
weź łuk AB =  AC i z punktów B i C jako 
biegunów, tym samym prom ieniem , nakreśl 
dwa luki koła przecinające się w punkcie E ; 
po czem, poprowadź przez punkta A i E łuk 
koła wielkiego który będzie prostopadły do 
danego.okręgu BCD.

2° Jeśli punkt A  jest zewnątrz okręgu BCD, 
z punktu A jako bieguna, nakreśl łuk koła 
przecinający dany okrąg BCD w dwóch punk
tach C i D ; z tych punktów jako biegunów 
jedną otwartością cyrkla, nakreśl dwa łuki 

koła przecinające się w  punkcie E ; nakoniec, przez punkta 
A i E poprowadź łuk koła wielkiego który będzie prostopadły do 
danego okręgu BCD.

Uwaga. — Jeśli dany punk t A. jest biegunem okręgu BCD, zagadnienie 
zostaje n iew yznaczone; bo wtedy wszelki łuk koła wielkiego przechodzący 
przez punkt A jest prostopadły do okręgu BCD.

Z a g a d n ie n ie  Y I.

Wykreślić łuk dwójsieczny kąta sferycznego.

Z wierzchołka A kąta sferycznego BAC, 
nakreśl łuk koła przecinający ramiona kąta 
w punktach B i C. Z tych punktów jako bie
gunów i tą samą otwartością cyrkla, nakreśl 
dwa łuki kół przecinające się w punkcie D; 
po czem, przez punkta A i D poprowadź łuk 
wielkiego koła który będzie dwójsieczną sfe



ryczną kąta BAC. Bo, dwa trójkąty sferyczne ADB i ADC, mające 
trzy boki równe każdy każdemu, są równe we wszystkich częś
ciach; więc kąt D AB =  DAG.

Z a g a d n ie n ie  VII.

Poprowadzić okrąg przez trzy dane punkta A, B, C na sferze.

Biegun P żądanego koła, jako równo odda
lony od trzech punktów A, B, C, jest na 
przecięciu łuków kół wielkich DE i FG, 
prostopadłych we środku łuków AB i BC 
{zagrZ, uw.). Wyznaczywszy biegun P, kreśli 
się żądane koło otwartością cyrkla równą 
odległości sferycznej PA.

U ttaga . —  Takim samym sposobem znajduje się biegun danego 
łuku koła małego, biorąc tylko trzy przyzwoite punkta A, B, G 
na tym  łuku.

Z a g a d n ien ie  VIII.

Przez punkt A, dany na łuku wielkiego koła ABC, poprowadzić 
łu ł wielkiego koła któryby z nim czynił kąt równy danemu K.

Z wierzchołka kąta danego K jako 
środka, promieniem sfery, nakreśl 
łuk koła LM. Z punktu A jako bieguna 
nakreśl wielkie koło BDE przecinające 
dany łuk ABC w punkcie B. Z punktu 
B jako bieguna, cięciwą łuku LM, 
nakreśl łuk koła spotykający okrąg 
BDE w dwóch punktach D i E. Na- 

koniec, poprowadź łuki wielkich kół AD i AE które rozwiążą 
zagadnienie (6).

ZAGADNIENIA. 601



6 0 2 KSIĘGA ÓSMA.

U w a g a . — Jeśli dany kąt Ii jest sferyczny, wtedy rozwiązanie 
jako w geometryi płaskiej Ks. II. zag. 3.

Z agadnienie IX.

Przez dany punkt A na sferze poprowadzić ob'ąg koła wielkiego 
któryby czynił z danym okręgiem koła wielkiego BCD kąt równy 
danemu.

Niech będzie BAD okrąg koła 
wielkiego który rozwiązuje zaga
dnienie.

Aby nakreślić ten okrąg, wyznacz 
najpierwej biegun P danego koła 
wielkiego BCD; po czem, opisz okrąg 
EFH, miejsce biegunów okręgów kół 
wielkich które czynią z okręgiem BCD 
kąt równy danemu ostremu (6, w n.); 
nakoniec, z danego punktu A jako 

bieguna, nakreśl łuk koła wielkiego który przetnie, mówiąc 
ogólnie, okrąg EFH w dwóch punktach E i F. Każdy z tych 
punktów będzie oczywiście biegunem okręgu koła wielkiego 
które zadość czyni zagadnieniu.

Aby wiedzieć warunki możebności zagadnienia, poprowadźmy 
przez punkt A i przez biegun P , łuk koła wielkiego który prze
cina okrąg BCD w punkcie C, a okrąg EFH w punktach H i K. 
Owoż, łuk AC jest prostopadły do okręgu BCD, a łuki AH, AK 
prostopadłe do okręgu E F H ; więc, aby zagadnienie było m o- 
żebne, trzeba żeby łuk AH był mniejszy a łuk AK większy od 
ćwiercianu, który jest promieniem sferycznym łuku koła wiel
kiego nakreślonego z bieguna A. Pierwszemu warunkowi staje się 
zawszze zadość; aby dopełnić drugiego, trzeba żeby było

AP +  PK >  PA +  AC albo PK >  AC.

W ięc możebność zagadnienia wymaga tylko żeby łuk  PR, który



z a g a d n ie n ia ; GOS

mierzy dany kąt ostry, nie był mniejszy od najmniejszej od le
głości AC punktu A od okręgu BCD.

Zagadnienie ma dwa rozwiązania, albo jedno, albo nie ma 
żadnego, według jak łuk PK jest większy od odległości AC, 
albo jej równy, albo od niej mniejszy.

Uwaga. —  To zagadnienie służy do zbudowania trójkąta sfe
rycznego w którym  wiadome są dwa kąty i bok przeciwległy je
dnemu z nich.

Z a g a d n ien ie  X.

Wpisać małe koło w trójkąt sferyczny dany.

i t

Poprowadź łuki AD i BE dwójsicczne ką
tów A i B ; punkt ich przecięcia P , jako ró
wno oddalony od trzech boków' trójkąta (25), 
jest biegunem koła wpisanego które ma za 
prom ień sferyczny łukNPH prostopadły do 
boku AB. W ięc kolo, nakreślone z punktu P 
jako bieguna otwartością cyrkla równą cięci

wie łuku Pil, będzie slyczne do trzech boków trójkąta sfe
rycznego ABC, czyli będzie wpisane w ten trójkąt,

U w aga. — Gdyby zadano zagadnienie: nakreślić małe kolo styczne do 
trzech w ielkich kuł, ponieważ te kola, przecinając się po dw a, tworzą osiem 
trójkątów sferycznych, znalezionoby osiem kól stycznych wpisanych w te 

trójkąty.

Z a g a d n i e n i e  XI.

Na danej sferze wykreślić czworobok wpisalny którego dane są 
boki.

Dość zbudować na płasczyznie czworobok wpisalny mający 
za boki cięciwy danych boków czworoboku sferycznego (111,27); 
poczem , wykreślić na sferze koło opisane na czworoboku płas
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kim, i oznaczyć na niem wierzchołki tego czworoboku; nakoniec, 
poprowadzić przez te wierzchołki łuki kół w ielkich, które utworzą 
szukany czworobok sferyczny.

Zagadnienie jest zawsze m ożebne; byle tylko, ma się rozu
mieć, summa czterech danych łuków była mniejsza od okręgu 
koła wielkiego sfery, i największy łuk był mniejszy od summy 
trzech innych.

Z a g a d n ie n ie  XII.

Zbudować trójkąt sferyczny, mając dane trzy którekolwiek z jego 
części (boki i kąty).

Zagadnienie ma sześć przypadków które stanowią trzy dwo- 
jany ; to jest mogą być dane: I. Trzy k>ki albo trzy kąty ; II. dwa 
boki i kąt zawarty, albo jeden bok przyległy dwom kątom; 
III. dwa boki i kąt przeciwległy jednem u z boków, albo dwa kąty 
i bok przeciwległy jednem u z kątów.

Każdy dwojan zawiera dwa zagadnienia spółwzględne, takie 
że, rozwiązawszy jedno z nich, znajduje się drugie za pomocą 
trójkąta biegunowego. Mamy więc tylko trzy zagadnienia do roz
wiązania.

I. Dane są trzy boki a, b, c,

Nakreślmy łuk koła wielkiego, na którym 
weźmy długość AB rów ną jednem u z danych 
boków np e.

Z punktu A jako bieguna otwartością 
cyrkla rów ną cięciwie łuku b, nakreślmy 
łuk koła, i z pnnktu B jako bieguna otw ar

tością cyrkla równą cięciwie boku a, nakreślmy drugi łuk koła 
który, mówiąc ogólne, przetnie pierwszy w dwóch punktach 
C i C'; jeśli nakoniec połączymy AC, BC i AC', BC1 łukami kół 
wielkich, dwa trójkąty symetryczne ABC i ABC' rozwiążą za
gadnienie.



Aby trójkąt byt możebny, trzeba i dość jestżeby dwa nakreślone 
koła przecinały się; to wymaga, przypuszczając boki a, b, c 
wyrażone w stopniacli i w porządku wielkości a <  b <  e, 
żeby było (30)

c < a  +  6; c > 6  — a i a -f- b -f- c <  360°.

Drugiemu warunkowi stajesię zadość, na mocy założenia; więc, 
aby można zbudować trójkąt sferyczny, mając dane trzy boki, trzeba 
i dość jest żeby największy z tych boków był mniejszy od summy 
dwóch innych, i żeby summa trzech boków była mniejsza od okręgu 
koła wielkiego. Widzieliśmy jużże te warunki są konieczne (12 il3 ), 
niniejsze wykreślenie pokazuje że są dostateczne.

Zagadnienie, Zbudować trójkąt sferyczny znając jego trzy  
kąty A, B, C, rozwiązuje się , zCpomocą trójkąta biegnnowego, 
to jest : kreśli się najpierttlSM rójkąt sferyczny którego boki są 
wyrażone liczbami 2 — 2 — C (biorąc kąt prosty
za jedność kątową); po kreśląc trójkąt biegunowy tego
trójkąta otrzymuje się trójkąt żądany.

To zagadnienie ma oczywiście dwa rozwiązania, dwa trójkąty 
symetryczne. Możebność zagadnienia wymaga żeby, przypuszcza
jąc A <  B <  C, było

2—A <  2—B +  2 - C  i 0 <  2—A +  2—B +  2—C <  h.

albo A +  2 >  B +  C i 6 > A + B + C > 2 .

W ięc, aby można zbudować trójkąt sferyczny mający trzy 
dane kąty A, B, C, trzeba i dość jest żeby sum m a tych kątów 
była zawarta między dwoma i sześcioma kątami prostem i, i żeby 
najmniejszy kąt powiększony dwoma prostemi przewyższał summę 
dwóch innych kątów.

Można było przewidzieć warunki możebności tego i poprze
dzającego zagadnienia, uważając odpowiedający trójścian i jego 
spełniający.

II. Są dane dwa boki a i b i kąt zawarty G, albo jeden bok a.przy
legły dwom kątom B i C.

Rozwiązanie jako w geometryi płaskiej.

ZAGADNIENIA. 6 0 5
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III. Są dane dwa boki a i b  i kąt A przeciwległy bokowi a.

Nakreślmy na sferze dwa luki kół wielkich czyniące kąt równy
danem u A (zag. V III); weźmy ra
mie AG =  b, i z punktu 'C jako 
bieguna otwartością cyrkla ró 
wną cięciwie boku a, nakreślmy 
łuk koła»; jeśli len łuk przecina 
w punkcie B drugie ramie kąta A, 
trójkąt ABC rozwiązuje dano za
gadnienie.

D y sk u ssy a . — Przedłużmy ramiona kąta A aż do ich spotka
nia A', i z punktu G spuśćmy łuk prostopadły CD na ramie AB. 
Uważajmy że w trójkącie sferycznym prostokątnym ACD luk 
prostopadły CD jest mniejszy a lb o u ^ J u zy  od ćwierciami, według 
ja k  kąt przeciwległy A jest o s tr y g  jo rozwarty. W  pierwszym razie 
łuk CD jest najmniejszym, a w  drugjip len łuk jest największym  
łukiem koła wielkiego jaki z punktu G do półokręgu ADA' po
prowadzić można (23, wn.).

Na tej uwadze opiera się cała dyskussya trzech głównych przy
padków zagadnienia. Biorąc promień sfery za jedność linijną, 
będzie:

1° Gdy bok a zawiera się między bokiem b i jego spełnieniem 
n  — b, zagadnienie jest zawsze możebne jakikolwiek jest kąt A , i  ma 
tylko jedno rozwiązanie. Bo okrąg, nakreślony z punktu C jako 
bieguna promieniem sferycznym a, przecina jeden z łuków CA 
albo CA' i przedłużenie drugiego; więc przecina półokrąg ADA' 
w jednym punkcie B.

2° Gdy bok a nie jest zawarty między b i -rz — b, i zarazem bok a 
;  kątem przeciwległym  A nie są oba jednakowego gatunku, zaga
dnienie jest niemożebne. Bo, jeśli a< ^b  i a <  — b, musi być
a <  j7v i A > 9 0 " , a temsąmem a < C D ;  jeśli zaś a > 6  i 
a >  ir — b, m usi być a >  ¿tc i A <  90°, a temsąmem a >  CD.

W pierwszym razie, łuk a mniejszy od prostopadłej sferycznej
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większej i mniejszy od łuków pochyłych CA i CA', nie może 
mieć spodka na półokręgu ADA' ; w  drugim razie, ten łuk a, 
większy od prostopadłej sferycznej mniejszej i zarazem większy 
od dwóch pochyłych CA i CA', nie może także mieć spodka na 
półokręgu ADA'. W ięc zadany trójkąt sferyczny nie istnieje.

Jeśli a — b albo a — u  — b i bok a z kątem A nie są oba 
jednakowego gatunku, dowiedzie się tak samo że trójkąt sfe
ryczny jest niemożebny.

3° Gdy bok a. nie jest zawarty miedzy b i  n  — b, ale ten bok a 
z kątem A są oba jednakowego gatunku, zagadnienie ma dwa rozwią
zania, albo tylko jedno; albo nawet nie ma żadnego.

Jakoż, przypuszczając a <  6 i a <  ir — b, musi być a <  £ n  
i A <  90°; przypuszczając zaś a >  b i a >  -ir — b musi 
być a >  J ir i A >  90°

W  pierwszym razie CD jest p rostopad łą  sferyczną mniejszą, 
w drugim prostopadłą sferyczną większą. W ięc, jeśli bok«, większy 
albo mniejszy od obydwóch łuków pochyłych CA i CA', jest za
warty między mniejszą i większą prostopadłą sferyczną, okrąg 
nakreślony z punktu c jako bieguna promieniem sferycznym a, 
przecina półokrąg ADA' w dwóch punktach B i B', i trójkąty 
ACB i ACB1 rozwiązują zagadnienie. Ta okoliczność stanowi tak 
zwany przypadek wątpliwy.

Widzimy teraz łatwo że, jeśli bok a jest równy jednej z dwóch 
prostopadłych sferycznych, wtedy zagadnienie ma tylko je.lno 
rozwiązanie, trójkąt prostokątny ACD. A jeśli bok a jest mniejszy 
albo większy od obydwóch prostopadłych sferycznych, żądany 
trójkąt jest oczywiście niemożebny.

Gdy a —  b albo a =  n — b, i zarazem bok a z kątem A są oba 
jednakowego gatunku, powyższe rozumowanie pokazuje że zaga
dnienie ma jedno tylko rozwiązanie.

Nakoniec, trzeba uważać szczególny przypadek a =  b =■* iir, 
w którym, jeśli kąt A jest prosty, szukany trójkąt sferyczny jest 
dwójprostokątny, i zagadnienie jest niewyznaczone', a jeśli kąt A 
nie jest prosty, zagadnienie jest niemożebne.
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Zagadnienie spółwzględne powyższego, to je s t: zbudować trójkąt 
sferyczny mojąc dwa kąty A i  B i bok a przeciwległy jednemu 
z nich, rozwiązuje się przez trójkąt biegunowy, albo wprost za 
pomocą zagadnienia IX.

Zagadnienie XIII.

Przez dany punkt A na sferze poprowadzić styczne sferyczną do 
małego koła P.

1° Jeśli dany punkt A jest na okręgu da
nego koła P , dość paprowadzić, przez ten 
punkt, łuk koła wielkifcgo CAD prostopadły 
do promienia sferycznego PA. Łuk GAD bę
dzie styczną sferyczuą szukaną (29).

2° Dany punkt A jest zewnątrz okręgu da 
nego koła P.

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie ACszukana 
styczna sferyczna. Biegun B tej stycznej 
jest oczywiście na kierunku średnicy sfery
cznej koła P , prostopadłej w punkcie zetknię
cia C, i na okręgn koła wielkiego które ma 
dany punkt A za biegun. W ięc, z punktu A 
jako bieguna, kreślimy łuk koła wielkiego ; a 
potem , z bieguna P, otwartością cyrkla ró 

wną cięciwie różnicy między ćwiercianem i promieniem sferycz
nym koła P , kreślimy drugi łuk koła który przecina pierwszy 
w dwóch punktach B i Br. Te punkta są biegunami żądanych 
stycznych sferycznych które się otrzymuje kreśląc z biegunów 
B i B' łuki kół wielkich.

Aby znaleźć warunki możebności zagadnienia, weźmy promień 
sfery za jedność linijną, i oznaczmy przez R prom ień sferyczny 
danego koła P . Uważając teraz że promienie sferyczne dwóch
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kół kreślonych wyrażają, się przez ' i — R, widzimy 
że przecięcie się tych kół wymaga żeby było (30):

A P < i ^  +  | TC - R t A P > i w — (i« — R),AP +  i*  +  5ir—a < 2 i r .  

albo AP +  R <  AP > K , AP — R <  « .

Ostatnia nierówność jest oczywista. Druga pokazuje że dany 
punkt A musi być zewnątrz danego koła, to jest zewnątrz krymki 
sferycznej PA; co także widoczne. Ale ten warunek, dostateczny 
w geometry! płaskiej, na sferze nie wystarcza, i trzeba jeszcze żeby 
pierwszemu warunkowi AP +  R <  tt stało się zadość, to jest 
trzeba żeby dany punkt A i dane kolo P były oba na jednem  
półsferzu. Jeśli tym warunkom zadość uczyniono, dwie styczne 
sferyczne AG i AC' rozwiążą zagadnienie.

Te dwie styczne zlewają się w jedną w przypadku szczegól
nym AP +  R =  77,. albo AP =  R.

W n io s e k . — Dwa trójkąty sferyczne prostokątne APC, A P C ',. 
mające przeciwprostokątnę równą i bok równy, są symetryczne. 
W ięc dwie styczne sferyczne AC i AC', poprowadzone z jednego 
punktu A do danego koła P na sferze, są równe, i łuk AP jest 
dwójsieczną sferyczną kątów sferycznych CAC' i CPC'.

U w a g a . — Powyższy wniosek prowadzi do twierdzenia :

W  czworoboku sferycznym opisanym na kole summa dwócli bo
ków przeciwległych równa się summie dwóch innych; i NAWZAJEM ;

którego się dowodzi jako w geometryi płaskiej.

Z a g a d n ie n ie  XIV.

Poprowadzić styczne sferyczną spólną dwom małym kolom 
danym.

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie :

1° Styczna sferyczna A A 'spólna dwom małym kołom P ,P ', 
których promienie oznaczamy przez R, R', przypuszczając
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li >  R', Biegun F lej stycznej, leżący na kierunkach promieni 
sferycznych PA i PA' które przechodzą 
przez punkta zetknięć A i A', jest pun
ktem przecięcia dwóch kół nakreślonych 
z biegunów P i P' promieniami sfe- 
rycznemi — R i jjr — IV. Wszystko 
więc przywodzi się.do zbudowania trój
kąta sferycznego którego trzy boki są wia
dome. Możebność tego trójkąta wymaga 

żeby było

PP' <  n —RE', PP’ >  11- IV i PP'—RR' <  -nr.

Ostatnia nierówność ma zawsze miejsce. .¡Druga pokazuje że 
dwa dane koła na sferze nie powinny być wewnątrz jedno dru
giego; ten warunek wystarcza w geometryi płaskiej, ale na 
sferze trzeba jeszcze dopełnić pierwszego PP ' +  R +  IV <  x, 
który wymaga żeby dwa dane koła były oba na jednem  pół- 
slerzu.

Jeśli tym warunkom zadośćuczyniono, dwie styczne sferyczne 
zewnętrzne AA', i BB' rozwiązują zagadnienie. Ale te styczne zle
wają się w jedną w dwóch przypadkach szczególnych, to j e s t :

gdy PP' -J- R -j- R' =  ir, albo gdy PP' =  R — R'.

2° Niech będzie teraz DD' styczna sferyczna wewnętrzna do 
kół P i P1. Biegun G tej stycznej, leżący na kierunkach promieni 
sferycznych PD i P'D' które przechodzą przez punkta zetknięć D 
i D', jest punktem  przecięcia dwóch kół nakreślonych z biegu
nów P i P ' promieniami sferycznemi ^ R  i f i r - j - R '.  W ięc 
cała rzecz przywodzi się do zbudowania trójkąta sferycznego któ
rego trzy boki są wiadome. ¡Możebność tego trójkąta wymaga 
żeby było

PP ' <  *  —R +  R ', PP ’ >  R +  R' i PP '—R +  R' <  * .

Nierówność PP' >  R +  R' pokazuje że dwa dane koła P i P' 
muszą być zewnątrz jedno drugiego. Ten warunek jest dosta
teczny w geometryi płaskiej, ale tu  nie wystarcza; i trzeba jeszcze,
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wedle pierwszej i ostatniej nierówności., żeby dane koła zadość 
czyniły warunkowi PP' +  (R — R') <  u-.

Jeśli tych warunków dopełniono, dwie styczne sferyczne we
wnętrzne DD' i EE' rozwiązują zagadnienie. Te styczne zlewają 
się w jedną w szczególnych przypadkach :

PP' =  R -{- IV, PP' +  11 — R' =  TT albo PP ' — R +  R' ==

Uważając że koła, kreślone dla wyznaczenia biegunów stycz
nych sferycznych, mogą się przecinać w dwóch punktach, albo 
być styczne, albo się nie spotykać, widzimy łatw'o że zagadnienie 
ma ogólnie cztery rozwiązania, albo tylko trzy, dwa, jedno, albo 
nawet nie ma żadnego.

U w a g a .  — Stycznesferyczne zewnętrzne AA' i BB' są symetryczne wzglę
dem linii biegunów PP' dwóch kói danych, i spotykają się na niej w dwóch 
punktach zewnątrz tycli kół. Punkt spotkania S tych dwóch stycznych, który 
jest bliższy kola mniejszego, nazywa się środkiem podobieństwa prostego 
kułV i W. Styczne sferyczne wewnętrzne CC'i DD' są także symetryczne 
względem linii biegunów PP', i spotykają się na tej linii między daneini kolami 
i poza niemi. Punkt spotkania T tych stycznych, leżący między kolami 
P i P', nazywa się ich środkiem podobieństwa odwrotnego. O tych dwóch 
środkach podobieństwa później mówić będziemy.

ZADANIA.

913. — Dwie figury równe leżą na jednej sferze. Dowieśdź że można 
sprowadzić jedną z figur na drugą, obracając ją około pewnego punktu po
wierzchni sferycznej.

91Zi. — Przez dany punkt poprowadzić płasczyznę styczną do dwóch 
sfer danych.

915. — Poprowadzić płasczyznę styczną do trzech sfer.

91G. — Nakreślić na sferze, promieniem sferycznym dauym kolo styczne 
do dwócli kół danych.

917- — Nakreślić na sferze kolo przechodzące przez dwa danepunkta 
i styczne do koła danego.
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918. — Nakreślić na sferze koło przechodzące przez punkt dany i styczne 
do dwóch kól wielkich danych.

919. — Biegun kola opisanego na trójkącie sferycznym jest wewnątrz 
albo zewnętrz tego trójkąta, albo pada na największym boku, według jak 
największy z kątów jest mniejszy albo większy od summy dwóch innych, 
albo jej równy.

920. — Trzy płasczyzny prostopadle między sobą, poprowadzone przez 
punkt wewnętrzy  sfery, wyznaczają na tej sferze trzy koła których summa 
powierzchni jest stała.

921. — Poprowadzić przez linię prostą płasczyznę któraby podzieliła dwie 
sfery tak, żeby promienie przecięć były proporcyonalne do promieni tych sfer.

922. — Poprowadzić przez punkt płasczyznę któraby podzieliła trzy sfery 
tak, żeby promienie przecięć były proporcyonalne do promieni tych sfer.

923. — Summa kwadratów odległości wierzchołku kąta trójściennego od
sześciu punktów, w których trzy krawędzie tego kala spotykają powierzchnię 
sfery, jest stała.  ̂ .■

924. — Wykreślić sferę styczną do czterech krawędzi czworościanu.

925. — Znaleźć punkt taki żeby widziano z niego trzy dane sfery pod 
kątem równym.

926. — Znaleźć miejsce punktów w przestrzeni równo oświeconych przez 
dwa punkta światłe.

927 — Znaleźć miejsce punktów przestrzeni które są na odległość a  od 
punktu A i na odległość 6 od punktu B.

928. — Miejsce punktów z których widać jedną sferę, albo dn ie sfery, albo 
trzy sfery dane, pod kątem danym.

929. — Miejsce punktów których summa kwadratów z odległości od 
dwóch danych punktów jest stała.

930. — Mając dane trzy punkta, znaleźć miejsce punktów których summa 
odległości jest stała względem pierwszego i drugiego punktu, i zarazem 
względem pierwszego i trzeciego.

931. — Miejsce punktów z których widać daną prostę pod kątem danym, 
albo dwie dane proste wychodzące z jednego punktu, pod danemi kątami>

9 3 2 .— Miejsce środków sfer które przecinają wedle wielkich kól dw ie  

sfery albo trzy  sfery  dane.
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933. — Miejsce środka przecięć danej sfery przez plnsczyzny przecho
dzące przez punkt dany, albo przez proste daną.

93.'i. — Miejsce punktów w przestrzeni których odległości od dwóch 
punktów danych sj w stosunku stałym.

935. — Miejsce rzutów punktu, zewnętrznego względem plasczyzoy, na 
liniach prostych przechodzących na tej plasczyzuie przez jeden punkt,

93G. — Wystawić czworościan, mając podstawę i odległości jej wierz
chołków od trzech ścian bocznych.

937. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając kąt, bok mu przyległy i 
summę, albo różnicę, dwóch innych boków.

938. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając kąt, bok przyległy i summę, 
albo różnicę dwóch innych boków, albo kątów.

939. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając podstawę, wysokość i kąt.

960. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając dwa boki i wysokość odpo-
wiedającą jednemu z nich. ,

961. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt i obwód.

962. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając obwód i dwa kąty.

963. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając obwód, kąt i wysokość.

966. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt, i kolo wpisane, albo 
zawpisane, względem tego kąla.

965. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając kąt i promienie dwóch kół, 
wpisanego i zawpisanega względem tego kąta.

966. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok i promienie dwóch kół,

wpisanego i zawpisanego, stycznych do tego boku.
967. — Wykreślić trójkąt sferyczny, znając bok, kąt przeciwległy i różnicę 

promieni dwóch kol wpisanego i zawpisanego względem tego kąta.

968. — W czworoboku sferycznym mającym wszystkie boki przeciwległe 
równe, kąty przeciwległe są równe, i przekątne przecinają się na połowy.

Nawzajem, czworobok sferyczny ma wszystkie boki przeciwległe równe 
jeśli ma wszystkie kąty przeciwległe równe, albo jeśli jego przekątne prze
cinają się na połowy.

969. — W czworoboku sferycznym równokątnym boki przeciwległe są 
równe i przekątne są równe; a cięciwy boków tworzą prostokąt.

40
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950. — W ukośniku sferycznym, przekątne przecinaj? się na połowy pod 
kątem prostym, i są dwójsiccznemi kątów przeciwległych.

951. — W kwadracie sferycznym, przekorne przecinaj? się na połowy 
pod kątem prostym, są równe, i są dwójsiccznemi kątów przeciwległych.

952. — Linia przecięć dwóch kół na sferze jest miejscem z których po
prowadzone styczne do tych kół są równe.

953. — Rozdzielić powierzchnię sfery na wielokąty sferyczne foremne 
i równe.

954. — Przez daną prostę poprowadzić do danej sfery plasczyznę 
sieczną, któraby wyznaczyła przecięcie mające promień równy danemu.

955. — Gdy się trzy sfery przecinają po dwie, plasczyzny trzech kól 
przecięć spotykają się wedle linii prostej, prostopadłej do plasczyzny wy
znaczonej przez trzy środki tych sfer.

956. — Jeśli z punktu wziętego na sferze jako^ bieguna, nakreślono kolo 
promieniem sferycznym równymjednej trzeciej 17/60jednej piątej ćwierciami, 
wtedy promień kola otrzymanego jest połową promienia sfery, albo większym 
odcinkiem tego promienia podzielonego w stosunku średnim i skrajnym.

957. — Jeśli z jednego punktu poprowadzono różne sieczne do sfery,
wieloczyn odległości tego punlctu ód dwóch punktów- przecięć każdej 
siecznej ze sferą jest stały. '•

958. — Jeśli środki dwóch kół są rzutami jednego punktu przestrzeni, 
i jeśli styczne poprowadzone z jednego punktu przecięcia się icli płasczyzn 
są równe, te dwa kola należą do jednej sfery.

959. — Summa kwadratów z rzutów trzech promieni sfery, prostopadłych 
między sobą, na jakiejkolwiek plasczyznie, jest równa podwójnemu kwa
dratowi promienia sfery.

960. — Summa kwadratów ze trzech cięciw, które dana sfera przejmuje 
na trzech prostych prostokątnych i przechodzących przez jeden punkt, jest~ -̂ 
stala.

961. — Jeśli w trójkąt prostokątny, którego każdy kąt ma 120°, wpisano 
Irzy małe kola tak, żeby były styczne między sobą i styczne do boków lego 
trójkąta, wtedy ich promień sferyczny ma 30°, i ich środki są wierzchołkami 
trójkąta biegunowego który odpowieda danemu.

962. — Jeśli w trójkącie sferycznym ABC punkt P jest biegunem kola 
wielkiigo DE przechodzącego przez środki D i E boków' Al? i AC, kąt BPC 
jest dwa razy większy od kąta DPE.
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M IARA TRZECH CIAŁ OKRĄGŁYCH, 

W IE LO ŚC IA N Y  FO R EM NE .

Ok reślen ie  I. — Graniaston jest wpisany w walec gdy jego pod
stawy są wpisane w podstawy walca. Nawzajem, walec jest wtedy 
opisany na graniastonie.

Graniaston jest opisany na walcu gdy jego podstawy są opisane 
na podstawach walca. Nawzajem, walec jest wtedy wpisany 
w graniaston.

II. — Piram ida je s t wpisana w stożek gdy ma z nim spólny wierz
chołek, i jej podstawa jest wpisana w podstawę stożka. Nawza
jem, stożek jest wtedy opisany na piramidzie.

Piramida jest opisana na stożku gdy ma z nim spólny wierz
chołek, ijej podstawa jestopisana na podstawie stożka. Nawzajem, 
stożek jest wtedy wpisany w piramidę.

III. — Piramidą sferyczną 0AI3CD (zob. figurę na stronicy 578) 
nazywa się część objętości sfery, zawarta między kątem wielościen
nym, mającym wierzchołek w jej środku ,i wielokątem sferycznym 
który jest podstawą tej piramidy.

Dwie piramidy sferyczne są symetryczne gdy mają za podstawy 
wielokąty sferyczne symetryczne.

Dwie piramidy sferyczne sąpodobne gdy mają podstawy podobne.

IV. — Dwa walce obrotowe, albo dwa stożki obrotowe, sąpodo
bne gdy ich wysokości są proporcyonalne do promieni podstaw.

V. — Część BDELKII stożka {zob. figurę na stronicy 565) za
warta między jego podstawą BDB'E i przecięciem HKL, wy zna- 
czonem przez jakąkolwiek płasczyznę która spotyka wszystkie 
krawędzie, nazywa się pniem stożka.
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To przecięcie i podstawa stożka stanowią podstawy jego pnia.
Gdy podstawy pnia stożka są równolegle ich odległość jest 

wysokością tego pnia.
Pień stożka kołowego prostego o podstawach równoległych 

może być uważany jako figura obrotowa, utworzona obrotem tra 
pezu A13LO, około boku AO wziętego za oś. Ta oś AO jest wyso
kością a bok UL, tworzący powierzchnię, bokiem albo apotemą tego 
pnia.

VI. — Powierzchnia krzywa nazywa się wypukłą, jeśli leży cała 
z jednej strony każdej płasczyzny z którą ma jeden tylko punkt 
spoiny albo jedną linię prostą spoiną. Ta płasczyzna jesl płas- 
czyzną styczną do powierzchni (*). Powierzchnie sfery, walca ko
łowego, stożka kołowego, parabolicznego, e'tc. są wypukłe.

MIARA POWIERZCHNI.

T w ie r d z e n ie  I.

Powierzchnia w y p u k ł a  HABCD jest mniejsza od wszelkiej po
wierzchni otaczającej KABCD która ma z nią ten sam obwód.

Uważamy za oczywiste że płasczyzna jest mniejsza od ■ wszelkiej 
powierzchni mającej z nią spoiny obwód.

Niecli będzie powierzchnia wypukła 
HABCD, otoczona z jednej strony po
wierzchnią jakąkolwiek KABCD która ma 
z nią spoiny obwód ABCD. Między po
wierzchniami które otaczają powierzchnię 

wypukłą i mają z nią spóluy obwód, jest przynajmniej jedna od 
której n ie m a już niniejszej. Przypuśćmy tedy jeśli można, że tą

(♦) D la  śc s lo śc i określenia, czyli laik zcclice zobaczyć Iwienlzenie i, księgi X.
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jedną z najmniejszych jest powierzchnia otaczająca KABCD, i 
poprowadźmy płasczyznę styczną do powierzchni wypukłej, w jej 
punkcie II który nie należy do powierzchni otaczającej. Ta plas- 
czyzna odcina od powierzchni otaczającej część IÍPQRS oczywiście 
większą niż powierzchnia płaska TIPQHS. W ięc, tym sposobem, 
otrzymanoby powierzchnię otaczającą HPQRSABCD mniejszą od 
otaczającej KABCI) która ma z nią spólny obwód ABGD; co 
przeciw założeniu. Ztąd wynika że, między powierzchniami ota- 
czającemi, niema żadnej któraby była jedną z najmniejszych. Więc 
powierzchnia wypukła jest mniejsza od wszelkiej powierzchni 
otaczającej która ma z nią spólny obwód.

W n io s e k . — Powierzchnia wypukła jest mniejsza od wszelkiej 
powierzchni która ją  ze wszech stron otacza.

T w i e r d z e n i e  II.

Powierzchnia boczna walca o b r o t o w e g o  ma za miarę wieloczyn 
z okręgu podstawi/ przez wysokość.

Wyobraźmy dwa graniastony foremne ró
wnej liczby ścian, jeden wpisany w walec 
a drugi na nim opisany. Powierzchnia cała 
walca, otaczająca zewsząd powierzchnię wy
pukłą graniastonu wpisanego, jest od niej 
w iększa; ale powierzchnia cała walca, jako 
wypukła i zewsząd otoczona powierzchnią 
całą graniastonu opisanego, jest mniejsza od 
tej ostatniej. Zatem, nazywając S powierz
chnię boczną walca obrotowego, II jego 

wysokość, R promień podstawy, b i B podstawy dwóch gra- 
niastonów wpisanego i opisanego, p  i P obwody tych podstaw ; 
będzie (VII, 10, wn.)

p U  -j- 2 b <  S +  2*11* <  P.H  +  2B.

Owoż, wiemy że różnica liczb które mierzą całe powierzchnie 
dwóch graniastonów , to jest (P — p) H +  2 (B — b), może



stać się mniejszą od wszelkiej ilości naznaczonej; więc powierz-
■ clinia cala walca jest spoiną granicą całych powierzchni tych 

graniastonów; co daje

S +  2«R* =  g r .  (pH +  26) =  2irRH +  2irR*;

W ięc ' S =  2irRH.

W n io sek  I. —  Oznaczając przez T powierzchnię całą walca 
obrotowego, będzie

T =  2ttRH +  2ttR2 =  2«R (il +  R).

II. — Niech będą S i S' powierzchnie boczne, T i T' powierz
chnie całe, R i R' prom ienie, H i H' wysokości dwóch walców
obrotowych podobnych; mamy

S R.H. R II 
S' —  irTu7, — R /H 7’

T R (B  +  R) . .R  II +  R
T' ~  R '(H ' +  R') “  IV H' +  R '-

Owoż, podobieństw o tych dwóch walców daje

R H H +  R
¥  “  H' ~  H' - f  IV’

S R2 H- T
1?c S' IV* H1- V

Co dowodzi że pow ierzchnie boczne i pow ierzchnie cale dwóch  
w alców  obrotowych podobnych m ają się ja k o  k w a d ra ty  z prom ieni 
pod sta w , albo ja k o  kw adra ty  z wysokości.

IIT. — Opierając się na twierdzeniu : Powierzchnia boczna g ra 
niastemu równa się w ieloczynow i z obwodu przec ięc ia  prostego przez  

kraw ędź boczną (VII, 7), i modyfikując dane wyżej rozumowanie, 
dowodzi się łatwo, że

Powierzchnia boczna walca jakiegokolw iek ma za m iarę icieloczyn  
z obwodu przecięcia prostego przez kraw ędź.

6 1 8  KSIĘGA DZIEWIĄTA.
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U w a g a . -  P lasczyzna sieczna ABD p rzech o d ząca  p rzez  dw ie k raw ędzie  

w alca oddziela część jego  p ow ierzchn i ABKCDE k ló rą  n a z y w a j; wrzecie- 
niem walcowem. O znaczając p rzez  s p ow ierzchn ię  tego w rzecien ia , będzie

s  luk  AB ¿u& A B .H  . , , , . . .  ,,
_  —  --------- — ---------------- ; zk ad  s =  łuk A li.I I .
S 2 « . OK 2-1!. Ii

W ięc powierzchnia wrzecienia icalcowego obrotowego ma za miarę wie- 
loczijn z luku podstawy przez wysokość.

T w ie r d z e n ie  III.

Powierzchnia boczna stożka obrotowego, ma za miarę wieloczyn 
z okręgu poclstawg przez połowę boku.

Wyobraźmy dwie piramidy foremne ró
wnej liczby boków, jedną opisaną na stożku 
a drugą wpisaną. Powierzchnia cała stożka 
jest oczywiście zawarta między powierz
chniami calemi tych dwóch p iram id ; zatem 
będzie (VII, 16).

* p  . SH +  b <  S +  <  ¿ P . SK +  B.

Owoż, ró ż n ic a |(P  . SK — p . SII) +  B — b dwóch liczi) które 
mierzą powierzchnie całe piram id może stać się mniejszą od 
wszelkiej ilości naznaczonej, ponieważ różnice P — p , SK — SII 
czynników dwóch wieloczynów i różnica podstaw I!— b mają za 
granicę zero. W ięc powierzchnia cała stożka jest spólną granicą 
całych powierzchni dwóch piramid, wpisanej i opisanej, a tem- 
sam em jej miara jest granicą miary tych powierzchni, to jest

S +  *jf* ==gra. ({/>. SJH +  b) =  2 -  R . ¿SK +  -ttR2.

Ztąd, nazywając a bok SK, otrzymujemy 

S =  ttR«.

W n io s e k . —  Nazywając T powierzchnię całą stożka obrotowego, 
mamy •

l1 =  -irRct -(- itR" =  7tR (i! -f- R).



II. — Dowiedzie się łatwo, wiadomem już rozumowaniem, że

Powierzchnie boczne i  powierzchnie całe dwóch sloi/ców  o m tO T O -  

'WYCh podobnych mają się ja k o  kw adra ty  z prom ieni albo z boków 

albo z wysokości.

U w a g a .  —  Powierzchnia wrzecienia  SA K B  s t o ż k a  o b r o t o w e g o  ma 
za miarę wieloczyn s  Inku podstawi] przez połowę krawędzi.

T w i e r d z e n i e  IV.

P ow ierzch n ia  pnia stożka  o b r o to w e g o ,  o podstaw ach  równo
ległych , ma za m iarę w ieloczyn  z po łow y  sum m y okręgów podstaw  

p rze z  bok.

Zc skrajności A krawędzi 
SA wyprowadźmy prostopadłę 
AD równą okręgowi podstawy 
stożka. Połączmy SD i popro
wadźmy prostę BE równoległą 
do AD.

Trójkąty podobne SAD i SBE, SAO i SBC dają

A D _ S A  . A O__ SA AD AO _  2*r0A
BE ~  SB’ ‘ BC — SB’ Zl? BE BC 2*CB'

Ale z wykreślenia AD =  2tc0A, więc B E = 2 ttCB.

Uważajmy teraz że powierzchniaboczna stożka obrotowego SOA, 
mając za miarę ok. OA. ¿SA, rów na się powierzchni trójkąta SAD 
którego miarą jest AD. |SA . Dla tej samej przyczyny, powierzchnia 
boczna stożka SCB równa się powierzchni trójkąta SBE. Zatem-- 
powierzchnia boczna pnia tego stożka jest równowarta trape
zowi ADEB. Owoż, trapez ma za miarę wieloczyn z połowy 
summy podstaw przez wysokość, to jest 4 (AD -j- BE).AB; więc, 
oznaczając przez S liczbę która mierzy powierzchnię boczną pnia 
stożka obrotowego, będzie

6 2 0  KSIĘGA DZIEWIĄTA.
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A jeśli nazwiemy II i r  promienie dwóch podstaw, a apotemg 
czyli bok tegopnia, będziemy mieli formułę dogodną do rachunku,

S =  TT (U -J-  ?') £*.

W n io s b k . — Jeśli, przez środek G boku AB, poprowadzimy 
prostę Gil równoległą do AD, i płasczyznę GK równoległą do 
podstaw pnia stożka obrotowego, prosta GH będzie równa okrę
gowi KG. A że powierzchnia trapezu ABED rów na się wieloczy- 
nowi GH. AB ; więc powierzchnia boczna pnia stożka obrotowego 
ma za miarę wieloczyn z boku przez okrąg równoleżnika równo od
dalonego od podstaw, to jest

S =  2ttKG. AB.

Uwaga I. — Z togo co poprzedza wynika ogólniejsze twierdzenie.

Powierzchnia utworzona obrotem lin ii prostej, około osi leżącej na je j 
płasczyznie, ma za miarę wieloczyn z lin ii rodzącej przez lu k  nakreślony 
jej środkiem.

Jnkoż, ze ś ro d k a  G  linii rodzącej AB

spuśćm y p ro sto p ad ię  GH na oś XY. O zna

czając p rzez  S całą pow ierzchnię obroto

w ą, p rzez  S ' p ow ierzchn ię  ABB'A ', będzie

S ' łulc GG ' tu k  G G '. AB 

S ~  olc. H U ~  2 t:11G . AB~ "

O w pż, S =  2 ttH G .A B ; w ięc S ' =  luk  G G '. AB

Jeśli linia rodząca AB je s t rów noległa d o  osi XY, luk  G G ' ró w n a  się

łukow i BB' i p o w ierzchn ia  ABB'A' s ta je  się w rzec ien iem  w a lco w e m ; co

sp raw dza ju ż  w iadom e tw ierd zen ie .

U w a g a  U. — T w ierdzen ie  IV w yw odzi się ła tw o a lgebryczn ie  z tw ie r

dzen ia  I II . Ja k o ż , je ś li dopełn im y slożka S, i nazw iem y x  bok m ałego 

stożka SCB, p ow ierzchn ia  boczna p n ia  stożka  obrotow ego w yrazi się przez

S =  i i i l ( a  -I- x) — - r x  =  7vl\a -j- t:(H —  ?•)cc.

O w oż, 35 =  x  +  =  _ i L _  ■
r  U H — r '

zl?<l (IV — r)x  —  ar.

W ięc S =  —B a - f  -r.ra —  *(R +  r)a.
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T w i e r d z e n i e  V.

Powierzchnia utworzona obrotem łamanej f o r e m n ej ABCD, około 
średnicy koła wpisanego która je j  nie przecina, ma za miarę wielo- 
czyn z okręgu tego koła przez rzut tej łamanej na osi obrotu XY.

Niech będzie OK promień koła 
wpisanego. Z wierzchołków linii 
rodzącej ABCD i ze środka boku 
AB> spuśćmy na oś XY prosto
padłe A a, Bb, Cc, Del, i KH. '

Bok AB, swoim obrotem  około osi XY, tworzy powierzchnię 
pnia stożka ; oznaczając tę powierzchnię przez-Poto. (AB), mamy, 
na mocy wniosku twierdzenia poprzedzającego,

Pow. (AB) =  2irHK. AB.

Owoż, poprowadźmy równoległę Al do X Y ; trójkąty ABI, H0K, 
mające boki prostopadłe każdy do każdego, są podobne i dają

^  =  — ; zkąd HK . AB =  OK . ab. 
ab AB ’ 1

Zatem Pow. (AB) =  2itOK . ab.

Tak samo
Pow. (BC) =  2-itOK. bc,
Pow. (CD) =  2-rrOK . c d ;

Ztąd, dodając, wynika

Pow. (AB)+/><w. {tią + P o w , (CD) =  2ttOK {ah+hcĄ-cd).

W ięc Pow. (ABCD) =  2ttOK . ad.

W n iosek . —  P ow ierzch n ia  u tw orzona ob ro tem  pó łobw odu w ielokąta 

forem nego, parzystej liczby boków , około średn icy  p rzechodzące j przez  

sk ra jn o śc i tego p ó ło b w o d u , m a za  m ia rę  w icloczyn z o k ręg u  w pisanego 

przez  śred n icę  o k ręgu  op isanego , to je s t  S =  i i - r l i .



O k r e ś le n ie  VII. — Część powierzchni sferycznej zawarła mię
dzy dwiema płasczyznami równoległemi nazywa się strefą sfe
ryczną  albo pasem s fe ry c zn y m .. Okręgi wyznaczone temi płas
czyznami są podstaw am i s tr e fy , a odległości dwóch płasczyzn 
wysokością.

Gdy jedna z płasczyzn równoległych jest styczna do sfery, 
wtedy strefa ma tylko jedną podstawę, i nazywa się krym ką  
sferyczną.

Strefo i krymka sferyczna mogą się uważać jako figury obrotowe 
uLworzone przez łuki kół wielkich.

Dwie krymki należące do dwóch sfer są podobne gdy mają łuki 
rodzące podobne; wtedy, łuki rodzące, promienie sfer, promienie 
podstaw, i wysokości są proporcyonalne między sobą.

Dwie strefy należące do dwóch sfer różnych są podobne gdy 
są różnicami krymek podobnych, 

i

T w i e r d z e n i e  VI.

Powierzchnia s tre fy  sferycznej ma za m iarę wieloczyn z okręgu 

koła wielkiego p rzez  wysokość.

Niech będzie strefa sferyczna utworzona obrotem łuku koła AD 
około średnicy MN. Dowiedziemy najpicrwej że ta strefa jest 
granicą powierzchni utworzonej obrotem linii łamanej wpisanej 
w łuk AD, jakakolwiek jest ustawa wedle której liczba boków (ej 
łamanej rośnie nieskończenie i każdy bok dąży do zera.

Wpiszmy w łuk AD jakąkolwiek linię łam aną ABCD, i popro
wadźmy styczne koła A'B', B ,C , , C'D' równoległe do jej boków, 
i zawarte między normalnemi które przechodzą przez jej wierz
chołki. Te styczne, jakośmy już widzieli (IV, 20), nie stanowią 
konieczne linii ciągłej opisanej. Poprowadźmy jeszcze styczne AE 
i BF, i spuśćmy na oś MN prostopadłe A'a!, Aa, Ee, Bb, B'b'.

MIARA POWIERZCHNI. 6 2 3
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Powierzchnia utworzona obrotom boku AB i luku BN koła

około osi MN, jako wypukła, jest mniejsza od powierzchni ota
czającej utworzonej przez łuki kół AB i BDN; bo obie mają ten 
sam obwód uakreślony przez punkt A. Dla tej samej przyczyny, 
ostatnia powierzchnia p o w . łuk  (AB +  BN), także wypukła, 
jest mniejsza od powierzchni otaczającej, pow . (AEFBDN), utw o
rzonej obrotem łamanej AEFB i łuku koła BDN. Odejmując, od 
tych trzech powierzchni, część spólną pow . (BDN) utworzoną 
przez łuk kola BDN, widzimy jasno żc powierzchnia strefy (AB) 
jest większa od pow . (AB) utworzonej przez bok AB, ale 
mniejsza od p o w . (AEFB). Uważajmy nadto że pow . (AE), 
utworzona obrotem stycznej AE około osi MN, stanowiąc 
powierzchnię boczną pnia stożka obrotowego, tna za miarę

■ w(aA +  eE) A E; tak samo pow . (EA') =  «  (a1 A' - f  <?E) EA'. Aże 
prostopadła EA jest m hiejszaod pochyłej EA', i prosta a A < a 'A ’

dlatego że == zatem pow . (EA)<Cvow. (EA'). Dowiedzie 
a A  O A

się podobnie że paw. (FB) <  pow . (FB'). W ięc stre fa  (AB) jest 
większą od pow . (AB), ale mniejsza od pow. (A'B'). Źtąd wynika 
oczywiście że

pow. (ABCD) <  s tre fy  (AD) <  pow . (A'B' +  « i  Ct +  C'D').

To otrzymawszy, poprowadźmy prom ień OH prostopadły do 
cięciwy AB, będzie

pow . (AB) 2irOH.a6 OH ab 

pow . (A'B') ~~ 2 -O K .a’4' =  ÓK‘aW '



Ale podobieństwo trójkątów daje widocznie

0« OA OH OB O b Oa —  Ob ab
Oa' ~  OA' OK OB' (W  ~~ Oa' — O// —; f7br

, ab OH
/J#"  M  =  OK’

Podstawiając tę wartość, znajdujemy

pow. (AB) _OH'
pow. (A'B') q ^ 2’

Jeśli więc oznaczymy przez r ,  i >\ najmniejszą i największą
apotemę boków łamanej wpis mej, przez R promień sfery, bę
dziemy mieli, na mocy wiadomego twierdzenia arytmetyki,

r]  ^  pow (AB) +  pow (BG) 4- pow (GD) ^  r*
~R> <  pow (A'B') +  pow (B,G,) +  pow (G'D') R2’

r \  ^  pow (ABCD) r \
a 0 R2 poti> (A'B' +  B, Cl +  C 'D ')<  R2’

Owoż, gdy boki łamanej wpisanej w luk AD dążą do zera,
4 ar  . r *

wiemy już że g r .-^  =  1 i igr.—  ==.1;

więc gr. pow (ABCD) =  gr. pow (A'B' -j- B ,G , -j- C'D’).

Te dwie powierzchnie, jakośmy dowiedli, zawierają między so
bą strefę (AD) ; ztąd wnosimy że, jakakolwiek jest ustawa wedle 
której wszystkie boki łamanej wpisanej w łuk AD dążą do zera,
powierzchnia utworzona przez tę łam aną ma zawsze tę samą
granicę którą jest właśnie strefa AD.

Aby teraz znaleźć miarę powierzchni s tre fy  (AD), dość wpisać 
w łuk AD linię łam aną foremną, przypuścić że liczba jej boków 
rośnie nieskończenie i wziąć granicę pow. (ABCD). Nazywając 
r  apotem ę tej łam anej, h wysokość powierzchni utworzonej, 
S miarę powierzchni strefy sferycznej, będzie

S ssb gr. (2wrAj'; więc S =  2tcRA.
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W n io sek . — Dwie strefy na jednej sferze są proporcyonalne 
do swych wysokości; zatem są równowarte gdy mają wysokości 
równe.

Dwie strefy podobne mają się jako kwadraty z promieni sfer do 
których należą

U w aga. —  U w ażajm y k ry m k ę  sferyczn j 

u tw orzono  ob ro tem  iu k u  ANB około średn icy  

AD- O znaczając p rzez  S je j pow ierzchn ię , 

będzie

S =  2 sO A .A C  =  rcAD. AC =  ttAB2.

W ięc, powierzchnia krym ki sferycznej 
jest równowarta kołu którego promień ró-

w na się cięciwie luku  rodzącego.

T w ie r d z e n ie  VII.

Powierzchnia sfery ma za miarę wieloczyn z oliręgu koła wiel
kiego przez średnicę; albo, co to samo, równa się powierzchni 
czterech kół ioielkich.

Jakoż, (fig. powyższa), można uważać powierzchnię sfery jako 
złożoną z dwóch krymek sferycznych, utworzonych obrotem  łu 
ków kół ANB i BD około średnicy AD.

W ięc, nazywając R promień sfery, będzie .

2*11. AC +  2*11. CD = 2 * 1 1 . AD,

albo S =  üttR'2.

U w aga. —  T en  w y n ik , godny u w ag i, pokazu je  że p ow ierzchn ia  krzyw a  
sfery je s t ró w n o w arta  pow ierzch n i płaskiej ko la , chociaż n ie  m ożna ani 

rozpo strzeć  po w ierzch n i sferycznej na p lasczyznic, an i z p o w ierzchn i płaskiej 
zrob ić  p ow ierzchn i sferycznej.

W n io s e k . — Nazywając D średnicę sfery, mamy 

S =  * (2R)2 =  7tD2.



Więc, powierzchnie dwóch sfer mają się jako kwadraty z pro
mieni, albo jako kwadraty ze średnic.

Z astosow an ie . — Znaleźć powierzchnię ziemi w miryametrach 
kwadratowych, przypuszczając że jest sferyczną.

W iemy że okręg południka ziemskiego zawiera 40 000 000 
m etrów, czyli 4000 miryamelrów. Biorąc południk za wielkie 
koło sfery, powierzchnia ziemi, wyrażona w m iryametrach kwa
dratowych, będzie

4-irIt'2 =  ¿  (2ttR)2 =  16 000 000 X -  =  5 092 958 mir. kw.
TC TC

na mniej niż miryametr kwadratowy.

MIABA WIELOKĄTÓW SFERYCZNYCH.

T w ie r d z e n ie  VHI.

Dwa trójkąty sferyczne symetryczne, ABC, A'B'C', są równowarte.

Niech będzie P biegun małego koła opisa
nego na trójkącie ABC.

Poprowadźmy średnicę POP', i łuki kół 
wielkich P A =  P A ', PB =  P'B', PC =  P'C'.

Trzy łuki PA, PB, PC sę równe jako pro
mienie sferyczne; zatem trzy łuki P'A ', P'B', 

P'C' są także rów ne, i punkt P' jest bie
gunem małego koła opisanego na trójkącie A'B'C'. Owoż, dwa 
/rójkęty APB, A'P'Br, równoboczne między sobą, są równe jako 
równoram ienne; i tak sam osy  równe trójkąty ACP i A'C'P', 
BCPi B’C'P'. W ięc trójkęty sferyczne symetryczne ABC i A'B'C', 
złożone z części równych każda każdej, Sfi równowarte.

Gdyby biegun P padał zewnętrz trójkąta ABC, wtedy ten trój
kąt byłby różnicę trójkątów równoramiennych.

U w a g a . — Dowiedzie się podobnie że dwie piramidy sferyczne 
symetryczne są równowarte.

MIARA W IELOKĄTÓW  SFERYCZNYCH. 6 2 7
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W n iosek  I. — Dwa wielokąty sferyczne symetryczne są 
rów now arte; bo się rozkładają na równą liczbę trójkątów sfe
rycznych symetrycznych.

Ok r e ś l e n ie  'VIII. — Część CADA' 
powierzchni sferycznej, zawartą między 
dwoma półokręgami kół wielkich, na 
zywać będziemy wrzecłeniem (*); kąt 
GAD albo CA'D tych dwóch półokrę- 
gów jest kątem wrzecienia.

IX. — Część CAA'D objętości sfery, 
zawarta między dwoma półkolami wiel- 

kierni nazywa się klinem sferycznym; kąt dwójścienny CAA'D 
utworzony przez płasczyzny tych dwóch półkol jest kątem klina.

W n io s e k  II. — Gdy się dwa półokręgi kół wielkłch BAB',CAC' 
przecinają na jednem  pólsferzu, summa 
trójkątów sferycznych wierzchołkiem 
przeciwległych ABC, AB'C rów na się 
wrzecieniu którego kątem jest spólny 
kąt BAC. Albowiem, trójkąt AB'C' jest 
równowarty trójkątowi symetrzyczne- 
mu A'BC, a ten ostatni z trójkątem ABC 
tworzy wrzecienie BACA' mające 

kątBAC.

Dowiedzie się tak samo, opierając się na uwadze ostatniego 
twierdzenia, że dwie piramidy sferyczne trójkątne OABC, OAB'C', 
mające podstawy wierzchołkiem przeciwległe, tworzą klin sfe
ryczny którego kątem jest spólny kąt dwójścienny BAA'C.

(ł ) Niemcy nazywają t j  figucę dwukąlem; ton wyraz nic może się stosować do 
walca i stożka w (ctSrych, jakośmy widzieli, s? także wrzecicnia walcowc i stoż
kowe. Nazwano też wrzecionie <zólenkiem sferyczńem, taśmą spiczastą,... 
Rozsądny czytelnik pojmuje łatwo dlaczego, nic niog^c użyć żadnego z tych 
nazwisk, musiałem wzijć wyraz wrzecienie;
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T w ier d zen ie  IX.

Wrzecionie ma za miarę, swój kąt podwojony ; jeśli za jedność 
kątów wzięto kąt prosty a za jedność powierzchni trójkąt trój- 
prostokątny.

Jakoż, widzimy łatwo że :

1° Na jednej sferze, albo na dwóch sferach równych, dwa icrze- 
cienia mające kąt równy są równe, jako przystawalne.

2° Stosunek wrzecienia do powierzchni sfery równa się stosunkowi 
'ego kąta do czterech kątów prostych.

Zatem, oznaczając przez S po,vierzclinię sfery, przez W po
wierzchnię wrzecienia, przez A jego kąt, mamy

Owoż, powierzchnia sfery składa się z ośmiu trójkątów trój- 
prostokątnych; jeśli więc za jedność kątów weźmiemy kąt pros.ty, 
i za jedność powierzchni trójkąt trój prostokątny, będzie

S =  8 i W  = 2 A .

Co usprawiedliwia wysłowienie twierdzenia.

W niosek . —  Dwa wrzecienia jednej sfery są proporcyonalne 
do swych kątów'.

T w ier d zen ie  X.

Powierzchnia trójkąta sferycznego ma za miarę przewyżkę summy 
jego trzech kątów nad dwoma kątami prostemi.

Xiec.li będzie trójkąt sferyczny ABC; dopełnijmy koła wiel
kiego AB, i przedłużmy boki AC i BC aż do punktów spot
kania D i E z tem kołem.

h \



Dwa trójkąty sferyczne ABC iBCD składają, wrzecionie mające 
kąt A ; zatem, na mocy poprzedzającego 
tw ierdzenia, mamy

ABC +  B C D = ~ .S .

Podobnie ABC +  ACE =  S,

i (8, wn. 2.) ABG +  C D E = — ,S.

Dodając te rów nania, i uważając że summa czterech trójkątów 
sferycznych ABC +  BCD +  CDE -f- ECA czyni połowę powierz
chni S sfery, otrzymujemy

2ABC +  i S = | ( A  +  B +  C); 

zkąd ABC =  f  (A +  B +  C - 2 ) .
O

Ten wynik pokazuje że, 'powierzchnia tró jką ta  sferycznego rów na  
się ósmej części pow ierzchni s fery  pomnożonej przez p rzew yżkę  

sum my trzech kątów  tego tró jkąta  nad, dwom a kątam i prostem i.

Jeśli więc, obierając kąt prosty za jedność kątów, weźmiemy 
trójkąt trójprostokątny za jedność powierzchni, będzie S =  8, 
i powierzchnia trójkąta sferycznego, którą nazwiemy T, wyrazi 
się przez

T =  A +  B +  C — 2.

Uwaga. —  Liczba A -f- B -f- C —  2 nazywa się przew yżką sfe- '  
ryczną  trójkąta.

W  kwadracie sferycznym kąty są rozwarte, bo powierzchnia tego kwadratu 
ma za miarę A - f B  +  C - f  D —  li-

Kładąc za S wartość furii-, otrzymujemy kwadraturę trójkąta 
sferycznego,

T =  -¿«R? (A +  B + C  — 2).

6 3 0  KSIĘGA DZIEW IĄTA.
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Z a s t o s o w a n ie . —  Jaka jest, na sferze promienia 2m,i0, powierzchnia 
trójkgta sferycznego którego kjiy sj 120o20', 75°27', 36°ii3/?

Więc szukana powierzchnia trójkjta sferycznego w metrach kwadratowych 
jest

na mniej niż centymetr kwadratowy.

Zwykle, dla skrócenia, wyraża się wielkość kątów biorąc za 
jedność kątową kąt obejmujący łuk koła równy swem u promie
niowi (IV, 23). Oznaczając przez «, |3, y liczby które mierzą kąty 
A, B, C, odniesione do tej nowej jedności, będzie oczywiście

Powierzchnia ivielokąta sfei ycznego ma za miarę przewyżke 
summy jego kątóio nad tyle razy 2 kąty proste ile jest boków mniej 
dwa.

Prowadząc przekątne sferyczne można rozłożyć wszelki wielo
kąt sferyczny na tyle trójkątów sferycznych ile jest boków mniej 
dwa. Owoż, jeśli weźmiemy kąt prosty za jedność kątów a trójkąt 
trójprostokątny za jedność powierzchni, każdy trójkąt sferyczny 
będzie miał za miarę swoją prze wyżkę sferyczną. W ięc powierz
chnia wielokąta sferycznego m a za miarę sum m ę tych przewyżek; 
co właśnie czyni przewyżkę summy kątów wielokąta nad tyle 
razy 2 kąty proste ile jest boków mniej dwa.

A +  B + C —  2 =
232°31'— 180° 3150 7

90° —  90.60 12

7
T  =  — . i« (2 ,i0 )2 =  l “ k,687T =  5mk,2778

A =  albo A =  — ; tak samo B =
2£

7
TC

W tedy

powierzchnia trójkąta sferycznego rów na się

T = R - 2 ( «  +  |3 -l-y—  « ) .

m

T w ie r d z e n ie  XI.
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U w aga. —  To twierdzenie stosuje się do wielokątów sferycznych wypu
kłych i niewypuklych; byle tylko w tych ostatnich uważano kąt wklęsły 
jako dopełnienie kąta sterczącego do czterech kątów prostych.

W n io s e k  I. — Jeśli, biorąc kąt prosty za jedność kątów i trój
kąt trójprostokątny za jedność powierzchni, nazwiemy S summę 
kątów wewnętrznych wielokąta sferycznego mającego n boków, 
powierzchnia tego wielokąta będzie miała za miarę

S — 2 [n — 2) albo 2 — 2n +  U.

Powierzchnia S wielokąta sferycznego wyrażona w kw adra
tach równa się

S =  í«R-(2 — 2« +  /i).

Zatem, dwa wielokąty sferyczne podobne mają się jako kwadraty 
z promieni sfer do których należą, albo jako kwadraty z boków odpo- 
wiednych.

S _  — In  - f  h) __ R* _  a1
°  S' — irR'-(S — 2n +  U) — IV- ~~ a"2 *

T w ie r d z e n ie  XII (*).

Miejscem, w ierzchołka  tró jką tów  sferycznych  spólnej podstaw y i  rów nej 
pow ierzchni jes t łu k  małego koła lctóre przechodzi p rzez  p u n k ta  średn i
cowo przeciw ległe skrajnościom  po d sta w y .

Niech będzie ABC jeden z trójkątów sferycznych 
mających tę samą podstawę AB i równowartą po
wierzchnię. Przedłużmy boki AC, BC ażdo spolkania 
okręgu AB w punktach A', B', które są średnicowo 
przeciwległe skrajnościom A, B podstawy.

Kąty A' i IV trójkąta GA'B' są odpowiednio speł
nieniami kątów A i B trójkąta CAB; zatem

A ' +  B' —  C =  ¿i —  A — B —  C.

(*j Twierdzenie uczonego L e s e i .l .
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Ale liczba A +  B -f- C —  2 jest stała, jako miara danej powierzchni 
trójkąta ABC; więc różnica A' -f- B' —  G jest także stała.

To dowodzi (VIII, 27) że wierzchołek C trójkąta ABC jest na okręgu ma
łego kola przechodzącego przez punkta A' i B'.

Uwaga. —  Można łatwo wyznaczyć trzeci punkt C małego kola które 
przechodzi przez A' i B'. Jakoż, między trójkatami A'B'C, uważajmy ten 
w którym bok A'C =  A/B' ; wtedy iV —  C =  0, i powyższe równanie daje

A ' =  U —  A —  B —  C =  2 —  (A +  B +  C —  2).

Więc, dla znalezienia punktu C, dość jest wykreślić trójkąt sferyczny 
równoramienny,którego wiadomy jest kąt A' i jego ramiona równe A'C, A'B'.

T w ierd zen ie  XIII.

T rzy  tu k i  lcół w ielk ich , z których ka żd y  przechodząc p rzez  w ierzchołek  
trójkąta sferycznego d zie li jego pow ierzchnię na dw ie  części rów now arte, 
schodzą się  w  jed n ym  punkcie.

Niech będą AD, BE, CF luki wielkich kól 
dzielące powierzchnię trójkąta sferycznego ABC 
na dwie części równowarte. Oznaczmy przez 
A', B', C/ punkta średnicowo przeciwległe 
wierzchołkom A, B, C.

Dwa trójkąty równowarte ABD, ABE mają 
spólną podstawę; więc cztery punkta D, E, A', 
B' leżą na jednem malem kole (12). Dla tej 

samej przyczyny, cztery punkta D, F, A', C', jakoteż E, F, B', U, leżą także 
na małych kołach. Plasczyzny tych trzech kól spotykają się wedle trzech 
Unij prostych IW , Eli', FC', które, leżąc po dwie na jednej plasczyzńie 
i nie będąc równoległe, schodzą się w pewnym punkcie K ; więc plas
czyzny ADA', BEB', CEC'trzech luków dwójsiecznycli powierzchni trójkąta 
przechodzą przez ten punkt K. Owoż, ostatnie plasczyzny, przechodząc 
także przez środek sfery O, spotykają się wedle linii prostej OK która 
przebija sferę w punkcie U : więc laki AD, BE, CFprzecinają się w punkcie II.



KSIĘGA DZIEWIĄTA.

M I A R A  O B J Ę T O Ś C I .

T w ier d zen ie  XIV.

Objętość ivalca jakiegokolwiek ma za  m iarę wieloczyn z  podstaw y  
przez wysokość.

W alec jest oczywiście zawarty między graniastonem  wpisanym 
i opisanym. Oznaczając przez B, b, b' podstawy walca i dwóch 
graniastonów, przez II spoiną wysokość, różnica objętości tych 
graniastonów wyrazi się przez

Z/H —  b il =  (// —  6)11.

Owoż, im większą weźmiemy liczbę boków coraz mniejszych, 
podstawy wpisanej i opisanej, tem bardziej różnica tych pod
staw, b' — b, a następnie różnica objętości odpowiedających gra
niastonów dążyć będzie do zera. W ięc walec jest spólną granicą 
graniastonów wpisanego i opisanego, w których liczba boków 
podstawy rośnie nieskończenie i każdy bok dąży do zera. Ztąd 
wynika że miara objętości walca równa się granicy miary każ
dego z tych graniastonów ; tak że, nazywając V objętość walca, 
mamy

V  =  g r . (6.H); więc V = B , H ,

W niosek I. — Jeśli walec jest kołowy, oznaczając jako zwykle 
przez R prom ień jego podstawy, objętość walca wyrazi się przez

V =  irR2H.

Zatem, dwa walce kołowe równej podstawy mają się jako wy
sokości, a dwa walce kołowe równej wysokości mają się jako 
kwadraty z promieni podstaw.

II. — Obiętość walca jakiegokolw iek ma za  m iarę icieloczyn  

z  przecięcia prostego p rze z  k raw ed i (VII, 15, wn.).

III. — Dwa walce obrotowe podobne mają się jako sześciany z wy
sokości albo z promieni podstaw.
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Za sto s o w a n ie .—W iadomo żc litr do mierzenia cieczy jest wal
cem obrotowym, objętości jednego decymetra sześciennego, 
którego wysokość jest dwa razy większa od średnicy podstawy. 
Wyrachować rozmiarij tego litra  na mniej niż milltmetr.

Jeśli weźmiemy decymetr za jedność linijną i nazwiemy x  wy- 
# £  

sokość litra, promień podstawy wyrazi się przez i będzie

Żeby szukana wartość była przybliżona na mniej niż millimetr

Więc wysokość litra zawiera 172 m ilim etrów, a promień pod
stawy /i3 millimetrów, na mniej niż m illim etr, przez niedostatek.

Objętość stożka jakiegokolwiek ma za miarę trzecią cześć wielo- 
czynu z podstawy przez wysokość.

Stożek jest oczywiście zawarty między piramidą wpisaną i 
opisaną. Nazywając b i li podstawy, H spólną wysokość tych 
piramid, różnica ich objętości wyrazi się przez

Owoż, im większą weźmiemy liczbę boków coraz mniejszych, 
podstawy wpisanej i opisanej, tem bardziej różnica tych pod
staw, U — b, a następnie różnica objętości piramid odpowie- 
dnyeh, dążyć będzie do zera. Ztąd wynika że stożek jest spólną 
granicą tych piram id, i ma za miarę granicę miary ich objętości.

x —  5,09280 =  1,720.

T w ie r d z e n ie  XV.



Więc oznaczając przez B, H, V, liczby które mierzą podstawę, 
wysokość, i objętość stożka, marny

Y =  gr. (¡b . H), albo V =  '-B . H.

W n io s e k . —  Gdy stożek*ma za podstawę koło promienia 11, 
jego objętość wyraża się przez

V = J WR*.H.

Zatem, dwa stożki kołowe równej podstawy są proporcyonalne 
do swych wysokości, a dwa stożki kołowe równej wysokości są 
proporcyonalne do kwadratów z promieni podstaw.

Dwa stożki obrotowe podobne mają się jako sześciany z wysokości 
albo z promieni podstaw.

Uwaga. —  Niccli będzie piramida foremna przecięta płasczyzng pochyłą 
do osi. Jeśli jirzez oś i krawędzie boczne piramidy odciętej wyobrazimy 
przechodzące plasczyzny, pojmiemy łatwo że powierzchnia boczna takiej 
piramidy pochyłej równa się jej objętości podzielonej przez trzeci? część 
odległości ściany bocznej od punktu spotkania osi z podstawą. Zląd wia- 
domem rozumowaniem wnosimy że

Powierzchnia boczna stoika pochyłego, ale takiego tylko k t ó r y  j k s t  

c z ę ś c ią  s t o ż k a  o b r o t o w e g o , równa się jego objętości podzielonej przez 
trzecią część odległości krawędzi od punktu spotkania osi z podstawą.

Kwadratura powierzchni bocznej stożka nieobrotowego do Rachunku cał
kowego należy.

T w ier d zen ie  XVI.

Objętość pnia stożka, o podstawach równoległych, równa się sum
mie trzech stożków mających wysokość pnia za spólną wysokość, a za 
podstawy, pierwszy podstawę niższą pnia, drugi podstawę v>yższą, 
a trzeci średnią proporcyonalną miedzy temi dwiema podsta
wami.

Niech będzie A DBatfó pień stożka o podstawach równoległych.

63G KSIĘGA DZIEW IĄTA.
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Dopełnijmy stożka S, i wyobraźmy piramidę trójkytny TLMN
majycy wysokość tego stożka, 
i której podstaw a, równowarta 
jego podstawie, jest z niy na 

bjt. jednej płasczyznie.
Piramida T jest równowarta 

stożkowi S, bo oboje majy tę 
samy wysokość i podstawy ró
wnowarte.

Jeśli teraz przedłużymy płasczyznę podstawy wyższej abd stożka, 
wyznaczymy w piramidzie przecięcie imn rów now arte tej pod
stawie.

Jakoż (VII, 6, wn). 

podst. Imn Tk  . podst. abd _____ Sfi ^
podst. LMN ¡ J p  podst. ABD g£j2

ale

zatem

T/t ~ 

TK2

podst. Imn podst. abd
podst. LMŃ podst. ABD'

Padstawy LMN i ABD sy równowarte z założenia; więc pod
stawy Imn i abd sy także równowarte. Ztyd wynika że stożek Sabd 
i piramida T Imn, majyc podstawy równowarte i tę samy w yso
kość, sy rów now arte; a następnie pień A BDaM stożka jest ró
wnowarty pniowi LMN/mn piramidy. Owoż, ten ostatni ma za

miarę * K/c ( LMN -j- Imn -j- V LMN . Imn); więc, oznaczając 
przez H, B, b, wysokość i podstawy pnia stożka, które sy równo
warte odpowiedajycym wielkościom pnia piramidy, znajdujemy 
że objętość pnia stożka o podstawach równoległych ma za miarę
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Jeśli pień stożka jest kołowy, nazywając R i r  promienie jego 
podstaw, będzie B == irll- i b — irr2; zatem

V == -’rrll (ll2 +  r2 +  Rrj.

U w a g a .  — Powyższe rozumowanie stosuje się do pnia stożkowego dru
giego gatunku, którego formuła objętości wywodzi się z dopiero co otrzy
manej, uważając tylko że, w wyrażeniu objętości pnia piramidy drugiego 
gatunku, pierwiastnik ma znak — . Więc objętość pnia stożka kołowego 
drugiego gatunku ma za miarę

V = i-H ( lV  +--:r2 — Rr).

Można zresztą otrzymać obie formuły, uważając pień stożka jako granicę 
pnia piramidy wpisanego w pień stożka; albo lepiej analitycznie, uważając 
pień stożka jako różnicę albo summę dwóch stożków (VII, 19, u w .) .

Obliczanie objętości drzewa ściętego. Uważa się kloc jako walec mający 
za wysokość swoją długość, a za podstawę przecięcie proste równo odda
lone od obydwóch podstaw; co daje przybliżoną formułę

v = - m -

Błąd jaki się popełnia, biorąc objętość walcową zamiast objętości pnia 

stożkowego, jest AkII ^ moi na ten błąd zaniedbać,

użyje się powyższej formuły którą się jeszcze uprości jeśli, zamiast pro-
. R + r  (1

mienia —-— , położymy jego wartość —  w funkcyl okręgu prze

cięcia kloca. Tym sposobem przybliżona objętość kloca wyraża się formułą

H.C2

która jest łatwa w zastosowaniu, zważając że wartości dla II i C mogą się 
wyznaczyć sznurkiem metrycznym.

O b l i c z a n i e  o b j ę t o ś c i  b e c z e k . — Gdyby, uważając beczkę jako summę 
dwóch pni stożkowych równych, mających spółną podstawę przy szpuncie, 
wzięto formułę JwH (R2 +  Br -(- r2), w której II oznacza wysokość beczki,



II promień kola przy szpuncic, r  promień d n a ;  otrzymanoby objętość beczki 
oczywiście za mai?. Gdyby w nawiasie zastąpiono Rr przez R2, lnianoby 
formułę ,',-li (2I12 -)- ?'5) która daje objętość beczki za wielką.

Oblicza się zwykle objętość beczek za pomocą następującej przybliżonej 
formuły

V =  r f l { l l  — } ( R -  r) } 2

która, dogodna do rachunku, daje objętość mało różną od prawdziwej.

Biorąc II =  0m,75; R =  0"’,326 ; r =  0m,302; objętość beczki byłaby 
236,7 litrów. Pierwsza formuła daje 232,4 a druga 238,5.

T w ie r d z e n ie  XVII.

Objętość utworzona ca ły m  obrotem trójkąta ABC około osi MN, 
leżącej na jego płasczyznie i przechodzącej przez wierzchołek C, ma za 
miarę wieloczyn z powierzchni którą opisuje bok przeciwległy AB 
przez trzecią, część odpowiedającej wysokości CII.

Przedłużmy bok AB aż do spotka
nia D osi MN, i spuśćmy prostopadłę 
BE na tę oś. Trójkyt CBD swoim 
obrotem około osi MN, wyznacza dwa 
stóżki utworzone przez trójk.3ty CBE 
i DBE. Oznaczając, dla skrócenia, 

przez obj. (CBD)objętość utworzony obrotem trójkyta CBD, mamy

Obj. (CBD) =  | irEB2 . CE +  { itEB2. DE =  § dEB2. CD.

Ale EB. CD =  BD. CH;

bo te dwa wieloczyny wyrażają podwójny powierzchnię trój- 
kyta CBD.

Zatem.

Obj. (CBD) =  ‘ *EB . BD. CII. *

Owoż, ttEB . BD = p o w .  (BD) (3);
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więc Obj. (CBD) --= pow. (BD). — .
O

Dowiedzie się podobnie że

Obj. (GAD) == pow. (AD).
O

Odejmując stronami, otrzymamy

W ięc ostatecznie

obj. (CAB) =  pow. (AB) . — .
O

Gdy bok AB jest równoległy do osi obrotu MN, powyższe do
wodzenie nie stosuje s ię ; ale wtedy znaleziony wynik wrprost się 
otrzymuje. Jakoż, objętość utworzona obrotem trójkąta CAB jest

rzonego przez prostokąt CDAH; bo objętość utworzona przez 
trójkąt CDA jest jedną trzecią tego walca. Taksamo, objętość 
utworzona przez trójkąt CBH równa się dwom trzecim walca 
utworzonego przez prostokąt CEBH. W ięc objętość utworzona 
przez trójkąt .CAB równa się diuom trzecim objętości walca utwo
rzonego przez prostokąt DEBA; co daje

__  p LT p [-J
Obj.{CAB) =  firDA2. DE =  2*DA . AB . —  = pow . (AB). —  .

o «5

Trójkęt CAB może być summa dwóch innych, zamiast różnicę 
jako w yżej; ale dowodzenie oczywiście to samo.

różnicą objętości utworzonych obro
tem trójkątów CBH i CAII. Owoż, 
objętość utworzona przez trójkąt CAH 
równa się dwom trzecim walca utwro-c  i )  w f.
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T w ie r d z e n ie  XVIII.

Objętość utworzona obrotem trójkąta ABC około osi ¡MN, leżącej 
na jego płasczyznie, inazamiarę wieloczyn z powierzchni tego trój
kąta przez okrąg nalcreślnony jego środkiem ciężkości G (punkt spotka
nia ośrodkowych trójkąta).

Na oś MN spuśćmy prostopadle AA', 
BB', CC', GG1, i uczyńmy, dla skrócenia, 
AA' =  a, BB' =  6, CC' =  c, A'B' =  a, 
A'C' =  P.

Objętość utworzona przez trójkąt ABC 
równa się summie dwóch pni stożkowych 
utworzonych przez trapezy ABB'A', ACC'A', 
mniej pień stożkowy utworzony przez tra
pez BCC'B'. Więc

Obj. A B C = i i ;  ( (a2+  W +  o6)a -f-(a2+  c24  ac)P— ( 6 * +  c2 +  6 c ) ( s + (5 ) } 

=  7~  {(a~ — c1 ab — 6c)a -f- (a2 — 62 -f- ac — bc)fi J .

Ilości w nawiasach mogą się wyrazić jako następuje:

a2 —  c2 +  ab — bc =  (a — c ) (o  +  c) +  (o — c)b =  (a — c)(a 4  b 4- c), 

a2 — 62 -f- ac —  bc =  (a —  6)(a +  6) 4  (a —  6)c — (a — b)(a -f- ¿> -f- c) 

Zatem

Obj. (ABC) =  '-¡z(a +  b -+- c) { (a — c)* +  (a — b)p } .

O woź, uważajmy że trójkąt ABC równa się summie trapezów ABB'A'
i ACC'A' mniej trapez BCC'B'; więc jego powierzchnia S wyraża się przez

® ~ ł  f (° 4" ^)a 4  (a 4* C)P —  (^ 4  c)(® "ł" 3 ) } “ i  { (ffl —  c)a 4  (° —  &)P} •

Ztąd (a — c)a 4- (fl — 6)P =  2S.

Aby wiedzieć co wyraża czynnik \(a +  b - f  c), przez spodek D ośtód- 
kowej AD poprowadźmy równoleglę DK do osi MN. Trójkąt ADK, w którym 
AG =  ±AD i prosta 011 jest równoległa do AK, daje

Gil =  ¡-AK, albo GG' — DD' =~ ¿(AA' — DD'J.

Ztąd GG' =  ¿(AA' 4  2DD') =  ¿(AA' +  BB' +  CC').



Więc, podstawiając te wartości, otrzymujemy ostatecznie 

Obj. (ABC) =  S.2-GG'.

6 i |2  KSIĘGA DZIEW IĄTA.

U w a g a .  — Poprzedzające twierdzenie jest szczególnym przypadkiem 
obecnego.

T w ie r d z e n ie  XIX.

Objętość utworzona obrotem wycinka icielokątnego forem 

nego OABCD, około średnicy koła wpisanego która nie przecina tego 
wycinka, ma za miarę wieloczyn z powierzchni utworzonej pod
stawą ABCD przez trzecią część apotemy 01.

Jakoż, wycinek wielokytny foremny OABCD rozkłada się na 
trójkąty równoram ienne równe O AB, 
OBG... które, obrotem swoim około 
osi MN, dajy następujące obję
tości (16):

Obj. (OAB) =  pow. (AB). J 01,

Obj. (OBG) =  pow. (BG). ¿01,

Obj. (OCD) =  pow. (GD) 01.

Ztyd, dodajyc, otrzymujemy

Obj. (OABCD) =  pow. (ABCD). 1 01.

W nio sekI. — Jeśli oznaczymy przez r  apotemę łamanej forem
nej ABCD, przez li wysokość powierzchni który tworzy; będzie

pow. (ABCD) =  2*rh. W ięc obj. (OABCD) =  ™rVi

W n iosek  I I .— Powyższe dowodzenie pokazuje że objętość utwo
rzona całym obrotem wycinka wielokątnego opisanego na ko/e, około 
jego średnicy, ma za miarę wieloczyn z powierzchni którą tworzy 
podstawa tego wycinka przez trzecią część promienia.
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Ok r eśl e n ie  X. — Figura utworzona obrotom wycinka koło
wego ACD około średnicy która go nie przecina nazywa się w y
cinkiem sferycznym. Podstawę wycinka sferycznego jest strefa 
utworzona przez jego łuk AD, a wysokością promień sfery.

XI. — Część sfery zawarta między dwiema płasczyznami ró- 
wnoległemi nazywa się odcinkiem sferycznym. Te płasczyzny sę 
podstawami odcinka; a ich odległość wysokością.

Jedna z płasczyzn może stać się styczny do sfery ; wtedy mówi 
się że odcinek sferyczny ma tylko jednę podstawę.

XII. — Dwa wycinki sferyczne, albo dwa odcinki sferyczne sy. 
podobne gdy odpowiedaję strefom podobnym.

T w ie r d z e n ie  XX.

Wycinek sferyczny ma za miarę wieloczyn ze strefy która mu służy 
za podstawę przez jedną trzecią promienia sfery.

Niech będzie wycinek sferyczny utworzony obrotem wycinka

kołowego AOD około średnicy MN. W  łuk AD wpiszmy jakakol
wiek łamanę ABCD, i poprowadźmy styczne koła A'B', BjCi,... 
równoległe do jej boków, a zawarte między norm alnem i które 
przechodzę przez jej wierzchołki. Oczywiście objętość wycinka 
sferycznego jest większa od objętości utworzonej przez wycinek 
wielokętny OABCD, ale mniejsza od objętości utworzonej przez 
summę wycinków trójkątnych OA'Br, OBiCi,... to jest

Obj. (OABCD) <  obj. (AOD) <  obj. (OA'B' +  OB,Ci + ) .



Owoż, nazywając r , i r 2 najmniejszy i największy apotemę bo
ków łamanej wpisanej, wiemy (6) że

r \  ^  pow. (AU) +  pow. (BC) •+  ^  .
^  (lii C') +  <  R -’

jeśli więc pomnożymy każdy z tych powierzchni przez Irzcciy 
część odpowiedajycej apotemy, stosunki skrajne przez najmiejszy

V \ Vo
i największy stosunek— i —", będzie tem bardziej

r \  pow. (AB) 4 r ' - f  pow. (BC) ■ $ r" +
R3 ^  pow. (A 'B ').iR  Ą-pow. (B,Ci). ’ R +  R3'

albo, co to samo,

r \  __ obj. (OABCD) ^  n l  
R3 <  obj. (OA'B' +  OBtCi + )  <  li3'

Ale, gdy boki łamanej wpisanej w łuk AD dyży do zera, sto- 

T V
sunki i —* dyży do jedności który majy zagran icę;

więc gr. obj. (OABCD) =  gr. obj. (OA'B' +  OBi C' +  ...).

Te dwie objętości, jakośmy dowiedli, zawierajy między soby 
objętość wycinka sferycznego; ztyd wnosimy że, jakakolwiek
jest ustawa wedle której liczba boków łamanej wpisanej AB...D
rośnie nieskończenie, i każdy bok dyży do zera, objętość utwo
rzona przez wycinek wielokytny 0AB...D ma zawsze tę samy 
granicę, który jest właśnie wycinek sferyczny utworzony przez 
wycinek kołowy AOD.

Aby teraz, znaleźć miarę objętości wycinka sferycznego, który 
oznaczamy przez V, dość jest wziyć granicę miary objętości 
utworzonej przez wycinek wielokytny foremny, w którym liczba 
boków podstawy rośnie nieskończenie; co daje

V =  gr. {pow. (ABCD) r}  =  gr. pow. (ABCD) X  gr. 3 r ;

więc V =  stref. (ABCD). ‘ R.

6 / i i  KSIĘGA DZIEW IĄTA.
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W n io sek . — Ponieważ powierzchnia strefy (ABGD) ma zamiarę 
objętość wycinka sferycznego wyraża się przez

V = 4  uir-A.
O

W ięc, w jednej sferze dwa wycinki sferyczne sę proporcyo- 
nalne do wysokości swych podstaw.

T w ie r d z e n ie  XXI.

Objętość sfery ma za miarę wieloczyn z powierzchni przez jedną 
trzecią promienia.

Można uważać sferę jako summę dwóch wycinków sferycznych, 
utworzonych przez wycinki kołowe COA i COB. W ięc objętość 

A sfery równa się

V =  strefa (AC). ^OA -f- strefa (BC). ~0A.
3 3

albo

V =  {strefa  (AC) +  strefa (BC) ]• -OA
O

1
=  pow. sfery OA . -OA.

O

W n io s e k . — Powierzchnia sfery wyraża się przez 4-R -; zatem 
objętość sfery ma za miarę

4
V =  -uR 3.

3
D

Jeśli nazwiemy D średnicę sfery, będzie R =  — ; więc objętość

sfery, w funkcyi średnicy, wyraża się przez,

4 li3 1 
V =  3 " 1 T  =  6 * D3- 

Ztęd wynika że objętości dwóch sfer są proporcyonalne do sześcia
nów z promieni albo ze średnic.

42



Z a sto so w a n ie . — 1° Wyrachować objętość ziemi.

1 4000 .
Biorąc form ułę V =  -  ttD3, i uważając że średnica D = ——  mi-

ryametrów, znajdziemy, mając wzgląd na przybliżenia, że obję
tość ziemi, gdyby była sferyczną, zawierałaby 1 080 744 625 mi- 
ryametrów sześciennych, na mniej niż miryametr sześcienny.

2° Wiedząc że gęstość lanego żelaza jest 7, 2 wyrachować grubość 
bomby mającej 40 centymetrów średnicy i ważącej 100 kilogramów.

Weźmy decymetr za jedność linijną i nazwijmy x  średnicę 
wewnętrzną bomby, będzie

-  « (43 — x3) . 7, 2 =  100; zkąd x 3 =  64 —
6  «5 TT

1
Owoź, biorąc -  =  0,31831 (przez zbytek), znajdujemy

7T

x 3=37,4732 na mniej niź 0,001 przez niedostatek ; 

zatem x  =  V  == 3,3£i6

na mniej niż 0,001 przez niedostatek.

W ięc grubość bomby jest mniejsza od 4 — 3,346 =  0,656’ 
ale większa od 4 — 3,347 — 0,653; to jest, zawiera 65 milli- 
metrów, na mniej niż millim etr, przez niedostatek.

T w ie r d z e n ie  XXII.

Objętość utworzona obrotem odcinka kołowego ABC, około średnicy 
zewnętrznej DE, równa się jednej szóstej ivalca mającego za promień 
cięciwę odcinka i za luysokość rzut HK te j cięciwy na osi.

Poprowadźmy promienie OA, OB, 
iapotem ę 01. Objętość utworzona przez 
odcinek ABC jest różnicą wycinka sfe
rycznego AOB i objętości utworzonej 
przez trójkąt ABO, to j e s t :

6 4 6  KSIĘGA DZIEW IĄTA.



Obj. (ABC) =  -^Ó A 2. HK — -̂n-Oi2. HK =  ^ (O A ? — OI2)HR
o o  o

Ale, w trójkącie prostokętnym AIO, OA2 — Ol2 =  Al3 =  ^ AB".

W ięc Obj. (ABC) =  iirAB2. HK.

Wniosek. — Gdy cięciwa AB odcinka tworzącego jest równo
legła do osi, objętość utworzona nazywa się obręczą sferyczną-,

wtedy rzut HK =  AB, i obj. (ABC) =  -łrAB3.
6

Więc obręcz sferyczna jest równowarta sferze majęcej cię
ciwę AB za średnicę.

T w ie r d z e n ie  XXIII.

Objętość odcinka sferycznego jest równowarta objętości sfei'ty 
mającej jego wysokość za średnicę, więcej połową summy objętości 
dwóch walców mających za wysokość i podstawy wysokość i podsta
wy tego odcinka.

Niech będę (fig. powyższa) IIA i KB promienie dwóch kół które 
sę podstawami odcinka sferycznego, HR jego wysokość. Ten od
cinek sferyczny, który można uważać jako utworzony obrotem 
figury HACBIi około średnicy DE, jest summę objętości utwo
rzonych przez odcinek kołowy ABC i przez trapez prosto- 
kętny HABR.

Owoż, poprzedzajęce twierdzenie daje

obj. (ABC) =  ^ A B 3 . HR ; 

a zaś trapez HABK tworzy pień stożka obrotowego, i daje (15)

obj. (HABR) =  r^H K  (AH2+  BK2 +  A H . BK).
> *3

W ięc obj. (DĄCBK) =  ^n-HR (AB2-}-2AHs --j-?BR2-f-2AH . BR).
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Aby wyrugować cięciwę AB, uważajmy że, prowadząc równio- 
ległę AG do HIv, mamy

AB2 =  AG2 +  BG2 =  HK2 +  (BK — A łl) '

albo AB2 '=  HK2 +  AH2 +  BK2 — 2AH . BK.

Podstawiając tę wartość, otrzymujemy

Obj. (HAGBK) =  ^wHK (HK2 +  3AH2 +  3BK2); 

więc ostatecznie

obj. (HACBK) =  ̂ itHK3 +  ~HK (irAH2 +  ttBK2).

W n io sek . — Gdy podstawa AH odcinka sferycznego staje się 
zerem, to jest gdy punkt A jest skrajnością średnicy DE, wtedy 
odcinek sferyczny ma tylko jedną podstawę i stanowi krymkę 
sferyczną.

Więc objętość krym ki sferycznej jest

W =  -  ttDK3 +  -ti-BK' . DK.
6 2

M ożna wprost otrzymać ten wynik. Jakoż, odcinek kołowy ABN 
i trójkąt ABC, obracając się około śre
dnicy AD, tworzą krymkę sferyczną.

W ięc, nazywając V objętość tej krymki, 
będzie
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V =  -urAB". AC ttBC . AC 

=  |  -irAC (a b 3 +  2BC2) ;

zkąd, podstawiając wartość AB" =  AC2 -(- BC2, ^  

wynika V =  - tcAC +  -~BC . AC.

Objętość krymki sferycznej może się wyrazić w funkcyi jej



wysokości AG =  k  i promienia R sfery. Albowiem, jeśli z osta

tniego równania wyrugujemy BCT, uważając że

BG2 — AC CD =  (2R — h) h ;
otrzymamy

V =  (2R —h) =  R -  \h> =  (R -  U ).

Uwaga. — Z objętości odcinka sferycznego o dwóch podstawach, wy
prowadziliśmy objętość krymki sferycznej; nie źle teraz będzie pokazać jak, 
nawzajem, z ostatniej wywodzi się pierwsza. Otóż, odcinek sferyczny jest 
różnic? dwóch krymek sferycznych; zatem, oznaczając, przez r  i r 'podstawy , 
przez h wysokość, przez V objętość lego odcinka; przez II i H' wysokości 
dwóch krymek, H' — (I = / ;  ; przez Ii promień sfery; i wyrażają cobjętość 
krymki sferycznej w funkcyi jej wysokości i promienia sfery, mamy, na 
mocy powyższej formuły,

V =  ttI]'2(R — -HO — — *11)
O O

=  *11/1(11 +  no —  ^ : h {  h§ —  h h ' +  n ^ )o

Ale, (fig. tw. 22) 2R.II =  AD“ =  r? - f  IP 1 2R.H' =  r n  +  h'3-

Rugując zatem U.II i R.II', będzie

V =  ^ /t (r 2 +  r'-) 4- -~ h {lP  — 211.U' +  I1R) ;
2 6

więc V — itr'-) +  - tt/i3.2 o
C .b .d .d .

T w ie r d z e n ie  XXIV,

Jeśli na sferze opisano walec prosty istotek równoboczny, powierz
chnia całkowita walca jest średnią proporcyonalną m iedz]/powierz
chnią całkowitą, sfery i stoika; objętość lualca jest średnią propor
cyonalną miedzy objętością sfery i stożka. Tc trzy powierzchie i  trzy  
objętości są w stosunku tych samych liczb U, 6, 9.

Wyobraźmy że walec i stożek ró w n o b o c zn a , oba opisane
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sferze, maję podstawy na jednej płasczyznie. Przez oś stożka Gk 
poprowadźmy płasczyznę która przetnie 
sferę wedle wielkiego koła OH; a zaś 
walec i stożek wedle kwadratu ABCD 
i trójkęta równobocznego EFG, opisa
nych na tern kole. Będzie

1° Powierzchnia sfery R =  iWIl2.

Powierzchnia cała walca ABCD =  2-rrR. 2 R -f 2irR2 =  6nR2.

Powierzchnia cała stożka EFG =  irIIF..FG +  irH F " =  3irHF2.

Ale EF =  2 R V T  (IV, zag. 5, uw .); zkęd HF =  R V ”3; 
podstawiając tę wartość, będzie pow. cal. stoż.—  9-rrR2.

W ięc
pow. sfery pow. cal. wal. pow. cal. stoika

h =  ' 6 =  9

2° Obj. sfery —  --I1 , obj. walca (ABCD) =  2wR3, 

1
obj. stoz. (EFG) =  -* (R  V  3 )2. 3R =  3ttR3.

W ięc
Obj. sfery Obj. walca Obj. stoku. 
' U =  6 ”  9

Dwa otrzymane wyniki pokazuję że : 1° powierzchnia cała walca 
prostego opisanego na sferze jest średnię proporcyonalnę między 
powierzchnię sfery i powierzchnię całą stożka równobocznego 
opisanego; 2° objętości tych trzech figur sę także w tej samej 
proporcyi.

W n io sek . — Powierzchnia sfery jest równowarta powierzchni 
bocznej walca prostego opisanego.

Uwaga I. — Jeśli w sferę wpiszemy walec i stożek* oba równoboczne, 
powierzchnia walca będzie średni? proporcyonaln? między objętości? sfery 
i stożka, objętość walca i będzie także średni? propórcfonalHg lńiądźy obję



MIARA OBJĘTOŚCI. 651

tością sfery i stożka. Ale stosunki łych trzech powierzchni i objętości nie 
są wyrażone lemi lam em i liczbami.

11. — Jeśli w walec równoboczny wpiszemy sferę 
i stożek prosty, objętości tych trzech figur będą 
av stosunku liczb 1, 2, 3.

Mówią że la figura była wyryta na grobie Archi-
Ll' „  MEDESA.

T w ie r d z en ie  XXV.

Klin sferyczny ma za miarę podwójną liczbę, która mierzy jego 
kąt.

Jakoż, rozumowanie użyte w  tw. IX dowodzi że, oznacz?.jyc 
przez V objętość sfery, przez A kyt klina sferycznego, (okr. IX), 
jest

Obi. klina = — . V.
' ¿ii'

Jeśli więc za jedność kytów weźmiemy kąt prosty, i za jedność 
objętości piramidę trójprostokątną która jest ósmą częścią objętości 
sfery, będzie

Óbj. klina =  2A.

Co u s p ra w ie d liw ia  W y sło w ien ie  tw ie rd z e n ia .

T w ie r d z e n ie  XXVI.

Objętość piramidy sferycznej ma za miarę wieloczyn z podstawy 
przez trzecią część promienia sfery.

Niech będzie najpierwej piramida sferyczna trójkątna której 
podstawa ma kyty A, B, C; jeśli oznaczymy przez obj. pir. obję
tość tej piramidy , przez V i 11 objętość i promień sfery, pow ta



rzając rozumowanie iw. X . i kładąc w  niern zamiast wrzecienia 
klin sferyczny, znajdziemy

Obj. p ir. = 1  (A +  B +  G — 2),

albo, podstawiając za V jego wartość -ttR3, będzie
3

Obj. pir. =  (A +  B +  C -  2) =  ^ -ll-(A  +  B +  C —  2 ) . j .

1
Owoż, -irR2(A +  B +  G — 2) wyraża powierzchnię trójkąta

sferycznego ABC który jest podstawą piramidy sferycznej; więc 
objętość tej piramidy ma za miarę wicloczyn z podstawy przez 
jedną trzecią promienia sfery.

Twierdzenie stosuje się do piramidy sferycznej w ielokątnej; 
dowodzi się go łatwo rozkładając podstawę piramidy na trójkąty 
sferyczne.

Miara kątów wielościennych. —  W  jednej sferze, objętości 
dwóch piramid sferycznych są proporcyonalnc do podstaw, te 
zaś podstawy są proporcyonalne do odpowiednych wieloką
tów sferyczuych na sferze spółśrodkowej z pierwszą. Owoż, gdy 
promień pierwszej sfery rośnie do nieskończoności, piramidy 
stają się kątami w ielościennem i; ztąd wynika że przestrzenie 
dwóch kątów wielościennych, mających wierzchołek we środku 
jednej sfery, są proporcyonalne do wielokątów sferycznych obję
tych między ich ścianami na tej sferze.

W ięc, jeśli za jedność kątów płaskich wzięto kąt prosty, za 
jedność kątów wielościennych kąt trójścienny trój prostokątny, a 
za jedność powierzchni sferycznej trójkąt trójprostokątny, wtedy  
kąt wielościenny, którego wierzchołek jest we środku sfery , ma za 
miarę wielokąt sferyczny objęty między jego ścianami, to znaczy że 
liczba S — 2n +  h, która wyraża stosunek lego wielokąta do 
trójkąta trójprostokątnego, daje stosunek kąta w ielościennego  
do kąta trójprostokątnego.

6 5 2  KSIĘGA D/1KWlA'lA.
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T w ie r d z e n ie  XXVII.

W  w ie lo ś c ia n ie  w y p u k ł y m  s u m m a  k ą tó w  w ie lo ś c ie n n y c h  r ó w n a  s ię  p o

d w ó jn e j p r z e w y ic e  s u m m y  k ą tó w  d w ó jś c ie n n y c h  n a d  ty le  r a z y  2  k ą ty  

d w ó jś c ie n n e  p r o s te  ile  j e s t  ś c ia n  m n ie j  d w ie .

Miarą kąta wielościennego jest liczba 2 — 2n -f-/i, w której £ oznacza 
summę kątów dwójściennych, biorąc za jedność kąt dwójścienny prosty, 
;; znaczy liczbę krawędzi. Owoż, w wielościanie każdy kąt dwójścienny i 
każda krawędź należą do dwóch kątów wielościennych; więc, jeśli wielościan 
jest wypukły, tojest mający wszystkie kąty wielościenne sterczące których 
liczba jest W, otrzymamy summę tych kątów zastępując w powyższej 
formule £ przez 22, n  przez 2K, Zi przez hW; co daje 21 — ¿K -+- ¿iW. 
Ale, na mocy twierdzenia E u l e r a , ZiW — /|K =  8 — ¿|S; więc summa 
wszystkich kątów bryłowych wiełościanu wypukłego wyraża się przez

22 -  ¿(S — 2).

MAXIMUM I MINIMUM FIGUR W PRZESTRZENI.

T w ir d ze n ie  XXVIII.

Z e wszystkich figur zamkniętych równej ■powierzchni sfera ma 
największą objętość', i n a w z a je m , ze wszystkich figur równej obję
tości sfera ma najmniej sza pawierzchnię.

Dowodzenie tego twierdzenia opiera się na następujyeeni które 
najpierwej okażemy.

Jeśli przez środki a, b, c krawędzi bocznych AD, BE, CF pnia 
graniastonu trójkątnego poprowadzimy płasczyznę, wtedy.: 1° dwa 
odcinki pnia będą równowarte; 2° przecięcie abo będzie niniejsze od 
poloivy summy podstaw ABC i DEF.

Pierwsza część tego zadania jest oczywista (VII, 20. Wn. 2).
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Co do drugiej, niech będą A'B'C' i D 'E'F' rzuty dwócli pod
staw ABC i DEF na płasczyznie abc, 
proste A'D', B'E', C'F' są równoległe,
i punkta a, b, c są ich środkami. 
Mamy widocznie

abc= A'B' O + abW  A'—acC'A '— bćG B'

rt6c=D 'E 'F '-l-acF 'D '-l-icF 'E '—o6E'D'.

Ale te sześć trapezów są równo
warte dwojanami, np. abWA.1 ia/>E'D',

jako mające tę sanią wysokość i równe podstawy; 

więc
A'B'C' +  D 'E 'F ' ABC +  DEF 

abc — ---------- ----------- < --------------------

Zląd wynika że, jeśli w figurze zamkniętej powierzchnią wypukłą, 
poprowadzono szereg cięciw równoległych, powierzchnia będąca miej
scem środków tych cięciw dzieli objętość figury na dwie części 
równowarte, i jest mniejsza od połowy powierzchni tej figury.

Wyobraźmy sobie teraz figurę która ma największą objętość 
między figurami równej powierzchni. Powiedam  że ta figura 
maximum ma nieskoóczoną liczbę płasczyzn symetryi. Jakoż, 
.stnieje oczywiście w każdym kierunku pewna płasczyzna dzie

ląca powierzchnię tej figury na dwie czę - 
ści równowarte. Niech będzie ABC jedna 
ź tych płasczyzn; ona dzieli właśnie obję
tość figury maximum na dwie części rów 
nowarte i symetryczne. Albowiem, gdyby 
część wyższa F  była mniejsza od części 
niższej E , możnaby zastąpić pierwszą przez 
figurę E' symetryczną d rugiej; owoż po
wierzchnie figur E', E i F są równowarte, 

więc tym sposobem objętość całej figury zwiększyłaby się nie 
zmieniając pow ierzchni; co niemożebne.

Jeśli półowa wyższa F  nie jest symetryczna niższej E , weźmy
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symetryczny E ' tej ostatniej. Powierzchnie F i E' majy spólny 
podstawę ABCD, sy równowarte i zawierają objętości równo
warte. Więc jeśli poprowadzimy szereg cięciw zawartych między 
powierzchniami F i E ', miejscem środków tych cięciw będzie,

F + E 1
jakosmy wyżej okazali, pewna powierzchnia S mniejsza od — -— ,

to jest mniejsza od F ; ale objętość zawarta między powierzchnię
S i jej podstawy ABCD będzie równowarta objętości zawartej 
między ty samy podstawy i powierzchniy F. Ztyd wynika że 
objętość maximum pod dany powierzchniy E -j- F mogłaby się 
zawrzeć powierzehniy mniejszy E S ; co pzżeciw założeniu. 
Więc każde dwie połowy figury maximum sy sym etryczne; i 
temsamem wszelka płasczyzna która dzieli powierzchnię figury 
maximum na dwie części równowarte jest jej płasczyzny sy- 
metryi.

To ustaliwszy, poprowadźmy w przestrzeni dwie płasczyzny 
jakiekolwiek czyniyce kyt dwójścienny a niespółmierny z Fi
gura maximum posiada oczywiście dwie płasczyzny symetryi 
równoległe do ścian kyta « ; zatem jej przecięcie przez płasczyznę 
prostopadły do krawędzi kyta «, ma ża osie symetryi dwie linie 
proste które, leżyc na tych dwóch płasczyznach symetryi, czynią 
kyt a ; a ponieważ kyt a jest niespółmierny z to przecięcie jest 
kołem (VII, 23, tw.). Owoż, krawędź kyta dwójściennego a jest 
dowolna w przestrzeni; ztyd wnosimy że wszelka płasczyzna 
przecina figurę maximum wedle koła ; więc ta figura jest sfery.

Dowiedźmy nakoniec wzajemnicy.
“Cs * • .

Ze wszystkich figur równej objętości sfera ma najmniejszą po- 
wierzchnie.

Gdyby jakakolwiek figura zamknięta, różna od sfery ale tej sa
mej objętości, miała powierzchnię mniejszy, możnabyjyprzekształ- 
cić na sferę powierzchni rów now artej; objętość tej sfery, na mocy 
powyższego twierdzenia, byłaby większa od objętości figury 
nieprzekształconej. W ięc draga sfera miałaby o b ję to ść  większy od 
pierwszej a powierzchnię mniejszy; co niefńożebrte.



6 5 6 KSIĘGA DZIEWIĄTA.

WIELOŚGiANY FOREMNE.

T w ie r d z e n ie  XXIX.

Pięć tylko wielościanów foremnych wypukłych istnieć może.

To twierdzenie jest następstwem ogólniejszego :

Może istnieć tylko pięć gatunków wielościanów wypukłych w któ
rych wszystkie ściany mają tę samą liczbę boków, i  wszystkie kąty 
wielościenne tę samą liczbę ścian.

Oznaczmy przez n liczbę boków każdej ściany, przez m  liczbę 
ścian każdego kyta wielościennego. Ponieważ każda krawędź 
należy do dwóch ścian i łyczy dwa wierzchołki, mamy

2R =  nS =  mW. (1)

ltugujyc K i W między temi równaniami i formuły Eulera, 
otrzymujemy

S = _____ ^ ______  (2)
2 (to 4- n) — mn

Uważajmy teraz że liczby S ,m , n sy całkowite i dodatne, więc 
musi być

2 771
2(to - f  n) >  m n; zkyd n > ------ — •m —  2

Owoż, najmniejsza wartość jaky można dać dla m jest 3; 
więc w <  6 . Z przyczyny symetryi wnosimy że m  <  6,

W ięc niema żadnego wielościanu w którymby wszystkie ściany 
miały więcej niż pięć boków, albo wszystkie kyty wielościenne 
miały więcej niż pięć ścian. Co już wiadome (VII, 36, um.).

Ztyd wynika że ściany wielościanu foremnego może być ty lko :



trójkąt równoboczny, kw adrat i pięciokąt foremny; a jego kątem 
wielościennym tylko kąt trójścienny czworościenny i pięcio- 
ścienny.

Jeśli weźmiemy trójkąty równoboczne na ściany wielościanu

foremnego, będzie n — 3 i S = ~ m ■; kładąc za m  liczby
C — m

3, h, 5, otrzymamy dla S liczby U, 8, 20.

W ięc trójkąt równoboczny może służyć do utworzenia trzech 
wielościanów foremnych, to jest : czw oro ścian u , ośmiościanu

i DWUDZIESTOŚCIANU.

Im
Biorąc teraz kwadrat, mamy n =  4 i S =  ----------

Zatem jedyna wartość dla m jest 3, i daje S =  6.

To dowodzi że z kwadratu jeden tylko wielościan foremny 
utworzyć można, to jest sześcia n .

Nakoniec, weźmy pięciokąt foremny;
, , .  . hm
będzie n —  5 i S == —----— •

1 0 — 3 n
Jedyna wartość możebna dla m  jest 3, i daje S =  12.

Więc- z pięciokąta foremnego można utworzyć tylko d w u n a s t o -

ŚCIAN FOREMNY.

Powyższe wartości, do których dołączamy wartości K i W (1), 
przedstawiają następujący obraz wielościanów foremnych (*).

WIELOŚCIANY FOREMNE. 6 5 7

W ielość, foremne S W K n m

C z w o r o ś c ia n ti /i 6 3 3

O ś m io ś c ia k 8 6 12 3 h

D w u d z i e s t o ś c ia n 20 12 30 3 5

S z e ś c io ś c ia n 6 8 12 U 3

Dw u n a s t o ś c ia n 12 20 30 6 3

(*) Na samo spójrzenie na ten obraz widać zaraz źe, w sześcianie i ośmL
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Te pięć wielościanów foremnych istniejy rzeczywiście, jako 
pokazujg. następujące wykreślenia.

ZAGADNIENIE.

Zbudować wielościan foremny znając jego krawędź a.

Istnienie sześcianu i czworościanu foremnego nie potrzebuje 
dowodzenia. Zajmiemy się więc tylko ośmiościanem, dwunasto- 
ścianem, i dwudziestościanem.

Ośmiościan foremny.

Wystawmy kwadrat ABGD majycy bok A B = a ,  Przez śro
dek O tego kwadratu, poprowadźmy 
do jego płasczyzny prostopądłę OE, na 
której weźmy, z obydwóch stron, dłu
gości OE i OF rów ne promieniowi OF 
kwadratu. Jeśli poleczymy E i F 
z wierzchołkami A, B, C, P , otrzymamy 
ośmiościan foremny EABCDF. Jakoż, 
trójkąty prostokątne i równoram ien

ne AOB, AOE, AOF są ró w n e ; zatem AE =  AF =  AB =  a. Co 
dowodzi że wszystkie ściany są trójkątam i równobocznemi ró- 
wnemi. Nadto, czworoboki ABCD, AEGF, BEDF są kwadratami 
rów nem i; więc kąty wielościenne, na przykład kąty A i B ,  są 
równe jako kąty przy wierzchołku dwóch piramid ABEDF, 
BAEGF foremnych równych.

Widzimy łatwo że : 1° gdy trzy proste równe AC, BD, EF 
przecinaj9. się na połowy i pod kątem prostym, ich skrajności są

ścianie, liczba krawędzi jest ta sama, 3 liczby ścian i wierzchołków są nawzajem 
te same, jako toż liczby m  i ». Można więc przejść z sześcianu do ośmiościanu 
albo na odwrót, zamieniając tylko liczbę ścian S na liczbę wierzchołków W, 
1 nawzajem. Podobnie co do dwunastościanu i dwudzlestościanu. Z przyczyny 
tej własności, mówi się czasem że wielościany foremne s j sprzężone po d w a ;  
czworościan niajijc tyle ścian ile wierzchołków jest sam swoim sprzężonym.
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wierzchołkami ośmiościanu foremnego. T  W ośmiościanie fo
remnym ściany przeciwległe są równoległe między sobą.

Bwunastościan foremny.

/  p c ~  \
""■■fi V ' :

H f \  ' G di )

Niech będzie pięciokąt fo
remny ABCDE danego boku a.

Przy wierzchołku A można 
utworzyć, z tego pięciokąta i 
z dwóch innych równych, kąt 
trójścienny który będzie fo

remny, bo jego ściany są równe i temsamem kąty dwójścienne 
równe. Zatem, kąty trójścienne A, B, H są równe, jako mające 
kąt dwójścienny równy zawarty między dwiema ścianami ró- 
wnemi każda każdej i w tym samym porządku. To dowodzi że 
kąty trójścienne B i H są także foremne, i kąt GUI jest kątem 
pięciokąta foremnego. W ięc, złożywszy kąt trójścienny A ze 
trzech pięciokątów foremnych równych, możną wstawić czwarty 
taki pięciokąt w kątCBK,  potem piąty w kąt DCM, i tak dalej. 
Otrzymuje się tym sposobem powierzchnię złożoną z sześciu 
pięciokątów foremnych równych i równo nachylonych. Ta po
wierzchnia, stanowiąca połowę powierzchni dwunastościanu, jest 
otwarta przy obwodzie dziesięciokąta FGIII...QR. Ten zaś dzie- 
sięciokąt jest spaczony; bo, gdyby cztery punkta GHIK były na 
jednej płasczyznie, ponieważ punkt A leży na niej także, nie 
byłoby trójścianu A.

Zbudujmy teraz, takim samym sposobem, drugą połowę abc...q 
dwunastościanu, i przystawrmy do niej pierwszą tak, żeby kąt 
sterczący HIK przystał do wklęsłego równego hilc. W tedy, utwo
rzy się kąt trójścienny foremny I równy kątowi A ; punkt K 
padnie na k, i kąt IKL przystanie do równego ikl, bo kąt trój
ścienny K jest także foremny równy kątowi A. 1 tak dalej.

W ięc dwie powierzchnie złączone, tworząc w'ielościan złożony 
z dwunastu ścian równych i równo nachylonych, dają dwunasto- 
ścian foremny.
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Dwudziestościan foremny.

B Weźmy najpierwej pięcio
kąt foremny ABGDE mający

c bok AB =  a. Ze środka 0 
tego pięciokąta wyprowadź-

A  n r,

■'j i  my do jego płasczyzny pros
topadłe OS, na której weź
my punkt S tak żeby było

AS=AB; co zawsze możebne, ponieważ AB >  AO (IV, zag. 3, 
\vn.). Jeśli dopełnimy piram idy SABGDE, która jest foremna, 
jej kąt pięciościenny S będzie kątem dwudziestościanu forem
nego.

To uczyniwszy, możemy, przy wierzchołku A, wystawić pi
ramidę rów ną piramidzie foremnej SABCD tak żeby z nią 
miała dwie ściany spólne ABS, AES; i, przy wierzchołku B, wy
stawić trzecią piram idę, równą pierwszej, taką żeby z nią miała 
dwie ściany spólne ABS i BCS. Te trzy piramidy mają spoiną 
ścianę ABS, a dwie przystawione piramidy mają spólną ścianę ABG. 
Otrzymujemy tym sposobem, powierzchnię wielościenną, zło
żoną z dziesięciu trójkątów równych i równo nachylonych. Ta 
powierzchnia stanowiąca połowę powierzchni dwudziestościanu, 
jest otwarta przy obwodzie sześciokąta CDEFGH. Rzeczony 
sześciokąt jest spaczony; bo, gdyby cztery punkta F , E, D, G były 
na jednej płasczyznie, ponieważ punkt A leży na niej także, nie 
byłoby piramidy foremnej A. Kąty tego sześciokąta są równe, na 
przykład kąty CDE i DEF, dlatego że każdy z nich jest równy 
kątowi CSE.

Jeśli więc zbudujemy, tym samym sposobem, drugą po
łowę powierzchni dwudziestościanu, i przystawimy
dwie krymki wielościenne brzegami tak, żeby kąt sterczący D 
obwodu CDE... przystał do równego kąta wklęsłego E' ob
wodu C 'D 'E 'F '..., wszystkie inne punkta tych obwodów przy
staną do siebie. A ponieważ płasczyzny trójkątów przy obwodzie
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mają między sobą nachylenia jakich trzeba do utworzenia, w każ
dym wierzchołku obwodu, kąta pięciościennego równego ką- 
towi S, te dwie powierzchnie złączone utworzy dwudziestościan 
mający wszystkie ściany równe i równo nachylone, to jest dwu
dziestościan foremny.

T w ie r d z e n ie  XXX.

Na każdym wielo&cianie foremnym wypukłym można opisać sferę,
i  wpisać w niego sferę.

Niech będzie AB spólna krawędź dwóch 
ścian przyległych wielościanu foremnego. 
Poprowadźmy osie MM', NN' kół opisanych 
na tych ścianach, i ze spodków M, N spuść
my na krawędź AB prostopadłe które się 
spotkają w jej środku I. Ponieważ płas- 

czyzna M N jest prostopadła we środku krawędzi AB, osie MM', 
NN' spotykają się w punkcie O równo oddalonym od skraj
ności A i B.

Uważajmy teraz trzecią ścianę która ma z poprzedzającą kra
wędź AC spólną; dowiedziemy podobnie że osieNN', P P 'ty ch  
dwóch ścian spotykają się w pewnym punkcie O' równo odda
lonym od skrajności A i C. Owoż, dwa czworoboki NIMO i NKPO' 
są równe, jako mające bok IM =  IN =  NK — KP, kąt I — K, i 
kąty przy M, N, P p ro ste ; zatem NO' =•= NO, i punkt O1 pada w O 
a temsamem OP =  OM. Dowiedzie się podobnie że osie nastę
pujących ścian przechodzą przez ten sam punkt 0 , który jest ró 
wno oddalony od skrajności wszystkich krawędzi i także równo 
oddalony od wszystkich ścian.

W ięc sfera mająca środek O i prom ień OA przechodzi przez 
wszystkie wierzchołki wielościanu foremnego, czyli jest na nim 
opisana; a zaś sfera mająca ten sam środek O i promień OM 
jest styczna do wszystkich ścian wielościanu w ich środkach, czyli

43
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jest wpisana w ten wielościan. Te dwie sfery sy oczywiście jedyne.

Punkt O nazywa się środkiem wielościanu foremnego, OA jest 
jego promieniem, OM apotemą.

W niosek  I .  —  Łyczyc środek z wierzchołkami, można rozłożyć 
wszelki wielościan foremny na tyle piramid foremnych równych 
ile jest ścian.

Ściany tych piram id, przedłużone jeśli trzeba, wyznaczają na 
sferze wpisanej albo opisanej tyle wielokątów sferycznych fo
remnych i równych ile wielościan foremny ma ścian.

11. — Objętość wielościanu foremnego, albo tylko opisalnego  na 
sferze, ma za miarę wieloczijn z powierzchni przez trzecią część 
apotemy.

T w ie r d z e n ie  XXXI.

Dwa wielościany foremne równej liczby ścian są podobne.

Bo ich ściany sy wielokątami podobnemi, a zaś kyty wielościenne 
zawarte między temi ścianami sy rów ne jako foremne złożone 
z równej liczby ścian. Zreszty, twierdzenie jest oczywiste jeśli bę
dziemy zważali na liczbę warunków do wyznaczenia wielościanu.

W n io s e k . — Powierzchnie, dwóch wielościanów foremnych po
dobnych mają się jako kwadraty z promieni albo z apotem, a ich 
objętości jako sześciany z tych linij.

Z a g a d n ie n ie .

Mając dany wielościan foremny wypukły, znaleźć: 1° nachylenie 
dwóch ścian przyległych, 2° promienie sfer wpisanej i opisanej.

Niech będę. : O spoiny środek sfer wpisanej i opisanej, AB kra



wędź wielościanu foremnego, spólna dwom ścianom przyległym 
b których środki są H i I i ;  punkt I środek 

krawędzi AB. Kąt HIK jest nachyleniem 
dwóch ścian.

Ponieważ krawędź AB jest prostopadła 
do płasczyzny HIK, płasczyzny ABO i HIK 
są prostopadłe między sobą. Jeśli więc 
z punktu O jako środka, opiszemy sferę 
która przetnie krawędzie trójścianu OAHI, 
otrzymamy trójkąt sferyczny u hi którego 
kąty będą wiadome. Jakoż, kąt i jest prosty; 

co do kątów h i a, oznaczmy przez n liczbę boków każdej ściany, 
przez m liczbę ścian każdego kąta wielościennego, będziemy 
mieli

kąt h =  kąt A III1= L  —
2 ?i n

Podobnie, ponieważ przy wierzchołku A naokoło jest m  ścian 
kąta wielościennego A , będzie

kąt a =  kąt IIAOI =  -  . — =
2 m m

Teraz, 1° aby znaleźć nachylenie I, uważajmy że 10 jest dwój- 
sieczną kąta H IK ; zatem, w trójkącie prostokątnym HIO, mamy

1 1
wst - I  =  dos HOI, albo wst -  I =  dos hi.

2 2

Owoż, trójkąt sferyczny prostokątny ioJi daje

dos a —  dos hi wst h, albo dos — =  wst - 1 wst - :
m  2 n

dos. —
1 m

więc wst - 1 = ----------. (1)
2 , 7T

wst. —
n

Stosujęc tę formułę do pięciu wielościanów foremnych wy

WIELOŚCIANY FOREMNE. 6 6 *
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pUkłych, łatwo się znajduje dla nachylenia I dwóch ścian przy
ległych następujące wartości :

Czworościan foremny 1 =  70° 31'43",6 przybliżone.

Dwunastościan foremny I =  116°33'54",2 przybliżone.

Dwudziestościan foremny I =  1380,11'22'IJ75.

Widzimy że nachylenia ścian w czworościanie i ośmiościanie 
są nawzajem spełnieniem jedno drugiego.

2° Niech będzie a bok wielościanu foremnego wypukłego, 
r  jegoapotem a i R prom ień. Aby wyznaczyć r  i R w funkcyi 
boku a, uważajmy że, w trójkącie prostokątnym HIO, jest

Sześcian

Ośmiościan foremny I =  109°28'16",4 przybliżone.

HO =  HI sty HIO albo r  =  HI sty 1 I.

Ale trójkąt prostokątny IAII daje

III =  Al dot A H I =  l  dot - .
2 n

Więc (2)

Nadto, w trójkącie prostokątnym HAO, jest

OH v
—-  =  dos AOH, albo -  =  dos ah.
UA u

Owóż, trójkąt sferyczny prostokątny iah daje

Jtv , it , ir
— =  stv -  sty —. 
r  " n  m

zatem

Więc (3)
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Jeśli w formułach (2) i (3), wyrugowawszy sty -I , podsta

wimy, za n i m, liczby odpowiedajyce każdemu wielościanowi, 
otrzymamy wartości dla r  i R.

I tak :

Czworościan foremny daje

Sześcian

6
12

a
2’

R =

R =

aV 'S
4 ‘ 

3

Ośmiościan foremny R :

Dwunastościanforemny r = ^  ^  R =  r ( V  3 + y /1 5 )
1 v  10 a

Dwudziestościan for. r  —  —  3 + \ /  15), R=-\/10 + 2 \ /  5.
12 u

U w a g a . — Można, i nie żlc jest umieć, za pomoc? samej geometryi, 
wyznaczyć promienie r i U sfer wpisanej i opisanej, w funkcji danego 
boku a wielomianu foremnego wypukłego.

Czworościan. — Niech będą DG i BF osie kół 
opisanych na trójkątach równobocznych ACB i ACD; 
te osie spotykają się w punkcie O, spólnym środku 
sfer, opisanej i wpisanej, mających promienie 
OD— B, OG =  r.

Zatem,

K__BD__ 3 
r ~ F G — l ’

zkąd R =  3r.

Teraz, trójkąt prostokątny DFO daje
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Z tych dwóch równań otrzymujemy

n = ; - a V e , r =  - a V 6 .

^ 1» /'—'Sześcian. —  Mamy oczywiście li =  - y  3, r  =  - .

Ośmiościan. —  Trzy proste, OA, OB, OC są prostopadle między sobą 
i równe promieniowi R. Więc

n2=  2R2, zkąd R = - V ~ ! T

,B Prostopadła OH do ściany ABC jest promieniem 
sfery wpisanej w ośmiościan, i daje widocznie

Zatem

a * —  
d - /---

 ̂=  6

3 '

Dwunastościan. — Niech będzie ABCD kąt trójścienny dwunastościanu 
A foremnego, którego jedną ze ścian jest pięcio

kąt foremny ACIKD. Prostopadła AO do trój-

BCIKD spotykaj? się w punkcie O, spólnym 
środku sfer, opisanej i wpisanej, mających 
promienie AO t= H, i HO — r.

Trójkąty prostokątne podobne AHO, AFG dają 

R AF
7 ~  f g '

Ale AF = V  AD2 —  DF5=  ^  a 2 —  D F2, FG =  r M  —  - D f V " 3 ;O o

zatem R r  /  a V
7 ~  V  ( o t y  -3-

a
Aby znalezć stosunek —  , poprowadźmy apotemę. HE ściany ACIKD;

dwa trójkąty podobne ADF, AEH dadzą
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o w oż w  p ię c io k ąc ie  fo rem n y m  s to s u n e k  p ro m ie n ia  d o  a p o te m y  je s t

V 5 -  1.
A H  U

W ięc - =  V/3( V Y -  i )2 -  3 L V  15 _  cV T .

T e ra z ,  w  tró jk ą c ie  p ro s to k ą tn y m  A H O , m a m y

2 «2
IV- — r2 =  Ali =  ■

5 —  1 / 5  

Z lycii d w ó c h  ró w n a ń  w y w o d zim y

— (IV , zay. 3 ,  wn.)

~ ! y / ” + „ v ' 5' -

Dwudziestościan. —  N iech  b ę d z ie  SABCDE k ą t  p ię c io śc ie n n y  d w u d z ie s to -  

s  ś c ia n u  fo re m n e g o , m a ją cy  za  śc ia n y  tró jk ą ty  ró w n o -

b o c zn e  S A B , S B C ,. ..  O ś  IIO  śc ia n y  SAB i  p r o s to 

p a d ła  SG do  p ię c io k ą ta  fo re m n e g o  A BGD E, s p o ty k a j?  

s ię  w  p n n k c ie  O , s p ó ln y m  ś ro d k u  s fe r ,  o p is a n e j i 

w p is a n e j, m a ją c y c h  p ro m ie n ie  O S =  R i O I I = r .

S p u ść m y  p ro s to p a d ię  S F  n a  A B , i  p o łą c zm y  FG . 

D w a tró jk ą ty  p o d o b n e  S O U , S F G  d a j?

B __ S F

r  ~  FG*

a w  p ięc io k ąc ie  fo re m n y m  ABCDE 

“ i1 +  l/Ś )

XZ M
1 /  / 1
/  «/1/ ¡\ y G

A \ / y ( f J c

tO

Ale. SF a* t— 
=  2

a p o te m a  FG

W 10 — 2v/5

W ięc 1 =  V  30 -  61/~5 =  V  15 -  6 / S T

1 + 1 / 5



Do tego, w trójkącie prostokątnym OHS, mamy 

n2 _ r?= SH2 = L 2.
O

Z tych dwóch równań otrzymujemy
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f  =  | V / 7 +  Ś ~ ~  ”  V 3 +  V  15)> R = ^ 10+ 2 V 5 .

U w a g a . — Nie trudno teraz wyznaczyć, w funkcyi promienia 
sfery 11, bok a i apotemę r wielościanu foremnego wpisanego, 
jego powierzchnię S i objętość V.

Jakoż, rozwiązując na a i na r  powyższe formuły, i nazywa
jąc s powierzchnię jednej ściany, otrzymujemy następujące wy
niki :

2R > -  R a2 2R2 —
Czworościan■ a =  —  y  6, r =  r. $ =  - -  1 / 3  = —  V  3 ;o O ¡1 O

8R2, 81\3 ,
s = T y r ,  v = s . 3- =  - i / s .

q  . .  2 K i / r  i v . / -  2 z i r 2Sześcian. a =  —- V  3, r  =  V 3, s =  a2 =  —- ;
o 3 o

,  R . / -  8U3, . —
S = 6 s  =  8R2, V =  8R2 . - V  3 =  —  V 3.3 y

R /— o1 . / -  R2 . / —
Ośmiościan. a = R V  2, r  =  ^ V  3, s  =  -  V  3 =  — V  o ;

S =  i R 2 V''3, V = ^ - 3.
U

Dicunasiościan. a  =  ^ - ( V  1 5 —  V  3)> r  =  R \  ̂ +  2 y  5 ,  
J V 15

s  = —  ■ 1 +  ^  -  =  ■—!\/ib(5 — V  5) ; S =  2R2 V  10(5— V  5), 
h V/10 — 2y/5 6

V =  S . ;- = f V 3 0 (3  +  Vl).
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W1ELOŚGIANY FOREMNE GWIAŹDZISTE (*).

Widzieliśmy już wielokąty foremne niewypulcie które nazwano gwiaździs- 
temi, są także wielościany foremne gwiaździste. Rzędem  wielokąta jest 
liczba n  jego boków, gatunkiem  liczba k  pierwsza do n  i mniejsza od », 
która wskazuje ile razy trzeba przebiedz okrąg, przechodząc przez wszystkie 
wierzchołki, żeby opisać wielokąt foremny gwiaździsty. Zatem, gatunkiem 
wielokąta gwiaździstego jest liczba razy jaką rzuty jego boków na okręgu 
pokrywają ten okrąg ; tak że h k  wyraża summę kątów środkowych tego 
wielokąta.

Rzędem kąta wielościennego jest liczba jego ścian; gatunkiem  liczba 
która wyraża gatunek wielokąta otrzymanego z przecięcia tego kąta wielo
ściennego przez płasczyznę. I tak, w piramidzie foremnej mającej za pod
stawę pięciokąt foremny gwiaździsty, kąt wielościenny przy wierzchołku jest 
drugiego ga tu n ku , a jego ściany zrzutowane na podstawie tej piramidy 
zapełniają d w a  ra zy  cztery kąty proste.

Określając wielościany foremne niewypukłe jako wielościany mające 
ściany równe i równo nachylone, widzimy łatwo że dowodzenie tw ie r
dzen ia  XXX do nich się stosuje ; więc te nowe wielościany, jeśli istnieją, są 
wpisalne w sferę i na niej opisalne. Jedyna różnica między niemi i wielo- 
ścianami foremnemi wypukłemi jest w tem że, jeśli zrzutujemy ściany 
jednych i drugich, za pomocą promieni, na sferze opisanej (albo wpisanej), 
wielokąty sferyczne ztąd wynikłe pokrywają w tych ostatnicli ra z  tylko 
powierzchnię sfery, gdy tymczasem wr tamtych odpowiedające wielokąty 
sferyczne pokrywają, zupełnie i jednostajnie, dw a, t r z y , . ,  razy powierzchnię 
sfery.

Rzędem wielościanu foremnego jest liczba jego ścian, a gatunkiem  liczba 
razy jaką rzuty wszystkich ścian na sferze pokrywają powierzchnię tej sfery. 
W wiełościanach foremnych zwyczajnych, wielościan i jego kąt wielo
ścienny są oba pierwszego gatunku ; w wiełościanach foremnych gwiaździs
tych, wielościan i jego kąt wielościenny mogą niebyć tego samego gatunku.

(*) Podług PPV P oinsot , Ca ochy i B e r tr a n d , Journal de l’École Polytech
nique, tom IV i IX ; i Comptes rendus de l’Académie des sciences. Rok 1842.
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T w ie r d z e n ie  XXXII.

Jeśli jes t dany w ielościan forem ny  A jakiegoHolwieh ga tu n ku , istnieje  
taicie w ielościan w y p u k ły  X m ający  z  n im  w szys tk ie  w ierzcho łk i spólne

Jakoż, gdy są dane jakiekolwiek punkta w przestrzeni, można oczywiście, 
znaleźć zawsze wielościan wypukły, mający za wierzchołki punkta wzięte 
z pomiędzy danych i zawierający wszystkie inne wewnątrz; chyba że dane 
punkta są już wszystkie wierzchołkami takiego wielościanu.

Owoż, wielościan wypukły, mający wierzchołki wzięte z pomiędzy wierz
chołków wielościanu A, które leżą na jednej sferze, nie może zawierać we
wnątrz innych wierzchołków tego wielościanu; więc istnieje wielościan 
wypukły X mający wszystkie te same wierzchołki co wielościan A.

Ten wielościan X jest foremny. Albowiem, oznaczmy przez P figurę utwo
rzoną z dwóch wielościanów A i X mających te same wierzchołki, przez O 
inną figurę równą figurze P. Ponieważ wielościan A jest foremny z przypusz
czenia, można wykonać przystawanie figur P i 0 . kładąc jakikolwiek wierz
chołek figury Q na obranym wierzchołku figury P, i przystawiając do siebie 
ściany dwóch wielościanów A należących do P i Q. To przystawienie może 
się [odbyć przynajmniej trojakim sposobem, dlatego że kąty wielościenne 
dwóch figur są przynajmniej trójścienne, czworościenne albo pięciościenne. 
Przystawanie figur P i Q pokazuje że kąty wielościenne dwóch wielościa- 
uów X są równe każdy każdemu. A że te kąty przystają do siebie sposobem 
trojakim, czworakim albo pięciorakim, według jak są trójścienne, czworo
ścienne, pięciościenne; więc ich ściany są równe i równo nachylone.

Ztąd wynika że ściany dwóch wielościanów X są równokątrie i równo 
nachylone, i mogą przystać do siebie jakikolwiek przystawiono wierzchołek 
figury Q do obranego wierzchołka figury P ; co dowodzi że te ściany są wielo
kątami foremnemi równemi. Więc wielościan wypukły X, mający ściany 
foremne i kąty wielościenne równe, jest foremny.

Opierając się na tem twierdzeniu, żeby znaleźć wielościany foremne wyż
szego gatunku, trzeba wziąć, na każdym z wielościanów' foremnych wypu
kłych, jeden wierzchołek i szukać czy inne wierzchołki mogą z nim tworzyć 
wielokąt foremny, i czy istnieje przynajmniej trzy takie wielokąty które, 
mając spoiny wierzchołek, tworzą kąt wielościenny foremny.

Jeśli zastosujemy to poszukiwanie do czworościanu foremnego, do ośmio-
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ścianu foremnego i do sześcianu, zobaczymy łatwo że te wielościany nie 
prowadź? do żadnego wielościanu foremnego gwiaździstego. Rozpatrując 
dwunastościan foremny wypukły, spostrzegamy że mu odpowieda dwunasto- 
ścian forem ny g w ia źd zis ty . Dwunastoácian foremny wypukły daje trzy 
wielościany foremne gwiaździste, to je s t: dw udziestościan , dw unastościan  
ze ścianami w y p u k łem i, i dw unastościan  ze ścianami g w ia źd zis tem u  Jest 
przeto, jako widzimy, cztery  wielościany foremne gwiaździste, to jest trzy 
dwunastościany i jeden dwudziestościan. Więc, ze wszystkiem, istnieje d zie 
w ięć  tylko wielościanów foremnych, i więcej ich być nie może (*).

Rozwiążmy teraz następujące zagadnienie.

Z n a l e ź ć  g a t u n e k  w i e l o ś c ia n u  f o r e m n e g o  g w ia ź d z is t e g o . — Aby 
otrzymać formułę ogólniejszą od formuły E ulera , to jest tak? któraby się 
mogła stosować do wszystkich wielościanów foremnych, trzeba wprowadzić 
do rachunku gatunek wielościanu, gatunek jego ścian przypuszczając wszys
tkie jednego gatunku, i gatunek kątów wielościennych przypuszczając 
także wszystkie jednego gatunku. Mając wzgląd na te szczegóły, zrzutujmy 
powierzchnię wielościanu na sferze opisanej, albo wpisanej, biorąc za środek 
rzutu środek tej sfery.

Niech będzie »liczba boków jednej ściany wielościanu foremnego, g liczba 
oznaczająca gatunek (ej ściany, a i s powierzchnia i summa kątów wielokąta 
sferycznego będącego jej rzutem na sferze. Rozłóżmy ten wielokąt na trójkąty 
sferyczne, łącząc jego wierzchołki z rzutem środka ściany uważanej. Jeśli 
nazwiemy a i ¡1 kąty przy podstawie, a kąt przy spólnym wierzchołku 
w jednym z trójkątów, powierzchnia tego trójkąta będzie miała za miarę 
a-f- p +  a — 2 (10). Zatem powierzchnia a wielokąta sferycznego który 
ma n  takich trójkątów, będąc summą 2 ich powierzchni, wyraża się przez

0 = : ( j  +  p +  « ) -  2n.

Ale 2(a -f- p +  o) równa się summie s kątów wielokąta sferycznego, 
powiększonej summą kątów a przy spólnym wierzchołku trójkątów składa
jących. Owoż, ostatnia summa równa się liczbie hg, dlatego że trójkąty

(*) K e p l e r  w  swoim dziele Harmonices mumii, mówi o jednym dwunasto- 
ścianle 1 dwudzicstościanic gwiaździstym, i nadto opisuje wielościany pálforemne 
zwane ciałami Archimedesa. S? to wielościany wpisalne w sferę i na niej opi- 
salne, mające ściany foremne ale nie wszystkie jednego gatunku. Zobacz Table 
des diviseurs des nombres, etc., par Lidonne, París, 1808.



składające wielokąt sferyczny, który jest rzutem stożkowym ściany gwiaź
dzistej, zachodzą na siebie g razy ; więc

a — s +  ltg — 2n.

Wszystkie inne ściany dają podobnie

a' =  s' Ug — 2n' 
a" =  s" -j- lig — 2 ?i".
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Oznaczmy teraz przez G gatunek wielościanu, to jest liczbę która wska
zuje ile razy rzut powierzchni tego wielościanu pokrywa sferę, przez 7 gatunek 
kąta wielościennego. Uważając że powierzchnia sfery wyraża się tu przez 8, 
mamy a Ą -a ' Ą -a "  + ••• = 8G; następnie, ponieważ s-j- s' +  
jest summą wszystkich kątów wielokątów sferycznych, a przy każdym 
z wierzchołków, których liczba jest AV, summa tych kątów czyni li kąty 
proste wzięte 7 razy, mamy s -{- $' -J- s" -f- — /17W ; nakonlec, wiemy 
że n -f- n ' -¡- n "  + . . .  =  2K. Więc, dodając rzuty na sferze wszystkich 
ścian wielościanu foremnego których liczba jest S, otrzymujemy ostatecznie:

8G =  Z17W -+- hgS — AK, 

albo 2G - f  K =  gS +  7W.

Czyniąc G = l = ;7  =  7, wyprowadzamy formułę E ulera, której 
obecna jest pewnem zogólnieniem co do wielościanów foremnych.

Jeśli teraz w powyższej formule podstawimy wartości za K, S, W, g, 7, 
znajdziemy gatunek G wielościanu foremnego gwiaździstego.

I tak :

1° D w u d z ie s t o ś c ia n  f o r e m n y  g w i a ź d z i s t y  otrzymuje się z trójkątów 
równobocznych, które tworzą kąty pięciościenne drugiego gatunku około 
każdego wierzchołka dwudziestościanu foremnego wypukłego. W tym 
wielośclanfe S =  20, W = 1 2 ,  K =  30, <7 =  1, 7 =  2 ; co daje

2 G +  30 =  1.20 +  2 .12 albo G =  7.

Więc dwudziestościan foremny gwiaździsty jest siódmego gatunku.

2° d w c n a s t o ś c ia n  f o r e m n y  g w i a ź d z i s t y  otrzymuje się z pięciokątów 
foremnych gwiaździstych, które tworzą kąty trójścienne pierwszego
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gatunku, około każdego wierzchołka dwunastościanu foremnego wypukłego. 
W tym wiełościanie S = 1 2 ,  W =  20, K = 3 0 ,  g =  2, f = l ;  podsta
wiając te wartości, otrzymujemy

2G +  30 =  2.4 2 +  20, zk?d G =  7.

Więc pierwszy dwunastościan foremny gwiaździsty z k?tami trójścien- 
nemi jest siódmego gatunku.

3° D w u n a s t o ś c ia n  f o r e m n y  g w i a ź d z i s t y  zf . ś c ia n a m i  w y p u k ł e m i , 

otrzymuje się z pięciokątów  foremnych zwyczajnych, które twórz? k?ty pię- 
ciościenne drugiego gatunku około każdego wierzchołka dwudziestościanu 
foremnego zwyczajnego. W tym wiełościanie S =  12, W = 1 2 ,  K =  30, 
3 =  1 , -y =  2 ; co daje

2G +  30 =  1 .12  4- 2 .12, zk?d G =  3.

Więc ten nowy drugi dwunastościan foremny gwiaździsty jest trzeciego 

gatunku.

U° D w u n a s t o ś c ia n  f o r e m n y  z e  ś c ia n a m i  g w i a ź d z i s t e m i , otrzymuje 
się z pięciokątów foremnych gw ia źd zis tych , które twórz? k?ty pięciościenne 
pierwszego  gatunku około każdego wierzchołka dwudziestościanu forenmego 
zwyczajnego. W tym nowym wielościanie S =  12, W =  12, K = 3 0 ,  
g .-= 2, -y =  1 ; co daje

2G +  36 = 2 . 1 2  +  1.12 ałbo G = 3 .

Więc trzeci dwunastościan foremny gwiaździsty jest trzeciego  gatunku.

Z A G A D N IE N IA  K S IĘ G I D Z IE W IĄ T E J .

Zagadnienie 1.

D o p ó ło kręg u  ACB poprow adzono  styczno. CD ; po  c zem , obrócono 

ca łą  f ig u rę  AFCD około osi ABD. J a k  trzeba  w zią ć  s ty c zn e  GD, żeb y  

p o w ierzc h n ia  stożkow a  u tw o rzo n a  p r z e z  tę  p ro s te  b y ła  w  stosunku  

d a n y m  k z  p o w ierzc h n ią  k r y m k i  u tw o rzo n e j p r z e z  l u k  AFC ?
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W edług zagadnienia powinno być

irEG . CD 
2^R  . AE C

CD GE
Trójkąty pododne CDO, CEO dają-^- =  ̂ r=;

l i  U  l i

a zaś CE2 =  AE . BE.

W ięc
OE

To pokazuje że trzeba podzielić promień OB na dwa odcinki BE 
i EO w stosunku 2k : 1, z punktu E wyprowadzić do promienia 
OB prostopadłę EC która wyznaczy punkta styczności C, C '; etc.

Jaka rozciągłość S powierzchni ziemi może widzieć osoba która 
się wzniosła balonem na wysokość h ? (Figura poprzednia).

Wyobraźmy stożek DCC' opisany na sferze ziemskiej, mający 
wierzchołek D w oku osoby obserw ującej; w tedy małe koło CC' 
oddzieli krymkę widzialny CBC'.od niewidzialnej CAC'. Jeśli więc 
nazwiemy R promień sfery ziemskiej, x  wysokość BE szukanej 
krymki, będzie

Z a g a d n ie n ie  II.

S =  2~Ib;.

Ale trójkąt prostokątny CDO daje

R2 =  (R +  h ) (R — x), zkąd x  —  ■
ii -f- li

Więc

Uwaga. — Powyższe równanie, rozwiązane na h, daje odpowiedź na 
pytanie: do jakiej wysokości trzeba sig wznieść balonem iebij można ujrzeć 
krijmkę ziemską równowartą, danemu krajowi?
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Z a g a d n ie n ie  I II .

Stożek jest opisany na dwóch sferach promieni 11 i R ', stycznych 
zewnętrznie. Jaka jest objętość przestrzeni zawartej między trzema 
powierzchniami ?

Przez linię środków 0 0 'popro
wadźmy płasczyznę która prze
tnie te dwie sfery wedle kół OC, 
0'C stycznych w punkcie G, a sto
żek wedle stycznych A A ', BB'. 

Szukana objętość V może być 
uważana jako utworzona obrotem figury ACA'. Jeśli więc spuś
cimy prostopadłe AD, A'D' na linię środków, odejmując od.pnia 
stożka utworzonego przez ADD'A dwa odcinki sferyczne utwo
rzone przez ACD, A'C'D', będziemy mieli

V «jU D D '(A D 2 +  A'D,2+ A D  . ArD')— ̂ ( A D 2. CD+A'D'2. GD')
O a

-  ^ ( cd3 +  cny3).
6

Owoż, spólnastyczna CF daje F A = F G = = F A , zatem CD =C D '. 
A jeśli przez punkt O'poprowadzimy równoległę 0 'E  do spólnej 
stycznej AA', trójkąty prostokątne OAD, 0'A 'Dr, OEO' będą po
dobne, i dadzą

OD _  O'D1 ° E  
OA ~  O'A' ~  0 0 '

OD O'D' R — It' 
albo —  — R, — R +  R,-

Ztąd wynika : 

CD — R — OD
2RIV iiRR'

- C D - ,  d d 1 =  2CD =

A D '=R -— OD' =

l i - f  R' 

UWR1
(R - f  R')-’

A'D'2
ćiRR'3

(R +  R')2’
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W ięc, podstawiając tc wartości, będzie

16 R2R'2 R2R-2

V = T T ( R  +  R T (R2 +  R'2 +  RR,) ( R + R ?  {R2 +  R'2)
8 x  R3R'3

a ostatecznie
3 {R +  R'):

U R2R'2
V =  “ 7

f \ 3 ?

3 R +  R'

Z a g a d n ie n ie  IV.

Wyrachować objętość soczewki dwuwypuklej, znając je j  gru
bość CG' =  g i promienie OC — R, 0'C ==§ R' sfer tworzących.

Ta soczewka, jako pokazuje figura, 
jest różnicą między summą dwóch 
wycinków sferycznych i objętością 
utworzoną obrotem trójkąta A 00' 
około osi 0 0 '.  Zatem objętość so- 

B czewki jest

V =  . CD +  ~jt R'2. DC' — ~7t AD2 . 0 0 '.

Dla skrócenia uczyńmy 0 0 ' =  d, będzie d  =  R -f- R' — g. 
Uważając że kw adrat powierzchni trójkąta AOO' ma za miarę

*A D |.d*  =  i ( R + R '+ d) ( R + R  _  d) (R + r f - R ')  (R '+ rf—R), 

znajdujemy



zkad CD:
IV* -  (d— R)- ( ll '+ rf— R )(K + R '—rf) g ( 2 R '- ff)
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2a 2« Id

Tak samo DC' — g

W ięc, podstawiając te wartości, będzie 

V = g  {R2(2R'—¡7)-|-R'-(2R— —-(2R + 2R '—#)(2R—^)(2R'—¡7)} 

Wykonawszy wskazane mnożenia i uprościwszy, otrzymujemy

V = 3 ; R + S = ^ f » *  -  4 <11 +  R,) i  +  12RR,1-

Uwaga. — ¡Następujące zagadnienie

Z punktu  wziętego na powierzchni sfery promienia R, jako śrudka, 
opisać drugą sferę taką, żeby część zawarta między powierzchniami dwóch 
sfer miała objętość daną,
przywodzi się do powyższego. Jakoż, ta część spoina objętości dwóch sfer, 
zawarta między ich powierzchniami, jest oczywiście soczewką dwuwypuklą, 
której grubość g jest promieniem R' sfery szukanej. Zatem, nazywając k 
stosunek objętości soczewki do objętości danej sfery, mamy

l l  • R ^*  ~  i(R +  3)0 +  12R!7] =  5 ' kRi' 

albo 3 g'‘ — 81 \g3 +  16AR* =  0.

To równanie Uu stopnia ma dwa pierwiastki urojone, jako pokazuje pra
widło Df.sk ¡vrta ; i dwa dodatne, jeden mniejszy a drugi większy od 211. 
Więc zagadnienie ma zawsze jedno rozwiązanie, byle tylko k  <  1.

Z a g a d n ien ie  V.

Przeciąć trójkąt ABC 1'ównoległą DE do podstawy AB tak, zeby 
abjetości utworzone obrotem trójkąta ODE i trapezu ABED około tej 
podstaivy były równowarte.

Nazwijmy h i x  wysokości CF i CG trójkątów ABC i CDE.
Uli



Wiadomo że objętość utworzona przez trójkgt, który się obraca 
około osi leżycej na jego płasczyznie, ma 
za miarę wieloczyn z powierzchni tego 
trójkąta przez okręg nakreślony jego 
środkiem ciężkości (18). Na mocy tego 
twierdzenia mamy :
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Obj. (ABC)=<r. A B C x2rr-, 06/. (CDE)=*r. CDEX2
3 \ 3

W ięc, wedle wysłowienia zagadnienia, powinno być

trój. ABC X h
trój. CDEx(3/«—2x)

= 2 .

Owoż, trójkąty podobne ABC, CDE majy się jako kwadraty 
z  wysokości h, x ; zatem

h3
2, albo £ix3 — 6 hx‘l +  h? =  0.

x 2(3 h — 2x)

h
Nie trudno widzieć że zadość czyni temu równaniu

3° stopnia. To pokazuje że szukana równoległa DE do podstawy AB 
przechodzi przez środek wysokości CF.

Uwaga. — Dwa inne pierwiastki powyższego równania, c c =  -  ( l  ±  ^ 3 ) )

jeden dodatny większy od wysokości h, drugi odjemny nie mog? zadość 
czynić zagadnieniu.

Z a g a d n ie n ie  Y I.

Półośmiokąt foremny, którego bok jest a, obraca się około śre
dnicy kuła wpisanego. Juka jest objętość V figury utworzonej ?

Ta figura obrotowa składa się z figury utworzonej obrotem
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wycinka foremnego OABCDO i z dwóch stożków równych
utworzonych obrotem trójkątów AON 
i DOP, około średnicy NP jako osi;

więc

V =  -,rUN2. NP 4- -  .A N 2 .ON = 4 ‘ «ON3 +  L a B2 . ON.
3 3 3 6

Owoż, w ośmiokącie foremnym stosunek apotemy ON do 
boku AB =  a jest (IV, zag. VI).

O N =  / ^ 4 V ^  =  i ( 1 +  Y/5) ;  
a / -  i  2

2 V' 2 —  V  2

więc

V =  |  {i+V 2 )* +  f  ( l+ y /2 )  =  ^  (15+11 v  i) .

t  Z a g a d n ie n ie  VII.

Wpisać w dom  sfero stożek największy możebny.

Niech będzie DA =  x  promień podstawy 
steżka wpisanego ABC, i strzała DE =  y. 
Mamy x -  —  y  (211 — y).

Zatem, objętość stożka ABC jest

V =  l ^ ( 2 R _ y j 2 .

Owoż, wiadomo z Algebry że wieloczyn 
potęg, mających summę pierwiastków stałą, 

jest największy możebny gdy te pierwiastki są proporcyonalne 
do wykładników; więc powyższy wieloczyn, w którym summa 
pierwiastków, y  -{- (2R — y) =  211, jest stała, będzie największy 
możebny jeśli uczynimy
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Te wartości podstawione daję objętość maximum stożka wpi- 
32

sanego, V =  —  irRJ.

Kończąc, uważajmy że V : Obj. sf. : : 23 : 33.

U w a g a . — Takim samym sposobem rozwiązuje się zagadnienie 
Wpisać u> sferę walec największy możebny.

Opisać na danej sferze stożek prosty któregoby cała powierzchnia 
równała się powierzchni danego kota.

Owoż. nazywając R promień sfery, k promień koła danego, 
x  promień GB podstawy stożka, y  jego wysokość SC, mamy

BS =  V  x-  -f- ?/2 ; więc, wedle warunków zagadnienia, powinno 
być

Z a g a d nienie  VIII.

Jeśli przez oś stożka poprowadzimy 
płasczyznę, przecięciem będzie trój
kąt równoramienny SAB i wielkie 
koło OD w niego wpisane. Przeto po
wierzchnia sfery i szukana powierz
chnia stożka są figurami obrotowemi

B około osi SC.

n x V  x 2 +  y- +  itx l =  nk2

albo x  (a; +  V  x 2 +  y2) =  k2 (1).

Ale dwa trójkąty podobne BSC, DSO dają
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Ztyd
II y —R V  y ( y - 2RJ
x  V  z-Ą -y1 _  ____Ł x-\- V

1!

a następnie
x(x-\- V  x y- + y l) _____ yy

Ry y  —y -  2R-

Rugujye tym sposobem x ,  będzie, na mocy równania (1),

Ostatnie wyrażenie pokazuje że summa dwóch czynników nie- 
¿2

wiadomych jest - ,  a ich wieloczyn równa się 2A2. W ięc, aby

otrzymać wysokość y  stożka, trzeba wystawić prostokąt równo

warty kwadratowi (/cV 2)2 i w którymby dwa boki przyległe

U w aga. — Możebność zagadnienia wymaga żeby było k'1 8 II-.

minimum S-U-, i widocznie dwa razy większa od powierzchni sfery.

Opisać na sferze najmniejszy stożek mozebny.

Między stożkami nierównoramiennemi opisanemi na sferze 
niema oczywiście żadnego minimum. Uważajmy tedy stożek 
opisany równoramienny (fig. powyższa), i oznaczmy przez x  pro
mień jego*podstawy, przez y  jego wysokość ; będzie

k-
czyniły summę —; co już wiadome.

a-2 / —
Gdy k - =  8R2, będzie y  —  —  = ¿ 1 1 , i £c =  H y 2 ;

wtedy, jako wiadomo z Algebry, powierzchnia caia stożka, —-----—  , jest

X =  l i \ /  2;

Z agadnienie  IX.



Wyraźmy teraz że nasz stożek jest opisany na sferze promie
nia R ; to daje proporcyę

B G_SC_
DO — SD’

która, z przyczyny SD~ =  y { y -— 2R), staje się 

x  y
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R V  y [y —  2R) 

1
Zatem V = - „ R 2 .  J

3 y  — 2R'

Żeby znaleźć wartość dla y  któraby czyniła minimum ilość
y2 , lzmienny — - , uważajmy że tę ilość można pisać2 R 3 ------- i  2R-

y  l
i

albo - — — -— r. W ięc dość jest, dla minimum obję-
1 2R/ 2RY

2R ' y  \ T l
, . . „  , 2R/ 2R\
tosci V, uczynićmaximum wieloczyn — I I -----— J; to wymaga,

jako już wiemy, żeby było

2R 2R
—  =  1 -------- , zkąd y =  4R.
y V J

W ięc stożek prosty opisany na sferze ma objętość najmniejszą 
możebną. gdy jego wysokość jest dwa razy większa od średnicy

g
sfery. W tedy objętość tego stożka minimum, równa -«R 3,

3
jest dwa razy większa od objętości sfery.

Z a g a d n ien ie  X.

Mając dany bok a stoika obrotowego i promień R jego podstawy, 
znaleźć kąt wycinka będącego rozwinięciem powierzchni stoikoipej na 
płasczyznie.

Łuk wycinka kołowego, będąc 'rozwinięciem okręgu podstawy
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stożka, ma długość 2wR, i promień a; więc, nazywając# kąt tego 
wycinka, będzie

2ttR .
x  =  —  , (IV, 23 wn. . 

a

Za g a d n ie n ie  XI.

Z  koła promienia R wyjęto wycinek i utworzono z niego stożek 
obrotowy. Ile stopni powinien mieć łuk tego wycinka żeby objętość 
stoika btjła największa mozebna ?

Bokiem szukanego stożka jest R. A jeśli, biorąc za jedność ką
tową kąt mający łuk równy swemu promieniowi, oznaczymy 
przez x  kąt wycinka kołowego, wtedy, nie trudno widzieć, pro-

mień podstawy stożka wyrazi się przez — , jego wysokość 

przez —  V  Uk- — x 2. Zatem objętość stożka będzie

Dla maximum tej objętości trzeba żeby było

nrp- 2 \  / —
— = 4 j r -  — x2 ; ztąd x  =  - , r V 6 .
2 w

W ięc liczba stopni łuku która rozwiązuje zagadnienie jest 

1 8 0" x
120° V  6 == 29S°56'19"

na mniej niż jedną sekundę.
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Zagadnienie XII.

W  stożek obrotowy A wpisano jedna sferę O j potem, w przes
trzeń zawartą między tą sferą i powierzchnią stożkową, wpisano 
drugą sferę 0 ' styczną do pierwszej; i tak następnie. Jaku jest 
granica icszystkich objętości sfer wpisanych?

Środki tych sfer leży oczywiście na osi 
stożka; jeśli więc przez tę oś poprowadzimy 
płasczyznę, przecięcia sfer będy okręgami kół 
wielkich, stycznemi między soby i do boków 
trójkyta równoramiennego AI3D. Poprowadź
my promienie zetknięć O E =R , 0 'E ’ =  11'..., 
summa objętości sfer wpisanych będzie

y  =  i  w (R3 4 - R'3 _j_ R//3 +

Aby wyrazić tę objętość w funkcyi boków trójkyta tworzy- 
cego ABC, uczyńmy, dla skrócenia, BC — a, AG =  b, AB =  c.

OE AO R
Ma" ’y S C = A B ’ alb°  i

zatem R

b —  R
a +  c’

ab
a + ć *

Uważajmy teraz że promienie sferO , O' wpisanych w stożki 
podobne ABD, AB'D' sy proporcyonalne do wysokości AG, AC'; 
albowiem,

IV
R

AO'
AO

Aty
AC

b — 2R

Jeśli więc nazwiemy k stosunek podobieństwa dwóch trój - 
kytów AB'C', ABC, ostatnia proporcya da, podstawiajyc wartość 
dla R,



O woź, boki trójkąta AB'C' są ka, kb, kc; zatem mamy.tak samo
dla promieni li" i IV sfer wpisanych w stożki podobne AB"C"
i AB'C', równości

R" kc — k a ___ c — a _
IV ~  kc —  ka c +  a

ZADANIA. G8t>

Ztąd wynika IV' =  k\V — ¿-R ; a następnie IV'' — A*3R, etc. 

Więc objętość wszystkich sfer wpisanych wyraża się przez

V =  ~  TClt3 (1 +  A3 +  k« +  +  ... .

Wyrazy nawiasu tworzą postępnię geometryczną malejącą do 
nieskończoności, w której stosunkiem liczba k3, a granicą summy

1 . . . , ■ 
jest --------—. W ięc, podstawiając za R i k ich wartości,

znajdujemy

A nakoniec, z przyczyny c- == cfi +  b'1, otrzymujemy 

/i a263

ZA D A N IA .

963. — Jak się wyrazi objętość piramidy, gdyby wzięto sferę za jedność 
objętości, kolo wielkie ¿¿ jedność powierzchni i jego promień za jedność linij ?

934. — Wyrachować promień wewnętrzny rurki szklannej walcowej, 
wiedząc że la rurka próżna waży 90 grammów, a zaś 200 grammów gdy 
wprowadzono do niej kolumnę merkuryuszu wysokości 9 centymetrów. 
(Gęstość merkuryuszu jest 13,568.)
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965. — Aby wyciągnąć wo lę ze studni, użyto pompy której rura ma 
średnicę wewnętrzną d, a jej tłok przebiega drogę h. średnica studni jest D, 
a il głębokość wody. Po ilu razach poruszeń tłoku studnia będzie próżna?

966. — Jeśli w półkole wpisano pólwielokąt foremny parzystej liczby 
boków, i opisano na niem pólwielokąt podobny, powierzchnia sfery utwo
rzona obrotem półkola około jego średnicy jest średnią proporcyonalną mię
dzy powierzchniami utworzonemi przez dwa półwielokąty.

9G7. — Stożek obrotowy jest wpisany w walec obrotowy. Przeciąć całą 
figurę plasczyzną równoległą do podstawy tak, żeby powierzchnie pnia 
stożka i walca tej samej wysokości były równowarte.

968. — Wpisać w sferę stożek prosty któregoby powierzchnia wypukła 
była równowarta powierzchni krymki sferycznej mającej ze stożkiem spólną 
podstawę.

9(i9. — Wpisać w sferę walec prosty któregoby summa dwóch podstaw 
bjlu równowarta jego powierzchni wypukłej.

970. — Stożek równoboczny jest wpisany w slerę; wyznaczyć między 
jakiem! granicami może się zmieniać różnica przecięć tych dwóch figur 
przez plasczyznę równoległą do podstawy stożka.

971. — Powierzchnia obrotowa, utworzona przez 
linię płaską ACFI symetryczną względem prostej 
AF, około osi \Y  równoległej do AF, ma za miarę 
wieloczyn z długości linii tworzącej przez okrąg 
nakreślony środkiem ciężkości który leży na osi 
symetryi AF.

972. — Objętość utworzona przez powierzchnię płaską AGFI, syme- 
try zną względem prostej \F , nia za miarę wieloczyn zpowierzchni tworzącej 
przez okrąg nakreś ony środkiem ciężkości któiy leży na osi symetryi AF.

Te dwa twierdzenia są szczególnym przypadkiem sławnego twierdzenia 
G u l d i .\a które już było znane Starożytnym.

973. — Środki ścian wielościanu foremnego są wierzchołkami innego 
wielościanu foremnego, sprzężonego z pierwszym.

Wierzchołki wielościanu foremnego są środkami ściau innego wielościanu 
foremnego, sprzężonego z pierwszym.

974. — Środki krawędzi czworościanu foremnego są wierzchołkami 
ośmiościanu foremnego.

975. — W każdy sześcian można wpisać czworościan foremny, którego
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wierzchołki i krawędzie należą do wierzchołków sześcianu i do przekątnych 
jego ścian.

976. — W każdy dwunastościan foremny można wpisać sześcian którego 
wierzchołki i krawędzie należą do wierzchołków tego dwunastościanu i do 
przekątnych jego ścian.

U w a g a . — Można tym sposobem wpisać 5 sześcianów w dwunastościan 
foremny.

977. — Na danej sferze wykreślić cztery kola równe i styczne między 
sobą.

Biorąc te koła za podstawy czterech stożków równych i stycznych do 
sfery, wyrachować objętość całej figury.

978. — Wyrachować objętość utworzoną obrotem pięciokąta foremnego 
około jednego z boków.

979. — Litr do mierzenia rzeczy sypkich jest walcem obrotowym którego 
wysokość równa się średnicy podstawy, a objętość zawiera 1 decymetr sześ
cienny. Jakie są rozmiary tego naczynia?

980. — Poprowadzić równoleglę do podstawy trójkąta tak, żeby obję
tości utworzone przez dwie części trójkąta obracającego się około tej równo
ległej byty równowarte.

981. — Przeciąć trójkąt ABC sieczną AD tak, żeby objętości utworzone 
obrotem dwóch części ADD i ADC, około osi XY danej na icli plasczyznie, 
były równowarte.

982. — W stosie trójkątnym kul poprowadzono plasczyzny styczne które 
zamykają ten stos w czworościan fr.rginny. Wyrachować stosunek między 
częścią pełną i częścią p różną  tego czworościanu.

983. - Gdy półokrąg. podzielony na 3 równe części, obraca się około 
swej średnicy, wtedy : 1° Strefa utworzona przez luk środkowy równa się 
summie stref skrajnych. 2° Wycinek sferyczny mający strefę środkową za 
podstawę równa się summie dwóch innych. 3“ Odcinek sferyczny środkowy

jest —  iunimy objętości dwóch krymek przyległych.
5

9 8 /|.— Jaka jest krymka sferyczna zawierająca objętość maximum pod 
tą samą pow erzchnią? I na odwiót, jaka jest krymka sferyczna mająca 
powierzchnię minimum z tą samą objętością?

985. — W trójkącie sferycznym kąt A = 6 0 ”9,50", ii ==75®fl0'20", 
G == 50°30';s0" : promień sfery 0lo05. Znaleźć powierzchnię S na mniej niż



1 milliin. kwad. Weilu. (Działając za pomocą logarytmów powinno -sio. 
otrzymać S — 0,0003'i95...)

986. — Dwa trójkąty sferyczne są równowarte gdy ich trójkąty biegu
nowe mają ten sam obwód i nawzajem.

987. — Jeśli weźmiemy kąt prosty za jedność kątów i trójkąt trójprosto- 
kątny za jedność powierzchni, pow ierzchn ia  w ielokąta sferycznego w yp u 
kłego wyrazi się przez liczbę U m n ie j obwód w ielokąta  biegunowego.

988. — Ze wszystkich trójkątów sferycznych mających dwa boki dane, 
trójkąt powierzchni maximum jest ten w którym kąt zawarty między temi 
bokami jest równy summie dwóch innych kątów.

989. — Ze wszystkich trójkątów sferycznych równoobwodowych i równej 
podstawy, trójkąt równoramienny jest maximum.

990. — Podzielić trójkąt sferyczny na dwie części będące w stosunku 
danym.; prowadząc luk kola wielkiego przez jeden wierzchołek.

991. — Wyrachować kąty trójkąta sferycznego, wiedząc źe są propor- 
cyonalnedo liczb 1, 2, 3, iże  powierzchnia tego lj'ójkąta jest ćwiercią trój
kąta trójprostokątnego.

992. — Wykreślić ukośnik sferyczny równowarty danemu trójkątowi 
sferycznemu.

993. — Wykreślić trójkąt sferyczny znając jego powierzchnię, wielkość 
i położenie jednego kąta, i punkt przez który ma przechodzić bok prze
ciwległy.

996. — Zamienić wielokąt sferyczny na trójkąt sferyczny równowarty.

995. — Znaleźć promień K sfery złotej wartającej 1001*; wiedząc źe cię
żar gatunkowy złota jest 19,258, a 1 gram złota kosztuje 5*1,166.

Odp. R =  6,21 miliimetrów.

996. — Wpisać w daną sferę graniaston trójkątny foremny mający obję
tość największą możebną.

997. — W dany stożek kołowy prosty wpisać walec danej powierzchni. 
Maximum tej powierzchni.

998. — W daną sferę wpisać stożek prosty mający powierzchnię wypukłą 
maximum.

9S9. — Znając trzy objętości, utworzone obrotem trójkąta około każdego 
ze trzech boków, wyrachować te boki.

(>88 KSIĘGA DZIEWIĄTA.
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1000. — Około którego ze trzech boków trzeba obrócić trójkąt żeby utwo
rzy! objętość największą możebną ?

1001. — Przypuszczając że ziemia jest sferą, wyrachować jej powierz
chnię, objętość i ciężar, wiedząc że promień ziemi ma 1232 mil, a jej 
gęstość jest ¿ i,5  jako okazał C a v e n d i s h .

1002. — Przypuszczając że sionce i księżyc są sferami, i wiedząc że 
słońce jest 65 milionów razy większe od księżyca; w jakim stosunku są 
odległości środków tych dwóch ciał od środka ziemi ? gdy je widzimy z po
wierzchni ziemi pod tym samym kątem, to jest, gdy ich średnice pozorne są 
równe.

1003. — Promienie ziemi, księżyca i słońca są proporcjonalne do liczb
2 7

i ,  —  , 110. Wyrachować powierzchnię i objętość księżyca i słońca w sto

sunku do powierzchni i objętości ziemi.

•1006. — Przeciąć sferę plasczyzną taką, żeby powierzchnia przecięcia 
była równowarta różnicy dwóch krymek sferycznych na które ta płasczyzna 
rozdziela sferę.

1005. — Przeciąć sferę plasczyzną taką, żeby powierzchnia wielkiego kola 
była średnią proporcjonalną między dwiema krymkami wyznaczonemi przez 
tę plasczyznę.

1006. — Przeciąć sferę plasczyzną taką, żeby powierzchnia przecięcia 
była równa różnicy dwóch stref które la płasczyzna wyznacza.

1007. — Przeciąć sferę dwiema płasczyznami równo odilalonemi od 
środka sfery, tak żeby summa powierzchni dwóch przecięć była równa słrefie 
zawartej między tein i płasczyznami.

1008. — Przeciąć sferę plasczyzną taką, żeby podzieliła na dwie równe 
części wycinek sferyczny, mający za podstawę mniejszą z dwóch krymek 
sferycznych kióre ta płasczyzna wyznacza.

1009. -  W daną sferę wpisać walec któregoby powierzchnia cala była 
największa możebna.

1010. — Wdaną sferę wpisać stożek prosty któregoby powierzchnia cała 
była największa możebna.

1011. — Wpisać w sferę stożek któregoby powierzchnia boczna była 
równowarta powierzchni krymki sferycznej przyległej.

1012. — Wyznaczyć kąt południków Paryża i Londynu, wiedząc że wrze- 
cienie ziemskie które tworzą zawiera 3367 miryametrów kwadratowych.
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1013. — Podzielić sferę na dwa odcinki w stosunku m  : n, przez plas- 
czyznę prostopadło do danej średnicy.

1016. — Wpisać w sferę stożek równowarty odcinkowi sferycznemu 
przyległemu.

1015. — Wpisać w pólsferze walec największy możebny.

101G.— Wpisać w pólsferze walec taki, żeby krymka sferyczna stojąca 
na podstawie wyższej była jego trzeci? części?.

1017. — Jakie powinno być położenie trójkąta ABC, żeby, mając wierz
chołek A na osi leżącej na jego plasczyznie, utworzył swoim obrotem około 
tej osi objętość największą możebną ?

1018. — Na danej sferze opisać stożek klóregoby powierzchnia cała 
równała się danemu kołu r.a2.

1019.— Jakie położenie powinien mieć kwadrat żeby, obrotem swoim 
około osi która przechodzi przez jeden z jego wierzchołków i leży na jego 
płasczyznie, utworzył objętość największą możebną ?

1020. — Znaleźć na kierunku średnicy półkola AB, punkt )’ taki żeby, 
poprowadziwszy stycznę BM, objętość utworzona obrotem całej figury około 
tej średnicy miała wielkość daną - a 3.

■1021. — To samo, żeby objętość utworzona obrotem figury AMP albo 
BMP, równała się ćwierci objętości sfery.

To samo, żeby powierzchnie utworzone przez luk AM i przez stycznę PM 
były w stosunku danym.

1022. — Są dane dwa koła O, O'; znaleźć na linii środków OAA'O', punkt 
P taki żeby, poprowadziwszy s'yczne PC i PC' do tych kół, i obracając 
całą figurę około linii środków jako osi, summa dwóch stref utworzonych 
przez inki AC i A;C' była największa możebną.

•1023. Podzielić strefę w stosunku średnim i skrajnym plasczyzną równo
ległą do jej podstaw.

102h. — Podzielić sferę w stosunku średnim ¡skrajnym sferą spółśrodkową.

1025. — Znaleźć maximum objętości walca obrotowego którego powierz
chnia cala jest dana.

102G. — Znaleźć maximum objętości, stożka obrotowego którego po
wierzchnia cała jest dana.

1027. — Znaleźć objętość utworzoną, obrotem połowy dziesięciokąta fore
mnego około jednej z jego średnic.

1028. — Przeciąć sferę plasczyzną tak, żeby powierzchnia stożka opisa
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nego wedle okręgu przecięcia, więcej m  razy powierzchnia krymki sfery
cznej zawartej w ty in stożku, równała się danej powierzchni kola.

1029. — Podzielić powierzchnię sf ry w stosunku średnim i skrajnym, 
płasczyzną prostopadłą do danej średnicy.

'1030. — Wyrachować promienie podstaw pnia stożka prostego wpisanego 
w daną sferę, znając objętość i wysokość tego pnia.

1031. —  Wyrachować powierzchnię wypukło, powierzchnię cala i obję
tość stożka równobocznego w funkcyi jego boku. Na jak? wartość tego boku 
powierzchnia rala stożka równa się metrowi kwadratowemu a jego objętość 
metrowi sześciennemu?

1032. — Podzielić powierzchnię boczną stożka obrotowego na n części 
równych.

1033. — W dany stożek wpisać walec danej objętości.
Na danym walcu opisać stożek danej objętości.
Dyskutować możebność tych dwóch zagadnień.

1034. — Jaka jest objętość maximum stożka obrotowego którego bok 
jest dany ?

1035. — W ciecz, której ciężar gatunkowy jest d, zanurzono pień stożka 
obrotowego mającego gęstość promienie podstaw pnia są R i r, a wyso
kość li. Wyrachować wysokość części zanurzonej i promień przecięcia 
wyznaczonego przez powierzchnię poziomu cieczy.

103'i. — Wyrachować promienie podstaw stożka oblotowego, znając 
wysokość, bok i powierzchnię albo objęiość tego stożka.

1037. — Jaki jest stosunek objętości utworzonych przez równoleglobok 
obracający się kolejno około dwóch boków przyległych ?

1038. — Znaleźć promień sfery opisanej na piramidzie trójkątnej której 
jeden z kątów trójściennych je*t irójprostokątny.

1039. — Wyrachować promienie podstaw pnia stożka obrotowego którego 
wiadome są : wysokość, bok i powierzchnia albo objętość.

10/i0. — Strefa, którą dwie dane sfery spólśrodkowe przejmują na sferze 
zmiennej przechodzącej przez icłi środek, jest stała.

1041. — Wyznaczyć na danej sferze krymkę sferyczną, klórejby powierz
chnia była podwójną powierzchni utworzonej przez cięciwę Juku rodzącego 
tej krymki.

1042.—Znając długość osi kotła walcowego zakończonego półsferzami, wy
znaczyć rozmiary części walcowej tak, żeby objętość kotła była równa danej.
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1063. — Jeśli z każdego wierzchołka równoleglościanu jako środka, 
opisano sfery równe, te wszystkie sfery wzięte razem przejmują część obję
tości, równoległością«u równą jednej z nich.

1066. — Objętość sześcianu jest równa sześć razy wziętej objętości ośmio- 
ścianu foremnego, który ma wierzchołki we środkach ścian sześcianu.

1065. — Mając dane dwa trójkąty i punkt na ich płasczyznie, popro
wadzić przez ten punkt taką piostę żeby objętości utworzone przez dwa 
trójkąty, obracające się około tej prostej, były w stosunku danym.

1066. — Znaleźć krawędź czworościanu foremnego, wiedząc że gdy 
objętość zwiększa się ilością v , krawędź zwiększa się ilością Ic.

1067. — Objętość utworzona obrotem sześciokąta foremnego około boku 
jest równowarta sferze której średnica jest poirójną tego boku.

1068. — Znaleźć wysokość strefy równowartej swym równym podstawom.

1069. — Znaleźć promień sfery, wiedząc że jej objętość V powiększa się 
ilością v gdy promień II powiększa się ilością r.

•1050. — Na sferze owloką podstaw trójkątów sferycznych, mających kąt 
spólny i len sam obwód, jest koło.

1
1051. — Jeśli powierzchnia małego kola jest — powierzchni sfery na

której leży, wtedy, średnica, boki kwadratu i trójkąta równobocznego wpi
sane w to kolo są krawędziami trzech wielościanów foremnych : czworo
ścianu, sześcianu i ośmiościanu, wpisanych w tę sferę.

1
1052. — Jeśli powierzchnia małego kola jest -  powierzchni sfery na

której leży, wtedy boki dwóch pięciokątów foremnych wpisanych w to koło 
są krawędziami : i°  dwóch dwudziestościanów foremnych, wypukłego i 
gwiaździstego; 2° dwóch dwudziestościanów foremnych gwiaździstych 
z kątami pięciościeunemi.

1053. — W każdym z dwóch dwudziestożcianów foremnych krawędzie 
przecinają się, po trzy, w dwudziestu punktach, które są wierzchołkami 
dwóch dwunastościanów foremnych z kątami trójściennemi, wypukłego 
i gwiaździstego.

1056. — Wiedząc że ciężar jednego decymetra sześciennego żelaza lanego 
jest 7Ł,2 wyrachować, z największem przybliżeniem możebnem, średnicę 
kuli ważącej 12 kilogr.
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O POW IERZCHNIACH K RZYW YCH  W  OGÓLNOŚCI.

Widzieliśmy na poczytku księgi VIII że płasczyzna, powierzchnie 
walcowa i stożkowa, powierzchnie obrotowe sy miejscem poło
żeń linij prostych albo krzywych, zwanych liniami rodzacemi, 
które się posuwajy w przestrzeni opierając się na innych liniach, 
mianowanych kierownicami.

Zogólniajyc to wyobrażenie, łatwo pojmujemy że

Wszelka powierzchnia jest miejscem geometrycznem położeń linii 
rodzącej, która się porusza w przestrzeni, sposobem ciągłym , zmie
niając nawet kształt je ś li trzeba, wedle ustawy wyznaczonej.

Do tego cośmy już powiedzieli o powierzchniach obrotowych, 
dodajemy tylko że te powierzchnie biory nazwisko od krzywych 
południkowych które sy ich liniami rodzycemi.

I tak, powierzchnia utworzona obrotem ellipsy około jednej 
z dwóch osi nazywa się e l u pso id ą  obrotow ą .

Ellipsoida obrotowa jest przydluiona albo sjdasczona według 
jak ellipsa rodzyca obraca się około wielkiej osi albo około małej.

Powierzchnia ziemi ma kształt ellipsoidy obrotowej trochę 
spłasczonej przy biegunach.

Nazywają. także ziemię i inne planety sferoidami.

Powierzchnia utworzona obrotem hiperboli około osi ognisko
wej nazywa się hiperbolo  idą obrotow ą  o dwóch płachtach.

Powierzchnia utworzona obrotem hiperboli około osi urojonej 
(niepoprzecznej) nazywa się hijperboloidą obrotow ą  o jednej 
płachcie.

l\ 5
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Powierzchnia utworzona obrotem paraboli około osi nazywa
s i ę  PAKABOLOIDĄ OBROTOWĄ.

Powierzchnie mające linię prosty za linię rodzycy, nazwano
PKOSTORODNEMI.

Trzy linie jakiekolwiek A, B, C, wzięte za kiei'oivnice wyznaczają 
powierzchnię prostorodnu.

Jakoż, niech będzie jakikolwiek 
punktM na linii A ; można zawsze 
wyobrazić dwa stożki majyce ten 
punkt za wierzchołek i linie B i G 
za kierownice.

Ogólnie mówiyc, te dwa stożki 
przecinajysię wedle jednej albo kilku krawędzi, jako MNP, które 
przechodzę przez spólny wierzchołek M, i opierajy się na kierowni
cach B i G. Owoż, gdy punkt M posuwa się po linii A, punkta N 
i P  posuwajy się po liniach B i G ; więc linia prosta MNP 
tworzy powierzchnię wyznaczony.

Z tego twierdzenia wynika że wszelka powierzchnia prostorodna 
może być uważana jako majyca za kierownice trzy pewne 
linie A, B, C; bo oczywiście można wziyć za kierownice trzy 
jakiekolwiek linie leżyce na tej powierzchni, które spotykajy 
wszystkie jej rodzyce prostolinijne.

Można zastypić kierownice prostolinijne albo krzywolinijne 
przez powierzchnie na których muszy leżeć linie rodzyce, albo 
przez płasczyzny do których linie rodzyce muszy zostawać równo
ległemu Tc płasczyzny biory wtedy nazwisko płasczyzn kiero
wniczych.

Powierzchnie prostorodne nazywajy się rozwijalnemi, jeśli się 
mogy rozpościerać na płasczyznie bez rozdarcia ani fałdów.

Wszystkie inne powierzchnie prostorodne nie rozwijalne na
zywajy sie ogólnie powierzchniami skośnemi.

Powierzchnie walcowa i stożkowa sy najprostszym przykładem
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powierzchni rozwijalnych. Jakoż, uważając powierzchnię wal
cowy jako granicę powierzchni bocznej graniastonu, którego 
krawędzie boczne po sobie idyce sy nieskończenie do siebie zbli
żone, otwórzmy jy wedle jednej z tych krawędzi; ponieważ dwie 
krawędzie sysiednie sy na tej samej płasczyznię, można, obra- 
cajyc około spólnej krawędzi, sprowadzić plasczyznę pierwszej 
ściany na plasczyznę drugiej; potem  plasczyznę dwóch pierwszych 
ścian na plasczyznę trzeciej; i tak dalej.

Podobne rozumowanie stosuje się do powierzchni stożkowej.

Powierzchnie rozwijalne sy rozmaite. Miejsce geometnjczne 
stycznych do danej krzywej skośnej (linia o dwóch krzywiznach) 
jest powierzchnią rozwijalną. Dowodzi się tego, uważajyc krzywę 
skośnyjako granicę wielokytaskośnego, w którym kierunki boków 
nieskończenie malejycych dyży do stycznych tej krzywej. Taka 
powierzchnia składa sięz dwóch różnych części, przedzielonych ty 
krzywy skośny której sławny M o n g e  dał imie krawędzi zwrotu (*).

Między powierzchniami skośnemi najznamienitsze sy :

Hiperboloida o jednej płachcie, majyca za kierownice trzy linie 
proste nie równoległe do jednej płasczyzny.

Powierzchnia utworzona obrotem linii prostej około osi nie 
leżycej na jej płasczyznię jest hiperboloidy o jednej płachcie.

Paraboloida hiperboliczna, albo płasczyzna spaczona, która ma za 
kierownice trzy linie proste równoległe do jednej płasczyzny, albo 
ogólniej, dwie linie proste za kierownice i płasczyznę kierowniczy.

Walec skośny, który ma dwie linie krzywe za kierownice i płas
czyznę kierowniczy.

Stożkowiec, majycy linię prosty i linię krzywy za kierownice i 
płasczyznę kierowniczy.

Stożkowiec jest prosty gdy kierownica prostolinijna jest prosto

(*) Można dowieśdź żc każda powierzchnia rozwijalna ma swoja krawędź 
zwrotu. Walec i stożek zdaj? się być wyjątkiem; ale ten wyjątek usunie się, jeśli 
będziemy uważali że w stożku krawędzią zwrotu jest punkt, wierzchołek stożka, 
a zaś w walcu krawędzią zwrotu jest linia prosta w nieskończoności.
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padła do płasczyzny kierow niczej; wtedy ta kierownica nazywa 
się osią stożkowca. Powierzchnia spodnia kręconych schodów 
jest takim stożkowcem który się nazywa helicoidą skośną.

Własności tych wszystkich powierzchni są przedmiotem g eo - 

m etry i a n a lity czn ej i  g eo m etry i o pisu ją cej, do których odsyłamy.

T w ie r d z e n ie  I.

Miejscem stycznych poprowadzonych przez jeden punkt powierz
chni, do różnych krzywych które na niej przez tenpunht przechodzą, 
jest płasczyzna.

Niech będzie dany punkt M na po
wierzchni której rodzącą w tym punk
cie jest linia LMR. Poprowadźmy przez 
punkt M dwie jakiekolwiek krzywe MA 
i MB na powierzchni, i niech będą MT, 
MS, MU styczne do tych trzech linij. 

Możemy uważać linie MA i MB jako kierownice danej powierz
chni utworzonej przez linię LR, która zmienia swoje położenie i 
nawet kształt, jeśli trzeba. Niech będzie L'R'położenie linii rodzą
cej dostatecznie zbliżone doLR, tak żeby przecinało linie MA i MB 
w punktach N i P. Poprowadźmy cięciwy MN, MP, NP. Te trzy 
proste są ciągle na jednej płasczyznie, jakkolwiek blizko linia 
L'R' dosięga do LR. Owoż, gdy L'R' schodzi się z LR, punkta 
N i P  jednoczą się w punkcie M, i sieczne MN, MP stają się 
stycznemi MS, MU; więc, jeśli sieczna NP staje się styczną MT do 
MR, co zawsze ma miejsce byle punkt M nie był punktem osobli
wym, wtedy trzy styczne MS, MT, MU leżą na jednej płasczyznie. 
Ale krzywa MA jest jakakolw iek; ztąd wynikaże wszystkie styczne 
w pnnkcie M do linij leżących na powierzchni są na jednej 
płasczyznie.

Płasczyzna, będąca miejscem stycznych do linij które na po
wierzchni przez dany punkt poprowadzić można, nazywa się 
piasczyzną styczną do pnirierzchni to tym punkcie.



Uavaga. — Powyższe twierdzenie, jakośmy zastrzegli, może 
nie być prawdziwe gdy dany punkt M jest osobliwy, jako na przy
kład wierzchołek stożka. W  tym punkcie, miejscem stycznych 
nie jest płasczyzna, ale sama powierzchnia stożkowa. Taokolicz-' 
ność zdarza się także przy biegunie powierzchni obrotowej, jeśli 
linia południkowa spotyka oś pod kytem nie prostym. Jednakże, 
gdy jest dana linia na stożku przechodząca przez jego wierzcho
łek, wtedy płasczyzna styczna do stożka w każdym punkcie tej 
linii jest wyznaczona; a więc także wyznaczona w punkcie który 
przypada w wierzchołku tego stożka.

W niosek I. — Aby otrzymać płasczyznę styczny do powierchni 
w danym punkcie, dość poprowadzić, przez ten punkt, styczne 
do dwóch jakichkolwiek linij nakreślonych na tej powierzchni. 
Jeśli powierzchnia jest prostorodna, ponieważ linia rodzyca, jako 
prosta, jest sama swojy styczny, trzeba tylko poszukać drugiej 
stycznej w danym punkcie aby mieć płasczyznę styczny.

II. — Gdy się dwie powierzchnie przecinajy, styczna do tego 
przecięcia w danym punkcie jest przecięciem płasczyzn stycznych 
w tym punkcie.

Zatem, jeśli chcemy mieć stycznę do przecięcia jakiejkolwiek 
powierzchni z płasczyzny w danym punkcie, prowadzimy do po
wierzchni w tym punkcie płasczyznę styczny, której przecięcie 
z dany płasczyzny wyznacza szukany stycznę.

Ok r eśl e n ie . — Normalny do powierzchni w punkcie M jest 
prostopadła do płasczyzny stycznej w tym punkcie.

Twierdzenie II.

Płasczyzna styczna MN do powierzchni rozwijalnej w danym

punkcie A. jest styczna wzdłuż całej linii rodzącej AB która prze- 
ehodzi przez ten punkt.

Przez punkt P linii rodzycej AB, która przechodzi przez dany
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punkt A, poprowadźmy jakakolwiek krzywę PD na powierzchni
jj;_____ ______________  i stycznę PQ do tej krzywej.

Ponieważ płasczyzna MN, styczna 
w punkcie Ado powierzchnią zawiera 
linię rodzycy AB, dość będzie okazać 
że styczna PQ leży na tej płasczyznie. 
Owoż, przez punkt A poprowadźmy 
na powierzchni dowolny krzywę AC 
której styczna AT będzie oczywiście 
na płasczyznie MN, i uważajmy poło
żenie A 'P' linii rodzycej nieskończe

nie blizkie położenia AP. Proste AP i A'P' leży na jednej płas
czyznie, bo powierzchnia jest rozwijalna; zatem sieczne AA' 
i PP1 sy na tej samej płasczyznie. A że, gdy prosta A'P' 
schodzi się z AP, sieczne AA' i PP' stajy się stycznemi AT i PQ, 
więc te styczne sy obie na płasczyznie MN która dlatego jest 
płasczyzny styczny wzdłuż całej krawędzi AB.

r

•'Łj
i

a — ■ ?
3

W n io s e k . — Płasczyzna styczna do walca albo do stożka w da
nym punkcie jest styczna wzdłuż krawędzi przechodzycej przez 
ten punkt.

Uw a g a . — Płasczyzna styczna do powierzchni skośnej w danym 
punkcie zawiera linię rodzycy która przez ten punkt przechodzi, 
ale nie jest styczna wzdłuż tej całej linii; bo w takiej powierzchni 
dwa położenia sysiednie linii rodzycej, jakkolwiek blizkie, nie sy 
nigdy na jednej płasczyznie.

T w ie r d z e n ie  III.

Płasczyzna styczna do powierzchni obrotowej jest prostopadła do 
płasczyzny południka przechodzącego przez punkt zetknięcia.

Jakoż, płasczyzna styczna do powierzchni obrotowej w pun
kcie M zawiera stycznę MS do południka AMB, i stycznę MT do



O POWIERZCHNIACH KRZYWYCH W  OGÓLNOŚCI. 6 9 9

równoleżnika OM. Owoż, płasczyzny południka i równoleżnika 
są do siebie prostopadłe, i styczna MT, 
prostopadła do promienia OM, jest 
prostopadła do płasczyzny południka 
AMB; w’ięc płasczyzna styczna do po
wierzchni obrotowej jest prostopadła 
do płasczyzny południka \y punkcie 
zetknięcia.

W n io sek . — Normalna MN do po
wierzchni obrotowej leży naplasczyznie 

południka punktu zetknięcia, i spotyka oś w punkcie N który 
jest spodkiem wszystkich normalnych odpowiedających pun
ktom zetknięcia na jednym  równoleżniku. Ztąd wynika że :

Normalne do powierzchni obrotowej, w punktach jednego równo
leżnika, tworzą stożek obrotowy mający wierzchołek w punkcie N 
osi powierzchni.

Styczne do południków w punktach jednego równoleżnika tiuorzą 
także stożek obrotowy mający wierzchołek iu punkcie S osi po
wierzchni.

Kąt NMS, który mierzy w punkcie M kąt płasczyzn stycznych 
do dwóch powyższych stożków, jest p rosty ; więc powierzchnie 
tycli stożków są prostokątne.

PRZECIĘCIA STOŻKOWE.

T w ie r d z e n ie  IV.

Przecięcie stożka kołowego prostego przez płasczyznę jest ellipsą 
albo hiperbolą albo parabolą.

Niech będzie AM linia krzywa wyznaczona na stożku obro
towym S przez płasczyznę sieczną jakąkolwiek.. Poprowadźmy 
przez oś SO płasczyznę SOA prostopadłą do płasczyzny linii krzy
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w ej AM;, ta płasczyzna południkowa przetnie płasczyznę sieczną

wedle prostej AP, a zaś stożek wedle dwóch linij rodzących SN 
i SN', których kąt NSN' nazywa się kątem stożka. Po czem, wpisz
my w stożek sferę styczną do płasczyzny siecznej; albo, co to samo, 
na płasczyznie południkowej NSN' wpiszmy w kąt stożka okrąg BCF 
styczny wewnętrznie do prostej AP, i obróćmy całkiem tę płas
czyznę około osi SO. W tym obrocie, krawędź SN utworzy daną 
powierzchnię stożkową, a zaś okrąg BCF utworzy sferę, która 
będzie styczna do tej powierzchni wedle równoleżnika BKC 
i styczna do płasczyzny siecznej w punkcie F.

Uważajmy teraz jakikolwiek punkt M przecięcia AM, i popro
wadźmy przez M płasczyznę DME równoległą do podstawy NLN' 
stożka; tapłasczyzna przetnie płasczyznę sieczną wedle prostej MP 
prostopadłej do AP. Po czeul, przedłużmy prosię AP i średnicę 
BC równoleżnika aż do spoUania G, i na płasczyznie siecznej wy
prowadźmy prostopadłę GH do A P ; nakoniec, połączmy MF, 
i spuśćmy prostopadłę MH na GH. Chodzi teraz o to aby znaleźć

wartość stosunku —- .
MH

Owoż, jeśli poprowadzimy linię rodzącą SM która spotka w K 
równoleżnik BC, będzie MF =  MK =  DB; a zaś MH =  PG.

i

MF
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MF DB
Zatem —— =  ——.

MH PG

Ale dwa trójkąty podobne ABG, ADP dają

AB AD AB +  AD DB
AG _  AP ~~ AG +  AP ~  PG'

MF AB
W 'SC MH =  AG'

Ostatnie równanie pokazuje że, na płasczyznie siecznej AMP, 
odległości MF i MH jakiegokolwiek punktu M krzywej AM od 
punktu stałego F i od prostej stałej GH są w stosunku stałym;
więc przecięcie stożkowe AM jest ellipsą albo hiperbolą albo
parabolą (IV, 35), mającą punkt F za ognisko i prostę GH za 
kierownicę.

* ab
Jeśli <  1, w trójkącie ABG kąt G jest mniejszy od kąta ABG 

AG
i temsamem mniejszy od spełnienia kąta BCE; wtedy proste AP 
i SE przecinają się na płachcie SNLN1 stożka, to jest, płasczyzna 
sieczna AMP spotyka wszystkie położenia linii rodzącej SM. 
Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe AM jest linią zam
kniętą która się nazywa ellipsą.

ABJeśli —r >  •), kąt AGB jest większy od kąta ABG i temsamem 
AG

większy od spełnienia kąta BCE; wtedy prosta AP spotyka prze
dłużenie krawędzi SE, to jest, płasczyzna sieczna AMP przecina 
obie płachty stożka. Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe 
składa się z dwóch części oddzielnych i nieskończenie rozległych 
które stanowią hiperbolę.

AB
Jeśli —  =  1, kąt AGB, równy kątowi ABG, jest spełnieniem

kąta BCE ; wtedy proste AP i SE są równoległe. To pokazuje że 
płasczyzna sieczna AMP spotyka wszystkie linie rodzące stożka 
prócz jednej SE. Więc w tym przypadku przecięcie stożkowe AM
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jest limy krzywy otwarty, rozciygajycy się nieskończenie na dwie 
strony, która się nazywa parabola.

Uw a g a . — Jeśli płasczyzna sieczna AM przestaje być styczny 
do sfery wpisanej w stożek i przecina jy wedle pewnego koła, 
wtedy odległość MP, zawsze równa odległości MK, jest styczna 
do tego koła. Powtarzając powyższe rozumowanie, łatwo znajdu
jemy następujyce twierdzenie :

Miejscem punktów, z których poprowadzone styczne do kola sta
łego zostają z odległościami tych punktów od prostej stałej w sto
sunku stałym, jest linia stożkowa.

Umieścić daną ellipsę, albo hiperbolę, albo parabole, na danym 
stożku obrotowym.

Przypuśćmy zagadnienie rozwiyzane, i niech będzie : 

g l °  Ellipsa'AMA' umieszczona na stożku obrotowym majycyni

ky tS = 2 j3 . Sama figura jasno pokazuje że na płasczyznie ellipsy, 
ślad AA' płasczyzny południkowej prostopadłej jest wielką osią 
tej ellipsy; ogniskami sy punkta F i F' w których koła, wpisane O

Z a g a d n ie n ie .

s
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i zawpisane O', dotykają wielkiej osi, a kierownicami prostopadłe 
GH i GH' do tej osi.

Ztąd wynika że AF' =  AD; ale DL =  EA' =  A'F'.

Zatem AL =  FF ', i
MF
MH

AB _  AL 
AG — AA'

Więc w trójkącie AA'L wiadome są dwa boki AA', AL, i kątL  
jako dopełnienie połowy kąta S stożka. Tym sposobem zadane 
zagadnienie przywodzi się do zbudowania trójkąta którego znane 
są dwa boki i kąt przeciwległy jednemu z nich. A ponieważ dany 
kąt ALA' jest przeciwległy większemu z dwóch danych boków, 
trójkąt jest zawsze możebny i wyznaczony. Zbudowawszy ten 
trójkąt, wyprowadzi się ze środka boku LA', prostopadłę która 
przetnie prostę LA w punkcie S; tak że powierzchnia stożkowa, 
utworzona obrotem prostej SL około tej prostopadłej, będzie 
równa danej, i płasczyzna poprowadzona wedle AA', prostopadle 
do plasczyzny trójkąta AA'L, przetnie tę powierzchnię wedle 
danej ellipsy. Więc można zawsze umieścić daną ellipsę na danym 
stożku obrotowym.

2° Dana hiperbola jest umieszczona na danym stożku obroto
wym. Figura pokazuje że w trójkącie AA'L 
wiadome są : oś poprzeczna AA' =  2a, od
ległość ogniskowa FF' =  AL =  2c, i kąt 
L jako dopełnienie połowy kąta S =  2|3. 
A że ten kąt jest przeciwległy mniejszemu 
z dwóch boków, zagadnienie może mieć 
dwa rozwiązania albo tylko jedno, a nawet 
nie mieć żadnego. Możebność zagadnienia 
wymaga żeby bok AA' nie był mniejszy 
od prostopadłej spuszczonej z wierzchołka A 
na bok LA'. Za pomocą trygonometryi, 
wielkość tej prostopadłej wyraża się przez 
2c wst L =  2c dos (3; zatem trzeba żeby było

la  >  2c dos (3 albo -  >  dos p.



Owoż, odnosząc się do figury na stronicy 301, i oznaczając 

przez 20 kąt niernaltycznych, mamy dos 0 =  -  ; jeśli podsta

wimy tę wartość, będzie

dos0 >  dos(3; 

zkąd, uważając że kąty 0 i |3 są ostre, wynika

0 <  ¡3 albo 20 <  2(3.

W ięc, żeby na danym stożku obrotowym można umieścić daną 
hiperbolę, trzeba żeby kąt niernaltycznych, zawierający tę krzywę, 
nie przewyższał kąta stożka.

3" Niech będzie parabola AM umieszczona na danym stożku

70ĆI KSIĘGA DZIESIĄTA.

Mamy AB =  AG == A.F, i widzimy łatwo że promień O A koła 
stycznego O jest dwójsieczną kąta BAF. W ięc trójkąt prosto
kątny ABO, w którym wiadomy jest bok AB jako połowa para
metru danej paraboli, i kąt BAO jako dopełnienie połowy kąta S 
stożka, jest wyznaczony. Zbudowawszy go, wyprowadzi się 
prostopadłę OS do OA; powierzchnia stożkowa utworzona obro
tem prostej AS około OS będzie równa danej, i płasczyzna popro
wadzona prostopadle do płasczyzny trójkąta ABO, przez prostę 
AF która tworzy z prostą AO kąt równy kątowi BAO, przetnie tę 
powierzchnię wedle danej paraboli. Można więc zawsze umieścić 
daną parabolę na danym stożku obrotowym.
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P rzecięcie  w a l c o w e . — Jeśli wierzchołek stożka obrotowego 
oddala się w nieskończoność, wtedy stożek staje się walcem obro
towym. Więc przecięcie vialca prostego o podstawie kołowej jest 
ellipsą.

Mimo tego rozumowania które jest dostateczne, dobrze jest 
znać dowodzenie wprost. Niech będzie tedy przecięcie AM walca 

obrotowego przez płasczyznę jakąkolwiek. 
Aby okazać że ono jest ellipsą, nic łatwiej
szego jak powtórzyć dowodzenie dane dla 
stożka; ale wskażemy jeszcze inne. W  tym 
celu, poprowadźmy płasczyznę południko
wą BCED prostopadłą do płasczyzny siecz
nej AMA', która ją przetnie wedle A A '; po- 
czem, wpiszmy w walec dwie sfery O i O', 
styczne do jego powierzchni wedle rów no
leżników BKC, DIÍ'E, i styczne do płas- 
czyzny siecznej w punktach F, F'. Jeśli 
teraz, przez jakikolwiek punkt M krzywej 

AM, poprowadzimy promienie wodzące MF, MF', i krawędź KK' 
walca, będzie

MF +  MF' =  MK +  ME' == AA'.

Więc przecięcie AM walca obrotowego jest ellipsą która ma 
punkta F, F ' za ogniska, prostę AA' za oś wielką, i średnicę walca 
za oś małą.

Ztąd wynika że, na każdym walcu obrotowym, można zawsze 
umieścić daną ellipsę, byle tylko je j  oś mała była równa średnicy 
tego ivalca.

U w a g a .  — To co poprzedza jasno pokazuje że, R zu t prostokątny  
ellipsy, mającej osie AA; =  2<z i  DE =  26, na  p ła sc zy zn ie  rów noległej 
do m ałej osi i  czyniącej s  p ła sczyzn ą  tej ellipsy ką t A A'II ta k i ze 

HA' b
dos AA U =  =  -  , jest kołem średnicy  26.
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Wzajemnicy tego twierdzenia,

Rzut prostokątny koła na płasczyznie jest ellipsg, której roielka oś jest 
równa jego średnicy,

dowodzi się, nie można łatwiej, w geometryi analitycznej.

W  stożku pochyłym o podstawie kołowej przecięcie przeciwrówno- 
ległe do podstawy jest kołem.

Niech będzie stożek pochyły SAB mający za podstawę koło O. 
Nazywa się płasczyzna główną płasczyzna SAB prostopadła do 
podstawy stożka, i przechodząca przez prostę SO która łączy 
jego wierzchołek ze środkiem podstawy.

Płasczyzna sieczna CMD nazywa się przeciwrównoległą do pod
stawy stożka, gdy jest prostopadła dopłasczyzny głównej i jej ślad 
CD na tej płasczyznie jest przeciwrównoległy do śladu AB pod
stawy wględem kąta S.

Wiemy że w stożku kołowym przecięcie równoległe do pod
stawy jest kołem ; przypuśćmy że w stożku kołowym pochyłym 
SAB istnieje drugie przecięcie kołowe CMD nierównoległe do 
podstawy, i niech będzie RS ślad jego płasczyzny na płasczyznie 
podstawy. Ze środka O spuśćmy na RS prostopadłę ON która

T w ie r d z e n ie  V.

s
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spotka okrąg podstawy w punktach A, B ; i poprowadźmy styczne 
AE, BF do podstawy, które będą równoległe do RS. Płasczyzny 
styczne SAE, SBF do stożka, będąc równoległe do RS (V, 16.), 
przecinają płasczyznę koła CMD wedle jego stycznych CH i DK 
które są równoległe do RS. Ztąd wynika że te dwie styczne 
CII i DK są równoległe między sobą i temsamem prostopadłe do 
CD ; więc ślad RS jest prostopadły do prostej DN. To dowodzi że 
koła AB i CD są prostopadłe do tej samej płasczyzny przechodzą
cej przez ich środki i przez wierzchołek S stożka.

Aby teraz wiedzieć pod jakim warunkiem przecięcie CMD jest 
kołem, przez jego punkt M poprowadźmy, równolegle do pod
stawy, płasczyznę A'B' która przetnie stożek wedle koła A'MB', 
i płasczyznę przypuszczonego koła CMD wedle prostej MP pros
topadłej do płasczyzny głównej ASB.

Owoż, koła CMD i A'MB’ dają

MP* =  PC.PD  i MP2 =  P A '.P B ';

ztąd P C . P D = P A '. PB'.

Więc, żeby przecięcie CMD było kołem, trzeba żeby jego ślad 
CD i ślad AB podstawy, na płasczyznie głównej SOA, byłyprze- 
ciwrównoległe względem kąta S. Ten warunek konieczny jest

dostateczny; bo prowadzi do równania MP2 =  P C . PD które 
pokazuje że przecięcie CMD jest kołem (III, 17, 3°).

Ztąd wynika że, p rz e z  k a ż d y  p u n k t p o w ie r zc h n i stożka kołow ego  

p o c h y łeg o , m ożna  za w sze  p o p ro w a d z ić  d iva  p rze c ię c ia  ko ło w e , a le  

ty lko  d w a ;  je d n o  ró w n o leg łe  do  p o d s ta w y , a  d r u g ie  p r z e c iw ró -  

w noleg le .

W niosek I. — D w a p rzec ięc ia  sto żka  ko ło w eg o  p o ch yłeg o , je d n o  ró 

w n o leg łe  a  d ru g ie  p rzec iw ró w n o leg łe  do  p o d sta ivy , są na  j e d n e j  

sferze .

Albowiem, te dwa przecięcia kołowe są prostopadłe do płas-
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czyzny na której leżą ich ;średnice AB i CD, a czworobok ABCD
jest w pisalny; więc koła AB i CD 
są na jednej sferze której wielkie 
kolo przechodzi przez cztery punkta 
A, B, C, D.

N a w z a j e m ,  przez dwa kola leżące 
na jednej sferze można zawsze popro
wadzić dwa stożki.

Jakoż, przez środki dwóch kół da
nych na sferze, poprowadźmy płas- 

czyznę wielkiego koła, która będzie prostopadła do tych kół i 
przetnie je wedle średnic Ali i CD. Owoż, jeśli poprowadzimy 
proste AD i BC, ich punkt spotkania S będzie wierzchołkiem 
stożka który ma za podstawę koło AB i przechodzi przez punkta 
C i D. Ale proste AB i CD są przeciwrównoległe względem kąta S, 
jako dwa boki przeciwległe czworoboku wpisanego; zatem prze 
cięcie CDN stożka S, przez płasczyznę prostopadłą do płasczy- 
zny ABCD, jest kołem mającem CD za średnicę. W ięc to koło 
przystaje do danego koła CD na sferze, i stożek S przechodzi 
przez oba dane koła AB i CD tej sfery.

Istnieje drugi stożek przechodzący przez te same koła AB i CD, 
którego wierzchołek jest na przecięciu S' przekątnych AC i BI) 
czworoboku ABCD.

W szczególnym przypadku, pierwszy z tych dwóch stożków 
może stać się walcem, drugi linią prostą.

II. — Powyższe twierdzenie i jego wniosek stosują się oczy
wiście do walca pochyłego o podstawie kołowej.

To wszystko razem dowodzi że, je ś li stożek albo walec przenika 
sferę wedle koła (AB) to z n iej wychodzi także wedlę kola  (CD).

III. — Gdy w stożku S, przechodzącym przez dwa koła AB 
i CD na sferze, koło CD malejąc staje się punktem, płasczyzna



tego koła staje się płasczyzną styczną do sfery przy wierzchołku S 
który wtedy leży na sferze.

W ięc, przecięcia przeciwrównoległe stoika kołowego są równo
ległe do płasczyzny stycznej, w jego loierzchołku, do sfery opi
sanej.

T w ie r d z en ie  VI.

fF  stoiku kołowym pochyłym, miejscem środków przecięć prze- 
ciwrównoległych do podstawy AB jest linia prosta SP, która łączy 
■wierzchołek S tego stoika z wierzchołkiem P drugiego stożka opisa
nego, wedle koła AB, na sferze toyznaczonej przez to koło AB i  przez 
wierzchołek S.

Niech będzie SAB płasczyzna 
stożka kołowego pochyłego S. 
Koło opisane na trójkącie SAB 
jestkołem  wielkiem sfery opsa- 
nej na stożku SAB; styczna ST 
do tego koła jest rzutem płas
czyzny stycznej do sfery, a cięci
wa AB rzutem podstaw'y stożka. 

Zatem, biegun P cięciwy AB, względem koła ABS, jest wierz
chołkiem stożka opisanego wedle koła AB, na sferze wyznaczo
nej przez to koło i wierzchołek stożka S. Owoż, wiemy że płas
czyzny przecięć przeciwrównoległych są równoległe do płasczyzny 
stycznej ST; więc, aby dowieśdź twierdzenia, dość jest popro
wadzić przez punkt P , równolegle do ST, prostę CD która będzie 
średnicą jednego z przecięć przeciwrównoległych, i okazać że 
punkt P jest środkiem tej średnicy CD. To uczyniwszy, uważaj
my że kąty ACP i AST są równe z przyczyny równoległych CP 
iST, a zaś kąty AST i SAP są rówfne jako mające tę samą m iarę; 
więc trójkąt PAC jest równoramienny, i bok PC =  PA. Podo
bnie, kąty D i DST są równe z przyczyny równoległych CD i ST, 
a zaś kąty DBP i BST czyli EBS i BST są równe jako mające tę

46

WIEDZA O IIELICY. 7 0 9
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samą m iarę; zatem trójkąt PBD jest równoramienny, i bok 
PD =PB . Ale styczne PA i PB są równe, więc PC =  PB.

WIEDZA O HELICY.

Niech będzie walec ABCD prosty o podstawie kołowej. Jeśli

nawiniemy na niego plasczyznę kąta BAS tak żeby jedno ram ie AR 
przystawało do okręgu podstawy, wtedy drugie ramie AS, przy
stając do powierzchni walcowej, utworzy na niej linię krzywą AMG 
która się nazywa iiel ic ą  (linią śrubową).

Można inaczej wyobrazić sobie tworzenie helicy. Jakoż, roz
wińmy na płasczyznie powierzchnię boczną walca obrotowego 
ABCD, i niech będzie prostokąt AEFD tem rozwinięciem. Weźmy, 
na bokach AD i EF, odległości równe AG, GH, E R ,... i popro
wadźmy poprzeczne AK, GL...;  jeśli na.yiniemy ten prostokąt 
na walec tak żeby podstawa AE przystała do okręgu AB, po
przeczne AK, GL... obwiją powierzchnię walca i utworzą na niej 
linię krzywą ciągłą która będzie'właśnie helicą.

Części AMG, GNH helicy, mające obie skrajności na jednej 
linii rodzącej walca, nazywają się skrętami (spira). Wszystkie 
skręty helicy są równe jako długości poprzecznych równych AK,
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GL,. ..Nazwano krokiem helicy część linii rodzącej walca, jako AG, 
zawartą między dwiema skrajnościami jednego skrętu. Krok 
helicy, długość jednego skrętu i długość okręgu podstawy walca 
są trzema bokami trójkąta prostokątnego AEK. Dwie z tych trzech 
części są oczywiście dostateczne do wyznaczenia helicy.

T w ie r d z e n ie  VII.

Rzedną punktu helicy jest proporcyonalna do odciętej krzywo- 
linijnej.

Niech będzie MP linia rodząca walca, która przechodzi przez
punkt M helicy i spotyka okrąg podstawy w punkcie P. Dłu
gość MP jest rzędną punktu M, a długość łuku AP koła podstawy 
odciętą krzywolinijną tego punktu. Rzędną punktu N leżącego 
na drugim skręcie helicy jest NP, a odciętą łuk ABAP, to jes! 
łuk APpowiększany jednym okręgiem; i t  d.

Uważajmy punkt N helicy, i niech będzie odpowiedający punkt n 
na ram ieniu kąta które tworzy tę linię; podobieństwo trój
kątów Anp i AEK daje

np __ EK
Ap  AE ’

Więc, oznaczając przez x , y  odciętę i rzędnę jakiegokolwiek



7 1 2 KSIĘGA DZIESIĄTĄ.

punktu lielicy, przez h jej krok, przez R promień okręgu pod
stawy, mamy

y_ _
x  2ttR’

T w ie r d z e n ie  VIII.

Styczna do lielicy czyni kąt stały z linią rodzącą icalca.

Niech będą dwa punkta sąsiednie M i M' h e licy ; przypuszcza
jąc MP <  M 'P \ sieczna MM' spotyka swój rzut PP' na płas- 
czyznie podstawy w punkcie S. Poprowadźmy prostę MN 
równoległą do PP1; trójkąty MPS i MNM' prostokątne podobne 
dają

M'N 
ciec. P P '’

MP M'N „ MP 
Ś F = f f i T  a,b°  SP =

Ale mamy (7) 

MP h M'P' M’P' — MP M'N

ztąd

APBP ”  2ttR APBP' AP' — AP łuk  PP” 

h. łuk PP'
M'N =  ■

2tt
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Podstawiając tę wartość, otrzymujemy

MP h luk. PP'
SP —  2xR ' ciec. P P ''

Owoż, gdy punkt M' dąży do punktu M i z nim się schodzi, 
sieczna MM' staje się styczną do lielicy w punkcie M, i trój
kąt MPS staje się MPT. A ponieważ, jako wiemy ztrygonom etryi, 
stosunek luku PP ' do cięciwy PP' ma za granicę jedność gdy łuk 
i cięciwa dążą do zera; więc

MP h luk. P P 1 MP h
° r ‘ SP 2irR gV'ciec. PP ,J CZy‘ TP “  2ttR'

To dowodzi że trójkąt prostokątny MPT, w którym stosunek 
dwóch boków zostaje stały, jest ciągle sobie podobny, jakiekol
wiek punkt M bierze położenie na helicy. Ztąd wynika że styczna 
do helicy iu każdym punkcie M czyni ten sam kat z linig, rodzącą 
icalca.

Oznaczając przez i kąt PMT pod którym styczna do helicy 
przecina linię rodzącą walca, będzie

2irlt
sty? — — .

W niosek I. — Nazywa się podstyczną w punkcie M helicy 
rzut PT, na płasczyznie podstawy walca, stycznej MT zawartej 
między punktem zetknięcia M i śladem T na tej płasczyznie.

Owoż, mamy

MP . _  h . M P _____h_ _
TP" 1 ~  2*R 5 ‘ APBP 27tR!

ztąd TP — APBP.

Więc podstyczną w danym punkcie helicy jest równa odciętej 
krzywolinijnej tego punktu.

Ten wniosek daje sposób prowadzenia stycznej w danym
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punkcie M helicy. Dość wzięć, począwszy od spodka rzędnej Ml1, 
na stycznej do okręgu podstawy, długość PT równą odciętej 
APBP wyprostowanej, i połączyć punktarM, T.

Znając kąt i, można poprowadzić slycznę do helicy w punkcieM, 
nie prostując odciętej krzywolinijnej; trzeba tylko, na płaśczyznie 
stycznej do walca w punkcie M, nakreślić linię prostą któraby 
czyniła kąt i  z linią rodzącą MP.

11. Jeśli na linię krzywą nawijemy nić, i, utkwiwszy jedną 
skrajność, będziemy ją  rozwijali tak żeby zostawała ciągle styczną 
do krzywej; wtedy, drugą skrajność nici nakreśli linię rozwijającą 
tej krzywej, która na odwrót jest rozwitą krzywej nakreślonej.

Widzimy więc że miejscem śladu stycznej do helicy na płas- 
czyznie podstawy jest r o zw ija ją c a  koła.

Miejscem stycznych do helicy jest powierzchnia nazwana helicoida  

ROZWIJALNĄ.

Uw aga. — Powyższe własności helicy walca obrotowego stosują się do 
helicy walca prostego o podstawie jakiejkolwiek. S j także lielice stożkowe; 
ale mówić o nich nie tu jest miejsce.

FIGURY JEDNOKŁADNE W PRZESTRZENI.

T w ie r d z e n ie  IX .

Mając dany jakikolwiek układ punktów A, 11, C,... w przestrzeni, 
jeśli na promieniach SA, SB, SC,... wychodzących z punktu S 
wziętego dowolnie, wyznaczymy odcinki Sa, Sb, Sc,... tak żeby było

l i  ~  “  SĆ =  ==/l’ jcst liczb<5 jakąkolwiek)

w kład punktów a, b, c ,... będzie jednokłądny do układu ABC... 

W edług jak stosunek k jednokładności jest dpdatny albo od-



FIGURY JEDNOKŁADNE W PRZESTRZENI. 7 1 5

jemny, punkta odpowiedne, jako A i a, albo A i a', leżą oba 
z jednej strony albo oba z dwóch stron prze
ciwnych środka jednokładności S, i dwa układy 
ABC..., abc... nazywają się jednokładnemi 
prostemi albo jedholdadnemi odwrotnemi.

Widzimy że określenie jednokładności figur 
w przestrzeni jest takie samo jakie dla figur 
płaskich. Ale trzeba uważać że na piasczyzpie 
dwie figury jednokładne odwrotne, mające 

\  stosunek jednokładności k =  — 1, są równe, 
* i  przystają do siebie jeśli dano jednej z nich 

obrót 180° około środka jednokładności; gdy 
tymczasem w przestrzeni, dwie figury jedno
kładne odwrotne, mające stosunek jedno
kładności k — — 1, są symetryczne, i żadnym 
sposobem do siebie przystać nie mogą.

figurWskażemy teraz ogólne twierdzenia jednokładności 
przestrzeni, odsyłając łatwe dowodzenia do podobnych w geo- 
metryi płaskiej, i zachowując tylko ich porządek.

T w ie r d z en ie  X. — Figurą jednokładną do linii prostej jest linia 
prosta równoległa, u kąt dwóch linij prostych w przestrzeni jest 
równy kątowi linij jednokładnych (III, 36, wn.).

T w ie r d z e n ie  XI.

Figurą jednokładną do płasczyzny jest płasczyzna równoległa.

Albowiem, jeślinapierwsźejpłasczyznie wyobrazimy linię prostą 
która się obraca około punktu A, ta prosta, w każdem położeniu, 
będzie miała za jednokładną linię prostąrównoległą, przechodzącą 
przez punkt A1 odpowiedny punktowi A, na drugiej płasczyznie.

Ztąd wynika, że płasczyzna przechodząca przez środek jedno- 
Idadności jest sama swoją jednokładną; i że kąt dwóch płasczyzn 
>est równy kątowi płasczyzn jednokładnych.
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Styczne w dwóch punktach odpowiednich dwóch linij krzy
wych jednokładnych są równoległe, jako granice położeń 
siecznych równoległych. Zatem, płasczyzny styczne do dwóch po
wierzchni jednokładnych w dwóch punktach odpowiednych są 
równoległe.

T w ie r d z e n ie  XII. — Figura jednokładna do sfery jest sfera. 
Dowodzenie jako dla okręgu.

W niosek. — Można uważać koło jako przecięcie się dwóch 
sfer ; więc figura jednokładna do okręgu iv przestrzeni jest okrąg.

T w ie r d z e n ie  XIII. — Dwie figury są jednokładne, jeśli istnieje 
w przestrzeni dwa punkta O i O' takie, że proste łączące punkt O 
z różnemi punktami pierwszej figury, i proste łączące punkt 0' 
z punktami drugiej, są równoległe i w tym  samym stosunku.

Dowodzenie jako w tw. XXXVI księgi III.

Ztąd wynika że dwie sfery są zarazem jednokładne prosie i 
jednokładne odwrotne.

Środki jednokładności dwóch sfer dzielą harmonicznie ich 
linię środków,? są wierzchołkami dwóch stożków opisanych spól- 
nych. Gdy dwie sfery są styczne, punkt zetknięcia jest jednym 
ze środków jednokładności, prostym albo odwrotnym według jak 
zetknięcie jest zewnętrzne albo wewnętrzne.

T w ie r d z e n ie  XIV. — Dwie sfery jednokładne do trzeciej są 
jednokładne między sobą (III, 39).

T w ie r d z e n ie  XV. — Trzy figury jednokładne po dwie mają 
trzy środki jednokładności w linii p u ste j, która jest osią  je d n o 

kładności (III, 4 0 ).

Trzy sfery uważane po dwie mają sześć środków jednokładności, 
to jest : trzy środki jednokładności prostej i trzy środki jedno
kładności odw rotnej; mają zatem cztery osie jednokładności, 
to j e s t : jedną oś jednokładności prostej i trzy osie jednokładności 
odwrotnej.
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Te cztery osie jednokładności należą do trzech kół, które się 
otrzymuje przecinając trzy dane sfery płasczyzną przechodzącą 
przez ich środki.

T w ier d zen ie  XVI.'

Czte>'ij figury F, F ', F", Fm, jednokładne po dwie, mają sześć 

środków  jednokładności które są na jednej płasczyznie zwanej 
FŁASCZYZNĄ JEDNOKŁADNOŚCI.

Jakoż, oznaczmy przez S ,, S2, S3, środki jednokładności 
figury F z każdą ze czterech innych, to j e s t : F i F ', F i F " ,F  i F '". 
PłasczyznaS, S2 S3, przechodząca przez środki jednokładności S, 
i Sj układów F, F ' i F , F", zawiera środek jednokładności 
układu F', F " ; bo ten środek jest na linii prostej S ,S s, osi jedno
kładności trzech figur F , F ', F" (15). Dowiedzie się tak samo żc 
płasczyzna S, Sa S 3 zawiera środki jednokładności układów F 1 
F"' i F", F"'. Więc te środki jednokładności są wszystkie na je
dnej płasczyznie.

Wynika z dowodzenia że, sześć środków jednokładności czte
rech figur jednokładnych stanowią wierzchołki czworoboku zupeł
nego, którego bokami są cztery osie jednokładności tych figur.

Jako przykład, uważajmy cztery sfery 0 , O', O", 0 '" . Te figury 
są zarazem jednokładne proste i jednokładne odwrotne. Zatem 
mają dwanaście środków jednokładności, sześć prostych i sześć 
odwrotnych; cztery osie jednokładności prostej i dwanaście osi 
jednokładności odwrotnej. Nakoniec, mają osiem płasczyzn 
jednokładności, to jest : jedną płasczyznę która zawiera sześć 
środków jednokładności prostej; cztery płasczyzny które sta
nowią ściany czworościanu O Or O1' O1' ' ; i nakoniec trzy płas
czyzny, z których każda zawiera dwa środki jednokładności 
prostej nie tworzące osi jednokładności, i cztery środki jedno
kładności odwrotnej odpowiedające innym środkom jedno
kładności prostej.



P odobieństw o  figur  av p r zestr z en i. — Dwie figury w prze
strzeni są pod o bne , gdy można sproiuadzić pierwszą na jedną z figur 
jednokładnych prostych do drugiej.

To co poprzedza pokazuje że, aby wyznaczyć wszystkie figury 
jednokładne do danej, niema potrzeby zmieniania środka jedno- 
kładności, dość tylko podstawić za k ei$g wartości od 0 do oo. 
W ięc, otrzymamy wszystkie figury podobne do danej w przestrzeni, 
biorąc dowolnie środek podobieństwa, i budując powierzchnie 
jednokładne odpowiedaj^ce cięgowi wartości dla U.

Stosując to określenie podobieństwa, widzimy zaraz że.wszyst
kie sfery są podobne; co już wiemy.

Jedyną figurą podobną powierzchni stożkowej jest ta samapowierz- 
chnia stożkowa; albowiem, jeśli weźmiemy wierzchołek O stożka 
za środek podobieństwa., punkt A' jednokładny punktu A będzie 
leżał na krawędzi OA.

Dwie powierzchnie walcawe są padobne, gdy ich linie rodzące 
są równoległe i mają za kierownice dwie krzy we jednokładne.

7 1 8  KSIĘGA DZIESIĄTA.

1’ŁASGZYZNA BIEGUNOWA WZGLĘDEM SFERY.

T w ie r d z e n ie  XVII.

Miejscem punktu M sprzężonego kanonicznego z punktem A wzglę
dem sfery O jest płasczyzna pi'ostopadła do średnicy OA przecho
dzącej przez punkt A.

Albowiem, jeśli przez punkt A i przez środek sfery O {fig. 
ks. V, tw. XI), poprowadzimy plasczyznę która przetnie sferę 
wedle koła OCE, biegunowa punktu A względem lego koła bę
dzie prosta MB prostopadła do AO. Owoż, jakiekolwiek jest po
łożenie płasczyzny siecznej, biegunowa MB przechodzi zawszę



przez punkt B sprzężony harmoniczny punktu A względem śre
dnicy CD; więc miejscem punktu M jest płasczyzna prostopadła 
do średnicy AO w punkcie B.

Punkt A nazywa się biegunem płasczyznyMN, która nawzajem 
jest płasczyzna biegunową punktu A względem sfery 0.

W n iosek . — Płasczyzna biegunowa punktu A jest miejscem jego 
biegunowych, względem wszystkich kół sfery których plasczyzny 
przez ten punkt przechodzą.

To cośmy powiedzieli o biegunowej względem koła, stosuje 
się oczywiście do plasczyzny biegunowej względem sfery.

1 tak :
Promień sfery jest średnim proporcyonalnym między odle

głościami środka sfery od bieguna i od plasczyzny bieguno
wej, to jest R2 == OA . OB.

Gdy biegun jest zewnętrz sfery, plasczyzna biegunowa jest 
plasczyzny zetknięć stożka opisanego na sferze i mającego ten 
biegun za wierzchołek.

Gdy biegun jest na sferze, plasczyzna biegunowa jest plasczyzny 
styczny do sfery w tym punkcie.

Nakoniec, gdy biegun jest wewnytrz sfery, płasczyzna biegu
nowa jest zewnytrz, i tem dalej od środka sfery im bliżej niego 
ten biegun.

T w ie r d z en ie  XVIII. — Plasczyzny biegunowe punktów Idących 
na płasczyznie'? przechodzą przez biegun tej plasczyzny. T n a w z a je m , 

bieguny płasczyzn przechodzących przez punkt A są na płasczyznie 
biegunowej tego punktu (V, 13).

Zatem ,/eś/i z każdego punktu plasczyzny P jako wierzchołka 
opiszemy stożek na sferze, plasczyzny- okręgów zetknięć tych stoików 
przejdą przez biegun plasczyzny P ; i n a w za jem , jeśli icedle każdego 
z kol sfery, których plasczyzny przechodzą przez jeden punkt, opi
szemy stożek na sferze, wierzchołki tych stożków będą na płasczyznie 
biegunowej tego punktu.

PŁASCZYZNA BIEGUNOWA WZGLĘDEM SFERY. 7 1 9
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D w ie  pr o s t e  w z a je m n e  w z g l ę d e m  s f e r y . — Niech b ę d j  s f e r a  O 

i jakakolwiek prosta AB. Jeśli przez biegun A' prostej AB, wzglę

dem  koła wielkiego GED na płasczyznie ABO, poprowadzono 
prostopadłę A'B' do tej płasczyzny ; będzie nawzajem prosta AB 
prostopadły do płasczyzny A'B'0, i przejdzie przez biegun A 
prostej A'B' względem koła wielkiego na tejże płasczyznie. Dla tej 
wzajemnej własności, proste AB i A'B' nazwano prostemi wza- 
jemnemi względem sfery O.

Gdy dwie proste są wzajemne względem sfery, każda z nich jest 
1niejscem biegunóio wszystkich piasczyznprzechodzących przez drugą. 
Albowiem, płasczyzna biegunowa jakiegokolwiek punktu M 
prostej AB, jako prostopadła do MO, jest prostopadła do płas
czyzny ABO; a że zawiera biegunowe punkta M względem 
koła GED, więc przechodzi przez biegun Af prostej AB (V, 13),
i temsamem zawiera prostę A'B'.

Gdy dwie proste AB i A'B' są wzajemne względem sfery, każda 
jest miejscem biegunów drugiej, względem wszystkich kół sfery któ
rych płasczyzny przechodzą przez tę drugą. Jakoż, przez prosię A'B' 
poprowadźmy płasczyznę, która przecina prostę AB w punkcie 
K i koło wielkie GED na płasczyznie ABO w punktach E i F. 
Ponieważ prosta AB jest biegunowy puuktu A', względem 
koła CEO, punktu K, E, A', F stanowią układ harm oniczny;
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więc punkt K jest biegunem prostej A'!}1, względem kola EHK. 
którego płasczyzna przechodzi przez tę prostę.

Gdy dwie płasczyzny sieczne do sfery na której kreślą koła AB
i CD [fig. stronicy 708) przecinają się, linia ich przecięcia, pros
topadła w punkcie G do płasczyzny koła wielkiego ABCD pros
topadłego do kół AB i CD, jest widocznie linią wzajemną pros
tej SS', która łączy wierzchołki dwóch stożków wyznaczonych 
przez te koła AB i CD. Ztąd wynika że

Gdy dwie płasczyzny są styczne do sfery, ich przecięcie się jest 
linią wzajemną prostej łączącej punkta zetknięć.

PŁASCZYZNA PIERWIASTNA DWÓCH SFEIt.

Jeśli z jakiegokolwiek punktu M przestrzeni, poprowadzimy 
do sfery O siecznę która ją  spotyka w punktach A i B, wielo- 
czyn M A . MB niezależny od kierunku tej siecznej, i dodatny 
albo odjemny albo zero, według jak punkt M jest zewnątrz albo 
wewnątrz albo na powierzchni, nazywa się potęgą punktu M 
luzględem sfery.

Nazywając II promień sfery, wiemy że MA. MB =  MO — R2.

T w ie r d z e n ie  XIX.

Miejscem punktów równej potęgi względem dwóch sfer jest płas
czyzna prostopadła do linii środków.

Dowodzenie jako w Ks. V, tw. XIV.

Ta płasczyzna nazywa się płasczyzna pie7'wiastną dwóch sfer.

Gdy się dwie sfery przecinają, ich płasczyzną pierwiastną jest



płasczyzna koła spólnego; a gdy dwie sfery są styczne, płas- 
czyzną pierwiastną. jest spólna płasczyzna styczna. Płasczyzna 
pierwiastna dwóch sfer spółśrodkowych znika w nieskończoności.

Płasczyzna pierwiastna dwóch sfer jest miejscem punktów z któ
rych można prowadzić styczne równe do tych sfer. Ta płasczyzna 
jest także miejscem środków sfer które przecinają prostokątnie dwie 
sfery dane (V, 1Z|).

T w ie r d z en ie  XX. — Płasczyzny pienuiastne trzech sfer, uwa
żanych po dwie, pi'zechodząprzez jedną linię prostą (V, 16), która 
się nazywa osią  h e iu v ia s t n ą  trzech  s f e r .

Oś pierwiastna trzech sfer danych jest prostopadła do płas
czyzny ich środków, przechodzi przez środek pierwiastny trzeci) 
wielkich kół leżących na tej płasczyznie, i jest miejscem środków 
sfer które przecinają prostokątnie trzy dane sfery.

Gdy środki trzech sfer są w linii prostej, ich oś pierwiastna 
znika w nieskończoności.

Może być szczególne położenie trzech sfer w którem płasczyzny 
pierwiastne schodzą się w jed n ą ; ta płasczyzna jest wtedy płas- 
czyzną pierwiastną trzech sfer danych.

T w i e r d z e n i e  XXI.

Płasczyzny pierwiastne czterech sfer, uważanych po trzy , prze
chodzą przez jeden punkt.

Jakoż, punkt, w którym oś pierwiastna trzech sfer spotyka 
płasczyznę pierwiastną czwartej sfery wziętej z jedną z tych sfer, 
ma równą potęgę względem czterech sfer ; w!ięc jest spólny 
sześciu płasczyznom pierwiastnym czterech sfer, i także spólny 
czterem osiom pierwiastnym tych sfer.

7 2 2  KSIĘGA DZIESIĄTA.



Ten jedyny punkt spotkania osi pierwiastnych nazywa się 
środkiem pierwiastnym czterech sfer.

Jeśli środki czterech sfer sy na jednej płasczyznie, osie pier- 
wiastne sy równoległe; wtedy środek pierwiastny czterech sfer 
jest w nieskończoności.

Może nawet być szczególno położenie czterech sfer, mających 
środki w linii prostej, w którem cztery osie pierwiastne schodzę 
się w jedny, albo także wszystkie płasczyzny pierwiastne schodzę 
się w jedny.

Przecinając dwie sfery płasczyzny przechodzący przez ich 
środki, łatwo się z twierdzeń XVI, XVII, XIX ks. V wnosi, że

Płasczyzna pierwiastna dwóch sfer jest równo oddalona od dwóch 
płasczyzn biegunowych któregokolwiek środka podobieństwa.

Płasczyzny biegunowe punktu wzięte go na płasczyznie pierwio.stnej 
dwóch sfer przecinają się na tej płasczyznie.

Płasczyzny styczne w dwóch punktach przeciwodpowiednych 
dwóch sfer przecinajy się na płasczyznie pierwiastnej tych sfer.

Nakoniec, uważajmy szczególne przypadki gdy sfera malejyc 
staje się punktem , albo gdy promień rośnie do nieskończoności 
i sfera staje się płasczyzny.

Nie trudno widzieć że, płasczyzna pierwiastna sfery i punktu 
jest w równej odległości od lego punktu i od jego płasczyzny bie
gunowej względem sfery.

Płasczyzna pierw iastna dwóch punktów jest prostopadła we 
środku linii która je  łyczy.

Płasczyzna pienoiastna sfery i płasczyzny jest tą samą płasczyzna; 
i wledy, skrajności średnicy prostopadłej do tej płasczyzny sy 
środkami podobieństwa.

Płasczyzna pierwiastna punktu i płasczyzny jest także ly samy 
płasczyzny.

PŁASCZYZNA PIERWIASTKA DWÓCH SFER. 7 2 3



7 2 4 KSIĘGA DZIESIĄTA.

SFERA STYCZNA DO CZTERECH SFER.

Oznaczmy przez A, B, C, D środki czterech sfer danych, przez 
X i X' środki dwóch sfer jednakowo stycznych do tych sfer; i, 
przypuszczając dla utkwienia myśli, że sfera X jest styczna ze
wnętrznie a sfera X' styczna wewnętrznie, oznaczmy przez a i a' 
ich punkta zetknięć ze sferą A , przez b i b’, c i c', d  i d! punkta 
zetknięcia ze sferami B, C, D. Zagadnienie będzie rozwiązane 
zupełnie jeśli wyznaczymy środki X i X' i promienie dwóch 
sfer szukanych. Rozwiązanie opiera się na następującem twier
dzeniu które odpowieda podobnemu w geometryi płaskiej.

T w ie r d z e n ie  XXII.

Gdy dwie sfery, styczne do czterech sfer danych, należą do jednego 
dwojanu, wtedy : cięciwa zetknięć każdej ze sfer danych, 1° prze
chodzi przez ich środek pienuiastny, i 2° zawiera, względem swojej 
sfery, biegun płasczyzny podobieństica odpouiiedającej temu dwo- 
janowi.

Jakoż, 1° na mocy założenia, punkt zetknięcia a jest środkiem 
podobieństwa odwrotnego sfer A i X, a zaś punkt zetknięcia a 
środkiem podobieńsiwa prostego sfer A i X '; więc cięciwa 
zetknięć aa 'jest osią pobobieństwa odwrotnego trzech sler A, X, X', 
i temsamcm przechodzi przez środek podobieństwa odwrotnegoI 
sferX  i X'. Rozumując podobnie, widzimy łatwo że cięciwy ab 
i a'b' przechodzą przez środek podobieństwa prostego S sfer A i B. 
Zatem cięciwy aa! i bb' sfer A i B są przeciwodpowiedne (V, 19), 
i ich punkt spotkania I należy do płasczyzny pierwiastnej sfer A i B.

Ztąd wnosimy że wszystkie cięciwy zetknięć aa', bb', cc', dd' 
przechodzą przez punk t I który, należąc do płasczyzn pier-
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wrastnyeh czterech sfer, uważanych po dwie, jest ich środkiem 
pierwiastnym. W ięc każda cięciwa zetknięć przechodzi przez 
środek picrwiastny czterech sfer danych.

2° Ponieważ punkt I jest środkiem podobieństwa odwrotnego 
sfer X i X', cięciwy ab i a'b’ tych sfer sy przeciwodpowiedne, i 
ich punkt spotkania S, który jest środkiem podobieństwa pros
tego sfer A i B, należy do plasczyzny pierwiastnej sfer X i X'. 
Dowiedzie się podobnie że płasczyzna pierwiastna sfer X i X' 
przechodzi przez każdy inny środek podobieństwa prostego czte
rech sfer A, B, C, D, branych po dwie; więc ona jest płasczyzny 
podobieństwa tych sfer. Owoż, płasczyzna pierwiastna sferX  i X’, 
stycznych do sfery A, zawiera przecięcie się płasczyzn stycznycli 
do tej sfery w punktach przeciwodpowiednych a i a '; to zaś prze
cięcie jest linię wzajemny cięciwy zetknięć aa!; więc, nawzajem, 
cięciwa zetknięć aa' zawiera, względem swojej sfery, biegun K plas- 
czyzny piei-wiastnej sfer X i  X ',  cżyli co to samo, zawiera biegun 
plasczyzny podobieiistwa czterech sfei' danych.

Uważajmy nakoniec że prosta AK jest prostopadła do płas- 
czyzny podobieństwa czterech sfer danych, i prosta XX' jest 
prostopadła do płasczyzny pierwiastnej sfer X i X' (19); a że te 
dwie płasczyzny sy jedny płasczyzny, więc proste AK i XX' są 
równoległe.

Ztyd wynika następujyce prawidło wykreślenia sfer stycz
nych X i X'. Wyznacz środek pierwiaslny I i  płasczyznę podobień
stwa prostego czterech sfer danych A, B, C, D ; weź biegun K tej 
płasczyzny względem sfery  A, na przykład, ipoprowadi proste IK 
która przetnie sferę A w punktach zetknięć a i  a '; po czem, pociągnij 
proste Aa, A a'; połącz AK, i  przez I poprowadi proste XIX' równo
ległą do AK aż do przecięcia w X  i X' z prostemi Aa i  Aa'. Punkta 
X i X' będą środkami, aodległości Xa i X 'a' promieniami dwóch sfer 
stycznych szukanych. Łącząc środki X i X' ze środkami B, G, D sfer 
danych wyznaczy się wszystkie inne punkta zetknięć sfer X  i  X '.

Jeśli, zamiast płasczyzny podobieństwa prostego, weźmiemy 
każdy z siedmiu innych płasczyzn podobieństwa czterech sfer

Ul
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danych, otrzymamy siedem innych dwojanów sfer stycznych. 
Zagadnienie ma więc ogólnie szesnaście rozwiązań.

Powyższe rozwiązanie, podobne do tego któreśmy dali w gco- 
metryi płaskiej, jest wprost i ogólne; stosuje się nawet do przy
padków szczególnych, w których jedna albo kilka sfer danych 
stają się punktami albo płasczyznami; byle tylko środki tych sfer 
nie były wszystkie na jednej płasczyznie.

S fer a  styczna do czterech  płasczyzn . — Moglibyśmy rozwią
zać to zagadnienie jako przypadek szczególny czterech s fe r ; ale 
ważność zagadnienia wymaga rozwiązania wprost. Niech będą 
dane cztery płasczyzny, które, przecinając się po dwie, tworzą 
czworościan ABCD. Aby wyznaczyć wszystkie sfery styczne do 
tych płasczyzn, szukajmy ile może być punktów równo oddalo
nych od czterech ścian czworościanu albo od icli przedłużeń.

Owoż, widzimy zaraz że miejscem punktów równo oddalonych

od płasczyzn ABC i ABD są dwie płasczyzny dwójsieczne « i a 
kątów dwójściennych przyległych DBAĆ i DBAH; tak samo, 
miejscem punktów równo oddalonych od płasczyzn AGB i ACD 

są dwie płasczyzny dwójsieczne ß i ß' kątów przyległych DCAI3 

j DCAL. Te cztery płasczyzny «, ß, ß ', przechodzące przez 
punkt A, przecinają się wedle czterech linij prostych. Jedna

j
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z tych linij AC, przecięcie plasczyzn « i (i, parla wewnątrz czwo
rościanu; trzy inne padają zewnątrz, to jest : przecięcie AO' płas- 
czyzn « i ¡3' przebija część ŁCDP, przecięcie AO" plasczyzn a i (3 
przebija część HBDQ, nakoniec przecięcie AO'1' płasczyzn a i (3' 
przebija część IBCM. Ale cztery proste AO, AO', AO", AO1'', bę
dąc miejscami punktów równo oddalonych od trzech płas
czyzn A13C, ABD, AGD, leżą także każda na jednej z płasczyzn 
dwójsiecznych kątów przyległych mających krawędź AD. Więc 
środki sfer stycznych do ścian bocznych czworościanu znajdują 
się tylko na tych czterech prostych.

Środki tych sfer muszą się także znajdować na płasczyznach 
dwójsiecznych y i /  dwóch kątów przyległych ABDC i ABDQ przy 
podstawie BGD; a ponieważ płasczyzna i linia prosta mogą się 
przecinać w jednym tylko punkcie, może więc być tylko osiem 
przecięć między czterema prostemi AO, AO', AO”, AO"' i dwiema 

' płasczyznami y i y'. Nadto, te punkta przecięć, jako równo odda
lone od czterech ścian czworościanu, leżą także na płasczyznach 
dwójsiecznych innych kątów przyległych podstawie BCD. Ztąd 
wynika że nie może istnieć więcej niż osiem sfer stycznych do 
czterech płasczyzn danych.

Zobaczmy teraz jakie są położenia sfer stycznych.

Sfera styczna wewnętrznie istnieje zawsze, jakośmy już do
wiedli (VIII, 8).

Cztery sfery styczne zewnętrznie, każda do jednej ze ścian 
czworościanu i do przedłużenia innych, to jest sfery zawpisane, 
istnieją także zawsze. Bo płasczyzna dwójsieczna kąta zewnętrz
nego ACDP przecina oczywiście prostę AO' w trójścianie B 
zewnątrz ściany ACD. Tak samo, płasczyzny dwójsieczne kątów 
zewnętrznych ABDQ i ABCM przecinają proste odpowieda- 
jące AO" i AO"1 w trójścianach C i D, zewnątrz ścian ABD i ABC. 
Te same trzy płasczyzny dwójsieczne spotykają się w trójścia
nie A, zewnątrz ściany BCD, w jednym  punkcie równo oddalonym 
od czterech płasczyzn; zatem w punkcie leżącym na prostej AO.

Nakoniec, mogą być sfery styczne do samych przedłużeń ścian
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czworościanu. Te sfery, jeśli istnieją, znajdują się niby w pod
daszach graniastonnych, jako LCKPON, mających za grzbiet 
krawędź czworościanu. Uważajmy dwa takie poddasza KCLNDP 
i GAFIBI mające za grzbiety dwie krawędzie przeciwległe CD 
i AB. Płasczyzna dwójsieczna kąta wewnętrznego ACDB może 
spotykać prostę. AO', albo w. tym kącie albo w kącie krawędzią 
przeciwległym lyCDP; ale może także być równoległą do tej 
prostej. Więc, jeśli istnieje sfera styczna w jednem  poddaszu, 
to nie istnieje w jego przeciwległem. Ztąd wynika że w  sześciu 
poddaszach graniastonnych czworościanu nie może istnieć wię
cej niż trzy sfery styczne.' Ale te ostatnie sfery, jako łatwo poj
mujemy, nie zawsze są możebne; albowiem, powtarzamy, płas
czyzna dwójsieczna kąta ACDB, naprzykład, może być równoległa 
do prostej AO'. W ięc razem może być osiem sfer stycznych do 
czterech płasczyzn danych. Jeśli te płasczyzny tworzą czwo
rościan, wtedy istnieje zawsze pięć sfer stycznych, a trzy inne są 
możebne.

Można otrzymać promienie ośmiu sfer stycznych w funkcyi 
ścian czworościanu. Oznaczmy przez a, b, c, d ściany przeciwległe 
wierzchołkom A, B, C, D tego czworościanu, przez r a, r3, rx 
promienie sfer wpisanej i zawpisanych. Jeśli połączymy środki tych 
sfer z wierzchołkami czworościanu ABCD, otrzymamy dla każdej 
sfery cztery czworościany, mające spólny wierzchołek w jej środku 
i ściany czworościanu ABCD za podstawy. W sferze wpisanej, 
jako już wiemy, wszystkie cztery czworościany są dodatne, i ich 
summa stanowi objętość czworościanu ABCD; w sferze zawpisa- 
nej zewnętrznie do ściany a, czworościan mający podstawę a jest 
sam odjemny, trzy inne są dodatne. Podobnie dla czterech in
nych sfer zawpisanych. W ięc, nazywając V objętość czwo
rościanu ABCD, będzie, dla dwóch sfer wpisanej i zawpisanej 
odpowiedających trójścianowi A,

V = ^  (« +  b Ą -c  +  d) i V =  y (6 -{ -c -} -< / — a)



3V 3Y
^  ’ a -¡- b +  c -f- d ’ 1 ?l ¿ +  c - f -d — a

Tak samo

3V 3V 3V
V* ~  a + c  +  d — b’ r3 ~ a +  b + d — c3 r* ~ a  +  b +  c — d '

Te wszystkie wartości sg. dodatne i skończone, bo każda ściana 
czworościanu jest mniejsza od summy trzech innych; co po
twierdza istnienie pięciu sfer stycznych wpisanej i zawpisanych.

Nazwijmy te razP(, p2, p3 promienie trzech sfer stycznych do 
samych przedłużeń ścian czworościanu. Figura jasno pokazuje że 
każda z tych sfer jest styczna wewnętrznie do dwóch przedłużeń 
ścian i zewnętrznie do dwóch innych.

Jeśli sfera promienia p, jest styczna do poddasza LCKPDN, 
będzie

(c +  d - a - b ).f

A jeśli ta sfera jest styczna do poddasza przeciwległego GAFTB J, 
będzie przeciwnie

V = ę . ( a  +  6 - c - d ) .

Tak samo, dwa inne poddasza przeciwległe BD albo AC, 
BC albo AD, daję

V = ^ 2(6 - f  d —  a —  e) albo V =  +  c -  b — d),
3 o

y ^ h p  +  c - a - d )  albo V =  -^ (a  + d  — b—  c).
3 o

Znajęc ściany a, b, c, d czworościanu ABGD, można zaraz 
wiedzieć które sfery, wpisane w same przedłużenia, istnieję a 
które sę niemożebne.
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Jakoż, przypuśćmy że liczby mierzące powierzchnie ścian 
czworościanu w porządku ich wielkości s ę : a >  A >  c >  i / ; 
będziemy mieli oczywiście :

a +  b >  c -{- d, i a — d  >  b — c, albo a +  c >  6 + r f ;  

a może być także

a +  d ^  b +  c, albo jeszcze a +  d —  b -j- c.

W ięc, gdy cztery ściany a, b, c, d sę nierówne, wtedy jest 
zawsze siedem sfer stycznych do czterech danych plasczyzn.

Co do ósmej sfery, jej promień pl$ wyraża się przez

3 Y

Ps b a -f- d  — b — c

biorąc znak +  albo — według jak summa a - \ - d  jest większa 
albo mniejsza od b Ą-c. W ięc ta sfera istnieje gdy mianownik 
nic jest zero; ale, jeśli a-j-cź =  6 +  e, wtedy p3 = o o ,  
i sfera znika w nieskończoności.

Przypuszczając a — b i c =  d, ale a i c nierówne, będzie

o i  c +  d i a -f- c =  b +  d, a -j- d  =  b-\- c,

wtedy, ze trzech sfer możebnych jedna tylko mająca promień p 

istnieje, a dwie inne mające promienie p, i p3 znikają w nieskoń

czoności.

Nakoniec, jeśli a == 0 —  c =  d, trzy ostatnie sfery znikają.

Cztery dane płasczyzny mogę mieć przecięcia równolegle, albo 
nawet być same równoległe między sobę ; w tych szczególnych 
przypadkach zagadnienie może być niewyznaczone albo niemo- 
żebne.

7 3 0  KSIĘGA DZIESIĄTA.
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S tosunek  nieharm o niczny . — Nazywa się stosunkiem niehar- 
monicznym czterch punktów A, B, C, D, leżących na okręgu koła 
wielkiego sfery O, stosunek nieharmoniczny pęku utworzonego 
przez cztery promienie OA, OB, OC, OD które łączą te punkta 
ze środkiem sfery (VI, 48, uw.).

Gdy pęk czterech łuków koła wielkiego SM, SN, SP, SQ, wy
chodzących z jednego punktu S powierzchni sferycznej, jest prze
cięty lukiem L koła wielkiego, stosunek nieharmoniczny czterech 
punktów przecięć A, B, C, D jest stały, niezależny od położenia 
łuku poprzecznego L. Bo ten stosunek, według określenia, jest 
równy stosunkowi pęku (O.ABCD). a ten ostatni równa się sto
sunkowi nieharmonicznemu czterech płasczyzn SOA, SOB, 
SOC, SOD.

Na mocy tego określenia, nazwano stosunkiem nieliarmo- 
nicznym pęku czterech łuków kół wielkich, stosunek nieharmo
niczny czterech punktów przecięć tego pęku przez łuk poprzeczny 
koła wielkiego.

Pojmuje się łatwo że fundam entalne twierdzenia II i III ks. V 
i ich następstwa, jako równie twierdzenia Paskala i Brianchona 
stosują się do figur sferycznych; dość tylko w rozumowaniu za
miast wyrazu linia prosta położyć luk kola wielkiego.

Cztery punkta A, B, C, D, leżące nałukukoła wielkiego, tworzą 
układ harmoniczny gdy ich stosunek nicharmonicznyrówna się — 1.

Pęk czterech łuków kół wielkich SA, SB, SC, SD jest harm o
niczny gdy jego stosunek nieharmoniczny jest — 1.

B iegunow a  w zględem  k ą t a . — Jeśli przez p u n k t  C powierzchni 
sferycznej poprowadzimy, do kąta ASB dwóch łuków kół wiel
kich, różne sieczne sferyczne jako CAB, i weźmiemy na każdej
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punkt D sprzężony harmoniczny puuktu C, względem odcinka 
AB zawartego między ramionami tego kąta, miejscem punktu D 
będzie luk koła wielkiego SD, sprzężony harmoniczny z lukiem 
SC względem kąta ASB. Punkt G_ nazywa się biegunem, a łuk 
koła wielkiego SD biegunową względem kąta ASB.

Twierdzenie czworoboku zupełnego stosuje się do sfery, i na
stręcza łatwy sposób, 1° wyznaczenia czwartego punktu harm o
nicznego do trzech danych na łuku koła wielkiego, 2° wyznaczę' 
nia biegunowej danego punktu, względem kąta (V, 10).

BIEGUNOWA WZGLĘDEM KOŁA NA SFEBZE.

T w ie r d z e n ie  XXIII.

Jeśli przez punkt A dany na sferze poprowadzono do małego koła 
BEC jakąkolwiek sieczne sferyczną AEF, miejscem punktu M sprzę
żonego harmonicznego zpunktem  A względem cięciwy sferycznej EF 
jest łuk koła wielkiego, prostopadły do okręgu koła wielkiego AD które 
przechodzi przez punkt A i  przez biegun D danego koła małego.

Jakoż, niech będzie S punk t w którym promień OA spotyka 
płasczyznę danego koła BEC. Trzy punktaS , E, F sy  w linii pros
tej, i pęk (O . AEMF) jest harmoniczny z założenia; więc, jeśli
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oznaczymy przez N punkt przecięcia promienia OM i prostej SE, 
układ prostolinijny punktów S, E, N, F będzie także harm o
niczny. Ztąd wynika, że miejscem punktu N jest biegunowa NK 
punktu S, względem koła BEG, prostopadła do średnicy BG; 
więc miejscem punktu M jest przecięcie PMIÍ sfery przez płas- 
czyznę ONK, to jest okrąg koła wielkiego MP prostopadły do 
okręgu koła wielkiego AD.

Nazwano punkt A biegunem  okręgu koła wielkiego MP, a ten 
okrąg biegunową  punktu A, względem koła BEC.

Uw aga. — Wyraz biegun jest tu użyły w znaczeniu różnem od już wia
domego (VIII, li). Jednakże nie wyniknie ztęd żadna wątpliwość ; bo, do 
wyrazu biegun wnowem znaczeniu, będę zawsze dodane Wyrazy względem 
koła, mówijc np. jako wyżej: biegun okręgu kola wielkiego MP względem 
koła BEG.

To cośmy w geometryi płaskiej o biegunowej względem koła 
powiedzieli stosuje się do biegunowej względem koła na sferze. 
Zatem, biegunowa wszelkiego p u n k tu  wziętego na okręgu jednego  
koła w ielkiego przechodzi p rze z  biegun tego okręgu względem  k o ła ; 

i n a w z a j e m ,  bieguny w zględem  koła, okręgów kół wielkich  prze
chodzących przez jeden punkt, leżą na biegunowej (kołowej) tego 
punktu.

Twierdzenie XII i XIII ks. V, ich dowodzenie i wnioski stosują 
się do sfery, i nastręczają sposób wyznaczenia biegunowej danego 
punktu względem koła na sferze.

Z tych twierdzeń wynika że biegunowa punktu, leżącego ze
wnątrz koła, jest cięciwą zetknięć stycznych poprowadzonych 
przez ten punkt.

Nakoniec, metoda przekształcenia przez biegunowe wzajemne 
w przestrzeni stosuje się do figur sferycznych.
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OŚ PIERWIASTNA KÓŁ NA SFERZE.

T w ie r d z e n ie  XXIV.

Jeśli na sferze poprowadzimy jakiekolwiek koło przecinające dwa 
dane koła P i  P' w punktach A, B i A', B', miejsce spotkania M sie
cznych sferycznych AB i A'Bf będzie okrąg koła wielkiego Gllj 
prostopadły do lin ii biegunów P P ', którego płasczyzna przechodzi 
przez linię przecięcia EF płasczyzn kół danych.

Jakoż, płasczyzny kół P i P' przecinają się w o die prostej EF; 
więc sieczne AB, A'B', leżące na płasczyznie koła zmiennego 
A BB'A 'i na płasczyznach kół danych P, P ', spotykają się na 
prostej EF w punkcie N- Ztąd wynika że punkt M, w którym pro
mień ON przebija sferę, jest przecięciem trzech kół wielkich któ
rych płasczyzny przechodzą odpowiednio przez styczne sferyczne 
AB, A'B1, i przez prostę EF. Owoż, promienie OP i OP' są prosto
padłe do płasczyzn kół P i P 1; co pokazuje że prosta EF jest 
prostopadła do płasczyzny POP'. W ięc łuk Gil koła wielkiego, 
jako mjejsce punktów M leżących na płasczyznie OEF, jest pros
topadły do linii biegunów PP 1 kół danych.
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Ten luk GH koła wielkiego, miejsce punktu M, nazywa się 
osią pierwiastna dwóch kół P i  P1.

Gdy koło sieczne ABB'A' staje się kołem CDC' stycznem 
w punktach G i C' do kół P  i P ', sieczne sferyczne MBA i MB’A1 
staję się stycznemi sferycznemi MG i MG'. Owoż, te styczne są

a

równe, jako wyprowadzone z jednego punktu M do koła CDC' 
(VIH, zag XIII); więc oś pierwiastna GH dwóch kół P i P 'jest miej
scem punktów powierzchni sferycznej z których można do nich 
prowadzić styczne sferyczne równe.

Widzimy łatwo że koło KCG', nakreślone z punktu M jako 
bieguna promieniem sferycznym MG, przecina prostokątnie oba 
koła P i P ', bo jest prostopadłe do stycznych sferycznych MC 
i MC’; więc oś pierwiastna dwóch kół na sferze jest miejscem bie
gunów kół które je  przecinają prostokątnie.

Płasczyzna koła CKC1, które przecina prostokątnie dwa koła 
P, P ', jest oczywiście płasczyzną biegunową punktu IN prostej 
ĘP. Owoż, gdy koło KCC zmienia się, biegun N jego płasczyzny 
opisuje prostę E F ; więc ta płasczyzna przechodzi ciągle przez 
prostę wzajemną prostej EF względem sfery. A dodajemy, co już 
wiadome, że prosta wzajemna przecięcia EF płasczyzn dwóch 
kół P i P ' na sferze jest linią która łączy wierzchołki dwóch 
stożków wyznaczonych przez te koła.
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Gdy dwa koła na sferze są spółbiegunowe, ich osig. pierwiastną 
jest widocznie okrąg koła wielkiego spółbicgunowego.

T w ie r d zen ie  XXV.— Osie pienoiastne trzech kół na sferze, uwa- 
ianyeh po dwa, przecinają się w jednym  punkcie. Albowiem płas- 
czyzny tych trzech kół tworzy trójścian, a promień przechodzący 
przez wierzchołek tego trójścianu przebija powierzchnię sfery 
av punkcie spólnym trzem osiom pierwiastnym rzeczonych kół. 
Ten punkt nazywa się środkiem pierwiastnym  trzech kół.

ŚRODEK PODOBIEŃSTWA DWÓCII KÓŁ NA SFERZE.

T w ie r d z e n ie  X X V I.

Jeśli przez punkta M i  N, w których koło zmienne X dotyka kół 
P i Q na sferze, poprowadzimy okrąg koła wielkiego, ten okrąg 
przetnie koła P  i  Q pod kątami równemi. i przejdzie przez dwa 
punkta stałe.

Niech będą S i S' dwa stożki wyznaczone przez dwa kola P i Q 
dane na sferze. Uważajmy koło X styczne jednakowo do kół P i Q 
w punktach M i N. Ponieważ styczna MT spólna kołom P i X, 
i styczna NT, spólna kołom Q i X, leżą na płasczyznie koła X, ta 
płasczyzna jest styczna do stożka S, i prosta MN przechodzi przez 
wierzchołek S tego stożka (11. wn.). Więc płasczyzna koła wiel



kiego MN zawiera prostę OS ; co dowodzi że okrąg lego koła prze
chodzi przez dwa punkla stałe Ii, L w których OS spotyka sferę.

Nadto łuk XP koła wielkiego, łączący bieguny X P dwóch 
kół stycznych, przechodzi przez punkt zetknięcia M; tak samo, 
łuk kola wielkiego XQ przechodzi przez punkt zetknięcia N ;

zatem kąt LMP =  XMN =  XNM =  KNQ.

To pokazuje że okrąg koła wielkiego LMNK przecina okręgi 
kół P i Q pod kątami równemi.

Gdyby wzięto kolo zmienne X różnie styczne do dwóch kół P 
i Q na sferze, dowiedzionoby podobnie że okrąg koła wielkiego, 
poprowadzony przez punkta zetknięcia, przecina te dwa koła pod 
kątami równemi, i przechodzi przez dwa punkta slałe Ii', L' 
w których prosta OS' spotyka sferę.

Punkta Ii i L, li' i L ', niezależne od wielkości koła zmiennego X, 
zostają te same gdy to koło staje się styczną sferyczną spólną 
kolom P i Q. W ięc punkta K, L, i K', L ' są punktami spotkali 
stycznych sferycznych zewnętrznych i wewnętrznych, spólnych 
dwom kołom P i Q.

Wynika z tego co poprzedza że wszelkie koło wielkie przecho
dzące przez wierzchołek stożka S albo S1 przecina dwa koła P , Q 
pod kątami rów nem i; i nawzajem.

Nazwano środkami podobieństwa dwóch kól P i Q na sferze pun
kta K i Ii ', w których promienie OS i OS', idące do wierzchołków 
dwóch stożków wyznaczonych przez te koła, spotykają sferę. 
Środek l i  podobie/istwa prostego odpowieda stożkowi którego 
wierzchołek S jest zewnątrz, a. środek Ii' podobieństiua odwrotnego 
stożkowi którego wierzchołek S' jest wewnątrz sfery. Te oba środki 
są na linii biegunów PP ' dwóch kół danych (VIII, zag. 14, uw.).

Punkta M i N dwóch kół P i Q, leżące na jednej krawędzi 
stożka S,albo stożka S', nazywają się przeciwodpowicdnemi(V, 19). 
Dwa dwojany punktów przeciwodpowiednych leżą na jednym  
okręgu; albowiem, te punkta należą do sfery, a będąc na dwóch 
krawędziach stożka leżą na jednej płasczyznie. Ztąd i na mocy

ŚRODEK PODOBIEŃSTWA DWÓCH KÓŁ NA SFERZE. 737



określenia osi pierwiastnej (24), wnosimy że cięciwa sferyczna 
dwóch punktów koła P, i cięciwa sferyczna punktów przeciwod- 
powiednych koła Q spotykają się na osi pierwiastnej tych dwóch 
kół.

Zatem, styczna sferyczna w dwóch-pmktachprzeciwodpowiednych 
dwóch kół no. sferze spotykają się na osi pierwiastnej tych k ó ł ; 
cośmy już widzieli.
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,  T w ie r d z e n ie  XXVII.

Sześć środków podobieństwa trzech kół na sferze,■uważanych po 
dwa, leżą po trzy  na czterech okręgach kół wielkich.

Jakoż, uważajmy trzy stożki S, S ,, S2 wyznaczone przez dane 
koła, których wierzchołki sę zewnętrz sfery; te trzy wierzchołki 
sę na płasczyznie koła stycznego zewnętrznie do trzech kół da
nych, ale sę także na płasczyznie koła stycznego wewnętrznie do 
tych trzech kół (26); więc trzy wierzchołki S, S „  S2 sę.w  linii 
prostej. Oznaczając przez S', S 'u  S'», wierzchołki wewńęlrz śfery 
trzech innych stożków, dowiedzie się podobnie że wierzchołki 
S, S ^ S '* , sę w linii p roste j;i tak samo S ,, S', S '2, i  S2, S', S', sę 
w linii prostej. Istnieje więc cztery linie proste zawierające 
wierzchołki sześciu stożków. A ponieważ każdy wierzchołek na
leży oddzielnie do dwóch z tych prostych, ie cztery proste leżę 
na jednej płasczyznie, i tworzę czworobok zupełny. Ztęd wynika 
że trzy środki podobieństwa prostego trzech kół na sferze sę na 
jednym  okręgu koia wielkiego. Tak samo, każdy ze środków 
podobieństwa prostego z dwoma nieodpowiedajęcemi środkami 
podobieństwa, odwrotnego leży na jednym okręgu koła wielkiego.

Te cztery okręgi kół wielkich, każdy przechodżęćy przez trzy 
środki podobieństwa, nazywaję się osiami podobieństwa trzech kół 
na sferze. Jest wię t  jedna  oś podobieństwa prostego, i trzy  osie 
podobieństwa odwrotnego.
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Dowodzenie i wykreślenie, któreśmy dali w geometryi płas
kiej (V, 20 i zay.), stosuje się do kół stycznych na sferze, zastę
pując tylko linie proste przez łuki kół wielkich. Zwykle dość 
nakreślić styczne sferyczne spólne do dwóch dwojanów kół da
nych, aby mieć środek pierwiastny i biegun osi podobieństwa 
tych kół. Zagadnienie ma ogólnie osiem rozwiązań. Metoda 
w tem jest ważna że daje rozwiązanie w prost; jest ona ogólna, i 
obejmuje nawet przypadki szczególne w których dane koła staję 
się punktami albo kołami wielkiemi.

KOŁO STYCZNE DO TRZECH KÓŁ DANYCH NA SFERZE.

;ZASADY PERSPEKTYWY.

Niech będzie punkt stały O który się nazywa okiem widza, 
płasczyzna stała MN zw anapłasczyzną wizerunku czyli obrazu.

Pcrspektyioa punktu A w przestrzeni jest punkt a w którym 
promień oczni/, idący od oka O do punktu A , przebija płasczyznę 
wizerunku MN.

Perspektywą linii jakiejkolwiek ABC jest miejsce perspektyw 
abc wszystkich jej'punktów.

Jako widzimy, perspektywa linii ABC jest przecięciem płasczy- 
zny wizerunku z powierzchnią stożkową, mającą punkt widzenia
O za wierzchołek, a linię ABC za kierownicę. Dla tej przyczyny
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perspektywa linii nazywa się jej rzutem stożkowym, albo jeszcze 
rzutem środkowym.

Pojmujemy teraz łatwo że dwie krzywe różne mogą mieć tę 
samą perspektywę na jednej płasczyznie.

T w ie r d z e n ie  XXVIII.

Perspektywą linii prostej jest linia prosta.

Albowiem, perspektywy wszystkich punktów prostej AB, bę
dąc zarazem na plasezyznie MN i na plasezyznie OAB, są prze
cięciem ab tych dwóch plasczyzn.

Aby mieć perspektywę punktu leżącego w nieskończoności na 
prostej AB, trzeba poprowadzić przez oko O równoległę O/' 
do AB; p u n k t/-, w którym ona przebija płasczyznę wizerunku, 
będzie perspektywą jej punktu w nieskończoności. Ten punkt f  
nazywa się punktem umknięcia prostej AB.

Gdy prosta AB jest równoległa do płasczyzny wizerunku, jej 
punkt umknięcia znika w nieskończoności.

Widzimy leraz łatwo że, gdy jest kilka prostych równoległych 
między sobą, perspektywy punktów leżących w nieskończoności 
na tych równoległych schodzą się wszystkie w jednym  punkcie 
umknięcia. Ale ten punkt znika w nieskończoności jeśli dane 
proste, równoległe między sobą, są zarazem równoległe do płas
czyzny wizerunku.



Punkt s w którym prosta AB spotyka płasczyznę wizerunku 
nazywa się. jej śladem.

Gdy prosta AB przechodzi przez punkt widzenia 0 , jej per
spektywa przywodzi się do jednego punktu który jest jej śladem. 
Ale i ten ślad znika, jeśli prosta AB przechodząca przez punkt O 
jest równoległa do płasczyzny wizerunku.

Gdy prosta AB leży na płasczyznie przechodzącej przez punkt 
widzena i równoległej do wizerunku, jej perspektywa znika 
w nieskończoności.
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T w ie r d zen ie  XXIX.

Gdy dwie proste przecinają sic, ich perspektywy przecinają się 
także albo są równolegle, według ja k  promień 'oczny puu/ctu prze - 
cięcia spotyka płasczyznę wizerunku albo jest do niej równoległy ■

1° Niech będą dwie proste Ali i CD [fig. 1} przecinające się 
w punkcie II. Ponieważ promień oczny OH spolyka płasczyznę 
wizerunku w punkcie h, jako pokazuje figura, ten punkt h jes 
perspektywą punktu przecięcia II dwóch prostych AB i CD; 
więc wtedy perspektywy ab i cd tych prostych spotykają się 
w punkcie li.

2° Uważajmy teraz dwie proste AB i CD także się przecinające 
w punkcie II (fig. 2), ale w których promień Oli nie spotyka

48ł
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plasczyzny wizerunku. W  tym przypadku, plasczyzny OABi OCD 
przechodzą przez promień OH; więc ich przecięcia ab i cd 
z płasczyzną wizerunku, to jest perspektywy dwóch prostych 
AB i CD, są równoległe do OH, i temsamem równoległe między 
sobą.

Gdy dwie proste su równoległe, ich perspektywy przecinają się 
albo są równoległe, według ja k  te proste spotykają plasczyzńę wi
zerunku albo są do niej równoległe.

1° Niefch będą dwie prosto równoległo AB i CD [fig. 1) które 
spotykają plasczyzńę wizerunku. Jeśli przez punkt widzenia O 
poprowadzimy prosię Of  równoległą do danych, ta linia wyzna
czy ich spoiny punkt umknięcia /'. Więc perspektywy cb i cd 
dwóch danych równoległych AB i CD przecinają się w punkcie f.

•2" Jeśli dwie proste równolegle AB i CD {fig. 2) są zarazem 
równoległe do plasczyzny wizerunku, wtedy plasczyzny OAB 
i OCD przecinają tę plasczyzńę wedle dwóch prostych ab i cd które 
są równoległe do dwóch danych równoległych AB i CD. Więc 
perspektywy ab i cd tych ostatnich są równoległe.

W niosek . — Gdy dwie proste leżą na jednej płesczyznie prze
chodzącej przez punkt widzenia O, wtedy ich perspektywy zle
wają się w jedną linię prostą.

T w ie rd z e n ie  X X X

Fig. ->■
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U w a g a . — Z tego co poprzedza wnosimy ogólne twierdzenie:

Gdy przecięcie się dwóch płasczyzn rzutujących jest równoległe do 
płasczyzny w izerunku, perspektywy jakichkolwiek lin ij leżących na tych 
płasczyznach są, równoległe. I n a w z a j e m .

Więc, aby otrzymać perspektywy równoległe prostych AB, CD, EF,... 
przecinających się w jednym punkcie H, dość wziąć płasczyznę wizerunku 
równoległo do prostej 011 klóra łączy punkt II z punktem widzenia O. 
Można lym sposobem otrzymać perspektywy równolegle drugiej jeszcze 
grupy linij prostych A'B', CD', E'F',... przecinających się w punkcie II', 
biorąc płasczyznę wizerunku równoległą zarazem do 011 i OM'.

Zag a d n ien ie  XXXI.

Wszystkie punkta płasczyzny które są w nieskończoności maju 
perspektywy w linii prostej na plasczyznie wizerunku nierówno- 
leylej.

Jakoż, otrzymuje się perspektywy a, b, c,... punktów 
w nieskończoności leżących na płasczyzn i e PQ, prowadząc przez 
punkt O równoległe O a, Ob, Oc,...do tej płasczyzny. Owoż, te 
równoległe leżg. wszystkie na jednej płasczyznie oab równoległej 
do płasczyzny PQ (VI, 23, w n .) ; więc szukane perspektywy, 
leżęc na dwóch płasczyznach ¡MN i O ab, s j  na linii prostej abc 
równoległej do przecięcia płasczyzn MN i PQ.

W n io sek . — Jeśli figura płaska F ma punkta w nieskończo
ności, perspektywy tych punktów s£ w linii prostej. I n a w za jem ,
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punktom figury perspektywnej F ', będącym w nieskończoności, 
odpowiedają punkta figury F leżące na linii prostej równo
ległej do przecięcia płasczyzn figur F  i F '. Bo figury F i F ' są 
nawzajem perspektywą jedna drugiej, względem tego samego 
punktu widzenia O.

Z tego co poprzedza wynika że :

1° Można zawsze wziąć perspektywę figury płaskiej tak, żeby 
perspektywa jednego z jej punktów A poszła w nieskończoność; 
dość tylko żeby płasczyzna wizerunku była równoległa do pro
mienia ocznego OA. W tedy wszystkie linie proste które się 
spotykają w punkcie A tej figury będą miały perspektywy 
równolegle.

2° Można zawsze wziąć perspektywę figury płaskiej tak, żeby 
perspektywa dwóch jej punktów A i B, czyli perspektywa linii 
prostej AB, była w nieskończoności. Dość tylko żeby płasczyzna 
wizerunku była równoległa do płasczyzny OAB.

Tym sposobem czworobok może mieć za perspektywę równo- 
ległobok, z kątem takiej wielkości jaka się podoba. Jakoż, żeby 
perspektywa abcd czworoboku ABCD była równoległobokicm, 
trzeba żeby punkt spotkania E boków przeciwległych AB i CD 
miał perspektywę w nieskończoności; tak samo, trzeba żeby 
perspektywa punktu spotkania F boków przeciwległych AD i BC 
była także w nieskończoności. Dość więc żeby płasczyzna wize
runku była równoległa do płasczyzny OEF. Owoż, kąt EOF jest 
dowolny, ponieważ punkt widzenia O może być wzięty dowolnie. 
W ięc można dać kątowi bad równolegloboku taką wielkość jaką 
zechcemy.

RZUTY W OGÓLNOŚCI.

W iadomo że rzutem linii prostej na płasczyznie jest linia prosta. 
To twierdzenie nie przestaje być prawdziwe, gdy rzutujące punk
tów są  pochyłe do płasczyzny rzutów (VI, 16); byle tylko wszystkie 
rzutujące były równoległe do jednej prostej. Dla tej przyczyny
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obydwa rzuty są rzutami walcowemi; a widzieliśmy że perspektywa 
jest rzutem słoikowym. Więc, zogólniając znaczenie wyrazu rzut, 
powiemy :

Rrzut a punktu A na płasczyznie P nazywa się prostokątnym 
albo pochyłym  albo słoikowym, według jak rzutująca Aa jest 
prostopadła do płasczyzny P, albo równoległa do pewnej po
chyłej do tej płasczyzny, albo wychodzi z punktu stałego 0 
przestrzeni.

— Rrz-ut-prostokątny, pochyły, albo stożkowy figury jest miej
scem rzutów prostokątnych, pochyłych, albo stożkowych wszys
tkich. punktów tej figury; biorąc, ma się rozumieć, na jednej
płasczyznie rzuty wszystkich punktów.

. ‘i

Gień rzucony napłasczyznę P, przez figurę którą oświeca punkt 
światły Ci), jest rzutem stożkowym czyli perspektywą tej figury.

Żtąd, ij na mocy iw. XLYIIJ, Ks. V, wnosimy ogólne zadanie :

Gdy cztery proste zbiegające leżą na jednej płasczyznie, ich rzuty 
prostokątne pochyłe, albo ich cienie czyli perspektywy, na jakiejkol
wiek innej płasczyznie, są czterema liniami prostemi takie zbiega- 
jąceniij których stosunek nieharmoniczny jest równy stosunkowi nie- 
hdrńiońióznemu czterech pierwszych.

Rzuty dają następujące ważne twierdzenie.

T w ierd zen ie  XXXII.

Styczna w punkcie m rzutu mm' jakiejkolwiek krzywej MM' jest 
rzutem stycznej w odpowiedającym punkcie M tej krzywej.

Albowiem sieczna mm! jest rzutem albo perspektywą siecz
nej MM', jakkolwiek blizko punkt M' i jego rzut m' dochodzą 
odpowiednio do M i m. W ięc styczna w punkcie m rzutu, albo 
perspektywy, linii krzywej MM' jest rzutem albo perspektywą sty
cznej do tej krzywej w punkcie M.

Je tu  jednak wyjątek. W sczególnym przypadku w który
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styczna do krzywej w punkcie M jest rzutującą tego punktu, jej 
rzut albo perspektywa jest tylko punk tem ; gdy tymczasem 
styczna do rzutu tej krzywej, w  punkcie m, jest linią wyznaczony.

O k r e ś l e n ie . — Nazywa się własnością rzutową figury wszelka 
własność która się zachowuje w rzucie tej figury. Własności 
opisowe są oczywiście własnościami rzutowemi.

Ale nie każda własność miarowa figury jest jej własnością 
rzutową ; i tak, twierdzenie : W  trójkącie prostokątnym, kwadrat 
z przeciicprostokątnej równa się summie kwadratów z boków kąta 
prostego, nie zachowuje się w rzucie trójkąta na płasczyznie ; bo 
ten rzut nie jest koniecznie trójkątem prostokątnym.

Stosunek nieharmoniczny czterech punktów w linii prostej jest 
własnością rzutową, i równa się stosunkowi nieharmonicznemu ich 
perspektyw. Bo cztery punkta A, B, C, D w linii prostej i ich 
perspektywy a, b, c, d leżą na dwóch poprzecznych jednego 
pęku O.ABCD (V; 1).

Perspektywa jest jedną z metod poszukiwania własności figur, 
odpowiedających wiadomym własnościom figur spółrodzajowych. 
I tak, niech będzie czworobok ABGD, w którym E i F są pun
ktami spotkań boków przeciwległych, G przecięciem dwóch 
przekątnych wewnętrznych. Zrzutujmy ten czworobok wedle ró- 
wnoległoboku abed. W równoległoboku przekątne przecinają się 
na połowy. Owoż, perspektywa g punktu G jest środkiem prze
kątnej ac; więc ta przekątna jest podzielona harmonicznie przez 
przekątnę bd, i przez prostę e f  która jest w nieskończoności per
spektywą prostej EF. Ale własność harmoniczna jest własnością 
rzutową; więc w czworoboku zupełnym ABCD przekątna AC 
jest podzielona harmonicznie przez przekątne BD i EF. Co już 
wiemy (V, 10).

Można uważać wszelką stożkowę jako perspektywę koła, i 
n a w z a je m . Albowiem, można nakreślić tę stożkowę i dane koło 
na jednym  stożku kołowym; więc, jeśli weźmiemy wierzchołek



lego stożka za punkt widzenia 0 , i płasczyznę jednej z dwóch 
linij za płasczyznę wizerunku, druga linia będzie perspektywę 
pierwszej.

Ztęd wynika że wszystkie własności opisowe kola należę do 
przecięć stożkowych.

I tak, naprzykład, twierdzeniu biegunowej względem kola, od- 
powieda następujące w przecięciach stożkowych.
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T w ie r d z e n ie  XXXIII.

Jeśli przez punkt A, leżący na plasczyznic przecięcia stożkowego, 
poprowadzono jakąkolwiek sieczne AIJC, miejscem punktu  D sprzę
żonego harmonicznego z punktem A, względem cięciwy BC, jest linia 
prosta DD' biegunowa punktu A.

Bo te wszystkie sieczne AC, AC'... i ich 
punkta przecięć C,C', C "..ze stożkową MC 
mogą się uważać jako perspektywy linij 
i odpowiedających punktów które leżę na 
kole. Owoż, w kole punkta sprzężone har
moniczne których perspektywami sę D, 
D ',... stanowię biegunowę punktu maję- 
cego perspektywę A ; więc miejscem 
punktów D, D', D ",. ..  jest linia prosta DD', 

biegunowa punk tu.\ względem danej stożkowej.

W n io sek . — Jeśli przez punkt A, leżący na plasczyznic linii 
stożkowej, poprowadzimy sieczne AC, AC'... ; cięciwy łączące 
pnnkta pi'zecięć,jako BC' i CB ',... albo jako  BB' i CC',... spotkają 
się na biegunowej DD' punktu A (V, 12).

Uważajęc na to cośmy powiedzieli w ks. V o biegunowej 
względem koła, łatwo można, za pomocę powyższego twierdzenia



i  j e g o  w n i o s k u ,  n a k r e ś l i ć  b i e g u n o w ę  d a n e g o  p u n k t u ,  a lb o  b i e 

g u n  d a n e j  b ie g u n o w e j ,  w z g lę d e m  l in i i  s to ż k o w e j .

Stosując tę uwagę, i opierając się na tw. XXX, Ks. V, widzimy 
zaraz że

Każda kierownica jest biegunową odpowicdnego ogniska względnie 
Jo jego stożkowej.

Tg. s a m y  m e to d y  p e r s p e k ty w y  n i e  t r u d n o  d o w ie ś d ź  ż e  z n a m ie 

n i t e  tw ie r d z e n ia  sześciokąta P a s k a l a  i B r ia n c iio n a , tw ie r d z e n ie  

D esa r g a  (V , 32 i 33), K a r n o t a  (III, 33), z  i c h  w n io s k a m i  s to s u jy  

s ię  d o  w s z y s tk ic h  p r z e c ię ć  s to ż k o w y c h .

Jako przykład ważności tych twierdzeń, rozwiążmy następujące 
zagadnienia.

% 8  KSIĘGA DZIESIĄTA.

Z a g a d n ien ie  I .

Przez dany punkt A poprowadzić styczno do danej stożkowej.

1° Jeśli punkt A jest dany zewnytrz, na płasczyznie linii stożko
wej BMC {fig. poprzednia), nakreśl jego biegunowę MN której 
punkta przecięcia, M, N ze stożkowy będy punktami zetknięć, 
<i zaś proste AM, AN stycznemi szukanemi.

2” Jeśli pukt A jest dany na stożko
wej ABC, weź na tej linii czterypunkta 
przyzwoite B, C, D, E, i nakreśl pię
ciokąt wpisany ABGDEA. Przedłuż 
AE, BC i CD, poprowadź siecznę 
punktów spotkań PQR, i nakoniec 
prostę Alt która będzie styczny szu

kany (Zob. I(s. V, tw. VI wn).

U w a g a . — To piękne rozwiązanie, za pomocy samej linii



prostej, pokazuje że można kreślić styczne do danej stożkowej

nie znając nawet jej rodzaju; to jest, nie wiedząc czy dany łuk 
należy do ellipsy, hiperboli albo paraboli.

Jest więcej jeszcze. Można, znając tylko pięć punktów linii 
stożkowej, poprowadzić przez jeden z nich stycznę do tej krzy
wej,.chociaż ona nie jest nakreślona ani dany jej rodzaj.

Z a g a d n ie n ie  11.

Mając dane pięć punktów A, B, C, 1), E linii stożkowej, nakreślić
inne.

’ '• '* *  '• * •'1

Prze,z.jeden i  danych punktów, np. przez E, poprowadź jaką
kolwiek prostę EF. Chodzi o znalezienie punktu F w którym ona 
spotyka linię stożkową. Otóż, w sześciokącie wpisanym ABCDEF, 
przez punkt przecięcia P pierwszego boku AB i czwartego DE, i 
przez punkt przecięcia Q d?'ugiego boku BC i piątego EF, popro
wadź hnię prostą PQ która spotka trzeci bok CD w punkcie R. 
Jeśli połączysz AR, proste AR i E'F przetną się w żądanym 
punkció F.

Można tym sposobem wyznaczyć tyle punktów szukanej stożko
wej ile się podoba.

Zagadnienie jest oczywiście niemożebne, gdy trzy  z pięciu 
danych, punktów są w linii prostej.

Z a g a d n ie n ie  I I I .

Nakreślić linię słoikową styczna do pięciu danych prostych.

— Niech będzie ABCDE pięciokąt utworzony z danych stycznych. 
Poprowadź przekątne BD i C E ; punkt skrzyżowania N i wierz
chołek A połącz linią prostą AN, która spotka bok przeciw
legły GD w punkcie zetknięcia F szukanej stożkowej.

ZAGADNIENIA. 7 4 9
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Tym sposobem wyznacza się cztery inne punkta zetknięcia, i 
zagadnienie przywodzi się do poprzedzającego.

Zagadnienie jest niemożebne gdy tr zy  z pięciu danych stycz
nych zbiegają się w jednym punkcie albo są równoległe.

Uw a g a . — W  każdy pięciokąt można ivpisać i na nim opisać 
linię stożkową, ale tylko jedną.

Stożkow a  sferyczna . — Wyobraźmy sobie sferę i stożek m a
jący za wierzchołek jej środek a za podstawę linię stożkową. Ten 
stożek przecina powierzchnię sferyczną wedle dwóch linij zam
kniętych, symetrycznych, które uważane razem stanowią stożkowe 
sferyczną. Każda z tych dwóch krzywych jest perspektywą na 
sferze linij stożkowych, i nazywa się e l lipsą  seeryczną .

Ellipsa sferyczna ma dwie osie symetryi sferyczne prostokątne, 
których punkt przecięcia jest jej środkiem ; ma także dwa ogniska 
leżące na wielkiej osi, i dwie kierownice sferyczne odpowieda- 
jące tym ogniskom.

Stosunek nieharmoniczny trzech punktów w linii prostej, jako 
równy stosunkowi nieharmonicznemu pęku czterech linij pros
tych, jest także równy stosunkowi nieharmonicznemu czterech 
punktów na sferze, jeśli do wyznaczenia jego wartości są wcięte 
nie łuki kół wielkich ale ich wstawy. Zatem, czterem punktom 
harmonicznym na płasczyznie odpowiedają cztery punkta h a r
moniczne na sferze. Następnie, ponieważ biegunowa punktu 
względem podstawy stożka jest linią prostopadłą do osi ognisko
wej, biegunowa punktu względem ellipsy sferycznej jest łukiem 
kola wielkiego, także prostopadłym do osi ogniskowej.

Ellipsa sferyczna posiada wiele własności podobnych do wła
sności ellipsy płaskiej.

I tak :

Stosunek icstaw odległości punktu ellipsy sferycznej od ogniska 
i od kierownicy odpowiedającej jest ilością stałą.
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Summa wstaw promieni wodzących które łączą punkt eilipsy sfe
rycznej z obydwoma ogniskami jest ilością stałą.

Styczna do eilipsy sferycznej czyni kąty równe z promieniami 
luodzącemi punktu zetknięcia (V, 27); i. t. d.

Ale dowodzenia tych twierdzeń do geomotryi analitycznej 
należy.

FIGURY ODWROTNE; METODA PRZEKSZTAŁCENIA PRZEZ 

PROMIENIE WODZĄCE ODWROTNE.

O k r e ś l e n ie . — Majyc dany jakikolwiek układ punktów A, B, C... 
na płasczyznie albo w przestrzeni, jeśli na promieniach wodzą
cych SA, SB, SC,... które wychodzy z punktu dowolnego S, 
weźmiemy odległości SA', SB', SC',... wszystkie jednakowym 
sposobem, i takie żeby było

SA. SA' =  SB . SB' =  SC. SC’ =  ... =  p,

punktaA ', B ',C ',... będy stanowiły układ odwrotny układu ABC...

Jeśli punkta A, B, C,... tworzy figurę płasky albo w przes
trzeni, ich odpowiedne A', B', C ',... tworzy także figurę płasky 
albo w przestrzeni odwrotny pierwszej. Sposób jakim się prze
chodzi z pierwszej figury do drugiej nosi nazwisko przekształce
nia przez promienie wodzące odwrotne.

Punkt S nazywa się biegunem albo początkiem, a ilość stała p 
potęgą przekształcenia. Ta potęga, jest dodatna albo odjemna, 
według jak dwa punkta odpowiedne A i A' leży oba z jednej strony 
albo każdy ze strony przeciwnej bieguna S.

Gdy potęga p  jest dodatna, można jy uważać jako kwadrat 
z promienia koła majycego środek w S. A jeśli nadamy temu 
promieniowi ciyg wartości, wszystkie figury odwrotne tak otrzy



mano będą jednokladne. Albowiem, oznaczmy przez p promień 
wodzący danej figury, przez r i r[ promienie wodzące odpowiedne 
dwóch figur odwrotnych z pierwszą względem potęg p i />',

V p
będzie ¡¡r =  p  i pr' =  p ; więc
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T w ie r d z e n ie  XXXIV.

Figurą odwrotną linii prostej jest okrąg przechodząc;/ przez punkt 
wzięty za biegun.

Niech będzie linia prosta BC i 
punkt A wzięty za biegun. Poprowadź
my promień wodzący AN, i weźmy na 
nim punkt M taki żeby było

AN. AM =  p ;

z punktu A spuśćmy na BC prosto- 
padłę AE, i weźmy na niej punkt D taki żeby było

A E. AD =  p.

Z tych dwóch równań wynika

AN . AM =  A E . Al).

Ostatnie równanie pokazuje że cięciwa DM i dana prosta BC 
są dwiema przeciwrównoległemi w kącie A (III, 10); zatem 
kąt DMA jest prosty.

Więc miejscem punktu M je s t okrąg przechodzący przez biegun A.

Promień tego okręgu jest oczywiście AO =
2AE

Gdyby wzięto punkt D za biegun otrzymanoby ten sam wynik.



To wszystko jest przez się widoczne ; dość uważać że punkta A 
i D są środkami podobieństwa linii prostej BG i koła AMD.

U w aga . — Gdyby biegun był wzięty na danej prostej, wtedy 
ta prosta byłaby sama swoją odwrotną.

T w ie r d z en ie  XXXV.

Figurą odwrotną okręgu, względem punktu jego płasczyzny 
wziętego za biegun, jest okrąg mający z pierwszym ten biegun za jeden 
ze środków podobieństwa.

FIGURY ODWROTNE. 7 5 3

Niecb będzie dany okręg O, i punkt S na jego płasczyznie, 
zewnętrz albo wewnątrz tego okręgu. Na promieniu wodzą
cym SAB weźmy punkia A' i B' takie żeby było

SA . SA ' = p  i SB . SB' =  p.

A ponieważ SA . SB =  k, będzie, mnożąc i dzieląc stronami,

SAh. SB' — y-.
li

Więc miejscem punktów A' i B' jest okrąg 0 !.
k

Punkt S jest środkiem podobieństwa okręgów 0  i O '; a zaś -

SA . SB SA k 
ich stosunkiem podobieństwa, bo „ , =  ^



W n io s e k . — Jeśli punkt S zbliża się do okręgu O, i nareszcie 
pada na nim w punkcie E albo P, wtedy okręg odwrotny O' 
rośnie nieskończenie i staje się liniy prosty.

W ięc, figura odwrotną okręgu, względem jednego z jego punktów 
luziętego za biegun, jest linia prosta, prostopadła do średnicy 211

przechodzącej przez ten biegun, i na odległość ~  od niego.

Dobrze jest dowieśdź wprost tego wniosku, który jest niejako 
wzajemnicy twierdzenia XXXV.

T w ie r d z en ie  XXXVI. — Figurą odwrotną płasczyzny jest sfera 
przechodząca przez punkt wzięty za biegun.

PPromień tej sfery równa się — , oznaczajyc przez d odległość 

bieguna od płasczyzny.

T w ie r d z e n ie  XXXVII. — Figurą odwrotną sfery, względem pun
ktu przestrzeni wziętego za biegun, jest sfera mająca z daną sferą 
ten biegun za jeden ze środków podobieiistwo.

Dowodzi się łatwo obydwóch twierdzeń, przywodzyc rzecz do 
linii prostej i kola, za pomocy płasczyzny siecznej przechodzycej 
przez biegun.

W niosek. — Jeśli punkt wzięty za biegun zbliża się do danej 
powierzchni sferycznej i nareszcie jej dosięga, wtedy sfera od
wrotna rośnie nieskończenie i staje się płasczyzny.

W ięc figurą odwrotną sfery, względem jednego z je j  punktów 
wziętego za biegun, jest płasczyzna prostopadła do średnic>/ 2ft

JJ
przechodzącej przez ten biegun, i naodleglość od niego.
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Uw aga. Ten wniosek z wnioskiem tw. XXXV stanowię dwa ważne 
twierdzenia któve nam później będą użyteczne.
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T wierdzenie XXXVIII.

Figurą odwrotną okręgu, względem jakiegokolwiek punktu przes
trzeni wziętego za biegun, je s t okrąg.

Albowiem, można uważać dany okrąg jako przecięcie się dwóch 
sfer O i O'; zatem figura odwrotna tego okręgu, będąc przecię
ciem się dwóch sfer O i i O ,' które są odwrotnemi sfer O i O', 
jest także okręgiem.

T w ie r d z en ie  XXXIX.

Znając odległość dwóch punktów jednej figury, można wyznaczyć 
odległość punktów odpowiednych figury odwrotnej, względem jakie
gokolwiek bieguna S i potęgi p.

Jakoż, równanie

SM . SM1 =  SN . SN' =  p

dowodzi że proste MN i MW są przeciwrównolegle względem 
kąta S; zatem dwa trójkąty podobne SMN i SMW dają :

MW SN' S N '. SN p
MN "" SM SM . SN SM. SN ’ 

MN. p
zkąd M'N SM . SN

M W . p
Otrzymuje się. podobnie MN =  ~g^p—g jy -
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T wierdzenie XL.

Kąt dwóch litu j przecinających się jest równy kątowi linij od
wrotnych.

Uważajmy najpierwej że dwie jakiekolwiek linie odwrotne MN 
i M'N', płaskie albo skośne, tworzę z promieniem wodzęcym SM 
kęty równe. Jakoż, cięciwy MN i MW sę przeciwodpowiedne ; 
zatem kały SMN i SN'M' sę równe, jakkolwiek blizko punkt N 
dosięga do M. Owoż, gdy promień wodzęcy SN schodzi się. z SM, 
sieczne MN i M'N' staję się stycznemi MT i M'T do swoich krzy
wych w punktach odpowiednyeh M i M'; więc te styczne czynię 
z promieniem wodzęcym SM kęty rów ne, to jest wyraźniej, 
tworzę trójkęt równoramienny TMM' majęcy podstawę MM'.

Niech będę teraz dwie jakiekolwiek krzywe MA, MB, i ich 
odwrotne M'A', M'B' ; powiedam żekęt dwóch pierwszych równa 
się kętowi dwóch drugich, to jest kęty TMV i TM'V, utworzone 
przez styczne do tych krzywych, sę równe.

Albowiem, jeśli dwie krzywe MA i MB leżę na jednej płas- 
czyznic, na mocy lego co poprzedza będzie

kęt TMM' =  TM'M, i kat VMM' =  VM'M ; więc kęt TMV =  TM'V.

Jeśli zaś dwie dane krzywe MA i MB sę skośne, uważajmy 
dwa trójściany MM'TV i M'MTV które, majęc kęt dwójścienny 
MM' spólny, przyległy dwom ścianom odpowiednio równym



TMM'— TM'M i VMM' =  VM'M, są sym etryczne; więc kąty 
TMV i TM'V są równe.

T w ie r d z e n ie  XL1.

Kąt dwóch powie?'zchni P i  P ,, w punkcie m linii przecięcia amb, 
jest równy kątowi pod którym się przecinają dwie powierzchnie 
odwrotne P ' i P ', w punkcie odpowiednym m'.

Kątem dwóch powierzchni przecinających się w danym pun
kcie m jest kąt ich płasczyzn stycznych w tym punkcie. Owoż, 
jeśli przez punkt m, poprowadzimy na powierzchniach P i P t dwie 
odpowiedne krzywe mp i mq, przecinające pod kątem prostym 
linię ab spólną tym powierzchniom, krzywe odwrotne m'p' i m'q' 
przetną także pod kątem prostym linię a'm'b', spólną powierz
chniom odwrotnym P ', P ', . Ale kąt dwóch krzywych mp i mq 
mierzy kąt powierzchni P i P , w punkcie m, a kąt krzywych 
odwrotnych m'p' i nią' mierzy kąt powierzchni odwrotnych P1 i P' j 
w punkcie odpowiednym i te dwa kąty są równe (40); więc 
kąt dwóch powierzchni przecinających się w punkcie m  jest 
równy kątowi powierzchni odwrotnych przecinających się w pun
kcie odpowiednym m!.

Ta własność zachowania kątów w dwóch figurach odwrotnych, 
i możebność wyrażenia odległości dwóch punktów w funkcyi 
odległości punktów odpowiednych, są nader ważne, i mogą słu
żyć do poszukiwania własności opisowych albo miarowych 
danej figury, jeśli ją  przekształcimy na inną w której te własno
ści są wiadome.

Zastosowanie pokaże lepiej użytek tej metody, do której służą 
dwa następujące twierdzenia.

Można zawsze przekształcić dany układ trzech kół na inny układ 
trzech kół mających środki tu linii prostej; miejscem biegunów tego 
przekształcenia jest okrąg przecinający prostokątnie trzy dane koła. 
Jakoż, linia prosta na której się znajdują środki trzech kół

49
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przekształconych dzieli prostokątnie ich okręgi ; więc okrąg bę
dący linią odwrotną tej prostej dzieli prostokątnie trzy dane 
okręgi, i jest miejscem biegunów przekształcenia.

Można także przekształcić dany układ trzech sfer na inny układ 
trzech sfer mających środki tu linii prostej; miejscem biegunów tego 
przekształcenia jest okrąg który dzieli prostokątnie, koła wielkie 
trzech sfer danych, leżące na płasczyznie ich środków. Albowiem, 
biegun przekształcenia, i prosta na której mają się znajdować 
środki trzech sfer odwrotnych, wyznaczają płasczyznę która 
zawiera oczywiście środki trzech danych sfer (35); 'więc zadanie 
przywodzi się do przekształcenia trzech kół wielkich, leżących 
na płasczyznie środków trzech danych sfer, na trzy inne kola 
mające środki w linii prostej. Co już wiadome.

Ostatnie przekształcenie daje łatwe dowodzenie twierdzenia 
Dupuis.

Gdy jedna sfera zmienna jest jednakowo styczna do trzech sfer 
stałych, każdy ze trzech punktów zetknięć opisuje małe koło na swojej 
sferze.

Jakoż, jeśli przekształcimy układ czterech sfer tak, żeby trzy 
stałe sfery miały środki w linii prostej, sfera zmienna nie prze
stanie być styczną do tych sfer, i dotknie każdej w punkcie 
którego miejscem jest okrąg prostopadły do linii środków. Owoż, 
figurą odwrotną koła jest koło; wrięc, wracając do danego układu 
sfer, widzimy że punkt zetknięcia sfery zmiennej opisuje małe 
koło na każdej sferze stałej.

Zastosujemy teraz wyłożoną teoryę do kilku zadań geómetryi 
płaskiej.

P rzekształcen ie w ła sn o ści o piso w y c h . — Figurą odwrotną 
wielokąta prostolinijnego ABC..., względem punktu S jego 
płasczyzny, jest wielokąt krzywolinijny A /C C ',... utworzony 
orzez luki kół które się krzyżują w punkcie S. Ztąd, na mocy



twierdzenia równości kątów w dwóch figurach odwrotnych, 
wynikają następujące zadania.

1° Summa kątów wielokąta krzywnlinijnego A'B'G'... jest równa 
dwom kątom prostym luzietym tyle razy ile jest bokóiu mniej dwa.

2° Trzy wysokości trójkąta przecinają się w jednym punkcie.

W ięc, w trójkącie krzywolinijnym  mającym za boki luki trzech 
kół przechodzących przez jeden punkt, trzy łuki kół, z których 
każdy przechodząc przez ten punkt i przez jeden wierzchołek 
trójkąta dzieli prostokątnie bok przeciwległy, spotykają się w dru
gim punkcie spólnym.

Twierdzenie dwójsiecznych w trójkącie przekształca się po
dobnie.

3° Gdy dwa koła, przechodzące odpowiednio przez punkla 
S i A, S i R, przecinają sio pod kątem stałym, miejscem drugiego 
punktu przecięcia just okrąg.

P rzekształcenie w łasności m iaro w y ch . — To przekształcenie 
opiera się na formule odległości dwóch punktów (39), w której 
można wziąć p —  1. Aby więc przekształcić związek między 
odcinkami AR, RC,... danej figury, dość zastąpić każdy z nich, 

AR
jako AR, przez biorąc punkt S za biegun.

I tali : Miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od 
punktu stałego 0  na jednej plasczyznie jest okrąg.

Przekształćmy to określenie.

Oznaczając przez M' i 0 ' punkta odpowiedne punktów M i 0, 
względem bieguna S wziętego na tej samej płasczyznie, będzie

FIGURY ODWROTNE. 7 5 9

MO

, 0'M 1 .. ,
To pokazuje że stosunek jest liczbą stałą.
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Więc miejscem punktu  M', którego odległości od dwóch punktów 
S i O' są w stosunku stałym, jest okrąg. Co już wiemy.

Niech będzie, na drugi przykład, szereg punktów w linii prostej 
idących w porządku A, B, C,... K. Mamy oczywiście

AK =  AB +  BC +  ... +  IK.

Figurą odwrotną układu tych punktów, względem bieguna S, 
jest szereg punktów A', B', C ',.. li ' idących w tym samym po
rządku, i leżących na okręgu który przechodzi przez biegun S. 
Odległości punktów figury odwrotnej są związane równaniem

A'K' A'B' B'C' I'K'
SA' . SK' ~~ SA' . SB' +  SB' . SC' + ...... S I '. SK'-

Biorąc tylko trzy punkta A', B', C , będzie

A'C' . SB' =  A'B' . SC' +  B 'C '. SA'.

Co daje wiadome twierdzenie Ptolemeusza (III, 26).

Nakoniec, weźmy przykład który, dowodząc użytku metody, 
pokaże jak można ułatwić kreślenie figury odwrotnej z daną.

Zagadnienie IY.

Przez dany punkt A poprowadzić koło styczne do dwóch danych 
kół B i C.

Niech będzie X koło zadość czyniące zagadnieniu. Jeśli, 
biorąc punkt A za biegun, przekształcimy, przez promienie wo
dzące odwrotne, figurę trzech kół stycznych B, C, X, otrzy
mamy dwa koła odwrotne B', C', i linię prostą która będzie 
spólną styczną tych ostatnich kół (35). W ięc, żeby rozwiązać za
gadnienie, dość jest poprowadzić do kół odwrotnych B ',C ', jedną
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ze stycznych spólnych, jako ■ F'G', i połączyć punkta styczno
ści F ', G, z biegunem A ; punkta F , G, przeciwodpowiedne pun
któw F', G', będy zetknięciami koła X z danemi kołami B i C, 
punkt spotkania linij środków BF i CG będzie środkiem X, a 
odiegłość XF promieniem tego koła.

W y k r e śl en ie  kół odwrotnych B' i C'. — Przypuśćmy, dla 
utkwienia myśli, że trzeba wykreślić koło X przechodzące przez 
punkt A i styczne zewnętrznie do dwóch kół B, C. Przez dany 
punkt A prowadzimy styczne AD i AE do tych kół, i bierzemy wie- 
loczyn AD.AE za potęgę przekształcenia; po czem,na stycznej AD 
wyznaczamy długość AD' =  AE, i z punktu D' wyprowadzamy 
prostopadłę D'B' aż do spotkania B' z prosty AB; otrzymujemy 
tym sposobem środek B' i promień B'D' koła B' odwrotnego 
z kołem B. Bioryc na stycznej AE' długość AE' =  AD, i wyko- 
nywajyc podobne wykreślenia, znajdziemy kolo C' odwrotne 
z kołem C.

To zrobiwszy, jeśli poprowadzimy, do kół odwrotnych B' i C', 
tę stycznę zewnętrzny F'G' która jest zewnytrz trójkyta AB'C', i 
potem promienie wodzyce AF', AG', otrzymamy, jakośmy powie
dzieli, punkta zetknięć F , G, a następnie środek X i promień XF 
koła szukanego.

Można inaczej znaleźć środek i promień koła X. Jakoż, uwa-
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zajmy że środek X leży na prostopadłej AH do stycznej spól-

nej F'G' kół B', C', i promień AX =  (3/>) 5

więc, jeśli weźmiemy AK =  2AH, i, połączywszy KD', popro
wadzimy przeciwrównoległę DX do D'K, wyznaczymy zarazem 
środek X i promień AX szukanego koła.

Jeśli chcemy wykreślić koło styczne wewnętrznie do kół B i C, 
trzeba poprowadzić, do kół odwrotnych B' i C', tę stycznę ze
wnętrzny spólny klóra przecina trójkyt AB'C'.

A gdyby szukano koła przechodzącego przez punkt A, i stycz
nego do dwóch kół B, C tak, żeby otaczało jedno z nich B a 
zostawiało zewnytrz drugie G, trzebaby prowadzić, do kół od
wrotnych B' i C', tę stycznę wewnętrzny spólny która przecina 
bok AB' między A i B'.

W tern co poprzedza można było, z danego punktu A, prowa
dzić styczne do obydwóch kół danych B, C; i dlatego mogliśmy 
wziyć za potęgę przekształcenia wieloczyn stycznych AD.AE. 
Uważajmy teraz szczególny przypadek w którym szukane koło X, 
styczne do danych B i C, powinno przechodzić przez punkt A 
leżycy wewnytrz koła C. Jeśli poprowadzimy stycznęAD do koła B 
a średnicę PAQ w kole G, i wyznaczymy punkt D' tak żeby

było AD' =  AQ; widzimy zaraz że, bioryc wieloczyn AD . AD' 
za potęgę prseksziałcenia, łatwo się kreśli koło B' odwrotne 
koła B. Nie trudno także wykreślić koło C' odwrotne koła G; bo
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wiemy że jego środek C' otrzymuje się za pomocą formuły
i p A D . AC

AC —  AG —  —— — . Owoż, łącząc DP, i prowadząc przez

środek danego koła C równoległę CC" do DP aż do spotkania C"

z prostą AD, będzie A C "=  ^  ^ |  w’§° bierzemy AC' =  AC",

prowadzimy prostopadle CE i C'E' do AC, a potem prosię EA aż 
do spotkania E' z prostą C'E' i, mamy tym sposobem środek C' i 
promień C'E' koła odwrotnego z kołem C. Wykreśliwszy koła 
odwrotne B' i C', prowadzimy stycznę zewnętrzną spólną F'G', 
i znajdujemy, jako wyżej, punkta zetknięć Fi G, a następnie śro
dek X i promień XF żądanego koła X.

U waga. — Powyższe rozumowania, zmodyfikowane wedle 
twierdzeń 36 i 37, stosują się do sfer i dają rozwiązanie zaga
dnienia : Przez dany punkt poprowadzić sferę styczną do trzech 
sfer danych.

RZUT STEREOGRAFICZNY.

Rzut stereograficzny figury sferycznej jestpoprostu perspek
tywą figury sferycznej, otrzymaną na płasczyznie koła wielkiego 
którego biegun wzięto za punkt widzenia. 1 tak (fig. poniżej), 
rzutem stereograficznym punktu INI sfery jest punkt m na płas
czyznie średnicowej DE, prostopadłej do promienia OS który łączy 
oko ze środkiem sfery. Owoż, uważając że płasczyzna średni
cowa jestfigurą odwrotną swojej sfery, względem bieguna O i po
tęgi przekształcenia p  =  2R .R  (37, wn), łatwo widzimy że rzut 
stereograficzny jest tylko szczególnym przypadkiem przekształ
cenia przez promienie wodzące odwrotne. Ztąd zaraz wnosimy 
następujące twierdzenie.

Rzuty stereograficzne dwóch lin ij nakreślonych na sferze przeci
nają się pod tym samym kątem co te linie same.
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T wierdzenie XLII.

Rzut stereograficzny koła AMB leżącego na sferze jest kołem amb, 
które ma za środek c rzut stereograficzny wierzchołka O stożka opi
sanego na tej sferze wedle danego koła.

Jakoż, prosta CS jest prostopadła 
do płasczyzny koła AMB; zatem, 
w stożku OAB kołowym pochyłym, 
płasczyzna OSC jest prostopadła do 
płasczyzn koła AMB i przecięcia amb. 
Ale ślady AB i ab tych dwóch płas
czyzn na płasczyznie głównej OAB, 
s<i oczywiście przeciwrównoległe; 
więc przecięcie amb jest kołem prze- 

ciwrównoległem względem podstawy AMB, i jego środek c leży 
na prostej CO (g). Co dowodzi twierdzenia.

Chociaż to dowodzenie jest proste, dajemy jednak drugie, 
wskazane przez P . Chasles.

Wyobraźmy sferę S ,, która przechodzi przez koło AMP i ma 
za środek wierzchołek C stożka opisanego na sferze S. Sfery S
i S £ przecinają się prostokątnie; zatem, bioręc punkt widzenia O 
za biegun przekształcenia, jeśli utworzymy figury odwrotne 
sfer S i S ,, pierwszej będzie odwrotnę płasczyzna średnicowa DmE, 
a drugiej sfera S ', majęca środek na prostej OC. Owoż, te dwie 
figury odwrotne przecinają się także prostokątnie; więc ich prze
cięcie jest wielkiem kołem sfery S ',, majęcem środek na prze
cięciu c promienia OC z płasczyzna średnicowy DmE. To wielkie 
koło jest właśnie rautem stereograficznym amb danego koła AMB 
na sferze. Co było do dowodzenia.

W niosek. — Mając dane koło K i punkt wewnętrzny P, można 
zawsze, i  wieloma sposobami, zrzutować to koło środkowo {wziąć 
perspektywę) icedle koła mającego za środek perspektywę p punkt uV.

Aby dopełnić tego podwójnego warunku, dość jest poprowa
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dzić jakakolwiek sferę przez dane koło I\, i zrobić rzut stereogra- 
ficzny tego koła, bioryc za punkt w idzenia,jeden z punktów 
przecięcia sfery z lmią która łyczy punkt P z wierzchołkiem stożka 
opisanego na sferatw edlę danego koła K.

ZADANIA GEOMETRYI PRZESTRZENI.

1055. — Plasczyzny biegunowe punktów leżących na okręgu kola danego 
w przestrzeni są styczne do powierzchni stożkowej obrotowej. Jaki powi
nien być promień tego okręgu ażeby kąt linii rodzącej stożka i osi kola 
miał 45° ?

1056. — Jedną piasczyzną przecięto dwa walce jednokladne. Dowieśdź 
że przecięcia są dwiema liniami krzywemi jedńokladnemi, których środek 
jest na przecięciu plasczyzny siecznej z prostą równoległą do linij rodzących 
i przechodzącą przez środek jedhokłudności łych walców.

1057. — Można zawsze ustawić dwa dane czworościany tak żeby jeden 
był perspektywą drugiego.

1058. — Gdy dwa pęki jednokrcśliie spólnego środka nic mają promieni 
podwójnych, wtedy można je uważać za perspektywę dwóch pęków w któ
rych promienie odpowiedne czynią między sobą kąty równe i skierowane 
wtęśamę stronę.

1059. — Znaleźć najkrótszą odległość danego punktu od danej powierz
chni obrotowej stożkowej, albo walcowej.

1060.— Jaka jest najkrótsza droga między dwoma punktami na powierz
chni walcowej ?

1061. — Poprowadzić płasczyznę styczną do powierzchni obrotowej, 
walcowej albo stożkowej, 1" przez dany punkt na pówierzchi, 2" przez 
punkt zewnętrzny, 3° równoległe do danej prostej.

1062. — Zbudować stożek albo walec obrotowy, znając trzy linie ro
dzące.

1063. — Znaleźć miejsce punktów których potęgi względem trzech sfer 
są proporeyonałne do promieni tych sfer.

1066. — Jaki punkt trzeba wziąć za biegun przekształcenia żeby, za po
mocą metody promieni wodzących odwrotnych, zamienić zagadnienie sfery
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stycznej de czterech sfer danych na zagadnienie sfery stycznej do jednej 
sfery i do trzech plasczyzn ?

1065. — Mając dane cztery sfery promieni H -j- ?, II, -f- P> 
1!; -}- p, R3 +  p, znaleźć miejsce które środek pierwiaslny tych sfer opi
suje gdy się zmienia ilość p.

1066. — Stożek jest wpisany w sferę; dowieśdź że wszelka płasczyzna, 
prostopadła do średnicy przechodzącej przez wierzchołek tego stożka, prze
cina go wedle kola.

1067. — Zbudować trójkąt sferyczny, znając powierzchnię, bok i pro
mień kola opisanego.

1068. — Zbudować trójkąt sferyczny, znając powierzchnię, podstawę i 
wysokość.

1069. — Znaleść miejsce drugiego ogniska ellips mających jedno ognisko 
spólne i dwie styczne spóine.

1070. — Miejsce środków wszystkich cięciw ellipsy przechodzących przez 
jeden punkt.

1071. — Jeśli połączono ogniska hiperboli z punktami w których styczna 
do tej krzywej spotyka obie niemaltyczne, otrzyma się czworobok wpi- 
salny.

1072. — \Y paraboli, wieloezyny odległości ogniska od wierzchołków 
przeciwległych czworoboku opisanego są równe.

1073. — Mając dane dwa trójkąty, zrzutować jeden z nich na plasczy- 
znie tak żeby rzut był trójkątem podobnym drugiemu.

1 0 7 6 .— Przeciąć dany stożek obrotowy wedle ellipsy której exccn- 
tryczność jest dana.

1075. — W dany stożek obrotowy wpisano dwie sfery, styczne ze
wnętrznie między sobą. Dowieśdź że obiętość zawarta między stożkiem i 
sferami jest połową objętości zawartej między tym stożkiem i sferą która 
przechodzi przez dwa kola zetknięć stożka ze sferami wpisanemi.

1076. — Dwa stożki obrotowe przecinające się mają spólną oś, i kąt 
przy wierzchołku stożka wewnętrznego zawiera 60°; dowieśdź że wierz
chołek stożka wewnętrznego jest spólnem ogniskiem wszystkich przecięć, 
wyznaczonych na stożku zewnętrznym, przez płasczyzny styczne do stożka 
wewnętrznego.

1077. — Jaka jest najkrótsza droga na powierzchni stożkowej z jednego 
punktu do drugiego ?
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J 078. — Jeśli na powierzchni walca obrotowego, poprowadzono przez 
jeden punkt dwie helice przemiające się prostokątnie, okrąg podstawy walca 
jest średnim proporcyonalnym miedzy krokami tych helic.

1079.— Dowieśdź że dwie helice, przecinające się prostokątnie na walcu 
obrotowym, dzielą jego powierzchnię na czworoboki równe.

1080. — Ze skrajności A i A ' średnicy podstawy walca obrotowego, wy
chodzą dwie helice przecinające się prostokątnie. Przypuszczając że pier
wszy punkt spotkania tych helic jest w M, znaleźć, w funkcyi krok\t h 
pierwszej helicy i promienia R walca, powicrzchię trójkąta krzywoliriijnego 
AMA'. Jaki powinien być krok h żeby ten trójkąt krzywolinijny AMA' byl 
maximum ?

1081. — Mając daną helicę na walcu obrotowym, jeśli przez punkt 
przestrzeni poprowadzimy proste równolegle do stycznych helicy, miejscem 
tych równoległych będzie powierzchnia stożkowa obrotowa.

1082. — Zbudować sferę:

I o przechodzącą; przez trzy punkta dane i styczną do płasczyzny, albo do 
sfery danej,

2° przechodzącą przez dwa punkta dane, i styczną do dwóch plasczyzn 
albo do dwóch sfer danych, albo do plasczyzny i do sfery danej.

3° przechodzącą przez punkt dany i styczną do trzech płascyzą,' albo do 
trzech sfer danych,

£T styczną do trzech plasczyzn danych i do sfery danej,
5° styczną do dwóch plasczyzn danych i do dwóch sfer danych,
6° styczną do plasczyzny danej i do trzech sfer danych.

1083. — Zbudować sferę danego promienia któraby zadość czyniła trzem 
innym warunkom, np. żeby przechodziła przez trzy dane punkta ; albo żeby 
przechodziła przez dwa punkta dane i była styczna do plasczyzny, albo do 
sfery danej; etc.

1084. — Nakreślić na sferze, promieniem sferycznym danym, koło 
styczne do dwóch kół danych.

1085. — Opisać na sferze kolo styczne do dwóch kół danych, któreby 
przecinało inne kolo vf dwóch punktach średnicowa przeciwległych.

1086. — Opisać na sferze kolo któreby przecinało trzy kola dane w punk
tach średnicowa przeciwległych.

1087. — Opisać na sferze koło któreby przecinało trzy kola dane pod 
kątami danemi. Uważać przypadek gdy dane kąty są równe.
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1088. — Przez dwa punkta A i B sfery poprowadzono ciąg kol, do któ
rych poprowadzono styczne sferyczne z punktu wziętego na luku kola 
wielkiego AB. Jakie jest miejsce punktów zetknięć?

1089. — Mając dane-na kole sfery dwa punkta A i B, znaleźć na tem 
kole trzeci punkt G taki, żeby dwa wielkie kola CA, CB spotykały się pod 
kątem danym.

1090. — Trzy sfery mające spólne kolo wyznaczają na poprzecznej sześć 
punktów w inwolucyi, której punktem środkowym jest przecięcie tej po
przecznej z plasczyzną koła spólnego.

■1091. — Biegunową wzajemną paraboli, względem punktu kierownicy, 
jest hiperbola równoboczna.

1092. — Zrzutować daną slożkowę wedle hiperboli równobocznej.

1093. — W  stożku kołowym nazywają się c i jk l ic z n e m i  (xixXoę kolo) 
dwie plasczyzny przechodzące przez jego wierzchołek i równoległe do dwóch 
przecięć kołowych. Dowieśilź że wszelka plasczyzna siyczna do stożka ko
łowego przecina obie plasczyzny cykliczne wedle dwóch linij prostych, 
równo nachylonych na krawędź zetknięcia .

1094. — Wszelka plasczyzna styczna do stożka kołowego czyni z dwiema 
plasczyznami cyklicznemi dwa kąiy których summa jest stała.

1095. — Cztery linie proste wedle których dwie plasczyzny styczne do 

stożka kołowego przecinają obie plasczyzny cykliczne, należą do slożka 
obrotowego którego oś jest prostopadła do plasczyzny dwóch krawędzi 
zetknięć.

1090. — Nazywają się sp ó & k U c zn em i  dwa stożki mające spólny wierz
chołek i spólne plasczyzny cykliczne. Howieśilź że gdy plasczyzna popro
wadzona przez wierzchołek dwóch stożków spólcyklicznych przecina 
obydwa, wtedy dwie krawędzie przecięć jednego stożka czynią z odpowie- 
dnemi krawędziami przecięć drugiego kąty równe. Przypadek szczególny gdy 
plasczyzna sieczna przecina jeden z tych stożków i jest styczną do drugiego.

1097 .— Gdy plasczyzna jest styczna do dwóch stożków spólcyklicznych, 
krawędzie zetknięć są prostopadłe do siebie.

1098. — Jeśli SA i SB są dwie krawędzie prostokątne, wzięte na dwóch 
stożkach spólcyklicznych, plasczyzna ASB przednia oba stożki wedle 
dwóch innych krawędzi SA', SB' także prostokątnych; cztery linie proste, 
wedle których przecinają się plasczyzny styczne do pierwszego stożka prze
chodzące przez SA i SA', i plasczyzny styczne do drugiego stożka przecho
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dzące przez SB i SB', należą, do trzeciego stożka spólcyklicznego z dwoma 
plerwszemi. Ten trzeci stożek zostaje stały jakiekolwiek jest położenie dwóch 
krawędzi prostokątnych SA i SB.

1099. — Istnieje zawsze wewnątrz stożka kołowego pochyłego, i na 
plasczyznie największego kąLa, dwie linie prosteprzęchodzące przez wierz
chołek, takie że, jeśli przez jedny z nich poprowadzono dwie płasczyzny 
prostokątne jakiekolwiek, płasczyzny styczne do stożka wedle dwóch kra
wędzi leżących na jednej z tych plasczyzn przecinają się wedle linii leżącej 
na drugiej plasczyznie. Te dwie proste nazywaj# się liniami ognislcowemi 
stożka.

1100. —  Kąt dwóch płasczyzn stycznych do stożka kołowego, i kąt 
dwócli plasczyzn wyznaczonych przez przecięcie się ostatnich i przez 
każdą linię ogniskową, mają tę samą plasczyznę dwójsieczną.

1101. — Wszelka płasczyzna styczna do stożka kołowego jest równo 
nachylona na płasczyzny wyznaczone przez krawędź zetknięcia i przez 
każdą linię ogniskową.

1102. — Summa kątów które każda krawędź tworzy z dwiema liniami 
ogniskowemi jest stała.

■1103. — Jeśli przez wierzchołek siożka kołowego poprowadzono ciąg 
normalnych do płasczyzn stycznych do tego stożka, te normalne tworzą 
drugi stożek którego płasczyzny styczne są prostopadłe do krawędzi pier
wszego. Dwa takie stożki nazywają się s p e łn ia ją c e m i.

1104. — Gdy dwa stożki są spełniające, płasczyzny cykliczne i linie, 
ogniskowe pierwszego są odpowiednio prostopadle do linij ogniskowych i do 
płasczyzn cyklicznych drugiego.

1105. — Gdy dwje (igury płaskie I7 i F' są perspektywą jedna drugiej, 
i gdy ich płasczyzny przecinają się, jeśli obrócimy jedną z dwóch płasczyzn 
około ich przecięcia, dwie uważane figury nie przestaną być w perspektywie, 
i miejscem punktu widzenia który ciągle zmienia położenie, będzie okrąg 
leżący na plasczyznie prostopadłej do osi obrotu.

1103. — Jeśli dwa czworościany mają wierzchołki, po dwa, na czterech 
liniach prostych zbiegających się w jednym punkcie, krawędzie tych 
czworościanów spotykają się, po dwie, w sześciu punktach leżących, po trzy, 
na jednej plasczyznie; i  naw zajem .

■1107. — ściany obydwóch dwudziestościanów foremnych i dwóch dwu- 
nastuścianów foremnych z kątami trójściennemi, w pisanych w jedną sferę 
są wrpisalne w jedno kolo.
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■1108.— Bok sześcianu jest .zarazem różnic? i średni? proporcyalną 
między bokb.ni dwóch dwunastościanów foremnych z k?tami trójściennemi.

1109. — Dowieśdź że linia krzywa, nakreślona na powierzchni walco
wej przez punkt który się wznosi ilości? proporcyonaln? do długości luku 
obrotu, jest helic?.

1110. — Gdy dwa kola styczne s? wpisane w jeden k?t, oczywiście 
miejscem punktu zetknięcia jest dwójsieczna tego k?taf Utworzyć figurę 
odwrotu? i dowieśdź że, jeśli w przestrzeń zawart? między dwoma kołami 
siecznemi, wpisano dwa okręgi styczne między sob?, miejscem punktu 
zetknięcia tych okręgów jest koło.

■1111. — Okręgi przechodzące przez punkt stały S, i przecinaj?cc prosto
kątnie dany okr?g, spotykaj? się w drugim punkcie S'; dowieśdź że punkta 
S i S' s? sprzężone harmoniczne, względem średnicy któr? prosta SS'wy
znacza na danym okręgu.

1112. — Na danym czworoboku opi -ano różne linie stożkowe. Dowieśdź 
że, 1° biegunowe jakiegokolwiek punktu p , względem tych stożkowych, 
przechodz? wszystkie przez jeden punkt q ; 2° jeśli punkt p  opisuje linię 
prostą L, punkt q opisuje linię stożkową ; 3“ ta stożkowa jest miejscem 
bieguna prostej L względem stożkowych opisanych, i przechodzi przez 
punkt spotkania przekątnych i przez punkt spotkania boków przeciwległych 
czworoboku. Uważać przypadek w którym prosta Ł jest w nieskończoności.

1113. — Na trzech przekątnych czworoboku zupełnego wzięto trzy dwo- 
jany punktów które dzieł? harmonicznie te przekątne; dowieśdź że te sześć 
punktów s? na jednej stożkowej.

l i l i i .  — Wielok?t plaski odkształca się tak że wszystkie jego wierz
chołki. prócz jednego, posuwaj? sic po liniach prostych stałych, a wszystkie 
boki s? widziane pod danemi kątami z tylu punktów' ile jest tych linij ; zna
leźć miejsce ostatniego wierzchołka. Jakie jest twierdzenie spólwzględne ?

1 115 .— Wielokąt mający k n  -j- 2 boków, opisany na kole, posiada 2n-j-l 
przekątnych które łącz? wierzchołki przeciwległe; dowieśdź że, jeśli 2?i 
łych przekątnych spotykaj? się w jednym punkcie, ostatnia przek?ina prze
chodzi także przez ten punkt spotkania.

1116. — Dwa punkta materyatne przebiegaj?, jednocześnie i ruchem 
jednostajnym, dwie linie proste nie leż?ce na jednej plasczyznie ; jakie jest 
miejsce środka linii prostej l?cz?cej te dwa punkta?

KONIEC.
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E u k l i d e s  uważa jako pewnik następujące zadanie:

Jeśli jed n a  prosta padając na dw ie  proste c zy n i ką ty  w ew nętrzne, 
z jednej strony leżące, m niejsze od dwóch kątów  prostych, te dw ie proste  
przedłużone w  nieskończoność spotkają się  z  tej strony z której ką ty  są 
m niejsze od dwóch ką tów  prosti/ch.

Niektórzy biorą za oczywiste żc: Dwie proste, jedna  prostopadła a druga  
pochyła do trzeciej, spotykają się. To podanie, uważane zwykle za postu

latom E u k l i d e s \ ,  jest szczególnym przypadkiem jego pewnika, i pozornie 
tylko widoczniejsze. Jakoż, że pochyla EH {fig. stronicy  2ii) zbliża się cią
gle do prostopadłej CD, to nie jest bynajmniej dowodem żeby ją koniecznie 
spotkać musiała. Bo, dlaczegożby ta pochyla nie mogła się zbliżać nieskoń
czenie, i nigdy nie spotykać prostopadłej CD ? tak jako galęź hiperboli zbliża 
się ciągle do swej niemaltycznej a nigdy jej nie spotyka, chociaż odległość 
może stać się niniejszą od wszelkiej małości.

Czuł to mocno uczony professor B e r t r a n d  (s  Genewy), i chciał Geo- 
metryę uwolnić od postulatom. Aby dojść do lego, utrzymuje że ką t jes t  
częścią nieskończoną p la sc zy zn y , zaw artą  m iędzy  dw iem a lin iam iproste-  
m i w ychodzącem i z jednego pu n k tu . — Określenie niedokładne, ho jego 
następstwem byłoby że dwa kąty proste nie są równe. Ale idźmy dalej. Aby 
dowieśdź że linia pochyła EH spotyka prostopadłe CD, dosyć jest, wedle 
B e r t r a n d a , okazać że kąt FEH jest większy od pasa FECD. W tym celu 
uważajmy, mówi, że kładąc kąt FEH około siebie n razy można pokryć 
całą przestrzeń kąta prostego FEB; gdy tymczasem, kładąc raz wedle 
razu pas l'ECD także n razy, nie można pokryć tej samej przestrzeni. Więc 
kąt KEH jest większy od pasa FECD; zatem ramie EH musi wyjść poza 
ten pas; etc.

To dowodzenie nie ma koniecznej ścisłości matematycznej; najpierwej 
dlatego że się tu porównywa dwie powierzchnie różnorodne i nieskończone,

I. — O UNIACH RÓWNOLEGŁYCH.
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co nie jesl logiczne; a potem że, nie określając równości między ilościami 
n ię fco ń c zen ic  lu ie lk ie m i ,  które tylko dla skrócenia mowy, symbolicznie 
nazywają się ilościami, nie wolno jest rozumować na tych ilościach tak jak 
na ilościach skończonych.

Od niejakiego czasu przyjęto w szkołach francuskich postulatum podane 
przez Gergonke: P r z e z  d a n y  p u n k t  je d n a  ty lk o  r ó w n o le g le  d o  d a n ej p r o s te j  

p o p r o w a d z ić  m o ż n a .  Użyliśmy tego postulatum w tekście, nie dlatego żeby 
było daleko widoczniejsze od innych, ale dlatego że, jako postulatum, warto 
tyle ile inne.

II. — PRZYPADEK' NIESPÓŁMIERNOŚCI.

Wszędzie, gdzie chodziło o dowodzenie równości stosunków między iloś
ciami niespólmiemeini, użyliśmy metody granic, jako ogólnej i jedynie 
ścisłej. Nie źle jednak będzie znać inny sposób dowodzenia, który nieraz 
korzystnie zastosować można. Dla jasności wykładu, weźmy znajome twier
dzenie : W  jc d n c in  k o le  k ą ty  ś r o d k o w e  s ą  p r o p o r c y o n a ln e  d o  łu k ó w  o b ję 

ty c h  m ię d z y  ic h  r a m io n a m i,  i dowiedźmy go w przypadku łuków nie- 
spół miernych.

Przypuśćmy, w tym celu, że podzielono luk AB ( fig . s tr o n ic y  69) na rn

części równych, z których jedna mieści się w luku AC n  razy najwięcej, ale
z pewną resztą, ponieważ luki AB i AC są niespólmierne; stosunek
AG . . .  . . .  . , ^ . 11 -J- 1—  będzie oczywiście większy od — a mniejszy od —■— , to jest 
AB m  ' m

« 4 - 1  AC n 
. m  AB m

Jeśli teraz poprowadzimy promienie przez punkla podziału, rozdzielimy 
kąt AOB na m  kątów równych, z których jeden będzie się mieścił w ką
cie AOC n  razy najwięcej, zawsze z resztą; tak że stosunek kątów
AOC . . . . n . s  +  i— -  będzie się zawierał między — i ------- , to lest
AOB m  m

n  + 1  AOC n
in  AOB m

Jako widać, stosunek kątów i stosunek oilpowiedających łuków są oba

zawarte między temi samemi liczbami — i “ +  S  zatem ich różnica iest
m  m



1
niniejsza ocl różnicy tychże liczb, to jest mniejsza od — . Owoż, dzieląc

1
luk AB na części dostatecznie małe, różnica — może stać się tak mai? jak

tj\

się podoba, gdy przeciwnie różnica stosunku kątów i stosunku luków zo
staje stal?, nie zależąc bynajmniej od liczby m  podziałów; więc, gdyby 
stosunek kątów nic byl równy stosunkowi odpowicdających luków, różnica 
musiałaby się stać niniejszą od wszelkiej Wartości. Co niedorzeczne, bo ta 
.różnica jest ilości? stalą. Zt?d wnosimy że te dwa stosunki s? równe, to

est A0C AC -
JCi' AOB AB

111. — O KWADRATURZE KOLA.

Zagadnienie kwadratury kola, jakośmy już powiedzieli, zależy na tein 
żeby, kieśl?c same tylko lin ie  prosto i okręgi, wystawić kwadrat równo
warty danemu kołu ; albo, co wychodzi na jedno, bior?c promień za je
dność, znaleźć linię, prost? długości tt. Ta linia istnieje niezaprzeczalnie, bo 
oczywiście między długościami 3 ,JA i 3,15 jest długość - .  Ale, czy można 
ja wyznaczyć za pomoc? samych tylko linlj prostych i kól? Oto cale 
pytanie.

Widzieliśmy w zagadnieniach księg i 111 jak się kreśl? ilości spólmierne, 
pierwiastki kwadratowe czyli średnie proporcyonalne, pierwiastki równania 

' stopnia 2° albo równań przywiednych do stopnia !2°. Gdyby więc r. było 
jedli? z takich liczb, możuaby wykreślić linię prost? długości ir za pomoc? 
liniału i cyrkla.

L am b ert dowiódł pierwszy, w  pamiętnikach A kadem ii berliilskieji, r . 1761 
że -  jest liczb? nlcspółniiern?. Ł e c e n d re  id?c za L a m b e rte u  posunął śię 
daiej, i okazał że kw adrat z -  jest także liczb? nlespólmiern?.

Kwadratura kola będzie zawsze kwesty? zajmującą teorycznie, ale obo
jętną w zastosowaniu ; bo, jako już wiemy, wyrachowano przybliżoną 
wartość -  aż do 5&0'ci cyfry dziesiętnej.

IV. — O RÓWNOŚCI WIELOŚćfAJiÓW WYPUKŁYCH.

W księdze XI geometryi E u k l i d e s a  czytamy dwa określenia pod 
numerami 9 i 10.

9. B ry ty  podobne są te które są zaw arte  w  tej sam ej liczbie p lasczijzn  
(ścian) podobnych.

NOTY. . 7 7 3
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10. Hryhj podobne i równe są te które są zaw arte w  tej setnej liczbie  
płasczyzn- (ścian) podobnych i rów nych.

Te określenia nic tylko nic są oczywiste, ale owszem stanowią dwa twier
dzenia których trzeba dowieśdź, a szczególniej drugiego które jest jednem 
z najtrudniejszych w geometryi elementarnej.

« H o d e rt  Simson, matematyk angielski, stosując, mówi nasz uczony 
» rodak Jó zef Czech (ł), opisanie 10 (określenie) do brył, mających kąty 
» bryłowe wyskakujące i wskakujące, dowodzi w przypisach swojego przc- 
» łożenia, iż ono jest fałszywe ogólnie, i nie bez przyczyny. » W samej 
rzeczy, powieda R o b e rt Simson, można przydać jednemu wielościanowi 
piramidę, dając jej za podstawę jedną ze ścian tego wielościami ; a zaś dru
giemu przydać piramidę równą, stawiając ją na odpowiednej ścianie tak, 
•żeby wierzchołek padał wewnątrz wieiościanu. Takie dwa wielościany mają 
oczywiście ściany równe każda każdej, a jednak są nierówne. «Lecz jeżeli 
»'odkrycie to, mówi Czech, do którego myśl pierwszą podał Le Sage  Gene- 
» weńczyk, zdaje się uchybienie z jednej strony zadawać E u k lid eso w i, 
i) z drugiej sil ony nie może wytykać błędu w dziele jego, kiedy cała nauka 
» jego o bryłach figurami plaskicmi ograniczonych, w księgach jedenastej i 
» dwunastej wyłożona, przedstawiając bryły ze samemi tylko kątami bryło- 
» wcmi wyskakującetni, dowodzi jasno, iż E u k lid e s  ten tylko gatunek kątów 
» bryłowych miał na uwadze. »

Chodzi więc teraz o dowodzenie drugiego twierdzenia, określeniem 10 
wskazanego,-w figurach wypukłych. CAOCiii dowiódł go pierwszy; Le- 
(j e .n d r k  zmodyfikował dowodzenie w notach swojej geometryi, ale użył nie
potrzebnie wielokątów sferycznych. Idąc za tymi sławnymi matematykami 
francuskimi, będziemy się starali, na tle ich dowodzeń, dać prosirzc jeśli 
można, opierając się także na dwóch pomocniczych twierdzeniach które 
najpierwej wyłożymy.

I. T w ie rd zen ie  pom ocnicze. — Jeśli w  kącie w ielościennym  wy
pukłym , m ającym  w szys tk ie  śc iany n iezm ienne prócz jednej, k ą ty  dwój- 
ściernie nieprzylcgle ścianie zm iennej zw iększa ją  się zarazem  albo zm n ie j
szają, ta  ściuna zw iększa  się ta k ie  albo zm niejsza.

Niech będzie kąt wielościenny wypukły S.YBCDEFG w którym, oprócz ścia
ny ASB mogącej się zmieniać, wszystkie inne śą stałe.

(*) Euklidesa p o c s ą lk ó to  G e o m e t r y !  k stą g  o śm io ro , to je s t  s z e ś ć  p ie r w sz y c h , 

je d e n a s ta  i  d w u n a s ta , z  d o d a n em i p r z y p is a m i, d la  p o ż y tk u  m ło d z i  akade
m ick ie j, w y tłu m a c z o n e  p r z e z  JótF.tA  C z e c h a .  W i L s o ,  1 8 1 7 .
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P r z y p u ś ć m y  naj pierwej że tylko jeden kąi dwójścicnny SD, nieprzylegly 
ścianie ASB, zwiększa się albo zmniejsza ; 
wtedy ta ściana zwiększa się także albo 
zmniejsza. Jakoż, poprowadźmy plasczyzny 
ASD, IiSD; kąty wielościenne SDEFGA i 
SDCB są oczywiście stale. To pokazuje żc 
w trójścianie SABD, kąt dwójścicnny SD 
jest zawarty między dwiema ścianami sta- 
ltmi ASD i BSD; więc, jeśli ten kąt zwięk
sza się albo zmniejsza, ściana mu przeciw
legła ASB zwiększa się z nim razem albo 
zmniejsza.

Nie trudno teraz widzieć że, jeśli kilka 
kątów dwójściennyclinlcprzyleglych ścianie 

ASB zwiększają się wszystkie zarazem albo zmniejszają, ta ściana zwiększa 
się także z niemi razem albo zmniejsza. Albowiem, można zmieniać te 
kąty ’jeden po drugim, a, na mocy tego co poprzedza, zmienność każdego 
z nich pociągnie za sobą podobną zmienność ściany ASB.

W n i o s e k .  — Ztąd wjuiika że. jeśli wszystkie ściany kąta wielościennego 
wypukłego są stałe, kąty dwójściennc nie mogą się zmieniać wszystkie je
dnakowo, i, jeśli jedne się zwiększają, to drugie muszą się zmniejszać.

I i .  T w i e r d z e n i e  p o m o c n i c z e . — Jeśli w  kacie wielościennym  wypu
kłym mającym icszystkie ściany stałe, będziemy zmieniali kąty dwójścienne 
zwiększając jedne a zmniejszając drugie, tak jednakże aby kąt wielo
ścienny nie przestawał być w ypukły, i  położymy znak na krawędzi 
każdego kaladwójściennego który się zw iększył, a znak  — na krawędzi 
lego który się zm niejszył; wtedy, obchodząc na około kąt wielościenny, 
znajdziemy przynajmniej c z t e r y  zmienności znaków.

Widzimy zaraz że ten kąt wielościenny musi mieć więcej niż trzy ściany, 
bo inaczej kąty dwójścienne nie mogłyby się zmieniać (V, /|/|). Po czem nie 
trudno dowieśdź że jest więcej niż dwie zmienności znaków. Jakoż, gdyby 
krawędzie po sobie idące SA, SB, SC, SD (fg. poioyższa) jnialy znak + ,  a 
wszystkie następujące SE, SF, SC miały znak — ; pfasczyzna ASD, popro
wadzona przez pierwszą i ostatnią krawędź ze znakiem + ,  podzieliłaby 
kąt wielościenny wypukły S na dwa kąty wielościenne SADCB i SÄDEFG 
także wypukłe. Ztądby-wynikało że ściana ASD, spólna tym kątom, zwięk
sza się w jednym a zmniejsza w drugim. Musi zatem być więcej niż dwie



7 7 6 NOTY.

zmienności znaków. Ale, ponieważ obchodząc na około kot wielościenny S 
powracamy do znaku wyjścia, liczba zmienności znaków jest parzysta ; więc 
ta liczba parzysta, bodąc większa od 2, jest przynajmniej h.

U w a g a .  — Twierdzcnię E u l e r a  (VII, 36} nic przestaje być prawdziwe, 
gdy się uważa niekióre krawędzie, i nawet niektóre wierzchołki, za niebyłe, 
jakoby znikały ; byle tylko liczono za jedną ścianę dwie ściany mające spólną 
krawędź która znika, i także za jedną ścianę wszystkie ściany każdego kąla 
wielościennego którego wierzchołek znika z krawędziami. Ściśle mówiąc, ta 
uwaga może się wyprowadzić z naszego dowodzenia twierdzenia E u l e r a  ; 

ale, żeby nie zostawić żadnej wątpliwości, dajemy dowodzenie wprost.

Zachowując notacyę już użytą, oznaczmy jeszcze przez /¿liczbę niby 
znikających krawędzi które nie pociągają za sobą zniknięcia wierzchołków; 
przez ¡o liczbę znikających kątów wielościennych które mają n, n ', n" ... 
krawędzi; nakoniec, przez K', S' i \V; liczbę pozostałych krawędzi, ścian
i wierzchołków.

Widzimy łatwo ż e :

K'=K—/„•—n—m'— YV'=W—w, S '= S - k + w — n - n ' — n " ..;

Wiec S'-HV'—K '= S + W —K =2.

To ustaliwszy, możemy dowicśdź zapowiedzianego twierdzenia.

T w ie r d z e n ie .

Dwa wielosęiany wypukłe, mające ściany równe każda każdej i po
dobnie ułożone, są równe.

Twierdzenie jest oczywiste, w dwóch graniastonach albo w dwóch pira
midach, a ogólnie w dwóch wielościanach których wszyslkie kąty są trój
ścienne ; bo te wielościany, mając ściany równe każda każdej i podobnie 
ułożone, mają temsamem kąty trójścienne odpowiednie równe ; więc są 
przystawalne.

Aby dowieśdź równości dwóch zadanych wielościanów, dość jest okazać 
że ich kąty dwójścienneodpowiedne nie mogą być nierówne.

Między temi kątami, jeśli wszystkie nic są równe swym odpowiednym, 
mogą być jedne równe a inne nierówne; polożmy znak +  albo — na kra-
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wódziach tych ostatnich, według jak są większe albo mniejsze od swych od- 
powiednych, a nie kładźmy żadnego znaku na krawędziach kątów równych. 
Uważając krawędzie liez żadnego znaku za niebyłe, widzimy łatwo że, 
w jednym kącie wielościennym, dwie krawędzie ze znakiem +  albo — po 
sobie idące należą obie razem do jednej ściany, płaskiej albo łamanej, i tylko 
do jednej. Ztąd wynika że liczby zmienności znaków na około każdego kąta 
wielościennego i liczby zmienności znaków na obwodzie każdej z tych ścian 
tworzą dwie summy równe.

Owoż, wiemy że na około kąta wielościennego wypukłego jest przynaj
mniej U zmienności znaków; więc, nazywając W liczbę, kątów wielościen
nych pogostifiyeh, jeśii niektóre znikają, liczba wszystkich zmienności zna
ków będzie przynajmniej UW.

Szukajmy teraz ile jest zmienności znaków na obwodach ścian utworzo
nych przez krawędzie ze znakami. W tym celu, oznaczmy przez S3 liczbę 
takich ścian które mają obwód trójkątny, chociażby były złożone z wielu 
wielokątów ; przez S4 liczbę ścian z obwodem czworokątnym : i tak dalej. 
IJo czem, uważajmy że w trójkącie największa możebna liczba zmienności 
znaków, jaką się otrzymuje kładąc na przemian znak -j- albo — na bokach,
jest 2 ; bo można tylko mieć układ -j----- -¡- albo —  -)------ . W czworoboku
ta liczba zmienności znaków jest najwięcej k . Ogólnie, na obwodzie zam
kniętym liczba zmienności znaków jest najwięcej równa liczbie boków; a 
ponieważ przebiegając ten obwód powracamy <lo znaku wyjścia, najwię
ksza możebna liczba zmienności znaków musi być parzysta. Dlatego właśnie 
w trójkącie może być najwięcej 2 zmienności znaków; w czworokącie i
w pięciokącie najwięcej / i ; w sześciokącie i w siedmiokącie 6 najwięcej ; etc.
Więc, nazywając N największą liczbę zmienności znaków jaka się znajdo
wać może na obwodach wszystkich ścian płaskich albo łamanych, będzie

N =  2S3 +  li (S4 +  S,) +  6 (S, +  S ,) -4- ...

Ale, oznaczając przez K i S liczby pozostałych krawędzi i ścian, mamy.

S =  S3 -J- S t  +  S5 +  s c +  ■■■

2K =  3Ss +  6S4 +  5Ss + 6 Sc + . . .

4S4-/tW  =  Z|K +  8.

Ztąd. ruguj ąc'Z|S i /|K, otrzymujemy odrazu

ZlW ; =  8 +  2S3 +  ćlŜ  +  GS;; +  ...

Zatem byłoby UW >  X ;
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wynik niedorzeczny. Co dowodzi ie  nasze dwa wielościany nie mogą mieć 
kąiów dwójściennych n ierów nych,'

W ięc dwa wielościany wypukłe mające ściany równe każda każdej są 
równe albo symetryczne, według ja k  ściany równe są w  tym  samym albo 
w  odwrotnym porządku ułożone.

W n io sek .— Ztąd wynika że, Gdy dw a wielościany wypukłe mają ściany 
podobne każda każdej, te wielościany są podobne, albo jeden z nich jest 
podobny symetrycznemu drugiego, według ja k  ściany podobne są w tym  
samym alboio odwrotnym porządku ułożone.



ZNACZNIEJSZE OMYŁKI DUUKU.

Stron. ¡Ania.

xu 2 oil dołu, zamiast zagadnie czytaj zagadnienie.
,\in 12 od dołu, zamiast twierdzdzenia czytaj twierdzenie.
20 0 zamiast wa czytaj dwa.
25 Ui zamiast niema czytaj niemal.
32 U zamiast Utrzymujemy czytaj otrzymujemy.
85 8 od dołu, zamiast znajjc czytaj maj?c.
08 '  0 zamiast BO’ czytuj HO'..

100 13 zamiast promieni czytuj prom ieii'
102 2 od dołu, zamiast przystawienie czytaj przystawanie.
tOG 7 zamiast 2AO poioż : równym średnicy kola O.
100  10  zamiast AG czytaj Ali.
108 lii od dołu, zamiast ADE czytaj ACD.
108 2 od dotu, zamiast DE, FG czytaj CE, PD.
118 5 od dolti, zam iast rOwnozamlenny czytaj równoramienny.
122 3 zamiast podzieliły czytaj podzielony.
132 Odsyłacz na dole stronicy należy do tw. V, a nic do iw. IV.
137 Poprawić drugj figurę, zamieniając 1!’ na C', i nawzajem.
H 5 I od dołu, zamiast AB i AC czytaj BD i CD
150 3 od dołu, samiasl 2BD czytaj 2BC.
152 15 zamiast olowy czytuj połowy.
175 13 od dołu, zamiast ACB czytaj AB.

AC ab
175 10 od dołu, zamiast —  czytajac AB
170 15 zamiast 0'A  czytaj 0 'A ‘.
178 Na fig. 1 zamienić S na S", i nawzajem.
179 4 zamiast jedności czytuj jednokladności.
204 9 o d  d o łu  w o s ta tn im  w y raz ie j zamiast GB czytaj C li.

208 13 zamiast spulnycli czytaj siecznych.
215 3 od dołu. Na końcu zadania, dodaj: a jeden z wierzchołków w difnjm

punkcie.
218 Zamiast zadania 373, wsz : W dany trójkąt wpisać trójkjt obwodu 

minimum i podobny innemu trójkątowi danemu.
222  fi zamiast tw o rą  czytaj tw ó rz ? .

«¿2 Zamiast zadania 619, weź : W kole O, poprowadzić cięciwę równo
legło do danej prostej J1N, tak żeby była podzielona w stosunku 
m in  przez daii} siccznę AB.
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Stron. Linia.
223 Zamiast zadania A20, weź : W dany trójkąt wpisać trójko t równy in

nemu danemu.

244 3 od dołu, zamiast ot czytaj to.
245 Pod pierwiastnikiem ostatni wyraz, zamiast a'c' czytaj a b .
255 3 zamiast Oli r.zyl. OK, a zamiast OK czytaj O li.
250 9 zamiast średni? czytaj średnicę.

200 5 od dołu, zamiast OL czytaj GL.
AOB' . AOB

273 3 ou dolu, zamiast czytaj
A u l i  A  U  u

273 9 zamiast odjętego czytaj objętego.
304 8 zamiast wiec czytaj więc.

a o
314 8 od dolu, zamiast - czytaj a .

A — B B — A
335 7 zamiast A: — B' < ---------  czytaj B '— A '<  — -— ■

. 4 4
303 15 zamiast O.ABCL) czytaj O. ACliD.
377 10 zamiast biegunowa czytaj oś pierwiaslna.
382 9 zamiast SA' czytaj SA'.
385 7 od dołu, zamiast (9) czytaj (H  i 15).
390 13 zamiast punktów czytaj punktów.
398 13 i \l\ zamiast e' czytaj e.
483 II od dołu, zamiast OD czytaj SD.
507 10 zamiast wiloczjńowi czytaj wieloczonowi.
518 I I  zamiast (VI) czytaj (0).
521 zanUast nazwiejmy czytaj nazwijmy.
5'jl I na dole, zamiast niatymatyka czytaj matematyka.
045 3 od dolu, zamiast U3 czytaj D3.
075 8 od dolu, zamiast FA czytaj 1'a'.
751 ,5 zamiast geomotryi czytaj geomclryi.

235 4 od dolu, zamiast S czytaj S‘.

Paryż. — Drukarnia Ii. M a b t i s e t , ulica Mignon, 2.




