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Zastosowanie metod modelowania
i symulacji do analizy efektywnosci procesu filtracji wody

Filtracja wody przebiegajaca w zlozu wielowarstwowego
filtru pospiesznego jest ztozonym zjawiskiem fizyczno-che-
micznym. Modelowanie procesu filtracji polega na:

—~ wyréZnieniu typéw wystepujacych zjawisk,

—wyborze poziomu szczegélowosci, ktérym beda one opisane,

—~ wyborze zmiennych interesujacych ze wzgledu na cel,
jakiemu ma stuzy¢ model,

— weryfikacji otrzymanego modelu.

Rozwdj technik obliczeniowych stworzyt nowe mozliwosci
zaréwno w zakresie modelowania, jak i symulacyjnej (numery-
cznej) weryfikacji konstruowanych modeli. Dzieki temu stalo sig
motzliwe badanie zlozonych modeli sktadajacych sie z wielu
modeli czastkowych, interaktywny dob6r parametréw tych mo-
deli jak réwniez badanie wrazliwo$ci modeli na zmiany parame-
tréw i warunk6w poczatkowych i brzegowych.

W badaniach jako modele cze$ciowe przyjmowane sa 16z-
ne modele proponowane w literaturze dotyczacej filtracji.
Istota przedstawianych prac jest taczne traktowanie wielu
modeli czastkowych oraz symulacyjne badanie, jak dobrze
model utworzony przez ich zlozenie nasladuje rzeczywisty
proces filtracji. Z powyzszego wzgledu konieczny byt prze-
glad i inwentaryzacja modeli cz¢§ciowych opisanych w lite-
raturze dotyczacej filtracji wody [1,2,4,5,8,11-14]}.

Model procesu filtracji przedstawiony w niniejszej pracy
jest efektem potaczenia trzech modeli czastkowych. Kolejno
dotycza one bilansu masy, kinetyki procesu filtracji i strat
ci$nienia.

Model procesu filtracji

Réwnanie bilansu zanieczyszczenh wiaze dynamike zmian
stezenia zanieczyszczeri w filtrowanej wodzie z dynamika
zmian steZenia zanieczyszczefi zakumulowanych w zlozu.
Oznacza to, ze na podstawie pomiaru zmiany steZzenia zanie-
czyszczefi w filtrowanej wodzie, wykonanego dla wybranej
glebokosci zloza, mozna estymowaé zmiane stezenia zanie-
czyszczent odloZzonych w zlozu na tej glebokosci. Stezenie
zanieczyszczeni w filtrowanej wodzie wyrazane jest w jedno-
stce masy na jednostke objetosci. Bilans zanieczyszczeii wy-
godnie jest formutowaé w jednostkach masy, jednak w réw-
naniach kinetyki i strat ci$nienia wymagana jest jednostka
objetosci. Wynika to z faktu, Ze straty cisnienia powodowane
sa zmiana porowatosci zloza, a ta zalezy od objetosciowego
stezenia zanieczyszczei. Ostatecznie mozliwe sa dwa rozwia-
zania: w pierwszym réwnanie bilansu jest sformutowane dla
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stezenia masowego, a to w oddzielnym réwnaniu przeliczane
jest na objetosciowe, w drugim réwnanie bilansu jest sformu-
lowane dla stezenia objetosciowego, co pociaga za soba jego
bardziej zlozona postaé. Okreslenie objetosciowego stezenia
zanieczyszczefi odlozonych w zlozu stanowi zatem integralna
cze$¢ modelowania procesu filtracii.

Przeliczenie stezenia masowego na objeto$ciowe realizo-
wane jest w taki sposéb, ze iloczyn tak zwanego wspélczyn-
nika objetoSciowego i masowego stgZenia zanieczyszczen
daje ocene objetosciowego stezenia zanieczyszcze. W naj-
prostszym przypadku wspéiczynnik objetosciowy jest przyj-
mowany jako staty. W bardziej ztozonych rozwazaniech za-
kiada sie zmienno$¢ wspéiczynnika objetosciowego wraz
z masowym stezeniem odlozonych zanieczyszczen. W pracy
[9] podsumowano metody eksperymentalne pozwalajace na
okreslenie objeto$ciowego stezenia zanieczyszczen, w tym na
mozliwo§¢ estymacji objetosciowego st¢zenia zanieczysz-
czefi oparta na modelu straty ci§nienia. W niniejszej pracy do
przeliczenia masowego steZenia zanieczyszczefi na stgZenie
objetosciowe zastosowano nastgpujaca zalezno$é:

__otl) )
oo(t.L) oxcacav(D ¢))
w ktdrej:
o(t,L) — masowe stezenie zanieczyszczen w ztozu w chwili t na
glebokosci L, g/m’

v(t) — predkos¢ filtracji, m/h
ps — nominalna masa wlasciwa zanieczyszczeni odktadanych
w zlozu, g/m3

Przyjeta zalezno§¢ uwzglednia wptyw predkosci filtracji na
zwiazek migdzy objetoSciowym i masowym stezeniem zanie-
czyszczefi. W przyjetej zaleznosci wspéiczynniki c4 1 c3 zo-
staty dobrane na podstawie eksperymentéw numerycznych.

W wypadku predkosci stalej w przekroju zloza oraz dla
przeplywu jednowymiarowego réwnanie bilansu masy ma
nastepujaca postac:

Jdo(tL) JdC(t,L)
aH TRy

w ktdrej:
C(t,L) — stezenie zanieczyszczefi w wodzie w chwili t na glebo-
kosci L, g/m®
€ — porowatos¢ zloza,—
D - wspétczynnik dyspersii, m’/s

Zaktadajac, ze drugi skladnik réwnania (2) jest réwny zeru
oraz pomijajac dyspersje, otrzymuje si¢ najprostsza postaé
réwnania bilansu masy, stosowana w pracach Minca {8]

ilvesa [4,5]:
dC(t,L) do(tL)) _
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Kinetyka procesu filtracji moze by¢ opisana w rézny spo-
s6b. Ujecie historycznie najstarsze i pojeciowo najprostsze
opisuje kinetyke usuwania zanieczyszczeti z wody podczas jej
przeplywu przez ztoze przy wykorzystaniu pojecia wspél-
czynnika filtracji, okreslajacego efektywno$¢ usuwania za-
nieczyszczen. W literaturze [3,5,7,8,17] modele kinetyki for-
mulowane byly w réznych postaciach, niekiedy odmiennych
od proponowanej w niniejszej pracy. W jednej z postaci réw-
nanie kinetyki stanowi, Zze zmiana st¢Zenia zanieczyszczei
w filtrowanej wodzie na jednostke glebokosci zloza jest pro-
porcjonalna do tego stezenia. W formie zaproponowanej
przez Iwasaki’ego [6] réwnanie to ma nastepujaca postac:

9CL) =-AC(t,L) 4
dL
w ktérej A jest wspdtczynnikiem filtracji, 1/m
Wspélczynnik filtracji jest miara sprawnosci filtru i jest
ogdlnie zalezny od takich parametréw, jak rodzaj i §rednica
ziaren materiatu ztoza, predkosc filtracji, wiasciwosci fizycz-
no-chemiczne filtrowanej wody i steZenie zanieczyszczen
zatrzymanych w ztozu. Wyznaczenie postaci funkcji:

A= ).(lo,c(t,L),v(t)) )

wyrazajacej wsp6tczynnik filtracji przez jego poczatkowa war-
tod¢, objetosciowe steZenie zanieczyszczen i predkosc filtracii
stanowilo temat wielu badan. Najbardziej popularny jest model
Ivesa [5] w postaci:

X z(v) ’
_ (1 . Bo(t,L)J [1 ~ c(t,L)Jy (1 ) c(t,L)J ©
- Eo €o GU(V)

w ktérej Gy jest umownym stgZeniem zanieczyszezeri, dla kté-
rego A=0.

W modelu tym uwzglednione zostaly trzy rodzaje czynni-
kéw wplywajacych na warto$§¢ wspélczynnika filtracji,
a ponadto jego warto$¢ zalezy od wykladnikéw potegowych
X,y iz, okreslanych doswiadczalnie. Pierwszy czynnik w na-
wiasie uwzglednia wzrost powierzchni wlasciwej ztoza, wy-
nikajacy z zanieczyszczeri osadzonych na ziarnach zloza.
Drugi z kolei uwzglednia zmniejszenie porowatosci zloza
w czasie filtracji, w stosunku do jego porowatosci poczatko-
wej, na skutek odkladania sig zanieczyszczeri w porach ztoza.
Trzeci czynnik uwzglednia wzrost §redniej predkosci filtracii,
wynikajacy ze zmniejszenia przekroju poprzecznego poréw
wskutek odladania si¢ zanieczyszczei w ztozu. Przeprowa-
dzone symulacje [18] wykazaly, Ze jakkolwiek zalezno$¢ ta
jest jako§ciowo typowa, to jednak przy wigkszych stezeniach
zanieczyszczefl zakumulowanych w zlozu, jak réwniez dla
zmiennej predkosci filtracji, nie jest on juz wystarczajaco
dokladny. Zaleznos¢ ta nie opisuje réwniez dobrze poczatko-
wej fazy procesu filtracji, w ktdrej wspélczynnik filtracji
wzrasta w konsekwencji tego, Ze odloZone na ziarnach czastki
zanieczyszczeli wspomagaja wychwytywanie innych zanie-
czyszczen (tzw. dojrzewante filtru).

W czasie filtracji, w miare jak front filtracji przesuwa sie
w glab zloza, zmienia si¢ rozklad porowatosci w funkcji gle-
bokosci zloza w wyniku osadzania czastek zanieczyszczef,
zmienia si¢ zatem wspélczynnik filtracji wraz z gle¢bokoscia
zloza (L) i czasem filtracji (t). Zagadnienie okreslenia stezeni
zanieczyszczen w filtrowanej wodzie i odlozonych w zlozu,
zaleznie od czasu i giebokosci filtréw wielowarstwowych,
przedstawiono w pracach [9,10]. W literaturze dotyczacej

opisu procesu filtracji powszechnie przyjmowane jest zaloZzenie
o addytywnosci strat ci$nienia przy przeplywie przez ztoze czy-
ste oraz strat ci§nienia wynikajacych z akumulacji zanieczysz-
czefi w ztozu. W zalezno$ci od wybranego ukiadu wspétrzed-
nych (skierowanie osi L) oraz przy uwzglednieniu warstwy wody
nad zlozem, réwnanie ci$niefi ma nastepujaca postac:

ah(tL) _, Kowv(l—eof _ b{6(1—€o)
w ktdrej:

h(t,L) — ci$nienie w zloZzu w chwili t na glebokosci L z warun-
kiem brzegowym h(t,0)=h,, gdzie h, jest ci$nieniem na powie-
rzchni zloza, mH,0

K, — stata Kozeny,—

p — masa wlasciwa cieczy, g/m3

[ — wspdlczynnik lepkosci dynamicznej cieczy, g/m-s

\ — wspblczynnik ksztaltu ziarna,—

ds — §rednica efektywna ziaren zloza, mm

Oo(t,L) — objetosciowe steZenie zanieczyszczen, g/m3

g — przyspieszenie ziemskie, m/s?

0,9
) v*eo(tL) (7

Numeryczne rozwiazanie rownan filtracji

Model procesu filtracji stanowi uktad trzech réwnar rézni-
czkowych o pochodnych czastkowych, zadanych warunkach
poczatkowych i brzegowych, okreslajacy funkcje C(t,L), (t,L)
1 h(t,L), ktérych argumenty (t,L) sa ciagte. Do numerycznego
rozwiazania réwnan modelu, jak i dla identyfikacji jego para-
metrdw, konieczna jest dyskretyzacja argumentéw wystepu-
jacych w tych funkcjach. Odpowiednio do ksztaltu obszaru,
na ktérym okreslone sa rozpatrywane funkcje, w pracy przy-
jeto dyskretyzacje réwnomierna na siatce prostokatnej (At=10 min,
AL=0,5 cm). W konsekwencji takiego zalozZenia interesujace
funkcje réwnowazne byly tablicom liczbowym. Przyjmuje
sig, Ze numer wiersza tablicy odpowiada ustalonej chwili
czasu, za§ numer kolumny odpowiada ustalonej gtebokosci
w zlozu (t=kAt, L=kAL). W dyskretnej wersji réwnai modelu
przyjeto najprostsza —réZnicowa — aproksymacje pochodnych
czastkowych wystepujacych w tych réwnaniach przez ilorazy
réZnicowe:

Clki) - Clki=1) _ N
o = ~Mo(k,1))C(k,i) (8)
oki)—ok=Li) _ . . Cl-Li)Ck-Li-1)
o =v(k-1) i )
h(k,i) — h(k,i—=1) .
AL =kio(k,i) + k2 (10)

Alternatywnie réwnanie (9) moze by¢ przedstawione w postaci:

’. - - ,. . .

otki) = o(k=1.i) A‘t’ k=L _ ke DMo(k=1,i)) - Ck=1,i) (11)

Rozwiaznjac réwnania wzgledem zmiennych o tzw. wigkszym

argumencie dyskretnym (co oznacza, ze wartosci zmiennych beda

wyznaczone dla rosnacego czasu i rosnacej giebokosci zloza),
otrzymuje sig:

. Clk,i-1) 12
Cled) = T AL Mo k) (2

o(k.i) = o(k-1,i) + Atv(k—-DMok-1,))Ck-1,i)  (13)

hek,1) = hek,i-1) + ALki(o(k,i)) + k2 14)
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Warunki poczatkowe i brzegowe maja nastepujace po-
stacie:

- C(k,0) — warunek brzegowy (znane stezenie zanieczyszczen
na powierzchni zloza),

—06/(0,i) — warunek poczatkowy (znane stezenie zanieczyszczefi
w ztozu na poczatku procesu),

— h(k,0) — warunek brzegowy (znane ci$nienie na powierzchni
zloza).

Dyskretny model procesu filtracji moze stanowi¢ réwniez
podstawe do identyfikacji wystepujacych w nim parametréw
i funkcji. Mozna wyréznié przypadek dostepnosci pomiaro-
wej wszystkich zmiennych wystepujacych w modelu oraz
trudniejszy przypadek pomiarowej dostepnosci jedynie czesci
tych zmiennych.

Analiza wynikéw symulacji

Symulacje przeprowadzono dla stezenia zanieczyszczefi
w filtrowanej wodzie réwnego 50 g/m3, wysokosci war-
stwy wody nad ztoZzem 1,0 m i predkosci filtracji 10 m/h.
Odpowiednio do praktyki filtracji przyjeto dobowy cykl
filtracyjny. Przyjeto nastepujace wartodci poszczegSlnych
parametréw:

Co=50 g/m’, v=15.10% m%s, v=10 m/h, H"=1 mH,0,
Lmaxa=0,5 m, Lmaxp=1,0 m, T=24 h, dsa=1,4 mm, dsp=0,75
mm, y*=0,95, v P=0,99, £ = 0,40, & p=0,35, cja=1,145,
c1p=2,0, a*=0,1, aP=0,2, psa=2,4-10° g/m>, p=2,4-10° g/m®,
caa=1,2-10%, cap=6,3-103, csa=0,2, cap=0,2, x°=1,5, xP=1.5,
y*=0,75, yP=0,75, c2a=0,45, cop=0,6, b’=0,5, bP=0,8,
K'v)=0,410" m%g, KP(v)=0,5-10° m%g, K,a=0,95,
Kop=1,2, <ma=103 g/m3, o'up=5103 g/m3.

Wyniki symulacji procesu filtracji przedstawiono narysun-
kach 1-3 w postaci wykreséw funkcji C(t,L), o(t,L) oraz
h(t,L). Dodatkowo dla kazde;j z tych funkcji przedstawiono na
wykresach jej przekroje dla ustalonych chwil czasu. Chwile
te wybrano tak, aby dobrze zilustrowaé stan poczatkowy
procesu, stan w ktérym proces filtracji powinien byé zakon-
czony ze wzgledu na wyczerpanie pojemnosci ztoza oraz stan
po 24 godz.

Analizujac posta¢ funkcji C(t,L) widaé, ze na poczatku
cyklu (t=0,66 godz.) wystapito liniowe obnizenie stezenia
zanieczyszczen z wartosci 50 g/m3 do 25 g/m® w pierwszej
warstwie, a nastgpnie wykladnicze w drugiej warstwie do
wartosci bliskiej zeru. Po 6 godz. obnizenie stezenia zanie-
czyszczefi w wodzie wystapito juz jedynie w drugiej war-
stwie. Na podstawie wykreséw C(t,L) i o(t,L) dla t=24 godz.
widac, ze czas prowadzenia symulowane; filtracji, wynoszacy
24 godz., byt znacznie dluzszy od dopuszczalnego.

Analizujac wykres funkcji h(t,L) widaé, ze byt on zblizony
do postulowanego w literaturze. Z praktycznego punktu wi-
dzenia rozklad ci$nien w ztozu, wystepujacy w koficowej
fazie cyklu filtracji, byt niezadowalajacy, bowiem w przewa-
zajacej czesci ztoza wystapit efekt podcisnienia. Nalezy réw-
niez zauwazy¢, ze ze wzgledu na pieciokrotnie mniejsza po-
jemno§¢ pierwszej warstwy, wystepujaca w niej sktadowa
straty ci$nienia, bedaca konsekwencja odlozonych zanieczy-
szczeli, byla niewielka. Strata ci$nienia prowadzaca do poja-
wienia si¢ podcisnienia wystapila w warstwie drugiej. Dodat-
kowo, rozktady cisnieri w ztozu dla chwil t=6 godz. i t=24 godz.
r6znily sie jakoSciowo. W pierwszym wypadku minimalne
ciSnienie wystapito w obszarze drugiej warstwy, w przyblize-
niu na giebokosci 0,9 m, w drugim przy dnie filtru.

t=0,67 godz.
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Rys. 1. Stezenie zanieczyszczen w filtrowanej wodzie w funkcji glebokosci
zloza oraz czasu filtracji; dodatkowo przedstawiono zaleznoéci stezen zanie-
czyszczeri od glgbokosci zioza dla wybranych chwil czasu
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Rys. 2. Stezenie zanieczyszczeri w zlozu w funkcji jego glebokosci oraz
czasu filtracji; dodatkowo przedstawiono zaleznoéci steZen zanieczyszczen
od gigbokoéci zloza dla wybranych chwil czasu

Rys. 3. Ciénienie w zlozu w funkcji gigbokosécl oraz czasu trwania filtracji;
dodatkowo przedstawiono zaleznoéci cisnieri od giebokosci zioza
dla wybranych chwil czasu
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2.0

Rys. 4. Stezenie zanieczyszczer w filtrowanej wodzie, stgzenie
zanieczyszczeth W zloZzu oraz ci$nienie w zlozu jako funkcje czasu
i glebokoéci ztoza dla predkosci fiftracji 5 m/h i warstwy piasku 1,5 m

Analizujac jakosciowo postacie funkcji C(t,L), of(t,L)
ih(t,L) widaé, ze na granicy warstw funkcje C(t,L) i h(t,L) nie
byly gladkie, za§funkcja (t,L) nie byla ciagla. Inaczej méwiac,
na granicy warstw wystapila skokowa zmiana iloci zanieczy-
szczefi odlozonych w zlozu.

W symulacjach procesu filtracji, ktérych wyniki przedsta-
wiono na rysunku 4, zmniejszono dwukrotnie predkosé filtra-
cji i zwiekszono o 0,5 m wysoko$¢ warstwy piasku w stosunku
do danych, dla ktérych wykonano symulacje przedstawione
na rysunkach 1-3. Widaé, ze w calym 24-godzinnym cyklu
filtracji byly speinione wymagania technologiczne odno$nie
jakosci filtratu. Rozktad cisniefi w ztozu nie byt jednak zado-
walajacy i z tego punktu widzenia proces filtracji powinien
by¢ zakoriczony wczesniej. Jest to zgodne z ogélna zasada
eksploatacyjna, wedtug ktérej ostrzejszym warunkiem zakofi-
czenia cyklu jest przekroczenie dopuszczalnej straty ciSnienia
niz jako$¢ filtratu.

Podsumowanie

Opracowany model procesu filtracji pospiesznej wraz z za-
proponowang metoda numerycznego rozwiazywania réwnan
wystepujacych w modelu pozwalaja na symulacje procesu
filtracji, a tym samym badanie wplywu réznych parametréw
projektowych i eksploatacyjnych na przebieg tego procesu.
Wyniki przedstawione w pracy stanowia jedynie ilustracje
mozliwosci opracowanego narze¢dzia. Za ich pomoca pokaza-
no, ze uzyskane wyniki sa jakosciowo zgodne z praktyka
procesu filtracji. Stwierdzenie takiej zgodno$ci upowaznia do
zastepowania procesu fizycznego przez symulacje numerycz-
na w wybranych zagadnieniach projektowania i ustalania
warunkow eksploatacji filtréw pospiesznych. W przysziodci
przewiduje sig zastosowanie opracowanego modelu do symu-
lacji przebiegu procesu filtracji [15,16], a takze w dydaktyce.
Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze pakiet Mathematica dobrze
nadaje si¢ do prowadzenia badai numerycznych zwiazanych
z procesem filtracji.
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Modelling and Simulating the Improvement
of Water Filtration Efficiency

The modelling and simulation procedure was carried out for
water filtration on a multi-layered rapid filter. Consideration
was given to the identification of the model parameters, and the
application of a discrete model was suggested. The simulation
of the process involved numerical solutions of the equations
incorporated in the developed model. Numerical simulations
were performed with the Mathematica programme. The results
were plotted for the concentrations of pollutants in the water
under filtration, for the concentrations of pollutants deposited

in the bed and for the headloss in the bed. The qualitative and
quantitative agreement of the variables obtained by simulation
with the variables determined in the course of the physical
process was adopted as a measure of the model quality and of
the adequacy of the corresponding numerical process. The
numerical model developed for the needs of the study may serve
as a tool for improving the efficiency of water filtration, both at
the stage of design and at the stage of filter operation.



