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O PEANYCH OGRANICZENIACH W STOSOWANIU
CALKOWYCH POSTACI  FUNKCII. LAPUNONA

Streszczenie, Stabilno$¢ uktadow elektrycznych i
obwodéw automatyki w przypadku, gdy opisujg je row-
nania rozniczkowe nieliniowe | lub Il rzedu najtat-
wiej bada¢ korzystajgc z twierdzen Lapunowa.

Przyjecie catkowej postaci funkcji Lapunowa po-
zwala na uzyskanie dobrych rezultatow - gdy wspot-
czynniki funkcyjne w rownaniu sg funkcjami  jedno-
znacznymi, bezpetlowymi. Wskazanie na mozliwos¢ za-
stosowania form catkowych jako funkcji Lapunowa w
przypadkach wspoétczynnikéw funkcyjnych o charakte-
rze petlowym stanowi tre$S¢ niniejszej pracy.

Badanie stabilno$ci rozwigzan rownania rdézniczkowego
nieliniowego o0 postaci

x'n) +a ™ x(n“l)+..... A+ +a,x +.aQx =0 (1)
i punkcie rébwnowagi X S X = X = ...... XN« 0
gdzie a”,a2,a™ .... a™-funkcje X, X, X .... x(n_l)

mozna przeprowadzi¢ korzystajagc z twierdzen Lapunov/a [ij.
Jezeli wiadomo, ze badane réwnanie rozniczkowe  dopusz-
cza dla danych warunkow poczatkowych

x(0), 1(0), *(o) "
jedno jedyne rozwigzanie, to/gdy uda sie znalez¢ taka
funkcje Vs V (x, X, .... x*n_1), ktéra bytaby funkcja

znako-okre$long (na przyktad okreslona dodatnio lub ujem
e Y . o
nie) i ktdérej pochodna V = wyliczona z uzyciem za-
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leznosci wynikajacych z badanego rownania rdzniczkowego
bytaby znako-okreslong funkcjg znaku przeciwnego niz V,
to rozwigzanie to jest asymptotycznie stabilne,

Badanie stabilnos$ci niektdrych réwnan rézniczkowych
jest czesto kilopotliwe ze wzgledu na trudnosci w znale-
zieniu takiej funkcji V, ktérej pochodna'spetniataby wa-
runek znako-okre$lonos$ci, wymagany przez twierdzenie La-
punowa.

Pewnym utatwieniem - pozwalajagcym na stwierdzenie,czy
badane rownanie rézniczkowe posiada rozwigzanie stabilne
asymptotycznie, moze by¢ wykorzystanie nastepujacej wias
nosci funkcji V:

Jezeli

lim V(t) =0 (2)

t_l\

gdzie funkcja V(t) powstata przez wprowadzenie do znako-
okre$lonej funkcji

V(X,X,X, .... X"n“N)

rozwigzania danego rownania rdézniczkowego x(t) ,x (t),x(t)..

x"n~ (t) to rozwigzanie to jest stabilnei

Wiasnosé ta jest oczywista, jezeli wzig¢é pod  uwage
pojecie znako-okre$lonosci funkcji V.
Jest bowiem

V=0 tylko i wytgcznie dla x=x=x=...=x 7 =0

\

a zatem

lim V(i) =0

pocigga za sobg

lim x(t) = lira x(t) ... = lim x*n”" (t)=0 (3)
t— t—«N t ~ \

Dla wykazania, ze wtasno$¢ (3) zachodzi dla  wszyst-
kich mozliwych rozwigzan réwnania rézniczkowego (1) wy-
starczy zatem wykazacC, ze dla wszystkich mozliwych (czy
_rozpatrﬁ/wan chg x(0), x(0), .... X (o) odpowiadajace
im fun cge ?}t spetniaja wtasnosc%?2),,Jest to mozliwe
dla niektoryeh typow rownan rozniczkowych droga wykaza-
nia, ze wszystkie funkcje V(t) dla dowolnych warunkow
poczatkowych posiadajg majoranty zbiezne do zera.
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Wniniejszej pracy przyjeto jako pewnego rodzaju "uni
wersalng” najprostszg majorante, funkcje V' speiniajgcy
nastepujgce warunki:

1) funkcja V'- jést funkcjg statg wewnatrz kazdego
pojedynczego przedziatu czasu (tn<t

2) wewnatrz kazdego przedziatu czasowego

przyjmuje ona warto$¢ réwng maksymalnej  wartosci
funkcji V wtym przedziale.

Funkcja V jest wiec pewnego rodzaju funkcjg schodkowa,
charakteryzowang przez cigg {v'(n)J, ktdérego wyrazy ma-
ja wartos¢ rowng maksymalnej wartosci funkcji V  jakie
przyjmuje ona w poszczegllnych przedziatach czasu. f
Graficzng ilustracje sposobu tworzenia funkcji V (1)
przedstawia rys.1.

Znalezienie majoranty schodkowej, funkcji V (t) nie na-
rzuca zadnych warunkow odnosnie przyjecia podziatu cza-
sowego na poszczegOlne przedziaty. Podziat ten jest wiec
dowolny lecz taki aby wyczerpana zostata cata o$ czasowa
i aby przyjete przedziaty posiadaty skonczong diugosc.
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Funkcja ,V (fc) jest zbiezna do zeragdyokre$lajacy
ja ciag |V (n)}- jest zbiezny do zera« Warunkiemdosta-
tecznym wykazania jego zbiezno$ci jest na przyktad spet-
nienie przez wszystkie poszczeg6lne wyrazy ciggu jv’(n)j
warunku d’Alembertal

iX-ntlL <1
IV nl n £

gdzie 1>¢ > 0

Na podstawie przeprowadzonego rozumowania mozna wiec
sformutowa¢ nastepujace, zmodyfikowane twierdzenie Lapu-
nowai
Badane réwnanie rézniczkowe o postaci

XAnNtaa AxXAntAN : ak x i+ x.a C
gdzie an,,2 a2* ao sg funkc3ami x,x,x, .....
Xx~n“~ i posiadajgce punkt réwnowagi x=x=5¢s...=x"n'~V=: 0

ma rozwigzanie stabilne, je$li uda sie znalez¢ takag znako
okre$long.funkcje V i taki podziat czasl na  skonczong

przedziaty (t~, t ze po wyliczeniu V(t) z badanego
rownania rozniczkowego dla wszystkich warunkéw poczatko-
wych i dla czasébw t > T (gdzie T jest dowolng licz-

bg skonczong) zachodzi

w < 1"f
gdzie 1<£ > 0 i V'(n) a max V (t)
tn <t < tn+l
Tak zmodyfikowane twierdzenie moze byC zastosowane tylko

dla badania réwnan rozniczkowych, ktorych rozwigzania z
gory narzucajg pewien podziat czasowy i gdzie spetnienie

warunku.(4) stwierdzi¢ mozna bez konkretnej znajomosci
x(t), x(t) ....... XAnHA ().
Takim typowym przypadkiem gdzie wyzej sformutowane

twierdzenie moze by¢ z powodzeniem stosowane jest badanie
stabilnos$ci periodycznych rozwigzan réwnan roézniczkowych
drugiego rzedu o nastepujgcej budowie

X+ax+bxsO
gdzie a, b ograniczone fiinkcje (x, x ).
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Po rozdzielenia zmiennych i scatkowaniu, rownanie to
przybiera postaé

i||]+ax +bx =0 (5)

/xdx+Jb X dx s » xdx + C=-yax "dt+C* (6)
0 '0
Lewa strona réwnania.(4) posiada wtasnosci funkcji Lapu-
nowa w przypadku, gdy b jest jednoznaczg funkcjg (X,x)
[Z] o W przeciwnym razie jej warto$¢ zalezna jesj nie tyi
ko od granic ale i od drogi catkowania. Catka/ b(y)d x,
mogac przyjmowaé dla x = 0 wartosci r6zne.od°zera unie
mozliwia spetnienie warunkui V=0 dla x, x = O. Pro-
blem ten moze zosta¢ ominiety przez rozktad funkcji b na
a) funkcje jednoznaczng b"(x,X),
b) funkcje b2(x,x) rdézng od zera tylko w obszarze
petli jaka tworzy funkcja b(x,x).
Rozktad taki dla przypadku niejednoznacznosci typu petli
histerezy pokazany jest na rys. 2,

Lom > bl(x) b2 ()

/TN .

Rys. 2
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Réwnanie (6) moze by¢ wiec zapisane w postaci:
X *
J xdx M (x,x)= - J ax 2 dt - f *b2(x)dx4C. (7)

gdzie lewa strona spetnia juz wszystkie warunki funkcji
Lapunowa, ,

Obliczanie mozliwe jest przy zatozeniu typu prze-

biegu x(t). Spos6b obliczania zostanie zilustrowany przy
ktadami«

Przyktad 1
Uktad fizyczny opisany jest réwnaniem:
X+bx»O (6)

gdzie Db(x) jest niejednoznaczng funkcjg x  przedsta-
wiong na rys, 3.

fw f2(*)

Funkcja Lapunowa dla tego przypadku posiada nastepujgca
postac:

2 X
V - + J(x bj (x)dx= ~y xb2(x) dx + @)
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Przyjmujgc podziat czasu na przedziaty odpowiadajgce
pétokresom drgan mogacych wystgpi¢ w uktadzie, obliczamy

X1 X1
AVmax = J xb2(x)dx = */  Adx=-A(X1 - x2) (8)

" X1 X 2
Dla xc < x*, AV < 0 co oczywisScie pocigga za so-

bg spetnienie warunku (4) i stabilnos$¢ ukitadu.

Dla Xp> X4 Avmax> 0 wuktadzie pojawiaja, sie drga-

*
Bdf}z' Vn+l > 1

Zachowanie sie rozwigzan tego rownania na  ptaszczyznie
fazowej zilustrowane jest na rys. 4 i 5-
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Rys. 5

Na.zakoniczenie chciatbym gorgco podziekowa¢ Prof. dr
S. Wegrzynowi za stowa zachety i owocne dyskusje w trak
cie przygotowania niniejszej pracy.

LITERATURA

[1] Matkins Tieoria ustoicziwosti dwizenija Mattiechgiz
Moskwa_1957»

[2] S. Wegrzyn, I*C. Gille: Stabilité des systémes non
linéaires du second ordre Bull, de | ’Acc. Pol. des
Sciences, S. Techn, Vol. X No. 9 —1962 r.

Rekopis ztozono w Redakcji w dniu 16.12»1963r.



0 pevmych ograniczeniach w stosowaniu. >, 29

0 HEKOTOPHX OrPAffIREHHHT
B IIPMEHSHM PIHTSTPAJIPIX $0PM
JHMOBA

Pe 3 hme

yCTOIdgKBOCTB 3JieKTpM"eCKHX CXeM H CHCTeM SBTO
MaTiraeoKoro ynpaBJieHHH, oimcHBaeMHX HejMHeiiHHMH
ypaBHeHHHMH nepBoro bum BToporo nopnffca, Jierae
Bcero HccjiesoBaTB, npmvieHfia TeopeMH JtanyHOBa od
yCTO1taBOOTH HBHKeHHH*

UpHHHMafl HHTerpajiBHyio $opMy ¢dyHKmui JfenyHOBar
nprncojuiM k xopoiiMM pesyjTBTaTaM-"Korsa KO03$g>imiieH
th ypaBHeHHH npeflCTaBJimoT codot oazho3HaHHHe $yHK
UHHo WeJIBIO 3TOH padOTH HBJIHETCH yKa3affiie BO3MOX-
hocth npHMeHeroiH hhterpajiBHHX c&pM $yHKumt Jkny-
HOBa TaiEe h b cjiygae, Kor.ua KoatemHeHTH npes-
CTaBJunoT eodot Heo,n:HO3Ha"HHe ~yHKumio

OMVE LIMITS POR INTEGRAL FCRVB OF LAPUNOAS FUNCTION

Summar-ry

In order test in the easiest possible way the stability
of non linear first or second order automatic control  sy-
stems the Lapunoff’s theorem can fairly be made use of. Good
results can be obtained by using the integral form of the
Lapunoff’s function, prowided the function coefficients of
the equation are non-loop functions. It is shown in this
paper here that there exists a possibility of applying the
integral forms as a Lapunoff's function in such a case also -
in which the function coefficients have a loop character.



