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O PEWNYCH OGRANICZENIACH W STOSOWANIU 
CAŁKOWYCH POSTACI FUNKCJI. LAPUNOWA

S tre sz c z e n ie , S tab iln o ść  układów elektrycznych i  
obwodów automatyki w przypadku, gdy o p isu ją  je  rów
n an ia  różniczkowe nielin iow e I  lub I I  rzędu n a j ł a t 
wiej badać k o rzy s ta jąc  z twierdzeń Lapunowa.

P rzy jęc ie  całkowej p o s tac i  fu n k c j i  Lapunowa po
zwala na uzyskanie dobrych rezu lta tó w  -  gdy współ
czynniki funkcyjne w równaniu są funkcjami jedno
znacznymi, bezpętlowymi. Wskazanie na możliwość za
stosowania form całkowych jako fu n k c ji  Lapunowa w 
przypadkach współczynników funkcyjnych o charak te
rze  pętlowym stanowi t r e ś ć  n in ie j s z e j  pracy.

Badanie s ta b i ln o ś c i  rozwiązań równania różniczkowego 
nielin iow ego o p o s tac i

x ' n ) + a ^  x ( n“1 )+.......... .+ + a ,x  + .a Q x = 0 (1)

i  punkcie równowagi x s  x = x = . . . . . .  x^n‘“̂  « 0
. . (n—1)gdzie a ^ ,a 2,a^  . . . .  a ^ - f u n k c j e  x, x , x . . . .  x '

można przeprowadzić k o rzy s ta jąc  z tw ierdzeń Lapunov/a [ ij.  
J e ż e l i  wiadomo, że badane równanie różniczkowe dopusz
cza d la  danych warunków początkowych

x (0 ) ,  i ( 0 ) ,  * (o )  ^

jedno jedyne rozw iązanie, to /gdy uda s ię  znalezć tak ą  
funkcję V s  V (x, x ,  . . . .  x^n_1 ) ,  k tó ra  byłaby funkcją  
znako-określoną (na przykład określona dodatnio lub ujem

dVn ie )  i  k tó re j  pochodna V = wyliczona z użyciem za



2 2 Adam Bukowy

leżno śc i  wynikających z badanego równania różniczkowego 
byłaby znako-określoną funkcją  znaku przeciwnego n iż  V, 
t o  rozwiązanie to  j e s t  asymptotycznie s t a b i ln e ,

Badanie s ta b i ln o ś c i  n iek tó rych  równań różniczkowych 
j e s t  często  k łopo tliw e  ze względu na t ru d n o śc i  w znale
z ie n iu  t a k i e j  fu n k c ji  V, k tó re j  pochodna 'spełn ia łaby  wa
runek znako-określoności, wymagany przez tw ierdzen ie  La- 
punowa.

Pewnym ułatwieniem -  pozwalającym na s tw ie rdzen ie ,czy  
badane równanie różniczkowe posiada rozwiązanie s ta b i ln e  
asym ptotycznie, może być wykorzystanie n as tęp u jące j  włas 
ności fu n k c ji  V:
J e ż e l i

lim V(t) = 0 (2)
t — ^

gdzie funkcja  V(t) powstała  przez wprowadzenie do znako- 
określonej fu n k c ji

V (x ,x ,x , . . . .  x^n“^ )

rozwiązania danego równania różniczkowego x ( t )  , x ( t ) , x ( t ) . .
x^n~ ( t )  t o  rozwiązanie t o  j e s t  s t a b i ln e i

Własność t a  j e s t  oczywista, j e ż e l i  wziąć pod uwagę 
p o jęc ie  znako-określoności fu n k c ji  V.
J e s t  bowiem

V = 0 ty lk o  i  wyłącznie d la  x=x=x=.. .=x ” =0
\

a zatem

lim V(t) = 0

pociąga za sobą

lim x ( t )  = lira x ( t )   ..........= lim x^n”^  ( t )=  0 (3)
t~— t-—«^ t ~ \

Dla wykazania, że własność (3) zachodzi d la  wszyst
k ich  możliwych rozwiązań równania różniczkowego (1) wy
s ta rc z y  zatem wykazać, że d la  w szystkich możliwych (czy
rozpatrywanych) x (o ) ,  x (o ) , . . . .  x (o) odpowiadające 
im funkcje V(t) s p e łn ia ją  w łasność%( 2 ) , , J e s t  t o  możliwe 
d la  n iek tó ryęh  typów równań różniczkowych drogą wykaza
n ia ,  że w szystkie  funkcje  V(t) d la  dowolnych warunków 
początkowych p o s iad a ją  majoranty zbieżne do z e ra .
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W n in ie j s z e j  pracy p rzy ję to  jako pewnego rodzaju  "uni 
wersalną” n a jp ro s ts z ą  majorantę, funkcję V' sp e łn ia ją c ą  
następu jące  warunki:

1) funkcja  V' -  j è s t  funkcją  s t a ł ą  wewnątrz każdego 
pojedynczego p rzed z ia łu  czasu ( t n < t

2) wewnątrz każdego p rzedz ia łu  czasowego 
przyjmuje ona wartość równą maksymalnej w artości 
fu n k c j i  V w tym p rze d z ia le .

r
Funkcja V j e s t  więc pewnego rodzaju  funkcją  schodkową, 
charakteryzowaną przez c iąg  { v ' (n)J,  którego wyrazy ma
j ą  wartość równą maksymalnej w artości fu n k c j i  V ja k ie  
przyjmuje ona w poszczególnych p rzedzia łach  czasu. f 
G raficzną  i l u s t r a c j ę  sposobu tworzenia fu n k c j i  V ( t )  
przedstaw ia r y s .1 .

Z nalez ien ie  majoranty schodkowej, fu n k c ji  V ( t )  n ie  na
rzuca żadnych warunków odnośnie p rz y ję c ia  podziału cza
sowego na poszczególne p rzed z ia ły . Podział te n  j e s t  więc 
dowolny lecz  t a k i  aby wyczerpana z o s ta ła  ca ła  oś czasowa 
i  aby p rz y ję te  p rzedzia ły  posiadały  skończoną długość.



24 Adam Bukowy

Funkcja ,V (fc) j e s t  z. b ieżna do z e ra  gdy ok reś la jący
j ą  c iąg  |V  ( n ) } - j e s t  zbieżny do zera« Warunkiem d o s ta -
tecznym wykazania jego zb ieżności j e s t  na przykład sp e ł
n ie n ie  przez wszystkie  poszczególne wyrazy ciągu j v ’(n )j  
warunku d’Alembertaï

iX-n-t.lL < 1|V nl n £

gdzie 1 > ć  >  0
Na podstawie przeprowadzonego rozumowania można więc 

sformułować n as tęp u jące , zmodyfikowane tw ierdzen ie  Lapu- 
nowaï
Badane równanie różniczkowe o p o s ta c i

x^n ^+aa_^x^n“^ ............. , a£ x i  + x: a  C

gdzie an„2  a2* ao są  funkc3ami x ,x ,x ,  . . . . .

x^n“^  i  posiadające  punkt równowagi x=x=5ćs...=x^n'~ '̂=: 0 
ma rozw iązanie s t a b i ln e ,  j e ś l i  uda s ię  znaleźć tak ą  znako 
ok reś lon ą .funk c ję  V i  t a k i  podzia ł czasü na skończoną 
p rzed z ia ły  ( t ^ ,  t  że po w yliczeniu V ( t)  z  badanego 
równania różniczkowego d la  wszystkich warunków początko
wych i  d la  czasów t  >  T (gdzie T j e s t  dowolną l i c z 
bą skończoną) zachodzi

W < 1 " f
gdzie 1 < £  >  0 i  V" (n) a  max V ( t )

tn <t <  tn+1
Tak zmodyfikowane tw ierdzen ie  może być zastosowane ty lk o  
d la  badania równań różniczkowych, k tó rych  rozw iązania ż 
góry n a rzuca ją  pewien podzia ł czasowy i  gdzie sp e łn ie n ie  
wąrunku.(4) s tw ie rd z ić  można bez konkretnej znajomości
x ( t ) ,  x ( t )  . . . . . . .  x^n“^ ( t ) .

Takim typowym przypadkiem gdzie wyżej sformułowane 
tw ierdzen ie  może być z powodzeniem stosowane j e s t  badanie 
s t a b i ln o ś c i  periodycznych rozwiązań równań różniczkowych 
drugiego rzędu o n a s tęp u jąc e j  budowie

x + a x + b x s O
gdzie a ,  b ograniczone fünkcje  (x , x ) .
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Po rozd zielen ia  zmiennych i  scałkowaniu, równanie to  
przybiera postać

i | | + a x  + b x  = 0 ( 5)

/ . J b  x dx s  » x d x  + C = - y a x  ^dt+C^ (6)x dx+
ó  'o

Lewa s t ro n a  rów nan ia .(4) posiada własności fu n k c j i  Lapu- 
nowa w przypadku, gdy b j e s t  jednoznaczą funkcją  (x ,x )  
[Z] o W przeciwnym ra z ie  j e j  wartość za leżna  j e s j  n ie  ty  i  
ko od g ran ic  a le  i  od drogi całkowania. Całka /  b(y)d  x , 
mogąc przyjmować d la  x = 0 w artości ró ż n e .od°zera unie 
możliwia sp e łn ien ie  warunkui V = 0 d la  x , x = O. Pro
blem te n  może zostać  ominięty przez rozk ład  fu n k c j i  b na

a) funkcję  jednoznaczną b ^ (x ,x ) ,
b) funkcję  b2(x ,x )  różną od zera  ty lk o  w obszarze 

p ę t l i  jaką  tworzy funkcja  b (x ,x ) .
Rozkład t a k i  d la  przypadku niejednoznaczności typu p ę t l i  
h i s te re z y  pokazany j e s t  na r y s .  2,

1 ,  m > bl(x) b2(x)

/ 7 N .
x +  V X

Rys. 2
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Równanie (6) może być więc zapisane w p o s ta c i :
x *

J xdx ❖ M  (x ,x)=  -  J ax 2 d t  - f  * b2(x)dx4C. (7)

gdzie lewa s tro n a  sp e łn ia  już  wszystkie warunki fu n k c j i  
Lapunowa, ,
O bliczan ie  możliwe j e s t  przy za łożen iu  typu p rze -
biegu x ( t ) .  Sposób o b l ic z a n ia  zo s tan ie  z ilustrow any przy 
kładami«
Przykład 1

Układ fizyczny opisany j e s t  równaniem:
x + b x » O (6)

gdzie b (x ) j e s t  niejednoznaczną funkcją  x p rzed s ta 
wioną na ry s ,  3 .

A

*2

fW

X, X2 X

-  - A

+

f2 (* )

Funkcja Lapunowa d la  tego przypadku posiada następu jącą  
postać:

2 x x
V -  + J x  bj (x)dx= ~ y xb2 (x) dx + (7)
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Przyjmując podział czasu na p rzed z ia ły  odpowiadające 
półokresom drgań mogących wystąpić w u k ład z ie ,  obliczamy

X1  X1
AVmax = J  xb2 (x)dx = “ /  Adx=-A(x1 -  x2 ) (8)

" X 1  x 2

Dla xc < x^, AV <  0 co oczywiście pociąga za so -
bą sp e łn ie n ie  warunku (4) i  s ta b iln o ść  układu.
Dla x >  x . AV > 0 w układzie pojawiają, s ię  d rga-  2 1 max
n*a . Vn+1 gdyz >  1
Zachowanie s ię  rozwiązań tego równania na p łaszczyźnie  
fazowej z ilustrow ane j e s t  na ry s .  4 i  5-
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Rys. 5

Na.zakończenie chciałbym gorąco podziękować Prof. dr 
S . Węgrzynowi za słowa zachęty i  owocne dyskusje w trak  
c ie  przygotowania n in ie jsz e j  pracy.
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0 HEKOTOPHX OrPAffiREHHHT 
B IIPMEHSHM PIHTSTPAJîPIX $0PM

JH M O B A

P e 3 h m e

yCTOidqKBOCTB 3JieKTpM^eCKHX CXeM H CHCTeM SBTO 
MaTiraeoKoro ynpaBJieHHH, oimcHBaeMHX HejMHeiiHHMH 
ypaBHeHHHMH nepBoro bum BToporo nopnffca, Jierae  
B c e r o  HccjiesoBaTB, npmvieHfia TeopeMH JtanyHOBa od 
yCTOitaBOOTH HBHKeHHH*

UpHHHMafl HHTerpajiBHyio $opMy çôyHKmuî JfenyHOBar 
nprncojuiM k xopoiiMM pesyjTBTaTaM-^Korsa K03$g>imiieH 
t h  ypaBHeHHH npeflCTaBJimoT c o d o t oæho3HaHHHe $yHK 
UHHo UeJIBIO 3T0H padOTH HBJIHeTCH yKa3affiie B03M0X- 
h o c th  npHMeHeroiH h h t  erpajiBHHX c&opM $yHKumt J k n y -  
HOBa TaiŒe h  b  cjiyq ae, Kor.ua KoatemHeHTH n p e s -  
CTaBJunoT e o d o t Heo,n:H03Ha^HHe ^yHKumio

SOME LIMITS POR INTEGRAL FORMS OF LAPUNOFF>S FUNCTION 
S u m m a r y

In  order t e s t  in  the eas ies t  possible way the s t a b i l i ty  
of non l in e a r  f i r s t  or second order automatic control sy
stems the Lapunoff’ s theorem can f a i r l y  be made use of. Good 
re s u l ts  can be obtained by using the in te g ra l  form of the 
Lapunoff ’ s function, prowided the function co eff ic ien ts  of 
the equation are  non-loop functions. I t  i s  shown in  th is  
paper here th a t  th ere  ex is ts  a  p o s s ib i l i ty  of applying the 
in te g ra l  forms as a Lapunoff's function in  such a  case a lso  - 
in  which the function coeffic ien ts  have a loop character.


