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1. Celi zakres pracy

Wedtug Encyklopedii PWN hipertermia, to wzrost temperatury ciala ponad
norm¢ [91]. Ludzko$¢ od starozytnych czaséw probuje leczy¢ czes¢ schorzen
przez wykorzystanie ciepla. W czasach antycznych za pomocg wysokiej
temperatury leczono 1 zasklepiano rany, ale rowniez wykorzystywano ja
w tazniach, jako jeden ze sposobow na poprawienie kondycji ludzkiego
organizmu. Ojciec medycyny Hipokrates ok. 400r. p.n.c. pisal, ze to co nie moze
zosta¢ uleczone za pomocg naparow i zidt oraz ,,skalpela”, moze zosta¢ uleczone
jedynie za pomocg ciepta [31].

W czasach nowozytnych, od polowy XX wieku, wykorzystywanie
podwyzszonej cieptoty ciala przezywa swoj renesans. Zrozumienie zjawisk
zachodzacych w skali makro, mikro, a takze nano w ludzkim organizmie pozwala
na badanie oraz przewidywanie skutkdw zmiany temperatury tkanek.

Wsréd bardzo wielu zabiegéw zwigzanych z globalng lub lokalng zmiang
cieptoty ciata wyrdzni¢ mozna sztuczng hipertermi¢. Jest to zabieg medyczny,
podczas ktorego tkanke przegrzewa si¢ do temperatury 40 — 46 °C. Sztuczng
hipertermi¢ mozna podzieli¢ na miejscowa (glteboka lub powierzchniows),
regionalng oraz ogdélnoustrojowa.

W niniejszej pracy rozpatrywana jest jedynie sztuczna lokalna 1 gleboka
hipertermia. Zabieg ten stosuje si¢, jako metode leczenia chorob nowotworowych,
czgsto w polaczeniu z radioterapia oraz chemioterapia. Przyczyny
wykorzystywania sztucznej hipertermii, jako metody leczniczej mozna podzieli¢
na nastepujace grupy:

» sztuczna hipertermia stosowana samodzielnie:
e w komérkach nowotworowych powoduje niedobér tlenu i substancji

odzywczych, co prowadzi do apoptozy komorek,
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e komoérki nowotworowe wytwarzajg tzw. ,,biatka szoku termicznego”,

przez co staja si¢ rozpoznawalne dla systemu immunologicznego,

e W obszarach nowotworowych uktad naczyn krwiono$nych jest

patologicznie zmieniony, co powoduje mniej efektywne chtodzenie guza.
» hipertermia stosowana w radioterapii:

e podwyzszona temperatura oddzialuje na komorki, ktére sg niewrazliwe na

promieniowanie,

e podwyzszona temperatura ,,utrwala” uszkodzenia spirali DNA,

» hipertermia stosowana w chemioterapii:

e reakcje chemiczne zachodzg szybciej w wyzszej temperaturze,

e Wwzrost temperatury powoduje wzrost ukrwienia narzadu, a zatem

kumulacje leku.

W bardzo wielu pracach udowodniono duzy wplyw niewielkiej zmiany
temperatury na tkanke biologiczng. Na przykitad, w pracy [12] z 1977r. pod
redakcja W.C. Dewey’a przedstawiono wplyw temperatury i czasu ekspozycji na
przezywalno$¢ komorek jajnika chomika chinskiego (rys. 1.1). Jak wida¢ na
rysunku 1.1, niewielka zmiana temperatury tkanki, np. o 0.5 °C, wraz
Z odpowiednim czasem ekspozycji moze zmieni¢ wspdlczynnik przezywalnosci

0 jeden lub kilka rzedow wielkosci.
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Rys. 1.1. Wplyw temperatury i czasu ekspozycji na przezywalnos¢ komorek
jajnika chomika chinskiego [12]
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W zabiegach sztucznej hipertermii waznym czynnikiem jest nie tylko rozktad
temperatury, ale rowniez czas ekspozycji. Zatem w modelowaniu przeptywu
biociepta niezbgednym jest wyznaczenie doktadnego rozktadu temperatury, jak
roOwniez czasu, przez jaki tkanka byla wystawiona na oddziatywanie
podwyzszonej temperatury.

Modelujac proces nagrzewania tkanek nalezy pamigtaé, ze przeplyw ciepta
w organizmach zywych jest procesem bardzo ztozonym i wieloskalowym [4],
poczawszy od nanoskali bton komoérkowych 1 narzadéw wewnatrzkomoérkowych,
skonczywszy na skali makro dotyczacej catego organizmu. Z punktu widzenia
zastosowan klinicznych, w ktorych najwazniejszy jest zakres skali od
najmniejszych naczyn krwiono$nych (naczyn wtoskowatych) o wymiarach kilku
mikronéw do struktur anatomicznych takich, jak organy wewnetrzne o wymiarach
kilku centymetrow lub wigcej, stosuje si¢ modele lokalne przeptywu biociepta.

Najstarszym historycznie rownaniem przeptywu biociepta jest rownanie
Pennesa [90]. Z matematycznego punktu widzenia, réwnanie Pennesa jest
rownaniem Fouriera, w Kktorym parametry termofizyczne odpowiadaja
parametrom tkanki biologicznej, a perfuzja krwi i przemiany metaboliczne
uwzglednione sa w sktadnikach zrodtowych. Model Pennesa zaklada stalg
temperature krwi w tetnicach 1 temperaturg krwi w zytach rowna temperaturze
tkanki. Zgodnie z literatura, model ten dobrze opisuje procesy cieplne w tkankach,
w ktorych wystepuja niewielkie naczynia krwiono$ne (naczynia wloskowate,
zylki, tetniczki), poniewaz krew ptyngca w tego typu naczyniach szybko osigga
temperature rownowagi, czyli temperature otaczajacej tkanki. Nalezy podkreslic,
ze roéwnanie Pennesa bazuje na prawie Fouriera ktore zaklada, ze cieplo
W rozpatrywanym medium rozchodzi si¢ natychmiastowo, czyli dlugos¢ fali
cieplnej jest nieskonczona.

Przewodzenie ciepta w tkankach biologicznych jest zwigzane miedzy innymi
z oddziatywaniem miedzy tkankg a krwig, a zatem propagacja zaburzenia
cieplnego ma zawsze skonczong predkos¢. W zwigzku z tym, w nowszych

publikacjach, np. [30, 38, 78, 93] sugeruje si¢, aby niejednorodng strukture tkanki
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biologicznej uwzgledni¢ poprzez wprowadzenie opdznienia zwanego czasem
relaksacji, czyli zatozy¢, ze strumiefn ciepta zawsze pojawia si¢ poOzniej niz
gradient temperatury. Zastgpienie prawa Fouriera prawem uwzgledniajagcym
opOznienie strumienia ciepta w stosunku do gradientu temperatury prowadzi do
rownania Cattaneo-Vernotte’a, czyli hiperbolicznego rownania przeptywu
biociepta [7, 115]. Model ten uwzglednia skonczong dlugos¢ fali cieplnej. Nalezy
jednak podkresli¢, ze takie podejscie wzbudza kontrowersje niektorych autorow
przeprowadzajacych eksperymenty na tkankach biologicznych zwigzane
Z wyznaczeniem wartosci czasu relaksacji, np. [19].

W modelu z dwoma czasami opo6znien zaproponowanym przez Tzou [109]
zaroOwno strumien ciepla moze by¢ opdzniony w stosunku do gradientu
temperatury, jak i gradient temperatury moze by¢ opdzniony w stosunku do
strumienia ciepta. W rownaniu tym wyst¢gpuja dwa parametry opisujace te
opdznienia nazywane czasem relaksacji i czasem termalizacji [109, 120, 126].

Inne  podejscie do modelowania proceséw cieplnych zachodzacych
w organizmach zywych polega na zastosowaniu teorii ciat porowatych [32, 83,
110]. Wowczas obszar tkanki dzieli si¢ na dwa podobszary: tkanke ,,stalg”
I naczynia krwionosne [33, 82]. Opis matematyczny sktada si¢ z dwoch rownan
odpowiadajacych podobszarom tkanki 1 naczyn krwionos$nych uzupetnionych
odpowiednimi warunkami brzegowo-poczatkowymi i model ten nazywa si¢
dwuréwnaniowym modelem porowatym (two-equation porous model). Po
osiggni¢ciu temperatury rdwnowagi (temperatura krwi jest rowna temperaturze
tkanki) model ten sprowadza si¢ do jednego rdéwnania (One-equation porous
model).

Rozwijane sg réwniez inne modele przeptywu biociepta, w ktorych rozpatruje
si¢ odrgbnie duze naczynia krwiono$ne 1 otaczajaca je tkanke wraz
z odzwierciedleniem (przy pewnych uproszczeniach) geometrii naczyn
krwionos$nych [4, 52, 54, 55, 92, 102, 114].

Niniejsza praca doktorska dotyczy wykorzystania rdéznych modeli

matematycznych do modelowania rozktadu temperatury w zywych tkankach.
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Celem rozprawy doktorskiej jest wykorzystanie roznych modeli przeptywu
ciepta do symulacji komputerowej zjawisk fizycznych towarzyszacych
nagrzewaniu tkanek, ze szczegdlnym uwzglednieniem tych modeli, ktore traktuja
tkanki jako ciala porowate. To ostatnie podejscie umozliwia uwzglednienie
w tkankach nie tylko obecnosci naczyn krwiono$nych, ale ich wymiaréw,
gestosci, kierunku przeptywu krwi itd. Na etapie obliczen numerycznych
stosowano metode roéznic skonczonych w wariancie jawnym, ktdrg rozwini¢to na
przypadki réwnan rozpatrywanych w pracy. Na podstawie wyznaczonych
czasoprzestrzennych rozkladow temperatury dokonano oceny stopnia destrukcji
tkanki bazujacej na wyznaczeniu tzw. dawki termicznej lub wykorzystujacej
model Arrheniusa. Opracowane algorytmy i autorskie programy komputerowe
oraz przeprowadzony eksperyment pozwolity na weryfikacj¢ i poréwnanie
dotychczas stosowanych metod modelowania procesow nagrzewania tkanek,
okreslenie zakresow zastosowan i ograniczen kazdego z modeli, a w przysztosci
mogg  stanowi¢  element systemOw  wspomagajacych  kontrolowane
przeprowadzanie zabiegow sztucznej hipertermii.

Teze pracy mozna sformutowac nastgpujaco:

Istotny jest wtasciwy wybor modelu przephywu ciepta opisujgcego proces
nagrzewania tkanek w zakresie temperatur stosowanych w trakcie sztucznej

hipertermii.

Praca sktada si¢ z 9 rozdziatow, spisu literatury oraz streszczenia w jezyku
polskim 1 angielskim. W rozdziale 2 dokonano przegladu literatury zwigzanego
z tematem rozprawy. Omdwiono rownania Pennesa, Cattaneo-Vernotte’a,
rébwnanie z dwoma czasami opdznien oraz rOwnania bazujace na teorii ciat
porowatych. Przyblizono pojecie catki Arrheniusa oraz dawki termiczne;.

Pozostale rozdziaty pracy dotycza badan witasnych. W rozdziatach 3, 4 1 5
rozpatrywano problem 3D, czyli szeScienny obszar tkanki biologicznej

z centralnie umieszczonym podobszarem nowotworowym. Zatozono, ze
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podobszar guza jest nagrzewany przez pewien okreslony czas nazywany czasem
ekspozycji 1 to w taki sposob, ze w tym rejonie generowane jest wewnetrzne
zrodlo ciepta o statej wydajnosci. Nie analizowano przy tym sposobu nagrzewania
nowotworu  (pole elektromagnetyczne, mikrofale, ultradzwigki). Tak
sformutowane zadanie pozwolito przesledzi¢ i poréwnac¢ ré6zne modele przeptywu
ciepta.

W rozdziale 3 przeprowadzono obliczenia stosujagc makroskopowe rownanie
Pennesa, rownanie Cattaneo-Vernotte’a oraz rownanie z dwoma czasami
opoznien. Warto$ci czasOw opdznien zaczerpnigto z literatury. Przedstawiono
algorytm obliczen bazujacy na jawnym schemacie metody réznic skonczonych
oraz przeprowadzono obliczenia dla trzech r6znych wariantéw nagrzewania. Dla
kazdego z nich wyznaczono dawke termiczng.

W rozdziale 4 wyprowadzono uogélnione réwnanie z dwoma czasami
op6znien, ktore uzupetniono réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym opisujacym
zmian¢ temperatury krwi wzdluz naczyn krwiono$nych. Wzorowano si¢ na
publikacji [125], ale zrezygnowano z czeSci uproszczen tam proponowanych.
Nalezy podkresli¢, ze praca [125] zawiera tylko rozwazania teoretyczne, nie
przedstawiono w niej wynikoéw obliczen numerycznych. W omawianym rozdziale
rozprawy doktorskiej pokazano zaréwno algorytm rozwigzania jak i1 wyniki
obliczen dla roéznych zestawow parametrow opisujacych strukture tkanek
migkkich. Parametry te $ci$le powigzano ze $rednicami naczyn krwionosnych,
ich gestoscia, predkoscia perfuzji krwi itd.

Rozdziat 5 zawiera wyprowadzenie uogolnionego rownania z dwoma czasami
opoznien dla przypadku, gdy rozpatruje si¢ zyty i tetnice, w ktorych krew ptynie
w przeciwnym kierunku. Rownanie to jest uzupelnione dwoma réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi opisujacymi zmian¢ temperatury krwi tetniczej
1 zylnej wzdluz naczyn krwionos$nych. Nalezy podkresli¢, ze w literaturze nie
znaleziono tak sformutowanego modelu matematycznego. Podobnie jak
w rozdziale 4, przedstawiono metod¢ rozwigzania oraz wyniki obliczen

numerycznych dla trzech réznych wariantéw nagrzewania i réznych zestawow
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parametroOw opisujacych strukture tkanki. Wyznaczono réwniez catki Arrheniusa
oraz dawki termiczne.

W  rozdziale 6 rozpatrywano tkanke skérng poddang zewngtrznemu
nagrzewaniu. W osiowosymetrycznym obszarze tkanki skornej wyrdzniono
naskorek, skore wlasciwg oraz obszar podskérny 1 uwzgledniono rézny stopien
ukrwienia tych dwoch ostatnich warstw (w naskérku nie wystgpuja naczynia
krwionos$ne). Model matematyczny sktadat si¢ z ukladu trzech réwnan
rozniczkowych (réwnania Pennesa 1 dwoch uogdlnionych rownan z dwoma
czasami opOznien), dwoéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych opisujacych
rozktady temperatury krwi w naczyniach krwiono$nych wystepujacych w skorze
wlasciwe] 1 obszarze podskéornym oraz warunkéw brzegowo-poczatkowych.
Pokazano algorytm rozwigzania bazujacy na jawnym schemacie metody rdznic
skonczonych oraz wyniki obliczen.

W rozdziale 7 opisano badania eksperymentalne, ktore przeprowadzono
w Laboratorium Modelowania Tkanek Instytutu Mechaniki 1 Inzynierii
Obliczeniowej Politechniki ~ Slaskiej. Wyniki eksperymentu poréwnano
z wynikami obliczen 1 na tej podstawie sformutowano wnioski dotyczace
wlasciwego wyboru modelu matematycznego opisujaceg0 proces nagrzewania
tkanki.

Rozdziat 8 poswiecono autorskim programom komputerowym. Omoéwiono
migdzy innymi zlozono§¢ pamigciowa 1 obliczeniowg algorytméw oraz
mozliwo$ci zréwnoleglenia obliczen.

Rozdziat 9 zawiera wnioski oraz kierunki dalszych badan.

Prac¢ doktorskg wykonano w ramach projektu pt.: ,,Analiza numeryczna
sztuczne] hipertermii z wykorzystaniem réznych modeli przeplywu biociepta”
finansowanego ze $rodkow Narodowego Centrum Nauki przyznanych na

podstawie decyzji numer DEC-2011/01/N/ST6/05231.
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2. Przeglad modeli matematycznych opisujacych
przeplyw ciepta w organizmach zywych

2.1. Wprowadzenie

Przeptyw ciepta w organizmach zywych odbywa si¢ gltownie przez
przewodzenie i konwekcje.

Przewodzenie ciepta najczeSciej opisuje si¢ réwnaniem Pennesa, Ktore
uwzglednia obecno$¢ matych naczyn krwionosnych oraz przemiany metaboliczne
zachodzace w tkankach. Biorgc pod uwage niejednorodng strukture tkanek nalezy
rowniez rozpatrywa¢ inne modele, takie jak model Cattaneo-Vernotte’a, ktory
uwzglednia opodznienie strumienia ciepta wzgledem gradientu temperatury lub
model z dwoma czasami opdznien, w ktérym bierze si¢ pod uwage zaréwno
opdznienie strumienia ciepla, jak rowniez opdznienie gradientu temperatury.

Konwekcja z kolei zwigzana jest z przeptywem krwi w naczyniach
krwiono$nych. Konwekcyjny przeplyw ciepta mozna opisa¢ réwnaniami
zachowania masy, momentu 1 energii. Jednak biorgc pod uwage stopien
skomplikowania ukladu krwiono$nego, rownoczesne rozwiazanie tych réwnan
jest raczej niemozliwe. Nalezy podkresli¢, ze w organizmie ludzkim wystepuje
okoto 100 000 km naczyn krwionosnych, czyli $rednio w objetosci 10 cm? tkanki
taczna dlugos¢ naczyn krwionosnych jest wigcksza niz 1000 km. Tak wielka
powierzchnia wymiany ciepta migdzy naczyniami krwiono$nymi i tkanka ma
ogromny wpltyw na rozktad temperatury w organizmie. W przypadku duzych
naczyn krwionos$nych jak np. tetnice 1 zyly, rozpatruje si¢ modele, w ktorych
tkanka i naczynia krwionosne traktowane sg jako osobne podobszary. Natomiast

dla naczyn o niewielkich rozmiarach (naczynia wlosowate, zyiki, tetniczki)



2. Przeglad modeli matematycznych opisujgcych przeptyw ciepta w organizmach zywych 12

poziom skomplikowania jest zbyt duzy, aby mozna bylo je modelowac jako
osobne struktury. Wowczas wycinek tkanki mozna traktowac jako ciato porowate.

Efektywnos$¢ zabiegu hipertermii zalezy zardwno od temperatury, jak i czasu,
przez jaki tkanka byta poddana dzialaniu podwyzszonej temperatury. Przyjmuje
si¢, ze maksymalng bezpieczng temperaturg dla tkanki jest temperatura 43 °C,
natomiast bardzo wysoka temperatura (powyzej 47 °C) moze spowodowac
bezposrednie uszkodzenie tkanki. Wynikiem tego uszkodzenia moze by¢
denaturacja biatek, a w skrajnych przypadkach zweglenie tkanki. Takie
uszkodzenia majg bezposredni wplyw na parametry termofizyczne tkanki. W celu
wyeliminowania tych zmian podczas modelowania, konieczne jest wprowadzenie
parametru kontrolujgcego ,,pochtoniety” energie. Matematycznym parametrem
opisujagcym czas ekspozycji tkanki na podwyzszong temperatur¢ odniesiony do
czasu ekspozycji w temperaturze 43 °C jest tzw. dawka termiczna.

W niniejszym rozdziale dokonano przegladu literatury zwigzanego z tzw.
modelami cigglymi przeptywu ciepta oraz modelami bazujacymi na teorii ciat
porowatych. Zrezygnowano z omowienia modeli naczyniowych [3, 5, 6, 20, 21,
98, 99, 100, 101, 113, 116, 117, 118, 119, 128, 129], czyli takich, w ktorych
osobno wyrdznia si¢ (stosujac bardzo duze uproszczenia, zwlaszcza
geometryczne) istotne termicznie naczynia krwiono$ne (model pojedynczego
naczynia krwiono$nego, model naczyn krwionos$nych zyta-tetnica, w ktorych
krew ptynie w przeciwnym kierunku, modele sieci naczyn krwiono$nych),
poniewaz nie stosowano ich w czgsci dotyczacej badan wtasnych. Przytoczono
rowniez definicje dawki termicznej oraz model Arrheniusa umozliwiajacy oceng

stopnia destrukcji tkanki wywotlanej dziataniem podwyzszonej temperatury.
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2.2. Rébwnanie Pennesa

Klasyczne réwnanie energii bazujace na prawie Fouriera

q(xt)==A(T)VT(xt) (2.1)
ma nastepujaca postacé
C(T)P(T)%=—VQ(X,t)+Q(x,t) 2.2)

gdzie A [W/(mK)] jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta, ¢ [J/(kgK)] -
cieptem wilasciwym, p [kg/m®] — gestoécig, Q(x, t) [W/m®] — wydajnoscia
wewnetrznych zrédet ciepta, T oznacza temperaturg, X — wspolrzedne
geometryczne, t — czas, natomiast VT(X, t) jest gradientem temperatury, a q(x, t)
strumieniem ciepta.

Po wprowadzeniu zaleznosci (2.2) do (2.1) otrzymuje si¢ rOwnanie Fouriera

o(T)o(r) o

Dla statych warto$ci parametréw termofizycznych rownanie (2.3) przyjmuje

=V[MT)VT (x,t)]+Q(x.t) (2.3)

postac

oT (x,t

T (x)
ot

W 1948 roku H.H. Pennes [29] zaproponowal model przeptywu biociepta,

=AV7T (X,1)+Q(x,t) (2.4)

w ktorym obecnos¢ sieci matlych naczyn krwiono$nych oraz procesy metaboliczne
zachodzace w tkankach uwzglednit poprzez odpowiednie zdefiniowanie
sktadnikéw zrodlowych w réwnaniu Fouriera, a parametry termofizyczne
wystepujace w tym réwnaniu zastgpit usrednionymi parametrami tkanki

biologicznej. Tak wiec

Q(X,t) = Qg (X,1)+Q, (X1)+Q, (x,1) (25)
przy czym skladnik perfuzyjny ma postaé

Qperf (X’t):WCb I:Tb _T(X!t):l (26)
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gdzie w [kg/(m3 s)] jest predkoscig perfuzji krwi, Cp — cieptem wiasciwym krwi,
Tb — temperaturg krwi w aorcie. Skladnik metaboliczny Qm przyjmuje sie
zazwyczaj jako wielko$¢ stalg, natomiast Qex jest wydajnoscia wewnetrznych
zrodet ciepta, powigzanych np. z zewnetrznym nagrzewaniem tkanki.

Roéwnanie Pennesa jest obecnie najczesciej stosowanym rownaniem przeptywu
biociepta. Wykorzystywano je miedzy innymi do modelowania procesu oparzen
tkanki skornej, np. [23, 29, 47, 48, 49, 50, 84, 108], modelowania zamrazania
tkanek, np. [9, 14, 44, 43, 51, 79], modelowania oddziatywan pola
elektromagnetycznego na tkanki, np. [39, 41], modelowania oddzialywan lasera
na tkanki biologiczne, np. [2, 24, 25, 26, 124]. ROwnanie Pennesa stosowano
rowniez w zadaniach identyfikacji np. wielko$ci 1 potozenia podobszaru
nowotworowego na podstawie znajomosci rozkladu temperatury na powierzchni
tkanki skornej, np. [87, 88], identyfikacji parametrow zapewniajacych destrukcje
nowotworu za pomocg pola elektromagnetycznego i nanoczasteczek
umieszczonych w guzie, np. [86] czy tez identyfikacji parametrow tkanek, np.

[15, 42, 46].

2.3. Rbwnanie Cattaneo-Vernotte'a

Autorzy nowszych publikacji, np. [35, 36] sugerujg, aby zamiast rownania
Pennesa stosowa¢ rownanie Cattaneo-Vernotte'a, zwlaszcza w modelowaniu
takich oddziatywan zewnetrznych na organizm, ktére powoduja szybki
| stosunkowo duzy wzrost temperatury.

C. Cattaneo [7] iP.Vernotte [115] niezaleznie od siebie sformutowali
zmodyfikowane rownanie, ktdrego podstawig jest nastgpujaca zalezno$¢ miedzy

strumieniem ciepta a gradientem temperatury

g(x.t+1,)=-AVT (xt) 2.7)

gdzie 1q =a/C? jest czasem relaksacji, a=A/ (cp) — wspdtczynnikiem dyfuzji
oraz C — predkoscia fali cieplnej w rozpatrywanym medium. Wzor ten pokazuje,

ze strumien ciepla pojawia si¢ z opdznieniem w stosunku do gradientu
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temperatury, ponadto w odroznieniu od prawa Fouriera (2.1) w modelu tym
zaktada si¢ skonczong dhugos¢ fali cieplne;j.

Funkcje q (X, t + tq) rozwija si¢ w szereg Taylora z doktadnoscia do dwoch

sktadnikow

a(xt)+7, 35N _ ot () 2.8)
czyli

—q(x,t)=t, A (a)t(’t)+XVT (x.t) (2.9)
i wprowadza do rownania (2.4)

aT (x,t) 0
T E[Vq(x,t)}wZT (%,t)+Q(x,t) (2.10)

Poniewaz z réwnania (2.4) wynika, ze

va(xt)=—cp P o) (211)

wigc po wstawieniu (2.11) do (2.10) otrzymuje si¢

2
¢ aTétX")anTaij"t) VT (x1) 4+ Q(x )+ 1,

(2.12)

aQ(x.t)
ot

gdzie Q(x, t) jest skladnikiem zroédtowym zdefiniowanym tak samo, jak
w rownaniu Pennesa (por. wzor (2.5)).

Rdwnanie Cattaneo-Vernotte’a stosowano migdzy innymi do modelowania
procesu nagrzewania tkanek, np. [28] oraz przewidywania oparzen tkanki skornej,
np. [35, 45].

2.4. Réwnanie z dwoma czasami opOznien

W przypadku bardzo krotkich i bardzo intensywnych oddzialywan bodzcow
cieplnych na organizm, w nowszej literaturze, np. [37, 109, 120] proponuje si¢

stosowanie modelu z dwoma czasami opoznien (dual-phase-lag model — DPL),
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w ktorym oprocz czasu relaksacji Tq wprowadza si¢ czas termalizacji tt. Zamiast

prawa Fouriera (2.1) rozpatruje si¢ zaleznos¢

(X t+1,)=—AVT (x,t+1,) (2.13)

gdzie tq oznacza opoOznienie wW pojawieniu si¢ strumienia ciepta i zwigzanym
Z nim przewodzeniem przez medium, natomiast Tt to opdznienie w pojawieniu si¢
gradientu temperatury spowodowane przewodzeniem ciepta przez struktury
0 matej skali (wielkosci). Tak wigc, gradient temperatury w punkcie X W chwili
t + 1t odpowiada strumieniowi ciepta w tym samym punkcie w chwili t + 1q.
Funkcje T(x,t+7tr) oraz q(X,t+7tq) rozwija si¢ w szereg Taylora

z doktadnos$cig do dwoch sktadnikow

a(xt)+t, aq(a)t(’t) :—XV{T(x,t)H;T %} (2.14)
stad
“a(xt) =z, IY 07 ()44 IV (x)] (2.15)
! q ot > T ot D .

i wprowadza do rownania Fouriera (2.1).

aT (x,t)
ot

cp =rq§[Vq(x,t)}+kV2T(x,t)+ 015

xTT%[va(x,t)}Q(x,t)

Wykorzystujac zalezno$¢ (2.11), otrzymuje si¢ model przepltywu biociepta
Z dwoma czasami opoznien
oT (x,t) 8T (x.t)

P +’Eq 8t2

2 a 2
} =AVT (x,t)+MT _at [V T (x,t)]+
(2.17)

gdzie funkcja Q(x, t) opisana jest zaleznos$cig (2.5).
W ostatnich latach pojawito si¢ duzo publikacji zwigzanych z zastosowaniem

modelu z dwoma czasami opo6znien 1 dotyczg one gldwnie modelowania procesu
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nagrzewania tkanek np. [40, 56] oraz oddzialywan lasera na tkanki biologiczne
np. [126, 127]. Interesujace sg artykuty [125], [1], w ktérych podano sposoby

wyznaczania czasOw opoOznien.

2.5. Modele bazujace na teorii ciat porowatych

Z anatomicznego punktu widzenia, w tkankach biologicznych wyréznia si¢
trzy podstawowe elementy, a mianowicie naczynia krwionosne, komorki i tkanke

srodmigzszows (interstitium) —rys. 2.1 [33, 82].

4
e
.:.\
.

2| Tetnice

N
Zyly

*I/Komorki i tkanka
srodmigzszowa

Rys. 2.1. Model tkanki

Jednak dla uproszczenia, najczesciej tkanke biologiczng dzieli si¢ na dwa
podobszary, czyli podobszar naczyn krwionosnych (vascular region) i podobszar
poza naczyniami krwiono$nymi (extravascular region) obejmujacy komorki
| tkanke $§rodmigzszowa. W takim przypadku strukture anatomiczng mozna uznac
za ciato porowate, w ktorym pory to naczynia krwiono$ne, a pozostaly obszar
tkanki, mimo ze naczynia wloskowate sa w nim obecne, traktuje si¢ jako

,,matryce’’ (ciato state) —rys. 2.2 [89, 34, 121].
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tkanka

naczynia krwionosne

Rys. 2.2. Tkanka, jako ciato porowate

Rozktad temperatury w tych podobszarach opisujg rownania [111]

8Tt(X,t) 3 2
(1—8)CtptT—(1—8)W T (% t)+ (2.18)
ah[Tb(X’t)_Tt(X>t):|+(1_8)th
oraz
£C.p M+u-VT (x,1) | =eA, V7T, (x,t)+
0P | b\ % bl (2.19)

och[Tt (x,t)-T, (X,t)]+stb

gdzie € jest porowatoscig rowng stosunkowi objetosci krwi do objetosci catego
obszaru tkanki, u predkoscia krwi, a [W/(m?K)] — wspodtczynnikiem wymiany
ciepta miedzy tkanka a krwia, h [m¥m?] polem powierzchni miedzy naczyniami
a tkankg odniesionym do jednostki obj¢tosci. Pozostate oznaczenia sg takie same,
jak poprzednio, przy czym indeks dolny t dotyczy podobszaru tkanki, natomiast
b podobszaru naczyn krwionosnych.

Jesli zostanie osiggnigta temperatura rownowagi, czyli T=Ti=Ty, to dodajac
stronami réwnania (2.18) i (2.19) otrzymuje si¢ jedno rownanie

aT (x,t)
ot

[(1—s)ctpt+scbpb] +&C,p,U- VT, (X,1) =

(2.20)
[A=e)h +ehy | VT (X,1) + (1-8)Qp T2 Qpy,



2. Przeglad modeli matematycznych opisujgcych przeptyw ciepta w organizmach zywych 19

Bardziej rozbudowany model bazujacy na teorii ciatl porowatych uwzglednia
przeptyw krwi w zyle i tetnicy, w  ktorych krew ptynie w przeciwnych
kierunkach, znajdujacych si¢ w tkance (matrycy). W tym przypadku rozpatruje si¢
trzy réwnania:

e dla tetnicy

€,C.P, {%+ u, VT, (X,t)} =g, A, VT, (x,t)+

(2.21)
ah [T (%) =T, (xt) ]+, Qp,
o dlazyty
£,C,P, M—uv-VTV(x,t) =g, L, VT, (X,t)+
ot (2.22)
ah, [T (%t)-T,(xt)]+e,Q,
e dlatkanki
oT (x,t
(l—s)ctpty=(l—a)XtV2Tt(X,t)+ (2.23)

o0, [T, (%) =T, (x.t) [+ a,h, [T, (%) =T (x,t) ] +(1-£)Q,,

gdzie e = €a + &v.

2.6. Metody oceny stopnia destrukcji tkanki poddanej
dziataniu podwyzszonej temperatury

W pierwszym rozdziale pracy wspomniano, iz czas ekspozycji tkanki na
podwyzszong temperatur¢ ma duzy wplyw na efekty zabiegu hipertermii.
Waznym jest zatem, aby prawidlowo opisa¢ nie tylko rozktad temperatury, ale
réwniez zmiany, jakie zaszly w tkance pod wptywem nagrzewania.

Jednym ze sposob6w matematycznego opisu zmian w strukturze tkanki jest
wykorzystanie rownania Arrheniusa. ROwnanie to zostato zaproponowane w 1884
roku przez szwedzkiego chemika Svantego Arrheniusa, a jego uzasadnienie

fizyczne podat pie¢ lat pdzniej Jacobus Henricus Van't Hoff. Reguta Arrheniusa
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1 Van’t Hoffa opisuje wplyw zmian temperatury na szybko$¢ reakcji
chemicznych.

Uszkodzenie tkanki mozna oszacowac¢ na podstawie tzw. catki Arrheniusa [18]

1(x)= Ajexp[—%(x,t)]dt (2.24)

gdzie A [1/s] jest wspotczynnikiem czestosci zderzen efektywnych, E [J/mol]
energig aktywacji, Rg [J/(mol K)] uniwersalng stalg gazowa (Rg = 8.314472), T to
temperatura w stopniach Kelwina, t oznacza czas, natomiast tF jest czasem konca
analizy. W obliczeniach numerycznych, catk¢ (2.24) wyznacza si¢ stosujac

metody catkowania numerycznego, np.

I (x)~ Aiexp(—ﬁ}ﬂ (2.25)

gdzie At krokiem czasu.
Parametry A oraz E wyznaczane sa eksperymentalnie i w zaleznosci od rodzaju

tkanki r6znig si¢ nawet o wiele rzedow wielkosci (tabela 2.1) [27].

Tabela 2.1. Parametry A oraz E dla r6znych rodzajow tkanki [103]

A [1/s] E [J/mol]
Watroba 7.39:-10% 2.58-10°
Skora 1.80-10% 3.27-10°
Martwe komorki 2.98-10%° 5.06-10°
Tkanka z naczyniami wlosowatymi 1.98-101% 6.67-10°
Skoagulowane biatko 7.39-10% 2.58-10°
Naskorek 3.10-10% 6.27-10°
Aorta 5.60-10°3 4.30-10°

Przyjmuje sie, ze dla | = 1 prawdopodobienstwo uszkodzenia lub nekrozy

komorki jest rowne 63%, natomiast dla | = 4.6 nekroza komorki wystapi z 99%

prawdopodobienstwem [8].
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Innym, szeroko uzywanym parametrem opisujacym efekty oddziatywania
wysokiej temperatury na tkanke jest parametr dawki termicznej [17, 105, 106].
Zuwagi na szybki rozwdj hipertermii  klinicznej w leczeniu raka (czgsto
W polaczeniu z innymi metodami), zaistniala potrzeba wprowadzenia takiego
parametru, ktory pozwalatby migdzy innymi na poréwnanie skutkéw zabiegOw
w zaleznosci od stopnia podgrzania nowotworu, jak i czasu jego nagrzewania.

Obserwacje zachowania si¢ organizmdéw zywych pod wplywem dziatania
podwyzszonej temperatury pozwolily na sformutowanie zalezno$ci migdzy

czasem a temperaturg [96]

E Tl_TZ
t =tz{exp[—mﬂ (2.26)

gdzie E [J/mol] jest energig aktywacji, Rq [J/(mol K)] uniwersalng statg gazows,
temperatury T, T1, T2 wyrazone sg w Kelwinach. Jak tatwo sprawdzié, zgodno$¢
jednostek jest zachowana.

Zaleznos¢ (2.26) mozna zapisa¢ w postaci

t=t,R"™ (2.27)
gdzie
E
R=exp| ———— 2.28
p[ R, T(T +1)J ( )

Jak wida¢, R jest funkcja temperatury. Sapareto i Dewey [96] podaja, ze
w zakresie temperatur 37 °C — 46 °C przyjecie stalej wartosci R daje btad
mniejszy niz 2%. W literaturze dla r6znych systemow biologicznych przyjmuje
si¢ warto§¢ od 0.4 do 0.8 dla temperatury powyzej 43 °C, a najczescie]
przyjmowana w obliczeniach wartos¢ to 0.5. Ponizej 43 °C przyjmuje si¢
dwukrotnie mniejszy wspotczynnik, czyli 0.25.

Sapareto i Dewey [96] dla temperatury odniesienia réwnej 43 °C

zaproponowali nastepujaca zaleznos¢

t, =tR*" (2.29)
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ktéra pozwala dla innej temperatury wyznaczy¢ ekwiwalenty czas, czyli taki,
ktéry daje w przyblizeniu ten sam efekt, jak utrzymywanie tkanki w temperaturze
43 °C przez czas ts. W rownaniu (2.29) przyjeto R=0.25 dla temperatur
mniejszych lub rownych 43 °C oraz R = 0.5 dla temperatur wickszych od 43 °C.

Na przyktad, t = 30 minut i temperatura T = 44 °C sa rownowazne 60 minutom
I temperaturze 43 °C (t43 =60 min, T =43 °C), rowniez t = 15 minut i temperatura
T =45 °C sg rownowazne 60 minutom i temperaturze 43 °C. W pracy [96]
zamieszczono odpowiedni nomogram ulatwiajacy przeliczenie przyjete]
temperatury 1 czasu ekspozycji na czas ekwiwalentny odpowiadajacy
temperaturze 43 °C.

Bezposrednie wykorzystanie wzoru (2.29) w obliczeniach numerycznych nie
jest jednak mozliwe. Typowy przebieg temperatury w punkcie nalezagcym do
podgrzewanego obszaru tkanki sktada si¢ trzech etapéw: wzrostu temperatury na
skutek nagrzewania, krotszego lub dluzszego odcinka czasu, w ktorym
temperatura jest prawie stata oraz spadku temperatury spowodowanego
schtadzaniem.

Wzér (2.29) zaktada wyidealizowany rozktad temperatury czyli taki, w ktorym
nastgpito natychmiastowe nagrzanie tkanki do zatozonej temperatury (dla czasu
t=0), utrzymanie zalozonej temperatury przez czas odpowiadajacy czasowi
nagrzewania oraz natychmiastowe schtodzenie tkanki do temperatury naturalnej
(krzywa C na rysunku 2.3).

Konieczne jest zatem sprowadzenie dowolnego profilu temperatury do profilu
wyidealizowanego.

Dla dowolnego przebiegu temperatury T(x, t) w wybranym punkcie x z obszaru
tkanki, Sapareto i Dewey [96] zaproponowali rownanie opisujace rzeczywista
pochtonigta dawke termiczng obliczong jako czas ekspozycji w referencyjnej

temperaturze 43 °C

tF
TD(X) = j R®T(xgt (2.30)
0
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gdzie T(x, t) [°C] oznacza temperature, t czas w minutach, tF czas konca analizy,

natomiast R oblicza si¢ na podstawie zaleznosci

0, T <39°C
R=:0.25 39°C<T <£43°C (2.31)
0.5, T>43°C
W obliczeniach numerycznych, catke (2.26) mozna wyznaczy¢é w nastepujacy
sposob
F f
TD(x) » D R®THOIAL (2.32)
f=1
47
46 W :[:
45
O 44 L,.__ S e ¢
S 43—
g4 ;/ \ ||
g.41 ] ;
S 40 l\ '\
39 \
3 \\-x.__ \\m,,_
0 50 100 150 200 250 300

czas [min. |

Rys. 2.3. Teoretyczne przebiegi temperatury: A, B) obliczone, C) idealny.
Pochtonigta dawka termiczna dla wszystkich przebiegow wynosi 240 minut

Nalezy podkreslic, ze zbiezno$¢ wynikéw (czyli 0szacowanie stopnia
zniszczenia tkanki) uzyskanych za pomocg calki Arrheniusa, jak i dawki
termicznej z badaniami eksperymentalnymi potwierdzono w pracach [97, 123].
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3. Modelowanie sztucznej hipertermii z wykorzy-
staniem rownan Pennesa, Cattaneo-Vernotte'a

oraz z dwoma czasami opOznien

3.1. Wprowadzenie

Sztuczna hipertermia to zabieg czesto stosowany w praktyce medycznej,
ktorego celem jest zniszczenie zmienionych patologicznie tkanek. W zaleznos$ci
od wygenerowanej w tkance temperatury 1 czasu ekspozycji, wyrodznia si¢ trzy
rodzaje destrukcji komorek: denaturacj¢ biatka komoérkowego (42°C — 47°C),
apoptoze komorek (48°C — 60°C) oraz koagulacj¢ (powyzej 60°C) [16].

Lokalne podwyzszenie temperatury mozna uzyska¢ poprzez roézne techniki
generowania wewnetrznych zrodet ciepta np. mikrofale, promieniowanie
elektromagnetyczne lub ultradzwigki. Dodatkowo, w celu skumulowania ciepta
dostarczonego np. za pomocg pola elektromagnetycznego W pozadanym obszarze
(zmienionej chorobowo tkance), wprowadza si¢ do niego ferromagnetyczne
nanoczasteczki [22, 39, 86].

W tej pracy doktorskiej nie analizowano metod kontrolowanego nagrzewania
tkanek biologicznych. Zaktadano jedynie, ze obszar tkanki nowotworowej jest
nagrzewany przez pewien okreslony czas nazywany czasem ekspozycji i to w taki
sposOb, ze wewnatrz tego obszaru generowane jest wewnetrzne zrddto ciepta
o stalej wydajnosci. Zastosowano roéwniez bardzo prosta geometri¢ — obszar
tkanki w ksztalcie sze$cianu z umieszczonym centralnie obszarem guza, rowniez
w ksztalcie szeScianu. Ponadto przyjeto, ze parametry termofizyczne obu

podobszarow (tkanki zdrowej i zmienionej chorobowo) sa takie same. To ostatnie
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zatozenie pozwolilo opisa¢ rozktad temperatury w analizowanym obszarze za
pomoca jednego réwnania, w ktorym funkcja zrodta zwigzana z nagrzewaniem
ma stalg warto§¢ w podobszarze nowotworu (po czasie ekspozycji jest rowna
zero) i jest rowna zero w podobszarze zdrowej tkanki. Przy tych uproszczeniach
fatwiej jest poréwna¢ wyniki uzyskane za pomoca réznych modeli przeptywu
biociepta dotyczace rozktadu temperatury w rozwazanym obszarze oraz stopnia
destrukcji tkanki.

W niniejszym rozdziale rozpatrywano trzy modele przeplywu biociepta,
a mianowicie réwnania Pennesa, Cattaneo-Vernotte’a oraz rownanie z dwoma
czasami opdznien (dual phase lag model) uzupetnione odpowiednimi warunkami
brzegowo-poczatkowymi. Poniewaz roéwnanie z dwoma czasami opdznien dla
czasu termalizacji rownego zero sprowadza si¢ do roéwnania Cattaneo-Vernotte’a,
a dla czasow termalizacji i relaksacji rownych zero do rownania Pennesa, wigc
algorytm rozwigzania za pomocg jawnego schematu metody réznic skonczonych
przedstawiono tylko dla rownania z dwoma czasami opo6znien. Sformutowano
warunek stabilnos$ci zapewniajgcy poprawnos¢ obliczen numerycznych.

Analizowano trzy warianty nagrzewania, w ktoérych brano pod uwage rdzne
warto$ci wewnetrznych zrodet ciepta zwigzanych z nagrzewaniem podobszaru
nowotworowego 1 rozne czasy nagrzewania. Wyznaczono rozktady temperatury
uzyskane w rozwazanym obszarze oraz parametr dawki termicznej [104, 122]. Na
tej podstawie sformutowano wnioski dotyczace optymalnego sposobu

nagrzewania tkanki nowotworowe;j.

3.2. Sformulowanie zadania

Rozpatrywano obszar zdrowej tkanki Qi (sze$cian o krawedzi 0.05 m),
z centralnie umieszczonym podobszarem nowotworu Q» (sze$cian o krawedzi

0.01 m) —rys. 3.1. Strefa nagrzewania to obszar Q.



3. Modelowanie sztucznej hipertermii z wykorzystaniem réwnan Pennesa, Cattaneo-Vernotte'a

oraz z dwoma czasami opoznien 26
. \Z Q ]
Q.. (strefa nagrzewania) //

//
- 2

/—

///
>
//
/ L1 ! X

Y.

Rys.3.1. Rozpatrywany obszar

Zatozono, ze parametry termofizyczne obu podobszarow sg takie same
| wowczas rozktad temperatury dla (X, y, z2) € Q = Q1 U Q> opisano jednym

rownaniem z dwoma czasami opdznien [30, 38, 120]

aT(x,y,z,t)+ T (X, y,2,1)
T

cp q : =AVZT (X, Y,2,t)+
; * 3.1)
T, %[VZT (%.Y.2,t) [+Q(x, Y, 2.t) +1, W

gdzie A [W/(m K)] jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta tkanki, ¢ [J/(kgK)]
— cieplem wiasciwym tkanki, p [kg/m®] — jej gestoscia, Tq [s], Tt [S] to czasy
op6znien, T oznacza temperature, (X, Y, Z) — wspotrzedne geometryczne, t — czas,
natomiast Q(X, y, z, t) [W/m®] jest wydajnoscia wewnetrznych zrédet ciepta.
Funkcja zrodta Q(X, y, z, t) w réwnaniu (3.1) sktada si¢ z trzech sktadnikow,
a mianowicie sktadnika zwigzanego z perfuzja krwi Qpert (pOr. wzor (2.6))
sktadnika metabolicznego Qm (zatozono tutaj stalg warto§¢ Qm) oraz sktadnika

Qex opisujacego sztuczne nagrzewanie tkanki

Q(x Y.z, t)=we, [T, =T (X, ¥,2,t) [+ Q, +Q, (X, ¥, Z,1) (3.2)

gdzie w [kg/(m3 s)] jest predkoscia perfuzji krwi, cp [J/(kgK)] — cieplem

wlasciwym krwi, Ty [°C] — temperaturg krwi w aorcie.
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Zatozono, ze nagrzewanie odbywa si¢ przez okre§lony czas i dotyczy

tylko podobszaru nowotworu Q>:

Q, t=t,

3.3
0, t>t, (33

(X! y,Z) EQZ . Qex(x! y,Z,t):{

gdzie tex jest czasem ekspozycji, natomiast Qo statg wartoScig.

Uwzgledniajac wzory (3.2), (3.3), rownanie (3.1) mozna przedstawi¢ w postaci

2
CPFT(X’ y,z,t)+r T y,Lt)} =AVT (X, y,2,t)+

ot ‘ o’
0
A1, a[VZT (%.y.z.t) [+ we, [T, - T (x,y,2,t) [+ Q, + (3.4)
+Qex (X! Y, Zat)—TqWCb or (X’ Ys Z’t) +Tq aQeX (X, Y, Z,t)

ot ot

Na zewnetrznym brzegu obszaru  przyjeto warunek brzegowy Neumanna
(x,y,z)el': q=0 (3.5)

gdzie q jest brzegowym strumieniem ciepta.

Jako warunki poczatkowe zatozono

oT
t=0: T=T, —=0 3.6
T (3.6)

gdzie Tp [°C] jest temperaturg poczatkowa tkanki.
Nalezy podkresli¢, ze dla 1+ = 0s réwnanie z dwoma czasami opo6znieh
sprowadza si¢ do rownania Cattaneo-Vernotte’a, natomiast dla tq = tt = 0s do

réwnania Pennesa.

3.3. Metoda rozwigzania

Wykorzystano opisany w literaturze jawny schemat  metody rdznic
skonczonych [53, 74], ktory zaadaptowano do rozwigzania rownania z dwoma

czasami opdznien [71, 72].
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Uwzgledniajac  posta¢  funkcji  zrédta (3.2) oraz skladnik zwigzany

z nagrzewaniem tkanki (wzor (3.3)), rbwnanie (3.1) mozna zapisa¢ w postaci

2
(Cp+quCb)ﬂ+Cprq 2 =AVT +
ot ot
(3.7
ovVT
+AT; -we, T +we T, +Q,, +Q,

gdzie Qe jest rozne od zera wylgcznie dla (X, Yy, z2) € Q2 i t <tex | WOWczas Qe =

Qo.

Wprowadza si¢ dyskretyzacje czasu
0=t <t'<.. <t <t <...<t" (3.8)

Przez T'=T (X, Y, z, f At) oznaczono temperature w chwili czasu t'. Z warunkéw
poczatkowych (3.6) wynika, ze T = Tt = Ty,

Dla czasu t f = f At (f > 2) zaproponowano nast¢pujgcg aproksymacje roOwnania
(3.7)

forfa f f1, Tf-2
(CP+’CqWCb)T A:- +0p1, ! 2(-rAt)2+T =WV

VZT f-1 _vZT f-2
+AT, " —we, T +we T, +Q, +Q,

(3.9)

gdzie At jest stalym krokiem czasu.

Przyjeta siatke roznicowa przedstawiono na rysunku 3.2. Siatke t¢ tworza
sze$ciany o boku h z centralnie umieszczonymi weztami. Wezly siatki roznicowe;
dzieli si¢ na wewngtrzne, dla ktorych wezty sgsiednie rowniez nalezg do wnetrza
obszaru oraz wezty brzegowe (chociaz fizycznie nie lezg one na brzegu obszaru).

Roéwnanie réznicowe dla wezta wewnetrznego (Xi, Yj, Zk) ma postac

f f-1 f f-1 f-2
Ti,j,k _Ti,j,k Ti,j,k _2Ti,j,k +Ti,j,k
—+Cprq =

(At) (3.10)

- x(l + %j VTS —%Tvzn r-we T e +we T +Q, +Q,

(cp+1,we, )
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gdzie
S S S S S S
Vz-l-s _ Ti—l,j,k _2Ti,j,k +Ti+1,j,k Ti,j—l,k _2Ti,j,k +Ti,j+1,k
ik = h2 + h? +
TS =TS +T° (.11)
i k-1 “lijk + i,jk+l

h2
natomiasts=f—-1lubs=f-2.

wezel (x,, . 2)

Rys. 3.2. Dyskretyzacja obszaru

Z réwnania (3.10) otrzymuje si¢
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o BAAtt, —1,Cph? o, (WS, +Q, +Q,)(At)* N
h hz[At(Cp+quCb)+Cptq:| h At(cp+1,W, )+ Cpr,
—(61+wc,h?)(At)" +(cph? +7,we,h? —6ht, ) At +2h%cpr,

h? |:At(Cp+thCb)+Cp’cq]

f-1

+ i ik +

(3.12)

AL (At + 1 ) (T35 T+ T+ T+ T + T )
+ J—
h? [At(Cp +T,WG, )+ Cprq}

f-2 f-2 f-2 f-2 f-2 f-2
}”AtTT (Ti—l,j,k +Ti+1,j,k +Ti,j—l,k +Ti,j+1,k +Ti,j,k—l +Ti,j,k+1)

h? [At (Cp +T,WC, ) + Cprq]

Poniewaz do wyznaczenia czasoprzestrzennych rozkladow temperatury
wykorzystano schemat jawny metody réznic skonczonych, wigc niezbedne jest
okreslenie warunkow stabilno$ci. Rozwigzanie jest stabilne, jezeli w rdwnaniu

t f-1

(3.12) wspotczynniki przy temperaturach dla chwili czasu t "* sg nieujemne, czyli

—(61+wc,h?)(At) +(cph? +T,we,h® — 61, ) At+2h°cpr,
h? [At (cp+Towe, )+ Cptq}

>0 (3.13)

Pozostate wspotczynniki sa zawsze dodatnie. Nierdwnos$¢ (3.13) pozwala
wyznaczy¢ wlasciwy krok czasu At.

Nalezy jeszcze poda¢ sposob tworzenia rownan roéznicowych dla weztow
brzegowych, w ktorych uwzglednia si¢ warunek (3.5). W przypadku modelu
z dwoma czasami op6znien warunek brzegowy drugiego rodzaju przyjmuje postac

[40, 56]
ir [yt e 2T (3.14)
T,—=-A|N- T, — :
05 Tt

gdzie n jest wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz obszaru.

Uwzgledniajac wzor (3.5) otrzymuje si¢

o(n-vT)
ot

Zaproponowano nastepujacg aproksymacje zaleznosci (3.15) wzgledem czasu

n-VT + 1, =0 (3.15)
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f-1 f-2
n.vT g IVT At“ M (3.16)

Aby w obliczeniach numerycznych zrealizowa¢ warunek (3.16), najprosciej jest

wprowadzi¢ wezly fikcyjne potozone w odlegltosci h / 2 od brzegu obszaru (por.
oznaczenia pokazane na rysunku 3.2). Rozpatrujac wezly, na bocznej $cianie
szedcianu, gdzie wektor normalny jest rowny n = [1, 0 ,0], zaleznos¢ (3.16) mozna

zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(ﬁ)*‘:iﬁﬂyi(ﬂﬂ:0 (3.17)
OX At |\ Ox oX

Przeksztatcajac powyzsza zalezno$¢ otrzymuje sig:

Ty ™ n, (oT)
[5] :(At+rT)(§j (3.19)

Przyjeto nast¢pujaca aproksymacje réznicowa:

Tfflk_Tffl TT Tf72 Tf.f2

n+l,j, n,j.k n+,j,k — 'njk
= 3.19
o (Aten) N (3.19)
i ostatecznie:
fa fa T f-2 f-2
T =T +—(Ater ) (TS5 - T8 (3.20)

Dla pozostatych wektorow normalnych warunek brzegowy jest postaci:
To.fj_,t = Tl,fj._kl +T—T)(T0,fj_.lz _Tl.fj,_kz )’ n= [_1’ 0, O]
T
it ity Tt (pf2 _Ti2) nh_fg 1 0
i,n+1,k i,nk (At+TT)( i,n+1,k i,nk ) [ ]

Tufo_kl =Ti,f1,T<1 + (At:: . )(Ti,fo,_k2 _Ti.;,iz)f n= [O’ -1 O] (3.21)
T

_ _ T _ B
1-i,fj,r:1L+l = Tlfjr:1l +(At——|1-—‘c.|.)(Ti’fj'n2+1 _Ti’fj'nZ ), n= [0, O, 1]

_ _ T _ _
Ti,fj,o1 :Ti,fj,llJr(ATTtT)(Ti,fj,oz _Ti,fj,lz)’ n=[0, 0, -1]

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku rownania Pennesa oraz rownania Cattaneo-

Vernotte’a, gdzie czas termalizacji jest rowny tr = 0, temperatura w weztach
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fikcyjnych lezacych poza obszarem wyznaczana jest z zalezno$ci:

TOS,j,k :Tl,sj,k7 Tns+1,j,k :Tnsjj,k’
Ti,so,k :Ti,sl,k' Ti,sn+1,k :Ti,sn,k’ (3-22)
Ti,sj,o :Ti,sj,l' Toina =T,

s
i,j,n+l i,j,n

gdzie, jak poprzednio,s=f-1orazs=f- 2.

3.4. Wyniki obliczen

Obliczenia przeprowadzono przyjmujgc dane zebrane w tabeli 3.1 [90, 102,
57]. Dla modelu Cattaneo-Vernotte’a zatozono czas relaksacji tq =15 s [85],
natomiast dla modelu z dwoma czasami opoznien: czas relaksacji tq = 15 S 1 czas

termalizacji tt = 10 s [94].

Tabela 3.1. Parametry termofizyczne tkanki i krwi

Jednostka | Tkanka Krew

Gesto§¢é kg/m?® p=1000 pb = 1060
Cieplo wlasciwe JI(kg K) ¢ = 4000 cp = 3770
Wspolczynnik przewodzenia ciepta | W/(m K) A=0.5
Wspélczynnik perfuzji krwi kg/(m?®s) w =0.53
Temperatura Krwi w aorcie °C Tp =37
Temperatura poczatkowa tkanki °C Tp =37
Metaboliczne Zrédlo ciepla W/m3 Qm =250

Zastosowano schemat jawny metody réznic skofczonych, przyjeto siatke
przestrzenng o wymiarach 50 x 50 x 50 weztow ze statym krokiem h oraz krok
czasu rowny At =0.05 s. Analiza wptywu kroku siatki réznicowej oraz kroku
czasu na wyniki obliczen zostata przedstawiona w rozdziale 8. Okazato sie, ze
wprowadzanie wigksze] niz przyjeta liczby weztéw siatki roéznicowej oraz

mniejszego kroku czasu nie zmienia juz wynikow obliczen.
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Zalozono trzy warianty nagrzewania przedstawione w tabeli 3.2. Nalezy
zwroci¢ uwage, iz dla kazdego wariantu iloczyn gestosci strumienia ciepla oraz

czasu ekspozycji (pochtoni¢ta energia) jest taki sam.

Tabela 3.2. Przyjete warianty nagrzewania

Gestos¢ strumienia Czas ekspozycii

ciepla Qe t [S] Qe - Tex [I\/IJ/m3]

[MW/m3] &
Wariant 1 7 5 35
Wariant 2 3.5 10 35
Wariant 3 1 35 35

Na rysunkach 3.3 — 3.5 przedstawiono przebieg temperatury w centralnym
punkcie szeScianu, dla ktorego otrzymane temperatury sg najwyzsze sposrod
wszystkich weztow. Na rysunku 3.3 pordwnano temperatury dla modelu Pennesa,
Cattaneo-Vernotte’a oraz z dwoma czasami opdznien dla pierwszego wariantu
nagrzewania. Na rysunku 3.4 znajduje si¢ to samo poréwnanie dla drugiego

wariantu nagrzewania, natomiast na rysunku 3.5 dla ostatniego wariantu
nagrzewania.

Temperatura |°C|

0 10 20 30 40 50 60 70 30 90 100
czas [s]

——Pennes ——Cattaneo-Vemotte = ——Dual Phase Lag Model

Rys. 3.3. Przebieg temperatury w centralnym punkcie sze$cianu, wariant 1
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=
[+

I
B
B O

Temperatura [°C

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]
——Pennes  ——Cattaneo-Vermnotte = ——Dual Phase Lag Model

Rys. 3.4. Przebieg temperatury w centralnym punkcie sze§cianu, wariant 2

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze dla duzych intensywnosci nagrzewania
(wysoka gesto$¢ strumienia ciepla, krotki czas ekspozycji) roznice pomiedzy
otrzymanymi przebiegami sg znaczace — rys. 3.3. W modelu Pennesa, dla ktorego
predkos¢ fali cieplnej jest nieskonczona, maksymalna temperatura pojawia si¢
doktadnie w momencie zakonczenia nagrzewania — tab. 3.3 i jest ona najwyzsza
z wszystkich otrzymanych oraz przebieg temperatury jest znaczgco rdzny

W poréwnaniu z pozostalymi modelami.

46
45
— 44

Temperatura |°C

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

Pennes ——Cattaneo-Vernotte  ——Dual Phase Lag Model

Rys. 3.5. Przebieg temperatury w centralnym punkcie sze$cianu, wariant 3
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Réznice w przebiegach temperatury dla modelu Cattaneo-Vernotte’a oraz DPL
do czasu 20 sekund sa praktycznie niezauwazalne, co wynika z zatozenia, ze dla
obydwu modeli przyjeto taki sam czas relaksacji réwny 15 s. Pojawienie si¢
w modelu DPL opo6znienia gradientu temperatury wzgledem strumienia ciepla
(t7) skutkuje szybszym wystapieniem maksymalnej temperatury (rys. 3.3 — 3.5),
natomiast dla modelu Cattaneo-Vernotte’a  maksymalna  temperatura
w centralnym punkcie obszaru wystepuje najpozniej. Dokladne wartosci
maksymalnych temperatur dla poszczegdlnych modeli i réznych wariantow
nagrzewania zebrano w tabeli 3.3.

Poréwnujac rysunki 3.3, 3.4 oraz 3.5 mozna zauwazyC, ze Wwraz
ze zmniejszaniem  intensywno$ci  nagrzewania roznice w  otrzymanych
przebiegach temperatury sg coraz mniejsze.

Tabela 3.3. Maksymalne temperatury Tmax, czas ich wystgpienia tmax

Pennes Cattaneo-Vernotte | DPL
R ol il W
R ol NSl o
Worant3  |um amns |uesers |uecsieos

Stosujagc  model Pennesa otrzymuje si¢ najwigksze roznice pomigdzy

maksymalnymi temperaturami w zaleznos$ci od wariantu nagrzewania — rys. 3.6
(wariant 1 1 3: réznica ok. 1 °C). Dla pozostalych dwoch modeli réznice te sg
znaczgco mniejsze: Cattaneo-Vernotte — 0.3 °C (rys. 3.7), DPL — 0.2 °C (rys. 3.8).

Innymi slowy, modele, w ktorych predkos¢ fali cieplnej jest skonczona
(Cattaneo-Vernotte oraz DPL) daja mniejsze rdéznice pomigdzy maksymalnymi

wartosciami temperatur (tabela 3.3).
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[T R ' N VS T S VR Y

Temperatura [°C

[FV R Y I 3 )
oo

o

~1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

——Wariant 1 ——Wariant 2

Wariant 3

Rys. 3.6. Przebieg temperatury w centralnym punkcie, model Pennesa

Na rysunkach 3.9 — 3.11 przedstawiono rozklady temperatury w przekroju
centralnym, dla pierwszego wariantu nagrzewania, po czasie 50 sekund.
Czerwonym prostokatem zaznaczono obszar (22, natomiast obszar €1 zostat
pomniejszony wzdtuz osi OX i OY do wymiaréw 3 cm x 3 cm.
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Rys. 3.7. Przebieg temperatury w centralnym punkcie, model Cattaneo-Vernotte’a
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Rys. 3.8. Przebieg temperatury w centralnym punkcie, model DPL

Jako przyktad, na rysunku 3.12 pokazano przestrzenny rozktad temperatury po

czasie 50 sekund otrzymany z wykorzystaniem rownania z dwoma czasami

op6znien dla drugiego wariantu nagrzewania.

Dla kazdego modelu i wariantu nagrzewania wyznaczono rowniez dawke

termiczng (rys. 3.13-3.15) [58, 59, 70]. Jak widaé, réznice w przebiegach tej

funkcji w wezle centralnym sg znaczace. Najmniejsze wartosci dawki termicznej

uzyskano dla modelu z dwoma czasami opdznien.
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Rys. 3.9. Rozktad temperatury w przekroju centralnym, wariant 1 nagrzewania,
t = 50s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a, C) model DPL
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Rys. 3.10. Rozktad temperatury w przekroju centralnym, wariant 2 nagrzewania,
t = 50s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a, C) model DPL
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Rys. 3.11. Rozktad temperatury w przekroju centralnym, wariant 3 nagrzewania,
t = 50s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a, C) model DPL
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Rys. 3.12. Rozktad temperatury w 1/8 modelu: DPL, wariant 2
nagrzewania, t =50 s
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Rys. 3.13. Przebieg dawki termicznej w centralnym punkcie sze$cianu,
wariant 1 nagrzewania

Na rysunkach 3.16—3.18 pokazano rozktady dawki termicznej po czasie 100
sekund w centralnym fragmencie przekroju, a na rysunku 3.19 przyktadowy
przestrzenny rozktad dawki termicznej po 100 sekundach trwania procesu

uzyskany z wykorzystaniem modelu DPL dla drugiego wariantu nagrzewania.
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Rys. 3.14. Przebieg dawki termicznej w centralnym punkcie sze$cianu,
wariant 2 nagrzewania
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Rys. 3.15. Przebieg dawki termicznej w centralnym punkcie sze$cianu,
wariant 3 nagrzewania

Analiza wynikow przedstawionych na tych rysunkach wskazuje, ze wielkos$ci
dawki termicznej sg niewielkie. Mimo, ze temperatura w centralnej czesci obszaru
osiggnela zalecang warto§¢ 42°C—45°C, to proces nagrzewania w kazdym
wariancie byl zbyt krotki (przy zalozonej wartosci funkcji zrodta), aby osiggnad

zamierzony efekt, czyli zniszczenie podobszaru nowotworowego.
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Rys. 3.16. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, wariant 1
nagrzewania, t = 100s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a, C)
model DPL
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Rys. 3.17. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, wariant 2
nagrzewania, t = 100s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a,

C) model DPL
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Rys. 3.18. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, wariant 3
nagrzewania, t = 100s, A) model Pennesa, B) model Cattaneo-Vernotte’a, C)
model DPL
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Rys. 3.19. Rozktad dawki termicznej w 1/8 modelu: DPL,
wariant 2 nagrzewania, t = 100 s

3.5. Podsumowanie

Przeprowadzone obliczenia potwierdzity fakt, zZe wybor modelu
matematycznego opisujacego proces nagrzewania tkanki biologicznej ma istotny
wpltyw na rozklady temperatury 1 dawki termicznej. Warto$ci czasow opdznien,
czyli czasu relaksacji w modelu Cattaneo-Vernotte’a oraz dodatkowo czasu
termalizacji w modelu DPL przyjeto zgodnie z wartosciami podawanymi w
literaturze. Wtasciwe ich okreslenie jest kluczowym elementem zapewniajagcym
wiarygodne obliczenia z wykorzystaniem modeli uwzgledniajacych skonczong

dhugos¢ fali cieplne;j.
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4. Uogdlniony model z dwoma czasami opOznien

4.1. Wprowadzenie

Jak wspomniano wczes$niej, przeptyw ciepta w organizmach zywych jest
procesem wieloskalowym. Model przeptywu biociepta bazujacy na najstarszym
historycznie rownaniu Pennesa (1948 r.) jest modelem makroskopowym, ktéry
uwzglednia obecno$¢ naczyn krwiono$nych w  sktadniku = Zrédlowym
zawierajacym informacj¢ o temperaturze krwi w aorcie, predkosci perfuzji krwi
oraz jej cieple wiasciwym. Modele Cattaneo-Vernotte’a i réwnanie z dwoma
czasami opoOznien zawierajg parametry uwzgledniajgce niejednorodng strukture
tkanek, ale parametry te nie powigzano z wielko$ciami opisujagcymi przeptyw
biociepta w skali mikro, ktére pojawiaja si¢ w modelach bazujacych na teorii ciat
porowatych.

Celem rozwazan przedstawionych w niniejszym rozdziale jest wyprowadzenie
uogodlnionego rownania z dwoma czasami opdznien i wspotczynnikiem sprz¢zenia
mig¢dzy tkanka a krwig. Punkt wyj$cia stanowig dwa rdwnania opisujace rozktad
temperatury tkanki 1 krwi w naczyniach krwiono$nych, wynikajace
z zastosowania do opisu struktury tkanek biologicznych teorii ciat porowatych.
Wzorowano si¢ tutaj na artykule Y. Zhanga [125], ale zrezygnowano z czeSci
uproszczen, ktore przyjat autor.

Uogo6lnione rownanie z dwoma czasami opdznien pozwala okresli¢ czasy
relaksacji 1 wspoOtczynnik sprzezenia na podstawie parametrow opisujacych
strukture tkanki migkkiej (Srednice naczyn krwionos$nych, ich upakowanie itd.).
Mozna wiec uzna¢, ze roéwnanie to umozliwia modelowanie wieloskalowe

procesoéw cieplnych zachodzacych w organizmach zywych.
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W dalszej cze$ci tego rozdzialu do modelowania sztucznej hipertermii
omowionej w rozdziale 3 wykorzystano uogdélnione réwnanie z dwoma czasami
opoznien. Przedstawiono algorytm jego rozwigzania oraz wyniki obliczen dla
tkanek biologicznych o roéznym stopniu ukrwienia. Na tej podstawie

sformutowano wnioski.
4.2. Uogodlnione réwnanie z dwoma czasami opdéZnien

Dwutemperaturowy model przeptywu biociepta bazujacy na teorii ciat
porowatych sktada si¢ z dwoch rownan [33, 64, 65, 66, 67, 82]. Pierwsze z nich

opisuje rozktad temperatury krwi (zatozono tutaj state parametry termofizyczne)

£p,C, [%Jr u -VTb} =eh, V7T, + Aa (T, - T, ) +

(4.1)
+We, (T, =T, ) +£Q,, + €Q,,
natomiast drugie rozklad temperatury w tkance (matrycy)
(1-€)p,6, Tt = (1-e) A, V2T, + Aa(T, ~T,) +
ot (4.2)

+we, (T, —T,)+(1-¢€)Q,, +(1—¢)Q,,

gdzie € jest porowatoscig rowna stosunkowi objetosci krwi do objetosci catego
obszaru tkanki, A [W/(mK)] — wspotczynnikiem przewodzenia ciepta, ¢ [J/(kgK)]
— cieptem wtasciwym, p [kg/m®] - gestoscia, Qm [W/ m®] sktadnikiem
metabolicznym, przy czym wskaznik b dotyczy podobszaru krwi, wskaznik
t podobszaru tkanki, u [m/s] jest predkoscia krwi, o [W/(m?K)] wspétczynnikiem
wymiany ciepta miedzy tkanka, a krwia, A [m?m?®] polem powierzchni miedzy
naczyniami, atkanka odniesionym do jednostki objetosci, w [kg/(m3 s)] jest
predkoscig perfuzji krwi, natomiast Qex skladnikiem zrédtowym zwigzanym
Z zewngtrznym  nagrzewaniem tkanki. Porownujac rownania (4.1), (4.2)

z zaleznos$ciami (2.18), (2.19) tatwo zauwazy¢, ze po prawych stronach rownan
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(4.1), (4.2) pojawity si¢ dodatkowe sktadniki zwigzane z perfuzja oraz dziataniem
zewnetrznych zrodet ciepta.

W pracy [125] zaproponowano nastepujaca definicje wspotczynnika sprzgzenia
G = Ao+ Wwc, (4.3)

1 wowczas rownania (4.1), (4.2) mozna zapisa¢ nastepujaco

€PpCy [%+ u -VTb} =eh, VT, +G(T, - T, ) +£Q,, + €Q,, (4.4)
oraz
oT, ’
(1-¢)p.c, i (1-&)A VT, +G(T,-T,)+(1-¢)Q,, +(1-¢)Q,,  (4.5)
Roéwnania (4.4), (4.5) dodajemy stronami:
oT, oT,
€p,C, a—tb+(1—8)ptct E‘+spbcbu VT, =eh, V7T, +(1-¢) A VT, + 46)

+€Qy, +(1—€)Qy, + Qs

Zaktada si¢, ze przed osiggni¢ciem temperatury réwnowagi temperatura krwi

Tb zmienia si¢ zgodnie z hipotezg Minkowicza [4, 77]
oT,
epyC, —==G(T,-T,) (4.7
ot
Z powyzszej zalezno$ci mozna wyznaczy¢ Tt

epyC, 0T,
T=T +—2"2— 4.8
R - (4.8)

a nastgpnie obliczy¢ pochodng temperatury tkanki wzgledem czasu

aT, _aT, L PGy o°T, 4.9)
o4 ot G ot
oraz warto$¢ operatora V2 T¢

VT, = V7T, +SPGL%§(V2Tb) (4.10)
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Zaleznosci (4.9), (4.10) wprowadzamy do rownania (4.6)
T T T
szpbcbﬁ+(l—8)ptct Oy , &9, 0T 2 |+ep,C,u-VT, =
ot ot G ot
(4.11)
2 2 &PC, 0 (o2
=&l VT, +(1—¢)A, | VT, +T5(V Tb) +8Q, +(1-€)Q,, +Q,
Po uporzagdkowaniu mamy
€pyC
|:8pr+1 sptC] +(1-¢ )ptt (g 6 c,u-VT, =
=[eh, +(1-€)A, V7T, + G LY tpb ( T,)+ (4.12)
+€Q,, +(1-¢€)Q,, +Q,
Przyjmujemy nastepujace definicje parametrow efektywnych
A, =€\, +(1—8)kt (4.13)
oraz
C, =gp,C, +(1-€)p,C, (4.14)
1 wowczas rownanie (4.12) mozna zapisa¢ nast¢pujaco
1- c, 0°
C. aaTb dt S)C[;t PG 0T, 2 +ep,Cu-VT, =
t o (4.15)
- C
=V, +m§(V2Tb)+stb +(1-2)Q,, +Q,,
albo
2
C [a; aT]Jrgpbcu VT, =4 VT, +
(4.16)

" ot?
( ) mb+ 1 € th+Qex

gdzie



4. Uogolniony model z dwoma czasami opdznien 47

e(l—-¢)p,C p,C
T, = ( CZC” 20 (4.17)

e

oraz

B e(1-&) A pyC,

e

(4.18)

W réwnaniu (4.16) niewiadoma jest temperatura krwi Tpn. W obliczeniach
numerycznych wygodniej jest rozwigzywaé rownanie, w ktérym niewiadoma jest

temperatura tkanki Tt. W tym celu z réwnania (4.7) wyznaczamy Ty

&ppCy 0T,
T, =T ——2—2 4.19
=T - (419)
1 powyzszg zaleznos¢ wstawiamy do rownania (4.16)
2
Ce ﬁ Tt ey ﬂ + Cetq a_2 Tt b ﬂ +
ot G ot ot G ot
1ep,C,U -V(Tt —%ﬂ] =),V [Tt —%ﬂ) t (4.20)
G ot G ot
0 ep,C, OT,
A, T, E{VZ [Tt —%Ebﬂﬂszb +(1-¢)Q,, +Qy
Po uporzagdkowaniu mamy
oT, | 07T, 0
C, (a_tt +1, at—;} +&p,C,U-VT, =4 VT + 4,1, g(VZTt )+2Q,, +
€p,C, o°T, o°T,
+(1-¢ +Q,, + C +1 + 4.21
( )th QEX G |: 9( atZ q atS ( )

2
o002 (V) 2 (VT ), D (v, )}

Roéwnanie (4.16) rozniczkujemy wzgledem czasu
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2 3
C, (68;" +1, 6@:}’ }+8pbcbu-%(VTb)—keg(Vsz)—
(4.22)
0° 0Qny 0Qn:  0Q
AT = (VT ) me— 4 (1—g)—t 4 =&
”atz( ) (1-¢) ot ot

Jak mozna zauwazy¢, lewa strona rownania (4.22) jest rOwna wyrazeniu

W nawiasie wystepujacym po prawej stronie rOwnania (4.21). Tak wigc

2

2
C, [ﬂ.,. T, aatTt ]_,_gpbcbu VT, = A‘eVZTt + AT, %(VZTI)+

ot

50 20 (4.23)

SPbe mb mt aQeX

+(1- +Q,, + —+(1- +—=

8me ( 8)th Qex G |:8 8’[ ( 8) é’t at :|
Wykorzystujac wzor (4. 17) mamy
oT, o°T 0

C, [8—tt+1:q at—;} epyCU-VT, = A V7T, + A 1, E(vat )+ -

eQup +(1-€)Qp +Qq +

C 0 0
oL e
P.C, ot ot ot

Wptyw temperatury krwi na temperature tkanki jest ujety w trzecim sktadniku po
lewej stronie rownania (4.24) i w drugim sktadniku po prawej stronie réwnania
(4.5). Poniewaz oba te sktadniki reprezentuja to samo zjawisko fizyczne, wigc

mozna w przyblizeniu przyjac, ze [125]
—ep,C,U-VT, =G (Tb —Tt) (4.25)

Ostatecznie rownanie (4.24) opisujace rozklad temperatury w tkance ma

nastepujaca postac

oT. o )
C, [a—ttﬂ:q atzt j =\ V7T, +A.1, E(Vth)+G (T,-T,)+
(4.26)

eQup +(1-€)Qp +Qq +

C 0 0
oL e
P.C, ot ot ot

Jak widag¢, jest to rownanie z dwoma czasami opoznien (por. wzor (2.17)), przy

czym tq | tr sa S$cis$le powigzane z parametrami krwi i tkanki oraz
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wspotczynnikiem wymiany ciepta migedzy naczyniami krwiono$nymi a tkanka,
jak rowniez predkoscia perfuzji krwi (wzory (4.3), (4.17), (4.18)).

Podsumowujac, nadanie czasom opdznien tq i tr interpretacji fizycznej
utatwia oszacowanie wielkos$ci tych parametrow, ktore dotychczas miaty jedynie

sens matematyczny, wynikajacy z przeksztatcen przedstawionych w rozdziale 2.

4.3. Wyznaczenie parametréw wystepujacych w uogdélnionym

rownaniu z dwoma czasami op6Znien

Kluczowym parametrem w rownaniu (4.26) jest wspoOlczynnik sprzezenia
G, ktory determinuje wymiang energii mi¢dzy naczyniami krwiono$nymi
i tkanka, wystgpuje on réwniez w definicjach czasow op6znien tq I t1 (WzOry
(4.17), (4.18)). W celu oszacowania wartosci tego wspotczynnika (a Scislej:
pierwszego sktadnika po prawej stronie wzoru (4.3)) zalozono, Zze naczynia
krwiono$ne o $rednicach réwnych dy sg jednolicie roztozone w tkance (rys. 4.1),
a przekrdj poprzeczny catego obszaru mozna traktowac jako zbior powtarzajacych

si¢ szesciokatow, dla ktorych $rednice ekwiwalentnych okregdéw sa réwne
ds [125]. Porowato$¢ & mozna wéwczas wyznaczy¢ ze wzoru: £=d’/d’. Na

rysunku 4.2 pokazano rézny stopien zageszczenia naczyn krwiono$nych w tkance

w zalezno$ci od przyjetej porowatosci.

5

0
L g
Lo ]

"'-s -

-
. .

Rys. 4.1. Szesciokatne elementy zawierajgce naczynia krwionosne i tkanke [125]
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W tabeli 4.1 przedstawiono dane cytowane w literaturze [125], potrzebne do

wyznaczenia wspotczynnika sprzezenia G, a w tabeli 4.2 wyznaczone wartosci

parametrow g, G, tq 0oraz tr.

Tabela 4.1. Wartosci ds, dy oraz w [125]

Wariant ds [mm] dp [mm] w [kg/(m?3s)]
1 17.83 1.14 1
2 12.85 1.14 2
3 10.75 1.14 3
4 9.7 1.14 4
5 8.65 1.14 5
6 19.82 2.28 1
7 14.42 2.28 2
8 12.06 2.28 3
9 10.48 2.28 4
10 9.92 2.28 5
11 20.98 4.56 1
12 15.73 4.56 2
13 13.58 4.56 3
14 12.06 4.56 4
15 11.27 4.56 5

Aby wyznaczy¢ te parametry, dla naczynia krwionosnego o Srednicy
db, korzystajac z definicji liczby Nusselta Nu, mozna obliczy¢é wspotczynnik

wymiany ciepta o migdzy naczyniem krwiono$nym, a tkankg
Nu=ad, /A, — a=Nul,/d,

gdzie Ap jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta krwi.

(4.27)

Rozpatrzymy wigzke n naczyn krwiono$nych umieszczonych w objetosci

V. Niech Py jest polem powierzchni migdzy naczyniami a tkanka, a Vp objgtoscia

naczyn krwiono$nych. Wowczas parametr A mozna wyznaczy¢ nastepujaco
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_nR enB  end,Z  4e

A —=— (4.28)
Vv nvb TC(db /2) Z db
gdzie Z jest dlugoscig naczyn krwiono$nych.
Wprowadzajac zaleznosci (4.27), (4.28) do wzoru (4.3) otrzymuje si¢
G= 48%; NU + WG, (4.29)

b

przy czym liczba Nusselta dla naczyn krwiono$nych jest w przyblizeniu réwna
Nu = 4.93 [107, 95].

W ten sposob, aby wyznaczy¢ wartosci wspotczynnika sprzezenia G oraz
czasOw opoznien Tq I TT, Wystarczy zna¢ wartosci parametrow termofizycznych

tkanki i krwi, wspotczynnik porowatosci oraz srednice naczyn krwiono$nych.

Tabela 4.2. Warto$ci parametrow g, G, 1q, 17

Wariant g G [W/(m3K)] Tq [S] T7 [$]
1 0.0041 34 785.174 0.46772 0.46771
2 0.0079 67 253.243 0.46399 0.46399
3 0.0112 96 631.796 0.45985 0.45984
4 0.0138 119 873.283 0.45411 0.45410
5 0.0174 150 628.543 0.45281 0.45280
6 0.0132 28 869.763 1.80753 1.80751
7 0.025 54 958.345 1.77242 1.77238
8 0.0357 79 102.601 1.74116 1.74110
9 0.0473 104 854.780 1.71857 1.71849
10 0.0528 119 046.735 1.67968 1.67960
11 0.0472 26 170.925 6.87305 6.87274
12 0.084 47 389.187 6.49161 6.49110
13 0.1128 64 775.961 6.17240 6.17174
14 0.143 82 872.601 5.90919 5.90839
15 0.1637 96 479.910 5.67173 5.67085
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a) b)
X = K- R N Fy
: Y i
< |e | =

v I -

Rys. 4.2. Przyktady zatozonych porowatosci, a) ds = 17.83 mm, dp = 1.14 mm,
b) ds =12.06 mm, dp =2.28 mm ¢) ds = 11.27 mm, dp = 4.56 mm

4.4. Sformulowanie zadania i metoda rozwigzania

Rozwazano problem nagrzewania tkanki szczegélowo omowiony
w podrozdziale 3.2, przy czym zamiast réwnania (3.4) zastosowano réwnanie
(4.26), ktore przy zatozeniu statej wartosci funkcji Qex (por. 3.3) upraszcza si¢
oT, o°T 0
eEt+Cerq at; =W VT, + .1, a(vat)JrG(Tb ~T)+
eQup +(1-€)Q,, +Q,

C

(4.30)

gdzie Qe jest r6zne od zera wytacznie dla (X, Y, z) € Q2 it <tex | WOWCZas Qe =
Qo.

Rozktad temperatury krwi w naczyniach krwiono$nych opisano réwnaniem
(4.19). Zatozono takie same warunki brzegowe i poczatkowe jak w podrozdziale
3.2. Dodatkowo przyjeto, ze temperatura poczatkowa tkanki jest rowna
temperaturze poczatkowej krwi.

Przyjeto nastgpujaca aproksymacje réznicowg rownania (4.19) (dla

uproszczenia zapisu opuszczono dolny wskaznik ,,t”’, f >1)

Tf _Tf—l

f i €PpCy 'hijk ~ 'hijk
Tbi,j,k _Ti,j,k - (g : J At J (4-31)
stad
bei ik :& ifj_k1 +%bei_j1k (4-32)
M GAt+epc, | M Gat P
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Rownanie (4.30) rozwigzano za pomocg jawnego schematu metody roznic
skonczonych [60, 63, 68, 69]. Tak wigc, podobnie jak w rozdziale 3, dokonano

dyskretyzacji po czasie (dla uproszczenia zapisow opuszczono dolne wskazniki e

oraz t)
f f-1 f f-1 f-2
L Y St M A BT S T
At (At) (4.33)
2T f-1 2T f-2
;\.TTVT _VT —{—G(be —Tf_l)+8me+(1_8)th+Qe
At
czyli
2
Slatt)p _C(A20) O s Lo p,
(at) (At) (At) (4.34)

A(At+1;)

At VZTf'l‘%VZTf-2+Gbe+8me+(1—8)th+Qe

Nastepnie, dla wezta wewnetrznego (Xi, Yj, Zk) utworzono rownania roznicowe

C(At+tq)_|_f C(At+21q)—G(At)2Tf_1 Cty ria,
2 ik~ 2 ik 2 li,jk
(At) (At) (At) (4.35)
AMAt+71 4 AT _
uvzﬂl,} ——TVZTi'fj’k2 +Gbei,j,k +&Q,, +(1-¢)Q,, +Q,
At At
gdzie
VZTi,Sj,k _ Tiil,j,k - Z-EZJ',k +Tiil,j,k N Ti,sj—l,k _ZEZj,k +Ti,sj+l,k
. . . (4.36)
+Ti,j,k—1 - 2Ti,j,k +Ti,j,k+1

h2
przy czyms =f—1lub s =f -2 oraz h jest krokiem siatki r6znicowe;.

Z réwnania (4.35) wynika, ze
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C(At+1,)_, |C(At+27,)-G(At)" 6x(At+1,) |,

(At)z ijk — (At)Z tht i,jk
X(At+r ) ~ ~ _ _ _ _
T (T TR TG )
At _ _ - _ _ _
hZ—ATt(Tijly j2‘k +Ti+f1, jz,k +Ti,fjj,k +Ti,fj+ik +Ti,fj,k2—1 +Ti,fj,k2+l) -

Ot OM Irie 6T veQy, +(1-8)Qu +Q

O "

lub

c(Ath)T_f_ :ChZ(AHzrq)—Gh?(m)z—6xAt(At+rT)T_f__l+

(a7 v (a)°

MAt+T _ _ _ _ ~ -
) T+ T+ T T ) w30

AT
T f-2 f-2 f-2 f-2 f-2 f-2
tht (Ti—lyj,k +Ti+1,j,k +Ti,j—1,k +Ti,j+l,k +Ti,j,k—1 +Ti,j,k+1)_

Ch? T, —6MAtT,

. (A'[)Z Ti,fj,_kz +Gbei,j,k +&Qu, +(1_8)th +Q,

Ostatecznie, temperature w wezle wewnetrznym (1, j, K) wyznacza si¢ z zaleznosci

2
- _ Ch?(At+2r,)-Gh?(At) —67uAt(At+tT)Tivfjjkl+

h Ch’(At+1,)
ME(At+1) _ § . . §
Ch (At ) (At n rTq ) (Ti—fl,},k + T+ T+ T + T +Ti,fj,kl+1)_ (4.39)
XAITT (
Ch? (At +1, )
Chir, — Gl (At)°
Ch*(at+1,) " C(At+r,

f-2 f-2 f-2 f-2 f-2 f-2
LI PV P o PR o P +Ti,j,k+1)_

)[Gbei,i,k +8me +(1_8)th +Qe]

Kryterium stabilnosci dla tego rOwnania jest nastgpujace

Ch? (At +21,)-Gh* (At)" —6AAt(At+1;) 0

ch?(at+r,) ) (449
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Sposob dotaczania warunku brzegowego drugiego rodzaju (zerowy strumien

ciepla) przedstawiono w rozdziale 2.

4.5. Wyniki obliczen

Obliczenia przeprowadzono dla danych zebranych w tabeli 3.1. Ponadto
przyjeto, ze wspotczynnik przewodzenia ciepta krwi jest rowny wspotczynnikowi
przewodzenia ciepla tkanki, rowniez metaboliczne zrodlo ciepta w krwi jest
réwne metabolicznemu zrodhu ciepla w tkance. Zatozono, ze temperatura
poczatkowa krwi jest rowna temperaturze poczatkowej tkanki (37 °C).
W odréznieniu od warto$ci predkosci perfuzji krwi podanej w tabeli 3.1,
W uogolnionym modelu z dwoma czasami opoznien wielkos$¢ ta jest zalezna od
gestosci ,,upakowania’’ naczyn krwiono$nych (por. tabela 4.1). Predkos¢ perfuzji
krwi w, wspolczynnik porowatosci €, wspotczynnik sprzezenia G, a takze czasy
relaksacji tq 1 termalizacji tr zostaly przedstawione w tabelach 4.1 oraz 4.2.
Rozpatrywano takie same trzy warianty nagrzewania, jak w rozdziale 3 (por.
tabela 3.2).

Do wyznaczenia czasoprzestrzennych rozkladow temperatury oraz dawki
termicznej 1 catki Arrheniusa wykorzystano autorski program komputerowy,
w ktorym zastosowano schemat jawny metody roznic skonczonych opisany
w podrozdziale 4.4, przyjeto siatke¢ przestrzenng o wymiarach 50 x 50 x 50
weztow ze staltym krokiem h oraz krok czasu réwny At=0.01 s. Nalezy
podkresli¢, ze w programie komputerowym wartosci ¢, G, t1q oraz tr byly
obliczane z odpowiednich wzordéw, czyli z wigksza liczbg cyfr po przecinku niz
podano w tabeli 4.2.

Na rysunku 4.3 pokazano przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym
nowotworu dla pierwszego wariantu nagrzewania (Qo = 7 MW/m?3, tex = 5 s) oraz
dla wartosci parametrow W, €, G, tq 1 t1 podanych w wierszach od 1 do 15 tabel
4.1 1 4.2. Przy rownoczesnej zmianie wartosci tylu parametrow, trudno jest

oceni¢, ktore z nich majg najwiekszy wpltyw na zmian¢ przebiegu temperatury
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tkanki. Jak jednak wida¢ na tym rysunku, przebiegi krzywych 1-5, 6-10 oraz 11-
15 sa podobne, ale te trzy grupy krzywych roznig si¢ znacznie migdzy soba.
Wydaje si¢, ze najwickszy wplyw na zmian¢ charakteru tych krzywych maja
wartosci czasOw opoznien (krzywe 1-5 odpowiadajg czasom opoznien 0.45-0.47
s, krzywe 6-10: 1.68-1.8 s, krzywe 11-15: 5.67-6.87 s) — im te czasy sa wigksze,

tym pozniej tkanka osigga temperature maksymalng i temperatura ta jest nizsza.

Temperatura [“C]
=

0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100

czas [s]

Rys. 4.3. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla r6znych warto$ci
parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 1 nagrzewania)

Y. Zhang w artykule [125] sugeruje, ze wzér (4.26) mozna stosowac
przyjmujac stalg temperature krwi. W zwigzku z tym powtdrzono powyzsze
obliczenia dla Tp= 37 °C, innymi stowy rozwigzywano tylko jedno réwnanie
(4.26). Wyniki obliczen przedstawiono na rysunku 4.4 — dla stalej temperatury
krwi przebiegi temperatury tkanki sg inne, zwlaszcza na etapie stygnigcia.

Rysunki 4.5, 4.6, 4.7 pokazuja poroOwnanie temperatur tkanki w wezle
centralnym sze$cianu uzyskanych za pomocg modeli ze zmienng 1 stalg
temperaturg krwi. Dodatkowo, dla modelu dwutemperaturowego pokazano
zmiany temperatury krwi w tym wezle. Obliczenia przeprowadzono dla warto$ci

parametrow podanych w wierszach 3, 9 i 15 tabel 4.1, 4.2. Te trzy warianty



4. Uogdlniony model z dwoma czasami opoznien 57

warto$ci parametrow wybrano ze wzgledu na bardzo zblizony wspdtczynnik

sprzezenia G oraz duze zrdznicowanie porowatosci € i czasOw opoznien Tq, TT.

Temperatura [ °C]
s g . g .
f¥=) [==] — 2 Lad

s
=]

37
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

Rys. 4.4. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla réznych wartosci
parametrow w, €, G, tq i t1 dla statej temperatury krwi (wariant 1 nagrzewania)

e b o
L e Lh (=)

— 37

[a=)

Temperatura [ “C]

(5]
R =]

Lad Lad
-] ()
[ S —

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
czas [s]
—Tt (zmienna Th) ——Tb  ——Tt (stata Th)

Rys. 4.5. Porownanie modeli — zmienna i stata temperatura krwi - wartosci
parametrow w, €, G, tq i T podane w wierszu 3 tabel 4.1 i 4.2 (wariant
1 nagrzewania)
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46
45
44
343
)
541
_§ 40
39
38
37
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]
— Tt (zmienna Th) ——Tb  ——Tt (stata Th)

Rys. 4.6. Porownanie modeli — zmienna i stata temperatura krwi - wartosci
parametréw w, g, G, 1q i tr podane w wierszu 9 tabel 4.1 i 4.2 (wariant
1 nagrzewania)

e oy oy
iy e L L=}

Femperatura [ °C]
Lad Lad += 4= = 4=
(] =) [ ) —

(5]
e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
czas [s]

—Tt (zmienna Th) ——Tb  ——Tt (stata Th)

Rys. 4.7. Porownanie modeli — zmienna i stata temperatura krwi - wartosci
parametrow w, €, G, 1q i T podane w wierszu 15 tabel 4.1 i 4.2 (wariant
1 nagrzewania)

Jak nalezalo oczekiwa¢, nieuwzglednienie nagrzewania si¢ krwi skutkuje
nizsza temperaturg tkanki. Ponadto, im wigkszy wspolczynnik porowatosci, tym

wigksza roznica mig¢dzy temperaturg tkanki i krwi. Dla €=0.0041 (rys. 4.5)
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temperatura krwi jest prawie rowna temperaturze tkanki, a dla €=0.1637 réznica ta
wynosi nawet kilka stopni (rys. 4.7). Jest to zrozumiale, bo wigkszy
wspotczynnik porowato$ci oznacza wigksza objetos¢ naczyn krwiono$nych
W rozpatrywanym obszarze, czyli wigksza powierzchni¢ wymiany ciepta miedzy
tkanka i krwig. Maksymalne temperatury w rozpatrywanym wezle (a co za tym
idzie w catlym obszarze) sa najwicksze dla pierwszego wariantu wartosci
parametréw, a najmniejsze dla ostatniego, co si¢ wigze z kolei z warto$ciami
czasOw opdznien. Obliczenia poréwnawcze (zmienna i1 stala temperatura krwi)
przeprowadzono réwniez dla drugiego i trzeciego wariantu nagrzewania i wnioski
z przeprowadzonych badan sg takie same. Podsumowujac ten fragment obliczen
nalezy stwierdzi¢, ze przyjecie w rownaniu (4.26) stalej temperatury krwi jest zbyt
duzym uproszczeniem. W zwigzku z tym, w dalszej cze$ci tego rozdziatu
stosowano tylko model dwutemperaturowy.

Na rysunkach 4.8 1 4.9 pokazano przebiegi temperatury tkanki w wezle
centralnym dla r6znych wartosci parametrow w, €, G, tq i T uzyskane w trakcie

drugiego i trzeciego wariantu nagrzewania.

Temperatura [7C]
-

0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100

czas [s]

Rys. 4.8. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla r6znych wartos$ci
parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 2 nagrzewania)
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45

Temperatura [°C]

Lad
i}

0 10 20 30 40 50 60 70 &0 20 100
czas [s]

Rys. 4.9. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla r6znych warto$ci
parametrow w, €, G, tq i tr (wariant 3 nagrzewania)

Poréwnanie wynikow otrzymanych dla trzech wariantow nagrzewania (rys.
4.3, 4.8 14.9) pokazuje, ze im wigksze czasy opoznien tym nizsza jest temperatura
maksymalna i pojawia si¢ ona pozniej. Mozna zaobserwowaé roOwniez pewne
réznice w warto$ciach maksymalnych temperatury tkanki zwigzane z rodzajem
nagrzewania.

Dla kazdego wariantu nagrzewania i r6znych wartosci parametrow w, g, G, 1q,
11 obliczono dawke termiczng oraz catke Arrheniusa. Przebiegi tych funkcji w
punkcie centralnym szeScianu pokazano na rysunkach 4.10-4.15. Jak wida¢,
wielkosci dawki termicznej i catki Arrheniusa dla poszczegdlnych wartosci
parametrow w, g, G, tq i Tt sa do$¢ zréznicowane. Stosunkowo niewielkie
zmiany temperatury spowodowane zmiang tych parametrow (rys. 4.3, 4.8, 4.9)
powoduja znacznie wigksze rdéznice w pochtonigtej dawce termicznej i calce
Arrheniusa. Nalezy jednak podkresli¢, ze dla kazdego wariantu nagrzewania oraz
zestawu parametrow w, €, G, 1q i T catka Arrheniusa jest mniejsza od warto$ci

krytycznej pozwalajacej wnioskowac o stopniu zniszczenia tkanki biologiczne;.
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Rys. 4.10. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla r6znych wartosci
parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 1 nagrzewania)

150
140
130
120
110
100

Dawlka termiczna [ ]
]
=

13 14 i}

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

Rys. 4.11. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla réznych warto$ci
parametrow w, €, G, tq i T (wariant 2 nagrzewania)
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Rys. 4.12. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla roznych wartosci
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Calka arrheniusa

parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 3 nagrzewania)
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Rys. 4.13. Przebiegi calki Arrheniusa w we¢zle centralnym dla ré6znych wartosci

parametrow w, €, G, 1q i t1 (wariant 1 nagrzewania)
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Catla Arrheniusa

czas [s]

Rys. 4.14. Przebiegi catki Arrheniusa w wezle centralnym dla réznych wartosci
parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 2 nagrzewania)
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Rys. 4.15. Przebiegi catki Arrheniusa w wezle centralnym dla réznych wartosci
parametréw w, g, G, 1q i t1 (Wariant 3 nagrzewania)

Na rysunkach 4.16, 4.17 1 4.18 pokazano rozktady temperatury w przekroju
centralnym (a $cislej: w centralnym fragmencie tego przekroju) po czasie 50

sekund. Rozpatrywano, tak jak poprzednio, wartosci parametrow W, €, G, tq 1 TT
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podane w wierszach 3 (rys. 4.16) , 9 (rys. 4.17), 15 (rys. 4.18) tabel 4.1 i 4.2 oraz
trzy warianty nagrzewania. Kolejne rysunki (4.19, 4.20, 4.21) prezentuja rozktady
dawki termicznej po czasie 100 sekund dla tych samych warto$ci parametrow 1
wariantOw nagrzewania. Dla przykladu, na rys. 22 pokazano trojwymiarowy
rozktad dawki termicznej w jednej Osmej rozpatrywanego obszaru, gdzie biatg

przerywang linig oznaczono granic¢ obszaru nowotworu.
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Rys. 4.16. Rozktad temperatury w przekroju centralnym po czasie t =50's,
warto$ci parametrow W, €, G, 1q 1 1 podane w wierszu 3 tabel 4.11 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant 3 nagrzewania

0.015,

A) | B o
0.01 5 5 5
v
P
50 - i,
0.005 2 %
% e el =] L
0 - s = ta) {3 =3 s
¥
feR s
-0.005 |
"S" "\,%

-0.01]

ﬂ'%?ﬁls-{).ﬂl -0.005 0 0005 001 O.D.IS-O.U.]S-IJ.N—O.IJDS 0 0.005 0.01 0.015—0.6I5-0.0I -0.005 0 0005 0.01 U.dIS
x [m]

Rys. 4.17. Rozktad temperatury w przekroju centralnym po czasie t = 50 s,
wartosci parametrow w, g, G, tq i Tt podane w wierszu 9 tabel 4.1 i 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant 3 nagrzewania
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Rys. 4.18. Rozktad temperatury w przekroju centralnym po czasie t = 50 s,
wartosci parametrow W, €, G, tq i Tr podane w wierszu 15 tabel 4.1 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant 3 nagrzewania
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Rys. 4.19. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, t = 100s,
warto$ci parametrow W, €, G, 1q 1 1 podane w wierszu 3 tabel 4.11 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant 3 nagrzewania
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Rys. 4.20. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, t = 100s,
warto$ci parametrow W, €, G, 1q 1 1 podane w wierszu 9 tabel 4.11 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant 3 nagrzewania
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Rys. 4.21. Rozktad dawki termicznej [s] w przekroju centralnym, t = 100s,
warto$ci parametrow W, €, G, tq i tr podane w wierszu 15 tabel 4.1 i 4.2:
A) wariant 1 nagrzewania, B) wariant 2 nagrzewania, C) wariant
3 nagrzewania

Rys. 4.22. Rozktad dawki termicznej TD [s] w 1/8 obszaru.
Wariant 2 nagrzewania, czas t = 100 s, wartosci parametrow W, €, G, tq i T1
podane w wierszu 8 tabel 4.1 i 4.2

Przedstawione rozktady temperatury i dawki termicznej wyraznie wskazuja, ze
przyjete warianty nagrzewania tkanki nie powodujg destrukcji nowotworu. Ponadto,
najwicksze wartosci dawki termicznej uzyskuje si¢ dla pierwszego wariantu nagrzewania,

a najmniejsze dla wariantu trzeciego.
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4.6. Podsumowanie

Uogolniony model z dwoma czasami opoznien pozwala powigza¢ czasy
opoOznien z parametrami opisujagcymi naczynia krwionosne wystepujace w tkance.
Przeprowadzone obliczenia pokazaty, ze uwzglednienie stopnia ukrwienia tkanki
biologicznej ma istotny wptyw na wyniki obliczen.

Wyznaczone na podstawie wzorow (4.17), (4.18) wartosci czaséw opdznien s3
znacznie mniejsze, niz przyjete na podstawie literatury wartosci =15 si t7=10 S
wykorzystywane w obliczeniach przedstawionych w rozdziale 3. Nalezy jednak
podkresli¢, ze rownanie z dwoma czasami opdznien pozwala wyznaczy¢ tylko
temperature¢ tkanki, a na podstawie roOwnan omowionych w tym rozdziale
wyznacza si¢ zarowno temperature tkanki i krwi, przy czym w rownaniach tych
wystepuje dodatkowo wspotczynnik sprzezenia. Wyniki przedstawione w tabeli
4.2 pokazuja, ze czasy relaksacji i termalizacji dla kazdego zestawu parametréw

Y] prawie takie same.
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5. Uogdlniony model z dwoma czasami opOznien
uwzgledniajacy zyty i tetnice

5.1. Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale oméwiono uogdlniony model z dwoma czasami
opoznien opisujacy rozktad temperatury w tkance, w ktorej uwzgledniono
obecno$¢ naczyn krwionosnych. Nie analizowano jednak, jakiego typu sa to
naczynia krwiono$ne. Blizsze rzeczywistos$ci sg modele, w ktorych wyrdznia si¢
zyly 1 tetnice. Krew w zylach i tetnicach ptynie w przeciwnych kierunkach, a ze
wzgledu na wymiary tych naczyn ($rednice zyt sg 2-3 krotnie wigksze od $rednic
tetnic), predkosci przeptywu krwi sg w nich istotnie rézne.

W niniejszym rozdziale wyprowadzono uogélnione rownanie z dwoma
czasami opdznien i wspotczynnikami sprze¢zenia migdzy tkankg a krwia tetnicza
oraz tkankg a krwig zylng. Inspiracja podj¢cia badan w tym zakresie byt artykut
[1], jednak wyprowadzone tutaj rownanie jest inne niz w cytowanym artykule.
W tej pracy wykorzystano trzy réwnania opisujgce rozklad temperatury tkanki,
krwi w tetnicach oraz krwi w zytach, ktore otrzymuje si¢ stosujgc do opisu
struktury tkanek biologicznych teorie ciat porowatych. Okreslono czasy relaksacji
1 wspolezynniki sprzgzenia na podstawie parametréw opisujacych strukture tkanki
migkkiej (Srednice zyt 1 tetnic, predkosci perfuzji krwi, wspdtczynniki wymiany
ciepta miedzy $ciankami naczyn krwiono$nych a tkankg itd.). W ten sposob
uzyskano rownanie, ktére umozliwia wieloskalowe modelowanie procesow
cieplnych zachodzacych w organizmach zywych. Nalezy podkresli¢, ze
rozwazania przedstawione w publikacji [1] maja charakter czysto teoretyczny.
W niniejszej pracy, prezentowane uogolnione réwnanie z dwoma czasami

op6znien  zostalo  zweryfikowane poprzez przeprowadzenie  obliczen
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numerycznych oraz pordéwnanie, przy przyjeciu dodatkowych zatozen,
Z rdbwnaniem omoéwionym w rozdziale czwartym uwzgledniajacym obecnosé
naczyn krwiono$nych, bez rozréznienia zyt i tetnic.

W dalszej czeSci rozdzialu rozpatrywano proces nagrzewania tkanki
biologicznej szczegdtowo omoéwiony w rozdziatach 3 i 4, ale tym razem opisany
uogodlnionym rownaniem z dwoma czasami opdznien uwzgledniajacym obecnosé
zyl 1 tetnic w tkance.

Przedstawiono algorytm rozwigzania bazujgcy na jawnym schemacie réznic
skofnczonych oraz wyniki obliczen dla tkanek biologicznych o réznym stopniu

ukrwienia.
5.2. Uogolnione rownanie z dwoma czasami opéznien

Trojtemperaturowy model przeptywu biociepta bazujagcy na teorii ciat
porowatych sktada si¢ z trzech rownan [1, 33, 82]. Pierwsze z nich opisuje
rozktad temperatury krwi w tetnicach (tak jak poprzednio, zalozono state

parametry termofizyczne)

€,C.P. |:%+ u, ~VTa} =g, ?»aVZTa +

(5.1
aaAa (Tt _Ta ) +W,C, (Tt _Ta ) +8a Qma t&, Qex
drugie rozktad temperatury w zytach
€,C, P, {aTV —-u, -VTV} =g, XVVZTV +
ot (5.2)
(X’VA\I (Tt _Tv ) +W,C, (Tt _Tv)+8v va tE, Qex
a trzecie w tkance (matrycy)
(1-)pc, T = (1-6)a V2T, + o, A, (T, ~T,) +wic, (T, - T, )+
ot (5.3)

a,A (T, -T,)+we, (T, -T,)+(1-¢)Q, +(1-¢)Q,

Oznaczenia w powyzszych wzorach sg takie same, jak w rozdziale 4, z tym ze

wskaznik a oznacza podobszar t¢tnic, a wskaznik vV podobszar zyt oraz € = €4 + €v.
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Te trzy réwnania zawieraja istotne informacje zwigzane z oddziatywaniem
kierunkowego przeptywu krwi, dyfuzja ciepta oraz lokalng nierdbwnowaga
termiczng mi¢dzy krwig a otaczajacg ja tkanka.

Wprowadza si¢ dwa wspotczynniki sprzezenia
G,=a,A +w,c,, G, =a,A +W,.C, (5.4)

Aby je wyznaczy¢, nalezy zna¢ pola powierzchni migdzy tetnicami a tkanka
I miedzy zylami a tkanka (odniesione do jednostki obj¢tosci), predkosci perfuzji
krwi w zytach 1 tetnicach, ciepta wlasciwe krwi oraz wspdlczynniki wymiany
ciepta migdzy krwig (te¢tniczg 1 zylng) a tkanka.

Réwnania (5.1)-(5.3) zapiszemy w postaci

£,C.P, {%+ u, -VTa} =g, VT, +G,(T,-T,)+S, (5.5)
oT, \
£,C,P, P —u,-VT, |=¢, L, VT, +G,(T,-T,)+S, (5.6)
oT, X
(1-¢)pc, e (1-e)A VT, +G,(T,-T,)+G, (T, -T,)+S, (5.7)

gdzie
Sa = 8a Qma + Sa Qex > SV :SV va + 8V Qex
S, =(1-¢)Q, +(1-¢)Q,

Réwnanie (5.5) dodajemy stronami do réwnania (5.7) podzielonego przez 2

(5.8)

or, 1 oT,
e.p.C,—+=(1-¢)p,c,—+e.p,cu, -VT =e A VT +
apa a 61: 2( )pt t 61: apa a—a a a’va a

(5.9)
1 1 1 1
E(l—g)ktVzTt +§GV (T, —Tt)—EGa (T,—-T,)+S, +§St
oraz rownanie (5.6) dodajemy do rownania (5.7) podzielonego przez 2
€,p,C, T, +£(l—a)ptct ﬂ—s:\,pvcvuv VT, =¢,A V7T, +
ot 2 ot (5.10)

%(1—5)KtV2Tt +%ea (T, —Tt)—%GV (T,~T,)+S, +%st
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Zgodnie z hipotezg Minkowicza [1, 77] przyjmuje si¢, ze przed osiggnigciem
temperatury rownowagi temperatur¢ krwi w te¢tnicach 1 zylach mozna wyznaczy¢

z zaleznoSci

£,p.C, 2 =G, (T, -T,) (5.11)
at
£,0,C, o, _ G, (T,-T,) (5.12)
at
stad
€ C
72T, 4 22PeCa Oy (5.13)
G, a
€,p,C
T,=T, 4 SRS 0T (5.14)
G, ot

v

Po wstawieniu zaleznosci (5.13) do rownania (5.9) oraz (5.14) do (5.10)

otrzymuje si¢

2
aTa + 8apaca a -I;a _I_ Sapacaua . VTa —
ot G, ot

a

ar, 1
€,P,C, ata +E(1—s)ptct(

1 €,P,C, O
e, A V7T, +§(1 —&), [vaa +G—E(V2Ta)} + (5.15)

a

1 1 1
EGV (T, —Tt)—EGa (T,-T,)+S,. +ESt

Oraz
or, 1 oT, ¢€,p,C 0T
e p.C,—L+—(1-¢)p,C e LA Y —g pcCU, VT =
vpv v 6t 2( )pt t( 8t GV atz ] vpv vV \
e VT, + = (1-¢)h, vZTV+M§(VZTV) + (5.16)
2 G, ot

1 1 1
EGa (Ta _Tt)_EGv (T,-T,)+S, +§St
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Po uporzadkowaniu mamy

2
{gapaca +%(1—8)ptct}%+%(l—s)plct%%W%apacaua VT, =
{s Ayt 2(1-8)2 }VZT +L(1e), BaPal O (vor ) (5.17)
a’ra 2 t a 2 t Ga at a
1 1 1
EGV(TV —Tt)—EGa (Ta_Tt)+Sa+§St
oraz
2
{avpvcV +%(1—8)p§&%+%(1—a)ptct %\tcv%—svpvquv VT, =
1 1 €,p,C, O
[svkv+E(1—s)kt}V2TV+E(1—a)kIG—Va(V2TV)+ (5.18)
1 1 1
EGa(Ta _Tt)_EGV(TV _Tt)+SV+ESt
Z réwnan (5.13), (5.14) wynika, ze
T,=T, - faPala T, (5.19)
G, ot
T,=T, - 2P& OT (5.20)
G, ot

v

Wzory (5.19), (5.20) wstawiamy odpowiednio do rownan (5.17), (5.18):

apa a 2 pt t at G atZ

a

1
- 1_ a
L o Rt

a a

2 3
c T €,P.C, O°T
£aPats (8 t_FaPaCa 0 ]-l—gapacaua'

8apaca 0 1 Sapaca 0
[th— S a(vn)]=[saka+5(1—8)7~t}(vzl— S g(VZTa)j+ 621)

a a

1 P.C.[ 0 €,P,C, 0°
E(l—s)xt%(a(vzﬂ)— 5 y(vaa)}

a

1 1 1
EGV (T, —Tt)—EGa (T,-T,)+S, +§St



5. Uogdlniony model z dwoma czasami opbzniert uwzgledniajgcy zyty i tetnice

73

1 oT,
|:8vaCV +E(1_8)ptct:|( ot

8V pVCV a3T

&G, 87T,
G o

o> G, ot

G

\

1 c, [ O°T
E(l—S)ptCt EuPyy { -

(VTt —%chg(vn )j - [evxv +%(1—

VpV A az
282 () s

v

S0 S8 Sv)-

, Lot

v

1 1
EG (T,-T)

a

Po uporzadkowaniu otrzymuje si¢

g\, +%(1—8)7@V2Tt +%(l—a~:)kt

ga paCa aZT

1
_aapaca+z(l_8)ptct:| G ?

a

?,apacaﬁua -%(VTa)—{aaka +

a

2
1 c, | & 1 1 1
E(l—a)xt (%j ﬁ(VZTa)+EGV (TV—Tt)—EGa(Ta—Tt)+Sa+ESt

a

I 1 oT,
_Svpvcv + 2(1 g)pt :| 81‘
i 1 1

e, +§(1—s)xt}v a1

SV pVCV 82T

1
_8vacv +E(1—8)ptct:| 5

v

8vpvcv 0
Z(VT,)-| g,
Svpvcv G l"Iv at( v) |:8v v +

\

2
1 e,p,C, | 0 1 1 1
E(l—g)kt(—] e —(V*T,)+ G (T -T)-5G. (T, —T)+8, + S,

G

\

;(1 €)p.C,

3 ] —£,p,C U,

g)xt}[vﬁ EPS %(VZTV)}r (5.22)

G

\

1
—EGV (Tv —Tt)—i-Sv +ESt

1 ar, 1 aT
SapaCa—i-z(l S)pt }8’[ 2(1_ )p t an;a : ot —5 +8.P.CU, VT, =

a

a aaa
SR8

a

2
1 g.p.C. | O°T
a+_ 1—8 C _—ara-a _a+
2( )p“( G ] ot?

ot

%(1—a)xtragaca 9 (ver,)-

a

vvav ﬂ
G, ot

€,P\Cy ﬁ
G, ot

v

vIFvEvV TV

(Vth)+

2
1 e,p,C, | O°T
vy (1=g)pc | P | 2 v
2( )pt t( G j 8t3

v

%(1—8)%}MQ(V2TV)—

G, ot

\

a

g, p,C U, - VT,

(5.23)

(5.24)
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Roéwnania (5.17), (5.18) rézniczkujemy wzgledem czasu

3

1 0T 1 c,OT
[sapaca+§(1—8)ptct}?;+z(l—s)ptct%&_;+sapacaua.
0 1 0 1 £,P,C, 0 ~
E(VTa)—|:8a7\.a+§(1—S)thla(vaa)—E(l—S)xtG—aF(VZTa)—(5.25)
Lo (T ) Lo (T ). 5 15,
2 ot ot 2 ot ot ot 2 ot

Oraz

1 o°T, 1 g,p,C, O°T
|:8vpvcv+E(1_8)ptcti|at_zv+5(l_8)ptct Vg: . 6t3v _gvpvcvuv'
0 1 0 1 e,p,C, 0 B
g(vn)—{svxv +E(1—s)kt}E(VZTV)—E(l—a)ktG—VE(VZTV)— (5.26)
Lo (T ) dg (L L), 1%,
2 ot ot 2 ot ot ot 2 ot

Po wylaczeniu przed nawias czynnika €apaCa/Ga W sktadnikach od trzeciego
do siddmego po prawej stronie wzoru (5.23), wyrazenie w tym nawiasie jest
rowne lewej stronie rownania (5.25).

Podobnie, po wytaczeniu przed nawias czynnika evpyCv/Gy w sktadnikach od
trzeciego do siddmego po prawej stronie wzoru (5.24), wyrazenie w tym nawiasie
jest rébwne lewej stronie rownania (5.26).

Tak wigc, rownania (5.23), (5.24) mozna zapisa¢ nastepujaco

[sapaca +%(1—8)ptct}%+%(l—g)ptct Sa‘g—aq"%+sapacaua VT, =

a

1 1 £.p,C, 0
[saka +§(1—s)kt}V2Tt +>(1-2)h, @a(vzﬂ)+

G, (5.27)
C
/1 (0L ) 1 (L ). 1],
c. 2\ a a)22a a)ia 2a
1 1

1
EGV (Tv —Tt)—EGa (Ta -T,)+S, +§St
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oT, 1 g,p,C, O°T
c+ ls +=(1-¢)p,c, "~ —L—¢,p,CU, VT, =
[ &,p.C, )P.C }at 2( )P.C, G o £,p,C,U,
[a A + }VzTﬁi(l—s)ktMi(Vth)jt
2 G. ot
v (5.28)
e,pC[1 . (T, oT) 1_(aT, aT.) &S, 108,
el AL A Y ¢} PR
G, |2 *la o) 2 'la at) o 2at

1 1 1
EGa (T, —Tt)—EGV (T,-T,)+S, +ESt

Wprowadza si¢ definicje efektywnej pojemnosci cieplnej
C, =€,p.C, +£,p,C, +(1—£)pc, (5.29)
oraz efektywnego wspolczynnika przewodzenia ciepta
A =€, A, +e,A, +(1—€), (5.30)
oraz rdwnania (5.27), (5.28) dodaje si¢ stronami
.S+ e B0 0 T
(sap‘,ﬂcaua —-g,p,CU, ) VT, =

A VAT, +(1=2)A, [Sapaca + EPG jﬁ(vat)+

2G, = 2G, |at

1( €,P.C.G, aT, 1(&,p.cG, oT, (5.31)
5 & t5 —€,PaC +

2\ G, a2\ 2G,

1 £,P.C,G, £,,0G, \aT,

= | €aPaCs +€,P,C, — - A

2 G, G, o

€ C €. p,C
€,P.C, 8Sa +8vaCV 85\, +[ aPaCa n vPy v]aQt +Sa+sv+st

G, ot G, ot | 26, 26, ) ot

a %
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Wykorzystujemy jeszcze zaleznosci (5.11), (5.12):

oT. £.p.C, £,p,C, |O°T
C.—t+(1-¢)p,C e L+(e.p.cU, —g p,CU )-VT =
e 6t ( )pt t( ZGa ZGV j atz ( apa a~a vpv v v) t

A VT, +(1—¢), (sapaca 1+ BPS JQ(VZTt)+

2G, 2G, ot
e.p.c.G e, p.c.G
L[ 2aPaCaly —£,p,C, G (T, —Tv)+i L e B £ (5.32)
2 G, €,p,C, 202G,
e p.cG &ep,.cG
Ga (Tt _Ta)_l’_l gapaca+gvpvcv_ apa a \ _ VpV v a ﬂ_'_
€,P4Ca 2 Ga GV ot

€,P.C, 8Sa €,p,C, GSV €.PaCy &P
+ + +
G, ot G, o | 26, = 2G,

a \

]E}Qt+Sa+SV+St
ot

po uporzadkowaniu:

Sa aCan 8V VCVGa T
C{1+ 1 ( P + P _gaPaCa_gvPvaHQ+

2c,| G G ot

a v

2
(1—8)ptCt Sapaca n gvpvcv 8 -Iz-t +(8apacaua _((vavcvuv)'VTt —
2G 2G ot

c,G
xevat+(1—g)xt[8apaCa +8vvaVJﬁ(vat)+3(avpv —%} (5.33)

2G, = 2G, )at 2 i
G
GV (Tv _Tt)+1[8apaca_8vpvcv aJ Ga (Ta _Tt)+
£,P,C, 2 2G, )e,p.C,

€ C €, p,C
£4:C: S, _ .0,C, 35, { Pala | EPy Vjast

—+S5,+S5,+5,
G, ot G, ot 2G, 2G, ) ot

Jezeli predkosci krwi w tetnicach 1 zylach bylyby znane, to z powyzszego
roOwnania mozna wyznaczy¢ temperature tkanki. Nalezy jednak podkresli¢, ze
wplyw przeptywu krwi na rozklad temperatury tkanki jest uwzgledniony
W drugim i trzecim skladniku po prawej stronie réwnania (5.7). Suma tych
sktadnikow 1 trzeci sktadnik po lewej stronie réwnania (5.31) w istocie opisuja to

samo zjawisko, wigc nalezy oczekiwac, ze [1]

—(&,paCU, —£€,p,CU, )- VT, =G, (T,-T,)+G,(T,-T,) (5.34)
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i wowczas

C, l+L €,P.C, &—1 +¢,p,C, &—1 ﬂ+
2C, G, G, ot

£4PaCa , E,0C, | 0T,
(1—8)ptct[ T jatzt =\ V7T, +

€.P.C.  €,PC |0 (o 3 £,p.C.G,
1-g)n, | ZaPala | B O (o) | 2 ZalaraPy G (7 1) (5,35
(1-2) ‘[ 2G, | 26, jat( t){z stpvcvea) (T =T+ 639

£ p,C,G
(E_ vPyG B, JGa(Ta _Tt)+8apaca 8Sa +8vpvc\/ asv +

2 2¢,p,C.G, G, ot G, ot

C C
PaPare | BP @+Sa+SV+St
26, 2G, ) at

\

Wprowadzamy definicje czasow op6znien

1 €,P.Ca  €,P,C
quc_(l_g)ptct[ G + G ) (536)
oraz
— 1_ )\'t 8apa(':a Svpvcv 537
i TR (537

Roéwnanie (5.35) ma wtedy postaé

2
C. 1+i €,P.Ca i—1 +&,p,C, &—1 ﬂJrquea—-E‘=
2C, G, G, ot ot

0 G, [,_8aPaCG,
}\’evat + )\‘eTT a(VZTt ) +7[3 —mJ (Tv _Tt ) +

(5.38)
c,G
& 3_8\/pv—va (Ta _Tt)+ SapaCa 68a + Svpvcv asv +
2 €,P.C.G, G, ot G, ot
C C
PaPata | GuPSy §+Sa+sv+8t
2G, 2G, ) ot

Nalezy podkresli¢, ze rOwnanie (5.38), w ktorym niewiadoma jest temperatura

tkanki, jest sprzezone z réwnaniami (5.11), (5.12) opisujacymi rozkiady
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temperatury krwi w Zytach i tetnicach, w zwigzku z tym, na etapie obliczen
numerycznych réwnania te nalezy rozwigzywac rownoczesnie.

W celu sprawdzenia poprawnosci przedstawionych rozwazan podjeto probe
zastosowania roOwnania (5.38) do opisu przeptywu ciepta w tkance z naczyniami
Krwiono$nymi, bez rozrézniania zyt i tetnic. Zatozono, ze porowatos$¢ tetnic jest
rébwna porowatosci zyt i oznaczono j3 przez e, czyli ep = €a = &y . Poniewaz
€atev=¢, wiec ep =e¢/2. Ponadto przyjeto, ze parametry krwi w zylach i
tetnicach sg takie same, czyli ppb=pa=pv, Cb=Ca=Cv, Ab=2Xra=Ay,
Qmb = Qma = Qmvoraz G, = Ga = Gy, stad G = 2 Gp.

Dla tego przypadku, efektywna pojemnos$¢ cieplna (5.29) oraz efektywny

wspotczynnik przewodzenia ciepta (5.30) wyrazaja si¢ wzorami

1 1

C. ZEgprb +Espbcb +(1-2)pC =2p,G, +(1-2)piC, (5.39)
1 1

A, =Esxb +ngb +(1-€)h, =&k, +(1-¢€)A, (5.40)

Wyznaczono rowniez czasy opdznien (5.36), (5.37)

€0y | EPyGy 8(1_8)pt Ci PuCy
1, =—(1-¢)pc ¥ = 5.41
=, )p“( 2G ZGJ GC, 4D
oraz
1—¢)A,p,C
b= (1—e) S o ) E(128)hipit (5.42)
A\ 2G 2G GA,
Sktadniki zrédtowe majg postac
1 1
S, =—¢€Q,, +=¢
b 2 me 2 Qex
SVZ%Sme +%8Qex (543)

S, = (1—8)th +(1_8)Qex
stad
S,+S,+S, =€Q,, +(1-€)Qy +Q,, (5.44)
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Obliczono réwniez pochodne tych sktadnikéw wzgledem czasu (por. réwnanie
(5.38))

€,p.C, ¢€,p,C
gapaca asa +8vpvcv 6Sv +( apa a + vpv v)ast _

G, & G o |26, 26 Ja

€p,C, (f 0Qup +EaQex }_ €ppCy (E OQup +36Qex }_ (5.45)
G (2 a 2 ot G \2 o 2ot

EPu% [(1—:»:)—ant +(1-¢) Q.. } = S0 [s Qu +(1—8)%+&}
G ot ot G ot ot o

Roéwnanie (5.38) ma wtedy postaé

oT, o°T 0
C, (a—tt +1, at—ztj =2 V7T, + .1, E(Vth ) +G(T,-T,)+
(5.46)

€Quy +(1—€)Qp +Qu + (1_Tl():;tct {8 agtmb +(1—s)%+%}
1 jest takie same, jak roéwnanie (4.26). Jak fatwo sprawdzi¢, definicje wszystkich
parametréw wystepujacych w tym roéwnaniu sg roéwniez takie same, jak
w rozdziale 4.
Podsumowujac, uogodlnione réwnanie z dwoma czasami opoOznien (5.28)
opisujace rozklad temperatury w tkance z uwzglednieniem obecnosci tetnic 1 zyt
jest rozszerzeniem rownania (4.26) opisujacego rozktad temperatury w tkance

Z naczyniami krwiono$nymi, bez rozrdzniania tetnic 1 zyt.

5.3. Wyznaczenie parametrow wystepujacych w uogolnionym
rownaniu z dwoma czasami opoznien uwzgledniajacym zyly

i tetnice

W niniejszym podrozdziale okreslono wartosci parametréw wystepujacych
w modelu matematycznym omowionym w podrozdziale 5.2. Rozpatrywano
wigzke naczyn krwionos$nych: te¢tnic 1 zyl, rOwnomiernie roztozong w obszarze

tkanki [1]. Przez da oznaczono $rednice tetnic, przez dv $rednice zyl, natomiast
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przez ds $rednice kot opisanych na szesciokatach (por. rys. 4.2) otaczajacych

przekroje naczyn krwiono$nych. W tabeli 5.1 przedstawiono dane zaczerpnigte
z literatury [1] potrzebne do wyznaczenia porowatoéci ¢, =d>/d?, ¢, =d?/d?
wspotczynnikow sprzezenia Ga, Gy oraz czaséw opdznien tq | t1. Przyjeto
nastepujaca zalezno$¢ miedzy predkosciami perfuzji krwi w tetnicach 1 zytach:

wy =—1.43W, [1] .

Tabela 5.1. Wartosci ds, da, dv, Wa, Wy [1]

Wariant | ds [mm] | da [mm] [ dv [mm] Wa [kg/(m3s)] wy [kg/(m3s)]

1 17.83 1.14 1.254 1 -1.43

2 12.85 1.14 1.254 2 —2.86

3 10.75 1.14 1.254 3 -4.29

4 9.7 1.14 1.254 4 -5.72

5 8.65 1.14 1.254 5 -7.15

6 19.82 2.28 2.508 1 -1.43

7 14.42 2.28 2.508 2 —-2.86

8 12.06 2.28 2.508 3 -4.29

9 10.48 2.28 2.508 4 -5.72

10 9.92 2.28 2.508 5 -7.15

11 20.98 4.56 5.016 1 -1.43

12 15.73 4.56 5.016 2 —-2.86

13 13.58 4.56 5.016 3 -4.29

14 12.06 4.56 5.016 4 -5.72

15 11.27 4.56 5.016 5 -7.15
Zaktadajac Nu = 4.93, wspotczynniki sprzezenia obliczono ze wzorow

G, = 2l Ny wc, (5.47)

a 2
da
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oraz

G =mNU+W\/ C, (5.48)
d

\
\

natomiast czasy opoznien z zaleznosci (5.36), (5.37). W tabelach 5.2, 5.3 podano
wyznaczone parametry. Dodatkowo, w tabeli 5.3 umieszczono warto$ci efektywnej
pojemnosci cieplnej (wzor (5.29)) przy zatozeniu, ze pa= pv = 1060 kg/m® | pi =
1000 kg/m3, ca= ¢y = 3770 J/(kgK), ¢t = 4000 J/(kgK). Poniewaz przyjeto, ze
wspotczynniki przewodzenia ciepta sg dla kazdego podobszaru takie same (Aa =
M =it =0.5 W/(mK)), wiec efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta (wzor
(5.30)) jest rowny Ae =0.5 W/(mK).

Tabela 5.2. Wartosci parametrow €a, €v, €, Ga, Gy

Wariant €a &y £ Ga [W/(m3K)] | Gy [W/(mPK)]
1 0.0041 0.0049 0.0090 34 785.17 25 624.07
2 0.0079 0.0095 0.0174 67 253.24 48 931.04
3 0.0112 0.0136 0.0249 96 631.80 69 148.50
4 0.0138 0.0167 0.0305 119 873.28 83 228.88
5 0.0174 0.0210 0.0384 150 628.54 104 823.04
6 0.0132 0.0160 0.0292 28 869.76 19 708.66
7 0.0250 0.0302 0.0552 54 958.35 36 636.15
8 0.0357 0.0432 0.0790 79 102.60 51 619.30
9 0.0473 0.0573 0.1046 104 854.78 68 210.38
10 0.0528 0.0639 0.1167 119 046.74 73 241.24
11 0.0472 0.0572 0.1044 26 170.92 17 009.82
12 0.0840 0.1017 0.1857 47 389.19 29 066.99
13 0.1128 0.1364 0.2492 64 775.96 37 292.66
14 0.1430 0.1730 0.3160 82 872.60 46 228.20
15 0.1637 0.1981 0.3618 96 479.91 50 674.41
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Tabela 5.3. Warto$ci parametréw Ce, tq, T1
Wariant Ce [J/(kg K)] Tq [S] T [S]
1 3999 965.669 0.615 0.615
2 3999 933.903 0.612 0.612
3 3999 905.557 0.610 0.610
4 3999 884.004 0.612 0.612
5 3999 854.134 0.607 0.607
6 3999 888.868 2.465 2.465
7 3999 790.050 2.417 2.417
8 3999 699.841 2.373 2.373
9 3999 602.513 2.310 2.310
10 3 999 556.369 2.324 2.323
11 3999 603.270 9.245 9.244
12 3 999 294.255 8.579 8.577
13 3999 053.096 8.102 8.100
14 3998 799.365 7.475 7.473
15 3998 625.142 7.151 7.149

5.4. Sformulowanie zadania i metoda rozwigzania

Ponownie rozwazano problem nagrzewania tkanki szczegd6towo omoOwiony
w podrozdziale 3.2, przy czym zamiast réwnania (3.4) zastosowano réwnanie
(5.38), ktore przy zatozeniu statej wartosci funkcji Qex (por. wzor (3.3)) upraszcza
si¢ do nastepujacego

oT, 0T
C.(1+ D)a—tt+ 7,C. atzt
)+

0
=A VT +A, 1, — (VT )+
e t ETT 8t( t) (5'49)

E(T,-T)+F(T,-T,)+Z+Q,
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gdzie

D:i €,P.C, &_1 +¢,p,C, &_1
2C, G, G,

c.G cG
E-Cufg %aPCO ) o _Gifg EPGS (5.50)
2 €,p,C,G, 2 €,P.C.G,

Z=¢,Q,, +¢,Q,, +(1-¢)Q,,

sg staltymi oraz Qe jest rozne od zera wylacznie dla (X, y, z2) € Qo it < tex
i wowczas Qe = Qo.

Stosujac uogodlniony model z dwoma czasami opoznien uwzgledniajacy zyty
I tetnice, w kazdym kroku czasu nalezy rownocze$nie rozwigzywacé trzy rownania:
(5.13), (5.14) i (5.49) opisujace rozktad temperatury krwi w tetnicach, zylach
i tkance. Jako warunek poczatkowy przyjeto, ze temperatury te sg takie same
I rowne temperaturze poczatkowej Tp (por. wzor (3.6)).

Zatozono nastgpujaca aproksymacje roznicowa rownan (5.13) 1 (5.14) [62] (dla

uproszczenia zapisu opuszczono dolny wskaznik ,,t”°, f >1)

f f-1
Sapaca Tai,j,k _Tai,j,k

Tafi,j,k :Ti,fj,_kl_ G At (5.51)
A
Tt pu =T~ R St (552)
stad

At 8a aCa _
afi ik :Ga— ifj_kl"' a Tafi jlk (5.53)

TG, At+ep.c,| T G,AL

€, p,C

vfi ik :L ifj_kl + P vai_jlk (5.54)

G At+egpC, | T G, At e

Rownanie (5.49) rozwigzano za pomoca jawnego schematu metody rdznic
skonczonych. Najpierw (podobnie jak w rozdziatach 3 i 4), dokonano
dyskretyzacji po czasie (dla uproszczenia zapiséw opuszczono dolne wskazniki

e oraz t)
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f f1 f f1 f-2
C(1+ D)%quT SRR ARy L S
20T f 2T f-2 (At) (555)
VAT -VeT f fo1 f fo1
A E(T, -T )+ F (T, -T"%)+Z
T A + ( v )+ ( . )+ +Q,
czyli
C[At(L+D)+7,]_, C[At(1+D)+2r, [-(E+F)(At)
2 - 2
(At) (At) (5.56)
C
quTf_2+7b(At+TT)Vsz_l_ﬁvaf—z+Eva +FTaf +7 +Qe
(At) At At

Nastepnie, dla wezta wewngtrznego (Xi, Yj, Zk) rownanie réznicowe ma postac

C[At(1+D)+1,|_,  C[At(1+D)+21, |-(E+F)(At)

f1
2 ijk = 2 ik
At At
(& (& -
Ct AAL+
s ifjk2+MV2Ti e My VT P +ET  +FT +Z2+Q,
(At) " At b At e
gdzie V7T, .« Opisane jest wzorem (4.36). Z rownania (4.35) wynika, Ze
C[At(1+D)+1, ] .
(At)z I,j,k
2 2 2
Ch*[ At(1+D)+21, |- (E+F)h?(At) —6xAt(At+rT)T_f__l+
h? (At)’ h
AAL+
(hz—AtTT)(T fl ik +T|-¢f—l} TI fj 1 TI fJ+i TI fj k1 1 +T| fj k1+1) (558)
M:T-l- Tf-2 sz sz LT2 T2
hZAt(Iljk+l+lj i,j-Lk i,j+Lk |Jk1+|1k+l)
Ch®t, +6MAtT,

T fj 24 ETVfiijk + FTafi'j’k +Z+Q,

h*At
Ostatecznie, temperatur¢ w wezle wewnetrznym (Xi, Yj, Zk) Wyznacza si¢

Z zalezno$ci
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Ch*[ At(1+ D)+ 21, |- (E+ F)h* (At)" - 624t (At +1;)

T = Chz[At(1+ D)+rq] ok *
Chz}fAAtt((fiJrDt)T 3 ., ] (Tijf,},k AT T Tt T + T - (5.59)
cr? [A:ﬁtfo) e T T T+ TS T ) -
ChSEZA:q(l_f;A)Trq]Ti'fj’kz el ((1A+t);)+ ] LB+ Fldia 120,

Kryterium stabilno$ci dla tego roOwnania jest nastgpujace

Ch’[ At(1+ D)+ 21, |- (E+ F)h* (At)" - 62At (At +1;) N

.60
Chz[At(1+ D)+rq] (>.60)

Sposob dotaczania warunku brzegowego drugiego rodzaju (zerowy strumien

ciepta) przedstawiono w rozdziale 2.

5.5. Wyniki obliczen

W obliczeniach rozpatrywano takie same warianty nagrzewania, jak
w rozdziatach 3 oraz 4 (por. tabela 3.2). Wiekszo$§¢ wymaganych parametréw
termofizycznych zebrano w tabeli 3.1. Dla krwi tetniczej oraz zylnej przyjeto
takg samg gesto$¢ pa = py=1060 kg/m? i ciepto wiasciwe Ca = ¢y =3770 J/(kgK).
Dla wszystkich podobszaré6w zalozono ten sam wspodtczynnik przewodno$ci
cieplnej At = Aa = Lv=0.5 W/(mK), metaboliczne zrodto ciepta Qi =Qa = Qv=250
W/m? oraz temperature poczatkowa Tt =Ta = Ty=37 °C. Gestos¢ i ciepto wlasciwe
tkanki podano w tabeli 3.1.Wspolczynniki perfuzji w podobszarach tetnic i zyt,
a takze dane potrzebne do wyznaczenia porowatosci przedstawione sg w tabeli
5.1. Na podstawie tych danych wyznaczono wspotczynniki sprzezenia
Ga i Gy, czasy relaksacji 1q oraz termalizacji t7, a takze parametry efektywne
he 1 Ce —por. tabele 5.2, 5.3.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach, do obliczen przyjeto krok czasu

rowny 0.01 sekundy, czas analizy 100 sekund, oraz dyskretyzacje przestrzeni
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50 x50 x 50 weztow ze staltym krokiem siatki h. Do wyznaczenia
czasoprzestrzennych rozktadow temperatury, dawki termicznej oraz catki
Arrheniusa wykorzystano autorski program komputerowy.

Na rysunku 5.1 przedstawiono krzywe nagrzewania i stygni¢cia w centralnym
punktu obszaru, dla kazdego zestawu parametrow z tabeli 5.1, dla pierwszego
wariantu nagrzewania (Qe = 7 MW/m3, tex = 5 s). Podobnie jak w przypadku
modelu GDPL z rozdziatu 4, zauwazalny jest znaczacy wplyw czasow relaksacji
i termalizacji na otrzymane wyniki. Krzywe 1 — 5, dla ktorych te czasy sg
najkrdtsze osiggaja najwczesniej najwyzsza temperaturg. Wraz z wydtuzeniem
czasOW Tq 1 TT mozna zauwazy¢, Ze najwyzsza temperatura jest osiggana pozniej

I jest nizsza.

~
— ]

Temperatura [°C]

B s

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]

Rys. 5.1. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla réznych wartos$ci

parametrow Wa, Wy, €a, €v, Ga, Gv, Tq 1 T1 (Wariant 1 nagrzewania)

Przebiegi temperatur w centralnym punkcie modelu, dla wszystkich pietnastu
zestawOw parametrow z tabeli 5.1, dla drugiego wariantu nagrzewania
(Qe =3.5 MW/m?®, tex = 10 s) przedstawiono na rysunku 5.2, natomiast dla
ostatniego wariantu nagrzewania (Qe = 1 MW/m3, tex = 35 s) na rysunku 5.3.



5. Uogdlniony model z dwoma czasami op6znien uwzgledniajgcy zyty i tetnice 87

Temperatura [°C]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]
Rys. 5.2. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla r6znych warto$ci
parametrow Wa, Wy, €a, €v, Ga, Gy, Tq 1 T1 (Wariant 2 nagrzewania)

~
2

Temperatura [°C]
.
Ll

—6 —7 8
10 —11 12
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o L e
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Rys. 5.3. Przebiegi temperatury tkanki w wezle centralnym dla r6znych wartos$ci

parametrow Wa, Wy, €a, €v, Ga, Gy, Tq 1 T1 (Wariant 3 nagrzewania)

Na rysunkach 5.1, 5.2 oraz 5.3 mozna wyr6zni¢ po trzy zestawy krzywych:
zestaw 1: krzywe 1 — 5, zestaw 2: krzywe 6 — 10, zestaw 3: krzywe 11 — 15.
Dla zestawu 1 otrzymano bardzo zblizone przebiegi, co wynika z faktu, ze dla

tych krzywych réznice pomigdzy maksymalnymi i minimalnymi czasami
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relaksacji 1 termalizacji nie przekraczaja 0.008 sekundy, natomiast dla 3 zestawu

krzywych réznica pomigdzy maksymalnym tr oraz minimalnym tr si¢ga nawet

2.095s.
Na rysunku 5.4 przedstawiono krzywe nagrzewania — stygnigcia krwi tetniczej

oraz zylnej w centralnym punkcie obszaru. Tutaj rowniez wida¢ znaczacy wplyw
czasOW Tq 1 T1. Mozna takze zauwazy¢, iz krew zylna nagrzewa si¢ wolniej niz
krew tetnicza, co jest spowodowane faktem, ze zyly maja wigkszg objetos¢

W rozpatrywanej objetosci tkanki, a takze warto$¢ bezwzgledna wspotczynnika

perfuzji wy, jest wigksza od Wa.

46
Va - -Ta 3
45 f ——_
| R, —Ta8 Tv8
| 'd x
44 1 TR
[/ N Ta 13 Tv 13
43 - S
3 [ :
ol | | A
3 | | —
Ba | | =
E i i
B 11 S
40 | 5 =
||
I
39
I
11
i1
38 |
1]
37
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
czas [s]

Rys. 5.4. Przebiegi temperatury krwi tetniczej (Ta) 1 zylnej (Tv) w wezle
centralnym dla wartosci parametrow z wierszy 3, 8, 13 tabeli 5.1 (wariant
1 nagrzewania)

Dla kazdego wariantu nagrzewania oraz dla wszystkich zestawdw parametrow
z tabeli 5.1 obliczono parametr dawki termicznej, a takze catke Arrheniusa.
Dawka termiczna pochtoni¢ta przez tkanke w centralnym punkcie obszaru

przedstawiona jest na rysunkach 5.5 — 5.7, natomiast catka Arrheniusa na

rysunkach 5.8 — 5.10.
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Rys. 5.5. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla roznych wartosci

parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 1 nagrzewania)
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Rys. 5.6. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla réznych wartos$ci

parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 2 nagrzewania)

We weczesniejszych rozdziatach stwierdzono juz fakt, ze niewielkie zmiany

temperatury powoduja znaczg réznic¢ w pochlonigtej dawce termicznej. Podobnie

jest w przypadku rozpatrywanego modelu. Najwicksze rozbieznosci wida¢ dla

pierwszego wariantu nagrzewania (rys. 5.5). Znaczacy wpltyw majg rOwniez czasy
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relaksacji 1 termalizacji. Dla wcze$niej wyrdéznionych zestawow krzywych

najwigksze rozbieznosci pojawiajg si¢ w przypadku zestawu 3 (krzywe 11 — 15).

90

Dawka termiczna [s]

—_ D (7%} b wn (=) ~1 (=]
o [=} [=} o o (=] [=} (=]
N

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

czas [s]

—_—1—12 3 4 5 —6 —7 8 9 10 =—11 —12 13 14 15

Rys. 5.7. Przebiegi dawki termicznej w wezle centralnym dla roznych warto$ci

parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 3 nagrzewania)

0,024
0,022
0,02
0,018
0,016
o
Z o014
2 ooz
3
= 001
=
g 0,008
0.006
0.004
0,002
0 i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
czas [s]
—_1—2—3 4 5 —f—7 —38 9 10 —11 —12 13 14 15

Rys. 5.8. Przebiegi catki Arrheniusa w wezle centralnym dla réznych wartos$ci

parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 1 nagrzewania)
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Rys. 5.9. Przebiegi catki Arrheniusa w wezle centralnym dla réznych warto$ci
parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 2 nagrzewania)

0,014
0.012
0.01
= 0,008
E
< 0,006
«
-
~ 0.004
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Rys. 5.10. Przebiegi catki Arrheniusa w we¢zle centralnym dla ré6znych wartosci
parametrow Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, tq 1 T1 (Wariant 3 nagrzewania)

Parametr calki Arrheniusa jest jakosciowo bardzo podobny do parametru
dawki termicznej (por. rys.: 5.5-5.8, 5.6-5.9, 5.7-5.10). Nalezy podkresli¢, iz

niezaleznie od wariantu nagrzewania, czy parametrOw Wa, Wy, €a, &v, Ga, Gv, Tq
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oraz t7 catka Arrheniusa jest mniejsza od warto$ci krytycznej, ktora pozwalataby

wnioskowac o stopniu zniszczenia tkanki biologicznej.

5.6. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale wyprowadzono uog6lnione réwnanie z dwoma
czasami opoznien uwzgledniajagce w tkance obecnos$¢ tetnic 1 zyl, w ktorych krew
ptynie w przeciwnych kierunkach. W literaturze nie znaleziono dotychczas takiej
postaci uktadu réwnan opisujacych rozktad temperatury w tkance i istotnych
termicznie naczyniach krwiono$nych. Czgsciowej weryfikacji poprawnos$ci
zaproponowanego modelu dokonano (przy przyjeciu pewnych zatozen) poprzez
jego sprowadzenie do uogélnionego réwnania z dwoma czasami opdznien
przedstawionego w rozdziale 4 opisujgcego rozktad temperatury w tkance
I naczyniach krwiono$nych, bez rozrézniania tetnic i zyt.

Opracowano algorytm bazujagcy na jawnym schemacie metody roznic
skonczonych, na podstawie ktorego przygotowano autorski program
komputerowy. Przeprowadzono obliczenia dla trzech roéznych wariantow
nagrzewania 1 pigtnastu zestawdéw parametrow opisujacych rozny stopien
ukrwienia tkanek. Wyznaczono réwniez warto$ci dawki termicznej i calki
Arrheniusa. Wyniki obliczen potwierdzity poprawnos¢ zaproponowanego modelu
matematycznego przewodzenia ciepta w tkankach, w ktérych uwzglednia si¢ zyty

i tetnice.
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6. Modelowanie procesu nagrzewania tkanki
skérnej z wykorzystaniem uogoélnionego
modelu z dwoma czasami opdznien

6.1. Wprowadzenie

Przedstawione w poprzednich rozdzialach uogodlnione modele z dwoma
czasami opdznien wykorzystano do wyznaczenia rozktadu temperatury w tkance
skornej poddanej dzialaniu zewnetrznego strumienia ciepta. Uwzgledniono
warstwowg budowe tkanki skornej, w obszarze naskorka nie wyrdzniono naczyn
krwionosnych i sktadnika metabolicznego, a w skoérze wlasciwej 1 obszarze
podskérnym wzigto pod uwage roézny stopien ukrwienia tych warstw. Model
matematyczny sklada si¢ z trzech réwnan, w ktorych wystepuja zrdéznicowane
parametry termofizyczne poszczegdlnych warstw skéry. RoOwnania te uzupetniono
warunkiem idealnego kontaktu na granicach warstw oraz odpowiednimi
warunkami brzegowymi i poczatkowymi. Tak sformutowane nieliniowe zadanie
rozwigzano za pomocg jawnego schematu metody rdznic skonczonych.
Przedstawiono rozklady temperatury w analizowanym obszarze (rozpatrywano

problem osiowo-symetryczny) oraz przebiegi catki Arrheniusa i dawki termiczne;j.
6.2. Model matematyczny

Tkanka skoérna (rys. 6.1) ma budowe warstwowg, w ktérej mozna wyrdznié
naskorek, skore wlasciwg i obszar podskorny (tkanke podskorng). Poszczegdlne
warstwy petnig rozne role w organizmie, zréznicowana jest rowniez ich budowa.

W naskérku nie wystepuja naczynia krwiono$ne, nie odbywaja si¢ réwniez
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przemiany metaboliczne. Najbardziej ukrwiong warstwg skory jest obszar
podskorny.

Tworzac model matematyczny procesu przeptywu ciepla w nagrzewanej
tkance skornej bazujacy na teorii cial porowatych zdecydowano, ze pole
temperatury w naskorku opisuje rownanie Pennesa, w ktérym nie wystepuja
sktadniki Zroédlowe zwigzane z perfuzja i metabolizmem (takie zaloZenie jest
standardowo przyjmowane w literaturze), natomiast w pozostatych warstwach
pole temperatury opisano uogélnionym réwnaniem z dwoma czasami opdznien
omowionym w rozdziale 4 pracy, przy czym przyj¢to roézny stopien ukrwienia

skory whasciwej i obszaru podskornego.

Fibroblast

NasKOrEk i Grucrol
- - l‘ = / p()tOny

Skora ; Mieszek

wlosowy

Tkanka o

podskorna Nac‘gymz’l
= krwionosne

Rys. 6.1. Budowa skory

Rozpatrywano wycinek tkanki skoérnej w ksztalcie walca o promieniu
R i wysokosci Z [76], a nagrzewanie tkanki symulowano poprzez przyjecie na
powierzchni kontaktu skory z otoczeniem warunku brzegowego Neumanna
(rys. 6.2). Na pozostalych powierzchniach (wnetrze ciata) zalozono zerowy
strumien ciepta. Na styku kolejnych warstw przyje¢to warunki idealnego kontaktu,
a warunek poczatkowy odpowiadal temperaturze tkanki skdérnej w stanie
naturalnym.

Na rysunku 6.3 pokazano przekroj tkanki skdérnej z zaznaczonym stopniem

ukrwienia poszczegolnych jej warstw.
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Rys. 6.2. Osiowo-symetryczny Wy;::inek tkanki skornej (1 — naskorek,
2 — skora wilasciwa, 3 — tkanka podskdrna)

naczynia
krwionosne z,

[§%] —_—
[ I |

e [

¥

- R L
Rys. 6.3. Analizowany przekroj tkanki skornej (1 — naskorek,
2 — skora wlasciwa, 3 — tkanka podskérna, Z = z1 + z2 + z3)

Uogoblnione réwnanie (4.26) z dwoma czasami opoOznien, po opuszczeniu

wskaznikow ,,e”" 1 ,,t’” oraz przyjeciu Qex = 0 ma nastepujgcg postaé

LA 0
C(Eﬂjq ?J =V(AVT)+1; a[v(}\'VT):I—i_G(Tb -T)+

(6.1)

B qu Q.. B Q.
Sme+(1 8>Qm+(l—8)pc{8 P +(1 8) Gt}

Jak wspomniano wczesniej, w obszarze naskorka pole temperatury opisuje

bezzrodlowe rownanie Pennesa
Cl%=v(xlvn) (6.2)

gdzie A1 jest wspolczynnikiem przewodzenia ciepta naskorka, C1 objetosciowym

cieptem wlasciwym naskorka, natomiast T1 oznacza temperature.
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Rozklad temperatury w skorze wlasciwej opisano rownaniem (6.1), przy czym

wprowadzono wskaznik ,,2’’ dla oznaczenia tej warstwy

oT. o°T 0
C, (a_tz +1,, at—;j =V(L,VT,)+1,, a[v(xZVTZ)] +G,(T,, - T,)+

(6.3)

1.,C 6Q. 6Q.

W powyzszym réwnaniu T2, Th2 Oznaczaja temperatur¢ skory wlasciwej
| temperature krwi w naczyniach krwiono$nych wystepujacych w tej warstwie,
€2 jest porowatoscig rowng stosunkowi objetosci krwi w obszarze skory wiasciwej
do objetosci catego obszaru skory wiasciwej, A oraz C. to odpowiednio
efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta
A, =&,h +(1-g,) A, (6.4)
1 efektywne objgtosciowe ciepto wlasciwe
C, =¢&,p,C, +(1—¢,)p,C, (6.5)
przy czym XA, Cb pb to parametry termofizyczne krwi (wspodtczynnik
przewodzenia ciepta, ciepto whasciwe i gestos$c), a A, C2, p2 to parametry skory
wiasciwej. Wspotczynnik sprzezenia G2 wyznacza si¢ z zalezno$ci
G, = A, +W,C, (6.6)
gdzie Az jest polem powierzchni miedzy naczyniami krwiono$nymi, a skorg
wlasciwag odniesionym do jednostki objetosci, w2 predkoscia perfuzji krwi,
a2 wspotczynnikiem wymiany ciepta miedzy skoérag wlasciwg, a naczyniami

krwiono$nymi. Wystepujace we wzorze (6.3) czasy opdznien okresla si¢ ze

wzoréw
S €, (1—82)p2C2 PuCy 6.7)
" G,C, '
T — 82 (1_82)}Lt2pbcb (6 8)
T2 szz '

W tej warstwie tkanki skornej uwzgledniono sktadnik metaboliczny Qm2 W skorze

wiasciwej 1 sktadnik metaboliczny Qmn2 W naczyniach krwionosnych.
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Temperaturg krwi Th2 wyznacza si¢ z rownania (por. wzér (4.7))
oT,
€,P,C, a—f[’z =G,(T,-T,,) (6.9)

Rozktad temperatury w obszarze podskornym roéwniez opisano réwnaniem

(6.1), przy czym dla oznaczenia tej warstwy wprowadzono wskaznik ,,3”’

ar, , o7 0
c, (#msa?g]=V(wmm5[V(X3VT3>}+63 (Tos =Ts)+

(6.10)
anS

) ot

C 0
€4Qups +(1-85)Qps + Tags |:83 me3+(1

(1-24)psCs ot
gdzie &3 jest porowato$cig rowng stosunkowi objetosci krwi w obszarze
podskornym do objetosci calego obszaru podskornego. Pozostale oznaczenia sg
analogiczne, jak dla drugiej warstwy, a warto$ci parametréw wystepujacych

W tym wzorze wyznacza si¢ z zalezno$ci

Ay =gk, +(1—85) A (6.11)
C, =&3p,C, +(1—8;) paCs (6.12)
G, = Ao, +W,C, (6.13)
1- C,p,C
‘cq3:83( 85)(‘:)3 3 PpCy (6.14)
3%3
1—g&,)Ap,C
Ty = 83( ;3; 3P (6.15)
373
Temperaturg krwi Tph3 Opisuje rownanie
oT,
€5PCy ﬁ =G,(T,-Ty,) (6.16)

Rownania dla poszczegdlnych warstw tkanki skoérnej, przy zatozeniu stalych
wartosci sktadnikow perfuzyjnych w tkance 1 krwi (a tylko takie dane sg dostepne

w literaturze), mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci

a,t qe atz
Ge (Tbe _Te)+gemee +(1_89)Qme

o1, o°T, 0
C <+ £ =V(AVT —| V(A VT
[T Tt vavyen Svarie
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gdzie Te=Te(r,z,t), e=1,2,3, przy czym €1 =0, 1q1 =0, 1121 =0, G1 =0,

Qmb1 =0, Qm1 =0, natomiast

v(xyn)ii[rx 8T8j+i[x 8Tej (6.18)

ror ‘or ) oz\ ° oz

Powyzsze réwnania nalezy uzupelni¢ odpowiednimi warunkami brzegowymi
I poczatkowymi. Na styku podobszarow naskorek — skora wiasciwa, skora
wlasciwa — obszar podskorny, zalozono réwno$¢ temperatur i rd6wnos¢ strumieni
ciepta, czyli
1. (r,z)el,: { Lz =T,(r.2,1) (6.19)
ql(r1 z,t) :qz(r’ z,t)
oraz

T,(r,z,t)=T,(r,z, t
2. (r,z)el,: { (2. 9=T,(r2.1 (6.20)
q,(r,z, t)=q,(r,z, t)
Na fragmencie powierzchni skory r <rp, z=0, dla t<te, gdzie te jest czasem
ekspozycji, zatozono warunek brzegowy Neumanna w nastgpujacej postaci
t(, t r?
qb(ryo’t):qo_ 1-— EXp Y (621)
e te >
gdzie go jest zadang wartoscig. Dla t > te przyjeto gp (r, 0, t) = 0.
Na pozostatych powierzchniach ograniczajacych obszar tkanki zalozono zerowy

strumien ciepta. Przyj¢to nastepujace warunki poczatkowe

oT.(r,z,t) 3
ot

gdzie Tp jest temperaturg poczatkowa tkanki. Réwnania (6.9), (6.16) opisujace

t=0: T(r,z,)=T,, T/(r,z,t)=T, 0, e=23 (6.22)

zmiany temperatury krwi w naczyniach krwiono$nych zapisano jako

e

€6 PyC aaTtbe =G,(T,-T,), =23 (6.23)
1 uzupetniono warunkami poczatkowymi
t=0: T,(r,z,00=T,, e=23 (6.24)

czyli zatozono, ze w chwili poczatkowej temperatura krwi jest rowna

temperaturze tkanki.
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6.3. Metoda rozwigzania

Sformulowany problem rozwigzano stosujac schemat jawny metody réznic
skonczonych. Siatk¢ réznicowa (o statym kroku h) przedstawiono na rys. 6.4.
Nalezy podkresli¢, ze obliczenia prowadzono dla znacznie gestszych siatek
irys. 6.4 ma charakter raczej pogladowy. Wezly siatki podzielono na wezly
wewngtrzne 1 brzegowe [80, 81]. Wezly wewngtrzne to takie, dla ktorych wszystkie
sgsiednie wezty rowniez naleza do rozpatrywanego obszaru. Pozostale, to wezly
brzegowe. Jak wida¢, wezly brzegowe nie lezg na brzegu rozpatrywanego obszaru,
ale w odlegtosci h/2 od brzegu.

Réwnania (6.23) zapisano w postaci

_ EePpGy OThe

T.=T e=2,3 6.25
ot G, o (6:29)

i dla wezta i, | zaproponowano nastepujacag aproksymacje roéznicowa tych rownan

0 €ePoCo Tooij — Toor
T =T'1_ J d 6.26
bei,j ei,]j Ge At ( )
stad
G, At €,P,,C
Tb;ij = : Tez}1+ Py Tb;;lj (6.27)
b G At+epC | 7 GAL T

A qilr, z, 1)

L]
i

g=10 AL hi2
v { A /2

Rys. 6.4. Siatka réznicowa
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Z kolei dla wezta wewngtrznego |, j przyjeto nastgpujaca aproksymacje rownan
(6.17)

LT T T
e At e “ge (At)
-1 Tpe f-1 f-2
V(AVT,), +ft[v(xewe)w ~V(a9T,) |+ (6.28)

G (Tb;l Tell )+8 mee (l_ge)Qme

lub
f-1 f f-1 f-2
C Q.}_C T Te'J 2TBIJ Telj _
e e “ge
At (At)
At +T e f-1 T o f_2 ¢ 3
=V (WVT,), —jV(%eVTe)i,,- +G, (Toii; Tl )+ (6.29)
8emee +(1_8e)Qme
gdzie
S
V(&VTe); ;=
5 s
1 oT, oT
hr 'l:ri,j+0.5 oi J+05( arj — i j—05 i j-05 (a—;j ]+ (6.30)
) 1, ]+05 i, J_OS
S s
ei+0.5,] ei-0.5, j
h oz 1405, ] 0Z J_os, ]
albo

1 h TS i —To
V(7‘ev-|-e)is,j =h—{[ ij ijel j+05M

i j h
h TS i —Ta i
(ri,j_gj f:‘i,j—o.seufehJl + (6.31)
1 KS Tesi+1,j _Tesi,j —Xf-_l . Tesi,j _Tesi—l,j
h ei+05,j h ei-0.5,] h

przy czyms=f—1lubs=f-2.
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Wprowadzono nastepujacy sposob wyznaczania wspotczynnikow przewodzenia

ciepta w weztach pomocniczych — rys. 6.5 [80]

f-1y f-1 f-1, f-1
f-1  _ 27‘eij7‘eifl,j f-1 2>“eij>‘ei+1,j
ei-0.5,] 7 4 f-1 f-1 > “ei+05,) T, f-1 f-1
Meij +hein ] Meij + et
S S S S
s _ 27“ei,j ei,j-1 S _ 2}‘eij ei,j+1
ei,j—0.5 - s s > ei,j+O.5 - s s
Meij *hei ju Meij *hei jn

1 wowczas zaleznos¢ (6.31) mozna zapisac jako

Tesl -1 Tesi,j " Tei Te;

s ij-1— ei, j+1 = 'ei,j
V(hVT,); ; = Py = e A
ei,jl ei,j2
@ Tesl 1J_Tesi,1 TeS|+1,j_Tesi,j
3 Rf-1 4 Rf-1
ei, j3 ei,j4
gdzie
hi 1 1 hi 1 1
ReSI,Jl:_ S + S 1 ReSIJZZ_ S + s
ei,j ei,j-1 el,] ei,j+1
hi 1 1 hi 1 1
Rgi,j3:§ s s : Resi,MZE s TS
ei,j ei-1,]j ei, j ei+l, ]
Ooraz
i j —0.5h r,j+0.5h
O =—2—, Py=—"——
hr, ; hr,
1
O, =0, ==
3 4 h

Z réwnania (6.29) nalezy wyznaczy¢ temperature Te';,j . Tak wigc

At+1'qe_|_f _At+r, v

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

C - WVT) =Ty (v,
o (T g VOV T)
~ At+2t,, . Ty B
Ge (Tb(fei,j _Teif,jl)—l_ce(T)zq eif,jl_ e (A::)Z Tefi,jz +8emee +(1_8e)Qme
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stad
étEiIITTe) (X VI )' i Ll V(XEVTe )ufj_z *
. T ) Ce(At+rqe)

G, (At)° N At+2t, T,
CM%( b;i,j_ eif,jl) At—q eif,jl_At . efi,j2+ (6-39)

. qu) + 14, + 14,

(A1)

- J 1—
C, (At+ qu)[Semee +(1-2,)Qu |

Sposob dotgczania warunku brzegowego (6.21) jest nastgpujacy. W naskorku

obowigzuje réwnanie Pennesa i warunek brzegowy ma postaé:

r<r,,z=0:q,(r,z,t)=—A,n-VT,(r,z,t)=q,(r,z1) (6.40)
czyli
—xl—aTlg'zz't):qb(r,z,t) (6.41)

albodlai=1 (por. rys. 6.5)

Ty :
M [Ej = Uhios,j (6.42)

i-0.5,

o
[ .
[,
—
—
+
—

i,J-0.5 i, j10.5

[
itl,j

Rys. 6.5. Gwiazda 5-punktowa

Wracamy do wyrazenia (6.30) (e=1 oraz i=1) i w odpowiednie miejsce

wstawiamy zaleznosc¢ (6.42)
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V(AVTe); =

S S
1 oT oT
| s k:i,j+0.5[ 5 e] ~Fi j-05Mei.j-05 (a—ej + (6.43)
hj F )i j+05 F )i i-05

stad

h

h To i —Teiie
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W podobny sposéb dolacza si¢ warunki brzegowe przyjete na pozostatych

powierzchniach tkanki (zerowy strumien ciepla).
6.4. Wyniki obliczen

Przyjeto, ze promien walca jest rowny jego wysokosci, czyli R =7 =0.0121 m.
Grubosci naskorka, skory wilasciwej oraz obszaru podskornego wynosza
odpowiednio z; =0.0001 m, z =0.002 m, z3=0.01 m. Wartosci parametrow
termofizycznych poszczegdlnych warstw skory zaczerpnigto z literatury [23, 108]

i zebrano w tabeli 6.1.
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Tabela 6.1. Parametry termofizyczne obszardw tkanki i krwi

Obszar 1 | Obszar 2 Obszar 3 Krew
Gestosé [kg/m3] p1=1200 | p2=1200 p3 = 1000 pb = 1060
Cieplo wlasciwe _ _ _ _
[3/(kg K)] c1 =3589 |c2=3300 c3 =2674 cp = 3770
Wsp. przewodzenia _ _ _ -
ciepla [W/(m K)| A =0235 [A2=0445 |[A3=0.185 |Ar =05
Metaboliczne zrodlo _ _ _ _
ciepla [W/m3] le - O Qm2 - 245 Qm3 - 245 me - 245

W chwili t =0 zatozono temperatur¢ poczatkowa rowng Tp = 37 °C. Wartosci
porowatosci, predkosci perfuzji krwi, wspodlczynnika sprz¢zenia oraz czasoéw
opoznien dla skéry wlasciwej wyznaczono korzystajac z danych umieszczonych
w pierwszym wierszu tabeli 4.1 (por. tabela 4.2), a dla obszaru podskdérnego
korzystajac z danych umieszczonych w 6 wierszu tej tabeli. Wspdlczynniki
wymiany ciepta a2, a3 migdzy tymi warstwami a $ciankami naczyn krwionosnych
wyznaczono dla liczby Nusselta rownej Nu = 4.93 [11].

Przyjeta siatka réznicowa sktadata si¢ z 605 x 605 weztow, a krok czasu
wynosit  At=0.0005 s. ro =R/4,
0o =20 KW/ m? i tex =100 s (por. wzor (6.21)). Na rys. 6.5 pokazano rozktad

Obliczenia  przeprowadzono dla

brzegowego strumienia ciepta dla wybranych chwil czasu.
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Rys. 6.6. Rozktad brzegowego strumienia ciepta wzdhuz promienia walca dla
wybranych chwil czasu
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Na rys. 6.7 przedstawiono przebiegi temperatury w punktach A i B
zaznaczonych narys. 6.4. Punkt A ma wspoétrzedne r = 0.00001 m, z = 0.00001 m,
natomiast punkt B: r = 0.00001 m, z = 0.00209 m.

58 : - : : - : : : : -
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Rys. 6.7. Przebiegi temperatury w wybranych punktach obszaru

Z powyzszego rysunku wynika, ze w punkcie A, ktory poddany jest najbardziej
intensywnemu nagrzewaniu, maksymalna temperatura pojawia si¢ dopiero po
czasic 65 s, natomiast przyjety strumien ciepta Qo (r, 0, t) ma najwicksza
intensywno$¢ w chwili czasu 50 s. Mozna rowniez zauwazy¢, ze maksymalna
temperatura w punkcie B jest nizsza niz w punkcie A o niemal 12 stopni. Wynika
to miedzy innymi ze stosunkowo niewielkiej przewodno$ci cieplnej tkanki
biologicznej. Glebokos¢ wnikania ciepla wewnatrz tkanki mozna lepiej
zaobserwowa¢ na rysunkach 6.8 — 6.11. Rysunki te przedstawiaja rozktad

temperatury tkanki w rozpatrywanym obszarze.
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Rys. 6.8. Rozktad temperatury po czasie 20 sekund
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Rys. 6.9. Rozktad temperatury po czasie 50 sekund
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Rys. 6.10. Rozktad temperatury po czasie 100 sekund
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Rys. 6.11. Rozktad temperatury po czasie 150 sekund
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W celu zobrazowania wplywu podwyzszonej temperatury na tkanke,
wyznaczono parametr catki Arrheniusa, a takze pochtonigta dawke termiczng. Na
rysunku 6.12 przedstawiono przebiegi obydwu parametrow w punkcie
A, natomiast na rysunku 6.13 w punkcie B.

Jak wyraznie wida¢ na tych rysunkach, obydwa parametry maja jakosciowo
bardzo podobny przebieg. Bazujac na informacjach umieszczonych w rozdziale
drugim, mozna wnioskowaé, ze w punkcie A tkanka ulegnie zniszczeniu
(obumrze), natomiast juz w punkcie B obydwa parametry wskazuja, ze tkanka nie
zostanie uszkodzona. Rozktad catki Arrheniusa w rozpatrywanym przekroju
zostal przedstawiony na rysunku 6.14, arozktad dawki termicznej na rysunku
6.15. W celu zwiekszenia czytelnosci obydwu rysunkow, zakresy na osiach r oraz

Z zostaly zmniejszone.

Catka Arrheniusa
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Rys. 6.12. Przebieg catki Arrheniusa oraz dawki termicznej w punkcie A
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Rys. 6.13. Przebieg catki Arrheniusa oraz dawki termicznej w punkcie B
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Poniewaz dla catki | =4.6 nekroza nastepuje z prawdopodobienstwem
99%, wigc obszar na rys. 6.14 znajdujacy si¢ nad izolinig odpowiadajaca takiej

wartos$ci catki Arrheniusa ulegnie catkowitej destrukc;i.
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Rys. 6.14. Rozktad catki Arrheniusa po czasie 200 s w obszarze tkanki
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Rys. 6.15. Rozktad dawki termicznej po czasie 200 s w obszarze tkanki

6.5. Podsumowanie

Przedstawiony algorytm wyznaczania rozktadu temperatury w tkance skornej
poddanej dzialaniu zewngtrznych zrédet ciepta pozwala okresli¢c wartosci catki
Arrheniusa 1 dawki termicznej, a tym samym oszacowaé objeto$¢ tkanki, ktora
ulegnie catkowitej destrukcji. Dotychczas w tym celu stosowano glownie
rownanie Pennesa, a w prezentowanym modelu wykorzystano uogdlnione
rébwnanie z dwoma czasami opdznien, uwzgledniajagce obecno$¢ naczyn
krwionosnych w skoérze wlasciwej i tkance podskornej oraz rozny stopien

ukrwienia tych warstw skory.
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7. Weryfikacja eksperymentalna
7.1. Wprowadzenie

W odréznieniu od rownania Pennesa, pozostale modele przeptywu biociepta
prezentowane w niniejszej pracy bazuja na zalozeniu, Ze proces ten jest procesem
wieloskalowym. W tym przypadku nalezy uwzgledni¢ obecno$¢ uktadu
krwionosnego w tkankach, temperatur¢ krwi, czasy opoznien wynikajace
Z niejednorodnej budowy tkanek itd., czyli rozpatrywac przeptyw ciepta w skali
makro i mikro.

Celem badan przedstawionych w tym rozdziale jest weryfikacja
eksperymentalna wynikow obliczen otrzymanych za pomoca réznych modeli
przeptywu ciepta i okreslenie, ktoéry z tych modeli lepiej opisuje rzeczywisty

proces nagrzewania tkanki biologiczne;j.
7.2. Ogolne zalozenia eksperymentu

Do badan eksperymentalnych wykorzystano watrobe wieprzowa, poniewaz jest
to materiat tatwo dostepny, silnie ukrwiony, a jego parametry termofizyczne
mozna znalez¢ w literaturze. Schemat ideowy zbudowanego uktadu
przedstawiono na rysunku 7.1. Prébke migsa umieszczono w prostopadio$cianie
z walcowym otworem o promieniu R i wysokosci Z, a sam prostopadtoscian
zanurzono w cieczy o statej temperaturze. W celu zapewnienia izolacji na bocznej
powierzchni ~ walca,  prostopadto$cian ~ wykonany byl  z polistyrenu
ekstrudowanego. Do pomiaru temperatury na goérnej powierzchni uzyto kamery
termowizyjnej Flir X6540sc. Ciecz, w ktérej zanurzono prostopadtoscian

Z badang, walcowa probka, utrzymywana byla w statej temperaturze za pomoca
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kriostatu Medingen K10. Temperatur¢ otoczenia mierzono za pomoca czujnika

temperatury DS18B20 i zapisywano z czgstotliwoscia 1 Hz na platformie
Raspberry Pi.

1 \ 1
N N W

Rys. 7.1. Schemat ideowy uktadu: 1) polistyren ekstrudowany, 2) watroba
wieprzowa, 3) ciecz utrzymywana w statej temperaturze, 4) blacha miedziana

Na rysunku 7.2 pokazano prostopadioscian z wycigtym otworem, przyklejong
na spodzie blachg miedziang i zamocowanym czujnikiem do pomiaru temperatury

otoczenia, natomiast na rysunku 7.3 przedstawiono uktad w trakcie trwania
pomiarow.

¥ A : P T &
Rys. 7.2. Prostopadto$cian z otworem walcowym
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Rys. 7.3. Stanowisko pomiarowe

7.3. Pomiary

W celu zapewnienia mozliwie stalych parametrow termofizycznych tkanki
(parametry te zmieniajg si¢ wraz ze wzrostem temperatury), temperature cieczy
ustawiono na poziomie T4 =50 °C. Blacha miedziana zabezpieczajaca przed
kontaktem cieczy z badang probka miata grubo$¢ 0.0001 m, dzigki czemu w
obliczeniach na dolnej powierzchni tkanki mozna bylo przyjaé, ze temperatura
jest stata 1 rowna Tq. Wysoko$¢ prostopadtoscianu, a zarazem probki byta rowna
Z =0.05 m. Pozostate krawedzie prostopadtoscianu byly réwne 0.15 m. Promien
walca wynosit R = 0.03 m. Niestety, nie bylo mozliwosci zapewnienia statej
temperatury otoczenia na gornej powierzchni probki zatem, jak juz wspomniano
wczesniej, temperatura Tog byla mierzona na biezagco. Wspodlezynnik
przewodnosci cieplnej polistyrenu ekstrudowanego, z ktorego wykonano szescian
wynosi 0.029 W/(m K). Przed kazdym pomiarem, za pomocg czujnikow
DS18B20 mierzono temperature poczatkowg probki Tp I na tej podstawie ustalano
wspéfczynnik  emisyjnosci  potrzebny przy pomiarach termograficznych
(wyznaczona emisyjnos$¢ kazdorazowo wynosita 0.8). Nie mozna byto ustali¢, jak

dlugo migso przebywato w sklepie, przed pomiarami. W kazdym
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z eksperymentow probke nagrzewano przez czas 2.5 godziny. Eksperyment

powtorzono trzykrotnie.

7.4. Obliczenia numeryczne

Zadanie rozpatrywano jako problem osiowo-symetryczny (rys. 7.4). Dla
kazdego z trzech eksperymentow wyznaczono czasoprzestrzenny rozklad
temperatury stosujac rownanie Pennesa oraz uogoélnione réwnanie z dwoma
czasami opdznien omowione w rozdziale 4, uwzgledniajgce obecno$¢ naczyn

krwionosnych, ale bez podziatu na tetnice 1 zyly.

Zy
Rys. 7.4. Osiowo symetryczny model probki

W tabeli 7.1 zebrano przyjete w obliczeniach parametry termofizyczne watroby
wieprzowej zaczerpnigte z literatury [112]. Przyjeto krok siatki h = 0.0001 m
oraz krok czasu 0.005 s. Siatka roznicowa sktadata si¢ z 300 x 500 weztow, a
liczba krokow czasu wynosita F = 1 800 000. Na bocznej powierzchni walca
zatozono adiabatyczny warunek brzegowy (gp = 0), na dolnej powierzchni statg
temperature rowng T4 = 50 °C, natomiast na gérnej powierzchni przyjeto warunek
brzegowy trzeciego rodzaju ze wspdtczynnikiem wnikania a = 5 W/(m?K) oraz
temperaturg Tog. Temperatura otoczenia w trakcie trwania eksperymentéw

zmieniata si¢ w bardzo niewielkim zakresie (rys. 7.5), ponadto doktadnos¢
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czujnika DS18B20, wynosi 0.25 stopnia, zatem w modelu numerycznym przyjeto
statg temperaturg. Temperatura otoczenia Totg oraz temperatura poczatkowa migsa

Tp dla kazdego wariantu obliczen zostaty podane w tabeli 7.2.

Tabela 7.1. Parametry termofizyczne obszardw tkanki i krwi [112]

Pennes | GDPL
Gesto$é tkanki [kg/m?] p =1050
Cieplo wlasciwe tkanki [J/(kg K)] c = 3486.08
Wsp. przewodzenia ciepla tkanki [W/(m K)] A=0.498
Metaboliczne zrédlo ciepta tkanki [W/m?] Qm=0
Gestosé krwi [kg/m?] pp = 1060
Cieplo wlasciwe krwi [J/(kg K)] cp = 3770
Wsp. perfuzji krwi [kg/(m3s)] w=0
Temperatura krwi [°C] Tp
Wsp. przewodzenia ciepta krwi [W/(m K)] A =0.5
Metaboliczne zrédlo ciepta krwi [W/m?] Qmb =0
Liczba Nusselta Nu =4.93

27.8
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Rys. 7.5. Zmierzona temperatura otoczenia w eksperymencie nr 3
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W modelu GDPL porowato$¢ obszaru, a takze inne zwigzane z tym
wspotczynniki (tq, tt, G, Ce, Ae) Wyznaczono za pomoca danych z wiersza 15

tabeli 4.2 (pamigtajgc o tym, ze wspotczynnik perfuzji w = 0).

Tabela 7.2. Temperatury poczatkowe

zad. 1 zad. 2 zad. 3
Temperatura poczatkowa otoczenia T oy 215 215 27
[°C]
Temperatura poczatkowa miesa T [°C] 21.5 21 23

7.5. Wyniki pomiaréw i obliczen numerycznych

Na rysunku 7.6 przedstawiono rozklad temperatury na gornej powierzchni
badanej prébki otrzymany w eksperymencie numer 3, po czasie 2.5 godziny od
rozpoczecia nagrzewania. Na tym rysunku zaznaczono punkt Spl, w ktorym
mierzono temperature co 30 sekund. Jak mozna zauwazy¢, rozktad temperatury
nie jest jednorodny na catej powierzchni, jednak réznica pomigdzy najcieplejszym
I najchtodniejszym miejscem na powierzchni probki nie przekroczyta 0.75 °C.
Chlodniejsze i cieplejsze obszary widoczne na termogramie (rys. 7.6) wynikaja
z faktu, ze w badanym migsie wystepowaty btony i grube naczynia krwionos$ne
(puste w $rodku) oraz w niektorych miejscach migso nie bylo idealnie
dopasowane do otworu walcowego (powierzchnia podwyzszona/obnizona
w zakresie 0.002 m).

W obliczeniach numerycznych temperatura tej powierzchni jest oczywiscie
jednolita (model Pennesa: 37.2 °C, model GDPL: 35.67 °C), poniewaz w warunku
brzegowym Robina zalozonym na tej powierzchni przyj¢to stala temperature
otoczenia.

W punkcie Spl, czyli w $rodku kota (gorna powierzchnia), mierzono
temperature z czegstotliwoscig 1/30 Hz i dla kazdego z trzech eksperymentow

stworzono odpowiedni wykres. Na te wykresy naniesiono réwniez temperatury
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wtym samym punkcie otrzymane 2z obliczen numerycznych. Wyniki

przedstawiono na rysunkach 7.7 — 7.9.

s A

o %

- e . N ‘_,7‘ *ﬁ oL q"’.
Rys. 7.6. Powierzchnia probki po czasie
(eksperyment nr 3)

2.5 godziny od rozpczqcia nagrzewania

Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla pierwszej godziny nagrzewania temperatura
wyznaczona w pierwszym eksperymencie (rys. 7.7) niemal doktadnie odpowiada

temperaturze wyznaczonej za pomocg uogdlnionego modelu z dwoma czasami

opoOznien.
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Rys. 7.7. Rozktad temperatury w centralnym punkcie gérnej powierzchni

(eksperyment nr 1)
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Model Pennesa praktycznie w czasie calego nagrzewania przeszacowuje
W znacznym stopniu temperaturg¢ probki. Rozbiezno$¢ koncowa pomiedzy oboma
modelami  numerycznymi a  temperatura z  eksperymentu  wynika
najprawdopodobniej z niedoktadnos$ci warto$ci parametrow termofizycznych
migsa przyjetych z literatury, czyli nie uwzgledniono zmian wartosci tych
parametrow spowodowanych zmiang temperatury. W dostepnej literaturze brak

jest takich danych.
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Rys. 7.8. Rozktad temperatury w centralnym punkcie gérnej powierzchni
(eksperyment nr 2)

W drugim eksperymencie przebiegi wszystkich trzech krzywych nagrzewania
sg bardzo podobne do tych, jakie otrzymano w eksperymencie pierwszym. Po raz
kolejny mozna zaobserwowaé, ze do czasu 1 godziny nagrzewania, model
Pennesa przeszacowuje temperature, natomiast po tym czasie temperatury
otrzymane z modeli numerycznych rosng szybciej niz temperatura wyznaczona
eksperymentalnie.

Na rysunku 7.9 mozna zauwazy¢, ze temperatura wyznaczona w trzecim
eksperymencie podczas catego 2,5 godzinnego procesu nagrzewania rézni si¢ od
temperatury obliczonej za pomocg modelu GDPL o mniej niz 0.75 °C. Podobnie
jak we wcezesniejszych eksperymentach, najwigksze roznice wystepuja pod koniec

analizowanego zjawiska.
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Rys. 7.9. Rozklad temperatury w centralnym punkcie gornej powierzchni
(eksperyment nr 3)

7.6. Podsumowanie

Wyniki otrzymane we wszystkich trzech eksperymentach sg podobne. Przez
pierwsza godzing nagrzewania temperatury wyznaczone eksperymentalnie
pokrywaja si¢ z temperaturami otrzymanymi za pomocg uogolnionego modelu
zdwoma czasami opdznien. W kazdym z trzech opisywanych przypadkow
temperatura wyznaczona z rownania Pennesa jest znaczaco wyzsza niz
rzeczywista temperatura powierzchni probki.

Nalezy podkresli¢, ze eksperymenty wykonywano w réznych dniach, stosujac
rozne ,partie’> watroby (réozne probki materiatu), tym bardziej uzyskana
w eksperymencie powtarzalno$§¢ wynikow jest satysfakcjonujaca.

Otrzymane dane eksperymentalne potwierdzaja tezg, ze modele
uwzgledniajgce porowato$¢ oraz czasy relaksacji itermalizacji lepiej oddaja

natur¢ zjawiska przeptywu biociepta w porownaniu z modelem Pennesa.
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8. Autorskie programy komputerowe

8.1. Wprowadzenie

We weczesniejszych rozdziatach omdéwiono modele matematyczne opisujace
czasoprzestrzenne rozklady temperatury w tkankach migkkich oraz sposoby ich
rozwigzywania bazujace na jawnym schemacie metody roznic skonczonych.
Rozwigzywane zadania mozna podzieli¢ na dwie grupy:

1. Ze wzgledu na wymiar zagadnienia (rys. 8.1):
e Modele trojwymiarowe (3D), omoéwione w rozdziatach 3, 4 oraz 5.
e Modele  dwuwymiarowe  (osiowosymetryczne) (2D), omdwione
W rozdziatach 6 oraz 7.
2. Ze wzgledu na liczbe dodatkowych danych niezbednych do wykonania
obliczen:
e Model Pennesa — do obliczenia rozktadu temperatury dla czasu t f wystarczy
,,pamieta¢’’ poprzedni rozktad temperatury dla czasu t ",

e Modele C-V, DPL - do obliczenia rozktadu temperatury dla czasu
t " niezbedna jest znajomo$¢ rozktadéw temperatury dla dwoch poprzednich
czasow: t™tit™2
e Model GDPL dwutemperaturowy — do obliczenia rozktadu temperatury dla
kolejnej chwili czasu niezbgdna jest znajomo$¢ rozkladéw temperatury
z dwoch poprzednich chwil czasu, a takze rozktad temperatury krwi.

e Model GDPL trdjtemperaturowy — do obliczenia rozktadu temperatury dla
kolejnej chwili czasu niezbedna jest znajomo$¢ rozktadow temperatury
z dwoch poprzednich chwil czasu, a takze rozktadow temperatury krwi

w zytach i tetnicach.
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W  niniejszym rozdziale oméwiono pamigciowa 1 czasowa zlozonosé
obliczeniowa zastosowanych algorytméw oraz techniki programowania. Nalezy
zaznaczy¢, ze przy konstruowaniu programow do wyznaczania rozktadoéw
temperatury uzywano jedynie pamig¢ci RAM, nie =zakladano mozliwosci
prowadzenia obliczen, w ktorych ilo§¢ wymaganej pamigci RAM przekracza ilo$¢
dostepnej pamigci.

Autorskie programy komputerowe opracowano w jezyku

C++ w zintegrowanym srodowisku programistycznym Microsoft Visual Studio.
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Rys. 8.1. Wezly w zadaniu: A) dwuwymiarowym, B) trojwymiarowym

8.2. Analiza warunkow stabilnosci

Jak wiadomo, schematy jawne metody roznic skonczonych wymagaja
spelnienia warunkow  stabilnosci  (wzory (3.13), (4.40), (5.60)), czyli
odpowiedniego dobrania kroku siatki réznicowej h oraz kroku czasu At. Krok
siatki determinuje liczbe weztéw siatki réznicowej przyjetej w obliczeniach,
natomiast krok czasu determinuje liczb¢ krokow czasu, ktora jest niezbedna do
wykonania analizy w rozpatrywanym przedziale czasowym. Zar6wno pamigciowa
jak i czasowa ztozonos¢ obliczeniowa sg wiec $ciS$le powigzane z warunkami

stabilno$ci kazdego rozpatrywanego zadania.
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Warto przypomnie¢, ze w rozdziatach 3, 4 i 5 pracy obliczenia prowadzono
dla obszaru przestrzennego przedstawionego na rysunku 3.1 z siatkg réznicowa
pokazang na rysunku 3.2. Jesli lewe strony warunkow stabilnosci (3.13), (4.40),
(5.60) potraktuje sie¢ jako funkcje dwoch zmiennych h oraz At, to dla ustalonej
warto$ci kroku czasu At mozna przedstawi¢ wykresy tych funkcji w zalezno$ci od
kroku siatki h, jak rowniez dla ustalonej wartosci kroku siatki h mozna
przedstawi¢ wykresy tych funkcji w zaleznos$ci od kroku czasu At. Funkcje te sg

przedstawione na rysunkach 8.2— 8.6.
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Rys. 8.2. Wplyw kroku siatki h dla r6znych wariantéw kroku czasu At na
stabilnos$¢ rozwigzania modelu Pennesa (wzor (3.13), tq=tT1 =0)
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Rys. 8.3. Wptyw kroku siatki h dla r6znych wariantow kroku czasu At na
stabilnos$¢ rozwigzania rownania Catteneo-Vernotte’a (wzor (3.13) t1 =0)
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Rys. 8.4. Wpltyw kroku siatki h dla r6znych wariantéw kroku czasu At na
stabilno$¢ rozwigzania rownania z dwoma czasami opdznien (wzor (3.13))
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Rys. 8.5. Wpltyw kroku siatki h dla r6znych wariantéw kroku czasu At na

stabilno$¢ rozwigzania dwutemperaturowego uogolnionego modelu z dwoma
czasami opdznien (wzor (4.40))
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hm]

czasami opdznien (wzoér (5.60))
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Nalezy zwr6ci¢ uwage na fakt, ze wraz ze zmniejszaniem kroku siatki przy
zadanym kroku czasu At rozwigzanie staje si¢ niestabilne. Przyjecie ,,duzego”
kroku siatki zmniejsza liczbe weztow siatki roznicowej, jednak pociaga to za sobg
mniejszg doktadno$¢ rozwigzania. Dla malych krokéw siatki stabilno$¢
rozwigzania mozna uzyskac¢ poprzez zmniejszenie kroku czasu (rys. 8.2 — 8.6).
Mniejszy krok czasu zwigksza jednak znaczaco liczbe niezbgdnych obliczen. Na
przyktad, w zadaniu z rozdziatu 6, gdzie analizowany obszar sktadat si¢ z roznych
podobszarow, grubo$¢ naskorka zostata przyjeta jako 0.0001 m, w tej warstwie
przyjeto 5 weztdéw siatki roznicowej, czyli zatozono h=0.00002 m i ze wzglgdu na

warunek stabilno$ci krok czasu réwny At = 0.0005 s.

8.3. Realizacja komputerowa algorytmu metody roéznic

skonczonych

We weczesniejszych rozdziatach wspomniano, ze kazde z rozwazanych zadan
zostalo rozwigzane za pomocg schematu jawnego metody roznic skonczonych.
Programy do wyznaczania czasoprzestrzennych rozktadow temperatury,
niezaleznie od wybranego modelu dziataja wedtug schematu przedstawionego na
rysunku 8.7.

START

¥
wezytanie
danych z pliku

warunek NIE
stabilnosci

TAK,
alokacja pamiec,
ustawianie wartosci
poczatkowych
Zamiana
wskaznikow
.
wyznaczanie  TAK
temp. w wezlach

NIE

zapis
wynikow

KONIEC

Rys. 8.7. Schemat dziatania programu
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Blok programu ,,wyznaczanie temp. w wezlach” dla wszystkich zadan dziata
bardzo podobnie, jedyna rdznica pomiedzy modelami dwu- i tréjwymiarowymi
polega na tym, ze w modelach 2D znajduja si¢ dwie zagniezdzone petle,
natomiast w modelach 3D sg trzy zagniezdzone petle.

Glowna czes¢ obliczen rozpoczyna si¢ od sprawdzenia warunku zatrzymania
obliczen, czyli czy aktualna chwila czasu f-At jest mniejsza od catkowitego czasu
analizy tc. Jezeli warunek ten jest spelniony, wowczas obliczane sg temperatury
we wszystkich weztach siatki roznicowej. W jezyku C++ nazwa tablicy jest
réwnoczesnie wskaznikiem pierwszego element tablicy, zatem aby nie bylo
konieczne przepisywanie temperatur z tablicy f-1 do f-2 oraz z tablicy f do f-1,
wystarczy adres tablicy f-2 przechowa¢ w zmiennej tymczasowej, nastepnie
wskaznikowi f-2 przypisa¢ adres tablicy f-1, wskaznikowi f-1 przypisa¢ adres
tablicy f i ostatecznie wskaznikowi f przypisa¢ adres zmiennej tymczasowe;.
W nastgpnej kolejnosci program wraca do sprawdzenia warunku zatrzymania
obliczen i jezeli warunek zatrzymania jest spetniony, program konczy obliczenia.
Temperatura w kazdym wezle siatki r6znicowej jest wyznaczana wedtug wzorow

podanych we wcze$niejszych rozdziatach.

8.4. Wplyw kroku siatki na dokladno$¢ wynikow

Nalezy podkreslic, ze w przypadku kazdego z rozwazanych modeli
trojwymiarowych opisanych w rozdziatach 3, 4, 5 i 6 analizowano wptyw gestosci
siatki r6znicowej na doktadnos$¢ otrzymywanych wynikow.

W tabeli 8.1 przedstawiono temperatury w wezle roznicowym (n/2 ; n/2 ; n/2)
po czasie 10 s dla réznej liczby weztdéw siatki réznicowej. Przyjeto krok czasu
At=0.0005, zatem obliczenia przeprowadzono dla 20000 krokow czasu.
W przypadku modeli Pennesa, Cattaneo-Vernotte’a oraz modelu z dwoma
czasami opdznien przyjeto parametry termofizyczne obszarow oraz warunki
brzegowe i poczatkowe, takie same jak w rozdziale 3. Dla uogdlnionych modeli

z dwoma czasami opoznien dwu- i trojtemperaturowego, parametry termofizyczne
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oraz warunki brzegowe i poczatkowe zostaly opisane odpowiednio w rozdziatach

41 5. W przypadku wszystkich analizowanych tutaj modeli przyjeto pierwszy

wariant nagrzewania z tabeli 3.2.

Tabela 8.1. Wpltyw dyskretyzacji na temperature w punkcie (n/2 ; n/2 ; n/2)

Siatka Pennes Cattaneo- Model Uogo6lniony model
nxnxn Vernotte z dwoma z dwoma czasami
T[°C] czasami opoznien T [°C]
OPFO[Z:]C]:;:“ 2-temp. 3-temp.
n=10 | 44.809034 | 40.376645 | 40.262385 | 44.861168 | 44.841564
n=20 | 45.472421 | 40.410673 | 40.389970 | 45.495174 | 45.461779
n=50 | 45.674045 | 40.411307 | 40.410164 | 45.678429 | 45.638076
n=100 | 45.698949 | 40.411308 | 40.411121 | 45.699636 | 45.658072
n=200 | 45.704667 | 40.411308 | 40.411240 | 45.704347 | 45.662470

Mozna zauwazy¢, ze dyskretyzacja przestrzeni ma najwigkszy wpltyw na
wyniki otrzymane w modelu Pennesa, natomiast najmniejszy na wyniki w modelu
Cattaneo-Vernotte’a.

W tabeli 8.2 przedstawiono btagd procentowy dla réznych wartosci n, przy
czym jako rozwigzanie ,,dokladne’’ przyjeto wyniki z obliczen uzyskanych dla

siatki o najwickszej gestosci (200x200x200).

Tabela 8.1. Blad procentowy w zaleznosci od gestosci siatki roznicowe;j

Siatka Pennes Cattaneo- Model Uogo6lniony model
nxnxn Vernotte z dwoma z dwoma czasami
czasami opoznien
opoznien 2-temp. 3-temp.
n=10 1.960% 0.086% 0.368% 1.845% 1.798%
n=20 0.508% 0.002% 0.053% 0.458% 0.440%
n=>50 0.067% 0.000% 0.003% 0.057% 0.053%
n =100 0.013% 0.000% 0.000% 0.010% 0.010%
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Wyraznie wida¢, ze dla n > 50 dla kazdego wariantu siatki r6znicowej blad jest
ponizej jednego promila. Zatem przyjeto, ze siatka rdéznicowa o wymiarach
50x50x50 weztow, jest wystarczajagca w przypadku obliczen realizowanych

W niniejszej rozprawie.

8.5. Pamieciowa zlozonos$¢ obliczeniowa

Ztozonos$¢ pamigciowag mozna okresli¢ jako liczbe abstrakcyjnych komorek
pamigci wymaganych przez dane i wyniki posrednie tworzone w trakcie pracy
programu [10]. Pod wzgledem pamigciowej zlozonoSci obliczeniowej
najprostszym jest dwuwymiarowy model Pennesa, dla ktérego ztozonos¢ te
mozna zapisa¢ jako P(n) = 2n? gdzie n jest liczba weztdéw wzdhuz jednej
krawedzi sze$cianu (dla uproszczenia rozwazan przyjeto, iz wzdhuz kazdej
krawedzi liczba weztow jest taka sama). Dla dwuwymiarowego modelu DPL
pamieciowa ztozono$é obliczeniowa jest réwna P(n) = 3 n?. Zmiana mnoznika
z2na 3 zwigzana jest z konieczno$cig ,,pamictania” rozktadéw temperatury
z dwoch wczesniejszych chwil czasu. Dwu- i trojtemperaturowe modele GDPL
(2D) maja pamieciowg zlozono$é obliczeniowa odpowiednio P(n) = 4n?
i P(n) =5 n?. Dla modelu Pennesa 3D zlozono$¢ pamieciowa wynosi P(n) = 2 n®,
natomiast dla modelu DPL 3D: P(n) = 3 n® dla dwutemperaturowego modelu
GDPL 3D: P(n) = 4 n® oraz tréjtemperaturowego modelu GDPL 3D: P(n) = 5 n®,
We wszystkich wyzej omowionych przypadkach pominigto pamigé, ktora jest
wymagana do przechowywania m.in. parametrOw zadania, czy zmiennych
licznikowych w  petlach, poniewaz jest to liczba pomijalnie mata
w poréwnaniu z n.

Wszystkie obliczenia wykonano na komputerze klasy PC. W tabeli 8.3 zebrano
informacje o wielko$ci wymaganej pamigci w zaleznosci od obliczanego zadania.
W publikacji [64] rozwazano trojwymiarowy model z siatka 500x500%500
wezlow i ztoZzonoscig pamieciowa P(n) = 4 n®, zatem wymagana wielko$é pamieci

RAM wynosita 477 MB.
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Tabela 8.3. Wymagana pami¢¢ RAM

. Rozdzial Wymagana
Wymiary Model oracy pamie¢ [MB]
2D GDPL 6 14
Pennes 3 0.24
DPL 0.36
3D
GDPL 4 0.48
Trojtemperaturowy GDPL 5 0.6

8.6. Czasowa zlozonos$¢ obliczeniowa

Jednostkg czasowej ztozonosci obliczeniowej jest wykonanie jednej operacji
dominujacej (pordéwnanie, przypisanie, itp.) [10]. Zlozono$¢ czasowa jest
wlasnos$cia samego algorytmu, bez wzgledu na uzyty kompilator, rodzaj
komputera, czy wybrany jezyk programowania. Jednak w przypadku
skomplikowanych algorytméw trudno jest ustali¢ wzor na oczekiwang ztozonos$¢
obliczeniowg poprzez studiowanie opisu algorytmu. Woéwczas, do porownania
ztozonosci algorytmow mozna wykorzysta¢ notacj¢ Omikron. Notacja ta mowi,
ze funkcja T(n) jest rzedu g(n), co mozna zapisa¢ jako T(n) = O(g(n)), a to z kolei
oznacza, ze istniejg takie state dodatnie ¢ oraz no, ze dla kazdego n > no zachodzi
T(n) <c-g(n).

Dla modeli opisanych w niniejszej pracy, wyznaczone przyblizone czasowe
ztozonosci obliczeniowe zostaly zebrane w tabeli 8.4. Jako wielko$¢ danych
wejsciowych, podobnie jak w podrozdziale 8.4, przyjeto liczbe weztéw siatki
roznicowe] wzdhuz jednej krawedzi (zalozono taka samg liczbe weztéw wzdhuz
kazdej krawedzi). Wprowadzono réwniez dodatkowy parametr F, ktory
reprezentuje liczbe krokéw czasu. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze pomimo iz
parametr F jest znaczacy (liczba krokow czasu moze znacznie wydhluzy¢ czas

obliczen), to parametrem dominujgcym jest n.
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Tabela 8.4. Czasowa ztozonos¢ obliczeniowa algorytmow

Wymiary Model Z}ozonos¢ No'FaCja Klasa zloim}oéci
czasowa Omikron czasowej
2D GDPL T(F, n)<F-n? o(n?) kwadratowa
Pennes T(F, n)=F-n®
DPL T(F, n)=F-n?
3D GDPL T(F, n)=F-2n° o(n®) szescienna
ng‘gtp' T(F, ny=F-3n?

8.7. Zastosowane techniki programowania

W celu poprawy wydajnosci opracowanych programow zdecydowano
0 zréwnolegleniu obliczen. Pierwszym pomystem bylo wykorzystanie wielu
rdzeni procesora CPU. Zréwnoleglenie polegalo na podziale najbardziej
wzewnetrznej” petli wykorzystywanej przy wyznaczaniu temperatur w weztach
siatki roznicowej, na takg liczbe mniejszych petli, ile jest dostepnych rdzeni

procesora (rysunek 8.9).

fori=1:n
forj=1:n
fork=1:n
! v [ y
fori=1:nlq for i=nlq+1 : 2(nlq) for =(g-1)nfg+1 . n
forj=1:n forj=1:n forj=1:n
fork=1:n fork=1:n fork=1:n
Rys. 8.9. Zréwnoleglenie glownej petli pojedynczego kroku czasu (q — liczba
dostepnych rdzeni CPU)

W  przypadku zadan osiowosymetrycznych (dwuwymiarowych) jedna

z zagniezdzonych petli z rysunku 8.9 (zmienna K) w obliczeniach nie wystepuje.
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W tabeli 8.5 =zebrano czasy obliczen dla wybranych modeli dwu-
i tréjwymiarowych.

W trakcie opracowywania wszystkich zagadnien niniejszej pracy okazato sie,
ze niektore wymagane analizy s3 bardzo czasochtonne. Przykladowo,
W eksperymencie opisanym w rozdziale 7 siatka roéznicowa miata wymiar
300x500 wezlow, a czas do jakiego nalezalo przeprowadzi¢ obliczenia wynosit
4 godziny (14 400 sekund). W celu zapewnienia stabilno$ci rozwigzania przyjeto
krok czasu 0.005, co ostatecznie daje 2 880 000 krokow czasu w trakcie calej
analizy. W celu zwigkszenia wydajno$ci aplikacji zdecydowano si¢, aby do
obliczen wykorzysta¢ jednostki graficzne GPU, a nie tylko procesory CPU. Karty
graficzne, mimo ze maja znacznie wolniejsze taktowanie niz procesory CPU,
sktadaja si¢ jednak z bardzo wielu rdzeni (wykorzystywano karte graficzng
0 czestotliwosci taktowania 1.006 GHz z 1536 rdzeniami, natomiast procesor
0 czgstotliwosci 3.30 GHz z 12 rdzeniami). Taka specyfika budowy uktadu
pozwala w znacznym stopniu zréwnolegli¢ obliczenia. Doktadny opis
wykorzystania kart graficznych, wraz z przyktadowymi czasami obliczen zostat

przedstawiony w artykule [63].

Tabela 8.5. Czasy obliczen wybranych modeli

Liczba Czas obliczen [s]
Model Siatka krokéw | 1 rdzen | 12 rdzeni GPU
czasu CPU CPU
2D | Dwutemp. GDPL | 500x500 1 min. 8 850 1088 430
3D | Dwutemp. GDPL | 50x50x50 | 100 tys. 107 23 9

8.8. Podsumowanie

Wyznaczony warunek stabilnosci w schemacie jawnym metody roznic
skonczonych, dla kazdego z opracowanych modeli, determinuje gesto$¢ siatki
roznicowej, a takze liczbe krokow czasu. Zalozona dokladno$¢ rozwigzania

rowniez ma duzy wptyw na liczbe weztdéw siatki réznicowej oraz liczbe krokow
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czasu. Z zalezno$ci przedstawionych na rysunkach 8.2 — 8.6 wynika jasno, ze zbyt
maly krok siatki réznicowej moze prowadzi¢ do niestabilno$ci rozwigzania.
Jednak zbyt duzy krok prowadzi z kolei do spadku doktadnosci rozwigzania. Aby
mozliwe bylo zmniejszenie kroku siatki koniecznym jest zmniejszenie kroku
czasu. Zmniejszenie tych parametréw metody prowadzi do zwigkszenia
ztozono$ci obliczeniowej algorytméw (zardéwno pamieciowej jak i czasowej),
czyli wydluzenia czasu obliczen i wigkszego zapotrzebowania na pami¢¢ RAM.
W celu skrocenia czasu obliczen, zadbano o zwigkszenie wydajnosci programow
komputerowych. Wykorzystano zréwnoleglenie obliczen za pomoca wielu rdzeni
jednostki CPU, a takze poprzez wykorzystanie kart graficznych.

Poza ,,manipulacjami’’ krokiem siatki i1 czasu, mozliwa jest poprawa
doktadnosci obliczen poprzez zwigkszenie rz¢du aproksymacji pochodnych,
wystepujacych po prawej stronie réwnan roznicowych przewodzenia ciepla
opisanych w pracy. Taka probe¢ dla réwnania z dwoma czasami opdznien podjeto

i opisano w artykule [74].
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9. Uwagi i wnioski koncowe, kierunki dalszych
badan

Rozwazania teoretyczne oraz wyniki obliczen numerycznych prezentowane
W niniejszej rozprawie doktorskiej pozwalaja na sformulowanie nastgpujacych
wnioskow:

1. Powszechnie stosowane w modelowaniu procesu nagrzewania tkanek

biologicznych makroskopowe réwnanie Pennesa nie uwzglednia obecnosci
w tkankach duzych, istotnych termicznie naczyn krwiono$nych.

2. Wykorzystanie rownania Cattaneo-Vernotte’a oraz rownania z dwoma
czasami opdznien (DPL) pozwala uwzgledni¢ niejednorodng budowe
tkanki biologicznej. Jednak problematycznym jest eksperymentalne
wyznaczenie zarowno czasow relaksacji, jak i termalizacji.

3. Zastosowanie teorii cial porowatych do modelowania procesu nagrzewania
tkanek pozwala na wyodrebnienie podobszaru naczyn krwionos$nych
1 ,statej”” tkanki. W takim przypadku rozpatruje si¢ tzw. modele
dwutemperaturowe opisujgce rozklady temperatury Kkrwi i tkanki lub
modele trojtemperaturowe, w ktorych dodatkowo wyrdznia si¢ zyly
1 tetnice oraz analizuje si¢ rozklady temperatury krwi zylnej, tetniczej
I tkanki.

4. Powigzanie czasOw opoOznien wystepujacych w modelach dwu-
I trojtemperaturowych z parametrami opisujgcymi strukture tkanek
migkkich (§rednice naczyn krwiono$nych, gesto$¢ naczyn krwionosnych
itd) pozwala na  modelowanie wieloskalowe proceséw cieplnych
zachodzacych w organizmach zywych.

5. Schemat jawny metody roznic skonczonych jest skutecznym narzedziem
rozwigzywania uogolnionych dwu- i trojtemperaturowych modeli z dwoma

czasami opdznien.
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Zrownoleglenie algorytmu metody roznic skonczonych prowadzi do
istotnego skrocenia czasu obliczen.

Przeprowadzone badania eksperymentalne potwierdzily, ze uogoélniony
model z dwoma czasami op6znien lepiej niz model Pennesa odzwierciedla

rzeczywisty rozklad temperatury w silnie ukrwionych tkankach.

Zrealizowanie pracy doktorskiej pozwala okresli¢ dalsze kierunki badan,
a mianowicie

1.

Uwzglednienie w modelu matematycznym rzeczywistego sposobu
nagrzewania tkanek w zabiegach sztucznej hipertermii np. za pomocg pola
elektromagnetycznego. W takim przypadku niezbedne jest rozwigzywanie
zagadnien sprzezonych (pole temperatury, pole elektryczne).

Zastosowanie opracowanych opisow matematycznych, algorytmow
i programéw komputerowych do modelowania oddzialywan lasera na
tkanki biologiczne oraz modelowania procesu zamrazania tkanek
biologicznych.

Opracowanie algorytméw i programow komputerowych bazujacych na
metodzie elementOw brzegowych. Zamierzenie to zostalo czeSciowo
zrealizowane, dla niektorych rozpatrywanych w rozprawie modeli
opracowano algorytmy wykorzystujace metod¢ elementow brzegowych,
a wyniki przedstawiono w publikacjach [61, 73, 75].

Zastosowanie algorytmow i programéw komputerowych w zagadnieniach
identyfikacji np. parametrow termofizycznych tkanek biologicznych
z wykorzystaniem metod gradientowych lub inspirowanych biologicznie
(np. [13]).

Opracowanie eksperymentu z wymuszonym przeplywem cieczy W badanej
probce. Identyfikacja parametrow termofizycznych tej préobki.
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Analiza numeryczna sztucznej hipertermii
z wykorzystaniem réoznych modeli
przeplywu biociepfa

Streszczenie

Praca dotyczy wyznaczania rozktadow temperatury w nagrzewanych tkankach
migkkich z wykorzystaniem roéznych modeli matematycznych. Rozpatrywano
model Pennesa, rownanie Cattaneo-Vernotte’a i rownanie z dwoma czasami
op6znien (DPL). Rozwazano takze modele bazujgcym na teorii cial porowatych,
ktorym poswiecono szczegdlng uwage. Wsrod tych modeli nalezy wyrdznié
uogdlnione roéwnanie z dwoma czasami opoéznien (GDPL) uzupelione
roOwnaniem rozniczkowym zwyczajnym opisujacym rozktad temperatury krwi
(model dwutemperaturowy) oraz GDPL uzupelnione dwoma roéwnaniami
opisujacymi rozktady temperatury krwi w zylach 1 tgtnicach (model
tréjtemperaturowy). Zadania rozwigzywano stosujagc jawny schemat metody
roznic  skonczonych. Rozpatrywano modele trojwymiarowe, a takze
osiowosymetryczne (dwuwymiarowe). Opracowano algorytmy i autorskie
programy komputerowe w jezyku C++ w zintegrowanym S$rodowisku
programistycznym Microsoft Visual Studio. W celu zwigkszenia wydajnosci
opracowanych programéw, wykorzystano karty graficzne do zrownoleglenia
obliczen. Na podstawie wyznaczonych czasoprzestrzennych rozktadow
temperatury dokonano oceny stopnia destrukcji tkanki bazujacej na wyznaczeniu
tzw. dawki termicznej lub wykorzystujacej model Arrheniusa. W niniejszej
rozprawie doktorskie przedstawiono wyniki obliczen numerycznych dla r6znych
wariantobw nagrzewania analizowanego obszaru. Wyniki uzyskanych obliczen
czesciowo zweryfikowano z danymi uzyskanymi z przeprowadzonego
eksperymentu.



Numerical analysis of artificial hyperthermia
using different models of bioheat transfer

Summary

In this thesis the different mathematical models are used to determining the
temperature distribution of the heated tissue. The Pennes model, the Cattaneo-
Vernotte equation and the dual phase lag equation (DPL) were considered. In
addition to those, attention has been given to the models based on the theory of
porous medium. Among these models, the generalized dual phase lag model
(GDPL) was particulary considered. GDPL was supplemented by an ordinary
differential equation for the blood temperature distribution or by two ordinary
differential equations: one for the arterial blood and second for venous blood. The
problem was solved by the explicit scheme of the finite difference method. The
two dimensional (axisymmetric) and three dimensional models were examined. In
order to solve the presented problems, the algorithms and computer programs
were prepared. The Microsoft Visual Studio (integrated development
environment) and the C++ language were used to writing the programs.
Parallelization of calculations on graphic cards were applied to increase
computing performance. The degree of tissue destruction was determined by one
of the following parameters: thermal dose or Arrhenius model. In this thesis the
different variants of heating of the considered regions were applied. In order to
partial verify the results of the numerical calculations, the experiment was
performed.



