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A. O konstrukcjach osi ze Srednic sprzezonych
elipsy i konstrukcji punktéow elipsy ze Srednic
sprzezonych.

l. Niechaj przyjety na plaszczyZnie rysunku

trojkat prostokatny ABC, ryc. 1. obracajac
przesuwa sie w ten sposob, ze wierzcholek A
pozostaje stale na prostej a, za$ wierzchotek
B na prostej b, prostopadiej do a. Nastepne po-
tozenie poruszajagcego sie trojkata oznaczajg
znaki A' B' C'. Punkt R jest $rodkiem przeciw-
prostokatnej AB, podobnie jak punkt R' $rod-
kiem przeciwprostokatnej A' B' = AB.

Odcinek B'A jest rzutem prostokatnym
przeciwprostokatnej B' A' na prostg b. Ponie-
waz B'R' = R"'A', to prosta R'Nb, prostopadta
z punktu R' do prostej b, jest symetralng od-
cinka B'A. Wiec mamy tu nastepujace od-
cinki i katy réwne:

B'N,, = NbA, B1R'=*AJ¥, ~j:AB'A'=

= BAR'= (p : (@

Potagczmy punkt R' z punktami A i C' to
otrzymamy trojkat réwnoramienny AC'R
bowiem:

R*C'= JEHe = 'AR".

Z trojkata tego AC'R' wynika ruch punktu

C po prostej c= AC=AC', poniewaz:
ACR'= CAR'= CAR'=
= 90°-p-<p.

Miejscem geometrycznym punktow C...C'...
jest odcinek lezacy na prostej c=AC, o S$rodku
w punkcie A, o dlugosci rownej podwdjnej
przeciwprostokatnej 2. AB, ktdrego kazdy punkt,
przy petnym obrocie trojkata ABC (gp= 360 °),

zostaje przez punkt C dwukrotnie przekroczony
w kierunkach przeciwnych.

Jak tez: Gdy trojkat prostokatny ABC, na
ptaszczyznie rysunku obracajac przesuwa sie
w ten sposob, ze wierzcholek B pozostaje stale
na prostej b, za$ wierzchotek C na prostej c, to
miejscem geometrycznym punktéw A. .. A'...
jest odcinek lezacy na prostej a, prostopadiej

‘fttso it e oo/ MM act— .

wpunkcie A do przeciwprostokatnej AB, osrodku
w punkcie A, o dtugosci rownej 2. AB.
Z réwnosci pod (a) mamy:

B'R'=AR = AR"=\ Ali = const. ()
Miejscem geometrycznym punktéw R .. .R".. .
jest koto k, zakreSlone z punktu A promieniem
r—\ AB, za$ katy obrotu (<), tréjkata A'B' C'
i promienia AR' sg rowne i przeciwnie skiero-
wane.

Na danych osiach 2a i ryc. 2. jako na
$rednicach zakre$lmy kota k, i k2, poprowadzmy
proste prostopadte SB2-LSC2, znajdZmy od-
powiadajgce im w uktadzie elipsy Srednice sprze-
zone AB, CD, odetnijmy CbP=a, narysujmy
prosta PCE i z punktu S koto o promieniu:

r=~SR=RP"b+¢".,

Trojkaty przystajagce ABBaBb= ACcica
dajg odcinki réwne i prostopadte do siebie, co
oznaczymy jednym znakiem: BBaLCCb za$
trojkaty przystajgce A BBaS —/SCCbP daja:

SBICP.

Z rysunku czytamy:

SR =RP, RC=RCa, CaC* SBO,
SCg=a, CaP = bh.

Obracajac przesunmy trojkat prostokatny
SEP w ten spos6b, ze wierzchotek P pozostaje
stale na prostej SP, za$ wierzchotek E na
prostej SB. Dowolne potozenie tak przesunie-
tego tréjkata oznaczajg znaki S'E'P', przy-
czyni prosta ECP jak tez E' C'P' przedstawiac
moze skrawek papieru. Wedle powyzej dowie-
dzionego zwigzku punkt S porusza sie po pros-
tej SBa”-SP do punktu S', za$ punkt R po

kole r—b+ —
obrotu (p odcinka R' C' i promienia SR' wraz
z puntami CO, Cd, sg réwne i przeciwnie skie-
rowane, to nastepujgce proste pozostajg stale
réwnolegte:

CaC'UCaC, CdC'/IChC

do punktu R', przytym Kkaty



Miejscem geometrycznym punktéw C...0"...
jest elipsa o $rednicach sprzezonych AB, CD.

Pierwszag konstrukcje osi elipsy, danej Sre-
dnicami sprzezonymi AB, CD, podaje ryc. 8.
Czynigc jak wyzej kolejno:

1JPLSB, SR =RP, RC—IICa,
A0SBOi-CaCIllICOSDO, a= SCa, b= ~Cj>,

wanie dwu kresek w okolicy punktu U (ostrze
cyrkla raz w punkcie S, drugi raz w punkcie
P), co usprawiedliwia znana i w miernictwie
stosowana wilasnos$¢ naszego oka, ze przy nasta-
wianiu na kreske, popetnia wieksze bledy jak
przy nastawieniu na $rodek podziatu dwu
kresek.

Powracajgc do omawianej tu konstrukcji
zauwazymy jeszcze, ze punkty Cai Cokre$lajg
tu powinowactwo prostokatne o osi p = AOBO,

tak ze koto o srodku S, o promieniu S Ca—a,
moze by¢ uzyte do dalszych ewentualnych kon-
strukcyj w elipsie, czego nie mamy w konstr.
Rytza.

W dalszym ciagu podkreslimy, ze odcinek
CaC, oznaczajagcy kierunek szukanych osi jest
przyprostokatnig trojkata, w ktérym bok A' C
jest przeciwprostokatnig {A' C> CaC) oznacza-
jaca posrednio kierunki osi. Zatym wyprowa-
dzona tu konstrukcja osi o tyle stoi w tyle za
tak czesto stosowang konstr. Rytza. W celu usu-
niecia tego niedomagania i niezrecznego po-
dziatu odcinka SP, przeksztalcimy ja w naste-
pujacy sposoéb.

. Druga konstrukcja osi z pary S$rednic

sprzezonych. Trdjkat SCP wraz z punktami R,

Ryc. 2.

uzyskujemy prosty wykres osi, przyczym linie
kreskowane i skreSlone na rycinie sg zbedne.
PomineliSmy milczeniem podziat odcinka SP
na dwie réwne czesci SR —RP, co najlepiej
uskuteczni¢ przez proby. Biegtym w rysowaniu
wystarczy jedno nastawienie cyrkla i naryso-

Ca, ryc. 8. przesunmy po boku SC w potoze-
nie DS, wtenczas punkt C znajdzie sie w punk-
cie S, ryc. 4. punkt S w punkcie D, punkt P
w punkcie A'. Nastepnie powiekszmy dwu-
krotnie przesuniety trojkat:

A DSA' (ryc. 4) = A SCP (ryc. 3)



wraz z punktami R, Ca, zachowujac boki ryc. 4.
DS i SA'" w nowym potozeniu a przejdziemy
do tréjkata FSE, gdzie poprzednio punkt R
przejdzie w punkt G, punkt Ca w punkt H,
przyczym 2. DA' = FE, za$ kierunek SH na-
krywa o$ mala.

Linje
Ryc. 3.

Tuhonstr.l.zbedne.

Zatym tok postepowania: prowadzimy
w $Srodku S prostopadta do $rednicy AR i od-
cinamy na niej potowe tejze Srednicy AS od
punktu S dwukrotnie SA' = A'E, za$ na dru-
giej Srednicy SD = DF. Rysujemy prostg FE
i na niej biorgc w cyrkiel odcinek DA' wy-
znaczamy S$rodek G odcinka FE:

bHa/ = fg =ge.

Konsir, 2.

ASISA’=AE,
SD"DF, DAMFG-GF,
GS=GH, SR//H7"Ba.

Ryc. 4.

Ostrze cyrkla w G (punkt S nalezy chronié
przed ostrzem) czynimy GS= GH —a—b iry-
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sujemy o$ HSDO, prostag réwnolegta ID//HS,
jak tez prostopadts AO0SBO, tak otrzymujemy
dtugos$¢ osi matej b—IG.

Gdy przeciecie prostych ID i FE jest nie-
wyraznym (proste nachylone pod katem matym),
to wtenczas nalezy uzy¢ odcinka HE=2.b,
spotowid go i wyznaczy¢ w tej drodze punkt I,
w celu wyznaczenia a. W ostatnio wskazanej
mozliwosci znalezienia osi matej, przez podziat
odcinka HE, Kkryje sie zaleta tej konstrukcji
w wypadkach skrajnych, gdy osie sa prawie
rébwne sobie a Srednice sprzezone prawie prosto-
padte do siebie, co okazuje sie w razie stoso-
wania jej w tych wypadkach.

B. Z teorii aksonometrii prostokatnej.

Oznaczmy sume kwadratow odlegtosci po-
szczegblnych punktow (tworzacych grupe P1,
P2,...) od punktu O, od prostej e lub od
ptaszczyzny e przez lo, p, p,,..., le,pltptl... lub
le,p,,p,,... jako momenty bezwiadnosci grupy
punktow Pj, P2,.. . wzgledem punktu O, pros-
tej e lub ptaszczyzny e

Odetnijmy na osiach ukladu prostokgtnego
trojosiowego od poczagtku uktadu O odcinek d,
ryc. 5. to otrzymamy trzy odcinki OPx= OPy—
= OPt—d, o wierzchotkach Px, Py, Pz tworzg-
cych grupe punktéw. Przez poczatek ukiadu O
poprowadZzmy dowolng plaszczyzne e i prostg e
prostopadta do ptaszczyzny e

Moment bezwladnosci lo ktéregokolwiek
z punktéw Px, Py, Pz, wzgledem poczatku
uktadu O réwna sie sumie momentu bezwitad-
nosci tegoz punktu wzgledem ptaszczyzny e
i wzgledem prostej e:

{0, Pi= le, Pi+ le, Pi e o« (D

(n. p. OPX= d*= OP&+ P£PJ).

Odetnijmy réwniez na prostej e odcinek
d=OE i poprowadZmy przez punkt E piasz-
czyzne prostopadta do osi x, przecinajacag ja
w punkcie EXx.

Moment bezwladnosci punktu Px wzgledem
prostej e réwna sie momentowi bezwiadnosci
punktu E wzgledem osi x :

le, Px = E=EEJ = yEe2+ze2

analogicznie:

L,Py= ly, E= EEy2= zE 8+ x *



4 Pz= I >Is~EE* = x/+yE*
co dodajgc otrzymamy moment bezwiadnosci

punktéw Px, Py, Pz wzgledem dowolnej prostej
e przez poczagtek uktadu przechodzacej :
4 px, By, pz="2.(xP+y*+zj)=2.d2 (2

Poniewaz moment bezwadnosci tychze punk-
tow Px, Py, Pz wzgledem poczatku ukiadu
10, px, Py, = 3.d? to wedle rown. (1) i (2) otrzy-
mujemy :

4 Pt, Py, Pz= lo, I'x, Py, Z—4 Fx Py, Pz=

g =3.d2-§y.d2=d2. Py : €)

,.Moment bezwiadnosci trzech punktéw na
osiach ukladu prostokagtnego lezacych, o réw-
nych odlegtosciach d od poczatku uktadu, wzgla-
dem dowolnej ptaszczyzny przez poczatek uktadu
przechodzacej, réwna sie kwadratowi tej odle-
gtosci

Tez: Elipsoida trojosiowa bezwtadnosci trzech
dowolnych punktéw PIt Pt, P3, nie lezgcych na
jednej prostej, wzgladem dowolnego punktu O
nie lezacego na plaszczyznie trzech punktow po-
przednich, w wypadku, gdy te punkty znajduja
sig w rownych odlegtosciach d od punktu O,
na trzech kierunkach wzajem prostopadtych do
siebie w punkcie O, jest kulg o srodku O, opro-
mieniu R= d, gdy punkty Px, P2, Psposiadajg
masy jednostkowe.

Jak tez: Wszystkie uktady prostokatne troj-
osiowe o wspélnym poczatku O, dla punktow
o0 masach jednostkowych na osiach tych uktaddw
lezacych w réwnych odlegtosciach d od poczatku
O, majg kulg o srodku O, o promieniu R = d,
jako wspdlng kulg bezwiadnosci tych trzech
punktéw jednostkowych na osiach ktéregokolwiek
z tych uktadow, wzgladem tego poczatku O.

Omawiany uktad prostokatny wraz z row-
nymi odcinkami na osiach OPx= OPy= OPz—d,
dowolnie w przestrzeni skierowany, rzuémy
prostopadle na ptaszczyzne rysunku. Otrzymamy
rzuty punktow OJ, PJ, Py, PJ. Dowolna ptasz-
czyzna X, przechodzaca przez prostg OOn jako
prostopadta do ptaszczyzny rysunku, niechaj
przecina jag w prostej |, przechodzacej stale
przez punkt OJe

Poniewaz odlegtosci punktéw Px, Py, P. od
ptaszczyzny Xrownajg sie po kolei odlegtosciom
ich rzutéw Px, Py, PJ od prostej I, to moment
bezwtadnosci 4 p®, pif, Pz; punktéw PJ, PJ,PJ,
wzgledem prostej I, rGwna sie momentowi bez-
wiadnosci Iz, pR) py, pz punktow Px, Py, Pz, wzgle-
dem plaszczyzny X a ten ostatni wedle po-
przedniego twierdzenia dla dowolnej ptasz-
czyzny przez poczatek ukiladu przechodzacej,
rébwna sie wartosci statej :

4 Px Py, Pr=4, ®P,Pz—d% . (4
W plaszczyznie rysunku zatym twierdzenie po-
przednie przejdzie w twierdzenie:

,.1rzy dowolnej dtugosci odcinki O' Px', O' PJ,
O' PZ, na ptaszczyznie rysunku lezace, o wspdl-
nym wierzchotku O' i o dowolnym nachyleniu,
przedstawiajg tylko wtenczas rzut prostokatny
uktadu prostokatnego [O, Px, Py, Pz], o row-
nych odcinkach na osiach ukfadu OPx= OPy—
= 04 =d“-

—,gdy moment bezwladnosci punktow Pt'
Py', PJ wzgladem dowolnej prostej | przez punkt
OJ przechodzacej, a na plaszczyznie rysunku
lezacej, jest iloscig statg réwng d 2U.

—,.lub gdy elipsa bezwtadnosci E3(0J, PJ,
Py, PJ) grupy punktéow PJ, PJ, PJ dlapunktu
0J, jest kotem opromieniu réwnym odcinkowi dLl.

Twierdzenie powyzsze, postaci przeznaczo-
nej, powtdrzone wedle Dr. G. Scheffersa ,,Lehrb.
d. Darst. Georn.”“ t. |. str. 63 i poprzednie, pro-

wadzi do postaci oznaczonej przez nastepujgce
rozumowanie :

Niechaj trzy odcinki OJPJ, OJ PJ, OJ PJ,
ryc. 6. na ptaszczyznie rysunku lezgce czynig
zado$¢ ostatnio cytowanemu twierdzeniu, czyli
niechaj bedg rzutem prostokagtnym uktadu
prostokatnego trojosiowego o réwnych odcin-
kach na osiach uktadu, lub niechaj elipsa bez-
wiadnosci E3(0J, PJ, PJ, PJ) punktéow PJ,
PJ, PJ, dla punktu OJ, bedzie kotem o promie-
niu d.

Odrzué¢my jeden z punktéw n. p. punkt PJ,
to moment bezwiadnosci wzgledem dowolnej
prostej | przez punkt OJ przechodzacej a na
ptaszczyznie rysunku lezacej, zmniejszy sie do
momentu bezwiadnos$ci pozostatych dwu punk-
tow PJ, PJ, wzgledem tejze prostej |, dajac
elipse bezwiadnosci E2(0J, PJ, PJ). Zmniej-
szenie to momentu bezwiadnosci przez nie-
uwzglednienie punktu PJ jest tym mniejszym
im blizej prosta | przechodzi obok punktu PJ,
najmniejszym rownym zeru, gdy prosta | prze-
chodzi przez punkt PJ, (1= OJ PJ)..

Zatym elipsa bezwitadnosci Et (OJ, PJ, PJ)
punktéw PJ, PJ dla punktu OJ i elipsa bez-
wihadnosci rowna kotu E3(0J, PJ, PJ, PZ),
punktéw PJ, PJ, PJ, dla punktu OJ, jako
wspotsrodkowe muszg by¢ styczne do siebie,
przy czym punkty stycznosci A i B leze¢ mu-
szg na prostej la, prostopadiej w punkcie O»'
do prostej Ib= OJPJ, jak tez punkty te AiB

by¢ musza wierzchotkami osi duzej AB—%a—

= 2.d, elipsy E2(0J, PJ, PJ), za$ oS mata
CD=2.b tej elipsy, leze¢c musi na prostej
0J PJ.

Elipsa bezwitadnosci E2(0J, PJ, PJ) ni®

ulegnie zmianie gdy punkty materialne PJ, Py



zastagpimy dowolnymi punktami inaterjalnymi
na tej elipsie lezagcymi, bedacymi wierzchotkami
dowolnych dwu $rednic sprzezonych tej elipsy
PA', Py, lub tez wierzchotkami jej osi np. A'i C:
Et (OA, PA, Py)= E2(0OA, PA', Py") =
= E2(0A, A, O

to moment bezwiadnosci punktéw PA, Py,
wzgledem prostej la:

ha, r*. ry = PAIl + W~II=All+ ClI= b\

gdzie PAla wyraza odlegto$¢ punktu PA od
prostej la, zaS moment bezwtadnosci punktéw
PA, Py, P,, wzgledem tejze prostej la:

ha, P, Py, PZ = PAla+ Py'la+ Pz'la=

= A2+ OAPz* = b2+ d2= d2
Z czego:
dz= OA~PZ =TTla= + \di-b2= t ia2b\ (5

Tu wylgczylimy punkt P.'. Analogiczne
zwigzki zachodzg przy wylgczeniu punktu Py,
lub punktu PA, przy elipsie E2(OA, Pz', PA),
lub elipsie E2(OA, Py, Pz), co pozwala po-
wiedziec:

Dwa dowolnej dtugosci odcinki OA PA, OA Py,
(na plaszczyZnie rysunku lezace), o wspdlnym
wierzchotku i o dowolnym nachyleniu, mozemy
uwaza¢ za rzut prostokatny uktadu prostokat-
nego trojosiowego [O, Px, Py, Pz] o réwnych
odcinkach na osiach uktadu OPx— OPy= OP2=
= d, przy czym kierunek rzutu osi pozostatej
(trzeciej), jak tez diugos¢ rzutu jej odcinka
sg dwuznacznie okre$lone, mianowicie: rzut osi
trzeciej nakrywa o$ mata elipsy wyznaczonej da-
nymi dwoma odcinkami jako potowami $rednic
sprzezonych tej elipsy, za$ dtugo$¢ rzutu odcinka
osi trzeciej jest rowny odlegtosci ogniska tejze
elipsy od jej Srodka.

Tez : Dwa dowolnej dtugosci odcinki o wspol-
nym wierzchotku i o dowolnym nachyleniu, mo-
zemy uwazaé za rzut prostokatny trzech krawe-
dzi jednego naroza szescianu umiarowego, przy
czym rzut trzeciej krawedzi, nakrywajac oS matg
elipsy, danej tymi dwoma odcinkami jako pot-
Srednicami sprzezongmi, réwna sie odlegtosci
ogniska tej elipsy od jej Srodka.

Jak tez: Rzuty prostokatne biegunéw Kkuli,
danej rzutem prostokatnym réwnika, jako elipsy
wyznaczonej potsrednicami sprzezonymi, beda-
cymi dwoma dowolnymi odcinkami o wsp6lnym
wierzchotku i dowolnym nachyleniu, leza na osi
matej rzutu rownika, po obu stronach jego
Srodka, w odlegtosci ogniska rzutu réwnika od
tegoz Srodka.

Wykluczywszy przy dwu odcinkach dowol-
nych SP,, SP2, o dowolnym nachyleniu wypa-
dek obu odcinkéw réwnych zeru jako tu nie-
istotny, dopuszczajac tylko jeden odcinek rowny
zeru, wyréznimy nastepujace wypadki:

L Oba odcinki rézne od zera o kacie n

chylenia réwnym 0° lub 180°.

Szukany rzut prostokatny odcinka trzeciego,
nakrywa prostg prostopadta w punkcie S, do
prostej SP, P2, przyjmujac dtugosé:

SP=d3= +ASP 12+ 'SP2. . (6)
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Ktoérykolwiek z obu punktow P, speiniajg-
cych réwn. (6), lezacych na prostej SP, Pt,
po przeciwnych stronach punktu S, w odle-

gloeci £ SP, moze zastapi¢ grupe punktéow P1,
P2, dla punktu S. Albowiem znaczac odlegtos¢
punktu Pi, od prostej dowolnej s, przez punkt

S przechodzacej, przez P,s, niezaleznie od kata
nachylenia a prostej s do prostej SP, P2, na
i poza ptaszczyzng rysunku lezacej, gdy tylko:
SP2= SPt2+ SP22= (SP,.cosa)2+

+ P72+ (SP2.cosa)2+ P2s2

to tez:
SP2= (SP.cosa)2+ Ps2=

==("P12+ 5P 2).cos2a + Ps2

Poréwnujac prawe strony roéwnan powyz-
szych powiemy :

Takie punkty P na prostej SP1P2, dla kt6-
rych ma miejsce rown. PP 2=<SP12+ SP22 ze
wzgledu na dowolng prostg s, przez punkt S
przechodzaca, na i poza ptaszczyzng rys. lezaca,
niezaleznie od jej kata nachylenia a, czynig za-
dos¢ stale réwnosci:

Ps2=Pts2+P2s2 czyli:

W wypadku omawianym :

b=0, ds=+ Y«—b2—=a—d
ptaszczyzna rysunku (aksonometrii prostokatnej)

h,r=h,rtr,- (7)

jest rownolegta do osi, ktérej rzut wyzna-
czyliSmy.
2. Oba odcinki rézne od zera o kacie na-

chylenia rownym 90° lub 270°.

Szukany rzut prostokatny odcinka trzeciego
nakrywa z danych odcinek krotszy, lub jest
jego przedtuzeniem o diugosci:

d3=+ fSP"-SA 2 gdy: SP, > SP2.
Wtenczas:
a—d=SPj, b—SP2.

W wypadku tym ptaszczyzna rysunku jest
rébwnolegta do osi, ktérej rzut jest odcinkiem
z danych dtuzszym.

3. Gdyby jeden z danych odcinkéw byt
rowny zeru, lub gdyby oba odcinki, nachylone
pod katem 90° lub 270° byly rdwne sobie,
wtenczas ptaszczyzna rysunku jest réwnolegty
do dwu osi uktadu prostokatnego, czyli rowno-
legta do jednej z ptaszczyzn uktadu.

Uogdlniajac powiemy:

Dwa punkty dowolne P,, P2, na plaszczyznie
rysunku lezace wyznaczajg dwuznacznie kierunek
trzeciego punktu P3, grupy punktéw P,, P2, P3,
dla punktu S, ktérych elipsa bezwladnosci
E3(S, Pj, P2, Pt) jest kotem. Punkt ten P3 lezy
na kierunku osi matej elipsy E, (S, P,, P,,
w odlegtosci ogniska tejze elipsy od jej Srodka S)

@0 jednej lub po drugiej stronie tego $rodka.

Kazdy punkt 0, przed lub za ptaszczyzng
rysunku, jedynej tu prostej p = SO, prosto-
padtej w punkcie S do ptaszczyzny rysunku
moze byé uwazany za poczatek uktadu prosto-
katnego, tréjosiowego, o réwnych odcinkach na



osiach uktadu OPx=OPy= OPz—a=d, tak
utozonego, ze punkty P,, P3,P3, sg rzutami
prostokatnymi po kolei punktéw Px, Py, Pz.

Poniewaz miejscem geometrycznym punktow
Px, Py, Pz, wszystkich uktadéw o rownych od-
cinkach a = d na osiach, o tymsamym poczatku
O, jest kula o S$rodku w tymze punkcie O,
o promieniu R = d, jako wspdlna kula bez-
wiadnosci punktéw jednostkowych na osiach
tych uktadow dla poczatka O, ktérej rzut prosto-
katny jest kotem bezwtadnosci Es (S, P,, P3, PJ)
0 promieniu a= d, to kazda prosta rownolegta
do prostej p =S O, a przez punkty P,, P2, P3,
przechodzaca, przebija kule w dwu punktach
rzeczywistych, dajac dwa takie uktady prosto-
katne, przeciwzwrotne, symetrycznie utozone
wzgledem plaszczyzny prostopadtej do prostej p,
w punkcie O, ktérych rzut na ptaszczyznie ry-
sunku jest danymi dwoma odcinkami SP1, SP2,
jak tez niemi okreslonym odcinkiem trzecim
+ SP3, lub —SP3.

Wiec: W kazdym punkcie prostej p =S O,
prostopadtej do ptaszczyzny rysunku, maja po-
czatek cztery uktady prostokatne, tréjosiowe,
0 réwnych odcinkach na osiach uktadéw, nakry-
wajgce swym rzutem prostokatnym na plasz-
czyznie rysunku dwa dowolne odcinki SP1, SP2,
o0 dowolnym nachyleniu, przy czym tylko jeden
z tych odcinkéw moze by¢ réwnym zeru.

Wychodzagc z podstawowego twierdzenia
aksonometrii ukosnej K. Polkiego, jasnym staje
sie dla nas warunek, jakiemu poddaé nalezy
odcinek trzeci, przy dowolnie obranych dwu
pierwszych, jes$li oming¢ zechcemy znieksztat-
cenia rzutu rysowanego utworu rzutem uko$-
nym, wyraznie odbiegajagcym od rzutu prosto-
katnego. A gdy z drugiej strony, stosowanie
aksonometrii prostokatnej o z gory przyjetym

stosunku skrdcen, wyznaczanie odcinka d, ry-
sowanie podziatek lub katéw skrécen dla
poszczegélnych osi, jako ucigzliwe tez omi-

ng¢ zechcemy, wtenczas aksonometria ukosna,
zblizona do prostokatnej, w jakiej dla wszyst-
kich trzech osi uzyé bedziemy mogli jednej po-
dziatki, bedzie tg aksonometrig, ktérej waznos¢
techniczng podkresli¢ nalezy.

W tym celu, jak to wskazuje twierdzenie
dwu odcinkéw, powrdci¢ musimy do konstrukcji
osi elipsy, danej Srednicami sprzezonymi, ryc. 4,
jako rysunku zawierajgcego juz w sobie wiel-
kosci omawiane: d, dx=1, dy=m, dz= n, uto-
zone w ich zaleznosci. Wydobedziemy je najaw
w ryc. 7, przyjmujac dwa dowolne odcinki np.

dx= 0J PJ, dy= On‘Py,jako potsrednice sprze-
zone elipsy E3(On', PJ, PJ) czyniac:
dx= On'PJ+ On A'= ATE, dy= OnlPy = Py F,
pj~A> =FG = EG, 0J G= GH, PJIII OJH,
otrzymamy:
fT=Th =a=d, Tg="b
Poprowadzmy jeszcze prosta: PJ G4.0JPJ =
= dx, i zatoczmy promieniem a—d= FI =
= IH koto o $rodku w punkcie I. Prosta prosto-

padta do prostej FE w punkcie G przecina
koto w punkcie L, wyznaczajac zgodnie zrow-
naniem (5), str. B:

dz—IIL = Ya2—6*=\d 2 b 2.

Odmierzywszy odcinek GL=0JPJ =dz od
punktu OJ na prostej OJ H otrzymamy osta-
tecznie punkt PJ, okreslajacy rzut odcinka d
na osi z.

Wytaczmy z ryc. 7 tréjkat OJ FH, wraz
z punktami PJ, I, G, i zauwazmy, ze dwa
boki tréjkata FGPJ, tworza odcinki: dx=
= GPJ10OJPJ, dy= FPJ, wyznaczajace juz
w nastepstwie odcinek d = F | i pozostaty od-
cinek dz, pod warunkiem, ze punkt G lezy na
symetralnej 1' G odcinka OJ Il, przy czym:

pj~i= 0] p=Tfr.

Jak widzimy trojkat OJ FH, wraz z punk-
tami Py, |, G, streszcza w sobie zwigzki doty-
czace aksonometrii prostokatnej tak, ze obiera-
jac go dowolnie, przy spetnieniu wskazanego
wyzej warunku dotyczacego punktu G, bedzie-
my mogli w krotkiej drodze oznacza¢ aksono-
metrie prostokatne, a wyznaczenie podziatek lub
katow skrdécen nie nastreczytoby przy znanym
tu d zadnej trudnosci.

Ryc, 7.

Postagpi¢ zatem mozemy odmiennie jak przy
klasycznym sposobie wyznaczania aksonometrii
prostokatnej, wychodzacej z dobranych stosun-
kow skrocen, przez ktére warto$¢ d, jakag tam
dodatkowo wyznaczamy, jako warto$¢ wyni-
kowa, zwykle niewspdtmierng wobec dx, dy, dz
@l, m, n), co zmusza nas w nastepstwie do uzy-
wania trzech podziatek, lub trzech katow skro-
cen. Mianowicie mozemy, korzystajac z twier-
dzenia dwu odcinkéw dowolnych o dowolnym
nachyleniu, przyja¢ najpierw warto$¢ d i Kie-
runek osi zn, bedacy prostg pionowg, przecho-
dzaca przez punkt H, ryc. 7. Wyczerpujemy
w ten sposéb jeden odcinek dowolny i Kieru-
nek. Drugi odcinek np. dy, wspOtmierny z od-
cinkiem d, jak jego kierunek mozemy obrac
stosownie a w nastepstwie wyznaczy¢ dx wraz
z jego kierunkiem i dtugos¢ dz, starajac sie
przy tym otrzymac dla dx i dz dtugosci w przy-
blizenm wspo6tmierne z diugoscia d.



Tak np. wzorujagc sie tylko na aksonometrii
prostokatnej o stosunku skrocen | :m :n=4:3: 5,
d = 5,00, jako aksonometrii szczeg6lnej (ptaszcz,
rys. réwnolegta do osi z), zatoczmy z punktu |
jako $rodka koto o promieniu d = bcm, ryc. 8
i poprowadzmy przez punkt / dowolng prostg
FH. Przez punkt H, narysujmy prostg pio-
nowa jako o$ zn, jak tez przez punkt I, prostg
do zn rownolegla. Ustawmy poczatek podziatki
w punkcie F i skrecajgc podziatkg dookota
punktu F, sprowadzmy ja do potozenia takiego,
by kreska 6 cm lezata na prostej z,, wskazujac
rzut poczatku uktadu On'. Wtenczas kreska
3 cm podziatki na prostej pionowej, przez punkt

| przechodzacej, wskazuje punkt Py (PP/=
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Zadawalajac sie otrzymanymi katami nachy-
lenia osi i zblizeniem odcinkéw dx, d* do war-
tosci catkowitych, zaokraglimy je:

dx do 0'v=nP,=4cm, dl, do 0'KeVP3= 5cm,

przechodzac w ten spos6b do aksonometrii
ukosnej, o stosunku skrécenn dx:dy:dz= 4:3:5,
d 5cm, okreslonej odcinkami 0'u=nPl On'P2,
0'MP3, ktérg nazwa¢ mozemy aksonometrig
zblizong do prostokatnej, pozwalajacg uzyc¢
wprost jednej podziatki do wszystkich trzech
osi, jak to czynimy w aksonometrii uko$nej,
dowolnie obieranej odbiegajgcej czesto znacznie
od rzutu prostokatnego, tym samym znieksztat-
cajacej szczegdt rysowany.

i

Ryc. 8.

=Py On'= dy= 3cm). Tak wyznaczony odci-
nek 1| Py przenieSmy cyrklem raz z punktu
On', drugi raz z punktu H na o$ z, a otrzy-
mamy punkt P, przez ktéry przechodzi syme-
tralna odcinka On'H, wyznaczajgca na prostej
FH punkt G. Prostopadta w punkcie G, do
tejze prostej FH, daje na kole punkt L.

Otrzymalismy w ten sposéb odcinki:
pfGLON'Px = d*= 4,2 cm,
GL= On' Pz = dx= 4,85 cm,

okreslajace aksonometrie prostokatng [On', PJ,
Py'i P*J 0 stosunku skrocen dx:dy:d, =
=4,2:3:485 przy d=5cm.

Przygladnijmy sie jeszcze zmianom w przy-
ktadzie wyzej przyjetym, ryc. 8, jakie wywota
obrét dookota punktu I, prostej FIH np. w kie-
runku zgodnym do obrotu wskazowki na ze-
garze.

Wtenczas znacznie wiekszemu obrotowi ule-

gnie podziatka ustawiona w prostej FOn'—6 cm,
powodujgc znaczne obnizenie punktu Ox, obni-
zenie sie punktu I, co pocigga za sobg zbliza-
nie sie punktu G, do punktu /, a w nastepstwie
zmniejszanie sie odcinka dx=Py G, przy zwro-
Scie odcinka d,= GL, przy czym kat nachyle-
nia osi x,, yn rosnie zblizajgc sie do 180°. Ko-
rzystniej zatem bedzie obrdcic prostg FIH w kie-
runku przeciwnym do obrotu wskazéwki na ze-
garze, np. do potozenia FtIHI.



Postepujac analogicznie jak to uczyniono
powyzej dla FIH, otrzymujemy przy d= 5cm,
dy=F, Py" = Py" 67'= 3cm.:

dx=Py" G,1 OPPZ'=4,86cm,
dz= G1L1= On" PZ' —4,1 cm,

jako odcinki okreslajgce aksonometrie prosto-
katng [On", Px", Py", Pz"] O stosunku skré-
cen: dx:dyldz=49:8:4,1, przy d=5cm,
ktorg przy prawie niezauwazalnej zmianie rzutu,
zastgpi¢ mozemy aksonometriag ukos$ng, zbli-
zong do prostokatnej : dx:dy:dz=B:8:4,
d Bcm, okre$long odcinkami:

0"r=uP~', On" P2, On"P3.

Reasumujgc nakoniec w przykiadzie ryc. 9,
gdzie podano jedng z aksonometrii prostokat-
nych, zblizong do stosunku skrdcen:

l:m:n—6:4:h, d=26,2...

Zaokragliwszy d do 6 cm, narysowalismy
koto promieniem d = 6 cm, o $rodku w punkcie I,
poprowadziliSmy: prostg dowolng FIH i proste
pionowe, przez punkt H, jako o$ z, oraz
przez punkt |. Podziatkg o poczatku w punkcie
F, o kresce 8 cm dajagcag na osi zn punkt On
(dy= 4.cm), wyznaczono kreska 4 cm, na pio-
nowej z punktu | punkt Py. Symetralna od-
cinka HO (IPy = HI’= Onl’), przecieta prostg
FH w punkcie G, w ktorym prostopadta do
FH przecina koto w punkcie L, dajac szukane
odcinki:

dx= PyG1 OnPx= 5,8 cm,
dz= GL = OnPz= 4,8 cm.
P

dxd (~"3-4:4,e
*6:4-5
d*6.
JFu-
liyc. 9.

Tak otrzymaliSmy aksonometrie prostokatng
(On, Px, Py, Pz), ostosunkuskrocen: dx:dy:dz—
=58:4:48, przy d = 6 cm, ktdrg mozemy sto-
sowa¢ wprost, narysowawszy podziatki lub katy
skrécen juz tylko dla dwu osi xn, zn, lub tez
bez znacznej zmiany rzutu, zaokragliwszy od-
cinki: d, do 6cm, dzdo 5cm, stosowaé akso-
nometrie zblizong do prostokatnej, okreslong

odcinkami Ow=nP,, 0,, P2, OuP3 dx:dy:dz—

= 6:4:5, d4~6cm, pozwalajagcg uzy¢ dla
wszystkich trzech osi jedng podziatke.

C. Z teorii aksonometrii ukosnej i elipsa bez-
wiadnosci grupy n -punktow.

Uwypukiajgc rozprawe niniejsza,
stowami K. W. Pohlkego twierdzenie :

»1rzy dowolnej dtugosci odcinki SP1: SP2,
SP3, o wspdlnym wierzchotku i dowolnym na-
chyleniu, na ptaszczyznie rysunku lezace, sgrzu-
tem ukosnym (réwnolegtym) trzech réwnej diu-
gosci odcinkbw OPx= OPy= OPz= d, odmie-
rzonych na osiach uktadu prostokatnego, jesli
nie leza wszystkie cztery punkty S, P,, P2, P3,
na jednej prosteju.

Traktujagc na razie cze$¢ ptaska dowodu,
powtdrzymy:

Dane trzy punkty dowolne Px, P2, P3, na
ptaszczyznie rysunku, wyznaczy¢ elipse bez-
wiadnosci E3 (S, Px, P2, P3) dla dowolnego
punktu S, przy wykluczeniu obrania punktéw
S, P3, P2, P3, na jednej prostej.

Przyjmijmy elipse bezwtadnosci En (S, P,,
P2, ... Pn), dla punktu S, punktéw P,, P2,...P,,,
dla ktérej wykluczamy znieksztatcenie do od-
cinka podwdjnego. (Elipsa bezwiadnosci Cul-
manowska bytaby w tym wypadku dla punktu
S, pomniejszong elipsg w skali 1 :\h, gdy punkty
P2, P2... Pn, posiadajg masy jednostkowe).

To samo wykluczenie znieksztatcenia niechaj
jeszcze tez zachodzi w elipsie En-i (S, P,, P2, mw
Pn 1), dla tego samego punktu S, punktéw P ,,
P2, ... P, _i, z opuszczeniem punktu Pn.

Na wartos¢ momentu bezwtadnosci Is, wzgle-
dem prostej s, przechodzacej przez punkt S
i punkt Pn, uwzglednienie lub nieuwzglednienie
punktu Pn niema wptywu.

powiemy

Zatym istniejg dwie wspdlne styczne do
obu elips, réwnolegte do prostej s, w odle-
gtosci Msm

Ze rozpatrywane elipsy bezwladnosci prze-
cina¢ sie nie moga, gdyz wtenczas moglyby
istnie¢ punkty materialne zewnatrz elipsy En,
co jest niemozliwym przy masach rownych lub
wiekszych od jednosci poszczeg6lnych punktéw,
to jasnym staje sie, ze elipsy En~+ i En s
styczne w wierzchotkach S$rednicy sprzezonej
z kierunkiem s.

Powracajagc do zagadnienia trzech punktow
Pi, Pi, Pz, ryo- 10, wylgczmy punkt P3. To
elipsa E2(S, P,, P2, punktow K, P2, dla punktu
S, posiada¢ bedzie punkt stycznosci z szukang
elipsg E3 (S, Pn P2, Ps). Nazwijmy ten punkt,
nam na razie nie znany przez Pe.

Ze elipse E2 (S, P,, P2, mozemy uwazac
jako elipse bezwtadnosci dwu punktéw dowol-
nych, o masach jednostkowych, na tej elipsie
lezacych, a bedgcych wierzchotkami dwu $rednic
sprzezonych, to obierajgc jednym z nich punkt
P\, zagadnienie uproscimy do moznosci stoso-
wania powinowactwa z kotem, bo wtenczas,
jak to wyzej okazaliSmy, drugi punkt P2, le-
ze¢ bedzie na znanym nam Kkierunku SPs,



sprzezonym z kierunkiem SPe i leze¢ bedzie
na elipsie:
E2 (S, Pu Pi)=E1(8, P\, P's).

Zbierajac, punkty dane Px, P2, P3, zastg-
pimy punktami P\, P\, P3, a szukana elipsa
nie ulegnie zmianie:

@ (M A P3)= P3 Pa> P21 /3)

Punkty P¢ i P'2 znajdziemy najprosciej,
zaktadajagc powinowactwo kota kx z elipsg
E2(S, P,, P2), o osi p=P2S, (lub p =PxS),
rysujac koto o srodku S i o promieniu P2S.
Punkt 1, przeciecia sie kota k, z prostg IP-Lja
i punkt Pj, okre$lajg kierunek powinowactwa,
w ktorym Px2P3 odpowiada prosta 123.

Zatym proste prostopadte P43, BP, punk-
tami 4, B na kole kx, wyznaczajg w ukladzie
elipsy E2 (S, P,, P2) punty szukane Pel, P'2.

Jako sprawdzenie postuzy¢ tu moga proste:
B6', styczna do kota kt w puncie B i prosta
6'P\ //SP3.

Punkty Ps i P'2 dla punktu S, lezace na
prostej SP3, jak to wykazalisSmy pod 1., str.
B, rown. (7), zastgpi¢ mozemy punktem Fs.
Punty te okreslajg elipse E} (S, P3, P'2), znie-
ksztatlcong do odcinka podwojnego, ktérego
wierzchotek Fs moze by¢ uwazany za ognisko
tej elipsy, o osi 2.6 = 0, jak tez za wierzcho-
tek srednicy 2.SF3, sprzezonej w elipsie E3 (S,
Pj, P2, P3) z $rednica 2.8P\ przy czym:

W dalszym ciagu stosujac konstrukcje osi
dla znalezionych S$rednic sprzezonych 2.SFa,
2.SPéel, odcinkiem SH, orjentujemy osie i wy-
znaczamy ich wierzchotki: AoBo=2.a, CoDo—
= 2.6.
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(Przypominajac tu konstrukcje Rytza uzy-
libySmy odcinka CA' SH, co datoby mniej
pewne zorjentowanie prostej CA' i niepewne
nastawienie promienie kota, gdyz punkt S w toku
poprzednich zabiegéw zostat ostrzem cyrkla
rozdarty, wplywa to tez ujemnie na postawie-
nie kierunku SH).

Gdy poréwnamy sposéb podany, wyznacze-
nia elipsy bezwiladnosci trzech punktéow, dla
dowolnego punktu, z Kkonstrukcja prof. F.
Schura (Strassburg, Breslau) ,,Uber den Pohl-
keschen Satz“, Journ. f. d. r. u. angew. Math.
117. Bd. 1896, S. 24—28, stosujacej powino-
wactwo elipsy, okreslonej osiami z elipsg szu-
kang, to spos6b podany tu pozwala conajmniej
oming¢ po pierwsze, niezrecznego wyszukiwa-
nia $rodka WU elipsy pomocniczej, po drugie
ucigzliwego wyznaczania diugosci jej osi.

0 tyle tylko uprosci¢ sie daje konstrukcja
w poréwnaniu z cytowang konstrukcja, ktérg
K. W. Pohlke uznat historycznie waznym i wy-
starczajgcym dowodem swego twierdzenia, po-
wtorzywszy w catosci dowdd H. A. Schwarza -
Schura z r. 1864.

Opisujac tu jego ciag dalszy, mozemy kazdy
punkt 0 (lub 0'), dwu prostychp=SOip'=SO’,
przez punkt S, przed i za ptaszczyzng rysunku
przechodzacych a nachylonych do ptaszczyzny
rysunku pod ketem (p= arc sin 6/a tak, by zna-
leziona o$ duza elipsy bezwitadnosci E3 (S, P,,
P2, P3), byta ich rzutem prostokagtnym na
ptaszczyzne rysunku, uwazac za poczatek ukta-
du prostokatnego o rownych odcinkach na osiach
uktadu OPx= OPy= OPz= b= d, (lub O' Px=
= 0 'Py= 0 'Pz= b—d), tak utozonego, ze punkty
Pj, P2, P3, sa rzutami ukosnymi po kolei punk-
tow PX Py, PZ
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Ze miejscem geometrycznym punktéw Px,
Py, Pz, wszystkich uktadéw o réwnych odcin-
kach d= b, na osiach, o tymsamym poczatku
O, (lub Oj, jest kula o $rodku w tymze punk-
cie O, (lub Oj, o promieniu R=d=b, jako
wspolna kula bezwitadnosci punktéw jednostko-
wych na osiach tych uktadow dla poczatku O, kt6-
rej rzut ukosny, réwnolegty do prostej p, (lub
jest wyznaczong wyzej elipsg E3 (S, P1} P2, Ps),
to kazda prosta réwnolegta do prostej p (lub pj
a przez punkty P,, P2, P3, przechodzgca, prze-
bija kule w dwu punktach rzeczywistych, dajac
dwa takie uktady prostokatne, przeciwzwrotne,
symetrycznie utozone wzgledem plaszczyzny
prostopadiej do prostej p w punkcie O, (lub do
prostej p“ w punkcie Oj, ze ich rzut ukosny,
rownolegty do p, (lub pj, na plaszczyznie ry-
sunku jest przyjetymi na wstepie trzema od-
cinkami SPX, SP2, SP3.

Wiec: W kazdym punkcie dwu prostych
p=S0 ip'=S0' przez punkt S przechodza-
cych, przed i za ptaszczyzng rysunku pod katem
= arc sin b\a, nachylonych tak, by o$ duza
elipsy bezwiadnosci E3(S, P,, P2, Ps) byta ich
rzutem prostokatnym na plaszczyzng rysunku,
maja poczatek dwa uktady prostokatne, przeciw-
zwrotne, o réwnych odcinkach na osiach ukta-
dow OPx= OPy=0Pz=b=d, (lub O'Px=
= O'Py= O'Pz—b—d), nakrywajgce swym
rzutem uko$nym, réwnoleglym do prostej p,
(lub pj, na plaszczyznie rysunku przyjete na
wstepie, trzy dowolne odcinki SPI, SP2, PPs>
0 wspolnym wierzchotku i dowolnym nachyleniu,
jesli tylko nie lezg wszystkie cztery punkty S,
P1, P2, P3, na jednej prostej.

Sposob wyzej podany wyznaczenia elipsy
bezwitadnosci trzech punktéw, ryc. 10, jak wy-
kazemy, moze byé stosowanym do wyznacze-
nia elipsy bezwiladnosci dowolnej ilosci punktow
materjalnych o masach jednostkowych.

Poniewaz elipsa E2 (S, Pj, P2), jest elipsg
bezwitadnosci punktéw Px i P2, dla punktu S
a punkt P3 zostal po zastgpieniu punktow Pi
1P2, przez punkty Pj i P'2 dodatkowo uwzgle-
dniony dajac elipse :

Es(S, Pj, Ft)=Et (S,Pit P,, Ps),

to postepujac analogicznie, dotgcza¢ bedziemy
mogli po kolei dowolng ilo$¢ punktow.

Mianowicie biorgc punkt nastepny P4, opus-
cimy konstrukcje osi w elipsie E3, zaktadajac
ponownie powinowactwo kota k2, o promieniu
SF3, lub SPj, z elipsa:

E3{8 Pj, F3)=E3(S, Pj, Pj),
znajdziemy jak poprzednio punkty Pj i Pj,
przy tym Pj jest punktem stycznosci elipsy E3
z szukang elipsag bezwladnosci (S, P,, P2,
P3i Pi) w kierunku SPj, sprzezonym z Kie-
runkiem SPt, na ktérym leze¢ musi znaleziony
punkt P j

Punkty dane Pj, P2, P3, P4, zastapig punkty
Pj, Pj, P4, wyznaczajac tozsamos¢:

E,(S, P, P2,P3,P4=P4(S, Pj, Pj, P,)=

= Ek(S, Pj, PA4).

Punkty materialne Pj, P4, dla punktu S,
na prostej PP4 lezace, daja elipse znieksztal-
cong do odcinka podwojnego, ktérego wierzcho-
tek P4, okre$la Srednice sprzezong 2<SP4z Sre-
dnicg 2.SPj, w elipsie P4, przy czym:

ppd= %

Wiec w ten sam sposob, jak przy uwzgled-
nieniu Punktu P3, uwzgledniwszy punkt P4,
wyznaczyliSmy elipse bezwiadnosci P4, jej Sre-
dnicami SPrzezonymMi.....ccociviniiennieneeiereneneennns

Spos6b ten wyznaczenia elipsy bezwtadnosci
grupy punktéw, pozwala oming¢ kolejnego wy-
znaczania osi i ognisk poszczegolnych elips,
podany przez K. Heumanna (Prof. mechaniki
Politechniki w Stockholmie), w rozprawie z r.
1905: ,Uber Tragheitsmomente von Punktsy-
stemen u. Uber eine fundamentale Aufgabe in
der Theorie der axonometrischen Abbildung®.
Dzieki niemu, pojecia wyniklte w nauce mecha-
niki ciat sztywnych, urobione przez Eulera,

Cauchy, Culmana, przystosowane zostaty do
celéw geometrii wykresinej.
JWPanu Prof. Dr. K. Bartlowi za cenne

uwagi, ktére wptynety na tok rozprawy powyz-
szej, w tym miejscu wyrazam jak najserdecz-
niejsze podziekowanie.



