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Badaniem przyrody, a mianowicie tych jej
dziedzin, w ktérych wystepujg sity mechaniczne,
zajmujg sie nauki Sciste i empiryka, a badanie
zuzytkowania i zaprzegniecia tych sit do pracy
— dla dobra ludzkosci — nalezy do wiedzy
technicznej.

W naukach S$cistych przyjmuje sie przy ba-
daniu — bardzo czesto — absolutng doskona-
tos¢ badanych elementdw, przyczem statystyka
spostrzezen moze, ale nie musi odgrywaé tu
pewnej roli (szczeg6lniej w naukach klasycz-
nych). Pozatem zaznacza sie, Zze w przyrodzie
nie istnieje absolutna t. j. stuprocentowa do-
skonatos¢. Nie posiadamy ciat doskonale lek-
kich (t. j. bez ciezaru), sprezystych, gtadkich,
niescisliwych i t. p. Z tego powodu wyniki ba-
dan, niektorych nauk Scistych a szczego6lnie
nauk klasycznych streszczajg sie we formach,
ktérych wyniki sg takze waznymi poza obsza-
rami doswiadczen, ale warto$¢ ich — tak na
obszarach doswiadczen jak i poza niemi —
moze by¢ tylko przyblizong do rzeczywistosci
i przedstawia¢ obraz idealny, ktéry jest mniej
lub wiecej wiernem odbiciem lub odwzorowa-
niem obrazu rzeczywistego.

Zdarza sie czesto — podczas rozwazan Sci-
stych — wtracanie albo w toku, albo tez przy-
jecie u podstaw tych rozwazan — wynikéw
rozwazan empirycznych z zasadniczemi uprosz-
czeniami, co jest niedopuszczalnem, poniewaz
nietylko tamie catg linje rozwazan Scistych,
lecz powoduje takze niedomagania niedajace
sie nastepnie usunag.

Inaczej przedstawia sie sprawa w dziedzinie
wiedzy empirycznej. Tu oparto badania o sta-
tystyke spostrzezen, przyczem przyjecie u pod-
staw lub wtracenie w toku badania wynikéw
rozwazan S$cistych jest dopuszczalnem o ile to
tylko bedzie mozliwem.

Pozatem dopuszczalnemi sg tu takze zasa-
dnicze uproszczenia, przy stosowaniu ktorych
nalezy uwaza¢, aby z tego powodu wynikte cy-
frowe réznice — miedzy warto$ciami pomie-
rzonemi, a obliczonemi wzorami empirycznemi —
nie przekraczaly co do swojej wartosci abso-
lutnej (t. j. miescity sie w granicach) rdznic
i bledéw wystepujacych miedzy wartosciami
spostrzezen.

Wyniki rozwazan tak Scistych jak i empi-
rycznych streszczajg sie zwykle we wzorach
matematycznych, dajacych mozno$¢ wyznacze-
nia — w pierwszym przypadku na obszarze
doswiadczen i poza nim a w drugim tylko na
obszarze dosSwiadczen — wartosci nie pomie-
rzonych, odpowiadajacych tym samym wzgle-
dnie przyblizonym warunkom, w ktorych spo-
strzezenia dokonano i zebrano, oraz materja-
fowi statystycznemu, na podstawie ktérego wzdr
zbudowano.

Oczywista rzecz, ze opisane metody badan
nalezy odpowiednio zmieni¢, przy zmianie czy
to badanych warunkdw (n. p. przez uzycie liczby
Reynolds’a przy badaniach laboratoryjnych,
ktérej wartos¢ jest tymi warunkami ograni-
czong) czy to materjatu (n. p. przyjmujac przy
badaniu mechaniki ksztattu ichtjodalnego tak
wode jak i powietrze za ciecz lepka), poniewaz
analogja wnioskéw w podobnych przypadkach
jest Scisle ograniczona.

Z tego wynika, ze odpowiednie zbudowanie
i dobor wzoréw tak teoretycznych jak i empi-
rycznych nie jest rzeczag tatwg, przyczem te
ostatnie opracowywane bywaja do$¢ powierz-
chownie (szczeg6lnie w statyce budowli) a ich
warto$¢ przyjmowana bezkrytycznie przez ogét
praktykujacych inzynieréw wprowadza ich nie-
jednokrotnie w biad.

Nalezy tu zaznaczy¢, ze w naukach tech-
nicznych wystepuje jeszcze trzeci rodzaj for-
mut, mianowicie tylko technicznych (n. p. nie-
ktére formuty ze statyki budowli, zelbetu, kon-
strukcji ustrojow tak budowlanych jak i ma-
szynowych), ktére nie sg ani formutami otrzy-
manemi droga badan Scistych, ani tez z naukami
empirycznemi nie maja nic wspolnego.

Formuty te nazywane takze empirycznemi,
ustawiane sg na podstawie doswiadczen kon-
strukcyjnych, a bedziemy je nazywali wzorami
budowlanemi.

W naukach rozrézniamy trzy rodzaje war-
tosci zjawisk, mianowicie wartosci: 1. rzeczy-
wiste t. j. istniejgce, 2. pomierzone i 3. obli-
czone. Rdznice miedzy niemi sa bardzo znaczne,
przekraczajg bowiem czasem 100°/0.

Jakie sg wartosci rzeczywiste tego nie wie-
my, staramy sie je zbada¢ zapomocg pomiaru.
Przy kazdym pomiarze popetniamy jednak



btedy, ktorych suma stwarza roéznice miedzy
wartoscig rzeczywistg i pomierzong. Oczywista
rzecz, ze biedy te zalezne sg od rodzaju pomiaru,
np. mierzgc opér przewodnika pradu elektrycz-
nego otrzymamy inne biedy, jezeli mierzymy
przewodnik o danej diugosci i przekrojujednym
i tym samym przyrzadem pomiarowym, a inne
jezeli do pomiaru uzyjemy réznych przyrza-
dow pomiarowych, a jeszcze inne, jezeli wy-
miary lub gesto$¢ przewodu bedziemy zmieniali,
lub mierzac predko$¢ sekundowa przeptywu
wody w jednym przekroju tozyska przyrodzo-
nego przy tych samych wodostanach otrzyma-
my réwniez pewne bledy —inne, przy réznych
wodostanach — a jeszcze inne w roznych prze-
krojach tej samej rzeki i t. p. Btedy te mogg by¢
jednokierunkowe (o tym samym znaku) lub
roznokierunkowe, takie, ktére mozna wyréwnac
wzglednie wyeliminowac i takie, ktérych wy-
réwnanie usuwa sie z pod naszej wiedzy. Z tego
powodu powstajg roznice nietylko miedzy warto-
Sciami rzeczywistemi a pomierzonemi lecz takze
miedzy wartosciami wynikéw samych pomiarow.
Réznice te sg czasem bardzo znaczne, zaleznie
od rodzaju pomiaréw, dochodzg one — podobnie
jak wyzej wspomniane — takze do 100%.

Na podstawie tak zdobytego materjatu sta-
tystycznego budujemy formuly empiryczne,
ktére sa — jak wspomniano — formutami wy-
tgcznie interpolacyjnemi, a celem ich jest uta-
twienie technikowi orjentacji, szczegdlnie tam,
gdzie zbadanie sprawy pomiarem bytoby zu-
petnie niemozliwe w danej chwili, albo zbyt
kosztowne. Wartosci otrzymane temi formu-
tami sa wartosciami obliczeniowemi, a dokiad-
nos¢ ich jest woOwczas wystarczajgca, jezeli
réznice miedzy niemi a warto$ciami otrzyma-
nemi z pomiaru nie przekraczajg wartosci bte-
déw samego pomiaru.

Wzorami takiemi postugujemy sie w inzy-
nierji lgdowej i wodnej, budowie maszyn
i elektrotechnice, wreszcie w naukach pomoc-
niczych i granicznych.

Wyrazem kazdego wzoru empirycznego jest
funkcja matematyczna a jej obrazem w ukla-
dzie ptaskim lub przestrzennym (bo tylko o takich
uktadach bedzie w przysztosci mowa) krzywa lub
powierzchnia wzglednie zbidr krzywych lub
powierzchni (oczywista rzecz, ze krzywe w ukta-
dzie przestrzennym moga by¢ ptaskie lub prze-
strzenne a powierzchnie prosto lub krzywo-
kresine). Jezeli wyniki spostrzezen z powodu
niedostatecznej ilosci i wielkiej dyspersji lub
jakiegokolwiek innego powodu, nie dadzag sie
uja¢ w ksztatt funkcji matematycznej, wow-
czas utozenie jakiejkolwiek formuty jest nie-
mozliwem.

Funkcja matematyczna moze byc¢ nieciagty
lub ciggtg, w drugim przypadku moze by¢ cig-
gi albo w calym przebiegu lub tez w pewnym
n, p. badanym interwale wreszcie moze prze-
biega¢ bez zaktocen Ilub posiada¢ punkty oso-
bliwe, punkty istotnie osobliwe Iub inne za-
ktocenia. Rowniez trzeba sobie zda¢ doktadnie

sprawe czy sie ma do czynienia z funkcjg prosta
czy tez uwiktang.

Poniewaz celowo utozony wzo6r empiryczny
musi by¢ jasny i jaknaj prostszy, przeto przyj-
muje sie — przy jego ukiadaniu — funkcje
jaknajprostsze i w miare moznos$ci elementarne.

A) Funkcje o obrazach jednowymiarowych.
Do tych funkcyj nalezg funkcje algebraiczne

wymierne catkowite i ulamkowe, nastepnie
funkcje wyktadnicze i logarytmiczne. Przyjmo-
wanie innych funkcji — dla omawianego celu

jak np. funkcyj geometrycznych, cyklometrycz-
nych, hiperbolicznych i hiperbolometrycznych
wzglednie ich odwr6cen moze byé réwniez ma-
tematycznie poprawnem, lecz mniej wskazanem
ze wzgledu na trudniejsze operowanie niemi
w praktyce inzynierskiej, oraz na ich trudniej-
sze badanie matematyczne.

1. Funkcja algebraiczna wymierna, catkowita
n-tego stopnia ksztattu:

y —f{x)=a0xntalxn-i+aixn2+ .. .+
d -1 -fan
jest catkowalng, a jej catka:

la

= — i+ ~ - 1-
f(x)dx rc+0 nti+ nxn-{ - »
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jest funkcja algebraiczng wymierng catkowitg
(w+l)-go stopnia, a zatem funkcje algebraiczne
wymierne, catkowite sg zawsze catkowalne a ich
funkcje pierwotne sg rowniez funkcjami wy-
miernemi, catkowitemi, stopnia o jeden wyz-
szego.

2. Funkcja, algebraiczna wymierna utamkowa,
przedstawiajgca sie w postaci ilorazu dwdch
funkcyj wymiernych catkowitych.

y=1/1(*)=
_ a0xmt+ a, xm *+ ...+a,,,_ix+am <gm(x) b
bOxn+bixn i+ ...+ bn-.\x+bn  <pn{X)

moze by¢ albo niewtasciwg, gdy albo
wiasciwg, gdy < n. W pierwszym przypadku
otrzymujemy catke z funkcji wymiernej catko-
witej, oraz catke funkcji utamka wiasciwego,
mianowicie:

\f{x) dx=FfpX) dx+ " ~ ~dx lc

a w drugim ogolnie:
A dx

(ax+by Id

przyczem nalezy takze dopusci¢ spétczynniki
urojone przy oparciu sie na twierdzeniu, ze
wszelka funkcja catkowita n-tego stopnia da
sie roztozy¢ na wyrazy stopnia pierwszego
wzglednie ich potegi. W odniesieniu do funkcji
utamkowej otrzymamy zatem dwa rodzaje utam-
kéw prostych dla r=liczbie catkowitej, ksztattu:

. A.

— lednie--—--- 1—

“ oraz X )rwzge nie pyoalia
le

oraz {ax+b)r



z czego wynika, ze funkcje algebraiczne, wy-
mierne, utamkowe sg zawsze catkowalne a ich
catki skiadajg sie z funkcyj algebraicznych wy-
miernych i z funkcyj logarytmicznych.

B

rowej (ryc. 1a). Oczywista rzecz, ze wartos¢
odcietej dla zerowej wartosci rzednej mozemy
w tym przypadku wyznaczy¢ tylko metoda de-
dukcji, poniewaz o jakimkolwiek pomiarze z oo-

3. Funkcje wyktadnicze nalezy tylko woéwczawodu trudnosci technicznych, niema tu nx .

uzywacé przy uktadaniu wzoréw empirycznych,
gdy dana catka z funkcji zlozonej z funkcji
wyktadniczych, da sie zapomocg odpowiednich
podstawienl, sprowadzi¢ do catki funkcji alge-
braicznej wymiernej, nowej zmiennej, czy tez
zapomocg czesciowego catkowania mozna ja
sprowadzi¢ ostatecznie do catek znanych n. p.

catka: $F(e")dX o 2a
da sie zapomocg podstawienia :
eax= z
sprowadzi¢ do ksztattu:
if A dx= 34T 2b

funkcji algebraicznej wymiernej, lub w przy-
padku drugim majgc catke ksztattu:
Jf(x)e’Ixdx, ... . 2
w ktorej f(x) jest funkcja catkowitg wymierng
o pochodnych f (2), f" {x)..., wowczas stosujac
catkowanie czeSciowe otrzymujemy redukcje:
dx=

j/1(*)m< [X) eax dx,

Mo (x)eaxd x {x)eaxdx,

I
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\f{x) eaxd x = — f(x) eax ——\ f(X)eaxdx,

a wiec temsamem sprowadzamy naszg catke do
catek znanych.
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Moze sie rowniez zdarzyé, ze zwigzek ma-
tematyczny dwoch zmiennych opisujgcy pe-
wne zjawisko przyrodnicze, na podstawie de-
dukcji powinien by¢ monotoniczny t. zn. po-
winien zawiera¢ wartosci rzednych dodatnich
tylko rosngcych od zera do oo w sposéb ciggly
w zaleznosci od rosngcych wartosci odcietych,
przyczem obszary pomiaréw w okolicy zerowej
i pewnej granicznej wartosci odcietej, nie sg
dostepne, czyli interwat doswiadczen — zre-
sztg jak zwykle — jest tu Scisle ograniczony.

W takim przypadku nalezy skrupulatnie ba-
da¢ obrang funkcje nietylko w interwale do-
Swiadczen, ale i poza nim. Moze sie bowiem
zdarzy¢, ze pomimo wiasciwego przebiegu
funkcji w obszarze doswiadczen, funkcja ta
poza tym obszarem, moze wykaza¢ przebieg
zaktécony wzglednie niewtasciwy t. j. punkty
osobliwe, brak ciggtosci, maxima i minima nie-
zgodne z witasciwym przebiegiem zjawiska w ba-

) ) _ ) danym interwale i t. p. niespodzianki, ktore
4. Funkcje logarytmiczne nalezy wowczasyskazujg na niewtasciwo$é obranego ksztattu
stosowa¢, gdy ich catki dadza si¢ sprowadzi¢ funkcji.

do logarytmu catkowego:

1 N
LI{X)3J|})9§, :
lub do catek funkcji algebraicznych wymier-
nych.

W pierwszym przypadku sg to funkcje typu:
y=(loga)' i y=/(s,logz) . .36

a w drugim:
y=f{x).logz, oraz y=f(x).log<p(x). 3c

Zaznacza sie tu, ze logarytm catkowy L i (X)jest
funkcjg przestepng, nie dajgcg sie wyraziéprzez
znane funkcje.

Przy badaniu obranej funkcji nalezy zwrdcic¢
baczng uwage na jej przebieg. Zdarzy¢ sie bo-
wiem moze, ze pomimo zgodnego z wynikami
pomiaréw jej przebiegu w badanym interwale,
wystepuja poza nim odchyiki, ktére dochodzg
czesto do nonsensdéw i wykazujg tern samem
niewtasciwos¢ obranego ksztattu. N. p. krzywa
objetosci rocznego opadu w zaleznosci od wy-
sokosci nadmorskiej dla pewnego obszaru po-
wierzchni ziemi (ryc. la i b), nie moze poza
interwatem pomiaru wykazywac tendencyj ros-
nacych lub statlych wartosci rzednych (ryc. 1b),
lecz jej rzedne muszg maleé¢ az do wartosci ze-

Ba

W podrecznikach inzynierskich spotyka sie
takie niewtasciwe wzory empiryczne, ktdre
tylko w pewnych szczuptych granicach dajag
dobre wyniki i sa pozytecznemi; zastosowane
jednak bezkrytycznie wprowadzaja w btad ra-
chujacego niemi i stajg sie niebezpieczne,
szczegOlnie tam, gdzie stuzg za podstawe do
obliczen projektow.

B) Funkcje o obrazach dwuwymiarowych.

Okreslenie ksztattdw tych funkcyj przy sto-
sowaniu ich do wzoréw empirycznych natrafia
na znaczne trudno$ci, poniewaz nie mamy moz-
nosci — zapomocg matematyki — ich ksztattu
wyraznie i jednoznacznie okreslic.

Tylko w szczegdtowym przypadku, jezeli
we funkcji:

f(x,y) =0 4a
zachodzi zwigzek:
y=cp[x) oraz x=ip(y)
rozwigzanie tego zagadnienia nie natrafia na
wieksze trudnosci.

Inaczej przedstawi sie rozwigzanie funkcji
dwu zmiennych niezaleznych ksztattu :

z=f(x,y), .46
ktorej obraz przedstawia powierzchnie (ryc. 2).



Ksztalt tej powierzchni tatwo zbadaé¢ zapo-
mocg przekrojow otrzymanych ptaszczyznami
spétrzednemi, jakotez ptaszczyznami do nich
réwnolegiemi.

Nastepnie nalezy zbada¢ wartosci pochodnych
czastkowych:
dz _ m i6 z_

dx dy

w danym punkcie powierzchni 2= /(z, y), ktore
sg tangensami katow, jakie styczne w tym
punkcie poprowadzone do przekroj 6w powierzchni
(ptaszczyznami réwnolegtemi do obydwéch pio-
nowych ptaszczyzn spétrzednych), tworzg z osia-
mi poziomemi x i y. Badanie to ma na celu
orjentacje co do rosnacych wzglednie maleja-
cych wartosci rzednych powierzchni z=/(z, y),
w dowolnie obranym na niej punkcie.

n

Przy doktadniejszym rachunku mozna row-
niez zbada¢ ptaszczyzne styczng w danym
punkcie powierzchni, oraz katy nachylenia tej
ptaszczyzny do ptaszczyzn rzednych, wreszcie
przebieg krzywizn tej powierzchni, jej ciggtosc
i ewentualnie, gdy to potrzebne, jej monotonje.

Sprawa komplikuje sie, jezeli wzor empi-
ryczny powstaje z dwoch réwnan funkcji uwi-
ktanych ogoélnego ksztattu:

fl (*l y' Z): 0’ A (Xl y! Z)= 0, 4C
okreslajagcych pewng krzywg przestrzenng jako
przekréj dwdéch powierzchni (ryc. 3).

Zapomoca tych dwdéch rownah mozemy prze-
prowadzi¢ szereg innych powierzchni przez te
krzywg przestrzenng przechodzacych, poniewaz
kazda funkcja ksztattu:

fi(,V9+¢A(ty 9=0 . . 4d
gdzie ™ jest dowolnym spotczynnikiem, przed-
stawia powierzchnie przechodzgca przez krzywa

przestrzenng okres$long réwnaniem 4d, a tern
samem szczegOtowy ksztatt szukanych funkcyj
empirycznych nie da sie jednoznacznie okreslic.
Réwnanie 4d mozemy zastgpi¢ — przy po-
mocy dowolnego parametru X dwoma innemi
funkcjami ksztattu:
Fi (" V)
F2(x, 2) 01
przedstawiajace dwie powierzchnie walcowy
prostopadte do odno$nych ptaszczyzn wspot-
rzednych XO Y i X OZ.
Réwnania 4e wyrazniej otrzymajgksztatt:
y = <p(¥} z=if>(x),. . . 4/
a funkcje te mozna réwniez zastapi¢ trzema

funkcjami o dowolnym parametrze u, miano-
wicie :

01 49

x =fi{u), y=/*), z=/3W). . 4g
Widzimy wiec, ze sprawa zastosowania ta-
kiego zwigzku matematycznego do oznaczania
ksztattu funkcji empirycznych natrafia tu —
z powodu zupeitnej dowolnosci w przyjeciu spét-
czynnika X — na niepokonane dotychczas tru-
dnosci matematyczne. Przez krzywg przestrzen-
ng mozemy bowiem nieskonczenie wiele po-
wierzchni prostokresinych przesung¢, z ktorych
kazda przedstawia obraz funkcji trzech zmien-
nych, przeto takie zagadnienie jest matematy-
cznie nierozwigzalne w sensie jednoznacznego
okreslenia ksztattu funkcji trzech zmiennych.
Jednak w praktyce inzynierskiej spotyka
sie wzory empiryczne i budowlane utozone
z funkcji wyzej opisanych i podobnych typow,
ktérych szczegdtowy ksztatt jest rozmaity n. p.

z=a.A(x) A ()

z= a.A (x)yim
2=0/i (y)AX

i t. p. Jednoznaczne okreSlenie ksztattu po-
szczegOlnych takich funkcji nie da sie $cistg
drogg matematyczng przeprowadzi¢ a to z po-
wodu — jak wyzej wykazano — nieokre$lonej
ilosci warunkéw, ktérych moze byé nieskoncze-
nie wiele.

Celem rozwigzania tego zawitego zagadnie-
nia radzimy sobie w rozmaity sposéb. Oczy-
wista rzecz, ze sposoby te nie moga mie¢ pre-
tensji do Scistosci, a wyniki niemi otrzymane
nalezy przyjmowac¢ z pewng rezerwg jako war-
tosci mniej lub wiecej prawdopodobne t. j.
mniej lub wiecej zblizone do rzeczywistosci.

Jeden z tych sposobow polega na tern, ze
w dowolnej surowej funkcji statycznej z=*/(z, y)
przyjmujemy jej dokladniejszy ksztatt zupeinie
dowolnie n. p. z=f1(x).fi (y).a, gdzie a = stalej.
Nastepnie przyjmujemy warto$¢ cyfrowg jednej
z funkcyj sktadowych n. p. A (y)= R na pod-
stawie wynik6éw pomiarowych i szukamy war-
tosci i ksztattu drugiej funkcji sktadowej A (X)

wowczas: z= afl(x).R,
A@= 6)

pod warunkiem, ze wartosci z, x i y dadzg sie
pomierzy¢, przyczem y jest zupelnie niezalezne

z czego:



od x. Koncowy wynik t. j. obliczona wartos¢ z
moze tu by¢é nawet zupetnie zgodng z wyni-
kiem pomiarowym lub spostrzezeniowym, nato-
miast nie otrzymamy dokiadnego obrazu wspot-
dziatania obydwdch czynnikow sktadowych na
warto$¢ z a to z powodu zupetnie swobodnego
przyjecia ksztattu funkcji z, jakotez wartosci
jednej z funkcji skiadowych.

Wzo6r taki moze jednak w praktyce oddac
dobre ustugi, lecz tylko wdéweczas, jezeli obli-
czona nim wartos¢ z zgodng jest z wynikami
pomiarowemi a znajomo$¢ wptywu wartosci
sktadowych x iy na wynik z nie jest nam
potrzebna.

Jezeli nam chodzi takze o wptyw, jaki po-
szczegblne skiladowe x i y wywierajg na wy-
nik z obliczony wzorem empirycznym, wowczas
stosujemy drugg metode (podang przez autora)
nieco doktadniejszg, polegajaca na tern, ze wy-
niki spostrzezen uktadamy grupami dla réznych
wartosci jednego z czynnikéw, a statych warto$
drugiego (n. p. przy pomiarze S$redniej pred-
kosci wody w tozyskach przyrodzonych, ktéra
jest zalezng od dwdch czynnikéw od siebie
niezaleznych t. j. od spadu zwierciadta wody
i od gtebokosci Sredniej przekroju, uktadamy
grupy wynikéw uzyskanych z pomiaréw dla
réoznych wartosci spadéw i stalych wartosci
gtebokosci Sredniej wzglednie dla staltych war-
tosci spadow i réznych wartosci gtebokosci $red-
nich), tworzac k grup o n réwnaniach, z kt6-
rych przy obranym ksztatcie funkcji czynnika
zmiennego mozemy wartos¢ jej obliczy¢é. Zatem
majac uklad rownan, tworzymy:

Z<—f (Xai, C)
oh ~ £l grupe 1-szg
a)
Za—f
’ grupe 2-ga
Zn ~ f () Cg)
Zak ~ f ( Xak’
zh = f(xh, Ct) grupe k ta

znk — f{xnki CK)
oraz obieramy i badamy szczegétowy ksztakt
funkcji z = f(x, C)
wedtug rownan 1 lub 2, ktére rozwigzujemy
w mys$l wskazéwek podanych w ustepie A.

Majagc — tym sposobem — okreslony ksztatt
i warto$¢ jednej z funkcyj (w powyzszym przy-
padku funkcji X) z réwnania 4¢ mozna fatwo
znale$¢ ksztatt i warto$¢ drugiej wediug me-
tody podanej pod 1). Oczywista rzecz, ze po-
dane powyzej rozwigzania matematyczne funkcji
dwu zmiennych niezaleznych nie sg Sciste a tylko
przyblizone.

Rozwigzan $cistych — tego rodzaju za-
gadnien — nie udato sie dotychczas przepro-
wadzic.

C) Funkcje trzech zmiennych

w postaci:

«=/(*,y,2) lub u=F\A (2, A (y), fa(@] 7
trzeba w pierwszym rzedzie zbada¢ co do wza-
jemnej zaleznosci poszczeg6lnych zmiennych,
moga tu zaj$¢ trzy przypadki, z ktérych trzeba
doktadnie zdac¢ sobie sprawe.

1. Wszystkie trzy ilosci zmienne sg od sie-

bie zalezne t. zn.:

y=(p{x) oraz z=ip0(x, y)= *0[x (p(x)]=¢(x)
lub y= <2 x=rp0(z y)=%[z, 9(2)]=ip(2)

x=<p(y) Z=va(>y)=%\y, <p(y)]=V(y)
a podstawiwszy te wartosci we funkcjach za-
sadniczych (7) otrzymamy:

u=F[A(X), (), ip(x)] czyli «=/(*)j

lub przy innych wyrazeniach u—f(y) > . 8

oraz u=f{z) 1
a zagadnienie to redukuje sie do badania funkcji
jednej zmiennej niezaleznej.

2. Jedna ze zmiennych jest zalezng od 0)
jednej lub b) obydwoéch pozostatych zmiennych
niezaleznych.

a) Jezeli y= (p{¥), x= @ lub z~ p{y),
to u=Fa[fj (2), A[(p\X)], A (2)]; jezeli uczynimy
00 </»(*)« M<P {*)]}="9 (*»
to: u= Fa[g(x), J(«] . . . . 9
otrzymamy funkcje dwdch zmiennych nieza-

leznych, podobnie w przypadku:

_b), jezeli n. p. A(y)=Alty, (*) tpt(z)], po-
niewaz y=ip{x,z), wowczas funkcja zasadnicza
przyjmie ksztatt:

u=Fb[A(2), 1 (2). A (@), % (2)],

a potozywszy:

W), ~iex)] = 0i(*)
oraz [A @), #2(@)]= gt ()
otrzymamy znow funkcje dwoch zmiennych nie-
zaleznych :

u=Fb[gx{x), g, (2)], .. .10

ktérg badamy sposobem podanym w ustepie B.

3. W przypadku, jezeli we funkcji m=/(z, vy, 2)
wszystkie trzy zmienne sg od siebie niezalezne,
to wowczas zagadnienie to rozwigzaé sie —w za-
stosowaniu do wzorow empirycznych —zadnymi
sposobami nie da, poniewaz zawiera 008 ilo$¢
rozwigzan.

D) Wykresy.

Przy omawianiu uktadania wzoréw empi-
rycznych nalezy zwr6ci¢ uwage na to, ze w nau-
kach inzynierskich spotyka sie czesto nawet
bardzo zawite wzory analityczne dla rozwigzy-
wania zagadnien, ktore mozna predzej, tatwiej
a nawet czesto doktadniej rozwigza¢ wykresem
geometrycznym. Nalezy zatem po zbadaniu ana-
litycznem, dane zagadnienie zbada¢ wykresinie
przy pomocy geometrji ptaskiej, przestrzennej,
wielowymiarowej lub syntetycznej i jezeli sie
okaze, ze wyniki otrzymane wykresem sg wy-
starczajgco doktadne, tatwiejsze do przeprowa-
dzenia i wymagajg mniejszego wysitku, naten-
czas nalezy — te sposoby wykreslne — wpro-
wadzi¢ do podrecznikéw w miejsce analitycz-
nych wzoréw empirycznych i budowlanych.



Szczegblnie geometrja syntetyczna nadaje
sie do takich rozwigzan (np. w statyce budowli
i teorji mostdw, budowlach ziemnych i t. p.).
Omawia ona cechy stosunku pojedynczego i po-
dwdjnego podziatlu, oraz perspektywicznosé
i jednokres$lno$¢ zbioréw elementéw jednorod-
nych, wreszcie zwigzki harmoniczne, inwolu-
cyjne i kolineacyjne wystepujace tak czesto
W przyrodzie.

Pozatem analityczne wzory empiryczne na-
lezy tak uktada¢, aby je tatwo mozna byto roz-
wigzywac sposobami elementarnemi lub nomo-

gramami lub wreszcie podziatkami logarytmi-
cznemu
1.
Jezeli w uktadzie ptaskim prostokgtnym,

(dla funkcji pojedynczej y=f(x) obierzemy osie
y i i, a dla funkcji trzech zmiennych, ztozo-
nej z dwoch funkcyj pojedynczych osie y i A (V)
oraz x i /2(z), naniesiemy wyniki spostrzezen,
to mozemy otrzymac¢ albo a) linje tamang ma-
tematycznie jednym wyrazem niewyrazalng, lub
b) krzywg ciggta, wreszcie c¢) i d) powierzchnie
ptaskie utworzone ze zbioru punktéw, przyczem
powierzchnia taka bedzie c) posiadac ksztatt po-
dtuzny, t. zn. ze jeden z wymiardéw bedzie do-
minowat, albo d) ksztatt jej bedzie zblizony do
kotowego, t. zn. wymiary jego we wszystkich
kierunkach bedg co do wielkosci do siebie zbli-
zone (ryc. 4a, b, ci d).

a

Ftyo. 4.

Dla poszczeg6lnych przypadkow otrzymamy:

a) wzor w-cztonowy wzglednie n wzoréw t.j.
dla kazdego odcinka i jego interwalu osobno;

b) funkcje ciagtg f(x)=y, ktora bedzie wtedy
odpowiednig, jezeli kazdy jej punkt P bedzie
sie pokrywat z odpowiednim punktem krzywej
powstatej z potgczenia punktéw naniesionych
spostrzezen w badanym interwale a—b\

c) powierzchnie A, ktora zastepujemy o0sig
ciezkosci L przechodzacg; przez srodki ciezkosci

poszczegbélnych dowolnie obranych paskéw po-
wierzchni A= Al+ A2= A3+ ...An, przyczem
poszczegblne punkty t. j. $rodki ciezkosci obra-
nych paskéw, Si, S2...Sn wyznaczamy anali-
tycznie z uwzglednieniem ukiadu naniesionych
wynikéw spostrzezen;

d) powierzchnie A, ktdrg mozemy zastgpic

jej srodkiem ciezkosci S, jezeli wartos¢ cyfrowa
odlegtosci r najdalej odlegtego punktu lezgcego
na jej obwodzie od $rodka ciezkosci S nie jest
wiekszg od btedéw pomiaru t. zn. od jedno-
kierunkowej najwiekszej dyspersji funkcji sta-
tystycznej.

Doktadnos¢ utozonej formuly empirycznej
mozemy sprawdzi¢ réznemi metodami, ktore po-
damy ponizej, przyczem badajgc funkcje o obra-
zach dwuwymiarowych bedziemy nazywali wy-
niki spostrzezen literg y, a wyniki obliczen for-
mutg empiryczng literg y0, analogicznie przy
funkcjach uwiktanych x y, z i u wzglednie x0,

i i Un.

A) Badanie przy pomocy réznic.

Jezeli nazwiemy réznice miedzy wartoscig
pomierzong (spostrzezong) a obliczong wzorem
empirycznym, przez 4, to :

yO0—y=A lub u(—u=A

a Sredni biad przy n spostrzezeniach i oblicze-
niach, wykonanych temi samemi metodami be-
dzie wowczas réwny:

3[4*]
i n
czyli btad jednostkowy w procentach (1004: y)%,
a dla n spostrzezeh (obliczen) otrzymamy bitad :
v.noo4i
n 70 li
wreszcie po uporzgdkowaniu weditug znakow
otrzymamy:
2(+4) - ~(-4)<<T7°]0, 12
gdzie crfo le®y w granicy biedu popetnionego
przy spostrzezeniach.
To samo mozemy zastosowaé¢ do wynikow
funkcji ztozonej :
~z=F[A{D), A(Y)], _
woéwczas pojedynczy biad dla n spostrzezeh
bedzie dla wyniku:
11004]
0 Jo%
a przy dostepnym pomiarze jednego lub oby-
dwéch czynnikdw, dla poszczeg6lnych czynnikow

"Wy, oraz T O %
n n
przyczem:
a*=a .(x) —A(x) a Ay=A,(y)—fi(y) « 13
Metoda £ ta nie jest jednak sprawdzianem
doktadnym. Moze sie bowiem zdarzy¢, ze dla

* Metode te opracowat Blomaguist, tytutu pracy
oraz wydania nie pamietam i nie zdotatem jej odszu-
ka¢ w bibljotekach.



pewnej wartosci y=y0 otrzymamy 4 = 0, za$
dla wszystkich innych wartosci y < yn roznice
tylko dodatnie lub ujemne, a dla wartosci
y >y n réwniez réznice jednokierunkowe o znaku

przeciwnym, anizeli wykazujg roznice w in-
terwale, w ktorym y <yn, woéwczas roéznica
2(+4)—2(—4) moze by¢ bardzo malg lub
nawet réwng zeru, pomimo niewasciwie uto-
zonego wzoru empirycznego (ryc. 5).

Sprawdzianu tego mozna zatem wowczas uzyg,
jezeli tak ujemne jak i dodatnie réznice 4 sg
rownomiernie roztozone na catym obszarze spo-
strzezen.

B) Badanie przy pomocy szeregéw Taylora2.

Jezeli wartosci liczebne pochodnych /' ¥m
f(x) ... f™Mx) wuzyskanych z istniejgcego
zwigzku funkcyjnego y=f(x) zgadzajg sie z od-
powiadaj gcemi im wartosciami pochodnych o (2),
cp” (X) .. . rpini(X) ustalonej formutly empirycznej
y=cp(x), to ta ostatnia jest odpowiednio uto-
zona.

W rozwazaniach tej
szeregu Lagrange’a lub Taylora.
przyjmuje wzdr Taylora ksztattu:

FOR=F(X) + (A 2" () + oo

-+ ()4(72.f n/W {x,+a t(xk- X)}, . 14

przyczem: O< *< 1
a n jest liczbg parzystg, i tworzy n zwigzkéw
ksztattu:

{x1-xDi

F(xD)-F(xi) = (x2xi) F () + -7

metody mozna uzy¢
K. Weigel

15

(- wE () {Xi+@in+i(xnfl- xt)}

przyczem najkorzystniej bedzie, gdy *= " +1

2) Metode te podat K. Weigel ,Badanie formut
empirycznych przy pomocy szeregdw Taylora“. Wy-
dawnictwo Akademji Nauk Technicznych. Zeszyt 6,
r. 1928.

Inz. Dr. A. Parefski.

Celem korzystania z powyzszych zwigzkdéw
zaktada autor pewne uproszczenia, mianowicie:

1. podstawia: /C»-])(z)) (x{+ ®(xk—afh)} =
=fM23(z)+ k—X) 8/W (z,), oraz

2. przyjmuje poszczeg6lne funkcje ® rowne
sobie, co nie wplynie praktycznie na wyniki
liczebne kilku poczatkowych pochodnych (rzedu
pierwszego, drugiego, ewentualnie trzeciego) pod
zatozeniem, ze funkcje f(x) sa dostatecznie
proste, poniewaz ich zgodno$¢ wystarczy zu-
petnie do sprawdzenia formuty.

Wyniknie stad n zwigzkéw ksztattu:

F{xR-f(Xi) = (xk- Xi)f (X)+ f )+ ...
(xk-Xj)m , Pk—xDn & O
(n—1)! J w—!ur {Ih 1 1

po rozwigzaniu ktérych mozemy obliczy¢ po-
szczegblne ® przy rozwinieciu szeregdw o je-
den czton mniej, na podstawie n nastepujacych
zwigzkow:
f(XKk)-f(Xi)=

(Xk— Xi)f (Xi) + - ST (Re) e

2!
XXy -2
. ((n—Z})! )
i)+ 1

O0N(—(x) 17

(n—1)!
uzyskujac poszczegolne:
ko4, a wiec )0 @D
. I.

Gdyby wartos$¢ liczebna niektdrych funkcyj
® przekroczyta granice podane w zatozeniu t. j.
gdyby te wartosci wypadly ujemne lub wieksze
od jednosci, to: aj badana funkcja nie jest
rozwijalng w szereg Taylora, albo b) wprawdzie
jest rozwijalng, lecz wartosci pochodnych odbie-
gaja zbytnio od ich wartosci rzeczywistych,
w konsekwencji czego poszczeg6lne <9sa réwniez
btedne.

Nastepnie podaje autor w cytowanej pracy
sposob kontroli rachunku, przykiad liczbowy,
zastosowanie tej metody do funkcji ilukolwiek
zmiennych f{x, y, z, ...) = u, oraz sposéb zasto-
sowania tej metody przy dyspersji wartosci
prawdziwego zwigzku funkcyjnego f(x)=y
z zastosowaniem rownan btedéw, na czem K.
Weigel prace swg ukonczyt.

Metoda ta podana w powyzszym rozwinie-
ciu nadaje sie do porownania dwoch formut
empirycznych, mianowicie ta z nich bedzie lep-
szg, ktorej wartosci pierwszych pochodnych
(wyrazen szeregu Taylora) beda blizej lezaty
rzeczywistosci. Natomiast prawdziwy zwigzek
funkcyjny jest nam na razie nieznany i mu-
simy go wyznaczyc.

W tym celu stosujemy catke nieokreslong
danej funkcji w postaci szeregu potegowego,
przyczem zadanie rachunku catkowego bedzie
polegato na wyznaczeniu niewiadomej funkcji
f(x), ktdrej pochodng f'{x) jest dana funkcja
cp(x) (wzoér empiryczny).

Znajgc pochodng:

f(=ex
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niewiadomej funkcji f(x), wyznaczamy pochodne
rzedéw wyzszych f" (z), f'"(x)...fW(x) tej
niewiadomej funkcji/(z), otrzymujac:

' {x}=y"=<p"(x),

£ )=y =(p" @) ... /W = y{)= e {n-1) (%)

Na tej podstawie mozemy wyznaczyé po-
chodne w dowolnem miejscu x=a i przedsta-
wi¢ wartos¢ niewiadomej funkcji f(x), w postaci
szeregu uporzadkowanego wedtug poteg dwu-
mianu (x—a), jezeliby warto$¢ /(a) byta nam
znang. Poniewaz jej jednak nie znamy przyj-
mujemy jej wielko$¢ réwng dowolnej stalej C
a wowczas otrzymamy wedlug szeregu Taylora

(x—a)A—f"(a) (x—a)2+ ..

) =/ 2

1!
o) ooy 18
niewiadomg funkcje f-(x) w kszaicie :

11 21 W
, O - an+
a poniewaz f(x)=" cp(x)dx, przeto:

cp(a)
T 1
) (@)

m- ®Wcep(x)dx=C (z—a) +

+ <p'2('«) (x—a)2+ . (z—a)n+ -

a wiec zapomocg danej funkcji, w omawianym
przypadku wzoru empirycznego (p(x), mozemy
znales¢ prawdziwy zwigzek funkcyjny /(z),
jako jej catke nieokres$long przedstawiong sze-
regiem potegowym w przypadku, jezeli istnieje
takie miejsce x=a, w ktérem dana funkcja <p{x)
oraz jej wszystkie pochodne majg wartosci skon-
czone, czyli okazuje sie, ze sprawdzian podany
przez K. Weigla mo&na réwniez wowczas zasto-
sowac, gdy prawdziwy zwigzek funkcyjny czyli
surowa funkcja statystyczna jest nam nieznana.

Nalezy tu réwniez wspomnie¢ o0 rozwinieciu
funkcji w szereg Lagrange’a szczeg6lnie w przy-
padku rozwiniecia funkcji uwiktanej ze wzgle-
du na jedng z jej zmiennych niezaleznych, co
w zastosowaniu do wzoréw empirycznych rza-
dziej sie zdarza.

Dla pewnej funkcji n. p.:

2=y + x@),
w ktorej (p{z) jest jakgkolwiek funkcjg zmien-
nej z, stosujemy ogélny szereg Lagrange’a:

f(z)=1{y)+xa>{y)H{y)+*] ~[{(p{y)) f1.(»)]+...

X
=+ nt gy D{<py)nf (y)}H+ omm 19

w czem /(y)=wO0af (y)=(~j , gdzie w=/(z)

jest pewng funkcja z przyjetg w trakcie roz-
wijania zagadnienia.

Oczywista rzecz, ze jezeli ta funkcja po-
mocnicza /(z) sprowadza sie do z, to woéwczas
f(y)=y al//l(y)=1, a og6lny szereg zamienia
sie w szczegOlny szereg Lagrange’a ksztattu:

dy 31" dy2
> [e (y)n] 20
n dyn-x
Ten sprawdzian stosujemy — do wzorow

empirycznych —rzadko i tylko w wyjatkowych
przypadkach, mianowicie, stosowanie jego jest
wskazane wowczas, gdy we funkcji uwiktanej
dwuzmiennych niezaleznych:

z=F[j\{x), A{y)]
jedna ze zmiennych ma wiekszy wplyw na
warto$s¢ wyniku z

C) Stosowanie krzywych koncentracyjnych.

W technicznej literaturze polskiej zwrocit
uwage A. Rundo3 na pewng nowa metode
poréwnawczg w matematyce statystycznej, ktora
pojawita sie w ostatnich dziesigtkach lat w $wia-
towej literaturze nauk statystycznych — mia-
nowicie na krzywe koncentracyjne -s- opis kt6-
rych podajemy w skroceniu z obowigzku sprawo-
zdawczego.

»Jezeli danej funkcji matematycznej na-
damy pewng forme wtérng, bardziej skupiona,
podkreslajagca w jej obrazie pewne jej cechy
charakterystyczne“*) — to przez pordéwnanie
dwoch otrzymanych obrazéw (np. jeden ze su-
rowej funkcji statystycznej a drugi z funkcji
wyréwnanej (empirycznego wzoru) lub dwoéch
réznigcych sie funkcyj wyréwnanych) — mo-
zemy zbada¢ doktadnos$¢ utozenia tych formut
wyrownanych.

Spotrzedne krzywej koncentracyjnej yk= r(xj)
wyznaczamy z danej funkcji y =f(x), naste-
pujaco:

W prostokgtnym ptaskim uktadzie osiowym
przyjmujemy odciete krzywej koncentracyjnej,
rownajace sie odcietym danej funkcji f(x) i wy-
znaczamy rzedne szukanej krzywej koncentra-
cyjnej, ktdre bedag sie réwnaty tylu jednostkom
dtugosci, ile jednostek powierzchni zawiera
w sobie powierzchnia ptaska, ograniczona osiami
spotrzednych (prostokatnych), odcinkiem krzy-
wej y =f(x) oraz rzedng tej krzywej y, odpo-
wiadajgcej przyjetej odcietej x —xk, czyli ze

xk= x
r@—xX

W= \f{x) dx,
Jo

pod zalozeniem, ze funkcja / jest stale dodatniag
czyli f(x) > 0, wodwczas bowiem ~fdx jest
funkcja rosnaca.

Celem skupienia, wyzej podanym sposobem
otrzymanych spotrzednych, wyrazamy je, nie
w wartosciach bezwzglednych tylko liczbg pro-
centowg w stosunku do najwiekszych wartosci
obydwéch spotrzednych otrzymujac tern samem
uktad, bedacy kwadratem o boku =100% war-
tosci x i y, ktorego przekatnie sg nachylone do

3) A. Rundo: ,0O wartosciach charakterystycznych
wodostanu i przeptywu rzek®. Prace meteorologiczne
i hydrograficzne. Zeszyt Il. Warszawa 1926

*) Definicja ta podana przez A. Rundo’a nie jest
jasna i Scista.



obydwoch osi spétrzednych, pod katem ?r/4
a krzywe koncentracyjne sg zwrécone strong
wklestg do przekatni przechodzacej przez osro-
dek uktadu 0 (ryc. 6).

Stopienn koncentracji K mierzymy liczba,
wyrazajgcg stosunek wielkosci powierzchni ogra-
niczonej przekatnia OM, przechodzacy przez
Srodek uktadu O oraz skoncentrowang krzywa
yk—r{xk) t. j. stosunkiem wielkosci powierzchni
Ar do wielko$ci powierzchni trojkgta OMN=A,

czyli:
N

K =

EEEEEEEEEEEREEDR 21

A

Wartos$¢ tej wielkosci waha sie od zera do
jednosci i jest stale dodatnia:

Przy absolutnej koncentracji K= 1 otrzymu
jemy krzywg koncentracyjng przeksztatcong
w dwie proste prostopadie do siebie, ktore sg
bokami ON i MN kwadratu koncentracji. Przy
braku koncentracji K=0 otrzymujemy krzywa
koncentracyjng przeksztatcong w przekatnie
OM przechodzaca przez S$rodek ukiadu spoét-
rzednych. Ten przypadek nazwano przypadkiem
rozdziatu absolutnie réwnomiernego.

Zamiast stopnia koncentracji mozna stoso-
wac stopien statosci otrzymany réwnaniem:

S=1l-tr=1 4Ar. 22

Przy absolutnej koncentracji otrzymamy tu
stopien statosci S=0, a w przypadku rozdziatu
absolutnie réwnomiernego S= 1

Wedtug A. Rundo’a zostaty krzywe kon-
centracyjne wprowadzone do metodyki staty-
stycznej przez statystykow amerykanskich,
a przyjete przez ekonomistéw francuskich
Chatelain’a i Séailles’a. Szczegoty odno-
szgce sie do obliczenia stosunku koncentracji
podat C. Gini4) a do badan hydrologicznych
zastosowat te metode Griulio de Marchib).

Krzywych koncentracyjnych mozna uzy¢ do
pogladowo pordwnawczego przedstawienia cha-
rakteru pewnego regimu w przyrodzie przez
poréwnanie dwdéch lub wiecej uktadéw przyro-
dzonych lub technicznych n. p. stosunku od-
ptywu do opadu dwdéch rzek lub stosunki uro-
dzaji gleb pola przyrodzonego i zmeljorowa-
nego i t. p.

W matematyce statystycznej uzywa sie krzy-
wych koncentracyjnych takze jako sprawdzianu
doktadnosci wzordéw empirycznych przez po-
rownanie surowej funkcji statystycznej f(x)
z wyréwnang funkcjg () t. j. wzorem empi-
rycznym lub tez pordwnujagc dwa wzory empi-
ryczne miedzy soba.

W tym celu tworzymy stosunek stopni kon-
centracji wzglednie statoSci przyjmujac jedng

* 0. Gini: ,Sulla rnisura della concentrazione et
della variabilita dei caratteri“. Venezia 1914.

surowg funkcje statystyczng f(x) i jej odpo-

wiadajacg krzywa koncentracyjng ykr= r (x) oraz

drugg krzywa wyréwnang <p(x) i jej krzywag
koncentr. y* = Q(x), mianowicie :

. K. Ar

JiI=— = —

Ap Aq

= miare koncentracji . . 28
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Oczywista rzecz, ze funkcja wyréwnana (p (X)
bedzie pozornie tern dokiadniej dobrang t. j.
zblizong do prawdziwego zwigzku funkcyjnego
f(x), w danym (badanym) interwale, im bar-
dziej wartosci x wzgl. o bedg sie zblizaly do
jednosci. Tego sprawdzianu mozna uzy¢ tylko
wowczas, gdy wielkoSci rzednych porownywa-
nych funkcyj nie sg wzgledem siebie proporcjo-
nalne. W przypadku proporcjonalnosci rzednych,
moze sie zdarzy¢, zex = <= |, pomimo ro6znig-
cych sie miedzy sobg wartosci funkcyj.

Taki negatywny przykiad podano ponizej
w tabelach | i Il, przyjmujgc prawdziwy zwig-
zek funkcyjny f{x)=V3I4x oraz wzor <P(x)="x.

—FEN=—AN —mi SCi
a E@ A._4e miarg statosci

Tabela 1
m yk=r{Xk) % Ar
jednostek
X y Xk yk Xk yk po-
wierzchni
0-1 0-2739 o0-i 001826 10 3.163 0-003419 3  «
0-2 0-3873 0-2005164 20 8.944 0-008947 »
03 0-4743 0-30-09486 30 16.431 0-012313 \mcT i
0-4 05477 0-40-14605 40 25.298 0-014136
0-5 0-6124 0-50-20413 50 35.357 0-014673 s o -§
0-6 0-6708 0-60-26832 60 46.478 0-014083 i< O
0-7 0-7246 0-70-33815 70 58571 0-012476 3 s
0-8 0-7746 0-80-41312 80 71.556 0-009937 J n ’
0-9 0-8216 0-90-4"296 90 85.386 0-006529 .5 o 4
10 0-8660 1-00-57733 100 100.000 0-002307 fi3
2 Ar =0098820
Tabela II.
PX)="X yk-=¢{Xk) % Ag
Uwaga
K Xk " jednostek
O_
X y Xk y y wieFr)zchni
o 0-3162 01 0-02108 10 3.162 0003419 ST s
Q.  0-4472 0-20-05963 20 8.944 0-008947 T .. ﬁg
g 0-5477 0-30-10954 30 16431 0-012313 ©E =
o 0-6325 0-40-16867 40 25.300 0-014135 "5 og
S 07071 0-50-23570 50 35354 0014673 £¢.o
o 07746 0-60-30984 60 46.476 0014085 £ o'%
O 0-8367 0-70-39046 70 58.569 0-012478 & >'c g
O i-8944 0-80-47701 80 71551 0-009940 NE& %
< 0-9487 0-90-56922 90 85.383 0006533 = _
T 1.0000 1-00-66667 100 100.000 0-002308 - % gg
lawl
s Ae:=0098831
Powyzszy przykiad — z powodu proporcjo-

5 Giulio de Marchi: ,Preliminare esame comparanalnosci rzednych przyjetych funkcyj, ktérych

tive delle condizioni idrologiche della varie regtoni
italiane* Servizio Idrogrfico-Memoire et studi idro-
grafici. Vol. 11l. Roma 1924.

wartosci rdznig sie miedzy sobg — daje wy-
nik martwy, poniewaz :
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Kr= Ar:;,=009882:0-5=0-19764
Kg==Aq:¢=0-098831:0-5=0-197662
x—Kr:Kg= 0-99989,
oraz:
Sr= 1—Kr= 1—0-19764 = 0-80236
Se= 1—K, = 1—0-19766 = 0-80234
a= Sr:Se= 1-000027,
ptzyczem zauwaza sie, ze minimalne odchyiki
od jednosci wartosci x i a powstaty wskutek
zaokraglen podczas rachunku. Przy uzyciu me-
tody krzywych koncentracyjnych, czy to jako
sprawdzianu dla wzoréw empirycznych, czy
w celu porownania uktadéw przyrodzonych
wzgl. technicznych opisanych matematycznie,
nalezy zatem doktadnie zbada¢ ich ustrdj
a szczegOlnie stosunek ich rzednych wzgledem
siebie.

Ryo. 6.

Konkretny przyktad zastosowania krzywych
koncentracyjnych, przy braku znajomosci su-
rowej funkcji statystycznej a danej funkcji
wyrownanej podano przy korcu niniejszej pracy
(tabela VIII, ryc. 9).

Ustalenie wartosci granicznej dla x i a —
przy uzyciu tej metody do sprawdzenia wzo-
row empirycznych — nie da sie fatwo przepro-
wadzi¢. Warto$¢ ta zalezy bowiem nietylko od
stopnia doktadnosci wymaganego od badanego
wzoru empirycznego, lecz takze od jego ksztattu
oraz od ksztattu danej funkcji statystycznej.
Jezeli bowiem obie te funkcje przedstawimy
w ksztatcie réwnan pierwszego stopnia (pros-
tych) to oczywista rzecz, omawiane wartosci
X i a wystapig w granicach szerszych, anizeli
przy badaniu funkcyj nieprzeksztatconych.

D) Metoda korelatdw.

Stosowanie korelatow (metody wspotzalezno-
§ci) jest naog6t nietatwe, a metoda ta mato popu-
larng i znang, dlatego tez — pomimo, ze mozna
ja znale$¢ w podrecznikach teorji statystyki,
oraz w niektérych pracach naukowych z dzie-
dzin badania przyrody i technicznych — po-
dam ja sposobem elementarnym.

Teorja wspoétzaleznosci powstata na podsta-
wie pewnych okreslonych twierdzen tyczacych
formy rozdzialu liczebnosci t. zw. rozdziatu
normalnego. Bravais6 wprowadzit sume ilo-
czynow, lecz nie dat definicji spotczynnika
wspotzaleznosci. F. Gallon 7) podat graficzng
metode tego spo6iczynnika nazwanag pierwotnie
funkcjg Galtona. Edgeworth® rozwinat
strone teoretyczng, a Pearson9 wprowadzit
wzor dla sumy iloczynéw i podat teorje kore-
latow, wreszcie Y ule 10 opracowat podrecznik
dla statystyki matematycznej.

W polskim jezyku istnieje kilka podreczni-
kéow statystykill-16) i dwa ttdmaczenia podrecz-
nikéw obcych17-18), w ktérych teorja wspéitza-
leznosci podang jest albo batamutnie albo nie-
wystarczajagco z wyjatkiem podrecznika J. Cze-
kanowskiego12), w ktérym omawiana teorja
podang zostata wyczerpujgco, oraz Scistego opra-
cowania statystyki dwoch i wiecej zmiennych
i teorji korelacji przez A. tomnickiegol9,
wreszcie Yule’go ,,Wstep do teorji statystyki*
ttomaczony przez Z. Limanowskiego 18).

Nim przystgpimy do opisu wiasciwego za-
gadnienia, nalezy poda¢ okreslenia niektdrych
wartosci uzywanych w statystyce, mianowicie :

1. Srednia arytmetyczna M, jest ilorazem
ze sumy wartosci spostrzezonych zjawisk lub
cech (w przysztosci bedzie mowa tylko o zja-
wiskach, poniewaz chodzi tu o zastosowanie
metody wspotzaleznosci do wzorow empirycz-
nych) dowolnego szeregu liczbowego X, przez
ilo§¢ spostrzezen N i wyraza sie wzorem:

1
M = — 2 Xjooororcriresneeeriinns 25
N T
6 A. Bravais: ,,Analyse mathemathique sur les pro-

habilites des erreurs de situation d’un point“. Acad,

des Sciences. T. IX. Paryz 1846.
) Fr. Galton: ,,Regression towards Mediocrity in
Hereditary Stature®. Jour. Anthrop. Inst. T. XV. 1886.

Fr. Galton: ,Family Likeness in Stature“. Proc.
Royl. Soc. T. XL. 1886.
Fr. Galton: ,,Correlations and their Measurement*

Proc. Royl. Soc. T. XLV. 1888.

8 F. Y. Edgeworth : ,,On Correlated Averages®. Phil.
Mag. Tom. XXXIV. r. 1892.

9 K. Pearson: ,Regression Heredity and Pamixia“
Phil. Trans. Royl. Soc. T. CLXXXVII. r. 1896.

10 G. U. Yule: ,,On the Theory of Correlation“. Proc.
Royl. Soc. Tom. LX. 1897.

n) Danielewicz-Dickstein:
tycznej*. "Warszawa 1910.

19 J. Czekanowski: ,,Zarys metod statystycznych®,
Warszawa, 1913.

13 Grabowski: ,,Podrecznik Statystyki“, Warszawa,
1917.

It) Horowicz:
Warszawa, 1917.

15 K. Maciejewski: ,,Podrecznik statystyki.
statystyki“. Warszawa, 1925.

16 L. Wasciszakowski: ,, Teorja metody statystycz-
nej“. Lublin 1930.

17) Bleicher: ,Statystyka* tthum. S. Szulc. Warsza-
wa, 1919.

Is) G. U. Yule: ,,Wstep do teorji statystyki“ ttum.
Z. Limanowski. Warszawa, 1921.

19 A. Lomnicki: ,,Zagadnienia statystyki matema-
tycznej*“. Kosmos, Tom LIII i LV, Lwéw, 1928 1930.

»Zarys arytmetyki poli-

»Wstep do statystyki teoretycznej“

Teorja



2. Srednia geometryczna G szeregu wartosci
XX, X2... Xnokre$la zwigzek:
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gadnienie to ogranicza sie do okreSlenia war-
tosci czynnika korelacyjnego, ktéra musi by¢
wysokg — lezaca zwykle w interwale 09 —10

G={X1X2.. XN .ot 26 j wyznaczenia regresji tylko prostolinijnej, przy-

3. Srednia harmoniczna H szereguwartoéci ~ CZ8M przyjmiemy znakowanie nastgpujgce: sze-

jest odwrotnoscia odwrotnej wartosci sumy regiem X bedziemy oznaczali badane zjawisko

spostrzezen i wyraza sie wzorem: a szeregiem Y skojarzone z nim wyniki wzoru
N empirycznego.

------------------------------- 21 Jezeli sSrednie arytmetyczne badanych sze-

- regbw X i Y nazwiemy przez Mx i My a od-

f(') chylenia od tych $rednich przez x iy, to row-

4. Odchylenie przecigtne v stuzy w statystyc@ania ogdlne prostych regresji obydwoch sze-

do ujmowania stopnia zeSrodkowania (koncen-
tracji) liczb okoto ich sredniej arytmetycznej
i wyraza sie wzorem:

vE—2(XK, ... . 28

n
wreszcie

B. Odchylenie $rednie o jest odchyleniem od
Sredniej arytmetycznej szeregu spostrzezen
i wyraza sie pierwiastkiem kwadratowym ze
Sredniej arytmetycznej wszystkich odchyleh:

2(XK
a=\-"2(Xk), aztego 02 29
tn i( 9 g n
Jezeli przyjmiemy jakgkolwiek funkcje dwdch
zmiennych:
X1=F[X, X3
to moze sie zdarzy¢, ze: 1. zmienna X2 jest
zupetnie niezalezng od zmiennej X3 lub 2.
zmienna X2 jest w pewnym stopniu zalezng od
zmiennej X3 np. szeregowi wartosci zmiennej X2
odpowiada szereg wartosci X3 w pewnych okre-
Slonych granicach, mianowicie:
od Xzn—d do X3+ d

W przypadku drugim istnieje wspdtzaleznosé
miedzy zmiennemi I, i | 3. Np. objetos¢ $red-
niego rocznego odptywu w tozyskach przyro-
dzonych zalezy od: 1. wielkosci dorzecza, 2.
jego rzezby, 3. jego ustroju geologicznego, 4.
opadu, 5. wysokosci nadmorskiej i 6. roslinnsci.
Mamy zatem sze$¢ zmiennych, miedzy ktoremi
wysoko$¢ opadu, wysokos¢ nadmorska, rzezba
terenu i roslinno$¢ sg w pewnym stopniu wspot-
zalezne, pozostajg zatem zupetnie niezalezne od
siebie dwie zmienne t. j. wielko$¢ dorzecza
i ustréj jego podioza.

Zagadnienie rachunku korelacyjnego spro-
wadza sie zatem do okre$lenia funkcji dajacej
mozno$¢ najdokladniejszego sgdzenia na pod-
stawie wielkosci jednego zjawiska wyrazonego
szeregiem liczb Y o wielkoS$ci drugiego zjawiska
wyrazonego szeregiem X o tej samej liczeb-
nosci.

Zastosowanie tego rachunku w omawianym
przedmiocie jest podwdjne, mianowicie: przy
uktadaniu wzoréw empirycznych i sprawdza-
niu tych wzoréw. W pierwszym przypadku
warto$¢ czynnika korelacyjnego moze wahac
w granicach dopuszczalnych od —1 do +1
a regresja wyraza¢ sie w kszatcie prostolinij-
nym lub krzywolinijnym, w drugim przypadku
przy sprawdzaniu wzoréw empirycznych, za-

regéw przedstawig sie¢ w postaci ogdlnej (ryc. 7):
y =an + bnx
X=an + bny,

przyczem wartosci spdtczynnikéw al2, 021, bi2
i b21, oznaczajg odchylenia obydwu zjawisk od
ich $rednich arytmetycznych.

Wedtug teorji najmniejszych kwadratow
bedzie:

2 (yk—ali—bi2xK2= 2 (tk§ = minimum 30
I I
jezeli a]f'i (A2 = O gdzie t jest zmienng za-

lezng od al2 i &2.
Eo6zniczkujgc rownanie 30 otrzymamy:

A7 d 2
dt ?'Xk*= dt f ~ 2~ aR2Xt =
=- 2 {yk- (@12+ bi2zu)}. (™ f +xk =0.

Warunek powyzszy speini sie, jezeli:

2 {y k— (a)2+ bi2xk)) =0

2{yk—(al2+ b 12xk) }xk= 0,
a uwalniajgc od nawiaséw otrzymamy:

21yk:12aril+2(b12xk):nan+ b122 x k 31
i

oraz:
21(xk\ﬂ): 21 (a]2y1k)+ 2(bi2xk) =
= alk2yk+ bn2xk . 32
a poniewaz: 1 |
2xk= 2yk= Qg
11

przeto z réwnania 31 wynika, ze al2= 0,
analogicznie a2l= 0, czyli:

oraz

n n
21{xkyk) = b1221x k2
oraz wedtug rownania 29-go:

n n
21xIQ:n.oJ, i analogicznie 21yk2—n o/,

przeto podstawiajgc te wartosci otrzymujemy
rownania spétczynnikéw regresji:
2{xkyR 2{xkyR
33
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awprowadzajgc t. zw. funkcje Galt ona otrzy-
mamy warto$¢ czynnika korelacyjnego :

2(xkyK
r=" 33a
»XOy
i wreszcie réwnania regresji prostolinijnej :
t=rg ij i x=r, & 34
1 O( iﬂ.a |y|
w Czem: |12l L=V ,\12"21 34a

W razie zupetnej identycznos$ci obu prostych
lub krzywych regresji czynnik Kkorelacyjny
7=+ 1, a gdy proste lub krzywe regresji sg
0 przebiegu odwrotnym, to r——1 i w tych
granicach wahajg sie wartosci czynnika r. Je-
zeli r=0, wtedy w ukiadzie rozpatrywanym
niema okreslonej'korelacji, a wiec ze zmian lub
odchylenn jednego elementu nie mozna sadzic
0 zmianach drugiego.

Gdy czynnik korelacyjny posiada pewng
wartos¢ np. 0'5, to wprawdzie istnieje wowczas
pewna wspoétzalezno$¢ obydwoch szeregow, ale
z charakteru zmian jednego z nich, mozna
tylko z czesciowag doktadnosciag sadzi¢ o zmia-
nach drugiego. Wazng role odgrywajg tu takze
odchylenia $rednie:

sx=ax™ —r2 oraz sy=ay."1—r2 . 35
ktére mozna uwazaé¢ za biedy S$rednie popet-
niane przy wyrazaniu jednej zmiennej druga
zapomocg rownan regresji. Wielko$¢ czynnika
korelacyjnego wyrazonego btedem S$rednim be-
dzie wowczas:

lub 36

- f .
o 4 - y -
Roéwniez waznem jest twierdzenie, ze suma
iloczynow z kwadratéw odlegtosci $redniej od

prostych (wzgl. krzywych) regresji i liczby
spostrzezen, jest wartoscig najmniejszg, mia-
nowicie :
-|2(eh-bx yi)I=nffa2(l-r 2= min.
. 37

-2(*—bn VhY=na/ (1—2= min.J

Bardziej ogo6lnie i doktadniej anizeli czyn-
nik wspotzaleznosci charakteryzuje nam wspdét-
zalezno$¢ dwoch badanych elementow lub zja-
wisk t. zw. stosunek wspotzaleznoSciowy.

Biorgc Srednie arytmetyczne poszczegélnych
kolumn powierzchni korelacji mozemy obliczy¢
kwadraty ich odchylen od S$redniej szeregu
i mnozac je przez liczebnosci tych kolumn
okresli¢ ich séredni kwadrat ze wzoru:

38

w ktorym aMjest Srednim kwadratem s$rednich
arytmetycznych poszczeg6lnych kolumn, ntjest
liczebnoscig kolumny i, My. jest S$rednig aryt-
metyczng a N liczebnoscig'~szeregu.

Stosunek pierwiastka z tego Sredniego kwa-
dratu aMdo odchylenia $redniego cechy a :

2ni{My - M y)'

. E o ) 39
jest stosunkiem spotzaleznoSciowym, ktdry
przedstawia dokladniejszg miare wspétzaleznosci
anizeli r. Stosunek ten, nie jest bowiem uwa-
runkowany dowolnem zupeinie zatozeniem, ze
linja regresji jest prostg t. zn., ze r=t], gdyz:

\vi> M>

przyczem mozna _mowi¢ o zupelnym zwigzku
dwoch zjawisk, nawet wowczas, gdy r4=-t- 1

W rozumowaniach powyzszych zaklada sie,
ze liczba n wyrazow spostrzezeh jest dosta-
tecznie wielka, tymczasem w przypadkach kon-
kretnych nie zawsze to sie zdarza. Poniewaz
za$ w razie szczuplego szeregu wartosci spo-
strzezonych, nawet czynnik korelacyjny war-
toscig swoja lezacy blisko jednosci n. p. 095,
nie daje nam gwarancji co do istotnej wspot-
zaleznosci obu rozpatrywanych zjawisk lub cech,
wiec wypada tu ustali¢ jeszcze wchodzacy w gre
btgd prawdopodobny, w przeciwnym bowiem
razie mozemy znale$é korelacje o charakterze
przypadkowym lub tez nie zauwazy¢ wzglednie
poming¢ korelacje rzeczywista.

Biad prawdopodobny czynnika wspdtzalez-
nosci zjawisk wymierzalnych dla dowolnej dys-

persji, daje sie dokiadnie obliczy¢ wzorem
Pearson’a?):
E(r)=et=0-67449 ... 40

\n
waznym dla spotczynnikow wspotzaleznosci cat-
kowitej i czastkowej, a zbudowanym na pod-
stawie uporzadkowanych odchylen x i y wedtug
regulty Gaussa. (Wartosci cyfrowe tego btedu,
jeszcze nie publikowane w jezyku polskim —
obliczone przez autora — podano w tablicy
lll-ciej). W niektérych podrecznikach oraz
pracach naukowych podano btednie statg war-

tos¢ bledu réwng 23 zamiast 067449, na co
nalezy zwroci¢ uwage.
Btad prawdopodobny przyblizonej wartosci

czynnika Kkorelacyjnego, obliczonej na podsta-

2) K. Pearson: ,On theProbable Errors of Fre-
quency Constants and the Influence of Random Se-
lection on Variation and Correlation*. Phil. Trans.

Royl. Soc. Londyn 1898. Tom CXCI'



wie liczb porzgdkowych uszeregowanych wedtug
wielkosci, dwu zjawisk otrzymujemy ze wzoru
Pearson’a2):

(Wartosci cyfrowe tego btedu —rowniez jeszcze
nie publikowanych w polskiej literaturze, podano
wedtug obliczenia autora w tablicy 1Y-tej).

Przy regresji parabolicznej otrzymujemy
wzOr prawdopodobnego biedu stosunku wspot-
zaleznosciowego wedtug Pe arson’a 2), miano-
wicie :

E{rj)=f= 0-67449 ~ | 42
wn
ktory ksztattem swym nie rézni sie od wzoru 40.

Wielko$¢ powyzszych btedéw prawdopodob-
nych, mozna znale$6 bezposrednio w graficznej
tablicy Heron’a 2.

Celem unikniecia zawitych rachunkéw w ra-
zie otrzymania zwigzku korelacji krzywolinij-
nej, przeksztatlcamy jg na prostolinijng, co
zawsze uczyni¢ mozemj® przy uzyciu rachunku
korelacyjnego do badania wzoréw empirycz-
nych.

Jezeli zatem mamy zwigzek dwoch zmien-
nych, ktérego obrazem jest krzywa ptaska, to
mozemy go w pewnych przypadkach prze-
ksztatci¢ tak, aby jego obraz zamienit sie na
prostag. N. p. krzywa:

zamienimy na prostg dzielgc przez X i kiadac
1/X—2Z, woéweczas:
Y=A.Z+ B
Podobnie krzywag:
Y= ABX
przeksztatcamy na prosta zapomoca logarytmow:
log F= logA + Xlog B.
Ogolnie, krzywa:
F= A+ B.F(X)

przeksztalcamy na prostg, podstawiajac F(X) = Z,
wowczas: Y=A+BZ

Jezeli mamy wiecej
leznych n. p.:
XANF(X2.X3... Xn),

natenczas zagadnienie sie wikta, a Sciste okre-
Slenie wspotzaleznos$ci pojedynczych czynnikéw
od pozostaltych jest matematycznie trudnem
a czesto niemozliwem. Rozwigzujemy je w przy-
blizeniu zapomocag wspotzaleznosci czeSciowe;j.
Np. urodzaj zboza zalezny jest od ilosci opa-
déw, temperatury powietrza, stopnia insolacji
oraz jakosSci gleby. Z tych czterech czynnikéw
(stojacych po prawej stronie réwnania) tylko
dwa, t. j. temperatura powietrza i stopien in-
solacji sg w pewnych granicach od siebie wspot-
zalezne. W pozostatych czynnikach wspotza-
leznosci wykazac sie nie da.

czynnikow wspdtza-

11) K. Pearson: ,,On Further Methods of Determi-
ning Correlation®. Biometric Series 1907. T. IY.

,2) D. Heron: ,,An Abac for Determining the Pro-
bable Errors of Correlation Coefficients”“. Biometrica
1910. Tom VII.
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W zagadnieniach tego typu rozszerzamy
metode stosowang do dwu zmiennych, na po-
szczegblne pary zmiennych, uwazajgc zawsze
pozostate zmienne kolejno za state i wyzna-
czamy wspoétczynniki regresji en, bi2t ... si,,
oraz b2i, b2i, ... b2n, a to miedzy zmienng sto-
jaca po lewej stronie réwnania X, a kazdg ze
zmiennych prawej strony réwnania X2, X3lI...

. .X,, 0sobno, nastepnie czynimy to samo z po-

szczegb6lnemi zmiennemi stojagcemi po prawej
stronie rownania t. j. wyznaczamy wspoéiza-
leznosci miedzy X2a X3, X2a X4 ... X2a Xn, ...
.mX3a X4, X3a X3...X3a Xnit d

Znakowanie przyjmujemy tu, wedlug teorji
statystyki, zapomocg subskryptéw gtéwnych —
oznaczajgcych regresje zmiennej X1 z kazdg
zmienng prawej strony réwnania n. p. bl2,
s.s. ... bin, oraz subskryptéw nastepczych, od-
dzielonych od gtéwnych, kropka lub przecin-
kiem — oznaczajacych regresje poszczeg6lnych
par czynnikéw prawej strony rdwnania — np.
N2 . 35) b13,245 i t* fi-

Przyjawszy to znakowanie otrzymamy row-
nanie regresji N elementow:

mem Om2%... (). e o 43
oraz réwnanie czynnika wspoétzaleznosci w ksztat-
cie ogolnym :

n2, 345..«= (12 36... ji » 621,35 o 44
Zaleznosci  ryy) u ---Tu Uuwazamy,
w mys$l poprzedniego za catkowite, w odréznie-
niu od zalezno$ci czesciowych r34, r33, ... ran)
rit) rd ee’rin i fi-
Szczegotowy ksztatt réwnania czynnika ko-
relacyjnego dla n elementéw bedzie zatem na-
stepujacy:

N «*3 + - =«

M2 34..n=
rn, im(«)—Hm, 34.. (»-1) -fjn, 34..(n-1) N
(1-r\  34.(nD)I-(1—i-2« 34...(n-Y\V*
Stosujac ten wzor np. do trzech elementow
otrzymujemy:
™ ™M3¥®R
(I-r\)\(l-rz?y°
oraz $rednie odchylenia o1,23, ktére dla kontroli
mozemy obliczy¢é dwa razy niezaleznie od siebie,
mianowicie:
0i,23==ffi(l—r22W\ (1 —+ " ifl) _ 46
-0, (I-rA3)v* (1-r 423w
podobnie jak kazde inne odchylenie S$rednie.:
Majac wartosci a obliczamy regresje wzorem
a,z
- - 47
612,3 F|2,3-02’13
Te zasady mozemy stosowac takze dla wigk-
szej ilosci elementéw, przyczem rachunek staje
sie juz przy czterech elementach zmudnym, po-
niewaz wzOr na 0 rozszerza sie w trojcztonowy
mianowicie:
01,234= 0O (1—rdi)V,. (I-rA34jl/1-(1-»,i1423)li , 4g

ri2, 3=

lub =cl( 1 (1 —r3391(I-rd2
przyczem réwnanie regresji bedzie:
0L %= /\12134.%2341 o« o 49

02,134
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E (r)= 0,67449 ~ T = btagd prawdo-
\n

r 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95 0,94 0,93 0,92 091 0,90 <-r

n n
10 0,00425 0,00844 0,01261 0,01672 0,02079 0,02482 0,02881 0,03277 0,03667  0,04052 10
20 ,00300 ,00597 ,00892 ,01182 ,01470 ,01756 ,02038 ,02316 ,02593 ,02866 20
30 ,00245 ,00487 ,00728 ,00965 ,01201 ,01433 ,01663 ,01891 ,02118 ,02340 30
40 ,00212 ,00422 ,00630 ,00836 ,01008 ,01241 ,01441 ,01638 ,01833 ,02026 40
50 ,00190 ,00378 ,00564 ,00747 ,00930 ,01110 ,01288 ,01465 ,01640 ,01812 50
60 ,00173 ,00345 ,00515 ,00683 ,00849 ,01014 ,01176 ,01338 ,01500 ,01655 60
70 ,00160 ,00319 ,00476 ,00632 ,00786 ,00938 ,01089 ,01238 ,01385 ,01532 70
80 ,00150 ,00299 ,00446 ,00591 ,00735 ,00878 ,01018 ,01158 ,01296 ,01433 80
90 ,00141 ,00282 ,00422 ,00657 ,00693 ,00828 ,00960 ,01092 ,01222 ,01350 90
100 ,00134 ,00267 ,00399 ,00529 ,00658 ,00785 ,00911 ,01036 ,01159 ,01282 100

120 ,00123  ,00244 00364 00483 00600 00717 00832 00946 01058  ,01170 120
140 00113 00225 00337 00447 00556  ,00664 00770 00875 00978 01083 140
160 00106 00211  ,00315 00417 00520  ,00621 00720 00819  ,00916 01013 160
180 ,00100 00199  ,00297  ,00394 00490  ,00585 00679 00772 00864  ,00955 180
200 00095 00189 00282  ,00375  ,00466  ,00556 00648 00735 00822 00909 200
220 00091 00180  ,00268 00357  ,00443  ,00529 00619  ,00699 00782 00864 220
240 00087  ,00172 00257  ,00342  ,00425 00507 00591 00670  ,00750  ,00849 240
260 ,00083  ,00165  ,00247  ,00328 00408  ,00486  ,00565 00642 00719  ,00836 260
280  ,00080  ,00159  ,00238  ,00316 00393 00469 00544 00619 00692  ,00787 280
300 00078  ,90154  ,00230  ,00305  ,00380  ,00453  ,00526 00598 00669  ,00740 300
325 00074 00148  ,00221 00294 00365 ,00435  ,00505 00574 00644  ,00712 325
350 ,00071  ,00143  ,00213  ,00283  ,00351  ,00420 00487 00554 00620  ,00685 350
375  ,00069  ,00138  ,00205 00273  ,00340  ,00405 00170  ,00535 00599  ,00662 375
400 00067  ,00134  ,00199 00264 00329  ,00393  ,00454 00518 00580  ,00641 400
425 00064 00130  ,00193 00256  ,00319  ,00380 00441  ,00502 00563 00623 425
450 00062 00126  ,00188  ,00249  ,00310  ,00370  ,00429  ,00489 00547 00606 450
475 00061  ,00122  ,00183 00242 00302 00360  ,00417  ,00475 00532  ,00589 475
500 00060 00119 00178 00236  ,00294  ,00351 00407  ,00463 00519 00573 500
550 00057 00114 00170 00226  ,00281  ,00336  ,00389  ,00442 00496 00548 550
600 00055  ,00109 00163 00216  ,00268  ,00321 00372  ,00423  ,00473 00523 600
650 ,00053 00105 00157  ,00208  ,00258  ,00308  ,00357 ‘00407  ,00455 00503 650
700 00051 00101 00151  ,00201  ,00248  ,00296 00344  ,00392 00438 00484 700
750 ,00049 00097 00146 00193  ,00240  ,00287  ,00332  ,00378 00423  ,00468 750
800 00047  ,00094 00141 00187  ,00232  ,00278  ,00322  ,00366 00410 00453 800
850 00046  ,00091  ,00137 00181  ,00226  ,00270  ,00313  ,00355  ,00398  ,00440 850
900  ,00045  ,00089 00133  ,00176  ,00221  ,00262  ,00304  ,00345 00386 00427 900
950 00044  ,00086  ,00129 00171  ,00214  ,00255 00296  ,00336 00376 00416 950
1000  ,00043  ,00084 00126 00167  ,00208  ,00248 00288  ,00328  ,00367  ,00405 1000
1100  ,00041  ,00080  ,00120 00160  ,00199  ,00237  ,00274 00313 00351  ,00387 1100
1200 ,00039 00077  ,00115 00153  ,00190  ,00227 00263  ,00299  ,00335  ,00370 1200
1300 00037 00074 00111 00146  ,00183  ,00218 00251  ,00287 00322  ,00355 1300
1400 00036 00071  ,00107 00141 00176  ,00210  ,00243 00277 00310 00342 1400
1500  ,00035 00069  ,00103 00136  ,00170  ,00203 00234 00267  ,00299  ,00333 1500
1600  ,00034  ,00067  ,00100 00132 00165  ,00197 00227 00259  ,00289  ,00325 1600
1700 00033  ,00065 00097 00126  ,00159  ,00190 00220 00251  ,00280  ,00313 1700
1800 00032  ,00063  ,00094 00121 00155 00185 00215 00244 00273 00303 1800
1900  ,00031  ,00061  ,00091 00119 00151  ,00170  ,00209 ‘00238  ,00261  ,00295 1900
2000 00030  ,00060  ,00089  ,00118  ,00147 00176 00204 00232  ,00259  ,00287 2000
2200 00029 00057  ,00086 00113  ,00140 00167  ,00194 00221 00247 00274 2200
2400 00027 00054  ,00082 00108  ,00134  ,00160  ,00186  ,00211  ,00236  ,00262 2400
2600 00026 00052  ,00078 00103  ,00128  ,00154 00179  ,00203 00227 00251 2600
2800 00025  ,00050  ,00076 00100  ,00123  ,00148 00172 00195 00219 00242 2800
3000 00025  ,00049 00073 00097  ,00120  ,00143 00166  ,00189  ,00212  ,00234 3000
3500 00023 00045  ,00067  ,00091  ,00109  ,00133 00154 00176  ,00196  ,00216 3500
4000  ,00021 00042 00063 00084 00100 00124 00144 00164 00183  ,00203 4000
4500  ,00020  ,00040  ,00059 00079 00096 00117 00136 00155  ,00173  ,00191 4500
5000 00019 00038 00056 00075 00093  ,00111  ,00129  ,00147  ,00164  ,00181 5000
6000 00017  ,00034  ,00052 00068  ,00085  ,00101 00118 00134 00150  ,00166 6000
7000 ,00016  ,00032 00048 00063 00079  ,00094 00109  ,00124 00139 00153 7000
8000  ,00015  ,00030  ,00045 00059  ,00074  ,00088 00102  ,00116  ,00130  ,00143 8000
9000 00014  ,00028  ,00042 00056 00069  ,00083  ,00096  ,00109  ,00122  ,00135 9000
10000 ,00013  ,00027  ,00040 00053  ,00066 00079  ,00091  ,00104  ,00116 00128 10000



podobny czynnika wspo6tzaleznosci.

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
120
140
160
180
200
220
240
260
280
300
325
350
375
400
425
450
475
500
550
600
650
700
+750
800
850
900
950
1000
1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700
1800
1900
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3500
4000
4500
5000
6000
7000
8000
9000
10000

0,88

0,04812
,03403
,02778
,02408
,02152
,01964
,01820
,01701
,01604
,01522
,01389
,01286
,01203
,01134
,01079
,01025
,00983
,00943
,00909
,00878
,00844
,00813
,00786
,00761
,00738
,00717
,00698
,00681
,00650
,00621
,00597
,00575
,00556
,00638
,00522
,00507
,00493
,00481
,00459
,00439
,00422
,00407
,00396
,00385
,00371
,00359
,00349
,00340
,00324
,00310
,00298
,00287
,00278
,00257
,00241
,00227
,00215
,00196
,00182
,00170
,00160
,00162

0,86

0,05554
,03928
,03207
,02777
,02483
,02268
,02099
.01963
,01851
,01756
,01603
,01485
,01387
,01309
,01246
,01184
,01135
,01088
,01050
,01014
,00977
,00942
,00909
,00878
,00852
,00828
,00806
,00785
,00751
,00717
,00690
00664
,00642
,00621
,00603
,00585
,00570
,00555
,00530
,00507
,00488
,00471
,00454
,00439
,00426
,00414
,00403
,00393
,00374
,00358
,00344
,00382
,00321
,00296
,00278
,00262
,00248
,00227
,00210
,00196
,00185
,00176

0,84

0,06280
,04440
,03625
,03139
,02808
,02563
,02374
,02220
,02093
,01986
,01813
,01678
,01570
,01480
,01410
,01342
,01287
,01234
,01189
,01146
,01104
,01063
,01027
,00993
,00964
,00936
,00911
,00888
,00849
,00811
,00780
,00750
,00725
,00702
,00682
,00662
,00644
,00628
,00600
,00573
,00551
,00531
,00513
,00497
,00481
,00468
,00455
,00444
,00423
,00405
,00389
,00375
,00363
,00336
,00314
,00296
,00280
,00256
,00237
,00222
,00209
,00199

0,82

0,06988
,04941
,04034
,03493
,03125
,02844
,02641
,02470
,02329
,02210
,02021
,01868
,01746
,01647
,01568
,01490
,01429
,01370
,01321
,01275
,01227
,01181
,01142
,01105
,01072
,01041
,01014
,00988
,00944
,00902
,00868
,00835
,00807
,00781
,00758
,00737
,00718
,00700
,00668
,00638
,00618
,00591
,00571
,00553
,00536
,00521
,00507
,00494
.00471
,00451
,00433
,00417
,00403
,00373
,00349
,00330
,00313
,00284
,00264
,00247
,00233
,00221

0,80

0,07689
05429
04433
03839
03434
03134
02902
02715
02563
02428
02217
02052
01920
01810
01723
01637
01571
01506
01453
01402
01348
01298
01255
01214
01174
01146
01115
01086
01037
,00990
00952
00917
00887
00858
00833
00809
00788
00769
00734
",00701
00673
00649
00627
00607
00589
00572
00557
00543
00518
00496
00476
00459
00443
00411
00384
00362
00343
00313
00290
00272
00256
00243

0,75

,09328
,06598
,05387
,04665
,04173
,03810
,03527
,03308
,03110
,02951
,02695
,02494
,02333
,02200
,02094
,01989
,01908
,01830
,01765
,01704
,01636
,01572
,01522
,01475
,01427
,01381
,01319
,01319
,01262
,01205
,01159
,01115
,01078
,01043
,01012
,00983
,00962
,00933
,00891
,00852
,00818
,00786
,00761
,00738
,00715
,00695
,00677
,00660
,00629
,00603
,00579
,00558
,00539
,00500
,00467
,00440
,00417
,00381
,00353
,00331
,00311
,00295

0,70

0,10880
07689
,06280
05138
04864
04441
04112
03847
,03626
03440
,03140
02906
0,2719
02564
02441
02319
02225
02133
02058
01986
01911
01839
01773
01720
01673
0,1621
01580
01541
01472
,01404
01351
01300
01257
01216
01181
01147
01116
01088
01039
00993
00954
00919
00889
,00860
00334
00811
00789
00769
00734
*00702
00674
,00640
00628
00582
00544
00513
00486
00444
00411
00385
00363
,00344

0,65

0,12316
,08708
,07112
,06159
,05509
,05028
,04655
,04355
,04106
,03895
,03556
,03292
,03079
,02903
,02763
,02625
,02520
,02416
,02331
,02249
,02159
,02082
,02014
,91948
,01891
,01836
,01788
,01742
,01665
,01590
,01529
,01472
,01411
,01353
,01325
,01298
,01263
,01232
,01177
,01125
,01082
,01041
,01007
,00974
,00945
,00918
,00894
,00871
,00831
,00795
,00764
,00737
,00711
,00659
,00616
,00582
,00551
,00503
,00466
,00436
,00411
,00389

0,60

0,13652
,09652
,07878
,06826
,06105
,05573
,05159
,04826
,04550
,04317
,03940
,03648
,03412
,03217
,03062
,02910
,02792
,02677
,02584
,02495
,02400
,02307
,02231
,02168
,02094
,02035
,01982
,01930
,01845
,01762
,01696
,01632
,01578
,01526
,01481
,01438
,01400
,01365
,01305
,01247
,01200
,01154
,01115
,01079
,01047
,01018
,00991
,00965
,00921
,00882
,00846
,00816
,00788
,00729
,00683
,00644
,00611
,00557
,00516
,00483
,00455
,00432

17

«-r

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
120
140
160
180
200
220
240
260
280
300
325
350
375
400
425
450
475
500
650
600
650
700
750
800
850
900
950
1000
1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700
1800
1900
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3500
4000
4500
5000
6000
7000
8000
9000
10000
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EYrwo0,70688------ . 5—-6-»’2\—-=biad prawdopodobny czynnika korelacyfnego
(1-

r-> 0,9 0,98 0,97 0,96 0,95 0,94 0,93 0,92 0,91 0,90 4- *

n n
10 0,00467 0,00928 0,01383 0,01833 0,02210 0,02715 0,03112 0,03576  0,03998  0,04414 10
20 ,00330 ,00656 ,00978 ,01296 ,01610 ,01920 ,02226 ,02526 ,02826 ,03121 20
30 ,00269 ,00536 ,00799 ,01058 ,01315 ,01568 ,01818 ,02064 ,02308 ,02548 30
40 ,00233 ,00464 ,00692 ,00915 ,01138 ,01358 ,01574 ,01788 ,01999 ,02201 40
60 ,00209 ,00115 ,00619 ,00820 ,01019 ,01214 ,01408 ,01599 ,01788 ,01974 50
60 ,00191 ,00379 ,00565 ,00748 ,00929 ,01108 ,01285 ,01460 ,01632 ,01802 60
70 ,00176 ,00351 ,00523 ,00693 ,00861 ,01026 ,01190 ,01352 ,01511 ,01668 70
80 ,00165 ,00328 ,00489 ,00648 ,00805 ,00960 ,01113 ,01264 ,01413 ,01561 80
90 ,00156 ,00309 ,00461 ,00611 ,00759 ,00901 ,01049 ,01192 ,01333 ,01471 90
100 ,00148 ,00293 ,00437 ,00580 ,00720 ,00859 ,00996 ,01131 ,01264 ,01396 100
120 ,00134 ,00267 ,00399 ,00529 ,00658 ,00784 ,00906 ,01032 ,01154 ,01274 120
140 ,00125 ,00248 ,00369 ,00190 ,00609 ,00726 ,00841 ,00956 ,01069 ,01179 140
160 ,08117 ,00233 ,00347 ,00458 ,00569 ,00679 ,00789 ,00895 ,01000 ,01104 160

180 ,00111 ,00219 ,00326 ,00432 ,00536 ,00640 ,00743 ,00843 ,00941 ,01040 180
200 ,00105 ,00208 ,00310 ,00409 ,00509 ,00607 ,00704 ,00799 ,00894 ,00987 200
220 ,00100 ,00198 ,00295 ,00391 ,00485 ,00578 ,00671 ,00762 ,00852 ,00941 220
240 ,00096 ,00190 ,00282 ,00374 ,00465 ,00554 ,00643 ,00730 ,00816 ,00902 240
260 ,00092 ,00182 ,00271 ,00359 ,00146 ,00533 ,00617 ,00701 ,00784 ,00866 260
280 ,00088 ,00175 ,00261 ,00344 ,00430 ,00513 ,00595 ,00675 ,00756 ,00834 280
300 ,00088 ,00169 ,00253 ,00334 ,00416 ,00496 ,00575 ,00653 ,00729 ,00806 300
325 ,00082 ,00163 ,00243 ,00321 ,00400 ,00477 ,00552 ,00627 ,00701 ,00774 325
350 ,00079 ,00157 ,00234 ,00310 ,00385 ,00459 ,00533 ,00604 ,00676 ,00746 350
375 ,00076 ,00151 ,00225 ,00299 ,00372 ,00443 ,00514 ,00584 ,00653 ,00720 375
400 ,00074 ,00147 ,00218 ,00289 ,00360 ,00429 ,00497 ,00566 ,00632 ,00697 400
425 ,00072 ,00142 ,00212 ,00281 ,00349 ,00416 ,00483 ,00548 ,00613 ,00677 425
450 ,00070 ,00138 ,00206 ,00273 ,00339 ,00405 ,00469 ,00533 ,00596 ,00658 450
475 ,00068 ,00134 ,00200 ,00265 ,00330 ,00394 ,00456 ,00519 ,00579 ,00640 475
500 ,00066 ,00131 ,00195 ,00259 ,00322 ,00384 ,00445 ,00506 ,00565 ,00624 500
550 ,00063 ,00125 ,00186 ,00247 ,00307 ,00366 ,00425 ,00483 ,00540 ,00596 550
600 ,00060 ,00119 ,00178 ,00237 ,00294 ,00350 ,00406 ,00461 ,00516 ,00569 600
650 ,00058 ,00115 ,00171 ,00228 ,00282 ,00336 ,00390 ,00443 ,00496 ,00547 650
700 ,00056 ,00111 ,00165 ,00219 ,00272 ,00324 ,00376 ,00427 ,00477 ,00527 700
750 ,00054 ,00107 ,00160 ,00212 ,00263 ,00314 ,00365 ,00413 ,00461 ,00409 750
800 ,00052 ,00104 ,00155 ,00205 ,00255 ,00304 ,00354 ,00400 ,00447 ,00493 800
850 000,50 ,00101 ,00135 ,00199 ,00247 ,00295 ,00343 ,00388 ,00434 ,00478 850
900 ,00049 ,00098 ,00145 ,00193 ,00240 ,00286 ,00332 ,00377 ,00421 ,00465 900
950 ,00048 ,00095 ,00141 ,00188 ,00230 ,00279 ,00321 ,00366 ,00410 ,00452 950
1000 000,47 ,00093 ,00138 ,00183 ,00221 ,00272 ,00311 ,00358 ,00400 ,00441 1000
1100 ,00045 ,00089 ,00132 ,00174 ,00214 ,00259 ,00299 ,00341 ,00382 ,00421 1100
1200 ,00043 ,00085 ,00126 ,00167 ,00208 ,00248 ,00287 ,00326 ,00365 ,00403 1200
1300 ,00041 ,00081 ,00121 ,00161 ,00200 ,00238 ,00276 ,00313 ,00351 ,00387 1300
1400 ,00040 ,00078 00,117 ,00156 ,00193 ,00229 ,00266 ,00302 ,00338 ,00373 1400
1500 ,00038 ,00075 ,00113 ,00150 ,00186 ,00222 ,00237 ,00292 ,00326 ,00360 1500
1600 ,00037 ,00073 ,00109 ,00145 ,00180 ,00215 ,00249 ,00283 ,00316 ,00349 1600
1700 ,09036 ,00071 ,00106 ,00140 ,00174 ,00208 ,00241 ,00274 ,00306 ,00338 1700
1800 ,00035 ,00069 ,00103 ,00136 ,00169 .00202 ,00235 ,00266 ,00298 ,00329 1800
1900 ,00034 ,00067 ,00100 ,00133 ,00165 ,00197 ,00229 ,00259 ,00290 ,00320 1900
2000 ,00033 ,00066 ,00098 .00130 ,00161 ,00192 ,00223 ,00253 ,00283 ,00312 2000
2200 ,00032 ,00063 ,00093 ,00123 ,00153 ,00183 ,00212 ,00241 ,00292 ,00298 2200
2400 ,00030 ,00060 ,00089 ,00118 ,00146 ,00175 ,00203 ,00231 ,00269 ,00285 2400
2600 ,00029 ,00058 ,00086 ,00113 ,00141 ,00168 ,00195 ,00222 ,00248 ,00274 2600
2800 ,00028 ,00056 ,00082 ,00109 ,00136 ,00162 ,00188 ,00213 ,00239 ,00264 2800
3000 ,00027 ,00054 ,00079 ,00106 ,00132 ,00157 ,00182 ,00206 ,00231 ,00255 3000
3500 ,00025 ,00050 ,00074 ,00098 ,00122 ,00146 ,00168 ,00192 ,00214 ,00237 3500
4000 ,00023 ,00016 ,00069 ,00092 ,00114 ,00136 ,00157 ,00179 ,00200 ,00220 4000
4500 ,00022 ,00044 ,00065 ,00087 ,00107 ,00128 ,00148 ,00169 ,00189 ,00208 4500
5000 ,00021 ,00042 ,00062 ,00082 ,00102 ,00121 ,00141 ,00160 ,00179 ,00197 5000
6000 ,00019 ,00038 ,00057 ,00075 ,00093 ,00111 ,00129 ,00146 ,00163 ,00180 6000
7000 ,00018 ,00035 ,00052 ,00069 ,00086 ,00103 ,00119 ,00135 ,00151 00,167 7000
8000 ,00017 ,00033 ,00049 ,00065 ,00081 ,00096 ,00111 ,00126 ,00141 ,00156 8000
9000 ,00016 ,00031 ,00046 ,00061 ,00076 ,00090 ,00105 ,00119 ,00133 ,00147 9000
10000 ,00015 ,00029 ,00044 ,00058 ,00072 ,00086 ,00100 ,00113 ,00126 ,00140 10000



dla dwu
r-=> 0,88
n
10 0,05231
20 ,03700
80 ,03019
40 ,02615
50 ,02339
60 ,02135
70 ,01977
80 ,01849
90 ,01743
100 ,01654
120 ,01510
140 ,01398
160 ,01307
180 ,01233
200 ,01169
220 ,01115
240 ,01069
260 ,01026
280 ,00989
800 ,00954
325 ,00922
350 ,00883
375 ,00854
400 ,00827
425 ,00802
450 ,00780
475 ,00758
500 ,00740
550 ,00707
600 ,00675
650 ,00649
700 ,00625
750 ,00604
800 ,00585
850 ,00567
900 ,00551
950 ,00536
1000 ,00523
1100 ,00499
1200 ,00477
1300 ,00459
1400 ,00442
1500 ,00427
1600 ,00413
1700 ,00400
1800 ,00388
1900 ,00378
2000 ,00370
2200 ,00353
2400 ,00337
2600 ,00324
2800 ,00312
8000 ,00302
3500 ,00280
4000 ,00262
4500 ,00247
5000 ,00234
6000 ,00214
7000 ,00198
8000 ,00185
9000 ,00174

10000

,00165

szeregéw liczb

0,86

0,06026
,04261
,03479
,03013
,02695
,02461
,02278
,02131
,02009
,01905
,01740
,01610
,01505
.01419
,01346
,01284
,01230
,01182
,01140
,01100
,01057
,01017
,00983
,00953
,00925
,00898
,00873
,00852
,00814
,00777
,00748
,00720
,00695
,00673
,00653
,00635
,00618
,00603
,00577
,00553
,00520
,00509
,00491
,00476
,00462
,00449
,00437
,00426
,00406
,00383
,00374
,00360
,00348
,00323
,00301
,00284
,00269
,00246
,00228
,00213
,00201
,00191

uporzadkowanych wedtug

0,84

0,06799
,04809
,03925
,03400
,03041
,02776
,02570
,02404
,02267
,02150
,01964
,01818
,01698
,01602
,01520
,01449
,01394
,01334
,01286
,01241
,01193
,01149
,01110
,01075
,01043
,01014
,00986
,00962
,00918
,00877
,00844
,00812
,00785
,00760
,00738
,00717
,00698
,00680
,00650
,00621
,00597
,00575
,00555
,00537
,00520
,00505
,00492
,00481
,00458
,00438
,00422
,00406
,00393
,00365
,00340
,00321
,00304
,00278
,00257
,00240
,00227
,00215

0,82

0,07554
,05341
,04361
,03776
,03378
,03084
,02855
,02671
,02529
,02388
,02181
,02019
,01887
,01780
,01689
,01610
,01541
,01481
,01428
,01379
,01326
,01276
,01233
,01194
,01159
,01126
,01096
,01069
,01021
,00975
,00937
,00903
,00872
,00844
,00819
00796
,00775
,00755
,00721
,00689
,00662
,09638
,00616
,00597
,00579
,00563
,00548
,00531
,00509
,00487
,00468
,00451
,00435
,00415
,00378
,00357
,00338
,00308
,00286
,00267
,00253
,00239

0,80

0,03288
,05859
,04802
,04142
,03705
,03383
,03131
,02929
,02762
,02620
,02392
,02215
,02071
,01953
,01853
,01767
,01692
,01625
,01562
,01512
,01454
,01400
,01356
,01315
,01274
,01235
,01202
,01172
,01120
,01069
,01028
,00991
00957
,00926
,00898
,00873
,00850
,00829
,00791
,00756
,00726
,00700
,00678
,00658
,00637
,00617
,00600
,00586
,00558
,00535
,00514
,00496
,00480
,00446
,00414
,00392
,00371
,00338
,00313
,00293
,00276
,00262

0,75

0,10033
,07096
,05791
,05016
,04485
,04096
,03791
,03547
,03344
,03171
0,2896
,02683
,02506
,02364
0,2244
,02140
,02050
,01967
,01898
,01832
,01762
,01695
,01639
,01585
,01539
,01495
,01456
,01419
,01356
,01295
,01246
,01199
,01158
,01121
,01038
,01057
,01029
,01003
,00958
,00916
,00880
,00848
,00819
,00793
,00769
,00748
,00728
,00710
,00674
,00646
,00622
,00599
,00579
,00539
,00502
,00424
,00449
,00410
,00379
,00355
,00334
,00317

0,70

0,11654
,08243
,06728
,05827
,05212
,04758
,04405
,04121
,03885
,03683
,03363
,03116
,02912
,02746
,02606
,02486
,02383
,02286
,02205
,02127
,02047
,01969
,01904
,01841
,01787
,01737
,01691
,01648
,01576
,01504
,01447
,01393
,01346
,01302
,01263
,01227
,01195
,01165
,01113
,01064
,01023
,00985
,00952
,00921
,00894
,00868
,00845
,00824
,00786
,00753
,00723
,00697
,00673
,00626
,00583
,00551
,00521
,00476
,00441
,00412
,00389
,00368

ich wielkoS$ci.

0,65

0,13149
,09302
,07593
,06576
,05882
,05369
,04971
,04650
,04383
,04157
,03794
,03517
,03287
,03099
,02941
,02805
,02689
,02580
,02485
,02394
,02307
,02223
,02149
,02079
,02018
,01960
,01918
,01860
,01777
,01697
,01633
,01572
,01522
,01474
,01428
,01385
,01349
,01315
,01256
,01200
,01154
,01111
,01074
,01040
,01009
,00980
,00954
,00930
,00887
,00850
,00816
,00786
,00759
,00707
,00658
,00622
,00588
,00537
,00497
,00465
,00438
,00416

0,60

0,14526
,10274
,08308
,07263
,06496
,05930
,05491
,05136
,04842
,04593
,04193
,03884
,03631
,03425
,03248
,03098
,02968
,02848
,02739
,02634
,02542
,02455
,02374
,02297
,02230
,02165
,02107
,02055
,01964
,01875
,01804
,01736
,01678
,01624
,01576
,01631
,01491
,01453
,01388
,01326
,01274
,01228
,01187
,01149
,01114
,01032
,01053
,01027
,00979
,00938
,00901
,00865
,00831
,00777
,00726
,00687
,00650
,00593
,00549
,00514
,00484
,00459
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r
n

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
120
140
160
180
200
220
240
260
280
300
325
350
375
400
425
450
475
500
550
600
650
700
750
800
850
900
950
1000
1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700
1800
1900
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3500
4000
4500
5000
6000
7000
8000
9000
| 10000
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a przy pieciu elementach otrzymujemy wzor
czterocztonowy przy szeSciu pieciocztonowy,
wreszcie przy n elementach wzér (w—)-cztonowy.

Liczby az odpowiednimi subskryptami przed-
stawiajg catkowite dyspersje zmiennych Xy, X2,
X3... Xn, a liczby r sg spo6tczynnikami kore-
lacji catkowitej dla subskryptéow gtéwnych 12,
13 i t. d., a spotczynnikami korelacji czescio-
wej dla subskryptéow wtérnych.

Badajgc Srednie czesciowe zmiennej Xxprzy
danych X.1i X3 otrzymujemy juz nie linje re-
gresji, lecz powierzchnie regresji, ktéra jest
ptaszczyzng P, w przypadku rozktadu zwyczaj-
nego (normalnego).

Réwnanie tej ptaszczyzny regresji przybie-
rze forme:

M (Y]j)= &2 3X2+ H32X3.
Podobnie otrzymamy jeszcze odpowiednie
dwie inne ptaszczyzny regresji, mianowicie:
M (Xi) = b2h3X 1+ b23ilX3
M (X3)= &8l22° + 6321 X2,
przyczem spotczynniki b mozna wyrazi¢ w dosc
prosty sposéb zapomocg spoétczynnikéw kore-
lacji catkowitej, n. p.:
rn~r,3.r,

o12,3:

Z ptaszczyzn regresji przechodzimy w prosty
spos6b do prostych regresji zapomocg przeciec
ptaszczyznami rownolegtemi (w statym odste-
pie C) do ptaszczyzn ukiadu n. p. wezmy pod
rozwage ptaszczyzne réwnolegtg do plaszczyzny
uktadu Xt X2 w odstepie X3= C. Ptlaszczyzny
P, i P2 przecinajg ja wzdluz prostych, ktérych
réwnania:

M (XD = 6123X2+ Q32C

M (X2)= g213Xx+ ¢231C
sg prostymi regresji zmiennych Xt i X2, gdy
trzecia zmienna X3=Pjest stalg, a zadanie to
redukuje sie do dwoéch zmiennych.

Z tego wynika, ze ufozenie wzoru empirycz-
nego ztozonego choéby z czterech elementéw za-
leznych od siebie przy uzyciu rachunku korelacyj-
nego jest czynnos$cig bardzo zmudna, ktérej wy-
nik moze by¢ zadowalajgcym tylko w wyjatko-
wych przypadkach, natomiast zbudowanie takie-
go wzoru jest niemozliwoscia, skoro nie wszyst-
kie elementy wykazuja wspoétzaleznos¢, chocby
czesciowg. Przedstawiony w niniejszym roz-
dziale rachunek nadaje sie jednak do spraw-
dzenia nawet takich zawitych wzoréw, w kto-
rych elementy prawej strony réwnania nie wy-
kazujg wspotzaleznosci miedzy soba.

Przyktad: Sprawdzi¢ doktadno$¢ wynikow
wzoru empirycznego autora:

48rn™.$-1.Tm / | \'1

V~ VIm+0$m '\0,2 + VAT0007/

na $rednig predkos¢ wody w tozyskach przyro-
dzonych vO— Y dla rzeki Dunaju i wyznaczy¢
procentowg réznice wartosci obliczonych z wy-
nikami pomiaréw vp= X, dla jednego pomiaru
wzglednie obliczenia, a wiec w przypadku, gdy
funkcja statystyczna nie jest znana. Wynik ze-
stawiono w tablicy Y-tej.

Ostatecznie otrzymano z tabeli Y -tej:

X(xy)  17,68540 _
po 60 = 0294757,
v 0,294757 _
"~ ox. 0311308~ 09468
— = 0,999462, 2~ = 1,000538,
oy ax

a poniewaz dla doskonatej zgodnosci wynikéw
pomiarowych z wynikami obliczeniowemi po-
winien czynnik wspdtzaleznosci rowny by¢ jed-
nosci t. j. r—1, czyli:

ox=0y = y0,294757 = 0,54291,
a wowczas regresja:

tga=tg[i=bl=b2=r.~-=r.~- = 1 a Y=X,

co odpowiada wartoSciom « = [2= 45°,

W badanym przyktadzie otrzymamy réwna-
nia regresji prostolinijnej:

tg K=rA = 0,9468X 1,000538 = 0,947309,

°X z czego a= 43°27'

tgp=r.— = 0,9468 X 0,999462 = 0,94629,

ey Z czego /?=43°25",
a kat y zawarty miedzy prostemi regresji:
y=90°—(a+ /3= 308"

Jezeli uwzglednimy odchylenia S$rednie jako
btedy popetniane przy wyrazaniu jednej zmien-
nej druga, to wediug wzorow 35 otrzymamy:

sy= Oyyi—r2—0,1796
VI~Nr2=0,1795,

a wielko$¢ czynnika korelacyjnego wyrazonego
temi odchyleniami bedzie:

s*=

r-vi-»~ -v 1- ~ - 09706
a tern samem zmniejszy sie warto$¢ kata za-
wartego miedzy regresjg prostolinijng na:
y = 1°42".

Uwzgledniajgc jeszcze prawdopodobny bigd
czynnika korelacyjnego dla dwu szeregow liczb,
z ktorych jeden uporzadkowano wedlug wiel-
kosci liczb a drugi odpowiada mu swemi war-
tosciami parami skojarzonemi z pierwszym —
otrzymamy wedtug Pearson’a (tabela lY-ta)
dla r=0,97 oraz w=60:

r+e2=0,9706+0,00565=0,97625,

a wedlug tej wartosci obliczony kat y=1°26"
co czyni +1,592°/0 réznicy dla jednej wartosci
obliczonej wzorem empirycznym, czyli, ze kazda
wartos¢ obliczona W)=Y jest przecietnie 0 1,592°0
wiekszg od kazdej wartosci pomierzonej vp—X.

Z powyzej przytoczonego przykiadu wynika,
ze doktadno$é wzoru empirycznego bedzie wow-
czas wystarczajacg, jezeli suma wartosci czyn-
nika korelacyjnego i wielokrotnosci btedu tego
czynnika bedzie wieksza lub réwng jednosci,
czyli: Fr+me2> 1o 50

gdzie warto$¢ m zalezng jest od rodzaju bada-
nego zjawiska, sposobu badania oraz wielkosci
dyspersji pomiarowej. *



Tabela V.

Sekundowa

Predkos¢
X pomierzona
vp

Przekroj

Wieden (obsz. zal) . . 0,760
Stein . . 1,010
.......................... 1,040

1,050

- 1,120

Wieden i, 1,230
SteiN s 1,260
1,260
1,280
1,290
1,300
1,300
1,320
1,350
1,360
1,380
1,390
1,420
1,430
1,430
1,490
1,500
1,520
1,520
1,590
1,590
STeiN e 1,600
1,610
1,660
1,660
1,670
1,700
1,770
1,800
1,810
Engelhardszell . . .. 1,850
LinNz.iiiiieine 1,920
Wieden .. 2,010
M authausen..... 2,040
Engelhardszell . . .. 2,060
LNz 2,070
2,120
2,140
2,210
2,360
2,440
2,460
2,450
2,460
LiNz ., 2,470
SteIN e 2,470
W ieden .veveennns 2,510
2,510

2,520

2,650

Linz.iiiiieiens 2,650
Wieden .o, 2,790
2,890

C 2,960

................ 3,010

2 109,480

Predkos¢
obliczona
%

<

w met

0,562
1,275
1,288
1,267
1,284
1,310
1,442
1,571
1,291
1,437
1,345
1,413
1,323
1,370
1,519
1,061
1,441
1,453
1,368
1,368
1,736
1,643
1,242
1,585
1,377
1,813
1,848
1,299
1,747
1,837
1,456
1,613
2.093
1,742
1,631
2,303
1,464
1,832
2,384
1,814
2,241
1,820
1,900
2,542
2,998
2.168
2,303
2,483
2,595
2,233
2,514
2,242
2,289
2,424
2,531
2,361
2,895
3,086
3,189
3,152

110,813

$rednia $rednia

1,825

1,847

predkos¢é wody na Dunaju.

Odchytka
> a $redniej
%
p
Odchytka
< d S$redniej

-
Q
o
>

-1,065
-0,815
-0,785
-0,775
-0,705
—0,595
—0,565
8-0.565
-0,545
-0,535
-0,525
-0,525
-0,505
-0,475
-0,465
-0,445
-0,435
-0,405
-0,395
-0,395
-0,335
-0,325
-0,305
-0,305
-0,235
-0,235
-0,225
-0,215
-0,165
—0,165
-0,155
-0,125
-0,055
-0,025
-0,015
+0,025
+ 0,095
+ 0,185
+0,215
+0,235
+ 0,245
+ 0,295
+0,315
+ 0,385
+0,535
+0,615
+0,625
+ 0,625
+0,635
+0,645
+ 0,645
+0,685
+0,685
+0,695
+0,825
+0,825
+0,965
+ 1,065
+ 1,135
+ 1,185

«0

-1,285
-0,572
-0,559
-0,580
-0,563
-0,537
—0,105
-0,276
-0,556
-0,410

+0,636
+ 0,748
+0,386
+ 0,667
+0,395
+0,442
+ 0,577
+0,684
+0,514
+ 1,048
+ 1,239
+ 1,342
+1,305

a;2

0,0552
0,0552
0,0506
0,0462
0,0272
0,0272
0,0240
0,0156
0,0030
0,0006
0,0002
0,0006
0,0090
0,0342
0,0462
0,0552
0,0600
0,0870

18,6686

aS_ "~ 9_

18,6686
60
= 0,31114
ax = 0,5578

1,6512
0,3272
0,3125
0,3364
0,3170
0,2884
0,1640
0,0762

0,1954
0,3329
0,4679
0,2642
1,0983
1,5361
1,8010
1,7030

18,6911

n
18,6911

~ 60 ~

= 0,31152

oy = 0,5581
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lloczyny

X.y

dodatnie

1,36853
0,46618
0,43882
0,44950
0,39692
0,31952
0,22883
0,15594
0,30302
0,21935
0,26355
0,22785
0,26462
0,22658
0,15252
0,34977
0,17661
0,15957
0,18921
0,18921
0,03719
0,06565
0,18453
0,07991
0,11045
0,00799
0,11782
0,01650
0,00165
0,06061
0,02926

0,00263
0,00324
0,01140

0,11546

0,09653
0,01669
0,26758
0,60509
0,19742
0,28600
0,39760
0,47498
0,24897
0,43022
0,27058
0,30277
0,40102
0,56430
0,42405
1,01132
1,31953
1,52317
1,54643

17,77353
— 0,08813

17,68540

ujemne

0,00023

0,00803

0,03639
0,02775

0,00776

0,00797

0,08813



22

Mozemy tu utozy¢ konwencjonalng skale,
n, p. dla wzoréw empirycznych zbudowanych
na podstawie badan laboratoryjnych bedzie wy-
starczajgcg dokladnos$¢ przy zastosowaniu m—1
do B, wzory geofizyczne (meteorologja, hydro-
logja, magnetyzm ziemski i t. p.) wymagaja
juz wartosci wiekszej np. m — od 1(8) do 7,
wreszcie wzory budowlane uzywane w inzy-
nierji (budowa mostéw, zelbeton, budowa ma-
chin itd.) moga mie¢ wystarczajacg doktadnosé
przy uzyciu wartosci m= od 1 (7) do 10. Oczy-
wista rzecz, ze warto$¢ sprawdzianu m zalezy
takze od wielkosci dyspersji otrzymanej przy
pomiarach. Przy matej dyspersji nie przekra-
czajacej 0,1°0 wartosci pomierzonej mozna sto-
sowaé nizsze krance podanych wyzej wartosci
m, przy S$rednich warto$ciach dyspersji — $re-
dnie wartosci m, a przy wielkiej dyspersji —
gérne graniczne wartosci m.

Podang powyzej skale nalezy uwaza¢ za
nieobowigzujg propozycje o szerokich granicach.

Stosujac dla naszego przykiadu m= 6 otrzy-
mamy r+6.e2=0,9706+ 6.0,0565 = 1,0045, czyli
ze utozony wzOr empiryczny speinia swoje za-
danie z wystarczajacg doktadnoscia.

E) Metody analityczne.

Metody analityczne polegajg na poréwnywa-
niu wzajemnego potozenia i przebiegu dwdch
linij, z ktérych jedna jest obrazem surowej
funkcji statystycznej jakichkolwiek pomiardw
lub spostrzezeh, a druga obrazem funkcji empi-
rycznej, a wiec na porownywaniu dwoch szere-
géw statystycznych w niniejszym przypadku
jednego szeregu X1X2.. .Xn uzyskanego drogg
pomiaru z drugim szeregiem YxF2...Y,, uzy-
skanym drogg obliczenia wzorem empirycznym.

W obydwéch szeregach :

X, x 2 X3
Yt Y2 Y3 Yn

odpowiadajg poszczegdlnym wartosciom X, od-
powiednie wartosci F, tak ze F1 odpowiada
wartos¢ Xj, F2 00 X2... Yn warto$¢ Xn, przy-
czem X moze by¢ podane jako dowolna funkcja
jednoznaczna f(x) zmiennej x (przebiegajaca
nietylko liczby podane o subskryptach 1,2... n)
a F jako jaka$ inna funkcja <p{xX) tej samej
zmiennej x.

W celu poréwnania przebiegu obydwdch
krzywych t. zn. surowej funkcji statystycznej
f(x) z odpowiednio wyrdwnang, otrzymang wzo-
rem empirycznym funkcji ty{x), mozemy tu uzyé
metody analityczne: a) niezmiennikéw (inwarja-
cyjnej), lub b) wspdtzmiennikow (kowarjacyjnej),
wreszcie ¢) najprostszej metody analitycznej
funkcyj linjowyeh (prostych) w uktadzie dwu-
wymiarowym.

a) Dowolng dang forme p-tego stopnia o
zmiennych ksztattu f (x1, x2 ... xq) majaca
spotczynnikéw a, b, c ..., przeksztat-

camy linjowo relacjg :

= }ii Vi Y7 e £ ads

gdzie i= 1,2,3... g, czyli modutem L =
i otrzymamy nowg forme rdéwniez p-tego sto-
pnia o g zmiennych P(yx, y2.. .yq) majaca ana-

logicznie N spétczynnikow ax, bv ...,

przyczem zachodzi zwigzek:
ty @\ bi} Cj...)= Ly (a, b, c...). .51

Funkcja ty jest tu niezmiennikiem (inwarjan-
tem) formy /, ze wzgledu na przeksztaicenie
0 module L a wyktadnik X jest wskaznikiem
odnosnego niezmiennika.

Oczywista rzecz, jezeli warto$¢ wskaznika
niezmiennika ¢=0, natenczas:

ty(al, Aj, ct .. )=ty(a, b,c...) . .52

czyli otrzymujemy niezmiennik bezwzgledny da-
nej formy, ktdéry jest zupetnie{niezaleznym od
przyjetego przeksztatcenia.

b) Jezeli funkcjaty (a, b, e,
czynnikow (a, b, c,...) danej formy f(xt, x2...xg
zawiera jeszcze zmienne xX, X2, ... xq tej formy,
a wiec przedstawia sie w ksztatcie:

ty(a b, c...xx x2... xg,

a wskutek przeksztatcenia o module L, na forme
g>(yl,y2... yg dostaniemy zwigzek:
ty(a, b, c... xx,x2... xg =

= Lxty{ai, blt c2...ylt y2,... yt) -53

to wowczas funkcjety (a, b, c. .. xx, X2, ... xg na-
zywamy wspotzmiennikiem (kowarjantem) danej
formy f(x1, x2... xg a wyktadnik X jest wska-
znikiem wspotzmiennika.

Nalezy tu jeszcze zauwazyC, ze w grupie
przeksztatcen linjowyeh, o ktorych bedzie tu
mowa, niezmienniki danych form algebraicz-
nych sa zawsze funkcjami jednorodnemi spot-
czynnikéw tych form, oraz ze wszystkie wspét-
zmienniki ty (a, x) danej formy algebraicznej sg
funkcjami jednorodnemi, tak ze wzgledu na
spotczynniki, jak ze wzgledu na zmienne tej
formy.

Oczywista rzecz, powyzsza wzmianka o tych
metodach podang zostata w formie o0g6lne;j.
Przechodzg one jednak do matematyki staty-
stycznej, ktora jest galezig matematyki stoso-
wanej jeszcze dos$¢ mioda, gdzie przybieraja
formy bardziej szczegbtowe, a zatem prostsze.

Przypadki wsp6tzmiennosci rozwigzywano
dotychczas jako szczegdlne przypadki wspot-
zaleznosci (korelacji). Wspotzmienno$¢ rézni sie
jednak znacznie od wspdtzaleznosci.

| tak, Darmois2) proponuje, by z za-
gadnien tego rodzaju stworzy¢ nowg teorje,
mianowicie teorje kowarjacji w odrdznieniu od
teorji korelacji. Wyprowadza on, zawita droga,
spo6tczynnik r i inne podobne spdtczynniki uzy-
wajac rozumowan z zakresu wielowymiarowej
(ﬁn-wymiarowej) geometrji i postuguje sie me-
odami interpolacji Czebjszewa. March)

2) A. Darmois: ,Statistique mathématique“. Paris
1928.
15) M. L. March: ,,Essai sur un mode d’exposer les

principaux éléments de la théorie statistique®.

...), oprécz wspot-



uzywa systematycznie terminu kowarjacji. tom-
nickiemul9, ktory nazwat ten sposéb wspdt-
zmiennoscig w odroznieniu od wspotzaleznosci,
nasungt sie pomyst traktowania tego zagadnie-
nia odmienny i o wiele prostszy od podanego
przez Darmois’a Sposob ten podano ponizej.

Wspobtzalezno$é szeregu X}, X2...X,, uwaza
sie za najsci$lejszg z szeregiem Yt, Yt...Yn
wtedy, gdy wartosci Y sg proporcjonalne do
odpowiadajacych im wartosci X i to przy kazdem
X, czyli gdy zachodzi zwigzek:

Y=a X e 54 a
lub wyraznie:
f{X) = ag@n). ..o 54 b
Jezeli za$ nie zachodzi proporcjonalnos¢, to
N4=aX;
Biorac wiec za Y{ warto$¢ a Xi popetniamy

bigd: Yt—aXt.

Obierzmy spétczynnik a tak, aby suma kwa-
dratéw wszystkich btedéw byta minimum tj. aby:
B*={7i-aX i)*+(Yi-aXt)*+...

(Y n—aXn)i . .65«
byto minimum. Po wykonaniu prostych ra-
chunkoéw otrzymamy z tego warunku nastepu-
jaca warto$¢ na spotczynnik a:

_ X, YI+ X2 F2+ +XnYn

X1*+ X2*+X3*+ ...+ Xn - 555

Oznaczmy krétko :

SXiYi= X\ YI+ Xi Y2+ ... + X nYn—sxy

i=1

2Xi*~X1T"+ X ,"+.,, +XJI=*i*

=i

n

2 Yi2= Fx2+ F22+ .+ Yn2= s*,
to: 56

a podstawiajgc te wartos¢ we wzorze 55 otrzy-
mamy :

B=Sylii ™ _i-«» Vi- q\ 57
dzie:
g f22(i Yt
=l
Q= vl n 58
2XiK2Y?

tatwo mozna udowo&nié,| lze bezwzgledna

warto$¢ tej liczby ¢ nie przekracza 1, t.j. ze:
—l<p <1.

Jezeli g= + 1 to catkowity btagd 5=0 (wzor
57). To za$ znaczy, ze wszystkie btedy Yi—aXi
sg zerami, a wiec wtedy zachodzi Scista pro-
porcjonalnos¢:

Ti= aXi.

Odwrotnie, jezeli zachodzi $cista proporcjo-
nalnos$¢, to ze wzoru 68 otrzymamy p= + | lub
g= —1. Im mniejsze jest e¢ co do bezwzgled-
nej wartosci, im blizej zera, tern dalej odbiega
od proporcjonalnosci zwigzek badanych szere-
goéw. Te liczbe e przyjeto jako najprostsza

19 A. Lomnicki j. w.
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miare kowarjacji danych szeregéw statystycz-
nych. Miare te nazwat L omnicki wskaznikiem
linjowosci zwigzku Y z X.

Tabela VI.
A )
4 Vp «@ Vp.vO0 Vpi %2 Uwaga
I 0760 0562 04271 05776 0,3158
2 1,010 1275 12879 10201 1,6256
3 1,040 1288 1,3395 1,0316  1,6589
4 1050 1,267 1,3304 1,1025  1,6053
5 1,120 1,284 14381 12544 16487
6 1230 1310 16113 15129 17161
7 1,260 1,442 18169 15876 2,0794
8 1260 1,571 19795 15876 24680
9 1,280 1,291 16525 16384 1,6667
10 1,290 1,437 1,8537 1,6641  2,0650
1 1,300 1,345 1,7485 1,6900  1,8090
12 1,300 1,413 1,8369 1,6900  1,9966
13 1,320 1,323 17464 17424 17503
14 1350 1,370 18495 18225 18769
15 1,360 1519 2,0658 18496 2,3074
6 1,380 1,061 1,4642 1,9044 11257 p
17 1,390 1,441 ' 2,0029 19321 20765
18 1420 1453 20633 20164 21112 5
19 1,430 1,368 19562 20449 18714 Q
20 1,430 1,368 1,9562 2,0449 18714 @&
21 1,490 1,736 25866 2,2201  3,0137
22 1500 1,643 24645 2,2500 2,6994 %
23 1520 1242 18878 2,3104 15426
24 1520 1,585 2,4046 2,3104 25122 AV .
25 1590 1,377 2,1894 25281  1,8961 @\&]s
26 1590 1,813 2,8827 25281  3,2869
27 1600 1,848 2,9568 2,5600 34151 'U.Jho
28 1610 1299 20914 25912 16874 5°h S
29 1,660 1,747 29000 27556 30520
30 1660 1837 30494 27556 3,3746 ji'5[g
31 1,670 1,456 24315 27889 21199 105 o o
32 1,700 1,613 2,7421 2,8900 2,6018
33 1,770 2,093 3,7046 3,1329  4,3805 NB«*E-
34 1,800 1,742 31356 32400 3,0346 gyl
35 1810 1631 29521 32761 26602 5 .
3 1,850 2,303 4,2606 34225 53038 . .5 A
37 1920 1464 28109 36864 21433 A ° 1y
38 2,010 1,832 36823 4,0401 33562 gga
39 2,040 2,384 4,8634 4,1616 56835
40 2,060 1,814 87368 4,2436  3,2906
4 2070 2,241 46389 4,2849 50221
42 2120 1,820 3,8584  4,4944  3,3124
43 2,140 1,900 4,0660 45796  3,6100
44 2210 2,542 56178 4,8841  6,4618
45 2360 2,998 7,0753 55696 8,9779
46 2,440 2,168 52899 59536  4,7002
47 2,450 2,303 56424 60025 5,3038
48 2450 2,483 6,0834 60025 6,1653
49 2,460 2,595 63837 60516  6,7340
50 2,470 2,233 55155 6,1009  4,9863
51 2,470 2,514 62096 6,1009  6,3202
52 2510 2,242 56274 63001 5,0266
53 2,510 2,289 57454 63001  5,2395
54 2,520 2,424 61085 6,3504 5,8758
55 2,650 2,531 6,7072 7,0225  6,4009
56 2,650 2,361 62567 7,0225  5,5696
57 2,790 2,895 80771 7,7841 83810
58 2,890 3,086 8,9185 83521  9,5236
50 2,960 3,189 94394 87616 10,1697
60 3,010 3,152 9,4875 9,0601  9,9351

2 109,480 110,813 219,9114 218,4337 224,5394

Wskaznik linjowosci ¢ ma budowe podobnag
do spoiczynnika korelacji r, ma jednak inne
znaczenie i inna warto$¢ liczbowa, o czem przy-
ktad podany ponizej najlepiej objasni.

Wzér 83 i 33a:

S(XkYt)

r= 244
TI 0% * Oy
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wyrazajacy wartos¢ czynnika korelacyjnego r
mozemy takze napisa¢ w formie:

kz_gx k- M x){Yk-M y)
r= - 69

\x { X k- Mx)\2(Y k-M yY
|X4:_{1 ) Tcg\ y
gdzie Mx i My sa Srednimi arytmetycznemi

obydwdch rozwazanych szeregow.

Podobienstwo budowy wzoréw 58 wskaznika
linjowosci p i 59 spdiczynnika korelacji r po-
lega na wartosci $rednich arytmetycznych, ktére
dla spétczynnika linjowosci majg wartos¢ ze-
rowg t. j. Mx= My= 0. Graficznie mozna to
przedstawi¢ przesunieciem S$rodka ukiadu spot-
rzednych do punktu D przeciecia sie obydwdch
linji regresji.

Poniewaz dla omawianego celu przyjeto pod-
stawowg linje regresji y = x, przeto kat y za-
warty miedzy podstawowg prostg L a prostg Z4
ulegt obrotowi okoto wierzchotka O o0 pewien
kat /?, co nie wptywa zupetnie ani na wartos¢
kata y ani tez na proporcjonalno$¢ badanych
szeregéw (rys. 8)..

Jako przyktad uzycia spotczynnika wspot-
zmiennos$ci obliczono przyktad (ten sam co dla
spotczynnika korelacyjnego) podany w tabeli YI.

W wyniku otrzymano:
sxy= 219,9114, s*2= 218,4337, s,2= 224,5394,

przeto wielko$¢ spdétczynnika a dla réwnania
66 otrzymamy:

219,9114

o 1)00676)
J = 218,4337

a=

a nastepnie:

sx= \W? = 14,779, = VV = 14,984,
SXjty= "sx2sy2= 221,4485,

a wiec wielko$¢ spdétczynnika wspotzmiennosci
(kowarjacyjnego) bedzie:

219,9114

Q= s 221,4485

°’99306-

Wartos¢ ta lezy o wiele blizej jednosci ani-
zeli warto$¢ spotczynnika wspotzaleznosci r,
obliczona dla tego samego przykiadu (tab. V),
ktérg obliczono r=0,9468.

Wystepuje tu do$¢ znaczna réznica e—r =
= 0,04626, ktora jednak nie wpilywa na spraw-
dzenie doktadnosci wzoru, gdyz suma bledow
wynikéw wzoru empirycznego w stosunku do
surowej funkcji statystycznej badana jedna
i drugg metoda t. j. zapomocg czynnika wspot-
zaleznosci i czynnika wspdtzmiennosci pozo-
stata prawie niezmieniong co do wartosci abso-
lutnej.

Sume biedéw obliczamy wzorem 57-mym.
p2= 0,98627, yT”p2= 0,1176,
a wiec suma bledow:
B~syfi—p2= 17621 m,

co czyni dla jednego pomiaru 1,7621:60 =
= 0,02937 m, czyli 1,609°/0-

Przy badaniu dokiadnosci wzoru empirycz-
nego metodg korelacyjng otrzymano 2?=1,7432 m
czyli 1,592°0, a wiec roznice tu wystepujace sg
minimalne i spowodowane zaokragleniami pod-
czas rachunku.

Oczywista rzecz, ze przykiad powyzszy nie
jest realnym z powodu braku proporcjonalnosci
obydwoch badanych szeregow vpy vt, ktore po
przeksztalceniu na funkcje linjowe proste nie
przechodzg przez $Srodek ukiadu spétrzednych,
przyczem f(x) =Fa<p (X). Przylad ten podano
li tylko dla celow poréwnawczych, mianowicie
poréwnania wyniku zastosowania metody ko-
warjacyjnej z wynikiem stosowania metody ko-
relacyj nej.

)] Zastosowanie funkcyj linjowych prostych

w uktadzie dwuwymiarowym. (Metoda autora). Me-
toda tajest bardzo prostg, polega bowiem na tern,
ze zapomocg zwigzku matematycznego okres$laja-
cego potozenie dwoch prostych wzgledem siebie
w ukiadzie prostokgtnym ptaskim, oznaczamy
stopien doktadnosci wynikéw wyréwnanej funkcji
(wzoru empirycznego) w stosunku do wynikow
nieznanej surowej funkcji statystycznej wzgle-
dnie stopien doktadnosci wynikéw dwoch réznych
badanych wzoréw empirycznych w stosunku do
funkcji statystycznej oraz wzgledem siebie.

"Wtym celu, oba otrzymane zbiory punktow,
lezagcych na plaszczyznie, pierwszy otrzymany
zapomocg pomiaru lub spostrzezen i drugi otrzy-
many obliczeniem jako wynik zastosowania ba-
danego wzoru empirycznego, przeksztatcamy na
dwie proste Lpi LO, a w drugim przypadku,
w ktérym chodzi o poréwnanie doktadnosci wy-
nikéw dwoch wzoréw empirycznych — na trzy
proste Lp, LaX i LONn.

Prosta Lp jest obrazem wynikéw surowej
funkcji statystycznej /, a proste LO wzglednie
LOi i LOii sg obrazami wynikéw wyréwnanych
funkcyj (wzoréw) empirycznych, nazwijmy je
@ @ i <pu los¢ zmiennych niezaleznych
w kazdej z tych funkcyj oraz ich ksztatt nie
odgrywajg tu zadnej roli, poniewaz bedziemy
rozwazali tylko wyniki tych funkcyj, a wiec
wartosci liczb szeregu naturalnego, ktére mozna
uporzadkowa¢ wedtug ich wielkosci.

Réwnania obydwoch prostych:

Lp . . r = 0(2)i

LO ._. T7i7Q(X)j ' e
otrzymamy odcinajgc — w ukladzie prostokat-
nym ptaskim — na osi ixéw cyfrowe wartosci
pomierzone (t. j. wartosci wynikoéw surowej
funkcji statystycznej /) a na osiy — dla pierw-
szego zbioru punktéw t. j. dla obrazu funkcji/,
te same wyniki co na osi ixéw, za$ dla dru-
giego zbioru punktow t. j. dla obrazu wynikow
wyrdwnanej funkcji empirycznej < wyniki tej
funkcji t. zn. cyfrowe wartosci otrzymane obli-
czeniem przez zastosowanie badanego wzoru
empirycznego.

Tym sposobem otrzymujemy odrazu réwna-
nie prostej Lp, nazwijmy ja prostg podstawowg,
w ktorem:

fi0

8 (X)=*X

czyli: r= x. . 61



Drugg prostg LO otrzymamy wyznaczajgc
spotrzedne dwoch jej punktéw Ai(XiYi) i Aa
(zji Fu) w sposob nastepujacy : Drugi zbior
punktéw okreslony rownaniem 60:

LO Yi = £2(X)
dzielimy na dwie odpowiednie grupy i z kazdej
bierzemy $rednie arytmetyczne osobno dla kazdej

spotrzednej. Otrzymamy zatem  spoirzedne
punktéw:
k
24X1) 2010
Ai - X i= Yi= 7
k 1 k
. . 62
*i%ﬁ(x) i+ (X)
Au — -Xji= g Ll n—k

gdzie n jest catkowitg liczbg spostrzezen catego
zbioru, a k catkowitg liczbg spostrzezen jednej
grupy zbioru. N. p. przy parzystem n i po-
dziale zbioru punktéw na dwie réwne — co do
ilosci punktow — grupy, otrzymamy k = nj2.
W przyktadach podanych w tabeli YII zasto-
wano podziat zbioru punktéw na dwie réwne
grupy, przyczem w=60 a k= 60/2 = 30.

Podstawiajgc wartosci z réwnan 62 w réwna-
niu prostej przechodzacej przez dwa punkty
otrzymamy:

Ya-Yt Yu—Fi

—Yi= - i 63
V=Y M- /1% Ko XEX

lub

— Fi

Fn-F

x — X j

Xh- X 63 a

lub
(X:=X u)yl-(Y1-Y I)x=X1Y1l Xa Xl 63b
lub wreszcie:

X yX 1
Xj Fi 1 =0. 63a
X, F, 1
Jezeli nazwiemy krétko:
tang 0!= Fu__Ej = b, 64a

oraz:
F'_,XL]Jl—Xi Xl,= Yn- An—,&ilxn: d 646

wreszcie zwazymy, ze spoOtrzedne x i y sg spot-
rzednemi punktu biezacego prostej Lp a x i yt
spétrzednemi punktu biezgcego prostej LO, to
otrzymamy obrazy przeksztatconych a) surowej
funkcji statystycznej (nieznanej):

Lp — /(*!, x2...xn) — na prostg y=X
oraz B) wyrownanej funkcji empirycznej:
LO — op(x1, x2. .. xn) — na prostg yl—bx+d. 66

Jezeli chodzi o poréwnanie — co do stopnia
doktadnosci dwéch wzoréw empirycznych, po-
stepujemy tak samo i z drugim wzorem empi-
rycznym, w wyniku czego otrzymamy rdéwna-
nia trzech prostych:

65

1. Lp —y —X
2. LOi —yi= bx+d
i 3 LOu —yg=61*+d1,

badajac wzajemne potozenie wzgledem siebie
prostych Z0i i LP oraz LOu i Lp.
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We wzajemnem tern potozeniu dwoch pros-
tych LOi Lp moga zaj$¢ cztery przypadki (rys. 8):

1. Prosta LO jest nachylona do osi spotrzed-
nych (prostokatnych) pod katem nj4 i przecho-
dzi przez $rodek ukiadu 0.

2. Prosta LO jest nachylong do osi wspot-
rzednych pod katem nj4 i nie przechodzi przez
$rodek uktadu.

3. Prosta LO jest nachylong do osi spot-
rzednych pod katem réznym od n\4 i przecho-
dzi przez $rodek ukiadu O.

4. Prosta LO jest nachylong do osi spdtrzed-
nych pod katem rdznym od nj4 i nie przecho-
dzi przez $rodek ukiadu.

Przypadek pierwszy:

Dla prostej przechodzacej przez $rodek ukta-
du pod katem 45° otrzymamy:

tga= b= 1,

oraz: Fi—&X = Fn—bXa= d = 0,
z czego wynika:
Fi=Xi i F,,= Xn,
czyli dla punktu biezgcego prostej otrzymamy:
yl =x. .67

Jest to przypadek doskonaly, w ktérym su-
rowa krzywa statystyczna bedaca obrazem
funkcji f(xj, x2... xn) pokrywa si¢ w zupel-
nosci z obrazem wyrdéwnanej funkcji empirycz-
nej <p(x1, x2...xn) czyli:

(X, x2... xn) =f(xi, x2... xn). . 68

Stosujac do tych dwoéch pokrywajacych sie
krzywych przeksztatconych w powyzszym przy-
padku na proste metode inwarjacyjng otrzy-
mamy bez wzgledu na warto$¢ modutu L:

fX,, x2...xn)= LX(PX, x2...xn),
a poniewaz wskaznik niezmiennika t. zn. wy-
ktadnik modutu X—0, przeto/musi by¢ réwne (p

Przy uzyciu metody kowarjacyjnej sxy—sx2

czyli. a= S 1 oraz Xy _o=1
a wiec suma btedow:
£="r1-n =0,
Z czego znow wynika, ze:
[($!, x2... xn) = p(xt, x2... xn).

Stosujgc wreszcie metode korelacyjng otrzy-

mamy dla tego przypadku:
K- a r—1,.
z czego wynika, ze w rownaniu prostych re-
gresyj :
— —_ —~ = Y —
tg a = tg/? = r.(Jy— rr =,

a obie proste tworzg jedng y = x czyli j. w.
I= <

Nalezy tu zaznaczyé, ze miedzy obydwiema
funkcjami (pif nie zachodzi identycznos¢, lecz
tylko réwnos$¢, poniewaz pomimo, ze suma bie-
déw funkcji (p jest réwng 0, moze tu wystgpic
dyspersja rézna od dyspersji funkcji /.

2. Prosta LO (na ryc. 8, L0%i Z02 jest
chylong do osi wspétrzednych pod katem 45°
i nie przechodzi przez $rodek uktadu:

na-
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1S

WmL °n{
Ryc. 8.

wéwczas wprawdzie wyrazenie:

L Tn-Tj
Xn-X!
lecz drugi czton réwnania prostej 2Z0:
d=Yi-bXi=Yn-6Ju+0,
a warto$¢ jego moze byé ujemnag lub dodatnia.
Zaleznie od tej wartosSci potozenie prostej LO,
bedzie dwojakie (na ryc. 8 i L92 albo
aj prosta LOX bedzie lezata powyzej prostej
podstawowej Lp a jej przebieg bedzie réwno-
legty do niej lub b) prosta Z02 bedzie przebie-
gala réwnolegle i ponizej prostej Lp.
W pierwszym przypadku otrzymamy réwna-
nie prostej :
W  Ma
a w drugim:
L2 —ylh=x—db . . . . 70
Roéwnoleglty przebieg tych poszczegélnych
prostych LOI i LO2 do prostej podstawowej Lp,
tatwo udowodni¢ nastepujaco :

Majac dane roéwnania dwoch dowolnych
prostych w uktadzie ptaskim :
LI — yx—¢ix—dl=0
i L2 — y2—b2x—d2= 0
badamy potozenie ich wspélnego punktu prze-
ciecia D. Spotrzedne tego punktu beda:
di da di ba bida

oraz
przyczem dla b2= bl spétrzedne te sg nieskon-
czenie wielkie a punkt przeciecia prostych

i L2 lezy w nieskonczonosci, z czego wynika,
ze obie te proste zawierajg ze sobg kat y = 0,
czyli sg do siebie rownolegte.

W rozwazanym przypadku 2. mamy dwie
pary prostych o réwnaniach:
Lp y=xi Ll y\la~ &I da
Lp —y=x1i L02 — yh= x—db
a poniewaz dla pierwszej pary prostych Lpi
b = ba

% dai

oraz

a dla drugiej pary prostych Lp i LO2
b= bb,
przeto proste Z,1i i 02 sg rownolegte do prostej
podstawowej Lp oraz temsamem sg wzajemnie
do siebie réwnolegte.

Poniewaz dalej, prosta Lp jest obrazem
przeksztatconej surowej funkcji statystycznej /
a proste Lol i t0! sg obrazami przeksztaico-
nych wzoréw empirycznych (p, lub 42, przeto
tatwo przeprowadzié, zapomocg tych prostych

i,,1i V , rektyfikacje danych funkcyj )i lub
w2. Dla funkcji ¢ otrzymamy zatem:

f (X%, x2... xn) = (Z],x2 ... xn) dx 71
za$ dla funkcji 92 otrzymamy:

J(XX,.. xn) = g2 j di.- 72

3. Prosta LO jest nachylong do osi spétrzed-

nych pod katem vy I5=Jtji i przechodzi przez
$rodek uktadu (na ryc. 8 proste Z04 i ¢05,
wowczas:
b= ¥-~ rzl oraz d=Y-bX =0,
Xn — Xi
a rownanie prostej LO bedzie:

I tu moga sie zdarzyé dwa réznorakie przy-
padki potozenia prostej LO wzgledem prostej
Lp, mianowicie : przy tga> 1 lub tga< 1

Dla pierwszego przypadku otrzymamy prostg
LO (na ryc. 8 LOs) tworzacg z osig ixéw kat
wiekszy jak nj4 a tern samem kat y (nha ryc. 8
y6) zawarty miedzy prostymi LO5 i Lp bedzie
lezat ponad prostg Lp, nazwijmy go dodatnim
(jest to rzecza konwencji) a w drugim przy-
padku a<nl4 akat y4 (na ryc. 8y4), nazwijmy
go ujemnym, lezy pod prostg podstawowg Lp,
ktéra tworzy jego lewe ramie.

Oczywista rzecz, ze dla wartosci tg a=b —o0,
~ = 00, a prosta LO pokrywa sie wowczas z 0sig
y, za$ dla wartosci tga= b= 0, yx= 0, a prosta
LO przechodzi w o0$ ix6w, tworzac w jednym
i drugim przypadku z podstawowg prostg Lp
kat y = n/t

Szczegbétowg dyskusje tych ostatnich dwoch
przypadkdéw nie przeprowadza sie, poniewaz
przy badaniu wzoréw empirycznych omawia-
nym sposobem przypadki te nie wystgpia,
a gdyby sie pojawity to nalezy takie wzory
empiryczne odrzuci¢ i utozy¢ nowe o wiekszej
doktadnosci.

Poniewaz wartosci rzednych obydwéch pros-
tych Lp i LO (na ryc. 8 iOti Z050raz Lp) prze-
chodzacych przez $Srodek uktadu 0, sg do siebie
proporcjonalne, przeto mozemy tu zastosowaé
metode wspoétzmiennikéw, mianowicie:

Dang funkcje ogoélna:

tf)(al y) = L*y>(axx)
przeksztatcamy formg linjowg okreslong wzo-
rami :
xX= lyx, Xx2—I1y2e«e xn= lyn
0 module L = Ini otrzymujemy spdtczynniki ax
formy przeksztatconej:
ax= Ima,



ktére podstawione w réwnanie prostej LO na-
dadzg jej ksztaitt:
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Jezeli wartos¢ spétrzednych punktu przecie-
cia D omawianych prostych jest ujemna, t. zn. :

Vi = I=XX 0 74
lub wyrazniej otrzymamy: XD= Fd= YZTb < °, to:
I(x,, x2... X")? a.(p(@?, x3... xn). B e) przy tg a < 1, otrzymujemy réwnanie Z0
4. Prosta LO jest nachylong do osi spé’r(na ryc. 8, prosta Z09:
rzednych pod katem a”=n/i i nie przechodzi YIZDX —d oo 82

przez $rodek uktadu 0, (na ryc. 8, proste LOe,
v, V iV).

Wystepuja tu cztery rozne przypadki poto-
zenia prostej LO wzgledem prostej podstawo-
wej Lp i ukiadu osiowego. Dwa przypadki za-
lezne od potozenia punktu D, przeciecia sie
prostej LO z prostg Lp, ktorego spoéirzedne
moga by¢ dodatnie lub ujemne i dwa przy-
padki zalezne od ujemnej lub dodatniej wartosci
kata y utworzonego przez obie proste LO i Lp.

Przed omoéwieniem tych poszczeg6lnych przy-
padkéw musimy utozy¢ wyrazenie na wielko$é
i warto$¢ kata v.

Wiadomem jest, ze rownanie dowolnej prostej

L — y=bx+d
w uktadzie prostokgtnym ptaskim mozemy takze
napisa¢ w ksztaltcie:

L — ux+vy—1=0, . . . 76
wowczas: u 1
b= V' d= v

Wielko$¢ stycznej (a temsamem i samego
kata) y zawartego miedzy dwoma dowolnemi
prostemi i, (w, v,) i Lt W2, v3), otrzymamy
wowczas rownaniem:

W V3—V, w2
9 Y—y2vi+viuz

Poniewaz dla rozwazanego przypadku t. j.
dla prostej Lp bedzie up——vp a dla prostej LO
otrzymamy w04=w0, przeto styczng kata zawar-
tego miedzy temi prostemi otrzymamy relacjga:

77

r0—v0 b—1
tgy= - 78
o+wo  *+1'
gdzie: In—Fi .
= D e = tg a
= X, -Xi
czyli: Y—a—N JA s 79

t. zn. jezeli wyrazenie b> 1, to d> tt/4 a kat
y otrzyma wowczas znak dodatni, jezeli za$
tga< 1, to a<nf4 a kat y otrzyma znak
ujemny.

Szczegétowe rdwnania prostej Z0 w przy-
padku, gdy tgad4=1, a punkt przeciecia sie
prostej LO z prosta Lp lezy poza S$rodkiem
uktadu a wielkos¢ jego spéirzednych posiada
warto$¢ skonczong — beda nastepujace:

Jezeli wartos¢ spotrzednych punktow prze-
ciecia D omawianych prostych jest dodatnia,

d
czyli: XD= Yd- 1_b>0, to:

a) przy tga< 1, otrzymujemy rdéwnanie

prostej LO (na ryc. 8, prosta L,,0:
= bx+ d;

b) przy tga> 1 rownanie prostej LO (na
ryc. 8, Zr,) bedzie:

d) a przy wartosci tg a > 1, rownanie prostej

Z0 (na ryc. 8, prosta Z09 bedzie:
y1l—bx-\-d, .83
przyczem w przypadkach a i c otrzymamy znak
kata y zawartego miedzy omawianemi proste-
mi — wedtug umowy — ujemny, a w przy-
padkach b id znak ten bedzie dodatni.
Oczywista rzecz, ze wazno$¢ twierdzen za-
wartych w rozdziale E. ,,Metody analityczne*

odnosi sie tylko do funkcji dodatnich t. zn.
musi by¢:

f(?i, x2... xn> 0, .84
a tern samem:

P(z,, x3.. .xj))> 0 .84a

Z powyzszego przedstawienia sprawy wyni-
ka, ze zapomocg wzajemnego potokenia ob-
razow prostolinijnych uzyskanych zprze-
ksztatcen nieznanego ksztattu surowej
funkcji statystycznej o ilukolwiek zmien-
nych f (xt, x2...x,), oraz wyrownanej
funkcji empirycznej g>(x2, x3...X,,), mo-
zemy zawsze oznaczyc¢ stopien doktadnosci
funkcji empirycznej w stosunku do su-
rowych wynikéw statystycznych a temsa-
mem takze porownac stopnie doktadnosci dwdéch
lub wiecej danych funkcyj empirycznych.

We wszystkich wyzej oméwionych przy-
padkach z wyjatkiem czwartego, mozemy zawsze
nie majac danego wyraznego ksztattu funkcji
statystycznej f(xx, x2...xn) — taki spoétczyn-
nik a wyznaczy¢, zapomocg ktérego przepro-
wadzona rektyfikacja wzoru empirycznego
P (%i, x2 ... xn), przyréwna wyniki tego wzoru
do wynikéw surowej funkcji statystycznej /.
Forma tych rownan dla przypadkéw 1-go i B-go
okreslong jest wzorem 75, a dla przypadku dru-
giego wzorami 71 i 72.

Ostatni przypadek t. j. czwarty usuwa sie
nam z pod tak prymitywnej operacji matema-
tycznej, poniewaz rzedne prostej Ln przedsta-
wiajgcej przeksztatcony obraz funkcji empi-
rycznej ¢ nie sg ani proporcjonalne do rzed-
nych prostej Lp bedacej obrazem szeregu uto-
zonego z wynikow pomierzonego zwigzku funk-
cyjnego /, ani tez roznica rzednych obydwdch
tych prostych nie jest liczbg stala.

Potozenie wzajemne obydwoch tych prostych
Lp i ¢ 0, jest okreslone wspotrzednemi ich punktu
przeciecia:
d
Xn= Fo= 1-6 D,
oraz wielkoscig i znakiem kata y zawartego

miedzy niemi:
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oy o7
6+1 - Y,
czyli krotko jaka$ funkcjg dwu zmiennych:
&= ip (D, y), .85

ktérg nalezatoby tak dobrac, aby.
[(z,, X2 ... xn) = t.(®], xs... *,), . 86

co jest rzeczg niemozliwg, poniewaz brak nam
odnosnych warunkdw okreslajagcych funkcje A
Mozemy jednak inna droga znale$¢ zwigzek
miedzy / i ey a stanie sie to wodweczas, jezeli
oprocz danych dwoch szeregéw liczb, miano-
wicie szeregu F przedstawionego obrazem y=x,
oraz szeregu F, przedstawionego obrazem y2=
= bx + d, znajdziemy taki trzeci szereg F2wy-
razony wartosciami szeregu drugiego Fj, Kkto-
rego obraz bedzie réwniez prostg przechodzacag
przez srodek uktadu 0 i nachylong do obydwdéch
osi spbtrzednych pod katem vyr/4, czyli obraz
tego nowego Szeregu Y2 bedzie sie pokrywat
z obrazem szeregu podstawowego F, uzyska-
nego z pomiaréw.
Roéwnanie tej nowej postej szeregu F2 be-
dzie miato ksztatt:
y2 =X
a wprowadzajac tu wartosci szeregu drugiego
Fj, otrzymamy:

V'(y,)=y2= (Pi—d)y =x=vy, . . 88

a tern samem otrzymamy w przypadku
ogbélnym, bez wzgledu na ilos¢ zmiennych
niezaleznych badanychfunkcyj, zapomoca
linyowyeh przeksztatcen zréwnanie dwoch
szeregow liczb, z ktoérych jeden przedsta-
wia wyniki surowejfunkcji statystycznej
X2...x1d, a drugi wyniki — odpo-
wiadajgce tej nieznanej z ksztattu funkcji
statystycznej —wyrownanejfunkcji empi-
rycznej P(x1, xt... xn.
Ostateczny ksztatt rownania 88 bedzie:

y = (yi—d)-£ 89
lub wyrazniej :

f(x1, x2... xn)= [<p(xi, xs ... xN)—d] —. 90

Oczywista rzecz, ze przy praktycznem za-
stosowaniu wyzej opisanych operacyj matema-
tycznych wystgpiag drobne biledy wynikajace
z przeksztatcen prostych — podobnie jak przy
uzyciu metody korelacyjnej — oraz niedoktad-
nosci w rachunkach powstate z powodu za-
okraglen poszczegélnych wynikéw posrednich.
Suma tych bledéw i niedociggnie¢ wzglednie
przeciggnie¢ rachunkéw jest w prostym sto-
sunku zalezna od iloSci spostrzezen t. j. od
liczby n — nie odgrywa onajednak powazniej-
szej roli i nie wywiera decydujacego wpiywu
na stopien dokladnosci obliczonych wzorami
empirycznymi przeksztatconymi sposobem wy-
zej opisanym.

Sume tych bledéw wyrazong czynnikiem:

[i=1— _ =1 . 91
2 Vi
&l
mozemy zupeinie poming¢, jezeli jej wartosé
bezwzgledna nie przekracza 5% t. znaczy:
i=n

o > 0,995,

i=1
gdzie F jest szeregiem statystycznym a F2prze-
ksztatconym szeregiem funkcji empirycznej,
przyczem szereg statystyczny jest uporzgdko-
wany wedtug wielkosci liczb, wreszcie n= ilosci
spostrzezen.

Nie mozna pominag¢ tu uwagi, ze przy bu-
dowie wzorow empirycznych nie zawsze
jest wskazany zbyt wielki stopien do-
ktadnosci, szczegdlniej, jezeli w materjale
statystycznym wystepuje znaczna dyspersja
punktow (przekraczajgca 100%). Odchylenia
takie nalezy — przy ustalaniu formuly empi-
rycznej — uwzglednié na réwni z wszystkimi
innemi odchyleniami, o ile przy tych spostrze-
zeniach niema szczeg6towych wskazowek tyczga-
cych ich wyjatkowych wielkosci. Uwzglednia-
jac je, czynimy te wprawrdzie kosztem stopnia
doktadnosci wobec mniejszych odchylen, szcze-
gélnie tam, gdzie wielkie odchylenia idg w jed-
nym Kierunku (operujemy bowiem sumami
i Srednimi arytmetycznemi), lecz tern samem
0og6lny wynik zblizamy bardziej do obrazu przed-
stawionego materjatem statystycznym czyli do
rzeczywistosci.

Podana metoda analityczna do badania stopnia
doktadnosci wzoréw empirycznych jest elemen-
tarna, jasng, prostg i obrazowg a zatem przej-
rzysta.

Mozna jej uzy¢: 1. do sprawdzenia stopnia
doktadnosci wynikéw wzoru empirycznego w sto-
sunku do wynikéw pomierzonych wzglednie
spostrzezonych t. j. do wynikéw surowej nie-
znanej funkcji statystycznej ; 2. do poréwnania
stopnia doktadnosci wynikéw dwdch danych
funkcyj empirycznych, wreszcie 3. do podwyz-
szenia stopnia doktadnosci badanej funkcji em-
pirycznej.

We wszystkich tych przypadkach mozemy —
zaleznie od stopnia doktadnosci (wyrazonego np.
w procentach), jaki przy rachowaniu zastoso-
wal pragniemy — ograniczy¢ odpowiednimi
warunkami wzajemne potozenie obydwdch pros-
tych, mianowicie: prostej Lv bedacej obrazem
przeksztatconej funkcji statystycznej oraz pros-
tej LO bedacej obrazem przeksztatconej funkcji
empirycznej.

W przypadku pierwszym ustalamy konwen-
cjonalng najwiekszg dopuszczalng wartos$é kata
y zawartego miedzy oboma prostemi Lp i LO
oraz potozenie punktu przeciecia obydwdch
prostych Lpi LO, w zaleznosci od rodzaju wzoru
empirycznego. Stopienn dokladnosci bedzie tu
tern wyzszy im mniejszy bedzie kat y oraz im
blizej $rodka odcinkéw prostych Lp i LO ogra-



niczonych spdétrzednemi punktdéw najwiekszej
i najmniejszej wartosci szeregu spostrzezen —
bedzie lezal punkt D przeciecia sie obydwdch
tych prostych.

W przypadku drugim: z dwoch badanych
wzoréw empirycznych bedzie ten dawat do-
ktadniejsze wyniki, ktérego obraz LO z prostg
podstawowg Lp bedzie zawierat mniejszy kat v,
przy réwnych wartoSciach spo6trzednych punk-
tow przeciecia sie Dt= D2 obydwo6ch prostych
badanych LO i LO" z prostg Lp; wzglednie przy
rownych katach y, bedzie ten wzor dawat do-
ktadniejsze wyniki, ktérego obraz LO przetnie
prostg Lp blizej jej $rodka odcinka ograniczo-
nego spotrzednemi punktow najwiekszej i naj-
mniejszej wartosci szeregu statystycznego Y.

W przypadku trzecim mozemy stopien do-
ktadnosci wzoru empirycznego dowolnie podnies¢
przeksztatcajgc dana funkcje empiryczng we-
dtug wzoru 88:

Vi=<P(xii x2...xn) na y2="(yi),
z czego wynika, ze:

y v(yi)=vl<p(*i,
czyli:

1(*,, X2...zn = ip[<p(x} x2...xn].v, 92
w czem /= surowej funkcji statystycznej, a <p=
wyrdwnanej funkcji empirycznej.

Wz6r 92 nie daje jednak w praktycznem
uzyciu wynikéw absolutnie Scistych tylko przy-
blizone, a to z powodu catego szeregu biedéw
i nieScistosci popetnianych podczas rachowania
(o czem wyzej byta mowa). W wyjatkowych
przypadkach, jezeli prosta L0' bedgca obrazem
funkcji przechodzi przez S$rodek uktadu,
wowczas kat y' zawarty miedzy prostemi Lp
i LO, réwny jest zeru a spétczynnik v—1. Je-
zeli za$ kat y ' 0 jednakowoz zawsze bardzo
maty w stosunku do kata y zawartego miedzy
prostemi Lpi LO (bedgcemi obrazami przeksztat-
conych funkcyj / i ¢ to prosta LO' nie prze-
chodzi przez S$rodek ukiadu tylko jej punkt
przeciecia z prostg Lp, zbliza sie do niego i dla-
tego mozemy spoéiczynnik v przyjac za spot-
czynnik proporcjonalnosci miedzy rzednemi
prostej Lpi ¢0'. Ta mala strata Scistosci niema
zadnego znaczenia w praktycznem zastosowa-
niu opisanej metody.

W tabeli Yll-mej podano przyktad zastoso-
wania metody analitycznej, obliczony juz po-
przednio w tabeli Y-tej przy pomocy korelatéw
oraz w tabeli Yl-tej; przy pomocy metody ko-
warjacyjnej. Rownoczesnie obliczono dyspersje
poszczegblnych spostrzezen Y i im odpowiada-
jacych wynikoéw obliczen Yt.

Wedtug wzorow 62 otrzymano spoOtrzedne
punktéw prostej przedstawiajacej szereg liczb
otrzymamy wzorem empirycznym v0= Yt:

XX *»)]’

1 - = N ©° = = N\ =
Ai X1 30 1 357, Yl 423096 1.417
An — Xu= 76° =2, = N _-8=2. .
n u 68386 2.292, Fn 30 8=2.277
Przez te dwa punkty przechodzi prosta LO

wyrazona réwnaniem:
LO — =0,91982z-f0,169,
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Tabela VII.
th = —V =

d vp «0 \ 9 vO0—v=1J2 Uwaga
A X=Y y 2 + — + —
1 0,760 0,562 0,427 0,333 0,135
2 1,010 1,275 1,202 — 0,192 0,073 —
3 1,040 1,288 1,217 - 0,177 0,071 -
4 1,050 1,267 1,194 - 0,144 0,073 -
5 1,120 1,284 1,213 - 0,093 0,071 -
6 1,230 1,310 1,240 - 0,010 0,070 -
7 1,260 1,442 1,384 - 0,124 0,058 -
8 1,260 1,571 1524 - 0,264 0,047 -
9 1;280 1,291 1,220 0,060 - 0,071 -
10 1,290 1437 1379 - 0,089 0.058 -
1 1,300 1.345 1,279 0,021 - 0,066 -
12 1,300 1413 1352 - 0,052 0,061 -
13 1,320 1,323 1,255 0,065 - 0,068 -
14 1,350 1,370 1,317 0,033 - 0,053 -
1B 1,360 1,519 1,468 - 0,108 0,051 - _I;>
16 1,380 1,061 0,970 0,410 - 0,091 - d
17 1,390 1441 1,383 0,007 - 0,058 - 54
18 1,420 1,453 1,396 0,024 - 0,057 - ;‘H
19 1,430 1,368 1,304 0,126 - 0,064 - &
20 1,430 1,368 1,305 0,125 - 0,063 - Nk
21 1,490 1,736 1,704 - 0,214 0,032 - )
22 1,500 1,643 1,603 - 0,103 0,040 -
23 1,520 1,242 1,167 0,353 - 0,075 - ®
24 1,520 1,585 1539 - 0,019 0,046 - _@
25 1,590 1,377 1,313 0,277 - 0,064 - S
26 1590 1,830 1,787 0,197 0,043 - A
27 1,600 1,848 1,824 - 0,224 0,024 - g
28 1,610 1,299 1,229 0,381 - 0,070 - ﬁr
29 1,660 1,747 1,716 - 0,056 0,031 - w §
30 1,660 1,837 1,813 - 0,153 0,024 -
31 1,670 1,456 1,399 0,271 - 0,057 -
32 1,700 1,613 1,570 0,130 - 0,043 - >a §
33 1,770 2,093 2,092 - 0,322 0,001 - .
34 1,800 1,742 1,710 0,090 - 0,032 - q
3B 1,810 1,631 1,589 0,221 - 0,042 - 7*
36 1,850 2,303 2,320 - 0,470 — 0,017
37 1,920 1464 1,408 0,512 - 0,056 - Aé
38 2,010 1,832 1,808 0,202 - 0,024 -
39 2,040 2,384 2,408 - 0,368 - 0,024 g
40 2,060 1,814 1,788 0,272 - 0,026 - 03
41 2,070 2,241 2,470 - 0,400 - 0,029 f
42 2,120 1,820 1,795 0,325 - 0,025 - >
43 2,140 1900 1,882 0,258 - 0,018 - "o
44 2,210 2542 2580 _ 0,370 - 0,088
4B 2,360 2,998 3,076 - 0,716 - 0,078
46 2,440 2,168 2,174 0,266 - - 0,006 M
47 2,450 2,303 2,330 0,120 - - 0,027 Q
48 2,450 2,483 2516 - 0,066 - 0,088
49 2,460 2,595 2,638 - 0,178 - 0,043
50 2,470 2,233 2,244 0,226 - - 0,011
51 2,470 2,514 2,549 - 0,079 - 0,035
52 2,510 2,242 2,258 0,252 - - 0,016
53 2,510 2,289 2,305 0,221 - - 0,016
54 2,520 2,424 2,452 0,068 - - 0,028
55 2,650 2,531 2,568 0,082 - - 0,037
56 2,650 2,361 2,383 0,267 - - 0,022
57 2790 2,895 2,964 - 0,174 - 0,069
58 2,890 3,086 3171 - 0,281 - 0,085
59 2,960 3,189 3,283 - 0,323 - 0,094
60 3,010 3,152 3,243 — 0,233 — 0,091

2 109,480 110,813 109,697 5,998 6,199 2,182 0,799

ktéra z prostg Lp — y —x zawiera kat y=2°23".
Obie te proste przecinajg sie w punkcie D
0 sp6trzednych:

_ 0,169
Xh=DL 1-0.9198 m2.107.
Punkt ten lezy niedaleko $rodka odcinka

prostej Lp ograniczonego spoOtrzednemi o war-
tosciach granicznych szeregu spostrzezen t. j.
0,76 i 3,01. Spoitrzedne Srodka tego odcinka
bedg zatem:
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xa Ft=giL6+32l = 1j8%5)

zatem roéznica:
Xd-X.= Yd-Y .= 2,107—1,885=0,222.

Gdy prostg LO przeksztatcimy wzorem 70 na
prostag LO' otrzymamy jej dwa punkty:

A'j — XlI= 1,35733, Pi 40’37024 -1,35747
A'a — X,,= 2,292, P,=68" - = 22991
i rownanie :
A/l ~ Vi —1)0074x —0,0099,

wreszcie kat, jaki zawiera z prostg Lp:
y= 14" 15",
a wiec szereg Yi otrzymany zapomocg wzoru
empirycznego (p(x) przedstawiony obrazem Z0,
zblizyliSmy (bez uwzglednienia sumy bledow)
zapomocg przeksztatcenia na szereg F2 przed-
stawiony obrazem LO' do danego szeregu sta-
tystycznego Y, przedstawionego obrazem Lp,
ktorego ksztatt funkcji f(x) nie jest znany.
Czynnik sumy btedow dla powyzszego przy-

ktadu wedtug wzoru 71, wynosi:

- 109.480

[1=1-109.697 -°> 00199

czyli $redni btgd jednostkowy jest mniejszym
od 2°/00 a przyblizony spoétczynnik proporcjo-
nalnosci :

- i~ wo - 0799801-
Przy doktadniejszym rachunku nalezatoby tu
zastosowa¢ metode kowarjacyjng, przesuwajac
srodek uktadu do punktu przeciecia sie oby-
dwoch prostych Lv i Z#'.

Poniewaz obie funkcje empiryczne yi iy2sg
ciggte, a funkcja y2jest przeksztatcong na prostg
zblizong do prostej podstawowej mozemy tatwo
obliczy¢ dyspersje szeregéow Yi Yt rOGwnaniami:

Tabela VIII.
% Prosta y—x
a X = Xk = Vp vk Ar
p- jednostek
Xk yk yk pow.
1 0,760 25,25 0,289 6,38 0,02405
2 1,010 33,55 0,510 11,26 0,01725
5 1,120 37,21 0,627 13,84 0,00836
6 1,230 40,86 0,756 16,69 0,00876
14 1,850 44,85 0,911 20,11 0,00988
22 1,500 49,83 1,125 24,83 0,01251
3 1,670 55,48 1,394 30,77 0,01418
35 1,810 60,13 1,638 36,15 0,01143
38 2,010 66,78 2,020 44,59 0,01550
42 2,120 70,43 2,247 49,60 0,00793
45 2,360 78,40 2,785 61,48 0,01519
51 2,470 82,06 3,050 67,33 0,00585
52 2,650 88,04 3,511 77,51 0,00763
57 2,790 92,69 3,892 85,91 0,00406
58 2,890 96,01 4,176 91,96 0,00182
59 2,960 98,34 4,381 96,71 0,00056
60 3,010 100,00 4,530 100,00 0,00014
2 0,16510

r-Y i=Ai

Yi-Y 2= A2,
przyczem réznica sum dodatnich i ujemnych
dyspersyj przy uwzglednieniu btedéw, dla sze-
regu Y surowej funkcji statystycznej f(x), musi
by¢ réowng 0, czyli:

X (+d,)-X(-dD= 0.

Dyspersja funkcji empirycznej y1 musi byo
mniejszg od dyspersji funkcji statystycznej y
w przeciwnym bowiem razie wzor empiryczny
zbudowano na fatszywych podstawach.

W ’powyzszym przykiadzie dyspersja funkcji
empirycznej tylko w dziewieciu pozycjach (6,
9, 11, 12, 13, 14, 17, 18 i 24) jest wiekszg od
dyspersji szeregu statystycznego, we wszystkich
innych pozycjach t. j. w pozostatych 51 po-
zycjach — jest ona mniejsza i wogdlle z wy-
jatkiem pozycji 1-szej nie przekracza 10°/0, co
przy wzorach empirycznych dla $redniej pred-
kosci wody w tozyskach przyrodzonych — uwa-
za sie za wystarczajgcy stopieh dokiadnosci.

Prosta 2,= 0,9198a: + 0,169
% Agq
Vs. Vi k 2/i * %
0,562 0,868 0,394 8,43 0,02143
1,275 1,098 0,639 13,66 0,01539
1,284 1,199 0,766 16,38 0,00746
1,310 1,300 0,903 19,31 0,00781
1,370 1,411 1,067 22,82 0,00880
1,643 1,548 1,289 27,56 0,01114
1,466 1,705 1,565 33.47 0,01263
1,631 1,834 1,813 38,77 0,01020
1,832 2,018 2,198 47,01 0,01381
1,820 2,118 2,424 51,84 0,00707
2,998 2,340 2,961 63,32 0,01355
2,514 2,441 3,223 68,92 0,00521
2.631 2,606 3,644 77,93 0,00702
2,895 2,735 4,051 86,63 0,00380
3,086 2,827 4,329 92,58 0,00176
3,189 2,892 4,530 96,87 0,00047
3,152 2,938 4,676 100,00 0,00012

2 0,i4767



Woreszcie podamy jeszcze przykiad liczbowy
(ten sam, ktdéry opracowano w tabelach Y, VI

i VII) stosujgc metode krzywych™ koncen-
tracyjnych opisanych wustepie C niniejszej
pracy.

Otrzymano tu stopnie koncentracji:
Kr = Ar : A= 0,1661: 0,6 = 0,3302
Ke= Ae:A = 0,14767 :0,6 = 0,29634,
oraz miare koncentracji:
Kr Ar 0,3302 0,1651
Kg Ag 0,29634 0,14767
nastepnie stopnie statosci:
Sr=1- K.=1-—0,3302 = 0,6698
Se=|I-K t=1- 0,29534=0,70466,
wreszcie miare statoSci:
A-Ar Sr 0,3349 0,6698 A("™MAK
°~A-Ae~ SQ~ 0,35233 - 0,70466

W wyniku badan — takze i przy uzyciu
tej metody — dagzg miary koncentracji i sta-
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fosci do wartosci jednostkowej, ktéra osiggaja
przy réwnych stopniach koncentracji wzglednie
statosci.

Warunkow stopnia dokiadnosci wyréwnanej
funkcji empirycznej <p(x) w stosunku do suro-
wej funkcji statystycznej f(x) — utozy¢ tu jednak
nie mozna, a to poniewaz stosunek stopni kon-
centracji wzglednie statosSci nie zalezy od war-
tosci funkcji, tylko od proporcjonalnosci ich rzed-
nych. Przy doskonatej proporcjonalnosci miary
koncentracji i statosci réwnajg sie jednosci bez
wzgledu na warto$¢ spotczynnika proporcjonal-
nosci.

Metoda ta przeto nie odda nam tych ustug
przy badaniu krzywych empirycznych — z ja-
kich korzystamy przy stosowaniu innych metod
W niniejszej pracy opisanych, podano jg jednak
z obowigzku sprawozdawczego.

Konczac, dziekuje goraco Panu Dr. Wiady-
stawowi Nikliborcowi, Docentowi U. J. K. i P.
L., za przejrzenie niniejszej pracy przed od-
daniem jej do druku.



