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KSIAZKI,

KTORE WINIENES POSIADAC

W SWOJEJ BIBLJOTECE!

Do ksiazek takich nalezg przedewszystkiem te, ktore
posiadajg trwatg wartos¢, a wiec dzietka }gczace
piekne z pozytecznem, ktérych tres¢ stuzy nie dla
samej tylko rozrywki, lecz przedewszystkiem dla roz-
szerzania zakresu naszej wiedzy. Jednym z takich
dziatbw nauki, ktére ludzko$¢ zawsze zaciekawiac
beda, to zagadnienia przyrodnicze i techniczne. Nie
sg to bowiem nauki oderwane, lecz zwigzane Scisle
z otaczajacym nas $wiatem, a majace na celu podnie-
sienie kultury naszego zycia codziennego, utatwienie
nam pracy lub rozwigzanie dreczacych nas zagadek.

DO TAKICH DZIEL NALEZA:

F. BURDECKI1EGO

BUDOWA WSZECHSWIATA

Bibljoteka Iskier. Tom XXV.
Brosz. 5'20, w kart. 680.

Ksiazka ta przeznaczona jest dla wszystkich tych, co pragng
dowiedzie¢ sie o wspaniatych sukcesach astronomji w ostatnich
dziesiecioleciach. Autor uymuje w formie krotkiej, stylem lotnym
i zywym ogromng ilo$¢ najciekawszych zagadnied astronomicz-
nych, ktore interesujg kazdego mySlacego cztowieka. Tajemnicze
kanaly Marsa, zagadka zapasdw cieplnych storica, powstawanie
zycia organicznego na pustych planetach, $wiaty, oddalone od
nas miljony lat Swietlnych, oto kilka tematdéw, sumiennie opraco-
wanych przez miodego uczonego. Obok tego przedstawia ksigzka
ta wielkie czyny astronomow starozytnosci i tworcow wspoicze-
snej nauki o gwiazdach. Nie brak réwniez rozdziatu o kosmicz-
nych koncepcjach A. Einsteina.

Ciag dalszy na 3-ciej stronic oktadki.
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ROZDZIAL 1.
O ROWNANIACH W OGOLNOSCI.

§ 1. Pojeci© réwnania warunkowego.

Dotad wyobrazalismy sobie, ze réwnanie powstaje w nastepu-
jacy spos6b: Dana jest jakas rownos¢; w tej réwnosci zastgpiono
jaka$ liczbe literg chodzi o odnalezienie tej liczby. (Poréwnaj
kL IV przykltad 2 i 4 w § 17 rozdz. 11). Istnienie pierwiastka réw-
nania nie ulega przy takiem pojmowaniu réwnania watpliwosci;
przyjmujemy je jako zatozenie. Wskutek tego mogliSmy réwnania
traktowac¢ jako roéwnosci i przeksztatcac, stosujac twierdzenia: ,,Je-
zeli do réwnych liczb dodamy réwne, otrzymamy réwne sumy*
i t p. Pojecie réwnania obecnie rozszerzymy.

Niechaj bedg dane dwie funkcje jednej zmiennej (lub Kilku
zmiennych): /(*) i g(x). Gdy za x podstawia¢ bedziemy roz-
maite wartosci, funkcje f(x) i g(x) beda tez przyjmowaly war-
tosci rozmaite. Rownanie f(x) = g(x) zawiera pytanie, czy
istnieje taka wartos¢ (jedna lub wiecej) zmiennej x, dla kto-
rej obie funkcje przyjmujg rowne wartosci, a jezeli istnieje,
jaka jest ta wartos¢. Kazda taka warto$¢ nazywa sie pier-
wiastkiem rownania. Réwnanie moze mie¢ jeden pierwiastek,
lub wiecej; moze tez nie mie¢ wcale pierwiastka.

Np.: Réwnanie r=3 ma oczywiscie tylko 1 pierwiastek: 3.

- *’+ 6=5* ma 2 pierwiastki. 2 i 3 (sprawdz!).
a*= —4 nie ma wecale pierwiastka. Wszak
nlema takiej liczby, ktéra podniesiona do kwadratu daje
na wynik liczbe ujemna.

Wyjasnimy na nastepujgcym przykladzie, ze takze praktyczne
zagadnienia prowadzg do takiego pojmowania réwnania:

Z dwdch stacyj A i B, oddalonych od siebie 0 8 Am, wyjez-
dzajg réwnocze$nie w tym samym kierunku (od A przez Rit. d.)
dwa pociagi. Pocigg pierwszy przebywa w kazdej minucie np. 8 km,
drugi np. £ km. Czy pierwszy pocigg dopedzi drugi i po ilu minu-
tach stanie sie to?



Przedstawmy odlegto$¢ y kazdego pociggu-od stacji A jako
funkcje czasu x:

Pierwszy pocigg oddala si¢ od -A w kazdej minucie o f km,
zatem po x min. odlegtos¢ jego od A wynosi¢ bedzie: y=\x. Od-
legtos¢ drugiego pociggu od A wynosi juz w chwili rozpoczecia
ruchu 8 km i wzrasta w kazdej minucie o \ km tak, ze po x mi-
nutach odlegtos$¢ ta wyniesie: y = 8+ ~x.

Zagadnienie zawiera pytanie, czy odlegtosci obu pociggdéw od A
bedg kiedy réwne i po jakim czasier czyli czy dla jakiej$ wartosci x
bedg miaty funkcje: y—8x i p= 8+ ~x réwne wartosci. Wedtug
naszego okreslenia chodzi o rozwigzanie réwnania: §x=8 + fr.
Istnienie pierwiastka nie jest zgory oczywiste; gdyby np. predkosci
obu pociggéw byly réwne, to oczywiscie pierwszy pocigg nie do-
pedzitby nigdy drugiego, a réwnanie nie miatoby pierwiastka.

8 2. Przeksztatcanie rownan.

Wobec nowego pojmowania réwnania musimy poddaé rewizji
sposoby, ktére prowadzity do rozwigzywania réwnan.

Dwa réwnania nazywamy réwnowaznemi, jezeli kazda
liczba, ktéra sprawdza pierwsze rownanie, sprawdza tez i dru-
gie, ale tez i naodwrdt, jezeli kazda liczba, sprawdzajgca dru-
gie réwnanie, sprawdza tez i pierwsze. Przeksztatci¢ rownanie
znaczy zastgpic je innem, rownowaznem. Przeksztalcanie réw-
nan polega na nastepujacych twierdzeniach:

1 Otrzymamy réwnanie réwnowazne, jezeli do obu stron
danego réwnania dodamy te same liczby lub wyrazenia.

Dowod: Niech bedzie dane réwnanie:

F(X) = G(X) i 1)
Dodajmy do obu stron wyrazenie A (x). Otrzymamy:
I(x) + A(x)=f2(x) + A(r). . . . . .. 2)

Jezeli xt jest pierwiastkiem réwnania 1) to prawdziwa jest
rownosé: /(xX = g (x,). Jezeli do obu stron tej réwnosci dodamy
rowne liczby A (xt) = A (@), otrzymamy réwnos¢: / (x,) + A (X} =
—9 (*i) + A (*i)> ktora oznacza, ze X jest tez pierwiastkiem réw-
nania 2).

Jezeli x% jest pierwiastkiem réwnania 2), to prawdziwa jest
rownoscé: / (rs)+ A (xs) = g (x2 + A (xs). Odejmujac od obu stron
tej rownosci A (xt) —A (xi), otrzymamy réwnos¢ / (rs) = g (xs), ktora
wskazuje, ze xs jest pierwiastkiem réwnania 1).

Réwnania 1) i 2) sa zatem réwnowazne.



2. Otrzymamy rownanie rownowazne, jezeli od obu stron
danego réwnania odejmiemy te same liczby lub wyrazenia.

Dowod wynika z poprzedniego, jezeli zwazymy, ze odejmo-
wanie mozna zawsze zastgpi¢ dodawaniem liczby przeciwnej.

Przy dodawaniu (lub odejmowaniu) wyrazenia utamkowego do
(od) obu stron réwnania wskazana jest pewna ostrozno$¢. Wiemy,
ze wyrazenia utamkowe nie majg sensu dla wartosci zmiennych,
dla ktorych mianownik staje sie zerem (kl. IV rozdz. IV § 9). Je-
zeli wiec przy przeksztatcaniu dodajemy do obu stron rdéwnania
wyrazenie utamkowe, zawierajace niewiadoma, nalezy po rozwig-
zaniu réwnania stwierdzi¢ dodatkowo, czy dla znalezionej wartosci
niewiadomej dodane wyrazenie nie zatraca sensu. Gdyby tak byio,
to réwnania nie bylyby réwnowazne. Np.:

Réwnania: x ----- Nype—2 i x—2, z ktorych drugie
X — X—2

powstaje z pierwszego przez dodanie do obu stron u’ramkaxmu—

nie sg rownowazne. Drugie réwnanie ma pierwiastek 2, dla ktorej
to wartosci dodany utamek nie ma sensu; 2 nie jest pierwiastkiem
pierwszego réwnania.

3. Otrzymamy réwnanie rownowazne, jezeli obie strony
daneyo réwnania pomnozymy przez te samag liczbe rézna od
zera lub przez to samo wyrazenie rézne od zera.

Dowdd: Niech bedzie dane réwnanie:

/ (*) =9 (*) . e o o o o o o 1)
Pomn6zmy obie jego strony przez A (@) = A (x) 4=0. Otrzymamy:
L) A )= 0 O). A (X)) eeeee 2)

Jezeli  jest pierwiastkiem rownania 1), to f (x,) = g (@t jest
rownoscig. Mnozac obie strony tej réwnosci przez liczbe A (xj) Fi 0,
otrzymamy réwnos¢ / (rt) . A (x,) —g (rt) . A {x1), ktéra wskazuje,
ze jest pierwiastkiem réwnania 2).

Jezeli xt jest pierwiastkiem réwnania 2), to f(xt). A (x,) = g (xt).
. A (*,) jest rownoscig. Dzielgc obie strony przez A (xi) = A (xs) 4=0,
otrzymamy rownos¢ / (xs) —g (xs), ktéra wskazuje, ze xt jest pier-
wiastkiem réwnania 1).

Roéwnania 1) i 2) sg zatem roéwnowazne.

4. Otrzymamy rownanie réwnowazne, jezeli obie strony
danego rownania podzielimy przez te sama liczbe rézna od
zera lub przez to samo wyrazenie rézne od zera.

Dowdd wynika z poprzedniego, jezeli dzielenie zastgpimy mno-
zeniem przez odwrotnosé.



Ze zastrzezenie, ze liczba lub wyrazenie, przez ktére mnozymy
czy dzielimy, nie moze by¢ zerem, jest konieczne, wyjasnimy na
kilku przyktadach.

Gdybysmy obie strony réwnania: 3 (x —2) = 2 (x —2) podzie-
lili przez * —2, otrzymalibySmy niedorzeczny wynik: 3 = 2. Zda-
wacby sie moglo, ze dane pierwotnie réwnanie jest niedorzeczne.
Tymczasem rozwigzujgc je innym sposobem (rozwiaz!), znajdujemy
pierwiastek x = 2, ktory rzeczywiscie sprawdza rownanie. Niedo-
rzeczny wynik otrzymaliSmy dlatego, ze obie strony réwnania
dzieliliSmy przez x —2, a wyrazenie to ma wtasnie wartos¢ 0, jak
z innego sposobu rozwigzania wynika. — Unikaj wiec dzielenia
nietylko przez 0, lecz takze przez wyrazenia, co do ktorych nie
masz pewnosci, ze majg wartos¢ rézng od zeral

Pomnozenie obu stron réwnania przez 0 sprawitoby, ze obie
strony réwnania statyby sie identycznie réwnemi sobie, bo obie
bytyby réwne zeru. Nowe réwnanie sprawdzatoby sie dla kazdej
wartosci podstawionej za niewiadomg, a nietylko dla pierwiastka
pierwotnego réwnania. Unika¢ nalezy réwniez mnozenia obu stron
réwnania przez wyrazenie, zawierajgce niewiadoma lub liczby ogoélne,
0 ktérem nie wiemy z pewnoscig, ze ma wartos¢ rézng od zera.
Mnozenie takie (dziatanie, nie majace dziatania przeciwnego) moze
spowodowaé tatwo biad, jak poucza nastepujacy przykiad:

Gdybysmy pomnozyli obie strony réwnania: 5x—I = 2x+5
przez a —1, otrzymalibysmy réwnanie: 5a8—6x + 1=2x*-f- 3a—25,
ktére sprawdza sie (sprawdz!) dla x —2 i dla x==1. Mylnem by-

toby sadzi¢, ze i pierwsze réwnanie ma te dwa pierwiastki. Pierw-
sze rownanie sprawdza sie dla x —2, nie sprawdza si¢ dla x=1.
Oba rdwnania nie sg rownowazne, bo drugie powstato z pierw-
szego przez pomnozenie przez x —1, ktore to wyrazenie, jak z roz-
wigzania drugiego réwnania wynika, ma wartos¢ O.

Zaznaczamy, ze wszystkie powyzsze twierdzenia odnoszg sie
rowniez do réwnan z dwiema i wiecej niewiadomemi. Aby sie 0 tern
przekonac, wystarczy w powyzszych dowodach uwaza¢ funkcje: /, g, A
za funkcje kilku zmiennych.

8 3. Porzadkowanie réwnan.

Majac dane do rozwigzania rownanie, porzadkujemy je
najpierw, t. j. przeksztalcamy w nastepujacy sposob:

1. Wykonywamy naznaczone dziatania (uwalniamy od na-
wiasow).

2. Jezeli pozostang utamki, uwalniamy od nich réwnanie,
mnozac obie jego strony przez wspolny mianownik utamkow.

3. Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone tak, ze
po drugiej stronie zostaje 0.



4. Redukujemy podobne jednomiany, wzglednie wytgczamy
rowne potegi niewiadomych przed nawias i porzadkujemy
wyrazy malejgco wedtug ich stopni ze wzgledu na niewia-
dome.

Otrzymane w ten sposéb réwnanie nazywamy uporzadko
wanem. Po jednej stronie réwnania znajduje sie wtedy wie-
lomian, uporzadkowany wedtug poteg niewiadomej (niewia-
domych), po drugiej zero.

Dalsze postepowanie zalezy od ilosci niewiadomych, jako
tez od stopnia réwnania. Przez stopien réwnania rozumiemy
stopien wielomianu, znajdujgcego sie po lewej stronie upo-
rzadkowanego réwnania, ze wzgledu na niewiadome.

Tak np. sg rownania: 2x + 3= 0, 2;c+ 3y = 0it. p. réwna-
niami stopnia pierwszego. Rdwnania: x*y + x* —y + 7= 0, x8+
+ M —2x—5= 0 sg réwnaniami stopnia trzeciego.

8 4. Rozwigzywanie réwnan stopnia pierwszego
z jedng niewiadoma.

Jezeli réwnanie «ma po urzagdkowaniu postaé: ax + b—0,
to nazywa sie rownaniem stopnia pierwszego z jedna nie-
wiadomg. Aby to rdwnanie rozwigza¢, przenosimy wyraz b
na strone prawg i otrzymujemy: ax= —h.

Mozna tez, jezeli wiemy, ze dane réwnanie jest stopnia pierw-
szego, juz przy porzadkowaniu réwnania przenosi¢c wyrazy zawie-
rajgce niewiadomg na lewg strone, a wyrazy wiadome na prawa.

Dalsze postepowanie zalezy od wartosci wspdtczynnika a.
Rozrézniamy nastepujgce przypadki:

1. Jezeli a==0, dzielimy obie strony réwnania przez a
i otrzymujemy: x = — T Réwnanie to sprawdza sie widocz-

nie tylko wtedy, jezeli za x podstawimy — ta wartosc¢

Si_;
jest wiec pierwiastkiem ostatniego réwnania, a tem samem
i wszystkich poprzednich, z ktérych to réwnanie przez prze-
ksztatcenie powstato. W tym przypadku ma zatem rdéwnanie

zawsze jeden pierwiastek.
2. Jezeli a= 0, rozrézniamy znowu dwa przypadki:
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aj Jezeli a—0 i 6 = 0, to rownanie a**= —s (a wiec
i wszystkie poprzednie) sprawdza sie dla kazdej dowolnej
wartosci podstawionej za x, bo kazda liczba, pomnozona przez o,
daje na wynik 0. Mowimy wtedy, ze dane réwnanie jest nie-
oznaczone.

b) Jezelia= o,a 04=0, to lewa strona réwnania a x ~
jest zerem dla kazdej wartosci podstawionej za x, prawa za$
jest rozna od zera. Niema takiej liczby, ktéraby, podstawiona
za x, sprawdzata réwnanie. Mowimy, ze dane roéwnanie jest

sprzeczne.

Przyktad. Rozwigza¢ i sprawdzi¢ réwnanie:
* 10
X — 2 *+ 2

Mnozymy przez ** —4: **+ 2* —10* + 20 = ** —4.
Porzadkujemy: ** 4 2% — 10* —**= —4 —20.
Redukujemy: —8*= —24.
Dzielimy przez —8: * = 3

Uwalniajac réwnanie od utamka, pomnozyliSmy obie strony
przez ** —4. Nie wiedzieliSmy, wykonujac to dziatanie, czy wyra-
zenie to nie jest zerem. Otrzymane réwnania byty rownowazne z da-
nem tylko pod warunkiem: *a—4 4=0. Rozwigzawszy rownanie
znalezlismy, ze *=3; stwierdzamy wiec dodatkowo, ze *s—4 = 5
ma warto$¢ rozng od zera, ze wiec mnozenie przez *s—4 bylo
dozwolone.

Kazde nastepne réwnanie jest wiec rownowazne poprzedniemu.
A ze jedynym pierwiastkiem ostatniego réwnania jest 3, to ta liczba
jest tez jedynym pierwiastkiem rownania danego.

8 5. Rozwigzywanie uktadu dwu réwnan stopnia
pierwszego z dwiema niewiadomeml.

Uktad dwu réwnanh stopnia pierwszego z dwiema niewia-
domemi rozwigzywaliSmy trzema metodami: metoda podsta-
wiania, metoda poréwnania i metoda réwnych wspotczynnikdow.
Wymagajg one jednak uzasadnienia; nasuwa si¢ bowiem py-
tanie, czy stosujac je otrzymamy zawsze rozwigzanie danego
uktadu roéwnan, czy wiec przez przeksztatcenia, uzywane
w tych metodach, nie wprowadzamy nowych pierwiastkéw,
lub czy nie zatracamy istniejgcych.

Tak np. aby rozwigza¢ metodg podstawiania ukiad:

3*+2p = 12, 4% —3y ——1,
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wyraziliSmy z pierwszego réwnaniay przez x i podstawiliSmy zna-
lezione wyrazenie w drugiem réwnaniu. Otrzymane w ten sposdb
rownanie rozwigzaliSmy ze wzgledu na x, a potem rozwigzaliSmy
pierwsze réwnanie ze wzgledu na y, podstawiwszy w niem za X
znaleziong warto$¢. Tak wiec, zamiast rozwigzywa¢ dany ukiad
réwnan, rozwigzaliSmy uktad:

12 —3x

4* —3. =-1; 3x+ 2y =12

Chodzi o zbadanie, czy ten drugi ukfad ma takie same pier-
wiastki, jak pierwszy.

Dwa uktady réwnan, majace takie same pierwiastki, na-
zywamy réwnowaznemu

Uzasadnienie wszystkich trzech metod rozwigzania polega na
na twierdzeniu:

Otrzymamy uktad réwnan réwnowazny danemu uktadowi,
jezeli jedno z rownan danego ukiadu zastapimy réwnaniem,
ktére powstaje w ten sposob, ze obie strony kazdego z danych
rownan przez jakie$ liczby (rézne od zera) pomnozymy, a otrzy-
mane réwnania stronamido siebie dodamy. Czyli: Uktady réwnan:
iax-\-by —c= o1 . i ax-\-by —c =01
\a'x-\-b'y —c'= O 1 \m(ax-\-by —c)-j-n(a'x-)-b'y —c")= 0j
sg rébwnowazne, jezeli n 0.

Wykazemy najpierw, ze kazda para wartosci x iy, sprawdza-
jaca pierwszy uklad réwnan, sprawdza i drugi. Pierwsze réwnanie
drugiego uktadu jest identyczne z pierwszem réwnaniem pierw-
szego uktadu. Lewa strona drugiego réwnania drugiego ukfadu jest
sumg dwoch iloczyndw, ktérych drugie czynniki sg identyczne z le-
wemi stronami réwnan pierwszego ukifadu. Dla wartosci x iy, ktére
sprawdzajg pierwszy uklad, stajg sie te czynniki zerami, a wiec
staje sie zerem cala lewa strona; drugie réwnanie drugiego uktadu
sprawdza si¢ réwniez.

Przyjmijmy teraz, ze drugi uklad sprawdza sie dla jakiej$ pary
wartosci x i y. Pierwsze réwnanie pierwszego uktadu sprawdza sie
dla tych samych wartosci, bo jest identyczne z pierwszem réwna-
niem drugiego ukladu. Aby wykaza¢, ze takze i drugie réwnanie
pierwszego ukiadu sprawdza sie dla tych wartosci x i y, pomys$imy
sobie te wartosci podstawione w réwnaniach drugiego uktadu, ktore
przez to sprawdzajg sie identycznie. Pomndzmy obie strony pierw-
szej rownosci przez m i odejmijmy od drugiej, to otrzymamy:
n(a'x+ b'y—c) = 0, a po podzieleniu przez n”~ 0 obu stron:
a'x+ b'y—c = 0, co wskazuje, ze drugie rownanie pierwszego uktadu
sprawdza sie dla tych samych wartosci x i y. — Nasze twierdze-
nie jest wiec udowodnione.
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Uzasadnimy teraz kolejno poznane 3 metody rozwiazywania
uktadu rownan: , ,
1 Metoda podstawiania. Chodzi o uzasadnienie, ze ukiady
rownan:
ax+ by —c= 0 ax + by —c—0
ax

ax+ by—c—0 mc'=0

sg réwnowazne.
Pierwsze réwnania obu uktadéw sg takie same. Drugie row-
nanie drugiego ukfadu otrzymamy, mnozac obie strony pierwszego

réwnania pierwszego uktadu przez — — i dodajac stronami do

drugiego. (Wykonaj rachunek!). Wedlug twierdzenia o réwnowaz-
nosci uktadéw rownan oba uktady sg roéwnowazne. Oczywiscie
musi byé b o.

2. Metoda poréwnania nie rézni sie istotnie od metody podsta-
wiania. Wszak przy niej rowniez podstawiamy wyrazenie znalezione
dla y z pierwszego rownania w drugiem réwnaniu, ktéremu nada-

jemy posta¢ y b ax Oczywiscie musi by¢ b 0 i b'4=0.

3. Metoda rownych wspotczynnikéw znajduje bezposrednie
uzasadnienie w twierdzeniu o réwnowaznosci uktadéw réwnan.

Przez zastosowanie wymienionych metod rozwigzania sprowa-
dzamy rozwigzanie ukiladu réwnan z dwiema niewiadomemi do
rozwigzania ukladu dwu réwnan, z ktérych jedno zawiera tylko
jedng niewiadomg. Roéwnanie takie, o ile wspotczynnik przy nie-
wiadomej nie jest zerem (co w kazdym szczeg6lnym przyktadzie
okazuje sie bezposrednio przy rachunku), ma jeden i tylko jeden
pierwiastek. Gdy ten pierwiastek podstawimy w drugiem réwnaniu,
otrzymamy do wyznaczenia drugiej niewiadomej znéw réwnanie
stopnia pierwszego z jedng niewiadomag. O ile wspdtczynnik przy
niewiadomej nie jest zerem, ma i to réwnanie jeden i tylko jeden
pierwiastek. Przy powyzszych zastrzezeniach powiemy zatem:

Uktad réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi
ma jedno i tylko jedno rozwigzanie.

Cwiczenia.
1. W nastepujacych réwnaniach uwazac¢ oddzielnie lewa,
a oddzielnie prawa strone réwnania za funkcje zmiennej x
i przedstawi¢ graficznie obie funkcje na jednym rysunku.
Rozwiagzac nastepnie réwnanie i wyjasnic¢, jakie znaczenie geo-
metryczne ma pierwiastek réwnania.
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a)2x = x—1; b) 4 —x = $x-j-1;
€c)3—ix = 2x —2; d) 8x+ 1= $x+ 2;
g)5—*a= 2— (x—1)s; f) (x—D*= xi—x—1

2. Rozwigza¢ réwnania:
a; (2* -f-2)s—(2x —3)a= 1—s6 (2— 3Xx);
b) 3*- 4s- (x+ 7)(3*—5)= ¢*(x—1);
c) X+ 4) ia—2)= (x—16) : (x + 2);
d) (da+ 14) :(x-f1)= (4X—14): *
,0 bx—4 1Xx—s N x-\-i x—2 0, X
0 8 6 T o -j2 T gi=g kA
118a—23 3a—40 a—2 n
g) 21 14 4
h) Sjc-{tx + 4[3x-4(jt+ DI} = 4

0 i - | {* -4[f-20+ t)]}=1i

.5 1 5 3

Dev—12 4a—8 4 2at—4°
7 2 10 3

K) 45— 12 18*-9« 9 gx—4"

L3~ + 3, 3 2 .. 4

O RedjrA + o i-Tjh—=1 " w>emg « g 1°
a 4 1 3 1 2

n gk__Iz+T-a ZkIXI=F> 0 g—2 a—3 a—1

2a X X4- 4 6 .2a+ 3 X 3
p) V*+T i+2 i+3~1;

SJ X Set*|+ '3a:+’\2a:*+4a: *7

i y+ ™M 6 a -3 6

Nox*—1  a*—a a*s~a:~ac®
2(@*—2) 8(*+ 1) _o x*—32

U {x—2)* a*+ 2a ar*—4 -
1, 5 6
W) ox—1)a r 2%+ I)*  da2—1°
dac dae— 11 5 4
N X—DsiE—D ar—1 a1

+ .3a a*+ 2

NV |2+'_ Y= E
N§< 1 ﬁ B = ABET xr—1 x41



14

3. Rozwigza¢ uktady réwnan:

X+y g—x fd x+ 2y *4-2 vy + |
a) 6 4 } 4 12 3
2Xx—y x—3y x—1 y-\-1_i—2
3 2 -1 3 2 6
9 x—4x—  —+  d)yF$x-F2y-}-2)= 0
y = %(x+ 5y + 1); X—i(l—y—x)= 0)

5X-j-y-j-1 . 3x—y+ 2
2x-\-iy 3.r+ 6y
20x -f- 7y = 34;
X+ 5 2 g) x\y = %%,
3 x+ 1 y- 2 ’ 52y + 25N =14-9;
5x — 3y — 3;
AM*+ [|'5) *(y+ °%6)= 3:1,
2* -(- 5y = 27,
i) (3x-5y-6): 2j:+ i/+ 1-4):~+ i[+ 2-4) = 15:5:3;
7* —A4y 6g + | w x+y , 5 =
J Qx—\2y 4 —sgy 7y *-)y+ 1 2*—3
3jc-j~2 27442 7X—e6 by —2
X 2y ’ 8* — 12y  4j:—sy

. X (2x -}-3) X X -j-1
foxXr—y* X —y~ x-\-y’
2x + | Xxt-yt- 3 ]
X+ y *s+ 2.*j/+ 0s .
D)ty t+ fry= 2
—1 3y(x—4)_

AT~ 3A-1 Y gy a1
X—y *+y 1
3_8=5. . 25 _6.
* y Xiy 1X+ y_b
P oy Aingys 3 3 0B 1_$+19%F1|+‘ 2
5x—15 %+ s o, gi?+22 9.
y+ 2 2y + 1 * 3 'y—'+1i
2 3. 10. 8 : 1__!

*)
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5% — 20y 3* . 2x—8y 3* 0

} e*+ 30 4y —4 ’ 3jc -f-15 2y —2
4. a) Za postancem, idacym z predkoscig 4 _km , Wy-
stano o 1£ godz. pdézniej drugiego postanca, idgcego z pred-

koscig s £’ km ; Kiedy drugi postaniec dopedzi pierwszego ?
b) Za postancem, idagcym z predkoscig 5 —g%m~. nia byc¢

wystany postaniec konny, jadacy z predkoscig 12 _krgz

O ile pozniej moze wyjechaé postaniec konny, jezeli ma po-
stanca pieszego dopedzi¢ za 1 godz. 15 min, od chwili swego
wyjazdu?

c) Za postancem, przebywajacym 42 km dziennie wy-
stano o dwa dni pdzniej drugiego z zgdaniem, aby pierwszego
dopedzit po ¢ dniach. Z jakg predkosciag musi jecha¢ drugi
postaniec ?

d) O godz. 5-tej rano wystano z A postanca, idgcego

z predkoscig 4£ km z wazng wiadomoscia do B, oddalo-

nego od A o 19£ km. O godz. 7-mej zaszta potrzeba odwota-
nia tego postanca. Wystano wiec za nim drugiego postanca,
ktéory ma pierwszego dopedzi¢ w chwili, gdy ten przybedzie
do B. Z jakag predkoscig musi jechaé drugi postaniec?

5. a) Za postancem pieszym, idacym z predkoscig 75 ,

wystano postanca konnego, jadgcego z predkoscig 200

w chwili, gdy postaniec pieszy uszedt juz Zrkm. Kiedy po-
staniec konny dopedzi pieszego?

b) Po ilu latach zréwnajg sie kapitaty 1850 zt i 1700 zi,
jezeli pierwszy jest ztozony na 4£%, a drugi na s %?

6. a) Kapitaly 700 zt i 1300 zt ztozono na 5% i 6%; po
ilu latach bedzie drugi kapitat 2 razy wiekszy od pierwszego?

b) Ojciec ma 44 lat, a syn12; po ilu latach bedzie ojciec
2 razy starszy od syna? kiedy bedzie 5 razy starszy?

c) Ojciec ma lat 40,a dwaj jego synowie 10 i 7; po ilu
latach bedziemiat ojciec tyle lat, ile obaj synowie razem?



7. a) Ze stacji A wyjezdza pocigg o godz. s-mej do sta-
cji B, z B za$ wyjezdza do A pocigg o godz. s min. s. Kiedy
spotkaja sie, jezeli oba poruszajg sie z jednakowg predko-

scig 06 ~. , a odlegtos¢ AB ==18 Am? Jak daleko od A
min.

spotkajg sie?
b) Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie 0 22 km, wyjez-
dzajg naprzeciw siebie rownoczes$nie dwa pociagi; pierwszy je-

dzie z predkoscig 26 g~ ~~»drugi z predkoscig 40
Kiedy spotkajg sie? Jak daleko od A spotkajg sie?



ROZDZIAL Il

PROPORCJONALNOSC | FUNKCJA LINJOWA.
A) PROPORCJONALNOSC PROSTA.

8 1. Okreslenie i algebraiczne przedstawienie.

Zwigzek, jaki zachodzi pomiedzy ceng towaru a jego iloscia,
miedzy drogg a czasem, w ktérym te droge odbyto ruchem jedno-
stajnym, miedzy iloscig robotnikéw a nalezng im zaplatg, miedzy
czasem pracy a placg i t p., nazywamy proporcjonalnoscig prosta.
Zaleznos¢ ta objawia sie tem, ze gdy wartos¢ jednej zmiennej
zwiekszy sie 2, 3, 4,... razy, to wartos¢ drugiej zmiennej zwiekszy
sie takze 2, 3, 4,... razy.

Dwie zmienne nazywamy wprost proporcjonalnemu jezeli
sg tak od siebie zalezne, ze gdy warto$¢ jednej zmiennej
zwiekszy (zmniejszy) sie bezwzglednie n razy, to wartos¢
drugiej zmiennej zwiekszy (zmniejszy) sie bezwzglednie takze
n razy.

By zalezno$¢ te zbadaé, utdézmy tabelki w nastepujacych przy-
ktadach : Przedstawi¢ cene y towaru jako funkcje ilosci X, jezeli
1 kg kosztuje: 1) \ zi, 2) 2 zt, 3) 3 zt, 4) a zt. Otrzymamy:

*11- 1-2 | —1 10 11 12 13 | 4 1| «*
1 |—1] —05] 4 05] 1 |15 2 | ..
o *11- 1-2 -1} 0 112 13 14 1-
di- -4 1—21 0121 16 18 |
3 *1- 1-2 -1:1 0 11 12 13 14 1-
di- -6 _¢cy 01316 19 1121...
g Fe- 120 -1l 0 11121314 1-
dl- 1-2. —al] 0 14 j2a|3ajd4a .

Przypatrujac sie uwaznie tym tabelkom, zauwazymy, ze w kaz-
dym przykiadzie kazda liczba drugiego zbioru powstaje przez po-

J. Mlhulowicr. Arytmetyka i algebra na V kl. ginu>. 2
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mnozenie odpowiedniej liczby pierwszego zbioru przez te samg
liczbe (w 1. przykfadzie przez ® w 2. przez 2, w 3. przez 3, w 4.
przez a). Funkcje powyzsze przedstawig sie wiec wzorami:y = %,
y = 2X, y —3x, y = ax. Naodwrdt, nietrudno stwierdzi¢, ze wz0r
y = ax wyraza, ze gdy a zwiekszymy n razy, to y zwieksza sie
rowniez n razy. Zatem:

Proporcjonalno$¢ prosta wyraza sie wzorem: y = ax,
w ktorym a oznacza liczbe w kazdym przykitadzie inng, lecz
w jednym przykiadzie stata.

Jezeli o dwoch wielkosciach wiemy, ze sg wprost proporcjo-
nalne, to zaleznos¢ ich mozemy wyrazi¢ wzorem: y —ax. Aby
z tego wzoru moc obliczy¢, jaka warto$¢ y odpowiada kazdej war-
tosci a, musimy zna¢ warto$¢ statej a.

Stata a, ktora doktadnie okresla proporcjonalno$é, na-
zywa sie wspdtczynnikiem proporcjonalnosci. Jest to liczba,
przez ktérg nalezy pomnozy¢ liczbe x, aby otrzymac¢ odpo-
wiednig liczbe y. Zatem:

Wspotczynnik proporcjonalnosci obliczamy, dzielac dowolng
warto$¢ zmiennej y przez odpowiednig warto$¢ zmiennej x.

Obliczajac tym sposobem wspétczynnik proporcjonalnosci z liczb
r = | i odpowiedniego y (tab. 4, str. 1), znajdziemy:

Wspobtczynnik proporcjonalnosci réwna sie wartosci zmien-
nej y, ktéra odpowiada wartosci 1

Tak wiec oznacza wspotczynnik proporcjonalnosci w tabelkach
na str. 1 cene 1 kg towaru.

8 2. Graficzne przedstawienie.

Przedstaw graficznie przy pomocy tabelek na str. 1 funkcje:
y=\x, y=2x i p= 3*1 Z rysunku zauwazymy, ze proporcjonal-
nos¢ prosta przedstawia prosta, przechodzaca przez poczatek uktadu
wspotrzednych. Skoro tak jest, to przy graficznem przedstawieniu
tej funkcji wystarczy uwzgledni¢ tylko jedng (ktérgkolwiek) pare
odpowiadajacych sobie w tabelce wartosci x iy, wyznaczy¢ punkt, ma-
jacy te liczby za wspdtrzedne, i wykresli¢ przez ten punkt i przez
poczatek ukiladu wspdtrzednych prostg. Wszystkie inne punkty,
odpowiadajace innym parom wartosci x i y, lezg na tej prostej.

Aby w szczeg6lnosci przedstawi¢ graficznie funkcje: y = ax,
wyrazong takze tabelkg 4 na str. 1, zauwazymy, ze wartosci x = 1
odpowiada y —a. Wyznaczamy wiec punkty: 0(0, 0) i A (1, a)
(fig. 2) i kreslimy przez nie prostg OA. Ta prosta przedstawia
funkcje: y = ax.
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Proporcjonalnos¢ prostg, wyrazong wzorem: y — ax, przed-
stawia prosta, przechodzgca przez poczatek uktadu wspotrzed-
nych i przez punkt A (1, a).

Ze sposobu kreslenia prostej OA wynika, zgodnie z koricowem
twierdzeniem w 8§ 1, geometryczne znaczenie wspdétczynnika pro-
porcjonalnosci :

Wspotczynnik proporcjonalnosci rowna sie rzednej punktu
prostej, ktérego odcieta réwna sie jednostce.

Fig. 1 przedstawia funkcje: y = ax dla ré6znych wartosci a.
Z rysunku zauwazymy, ze wielkos¢ wspoiczynnika propor-
cjonalnosci pozostaje
w zwigzku z katem,
jaki prosta, przedsta-
wiajaca proporcjonal-
nos¢ tworzy z osig X.

Aby zwigzek ten
wygodnie wyrazic,
wprowadzamy naste-
pujace okreslenie kie-
runku obrotu: Kazdg
prostg mozna obroci¢
na ptaszczyznie okoto
dowolnego punktu le-
zacego na niej, albo
w kierunku przeciw-
nym do Kierunku,
w ktorym poruszajg
sie wskazowki zegarka, potozonego na ptaszczyznie, albo w kie-
runku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazéwek. Pierwszy kie-
runek nazywac bedziemy dodatnim, drugi ujemnym. Uwzglednia-
jac to okreslenie kierunku obrotu i znaczenie wspdtczynnika pro-
porcjonalnosci, odczytamy z fig. 1:

Jezeli a—0, to prosta przedstawiajgca proporcjonalnosé

nakrywa o$ X. — Jezeli a przyjmuje coraz wieksze wartosci
dodatnie, to prosta odchyla sie coraz bardziej od osi X w kie-
runku dodatnim. — Jezeli a przyjmuje coraz wieksze (bez-

wzglednie) wartosci ujemne, to prosta odchyla sie coraz bar-
dziej od osi X w Kierunku ujemnym.

Odchylenia te wzrastajg poczatkowo szybko (dla a= 1 kat
wynosi 45°), pozniej powoli, nie dochodzg jednak nigdy do 90°.
2*
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8 3. Przebieg funkcji: y —ax.

1. Z geometrycznego przedstawienia proporcjonalnosci prostej
odczytujemy, ze y rosnie, gdy x rosnie, a maleje, gdy x maleje,
jezeli wspotczynnik proporcjonalnosci jest dodatni. Gdy ten wspoét-
czynnik jest ujemy, to y maleje, gdy x rosnie, a rosnie, gdy x
maleje.

Do tego samego wyniku dojdziemy, badajgc wzér: y = ax.
Niech Xi i ;g oznaczajg dwie wartosci zmiennej X, przyczem niech
bedzie < x2 Wartosci funkcji, odpowiadajace tym wartosciom
zmiennej X, oznaczmy yx i y3 tak, ze: yl—axl, a y2—axj. Po-
niewaz chodzi nam o zbadanie, czy y2> yu czy yt<yu two-
rzymy roéznice:

Ui~yi=ax2-axt=a (X2- Xj),

Poniewaz a2—" > 0 wedtug zatozenia, to iloczyn a (j2—")
bedzie dodatni, jezeli a> 0, a ujemny, jezeli a < 0. W pierwszym
przypadku bedzie ys> yu w drugim y3 < yt. Zatem:

Funkcja y — ax ros$nie ze wzrostem x, jezeli a> 0, a ma-
leje, jezeli a< 0.

2. Z faktu, ze proporcjonalnos¢ prosta przedstawia sie linja
prosta, wysnuwamy wazng wiasnos¢ tej funkcji. Linja prosta wznosi
sie (opada) réwnomiernie; zatem i funkcja y —ax rosnie (maleje)
rownomiernie. To znaczy:

Réwnym przyrostom zmiennej x odpowiadajg réwne mie-
dzy sobg przyrosty (ubytki) zmiennej y.

Sciste uzasadnienie tego twierdzenia wynika z fig. 2. Niech xI,
Hi i 9% Yo beda dwiema parami odpowiadajacych sobie wartosci

zmiennej niezaleznej i funkcji: y = ax, przedstawionej prostg OA,
Jezeli tak xu jako tez x2 powiekszymy o <§ to yt i ys powiekszg
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sie 0o PPt wzglednie o QQV Poniewaz A MPPt 22 NQQi (dlaczego?),
to PPx—QQIt a wigc rzeczywiscie rownym przyrostom $zmiennej x
odpowiadajg réwne przyrosty PA i QQt zmiennej .

GdybySmy dobrali 6= 1, to A MPP1= A NQQi 2=A OA 1.
Z przystawania tych tréjkatéw wynika: PPt —QQX= A 1= a. Zatem:

Wspotczynnik proporcjonalnosci wyraza przyrost (ubytek)
zmiennej y, gdy zmienna x wzrasta o0 1.

Takie same wyniki otrzymamy, badajgc wzdr: y = ax. Niech
Yj, yx i 12, y3 oznaczajag dwie pary odpowiadajgcych sobie war-
tosci tak, ze yi—axu y3=axt. Przyrost funkcji, gdy x rosnie
od do x3, wynosi y2—yx—a (y2—xX. llekro¢ roznica obu war-
tosci x jest ta sama, to i réznica obu wartosci y jest taka sama;
te ostatnig otrzymujemy bowiem, mnozac roznice obu wartosci x
przez stalg liczbe a. Jezeli w szczegdlnosci xs —~ = 1, toy2—yx= a
zgodnie z wynikiem badania geometrycznego.

Przyktad: Cena sukna zwigksza sie zawsze o te samg ilosé
zt, gdy ilos¢ m sukna wzrasta o te samg ilos¢. Gdy ilos¢ m sukna
wzrasta o 1, to cena wzrasta o cene jednego m (wspdicz. prop.).

8 4. Ruch jednostajny.

Jako przyktad proporcjonalnosci prostej rozpatrzymy ruch
jednostajny.

Przez ruch jednostajny rozumiemy ruch, przy ktérym
ciato w rownych, dowolnie matych odstepach czasu odbywa
rowne drogi. Wskutek tego okre$lenia i okre$lenia proporcjo-
nalnosci prostej (§8 1) droga s, przebyta przez ciatlo w czasie t,
jest wprost proporcjonalna do czasu t, a wiec s—c .t

Wspotczynnik  proporcjonalnosci ¢ oznacza (koricowe
twierdz, w 8 1 i § 3) droge, jakA cialo przebywa w jednostce
czasu. Droge te uwazamy za miare predkosci ciata i nazy-
wamy kroétko predkoscia.

Warto$¢ ¢ zalezy, jak wogéle warto$¢ wspoétczynnika propor-
cjonalnosci, od doboru jednostek, w jakich mierzymy czas i droge.

Np.: Jezeli ciato przebywa ruchem jednostajnym w 2 godzinach
droge 36 km, to ruch jego opiszemy wzorem: s—ct. Mierzac t

. - 36 ,
w godzinach, a s w km, znajdziemy c= — = 18 (8 1); gdybysmy
. . . i 36000
mierzyli s w metrach, a iw sekundach, znaleZlibySmy ¢ = =5
i t p. Aby unikng¢ nieporozumienia, dajemy predkosci miano
i piszemy:

c= 18 (czytaj: 18 km na godz., 5 m na sek.).

godz. =5 sek.
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Funkcje s —ct przedstawiamy graficznie, przedstawiajac t
jako odciete, a s jako rzedne. Miejscem geometrycznem rdéw-
nania s —ct jest prosta, przechodzaca przez poczatek ukiadu
wspotrzednych.

Przyktad. Przez stacje A (Fig. 3 a) przejezdza o godz. 12-tej

Jim
pocigg, poruszajacy sie ruchem jednostajnym z predkoscig £ —
w kierunku do B. min.

Odlegtos¢ jego s od stacji A wyrazi sie wzorem s = £f, albo
graficznie prostg L (Fig. 3 b), jezeli jednostki na osi X o0znaczajg
minuty, a jednostki na osi 7 kilometry.

Z rysunku mozemy odczyta¢, ze odlegtos¢ pociagu od stacji A
wynosi¢ bedzie po 2 min. 1£ km, po 4 min. 3 km i t. d. — Kreslac

prosta L, nada-

? £ 7, liSmy zmiennej t
1 takze  wartosci
Fig. 3a. ujemne. Czy war-

tosci  ujemne t
majg jednak znaczenie praktyczne? Z figury odczytamy, ze
dlat=—2, s= —1f dlat= —4, s= —3 i t d Poniewaz do-
datnie wartosci s oznaczajg odlegtos¢ pociggu od A w kierunku
ku B, to ujemne wartosci a bedg oznaczaty odlegtos¢ pociggu od A
w kierunku ku C. Poniewaz wartosciom s= —1£ km, s ——3 km i L.d.
odpowiadajg wartosci t = —2 min., t ——4 min,, i t. d., a w odlegto-
Sciach tych od A znajdowat sie pociag przed 2 min., 4 min., i £d.
przed godzing dwunastg, to ujemne wartosci czasu uwaza¢ mozemy

za ilosci minut przed godzi-
ng dwunasta. W ogdlnosci:
Przy ruchu jednostaj-
nym uwazamy czas przy-
szty (ilos¢ minut po chwi-
li, od ktorej czas liczy-
my) za dodatni, a czas
ubiegty (ilo$¢ minut przed
chwila, od ktorej czas
liczymy) za ujemny.
Wro6émy do naszego przy-
kfadu, uzupetniajgc go na-
. stepujacym obrazem: Réw-
Fig. 3b. noczesnie z pierwszym po-
ciggiem, t j. o godz. 12-tej
przejezdza przez stacje A drugi pociag, przebywajacy takze ruchem
jednostajnym £ km w kazdej minucie, ale w kierunku od A do C

(Fig. 3a). Jakim wzorem algebraicznym mozna ruch tego pociggu
opisaé? Jak przedstawi sie ruch tego pociggu graficznie?
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Poniewaz ruch pociggu jest jednostajny, to droga s, przebyta
przez pocigg w czasie t, przedstawi sie wzorem s = ct. Aby wy-
znaczy¢ wspotczynnik ¢, zauwazmy, ze np. po uplywie 2 min.
odlegtos¢ pociagu od A wynosi¢ bedzie 1™ km w kierunku ku C

ze wiec wartosci + —2 odpowiada s = —1£. Z tych dwu odpowia-
dajacych sobie wartosci obliczymy: ¢ = (—I-£): 2 =—f. Wzdr, opi-
sujacy ruch pociggu, ma posta¢: s ——\t. Graficznie przedstawia

ten wzor prosta L' w fig. 3 b.

W przykiadzie tym ma predkos¢ warto$¢ ujemng. Znaczenie
jej widoczne jest z graficznego przedstawienia funkcji. Przed go-
dzing 12-tg odlegto$¢ pociagu od stacji A jest dodatnia i zmniejsza
sie z biegiem czasu coraz bardziej; o godzinie 12-tej jest pocigg
na stacji A; po godzinie dwunastej odleglos¢ pociggu od A bez-
wzglednie zwigksza sie, ale jest ujemna. Pocigg porusza sie w kie-
runku, przyjetym dla drogi za ujemny. Ogolnie:

Dodatnia wartos¢ predkosci (przy przyjetem znaczeniu-
wzglednych wartosci czasu) oznacza, ze ruch odbywa sie w kie-
runku, przyjetym dla drogi za dodatni; ujemna wartos¢ pred-
kosci oznacza, ze ruch odbywa sie w kierunku, przyjetym
dla drogi za ujemny.

§ 5. Reguta trzech prosta.

Jezeli x,, pi i.v§ i/j oznaczajg dwie pary odpowiadajgcych sobie
wartosci wielko$ci wprost proporcjonalnych x i y tak, ze gi = axu
p, = axt, to dzielgc przez siebie te rownosci, znajdziemy :y1:yt —xI :xs,
czyli:

Jezeli dwie zmienne sg wprost proporcjonalne, to stosunek
wartosci jednej zmiennej réwna sie stosunkowi odpowiednich
wartosci drugiej zmiennej.

Zadanie. 8 kg towaru kosztuje 48 zi; ile nalezy zaplaci¢
za 13 Ag?

Rozwigzanie 1. Cena i ilo$¢ towaru sg wprost proporcjonalne.
Naznaczywszy cene przez y, a ilo$¢ towaru przez x, mozemy na-
pisa¢: y —ax. Do wyznaczenia a mamy podane dwie odpowiada-
jace sobie wartosci obu zmiennych: 8 Ag i 48 zk Znajdziemy
wiec (8 1): a= 4%: 6. Funkcja przyjmie ksztatt: p= 6x. Za-.
pomocg tego wzoru mozna obliczy¢ cene kazdej ilosci towaru.
Chcac obliczy¢ cene 13 Ag, podstawiamy x = 13 i otrzymujemy:
g= 6.13 —78. — Za 13 Ag nalezy zaptaci¢ 78 zi.

Ten spos6b rozwigzywania zadan z reguly trzech nie rdzni sie
zasadniczo od sposobu rozwigzywania tych zadann zapomocg wnio-
skowania. Obliczanie wspotczynnika proporcjonalnosci nie  jest
bowiem niczem innem, jak obliczaniem ceny jednostki ilosci towaru.
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Rozwigzanie 2. Zwazywszy, ze ilo$¢ lowaru i cena sg wprost pro-
porcjonalne, znajdziemy, stosujac ostatnie twierdzenie: 8:13 = 48: x.
Stad x=78, a wiec 13 kg towaru kosztuje 78 zi.

B) PROPORCJONALNOSC ODWROTNA.
§ 6. Okreslenie i algebraiczne przedstawienie.

Zwigzek, jaki zachodzi miedzy iloscig robotnikéw a czasem,
potrzebnym do wykonania jakiej$ pracy, miedzy predkoscig a czasem,
potrzebnym do przebycia danej drogi ruchem jednostajnym, miedzy
iloScig osob a czasem, na ktory wystarcza dany zapas zywnosci
i t. p. nazywamy proporcjonalnoscig odwrotng. Zalezno$¢ ta objawia
sie tein, ze gdy warto$¢ jednej zmiennej zwiekszy sie bezwzglednie
2, 3, 4,.,. razy, to warto$¢ drugiej zmiennej zmniejszy sie bez-
wzglednie 2, 3, 4,... razy.

Dwie zmienne nazywamy odwrotnie proporcjonalnemi, jezeli
sg tak od siebie zalezne, ze gdy wartos$¢ jednej zmiennej zwiek-
szy sie (bezwzglednie) n razy, to odpowiednia warto$¢ drugiej
zmiennej zmniejszy sie (bezwzglednie) n razy i naodwrot.

W celu wyrazenia tej zalezno$ci wzorem algebraicznym, utézmy
tabelki w nastepujacych przykiadach: Poruszajac sie ruchem jedno-
stajnym z predkoscia 1 km na godzineg, przebywamy dang droge:
1) w 6 godzinach, 2) w 12 godz., 3) w 60 godz.; przedstawié
czas y, potrzebny do przebycia tej drogi, jako funkcje predkosci .r.

* 1 1411 12131415].... « ¢ fili® 12131415 |..
yisuzje 3 |2[li|H I— rhizerailoie 41324 |....

11 41 41§ 12 R34 5 6.
y [240]120160 30 20 |15 12 |10 |....

Zauwazymy, ze w tych tabelkach kazda warto$¢ zmiennej g
powstaje z odpowiedniej wartosci zmiennej x, gdy pewna stalg
liczbe (w 1-szym przykiadzie 6, w drugim 12, w trzecim 60) przez
owg warto$¢ x podzielimy. Funkcje wiec, wyrazone powyzszemi

12

tabelkami, mozna przedstawi¢ wzorami: 1)y—£, 2) y=—,

3y —@. Naodwrét widzimy, ze gdy w tych wzdrach x zwiek)s(zy

sie n razy, to y pomniejsza si¢ n razy. — Ogolnie:
Proporcjonalnos$¢ odwrotna przedstawia sie wzorem:y = —,

w ktérym c oznacza liczbe w kazdym przyktadzie inng, lecz
w jednym przyktadzie stalg. Ta stata c nazywa sie wspotczyn-
nikiem proporcjonalnosci. Jest to liczba, ktérg podzieli¢ nalezy



przez warto$¢ zmiennej x. aby otrzymac odpowiednig wartos¢
zmiennej y. Z tego powodu réwna sie ona iloczynowi dowol-
nych odpowiadajacych sobie wartosci obu zmiennych.

Obliczajac ¢ z wartosci x = 1 i odpowiedniego y, znajdziemy:

Wspotczynnik proporcjonalnosci réwna sie wartosci zmien-
nej y, ktora odpowiada wartosci x = 1.

Dotad uwzglednialismy tylko dodatnie wartosci x, y i c.
W dalszym ciggu dopuscimy dla x, y i ¢ takze ujemne wartosci
z wylkgczeniem zera.

8 7. Graficzne przedstawienie.

Fig." 4 przedstawia graficznie funkcje: y = 3, y = E, y = 12

8 * \% £

Proporcjonalno$¢ odwrotna przedstawia sie linjg krzywa
zwang hiperbolg. Krzywa ta skilada sie z dwu galezi, kto-
re przebiegaja
w Céwiartkach |
i 1, wzglednie
IlilV, stosow-
nie do tego,
czy wspoiczyn-
nik proporcjo-
nalnosci  jest
liczbg dodat-
nig, czy ujem-
ng. Obie gate-
zie sg do sie-
bie przystajace
inakrywaja sie,
gdy je okoto
poczatku ukita-
du wspOtrzed-
nych obrécimy
o 180°.

Przyglada- Fig. 4
jac sie jednej
takiej galezi, znajdujgcej sie w Cwiartce pierwszej, a wiec
odpowiadajgcej dodatnim wartosciom c, x iy, zauwazymy, ze
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y maleje, gdy x rosnie. Ubytek zmiennej y nie jest jednak
rownomierny, lecz staje sie ze wzrostem x coraz mniejszy.

Tak np.: zmniejsza sie p = io 3, gdy x rosnie od 1 do 2,

0 1, gdy x rosnie od 2 do 3, o £ gdy x rosnie od 3 do 4 i t d.

8 8. Reguta trzech prosta. (Ciagg dalszy).

Jezeli i Xji i/s oznaczajg dwie pary odpowiadajgcych
sobie wartosci wielkosci odwrotnie proporcjonalnych tak, ze gx——»
ail,= % to dzielac przez siebie te rownosci, znajdziemy: gl:yt —

c.C - L .
= *TZE’ a po uwolnieniu od utamkoéw i uproszczeniu przez c:
Ul w/%~ xi> czyli:

Jezeli dwie zmienne sg odwrotnie proporcjonalne, to sto-
sunek wartosci jednej zmiennej réwna sie odwrotnemu stosun-
kowi odpowiednich warto$ci drugiej zmiennej.

Zadanie. Piszac dziennie po I£ godz., mozna przepisa¢ pewne
dzieto w 42 dniach; w ilu dniach mozna przepisa¢ to dzieto, piszac
dziennie po 3£ godz.?

Rozwigzanie 1. llo$¢ dni, potrzebna do przepisania dzieta, jest
odwrotnie proporcjonalna do ilosci godzin dziennej pracy. Ozna-
czajac ilos¢ dni, potrzebng do przepisania dzieta, przez y, a ilos¢
godzin dziennej pracy przez x, wyrazimy te zaleznos¢ wzorem:

= —. Do wyznaczenia wspdtczynnika proporcjonalnosci ¢ mamy
podane dwie odpowiadajgce sobie wartosci obu zmiennych:  godz.
1 42 dni. Znajdziemy wiec (§86): ¢—1£.42 = 63. Funkcja przyjmie
ksztalt: y = —. Zapomocg tego wzoru mozemy obliczy¢ ilos¢ dni,
potrzebng do przepisania dzieta, przy kazdej ilosci godzin dziennej
pracy. Jezeli w szczeg6lnosci czas dziennej pracy wynosi 3£ godz.,

63 . N .

to p= — = 18, czyli: czas, potrzebny do przepisania dzieta, wy-

nosi 18 dni.

Rozwiagzanie 2. Nazwijmy szukang ilo$¢ dni literg x. Poniewaz
czas potrzebny do przepisania dzieta jest odwrotnie proporcjonalny
do ilosci godzin dziennej pracy, to na podstawie ostatniego twier-
dzenia: I£ : 3£ = x :42. Rozwigzujac te proporcje, znajdziemy:
* = 18. Do przepisania dzieta potrzeba 18 dni.
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C) FUNKCJA LINJOWA.
8 9. OkreSlenie i algebraiczne przedstawienie.

Kapitat, ztozony na procent prosty, przynosi dochdd, ktéry
jest wprost proporcjonalny do czasu. Np.: Jezeli ztozymy 200 z#
na 5%, to dochdd po roznej ilosci lat przedstawi sie tabelka:

flos¢lat y o 117 12 13 | » 15 [....
Dochéd | o 110 120 130 | 40 | 50 | ....

Gdy nam chodzi nie o dochodd, lecz o warto$6 koncowg kapitatu
po pewnym czasie (t. j. kapitat wraz z dochodami), to ta wartos¢
koncowa bedzie funkcja czasu, ktérg mozna przedstawi¢ tabelka:

Ros¢ lat o] 11]2]3 i 15/[..
Wartos¢ konc. kap. || 200 | 210 | 220|230 240 1250 | ....

albo wzorem: #= 10*+ 200, jezeli * oznacza ilos¢ lat, a y war-
tos¢ koncowg kapitatu po * latach.

Gdyby kapitat i procent w powyzszym przyktadzie mialy inng
wartos$¢, to wzor zmienitby sie tylko o tyle, ze wspotczynnik przy *
miatby inng wartos¢, a takze wyraz, wolny od zmiennej. Warto$¢
koricowa kapitatu przedstawi sie w kazdym razie wzorem: y —ax+ b,
w ktorym a i b oznaczajg stale, majace w kazdym przyktadzie
inne wartosci.

Funkcje, wyrazong wzorem:y = ax -f-b, nazywamy funkcjg
linjowg. Zawiera ona dwie state a i b; a nazywa¢ bedziemy
wspoétczynnikiem kierunkowym, a b wyrazem wolnym od
zmiennej.

8 10. Graficzne przedstawienie.

Aby funkcje linjowag y — ax-\- b graficznie przedstawic,,
zestawmy ja z funkcjg y — ax. (W fig. 5 przedstawione sg funk-
cje:y = ix iy—AA-f 3).

Wartosci y, odpowiadajace
w obu funkcjach tej samej
wartosci *, roznig sie o b.
Aby wiec z obrazu funk-
cji y — ax otrzymac obraz
funkcji y = ax-{-b, nale-
zy kazdy punkt prostej
y —ax przesung¢ w Kkie-
runku réwnolegtym do osi
Y o diugos¢ b. Zatem: Fig. 5.
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Rownanie y = ax -j-b przestawia prostg, réwnolegtg do
prostej y = ax, a odcinajgcg na osi Y odcinek réwny b.

Aby prostg, wyrazona réwnaniem: y — ax -j- b, wykreslic,
wystarczy wyznaczy¢ dwa jej punkty. W tym celu nalezy
znalez¢ dwie pary wartosci x i y, czynigce zado$¢ réwnaniu,
a te bedag wspotrzednemi punktéw, lezacych na prostej.

Np.: Aby wykresli¢ prostg y —-j.r + 3, ukladamy tabelke:

*

y
0 3
—2 2

i kreslimy punkty: A (0, 3) i B (—2, 2) (Wykresdll). Prosta, wy-
kreslona przez te punkty, bedzie miejscem geometrycznem réwna-
nia y = + 3

Naodwrdt mozna kazdg prostg przedstawi¢ réwnaniem:
y = aX+ b

Nalezy w tym celu najpierw zmierzy¢ odcinek, ktory dana
prosta odcina na osi Y, i odcinek ten przyja¢ za b. Aby znaleZ¢ a,
nalezy wykresli¢ przez poczatek uktadu wspotrzednych prostg réw-
nolegla do danej prostej i znalez¢ jej réwnanie: y = ax (przyjmujac
za a rzedng punktu prostej, ktérego x = 1. § 2). Réwnaniem danej
prostej bedzie:y = ax+ b

Woyjatek stanowig proste réwnolegte do osi V.

Aby znalez¢ rownanie takiej prostej, zwazmy, ze jest ona
miejscem geometrycznem punktéw, oddalonych od osi Y o te samg
dtugosé c. Dla kazdego punktu prostej x —c, podczas gdy y moze
mie¢ dowolng warto$¢. Zatem x = c jest réwnaniem prostej, réw-
nolegtej do osi Y, a oddalonej od niej o c. Podobnie jest x= 0
réwnaniem osi Y.

§ 11. Charakterystyczna wtasnos$¢ funkcji linjowej.

W § 3 udowodnilisSmy, ze funkcja, przedstawiona linja prosta,
rosnie (maleje) rownomiernie. Dowdd przeprowadzony tam dla
prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych, mozna
powtdrzy¢ bez zmian dla dowolnej prostej (uczyn to!). Zatem:

Cechg charakterystyczng funkcji linjowej jest to, ze funkcja
ta ro$nie (maleje) réwnomiernie, t. j., ze réwnym przyrostom
zmiennej x odpowiadajg roéwne miedzy sobg przyrosty (ubytki)
zmiennej .

Nazwalismy te whasnos¢ funkcji linjowej wihasnoscig charaktery-
styczng, bo inne funkcje, przedstawione linjami krzywemi, tej wia-
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snosci nie majg. Dla takich funkcyj bowiem A MPP1 (fig. 2 str.20)
nie moze by¢ zawsze przystajgcym do A NQQX

Niezaleznie od wykresu mozemy wiasnos¢ te funkcji linjowej
wywnioskowa¢ bezposrednio ze wzoru: y —ax+ h. Niech v,
i x3,y2 oznaczajg dwie pary odpowiadajgcych sobie wartosci x iy
tak, ze:

yl=axi + b, yt= ax2+ b

Przyrost lub ubytek funkcji, gdy wartos¢ x zmieni sie z xx

na x2, wynosi:

y*—yl= ("2 + b) —(81+ b)—ax2- axt = a (x2—Xj).

llekro¢ x2—xx (przyrost lub ubytek wartosci zmiennej x) ma
te samg wartos¢, to takze y2—y”, (przyrost lub ubytek zmien-
nej y) ma te samg wartos¢, bo ps —yt powstaje przez pomnozenie
*2 —*i przez stalg liczbe a.

Stosownie do tego powiedzenie: ,,dtugos¢ sprezyny jest funkcja
linjowg obcigzenia®, nie oznacza nic innego, jak tylko to, ze spre-
zyna wydluza’ sie zawsze o te samag ilos¢ cm, gdy obcigzenie
wzrasta o te samg ilo$¢ g. — Podobnie oznacza powiedzenie: ,,przy
pewnym ruchu droga jest funkcjg linjowa czasu“ to samo, co po-
wiedzenie: ,,pewien ruch jest jednostajny* i t p.

8 12. Znaczenie statych a i b.
Utézmy dla funkcji y —ax + b tabelke. Otrzymamy:
-1 lol 11 2 | 3 | 4 [..-
pll.... j—2a+ 6|—a+ £&| b |a+ 6|2a+ 6|3a+b|d4a+06]|—
Z tej tabelki i fig. 5 (str. 27) wysnuwamy:

Wyraz b, wolny od zmiennej, oznacza warto$¢ y, odpo-
wiadajacg x — 0. Geometrycznie przedstawia sie b jako odci-
nek, ktéry prosta y — ax -j- b odcina na osi V.

Z tabelki zauwazymy, ze gdy x rosnie od 0 do 1, toy rosnie
0 a (wzglednie maleje, gdy a jest ujemne). A poniewaz funkcja
linjowg rosnie (maleje) réwnomiernie, to:

Wspotczynnik kierunkowy a podaje, o ile wzrasta (ma-
leje) y, gdy x wzrasta o 1. Geometrycznie oznacza on réz-
nice rzednych dwoch punktéw prostej, ktérych odciete réznig
sie 0 1.

Wspotczynnik kierunkowy a jest miaig wzrastania funkcji
linjowej. Ody a jest dodatnie, to funkcja rosnie ze wzrostem x;
gdy a jest ujemne, to funkcja maleje ze wzrostem x i to szybko
lub powoli, zaleznie od bezwzglednej wartosci a.
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y Twierdzenie to udowodnimy
*%yy / w nastepujacy sposob; Niech
u / / *i> jfi i Ui oznaczajg dwie
W pary wartosci x iy, sprawdza-

) jace rownanie: y —ax + b tak,

AVf ze yt —axx+ b, ys= axt + b.

' Ah/4c Niech bedzie nadto xt < x2.
A Chcac zbaQaé,_ czy ys”™ vy,
// tworzymy roznice: y2—yx= a.
// k . (x2—xt). Poniewaz xt < xt, to
x3-x1>0, a y2—yy ma ta-

/] ki znak jak a. Jezeli a> 0,
/ to a wiec wiekszej

> wartosci x odpowiada wieksza

wartos¢ y; jezeli a< 0, to

//// W <Un a wiec wiekszej war-

| // | | tosci x odpowiada mniejsza
HU//// | wartosé vy.

- Od wartosci statych a i b zale-

Fig. 6. zy potozenie prostej y —ax -f-b.

Fig. 6 przedstawia proste, dla
ktorych a ma te samag wartos¢, a b zmienia sig; fig. 7 przed-
stawia proste, dla ktérych b ma te samg wartos¢, a a zmienia
sie. Z figur tych odczytujemy twierdzenia;

Jezeli w rownaniu prostej: y = ax+b stata 5= 0, to prosta
przechodzi przez poczatek ukitadu wspotrzednych. Jezeli b przyj-
muje przy stalem a coraz wieksze wartosci dodatnie, to prosta
przesuwa sie rownolegle do pierwotnego' potozenia, odcinajgc na

dodatniej osi Y coraz wiek-

\ y / / szy odcinek. Jezeli b przyj-

) muje coraz wieksze bez-
ig 1/ wzglednie wartosci ujemne,
iih vV to prosta przesuwa sie row-

nolegle do pierwotnego po-

. fozenia, odcinajgc na ujem-

=1 U2 nej osi Y coraz wiekszy
/j\ odcinek.

% S X Jezeli a= 0, to réwnanie

0 X y = b przedstawia prosta,

o réwnolegta do osi X, odda-

/ / r* long od niej o dlugos¢ b.

) Jezeli a przyjmuje przy sta-

Fig. 7. fem b coraz wieksze warto-

sci dodatnie, to prosta od-

chyla sie w kierunku dodatnim od potozenia réwnolegtego do osi X.

Jezeli a przyjmuje coraz wigksze bezwzglednie wartosci ujemne, to

prosta odchyla sie coraz bardziej w kierunku ujemnym od poto-

zenia réwnolegtego do osi X.
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Jezeli a= 0 i 6=0, to rownanie ma ksztatt: y= 0 i jest
réwnaniem osi X

Z tych twierdzen wynika, ze wspotczynnik kierunkowy
pozostaje w zwigzku z katem, jaki prosta tworzy z osig X.
Jezeli dwie proste majg ten sam wspdtczynnik kierunkowy, to
sg do siebie réwnolegte.

Ze znakow statych a i b mozna natychmiast wywnioskowac,
przez ktére ¢wiartki przechodzi prosta, ktérej réwnanie jest dane.

Wyznaczmy np. pofozenie prostej: y ——2x—3. Prosta ta
przecina ujemng oS Y, bo b jest ujemne. Gdyby a byio rdéwne
zeru, to prosta bytaby réwnolegta do osi X; poniewaz jednak a
jest ujemne, to prosta odchyla sie od tego potozenia w kierunku
ujemnym, przechodzi wiec przez C¢wiartki: I, 1l i IV.

§ 13. Zastosowania.

Przyktad 1 Sprezyna nieobcigzona ma dlugos¢ 20 cm,
a obcigzona ciezarkiem 3 g ma dlugos¢ 25 cm. Jaka jest dtugosc
sprezyny, gdy ja zgnieciemy ciezarem 4 g?

Fizyka uczy, ze dtugos¢ y sprezyny jest funkcja linjowa ob-
cigzenia Zatem: y = ax+b. Stala b oznacza (8§ 12) dtugos¢
sprezyny nieobcigzonej, wiec 6= 20. Stata a oznacza wydtuzenie
sprezyny przy obcigzeniu 1 g; poniewaz przy obcigzeniu 3 g
sprezyna wydtuza sie o 5 cm, to przy obcigzeniu 1g wynosi wy-
diuzenie: a= -f. Zatem: y = fx+20.

Dla x ——4 (zgniecenie nalezy uwaza¢ za ujemne obcigzenie)
otrzymamy: y = @ (—4) + 20 = —e8§ + 20 = 13J. Sprezyna, zgnie-
ciona ciezarkiem 4 g, ma dtugos¢ 13~ cm.

Przyktad 2. Przy torze kolejowym, biegngcym od zachodu
na wschdd, leza kolejno stacje A, B i C. Odlegtosci ich wynoszg
AB— 12 Am a BC—18 km. O godz. 12-tej wyjezdza z A pociag
i, poruszajac sie ruchem jednostajnym, przybywa na stacje C
0 godz. 12 min. 40. Przedstawi¢ odlegtos¢ s pociggu od stacji B
jako funkcje czasu t.

Czas t bedziemy liczy¢ w minutach od godz. 12-ej, a odlegtos¢ s
od B w Am na zachéd ujemnie, na wschdéd dodatnio. Poniewaz
pociag porusza sie ruchem jednostajnym, to odlegtos¢ jego od B
jest funkcja linjowa czasu (§ 11). Zatem: s = cf+ So. Wedbug § 12
oznacza wyraz sO wolny od zmiennej odlegtos¢ pociggu od B w cza-
sie t—0, t j. o godzinie 12-ej. Zatem a, = —12. Wspoiczynnik
kierunkowy c oznacza (8 12) przyrost s, gdy t wzrasta o 1, a wiec
predkosé, z jaka pociag sie porusza (8 4). Poniewaz droge AC—30 Am
przebywa pocigg w 40 min., to w 1 min. przebywa f Am. Ponie-
waz ze wzrostem t przedstawia sie s liczbg coraz wiekszg (dla
t—0, s——12; dla f= 40, s= 18), to c jest dodatnie. Zatem
c= |- Wzor: s= ff—12 przedstawia odlegtos¢ pociagu od Bjako
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funkcje czasu. (Przedstaw graficznie ten wzér, przedstawiajgc mi-
nuty na osi X, a kilometry na osi Y odcinkami milimetrowemi!).

Przy pomocy tego wzoru mozna rozwigza¢ rézne zadania. Np.:
a) Jak daleko od B bedzie pociag 0 godz. 12 min. 20?
Chodzi o obliczenie s, gdy t—20. Znajdziemy ze wzoru:

»==£,20-12 =15-12 = 3.

O godz. 12 min. 20 bedzie pociag 0 3 km na zachdd od B.
b) O ktérej godzinie bedzie pociag na stacji B?
Chodzi o obliczenie t, gdy s= 0. Ze wzoru otrzymamy:

0=£f—12.

Rozwiazujac to réwnanie, znajdziemy: f=16.
Pociag przybywa na stacje B o godz 12-ej min 16.
[Wyjasnij wyniki na prostej, przedstawiajacej funkcje!]

Czesto mierzymy droge przy ruchu jednostajnym nie od
punktu, w ktérym ciato znajduje sie w czasie o, lecz od in-
nego punktu. Wtedy przedstawia sie droga s jako funkcja
linjowa czasu +: s= so+ ct, w ktérej so oznacza droge, jaka
ciato juz przebyto do czasu f= o, a ¢ predkos¢, z jakag ciato
sie porusza.

Podobng zaleznos¢, jak miedzy drogag a czasem przy ruchu
jednostajnym, znajdujemy miedzy wielu innemi wielkosciami. Np.:

1. Wiek cziowieka, liczony od pewnej chwili, jest funkcjg li-
njowg czasu. (Wspotczynnik kierunkowy jest tu zawsze rowny 1,
prosta, przedstawiajaca te funkcje, tworzy z osig X kat 45°; wyraz
wolny od zmiennej oznacza wiek cztowieka w chwili, od ktorej
czas liczymy).

2. Hos¢ (lub stan poziomu) wody w zbiorniku, do ktérego do-
ptywa jednostajnie woda, jest funkcja linjowg czasu.

3. Wartos¢ koncowa kapitatu, ztozonego na procent prosty,
jest funkcjg linjowag czasu. (Ujemne wartos$ci czasu nie majg tu
znaczenia).

4. Objetos¢ wielu cial (zwlaszcza gazéw) jest funkcja linjowg
temperatury. (Wspétczynnik kierunkowy jest zwykle dodatni, wy-
jatkowo ujemny).

Czesto zalezno$¢ taka istnieje tylko w pewnych granicach tak,
ze graficznie przedstawia sie funkcja nie prostg nieograniczong,
lecz pewnym odcinkiem. (Np. wiek cztowieka, ruch pociggu, ilos¢
wody w zbiorniku, warto$¢ koricowa kapitatu i t p.).

Przyktad 3. Wyznaczy¢ funkcje linjowg y = ax + b, ktéra
dla x==I*5 przyjmuje wartos¢ y= 2, a dla x——1*2 wartos¢
y = 38

W poprzednich dwoch przyktadach rozwigzywaliSmy podobne
zagadnienie, wyznaczajgc wartosci statych a i b z ich znaczenia
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podanego w 8§ 12. Czesto tatwiej jest rozwigza¢ takie zagadnienie
zapomoeg hastepujgcego rozumowania:

Stale aibmuszag mie¢ takie wartosci, aby réwnaniey = ax+b
sprawdzato sie dla danych, odpowiadajgcych sobie wartosci x i .
Zatem otrzymujemy w naszym przykfadzie:

2= 15a+bh,
38=—12a+ o

Rozwigzujgc ten uktad rdéwnan, znajdziemy: a——§, b= 3.
Szukana funkcja linjowa ma postaé: y = —8§* + 3.

Funkcja linjowa jest zupetnie oznaczona, jezeli dane sg
dwie pary odpowiadajgcych sobie wartosci x i vy.

8 14. Zmiennos$¢ funkcji linjowej.

Funkcja linjowa y — a x -f-b moze przyjmowac kazdg war-
tos¢ czy to dodatnig, czy ujemna, czy o, jezeli tylko ag=o.

Whynika to juz z geometrycznego przedstawienia funkcji. Chcac
znalezé, dla jakiej wartosci x przyjmuje funkcja wartos¢ m, odmie-
rzamy na osi 7 od punktu O odcinek m i kredlimy przez koniec
odcinka prostg, rownolegla do osi X. Poniewaz a” 0, to otrzy-
mana prosta musi przecig¢ prosta y = ax-\-b w jakim$ punkcie M.
Rzedna punktu M wynosi m, odcieta za$ podaje wartos¢ zmien-
nej x, dla ktorej funkcja przyjmuje dang wartos¢ m.

Rowniez i rozwazania algebraiczne prowadzg do tego samego wy-
niku. Chcac znalez¢, dla jakiej wartosci x przyjmuje funkcjay = ax-\- b

warto$¢ m, rozwigzujemy rownanie: m—ax + 6; otrzymamy: x = —

Rozwigzanie jest zawsze mozliwe, jezeli a”~ 0. (Gdyby bylo a—0,
nie moglibySmy dzielenia przez a wykonac). Dla kazdej wartosci m
mozna zatem obliczy¢ takg wartos¢ dla x, ze gdy x przyjmuje te
wartos¢, to y —m.

Przyjmujac w szczegélnosci m = 0, znajdziemy, ze dla x —---
staje sie funkcja y = ax+b zerem (@™ 0). a

Warto$¢ zniennej niezaleznej, dla ktorej funkcja przyj-
muje wartos$é 0, nazywamy miejscem zerowem funkcji. Miejsce
zerowe funkcji oznacza geometrycznie odcietg punktu prze-
ciecia sie prostej: y —ax-\-b z osig X.

Zdajmy sobie dokladnie sprawe z tego, jak zmienia sie
lunkcja y —ax-\-b, gdy * przebiega wszystkie wartosci od
bardzo wielkich bezwzglednie wartosci ujemnych do bardzo
wielkich warto$ci dodatnich.

J. Mihutowicz. Arytmetyka i algebra na kl. VV gmin. 3
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Przyjmijmy najpierw, ze a > 0. Wtedy, jak wiemy, y rosnie
ze wzrostem x-, a ze y moze przybiera¢ wszelkie (nawet dowolnie
wielkie) wartosci tak dodatnie jako tez ujemne, to bardzo wielkie
bezwzglednie wartosci ujemne y muszg odpowiada¢ bardzo wielkim
bezwzglednie wartosciom ujemnym X, a bardzo wielkie wartosci
dodatnie g, bardzo wielkim wartosciom dodatnim x. Oznaczajac
znakami + co i — co odpowiednio bardzo wielkie bezwzglednie
wartosci dodatnie i ujemne*), a znakami s i \, ze zmienna rosnie
wzglednie maleje, uzyskujemy nastepujacg tabelke, wyrazajaca
zmienno$¢ funkcji linjowej:

1. Jezeli a> 0, to:

X l_co/ —D-jealco
1 a _
g= ax {-bj—col o ? -f-co
Powtarzajagc podobne rozumowanie dla a < 0, otrzymamy:
2. Jezeli a< 0, to:
X —co > —-D/e -idco
a

y = ax-\-b -j-co\ 0s —co
a==0 &

—co s -(-co
y =ax-j-b stale rowne b

Tabelki te wskazujg wyraznie, kiedy funkcja rosnie, kiedy
maleje, kiedy staje sie zerem, kiedy przyjmuje wartosci do-
datnie, a kiedy ujemne.

§ 15. Graficzne rozwigzanie rdéwnania z jedng
niewiadomag.

Nauka o funkcji linjowej pozostaje w Scistym zwigzku z nauka
0 réwnaniu stopnia pierwszego. Uporzadkowane réwnanie stopnia
pierwszego ma posta¢: ax + 6= 0. Po lewej stronie tego réwna-
nia znajduje sie funkcja linjowa y = ax + b, ktdrg geometrycznie
przedstawia pewna prosta. Aby rozwigza¢ rdéwnanie: ax + b—0,
mamy znalez¢ takg warto$¢ r, dla ktorej funkcja linjowa g = 0,
czyli mamy wyznaczy¢ miejsce zerowe tej funkcji (8 14). Ge-
ometrycznie znaczy to, ze mamy znalezé odcieta punktu pro-
stej y —axJrb, ktérego rzedna jest zerem, ktéry zatem lezy na
osi X.

*) Znakom tym nadamy pOzniej nieco inne znaczenie.
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Réwnanie: axA-b = 0 rozwigzujemy graficznie w ten
spos6b, ze kreslimy prosta: y = ax-\-b i odczytujemy odcietg
punktu przeciecia sie tej prostej z osig X ; odczytana liczba
jest pierwiastkiem danego réwnania.

Wyznaczenie miejsca zerowego funkcji linjowej ufatwia ten
fakt, ze dla wartosci x, odpowiadajgcych punktom, potozonym po
jednej stronie miejsca zerowego, funkcja linjowa ma warto$¢ do-
datnig, a dla wartosci x, odpowiadajacych punktom, potozonym po
drugiej stronie, warto$¢ ujemna, jak to bezposrednio z rysunku
widzimy.

Przyktad: Rozwigza¢ graficznie rownanie: 2x —5£ = 0.

Kredlimy prostg y = 2x — (fig. 8). Miejsce zerowe funkcji
(odcieta punktu przeciecia sie prostej z osig X) lezy, jak odczytu-
jemy z rysunku, miedzy 2 a 3. Jezeli x=2, toy jest ujemne;
jezeli x —3, to y jest dodatnie. Probu-
jemy, czy * = 2} nie jest miejscem zero-
wem. Dla tej wartoSci wypada jednak y /
y ujemne; miejsca zerowego nalezy wiec :
szuka¢ miedzy 2™a 3. Gdy wreszcie pod- 7
stawimy x —2f, to znajdziemy y —0. Za-
tem x = 2f jest miejscem zerowem funkcji,
a tern samem i pierwiastkiem réwnania: n—

2a—5n= 0. 0O - -br

Prosta y = axA-b przecina 0§ X A
tylko wtedy, gdy nie jest do niej row- KA
nolegta, t. j. gdy a 0. Wtedy jednak
przecina ja w jednym tylko punkcie, bo
dwie proste nieréwnolegte maja tylko je-
den punkt wsp6lny. Zgodnie z wynikiem, —A-
znanym z nauki o réwnaniach, stwier-
dzamy i drogg geometryczna, ze row- 7 -
nanie ax-f~-b—0 ma zawsze jeden Fig. s.

i tylko jeden pierwiastek, jezelia o.

Jezeli a— b= 0, to prosta y — ax-\-b nakrywa o0$ X, ma
wiec z nig wszystkie punkty wspdlne. Kazda warto$¢ podsta-
wiona za x sprawdza réwnanie ax + b= o, rownanie to jest
wiec nieoznaczone.

Jezeli a—0, a s 4=0- to prosta y = ax-{-b jest réwno-
legta do osi X, nie ma wiec z nig zadnego wspo6lnego punktu.
Niema na tej prostej punktu, ktdrego rzedna bytlaby zerem,
réwnanie ax -j- b —o nie ma rozwiazania, jest wiec réwnaniem

sprzecznem.
3*
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8§ 16. Graficzne rozwigzanie ukifadu dwu rdéwnan
z dwiema niewiadomeini.

Réwnanie stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi
ma po uporzadkowaniu posta¢: mx + ny —p. Jezeli n 9=0,
to roéwnanie mozna przeksztalcic w nastepujacy sposéb:
Przenosimy wyraz, zawierajacy y, na lewg strong, a inne
wyrazy na strone prawg; dzielimy potem obie strony réwna-
nia przez n i otrzymujemy rownanie rGwnowazne: y — ax -f- b.
Zatem:

Réwnanie stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi
wyraza, ze jedna niewiadoma jest funkcjg linjowg drugiej
niewiadomej i przedstawia geometrycznie pewng prostg. Wspot-
rzedne kazdego punktu tej prostej sprawdzaja réwnanie.

Dotgczmy do réwnania y = ax-\-b jeszcze drugie: y —
= a'x-\-b" i postawmy zgdanie: rozwigza¢ ten ukitad réwnan.
Drugie réwnanie przedstawia tez pewng prostg, a wspotrzedne
kazdego punktu tej prostej sprawdzajag to réwnanie. War-
tosci x iy, ktére sprawdzajg oba réwnania, muszg by¢ wspot-
rzednemi punktu, lezgcego i na jednej i na drugiej prostej,
a wiec punktu przeciecia sie tych prostych. Rozwigzaniu
ukladu dwu réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewia-
domemi odpowiada zatem geometrycznie wyznaczenie wspot-
rzednych punktu przeciecia sie prostych, przedstawiajgcych
te réwnania.

Stad wynika nastepujaca metoda graficzna rozwigzy-
wania uktadu dwu réwnan pierwszego stopnia z dwiema nie-
wiadomemi: Aby taki ukiad réwnan rozwigzaé¢, sprowadzamy
(Jak przy metodzie poréwnania) oba réwnania do postaci:
y = ax-\-b. Kreslimy nastepnie proste, bedgce miejscami geo-
metrycznemi tych réwnan. Wspotrzedne punktu przeciecia sie
tych prostych sg wartoSciami dla x iy, ktére sprawdzajg
dane réwnania.

Przyktad 1 Rozwigza¢ graficznie uktad rownan:

a+ ij= 4,
X+ 2y = 2
ff= -ar+4; y= —Aa+ 1

Kreslimy proste AB i CD (fig. 9), odpowiadajace tym réwna-

niom, i odczytujemy wspétrzedne punktu M, w ktérym te proste

sie przecinajg. Odczytamy x= 6, y ——2. Te wartosci bedg tez
pierwiastkami danego uktadu roéwnan. Sprawdz!
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Przyktad 2. Miedzy stacjami | i Il, oddalonemi od siebie
0 30 km, kursujg dwa pociggi. Pierwszy pocigg jest na stacji |
0 godz. 11 min. 45, a na
stacji Il 0 godz. 12 min. 45; \ ¢ Y
drugi pociag jest na stacji |
0 godz. 13, a na stacji Il
0 godz. 11 min. 30. O kto6-
rej godzinie i jak daleko \
od stacji | spotykajg sie oba c
pociggi, jezeli ruch ich jest \
jednostajny?

Czas liczy¢ bedziemy \

w godzinach poczawszy od

godz. 12-ej. Poniewaz ruch

kazdego pociggu jest jed- Ma S U
nostajny, to odlegtos¢y kaz- \
dego pociggu od stacji I jest

funkcja linjowa czasu, kto- \
rg nietrudno  graficznie

przedstawi¢. W figurze 10 Fig. 9.
przedstawia podziatka na

osi X godziny, a podziatka na osi Y kilometry. Prosta, przed-
stawiajgca ruch pierwszego pociggu, przechodzi¢ musi przez punkty
A (“1i. 0)i B (£ 30); prosta, przedstawiajgca ruch drugiego po-
ciggu, musi przechodzi¢ przez punkty C (1, 0) i D (—£, 30). Wy-
kresliwszy proste AB i CD, odczytujemy wspdtrzedne punktu M,
w ktérym obie
proste sie prze-
cinaja; znajdzie-
myx=\, y= 15
Pociagi spotykaja
sie o godz. 12
min. 15 w odle-
gtosci 15 km od
stacji 1.

Aby rozwia-
za¢ zadanie ra-
chunkiem, nale-
zaloby  wyzna-
czy¢ funkcje |li-
njowe, przedsta-
wiajace ruch kaz-
dego pociggu (we-
diug przykiadu 3
w § 13). OtrzymalibySmy: p= 30x+ 7'5 iy= —20x+20. Rozwia-
zujac ten uktad rownan, znalezlibySmy rozwiazanie danego zagad-
nienia. (Przeprowadz rachunek!).

Fig. 10,
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Cwiczenia.

1 Wykresli¢ dowolng prostg, przechodzacg przez poczatek
uktadu wspoétrzednych, i znalez¢ jej rownanie.
Przedstawi¢ wzorem algebraicznym i graficznie:
‘ a/Dochod z kapitalu 20 zt jako funkcje czasu, liczac
procent prosty: 2%, 4%, 5%, s °/o.

>b) Objetos¢ jednego g ciala, jako funkcje gestosci.

9 Droge jako funkcje ilosci obrotéw kota u wozu o obwo-
dzie* 2 m.

c(Hlos¢ obrotéw kota u wozu na drodze 12 m jako funk-
cje obwodu kofta.

~'Dlugos$¢ cienia w pewnej porze dnia jako funkcje wy-
sokosci przedmiotu, jezeli przedmiot wysoki na i1xs m rzuca
cien dtugi na 2 m.

\$U-€zas potrzebny do wykonania pewnej pracy jako funk-
cje ilosci godzin dziennej pracy, jezeli pracujgc po 2 godziny
dziennie, wykonamy te prace w 3 miesigcach.

Jakie znaczenie ma w kazdym z tych przyktadoéw wspédt-
czynnik proporcjonalnosci?

3;' Rozwigzaé zapomoeg algebraicznego przedstawienia
proporcjonalnosci i zapomoeg proporcyj nastepujace zadania:

a/l4 m sukna kosztuje 217 zt; ile nalezy zaptaci¢ za

m tego sukna?

b) Kapital jakis, ztozony na procent prosty, przyniost
w 3 latach 315 zt dochodu; w ilu latach przyniesie ten ka-
pitat 84 zt dochodu?

¢) Przedmiot, majacy 2 m wysokosci, rzuca w pewnej
porze dnia cien dlugi na 4 m 5 dm; jak wysoka jest wieza,
ktéra w tym samym czasie rzuca cien o dtugosci 101 m 25 cm ?

d) ¢ kg towaru kosztuje 410 zt; ile kg tego towaru
otrzymamy za 24 zi?

e) Kto$ przepisat w 1 godz. 5£ stronic rekopisu; w ilu
godzinach przepisze ss stronic?

f) Re g czystego srebra jest w monecie wazacej 5 g, je-
zeli monety takie sporzadza sie ze srebra 835 proby?

g) Towar brutto (wraz z opakowaniem) wazy 84 kg, tara
(opakowanie) wazy 74%; ile zaptaci¢ nalezy za ten towar,
jezeli 5 kg towaru netto (bez opakowania) kosztuje 17 zi?

h) Obliczono, ze do usypania watu w 40 dniach potrzeba



39

35 robotnikéw; w ilu dniach praca bedzie ukonczona, jezeli
zdotano znalez¢ tylko 28 robotnikdw?

i) Pewien zapas nafty wystarczy do 15 lamp na 90 dni;
na ile dni wystarczy ten zapas, w tych samych warunkach,
do 18 lamp?

j) Przednie kolo u wozu, o obwodzie m, wykonato
700 obrotow; ile obrotdw wykonato réwnoczesnie koto tylne,
ktérego obwod wynosi 2f m?

k) Sadzawka napetnia sie woda w 10J godz,, jezeli woda
doptywa do niej jedng rurg; w ilu godzinach wypeini sie, je-
zeli woda bedzie doptywata jeszcze jedng rurg, ale o przekroju
dwa razy mniejszym?

1) Ciezarek mosiezny ma objetos¢ 253 cm*; jaka objetos¢
mie¢ bedzie tak samo ciezki ciezarek zelazny, jezeli ciezar
wiasciwy zelaza wynosi 7'7 g, a mosigdzu 84 g?

m) Pocigg, jadac z przepisang predkoscig, ma przebyc¢
droge miedzy dwiema stacjami w 20 min.; o ile minut spozni
sie, jezeli z powodu przeszkéd ruchu drugg potowe drogi
przebywa z predkoscig dwa razy mniejszg?

4. Przedstawi¢ graficznie funkcje:

a) y—fAr+ 2; b y= 3;cjy= —x—2;d)y= 2x~ 4
5. Wykresli¢ dowolng prosta, przechodzacg przez ¢wiartki:
a)i,nira b)i ivini, c)ii,iiiv, d)ii, ni i iv,

i znalez¢ jej rownanie.

6. a) Pocigg wyjezdza ze stacji A o godz. 12; o godz. 12
min. 15 przybywa do stacji B, oddalonej od A o 12 km, i za-
trzymuje sie tu do godz. 12 min. 30. O godz. 12 min. 50 przy-
bywa do stacji C, oddalonej od A o 30 km, i zatrzymuje sie
tu do godz. 13. Stad wyjezdza do stacji U, oddalonej od A
0 40 km, i przybywa tu o godz. 13 min. 10. Dobrawszy odpo-
wiednio podziatke, przedstawi¢ graficznie odlegto$¢ pociggu
od stacji A jako funkcje czasu, przyjmujac, ze ruch pociggu
miedzy stacjami jest jednostajny.

b) Inny pocigg wyjezdza o godz. 12 ze stacji C i przy-
bywa do B o godz. 12 min. 25. Zatrzymawszy sie tu 15 min.,
odjezdza do stacji A i przybywa tu o godz. 13 min. 10. —
Przedstawi¢ na poprzednim rysunku graficznie takze ruch
tego pociggu.
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[Rysunek przedstawia graficzny rozktad jazdy obu pociagéw
miedzy stacjami A i C],

C) Sporzadz graficzny rozkiad jazdy pociggéw miedzy
dwiema stacjami wediug obowigzujgcego rozkiadu jazdy.

0 Orzec bez rysunku, przez ktére CEwiartki przechodzg
proste, ktorych réwnania sa nizej podane, a nastepnie wy-
kreslic je:

a) y=\x-\-2; b)g = —2jc+2£;¢c) y—*-2x\ d)y-=x —1;
e) y= —X; fly=—x—2; g)x=—3; h)y —5;
) y= —|x —1%; j)y = —1; k) *=0; )y==0.

8. Przez ktére cwiartki przechodza proste; y= 2x-\-I;
iy= tx—57? Ktora z tych prostych tworzy z osig -j- X wiek-
szy kat? W ktorej éwiartce przecinajg sie zatem? Stwierdzic¢
przewidziany wynik rysunkiem!

9. Zbada¢ w podobny sposéb, jak w ¢wicz. s, w ktorych
¢wiartkach lezg wierzchotki trojkata, ktdrego boki majg row-
nania:

y= + & y= 5x—12 i = —X

10. Napisa¢ rownania dwu prostych, réwnolegtych do
prostej: y = £x -f-2, azreszta dowolnych i wykresli¢ te proste.

11. a) Obliczy¢ state a i b i znalez¢ roéwnanie prostej,
przechodzgcej przez punkty: A (0, —2) i B (s, 1). Obliczy¢
odcietg punktu, lezacego na tej pjostej, ktorego rzedna
Wynosi o.

b) Diugos¢ stupka rteci w termoskopie wynosi przy 0° C
8 cm, a przy 100° C 23 cm. Przedstawi¢ diugos$é stupka rteci
jako funkcje temperatury. Obliczy¢, jak wysoka jest tempe-
ratura, jezeli stupek rteci ma 11 cm dlugosci.

c) Przedstawi¢ temperature w stopniach F, jako funkcje
temperatury w stopniach C, wiedzac, ze 0° i 100° C odpowia-
dajg temperatury 32° F i 212° F. lle stopni F odpowiada tem-
peraturze 20° C, — 15° C? lle stopni C odpowiada tempera-
turze 95°F, 14° F?

d) Objetos¢ gazu wzrasta przy ogrzaniu o 1° C o -"s cze$é
objetosci gazu przy 0°C. Przedstawi¢ objetos¢ gazu jako
funkcje temperatury, jezeli objetos¢ gazu przy 0° C wynosi:
a) 8190 cms, fi) vcm3 Jaka bedzie objetos¢ gazu przy tempe-
raturze: a) — 30° C, #1 -j~273° C. Przy jakiej temperature be-
dzie objeto$¢ gazu dwa razy mniejsza od objetosci przy 0° C?
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e) Przy wzlotach balonem zaobserwowano, Ze tempera-

tura powietrza obniza sie w miare oddalania sie¢ od ziemi
0 0%59° C na kazdych 100 m. Przedstawi¢ temperature powie-
trza jako funkcje odlegtosci 6d ziemi, jezeli temperatura jego
przy ziemi wynosi 20 C. W jakiej odlegtosci od ziemi wynosi
temperatura powietrza 0° C?

£KNa kazdy cm* ciata wywiera powietrze atmosferyczne
cisrfienie 1 kg. Gdy cialo zanurzamy w wode, to cis$nienie na
1 cm* wzrasta 0 o1 kg, gdy ciato zanurza sie¢ 0 1 m glebiej.
Przedstawic¢ ci$nienie na 1 cm® ciala jako funkcje gtebokosci,
do ktorej ciato zanurzono. Jak wielkie jest to ciSnienie w gle-
bokosci 9600 m (najwieksza znana gteboko$¢ morza)? W ja-
kiej gtebokosci wynosi cisnienie 10 kg na 1 cm*?

12. a) Wyznaczy¢ funkcje linjowa y —ax-\- b, ktora dla
X — 2 ix — — 3 przyjmuje odpowiednio wartosciy —2ig =
Przedstawi¢ te funkcje graficznie i znalez¢ jej miejsce zerowe.

b) Znalez¢ réwnanie prostej, przechodzgcej przez punkty A
(-6,- 6)i5(2,—f). Wyznaczy¢ punkty przeciecia si¢ tej
prostej z osiami ukiadu wspotrzednych.

c) Znalez¢ réwnanie prostej, ktéra na osiach X i Y od-
cina odcinki 5 cm i —2 cm. Rozwigza¢ zadanie takze w licz-
bach ogo6lnych, przyjmujac, ze te odcinki wynoszaccmib cm\

d) Pocigg porusza sie ruchem jednostajnym i jest o go-
dzinie 11 min. 20 oddalony od stacji A o + 24km, a o godz.
12 min. 10 0 — Qkm; przedstawi¢ wzorem algebr, i graficznie
odlegtos¢ pociggu od stacji A jako funkcje czasu, liczonego
od godz. 12-tej. O ktdérej godzinie pocigg przejezdza przez
stacje A?

13. Rozwigzac¢ graficznie réwnania:
aj 3x —1=0; b) ix —5*= 0; .c) 2E£x-j-48=K);
d) -E*-f 1= 0; e)2£*= o} f) -2i*-5*=0.

14. W nastepujacych rownaniach przedstawi¢ graficznie

lewg i prawa strone jako funkcje x i podaé, jakie znaczenie
geometryczne majg pierwiastki réwnan:

a) \x —3= 2X—s; b) —X-j-6 = 2X;
c) 0-3x-fl= —0-2x+ 3: d) 3= ix-j-I;
e) 3x—5= —2; fy fx + 2= 0.

15. a) Ze stacji A wyjezdza pociag o godz. s-ej do stacji B,
z B za$ wyjezdza do A pocigg o godz. s min. 20. Kiedy



spotkajg sie, jezeli oba poruszajg sie z jednakowg predkoscia,
f Jp | a odlegtos¢ AB= 30AmM?

[Przedstawi¢ graficznie drogi pociggéw jako funkcje czasu™®)].

Jak daleko od A spotkajg sie?

b) Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie o 27 km, wy-
jezdzaja naprzeciw siebie rownoczes$nie dwa pociagi; pierwszy

jedzie z predkoscia 36 drugi z predkoscig 45 —

Kiedy spotkajg sie? Jak daleko od A spotkajg sie?
[Rozwigza¢ zadanie takze graficznie®)].
c) O godz. 2 min, 45 przejezdza przez stacje pocigg to-

warowy, jadacy z predkoscia 24 _tan 0 godz. 3 min. 10
przejezdza przez te samg stacje, w tym samym kierunku po-
cigg pospieszny, jadacy z predkoscig 54 "l&]:iz. O ktorej go-

dzinie pocigg pospieszny dopedzi pocigg towarowy?

[Przedstawi¢ graficznie ruch kazdego pociggu i poda¢ geome-
tryczne znaczenie rozwigzania**)].

d) Z kapitalu 4100 zt pobiera kto§ co roku dochdd
i 200 zt; kapitat 2000 z} powigksza sie za$ co roku o0 100 zh
Kiedy oba kapitaty bedg réwne ?

[Rozwigza¢ zadanie takze graficznie, przedstawiajgc wartosci
obu kapitatow jako funkcje czasu***)].

16. a) Po obwodzie kota, wynoszgcym 200 cm, poruszajg
sie ruchem jednostajnym, w tym samym kierunku dwa punkty.

Predkos¢ jednego wynosi 10 _9\m7_' predkos¢ drugiego 15 R

Kiedy spotkajg sie pierwszy raz, kiedy drugi raz, kiedy n-ty
raz, jezeli oba pijpkty zaczety ruch réwnoczesnie od tego sa-
mego miejsca? He razy spotkajg sie w ciggu 20 minut?
[Przedstawi¢ droge kazdego punktu jako funkcje czasu i uwzgled-
ni¢, ze spotkanie sie nastgpi, gdy roéznica drog réwna bedzie obwo-
dowi kota lub jego wielokrotnosci].
b) Wieksza wskazowka zegara zakresla kat 360° w 12
godzinach, mniejsza w 1 godz. O godz. 12 nakrywajg sie obie;
*) Minute przedstawi¢ odcinkiem 1 mm, 1 km odcinkiem 1 mm.

**) Godzine przedstawi¢ odcinkiem 4 cm, 1 km odcinkiem 1 mm.
**+) Rok przedstawi¢ odcinkiem 1 cm, 100 z} odcinkiem 1 mm.
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kiedy nakryjg sie znowu pierwszy, kiedy drugi, kiedy n-ty
raz? lle razy nakryja sie w ciggu 12 godzin? lle minut po
12-tej tworzy¢ beda kat prosty?

[Przedstawi¢ graficznie droge (w stopniach) jako funkcje czasu,
uwazajac kat 3600.n + a za réwny katowi o].

¢) Rozwigza¢ zadanie 16a, przyjmujac, ze drugi punkt
zaczgt ruch o 7 sekund poOzniej od pierwszego.

d) Na arenie cyrkowej biegng po réwnolegtych torach
kotowych w przeciwnych kierunkach dwa konie;jeden biegnie

z predkoscig 4 » drugi z predkosciag 5~ Kiedy

spotkajg sie po raz pierwszy, drugi, n-ty, jezeli wyszty réw-
nocze$nie z punktéw, lezacych na jednym promieniu kot?
lle razy spotkajg sie w ciggu 10 minut?

[Spotkanie sie nastgpi, gdy suma drég (w stopniach) rownac

sie bedzie 360° lub wielokrotnosci tej liczby. Przedstawi¢ gra-
ficznie droge jako funkcje czasu, podobnie, jak w zad. 166].

17. Rozwigza¢ graficznie uklady réwnan:

a) y—2x —u, b) y= ix + 3 c) y= —AX,
y= —*+ 8; y= 3x—17; y= X+ s,
d) 2x-fy=4, e) *-fy = o; f) 3x —4//= s,
X—y= 5; — +y= —*—2y= 14,
g x—2y= 3 h) 2*-f-3#= 10, i)x + 2y = 3,
y= —2; X—2; u—o.
18. Plan jazdy dla dwoch pociggéw | i Il uwidoczniony

jest w tabelce:

km | Nazwa stacji n
0 12,20 A 14,50
30 13,00 ' B 13,50

Przedstawi¢ odlegto$¢ kazdego pociggu od stacji A jako
funkcje czasu (liczonego od godz. 12 min. 20); przedstawic
graficznie obie funkcje (1 godz. przedstawi¢ odcinkiem 2 cm,
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a 30 km odcinkiem 1 cm); obliczy¢ kiedy i jak daleko od
stacji A spotykaja sie oba pociagi.
19. Przedstawi¢ graficznie nastepujace funkcje i utozyé
dla nich tabelki zmiennosci:
*)'y —ixA- 2; by = —f*; 0)y— 3;
d)y = %x— 1, )y = —2x—4; f)y= mx+ m:

g) y—mx—m. hy=~x —m; i)y=~x-\-m.

[W ostatnich czterech przyktadach rozrdzni¢ przypadki m < 0!3*

20. a) Przedstawi¢ graficznie funkcje zmiennej x, znaj-
dujacg sie w liczniku i oddzielnie funkcje zmiennej *, znajdu-
12X 4-5 )
jaca sie w mianowniku utamka: z:— e | i utozy¢ dla
tych funkcyj tabelki zmienno$ci. Na podstawie rysunku i ta-
belek rozstrzygngé, dla jakich wartosci x jest utamek z do-
datni, a dla jakich ujemny.

[Utamek jest dodatni, jezeli licznik i mianownik majg jedna-

kowe znaki, a ujemny, jezeli licznik i mianownik majg roézne znaki].
X X .2

b) To samo dla z = ~ c) To samo dla z — — _jls~;

VAN

; e) To samo dla z— Ne

d) To samo dlaz —



ROZDZIAL 111

NIEROWNOSCI.

§ 1. Nierédwnosci warunkowe w ogélnosSci i ich
przeksztatcanie.

W § 13 drugiego rozdziatlu zaznaczyliSmy, ze bardzo czesto
istnieje pewna zalezno$¢ miedzy wielkoSciami tylko w pewnych
granicach. Rozpatrzmy nastepujacy przykiad: Dlugos¢ y (w cm)
pewnej sprezyny jest taka funkcja linjowg obcigzenia x (w g), ze
y = ~x + 30; wzor ten jest jednak wazny tylko wtedy, gdy dhu-
gos¢ sprezyny przy wydiuzaniu nie dochodzi do 70 cm, a przy
Sciskaniu do 20 cm. Przy przekroczeniu tych granic wzdér prze-
staje by¢ waznym. Wynika stad zadanie: w jakich granicach
zmieniaC sie moze ciezar rozciggajacy lub zgniatajacy sprezyne,
jezeli powyzszy wzor ma pozosta¢ waznym? Chodzi o znalezienie
takich wartosci j, dla ktéorych £x+30<70 i x+ 30>20. To
zagadnienie prowadzi nas do zajecia si¢ nierdwnosciami.

Nieréwnos¢, zawierajgcg jedng lub wiecej zmiennych,
a sprawdzajgcg sie tylko dla wartosci zmiennych, spetniaja-
cych pewne warunki, nazywamy nieréwnoscig warunkowa.
Rozwigza¢ nieréwno$¢ warunkowg znaczy ustali¢ dla zmiennej
(zmiennych) zakres zmiennosci, w ktérym nieréwnos¢ jest
spetniona.

Np. Nieréwnos¢ 2ar-(-5>2ar+3 nie jest nieréwnoscig warun-
kowa, bo sprawdza si¢ dla kazdej wartosci zmiennej x. — Na-
tomiast nieréwno$¢ x + 2 > 5 jest nieréwnoscig warunkowg, bo nie
spetnia sie dla wszelkich wartosci x. (Podaj przyktady!). tatwo
jednak widzie¢ bezposrednio, ze powyzsza nierowno$¢ jest spet-
niona wtedy i tylko wtedy, gdy x > 3. Ostatnia nieréwnos¢ sta-
nowi rozwigzanie poprzedniej, bo podaje dla x taki obszar zmien-
nosci (od 3 do + o¢), ze gdy x przyjmuje jedng z wartosci tego
obszaru, to dana nieréwnos¢ jest zawsze spetniona; dla wartosci ar
poza tym obszarem dana nierdwno$¢ nie spetnia sie. — Czasami
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rozwigzanie musi by¢ podane w postaci kilku nieréwnosci. Np.:
X

Nierdwnos¢  —< 0, jest spelniona wtedy i tylko wtedy, jezeli

1 < x < 3. Ostatnia podwdjna nieréwnos¢ stanowi rozwigzanie danej.

W tym paragrafie méwi¢ bedziemy dla uproszczenia tylko

0 nieréwnosciach z jedng zmienng. Wszystkie twierdzenia wypro-

wadzone tu, mozna jednak odnies¢ i do nieréwnosci, zawierajacych
wiecej zmiennych.

Dwie nieréwnosci nazywamy réwnowaznemi, jezeli spraw-
dzajg sie dla tych samych wartosci zmiennej, czyli jezeli kazda
warto$¢ zmiennej, sprawdzajgca pierwszg nieréwno$é, spraw-
dza i druga, a kazda wartos¢, sprawdzajgca drugg nieréwnosc,
sprawdza takze i pierwszg. Przeksztalci¢ nieréwnos$¢ znaczy
zastapi¢ ja nieréwnoscig réwnowazna. Podobnie jak w réwna-
niach, prowadzi przeksztalcanie nieréwnosci do rozwigzania.
Zbadajmy, czy zasady przeksztalcania réwnan mozna stosowac
do przeksztalcania nieréwnosci. Znajdziemy:

1. Otrzymamy nierdwno$¢ rownowazng, jezeli do obu
stron danej nieréwnosci dodamy rowne liczby, lub gdy od
obu jej stron réwne liczby odejmiemy.

Gdy bowiem nieréwno$¢ A (x) > B (x) sprawdza sie dla pewnej
wartosci X, to pozostanie ona prawdziwg, gdy do (od) obu jej
stron te samg liczbe C dodamy (odejmiemy). Z powyzszej nierdw-
nosci wynika: A(x) £ C>B(x) £ C. Naodwro6t: jezeli ostatnia nie-
rownos¢ sprawdza sie dla jakiej$ wartosci x, to odejmujac (dodajac)
od (do) obu jej stron C, znajdziemy, ze i pierwsza nier6wnosé
sprawdza sie dla tej samej wartosci x.

2. a) Otrzymamy nieréwno$¢ rownowazna, jezeli obie
strony danej nieréwnosci przez rowne liczby dodatnie pomno-
zymy lub podzielimy.

2. b) Otrzymamy nieréwnos¢ rownowazng, jezeli obie
strony danej nieréwnosci przez réwne liczby ujemne pomno-
zymy lub podzielimy, a réwnocze$nie zmierimy kierunek nie-
réwnosci.

2. a) Nierownosci: A (xX) > B (x), A(x).C> B (x).C, A (x):C>
> B (x): C sg rownowazne, jezeli C> 0.
2. b) Nieréwnosci: A(x)> B (x), A (x).C< B (x).C A (x):C<

< B(x): C sg réwnowazne, jezeli C< 0.

Przeprowadz dowod, jak w przypadku 1, powotujac sie na
znane twierdzenia o mnozeniu i dzieleniu liczb nieréwnych przez
liczby wzgledne. —
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Z twierdzenia 1. wynika, Ze w nieréwnosciach wolno
przenosi¢ wyrazy z jednej strony na drugg zupetnie tak, jak
w rownaniach. Po przeniesieniu wszystkich wyrazéw nieréw-
nosci na jedng strone, otrzymamy nieréwno$¢ w postaci:
A(XX)> 0lub A (x) < 0 (poréwnaj ze sprowadzaniem réwnan
do zera). Jezeli lewa strona zawiera utamki o mianownikach,
bedacych liczbami szczeg6lnemi lub ogdélnemi, o ktérych wiemy
Z pewnoscig, ze moga mieé tylko wartos¢ dodatnig lub tylko
ujemna, to mozemy nieréwnos$¢ uwolni¢ od utamkow (jak row-
nanie), stosujac twierdzenie 2 a lub 2b. Wolno tez nieréwnosc
uprosci¢ przez liezbe dodatnig lub ujemng, zmieniajagc w tym
ostatnim przypadku Kkierunek nieréwnosci na przeciwny.

Wystrzega¢ sie nalezy tylko mnozenia lub dzielenia przez
wyrazenie, zawierajace zmienng lub liczby og6lne, ktére moze
przyjmowa¢ wartosci dodatnie i ujemne, lub sta¢ sie zerem.

Po uporzadkowaniu nieréwnosci otrzymamy po lewej
stronie albo utamek, albo wielomian uporzadkowany wedtug
poteg zmiennej. Zajmiemy sie na razie tym drugim przypad-
kiem. Zaleznie od stopnia tego wielomianu ze wzgledu na x,
nazywac¢ bedziemy nieréwnos$¢ nieréwnoscig stopnia pierw-
szego, drugiego i t. d.

Przyktady porzadkowania nieréwnosci podane sa przy koricu § 2.

§ 2. Nieréwno$¢ stopnia pierwszego z jedng
zmiennag.

Nieréwno$¢ stopnia pierwszego z jedng zmienng ma
postac:

ax-j-b> 0 lub ax-j-b < 0.

Zajmiemy sie tylko pierwszg nieréwnoscig; rozwigzanie bowiem
nieréwnosci drugiej otrzymamy z rozwigzania pierwszej, zmieniajac
kierunek nieréwnosci na przeciwny.

Aby nieréwnos$¢ ax + b > 0 rozwigza¢, przenosimy wyraz
zawierajgcy zmienng na lewa, a wyraz wolny od zmiennej na
prawg strone. Otrzymamy: ax> — b. Gdy chcemy po lewej
stronie otrzyma¢ zmienng x bez wspétczynnika, musimy obie
strony ostatniej nieréwnosci podzieli¢ przez a. Rozrézniamy
dwa przypadki: N

1. Jezeli a> 0, to x > stanowi rozwigzanie danej
nieréwnosci.
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2. Jezelia< Q to x< stanowi rozwigzanie danej
nieréwnosci.
Przyktad 1. Rozwigza¢ nieréwnos¢: 2x —3 > 0.
Otrzymamy kolejno: 2.r>3.
* > H_
Przyktad 2. Rozwigza¢ nieréwno$é: —3x+5>0.
Otrzymamy kolejno: —3x > —5,
*<1].

Nieréwnos¢ ax-j-6>0 mozna rozwigza¢ réwniez zapo-
moca nastepujgcego rozumowania:
Po lewej stronie danej nieréwnosci znajduje sie funkcja

linjowa zmiennej x. Miejscem zerowem tej funkcji jest * —— e

jak wynika z rozwigzania réwnania a*-f b— 0. Poniewaz
funkcja linjowa rosnie ze wzrostem x, jezeli a> o, a maleje,
jezeli a< o, to:

ax-j-0>0, jezeli x> — gdy a > 0;

ax b> o, a<o.

* < - g’
Ostatni sposob rozwigzywania nierdwnosci mozemy inter-
retowaé¢ geometrycznie. Lewa strona nieréwnosci ax -j-b> 0
(oznaczamy jag literg y) przed-
stawia, jako funkcja linjowa
zmiennej x, prostg odchylong
od dodatniego kierunku osi X
o dodatni lub ujemny kat ostry
zaleznie od tego, czy a > o,
czya< o (prostelill wfig. 11).
Prosta przecina 0$ X w punkcie,

ktérego odcieta wynosi--------

Dana nieréwno$¢ zada wyzna-
czenia odcietych tych punktéw
prostej, ktére maja rzedng dodatnig czyli lezag nad osig X.
Rzut oka na fig. 11 poucza, ze warunek ten spetniajg punkty

prostej, dla ktéorych x> —— jezeli a> o (prosta l), a punkty,

dla ktorych x < — jezelia< o.
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Powt6rz cate rozumowanie dla nieréwnosci ax + b < Qi
Przyktad 3. Rozwigza¢ nieréwnosc: —ijj*+ 2>0.

Rozwigzujemy réwnanie —-8+ 2= 0 w celu wyznaczenia
miejsca zerowego funcji y ——8* + 2. Znajdziemy, ze y = 0 dla
*= 3. Poniewaz funkcja y maleje ze wzrostem * (bo wspotczynnik
kierunkowy jest ujemny), to: —f*+ 2> 0, jezeli * < 3.

Wreszcie podajemy 2 przyklady porzadkowania i rozwigzy-
wania nieréwnosci.

Przyktad 4. Rozwigza¢ nieréwnosé:
(4 E)*-*(*41) > £ (*-1)

Wykonywamy naznaczone dziatania: **+_g£_l'+ g > S “‘B*

2* .5* «
T .* >'g %
Mnozymy obie strony przez 18: 12*—16 >15*—15.
Porzadkujemy: -3* >1
Dzielimy obie strony przez —3: X < y-
o . X 4
Przyktad 5. Rozwigza¢ nierownosc: 6 X> 1
- 4
Odejmujemy od obu stron 1: ); X—1> 0.

Wykonywamy dziatania:

*+ 4_3+*

_* > 0,
2%+ 1
5 x>0

Ostatni utamek bedzie dodatni, jezeli licznik i mianownik beda
mialy znaki jednakowe, a wiec jezeli:

albo: 2*+ 1>013-*>0,
albo: 2*+1 <0 i 3-*<0.

Pierwsza nieréwnos$¢ (rozwigz jg!) bedzie spetniona, jezeli
x> —i, druga (rozwiaz!), jezeli * < 3. Obie nieréwnosci beda
spetnione, jezeli —\ < * < 3.

Trzecia nieréwnos$¢ (rozwiazl) sprawdza sie, jezeli *< —
czwarta (rozwigz I), jezeli * > 3. Obie nieréwnosci nie moga wiec
by¢ réwnoczesnie prawdziwe. Zatem:

2% 1
— > 0 tylko wtedy, jezeli —\ < *< 3.
T ylko wtedy, jezeli

[Rozwiaz te nieréwnos$¢ sposobem, podanym w zad. 20 str. 44

i poréwnaj wyniki!]

J. Mihulowicz. Arytmetyka i algebra na V ki. gimn. 4
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§ 8. Nierownos$¢ stopnia pierwszego z dwiema
zmiennemi.

Ogblna postacig nieréwnosci stopnia pierwszego z dwiema
zmiennemi jest: mx -f-ny -\-p > 0 lub mx + ny -\-p < 0. Zaj-
miemy sie tylko pierwszg nieréwnoscig i to pod warunkiem n+ o.

Podstawiajac za x dowolna wartos¢, otrzymamy dla y
nierownos¢ stopnia pierwszego, ktora, jak wiemy, okresla dla
y pewien obszar zmiennosci. Gdy za x podstawiaé bedziemy
inne wartosci, otrzymamy dlay inne obszary zmiennosci. Tak
wiec podporzadkowuje nierdwno$¢ mx + ny + p > o kazdej
wartosci jednej zmiennej pewien obszar zmiennos$ci drugiej
zmiennej.

Geometryczne znaczenie takiej nieréwnosci poznamy,
przeksztatcajac ja w nastepujacy sposob:

Podzielmy obie strony nieréwnosci mx -j-ny + p > 0

przez n=j=0 i oznaczmy: ~ = —a, ~ — —b. Otrzymamy:

—ax+ y—¢>>o0, czyli #>ax + & jezeli rt>o;
—ax-f-y —b< o, czyliy < ax+ b, jezeli n< o.

Wykreslmy prostg y = ax-\-b. Dla punktéw, lezacych na
tej prostej, rzedna y = ax-\-b; nieréwnos$¢y > ax + b spraw-
dza sie dla wspotrzednych punktow, lezacych nad ta prosta;
nierownos¢ y < ax -f- b sprawdza sie dla wspdtrzednych punk-
tow, lezacych pod tg prosta. W tern znaczeniu powiemy, ze
nierownos$é y > ax + b przedstawia czes¢ ptaszczyzny, lezacg
nad prosta y =ax-\-b, a nieréwno$¢ y < ax+ 0 cze$¢ pta-
szczyzny, lezacag pod tg prosta.

Cwiczenia.
1. Rozwigza¢ nieréwnosci:
a) 4x+1 < 3x—2 b) 3x+ 2>2x + b5;
c) 4x—2> x -f-1; d 5x-f-10 + 7;
e) 2x—3> 3*+ 5 f) 3x+ 2<4x-t;
g) B—2x>1—Xx; h) 5+ x< 2+ 2x;
) 2%-]-9>4*+ 5 j) Xx-j-5> 3x — 1;
k) fx + 3<fx-2 ON + I<n~rgtl;

m) (*—)*>(f+H(*—h); n) (x—[)a-(x+1)*<ax—1;
0) (x+ ha2> x(x—1); p) (Bx—D*+(4x—1)*>(5x—1)*
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2. Rozwigza¢ nieréwnosci podwdjne:

a) 3<2x + I<1l; 0)0<-fx-4 < 5;

c) 0>fx + 5>-3; d)7>|x-2>4;

g) 5X-}-1>4x—2>3x+ |; fax - 2> ax-fl> 2 ¥—s;

g) fx4-1>x-2>fx-1; h)0-4x—I<0-5x-09<0-3x—1*L

3. Zbada¢, czy moga by¢ spetnione nieréwnosci podwdjne:
a) 2—3x>4-x>5-2x; b)*x- 1> fx+ 3> *x- 1

4. a) Ojciec ma 40 lat, a dwaj jego synowie 10 lat i 12 lat.
Kiedy obaj synowie razem bedg mieli wiecej lat niz ojciec?

b) Jeden zbiornik zawiera 400 Zwody, a drugi 500 Z Do
pierwszego doptywajg 2 Zwody w kazdej minucie, a z dru-
giego odptywajag 3 Zwody w minucie. Kiedy w pierwszym
zbiorniku bedzie wiecej wody niz w drugim, lecz mniej, niz
dwa razy tyle, ile w drugim?

c) Odlegtos¢ y (w kilometrach) pociggu od stacji A jest
nastepujaca funkcjg czasu x, liczonego w minutach od godz.

3-ciej: y — ~ 8* + 20. Kiedy znajduje sie pociag miedzy sta-
ciami: 1) AiB, 22 AiC 3DiA 4DiC, jezeli AB=
= 4-10 km, Ic = + 16 km, AD= —8km?

d) Diugos¢ y sprezyny (w cm) jest nastepujgcg funkcjg
obcigzenia x (w g): ¢= 2x4*30. Jakim ciezarkiem mozna
sprezyne obcigza¢ (lub zgniatac), aby dtugos$c jej nie prze-
kraczata granic od 20 cm do 70 cm ?

5. a) Przedstawi¢ graficznie lewg i prawg strone nierow-
nosci: 2xa4*1 <4*4*4 jako funkcje zmiennej x, objasni¢ ge-
ometryczne znaczenie tej nieréwnosci i odczyta¢ z wykresu,
dla jakich wartosci x nieréwnos$¢ ta spetnia sie.

To samo dla nieréwnosci:

b) x —3> 3 —X; c) 1—2x>£x —4;
d) 3x —2> —5; e)fx + 2<5.
6. Rozwigza¢ nieréwnosci:
x 4% i x--1 . _ )
a)S—x>O; b) 4x—3<0’ ©) 2>2A4*i3’>\0’
1—X_,. . 2X4-1 TH
d) yaxp <03 el o 3L N L ;zb@
x4 2x+ 3 o D G AN
O x—1>1i M 4 FE Do

4*
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7. Poda¢ geometryczne znaczenie nastepujgcych nierdw-
nosci podwdjnych (poréwnaj ¢wicz. 5) i odczyta¢ z wykresu
ich rozwigzania:

a) + +
b) -tx + %<ix+ n<-2x + 9;
c) - 1< "™ + 1<3;
d) 3< —2x—1< 7.

8. Wskaza¢ cze$¢ ptaszczyzny, na ktdrej lezg punkty,
ktérych wspotrzedne sprawdzajg nieréwnosci:

a 2x—y4-3>0, b) x-\-y —2> 0,
x-{-2y —s > 0; y< 3
c) 2x —3i/-j-1<0, cir>0,
X—y—1> 0; y< 2;
e) x4-3y-|-6>0, fyx—y> 0>
4* —3y —6< 0, y> 1,
* —2y-f-1>0; a<3;
g X+ y—6<0, h)2x > ij> x,
2x —y> 0, *-{-1l< G
a—22y< o,

9. Jakie nierdéwnosci stopnia pierwszego z dwiema zmien-
nemi spetniajg wspoétrzedne punktéw, lezacych na polu tréj-
kata ABC, jezeli a) A (0, 0), B (1, 3), C (3, 1); b) A (0, 4),
B4 4,C (2 0);¢c)A (-3, -1), B (O, 3), C (2 0

10. a) Na polu trojkata ABC, w ktérym AC = s cm,
AB = BC, a wysoko$¢ wykreslona z wierzchotka B wynosi
4 cm, obrano punkt M. Prostopadfa wykreslona z M do AC
przecina AC w punkcie AT. Oznaczmy: AM'= x, MM = y.
Jakie nieréwnosci spetnia¢ muszg x iy, jezeli punkt M ma
leze¢ na polu tréjkagta ABC?

b) To samo dla tréjkata ABC, jezeli AB J_AC, a AB —
= AC= 4cm.

c) Jakie nieréwnosci spetnia¢ muszg boki x i y trdjkata,
jezeli trzeci bok wynosi 5 cm? Przedstawi¢ graficznie te nie-
rownosci i wymieni¢ na podstawie wykresu kilka liczb, ktore
sprawdzajg te nieréwnosci, i kilka liczb, ktére ich nie spraw-
dzaja.



ROZDZIAL IV.

DYSKUSJA ROWNAN STOPNIA PIERWSZEGO.

§ 1. Réwnania z jedng niewiadoma.

Réwnanie ax -j-b= 0 ma, jak wiemy, zawsze jedno roz-
wigzanie, jezeli a 0. Jezeli a= 0, to réwnanie jest nieroz-
wigzalne, a mianowicie sprzeczne, jezeli b 2=0, a nieozna-
czone, jezeli 6 = o.

Jezeli rownanie zawiera tylko liczby szczegdlne, to samo
rozwigzanie réwnania wskazuje, czy zadanie jest rozwigzalne,
czy nieoznaczone lub sprzeczne. Gdy jednak réwnanie zawiera
takze liczby ogdlne, to moze ono dla pewnych wartosci liczb
ogolnych byé rozwigzalnem, a dla innych nieoznaczonem lub
sprzecznem. Rozwigzanie takiego réwnania wymaga zatem
uzupetnienia, ktére nazywamy dyskusja.

W dyskusji podajemy przedewszystkiem, czy i dla jakich war-
tosci liczb ogélnych roéwnanie staje sie sprzecznem lub nieozna-
czonem. Poniewaz nadto rozwigzanie takiego réwnania nie jest liczbg
szczeg6lng, lecz przedstawia tylko pierwiastek réwnania jako funkcje
parametrow (L j. liczb ogélnych zawartych w rdwnaniu), to nalezy
w dyskusji takze rozstrzygna¢, dla jakich wartosci parametréw
pierwiastek rownania jest zerem, dla jakich jest dodatni, a dla
jakich ujemny, lub w ogélnosci poda¢, jak zmienia sie pierwiastek
rownania ze zmiang parametrow.

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: 4 (r-3) = -3ffl i prze
prowadzi¢ dyskusje.

Po uporzadkowaniu rownanie ma postac:

4* + 3m —12 = 0; stad:
x= —fm + 3.
Dyskusja:
a) Roéwnanie jest zawsze rozwigzalne, a x jest funkcjag linjowa
parametru m. Poniewaz wspotczynnik przy m jest ujemny, to x
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maleje ze wzrostem m. Aby wyznaczy¢ wartos¢ m, dla ktérej x =0,
rozwigzujemy réwnanie: —fm + 3= 0 i otrzymujemy m ~ 4. Zatem:

— co />4 )+ o0
X «(-co\ 0 N—co

b) Geometrycznie:
Lewa strona rownania, z ktorego wyznaczyliSmy x, jest funk-
cjg linjowg x; oznaczamy te funkcje literg y. Otrzymamy:

y = 4x + 3/n —12.

Pierwiastek réwnania jest miejscem zerowem tej funkcji. Aby
je wyznaczy¢, przedstawmy te funkcje graficznie. Otrzymamy pro-
stg rownoleglg do prostej y = ix (wykresli), ktérej potozenie zalezy
od wartosci wyrazu 3m —12, wolnego od zmiennej.

Ta prosta przetnie 0§ X w poczatku uktadu wspotrzednych,
jezeli 3m—12= 0, czyli gdy m = 4; wtedy x = 0 jest pierwiast-
kiem danego réwnania.

Ta prosta przetnie ujemng o$ X, jezeli 3/7 —12 > 0 (wynika
z rysunku!), co nastgpi, gdy m>4; wtedy pierwiastek réwna-
nia x < 0.

Badana prosta przetnie dodatnia o$ X, jezeli 3m—12 < Q,
czyli gdy m < 4; wtedy pierwiastek réwnania x > 0.

Dyskusja daje taki sam wynik jak poprzednio.

Przyktad 2. Rozwigza¢ rownanie: a (*+ 2)= 3* —1 i prze-
prowadzi¢ dyskusje.

Rownanie ma po uporzadkowaniu postac:

(3—a)x—(2a+1) = 0, a stad:

_2a_4_-_} cvali A A
X = 3_a”ezell 3—an 0.
Dyskusja:
a) Jezeli 3—a= 0, czyli a= 3, to réwnanie jest sprzeczne.

Dla a 3 jest rownanie rozwigzalne, a pierwiastek jego ma postac
ilorazu. Poniewaz iloraz jest dodatni, jezeli dzielna i dzielnik majg
jednakowe znaki, a ujemny, jezeli znaki dzielnej i dzielnika sg
rozne, to:

x>0, jezeli2a+ | >0 i3—a> 0,albo

jezeliza+ 1< 0 i3—a< 0.
X< 0, jezeli 2a+ I>0 i3—a< 0,albo

jezeli2a + 1< 0 i3—a> 0.Do tych warunkéw dotgczamy:
X =0, jezeli2a+ 1= 0.

Rozwigzujgc powyzsze nieréwnosci, znajdziemy, ze pierwsza
para nieréwnosci sprawdza sig, jezeli —~< a < 3, trzecia, jezeli
a> 3, czwarta, jezeli a< — a druga para nierdwnosci spraw-
dza¢ sie nie moze. Uwzgledniwszy wreszcie, ze ostatnie réwnanie
ma pierwiastek —  otrzymamy:
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jezeli a< — tox <0;
jezeli a= — to* =0;
jezeli —£<a< 3 to*> 0
jezeli a= 3, toi nie istnieje;
jezeli a> 3, tox <0.

Podamy jeszcze inne sposoby dyskusji:

b) Jezeli a= 3, to rédwnanie jest sprzeczne. Jezeli a=£3, to x
jest ilorazem dwu funkcyj linjowych parametru a, a mianowicie
licznik /= 2a+ |, a mianownik m= —a+ 3. Fig. 12 przedstawia
na jednym rysunku obie funkcje. Latwo widzied, ze |> 0, gdy
a>— a /<0, gdy a< —i; natomiast m> 0, gdy a< 3,
am<O0, gdy a> 3.

za,em febg dQ'iatai,mgdy < a< 3- a ulemng’

gdy a< — lub gdy a> 3. Dlaa=— 1=0, a wiecir=20.

c) Oznaczmy lewg strone uporzadkowanego réwnania, ktora
jest funkcja linjowg zmiennej x, literg y tak, ze:

y=B8—a*—(2a+ 1)

Ta funkcja przedstawia prosta.

Jezeli 3—a= 0, czyli a= 3, to prosta jest rownoleglta do
osi X; réwnanie nie ma rozwigzania.

Jezeli 3—a> 0, czyli a< 3, to prosta tworzy z dodatnim
kierunkiem osi X Kkat ostry*). Aby pierwiastek réwnania byt
dodatni, t j. aby taka prosta przeciela dodatnig 0§ X, musi by¢
wyraz wolny od zmiennej ujem-
ny (wynika z pogladu), czyli:

—((a+ 1) < 0, skad a> —
W przeciwnym razie jest pierwia-
stek réwnania ujemny.

Jezeli 3—a< 0, czyli a> 3,

to prosta tworzy z dodatnim kie-
runkiem osi X kat rozwarty. Aby
pierwiastek réwnania byt dodatni,
Lj. aby taka prosta przecieta do-
datnig 0§ X, musiatoby by¢, jak
wskazuje poglad, —(2a+ 1) > 0,
co wobec a > 3 jest niemozliwe.
Taka prosta przecina zawsze tylko
ujemng o$ X, to znaczy, ze gdy
a> 3, to réwnanie ma pierwia-
stek ujemny.

Wyniki te sa zgodne z wy-
nikami otrzymanemi poprzednio.

Przyktad 3. Po ilu latach zréwnaja sie kapitaty 1500 zi
i 2000 zt, jezeli pierwszy zlozono na 4%, a drugi na p%?

*) Kat liczymy w kierunku dodatnim (str. 19).
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Oznaczajac literg x ilos¢ lat, po ktdrej to nastgpi, otrzymamy:
1500 + 60* —2000 + 20px, a po uporzadkowaniu:
(83—p) x —25 = 0, skad:
25
*oe 3 p

Roéwnanie jest sprzeczne, jezeli p —3, w kazdym innym przy-
padku jest réwnanie rozwigzalne. Mylnem byloby jednak uwazac
kazde rozwigzanie réwnania za rozwigzanie zagadnienia. Zagad-
nienie zawiera bowiem pewne warunki, ktdrych przy uktadaniu
réwnania nie uwzglednilismy. | tak wynika ze znaczenia p i X, ze

zadna z tych liczb nie moze by¢ liczbag ujemna. x = ?Zip jest
tylko wtedy rozwigzaniem zagadnienia, jezeli xjg0 i p 2;0.

Z obliczonego dla x wzoru wynika, ze x nie moze by¢ zerem.
Dodatniem bedzie a;, jezeli mianownik 3 —p > 0, skad wynika
p < 3. Zadanie jest wiec tylko wtedy rozwigzalne, jezeli 0gp<3.

Jezeli p, rosngc, przebiega wartosci od 0 do 3 (wylgcznie), to
3 —p maleje, a X—mr rosnie.

Pierwszy Kkapitat tylko wtedy moze zréwnaé sie z drugim,
jezeli ten ostatni jest ztozony na procent nizszy niz 3. Zrdéwnanie
sie nastgpi tern wczesniej, im nizsza jest stopa procentowa p.

Przyktad 4. lle (x) kg czystego spirytusu dola¢ nalezy do
1 kg spirytusu a-procentowego, aby otrzymaé spirytus ¢-pro-
centowy? & b

Uktadamy réwnanie: -jgg*+ *=(l+ar)  mlgr-

b—
Rozwigzujac to réwnanie, otrzymamy: x = ’\qqz%’\*

Warunki nieuwzglednione w réwnaniu sg: 0 aig 100,
0ig 6iglO0, x2t0. Moznaby wprawdzie objasni¢ i ujemne warto-
$ci x jako usuwanie spirytusu z a-procentowej mieszaniny, ale taka
interpretacje pomijamy.

Zadanie jest sprzeczne, jezeli b= 100, a a< b. Rzeczywiscie
przfez dolewanie czystego spirytusu do a-procentowego spirytusu
(a < 100) nie mozna nigdy otrzymaé ¢-procentowego (czystego,
bo ¢ —100) spirytusu.

Jezeli a= ¢ = 100, to zadanie staje sie nieoznaczonem. | rze-
czywiscie dolewajgc do 100-procentowego spirytusu (a—100) do-
wolng ilos¢ 100-procentowego spirytusu, otrzymamy zawsze
100-procentowy spirytus (¢, = 100).

Jezeli ¢ < 100, to zadanie jest zawsze rozwigzalne, o ile dla x
otrzymamy warto$¢ dodatnia. Poniewaz mianownik utamka ¢

jest dodatni, to utamek ma taki znak jak licznik. Zatem x jest
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dodatnie, jezeli b> a; dla a= b otrzymamy *= 0. To znaczy:
Z a-procentowej mieszaniny mozemy przez dolewanie czystego spi-
rytusu otrzymac tylko spirytus wiecej niz a-procentowy; aby.otrzy-
mac spirytus a-procentowy, nie potrzebujemy wcale spirytusu
dolewac.

Przyktad 5. Kupiec miat a kg towaru. Z tego sprzedat
— -tych czeséci z zarobkiem 3 zt na 1 kg, a reszte z zarobkiem
4 zt na 1 kg. Na calej sprzedazy zarobit 420 zt. Obliczy¢ — !

.. m , . n

Oznaczajac uktadamy réwnanie: 3ax + 4 (1 —aa = 420.

Rozwiazujac to réwnanie, otrzymamy: X__a .

Warunki nieuwzglednione w réwnaniu sg: a> 0, 0< *< 1

Chcac uwzgledni¢ ostatni warunek, rozwigzujemy nieréwnosc:

< ?:5_‘__—5?:?_% i j otrzymujemy (wobec a> 0): 105 < a < 140.

Pierwiastek rownania tylko wtedy przedstawia rozwigzanie zadania,
jezeli a spetnia ostatnig nieréwno$¢. W przeciwnym razie zadanie
jest nierozwigzalne.

Wreszcie mozemy zbada¢, jak zmienia si¢ x ze wzrostem a.

. . 420 <me. 420

W tym celu napiszemy: x —4 Gdy a roSme, to m
lefe, ai= 4 4;0 roénte. 3 3

Podaj dla a kilka szczegotowych wartosci, rozwigz zagadnienie
i przekonaj sie o prawdziwosci powyzszych wynikow!

a-

§ 2. Uktad réwnan nieoznaczony.
Przyktad. Rozwigza¢ uklad rownan:

2Xx+ p= 3,
4* + 29 = 6.
Uzyjmy metody podstawienia:
Z pierwszego roéwnania: y —3 —2X.
Podstawiamy ten wyraz za y w drugiem réwnaniu. Otrzy
mamy: 4x+6 —4* = 6, a po zredukowaniu:
6= 6.
Przez wyrugowanie niewiadomej y z ukladu réwnan odpada
i druga niewiadoma x. Mozna wiec niewiadomej x nada¢ dowolng
wartos¢, a wartos¢ y, obliczona z pierwszego réwnania, sprawdzac
bedzie zawsze i drugie rownanie. Uklad réwnan ma niezliczong
ilos¢ rozwigzan, i dlatego bedziemy go nazywac nieoznaczonym.
Zbadajmy, w czem szuka¢ nalezy przyczyny tego zjawiska, ze
podany wyzej ukiad réwnan jest nieoznaczony.
Przygladajac sie dokladnie obu réwnaniom, zauwazymy, ze
w drugiem rownaniu wspotczynniki przy x iy, a takze i wyraz
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wolny od niewiadomej sg dwa razy wieksze od odpowiednich liczb
w pierwszem réwnaniu. Drugie roéwnanie powstaje przez pomno-
zenie obu stron pierwszego réwnania* przez 2. Stad tez pochodzi,
ze kazda para wartosci, ktdra, podstawiona za * iy, sprawdza
pierwsze réwnanie, musi sprawdza¢ i drugie. Takich par wartosci
X iy, ktore sprawdzaja pierwsze réwnanie, jest niezliczona ilos¢.
Aby dowolng ilos¢ takich par wartosci znalezé, wystarczy obra¢
za x dowolng liczbg, a odpowiednie y obliczy¢ z pierwszego

réwnania.
Tak np. przyjmujgc: *= —2, —1, 0, 1, 2, 3, i Ld
otrzymamy odpowiednio: y= 7, 5 3,1, —1, —3, i t d.
Kazda para tych wartosci spraw-

y dza i drugie réwnanie.
— — Rozumowanie takie mozemy po-
' wtdrzy¢ zawsze, ilekro¢ wspot-

czynniki przy niewiadomych i wy-
raz wolny od niewiadomej w dru-
V giem réwnaniu powstajg z odpo-
wiednich liczb w pierwszem réw-
naniu przez pomnozenie przez te

samg liczbe, czyli ilekro¢ wspdt-
czynniki przy niewiadomych i wy-
razy wolne od niewiadomych
- w drugiem réwnaniu sg wprost
X proporcjonalne do odpowiednich
liczb w pierwszem réwnaniu. Stad
\ twierdzenie:
Jezeli w ukladzie dwu réw-
_V nan stopnia pierwszego z dwie-
ma niewiadomemi wspoétczyn-
Fig. 13. nikiprzy niewiadomych i wyrazy

wolne od niewiadomych w jed-

nem rdéwnaniu sg (wprost) proporcjonalne do odpowiednich
liczb w drugiem réwnaniu, to uktad réwnan jest nieoznaczony.
Do takiego samego wyniku dojs¢ mozna na podstawie gra-

ficzego przedstawienia ukladu réwnan.
Z pierwszego rownania w naszym przyktadzie otrzymamy:

= —2x+ 3;
z drugiego:
#= fr+ f, czyli rowniez:
= —2x+3.
Oba roéwnania przedstawiajg te samg prostg L (fig. 13). Wspot-

rzedne kazdego punktu tej prostej sprawdzajg oba réwnania; uktad
rownan ma wiec niezliczong ilos¢ rozwigzan.
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§ 3. Uklad réwnan sprzeczny.

Przyktad: Rozwigza¢ uktad réwnan:
2x+y =3.
Ax+ 2y = 2.

Zastosujemy metode podstawienia.
Z pierwszego rownania: y = —2x-f 3.
Podstawiajgc ten wyraz zajw drugiem réwnaniu otrzymamy:

iXx — + 6—2,
a po zredukowaniu: 6= 2.

Wynik jest oczywiscie fatszywy. Poniewaz przy rozwigzywa-
niu ukladu rdéwnan nie popetniliSmy zadnego btedu, to przyczyna
fatszywego wyniku musi tkwi¢ w samym ukladzie rownan. Przy-
patrzmy mu sie dokiadniej!

W pierwszem rdéwnaniu zadamy wyznaczenia takich dwu
liczb, aby suma podwojnej pierwszej i drugiej wynosita 3; w dru-
giem zadamy, aby suma poczwoérnej pierwszej i podwojnej drugiej
(@ wiec suma skladnikow dwa razy wiekszych, niz poprzednio)
wynosita nie 6, lecz 2. Liczb czynigcych zado$¢ pierwszemu wa-
runkowi mozna poda¢ niezliczong ilos¢ (np.: 013, 1i1, 2i —1,
i t d). Kazda jednak para takich liczb, podstawionawdrugiem
rownaniu, sprawia, ze lewastrona  tego réwnaniaprzyjmujewar-
tos¢ 6, a wiec nie réwna sie prawej stronie. Oba réwnania przed-
stawiajg zadania sprzeczne, ktorych zadne liczby nie moga réwno-
czesnie spetni¢. Méwimy, ze uklad réwnan jest sprzeczny.

Sprzeczno$¢ takg znajdziemy zawsze, ilekro¢ wspotczynniki przy
niewiadomych w drugiem réwnaniu sg jednakowemi wielokrotno-
Sciami (sg wprost proporcjonalne do) odpowiednich wspotczynnikéw
w pierwszem rownaniu, a zwigzek taki nie zachodzi miedzy wyra-
zami wolnemi od niewiadomej. Dlatego mozemy powiedzie¢ ogoélnie:

Jezeli w uktadzie dwu réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomemi wspdtczynniki przy niewiadomych w jednem
rownaniu sg (wprost) propoicjonalne do odpowiednich wspot-
czynnikéw w drugiem réwnaniu, a zwigzek taki nie zachodzi
miedzy wyrazami wolnemi od niewiadomej, to uktad roéwnan
jest sprzeczny.

Ze uktad réwnan podany w przyktadzie podanym na poczatku
jest sprzeczny, wykazemy jeszcze na podstawie graficznego przed-
stawienia.

Z pierwszego réwnania otrzymujemy:

y= —2x+ 3,
z drugiego: y= —$x+ f, czyli
y=-2x+1.
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Pierwsze rownanie przedstawia w fig. 13 prosta i, drugie pro-
sta L'. Obie proste sg do siebie réwnolegte, bo majg jednakowe
wspotczynniki kierunkowe. Rozwiazaniu ukladu réwnan odpowiada
przy grafieznem przedstawieniu wyznaczenie punktu przeciecia sie
obu prostych. A ze proste réwnolegte nie maja punktu przeciecia
sig, wiec i rozpatrywany uklad réwnan nie ma rozwigzan.

§ 4. Ukiad réwnan oznaczony.

Przyktad: Rozwigza¢ uktad rownan:
2*+3il = 17,
5+ iy = 14.
Zastosujemy metode poréwnania.
Z pierwszego réwnania: y = —8x + §;
Z drugiego: = - | x+f
Zatem: - §x+ §= —8x +
Stad: x—2, y= 1
Aby ukiad réwnan rozwigza¢ graficznie, kreslimy proste L\V
(fig. 14), majace réwnania: y = —8§.r+ &
i y=—
Wspotczynniki kierunkowe obu prostych sg rézne, proste wiec
nie sg do siebie réwnolegte, lecz przecinajg sie w jednym punkcie.

\
\ y
\
S \
\
N
\\
a
\
S
_N x
0 VARRY,
\ \
\
Fig. 14.

Rzeczywiscie odczytamy z figury, ze punkt przeciecia sie ma wspot-
rzedne: x = 2, y —1. Wartosci te przedstawiajg rozwigzanie ukiadu
réwnan.
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Aby rozstrzygna¢, kiedy wspotczynniki kierunkowe dwu pro-
stych wypadajg réowne, a kiedy rozne, zauwazmy z ostatniego przy-
ktadu, ze wspotczynnik kierunkowy obliczamy, dzielgc wsp6étczyn-
nik przy x w uporzadkowanem réwnaniu przez wspétczynnik przyy
i dajagc otrzymanemu utamkowi znak przeciwny. Z obu rdwnan da-
nego ukfadu moga tylko wtedy wypas¢ jednakowe wspotczynniki
kierunkowe, jezeli licznik (wspotczynnik przy x) i mianownik (wspot-
czynnik przy y) jednego utamka sg jednakowemi wielokrotnosciami
(sa wprost proporcjonalne do) licznika, wzglednie mianownika dru-
giego utamka (odpowiednich wspotczynnikéw w drugiem réwnaniu).
Jezeli za$ wspotczynniki przy niewiadomych w jednem réwnaniu
nie sa proporcjonalne do Odpowiednich wspdtczynnikéw w drugiem
réwnaniu, to wspdtczynniki kierunkowe prostych, przedstawiajgcych
te réwnania, nie sg rowne, proste nie sg arii rownolegle, ani sie
nie nakrywaja, lecz muszg sie przecinaé. Uklad réwnan da sie
w tym przypadku zawsze rozwiazaé. Zatem:

Jezeli w uktadzie dwu réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomemi wspotczynniki przy niewiadomych w jednem
rownaniu nie sg (wprost) proporcjonalne do odpowiednich wspoét-
czynnikdw w drugiem roéwnaniu, to ukilad réwnan ma zawsze
jedno rozwigzanie.

Uzasadnienie ostatniego twierdzenia wymaga uzupetnieniaw tym
przypadku, gdy wspdtczynnik przy y jest zerem. Wtedy bowiem
wspotczynnik kierunkowy nie da sie obliczy¢ sposobem wyzej za-
stosowanym.

Przedstawmy graficznie uktady réwnan:

2*+ 0.2/=3, 2r+ 0.y = 3, 2r+ 0.y = 3,
4x+ 0.y = 6; 4r+ 0.y = 3; x+ 2f/ =4

W pierwszym z tych uktadéw wpotczynniki przy niewiadomych
i wyrazy wolne od niewiadomych w pierwszem rdwnaniu sg pro-
porcjonalne do odpowiednich liczb w drugiem réwnaniu.

Pierwsze réwnanie: 2x —3, czyli x = f, przedstawia prostg L
rownolegla do osi Y (fig. 15).

Drugie: 4x = 6, czyli x —% przedstawia te sgmg prostg L.

Uktad réwnan jest nieoznaczony; reguta podana w 8§ 2 odnosi
sie i do tego przypadku.

W drugim uktadzie sg wspétczynniki przy niewiadomych w jed-
nem rownaniu proporcjonalne do odpowiednich wspdtczynnikéw
w drugiem réwnaniu, a wyrazy wolne od niewiadomych nie.

.Pierwsze rownanie da sie przedstawi¢ w postaci:
r = | i przedstawia prostg L (fig. 15).
Drugie réwnanie: 4x = 2 da sie przedstawi¢ w postaci:
X =1 | przedstawia prostg £'||7]||1I.
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Roéwnania przedstawiajg proste réownolegle, sg wiec sprzeczne,

zgodnie z regutg podang § 3.
W trzecim ukladzie nie sg wspdtczynniki przy niewiadomych

w obu réwnaniach proporcjonalne.
Pierwsze rdéwnanie, napisane w postaci:

x = 1, przedstawia prostg L (fig. 15).
Drugie rownanie da sie przedstawi¢ w postaci:
y ——"X-)r 2 i przedstawia prostg L",

ktora przecina prosta L w punkcie M (f, -f). Uklad réwnan ma
jedno rozwigzanie: x = f, y = £, zgodnie z ostatnig reguia.

Fig. 15.

Ostatnie 3 twierdzenia obowigzujg zatem ogolnie. (Réwnania
takie jak 0.x+ 0.y = 3, zawierajgce w sobie sprzeczno$é, lub
0.x+ 0.y= 0, sprawdzajace sie dla wszelkich wartosci podsta-

wionych za x iy, wykluczamy).

§ 5. Zestawienie.

Te same wyniki, do ktérych doszliSmy w poprzednich para-
grafach, mozna otrzymac takze w nastepujacy sposob:

Niech axx + bxy —Q,
aix+biy=ct
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przedstawia uklad réwnan z dwiema niewiadomemu Przyjmujemy,
ze wspotczynniki au a2, i bt majg wartosci rozne od zera. Mnozac
oba réwnania kolejno przez 62 i —blf a nastepnieprzez —a2 i ax
i dodajac je do siebie (metoda réwnych wspotczynnikow), otrzymamy:
A2 a26j)x= Aabj c2di,
(@ 62 azhj)y= Ga2

Oba te rownania, stuzace do wyznaczenia x i y, majg rozwig-
zanie, jezeli aj i2—a2”™ ™ 0.

Jezeli axb2—a2bx= 0, to oba réwnania, a wiec i dany uklad
rownan, sg albo sprzeezne, albo nieoznaczone zaleznie od tego,
czy prawe strony dwu ostatnich réwnan majg wartosci rozne od
zera czy rowne zeru. Zauwazymy przytem, ze (przy zalozeniu
at bi —a2bl= 0) zwarunku ct.62—Q 06, = 0 wynika gal—a a2= 0
i naodwrot (Wykaz tol)

Wyrazenie: ax62— a2 6> od ktorego wartosci zalezy roz-
wigzalno$¢ ukiadu réwnan, nazywamy wyznacznikiem ukiadu
rownan. Wynik, do ktorego doszliSmy, wyrazimy stowami
w nastepujacy sposob:

Uktad réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi
ma zawsze jedng pare pierwiastkéw, jezeli wyznacznik jego ma
warto$¢ rézng od zera; uklad réwnan takich jest sprzeczny lub
nieoznaczony, jezeli wyznacznik jego jest zerem.

Do fatwiejszego zapamietania tych wynikéw stuzyé moze schemat:

abv~rlv d
«l, ¢2.

Aby utworzy¢ wyznacznik ukladu réwnan, nalezy od iloczynu
liczb, potaczonych pierwszg kreskg \  odjac iloczyn liczb potaczo-
nych pierwsza kreskg / ; aby otrzymac licznik wyrazu dla x (bez
wzgledu na znak), nalezy od iloczynu liczb, potgczonych drugg
kreskag \ , odjg¢ iloczyn liczb, potaczonych drugg kreska / .

Ostatnie twierdzenie wyraza zupetnie to samo, co twierdzenia
w 88 2, 3 i 4. Zwarunku bowiem a, f2 —a2by —0 wynika, ze

flj —a2by,
za2= bi : 62
a wiec, ze a2i a2 sg proporcjonalne do bt i 2 i naodwrét

Podobnie wynika z réwnosci G/b3—ag, bt = 0, ze by : b%= cl: c2

Przeprowadzmy wreszcie dyskusje uktadu réwnan, podanego
na poczatku tego paragrafu, geometrycznie. Piszemy te réwnania
W postaci: o

ai idc
0— 5 *+7?

V=-jXx + ~
02

i wnioskujemy, ze przedstawiajg one dwie proste.
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Te dwie proste sa rownolegte, jezeli ———= —  czyli/a —

—fijoj =0, a: Cj + %- Wtedy punktu przecieéia sie hiema; uktad

réwnan jest sprzeczny.
Jezeli obok réwnosci wspétczynikdw kierunkowych, t. j. obok
atnj—ajZa= 0, takze wyrazy wolne od zmiennych sg réwne, t.j.

jezeli O'_% czyli clbi —csbl= 0, to obie proste nakrywajg sie;

uktad réwnan jest nieoznaczony.
W przeciwnym razie, t. j. gdy a, 62—a2n, + 0, uktad réwnan
ma jedno rozwigzanie.

§ 6. Przyktady dyskusji.

Jak uktad dwu réwnan z dwiema niewiadomemi nieza-
wsze ma pierwiastki, tak i zadanie tekstowe, ktére mozna przed-
stawi¢ zapomoca uktadu dwu réwnan z dwiema niewiadomemi,
niezawsze da sie rozwigzac.

Przyktad 1. Po obwodzie kofa, wynoszagcym 72 cm, poru-
szaja si¢ dwa punkty ruchem jednostajnym w przeciwnych Kierun-
kach. Ruch rozpoczynajg réwnoczesnie z tego samego miejsca i spo-
tykajg sie po raz pierwszy po 5 sekundach, apo raz drugi a) po 10
sekundach, b) po 15 sekundach, od chwili rozpoczecia ruchu. Jakie
sg ich predkosci?

Oznaczajac predkosci punktéw literami * i g, otrzymamy uklad
rownad (poréwnaj zad. 16. str. 42):

a 5*+ 5g= 72
10*+10//= 144.

Ten uklad réwnan jest nieoznaczony; warunki podane w za-
daniu nie wystarczajg do wyznaczenia niewiadomych. Mozna to
wywnioskowac takze z samego tekstu zadania. Ciala, poruszajace
sie w sposdb podany w zadaniu, muszg sie spotyka¢ w réwnych
odstepach czasu. Skoro wigc spotykaja si¢ po raz pierwszy po
5 sek., to po raz drugi spotykajg sie po 10 sek., po raz trzeci po
15 sek i t d. Drugi warunek nie jest nowym warunkiem, lecz
wynikiem pierwszego.

by 5*+ 5//= 72
15*+ 15//=144.
Uktad réwnan jest sprzeczny. Rzeczywiscie drugi warunek,
jak wynika z poprzedniego wyjasnienia, pozostaje w sprzecznosci
z pierwszym; nie mogg sie wiec oba réwnoczes$nie spetniac.

Zadanie tekstowe, zawierajace dwie niewiadome, prowadzi
do nieoznaczonego ukladu réwnan, jezeli oba warunki wyra-
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zone w zadaniu sg tak od siebie zalezne, ze drugi jest wyni-
kiem pierwszego. Zadanie takie prowadzi do ukiadu sprzecz-
nego, jezeli drugi warunek zawiera zgdanie sprzeczne z pierw-
szym warunkiem.

Przyktad 2. Zbada¢, czy uktad réwnan: 2x-\-ay —a+ 5,
3x + 2by= 3b.
moze sta¢ sie sprzecznym lub nieoznaczonym.

Obliczamy wyznacznik: 2. 26 —3 .a= 4b—3a. Jezeli4b—
—3a =0, czyli 4b —3a, to dany uklad réwnan nie ma rozwigzan,
lecz jest w og6Inosci sprzeczny. Moze on jednak sta¢ sie i nieozna-
czonym, jezeli 3ab —2b(a+ 5)= 0 (8§ 5), czyli (po uproszczeniu
przez b~ 0) jezeli a=10. Zestawiajac ten warunek zpoprzednim,
znajdziemy, zedany uklad réwnanjest nieoznaczony, jezelia— 10,
b= 7£. Jezeli 4b”~3a, to uklad réwnan da sie rozwigzac; znaj-
dziemy :

b(@-10) 3a—60+ 15
X 3a—46 9 3a —4b

Zbadaj wykluczony w toku dyskusji przypadek 6 = 0!
Dalszg «dyskusje przeprowadzimy, przyjmujac 6 = 3. Witedy

_a—10 = a—1
T a—4 7" a4
Dla a= 4 uklad jest sprzeczny. — Zbadajmy kiedy x i y majg
wartosci dodatnie, a kiedy ujemne:
Mianowniki obu utamkoéw sa dodatnie, jezeli a > 4, ujemne,
jezeli a< 4.
Licznik utamka x jest dodatni, jezeli a>10, ujemny, jezeli
a< 10.
Licznik utamka y jest dodatni, jezeli a > 1, ujemny, jezeli a < 1.

Zatem:
Jezeli a<l1l toa>0y>0;
a=1 **>0, y=0;
l<a <4, ,x>0i y<0;
” 4<a <10, ,x<0, y>0,
a = 10, ,,or=0, y > 0;
» 10< a , at>0,y>0.

Przeprowadz podobng dyskusje dla b= —3!

Jezeli w ukiadzie réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomemi wspotczynniki przy niewiadomych i wyrazy
wolne od niewiadomych zawierajg liczby ogélne, to ukiad
rownan moze sta¢ sie sprzecznym lub nieoznaczonym dla
pewnych szczeg6lnych wartosci, podstawionych za liczby ogélne,
albo gdy miedzy liczbami ogélnemi zachodza pewne zwigzki.

J. JHhulowict. Arytmetyka i algebra na V kl. gimn. 5
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Przyktad 3. Przez stacje AiB oddalone od siebie o 40 km
przejezdzaja rownocze$nie dwa pociggi. Pierwszy jedzie w kierunku

ku B z predkoscig f km drugi z predkoscig c. Kiedy i jak daleko

od A spotykajg sie?

Uwazajgc droge od A ku B za dodatnia, czas przyszty zado-
datni, a przeszly za ujemny, przedstawimy ruch obu pociggéw
wzorami:

s= s= ct+ 40.

Czas x, po uptywie ktorego oba pociagi spotkaja sie, i odlegtos¢
y miejsca spotkania sie pociggow od A muszg sprawdza¢ réwnania:

y=zIx, y-=cx + 40.
Ten ukiad réwnan przyjmuje po uporzadkowaniu postac:

3v—4y = 0,
—cx+ y —40.

Wspdtczynnik przy y w drugiem réwnaniu powstaje z wspotczyn-
nika przy y w pierwszem réwnaniu przez pomnozenie go przez —&£.

Uklad réwnan nie bedzie miat rozwigzania, jezeli miedzy wspot-
czynnikami przy x zachodzi taki sam zwigzek, t j. jezeli:

—c= (—i) . 3, czyli gdy c= f.

Uktad rownan jest wtedy sprzeczny (bo wyrazy wolne od nie-
wiadomych nie sg proporcjonalne do wspétczynnikow przy niewia-
domych). Oznacza to, ze pociggi nie spotykajg sie, jezeli predkosé
drugiego pociggu jest taka sama, jak predkos¢ pierwszego. Rzeczy-
wiscie jada wtedy pociggi w tym samym kierunku z jednakowg
predkoscig, a drugi wyprzedza pierwszy zawsze o 40 km.

(Przedstaw graficznie ruch pociggbw w tym przypadku!)

W kazdym innym przypadku istnieje rozwigzanie. Znajdziemy:

40 30
* 3—4c’ N 3—A4c

X iy moga mie¢ wartosci dodatnie lub ujemne.

Poniewaz liczniki obu utamkéw sg dodatnie, to utamki bedg
dodatnie, jezeli mianowniki bedg dodatnie. Nastgpi to albo gdy c
jestujemne, albo gdy ¢ =0, albogdy c< £ (wtedy bowiem 3 > 4c).

Pociggi spotykajg sie w czasie przysztym, w odlegtosci dodat-
niej od A, jezeli drugi pocigg porusza sie w kierunku przeciwnym
pierwszemu, albo jezeli drugi pocigg stoi na stacji B, albo jezeli
drugi pocigg porusza sie w tym samym Kkierunku, co pierwszy, ale
z predkoscia mniejszg. (Przedstaw na poprzednim rysunku ruch
drugiego pociagu, przyjmujac: ¢c= —£, 0, £1).

Jezeli za$§ 3<4c, czyli ¢c> f, to mianowniki obu utamkow
Sg ujemne, a wiec X i y majg wartosci ujemne.
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Jezeli predko$¢ drugiego pociagu jest wieksza od predkosci
pierwszego, a oba pociggi jadg w tym samym kierunku, to oba
pociggi spotkaty sie przed przybyciem na stacje A. (Przedstaw gra-
ficznie) na poprzednim rysunku ruch drugiego pociggu, przyjmujac
c= 11).

Gdy zadanie tekstowe, prowadzace do ukitadu dwu row-
nan z dwiema niewiadomemi, zawiera liczby ogdlne, to moze
sie zdarzyé, ze dla pewnych wartosci liczb ogdélnych zadanie
staje sie nieoznaczonem lub sprzecznem. Dlatego tez podajemy
przy takich zadaniach oprécz rozwigzania jeszcze dyskusje,
w ktorej rozstrzygamy, dla jakich wartosci liczb og6lnych za-
danie jest nieoznaczone lub sprzeczne. Nadto rozstrzygamy
jeszcze w dyskusji, dla jakich wartosci liczb og6lnych sg pier-
wiastki ujemne, a dla jakich dodatnie i jakie znaczenie majg
takie pierwiastki.

Cwiczenia.
1. Rozwigza¢ nastepujgce rownania i przeprowadzi¢ dy-
skusje:
a) x—a—:2 (@a—2); b) 2 (*-j-a) = 12 —X;
a -f- a—3b X—2Db d 1 1 X
) - i “x o Dy _a X-|-a= x-

e) (x-j-a)2—4a— (x —a)s—az;

2) 1V ' 2/ 2
9 Qa+t M:@a—x)= (I —x) (2 --%);
hya@—1)= 3(x—2); i) 2a@—1)=a—3(x -f-1);

.ar+ 3 a2 1 a—1.

N =k—=a—x h)_ 1 ox—1 _\-/5—]{

) (b+ xY-(a —xy=0.

2. Rozwigza¢ nastepujgce zagadnienia i przeprowadzi¢
dyskusje:

a) Ojciec ma 45 lat, a syn a lat; po ilu latach bedzie

ojciec 3 razy starszy od syna?
JJZ3m listewki ma by¢ zrobiona taka prostokatna rama
do obrazu, aby wysoko$¢ jej roznita sie od podstawy oa m.
Jaka musi by¢ wysokos¢, a jaka podstawa?
c) Z 3 m listewki ma by¢ zrobiona taka prostokatna rama,
5*



68

aby wysokos$¢ jej byta n razy wieksza od podstawy. Obliczyé
podstawe i wysokosc!

d) W handlu otrzymujemy 90-cioprocentowy roztwor kwasu
siarkowego. lle g wody nalezy doda¢ do 100 g tego roztworu,
aby otrzymac roztwdr 4-procentowy ?

ej W handlu otrzymujemy 90-cioprocentowy roztwér kwasu
siarkowego. lle g tego roztworu nalezy doda¢ do 100 g wody,
aby otrzymac roztwor a-procentowy?

f) Jeden robotnik wyrabia dziennie a m ptétna, a drugi
w tym samym czasie b m. Pierwszy wyrobit juzcm, a drugi
odm wiecej. Za ile dni od chwili obecnej obaj bedg mieli
wyrobiong jednakowa ilo$¢ ptétna?

g) He kg herbaty po 7 zl za kg nalezy dosypaé¢ do 20 kg
herbaty po 10 zt za kg, aby otrzymac herbate po a zt za kg?

h) A ma 16 lat, B 7 lat, a C5 lat. Po ilu latach bedg
B i C razem mieli n razy tyle lat, co .A?

i) Jeden robotnik, pracujgc sam, wykonatby pewng prace
w 30 dniach; drugi, pracujgc sam, wykonatby te prace w cza-
sie krotszym o a dni. W ilu dniach wykonajg prace, pracujac
razem? .

j) Kapital a rozdzielono na dwie czesci: i —

i witozono kazda cze$¢ w inne przedsiebiorstwo. Pierwsze przed-
siebiorstwo przyniosto 15% zysku, drugie 12%. Caly dochod

wynosit 3000 zt. Obliczy¢ ~ |

k) W ciemni optycznej Porty (z otworem bez soczewki) jest
wielko$¢ obrazu przy statlem potozeniu przedmiotu i otworu wprost
proporcjonalna do odlegtosci obrazu od otworu. Przy pewnem po-
tozeniu zastony, na ktérg chwytamy obraz, wynosi wysoko$¢ obrazu
5cm; po przesunieciu zastony o a cm wynosi wysokos¢ obrazu
b cm. Jaka byta pierwotna odlegtos¢ zastony od otworu?

1) Na dragu o dlugosci 12 m niesie dwdch ludzi ciezar, wa-
zacy Qkg, w ten sposob, ze kazdy z nich trzyma inny koniec
draga. Jak daleko od $rodka nalezy zawiesic ten ciezar, aby pierw-

szy czlowiek dzwigat ™= a czesci ciezaru, a drugi reszte?

m) Na dragu niosg dwa tragarze ciezar Q zawieszony w srodku
draga. Pierwszy trzyma drag w odleglosci 0'6 m od $rodka; jak
daleko od $rodka musi trzyma¢ drag drugi tragarz, jezeli chce

dzwigac¢ tylko —=a czesci ciezaru ?

n) Na belce, podpartej w punktach A i B, zawieszony jest
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w odlegtosci s od A ciezar Q kg. Jak wielki nacisk wywiera ten
ciezar na A, a jaki na B, jezeli AB= 3m?

[Uwazajac Q za stata, zbadaé, jak zmienia sie nacisk x na A
i nacisk Q—x na B ze zmiang s, ktére moze by¢ dodatnie lub
ujemnel Kiedy nacisk na A i B jest dodatni?]

0) Na punkt A sztaby (ktorej ciezaru nie uwzgledniamy) dziata
sita 4 kg, a na punkt B, oddalony od A 0 1 m, sita Q rownolegta
do tamtej (zgodnie lub przeciwnie skierowana). Jak daleko od A
nalezy umiesci¢ o$, aby na dzwigni, ktéra w ten sposéb powstanie,
byta réownowaga?

p) Do kalorymetru, zawierajgcego 300 g wody o temperaturze
15°C, dolano 200 g wody o temperaturze t°C. O ile stopni zmieni
sie temperatura wody w kalorymetrze ?

[Przyjaé, ze kalorymetr nie zabiera wcale ciepta!].

3. Ktore z podanych nizej ukladéw réwnan dadzg sie
rozwigza¢, ktére sa nieoznaczone,ktére sprzeczne?

a) x+ #= 3 byx —\y = 4, ) —x+ ij= 6
2*-h f/= 4; 2X —y = 8; X+ y=8;

d)ix —tv=2e— + y=3 f) ix—£Ey=i,
X+ iy —3; X —V2y=2; 10Ex — 7y = 3™

Odpowiedzie¢ na to pytanie: aj wykazujgc bezposrednio
sprzecznos¢, wzglednie réwnowaznos$é obu réwnan: (). przed-
stawiajgc kazdy uktad graficznie.

4. Rozwigza¢ nastepujace uktady réwnan i przeprowadzic
dyskusje:

a) x-\-2y —| —a, b)ix — 2y = ba,
X + 4jl= 9; 4x + 3y = 20;
c) ax+ y= 3 jl/(a + 1)*—y =5
2x + i/ = 5; (2a-13)x + 3i/= 5;
e) @—5)x-f@a—1ly= —6, f)ax-fy—a—2,
@a—2)x-[- ag = 2; 3X—y —2;
Y . X y b
g) x+ *,=%*, » =
4x —itj —a-\-3b; y —Xx —b;
i){x+ y):(y-x) = a:b, j) = It
X—4—y . X 4-u 2a

» + i —a-b"’ Xty o= 2.
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k) B —2y — b, ) 3.r— ay —9,
9x + ay = 3; 4x-(a-\-2)y = b;

m) ax-\-2y —b, n) aix —bt(x-\~4y)=(a—byy
@—Dhx— y=2; (*+y) '\ = (@2+ &) :(a—s).

5. a) Wyznaczy¢ wspltrzedne punktu, w ktérym prosta
y = —2x -f-4 przecina prostg y = 8* -j-b. Zbada¢, w Kktorej
¢wiartce przecinajg sie te proste zaleznie od réznych wartosci b.

b) Wyznaczyé wspoétrzedne punktu przecigecia sie pro-
stych y = ax— 1 iy — Ax-\~2. Wktorych ¢wiartkach przeci-
najg sie te proste, gdy a przyjmuje rézne wartosci ?

c) Znalez¢ roéwnanie prostej, przechodzacej przez punkty
A(c, o) i B(0, 2), i wyznaczy¢ wspoétrzedne punktu przeciecia
sie otrzymanej prostej z prostg y ——2x+ |. W ktdrych
¢wiartkach znajduje sie punkt przeciecia sie, jezeli ¢ przyj-
muje rézne wartosci?

6. a) Dla jakich wartosci a spetniajg pierwiastki uktadu
réwnan: 2x-j-3f/ = —a-j-3,

x+ 3i/l= 4
nieréwnosci: —1 < *< -f-1, —1 < ¢< 1?
b) Jakie warunki spetnia¢ muszag liczby min, aby pro-
ste: = A+ miy—-x-{-n przecinaly sie na polu kwadratu

ABCD, jezeli A (5 5), B (—5,5), C(-5,-5), D{5,-5)?

7. Rozwigza¢ nastepujace zagadnienia i przeprowadzi¢
dyskusje:

a) Dwa kapitaly przyniosty w jednym roku 80 zt dochodu,
gdy pierwszy byt oddany na p %, a drugi na (p —0 %. Gdy
w nastepnym roku podniesiono stope procentowag pierwszego
kapitatlu o 2, a drugiego kapitatu o If, to dochdd wynosit
130 zt. Obliczy¢ oba kapitaty.

b) Kupiec sprzedal a q wegla i b q drzewa, przyczem
zarobit 4 zt; drugim razem sprzedat o 3 g wegla wiecej, a02q
drzewa mniej i zarobit na tern 5 z}. lle zarabiat (tracil) na
sprzedazy 1 q wegla, ile na sprzedazy 1 q drzewa?

c) Przez stacje A przejezdzajg dwa pociggi, drugi o %mi-
nut pozniej od pierwszego. Kiedy i jak daleko od A spoty-

kaja sie, jezeli pierwszy jedzie z predkscig | R , a drugi
z predkoscig c?
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d) Zlotnik ma dwa gatunki ztota: a-tej proby i 6-tej proby.
lle g zlota kazdego gatunku wzig¢ musi, aby po zmigszaniu
otrzyma¢ 200 g ztota c-tej proby ?

e) Przedmiot, zrobiony ze stopu ztota wazy 100g, a zanu-
rzony we wodzie traci na ciezarze a g. Obliczy¢ ile g zlota,
a ile domieszki zawiera ten przedmiot, jezeli ciezar whasciwy
ztota wynosi 19 g, a ciezar witasciwy domieszki s g. (s < 19).

f) Do prézni barometru lewarowego dostato sie nieco suchego
powietrza. W pewnej chwili wynosita réznica pozioméw rteci w obu
ramionach 720 mm. Po dolaniu pewnej ilosci rteci do otwartego
ramienia wynosita réznica pozioméw 718 mm, a objetos¢ powie-
trza w ,,prézni zmniejszyta sie o p°/o. Jakie bylo ci$nienie po-
wietrza atmosferycznego, a jaka prezno$¢ powietrza w ,,prozni“?

g) Sztabka metalowa AB sklada sie z dwu czesci AC i CB,
zrobionych z rdéznych metali, ktére majg wspotczynniki rozszerzal-
nosci linjowej a i /2 Dhlugos¢ sztabki AB = AC+ CB przy 0°C wy-
nosi 600 mm, a przy 100° C 601 mm. Obliczy¢ dtugos¢ czesci AC i CB

przy 0°C.
h) Na belce poziomej, podpartej w punktach A i B, zawieszone
sg dwa ciezary: 100 i Pkg tak, ze nacisk obu ciezaréw razem

na A i na B jest jednakowy. Po przemienieniu obu ciezaréw na-
cisk na A staje sie dwa (n) razy wiekszy, niz nacisk na B. Obli-
czy¢, jaka byla pierwotna odlegtos¢ punktéw zawieszenia kazdego
z ciezarow od A, jezeli AB=3 m.



ROZDZIAL V.

PRZYBLIZENIA LICZBOWE.
8 1. Liczby niedoktadne.

Wszelkie pomiary fizyczne, obliczenia statystyczne i t p. do-
starczajg nam danych liczbowych niezupetnie dokiadnych, lecz
obarczonych wiekszemi lub mniejszemi bledami.

Niech A oznacza prawdziwg warto$¢ jakiej$ liczby, a a
jej przyblizong warto$¢, znaleziong np. przez pomiar. Réznice
A —a—a nazywamy btedem, przyczem a moze by¢ liczbg
dodatnig lub ujemng. Jezeli a>0, to i > a i a nazywa sie
przyblizong wartoscig liczby A z bledem przez niedomiar;
jezeli za$ a < o, a wiec A< a, to a nazywa sie przyblizong
wartoscig liczby A z bledem przez nadmiar.

Np. zbudujmy trdjkat réwnoramienny o podstawie 43 cm, a ra-
mionach 559 cm, wykresimy jego wysoko$¢ i zmierzmy ja. Przy-
pus¢émy, ze z jednego pomiaru otrzymamy 51’3 c¢cm, a z drugiego
51’8 cm zamiast prawdziwej wartosci 516 cm. Pierwsza z otrzy-
manych liczb jest wartoscia przyblizong wysokosci z bledem przez
niedomiar (+ 0*3); druga jest wartoscig przyblizong z btedem przez
nadmiar (— 0°2).

Zazwyczaj biad nie jest znany, bo w przeciwnym razie
znalibysmy prawdziwg wartosc¢ liczby i nie potrzebowaliby$Smy
zadowalac sie przyblizong wartoscig. Nie wiemy tez zwykle,
czy blad jest dodatni czy ujemny. Znajomos$¢ przyblizonej war-
tosci liczby nie miataby jednak zadnego znaczenia, gdybysmy
nie znali t. zw. gérnego kresu (gérnej granicy) a' biedu, t. j.
liczby, od ktorej bezwzgledna wartos¢ biedu jest mniejsza.
Dopiero gdy wiemy, ze ‘a | < a', gdzie a' jest liczbg wiadoma,
ma dla nas znajomo$¢ przyblizonej wartosci pewne znaczenie.
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bo wtedy wiemy, ze znaleziona przyblizona warto$¢ rézni sie
od prawdziwej wartosci o mniej niz o .

Tak np. gdybysmy w poprzednim przyktadzie znali tylko przy-
blizong warto$¢ wysokosci 51'3, a nie znali goérnego kresu biedu,
moglibysmy réwnie dobrze przypuszczaé, ze owa wysoko$¢ wy-
nosi 40 cm lub 60 cm. Gdy jednak doktadnos¢ konstrukcji i do-
ktadnos¢ pomiaru pozwalajg przypuszczaé, ze gorny kres biedu
wynosi 0'5, to wtedy wiemy, ze prawdziwa wartos¢ A wysokosci
spetnia nieréwnos$¢: 508 < A < 51‘8. Gdyby wiec np. chodzito
0 zbudowanie modelu takiego trdjkata z drutu, to przycinajac
drut, obierzemy drut, majacy by¢ wysokoscig, na 51'8 cm, pozo-
stawiajgc mniej niz 1 cm na odciecie przy ostatecznem skia-
daniu modelu.

Jezeli mamy podana przyblizona wartos¢ a jakiej$ liczby
A i gorny kres biedu a', to moéwimy, ze liczba A jest wyzna-
czona z doktadnoscig do a'.

Jezeli podamy, ze dtugos¢ jakiego$ odcinka wynosi 4'26 cm,
z doktadnoscig do jednej setnej, to znaczy, ze prawdziwa dtugos¢ x
tego odcinka spetnia nieréwnos$é: 425 < .v< 4'27. Podobnie oznacza
powiedzenie: ,miasto pewne ma 430000 mieszkancow z doktad-
noscig do 10000“ ze liczha M mieszkancow tego miasta spetnia
nieréwnosé: 420000 < M < 440000.

Przyblizonemi wartos$ciami postugujemy sie nietylko wtedy,
gdy nie znamy prawdziwej wartosci, lecz takze w celu zao-
kraglenia liczb, przy ktoérych nie chodzi nam o zupetna do-
ktadnosc.

Np. jezeli 1 m piotna kosztuje 2'45 zi, to za 6'25 m nalezy
zaptaci¢ 153125 zi. Poniewaz tylko setne zi posiadaja pewna
warto$¢ praktyczng, ograniczamy ostatnig liczbe do dwu miegjsc
dziesietnych i méwimy, ze za 6'25 m nalezy zaptaci¢ 15'31 zi.

Liczby dziesietne zaokraglamy w praktycznych rachunkach
w ten sposdb, ze zatrzymujemy tylko tyle najwyzszych miejsc, ile
ma w danym przykladzie praktyczne znaczenie, a reszte cyfr od-
Tzucamy. Otrzymana tak liczba jest przyblizong wartoscig danej
liczby z doktadnoscia do jednostki najnizszego zatrzymanego
miejsca. — Tak np. jest w ostatnim przykiadzie 15’31 przyblizong
wartoscig ceny z dokiadnoscia do 001. Doktadno$¢ zwiekszamy
jeszcze w nastepujacy sposob: Jezeli cyfra, stojgca na najwyzszem
miejscu opuszczonej czesci liczby, wynosi mniej niz 5 (jak w ostat-
nim przyktadzie), to goérny kres btedu wynosi 0'5 jednostki naj-
nizszego zatrzymanego rzedu (w naszym przykiadzie 0°005); jezeli
cyfra, stojgca na najwyzszem miejscu odrzuconej czesci liczby, wy-
nosi 5 lub wiecej niz 5, to odrzucajac miejsca zbedne, powiekszamy
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cyfre, stojgcg na najnijzszem miejscu w przyblizonej wartosci, o 1.
Blagd popetniamy wtedy przez nadmiar, ale bigd ten bedzie bez-
wzglednie mniejszy (lub niewiekszy) niz 05 jednostki najnizszego
zatrzymanego rzedu. — Stosownie do tego ma liczba 61'827 na-
stepujace przyblizone wartosci:

61'83 z doktadnoscig do 0005 (btgdprzez nadmiar);

61's ,, ” , 005 (., ,» hiedomiar);
62 ” »05 (M » hadmiar);
60 ” » D (. ,» hiedomiar).

Ten sposob zaokraglania liczb jest przyjety powszechnie w ra-
chunkach praktycznych.

Wykonujac dziatania liczbami przyblizonemi, otrzymujemy
oczywiscie wynik takze tylko przyblizony. Zadaniem naszem bedzie
ustali¢ dla wszystkich dziatan gorny kres btedu wyniku, jezeli
dane sa gorne granice bledéw wszystkich liczb, wchodzacych
w skiad dziatania.

8§ 2. Dodawanie.

Niech a, b, ¢ oznaczajg przyblizone wartosci liczb A, B, C,
liczby a, /7, y bledy, a a', (2, ich gérne kresy tak, ze

A—a—a B—0=/R C—c—y;
M<av [/f|<X lyl<e/.
Dodajac pierwsze trzy réwnosci, otrzymamy:

[(A+ i?-fC)-(a+ 6-"c)|=|a+ P+ y|"a] + |+
+ |7 |<c'+/i"-|- 1.
Czyli:
Btgd sumy kilku wartosci przyblizonych jest bezwzgled-
nie mniejszy od sumy go6rnych kreséw bledéw wszystkich
sktadnikow.

Np. Jezeli w sumie: 2'783 -f-15'47 + 36'2863 = 54'5393 gbrne
kresy btedow sktadnikdw wynosza kolejno; 0'001, 0°005, 0'00005,
to gorny kres btedu sumy wynosi 0'00605.

W praktyce zaokraglamy poszczeg6lne sktadniki do dwu miejsc
dziesietnych i piszemy: 2-78 + 1547 + 36'29 = 54'64. Goérne gra-
nice btedéw skiadnikébw wynoszg po 0'005, a gorny kres biedu
sumy: 0'005.3 = 0°015. Wprawdzie przy takiem skréconem doda-
waniu kres gérny bledu sumy jest nieco wiekszy (w naszym przy-
ktadzie o 0'00895), jednak w praktyce uzywamy czesto tego spo-
sobu dodawania ze wzgledu na to, ze. skraca on mechanizm ra-
chunkowy.
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8 3. Odejmowanie.

Zatrzymujac znaczenie liter, przyjete w poprzednim pa
ragrafie, znajdziemy:

(4 —5) —@—s)|= [a—P|" |aH-17|< a4

Bezwzgledna warto$¢ btedu réznicy jest mniejsza od sumy
goérnych granic btedéw odjemnej i odjemnika.

Np. Jezeli w roznicy: 18476 —125934 = 58826 gdrne kresy
btedow odjemnej i odjemnika wynoszg: 0'0005 i 0-00005, to gorny
kres btedu roéznicy wynosi 0'00055.

W praktyce uzywamy skrdconego odejmowania. Zaokraglamy
obie liczby w poprzednim przyktadzie do trzech miejsc dziesietnych
i odejmujemy: 18'476 —12593 = 5883 z doktadnoscig do 0°001.

8 4. Mnozenie.

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem, ze jeden czynnik
jest liczbg dokladng, a drugi przyblizong. Zatrzymujac zna-
czenie liter podane w § 2, znajdziemy:

|AB— Ab|= \A(b+ p)—Ab|=f\A .p\= 1A |.|P|< AL

Biad iloczynu, ktérego jeden czynnik jest liczbg doktadng,
jest bezwzglednie mniejszy od iloczynu tego czynnika i gérnego
kresu btedu drugiego czynnika.

Np. Jezeli w iloczynie 4'247 .8'2= 34°8254g6rny kres bledu
mnoznej wynosi 0°0005, a mnoznik jest liczbg doktadng, to biad
iloczynu jest bezwzglednie mniejszy, niz 8'2.0'0005 = 0 0041.

Jezeli oba czynniki sg liczbami niedoktadnemi, to:

\AB —ab\ = \(fl+ a)(b+ fi —ab\= \aP+ ba+ ap\~a\p\-t-
+ *lalt l«leIPI< + ba'-f a'p.

Np. Jezeli w iloczynie 8'64.3‘14 = 27'1296g6rny kres biedu
kazdego czynnika wynosi 0'005, to btad iloczynu jest bezwzglednie
mniejszy niz: 864 .0'005 + 3’14.0'005 + 0'005 .0°005 = 0'058925.

Ostatni sktadnik a'fi' sumy, wyrazajacej gérny kres biedu ilo-
czynu, jest bardzo maty w poréwnaniu z dwoma poczatkowemi
sktadnikami, bo a' i fi sg zazwyczaj mate w poréwnaniu z a i b

(poréwnaj ostatni przyktad!). Wskutek tego opuszczamy zwykle
ten skfadnik i moéwimy:

Btad iloczynu dwu liczb jest bezwzglednie mniejszy od
sumy iloczynéw kazdego czynnika i gornego kresu btedu dru-
giego czynnika.
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Ostatni przyklad wskazuje, ze gorna granica bledu iloczynu
jest dos¢ wysoka; wynik otrzymaliSmy na 4 miejsca dziesigtne,
a z nich zaledwie pierwsze jest bez bledu. Aby unikng¢ owego
dtugiego rachunku, dajacego nam wiele miejsc dziesietnych, ale
niepewnych, uzywamy t. zw. skrdconego mnozenia, dajgcego
wprawdzie wynik nieco gorszy, ale upraszczajacego niezmiernie
rachunek.

Zacznijmy od przykladu i wykonajmy zwyklym sposobem mno-
Zenie: 8'647 . 3'14?, w ktérem ,,?* zastepuje nieznang dalszg cyfre.
Otrzymamy:

8 647 . 3-14?

25927
8647
34567

Widzimy stad, ze juz drugie miejsce dziesietne nie bedzie
pewne. Mnozac zatem przez 3 jednostki, nie bedziemy pisali
setnych (3.4 = 12), lecz-opuszczajac 002, doliczymy tylko 0’1 do
dziesigtych. Rachuje wiec: 0'04.3= 012, doliczam 01. Nastep-
nie: 8.0°6 =18 wiecej ,poprawka“ 0'1 jest 1*9; pisze 9, do'i-
czam 1 i t d. W ten sposob otrzymam pierwszy czeSciowy ilo-
czyn 259, w ktérym btagd wynosi bezwzglednie mniej niz 01.
(Granica gorna bledu jest w naszym przyktadzie mniejsza; mo-
gtaby jednak tyle wynosi¢, gdyby w mnozniku zamiast cyfry 3
byta cyfra 9). — Mnozac potem przez 0'1 w celu otrzymania
drugiego czesciowego iloczynu nie bede mnozyt setnych, bo otrzy-
matbym niepotrzebnie trzecie miejsce dziesietne; mnoze dopiero
01.06= 006; lecz i tej cyfry nie napisze. Poniewaz jednak
0‘06 jest wiecej, niz po6t dziesigtej, to popetnie mniejszy biad,
doliczajgc 01, niz opuszczajgc 0'06 zupetnie. Rachuje wiec da-
lej: 0'1.8 = 0'8, a doliczajgc ,,poprawke* 01, otrzymam jako
drugi czesciowy iloczyn 0'9 z bledem z pewnoscig mniejszym bez-
wzglednie, niz 01 (wyjasnij!). — Przez 0’04 nie mnoze ani set-
nych, ani dziesigtych, bo na iloczyn otrzymatbym czwarte, wzgled-
nie trzecie miejsce dziesietne. Mnoze dopiero: 0°04 . 8 = 0'32; setne
opuszczam i pisze ,,poprawke” 0‘3 jako trzeci i ostatni czeSciowy
iloczyn z dokladnoscig do 01,

Aby w ciggu rachunku nie zastanawia¢ sie, od ktorej cyfry
mnoznej mamy zaczyna¢ mnozenie przez kazda cyfre mnoznika,
ustalamy to na poczatku rachunku i zaznaczamy przez odpowiednie
podpisanie cyfr mnoznika pod cyframi mnoznej. Poniewaz w wy-
niku chce otrzymac¢ dziesigte, to przez 3 jednostki mnozy¢ bede
dziesigte; bede mnozyt przez 3 réwniez i setne, ale tylko nato,
aby wydzieli¢ z iloczynu dziesigte, czyli aby uzyskal poprawke.
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Podobnie podpisze 1 pod jednostkami, a 4 pod dziesigtkami mnoznej.
Uzyskam schemat:

8-64.3-14
413
1 rachui?: Stowami:
®j4 3.4 = 12; poprawka 1.
3.6 = 18; poprawka 1,czynil9; pisze 9, doliczam 1.

259 3.8 = 24, wiecej 1 jest 25;pisze 25.

9 1.6 =6; poprawka 1.

3 1.8 = 8 wiecej 1 jest 9; pisze 9.
27'1 4.8 = 32, poprawka 3; pisze 3.

Dodajac czesciowe iloczyny i odcinajgc jedno miejsce dzie-
sietne, otrzymam szukany iloczyn.

W kazdym iloczynie czeSciowym popetniliSmy btad mniejszy
niz 0% ; a ze takich iloczynéw czeSciowych mieliSmy trzy, zatem
btad iloczynu jest wskutek tego bezwzglednie mniejszy niz 0*3;
do tego nalezy doda¢ btad, popetniony przez nieuwzglednienie
dalszych cyfr mnoznika. Goérny kres tego bledu wynosi 0'1 tak,
ze gorny kres btedu catego iloczynu wynosi 04. GdybySmy mno-
zenie wykonali zwyklym sposobem, otrzymalibySmy 27°1296 z do-
kfadnoscig do 0'1178. Gorny kres btedu przy uzyciu skréconego
mnozenia jest wiekszy, ale mechanizm rachunkowy jest tak prosty,
ze pomimo tej niedoktadnosci postugujemy sie czesto tern dziata-
niem. Nie nalezy zreszta sadzi¢, aby blad w rzeczywistosci byt
zawsze tak wielki, jak obliczona gdérna granica btedu. Bledy w cze-
Sciowych iloczynach sg badz dodatnie, badz ujemne, znoszg sie
wiec zazwyczaj czesciowo.

Podajemy wreszcie wskazowki, jak mozna bez dlugich roz-
wazan poznaé, do ilu miejsc dziesietnych nalezy skrécone mno-
zenie wykonywa¢, jezeli czynniki sga podane z doktadnoscig do
jednostki najnizszego miejsca.

Za mnoznik obieramy liczbe, majgca mniej cyfr. Cyfre mnoz-
nika, oznaczajacg najnizsze jednostki, podpisujemy o jedno miejsce
na lewo od cyfry mnoznej, oznaczajacej jednostki najwyzsze, a po-
zostale cyfry mnoznika piszemy w porzadku odwrotnym.

Np.: 54-823 . 25°67
765 2

Najnizsza cyfra iloczynu bedzie miata takg warto$¢ miejscowa,
jaka ma cyfra mnoznej, pod ktorg sg podpisane jednostki mnoznika.

W otatnim przykiadzie najnizsza cyfra iloczynu bedzie ozna-
czata jednostki.

Uzasadnij na przykiadzie -powyzsze reguty!

Skréconego mnozenia uzywamy rdéwniez czesto przy mnozeniu
liczb doktadnych, jezeli nam chodzi tylko o wynik przyblizony.

Np.: Chcemy obliczy¢, ile nalezy zaptaci¢ za 17'826 kg to-
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waru, ktorego 1 kg kosztuje 4784 zt. Gdybysmy uzyli zwykiego
mnozenia, otrzymalibySmy w wyniku 5 miejsc dziesietnych, z kto-
rych tylko dwa najwyzsze majag praktyczne znaczenie. Uzyjemy
wiec skréconego mnozenia; a ze przy skréconem mnozeniu naj-
nizsze miejsce bywa obarczone btedem, wykonamy mnozenie do
trzech miejsc dziesietnych. Jednostki mnoznika podpiszemy pod
trzeciem miejscem dziesiethem mnoznej, a inne cyfry w odwrotnym
porzadku; otrzymamy:
17-826 . 47-84
4874

713 040
124 782
14 261
713

852-796
Po zaokragleniu otrzymamy wynik: 852''80 zt.

8 5. Dzielenie.
A aj_ [Ab—=Ba| {a-f-a)b—(b-|-p a\
ATl | Bb | {b+ fib |
ab-\-ab —ab —/a ab—ala|™ d b-j-fia
b+P\.b ~(b-P).b

W ostatnim dzielniku napisaliSmy zamiast |0+ /9 réznice b—{T,
wskutek czego dzielnik zmniejszyt sie, a wiec iloraz powiekszyt sie.

Wyraz stowami otrzymany wzor!

Aby granicy bledu nie przekroczyé, nalezatoby dzielenie a:b
wykona¢ doktadnie, a wiec w postaci utamkdéw zwyczajnych. Tego
w praktyce zazwyczaj nie czynimy, zadowalajgc sie t zw. skroco-
nem dzieleniem. Istote tego dziatania wyjasnimy na przykiadzie:

48314-7? : 5873'2.
Zaczynamy dzielenie zwyklym sposobem:
48314-7?: 5873'? = 8
46984
1330
Poniewaz cyfra 3 dzielnika nie jest doktadna, lecz obarczona
btedem mniejszym niz 1, to mnozac jg przez 8 popetniamy biad
mniejszy niz 8.1 = 8; odejmujgc od dzielnej, obarczonej btedem

mniejszym niz 0%, otrzymujemy reszte (drugg czeSciowg dzielna)
z btedem mniejszym niz 8%.
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Wykonywamy dalsze czeSciowe dzielenie:

133077?: 5873'?=0-2
1174-6

156-1

Poniewaz dzielnik zawiera bltagd mniejszy niz 1, to mnozac
go przez 0'2 popetniamy btad mniejszy, niz 1. 02= 0"2 Odejmujac
otrzymany iloczyn od czesciowej dzielnej 156''1, obarczonej bie-
dem mniejszym niz 8%, otrzymamy reszte (trzecig czesciowq dzielna)
z bledem mniejszym niz 8'1 + 0'2 = 8*3. Nastepna czesciowa dzielna
nie wynosi wiec doktadnie 156''1, lecz jest zawarta miedzy grani-
cami 156*1 + 8'3= 164"4, a 156T —8"3= 147*8. W obu przypad-
kach wynosi nastepna cyfra ilorazu 002 (wykonaj!). Otrzymamy:

156*10 : 5873"? = 0*02
117-46

38-64

Mnozac dzielnik, obarczony bltedem mniejszym niz 1, przez 002,
popetniamy w iloczynie bltad mniejszy niz 1. 002 = 0*02. Odej-
mujac ten iloczyn od czeSciowej dzielnej, majacej juz btgd mniej-
szy niz 8*3, otrzymujemy reszte (czwartg czeSciowg dzielng) z ble-
dem mniejszym niz 8*32. Pozostata czesciowa dzielna zawarta jest
zatem w granicach: 38-64 + 832 = 46-96, a 38-64 —8-32 = 30*32.
Dzielgc pierwsza z nich przez 5873, otrzymamy 0*007, dzielac
drugg, 0*005. Trzecia cyfra dziesietna ilorazu nie jest zatem pewna;
opuscimy ja, zadowalajac sie ilorazem 8*22 z doktadnoscig do 0°01.

Z tego przykladu wysnuwamy nastepujgca metode obliczania
gornego kresu bledu ilorazu:

Dzielenie warto prowadzi¢ tak diugo, dopoki btad reszty nie
stanie sie tak wielkim, ze podzielony przez dzielnik, daje jednostke
(lub wiecej) tego rzedu, ktory oznacza szukana cyfra ilorazu. Kres
gorny bledu reszty obliczymy (wynika z ostatniego przyktadu),
dodajac do gornego kresu btedu dzielnej iloczyn: znalezionej czesci
ilorazu i gornego kresu bledu dzielnika. Poniewaz na poczatku
rachunku nie znamy ilorazu, zastepujemy go przy obliczaniu gor-
nego kresu btedu ilorazu jego przyblizong wartoscig z btedem przez
nadmiar, po znalezieniu pierwszej cyfry ilorazu.

W naszym przyktadzie wynosi gorny kres bledu reszty:
01+ 9.1 = 9*1. Poniewaz 9*1: 5873 daje na wynik przeszto 0*001,
to blad reszty wplywa na wartos¢ trzeciej cyfry dziesietnej ilo-
razu. Dzieli¢ warto wiec tylko do dwu miejsc dziesietnych.

Napiszmy cate dotychczasowe dzielenie:

483114-7: 5873 = 8-22
13307
15610
3864
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Poniewaz poczawszy od drugiej czesciowej dzielnej btad wy-
nosit niewiele mniej niz 10, to cyfr po prawej stronie kreski
w ostatnim rachunku nie piszemy czesto wcale, rachujac w naste-
pujacy sposob:

Pisemnie: 4831 47 :58 7 3= 8'22

133
16
4

Stowami: Odcinam w dzielniku cyfre 3, a w dzielnej pozo-
stawiam tyle cyfr, aby dzielnik w niej sie miescit t j. 4831. Ra-
chuje: 587 dzisigtek w 4831 dziesigtkach miesci sie 8 razy (cyfry
zaznaczone grubszym drukiem zapisuje); 3.8 = 24, do poprawki 2;
8.7 = 56, wiecej 2 jest 58, a 3 jest 61, 6 doliczam; 8.8 = 64,
wiecej 6 jest 70, a 3 jest 73, 7 doliczam; 8.5 = 40, wiecej 7
jest 47, a 1 jest 48. — Odcinam w dzielniku cyfre 7 i rachuje:
58 w 133 miesci sie 2 razy; 2.7=14, do poprawki 1; 2.8 = 16,
wiecej 1 jest 17, a 6 jest 23, 2 doliczam; 2.5 = 10, wiecej 2
jest 12, a 1 jest 13. — Odcinam w dzielniku cyfre 8 i rachuje:
5 w 16 miesci sie 2 razy; 2.8 = 16, do poprawki 2; 2.5 = 10,
wiecej 2 jest 12, a 4 jest 16.

Naturalnie, ze przez odrzucenie szeregu cyfr popetniamy znéw
pewne biedy. Obliczenie granic tych btedéw nie jest proste; pomi-
jamy je. W kazdym razie wplyng¢ mogg te bledy na wartos¢
ostatniej cyfry ilorazu. Wskutek trudnosci przy wyznaczaniu goér-
nego kresu btedu ilorazu uzywamy skroconego dzielenia tylko tam,
gdzie nie zalezy nam na znajomosci gornego kresu btedu wyniku.

Przyktad. Wykona¢ dzielenie: 97:856 :175-4, jezeli dzielna
podana jest z doktadnoscia do 0'001, a dzielnik z doktadnoscig do 0'1.

Ocena doktadnosci ilorazu:

Mnoze dzielng i dzielnik przez 10; otrzymam:

978-56 :1754

Pierwszg cyfrg ilorazu bedzie 0'5, a wiec przyblizong jego
wartoscig z btedem przez nadmiar 0‘6. Tworzymy iloczyn 0'6.1 = 0'6,
gdzie 1 jest gornym kresem biedu dzielnika. Powigkszamy 0’6
0 goérny kres btedu dzielnej 001, a znaleziong sume 061 dzielimy
przez dzielnik. Otrzymamy 0'61:1754 = 0°0003.., z czego wnosimy
(poréwnaj str. 63), ze czwarte miejsce dziesietne nie bedzie juz
pewne. Dzielenie wykona¢ nalezy zatem do trzech miejsc dzie-
sietnych.

Wykonanie dzielenia:

a) Zwykly sposob:

978'56 :1754 = 0557 z dokiadnoscig do 0'0014.
10156

13860

1582
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b) Skrécone dzielenie:

Poniewaz pierwsza cyfra ilorazu oznacza dziesigte, a dzieli¢
bedziemy do trzech miejsc dziesietnych, to w ilorazie bedziemy
mieli 3 cyfry znaczace. Pozostawiamy wiec w dzielniku tylko
3 cyfry (cyfre 4 odcinamy), a w dzielnej tyle cyfr, aby dzielnik
w niej sie miescit (odcinamy cyfry 56). Dzielimy:
978-|56 = 1|7|5|4 = 0'557
101 -

13
1
Wynik otrzymujemy taki sam jak poprzednio, ale goérnego
kresu btedu ilorazu nie znamy.

8 6. Zamiana utamka zwyczajnego na dziesietny.

W praktyce postugujemy sie niemal wytacznie utamkami dzie-
sietnemi, a ilekro¢ otrzymamy w wyniku utamek zwyczajny, za-
mieniamy go na dziesietny. Najczesciej jednak zamiana taka nie
da sie uskuteczni¢ zupetnie dokladnie; otrzymujemy tylko pewne
przyblizone wartosci, ktdremi wiasnie chcemy sie doktadniej zajac.

Przypusémy, ze chcemy wyrazi¢ liczbe 28 = -f w postaci
liczby dziesietnej. W tym celu wykonywamy dzielenie:

8: 3= 2-666....

Dzielenie oczywiscie nie skonczy sie, lecz dostarcza nam
nieréwnosci:
2 < 8:3<3
26 < 8:3< 27
2-66 <*:3<2°767
2-666 < 8 :3 < 2%67

Ciag liczb: 2, 2'6, 2-66, 2*666,....... (nazwijmy go ,,ciag 1%)
jest ciaggiem przyblizonych wartosci ilorazu 8:3 z bledami
przez niedomiar, ktére nie przekraczajg kolejno: 1, 0-1, 0'01,
0-001. . ..

Ciag liczb: 3, 2'7, 2-67, 2-667,.... (nazwijmy go ,,cigg 11%)
jest ciggiem przyblizonych wartosci ilorazu 8:3 z bledami
przez nadmiar, ktére nie przekraczajg kolejno: 1, 01, 0"01,
0001,....

Te ciggi liczb majg nastepujace wiasnosci: 1. Kazdy ciagg
zawiera nieskonczenie wiele liczb. 2. Liczby ciggu | rosna (co
najwyzej niektére moga by¢ roéwne), liczby ciggu n malejg

J. Mlhutowicz. Arytmetyke i algebra ua V'kL gimn. 6
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(co najwyzej niektére moga byc¢ rowne). 3. Kazda liczba ciggu |
jest mniejsza od kazdej liczby ciggu Il, a kazda liczba ciggu Il
jest wieksza od kazdej liczby ciggu I. 4. R6znica odpowiada-
jacych sobie liczb obu ciggébw moze sta¢ sie dowolnie maia,
jezeli obierzemy dostatecznie dalekie liczby obu ciggéw. Dwa
takie ciagi (powstate z dzielenia) okreslajg zupetnie jedng
liczbe (w naszym przyktadzie 2f) wiekszg od wszystkich
liczb ciggu I, a mniejszg od wszystkich liczb ciggu R.

Ostatnie zdanie nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposob: Liczba
m, odgraniczajgca oba ciagi, istnieje tylko jedna. Jezeli bowiem
jakas$ liczba rozni sie od m chociazby o bardzo malg liczbe 6, to
miedzy m a m + (6 znajdujg sie juz liczby ciggu I lub II, miano-
wicie te, ktére od m réznig sie o mniej niz 0 § m+ 6 nie od-
granicza wiec obu ciggow. — GdybysSmy mieli dane tylko dwa
takie ciggi (otrzymane z dzielenia), a nie wiedzieli z podzielenia
jakich liczb je otrzymano, a wiec nie znali utamka zwyczajnego m,
to te dwa ciagi moglyby nam zastgpié¢ 6w utamek we wszystkich
rachunkach. Tak np. moglibySmy poréwna¢ m z jakgkolwiek dang
liczba, moglibySmy znalez¢ iloczyn liczby m i danej liczby z do-
wolng dokladnoscig i t p.

Np. Poréwnaé m, odgraniczajgce ciggi 1 i Il, z

Poréwnywamy 24$$ kolejno z liczbami ciggu_ I i Il i znajdu-
jemy: 2'68 < 24$$ < 2'666. A ze 2'666 < m, to: 26$ < m.

Cwiczenia.

1. Zamiast liczby 3785 znaleziono przy pomiarze a) 37°9,
b) 37'83, c¢) 38, d) 36-9; obliczy¢ biad!

2. Zamiast 108°56'15"" znaleziono: a) 1084°, b) 107°, ¢) 109°,
d) 108°40", ej 108°562'; obliczy¢ biad.

3. Zamiast 365 dni, 5 godz., 48 min. 46 sek. znaleziono:
a) 360 dni, b) 366 dni, c) 365 dni, d) 365 dni 6 godz. e) 365
dni, 5 godz., 50 min.; obliczy¢ bigd!

4. a) W jakich granicach zawarta jest liczba A, jezeli jej
przyblizona warto$¢ a= 375, a gorny kres bledu a'= 01?

b) To samo, jezeli a= 690, a a’— 3.

¢) . ” » a—0=873, a a'= 0°0005.

d) ., ” » a= 314, a a*—0'002.

5. a) 14-5 jest przyblizong wartoscia liczby A z dokiad-

noscig 005 z btedem przez nadmiar. W jakich granicach jest
zawarte A?
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b) 16'4 jest przyblizong wartoscig liczby A z dokfadno-
Scig do 01 z bledem przez niedomiar. W jakich granicach
jest zawarte .A?

6. a) Podac przyblizone wartosci liczby 495-432 z dokfad-
noscig do 10, do 1, do 0-1, do 0-01!

b) Podaé¢ przyblizone wartosci liczby: 530-556 z doktad-
noscig do 50, do 5, do 0-5, do 0'05!

7. Zaokragli¢ ro6znemi sposobami liczby: a) 37543824,
b) 375-057, c¢) 0-012505, d) 4537 i podaé¢ gorny kres biedu!

8. Obliczy¢ sume i gorny kres jej biedu:

a) 48-75z doktadn. do 0'04, b) 7’825z doktadn. do 0-001,

3_8 12 7 77 0_051 3-25 77 77 12 0'031
3_74 12 77 7 0'01, 13_7 7 12 77 0_11
167, » 0-1. 8371 , " ,» 0-02.

Poda¢ granice, w ktdrych zawarta jest prawdziwa war-
tos¢ sumy.

9. Doda¢ nastepujgce liczby, ktére podane sg z dokilad-
noscig do jednostki najnizszego zatrzymanego miejsca i obli-
czy¢ goérny kres btedu sumy:

a) 475+ 6-3-f 14-723 -j- 36*4 -f 6*8263;

b) 6700 -f 17000 + 36900 + 485000;

c) 38-4+ 37+ 45-64+ 8l + 146+ 821-3.

10. Nastepujace liczby podane sg z dokladnoscig do 0\5
jednostki najnizszego zatrzymanego miejsca. Obliczy¢ sume
1 wyznaczy¢ gorny kres jej bledu:

a) 6-85+ 0-94+ 17-32-f 4-03;

b) 2.8+ 3-19+17 + 41-3+ 6-15;

c) 6-27 + 0-843 + 0-042 -f 0-72.

11. Wykonaé dziatania w zad. 9 i 10 skréconem dodawa-
niem i obliczy¢ gorny kres biedu sumy.

12. aj Boki trokata, zmierzone z dokladnoscia do 0-2 cm,
wynoszg: 174 cm, 20%7 cm, 23"4 cm. Obliczy¢ obwdd!

b) Wykresl dowolny wielobok, zmierz boki, ocen dokiad-
nos¢ pomiaru i oblicz obwdd! Narysuj (geometrycznie) odci-
nek réwny obwodowi i zmierz! Poréwnaj wyniki, a w razie
niezgodnosci ich, podaj jej przyczyne!

c) Zwaz oddzielnie kilka cial, oceh doktadnos$é! Oblicz,
ile wazg wszystkie ciata razem! Zwaz wszystkie ciata razem!
Poréwnaj wyniki!

6*
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13. Obliczy¢ réznice nastepujacych liczb i gorny kres jej
btedu:
a) 47-85 z doktadn. do 0-07 b) 63-8 z doktadn. do 0'2
329 ” ,,0-05 5164 ,, ” , 004

14. Nastepujace liczby podane sg z dokfadnoscig do jed-
nostki najnizszego zatrzymanego miejsca. Obliczy¢ ich rdznice
i gorny kres jej btedu:

a) 48-65 — 46-3; b) 49- 38-4; c) 8-47 — 8-45.

15. Nastepujace liczby podane sg z doktadnoscia do Oo
jednostki najnizszego zatrzymanego miejsca. Wykona¢ nazna-
czone dziatania i obliczy¢ gorny kres btedu wyniku:

a) 8-736 — 7-822; b) 64—36; c) 4800 — 4600;

d) 0-87 + 0*48 —0-15— 0’73 -f 1’04 — 0'93;

e) 6-1-f 84—57+ 32—52- 67;

f) 386 -f- 27 — 289 + 517 — 495,

16. Wykona¢ naznaczone*) dziatania i wyznaczy¢ gorny
kres btedu wyniku:

a) 40 .7; b) 15"6(0-i). 4*5; c) 17805) 6''24;

d) 6-81(K)i). 3"4-f- 8*6. 7"46(c-0n;

e) 15900) » 6*5 — 780d®) * 7*2;

f) 8'150-i) * 16"12(cdi) ; g) 6'7(005). 7*15(00i);

h) 4""826(ca®) . 0'723(c00i); i) 6153(i). 583(p;

J) 4"83(M)i). 13'5(0H) + 6°25(00i) * 15"4(0i);

K) 61*5(005) » 52''3(000) — 27"'2(0-i). 42"6"-<e);

1) 65%(0i) . 73'4(0i) . 28'7(0-);

m) 430(io) ¢ 870(io) * 510(ioj.

17. Wykonaé skréconym sposobem mnozenia nastepuja-
cych liczb, podanych z dokladnoscig do jednostki najnizszego
zatrzymanego miejsca:

a) 67-45.5-16; b) 47'63 . 8'07; c) 173'67 . 48'62;

d) 154-6 .175-825; e)67-823 . 47*5; f) 597 . 48700;

g) 6-725. 3-14159; h) 48’624 . 14*87; i) 0057 . 0-6239;.

J) 48-75. 0-005943; k) 1*0705 . 0-08947.

18. a) W koto o promieniu 8 cm wpisa¢ umiarowy o$mio-

bok, zmierzy¢ jego bok, a oceniwszy doktadno$¢ pomiaru,
obliczy¢ obwaod.

*) Maie liczby w nawiasach oznaczajg goérny kres biedn liczby przy
ktorej stoja. Liczby bez takich znakoéw sg liczbami dokladnemi.
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b) Ciezar wiasciwy miedzi wynosi 8*94 g (z dokfadnoscig
do 0-01 g); ile wazy przedmiot miedziany, majacy objetos¢
27*4 cms (z doktadnoscig do 01 cm9?

c¢) Drut miedziany, o dtugosci 1 m wydtuza sie przy ogrza-
niu o t° C o 0*016 mm (z dokfadn. do 0*00L mm). O ile wy-
dtuzy sie drut o dlugosci 43*5 m (z dokladn. do 002 m) przy
ogrzaniu o 40° C (z doktadn. do 1° C)?

19. Wykona¢ dzielenia (doktadnie):

a) 106*59: 37*4; b) 22*701:48*3c) 1029*21:507;

Obliczy¢ gorny kres btedu ilorazu, jezeli: a) dzielna jest
podana z dokladn. do jednostki najnizszego zatrzymanego
miejsca dzies., a dzielnik jest liczbg doktadna; /?) dzielna jest
liczbg dokfadng, a dzielnik jest podany z doktadnoscig do jed-
nostki najnizszego zatrzymanego miejsca dzie$.; y) dzielna
i dzielnik sa podane z dokladnoscia do jednostki najnizszego
zatrzymanego miejsca dzies.

20. Wykonaé naznaczone dziatania i obliczy¢ gérny kres
btedu wyniku'):

a) 547%6(0-): 312; b) 7*26: 7°45vmj;
c) 187*6(c-i): 3821(0; d) 4873"'5(0-n: 0*816(0-00i) 5
e) 4'86(ood : 3*26(c-00; ) 4785(i): 76*25(0-00d;

Q) (618200 . 6+15(001)): 85+ (-0 ;
h) (6*85(0-0i): 3*85(00n) . (7*823(000i): 3*14(0-0d;
i) (84*63(0-0i). 5'82(0-0i)): (61'24(0-0i) . 3*15(0d).

21. a) Zwaz jedna monete, ocen dokiadnos$¢ i oblicz, ile
wazy 17 takich monet. Zwaz 17 monet i poréwnaj wyniki!

b) Zwaz 17 monet jednakowych, ocen doktadnos¢ i oblicz,
ile wazy jedna moneta.

Jaka praktyczna wskazowka wynika z obu zadan?

22. a) De razy obréci sie na drodze, wynoszacej 1 km,
koto roweru, majace 2*35(0b) m obwodu?

b) Obliczy¢ objetos¢ 1 g srebra, jezeli ciezar wiasciwy
srebra wynosi 10*5(odd g.

¢) Przedmiot, majacy 1*750ad) m wysokosci, rzuca w pew-
nej porze dnia cien diugi na 2*90d m ; jak wysoka jest wieza,
ktéra w tym samym czasie rzuca cien o dtugosci 9709 m ?

* Poréwnaj uwage do str. 84!
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23. Znalez¢ ciagi przyblizonych wartosci utamkéw:
a) H, b)3f, o d)

24. Wykona¢ nastepujgce dziatania raz w utamkach zwy-
czajnych, drugi raz, przedstawiajac utamki zwyczajne w po-
staci utamkodw dziesietnych z doktadnoscig do 0*1,0*01,0*001,___
Poréwna¢ wyniki I

by ¢ H ; C)&. 3 4,
elt.f;
A 0 k) 1J



ROZDZIAE V.

DZIALANIA STOPNIA TRZECIEGO.

AJ POTEGOWANIE.
8 1. Dziatania potegami.

Dziataniem prostem stopnia trzeciego jest potegowanie
t. j. mnozenie, w ktérem ten sam czynnik powtarza sie. Potega
nazywamy iloczyn réwnych czynnikéw, zasada, powtarzajgcy
sie czynnik, wyktadnikiem, liczbe, wyrazajaca, ile razy zasada
powtarza sie jako czynnik.

Stosownie do tego okreslenia potegowania jest wyktadnik po-
tegowy liczbg naturalng, wiekszg niz 1. Okreslamy nadto, ze: al= a.

W ciggu nauki poznaliSmy niektére dziatania potegami,
ktore nizej wraz z uzasadnieniami zestawiamy:

n razy n razy n razy
1. (ab)" = (ab).(ab) .(ab)...,=a.a.a.... b.b.b... .= anb
m razy n razy m+ n razy
2.am.a"—a.a.a....a.a.a....—a.a.a.... = am+n,
n razy n razy
g ~gn am _— +d+ + jmn.
n razy n razy
a a a.a.a..
>(tB b b b.b.b...,
n razy
m razy n razy m—n razy
5 M8 aaa aaa _mpp.y
a a.a.a.... a.a.a-—
n razy n razy

Wyraz stowami powyzsze twierdzenial
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Suma lub réznica poteg, o ile one nie majg jednakowych
zasad i wyktadnikéw, nie da sie przedstawi¢ w prostszej po-
staci. Dzialania: a8-j-a3 a2-j- & a3 b$ i t. p. nie dadzg sie
dalej wykona¢. Natomiast: a2-j- a- — 2as, 3an+1— 5an+1—
——2an+li t. d

Potegowranie sumy i réznicy (wog6le wielomianu) mozna
zawsze wykonac¢ przez wielokrotne mnozenie. Ogdélny wzor,
ktory podaje wynik potegowania wielomianéw, pomijamy;
ograniczamy sie do nastepujgcych wypadkow:

1. a) (a-(-b)s= a2-j- 2ab -)- b*;

b) (a+ 0+ c)!= ([a-fd]+ c)2= (a+ )2+ 2(a+ G)c+
-f- c2= a2-f- 2ab -j- 62-f- 2 (a -f- b) ¢ -j- c2;

c) (@a+ 6-fc + d)2= ([a+ 6-j-c]-I-rf)2= (a+ 6+ c)24-
-j-2 (@a-f-b-J-c)d-j- d} ==a2-f- 2ab-j- 62-j-2 (@ b)c-j-
-j-c2-j-2(a-j-6-j-c) d -j-

2. (@ -f-0)3—a3 3az2b+ 3ad2+ Os.

Wyraz stowami te twierdzenia!

8 2. Podnoszenie liczb dziesietnych de kwadratu.

Na ostatnich twierdzeniach polega podnoszenie do kwa-
dratu liczb, napisanych w uktadzie dziesigtkowym pozycyj-
nym. Kazda liczba naturalna, napisana w takim uktadzie,.jest
w skrdceniu napisanym wielomianem, uporzadkowanym we-
dtug poteg liczby 10.

Tak np. 4673 jest napisanym w skrdceniu wielomianem:
4.10*+ 6.102+ 7.101+ 3.

W przyjetym sposobie pisania liczb opuszcza sie potegi
liczby 10, bo samo miejsce, na ktérem cyfra jest napisana,
pozwala domysleé sie, przez jaka potege liczby 10 kazda cy-
fra ma by¢é pomnozona. Potega liczby 10, przez ktérg cyfra
jest pomnozona, stanowi warto$¢ miejscowg tej cyfry. Rdzne
potegi liczby 10 otrzymuja rézne nazwy; i tak nazywamy 101
dziesigtka, 10* setkg i t. d.

Chcac obliczy¢ 46732=(4.103+ 6.102+ 7.101+ 3)2 stosu-
jemy twierdzenie:
@+ b+ c+ d)2= a2+ 2ab+ 2+ 2(@+ b)c+ c2+ 2(a+ b+ ¢)d+
+ d*=al+ [2a+ 8]0+ [2(a+ ¢)+ c]c+ [2(a+ b+ c)+ d\d.
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Podstawiajac a = 4000, b = 600, c= 70, d —3, otrzymamy:

4673%

a2 . e 4000*= 16000000
(2a+ b)b .. 8600.600 = 5160000
2@+ b)+ cd. . .9270. 70= 648900
2@+ b+c+dd .9343. 3= 28029
@+ 5+ c+ CO*.. 21836929

Przy praktycznem przeprowadzeniu rachunku opuszczamy zera
tak, ze rachunek przedstawia sie w nastepujacej postaci:
4673*
4% —16
86.6 = 516
927 .7'= 6489
9343 .3= 28029

21836929

Aby podnies¢ do kwadratu liczbe dziesietng, przedstawiamy
ja w postaci utamka, majgcego za licznik liczbe, otrzymang z da-
nej liczby przez opuszczenie kropki dziesietnej, a za mianownik
stosowng potege liczby 10. Nastepnie stosujemy twierdzenie o po-
tegowaniu utamka.

NP'.R70> /4673\* 4673* 21836929
4673 ~\w ) ~ la»*™ *“ ioooo00 ~ 21 836929°
Stad wysnuwamy regute: Liczbe dziesietng podnosimy do kwa-
dratu, nie zwazajac na kropke dziesietng; w wyniku jednak odci-

namy dwa razy tyle miejsc dziesietnych, ile ich miala liczba po-
tegowana.

§ 3. Potega jako funkcja zasady.

Wynik potegowania zalezy od zasady i od wykiadnika.
By zmienno$¢ wyniku zaleznie od zmiennosci zasady zrozu-
mie¢, przedstawmy graficznie funkcje: y —xI, y = xt, y = xi,
y = X~

Sporzadz dla tych funkcyj tabelki, podstawiajgc za x wartosci:
0, £i, =i, =f, £1, £ 1i, £2, £3, i przedstaw je gra-
ficznie 1

W fig. 16 przedstawiajg te funkcje kolejno: linja pro-
sta, krzywa wyciggnieta, krzywa kreskowana i krzywa krop-
kowana.

Moznaby takze wyktadnik uwaza¢ za zmienng i badaé zalez-
nos¢ potegi od wartosci wyktadnika. Przedstawienie graficzne ta-
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kiej funkcji nie datoby nam jednak cafej tinji, lecz tylko szereg
oddzielnych punktéw. Wykfadnik potegowy bowiem moze by¢ we-
dlug dotychczasowego okreslenia tylko liczbg naturalng, a wiec
zmienna niezalezna bylaby takze tylko do tych warto$ci ograni-

Fig. 16.

czona. Nasuwa sie juz tu pytanie, czy nie datoby sie okreslenie
potegowania rozszerzy¢ tali, aby obejmowalo i wykladniki utam-
kowe i ujemne. Pytanie to zajmowa¢ nas bedzie w dalszej nauce-

W fig. 16 dostrzegamy przedewszystkiem roznice miedzy
krzywemi, odpowiadajgcemi wyktadnikom parzystym, a krzy-
wemi, odpowiadajgcemi wykiadnikom nieparzystym. Pierwsze
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przebiegajg w c¢wiartkach I. i Il., drugie w c¢wiartkach 1. i Il
Odpowiada to faktowi, ze liczba ujemna potegowana liczbg
parzystg daje na wynik liczbe dodatnig, a potegowana liczbg
nieparzystg daje za wynik liczbe ujemna. W pierwszym przy-
padku krzywa jest symetryczna wzgledem osi Y (symetrja
osiowa), w drugim przypadku krzywa nakrywa sig, gdy ja
obrdécimy o 180° okoto poczatku uktadu wspétrzednych (syme-
trja Srodkowa). Z tego powodu zajmiemy sie nizej tylko ga-
teziami krzywych, przebiegajgcemi w |. éwiartce, ktére odpo-
wiadajg wartosciom dodatnim zasady.

Przygladajac sie jednej takiej krzywej, zauwazymy, ze
krzywa ta wznosi sie ciagle, z poczatku powoli (przebiega
blisko osi X), pdzniej coraz bardziej stromo. Zatem:

1. Ze wzrostem dodatniej zasady wzrasta warto$¢ potegi.

Twierdzenie to jest wynikiem twierdzenia, ze iloczyn rosnie
ze wzrostem czynnikdw.

Wskutek' ciggtego wzrostu potegi z zasadg potega nie
przyjmuje nigdy jednakowych wartosci dla dwoch rdéznych
wartosci zasady. Dlatego:

2. Dwie potegi o dodatnich'zasadach, majgce réwne wy-
ktadniki, moga by¢ tylko wtedy réwne, jezeli majg réwne zasady.

B) PIERWIASTKOWANIE.

§ 4. Okreslenie pierwiastkowania.

Aby utworzy¢ dziatanie odwrotne do potegowania, stawiamy
sobie zadanie:

Majac dane liczby n i b {n liczba naturalna), znalez¢ taka

liczbe a, ktéraby sprawdzata réwnanie: a" = b. Dzialanie, za-
pomoeg ktérego taka liczbe znajdujemy, naznaczamy w postaci:

a= ]fb (czytaj: n-ty pierwiastek liczby b) i nazywamy pier-
wiastkowaniem, okreslajac:

Obliczy¢ n-ty pierwiastek jakiej$ liczby (wyciggngé n-ty
pierwiastek z jakiej$ liczby) znaczy znalezé liczbe, ktéra pod-
niesiona do n-tej potegi daje na wynik liczbe pierwiastkowana.
Liczbe n nazywamy wykfadnikiem pierwiastkowym, wynik
pierwiastkowania (a takze naznaczone pierwiastkowanie) nazy-
wamy pierwiastkiem.
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Stosownie do tego okreslenia znajdziemy:

VI25 =5, bo 53= 125; fe = 2, bo 25=32; {~#=7, bo 71=7.
2
Zamiast znaku ]/ pisze sie krétko ~*f-

Potegowanie i pierwiastkowanie sg dziataniami odwrotnemi
i przeciwnemi.

Dziatania tesa odwrotne,  bo wyprowadziliSmy je zjednego
rownania: an—b.  Zedziatania te sgprzeciwne, wynika z naste-
pujacego rozpatrzenia:

n

Majac obliczyé\zﬁ, szukamy liczby, ktora podniesiona do n-tej
potegi daje nawynik a". Liczbg tg jest oczywiscie a tak, ze ’n‘a_" = a

Poniewaz \na_ jest to liczba,ktora podniesiona do n-tej potegi
daje wynik a, to (j/aj=a. Zatem:

Dowolna liczba potegowana t pierwiastkowana tg samg
liczbg i to w dowolnym porzadku nie zmienia sie. Czyli:

fn \n n

(i/aj — Ya"— a. Potegowanie jaka$liczbg usuwa zatem zmiane,
spowodowang poprzedniem pierwiastkowaniem tg liczba i na-
odwrot.

Zwigzek miedzy potegowaniem a pierwiastkowaniem wystepuje
wybitnie przy graficznem przedstawieniu. Fig. 17 przedstawia gra-
ficznie funkcje ij—x2 Kazdej wartosci x odpowiada pewna war-

tos¢ g, ktéra mozemy tatwo z figury odczyta¢. Przy pierwiastko-
waniu mamy zadanie odwrotne: do danej wartosci y, znalez¢ od-

powiednig warto$¢ x = J/y. Geometrycznie rozwigzemy to zadanie
przy pomocy tej samej figury, uwazajac v za zmienng zalezna. Tak
np. znajdziemy, ze wartosci y = OA odpowiadajg dwie wartosci x
przestawione odcinkami AB i AS: wartosci te sg wprawdzje bez-
wzglednie réwne, ale majg znaki przeciwne. Funkcja x —]/y, od-
wrotna do funkcji y = xi, jest funkcjg dwuwarto$ciowa.

Stwierdzi¢ to mozemy takze rachunkiem: Np. moze mie¢
albo wartos¢_+ 2 albo —2, bo tak (+ 2)2= 4, jako tez (—2)*= 4.
Podobnie: /19 =+ 3, jN =+ 1i t d

Dwuznaczno$¢ taka wystepuje zawsze przy odwracaniu poteg
o wyktadnikach parzystych, jak poucza rzut oka na fig. 16.

Pierwiastek o wyktadniku parzystym liczby dodatniej moze
mie¢ dwie wartosci, dodatnig i ujemna, o tej samej wartosci
bezwzglednej. Pierwiastek o wyktadniku nieparzystym jakiej-
kolwiek liczby moze miec tylko jedng wartos¢.
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Nadto zauwazymy jeszcze jedng roznice miedzy pierwiastkami
o wykifadnikach parzystych i nieparzystych (fig. 16). Potega o wy-
kfadniku parzystym jakiejkolwiek liczby (dodatniej czy ujemnej) jest
zawsze liczbg dodatnig; potega o wyktadniku nieparzystym liczby
dodatniej jest liczbg dodatnig, taka sama potega liczby ujemnej
jest liczbg ujemna. Wskutek tego mozna wyktadnikiem nieparzy-
stym pierwiastkowac liczby dodatnie i ujemne; w razie wyktadnika
parzystego mozna mowi¢ tylko o pierwiastkach liczb dodatnich.

Fig. 17.

Aby uniknag¢ dwuznacznosci i nie rozroznia¢ wyktadnikdw
parzystych i nieparzystych, bedziemy sie zajmowali tylko pier-
wiastkami liczb dodatnich i bedziemy uwzgledniali tylko war-
tosci dodatnie pierwiastkdw, o ile inaczej wyraznie nie zazna-
czymy. Przy tern ograniczeniu staje sie pierwiastkowanie (o ile
jest wogole wykonalne) dziataniem jednoznacznem, bo potega
ro$nie ze wzrostem dodatniej zasady, nie moze wiec dwu roz-
nym zasadom odpowiada¢ jednakowa warto$¢ potegi.

Réwniez i graficzne przedstawienie funkcji y==ar* (fig. 17) po-
twierdza ten wynik. Co wiecej: wykres pozwala przypuszczaé, ze rze-
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czywiscie kazdej wartosciy odpowiada jednawartosc*. Tak, przyjmu-
jac kolejnoy =\, i, 1, 2, 3, 4, odczytamy z figury: * = 015, 07, 1,
1*4, 17, 2. Znalezione jednak z wykresu wartosci * nie sg wszyst-
kie liczbami doktadnemi, o czem tatwo przekonac sie, podnoszac
je do kwadratu. Nalezy zbadaé, czy niedokitadnos¢ te nalezy sobie
tlumaczy¢ tylko niedoktadnoscig rysunku, czy tez ma ona glebsze
przyczyny. Nasuwajg sie wiec nastepujace zagadnienia:

1. Zbada¢, czy jfa istnieje dla kazdej dodatniej wartosci a czyli,
czy do kazdej dodatniej liczby a da sie dobra¢ taka liczba, ktora
podniesiona do n-tej potegi daje na wynik a.

2. Majac dang dodatnig liczbe a, obliczy¢ Va.

Zaczniemy od drugiego zagadnienia, przyczem ograniczymy
sie do obliczania drugiego pierwiastka liczb, napisanych w uktadzie
dziesigtkowym pozycyjnym, o ktorych zaktadamy, ze sg kwadra-
tami liczb catkowitych, wzglednie dziesietnych.

8 5. Obliczanie pierwiastka kwadratowego liczb,
bedgcych zupelnemi kwadratami.

Zadanie 1. Obliczy¢ 1/21836929.

Liczba pod znakiem pierwiastkowania jest ta sama, ktorg
otrzymalisSmy w 8 2, wykonujac potegowanie: 4673*. Przygladajac
sie temu potegowaniu, zauwazymy, ze na liczbe pierwiastkowang
zlozyto sie kilka skladnikéw; poniewaz kazdy nastepny skladnik
byt przesuniety o dyra miejsca, wygodnie bedzie podzieli¢ liczbe
pierwiastkowang na klasy po dwie cyfry. Otrzymamy: |/21|83|69j29.

tatwo poznad, ze liczba pierwiastkowana powstata z podniesienia
do kwadratu liczby czterocyfrowej, bo 1000* = 1000000, a 10000* =
= 100000000. Mozna wiec napisac:

21836929 = (a. 10s+ b . 10%+ c. 101+ dy*= a*. 10«+ (2a .10 +
t-b)b. 10*+ [2(a. 10+ 5). 10 + c]c. 10*+ [2(a. 10*+ 6. 10 +
+'c). 10+ d] d.

a, b, ¢, d oznaczajg tu cyfry, ktore sg zatem mniejsze niz 10.

Poréwnujac to przedstawienie liczby pod znakiem pierwiastko-
wania z przykladem na str. 89, zauwazymy:

1. Na pierwszg (najwyzszg) klase 21.108 skilada sie gtéwnie
a* . 10*. Aby wyznaczy¢ a, szukamy zatem takiej cyfry, ktéra pod-
niesiona do kwadratu, daje w przyblizeniu 21. Cyfrg ta jest 4, bo
4*= 16, a 5*= 25 (za wiele).

2. Odjawszy a*. 108= 16 . 10° od pierwszej klasy 21 . 108 a do
reszty dodawszy drugg klase, otrzymamy: 583 . 10*. Na te liczbe (po-
réwnaj rachunek na str. 89) sktada sie gtéwnie (2a . 10 + Hb . 10*=
= (80+ 0)6, 104= (80 6+ ¢* . 10*. Poniewaz 80 b jest znacznie
wigksze niz 6% bo b < 10, mozna probowac obliczy¢ b, wyznacza-
jac pierwszg znaczaca cyfre ilorazu 583 : 80. Otrzymamy tak dla b
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wartos¢ 7. Poniewaz jednak wtedy 80 6+ 62= 609 > 583, to wi-
dzimy stad, ze za 6 przyjg¢ nalezy cyfre mniejsza, a wiec 6= 6.

3. Odejmujac od 583 : 10* liczbe (80 + b)b . 10*= 86 . 6 . 10* =
= 516 . 10*, otrzymamy 67 . 10*. Gdy dodamy do tej liczby klase
trzecia, to zostanie 6769 . 102 Na te liczbe sklada sie gtownie:

[2(a. 10+ 6). 10+c]c. 102= [2.46 .10+ c]c . 10*=(920c+c*).102

Poniewaz znowu 920c>c2 to mozna ¢ wyznaczy¢, wyzna-
czajac pierwszg cyfre ilorazu 6769 : 920. Otrzymamy: c = 7.

4. Odejmujgc od 6769 . 102 liczbe (2 .46 .10+ c)c . 102=
= 927 . 7 .102= 6489 . 102 otrzymamy jako reszte 280 . 102 apo do-
daniu nastepnej klasy, liczbe 28029. Na te liczbe sktada sie gtéwnie:
[2(a. 102+ 6. 10+ ¢) . 10+ d]rf=[2 .467 .10+ if]rf=9340rf+d2

Poniewaz znowu 9340 d > ¢P, to mozemy znalezé d, wyznacza-
jac pierwszg cyfre ilorazu 28029 : 9340. Otrzymamy: d —3.

Odejmujac(2 . 467 . 10 + d) ¢?=(9340 + 3) . 3 = 28029 od ostat-
niej reszty, otrzymamy na wynik zero.

Zatem: 1/21836929 = 4673.

Rachunek powyzszy przedstawia si¢ schematycznie tak:

1/21|83|69|29 = 4673.
16

a2
583 : 80
(2a .10+ 6)6......... 516
6769 : 920
[2(@.10+ 6). 10+ c]c 6489
28029 : 9340
[2(a . 102+ 6 . 10+ c). 10+ d]ci 28029
00000

W praktyce piszemy tylko:
V21|88]69]|29 = 4673.
58,3:86.6
676,9 :927 .7
2802,9:9343.3
0
Z powyzszego przyktadu wynika, ze obliczanie pierwiastka
kwadratowego jest wlasciwie wyznaczeniem jego przyblizonych war-
tosci z btedem przez niedomiar, z doktadnoscia do 1000, 100, 10, ....

Nie znajdujemy natychmiast wartosci tego pierwiastka, lecz wyzna-
czamy stopniowo nierdwnosci:

4000 < 1/21836929 < 5000,

4600 < V21836929 < 4700,
itd
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Pierwszg (najwyzsza) cyfre wyznaczamy drogg proby; dalsze
cyfry, a wiec i przyblizone wartosci wyznaczamy w nastepujacy
sposob:

Przypusémy, ze nam sie juz udato wyznaczy¢ jedna lub
kilka najwyzszych cyfr kwadratowego pierwiastka danej liczby
A, i oznaczmy te cyfry (czytane jako liczba) literg a. Wtedy:

a.1o0"< J/+< (a+ 1).10"

Tak np. jezeli w pierwiastku |/6844914756 = 82734 wyznaczy-
lisSmy juz cyfry 82 tak, ze 82 . 10s < ]/6844914756 < 83 . 10§ to
a=82 an=3.

Chcemy wynaczy¢ nastepng cyfre p, t. j. takg liczbe na-
turalng mniejszg niz 10, lub réwng o, aby byto:

a.10"+ /% 10"*A £T< 0.10"+ (0+ 1).10™ 1%t j. aby:

@.10"++10~A+~ACja. 10"+(£+ 1) . 10™08 czyli:

a*. 10s"+ 2ap.l0s~1+ Pi.10s"<s™ A < as.108'+ 2a(0+
+ 1) 108 <1+ (fi-f-1)s. 105™8

Odejmujagc od obu stron kazdej nieréwnosci a8. 108",
otrzymamy:

P(2a.10+ /?).108™8" —a8.108"'<(£ + 1)[2a.10+07?+
+ 1)] 108'-8

Liczbe p, ktéra sprawdza pierwsza nieréownos$é, mogli-
bysmy wyznaczy¢, dzielgc pierwszg nier6wnosé przez (2 0 . 10 +
+ /?). 10im-8= 2a .10s"_1 + O.108*8 Ale ze p nie znamy,
wiec dzielimy A —as. 108" przez 2a . 10s-1 i otrzymujemy
przyblizony (catkowity) iloraz+ Badamy, czy otrzymanaliczba p',
podstawiona za P, sprawdza pierwszg nieréwnos¢; jezeli nie,
to podstawiamy za p liczbe p' — 1, a gdyby i ta nieréwnosci
pierwszej nie spetniata, /7—2 i t. d. W ten sposéb znajdziemy
wreszcie koniecznie liczbe, ktora pierwszg nieréwnos¢ spetnia;
dla p—o jest bowiem ta nier6wno$¢ koniecznie spetniona
(dlaczego?). Badamy nastepnie, czy znaleziona w ten sposéb
liczba P spetnia druga nieréwnos$¢, o ile nie wynika to juz
z préb poprzednich. Skoro przekonamy sie, ze znaleziona
liczba P spetnia i drugg nieréwno$é, przyjmujemy ja za na-
stepng cyfre pierwiastka. Rzeczywiscie, skoro dla tej liczby P

* Gdyby n—1, to zamiast 10"-1, 10,n_# nalezy napisa¢ 1.
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spetniona jest ostatnia nieréwno$¢ podwdjna, to speinione
muszg by¢ kolejno wszystkie poprzednie, a wiec i pierwsza:

a.10"-f0.10"“"1™ VI< a.10"-f (fi+ 1)+10"-1
(Wykaz to stopniowao!)

W ten sposob, znajgc jedng lub kilka najwyzszych cyfr
kwadratowego pierwiastka jakiej$ liczby, mozemy znalez¢ na-
stepnag najwyzsza cyfre, a wiec zmniejszy¢ gorny kres bledu
danej pierwotnie przyblizonej wartosci pierwiastka 10 razy.

Z otrzymang nowa przyblizong wartoscig postepujemy jak
z poprzednig, poki nie wyznaczymy pierwiastka zupetnie do-
ktadnie, co wskutek zatozenia na poczatku tego paragrafu na-
stgpi¢ musi.

Zadanie 2. Obliczy¢ 1/2183'6929.

Przedstawiamy liczbe pod znakiem pierwiastkowania w postaci
utamka zwyczajnego:

Zwazyws?v ze [ i —YjY.. ho \' —- otrzymamy:

Opowiedz na podstawie tego przykiadu, jak obliczamy kwa-
dratowy pierwiastek utamka dziesietnego, bedgcego zupetnym kwa-
dratem! Rozwaz, czy nie mozna przytern obejs¢ sie¢ bez zamiany
utamka dziesietnego na zwyczajny!

§ 6. Ograniczona wykonalno$¢ pierwiastkowania
w zakresie liczb wymiernych.

Zajmiemy sie teraz pierwszem z pytan, postawionych przy
koncu § 4. Rozstrzygniemy to pytanie najpierw dla jednego szcze-
golnego przypadku, mianowicie dla "2

Z graficznego przedstawienia funkcji y —xi moglismy otrzymaé
y$Ttylko w przyblizeniu. Nasuwa sie¢ pytanie, czy mozna J/£" obliczy¢
ryntkipm  doktadnie, a wiec wyrazi¢ albo liczbg catkowitg albo
utamkiem.

Przedewszystkiem zauwazymy, ze ]/2 nie moze by¢ liczbg
catkowitg; podnoszgc bowiem kolejno liczby catkowite do kwa-

J. MJhulowicz. Arytmetyka i algebra na V ki. gimn. 7
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dratu, znajdziemy: 1*= 1, 2S= 4, a wiec 1< J?2< 2, bo ze
wzrostem zasady, wzrasta warto$¢ potegi.

Przyjmijmy dalej, ze ]/2~jest utamkiem, ze wiec J/F=-y.
Utamek-"- niech bedzie utamkiem, sprowadzonym do najprost-
szej postaci tak, ze a i b sa liczbami wzglednie pierwszemi,
a nadto b> 1. Z roéwnosci }{I?—-@ wynika: X2 2. Skoroaib

sg liczbami wzglednie pierwszemi, muszg by¢ takze a! i &*
a3
liczcbami wzglednie pierwszemi. Z tego wynika, ze utamek-"

nie da sie uprosci¢, a tern bardziej nie moze 6! miescic¢ sie w a*
catkowitg ilos¢ razy, jak tego wymagataby réwnosc

Niema zatem ufamka, ktory, podniesiony do kwadratu, datby 2
na wynik, czyli J/2"nie moze by¢ utamkiem.
Podobne rozumowanie mozna powtérzy¢ dla 15, Vs,

3 »

yi"i t. d., wogdle dla }J/a" gdzie a oznacza liczbe catko-
witg, ktéra nie jest n-ta potegg zadnej liczby catkowitej. Stad
twierdzenie:

Pierwiastek n-ty liczby catkowitej, ktora niejest n-tg potega
zadnej liczby catkowitej, nie moze by¢ utamkiem.

Obliczanie n-tego pierwiastka liczby a jest zatem dziata-
niem niezawsze wykonalnem.

Podobnie nie istnieje n-ly pierwiastek utamka, jezeli w nim
po sprowadzeniu do najprostszej postaci licznik i mianownik nie
sg n-temi potegami liczb naturalnych.

eLr

Przypusémy bowiem, ze 2‘/' .Wtedys— Przyjmuje-

my, ze a i b, oraz r is sg liczbami wzglednie pierwszemi; wskutek
tego muszg by¢ tez r'* is" liczbami wzglednie pierwszemi, a utamki

° i - utamkami w najprostszej postaci. Utamki te mogg by¢ tylko

wtedy réwne, jezeli a= r", b—s". Nasze twierdzenie jest wiec
udowodnione.

§ 7. Przyblizone obliczanie pierwiastkow.

DoszliSmy do wyniku, ze niema uftamka, ktéry, podnie-
siony do kwadratu, daje 2 na wynik. Z wykresu funkcji y —x*
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znalezliSmy jednak liczbe 1*4, ktérej kwadrat rézni sie od 2
tylko o 0-04. Zadaniem naszem bedzie teraz wyszukanie utam-
kow, ktorych kwadraty rdznig sie jeszcze mniej od 2 niz 1*4*
z tg myslg, ze utamki takie beda nam mogly w praktycznych
rachunkach zastgpi¢ 127 Z ulamkéw takich zestawimy dwa
ciggi liczb, ktérych kwadraty rézni¢ sie bedg od 2 coraz mniej.
W ciggu | zestawimy liczby, ktérych kwadraty sg mniejsze
niz 2; w ciaggu Il zestawimy liczby, ktérych kwadraty sg
wieksze niz 2.

Poniewaz l2< 2< 2§ to za pierwszg liczbe ciggu | przyj-
mujemy 1, a za pierwszg liczbe ciggu Il liczbe 2.

Cze$¢ linji liczbowej miedzy 112 przedstawia fig. 18.
Podzielmy ten odcinek na 10 réwnych czesci i oznaczmy
punkty podziatu odpowiedniemi liczbami:

1, 1-1, 12, 1*3 14, 1*5, 1-6, 1-7, 1-8, 1*9, 2.
Podnoszgc kolejno te liczby do kwadratu, znajdziemy:
[-1s= 1*21,...... . = 196, 1'62= 2725.......

Poniewaz 1*< 2 < 15* przyjmiemy 1*4 za drugg liczbe
ciggu I, a 1-5 za druga liczbe ciggu Il

M [ -1 t - H -
1 1 12 13 14 15 16 17 18 18 2

Fig. 18.

Podzielmy odcinek a (fig. 18) znowu na 10 réwnych cze-
§ci; punktom podziatu (wliczajgc i koncowe punkty odcinka a)
beda odpowiadaty liczby:
14, 1-41, 1-42, 1-43,1%44, 1*45, P46,P47, 1*48, 1-49, 1*%.
Podnoszac te liczby do kwadratu, znajdziemy:
1-4*==1-96, 1-41* — 1*9881, P422= 2-0164,.....
Poniewaz P412< 2 < 1-422 to 141 przyjmujemy za trzecig
liczbe ciggu I, a 1-42 za trzecig liczbe ciggu IL
Postepujac w ten sposdb dalej, znajdziemy:
Cigg 1: 1, 14, 141, 1'414,P4142,.......
Ciag Il: 2, 15 142, P415,1-4143,.......
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Liczby tych ciggéw spetniajg nieréwnosci:

1* < 2< 23
1-4* < 2< 1-52
I-41s < 2< 1'42s,
1-414* < 2 < 1-4152

Odpowiadajgce sobie liczby obu ciggéw roznig sie od
siebie kolejno o0: 1, 0%, 001, 0001 ....... a ich kwadraty nie
0 wiecej, niz o 3, 0'3, 0'03, 0-003, Od liczby 2 roznig
sie ich kwadraty jeszcze mniej. — Tak rozwiazaliSmy zadanie,
ktére postawiliSmy sobie na poczatku paragrafu.

Matematyka nie moze jednak zadowoli¢ sie taldem rozwig-
zaniem zagadnienia. Pomimo wszystko musimy twierdzi¢, ze dzia-

fanie j/z'" jest niewykonalne w zakresie liczb wymiernych. Na po-
dobng trudno$¢ natrafiliSmy juz przy odejmowaniu i dzieleniu;
przez stosowne rozszerzenie zakresu liczb zdotaliSmy jednak uczynié
te dziatania wykonalnemi bez ograniczenia. Staramy sie wiec i teraz
zakres znanych dotad liczb tak rozszerzy¢, aby pierwiastkowanie
(oczywidpie liczb dodatnich) byto dziataniem zawsze, wykonalnem.

8 8. Liczby niewymierne.

Ciggi I i Il, otrzymane w § 7, posiadajg zupetnie takie
same wiasnosci, jak ciggi l i ll w 86 rozdz. V; a mianowicie:

1. Kazdy cigg zawiera nieskohczenie wiele liczb.

2. Liczby ciggu | rosng (co najwyzej niektére moga by¢
rowne), liczby ciggu Il malejg (co najwyzej niektore moga
byé réwne).

3. Kazda liczba ciggu | jest mniejsza od kazdej liczby
ciggu Il, a kazda liczba ciggu n jest wieksza od kazdej liczby
ciggu |

4. RoOznica odpowiadajacych sobie liczb obu ciggébw ma-
leje ciggle i moze sta¢ sie dowolnie malg, jezeli dobierzemy
dostatecznie dalekie liczby obu ciggéw.

Ciagi takie, jak wykazaliSmy, okreslajg doktadnie liczbe,
ktéra je odgranicza, oczywiscie, jezeli liczba taka istnieje.
W przypadku, ktérym zajmujemy sie obecnie, liczby takiej,

*) Jezeli a oznacza liczbe ciggu I, a b odpowiednig liczbe ciggn I,
a & ich roznice, to: 6l—al= (>-f-a) (b—a)= (b a) ] Poniewaz
b+ ag 3 to ¢j*—alJ™ 3 &
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wiekszej od wszystkich liczb ciggu I, a mniejszej od wszyst-
kich liczb ciggu n, niema. Kwadrat bowiem takiej liczby mu-
siatby sie rézni¢ (wedtug rozwazan w 8 7) od 2 o mniej niz
0 0*3, 0*03, 0*003,..., co byloby mozliwe tylko wtedy, gdyby
kwadrat tej liczby byt rowny 2 ; liczba taka jednak, ktorej
kwadrat réwna sie 2, nie istnieje. Wprowadzamy tedy nowg
liczbejia podstawie okreslenia:

J2 jest to liczba, wieksza od wszystkich liczb ciggu 1 (i liczb
mniejszych od ktérejkolwiek liczby tego ciggu), a mniejsza od
wszystkich liczb ciggu 11 (i liczb wiekszych od ktdrejkolwiek
liczby tego ciggu).

Okreslong tak liczbe j/2 mozemy poréwnac z kazdg liczbg
wymierng. Wyjasnimy to na przyktadach:

Przyktad 1. Chcac poréwnaé 2 z liczbg 1'7, zauwazymy,
ze 17 jest wieksze od liczby 1*5 ciggu Il, okreSlajgcego j/z! Po-
wiemy wiec w mysl naszej definicji, ze 17 >

Przyktad 2. Aby poréwna¢ 1-fa z liczbg j© obliczamy

przyblizenia dziesietne utamka [~c. Otrzymamy I">ff= 1*4166...
Poniewaz 1*416 < 1A < 1417, a 1*416 jest wieksze od liczby 1*415

ciggu I, okreslajacego j2™ to 1*415 < 1*416 < IA . Zatem w mysl
naszej definicji jest: j/2 < 1.

jlz, okre$lony w powyzszy spos6b, matedy $ci$le wyznaczone
potozenie wsrdd liczb wymiernych, nie jest jednak réwny ani
zadnej liczbie catkowitej, ani zadnemu utamkowi; nazwiemy
j/2 liczbg niewymierng. Liczby ciggéw I i Il mozna uwazac za
przyblizone wartosci liczby j2 z dokfadnoscig do 1,0%,0%1,...,
mozna przeto przedstawi¢ liczbe niewymierng w przyblizeniu
zapomocg utamka z dowolng dokfadnoscig. Liczby wymierne
1 niewymierne nazywamy liczbami rzeczywistemi.

Poniewaz liczba j/2 jest wyznaczona zapomocg ciggéw | i U
w § 7, bedziemy pisaé:

/6 -i1-rd' ral>r4ld>|'4142. ---
12, 1%, 142, 1%415 1*4143, .

albo Kkrocej: jl2= 1*4142...

Ten ostatni sposéb pisania uwaza¢ nalezy tylko za skrdcenie
poprzedniego (poréwnaj § 6 w rozdz. V).

Podobne rozumowanie jak to, ktore przeprowadzilismy
w 8§ 7 i 8s dla Y2 mozna bez istotnych zmian powtérzyc



dla n-tego pierwiastka kazde] liczby naturalnej lub dodatniego
utamka.

Tak np. znajdziemy, stosujgc postepowanie przeprowadzone
w § 7:

(2, 2% 2*23, 2-236, 22360,...
y&~\3, 2-3, 2*24, 2-237, 2'2361,...

I/5n-i3" 3*1, 3-10, 3T07, 3-1072,...
' —\4, 3% 3-11, 3-108, 3-1073,...

Dochodzimy wiec do wyniku:

Pierwiastek n-ty liczby naturalnej jest albo liczbg naturalng
albo liczbg niewymierng. Pierwiastek n-ty dodatniego uftamka
uproszczonego (nie pozornego) jest albo utamkiem albo liczbhg
niewymierng.

Liczby niewymierne mozna poréwnywac nietylko z licz-
bami wymiernemi (jak wyzej na przykladach wyjasnilismy),
lecz takze ze soba.

Aby np. poréwnaé |/2 z ]/3, przedstawiamy te liczby zapo-
moca Cciggow:

_Z okres$lenia liczby niewymiernej wynika, ze J2 < 1*5i 1'7<
<1/3. Poniewaz 1'5<1'7, to przyjmujac dla nieréwnosci liczb rze-
czywistych zasade przechodniosci, powiemy, ze |/2 <

Rowniez i kazdg liczbe wymierng mozna przedstawi¢ zapo-
mocg dwdch ciggéw liczb. W § 6 rozdz. V otrzymaliSmy juz:

2, 2-6, 2-66, 2-666
3, 27, 2-67, 2-667

Podobnie tatwo widzieé¢, ze:

0-749, 0-7499, 0-74999,
0-751, 0-7501, 0-75001,

§ 9. Obliczanie przyblizonych wartosci drugiego
pierwiastka.

Spos6b, podany w § 7, obliczania przyblizonych wartosci ]/2
moze by¢ zastosowany do obliczenia przyblizonych wartosci kaz-
dego (nietylko drugiego) pierwiastka. Gdy chodzi o obliczenie przy-
blizonych wartosci pierwiastka kwadratowego, mozemy tez postu-
giwac sie tg sama metoda, ktorej uzyliSmy do obliczania pierwiastka
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doktadnego (8 5). Rzeczywiscie mozemy i tu zastosowaé wszystkie
rozumowania na $tr. 96, rozumiejac przez a najwyzsze cyfry przy-
blizonej (a nie dokladnej, jak tam) wartosci pierwiastka. Tym spo-
sobem mozemy obliczyé przyblizong wartos¢ kwadratowego pier-
wiastka z doktadnoscig do 1. Jak mozna uzyska¢ doktadnos$¢ do
0*1, 0"01, 0"001,... wskazuje nastepujacy przykiad:

Aby obliczy¢ /3 z doktadnoscig do 0001, piszemy:

y 1/3000000 = ~3000000 . oblicz z doktadnoscig do 1.
r \ 1000000 1000 J

1/3]00]00]00 — 1732(d™¥)
20,0: 27 . 7
ITOjO : 343 . 3
710,0 : 3462 . 2
176

Wiedy: J/I = 1732 (000
Reszta 176 wskazuje, ze 1732s rozni sie 6d 3 o 0°000176.

§ 10. Dodawanie i odejmowanie pierwiastkow.

Wprowadziwszy liczby niewymierne, okreslimy dziatania
temi liczbami:
Aby dodaé liczby 3 i NJIF G fwy!

rzymy dwa nowe ciagi, dodajac do liczb ciggow, okreslajacych
172, liczbe 3. Te dwa ciagi okres$lajg liczbe rzeczywista, ktorag
nazywamy suma liczb 3 i ]/2 i oznaczamy: 3-|-]/21

j_es{wiecfsgi]TéO: ) 5i Abd-4, 4-41,4-414,...
Wykaz, ze ciggi te majg rzeczywiscie zasadnicze cztery wia-
snosci, wymienione w § 8, a wiec okreslaja liczbe rzeczywista.
Aby dodac liczby 1/3 i /2, dodajemy odpowiednie liczby
ciggdw, okreslajacych |/3 i ]/2. Otrzymane ciagi wyznaczajg
liczbe (sume): ~3 + Tak wiec:
Yo _ Mil7>1*73, 1-732,...0i/~= (1, 2%*1*41, 1*414,....
~ \2,18,1-74, 1-733,..” \ 2, 1'5, 1+2, 1-415,..”

V3+ V2- i2 3Bt 318 8:148k>#i

*) Poréwnaj uwage do str. 84
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Wykaz, ze ostatnie dwa ciggi majg zasadnicze cztery wiasno-
§ci, wymienione w 8§ 8, a wiec okreslaja liczbe rzeczywistg.

Nietrudno w taki sam sposéb okresli¢ sume 3, 4,... liczb;
nietrudno tez widzie¢, ze okre$lona tak suma ma zasadnicze
wiasnosci sumy liczb wymiernych, znajdujace swoj wyraz
w prawach przemiennosci i tgcznosci.

Przedstaw zapomocg dwoch ciggow sumy liczb:

3+ |/2-t-]1/r 3+ y3 +12; 3+ (/3 + 1/2),

a przekonasz sie, ze te wszystkie trzy sumy sg okreslone zapomocg
jednakowych ciggow, a wiec ze: 3 4-}2-f]JAs= 3--1/3 + —
= 3+ (/3 + j/2). Do sumy liczb rzeczywistych stosujg sie przeto
prawa przemiennosci i gcznosci.

Whprowadzimy tez niewymierne liczby wzgledne, rozumie-
jac np. przez -f- j2 i — 12 liczby okreslone zapomoca ciggow:

o F 1, +1-4, +1-41, +1-414,...
+ V2= 42 +1-5, +1-42, +1-415,.."

_| — —2,-1-5, -1-42, +1-415,...
g 1, - 1%, -1*%41, -1-414,...-

Dla poréwnywania niewymiernych liczb wzglednych i dla
dziatan temi liczbami pozostawiamy te same okreslenia, ktore
przyjelismy dla wymiernych liczb wzglednych.

Wymierne liczby wzgledne mozna takze przedstawiac za-
pomocg dwoch ciagéow. Wyjasnij, ze:

_ | —0*4, -0-34, -0-334,...

\-0 3>- 033, -0-333,...
-1, -o0-i, -0-0i, -0 001,...
+ 1, +0-1, +0-01, +0-001,...
-2, -0-2, -0-02, -0002,...
+ 2, +0-2, +0-02, +0002,...

Odejmowanie liczb niewymiernych okreslamy jako doda-
wanie do odjemnej liczby przeciwnej wzgledem odjemnika.

Np, K3-v'2-.<+vi».> ( f2)- {“i; & S ;

Liczba ta ma (jak i réznica liczb wymiernych) te wiasnosc,
ze gdy do niej dodamy odjemnik, otrzymamy na wynik odjemna.
Sprawdz! Odejmowanie liczb niewymiernych jest przeto dziataniem
odwrotnem do dodawania.
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W praktyce rachujemy liczbami niewymiernemi, zastepu-
jac je przyblizonemi wartosciami z dokladnoscig potrzebng
w danem zagadnieniu. Goérny kres btedu obliczamy wedtug
zasad, wytozonych w rozdz. V.

Np.: 3+ J[2—1/3= 3+ i(0-005)~ 173(0005)= 2'68(00i).

§ 11. Mnozenie i potegowanie pierwiastkow. Pier-
wiastkowanie iloczyndw i poteg.

Jezeli ifa i J7> sa liczbami wymiernemi, to:
fad =Ya. jlo, poniewaz (j/a .jlo) = (/ b —ab.

Np.: ]/27a8= 3a.

Zanim ustalimy, czy wz6r ten mozna zastosowac takze wtedy,
rt n

gdy j/a i j/6 sa liczbami niewymiernemi, musimy najpierw okre-
§li¢, co rozumiemy przez iloczyn liczb niewymiernych. Okreslenie
to wyjasnimy na szczeg6towych przykiadach:

Aby pomnozy¢ j/2 przez liczbe wymierng (bezwzgledna)
m, pomn6zmy kazdg liczbe ciggéw, wyznaczajacych ]/2, przez m.
Otrzymane dwa ciggi okreslajg liczbe rzeczywistg, ktdrg na-
zywamy iloczynem liczb f2 i m i oznaczamy: m .

Jest wiec: 141/n, 1-414/72,...

est wiec: 12172, 1572, 14272, 1415/72,..

Wykaz, ze ciggi te posiadajg cztery zasadnicze wiasnosci, wy-
mienione w 8 8, a wiec wyznaczajg liczbe rzeczywista.

Niech bedag dane liczby niewymierne:

w- ii, 14, 1*41, 1-414,..a,...

' \2, 1.5 1-42, 1'415,...a + e,...
s _ 1, 147, 1-73, 1-732,...6,...
11 \2, 18, 1-74, 1-733,...b + e,...

Literg a oznaczyliSmy /2tg liczbe pierwszego ciggu, wyzna-
czajgcego liczbe V2. Odpowiedniag liczbg drugiego ciggu jest k -f e,
gdzie e oznacza roznice n tych liczb obu ciggéw. Dla n= 1, 2, 3,...
jest wiec kolejno 6=1, 01, 0"01,.., a wiec e jest liczbg, ktorg
mozemy uczyni¢ dowolnie malg. Podobnie oznaczamy przez b
i b+ e /2te liczby ciggdéw, wyznaczajacych J/If.

Utwdrzmy dwa nowe ciagi, mnozac odpowiednie liczby pierw-
szych i drugich ciggéw, wyznaczajgcych f2 i j/¥. Otrzymamy:
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Ciag I: 1.1, 1-4.1%7, 1*41.1°73, 1-414.1*782,...aft,...
Ciag Il: 2.2, P5.1%8, 142 .1*74, P415.1-733,... (a+ s) (6 + s),—

Zbadajmy czy ciggi | i Il wyznaczajg liczbe rzeczywistg. Otz
oba ciggi zawierajg nieskonczenie wiele liczb, bo ciagi, z ktérych
je utworzylismy zawieraly nieskonczenie wiele liczb. Liczby ciggu |
rosng, bo kazda nastepna liczba jest iloczynem liczb wiekszych,
niz poprzednia; liczby ciagu Il maleja, bo kazda nastepna liczba
jest iloczynem liczb mniejszych, niz poprzednia. Kazda liczba ciggu Il
jest wieksza od kazdej liczby ciggu I, bo jest iloczynem wiekszych
czynnikdw niz ta ostatnia. Chodzi tylko o zbadanie, czy ro6znice
odpowiednich liczb ciggéw 1 i Il stajg sie dowolnie mate. Obliczmy
w tym celu réznice d /i-tych liczb tych ciggéw. Poniewaz n-tg
liczbg ciggu Il jest (a+ s) (b + e), a n-ta liczbg ciagu | jest ab, to:

d—@+ s) (b+ e)—ab=afi+ be+ e*= (a+ b+ e)e

W tym wzorze jest a < 2, bo a, jako liczba pierwszego ciggu
wyznaczajgcego j/2, jest mniejsze od 2, ktore jest liczbg drugiego
ciggu wyznaczajgcego 2. Podobnie jest b<2. Nadto jest esgl
jako roznica n-tych liczb wyznaczajgcych 1/2 lub ]/3. Gdy wiec
w znalezionym dla d wzorze napiszemy w wyrazeniu w nawiasie
zamiast a, b, e odpowiednio 2, 2, 1, to wyrazenie to zwiekszy sie
tak, ze bedzie:

d=(a+ b+ es< (2+ 2+ 1)e czyli d< 5e.

Ro6znice d mozemy tedy uczyni¢ dowolnie mala, zmniejszajac
dostatecznie e. Chcac np. aby byto d < 0'0001, wystarczy dobraé e
tak, aby bylo 5e < 00001, czyli e< 000002, co jest zawsze moz-

liwe. Roznice liczb ciggéw | i Il stajg sie wiec w miare wzrasta-
nia ilosci wyrazéw ciggéw dowolnie malemi.

Ciggi | i Il wyznaczajg zatem jaka$ liczbe rzeczywistg, a liczbe
te nazwiemy iloczynem liczb ]/2 i ]/3 i oznaczymy symbolem
1/2 .Ys.

Okres$lamy wiec:

Aby pomnozyé liczby |/2 i |/3, mnozymy odpowiednie
liczby ciggoéw, okreslajgcych j/2 i j/3. Otrzymane ciggi wy-
znaczajg iloczyn 1/2 . 3.

Tak wiec- 1/2 ~ = {11, 17, 1*¥41.1-73, 1414.1-732, ..
laK wiéc. yt.yo \ 2.2,1%5.1%8, 1'42.1*74, 1*415 .1-733,..

Tak samo okreslamy iloczyn dowolnych liczb niewymiernych
Przypatrzmy sie liczbom ciggéw, okreslajagcych |/2. ]&.

Zauwazymy, ze kwadraty liczb ciggu | sa mniejsze niz2.3 = ¢
a kwadraty liczb ciggu n sg wieksze niz 2.3 = 6. Liczbe
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ktorg takie ciggi okreSlaja, oznaczamy przeto (wediug 8§ s)
symbolem jAT czyli j/2 . 3. Jest wiec:

V278 = P .jC
Zupetnie takie samo rozumowanie jak dla j/2 i j/3 mozna
n

przeprowadzi¢ dla j/a i j/g, jezeli te liczby sg liczbami niewy-
miernemi. Otrzymamy:

[
Ostatni wzor obowigzuje tedy ogdlnie. Powiemy:

lloczyn pierwiastkujemy, pierwiastkujgc kazdy czynnik od-
dzielnie, a otrzymane pierwiastki mnozac przez siebie.

Twierdzenie to znajduje zastosowanie w tak zwanem wytg-
czaniu liczb przed pierwiastek. Jezeli liczba pod znakiem pierwiast-
kowania da sie roziozy¢ na dwa czynniki, z ktdrych jeden przy-
najmniej mozna pierwiastkowaé, rozktadamy ja na takie dwa czyn-
niki i stosujemy twierdzenie o pierwiastkowaniu iloczynu.

Np.: 1) yi2 = /4T3 = 1/4 . j/3 = 2\J.
3 3 3 3_
2) 1/12a8= 12. lla» = a 1/2.
3 3 1
3) jla* = las.a= ajfa
n n n
Piszac rownos¢: jla>= |/a .]/* odwrotnie, otrzymamy
wzor: jla . ]b= j/a'); czyli:
Pierwiastki o jednakowych wyktadnikach pierwiastkowych
mnozymy, pierwiastkujagc wspolnym wyktadnikiem pierwiastko-
wym iloczyn liczb pod znakami pierwiastkowania.

3 3 3 3 3 3

Np.: 1) Y 2.]/3= ]i6.Obliczy¢ 16 jest tatwiej, niz j2~  j/3
i iloczyn j/2 . jijT

3 3 3

2) jla*. jla = jla3= a

Na tem twierdzeniu polega wigczanie pod pierwiastek czyn-
nika, stojgcego przed znakiem pierwiastkowania. Czynnik, stojacy
przed znakiem pierwiastkowania, potegujemy i pierwiastkujemy
wyktadnikiem pierwiastka, przez co warto$¢ tego czynnika sie
nie zmienia, a nastepnie stosujemy twierdzenie 0 mnozeniu pier-
wiastkow.
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Np.: 1)25]/2= ViV «12= j/6-25 .12 = VirsT
3 3 3 3 3 3

2) 2a*lLia — 1/(2a~s . ya = 1/8a6. jAs —V8a7

Okreslilismy wyzej iloczyn dwu liczb niewymiernych. ta-
two to okre$lenie przenie$¢ na iloczyn 3, 4,... liczb niewy-
miernych. tatwo tez zrozumieé¢, ze prawa przemiennosci, tgcz-
nosci i rozdzielnosci odnosza sie do iloczynoéw liczb niewy-
miernych. Wszak odnosza sie one do iloczynéw przyblizonych
wartosci tych liczb, a witasnie ciggi takich iloczynéw okreslaja
iloczyny liczb niewymiernych.

Przekonaj sie, ze; J/3.j/2.= 12.173, (/U j/il) . jl6 = I
. (J/3 . jI5), (j/5+ j/3)jl2 = . 1M H 13.]/2, przedstawiajac we-
dtug definicji iloczyny, znajdujace sie po obu stronach tych réw-
nosci, zapomoca ciggow liczb.

Okreslenie potegi liczby niewymiernej, jako iloczynu row-
nych czynnikéw, nie sprawia juz teraz trudnosci;

fn \m n n n

(laj = Ja.Ja .jla... (m razy).
Stosujgc twierdzenie o mnozeniu pierwiastkdw, otrzymamy;

I'n \m n

\j/aj =ya .a.a... (m razy) i wreszcie:
/n \m n___
\j/aj =1lam Stowami:

Pierwiastek potegujemy, zostawiajgc wyktadnik pierwiast-

kowy niezmieniony, a potegujgc liczbe pod znakiem pierwiast-
kowania.

/3 \5 3 3
Np.: J/laj = V? = ajla*!
/n \m n

Jezgli v\ve wzorze \j/aj =" am podstawimy m — n, otrzy-
n n n n

mamy: \J/a) — 2= a. Jezeli Ja jest liczbg wymierng, wzo6r
ten nie podaje nam nic nowego; wszak j/a okreslilismy jako
liczbe, ktérej n-ta potega wynosi a. Przyjmijmy jednak, ze j/a
jest liczbg niewymierng np. J2U Liczbe j/2 okreslilismy (8 &)
zapomocg dwdch ciggébw o pewnych wiasnosciach jako liczbe

wiekszg od liczb, ktérych kwadraty sg mniejsze niz 2, a mniejszg
od liczb, ktérych kwadraty sg wieksze niz 2. Teraz dowiadujemy
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sie ze (J/2)*= 2, ze wiec liczba ;72 ma te whasnosé, ze jej kwa-
drat wynosi dokfadnie 2. Teraz dopiero mozemy odnies$¢ pier-
wotne okreslenie n-go pierwiastka liczby dodatniej a, jako
liczby dodatniej, nktérej /z-ta potega wynosi a, takze do tego

przypadku, gdy ]/5 jest liczbg niewymierng. Pierwiastkowanie
dodatnich liczb wymiernych, jako dziatanie odwrotne do po-
tegowania, jest dziataniem w zakresie liczb rzeczywistych
zawsze wykonalnem.

/mn \m n
Piszgc réwnos¢ \]/aj = jam odwrotnie, otrzymamy:
n (n \m

‘jam=(/aj . Stowami:
Potege pierwiastkujemy, pierwiastkujgc zasade, a wyktad-
nik potegowy zostawiajac niezmieniony:
Np.: yi» = (|/4)s= 28= 8.
Ostatnie dwa twierdzenia mozemy zebra¢ w jedno nastepujace:

Naznaczone potegowania i pierwiastkowania mozna wyko-
nywa¢ w dowolnym porzgdku.

§ 12. Dzielenie pierwiastkow. Pierwiastkowanie
utamkow.

Dzielenie liczb niewymiernych okre$lamy jako dziatanie
odwrotne do mnozenia. Podzieli¢ jedna liczbe rzeczywistg
przez drugg znaczy znalez¢ takg trzecig liczbe, ktéra pomno-
zona przez drugg daje na wynik pierwsza.

Pomijamy szczegdtowe omdwienie, jak mozna wyznaczy¢
iloraz dwu liczb, danych zapomoca ciggow. Zakladamy, ze
iloraz taki, o ile dzielnik jest rézny od zera, zawsze istnieje
i to tylko jeden. Przyblizong warto$¢ takiego ilorazu mozemy
obliczy¢, dzielgc przyblizone wartosci dzielnej i dzielnika i za-
okraglajac wynik wedlug zasad, wytozonych w rozdz. V.

Okreslony tak iloraz ma zasadnicze wiasnosci ilorazu liczb
wymiernych; w szczeg6lnosci mozna taki iloraz upraszcza¢ i roz-
szerza¢. Gdy bowiem A :B= C (gdzie A, B i C oznaczajg liczby
rzeczywiste, przyczem B 0), to wedtug definicji ilorazu A = BC.
Mnozac ostatnig réowno$¢ przez D + 0, otrzymamy: AD = BD .C,
astad AD:BD = C czyli AD:BD = AB. Ta rowno$¢ wyraza
twierdzenie 0 upraszczaniu i rozszerzaniu ilorazow (utamkow).



Okresliwszy iloraz liczb rzeczywistych, zajmiemy sie dzie-
leniem pierwiastkéw.

Stowami:

Pierwiastki o jednakowych wyktadnikach pierwiastkowych
dzielimy, dzielac liczbe pod znakiem pierwiastkowania w licz-
niku przez liczbe pod znakiem pierwiastkowania w mianow-

niku, a otrzymany iloraz pierwiastkujgc wspolnym wyktadni-
kiem pierwiastkowym.

(Wiaczanie pod pierwiastek).

Piszagc réwnos¢ jha: fb — 1A| odwrotnie, otrzymamy:
n n

Utamek pierwiastkujemy, dzielgc pierwiastek licznika przez
pierwiastek mianownika.

(Wytaczanie utamka przed pier-
wiastek).

8§ 13. Pierwiastkowanie pierwiastkow.

Zanim postawimy pytanie, jak pierwiastkujemy pierwiastek,
musimy zda¢ sobie sprawe z tego, co rozumiemy przez pierwiastek

liczby niewymiernej. Wyjasnimy to na przyktadzie



111

Przedewszystkiem obliczymy metodg wskazang w § 7:
ila - Z1’i'8- 1-81>r817’ 18171, ...
\2, 19, 1-82, 1-818, 1-8172, ...
Nastepnie, postepujgc podobnie jak w § 7, obliczamy 1* 2*
3*, ... 1 badamy, miedzy kwadratami ktorych liczb naturalnych
3 3

jest zawarty /6. Znajdziemy: Is< ] < 2S Dzielimy przedziat
1... 2 na 10 réwnych czesci i badamy, miedzy ktoremi z liczb: 14,
3 3

1*1s, 1-2*,... 1"'9% 2* zawarty jest ]/6. Znajdziemy: 1;3*<|/6 < 1'4*
Dzielimyznow przedziat 1'"3...  1*4 na 10 réwnych czesci i po-
stepujemy jak wyzej. Otrzymamy dwa ciggi liczb:

1, 1-3, 1-34, 1-348, ....
2, 14, 1-35, 1-349, ....

Ciggi te wyznaczajg liczbe wiekszg od liczb, ktérych kwa-
3
draty sa mniejsze niz 16, a mniejsza od liczb, ktérych kwadraty
3

sq wieksze niz |/6. Stosownie do okreSlenia w § 7 nazwiemy te

liczbe j/1/6.

Liczba ta podniesiona najpierw do kwadratu, a potem do
trzeciej potegi daje na wynik 6. Lecz podnie$¢ liczbe najpierw do
potegi 2-ej, a potem do potegi 3-ej jest to samo, co podnie$¢ ja
do potegi 6-ej. A ze liczbg, ktora podniesiona do potegi 6-ej daje

S_ 1/1®Z  6_
6 na wynik, jest ]/6, to: (/]/6 = ]/6. Ogolnie:

a— ]/a, czyli:
Pierwiastek pierwiastkujemy, pierwiastkujgc liczbe pod zna-
kiem pierwiastkowania iloczynem wyktadnikow pierwiastkowych.
Np.: jflTa = /a.
Poniewaz tak \ fa, jako tez y]/a, daje na wynik Ja, to:
la = \ya, czyli:

Przy wielokrothem pierwiastkowaniu wolno naznaczone
pierwiastkowania wykonywa¢ w dowolnym porzadku.

No, 1) 1/fi - fu- u
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Piszagc réwnos¢ = jla odv/rotnie, otrzymamy:

n
mn

jla = , czyli:
Dowolng liczbe pierwiastkujemy iloczynem, pierwiastkujgc
ja najpierw jednym, a otrzymany pierwiastek drugim czynni-
kiem iloczynu.

Przy pierwiastkowaniu pierwiastka mamy do czynienia zwykle
z pierwiastkowaniem liczby niewymiernej. Liczby takie zastepujemy
w praktycznych rachunkach ich przyblizonemi wartosciami, pier-
wiastkujac za$ liczbe przyblizong, otrzymujemy wynik réwniez
tylko przyblizony. Zdajmy sobie tedy sprawe z dokladnosci pier-
wiastka liczby przyblizonej. Ograniczymy sie przytem tylko do
pierwiastkow kwadratowych.

Niech a oznacza przyblizong warto$¢ liczby bezwzglednej
mA o biad, a a' gérny kresJbtedu tak, ze: A—a—a, |a|< a"
Przyjmujac |/a zamiast j/A popetniamy biad j/it — j/a. Aby
obliczyé _goérny kres tego bledu, pomnézmy i podzielmy
MA — J/a przez ifA Otrzymamy:

A—a a

Zastepujac w liczniku ostatniego utamka |o| przez &,
a w mianowniku a przez —a\ powiekszymy bezwzgledng
warto$¢ tego utamka tak, ze bedzie:

m-u =

Zwazywszy, ze o' jest bardzo male w pordéwnaniu z a,
mozemy w mianowniku ostatniego utamka zamiast ]J/a —a'
napisa¢ ]/a, a wtedy otrzymamy na szukany gdrny kres btedu

u
pierwiastka kwadratowego: ~7F “ Stowami:
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Gorny kres btedu pierwiastka kwadratowego liczby przy-
blizonej roéwna sie potowie ilorazu gornego kresu btedu liczby
pierwiastkowanej i pierwiastka kwadratowego pierwiastkowanej
liczby przyblizonej.

Oczywisciejest to gornykres biedu, spowodowanego niedo-
ktadnoscig liczbypierwiastkowanej.  Jezeli]/a nie jestobliczony
doktadnie, nalezy do obliczonego w powyzszy sposéb gornego kresu
btedu doda¢ gorny kres btedu, pochodzgcego z zaokraglenia wyniku.

Np.: Majac obliczy¢ ]/4067(ooi), obliczamy |/40 67 = 6, przy-
czem zaokraglamy wynik tak, aby bigd byl popetniony przez nie-
domiar (dlaczego?). Gdrny kres btedu wyniku wynosi¢ bedzie:

1 ool 1= 0-0008,
2 6 1200
Ze wzgledu na otrzymang warto$¢ gornego kresu btedu pier-
wiastka obliczamy ]/40°67 do czterech miejsc dziesietnych:
j/40'67 = 63773 Zaokraglajgc ten wynik do trzech miejsc dzie-
sietnych, popetniamy bfad mniejszy niz 00004, co wraz z obliczo-
nym poprzednio gornym kresem bledu pierwiastka daje 0°0012.
Jest wiec:

/4067 (cai> = 6377 (060L2).

8§ 14. Przeksztatcanie pierwiastka potegi.

n
H/ALL]

Jezeli w wyrazeniu j&*" wyktadniki m i n majg wspdlny
podzielnik p tak, ze m —xp, n —yp, to:

n yp I/p u__
[fa* = jla** = V(ax)p = jla7, czyli:
p_
jla” = 'ja

Wyktadnik potegowy i pierwiastkowy wolno przez wspdiny
podzielnik obu wyktadnikéw podzieli¢.

W ten sposéb mozemy czesto przedstawi¢ pierwiastki poteg
W prostszej postaci.
6 3
Np.: V? = jla*.
Jezeli w szczeg6lnosci: a) wyktadnik pierwiastkowy n jest po-
dzielnikiem wykfadnika potegowego m, lub p) wykiadnik pote-
gowy m jest podzielnikiem wyktadnika pierwiastkowego n, to:

J. Mihutowicz. Arytmetyka i algebra dla V kL gimn. 8



n
n /'n \nt m

a) ja"l= a'"; fi) Vj/a] = fa-
Wyraz te twierdzenia stowami !

3 6
Np.: 1) j/a8= a*; 2) jlag8 = jla.
P
n U™

Piszagc rownos$¢ ja™= ja' odwrotnie, a roéwnoczesnie
podstawiajac m = xp, n —yp, otrzymamy:

v yp .
jla* — jl¢*p; czyli:

Wyktadnik potegowy i pierwiastkowy wolno przez te samg
liczbe pomnozy¢.

Na podstawie tego twierdzenia mozna kazdy pierwiastek za-
mieni¢ na pierwiastek o innym wyktadnika, ktory jednak musi
by¢ wielokrotnoscig wyktadnika danego pierwiastka.

3 6 _ 9 12 _ 15 _

Np.: jla = jla* = fai= jla*= j/a6 t. p.

Mozna takze dwa pierwiastki o roznych wykfadnikach spro-
wadzi¢ do wspolnego wyktadnika pierwiastkowego, przyjmujac za
ten wyktadnik najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ wyktadnikow
danych pierwiastkdw.

Np.: Sprowadzi¢ do wspdlnego wyktadnika pierwiastkowego
4 S _ s
V* ' am n w w. (4, 6)= 12;

4 12 6 12
jla= faP, jla= jla*.

Sprowadzaniem do wspdélnego wyktadnika pierwiastkowego po-
stugujemy sie zawsze, ilekro¢ mamy mnozy¢ lub dzieli¢ pierwiastki
0 réznych wykiadnikach.

6 8 24 24 24 24

Np.: 1) j/a6 . jla6= ja® .jl;P6= jfa® = a jlall:

3) jla :jla= Ja8: jla* = jla.
Twierdzenia o dziataniach pierwiastkami, omodwione
w 88 ii—14, Ujaé mozna w nastépiilScycl pieb wzorow :

yys-yi.yi; 2) (jri)y"=j1?; 3)I1/i = p:
n
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n m
\'m 1jn nt_ nP «
4) \jla— \ J/la= ]/a; ,5) pa'™- = Vam,,
Czytajagc te wzory tak, jak sg napisane, i odwrotnie,
otrzymujemy wszystkie powyzsze twierdzenia.

§ 15. Przeksztatcanie wyrazen niewymiernych.

Przyktady, przerobione w poprzednich paragrafach, wskazuja,
ze wyrazenia, zawierajace pierwiastki, mozna przedstawia¢ w roz-
maitych postaciach. Gdy chodzi o obliczenie wartosci takiego wy-
razenia dla pewnych wartosci szczeg6lnych, nie jest rzecza obo-
jetng, w jakiej postaci wyrazenie to psrzedstawimy.

Gdy np. mamy obliczy¢ — = j/i* dla a= 2, to pierwsza

postac wymaga wykonania dziatan: ]/2 i 2:]/2, a wiec oprocz

pierwiastkowania, jeszcze dzielenia przez liczbe niewymierng. Dzie-

lenie takie jest bardzo zmudne, jezeli chcemy otrzyma¢ wynik
3

do$¢ dokfadny. Druga posta¢ wymaga tylko obliczenia ]/4.

Przyktad ten poucza nas, ze szczeg6lnie niewygodne jest ob-
liczanie wartosci utamkow, ktorych mianowniki zawierajg liczby
niewymierne. Dlatego zajmiemy sie blizej przeksztatcaniem utam-
kéw o niewymiernych mianownikach.

1. a) Jezeli w mianowniku utamka znajduje sie j"a jako
czynnik, mozna mianownik uczyni¢ wymiernym, rozszerzajgc
utamek przez j/a.

S 1 7 T‘ 3 - 2V5, 5 N
P i3 3 %le 4

m-_
b) Jezeli w mianowniku utamka znajduje sie ja™
czynnik, mozna mianownik uczyni¢ wymiernym, rozszerzajac
n

jako

utamek przez ]'a"~m

i fp fi
Np-: 1) ¢t-=j~-TZ=V;
172 \12.]/2*
4
v b= _JL_ _ 3v2 _ 3h.
4 ~ 4 = 4 4

21/ 2]/252ji2».]1 2
2. a) Jezeli mianownik jest sumg (roznicg) iloczynow, za-
wierajgcych drugie pierwiastki jako czynniki, mozna mianow-
8*
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.nik uczyni¢ wymiernym, rozszerzajac utamek przez rdznice
(sume) tych liczb.
Vs - V2 (f3 - ysi) (2j/3 - V2) 8- Sjffi

P 2i3 +i2 _ (2v3)* - (1/2)* ~ 8

b) Jezeli mianownik jest suma (réznicg) iloczynéw, za-
wierajgcych trzecie pierwiastki, mozna mianownik uczynié
wymiernym, sprowadzajgc utamek do mianownika, ktdry jest
sumg (rdéznicg) trzecich poteg tych liczb.

Poniewaz (a+ b) (@™ ab-j-b*= a3+ ba to:

3" 3 3 3
1 ji + Y2+ 1 _jlA+y2+1  y- y-
3 ~ /3 \/3 3 . \ o~ /3 \3 ' *
jl2 -1 jr2-1)(jl4 + Y2+ 1] w2)y-1Is
3. Wyrazenie niewymierne mozna czesto przeksztatci¢ na

prostsze, potegujac i pierwiastkujac je ta sama liczba.
Np.. U7 4-276 —l7 —2176 = 1/(|/7 + 2]/6 - 1/V"~2f6) =
=1/l + 276 -21/49- 24+ 7-21/6 = jl14- 2-)25 = ]/4 = 2.

Cwiczenia.

I/ Wykona¢ dziatania:

a) (ab)n-‘= ? A)(—ab)2n="? c) (+a6)2'-'= ?
i1J (-afc)2' -~?2  el(—aft)d'=? /) (—ab)inti= ?
2. Korzystajgc z twierdzenia: a". bn= (ab)n, wykonaé
dzigtania:

sa; (2a- 3)s.(2a+ 3)*= ? [?(a& + 1)*. (a* — L*= ?

3. Wykonaé dziatania:
a)a".an"—? b) xn2x = ? c) a"“l.ants.anl= ?
Mfj ji&l An l.ontl= ? e) 2a"~rlbn~2 3a3'~1bb~-n= ?

f) (—3a" 263 (j-2a%6")= ? gj (—4a" 26*n).(—3al65")= ?
(@"+l- 2a")(aa+ 3a)= ?
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i) (a2 — 3aZ'—a2™) (antl—2a") = ?
yi *n—3+-.1+ 3AN“D (*n+1 —2xXn—a'-) = ?
k) (a*bn~2— ab™-1) (a"As-j-a"-1A9 = ?

N Przedstawi¢ w nastepujacych przyktadach potegi, ma-
jace za wyktadniki sumy, w postaci iloczynéw poteg i zredu-
kowa¢ otrzymane wyrazy:

n) 2n2—2ntl+ 2= ? b) 32m2—2 . 32ntl -f 4 . 32'= ?
C) 5.2ms—4.2"+2-2 n¥l+ 3.2n=7?
df(3.2nl- 27) (2.3"+2- 4.3m) = ?
" (3.52n+2—2 .52n41 - 520) (3.2 — 22 —2nH) = ?
5. Wykona¢ dziatania:

aj (ass= ? b) (ag1= ? cj(an-pn1= ?
dj (an-22n= 2 g (—2a')!'—7? f) (4-3a'l+)s= ?
g) (a2nit2*-1)* == ?2Aj (a"m,+)8=="7ij (anthn. (a""-j"= ?

jflan)b2n-)ntlm(anfen-N)"+l = ?
6. Wykonac¢ dziatania:
aj 22n.3n= ? A 32n.5n==? ¢j 4n+ 3.2*"—2.16* = ?
d; 1 22" | 22n¥l= ? N 2.32l— 4. 3n-f 9" = ?

[Wykona¢ najpierw potegowania iloczynami, a potem dalsze
dziatania, np.: 2. 3" = 4n3n= 12*].

7. Wykonac:

8. Korzystajgc z twierdzenia: an:bn= (a: A)n, wykonac
dziatania :

. 5203 _ 9 *1 -9 4 OT:O0T-=7?
2603 36* \49/ \49j
dj —36)*= ? e) (*2-1)8:(*+ Lys= ?

fj (a82*-1:(@*)2"™1= ? fif (aAV+1l:(aA)nt'= ?
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N Wykona¢ dziatania:

a) an:a'"="? b) a'"+2:an= ? c) ant2:anti= ?
d) antl:a~1= ? e) aZ'rarv1 =7 f) aZ“l:a'+1= ?
9 ank:an'= ? A an:ai-1= ? o antl:a5"= ?

(Atns2—6*ne1 2%N) 12+ 1= 7
A (ann—z2a"-f-a"-1):a" t= ?

Wylgczyé przed nawias najnizszg potege z nastepuja-
cych wielomiandéw:
a) 2++2-f3.2n41—5.2"==? ) 2.3 —4.3"-f3 1= ?
c) 25" —4.5n1—5n3= ?2d) 5.2Nn—3.22-1-f3.2ni="?

11. Przedstawi¢ w zadaniu 10 potegi, majgce w wyktad-
niku sume lub réznice, jako iloczyny, wzglednie ilorazy po-
teg i zredukowaé¢ podobne jednomiany. Pordwnaé wyniki
zadania 10 i 11!

12/ Wykona¢ dziatania:

a) (@3—2a+ 3*= ? b) (2**- 3* — *= ?

c) (-a* —2a-f I*= 7 d) (as-f 2a*-f-a—3*= ?

e) (as—3al-j-3a—1*= ?
13. Obliczy¢:

a) 8b», b) 973 c) 348*, d) 759%, ej 803»,

f) 701% g) 2374* A>9804*, i) 9007*, /) 38452*

A, 4-8%, 1) 3-07% mj 35-08*, n) 0584*, o) 0-07115*
14. Obliczy¢:

a) Y7569, b) 1/8281, c) 1/24649, d) 1/7784l,
e) j/790321,  f) 1/259081,  g) y28174864, h) y6594624,
i) /1162673604, j)y56-25, k) y0;002601, 1) j/O-516961,

m) y334084. n) /5560164, o) FI77156-81.
3

15. Wykazac, ze a) j/5, b) }8 nie moze by¢ utamkiem.
16. Metoda, opisang w § 7, znalez¢ ciggi liczb, wyzna-
czajace: 3 3 3
a) YiT, b) ji52, - ¢) YN, d) 175, e) >3L
17. Metoda, podang w § 9, obliczyé¢:
a) z doktadnoscig do 0-001: a) ]/I, ft) 1/5, vy) j/S, 0)
s) yi-25, o y~S;
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b) z doktadnoscia do 001: a) j/I00-5, ft) ]/5000, y) ]/257'5'
0) fm -3, s) l/looo, Q yisiwiss.

18. Poréwnac: 3
a) 2f$ z y?, Q 6* z y39, <| jlil z /5,
3 3
d) z y79, ej 175 z yi8, f) i31 z ]/IM7.

[Przy zadaniach c), e) i f) korzysta¢ z wynikéw zadania 16].
19. Przedstaw zapomocg dwdch ciggéw liczb:
a) ys+ y? i y7+ yb5;
b) 5+ y3)+ y2 i5+ ([13+ y2);
) ystyi-y? iyt—(y*—yi);
d) yio-(]/3+y2) i jlio-ys-ys.
Poréwnaj wyniki!
20. Oblicz z dokfadnoscia do 0°01 pierwiastki podane
w nastepujgcych ‘zadaniach, wykonaj naznaczone dziatania
i oblicz kres goérny wyniku:
a) yno+ yi8 -f-yis=? & y7++ ys™h+ yon=7?
c) /8 —1i5 =7 d) yi2-y3-1/(F75 = 2
ej 1137 - J/15 + y225—yi20= ? f)™M5+ /20 —1/125 = ?
21. Wyjasnij okresSlenie mnozenia liczb niewymiernych
na nastepujacych przyktadach:

a) 2y3; 0] 0-5yi0; cj #7; rfJl/5.y2; ej 1/8.y2;
[Jl/n.1/2.
22. Przedstaw zapomocg dwéch ciggow liczb:
a) y5.y2 i yN.yo; n b) ays .ys i3.</3.y5);
c) 1/2.y5.y7 i jl2(]/5.y7); d 2+ 1/3).5 i 10 + 51/3;
ej (y5-y2)p iy5.y3-yi.y3; /J2]/3+ 5]/3
g) 7y2-3y2 i472; hj J/£ .]/2 i yi6.

Poréwnaj wyniki.

23. Sprawdzi¢ nastepujace rownosci, obliczajac pierwiastki
z doktadnosciag do 0001 i obliczajgc gérne kresy wynikow
dziatan:
a) yn.]fl = J/2i; b) yi2 = 2]/3; cj y50 = 5]/2;

d) p.y5 = yi5; e) yig8 .]20= 61/10; f) ]f2.j/3i$5 = ]/00.
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24. Zredukowac:

aj yi2+1/75-}/48 = ? b) 3j/8 —2]/18 + yE0= ?

j 2]/45—1/125+31/20-1/80 = 2d)  21/300—51/108 + 3727 .= ?
3 3 3 3 3 3 _

ej yi6+ j/128 —154= ? /3132 — 1/108 + 1/500 = 2
3 3 3 3 3 3

A 21/81 — 1375+ 31/24= ? 1/750 — 21/48 + 37384 = ?

25. Wylaczyé przed pierwiastek mozliwie najwyzsze potegi:
3 -
a) 1+= 72 b) [[2as= ? ej 1+6++=.7 d) ]/Ba*A5= ?
3 » 4 n
e) Y2a*= ? f) 1/AV»= ? @) yiBa*Ac8="? h) jlaSnA8n+l= ?

2/i
/) jlaln+163"= ?
26. Wykona¢ nastepujace dziatania, a w wyniku wytaczyé
przed pierwiastki mozliwie najwyzsze potegi:
aj [1¢A.jlaA=? b) l/aft*. lfaftr= ? cjL1n6 =7

d) 1/21/81/6 = ?  ej 1/4.1/6 = ? f)jl2.VI8 .Ve= 2
0) (U3+ ji2)(2QU3—V2)= 2 Aj (3-1/2) B+ 21/2)= 2

ij 5+ V6—1/2)3+ 13—1/2)= 2

yj (US+ 21/2-1)(1/5 — 312+ 2) =2

A (1/7+1/5) (1/7-1/5) = 2 1) (3j/5-1/3)(3j/5 + 1/3) = ?
m) G+ 1/5—j/2) 5 —1U5+ j2) = ?

nj (U3—V2*= ? of QU5—312)*= 2 p) BLU2+ 4)s= ?
Q) (/5+1/3- R2)»=2 ~  rj W6-1/3 + |[5)»="7

s) (1/3+1/5+ 1B3—15= 72 t) (7 + 41/3—1/7 - 41/13)= ?
[/2a~+ l/dat— Db _ j/2a — l/4da»— A

u) 5 = ?
v) (Il<a+ 1)- yr=t- J/(a+ 1)+ y+=i) = ?
217. Wiaczy¢ pod pierwiastki liczby, stojgce przed pier-
wiastkami :
a) 3jl2=? 6jlj/a5=7 cj ~200="7

lil/ £ 2?2 2 oS # *-*-»



P> < - =? k> - >1 .m*fa“,1 - ?
28. Wykona¢ nastepujgce dziatania, a w wyniku wylg-
czy¢ mozliwie najwyzsze potegi przed pierwiastki:

aj + ? b) (y+)5= ? ¢) (laxt>y= ? dj (1++)3= ?

ef (yH=")s=2 f) (y~)8=2 9 (y~r)8 (yrR)8=?

29. Wykona¢ pierwiastkowania:
3

- 3
aj V8= ? b)y36’= ? ¢cj f(8as638= ? dj y(@*A*)8= ?
ej y(@d8-4a+4)’'=7? fy jR + 6*s-f9)3= ?

3
g) y(@a*—3a*+ 3a— )*= ?

3(k Wykona¢ dzielenia: 3
aj v24:16= 7 A16:V3= 7 cj yi6 : ™~ = ?
d) 1/18 :1%= ? gj Jla*:]a= ? =7
pj Ya8:\H3= ? A )2:15=7? ] 1/2a»6:j/SaA = ?
3 3
yj jlitzl:yi+1l = 2 Aj y2a* —2aA3:)a*—ab = ?
31. Wykona¢ dziatania: 3

aj y*= ? A yo-49 = ? cjyje=? djyp25 =7

ejj/o.oos= ? />]1/x =2 N = ?2 | yO~rA1-?
32. Wylgczy¢, co mozna, przed pierwiastki:

« 1?7 - * «yg-»
» y ¥ = ?

33. Przeksztalci¢ nastepujace wyrazenia tak, by zawieraty
tylko jeden pierwiastek:
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34) Wykonaé¢ nastepujace dziatania i obliczyé-gorny kres
btedu wyniku:
a) V3‘l4(ow) = ?  h)31*85i00) = ?  c)l/2TSm = ?
d) 1/83200(io0) = *? e)W*m) o = ?
f) 1/17-3@d . 4-25001) = ? g) 2]/3'75(00i) + 1/12°4(0i) = ?
A 3 5(0)j/7'8(0-i) — 84(0-i) VO0°30(00i) = ?
i) 7 :1U31%8(0« = ? j)/43-51(00.) 1/2*8le« = ?

35. Obliczy¢ z doktadnoscig do 0-01:

4

4 . 4 _ 8 _
aj y2= 7 A yioo = ? ¢ /20736 = ? dj y625 — ?
36. Przedstawi¢ w prostszej postaci:

a) Ja ? A y®= ? ¢j yab= ? djyr6= ?

211

ej yrir=? fjYr=i=2 g)I/R = 2 AjJJRA”A = 2
Pl n*-i

ijJR“’=? IR = ? A JRIB= ?

37. Wykona¢ dziatania:

aj (13 - 12)5= 2 A (U4 - jl2ys= 2%j(2j/3
dj 5 - y2)s= 2 e) (13 £ j2)3= 2)(31/2
3 3

a) (y(a—*) —i/(R )1= 7
Wykona¢ dziatania:

ajya .jla=? A ya8j/la8= ? c)\a:]la= ¢ dj yab:ja*= ?

a

e) n =7 g)' -0
r* ya . jla
12
A , ..
yor yly!'"" R fii

A (2xjx + 3IR + jlp . (rj/i —IJR + TR = ?
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39. Obliczyé (w przyblizeniu) wartosci wyrazen:

a' a

| R

jezeli: a)a= 1, b)ya—J/2, ¢) a -y2, d) ys-1

~10: Zamieni¢ na utamki o wymiernych mianownikach:

/ 4
b » & *t o k
2 V3 H- 1/2.
e) £m; /<?/]j3+ h
12 y4 yr
roof v ye - 2. AJ> 4 o 2
RO+ IF Aw 1 Y212
y 2y 2
. . s
mj n) I oj 3 P53 5 R P ;
K2 ~ 14 + y3 Vi4-y?2 2 - ]2
41. Przedstawi¢ w prostszej postaci wyrazenia:
| V#-J-a—VYa— b _ A .
i/:Ta+ 1/R a’ yr-i/F Va+ oy
2*
oj
; n + ry 1 u +* ya
ot 1 jlaR I. ‘a -f- A-f- 2 Yas
) a—jla* —1 + s %) a+ A—2]R
2]fab i fal
i)

h) ya+ fIA+ Ja+ A

ay R i« a-Ajlrry*
ai/ra* + Ayr-a*’

i)



ROZDZIAL VII.

ROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNA
NIEWIADOMA,

§ 1. Posta¢ normalna réwnania stopnia drugiego.

Réwnanie, ktére po uporzadkowaniu ma postaé: axi-J
-f- bx -j- ¢ = 0, nazywamy réwnaniem stopnia drugiego lub réw-
naniem kwadratowem. Zawiera ono trzy wyrazy, a mianowi-
cie: kwadrat niewiadomej z jakims$ wspotczynnikiem a, nie-
wiadomg w stopniu pierwszym z jakim$ wspotczynnikiem b
i wyraz ¢, wolny od niewiadomej. Przyjmujemy, ze wspot-
czynnik a przy x* ma wartos¢ rozng od zera (w przeciwnym
razie dane roéwnanie byloby réwnaniem stopnia pierwszego).
Dzielgc obie strony réwnania przez a, otrzymamy:

~x -f-~= 0, a po podstawieniu: ~—p, * —g:
x3-f-px -j-q —0.

Te posta¢ réwnania kwadratowego nazywa¢ bedziemy
postacig normalng. Do tej postaci mozna sprowadzi¢ kazde
rownanie kwadratowe, jezeli a #=0. Dlatego bedziemy sie zaj-
mowali narazie tylko rozwigzaniem réwnania kwadratowego
w postaci normalnegj.

8 2. Rozwigzanie réwnania -} <= O

Przyjmijmy najpierw, Zze rdéwnanie stopnia drugiego nie
zawiera wyrazu z niewiadomag w pierwszej potedze, czyli ze
w postaci normalnej réwnania p — 0. Przenoszagc wtedy kwa-
drat niewiadomej na lewg strone, a wyraz wolny od niewia-
domej naprawa, otrzymamy réwnanie, majace postac: xi= m.
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W rozwazaniach w rozdz. VI upewnilismy"* sie, ze réwnanie a2= m
ma dla kazdej dodatniej wartosci m w zakresie liczb dodatnich jedno

rozwigzanie a = j/m i nauczyliSmy sie te warto$¢ oblicza¢, badz
catkiem dokfadnie, badz z wszelkg zadang doktadnoscig. Z rozwazan
w § 4 rozdz. VI wynika jednak, ze réwnanie takie ma jeszcze jedno
rozwigzanie. Zbadajmy te rzecz Scisle.

1. Jezeli m > 0, to rownanie a2= m mozna przeksztatcié
W nastepujacy sposob:

Napiszmy réwnanie w postaci: a2—m —O0.

Podstawmy m = (I/m)8; otrzymamy: a2— (I/m)8= 0.

Lewa strone tego réwnania mozna jako roéznice kwadra-
tow roztozy¢ na dwa czynniki. Réwnanie bedzie miato postac:

(a—1im) (v-f-1/m)= 0.

Lewa strona ostatniego rownania jest iloczynem dwdch
czynnikow. lloczyn taki jest zerem wtedy i tylko wtedy, jezeli
jeden czynnik jego jest zerem.

Pierwszy czynnik: (a:—j/m) = 0, jezelix = ]fm;

drugi czynnik: {x-f-]/m) = 0, jezelix = — }/m.

Rownanie A2= m ma dla kazdej dodatniej wartosci m
dwa i tylko dwa pierwiastki: x1— *m i as= —j/m.

2. Jezeli m= 0, to réwnanie a2= 0 ma tylko jeden pier-
wiastek x = 0, bo a2= .v.x moze by¢ zerem tylko wtedy, gdy
x — 0.

3. Jezeli m< 0, to rdwnanie a2= m nie ma rozwigzania,
bo kazda liczba, podniesiona do kwadratu, daje na wynik
liczbe dodatnia.

Roéwniez i z badania postaci a2—m —0 otrzymamy taki sam
wynik. Zwazywszy bowiem, ze m = —fm |, otrzymamy: a*+ |m\= 0.
Roéwnanie to zawiera sprzeczno$é: Niemozliwe jest bowiem, aby
suma dwu liczb, z ktérych pierwsza nie jest ujemna (a2 jako kwa-

drat jakiej$ liczby, ma albo warto$¢ dodatnig, albo jest zerem),
a druga jest dodatnia, réwnata sie zeru.

§ 3. Rozwigzanie rownania x2+ px -f-qg= O

Aby rozwigza¢ roéwnanie x*-j-px -}-q = 0, bedziemy sie
starali przedstawi¢ lewg jego strone jako roéznice lub sume
dwoch kwadratow.

Wykonajmy to najpierw na kilku przykfadach:
Przyktad 1 Rozwigza¢ réwnanie: a2—6a+ 5= 0.
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Uzupelnijmy pierwsze dwa wyrazy tak, aby otrzymaé¢ kwadrat
dwumianu. Dodajemy zatem do a*—6a liczbe 9, aby za$ nie zmie-
ni¢ wartosci lewej strony, odejmujemy réwnocze$nie 9. Otrzymamy;

a2—6a+ 9—9+ 5= 0, czyli
(a- 3)2- 4=0.
Lewa strone, jako roznice kwadratéw, rozktadamy na czynniki:
@—3—2). (@—3+ 2)= 0, czyli
@—5 @ =0
lloczyn, znajdujacy sie po lewej stronie rdwnania, jest tylko
wtedy,zerem, jezeli albo:
a—5=0, albo a—1= 0.
Stad otrzymujemy:
=5 =1
jako pierwiastki ostatniego, a wiec i danego réwnania. Sprawdz!
Przyktad 2. Rozwigza¢ rownanie: as+ 4a + 4= 0.
Rozumujac, jak w poprzednim przykiadzie, otrzymamy:
(a+ 2)2= 0,
@+2) (a+ 2)= 0,
Aj= as= —2. Sprawdz!
Przyktad 8. Rozwigza¢ rownanie: a2+ 3a—4= 0.
Znajdziemy, jak w poprzednich przyktadach:
@2+3a+ |)~£-4 =0,
(*+ 1)3- ¥ = o,
@+ 1+4) «a+ 4~4) =
@+t 4 @—1=0.
A= —4, a*= + 1. Sprawdz!

Przyktad 4. Rozwigza¢ réwnanie: a*—4a+6=0.
Postepujemy, jak w poprzednich przyktadach:
(@8- 4a+ 4)- 4+ 6= 0,
(a- 2)2+ 2= 0.
Wyraz (a—2)82s0 dla kazdej wartosci a (dlaczego?); zatem
(@—2)e+ 2> 0 dla kazdej wartosci a. Dane réwnanie nie ma wiec
pierwiastka.

Rozwigzmy zadanie ogolnie:
Réwnanie a2-j-px -f-q= 0 przeksztalcamy w nastepujacy
sposob:



(v-}-1) —i A —Q jezeli oznaczymy A = pi— 4q.

Rozrézniamy nastepujace trzy przypadki:

1 Jezeli A > 0, wtedy istnieje liczba Va , a réwnanie
mozna przeksztatci¢é w nastepujacy sposob:

(*+1)'- (ii®@ )" o

’ (ct 2 _5'7a) (*+ |+ 1ia)= 0-

Lewa strona ostatniego rownania, jako iloczyn dwdch
czynnikdw, jest zerem wtedy, jezeli:

albo —2V A=o, albo X+ “+gl/A = 0.

Z rownanh tych otrzymujemy pierwiastki:
*i=1(-P + Va) i x% \(—p —U).

2. Jezeli A = 0, to réwnanie przyjmuje postac:

(*+ ) =°. czyli

(+1) (o*+ §): 0.

Stad otrzymamy pierwiastki i X, danego réwnania:
*= *s= —ip.
3. Jezeli A < 0, czyli A —— |A]> to réwnanie ma postac:

(*+ 2) ~t~ilA| = 0.

Lewa strona jest sumag dwu wyrazen: pierwsze, jako kwa-
drat jakiej$ liczby, ma dla kazdej wartosci x wartos¢ dodat-
nig, lub tez jest zerem; drugie jest liczbg dodatnig niezalezna
od x. Lewa strona ma wiec dla jakiejkolwiek wartosci x war-,
tos¢ wiekszg od zera. Niema zatem takiej liczby, ktoraby,
podstawiona za x, sprawdzata réwnanie. Rdéwnanie nie ma
w tym przypadku pierwiastkow, jest wiec sprzeczne.

Wyrazenie A =p* —+q, od ktorego rozwigzalno$¢ row-
nania zalezy, nazywamy wyrdéinikiem rownania.



Zbierajac otrzymane wyniki, powiemy:

Aby wzwigzac¢ réwnanie stopnia drugiego, majgce postaé
normalng xi+ Px + <= 0, obliczamy wyréznik A =p: — &y
Jezeli wyroéznik jest dodatni (A > 0), to réwnanie ma dwa
rézne pierwiastki: x, = i (—p -f-]/a) i xt= 4 (—p —Va);
jezeli wyroznik jest zerem (A = 0), to rownanie ma dwa rowne
pierwiastki: xi—xi——\p; jezeli wyroznik jest ujemny (A<C0)>
to réwnanie nie ma pierwiastka.

Jezeli A > 0, piszemy czesto wz6r na oba pierwiastki razem

w postacix = ~(—p = ]J/A). Wzdr ten mozna zastosowaé rowniez
w przypadku A = 0. Poniewaz oba pierwiastki majg wtedy jedna-
kowag wartos¢, moéwimy tez czesto, ze rdéwnanie ma w tym przy-
padku jeden pierwiastek, lub jeden pierwiastek podwdjny. Znacze-
nie tego powiedzenia wyjasnimy pozniej.

Odtad rozwigzywa¢ bedziemy réwnania kwadratowe bezpo-
Srednio zapomocg powyzszych wzordw.

Przyktad 5. Rozwigza¢ réwnanie: xt + 3* —28 = 0.
Obliczamy: A =32—4 . (—28) = 121.
Zatem: X =£ (—3 = 11),
ag= 4, = —7. Sprawdz 1
Przyktad 6. Rozwigza¢ réwnanie: a2—2x + 5= 0.
Obliczamy: A = 4 —20= —16.
Poniewaz A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.
Przyktad 7. Rozwigza¢ rownanie:

N N -
4 _+89 f 2)5111 5-0
Za niewiadomg uwazamy a= ~ o Réwnanie przyjmuje
9
postac: 4a+ —+ 15= 0.

Porzadkujemy: 4a2+ 15a+ 9= 0.

Sprowadzamy do postaci normalnej, dzielac obie strony przez 4:
.15 9
a2+ Tat = 0.

. . 225 81 , . S .
Poniewaz A = -jJg— 9= — > 0, to rownanie ma pierwiastki:
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Roznym wartosciom a odpowiadajg rdézne wartosci x, ktore
oznaczymy a i xt i obliczymy z réwnan:
2atj —1 3 2xt —1
ja- 3 _~T; '
Rozwigzujagc te réwnania, znajdziemy:
x1= 1A, x2= 2. (Sprawdz!)

8 4. Zwigzki miedzy wspéiczynnikami réwnania
kwadratowego a pierwiastkami.

W przypadku nieujemnego wyréznika ma rdéwnanie:
ic-j-  -j-~= 0 pierwiastki:
*I ——bP + bVA.
= —\p —b VA.
Dodajac stronami ostatnie dwie réwnosci, znajdziemy:
Xi-f* = —p;
mnozgc je za$ stronami, otrzymamy:
Flo*q — (—bp)*— 1 A = ip* —*(>*—4?) = g.
Tak znajdujemy zwigzki: p = -(,x I-{-xt), g=x1.xt, czyli:
Wspditczynnik przy niewiadomej w stopniu pierwszym
w normalnem réwnaniu stopnia drugiego réwna sie sumie obu

pierwiastkdw réwnania ze znakiem przeciwnym; wyraz wolny
od niewiadomej rowna sie iloczynowi obu pierwiastkow.
Twierdzenie to pozwala rozwigza¢ zadanie odwrotne do za-
dania, rozwigzanego w § 3. Tam nauczyliSmy sie wyznaczac pier-
wiastki réwnania, majacego posta¢ normalng; na podstawie ostat-

niego twierdzenia potrafimy znalez¢ réwnanie kwadratowe w po-
staci normalnej, majace dane pierwiastki.

Np.: Ulozy¢ réwnanie, majace pierwiastki: 3 i —5.

Rownanie bedzie miato posta¢: x*+ px + g —0. Wskutek
ostatniego twierdzenia:

= —[(+3)+ (5] =+ 2 @=(+3).(- 5= -15.

Zadanem réwnaniem bedzie: x3+ 2x—15= 0. Sprawdz przez
rozwigzanie réwnania!

Postawmy zadanie ogo6lne:

Utozy¢ réwnanie kwadratowe w postaci normalnej, majace
pierwiastki jg i xs.

J. Mihulowici Arytmetyka i algebra na V kL gimn. 0
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Stosujac ostatnie twierdzenie, znajdziemy:
x3— (jg -j-*) x + xxx3= 0.
Sprawdz, rozwigzujgc to réwnanie 1
Przy rozwigzaniu tego réwnania zastuguje na uwage wyréznik:
A= (Fi + *») —4N xt—x\ + 2xy¥o-p xfy 4Xtxt —
= 2 —2XtXi+ X2= (g —*H*

Wyréznik réwnania kwadratowego w postaci normalnej réwna
sie kwadratowi roznicy pierwiastkow réwnania.

Powyzsze rozwigzanie zagadnienia pozostawia jeszcze jedna
watpliwo$¢. Wspdtczynniki p i q obliczyliSmy, rozwigzujgc uktad
rownan: xx—£ (—p + ]/a), =\ (—p —Va). Ze znalezione war-
tosci spetniajg warunki zadania, stwierdziliSmy, rozwigzujac row-
nanie: x*—Aj + x2)j:+ jax3= 0. Nalezy zbada¢, czy znalezione
wartosci p i q sg jedynemi wartoSciami, ktére sprawdzajg Ow
uktad réwnan; czy niema jeszcze innego roéwnania, ktoreby miato
pierwiastki ja i ja.

Odpowiedz na to pytanie dajg nam nastepujgce rozwazania:

Przeksztatémy lewa strone rdéwnania x* — (jg -f- xs) x -j-
+ *i = 0 w nastepujacy sposdb:

a2— (ja -j- ja) x J-Xi —xtx-f-ja jg =
V(X—XX) —x2(Xx—]jg) =
(a—ja) (x—ja).

Nazwawszy wyrazenia x —ja i x —ja czynnikami pier-
wiastkowemi réwnania, powiemy:

Lewa strona normalnego réwnania stopnia drugiego jest
identycznie réwna iloczynowi czynnikow pierwiastkowych.

Taki rozktad lewej strony réwnania normalnego na czynniki,
majgce posta¢ x —m, moze istnie¢ tylko jeden. Gdyby bowiem
lewa strona data sie przedstawi¢ w postaci (a —a) (x —j3), to przyj-
mowataby ona dla x= a i dla x—/? wartos¢ 0; o i fi bylyby
pierwiastkami réwnania: (x —jg) (* —x,) = 0. Musiatoby zatem by¢:
(a—jg) (@a—r)= 0 i (8—ja) (jt —jg) = 0. Poniewaz iloczyn dwdch
czynnikow tylko wtedy moze byé zerem, jezeli jeden z czynnikow
jest zerem, to ostatnie réwnosci mogg by¢ prawdziwe tylko wtedy,
jezeli a= ja, —aa (lub a= jg, fi—a).

Réwnania kwadratowe w postaci normalnej, majgce te same
pierwiastki, sg identyczne.

Zaznaczamy raz jeszcze, ze wszystkie twierdzenia tego para-
grafu wyprowadzono pod warunkiem: A ™ 0.
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§ 5. Rozwigzanie réwnania axl-J-bx-j-c= 0.

Kazde réwnanie kwadratowe ax*+ bx+ c¢—O0 da sie przed-
stawi¢ w postaci normalnej (jezeli a4=0) i rozwigza¢ na podstawie
wzorow otrzymanych w § 3. W praktyce jednak jest czesto nie-
wygodnie sprowadza¢ rownanie do tej postaci, zwlaszczagdy a
jest liczba wielocyfrowa. Rozwigzemy dlatego nizej ogdlne réwnanie
kwadratowe i uzyskamy wzor wygodniejszy nieraz w rachunku.

Aby rozwigza¢ réwnanie: axi + bx-J-c= 0, a4=0,
dzielimy je przez a: x2 X -\-~ = 0.

* —
Sbliczamy Wyr()inik:g—_*# 4 <= *3.2.-_3 4ac

Poniewaz przy wyrdzniku chodzi nam wytgcznie o znak,
a ostatni utamek ma taki znak, jak licznik 6* —4ac, bedziemy
wyroznikiem nazywali nie caly ostatni utamek, lecz tylko jego
licznik. Oznaczymy wiec: A = 0! —4ac.

Jezeli A < 0. to réwnanie nie ma pierwiastka.

Jezeli A~ O to x —i —Aa *Val ool
“6+j/IA  ,3-b-fA
X1~ 2a  * X,_ 2a

Dla a= 1 przechodzag te wzory (a takze wzér na A) w od-
powiednie wzory dla postaci normalnej. Oczywiscie teraz:

* *g= - ~ = fagl L
i+ *s a’: *1 xt . (*1.—> .

Przyktad. Rozwigza¢ rownanie: 27x*—183* + 208 = 0.
Obliczamy: A = 183*- 4.27.208 = 11025; J[a = 105;
183 + 105
54
= H,

8§ 6. Zastosowanie do rozwigzywania zagadnien.

Podobnie, jak réwnania stopnia pierwszego, stuzg i row-
nania stopnia drugiego do rozwigzywania wielu zagadnien wy-
razonych stowami. Rozwigzanie takiego zagadnienia skiada sie:
z ulozenia réwnania, rozwigzania réwnania i sprawdzenia, czy
znalezione pierwiastki réwnania spetniajg warunki zadania.

O
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Uktadanie zadania w posta¢ réwnania odbywa sie zupetnie
tak samo, jak przy zadaniach, rozwigzalnych zapomocg réwnan
stopnia pierwszego; rozwigzywaniem réwnan zajmowalismy
sie w poprzednich paragrafach; pozostaje zatem do omdwienia
tylko badanie, czy rozwigzanie réwnania jest zarazem rozwig-
zaniem zadania.

Jezeli réwnanie nie ma pierwiastkéw, to zadanie zawiera
jakas sprzeczno$¢ i nie ma réwniez rozwiazania. Jezeli réwna-
nie ma dwa pierwiastki, to zdarzy¢ sie moze, ze albo oba
pierwiastki spetniajg warunki zadania, albo tylko jeden z nich,
albo zaden. Ostatnie dwa wypadki zdarzajg sie wtedy, gdy
rownanie ma jeden pierwiastek ujemny, lub dwa pierwiastki
ujemne, a warunki zadania sg tego rodzaju, ze dopuszczajg
tylko rozwigzania dodatnie.

Przyktad 1. Znalez¢ liczbe, ktorej kwadrat jest o 5 mniejszy
od jej czterokrotnosci.

Oznaczajac szukang liczbe literg x, znajdziemy:
x8= 4t—5, czyli xi —4x+ 5= 0.

Wyrdznik tego réwnania: A = 16 —20= —4 < 0, réwnanie
zatem nie ma pierwiastka. Niema takiej liczby, ktorej kwadrat jest
0 5 mniejszy od jej czterokrotnosci. Wyjasnij ten wynik na kilku
przyktadach, podstawiajac za a: kolejno 1, 2, 3,...!

Przyktad 2. Aby z pewnego kwadratu, utozonego z plytek
kwadratowych, otrzymac¢ prostokat tak samo wysoki, ale majacy
wzdtuz podstawy 8 plytek, trzeba byto doda¢ 15 plytek. De plytek
byto utozonych wzdtuz boku kwadratu?

Jezeli x oznacza szukang liczbe, to kwadrat zawiera a8 pytek,
a prostokat sa: ptytek. Z warunkéw zadania wynika:

a8+ 15= 8a, czyh a8—8a+ 15= 0.
Roéwnanie ma dwa pierwiastki: ax= 5, aj= 3.

Oba pierwiastki dajg rozwigzanie zadania. Wykaz to ry-
sunkiem !

Przyktad 3. Kupiec sprowadzit za 144 z} pewng Dos¢ kg
towaru. Drugim razem sprowadzU za takg samg sume, taki sam
towar. Poniewaz jednak towar podrozal na kazdym kilogramie
0 20 gr, to otrzymat drugim razem o 3 kg mniej, niz pierwszym
razem. De kg towaru sprowadzU Kkupiec pierwszym razem?

Kupiec sprowadzU pierwszym razem x kg, ptacac za kazdy kg

144 zt; drugim razem sprowadzit (a—3) kg, ptacac za kazdy kg
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x1443 & Rolnfca w cente Jelinego kg wynosf xl443 144 \Re-

dtug zadania wynosi ta sama réznica 0*2 zi; zatem:
144 144: 02,
X —3 X

Roéwnanie ma pierwiastki: x1=48, x2= —45.

Oba pierwiastki sprawdzajg réwnanie; warunkom zadania od-
powiada tylko pierwszy, bo, stosownie do znaczenia X, ujemne
rozwigzanie nie ma zadnego znaczenia.

Sprawdzenie: Kupiec sprowadzit pierwszym razem 48 kg to-
waru za 144 zt, za 1 kg ptacit wiec 3 z+. Drugim razem otrzymat
za 144 zt 45 kg; 1 kg kosztowat 3*2 zi, a wiec rzeczywiscie
0 20 gr wiecej.

Cwiczenia.
1. Rozwigzac i sprawdzi¢ réwnania:
a) 4x*= 361; b) 2**= 0; c) 0*16.v*= 44*89;

(X\2 L » *V ... —3 1
d) *»=8427+ 9gJ ; e ; 11) 1+ V.  ==i=2i

g)x+3=1-~="~; A;gx]|+ 2(jc+!)=0;
f) "+ 3)s-31(ar-hl)=.v(™-4);
k) (x—3)2- (x~ 23= 3; i) x*=a*—xs; m) xs=a*-

n) x*= a* + |)§ 0) = 6a’+ x 2;
P) (a+.v) :.v=x:2(a-x).
2. Rozwigzac i sprawdzi¢ réwnania:
aj Xx*+7x—18= 0; b) xs-3£x —65= 0; ¢) §**+*—132=0;
d) x>—15x+56=0; e) .i2+ 19x-|-84=0; /;.r2—6x=0;
g) x!-1-x=0; h) 2x- —5x —12 = 0; i) 6x2—13.v+6=0:
j) 2xs+ x—21=0; k) 10x2-f33x-f-20=0.

3. Rozwigzac i sprawdzi¢ réwnania:
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., 3 5 2x+1 A2+ 3 2jc-t-1  je-i6

f) 2x—2 4jc+ 4 (je+ )2’ ®N-1 " "NiT~2jc-|2;
H(?£+1)’_2.?2£+i_3=0! 0 f& . 108;
j) 2(a-+ |)[19-12(a:+|)] = 15; k) 5 + 6;
N xX*—% =m —5 g. . 5*—8 ,2(*+ 4 -
0 x*-\-x-5+ @a2-3 m;2(*-H)+ 5*-8 ~ ’

o ~ AN .
DN i R Ch 17; ' 2jc{-3 3a—1

4. Utozy¢ réwnania, majace pierwiastki:
a) 3, 5; b)-2,-1; c¢j~5, +4; dJ+3,-3; o0, 2;
) - 1,0; gj3 3 Al—2 -2; 32+ 13, 2—"3;
jJJ —3+ 1/5, —3—y8; hym+ ]/n, m —]fn.

5. Jakie wnioski wysnu¢ mozna z 1 twierdzenia w § 4
0 znakach pierwiastkoéw réwnania a!+ /u :+<7 = 0, jezeli wiemy,
zeA>0> anadto, ze: aj €>0; b)g<0; ¢)g—0; d) e>0,
jO<0; ¢ ?>0, p> 0; f)g=0,p<0; 9).q= 0, p> 0?

[Wykazac, zewobec A > 0 niemozliwe saprzypadki: aj p=q = 0;
b) >0, p= 6]

6. Zbada¢, dla jakich wartosci a nie ma rozwigzania naste-
pujacy uktad réwnan:

a) ax-\-y —1 b) (a —=l)* + ag — 3,
*+ a*|§= —U (@+ I)x —2ay = 5;
c) ax-\-y —a, d) 3x —ay= 2a+ 3
2*+ (2a+ 3)y = 8asg; @a—2)x —y = g
e) ax—2y =\ f) ax-\-2y = 3,
(a+ 4)a—ay—3; (a—1)xA-ay= 2

Rozstrzygnaé¢, czy dla znalezionych wartosci a jest ukfad
réwnaf nieoznaczony, czy sprzeczny.

7. Wykazaé, ze gdy ~¢ 0, to rownanie as+ /« + I= 0
ma zawsze pierwiastki.

8. Zbada¢, dla jakich warto$ci a nie majg nastepujace
rownania pierwiastkow:
aj 2ais— A+ a= 0; b) 3a2+ 1'6a:— (a—3)= 0;
c) xs—(2a+ I)Ar+a*=-0; d) 3A8+ (6a-5)A:+3(a-+)i= 0.
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9. a) Znalez¢ liczbe, ktére] podwojny kwadrat jest od jej
15-krotnosci o 18 mniejszy.

b) Jaka liczbe nalezy odja¢ od nastepnika stosunku 3 :5,
aby wyktadnik stosunku o tyle sie powiekszyt, o ile zmniejszy
sie nastepnik?

c) Roztozy¢ 2331 na dwa czynniki, ktérych suma wy-
nosi 100.

d) Roztozy¢ 342 na dwa czynniki, rozniace sie o 1.

e) Liczbe 25 przedstawi¢ jako sume kwadratéw dwu liczb.
réznigcych sie o 1.

10. a) Z 224 plytek, majagcych ksztatt kwadratow o boku
1 dm, ma by¢ ulozony taki prostokat, aby podstawa jego byta
0 2 dm dluzsza niz wysokos$¢. He dm ma mie¢ podstawa, aile
wysokos¢?

b) Z 221 plytek, majgcych ksztalt kwadratébw o boku
1 dm, utozono prostokat o podstawie 13 dm, a wysokosci
17 dm. Z tych samych 221 plytek ulozy¢ inny prostokat, ktd-
rego podstawa bylaby o tyle dm dtuzsza od podstawy danego
prostokata, o ile krotsza bedzie wysoko$¢ od wysokosci da-
nego prostokata.

c) Z 345 plytek, majacych ksztalt kwadratéw o boku
1 dm, zbudowaé prostokat o podstawie 8 dm i kwadrat tale
wysoki, jak ten prostokat.

d) Z piytek, majacych ksztatt kwadratéw o boku 1 dm,
zbudowano prostokat, ktérego podstawa wynosi 18 dm; po
odjeciu od tego prostokata kwadratu, o boku tak wielkim jak
wysokos$¢ prostokata, pozostat prostokat ziozony z 77 plytek.
Obliczy¢ wysokos$¢ prostokata.

11. a) ne bokéw ma wielobok, jezeli mozna w nim wy-
kreslic 104 przekatnych?

b) Kat umiarowego wielokgta zwieksza sie o 12°, jezeli

ilos¢ bokéw zwiekszymy o 1. lle bokéw ma wielokat?

12. a) Kupitem dwie sztuki ptétna, jedno o 40 gr na me-
trze drozsze od drugiego. Za kazdg sztuke zaptacitem 24 zi.
He kosztowat 1 m kazdego gatunku ptétna, jezeli drozszego
ptétna byto w sztuce o 10 m mniej, niz tanszego ?

b) Kupitem za 6 zt 24 gr paczke zeszytow. Gdyby
piec byt znizyt cene kazdego zeszytu o 1 gr, bytbym otrzy-
mat za te sama sume o0 4 zeszyty wiecej. lle zeszytow byto
w paczce?

ku-
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c) Klasa ma zlozy¢ na kolonje wakacyjne 14'4 zi. Takg
samg sume zebrano juz raz w klasie. Poniewaz jednak wtedy
bylo w klasie o 4 uczniéw wiecej, ptacit kazdy o 5 gr mniej,
niz teraz. Hu uczniow jest w klasie?

d) Koszta wycieczki pewnej klasy wynosity 120 zt. Po-
niewaz szesciu niezamoznych uczniéw jechato kosztem wszyst-
kich innych, to kazdy z tych ostatnich musiat zaptaci¢ o 1 zt
wiecej, niz przypadatoby na niego przy réwnym podziale ko-
sztow. llu ucznidéw jechato?

e) Na wykonanie pewnej roboty przeznaczono 357 zt. Za-
mowiono stosowng ilo$¢ robotnikéw, z ktérych jednak siedmiu
nie stanelo do pracy. Pozostali wykonali prace sami i rozdzie-
lili sume przeznaczong dla nieobecnych na réwne czesci mie-
dzy siebie, wskutek czego kazdy otrzymat o VI zt wiecej.
lle zt przeznaczono pierwotnie dla kazdego robotnika?

13. a) Zbiornik mozna napetni¢ dwiema rurami; pierwszg
0 2 godz. predzej, niz druga. Gdy otworzymy obie rury, to
zbiornik napetnia sie w 2 godz. 55 min. W ilu godzinach na-
petni sie zbiornik, jezeli woda doptywa tylko jednag rurg?

b) Dwdch ucznidow podjeto sie przepisania rekopisu za
pewnem wynagrodzeniem. Pierwszy z nich, piszgc sam, po-
trzebowatby na przepisanie catego rekopisu o 9 godz. wiecej
czasu, niz drugi. Pracowali jednak razem i skonczyli prace
w 20 godzinach. W ilu godzinach przepisatby rekopis kazdy
z nich, pracujgc sam? W jakim stosunku podzielg sie za-
robkiem ?

14. a) Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie o0 34 km,
wyjezdzajg rownoczes$nie naprzeciw siebie dwa pociagi i spo-
tykaja sie po 24 min. Pierwszy pocigg potrzebuje do przeby-
cia 1 km o 10 sek. wiecej, niz drugi. Obliczy¢ predkosci obu
pociggow!

k
[Predkos¢ pierwszego pociggu wynosi x 'mr|rr]1~> pociag ten po-
trzebuje do przebycia jednego km 4 min. Drugipocigg przebywa 1 km
w -X+ @/ min.; zatem predko$¢ jego wynosi: 1: (_i+ Ab)/:

6* e, ji
i+6 ' Ldt
b) Do przebycia drogi, wynoszacej 18 km, potrzebuje je-

den podrozny o £ godz. wiecej czasu, niz drugi, ktory prze-
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bywa w 1 godz. 0o i km wiecej niz pierwszy. De godzin po-
trzebuje kazdy z nich do przebycia tej drogi?

c) Kto$ przebyt 18 km rowerem, a 2j km piechota. Cala
podréz trwata 2 godz. Z jaka predkoscig szedt, a z jaka jechat,

jezeli predkos$¢ jazdy rowerem jest o 7 lkIm,- wieksza, od
predkosci podrozy pieszej? 8

d) Statek przebywa na rzece droge od A do B i z powro-
tem do A, wynoszacg razem 45 km, w 4 godz. Predkosé pradu

rzeki wynosi 3 km Jaka jest predkos¢ statk&?

15. a) Kto$ ztozyt w kasie o0szczednos$ci 2500 z+'na pe-
wien procent. Po roku nie pobrat dochodu, lecz dodat go do
kapitatu tak, ze w nastepnym roku procentowat sie kapitat
wraz z dochodem z pierwszego roku. Przy kohcu drugiego roku
wyjat catg sume i otrzymat 2704 zt. Jaki procent ptacita kasa?

b) Gospodarz posiat 5 kg zyta. Zebrany plon posiat po
raz drugi i zebrat w nastepnym roku 720 kg. He kg zyta zy-
skiwal przy jednym zbiorze z 1 kg zasiewu, jezeli przyjmiemy,
ze urodzaj byt w obu latach jednakowy?

c) Z naczynia, zawierajacego 100 kg wyskoku, odlano
pewng ilo$¢ kilogramoéw i dolano taka samg ilos¢ wody. Dru-
gim razem odlano o 5 kg wiekszg ilo$¢ tej mieszaniny i do-
lano znowu wody tak, aby w naczyniu byto znowu 100 kg.
Okazato sie, ze mieszanina zawierata wkoncu 1£ razy wiecej
wyskoku niz wody. He kg wyskoku odlano pierwszym razem ?

d) Z dwodch kg ztota wzieto pewng ilos$¢ g i dodano takg
samg ilo$¢ g miedzi. Drugim razem wzieto o 100g wiecej tej
mieszaniny niz pierwszym razem ztota i dodano takg sama
Ho$¢ g miedzi. lle ztota wzieto pierwszym razem, jezeU pozo-
staty przy koncu stop byt 680 préoby?

16. Jubilerowi roztamat sie na dwie czesSci diament, ma-
jacy warto$¢ 3600 zt, wskutek czego stracit jubiler 1000 zt.
Jaka czes$¢ odtamata sie, jezeli cena diamentu jest wprost
proporcjonalna do kwadratu jego ciezaru?

[Odtamata sie x-ta cze$¢ catego diamentu. Ciezar catego dia-
mentu wynosit g, ciezar jego czesci: X—i q—%q \(I —-X)J; cena za$

wynosita kolejno: 3600, 3600 360061 —
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17. a) Do szybu kopalni opuszczono kamien, a réwnoczesnie
dano sygnat gtosowy. Po jakim czasie dopedzitby spadajacy kamien
fale gtosowg? W jakiej gtebokosci nastgpitoby to?

[Predko$¢ gtosu wynosi 333 . wz0r na droge przy wolnem
spadaniu: s—ét gdzie <= 9'81 ot Oporu powietrza nie
uwzgledniamy].

b) To samo zadanie, przyjmujac, ze sygnat dano o 1 min. pdzniej.

¢) Winda zjezdza na dno szybu, giebokiego na 210 m ruchem
jednostajnym z predkoscia 3 O ile sekund pézniej opusci¢ na-
lezy do szybu jakis przedmiot, aby, spadajac wolno, spadt na dno
szybu roéwnocze$nie z przybyciem windy?

[Jak zad. a].

d) W tym samym szybie porusza sie winda wgére z pred-
koscig 3~ r; roéwnoczesnie z wyruszeniem windy z dna szybu

opuszczono do szybu zgory kamien. Po ilu sekundach dosiegnie
kamien winde?
[Jak zad. a].

e) Lampy 25 Swiec i 16 Swiec sa oddalone od siebie o 3'6 m.
W jakiej odlegtosci od pierwszej lampy umiesci¢ nalezy kartke pa-
pieru prostopadle do prostej, tagczacej obie lampy, aby obie lampy
jednakowo jg oswietlaty?

[Oswietlenie lampa, majacg s Swiec, w odlegtosci x od lampy,
Wynosi R%, gdzie ¢ oznacza pewng stalq].



F. BURDECKI1EGO
PODROZE
MIEDZYPLANETARNE

Biblfoteka Iskier. Tom XX.
Brosz. zt. 3'50, w kart. 480.

Ksigzka ta zajmuje sie zagadnieniem podrézy miedzyplanetar-
nych z punktu widzenia wspoiczesnej nauki. Problem ten, w Pol-
sce mato znany i og6lnie uwazany za utopje, zdotal juz na Za-
chodzie wzbudzi¢ zainteresowanie wielu wybitnych uczonych
i dawno przekroczyt granice niescistych fantazyj powiesciopisarzy.
Dzietko niniejsze daje nam barwny obraz przygotowawczych prac
niemieckich, amerykanskich i francuskich uczonych. Pisane jest
z widocznem zapatem i gieboka wiarg w zdobycie przestrzeni
Swiata. Niemniej autor kieruje sie $cisle zasadami fizyki i zwraca
rowniez uwage na wielkie trudnosci problemu. Kazdy, kogokol-
wiek interesujg zagadnienia techniki dzisiejszej, winien ksigzke
te przestudjowaé gruntownie.

J. M. DABROWY

TELEWIZOR ORKISZA

Bibljoteka Iskier. Tom XXII.
Brosz. zt. 6'50, w kart. 8"—.

Podobnie, jak dzieta Juljusza Verne’a, wyprzedza powie$¢ ta do-
tychczasowe zdobycze techniki o dziesigtki lat i podobnie, jak
tamte, moze si¢ staC podnieta, a zarazem teoretycznym doradcs,
jak zdobycze te mozna zrealizowa¢. Tre$¢ jej bowiem opiera sie
na przestankach czysto naukowych i uwzglednia faktyczne wa-
runki, wérod jakich zyjg spofeczenstwa Swiata w dobie dzisiejszej,
skutkiem czego nosi ceche zupetnej rzeczywistosci. Pod pseudo-
nimem J. M. Dabrowy ukrywa sig¢ nowy, rewelacyjny talent pi-
sarski, objawiajacy sie tak w doborze aktualnego tematu, jak
i lekkosci literackiego przeprowadzenia fabuty, utrzymujacej czy-
telnika w nieustannem napieciu. Jezyk pigkny i potoczysty, traf-
no$¢ poréwnan, Smiate obrazowanie, a przytem umiejetno$¢ po-
dania w lekkiej formie wielkiego zasobu wiedzy naukowej, oto
zasadnicze cechy tego miodego pidra. Powies¢ te przeczyta
z rébwnym pozytkiem dorosty, jak i miodziez. Stawny podr6znik
i literat F. A. Ossendowski pisze o niej w liscie do wydawcy
Z najwyzsze«« pochwatami.
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