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Rozdzial 1

Wstep

Wiele wiasnosci uktadéw dynamicznych moze byt z powodzeniem scharakteryzowanych przez pewne
wielkoSci liczbowe nazywane charakterystykami lub wykladnikami charakterystycznymi. Naleza do nich
miedzy innymi: wykltadniki Lapunowa, Perrona, Bohla, Izobowa, Grobmana oraz uogélnione promienie
spektralne. Liczby te opisuja rézne typy stabilnosci, tempo wzrostu lub malenia trajektorii uktadu czy
wrazliwo$¢ wlasno$ci dynamicznych uktadu na niedoktadnoSci parametryczne.

W ostatniej dekadzie zaobserwowano duze zainteresowanie specjalistéw z dziedziny teorii ukladow
dynamicznych klasa modeli, ktére sa kombinacja logicznych przelaczen, ktérych wartoéci nazywane sa
modami lub trybami pracy, i rézniczkowych lub réznicowych réwnan, ktére nazywamy dynamikami
ukladu lub podukladami. Uklady takie w teorii sterowania nazywane sa ukladami z przelaczeniami i
stanowiag podklase uktadéw hybrydowych. Zainteresowanie uktadami z przetaczeniami podyktowane jest
przede wszystkim olbrzymia uzytecznosciag takich modeli przy modelowaniu obiektéw rzeczywistych co
przeklada sie na rosnace zapotrzebowanie na metody modelowania, analizy i zrozumienia uktadéw o takiej
strukturze.

W przypadku gdy poszczegélne dynamiki uktadu z przetaczeniami sa modelowane w postaci stacjonarnych
réwnan w czasie dyskretnym to dobrym modelem calego uktadu jest dyskretna inkluzja. O ile prostsze
wlasnoéci dynamiczne inkluzji dyskretnych, takie jak stabilno$¢ czy sterowalnos$¢ zostaly juz czeSciowo
zbadane, to podejicie oparte na wykladnikach charakterystycznych nie bylo jeszcze w literaturze dysku-
towane.

Gléwna hipoteza badawcza moze by¢ sformutowana w sposéb nastepujacy: wlasno$ci dynamiczne
dyskretnych ukladéw hybrydowych moga by¢ scharakteryzowane przez zbiér wykladnikéw
charakterystycznych.

Jezeli w rozwazanym ukladzie hybrydowym ustalimy funkcje przelaczajaca to otrzymamy klasyczny
uklad niestacjonarny. Metoda badawcza, ktéra jest gléwnie stosowana w pracy, polega na poszukiwaniu
zwigzkow pomiedzy wykladnikami charakterystycznymi tak otrzymanych uktadéw o zmiennych w czasie
wspotczynnikach, a wlasno$ciami dynamicznymi wyjSciowych ukladéw hybrydowych. Na potrzeby opisu
tych wlasnoéci dynamicznych zaproponowano w pracy szereg charakterystyk liczbowych dyskretnych
inkluzji liniowych.

Dla ukladéw niestacjonarnych techniki oparte na wyktadnikach charakterystycznych sa w teorii sterowa-
nia dobrze znane gléwnie dla uktadéw w czasie cigglym. Dlatego w ramach badan, w pierwszym kroku,
dokonano przeniesienia czeSci wynikéw dotyczacych ukladéw ciaglych na uklady dyskretne oraz usystem-
atyzowania i uporzadkowania tych rezultatéw.

Jedna z podstawowych wlasno$ci dynamicznych rozwazanych w teorii sterowania jest stabilno§é. Obec-
nie nie ma efektywnego algorytmu, ktéry w pelny sposéb rozstrzygalby nawet najprostsze problemy sta-
bilnoéci ukladéw hybrydowych. W pracy podano opis, w postaci nieréwnoSci, réznych typéw stabilnoSci
dyskretnych inkluzji liniowych poprzez wprowadzone wczesniej charakterystyki liczbowe. Sugeruje to
mozliwo$¢ opracowania w przyszloSci algorytmu rozstrzygajacego o pewnych typach stabilnosci opartego
na zaproponowanych charakterystykach liczbowych.

Praca zorganizowana jest w sposéb nastepujacy. W rozdziale 2-gim wprowadzono definicje i pod-
stawowe pojecia uzywane w dalszej czeSci pracy. Rozdzial 3-ci zawiera motywacje do badania ukladéw
hybrydowych w postaci szeregu przyktadéw praktycznych. W 4-tym rozdziale opisano rézne typy sta-
bilnosci dyskretnych niestacjonarnych ukladéw liniowych. Rozdzialy 5-ty i 6-ty stanowia centralng czesc¢
pracy. Pierwszy z nich zawiera szereg oryginalnych wynikéw dotyczacych wykladnikéw charakterysty-
cznych dyskretnych niestacjonarnych uktadéw liniowych. Z kolei rozdzial 6-ty zawiera propozycje charak-



terystyk liczbowych dyskretnych inkluzji liniowych oraz wyniki opisujace ich stabilno$¢ poprzez te charak-
terystyki. W rozdziatach tych sformulowano réwniez szereg pytan otwartych, ktére moga staé sie przed-
miotem przysztych badan. Ostatnim rozdziatem jest zakonczenie zawierajace podsumowanie uzyskanych
wynikéw.



Rozdzial 2

Rozpatrywane uklady i podstawowe
pojecia

W tym rozdziale opiszemy rozpatrywane uklady, wprowadzimy definicje inkluzji oraz takich poje¢ jak
norma macierzowa, promien spektralny zbioru macierzy i wspélny promien spektralny zbioru macierzy.

2.1 Rozpatrywane uklady

2.1.1 Liniowy dyskretny uklad niestacjonarny oraz jego macierz tranzycji
Rozwazmy nastepujacy liniowy dyskretny uklad niestacjonarny
z(n+1)=AMn)z(n), n>0 (2.1)

gdzie A = (A(n)),, ¢y jest ograniczonym ciagiem macierzy kwadratowych stopnia s. Zdefiniujmy réwniez
macierz tranzycji ukladu (2.1) jako

A(n,m)=A(n—1)...A(m) dla n>m

An,m)=A"Ym,n) dla n<m

i A(n,n) = I, gdzie I jest macierza jednostkowa. Dla warunku poczatkowego z(0) = g € R® rozwigzanie
uktadu (2.1) bedziemy oznacza¢ przez x(n,xg) i jest ono réwne

x(n, xo) = A(n, 0)xo.

Bardzo czesto w teorii sterowania dyskretne liniowe réwnania réznicowe (2.1) wystepuja bezpoérednio
jako modele ukladéw rzeczywistych lub w wyniku linearyzacji ukladéw nieliniowych. Pojawiaja sie one
réwniez w wyniku dyskretyzacji uktadéw liniowych cigglych. W tym przypadku nalezy zauwazy¢, ze
nawet jezeli zdyskretyzujemy uklad liniowy stacjonarny ze zmienng czestotliwo$cia prébkowania, to i tak
wynikowy uktad dyskretny bedzie niestacjonarny [2].

2.1.2 Uklad sprzezony

Jezeli macierze A (n) sa odwracalne to razem z ukladem (2.1) bedziemy rozpatrywaé uklad sprzezony
y(n+1) = B(n)y(n), n=0, (2.2)

gdzie B(n) = (A*(n))”" i * oznacza sprzezenie. Macierz tranzycji ukladu sprzezonego jest wyrazona
poprzez
B(n,m) = B(n—1)...B(m)

dlan >miB(n,m)=1I.



2.1.3 Uklad z niedokladnosSciami parametrycznymi

W zastosowaniach praktycznych typowa sytuacja jest, ze parametry modelu sg znane tylko z pewna
dokladnoscia (np. sa wynikiem estymacji). Zatem w naturalny sposéb prowadzi to do rozpatrywania
ukladu (2.1) wraz z ukladem z niedoktadno$ciami parametrycznymi postaci

z(n+1) = (A(n) + A(n)) z(n), (2.3)

gdzie A = (A(n))nen jest ciagiem macierzy kwadratowych stopnia s z pewnej klasy 9t modelujacym
niedokladnosci parametryczne.
Wraz z ukladem (2.3) bedziemy rozwazaé uklad do niego sprzezony postaci

t(n+1)=C(n)t(n), (2.4)

gdzie
C(n)=[(A(m)+A@m)"] .

Rozwazmy nastepujacy zbiér niedokladnosci parametrycznych
My ={A = (A(n))nen : 1Al <}, (2.5)

gdzie ||All . = sup [|A(n)||. Dla kazdego ciagu (A(n)),, o wspétezynnikéw ukladu (2.1) bedziemy rozwazaé

tak male ¢ aby uktad z niedokladno$ciami parametrycznymi (2.3) mial zar6wno odwracalne wspdélezyn-

niki jak i by ciag ((A(n) —I—A(n))_l) . byl ograniczony dla wszystkich A € My, 0 < ¢’ < g. Jest
ne

naturalnym, ze przy naszych zalozeniach takie ¢ zawsze istnieje.

2.2 Definicja rozpatrywanych ukladéw hybrydowych

Zdefiniujemy teraz jeden z gléwnych obiektéw naszych rozwazan, czyli dyskretng inkluzje. Proponowana
przez nas definicja rézni sie od wystepujacych w literaturze a dokladniej méwiac jest ich uogdlnieniem,
ktére pozwoli nam rozpatrywaé uklady ze skokowo zmieniajacymi sie parametrami i uklady hybrydowe
jako dyskretne inkluzje.

Rozwazmy zbiér ¥ = {A (i) : i € [} macierzy kwadratowych stopnia s. Oznaczmy

D={d=(d(0),d(1),...):d (%) € I}.
Ponadto dla liczby naturalnej m i I ={1,...,m} rozpatrzmy zbiér
Dy, ={d=(d(0),d(1),...):1<d(i) <m}.
Rozwazmy pewien pozdbiér D C D i zbiér funkcji ¥/ = {F; : R® — R* : i € T}.
Definicja 1 Dyskretnq inkluzig DI (X', D), ktdrg bedziemy oznaczaé
z(j+1) € Fagy ((4)),
J=0,1,2,... nazywamy zbidr wszystkich takich ciggow (x (j)),en » ©(J) € R* takich, ze
z(j+1)=Fyy) (x(4)) , =0,1,2,... (2.6)
dla pewnego ciggu d € D.
1. Jezeli D = D oraz funkcje F; sa funkcjami liniowymi, czyli F; (z) = A (i)  otrzymujemy klasyczna
dyskretna inkluzje liniowa oznaczana w skrécie DI L (X)) rozpatrywana m.in. w pracy [118]. DIL (%)

bedziemy utozsamiali ze zbiorem wszystkich takich ciagéw (z (j));en » = (J) € R?, Ze

z(j+1)=Ad(7)) = (j) (2.7)

dla pewnego d € D. Ciag (2 (j));en bedziemy nazywali wowczas trajektorig inkluzji odpowiadajaca
ciggowi d.



Badanie asymptotycznych wlasnosci takiej inkluzji sprowadza sie tak naprawde do badania wszys-
tkich nieskoniczonych iloczynéw macierzowych

(HA(M) :(j)eD
=1 lEN

o czym traktuje praca [95] w kontekscie istnienia granicy takich iloczynéw. Tutaj i w calej pracy

dla k > [.

2. Jezeli D = D lecz funkcje F; nie sg funkcjami liniowymi to otrzymujemy dyskretne inkluzje, ktére
w literaturze takze juz byly badane [41], [59], [105].

3. Rozwazmy teraz pewien stacjonarny (prawdopodobiefistwa przej$¢ nie zaleza od czasu) lancuch
Markowa (r (j));cy [135] o skoficzonej przestrzeni stanéw S = {1,...,m}. Kazda trajektoria
takiego tancucha Markowa jest jednym z ciagéw z D,,. Jednakze, nie kazdy ciag z D,, musi by¢
trajektorig pewnego tancucha Markowa co przedstawia ponizszy przyklad macierzy przejsc

1 2 3
1[5 3 0
i 1 1
2 |5 3 3
i 2
3 s 0 3

Dla powyzszego przykladu nie jest mozliwe przejScie ze stanu 1 do 3 albo z 3 do 2, zatem zbidr
wszystkich trajektorii takiego lancucha Markowa nie bedzie ciagiem, ktéry zawiera elementy 1,3
lub 3,2 kolejno po sobie nastepujace.

Jezeli dla dowolnego taficucha Markowa o macierzy prawdopodobienstw P = [pg ] k.1 e1 2definiujemy
nastepujaco zbiér

D(P)={d=(d(0),d(1),...): 1<d(@E) <m , pai-1au >0 ,i=12,...}, (2.8)

to dochodzimy do wniosku, ze dyskretne uktady liniowe ze skokowo zmieniajacymi sie parametrami
[186] moga by¢ rozwazane jako dyskretne inkluzje liniowe (2.7). Dalsze szczegély tego podejécia
beda opisane w podrozdziale 3.3.

4. Uzasadnienie dla stosowania powyzszego zbioru D (P) # D mozna réwniez odnalezé w teorii
ukladéw hybrydowych. Mianowicie, jezeli wystepuje tam przelaczenie pomiedzy poszczegdlnymi
podukladami takiego uktadu hybrydowego to nie zawsze wydaje sie zasadne rozwazanie wszystkich
mozliwych przelaczen poniewaz czasami natura tego obiektu, ktéry modelujemy wyklucza wys-
tepowanie pewnych przelaczen. Rozpatrywanie podzbioru D (P) pozwoli nam rozpatrywaé réwniez
pewne uklady hybrydowe, dla ktérych taka sytuacja ma miejsce.

2.3 Norma macierzowa i operatorowa

2.3.1 Definicja normy macierzowej

Niech R#*** oznacza zbiér wszystkich macierzy kwadratowych stopnia s o elementach rzeczywistych.
Norma macierzows jest funkcja ||| : R®**— > [0, oo] spelniajaca nastepujace 4 warunki:

1. nieujemnos$¢
\V  lAI>0 jezeli A#0
A€Rsxs
\V  lAl=0 < 4A=0,

A€Rsxs



2. jednorodnosc

VoV lkA| = [k Al

kER A€RsXs

3. nieréwnos¢ tréjkatna
Vo lA+BI <Al + B,
A,BERs %

4. podmultiplikatywnosc
\V  14ABl < |AlIBI.

A,BeRsxs

Norma macierzowa rézni si¢ od normy dodatkowym warunkiem 4. Jezeli |||, ., jest normg w R to
indukowana norma macierzowa ||-|,,, Powstaje z normy wektorowej ||| ., W nastepujacy sposéb:

Az e

g = IMaX
|| ||'Lnd ||z]|£0 ||waek‘ ’

a nastepnie dzieki wlasnosci liniowo$ci mozemy bez straty ogélnoSci zredukowaé powyzsza réwnoS¢ do
nastepujace;j:

[Allipa = max_ [[Az]|,cp, -
el er=

Dla uproszczenia, w dalszej czeSci pracy indeksy ind i wek bedziemy pomija¢, gdyz ich uzycie bedzie
wynika¢ z kontekstu. Kazda norma macierzy jednostkowej jest réwna 1 niezaleznie od normy wektorowe;j.
Kazda norma indukowana jest podmultiplikatywna, czyli jest norma macierzows. Istotnie,

4Bz | ABa] || B Iy |Be
A - I _ LBl _ |21

= X = max max max = ||A|l || B]| .
lzl#0 ||| lzl#0 || Bzl || ~ lwlizo [yl ll=liz0 ||| Al

Powszechnie znanym jest [129], ze kazde dwie normy macierzowe ||-||, i [|-||, sa réwnowazne. Oznacza
to, ze istniejg dodatnie stale a i b takie, ze

allAll, < [|All, < bllAll,

dla kazdej macierzy A. Z powyzszej réwnowaznoSci bedziemy wielokrotnie korzystali.

2.3.2 Przyklady norm

Jezeli rozpatrywanymi normami wektorowymi sa:

lzll, = o> lail”,
%

e |lz||; bedaca suma wartoéci bezwzglednych elementéw

i

o «f,

w szczegdlnodci:

e |z, bedaca maksymalng wartoScig bezwzgledng elementéw x

Jall,o = max o

to odpowiednie indukowane normy macierzowe maja nastepujace postaci
[ ]

[ Az]],

= max————
|| ||p 220 ||pr ’

10



[A]l, = max [[Az]], :mfxz laigl
i

llzll,=1

14l = max [ Az],, =max Y Jai;| |
J

2l o=

e Norma ||A|, znana jest jako norma spektralna A.

Jezeli opisywana przez nas wlasnos¢ nie bedzie zaleze¢ od wyboru normy to bedziemy pomija¢ indeksy
dolne przy symbolu normy.

2.4 Promien spektralny zbioru macierzy

2.4.1 Wprowadzenie

Definicja wspélnego promienia spektralnego zostala wprowadzona w 1960 roku, kiedy to po raz pierwszy
zostala przedstawiona przez Rota i Strang w pracy [244]. W latach 90. XX w. Daubechies i Lagarias
zdefiniowali w swoich pracach [94]-[96] uogélniony promien spektralny. Nastepnie Berger i Wang udowod-
nili w pracy [26], ze te dwie warto$ci sg réwne dla ograniczonych zbioréw macierzy. Nastepnie, pojecie
to znalazlo szereg zastosowan, do ktérych naleza:

e agenci autonomiczni [49], [71], [143], [149], [202], [257], [271],
o teoria kodowania [39], [40], [147], [176], [197], [207],

e teoria falek [6], [62], [93], [96], [97], [233],

e kombinatoryka stéw [28], [145], [178],

e teoria sterowania (uklady hybrydowe) [17]-[19], [148], [159],
e projektowanie krzywych [101],

e teoria liczb [230], [232],

e sieci sensorowe [71],

e teoria prawdopodobienstwa (automaty probabilistyczne) [36], [231].

W rozdziale 3 naszej pracy jest mowa o zastosowaniach promienia spektralnego zbioru macierzy
wymienionych w pierwszych dwéch powyzszych podpunktach i ich powigzaniu z dyskretnymi inkluzjami
liniowymi.

2.4.2 Definicja promienia spektralnego macierzy

WartoScig wlasng macierzy A jest skalar A € C taki, ze

\/ Av=)\v.

v#0

Woéwcezas v nazywamy wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacej wartoSci wlasnej A\. Promien
spektralny p (A) macierzy A definiujemy jako najwiekszy modut jej warto$ci wlasnych

p (4) = max {|A| : Av = Av, v — wektor wlasny}. (2.9)
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Podstawowe wlasnoSci promienia spektralnego

e Promien spektralny potegi macierzy

Av = v = AFv = Ay,

co w konsekwencji dzigki definicji 2.9 sprowadza sie do postaci:
; k
p(A%) =p(A)".

o Warunek zbieznoSci

Dla kazdej macierzy A € R%*% promien spektralny decyduje o zbieznoéci do zera kolejnych poteg
AF macierzy A:
lim A* =0 < p(4) < 1. (2.10)

k—oo

Dzigki tej wlasnosci promien spektralny macierzy jest postrzegany jako wielko$¢ opisujaca asymp-
totyczne zachowanie kolejnych poteg tej macierzy, co pozwala w jego terminach opisywaé stabilnos¢
dyskretnych ukladéw postaci

xz(n+1)=Ax(n).

Powyzszy uklad jest absolutnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
p(4) < 1.

e Nieréwnos¢ z norma

Niech A € R*** i p(A) = X, natomiast v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoSci
wlasnej \'. Zdefiniujmy macierz V’ € R*** | ktérej kolumny sg wektorem kolumnowym v’ powtoér-
zonym s-krotnie. Uzywajac wlasnoéci podmultiplikatywnoS$ci otrzymamy:

AV =NV = (X[ |[V]| = [IMV]| = [AV]| < |A[ V]

Reasumujac, jezeli ||| jest dowolng norma macierzows i jezeli A € R*** to:

p(A) <Al

2.5 Wspdlny promien spektralny zbioru macierzy
Istnieja dwa naturalne uogélnienia definicji promienia spektralnego pojedynczej macierzy na zbiér macierzy.

Pierwsze jest oparte na promieniu spektralnym, natomiast drugie na normach macierzowych. Rozpatrzmy
(niekoniecznie ograniczony) zbiér ¥ macierzy A; kwadratowych stopnia s

2.5.1 Uogdblniony promien spektralny

Dla danego k& € N niech p;, (¥) bedzie kresem gérnym promieni spektralnych wszystkich iloczynéw k
macierzy wybranych ze zbioru ¥

k
i (2) ZZSUP{p (HAi> A, ey dla 1<z’<k},
i=1

Korzystajac z powyzszego oznaczenia definiujemy uogélniony promien spektralny [95]

=

p (¥) = limsup (p;, (X))

k—o00

Uogd6lniony promien spektralny jest zatem asymptotycznym maksymalnym promieniem spektralnym
iloczynéw macierzy, ktére moga by¢ utworzone ze zbioru . Wykladnik potegi pozwala postrzegaé uogol-
niony promien spektralny jako tempo wzrostu promienia spektralnego, gdy liczba czynnikéw roSnie.
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2.5.2 'Wspdélny promien spektralny

Idea wspélnego promienia spektralnego wywodzi sie z nastepujacej formuly Gelfanda [129]
1
A) = lim || AF|*
p(A) = lim [|A%|

Promien spektralny mozna w tym przypadku postrzegac¢ jako kres gérny mozliwych norm wszystkich
iloczynéw k macierzy wybranych ze zbioru X, tj.

pr (55 111 —sup{

Wsp6lny promien spektralny [244] okre$lony jest w nastepujacy sposéb

A, €y dla 1<z'<k:}. (2.11)

p(X) = lim sup (P (3, 11-1D)*

Reasumujac, wspdlny promien spektralny jest asymptotyczng maksymalna norma iloczynéw macierzy,
ktére mogg by¢ utworzone ze zbioru Y. Wykladnik potegi pozwala postrzega¢ wspdlny promien spektralny
jako tempo wzrostu normy. Poniewaz wszystkie normy sg réwnowazne, wiec powyzsza definicja wspélnego
promienia spektralnego nie zalezy od wyboru normy macierzowej. Gdy zbiér X zawiera tylko jedna
macierz, to definicje wspélnego i uogélnionego promienia spektralnego sa ekwiwalentne definicji promienia
spektralnego pojedynczej macierzy. Okazuje sie, ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2 Dla dowolnego zbioru ograniczonego % mamy

pX)=pE). (2.12)

Liczba wystepujaca po lewej stronie po raz pierwszy pojawila sie w pracy [244], natomiast wielko§é
po prawej stronie réwnosci w pracy [95], gdzie postawiono réwniez hipoteze, ze te liczby sa sobie réwne
dla zbioréw ograniczonych oraz podano przyktad, ze w przypadku, gdy 3 nie jest zbiorem ograniczonym
to te liczby nie musza byt réwne. Hipoteze te dla zbioréw skonczonych udowodnili Berger i Wang w
publikacji [26], a w przypadku ogdlnego zbioru ograniczonego Ludwig Elsner w pracy [104].

Wspélng warto§¢ wspélnego i uogélnionego promienia spektralnego bedziemy nazywali wspdlnym
promieniem spektralnym i oznaczali 5 (X). Podsumowanie wynikéw prac dotyczacych uogélnionego i
gérnego promienia spektralnego mozna odnalezé w [147], [177].

W dalszej czesci pracy bedziemy wykorzystywali nastepujace twierdzenie z pracy [104].

Twierdzenie 3 Dla dowolnego zbioru ograniczonego

p(x)= ﬂllEH

gdzie
]} = sup{[|A] : A e X}
2.5.3 Dolny promien spektralny zbioru macierzy

Pojecie dolnego promienia spektralnego zostalo wprowadzone w [118], a pozostate wlasno$ci z nim zwigzane
sg opisane w [74]. W przeciwiefistwie do wspdlnego i uogdlnionego promienia spektralnego, gdzie intere-
sowal nas kres gérny, tym razem bierzemy pod uwage kres dolny. Oznaczmy

Bk(E 1nf{ (HA):AiEE dla1<i<k:},

2 1D - lnf{

Woéwczas uogdlniony podpromien spektralny deﬁmujerny jako

A €Y dla 1<i<k}.

=

(%)= Tminf (g, (%)

natomiast wspdélny podpromien spektralny jest postaci

5(9) = timint (p, (2 1)) = int_[o, (2.1

=
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Twierdzenie 4 [7/]. Dla dowolnego zbioru ¥ zachodzi

p(X)=

Zatem uog6lniony/wspélny podpromien spektralny lub dolny promien spektralny sa synonimami.

W dalszej czeéci pracy wspdélng wartos¢ dwéch powyzszych liczb bedziemy nazywali dolnym promie-
niem spektralnym i oznaczali p (X). Powyzsze réwnanie jest analogiem réwnosci (2.12). Podkredli¢ jednak
nalezy, ze réwnoS¢ (2.13) zachodzi dla dowolnego zbioru ¥ podczas, gdy réwnosé (2.12) tylko dla zbioru
ograniczonego.

(2). (2.13)

>

2.5.4 Obliczanie i aproksymowanie

Dokonamy teraz zwiezlej oceny jak powyzsze wielkoSci mogg by¢ obliczane lub aproksymowane. Nieréwnosc

e () <p(D) (D) < i (2D

udowodniona w Lemacie 3.1 pracy [95] moze by¢ uzyta do otrzymania algorytmu, ktéry obliczy w spos6b
dowolnie precyzyjny przyblizenia uogélnionego promienia spektralnego (zobacz np. [116], gdzie pokazano
jeden z takich algorytmoéw).

Zobaczymy w dalszej czeSci pracy (twierdzenie 81), ze z punktu widzenia stabilno$ci dyskretnych
inkluzji liniowych istotne jest pytanie czy promien spektralny jest > 1 lub < 1. Nie jest wiadomym czy
problem ten jest problemem rozstrzygalnym. Udowodniono [34], ze problem czy promien spektralny jest
< 1 jest nierozstrzygalny. Innymi stowy, nie ma algorytmu, ktéry w skonczonej liczbie krokéw odpowie
na pytanie czy dowolny zbiér macierzy ma promien spektralny < 1.

Do tej pory nie jest znane czy problem kiedy uogdlniony promien spektralny bedzie réwny 1 jest
algorytmicznie rozwiazywalny (tzn. rozstrzygnalny) (zobacz rozwazania w pracy [118] oraz [165], gdzie
przeprowadzono dyskusje na temat tej kwestii oraz dokonano opisu jej zwiazku z hipoteza skoniczonosci
(hipoteza 85)). Negatywnym wynikiem tej dyskusji jest wniosek Kozyakina, ktéry w swojej pracy [157]
pokazal, ze zbiér par macierzy o wymiarach 2 x 2, ktére maja wspdélny promien spektralny mniejszy od
1 nie jest semialgebraiczny.

Twierdzenie 1 zamieszczone w pracy [258] pokazuje, ze jezeli zachodzi réwnosé P=NP to algo-
rytmy aproksymujace uogélniony promien spektralny nie dzialaja w czasie wielomianowym. Precyzyjniej,
twierdzenie to ukazuje, ze nie ma algorytmu, ktéry mégtby obliczy¢ uogélniony promien spektralny z
wzglednym bledem ograniczonym przez € > 0 w czasie, ktéry bytby wielomianowa funkcja ilosci elemen-
téw zbioru ¥, wymiaru macierzy ze zbioru X i €. Autorzy pokazuja, ze jest NP-trudnym zdecydowanie
czy wszystkie mozliwe iloczyny nieskonczone dwéch danych macierzy dazg do zera. Sytuacja dla dolnego
promienia spektralnego jest nieco inna od tej dla wspélnego promienia spektralnego. Mozliwo§¢ obliczenia
gérnych ograniczen dla uogélnionego podpromienia spektralnego dla przypadku, gdzie ¥ zawiera nieu-
jemne macierze jest pokazana w pracy [118]. W publikacji [174] znajdziemy analityczne rozwigzanie dla
przypadku, gdy ¥ sklada sie z macierzy o wymiarach 2 x 2 , z ktérych jedna jest macierza singularna.
Jednak ogdlnie rzecz biorac do obliczania podpromienia spektralnego nie ma zadnej doktadnej lub chociaz
aproksymujacej metody obliczeniowe] innej niz obliczanie wartoSci Py
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Rozdzial 3

Motywacja do badania ukladow
hybrydowych

W poprzednim rozdziale formalnie zdefiniowaliSmy pojecie dyskretnej inkluzji. Ten rozdzial jest poswie-
cony szczegélowej prezentacji kilku przyktadéw, w ktérych dyskretna inkluzja jest wykorzystywana.
Zanim jednak przejdziemy do wspomnianych opiséw podamy czytelnikowi wiele odsylaczy do literatury
traktujacej o zastosowaniach ukladéw, ktére jak powiedzieliémy w poprzednim rozdziale moga by¢ mod-
elowane dyskretnymi inkluzjami.

W nastepnych podrozdziatach szczegélowo bedziemy rozpatrywaé zastosowania dyskretnej inkluzji w
nastepujacych obszarach:

e pojemnosé¢ kodow;
e wspoldzialanie agentéw autonomicznych;
e $ledzenie obiektu;

e clektrownia stoneczna.

3.1 Pojemnosc kodow

3.1.1 Nagrywanie magnetyczne

Ten podrozdzial bedzie wprowadzeniem do zagadnienia magnetycznych urzadzen nagrywajacych. Bardzo
szczegolowy opis omawianych zagadniefi mozna odnalezé w pracach [185], [263]. Zainteresowanych za-
gadnieniami zwigzanymi z teorig kodowania a w naszej pracy nieporuszanych odsytamy do nastepujacych
prac traktujacych o algorytmie Viterbiego [111], [112], [155], [197], [249], [269], [273] oraz o kodowaniu w
nagrywaniu optycznym [125], [133], [134].

Magnetyczne urzadzenie nagrywajace sklada sie z kilku elementéw. W przypadku dysku twardego
naleza do nich glowica nagrywajaca, glowica odczytu oraz obracajacy sie dysk magnetyczny. Kazdy taki
dysk jest podzielony na koncentryczne $ciezki, na ktérych mozemy zapisa¢ ciag znakéw, zwany réwniez
tancuchem (ang. string).

Proces nagrywania jest przedstawiony na rysunku 3.1. Gdy nad $ciezka jest umieszczona glowica
nagrywajaca to przeplywajacy przez nig prad namagnesowywuje $ciezke w jednym z dwdéch kierunkéw,
zwanych biegunami magnetycznymi. Okres czasu miedzy kolejno odczytywanymi bitami jest staly i réwny
T. W czasie zmiany pomiedzy kolejnymi okresami 7" glowica odczytu ma mozliwo$¢ zmiany biegunowosci
dysku. Bit 1 jest nagrywany poprzez zmiane kierunku pradu, podczas gdy bit 0 jest nagrywany w
przypadku braku zmiany kierunku pradu. Innymi slowy mozemy mySle¢ o ciggu binarnym jako o ciagu
przejsé /braku przej$é pomiedzy biegunami magnetycznymi i bedziemy go dalej nazywaé ciagiem przejsé.

Proces odczytu charakteryzuje sie tym, ze glowica odczytujaca ustawiona nad $ciezka obracajacego
sie dysku reaguje na magnetyczne przejscia poprzez zmiang napiecia. Jezeli wystapi w danym okresie T’
odpowiednio wysoki pik napigcia (bez znaczenia czy dodatni czy ujemny, gdyz wiele wykrywaczy pikow
ignoruje znak), to wykrytym bitem bedzie 1. Podobnie jak w przypadku procesu nagrywania tak i tutaj
brak przejScia nie powoduje zmiany napiecia w glowicy odczytujacej i odczytanym bitem jest 0.
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Rysunek 3.1: Cyfrowe nagrywanie magnetyczne.

Wprowadzmy teraz pojecie kanatu. Na poczatku mozemy kanal postrzegaé jako ézarng skrzynke" (ang.
black box) z wejéciami i wyjSciami. WejScia reprezentuja informacje transmitowane przez te skrzynke.
Wyjscia z zalozenia powinny wiernie odzwierciedla¢ wejécia. Niestety, znieksztatcenia w kanale moga
wplynaé niekorzystnie na wyjscie. Dlatego tez w celu zabezpieczenia wyjs¢ przed takimi znieksztalcenia
stosuje sie kodowanie.

Stowo kanat moze by¢ laczone z infrastrukturg telekomunikacyjng w sktad ktérej wchodza urzadzenia
telekomunikacyjne (oprécz telekomunikacyjnych urzadzeni koncowych) oraz w szczegélnoéci linie teleko-
munikacyjne, kanalizacje kablowe, stupy, wieze, maszty, kable, przewody oraz osprzet wykorzystywane
do zapewnienia telekomunikacji. Tutaj informacja jest przesylana z jednego punktu w przestrzeni do
drugiego. Okazuje sie jednak, ze réwniez urzadzenia nagrywajace moga by¢ postrzegane jako kanaly z ta
jednak réznica, ze tutaj informacja jest nagrywana w jednej i wyszukiwana w drugiej chwili czasu.

W dzisiejszych czasach trudno jest sobie wyobrazié¢ zycie i prace bez komputera (a co za tym idzie bez
jego podzespotu jakim jest dysk twardy). Zyjemy i pracujemy w dobie niesamowicie szybkiego postepu
technologicznego. Na potwierdzenie tych stéw warto doda¢, ze ponad pét wieku temu (w 1956 roku)
firma IBM skonstruowata pierwszy dysk twardy o nazwie RAMAC 350 [132]. Mial on pojemnos¢ 5 MB
(5 x 103 bajta), predko$é obrotows réwna 1200 RPM (ang. Revolutions per minute), §rednice 24-cali oraz
wymiary 60 x 68 x 29 cali. Dzisiejsze dyski sa znacznie mniejsze, duzo tansze, pojemniejsze i szybsze.
Dla przyktadu mozna poda¢ 3, 5-calowy dysk Barracuda® XT Internal Kitted Drive produkowany przez
firme Seagate Technologies. Jego parametry sa nastepujace: 3 terabajty (3 x 10'2 bajta) pojemnosci,
predkos$é obrotowa 7200 RPM, érednica 3.5 cala i wymiary 1 x 4 x 5.8 cala [247].

Drzisiejsze aplikacje nagrywajace wymagaja pamieci o duzej odpornosci na bledy. Z drugiej jednak
strony stale rosnace zapotrzebowanie na coraz wiekszg pamie¢ wymusza na projektantach tych urzadzen
mozliwo$ci zapisu wiekszej liczby danych w kazdej jednostce alokacji co w efekcie powoduje, ze urzadzenie
staje sie mniej niezawodne czego przyczynami sg np. nieregularne cykle czasu zegarowego czy losowe
zaklécenia.

Przez ostatnie 40 lat w celu nagrywania bitéw na dyski twarde byl stosowany tzw. zapis réwnolegly.
Charakteryzowal si¢ on tym, ze tzw. domeny magnetyczne, czyli spontaniczne namagnesowane obszary w
ferromagnetykach lub ferrimagnetykach, w ktérych wystepuje uporzadkowanie momentéw magnetycznych
sa ustawione prostopadle do pozycji tzw. talerza (ang. plate), czyli magnetycznej powierzchni obracajacej
sie ze stalg predkoscig i umozliwiajacej odczyt danych przez glowice odczytujaco-zapisujaca. Wraz ze
wzrostem gestoSci nagrywania zaczyna sie pojawiaé tzw. efekt superparamagnetyzmu czego skutkiem jest,
ze pojedynczy krystalit staje sie wtedy czastka jednodomenows, tzn. nie ma w sobie podzialu na odrebne
domeny magnetyczne. Dlatego tez od niedawna stosuje si¢ tzw. zapis prostopadly (ang. perpendicular
recording), gdzie domeny magnetyczne sa utozone prostopadle do powierzchni talerza. Tutaj wzrostowi
gestoSci nagrywania towarzyszy wzrost pola odmagnesowujacego czego efektem jest wieksza pojemno$é
dysku.

Zgodnie z prawem Moore’a [131], [200], [201], opisujacym eksponencjalny przyrost w czasie liczby
tranzystoréw w ukltadzie zintegrowanym, ich liczba roénie dwukrotnie z kazdym rokiem. Analogiczna
sytuacja, opisywana prawem Krydera, jest z pojemno$cia dysku twardego.

Jednym z nierozerwalnie zwigzanych poje¢ z wieloma magnetycznymi urzadzeniami nagrywajacymi
jest tzw. stopa bledu, czyli wskaznik, ktéry okresla prawdopodobienstwo wystapienia przeklamania bitu
informacji w strumieniu przesytanej informacji. Sa dwa sposoby definiowania tego wskaznika. Jednym
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z nich jest tzw. wspoélezynnik blednych bitéw (ang. BER-Bit error ratio) bedacy wspétczynnikiem ilosé
bitéw blednie otrzymanych do ogdélnej liczby otrzymanych bitéw wystanych podczas ustalonego interwaltu
CZasowego.

Problem z odczytem pewnych informacji nagranych na magnetyczne urzadzenie wystepuje w mo-
mencie pojawienia sie réznicy miedzy nagranymi wzorcami, zwanych dalej stowami, ktéra z kolei zostata
opisana za pomoca bledu [4], [153], [196]. Wspélczynnik blednych bitéw na ogét zalezy od malego
zbioru potencjalnych réznic stéw. Jednym z celéw jest utrzymanie malego prawdopodobienstwa bledu
odezytu/zapisu w czasie zapisu danych. Propozycja na rozwiazanie problemu sa kody binarne, ktére
sa tak projektowane by unika¢ najbardziej problematycznych réznic stéw poprzez ograniczanie zbioru
dozwolonych nagranych ciggéw [31], [109], [152], [154], [195], [199)].

A teraz podamy formalne sformulowanie problemu.

Ciggami o danej dlugoSci n nazywamy uporzadkowane podczas zapisu bity. Zbiér takich ciagéw
nazywamy n-bitowym kodem, ktéry bedziemy oznaczaé litera C'. 7 matematycznego punktu widzenia
kod jest zatem zbiorem ciagéw dlugosci n, ktérych elementami sa liczby 01 1. Jednym z przykladéw jest
bajt bedacy uporzadkowanym ciagiem 8 bitéw. Kodem w tym przypadku jest zbiér 28 mozliwych bitéw.

Stopa bledu danego kodu jest $ciSle zwigzana z odpowiednio zdefiniowang odleglo$cig pomiedzy
stfowami. Nie wdajac sie na razie w szczegdly co jest miarg uzywang do zdefiniowania odlegtoéci pomiedzy
ciggami bitéw, zdecydowaliSmy sie na pokazanie prostego przykladu. Majac do dyspozycji 3 ciagi

w; = 00000101,

ws = 11110110,
ws = 00001100

mozna bez problemu zauwazy¢, ze ciag wi jest duzo prosciej odrézni¢ od ciagu ws niz od ws.

Niech {0, 1,...,m}" oznacza rodzing ciagéw o dtugo$ci n i utworzonych z elementéw zbioru {0, 1,...,m}
zwanych réwniez stowami. Poszczegdlne elementy tego ciggu bedziemy nazywali cyframi. Rozwazmy teraz
{0,1}"™ utworzonych z elementéw zbioru {0, 1}. Dowolny podzbiér zbioru {0, 1}" bedziemy nazywali ko-
dem i oznacza¢ litera C. Rdznicq stow

w=(Ug,...,uUp)
i
v=(v1,...,0p)
nazywamy ciag
u—v=_(u—-2),...,(u—v),)

o dtugosci n, gdzie
(u—w), =u; —v;,

dla i =1,...,n. Zauwazmy, ze réznica stéw nie musi by¢ elementem zbioru {0,1}" bo wyrazami ciagu
u—v s elementy zbioru {—1,0, +1} . W dalszym ciaggu zamiast —1 1 +1 bedziemy pisali — i + odpowiednio.
Stosujac powyzsza definicje do naszego przykladu otrzymujemy

wl_w2:(_7_7_7_70707_71)7

wy —ws = (0,0,0,0,—,0,0,1).

Uzywajac wektorowej normy euklidesowej otrzymujemy
[wr = ws|| = V2 < [Jwy —ws| = V6.

Zauwazmy, ze to potwierdza wcze$niej odnotowane na podstawie intuicji przypuszczenie, ze stowo w; jest
tatwiej odrézni¢ od we niz wy od ws. Dla tego prostego przykladu norma euklidesowa okazala si¢ dobra
miarg rozrézniania stow.

Interesujacym problemem jest znalezienie normy, ktéra wyznacza te pary ciagéw w tym samym kodzie,
ktére trudno rozrézni¢. Niestety problem ten nie jest w ogélnym przypadku tak prosty jak w przykladzie
powyzej zaprezentowanym. Dlatego w teorii kodowania zdecydowano si¢ na to, ze z géry podaje sie
pewien zabroniony zbiér réznic, ktérych kod powinien unika¢ w tym sensie, ze réznica nie powinna do
tego zbioru nalezec.
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Niech D bedzie zbiorem zawierajacym ciagi stworzone z {—,0,+} 1 reprezentujacym réznice, ktérych
istnienie pomiedzy stowami w kodzie jest zabronione. Innymi stowy, zbiér D jest zbiorem zabronionych
réznic stow. Natomiast méwimy, ze n-bitowy kod C' unika D, jezeli

A\ N wig—vig €D,

u,veC i< jE€[l,n]

gdzie [i, j] oznacza (i,..., j) i
u[i,j] = (Ui, NP ,Uj) .
Najwigksza liczebnosé zbioru n-bitowych ciggéw unikajacych zakazanych réznic zdefiniowanych przez

zbiér D oznaczymy przez
dn (D) :=max {|C|: C unika D},

gdzie |C| oznacza liczebno$é zbioru C.
W celu liczbowego scharakteryzowania ograniczen, ktére wprowadza zbiér D w teorii informacji
wprowadzono pojecie pojemmnosci. Pojemno§¢ zbioru D definiujemy jako

poj (D) = logy | lim (6. (D))"

n—o0

Zauwazmy, ze ma ona te wlasnosc¢, iz
0<poj(D) <1

Pojemnos¢ pokazuje nam jak bardzo zbiér D jest ograniczajacy w tym sensie, ze im mniejsza pojemnos¢,
tym wiecej ograniczajacych zabronionych réznic.

Reasumujac pojemno$é zbioru D jest zdefiniowana jako eksponencjalne tempo wzrostu maksymalne;j
liczby ciagéw, ktorych réznice unikaja zbioru D, gdy dlugo$§¢ rozpatrywanych ciggéw roénie. Mozna
to zauwazy¢ obserwujac zdolno§¢ kodu do transmisji mniejszej lub wiekszej iloSci informacji dla danej
liczby przesylanych symboli. Gléwnym celem badania pojemnoSci jest uzyskanie odpowiedzi na pytanie
jak osiagnat najlepsza mozliwg szybkos¢ transmisji uwzgledniajac zabronione réznice wzorcéw narzucone
przez zbiér D.

3.1.2 Przyklady
Za pomocy przykladéw zilustrujemy powyzsze zagadnienia.

e Przykilad 5 Najprostszy przypadek D = ()

W tym prostym przypadku, gdzie D jest zbiorem pustym, to nie mamy zadnych zabronionych réznic
i liczba 0, (D) mozliwych ciagéw bitéw o dtugodci n jest réwna 2™ co implikuje, ze pojemno$¢ takiego
kodu binarnego bez ograniczen jest réwna log, (2) = 1.

e Przyklad 6 Przypadek, gdy D = {—+}
W tym przypadku réznica —+ jest zabroniona. Ponizej przedstawiliémy 2—, 3—i 4—bitowe kody,

ktére unikajg D :

0 0 0O
00 0 0 010
00 11
0 0 0 0 1 100 0
Co= 1|1 0f ,C3=1(1 0 0| ,Cy=
101 0
11 1 0 1
111 10 1 1
11 10
11 1 1
Dla powyzej przedstawionej sytuacji

52 (D) = 37

63 (D) = 57

04 (D) =8.

Dalsza analize tego przykladu bedziemy kontynuowaé w nastepnym podrozdziale.

Podejscie oparte na uogélnionym promieniu spektralnym oraz dyskretnej inkluzji liniowej ma charakter
uniwersalny. Okazuje si¢, ze w szczegélnych przypadkach pojemno$é D mozna réwniez wyznaczy¢ nie
odwolujac sie do wyzej wymienionych poje¢ o czym traktuje ponizszy
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e Przyklad 7 Przypadek, gdy D = {++,+—}

W tym przypadku réznice ++ i —— sg zabronione. Ponizej przedstawiliémy 2—, 3— i 4—bitowe kody,
ktére unikajg D :

0 00 0 00 O
00 0 01 0 01 0
02_[1 0]’03_ 100l "% 1100 o0
1 0 1 1010
Dla powyzej przedstawionego przypadku
02 (D) =2,
53(D):47
04 (D) =4.

Przypatrujac sie powyzszym kodom Cy, Csi Cy warto zauwazyé, ze co najmniej jedna z kazdych dwéch
kolejnych sasiadujacych kolumn w C' jest stala. Jezeli jeszcze dodamy, ze kody typu

Cp = [u10us0. .. Ouy,]

dla n nieparzystych lub
Cn = [U10U30 ce un,lo]

dla n parzystych unikaja D, gdzie 0 oznacza kolumne zlozona z samych zer, a u; sa dowolnymi kolumnami.
W efekcie otrzymujemy

5, (D) =2l 1,

gdzie [x] oznacza najwigksza liczbe catkowita < x co oznacza, ze
poj (D) = 0.5.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze pojemnosé zbioru D = {++, +—} jest réwna pojemnoéci zbioru
D = {++,+—,——, —+}, ktéry oznaczamy D = {+, 7}2.

Podsumowujac dwa powyzsze przykltady nalezy zauwazy¢, ze gdy D nie jest zbiorem pustym, to d,, (D)
roénie eksponencjalnie z dlugo§cia stowa n i jest asymptotycznie réwna

gpoj(D)n

3.1.3 Polaczenie z dyskretnymi inkluzjami liniowymi i w szczegélnoSci z wspdl-
nym promieniem spektralnym

W tym podrozdziale przedstawimy zwigzek pomiedzy pojemnoécig kodu i dyskretnymi inkluzjami lin-
iowymi.
Wzorce i zbiory reprezentujace

Wspélny wzorzec, przez ktéry bedziemy rozumieli zbiér dwéch stéw {p,p'} o tej samej dlugoSci m,
bedziemy nazywaé zabronionym w zbiorze D, jezeli

p—p €D
lub
p —peD.

Przez W (D) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich wspélnych zabronionych wzorcéow. Zbiér R C
{0,1}™ bedziemy nazywaé zbiorem reprezentujgcym dla W (D), jezeli ma czgsé wspdlna z kazdym ele-
mentem W (D). Taki zbiér reprezentujacy nazywamy minimalnym, jezeli zaden jego wtaSciwy podzbiér
nie jest zbiorem reprezentujacym dla W (D). Zbiér wszystkich zbioréw reprezentujacych bedziemy oz-
naczaé przez R (D).
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Spéjrzmy na powyzsza definicje poprzez przyklad 7, gdzie D = {++,+—}. Dla takiego zbioru D
zbiorem wszystkich zabronionych wzorcow jest

W (D) = {{11,00}, {10,01}}.

Na podstawie powyzszej definicji wszystkie zbiory zawierajace co najmniej jeden element z kazdego
{11,00} i {10,01} to

{11,10},{11,01}, {00, 10}, {00,01},{11,00, 10},
{11,00,01},{00,10,01} ,{11,10,01}, {11,00, 10,01}, ....

Zatem zbiory minimalne to takie, ktérych zaden wlasciwy podzbiér nie jest dla nich reprezentujacy. Dla
przykltadu rozpatrzmy zbiér {00, 10,01}, ktéry nie jest minimalny, poniewaz zawiera {10,01}, ktéry jest
zbiorem reprezentujacym dla W (D). Nasza rodzing wszystkich zbioréw reprezentujacych jest:
R({++,+-}) ={{11,10},{11,01},{00,10},{00,01}} .

Grafy dwudzielne, kaskadowe, Sciezki i zastosowanie wspd6lnego promienia spektralnego
Graf dwudzielny to uporzadkowana tréjka (L, P, K) gdzie:

e L: zbiér lewych wierzchotkéw,

e P : zbiér prawych wierzchotkéw,

e K : zbiér krawedzi (I, p) laczacych lewy wierzcholek [ z prawym p.

Graf dwudzielny G,, to taki, ze:

e [ =P = {O,l}mfl, tzn. wierzchotki sa oznakowane (m — 1)-bitowymi ciagami, zwanym dalej
etykietami wierzchotkowymi,

o K takie, ze (I1,...,l;n—1) jest polaczony z (r1,...,rm—1) jezeli ciag bitéw (la,...,ln—1) jest réwny
(ri,...,"m—2). Takie krawedzie sg oznaczone m-bitowym ciagiem, ktéry jest polaczeniem obu
wierzchotkéw:

(ll, ey lm—lﬂ“m—l) = (ll,’l“l, e ,Tm_l) .

i bedzie nazywany etykietg krawedziowa,.

Na rysunku 3.2a zaprezentowano graf Gs.

Ustalmy teraz zbiér M C {0,1}™ i opiszmy konstrukcje pewnego grafu G;. Polega ona na usunigciu
z grafu G,, krawedzi odpowiadajacych ciagom z ustalonego wcze$niej zbioru M. Dla przyktadu na ry-
sunku 3.2b zaprezentowano graf G110,001}- Grafy dwudzielne moga by¢ utozone kaskadowo. Rozumiemy
przez to sytuacje, ze prawe wierzchotki jednego grafu sa jednocze$nie lewymi wierzchotkami kolejnego.
Taka sytuacje przedstawia rysunek 3.2c, gdzie przedstawiono kaskadowo polaczone trzy dwudzielne grafy

({G1110,0013> Gio0,1113> Gio1,010} })-
b)

00 @ -

Rysunek 3.2: a) graf dwudzielny G3 , b) graf dwudzielny Gi10,001}, ¢) kaskadowe grafy dwudzielne
({G {110,001}, G100,1113, Gio1,0103})-
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Rysunek 3.3: Kaskadowe grafy dwudzielne ({GY110,001}, G 100,111} G {101,010} })- Niebieskie krawedzie i
z6tte wierzcholki pokazuja Sciezke z lewej strony grafu do prawej. Startujemy z dwoma bitami 01, a
nastepnie dodajemy za kazdym razem po drugim bicie danego wierzchotka. W ten sposéb otrzymujemy
ciag bitéw 01011. Innymi stowy, kazda etykieta krawedziowa 010, 101, 011 jest podstlowem naszego ciggu.

Laczac w pewien specjalny sposéb (szczegdlowy opis znajduje sie pod rysunkiem 3.3) etykiety wierz-
cholkowe, poczawszy od najbardziej na lewo wysunietych wierzchotkéw, a skonczywszy na najbardziej
na prawo jest mozliwym odczytanie slowa bitowego. Interesujaca wlasnoscia jest, aby opisany ciag bitéw
skladat si¢ z etykiet krawedziowych. Sytuacja taka zostata zilustrowana na rysunku 3.3.

Dzieki uzyciu grafu typu G dla odpowiedniego M € R(D) jest mozliwe unikniecie uzycia pewnego
wzorcéow bitéw. Innymi stowy, generujemy tylko ciggi unikajace D. Zliczanie liczby ciagéw bitéw unika-
jacych D sprowadza sie do zliczenia liczby Sciezek z najbardziej na lewo wysunietej czeSci do najbardziej
na prawo kaskadowego grafu dwudzielnego.

Liczenie liczby 4ciezek w grafie jest mozliwe dzigki uzyciu macierzy sgsiedztwa. Graf moze byé pow-
igzany z macierza sasiedztwa A, w ktérej A;; = 1, jezeli wierzcholek ¢ jest polaczony z wierzcholtkiem
J, badz A;; = 0 w przeciwnym razie. Macierz sasiedztwa dwudzielnego grafu G bedziemy oznaczaé
symbolem Ag.

Bardzo istotne jest to, ze gdy mamy do czynienia z grafami kaskadowymi i jesteémy zainteresowani
liczba Sciezek z najbardziej na lewo wysunigtego wierzcholka ¢ do najbardziej na prawo wysunietego
wierzcholka j to okazuje sig, ze wystarczy nam podda¢ analizie iloczyn kolejnych macierzy sasiedztwa
odpowiadajacych kolejnym grafom dwudzielnym. Woéwczas liczba Sciezek z najbardziej na lewo wysunietego
wierzcholka ¢ do najbardziej na prawo wysunietego wierzchotka j jest réwna elementowi (4, ) wspom-
nianego iloczynu. Natomiast caltkowita liczba Sciezek z lewej czeSci do prawej jest wyrazona jako suma
wszystkich elementéw macierzy bedacej wynikiem tego iloczynu.

Dzigki tej wlasnosci mozemy wyrazi¢ liczbe $ciezek z lewej do prawej czesci grafu jako norme macierzy

A: .
1Al =" 14i1-

i,7=1

Mozna udowodnié, ze nie jest to norma indukowana przez zadng norme wektorows, [129).
Podsumowujac interesujacy problem z teorii kodowania dochodzimy do nastepujacej konkluzji. Dla
zadanego zbioru zabronionych réznic D zdefiniujmy zbiér

X(D):={Ag,, : M € R(D)}.

Wéwecezas znalezienie kolejnoéci graféw dwudzielnych prowadzacego do maksymalnej liczby Sciezek jest
réwnowazne znalezieniu takiego ulozenia macierzy Ag,,, ktére odpowiada maksymalnej wartoéci normy

[l -
Ponumerujmy macierze ze zbioru

by (D) = {Al,AQ, .. .,Al}

gdzie [ jest liczba wszystkich zbioréw reprezentujacych. Nastepnie niech o : N — {1,...,1} i rozwazmy
ciagg macierzowy (X;),_,,  okreSlony nastepujaco

Xiv1 = Xi - Agy , X1 = Ag(0)

Ciag (X; xg),cy jest trajektoriag DLI (X).
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Jak juz wiadomo pojemnos¢ zbioru D wyraza si¢ nastepujacym wzorem

log, 0, (D)

n— oo n

(3.1)

W pracy [197] pokazano jak mozna przedstawi¢ kody jako iloczyny macierzy. Autorzy tej pracy skon-
struowali dla dowolnego zbioru D zabronionych réznic skonczony zbiér 3 (D) dla ktérego

5'm—1+n = max{||A1 . A.,LH (A, €X (D)} . (32)

Z réwnoécei (3.1) i (3.2) otrzymujemy

log, 6., (D logy G — D
pOj (D) = lim 0g9 "( ) — lim 082 Om 1+"L( ) _
n—00 n n—00 m—14+n
1 , Ay A 1
lim —8218%Aex 4s al =log, lim max ||A; ... An”*ll .
n— o0 n n—oo A;€X

Liczba logarytmowana w ostatniej réwnosci jest wspélnym promieniem spektralnego ¥.. To implikuje,
ze pojemno$¢ kodu unikajacego D jest dana nastepujacym wzorem:

poj (D) =logy p (X (D))
Przyktady

e D={—}
Poddajmy teraz analizie wystepujacy juz wezedniej zbiér zabronionych réznic D = {+—}. Zbiorem
zabronionych par jest:
W (D) = {{01,10}}.
Zbiorem wszystkich minimalnych zbioréw reprezentujacych dla powyzszego W (D) jest:

M(D) = {{01},{10}},

natomiast:

Y(D) ={G01},Grioy }-

Grafy G131 G0y oraz ich macierze sasiedztwa zostaly przedstawione na rysunku 3.4.

A=l A=l
1 1 11 1 11
A12=0 1 A|3=1
(1 O) (1 1)
Ay=l 11 Ay=0 01
2 - Ay=1 2 2 A=l

Rysunek 3.4: Grafy dwudzielne G190y i Go1} oraz ich macierze sgsiedztwa.

Dla naszego przykladu zbiér (D) dwéch macierzy (2 x 2) jest nastepujacy:

1 0] |1 1
o= {i b ]
natomiast wspélny promien spektralny jest réwny <1—+§@> [257]. Ostatecznie pojemno$é kodu

unikajacego D = {—+} wynosi

poj(D) = log, (1 +2¢5> ~ 0.6942.
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° D:{Jr*()}

Jako drugi przeanalizujemy zbiér zabronionych réznic D = {+ — 0}. Zbiorem zabronionych par
jest:
W (D) = {{101,011}, {100,010} }.

Zbiorem wszystkich minimalnych zbioréw reprezentujacych dla powyzszego W (D) jest:

R(D) = {{101,100}, {011, 100}, {101,010}, {011,010} }

natomiast:
3(D) = {G{101,100}7 G{011,100}7 G{101,010}, G{011,010}}-

Jeden z czterech graféw (Gi01,010}) oraz jego macierz sgsiedztwa zostaly przedstawione na rysunku

3.5.
1 (00 il 00) 1
Ap=l Ap=l Ap=0 A=0
2 01) 2 B B
Ayn=0 Ap=0 Ap=0 Ayu=0 i 4 b i
Ay=l Ap=l o Ay=0 Ay=0 Al
3 10) 3 1100
) Ay=0 Ap=0 Ap=l Ag=l 0011
N
a (1 Ml{11) 4

Rysunek 3.5: Graf dwudzielny G{Oll,OlO}'

Ostatecznie zbiér X (D) czterech macierzy (4 x 4) jest nastepujacy:

0 0 0 1 1 0 0 1

ff £ EHREEREEEREE
1 1 1 0 0 1 1 0

natomiast wspdélny promien spektralny wynosi 1.618, ktéry jest jednocze$nie promieniem spektral-

nym trzeciej macierzy. W zwiazku z tym pojemnoéé kodu unikajacego D = {4+ — 0}ma dokladnie
taka sama wartosc, jak w przyktadzie poprzednim

log, (1 i ﬁ) ~ 0.6942.

coow
coor
=)
coor
[
orOoR
=)
=0 - o
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3.2 Wspdblrzedne agenté6w autonomicznych

W tej czeéci pracy przedstawimy zastosowanie dyskretnych inkluzji liniowych w calkowicie innej dziedzinie
niz poprzednio opisanej.

Systemom wieloagentowym (ang. Multi Agents System) poswiecono w literaturze bardzo wiele miejsca.
Lista ciekawych publikacji na ten temat jest tak dtuga, ze ograniczymy sie jedynie do czterech najbardziej
reprezentatywnych prac [143], [149], [202], [257]. W tych publikacjach mozna odnalezé wszystkie szczegoty
wystarczajace do pokazania zwiazkéw miedzy systemami wieloagentowymi i dyskretnymi inkluzjami lin-
iowymi. Zanim przejdziemy do szczegélowego omoéwienia wspomnianego polaczenia po$wiecimy kilka
zdan podstawowym definicjom.

Programowanie agentowe jest kolejnym poziomem abstrakcji programowania, wyzszym od abstrakcji
programowania obiektowego i polega na tworzeniu agentéw (ang. Software Agent). Aby w pelni wyko-
rzysta¢ wlasnoéci agentéw nalezy ich polaczyé w zespoly nazywane systemami wieloagentowymi (ang.
Multi Agents System). Na poczatku jednak nalezy sobie zada¢ pytanie czym jest sam agent. Nie ma
jasno okre$lonych standardéw, a co za tym idzie, nie ma zgodnoSci co do definicji agenta. Patrzac na
zastosowanie agenta mozemy go zdefiniowaé jako jednostke:

e dzialajaca w pewnym Srodowisku,
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e posiadajaca umiejetno$é komunikacji z innymi agentami i/lub uzytkownikiem,

e monitorujgca swoje otoczenie, a co za tym idzie zdolna do postrzegania i reagowania na zmiany
$rodowiska,

e autonomiczng, czyli zdolng do podejmowania samodzielnych decyzji.
W dalszej czesci pracy bedziemy korzystaé z nastepujacych

Definicja 8 Graf skierowany jest uporzqdkowang parg (W, K) spetniajacq nastepujgce warunki:
o W jest skoficzonym, niepustym zbiorem, ktdrego elementami sq wierzchotki,

o K jest zbiorem uporzgdkowanych par nazywanych kroawedziami skierowanymi, ktdry jest podzbiorem
tloczynu kartezjanskiego W x W takim, Ze

A (@a) ¢ K.

aeW

Krawedz k = (a,b) bedziemy nazywaé skierowang jezeli ma poczatek w wierzchotku a i koniec w b.
Krawedz k = (a, b) nazywamy nieskierowana, gdy nie interesuje nas, w ktérym wierzchotku ma ona swdj
poczatek.

Definicja 9 Dla danego grafu skierowanego (W, K) i niepustego podzbioru wierzchotkéw V. C W sqsiedztwem
S (V, K) jest zbior wierzchotkéw k € W\V, dla ktdorych istnieje wierzcholek w € V' taki, ze (k,w) € K.

Definicja 10 Wazonym grafem skierowanym nazywamy tréjke (W, K, ¢), gdzie (W, K) jest grafem skierowanym,
natomiast ¢ : K — Ry U {0} jest funkcja przypisujgcq nieujemng wage cry, kaidej krawedzi skierowanej
(k,w).

Powyzsze definicje pozwalaja nam postrzegaé agentéw w systemie wieloagentowym jako krawedzie
skierowane. Krawedziami nieskierowanymi beda kanaly komunikujace agentéw. Natomiast sasiedztwem
kazdego agenta beda pozostali agenci potrafiacy wysta¢ do niego informacje.

Ewolucja takiego uktadu zalezy oczywiscie od wyboru algorytmu poruszania i komunikowania agentéw.
Ponizej zaprezentujemy sposéb opisu opierajacy sie na modelu Visecka ([143], [259]), ktéry z kolei jest
liniowa, aproksymacja réwnania Kuramoto ([161], [251]):

N
0, :wa—l—ZKabsin(Hb—Ha), a=1,...,N.
b=1

Zainteresowanych odsytamy do wymienionej wezesniej literatury oraz do publikacji [252] traktujacej o
zastosowaniach ostatniego réwnania.

Rozpatrujac skonczona liczbe n autonomicznych agentéw na plaszczyZznie otrzymujemy n poruszaja-
cych sie po niej z ustalona predkoscia, lecz w réznych kierunkach punktéw i ponumerowanych od 1 do
n. Nalezy zauwazy¢, ze warto$¢ kata 60, (t) okreSlajacego ruch agenta a wzgledem osi OX zawiera si¢ w
przedziale [0, 27].

Caly uklad ewoluuje w dyskretnych odstepach czasu. Agent przemieszcza si¢ w kazdym kroku zgodnie
ze swoim wektorem predkosci, ktérego kierunek w nastepnym kroku moze by¢ zmieniony poprzez oblicze-
nie §redniej wazonej jego wlasnego kierunku i kierunkéw jego sasiadéw. Niech S, (t) oznacza sasiedztwo
a-tego agenta w chwili ¢. Ostatecznie, kierunek ruchu agenta mozna wyrazi¢ za pomocs ponizszego

réwnania
0o (t) + > pes, (t) Cba (1) Ob (1)
1+ s () Coa(t) ’

gdzie cp, (t) 0znacza wage polaczenia miedzy weztami a i b w chwili ¢.
Réwnanie (3.3) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

O(t+1)=A0(t),

0, (t+1) = (3.3)

gdzie



a macierz A; dana jest nastgpujacym wzorem:

1

—————— jezeli k=
S pes o) cva @ I97C k=a

(At)a,k = Tbe;j?m Jezeh (k:,a) eK (t)
0 w pozostalych przypadkach.

Jezeli zdefiniujemy

to dochodzimy do wniosku, ze kazdy (0 (t)),cy jest trajektoria DIL (X).
Ponizej przedstawiamy kilka przyktadow dla lepszego zobrazowania przedstawionych dotad informacji.

Przyklad 11 Zatozmy, ze mamy trzech agentéw. Schemat polgczeh mozna zobrazowaé na dwa sposoby:

e 2a pomocq grafu wazonego co przedstawia rysunek 3.6

=0

Rysunek 3.6: Graf wazony

e przy uiyciu macierzy 3 X 3, gdzie przyjeto umowe, ze agent a lgczy sie z agentem b z wagq c, jezeli
wartose ¢ znajduje sie w a-tym wierszu b-tej kolumnie.

0 2 0
3 0 08
0 0 O

Zasada ewolucji ukladu w chwili ¢ jest nastepujaca:

10y (8)+3-02(8)+0-05() 0y (t)+3-0(t)

01 (t+1)= T3 _ : 7
92(t+1):2'91(t)+1i9j;t)+0'93(t):2~91(t)3+92(t)7

0-0:(t)+08-05(t)+1-63(t 0.8 - 05 (1) 2 0 (¢
e - SRELE ST A SRR

co mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci macierzowej:

025 0.75 0
0(t+1)=| 3 0§8 0 0(t)
0 35 1s

W rozwazanym przykladzie funkcje cp, (t) (wagi polaczenia miedzy weztami a i b w chwili ¢) sa stale.
Przemieszczajacy sie agent moze powodowaé, ze w kazdym kroku ewolucji graf, a co za tym idzie elementy
macierzy A, ktdéra jest macierza stochastyczng (jest kwadratowa; jej elementy sa nieujemne i jednocze$nie
dodatnie na gtéwnej przekatnej; wszystkie jej elementy w wierszu sumuja sie do 1) moga sie zmienia¢. To
natomiast oznacza, ze nie bedziemy mie¢ do czynienia z przypadkiem stacjonarnego dyskretnego uktadu
liniowego tylko z niestacjonarnym.
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Przyklad 12 W przeciwienstwie do przyktadu poprzedniego teraz rozwazymy przyktad systemu zlozonego
réowniez z 8 agentow, lecz z zmieniajgcymi sie miedzy nimi polgczeniami. Rozpatrzmy najprostszy nies-
tacjonarny przypadek, gdy mamy dwie macierze X 1Y ewolucji uktadu:

0 20 0 2 0
X=1(0 0 3 Y=1(3 0 0
1 20 1 2 0

Dla macierzy X funkcje ewolucji katéw jakie tworzg kierunki ruchu agentéw z osia odcietych w chwili

t sg nastepujace:
1~91(t)+0'92(t)+1'93(t) 91(t)+93(t)

b+l = 1+1 - B ;
92(t+1):2.91(75)—1-11%922&)2—1—2.93@) _ 2.91(t)+025(t)+2.93(t)7
93(t+1):0'91(t)+3i%ét)+1'93(t) _ 3.92(t)4+93(t),

natomiast dla macierzy Y prawdziwe sa ponizsze réwnosci:

1'91(t)+3'92(t)+1'93(t) 91(15)4’3'92@)4’93(15)

bulE+1) = 1+3+1 = 5 :
92(t+1):2.91(75)—1—11%922&)2—#2.93(0 _ 2-91(t)+925(t)+2 93(7:)7
gg(tﬂ):0-91(t)+0-92(t)+1-93(t) 0]

1 1

Zatem macierze ewolucji ukladu w przypadku zastosowania sposob6éw polaczen miedzy agentami
opisanych odpowiednio przez macierze X i Y sa nastepujace:

A: B:

O vt
O athout =
O utl—atee
= U=

Bluas= O
NGNS NI

Dla zbioru ¥ = { A, B} uklad ewoluuje zgodnie z dyskretna inkluzja liniowa (2.7).

Ciekawym pytaniem jest czy wszyscy agenci beda podaza¢ w tym samym kierunku. Pytanie to
zwigzane jest ze stabilnoscig dyskretnej inkluzji liniowej. Jednym z mozliwych podej$é do tego pytania
sa zaproponowane w dalsze]j czeéci pracy charakterystyki liczbowe.

3.3 Uklady z losowymi skokami parametréw jako dyskretne inkluzje

W tym podrozdziale opiszemy w jaki sposéb uktady ze skokowo zmieniajacymi sie parametrami moga
by¢ postrzegane jako dyskretne inkluzje.

Wiele ukladéw sterujacych jest opartych na modelu matematycznym procesu, ktéry ma by¢ kon-
trolowany. Istotne jest by ten model opisywat z wzgledng dokladnoécig zachowanie kontrolowanego pro-
cesu. W efekcie kontroler bedzie wykonywaé prawidlowo zaimplementowany rzeczywisty proces. Im
doktadniej opiszemy wystepujace w procesie niepewnosci tym lepszy model systemu rzeczywistego otrzy-
mamy. Nalezy by¢ takze §wiadomym, ze jednym z gléwnych zadan ukladu sterujacego jest zdolnosc do ak-
ceptowalnego zadzialania w obecnoéci nagltych zmian w dynamice ukltadu, ktére moga by¢ spowodowane,
np. naglymi zakléceniami ze strony Srodowiska, awarig komponentu uktadu, zmianami w potaczeniu
miedzy podukladami czy tez naglymi zmianami punktu pracy dla obiektu nieliniowego. Jezeli mamy
do czynienia ze zmiang majaca niewielki wplyw na zachowanie ukladu to klasyczna analiza czulosci
powinna zapewni¢ wystarczajace oszacowanie skutkéw. 7 drugiej strony, gdy zmiany spowodowane przez
te wahania mogg znaczaco wplyna¢ na dynamike ukladu to zalecanym jest model stochastyczny ukazu-
jacy wzgledne prawdopodobienstwo réznych mozliwych scenariuszy. przyklady sytuacji, gdzie wystepuja
nagle zmiany mozna odnalezé, np. w systemach sterowania obiektami latajacymi czy tez w sterowaniu
odbiornikiem promieniowania slonecznego.

Uklady z losowymi przelaczeniami-bo o nich bedzie traktowal ten rozdzial-sa modelem ztozonych obiek-
téw hybrydowych [173], [180], [246] i sktadaja si¢ ze skoficzonej liczby podukladéw, ktére sg przelaczane
zgodnie ze zmiang w czasie trybu pracy. W ukladach z przelaczeniami ciagle zmienne stanu (nazywane
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dalej stanami) i dyskretne zmienne stanu (zwane dalej modami lub trybami pracy) wspolistnieja i zaleza
od siebie. Analiza i synteza ukladéw z przelaczeniami jest bardzo czesto duzo latwiejsza niz samych
oryginalnych obiektéw hybrydowych. Ciagi przejs¢ miedzy modami bedziemy dalej nazywaé ciggami
przelaczajacymi. Uktad ze skokowo zmieniajacymi si¢ parametrami (ang. Markovian jump linear sys-
tem) jest ukladem, ktérego parametry zmieniaja si¢ zgodnie ze stanem skoficzenie-stanowego taficucha
Markowa i w typowy sposéb powstaja w kontekécie ukladéw sterowania np. gdy sprzezenie zwrotne jest
w sposob losowy zrywane.

Uklady z przelaczeniami znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach, np. w uktadach ze zmiennym
okresem prébkowania [167], [250], ukladach nieliniowych [23], [47], [56], sterowaniu adaptacyjnym [113],
[126], [206], ukladach asynchronicznych [157], systemach elektroenergetycznych [245], [264], systemach
rozmytych [256], przetwarzaniu sygnaléw [62], [197], uktadach nadzorujacych [204], sterowaniu przez sie¢
[48], [168], [275], sieciach rozproszonych [143], [220], ukladach biologicznych [5], [144]. Pozycjami w
literaturze, w ktérych takze omawia sie zastosowanie ukladéw z przetaczeniami sa [99], [171], [172], [175],
[253], [254].

3.3.1 Problem Sledzenia celu

My zastosowanie wspomnianych powyzej ukladéw przedstawimy na przykladzie problemu $ledzenia celu.

7 roku na rok liczba obstugiwanych pasazeréw przez lotniska na calym $wiecie roénie. Potwierdze-
niem tych stéw jest plan by w 2020 roku pod Pekinem powstal ogromny hub lotniczy, ktéry rocznie
obstuzy 200 milionéw pasazeréow. Na pustyni niedaleko Dubaju powstaje port lotniczy o powierzchni 14
milionowego Paryza, ktéry docelowo bedzie w stanie rocznie obstuzy¢ 160 milionéw pasazeréw. Przy-
bywa réwniez prywatnych samolotéw, helikopteréw oraz innych obiektéw latajacych. Ten ciagly przyrost
powoduje konieczno$¢ tworzenia coraz bardziej zaawansowanych algorytmoéw S§ledzacych dane obiekty.
Ma to zastowanie np. na lotniskach-zwlaszcza tych, ktére na chwile obecng obstuguja prawie 80 milionéw
pasazeréw rocznie (w Atlancie, Pekinie, Londynie) co oznacza, ze $rednio w ciagu doby laduje badz star-
tuje 3000 samolotéw czyli érednio 2 na minute. Zadaniem kontroli ruchu lotniczego jest zapewnienie
bezpiecznych separacji (odstepu w pionie i w poziomie) migdzy samolotami, korzystajacymi z przestrzeni
kontrolowanej. Na to zadanie sklada sig¢ udzielanie pilotom dyrektyw dotyczacych zmian kursu i wysokoSci
(tzw. wektorowanie) oraz udzielanie informacji o sytuacji w powietrzu, warunkach meteorologicznych jak
réwniez o ewentualnych ograniczeniach. Bezwzglednym warunkiem utrzymania separacji jest wlaSciwa
identyfikacja poszczegdlnych statkéw powietrznych w przestrzeni i utrzymywanie aktualnej informacji o
ich stanie lotu, kursie, wysoko$ci oraz o dalszej trasie.

Inne zastosowanie wspomnianego algorytmu $ledzacego mozna odnalezé w dzialaniach wojskowych.
Tutaj problem polega na tym, ze wiele obiektéw latajacych potrafi w bardzo krétkim odstepie czasu
zmieni¢ trajektorie lotu przez co jest w stanie unikngé np. zestrzelenia.

Czesto wystepujace na pewnych obszarach zaktdcenia radiolokacyjne sygnaléw nie sprzyjaja Sledzeniu
wielu obiektow latajacych. Jednakze, zdecydowanie wiekszym problemem sa nagle zmiany przyspieszenia
obiektéw.

Budujac nasz model musimy w pierwszym kroku oprze¢ go na réwnaniach rézniczkowych ruchu w
przestrzeni R®, gdzie wystepuja takie zmienne jak np. kurs, predkos¢, polozenie poziome, kat przechyle-
nia oraz trasa lotu. Zakladajac, ze statek powietrzny leci z prawie stalym przyspieszeniem i katem
przechylenia mozemy jego trajektorie podzieli¢ na nastepujace pasma, ktore jednocze$nie sg tzw. try-
bami pracy:

e lot wznoszacy po wystartowaniu,
e skret,

e lot przy$pieszony,

e lot ze stalg predkoScia,

e podejscie do ladowania.

Przejécia pomiedzy tymi trybami pracy sa dyskretne i w znacznym stopniu zaleza od decyzji pilota,
na ktére wplyw maja np. panujace warunki pogodowe, wskazania kontrolera lotu, odczyty z urzadzen
pomiarowych wskazujacych np. ilo$¢ zuzytego paliwa. Wspdlczynniki modelu dynamicznego lub nawet
sam model musza by¢ dostosowane do kazdego trybu lotu wybranego przez pilota.

W przypadku wspomnianego zagadnienia wojskowego problem wyglada nieco inaczej. Tutaj obiekty
szybko manewrujace i jednocze$nie unikajace przeSladowcy charakteryzowane sa przez czeste, duze,
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Rysunek 3.7: Przyklad zmian przyspieszenia.

nieregularne i w pewnym sensie irracjonalne zmiany przy$pieszenia co przedstawia rysunek (3.7). Z
punktu widzenia Sledzacego, te przejicia sa postrzegane jako losowe co implikuje, ze mamy do czynienia
ze stochastycznym modelem hybrydowym z ciagla dynamika zaklécana przez losowe przejécia zmiennej
trybu lotu.

Innym przykladem wojskowego zastosowania z losowymi przej$ciami zmiennych dyskretnych sg urzadzenia
wyposazone w rézne czujniki, szeroko rozumiane systemy wizyjne badz kamery termowizyjne. Tutaj
zadanie sprowadza sie np. do rozrézniania celu od innych obiektéw czy klasyfikowania jego typu. Ta in-
formacja zostaje opisana przez zmienng dyskretna, ktérych losowe przejscia wpltywaja na ciggle zmienne
lokalizacji celu poprzez zmiane dynamiki.

W modelu hybrydowym wystepuje wektor stanu, ktéry jest z przestrzeni R® oraz dyskretny tryb
pracy, ktory nalezy do skoniczonego zbioru S. Dla czeSci euklidesowej dynamiki procesu wprowadzmy
zmienng urzadzenia x € R® (stan urzadzenia) i ograniczmy sie do ukltadu skoniczenie wymiarowego, gdzie
wejéciem (wektorem sterowania) bedzie u € R™. Dla naszego problemu §ledzenia celu stan urzadzenia x
zawiera zmienne potozenia celu (pozycje i predko$é) natomiast u orientacje obiektu $ledzacego. Dyskretne
tryby pracy danego modelu v, € S = {1,2,..., W} charakteryzuja np. wystepowanie manewréw badz
klasyfikuja cel (wrég czy przyjaciel).

Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna wyposazona w niemalejaca rodzing o-cial ¥y C X.
Zmienne euklidesowe z, u podlegaja przedzialami deterministycznemu modelowi

x(k+1)=f, (x,u,k) (3.4)

gdzie f jest analitycznym odwzorowaniem z R® x R™ x S w R®. Wyrézniajaca sie wlasnoscia (3.4) jest
zalezno$¢ dynamiki ukladu od trybu pracy. Jesteémy zainteresowani sytuacja, gdzie przej$cia miedzy
trybami pracy sa losowe (np. wymijajace manewry). Aby opisa¢ dynamike skoku wprowadzimy tzw.
wskaznik trybu pracy ¢, € RY ze wspélczynnikami ¢,; = 1, gdy rp = i oraz ¢,; = 0 w przeciwnym
wypadku dla ¢ = 1,...,W. Poniewaz ten wskaZnik jest przedzialami staly, wiec wygodnym dla nas
modelem przejé¢ miedzy trybami pracy bedzie stacjonarny ancuch Markowa (1), ., opisany macierzg
prawdopodobienstw przejs¢
P:[ij]7 iajzla"'7W7

gdzie
pij=P(r(k+1)=ilr(k)=7).

Stacjonarno$¢ oznacza, ze prawdopodobienstwo po prawej stronie nie zalezy od chwili czasu k. Innymi
stowy jest ono takie same dla kazdej chwili.
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W wielu sytuacjach przedzialami deterministyczny model stanu (3.4) (wczeéniej opisana sytuacja z
zakléceniami radiolokacyjnymi) zawiera szeroko-pasmowe zaklécenia, np. dodane do pomiaru polozenia
celu. Mimo, ze biezacy tryb pracy r (k) czesto (zwlaszcza w problemach inzynieryjnych) nie jest znany
w kazdej chwili k£ to sa znane przypadki, gdzie wiedza o losowych zmianach w strukturze ukladu jest
bezposrednio dostepna. Takim przykladem moze by¢ instalacja nieliniowa, dla ktérej liczba punktéw
pracy jest skoniczona, a kazdy z nich jest opisany przez odpowiadajacy mu zlinearyzowany model. Dy-
namika takiego ukladu jest reprezentowana przez naglte zmiany powodujace przelaczanie sie pomiedzy
punktami pracy. W teorii sterowania ukltadami nieliniowymi szerokie zastosowanie ma kontroler har-
monogramujacy wzmocnienie (ang. gain scheduling controller), w ktérym uzywa sie kilku regulatoréw, z
ktérych kazdy zapewnia satysfakcjonujace sterowanie dla réznych punktéw pracy uktadu.

Istotna w dalszych rozwazaniach bedzie wlasno§¢ Markowa pary (stan z, tryb pracy r). Patrzac
na réwnanie (3.4) dla ustalonych warto$ci rj otrzymamy rodzing W ukladéw dynamicznych, pomiedzy
ktérymi nastepuja przelaczenia zgodnie ze stanem procesu r (k) dlai=1,..., W.

Jezeli teraz za D wezmiemy zamiast (2.8) nastepujacy zbiér wszystkich trajektorii lancucha Markowa

D={r=((0),r1),..)0:1<r@) <m , p-1rm >0 ,i=12...} (3.5)

wowezas zbiér réwnan (3.4) stanie sig dyskretng inkluzja (2.6).

3.3.2 Elektrownia stoneczna

W tym podrozdziale rozpatrzymy kolejng sytuacje, gdzie hybrydowy model ze skokowo zmieniajgcymi
sie parametrami wystepuje. Zobaczymy na przyktadzie elektrowni stonecznej jak losowe $rodowisko man-
ifestuje swoja obecno$t poprzez nagle zmiany parametrow modelu prowadzac do stochastycznych wza-
jemnych relacji pomiedzy ciaglymi i dyskretnymi zmiennymi.

Planeta, na ktérej zyjemy oraz inne planety i ciata niebieskie kraza wokét Stonca bedacego centralna,
gwiazda Ukladu Slonecznego. Jest ono najjasniejszym obiektem na niebie i stanowi gléwne Zrédlo energii
docierajacej do Ziemi. Dzisiejsza technologia, oprécz wykorzystania energii wiatrowej czy paliw kopalnych
jakimi sg ropa oraz wegiel pozwala wykorzystywaé energie promieniowania slonecznego do produkcji
energii elektrycznej. Mozna to uczyni¢ na dwa gtéwne sposoby poprzez:

e konwersje fotowoltaniczng, czyli zamienia¢ energie promieniowania stonecznego bezposrednio w en-
ergie elektryczna w ogniwach fotowoltanicznych zbudowanych najczeSciej z germanu (Ge), krzemu
(Si) lub selenu (Se). Poniewaz wielko$¢ uzyskiwanego w ten sposéb napiecia z jednego tylko ogniwa
wynosi przewaznie 0,5 [V] to laczy sie je szeregowo w celu podwyzszenia napigcia i réwnolegle w
celu zwigkszenia mocy. Efektem jest powstanie baterii stonecznej. Jedng z najwiekszych na $wiecie
tego typu instalacji jest plantacja baterii fotowoltanicznych zlokalizowana w miejscowoéci Pocking w
Bawarii (rysunek 3.8) kosztem 40 mln euro. Zajmuje powierzchnie 32 [ha] i osiaga moc 10000 [EW]
co pozwala na zaopatrzenie w energie 3300 gospodarstw domowych. Mimo, Zze wspomniane og-
niwa nie mogg konkurowaé¢ od strony ekonomicznej oraz pod wzgledem wydajnosci z tradycyjnymi
formami wytwarzania energii elektrycznej to jednak znalazly szereg innych zastosowan, np. sa
powszechnie wykorzystywane do zaopatrywania w prad stacji kosmicznych i sztucznych satelitéw.

Rysunek 3.8: Najwigksza na $wiecie podlaczona do sieci elektrownia z ogniwami fotowoltanicznymi
bedaca jednocze$nie miejscem wypasu owiec w niemieckiej miejscowoSci Pocking w Bawarii. Zrdédlo:
http://www.martin-bucher.de
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e konwersje fototermiczna, ktéra pozwala zamieniaé energie promieniowania stonecznego w ciepto,
ktore z kolei jest wykorzystywane do wytworzenia pary potrzebnej do napedzania turbiny wprawia-
jacej w ruch pradnice elektryczne. Stoneczne elektrownie cieplne (thermal solar systems) sa uwazane
za jedne z najbardziej perspektywicznych i alternatywnych dla paliw kopalnych Zrédet energii. Na-
jezesciej spotykanymi koncepcjami sa uklady:

— rynnowe (paraboliczne)-jak sama nazwa wskazuje sg to dtugie rynny powlekane wewnatrz sre-
brem badz polerowanym aluminium, wzdluz ktérych biegnie prézniowa szklana rura ogranicza-
jaca straty ciepta. Wewnatrz niej znajduje sie rurka wypelniona przewaznie olejem. To na niej
wtaénie skupiajg sie odbite promienie sloneczne podgrzewajac w ten sposéb olej do temper-
atury nawet 400° [C] uzywany nastepnie do produkeji pary wodnej. Najezegéciej rynny ustawia
sie¢ wzdluz osi pélnoc-potudnie zapewniajac w ten sposéb mozliwos¢ zmiany kata nachylenia
wzdtuz osi wschéd-zachéd by podazaé za ruchem stonca. Opisana technologia wydaje si¢ by¢
najbardziej perspektywiczng ze wzgledu na najnizsze koszty i jednocze$nie najwyzsze moce.
przyktadem takiej farmy slonecznej jest Nevada Solar One w Stanach Zjednoczonych (rysunek
3.9) majaca moc nominalng 64 [MW] i produkujaca rocznie energie elektryczna na poziomie
134 [GW h| zaspokajajac potrzeby energetyczne ponad 14000 gospodarstw. Lokalizacja stacji
jest zwiazana z bliskoScia sieci energetycznej, srednimi warunkami wiatru, dostepem do wody,
odpowiednimi warunkami morfologicznymi (plasko$é¢ terenu) oraz przede wszystkim z doskon-
alym napromieniowaniem stonecznym przez 320 dni w ciagu roku. Nevada Solar One skiada
sie z 760 kolektoréw o dtugo$ci 100 [m] kazdy oraz powierzchnia réwna 470 [mz]

Rysunek 3.9: Elektrownia Nevada Solar One w poblizu Las Vegas jako przyktad ukladu parabolicznego.

— luster z silnikiem cieplnym (silnik Stirlinga)-model cichego silnika z 1816 roku, bez wydechu
i rozrzadu, ktéry zamienia energie cieplna na mechaniczng, ale bez procesu wewnetrznego
spalania jak w tradycyjnym silniku spalinowym. Do rozpoczecia pracy nalezy tylko dostar-
czy¢ do niego cieplo z zewnatrz a takim Zrédlem sa skupione przez uktad luster promienie
stoneczne. Silnik jest napedzany generatorem elektrycznym tworzac tym samym elektrownie
co przedstawia rysunek 3.10.

— luster z centralng wieza. Ruchome lustra, zwane dalej heliostatami sa tak zamontowane, ze ich
kontrolowany ruch pozwala odbija¢ promienie sloneczne stale w jeden punkt—umieszczony na
szczycie wiezy piec (3.11).Ten z kolei jest wypeliony substancja posiadajaca dobre parametry
gromadzenia ciepla, np. cieklym sodem. Dzigki temu elektrownia moze pracowac jeszcze przez
kilka godzin po zachodzie stofica. Dalszy proces technologiczny jest taki sam jak w konwencjon-
alnej elektrowni, gdzie woda jest przemieniana w tzw. przegrzang pare (ang. superheated
steam), ktéra z kolei napedza pare urzadzen jakimi sg turbina i generator. Instalacja taka
pozwala uzyskiwaé¢ bardzo wysokie temperatury rzedu 3000° [C]. przyklady takich elektrowni
znajduja sie¢ w Daggett w Kalifornii z 1926 (3.12a) o mocy 10 [MW]) oraz w Hiszpanii (okolice
Sevilli, PS10 majaca 624 lustra, moc 11 [MW] oraz PS20 o 1255 lustrach, moc 20 [MW])
(rysunek 3.12b).

To wlaénie elektrownia stoneczna z centralng wieza postuzy nam za przyktad ukladu ze skokowo
zmieniajacymi sie parametrami.

Jednym z gtéwnych wyzwan dla projektantéw takiej elektrowni bylo osiagniecie dokladnej regulacji
temperatury pary w piecu, ktéra jest gléwnym parametrem wynikowym, a jej warto§¢ powinna by¢
utrzymywana blisko warto$ci nominalnej. Dodatkowym utrudnieniem byla wielko$¢ przeptywu wody za-
silajacej (ang. feedwater), ktéra musiata zapobiec zbyt wysokiej temperaturze metalu by nie dochodzito
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Rysunek 3.10: Przyktad uktadu luster z silnikiem cieplnym (silnik Stirlinga)

heliostat

Rysunek 3.11: Rysunek pogladowy przedstawiajacy uktad luster z centralng wieza zawierajaca piec.

do nadmiernego jego odksztalcania. Pewne modele, ktére mozna wykorzysta¢ do sterowania procesem sg
powiazane z nieliniowymi relacjami termodynamicznymi poprzez zmienne fizykalne takie jak temperatura
metalu, cisnienie odplywu czy tez entalpia wody na wejSciu do pieca. Wspélczynnikom takiego modelu
dla danego poziomu nastonecznienia mozemy przypisaé wartoSci, ktére sa typowymi wspoélczynnikami
transferu ciepta, masy metalu, powierzchni obszaru oraz stanowia ciagla cze$¢ modelu hybrydowego.
Nalezy jednak pamieta¢ o bardzo istotnym zjawisku jakim jest ruch chmur nad heliostatami. Nawet
jezeli obiekt jest zbudowany na bardzo slonecznym obszarze jak np. w Kalifornii to czasami wystepuja
dni z cze$ciowym zachmurzeniem w czasie ktérych chmury blokuja promieniowanie stoneczne. Tak wlasnie
pojawila si¢ natura stochastyczna problemu sterowania. Jezeli mamy bezchmurne niebo, piec otrzymuje
wiecej energii stonecznej i przeplyw wody powinnien byt wiekszy niz w warunkach pochmurnych. Innymi
stowy, dynamika procesu jest rézna dla kazdych warunkéw. Nie jest trudnym oceni¢ biezgce warunki
pogodowe, ale ich prognozowanie jest na tyle ztozonym problemem, ze nalezy poszukiwaé jego rozwigzania
w terminach prawdopodobienstwa. Zaobserwowano, ze chwilowe zmiany nastonecznienia znaczaco wptly-
waja na nieliniowe réwnania termodynamiki. Jest to spowodowane faktem, ze np. temperatura metalu
jest wrazliwa na wielko$¢ przeptywu wody. Wspomniane nagle zmiany w nastonecznieniu spowodowane
ruchem chmur nad heliostatami sa w gruncie rzeczy nieprzewidywalne. Chcac zrobi¢ model niezalezny
od mozliwych zewnetrznych Zrédel informacji, naturalnym wydaje sie wprowadzenie dyskretnej zmien-
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Rysunek 3.12: a) Elektrownia stoneczna w Daggett, w Kalifornii. b) Elektrownie stoneczne PS10 i PS20
w Seville w Hiszpanii.

nej przelaczajacej tryb pracy, ktéra bedzie opisywa¢ wplyw ruchu chmur nad instalacja. Dodatkowo
dla tej zmiennej dyskretnej nalezy stworzy¢ réwnania termodynamiki w przestrzeni ciaglej dotyczace
zachowania temperatur, ci$nien, przeptywéw do opisania sposobu losowego skoku dla danego poziomu
nastonecznienia.

W publikacji [186] autor pisze o kwantyzacji poziomu naslonecznienia, np. 20% i 80% pelego
naslonecznienia odpowiednio dla duzej i malej gestosci chmur. Zbiér wartosci wejsciowych dzielony jest
na rozlaczne przedzialy. Kazda warto$¢ wejSciowa wypadajaca w okreSlonym przedziale jest w wyniku
kwantyzacji odwzorowana na jedna warto$¢ wyjsciowa przypisang temu przedzialowi, czyli tak zwany
poziom reprezentacji. W rozumieniu potocznym proces kwantyzacji mozna przyréwnaé do ”zaokraglania”
wartoSci do okre§lonej skali. Warto$ci wejSciowe muszg zostaé jednoznacznie skojarzone z poziomami
reprezentacji, dlatego przedzial dopuszczalnych wartosci wejSciowych jest dzielony na podprzedzialy.
Punkty podzialu sa nazywane poziomami decyzyjnymi a ich liczba jest o jeden mniejsza od liczby
pozioméw reprezentacji. Kazda wartos$¢ nalezaca do danego podprzedziatu jest zastepowana przez poziom
reprezentacji przypisywany do danego przedziatu. Poziomem reprezentacji moze by¢ gérna badz dolna
granica przedziatlu, jednak najczeSciej jest nig warto$¢ ze érodka przedzialu. Takie rozwigzanie skutkuje
minimalizacja bledu $redniokwadratowego, jednak tylko pod warunkiem, ze rozktad prawdopodobienstwa
wartoSci wejSciowych jest staly w danym przedziale. Warunek ten jest w przyblizeniu spelniony, jesli sze-
rokoéci przedzialéw kwantyzacji sa bardzo mate. W ten sposéb zostala wprowadzona aproksymacja pole-
gajaca na ograniczeniu zmiennej trybu pracy do zbioru skonczonego, ktéra skutkuje, ze wyjsciowy model
bedzie matematycznie analizowalny. Ruch chmur bedacy procesem losowym oraz przejécia nastonecznienia
z jednego poziomu kwantyzacji do innego sg wyrazone poprzez prawdopodobienstwa skokéw, gdzie ich
wartoSci sa estymowane z zapiséw danych z przeszloéci przy typowych warunkach pogodowych. Jest
to efekt polaczenia prostej $ciezki charakteryzujacej czas éredni pomiedzy dwoma chmurami z prostym
probabilistycznym mechanizmem.

Jak podaja autorzy publikacji [70] na podstawie danych historycznych dotyczacych nastonecznienia
zebranych na miejscu, przyjeto, ze $redni czas trwania okresu pochmurnego byl w przyblizeniu 138 sekund,
podczas gdy bezposredniego nastonecznienia 258 sekund. Bazujac na tych informacjach wprowadzono
taficuch Markowa z dwoma trybami pracy 1) stonecznie 2) pochmurno. Uzasadnione wydaje sie wybranie
takiego rozwiazania jezeli mozemy zalozyc, ze biezacy stan jest znany oraz znamy prawdopodobienstwo
stonecznego lub pochmurnego nieba w najblizszej przyszioSci, ktore oczywiscie zalezg od pogody w chwili
obecnej.

Zmnajac te tryby pracy i $rednie interwaly czasowe im przypisane, otrzymano macierz prawdopodobienstwa
przejseé, ktéra dla czasu prébkowania réwnego 6-ciu sekundom wyglada nastepujaco

p_ [0.9767 0,0233
= 10,0435 0,9565]|

Odbiornik cieplny moze by¢ opisany nastepujacym uproszczonym modelem [70]

G _ { X (k + 1) = Ar(k):li (k) + Br(k)u (k)

gdzie x jest temperaturg metalu zewnetrznej czeSci panelu, a u natezeniem przeplywu. Parametry tego
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modelu dla uktadu ciaglego sg podane w [255]. Po dyskretyzacji z okresem prébkowania 6 sekund otrzy-
mano wartosci przedstawione w ponizszej tabeli dla r (k) € {1, 2}

Stoneczny r (k) =1 | Pochmurny r (k) = 2
A, = 0,8353 A, — 0,9646
By = 0,0915 By = 0, 0982

Instalacja

Jezeli teraz dla kazdego trybu pracy zastosujemy liniowe sprzezenie zwrotne od obserwacji

i zdefiniujemy zbiér D jak w (3.5) to dojdziemy do dyskretnej inkluzji liniowej (2.7)
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Rozdzial 4

Stabilnos¢ dyskretnych
niestacjonarnych ukiadéw liniowych

Stabilno$¢ jest jedna z najwazniejszych wlasnoéci ukltadéw dynamicznych. O ile stabilnos¢ dla uktadow
stacjonarnych jest dobrze znana, Twierdzenie Hurwitza, to stabilno§¢ ukladéw o zmiennych wspélczyn-
nikach jest znacznie mniej zbadana. Zajmowano sie nia w pracach takich [1], [83], [142] (oraz w literaturze
w tych pozycjach). W rozdziale tym przedstawimy cztery definicje stabilnosci dyskretnych uktadéw lin-
iowych o zmiennych wspétezynnikach (2.1) i oméwimy relacje pomiedzy nimi. Rozwazania tego rozdzi-
alu postuza za punkt wyjscia do badania stabilnoSci dyskretnych inkluzji liniowych. W rozdziale tym
wielokrotnie bedziemy korzystaé z nastepujacego twierdzenia Banacha-Steinhausa [60], [89], [242], ktore
w przypadku przestrzeni skonczenie-wymiarowej ma nastepujaca postac:

Twierdzenie 13 Jezeli (D (n)), oy Jjest ciggiem macierzy kwadratowych wymiaru s-na-s takim, ze

AV AlIDmz|<e@) e, (4.1)

z€ERS e(x)>0neEN

to

\V A ID®m)| <E. (4.2)

E>0neN

Warunki 4.1 i 4.2 nazywamy odpowiednio punktows i jednostajng ograniczonoécig ciagu D (n). W
dalszych rozwazaniach pomocny okaze sie réwniez nastepujacy wniosek z powyzszego twierdzenia ([60]
wniosek 4.2).

Whniosek 14 Jezeli D (n) jest ciggiem macierzy kwadratowych stopnia s 1
A\ lim D(n)z =0,
xeRs n—oo

to

lim D (n) =0.

n—oo

4.1 Asymptotyczna stabilnosc

Jako pierwsza rozpatrywa¢ bedziemy asymptotyczng stabilno$¢ dyskretnych uktadéw liniowych nies-
tacjonarnych (2.1). Okazuje sig, ze mozna ja sformutowaé na wiele réwnowaznych sposobéw co pokazuje
nastepujace

Twierdzenie 15 Dla ukladu (2.1) nastepujace trzy warunki sq réwnowazne:

LA AV A 00wl <=,

xg€Rs e>0 ng n>no

2 AV A M4m0 <e,

£>0 no n>ngo
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AV A N A0 0| < el

e>0 ng n>ng xgERS
Dowéd Dowdd twierdzenia 15 przeprowadzimy w nastepujgcych czterech krokach:

o warunek 1 — warunek 2

Z warunku 1 wynika, ze
A\ lim [ A(n,0)ao] = 0.
IoERSn oo
Z wniosku 14 mamy
lim ||.A(n,0)| =0,

a z definicji granicy ostatecznie otrzymujemy warunek 2.

o warunek 2 — warunek 1

Ustalmy € > 0. Dla x9 = 0 warunek 1 zachodzi w sposéb oczywisty. Ustalmy teraz xg # 0.
Wybierzmy w warunku 2 za € liczbe m Witedy

\/ /\ AR, 0)|| < —
ng n>ng ” ”

Po obustronnym przemnozeniu przez ||zol| otrzymujemy

VA IA@.0)] [0l < e

ng n>no

Korzystajgc z wltasnosci podmultiplikatywnosci normy otrzymujemy

\ A MA@, 0)zo]| < [|AM, 0| 2ol < &

ng n>no
co wobec dowolnosci wyboru ¢ i xo implikuje warunek 1.

o warunek 2 — warunek 3

Jezeli w warunku 2 skorzystamy z definicji normy (podrozdzial 2.3) to otrzymamy
0
/\ \/ /\ ||A(n, )Zol| <e
e>0 ng n>ng xg;éO H«TOH
Powyzsza nieréwnosé implikuje warunek 3.

o warunek 8 — warunek 2

Jezeli nieréwnosé w warunku 3 podzielimy obustronnie przez ||xo|| # 0 to otrzymamy

AV A A ||v4n0$0|\§6

e>0 no n>ng zoER® ‘xOH
10#0

Powyzsza nieréwnosc implikuje

/\ \/ /\ sup [A(n, 0)zo| <e

e>0 ng n>ng 70 H«TOH
a po skorzystaniu z definicji normy operatorowej otrzymujemy warunek 2.

Definicja 16 Jezeli ktorykolwiek (a zatem kazdy) z warunkéw twierdzenia 15 jest spetniony to uktad (2.1)
bedziemy nazywali asymptotycznie stabilnym (w skrécie AS).
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4.2 Potegowa stabilnosc

Kolejnym typem rozwazanej stabilno$ci bedzie stabilno$¢ potegowa, ktéra réwniez mozna sformutowaé
na wiele réwnowaznych sposob6éw o czym traktuje ponizsze

Twierdzenie 17 Dla ukladu (2.1) nastepujace 3 warunki sq réwnowazne:

AV N AGLOzol| < () A7,

0<A<1 2o €R? p(z0)>1n>0

2.\ VA IA®0) < pa™,

0<A<T p>1n>0

5N VAN A0 0]l < X o).

0<A<1 p>1 n>0 zo€R®

Dowéd Dowdd twierdzenia 17 przeprowadzimy w nastepujgcych trzech krokach:

o warunek 1 —> warunek 2

Po obustronnym podzieleniu nieréwnosci w warunku 1 przez X" otrzymujemy

H A(né 0)

zo|| < 1 (o) -

A

Stosujgc twierdzenie 18 do punktowo ograniczonej rodziny operatoréw ﬂ;;—’ol otrzymujemy, ze

\/ A(n,O)H <4

n
©u>0

Mnozgc obustronnie przez A" otrzymugjemy ostatecznie warunek 2.

e warunek 2 — warunek 3
Jezeli w warunku 2 skorzystamy z definicji normy (podrozdziat 2.8) to otrzymamy
[ A(r, 0)ao |

< pA™.
20 #0 ”‘TOH

Powyzsza nieréwnose implikuje warunek 3.
e warunek 3 — warunek 1
Jezeli w warunku 8 przyjmiemy p||zo|| = p (xo) to otrzymamy warunek 1.

Definicja 18 Jezeli ktorykolwiek (a zatem kazdy) z warunkow twierdzenia 17 jest spelniony to uklad (2.1)
bedziemy nazywali potegowo stabilnym (w skrécie PS).

4.3 Jednostajna asymptotyczna stabilnosc

Nastepnym rozpatrywanym typem stabilnoSci dyskretnych liniowych niestacjonarnych ukladéw bedzie
jednostajna asymptotyczna stabilnos¢. Kilka z réwnowaznych sposobdéw jej sformutowania zamieszczono
W ponizszym

Twierdzenie 19 Dla ukladu (2.1) nastepujace trzy warunki sq réwnowazne:

AN AV A JAGm)| <e,

zg€ERs ex>0ng n,m
n—m>ng

2 AV A JAwm) <e.

e>0no n,m
n—m>ng
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2 AV AN IA@m)] <ol

e>0ng n,m xo€RSs
n—m>ng

Dowéd Dowdd twierdzenia 19 przeprowadzimy w nastepujgcych czterech krokach:

o warunek 1 —> warunek 2

Wybierzmy dowolne xo € R® takie, ze ||xol| = 1. Niech ey, ..., es bedzie bazq kanoniczng wR®. Dla

o bedgcego kombinacjq liniowq wspdtczynnikéw bazowych, tj. xo = (a:él), e ,a:(()s)) mamy

S
o = E :c(()z)ei .
i=1

Jest jasnym, Ze

(4)
VoA e
a>0 zocR®
llzoll=1

Dla kazdego wektora bazowego dobierzmy do liczby = wartos¢ ng zgodnie z warunkiem 1, tj.

A A me <

n,m
n—m>ngo

€
as’

Ostatecznie niech
x(n,m) € R?,

[z (n,m)|| =1,
x(n,m) = (x(l) (n,m),...,z (n,m))

bedzie takim wektorem, ze

|A(n,m)|| = [|A(n,m) x(n,m)].
Wowczas

A mm)l < Y o (m)| 1A () e < <.
i=1

o warunek 2 — warunek 1

Ustalmy € > 0. Dla x9 = 0 warunek 1 zachodzi w sposéb oczywisty. Ustalmy teraz xo # 0.
Wybierzmy w warunku 2 za € liczbe m Wtedy

L

£
/\ [ A(n,m)|| < ol

n,m
n—m>ng

Po obustronnym przemnozeniu przez ||zol| otrzymujemy

\/ A A m) | o]l < e

no n,m
n—m>ng

Korzystajgc z wltasnosci podmultiplikatywnosci normy otrzymujemy

VoA TAGm)woll < A, m)| [lzo]l < e.

ng n,m
n—m>ng

o warunek 2 — warunek 3

Jezeli w warunku 2 skorzystamy z definicji normy (podrozdzial 2.3) to otrzymamy

/\\/ /\ sup ||-/4(7%m)950”Sa
Lomy mm w0 ol

n—m>n(

Powyzsza nieréwnosé implikuje warunek 3.
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o warunek 8 — warunek 2

Jezeli nieréwnosé w warunku 8 podzielimy obustronnie przez ||xg|| # 0 to otrzymamy

/\\/ /\ /\ ||v4nx:|b|$o| <e.

e>0ng n,m zxoeR®
n—m>ng 10#0

Powyzsza nieréwnosc implikuje

A, mzo | _
AVEN s == <

e>0ng n,m zo7#0
n—m>ngq

a po skorzystaniu z definicji normy otrzymujemy warunek 2.
[

Definicja 20 Jezeli ktorykolwiek (a zatem kazdy) z warunkéw twierdzenia 19 jest spetniony to uktad (2.1)
bedziemy nazywali jednostajnie asymptotycznie stabilnym (w skrdcie JAS).

Uwaga 21 Jezeli warunek 2 twierdzenia 19 bedzie spetniony to w dalszej czesci pracy bedziemy go za-
pisywali w nastepujgcej postaci
lim  [JA(n,m)|| = 0.

T, Nn—1Mm—00

Uwaga 22 Jednostajna asymptotyczna stabilnosc implikuje

Vo A AGRm)| <. (4.3)

>0 n,m
K n— m>0
Istotnie wezmy w warunku 2 twierdzenia 19 ¢ = § i dobierzmy ng. Z ograniczonoci ciggu A (n)

mozemy znalez¢ C > 1 takie, ze
[A@)| <C.

Woéwezas dla
A Amm)| <cmm <

n—m<ngo
a dla
A IAmm)| <

n—m>ng

l\DI)—t

Zatem nieréwnoS¢ 4.3 jest spelniona dla
1 T T
~ = max 5,6’0 =C".

W literaturze [243] spelnienie wlasno$ci (4.3) nazywane jest jednostajna stabilno$cia uktadu (2.1).
Jednakze, poniewaz nie jest ona opisywana przez zadng charakterystyke liczbowa, a gléwnym tematem
tej pracy sa wykladniki charakterystyczne, to nie bedziemy si¢ tym rodzajem stabilno§ci w dalszej czeSci
pracy zajmowac.

4.4 Jednostajna potegowa stabilnos¢

Ostatnim rodzajem rozpatrywanej stabilnoSci liniowych dyskretnych ukladéw niestacjonarnych jest jed-
nostajna potegowa stabilno$c.

Definicja 23 Uklad (2.1) bedziemy nazywali jednostajnie potegowo stabilnym (w skrécie JPS) wtedy i

tylko wtedy gdy
V' VA A@m)l| < par. (4.4)

0<A<Ll p>1n>m

Jednostajnie potegowa stabilno$¢ moze by¢ réwniez scharakteryzowana w nastepujacy sposéb:
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Twierdzenie 24 Liniowy dyskretny uktad niestacjonarny (2.1) jest jednostajnie potegowo stabilny wtedy

1 tylko wtedy, gdy
VoA Y Amdl<x (4.5)

>0 mn  g=m+1
X +1

n>m
Dowéd
° (=)

Zgodnie z (4.4) liniowy dyskretny uklad niestacjonarny (2.1) jest jednostajnie potegowo stabilny

wtedy i tylko wtedy, gdy
VoV A A i) < pxn .

0<A<Ll p>1n>e

Zmieniajgc zmienng sumowania oraz korzystajgc z faktu, ze 0 < X\ < 1 otrzymujemy

n n ) n—m—1 oo "
D I S T S ) e et
m,n. j=m+1 i=m+1 v=0 v=0
n>m—+1
Reasumujac
N
1-X

o (&)

Aby udowodnit prawdziwosé implikacji odwrotnej zaldtmy prawdziwodé (4.5). Mamy

Am,m) =T+ Y [Ani—1)—Amd) =1+ > [A(ni)A(i—1) — A(n,i)]

i=m+1 i=m+1

Ponadto, uzywajgc (4.5) zn=m+ 2 otrzymujemy

NIAm+1)<x-1

m

A TAem) <1+ Y [A@)|AG-1) 1] <
m,n i=m+1

n>m—+1

n

T+x Y [[AMm ) <1+x% (4.6)
i=m-+1

Dian >m+1 mamy

n n

A m)| (n=m)= > [[Anm)| < Y [A@ )| IAGm) < x (1+x7) -

i=m+1 i=m+1

Wybierzmy liczbe catkowite N takqg, z2e N > 2x (1 + Xz) 1 ToZWAZMY W powyiszej nierownosci n =
m—+ N. Otrzymamy wéwczas

1
A A (m+N.m)| < 5 (4.7)
m
Laczqe nierdwnosci (4.6) i (4.7) i biorgce kolejnop = 0,1, ... dlan =m+pN,...,....m+(p+1) N—
1 otrzymujemy ponizsze nieréwnosci
— dla p =0 mamy
1+

A, m)l < —

dlan=m,....m+ N —1;
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— dla p =1 mamy

142
2

[A(n, m)[| = | A(n,m + N)A(m + N, m)|| < | A(n,m + N)|| [[A(m + N,m)|| <
dlan=m+N,... m+2N —1;
— dla p =2 mamy
[[A(n, m)|| = | A(n,m + 2N)A(m + 2N, m + N)A(m + N,m)|| <

142

A, m 4+ 2N) [ [A(m + 2N, m+ N[ [ A(m + N, m)l| < —

dlan=m+2N,....,m+3N — 1.
Analogicznie postepujac dla kolejnych wartosci p otrzymujemy nastepujgce ograniczenie

142
op

N IA@m)| <

dlan=m+pN,....m+(p+1)N —1.
Dla \ = (%)% =2 (1+X2) otrzymujemy

A AR m)| < pA™™

n,m
n>m

co jest (4.4).

4.5 Relacje pomiedzy wprowadzonymi typami stabilnosci

Relacje pomiedzy przedstawionymi czterema typami stabilnoSci liniowego dyskretnego ukladu niestacjonarnego
(2.1) sa nastepujace:

JPS << JAS = PS = AS

AS » PS =» JAS < JPS

Powyzsze relacje zostaly ponizej szczegétowo oméwione.
e JAS <= JPS

Twierdzenie 25 Liniowy dyskretny uklad niestacjonarny (2.1) jest jednostajnie asymptotycznie stabilny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest jednostajnie potegowo stabilny.

Dowdéd

o JPS = JAS.

Zalézmy, ke liniowy dyskretny uklad niestacjonarny (2.1) jest jednostajnie potegowo stabilny, tj
zgodnie z (4.4) spelnia nastepujacy warunek

V' VA A m)| < px

pu>00<A<1In>m

Aby pokazat, ze uklad jest jednostajnie asymptotycznie stabilny dla ustalonego € > 0 wybierzmy
dodatnig liczbe catkowite ng takqg, ze
Ao < £
1
Wtedy
[ A(n, m)zo|| < [[A(n, m)|| [[zoll < pA™ ™™ [lzoll < pA™ [lzoll < & lzoll

co jest warunkiem 8 twierdzenia 19.

41



o JPS <— JAS.
Wybierzmy w warunku 2 twierdzenia 19 wartost € = % W dalszej czesci dowdd przebiega tak jak w

twierdzeniu 24. Z nieréwnosci (4.6) i (4.7) otrzymujemy jednostajng potegowq stabilnose.

Uwaga 26 Ze wzgledu na réwnowaznoseé, o ktérej mowa w twierdzeniu 25, w dalszej czeSci pracy bedziemy
postugiwac sie tylko pojeciem jednostajnej potegowej stabilnosci.

e PS=— AS lecz AS= PS

Fakt, ze potegowa stabilno$¢ implikuje asymptotyczng stabilno$é wynika z warunku 2 twierdzenia 17,
ktéry implikuje
lim || A(n,0)|| =0

n—oo

co jest na mocy definicji granicy warunkiem 2 twierdzenia 15. Aby pokazaé, ze implikacja odwrotna nie
jest prawdziwa pomocny okaze si¢ nastepujacy przyklad ciagu o wyrazie ogélnym A (n) = HLH dlan>1
i A(0) =1, dla ktérego

n—1 1

IIA@:g'

i=0

Uklad jednowymiarowy (2.1) jest zatem asymptotycznie stabilny. Pokazemy, ze uklad ten nie jest pote-
gowo stabilny. Dla dowodu nie wprost przypuétmy, ze spelniona jest nieréwnosc

VoV Ag =

p>10<A<1 n

Wéwezas logarytmujac obie strony nieréwnosci
1 n
In—<Inpg+1In\"

n

korzystajac z wlasnoéci logarytmu
—Inn<lnpg+nlni

oraz dzielac obie strony nieréwnosci przez —n otrzymujemy

1 1
20 s ZE
n n
Przechodzac do granic i uwzgledniajac, ze
1
lim — =0,
n—oo N,
|
lim ——F =0
n—oo n
otrzymujemy
0>—InA

co jest sprzecznoScia,.

¢ JPS — PS lecz PS % JPS

W celu udowodnienia, ze jednostajna potegowa stabilnos¢ implikuje potegows stabilnosc¢ wystarczy
w (4.4) wzia¢ m = 0 by otrzymaé¢ odpowiedni warunek twierdzenia 17.

Pokazemy teraz, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.
Przyklad 27 Rozwazmy uklad skalarny (2.1), w ktérym jako wspdtczynniki A (n) wystepujg na przemian
k—razy liczby 1 @ % dlak=1,2,..., .

A0) A1) A@2) AB) A(4) A(G) A®6) A(T) A(S) A®9) A(10) A(11)
13 3



Jest jasnym, e iloczyn kolejnych elementéw powyzszego ciagu bedzie dazyc do zera, tzn.

lim A(n,0) =0,

n—oo

czyli uklad jest asymptotycznie stabilny. Pokazemy nawet, ze jest on potegowo stabilny. Oznaczmy w tym
celu dla ustalonego n przez k (n) liczbe wyrazéw ciggu

réwnych % Z konstrukcji ciggu A (n) wynika, e

lim k(n) = oo.

n—oo

Wybierzmy
Poniewaz

to korzystajac z definicji granicy otrzymujemy
k() 1
VAG) -(5) <
3 3 ’
Ne N>Ng

Po przeniesieniu na drugg strone

oraz podniesieniu do potegi n mamy

Jezeli wezmiemy p =1 oraz

A 1y*
= - 1
g+<3> <

to bedzie spelniony warunek 2 twierdzenia 17 zatem rozpatrywany uktad bedzie potegowo stabilny.
Pokazemy teraz, ze rozpatrywany uklad nie jest jednostajnie potegowo stabilny. Z konstrukcji ciagu
A (n) wynika, e dla dowolnego | € N istniejq takie n i m, 2e n —m =1 oraz

An—-1)=...=A(m)=1
zatem
A(n,m) =1

co oznacza, e nie moze byé spelniona réwnosé (4.4).

Uwaga 28 W nastepnym rozdziale pokazemy, ze do badania potegowej i jednostajnej potegowej stabilnosci
wlasciwymi narzedziami sq odpowiednio wykladnik Lapunowa (twierdzenie 35) i starszy gorny wyktadnik
0gdlny (twierdzenie 71). Na potwierdzenie tych stéw pokaiemy péiniej (przyktad 72) raz jeszcze - tym
razem przy uzyciu wyzej wymienionych wyktadnikéw - ze opisywany uktad w przykiadzie 27 jest potegowo
stabilny, lecz nie jest jednostajnie potegowo stabilny.
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Rozdzial 5

Wykladniki charakterystyczne
dyskretnych ukladéw liniowych

Jednym ze sposobéw opisu wlasnoéci uktadéw dynamicznych jest uzycie pewnych charakterystyk liczbowych
nazywanych rowniez charakterystykami liczbowymi. W tym rozdziale podamy definicje i wlasnoéci na-
jwazniejszych wyktadnikéw charakterystycznych dyskretnych ukladéw liniowych ze zmiennymi wspétezyn-
nikami. Beda to wykladniki Lapunowa, Perrona, Bohla oraz ogdlne.

5.1 Wykiadniki Lapunowa

Charakterystyki liczbowe, ktére dzisiaj nazywamy wykladnikami Lapunowa zostaly wprowadzone w 1892
roku w pracy Lapunowa [179]. Ich idea polega na poréwnaniu rozwigzania uktadu z funkcja potegows.
Dlatego tez opisuja one wykladnicze tempo wzrostu trajektorii. Wykladniki te po dzien dzisiejszy sa
przedmiotem intensywnych badan, np. [7], [8], [21], [53], [83], [141] oraz doczekaly sie wielu uogélnien i
odmian [3], [9], [10], [82], [84], [136], [210], [212], [270].

5.1.1 Definicje wykladnikéw: gérnego charakterystycznego i Lapunowa

Zanim podamy definicje wyktadnika Lapunowa dyskretnego liniowego ukladu niestacjonarnego (2.1)
wprowadzimy definicje gérnego wykladnika charakterystycznego ciggu liczbowego. Jest ona nastepujaca:

Definicja 29 Dla danego ciagu liczb rzeczywistych b = (b(n))nen liczbe (lub symbol +00) zdefiniowang
jako

A(b) = limsup [b(n)|
bedziemy nazywat gornym wyktadnikiem charakterystycznym ciggu (b(n))nen. Dla ciggu wektordw v =
(v(n))nen z przestrzeni unormowanej (X, ||*||) bedziemy definiowaé jego gérny wyktadnik charakterysty-
czny A(v) jako wyktadnik ciggu (||[v(n)|)nen -

Alternatywna metoda scharakteryzowania gérnego wykltadnika charakterystycznego w przypadku, gdy
jest on liczbg jest zawarta w ponizszym

Twierdzenie 30 Skoficzona liczba A(b) jest wykladnikiem charakterystycznym ciggu b = (b(n))nen wtedy
1 tylko wtedy, gdy ponizsze dwa warunki sq jednoczesnie spetnione:

1.
AV A b®)| <D (A®) +2)";
e>0 D. neN
: b(n)|
Eé\)llmsupm = .
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Dowéd ( =)
Ustalmy € > 0. Z definicji granicy gornej wynika, e

VA (ol =xm)| <e,

a zatem dla n > ng mamy
b(n)] < (A (D) +2)".

Wybierajgc D, > 1 takie, e

b (k)|
€ .
YORD
dla k=0,1,...,n9 stwierdzamy, e warunek 1 jest spelniony. Réwniez z definicji granicy gérnej wynika,
ze
AV A®) - —5 < |b(no)|7< ,

e>0 ne

zatem dla n > n.

Ab)— % e b (ne)]
<A<b>§> SO -

Z ostatniej nierdwnodci wynika spetnienie warunku 2, gdyz

(=)
Zalozmy teraz, ze A spelnia warunek 1 oraz 2. Pierwiastkujgc nieréwno$t z warunku 1 pierwiastkiem
n-tego stopnia i uwzgledniajac dowolnosc € otrzymamy

A(b) < A (5.1)

Z warunku 2 i definicji granicy gérnej wynika, ze

/\\/M< |b”M)|

M>0nn

1 dlatego
/\ \/M”M —€ <|b(nM)|”M.

M>0nnm

Z ostatniej nierdwnodct otrzymujemy

A(b) > A (5.2)
Nieréwnosci (5.1) oraz (5.2) implikuja, ze
A(b) = A
|
Oznaczmy
sup|[A(n)[|=a  oraz sup||A”'(n)| =d'. (5.3)
neN neN

Przyjete wezesniej zalozenia, ze ((A(n)),, oy jest ograniczonym ciggiem macierzy kwadratowych odwracal-
nych stopnia s takich, ze (A" (n)), _ jest ograniczony oznaczaja, ze a i a’ sa skoficzone.

Definicja 31 Dia z¢ € R* wyktadnik Lapunowa )\L(sco) réwnania (2.1) odpowiadajgcy warunkowi poczgtkowemu
xo jest zdefiniowany jako wykladnik charakterystyczny (x(n,xo))nen czyli

A (@) = limsup [|z(n, z0)| ™ . (5.4)

n—oo

Powiemy, ze wykladnik Lapunowa jest silny jezeli limsup moze zostac zastgpione przez lim.

46



Nalezy zauwazy¢, ze dzigki réwnowaznoéci wszystkich norm w R® powyzsza definicja nie zalezy od
wyboru normy. W zwigzku z tym, dla wygody przyjmiemy, ze bedzie nig norma Euklidesowa.
Zgodnie z twierdzeniem 30 wyktadnik Lapunowa opisuje gérne oszacowanie tempa wzrostu w nastepu-

jacy spos6b
AV A @)l < (o) +¢)
e>0mo n>mg

Dokladniej traktuje o tym nastepujace

Twierdzenie 32 Dla wyktadnika Lapunowa zachodzi nastepujgca réwnose

A (o) =inf S p s \/ N\ Il (n, 20) || < Npp"

N, n>0

Dowdéd Ustalmy xg € R® i e > 0 oraz oznaczmy przez « prawa strone powyzszej réwnodci. Z definicji
kresu dolnego

VN llz (2, 20)]| < N, (a+2)".

N, n>0

Po obustronnym spierwiastkowaniu nieréwnosci pierwiastkiem stopnia m i przylozemiu granicy gdrnej
dostajemy
A (z0) < ate.

Wobec dowolnosci e
M (z0) < o

Pokazemy teraz nierdwnosc przeciwng. Z definicji granicy gérnej mamy
+ L
AV A le@zo)l™ <A™ (z0) +e,
e>0 ng n>ng
czyli
L n
& (m, z0)|| < (X (20) + <)
Istnieje zatem stata Nyr(yo)4. taka, ze
L n
A e (n,20)ll < Naragye (A (0) + )
neN
co oznacza, ze
Ao(@o)+e €dp: /N llz(m,z0)| < Npp™ 3,
N, n>0

wiec
a < N (z0) +¢.

Wobec dowolnosci e
a < A (z)

co konczy dowdd. m

5.1.2 Podstawowe wlasnosci wykladnikéw Lapunowa

Ponizsze twierdzenie zawiera kilka podstawowych wlasno$ci wykladnikéw Lapunowa. Oznaczmy R =

R=\ {0}.
Twierdzenie 33 Dla wyktadnikow Lapunowa réwnania (2.1) zachodzq nastepujace wtasnosci:

1. jezeli xg € R® oraz c € R, ¢ # 0, to
Mo (2o) = A (eao);
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2. jezeli xg € R® orazc € R, ¢ #0, to
N (cA, o) = e (zo),

gdzie \* (cA, xo) jest wykladnikiem Lapunowa ukladu (2.1) z ciggiem A = (A (N))pen zastapionym
ciggiem cA = (cA(n)),cns

3. jezeli x1,x2 € R® to
A (21 + 22) < max {)\L (z1), A" (acg)} ;

4. jezeli 1,9 € R® oraz \Y (x1) # A\ (x2) to wtedy

A (21 4 @) = max {AL (@), 4" (M)} ;

5. jezeli xy,..., 2 € RS i liczby NF (z1),..., A" (1)) sq rézne, to wektory 1, ..., x; sq liniowo nieza-
lezne;

0. jezeli x1,...,xs jest bazg R® to wtedy

lim sup |det A(n, 0)] w < H (x1) (5.5)

n—00 -

7. jezeli xq € R® to wtedy )\L(xo) < a ijezeli xg € RS to wtedy )\L( 0) > ai
8. jezeli xy € R® to wtedy N*(v) < N(z0), gdzie v = (v(n))nen jest nastepujacej postaci

St a(lm)  jezeli NE(x0) > 1
v = {le_i( o) jezeli N'(wp) <1

Zwykle w literaturze definiuje si¢ wykladnik Lapunowa w postaci

3 (20) = limsup> In [z (n, z0)] . (5.6)

n—00

Jednakze dla ukladéw dyskretnych wydaje sie by¢ bardziej uzyteczna, w szczegdlnosci, gdy rozwazamy
macierze osobliwe, zaproponowana definicja 31. Zwigzek miedzy tymi dwoma pojeciami jest nastepujacy

A — et

Dla wyktadnikéw zdefiniowanych w postaci (5.6):

e dowody punktéw 1, 3-5 mozna odnalezé w pracy [21], twierdzenie 2.1;

punkt 2 wynika wprost z definicji granicy gérnej;

e nieréwnoé¢ (5.5), ktéra jest nazywana nieréwno$cig Lapunowa zostala pokazana w [100];

punkt 7 jest oczywista konsekwencja (5.3) i definicji AX(z0);

punkt 8 zostal udowodniony w pracy [79], Lemat 4.

7 wtasnoéci funkceji e wynika, ze wyzej wymienione dowody sa prawdziwe w tym sformulowaniu,
ktore jest zawarte w twierdzeniu 33.
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5.1.3 Spektrum Lapunowa ukladu (2.1) oraz najwigkszy i najmniejszy wyklad-
nik Lapunowa

W nastepstwie punktu 5 twierdzenia 33 widzimy, ze zbiér
{)\L(xo) txp € Ri}
zawiera co najwyzej s elementéw, powiedzmy
0< M (A) <M (A)<...< A (4) < .

Zbiér {)\IL (A), N} (4),... \E (A)} bedzie nazywany spektrum Lapunowa réwnania (2.1).

Najwiekszy i najmniejszy wykladnik bedziemy oznaczac¢ odpowiednio nastepujacymi symbolami )\ILnax (4),

)\anin(A). W czasie rozpatrywania ustalonego ukltadu bedziemy celowo pomija¢ wprowadzong konwencje
oznaczen 1 w uproszczeniu pisacé )\IL, )\QL e )\TL,. To samo dotyczy¢ bedzie oznaczenia A\ (zo). Ponizej

przedstawiamy najwickszy wykladnik w terminach macierzy (A(n)),,cy-

Twierdzenie 34 Najwickszy wyktadnik N2 (A) Lapunowa uktadu (2.1) jest wyrazony nastepujgcym

rownaniem
AL

max

(A) = limsup || A(n, 0)|| " (5.7)

n—00

Dowéd powyzszego twierdzenia mozna odnalezé w [83], twierdzenie 4.
Zwiazek najwiekszego wykladnika Lapunowa ze stabilnoScia potegowa uktadu (2.1) wyjaénia nastepu-
jace twierdzenie

Twierdzenie 35 Uklad (2.1) jest potegowo stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

L
)‘max

(A) <1.
Dowéd
o ()

Wybierzmy X € ()\L

max

(A), 1). Z definicji granicy goérnej wynika, e

VA A lz(rao)l <A

ng n>ng roERS

Oznaczmy
p=, max {JAGK0)],1}.
Wowczas
[ A, 0)ao < pA™ [[zoll
1 uktad jest potegowo stabilny na mocy warunku 8 twierdzenia 17.

e (=)
Z warunku 8 twierdzenia 17 wynika, ze

V- VA A A0 0l < pX" flzoll,

0<A<1 u>1n>0 xo€R®
zatem
1 i i
[z (n, 0)[[" < = Ao
i dlatego
AL

max

(A) <A<

|
Wréémy teraz do przykladu 27 i obliczmy najwiekszy wyktadnik Lapunowa.
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Przyklad 36 PoniewaZ

gdzie k (n) jest liczbg wyrazéw ciggu

A(0),..., A(n)
réownych % Wiec
k() 1
1 1\ = 1)?2
1imsup|\:c(n,:c0)||i = lim sup (g) = (g) <1

zatem na mocy twierdzenia 35 uklad opisany w przykladzie jest potegowo stabilny.
W ponizszym przykladzie obliczymy wykladnik Lapunowa dla pewnego ukladu dwuwymiarowego.

Przyklad 37 Ustalmy liczby rzeczywiste ¢ i d takie, 2e —d < ¢ < 0 < d oraz rozpatrzmy uklad (2.1) z

1 0
An) = [ e ]
gdzie
o 2 2
(n) ecjezelzne[(%) ,(2k‘+1)> dlak=0,1,...
a(n) =
e? jeselin € [(Zk 1), 2k + 2)2) dlak=0,1,...

7 zalozenia, ze
—-d<c<0<d

wynika, ze e < ed. Obliczmy iloczyn
a(0)a(l)...a ((2v+2)2 - 1) ,
Dla kolejnych wartosci indeksu otrzymujemy naprzemian iloczyny e i e odpowiednio diugosci 4k + 1 i

4k +3, 4.
a(0)a(l)...a ((21} + 2)2 — 1) = (eC)ZZ:O(MH) (ed)Zk:°(4k+3) =

|:(€C)4ZZZO E+30 1} [(ed)422:o k+3"1—0 3} _ [(60)21)(11-&-1)-&-11-&-1} [(ed)2v(v+1)+3(v+1) _

|:(eC)2’L)2+3’U+1:| |:(ed) 2”2+5v+3] '

Poniewa? rozpatrywany uktad jest dwuwymiarowy, wiec moie miet maksymalnie 2 rézne wyktadniki La-
punowa. Dla warunku poczgtkowego 19 = [1 O]T jest on nastepujgcy

A= 1,

natomiast dla xo; = [O 1]T jest on nastepujacy

A2 = limsup || A((2v + 2)" — 1,0)

V—00 1

20243041 20245043 a4 a4
1 4v248v+3 v v — e%et — 2
imsup | (e)+? ) wZrsv+s eze ez .

V— 00
Poniewa?
c+d>0,
wiec
ctd
)\2 =€ 2

bedzie najwiekszym wyktadnikiem Lapunowa oraz omawriany uklad nie jest potegowo stabilny ma mocy
twierdzenia 35.
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5.1.4 Spektrum Lapunowa ukladu sprzezonego (2.2)

Spektrum Lapunowa ukladu (2.2) bedziemy oznaczaé w nastepujacy sposéb

i@ as@),. . as @),

gdzie numeracja jest taka, ze
A (A) < XS _[(A) < ... < AT (A).

w—1

Gdy rozpatrywany uktad bedzie ustalony bedziemy pomijaé A we wspomnianym powyzej oznaczeniu.
Stosujac punkt 6 twierdzenia 33 dla ukladu sprzezonego (2.2) widzimy, ze jego wykladniki Lapunowa
sg skoficzone. Mozna pokazaé (po szczegdly odsylamy do pracy [164]), ze nastepujace, stabsze niz (5.3)
warunki )
limsup || A(n,0)||" < oo

n—00

limsup || B(n, O)H% < 00

n—oo

implikuja skoficzonosé A\ (zo) oraz A*(x) dla wszystkich zo € R®.

5.1.5 Pojecie bazy normalnej

Dla kazdego AL(A) oraz A\¥(A) rozpatrzmy nastepujace podzbiory R

E, = {v eR®: M\ (v) < Af(A)}

F, = {U eR*: \5(v) < Af(A)}

i ustalmy
Ey = Fy41 = {0}.
Z punktéw 1 i 3 twierdzenia 33 wynika, ze E; oraz F; sg podprzestrzeniami R®. Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 38 Wykladniki A\F(A) dane sq

M(A) = min max limsup ||A(n, 0)x||% (5.8)

LeSy z€L po0o
z||=1

gdzie Sy, jest zbiorem wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni R,
Krotnoéci n; i m; wykladnikéw Lapunowa A*(A) oraz A7 (A) sa zdefiniowane odpowiednio jako
dim Ei —dim Ei—la

1=1,...,7 oraz
dlmE — dim Fi+1,
1=1,...,w.
Dla wykladnikéw Lapunowa )\iL (A) wystepujacych n; razy i uszeregowanych w nastepujacy sposéb
0<M(A) <\(A) < ... <A (A) < 0,

ciag
(M), 28(4), ..., AH(4)),

bedziemy nazywali pelnym spektrum Lapunowa ukladu (2.1).

Jezeli mamy dwie bazy v1,...,vs 1 w1,...,ws przestrzeni R®, to wtedy bedziemy je nazywaé¢ dualnymi,
jezeli (v;, wj) = d;5, gdzie < u,v > jest standardowym iloczynem skalarnym w przestrzeni R®, natomiast
di; jest symbolem (zwanym inaczej delta) Kroneckera zdefiniowanym w nastepujacy sposéb

| ljezelii=3j

5”’{ 0 jezeli i # j

ol



Dla bazy V = {v1,...,vs} w przestrzeni R® zdefiniujmy iloczyn oy wykladnikéw Lapunowa
S
oy = H )\L (Ul)
i=1

Baze vy, ..., vs nazwiemy normalng jezeli dla kazdego ¢ = 1, ..., 7 istnieje baza podprzestrzeni F; sklada-
jaca sie z pewnych wektoréw ze zbioru {vy, ..., vs}. Formalnie, powinniémy méwi¢, ze baza jest normalna
wzgledem rodziny F;, i = 1,...,s. Mozna pokazaé (zobacz [22], Uwaga po twierdzeniu 1.2.5), ze zawsze
istniejg bazy normalne vy, ..., vs i wy,...,w, dla odpowiednich rodzin F; i F;, ktore sg dualne. Réwniez
nie jest trudnym pokazanie (zobacz [22], twierdzenie 1.2.3), ze dla baz normalnych iloczyn oy wyklad-
niké6w Lapunowa jest minimalny, co implikuje zgodnie z nier6wnoécia Lapunowa (5.5), ze jest on réwny

lim sup |det A(n, O)|% .
Z punktoéw 3 i 4 twierdzenia 33 otrzymujemy nastepujaca charakterystyke bazy normalne;j.
Lemat 39 Baza vy,...,vs jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy gormik wykltadnik charakterystyczny

dowolnego rozwigzania z warunkiem poczgtkowym bedacym liniowa kombinacjg vi,...,vs 2 niezerowymi
wspdtczynnikami jest réwny najwiekszemu z gornych wykladnikow charakterystycznych A (v1),..., AE (vs).

W wielu naszych dalszych rozwazaniach zasadniczg role bedzie odgrywaé mozliwo$¢ redukcji naszego
ukladu do uktadu gérnotréjkatnego. Jest to zagwarantowane przez nastepujace, tzw. twierdzenie Perrona
o triangularyzacji, udowodnione dla ukladéw dyskretnych np. w pracy [22] (twierdzenie 7).

Twierdzenie 40 Dla kazdego ciggu (A(n))nen istnieje cigg (U(n))nen macierzy ortogonalnych taki, ze
Cn = UL AU, jest gornotrdjkatna.

5.1.6 Stabilnos¢ wykladnikéw Lapunowa

Jezeli parametry rozwazanego ukltadu znamy jedynie w przyblizeniu, to w naturalny sposéb powstaje
pytanie o zalezno$¢ wykladnikéw Lapunowa ukladu (2.1) i (2.3), a w szczegélnodci o ciagly zaleznosé
wyktadnikéw Lapunowa uktadu (2.1) od wspélezynnikéw. Jezeli wykladniki te sa ciaglymi funkcjami
wspoélezynnikéw to sytuacje te okresla sie w literaturze [1] mianem stabilno$ci wyktadnikéw Lapunowa.
Ponizej przedstawiamy definicje stabilnoéci wykladnikéw Lapunowa i warunek wystarczajacy do stabil-
noéci. W jej sformutowaniu przez

(Af'(A FAN(A+A), . NP (At A))
oznaczymy pele spektrum Lapunowa uktadu (2.3).

Definicja 41 [209], [213]. Wyktadniki Lapunowa ukladu (2.1) nazywamy stabilnymi jezeli

AV AN

e>06>0 AeMs i=1,...,s

AF(A) — NP/(A + A)) <e.

Zauwazmy, ze jezeli zdefiniujemy funkcje na przestrzeni ograniczonych ciaggéw odwracalnych macierzy
z norma-kres gérny tak, ze warto$¢ funkcji dla ciggu (A(n)),cy jest réwna ()\IL'(A), . .,)\SL'(A)> to
wtedy, stabilno$¢ wykladnikéw Lapunowa ukladu (2.1) oznacza po prostu ciaglosé tej funkcji w punkcie
(A(n))nen:

Dla bazy v1,...,vs macierz V(n), n € N ktérej kolumnami sg x(n,v1),...,x(n,vs) jest nazywana
macierzg fundamentalng uktadu (2.1). Jezeli macierz ta jest odwracalna to dla kazdego n jadro

G (n,m) = V(n)V " (m),

gdzie n,m € N jest nazywane macierza Greena ukladu (2.1). Jezeli baza jest normalna to wtedy macierze
fundamentalna i Greena réwniez sg nazywane normalnymi.

Aby sformulowaé warunek cigglosci wyktadnikéw Lapunowa oznaczmy dla macierzy Greena ukladu
(2.1) przez x;(m, n) jej i-ta kolumne oraz przez 0; (n) wykladnik charakterystyczny ciagu (||z;(m, n)||)men,
t = 1,...,s. Nastepne twierdzenie jest odmiang wystarczajacego warunku ciggltoéci wykladnikéw La-
punowa dla ukladéw dyskretnych autorstwa Malkina [184].
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Twierdzenie 42 Zaléimy, ze dla pewnej macierzy Greena G (m,n) uktadu (2.1) mamy

AV A A lzitmn)| <d©; (n)+7)"" (5.9)

v>0d>0m,neNi=1,...,s

m>n
i
AV A A lzmn)ll <d®;(n) -y, (5.10)
¥>0d>0m,neNi=1,...,s
n>m

to wtedy wykladniki Lapunowa uktadu (2.1) sq stabilne.

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna odnalezé w pracy [218].

5.2 Wykladniki Perrona

Jezeli w definicji wyktadnika Lapunowa granice gérna zastapimy granica dolng to otrzymamy tzw.
wykladnik Perrona, ktéry po raz pierwszy pojawit si¢ w literaturze w 1929 roku w pracy [223] (zobacz
réwniez [224]) w kontekscie liniowych réwnan rézniczkowych niestacjonarnych. Pewne wlasno$ci wyktad-
nika Perrona dla ukladéw ciaglych mozna odnalezé w pracach [53], [137], [141]. W przeciwiefistwie do
innych rozwazanych w tej pracy wykladnikéw (Lapunowa, Bohla) wyktadniki Perrona nie opisuja zadnego
z rozpatrywanych typéw stabilno$ci uktadu (2.1).

5.2.1 Definicje wykladnikéw: dolnego charakterystycznego i Perrona

Definicja dolnego wyktadnika charakterystycznego ciggu liczbowego jest nastepujaca:

Definicja 43 Dla danego ciggu liczb rzeczywistych b = (b(n))nen liczbe (lub symbol £o00) zdefiniowang
jako
7(b) = lim inf |b(n)|™
n—oo
bedziemy nazywaé dolnym wykladnikiem charakterystycznym ciagu (b(n))nen- Dla ciggu wektoréw v =
(v(n))nen 2z przestrzeni unormowanej (X, ||x||) bedziemy definiowaé jego dolny wykladnik charakterysty-
czny 7(v) jako wykltadnik ciggu (||[v(n)])nen -

Alternatywna metoda scharakteryzowania dolnego wykltadnika charakterystycznego w przypadku, gdy
jest on liczba jest ponizsze

Twierdzenie 44 Skoficzona liczba 7(b) jest wyktadnikiem charakterystycznym ciggu b = (b(n))nen wtedy
1 tylko wtedy, gdy ponizsze dwa warunki sq jednoczesnie spetnione:

1.
AV N @) =D (x(b) - )"
e>0 D, neN

2- b(n)]

s b(n 7
Almint oo =0

Ponownie rozpatrzmy ukiad (2.1), tym razem jednak o ciggu (A (n)), oy nie zakladamy juz, ze jest
ograniczony.
Definicja 45 Dla warunku poczatkowego xo € R® wyktadnik Perrona w' (
iowany jako dolny wyktadnik charakterystyczny (x(n,zo))nen czyli

xo) rownania (2.1) jest zdefin-

o s 1
't (z0) = limin [l (n, ) |
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Wykladnik Perrona jest czasami nazywany w literaturze [53], [142] dolnym wyktadnikiem Lapunowa.
Zgodnie z twierdzeniem 44 wykladnik Perrona opisuje dolne oszacowanie tempa wzrostu w nastepujacy

Sposéb
AV A Nz zol > (7 (z0) — )"

e>0mo n>mgo

Jest oczywistym, ze
WL(SU()) S )\L (1’0) .

Zdefiniowany wcze$niej silny wyktadnik Lapunowa mozna zdefiniowa¢ jako taki wyktadnik, dla ktérego
zachodzi réwnosé
7rL(Sﬂo) =AF (o) -

Bedziemy wéwczas méwili réwniez o silnym wykladniku Perrona.

Mimo, iz wyktadniki Perrona dla ukladéw dyskretnych sg zdefiniowane podobnie do wykladnikéw
Lapunowa, to jak przedstawiono w pracy [78] sa miedzy nimi istotne réznice. Jak wiemy z punktu 4
twierdzenia 33 zbiér wyktadnikéw Lapunowa uktadu (2.1) zawiera co najwyzej s elementéw. Autor 78]
pokazuje na przykladzie, ze dla dowolnej liczby k istnieje uklad, ktéry ma dokladnie k wykladnikéw
Perrona. Jest to jednak przyklad uktadu o nieograniczonych wspélczynnikach. Otwartym pytaniem
bylo czy opisana powyzej sytuacja moze mie¢ miejsce dla ukladéw o ograniczonych wspélczynnikach.
Dalej w przykladzie 47 pokazemy, ze istnieje uklad o ograniczonych wspélczynnikach, ktérych zbiér
wykladnikéw Perrona tworzy caly odcinek. Najpierw jednak przedstawmy przykilad ukladu dyskretnego
niestacjonarnego dwuwymiarowego o trzech wykladnikach Perrona.

Przyklad 46 Rozpatrzmy dwuwymiarowy uktad (2.1) z

(3" 0

0 1 (Z) } dla n nieparzystych
A(n) = 7 30
§) ] dla n parzystych
7

1
5 (
Dla A(0) = I, gdzie I jest macierzq jednostkowq, macierz tranzycji jest nastepujgcej postaci

H" o :
[ 50 n:| dla n nieparzystych

(3)

(%)" 0 } dlan
n parzystych
{ 0 (3)

Wl

An+1)=

Dla xg1 = B] , Too = {ﬂ , Loz = {ﬂ otrzymujemy nastepujace wartosci wyktadnikow Lapunowa

1
M (1) = M (203) = > M (202) = =

oraz Perrona 1
7TL (1301) == 5, ﬂ'L (CL’OQ) = ?, 7TL (2803) = g
W rozpatrywanym uktadzie wszystkie wyktadniki Lapunowa sq mniejsze od 1, wiec na mocy twierdzenia
35 uklad (2.1) jest potegowo stabilny.

Rysunek 5.1 pokazuje jak dla e = 0.1 i warunku poczatkowego xg3 ciagi (% + E)n i (% — 5) " ograniczaja

odpowiednio z goéry i dotu wszystkie normy trajektorii réwne

|

Normy trajektorii, ktére majg inny warunek poczajckowy przebiegaja inaczej, lecz nadal sg ograniczone
z dotu i z gory odpow1edn10 przez ciagi (3 +¢)" 1 (L —¢)".

W powyzszym przykladzie rozpatrywaliémy uktad o nieograniczonych wspoétczynnikach. Ponizej po-
damy przyklad uklad o ograniczonych wspétczynnikach, ktérego zbiér wykladnikéw Perrona jest calym

przedzialem. W konstrukeji tego przykladu wykorzystamy znany z topologii zbiér Cantora [130]. W

) "dla n nieparzystych
%) dla n parzystych

o4



0.6+ + wartosci n-tych poteg sum maksymalnego wyktadnika Lapunowa i zadanego epsilon
o wartosci n-tych poteg réznic minimalnego wyktadnika Perrona i zadanego epsilon
05 o wartosci norm rozwigzan dla warunku poczatkowego x=[1 1]
0.4-,
¥
0.3-
0.2 g
*
01
5 +
o o * -
o- © o ° g = o 8 & L]
1 1 1 1 L L 1 1 1 1
1 2 3 4 5 <] 7 8 g 10

wartosci n od 1 do 10

Rysunek 5.1: Ograniczenia na rozwiazania.

oryginalnej konstrukcji zbioru Cantora dzielimy odcinek [0, 1] na trzy réwne czeSci i usuwamy $rodkowa.
Analogicznie postepujemy w kolejnych krokach. Na potrzeby przykltadu, ktéry chcemy zbudowaé zmien-
imy nieco te konstrukcje w nastepujacy sposéb. Zdefiniujmy &, w nastepujacy sposéb

-3

Ponadto zdefiniujmy zbiér typu Cantora i oznaczmy go przez Py. W tym celu wezmy A = [0, 1]. Niech
C1 bedzie zbiorem skladajacym si¢ z dwéch roztagcznych domknietych podprzedzialéw A o dlugosci 7.
Niech lewym podprzedzialem bedzie Agl) (jego lewy kraniec pokrywa sie z lewym koficem przedziatu

A), natomiast prawym Agz) (jego prawy kraniec pokrywa si¢ z prawym koncem przedzialu A). Dalsza
definicja bedzie miala charakter rekurencyjny. Jezeli J € C,, to zawrzyjmy w zbiorze C,,+1 jego lewo i
prawo domknigte podprzedziaty o dtugosci €,41. Oznaczmy przez ASLm ), m = 1,...,2" elementy zbioru
C,, oraz przez ol ich punkty érodkowe. Dodatkowo niech oV =PV dlan>1i a§0)
teraz zdefiniowaé zbiér Py w nastepujacy sposéb

= 0. Mozemy

oo 2"
P- U0

Na rysunku 5.2 przedstawiono przedzial A = [0, 1] oraz zbiory
o ={al,aP}

Cy = {8, A%, a8, A0}

wraz z Srodkami ich elementéw.
Stwoérzmy teraz funkcje typu Cantora odpowiadajacg powyzszemu zbiorowi typu Cantora. Zdefiniu-
jmy funkcje f1 : A — A taka, ktéra przyjmuje wartosc

e 0 na lewym koncu przedzialu A,
e 1 na prawym konicu przedziatu A,

e 1/2 w przedziale A\C}

i zinterpolujmy ja liniowo na przedziatach w zbiorze C7;. W sposéb rekurencyjny stwoérzmy funkcje
fn+1 tak@, ze:

1. dla kazdego przedziatu J = [s,t] € C,, funkcja f,11 pokrywa sie z f, w punktach s oraz ¢,

%)



1
|— j———
oY) (2)
\ “ J 1 “ J
I I
€ &
04" AP A A9 1
o} oy

Rysunek 5.2: Rysunek przedstawia przedzial A = [0,1] oraz zbiory C; = {Agl),A?)} , Cy =
{Aél), Aéz), Ag’), Aé4)} wraz z $rodkami ich elementéw.

2. ma warto$é [fn(s) + fn(t)] /2 w J\Cpt1

i zinterpolujmy ja liniowo na przedziatach w zbiorze C,, ;1. Na rysunku 5.3 przedstawiamy utworzone
w mySl powyzszej reguty funkcje f i fo.

7 definicji ciagu f, wynika, ze jest on zbiezny jednostajnie na A. Zdefiniujmy funkcje typu Cantora
® jako jego granice. Dla dowolnego n i wszystkich n < m funkcje ® i f,, pokrywaja si¢ na krancach
przedzialow w J € C,,.

Mozemy teraz skonstruowaé przyklad uktadu dwuwymiarowego z ograniczonymi wspélczynnikami, dla
ktérego zbidr {m(xg) : zp € R®} jest przedzialem.

Przyklad 47 Rozpocznijmy konstrukcje od zdefiniowania dwdch pomocniczych ciggéw f(n) i F(n). Podzielmy
potprostaq [0, 00) punktami Ty, = €*, k > 0 na domknigte z lewej strony przedzialy sflm) w nastepujgcy sposcb
(przedstawiony réownies na rysunku 5.4):

e dla dowolnego naturalnego n > 1 wartosci m zmieniajq sie od 1 do 2™,

o prawy kraniec s™ pokrywa si¢ z lewym krancem s (dla m = 2™ prawy koniec s pokrywa

sie lewym koncem nastepnego przedzialu 3(1)1 ).

n+
Ustalmy
F(1) =0, F(k) = a™ jezeli k € s(™, k> 2
oraz
L 0 jezeli k € 5,({'0\&{”7”)
Fk) = ) <a,(f”)> jezeli k € 34 7
gdzie 3™ jest otwartq prawaq polowaq przedziatu s\V. Zdefiniujmy macierze A(n) dla ukladu (2.1) w

nastepujgcy sposéb
A(n) = { ZEZ)) H n>0
gdzie
a(0) =1, a(n) =exp((n+1) f(n+1) —nf(n)),n>1
b(0) =0, b(n) = (F(n+1)— F(n))exp(—nf(n)), n>1.
Z definicji ciggow f(n) i F(n) jest jasnym, ze A(n) jest ciagiem ograniczonym. Rozwigzanie
T

x(n,xg) = [ z1(n) x2(n) }
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Rysunek 5.3: Funkcje f1 i fo.

0 Tl TZ T3 T4- TS Té T’? TB TQ TJO T‘Ll T12 T13 T14

rr \r\r\r\r\r\r\r\r\r\r\r\r\
C
51

(1) &fwﬂL(n 53 ST ST @ (8T (T (87 (6T (] m)(nm

Rysunek 5.4: Pélprosta [0, 0c0) podzielona punktami T}, = e*, k > 0 na domknigte z lewej strony przedziaty
(m)

Sn

uktadu (2.1) z warunkiem poczgtkowym

T
Lo = [ To1 o2 ]
jest dane przez

z1(n) = expnf(n))zo, (5.11)
CL‘Q(TZ) = F(n)a:()l + Zo2.

Obliczmy wyktadnik Perrona p(a) dla
zo=[1 —a]
dla o € Py, a#0. Mamy

1

p(a) = liminf [exp 2nf(n)) + (F(n) — 04)2} - (5.12)

n—oo
Zgodnie z definicjq zbioru typu Cantora Py dla wszystkich o € Py, aw # 0 in > 1 istnieje m, (o) < 2"
takie, ze

E’IL

)aghw ‘< (5.13)

n(a))

Oznaczmy przez Ty czest catkowitq Srodka przedziatu snm . Z tg notacjq otrzymujemy T, — 0O 0raz

exp (=P (v) 7n) > €n, ¥ € AL (5.14)
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Z ostatnich dwdch nieréwnosci mamy

1
2Inp(a) < liminf— In <2 exp (72<I> (aSLm"(Q))> T’n,)) ,

n—oo T"L
a granica po prawej stronie jest réwna —2® () poniewaz @ jest ciggta. Dlatego
Inp(a) < -®(a) <0.

Teraz pokazemy nieréwnosc przeciwng. Niech ny bedzie ciggiem, dla ktdrego

1

p(@) = lim [exp (2nef () + (F(m) — )| ™
Poniewaz Inp(a) < 0, wiee
lim supi In|F(ng) —a| <0 (5.15)
k—oo Nk
1
limsupf(nx) < 0. (5.16)
k—o0

Z mierdwnosci (5.15) mamy réwnosé
lim F(ng) = a,
k—o00

ktora wraz z nierdwnosciq (5.16) implikuje, ze F(ny) = ag,?’“) dla dostatecznie duzych k i dlatego

lim a;’f’“) =

k—o0

Ostatecznie
Inp(a) > likminff(nk) > likminf <7<1> <af{f’“)>> =—-(a)

co dowodzi, e zbior wyktadnikow Perrona uktadu (2.1) z ograniczonymi wspdtczynnikami moze byé przedzi-
atem. W naszym przykladzie

{7((1'0)11'0: [1 -« ]T, ac b, a#O}:(efl,l).

Nastepne twierdzenie, ktérego dowéd mozna odnalezé w [78] pokazuje, ze sytuacja z przykladu 46 jest,
w pewnym sensie, typowa dla uktadéw diagonalnych, tzn. takich, ktérych macierze A (n) sa macierzami
diagonalnymi.

Twierdzenie 48 Dia uktadu diagonalnego zbior {m’ (o) : o € R®, 20 # 0} ma co najwyzej 2° — 1 ele-
mentow.

Ponadto, jedno z twierdzen zamieszczonych w pracy [78] pokazuje, ze w ogélnym przypadku nie ma
ograniczen na liczbe réznych wykladnikéw Perrona. Mianowicie, dla kazdej liczby naturalnej p istnieje
uklad (2.1) z s = 2 i p ré6znymi wykladnikami Perrona.

Otwarta kwestia jest pely opis zbioru mozliwych wykladnikéw Perrona dowolnego ukladu. Rozu-
miemy przez to pytanie polegajace na podaniu warunkéw koniecznych i wystarczajacych na podzbiér
zbioru liczb rzeczywistych, ktére beda gwarantowaly, ze istnieje uklad, ktérego wykladniki Perrona tworza
wiaénie ten zbiér. Dla ukladéw ciaglych rozwiazanie tego problemu podano w pracy [11] (zobacz takze
[16)).

Najwigkszy i najmniejszy wykladnik Perrona, o ile istnieja, bedziemy oznacza¢ odpowiednio nastepuja-
cymi symbolami 7L (A), 7. (A). Ponizej przedstawiamy najwigkszy wyktadnik w terminach macierzy
(A(M)) e -

Twierdzenie 49 Najwickszy wyktadnik
naniem

L
max

(A) Perrona ukladu (2.1) jest wyrazony nastepujgcym réw-

7L, (A) = liminf [|A(n, 0)]|7 .

max
n—oo

Dowdéd znajduje si¢ w pracy [78], w ktérej pokazano réwniez, ze wykladnik Perrona rozwazany jako
funkcja warunkéw poczatkowych, jest prawie wszedzie, wzgledem miary Lebesgue’a réwny wyktadnikowi
Perrona ciaggu tych macierzy o czym traktuje ponizsze
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Twierdzenie 50 Funkcja 7" : R® — R jest prawie wszedzie stala, istnieje xog € R® takie, ze

sup " (z) = m" (o)
TERS®

1
" (20) = Tihax(A)-

Innymi stlowy twierdzenie to oznacza, ze nie musimy przeglada¢ wszystkich warunkéow poczatkowych
i szuka¢ wéréd nich najwigkszego bowiem najwigkszy z nich jest wykladnikiem Perrona 71, (A).
Niewszystkie z wlasnoSci wyktadnikéw Lapunowa zamieszczone w twierdzeniu 33 przenosza sie na

wykladniki Perrona. Jak latwo zauwazy¢ zachodzi nastepujace
Twierdzenie 51 Dla wykladnikéw Perrona uktadu (2.1) zachodzaq nastepujace wtasnosci:

1. jezeli xg € R® oraz c € R, ¢ # 0 to wtedy

al(zg) = 7l (cxo);

2. jezeli xg € R? oraz c € R, ¢ # 0 to wtedy
7l (cA, zo) = ent (A, x0) ,

gdzie T (cA, zg) jest wyktadnikiem Perrona ukladu (2.1) z ciggiem A = (A(n)), oy 2astapionym

ciggiem cA = (cA(n)),ens

3. jezeli g € R® to wtedy
w(x0) < sup|[A(n)]|;

neN
4. jezeli xog € RS to wtedy
1
L
s (1’0) Z — .
sup [ A= (n)]]
neN

5.3 Wykladniki Bohla

Kolejnymi charakterystykami liczbowymi, zwanymi réwniez wyktadnikami charakterystycznymi, uzy-
wanymi do opisu wielu wlasnosci uktadéw dynamicznych sg tzw. wyktadniki Bohla, ktérych wilasnoSci,
w przeciwienstwie do wykladnikéw Lapunowa, sa znacznie mniej zbadane. Zostaly one wprowadzone
do literatury przez stynnego lotewskiego matematyka Piersa Bohla w pracy [42]. O ile wykladniki La-
punowa opisuja wyktadniczy wzrost rozwigzan ukladu, to wyktadniki Bohla opisujg jednostajny potegowy
przyrost rozwiazan. O jednostajnej potegowej stabilnodci liniowego niestacjonarnego uktadu (2.1) byla
mowa w podrozdziale 4.4. Wykladniki te definiuje sie¢ zaréwno dla rozwiazan jak i dla wspoétczynnikéw
uktadu. Od 1913 roku wyktadniki rozwigzan byty znane jako gérny i dolny wyktadnik jednostajny lub jako
maksymalny i minimalny wykladnik. W pracy [262] wyktadniki, o ktérych mowa, nazwano wyktadnikami
Bohla. Gérne wykladniki Bohla odgrywaja, w pewnym sensie, te sama role dla stabilnoéci jednostajnej
co wyktadniki Lapunowa dla stabilnoSci asymptotycznej ukladu.

Wykladnik Bohla jest réwniez z powodzeniem stosowany do oceny wymiaru Hausdorf’a [228] pewnych
zwartych zbioréw niezmienniczych oraz do opisywania stabilno$ci odpornej liniowych niestacjonarnych
réwnan rézniczkowych [80], [128]. Zainteresowanych znakomitym streszczeniem historii rozwoju wyktad-
nikéw Bohla i Lapunowa odsylamy do publikacji [53], [89], [142]. W latach 30 XX wieku Konstantin
Petrovich Persidskii w pracach [225], [226], niezaleznie od Bohla, uzywal gérnego ogélnego wyktad-
nika do badania zaréwno jednostajnej jak i jednostajnej asymptotycznej stabilnoéci. Okazalo sig, ze
warunkami koniecznymi i wystarczajacymi zaréwno jednostajnej asymptotycznej, jak i jednostajnej sta-
bilnoéci ukladéw rézniczkowych jest, aby liniowa aproksymacja miata ujemny gérny ogdlny wykladnik
[225], [226]. Analogiczny wynik dla réwnan réznicowych mozna odnalezé w [83]. Wykladniki Bohla byly
uzywane przez Bylova w jego teorii prawie redukowalnoéci uktadéw [51], [52] oraz przez Millionshchikova
w jego badaniach liniowych rézniczkowych ukladéw z prawie periodycznymi lub jednostajnie ciaglymi
wspotczynnikami [188]-[190], zwiazkéw prawie redukowalno$ci [191] oraz wlasnosci ukladéw z catkowo
rozdzielonymi wspoélezynnikami [192]. Przytluski i Rolewicz badaja jeden z typéw wykladnikéw Bohla
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dla uktadéw dyskretnych w pracach [237], [238], [239], [240]. Wspomniani autorzy nazywaja wyklad-
niki Bohla uogélnionym promieniem spektralnym, gdyz wlasnosci promienia spektralnego dla ukladéw
stacjonarnych pokrywaja sie z wlasno$ciami wykladnika Bohla dla ukladéw niestacjonarnych (zobacz
réwniez [128] i [267)).

Powyzsze argumenty sa powodem, dla ktérych powstaje potrzeba analogu do teorii wykladnikéw
Lapunowa dla wyktadnikéw Bohla.

5.3.1 Go6rny wykladnik Bohla

Pojecie gérnego wykladnika Bohla opiera sie na pojeciu gérnej podwdjnej granicy ciagu (a (n, m))
ktoéra zdefiniowana jest w sposéb nastepujacy

n,meN’

Definicja 52 [221]. Niech (a(n,m)),, .y bedzie ciggiem podwdjnym liczb rzeczywistych. Dla kazdego
n € N zdefiniujmy b (n) = sup {a (k,1) : k,l > n}. Gérna granica podwdjna limsupa (n,m) ciggu (a (n,m))

m, n— o0

n,meN

jest zdefiniowana w nastepujgcy sposob:

1. Jezeli b(n) = oo dla kazdego n to limsupa (n,m) = co.

2. Jezeli b(n) < oo dla pewnego n to limsupa (n,m) = inf {b(n) : n € N}.

m, n— oo
Jezeli (ng)en 1 (M) ey 58 TosNacymi ciggami liczb naturalnych takimi, ze istnieje granica
lim a (ng, mg)
k—o0

to granice te bedziemy nazywa¢ granicy czeSciows ciagu (a (n,m)),, ey lub jego punktem skupienia.
Latwo zauwazy¢, ze gérna granica podwdjna ma wlasnosci zawarte w nastepujacym twierdzeniu [221].

Twierdzenie 53 Dla dowolnego ciggu (a(n,m)) liczb rzeczywistych mamy:

n,meN
1. gdrna granica podwdjna ciggu (a(n,m)),, ey jest najwickszq z jego granic czgsciowych;

2. réwnost
limsup a(n,m) = ¢

m,n— o0

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy ponizsze dwa warunk: sq jednoczesnie spetnione:

o dla wszystkich € > 0 istnieje P takie, ze dla wszystkich par (n,m) takich, e m,n > P mamy
a(n,m) < c+e,

o dla wszystkich € > 0 1 wszystkich P’ istniejg m,n > P’ takie, e a(n,m) > c —e¢.

3. limsup [a(n, m) + b(n,m)] < limsup a(n,m)+ limsup b(n,m).

m,n— o0 m,n— oo m,n— oo
4. Jezeli (a(ng,my)), ey Jest podciaggiem ciggu (a (n,m)),, .oy to
lim sup a(ng, my) < limsup a(n,m).
k,l—o0 m,n— 00

Zdefiniujmy
limsup a(n,m) =limsup a(m+k,m).

m, n—m—00 m, k—oo

Definicja 54 Gdrnym wyktadnikiem Bohla ciggu podwdjnego a = (a (n,m)),, ey nazywamy liczbe zdefin-
owang wzorem
— 1
ﬁL(a) = limsup a(n,m) .
m,n—m—0oo

Analogiem twierdzenia 30 jest nastepujace

Twierdzenie 55 Skoficzona liczba BL(a) jest gornym wyktadnikiem Bohla ciagu podwdinego a = (a (n,m))
wtedy @ tylko wtedy, gdy ponizsze dwa warunki sq jednoczesnie spetnione:

n,meN
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1. Dla dowolnego € > 0 prawdziwa jest ponizsza réwnosc

Lim _L|a (n7 m)|n—m =
m,n—m oo<6 (a) +€>

2. Dla dowolnego € > 0 nastepujaca réwnoS¢ jest spelniona

a(n,m
lim sup o (n,m) = o0.

e @ -e)

Dowdéd
* (=)

Ustalmy € > 0. Z definicji granicy gornej

V' A la(nm)m7 <B"(a)+
P n,m

n>P
n—m>P

N ™

L . . . . —L n—m .
Po obustronnym podniesieniu do potegi n — m i podzieleniu przez (ﬁ (a) + 5) otrzymujemy

—L c n—m
VoA el <§5a>+a> |

B (a)+e

Dgzenie prawej strony nieréwnosci do zera pocigga za sobg dgzenie do zera lewej strony nierdwnoSci
co konczy dowdd punktu 1.

Wybierzmy teraz cigg (ng, mg),en taki, ze mg,ng —my — 00 i
. _1 . —L
lim |a (ng, mg)|™="r =B (a).
k—o0

Wowczas . . -
VA la ) [5575 > B (@) -
P k>P
. . . . . . . —I n—m
Po obustronnym podniesieniu do potegi ny — my, t podzieleniu przez <B (a) + 6) mamy

a (ng, mg)| BL(G)—% e
VA -(Ge)

|
P k>P (EL(a) - s)nk_mk

BLw>—%>
(ELw>s b

wiec prawa strona nierdwnosci dgzy do nieskonczonosci co konczy dowdd punktu drugiego.

Poniewa?

° (<)
Z punktu 1 wynika, ze

VoA almm)

(
P mn—m>P (BL(a) + 5>nim

L

— n—m
Po obustronnym przemnozeniu nieréwnoSct przez (6 (a) + 5) , a nastepnie spierwiastkowaniu

pierwiastkiem stopnia n — m mamy

la (n,m)[77 < B"(a) +e.
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Po obliczeniu gornej granicy podwdjnej otrzymujemy

lim sup |a(n,m)|ﬁ <BL(G) +e.

n—m,m-—oo

Wobec dowolnosci e mamy

= < B (). (5.17)

limsup |a(n,m)|"
n—m,m—oo

Niech ng, myp — 00, ni — my — oo bedzie takie, e

lim la (126, 7| = 00.

o)

Wtedy

\/ /\ nk,mk)|

NE—mpg
P k>P ( (a 6)

L L, —L =M A .
Po obustronnym przemnozeniu nieréwnosci przez (ﬁ (a) — &) 1 spierwiastkowaniu pierwiastkiem
stopnia ni — my mamy

1 —L
|a (g, mp)|[ "= > B (a) — €

zatem . .
limsup |a (ng, mg)| "= > B (a) —¢.
k—o0
Wobec dowolnosci € ) .
limsup |a (ng, mg)| "= > B (a). (5.18)
k—o0

Nierownosci (5.17) i (5.18) implikujq teze.

]
Mozemy teraz okresli¢ gérny wykltadnik Bohla uktadu (2.1).

Definicja 56 Dia x¢ € RS gdrny wyktadnik Bohla BL(xO) uktadu (2.1) jest zdefiniowany jako

3" (wo) = limsup (Iw< >|)

m, n—m— oo HSU H

Dalecki i Krein w pracy [89] zasugerowali, ze gérny wykladnik Bohla mozna dla ukladéw ciaglych
opisa¢ w pewien alternatywny sposéb, ktérego odpowiednik dla ukladéw dyskretnych zawarty jest w
punkcie 1 ponizszego twierdzenia, ktére ponadto podaje szereg alternatywnych opisow ww. wykladnika.

Twierdzenie 57 Dla dowolnego xy € R zachodzq ponizsze réwnosci:

=L .
1. 8" (wo) =inf ¢ p: \/ /\ llz (n,20)ll < Npp™ = ||z (1, z0)| 5,

Ny, n>m

1
2. BL (zo) = limsup <M> B

ASUD o (om, zo) |

e ] z(n+m,x %
3. B (zo) = limsup {Sup (W) ]

n— 00 meN

Dowdéd Ustalmy xo € RS i e > 0 oraz oznaczmy przez a prawq strone réwnodci z punktu 1. Z definicji

kresu dolnego
VAl o

Ne n>m
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Po obustronnym spierwiastkowaniu nierdwnosci pierwiastkiem stopnia n —m 4 obliczeniu gdrnej granicy
podwdjnej dostajemy

B (xo) < a+e.
Wobec dowolnosci € .
B (z0) < a.
Pokazemy teraz nierdwnosc przeciwng. Z punktu 2 twierdzenia 53 mamy

|z (n, z0) | ) —p
€/>\O>{m,nét>k‘o (|1’ (m,l'o)H < ﬁ (CL'O) te

N () < (e

m,n—m>ko

Czyli

Poniewaz wspdtczynniki ukladu (2.1) sq ograniczone to istnieje stata N taka, ze

A (IIx(n,xo)l) <N (7" (%HE)"—’"

N Nl (m, )]

co oznacza, ze

B (@o)+eedp:\/ N llzmzo)ll < Npp™™ |l (m,zo0)| y .

Ny, n>m

wiec
Wobec dowolnosci e

co konczy dowdd punktu pierwszego.
Natychmiastowq konsekwencjq ograniczonosci ciggu (A (n)), oy jest réwnosc z punktu 2.
7 réwnosci z punktu 2 liczba B (xq) jest kresem dolnym tych liczb p, dla ktérych przy wszystkich
0 < m <n zachodzi nieréuwnosé
[ (n, zo)|

< N n—1m
|z (myzo)]] = °7

z pewng statq N, zalezng tylko od p 1 warunku poczatku xo. ®

Istotna cecha, ktéra odréznia wykladniki Bohla od wyktadnikéw Lapunowa jest to, ze moze byt ich
wiecej niz wymiar s przestrzeni warunkéw poczatkowych. Podamy teraz twierdzenia pokazujace, ze dla
ukladu diagonalnego liczba gérnych wykladnikéw Bohla moze byé¢ co najwyzej 2° — 1 1 ze kazda liczba
mniejsza od 2° — 1 moze by¢ liczba gérnych wykladnikéw Bohla ukladu diagonalnego. Dla uktadu ciaglego
twierdzenia takie byly pokazane w pracy [156].

Twierdzenie 58 Ponizszy uklad
z(n+1)=diaglas (n),...,as (n)]z(n) (5.19)
ma co najwyzej 2° — 1 réinych gornych wykladnikéw Bohla.

Dowdd Dowolne rozwigzanie uktadu (5.19) moina przedstawié w nastepujacy sposéb

z(n) = [crzy (n),. .., cszs (n)]”, (5.20)
gdzie
n—1
zp(n) =g H ap (j), dlan>1, (5.21)
j=0
Tp (0) = 17

gdzie p € {1,...,s}, g, € {0,1} oraz ¢, # 0. Wowczas xo = [c1, ... ,cS]T. Nastepnie kazdemu ciggowsi
(e1,...,e5) € {0,1}° przyporzqdkujmy zgodnie z réwnaniami (5.20) i (5.21) klas¢ X.,. ., rozwiqzah
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réwnania (5.19), w ktorych stale ¢, przyjmuja dowolne wartosci réine od 0. Dowolne dwie klasy réznigce
sie wartosciami chociazby jednego indeksu €, sq roztgczne. Liczba wszystkich takich klas X, ., réwna sig
2. PoniewaZ rozpatrujemy tylko nietrywialne rozwigzania, dla ktérych 22:1 ep > 1, to liczba roztgcznych
klas wynosi 2° — 1.

Udowodnimy teraz, e dowolne dwa rozwigzania (V) (n), =(? (n), ktére nalezq do tej samej klasy
Xe, .. e, majq jednakowe gorne wyktadniki Bohla. Z tego bedzie wynikat prawdziwosc twierdzenia.

Niech

. . T
20 ) = [e (), Dz )] =12,

Pokazemy teraz, ze prawdziwa jest ponizsza nieréwnodé

B" (SEé”) <3 <x(()2)> , gdzie o) = { (i) _.7Cgi)}T

Rzeczywiscie,
BL <x(1)> = limsu Hx(l H
o) TR Jle® (m H -
psup (L2220 2 (mzo)]| [0 (2] \ 7T
n—m—co \ ||z (m, z0)]|| [|#2 (n,0)]| [|#® (m, z0)|| -
lim sup 7||x ® (n xo)H M, M- 7 :EL <x(2)>
n—m-—oo HSC(2 ,1’0)” 1 0 ’
gdzie
s 2n71 2
[eD @) = { Yoe [47] TTan )
p=1 7=0
dla 1 =1,2 oraz
2 p—
||x(1 n,xO)H - 22:1 €p [Cél)} H;L—(} a2 (4) -
2 s ER—— -
I o) >t Ep [cz(,z) HJ_(} az (j)
2
maxy (Cz(al)) Z; 1€p H; “o a3 (4) maxp)cz(,l)‘
. 2 s B (2)
min,, (01(72)) S e HJ 0 a2 (j) mlnp)cp ‘
S 2 m— -
o mao)] _ | Spere [o87] TGS 30) _
@) B s 2 om -
|z (m, o) | DM {61(71):| I~ 01 a2 (4)
max, (c;@)z > o1 Ep Hmfl 2(j) max, )cp )‘ Y
= 5.

. 1 s (1)
min,, (cl(,)) > o= 6n 120 ap( /) rmnp)cp ‘

W analogiczny sposéb mozna pokazat prawdziwosé nierdwnosci
—L 2 —=L 1
# () <7 ()
co konczy dowdd. m

Twierdzenie 58 podaje liczbe 2% — 1 jako gérne oszacowanie dla liczby réznych gérnych wykladnikéw
Bohla. Jednakze, powstaje pytanie czy jest ona osiggalna? Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca.
Ponizej pokazemy nawet wiecej. Mianowicie, ze dla kazdej liczby ¢ < 2° — 1 istnieje uklad diagonalny,
ktéry ma dokladnie g gérnych wyktadnikéw Bohla. Aby przedstawi¢ stosowny przyklad wprowadzmy
najpierw kilka pomocniczych oznaczen.

Niech dane beda:
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e cigg liczb naturalnych (T% ),y taki, ze Tp — oo oraz Ty = T1 = 0, T41 — Tx — oo dla k — oo.
Podzielmy pétprosta ¢ > 0 na odcinki

Sk = [Tk, Tiy1] s

e liczba naturalna z > 1.

e nieskonczone podzbiory
Q={w(k,1):kel2..}, 1=1,2,...,z
zbioru liczb naturalnych N takie, ze

QNQ;=0, gdy i#j

oraz B
UQi=N
i=1
Dla dowolnego niezerowego rozwiazania x (n, zo) uktadu (2.1) il € {1,2,..., 2} oznaczmy
1
L . [z (n, zo) | \ ™
Bi (zo) = lim sup (* . (5.22)
: [l (m, o)

n—m—oo
n,me Sw(k,l)

Zauwazmy, ze granice gérna w réwnosci (5.22) nie bierzemy po wszystkich n, m, takich ze n—m — oo,
lecz tylko tych, ktére nalezg do tego samego odcinka S,y dla k € 1,2,.. ..

Lemat 59 Prawdziwa jest réwnosé

—L
o) = max x
B (z0) ze{1,2,,,.,z}’Bl (o)
Dowéd Niech (ng),cy @ (Mi),ey takie, ze ng,myp — oo bedg monotonicznie rosngcymi ciggami liczb
naturalnych takimi, e ny — 0o, ng —my — 00 przy k — 00 @

B" (20) = lim (M) e (5.23)

koo \ [l (m, zo)|

Niech prawdziwe bedg rowniez nastepujgce zwigzki my, € Sy, , ni. € Sy, (jezeli my, lub ny pokrywa si¢ z
jednym z koncow odcinka, to wy, wybieramy tak by byt lewym koncem przedzialu natomiast Ay, prawym).
Jezeli

limsup (T, 41 — mx) = 00 (5.24)
k—o0
1
limsup (ng, — Th,,) = o0, (5.25)
k—o0

to przygmijmy za ciqgi (ng) ey » (M) ey ich podciqgi realizujgce gorne granice w réwnosciach (5.24) i
(5.25). Jezeli natomiast nie zachodzi réwnosé (5.24) to zdefiniujmy

my = TMH.
Analogicznie, w przypadku nie spetnienia réwnosci (5.25)
ng =Tx,.
Witedy wielkosé granicy w (5.23) nie zmieni sie i bedq spelnione warunki

Tﬂk+1 — Mg kH 0

—00

ng *T)\k k—> (o.¢]

—00
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co wynika ze zdefiniowania ciggu (Tk),cy-

Zbudugmy ciqgi (n},)cn » (ME) ey realizujgee granicg w (5.23) takie, ze ny, —my — oo przy k — oo
dla k =1,2,... oraz punkty ny,, mj, € S¢, dla pewnego &, = 1,2,... w nastepujgcy sposdb.

Jezeli ng, my, € S, dla pewnego &, € N to zdefiniujmy

my = mg

oraz
ny = ng.

Jezeli nyg, i my nie nalezq do tego samego odcinka S; dla zadnego | € N to miedzy ny i my lezy pewna
liczba elementow ciggu (Ty),cy, ktorg bedziemy oznaczat py. Rozpatrzmy tamang Ly zlozong z py + 2
odcinkow:

Ao = (mi, In ||z (my)]])
Av= Ty [l (T 1))
Ay = (Tyv2, In [ (T 12) )
Ap, = Ty, [z (Ta 1)
Apy1 = (g, In |z (n)]) -
Jest jasnym, ze znajdzie sie taki odcinek
Ay Aiyyy, i €{0,... ok},
ze tangens kgta nachylenia do osi ot nie jest mniejszy niz tangens kgta nachylenia do osi ot odcinka
AoAp,11-

Niech mj, i nj, oznaczajg odpowiednio rzuty punktow A;, i Ai,+1 na o5 ot. Ze sposobu konstrukcji tamanej
Ly, punkty ny,, mj, € Sg, przy pewnym &, = 1,2,... inj —mj — oo przy k — oo.

Nietrudno pokazaé, ze jezeli podstawimy zbudowane w ten sposéb ciagi (ny),cy » (Mg)pen W réwnodci
(5.28) to wielkos¢ granicy nie zmieni sie. Z kolei, z powodu skoficzonosci z znajdziemy dla tych ciggdw
podciqgi (n;*.k)keN , (m:k)keN takie, ze my_,m;, € Snk, gdzie n, € Q dla wszystkich k = 1,2,... 4

Tk
pewnego | € {1,...,2} co konczy dowdd lematu. m

Twierdzenie 60 Dla dowolnego naturalnego s i
q<2°—1

istnieje uklad (5.19) z ograniczonymi wspdlezynnikami magjgcy dokladnie q réznych gérnych wyktadnikéw
Bohla.

Dowdd Dla s =1 teza twierdzenia jest oczywista. Zaldzmy dalej, ze s > 1.
Dowdd przeprowadzimy w dwdch przypadkach.

1. Udowodniymy na poczatek twierdzenie dla przypadku
g=2°—-1.

Oznaczmy przez A zbior wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {1,2,...,s}. Ilosé elementow
zbioru A wynosi 2° — 1. Niech

p:A—{1,...,2° -1}

bedzie taka bijekcjg, ze dla dowolnych P,Q € A z warunku, 2e P C Q wynika, Ze
¢ (P)<e(@Q)-
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51 S2 S3 Sy S5 Se S7

Rysunek 5.5: Przedzialy gk = ﬁk,TkH).

Taka bijekcja zawsze istnieje. Sposdb jej konstrukcji dla s = 3 zaprezentowano ponizej

e ({1})
p({2}) =
©({3})
¢ ({1,2})
e({1,3}) =
¢ ({2,3})
p({1,2,3}) =

|
EN e NS B N U N

Rozwazmy dazgcy do nieskonczonosci ciag liczb naturalnych (Tk) keN taki, ze
T, =0,

Top — Top—1 = Tont1 — Lok

Tr41— Tk — 00
przy k — oo. Oznaczmy

Sk = [Tr, Tr11]
oraz _

Sk = [Tk, Tr+1)
(patrz rysunek 5.5).

Ustalmy rowniez zbior liczb rzeczywistych
A=Aa;:i=1,...,2° -1}
taki, ze
a; < Ojqq

przy j =1,...,2°—=2. Okreslmy teraz wspotczynniki a, (n), p=1,2,...,s ukladu (5.19) na kazdym
odcinku _ _
Sop—1 U Sop,

wedlug nastepujacej zasady. Dlal =1,...,2° — 2 niech
k=1(mod2° —2)

(tj. 2’§:l2 jest liczbg, caik:owitq). Zdefiniujmy wéwczas

g2 -1 jezeli pg=t(l) i ne gzk-—l U Sak
ap(n) =< e jezeli p€ o t(l) i n€ Sop_1 ; (5.26)
e2@2 -1 jeseli pep t(l) i n€E S
co konczy konstruowanie ukladu.

Pokazemy, ze zbior gérnych wyktadnikéw Bohla rozwigzan skonstruowanego w ten sposéb uktadu
zawiera doktadnie 2° —1 réznych elementow. Aby to wykazaté wystarczy pokazat, ze gérny wyktadnik
Bohla dowolnego rozwigzania ze zbioru

n—1
Q={z(nz0):[z1(n),...,zs ()], zi(n) =& H a; ()
=0
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i=1,2,...,s, & €{0,1}, Zaﬁéo}
=1

Jjest rowny o,y , gdzie L jest zbiorem tych indeksow @ = 1,2,...,

stawieniu
n—1
n) :EiHai(j),
j=0

1=1,2,...,
W tym celu bedziemy positkowac sie lematem 59 dla

s rozwigzania x (n, xo).

z=2° -1,

zbiorami

O ={wk)=2[2"-2) (k-1 +1]:k=1,2,.},

Qo1 ={w(k,2°-1)=2k—-1:k=1,2,..

Rozwazmy teraz dwa przypadki:

shil=

i przedziatami S,.

e Niech L #{1,2,...,

i (T2k—1) )=¢e

BT

dla wszystkich i € L, k = 1,2,....

ags 1121

(5.27)

s, dla ktérych €; = 1 w przed-

I=1,...
-}

28— 2

©(L). Zgodnie z konstrukcja ukladu

(5.30)

Poniewa? jest dla nas bez znaczenia jakg z norm wek-

torowych wesmiemy przy wyliczeniu BL (wo) wszedzie nizej nasza norma bedzie normg ||-||
(patrz podrozdziat (2.3.2)). Na odcinkach S,y zgodnie z réwnosciami (5.26) i (5.30)

|z (n, 20)|o, = g2 —1Tw(eny H(n—Tugen) )ou

Zatem dla n,m € S,y mamy

HZL‘ (n,il?())”m _ e(nfm)al

[ (m, zo) ||
Z‘ f—

By (xo) = e
pontewaz roznica .
Tootke)+1 — Tw(r) L 0O

Jezelin,m € S, , k= 1,2,...
mamy
||CL'(T7,,CL'0)HOO <e(n7m)a25,l
& (m, o)l ~
oraz
2L Qs _q
Bos_1 (z0) = € .

Zatozmy teraz, el # ¢ (L). Wtedy mamy dwie mozliwosci.

(a) LC o t(l)i
BZL (;50) = M > e%e(L)

z powodu sposobu w jaki byta zadana bijekcja ¢ i zbidor A;

to dla dowolnego rozwigzania x (n,xo) € Q na mocy (5.26)

(b) istnieje taki indeks j € L, 2e j & o~ (1) i 2godnie z (5.26) i (5.30)

[ (r, o) oo = €"*>*
dlan € Sy, k=1,2,.... Wynika stqd, ze
BlL (:L‘O) > eaw(L)

dlal# @ (L) i
EL (zg) = e,
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e Niech L =1{1,2,..

znajdzie sie taki indeks j =1,2,..

dlan € Sy (k)  dlatego

Jak juz byto udowodnione

A zatem
Poniewaz

to

W przypadku

tuierdzenie jest udowodnione.

2. Rozpatrzmy teraz sytuacje

Zdefiniujmy

gdzie a; < ojyq dla j = 2° —q,...

°

analogicznie jok w przypadku g = 2% — 1.

., 8}. Zgodnie ze sposobem konstrukcji uktadu dla dowolnegol =1,...,2°—2
s, ze
7; (n) = enex

BZL (zg) = e*>°-1.

L
Bos_1 (T0) = €71,

B (xg) = e*>°~1.

@({1727"-78}):25_17
BL (;50) = % (L) |
qg=2°-1
qg<2°—1.

Q] = Qg = ... = 02s_g,

,2% — 2 jako elementy zbioru A. Dalszy dowdd przebiega

Otwartym pytaniem pozostaje jak wyglada w ogélnym przypadku zbiér

{BL (o) 1 g € Ri} .

Na chwile obecng nie jesteémy w stanie w peli na to pytanie odpowiedzie¢. Mamy jednak twierdzenie
61 w sformutowaniu ktérego postuzymy sie nastepujacym oznaczeniem

[BL > q} = {sco e R :BL (z9) > q}.

Ponadto przypomnijmy, ze podzbidr przestrzeni topologicznej nazywamy zbiorem typu Gy, gdy jest on
przekrojem przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych [107], [162].

Twierdzenie 61 Funkcja BL : R — R spelnia nastepujace warunki:

1. jest ograniczona;

. . . X . . ., 5L
2. dla dowolnego niezerowego rzeczywistego r i dowolnego xo € RS spelniona jest réwnosé 5 (xg) =

L

B (rzo);

3. przy kazdym rzeczywistym q zbidr [BL > q} jest zbiorem typu Gs.

Dowéd Udowodnijmy najpierw warunek 1
Mamy

1 1

L . |x<n,xo>|)"m . ( 1A (n,0) 2| )"m
B (zg) = limsup (— = limsup | ————— =
(w0) = lmsup { {1z (o z0)| Hmsup {14 (m. 0),wo]
. A (n,m) A (m, 0) x| ) L (HA(n,m)n A (m,0) $0||> =
limsu < limsu <
msup ( A (m,0), zo| = A (m, 0, zo] -
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limsup (a"~ ™)™ =a,
n—m—oo
gdzie

a=sup [|[A(n)]|.
neN

—L
Czyli B jest ograniczona.
Przejdzmy teraz do dowodu punktu 2. Dla dowolnego niezerowego rzeczywistego r i dowolnego xo € RS

mamy
3 (ras) = Timsup (M) " _ Jmsup (Ix(nixt)))”l) 5 (a0)

n—m-—oo HZL‘ (m7’r$0)H n—m-—oo ||£17 (m, X0

co konczy dowdd warunku 2.
Pozostaje udowodnié, ze spetniony jest warunek 3. Dla dowolnego zadanego rzeczywistego q i kazdych
ustalonych naturalnych k, m (m > k) il rozpatrzmy zbior

@ _ o (llzmz)|\7F 1
AT (k,m) = {a:o eRy: (7|x(k:;xo)| >a=7 ¢

Dla ustalonych k i m w konsekwencyji ciggtosci funkcji

o i) e
HCD -

2bior Al(q) (k,m) jest otwarty. Udowodnimy, ze

[BL > q] =N NUU ALk k+p). (5.31)

leNteNp=t keN

Niech B9 oznacza zbior okreslony prawa czescig réwnoéci (5.81). Dla katdego | € N znajdzie sie taki

podwdjny cigg liczb naturalnych ((kl , M l)>>i€N, ze mgl) — kl(l) — 00 dla i — oo oraz

H ( m; 7@))” mg”l,kgl)
FEl

dla ¢ € [BL > q} 1 wszystkich i € N. W konsekwencyji

xo € Al(q) <k§l),m§l)>

1
>q—7

dla kazdego i € N 1 dlatego
zo€ | J A (kk+p)

p=t keN

dla kazdego t € N. Dodatkowo, poniewaz m( ) k(l) — 00 dla i — oo, wiec xy € B,
Niech teraz zo € BYW. Oznacza to, e dla kazdego l € N znajdg sie takie ciggi liczb naturalnych

<k§l)> 1 (pE”) , gdzie pgl) — 00 dla it — oo, Ze
leN i€N
zo € A (k0 KD +p7)

dla dowolnego i € N. W konsekwencji xg € [BL > q} co kofezy dowdd réwnosci (5.31) i w konsekwencji
dowdd punktu 8 twierdzenia. M

W pracy [12] udowodniono, ze powyzsze warunki sg réwniez wystarczajace dla funkcji EL aby byta
funkcja gérnego wyktadnika Bohla dla pewnego ukladu cigglego. Natomiast dla uktadéw dyskretnych
pytanie o konieczno$¢ warunkéw pozostaje otwartym.
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5.3.2 Dolny wykladnik Bohla

Jak wiadomo definicje wykladnika Perrona otrzymujemy z definicji wykladnika Lapunowa przez zastapi-
enie goérnej granicy dolng co prowadzi do znaczaco innych wlasnoSci. W tym podrozdziale zobaczymy,
ze zastepujac w definicji gérnego wykladnika Bohla granica dolng otrzymamy tzw. dolny wykladnik
Bohla o wlasno§ci w pelni analogicznych do gérnego wykladnika Bohla. Wigkszo$¢ rozumowan w tym
podrozdziale bedzie analogiczna do rozwazan z podrozdzialu o gérnym wykladniku Bohla.

Do zdefiniowania pojecia dolnego wykladnika Bohla postuzy nam dolna podwdjna granica ciagu
(a(n,m)),, men> ktora zdefiniowana jest w sposéb nastepujacy

Definicja 62 [221]. Niech (a (n,m))
n € N zdefiniujmy

nymeN bedzie ciggiem podwdjnym liczb rzeczywistych. Dla kazdego

b(n) =inf{a (k1) : k1 >n}.
Dolna granica podwdina
liminf a (n,m)

ciggu (a (n,m)), ..oy Jjest zdefiniowana w nastepujgcy sposcb:

1. Jezeli b(n) = —oco dla kadego m, to liminf a (n,m) = —oc.

2. Jezeli b(n) > —oo dla pewnego n, to liminf a (n,m) =sup{b(n):n € N}.

m, n— oo
Dolna granica podwdjna ma wlasnosci zawarte w nastepujacym twierdzeniu [221].

Twierdzenie 63 Dla dowolnego ciggu (a(n,m)) liczb rzeczywistych mamy:

n,meN
1. dolna granica podwdjna ciggu (a(n,m)),, .oy jest najmniejszq z jego granic cze¢éciowych;

2. réwnosé

liminfa(n,m) =c
m,n— oo

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy ponizsze dwa warunk: sq jednoczesnie spetnione:

o dla wszystkich € > 0 istnieje P takie, ze dla wszystkich par (n,m) takich, e m,n > P mamy
a(n,m) >c—eg;

o dla wszystkich € > 0 1 wszystkich P’ istniejg m,n > P’ takie, e a(n,m) < c+e¢.

3. liminf [a(n,m) + b(n,m)] > liminf a(n,m)+ liminf b(n,m).

m,n—0o0 m,m— 00 m,n—00

4. Jezeli (a(ng,my)), ey Jest podciaggiem ciggu (a (n,m)),, .oy to

liminfa(ng,m;) > liminf a(n, m).
k,l—o0 m,n— o0

Zdefiniujmy

liminf a(n,m) = liminfa (m + k,m).
m,n—m—oo m,k— o0

Zdefiniujmy teraz dolny wykladnik Bohla.

Definicja 64 Dia x¢ € RS dolny wykladnik Bohla 5" (x0) ukladu (2.1) jest zdefiniowany jako

B¥(zo) = liminf (M) e |

- m, n—m—00 ||x(m, SC())”

Zgodnie z sugestig autoréw pracy [89], ze dolny wykladnik Bohla mozna dla uktadéw ciagtych opisaé w
pewien alternatywny sposéb, ponizsze twierdzenie zawiera szereg alternatywnych opiséw dolnego wyklad-
nika Bohla dla uktadéw dyskretnych.

Twierdzenie 65 Dla dowolnego xy € RS zachodzaq ponizsze réwnosci:
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1. g5 (o) =sup$ p: \/ N\ Nl (n,20)ll = Nop™ = || (m,zo)]| o,

Ny, n>m
1

2. B (x0) = liminf <M>m7

— n—m-—oo HlK(m,GL‘o)H

3. " (xo) = lim inf {inf (%)]

n—oo | meN

Dowdéd Ustalmy xg € RS i e > 0 oraz oznaczmy przez o prawg strone réwnosci z punktu 1. Z definicji

kresu gdrnego
x(n,x _
VA J (n, 20|l ZM(afg)n m
N, n>m ’I’)’l CL'()

Po obustronnym spierwiastkowaniu nierdwnosci pierwiastkiem stopnia n —m 1 obliczeniu dolnej granicy
podwdjnej dostajemy
éL (xo) >a—e.

Wobec dowolnosci e
éL (z9) > .

Pokazemy teraz nierdwnosé przeciwng. Z punktu 2 twierdzenia 63 mamy

AV A ()™ > e

e>0 kg m,n—m>kog

czyli
x n,x n—m

AV A () > @ a-9) ™"
e>0 kg m,n—m>kgo Y

Poniewaz wspdtczynniki ukladu (2.1) sq ograniczone to istnieje stata N taka, ze

n—m
A ( |z (n, 20)|| ) SN (ﬁL (o) 7€>
I\ lwtmzo)

co oznacza, ze

BE(xo) —ee {p:\/ N\ llz(nzo)| = Npp® ™ ||z (m,z0)|l 7 .

Ny, n>m

wiec
Wobec dowolnosci

co konczy dowdd punktu 1.
Natychmiastowq konsekwencjq ograniczonosci ciggu (A (n)), oy jest réwnosc z punktu 2.
Z réwnosci z punktu 2 liczba EL (x0) jest kresem gornym tych liczb p, dla ktérych przy wszystkich
0 < m <n zachodzi nieréwnosé
Nl (n, o) |

>Nyp
[l (m, o)

z pewng statq N, zalezng tylko od p i warunku poczatku xo co konczy dowdd punktu 5.

Dolne wykladnik Bohla ma podobnag wiasno$¢ jak gérne wykladnik Bohla, ktére odrézniaja je od
wykladnikéw Lapunowa, a mianowicie, ze moze by¢ ich wiecej niz wymiar s przestrzeni warunkow
poczatkowych. Analogicznie do twierdzenia 58 przedstawiamy ponizej twierdzenie pokazujace, ze dla
ukladu diagonalnego liczba dolnych wykladnikéw Bohla moze by¢ co najwyzej 2° — 1. Przypadek uktadu
ciaglego jest rozpatrywany w pracy [156].

Twierdzenie 66 Ukiad okreslony nastepujgcym réwnaniem
z(n+1)=diag[ai (n),...,as (n)]z(n) (5.32)

ma co najwyzej 2° — 1 réznych dolnych wyktadnikéw Bohla.
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Dowdéd Przyjmijmy oznaczenia z dowodu twierdzenia 58.

Udowodnimy, e dowolne dwa rozwigzania £V (n), ) (n), ktére nalezq do tej samej klasy X, ..

maja jednakowe dolne wyktadniki Bohla. Z tego bedzie wynikaé¢ prawdziwose twierdzenia
Niech

, , T
W (n) = [c(ll)xl (n),..., 0z, (n)] , i=1,2.

Pokazemy teraz, ze prawdziwa jest ponizsza nieréwnodé

éL (xél)) < EL (xff)) , gdzie xéi) = [cgi)7 . ,C(i)} T

S

Rzeczywiscie,
LM _ [z (n,z0) | \ "
B <x0 ) nllrglgl(f()(Hx @ (m, o)
it (12 oz o (mzo)] [ ()| \ ™
AR (me (m.zo)|[ [£® (mzo)]| oD (mozo)]] ) =
i, (L2020l 1101) ™ e o)
Nn—m-—oo Hx(Z 7:L,O)H 14V12 - M 0 )
gdzie
s n—1 %
ool - (S 6T oo
p=1 7=0
dla 1 =1,2 oraz
2 p—
||x(1 n,xo)H 22:1 €p [Cél)} H;L—(} a}% (7) -
(2 S 2 n -
H:c n,xo)H Zp:l e [Cz()z)} Hg ola;% ()
maxy (Cél)> Zp 1€pH_] —o ap (7) maxp)c,(,)‘ v
2) 1,
miny, (01(72)) Zp 15PHJ o 4 ( mlnp)cp ‘
2
|22 (m,z0)|| > p—16p [01(72)} [T/ a2 ()
(1) s 2 m— N
l® tmezoll =y e e [0] T 2 ()

D\ 2 s m—1 , 2
maXxp <Cz() )> szl Ep Hj:o a% (j) max, ‘Cz(? )) M
e = 2.

. 2 s m— . 3 (1)
it <Cz(11)> 2_p=16p Hj:ol ag(j) ~ minp ‘Cp ’

W analogiczny sposéb mozna pokazat prawdziwosé nierdwnosci
SL 2 =L 1
() <7 ()

Podobnie do twierdzenia 58 twierdzenie 66 podaje liczbe 2° — 1 jako gérne oszacowanie dla liczby
réznych dolnych wykltadnikéw Bohla. Okazuje sie, ze jest ona osiagalna. Pokazemy ponizej na przyktadzie

ze dla kazdej liczby ¢ < 2° — 1 istnieje uklad diagonalny, ktéry ma dokladnie g dolnych wyktadnikéw
Bohla. Wprowadzmy najpierw kilka pomocniczych oznaczen.
Niech dane beda:

e ciag liczb naturalnych (T%),cy taki, ze Ty — oo oraz To = T1 = 0, Tjy1 — Tk — oo dla k — oo.
Podzielmy pélprosta ¢ > 0 na odcinki

Sk = [Tk, Tiet1] 5
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e liczba naturalna z > 1;

e nieskonczone podzbiory
Qr={w(kl):kel2...}, [=1,2,...,z
zbioru liczb naturalnych N takie, ze

QNQ;=0, gy i#j

oraz B
UQi=N
i=1
Dla dowolnego niezerowego rozwigzania x (n, zo) uktadu (2.1) il € {1,2,..., 2} oznaczmy
| (m, o) \ 7
. z (n,zo n—m
BY (z0) = lim inf (*) . (5.33)
- n—1m — 0o [ (m, o)

n,me Sw(k,l)

Zauwazmy, ze granice gérng w réwnosci (5.33) nie bierzemy po wszystkich n,m, ze n —m — oo, lecz
tylko takich, ktére naleza do tego samego odcinka S,y dla k € 1,2,.. ..

Lemat 67 Prawdziwa jest réwnosé

EL (zo) = in g (x0)

= m
1€{1,2,...,23

Dowdéd Niech (ng),cy @ (M) ey takie, ze ng,my — oo bedg monotonicznie rosnqgcymi ciggami liczb
naturalnych takimi, e ny — 0o, ng —mg — o0 przy k — 00 @

EL (xo) — k]i)m ( HLU (nk7$0)H ) TR ) (534)

oo \ [|2 (mi, o) |

Rowniez niech bedg prawdziwe nastepujgce zwigzki my, € Sy, , nx € Sy, (jezeli my lub ny pokrywa si¢ z
jednym z kofcow odcinka to py, wybieramy tak by byl lewym kohcem przedziatu natomiast A prawym).
Jezeli

limsup (T, 41 — mx) = 00 (5.35)
k—o0
1
limsup (ng, — Th,) = oo, (5.36)
k—o0

to przyjmijmy za ciqgi (ng) ey » (M) zen ich podciqgi realizujgce gérne granice w réwnosciach (5.35) i
(5.86). Jezeli natomiast nie zachodzi réwnosé (5.35), to zdefiniujmy

my = TMH.
Analogicznie, w przypadku nie spelnienia réwnosci (5.36)
ng =T, .
Wtedy wielkosé granicy w (5.34) nie zmieni sie i bedq spelnione warunki

Tﬂk+1 — Mg kH 0

—00

ng *T)\k k—> o.¢]

—00

co wynika ze zdefiniowania ciggu (T),cy-
Zbudugmy ciqgi (n},)cn » (ME) ey realizujaee granice w (5.34) takie, ze ny, —my — oo przy k — oo
dla k =1,2,... oraz punkty ny,, mj, € S¢, dla pewnego &, = 1,2,... w nastepujgcy sposdb.

74



Jezeli ng, my € S, dla pewnego &, € N to zdefiniujmy

oraz

Jezeli ny, i my nie nalezq do tego samego odcinka S; dla zadnego | € N, to miedzy ny, i my lezy pewna
liczba elementow ciggu (Ty),cn, ktorg bedziemy oznaczat py. Rozpatrzmy tamang Ly zlozong z py + 2
odcinkow:

Ag = (mu, Inlz (mg)]]),

Al = (Tpk+171n Hll' (Tl‘k+1)|
A2 = (Tpk+271n Hll' (Tl‘k+2)|

)
)

Ape = (D, [z (Th)) 5
Apr = (g, In [l (ng)]]) -

Jest jasnym, ze znajdzie sie taki odcinek
A Ai s i €40, ),
ze tangens kgta nachylenia do osi ot nie jest wiekszy niz tangens kqta nachylenia do osi ot odcinka
AoAp,+1-

Niech mj, inj, oznaczajg odpowiednio rzuty punktow A;, @ As;y, 41 na 0é ot. Ze sposobu zbudowania tamanej
Ly punkty ny,, my € Se, przy pewnym & = 1,2,... in; —mj — oo przy k — oo.

Nietrudno pokazaé, ze jezeli podstawimy zbudowane w ten sposéb ciagi (n}), ey » (Mg) ey W réwnodci
(5.84), to wielko§¢ granicy nie zmieni sie. Z kolei, z powodu skoficzonosci z znajdziemy dla tych ciggow

podciqgi (nT’k)keN , (m:ik)keN takie, ze ny ,mr € Snk, gdzie m;, € Q dla wszystkich k = 1,2,... i

TR T

pewnegol € {1,...,z}. m
Twierdzenie 68 Dla dowolnego naturalnego s @
q<2°—1

istnieje uklad (5.32) z ograniczonymi wspdtczynnikami majgcy doktadnie q réznych dolnych wyktadnikéw
Bohla.

Dowéd Dia s =1 teza twierdzenia jest oczywista. Zaldozmy dalej, ze s > 1.
Dowdd przeprowadzimy w dwdch przypadkach.

1. Udowodnijmy na poczatek twierdzenie dla przypadku
qg=2°—-1.

Oznaczmy przez N 2bidr wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {1,2,...,s}. Ilosé elementow
zbioru A wynosi 2° — 1. Niech

p:A—{1,...,2° -1}
bedzie takq bijekcjq, ze dla dowolnych P,Q € A z warunku, e P C Q wynika, e

p(P) <¢(Q).

Taka bijekcja zawsze istnieje. Sposdb jej konstrukcji dla s = 3 zaprezentowano ponizej

e({1h) =
e({2}) =
p({3}) =
¢ ({1,2})
p({1,3}) =
¢ ({2,3})
©({1,2,3}) =

~N O Ok W N

(0]
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Rysunek 5.6: Przedzialy gk = ﬁk,TkH).

Rozwazmy dgzgcy do nieskonczonosci ciag liczb naturalnych (Tk) ke taki, ze
Tl = 07

TZk - TZk‘—l = TZk‘-i-l - TZk‘

Tk+1 —Tk. — 0

przy k — oo. Oznaczmy _ _
Sk = [Tk, Trs1]

oraz ~ _
Sk = [Tk, Tk+1)
(patrz rysunek 5.6).

Ustalmy rowniez zbior liczb rzeczywistych
A=Aa;:i=1,...,2° -1}
taki, ze
a; < oj41

przy j =1,...,2%=2. Okreslmy teraz wspotczynniki ap, (), p=1,2,..., s ukladu (5.32) na kazdym
odcinku _ _
Sok—1 U Say

wedtug nastepujgcej zasady. Dlal=1,...,2% — 2 niech
k=1(mod2° —2)

(tj. 2’§:l2 jest liczbg, caik:owitq). Zdefiniujmy wéwczas

e¥2s -1 jezeli pd o t(l) i ne Sgk,l U Sap,
ap(n) =4 e jezeli p€ o t(l) i n€ Sy , (5.37)
e?@2 =1 geseli pep t(l) i n€E Sy

co konczy konstruowanie uktadu.

Pokazemy, ze zbidr dolnych wykladnikéw Bohla rozwigzan skonstruowanego w ten sposéb uktadu
zawiera doktadnie 2° —1 réinych elementéw. Aby to wykazaé wystarczy pokazaé, ze dolny wyktadnik
Bohla dowolnego rozwigzania ze zbioru

n—1
Q=1 (n0): [w1(n),....ze ()7, 2 (n) =& [] @i ()
j=0

S
i=1,2,...,s, aie{o,l},Zai;«éo} (5.38)
i=1
Jjest réwny o,y , gdzie L jest zbiorem tych indeksow © = 1,2,...,s, dla ktérych e; = 1 w przed-

stawieniu

zi(n) =¢; 1:[ ai (5)
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1=1,2,..., s rozwigzania x (n, o).

W tym celu bedziemy positkowaé sie lematem 67 dla
z2=2°—1,
zbiorams
Q={wk,)=2[2°-2)(k—-1)+I—-1:k=1,2,...},1=1,...,2° =2 (5.39)
Qo1 ={w(k,2°-1)=2k:k=1,2,...} (5.40)
i przedzialami Sy. Rozwazmy teraz dwa przypadki:

e Niech L #{1,2,...,8} il=¢(L). Zgodnie z konstrukcjq ukladu

Top_1—1 .
zi(Toer) = [ aiG) =emroem (5.41)
j=0
dla wszystkich i € L, k = 1,2,.... PoniewaZ jest dla nas bez znaczenia jakg z norm wek-

torowych wesmiemy przy wyliczeniu ﬁL (wo) wszedzie nizej nasza norma bedzie normg ||-||
(patrz podrozdziat (2.3.2)). Na odcinkach S,y zgodnie z réwnosciami (5.37) i (5.41)

|2 (n, z0) ||Oo = eOéQS71Tw(k,l)+(n—Tw(k,L))al ’

Zatem dla n,m € S,y mamy

Hx(n7$0)”oo — e(nfm)al
[l (m, z0) |
1
ﬁlL (CL‘()) =e",

poniewaz roznica

Totkny+1 — Lot L OO

Jezeli n,m € So , k = 1,2,... to dla dowolnego rozwigzania x (n,xzo) € Q na mocy (5.87)
mamy

||ZL'(7’L,1'())HOO > e(n—m)azs_;

|‘x(m7$0)|‘w N

By, (o) = e
Zatoimy teraz, el # ¢ (L). Wtedy mamy dwie mozliwosci.
(a) LCop™t(l)i

BE (@) = e > e

z powodu sposobu w jaki byta zadana bijekcja ¢ i zbidr A,
(b) istnieje taki indeks j € L, 2e j & o~ (1) i 2godnie z (5.87) i (5.41)
[ (1, 20)[| o = €™ >
dlan € Sy, k=1,2,.... Wynika stqd, ze
ézL (z0) > eV )
dlal# @ (L) i

ﬁL (ggo) — (L) |
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e Niech L ={1,2,...,s}. Zgodnie ze sposobem konstrukcji uktadu dla dowolnegol =1,...,2°—2
znajdzie sie taki indeks j =1,2,...,s, ze

dlan € Sy, @ dlatego
BY (wo) = -1,

Jak juz byto udowodnione

é;71 (CL'O) = Q251
A zatem
B (wo) = e 1.
Poniewaz
v ({1,2,...,8})=2° -1,
to
ﬁL (SUO) — % (L)
W przypadku
qg=2°—-1
twierdzenie udowodnione.
2. Rozpatrzmy teraz sytuacje
qg<2®—1.
Zdefiniujmy
Q] = Qg =...=02s_g,

gdzie a; < ajy1 dla j = 2° —q,...,2° — 2 jako elementy zbioru A. Dalszy dowdd przebiega
analogicznie jok w przypadku g = 2% — 1.

]

Powyzszy autorski wynik zostal opublikowany w pracy [217].

Podobnie jak dla gérnego wykladnika Bohla tak i dla dolnego otwartym pytaniem jest jak wyglada w
ogllnym przypadku zbiér

{gL (o) : o eR:;}.

Na chwile obecng nie jestedmy w stanie w pelni na to pytanie odpowiedzie¢c. Mamy jednak twierdzenie
69 w sformulowaniu ktérego postuzymy postuzymy sie nastepujagcym oznaczeniem

[ﬁL > q} = {sco e RS :QL (z9) > q}.

Ponadto przypomnijmy, ze podzbiér przestrzeni topologicznej nazywamy zbiorem typu F,, gdy jest on
sumg przeliczalnej rodziny zbioréw domknietych [107], [162].

Twierdzenie 69 Funkcja EL : RS — R spelnia nastepujace warunki:

1. jest ograniczona;

2. dla dowolnego niezerowego rzeczywistego r i dowolnego xo € RS spelniona jest réwnosé ﬁL (xo) =

ﬁL (’I‘CL‘());

8. przy kazdym rzeczywistym q zbidr [QL > q} jest zbiorem typu F,.

Dowéd Udowodnijmy najpierw warunek 1

Mamy
o [l (n, o) \ ™ _ o [ A (n,0) zol| \ ™
BL (z0) = liminf (— = liminf [ —F———F— =
- ( ) n—m— o0 HSE(m,I’o)H n—m—0oo ||A(m,0),1’0”
lim inf < liminf <

n—m—oo n—m-—oo

<|A(n,m)A(m,o)xO|>m

(IIA(n,m)II |4 (m, 0) x0||> =
| A (m,0) , o]

A (m,0) , zo|
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1
lim inf (a"_m) o=,
n—m—oo

gdzie

a = sup A (n)]]
neN

Czyli ﬁL jest ograniczona.
Przejdzmy teraz do dowodu punktu 2. Dla dowolnego niezerowego rzeczywistego r i dowolnego xg € RS

mamy
1
— liminf < HSU (nva)“ > e _ BL (xO)
n—m—o0 \ ||z (m, zo)|| -
co konczy dowdd warunku 2.

Pozostaje udowodnié, ze spetniony jest warunek 8. Dla dowolnego zadanego rzeczywistego q i kazdych
ustalonych naturalnych k, m (m > k) il rozpatrzmy zbior

Al(q)(k,m) = {erRi:(HZ( )||) <q+7},

Dla ustalonych k i m w konsekwencji ciggtosci funkcji

n—m-—oo

1
[l (1, rzo )| ) e

[z (m, 7o) |

ﬁL (razo) = liminf (

Jla (s )|
ECD -

2bior Al(q) (k,m) jest domkniety. Udowodnimy, ze
8" >a| = UU NN Ak k+p). (5.42)
leNteNp=t keN

Niech B\ oznacza 2biér okreslony prawq czeécig réwnosci (5.831). Dla kazdego | € N znajdzie si¢ taki

podwdjny cigg liczb naturalnych ((k:Z ), (l)>> W ze mgl) — k:gl) — 00 dlai— oo i
i€

J (rsaa) [\ 7
EE

a To € > q| 1 wszystkich v € N. onsekwencyi xg € Som, a kazdego 1 € N 1 dlatego
dl B* ' kich i € N. W konsekwencji zg € AP (KD, m!") dia kasdego i € N i di

1
SQJFY

o € ﬁ N A (k. k + p)

p=t keN

dla pewnego t € N. Dodatkowo, poniewaz m o k:(l) — 00 dla i — oo, wiec xg € B,
Niech teraz zo € B9, Oznacza to, e dla kazdego l € N znajdg sie takie ciggi liczb naturalnych

<k(l)> i (p(l)> , gdzie p(l) — 00 dla i — o0, Ze xg € Al(q) (k‘(l),k(l) +p<l)> dla dowolnego i € N.
' JleN * JieN ’ vt '

W konsekwencji xo € [éL > q} co konczy dowdd réwnosci (5.42) i w konsekwencji dowdd punktu 3
twierdzenia. M

W pracy [12] udowodniono, ze powyzsze warunki sg réwniez wystarczajace dla funkcji EL aby byta
funkcja dolnego wykladnika Bohla dla pewnego ukladu cigglego. Natomiast dla ukladéw dyskretnych
pytanie o konieczno$¢ warunkéw pozostaje otwartym.

5.3.3 Wykladniki ogdlne

W tym podrozdziale zdefiniujmy cztery wielkoci zwigzane z macierzg tranzycji (poréwnaj z [14] dla
ukladow ciaglych):

e starszy gorszy ogdlny wykladnik (zwany réwniez w literaturze gérnym ogélnym wyktadnikiem)
Q° (A) = limsup H.A(n,m)Hﬁ , (5.43)

n—m—oo
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e starszy dolny ogdlny wykladnik

Qo (A) = liminf [ A(n,m)|™7 (5.44)

n—m—oo
e mlodszy gérny ogdlny wyktadnik

w® (A) = limsup | A(m,n)|7 7 , (5.45)

e mlodszy dolny ogélny wykltadnik (zwany réwniez w literaturze dolnym ogélnym wykladnikiem)

wo (A) = liminf |A(m,n)||77 . (5.46)

n—m-—oo

Symbole Q i w oznaczaja, iz rozpatrujemy odpowiednio ||A(n,m)| i | A(m,n)||"". Ponadto usy-
tuowanie przy wspomnianych symbolach indeksu 0 u géry (dotu) oznacza, ze w definicji mamy granice
gérng (dolng). Tak jak w przypadku wyktadnikéw Bohla, tak i tutaj, mozna pokazaé (patrz twierdzenia
70 i , ze dodanie dodatkowego warunku m — oo nie zmienia wartoéci tych wykladnikéw. Czasami
wyktadniki ogélne sa nazywane wykladnikami singularnymi (zobacz [53], [106], [219]).

Kolejne podrozdzialy beda poswigcone starszemu gérnemu i dolnemu miodszemu ogdélnemu wyklad-
nikowi.

Starszy gérny ogélny wykladnik

Nastepne twierdzenie zawiera osiem alternatywnych formul dla starszego gérnego ogélnego wyktadnika
ukladu (2.1).

Twierdzenie 70 Nastepujgce réwnosci sqg prawdziwe

Q°(4) = Timsup (|4, m)|)" "™ = (5.47)
inf{6>0:3C >0, Vn>m, |[A(n,m)]]<C" ™} = (5.48)
inf {5 >0: limo™’ (sup At + 4, t)|> = 0} (5.49)
J—0o0 teN
1/T
inf T = .
inf (ﬁg JAG + ,k>||> (5.50)
1/T
lim (sup|A(k+T, k)|) = (5.51)
T—o0 \ keN
1/T
inf T KT —T = .52
juf (sup ha(er. 7 7)) ) (5.52)
1/T
F}Iéll; (111{1801? |AKT, kT — T)||) = (5.53)
1/T
Tlim (lim sup ||A(ET, kT — T)|> , (5.54)
o0 k—o0

Dowéd Rownose (5.47) jest natychmiastowq konsekwencjg ograniczonosci (A (n)), cy. Dowdd réwnosci
(5.48) znajduje si¢ w pracy [267]. Natomiast réwnosci (5.49)-(5.51) zostaty udowodnione w [240].
Udowodnimy teraz prawdziwosé (5.52). Ustalmy dowolne naturalne T i oznaczmy

68 = sup |AKKT, KT —T)]| .
keN

Wtedy dla kazdego naturalnegon > m, n = pT+r, m = qT+7' (gdzie p i q sq ilorazami, ar i v’ resztami
z dzielenia odpowiednio n i m przez T') mamy

[A(n, m)|| = [A(pT + r,qT +r')|| <
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o APT, qT)|| = o™ | AT, (p — DT)A((p — DT, (p — 2)T)...A((g + DT, qT)|| <
a2 AW, (p = VD) A = DT, (p = 2)D)| .. | A((g + DT, ¢T)|| <
272 5g(p—q) — 272 56'/—7" s,
Ostatnia nieréwnoc implikuge, e
60€{6>0:3C>0,Vn>m, [[An,m)|<Cs" ™},
Dlatego
1T
0 (4) < (sup | ATk~ 7))
keN

1T
Q°(A) < inf T,kT —T :
()< jat, (suplAGT. kT~ 7)) )

Nierdwnosé przeciwna wynika z réwnosci (5.50).
W analogiczny sposdb jak réwnosé (5.52) mozna udowodnié réwnosé (5.53).
Teraz pokatemy, %e istnieje granica w (5.54). Oznaczmy

Q(T) = limsup ||A(KT, kT — T)||*/"

k—o0

oraz
Q = lim infQ(7)

a = sup [|A(n)] .
neN

Ustalmy € € (0,a). Zgodnie z definicjg QUT) istniejg T1 (€) > 1, T1 (¢) € N oraz k (¢) € N takie, ze
IAKT:, KTy — T)|M™ < QT3 () + ¢
dla wszystkich k > k (). Dla T (€) niech
T5 (e) > T (e),
T () € N bedg takie, ze

AT (e)
T2 (6)

Dla dowolnego T' > T5 (€) i m > k (¢) + 1 zdefiniujmy naturalne k(m) > m poprzez nastepujacy warunek

<e€

E(m)Ty (e) < mT < k(m)Ty (e) + Th (¢) .
Wprowadzone oznaczenie pozwala na oszacowanie
AT, mT —T)| <

k(m)
AT, km)TiENIl [[ IAGT (), kT (e) = KTy ()] A (k(m — )T (e),mT — T)|| <
k=1+k(m—1)

o271 () (AT () + E)Tl(5)(16(7")—k‘(m—l)) < a2 () (QUT) + E)T
dla T > Ts(e) im > 1+ k(). Implikuje ono

limsupQ(T) < a7 (Q + ) < a* (R + &)

T—o00
1 dlatego
lim supQ(T') = li%n infQ(T).

T—o0
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Jest jasnym, ze
[AGT,IT = T)|| < sup A(k + T, k)|
keN

dla kazdego | € N 4 dlatego

1T
Q0 (A) = limsup (sup Ak + T, k)||> >
keN

T—o0

1T
Tlim (hmsup KT, KT — T)|> .

k—oo

Nieréwno§é przeciwna moze byé pokazana w analogiczny sposdb jak w dowodzie (5.52). m
Twierdzenie 71 Uklad (2.1) jest jednostajnie potegowo stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
QY (A) < 1.

Dowéd (=)
Niech X\ i p bedg statymi z definicji 28. Wowczas

N MA@, m) |77 < pm=m

n>m

1 dlatego
Q0 (A) < ),

a pontewaz A < 1, wiec
Q°(A) < 1.

(=)

Wybierzmy X\ € (QO (4), 1). Na mocy punktu 1 twierdzenia 55 istnieje pu > 1 takie, ze
A LAmml
n>m A

Zatem

N MA@ m)[| < e

n>m

co oznacza jednostajng potegowq stabilnosé. M
Rozwazmy ponownie przyktad 27

Przykiad 72 Dla ciggu A (n) z przykltadu 27 mamy

Q0 (A) = limsup (|JA(n,m)|)""™ =1,

m,n—m—oQ

a zatem uktad skalarny (2.1) nie jest JPS.

Milodszy dolny ogdlny wykladnik

Wiasnos$ciom dolnego mlodszego ogdlnego wyktadnika dotychczas poSwiecono bardzo malo miejsca w
literaturze. Ponizsze twierdzenie zawiera osiem alternatywnych formut dla wg (A).

Twierdzenie 73 Nastepujgce réwnosci zachodzg

wo(A) = liminf [|A=L(n,m)||” 7 = (5.55)

sup {5 >0: \/ /\ H./élfl(n,m)H_1 > C’dn_m} = (5.56)
C>0n>m

Jim (gng A~ (k, k- T)H‘?) = (5.57)
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sup (;ilell;; A7 (k, k — T)H%> = (5.58)

TeN ’
sup {gggHA—l (KT, kTT)Hﬂ - (5.59)
sup (hggioréf | A= (KT, kT — T)H_%> - (5.60)
Jim [gngHA—l (KT, kT—T)||%] ~ (5.61)
Jim. <1ikrgi£fu,4—1 (kT,kTT)H%). (5.62)

Dowéd Pierwsza réwnosé jest natychmiastowq konsekwencjg ograniczonosci (A(n)), oy i (A_l(n))neN,
Pokazemy teraz, ze (5.56) jest réwna (5.55). Dla

8o € {5 >0:\/ A M mm) > can-m}

C>0n>m

mamy » ) .
HA (n,m)” > Co

A~ (n,m)H_ﬁ > C7 .

Biorge  liminf  w powyzszej nierdwnosci otrzymujemy
m,n—m—0oo

lim inf HA_l(n,m)H7ﬁ > &

m,n—m—oo -

1 dlatego
lim inf H.A*l(n,m)H_ﬁ > sup {6 >0: \/ /\ HAfl(n,m)H_l > Cén_m} .
e C>0n>m

Ustalmy € > 0. Wtedy z definicji granicy dolnej mamy

VA AT m)| T 2 dimind A ey m)|| T —
ko n—m>kq m, n—m—00

VoA ||A1(n,m)||1>< Jim inf ||A1(n,m)||ﬁ_€) |

m, n—m— oo
ko n—m>ko

Poniewaz (A(n)) _ 1 (A1 (n)) _; 54 ograniczone, wigc

VA A w7 2 (|t 47 77 —e)

C>0n>m

hI’EIHf HAil(n,m)H_ﬁ —€c {6>0 \/ /\ HAil(TL,m)H_l ZC(S"IL—WL}'

c>0n>m

Ostatecznie z powodu dowolnosci € mamy

C>0n>m

lim inf ||A*1(n,m)||_ﬁ <sup {(5 >0: \/ /\ ||A71(n,m)||_l > C’(Snm}

co dowodzi réwnosci pomiedzy (5.55) i (5.56).
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Udowodnimy teraz, ze formuly (5.57) i (5.58) definiujq te samaq wielkosé co (5.56). W tym celu
wprowadimy nastepujgce oznaczenie

/\ ar = int |47} (kb =T "

TeN
Mamy )
-1
apry = inf [|A™ 'k E—(T+0))|| " = — >
I sup A1 (k= (T + V)]
1
1 —T = ar -agy.
sup [[A=H(k, k= T)[ " - sup A= (k, k = U)]|
keN keN

Oznacza to, e cigg (ﬁ)T . spetnia zalozenia lematu Fekete ([108], [147]). Dlatego istnieje
€

- < 1 )
lim | —
T—oo \ aT
1

. ( 1 )T 1
inf | — =
TeN \ ar

1
T
(supaT)
TeN

co kofezy dowdd réwnosci pomiedzy (5.57), (5.58) i (5.56).
Udowodnimy teraz, ze formula (5.59) definiuje te sama wielkosé co (5.58).
Dla ustalonego naturalnego T' nastepujgca nieréwnosé

Sl

ktora jest réwna

inf [|AT" (k,k = T)|| < inf AT (KT, KT = 7))

jest prawdziwa, co implikuje zgodnie z (5.58), %e

. —1 %
sup | fnf LA™ (k. k=T)[| 2w (4) (5.63)

jest réwniez stuszna.
Dla ustalonego T € N oznaczmy

1
sup || A= (T, kT - T)||
keN

0 = jnf A7 (kT kT~ 1) =

Z powykszej rownosct mamy

AYETET -T)| == =65 T .
sup [| A7 ( I =5r =%

Dla dowolnego naturalnego n > m niech n = pT +r, m = qT + r (p i q sq odpowiednimi ilorazami z
dzielenia n i m przez T natomiast r,r odpowiednimi resztami). Mamy wtedy

||A71(n,m)|| = HAfl(pT—H‘, qT—i—T’)H < gt ||A*1(pT, qT)H -

a " AT (g + DT .- AN (p— DT, (p— 2)T)) - A (T, (p — 1)T|| <

T2 AT T (p = D)D) - AT (e = DT, (0 = 2)T)|| - AT (g + VT2 gD <
o272 50_T(p_q) — 272 56Tp+Tq — ¢2T-2 66-—7-’ 5an+m _ 07155(n—m)’ (5.64)
gdzie C~1 = a2T=255""" oraz z faktu, se v i ' sq mniejsze niz T, gdy% sq resztami z dzielenia przez T.

Podnoszgc teraz ponizszq nieréwnosc

A A7 nm)| < c7tog ™

n,meN
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do potegi minus pierwszej otrzymujemy

A A nm)|| 7 > copm.

n,meN

Ostatnia nieréwnosc implikuje

do € {5 >0:\/ A [Atem)| T > can-m} :

C>0n>m
Dlatego 1
inf, AT (RT, KT = T)|| T < wo (A) (5.65)
! 1
b [;iléfN | A=Y (kT kT — T)||‘ﬂ < wo (A). (5.66)

Nieréwno§ci (5.63) i (5.66) implikuja, ze (5.59) jest réwna (5.55).
W analogiczny spossb mozemy udowodnié réwnosé pomiedzy (5.60) i (5.58).
Udowodnimy teraz, ze (5.61) jest réwnowaina (5.60). Biorge limsup w (5.65) mamy
T—o0

lim sup [Iilelg | A~ (KT, kT — T)HT] <wp (A). (5.67)

T—o0

Aby skonczyé dowdd musimy pokazaé, ze nastepujgca nieréwnosé
1
< lim3 . —1 . —T
wp (A) < lim inf (érelgHA (kT,kT —T)|| )
jest prawdziwa. PoniewaZ
inf || A~ (k,k — T)|| T < inf || A~ (WT, kT —T)|| "7
kEN keN

jest prawdziwa, wiec biorgc obustronnie liqgn inf otrzymujemy zgodnie z (5.57) nastepujgeq nieréwnosdé
— 00

wo (A) = lim inf (,i}gﬁ, A" (k k- T)H‘?) < lim inf (,i}gﬁ, | A" (KT, kT — T)H‘?) ) (5.68)

Z mierdwnosci (5.67) 1 (5.68) otrzymujemy (5.61).
Nastepnie pokazemy, ze (5.62) jest rowna (5.61). Najpierw udowodnimy, ze granica w (5.62) istnieje.
Aby to zrobi¢ oznaczmy

A wo (T) = liminf | A~* (kT, kT = T)|| T,
TeN k—oo
wy = li%n infwo (T,

wo = lim supwyq (T') .
T—o0

Jest jasnym, ze w, € [%, a], Ustalmy € > 0 i znajdémy k1,11 € N takie, ze

| A= (RT3, KTy — T1)|| < (@o — )™ (5.69)

dla wszystkich k > k1.
Dla dowolnych T > Ty im > 1+ ky zdefiniuymy k (m) > m przez nastepujacy warunek

Z mierdwnosci (5.69), (5.70) otrzymujemy

/\ /\ ||A_1 (mT,mT—T)H <
TeN meN
T2>T1 m>1+k;
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k(m)
A~ (mT, Kk (m) Th)|| - I A kTL kT =T | - A (k(m = 1) Ty, mT = T)|| <
k=1+k(m—1)

T T T
alv . g1 . (wO . E)—T1[k(m)—k(m—1)] < [az_TL (w() _ E)_(l__TL)] ‘

Dlatego

S

N A\ AT, mT - T)||7% >0~ 2%F (@ — )7 7)

TeN  meN
T2>T) m>1+k;

A wo (1) > a2 @ — )77,
TeN
T>T,

Przyktadajgc obustronnie liminf do ostatniej nieréuwnosci otrzymujemy

T—o0
Wy = W — €.
Powyzsza nieréwnosé implikuje, ze granica (5.62) istnieje. Oznaczmy ja przez wo. Jest jasnym, e
_1 _1
N\ AT = 7)™ > inf A (k& —T)| 7
keN
TeN
dla wszystkich I € N. przyktadajgc obustronnie lilm inf w powyzszej nieréwnosci mamy
—00
1
S -1 _ -7
/\ wo (T) > é2§||A (k, k=T
TeN

1 dlatego
Wo > wo (A) . (571)

Nastepnie pokazemy nieréwnosé przeciwng. Ustalmy e > 0. Z definicji wg istnieje Ty € N takie, ze
1
wo — & < liminf [ A (KT1, kT1 = Ty)|| 75
oo

Uzywajac definicji 1ikm inf mozemy znalezt kg € N takie, e
oo

| A~ (KT, KTy — Tl)H_TLl > wo— € (5.72)

| A= (KT, kTy — T1)|| < (wo — )™ (5.73)

sq prawdziwe dla wszystkich k > kg.
Dla Ty i dowolnego naturalnego n > m, n = pIy +r, m = q11 + r (p i q sq odpowiednimi resztami
z dzielenia n i m przez T natomiast r i r odpowiednimi resztami) rozpatrzmy teraz n,m tak duze, e
p.q > ko. Wtedy, z nieréwnosci (5.64), (5.73) i ograniczonosci (A (n)), ey @ (A™1 (n))nEN istnieje stata
D >0 taka, ze

N A m)|| <D (wo—e)" ™™,

n, m N
n>m

dlatego
wo(A4) > wo—¢

wo (A) > wo- (574)
Nieréwno§ci (5.71) i (5.74) implikuja, ze (5.62) jest rowna (5.55). W
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5.4 Relacje pomiedzy wykladnikami i pytania otwarte

W tym podrozdziale opiszemy zalezno$ci pomiedzy wprowadzonymi wczedniej wykladnikami oraz ich
dalsze wlasnosci.
Whprost z definicji wida¢, ze

A A (o) = 7 (o).

zoERS

Konsekwencja powyzszej nieréwnosci jest

e (A) >k (A).

max — max
Roéwniez z definicji granicy podwdjnej jest jasnym, ze

=L
B (x0) = A" (x0) (5.75)
Mniej trywialne relacje zawiera nastepujace

Twierdzenie 74 Dla katdego xg € RS prawdziwe sq ponizsze nieréwnosci

" (w0) <Q°(4), (5.76)

L (z0) > wo (A).

=

Dowéd Poniewas

AG, m)]| = max (M)

zo€Rs \ ||z (m, zo)|
wiec
1
S | (n, zo)[| \ ™™
/\ [A(n, m)[|=== = (W .
zoER? » L0
Zatem

Podobnie, poniewaz

woeks \ ||z (m, z0)||
wiec
A\ A ) < ()T
zo€RS ’ = Az (m, o)l
Zatem
wo (A) < B (o)
[

Oczywistym jest réwniez, ze
oraz

Ponadto nieré6wno$¢ 1
11 =[x

implikuje, ze
Q% (A) > w(4)

oraz
Qo (A) > wo (A4).

Pod wplywem zaklécen A, wykladniki Lapunowa ukladu (2.3) zmieniaja sie, w ogélnosci, w sposéb
nieciagly. Mozliwym jest, ze dowolnie matemu sup ||A(n)|| odpowiada stale przesuniecie wykladnikéw

87



charakterystycznych uktadu wyjsciowego (2.1). W szczegélnosci mozliwym jest, ze uklad potegowo sta-
bilny, ktéry jest zakiécony zakléceniami potegowo malejacymi do zera stanie sie ukladem niestabilnym
[77].

Wyznaczenie granic zmiennoéci charakterystyk liczbowych pod wplywem réznych typéw zaklécen jest
jednym z gléwnych probleméw teorii stabilno§ci. Byl on badany dla ukladéw ciaglych dla réznych klas
zaklécen, np. gorne ograniczenie dla najwigkszego wykladnika Lapunowa ukladu (2.1) pod wplywem
malych zaklécen, tzw. wykladnik centralny Q(A), zostalo skonstruowane w pracy [53]. Osiagalnosé¢ tego
oszacowania zostala udowodniona w pracach [194] i [262]. Problem opisu zmian wykladnikéw zostal
rozwigzany w [138] i [139] dla uktadéw liniowych z zakléceniami malejacymi w nieskoniczono$ci w réznym
tempie i w [13] dla ukladéw liniowych z innymi typami zaklécen. W pracach [182] i [183] badano zakl6cenia
nieskoriczenie male w znaczeniu funkcji wazonej. Monografie [141] i [142] sa prawie w calo§ci po$wigcone
ww. problemowi. Wersje dyskretne tych probleméw sa intensywnie badane w pracach [83]-[86], [211] i
[218].

Zajmiemy sie teraz problemem wplywu zaklécen na wykladniki Bohla. Gléwny wynik opisany jest
przez réwnodci (5.82) i (5.89), ktére sa wnioskami z twierdzen 76 i 77. W dowodzie tych twierdzen,
ktére opisuja zwiazki odpowiednio pomiedzy gérnym wykladnikiem Bohla uktadu zakléconego i starszym
gornym wykladnikiem ogélnym ukladu niezakléconego oraz dolnym wyktadnikiem Bohla ukladu zakls-
conego i mlodszym dolnym wyktadnikiem ogélnym uktadu niezakléconego, uzyjemy nastepujacej dyskret-
nej wersji nieréwnoéci Gronwalla [2].

Twierdzenie 75 Zaléimy, ze dla dwdch ciggow (u(n))
nastepujgca nieréwnosc

nmomt1,.. (f(n))n:m,m—i-l,... nieujemnych liczb

n—1
u(n) <p+q Z u(i) (i)

zachodzi dla pewnych p,q € R i wszystkich n =m,m + 1, .... Wtedy nieréwnosc
n—1
u(n) <p [[ (1 +af@)) (5.77)
i=m

jest spetniona dla wszystkichn =m,m+1,....

7 ponizszego twierdzenia otrzymamy zwiazek pomiedzy gérnym wyktadnikiem Bohla BZ (z0) ukladu
zakléconego i starszym gérnym wykladnikiem ogélnym uktadu niezakléconego (2.1).

Twierdzenie 76 Dla dowolnego € > 0 istniejg ng € N, § > 0 i C' > 0 takie, ze wszystkie niezerowe
rozwigzania uktadu (2.3) z A € M spelniajq

[[2(n, z0) | nem
Tetm g = € @A+, n>m>mno. (5.78)

Dowéd Zgodnie z (5.54) dla dowolnego € > 0 istniejq naturalne T > 1 i ko takie, ze

JAGT + kD)) < (2°(4) + g)T (5.79)

dla wszystkich k > ko. Uzywajgce tej nieréwnodci mozna oszacowaé A(n,m) w nastepujgcy sposéb

Fon
A, m)|| < [|A(n, k. T)| - ( [T lAGT, Z'TT)|> NAKRT +T,m)|| <

i=km+2

(QO(A)—i—%) - a*t, n>m > koI > ng
gdzie ky jest zdefiniowane przez warunek kT <1 < kT 4+ T. Oznaczmy przez W(n,m) macierz tranzycji
ukladu (2.3). Wtedy dla dowolnego y(m) € R® mamy

n—1
U(n,m)y(m) = A(n,m)y(m) + Z A(n, i+ 1)A>G) Y (i, m)y(m)

i=m
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1 dlatego
¥ (n, m)y(m)| <

[ A(n, m)y(m)|| + Z_: [A(r, @+ DIHIA@ 19, m)y(m)]]-

i=m

Szacujac || A(n, 1)|| zgodnie z (5.79) otrzymujemy

¥ (n, m)y(m)|| <

—-m n-l n—i—
(@) +5)" el + @ 3 (9 + ) 1AG] 12 myyom)|

lub inaczej
€

[, myy(m)| (2°(4)+5)" " <

@7 flylm) |+ +a>" (2°(4) + ) 3 s mll (22 +5)" 1aw).

i=m

Z nieréwnosci Gronwalla (5.77) z

e

(i) = e m) (22 +5)"

p=a|lym)|,

q=a*" (QO(A) + §>_1

f@) = 1A@)]
otrzymujemy

e myy(m)| (2°(0)+5)" " <

n—1

o) T (1+a7 (%) +5) " 1

i=m

||\I/(7|zym) y(m) 2T H (( ) 27 A )”) _ (5.80)

i=m

7 ostatniej nieréunosci mamy (5.78) z C = a®1 i

|
7 powyzszego twierdzenia wynika, ze wszystkie gérne wykladniki Bohla niezerowych rozwiazan uktadu
(2.3) s3 mniejsze od Q°(A) + ¢ dla A € Ms. W szczegdlnosei biorge A(n) = 0 mamy nastepujace
oszacowanie wykladnikéw Bohla
/\ B(z0) < Q°(A). (5.81)

zpERS

Nier6wno$¢ (5.78) mozna réwniez zapisaé w nastepujacej postaci

QY (A) = lim sup sup BZ (20) - (5.82)
e=0% |A|<e z0€Rg

Okazuje sig, ze mlodszy dolny wykladnik ogélny petni analogiczna role do starszego gérnego wyktad-
nika ogélnego, a mianowicie zachodzi nastepujace

89



Twierdzenie 77 Dla dowolnego € € (0,wo (A)) istniejg ng € N, 6 > 0 ¢ C > 0 takie, e wszystkie
niezerowe rozwigzania ukladu (2.3) z A € Ms spelniaja ponizszq nieréwnosé

L2l o o o (A) = &)™, > m > ne. (5.83)

l[z(m;, 20)[
Dowéd twierdzenia 77 Rozpatrzmy 0o > 0 takie, %e ((A(n) —I—A(n))fl) . jest ograniczony dla
ne

wszystkich A € Ms, A < Ag. Nastepnie rozpatrzmy uklady sprzezone do (2.1) i (2.3) (czyli (2.2) i
(2.4)). Z réwnosci (5.59) dla dowolnego € > 0 mozemy znaleté T,m € N takie, ze spetniona jest

1B (KT, KT = T)|| < (wo (4) - %)4

dla wszystkich k > m (przypomnijmy, ze B jest macierzq tranzycji ukladu (2.2)). Oznaczmy przez | (n,m)
macierz tranzycji uktadu (2.4). Ulywajac powyzszej nieréwnosci mozemy oszacowaé B(n,m) w nastepu-
jacy sposéb

[B(n,m)|| <

Fon
1B(n, knT)| - ( IT sz, Z'TT)H) NB(kmT +T,m)|| <

i=km+2

(wo (4) - %)W" T (5.84)

dlan>m > koT > ng, gdzie k; jest zdefiniowane przez warunek kT <1 < kT + T oraz
a = max {Sup [A(n)],sup|A~! (n)H} .
neN neN

Ustalmy zo € RS, m € N i poréswnajmy rozwigzanie t (n,ty) (2.4) z rozwigzaniem z (n, z1) uktadu (2.3)
z warunkiem poczgtkowym

21=(A0)+A0) (AL +A1)" ...(A(m—=1)+A(m—1))"-

(A(m—1)+A(m—1))...(A0)+ A(0)) 2.

Wtedy
z(m,zp) =t(m,z1) =: 22 (5.85)

1 dlatego dla n > m otrzymujemy
< Z(TL,Z()) ,t(TL,Zl) >=

< WU (n,m) z(m,z),F (n,m) t(m,z1) >=

< W (n,m) zo,F (n,m) 20 >=< 29,20 >= ||2’2H2-

Mamy
A*(n)tn+1,z21)+ A" (n) t(n+1,21) =t(n,21)
A*m)t(n+1,21) +A*(n) (An+ 1) +An+1) "t(n,z) =t(n,2)
tn+1)=A""(n) t(n,z)+An) t(n, z) (5.86)
gdzie

An)=-A""n)A*n)(An+1)+An+1)"".
Rozpatrzmy 6 > 0 takie, ze

HA(n)H <3:= oo (ZO —y (5.87)

dla

sup ||A (n)|| < 4.
neN
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Stosujac formute Cauchy’ego do (5.86) otrzymujemy

t(n,z1) =B(n,m) t(m,zl)—i-ilg(n,i—i-l) A (i) t(i,2).

i=m
To z kolei implikuge, ze
n—1 "
It (.20l < 1B (rn,m)| [l (m,20)ll + 3 1B (i + DI |[B @) 1 Gy 20)]
Stosujgc (5.84) i (5.85) do ostatniej nieréwnosci otrzymujemy

n—1

e\m—n € +1—n ~ .
[zl < (wo=35) @ all+ Y (wo—5) @36l
i=m

It 20)l (w0 —5)" <

n—1 ;
e\m € ~ €\"* .
(w0~ 2)" @ llzll + 0?7 (10— ) ;5 (wo—2) G20l

Uzywajgce nieréuwnosci Gronwalla z

f@)=20
dlai=m,...,n oraz
p=(wo—3) @ |zl
4= =)
otrzymujemy

It (n, 21) || (wo - %)n < (wo _ %)mGZT 2] (1 4+ 2T (wo B %)g)nfm

n—m
[t (n, z1)| < a2T< _ +’5a2T> )

H22|| wo — 3

Z definicji 5 wynika, ze
+6a*" <
wo — 3 wWop — €
a z réownosci (5.85) wiemy, ze
[z (m, z0)|| = [[22]]
wiec
At z)ll - or (wo — &)™ ",

|2 (m, o) —
Ostatecznie, nierdwnosé Schwartza implikuje, Ze

It (. z0) Il 12 (m, 20) | = |12 (m, 20|

1 dlatego
ezl L L

> —— (wp — €
I (mozo)| = @@ 0
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7 powyzszego twierdzenia wynika, ze wszystkie dolne wykladniki Bohla niezerowych rozwiazan uktadu
(2.3) sa wieksze od wo(A) —e dla A € Ms. W szezegblnosci biorac A(n) = 0 mamy nastepujace

oszacowanie wykladnikéw Bohla

N\ B(z0) > wo(A).

zoERS

Nieréwno$¢ (5.83) mozna réwniez zapisa¢ w nastepujacej postaci

T . . z
w =I5 e a8 8 )

W analogiczny sposéb jak twierdzenia 76 i 77 mozna udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 78 Dla dowolnego uktadu prawdziwe sq nastepujgce réwnosci

0 A — I . f . f =7
w” (A) Jim o gszélelRiB (20)

Qo (A) = lim sup sup BZ (z)
e=0% ||Al|<e z0€Rs

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

Widzimy zatem, ze wykladniki ogdlne opisuja zmiany wykladnikéw Bohla odpowiadajace malym

zakléceniom.

Jezeli jesteSmy zainteresowani opisem zmiennoéci wykladnikéw Lapunowa, czyli opisem wielkoSci

lim sup A2, (4),

max
+
=0T ja)<e

lim inf A2, (A),
e—0+ | A<e

lim sup AZ;, (4),
=0 A<

lim inf A2 (A),
e—0+ [|A<e

to mozna go uzyskaé wprowadzajac tzw. wykladniki centralne, o ktérych mowa w monografii [83].

Nie sg znane opisy wielkoSci

=0 A<

lim inf 72 (A).
6*)0+ HAHSE max ( )
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Rozdzial 6

Stabilnos¢ dyskretnych ukladéw
hybrydowych

W literaturze [74], [118], [157], [215], [216] zdefiniowano szereg rodzajéw stabilnoéci dla DIL (X). Sa

nimi:
e absolutna asymptotyczna stabilnosc,
e periodyczna asymptotyczna stabilnosé,
e potegowa stabilnos¢,
e selektywna asymptotyczna stabilno$¢,
e markowska asymptotyczna stabilnos¢,

e generyczna asymptotyczna stabilno§e.

W rozdziale tym podamy ich formalne definicje oraz opiszemy zaleznoéci pomiedzy nimi.

Wybér odpowiedniego rodzaju stabilno$ci zalezy od typu zmian parametréw uwzglednianych w bu-
dowie dyskretnej inkluzji liniowej. Jezeli zmiany wspétczynnikéw beds wywolane przez czynniki zewnetrzne,
niezalezne od nas i nie dysponujemy zadnym modelem tych zmian, to wtedy bedziemy zainteresowani
absolutng asymptotyczna stabilno$¢. Uzycie potegowej stabilnoSci w miejsce absolutnej asymptotycznej
stabilno$ci jest uzasadnione w przypadku pozadanego dostatecznie szybkiego tempa zbiegania do zera.
Okaze sie to jednak zbyteczne z powodu faktu, iz absolutna asymptotyczna stabilno$¢ jest réwnowazna
potegowej stabilno§ci. Periodyczna asymptotyczng stabilno$¢ zastosujemy w przypadku okresowo po-
jawiajacych si¢ zmian wspétczynnikéw. Jezeli natomiast mozemy wplywaé na przelaczenia, np. poprzez
zmiany nastaw regulatora, to wtedy selektywna asymptotyczna stabilno$¢ ma zastosowanie.

Markowska asymptotyczna stabilnoécia jesteémy zainteresowani w sytuacji, gdy potrafimy zbudowaé
probabilistyczny model przelaczen. Generyczna asymptotyczna stabilnoéé stosujemy w przypadku, gdy
obserwujac dostatecznie dlugo uklad zauwazymy, iz kazdy tryb pracy pojawia sie¢ wiele razy.

W rozdziale tym zakladamy wszedzie z wyjatkiem podrozdzialu 6.4, ze ¥ jest dowolnym zbiorem
ograniczonym macierzy kwadratowych stopnia s.

6.1 Absolutna asymptotyczna stabilnosc
Absolutna asymptotyczna stabilno$¢ bedzie wyrazaé wlasnoéé dazenia kazdej trajektorii DIL(X) do
poczatku ukladu wspéhrzednych dla dowolnego warunku poczatkowego x (0). Dokladniej traktuje o tym

ponizsza

Definicja 79 Dyskretna inkluzje liniowq nazywamy absolutnie asymptotycznie stabilng (w skrécie AAS)
jezeli dla kazdej trajektorii (x (j));en 2e 2bioru DIL(X) spetniony jest warunek

lim « ( j) =0.

J—00
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Pokazemy teraz, ze wlasnos¢ AAS moze by¢ scharakteryzowana jedynie przy pomocy macierzy ze
zbioru ¥ bez odwolywania sie do warunku poczatkowego. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 80 DIL(XY) jest AAS wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ nILIEoHA (6.1)

deD
Dowéd

* (=)

Definicje AAS mozna alternatywnie sformutowaé w nastepujgcy sposéb

/\ /\ nILHéOHA =0.

deD z(0)eRs

Stosujgc wniosek 14 dostajemy

Aﬁ&HA

deD
czyli DIL(X) jest AAS.
° (=)
Dowdd implikacyi odwrotnej jest trywialny.

|
Absolutna asymptotyczna stabilno¢ DIL(X) oznacza asymptotyczna stabilnoéé¢ uktadu

z(i+1)=A(d(1)) = (4)

dla kazdego d € D. W éwietle twierdzenia 15 AAS jest zatem réwnowazna kazdemu z warunkéw

EAA AV AlGI<e

deD z(0)eRs >0 no i>ng

2. AAV A IA@GE-1)... Ad(©0)] <e,

deDe>0 no i>ng

3. AAVA A =0l <elz ).

deDe>0 ng i>no z(0)ERs

W pracy [257] podano bardzo istotng charakteryzacje AAS poprzez wspéluy promien spektralny o
czym traktuje ponizsze

Twierdzenie 81 DIL(XY) jest AAS wtedy i tylko wtedy, gdy
p(¥) <1

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze pomimo, iz kazda z macierzy ze zbioru ¥ moze mie¢ promien spektralny
mniejszy od 1, to promien spektralny catego zbioru ¥ moze by¢ wiekszy od 1. Oznacza to w szczegdlnoSci,
ze przelaczajac sie pomiedzy ukladami, ktére sa asymptotycznie stabilne mozemy uzyska¢ uktad, ktéry
nie ma wilasnoSci AAS. Pokazuje to nastepujacy

Przyklad 82 Niech ¥ = {A, B}, gdzie

b

I
—
00|00~
00|00~
1

S

s

N

Sy
—
OO =
Bl O
[I—



Natomiast

B 1\ 17
p(AB)=p<§ E>=1—6>1
32 32

co implikugje, ze

z czego wynika, ze DIL(X) nie ma wlasnosci AAS.

6.2 Periodyczna asymptotyczna stabilnos¢

Periodyczna asymptotyczna stabilno$¢ jest ograniczeniem absolutnej asymptotycznej stabilno$ci do ciagéw
okresowych. Formalng definicje PAS podajemy ponizej.

Definicja 83 DIL(X) nazywamy periodycznie asymptotycznie stabilng (w skrocie PAS) jezeli dla kazdego
ciggu okresowego d € D i odpowiadajacej jemu trajektorii (z (j));cn mamy

lim z (j) =0.

j—00
Analogicznie jak twierdzenie 80 mozna udowodnié nastepujace

Twierdzenie 84 DIL(Y) jest PAS wtedy i tylko wtedy, gdy

n
A lim J[A@@)=0.
dep T
d—okresowy

Jest oczywistym, ze AAS implikuje PAS. Implikacja odwrotng dla ukladéw ciaglych po raz pierwszy
zajmowal sie Eugeniy S. Pyatnitskiy [241].

Rozwazmy dalej przyktad skonczonego zbioru Y. Okazuje sig, ze pytanie o zalezno$¢ pomiedzy PAS
a AAS jest §ciSle zwiazane z tzw. hipoteza skoficzono$ci (ang. the finiteness conjecture) sformutowana
po raz pierwszy w pracy [165]. Autorzy zrobili to nie odwolujac si¢ wprost do pojecia stabilnodci, lecz
sformutowali ja w jezyku wspdlnego promienia spektralnego. Hipoteza ta glosi, ze dla kazdego zbioru
skonczonego ¥ istnieje takie k, ze supremum w definicji promienia spektralnego (patrz réwnos¢ (2.11))
jest w istocie maksimum.

Hipoteza 85 Dla kaidego skoficzonego zbioru X istnieje takie k € N oraz macierze A(1),...,A(k) € X

takie, ze
1

B(E) =p(A(1)... A(R)}
Zwigzek pomiedzy powyzsza hipoteza, a zaleznoScig pomiedzy PAS a AAS opisuje nastepujgee

Twierdzenie 86 Dla kaidego skoficzonego zbioru ¥ istnieje takie k € N oraz macierze A(1),..., A(k) €
Y takie, ze

p(E)=(p(A(1)... A(K)))*
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla katdego skoficzonego zbioru X'

PAS DIL(Y') pociaga za sobg AAS DIL(Y).
Dowdéd
e (=)

7 PAS DIL(XY) wynika, ze
p(A(1).. AR <p().

7 kolei na mocy definicji p (X') mamy

-

p(A(1)... A1)
leN A(1),...,A(l)ex’

zatem
p(X) <1,

co wobec twierdzenia 81 oznacza AAS DIL(Y).
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° (<)
Przypusémy, ze dla pewnego zbioru skonczonego X
p(E)>p(A(L)...A(k)*

dla wszystkich k e N i A(1),...,A(k) € X.
Wezmy o > 0 takie, ze
ap(X)>1>ap(A(1)...A(k))

Poniewaz dla dowolnego o > 0 zachodzi
p(aX) =ap(%),

t
’ plaX)y>1>ap(A(1)... A(k))

Rozwazmy ¥/ = aX. Poniewaz p(X') > 1 to z twierdzenia 81 DIL(X') nie jest AAS.

strony z prawej czesci nierdwnodci (6.2) wynika, e

kEN  B(1),...,B(k)eX
czyli DIL(Y) jest PAS.

Powyzsze twierdzenie mozna réwniez wypowiedzie¢ w nastepujacy sposéb:

1
k

. Z drugiej

Twierdzenie 87 Rodzina X jest kontrprzyktadem dla hipotezy skofczonosci wtedy i tylko wtedy, gdy

PAS DIL(_LE) nie implikuje  AAS DIL(

p(X)

gdzie
1

ﬁ(E)E:{ﬁ(lE)A:AGE}'

1

p(X)

Falszywo$¢ hipotezy skonczonoéci sformutowanej w 1995 roku wykazano w 2003 roku w pracy [44].
Oznacza to, ze w ogélnoSci PAS nie implikuje AAS. W pézniejszym czasie w literaturze pojawito sie kilka
innych przykladéw prostszych niz ten z pracy [35] bazujacy na wlasno$ciach macierzy i kombinatoryce,
czy tez ten oparty na wlasno$ciach ukladéw dynamicznych [159]. Warto jednak odnotowaé, ze wszystkie
te dowody sa niekonstruktywne. W 2011 roku w pracy [123] pokazano numeryczny przyklad falszywosci
hipotezy skonczonosci. Wiele pytan zwiazanych z ta hipoteza jest nadal otwartych, jak np. jej wersja dla
par macierzy binarnych [61], [146]. W pracy [75] pokazano, ze hipoteza skoficzonoéci nie jest prawdziwa
takze dla dolnego promienia spektralnego. Mimo, ze w ogélnoéci hipoteza skoficzonosci nie jest prawdziwa

to w wielu szczegdlnych przypadkach, ktére zostaly opisane w pracach [118], [165] zachodzi.
Nastepne twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy dla PAS.

Twierdzenie 88 DIL(X) jest PAS wtedy i tylko wtedy, gdy

A N p(B)<l

neN BeXn

Dowéd (=)
Dowdd przeprowadzimy niewprost. Zaktadamy, e

V V r(B=>1

no BeXmo

Niech

Zdefiniujmy



d(1)=2,... ,d(ng—1) = ng

1 cigg okresowy d o okresie ng. Wdwczas

gdzie
n=k(n)ng+r(n),

k (n) jest ilorazem, a r (n) resztq z dzielenia n przez ng.
Poniewaz B*™ nie dgzy do zera, gdy lim,,_o k (n) = co (pordwnaj (2.10)), wiec

HA(d(z’)) - 0

n—oo

i w konsekwencji uktad nie jest PAS na mocy twierdzenia 84.

(<=)

Niech d € D bedzie ciggiem okresowym o okresie ng. Ponadto niech n = k(n)ng + r(n), gdzie jak
poprzednio k (n) i r(n) sq ilorazem i resztq z dzielenia n przez ng. Wowczas

HA(d (i) =Ad(k®m)ng+7n))...Ad(k(n)ng+ 1)) B,

Z (2.10) wiemy, Ze
lim B*™ =,

n—oo

co wobec ograniczonodci ¥ oznacza, ze
n
I lim Ad()) =o.
n—oo
i=0
Twierdzenie 84 implikuje PAS rozwazanego ukladu. W

6.3 Potegowa stabilnosc

Analogicznie do pojecia potegowej stabilnoéci (podrozdzial 4.2) uktadu (2.1) mozemy wprowadzi¢ nastepu-
jaca definicje stabilnoéci DIL(X).

Definicja 89 DIL(X) jest potegowo stabilna (w skrécie PS) jezeli dla kazdego ciggu d € D i odpowiada-
jacej jemu trajektorii (x ( j)) ;e mamy

[z ()] < pN
dla pewnego ;>0 10 <A < 1.

Widzimy zatem, ze DIL(X) oznacza PS
z(i+1)=A(d®)) z (%)

dla kazdego d € D. W §wietle twierdzenia 17 PS jest réwnowazna kazdemu z warunkéw

1.
ANV AV Al@l<p@o)x, (6.3)
deD 0<A<1 z(0)€R? pu(=(0))>14i>0
2.
AV VAIAG@@)...A@ )] < puX, (6.4)
deD 0<A <1 u>1i>0
3.

AV VA A le@l<uX|z©)]. (6.5)

deD 0<A<I p>1i>0 z(0)ERs
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Z definicji PS DIL(X) wynika, ze pociaga ona za soba AAS DIL(X). Z drugiej strony AAS DIL(X)
oznacza na mocy twierdzenia 81, ze
p(X) <1

Wybierzmy ¢ € (5(X),1) i ustalmy d € D. Z definicji wspélnego promienia spektralnego mamy

i1
Iz @)l = [ TT A@dG) 2 (0))]| < ¢" |z (0)]| = g,
3=0
gdzie p = ||z (0)]], czyli DIL(X) jest PS. Udowodniliémy w ten sposéb nastepujace
Twierdzenie 90 DIL(XY) jest PS wtedy i tylko wtedy, gdy jest AAS.

W zwiazku z tym w dalszej czeéci pracy bedziemy uzywaé pojecia AAS. Ponadto z powyzszego
twierdzenia wynika, ze kolejno$é kwantyfikatoréw w (6.3)-(6.5) moze by¢ zmieniona w sposéb nastepujacy:

1.
VA AV Ale@l<uEo)N, (6.6)
0<A<1deD z(0)eR® u(x(0))>1:>0
2.
V' VA AIA@G).. A@©)] < pX, (6.7)
0<A<1 p>1deD >0
3.

V- VAN A 2@ <pXz0]. (6.8)

0<A<1 p>1deD i>0 z(0)ERS

6.4 Selektywna asymptotyczna stabilnosc

Kolejnym typem rozwazanych stabilnoSci DIL(X) jest selektywna asymptotyczna stabilno§é. Zanim ja
formalnie zdefiniujemy warto odnotowac¢, iz dla prawdziwoSci rozwazan w tym podrozdziale nie jest istotne
by zbiér ¥ byl ograniczony.

Jezeli funkcja przelaczajaca d pemli role sterowania, to mozemy by¢ zainteresowani nastepujacym
typem stabilnoSci.

Definicja 91 DIL(Y) nazywamy selektywnie asymptotycznie stabilng (w skrécie SAS), jezeli istnieje
ciag d € D taki, ze odpowiadajqca jemu trajektoria (z (j));cy dla kazdego x (0) € R* spetnia warunek

lim z (j) =0.

j—o00
Okazuje sie, ze SAS moze by¢ opisana poprzez dolny promien spektralny.
Twierdzenie 92 DIL(Y) jest SAS wtedy i tylko wtedy gdy
pE) <1

Dowdd tego twierdzenia znajduje si¢ w pracy [74].
Juz sama definicja sugeruje, ze SAS jest duzo slabsza wlasnoécig niz AAS co dodatkowo ilustruje

nastepujacy
Przyklad 93 Rozpatrzmy X = {A1, A2}, gdzie

2 1
=l
0 3
1
6
=i
Promien spektralny jest réwny odpowiednio
(Al) =2>1



P (AQ) =3>1
Poniewas sq one wicksze od 1 to p(X) > 1 i z twierdzenia 81 wynika, 2e DIL(X) nie jest AAS.

Natomiast
aa)=o(l3 )=ty
p(A1Az) =p 0 % *2<

co oznacza, e p(X) < 1 i z twierdzenia 92 wynika, 2e DIL(X) jest SAS.

6.5 Markowska asymptotyczna stabilnos¢

W podrozdziale tym bedziemy postugiwaé sie standardowymi pojeciami z teorii tancuchéw Markowa,
ktére mozna odnalezé w ksiazce [135].

W przypadku, gdy przelaczenia pomiedzy poduktadami DIL(Y) maja charakter losowy i moga byé
modelowane tancuchem Markowa (patrz rozdzial 3 oraz [73], [186]) mozemy by¢ zainteresowani tzw.
markowskq asymptotyczng stabilnosciq [118], ktérej definicja jest nastepujaca.

Definicja 94 DIL(X) nazywamy markowskq asymptotycznie stabilng (w skrocie MAS), jezeli dla dowol-
nego lanicucha Markowa (r(j)) ;e 0 preestrzeni standw 1 oraz macierzy preejse P = [Prily 1 takiej, ze
Pt > 0 dla k,1 € T mamy

lim 2 (5) =0 2z prawdopodobienstwem 1,
j—oo

gdzie (x (j)) jen Jest trajektorig DIL(X) odpowiadajgcq ciggowi d = (r (7)) ey -
Leonid Gurvits ([118], Proposition 4.1) zasugerowal, ze

MAS <= p(¥) <L

Ponizszy przyklad pokazuje, ze te stwierdzenie nie jest prawdziwe.

1
E{a15,a2§},

Przyklad 95 Rozpatrzmy

tancuch Markowa o macierzy przejsc

1 1
2 2
P =
1 1
2 2
1 rozkladzie poczgtkowym
1
2
m =

1
2

Jest on rowniez rozkladem stacjonarnym dla powyzszego tancucha. Mamy

1
n—1 n
T1(n—1) T2(n—1)
(H%(i)) =(a1) " (a2)” ™,
1=0

gdzie T; oznacza czas przebywanie w stanie ©.
Z prawa wielkich liczb dla tancucha Markowa ([135]) wynika, ze

-1 1
lim M = — 2z prawdopodobienstwem 1,
n—oo n 2

-1 1
lim M = — 2z prawdopodobienstwem 1.
n— oo n

W efekcie

1
n—1 n—1
. 5 .,
nh_)n;o (H) aT(i)> = \/; >1 2z prawdopodobiehstwem 1
=

co powoduje, %e H?;OI ariy dazy do mieskoficzonosci z prawdopodobienstwem 1 i DIL(X) nie jest MAS.
Z drugiej strony jest jasnym, ze

1

co oznacza, e DIL(X) jest SAS.
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Powyzszy przyklad pokazuje réwniez, ze SAS DIL(X) nie implikuje MAS DIL(Y). Jest jasnym, Ze
AAS DIL(Y) implikuje MAS DIL(X). Ponadto MAS DIL(Y) implikuje SAS DIL(X). Wynika to z
faktu, iz jezeli uklad jest MAS to zbiér tych ciggéw d, ktérym odpowiadaja trajektorie dazace do zera,
jest zbiorem o prawdopodobienstwie réwnym 1. W szczegdélnosci nie jest zbiorem pustym. A zatem biorac
dowolny ciag d z tego zbioru otrzymamy ten, o ktérym mowa w SAS.

W pracy [203] pokazano, ze

Twierdzenie 96 Jezeli ¥ jest skoniczony i DIL(X) jest PAS, to DIL(X) jest MAS.

Otwartymi pytaniami sg czy zachodzi implikacja odwrotna oraz czy powyzsze twierdzenie zachodzi
dla zbioréw nieskonczonych, ale ograniczonych. Jest oczywistym, ze warunkiem wystarczajacym dla MAS
DIL(X) jest

p(X) <1

6.6 Generyczna asymptotyczna stabilnos¢

Jezeli charakter przelaczen jest taki, ze na kazdym dostatecznie dlugim przedziale czasu uktad bedzie
pracowaé w kazdym ze swoich trybéw to mozemy by¢ zainteresowani tzw. generycznag asymptotyczng
stabilnoscigq. Zanim podamy formalng definicje oznaczmy przez D’ podzbiér zbioru D sktadajacy sie z
tych ciagéw d dla ktérych, dla kazdego [ € I zbiér

{jeN:d(j) =1}
jest nieskonczony.

Definicja 97 DIL(Y) nazywamy generycznie asymptotycznie stabilng (w skrocie GAS) jezeli dla kazdej
trajektorii (x;) jen Oodpowiadajgcej ciggowi d € D’ mamy

lim z (j) =0.

J—o0

W szczegdlnych przypadkach GAS scharakteryzowana jest przez ponizsze twierdzenie z pracy [118].
Aby je sformulowaé uzyjemy poje¢ wprowadzonych w Podrozdziale 3.1.

Twierdzenie 98 Zalotmy, te X = {A; : 1 <i < m} jest zbiorem rzeczywistych macierzy kwadratowych
stopnia s, i %e istnieje norma macierzowa ||-||, taka, ze

[[Adll, < 1.
Wtedy DIL(X) jest GAS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala o taka, e
p(A,) <ax<l

dla wszystkich niepustych stéw w zawierajgcych kazdag cyfre i dla 1 < i < m.

Zwiazek pomiedzy AAS i GAS DIL(X) podaje nastepujace
Twierdzenie 99 Dla skoniczonego zbioru

Y={A4;,:1<i<m}

DIL(Y) jest AAS wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ DIL(S) jest GAS.

> Cy

Dowéd (=) oczywista
(<) Dowdd niewprost. Zaldzmy, ze dla katdego X' C ¥ DIL(Y') jest GAS, a DIL(Y) nie jest
AAS. Na mocy twierdzenia 80 istnieje cigg d € D taki, ze

Jim T[4 ()

=0
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nie istnieje badz jest rézna od zera.
Zdefiniujmy
H={l=1,....m:d(j) =1 tylko dla skohczenie wielu j} .

Zbior H nie jest pusty. Ponadto niech
k=max{j:d(j)e H}.
Poniewaz X jest zbiorem skonczonym, wiec k jest dobrze okreslong liczbg. Dla n > k mamy
n n k
[TAdG) = T ACdG) [JA@G) - (6.9)
§=0 j=k+1 J=0
Z zatozenia o GAS DIL(Y) i definicji k wynika, ze
lim [ A(d(4)=0
nﬂooj:k+1

iz (6.9) dostajemy, ze
lim [[A(d(5)=0.
7=0

Uzyskana sprzecznosc konczy dowdd. m

6.7 Relacje pomiedzy typami stabilnosci

Opisane w poprzednich podrozdziatach relacje pomiedzy typami stabilnoSci dyskretnych inkluzji liniowych
mozna pogladowo przedstawi¢ na ponizszym diagramie

PS «—= AAS i PAS MAS SAS

?
p—
R
=

gdzie:
e —> jest symbolem implikacji;
e < jest oznaczeniem, ze implikacji w ogdélnosci nie zachodzi;
o« & oznacza, ze nhie jest znany zaréwno kontrprzyktad jak i dowéd na prawdziwos$c implikacji.
Réwnowazno$é PS 1 AAS wynika z twierdzenia 90. Implikacja

AAS = PAS

jest oczywista. Nieprawdziwo$¢ implikacji odwrotnej jest konsekwencja nieprawdziwosci hipotezy skonc-
ZONoSci.

Twierdzenie 96 orzeka, ze PAS DIL(X) pociaga za soba MAS w przypadku skonczonego zbioru ¥.. Nie
wiadomo czy jest ono prawda w przypadku ogélnym. Ponadto nie rozstrzygnieto prawdziwo§ci implikacji
odwrotne;j.

Latwo poda¢ przyklad DIL(Y), ktéra jest MAS, a nie jest AAS.

Zadanie 100 Niech ¥ = {A1, Ay}, gdzie

0 X
A= {0 0]’
0 0
AZ_{)\ 0],
Poniewa? )
n_ A0
Y R
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wiee dla A > 1 DIL(X) nie jest AAS. Z drugiej strony dla kaidego tancucha Markowa o dodatnich
prawdopodobienstwach przejsé i przestrzeni standw {1,2} zbidr trajektorii spetniajgcych warunek

r)=r(+1) =1

dla pewnego j jest zdarzeniem o prawdopodobienstwie jeden oraz

wiec DIL(Y) jest MAS.
Implikacja
MAS DIL(Y) = SAS DIL(Y)

jest oczywista. Nieprawdziwo$¢ implikacji odwrotnej pokazat przyktad 95.
Ponadto, do otwartych pytan naleza relacje pomiedzy MAS DIL(X) i GAS DIL(Y). Oczywistym
jest, ze
GAS DIL(Y) = SAS DIL(Y).

Nie jest trudnym pokazaé, ze
GAS DIL(Y) <« SAS DIL(Y)

o czym traktuje ponizszy

Przyklad 101 Niech ¥ = {4, Ao}, gdzie

2 0
Al_{o 3}’

1 0]
A_[z

Rodzina 3 jest SAS poniewaz nieskonczony iloczyn macierzy As dazy do macierzy zerowej. Natomiast
nieskonczony iloczyn postaci ... As A1 Ay Ay dgzy do macierzy jednostkowej, wiecc DIL(X) nie jest SAS.

6.8 Spektra dyskretnych ukladéw hybrydowych

W rozdziale tym zaproponujemy definicje wykladnikéw charakterystycznych dla dyskretnych inkluzji lin-
iowych. Rozwazmy DIL(Y) zdefiniowang w rozdziale 2.2 przy zalozeniu, ze 3 jest zbiorem ograniczonym.
Dla ustalonego z¢ € R® i d € D oznaczmy

n—1

A (z0,d) = limsup HA(d(j)) xo| - (6.10)

Liczba A (xo, d) jest zatem wykladnikiem Lapunowa liniowego ukladu
z(n+1)=A(dn)) z(n) (6.11)

odpowiadajacym warunkowi poczatkowemu xg.
Ponadto oznaczmy [208]
A(E,z0) = {X(wo,d) : d € D},

AXZ) ={A(xo,d):d € D, zg € R°},
Amax (E) = {)‘max (d) IS D}7

gdzie Amax (d) jest maksymalnym wykladnikiem uktadu (6.11).
Ponizsze twierdzenie, ktérego dowdd znajduje sie w pracy [76], charakteryzuje zbior Apax (2).

Twierdzenie 102 Jezeli 3 sklada sie z macierzy odwracalnych, to

Amax () 2 (p(2),7(%)) -
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Nastepny prosty przyklad pokazuje, ze powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe bez zalozenia o

odwracalnoéci zbioru .

Przyklad 103 Rozwaimy ¥ = {A;, As}, Ay =1, Ay =0. Wiwczas
Aao,d) =1 < Nd(j)=1

jeN

1
Azo,d) =0 <= \/ d(j)=2.

JEN

Zatem
>\max (E) = {07 1}
oraz
p(X)=0,
pE)=1

W pracy [187] pokazano, ze w przypadku, gdy zbiér X jest zwarty to
p(X) € Amax (¥)

Pytaniem otwartym jest, czy
p (E) E )\IIlaX (E) .

Aby dokltadniej scharakteryzowaé zbior Apmax (X) odnotujmy nastepujace

Twierdzenie 104 Dia dowolnego zbioru ograniczonego zachodzq rdwnosci

p(X) = gggk(d),

p(¥) = inf A(d).

Dowdd pierwszej réwnoéci znajduje sie w pracy [104], natomiast drugiej w [74]. Zauwazmy, ze wprost

z definicji liczb A () 1 Amax (X) wynika, ze
A(X) 2 Apax ()

Zwiazek Amax (X) ze stabilnoscig DIL(X) opisuje nastepujace

Twierdzenie 105 DIL(Y) jest AAS <= sup Amax (X) < 1.

Dowéd (=)
Jezeli DIL (X)) jest AAS, to z twierdzenia 81
(X)) <1
Wybierzmy o € (p(X),1). Z twierdzenia 8 wynika, ze istnieje norma macierzowa ||-|| taka, ze
AIA@I < e
i€l
Zatem dla dowolnego d € D mamy
n—1 L
lim sup H A(d(f)|| <limsup(a™™ = a,
n—oo _]:O n—oo
czyli
SUpP Amax (X) < a < 1.

103
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Jezeli
sup >\max (E) <1

to ustalmy « € (Sup Amax (X),1) ¢ 2z definicji A (X) mamy

/\hmsup HA(d(])) <
dep " 3=0
Oznacza to, ze
n—1
A lim JTA@(G)) =0
deD j=0

co w $wietle definicji 79 oznacza, 2e DIL (X)) jest AAS. m
Kolejne twierdzenie opisuje AAS w terminach A (3, zo).

Twierdzenie 106 DIL (X) jest AAS <—

sup (sup A (X, z)) < 1.
xoERS

Dowéd (=)
Jezeli DIL (X) jest AAS, to tak jak w poprzednim dowodzie mamy

VV AIA@I <o

[ a<1 iel
Zatem )
n—1 " n—1
/\ /\ lim sup H A(d(9)) xzo|| < limsup H (JA(d
zo€Rs deD " ||j=0 n—eo
lim sup (o™ ||x0|\)% =a<l
n—oo
(=)

Jezeli zachodzi nieréwnosé (6.13), to ustalmy

o€ ( sup (sup A (%, z0)), 1) .

xoERS
Wowczas )
n—1 n
/\ /\ lim sup HA(d(j)) || <a,
deD zoeRs " ||j=0
czyli
n—1
A A Jim LA 20 =0
deD xoeRs

co oznacza, ze
/\ lim I | A(d
n—oo

i DIL(X) jest AAS. m
7Z twierdzen 105 i 106 wynika nastepujacy

‘Whniosek 107

SUP Amax (X) = sup (sup A (X, o)) .
zroERS

104

(6.13)

(I [lzol) ™ <



Dowéd Przypusemy, ze

SUP Amax (X) < sup (sup A (2, o)) . (6.14)
ro€ERS
Poniewa?
/\ )\max (CE) = C)\max (E) (615)
c>0
/\ /\ A(eX, x0) = A (2, x0) ,
c>0xzgERS

to mozemy dobrac ¢ > 0 tak, ze

sup (A (cX)) <1< sup (supA(cX, o)) .
xoERS

Prawa strona nieréwnosci oznacza w Swietle twierdzenia 105, 2e DIL (X) jest AAS, ale z prawej strony
i z twierdzenia 106 wynika, 2e DIL (X) nie jest AAS. Czyli nieréwnosé (6.14) nie jest prawdziwa. Ana-
logicznie mokna pokazaé, ze nie jest prawdziwa nieréwnose

SUP Amax (X) > sup (sup A (X, o)) .

zroERS
Ostatecznie
SUP Amax (X) = sup (sup A (%, zg)) -
zoERS
]
Dla kazdego zo € R® i d € D oznaczmy
1
n—1 "
I (zo,d) = liminf | [T A(d(4)) zo|| - (6.16)

Liczba II (xq, d) jest wyktadnikiem Perrona uktadu (6.11) odpowiadajacym warunkowi poczatkowemu zg.
Ponadto oznaczmy

(X, z0) = {lI(x0,d) : d € D},
H(E):{H(Sﬂo,d):dED, o) ERS}.

Z twierdzenia 50 wiemy, ze przy ustalonym d € D funkcja IT (-, d) jest prawie wszedzie stala i réwna

n—1
liminf || TT A (d(4))
j=0

Jak juz wspomnieliémy we wstepie do rozdzialu 5.2 wyktadnik Perrona nie maja interpretacji w jezyku
stabilnosci uktadéw liniowych i w zwigzku z tym nie ma odpowiednikéw twierdzen 105 i 106 dla liczb
(X)) i I(%,zo).

Jako interesujace pytania otwarte odnotujmy:

1. Opisa¢ zbiér II (¥). Znalezé odpowiednik twierdzenia 102 dla II (X).
2. Czy zawsze istnieja o € R® i d € D takie, ze

() = 11 (z0,d) ?

3. Czy zachodzi réwnosc
II(X) = Anax (2) 7

Przez analogi¢ do formut (6.10) i (6.16) oznaczmy

n

B (z0,d) = limsup H A(d(F)) zo

n—m—oo

j=m



B (wo,d) = liminf || J] A(d(5) o)

- n—m—0oo

Q0 (d) = limsup H A(d(9)) ,

n—m—0oo

n—m—oo

Qo (d) = liminf H A(d(H))

Ponadto jezeli 3 sklada sie z macierzy odwracalnych to zdefiniujmy

W (d) = limsup |[[[A (d(5)| .
wo (d) = liminf ||T] A7 (d(4))
j=n
Odnotujmy nastepujace
Twierdzenie 108 DIL (X) jest AAS <—
VA d)<a (6.17)

a<ldeD

Dowéd (=)
Jezeli DIL (X) jest AAS to z twierdzenia 81 wiemy, 2e p(X) < 1. Wybierzmy o € (p(X),1). Z
definicji p (X) wynika, ze istnieje ko € N takie, ze dla wszystkich n, n —m > kg

A A7 <a.
Aesn—m

Ustalmy d € D. Mamy wowczas
Q°(d) < a.

(=)
Jezeli zachodzi (6.17), to dla katdego d € D

n—1
lim_ [[Aw@)) =o.
j=0

Z twierdzenia 80 wnioskujemy, te DIL (X) jest AAS. m
7 twierdzenia 108 wynika nastepujacy wazny wniosek, w ktérego sformutowaniu uzyjemy nastepuja-
cych oznaczen

Q°(2)={Q°(d):de D}.

Jest jasnym, ze
A\ Q°(c2) =’ (%) (6.18)

c>0

‘Whniosek 109
sup Q2% (2) = sup Amax (2) .

Dowdd Z nierdwnosci (5.75) i (5.76) wynika, ze dla kaidego d € D mamy
QY (d) > Amax (d)

czyli
sup {QO (d) o d S D} 2 SupAmax(E) .
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Zalozmy, ze
sup {Q°(d) : d € D} > sup Aax (2) -

Z nieréwnosci (6.15) i (6.18) wynika, ze bez straty ogdlnosci moina zaloiyé, iz
sup Q° (£) > 1 > sup Apax () -
Nierownosc
1> sup Amax (2)
oznacza na mocy twierdzenia 105, ze DIL (X)) jest AAS, a nierdwno§é
sup Q% (¥) > 1

oznacza na mocy twierdzenia 108, e DIL (X) nie jest AAS. Uzyskana sprzecznodé konczy dowdd. m
Oznaczmy przez D, podzbiér D zlozony z wszystkich ciagéw okresowych i

F(¥)={Amax (d) : d € D,}.
Zbiér ten w pracy [265] nazywany jest spektrum Floqueta ukladu. Poniewaz
D,cD,

wiec
F(X) CApax (X).

Zatem
sup F' (2) < sup Apax (X) .

Rozwazana wczesniej hipoteza skonczono$ci, ktéra jak juz wspomniano okazata sie w ogélnoéci falszywa,
jest réwnoznaczna stwierdzeniu, ze

sup F' (X) = sup Apax (X) .

W pracy [214] pokazano jak mozna przy pomocy wprowadzonych powyzej charakterystyk szacowacd
tempo wzrostu lub malenia trajektorii dyskretnych inkluzji liniowych.
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Rozdzial 7

Z.akonczenie

Szereg zjawisk rzeczywistych moze by¢ efektywnie modelowany przy uzyciu dyskretnych inkluzji lin-
iowych. Nalezg do nich opisane w rozdziale 3-cim pojemno$¢é kodow, agenci autonomiczni oraz uklady z
losowymi skokami.

W pracy zaproponowano nowatorskie podejicie do opisu wlasnoéci dynamicznych dyskretnych inkluzji
liniowych oparte na wyktadnikach charakterystycznych.

W zastosowaniach praktycznych istotna role odgrywa stabilnos¢, ktéra jest podstawowym warunk-
iem poprawnego dzialania ukladu. O ile dla ukladéw liniowych stacjonarnych rozrézniamy w zasadzie
tylko stabilno$¢ i asymptotyczng stabilno$¢, to juz dla uktadéw liniowych niestacjonarnych istnieje wiele
nieréwnowaznych, a waznych z punktu widzenia zastosowan praktycznych, typéw stabilnosci. Proble-
mom tym dla ukladéw liniowych dyskretnych niestacjonarnych po$wiecony jest rozdzial 4-ty pracy, w
ktérym rozpatrywane sg asymptotyczna stabilno$¢, potegowa stabilnos¢, jednostajna asymptotyczna sta-
bilnoé¢ oraz jednostajna potegowa stabilnos¢. Dla kazdej z nich przedstawiono szereg alternatywnych, ale
réwnowaznych, warunkéw odpowiednio w twierdzeniach 15, 17, 19 i 24. Rozdzial ten konczy sie pelnym
opisem zalezno$ci pomiedzy wprowadzonymi typami stabilno$ci, ktéry mozna podsumowaé nastepujaco:
jednostajna potegowa stabilno$¢ i jednostajna asymptotyczna stabilno$¢ sa réwnowazne oraz sa istotnie
silniejszymi zadaniami niz potegowa stabilnos$¢, ktéra z kolei implikuje asymptotyczna stabilnosc, ale
implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Wykladniki charakterystyczne dla dyskretnych inkluzji liniowych, ktére zaproponowano w rozdziale 6-
tym opieraja sie o oméwione w rozdziale 5-tym, wykladniki charakterystyczne niestacjonarnych ukladéw
liniowych. Problem ten dla ukladéw ciaglych jest w literaturze dobrze opracowany, natomiast wiele
autorskich wynikéw dotyczacych ukladéw dyskretnych przedstawiono w rozdziale 5-tym. Pierwszy po-
drozdzial tego rozdziatu traktuje o wykladnikach Lapunowa. Okazuje sig, ze zbiér wyktadnikéw Lapunowa
jest zawsze skonczony i zawiera nie wiecej elementéw niz wymiar rozpatrywanego ukladu. Najwigkszy z
wykladnikéw Lapunowa charakteryzuje potegowa stabilnos¢ rozpatrywanego ukladu. Pokazano, ze na-
jwiekszy wykladnik Lapunowa jest mniejszy od jednosci wtedy i tylko wtedy, gdy uklad jest potegowo
stabilny. Centralng czeScig podrozdziatu 5.1 jest twierdzenie 42, ktére podaje warunki wystarczajace dla
stabilno$ci wykladnikéw Lapunowa rozumianej jako niewrazliwo$¢ na male zaklécenia parametryczne.

W dalszej czeSci rozdziatu 5-tego oméwiono wykladniki Perrona, ktérych definicje otrzymujemy za-
stepujac w definicji wykladnikéw Lapunowa granice gérna dranicg dolng. Okazuje sie, ze ta zmiana ma
daleko idace skutki dla wlasnosci otrzymanych charakterystyk. W tej czesci pracy skonstruowano niez-
nany wezeéniej przyklad ukladu (przyktad 47), ktérego zbiér wyktadnikéw Perrona tworzy caly odcinek.
Twierdzenie 48 charakteryzuje zbiér wyktadnikéw Perrona ukladu diagonalnego. Podano réwniez formule
wyrazajaca najwiekszy wykladnik Perrona poprzez macierz tranzycji (twierdzenie 49).

Kolejny podrozdziat traktuje o wyktadnikach Bohla, ktére uzywane sa do opisu jednostajnej asymp-
totycznej stabilnoSci. Zdefiniowano tutaj gérny wyktadnik Bohla oraz podano 3 alternatywne formuty
dla niego (twierdzenie 57). Okazuje sie, ze wykladnikéw Bohla, podobnie jak wyktadnikéw Perrona,
moze byt wiecej niz wymiar ukladu, ale dla ukladéw diagonalnych nie moze ich by¢ wiecej niz 2° — 1,
gdzie s jest wymiarem przestrzeni stanéw (twierdzenie 58). Dowdd twierdzenia 60 zawiera dla kazdej
liczby ¢ < 2° — 1 konstrukcje ukladu diagonalnego o dokladnie ¢ wyktadnikach Bohla. Struktura zbioru
wyktadnikéw Bohla w ogdélnym przypadku opisana jest przez twierdzenie 61.

Kolejna czesé rozdziatu traktuje o dolnych wyktadnikach Bohla, ktérych definicje podobnie jak wyktad-
nikéw Perrona, otrzymuje sie poprzez zamiang granicy gérnej na granice dolng. Okazuje sie jednak, ze
ta zmiana nie powoduje konsekwencji dla wlasno§ci otrzymanych charakterystyk, ktére opisano w po-
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drozdziale 5.3.2. Tematem podrozdziatu 5.3.3 sa wyktadniki ogélne (starszy gorny, starszy dolny, mlod-
szy goérny, miodszy dolny). Ich definicja w zestawieniu z twierdzeniem 34 moglaby sugerowaé, ze sa one
krancami zbioru wyktadnikéw Bohla. Hipotezy takiej nie udalo sie jednak rozstrzygna¢. Szereg alter-
natywnych formut dla starszego gérnego i mtodszego dolnego wykladnika ogélnego zawieraja twierdzenia
701 73. Jednym z istotniejszych wynikéw tego podrozdziatu sa twierdzenia 76 i 77 oraz wynikajace z nich
wnioski, ktére zawieraja nieréwnosci pomiedzy wykladnikami Bohla uktadu zakiéconego i wykladnikami
ogdlnymi uktadu oryginalnego.

W rozdziale 6-tym oméwiono rézne typy stabilnoSci dyskretnych inkluzji liniowych, ktérymi sa: abso-
lutna asymptotyczna stabilno$¢, periodyczna asymptotyczna stabilnoS¢, potegowa stabilnosé, selektywna
asymptotyczna stabilnos¢, markowska asymptotyczna stabilnos$¢ i generyczna asymptotyczna stabilnosc.
W podrozdziale 6.1 opisano absolutng asymptotyczng stabilno$¢ w terminach uogdélnionego promienia
spektralnego oraz w oparciu o wcze$niej udowodnione twierdzenia dla dyskretnych ukladéw liniowych
o zmiennych wspdtezynnikach. Wskazano na szereg réwnowaznych mozliwosci sformutowania absolutnej
asymptotycznej stabilnosci dla dyskretnych inkluzji liniowych. W podrozdziale 6.2 przedyskutowano kon-
cepcje periodycznej asymptotycznej stabilnoci i jej zwiazku z tzw. hipoteza skonczonoéci. Twierdzenie
88 zawiera warunek konieczny i wystarczajacy dla periodycznej asymptotycznej stabilnosci. Kolejny po-
drozdzial traktuje o potegowej stabilnosci, a jego centralny wynik, twierdzenie 90, pokazuje, ze jest ona
réwnowazna absolutnej asymptotycznej stabilnoéci. Selektywna asymptotyczna stabilnosé dyskutowana
jest w podrozdziale 6.4, gdzie pokazano, ze do jej scharakteryzowania mozna uzy¢ dolnego promienia
spektralnego. W podrozdziale 6.5 omoéwiono koncepcje markowskiej asymptotycznej stabilnosci, gdzie
pokazano (przyklad 95) nieprawdziwo$é pewnego wyniku literaturowego stwierdzajacego, ze markowska
asymptotyczna stabilnost jest réwnowazna temu, ze dolny uogdélniony promien spektralny jest mniejszy
od jednoéci. Ostatni z rozwazanych typéw stabilnodci to generyczna asymptotyczna stabilno$é, ktérej
wlasno$ci dyskutowane sg w rozdziale 6.6. Opis istniejacego stanu wiedzy na temat zalezno$ci pomiedzy
rozpatrywanymi typami stabilno$ci zawiera podrozdzial 6.7. Rozdzial 6-ty konczg propozycje charak-
terystyk liczbowych dla dyskretnych inkluzji liniowych oraz opis ich zwigzku z réznymi typami stabil-
nosci.

Obecnie nie ma efektywnego algorytmu, ktéry w pelny sposéb rozstrzygalby nawet najprostsze prob-
lemy stabilnoéci uktadéw hybrydowych. W pracy podano opis, w postaci nieréwnosci, réznych typow sta-
bilnoéci dyskretnych inkluzji liniowych poprzez wprowadzone wcze$niej charakterystyki liczbowe. Sugeruje
to mozliwo$¢ opracowania w przyszlodci algorytmu rozstrzygajacego o pewnych typach stabilnosci opartego
na zaproponowanych charakterystykach liczbowych.
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