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CZESC V.

ROZDZIAL XVII.
O catkach nieoznaczonych.

8 203. Definicja catki nieoznaczonej.

W rachunku rézniczkowym rozwigzuje si¢ nastepujgce zagadnienie.
Majagc dang funkcje (pierwotng):

wyznaczy¢ jej funkcje pochodna:
F'(x)= f(x)

Zardbwno w matematyce czystej, jak i w jej zastosowaniach, mamy czesto
do czynienia z zagadnieniem odwrotnem, a mianowicie, majagc podang
funkcje (pochodna):

f(x)
chcemy wyznaczy¢ jej funkcje pierwotng:

F{x)
t. j. taka funkcje F(x), ktdrej pochodng jest dana funkcja f(x).

Tak np. majagc podang funkcje:

fix) = sinx

stwierdzamy z tatwodcia, ze jej funkcjg pierwotng jest:

F(x) — — cos x
albowiem F ’{x) — — (—sina;) ==f(x).
Podobnie dla funkcji:
f(x) — x!
funkcjg pierwotng jest:
F(x) = 4fX3

jak to fatwo sprawdzié¢ przez rézniczkowanie.

-Hachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 1



Przy rozwigzywaniu takich zagadnien nalezy szuka¢ odpowiedzi na
trzy nastepujace pytania:

1) czy do kazdej danej funkcji f(x) nalezy jaka$ funkcja pierwotna,
czy tezf(x) musi spetnia¢ jakie$ specjalne warunki?

2)czy do danej funkcji moze istnie¢ tylko jedna funkcjapierwotna,
czy tez moze by¢ ich wiecej?

3)w jaki sposob wyznacza sie funkcje pierwotng do danej funkcji f(x)?

OdpowiedZz na pierwsze pytanie wymaga dos¢ subtelnych rozwazan.
W XVIII rozdziale zajmiemy sie tg kwestjg nieco doktadniej i okazemy,
ze w kazdym razie do kazdej funkcji ciggtej istnieje funkcja pierwotna
(zob. § 215), a takze wiele (jakkolwiek nie wszystkie) funkeyj niecigg-
tych posiada funkcje pierwotne.

Bez trudnosci natomiast mozna rozstrzygna¢ nastepnie drugie py-
tanie. | tak fatwo spostrzec, ze, jezeli istnieje jedna funkcja pierwotna
F[x) do danej funkcji f{x), to istnieje ich nieskonczenie wiele. Tak np.
dla funkcji f(x) = x2 funkcjg pierwotng jest nietylko F(x)=4fX3 lecz
takze np. Fx{x) — £x3-f-5, Fs(X) — }x3— 2, F3x)— Ax3-j - i t d,
ogélnie:

F(x)= }x3+ C
przyczem C oznacza dowolng liczbe statg. Istotnie pochodng kazdej takiej
funkcji jest f(x) = x2 Ogolnie, jezeli F(x) jest funkcjg pierwotng danej
funkcji f(x), to istnieje cata jednoparametrowa gromada funkeyj pier-
wotnych, a mianowicie: F(x) -j- C. W geometrycznej interpretacji obrazem
jednej iunkcji pierwotnej jest jaka$ linja, a obrazy wszystkich innych
funkeyj pierwotnych powstajg przez rownolegte przesuniecie tej linji
w kierunku osi y-0w. Ta gromada zawiera juz wszystkie funkcje pier-
wotne; wynika to z twierdzenia 2 z § 101 (tom |, str. 318), a miano-
wicie: jezeli dwie funkcje majg pochodne rowne dla wszystkich wartosci
zmiennej niezaleznej, to te funkcje moga sie rézni¢ conajwyzej o statg liczbe.

Gromade funkeyj pierwotnych do danej funkcji fix) nazywamy

catkg nieoznaczong funkcji f{x) i oznaczamy jg symbolem:

Jfix) dx

czytaj: ,,catka z f(x)dxu. A wiec:
0) jrf{x)dx — F(x) -f- C
Pochodzenie znakéw J ' i dx, wystepujagcych w tym symbolu, wy-

jasnimy pdzniej (por. § 212). Funkcje f{x) (pochodng) nazywamy tu
funkcjg podcatkowa a liczbe C statg catkowania.



Pochodng prawej strony jest funkcja podcatkowa. A wiec wzér (1)
jest rbwnowazny z wzorem:

) | ¢ (JW + C)-/IW

Obliczanie catki nieoznaczonej z danej funkcji f(x) nazywamy catkowa-
niem tej funkcji. Metody obliczania catek i badanie ich witasnosci sta-
nowig przedmiot rachunku catkowego.

Celem przekonania sie, czy catkowanie zostalo poprawnie wyko-
nane, nalezy, w mysl wzoru (2), obliczyé pochodng znalezionej gromady
funkcyj F{x) -f- C lub, co na jedno wyjdzie, pochodng funkcji Cat-
kowanie mozna takze pojmowac jako rozwigzywanie nastepujgcego pro-
stego réwnania rdézniczkowego (por. tom I, § 87, str. 278):

3) y' = f{x)
Stad:

y = J/'(«)dx= F{x)+ C

Zatem najog6lniejszem rozwigzaniem rownania rozniczkowego (3) jest
cata gromada funkcyj, a mianowicie catka nieoznaczona z funkcji f{x). Te
catg gromade funkcyj nazywamy ogoélnem rozwigzaniem danego rownania
rézniczkowego’ lub og6lng catkg tego réwnania. Kazdg za$ poszczegdlng,
funkcje pierwotng, nalezagcg do tej gromady, nazywamy rozwigzaniem
szczegOtowem rownania rozniczkowego (3) lub jego catka szczegotowa.

Przystepujemy obecnie do trzeciej kwestji, wigzacej sie z naszem
zagadnieniem, a mianowicie do omoOwienia sposobdw wyznaczania funkcyj
pierwotnych czyli do metod catkowania. Otdz jasnem jest, ze kazdy, po-
znany w rachunku rézniczkowym wzor na obliczanie pochodnych, mozna za-
razem pojmowac jako wzor na obliczanie catki zjakiej$ funkcji; jezeli bowiem

F’(x)=f{x), to mozna to napisa¢ takze w postaci®*/Y®)dx — F(x) -f- C.

W ten spos6b otrzymamy z rozmaitych specjalnych i ogo6lnych wzoréw
rachunku rdzniczkowego rozmaite specjalne i ogdélne wzory rachunku
catkowego. Jednakze zaznaczamy juz teraz, ze obliczanie catek jest znacz-
nie trudniejsze od obliczania pochodnych. Do kazdej bowiem funkcji ele-
mentarnej (w tomie | na str. 96 podano, ktére funkcje uwazamy za ele-
mentarne) potrafimy z fatwoscig znalez¢ pochodng i ta pochodna jest
znowu jaka$ funkcjg elementarng. Natomiast okaze sig, ze catki wielu
funkcyj elementarnych sg bardzo skomplikowanemi, nieelementarnemi
funkcjami przestepnemi, ktérych nie mozna oczywiscie wyznaczy¢ droga
elementarng. Jakkolwiek wiec proces catkowania jest stosowalny do szer-

szej klasy funkcyj, anizeli proces rézniczkowania (albowiem istniejg catki
1*



dla wszystkich funkcyj ciggtych a nawet dla wielu funkcyj nieciagtych,
podczas gdy pochodne istniejg tylko dla funkcyj ciggtych i to nie dla
wszystkich), to jednak efektywne obliczenie catki jest zwykle o wiele trud-
niejsze, anizeli obliczenie pochodnej.

Zobaczymy w dalszym ciggu, ze bardzo wiele zagadnieh z geometrji
i z fizyki sprowadza sie do obliczania funkcyj pierwotnych. Tutaj juz
jednak zwr6cimy uwage na jedno odrazu sie nasuwajgce zagadnienie
z dynamiki. WidzieliSmy mianowicie, ze majgc podang w ruchu prosto-
linjowym droge jako funkcje czasu: s ==/(i), potrafimy wyznaczy¢ pred-
kos¢: v(t) — f (i) i przySpieszenie g(t) = V' (t). Stad wynika, ze majgc po-
dane przyspieszenie jako funkcje czasu, obliczamy predko$¢ zapomocg

catki: v(t)—J g(t)dt, majac za$ podana predko$é¢ jako funkcje czasu,

obliczamy droge zapomocg catki s= j'vtydt.
Tak np. wiedzac, ze przySpieszenie jest state: g — a w ciggu catego

badanego czasu i, znajdujemy, ze predko$¢ V~ J adt = at -)- C,. Stad za$

znajdujemy wzér na droge: s—J(ot -j- C,) dt = *at2-j- C1t  C2. State

Ct i Ca mozna czasem wyznaczy¢ z poczatkowych warunkéw zadania,
np. z zadania, zeby w poczatkowej chwili, t.j. dla t= 0, bytlos= 0iv— 0;
wtedy wyniknie z tych wzoréw C\ — 0 i C2— 0 i pozostanie s= \at2
v = at. Inne wartoSci statych otrzymamy, zadajgc, aby w chwili t— 0
predko$¢ miata wartos¢ v0 rézng od zera a droga warto$¢ sO. Pozostawia
sie czytelnikowi obliczenie statych Ct i przy pomocy tjmh warunkow
poczatkowych.

§ 204. Odwrdcenia specjalnych wzoréw rachunku rézniczkowego.

a) Jezeli funkcja podcatkowa jest stale zerem, to catka nieozna-
czona ma stalg warto$¢ C, albowiem z wzoru:
) ©
wynika:
Odoo— C
| «
Jesli wiec obrazem funkcji podcatkowej jest 0§ «-O6w, o réwnaniu y — O,
to obrazem gromady funkcyj pierwotnych jest gromada wszystkich pro-
stych réwnolegtych do tej osi (wraz z nig samg).
b) PoznaliSmy w rachunku rdzniczkowym wzo6r na pochodng potegi,
a mianowicie:

-f- (a?) =
de @)= nxm



lub w formie rdzniczki:
d{x") = nx"~]dx
Wobec tego:

Tutaj funkcja podcatkowa //a?1-1 jest do$¢ skomplikowana.
Prostszg funkcje podcatkowg otrzymamy, tworzac pochodng funkcji:

*

n+ 1
a mianowicie:

dx\» + 1)
czyli:

d{-£fr)==a;ndx

Stad otrzymujemy bardzo wazny wz0r:

4 / X+

Wz6r ten jest prawdziwym dla wszystkich wyktadnikéw n z wyijat-

kiem n— — 1L Dla n= — 1 ma funkcja podcatkowa postaé— Otdz

wiadomo z rachunku rozniczkowego, ze funkcja  jest pochodng funkcji
log*#. Tak wiec z wzoru:
d (log x) — ™ dx
wynika, ze:
fl dx= loga?-f G
Tego wzoru mozna uzywac tylko dla dodatnich x. Dla ujemnych

bowiem x nie jest okreSlona funkcja logte; natomiast wtedy funkcja
log (— x) ma okreslone wartosci.

Poniewaz:
d log S/—x) = - -g/— Ddx = X—dx
przeto dla x < 0 jest:

fldx = I°g(—x)+ C



Obydwa te wzory mozna ujag¢ w jeden wzOr nastepujacy:
(5) J » do= \og\x\ + C

Istotnie bowiem dla x j> U otrzymujemy log |®| = log®, a dla x < 0
logi* 1= log(— X).

Przy pomocy wzoréw (4) i (6) potrafimy wiec sealkowaé kazdg po-
tege zmiennej niezaleznej.

Tak np.
r ®0+1
/[ 1.dx= J x"dx = + C~ x4" C
czyli
(4a) J cdx—x-f-C
Podobnie:
Jx dx — Mx- C, j x*dx — }xu-f- C
fljl\2
Xs2dx = .
i+ pf+ec
c) Z wzoru:
d (eX) — bxdx
otrzymujemy:
(6) J erdx = e-{-C

Dla ogdlnej funkcji wyktadniczej dogodnie jest wyjs¢ z wzoru:

_axlogea

dx = axdx
Clogea ) ~ log i

Stagd wynika

f axdx = ———-\-C=axlog,e+ C
) J log A 9.8

d) Pochodne (lub rézniczki) funkcyj trygonometrycznych prowadza

do nastepujgcych wzorow:
(8) d (sinx) = cosx dx a wiec / cosxdx —  sinx -f- C
(©)] d(—cosx) — sinx dx ,, ,, sinxdx — —cosx - C

= X = gxte
(10) dtga= 9% . . oex = Xt

o i
— ic)=-A— — == —ctg x -4-

(1) d=Ctgic)ZghE  p o 5in2® 8



e) Pochodne (lub rdzniczki) funkcyj cyklometrycznych prowadzg do
nastepujacych wzoréw:
dx
d (arcsin ®) = .
dx a wiec
d (— arecos x) -
orr XE
dx
<12) arcsinx -f-C= — arccosx-\- C
J K" X

Obydwa wyniki nie sg zasadniczo rézne, poniewaz arcsin x rozni sie od
funkcji — arccos & tylko o stalty dodajnik, jak to wymika z wzoru:

arcsin x -j- arccos x =

(por. tom |1, str. 69). A wiec C = G-\-"n.
Podobnie dwa wzory:

dx . _dx
d(arc tg x) — 5 i d(—arcctg®) = 1 fxi
prowadzg do *wzoru:
<13) -==arctgx 4-C= — arcctgx 4- C

1§ a2

Obydwa wyniki sgtylko pozornie rozne; ktadgc bowiem C'="n-f- C,
widzimy, ze obydwa wyniki sg identyczne, jak to wynika z wzoru:
arc tg x -j- arc ctg®= \ n (por. tom I, str. 70).

Zwroémy uwage na ciekawy fakt, ze catki niektdrych prostych
funkcyj sg dos¢ skomplikowanemi funkcjami.

Tak np. catkag wymiernej funkcji - jest przestepna funkcja log| |;
X
1
catka dos¢ prostej wymiernej funkcji -1—+~—®;jest przestepna funkcja arc tg ®;

1
catkg algebraicznej niewymiernej funkcji pj==jest przestepna funkcja

arcsin &
Wszystkie te wzory nalezy dokladnie zapamietaé, sg one bowiem
réwnie wazne i réwnie czesto stosowane, jak odpowiednie wzory ra-

chunku rézniczkowego.
Nie znajdujemy wsrdod tych wzorow catek tak waznych elementar-

nych funkcyj, jak: tg®, log®, arc tg®)(|——, |/l j_¢5 it p.



Istotnie, trudno jest odrazu odgadngé, z jakiej funkcji nalez}7 utwo-
rzy¢ pochodna, aby otrzymaé np. log# lub arctg#. Rozszerzymy znacz-
nie zakres funkcyj, ktére dadzg sie w elementarny sposéb scatkowac,
opierajac sie na odwrdceniach niektérych ogdlnych wzoréw rachunku,
rézniczkowego.

§ 205. Odwrdcenia niektérych ogdlnych wzoréw rachunku
rézniczkowego.

a) Wytaczanie statego czynnika przed znak calkki.
Niechaj F{x) bedzie funkcja pierwotna funkcji /'(#), to F'(#)= /(#) czyli"

0 I #{x)dx = F(x) -f- C

Zastosujmy do iloczynu a-F(x), gdzie a oznacza dowolny staty, rézny od
zera czynnik, znany wzoOr rachunku rézniczkowego (por. tom I, § 75
str. 244):

cl[a-F (#)] — a-d(F (#) = a f(x) dx.
Stad wynika, ze:

Ja f(x) dx ==a F(x) + C,

Poréwnajmy ten wzér z wzorem, otrzymanym z (I) przez pomno-
zenie obu stron przez a, t j. z wzorem:

asJf(x) dx = a-F(x)-\- a-C

Widzimy, ze prawe strony obydwu wzoréw beda sobie réwne dla kazdej
wartosci C, jezeli tylko obierzemy C, = a'C. Prawe strony sg takze rowne
dla kazdej dowolnie obranej wartosci Cu jezeli tylko obierzemy C— Cy.a,
co sie da zawsze uczyni¢, poniewaz zatozyliSmy, ze a jest r6zne od zera.
Mozna wiec zawsze dobra¢ state catkowania tak, ze zachodzi réwnosc:

(14) J af(x)dx = aJ f(x) dx

Wzér ten wypowiadamy w nastepujacy sposoéb:
staty czynnik réiny od zera mozna wytgczy¢é przed znak calki.

Przyktady.



3) J'2dx — 2J d®= 2\og\x\-\-C—\ogx2-\-C

4) Naczynie w formie walca kolowego wiruje okoto swej osi z statg
predkosciag katowa, wykonujac n obrotow na sekunde. Jakg posta¢ ma
swobodna powierzchnia cieczy, znajdujgcej sie w tern naczyniu? Na fig. 1
przedstawiono przekrdj tego naczynia za-
pomocag plaszczyzny pionowej. OS$ obrotu
obieramy za 0§ y-O0w a poczagtek uktadu
w 0. Na kazdy punkt A cieczy, majacy
mase m, dziatajg dwie sity: sita od$Srodkowa
P1= 4n2n2mx, prostopadle do osi obrotu,
gdzie x oznacza odlegto$¢ punktu A od
osi obrotu i sita ciezkosci P2= mg, zwro-
cona pionowo w dét. Wiadomo, ze swobo-
dna powierzchnia cieczy musi by¢ w kaz-
dym punkcie prostopadta do wypadkowej
z wszystkich sit, dziatajagcych na ten punkt.

Oznaczmy kat, zawarty miedzy styczng do swobodnej powierzchni a osig
odcietych, literg a, to tgct= P1:P2

czyli:
dy 47i*n*mx 4n2n2
dx mg g
Stad:
nl7* 2 TI2IvF
X dx
y~ J 9 9 £ 9

Jest to parabola. Najnizszy punkt tej paraboli otrzymamydla x= 0;
rzedna tego punktu, oznaczmy jg a, ma wartos¢ a=C.

Zatem swobodna powierzchnia cieczy wirujgcej ma posta¢ parabo-
loidy obrotowej.

b) Catkowanie przez rozktad (catka sumy).
Z wzoru na r6zniczke sumy dwoch funkcyj:

d{F{x) + G{x)) = dF{x) + dG (® == (f(x) + g (&)) dx,
gdzie F'(x) —f(x), G’(x)= g (X), otrzymujemy :

J(f(x) -fg(x))dx= Fix) + G(x)-f C
Poniewaz zas: Jf{x) dx = F(x) -f C,, j'y X)dx — G(x) -f C2

przeto:j'f(x) dx-\-j'y (x)dx = F (x) -j- G(x) -j- C, -f- C2

Wyznaczmy stale catkowania tak, aby zachodzit zwigzek C = Cl-f- 62
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Wtedy:

(15)

To znaczy: catka z sumy dwoch futikcyj jest réwna sumie catek z tych
funkcyj. Twierdzenie to odnosi sie—jak to tatwo stwierdzi¢ — takze do
wiekszej liczby dodajnikdéw.

Przyktady.

1) Przy pomocy wzoréw (4), (14) i (15) mozna scatkowaé kazdy
wielomian:

f{x)= @+ «* + Q«2+ 3 + eee+ an
1 tak:

J'f(x)dx = j a0dx-\-j'a,xdx-\~j a2x*dx-\-j aix3dx+ e-f-J anaf'dx

= al ‘tx-\-alIxdx-\-aiJ'xidx-\-asj'xidx-\-...-\-a,,J"'x“dx

a wiec:
J.f(oc)dx = ala-}- | otx2+ ~atxs+ fa3ad+ 0 [+l-j-C

2) Niekiedy udaje sie roztozy¢ funkcje podcatkowa, ktérej catka
nie jest nam znana, na takie dodajniki, ktérych catkowanie potrafimy
wykonac.

Tak np. postepujemy z catka:

xdx

Korzystamy z wzoru: tgsx = sec2x — 1
Oznaczmy krotko szukang catke literg | (jest to poczatkowa litera
stowa: Integral, oznaczajagcego w jezyku niemieckim i francuskim catke).
A wiec:

1= f(\—L \)dx =
J \cos!® !

=y n dx=tg*~ Jdx ~ tgx - ®+ a
Taki sposéb obliczania catki nazywamy metodg catkowania przez rozkiad.
b) W podobny sposdb postepujemy z catka:

dx
f—
J sin2x cos2x



Zamiast 1 mozemy napisa¢ w liczniku sin2« -}- cos2», a wtedy:

/=- . f i, dx
7  sin2» cos2» J c0s2« Josin3«

a wiec: / = tg« — ctg» -J- C.

§ 206. Catkowanie ,,przez czesci“ (per partcs).

Bardzo wazng metode catkowania otrzymuje sie z wzoru na pochodng
iloczynu dwoch fuukcyj u{x) i v(x). Zatézmy, ze te funkcje posiadajg
ciaggte pochodne, to:

— "QCD Nz di)u'(») + a(«) u' («)

lub w formie rozniczkowej:
(a) d(u(x) *v(x)) == u(x) sv'(X)dx -{- v(x) u'{x)dx
co mozna takze napisa¢ w postaci:
d(U(X) *1(>)) = W(as) mdV () + «(») * (<)
lub w skroceniu:
d[uv) — udv -|- vdu

Z wzoru (@) wynika, ze:

fu{x) sv'{x)dx Jv(x) eu'(x) dx — u(x) *v(x) C
a stad:

Ju(x) ev («) ci» = W®)-v(x) -—C —j"v(x) *u’(x) dx

Statg C mozemy potaczy¢ z stala, zawartg w ostatniej catce nieoznaczonej,
w jedng nowg stata, wobec czego mozna napisa¢ otrzymany wzér w postaci:

<16) Ju{x)«/(«) dx — «(») v[x) —JIv(x) u'(x) dx

lub w skréconej postaci:

(16a) Judv = uv —J vdu

Nalezy pamieta¢ o tern, ze w pierwszej catce v nie jest zmienng, wedtug
ktérej catkujemy, lecz dv jest tylko skroceniem wyrazenia v’{x)dx
i podobnie du w drugiej cailce.

Stosowanie tego wzoru nazywamy catkowaniem ,,przez czesci*’ lub
~per partes“. Wzoru tego uzywa si¢ w nastepujacy sposéb: rozktadamy
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w catce / f(x)dx funkcje /(*) na dwa czynniki: u(x) ev'(x) tak, aby

catka v(x) drugiego czynnika byta znana lub tatwa do obliczenia; nastepnie
stosujemy wzo6r (16); otéz czesto okazuje sie, ze catka, wystepujaca po
prawej stronie tego wzoru, jest tatwiejsza do obliczenia anizeli catka,
znajdujgca sie po lewej stronie. Zwykle postepuje sie tak, ze catle wyra-
zenie /(*) d* rozktada sie na czynniki u(x) i v'(x) dx = dv(x) czyli
krotko u i dv i uzywa sie wzoru (16 a).

Przyktady.

1) Chcemy obliczyé

/ log xdx

Rozktadamy w tym celu wyrazenie pod catkg na dwa czynniki:

u—log® i dv= dx
Wobec tego:

du — —dx a v—Xx
X
Stosujagc wzor (16a), otrzymujemy:

/log xdx — xlogx —/* [/ d*= *logx —/d* — *logx — x -j- C

2) Obliczy¢:
/= [* 2cosxdx
Ktadziemy:
u= x* du= cos*d*
Stad: du = 2xdx, v— sinXx.

Wedtug wzoru (16a) otrzymujemy:
(b) / xmcosxdx = x2sinx —2 f vsin x dx

Wprawdzie nie potrafimy odrazu znaleZz¢ ostatniej catki, lecz jest ona
w kazdym razie tatwiejsza od poprzedniej. Stosujemy do tej catki powtér-
nie te sama metode, a wiec kladziemy x = u,, sinx dx = dvx a stad
diii — vi — — cos ® wobec czego:

/ xsinx dx = —xcos* -j-/ cos*dx = —x cos* -f-sin* -j- C
Podstawiamy ten wynik we wz6r (b) i otrzymujemy ostatecznie:
I —J"xlcos*dx = *8sin* -(-2* cos* — 2siu* —2C

czyli: I — sin *(*» — 2) -j- 2* cos * -j- C\.
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Widzimy, ze pierwsze zastosowauie wzoru (16a) nie doprowadzito
odrazu do obliczenia szukanej catki, lecz zredukowato jg tylko do prostszej
catki a dopiero drugi krok doprowadzit do pozadanego wyniku. Takie
redukowanie catki do kolejnych, corazto prostszych catek, jest charakte-
rystyczne dla metody catkowania ,,przez czesci“.

Zobaczymy na nieco og6lniejszym przyktadzie, jak mozna takie
kolejne stosowanie wzoru (16) zastgpi¢ tak zwanym og6lnym wzorem
redukcyjnym.

3) Dla cakki:

exdx

Wyprowadzi¢ wzor (redukcyjny), pozwalajagcy wyrazi¢ te catke-zapomocy
catki zawierajagcej zamiast potegi X" potege &"1, o wyktadniku
0 1 nizszym.
Ktadziemy:
a? — u, exdx — dv
a wiec:

du — «@?-1dx, v= e

Z wzoru (16a) otrzymujemy:
(c) In= xne*—nj ' e*x" 1ldx — xne*—nl,,

Jest to zadany wzor redukcyjny'.
Na podstawie tego wzoru mozemy catke o dowolnym wyktadniku
naturalnym n sprowadza¢ kolejno do calek coraz prostszych a ostatecznie

do znanej catki la—Jx° exdx —Je* dx — e*-f- C. Gdy chcemy obli-

czy¢ 1,, dla dowolnie wielkiego u, to oprocz tego ostatniego catkowania
nie trzeba juz wykonywaé zadnych innych catkowa¢. Tak np. chcemy

obliczy¢ 13= J'X 3exdx. Wedtug wzoru (c) jest:
13= Xx3ex— 312
13= xiex— 2i,
Ix= xe* — 1¢]10— xex—e*— C
Wobec tego:
13= x3ex— 3(@2+? — 2(xex— ex— Q)
= X3 — 3*2e*-f- 6* ex — 6ex-f- Ct
13= ex(x3— 3a:2-(- 6® — 6) -j- C,
Sprawdzi¢ wynik przez rdzniczkowanie!
4) Wyprowadzi¢ wzér redukcyjny' dla catki:

X dx



Catkujemy ,per partes“, podstawiajgc:

u= log"». dv — dx
Stad:

L]

dx
du— ulos;" 'xe—, v—X
X
a wiec:

In— x log"a:— fx eulog"-laa ™ = a;log"a:— nj"log" _la:dx

czyli:
[n= x log"a; —n/,_!
5) Bardzo wazny jest wz6r redukcyjny dla cakki:
Sn= f sin "a; da:
Otrzymujemy go takze przez catkowanie ,per partes“. | tak kladziemy:
u= sinmix. dv = sinxdx
Stad:
du= (n— 1)sin"~X ecosx dx, Vv= — coOsSX

a wiec:

Sn= — cosa: *sinn"Ix [n — 1)j "sinn~Z% ¢cos2x dx
czyli:

S. cosa'sin ' x - (n— 1)J '(sin" X — sin"a;)ala;

PrzenieSmy na pierwsza strone (u— 1)J si\\x dx czyli (n — 1)¢>,,

to otrzymamy:
neSn— — cosa; sin "~X -j- (n— 1)S,, 2

a wiec ostatecznie:

(17) 0 - JFsﬂlrﬁeJx - =ESINTIB . n—1lc

n

Przy pomocy tego wzoru mozemy obniza¢ wyktadnik wyrazenia sin"3 o0 2.
Jezeli n jest liczbg naturalng, to stosujgc wzér (17) kilkakrotnie, otrzy-

mamy ostatecznie dla n nieparzystego =j'sinx dx = — cosai-f- C

a dla n parzystego S0=J 'lin°xdx =J'dx — 33+ C

Jezeli n jest liczbg catkowitg ujemng, to nalezy z wzoru (17) wy-
razi¢ odwrotnie tS,_2 zapomocg iS,, a mianowicie:



Kladagc n — 2==m= —p, otrzymujemy dla m < — 2:

(17 a)

Wz6r ten pozwala sprowadzaé obliczanie catki Sm= S _p— /sii)f'oc
J

catki o wyktadnika p mniejszym o 2.
Dla p parzystego dochodzi sie ostatecznie przez kilkakrotne stoso-

wanie wzoru (17 a) do caiki S_Z—Jf — ctg® 4- C

sin 2x
Przy nieparzystem p dochodzi sie ostatecznie do catki S_x— j r
ktérej obliczeniem zajmiemy sie w nastepnym paragrafie.
Przyktad zastosowania wzoru, (17):
Ssin xd'x = &0= _____[_:_OS_«E_I_[]__EE(___(_% 04'

- — cos«sin® 30
cosx sin °x 5

N +4 62
cos® sinx  5cos«sinXxk t 10 COS® sili® 1\
6 24 24 2 *2

[ (8sin 3®-j- 10sin & -j- 15sin«) -j- N « -J- A
40 40

Przyktad na zastosowanie wzoru (17a):

dx
= + —
fsm]x 3
cos ® 2 _ ctg «
3sin® 3 C@«r C= 3 \sinm® 2 4G

§ 207. Catkowanie przez podstawienie.

Obliczenie cafki:
@) Jfix) dx — F{x) A-C

upraszcza sie nieraz znacznie, gdy za zmienng « wprowadzimy nowa,,
odpowiednio dobrang zmienng t, kladac:

(b) x = (p(t)
Zatozmy, ze funkcja <pft) posiada ciggta pochodna.
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Z wzoru (a) wynika, ze:
dF <\
m = m
Jezeli zas§ w funkcje F(x) wprowadzimy x="(p(t), to stosujgc wzoér
na pochodng funkcji ztozonej, otrzymujemy:
dF(<p(t)) dF dep dF dx v .
it = 5?2'Tt = 1i Wtz <= o* (il
Stad wynika, ze:
F(<p(t)f+ C = Jf(cp(tj) «(p'{t)dt
czyli:

F(x) -f- 0= jj H{(p(h) « <p'(t)at

Stad otrzymujemy ostatecznie na mocy wzoru (a):
(18)

Jest to wzér na catkowanie przez podstawienie; jest on bezposrednim
whnioskiem z wzoru na pochodng funkcji ztozonej. Widzimy, ze funkcja
podcatkowa f(x) nie przechodzi na /(<p(f)), lecz otrzymuje jeszcze dodat-
kowy czynnik: (p'{t). Wzdr ten najtatwiej jest zapamieta¢ w ten sposob,
ze wprowadza sie podstawienie X — (p{t) nietylko w funkcje f{x), lecz
takze w rdézniczke dx, ktéra wobec tego przechodzi na:
dx = dep(t) = <p'(i) dt

Podstawienie X — cp{t) staramy sie zwykle tak dobraé, aby catka po pra-
wej stronie wzoru (18) byta tatwiejszg do obliczeuia anizeli catka pier-
wotnie podana. Po wykonaniu catkowania wediug zmiennej t otrzymamy
jaka$ funkcje G(b) tej pomocniczej zmiennej t. Chcac wroci¢ do zmien-
nej X, nalezy obliczy¢ z wzoru (b) tjako funkcje zmiennej X, np. t= Xp(X)
i wstawié¢ ip(X) w G(I) za zmienng t. Aby sie to przeksztatcenie dato
uskuteczni¢ w sposéb jednoznaczny, trzeba obraé funkcje X — <) tak,
aby byta odwracalna w spos6b jednoznaczny. W tym celu wypadnie
czesto ograniczy¢ zakres zmienno$ci zmiennej niezaleznej w tym zwigzku
funkcyjnym X — g>(t) (por. tom 1, § 18).

Przy stosowaniu tej metody catkowania (przez podstawienie) roz-
poczynamy zwykle rachunek od tego, ze za jakg$ odpowiednio dobrang
funkcje tp(X) zmiennej X podstawiamy nowg zmienna:

t— %%



rs.
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a nastepnie obliczamy stad x = (p(i) i postepujemy dalej zgodnie z wzo-
rem (18). Funkcje ip(x) nalezy oczywiscie obrac tak, aby byta odwracalna
w sposob jednoznaczny i aby posiadata rézng od zera pochodng: albo-

wiem potrzebna we wzorze pochodna cp'(t) ma warto$¢ | y jak wiadomo

z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej (por. tom I, 8 79, wzor 28).
Przyktady.
1. Obliczy¢:

Jdx

Na pierwszy rzut oka mogtoby sie zdawac, ze ta catka ma wartosc:
3®)-6
------ == --O--------jako potega o wyktadniku ujemnym. Przez zrézniczkowanie

tej funkcji tatwo sie jednak mozna przekonaé, ze jest to wynik biedny.
Zastosujmy natomiast do catki podstawienie:
ip(x) —2—3x — t
Stad:
X=8§—"t—e(t) a dx— —

Wobec tego jest:
J'5(2 — 3x)~lidx=J 5ree—£dt = ~ ~ -fC= ¢i“6+ C
Wyrazamy teraz t zapomocg zmiennej X i otrzymujemy:
/= 4+(2-S»)-.+ C«3Ilr;in" + C
2. Obliczy¢:
R o
Chcac te catke sprowadzi¢ do znanej catki J 'y (por. wzor 5), uzywamy

podstawienia:

ax -f-b—t
Stad:
a wiec:
dx — —dt
a
Wobec tego:

dt
i=/V =4 /f=1ilosi'i+c

iTpnek rézniczkowy i catkowy. T. 2.

5)



Wracamy do zmiennej x i otrzymujemy:

[¢ T t = a-loBI* + ‘I+ C

3. Obliczyc¢:
r dx
J a2-\-x2
Znamy podobng catke: J m”A — = arctgx -{- C (por. wzo6r 13).

Staramy sie sprowadzi¢ szukang catke do tej postaci i w tym celu
wytagczamy w mianowniku a° przed nawias.
Stosujgc wzor (14), otrzymujemy zatem:

T_i_ r dx
a-
+ (?)
L . oo X
Teraz juz samo sie nasuwa podstawienie: —= t.
Stad:
X = at, dx = adt
a wiec:
T 1 r adt a T dt 1 y e
“ajr+(i= aj T+ (i= iarcS'+ C

. . X . : .
Wracamy do zmiennej x, kiadgc t= a—l otrzymujemy ostatecznie:

4. WSrdd catek, ktéreSmy otrzymali bezposrednio przez odwrdcenie

specjalnych wzoréw rachunku rézniczkowego, wystepowata catka f r—y--g
J 1 "1 x

(por. wzdér 13 z § 204), natomiast nie byto tam bardzo podobnej calki:

dx

m x«

By te catke obliczy¢, roztézmy najpierw funkcje podcatkowg na dwa
prostsze dodajniki (t. zw. utamki czesciowe, por. tom I, § 23, str. 91):
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Wyznaczamy state A i B tak, aby ta réwno$¢ zachodzita dla wszyst-
kich x (z wyjatkiem oczywiscie wartosci x = 1 i x = — 1, dla ktdérych
funkcja podcatkowa nie jest okre$lona). Uwalniajgc obie strony od mia-
nownikéw, otrzymujemy:

1= A—Ax+ B+ Bxj= {A+ B)-f {B— A)x

Spétczynniki przy x0i x| muszg by¢ po obu stronach réwne, a wiec:

A-fB =
A—B=20
Z tych dwoch réwnan otrzymujemy: A — m B = Zatem funkcje pod-

catkowg mozemy przedstawi¢ w postaci:

i
+

1—xs 1-j-a: 1—x

Stosujac tu wz6r (15) na catkowanie sumy i wz6r (14), otrzymujemy:

dx
J I-x* V '+ ® vV 1 X

Na podstawie wyniku, uzyskanego w przyktadzie 2, otrzymujemy stad:

d
hX-(i £log|l + ® —~7log|l ®]|-j-C=£log

czyli:

(19)

Ten wzoOr znajduje do$¢ czeste zastosowanie.
*

dec . . .
/ — i otrzymujemy, jak fatwo

sprawdzié:

(19 a) + C

5. Wynik, uzyskany w poprzednim przyktadzie, mozna zastosowac
do nastepujgcego zagadnienia z dynamiki. Na ciato o masie tn, spadajgce
pod wptywem sity ciezko$ci ziemi, dziata ponadto opér oSrodka w Kkie-
runku przeciwnym do kierunku ruchu; op6r ten jest w kazdym mo-
mencie ruchu proporcjonalny do kwadratu predkosci v ciata spadajacego

2*
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a nie moze by¢ wiekszy od sity ciezkosci. Znalezé wzdr na predkosé
tego ruchu i na droge.
Otéz catkowita sita, dziatajgca na to cialo, ma wartosc:

dv
P—mg—kv-=my= m—

gdzie g oznacza przySpieszenie sity ciezkosci (przyjmujemy je tu za state)
a y przy$pieszenie w badanym ruchu. Predkos$¢ v jest liczbg dodatnig
a ponadto musi by¢ kv**mg czyli vSS]/--

Stad:
dt Vi m 1
dv mg — kv2 k ~ —v2
Wobec tego:
m (' dv
*= -8m/ :k

Wedtug wzoru (19a) otrzymujemy stad:

<-S Y l|VKi—V +C
\
Wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne, a wiec znak bezwzglednej
wartosci nie jest potrzebny. Gdy przyjmiemy, ze dla t= 0 cialo byto
w spoczjmku, t.j. u= 0, to otrzymamy stgd C=0. Z tego wzoru mozemy
obliczy¢ v jako funkcje t a mianowicie:

Ptk Eft >
R k™ S
a stad:

T W 7.1 = 1'?2%5hiP (* "
e ''mj—1
Z tego wzoru wida¢, ze dla t—00 predko$¢ v dazy do wartosci:
zwanej predkoscig ,krytyczna“.
. . ds . .
Catkujagc wzor na t = ~ jeszcze raz, otrzymujemy na droge przy

tym ruchu wzor:

i" P sinhyp (tv*) dt
s= V/ fgbyp (tV}) dt — V&K / - ttL -

¢ cosbyp (i)




21

Ktadac cos hyp (¢Pf) = u, otrzymujemy:

du — sin hyp (ip”) *p” dt
a wiec:

5= 1 /¥ Gf = 1 loSI"l + °. = ” loB0O0>hiP
Jezeli dla t= 0 jest s— 0, to otrzymamy C, = 0 i pozostanie wzor:

s= jlogi[eV% + e~V

6. Catke:
J cosrx dx
oblicza sie¢ przy pomocy podstawienia rx— t. Stad x==— dx — dt.
A wiec:
J cosrxdx—~" cosie—¢i= --J"costdt— ~ sint-f- C
czyli:
J cosrxdx = ~sinrx -j-C

Przy pewnej wprawie wykonuje sie takie proste catkowania odrazu, bez
uzywania odpowiednich podstawien.
Tak np. odrazu jest widoczne, ze:

J sinpxdx= —” cospx -{-C

7. Z wzoru redukcyjnego (17) (str. 14) na catke z sin"* wypro-
wadzi¢ wzor redukcyjny na catke z cos "x.
Opieramy sie na tern. ze:

sin x = ¢os (|n — %)

i ktadziemy: £n — x — t. Wtedy dx — —dt, sin * = sin n — t) — cost.
Wobec tego wzér:

sin"*cte = — 0 cos*sin "_*4- . Tsin"-2 dx

zmienia si¢ na:

(20) Kn=J 'cosntdt — —sintcosn H-(- --—--J ‘cos ™ Hdt
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Ktadgc n— 2 — m= — p i wyliczajagc z tego wzoru ostatnig catke,
otrzymamy wzo6r redukcyjny dla ujemnych poteg cosinusa:

(2°*)K--/-¢ir,=- =7+1 ‘+ E f+ ff S §
Jezeli p jest liczbg nieparzysta, to ten wzor redukcyjny prowadzi osta-.

tecznie do catki: /fﬁt ktérg omowimy w przyktadzie 11.

8. Czesto sie zdarza, ze nie trzeba oblicza¢ wyraZznie zmiennej X
z podstawienia xp(@) — + lecz wystarczy utworzyé rdézniczki obu stron
tej réownosci. Tak np. celem obliczenia catki:

xdx

/
uzywa sie podstawienia:

az2-f = i
Stad:

2xdx= dt
a wiec xdx = Adt, a to wilasnie jest potrzebne w liczniku.

Wobec tego:
a wiec:
xdx .)llg;r_?_.--S 4C
J \a*+ Xx-

9. Wyprowadzimy wzér redukcyjny dla cakki:
Tm = J fgnxdx
W tym celu oddzielamy w funkcji podcatkowej:

tg ¥i= seCc*X — 1= — -——n- 1
° cos* X

Otrzymamy zatem:

TnFJ gm~2<-tg?xdx—j Ig (|p£ 1Jdx =
= JA g&rrrzxcos*x JAg,m~2<dx

Drugg catke mozemy oznaczy¢ literg Tm 21 pierwsza za$ obliczymy przez

podstawienie: tgkC= M a wiec dOCE=du. Wobec tego ta pierwsza catka
cos
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przyjmie postac:

um 2dum tg m~'x
1 m—1

Stalg C, wystepujacg przy catkowaniu, wigczmy do Tm 2 to otrzymamy
nastepujacy wzor redukcyjny:

10. Metody, podobnej jak w przykiadzie 8. uzywa sig, jezeli funkcja
podcatkowa jest ilorazem dwadch funkcyj, z ktérych dzielna jest pochodna
dzielnika, a wiec dla catek postaci:

T(x)dx
=/ fipB)

Ktadac f(x) = t, otrzymujemy f'(x)dx = dt, a wiec:

I = fj =\og\i\+C

czyli:

(21)

Ten wzdr mozna uwaza¢ za odwrécenie wzoru na pochodng logarytmiczng
(por. tom 1, § 85).
Tak np.:

sin x dx
Cos X

3)

Tu licznik jest rozniczkg mianownika, zatem wedlug wzoru (21) otrzy-
mujemy:

(22)

b) Obliczy¢:
mx -f- n
ax2+ bx+ ¢

Tu licznik nie jest wprawdzie pochodng mianownika, ale mozna go tak
przeksztatci¢, ze bedzie sumg tej pochodnej i liczby statej, a mianowicie,
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. . . m
wytgczajac z licznika —, otrzymamy:

¢icL

2ax + -'r m f (2ox -f-b)-f (~-f — &dﬂj
2aJ  ax2+ te - 20t a«24-bx-\-c
Te catke rozdzielamy na sume dwoch catek:

m f 2ax-\-b m (2aii__ \ i dx
1 2aj ax2-\-b x ¢ CX* s 2a\ m )J ax2-f- bx -j- ¢

Ot6z pierwsza z tych catek ma witasnie postaé lewej strony wzoru (21),
a zatem:

/, = 3 log Ilrn02+ bx -j- ¢
W drugiej catce nalezy sprowadzi¢ mianownik do formy kanonicznej:
a ANar xJrY a~t' sprowadzamy te catke do

formg: Jf E-KZ_A_Z lub Jf-i-zi A2 zaleznie od tego, czy wyr6znik 4ac — b2

jest dodatni czy tez ujemny. Te za$ formy omowiliSmy w przyktadzie 3 i 4.

11. Obliczmy catki: S=_f —mi K=_f otrzebne przy sto-
ezmy cart > =y Tggx™ ' Ty Tasx  POMEERNEPIY
sowaniu wzoréw redukcyjnych (17a) i (20a).
| tak:
dx
S r dx r dx 2 c0s2/®
v Msinfcos¥ o

Tu licznik jest rozniczkg mianownika, a zatem:

f JfUL = jog WX 4+
(23) sin x g 2 ¢

Celem obliczenia catki K, sprowadzimy jg do catki S, zauwazywszy, ze
C0S X — Sin(En -j- x). Zatem:

¢ - fe dx
J cos® J Sih -f-*)

Za \'n - x kladziemy t, to dx = dt i otrzymujemy catke typu (23).
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A wiec:
(24)

12. Celem obliczenia cafki:
1= j Jl—a2cte

dogodnie jest uzy¢ podstawienia wprost w postaci x = cp(t\ a nie, jak
to dotychczas czyniliSmy, w postaci t= ip(x). Podstawiamy mianowicie:
x — sini, biorgc

Podstawieniem tem wyczerpujemy istotnie caty zas6b dopuszczalnych wartosci x,
albowiem, aby otrzymaé rzeczywisty piorwiastek z 1— X1 musi by¢ —Irx"-\-1.

Wtedy dx = costdt, a zatem:
| =f — sin2tecostdt—J Tos21ldt
Te catke moglibySmy obliczy¢ odrazu przez zastosowanie wzoru reduk-

cyjnego (20). Dla éwiczenia obliczymy jg jednak w inny spos6b, a mia-
nowicie oprzemy sie na znanym z trygouometrji wzorze:

cos a
Cos M

1= £J (1+ cos2dt= (i-f"i sin™t)-j- C

Wobec tego:

Ale z wzoru &= sini wynika, ze t— arcsinx (przyczem— ¢ 7t<i<A re).

Ponadto sin 21= 2sintcost= &x\|I — X2 (znak pierwiastka jest dodatni,
poniewaz cosi ma wartosci nieujemne dla i, zawartych w przedziale
< — %n, Wobec tego:

(25) 1=p | —x2dx= ~(aresinx -j- &1 —xI) C

Pozostawiamy czytelnikowi do wyprowadzenia nieco og6lniejszy wzor:

(25a) J \k— x*dx = arcsin pL -|- x \k — FC (dla k> X1



13. Czasem przy obliczaniu catki trzeba uzy¢é zaréwno catkowania
»per partes” jak i metody podstawiania. Tak np. do obliczenia:

i = /»arctgx dx
stosujemy najpierw catkowanie ,per partes”, ktadac:
arctgx = u, dx = dv
_x dx

Catke, ktdéra tu wystepuje, obliczamy
i ~p X

zapomocg podstawienia 1-}x2= t. Otrzymujemy 2x dx = dt, a wiec:
fr-fxi=*f)= tlI°g\t\+ c =="i°g(i+®*) + 0
Wobec tego:
J arctgx = x arctgx — £ log(l + *23 —~
Niechaj czytelnik stwierdzi, ze w podobny sposob otrzyma sie:
J arcsinx dx — x arcsin @ —fP1l—xx -C

14. Przy obliczaniu calki:

| —f eaxsin bx dx

stosujemy dwukrotnie catkowanie ,per partes”, a mianowicie najpierw
ktadziemy:

eXx= u, sin bxdx = dv
du — aeaxdx, v= — cos bx (por. przykiad 6).

Wobec tego:

i— — (Acosh% j ii / coa (I}
*tjle

Stosujemy do wystepujacej tu catki powtdrnie metode catkowania ,,per

partes*, kiadac:
eax==u,, cos bxdx — dvv

du, =: aeaxdx, = zbsin foc

Zatem:
— 1 w 1 1@/l oo & C
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A stad:
Ib2= ¢ («sin bx — bcos bx) — a81, (a2 681 = ¢€“ (asin te — bcos te)
a wiec:
. pax .
/e°*sm tedx = -. ,—(asinte — 6coste) + €
a2— &

W podobny sposob oblicza sie, ze:

/eaxcoste dx = eax,_ (a cos te -f- bsin te) -j- C
a8 ws

15. W jednym z dalszych rozdziatbw bedg nam potrzebne calki:

J "sin nx sin ra:cte, J 's™n >X008rx X * J COS NX COS rXx "X

Przy obliczaniu tych catek opieramy sie na znanych z trygonometrji

wzorach:
sin nx esin rx — ¢ (cos (n — r)x — cos («-|- r)x)
sin nx ecosrx ==£ (sin (« -f- r)a+ sin (»—r)¥*)
cos ecosrx= £ (cos(n-j- r)X -j- cos (n— r)x)

Gdy n=k=r, to otrzymujemy stad:
J sin nx sin rxdx — \ J cos (N —r)xdx —\ J "' cos (n-}>)xdx =

/sin (n —r) X sin (n -f-r)
2\ n—r n-\-r )

(26) J sin nx cosrxdx—\J sin (n-f-r) x dx + \J sin (n —r)xdx —
r/cos (n-f-r)yx cos(n —r) a\
~A n-}r n—r |/

J COS NX COS rxdx—\J cos (N A- r)x dx -j- £J cos (n— r)xdx =

1/sin (n-j-r)x. siu(n —r) x\
2\ n-\-r n—r |/
Dla n=rjest cos(h—r)x —cos0=1, sin(W—r)x —sin0= 0,
a wiec powyzsze catki przechodzg na:

sin 2 nx
/ll
(26a)j A sin nx cos vx dx — c0522nnx
i nx
Fcosgnxdx= sSth_ X
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16. Wyprowadzi¢ wzo6r redukcyjny dla catki:

dx
r- = L (i + xiy

Podstawiamy: x = tgt, to dx = 14a?2= 1— tg2t:

N
cos21’ cos21

a wiec:

W cos2' 2tdt = K2,-i

Dla catki Km znamy juz wz6r redukcyjny (por. wz6r (20) na str. 21).
Stosujac go tutaj, otrzymamy:

In= K » N2 Sinic o s +
tgi i 2w— 3
2n—2)sec**t"2n — 2 nl
r X , 270—37
czy L 4 —(2ji—2) (1 + 9™ =i+ 222 "-1
lub wyrazZnie:
C dx X 2n—3 i icc

(27) " . . N
I (L-18)" - @m—2)(1-f o1+ 20—2 ) fsqey

Z tego wzoru bedziemy korzystali w nastepnym paragrafie.

Uwaga. Do tego wzoru redukcyjnego mozna tez dojs¢ bezposrednio, nie prze-
chodzac przez wzdér (20). W tym celu przedstawia sie funkcje podcatkowa w postaci:

1 l-j-x"—x"* 1 Xt
@+ x\n~ @A+ )« ~ (I+ a*)"-1“ (1-fxY

S - x 2dx
Catka In zamieni sie wtedy na In~i M.
/ -3

Do pozostatej catki stosujemy catkowanie ,per partes“, ktadac u —x, dv = (—Xf"~ )—
1 -f- Xi)n
i t. d. Pozostawiamy czytelnikowi dalsze wykonanie rachunkéw.
17. Jezeli znamy catke jakiej$ funkcji y — f (cc), to potrafimy bez
trudnosci obliczy¢ takze catke funkcji odwrotnej: x = (p(y). Itak, chcac
obliczy¢:

I= f % /)dy

podstawiamy za cp(t/) — x, stad y — f(x), dy= f’{x)dx
a wiec:

1= J x-f(x) dx
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Catkujemy ,per partes“, ktadgc: x — u, f\x) dx — do. Wtedy du — dx,
o= f(x) i otrzymujemy:
I — J'P(y) dy — oof{x) —j f{x) dx

Przyktady, a) Znamy dlay = sin x catke j sinx dx = — cosx -j- G

Wobec tego mozemy obliczy¢ przy pomocy poprzedniego wzoru
catke z ®= arc siny, a mianowicie:

J ‘'ure sinydy — x sinx —J'amxdx = x sin x -f- cos x -\- C1
Wracajagc do zmiennej y, otrzymujemy:
j "arc sinydy — arcsiny ey | —y*-j- G
(por. przyktad 13 na str. 26).
b) Dla y —sin hyp x znamy caitke:
J 'sin hypxdx = cos Hyp® -f- C= fAl -f- sin2 hyp® -f- C

Stad mozemy obliczy¢ catke funkcji odwrotnej, ktorg jest, jak wia-
domo (por. tom I, str. 290—291):

®= k>g(z/+ |/l -fy2
Wobec tego:

flog/ + h +1/*)dy==

= x sin hyp®—j'ginhypxdx = ylog (y -)- \\ -f-y*) —\Il -f-y* C
c) Poniewaz dla y = ex jest:
J'e*dx = ex-f- O
przeto:
Aogydy = ®e*— e+ ;f= logyy —y-fC
(por. str. 12 przykiad 1).

8§ 208. Catkowanie fnnkcyj wymiernych. Rozktad funkcji utam-
kowej na utamki proste.

Potrafimy scatkowac¢ kazdg funkcje catkowitg wymierng czyli kazdy
wielomian (str. 10, przykiad 1).
Funkcja utamkowa wymierna jest ilorazem dwdéch wielomianéw:

X, ' sl
9 W)
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Jezeli stopien licznika nie jest mniejszy od stopnia mianownika,
to wydzielamy z tej funkcji utamkowej cze$s¢ catkowita przy pomocy
znanego algorytmu dzielenia wielomian6wl W ten spos6b otrzymujemy
rozktad danej funkcji W(x) na cze$¢ catkowitg, np. h(x) i na funkcje

(I
utamkowa, np. ktorej licznik ma stopien nizszyanizeli mianownik,

a wiec:

Tak np. dla funkcji:
x3-f-2x 4-5
an— 48 -j- 3
wykonujemy dzielenie:

fa3-j- 28 - b):{x2—4x --3)=x-f-4

Xx3— 4xs -f- ox
-+

) 4tc!'— X -j- 5
+4x3— 160+ 12
+ 15«— 7
Zatem:
XS -|- 2x + 5 i 4

i ?
®—4@--3 X x3—4a--3
Czes¢ catkowitg /i (*) scatkujemy bez trudnosci. Pozostaje do cat-

kowania cze$¢ utamkowa, ktorej licznik ma stopied nizszy anizeli mia-
nownik. Do takiej funkcji zastosujemy catkowanie przez rozktad. W tym

celu postaramy sie roztozyé takg funkcje na prostsze dodajniki.

W specjalnych przypadkach uzywalisSmy juz takiego rozktadu (por.
str. 18, przykiad 4). Jezeliby spdiczynnik najwyzszej potegi zmiennej x
w wielomianie g(x) byt rézny od 1, to usuwamy go, dzielgc licznik i mia-
nownik tej funkcji utamkowej przez ten spdiczynnik; mozemy sie zatem
ograniczy¢ w dalszym ciggu do badania tylko takich funkcyj utamko-
wych, w ktérych ten spéiczynnik ma wartos¢ 1. Spoéiczynniki innych
poteg x sg dowoluemi liczbami rzeczywistemi. Algebra poucza (por. tom I,
§ 22), ze kazdy wielomian stopnia n mozna przedstawi¢ jako iloczyn n
czynnikow stopnia pierwszego:

wn(x) = a,(X —x) (X— X2)...(X — X,)

przyczem liczby xt, X,.... X,, s§ pierwiastkami réwnania w, (x) = 0. Nie-

1W podreczniku Ruziewicza i Zylinskiego p.t Wstep do matematyki
czytelnik znajdzie w rozdz. V dokfadne uzasadnienie tego algorytmu.
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ktére a nawet wszystkie czynniki mogg sie powtarza¢ wielokrotnie (jezeli
réwnanie posiada wielokrotne pierwiastki). Tak wiec mianownik funkcji
utamkowej, majacy spoétczynnik 1 przy najwyzszej potedze x, mozna
przedstawi¢ w postaci:
g@® = (x—a)“(x— P)b... X—Tir...
jezeli a jest a-krotnym pierwiastkiem rownania g(x) — 0,/3 -krotnym i t. d.
Pierwiastki réwnania g(x) = 0 moga by¢ rzeczywiste i zespolonel

Wszystkie zespolone pierwiastki réwnania o spéiczynnikach rzeczywi-
stych rozpadajg sie na pary sprzezone z sobg. Jezeli wiec:

fi= p -(-qi
(P, q sa tu liczbami rzeczywistemi a q jest rézne od zera) jest pierwia-
stkiem rownania g () — 0, to takze liczba:

Jiz=p —qi
jest pierwiastkiem tego réwnania. Co wiecej, jezeli fi jest r-krotnym
pierwiastkiem tego rownania, to takze sprzezona z fi liczba fi musi by¢
doktadnie r-krotnym pierwiastkiem tegoz réwnania. lloczyn kazdej pary
czynnikéw (x — fi) (X — ju), odpowiadajacych sprzezonym pierwiastkom,
jest wielomianem drugiego stopnia o spdtczynnikach rzeczywistych a o wy-
rozniku ujemnym. | tak:

(X—fi)-(x —p) - (x —p —gi)(X—p-j-qi) = (X —Pp)»-|-¢*=
— X2— 2px 4-p2-)-q%
Wyréznik tego trojmianu kwadratowego ma postac:
d— (—2p)2— 4 (p2 -qgi)= —4q2

a wiec ma warto$¢ ujemna.

Wobec tego mozemy przedstawi¢ -wielomian g{x) jako iloczyn sa-
mych rzeczywistych czynnikéw stopnia pierwszego lub drugiego w postaci:
(28)  g(x) — (x— a)a(x— 7)*..(&* + X4 bhr-(xt-j- azx -j- M*---
przyczem wystepujace tu tréjmiany majg wyrdzniki ujemne. Czynniki
pierwszego stopnia: x — a, x — /?,... odpowiadajg rzeczywistym pierwia-
stkom réwnania g (x) — 0, czynniki za$ drugiego stopnia: x2-j- axX -f- bu
X24 a2X-\- 6s,... odpowiadajg parom pierwiastkdw zespolonych, sprze-
zonych. Stopniem wielomianu g(x) jest widocznie liczbha n= a ,j-b4-..
4 21 -)-254 eeee

Efektywne wykonanie takiego rozktadu bywa nieraz bardzo trudne,
a mianowicie wtedy, gdy trudno jest rozwigza¢ rownanie g(x) = O.
W praktyce mamy jednak najczesSciej do czynienia badZto z tatwemi do

1 Zasadnicze wiadomosci o liczbach zespolonych sa podane w paragrafach kon-
cowych.
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rozwigzania rownaniami g{x) — 0, badZzto z gotowym juz rozktadem funkcji
g (X) na czynniki pierwiastkowe wedtug wzoru (28).

Kazdg wiec funkcje wymierng utamkowa mozna przedstawi¢ w po-
staci :

f(a>) f¥) .
g(x) (x— a“(x — P)b... {X--J-«ix-fo6i)r(® a, x-f-b2s...
przvczem tréjmiany, zawarte w mianowniku, majg wyrézniki ujemne.
Zatozmy, ze stopien licznika jest mniejszy anizeli stopien mianownika.
Prawg strone mozemy uwaza¢ za wynik dodawania prostszych utamkow,
omianownikach: x —a, (x —a)2... @—a)ax —P,(x—/3)2... (x —/?)*,...
A2-f-a, * -f-bt, (x2+ «i o+ h)\... @2+ atx +ebx),x2 a2x -}-b2 —

Okazemy, ze te utamki mozna tak wyznaczyé, ze liczniki beda
badZto liczbami statemi, badZto funkcjami pierwszego stopnia, a miano-
wicie udowodnimy prawdziwo$¢ nastepujgcego wzoru:

/(a?) [(& * =
g{x) (x—a) *(x — PYmm(x- +axas-fbi)r(x2+ «2®+ KY mm

A | N2 | _l 4 a_

X —a (x —a)2 (x cif
i "2 i i i
(29) X —p (x —pY [ x—PY
. i x - AP . iJToa) HKAo Afrx Nr
| @24-nj ®@-}-6, " @RAL. & ETHKRT T @2-)- «i x + i)
, p. X -h Q2 P Psx +Qs
*x2d- A AR T @3- 2K - R Y Y (x- 4~ w2 b2)s
+ e S ——————————————
Liczby Au A2... Aau Aa, 5, Bt,... Bbt.. AT, N2... M,, NA

I\. Qu P Q 2,... Ps, Qi... sg statemi liczbami rzeczywistemi.
Taki rozktad funkcji utamkowej na prostsze dodajniki nazywamy
rozktadem tej funkcji na utamki czeSciowe.
Dowdd. Rozpoczniemy od pierwszego wiersza w tym wzorze. Utwdrzmy
réznice:
/maj) Ag

(x -- a)*(x —PY... i®2 ®+ n,)r@R+ aEa;+ s (@ — af

— I~@&) ~ Aa(® — [?)*eem @3+ «id?+ V/-- ¢

(x —a)“(x —P)b... (®24- axx 4- b2r...
Chcemy te rdznice tak uprosci¢, aby jej mianownik miat stopie o jeden
nizszy od stopnia pierwotnego mianownika. Zazadajmy w tym celu, aby
mozna byto licznik i mianownik uprosci¢ przez ® — a. Jezeli licznik ma
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by¢ podzielny przez x — o to liczba a musi by¢ pierwiastkiem licznika,
a zatem musi sie spetni¢ réwnos¢:
f[a) — Aa(a — /)6... (a2-f-er, a -f 6)r(a2+ a2« + btY mm= 0

To sie za$ speini, gdy nieznang dotychczas stalg Au obierzemy wediug
WZzoru:

(I A

“ o (c— p)I’...(a2—\-ala,bel)r(a*—+—a| a-{-biy...
Dajemy zatem liczbie Aa te warto$¢ i upraszczamy licznik i mianownik
drugiej strony wzoru (l) przez x — a. Otrzymamy w ten sposéb w licz-
niku jaka$ funkcje A (x) stopnia nizszego anizeli n — 1, a w mianowniku
odpadnie jeden czynnik x — a.

A wiec:

10) A = fi@Q___
g{x) (©—a)« {x— af-',(x —P)b...(xi+ alx-\-bly(xi-\-a, x-\-bsf. ..

Z prawg strong tego wzoru postepujemy znowu tak samo, a wiec
odejm ujemy(05 - redukujemy i zadamy, aby licznik i mianownik

byty podzielne przez x — a; z tego warunku wyznaczy sie stalg Aay
wzorem podobnym do (I1). Postepujac tak dalej, wyznaczymy wszystkie
state A, wszystkie state B i t. d. w sposdb jednoznaczny, az pozostang

same mianowniki postaci x2-j- x -f- 058 -} X -j-b)2...
Po przeniesieniu wszystkich utamkéw, zawierajgcych w mianowni-
kach dwumiany x —a, X — i ich potegi, otrzymamy po redukcji

funkcje utamkowsg:
Rix)
{x2+ a, x+ 6,y-(@2-f o, x-f 62J...

Licznik jest tu stopnia nizszego niz 2r -j- 2s -j- ...
Teraz przystagpimy do wyznaczania spotczynnikow Mr, Nr. W tym
celu przenosimy odpowiedni utamek na pierwszg strone i otrzymujemy:

R(x) Mrx + Nr
HI  @®'+ a,x-\-bDr{xi+ atx-\-biY... (a2-f axX+ bj~
R (x) — (illrx + Nr) (®24- a2x + bty ...
x2-]- alx + b)r{xx-\-a2x + &y mam
Zadamy, aby licznik i mianownik daty sie uprosci¢ przez x2-)- alX-\-b1
czyli przez (x — p -f- Qi) *(x — p — qi) (zatozyliSmy bowiem, ze tréjmiany,
wystepujace w mianownikach, majg wyr6zniki ujemne, a zatem kazdy
z nich posiada pare pierwiastkOw sprzezonych).
Licznik musi wiec takze posiadac pierwiastki xt=p-\-qi i x,=p —qi.
Otrzymamy zatem dwa rdwnania:

Rachunek rézniczkowy i ca/kowy. T. 2. 3
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R{xl) — (Mrxx+ K) ¢(@?+ a2»l + bt)sme= O
B (xt) — (Mrx24- Nne(x\+ a*3&-f ;2s5...= O
wystarczajgce do wyznaczenia statych Mr i Nr.

Przedstawmy liczbe zespolong R (x,):(x1-j- fl2xy 4" biY mew postaci
F@Pi2+ *~P>2>1t0 li028» i?(35%): (*! + a2*2 + &»)*eee» ja° sprzezona
Z nig, ma postaé: *(p, 3)— z (?(p, 3). Réwnania (IV) przyjma wiec postac:

F@P i)+ *G(p, 2)= Mr(p 4-qi) 4-ivr
FP>q) —iG(p,g= Mr(p—ai)+ Nr

Stad otrzymujemy z fatwoscia:

Mr=8<?2(?>,2.3%r= ~ P>2) - 7TG(P>2)
a wiec liczby rzeczywiste.
Obrawszy takie il/r i INJ, mozemy uprosci¢ licznik i mianownik pra-
wej strony we wzorze (I1l) przez xi X by. Otrzymamy zatem:

Bt(x)
(x2+ atx 4-pl)rl(c*4-«x 4* o

Tu stopien licznika Bl (x) jest nizszy anizeli 2r — 1 {2s...

Z tern wyrazeniem postepujemy dalej tak samo, a wiec odejmujemy

Mix -4-J.i\/r_i reolu%ufemy 1 upraszczamy, wyznaczywszy O&powie-

dnio state Mr_i, iYr_i. Postepujac tak kolejno r-krotnie z czynnikiem
B*4" a, x 4" #) a nastepnie s-krotnie z czynnikiem x2  a2x b2 it d,
otrzymamy wszystkie state, wystepujace we wzorze (29). W ten sposéb
prawdziwo$é tego wzoru jest udowodniona.

Szczegdlnie tatwo przedstawia sie rozktad funkcji utamkowej na
utamki proste, gdy rdwnanie g(x; — O posiada tylko jednokrotne pier-
wiastki. Niechaj:

g{) = (x—co)x —p)(x—y)... (x =)

Zastosujmy do licznika f(x) wzér interpolacyjny Lagrange’a (tom |
str. 605), przedstawiajagc wielomian f(x) zapomocg jego wartosci:

[(«). F(P\f(y\--f('»)
w punktach:

Xx=ally,.v
Otoz:
*..X X—P)(XxX—y)...(x— V)
>m +
x—a)(x—y)...(x—=v) (@ , s (x—a) (x—="P)... ()
-r(P-a)(P~y)...(P-v)TWA--~(v-a)(v~p)...n >
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Podzielmy obie strony przez g (»), to otrzymamy:

f(x) f(a)

(P—aP—y) ,.{p—Vv) x—P (y—a)(y—p)..(y—v) x—y

Oznaczmy staty spdiczynnik przym G’J litergA, przy- litergSit.d.,

cT—p
to z wzoru tego otrzymamy odrazu zadany rozkiad funkcji utamkowej
na utamki proste:

I(»y. A , B , C , N
g(x) x—a X —p XxX—Yy X —V
Spétczynniki A,B,C,... oblicza sie mianowicie wedtug wzorow:

a=17 , i?- m

(@-p)(a —y).{z=v) P—a)p—y).(P—=v)"
Latwo stwierdzié, ze mianownik wzoru na A ma warto$¢ g\a), podobnie
w B wystepuje g'{p) i t. d.; trzeba tylko utworzy¢ pochodng iloczynu
{x—a)(»—1/?)...(»—v). A wiec wzorom na sp6tczynniki A, B,...mozna
tez nadaé postac:

y_ M p_m
1 g\<*y 9IWyll
Przyktad.
Roztozy¢ na utamki proste funkcje (por. str. 30):
15» — 7
X2— 4x 3

Poniewaz rdéwnanie »*— 4»-(-3 = 0 posiada pierwiastki 1 i 3, przeto
g(x) = x2— 4» 3= (» — 1) (»— 3). Rozktad ma zatem postac:

15» —7 A , B
X2—4»--3 x—1 x—3

Wedlug wzoréw na A i B otrzymujemy odrazu:

1--0 O 1
A wiec:
15»— 7 —4 19
»-—4»-)-3 »—1 »—3

W og6lnym przypadku, gdy wystepujg pierwiastki wielokrotne,
obliczanie spdtczynnikéw ta droga, ktora postepowaliSmy przy dowodzie
wzoru (29), jest bardzo mozolne.

3*
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Zwykle szybciej dochodzi sie do celu inng, prostszg drogg. Uwal-
niamy mianowicie obie strony wzoru (29) od mianownikéw. Po lewej
stronie otrzymamy w ten spos6b f{x), a wiec wielomian stopnia co naj-
wyzej n — 1, po prawej za$ stronie wielomian stopnia doktadnie 71— 1.
a wiec wielomian, majacy n spotczynnikow. Obydwa te wielomiany majg
przybiera¢ te same wartosci dla nieskofAczenie wielu wartosci x, a wiec
muszg by¢ identyczne, to znaczy, ze spoéiczynniki, wystepujagce po obu
stronach przy réwnych potegach zmiennej x, muszg by¢ sobie parami
rowne. W ten spos6b otrzymamy ii réwnaii pierwszego stopnia na wy-
znaczenie ii statych: AL A3... Aa, Bu B3,... Bb,... Mu NIt M2, Nt,...
Mn Nr, PY Qu P2 Qt... Ps, Qs,... Liczba tych rownan jest wiec wy-
starczajgca. Rownania te nie mogg byc¢ ze sobg sprzeczne, albowiem zg6ry
wiemy, ze istniejg ich rozwiazania: A2..., wyznaczyliSmy je bowiem
w poprzednim dowodzie w inny sposob. Ta metoda pordwnania spétczyn-
nikow prowadzi zwykle szybko do wyznaczenia potrzebnych statych.

Przyktady.
1) Roztozy¢é na utamki czesciowe funkcje:
5** —5a+ 1
a%— 3x* -j- 3x3— X-

Najpierw trzeba znalez¢ pierwiastki mianownika, t. j. rozwigza¢ rownanie:

*6— 3x* -f- 3xs— x-
czyli:
x*{Xs— 385-f-3 —1)=0
czyli:
x2{x — 1)3= 0
Pierwiastkami tego réwnania sg: *, — Xt— 0, x3= Xt= X3— 1L
Rozktad danej funkcjiutamkowej ma wiec postac:

54— 5x -jy h A\ At , Bx B2 B3
X1(x—1)8 X x2x —1 x—DN2(x —i)3
\% . . \Y
Uwalniamy obie strony od mianownikdéw i otrzymujemy:
5 —5@f 1=Axx(x— I)s+ 4sJ*— [)3-f-Bxxl(x — 1)2+
B.2x*(x -r |1)#* B 3x2
czyli:
5xI—5*-f- 1= Al (xi — 3x34~3x2— *) -j- A2(xs— 3 x2-\-Sx 1) -j-
-j- Bx(x* — 2*34-x24- B2(*8— x 2 4~ B3x2
czyli:
5*4— 5*4-1— ("i + Bi)xx4~(— 3Ax-f- A2— 2Bt -f- B.,)xI -f-
-j- BAx— 3A* 4" Rj — B24~ B3)X- 4~ (— Ax4- 3yl) x — At
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Spétczynniki przy réwnych potegach zmiennej x muszg by¢ parami
sobie réwne, a zatem otrzymujemy nastepujacy ukiad réwnan:
+ +R1= 5
—3+ ++ —2A + A =0
3A — 3+ + B, — B2+ Bs= 0
—+ -j-3At= —5
—2+ =1
Z tych réwnan otrzymujemy kolejno, poczawszy od ostatniego:
Asr= —1, AX= 5+ 3+ =5- 3= 2, Bx= 5—Ax=Ab—2= 3,
Bi= SA1—A, +2Bj= 6+ 1+ 68=13.
B,= - ak + -dAt —Bl+ A = - 6—3—3+ 13+-J-

Wobec tego mozemy przedstawi¢ badang funkcje w nastepujacej postaci:

—b5a;+ 1 2 1 3 13 , 1
Xb—3®4+ 3®@3—x2 X X2 1x—1 (x— 1j2~T (s—1)s

2) Roztozy¢ na utamki czeSciowe funkcje:

W(x) = a?+ 2
(" X—=1E+ lj«

Mianownik ma juz tutaj posta¢ wzoru (28), albowiem czynnik drugiego

stopnia: x2+ 1 ma wyroznik ujemny: — 4 (pierwiastki sg urojone, sprze-
zone: + i, —i). Wobec tego rozkiad na utamki czeSciowe ma postac:
2x + 2 _ A Sl x + Al M2x + N5
@®— H®2+ 1)2 a — A+ 1 + @+ *

Celem wyznaczenia licznikéw uwalniamy obie strony od utamkoéw
lotrzymujemy:

2@+ 2= A@+1)+ (Mxx+ Nx)(x—1)(x2+1) +(A/Sx + N2)(®— 1)

czyli:

20+ 2= {A+ MDx*+ (A2 — Mx)x*+ (2A + Mx— Nx+ Jf) ®2+
+ (fj - ig + Nt- M2x+ (A- Nx- iYs)

Spétczynniki przy rownych potegach zmiennej x musza by¢ sobie
rébwne, zatem musi sie spetnia¢ nastepujacy uktad réwnan:

A+ Mx= 0

W, —i/,= 0

24+ My—+ + % =0
iY, —My+ V2— H = 2
M—Nx— AR= 2
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Z tych réwnan otrzymujemy bez trudnosci: A = 1, = Mx= —1,
M2= — 2, N2= 0, a zatem dang funkcje mozemy przedstawi¢ w postaci:
2cc+ 2 1 « + 1 2X
(x- 1)(«2+ D2 x—i R @® + 1)2

Po tych przygotowaniach catkowanie funkcyj wymiernych nie sprawia
juz trudnosci. | tak chcac obliczy¢ catke:

f 9(x)

wydzielamy najpierw cze$¢ catkowitg i otrzymujemy:

gdzie h(x) jest wielomianem, a stopieri funkcji f{x) jest nizszy od stopnia
g (x). Wielomian h(x) catkujemy bez zadnej trudno$ci. Nastepnie rozkia-

fl
damy funkcje _(IR na utamki czeSciowe wedtug wzoru (29), roztozywszy

poprzednio g (x) na czynniki wedtug wzoru (28), o ile juz zgory funkcja
g (x) nie jest podana w formie takiego iloczynu. Po wykonaniu rozktadu
mamy do czynienia z catkami nastepujacych typow:

a) J jir7* dx— Alog\x a\-\-C

b) /[t~ rdx=A-f X~ °rdx=A-( + r !

= e j- C, gdy n"> 1

c)

f -— v 70X, nrzgczem wa/r()znik a2— 4i <<0.
J X1+ ox+ b 1

Caltke te obliczamy metoda, podang w przykiadzie 10b na str. 23,
a mianowicie:

r mx+ n ix = f 2?2 + ftdx=

u u

J  x1-\-ax-\-b 2J x2+ ox-f-b 2
= f log(m+ + 6)+ uv- g

Sprowadzamy tréjmian x'i -f- ax -f- b do formy kanonicznej: x %j- ax -f- b—

= (¢-J-~\ -f- £ (4b—n2). Drugi dodajnik jest tu liczbg dodatnig, ponie-

waz a- — 40-<0. Wylaczamy te liczbe przed nawias, to:
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®@-f-ax-\-b=\(Ab —a2 A Lo 4

=\ (4b— a)

Uzywamy przedstawienia:

0-
Stad:
a zatem:

\ \Ab — a*dt
i (46-a 2 (i2+ 1)
N A . A “
arctgt -{- C= —_ ar ®tallT€
\IAb — as g¥- /46 — a* oy ~ L9

A wiec:
1. e\ “f" AT ifcf Lo i . i 2N —aM ixt+ta
%0 f dx = CIO ** 4+ aajd- b) + jrr=== arct %’ -
( 5 a2 -8, ¢ 2 o j4-b) H& 9 Yog—a

Takg posta¢ ma catka, gdy wyréznik 02— 46 < 0.

d) Pozostaje jeszcze do omoéwienia catka z utamka, ktérego mia-
nownik zawiera jaka$ wyzsza potege tréjmianu x2-\-ax-\-b o wyrdzniku
ujemnym, a wiec catka postaci:

Mx -f- N dx
(®*-f- ax -f- b)1

Uzywamy tu tego samego przedstawienia, co w poprzednim przypadku
i otrzymamy po tatwych przerdbkach:

Mt + 2N —aM
mb— a* dt
\4ft — a2 (i+ tr

Oznaczmy krétko: Jab ma’~— P. Mamy obliczy¢ catke:
4

dt
rfw>* + P/(T+ <r

Pierwszg z tych catek obliczamy bez trudnos$ci, uzywajgc przedstawienia
= Po wykonaniu prostych rachunkéw otrzymamy:
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e Mt dt M jn
w J (i+ ¢r 2d-»)(i +

Drugg za$ catke obliczamy wedtug wzoru redukcyjnego (27), wy-
prowadzonego w § 207 w przyktadzie 16.

Zbierajac razem wyniki, do ktérych doszliSmy, catkujac funkcje
wymierne, widzimy, ze catka kazdej funkcji wymiernej da sie wyrazié
zapomocg samych funkcyj elementarnych, a mianowicie mogag wystapi¢ wie-
lomiany (z catkowania czesci catkowitej h (@?), funkcje wymierne (z ca-
tek, omowionych pod b), pod d) z wzoru (w) i z wzoru redukcyjnego), lo-
garytmy (z catek omoéwionych pod a) i pod c)) i funkcje arcus tangens
(z catek omdwionych pod c) i z wzoru redukcyjnego (27), gdy doj-
dziemy do n= 1)

Zasadniczg trudno$¢ moze tu sprawi¢ tylko roztozeuie mianownika
g(x) na czynniki, t. j. rozwigzanie roéwnania y(®) = 0. Rozklad za$ na
utamki czesSciowe i catkowanie sg czasem zmudne, lecz nie sprawiajg
zadnych zasadniczych trudnosci.

Przyktady:

3) Obliczyé¢: fn:l
s-f- 28-j- 5
2— 4x -f-3 9

Wydzielamy najpierw cze$¢ catkowitg i otrzymujemy (por. str. 30).

®3-4-2®4-5 .. 15@—7
x2— 4@--3 T4 T 0 o3
Poniewaz za$:
15— 7 4 19
®— 4®-)-3 x—1 ®—3

(por. str. 35), przeto:
= |®2£40 —4d1og® — 1] 1dog|e—31f c
5@4—5®-|- 1
4> om/ 3™+ 3® —x2"X
Na podstawie rozktadu, wykonanego w przyktadzie 1) na str. 36,

otrzymujemy:

iz ITI_A+ 1 _+ >3

® ®—1 (® — )2 (®— 1)

9
5> = f@©— 1)(®@8-i-1)8
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Na podstawie rozktadu, wykonanego w przyktadzie 2) na str. 37,
otrzymujemy:
rodx rx -j-1 r o 2xdx
Jir+T JM+1)i-

ogt - 1—sjC-dE 1x—J" 9 o gr_2Xopy,

1= log|x — 11— £log (1 4- x2 — arctg® 4- + C

6) Obliczy¢ catke:

IR
Nalezatoby rozwigza¢ rownanie -f- 1= 0. Mozna jednak unikng¢
tych rachunkéw, rozktadajac x1-f- 1 na dwa czynniki drugiego stopnia
zapomocg nastepujgcego przeksztatcenia.
Dodajmy i odejmijmy 2x-, to:
' -1-i =xl+ 1-\-2xi— 2x2= (x1+ 1)2— 2a?* =
= (x*+ 1--\2x) «@2+ 1—Vv2x)
Rozktad na utamki czeSciowe ma wiec postac:
1 AxA-B Gx+ D
xit 1 x*f-vEx-f-1 x2— -1

Metodg poréwnania spéiczynnikéw otrzymamy po wykonaniu pro-
stych rachunkdw:

A= \f2, B="~ C—- ilJ2 D= *
A wiec:
. . *
1J 1 N »lef
47 *1-fr2® +1 4 ) x2—\r2x + |

Obydwie te catki oblicza sie odrazu przy pomocy wzoru (30) i otrzy-
muje sie:

, =ik i,gix I1E£ + |+
4\2 °x2—|/2®-{-1

+ iyi(arctg("® + 1) + arctg(]/2® — 1)]-f C

7) Dwa ciata, znajdujgce sie w roztworze w koncentracjach a i by
wytwarzajg wskutek reakcji chemicznej (dwumolekularnej) trzecie ciato.
Koncentracja tego nowego ciata w roztworze zmienia sie¢ w czasie od 0
do t od wartosci poczatkowej 0O do wartosci x. Szybkos$¢ tej reakcji wy-
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raza sie zapomoca pochodnej koncentracji x tego nowego ciata wzgle-
dem czasu t Na te szybko$¢ wyprowadzono wzor:

M ==kf{a — x){b— o

ctz
przyczem h oznacza pewng liczbe statg. Chcemy wyznaczy¢ ajjako funkcje
zmiennej t. W tym celu wyznaczamy najpierw funkcje odwrotng, t. j. t,
jako funkcje zmiennej x. Poniewaz ~ = przeto:

dt
dL _ 1

dx  k(a — )b — x)
a stad:
i= f dx
J kfa — x){b — x)
Rozktadamy funkcje podcatkowg na utamki czeSciowe:

1 _ A B
(@a—x)(b—x)~~a—x b—x
Stad ] — Ab — Ax -j- Ba — Bx.
A wiec: Ab-\-Ba=], —A—B
a zatem:

0. Stagd A— —B, —Bb-\-Ba=1

B—ah & b_a

Wobec tego (zatozywszy, ze ® <a i x <Chb) mamy:

= i ~ A ~ A
t l(jf a_()j(x+ j/ bl

=~

d x =
X

= kfi— b)tlogla — x) ~ lo»(6— ®L+ 0
= - N '
s Lglogel e C

Dla t= 0 jest x = 0, zatem:

O-trh b& +0°
Stad:

a wiec:
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Odwracamy te funkcje i otrzymujemy:

Y- b pabi
1 -7
a stad:
. ab{ic'a;a50 ;)|)<|t<— 1
ne

§ 209. Catkowanie niektérych funkcyj niewymiernych
algebraicznych.

W poprzednim paragrafie dowiedliSmy, ze catka z kazdej wymier-
nej funkcji sktada sie z skoniczonej liczby funkcyj elementarnych. Funkcje
niewymierne tylko w wyjagtkowych wypadkach posiadajg catki zlozone
z skonczonej liczby funkcyj elementarnych. Odnosi sie to nietylko do
funkcyj niewymiernych, przestepnych, lecz takze do funkcyj algebraicz-
nych. Omoéwimy tu kilka takich specjalnych prostych przypadkéw, w kt6-
rych catki funkcyj niewymiernych algebraicznych dadza sie wyrazi¢ za-
pomoca funkcyj elementarnych.

A. Pierwszym takim typem jest catka z funkcji wymiernej zmien-
a
nych: xb, a?",. ..X*, ktore sg funkcjami niewymiernemi. Oznaczmy funkcje

wymierng ilukolwiek zmiennych literg R.
Chodzi wiec o obliczenie calki:

(31) I = i R(xb,xd....xi) dx

- . . . ., d C V. .
Znajdujemy wspdlny mianownik m utamkow i podstawiamy:

(3la) xm=t czyli ,x— t"
Jezeli
m= bea — dec — . gep'
to
a aa' c « p
Xb= Xm= , XJ = Xm— td xXv= Vv~

Poniewaz ponadto:

dx — mtm~l dt
to:

=] R(taa dt
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Teraz juz funkcja podcatkowa jest funkcjg wymierng jednej zmiennej t
mwszystkie niewymiernosci, wynikajagce z utamkowych wyktadnikéw,
zostaty usuniete).

Te funkcje wymierng catkujemy metodami, oméwionemi w poprzed-
nim paragrafie.

Przyktad.

Obliczy¢ catke:

33—
. I/®>— II\XI + 12|/®
i dx
X (|4 - 14)
Wystepuja tu nastepujace utamkowe wykitadniki: g -jt.

Wspdlnym mianownikiem jest 12, podstawiamy wiec:

X=tn, dx=1'2indt
i otrzymujemy:

9 78 12i61Q , 10 W
t*— i
Pod catkg mamy juz teraz funkcje wymierng. Wydzielamy czes$¢ catko-
witg i otrzymujemy:

5f+ 1

t1— 1

Pozostawiamy czytelnikowi wykonanie dalszych rachunkéw.
Ostateczny wynik jest:

12

I="\x* —2I|/® + 4]|/®-j-30|/®-f- 12|/» + 2log(}/® + 1)-f
-J- 3log|J&— 11-HC
B. W podobny sposdb postepujemy z nastepujaca, ogollniejszg catka:

Czynimy przytem zatozenie, ze nie zachodzi proporcja a:c= b:g.
Tutaj B oznacza funkcje wymierng zmiennych x,y — |~—~j§ e "ky

ja zamieni¢ na funkcje wymierng jednej zmiennej, sprowadzamy utamki
' T

q s do wspbélnego mianownika m. Niechaj m= qep‘= se/s' =

Uzywamy podstawienia:

(32«) ( i2 *
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czvli:
nX+ b= r
rxA-g
a wiec:
gtm— b
a — ctm
Wtedy:
ax + b\t (ax + b\ef tpp
cx-\~g) Vx-\-g
Podobnie:
ta, + 6jf= -
\cx-\-g)

Potrzebne jest jeszcze:

dx = ga — cI"‘)_m%t_rrr' -f .(Etm:Qcmth dl = ag —.bugm “m rldi
(a — ci™5 (a—ci)*

Jezeli te wszystkie wielkoSci wprowadzimy pod catke, to otrzymamy
funkcje wymierng jednej zmiennej t.
SprowadziliSmy wiec to zagadnienie do znanych catek.
Przyktady. 1) Obliczy¢:
ix —3
i=M i + §dx
zaktadajgc, ze * > b5,

Podstawiamy 1/X 5 $= tMmi® = ot t ff

0 (J—*2<+ (I -+-i2i 121
X ~~ " (i —py ~ (1=
Wobec tego:
1 2i

a- py»

Funkcja podcatkowa jest juz wymierng funkcjg zmiennej i. Rozkladamy
ja znang metodg na utamki czeSciowe i otrzymujemy:

12i2
(1—iD2 i—11(i—0D2 i+1 1(i-f-1)2
a wiec:
3 3

I — 3log|i— 1] — 3log|f + 1] i Cfi



Powro6ciwszy do zmiennej x, otizymamy po uporzagdkowaniu:

2) Obliczy¢ catke:

Podstawiamy: (x—!)"=£, wiec x —i2-j- 1, dx — 2tdt, zatem:

1 — 2 {Ift* A\-t3-{-1)-\-C
I =2(/(*- D7+ + \\x- I)’+ Yd - 1)+ C

Uwaga. Do tego typu nalezg niektére z t. zw. catek dwumiennyeh, t.j. z calek
postaci:

a mianowicie wtedy, gdy albo u albo w jest liczbg catkowita (w tym drugim przy-
padku sprowadza sie te catke do typu B przez podstawienie a-j- bx — z). Takzo gdy
suma u-\-w jest liczbg catkowita, mozna te catke sprowadzi¢ do typu B, piszac ja
w postaci:

Udowodniono') jednakze, ze tylko w tych trzech przypadkach catka dwumienna
jest funkcjg elementarng. We wszystkich pozostatych przypadkach (np. dla «= f,w= -
otrzymujemy z catek dwumiennyeh nowo przestepne funkcje, nie nalezagce do funkeyj
elementarnych.

C. Bardzo czesto wystepujg w zastosowaniach catki postaci:

©

przyczem R(x,y) jest funkcjg wymierng dwdéch zmiennych x i y\ nato-
miast R(x,y), uwazana jako funkcja ztozona jednej zmiennej X, jest naj-
czesciej funkcjg niewymierng. Zaktadamy przytem, ze funkcja pod pier-
wiastkiem jest nieujemna, a wiec drugi pierwiastek z tej funkcji ma
wartosci rzeczywiste. Okazemy, ze catki tej postaci mozna zawsze przez
odpowiednio dobrane podstawienia sprowadzi¢ do calek z funkeyj wy-
miernych jednej zmiennej, a wiec sg one w kazdym przypadku funkcjami
elementarnemi. Rozréznimy tu 3 przypadki, zaleznie od znakéw spét-
czynnikdw a i ¢ tréjmianu ax2 j-te-j-c, a mianowicie: 1°a>0, 2°c > 0,

') Dowéd podat Czebyszew wr. 1853 w 18-ym tomie Journal de Liouville.
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3° a<CO i réwnoczesnie c¢c<0. Przypadkiem a— 0 nie trzeba sie tu
zajmowac¢, wtedy bowiem mielibySmy do czynienia z catka:

JB(xjjbx+ Q

nalezagcg do omowionego poprzednio typu i (zapomocg podstawienia
bx -j- ¢ — t2 sprowadzamy ja do catki z funkcji wymiernej). W catym
rachunku chcemy operowaé tylko liczbami rzeczywistemi.

1°. Jezeli a*> 0, to uzywamy podstawienia:

(33) jaxi-j- bx -f- c— t-j-x \a

Jest ono tak dobrane, ze po podniesieniu obu stron do kwadratu odpadng
wyrazy, zawierajgce Xxi i pozostanie rdwnanie pierwszego stopnia na
wyznaczenie x jako funkcji nowej zmiennej t | tak;

ax2-j- bx -j-c= t1-f-2xt\ a-f- axs

a wiec:
bx -j- ¢= i2-~2txYa
a stad:
. t2—ec¢
2t\a
Wobec tego:
\ax'i+ bx+ ¢c— t-f- \~a—* C
b— 21\'a
dt

(b~-2t\hy

Wprowadzajac te wyrazenia w catke (0), otrzymamy funkcje wymienig
zmiennej t.
Zamiast podstawienia (33) mozna takze uzy¢ podstawienia:

(83 a) \ax~ -f-bx -j-e— t — x \fa
Przyktady.
Obliczy¢ catke:
f’ dx
J \T+aP

Aby wyrazenie pod pierwiastkiem byto dodatnie, musi byé |/i| < x2
w razie gdy k jest liczbg ujemng. Poniewaz a= 1 0, przeto mozemy
uzy¢ podstawienia (33a) i otrzymamy:

\k -f-x- —i — X
K-j-xl=mi2— 2tx + X2
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a stad:

X_

21
t*+ k
- dt

-y
Zatem:
mczyli:
(34)

Do tej catki sprowadzamy z tatwos$cig catke:
Ix—J Jllc+ Xtdx

Postugujemy sie w tym celu catkowaniem ,per partes”, kladac:

\k -j-a*= u, dx— dv
X

du - — dx, V= X
WH

Zatem:

i — X*-j- K —
Ix— x\k-\- x- T dx = xyk-\-x2— | _-|7L = é(x
J + J ¥k + x*

It= x fk + x2—J |tk + a2dx -f kJ

IHH=xVk-t-x*- Ix+ ¢log I+ \k + ®*+ A
21x= x\k + a2-j- k log \x -j-\k + *'-1 Cx

a wiec ostatecznie:

(35)  Ix=J'[llo-(-®2da; = k(x\k x- -\-k log\x + \k -f-x2D)+ C

(Porébwnaj ten wzoOr z wzorem 25a na str. 25!).

Do obliczenia tej catki moznaby oczywiscie doj$¢ takze, uzywajac
odrazu podstawienia \k-\-x- = t— x, lecz droga, ktorej tu uzyto, pro-
wadzi szybciej do celu.

Uwaga. Obierajagc we wzorze (34) Ic= 1, otrzymujemy:

c d
(34 a) “ dog@+  -j-az2)-j- A
KT+ Xi
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(znak bezwzglednej wartoSci mozna opusci¢, poniewaz zawsze jest
X -f- (T4~ x%> 0). Wiadomo (por. tom |, str. 290—291), ze funkcja
log cc  ~1-f-a?3) jest funkcjg odwrotng wzgledem funkcji hiperbolicznej
X — sin byp y\ oznaczamy jg symbolem y = arsinhyp x. Zatem:

(34 b) fTi====arsinbypx-fC

Piszac ten wz6r w tej postaci, spostrzegamy analogje z znanym wzorem (12):
r dx
J Ki-®*
Podobnie ktadagc k= — 1, otrzymujemy wzory:
z

—arcsinx+ G

= \og\x-\-\x2— 1|-}-C=arcosbypx -f-O (dla x">|
Gag_ \xi—1 9 2 yP ( )

=zarcoshyp(—x)-j-C (dlax<_—1)
przyczem y = arcoshyp® jest funkcjg odwrotng wzgledem funkcji hiper-
bolicznej x — coshypy.
2°. Jezeli ¢~0O, to uzywamy podstawienia:

(36)

przez co osiggamy, ze po podniesieniu do kwadratu odpada wolny wyraz
po obu stronach. | tak:

ax2-j- bx -j- ¢ — c-f- 2tx Yc -j- i2x*
ax2-|-hx = 2tx yc -f- itxl
ax -\-b— 2tyc -\- tlx
2tyc —b
0= a—

yaxi bx c¢c= yc te—— —-

Zatem zarowno x, jak i («a;2-}- bx ¢, wyrazajg sie wymiernie zapomocg
nowej zmiennej i, wobec czego i catka (C) zamieni sie na catke z funkcji
wymiernej.

Podstawienia tego uzywa sie zwilaszcza wtedy, gdy a jest liczbg
ujemna.

Przyktad.

W teorji ruchu wahadtowego wystepuje catka:

J \bx—x2

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2.
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Spotczynnik a ma ta warto§¢ — 1, a wiec nie mozna uzy¢ podstawie-
nia (33), o ile chcemy operowaé¢ tylko liczbami rzeczywistemi; natomiast
c= 0, a wiec moze by uzyte podstawienie (36). Podstawiamy wiec:
\bx — X2= 170 -J- #x
Stad:
bx — x2— t2*2
a wiec:

Zatem:

SprowadziliSmy w ten sposob badang catke do caltki z funkcji wymiernej,
a mianowicie do catki, omoéwionej doktadnie juz w § 207 (przykiad 16),
ktéra sie oblicza przy pomocy wzoru redukcyjnego.

3° Jezeli a<(0 i c<(0, a wyrazenie y = \ax'l-j- bx -f-c ma by¢

ax- -f-bx-f-c— 0

musi posiada¢ pierwiastki rzeczywiste. Albowiem:

Poniewaz a < 0, przeto i wyrazenie, w klamrze zawarte, musi mie¢
wartos¢ ujemng, a to moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy 4ac— z@< 0
czyli b*—4ac>0; wiadomo za$, ze wtedy rownanie (r) ma pierwiastki
rzeczywiste. Oznaczmy te pierwiastki literami a i /3 Tréjmian ax2A-bx-\-c
mozna wiec przedstawi¢ w postaci a(x — a)(% — 3. a wiec:

y = \ax2 bx-\-c — \a[x — a)(x — fi)

Zalozmy, ze x> a. Wylgczajac przed pierwiastek x — a, otrzymujemy:

a wiec catka (C) nalezy wtedy do typu B.
Przez podstawienie:

@7

sprowadzamy jg zatem do catki z funkcji wymiernej nowej zmiennej i,
jak to oméwiono w przypadku B.
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Do tego samego wniosku dochodzimy, zakiadajagc ® <a, poniewaz
wtedy:

Podstawienia (37) mozna uzy¢ zawsze, gdy rdwnanie (r) posiada pier-
wiastki rzeczywiste, a wiec takze wtedy, gdy a> 0 lub ¢>>0.
Przyktad.
Obliczy¢ catke:

jY —X2-(-5x — 6.dx
Z réwnania — x2-f-bx— 6= 0 otrzymujemy pierwiastki:
a= 2, S= 3

a wiec:
—x2-f-5* — 6= —{x—2)(x — 3)— {x— 2)(3—x)
Zatézmy, ze 2< x < 3, to iloczyn ten jest stale dodatni a zatem pier-

wiastek, wystepujacy pod catka, jest rzeczywisty. Wtedy:

VX250 — 6= \(Xx — 2B —%) — (x—2) |/

—i
B —X
Vx—2

!

Uzywamy podstawienia:

Wtedy:

A wiec:
fj— +50~6dk= f \ d

SprowadziliSmy wiec to zagadnienie do catkowania funkcji wymiernej.

Pozostawia sie czytelnikowi dalsze wykonanie rachunkéw (rozktad na

utamki czesciowe, zastosowanie wzoru redukcyjnego 27 z § 207).
Wynik:

J "\ —x2+ bx— 6dx——"arctgj/® -] - ~—\—x2\-bx—6-f-C

Podstawienia, zawarte we wzorach (33), (36) i (37), stuzace do
uwymiernienia funkcji podcatkowej w catce typu C, nazywamy podsta-
wieniami Eulera.

4*
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Czesto uzywa sie dla takich calek takze innych podstawien, a mia-
nowicie podstawien trygonometrycznych, ktére zamieniajg funkcje podcat-
kowg nie na funkcje wymierng lecz na funkcje przestepna, jednakze
fatwg do catkowania. Zanim sie uzyje takiego podstawienia, nalezy spro-
wadzi¢ tréjmian, znajdujgcy sie pod pierwiastkiem, do formy kanonicz-
nej, to znaczy przedstawi¢ go jako sume lub r6znice dwoch kwadratow.
Poniewaz zaktadamy, ze pierwiastek z tego tréjmianu jest rzeczywisty,
przeto moga tu wystapi¢ tylko trzy nastepujgce formy kanoniczne;

x2 k2 x2—Ic2 k2—x2

natomiast nie moze wystgpi¢ forma — x2— k2
Sprowadzamy wiec catke (C) do jednej z nastepujacych catek:

J bilk, \kl—x2dx, b)JB 1{x, \x2-\-k2 dx,
o)d 7, (x, \x2— k2 dx

a) W pierwszym przypadku uzywamy podstawienia:

(38) X==¢sin t
zakladajac, ze k jest liczbg dodatnia.
W tedy:
\k2—x2= — k2sin 2= k |/l —sinH= kcost

dx = k costdt
i otrzymujemy catke:

J'R ,(lcsin t, Iccos t) Iccos t dt

Taka za$ catke, zbudowang w spos6b wymierny z funkcyj trygonome-
trycznych, tatwo jest zwykle catkowaé, jak to zobaczymy dokiadnie
w nastepnym paragrafie. Mozna takze uzy¢ podstawienia: x = k cos t.

b) Takze w drugim przypadku uzywamy takiego podstawienia, by
zniknat drugi pierwiastek. Tu juz podstawienie (38) nie prowadzi docelu,
natomiast nastepujgce podstawienie okazuje sie odpowiedniem:

(39) x = ktgt
Wtedy bowiem:

\x 2-f-k2— \kutg 2 -|- k2— k |/l -(-tg 2= ksecf= 0s t
lcdt
dx cos 2

Catka b) zamieni sie wiec na:

» Lksmt
/ ' cos {l’j _c'os"t"c_B_s_Tdt
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a zatem jest znowu zbudowana w spos6b wymierny z funkcyj trygono-
metrycznych sint, cost

c) Wreszcie w trzecim przypadku odpowiedniem podstawieniem jest:
(40) x = ksect
Istotnie wtedy:

\ x| — k*= |/& secH— k2— k|/secH— 1= lctgt
/csini

dx = cos H &'

a wiec z catki c¢) otrzymujemy:
k k sin t\ k sin tdt
cost) cosH

a zatem znowu funkcje, ztozong w sposdb wymierny z funkcyj sini i cosi.

§ 210. Catkowanie funkcyj, ztozonych w sposéb wymierny z funkcyj
trygonometrycznych.

Zajmiemy sie tu catkowaniem takich funkcyj wymiernych dwdch
zmiennych: R(y,z), w ktérych y = sinx, z= cosx. Sg to wiec funkcje
ztozone jednej zmiennej Xx:

i?(sin COS &)
Wykazemy, ze calke z kazdej takiej funkcji mozna przeksztatci¢ na
catke z funkcji wymiernej nowej zmiennej t, ze zatem kazda taka catka
jest funkcjg elementarng. W tym celu uzywamy w cailce:

I = j 12(sin x, cos x)dx

podstawienia:

(41)

Wiadomo bowiem z trygonometrji, ze wszystkie funkcje trygonometryczne
sg wymiernemi funkcjami tej nowej zmiennej i, a mianowicie:

8in 21 cosa;::ll_ff*

Potrzebne jest jeszcze dx. Otoz:

X — 2arctgt
a wobec tego:
, 2 dt

AT+ e
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Po wykonaniu tego podstawienia catka 1 przyjmuje postaé:

T- Cp( 2t 1~ tt dt
J U+ 14-8) i+ t2
a wiec funkcja podcatkowa nie zawiera zadnych pierwiastkdw ani funkcyj
przestepnych, lecz jest jakag$ wymierng funkcja jednej zmiennej t:

dt

Mozemy zatem wykona¢ catkowanie metodami, wytozonemi w § 208.
Jako wynik otrzymamy zawsze elementarng funkcje zmiennej i, a wiec
elementarng (zwykle ztozong) funkcje zmiennej x.
Przyktady.
1) Obliczy¢ catke:
dx

- \]C&'i»sosx

Uzywamy podstawienia (41) i otrzymujemy:
dt dt
i.+?: I 5450+ 3— 3i2 4 + i2

dt
1 iJ 1+(])2

Ktadziemy i u,dt= 2du i otrzymujemy:

i= i-++i= tarcts«+ 0= 4darcts| + 0
czyli:
J= iarctg tg|J + C
2) Obliczy¢ calke:
/Y.0s 2
o sin ‘@

Podstawienie (41) prowadzi do nastepujgcej catki:

i

* -* A H +'
9 —2I°g I+ 99+ @
czyli:

=i 2log tg| +’;tg:X+C
2tg*;-
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3) Calke:

j'sin ix cos sx dx

chcemy sprowadzi¢ do catki z funkcji wymiernej. Uzywajac podsta-
wienia (41), otrzymujemy:

roof(_IiLX (I~ & JA .-«* rtHi-t

J Ml +tv "i+i2 i g+ A
UzyskaliSmy wprawdzie wymierng funkcje podcatkowa, lecz dalszy ra-
chunek, prowadzacy do obliczenia tej catki, bytby bardzo ucigzliwy. Przy
rozktadzie na utamki czeSciowe otrzymalibySmy bowiem 8 utamkdéw po-

staci:A—It—+ %’-t TJ_Bl ee a wl8c trzebaby rozwiqzywa(l: }t? rdwnafi

celem wyznaczenia spétczynnikébw Al Bu A2 B2 ...
Zobaczymy jednak (na str. 56), ze catke te mozna obliczyé w spo-
s6b o wiele prostszy, uzywajac innego podstawienia.
4) Sprowadzi¢ do catki z funkcji wymiernej catke:
i i’ dx
J asin *x-f- 2b sin x cos® -j- ¢ cos B

Przy pomocy podstawienia (41) uzyskujemy:

r 2qt .
| | i<
GM2+ 2 6 ~ + ¢ ("
(1 -f-i2dt
4a/2-f 46i(l —id+ c(l — 22

Prostszg forme jednakze uzyskujemy, uzywajgc tu podstawienia:
tga? = f

Po podzieleniu licznika i mianownika przez cos 2® otrzymujemy bowiem:

/== | £ « _ f dt
atg2x -j- 2btgx -j-c¢ J at*-f- 2bt -j- C

a do tej catki mozna zastosowa¢ metode, podang w przyktadzie 10b na
str. 23.

Jakkolwiek wiec podstawienie t — tg 9‘cprowadzi do celu zawsze, gdy

funkcja podcatkowa jest zbudowmua w sposéb wymierny z funkcyj try-
gonometrycznych, to jednak w wielu wypadkach praktyczniejsze sg inne
podstawienia i inne metody catkowania. Tak sie ma rzecz np. przy obli-
czaniu catek postaci:
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(T I = J sin s coskx dx

ktére wystepujg bardzo czesto w zastosowaniach. Wyktadniki s, k moga
tu by¢ dowolnemi liczbami catkowitemi (dodatniemi, ujemnemi lub ze-
rami). Rozrézniamy tu kilka przypadkow.

a) Jezeli ktorys z wyktadnikow jest rowny 0, to otrzymujemy catke:

J sinsx dx lubJ cosk<dx, a do tych catek stosujemy wzory redukcyjne,

omoéwione w 88 206 i 207 (wzory 17, 17a, 20 i 20a na str. 14, 15,
21 i 22).

b) Jezeli s jest liczbg dodatnig, nieparzysta: s— 2n -f- 1, to przed-
stawiamy catke w postaci:

I —J sin hix coskx sin xd x — —J (1 — cos ix)ncos kx d (cos x).

Widoczne jest, ze podstawienie:
cosx = t

sprowadza funkcje podcatkowa do funkcji wymiernej:

i= —j (i—py tkdt
Przyktad.
Zastosujmy to podstawienie do cafki

1=J 'sin & cos Ix dx

(oméwionej na str. 55, przykt. 3). Otrzymamy:
I = —Jij. — cos ‘a?8cos 2®d (cos x) — —J"(l —i)8 dt=
= — f (*— 2t-f-1 dt
Zatem:
1= —£f3-f-Bi5—\f -f~-C= — cos &?-j--fcos & — " cos n

Widzimy, o ile szybciej prowadzi to podstawienie do celu anizeli ogo6lne
podstawienie ty%= t.

c) Jezeli &jest liczbg dodatnig, nieparzystag: k = 2n -(- 1, to uzy-
wamy podstawienia:
sinx = t

Catke | mozemy bowiem wtedy przedstawi¢ w postaci:

1=J sinx (1 —sinix)n cosxdx — J sin (1L — sin *#)"d (sin x)
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A wiec:
1=Jts(1— - dl
Przyk}ad.
ctg E(dx = J/ cos %d { —(I_Slr-?—' ) (sin ®)

Dla sin® t=t otrzymujemy:

fdp f1 * =/(r.- 1+r)*m= t<-+ <->+iogi(i+

A wiec:

= = st Tarlet loalsin®)y-C
d) Jezeli ktéra§ z liczb s, & jest dodatnig, parzysta, to sprowa-
dzamy catke do przypadkua), zastepujgc dla s — 2n funkcjesin2® przez

1—cos®a w przypadkulc= 2n funkcje cos 20 przez 1— sin2R

Przyktad.
Pcos 4® 1 — sin 2”)2
I=JAirdx=1 inrn dx=

o Im_*L 2 f* Lo+
J sin 8® J sin® N

Pierwsza z otrzymanych catek obliczamy przy pomocy wzoru reduk-
cyjnego (17 a):

g C dx €0s ®sin ~X t /> P cos ® T d®
3 y sin3® —2 sin ® 2 sin 2® \] sin®
A wiec:
' cos X rdJAL. j_ i snxyix==

2sin 2® J sin® 11

cos ®
2 sin *® -l1os111 —cosx+ C

pal

(UzyliSmy tu wzoru 23 na str. 24 do oinczeniaJ/ sn X).
e) Jezeli obydwie liczby s i k sg ujemne, to albo s-f-k — — 2nr
albo s-|-&= —2n — 1. Wtedy mnozymy licznik przez: 1"= (sin 29 -j-

-f- cos 2)n i rozktadamy dang catke na sume kilku catek, nalezgcych do
poprzednich typow.



58

Przyktad.
Obliczyo:

1= f .  —

Tus k— —4—8= —7= —2-3 —1a wigc n= 3. Piszemy za-
tem w licznika zamiast dx iloczyn (sin*®cos 2”)3d® i otrzymujemy:

I"(sin 2B 4f« cos 'x)s dx
J sin *x cos 3®

sin 6®-)- 3 sin 4R cos S® -f- 3 sin *® cos 4R -j- cos ®*
= f sin *x cos sx

czyli:

J ocos® U cos® I sin® T I sink
Z tych catek pierwsza nalezy do typu d), drugg obliczamy postugujgc sie

wzorem 24 na str. 25, a trzecia i czwarta nalezag do typu c¢). Po wy-
konaniu prostych rachunkéw otrzymamy:

sin ®

2cos® 2 °g MM) slR® - Bsin®* C
Uwagi.
1 Jezoli s-f-fc = —2» (przyczem jedna z tych liczb moze by¢ dodatnia), to
bardzo praktyczno jest podstawienie:
tg® = <
Przyktad.
C dx r dx
sin 2 cos *x |/ g *COS B
sec *x  dx C(1 -j- tg X) d{tgx)
Ji** cos ® / tg X
cos y
j=f @4 / jSat=/(j-i+ 2+ t2dt- - \ + 2*+*iS+ ¢
/| = —ctga -f 21g®4- ~ tgs®-)- C
2) Jezeli suma wyktadnikéw jest liczbg ujemng nieparzystg: s—<+A= —2n —1,

to korzystnie jest uzy¢ podstawienia:

=t

N X

'8
jezoli w mianowniku jest tylko potega funkcji sina: (t. j. s< 0, £SiO jak w przy-
kladzie 2 na str. 54), a podstawienia:
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lgz(*711— *) =1}

jezeli w mianowniku jest tylko potejia funkcji cos x (t. j. jezeli k <0, s 0).
Przyktad.
Obliczyé¢:

COS X
Kiadziemy tg» n —x)=t, lo %---——clj— arclgt, x — *n —2 arctgt,

—2dt , 2t 1—i*
dx — sin(En — x)= — - = cosx, cos —X) = :

Zatem:

2 s ~if S r Ldt— if{? - 7+
| = — |-(—£i~2— 2log| < -f-\ i) -|]- C—

81g2; (171 — ® i —®+cC

sin cc

io= 28 v 2% + 4lo g lin ~ 70~ as5)l + c

Stosujagc do catki (T) oméwione tu podstawienia i przeksztatcenia,
zamiast jednolitej, ogdlnej metody, omdéwionej na str. 53, uzyskujemy to,
ze rozktad funkcji wymiernej, otrzymanej pod catkg po tych przeksztat-
ceniach, otrzymuje sie odrazu, bez mozolnego nieraz obliczania spdtczyn-
nikdw rozktadu tej funkcji na utamki czesciowe.

Zaréwno wséréd catek z funkcyj algebraicznych, jak i ws$rdd catek
z funkcyj przestepnych, znajdujemy bardzo wiele catek, ktore sie nie
dadzg sprowadzi¢ do funkcyj elementarnych a wiec nie dadza sie cal-
kowac elementarnemi metodami. Do takich catek nalezg, jak to juz wspom-
nieliSmy w 8§ 209 B, niekt6re catki dwumienne. Takiemi sg takze w ogol-
nym przypadku catki, zawierajgce drugi pierwiastek z wielomianu wyz-
szego stopnia anizeli 2, np.

J \jax%f- bx2-f- cx-j- ddx, j \at x1+ 02x*-f-a3te2-f- at x -j- a6 dx

Catki, w ktérych wystepuje tylko drugi pierwiastek z wielomianem 3-go
lub 4-go stopnia, nazywamy catkami eliptycznemi. Nazwa pochodzi stad,
ze takie catki wystepuja przy obliczaniu dtugosci tuku elipsy (por. § 229);
wystepujg one takze w licznych zagadnieniach fizyki matematycznej
i techniki. Jezeli pod pierwiastkiem wystepuje wielomian jeszcze wyz-
szego stopnia, to catke nazywamy hypereliptyczng.



60

Takze nastepujace caiki z dos¢ prostych funkcyj przestepnych nie
dadzag sie wyrazi¢ zapomocg funkcyj elementarnych:

J "N orodx’ *
Okazemy w dalszych rozdziatach, ze rozmaite takie catki mozna obliczaé
i bada¢ przy pomocy nieskonczonych szeregéw. Kazda z nich okresla
jaka$ nowg funkcje przestepng, nie nalezacg do funkcyj elementarnych.
W ten sposéb rachunek catkowy wprowadzit wydatne rozszerzenie
zakresu badan matematycznych.



ROZDZIAL XVIII.
O catkach oznaczonych.

§ 211. Definicja pola figury ptaskiej.

Pojecie catki pozostaje w bardzo bliskim zwigzku z pewnem za-
gadnieniem geometrycznem a mianowicie z badaniem pdl rozmaitych po-
wierzchni ptaskich. W matematyce elementarnej poznaje sie metody, stu-
zace do znalezienia liczby®, ktora jest miarg powierzchni dowolnego wie-
lokata (ograniczonego odcinkami linij prostych); te liczbe nazywamy
polem tego wielokata. W szczeg6lnoSci przyjmiemy tu jako znany wzoér
na pole prostokata i opierajagc sie tylko na tym wzorze, podamy metode
obliczania pdl dowolnych powierzchni paskich, ograniczonych takze li-
njami krzywemi. Najpierw weZmiemy pod uwage powierzchnie, ograni-
czong tukiem jakiej$ linji o rownaniu:

y — 1(*)

rzednemi w punktach koricowych tego tuku i osig x-6w (jak na fig. 2).
Zatézmy, ze funkcja f(x) jest ciagta w badanym przedziale i nieujemna,
t. j. ze cata badana powierzchnia

lezy nad osig odcietych. Przy po- AY

mocy wiadomosci z matematyki

elementarnej nie potrafimy w og6l-

nym przypadku znalez¢ liczby, kt6-

raby podawata w sposéb zupeinie

Scisty miare takiej powierzchni a na-

wet nie posiadamy definicji takiej

liczby, ktéraby nalezato nazwac po-

lem tej figury: nie mamy bowiem

nawet zadnego S$cistego praktycz-

nego sposobu mierzenia takich po-

wierzchni. Ot6z pierwszem naszem zadaniem bedzie konstrukcja takiej
og0lnej definicji pola, ktéraby odpowiadata intuicyjnemu pojmowaniu pola.
Powierzchnia, o ktérg nam chodzi, jest z jednej strony ograniczona od-
cinkiem ab, lezacym na osi £-0w. Dzielimy przedziat <[ a, b*> na do-
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wolng, skonczong liczbe czedci, np. na n czesci niekoniecznie réwnych,
obierajgc w tym przedziale w zupetnie dowolny sposob kolejne punkty
o odcietych: ag, x2, x%.. Wtedy a <», <«2<*, <eeoe <, i<0.
Wykreslamy rzedne danej linji, nalezagce do tych punktéw. Rozkiadamy
w ten sposob dang powierzchnie na skonczony szereg paskow. W kazdym
z tych paskéw rzedne danej linji o rownaniu y = f (o0 osiggajg wartosci
najmniejsze i najwieksze, odpowiadajgce najmniejszej wartosci mt i naj-
wiekszej warto$ci Mt funkcji ciggtej f(x) w kazdym z przedziatéw o sze-
rokosci xt— X/_i= Adl. Przez najnizszy punkt linji w kazdym pasku
wykreslamy odcinek prostej rownolegtej do osi odcietych az do prze-
ciecia sie z rzednemi, ograniczajgcemi dany pasek. W ten sposob otrzy-
mujemy figure schodkowa, ztozong z skoriczonego szeregu prostokatow.
Nazwijmy te prostokaty minimalnemi. Suma pdl tych prostokatow, zncie-
niowanych na fig. 2, jest rowna:

s= «),te, —a)-fF»2(*2 —*1)+ "h (@ — *2)+ eeo+ mn{—
czyli:

(42)

Przy kazdym podziale przedziatu bj> otrzymamy w ten sposob jakgas$
warto$¢ s na sume poél prostokatow minimalnych. Zbior tych wszystkich
liczb s jest ograniczony zgéry liczbg M ¢(b— a), gdzie M oznacza naj-
wiekszg wartos¢ funkcji fix) w calym przedziale <a, 6>, liczba ta bo-
wiem jest polem prostokata ab BE, zawierajgcego wszystkie szeregi pro-
stokgtéw minimalnych. Wobec tego zbior liczb s posiada kres gérny, t. j.
istnieje najmniejsza z liczb, ograniczajgcych zbior liczb s zgory. Oznaczmy

ten kres goérny symbolem RT[s] lub wyrazniej: K J Pm, Axt Otoz ten

kres gorny poél szeregéw prostokagtdw minimalnych obieramy za miare
pola figury ab BA. Przyjmujemy wiec nastepujacg definicje pola takiej
figury: kres gorny pol wszystkich szeregobw prostokgtow minimalnych jest
miarg badanej powierzchni; nazywamy go polem tej powierzchni:

P= K(s]= K Axi
i-1
Krotko, lecz mniej doktadnie, mozna powiedzie¢: za miare takiej powierzchni
obieramy gorny kres pdl wszystkich mozliwych figur schodkowych, wpi-
sanych w te powierzchnie.
Cate powyzsze rozumowanie odnosito sie do funkcyj nieujemnych
a wiec do powierzchni, lezagcych nad osig odcietych. Postepujac podobnie
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dla funkcyj niedodatnich w badanym przedziale (por. fig 3), stwierdzamy, ze
szereg prostokgtéw minimalnych zawiera catg badang powierzchnie. Liczby s,
okreslone zapomocg wzoru (42), s w tym przypadku liczbami niedodatniemi,
albowiem wszystkie mtsg nie-

dodatnie. Wobec tego i kres ey

gorny li[s] tych liczb s nie

moze by¢ liczbg dodatnig. Na-

tomia;t !iczba—ATMjest er- rb o « x A xa b’ I:,y
dy meujemna i te liczbe me- = 1 - n
ujemng uwazamy za miare ta-
kiego pola, lezgcego pod osig p *e
odcietych. Awiec dla/(a;)"0 B
jest: P=-K[s]= MWMLL

L c Fig. 3.

Uwaga. Do definicji pola takich powierzchni, lezacych pod osig’»:-6w, moznaby
uzy¢ prostokatéw maksymalnych, t. j. odpowiadajacych najwyzszym punktom w kaz-
dym pasku.” Kres dolny odpowiednich sum, wziety ze znakiem przeciwnym, nale-
zatoby wtedy uwaza¢ za miare takiego pola. Okazemy pdzniej, ze dla funkcyj ciag-
tych f(x) obydwie to definicje daja te samg liczbe P jako miare pola tej'powierzchni.
Definicje te, zaréwno jak i niektére twierdzenia z nich wynikajgce, mozna ~stosowaé
takze w przypadku, gdy funkcja f(x) jest nieciggta lecz ograniczona i posiada skon-
czong liczbe punktéw nieciggtosci. Istnieje bowiem wtedy zaréwno kres gérny jak
i kres dolny sum, wystepujacych w tych definicjach.

W ten spos6b mamy juz okreSlone pole kazdej powierzchni, ograni-
czonej lukiem linji oréwnaniu //—/(*), gdzie f(x) jest funkcja ciagta, rzed-

nemi w punktach konAcowych tego tuku i osig odcietych. Jezeli za$ po-
wierzchnia nie matej postaci, lecz jest geometryczng suma lub r6znicg takich
czesci, to za jej miare przyjmujemy sume lub rdéznice pdl tych czesci.
Tak np. pole figury, ograniczonej krzywa zamknietg na fig. 4a, oblicza
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sie jako roznice pél abBCA i abBDA, przyczem aA i bB sg skrajnenii
rzednemi.

Pole, zawarte miedzy hyperbola a promieniami OA i OB na fig. 4b,
wyznacza sie zapomocag wzoru 2 +(OCB—BOB), przyczem pola OGB i DGB
wyznacza sie zapomocg ogoélnej definicji (pole trojkagta OGB mozna obliczy¢
takze odrazu przy pomocy wzoru, znanego z elementarnej geoinetrji). Pole
odcinka paraboli na fig. 4c¢ wyznacza si¢ zapomocg wzoru OCB-\- OAD —
ECB DEA, przyczem kazde z pol, wystepujagcych w tym wzorze, mozna
wyznaczy¢ przy pomocy ogdlnej definicji.

Korzystanie z tej og6lnej definicji jest narazie trudne, poniewaz nie
znamy zadnego dogodnego algorytmu, prowadzacego do efektywnego wy-
znaczenia gornego kresu dla dowolnego zbioru liczb. Aby uzyskac takg
dogodng metode rachunkowga, przydatng do naszego zagadnienia, nalezy
sie zajg¢ doktadnie sumami, wystepujagcemi we wzorze (42), a w szcze-
gélnosci gornymi kresem takich sum. Uczynimy to w nastepnym para-
grafie, ujmujac cate zagadnienie w sposdb czysto arytmetyczny i znaj-
dziemy nieoczekiwane zwigzki tego zagadnienia z omawianem w po-
przednim rozdziale zagadnieniem szukania catki czyli funkcji pierwotnej
-danej funkcji f(x).

8 212. Definicja catki oznaczonej.

Wezmy pod uwage dowolng funkcje y = /(*), ciaggta w przedziale
<C,a b> (dla ilustracji moga stuzy¢ figury 2, 3 lub 5), przyjmujagcg w nim
dowolne wartos$ci (dodatnie lub nie-
dodatnie). Obierzmy w tym prze-
dziale dowolny skonczony, wzra-
stajgcy zbidr liczb:
*1, X2... Xn_y
Pomn6zmy kazdg z réznic:
AX, = XX — a,
AX2— x2— *i,weAxn= b —X,, j
przez najmniejszg warto$¢ nit da-
nej funkcji w kazdym z tych prze-
dziatdbw Axi i utwoOrzmy sume tych
wszystkich iloczynéw, t. j.

(42)

Nazwijmy to wyrazenie dla skrocenia sumg dolng. Jezeli bedziemy obie-
rali punkty podzialu w rozmaitej iloSci i w rozmaite sposoby, to otrzy-
mamy jaki$ zbiér tych liczb s. Ten zbi6r jest ograniczony zgéry liczbg
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np. M ¢(b— a), gdzie M oznacza najwiekszg warto$¢ badanej funkcji f(x)
w calym przedziale <fa,bf>. Wynika to stad, ze kazde »?sjest nie wiek-
sze od M, a wiec:

Am,AXt5S M "A xt— M(b — a)

Istnieje zatem kres gorny iST[s] tycb wszystkich liczb s, odpowiadajgcych
wszystkim mozliwym skoficzonym zbiorom liczb x,,Xt,... Xn_1 z prze-
dzialu <”a,bf>. Do oznaczenia tego kresu gdrnego uzywa sie takiego
symbolu, ktéry zawiera wyraznie badang funkcje f(x) tudziez liczby a i b,
ograniczajgce badany przedziat. Uzywamy mianowicie zamiast 7T[s] na-
stepujgcego symbolu:

/f(x)dx

To wyrazenie nazywamy catkg oznaczong z funkcji f(x) od a do bi czy-
tamy: ,catka od a do b z f(x)dxu. Liczbe a nazywamy dolna granica cafki,

b gorng, a f(x) funkcjg podcatkowg. Znak J* jest stylizowang literg S i ma

przypominaé, ze to jest kres gorny pewnych sum. Symbol za$§ dx przy-
pomina, ze wartosci (najmniejsze) funkcji podcatkowej mnozyliSmy przez
réznice Axf DoszliSmy zatem do nastepujacej definicji: warto$¢ catki
oznaczonej z funkcji f(x) od a do b jest to kres gorny sum, wyrazonych
wzorem (42), czyli:

(43)

Z powyzszego rozumowania widzimy, ze kazda funkcja ciggta posiada
catke oznaczong czyli jest catkowalna, oczywiscie w kazdym takim prze-
dziale, w ktérym jest ciggla.

Symbol catki oznaczonej zdefiniowaliémy na razie tylko dla a b

a

Jezeli aj>b, to znane nam jest znaczenie symboluJ "f(x) dx\ jest to

mianowicie kres gdrny K [s] liczb s, otrzymanych przy podziatach prze-
b

dziatu <(b, a)>. Otéz w tym przypadku dajemy symbolowi j F{x) dx

a

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T 2 5
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znaczenie — -AT[s] czyli:
(44)

Ten wzdr stuzy do uzupeinienia definicji calki oznaczonej w przypadku,
gdy jest on jednak prawdziwy takze w przypadku, gdy dolna
granica catki jest mniejsza od goérnej, jak sie otem przekonujemy, mno-
zac obie strony wzoru (44) przez — 1. Chcac wreszcie, aby symbol calki
oznaczat jaka$ liczbe A takze wtedy, gdy a = b, kierujemy sie w dobo-
rze tej liczby A tem, aby sie spetniat wzor (44) takze dla tego przy-
N a a
padku, t. j. aby byloj f(X)dX: —Jf(X)dX czyli A= — A, a wiec

2 = 0 a stad A — 0. Nalezy wiec obrad A = 0. Przyjmujemy zatem
nastepujaca dodatkowgq definicje'.

(45)

Nalezy doktadnie odréznia¢ catke oznaczong od omdwionej w poprzednim
rozdziale catki nieoznaczonej. Catka oznaczona jest bowiem zawsze jakgas$
liczbg, podczas gdy catka nieoznaczona przedstawia nieskorficzong gromade
funkcyj. Litera x, oznaczajgca zmienng niezalezng w symbolu catki ozna-
czonej, nie figuruje zatem w kohAcowym wyniku, a wiec mozemy ja za-
stagpi¢ dowolng inng literg. Tak wiec symbole:
b b b b b

Jf{x)dx, Jf(u)du, Jf(t)dt, j'f(y)dy. Jf(z)dz

a a a a a
i t. p. majg wszystkie te samg warto$¢ /f[s]. sa wiec wszystkie sobie rowne.

Uzywajac symbolu catki oznaczonej, mozemy napisaé omowione
w poprzednim paragrafie wzory na pole w nastepujgcej postaci:
b

P —Jf(x)dx, jezeli /(*)Sgz0 i bf>a
(46) b
= —Jf{x)dx f{x)S 0 n b> a

Pole powierzchni, lezacej nad osig odcietych, ograniczone tukiem linji
o rownaniu y = f(x), skrajnemi rzednemi i osig odcietych, réwna sie
zatem calce oznaczonej z tej funkcji od a do 0; pole za$ takiej powierz-
chni, lezaej pod osig odcietych, jest rowne wartosci takiej catki z prze-
ciwnym znakiem.
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SprowadziliSmy w ten spos6b zagadnienie obliczania p6l do zagad-
nienia czysto arytmetycznego, uzyskaliSmy ogdlny wzdr na obliczanie pdl,
z drugiej za$ strony uzyskaliSmy dogodng interpretacje geometryczng calki
oznaczonej, w razie gdy funkcja podcatkowa nie zmienia znaku w prze-
dziale catkowania.

8§ 213. Twierdzenie o wartosci Sredniej dla catki oznaczonej.

Wszystkie sumy s (por. wzor 42). ktérych uzywaliSmy przy defi-
nicji catki oznaczonej, sa ograniczone liczbami m(b—a) i M(b—a),
gdzie m oznacza najmniejszqg wartos6 funkcji f(x) ciggtej w caltym prze-
dziale <a, bf> a M najwiekszg. Zatem i kres gorny sum s jest zawarty
w przedziale <jm{b— a), M(b — «))>, to znaczy, ze zawsze speiniajg sie
warunki:

b

47) m(b— a) f[x)dx » M(b — a)

a

Wobec tego catka oznaczona jest rowna jakiej$ wartoSci posredniej po-
miedzy dwiema liczbami ograniczajgcemu Dobierajgc wiec odpowiednio
liczbe (i, posredniag miedzy m a AJ, otrzymujemy wzo0r:

(48)

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem o wartosci Sredniej dla catki

oznaczonej.
Liczbe ji, wyznaczong z tego wzoru, t. j

(49)

nazywamy $rednig wartoscig funkcji f(x) iv przedziale <fa,bj>. Takich
$rednich wartoSci uzywa sie bardzo czesto, zwilaszcza w naukach tech-
nicznych: mowi sie tam np. o $redniej wysokosci jakiego$ profilu, o $red-
niem natezeniu pradu zmiennego, o $redniej wydajnosci rozmaitych Zro-
det pracy, a wszystkie te S$rednie wyznacza sie wiasnie zapomocg tego
wzoru. Te $rednig warto$6 mozna uwazaé — jak pézniej zobaczymy —
za uogoOlnienie $redniej arytmetycznej skoficzonej liczby rzednych. Précz
tej Sredniej wartosci funkcji uzywa sie w wielu zagadnieniach takze
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t. zw. Sredniej kwadratowej, okreSlonej nastepujagcym wzorem:
b

(50) o* = f ax)¥dx

Stad o rowna sie drugiemu pierwiastkowi prawej strony.

Jezeli funkcja f[x) nie zmienia znaku w przedziale catkowania, np.
jest stale nieujemng, to mozemy interpretowal twierdzenie o wartosci
Sredniej w bardzo dogodny sposdb geometrycznie. | tak z fig. 6 jest wi-
docznemu ze mozna zawsze dobra¢ takg wysoko$¢ p prostokata o pod-

stawie ab, ze jego pole réwna sie polu
badanej powierzchni abBAya wiec:

abBA = (b—a) *p
czyli:
b

J f[)dx — pib  a)

Te rzedng ja uwazamy wtasnie za S$red-
Fig. 6. nig warto$¢ funkcji f{x) w przedziale
<a,b>.
Jezeli funkcja podcatkowa f(x) jest w catym przedziale <(a, bj>
nieujemng, to i catka oznaczona z tej funkcji jest w tym przedziale nie-
ujemna. A wiec:

(51) jTf)dx\ 0 dla /® 0

Wynika to z wzoru (48), w ktédrym jest fii==:0 i b— a> 0. Poniewaz
funkcja podcatkowa jest ciagta w przedziale <«, bj>: przeto musi przyj-
mowac kazda warto$¢ posrednig p miedzy m a M przynajmniej dlajed-
nej wartosci x, np. dla x = £= a-f-J[b —u). Wtedy wiec p — /(£)
a wzoér (48j przyjmuje postac:

(52)

§ *214. Adtlytywnos$¢ catki oznaczonej.

Catki oznaczone posiadajg pewng zasadniczo wazng wiasnos$¢, zwang
addytywnoscig. Wtasnos¢ te wyrazamy nastepujgcem twierdzeniem.

Jezeli przedziat <ja, bj> jest sumg dwdch przedziatdw <a, cj> i <y, bj>,
to catka oznaczona od a do b jest sumag catek od a do ci od c do b,
to jest:
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(83)

b

Dowod. J f(x) dx = K[s\ = K, gdzie K oznacza kres gérny sum fi, utworzo-
a

nych wedtug wzoru (42) dla wszystkich mozliwych podziatéw odcinka ab. Podobnie
C

J'f{x) dx = KI[s]]— jest kresem gérnym podobnych sum fi, dla odcinka ac,

a
b

, f f(x)dx — [Mi[s] = Kt sum fi, dla odcinka fib. Mamy wykaza¢, ze: K — K, -j- K ,.
C

Otéz IV = K, -f- jest kresem gornym zbioru wszystkich liczb fi' = ® -j- fi,
(por. tom 1, § 26, str. 99), jako suma kreséw goérnych zbioréw liczb fi, i fij Kazda
liczba fi' = fi,-)- fi, jest réwna jakiej$ liczbie s, odnoszacej sie do catego odcinka ab,
a wiec zbidr liczb s' zawiera sie catkowicie w zbiorze liczb s. Wobec tego kres gorny
K' nie moze by¢ wiegkszy od K. Okazemy jednak takze, Zze nie moze by¢ IV <”IC.
Gdyby bowiom tak byto, to istniataby przynajmniej jodna liczba fi, nazwijmy ja
fi, wieksza od K' a zatem wieksza od wszystkich liczb s'. Otéz tatwo stwierdzi¢, Zo
niema takiej liczby w zbiorze liczb @ Jezeli bowiem s nalezy do zbioru liczb s, to
odpowiada ona jakiej$ snmie:

s = »«,(«, —a) -f~m,(X2— X t) -j- moem+ »»*(** —xk-\) + B ««(& —xn-\)

Jezeli wséréd punktéw podziatu znajduje sie punkt c, to ta suma jest zarazem jakas
liczbg ze zbioru liczb s', np. liczbg fi, a wiec wtedy s= fi', nie jest wieksza od
wszystkich liczb s'. Jezeli za$§ punkt ¢ nie znajduje sie wéréd punktéw podziatu, to lezy
on miedzy dwoma punktami podziatu, np. miedzy Xk a Xk- Utwérzmy sume fi', na-
lezacg do zbioru liczb s', dobierajagc ten punkt ¢ do punktéw x,,x2,. .Xk-\ ,xt...
Wtedy:

s' = »i, (a5, — a)-f- »«,(#, — —r*_i)-j-»!"(»* —c)-j-.. -f

Ot6z ta suma nie moze by¢ mniejsza od s, albowiem rdzni sie od niej tylko tern, Ze
zamiast dodajnika mk{xk — Xk-\) = A wystepuja dwa dodajniki: mk{c — Xk~j)+
-fi\{xk- c)— B.

Ale in'k i m" nie moga by¢ mniejsze od m/,, sg to bowiem najmniejsze wartosci
funkcji f(x) w czeSciowych przedziatach <(314—,c)>, <jr, podczas gdy m/, jest
najmniojsza wartoscig tej funkcji w catlym przedziale <ai*—,ai4> Jest wiec B A
a wobec tego fi'2gfi. OkazaliSmy wiec, ze zadna liczba ze zbioru liczb fi nie moze
by¢ wieksza od wszystkich liczb zbioru fi', a wiec i od ich kresu gérnego K', a to
dowodzi, ze nie moze by¢ IV < K. Przedtem za$ dowiedliSmy, ze nie moze by¢
K'> K a wiec musi by¢ IV = K czyli Kt-j-JC,= K, ¢ b. d. o

Wzor (53) jest prawdziwy takze dla przypadku: a— b, wtedy bo-
wiem lewa jego strona jest zerem na podstawie wzoru (45) a prawa na
podstawie wzoru (44).

Punkt ¢ moze lezed takze poza przedziatem np. moze byoé
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@ <fb<)e. Stosujze bowiem wasr (53) do liczb 2. b...c. otrzymamy:
F RS X ok W ck—j TiX) ck—J fix) ok
L a : ) c
J 1) ok 1) e 2 T

a wiec otrzymamy znowu wzor (53). Trzeba przytem oczywiscie zatozyc,
ze funkcja jest ciggta takze w tym szerszym przedziale <(o, cj>.

Wz6r (53) mozna uog6lni¢ na dowolng skonczong liczbe dodajnikéw.
Tak np. dla r dodajnikéw otrzymujemy:

63 5 FOGK= | )k f ks | FOdk o fX) ok

Najprosciej dowodzi sie tego zapomocg indukcji zupetnej.
Zastosowania.
1) Na podstawie tego ostatniego wzoru mozemy poda¢ geometryczng
interpretacje catki oznaczonej takze w tym przypadku, gdy funkcja pod-
catkowa zmienia znak
w przedziale <ja, bf>
skonczong liczbe razy.
Niechaj linja ACEB na
fig. 7 bedzie obrazem
takiej funkcji. Catke
oznaczong od a do b
z tej funkcji rozdzie-
lamy wedlug wzoru
(53a) na takie czesci,
aby w kazdej z nich funkcja podcatkowa nie zmieniata znaku. Otrzy-
mamy zatem:

jFQ ok T )b I Fgek 59 79 ok fixa

Wedtug wzoréw (46) z § 212 pierwsza i trzecia z calek prawej strony
przedstawiajg ujemne wartosci pdl Pl i PA druga za$ i czwarta dodatnie
wartosci P, i P4

Wobec tego:

fmo=- L+A o+ S(A+A- (A+A)
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Zatem: callca oznaczona przedstawia sume pdl, lezagcych nad osig od-
cietych, pomniejszong o sume pdl, lezacych pod tg osig, czyli algebraiczng
sume pol, opatrzonych odpowiedniemi znakami. Chcac za$ otrzymac
sume wszystkich pél bez zmiany znaku, nalezy obliczyé kazda z tych
catek zosobna.

Mozna jednak takze poda¢ wzdr, przedstawiajgcy sume tych wszyst-
kich pol zapomocg jednej catki. W tym celu nalezy utworzy¢ symetryczne
odbicia w osi at-6w powierzchni, lezacych pod osig odcietych. Wtedy
f{x) zamienia si¢ na |/(*)| i otrzymujemy na calkowite pole wzér:

b
(54) P= P,-f-P2+ P, + P4=j) fx Jdx
a

2. Opierajac sie na addytywnosei catki, mozemy zacie$ni¢ przedziat,

w ktéry zamkneliSmy catlke oznaczong przy uzyciu wzoru (47) na

str. 67. Wiemy, ze catka jako kres gérny sum dolnych s= AXi
i-1
nie jest mniejsza od zadnej z tych sum, t. j.:
n b
AmoiAxi 4 j f{x)dx
t~\ a
Znajdziemy obecnie takze gdérne ograniczenie dla tej catki. Podzielmy te
catke na dodajuiki. dzielgc przedziat <a, punktami xu X2, m®,,-i i do
kazdej catki sktadowej zastosujmy wzér (47).
Oznaczmy literami M,,Al2 .M, najwieksze wartosci funkcji f(x)
w kazdym z czeSciowych przedziatbw o szerokoSciach Ax,, Ax2...Axn.
Z wzoru (47) otrzymujemy:
Xl
ni,-Ax,SSj f{x) dx 2S MiAxi dla (=1,2,...«.
X-1
Utworzmy sume tych wszystkich calek, to otrzymamy:

n b n

(55) V Axi I f(x)dx MiAXi

i-1 a /-1

ZamkneliSmy w ten sposob catke oznaczong pomiedzy dowolng sumg
dolng i odpowiadajacg jej sumag gorng. Te ograniczenia sg zwykle blizsze
catki anizeli liczby m(b —a) i M(b — a), wystepujagcewe wzorze(47)
a odpowiadajgce prostokgtom abCD i abBE na fig. 2 str. 61.

3. Opierajgc sie na addytywnosei catki oznaczonej, mozemy wyjasnié
zwigzek $redniej wartosci funkcji z $rednig arytmetyczng (por. § 213).
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Niechaj./*®) bedzie funkcjg ciggta w przedziale <a, 6>. Podzielmy
ten przedziat na n réwnych czesci o diugosci h = -——. Nazwijmy ko-

lejne punkty podziatu literami: au a2 ee+a,_ i i roztézmy catlke wedtug
wzoru (58 a):
a a b
j f(x)dx= ff(x)dx + J f(x)dx +mee+ jf{x)dx
a a n «H

Do kazdej z tych catek zastosujmy twierdzenie o wartosSci $redniej, wy-
razone wzorem (52), to otrzymamy:

m (b~a)=f&)~ ~ + m) +--+4m b "
a stad:

rtp) _ M) ~F~ +oeet [(E«)

' n
Widzimy, ze S$rednia warto$¢ funkcji f(x) w przedziale <fa, bf> jest
réwna S$redniej arytmetycznej wartosci tej funkcji, dobranych odpowiednio
w dowolnie wielkiej ilosci przedziatléw czesSciowych. Te czeSciowe prze-
dzialy mozna tez bra¢ nieréwne, np. o dtugosciach />./i2,... hn, ktorych
suma jest rébwna b— a.

Wtedy otrzymamy:

I(E){b « = h\/E,)-f-1,I(£2)
czyli:
f(£\ fiii) ~~bj f(£t) -f- eeo~4~bnf(",,)
n5> hi+hi+ ... + h,

Prawg strone nazywamy $rednig arytmetyczng wazong wartosci
[(EV)il(E>)>me/(E«) a spOtczynniki hu hi,...hn nazywamy wagami tych war-
toci funkcji. Widzimy wiec, ze $rednig warto$¢ /(E) funkcji w przedziale
<a. bj> mozemy takze uwazaé sa $rednig arytmetyczng wazong dowolnej
liczby rzednych, branych z tego przedziatu, z odpowiedniemi wagami.

§ 215. Catka oznaczona jako funkcja swej gornej granicy. Zwigzek
catki oznaczonej z funkcji ciggtej z catka nieoznaczong.

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w przedziale <C«, 6]>, to jest ciaggta
takze w kazdym przedziale <[a, gdy a< t< b, a wiec istnieje takze
catka z tej funkcji dla kazdego takiego przedziatu <(«, i>. Do kazdej wiec

i
liczby t z przedzialu <a, istnieje odpowiadajgca jej liczba: j f(x)dx



a wiec ta catka oznaczona od a do t jest funkcjg swej gornej gra-
nicy t: )
i
j f(x) dx = cpft)
Okazemy, ze ta funkcja ip{t) jest ciggta.
W tym celu badamy przyrost:
t-\-h |
cp(t-{- ) — <pfh —j f[x) dx —j f{x) dx
a a
(przyczem ograniczamy sie do takich k. aby punkt t-J-h lezal takze
w przedziale <<a, ¢(C>).
Stosujgc do pierwszej catki twierdzenie o addyty wnosci, czyli wzor
(53), otrzymujemy:
/ t I+h
(p(t-\-h) — (p{t)=j f(x)dx-(-j f{x)dx— j f[x) dx — ] fix) dx

a t a t

Z twierdzenia o wartosci $redniej, wyrazonego wzorem (48), otrzymujemy:

op(t -\- h) — () — g{t-\-li —t)= fi-h

gdzie y oznacza jakg$ warto$¢ posrednig miedzy najmniejszg a najwiekszg
wartoscig funkcji f{x) w przedziale <ft, t Stad tatwo wnioskujemy,
poniewaz y *h dazy do zera, gdy h dazy do zera, ze:

Jim cpft-)-h) = (el

To za$ znaczy, ze funkcja cp{t) jest funkcjg ciagtag. DowiedliSmy wiec,
ze catka oznaczona jest ciggtg funkcjg swej gornej granicy.

Poniewaz funkcja podcatkowa f{x) jest ciggtg funkcjg w przedziale
<(a, to mozemy zastosowa¢ twierdzenie o wartoSci $redniej, wyra-
zone wzorem (52) i otrzymujemy:

(pft -f-h) — cp(t) = ['(E) */( = Kkf{t -j- 5-A), gdzie 0 <(&<f1
Stad:
H+i<)-vm =f{t+ah)

Poniewaz f(x) jest funkcjg ciagta, to istnieje granica prawej strony,
gdy h dazy do zera, a mianowicie: f{t). Istnieje wiec takze granica lewej
strony, czyli pochodna funkcji (p{t). Zatem:
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«zyli:

<56) jtf f{x) dx = (1)

a

Ten wzdér ma nadzwyczaj donioste znaczenie dla rachunku catkowego.
Tre$¢ jego wyraza sie nastepujagcem twierdzeniem: mpochodna z calki
oznaczonej z funkcji ciggtej wedtug jej gornej granicy catkowania (uwaza-
nej za zmienna) istnieje i jest rdwna wartosci funkcji podcatkowej dla
tej gornej granicy.

Poniewaz <p'(t) — f(t), przeto <p(t) jest jedng z funkcyj pierwotnych
funkcji t czyli jedng z gromady funkcyj, zawartych w calce nieozna-
czonej z tej funkcji f(t), t. j. jest jedng z funkcyj, zawartych we wzorze:

Poniewaz za$ kazda funkcja ciggta f{t) posiada catke oznaczong, jak tego
dowiedlismy w 8§ 212, przeto kazda funkcja ciggta posiada jakgs$ funkcje
pierwotng, Wiemy za$, ze, jezeli istnieje jedna funkcja pierwotna, to musi
ich istnie¢ cata gromada (por. § 203), a zatem istnieje calka nieozna-
czona z f(t). W ten sposéb udowodniliSmy prawdziwo$¢ tego zasadni-
czego twierdzenia, ktore przyjeliSmy bez dowodu w poprzednim rozdziale,
a mianowicie: dla kazdej funkcji ciagtej istnieje catka nieoznaczona.
Jakkolwiek wiec przy pomocy metod, poznanych w poprzednim
rozdziale, nie zawsze potrafiliSsmy znalez¢ catke nieoznaczong z funkcji
ciggtej (por. zakonczenie § 210), to jednak teraz juz wiemy, ze te calki
nieoznaczone istniejg, przeprowadziliSmy bowiem dla nich dowdd istnienia
(przechodzac w rozumowaniu przez definicje i wiasnosci catki oznaczonej).

8216. Obliczanie catki oznaczonej przy pomocy catki nieoznaczonej.

WykazaliSmy w poprzednim paragrafie, ze dla funkcji (p{t), okre-
$lonej wzorem:

(w)

a
jest (p’{t) — f(t), o ile f(x) jest funkcjg ciggta. A wiec <p{t) jest jedng
z funkcyj pierwotnych, nalezagcych do funkcji f\t) czyli jedng z gromady
funkcyj, zawartych we wzorze:
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Aby wybra¢ te funkcje, o ktérg nam chodzi, nalezy wyznaczy¢ w odpo-
wiedni sposob statg C. Ot6z widooznem jest z wzoru (w), ze:
a
j f(xdx —<p@@=0

a

Trzeba wiec tak obrac¢ statg O, aby sie spetniat warunek: F(a) C=0
czyli C= — F{a).
A wigc:
cpt) = F(t) — F{a)
czyli:

t
JHf(x) dx — F{t) — F{a)

a
Ktadac tu t= b. otrzymujemy ostatecznie:

b
(57) J f(x) dx = F(b) — F[a)

a

co mozna zapisaC takze w postaci:

b
(57 a) J f(x)dx= [j '(@)dxj " f(x) etej
Symbol (W(x))x*a oznacza tu, ze w wyrazeniu W(x), zawartem w nawia-
sie, pojmowanem jako funkcja zmiennej x, nalezy za x podstawi¢ a.
Wystepujaca tu funkcja F(t) jest zupeinie dowolng funkcjg pierwotng
funkcji f(t). GdybySmy bowiem obrali dowolng inng funkcje pierwotng
F1(t)= F(t) + C1 to:

F,0- F,(@= FMb)+ g - F(@)- C,= F()- F(a)

a wiec warto$¢ prawej strony wzoru (57) pozostataby niezmieniona.
Trzeba jednak o tem pamieta¢, ze F{b) i F(a) sg wartosciami tej samej
funkcji pierwotnej; nie mozna wiec bra¢ np. F{b) — F1(a). Uzyskalismy
w ten sposob $cisty zwigzek miedzy catkg oznaczong a catkg nieozna-
czong a mianowicie:

catka oznaczona z funkcji ciggtej jest rowna réznicy pomiedzy war-
toscig, ktéra przyjmuje dowolna funkcja pierwotna tej funkcji dla goérnej
granicy catkowania a wartoScig tej samej funkcji pierwotnej dla dolnej
granicy catkowania.

To twierdzenie sprowadza badanie catek oznaczonych, zdefinjowa-
nych bez uzjmia rachunku rézniczkowego (jako kres gérny pewnych
sum), do catek nieoznaczonych, otrzymanych z zagadnienia odwrotnego
wzgledem roézniczkowania. Chcac mianowicie obliczy¢ warto$¢ catki ozna-
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czonej z jakiejkolwiek funkcji ciggtej w granicach od a do 6, obliczamy
najpierw jej catke nieoznaczong i wybieramy z tej gromady funkcyj
pierwotnych jedng dowolng, np. F{x) a nastepnie tworzymy roznice
F{b)— F(a), t. j. przyrost tej funkcji pierwotnej w przedziale <a, &>-.
UzyskaliSmy w ten sposob bardzo dogodng metode obliczania catek ozna-
czonych, mozemy bowiem teraz zuzytkowa¢ wszystkie metody, poznane

*
w poprzednim rozdziale. Tak np. chcac obliczyé: | sin xdx, wyznaczamy

b
najpierw catke nieoznaczong:

j sinxdx = —cosx -j- O

Wybierzmy np. te funkcje pierwotng, dla ktérej C= 0, a wiec F(aqj) =
= — cos®. Ot6z na podstawie wzoru (57) otrzymujemy:
1
/ inxdx= —cosn — (—cos0)= —(—1)—(—1= 2

Geometryczne znaczenie tego wyniku jest nastepujace: pole, zawarte
miedzy osig odcietych a potdwka fali sinusoidy, ma warto$¢ 2.

Opierajac sie na wzorze (57). okazemy, ze do definicji catki ozna-
czonej (i pola) mozna zamiast sum dolnych, wyrazonych wzorem (42)
z § 211, uzyé takze sum goérnych, wyrazonych wzor%m:

(42 a) S — i/, Axi + Mo d®2-f-... M,, Axn= " M tAX,

i-i
przyczem oznaczajg najwieksze wartosci danej funkcji f{x)
w odpowiednich przedziatach.

Dowod. Kres dolny tych sum istnieje. Nazwijmy go catkg gorng

z funkcji f\x) od a do ii i oznaczmy jg symbolem:
b

J /ix)dx

a
(Catke oznaczong, pojmowang jako kres gorny sum dolnych, nazywajg
tez catkg dolng). Do tej catki gornej odnoszg sie—jak tatwo spostrzec —
wszystkie, poznane poprzednio dla catki okreslonej twierdzenia, aw szczegol-
nosci wzory (44). (45), (52), (53), (56) i (57).

A wiec ta catka gorna jest takze rowna roéznicy wartosci, ktore
przyjmuje dowolna funkcja pierwotna F(x) funkcji f(x) dla gornej i dolnej
granicy catkowania, t j..

i
(57 a) j f(x)dx= F(b) — F(a)
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A wiec na podstawie wzoru (56) jest:
~ b
j f(x)dx=j fixdx

A zatem dla ciggtych funkcyj f(x) catka gdrna jest réwna calce ozna-
czonej. Mozemy wiec pojmowac catke oznatzoug z funkcji ciggtej takze
jako kres dolny sum gdérnych. Stad wynika, ze pole figury, ograniczonej
osig odcietych, tukiem dowolnej linji ciagtej i rzednemi w korncowych
punktach tego tuku, mozemy pojmowac takze jako kres dolny sum pro-
stokatow maksymalnych (opisanych, gdy pole lezy nad osig odcietych
a wpisanych, gdy pole lezy pod osig), jak to juz zaznaczono w uwadze
w § 211. Stad takze wynika, ze wielko$¢ takiego pola nie ulega zmianie
przez odbicie symetryczne danej powierzchni w osi odcietych, przez takie
bowiem odbicie wszystkie prostokagty maksymalne zamieniajg si¢ na mi-
nimalne i odwrotnie, a kres gorny zamienia sie na kres dolny, rowny
kresowi gérnemu ze znakiem przeciwnym i odwrotnie.

Opierajgc sie na wzorze (57), wyprowadzimy z rozmaitych ogdélnych
twierdzen o catkach nieoznaczonych odpowiednie twierdzenia o catkach
oznaczonych.

8§ 217. Wyitaczanie statego czynnika przed catke oznaczong.
Catka oznaczona z sumy.

A PoznaliSmy nastepujace twierdzenie, odnoszace sie do catek nie-
oznaczonych: jezeli h(x) — A-f(x) przy d=}=0, to: Jh(x)dszJ fix) dx
czyli:

J'af{x)dx = Aj f(x)dx
(por. § 205, wzér 14).

Jezeli H(x) jest jakgkolwiek funkcjg pierwotng funkcji h(x), a F(x)

funkcji f(x), to mozemy napisa¢ powyzszy -wzér w postaci:

H(x) C— A(F(x)-j- C)
Podstawmy tu za x najpierw h a potem a i odejmijmy od pierwszej
w ten sposéb otrzymanej rownosci drugg, to zostanie:

H{b) — H(a) = A(F{b)— F(a))
czyli w mys$l wzoru (57):
* b
j h(x)dx= Aj fix) dx

a a
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a to znaczy, ze:

(58)

DowiedliSmy zatem, ze staly czynnik rézny od zera mozna wytgczy¢
z funkcji 'podcatkowej przed znak catki oznaczonej,
Whniosek:

o

(58 a) j —f{x)dx = —]"f(x) dx

B. Do catek nieoznaczonych odnosi sie nastepujgce twierdzenie
o catkowaniu sumy (t. zw. catkowanie przez rozkiad). Jezeli:

h(x)= f{x) + 9(x)
to:

j h(x)dx=j f{x)dx+ J g(x)dx
(por. & 205, wzor 15). Zatem:
JoE)-\-g{x))dx —j f{x) dx + 1 g(x) dx

Niechaj H{x). F(x), G(x) oznaczajg funkcje pierwotne funkcyj: h(x),
f(x). g(x). Powyzszy wz6r mozemy zatem napisaé w postaci:

H{x) + C= F{x) + 6\+ G(x)+ C2

Podstawmy tu za x najpierw b a potem a i odejmijmy od pierwszej
w ten spos6b otrzymanej réwnosci druga stronami, to otrzymamy:

H{b) — H(a) = F(b) — F(a) + <?(&)- G(a)

czyli w mys$l wzoru (57):
b b b

Jh(x)dx= j*f{x)dx-(- fg{x,dx

DowiedliSmy zatem, ze catka oznaczona z sumy dwdch funkcyj jest rowna
sumie catek oznaczonych z tych funkcyj.
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Stad otrzymuje sie analogiczne twierdzenie o roéznicy f(po)— g(cc).
przedstawiajac ja w postaci fix) -j- (— "(xj) i stosujgc wzdr (59) a nastep-

nie (58 a). Zatem:
b b b

(592) Jo(f() —g(x) dx = j f(x)dx — g(x) dx

a a a
Widzimy wiec, ze twierdzenia, poznane w tym paragrafie, sg zupenie
analogiczne dla catek oznaczonych i nieoznaczonych.

Whnioski.

1 Z tych twierdzen wyprowadzamy nastepujgce twierdzenie, stuzace
do poréwnywania wartosci dwoch catek oznaczonych: jezeli f[x) ><?(#)
w calym przedziale <ja, bj>, to takze

b b
(60) J f(x)dxf=i] g(x)dx
Dowdd. Z zatozenia wynika, ze f{x) —g(x)"0. Na podstawie wzoru.

(51) z & 213 jest zatem:
b

/ ('(*) —9{x)) dxj"O

Na podstawie wzoru (59 a) otrzymujemy stad:
b b
J f{x)dx—] g{x)dx"0

a to znaczy, ze wz6r (60) jest prawdziwy.

2. Rozszerzenie twierdzenia o wartosci Sredniej.

Jezeli funkcja podcatkowa jest iloczynem dwoéch funkeyj ciggtych
f{x) i g(x), z ktérych jedna, np. g(x), zachowuje w przedziale <fa,b">
stale ten sam znak, to okazemy, ze mozna przed znak calki wytgczyc¢
drugg funkcje, bioragc jej warto$¢ na odpowiednio dobranem miejscu
posredniem z danego przedziatu. Chcemy wiec okazaé prawdziwo$é na-

stepujacego wzoru:
b b

(61) j f(x)g{x)dx = f(£)j g(x)dx gdzie a<£</>
Dowdd. Niechaj bedzie np. g(x) j> 0 w <fa,bf>. Niechaj M oznacza
najwieksza, a m najmniejszg warto$¢ funkcji f{x) w tym przedziale.
Wtedy M —f(x) 0 i f(x) — w caltym przedziale <ja, bf>.
Wobec tego takze:
b b

Jo(M—f(xj)g(x)dx*z0 i j (f(x)—m)g(x) dxjfg.0
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a wiec:
b b h
MJ'g(x) dx fix) eg(x)dx » mj g{x)dx
Istnieje wiec taka liczba posrednia miedzy m a ze:
b b

J X)) ({x) dx = fid g(x) dx
Poniewaz za$ ciggta funkcja f{x) przybiera przynajmniej raz kazda war-
to$¢ posrednig pomiedzy rn a M, np. w jakiem$ miejscu  przeto /t= /(£),
a to dowodzi prawdziwosci badanego wzoru.
3) Nieréowno$¢ Schwarza.
Poniewaz zawsze jest (/'(& et -f-g(x))25:0, przeto z wzoru (51)
z § 213 wynika, ze:

b
i g(x))2d x~ 0
Stad otrzymujemy na podstawie wzoru (59):
b b b
j f2Bt2dx -f-j 2tf{x) g{x) dx -|-j"gt(x)dx* O

czyli:
b b b

t2j f'(x) dx+ 21j fix) g(x) dx -f-j g*(x)dx ~ O
Wystepujgce tu catki sg liczbami statemi. Oznaczmy je kolejno dla skro-
cenia literami A, B, C to:

Atl-]- 2Bt-j-C~ 0

Ten trojmian zmiennej t jest stale nieujemny, a zatem jego wyroznik:
B 1— AC musi by¢ ujemny lub réwny zeru, jak to wiadomo z dyskusji
tréojmianu kwadratowego. A wiec jest B1— .4C;gO czyli: J525S AC, ato

znaczy, ze:
b b b

(62) Af(x) gfx) dx ) P{x)dx «<J'g2{x)dx

a a a

Ten wzOr nazywamy nierownoscig Schwarza dla catek.
Uioaga. Analogiczng nieréowno$¢ Schwarza dla skonczonych sum
udowadnia sie przez badanie wyrazenia:

(Ae*+ IR+ (Aet+ @22+ ...+ (fnei+ yn2n 0
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Tworzymy wyrdznik tego wyrazenia, po uporzagdkowaniu go wedtug po-
teg t. Otrzymuje sie:

/-i <i Y

ft i 9-sq tu dowolnemi liczbami statemi.

§ 218. Calkowanie przez czeSci (per partes) catek oznaczonych.

Przy catkach nieoznaczonych uzjfwaliSmy czesto wzoru:
Joufx) vix) tix = u(x) v(x) —j v{x) u’(x) dx

wyprowadzonego przy zatozeniu, ze funkcje u(x) i v(x) posiadajg ciaggte
pochodne (por. § 206, wzér 16). Niechaj F(x) oznacza dowolng funkcje
pierwotng funkcji u(x) vix) a G(x) funkcje pierwotng funkcji v(x) u\x).
Wzdr powyzszy mozemy zatem napisaé w postaci:

F(x) -f-C= u{Xx) v(x) — G(X) — A

Podstawmy tu najpierw x — b a nastepnie x = a i odejmijmy stronami
drugg w ten sposéb otrzymang réwnos$¢ od pierwszej. Otrzymamy:

F(b) — F(a) = u{b) v(b) — u(a)v{a) — (G(b) — G(a))
czyli:

(63)

Uzywajac skrocenia dv zamiast v'(x)dx, a du zamiast u\x)dx, tudziez
f(x) [* zamiast f{b) — f{a), mozemy ten wzér napisa¢ w skroconej postaci:

(63 a)

Pamieta¢ jednak nalezy, ze zmienng catkowania jest tu a: a nie u lub v.
Widzimy tu analogje z wzorem na catkowanie ,,per partes“ catki nieozna-
czonej; zamiast wyrazu u[x) v{x) wystepuje tu rdéznica: u{b) v(b) —
— u{a) {a).

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 6
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§ 219. Catkowanie przez podstawienie w catkach oznaczonych.

Wprowadzajgc w catke nieoznaczong zamiast zmiennej X nowg
zmienng t zapomocg wzoru x — (p{t), otrzymaliSmy w § 207 wzér (18):

U100 dx = | H<p) (o dt

ZaktadaliSmy przytem, ze funkcja cp(t) nietylko posiada ciggta pochodna,,
lecz ze jest ponadto odwracalna w sposéb jednoznaczny. Funkcje od-
wrotng do (p{t) nazwalismy: t — xp(x).

Zatozmy jeszcze, ze ta funkcja ip(x) jest okreSlona w przedziale
<a, £5> Dla x = a przyjmuje ona jaka$ wartos¢ tl, a dla x — b wartos¢
t2, a wiec: ifX@) = ti, ip[b) = {2

Chcemy to samo przeksztatcenie zastosowaé do catki oznaczonej.
Niechaj F(x) bedzie jakgkolwiek funkcjg pierwotng funkcji fix), to

J f(x)dx = F(x)-\-C. Podobnie niechaj G(t) oznacza dowolng funkcje

pierwotng funkcji f((p(t))e\t), to wtedy J'f(cp(t)) (p'(t)dt — G (t) C x.

Wobec tego mozemy napisaé powyzszy wzOr w postaci:
F(x)+ C= G(t)+ C,= G(tp(x)) + Ci

Podstawiamy tu X —b a nastepnie x = a i od pierwszej otrzymanej
w ten sposéb réwnosci odejmujemy stronami druga. Otrzymamy:

F(b)-F(al= G(L)- GM = G(ty(b)) - <?(tf-(a)
czyli na podstawie wzoru (57):

b h kib)
(64) J f0x) dx — | f<p(ti) @'y dt =J feptt)) (' dt
v

Wprowadzajac zatem zapomocg zwigzku x — cpft) nowg zmienng t w catke
oznaczong, nalezy jg przeksztatcic wedtug wzoru (64). Wprowadzamy
zatem o>(t) w f(x), zastepujemy dx rozniczkg cp'{t)dt funkcji x — <p(t)
a ponadto zmieniamy odpowiednio granice, biorgc ip(a) zamiast a, a xp{b}
zamiast b, gdzie ip(x) jest funkcja odwrotng wzgledem (p{t). Catkowanie
przez podstawienie jest dla catek oznaczonych nawet dogodniejsze ani-
zeli dla catek nieoznaczonych, nie trzeba bowiem po obliczeniu catki
wraca¢ do dawnej zmiennej, lecz oblicza sie warto$¢ catki wprost, pod-
stawiajagc za te nowg zmienng t odpowiednie wartosci state.
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§ 220. Przyktady obliczania catek oznaczonych.

1) Jakag warto$¢ ma catka oznaczona:

+i
==jk Xifdx
gdy ii jest liczbg naturalng?
+i
fosjitgnds — @2 L7 1 R
1 1 1 n—pl u-f- 1
Dla ii parzystych jest (— 1)“+l= — 1, zatem / = Dla n nie-

L “|
parzystych jest 1=0.
2) Obliczy¢ wartosci catek:
2n 2T 21
j sinjtlesinrxdxy fs\nnx coarxdx, J cosnx,cosrxdx

dla n=J=r i dla n=r
Obliczylismj' juz (w §207, w przyktadzie 1o0) catki nieoznaczone
z tych funkeyj (por. wzory 26 i 26a). Zatem dla « 5=r otrzymujemy:

s ox sinrxdx = Asin(e—rx s 19.&&'”} -0
J 2\ n—r n r
a 0
poniewaz zarowno dla x = Ojak i dla x = '2n obydwa wyrazenia, za-

warte w nawiasie, sg zerami. Podobnie:

2 '71

. 271
[ cosnatcos rxdx = Lisin(> - 1)x. h s_m(»—r)x\I: 0
J 2\ n+ r n—r 7§l
0 0
Dla catki:
2n
[ sinnxcosrxdx = —enlCOS(N - MX 1, COSM—r)xA 1 _

2\ i -f-r n—r )})

otrzymujemy rowniez warto$¢ zero. poniewaz dla 3= 0 i dla 3= 2«
funkcja pierwotna przyjmuje te samg warto$¢: — ~~n " r)-
Dla n = r otrzymujemy z wzordw (26a) nastepujgce wartosci:

2n 271
1/ sin 2 «a?

Jf sinlIX (ix = 332 = 1(27-0) —-|(0 — 0) = »

6*
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27
1c052vx
N o I M +
g $«« cosw* dx 2w o 2\27?i 2w
1/8in2?7a! 8
in2?7a!
o\ = 20+ 2%)-1(0 + 0)=
\]@M Moy X ( )i =

Z tych wzordw skorzystamy w jednym z dalszych rozdziatow.
3) Obliczy¢ catke:
+2
Z= ] \x\dx

-3

Poniewaz |a;|=® dla x* 0, a \xX\= —x dla *:8 0, przeto najdogod-
niej jest roztozy¢ te catke na dwie czesci:

0 2 0 2
1—J |*ldx+ ] [*ldx—] —xdx+ | xdx=
) . . )
1 , 1 .2 9 .4 13

"20L + 20 0- 0 + 0 - ¥

Niechaj czytelnik wyprowadzi ogdlny wzér:

b

I \x\dx = ~(b -\b\— a'\a\)

a

rozrézniajgc dla a i b wszystkie mozliwe przypadki, a wiec; a>:0
i 0=2:0, a< 01ib*=i0,a O01i6< 0. Dla wyjasnienia dobrze jest po-

stuzy¢ sie odpowiedniemi figurami.
4) W ierzchotki
4Y a 0(0, 0), A(xx, i/i), B (x2,0). przyczem x2>x,~> 0,
W)>0, jak na fig. 8. Wykaza¢, ze pole tego
trojkata, obliczone przy pomocy catki, ma takg
samg warto$¢, jak w geometrji elementarnej,

Nt j. réwna sie \x 2eyx.

« o Latwo stwierdzi¢, ze boki OA i AB majg

Fis- 8. rownania: u= iy u= Wy 4 #2M_
X

X2 — Xi 1x, —Xy
Pole trojkata ma zatem wartos¢:

P:j—_xdx+f( X -(- _dx
Joxi W% X\ X% Xid

trojkat
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Zatem:

p= lhar — y\®L ®@2,N ic .y di@2+a?t) =m

\2(xi — Xi) xi— xi y 9 r
XX

+ ®*yi = \Niyi
Niechaj czytelnik wykaze to samo dla innych potozen tréjkata,
np. dla & > ®> 0, yx> 0.
5) Obliczy¢ pole, ograniczone tukiem paraboli o rownaniu y2=2px,
lezacym nad osig odcietych, od poczatku uktadu do punktu o odcietej
X — a, rzedng koncowa y = b i osig odcietych (fig. 9). Otrzymujemy:

P=j\2px dx = \2p jx ldx= Y2px,k:| — Ma\2pa— ~ ab
b b 0

Pole, zawarte miedzy osig rzednych, prostg rownolegtg do osi odcie-

tych, a parabolg, ma zatem warto$¢ Pl="ab, t j. jest rOwne trzeciej

czeSci pola prostokata o podstawie a, a wysokosci b

analitycznej takze inng drogg, a mianowi-
cie zapomoca pewnego Sszeregu geome-
trycznego. Przy pomocy tego wzoru fatwo
mozna obliczy¢ pole dowolnego odcinka
paraboli, jak np. na fig. 4e, sir. 63.

6) Obliczy¢ catke od x3 do xs z ogol-
nej funkcji catkowitej wymiernej 3-go
stopnia:

y — a-f- bx + cxlI -f- ex3

iwyrazi¢ warto$¢ tej catki zapomoca rzednych y,,ys i rzednej y2, na-

lezacej do S$rodkowego punktu x2— ~(xt -{- x3) z przedziatu , X32>-
3 3
| —f(a + bx+ cx2+ ex3dx = ax -f- bx2-f- cx3+ \ ex{]
XX X
1= a(xs—x,)+ fb(il —x\) + bcf{xl —xj) + %e(0A— @)
t— [6a+ 36(*i+ x,)-f 2c{x{-f-xtx%f x\) + 8§e(aA+ x\x3+ a,x\+ ad)]
Poniewaz:

Vi — a -j- bx3-(- cx\ + cx], ys= a-\- bx3+ cx\-f eap
przeto:

I = -*%» + Yz+ 4da-j-2b(x, -f x3)+ c(xj + 2xtx3+ x\) +
-f \e(x\ -f- ¢ x\x3 -4- 3xIx\ -f *1)]
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Rzedna y., w punkcie $srodkowym ma warto$¢:

Wo—a+ i b(Xi4-®slH"ic(@i+ 2an@3+ *3+ + 3ai*s + 3ah@s+ 41)

a zatem wyrazenie, zawarte w nawiasie graniastym, ma wartos¢ i/j -}-
-J-ys -(- 4y2. Otrzymujemy zatem ostatecznie wzor:

(65) = up(yl-fdy, + th

Jezeli y jest w catym przedziale <ail£C,j> dodatnie, to ta catka daje

wielko$¢ pola, ograniczonego tukiem AB (por. fig. 10) paraboli trzeciego
stopnia, rzednemi w punktach koncowych tego luku i osig odcietych.

Ten sam wzOr utrzymuje sie

dla paraboli 2 go stopnia i dla pro-

stej: y= a-j- bx (t. j. dla para-

boli 1-go stopnia), jak to wynika

ze specjalizacji statych c,c w ogol-

uem rdéwnaniu. Wz6r (65) znaj-

duje czeste zastosowanie w przybli-

zonych metodach obliczania catek,

0 czem bedzie mowa w osobnym

paragrafie. Jezeli bowiem luk ja-

kiej$ linii mozna z dostateczng dla

zadanych celéw doktadnosciag apro-

ksymowac¢ zapomodca paraboli stopnia nie wiekszego jak 3, to pole, lezace

pod tym tukiem, mozna obliczyé w przyblizeniu wzorem (65), do czego

sg potrzebne tylko 8 rzedne i dtugo$¢ przedziatu.
7) Obliczy¢ pole, ograniczone tukiem AB elipsy o dodatnich
rzednych, rzednemi w punktach kor-

Y cowyeh tego tuku i osig odcietych
(por. fig. 11). Rownanie tej elipsy ma
postaé:

h*x- + 08y = fl26s
a wiec:

X-
Chodzi tu o obliczenie calki:
P X- (Ix
Uzyjmy podstawienia irygonometrycznego: X = acost, to pa* —x ‘= asint,

dx = — asin tdt. Trzeba jeszcze zmieni¢ granice catkowania, postugujac
sie wzorem x — acost. Stad t= arccos —a wiec zamiast granic &, i xt
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trzeba wstawi¢: t1— arccos-?, /2= arc cos7/. Otrzymujemy zatem:

1 a
. . . 1 —cos 2i
Poniewaz za$ sin2f= s , przeto:
h
P— —ab(\t — sin2t)]|
Stad otrzymamy np. pole ¢wiartki elipsy, biorac = t2— 0 (bo
i,= arc cos;: arc cosO = i~n, L — arc cosa— are cos 1 = 0). Zatem:
P——ab(0—0—| -f-0)==\abn

Dla calej elipsy otrzymujemy stad znany wzér:
P= abn

Stad dla kota o promieniu r = a— b otrzymujemy:
P = rsn

zgodnie z wynikiem, znanym z geometrji elementarnej.

W tym przyktadzie widzieliSmy, ze przy ostatecznem obliczaniu
warto$ci catki oznaczonej nie trzeba byto wracaé do pierwotnej zmien-
nej x, lecz mozna byto rachunek przeprowadzi¢ do konca przy pomocy
nowej, pomocniczej zmiennej t.

8) Pole, ograniczone tukiem hiperboli réwnobocznej:

nalezagcym do dodatnich odcietych, rzednemi koAcowemi i osig at-6w, ma
wartos¢:

Jezeli za poczatek przedziatu obierzemy xt = 1, a za koniec x3— a,
to wprost:

1

Mamy w ten sposob przedstawiony geometrycznie logarytm natu
ralny z dowolnej liczby a, wiekszej od 1, zapomoca pola.
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Do tego przedstawienia moznaby nawigza¢ catg teorje logarytmow.
Tak np. zasadnicze dla nauki o logarytmach twierdzenie:
log (ab) — loga-f-log b

mozna udowodni¢ w nastepujgcy sposéb, uzywajac catkowej definicji logarytmut
ab a ab

log (aft) = j'*j-dx =J d x + J ' d X

| 1 a
ab b
Ale / "dx— | —dz, jak to wynika z podstawienia x — az. A wiec:
X J z
a b

log (ab):] lidk+J 7 dz= loc“+ los 6

Z tego za$ twierdzenia wyprowadza sie z tatwoscig inne wazne twierdzenia
0 logarytmach.

9) Obliczmy pole, zawarte miedzy lukiem ABC hiperboli réwno-
bocznej o réwnaniu:

X*—y2= 1

1 promieniami, lgczacemi poczatek uktadu z koricami tego tuku (por.
fig. 12). Oznaczmy zadane pole OABC literg u.
Widocznem jest, ze:

C \u= OBC= ODC— BDC —Sfi —BDC
Ot6z pole BDC — P obliczamy przy pomocy catki:

P- =Jydx=J l|ix-— 1dx

(tu jest y> Oi a?>I). Catke te obliczamy przy
pomocy wzoru (35) na str. 48, a mianowicie:

fg. B 7 P=n(x — 1 —logia? 4 FR2— 1)) |

Dla dolnej granicy: a?=1 otrzymujemy warto$¢ 0, a dla gdrnej:
P= i («. RB?—1— log {xx-f \x\ — 1))
Lecz:
X\ — 1==yl
a wiec:
=i xi - i log(®i 4-vyi

Wobec tego: P o v

%u= \xlyl—Axiy, + ~logfa?!-fy,) — |log(aj, + Y]
a zatem cate pole OABC ma wartosc:

M= log(*, + y))
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Z tego wzoru mozemy wyprowadzi¢ bardzo interesujace wnioski.
| tak z wzoru tego wynika, ze:

(@ + yj= b
Poniewaz pomiedzy a yx zachodzi ponadto zwigzek x2— y\ — 1 czyli:

. ® —W) («i + Vi)— 1
wiec:

Z réwnan (@) i (b) wynika:

*I= i (e“4 €"“)— coshypu

V\i=\0" —e~*)= sinhyp«
Widzimy stad, ze w hiperboli réwnobocznej o p6tosi 1 rzedna dowolnego
punktu jest sinusem hiperbolicznym a odcieta cosinusem hiperbolicznym,
jezeli je uwazamy za funkcje pola wycinka OABC. Podobne zwigzki zacho-
dza miedzy rzedna i odcieta dowolnego punk-
tu kota o promieniu 1 a sinusem i cosinu-
sem kata srodkowego. Mozemy jednakze
takze i trygonometryczne funkcje wyrazic
jako funkcje pola odpowiedniego wycinka
kota (por. fig. 13). I tak wiemy, ze:

= cosa, Yyl— sina

Wycinek OABC ma pole:

ii= ABC+| OB= 2am= a
Mozemy wiec takze napisac:

Xx— cosw, yt= sinu

W ten sposéb mamy juz uwidoczniong $cistg analogje pomiedzy
funkcjami hiperbolicznemi a trygonometrycznemi (ktdre mozna tez nazy-
wacé funkcjami kotowemi) i tg analogja ttdmaczg sie nazwy ,sinus“ i ,.co-
sinus“ dla funkcyj hiperbolicznych.

10) Obliczy¢ pole powierzchni, zawartej miedzy jedng arkadg cy-
kloidy a osig odcietych. Uzyjmy dla cykloidy przedstawienia parame-
trowego:

X = a[t —sint)
y= a(l — cost)

Punkt przebiega jedng arkade cykloidy, gdy t zmienia sie od 0
do 2n, a zatem gdy x zmienia si¢ od 0 do 2an. Wobec tego:

"= J'ydx



Uzycie zmiennej x bytoby tu niedogodne, trzebaby bowiem wyrazi¢ y jako
funkcje zmiennej x, co prowadzi do do$¢ zawitego wzoru. Jednakze przed-
stawienie parametrowe nasuwa uzycie nastepujacego podstawienia:

Xx= a(t—sint)
Wtedy oczywiscie y wyraza sie wzorem a (1 — cost), a badana catka
ma postac:

P= «(1—cost)*a(l — cost)dt = aaf (1 - cosi)2dt
czyli:
Y 2T
1-f-cos 21
«e/l> - 2cost-f-cos2)dtm 2 cost dt =
. (*- 2
2n
P—ar(fi —2sini-f-Jsin2i)|= oa*fe = 3a %
0

Zatem to pole jest trzy razy wieksze od pola kota toczgcego sie, kto-
rego punkt zakresla cykloide.
Niechaj czytelnik wykaze w podobny sposéb, ze pole zamkniete
asteroidg (por. tom | str. 81), ma wartos¢: f a2n.
J11) Rozktad natezenia Swiatta, wy-
chodzacego z pewnego Zrodta Swiatta 0
(fig. 14), przedstawiono zapomocg odcin-
kéw r, wychodzacych z tego punktu pod
rozmaitemi katami. Okazato sig, ze konce
tych odcinkéw tworza koto, potozone tak,
jak na fig. 14. Zbada¢ $rednie natezenie N
Swiatta, uwzgledniajgc wszystkie mozliwe
katy.
Odcinek r jest funkcjg kata {4 a mia-
nowicie:
r=2 licos @
a kat zmienia sie od —*n do -f-\ n. Chodzi tu o obliczenie $redniej

wartosci tej funkcji w przedziale < — Na podstawie wzoru
(49) na str. 67 otrzymujemy:



W podobny spos6b mozna zbadaé Srednig odlegtos¢ d punktow (ocbwodu)
elipsy o potosiach a i ii od ogniska, uzywajac biegunowego rownania
elipsy:

1-—-£Q08(p

przyczem biegun lezy w ognisku, a osig jest 0§ wielka elipsy; p oznacza
tu parametr i ma warto$¢ b2:a, a e jest to mimosrdd liczbowy:

Przy obliczaniu tej catki dogodnem jest uzycie podstawienia tg”~ = wu

(por. 8 210). Pozostawiamy czytelnikowi do stwierdzenia, ze d — b Wy-
nik ten znajduje zastosowanie w astronomji, przy badaniu S$rednich od-
legtosci planet od stonca.

12) Prad elektryczny zmienny zmienia sie perjodycznie wediug
prawa sinusowego, a mianowicie:

i= 0sin at
Tutaj i0 oznacza najwieksze natezenie pradu. Okresem zmiany jest czas
T= = g*de bowiem t zmienia sie od 0 do P to at zmienia sie od 0

do 27 Zbada¢ Srednig kwadratowg a, czyli tak zwany ,prad skuteczny“.
Uzyjemy do tego celu wzoru (50) na str. 68 dla przedziatlu <CO, T7>.
Zatem:

T T
cos 2 at ..
ar = 20sil)i at dt = — It
0
a wiec:
T -
%/, sin20ii sin2a T
= 2T ( Ta ! 2T\ 2a

2TF . . . . . ’
Ale 2aT =2 a-—=4nrawiecsin2ciT— sin4ti= 0 i otrzymujemy:
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Jezeli natezenie pragdu zmiennego wyraza sie wzorem:

i= ijsin at u sin2at-f-... -|-i,,sin nat
-f-jicosat+ j2cos 2at -j- ... -f-jncos nat

odpowiadajagcym kilku drganiom, to okazuje sie w podobny sposob, jak
poprzednio (uzywajac przytem wzoréw z przyktadu 2 na str. 83), ze pradl
skuteczny ma wartos$¢:

o~ 12 +*D 4 eeomte*«+ || + ji + eee+ jn

Wykonanie rachunkéw pozostawiamy czytelnikowi dla ¢wiczenia.

§ 221. Wzory Wallisa i Stlrlinga.
Wyprowadzilismy dla catkiJsin mxdx wzor redukcyjny:
j sinmk dx = ——cosx sin  ®j-f-— j *sinmX dx

uzywajac catkowania ,per partes“ (por. § 206 str. 14, wz6r 17).

Zastosujmy ten wzdr do obliczenia catki oznaczonej:
In—j sin "% dx
Opierajgc sie na wzorze (63), otrzymujemy:

I = —icosxsin" :x
0
Wyrazenie po znaku rownosci jest rGwne zerudla\  poniewaz cos\' n — 0

i dla 0, poniewaz sin"-10 = 0. Pozostaje zatem dla badanej catki naste-
pujacy prosty wzér redukcyjny:

dn= -— —In-2 dla »" 2
2
Dla «= 0 otrzymujemy wprost 10= J sin °xdx = j'l-dx = x E
0 0
i i

a dla «= 1 jest i, = /}sinxdx: —cosa;f: —0-f 1= 1
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Na podstawie tego otrzymujemy dla parzystego n = 2p kolejno:
R—ilo=i’i7Aj-i= 8§2=1‘8§‘in
mOgodlnie:
T 1-3..{2p—1) w,
—2*a.. 2p "2
jak tatwo stwierdzi¢ przez indukcje zupeina. Natomiast dla nieparzystych
n= 2p-j- 1 otrzymujemy Kkolejno:

Y = 5,21& ““2?)i/5 sf"-{s !‘.isi
a ogolnie:
2-4 2p
2141 3e<5... (2p-j- 1
Poniewaz sina; jest w badanym przedziale <0, nieujemne i nie

mwieksze od 1, przeto:
sin Nosingx N osin 2,HR
Stagd wynika (na podstawie § 217. wniosek 1), ze:

Nip-i = lip = A>ph

mczyli:
2¢4.6...2p—2)™ 13-5...2p— 1) n" 2- . (2p—2).2p
3-5¢7...2p— 1)~ 2446 2p 2= 3- e7...(2p- 1*2p+ 1)
a stad:

2-2-4-4-6-6...(2p — 2) (2p — 2)-2p

1-3-3-5-5-7.. .2p—3)(2p—1) (272;— 1) =

ANTrn2-2-4-4-6-6...(2p —2) (2p — 2)2p-2p

= 2= 1-3-3-5-5-7 ...(2p—3j2p— D {2p—T)(2p -f i)

Nazwijmy lewa strone literg .A,. Po podzieleniu przez Ap otrzymamy:

i*(S'A"rjl:(ép+ | !+.1--
Gdy p —=o00, to, ! i—>1, a zatem takze cigg \n : A p dazy do 1,
czvli: 7
T . 2-2-4-4- 6...2p —2)(2p— 2)2p
(66) 2= 1 "= 1-3-3-5- . (2p—3)(2p—1j(2p — 1)
Mamy wiec przedstawiong liczbe przy pomocy iloczynu nieskon-

-czonego. lloczyn ten mozemy takze napisa¢ w dogodniejszej postaci w na-
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stepujacy sposob:

(6«

w2
Mozna takze, uzupeiniajac we wzorze (66) licznik i mianownik przez
wprowadzenie dodatkowych czynnikdw 2 e2 e4 4., . 2p «2p «2p, przedsta-
wi¢ go w zwieztej postaci:

(66 b) J/l— lim P\22%®

p-yoo (2 p)! 1"2p

Wz6r (66), zwany wzorem W al lis a, nie nadaje sie wprawdzie
dobrze do obliczenia liczby n, jest bowiem bardzo wolno zbiezny. Ma
on jednak bardzo donioste znaczenie z tego wzgledu, ze mozna z niego
nietrudno otrzymac¢ dogodne przyblizenie na obliczanie warto$ci wyra-
zenia p\, co przy wielkich liczbach p sprawia wielkie trudno$ci, a jest
potrzebne w rozmaitych zastosowaniach, np. w rachunku prawdopodo-
bieAstwa.

Wzoér, dajagcy takie przyblizenie, ma postac:

(67)

i nazywa sie wzorem Stirlinga.

Dowod wzoru Stirlinga.

Dzielimy obie strony wzoru (66b) przez i upraszczamy licz-
nik i mianownik prawej strony przez ! Otrzymamy w ten sposob:
p\

hm -
Pyto (p | [)(p L_2)... (2p — I)p@\'2n

22p~'h I 2 'l
Uzupetnijmy utamek . tak. aby miat forme —p—j}m >czyli
I P ------- ; 1 ( ktéra dazy do e gdy p—00. W tym celu trzeba
y
p2p-'h

pomnozy¢ licznik i mianownik przez »

Otrzymamy w ten sposoéb:

lim = 1

p-yee p2p+i(p -(- D) (p -i- 2)... (2p — 2) F'in
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- L,
Postepujac tak samo z utamkiem er—t i z dalszemi utamkami,

otrzymamy:
n\ / 1 \2"‘—’YI
lim

p-+yo P+h\2n ["W = t)

ol ' V>3 \isaY]
eipi) - (1+24) o149 - 1
Chodzi jeszcze tylko o okazanie, ze iloczyn wystepujacych tu poteg

P . I\*+I/I
postaci 1 -j XI o dodatniemx mozna zastapi¢ przez iloczyn e-e...e = ep.

Oznaczmy dla krotkoSci, cate wyrazenie, ktérego granice utworzyliSmy,
literg Wp. Zamkniemy ten cigg Wp pomiedzy dwa ciggi, opierajac sie
na tern, ze:

(a) e< (L+ i < eht* (<)

Dowd6d nieréwnosci (a).
Te nier6wnosci wynikaja ze znanego rozwiniecia logarytmu (por. tom I, § 139,
wzor 138):

log(l1+«) ,0Sa+ 2(2a,™.1+3(2iz+ I)»+ 5(2a:+ 1)5"~"")
czyli:

ao-(a-hy = o lsayasstoas

a wiec:

3(2«+1)3 15(2«+ D<A *

Stad wynika, ze:

[0 IV« / 1 1 .
I<log(l+-] < 1+ 1((27™+1p + (2++0)i+ "
zastgpiliSmy bowiem w mianownikach liczby 3, 5, 7,... wszedzie liczbg 3. W nawiasie
mamy szereg geometryczny o ilorazie » zatem jego wartoscig jest:

Qe+ D*" (1 (2«+ 1)’
czyli:

1 = ;/k *
2« (2« + 2) *\ « + 1
Wobec tego:
I < log(l+ + "< 1+ -+ 7

a wiec:
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Stosujemy te nierébwnos$ci do wszystkich poteg, wystepujgcych
w ciggu Wp i otrzymujemy:

-------- mep W < - - eP+TlS(p ~P +i+P+i ~P+2h + 2p-1“ 2p)
P
mczyli:
D' JL
1< W — < enp
P 'pp+'h\2n

Poniewaz obydwa wyrazenia ograniczajagce daza do 1, przeto takze:

lim IW.: . [i-----1=1
pP+h\I2rce
Poniewaz za$ dzielna Wp dazy do 1, przeto i dzielnik musi dazy¢ do 1,
a to wiasnie jest treScig wzoru Stirlinga.

Poniewaz iloraz ciggéw p\ i mptile~v\2n — sp dazy do 1, przeto
moéwimy, ze cigg sp przedstawia asymptotycznie warto$¢ ciggu p\ Dla
wielkich p mozna wiec braé zamiast jo!l warto$¢ sp\ te zas wartosc
oblicza sie dogodnie przy uzyciu logarytmow. Popetnia sie przytem
0]

3
dazy do zera. Tak np. juz dla p=10 jest p!'= 3628800 a sp«;3598700.
Btad bezwzgledny wynosi tu wprawdzie okoto 30100, ale btgd wzgledny
nie osigga wartosci 0'009.

Uzywajgc ciggu bp=pl:s/n mozna uzyska¢ wzlr, przedstawiajgcy
jeszcze dokiadniej p\, Utworzmy mianowicie iloraz:

(p+1)!
K+l pp+hRV2n e~p’ (p -j- D™ hJ/2n e""“1 .

wprawdzie wielki btgd bezwzgledny, lecz btgd wzgledny, t.j. Spg =

Postugujac sie nierownosciami (a), otrzymujemy stad:

1< <; ¢ts(p ~iii)
bp+l
a wiec: b,,A>bp+i, zatem cigg bp maleje monotonicznie. Kazdy wiec jego

i i
wyraz jest wigkszy od granicy 1. Natomiast b,e 12-< bpte

I_
a wiec cigg bpe Up ro$nie monotonicznie i ma rowniez granice 1, zatem
wszystkie jego wyrazy sg mniejsze od 1. A wiec:

bp> 1> bpe~Up
mStad za$ wynika, ze:
0
bpe «p= 1, gdzie O0<il<;l
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czyli:
pl
pr+'h Y'zn e~p

O<t><I

Uzj'wajac tego wzoru na obliczenie 10!, otrzymujemy, biorgc za & gorne
ograniczenie 1, liczbe: 3628930, a wiec zaréwno biad bezwzgledny jak
i wzgledny sa tu znacznie mniejsze anizeli przy uzyciu wzoru (67) (bfad
bezwzgledny wynosi 130 a bitgd wzgledny okoto 0-00004).

Uzycie wzoru (68) ma te zalete, ze znajdujemy z niego dwie liczby,
ograniczajace pl zdotu (ktadagc &— 0) i zgory (#=1).

Uwaga. Jeszcze dokfadniejsze przedstawienie wyrazenia pl uzyskuje sie, biorac

w wyktadniku liczby e dowolng ilo$¢ wyrazéw t. zwanego szeregu Stirlinga (Zob.
Serret. Lehrbuch der Differential-und Integralrechnung, 3 wyd., tom Il, str. 248 i nast.).

§ 222. O ciggach, dazacych do catki oznaczonej.

Na podstawie wynikéw, uzyskanych w poprzednich paragrafach,
potrafimy obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej tylko wtedy, gdy potrafimy
znalez¢ catke nieoznaczong badanej funkcji. W innych przypadkach
trzeba sie uciec do definicji i staraé sie wyznaczy¢ w jaki$ sposob kres
gorny sum:

s= ml(xl —a) -f- w2(x2— x,) -f-... + w,(>— #,._,)

Okazemy, ze z zbioru tych liczb s mozna wybra¢ w rozmaite, bardzo
dogodne sposoby, ciag: Sj, st,...sp,..., dazacy do kresu gornego K. Trzeba
mianowicie dobiera¢ kolejne podziaty przedziatu <(a, bj> tak, aby wszystkie
czeSciowe przedziaty Axt dazyty do zera; do tego za$ wystarcza, aby cigg
utworzony z najwiekszych przedziatbw kazdego podziatu dazyt do zera.
Tak np. mozna dzieli¢ przedziat <a, hj> kolejno na 2, 3,4,... p-j-1
rownych czesci i otrzyma¢ w ten sposob cigg sum:

s, = mPX[p—a) -f- ntig{x{ —x[p) ... +=mFh (b —xp) — “n A pPAX\p

Tu wszystkie czeSciowe przedziaty dazg do zera, albowiem Ax\p

a wiec lim Ax{p= 0.

P-+0Q

Hachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 7
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Mozna jednak takze inaczej dzieli¢ przedziat <a, ¢(>>, np. kolejno
na 2, 4, 8,...2P,... réwnych czesci. Wtedy takze wszystkie przedziaty
czesciowe daza do zera i to nawet szybciej, anizeli w poprzednim przy-
padku. Mozna takze dzieli¢ przedzial <a, bj> na nieréwne czesci, wsta-
wiajgc np. pomiedzy a i b liczby wedtug postepu geometrycznego o ilorazie
pH

= q; wtedy x[p— aq, x'p = ag-,... x\p= aqp, agp+ = — =£>.

Wogole istnieje nieskonczenie wiele rozmaitych ciggdéw podziatdw,
przy ktérych diugos¢ najwiekszego czeSciowego przedziatu dazy do zera.
Niechaj ogdlnym wyrazem ciggu sum dolnych, odpowiadajgcych takiemu
ciggowi podziatow, bedzie:

np
sp— AX\p
i-i
b
Okazemy, ze taki ciag sum dazy do catki oznaczonej: K —Jf(x)dxy

a
gdy p wzrasta nieograniczenie.

Dowdd. Wedtug wzoru 55 z § 214 jest ta catka zawarta pomiedzy dowolng
suma dolng sp a odpowiadajaca jej suma gdérng Sp. A wiec:

p np
s,=JEm (DAX()<; KAJ?M IPAxp>==p
i-i i-i
Stad wynika:
() 0K -sJks p— sp= " - n,P)AxP
/-1

Chcemy okazaé, ze lim sp= K, to znaczy, ze do kazdej dodatniej liczby e

p —00

mozna dobra¢ takie N, ze dla wszystkich p j>N jest prawa strona mniejsza od €.

Oprzemy sie na tern, ze funkcja f(%) jest ciggta w przedziale zamknietym

a wiec jeBt w nim jednostajnie ciggta (por. tom 1, § 59). To znaczy, ze do kazdej

dodatniej liczby e' mozna dobra¢ takie dodatnie 6, ze dla wszystkich x i xp z prze-

dziatu <A, bj>, spetniajacych warunek |a; —a0|<[(J, jest |F(X)—Tf(%D)| e'. Obierzmy
£

e' = ~--—-- i wyznaczmy odpowiednie 4. Do tego 4 dobierzmy takie JV, aby dla p j> -V

byto |Ax6p)| < 4; w my$l zatozenia da sie to uskutecznié, bo dtugosci wszystkich
cze$ciowych przedziatéw dazg do zera. Oznaczajagc w kazdym z tych przedziatow’ lite-
rami x i x0 punkty, w ktérych funkcja przybiera najwieksza i najmniejszag wartosc,

t. j. MP i wik*, widzimy, ze \x —x 010 4, a zatem —mp\ <£'= --——--. Znak

bezwzglednej wartos$ci nie jest tu potrzebny, poniewaz lifp S my\ Wobec tego z nie-
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réwnosci (il otrzymujemy:
0s JA# =0l 5784 % =01Y (»— )-*

-1 1-1

Spetnia sic wiec dla wszystkich p > ATwarunek:

(1 Ogi-i,SS,-»,<e
a wiec:
HiT— Q< £
To znaczy, ze:
b
(69) lim sp= K — ff(x) dx
p~*o0 J
lub wyrazniej :
tlp b
(69 a) lim 'S'rréopAz* =  [*f(x)dx
{Ax\p)-> 0)

DowiedliSmy wiec, ze cig<d sum dolnych, odpowiadajacych takim po-
dziatlom przedziatu, te ktérych dtugo$é najwiekszego czesciowego przedziatu
dazy do zera, dazy do catki oznaczonej.

Zamiast sum dolnych: sp mozna uzyé do wyznaczenia catki ozna-

np

czonej takze sum gdrnych: Sp— '""?MIVAX\p. | tak z wzoru (II) wynika
i-1

odrazu, ze takze:

[<So— Spl<£

dla p ;> N, a to znaczy, ze:

lim Sp—sp)= 0
p —»@O

czyli:
lim Sp= lim = K
A wiec: ’ ’
np b
(70) lim \AIl,ipAxfp) = lim Sp= K = f f(x)dx
p —yo: Jkrai I>—*00 J
\Axp-> 0)

To dowodzi, ze takze cigg takich sum gérnych, w ktérych wszystkie prze-
dziaty dazg do zera, dazy do catki oznaczone;j.

Z tych dwdch twierdzen wynika, ze do wyznaczenia catki ozna-
czonej mozna takze uzy¢ ciggu sum ,posrednich“, utworzonych wedtug
WZzoru:

"p

°P= yfmATrf*
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gdzie oznacza dowolng warto$¢ z przedzialu <=Xp . a wiec
dowolng warto$¢ posrednig, albo x\p albo xjp. Poniewaz bowiem zawsze
zacliodzg nieréwnosci:
mp  fZiP)k WiP

przeto muszg zachodzi¢ takze nieréwnosci s,,” Sp. Ciag za$, ktorego
wyrazy sg stale zawarte miedzy odpowiedniemi wyrazami dwoch ciggow
zbieznych do wspolnej granicy, jest takze zbiezny do tej samej granicy.
Zatem:

b *
(71) lim ap— lim  f(E-PAX/)= 1 f(x)dx
7>-%00 p —m0 ﬂ\zlls a.]
{Ax\p) -> 0)

Catka oznaczona jest rowna granicy ciggu sum, w ktérych kazdy
dodajnik jest iloczynem z dtugosci przedziatu czesciowego i z wartosci funkcji
w dowolnym punkcie tego przedziatu, jezeli tylko dtugos¢ najwiekszego
czeSciowego przedziatu dazy do zera.

To twierdzenie zawiera poprzednie twierdzenia tego paragrafu jako
przypadki szczegétowe. Przy budowaniu ciggéw sum, zdazajacych do
catki, mozemy zatem braé z kazdego przedziatlu czesciowego albo naj-
wiekszg wartos¢ (Mt) funkcji f(x) w tym przedziale, albo najmniejsza
albo warto$¢ funkcji na poczatku przedziatu, t. j. f(xtMf), albo wartos¢
f(xt) na kohAcu przedziatu, albo wreszcie zupetnie dowolng warto$¢ /(Em)
z wnetrza kazdego przedziatu.

Wszystkie te sumy zdgzajg do wspolnej granicy, gdy dtugos$é naj-
wiekszego czeSciowego przedziatlu w kazdym podziale dazy do zera, a tg
wspoélng granicg jest catka oznaczona z f{x) od a do b. Tych ciggbéw sum
dolnych, gérnych lub dowolnych sum posrednich mozna uzy¢é wprost do
definicji catki oznaczonej. Istotnie tez w podrecznikach analizy najczesciej
ta wihasnie drogg wprowadza sie pojecie catki oznaczonej.

Uwaga 1 WidzieliSmy w § 214, str. 72, ze $rednia arytmetyczna z n warto$ci
funkcji f(x), dobranych odpowiednio w n przedziatach, otrzymanych przez podziat
b

i r Ce
przedziatu <a, 6> na n réwnych czesci, jest rowna -— — | f(x) dx. Jezeli za$ bie-

a
rzemy to warto$ci funkcji f{x) zupetnie dowolnie w tych n przedziatach, to ich $rednia
arytmetyczna

[(E)+/&)+mem + [(£)
n
b

i r
dazy do ------ ANl f(x)dx, gdy «—o00. Albowiem suma:
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7,= f&)Art+ /(&)Axt+...+ f(U = (b*-a)f(P)+ /M ]f -+ /M)
a wiec:

lim ~ jl+ -~ + - - -+ N ==1]im

n—00 Tl tt—00 & d

Uwaga 2. Wszystkie te rozwazania dotyczyty tylko funkcyj ciagtych w <ja, &)>.
Okazano, ze twierdzenia tego paragrafu odnosza sie takze do funkcyj nieciggtych, lecz
ograniczonych i posiadajacych skonczong liczbe punktéw nieciggtosci w danym prze-
dziale, a nawet do niektdrych funkcyj, posiadajagcych nieskonczenie wiele punktéw
nieciggtosci w skonczonym przedziale. Przy tych rozwazaniach wprowadza sie odrazu
szerszg definicje catki. W nastepnym paragrafie zajmiemy sie niektéremi najprostszemi
uogoélnieniami pojecia cafki.

Przyktady.

1) Przy pomocy takich ciaggdw mozna obliczy¢ warto$¢ catki ozna-
czonej, nie uzywajac do tego funkcji pierwotnej, a wiec catki nieozna-
czonej. Sprébujmy tag metodg obliczy¢ warto$¢ catki:

s

1= dx
0

Uzyjmy podziatu przedziatu catkowania <jO, 5j> na roéwne czesci. Wyraz
s, ciggu sum otrzymamy, dzielagc przedziat na 1L rownych czesci, a wiec:

AXi— -—* = — @lai= 12 3,..1).
n n

Diugos¢ kazdego z tych przedzialtdw mnozymy przez warto$¢ najmniejsza,
t. j. w tym przypadku przez wartosé funkcji y = x2 na poczatku kazdego
przedziatu czeSciowego, albowiem ta funkcja jest monotonicznie rosngca
w przedziale <0,5>. Temi wartosciami funkcji sg odpowiednio:

—1)>
(«—1)>5
a wiec:

5
sn n

[5\2 5 /5\25 . ../\*!5
\II:I}%-I:] 'h 22- + [)2-("3" n

Nz L e)glI2+ 2*%-]-3*F + ...+ («-1)*]

1

Na sume kwadratow wszystkich liczb naturalnych od 1 do n mamy wzoér
(por. tom I, § 196, wzér (207)) («-f-1)(24 -)- 1), a zatem na sume
kwadratow liczb naturalnych od 1 do n— 1 otrzymujemy wyrazenie:
N — \)n(2n— 1). Wobec tego:
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Stad:

lims,= ifM I - 0)2- 0)= if"

/,->m
A wiec:

6
I = J"x'idx = J-15
0
Proba. Przy pomocy cafki nieoznaczonejj xtdx = O/OG-j- C znaj-

dujemy:

j"xidx — %x3+ C\==jat+ c—0—C=i|t
b
a zatem te samg warto$¢, ktéra otrzymaliSmy bezposrednio z ciggu odpo-
wiednich sum.
2) Obliczy¢ bez uzywania catki nieoznaczonej warto$¢ catki:

R
, Pd x

~~J @
2

Tutaj korzystniej jest podzieli¢ przedziat <2 ,6”> na czesci nieréwne,
lecz wzrastajgce wedtug postepu geometrycznego o ilorazie:

n n
q=K|[= 1§
Otrzymamy wtedy nastepujgce punkty podziatu:

it n
213, 2|/32 2[/33..2(/3"-1 2[/b*=6

Chcac otrzymac sumy dolne, nalezy braé wartosci funkcji y — —na koncu

kazdego z przedziatéw czeSciowych, funkcja ta bowiem maleje monofo-
nicznie. Otrzymamy w ten spos6b na s, nastepujgce wyrazenie:

= -i-(2jb - 2)+ -4-(2h 2- 2h) + eeet+ ~} -2W - 2
2> 2|/h2 2yy

Diugosci wszystkich przedziatbw dazg do zera, gdy n wzrasta nieograni-
czenie, albowiem nawet najdtuzszy, ostatni przedziat, ma dtugosc:

‘o« (T )" H )

Wiadomo za$, ze "3 = SIh—3°= 1, a wiec Axn—6(1 — 1) — O
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Wykonujemy w sn zaznaczone dziatania i otrzymujemy:

s.=U - +11- 0] + ..+ /- »1- 3V
\ \ y-6l \ Ya.
lims,, — lim w(l — 3_1/")

Pierwszy czynnik dazy tu do oo a drugi do 0. Przy pomocy reguty
Hospital a otrzymujemy:

A i i u -V« i 3- 1Y« }00-3 .4 i
lim sn— lim = lim --——mmmmmm- o~ .= lim 3-1/"log, 3 = log, 3
«->100 n-+o0G N n-+ 00 > /I-»00
Zatem:
(9]
D i0g3
- r log,
f g
2
Préba. Przy pomocy catki nieoznaczouej otrzymujemy:
b c
f (j(x = log, 6 —log,2= log,§8 = log,3

zgodnie z wynikiem, otrzymanym zapomocg ciggu sum dolnych.

Z tych przyktadow widzimy, ze znajac catke nieoznaczong, docho-
dzi sie bez poréwnania szybciej do wyniku. Jednakze pomimo to ta nowa
metoda jest bardzo pozyteczna, poniewaz przy jej pomocy mozna takze
oblicza¢ catki oznaczone z takich funkcyj. dla ktdrych nie znamy catek
nieoznaczonych. Ponadto przy pomocy ciggéw. dazacjch do catki ozna-
czonej, tatwo jest definjowa i oblicza¢ rozmaite wielkosci geometryczne
i fizykalne, jak np. dlugo$¢ tuku, momenty statyczne i bezwitadnosci, jak
to zobaczymy w dalszym ciggu. Wreszcie na tej metodzie opierajg sie
rozmaite przyblizone metody obliczania catek oznaczonych (i p6l) w takich
przypadkach, w ktérych zawodzi uzycie catki nieoznaczonej, np. gdy
funkcja podcatkowa jest podana tylko w sposéb tabelaryczny lub gra-
ficzny. Temi przyblizonemi metodami zajmiemy sie w dalszym ciggu
w § 226.

§ 223. Calkki uogélnione.

We wszystkich rozwazaniach tego rozdzialu czyniliSmy zalozenie,
ze funkcja podcatkowa f(x) jest ciagta w przedziale zamknietym <Pa. &j>.
Moznajednak zdefinjowa¢ catke oznaczong takze og6lniej, biorgc pod uwage
funkcje nieciggta lecz ograniczong w przedziale <ja, dopuszczajgc przy-
tem skorniczong liczbe punktdw nieciggtosci w przedziale <"a, ;C>, a nawet
w pewnych przypadkach nieskonczenie wiele takich punktéw. Do defi-
nicji uzywa sie kreséw goérnych lub kreséw dolnych lub tez ciggéw od-
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powiednich sum.W tensposéb powstaly rozmaite uog6lnienia pojecia
catki, odgrywajagce nadzwyczaj wazng role w matematyce spdiczeBnej,
jak np. catki Riemanna i catki Lebesgue’a. W zastosowaniach praktycz-
nych te pojecia nie znalazty dotychczas szerszego rozpowszechnienia i dla-
tego nie bedziemy sie tu niemi zajmowali ].

Ograniczymy sie tylko do najprostszej klasy funkcyj, a mianowicie
do funkcyj f{x', posiadajgcych w przedziale <fa, bf> tylko skoriczong
liczbe skonczonych skokdw apozatem ciagtych we  wszystkich innych

punktach tego przedziatlu. Wezmy pod

uwage najpierw takg funkcje /(*),

ktora jest ciggta w calym przedziale

<ja, 6j> z wyjatkiem jednego punktu c

lezacego wewnatrz przedziatu, w tym

za$ punkcie posiadaskoriczomj skok. jak

ce cen' na fig. 15. Obierzmy w przedziale <a, cj>

Fis. 15. dowolny punkt c—e,aw przedziale

punkt c-j-e'. Zaréwno catka oznaczona

od a do c—e, jak i catka od c-j-£' do b istnieje. Gdy e dazy do zera, to

C-£
catka J' f(x)dx dazy do skonczonej granicy, a mianowicie do catki ozna-

a

czonej od a do c z funkcji fi(x), ktéra jest rowna f(x) w przedziale
<fa,c), otwartym z jednej strony, a dla x = c przyjmuje te warto$¢, do
ktorej dazy f(x), gdy * dazy do c z lewej strony.
b
Podobnie istnieje granica drugiej ca+ki:j f(x) dx, gdy e' dazy do
cte’
zera. Sume tych dwéch granic nazywamy catkg oznaczong z funkcji nie-
ciggtej f{x). A wiec:

b c-e b
ff)dx = lim f f{x) dx -f- lim f f(x) dx
2 E-+03 e+0d

Jest to catka uogdlniona. Jezeli funkcja fix) jest nieujemna w catym prze-
dziale -<o, bf>, to warto$¢ catki uogélnionej podaje pole figury, zam-
knietej linja ACDB, rzednemi aA i bB, tudziez odcinkiem CD na fig. 15.
W zupeinie podobny spos6b okresSla sie catke z funkcji, posiadajgcej
skonczong liczbe skonczonych skokow.

1 Czytelnika, ktoéry pragngtby gtebiej wnikngé w og6lng teorje catek oznaczo-
nych, odsytamy do podrecznika S. Saksa p. t. Zarys teorji catki (Warszawa 1930)
lub de la Vallée Poussin’a p. t. Cours d'Analyse Infinitésimale (Paryz, wyd. 6,
1926 r.).
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Uwaga. Nietrudno jest dowie$¢, ze do tych catek uogélnionych stosujg sie te
same twierdzenia: o addytywnos$ci, o catkowaniu sumy, o warto$ci $redniej (wzor 48),
o catkowaniu przez podstawienie, ,per partes“, co do zwyczajnych catek oznaczo-
nych, nieuog6lnionych.

Jezeli w catce uog6lnionej wezmiemy zamiasg( statej gornej granicy b, zmienng 4,

to taj catka jest funkcja <p(t) tej gornej granicy:J f (a)dx — <p(t). Otéz mozna udo-
a

wodni¢, ze ta funkcja <p(i) jest funkcjg ciagta zmiennej t, nawet w tych punktach,
w ktérych f(x) posiada punkty nieciggtos$ci. Odrazu to wida¢ z geometrycznej inter-
pretacji catki jako pola: gdy punkt c przesuwa si¢ o do$¢ maty odcinek, to wielkos$¢
pola zmienia sie tak mato, jak tego zgo6ry zazadamy. Jest to uogdlnienie twierdzenia,
udowodnionego na poczatku 8§ 215. Pochodng tej funkcji m (i) wedtug zmiennej tjest
wewnatrz przedzialu < 0, e> funkcja /'(i), a takze wewnatrz przedziatlu <c, 7>j> na-
tomiast w samym punkcie ¢ funkcja rp(t) nie posiada pochodnej.

Przyktad.
Obliczyé¢:
}:sign xd x
-3

Funkcja signa (por. tom | § 1, str. 12, fig. 3) jest réwna -|- 1
dla #)>(), a — 1 dla x < 0, w punkcie za$ x = 0 na skok skorczony.
Rozktadamy zatem te catke na sume dwdch catek:

+2 - e 2 -E
sign x dx — lim / sign x dx -j- lim / signx dx — \im. / (— 1)dx-\-
/ C'tﬂ e'-+zr)'.] e->£/.l
2 - e 2
-f- lim f 1)dx:Iim(—x)¥+ limx ——3--2= —1
. ;90 \ e .

Niechaj czytelnik w3prowadzi ogdélny wz6r:
b

J "signx dx = |b]—|a|

a
uwzgledniajagc wszystkie mozliwe wypadki dla a i i, a wiec np. dla
a <Ch trzeba rozwazy¢ «Si0O i £Si0,a<(0 i £~ 0, «<(0 i£< 0. Wy-
godnie jest postugiwaé sie przytem obrazem graficznym funkcji sign x.

i
Niechaj czytelnik obliczy w podobny sposéb warto$¢ catkiJ "f(x)dx,
0
przyczem f(x)= x w przedziale <0, jt), a f{x) — X— 2n w przedziale
Wykres!
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§ 224. Calki niewtasciwe.

Wszystkie catki ozuaczone, o ktérych dotychczas byta mowa, za-
réwno uog6lnione, jak i nieuog6lnione, nazywamy catkami oznaczonemi
wiasciwemi.

W przeciwiefistwie do nich nazywamy catkami niewtasciwemi takie
nowe rodzaje catek, w ktérych albo funkcja podcatkowa jest nieograni-
czona w otoczeniu jakiego$ punktu przedziatu catkowania, albo przedziat
catkowania jest niewtasciwy, t. j. <ia. 00) albo (— oo. b"> albo wreszcie
(— 00, -j-00). Takie catki niewtasciwe okreslamy zapomocg nastepuja-
cych definicyj.

Jezeli funkcja /($) jest ciggta w calym przedziale -<a, b), a dazy
do nieskonczonosci, gdy x dazy z lewej strony do b, to istnieje catka
oznaczona witasciwa z tej funkcji od a do kazdego punktu, lezagcego dowol-
nie blisko przed punktem b, a wiec do b—e, gdzie £>0. Istnieje zatem
b—s
jm ta . Jezeli w «.« «0j catki d,z, do skodeeo.ej granicy, gdy a
a
dazy do zera, to te graniczng warto$¢ nazywamy catkg oznaczong nie-
whasciwg z funkcji f(x)- od a do b Przyjmujemy wiec nastepujaca
definicje:

<72)

Jezeli F(x) oznacza funkcje pierwotng funkcji f{x) w przedziale

<Ca, A — ej>, to mozemy ten wzdr napisaé takze w postaci:
b
(729) ff[x) dx — lim F(b —e) — F €)
J e+

Podobnie definjujemy catke niewta$ciwg w przypadku, gdy funkcja f(x)
jest ciggta w calym przedziale <a, z wyjatkiem poczatkowego
punktu a, a przy x, dazacem z prawej strony do a, dazy do nieskon-
czonosci.

Wtedy mianowicie:

(73)

Jezeli F(x) oznacza funkcje pierwotng funkcji f{x) w przedziale <a-j-£',&>,
to wzo6r (73) mozna napisa¢ w postaci:
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0
(73 a) S0 de= Fb)—limF @+ s)

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w calym przedziale <(a, n)> z wyjat-
kiem jednego punktu c, lezacego wewnatrz przedziatu, w ktérym dazy
do nieskofAczonosci, to rozdzielamy catke na dwie czeSci i uzywamy do
definicji catki od a do b wzoru:

b c b

i f{x)dx = j'f{x) dx + [ f{%) dx

Obydwie za$ catki, znajdujgce sie po drugiej stronie znaku roéwnosci, sg
zdefinjowane przy pomocy wzoréw (72) i (73). Gdyby przedziat zawierat
wiecej punktdw nieciagtosci, lecz skoriczong ich liczbe, to nalezatoby”
roztozy¢ przedziat odpowiednio na wiekszg liczbe czesci

Drugi rodzaj catek niewtasciwych otrzymujemy, biorgc pod uwage
funkcje ciagte, lecz przedziat catkowania niewtasciwy.

I tak, jezeli funkcja /(x) jest ciggta dla wszystkich to

-dla kazdej liczby L wiekszej od a istnieje catka oznaczona wiasciwa:
L

J f(x)dx. Jezeli ta catka witasciwa dazy do skonczonej granicy, gdy
'L —> 00, to te graniczng warto$¢ nazywamy catka niewtasciwg od a do oo.

Przyjmujemy zatem nastepujacg definicje takiej catki w przedziale
<a, 00):

(74)

Jezeli F{x) jest funkcjg pierwotng funkcji /(a?), to:
@

(74 a) ff(x)dx — lim F(L) — F(a)

\Y J (-*00

a

Podobnie definjujemy catke w przedziale niewtasciwym (— oo, &>:
(75)
-Jezeli F(x) jest funkcjg pierwotng, to:

b

{Ib a) 1) dx = F(b) — lim F(N)



108

Wreszcie:-
-fee 0 4-co

(75b) Jj f(x) dx =] f(x)dx-fj f(x) dx
przyczem mozna zamiast 0 obra¢ takze dowolng inng skoriczong liczbe c.
Z tych definicyj widzimy, ze catki niewtasciwe sg granicami, do
ktérych daza catki wilasciwe. Zamiast moéwié, ze catka niewtasciwa
istnieje, mowi sie tez, ze catka niewlasciwa jest zbiezna. Catki niewla-
Sciwe wystepujg dos¢ czesto w zastosowaniach. W interpretacji geome-
trycznej mozemy je uwaza¢ za miary pewnych nieograniczonych pol
(z uwzglednieniem znaku).
Przyktady.
1) Obliczy¢ catke:
r dx
fi X
Tu dla gdrnej granicy x = | funkcja podcatkowa posiada niecig-
gtos¢, a mianowicie dazy do -foo, gdy X dazy do -j- 1 z wnetrza prze-
dzialu <0,1>, t j. z lewej strony. Do obliczenia wartosci tej catki na-
lezy zatem uzy¢ wzoru (72). Wobec tego:

| 1£
7 ax_ _ lim /[ . ax lim arc sin (1 —e) — arc sin 0 —
|/i — £+0J  |/1—xi
0
= arcsinl—arcsin 0= "t
Jakkolwiek powierzchnia, ograniczona linjg o réwnaniu y = — $*
w przedziale <0, 1>, rozcigga sie w nieskoriczono$¢, to jednak miara
tego pola jest skonczong liczbg Niechaj czytelnik sporzadzi wykres

tej funkcji!
2) Zbadaé¢, czy istnieje catka niewtasciwa:

h (x = 3)3

Poniewaz funkcja podcatkowa jest nieciggta, a mianowicie posiada skok
w punkcie x = '6, lezacym wewnatrz przedziatlu <1,4)>, przeto nalezy
rozdzieli¢ przedziat catkowania na dwie czesci: od 1 do 3 i od 3 do 4.
Otoz:

/\(/X—3)2 02‘3 f(x— 5)2 0<En+o_’::3 - o|<i£-§‘0\(£_ f” -
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¢

a wiec ta catka nie istnieje. Podobnie okazatoby sie, ze dx ——o0

(pc- 3*~
A wiec nie istnieje takze calka od 1 do 4, jako suma tych catek.
Gdybysmy za$, rachujac nieostroznie, nie zauwazyli, ze funkcja
stajer sie nieograniczong wewnatrz przedziatu- catkowania, to otrzymali-
by$my— przez zastosowanie zwyktej regulty F(b) — F(a) — wartos¢:

*—3

MoglibySmy wiec sadzi¢, ze (nieograniczona) powierzchnia, zamknieta
linjg o réwnaniu y = W prze-

dziale <1, 4>, ma pole skonczone, tym-
czasem to pole ma warto$¢ (niewtasci-
wa) nieskonfczong, jak to wynika z po
przednich rozwazan.

Zobaczymy jednakze w nastep-
nym przyktadzie, ze przez odpowied-
nie zmniejszenie wyktadnika w mia-
nowniku funkcji podcatkowej uzyskamy
figure o polu skorficzonem.

3) Obliczy¢ warto$¢é catki niewtasciwej:

4

dx

czyli f {X __3f’
J(x — 3)2

W mysl definicji stosujemy tu rozktad:
4 3 3£

+
3)"

-flim3(* — 3)* = lim3 j—e—3i/—2+ 3j/l —Jim3 (7= 0
im 3 ( ) lim3 j/—e i * 31— lim 3 (i +

34-f7

+ 312+ 3—0= 3(1+ |2

W geometrycznej interpretacji chodzi tu o obliczenie pola nieskonczonej
powierzchni, ktorej czes¢ przedstawiono na fig. 16 (zacieniowana).
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4) Ogoblnie mozna dowies¢, ze calka:
b

dx
(x—by

ma tylko wtedy warto$¢ skoficzong, gdy s < 1 Prosty dowdd pozosta-
wiamy czytelnikowi dla ¢wiczenia.

5) .Obliczy¢:
) y ©
J "3~xdx
- - 0
Tworzymy najpierw:
1 i
J'e~xdx = —ex|= —e-L4—e=Il —
0 0
Stad:
00 L
fexdx — lim fexdx=Ilimi1l— )= 1
J L-*C0 J L—>oc\ 6 J
0 0

Niechaj czytelnik przedstawi geometryczng interpretacje tego wyniku.

6) Obliczy¢:
—Co —cc 0
Stad:
0 L
I = lim arctg® |-j- lim arctga;| =0 — (— *n) -f- —0
K-+ —€0 K Z —»-fo° 0
Zatem:
+0
T C dX -
—€0

7) Dla jakich wyktadnikow s catka niewtasciwa:

redx
IJ a?
ina warto$¢ skornczong?
Obliczamy najpierw dla s=4=I catke witasciwa:

fd x X~sH L~sH 1 _ 1 / 1m \

J af~]—s+1 ~—*+ 1 —*+ 1 1- sUX1 )

i i
Widocznem jest, ze przy L—o00 prawa strona tylko wtedy dazy do
skoriczonej granicy, gdy s> 1
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Dla s=1 otrzymujemy:
L
£ ¢ = JogL — log 1= logL
a wiec:

¢ ©

/Cdx ~

J 7( = 0C

1
8) Obliczy¢:

00

In= f x" e-*dx

dla liczb n naturalnych.
Wyznaczmy najpierw zapomocg catkowania ,per partes“ catke
wiasciwa:
L
xne~-xdx = — x"e~ -j-nj & le-xdx = — L"e~L-\-nj xn-le Xdx

Gdy L —o00, to Lne~L dazy, jak wiemy, do zera, albowiem dazy
do oo szybciej, anizeli jakakolwiek potega L". A wiec:

J xne~-xdx — nQ K"~le Xdx

czyli:

(@) In—ninj

Przez kolejne stosowanie tego wzoru zwrotnego otrzymujemy:
InN—n(n—211, 2 In= n(nzD D(«—2)1,_3

i t. d, az dojdziemy ostatecznie do 10= J e~xdx = 1. A wiec:
0
In— n{n — 1)(w— 2)... 2+ 1<J0= n\

Uwaga. Udowodniono, ze ta catka istnieje takze dla niecatkowitych », gdy
tylko «]>—1. Dla ujemnych n ta catka jest w dwojaki sposéb niewtasciwg: po
pierwsze funkcja podcatkowa jest nieciggta w poczatkowym punkcie przedziatu catko-
wania a mianowicie dazy do -(-oo, gdy x dazy do zora z prawej strony: po drugie
przedziat catkowania jest niewtasciwy- Przy zmiennem « jest ta catka funkcjg zmien-
nej n; nazywamy jg catkg Eulera drugiego rodzaju lub funkcjg P («-f-1) (czytaj:
gama z » -j-1). Mozemy ja uwaza¢ za uogdlnienie funkcji «!, okreslonej tylko dla
naturalnych ». Szczegélnie wazng WTI zastosowaniach jest warto$¢ tej funkcji dla
» = -}, tj. ?

jTE-) = J x-ke~xdx

Wyznaczeniem tej catki zajmiemy sie w nastepnym przyktadzie.
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9) Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej:
®
0

du
Uwaga. Uzywajac podstawienia x|l = «, otrzymujemy 2x dx — du, dX—z—{:j-l
u

a catka zamienia sie na Ta cnika, zwana catkg Laplace’a, ma wielkie zna-
czenie w rachunku prawdopodobienstwa i w teorji btedéw.

Nie potrafimy obliczy¢ catki nieoznaczonej J*e~x>d( elementarnemi

metodami. Pomimoto znajdziemy warto$¢ powyzszej catki oznaczonej,

opierajagc sie na odpowiednio dobranych nieréwnosciach. | tak wiemy
(por. tom 1| § 149, przykiad 2), ze zawsze jest:
1-j-iisS ¢

a wiec:

1—zsSe*i 1-f-2n el
czyli:

~N T 11— dla 2> — 1

e 1+2
Stad:

1—sS ez (1+ 2)1
Wezimy:

2= y2 to 2> 0> —1
i mamy:

1—your e~*" (1+ ys)-*
A wiec dla naturalnych n zachodzg nieréwnosci:

1—y2"'S e~y (i+ yT"
Seatkujemy te wyrazenia od 0 do 1 i od O do oo, to (na podst. § 217

wniosku 1) otrzymamy:
1 1 (e0) 00

T —yTdy M f dy <fe-mqdv~ /¢+ Nt

Skrajne catki wyznacza si¢ nietrudno przy pomocy odpowiednich
wzorow redukcyjnych:

o % (1 —rey =Y st + 20 il -y —

=Y ys ez e D@y - y9- 1y

In— —2nl,+ 2niIn_l5 2«+ 1)In= 2nint

i — 2u ¢
n~ 2«+ 1 nl1l
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1 1
Poniewaz 10— jdy = y = 1, przeto /, = /2= -i-

2» — 3 -
« - @FVY'T O (2«- 2)(1+ y*)'-l + 2n — 2

2n — 3 - i
e _ ?In-\ (str. 28, wzo6r 27)

Poniewaz:

i:yr+ y2= przeto D= De N = f ofj e .

Otrzymujemy wiec:

2w «6... 2uU
<J = 2.4¢6...2«—2) 2
Przez podstawienie ny2= x2 czyli y= — ,dy = — przeksztalcamy
I'w Fw
®
wewnetrzng catke na " - f dx, a wiec:
2j4167~21p [ _ f uw ...
3.5.7...(2« 4-1) V0 =2-4-61.. (2« —2) *

Przy pomocy wzoru W allisa (str. 93, wz6r 66) stwierdza sie bez trud-
nosci, ze obydwa skrajne ciggi w powyzszych nierdwnosciach dazg do
wspolnej wartosci \\n.

I tak z wzoru W allisa wynika, ze

2.4.6... (2n- 2)Jzn
3e5¢7 ... (2«—1) 12
a wiec:
2-4%* 6 ... (2« — 2)|/« w . 27 A-
N = 3T5V7...(Z,-1) i 1“ *“te'n’ N 5,7+i
Z drugiej za$ strony:

1*3¢5... 2» —3)\n , 1.3.5... 2w—3)(2«—1) n}|/2
W' 2e446...(2w—2) T 27 24446.. (2u—2)i2n WY

Bachanek rézniczkowy i catkowy. T. 2.
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Zatem cafka, zawarta stale miedzy wyrazami tych dwéch ciggéw, ma
warto$s¢ ~\n. OtrzymaliSmy zatem ostatecznie:

(76)

§ 225. Catkowanie graficzne.

Jezeli funkcja, ktorg mamy catkowac, jest podana graficznie, zapo-
mocg wykresu, jak to czesto bywa w matematyce stosowanej, to mozemy
postepowa¢ dwojaka droga. Mozna mianowicie, uzywajac rozmaitych me-
tod interpolacji (por. tom |1, rozdziat XVI), znalezé wzdér matematyczny,
przedstawiajacy warto$¢ tej funkcji z dostatecznem przyblizeniem i do-
piero wtedy wykonywac¢ catkowanie przy pomocy odpowiednich wzorow
rachunku catkowego. Prostszem bedzie jednak bezposrednie zastosowanie
odpowiednio dobranej graficznej metody catkowania; metode takg otrzy-
mujemy przez odwrocenie metody graficznego rdzniczkowania, poznanej
w rachunku rézniczkowym (por. tom I, § 65). Chcemy znalez¢:

X
Y = f '/(*)dx
a

majac podany obraz L funkcji y — f(x) (fig. 17a). Ta catka Y jest

funkcjg go6rnej granicy x, a mianowicie taka funkcja, ktérej pochodna
jest réwna funkcji podcatkowej:

w 4Y_ t(xy=y

Jest to wiec jedna z funkcyj pierwotnych funkcji f(x), a mianowicie ta
funkcja pierwotna, ktora dla x = a przybiera wartos¢ Y = 0, albowiem
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a

/

graficzny kazdej funkcji pierWE)_tnej nazywamy linja catkowag danej linji
1y

f(x)dx = 0. Szukana linja przechodzi zatem przez punkt B{a, 0). Obraz

o réwnaniu y = f(x). Pochodna — przedstawia spadek stycznej do linji

catkowej. Oznaczmy literg /? kat stycznej do tej linji catkowej. Z wzoru (w)
wynika, ze:

dy * »

Ix =t = 1
Zwigzek ten prowadzi do nastepujacej konstrukcji linji catkowej. Linja
ta przechodzi przez punkt B(a, 0). Od tego punktu odmierzamy na lewo
odcinek AB = 1 i taczymy punkt P linji y = f(x) z punktem A. Po-
niewaz y. 1= tg/?, przeto bok AP tréjkata APB ma kierunek stycznej
do linji catkowej. Przez punkt B wykreSlamy prostg t [JAP\ ta prosta
jest styczng do linji catkowej w punkcie B. Przy pomocy takich stycz-
nych, wykre$lonych dla rozmaitych odcietych, buduje sie linje catkowg
jako obwiednig tych stycznych. 1 tak obierzmy jaki$ drugi punkt P’

na danej linji L, nalezac.}- do odcietej x' — OB’. Zastagpmy tuk PP’
linji L cieciwg PP’ Jezeli cieciwa ta ma réwnanie y = mx -f- n. to od-
powiadajgca jej linja catkowa ma réwnanie Y = ~xi-f- nx -)- p, jest za-
tem parabolg o osi rdwnolegtej do osi rzednych Znamy jeden punkt tej
paraboli, a mianowicie B, chodzi za$ o znalezienie drugiego punktu Pj,
nalezacego do odcietej OB'. Styczna w tym nieznanym punkcie ma by¢
rownolegta do prostej A'P’. ktorg otrzymujemy podobng konstrukcja, jak
prostg AP. Ot6z wiadomo z wiasnosci paraboli, ze styczne w punktach
o odcietych x i x' przecinajg sie w punkcie, ktérego odcieta jest $rednig
arytmetyczng: *(x-\-x’). Polowimy zatem odcinek BB' punktem D i wy-
kreslamy przez ten punkt prostopadtg do osi odcietych. Punkt D\ w kto-
rym styczna t przeciua te prostopadlg, lezy zatem takze na stycznej t',
nalezacej do nieznanego punktu Pj. WykreSlamy przez ten punkt D'
prostg t' || A'P" i otrzymujemy w ten sposéb drugi punkt linji catkowej,
a mianowicie punkt Pi, nalezacy do odcietej x'— OB'. Postepujac
w ten sposob dalej, dla dalszych punktow linji L, otrzymujemy szereg
punktow linji catkowej; taczymy je nastepnie (przy pomocy krzywki)
tak, aby otrzymana linja byta styczna kolejno do prostych t, t\i", ...
Chcac uzyska¢ dobre przyblizenie, nalezy obra¢ do$¢ gesto punkty

P,P.P",... na linji rézniczkowej L.
Wielokrotne odcinanie jednostki: AB, A'B', A"B",... i linij AP,
A'P', A"P", ... zaciera zwykle przejrzysto$¢ rysunku. Z tego po-

wodu modyfikuje sie zwykle konstrukcje w ten sposob, ze odcina sie
owg jednostke tylko raz, od poczatku ukiadu 0 do punktu M o spot-
8*
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rzednych (— 1,0) (por. fig. 17b). Nastepnie rzucamy kazdy punkt P,
obrany na linji L, na o$ y-6w do punktu Q i tgczymy M z Q: prosta
MQ jest réwnolegta do stycznej t. Wykonujemy zatem calg konstruk-
cje linji catkowej w nastepujacy sposéb. Obieramy na danej linji L
szereg punktéw P, P1,P2... i rzucamy je na o$ at-6w i y-6w. Polowimy
odcinki BB1,BxB2... na osi 0s-6w i przez te punkty podziatlu wykres-
lamy pomocnicze linje prostopadte do osi cc-6w. Rzut}' Q Qt,Q2,...
punktow P,P1,Pi ... na oS y-6w tgczymy z punktem M o sp6irzednych
(— 1,0). Przez punkt B wykresSlamy prost3 t MQ az do przeciecia sie
z najblizszg (pomocniczg) prostopadig do osi ¢p-6w. Z tego punktu prze-

ciecia wykresSlamy prostg t' MQ1 az do przeciecia sie z nastepng po-
mocniczg (kreskowang) prostopadtg i tak samo postepujemy dalej. Otrzy-
mamy w ten sposéb szereg punktéow B, P\, P'2m. linji catkowej i szereg
stycznych w tych punktach do linji catkowej. Przy pomocy krzywki wy-
kreslamy catg linje catkowg |I. Gdybysmy rozpoczeli konstrukcje nie od
punktu B, lecz od dowolnego innego punktu tej prostej BP, to otrzyma-
libySmy inng linje catkowa | jednakze przystajgcg do |, a mianowicie
przesunietg réwnolegle. W ten sposdb mozna otrzymac¢ calg gromade
funkcyj pierwotnych, zawartych w calce nieoznaczonej, t. j. obok linji
0 rzednych Y, gromade linij o rzednych Y -j- C. Gdyby$Smy za$ zamiast
jednostki MO — 1 wuzyli innej jednostki: MO = b, to zamiast linji cat-
kowej o rzednych Y otrzymaliby$my linje o rzednych Y — \Y.

Omdwiona tu konstrukcja jest przyblizong, albowiem polega osta-
tecznie na tern. ze tuki linji L zastgpiliSmy cieciwami.

Jezeli linja L jest zwrécona wypuktoscig ku goérze, to widocznem jest, ze wsku-
tek takiej aproksymacji otrzymujemy wartosci mniejsze od prawdziwych warto$ci catki,
nie wyczerpujemy bowiem pola, zamknietego ta linja, rzednemi i osig odcietych.

Lepsze przyblizenie mozna uzyska¢, zastepujac tuki PP,, P,P5 ... nie cieciwami,
lecz odcinkami prostych réwnolegtych do osi j»-6w; odcinki te trzeba dobiera¢ na oko w ta-
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kich wysokoS$ciach, aby przyczynia¢ zjednej strony takiego odcinka tyle pola, ile opusz-
czono z drugiej strony. Szczeg6towe opracowanie tej ulepszonej metody znajdzie czy-
telnik w podreczniku C. Runge’go p. t. Graphische Melhoden (Lipsk 1915, roz-
dziat 111, str. 96—112).

Opierajac sie na tej konstrukcji linij catkowych, zbudowano przy-
rzad, zwany intcgrafem, ktdrym sie rysuje w sposéb mechaniczny linje
catkowg | do danej linji rézniczkowej L : jezeli jeden kolec mechanizmu,
ztozonego z odpowiednich pretow metalowych, woézkow i kotek, posuwamy
po linji L, to drugi kolec, opatrzony otowkiem lub grafjouem, rysuje od-
powiednig linje catkowa |. Opis tego przyrzadu, wynalezionego przez
Abakanowicza, bytego profesora Politechniki Iwowskiej, znalez¢é mozna
np. w podreczniku A. Galle’go p. t. Matkematische Instrumente (Lipsk
1912, rozdziat 1X, str. 154 i nast.) lub w dzietach zbiorowych Abaka-
nowicza. Por. tez St. Gotagb, Wskazéwki do Ccwiczeri z integrafem
Abakanowicza, Krakéw 1933.

§ 226. Catkowanie przyblizone liczbowe (numeryczne).

Jezeli chodzi o obliczenie catki oznaczonej z takiej funkcji, dla kto-
rej nie potrafimy obliczy¢ catki nieoznaczonej, to bardzo czesto, zwtaszcza
w zastosowaniach praktycznych, poprzestajemy na obliczeniu przyblizonej
wartosci tej catki. Podobnie postepujemy, gdy funkcja podcatkowa jest
dana tylko tabelarycznie.

A. Metoda prostokatow.

Najprostszag drogg, prowadzaca do tego celu, jest uzycie wyrazow
ciggéw, zdazajacych do wartosci badanej catki oznaczonej, omoéwionych
w §222. Biorgc odpowiednio daleki
wyraz takiego ciggu, mozemy otrzy-
mac kazdg zgory zadang doktadnoscé. "Nij
Kazdy wyraz ciggu jest sumg pél
prostokatéw, majacych za podstawy
odcinki osi odcietych a za wysoko-

§ci rzedne w dowolnych punktach 0

tych odcinkéw. Najprosciej przed- q Ok a'?n )
stawi sie rachunek, gdy przedziat Fig. 18.
<«, podzielimy na rowne czesci o dtugosci: h — --- - - i wkazdym

przedziale wezmiemy poczatkowg wartos¢ funkcji, jak na fig. 18.
Przyblizong wartoscig catki
i b
1—j f(x)d®—

a
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jest zatem suma pol tych prostokatéw, t j.:

on= h-yxJ-h-yi...-\r h-ijn
czyli:

o= Myl+yi-\- m+ 2
Uzywajac znaku jako znaku przyblizonej réwnosci, mozemy zatem
napisac:

(77)

Przyblizong metode obliczania catki oznaczonej przy pomocy tego wzoru
nazywamy metodg prostokatébw. Widocznem jest zaréwno z geometrycz-
nego przedstawienia jak i z wlasnosci ciggu an, ze przez powigkszanie
liczby n mozemy uzyska¢ dowolny stopien aproksymaciji.

Przyktady.

1) Zastosujmy powyzsza metode najpierw do znanej catki:

2 g9 = logea; = log,2 == 06931471806

Te samg catke obliczymy teraz metoda prostokatow, a nastepnie porow-
namy z sobag wyniki.
Podzielmy przedziat <U,2j> na 10 rownych czesci o diugosciach

h= 101: 01. Rzednemi w punktach x = 1, 1T, 12, ... 1-9 s
y — 1l ! Wedtug wzoru (77) otrzymujemy zatem:
1k OT 1 1.1
(L + FT
= 01 |
090909 O ..
0-83333 3 ..
0-76923 0 ..
0-71428 b ..
0-66666 6 ..
0-625
0-58823 5 ...
055555 5 ...
0-52631 5

«0-1+7-18771 = 0718771
Btad wynosi: 0718771 — 0693147 ...as 0-025624.
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U) Znalezé warto$¢ przyblizong catki:

ktorej nie potrafimy obliczyé elementarnemi metodami catkowania. Po-
dzielmy przedziat catkowania na 10 roéwnych czeSci o dtugosciach
h n 10 N = 1 Stosujgc przyblizony wzdr (77), otrzymujemy:
1
log, 20 * log, 11 log, 12 on

W tablicy logarytméw naturalnych znajdujemy wystepujgce tu logarytmy,
-a dzielenia wykonywamy np. przy pomocy maszyny do rachowania i otrzy-
mujemy:

0-4342 9448

04170 3239

0-4024 2960

0-3898 7125

0-3789 2318

0-3692 6937

0-3606 7376

0-3629 5613

0-3459 7626

03396 2327

1x 3-7910

Przy uzywaniu przyblizonej metody obliczania catki oznaczonej wazng
jest rzeczg oszacowanie biedu, ktory sie popetnia, biorgc zamiast praw-
dziwej wartosci catki wartos¢ przyblizong. Jezeli funkcja podcatkowa
jposiada pochodng ciagta w przedziale <a, to nietrudno jest otrzy-
ma¢ dogodny wzOr na oszacowanie tego btedu. | tak wezmy pod
uwage jeden przedzial czeSciowy o szerokosci h, np. <c, c-f-7i>.
Obliczmy biad:

c+h

() rfhy=J f(x)dx-h fic)= F(c+ h)- F(c)— hf(c)

Widocznem jest, ze r(0): :0. Pochodne obu stron wzoru (I) wzgledem h
sg réwne, a wiec:
r'{hy = f(c + A- f(c)

Do prawej strony stosujemy twierdzenie o wartosci Sredniej (Lagran-
ge’a) i otrzymujemy:
r\h) = hflc + 9h) 0<9< 1
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Niechaj M' oznacza najwiekszg warto$¢ funkcji |f\x)\ w przedziale <a, b">,
to — hM"IS r'(h) S -j- hM'. Scatkujmy te nierébwnos¢ od 0 do h, to
otrzymamy:

- N or{h)g \M'h*
a to znaczy, ze:

\r(h)\~ih 2w

Taki wiec btgd mwynika z zastgpienia catki w jednym przedziale czescio-
wym polem prostokata: h =f(c). Poniewaz za§ mamy n takich przedzia-
tow, przeto na catkowity btgd Rn otrzymujemy oszacowanie:

\Rn\
Ale:

a wiec:

(78)

Widzimy stad, ze biad dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie.
Tak np. w przyktadzie 1) otrzymujemy

1 lo|=; 2-10 20

Poniewaz f(x) — o) f(x) = ~© przeto M' — max |/'(a;)| = 1”': 1.

Ostatecznie wiec:
I-RIO| = 20— 0705
Bfad faktyczny wynosi tylko 00256...
Pozostawiamy” czytelnikowi do stwierdzenia, ze bezwzgledna war-

tos¢ bledu w drugim przyktadzie nie przekracza liczby: gj A)(=
== £log?0e = 00943 ...

B. Metoda trapezbw.

Lepszag na ogot aproksymacje uzyskujemy, biorgc w kazdym pasku
na fig. 18 za wysoko$¢ prostokata $rednig arytmetyczng obu rzednych,
ograniczajacych ten pasek, czyli zastepujac kazdy pierwotny prostokat
trapezem, ktérego dwa wierzchotki leza na danej linji o rownaniu y — fix).
Suma tych trapezéw daje zwykle lepszg aproksymacje anizeli suma pier-
wotnych prostokatéw (majacych za wysokosci poczatkowe izedne). W ten,
spos6b otrzymujemy zamiast ciggu an inny ciag:

n- — Ay iVi+t ys ,yi+ U | , N+ yetl
* 2 2 N 2 2...
czyli:
h— + ys+ eem+ In+ \ Dn+l)
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Ten nowy wzOr na przyblizong warto$¢ catki nazywamy wzorem trape-
zowym. Zatem:

(79) T« n(ryl-j-y2-]-y3-f-... -F-tm+ 2y,+1)

Prawa strona tego wzoru rézni sie od wzoru (77) tylko tern, ze w nawia-
sie ubyto a przybyto %yn+l, a wiec:

°n = °n+ 4(in+l — V\)

Rachunki sg tu wiec rownie proste, jak przy metodzie prostokatow, a do-
ktadno$¢ jest zwykle znacznie wigksza.

2
/*%C omoéwionej w przyktadzie 1) na str. 118,

trzeba doda¢ do wyniku, otrzymanego metoda prostokatow, or ll— 1

= —ky = — 0025. Otrzymamy w ten sposdb:
J«0-718771 — 0-025 = 0-G93771
Wynik ten jest o wiele doktadniejszy, albowiem bigd wynosi tylko:
0-693 771 — 0693147 = 0-000624
Stosujagc metode trapezdw do drugiego przyktadu na str. 119, otrzymujemy:
1« 3-7910 + ~(0-33381 — 0-43429) = 3*7408

W podobny sposéb, jak dla metody prostokatéw, wyprowadza sie dla metody
trapezéw wz6r na oszacowanie btedu, ktéry popetniamy, biorgc zamiast prawdziwej
warto$ci catki warto$¢ przyblizona, otrzymang z wzoru (79). Trzeba mianowicie dwu-
krotnie zrézniczkowa¢ obie strony wzoru:

cth
r(h) = ; ff(x)' dx —pf@* é(gf_-h)

Otrzyma sie:

W sposéb podobny, jak przy metodzie prostokatéw, otrzymuje sie na biad
w jednym przedziale czesciowym wzoér:

li*

a dla n catek, t. j. dla catego przedziatlu <a,b>, wzor:

gdziez!/" oznacza najwiekszg warto$¢ funkcji \f'{pc)\ w przedziale <a, b>. Poniewaz
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H—b—_—a, przeto otrzymujemy ostatecznie:
(80) ™.

C. Metoda tukow parabolicznych. Wzo6r Simpsona.

Wzér trapezowy mozemy interpretowaC geometrycznie w ten spo-
s6b, ze zastepujemy badang linje o réwnaniu y — f(x) w kazdym cze-
Sciowym przedziale <Cxk,xi+1"> o szeroko$ci h linjg prosta, przechodzacy
przez dwa punkty (xk,yk), {xk+1, yi+1) danej linji. Jasnem jest, ze lepszg
aproksymacje uzyskamy zwykle dla linji krzywej, zastepujac jg w kaz-
dymi przedziale <”xk.xk+2"> o szerokosci 2h lukiem paraboli drugiego
stopnia, przechodzacej przez trzy punkty (xk,yk), @*1, y*+1), (xk+2, yk+2)
i obliczajgc pola powierzchni, ograniczonych temi lukami parabolicznemi
i odpowiedniemi rzednemi. Poniewaz punkty na osi a-0w obieramy
w réwnych od siebie odstepach, przeto mozemy uzy¢ do obliczenia tych
pél wzoru (65) z przykiadu 6 na str. 86, a mianowicie:

(a) p— —E"g— "(yF H Ayr h yreg)
Dzielimy przedziat <ja, na 2n réwnych czeSci o diugosciach
h * obliczam& rz8dne: yi,yz,H>---yin-i,yn,yxn+i- Powierzchnia

rozpadnie sie na n par przylegajacych do siebie paskéw. W kazdej parze
paskow zastepujemy tuk danej krzywej tukiem paraboli drugiego stopnia,
przechodzacej przez trzy punkty danej krzywej, nalezace do trzech sg-
siednich punktéw podziatlu odcinka <ja, 6j>. Pole to obliczamy wedtug
wzoru (a). Poniewaz a@+a— xk— 2h, przeto otrzymamy w ten sposéb
nastepujacy wzor na obliczenie przyblizonej wartosci catki:

b

1 5@+ 4y2+ y3+ ys-{-4yt-f-y6-f y5-j- ... -}

+ yml+ 4 +  ya«H)
czyli:

(81)  1xmwil \-y-2nH + +NA5 + —eet YOfl-i)+ 4(ys+ o Ay

Ten wzér przyblizony, wynikajgcy z uzycia paskow parabolicznych, na-
zywamy wzorem Simpsona.
Rozumowaniem podobnem, jak dla metody prostokatow i trapezéw, oblicza sie

btad, wynikajacy z zastgpienia catlki w jednej parze takich paskéw' wartoscig p
‘c+h

z wzoru (a), t. j. rth) —=J f(x)dx — —h) + 4f(c) + f{e+ n)).
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Przez trzykrotne rézniczkowanie otrzymuje sie:

rth)y= - 1 (/™(c+ hy- f'[c- h) = - fh-fw()

a stad:
— Aortth) A $h*lifw

Nastepnie przez trzykrotne catkowanie otrzymujemy:

Lhs

Stad otrzymujemy dla n par paskéw, kitadac h --

(82)
Tutaj iifW oznacza najwiekszg warto$¢ funkcji |/ (4,(®)] przedziale <a,b>.

Przyldady.
1) Zastosujmy wzdr Simpsona do przyktadu 1 na str. 118, biorac
2» = 10. Wtedy:

= — (I-5+ 2+2-728173 + 4« 3-459546J] = » 20-794490

czyli Im 069314(97.

2
Poréwnujac ten wynik z prawdziwg wartoscig catki f — =0'6931471..,,
o/ *
widzimy, ze btad wystepuje tu dopiero na 6-em miejscu po kropce dzie-
sietnej. Przez zastosowanie wzoru (82) otrzymujemy:

i-®»1 e 24 = m m 6000013 -mm

Doktadno$¢ taka jest zwykle dla celéw praktycznych zupeilnie wystar-
czajaca,
2) Niechaj czytelnik obliczy na podstawie liczb, podanych w przy-

ktadzie 2 na str. 119 i liczby - = 0-33380820, nastepujgcg przybli-

zong warto$¢ catki:
20

. dx 3-7397
/ ilog,a

3) 1 o= f = arctg 1 = in
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Obliczy¢ te warto$¢ w przyblizeniu przy pomocy wzoru Simp-
sona, dzielagc przedzial catkowania na 16 réwnych czesci.

1 + 2(y3-fyé6 /lu) + 4(y2+ -f- ... -f- 200))

Dla:
Xx= 0,3, 48,
otrzymujemy:

y — 1) 251> 28013k 11 o TT152

Zatem:
Vi = 1
= 0-99610 89494
yg = 0-98461 53846

0-96603 77358
Vi = 0-94117 64706
ya = 0-91103 20285

= 0-87671 23288

y8 = 0-83934 42623
y9 = 078
= 0-75964 39169
yu = 0-71910 11236
= 0-67904 50928

y3= 0-64
yu = 0-60235 29412
y,#= 0-56637 16814
y16 = 0-53222 45322
Vn = 0%

W+ I/n —
2(y3-f-ift + yT+ ...+ yl5= 2-5-5279769890 = 11-0559539780
4(y2+ yd+ Vc+ eeed-ye) = 4-6-2857894601 = 25-1431578404
1« A -37-6991118184
Stad:
41» 37-6991118184 :12 = 3-14159 265,15
Poniewaz zas:
U = n= 3-14159265,3589 ...

przeto widzimy, ze bitad wystgpit tu dopiero na 9-tem miejscu po kropce
dziesietnej.

Wzoér trapezowy i wz6r Simpson a mozna dalej uog6lnia¢é w rozmaite sposoby.
| tak wzo6r trapezowy polega na zastgpieniu funkcji f(x) funkcjg )j = a0-\-atx (t. j.
badanej linji linja prosta) w kazdym przedziale czeSciowym o szerokosci hmwzor za$
Simpsona polegat na zastgpieniu funkcji f{x) funkcjg y — a0-)- o,x -f-a2a:2 (t. j.
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badanej linji parabolg, drugiego stopnia) w przedziatach o szerokosci 2h. Otéz wy-
prowadzono wzory, polegajagce na zastgpieniu f(x) funkcjg: y = alj-{-atx-\-a”x--\-a;tx,
w kazdym przedziale czeSciowym o szerokosci 3h i ogdlnie funkcjg «-tego stopnia
W przedziatach o szeroko$ci nh. Wszystkie te wzory, ktérych speejalnemi przypadkami
sg wzory: trapezowy i Simp sona, nazyw'amy wzorami Newtona- Cotes’a-

Dalsze udoskonalenie przyblizonych metod catkowania uzyskano, obierajgc na
osi «-6w odstepy nierbwne w odpowiedni spos6b. Na tej mysli przewodniej opieraja
sie przyblizono metody catkowania Gaussa i Czebyszowa. Szczegétowe omoéwienie
tych w'szystkich metod wraz z licznemi przyktadami znajdzie czytelnik w nastepuja-
cych podrecznikach: C. Runge und H. Kénig, Numerisches Rechnen (Berlin 1921,
str. 238—285), E. Whittaker und G. Robinson, The Calculus of Observations
{London 1926, str. 132, 163) i G. Kowalewski, Integration und gendherte Quadra-
tur (Leipzig 1932).



ROZDZIAL XIX.

Zastosowania catek oznaczonych do geometrji i do
mechaniki.

§ 227. Pola wycinkow.

W poprzednim rozdziale oméwiliSmy zastosowanie catek oznaczonych
do obliczania p6l figur, ograniczonych tukiem dowolnej linji o réwnaniu
y = f(x), rzednemi w koricowych punktach takiego tuku i osig odcie-
tych. Opierajagc sie na wynikach, uzyskanych w tych rozwazaniach,
a w szczeg6lnosci na wzorach (46) z § 212, wyprowadzimy obecnie wzdr
na pole wycinka, ograniczonego tukiem dowolnej linjii promieniami, tacza-
cemi konce tegotuku z poczagtkiem uktadu. WeZmy najpierw pod uwage

tylko takie tuki, w ktdrych do jednej odcietej

nalezy tylko jedna warto$o rzednej, a wiec kté-

rych réwnanie da sie uja¢ jedng (jednoznaczng)

funkcjg y ==f(x) (por. fig. 19). Oznaczmy”

konce tego tuku literami yt i B w takim po-

rzadku, abys$my, przebiegajac pokolei punkty

O,A. B mieli powierzchnie wycinka po lewej

N rece czyli aby obrot, sprowadzajgcy prosta

OA do nakrycia z prostg OB, miat kierunek

dodatni, to znaczy taki, jak obrot, sprowa-

dzajacy dodatnig cze$¢ osi 0X do nakrycia

z dodatnig czescig osi OY. Z figury tej odczytujemy”, ze pole W wycinka

0 AB jest rowne polu trojkagta OB'B, pomniejszonemu o pole trojkata OA'A
1 o pole krzywolinjowego czworokgta A'B'BA. Zatem:

b
(@) ‘W — | bf(b)—| af(a) —] y dx

a

Na tej figurze caly tuk aB lezy wewnatrz pierwszej ¢wiartki. Nietrudno
jednak stwierdzi¢, ze ten sam wz6r (a) utrzymuje sie ogo6lnie, przy do-
wolnych potozeniach punktéw A i B, jezeli tylko przy posuwaniu sie po
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luku od A do B mamy po lewej reoe pole wycinka. Tak np. pole wy-
cinka OAB na fig. 20 oblicza sie w nastepujacy sposéb:
W= OAB= OAC+ OCB=
= OAA'—AA'C-fBCB'+ 0B'B
Pole trojkata OAA' ma warto$¢
— Ja- /(a), poniewaz rzedna /(a) ma tu
warto$¢ ujemna. Pole OB'B = J bef(b)
a pozostate pola AA'C i BCB1oblicza
sie przy pomocy catek:

— AA'C — | f{x) dx Fig. 20.
poniewaz funkcja f(x) jest ujemna w przedziale (c, a), a:

c

BCB' =|m dx

Zatem:

a C

W= —Jaf(a) + jf(x) dx -fj f<x) dx + bj>f{b)

czyli:
b

W=\ bf(b) Jaf(a)-j fx) dx

zgodnie z wzorem ().
Niechaj czytelnik stwierdzi prawdziwos$¢ tego wzoru takze dla innych

potozen tuku AB, np. gdy Htuk przebiega pierwsza, czwartg i trzecig
¢wiartke ptaszczyzny!
Sprowadzimy wz6r (a) do dogodniejszej, synnetrycznej postaci.
| tak widoeznem jest, ze:
b b b

bf(b) — af(a) = x f{x) I= xy dx
a wiec:
b
\bf{b) — Ja fa) = 3J\(xy)' dx

Wobec tego:
b b

b
R . oy dx — gidx= 33 wdy Tydx — 2y a0
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a wiec:

(83)

OtrzymaliSmy w ten sposéb wz6r (Leibniza) na pole wycinka.

W ciggu calego rozumowania uwazaliSmy x za zmienng niezalezng
a y za (jednoznaczng) funkcje tej zmiennej. Wobec tego nalezy za dy
podstawi¢ we wzorze (83) warto$¢ y' «dx i dopiero wtedy wykonac cat-
kowanie wedtug zmiennej x w granicach od a do b. Gdyby za$ x byto
jednoznaczng funkcjg zmiennej y, to moznaby wyrazi¢ wszystko zapomocg
zmiennej y, a wiec za dx podstawi¢ x'dy i catkowa¢ wedtug zmiennej y
w odpowiednio zmienionych granicach, np od a do i3 (por. fig. 19). Jezeli
za$ x iy sg podane jako funkcje zmiennej f, to znaczy tv przedstawieniu
parametrowem, to wzor (83) ma, po wprowadzeniu nowej zmiennej t zapo-
mocg podstawienia x = postac:

fu
(84) W = \J[xy"'— x'y) dt
ki

Liczby tA i tB sg to wartosci parametru t, odpowiadajgce punktom A i B.

Bardzo prostg forme przyjmuje wzdr na pole wycinka przy uzyciu
spotrzednych biegunowych. | tak jezeli réwnanie linji, ograniczajacej
wycinek, jest podane w formie biegunowej: r = r(cp), to uzyskamy naste-
pujace przedstawienie parametrowe:

X — r(cp) COS (p, y — r{(p) Sin o
Stad:
dx = (?"cos (p— rsin o) dep, dy = (r sin P-)-r cos ) d(p
a wiec:
xdy —ydx = (rr'sirupcoscp-\-ricosip — r r'sin (pCoS(p-\-riSin2ep)d(p = r %icp

Wzér (83) przyjmuje zatem dla spdtrzednych biegunowych postac:

<85)

Wzory (84) i (85) sg ogOlniejsze od wzoru (83). ZaznaczyliSmy miano-
wicie wyraznie, ze wzo6r (83) odnosi sie tylko do takich wycinkow, kté-
rych tuk ma z kazda prostg rownolegltyg do osi rzednych najwyzej jeden
punkt wspolny.
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Chcac za$ obliczy¢ pole takiego wycinka, jak np. wycinek OAB
na fig. 21, nalezatoby go roztozy¢ na dwie czeSci: OAG i OCB, obliczy¢
warto$¢ odcietej ¢ punktu C i stosowa¢ dwukrotnie wzor (83). Raz nale-
zatoby podstawi¢ za y funkcje y\= t. .
réwnanie dolnej czesci tuku, a drugi raz y2—

t. j. rbwnanie gornej czesci tuku. W ten spostb
otrzymuje sie na pole takiego wycinka dos¢ za-

wity wzor:
W — (xdyl—yxdx) + \ j'{xdy2—y2dx)
Natomiast przy przedstawieniu parametrowem Fig- 21

bardzo czesto nie trzeba zmieniac¢ funkcyj x(t)
i y(t),albowiem przy zmianie parametru tod A do tB moga war-
tosci tych samych funkcyj x(t) i y{t) przebiegaé spdtrzedne catego
tuku ACB (np. w elipsie, w kole). Otrzymamy wiec w takim razie:
c tg tli
W = %J\(xy‘'—x'y)dt-f-\J\xy‘—x'y)dt— ~J\xy'— x'y)dt
tA tc tA

W takich wiec przypadkach — najpospolitszych w praktyce — mozna
uzywa¢ wzoru (84) bez zadnej zmiany, natomiast wzér (83) musi ulegac
dos$¢ znacznym modyfikacjom. To samo odnosi sie oczywiscie takze do
wzoru (85), ktory jest specjalnym przypadkiem wzoru (84).

Zdarza sie, ze przy zmianie parametrut od do 2 punkt (x,y)
przebiega jakas$ linje zamknietg. Wtedy wzo6r (84) lub (85) moze stuzyé
do obliczenia niet3Tko wycinka, lecz calego pola, ograniczonego tg linjg
zamknietg, jezeli sie tylko ta linja zamknieta nie przecina sama z sobg
(t. j. jezeli nie ma punktow weztowych). Przy uzywaniu tych wszystkich
wzoréw na pole wycinka trzeba zawsze uwaza¢ na kierunek przebiegania
tuku. Przy zmianie kierunku nalezy pomieniaé z sobg granice catkowa-
nia lub zmieni¢ znak funkcji podcatkowej: jezeli tego nie uczynimy, to
otrzymamy ujemng warto$¢ pola.

Przyktady.

1) Znalez¢ pole wycinka linji rozwijajgcej kota (por. tom I, § 169,
str. 513) od t— 0 do t= tx (por. fig. 22). RoOwnania tej linji maja
w formie parametrowej postac:

X = R (cost -j- tsint)

y = R (sint—tcost)
GdybysSmy chcieli uzy¢ spotrzednych prostokatnych, to nalezatoby to pole
rozdzieli¢ na dwie czesci: OAC i OCB, przyczem punkt C trzebaby wy-

Rachnnek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 9
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znaczy¢ zapomocag extremum wzgledem osi y-6w. Pole wycinka jest sumg
tych pél. Przy uzyciu przedstawienia parametrowego ten rozktad nie jest
potrzebny, lecz mozna odrazu zastoso-
wacé wzor (84). Poniewaz:
x'= R(— sini-f-icosi-(-sini)= i?icosi
y'=i?(cosi -f-isini—cosi)=Pisini
przeto:
Xy'—x'y — P 2i(sinicosi-(-
-(-isin H—sinicosi-|- icos 2)= P 2i2

Zatem:

w R*Pdt=JrRHs aRH\

Fig. 22. 2) Obliczy¢ pole wycinka spiral-
nej Arcbimedesa od — 0 do p= od.
Réwnanie tej spiralnej ma w formie biegunowej postac:

r= ap
Przy uzyciu wzoru (85) otrzymujemy:
K H
W = %J'a?cpd(p= $aps’= Arai p

Gdybysmy obrali to niektére czesci pola bytyby przytem po-
liczone dwukrotnie lub wiecej razy.
3) Obliczy¢ pole, zamkniete lemniskatg. Biegunowe réwnanie lem-
niskaty ma posta¢:
r2= a2cos 2
Promien > zakresla ¢wiartke catego pola
X (zacieniowang na fig. 23), gdy kat (pzmie-
nia sie od 0 do \n. Zatem pole tej
¢wiartki obliczymy z wzoru:

A
Fig. 23. AP = ANJAr2d(p= £]j a2cos 2 (pd(p

a2sin 2

Zatem pole, zamkniete lemniskatg, jest rdwne polu kwadratu o boku OA.
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§ 228. Planimetr biegunowy.

Obmyslono wiele przyrzadéw do wyznaczania wielkosci pola droga
mechaniczng. Przyrzady te nazywamy planimetrami.
Opis i teorje rozmaitych planimetrow znalez¢ mozna w podreczniku
A. G alle’go, p.t. Mathematisclie Instrumente (Lipsk 1912 r., str. 66— 131)-
Najbardziej rozpowszechnionym jest planimetr biegunowy Amslera.
Sktada sie on z dwdch pretbw AO i AB (fig. 24), ztagczonych w punkcie A
tak, ze moga sie obraca¢ koto tego punktu. Koniec O preta OA jest przy-
twierdzony do ptaszczyzny rysunku a koniec B
preta AB przesuwamy po obwodzie powierzchni P
ktorej pole chcemy wyznaczy¢. Do preta AB jest
przytwierdzone kotko K, polgczone z mechaniz-
mem zegarowym, ktéry pozwala wyznaczy¢ do-
ktadnie liczbe obrotéw i czesci obrotéw kotka.
Oznaczmy odlegtos¢ punktu A od B literg R.
Okazuje sie, ze wielko$¢ pola P otrzymuje sie
z bardzo prostego wzoru:
(@) P=R.s

przyczem s oznacza droge, zakreSlong przez punkt na obwodzie kotka K.
Jezeli wiec r oznacza promien tego kotka a n liczbe obrotow (wraz
z utamkami obrotow), to §= 2m n, a zatem:

P=2rnR en
Staty spo6tczynnik 2rnR = C nazywamy stalg planimetru. Wzdr na pole
przyjmuje zatem postac:
(b) P—C'n
Statej C nie trzeba wyznacza¢ zapomocg do$¢ zmudnych pomiaréw R i,
lecz mozna jg otrzymaé drogg empiryczng. Tak np. rysujemy koto o pro-
mieniu 10 cm i obwodzimy je planimetrem. Jezeli np. mechanizm zega-
rowy wskaze, ze kotko wykonato przytem 32-35 obrotéw, to poniewaz
pole wynosi 314-159... cm2 przeto:

314-159... — C- 32-35

a stad otrzymujemy na statg C wartos¢ 314159...:32'35 = 9-71...
Doktadna teorja tego przyrzadu jest dos¢ skomplikowana. Podamy tu
tylko pogladowy dowdd wzoru (a). Przy wszystkich ruchach planimetru
porusza sie punkt A (fig. 25) po obwodzie kota o promieniu OA a o $rodku O.
Gdy punkt B obiega obwo6d danego pola, to pret AB zakres$la jakg$ po-
wierzchnie P'. Oznaczmy literg f te cze$¢ powierzchni P\ ktéra nie nalezy
do P. Te cze$¢ przebiegamy dwukrotnie, przyczem dodajemy jg przy ruchu
preta w jedng strone a odejmujemy przy ruchu w strone przeciwna.
O
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Wobec tego:
P'= P-\-f— f=P

Aby wiec otrzymac szukane pole P, badamy cate pole P, uwzgledniajgc przy-
tem rozmaite znaki czesci sktadowych. WeZmy pod uwage powierzchnie,
zakre$long przez pret przy do$¢ matej

zmianie potozenia, jak np. powierzchnie

AAIBIB na fig. 26. Pret przeszedt

z potozenia AB w potozenie A, Bv

Zastgpmy ten ruch preta dwoma ru-

chami: najpierw niechaj sie pret poru-

sza w kierunku prostopadtym do AB

tak daleko, az znajdzie sie na prostej,

na ktdérej lezy Av Pret zakresli przy-

tem prostokgt ABCD, a kotko, umiesz-

czone na nim, obréci sie o kat, odpo-

wiadajgcy diugosci tuku ns. Nastepnie

posunmy pret po tej prostej w potoze-

nie AjC', przyczem koétko nie wykona

zadnego obrotu. Wkoo6cu obréémy pret okoto punktu A1l tak, aby zajat
potozenie AyB” Zakre$la on przytem wycinek kota A1C'BL a koétko nie
wykona zadnego obrotu. Powierzchnia, zakre$lona przy

tych dwéch ruchach, ma pole:

li *nis -|- £ ffiAtp

Podzielmy cale pole P’ na takie elementy AA1BX8
i kazdy z nich zastgpmy w podobny sposéb prostokgtem
i wycinkiem. Otrzymamy sume:

n n
"BAsAIPAcCp,
11 i-i
Fig. 26. Gdy rozdrabniamy podziat coraz bardziej, tak ze wszyst-
kie i A(pi dazg do zera, to granica, do ktdrej dazag

powyzsze sumy, daje wielko$¢ pola P', zakre$lonego istotnie przez pret.
Granicg pierwszej sumy jest R es, przyczem s oznacza tuk, zakreslony
przez obrét kétka przy catkowitym obiegu badanego pola. Granicg dru-
giej sumy jest catka:
5.
J\R H (p = R I(<Pi — e>j)

S

przyczem ¢l oznacza nachylenie preta do jakiej$ obranej osi na poczatku
ruchu a <p, na koncu. Poniewaz pret wraca po obiegu catlego pola spo-
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wrotem do swego pierwotnego potozenia, przeto (P2— (pu a wiec ta catka
ma warto$¢ 0 i zostaje:

P'= P —Rs
zgodnie z wzorem (a).

Scisty dowdéd tego wzoru, polegajacy na wzorze (83) na pole wy-
cinkéw, znajdzie czytelnik w podreczniku R. Rotlie’go p.t. Hohere Ma-
thematik, tom Il (Lipsk 1929, str. 71 i nast.). Takze w podrecznikach
geodezji podaje sie zwykle teorje rozmaitych planimetrow.

§ 229. Diugosc¢ luku.

Drugiem nadzwyczaj waznem geometrycznem zastosowaniem pojecia
catki jest definicja i obliczanie ditugosci tukéw dowolnej linji.

Wezmy pod uwage tuk AB linji o réwnaniu y — f(x) (por. fig. 27).
Podzielmy ten tuk punktami C», Cp...CELi na dowolnych, nieko-
niecznie réwnych czesci i wpiszmy w ten tuk linje tamang, #gczac ko-
lejne punkty podziatu A i C[\ Cj) i Cp... cieciwami 47, 4\ eee<fr
Diugos¢ Zag tej linji tamanej jest rowna:

Tworzymy cigg takich linij tamanych, zwiekszajagc nieograniezenie liozbe
cieciw, jednakze w taki sposéb, aby cigg, utworzony z najwiekszych cie-
ciw kazdego podziatu, dazyt do zera
(wtedy wszystkie ciggi cieciw, wy-
branych po jednej z kazdego podziatu,
dazg do zera). Jezeli wszystkie takie
ciggi tuta,...bLp... dhlugosci tych
linij tamanych posiadajg wspolng gra-
nice, to te granice nazywamy diu-

goscig tuku od i do i i oznaczamy
ja zwykle literg s. Do istnienia skon-
czonej granicy nie wystarczy tu, aby Fig. 27.

f{x) byta funkcja ciagtag w przedziale

O , b*>, albowiem linja, ktéra jest obrazem tej funkcji, moze posiadaé
tak geste i tak znaczne falowania, ze cigg diugosci linij tamanych, wpi-
sanych w te linje, dazy do nieskoficzonosci. Okazemy natomiast, ze do-
statecznym warunkiem istnienia (skonczonej) dtugosci tuku jest, aby po-
chodna f'(x) byta funkcja ciggta w przedziale O , n>.
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Dowéd. Diugo$é kazdej cieciwy, np. cj», wyrazamy wzorem;

Ci» = = |li + ("p)2i*}»
Ale: \
lyi» =/(@®P + fesi») —/(«i») = f'dP) «
przyczem I}» jest jakg$ wartoScig posredniag pomiedzy ajj» a tej» -f-
Zatem:
— I'(AY)
a wiec:
G)=f/r+77(|p).ig»
Podobnie wyrazamy diugosci innycb cieciw i otrzymujemy na dtugosc
linji tamanej wzor:
«
N=JE[/ITTAT?2W
/-1
Oznaczmy fA -|- f'A(x) = o>(x) to:
«

/-1

Wedtug zatozenia jest f'(x) funkcjg ciagta a wiec i- (p{x) jest funkcja
cigglta. Wraz z cieciwami takze i przedzialy Axi dgzg do zera. Ciag takich
sum Lut?2...Lp... posiada zatem granice, a tg granicg jest catka ozna-
czona z funkcji cp(x) w granicach od o do i (por- § 222). Zatem:

Mp b
s= lim tp— lim 'S(p(;?2)Ax\D= f (p(x)dx
p-+ 00 p—*00 I g
czyli:
(86)

OtrzymaliSmy w ten spos6b wzo6r na diugosé tuku.

Jezeli pochodna f {x) jest nieciggta w skonhczonej liczbie punktow
przedziatu <;a,'6>>, to diugos¢ tuku oblicza sie przy pomocy odpowiedniej
catki uogoélnionej lub niewtasciwej, wyrazonej tym samym wzorem (86).

Z wzoru (86) otrzymujemy na diugos¢ tuku warto$¢ dodatnig, gdy
a <"b a ujemna, gd}? a> b a wiec z wzrostem odcietej x wzrasta du-
gos¢ tuku.
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Zatrzymajmy w calce, podajacej diugo$¢ tuku, dolng granice a
a zmieniajmy gérng granice 6; zastagpmy litere b literg X, to:

X

y'2dx — s (X)

Diugo$¢ tuku jest zatem funkcjg gornej granicy X. Pochodna tej
funkcji ma wartos¢:

(86 a) i =
a stad:
dsi = dx2(1 -f-¥/ )= dx*-f- W dxf
czyli:
(87) ds2= dx2-j- d;/2

Ro6zniczke tuku nazywamy czesto elementem tuhu\ wzo6r (87) podaje wiec
kwadrat elementu tuku.
Jezeli réwnanie linji jest podane w formie parametrowej:

y= "(0
to wzér (86) przyjmie postac:

— yVitqgs

Wciggajac <p'(i) pod pierwiastek, mozemy otrzymaé przed pierwiastkiem
znak -f- lub —, zaleznie od znaku funkcji <g(t). Jezeli obierzemy stale
znak-)-, to wzér na diugos¢ tuku przyjmie postac:

(88) s= (Ycp'\t)A-"\t)dt
ti

Warto$¢ t— 1+ odpowiada wartosci x = a a t— t2 wartosci x = b
Z tego wzoru otrzymamy na diugosé¢ tuku wartos¢ dodatnig, gdy zato-
zymy, ze tuk wzrasta wraz z wzrastaniem parametru t (a wiec umowa
co do znaku jest przy uzyciu tego wzoru inna, anizeli przy uzyciu
wzoru (86)).

Uzycie spotrzednych biegunowych sprowadza sie, jak wiadomo, do
specjalnej formy przedstawienia parametrowego, a mianowicie gdy row-
nanie linji jest podane w postaci:

r= r(<p)
to x=r () cos<p, y = r[(p)siny; parametrem jest tu kat (p.
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Poniewaz:
X'"—r'cosp—rsingg y' = r'sin(p rcos{
przeto:
\x"i{(p)-\-y"2Acp) =
=[/r'2cos2<p—2rr’ singp cos<p-|-r2sin2<p-t-r'2sin2(p+ 2rr'sin <jpcos<p-|-r! cosap—

Wobec tego wzo6r na diugosé tuku przyjmuje dla spétrzednych bie-
gunowych postac:

(89)

Obliczanie diugosci tuku linji krzywej nazywamy rektyfikacjg (t.j. wy-
prostowaniem) tej linji.

Zupetnie podobng drogg dochodzi sie do definicji i wzoru na diu-
gos$¢ tuku linji przestrzennej, trojwymiarowej.

Jezeli réwnania tej linji s podane w postaci:

y =y, z=2(x)

to na diugos$¢ tuku otrzymuje sie wzor:

(90)

Jezeli za$ rownania linji sg podane w formie parametrowej:

x=cp(t), y— xp®), z= %)

to wzor na dtugos¢ tuku przyjmuje postac:

rh

(91) Vep™(t) + y'*(t) + X*{t)dt

5=y

Uwazajagc we wzorze (90) gdrng granice catki za zmienng: b= x,
otrzymujemy na diugosé tuku funkcje s(x). Tworzymy pochodng tej
funkcji wedtug zmiennej x i podnosimy obie strony otrzymanego wzoru
do kwadratu. Po pomnozeniu obu stron przez dxi otrzymujemy nastepu-
jacy wzdr na kwadrat elementu tuku krzywej przestrzennej:

(92) ds2— dx*-j- dyl -f- dz1
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Przykiady.
1) Obliczy¢ diugos$é tuku paraboli o réwnaniu

y —axl

od wierzchotka do dowolnego punktu. Niechaj bedzie a > 0.
Poniewaz y'== 2ax, przeto wedtug wzoru (86) otrzymujemy:

X X

s=J \1 4a2x*dx = 2a

Catke te oblicza sie wedtug wzoru (35) (na str. 48), kiadac k = -

T ClI
i otrzymuje sie:

s- “(Ver+m s +¥)|,

= f|l/l + 4«>«-+ J-log. >+ |/, + «m)- -¢Jlog]|/jn
czyli:
s= A(/l -}-4al@2 + + AL+ 4aled
Niechaj czytelnik wykaze dla ¢éwiczenia, ze tuk linji tancuchowej

o réwnaniu y="lea-(-e*“j od wierzchotka do punktu o odcietej * wy-

L as \ —\
raza sie wzorem: s= —le —eal
2) Obliczy¢ diugos¢ tuku jednej arkady cykloidy. Rdwnania cy-
kloidy majg w formie parametrowej postac:

X — a(t — sini)
y = a (1 —cosi)

Uzywajac wzoru (88), otrzymujemy:
'l
s: (1 — cos¢)a——a2sin2idt — aj '\'¢ — 2 cos tdt

czyli:

s= a] Pisin2gdt—4a ] Psin2~d @

Diugos¢ tuku jednej arkady otrzymuje sie, zmieniajagc t od 0 do 2 n.
W tym przedziale ma sin ~ warto$¢ dodatnig, a wiec Psin2#t= sin
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Wobec tego:

i
s= 4a sin-g¢(¢) = 4a (—cos =8 a
0] 0

Godnem jest uwagi, ze w tyra wzorze nie wystepuje liczba n.
3) Obliczy¢ dtugos¢ tuku spiralnej logarytmicznej o réwnaniu:

r= abb' (przy a)> 0)

od g0 do dowolnego <
Przy pomocy wzoru (89) otrzymujemy:

s Nt —(ae— aelf»)

Oznaczmy promien, nalezacy do kata e90, literg r0, to:

tuk spiralnej logarytmicznej zmienia sie wiec proporcjonalnie do pro-
mienia.

Niechaj czytelnik okaze, ze diugos¢ tuku spiralnej Archimedesa,
0 réwnaniu:

r= op

od (p= 0 do dowolnego o wyraza sie¢ wzorem:

s | if F1+ 91+ log>+ F1+ 9°)

4) Obliczy¢ diugos¢ tuku linji Srubowej. Réwnania jej majg w for-
mie parametrowej postac:

x = rcost, y = rsint, z— ct

(por. tom 1, str. 378 wzory (107)). Z wzoru (91) otrzymujemy:
-j- e2dt = r2 c2di = |/r2 e2(i2—i,)
Diugosé linji Srubowej, odpowiadajgca jednemu krokowi $ruby, t. j. od

t= 0 do t=.2n, wynosi:

s — |/Ir* -j- c22
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Niechaj czytelnik wykaze, ze dtugo$¢ luku linji o réwnaniach:

liczona od x — 0, wyraza sie wzorem s= x -f-z Uzy¢é wzoru (90)!
Rektyfikaeja linij krzywych prowadzi tylko w niewielu wypadkach
do catek, dajacych sie wyrazi¢ zaponiocg funkcyj elementarnych. Zwykle
otrzymuje sie na diugo$¢ tuku skomplikowane funkcje przestepne, nie-
elementarne. Tak np. sprobujmy obliczyé diugos¢ tuku elipsy.

Uzyjmy formy parametrowej:

X = asint
y — bcost

Na podstawie wzoru (88) otrzymujemy:

s = ai COS*t -j- bisinstd t= a2— (a2— bi) sin2idt

Oznaczmy literg k mimosrod liczbowy, t.j. stosunek e:a czyli |[/al — bi:a
(wobec czego k 1), to:

Catka ta nie da sie wyrazi¢ przy pomocy funkcyj elementarnych.
Oznaczmy:

(93)
0

Funkcje te nazywamy catkg eliptyczng drugiego rodzaju. lIstniejg
tablice, pozwalajgce obliczy¢ te catke dla rozma”~ch wartosci k i t, np.
Jahnlte, Funktionentafeln (Lipsk 1933, wyd. 2) lub H lttte, Des In-
genieurs Taschenbuch (Berlin 1925, wyd. 25, str. 42). Uzywajgc tego
oznaczenia, napiszemy wzOr na diugos¢ tuku elipsy w postaci:

s= a{Ek tf) — E (k f,)
TJwaga. Catke:

(94)
0

nazywamy calkg eliptyczng pierwszego rodzaju; jest ona takze nieelementarng funkcja
przestepna. Te cakki eliptyczne i funkcje odwrotne wzgledem nich, zwane funkcjami
eliptycznemi, maja bardzo rozlegte :: stosowania w rozmaitych dziatach fizyki i tech-
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niki. Do tych catek sprowadza sie zapomocg odpowiednich podstawien catki eliptyczne,
wspomniane na str. 59. Teorje funkcyj eliptycznych rozwinieto nadzwyczaj szczeg6-
towo, poswiecajac jej wiele prac specjalnych i podrecznikéw. Sposréd licznych pod-
recznikdw wymieniamy tu nastepujgce: L. Lévy, Précis élémentaire de la théorie des
fonctions elliptiques avec tables numériques et applications (Paris, 1898) i H. Burk-
hardt, Elliptische Funktiotien (Lipsk, 1906, wyd. 2).

W arto$ci catki E(k, t) mozna wyznaczy¢ dla szczegétowych wartosci t, k np.
przyblizonym wzorem Simpsona. Dla doktadniejszych obliczen postugujemy sie
og6lnem rozwinieciem funkcji podcatkowej na szereg. Metode te oméwimy w roz-
dziale, poswieconym teorji szeregéw nieskoiczonych.

Obliczanie tuku hiperboli sprowadza sie takze do obliczania catek eliptycznych
pierwszego i drugiego rodzaju. Pozostawiamy czytelnikowi wyprowadzenie wzoru na
dtugos¢ tuku lemniskaty o réwnaniu:

rl= 2»lcos2 <
Otrzymamy:

s=a*Jw=ib ?
0

Po podstawieniu cos 2 p= cos21 uzyskuje sie stad catke eliptyczng pierw-
szego rodzaju, a mianowicie:

s=af v dt 4 =
6 Kl — 1sin*t WT )

8§ 230. Zastosowania wzorow na diugos$¢ tuku w geouietrji roéz-
niczkowej ptaskiej.

Z wzoréw na diugo$¢ i na element tuku wynika kilka wnioskéw
waznych dla geometrji rézniczkowej.
1) | tak z wzoru (86a) wynika:

Tx= fr+~"2= JI+ tSla= (se® = \"a\
czyli:
(95) dx = |cosa\ds

WidzieliSmy, ze wzdr (86) jest prawdziwy pod wzgledem znaku
wtedy, gdy diugo$¢ tuku wzrasta z wzrostem odcietej. Jezeli wostatnim
wzorze opuscimy symbol warto$ci bezwglednej, piszac wprost:

(96) dx= cos ads

to zmienimy przez to tylko zatozenie, dotyczgce kierunku wzrastania tuku.
tatwo mianowicie okaza¢, iz zakladajgc, ze tuk wzrasta w tym Kie-
runku, ktéry obieramy za dodatni kierunek stycznej, mozemy uzy¢
wzoru (96) zamiast wzoru (95). Tak np. na fig. 28a tuk wzrasta w tym
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samym Kkierunku, co odcieta x, a wiec, gdy dx >0, to i ds> 0. Kat a
stycznej z osig «-0w ma tu warto$¢ z pierwszej ¢wiartki, a wiec cosa j> 0,
wobec czego iloczyn cos a+ds ma znak -J-, zgodny ze znakiem dx. Na

fig. 28b tuk wzrasta w kierunku

przeciwnym anizeli *, a wiec, gdy

Cs dx > 0, to ds< 0. Kat a stycznej

ma tu wartosé z trzeciej éwiartki,
dx

/1 a wiec cosa < 0. Wobec tego
iloczyn cos a *ds > 0, zgodnie ze

dx znakiem dx. Pozostawiamy czytel-

) A 6' nikowi rozwazenie innych przy-
Fig. 28a. padkéw (gdy kat a nalezy do

drugiej lub czwartej déwiartki).
Z tych figur jest widoczne, ze element luku ds réwna sie odcinkowi AC
stycznej od 'punktu stycznosci do punktu, w ktérym przecina styczng rzedna,
nalezgca do odcietej x -\-dx. Istotnie AG = doc = ds.
Odcinek ten nie jest z reguty rdwny prawdziwemu przyrostowi
tuku, t. j. tukowi AB — ds.
Takze rdézniczke dy mozna wyrazi¢ zapomocg elementu tuku.

I tak:
dy = y“dx = tga edx = tga ecosa *ds
czyli:
dy — sin a ds
Wzory:
dx = cos ads
(97)

dy = sin ads

bywajg czesto stosowane w rozwazaniach geometrji rozniczkowej. Zamiast
kata a mozna wprowadzi¢ kat /3, jaki styczna tworzy z osig y-6w. Po-
niewaz a — 90° — /?, przeto sina = cos/?. Wprowadzajac te wartos¢
w drugi wzoér, otrzymujemy bardziej jednolite wzory:

dx — cos a ds

dy — cos ds
a stad:

(98)

Te cosinusy nazywamy cosinusami kierunkowemi stycznej (por. 1.1, str. 522).
Cosinusy kierunkowe stycznej sa zatem pochodnemi odcietej i rzednej wzgle-
dem tuku. Podobne rozwazania i wzory dotyczg krzywych przestrzennych.
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2) tuk linji krzywej jest zawsze wiekszy od cieciwy, tgczacej konce
tego tuku. Zbadajmy, do czego dazy stosunek tuku do cieciwy, gdy diu-
gos¢ cieciwy dazy do zera.

Diugos$¢ cieciwy, tagczacej punkt A(x,y) z punktem B(x Ax,y Ay),
ma warto$¢ |/do?2-|- dy2 a diugos¢, tuku, tagczacego te punkty, nazwijmy ds.
Zatézmy, ze rownanie linji jest podane w formie y = f(oc), przyczem
f'(x) jest funkcjg ciagtg. Chodzi nam o zbadanie granicy:

ds
c->0 C c-).0 |[/da?2-J- dy?2

Zamiast c—»0 mozemy bra¢ Ax — 0, albowiem obydwa te warunki sg
ze sobg rownowazne, poniewaz y = f(x) jest funkcjg ciagta. Niechaj be-
dzie Ax> 0. Otoz:

As

ds oA AX) S

lim = =
,Eo [/da:2-f- dy2  Ax- OFi +-(£)’ h + y'\*) SW
Dowiedlismy wiec, ze:

) i !
t. j., ze stosunek tuku do cieciwy dazy do jednosSci, gdy dtugos¢ cieciwy
dazy do zera.

3) Krzywizne linji w dowolnym jej punkcie okreslilismy (por. t. I,
str. 552 i nast.)) jako bezwzgledng warto$¢ granicy, do ktorej dazy sto-
sunek kata Aa, zawartego miedzy styczng w tym punkcie a styczng
w punkcie z jego otoczenia, do cieciwy c, tgczacej te dwa punkty, gdy

dtugos¢ cieciwy dazy do zera. A wiec: k = lim— , gdzie a jest katem

stycznej z osig odcietych. Okazemy, ze te definicje mozua zastgpi¢ nowa,
rbwnowazng z nig, a lepiej oddajagcg intuicyjne pojmowanie stopnia za-
krzywienia. Bierzemy mianowicie pod uwage stosunek kata Aa do diu-
gosci tuku As, zawartego miedzy temi punktami i badamy granice bez-
wzglednej warto$ci tego stosunku, gdy diugos$¢ tuku dazy do zera, t j.:

Aa
g= lun-
¢s+ods
Zamiast A~ mozemy napisa¢ — e Ody ds —0, to cieciwa c—»0 i od-
wrotnie, a wiec:
Aa ¢

lim —
oc As
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Poniewaz za$ lim = 1, przeto:
c-+0ds 1
I‘- Aa
9| un_
Ic->0 »
a wiec (j= lc Zatem:

Aa
(100) k= hm -p-

A wiec krzywizne mozna tez okre$la¢ jako bezwzgledng warto$¢ granicy,
do ktérej dazy stosunek przyrostu kata a do przyrostu luku s.

Wzdér na krzywizne (znany z tomu |) mozna otrzymaé tatwo z de-
finicji, zawartej we wzorze (100). | tak niechaj réwnanie linji bedzie po-
dane w formie y — f{x).

Poniewaz tga=y'(x), przeto a = arctgy'-j- nn, a zatem:

da- Y dx
1+2/'2
Wiemy, ze:
ds — \i -J-y'-dx
a wiec:
da y"
* — (+ yon
Stad:
@y
k=2 \

ds (i + yy>

zgodnie z wzorem (194) z tomu | (str. 553).

4) Diugos¢ luku ewoluty. Mechaniczna konstrukcja ewolwenty.

Linje 2, ktéra jest miejscem geometrycznem S$rodkéw krzywizny
danej linji nazywamy, jak wiadomo, ewotutg czyli rozwinietg linji /,
(por. tom |, § 184, str. 555 i nast.), a samg linje Ix nazywamy ewolwentg
czyli rozwijajgca linji 2.

Niechaj x,y oznaczajg spOirzedne punktu biezacego danej linji
a 1,7? ewoluty /2. Réwnania ewoluty majg postac:

£= @ YL
r

v=y+ |+".y/a
y

Jezeli a oznacza diugos¢ tuku ewoluty, liczong od jakiego$ obranego
punktu, to:
da* = df--f- dp2
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a wiec:

i— Y= I~y
\dx)  \dx) A \dx)

Obliczmy pochodne: £ i r(. Otéz:

H.- « «»lryri_/ly,-gyY/-(1+y My, (I+yy",-3y'2
" y y J y"3

dx y oy "3
v y».2y'y" -{l+y'i)y- @+ y=*)y"- 3yy"s
dx y " y"3 y"3

Wobec tego:

(g)>=(1+, p? +0 -3 " 2)-

Zupetnie podobny wzér otrzymamy na pochodng promienia krzywizny
danej linji Ix. I tak z wzoru:

0= _ii_ (1 +yn

otrzymujemy:

dE\2= /Y -W + y ~ - W -a + y»)*

dajj | y"2
y
A wiec:
(dg
\dx) \d x
Stad:
da .do ,, do

di=+Txlub

Chcemy usung¢ te watpliwosé co do znaku. Zatézmy w tym celu, ze
promien wzrasta w catym badanym przedziale zmiennej x lub maleje
w calym przedziale, a wiec nie ma extremdéw. Obierzmy za dodatni kie-
runek wzrastania tuku ten kierunek, w ktéorym g wzrasta, to:

(101) i =84 astgd: a= Q+ O
Jezeli a, oznacza tuk ewoluty a qx promieA krzywizny danej linji, nale-
zace do tej samej wartosci xIx a dla ®2>to:

—th+ QO a> G+ O
a stad wynika:

(102) ai — al = et — gx
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Widzimy stad, ze dtugos$é tuku, zawartego miedzy dwoma punktami ewo-

luty jakiej$ linji mozna wyznaczy¢ bez catkowania, obliczajgc réznice od-

powiednich promieni krzywizny tej linji Wz6r (102) mozna wyrazic

w nastepujacy sposéb: przyrost diugosci tuku ewoluly réwna sie przyrostowi

promienia krzywizny pierwotnej linji, iczietemu z odpowiednim znakiem.
Na tym zwiagzku #tuku ewoluty 12 z promieniem krzywizny linji

polega mechaniczna (nitkowa) konstrukcja

ewolwenty  z danej ewoluty 2. Niechaj aAB

oznacza diugos$¢ tuku ewoluty 2 od A do B

(fig. 29). gampromiert krzywizny ewolwenty lu

nalezacy do punktu A', dla ktérego A jest

srodkiem krzywizny, a podobnie gBmdla pun-

ktow B' i B. Wiadomo (por. tom I, str. 555),

ze normalna ewolwenty 24, na ktorej lezy

promien krzywizny qa.= AA', styka sie

z ewolutag w punkcie A (w $rodku krzywizny, nalezacym do A'). Niechaj

punkt P bedzie poczatkiem liczenia tuku ewoluty. Wedtug wzoru (102) jest:

°ab — °pb — °7m — Qb' (0:1 |

Gdyby punkt P lezat po drugiej stronie punktu B, jak np. punkt O, to
nalezatoby zmieni¢ znak prawej strony.

Przytwierdzmy nitke w dowolnym punkcie ewoluty, np. w punk-
cie O i nawiimy ja wzdtluz ewoluty do punktu A a pozostatg wolng
czes¢ AA' wyprezmy tak, aby byta styczng do ewoluty. Rozwijajmy te
nitke stopniowo, wyprezajac jag zawsze w kierunku stycznej. Przyrost
odcinka AA! bedzie zawsze rowny przyrostowi diugosci tuku, czyli przy-
rostowi rozwijanej nitki. Koniec A! zakre$li zatem ewolwente Ix. Stad
pochodza nazwy: ,rozwijajagca”“ czyli ewolwenta dla linji Ix, a ,rozwi-
nieta“ czyli ,ewoluta“ dla linji /2 (wiasciwie nalezatoby pomieni¢ te na-
zwy z sobg, jednakze powszechnie utarty sie one w literaturze matema-
tycznej w spos6b podany powyzej).

5) Réwnania ewolwenty.

Znalezienie roéwnan ewoluty danej linji wymaga, jak widzielismy,
tylko rézniczkowania. Natomiast wyznaczenie roéwnan ewolwenty do da-
nej ewoluty wymaga juz rachunku catkowego. Niechaj:

v = /(E)
przedstawia rownanie danej linji, ktérg uwazamy za ewolute szukanej
linji y = cp(x). Niechaj a, (fig. 30) oznacza kat stycznej do ewoluty w do-
wolnym jej punkcie B z osig odcietych. Poniewaz BB' — Q przeto:
x — £= Qcos 0,
y — N — gsin al

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 10
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Z wzoru (101) wynika, ze ¢ = a— ¢, a wiec:

X — § -f- (a —c) cos

y = 1?-j- (a— c) sin 6j
Ale tgat= 1t/ a zatem:

(103)

cosa, ! sina.
[/T+2*’ 1 vVl + i?72

poniewaz at jest katem rozwartym. Zatem:
(104)

Sa to réwnania ewolwenty w formie parametrowej, przyczem parametrem
jest £, a ¢ stalg dowolna. Widzimy, ze w tych réwnaniach wystepuje
tuk 4 danej linji 7= /(£), trzeba zatem wykona¢ catkowanie:
. 6.
h + fHE) di
1

Poniewaz w otrzymanych wzorach wystepuje dowolna stata c, przeto
otrzymujemy do jednej danej linji calg gromade jednoparametrowg ewol-
went. Jest to zgodne z tem, ze kazda ortogonalna trajektorja stycznych
do linji 77= /(£) jest ewolwentg tej linji (por. tom I, str. 555). Wszystkie
linje tej gromady sg, jak tatwo zauwazy¢, linjami rémiolegtemi do siebie.
GdybysSmy obrali na stycznej jako dodatni kierunek nie od B ku B',
lecz przeciwnie od i? w drugg strone, to przy wzrastaniu promienia
krzywizny malatby tuk, zatem nalezatoby podstawi¢ g= — (er— c), ale
rownoczes$nie kat a, nalezatby do czwartej ¢wiartki, a wiec we wzorach
na cosa, i sin at nalezatoby zmieni¢ znaki. Wobec tego znaki we wzo-
rach (104) pozostatyby bez zmiany. Niechaj czytelnik rozwazy w podobny
sposéb przypadek, gdy kat a, jest ostry.

Przyktad.

Wyznaczy¢ rownanie ewolwenty kota (por. tom I, str. 513). Uzyjmy
parametrowej formy réwnania kota, t. j.

£= acosi
77=asin t
Do obliczenia diugosci tuku nie trzeba uzywac calki, znany jest bowiem

dla diugos$ci tuku kota wzoér:
a— at
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przyczem #tuk liczy sie od punktu, dla ktérego t— 0, w kierunku wzra-
stajgcych t. Kat au utworzony przez dodatni kierunek stycznej z osig
odcietych, ma warto$¢ a, = d2n-\-t (por.
fig. 31). Réwnania ewolwenty otrzymamy tu
najprosciej z wzoréw (103), a mianowicie:

X = acost-} (at — c)cos ax

y= asint (at— c)sin ax
Poniewaz:

coscl= cos(|\n-)-1t) = sint
a sincg = sin(8n -f-)= —cosi
przeto:
x = acost-f- (at—c)sint
y= asint— (at— c)cost

Wybierzmy z tej gromady ewolwent te, dla ktérej c= 0, to znaczy:

X = a(cost-(-tsint)

(105)

a(sint— tcost)

Przechodzi ona przez punkt D na obwodzie kota, poniewaz dla t— 0
otrzymujemy z wzoréw (105) x = a, y — 0, a wiec sp6trzedne punktu D.
Inne ewolwenty sg krzywemi réwnolegtemi do ly (definicje krzywych
réwnolegtych podano w tomie I, str. 526 i 584).

§ 231. Obliczanie objetosci przy pomocy catki pojedynczej.

Okazemy, ze, jezeli znamy pola wszystkich przekrojow jakiej$ bryty,
rébwnolegte do jednej statej ptaszczyzny, to objeto$¢ jej mozemy wyrazic¢
zapomocg catki. Niechaj tg statg ptaszczyzng bedzie ptaszczyzna boczna YZ.
Na fig. 32 przedstawiono bryte, ktdrej objetos¢ chcemy obliczyé, w rzucie
na ptaszczyzne pionowa ZX. Nazwijmy (p[x) pole przekroju, lezacego
w odlegtosci x od statej ptaszczyzny YZ. Pole to jest oczywiscie jakas
funkcja zmiennej x. Zakladamy, ze znamy warto$¢ tej funkcji dla kaz-
dego x. Podzielmy bryte zapomocg systemu piaszczyzn réwnolegtych do
YZ na warstwy i kazda takg warstwe zastgpmy walcem o wysokosci,
rownej szerokosci tej warstwy a o podstawie rownej temu przekrojowi
tej warstwy, ktory ma pole najmniejsze: Objetos¢ walca o podsta-
wie mt a wysokos$ci Axt jest rowna miAxi. Otrzymamy system walcéw
0 tacznej objetosci:

(s) myAXxy -j- m2Ax2 mnAxn
10*
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przyczem ni/ oznacza najmniejszg warto$¢ funkcji (p{x) w przedziale Ax,.

Wykonujgc podziat na warstwy w rozmaite sposoby, otrzymujemy roz-

maite sumy (s). Kres gérny tych sum nazywamy objetoScig danej bryty.
Ten kres goérny jest catkg oznaczong funk-
cji (p{x), a zatem objetos¢ wyraza sie
wzorem:

(106)

przyczem (p{x) oznacza pole przekroju pro-
stopadtego do osi x w zaleznosci od od-
legtosci tego przekroju od statej ptaszczyzny
(bocznej).

W specjalnym przypadku, gdy bryta jest obrotowa, t. j. powstaje
przez obrét linji (potudnikowej) o rownaniu y = f(x) w przedziale <a, bj>
okoto osi x, to kazdy jej przekroj ptaszczyzng prostopadig do osi x jest
kotem o promieniu y. Pole tego przekroju ma zatem warto$¢ g>{X) =
= y*n = p{x)n, a wiec objetos¢ takiej bryty obrotowej wyrazamy
wzorem:

(107)

Z wzoru (106) wynika nastepujgce twierdzenie Cavalieri’ego: jezeli
przekroje dwoch bryt zapomocg ptaszczyzn rownolegtych do jednej statej
ptaszczyzny majg parami rowne pola, to objetosci tych bryt sg réwne.
Wtedy bowiem (p{x) jest tg sama funkcjg dla obu bryt, a wiec na
objeto$¢ obu bryt otrzymujemy te samg warto$¢ na podstawie wzoru (106).

Przyktady.

1) Dla stwierdzenia, czy przy pomocy nowej definicji objetosci otrzy-
mamy na objetos¢ znanych bryt te same war-
tosci, ktére znamy z matematyki elementarnej,
obliczmy objeto$¢ stozka o dowolnej podstawie
(niekoniecznie kotowej), majacej.pole D, a 0 wy-
sokosci w. Umies¢my ten stozek tak, aby ptasz-
czyzna podstawy byta prostopadta do osi x
a wierzchotek lezat w poczatku uktadu (fig. 33).
Jezeli cp{x) oznacza pole przekroju w odlegtosci x

od wierzchotka, to wiadomo, ze:

<p(x):D — X1l:wl
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a wiec:
Dx2
DL A
Z wzoru (106) otrzymujemy:
v D
_ Dx2 ws m_ W
-_Jf D —dx 3w2  liw2= 6
zgodnie z wzorem, znanym z geometrji elementarnej.
2) Obliczyé objetos¢ elipsoidy tréjosiowej, ktorej powierzchnia ma
réwnanie:
X
SN 028 2

Przekrdj ptaszczyzng prostopadig do osi X w odstepie x od ptaszczyzny

YZ jest elipsag o réwnaniu: 2
f , Pl 1 X 2
62 "1 ¢c2

czyli:

6«(i —g) © c2(1-S)

Pole tej elipsy jest rdwne "jBw, gdzie
i i? oznaczajag potowki osi tej elipsy. Zatem:

Wobec tego objetos¢ catej elipsoidy jest réwna:

F==/ k~(l- %) dx= £)]=

Niechaj czytelnik obliczy w podobny spos6b objetosé, ograniczong para-
boloidaeliptyczng (tom 1, str. 43) o réwnaniu:

fi+ P = *

i ptaszczyzng réwnolegty do ptaszczyzny bocznej w odstepie x. (Wynik:
V — nab x2.

3) Bardzo prosty wzoOrotrzymuje sie na objetos¢ wszystkich bryt,
ktorych  pole cp{X) przekroju jest funkcja catkowita wymierna, nieprze-
kraczajagcg 3-go stopnia. Niechaj Du 2)2, Dz oznaczajg pola przekrojow
tej bryly w odstepach aAt Xt, xs od plaszczyzny bocznej, przyczem X2
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jest $rednig arytmetyczng odcietych ag i x3 t j. x3= -f ®). Wy-
sokoscig tej bryly, nalezacq do podstawy Dx lub D3 jest iv= x3— xx.
Wedtug zatozenia jest:

(p{x) = axs-j- bx2-\-cx A-d =y

przyczem niektore spotczynniki mogag byc¢
zerami. Objeto$¢ takiej bryty wyrazamy

V —j (ax3-f- bx2-j- cx -j- d) dx
X

WidzieliSmy (w § 220, przyktad 6, wzdr (65)), ze ta catka ma wartosc:

xs — x|
V--
6

czyli:

(108)

Ten wz6r, zwany wzorem Simpsona lub Oughtreda, jest scisty dla
wielu bryt graniastych i okrggtych. Tak np. dla stozka (por. fig. 33)

-£>1=0, Da:D — 1?j :x2— A, a wiec Z»,= \ D, Z8= D, zatem:

F=|(0 + 4>D + 2)= D .I

zgodnie ze znanym wzorem.
Dla elipsoidy: Dx— 0, Di =bcn. D%— 0, zatem:

V- 220t Abcn -j- 0) = %aben

zgodnie z wzorem, otrzymanym w przyktadzie 2). Niechaj czytelnik za-
stosuje ten wzor do obliczenia objetosci beczki obrotowej, powstatej przez
obrot tuku elipsy o réwnaniu <b2x2-f- a2y 1= a2b2 okoto osi odcietych,
. n 252 -j- s2
biorgc tuk od xx= %’ do x3= + &l (Wynik: V — 3W gJ S,
gdzie s oznacza S$rednice dna beczki a S S$rednice przekroju S$redniego).
Sprawdzi¢ wynik przy pomocy wzoru (107)!

Wzoru (108) uzywa sie do przyblizonego obliczania objetosci takze
wtedy, gdy <p(x) nie jest wielomianem stopnia nie przekraczajgcego 3.
Przyblizenie takie jest dogodne wtedy, gdy w rozwinieciu funkcji (p(x)



151

na wzor Maclaurina, reszta, nastepujgca po wyrazie trzeciego stopnia,
moze by¢ w rachunkach pominieta.

4) Obliczy¢ objetos¢ beczki o luku parabolicznym. Powstaje
przez obrét powierzchni, zamknietej lukiem paraboli o réwnaniu:

y= ax--j-b
od xt= — —do x2— + osig X irzed-
nemi w punktach koncowych tego luku
(fig. 36), okoto osi ®-6w.
Dla x — 0 jest y = b— R,

10

w 2
V= «4-+ &
4(r —B)
wz

a stad:

Stosujgc wzor (107), otrzymujemy:
W w

V= nd (ax2+ by*dx — nj (a2xi-\-2abxi-\-b2dx

w w

Funkcja podcatkowa jest wielomianem 4-go stopnia, a zatem do oblicze-
nia tej catki nie mozna zastosowaé wzoru Simpsona.
Catkowanie prowadzi tu do wyniku:

(2a2wtk , 4 abws , 2bito
71("5T32 3-8

Podstawiamy warto$ci za ai b i otrzymujemy po wykonaniu prostych ra-
chunkow:

V_er(SR*+ 4Br+ 3r)= (2E£2+ Ss+ fs2

gdzie S oznacza S$rednice Srodkowego przekroju beczki a s $rednice dna.
Zamiast tego wzoru uzywa sie dla beczek o tuku parabolicznym innego,
prostszego wzoru, jednak tylko przyblizonego. Zastepuje sie mianowicie
objeto$¢ tej beczki objetoscig walca o tej samej wysokoSci w, przyczem
za promief dna bierze sie $rednig wartoS¢ r promienia, obliczong zapo-
mocg catki (wedtug wzoru (49) na str. 67):

1
1 _ L. 1 Jaw3 . . \ aic2 _4(r—B)w2
r= 6){A(aa.z-l G)da: = w7 / 12 I »= |25£""'\'£

, r+ 2B

ona
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Zatem:
/ r 2R\- nwijs -J-2S\2

Znacznie trudniejszy wzor otrzymuje sie na objeto$¢ beczki o iuku koto-
wym, jezeli srodek tego kota nie lezy na osi beczki, lecz np. w odlegtosci g
pod osig. Wtedy réwnanie tego kota ma postac —Hy +49)2= 22)2-
Zatem:
T

V=nj (L-j-R®>-— x*—qY dx

przyczem R oznacza promien $rodkowego przekroju beczki. Pozostawiamy
czytelnikowi obliczenie tej catki; w wyniku wystgpi funkcja arcus sinus
i drugi pierwiastek z funkcji 2-go stopnia.

Uwaga. Obliczaniem obfeto$ci beczek zajmowano sie wiele zo wzgledéw prak-
tycznych (ctowych) jeszcze przed wykryciem rachunku catkowego. Szczeg6lnie intere-
sujgcem dzietem z tego zakresu jest praca Keplera (1571—1630), p. t. Nova ste-
reometria doliorum vinariorum, zawierajgca wiele mysli i metod, pokrewnych z rozwa-
zaniami rachunku catkowego. Rozmaite przepisy, dotyczace przyblizonego obliczania
beczek, znalez¢ mozna w ksigzce Claudel’a p. t. Introduction a la science de I’in-
génieur. T. I, str. 587 (wyd. 8, Paryz 1913).

8§ 232. Pole powierzchni obrotowej.

Przy pomocy catki mozna obliczy¢ pole powierzchni obrotowej.
Obierzmy o0$ obrotu za o$ odcietych, a rownanie linji obracajgcej sie nie-
chaj ma postac y = f(x) w przedziale <”a, ¢]>. Zatézmy, ze w tym prze-
dziale caty tuk AB lezy pojednej stro-
nie osi obrotu, a wiec np. ze f(x) ~ 0.
Gdyby byto inaczej, trzebaby roztozyé
tuk na odpowiednie czesci. Za poczatek
tuku na liuji y = f(x) uwazajmy do-
wolny punkt T i oznaczmy diugos¢ tuku

Y

O TA literg saa tuku TB literg sh. Catko-

wita dtugos$¢ tuku AB ma zatem wartos¢:

s= sh—
Fig. 37. — Podzielmy ten tuk na dowolng ilos¢
czesci (niekoniecznie réwnych), np. na n
czesci i zastapmy kazdy tuk czesciowy cieciwg. WeZzmy pod uwage po-
wierzchnie obrotowg, powstatag przez obrot linji tamanej, ztozonej z tych
cieciw <g c2cs,...c,,. Sklada sie ona z pobocznie stozkéw Scietych a ewen-
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tualnie takze z pobocznie walcow. Potrafimy zatem obliczjm jej pole Pu
uzywajac znanego z elementarnej geometrji wzoru 2qtis na pobocznice
stozka Scietego lub walca (g oznacza promien Srodkowego przekroju a s
dtugos¢ boku). Pobocznica stozka $cietego lub walca, zakreslonego obro-

tem cieciwy C, ma zatem polo —ttc/, a cala powierzchnia:
(a) P1=2

Utworzmy caly cigg podziatéw tuku AB tak, aby cigg, utworzony z diu-
gosci najwiekszych tukéw skiadowych z kazdego podziatu, dgzyt do zora.
Otrzymamy w ten spos6b cigg PuPs,Ps,... Pr... pdl powierzchui obro-
towych, ztozonych ze stozkéw scietych lub walcow. O ile istnieje granica

tego ciggu {Pr}, niezalezna od tego, jaki cigg podziatdw tuku AB obie-
rzemy (byleby najwieksze tuki skiadowe dazyty do zera), to te granice
nazywamy polem danej powierzchni obrotowej.

Zamiast r, mozemy napisa¢ we wzorze (a) wyrazenie SHL— st—
— (s/+i — 9 — ct), przyczem s, oznacza diugos¢ tuku, nalezacego do cie-
ciwy c,. Zatem:

p,= a * jF*"A s,-2, j> A (A s,-c,}
/-i I-i
Nazwijmy literg Lx pierwszg cze$¢ prawej strony, a Kr druga. Okazuje
sie, ze ciag, ztozony z Ku Kt, ..., dazy do zera.

Dotcéd. Niechaj M oznacza najwiekszg rzedng y z calego przedziatu <o, 6>.
Poniewaz A', jest liczbg dodatnig (bo d .?/> ci), przeto:
n n
0< Kx< 2 si- &= 2nM (s- JEct
i-1 i-i

Gdy rozdrabniamy podziat tuku AIS tak, ze wszystkie d«/ a zatem i ci daza do zera,
n

to sumyjsjjci dazg do s na podstawie definicji dtugosci tuku, a wiec cato wyrazenie
i-i
w nawiasie dazy do zora. Cigg Kv Kt, Ky ..., odpowiadajgcy tym kolejnym podzia-
tom, jest stale zawarty miedzy dwoma ciggami, dgazagcomi do zera, a wiec dazy takze
do zera.
Wobec tego cigg Pu?*, Ps,... dazy do tej samej granicy, co cigg
Lj, Lj,L3..., przyczem:

L%:.Z,,%rlxiiyzit!A S
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Uwazajmy y za funkcje zmiennej s. Mozemy to czyni¢, poniewaz s jest
funkcjg monotoniczng i ciggta zmiennej x, a wiec odwrotnie x jest jakas
funkcjg cp(s) zmiennej s, a wobec tego y = f(x) = f(rp(s) = P(s). War-
tos¢ ~{yt-f- i//f]), posrednig miedzy yt a y/+l, przyjmuje funkcja ta na
jakiem$ miejscu ait poSredniem miedzy s, a sl+l. A wiec:
n
Ly— 2n”y (a iAsl
1=
Gdy wszystkie ds- dazg do zera, to cigg takich sum LIt Ls,Z3,... dazy
sh
do catki oznaczonej J'2ny{s)ds. Poniewaz do tej samej granicy dazy ciag

P1,P2,PS,..., przeto otrzymujemy nastepujacy wzor na polep powierz-
chni obrotowej:

(109)

WprowadZzmy zamiast zmiennej s spowrotem zmienng X, to ds
= -f-y"1(a) dx, a wiec:

(110)

Wzbr ten mozna z tatwoscig dostosowa¢ takze do parametrowego lub
biegunowego przedstawienia danej linji.

Przyktad.

Obliczy¢ powierzchnie elipsoidy obrotowej sptaszczonej, t. j. po-
wstatej przez obrot elipsy okoto osi matej (takg posta¢ ma w przyblize-
niu powierzchnia ziemi).

Biorgc 0§ x za o$ obrotu, nalezy przyja¢ réw-
nanie elipsy obracajgcej sie w postaci:

Xi yi

b* a2

Stad otrzymujemy nastepujgce réwnanie gornej

Stad:
ax

bYb-m-xl
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Obliczmy pole tej elipsoidy, zawarte miedzy kotami, nalezacemi do od-
cietych xx i x2

o i

p 2na f 1/ a2«2 2na f 1/ a2— &
P=~TJ p 2-*2+ -F d® =-J7 |/ h + i *2
1 k!

Oznaczajac a2— 62==e2 otrzymujemy:

b

r, X,

Warto$¢ tej catki znamy (str. 48, wzo6r (35)), a mianowicie:

ANTEIIW M+~ -iog”™+ 1 /«m+£E)

Dla calej elipsoidy nalezy obra¢ granice: & = — 6, 2= —& otrzymamy:
p 2miel, 1/ i i* ft+ te-3-2
7 + ?2 + N log_i+Kti-+f

a stad po tatwych rachunkach:

P = 2nala log 2

W podobny sposéb otrzymamy dla elipsoidy obrotowej icydtuzonej, t. j.
powstatej przez obrét koto osi wielkiej, wzor:

P = 2nb'\b 4- ?arcsin P

Niechaj czytelnik okaze, ze dla a — b dazacego do zera otrzymuje sie
z obydwu wzoréw wzdr na powierzchnie kuli (wystagpig tu wyrazenia
nieoznaczone!).

Dla ¢éwiczenia poleca sie czytelnikowi wykazaé, Zze pole powierz-
chni obrotowej, zakreslonej przez obrét linji o réwnaniu:

9y2—x(S—&)2= 0 od x=0 do a= 3

koto osi a;-6w, ma warto$¢ P = 3n. Prostemi wzorami wyrazajg sie takze
pola powierzchni obrotowych, zakre$Slonych przez obrét okoto osi odcie-
tych linji tancuchowej, kardioidy, lemniskaty, przez obr6t spiralnej Ar-
chimedesa okoto osi biegunowej.
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§ 233, Moment statyczny 1'ultu.

WezZzmy pod uwage zbiér (A), ztozony z n dowolnych liczb:

i przyporzadkujmy im wartosci:

rur2,...rn
jakiej$ zmiennej r.
Sume:
-j- M2rt +mee + s

nazywamy momentem pienoszego stopnia zbioru (A), sume:
mtr{-f m2% + ... + mnr\
momentem drugiego stopnia, a ogolnie:
»i,r*-f m2ti + ... -f-

momentem Kk-tego stoptiia zbioru (A).

Momenty majg bardzo rozlegte zastosowania w rozmaitych naukach,
np. w statystyce a szczeg6lnie w mechanice, skad sie nawet nazwa wy-
wodzi (momentum jest skrdceniem stowa movimentum, co oznacza czyn-
nik, wptywajacy na ruch). W mechanice uzywa sie tylko momentéow 1-go
i 2-go stopnia. | tak, jezeli liczby »«,, m2, ... mn oznaczajg masy punktow
materjalnych a ,r2,...r, ich odlegtosci od jakiej$ osi (linji prostej)
z uwzglednieniem znakéw, to moment pierwszego stopnia nazywamy mo-
mentem statycznym tego zbioru punktéw materjalnych ze wzgledu na te
0$, a moment drugiego stopnia momentem bezwiadnosci tego zbioru punktéw
ze wzgledu na te oS. W podobny spos6b okreSlamy moment statyczny
i moment bezwitadnosci ze wzgledu na punkt i ze wzgledu na ptaszczyzne,
obierajac za rltr2,...r,, odlegtosci punktow materjalnych od stale obra-
nego punktu lub od stale obranej ptaszczj*zny.

Definicje te rozszerzymy na przypadki ogdlniejsze, a mianowicie,
gdy masy sg rozmieszczone w sposob ciagty linjowo, powierzchniowo lub
objetosciowo.

Zajmiemy sie najpierw masami, rozmieszczonemi linjowo, wzdiuz
jakich$ tukéw. Rozmieszczenie takie jest w przyblizeniu zrealizowane
w drutach, w nitkach, w linach. Wezmy pod uwage #tuk linji ptaskiej
o0 réwnaniu y = f{x) lub w przedstawieniu parametrowem x — (p(s),
y = ip(s), przyezem dla dalszych rozwazan najdogodniej jest obrad za
parametr dtugos¢ tuku s, liczong od jakiego$ obranego punktu tej linji.
WeZmy pod uwage dla zmiennej x przedziat <a, b*> lub odpowiadajacy
mu przedziat <X,, dla zmiennej s.
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Niechaj funkcja p(s) oznacza gesto$¢ linjowg masy tego luku. Za-
t6zmy, ze q4(s) jest funkcjg ciagla. Gestos¢ linjowg w kazdym punkcie
okre$la sie jako granice, do jakiej dazy
stosunek masy tuku 4s, zawierajacego
ten punkt, do dtugosci tego tuku, gdy As
dagzy do zera. Najpospolitszym w prak-
tyce jest przypadek, gdy masa jest roz-
mieszczonajednorodnie, t.j. gdy gestos¢ Q
jest liczbg stalg dla kazdego punktu.

Podzielmy dany tuk AB na dowolng
ilos¢ czesci o dtugosciach dsi, As2,...Asn
Masa tuku o diugosci ma warto$¢ m, = gdzie oznacza ge-
sto$¢ w jakim$ posrednim, odpowiednio dobranym punkcie tej czastki tuku.

Uwaga. Te $rednig warto$¢ gestosci mozna otrzymaé przy pomocy catki:

SiH
)d
sf 83 S

e(0>) = As i

Mase te mnozymy przez odlegtos¢ y dowolnego punktu tuku Astod
osi odcietych. Mozemy obra¢ ten punkt tuku, ktory nalezy do wartosSci olt
a wiec bra¢ zawsze y(0,). Otrzymamy zatem Q(o)y[Oi)Ash Tworzymy sume
tych elementdw:

= y,Q(ojy{ojAsi

i budujemy cigg S1.S2.Ss,... takich sum, dzielagc tuk AB w rozmaite
sposoby na czeSci ale tak, aby najwieksze tuki sktadowe dazyty do zera.
O ile istnieje granica ciggu tych sum, niezalezna od sposobu podziatu

tuku, to nazywamy jg momentem statycznym luku AB wzgledem osi at-6w.
Ta granica jest rdwna catce oznaczonej:

(111)

Wz6r ten na moment statyczny tuku upraszcza sie, gdy gestosé jest stata,
wtedy bowiem mozna wyjaé q przed catke i otrzymujemy:

(lila)
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Dla g= 1 otrzymuje sie wzér:

(112)

Podobnie na moment statyczny tuku wzgledem osi y-6w otrzymuje sie
(przy £>=1) wzbr:

(112a)

Wprowadzajagc za s pierwotng zmienng X, otrzymujemy:

(113)

Dla sp6trzednych biegunowych wzory te przyjmuja (na podstawie wzoru (89)
na str. 136) postac:

O», %
(114) Mx= j'r sin @\r2-f-r- dop, My=J rcos (p|/rs-f-r*dcp

v, !

O ile g=2=1, to nalezy wprowadzi¢ pod catke jeszcze czynnik e.

Przyktad.

Obliczyé moment statyczny preta z materjatlu o gestosci statej
wygietego w pdtkole o promieniu c, wzgledem $rednicy tego potkola.

Obieramy prostg, na ktorej lezy ta $rednica, za oS &-6w. Najdo-
godniej jest tu uzy¢ biegunowej formy réwnania kota, a mianowicie
r= ¢ Z pierwszego z wzoréw (114) otrzymujemy:

n i
Mx— gj csin -j- O2d(p = QC*j sin (pdep @2axBp
u i
= e —(—c2)= 2ec2

Niechaj czytelnik stwierdzi, ze moment tego pétkola ze wzgledu na oS
y-6w ma warto$¢ 0, co zreszta wynika takze odrazu z tego, ze masy sg
rozmieszczone symetrycznie wzgledem tej osi (a wiec catka od 0 do \
rbwna sie przeciwnej wartosci catki od § do rc).

Poleca sie czytelnikowi dla ¢wiczenia okazaé, ze moment statyczny
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linji tancuchowej o roéwnaniu y==f(e“ + > dla statej gestosci g= 1,
wzgledem osi odcietych, wyraza sie wzorem:

M*= —ie) la

Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, ze dla krzywej przestrzennej
moment statyczny wzgledem osi np. ®-06w wyraza si¢ wzorem:

sb
Mx — f g\y--\- z2ds
a
i analogicznie dla innych osi.
W podobny spos6b mozna okre$li¢ moment statyczny tuku wzgle-
dem punktu i wzgledem ptaszczyzny. Tak np. moment Juku wzgledem
poczatku uktadu wyraza sie wzorem:

sb
MO= f g -f-y2-f-z2ds
.sa

a wzgledem ptaszczyzny XY wzorem:
sh
Mxv — j Qzds

8 234. Moment statyczny powierzchni ptaskiej.

Wezmy pod uwage jaka$ powierzchnie ptaska, obtozong masg po-
wierzchniowa, t. j. posiadajagcg w kazdym punkcie jakg$ gesto$é powierz-
chniowg q(x,y). Takie rozmieszczenie masy mamy zrealizowane w przy-
blizeniu w blachach ptaskich a $cisle w tadun-
kach (czyli masach) elektrycznych. Zajmiemy
sie tu najprostszym a najwazniejszym w prak-
tyce przypadkiem, gdy masa jest rozmieszczona
jednorodnie, t.j. gdy gesto$¢ q jest liczbg stala.

Okre$limy najpierw moment statyczny prosto-

kata o podstawie a a wysokosci to wzgledem X
jego podstawy (fig. 40). Obierzmy za o$ odcie-

tych prostg, na ktorej lezy podstawa prostokata. Fig. 40,
Podzielmy prostokat prostemi réwnolegtemi do

podstawy na szereg paskéw. Masa paska o szerokoSci Ayt ma wartos¢
gea*Ayt. Mnozymy jg przez odlegtos¢ dowolnego punktu tego paska od
osi odcietych, np. przez yt i tworzymy sume tych iloczynéw:
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mM1= eaAyt-y, + gaAy2eyt+ ...+ gaAyn-yn

Dzielimy nastepnie ten prostokat w rozmaite inne sposoby na takie paski
i tworzymy caly cigg takich podzialdw tak, aby szerokos$ci wszystkich
paskéw dazyly do zera. Otrzymujemy w ten sposéb cigg sum:

Mi,id/2,3/3,...

Granice ciggu tych sum nazywamy momeotem statycznym prostokata
wzgledem osi aj-6w. Ta granica istnieje i roéwna sie:

w
(115) M =] eaydy = Ilquw*

Jezeli P oznacza pole tego prostokata, réwne aew, to wzdr przyjmuje
postac:

(115a)

Moment statyczny prostokgta wzgledem jego podstawy jest réwny masie tego
prostokata, pomnozonej przez potowe wysokosci.

Z tego wyniku skorzystamy przy wyzna-

Y B czaniu momentu powierzchni ptaskiej, ograni-

czonej dowolng linjg. 1 tak wezmy pod uwage

powierzchnie, zamknietg tukiem linji o rbwnaniu

y — f(x), rzednemi w punktach korcowych tego

& tuku i osig odcietych. Zatézmy, ze f(x) j> 0.

Podzielmy to pole zapomocg prostych réwnoleg-

tych do osi y-6w na paski. Kazdy taki pasek

zastapmy prostokatem o tej samej podstawie

a o wysokosci rownej rzednej y, nalezacej do

dowolnego punktu jego podstawy (fig. 41). Mo-

ment statyczny kazdego takiego prostokata obliczamy przy pomocy

wzoru (115), a wiec np. dla prostokagta o podstawie A x otrzymujemy:
AgAxi *y\. Tworzymy sume tych momentow:

Fig. 41.

ilj = JEjQAXiy\
/1

Nastepnie tworzymy caly cigg takich podziatdw danego pola na paski
ale tak, aby szerokosci tych paskéw dazyty do zera i otrzymujemy odpo-
wiedni Ciag ,il/j, 3IS, ...

Granice tego ciggu nazywamy momentem statycznym danej powierz-
chni lozgledem osi odcietych. Wartoscig tej granicy jest catka oznaczona:
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(116)

Chcac otrzymaé¢ moment tego samego pola wzgledem osi rzednych, na-
lezy mase eAx,yi kazdego prostokgta pomnozy¢ przez odlegtos¢ dowol-
nego punktu tego prostokata od osi y-6w, up. przez odcieta xh nalezgca
do rzednej yt. Otrzymamy w ten sposdb eAxi3aiyl. Tworzymy cigg sum
postaci:

V gAXtx,

a granice tego ciggu nazywamy momentem statycznym danej powierzchni
wzgledem osi y-6w. Ta granica ma wartosc:

(117)

Uwaga. Do tego wzoru mozna doj$¢ takze bez rozwazah granicznych, odejmu-
jac od momentu prostokagta OFBD moment prostokgta OEAG i moment pola CABD,

obliczony zapomocg wzoru ﬁ/ F x‘dy. Wzoér ten otrzymuje sie z wzoru (t 16), zamionia-

jae z soba role zmiennych x iy. Trzeba nastepnie wprowadzi¢ zmionng x zamiasty
ktadac dy — y'dx\ zastosowaé catkowanie ,,per partes“. Momenty statyczne powierzchni
ptaskiej, ograniczonej z wszystkich stron dowolnemi linjami, omdéwimy pdézZniej, po wpro-
wadzeniu catek podwdjnych.

Przyktady.

1) Obliczy¢é moment statyczny poétkola o promieniu r, obtozonego
masg o statej gestosci e, wzgledem jego S$rednicy. Obierzmy te Srednice
na osi ®-6w (fig. 42). Z réwnania kota otrzy-
mujemy y2= r2—*s, a wiec na podstawie
wzoru (116) otrzymamy:

Y

+r
r* —xi (r* ®3\

Q dx m

2) Dla dodatniej potowkielipsy 0o réwnaniu —4- %= 1 a ee-
J al b3

stosci ¢ = lotrzymujemynastepujacy momentstatyczny wzgledem

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. S. 11
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osi a:-6w:
+a e +a

A =il b (- *IN = ¢ (- @3y =" -la”

Dla potdwki elipsy, nalezacej do odcietych dodatnich, otrzymujemy mo-
ment wzgledem osi y-6w z wzoru (117):

M 2ff/1 idx = @ 429 = o (adro= | bat
y— OJ prflal—xidx= —w- (@ — 2 O_ 8z (@2"2= 1 ba

Do tego samego wyniku doszlibySmy, uzywajac wzoru:
= i f ix2dy

i wstawiajgc a?'= a2(1 — ).

§ *235. Srodek ciezkosci czyli $rodek masy.

W bezposrednim zwigzku z momentami statycznemi jest inne pojecie,
bardzo wazne w fizyce i w technice, a mianowicie $rodek ciezkosci czyli
Srodek masy.

Srodkiem masy lub $rodkiem ciezkosci uktadu dwéch punktéw ma-
terjalnyeh Al i A, o masach i m2 nazywamy punkt, dzielagcy ten
odcinek w stosunku odwrotnym do mas (punkt ten lezy zatem blizej
masy wiekszej). A wiec AjiS:SAs= m2:«? (fig. 43).

Utwdrzmy rzut odcinka A2A2 na o$ odcietych. Otrzymujemy:

t$ @—x,):@2—x)= mt:mi
a stad:
i X, mox2
M+ m2
Podobnie:
w, y2 -f- tn’y, MNZi -f »1,22
J mx+ mi ! m, -f- nij

Dobierzmy trzeci punkt At o masie m3. Chcac znalez¢ $rodek ciezkosci
uktadu tych trzech punktéw, umieszczamy w punkcie S mase -} mt
i znajdujemy wediug poprzednich wzoréw S$rodek ciezkosci dwdéch mas:
jednej m, -f- m2, umieszczonej w S, a drugiej m3, umieszczonej w At.
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Dobierajac kolejno coraz wiecej punktéw materjalnych o masach
i 0 sp6irzednyeh @2,yt,z2,... (xn,y,,,zn), otrzy-
mujemy na spOtrzedne $rodka ciezkoSci nastepujace wzory:

| — nhXl + nhX*+ eee+ mrp _ >»iHi + m%8-f ...-f-m,y,,
ml ~j~mt B SECTY Y/ R ’ \M'j' —+ . —j—mn

i. _ mlzl -]-vi222-]r ...-\-mnzn
mx-f JR+ eeel-

Sa to Srednie arytmetyczne tuazone spOirzednyeh danych punktéw, przy-
czem wagami Sg masy.

Widzimy, ze sumy, znajdujgce sie w licznikach, sg momentami
statycznemi sjrstemu punktéw materjalnych, a mianowniki catkowitg masg
tego systemu. Uwaga ta prowadzi nas do rozszerzenia definicji $rodka
ciezkosci na masy, rozmieszczone w sposob ciggly.

Zajmiemy sie tu tylko masami, rozmieszczonemi na ptaszcz}'znie
linjowo (t. j. wzdluz tukéw) lub powierzchniowo. Srodkiem ciezkosci ta-
kich mas nazywamy punkt o spdtrzednyeh:

(118)

przyczem Mx, My oznaczajg momenty statyczne wzgledem osi sp6irzed-
nych a M catlkowita mase. Piszagc te wzory w postaci:

M-i=My, M'r= Mx

mozemy okre$li¢ Srodek ciezkosci w nastepujacy sposéb: jest to punkt,
w ktdrym umieszczona catkowita masa M miataby taki sam moment sta-
tyczny wzgledem osi spétrzednyeh, jaki ma ta masa, rozmieszczona wzdtuz
danego tuku tub danego pola.

Srodek ciezkoéci masy, rozmieszczonej linjowo wzdtuz tuku, ma
zatem spoirzedne:

przyczem Al oznacza catkowitg mase danego tuku. Jezeli gestos¢ e jest
stata, a catkowita diugos$¢ tuku wynosi S, to:

(119)

1«
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Srodek masy, rozmieszczonej powierzchniowo, jednorodnie, na powierz-
chni ptaskiej o polu f, zamknietej tukiem linji o réwnaniu y = f(x) od
x —a do x = b, rzednemi w punktach kohAcowych i osig odcietych, ma
spétrzedne:

(120)

Srodek ciezkosci, uwazany za punkt, w ktérym jest skupiona masa M,
ma ze wzgledu na kazda prosta (a wiec nie tylko ze wzgledu na osie
spoOtrzednych) ten sam moment statyczny, co masa M, rozmieszczona do-
wolnie linjowo lub powierzchniowo.

Okazemy to tylko dlamasy, rozmieszczonej linjowo. (Dla mas, roz-
mieszczonych powierzchniowo,trzebaby najpierw  okresli¢ momentpola,
zamknietego dowolnag linja, wzgledem dowolnej osi a do tego nadajg sie
lepiej catki podwadjne).

Niechaj punkt C (fig. 44) bedzie Srodkiem cigzkosci tuku AB o cal-
kowitej masie iii. Jezeli (£, ?) sa spOtrzeduemi tego punktu, to

M-£= M M'H = MX
Obliczmy moment punktu materjaluego C
0 masie M wzgledem dowolnej prostej |,
o réwnaniu (w postaci normalnej):

X cos —P—0

N
a z drugiej strony moment catego tuku AB
wzgledem tej prostej.

Odlegto$¢ punktu C od prostej | wyraza sie wzorem:
d= 8§cosa-f-psina—p

a wiec moment masy J7, umieszczonej w tym punkcie, wzgledem pro-

stej | ma warto$¢:

Mi(C) — (| cosa -(- Jsina —p) *M — Mt; cosa -j- Mr]sina — Mp

czyli:
sh

M,(C) —J "exds ecosa -j-] ' Qydsesina—pM
a 4
Natomiast moment tuku AB wzgledem osi | ma wartos¢:

.Y
M,(AB) = ] eyds
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przyczem y oznacza odlegto$¢ punktu biezacego (a;,y) tego tuku od osi I.
Z wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej otrzymujemy:

y — Xcosa-f-ysina —p
a wiec:

MAAB) = g(x cos 8- Ysin A—ds = VXS« cos A-j-

sh sh

f-jQy ds.sina—pJ qgds

sb
Poniewazj eds — M, przeto widzimy, ze ten moment jest réwny mo-
4
mentowi M,(C) masy M, umieszczonej w $rodku ciezkosci, c. b. d. o.

Moment statyczny ze wzgledu na 0§, przechodzaca przez $rodek ciez-
kosci, ma warto$¢ zero. Tak np. jezeli srodek ciezkosci lezy na osi «-0w,
to p= 0, a wiec z wzoru (118) wynika, ze Mx— 0. Kazdg za$ inng
prosta (08) mozemy sprowadzi¢ przez przesuniecie i obrot do nakrycia
z 0sig «-0w.

Przyktady.

1) Wyznaczy¢ spOtrzedne Srodka ciezkosci tuku, tworzacego pot-
kole o promieniu c, jezeli masa jest rozmieszczona jednorodnie, t. j. ge-
stos$¢ q jest liczbg statg

ObliczyliSmy moment wzgledem osi odcietych (str. 158):

Mx— 2eci
Moment wzgledem osi rzednych ma, jak tatwo stwierdzié, wartosc:
My — 0

co zresztg wynika odrazu z symetrycznego rozmieszczenia mas wzgledem
osi rzednych. Catkowita masa potkola wynosi en sg, a wiec:

o _

ecn qcti n

Zatem Srodek C ma spoétrzedne:

2) Srodek ciezko$ci masy, rozmieszczonej jednorodnie na polu pét-
kola, obliczymy przy pomocy momentéw (por. str. 161):

Mx= 8QCS My= 0
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a mianowicie otrzymujemy:

§= 0, V: °3 ¢

e) N
A wiec: C"‘O,g4£j. Widzimy stad, ze S$rodek ciezkosci tuku lezy w innym

punkcie anizeli $rodek ciezkosci pola, ograniczonego tym lukiem i cie-
ciwg, taczaca jego konce.
3) Obliczy¢ spotrzedne Srodka ciezkosci pola, ogra-
niczonego dodatnig gatezig paraboli o rbwnaniu yi — 2px
(fig. 45), osig odcietych i rzedng w punkcie x — a. Ge-
stos¢ Q wezm}' réwng 1. Nazwijmy dang rzedng Z a wiec

Mx= 4j Yfdx = \j 2pxdx = °X
My = j'xydx = thyvadx= y"pj X% X — pPXX2
My: f Z«2
Pole tego odcinka ina wartos¢:
\2px*
f— | ydx dx- ;’X fla
Wobec tego: A
s2[g! =¥L3:§C
o | In — jes
n— mPu s — it
Ale 2pa = 2 wiec N = a stad t]="I.

Zatem: C(%a, 2.

§ 236. Regutly Ctuldina.

Srodek ciezkoséci luku i pola maja bardzo interesujgce zastosowanie
przy obliczaniu powierzchni i objetosci bryt obrotowych. Zwigzek ten
wykryjemy, zestawiajagc wzory (109) i (107) na pole powierzchni obro-
towej i objetos¢ bryty obrotowej:

sh b
P=2njyds, V=nj'y-dx
z wzorami (119) i (120) na rzedng $rodka ciezkosci tuku i Srodka ciez-
kosci pola, a mianowicie z wzorami:

sh b

vV = v~2jjy' dx
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sb
Poniewaz”™y ds — rjeS, przeto:

(121) P—2npeS

Wz6r ten, zwany regutg Guldina na obliczanie pola powierzchni obro-
towej, wypowiada sie w nastepujacej postaci: pole powierzchni obrotowej,
zakreslonej przez obrdt luku o dtugosci S, réwna sie dbtugosci drogi, zakre-
$lonej przez $rodek ciezkosci tego luku okoto osi obrotu, pomnozonej przez
dtugos¢ obracajacego sie tuku. Istotnie rj jest odlegtosciag Srodka ciezkosci
od osi obrotu a 2np obwodem kota, zakreslonego przez $rodek ciezkosci
okoto osi obrotu.
Podobnie wnioskujemy z drugiej pary wypisanych wzoréw, ze

b

J y2dx = 2pw

a wiec:
(122) V— 2nt] «f

Wzér ten, zwany regutg Guldina na obliczanie objetosci bryty obroto-
wej, wypowiada sie w nastepujgcy sposlb: objetos¢ bryty obrotowej, za-
kreslonej przez obrét powierzchni ptaskiej o polu /, réwna sie dlugosci
drogi, zakresSlonej przez Srodek ciezkosci tego pola okoto osi obrotu, pomno-
zonej przez pole obracajacej sie powierzchni. Przy pomocy regut Gul-
dina mozna obliczy¢ pole powierzchni obrotowej i objeto$¢ bryty obro-
towej, jezeli znamy rzedng $rodka ciezkosSci, z drugiej za$ strony mozna
wyznaczy¢ rzedng Srodka ciezkosSci, jezeli znamy pole odpowiedniej po-
wierzchni obrotowej lub objeto$¢ odpowiedniej bryty obrotowej.

Tak np. wiemy, ze przez obrot potkola okoto $rednicy powstaje
powierzchnia kuli, ktérej pole znamy, a mianowicie P = \ r2n.

Stosujac za$ wzdr (121), otrzymujemy P — 2nr\S\ poniewaz za$
S — rn jako dtugo$¢ poikola, przeto:

4¢Iin = 2nr] ern
a stad:
2r

AN

zgodnie z wynikiem, otrzymanym na str. 165.
Podobnie ze znanego wzoru na objetos¢ kuli: V— 8r*n i z wzoru (122),
w ktorym / = |r sJT, wnioskujemy, ze srodek ciezkosci pola potkola ma

4r
rzedng ~ o zgodnie z wynikiem, otrzymanym na str. 166.
(o]
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Przyktady.
1) Obliczyé powierzchnie i objetosé bryty obrotowej, powstajacej przez
obrot kota o promieniu r (fig. 46) okoto osi, lezacej w ptaszczyznie tego kota
w odlegtosci R > r od Srodka tego kota; jest to obrecz kotowa czyli torus.
Poniewaz dlugoscig obracajacego sie tuku jest
obwo6d kota o promieniu r, a S$rodkiem ciezkosci
tego tuku jest oczywiscie Srodek tego kota, przeto
S— 2rn, A= R, a wiec pole obreczy wynosi:

P— 2Rn-2rn — ARrn2

Poniewaz pole kota obracajgcego sie wynosi r*n,
a f]= R, przeto z wzoru (122) otrzymujemy:

V — 2Rn er2n = 2Rr%it= £rP

2) Obliczyé ciezar wienca kota rozpedowego, jezeli Sredni promien
wienca wynosi 3 m, przekréj wienca jest kwadratem o boku 025 m,
gestos¢ za$ materjatu wynosi g — 7.

Z wzoru (122) otrzymujemy (wyrazajagc objetoS¢ w metrach sze-
Sciennych):

F.= 2n- 3-0-25*x P78

Poniewaz ciezar 1 dm3 wynosi 7 kg, przeto catkowity ciezar wynosi:
Q— V- 7000 kg Rj8247 kg

Uwaga. W architekturze zachodzi czesto potrzeba wyznaczenia powierzchni lub
objetosci koputy, ktora jest brytg obrotowa, powstajacg przez obrot pola, ograniczo-
nego z jednej strony linja, nieraz bardzo skomplikowang. Do tych obliczen uzywa sie
reguty Guldina; potozenie $rodka ciezkoSci wyznacza sie albo empirycznie albo tez
jaka$ przyblizong metodg rachunkowg albo rysunkowg (chodzi tu o przyblizong war-
to$¢ odpowiedniej catki).

8§ 237. Moment bezwtadnosci tuku.

Juz w § 233 okresliliSmy moment bezwiadnos$ci systemu punktéow
materjalnych ze wzgledu na 0$. Rozszerzymy obecnie te definicje na
masy, rozmieszczone w sposob ciggty. Ograniczmy sie do rozwazania mas
o statej gestosci e. WeZmy najpierw pod uwage mase, rozmieszczong
linjowo, t. j. wzdluz jakiego$ tuku AB (fig. 47). Uwazajmy spOtrzedne x, y
punktéw tej linji za funkcje diugosci tuku s; niechaj odcietej x —a odpo-
wiada dtugos¢ tuku sa (liczona od jakiego$ punktu T, stale obranego na
linji 1), a odcietej x = b diugos¢ tuku sb. Podzielmy tuk AB na dowolng
liczbe czesci, np. na n czesci: ds,,ds2,...Asn. Na kazdym z tych tukéw
czeSciowych obierzmy dowolny punkt posredni, np. na tuku ds/=sitl—s,
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punkt ah a wiec s,5S 0,!S,+,. Rzedna, nalezgca do tego punktu, ma war-
tos¢ y{a'i). Pomnozmy mase eAs, kazdego tukuczeSciowego przezkwadrat-
odlegtosci dowolnego punktu tego tuku od

osi odcietych, a wiec przez yi(a,) i utworzmy

sume:

Bx— J %W*fil) As,
1-1
Wykonujemy caty cigg takich podziatow tak,
aby wszystkie As, dazyty do zera. Otrzymamy O
odpowiedni cigg sum:
B\i B, 65
Granice tego ciagu, gdy p —>00, nazywamy momentem bezwiadnosci ma-
terjalnego luku AB wzglgdem osi odcietych. WartosScig tej granicy jest,,
jak wiadomo, catka oznaczona:
o)
B
(123) Bx=j eyids
4

Okreslajac zupetnie podobnie moment bezwladnosci By wzgladem osi rzad-
nych, otrzymujemy:

D
(124) By— j extds
Sume tych dwoch momentéw, t. j.:
S9) s
Bx-\-By —j ?(»+ yJds=1"ertds

gdzie r oznacza odlegto$¢ biezacego punktu linji | od poczatku uktadu,,
nazywamy momentem bezwiadnosci danego tuku wzgladem poczatku uktadu
i oznaczamy jg symbolem:

sb
(125) BO—j er%ls

sa

Ten moment BO mozna tez okresli¢c bezposrednio, bez powotywania sie
na momenty Bx i By, zapomocg ciggu sum:

JMer"o”As,
I«]
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Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi mozna wyrazi¢ zapomocg
momentu bezwitadnosci wzgledem osi rownolegtej do niej i przechodzacej
przez srodek ciezkosci. Tak np. moment bez-
wiadnosci wzgledem osi OX, przechodzacej
przez Srodek ciezkoSci C(fig. 48), ma wartosc:
sb
Bx=J ‘y2ds
sa

Moment bezwitadnosci wzgledem osi 0'X',
rébwnolegtej do 0X w odstepie p, ma wartos¢:

sh sh
Bx = J'ey'tds=1J r\Yds=J ey2ds-\- 2pj eyds + pyS
czyli:
@) BX= BX+ V*.M

sh
Catkaj'eyds ma bowiem warto$¢ zero, jako moment statyczny wzgle-

sa
dem osi, przechodzacej przez s$rodek ciezkosci.

A wiec moment bezwladno$ci wzgladem dowolnej osi jest réwny mo-
mentowi bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegle do niej poprowadzonej przez
Srodek ciezkosci, powiekszonemu o moment bezwtadnosci catkoioitej masy M,
umieszczonej w $rodku ciezkosci, wzgledem danej osi. Prawo to odnosi sie—
jak mozna okaza¢ — nietylko do momentéw bezwtadnosci tukéw, lecz
takze do momentéw bezwitadnosci pdl.

Przyktady.

1 Obliczyé moment bezwtadnosci preta prostolinjowego o gestosci
linjowej g wzgledem osi prostopadtej do niego, a przechodzacej przez
jego koniec. Obierzmy prostg, na ktorej lezy ten pret, za 0$ x-0\v. Luk s
liczony od poczatku preta, jest w tym wypadku réowny x. Zatem:

Bx=JQ X 2dx — —

Jezeli o$ przechodzi przez S$rodek preta, to z wzoru (a) otrzymujemy,
uwazajac poprzednio obliczony moment za Bx, wartosé:

5,= i<?a5— (!) -ea = -"Qai
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2) Wyznaczy¢ moment bezwiadnosci tuku kota o promienia c od
(P= ql do (p— g" wzgledem srodka tego kota (fig. 49). Obierzmy gestos¢
<?=1. Poniewaz stale jest r— c, przeto z wzoru (125) otrzymujemy:

Cjee) -
B, = ] ' ¢2ds €zs = cHepz — (pi)
s-¢f, o,

Moment bezwladnosci catego okregu kota
otrzymamy, biorgc pod 0 do 2n, a wiec:

(126) BO— 2csn
Oznaczajagc obwod kota literg U. otrzymujemy:
(126a) Bo U-c2
3) Wyznaczyé momenty bezwladnos$ci catego okregu kota ze wzgledu

na obie osie spotrzednych (przy gestosci statej g — 1). Wskutek symetrji
rozktadu masy widoczne jest, ze Bx= By. Poniewaz za$§ Bx-f- By— BO,
przeto 2BX— B0 a wiec BX= "B 0 i tak samo By. Opierajac sie na wy-
niku poprzedniego przyktadu, otrzymujemy zatem:

127) Bx— By=c¢3n

§ 238. Momenty bezwtadnos$ci ptaskiej powierzchni wzgledem osi.

Zajmiemy sie tylko przypadkiem jednorodnego rozmieszczenia masy
a wiec zatozymy, ze gesto$¢ powierzchniowa p jest stata. Wyznaczymy
tu najpierw (podobnie jak przy badaniu momentéw statycznych) moment
bezwtadnosci prostokgta o podstawie a a wysokosci w wzgledem jego
podstawy (fig. 50). Podzielmy dany prostokat na paski prostokatne zapo-
mocg prostych roéwnolegtych do osi odcietych. Pasek o szeroko$ci Ayt ma
mase eaAyi.

Pomnozmy mase kazdego takiego paska
przez kwadrat odlegtosci dowolnegojego punktu
od osi odcietych, np. przez y] i utworzmy
sume tych iloczynow:

Bi = JfeayJAy,-
i™
Dzielimy nastepnie dany prostokat w rozmaite inne sposoby na takie
paski i tworzymy caly cigg takich podziatéw tak, by szerokosci wszyst-
kich paskéw dazyty do zera. Otrzymujemy w ten sposob cigg sum:

Bi,Bi}Bs,... Bin...



Granice ciggu takich sum, gdy p —o00, nazywamy momentem bezwtad-
nosci danego prostokata wzgledem osi odcietych. Wartoscig tej granicy jestr
jak wiadomo, catka oznaczona:

W w

(128)

Masa tego prostokata ma warto$¢ M = ¢ «P = Qeaw, a wiec mozemy
napisa¢ wzor (128) w postaci:

(128 a)

Jezeli wiec obierzemy punkt materjalny o masie rdwnej masie M calego-

prostokgta w odlegtosci d = |V3\// od osi odcietych, to ten punkt ma ten
ys

sam moment wzgledem tej osi, co caty prostokat, obtozony réwnomiernie
ta samg masg. Te odlegtos¢ d nazywamy ramieniem bezwiadno$ci badanej-
powierzchni wzgledem tej osi.

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze d jest rézne od £ a wiec nie mozna
umieszcza¢ catkowitej masy w $rodku ciezkosci.

Ogélnie dla kazdego rozkiadu masy M liczbe d, okre$long wzorem:

B= Md'1
gdzie B oznacza moment bezwladnosci tej masy, nazywamy ramieniem
bezwtadnosci tej masy wzgledem danej osi lub danego punktu.
Przyktad.

Przy pomocy wzoru (128) oblicza sie momenty bezwitadnos$ci prze-
krojéw rozmaitych belek, zwanych trawersami. Znajomo$¢ tych momen-

Fig. 5la. Fig. 51b. Fig. 5le.

tow jest bardzo wazna, od nich bowiem zalezy wytrzymato$¢ tych tra-
wersOw na ztamanie.

Obliczmy np. moment przekroju belki o przekroju, uwidocznionym
na fig. 51 a, wzgledem osi *-6w. Zatdozmy, ze gestos¢ q— 1

Stosujac wzor (128), otrzymujemy:
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Niechaj czytelnik wykona podobne obliczenie dla przekrojow postaci,
uwidocznionych na figurach 51 b i 51 c

Opierajgc sie na wzorze (128), wyprowadzimy wzory na momenty bez-
wiadnosci powierzchni, zamknietej tukiem dowolnej linji, rzednemi w punk-
tach koricowych tego tuku i osig odcietych (fig. 52). Postepujagc tu po-
dobnie jak przy okres$laniu momentu statycznego (por. § 234), tworzymy
momenty bezwitadnosci elementarnych pro-
stokatow: np. dla prostokagta o szerokoSci
Axt a wysokosci otrzymujemy (z wzoru
(128)):

Tworzymy sume:
n
Bi= JEiIiQ Axfi

/-1
Granice ciggu takich sum 2Zn 2%, J3S... nazywamy momentem bezwtad-
nosci powierzchni ABFE wzgledem osi odcietych. Wartoscig tej graniO3
jest catka oznaczona:

b

(129) Bx= fqjdx

a

Moment bezwladnosci tej powierzchni wzgledem osi rzednych okreslamy,
mnozac mase kazdego z tych elementarnych prostokatdw przez kwadrat
modlegtosci dowolnego punktu kazdego takiego prostokata od osi rzednych.
Obierzmy dla kazdego prostokata odcietg xh nalezacg do rzednej yt.
Otrzymamy w ten spos6b gAxf X). Tworzymy cigg sum postaci:
n
JEqxIylAxi
i-i
Granice tego ciggu nazywamy momentem bezwladnosci danej powierzchni
wzgledem osi rzednych. Wartoscig tej granicy jest catka:

130)

Przyktady.

1) Obliczy¢ moment bezwtadnosci powierzchni tréjkata prostokatnego

0 podstawie a, a wysokosci w wzgledem podstawy (biorgc gestos¢ e = 1).
Obierzmy podstawe za 0$ a?-0w, a jeden jej wierzchotek za poczatek uktadu
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(fig. 53). Rdwnanie prostej OA, przechodzgcej przez poczatek uktada
i przez punkt A(a, w), ma postaé:

y= X
Z wzoru (129) otrzymujemy:

a
63 a4
x 3dx- 38 4 17 -h ansS

Stad tatwo otrzyma¢ moment bezwiadnosci powierzchni dowolnego trojkata
wzgledem podstawy, np. trojkagta OAC. Trzeba tylko dodac a'ws. Ozna-
czajagc a-f-a'= b, otrzymujemy dla OAC\

Bx = 32b,S

Moment bezwitadnosci trojkagta OAB wzgledem osi ¢/-6w ma, w mysl
wzoru (130), wartos$¢:

B — JQ{?-W( d — M wa*

Niechaj czytelnik obliczy momenty bezwtadnosci tréjkagta OAB wzgledem
osi, przechodzacej przez jego Srodek ciezkoSci: $>(-| a, » w) a réwnolegtej
do osi spo6trzednych (por. wzér (a) na str. 170).

2) Obliczy¢ momenty bezwitadnosci elipsy wzgledem obu osi gtdw-
nych. Z rownania elipsy 02R2-f- ay2= a,02 otrzymujemy dla dodatniej
potéwki:

y= ~ fln2— x4

Moment bezwiadnosci catej elipsy wzgledem osi ®-0w rowna sie podwoj-
nemu momentowi potdéwki elipsy, zatem:

A-a -}n
Bx— 2 dx = | ~ J ([/l«<a— a-)3dx

Catke te obliczymy przy pomocy podstawienia ®—asin q@ Otrzymujemy:

Bx= 8§ —all 'coslcpd(p = "™ aJ 'cos 4<pdtp

_n c
Przy pomocy wzoru redukcyjnego (str. 21, wzor (20)) otrzymujemy:

f _ sin(pcos*p ¢

[sin <pcos
3 okp = A <P_q)

| S+ Ucdtp\
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a stad:
nz

1s
y c.osl(pd(p = ﬁ.] dop= §

Wobec tego:
0,= 28.Fn — gb7i

Jasnem jest spowodu symetrji, ze na moment elipsy wzgledem osi y-6w
otrzymamy: .

By= "havji
Stad dla kota o promieniu a:

Bx= By—

§ 239. Moment bezwtadnosci ptaskiej powierzchni wzgledem punktu.

Przy wyznaczaniu momentu bezwitadnosci powierzchni wzgledem
punktu dogodnie jest odrazu uzyé spotrzednych biegunowych i hadac¢ pola
wycinkéw, ograniczonych tukiem jakiej$s linji i promieniami, tgczacemi
korice tego tuku z punktem, ktéry obieramy za poczatek uktadu. Ogra-
niczymy sie do jednorodnego rozmieszcze-
nia masy, t j. do statej gestosci powierz-
chniowej e.

Rozpocznijmy od wycinka kota (fig. 54)

0 promieniu c. nalezacego do kata:

a= (R— ¢

Zapomoca kot spoélsrodkowych dzielimy

ten wycinek na wycinki pierScieni kotowych ijeden wycinek kota przy O.
Masa takiego elementarnego wycinka pierscienia réwna sie jego

polu, pomnozonemu przez gesto$¢, a to pole, np. ph oblicza sie przy po-

mocy wzoru:
Pi= i *Ar,
czyli:
Pi==$(r,a +(>, + ArQa)Ar,= {r,-(-\ Ar,)aAr, = r,aAr,

Wartosc¢:

f,—r + r,=r+ \(r,¥l—r)= £(r, -f- ri+d)
jest Srednig wartoscig z przedziatu O /, r(+1> . Pomndézmy mase e-jty przez
kwadrat odlegtosci dowolnego jej punktu od punktu O, np. wiasnie przez rJT
to otrzymamy elementarny moment bezwiadnosci:

b/= eplrf= eijaAr,



Tworzymy sume takich wyrazen dla catego wycinka kota, t. j.:
Bl= yj(Qar'fAr<
/-1

Tworzymy caty ciag rozmaitych takich podziatéw wycinka w taki spo-
s6b, by wszystkie Art dazyty do zera i obliczamy odpowiednie sumy
Bt,S2 Bp,... Granice ciggu tych sum, gdy p 00, nazywamy mo-
mentem bezwtadnosci wycinka OAB wzgledem punktu O. Wartoscig tej
granicy jest catka oznaczona:

Cc C

(131) BO—Jgaridr=Qa =
o] 0

Cate koto otrzymamy, ktadgc a — 2n, a wiec moment bezwitadnos$ci po-
wierzchni catego kota wzgledem jego Srodka ma wartosc:

(132) JB= "pcdrr

Opierajac sie na wzorze (131), okreslimy moment bezwtadnosci wycinka,
-ograniczonego tukiem dowolnej linji krzywej o réwnaniu r — r{cp) i pro-
mieniami w punktach korncowych tego tuku
(fig. 55). Podzielmy ten wycinek w dowolny
spos6b na n czesci, wykreslajac szereg pro-
mieni. Kazdy wycinek aproksymujemy wy-
cinkiem kota, biorgc za promien kota np.
promien poczatkowy kazdego wycinka. Obli-
czamy wedtug wzoru (131) moment bezwtad-
nosci kazdego takiego wycinka kotowego wzgledem punktu O. Np. dla
wycinka o promieniu rt a o kacie A(pi otrzymamy:

bt— irfAtpr q
Tworzymy sume:
it
=7i>1Aq),Q
I-1

a nastepnie ciag J3,,Bi}Bu ..« takich sum, zageszczajac podziat tak, aby
wszystkie Agst dgzyty do zera. Granice tego ciggu nazywamy momentem
bezwtadnosci catego wycinka wzgledem punktu O.

Warto$cig tej granicy jest caika:
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§ 240. Moment bezwtadnosci powierzchni obrotowej i bryty obro-
towej wzgledem osi obrotu.

Z wzoru (126) i (162) na moment bezwiadnosci okregu kota i pola
kota korzysta sie, aby okreslic moment bezwtadnosci powierzchni i bryty
obrotowej wzgledem osi obrotu.

Dzielimy tuk linji obracajacej sie (fig. 56) na czesci Asl,Asi,AsS)...
i przyjmujemy mase kazdego takiego tuku skupiong w jednym dowolnym
jego punkcie. Niechaj gesto$¢ linjowa tuku bedzie e= |. Przez obr6t tego
punktu materjalnego powstaje okragg kota o promieniu yh o masie 2nyiAsi.
Moment bezwitadnosci tego kota ma wediug
wzoru (126) wartosé:

b,= 2nyiAa

Sumujac te momenty i tworzac cigg takich
sum, otrzymamy po przejsciu do granicy:

(134)

Jest to wzor na moment bezwladnosci powierzchni obrotowej wzgledem jej
osi obrotu OX.

Celem okres$lenia momentu bezwtadnosci bryty obrotowej, bierzemy
zamiast kazdej ptytki, lezacej miedzy dwoma przekrojami prostopadtemi
do osi obrotu, walec o promieniu rownym rzednej y, w dowolnym punk-
cie posrednim odpowiedniego tuku As,. Kazdy taki walec zastepujemy
kotem o promieniu y,, oblozonem masg o gestosci Ax,, rdwnej wysokosci
tego walca. Moment bezwiladnosci powierzchni tego kota ma wediug
wzoru (132) wartosc:

b, = "y\Ti Ass,

Stosujac tu proces sumowania i przejscia do granicy, otrzymujemy:

(135)
Przyktady.
1) Obliczy¢ moment bezwtadnosci walca kotowego o wysokosci w
a o promieniu a wzgledem jego osi, przyjmujgc statg gestos¢ e=1. Dla
powierzchni walca otrzymujemy (fig. 57):
w

B(: 2Th] asdx = 2nasw= P eal!

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2 12
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a dla objetosci:

) jl * 1
1 a X gx: Ay [axdx = Ej‘gﬂ:V‘\?
">
l us | 2) Obliczy¢ moment bezwtadnos$ci wienca
Fig. 57. kota rozpedowego wzgledem jego osi.

Przekroj ptaszczyzng, przechodzacg przez
0$ tego kota, przedstawiono na fig. 58. Trzeba od momentu bezwiadnosci
walca o promieniu i\ odjgé moment bezwiadnosSci walca wewnetrznego

0 promieniu rs. Stosujgc wzo6r, otrzymany w przykia-
dzie 1, otrzymujemy:

r\nw rnnw nw

Bz -h — W -rl)(ri+rl)

Poniewaz objetos¢ wierica tego kota ma wartosc:

rnnw —r\nw

1 przeto:
Fig. 58.
3) Obliczy¢ moment bezwladnosci objetosci kuli o promieniu

wzgledem jej S$rednicy. Obierzmy te S$rednice za o$ obrotu. Poniewaz
“y*= RN przeto:
y*= (Rs— ®22= R* — 2Rt + X*

a wiec:
+R +*
Bx=+nf{K* — 2R*x2+ x*)dx=t=4in(R*x — %R*xt+ +x6
-R -R
a stad:

8 241. Praca sity, dziatajacej w kierunku drogi.

Jezeli wzdtuz drogi o diugosci S dziata stata sita P w kierunku
tej drogi, to pracg tej sity wzdluz tej drogi nazywamy iloczyn:
L=P-S
Jezeli jednak sita Pt dziatajgca w kierunku drogi, jest zmienna, t. j. zalezy
od tego, w ktorym punkcie drogi dziata, a wiec jest funkcjg diugosci prze-
bytej drogi s (tuku), to trzeba prace inaczej zdefinjowad. Podzielmy droge,
wzdtuz ktorej dziata sita P(s), na czesci ds,, dss, ds3, ... ds,. Kazdg taka

R
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cze$¢ drogi pomnézmy przez site, dziatajagcg w dowolnym jej punkcie, np.

w punkcie poczatkowym; otrzymamy w ten spos6b dla kazdej czeSci drogi

prace, ktérg wykonataby sita, gdyby byla statg wzdluz catej tej czesci.
Utwdrzmy sume tych iloczyndw:

L1= P(sDAsl-j- P(s'd As, P(sn)Asn

Wykonajmy nastepnie caly cigg takich podziatéw drogi ale tak, aby
wszystkie Ast dgzyty do zera. Utwdérzmy odpowiadajgcy tym podziatom
cigg sum: Granice tego ciggu nazywamy pracg sity
(zmiennej), dziatajagcej w kierunku drogi, wzdtuz calej drogi S. Wartoscig
tej granicy jest, jak wiadomo, catka oznaczona:

(136)

Ta calka podaje wiec prace, wykonang przez site P(s), dziatajagcg w kie-
runku drogi, wzdtuz catej drogi o diugosci S.

Jezeli sita nie dziata w kierunku drogi, lecz jej kierunek tworzy
ze stycznemi w rozmaitych punktach drogi rozmaite katy, to tworzymy
w kazdym punkcie drogi rzut wektora, przedstawiajgcego site, dziatajaca
w tym punkcie, na kierunek stycznej. Niechaj P, oznacza wielko$é
tego rzutu sity P na styczng, to prace okresSlamy przy pomocy sum postaci:

L1= P,(*,)d*i + Pt(R)As2+ ... + Pt(s,,)Asn

Na obliczenie tej pracy otrzymujemy wzo0r:

(136a)

gdzie P,{s) oznacza wielko$¢ rzutu sity P na styczng w kazdym punkcie
drogi. Powr6cimy do tych rozwazan w ustepie, poswieconym catkom
krzywolinjowym (por. § 244).

Przykiady.

1) Wydtuzamy sprezyne o diugos¢ S\ wiadomo, ze przy kazdem
wydtuzeniu o odcinek s dziata sita sprezystosci, proporcjonalna do tego
wydtuzenia, a zatem do pokonania jej trzeba uzy¢ sity P =k-s, dziata-
jacej w kierunku przeciwnym do sity sprezystosci, a mianowicie w Kie-
runku wydtuzenia. Praca, wykonana przy catkowitem wydtuzeniu S, ma
zatem wartos$¢:

s
L=J %sds= kS2= ~ S

0
12.
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. . . . kS |,
t. j. ma takg wartos¢, jak gdyby dziatata stata sita P — , rbwna po-

towie sity kS, dzialajacej w koncowym punkcie drogi.

2) Obliczy¢ prace, wykonang przez ttok maszyny cieplnej, posuwa-
jacy sie pod wptywem cisnienia P gazu. Cis$nienie to zmienia sie w miare
rozprezania sie gazu. Jezeli pole przekroju ttoku wynosi F, droga prze-
byta przy jednym ruchu ma diugos¢ S a p oznacza cisnienie gazu na
jednostke pola (preznosé), to P = p-F a zatem praca ma warto$¢:

s
Fds
o]
Wprowadzmy zamiast zmiennej s zmienng F *s, o0znaczajgcg objetos¢ v
gazu, znajdujgcego sie w danym momencie ruchu pod ttokiem, to:

v dv
s=1j,, ds- —

Niechaj a, oznacza objetos¢ poczatkowa, t. j. dla s= 0, a v2 konhcowag,
t. j. dla s= S. Otéz:
y
:J pdv

Tak np. przy izotermicznej zmianie objetosci pod ttokiem zwigzek miedzy
objetoScig o preznosci wyraza sie wzorem:

pv= ¢
a zatem:
2

L — f—dv= clog,—
J v i),

Przy adiabatycznej zmianie objetosci zachodzi miedzy p a v zwiagzek:

p.uldl= c
a wiec:
I = @fn; | ctram = M, feod adiom (i Vo4
ﬂ M« —041 04 -1 T 0410
3) Jakg prace odda masa 1 grama, spadajgca pod wplywem sity

ciezkosci ziemi z wysokosci 60 km na powierzchnie ziemi, na wyso-
kos¢ 0 km.

Przyjmijmy za jednostke sity ciezar 1 grama (przy powierzchni
ziemi). W odlegtosci s od $rodka ziemi dziata na mase 1 grama sita P(s)



odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci od $rodka ziemi. Jezeli R
oznacza promien ziemi, to:
P(s):1= Bx:s2
a stad:
72
* 0 e
A wiec praca:

. @

\S4-60 R) R+ 60

L =fs'ds= Bf.U* =~2APj =

«+00 «+60 '«+60
Poniewaz promien ziemi ma diugos¢ okoto R = 6370 km, przeto
L = — 59 kgm (albowiem za jednostke masy obralism}? Ig = 0,001 kg

a za jednostke diugosci 1 km = 1000 m).



ROZDZIAL XX.
Catki z funkcyj dwoch i wiecej zmiennych.

Ustep I.
8§ 242. Calki krzywolinjowc.

W poprzednich rozdziatach zajmowaliSmy sie wytgcznie catkami
z funkcyj jednej zmiennej: funkcja podcatkowa y — f(x) byta dotad
zawsze funkcjg jednej zmiennej x. Przystagpimy obecnie do badania catek
z funkcyj dwoch zmiennych, a wiec funkcja podcatkowa:

2= P{xy)
bedzie funkcjg dwoch zmiennych X, .
Rozpoczniemy od przypadku najblizej zwigzanego z catkowaniem
funkcyj jednej zmiennej, a mianowicie od przypadku, gdy zmienne X,y
nie sa od siebie niezalezne, lecz sa ze sobg zwigzane jakiem$ réwnaniem:

@) Fix,y)— 0

A wiec punkty o spotrzednych (x,y), ktére bedziemy brali pod uwage,
nie bedg wypetniaty calej ptaszczyzny (X, Y) ani tez zadnych obszaréw
tej ptaszczyzny, lecz bedg przebiegalty w ogdlnosci jakie$ linje. ROwnanie
takiej linji (& moze by¢ podane w formie uwiktanej, jak we wzorze (a),
albo w formie parametrowej:

(b) x=cp{t), y= Yyt
albo tez w najprostszym przypadku w formie wyraznej:
© y= fix)

Zacznijmy od tego ostatniego, najprostszego przypadku. Wezmy pod uwage

tuk AB linji o réwnaniu (c), przyczem punkt A nalezy do odcietej x = at

a B dox=b. Poniewaz y=f(x) jestjednoznaczng funkcjg, przeto do kazdej

odcietej z tego przedziatu nalezy tylko jedna rzedna. UtwoOrzmy calke:
b

<) fP (x, y) dx

a

przyczem y — f(x).
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Te catke z funkcji P(x, y) dwdch zmiennych zamieniamy na catke
z funkcji jednej zmiennej:
b b
J P(x. f{xj) dx —j U(X) ilx
a a
O funkcjach P(x,y) i f(x) wystarczy uczyni¢ zatozenia, ze P{x,y) jest ciagla
funkcjg dwéch zmiennych w jakim$ obszarze, zawierajacym tuk AB, af(x) jest funkcja
ciggta w przedziale <a, Wtedy bowiem funkcja ztozona P(x, f(x)) = U(x) jest
ciagta w przedziale <«, bj>, a wiec jest catkowalna w tym przedziale. Mozna tez
dopuszczaé rozmaite nieciggtosci dla P(x,y) i f{x), byleby tylko istniata catka uog6l-
niona lub niewtasciwa z U(x).
Takg catke (d) z funkcji dwéch zmiennych, w ktdrej te dwie zmienne
s§ zwigzane réwnaniem y — f(x), nazywamy catkg krzywollnjowg

z funkcji P(x,y), brang po tuku AB i oznaczamy ja symbolem:

(137) Ip o,y dx

Aby ten symbol miat okre$lone znaczenie, musi by¢ podane ponadto

rébwnanie linji, do ktérej nalezy tuk AB.

Jak widzimy, definicja ta nie wprowadza jeszcze niczego nowego,
albowiem ta catka krzywolinjowa réwna sie zwyklej calce oznaczonej
z funkcji ztozonej P(x. f{xj)m

b
(137 a) JP (x, y)dx —j'P(x, f(x)) dx
Tb a

Jezeli zmienimy porzadek granic a, b tej catki, to w symbolu catki krzy-
wolinjowej zmienimy porzadek odpowiednich liter A, B. Wiadomo, ze
przez zmiane porzadku granic «, b catka zmieni znak, a wiec:

j P(x,y)dx= fP(x, f(x)) o= —
S *
b

) P f) dx = —] Pix y) dx

Mowimy wtedy, ze przebiegamy tuk AB w kie-
runku przeciwnym. A wiec: przy zmianie kie-
runku przebiegania tuku catka krzywolinjowa
zmienia znak.
Wezmy teraz pod uwage taki tuk, w ktdrym do jednej odcietej

naleze¢ moze wiecej rzednych, jak np. tuk AB na fig. 59.
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Uzywajac formy wyraznej, musimy uzy¢ do analitycznego wyraze-
nia tego luku trzech funkcyj:
y — fi (X) w przedziale <fa, cf>
» ' 0O-d>
y =/»(*) n <d,b>
Dla kazdego z tukow AO, CD, DB tworzymy osobno catke krzywolinjowa

i obliczamy jg osobno w sposéb podany we wzorze (137 a).
Tworzymy nastepnie sume tych trzech catek krzywolinjowych:

] Pey)dx-\-fP(x, y)dx T ] P(x,y) dx

AC CD DB

Te sume nazywamy catkg krzywolinjowg z funkcji P(x,y) po calym
tuku AB i oznaczamy jg symbolem:

Jy ) dx

AB
Ogolnie, jezeli tuk AB sktada sie z czesci AA,. AxAir..An_,B o réwna-
niach y = f1(x), y — fi{x),...y — fn(x), ktére kazda prostopadta do osi
odcietych przecina tylko w jednym punkcie, to catkg krzywolinjowga
z P(x,y) wedtug zmiennej x, po catym tuku AB, nazywamy sume catek
krzyxoolinjoioych po wszystkich tukach skiadowych i oznaczamy jg sym-
bolem:

1P ®Y)dx

AB

Symbol taki ma zatem nastgpujace znaczenie:

a ~ u
JP(x,y)dx = f P(x,fi(x))dx-fIJP {x,f1(x))dx-\-...
Tb a “
(138) *
eem+J P(xJ,,{x))dx
an-1

gdzie a,a,,ai,...an_i,b sa odcietemi punktow A, A,, At,...An_,, B.

RozszerzyliSmy w ten spos6b znaczenie symbolu (137). nie da sie
on bowiem w tym ogo6lnym przypadku wyrazi¢ zapomocg jednej catki
wedtug zmiennej x, lecz jest sumg kilku takich catek. Wprawdzie row-
nanie takiego tuku AB mozna wyrazi¢ w formie uwiktanej zapomocg
jednego wzoru F(x,y) = 0 (np. przypadek, przedstawiony na fig. 59, od-
powiada réwnaniu (y — m)s— (x — n) = 0), ale przy obliczaniu wartosci
tego symbolu trzeba go roztozy¢ na odpowiednig ilos¢ catek.
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Ta ogdlniejsza definicja catki krzywolinjowej dopuszcza tez cakki,
brane po linjach zamknietych. Tak np. catce krzywolinjowej wedtug zmien-
nej x z jakiej$ funkcji P{x,y), branej po kole K
(fig. 60), dajemy nastepujgce znaczenie:

j P(cey)dx=j P(x,y)dx-\-j P(x,y)dx
ABCDA ABC COA
Jezeli to koto ma rownanie x~A-y*—al= 0, to
w pierwszej catce nalezy za y podstawi¢ \a2— x2

a w drugiej —|la*—x2 Otrzymamy w ten sposéb: Fik- 60.
+n
J p (xiy)dx—J'P(x, \a2—x%dx A-JP{x, — \a2— X2 dx
ARCDA! a

Obliczenie catki krzywolinjowej po linji zamknietej sprowadza sie wiec
w tym przypadku do obliczenia dwéch zwyktych catek oznaczonych.
Spos6b pisania: j jest niedogodny, totez zmieniamy go, oznaczajac
abcda .
catg linje kotowa jedng literg, np. K i piszemy krotko: [/ P(x,y)dx.
w
Ogolnie, oznaczajac jaka$ linje zamknietg literg I, oznaczamy catke krzy-
wolinjowa, brang po tej catej linji, symbolem:

(139) J p (¥ y) dx
©

W takim sposobie pisania tkwitaby jednak dwuznaczno$é, gdybysSmy nie
ustalili raz na zawsze kierunku, w ktérym obiegamy linje. Ot6z ustalono,
ze symbol (139) oznacza, ze przebiegamy linje | w takim kierunku, aby
powierzchnia, zamknieta tg linjg, pozostawata po lewej rece przy tym
obiegu, t. j. obieg ma by'¢ przeciwny do ruchu wskazéwek na zegarze.
Tak wiec np. na kole na fig. 60 przebiegaliSmy kolejno punkty A.B, C, D, At
majac wnetrze kota po lewej rece; wobec tego te catke krzywolinjowa

nalezato oznaczy¢ symbolem / P(x,y) dx. GdybySmy za$§ przebiegali te

K
punkty w przeciwnym porzadku: A, D. C\B,A, to odpowiednig catke krzy-

wolinjowg nalezatoby oznaczy¢ symbolem:— | P(x,y)dx. Wynika to stad,

Q) r-

ze kazda z catek sktadowych zmienitaby wtedy znak: np. zamiast /

wystgpitaby catka J'— —j'. ABC

ABC
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Obliczanie catki krzywolinjowej przy pomocy wzoru (138) jest
zwykle dos¢ niedogodne. Uzywajac jednak zamiast wyraznej formy rownan
linji, po ktorej catkujemy, formy parametrowej, sprowadzamy zwykle
obliczenie catki krzywolinjowej do jednej, zwyktej catki oznaczonej, wpro-
wadziwszy zamiast zmiennej x zmienng t, stuzacg do parametrowego
przedstawienia danej linji.

Wyjasnimy to najpierw na przykiadzie, a mianowicie na omoéwio-
nej poprzednio catce po kole. Uzyjmy parametrowego przedstawienia
kota K o réwnaniu x2-)-y2— 02= 0, a mianowicie:

x — acos/, y= as\nt

Catki oznaczone, ktére stuzyty do obliczenia catki krzywolinjowej po kole,
przyjma po wprowadzeniu nowej zmiennej t postac:

—a t—
[ P(x,Ja*—X2dx= — / P[acos asint)asintdt
+« . M
a t=t 2IT
P(x, — [/a2—x)dx — —j "P(a cost, asini)asintdt
—a t—n

(Poniewaz sint ma w przedziale [n, 2 n) wartoSci ujemne, przeto w dru-
giej calce trzeba byto podstawi¢ asini za — ("a2— a?%).
Sume tych dwu catek mozna przedstawi¢ jedng catkg od 0 do 2 n,
a wiec:
2n
P(x,y)dx= — [/ P(acost, asint)asin tdt
/ 0
Tak samo postepuje sie w ogolnych przypadkach. To prowadzi nas do
wypowiedzenia definicji catki krzywolinjowej w nastepujgcej postaci,
bardzo dogodnej przy obliczaniu wartosSci takiej catki.

Jezeli przy przebieganiu wartosci parametru t od t1 do t2punkt o spét-
rzednych x = y = rp(t) opisuje luk AB dowolnej linji, to catkg krzy-
wolinjowg z dowolnej funkcji P{x,y) toedtug zmiennej x, brang po tym
luku, jest catka oznaczona od ty do t2 z funkcji P(cp(t), ip{tj)<p\t) wedtug
zmiennej t\

(140)

Prawg strone tego wzoru fatwo jest zapamietaC, powstaje ona bowiem
przez wprowadzenie w catke z P(x,y)dx zmiennej t, zwigzanej z x za-
pomocg réwnania x = (p(t). Wtedy dx nalezy zastgpi¢ przez (p'(t)dt.
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Wszystkie poprzednie rozwazania mozna zastosowa takze do przy-
padku, gdy uwazamy y za zmienng niezalezng, a x=g(y) za zmienng
zalezng. Jezeli punkt A odpowiada rzednej y = a, a punkt B rzednej

y = to catke krzywolinjowag po tuku AB wedlug zmiennej y z funkcji
Q{x, y) okreslamy wzorem:

Q{x,y)dy= 7 Q(g{y).y)dy

w razie, gdy kazda prostopadta do osi y-6w przecina tuk AB najwyzej
w jednym punkcie. W og6élnym przypadku uzywa sie parametrowego

przedstawienia tuku AB, a og6lna catka krzywolinjowa wedtug zmien-
nej y jest okre$lona zapomocg wzoru:

(141)

Jezeli obydwie catki krzywolinjowe, okre$lone zapomocg wzoréw (140)

i (141), sg brane po tym samym *tuku AB, to takze sume ich mozna
przedstawi¢ zapomocg jednej calki oznaczonej. Sume te oznaczamy sym-

bolem:J {(Pdx -{- Qdy) a zatem:
(142) f (P@y)dx+ Q{x,y)dy) = j \p(<p{t), <p{tj)(p'(t)-\-

W tej og6lnej postaci wystepuja catki krzywolinjowe najczesciej.

W zupetnie podobny sposob okresla sie catki krzj*wolinjowe po tu-
kach linij w przestrzeni trojwymiarowej. | tak mamy podang funkcje
trzech zmiennych: P\X, Y, 2), ktore sa jednak ze soba zwigzane tak, ze

punkt o spétrzeduych X,Y,Z przebiega tuk AB jakiej$ linji o rownaniach:
V=1@), z=9{x
lub w formie parametrowej:
®= y=m>(*), s= zW

Niechaj punkt A odpowiada odcietej x — a lub warto$ci parametru t— tA
a punkt B odcietej x — b lub wartosci t— tB. Chodzi o obliczenie cafki:

] Py, Ddx—T P\x,f(x),9(x))dx
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Te catke nazywamy catkg krzywoliujowag po tuku AB i oznaczamy ja

symbolem | P(x,y.z)dx. Uzywajac formy parametrowej, mamy:

AB

P(x,y,z2)dx = xp(t), %f{t)) <p\t) dt

Podobnie ma sie rzecz dla catki z funkcji Q(x,y,z) wedlug zmiennej y
i z funkcji R(x,y,z) wedlug zmiennej z.

Ogo6lng postacig catki krzywotinjowej w przestrzeni tréjwymiaro-
wej jest suma trzech takich catek, branych po tym samym tuku, a wiec:

=J(P{x, y,z)dx+ Q(x.y.z)dy -f- R{x, y, z)dz)

AR
Najdogodniej jest zwykle oblicza¢ te catke zapomocg jednej zwyktej caitki
oznaczonej, wynikajacej z uzycia parametrowego przedstawienia linji, po
ktérej catkujemy. Wtedy otrzymujemy:

1= 1 (v(h ~©, 2(W) + W), *

+ VA1), x{t)) %6(*)) dt

Warto$¢ kazdej catki krzywotinjowej zalezy tylko od linji, po ktdrej
catkujemy, a nie zalezy od jej analitycznego przedstawienia.

Przyktady.

1) Obliczy¢ catke krzywolinjowg z funkcji x ey wedtug zmiennej x
po tuku paraboli y2= 2px o rzednych nieujemnych od .4(0,0) do B(a, b)
(por. fig. 61). Otrzymujemy:

YiI B j xydx= fx\2px dx —\2pj Xuc
ach ° 0
B = |/2p a%:| = | al\2pa = "axb
1/ X
A E 5 b
Fig. 6L tej prostej jest y — -x, a wiec:

— 1
IXy k=J %~ x K- XXOK— ~ &b
ADB 0 0
Widzimy stad, ze catka krzywolinjowa z tej samej funkcji, miedzy temi
samemi punktami koncowemi, ale brana po roznych lukach, moze miec
rézne wartosci.
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Obliczmy jeszcze catke z tej samej funkcji po drodze tamanej AEB.

Réwnania catej tej linji nie mozna przedstawi¢ w formie wyrazne;j.
Natomiast nie trudno uzyskujemy parametrowe przedstawienie tej linji
tamane;j.

Trzeba potozy¢:

X—t y=0 dla 0<1lirgja
X=a y—t—a , abSt5Sa-f-b

Uzywajac wzoru (140), otrzymujemy:

Fxy ok = F X0 yft) (k= i 0Tt at—F 0t =0

adb 0

Obliczmy jeszcze catke z tej samej funkcji po konturze zamknietym
| = ACBEA. Poniewaz obiegajagc kontur w tym porzadku, mamy pole,
zamkniete tym konturem, po prawej rece, przeto nalezy te catke ozna-
czy¢ symbolem:

(1 — Xy dx
b

Wartosé jej jest rdwna sumie catek po tuku ACB i po linji tamanej BEA,
a zatem jest rowna %02/, -|- 0 = fa 26

Catka (1) zaréwno jak i catka (IlI) przedstawiajg, jak wiemy, mo-
ment statyczny wzgledem osi rzednych powierzch
ograniczonej konturem ACBEA.

2) Obliczy¢ catki krzywolinjowe (fig. 62):

j GoxfXd) 1@ xFXa)

Pierwsza catka jest brana po potkolu o promieniu 1
Uzywajac parametrowego przedstawienia: X— cost y = sini, otrzymu-
jemy dla catki po potkolu:
0
] @sin t— sin ')-f- 2 c0s2i) d— '(— 3sin21-f- 2 cos21) -

Ach *
n

n
(3 — 3 c0s21— 2 cos2]) d: 3J Ct— 5J €0s2ii¢= fn —5«f=

W calce po linji prostej AOB jest stale y = 0, a wiec:

Naydx + 2ch) —— Bk +2yd) = B0+ Qok= 0
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a wiec otrzymaliémy inng warto$¢ dla drogi ACB a inng dla drogi AOB,
faczgcej te same punkty koncowe A i B.

Niechaj czytelnik stwierdzi w podobny sposdb, ze catka krzywo-
linjowa:

] @xy dx -f-x1dy)

ma te samg warto$¢ po drodze ACB, co po drodze AOB, a mianowicie
wartos¢ 0. Mozna okazaé, ze ta catka przyjmuje te samg wartos¢ po
kazdej drodze, taczacej z sobg punkty A i B.

3) Obliczy¢ warto$¢ catki krzywolinjowej:

I —J {zdx + *dy $vy dz)

przyczem AB jest tukiem linji srubowej o réwnaniach (por. tom I, str. 378):
X = acost, y= asint, z= at

dla tuku, odpowiadajacego jednemu krokowi Sruby, t.j. od t— 0 do
t= 2n czyli od A(a, 0,0) do B[a, 0, 2an).
Wyrazamy catke 1 zapomocg zwykilej catki oznaczonej, a mianowicie:

2n
1= j [at-(— QAsin t) -f-acosteacost-j- asint-a)dt=

f
= a* / (— tsin t-j- cos51-j-sin t) dt =
0
2n 2.t

ro. . ri+ coes21, , ,r . 17
= — a2/ tsintdt-j-« 1 al8u

] 0 0
Po wykonaniu tych prostych catkowan otrzymujemy:

/ = 3abn

§ 243. Calki krzywolinjowc w zagadnieniach geometrycznych.

Przy obliczaniu zapomocg catek oznaczonych pol, zamknietych
linjami, natrafiamy na pewne niedogodnosci, gdy do jednej odcietej nalezy
wiecej anizeli jedna rzedna. Zobaczymy, ze unikniemy tych niedogod-
nosci, uzywajac catek krzywolinjowych.

| tak pole, zamkniete tukiem AB linji o réwnaniu y = f[x) (dla
y > 0), rzednemi w punktach koncowych tego tuku i osig odcietych,
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wyraziliSmy wzorem:
b
B —_|' y dx

przyczem a i b sg odcietemi punktdw koricowych danego luku.
Te catke mozemy pojmowac jako catke krzywolinjowa z funkcji
P(x,y) = y po tuku AB, albowiem:
_b
»J ydx:J yclx= P

AB

Aby obliczy¢ przy pomocy catek oznaczonych pole, zamkniete dowolng
linjg krzywa, np. linja ADBC czyli | na fig. 63, trzeba byto rozdzieli¢
te linje na tuki, w ktérych do jednej odcietej

nalezy zawsze tylko jedna rzedna i obliczy¢ ~

kilka catek. Tak np. do obliczenia pola, przed-

stawionego na fig. 63, trzeba uzy¢ dwodch catek:

p = fy {Qk—J yip X

Ot6z te dwie catki mozna ujgé w jedng catke krzywolinjowa, a mianowicie:

Fig. 63.

p:j ydx—j ydx—j ydx + J ydx:j y dx

ACB ACBDA

Obiegajac punkty konturu tej powierzchni w porzadku A, C, B, D, A,
mamy po prawej rece pole, ograniczone tym konturem, a wiec, uzywajac

symbolu / , nalezy mu da¢ znak —. A zatem:
dl

(143)

Widzimy stad, ze pole, zamkniete dowolng linjg ciagta, mozna wyrazic
zapomocg jednej catki krzywolinjowej.

Uwazajagc x za funkcje zmiennej y, mozemy to samo pole wyrazic¢
takze zapomoca innej catki krzywolinjowej, a mianowicie:

p_] xdy—Jxdy =j Xdy-\-j xdy—j xdy

CAD DBCAD
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@

mCatka ma tu znak albowiem przebiegajgc punkty konturu w porzadku
D, B,C,A, D, mamy pole, zamkniete tym konturem, po lewej rece.
Dodajac stronami wzory (143) i (144), otrzymujemy:

2P = I xdy— / ydx

a stad:

(145)

Ten wzér na pole wyprowadziliSmy juz wtasciwie w poprzednim rozdziale,
uzywajgc przedstawienia parametrowego, a mianowicie wzor (84) na str. 128
jest réwnowazny z wzorem (145).

Podobnie mozna przedstawi¢ zapomocg catki krzywolinjowej wzor
na objetos¢ bryty obrotowej, zakreslonej obrotem powierzchni, np. ACBFE
na fig. 63, okoto osi odcietych, a mianowicie:

b

V=n yidx—TJy %x

Jezeli chodzi o obliczenie objetosci bryty, zakreSlonej obrotem powierzchni,
ograniczonej dowolng linjg zamknietg I, to postepujagc podobnie, jak dla
pola, otrzymujemy wzo0r:

V— — 7| y*dx

Takze wzor na pole powierzchni obrotowej, zakre$lonej obrotem #tuka

dowolnej linji (np. ACB na fig. 63) okoto osi odcietych, mozna interpre-
towac jako catke krzywolinjowga, a mianowicie catke z funkcji Q(s,y) .
Otoéz:
s
P—2nj yde= 2Tij'y ds

ACB
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8 244. Zastosowanie calek krzywolinjowycli w fizyce.

I. Praca jako catka krzywolinjowa.

Bardzo waznem zastosowaniem catek krzywolinjowj'ch jest definicja
i obliczanie pracy, wykonanej po dowolnej drodze przez dowolng site,
dziatajagcag niekoniecznie w kierunku drogi i zmieniajagcg swag wielkos¢
i kierunek zaleznie od potozenia punktu na drodze. W poprzednim roz-
dziale rozwazaliSmy tylko specjalny przypadek, a mianowicie, gdy sita
byta skierowana wzdtuz drogi. Obecnie zajmie-
my sie przypadkiem ogdlnym. | tak okreSimy
najpierw prace, wykonang wzdtuz odcinka AB
linji prostej przez site F stalg, lecz tworzaca
z ta prostg jakis kat a (fig. 64). Praca L jest
w tym wypadku réwna iloczynowi z rzutu
sity F na te prostg i z dtugosSci tego odcinka,
a wiec:
@) L — Fcosa<AB /Y Fig- 64.

Uwazajmy odcinek AB za wektor i zastgpmy go skladowemi w kierun-
kach trzech osi spdtrzednych. Te sktadowe majg wartosci x2—og, y2—yu
z2— %. Roztézmy takze wektor F, reprezentujacy site, na skladowe
w tych samych kierunkach i nazwijnry je: P, Q, li. Prace L mozemy
wyrazi¢ takze jako sume trzech prac, wykonanych wzdiuz tych drég
sktadowych przez sity skladowe, a wiec:

(b) L= P-(x2—xt)+ Qe(y2—y,) + R *(s2— %)

Dowod. Jezeli wektor F tworzy z osiami katy «u A, y1} a odcinek AB katy
«21 72" 21 to P=Fcosalt Q— Fcospj, ®R= i’cosj'l, x2— ag — AB cos a2,
V2—"'0\ = AB cos/?2! z2— 27y — AB cosy2, a wiec:

P(x2—x )-)r Q(y2—y1)-\-R(z2—zl)= F- AB m(coscos a2-j-cosA cos -f-cosyxC0S7,)

Wiadomo za$§ z goometrji analitycznej, ze wyrazenie, zawarto w nawiasie, przedstawia
cosa, gdzie a jest katem, zawartym miedzy wektorami F i AB. A wiec istotnie prawe
strony wzoréw (a) i (b) majg te same wartosci.

Chodzi nam teraz o definicje pracy, wykonanej wzdtuz dowolnego

tuku AD (fig, 65), przez site F zmienng. Wartosci sktadowych tej sity
w kierunku osi spotrzednych zmieniajg sie, zaleznie od punktu, w kto-
rym dziata sita, sg wiec funkcjami spoOtrzednych punktu biezgcego na
krzywej; oznaczymy je zatem wyrazeniami P(x,y,z), Q(x, V,z), R(x,y,z).
Rozté6zmy tuk AD na dowolng liczbe czesci, np. na n czesci a kazdy
tuk czesSciowy zastagpmy cieciwg, taczacag jego konce. Zmienng site, dzia-
tajacg wzdtuz kazdego tuku czesSciowego, zastgpmy stalg sitg, np. réwng

Rachunek rdézniczkowy i catkowy. T. 2. 13
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sile, dziatajacej w poczatkowym punkcie tego tuku. Praca wzdluz cie-
ciwy ABma zatem wedtugwzoru (b) wartosc:

L, = P(ccty,,z)(xi — xt)+ Q(xuyu zl){y2— yf) + B{x1,yx, *)(** — *1)
Tworzymy sume tych prac dla
wszystkich cieciw, a mianowicie:

n

Si = yh «)(«/+, — @) -f
I

+ (A8, 2yt —W+
-j- R{x,, yh Z\dH1—)
Dzielimy nastepnie tuk AD w roz-
maite sposoby na czesci tak, aby
dtugosci wszystkich tukéw czescio-
wych dazyly do zera; wtedy takze réznice spétrzednych dazg do zera.
Otrzymamy w ten spos6b cigg takich sum:
suS2ss,... S,,...
Granice ciggu tj*ch sum nazywamy pracg zmiennej sity wzdtuz drogi AD.
Aby wyznaczy¢ te granice, wezmy najpierw pod uwage sume, zto-
zong z dodajnikdw P (xt, yt, zj){xi+|— #a. Jezeli linja AD ma rdéwnania
y — f(x), z— g(x), to:
P(00,, Y., 2,) = P(X,, f(x,), g(Xij) = U(x,)

jako funkcja ztozona zmiennej xt. Sumy postaci:

JEP{xhy,, Z)(xI+, —x,) = JEU (X,)(xHL—x )
1 /-1
daza, jak wiemy, do cakki:
. b b . "
J U (x)dx—J P(x,f(x),g(x))dx = ] P(x,y,z)dx
a a Xd

Podobnie ma sie rzecz z dwiema pozostatemi czeSciami sumy SI} a wiec
ciag {¢y} tych sum dazy do catki krzywolinjowej:

L:f v>7) d("‘ 3dy+ ROQ>3CY)

Te catke krzywolinjowg moznaby uwazaé¢ wprost za definicje pracy.

Rozumowanie, oparte na réwnaniach y = f(x), z — g(x), zaktada, ze do kazdej
branej pod uwage odcietej x nalezy jeden punkt drogi AU (i podobnie dla y i z
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przy funkcjach Q{x,y,z), I(x,y,z)). W przypadku og6lnym nalezy przeprowadzi¢ cafe
rozumowanie, opierajgc sie na parametrowem przedstawieniu fuku AD. Wtedy, sto-
sujac twierdzenie o wartosci $redniej, otrzymujemy: »i+i —*/= a(i-qj) — x(ti) =
= X'(Tj)(ti+l — /) i dla tej $redniej wartosci ti trzeba bra¢ warto$¢ funkcji P, a zatem
wrl sumie S, wystagpig wtedy wyrazenia:

P(x{ri), y(ti), z(r/)) — U)= F(r)(</+1 —
Dalsze rozumowanie przeprowadza sie tak, jak poprzednio.

Przyktad.

Obliczy¢ prace, wykonang wzdtuz tuku AB przez site, zwrécong
w kazdym punkcie drogi do statego punktu i zalezng tylko od odlegtosci r
od tego statego punktu. Obieramy ten staly punkt za poczatek uktadu O.

Wyrazmy rownanie linji AB w formie parametrowej, uzywajac jako pa-
rametru odlegtosci r; a wiec:
X= (p(r), y= ijj(r), z= <)

Sktadowe sity F(r) w kierunku osi spot-
rzednych majg wartosci:

P(X,y,2) = F(r) cosa— F(r)

FOXK 0

i podobnie:
Q(x,y,z) = K(r), IH{x,y,2) = M(r)

a wiec zalezg takze tylko od r = MQ2—I*-j—22 Wobec tego praca wzdtuz

drogi AB ma wartosc¢:

L= | (H). B0+ kery. () « M) mC () dr=

AB

rB
=J mnar=J 1 ar
AB rA
Jezeli U(r) jest funkcjg pierwotng funkcji T(r), to:
L = U(rB- U(rA
Widzimy, ze w tym wypadku wartos¢ pracy, wykonanej po drodze AB,
zalezy tylko od odlegtosci punktéw koncowych tuku od statego punktu O,

a nie zalezy od ksztaltu drogi AB.
Przypadek ten odgrywa w fizyce nadzwyczaj wazng role.
13+
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Niechaj czytelnik wykona obliczenie pracy miedzy punktami A(a, b)
i B(x,y) lezacemi na ptaszczyznie (XY), w przypadku, gdy sita dziata

. m
wediug prawa Newtona, t j. F = —
m m
Wynik: L m m
Ly 2-F-y 2 - e N rA
Cwiczenie. Dla sity o sktadowych P — —vy, Q=x, Z= 0 obliczyé

prace od 4(0, 0,0) do 4(1, 1,0) po prostej AB i po pétkolu o Srednicy AB.
(Wynik L, = 0,L2= | jt, a wiec prace po tych drogach sg rézne).

18 Zastosowanie catek krzywolinjowych do proceséw termo-
dynamicznych.

W termodynamice charakteryzuje sie ,stan“ ciata jednorodnego
zapomocyg jego objetosci v i ci$nienia p, jakiemu jest poddane to ciato.
Te zmienne v i p sg ze sobg zwigzane pewnem réwnaniem, np. dla gazéw
doskonatych: pv = BT.

Jezeli poczatkowemu stanowi ciata odpowiadajg wartosci vipt, t. j.
cialo ma objeto$¢ u, i poddane jest ciSnieniu pu a nastepnie doprowa-
dzimy to ciato w jakikolwiek sposob do stanu (v2,p2), to zmieni sie w 0gol-

nosci ilos¢ ciepta, zawartego w tern ciele, o Q

i kaloryj. Uzyjmy do przedstawienia zwigzku

F miedzy zmiennemi v i p ukiadu spoétrzed-

nych (fig. 67). Punkt A odpowiada stanowi

A (w pj) a punkt B stanowi (v2,p2). Od punktu

A~ A do B mozna dojs¢ rozmaitemi drogami.

Tak np. tamana droga ACB oznacza, ze naj-

Fig. 67. pierw zmieniamy ci$nienie z py na p2 przy

statej objetosci u, a potem zmieniamy obje-

tos¢ do wartosci v2. Jezeli zmieniamy rownoczes$nie v i p wediug wzoru
pv= RT przy stalej temperaturze T, to punkt A porusza sie po tuku

ADB hiperboli rownobocznej (zmiana izotermiczna) a mozna sie tez po-
ruszaé po rozmaitych innych drogach: AEB, AFB i t. p. Bardzo wazng
kwestjg jest badanie, jak sie zmienia przy takich procesach ilo$¢ ciepta,
zawartego w ciele i jego energja wewnetrzna. Ot6z okazuje sie w ter-
modynamice, ze przyrost energji wewnetrznej u(v,p) ciata mozna wyra-
zi¢ zapomocg catki krzywolinjowej.

Tak np. dla drogi ADB otrzymujemy na ten przyrost energji wzor:

C{T,v)dTA-(I-p)dv)
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gdzie Cv oznacza ciepto witasciwe przy statej objetosci, a | ciepto utajone
(por. tom |, str. 360). Dowodzi sie, ze ta catka ma takg samg wartos¢
dla réznych drog, taczacych te same dwa punkty. Natomiast zmiane Q
ilosci ciepta mozna wyrazi¢ zapomocg catki krzywolinjowej z wyrazenia
d d

adv -j- adp -j-pdv czyli dn(v,p) -\-p ¢du, gdzie funkcja u(v,p) jest

energjag wewnetrzng ciata. Ot6z dla drogi np. ADB otrzymujemy:

Q=] (du(v,p) -fpdv)

Dla r6znych drég otrzymuje sie naog6t rézne ilosci ciepta.
Jezeli natomiast podzielimy wyrazenie, znajdujgce sie pod zna-
kiem catki, przez temperature T, ktéra jest funkcjg zmiennych v ip

(p. dla gazow doskonatych T — pj7\\-l§> otrzymamy catke krzywo-
lihjowa:

s _ frdu(v, p) -f pdv

- f i T(v,p)

Ot6z okazuje sie, ze warto$¢ tej catki krzywolinjowej nie zalezy od drogi
catkowania, a zalezy tylko od stanu poczatkowego A(vl)pl) i koncowego
B(v2,p2). Wyrazenie S nazywamy entropjg ciata (por. tom |1, str. 360).
Badanie tych dwoéch catek krzywolinjowych odgrywa zasadniczo wazng
role w termodynamice.

Catki krzywolinjowe znajdujg tez zastosowania w innych dziatach
fizyki, np. w hydrodynamice i w elektrodynamice.

m Zastosowanie catek krzywolinjowych do obliczania mo-
mentéw.

WyznaczaliSmy momenty statyczne powierzchni, ograniczonych zjed-
nej strony dowolnym tukiem, ktoryr proste réwnolegte do osi y-Ow prze-
cinajg tylko w jednym punkcie, a z innych stron rzednemi w punktach
koricowych +tuku i osig odcietych. OtrzymaliSmy przytem zupetnie inne
wzory na momenty statyczne wzgledem osi odcietych a inne wzgledem
osi rzednych. Uzywajac catek krzywolinjowych, mozemy wyrazi¢ jednym
wzorem moment powierzchni, zamknietej dowolng linjag a ponadto otrzy-
mamy zupetnie analogicznie wzory dla obu osi.

Obierzmy gesto$¢ statg: e = |I. Wtedy moment statyczny powierzchni,
zamknietej linjg | (fig. 68), wzgledem osi odcietych, ma wartosc¢:

b

b -
Mx:h\] yldx— J y dx
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jezeli y = yl(x) oznacza réwnanie luku ACB a y = y2(% luku AA)B.
Obydwie te calki mozemy jednak uwazaé za catki krzywolinjowe, a mia-
nowicie:

jix= [} y2dx — 1] yomx = | y-dx - [j'y 2dx
ACB ADB ACB"' BDA

Stad:
(146) — yidx= —\j y2dx

Znak — pochodzi stad, ze obiegajac linje | w porzadku A, C B, D, A,
mamy powierzchnie, zamknieta tg linja, po prawej rece.

Moment statyczny tej samej powierzchni wzgledem osi rzednych
ma wartos¢:

My= +f xidy — *Jx\dy =

a a
= K x2dy— [Mxidy= | xady
DBC DBCAD
a wiec:
b X (147) M. m Hfix %y
0

Otrzymalismy wiec dla obu momentow wzory, réznigce sie tylko znakiem
i przemiang liter. Podobnie dla momentéw bezwtadnos$ci powierzchni,
zamknietej dowolng linjg I, wzgledem obu osi, otrzymujemy przy uzyciu
catek krzywolinjowych dwa wzory:

(148) B. = i/ x3dld
0]
w ktorych sg tylko przemienione litery X, y a znaki zmienione.

8§ 245. Zastosowanie catek krzywolinjowych w teorji funkcyj
zmiennej zespolonej

Zbior wszystkich liczb zespolonych przedstawiamy graficznie zapo-
mocag punktéw plaszczyzny, zwanej ptaszczyzng liczbowg (Gaussa).
Kazdej liczbie zespolonej:

2= x -f-iy

1 Zasadnicze wiadomosci o zmiennej zespolonej sg podane w rozdziale kon-
cowym.
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przyporzadkowujemy punkt o spotrzednych x,y i odwrotnie kazdemu
punktowi tej ptaszczyzny o spo6trzednych x, y przyporzadkowujemy liczbe
zespolong z = x iy. WeZmy pod uwage jaki$ obszar (D) tej ptasz-
czyzny (fig. 69). Jezeli kazdej liczhie z — x -f-iy z tego obszaru przy-
porzadkujemy jaka$ liczbe zespolong u—

= P-\-iQ, to z nazywamy zmienng nieza-

lezng a u zmienng zalezng, czyli funkcja

tej zmiennej z i piszemy:

u= f(z)

Nie mozna poda¢ obrazu graficznego tej q

funkcji nawet przy uzyciu trzech osi spot- pjg. 09,

rzednych, albowiem do przedstawienia war-

tosci u= P 4-HQ trzebaby uzy¢ jeszcze dwoch osi (dwie sg potrzebne
dla z=x-\-iy\ a wiec mielibySmy do czynienia z przestrzenig cztero-
wymiarowg, niewyobrazalng.

Natomiast mozna interpretowac graficznie zwigzek u — f{z) miedzy
zmiennemi zespolonemi ti, z w inny sposéb, a mianowicie zapomocg od-
wzorowaniaptaszczyzny (X Y) na inng ptaszczyzne (P Q) (por. tom I,
§ 121, str. 364 i nast.).

Kazdemu punktowi 2 z obszaru (D), czyli kazdej parze liczb rze-
czywistych x,y, ktére sa spoOtrzednemi punktu tego obszaru, odpowiada
jakie$ rzeczywiste P i jakie§ rzeczywiste Q. A zatem P i Q sg funkcjami
rzeczywistemi dwoch zmiennych rzeczywistych x,y. A wiec:

u= f(z)= P{x,y) + iQ(x,y)
Zajmiemy sie tu zdefinjowaniem catki oznaczonej z funkcji f(z) zmiennej
zespolonej, branej po réznych drogach w granicach od z— zA do z— zB)
odpowiadajacych punktom A i B obszaru (D). Potgczmy w tym celu

punkt A z B dowolnym tukiem ACB, lezagcym w obszarze (%) i obierzmy
na tym tuku dowolng liczbe punktow zA= z}, 24zs,...zn znH= zB, 0 spot-
rzednych x1,xi,...xnH] .'/,,yf.yn+i- Utwdrzmy sume:

Pi=JEV )41 — «) = " { P {xK)YKAr iQ{xkyk){xk+-\-iyklIl— xk— iyk)
Al Al

to znaczy sume wyrazen postaci:
P{a>kPJk){Xk+1l— ®) — Q{xk, ,A)/A+i — 1K) +
+ Q[P(xt)yi)(yt+i — Un + (A® #*)@*+1— ®)]

Utwoérzmy nastepnie ciag S1,Si,...S/,... takich sum, obierajac przedziaty
czeSciowe zmiennych x iy tak, aby wszystkie dazyty do zera. Granice
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ciggu tych sum nazywamy catkg oznaczong funkcji f(z) zmiennej zespo-

lonej od z = zA do z— zIt po drodze ACB. Ta granica sktada sie z dwoch
catek Icrzyicolinjowych, a mianowicie:

(149) ] £(2) dz —] (P(x. /) dx — Q(x.y) dy) - i] {P{)y)dyA-Q{x.y) dx)

Warto$¢ takiej catki zalezy w ogdlnosci nietylko od granic catkowania
zA,zB, lecz takze od drogi, po ktérej catkujemy. Szczegllnie wazne sg
takie specjalne funkcje zmiennej zespolonej, ktdrych catki oznaczone nie
zalezg od drogi catkowania w pewnym obszarze.

Ustep II.
ROZNICZKOWANIE | CALKOWANIE CALEK WEDLUG PARAMETRU.

8 246. Calki pojedyncze z funkcyj dwoch zmiennych niezaleznych.

RozwazaliSmy dotychczas catki z funkcyj dwdch zmiennych x,y
w przypadku, gdy te zmienne byty od siebie zalezne, co prowadzito do-
catek krzywolinjowych. Obecnie oméwimy przypadek, gdy x iy sg zmien-
nemi niezaleznemi. Funkcje:

z= f{x,y)

mozna wtedy catkowa¢ wedilug jednej zmiennej, uwazajagc druga za moe
rametr.

Zatézmy, ze funkcja f{x,y) jest ciagta funkcjg dwdch zmiennych
w obszarze prostokatnym, t. j. dla x, zawartych w przedziale <at,
ay w przedziale <A, 62’>* Jezeli ustalimy warto$¢ y, to f(x,y) bedzie
ciagglta funkcja jednej zmiennej x, a wiec istnieje catka:

(@)

a wartos¢ jej zalezy od tego, jaka wartos¢ obraliSmy za y. Uwidoczni-
lisSmy to, kiadac te catke réwng jakiej$ funkcji g{y) zmiennej y. Jezeli
wiec a uwazamy za zmienng catkowania, a y za parametr, to ta catka
jest funkcjg parametru.

W interpretacji geometrycznej obrazem funkcji f[x.y) jest ptat
jakiej$ powierzchni nad prostokatem (fig. 70). Wartosci tej funkcji, odpo-
wiadajgce stale obranemu y, majg jako obraz linje AB, otrzymang przez
przekréj tej powierzchni zapomocag ptaszczyzny réwnolegtej do piasz-
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czyzny (XZ) w odstepie y. Warto$¢ g(y) catki (a) jest réwna polu prze-
kroju AB CD. Grdy zmieniamy to pole zmienia sie wedlug prawa g{y).
Zajmiemy sie wilasnosSciami tej

catki. | tak udowodnimy przede-

wszystkiem, ze catka (a) jest ciggtg

funkcjg parametru y, gdy f(cc,y)

jest ciggta w prostokgcie.

Dowdd. Tworzymy réznice:

9{y-\-K)-9{y)— f (f(x-.y+h)-t{v,y))dx
d

przyczem warto$ci y i 4+ & sg. wziete
z przedziatlu <&n &>. Na mocy wzoru (60), str. 79, jest:

+  —AWIN vy + K — f(x,y)\dx

Poniewaz funkcja /(jr,y) jest ciasta w calym obszarze zamknietym (w prostokacie),
przeto jest w nim jednostajnie ciggta. Do kazdej dodatniej liczby s mozna zatem dobra¢
takie 6, zalezne tylko od e a niezalezne od x,y, ze dla wszystkich jft] < d jest:

\FE* 3+ h)—f(x, y)| < s

Wobec tego:
a%
(b) \9(p+ V) — g(y)\ <Jedoc = efa2— al)= ¢,
ol
Do kazdego e, mozna wiec dobraé takie <§ ze dla wszystkich |/i] % spetnia sie ta

nierébwnos$¢, a to dowodzi, ze 9 (X)) jost ciagta funkcjg parametru y w przedziale

Przyktad. Scatkujmy wedtug zmiennej x od 1 do 2 funkcje
/(a;,y) = xy. Jest ona ciggta np. w prostokacie, okreslonym warunkami:
1sS 552, — 2™ yn™ -f2

Otoz:
xrH

xy dx = ' dla J==— 1
/ y y ~hi v+ 1

logx | = log2 » W= —1

MoglibySmy mied watpliwosé, czy funkcja g(y), okreslona temi dwoma
wzorami, jest ciagta dla y — — 1. Otdz ta ciggto$¢ wynika z dowiedzionego
twierdzenia. Mozemy to zresztg sprawdzi¢ takze bezposrednio, obliczajac
przy pomocy reguty Hospitala:

I A O T S log?2

y->-i y -j-1 i
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A wiec funkcja g(y) dazy do log 2 przy y—=—1 i osigga te wartos¢
dla y = — 1, a zatem jest ciggta w punkcie y = — 1
Zbadajmy teraz:
"i
j y)dx
d
gdy f{x,y) jest w danym prostokacie nieciggta lecz ograniczona i posiada
skoriczong liczbe linij nieciagtosci, dajacych sie zamkng¢ w obszar o do-
wolnie matem polu, wzdtuz ktérych posiada funkcja skonczone skoki.
Wyjasnimy ten przypadek poglagdowo. Niechaj np. powierzchnia
0 réwnaniu z — f(x, y) posiada jedng linje przerwy, jak na fig. 71.
Ot6z funkcja:

@ y(y) — THx, y) dx
il

przedstawia dla kazdego y pole przekroju bryty, uwidocznionej na ry-
sunku, ptaszczyzng rownolegtg do (Z X), w odstepie y od tej ptaszczyzny.
Na figurze zacieniowano jeden taki przekrdj, nalezagcy do y = yl Jak-

kolwiek linja GFED, ograniczajgca ten przekroj z jednej strony, nie jest
ciggta w punkcie E. to jednak jego pole ma skoriczong, oznaczong war-
tos¢, wyrazong zapomocg catki uogdlnionej (a).

Gdy zmieniamy vy, to przechodzimy do coraz dalszych przekrojow.
Zmiana wielko$ci pola odbywa sie przytern w sposob ciggty, a wiec g{y)
jest ciggta funkcjg zmiennej vy.

Jezeli linja przerwy przebiega réwnolegle do ptaszczyzny (ZX), jak
na fig. 72, to przekréj zmienia sie w sposob ciagty tak diugo, az doj-
dziemy do linji przerwy. W tem miejscu nastepuje skoriczony przyrost
przekroju o AA'B'B, a wiec skoriczony skok funkcji g{y).
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§ 247. Rézniczkowanie catek wiasciwych wediug parametru.

Udowodnimy prawdziwo$¢ nastepujgcego twierdzenia o rozniczko-
walnosci funkcji g(y). Jezeli funkcja f{x,y) jest ciagta w prostokacie,
okreSlonym warunkami a, fS @< ai, b, < ¥SSbz i posiada czgstkowg po-
chodng fy(go,y) ciagta w tym prostokacie, to catka (a) posiada pochodna
wedtug parametru y, a oblicza sie te pochodna, rdzniczkujgc wedtug tego
parametru funkcje podcatkowa.

Twierdzimy wiec, ze przy tych zatozeniach zachodzi wzér:

(150)

Ten wzOr na rozniczkowanie catki wedlug parametru nazywamy reguig
Leibniza.

Dowdd. Chodzi nam o pochodng funkcji okre$lonej wzorem (a) na str. 200.
lloraz réznicowy ma warto$¢:

Chodzi o obliczenie granicy wyrazenia A{h), gdy h—0.
Stosujac do funkcji podcatkowej twierdzenie o wartos$ci $redniej, otrzymujemy:

Przedstawiamy te catke w postaci:

Do kazdego £ mozna wiec dobraé¢ takie S, ze dla jA| <<5 speinia sie ta nieréwnos¢.
To za$ znaczy, ze:

czyli:

c. b. d o
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Przyktad. Nietrudno jest obliczy¢ warto$¢ catki:

X

9ia) = f Przy a>"°

0

Stosujac mianowicie podstawienie t= e , sprowadzamy jg do calki
1 K«

z i otrzymujemy:

X
/1\ C dx 1 .X
A J*+;=n 8W

Parametrem jest w tej catce a (trzeba wiec we wzorze (150) zastgpié¢ y
literg a). Funkcja podcatkowa —r— jest ciggtg funkcjg dwoéch zmien-
X "p* @

nych x, a w kazdym prostokacie o dodatnich a, a takze jej czastkowe
pochodne wszystkich rzedéw wediug tej zmiennej a s ciggte w kazdym
takim prostokacie. Mozemy wiec do tej catki zastosowac regute Leibniza
rézniczkowania wedtug parametru. Otrzymujemy w ten sposoéb:

1 f  dx d (1 X\
'6] (x*+a)*~ fa(\raarcg]{W

ogdlnie:
- O_, »=iv. dx d"1 /1 R \
6 (o-(vyf gp

W ten sposob ze znanej catki (A) otrzymujemy szereg trudniejszych,
bardziej skomplikowanych catek, nie wykonujgc zadnego catkowania,
tylko rézniczkowanie. Otrzymany wz6r (B) jest zwieztem ujeciem wyniku

catkowania funkcji f 9 j , ktory to wynik otrzymaliSmy na str. 28
\x ~T a)
w bardzo zawitej postaci, opierajagc sie na wzorze redukcyjnym. Niechaj

czytelnik wyprowadzi w podobny sposéb z prostej catki:

X'dx= . ;
a4 1 przy a;>0
0
wzor:
T e R
af(log x)" dx = (a+ 1)

podajacy wartos¢ dosé¢ skomplikowanej catki.
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Regute Leibniza rozszerzymy takze na przypadek, gdy granice
catki sg zalezne od parametru, t. j. na catki postaci:

Zalézmy, jak poprzednio, ze f(x,y) jest ciggta i ma ciggta pochodng fy
w prostokacie ax”™ x fSa2 bxSi/$ii, a ponadto, ze ¢05Sflily) «2
Jglra 2 a2 i ze pochodne a[(y), d2{y) sa ciagte w przedziale <J)U b2*>.

Przypadek ten sprowadzimy do poprzedniego, wprowadzajgc za x
nowg zmienng £ zwigzang z *,y wzorem: x = ax(y) -(- (a2(y) — ax(y)) t.
Dla x — ax(y) jest t= 0 a dla x=a 2{y) jest t= 1. Otrzymujemy wiec
catke o statych granicach, niezaleznych od parametru vy:

(0]

Do tej catki stosujemy reguie Leibniza z wzoru (150) i otrzymujemy:

czyli:

(151) g{y)=f fy{x,y)dx-)r f{a2(y),y)¢ —fiai{y\y)"

Przyktady.
1) Obliczy¢ pochodng catki:

0

ewedlug parametru y. Stosujagc wzor (151), otrzymujemy:
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2) Dana jest calka:

(M) g(y) = Fn(y) = dx
0

przyczem zaktadamy, ze /"(a) jest funkcjg ciggla.

Obliczyé (« -f- 1)-sza pochodng tej catki oznaczonej wedtug zmien-
nej y. Z wzoru (151) otrzymujemy:

W m IW- . . o0

=} 10 tr Ax)dx
A wiec:
_ ) Ny) = M-idy)
Stad otrzymujemy kolejno:
9"t)) = Fn-i{y) it d.
a ostatecznie:

Z'(IN=f'o(y)==f m dx
Wreszcie: °

p('+»(y) = /(y)

Zatem funkcja g(y) ma te wilasnos¢, ze jej (w-(-I)-sza pochodna ma
warto$¢ f(y). (Zarébwno sama funkcja g(y) jak i jej pochodne az do «-tej
wigcznie majg warto$¢ 0 dla y — 0, albowiem wtedy gdrna granica
catki jest réwna dolnej). A zatem jezeli scatkujemy dowolng funkcje
ciggta f{y) (n -J- )-krotnie, to otrzymany wynik mozna przedstawic
w postaci zwykitej, jednokrotnej catki, uzywajgc wzoru (M).

§ 248. Catkowanie catek wiasciwych wedtug parametru.

WykazaliSmy juz (w § 246), ze catka:
-

J fix,y)dx = g@y)

jest ciagta funkcjg parametru vy, jezeli funkcja f{x,y) jest ciggta w pro-
stokacie. Wobec tego istnieje catka z tej funkcji weditug zmiennej v.
Wykazemy, ze te catke mozna obliczyé, wykonujac catkowanie wedtug y
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pod znakiem catki, odnoszacej sie do zmiennej x. Innemi stowami twier-
dzimy, ze prawdziwy jest nastepujacy wzor:

(152)

Jezeli wiec mamy catkowac funkcje ciggtg dwdch zmiennych ®y w sta-
tych granicach, najpierw wedlug x a wynik wedtug y, to mozemy prze-
mieni¢ porzadek catkowania, t. j. catkowa¢ najpierw wedtug y a potem
wynik wedtug x.

Dowod.

Wezmy zamiast stalej g6rnej granicy catkowania zmienng gra-
nice b i obliczmy pochodne obu stron wzoru (152) wedtug b. Ot6z dla:

b aj
h(b) = »J D f(x, y) dx] dy

bi a,

pochodng jest, jak wiadomo, funkcja podcatkowa, w ktdrej zamiast y
wstawiono te go6rng granice b, a wiec:

h'b) =] f(x, b) dx
4
Dla drugiej strony wzoru (152), t. j. dla:

ai b
He) :J [Jffa y) dyj dx
a, b,

tworzymy pochodng wedtug requty Leibniza, a wiec:
aj b a
k'(by = f (jbf y) dy] dx = j*f{x, b) dx
< bt a,
Poniewaz h'(b) = k'(b), przeto te dwie funkcje moga sie rézni¢ tylko
o statg liczbe, a wiec li(b) = k{b) -f- C. Aby wyznaczyé¢ te stalg, potézmy
b— by. Wtedy h{by)= 0 i k[bf) = 0 i zostaje 0= 0-j-C, a wiec C=0.
Zatem:
h(b) = k(b)

dla wszystkich b z przedziatu &)>. Podstawmy b — bit to otrzy-
mamy h(bi) = k{b2), a to jest wtasnie wzor (152), napisany w skrdceniu.
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Przyktad.
Obliczy¢:

J=y ~JX%ydxj dy, przyczem a> 0 i b> 0.
0
Catkujac najpierw wediug ® a potem wedlug y, otrzymujemy:
[x ax — "
J y+ 1 y+1

a wiec:
. b_+i
i=f dv=losty+ 1) = log 74

Ten sam wynik musimy otrzymaé, catkujgc w porzadku zmienionym,
a wiec:

0 a

Catka wewnetrzna ma.wartosé:

b y—b
X —X
[xydy = 2%V =
J yey log* log®
a wiec:
xu—X (Jx— Iogb-_(_ L
H ' logx a 34

OtrzymaliSmy w ten sposdb warto$¢ catki oznaczonej z takiej funkcji,
ktdra sie nie da scatkowac elementarnemi metodami, a mianowicie z funkcji:

Xo — X
log®

§ 249. Roézniczkowanie i catkowanie catek niewtasciwych wedtug
parametru.

Reguty rézniczkowania i catkowania catek oznaczonych wedtug
parametru wyprowadziliSmy tylko dla calek witasciwych. Najwazniejsze
sg jednak witasnie catki niewfasciwe, zalezne od parametru. Do takich
catek nie zawsze stosujg sie powyzsze reguty, jak to zobaczymy z naste-
pujacych przyktadow.
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1) Okazemy (na str. 215), ze istnieje catka niewtasciwa:
o))
.. ¢'sin yx ,
9{y)=J -~~"rdx”""n dla y > 0.
0
Pochodna jej g'(y), jako pochodna statej liczby ~n, ma warto$¢ 0.
Gdybysmy jednak prébowali obliczyé te pochodng zapomocg reguty
Leibniza, to otrzymalibySmy:

fo (X /OO(ISM dx

Aby wyznaczy¢ te catke niewtasciwg, obliczamy najpierw:
a
3 "cos (yx) dx = sin (yx) sin ya

X~0

Ta funkcja nie dazy do zadnej granicy przy a dazacem do oo, lecz
oscyluje pomiedzy —ii -J-i. A wiec nie otrzymaliSmy prawdziwej

wartosci g'(y), zatem reguty Leibniza nie mozna stosowaé w tym

przypadku.
2) Podobnie ma sie rzecz z catkowaniem catki oznaczonej wedtug

parametru. W catkach niewtasciwych nie zawsze mozna zmieniaé po-
rzagdek catkowania. WeZmy pod uwage catke:

— X 1

0 ®+ y)Z% (I+y)s

Funkcja podcatkowa jest tu nieciggta dla x = 0, y = 0, a wiec jest to
catka niewlasciwa.
Scatkujmy ja wedtug parametru y od 0 do 1. Otrzymujemy:

0 o0
Zmieniwszy za$ porzadek catkowania, t. j. catkujgc funkcje podcatkowgq
najpierw wedtug parametru y, otrzymujemy:

i i i
1

f{fC+W BDI=FiTTAIX 140

a wiec wynik fatszywy.
Aby zatem do catek niewtasciwych mozna stosowac takie reguty
rézniczkowania i catkowania wedlug parametru, jak dla catek wiasci-

Hachnnek rézniczkowy i catkowy. T. 2. i
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wych, nie wystarcza, aby te catki istniaty, czyli aby byty zbiezne. Oka-
zemy natomiast, ze wystarczy, jezeli te calki sg zbiezne w pewien szcze-
golny sposob, a mianowicie, jezeli sg jednostajnie zbiezne.

Catke niewtasciwag:

/f(x,y)dx

nazywamy jednostajnie zbiezng w jakim$ przedziale zmiennej y, jezeli
do kazdej dodatniej liczby e da sie dobra¢ taka liczba Nx(e), zalezna
tylko od £ a niezalezna od /, ze:

[00]
l3>f{x, y) dx < e
dla wszystkich N >-  (e).
Poniewaz:
[e0] (00]
J f{xy)dx= f y )dx+ f fix;y)dx
a a N

przeto ten drugi dodajnik mozna uwaza¢ za rodzaj reszty RN, otrzyma-
nej z danej catki niewtasciwej w granicach od a do oo, gdy z niej
opuscimy cze$¢, wzieta w granicach od a do N, przy odpowiednio wiel-
kiem N. Ot6z zbieznos¢ jest wtedy jednostajna, gdy sie da dobraé takie Nt,
wspdlne dla wszystkich y, by owa reszta byta dowolnie mata, gdy NA>Nt.
Podobnie okreslamy jednostajng zbieznos¢ dla takich catek niewtasciwych,
w ktérych funkcja podcatkowa wzrasta nieograniczenie. Gdy np. takim
punktem nieciggtosci jest g6rna granica a2 catki:

&%

rf{x, y) dx

R
to catke nazywamy jednostajnie zbiezna, jezeli do kazdej dodatniej
liczby e da sie dobraé takie dodatnie <Gi(e), zalezne tylko od e a nieza-

lezne od vy, ze:

L ifp<, y) dx
<4

dla wszystkich 0, spetniajacycli warunki:
0<d< ¢ce)

Nietrudno okaza¢, ze jednostajnie zbiezna catka niewtasciwa z funkcji
ciggtej jest ciggta funkcjg parametru.
Jednostajng zbiezno$¢ catki niewtasciwej mozna czesto rozstrzygnaé
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zapomocg nastepujacego kryterjum. Jezeli istnieje taka dodatnia funkcja
(p{a?), niezalezna od parametru vy, ze:

w \f{a},y)\*q>{x)

dla wszystkich x > a, a b1~ y 6S i jezeli istnieje catka:
@
|
(1 J 0 dx
m a
to ca’fka\] f(x, y) dx jest jednostajnie zbiezna.

a

Dowdd. Wskutek zbieznosci catki (1) mozna dobra¢ do kazdej dodatniej liczby e
taka liczbe W,, zalezng oczywiscie tylko od e, ze dla W > W, jest:
@

Pp(x) dx < E
7
W skutek nieréwnosci (1) jest jednak:

f(x,y)dx

a wiec spetnia sie warunek jednostajnej zbieznosci (albowiem N, (e) nie zalezy od Y).

Przyktady.
()]

1) j'c *cos (yx) dx
0
jest jednostajnie zbiezna, bo:

\e~* cos(y®))| e~X

00

a catka je ~xdx istnieje (jest rowna 1).

Jezeli bowiem obierzemy dowolng liczbe statg i#> O i bierzemy
pod uwage y )> I: to:

If((DwI: B¥< BX= 9@

a ponadto istnieje catka:

. . iy o 11
j q>(x)dx=]'e~lxdx—%Z S0 i
-0
14*
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Jezeli catka niewtasciwa z funkcji ciagtej f(x,y), zalezna od parametru,
jest jednostajnie zbiezna, to mozna zmienia¢ porzadek catkowania, t.j. mozna
catkowa¢ wedtug parametru pod znakiem catki i otrzymuje sie catke,
ktéra jest takze jednostajnie zbiezna.

Dowod. W catce:
2] 00

I= ( f/mgy) dy

roztbzmy wewnetrzng catke w nastepujacy sposob:

00 N 00 N
() J f{x,y)dx = j'f(x, y)dx-\-Jf{x, y)dx = I f(x,y)dx -j- rN(y)
a a N a
Wtedy:
b N o]

I==f ( f W.y)dx)dy + frAi) dy

bi a b\
W pierwszej calce, ktora jest catkg witasciwg, mozna zmieni¢ porzadek
catkowania, a wiec:
N b> %)
i f ydy)dxdrf T dy
a o
Wskutek jednostajnej zbieznoSci catki (c) jest |»v(")|[<CE£ przy odpo-
wiednio wielkiem N, a wiec:

N bt

- £ [ f/(«,y)dyjdx

a bi

To dowodzi, ze dla N —o00 catka, wystepujgca w tym wzorze, dazy do |
(i to jednostajnie) a wiec:

I ==Ji~J f{x,y)dy)dx
a bi
Widzimy wiec, ze te samg warto$¢ catki | dostajemy, gdy zmienimy

porzadek catkowania.

Podobnie dowodzi sie tego twierdzenia dla takich catek niewtasci-
wych, w ktérych funkcja podcatkowa wzrasta nieograniczenie dla skon-
czonych wartosci x.

W podobny spos6b rozszerzamy na catki niewtasciwe regute Leib-
niza, dotyczacg rozniczkowania catki wedtug parametru.
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Jezeli funkcja /(a?,y) i czastkowa pochodna — sg ciagte w prze-

dziale bt y <L bi} oraz dla xj> a i jezeli cafki:

00 co

Ww=f 2 ) i %)= y) dx

a a

sg jednostajnie zbiezne, to:

00

g'(y) =y £(»,2)dx

a

Doiodd. Wedtug twierdzenia o catkowaniu wedtug parametru mamy:

y 00 00 y

y
\] % ) ¢2/:J[ny(x,y)dedy= J~Jfy{x, y) dy) ete

b\ a a bi

Catka wewnetrzna ma wartosc:

Ity y)dy = /(«,y) —/(*,

A wiec:

/ My) dy = T 1(x, y)dx —] f(x, bf) dx —y(y) — m

P a a

Poniewaz A(i/) jest funkcjg ciggta, wiec istnieje pochodna lewej strony

i otrzymujemy:
Hy) = g{y)

czyli:
y'(y):J fy{x,y)dx c. b d o

Podobnie dowodzi sie reguty Leibniza dla innych typdw catek nie-
wiasciwych.

Przyktady.

1) Catka niewtasciwa:

(a) f e yedx

jest jednostajnie zbiezna dla y*>1j> 0, jak to mozna wykaza¢ w sposob
podobny, jak w przyktadzie 2 na str. 211, powotujac sie na to, ze:

50

cyidx —
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(por. str. 114, wzér (76)). Uzywajac podstawienia yx* — 2!, obliczamy

wartos¢ catki (a), a mianowicie:

jle~yi'dx = 4\n y~ «
‘o
Rézniczkujemy te catke wedtlug parametru y i otrzymujemy warto$¢
bardziej skomplikowanej catki:
I x2e~y*dx — Vv)n |y
0
Rézniczkujgc catke (a) w-krotnie? otrzymujemy ogélny wzor:

Mozna dowie$¢, ze wszystkie otrzymane catki sg jednostajnie zbiezne,

a wiec stosowanie reguty Leibniza byto dozwolone.
2) Chcemy wyznaczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej:

sinz .
z
0

Dojdziemy do niej, stosujac szereg przeksztatcen do catki niewtasciwej:

00

e~xcos (yx) dx

ktérej warto$¢ mozna wyznaczy¢ elementarnemi metodami catkowania,

znajdujgc catke nieoznaczong (por. str. 27, przykiad 14).
Otrzymuje sie:

f ecos(yx) dx =

Scatkujmy obie strony od, 0 do y wedlug parametru y. Poniewaz ta catka

jest jednostajnie zbiezna (por. przykiad 1 na str. 211), przeto mozna wy-

kona¢ catkowanie pod znakiem catki. Otrzymamy w ten sposéb nowg

jednostajnie zbiezng catke:

0o

/ %Lnx(—)—/—)g’—dx = arctgy
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Stosujac raz jeszcze catkowanie wedtug y od 0 do y, otrzymujemy po
wykonaniu prostych rachunkéw:

N L= oS0 4y _y aretgy — 4 log (1 -F- y2

WprowadZmy nowg zmienng z = Xy, przyczem y > 0, to otrzymamy:

ey 1 — cosz dz= arctgy __log(1-1-w2)

0° )

Dla y —00 otrzymujemy stad:

Zastosujmy do tej catki catkowanie ,per partes“, ktadac 1— cosz = w,

0 dv, a wiec du= sinzdz. v= -—

Otrzymamy:

(153)

Catki tej nie mozna wyznaczy¢ elementarng drogg zapomocg catki nie-
0znaczonej.

Interesujacy wynik otrzymuje sie, wprowadzajagc w te catke para-
metr a zapomocg podstawienia z — ax. Otrzymuje sie rdzne wartosci,
zaleznie od tego, czy ten parametr ma warto$¢ dodatnig, ujemng czy tez
zero. | tak dla a > 0 otrzymujemy:

sin ax

| f x dx — kn (a> 0)

Dla a < 0 otrzymuje sie:

- 00

sin ax )
/ —dx = I-n
X 1
poniewaz przy z —>-f- 00 mamy x —— 00. Wprowadzajac za X zmienng

— X, otrzymujemy:

sin ax
— 2 dx= —n («< 0)
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Wreszcie dla a — O jest funkcja podcatkowa stale zerem, a wiec:

J sinjz® *x _ q a 0)

0
Mamy tu interesujacy przyktad funkcji nieciggtej, podanej jednym wzorem:

co

r sin ax
m :O] ~— IX
ktéra dla a> 0 ma warto$¢ 4n, dla a= 0 warto$¢ 0, a dla a =0
warto$¢ — 4w a wiec ma w punkcie a — 0 skonczony skok.

Ustep III.
CALKI PODWOJINE.

§ *250. Catka podwoéjna po prostokacie.

Zajmowalismy sie juz w § 248 calkowaniem funkcji z = f(x.y)
dwoch zmiennych niezaleznych wedtug obu tych zmiennych. | tak cat-
kowalismy najpierw wedtug zmiennej x, uwazajac y za parametr, a otrzy-
many wynik g{y) catkowaliSmy nastepnie wedtug zmiennej y i otrzy-
malismy:

b, a,
@) 1= f{x.y)dAdy

b, a.
Dogodniej jest pisa¢ to wyrazenie bez klamer, a mianowicie w postaci:
h a
(b) I=f fffay)dxjiy
4

Zaktadalismy przytem, ze funkcja f(x,y) jest ciggta w prostokacie P,
okreslonym zapomocg warunkow: b<y<ob

Catkowania te mozna wykonaé¢ takze i wtedy, gdy funkcja f(x,y)
nie jest ciggta w catym prostokacie P, lecz jest w nim ograniczona i po-
siada skoniczong liczbe linij nieciggtosci, dajacych sie zamkngé w obszar
o dowolnie matem polu. WidzieliSmy bowiem w § 246, ze wtedy funkcja
gly), otrzymana przez pierwsze catkowanie, a mianowicie wedtug zmien-
nej x, jest albo funkcjg ciggta zmiennej y, albo posiada skoriczong liczbe
skonczonych skokow, a zatem jest w kazdym razie funkcjg catkowalng
wedtug zmiennej y. A wiec catka I, wyrazona wzorem (), istnieje takze
w tym ogo6lniejszym przypadku.
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Catke, otrzymang przez dwukrotne catkowanie funkcji dwéch zmien-
nych, najpierw wedtug jednej od a, do a2, a nastepnie wedlug drugiej
zmiennej od bt do bt) nazywamy catkg podwdjnag z tej funkcji po
prostokacie P, okreSlonym warunkami aA'¢jx fjja2 i b, y< b9

Zobaczymy w dalszym ciggu (w 8 251), ze warto$¢ catki podwoj-
nej nie zalezy od tego, w jakim porzadku wykonujemy catkowanie, gdy
tylko funkcja spetnia wyzej wymienione warunki ciggtosci. Dla funkcyj
f(x,y) ciagtych dowiedliSmy tego juz w § 248 (por. wzdér (152)). Dla-
tego to w definicji catki podwdjnej nie wspominaliSmy nic o porzadku
catkowania. Krdtko oznaczamy taka catke symbolem:

lub

Wykazemy, ze do catek podwdjnych po prostokacie odnosi sie podobne
hoierdzenie o wartosci $redniej jak do catek pojedynczych. | tak niechaj m
oznacza kres dolny a M kres gérny wartosci funkcji f(x,y) w calym
prostokacie P. Z twierdzenia o wartosci S$redniej dla catki pojedynczej
(8 215, wzo6r (47)) wynika:

m(a2—aj):S f(x,y) dx M{a2 — al)

Scatkujmy te nier6wno$¢ wedtug zmiennej y w granicach od bi do 62,
to otrzymamy:

Oznaczajac literg P pole danego prostokata, otrzymujemy stad:

Dobierajac odpowiednio liczbe y, posrednig pomiedzy m a M i uzywajac
skroconego oznaczenia (c), otrzymujemy stad wzor:

(155)

Ten wzdér wyraza twierdzenie o wartosci $redniej dla catki podwdjnej
o statych granicach catkowania czyli po prostokacie.
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Whniosek. Jezeli funkcja f(x, y) jest nieujemna w catym prostokacie,
to takze fi~ 0, a wiec wedtug wzoru (155) takze catka-po prostokacie
z tej funkcji jest nieujemna. Stad wynika, ze jezeli w catym prostokacie
warunek f{x,y) fS g{x,y) spetnia sie dla dwoch funkcyjna;,y) i g(x,y).
to takze:

I I fix,y)dxdy <Lj j g{x, y) dx dy
® \p)
Jezeli f{x,y) jest funkcjg ciggtg w danym prostokacie, to przyjmuje
te warto$¢ posrednig fi w jakim$ punkcie tego prostokata, np. w punkcie
0 spbtrzednych (£, rf). Wtedy wzdr (155) przyjmuje postac:

(156)

Wartos$¢ fi, obliczong z wzoru (155), nazywamy S$rednig (catkowg) war-
toscig funkcji fix, y) w prostokacie P.

Latwo jest dowieS¢, ze jezeli podzielimy prostokagt P prostg row-
nolegtg do osi a>6w lub y-6w na dwa prostokaty Pl i P2, to catke po
catym prostokacie mozna przedstawi¢ jako sume catek po prostokatach
sktadowych, a mianowicie:

(157) f f f{x,y)dxdy = \J ff[x,y)dxdy + | J f{x, y) dx dy

\P) (PO (Pi)
Twierdzenie to odpowiada twierdzeniu o addytywnosci catki pojedynczej,
poznanemu w § 214.

§ 251. Sumowa definicja catki podwojnej o statych granicach.

Opierajgc sie na twierdzeniu o wartosci $redniej, zbudujemy nowg
definicje catki podwojnej, analogiczng do podanej w § 222 definicji catki
pojedynczej, a mianowicie okre$limy te catke jako granice ciggu pew-
nych sum.

WeZzmy pod uwage catke: f

i?7 o
I = f Jf{x, y) dxdy
Q
z funkcji 2= f{x,y) ciagtej w prostokagcie ABCD (fig. 73) o polu P.
Obrazem tej funkcji jest ptat powierzchni, w ogo6lnosci krzywej, wzno-
szgcej sie nad tym prostokgtem. Podzielmy przedziat <Cal,a2'j> na do-
wolng liczbe czesci, np. na w, czesci, punktami xu B, x,, ..., a prze-
dziat <bu bs> na m, cze$ci punktami vy,, yt,y" ..., ym_j.
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Oznaczmy ponadto a, = x0, a®»— x", bl=y0, b2=y mi.

Przez punkty podziatu wykresimy rownolegte do osi X i Y, to
prostokagt ABCD rozpadnie sie na kratke drobniejszych prostokacikow.
Oznaczmy przez pjP pole prostokata,
zawartego miedzy prostemi:

X = X,, X—xI+,, y = yt, y = ykH

Catke podwojna po caltym prosto-
kacie mozemy przedstawi¢ jako
sume catek po tych wszystkich
prostokatach sktadowych (w mysl
wzoru (157)). Zastosujmy do kazdej
takiej catki sktadowej twierdzenie
0 wartosci Sredniej. y
Niechaj ni¢ i oznaczajg
najmniejszg i najwiekszg wartos¢
funkcji /(&,y) w obrebie prostokata pjp, to twierdzenie o wartosci $red-
niej dla catki po tym prostokgcie ma (wedtug wzoru (154)) postac:

a4 474
p$ tzzf f A*. H)dxdy<L

Fig. 73.

Utworzywszy te nieréwnosci dla wszystkich catek sktadowych, sumujemy
je stronami i otrzymujemy ostatecznie:

m—1 «1—1 £3 @11 «1-3
() Si A foA y)dxdy<ld Mftpft= S,

*-0 i-0 B, a, *-0 /-0
ZamkneliSmy w ten sposdb catke podwojng miedzy dwie sumy; nazwijmy S
sumag dolng a St suma gorng. Sumy te oznaczamy tez krécej symbolami:

Pk i
© ©
Tworzymy nastepnie przez dalsze podziaty caty cigg {sp} takich sum
dolnych i cigg {Sp} sum gérnych w ten sposéb, aby przekatna najwiek-
szego z prostokatow skiadowych w kazdym podziale dazyta do zera.
Okazemy, ze wtedy obydwa ciagi {sp} i {S,} dazag do wspOélnej granicy,
a mianowicie do catki podwdjnej po prostokacie ABCD.

Dowod.
Zbadajmy réznice pomiedzy dowolng sumg gdérng Sp a dolng sp:
b e VARRVAR
(1) Sp 'y YMWM - y ymrvr =y yw - <>)N>

AO /-0 A-O /-0 A-0 /-0
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Okazemy najpierw, ze ta réznica dazy do zera, t. j. ze do kazdej dodatniej liczby £
mozna dobra¢ takie A, ze dla wszystkich p j> N jest |Sp—sp|= Sp—sp<[e | tak
dzielgc prostokat P na odpowiednie mate prostokaty (co uzyskamy, biorgc p wieksze
od odpowiednio dobranego N), mozna uzyskaé, ze réznica miedzy najwiekszag a naj-
mniejszg warto$cig funkcji ciagtej f(x,y) bedzie w kazdym prostokacie sktadowym

mniejsza od dowolnej zgory podanej liczby dodatniej, a wiec takZe mniejsza od

Wynika to z jednostajnej ciggtosci tej funkcji w prostokacie P. A wiec:

M® — mit> < j dla p> N

Wobec tego:

A0 /-0

Ale suma podwdjna wszystkich prostokatéw pffi daje caly prostokat P, a wiec:
\SP- s p\< ~.P=c¢

Z wzoru (), a raczej z odpowiedniego wzoru, napisanego dla sp i Sp, wynika, ze:

a wiec:

Podobnie:
® o»

a wiec takze:

Na podstawie dowiedzionego twierdzenia mozemy podac takze naste-
pujaca definicje catki podwdjnej:

ccolka podwdéjna o statych granicach catkowania jest to granica
ciggu takich sum dolnych lub gérnych, w ktorych przekgtna najwiekszego
prostokata sktadoicego dazy do zera\ sume dolng (gérna) tworzy sie, dzielgc
dany prostokat na dowolng liczbe prostokagtéw zapomoca prostych row-
nolegtych do osi spotrzednych, mnozac pole kazdego skitadowego prosto-
kata przez najmniejsza (najwiekszg) warto$¢ funkcji w tym prostokacie
i dodajgc do siebie wszystkie otrzymane w ten sposdb iloczyny.
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Zamiast najmniejszych lub najwiekszych wartosci funkcji mozna
uzy¢ do definicji catki takze wartosci funkcji w dowolnym innym punk-
cie wk)tego prostokata sktadowego. Albowiem:

A (L, vik) A MK

a wiec i kazda suma, utworzona przy pomocy tych wartosci posrednich,
zawiera sie stale pomiedzy odpowiedniag sumg dolng i go6rng, a zatem
dazy do tej samej granicy. Stad wynika, ze takze cigg sum posrednich:

mp~1 nP~I
S, = m t\ rf$)PW

A-O 1-0

dazy do catki podwojnej o statych granicach catkowania.

UzywaliSmy w naszych rozwazaniach podwdjnych sum i podwdjnych
wskaznikéw i i k, aby uwydatni¢ ich zwigzek z catkg podwojng. Mozna
jednak takze ponumerowa¢ wszystkie prostokaciki sktadowe, uzywajac
tylko jednego wskaznika, np. r, przebiegajagcego kolejne liczby szeregu
naturalnego od 1 do Np— m en i przedstawi¢ sumy sp, Stn Sp zapomocg
sum pojedynczych postaci np:

sp VAP B

Wszystkie wyniki, uzyskane w tym paragrafie, odnoszg sie, jak to zaraz
zobaczymy, takze do funkcyj f(x, y) nieciagtych, lecz ograniczonych, po-
siadajacych skornczong liczbe takich nieciggtosci, ktore sie dadzg zamkngé
w obszar o dowolnie matem polu.

I tak dla funkcyj nieciggtych nie wszystkie réznice — mjr), figurujagce we
wzorze na Sp—sp, dadza sie uczyni¢ dowolnie matemi. Jezeli bowiem prostoka-
eiki pffl zawierajg czesci linij przerwy (jak na fig. "2, str. 202), to réznice miedzy
najwieksza a najmniejsza wartos$cig funkcji f(x, y) w takich prostokgcikach nie beda
dowolnie mate, lecz beda réwne skokowi funkcji (np. odcinkowi CC' na fig. 72 w oto-
czeniu punktu D). Podzieliwszy caty prostokagt P na drobniejsze prostokaty, rozt6zmy
go na dwie czesci: na jedng Pjp\ w ktérej prostokaty sktadowe nie zawierajg zad-
nych punktéw nieciggtosci i na drugg P!f\ w ktérej prostokaty skladowe zawierajg
punkty nieciagto$ci. R6znica miedzy sumg gérnag a dolng, utworzona dla czesci P jj\
da sie uczyni¢ dowolnie matg, np. mniejszg od 1le, poniewaz dla tej czeSci réznice
MCjj— »<pl dazg do zera. W czeéci za$ P D> nie sg te roznice dowolnie mate, lecz
w kazdym razie sg mniejsze od M —m, przyczem M oznacza kres gérny, a m kres
dolny warto$ci funkcji f(x,y) w calym prostokacie P. Cze$¢ sumy, okre$lonej wzo-
rem (I1), przypadajgca na P j’\ bedzie zatem mniejsza od (M — m) mP[j). Oléz pole
Pip mozemy uczyni¢ dowolnie matem, albowiem wedtug zatozenia mozna zamkngé
wszystkie linje nieciggtosci w obszar o dowolnie matem polu. Mozna np. uzyskaé, ze

Ph>) <] E(fll-:"MI a wiec (JII —m) mP(p) j-s. Razem wiec mozna takze dla nieciag-
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tych funkcyj uzyskaé, ze bedzie |Sp—s,, |< *e-f-\e— e, a to znaczy, ze takze
teraz jest:
lim (Sp —sp)= 0

Stad za$ wynikajg dalsze konsekwencje tak samo, jak dla ciggtych funkcyj f(x,y).

We wszystkich rozumowaniach tego paragrafu nie grat zadnej roli
porzadek, w jakim wystepuja zmienne x i y. A wiec takze calka:

jest granica tych samych ciggdw, ma zatem te samg warto$¢, co calka,
obliczana najpierw wedtug zmiennej x a potem wedtug y. Wzér (152)
na str. 207 stosuje sie zatem nietylko do funkcyj ciagtych, lecz takze
do takich funkcyj nieciggtych, ktdre sg ograniczone i posiadaja najwy-
zej skonczong liczbe linij nieciggtosci.

Jezeli wiec obliczamy warto$¢ catki podwojnej po prostokacie za-
pomocg dwéch kolejnych catkowan, to mozemy zmienia¢ porzadek cat-
kowania.

Uwaga. Catke podwdjng oznaczong mozna tez zdefinjowac jako kres
gorny sum dolnych lub kres dolny sum g6rnych, analogicznie jak to
czyniliSmy w nauce o pojedynczych catkach oznaczonych w § 212 i nast.

§ 252. Zwigzek catki podwoéjnej z objetoscia.

Przy pomocy catki podwojnej mozna zdefinjowaé i oblicza¢ objetosci
rozmaitych bryt, ktérych nie mozna bada¢ metodami matematyki ele-
mentarnej. Z drugiej strony uzyskamy w ten sposdb dogodng geome-
tryczng interpretacje catki podwdjnej. Istnieje tu podobny zwigzek miedzy
objetoscig a catkg podwojng, jak miedzy polem a catkg pojedyncza.

Wezmy pod uwage bryte, zamknietg prostokatem, ptatem dowolnej
powierzchni o réownaniu z = f(x,y), wznoszagcym sie nad tym prostoka-
tem i plaszczyznami, rzucajgcemi ten ptat powierzchni na ptaszczyzne (J7),
np. bryte ABCDEFGH na fig. 73 (str. 219). Niechaj zaden punkt tej
powierzchni nie lezy pod ptaszczyzng (XY), t.j. niechaj funkcja f(x, y)
bedzie nieujemng dla wszystkich punktéw (x,y), zawartych w badanym
prostokacie. Utwérzmy dla tej funkcji sume dolng nad prostokagtem ABCD.
Kazdy jej dodajnik mltpt jest rowny objetosci graniastostupa o podsta-
wie pik a o wysokosci m ~ réwnej kresowi dolnemu warto$ci 2 nad tym
prostokagtem pik. Cata suma dolna jest rdwna objetosci schodkowej bryty,
wpisanej w dang bryte. Tworzac cigg takich sum dolnych, w ktorych
przekatna najwiekszego sktadowego prostokata dazy do zera, otrzymu-
jemy cigg objetosci odpowiednich bryt schodkowych, aproksymujacych
coraz lepiej badang bryte. Granice tego ciggu uwazamy za objeto$¢ danej
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brylty. Wiemy za$ z poprzedniego paragrafu, ze granicag tego ciggu jest
catka podwodjna z funkcji f{x,y) po prostokacie. Przyjmujemy zatem na-
stepujgcg definicje objetosci.

Objetos¢ V bryty, zamknietej prostokatem, lezacym na ptaszczyznie {XY)
0 bokach réwnolegtych do osi spdtrzednych, powierzchnig o rownaniu z—f[x. y),
wznoszgca sie nad tym prostokgtem i ptaszczyznami, rzucajgcemi ten ptat
powierzchni na ptaszczyzne (XY), jest to catka podwdjna z funkcji f{x,y)
po tym prostokgcie, a mianowicie:

(158)

Dla powierzchni, lezagcej pod prostokgtem, t. j. dla ujemnych z, ma ta
catka warto$¢ ujemng i podaje wartos¢ — V. Ogdlnie catka podwdjna
po prostokacie z funkcji, przybierajagcej dodatnie i ujemne wartosci
w prostokacie P, przedstawia algebraiczng sume objetosci, lezacych nad
ptaszczyzng (JfF) i pod nia.

Przyktad 1) Obliczy¢é objetos¢ bryty, wznoszacej sie nad prostokg-
tem, zawartym miedzy prostemi x = 0 i x — a, tudziez y=0iy=>b
na plaszczyznie (X]F) a zamknietej
u gory powierzchnig o roéwnaniu:

€= pxy

(Jest to paraboloida hiperboliczna, por.
tom. 1, str. 44).

Bryte te przedstawiono na fig. 74.
Oznaczmy literg c¢ wartos¢ funkcji z
w wierzchotku C prostokata,t.j. c—p-a-b.
Przekrdj danej powierzchni ptaszczyzng
X = a, prostopadtg do (XY), jest linja
prostag o réwnaniach: x — a, z = pay, a podobnie przekroj plaszczyzng
y = b jest linjg prosta o réwnaniach y — b, z = pbx. (Celem plastycz-
nego uwidocznienia zakrzywienia tej powierzchni narysowano siatke linij
prostych, lezagcych na niej). Objetos¢ badanej bryty wyrazamy wzorem:

b a
V—J j'pxydxdy
00

Wykonujemy catkowanie najpierw wediug x a nastepnie wedtug y i otrzy-
mujemy:

V-- | kpx2y dy==/{¥rpaiydy = \paiyi = £palg?

0 X**0 0
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Poniewaz pab = c, przeto:
\abc

Objetos¢ tej bryty jeBt wiec réwna czwartej czesci objetosci prostopa-

dtoScianu o tej samej podstawie a o wysokosci ¢. Widzimy stad analogje

z wzorem na pole, ograniczone tukiem paraboli o réwnaniu y2= 2px,
osig rzednych i prostg prostopadig do tej
osi (por. § 220, przykiad 5).

Przyktad 2) Obliczy¢ objeto$¢ prosto-
padfo$cianu, Scietego dowolng ptaszczyzng
o réwnaniu:

m z— Ax-\-ByA-G

znajac krawedzie a i b podstawy.
Umieszczamy ten prostopadtoscian
tak, aby krawedzie podstawy lezaty na
dodatnich kierunkach osi X i Y (fig. 75).
Objeto$¢ bryty, wznoszacej sie nad pro-
stokgtem P, a zamknietej u gory ptaszczyzng o réwnaniu (I), wyraza sie
wzorem:

bl P
V= vJ J [Ax By -f- C)dxdy

A wiec:
V—J '(|Ax2-f-Bxy -(- Cx) [dy — f (iAa* -j- Bay -j- Ca) dy

0 0 0
V= (4Aa2y -(-4Bay2-(- Cay)\O: I-Aa2b 4Bab2 Cab
V=ab{A-$+ P-i-fQC

Oznaczmy wysoko$¢ z, nalezagcg do punktu Srodkowego prostokgta P
(wysokos$¢ ta trafia w Srodek przekroju, ktéry jest oczywiscie rownolegto-
bokietn), krétko znakiem z" g to wzlr przyjmie postac:

V= Pez |,

Objetos¢ prostopadtoscianu Scietego dowolng ptaszczyzng jest zatem réwna
objetosci zwyklego prostopadtoscianu o tej samej podstawie a 0 wyso-
kosci rownej odlegtosci Srodka przekroju od podstawy.

Wysokos$¢ ta jest Srednig arytmetyczng czterech krawedzi bocznych
prostopadtoscianu Scietego (wykazuje sie to, wstawiajgc w réwnanie ptasz-
czyzny za (x,y) kolejno (0,0), (a, 0), (0,6), (a, b) i biorgc $rednig aryt-
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metyczng czterech otrzymanych na z wartosci). Mozna wiec wyrazic
otrzymanjr wzor takze tak: objeto$¢ prostopadtoscianu Scietego jest réwna
podstawie, pomnozonej przez S$rednig arytmetyczng czterech krawedzi
bocznych.

§ 253. Caltki podwojne po dowolnych obszarach (w zmiennych
granicach catkowania).

Omawialismy dotychczas tylko calki podwdjne nad obszarami pro-
stokatnemu Takie catki wystepujg nader rzadko w zastosowaniach. Naj-
czesciej mamy do czynienia z ogolniejszemi
obszarami; tak np. przy obliczaniu objetosci
6semki elipsoidy natrafiamy na catke podwdjng
nad obszarem OAB, zamknietym z jednej
strony elipsg (por. fig. 76). Bedziemy tu rozwa-
zali tylko obszary domkniete (por. tom I, str.

17—18), ktérych brzeg sktada sie ze skon-

czonej liczby linij, dajagcych sie przedstawic

w postaci y = cp{x) lub x = ip(y). Takie

obszary nazywamy obszarami regularnemi *). Brzeg takiego obszaru regu-
larnego da sie zamkngé w obszar o dowolnie matem polu.

Wezmy zatem pod uwage funkcje f(x,y), okreslong w dowolnym
obszarze regularnym, jak na fig. 77.

Niechaj f(x,y) spetnia te same
warunki ciggtosci, cow § 250. Defi-
nicje catki po takim obszarze D spro-
wadzamy do definicji catki po pro-
stokacie. Aby to uskuteczni¢, opisz-
my na obszarze D prostokat P
o bokach rownolegtych do osi X i Y\
dwa jego boki przechodza zatem
przez te punkty obszaru D. ktére '
maja najwiekszg i najmniejsza od-
cietg, a dwa inne przez te punkty, Fig. 77.
ktore majg najwiekszg i najmniej-
szg rzedng. Okreslmy funkcje pomocniczg fi(x,y) dla wszystkich punk-
tow prostokata P w nastepujacy sposoéb.

Niechaj ft(x, y) — f(x, y) dla wszystkich punktéw obszaru D,
a /j(,y) — 0 dla wszystkich pozostatych punktéw ptaszczyzny (XY).

1 Por. podrecznik prof. S. Banacha p. t. Rachunek rézniczkowy i catkowy.
Tom II, str. 171.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 15
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Catke podwdjng z tej pomocniczej funkcji f\(x,y) po prostoka-
cie P nazywamy catkg podwdjng z funkcji f(x, y) po obszarze D.

Catke podwdjng po obszarze D oznaczamy symbolem: | | f(x,y)dxdy,

W
catke za$ podwdjng po prostokacie P oznaczyliSmy (str. 217) symbolem

J'a zatem mozemy naszg definicje napisa¢ w nastepujacy sposob:

W
J fA*y)dxdy=j j'f\(xy)dxdy przyczem [j{xy)= 1J n

(D) (@) P0Za

Uwaga 1. Funkcja /j (*,y) jest zwykle nieciggta wzdtuz brzegu | obszaru D nawet
wtedy, gdy f{x,y) jest funkcjg ciggta (brzeg I tylko wtedy nie bytby linjg nieciagtosci,
gdyby brzeg L danej powierzchni z — f(x, y) lezat na ptaszczyznie (XY)). Wiemy jed-
nak, ze catka nad prostokatem istnieje takze dla nieciggtej funkcji fjx, y), jezeli tylko
ta funkcja jest ograniczona a jej linje nieciagtosci dadzg sie zamkna¢ w obszar o do-
wolnie matem polu. Tutaj za$ wiasnie mamy do czynienia z takim przypadkiem.

Uwaga 2. Catke po dowolnym obszarze mozna takze okresli¢ bezposrednio jako
granice ciggu odpowiednich sum dolnych (lub gérnych), otrzymanych przy pomocy
podziatu obszaru na drobniejsze elementy zapomoca prostych, réwnolegtych do osi
X i Y.Nie wszystkie jednak elementy beda prostokatami, albowiem przy brzegu
obszaru wystapig elementy, w ktérych brzeg wchodzg tuki linji I

Uwaga 3. Jezeli obszar D roztozymy zapomoca dowolnej linji na dwie czesci
£ i 1?2, to mozna okaza¢, ze:

LJ f(x,y)dxdym. ¢ ¢ A* yydx dy-fuU f{x, y)dx dy
~(O7% () 06

Jest touogélnienie twierdzeniao addytywnos$ci catki pojedynczej (por. § 211).

Okazemy, zeobliczenie catki po dowolnym obszarze regularnym
sprowadza sie — podobnie jak
dla catki po prostokacie — do
obliczania catek pojedynczych,
w ktorych jednak nie wszystkie
granice s liczbami statemi.
Wezmy pod uwage obszar re-
gularny D, zamkniety taka linja,
ktérag kazda prosta réwnolegta
do osi X przecina najwyzej
w dwoch punktach (jak na
fig. 78). Inne obszary, z ktéremi
bedziemy mieli do czynienia,

mozna rozdzieli¢ na obszary tego rodzaju i zastosowaé nastepnie twier-
dzenie z uwagi 3.
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Wedtug przyjetej powyzej definicji catki po obszarze D mamy:

* e LB, LA ;
(b) J J f(x, y)dxdy :J ” /)(X,y) dx ] dy
©) Mg

Obliczmy najpierw catke wewnetrzng:

)= Ty

Obierzmy jakie$ state y z przedziatu <lbu b{f> i wykre$lmy przez odpo-
wiedni punkt osi Y rownolegtg do osi X. Przetnie ona opisany prostokat
w, punktach_ A, B, a brzeg obszaru |I) w punktach A', B' o odcietych
i
ZaznaczyliSmy wyraznie, ze te odciete sg funkcjami zmiennej vy,
albowiem do kazdego y z przedziatu nalezy jaka$ odcieta ®i
na tuku KNM i jaka$ odcieta x2 na tuku ICLM. Roéwnania tukéw, two-
rzacych brzeg obszaru, majg wiec postac: x = Xi(y), x — x2(y).
Catke g{y) mozemy roztozy¢ na trzy catki:
w2 xt(y) *AY) a,
9(y):JA(*>y)dx:j U®y)dx+ j f,(x y)dx-\~ (/, (x,y) dx
« a, %,'(y) XXy)
Pierwsza i trzecia catka po prawej stronie majg wartos¢ 0, poniewaz
fiix"y) — 0 poza obszarem D. Natomiast w drugiej calce mozna zamiast
fi{x.y) napisaé/'(aj, y), poniewaz te funkcje maja w obszarze D te same
warto$ci. Ostatecznie wiec: )

f(so, y) dx

Wobec tego wz6r (b) przyjmuje postaé:

(159)

przyczem x = x{(y) i X= a2(y) sag rownaniami dwoch tukéw, tworza-
cych brzeg obszaru D, a bxi b2 sg wartoSciami najmniejszej i najwiekszej
rzednej punktéow brzegu. Widzimy stad, ze obliczenie catki po takim
obszarze D sprowadza sie do kolejnego obliczenia dwoéch catek pojedyn-
czych, przyczem granice pierwszego catkowania (wedlug X) sa zmienne
a drugiego (wedtug y) state. Zwykle opuszczamy klamry i piszemy po-
wyzszy wzOr w postaci:

(159a) f Jf(x,y)dxdy f(x, y) dx dy
o> ii x0)
15*
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Catkowanie mozna wykona¢ takze w innym porzadku, wtedy jednak
zmienig sie granice catkowania, jak to zaraz zobaczymy. Niechaj obszar D
ma te wiasno$é, ze kazda prosta rownolegta do osi Y przecina jego brzeg
najwyzej w dwdch punktach. W calce, wystepujacej po prawej stronie
wzoru (b), mozna zmieni¢ porzadek catkowania, jest to bowiem catka po
prostokacie. Otrzymamy w ten sposob zamiast wzoru (b) nastepujacy wzor:

(D) a, 4,
Celem obliczenia wewnetrznej catki:
o]

obierzmy dowolne x z przedziatu <"alt i wykreslmy przez odpo-
wiedni punkt osi X prosta rownolegta do osi Y. Przetnie ona brzeg
obszaru w dwoch punktach o rzednych yl(x) i y2(*). Rozumujac tak, jak
w poprzednim przypadku, otrzymamy:

Zatem:

(160) dx

przyczem y = yi(x) i y — y2(x) sg rownaniami tukéw, tworzacych brzeg
obszaru D, a aj i a2 wartosciami najmniejszej i najwiekszej odcietej
punktéw brzegu. Ten drugi sposéb obliczania catki po obszarze D mo-
zemy uwidoczni¢ juz w jej symbolu, piszac dy dx zamiast dx dy.

Klamry opuszcza sie zwykle, podobnie jak we wzorze (159a).

Najprostszem zastosowaniem catki podwdjnej po dowolnym obszarze
jest obliczenie pola tego obszaru. Wystarczy w tym celu obraé f(x,y) = 1
dla wszystkich punktow obszaru.

Twierdzimy, ze:

(161)

Dowdd. Jezeli kazda prosta réwnolegta do osi Y przecina jego brzeg
najwyzej w dwoch punktach, to stosujgc wzdr (160), otrzymujemy:
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Czyli:
@ @

J J dxdy=Jy, (X)dx—J yl(x)dx — D

(D) a, a,
(por. str. 191). Jezeli proste réwnolegte do osi spétrzednyeh przecinajg
brzeg obszaru w wiecej anizeli dwécb punktach, to rozktadajagc obszar
na takie obszary, ktére proste rdwnolegte do osi przecinajg najwyzej
w dwdch punktach, stosujemy do kazdego sktadowego obszaru poprzednig
metode i otrzymujemy takze w tym przypadku wzér (161).

Do catek po dowolnym obszarze odnosi sie twierdzenie o wartosci

$redniej, podobne jak dla catek po prostokacie, a mianowicie:

(162)

Dowod. Poniewaz m oznacza kres dolny warto$ci funkcji f(x.y)
w calym obszarze, zatem:
m % f(x,y)
Stad wynika, ze takze:

[ mdxdy / 1f{x,y)dxdy

m w
czyli:

mJ J dxdy * J J f{x,y)dxdy
©) -(0)-

Stad otrzymujemy na podstawie wzoru (161):

m D <~f i f(x,y)dxdy
@
W podobny sposéb stwierdzamy drugg nierdbwnos$é, zawartag we wzorze (162).
Stad otrzymuje sie na S$rednig wartos¢ funkcji w obszarze D — podobnie
jak w § 250 — wzor:

(163) fl=z)fff~ry) dxdv
O

Jezeli f(X,y) jest ciagta w obszarze D, to istnieje taki punkt o spotrzed-
nych X = £ y= 1j, w ktorym funkcja przyjmuje te warto$¢ S$rednig y
i wtedy zachodzi wzor:

(163a)
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Opierajac sie na twierdzeniu o wartosci Sredniej, wyrazonem wzorem (162),
mozna okaza¢, ze catka po dowolnym obszarze jest granicg ciagu sum
dolnych (lub go6rnych), otrzymanych przy pomocy podziatu obszaru na
drobniejsze elementy zapomoeg dwoch systemdw
dowolnych linij, prostych lub krzywych (a wiec
niekoniecznie prostych rownolegtych do osi spot-
rzednych). Trzeba przytem obrac taki cigg sum,
aby S$rednica najwiekszego elementu sktadowego
przy tym ciggu podziatéw dazyta do zera. (Sred-
nicag takiego elementu powierzchni nazywamy
\" kres gorny odlegtosci dwdch dowolnych jego

punktow od siebie).
[Fig.j79. Tak np. przy uzyciu spotrzednych bieguno-
wych r, e dzielimy obszar D zapomoeg peku
prostych, okre$lonych warunkiem o@— c i gromady kot spétsrodkowych,
odpowiadajagcych warunkowi r = ct, na elementy nieprostokatne aik, jak
to uwidoczniono na fig. 79. Calke podwodjng po obszarze D mozna wtedy

uwaza¢ za granice ciggu sum postaci:

A oik

O

OkredliliSmy (w 8§ 252) objeto$¢, wznoszacg sie nad prostokatem. Obecnie
mozemy uog6lni¢ te definicje na objetosci, wznoszgce sie nad dowolnemi
obszarami. Definicja catki po dowolnym obszarze zapomoeg sum dolnych
(lub gérnych) naprowadza nas na przyjecie nastepujacej definicji obje-
tosci, wznoszacej sie nad dowolnym obszarem (jak na fig. 77 lub 78).
Objetoscig V bryty, zamknietej obszarem D, lezacym na ptaszczyznie (XY),
powierzchnig o réwnaniu z — f{X, y), wznoszaca sie nad tym obszarem ipo-
wierzchnig walcowa, rzucajgca ten ptat powierzchni na ptaszczyzne (XY),
nazywamy catke podwojng z funkcji f(X,y) nad tym obszarem, a mianowicie:

(164)

Dla powierzchni, lezacej pod obszarem D, t. j. dla ujemnych z, catka ta
ma warto$¢ ujemng i podaje wartos¢ — V. Ogdlnie catka podwdjna
z funkcji, przybierajgcej dodatnie i ujemne wartoSci w obszarze D, jest
rbwna algebraicznej sumie objetosci nad ptaszczyzng (ZY) i pod nig
(przyezem pierwsze sg dodatnie a drugie ujemne).
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§ 254. Przykitady catek podwojnych po dowolnych obszarach.

1) Wyznaczy¢ granice catkowania dwdéch catek pojedynczych, do
ktérych sie sprowadza obliczanie caitki:

3 Jf(x,y)dxdy

©
jezeli obszar catkowania jest ograniczony parabolg o réwnaniu y = xi,
prostg y — 2 —x i osig Y (fig. 80). Punkt A ma spdtrzedne (0, 2)
a punkt B spotrzedne (1, 1),jak to wynika zrozwigzania uktadu row-
nah y — x2 i y— 2 —x. Wykonujac najpierw catkowanie wedtug vy,
trzeba ustali¢ x. Statemu x odpowiada prosta réwnolegta do osi V.
Przecina ona obszar catkowania w dwéch A
punktach o rzednych yx i y2 przyczem yx
nalezy do ‘tuku paraboli, a wiec yx — x2

a y2= 2—x, jako rzedna prostej AB. Gra- /
nice za$ dla zmiennej x s stale, a miano- \ \
wicie catkujemy od najmniejszego x, t. j. od ox\ AM - f
Xx= 0, do najwiekszego: @@= 1. w
A wiec: \ £
® f\ X
y) dydx 0 Vo
Jezeli chcemy zmieni¢ porzadek catkowania, p- g0

to nalezy roztozy¢ dany obszar na dwie czesci:

OBO i ABC, albowiem w kazdym z tych obszar6w bedg inne granice
(zmienne) dla x. Wobec tego nalezy takze catke | roztozy¢ na dwa do-
dajniki, w my$l uwagi 3 na str. 226. | tak w obszarze OBC, przy sta-
tem y, zmienia si¢ x od odcietej osi Y do odcietej paraboli, t.j. od xx= 0
do xI =\y. Dla zmiennej y granice catkowania sg state: od yx= 0
do yt= 1 W obszarze za§ ABC zmienia sie a od xx— 0 do odcietej
prostej AB, t. j. do = 2—1y, a granice dla y sg state, a mianowicie
yx= 1, y2— 2. Zatem przy tym porzadku catkowania jest:

i\ 2 y-
1= 1 'Ff(x,)')dxdy-j-j ’ y)dxdy
00 10
2) Zbadac, jaka posta¢ ma obszar catkowania w calce:
a x-\-2a
- =JJf{x,y)dydx
0

Jak sie zmieni sposéb obliczania tej catki, gdy zmienimy porzadek cat-
kowania?



232

Rzedna zmienia sig od y — *a2—x" do y — x -\- 2a, t. j. od tuku
potkola o promieniu a, o srodku w poczatku uktadu, do linji prostej,
przedstawionej na fig. 81. Odcieta zmienia sie od x = 0 do x — a,
t. j. od osi rzednych do prostej réwnolegtej do tej osi w odstepie a.
Obszar catkowania ma zatem posta¢ czworokata krzywolinjowego ABEF.

GdybySmy zmienili porzagdek catkowania, to

trzebaby roztozy¢ catke na 3 dodajniki, odpo-

wiadajgce obszarom ABC, ACDF i DEF.
Otrzymamy w ten sposob:

aa jaa

JJaey)dxdj+ f f y)dxdy+

1«

+ff V) dxdy
la y—la
3) Wyznaczy¢ granice catkowania, jezeli obszar catkowania jest

trojkatem o wierzchotkach A(— 1, 0), 5(1, 2), C(4, — 1) (fig. 82). Przy
pomocy znanego z geometrji analitycznej
wzoru:
y_yi _ xm
Vi Vi X1 ®2
otrzymujemy rownania bokéw tego trojkata:
AB..y = x+ 1
BC..y = —x -j-3
C...by -]-x-j-1=0

Jezeli catkujemy najpierw wedtug x, to trzeba ustali¢ y. Widzimy, ze
wtedy otrzyma sie inne granice (zmienne) dla x w czeSci AEB, a inne
w czesci AEC. Wobec tego trzeba roztozy¢ catke po catym trojkacie ABC
na dwa dodajniki w nastepujacy sposob:

3—y 0 3—y
= f [f(x,y)dxdy = f | fix, y)dxdy -f- / | fix,y) dx dy
‘Y’ o y—+ -Cy-1

Przy zmienionym porzadku catkowania trzeba inaczej roztozy¢ obszar,
a mianowicie zapomocg prostej BE'. Wtedy:

+i *H 4 —1+3
= J J f(x>y)dydx-\-] ] "fix, y)dy dx
-1 w4 1
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4) Obliczy¢ pole obszaru, zawartego miedzy parabolg o rownaniu y—xi
a elipsa o réwnaniu b*x* -j- aly2= a2b2 (fig. 83). Wedlug wzoru (161)
pole tego obszaru ma warto$é:

=1 by

Gdybysmy catkowali najpierw wedtug x, to trzebaby oblicza¢ osobno
obszar, lezacy nad cieciwg AB a o0sobno
pod nig. Dogodniej jest jednak catkowac
najpierw wedtug y. Wtedy granice dla y

s ja= & y2— — — ~.Najmniejsza

odcietg jest odcieta X — —m punktu A,

w ktorym parabola przecina elipse a naj-

wiekszg odcieta x = m punktu B. Odciete

te otrzymuje sie przez rozwigzanie uktadu rownan: paraboli i elipsy.
Zatem:

-\-m e)l)l/STS -j-m

D=J J dydx=1J [/a2— a;2— x A dx

Uzywajac dla pierwszej czeéci tej catki wzoru (25a) na str. 25, otrzy-
mujemy:

)=~ Ja2— mt alarcsin —8m2
5) Nad ¢wiartkg D kota o rOwnaniu *2-j- y2= ?2 wznosi sie po-
wierzchnia krzywa, okresSlona réwnaniem:
Z pXy

(jest to paraboloida hiperboliczna; por. przyktad 1 na str. 223). Obliczy¢
Srednie wzniesienie z tej powierzchni nad poziom (XY ). Chodzi tu o obli-
czenie Sredniej wartosci fi funkcji pxy nad obszarem D. Z wzoru (163)
otrzymujemy:
II=Jf j paydady
©)

Pole obszaru jest D = \r2n. Jezeli catkujemy najpierw wedtug X, to
granicami catkowania dla X sa: xt= 0, a2= \r%- yl adlay od y2—0 do

y2= r. Zatem:
r

P

f PXy dX dy



6) Obliczy¢ objetos¢ czesci walca kotowego o promieniu a na fig. 84,
wznoszaca sie nad trojkatem OAB, ktory jest potéwkg kwadratu OCAB
0 boku a. Héwnanie walca kotowego tak po-
tozonego, jak na fig. 84, ma postaé:

x2-f-z2= a2

Obszarem catkowania jest trojkat OAB, ktorego
bok OA ma w ukladzie X, Y réwnanie y = X-
Funkcja, ktéra mamy catkowaé, jest z —

— \a- —x2 Uzyjmy wzoru (164), a wiec:

\Y, x2dx dy
©)
Wygodniej bedzie catkowaé najpierw wedtug y, a wiec do obliczenia
tej catki uzyjemy wzoru (160). Przetnijmy obszar catkowania dowolng
prostg réwnolegtg do osi Y, to yx jest stale rédwne 0, a y2= x, jako
rzedna punktu, lezagcego na prostej OA. Granicami catkowania weditug y
sg wiec yl= 0 i y2— x. Najmniejsza odcietg dla tego obszaru jest x — 0,
a najwiekszg x — a, a wiec granicami catkowania dla x sg ax=0, a2— a.
Wobec tego:
a X a X a
V—J j \a2— X2dydx=J\a 2— x2y dx =J'x\a2— x2dx
0 0 0 0 0

Ostatnig catke obliczymy najtatwiej, uzywajgc podstawienia: a2— X2=t

a stad — 2xdx = dt, czyli xdx — — I-dt. Dla x ==0 jest t= a2 a dla
X— ajest t— 0. A wiec:
« u
3N\
= x\a2— x2dx = — 47" dt — 91 i«3

(Niechaj czytelnik okaze, ze przy zmianie porzadku catkowania nalezy
obra¢ dla x granice og —y, x2= a, a dlay granice yl=0, y2= a).

Interesujgcem jest, ze wzOr na objetos¢ tej czesci walca nie zawiera
liczby n. Objeto$¢ czesci tego walca, wznoszacej sie nad calym kwadra-
tem OCAB, niejest bynajmniej robwna podwdjnej objetosci czesci, wznoszacej
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sie nad potéwka OAB tego kwadratu. Objetos¢ ta bowiem ma wartos¢
\a an, jako ¢éwiartka walca réwnobocznego o promieniu a, a to jest rézne
od 2 F =] a3 A wiec przez poprowadzenie przekroju OAF rozpada sie
¢wiartka walca na dwie nierdwne czesci:

V- Aa3 i F, — —-Hfls=a3(f j)

Uwaga. Takie bryty spotykamy w architekturze, a mianowicie t. zw. sklopienie

klasztorne sktada sie z 8 powierzchni postaci FAB,

zestawionych tak, jak to uwidoczniono na fig. 85a

w rzucie na ptaszczyzne poziomg (kreski na ry-

sunku biegng wzdtuz tworzacych walcéw). Nato-

miast sklepienie krzyzowe sktada sie z 8 czesci

powierzchni walcowej, majacych postaé EAF na

fig. 84, zestawionych obok siebie tak, jak wska- FiK 851).
zuje fig. 85b.

7) Przy pomocy catki podwdjnej mozemy obliczy¢ objetos¢ elipsoidy

trojosiowej o réwnaniu:
P2réme

(ObliczaliSmy jg juz w inny sposéb w § 231,przykiad 2).WezZmy  pod
uwage Osemke tej elipsoidy (por. fig. 76, str.225).0bszarem catkowa-
nia jest ¢wiartka elipsy OAB o rédwnaniu:

L.1: czvli = b3
I&' b y“ X % \ y
Fu Iija pOdC&”(OW& na postaé:

dy

Catkujac najpierw wedtug x, mamy nastepujace granice catkowania:

X\ — 0, xt= S\b3—y2

a dla y:
Ww=0, y2= b
Zatem:

dxdy

Po wykonaniu rachunkéw otrzyma sie:

F = abc n.
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8) Obliczy¢ objetos¢, zawartg miedzy powierzchnig elipsy o rownaniu:
= i
o*" b3

powierzchnig o roéwnaniu:
z— Ax3-j-By3

gdzie A i B sa liczbami dodatniemi (jest to paraboloida eliptyczna, por.
tom I, str. 43) i pomiedzy powierzchnig walca eliptycznego o tworzacych
prostopadtych do ptaszczyzny (XY), majgcego te elipse za kierownice.

Obliczmy c¢wiartke tej objetosci, a mianowicie objeto$é nad ¢wiartkg
elipsy. Jezeli catkujemy najpierw wediug x, to granice calkowania sg
takie same, jak w poprzednim przykiadzie; jezeli za$ catkujemy najpierw
wedtug y, to granicami catkowania dla y sa:

2/i=0, y2= * Ja2—

granicami za$ dla x sg xx— 0, = « Rozdzielmy odrazu catke z funkcji z
na sume dwdch catek i wykonajmy w pierwszej z nich najpierw catko-
wanie wedlug y, a w drugiej najpierw wedtug x. A wiec:

all”3 ,
\V —j j Ax2dydx-\-j j By*dxdy= I, -f 12
0 0 0 0

Ot6z pierwszg catke obliczamy w nastepujacy sposob:

Ax2y dx = —J Xi\a't— x3dx

0 0 0

Uzywajgc podstawienia x — asin t, otrzymujemy:

(5 L

A
| = AAba3) *sin202dt = A Aba® (I — cos4t)dtm ~03%

..16~

Drugiej catki nie trzeba nawet oblicza¢, albowiem rézni sie ona od pierw-
szej tylko tern, ze zamiast A wystepuje B, a a i b nalezy pomieniad ze
sobg. Wobec tego:
Bab3n
h ~ri6 ~
a wiec:
V— ab{Aa3 Bb2
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8 255. Pole powierzchni (Komplanaeja powierzchni).

Obliczalismy dotad tylko pola powierzchni obrotowych, a uzywaliSmy
do tego celu catki pojedynczej (por. § 232). Do definicji i obliczania
p6l dowolnych powierzchni, a wiec takze nieobrotowych, uzyjemy catki
podwajnej.

Wezmy pod uwage cze$¢ powierzchni o rownaniu z — f(x, y), wycieta
przez walec, ktérego podstawg jest dowolny obszar regularny i>, a two-
rzagce sg prostopadte do ptasz- z
czyzny (X Y) (fig. 86). Zatézmy,
ze badana powierzchnia posiada
ptaszczyzne styczna, nie pro-
stopadtg do (XY), w kazdym
punkcie nad obszarem 1). Za-
pomocg dwodch systemow pro-
stych réwnolegtych do osi X i Y
rozktadamy obszar D na ele-
menty Pi,P2mmPn- Nad kazdym
z nich budujemy slup prosty,
ograniczony z jednej strony
elementem danej powierzchni,

w ogolnosci krzywym. Kazdy ag
taki element pr powierzchni za-
stepujemy Sciankg ptaskag sr, styczng do niego w jakimkolwiek jego
punkcie Ar o spotrzednych £rl yr] a ograniczong pobocznicg odpowiedniego
stupa o podstawie pr. Utwdorzmy sume tych Scianek stycznych:
N
S.= y*r
r-1
Tworzac dalsze, coraz drobniejsze podzialy obszaru 1), otrzymamy w ten
sposdb ciag S2,...SP... takich sum.

Definicja. Polem P badanej czes$ci powierzchni nazywamy granice
ciggu sum Sp S$cianek stycznych, otrzymanych przez ciag kolejnych po-
dziatow obszaru D (i danej powierzchni) na elementy, ktérych S$rednice
dazg do zexa (t. j. przez cigg tych podziatdbw, przy ktérych najwieksze
Srednice dazg do zera).

Okazemy, ze ta granica istnieje, gdy funkcja f(x,y) jest ciagta

i posiada czastkowe pochodne: p = = *(&y) i g— = fy{x,y), ciagte

w obszarze D. | tak prjest rzutem ptaskiej Scianki stycznej sr na ptasz-
czyzne (.XT), zatem:

», = SIcos czyli  sr=
1 yr 3’ cos yr
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gdzie yr oznacza kat ostry, zawarty miedzy ptaszczyzng styczng w punkcie
-4r (Er, a plaszczyzng (XF). Cosinus tego kata wyrazamy wzorem (por.
tom |1, str. 339):

czyli:

B
1+ fl(x, y) + M« y)
W cosyr nalezy bra¢ na (x,y) spOitrzedne dowolnego punktu prosto-
kata p,, np. (E., 7).

Mianownik jest funkcjg zmiennych x, y\ nazwijmy go krdtko (p{x, y).
A wiec:

cosy =

S — pr.yi-\- fVEr, vn + Vr) = <Pgr, *?)"pr

N

Funkcja cp(x, y) jest ciggta w obszarze D, a wigc granica ciggu takich
sum, gdy Srednice elementdéw pr dazg do zera, istnieje i w mysl uwagi 2
na str. 226, jest rowna calce:

Zatem pole P badanej czesci powierzchni jest rowne tej catce. Uzywajac
skrocen p, g na czastkowe pochodne, otrzymujemy ostatecznie nastepu-
jacy wzor na pole powierzchni o roéwnaniu, z = f(x,y) nad obszarem D:

(165)

Obliczanie pola powierzchni krzywej nazywamy komplanacjg tej po-
wierzchni; znajac bowiem liczbe P, mozemy z tatwoscig znalez¢ ptaska
powierzchnie (np. prostokat lub koto), majgcg pole rowne polu tej po-
wierzchni krzywej.

Wz6r (165) mozemy takze pisaé w postaci:

(165a)
przyczem y jest katem, zawartym miedzy normalng do badanej powierzchni

a osig Z. Wyrazenie, znajdujace sie pod catka, nazywamy elementem po-
wierzchni i oznaczamy je krotko symbolem dcr.
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A wiec:

€G> F-N-|AH»)HE e

Uwaga. Celem tatwiejszego zapamietania tego wzoru zwré6¢my uwage na to, ze
jest on analogiczny do wzoru na dtugo$é¢ Juku:

b
s= \] N -\-f(xydx

a

Przyktady.

1) Jak wielkg powierzchnie wycina prostopadto$cian, ktérego wierz-
chotki podstawy majg sp6trzedne A (0, 0), 5(3,0), C(0,6), (3, 6) z po-
wierzchni o réwnaniu:

z— Xy

(Jest to stozek eliptyczny, ktérego wierzchotek lezy w poczatku uktadu
a osie X i Y sg tworzacemi; o$ jego jest symetralng kata XOY).
Obszarem catkowania jest prostokagt ABCD. Zatem:

6 3
P—] fY |+ p2-f- e2dx dy

Ale:
9z z _i \2y 3z jix
50 . | = m
a wiec:
6 3
S I B / -
0 o0 o 6)/ -
¢
X+ydxdy
d d F2 @/
Stad:

P- J WaI0¢+ d X *e=lw [N +25
65f(6y *+ yl)dy= 36

2) Obliczy¢ pole powierzchni, wycietej z kuli o réwnaniu:

Q)] x2-fy2+ z2- a2==
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przez dwa walce o réwnaniach:

) X2-f-y2— ax = 0, (1) X* y* ax=0

Na fig. 87 przedstawiono ésemke kuli.
Kierownicg pierwszego walca jest koto o réwnaniu (Il) a tworzace
sg réwnolegte do osi Z.
Pochodne czastkowe p i q obli-
czamy z uwiktanej formy (I):
_ fx 2% _ X
p= - 2z z

21 = _ &
b z

Jezeli catkujemy najpierwwediug®,

to zmienne granice dlay sg ya= 0,

X yi= \ax — X2 a x zmienia sie od

xt — 0 do x2— a. Catkowita po-

wierzchnia, wycieta z kuli przez

ten walec, sktada siez 4 takich

czesci: dwie leza na gornej pot-

kuli, dwie za$ na dolnej. Widocz-

nem jest, ze drugi walec wycina dwa okna o réwnej powierzchni. Zatem:

a X /igha

P \x2-f-y2-f-22dy dx

czyli:

dy d
8a yax

r

Obliczenie tej catki jest do$¢ mozolne. Najpierw sprowadza sie wew-

netrzng catke zapomocg podstawienia t = do funkcji arcus sinus
2*—x2

a nastepnie przy catkowaniu wedlug x uzywa sie catkowania ,per par-
tes“. Dochodzi sie ostatecznie do wyniku:

P= 8a2(8—1)

Wynik ten uzyskamy w jednym z nastepnych paragraféw (§ 258)
znacznie szybciej, wprowadzajac za x i y nowe zmienne w catke podwdjna.

Powierzchnie, wyciete z kuli przez takie dwa walce, stykajgce sie
z sobg wzdluz osi Z, nazywamy oknami V iviani’ego.
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§ *256. Zwigzek catki podwojnej z catkg krzywoliiijowa. Twier-
dzenie Greena-Rienumna.

Catka podwdjna po obszarze ma bardzo bliski zwigzek z catkg krzy-
wolinjowga, brang po brzegu tego obszaru.

Wezmy pod uwage catke krzywoliiijowga po linji zamknietej L z do-
wolnej funkcji P(x,y), ciaggtej w obszarze
domknietym regularnym, zamknietym tg linjg:

1=J Pl )k

Zatézmy o linji Z, ze kazda prosta réwno-
legta do osi Y przecina jg najwyzej w dwdch
punktach (jak na fig. 88) i ze w rownaniach

&I{T()y(%%: y'{)g tukéw ABC i AEC, tworzacych te linje zamknieta,
i

sg funkcjami ciaggtemi. Okazemy, ze ta catka krzywolinjowa
jest robwna ujemnej wartosci catki podwdjnej po obszarze D, zamknietym

- . 3P(EG Y\ .
ta linjg, z funkcji — . Zaktadamy przytem, ze ta czgstkowa pochodna

jest ciggta w catym danym obszarze domknietym D. Twierdzimy wiec, ze:

(166)

Dowé6d. Wykonajmy w tej calce podwdjnej najpierw catkowanie
wedtug y. Granicami catkowania dla y sg yx(x) i y2{x). Granicami za$
catkowania dla x sg skrajne odciete ag = a, xt — b Zatem:

'(5]) f E dxdv— afy]ix)El 1ydx

3P
Catkg z wedtug y jest oczywiscie P(x,y), a zatem:

b
—jddxdy = —j"(P{x,y2(xj) — P(x, y*x)) dx =
'(D)

* a b

=) P(xiy2(0) dx + | P(x, yl() dx

Pierwsza z catek prawej strony jest catkg krzywolinjowg z funkcji P(x,y)
po tuku CBA, druga za$ po tuku AEC.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 16
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A wiec:

—J J jy dxdy =J P(x,y)dx -j-JP (X, y)dx =
(D> CBA AEC
= j "P(x, y)dx = j'P(x-y)dx
cbXEc

Kierunek obiegu linji L, zaznaczony porzadkiem liter GBAEC, jest do-
datni, albowiem przy takim obiegu mamy powierzchnie D po lewej rece.
A wiec catka podwdjna po jakim$ obszarze da sie wyrazi¢ zapomoca
catki, branej tylko po brzegu tego obszaru. Zdawacby sie mogto, ze majac
wykona¢ catkowanie po obszarze, trzeba zna¢ warto$¢ funkcji dla wszyst-
kich punktow tego obszaru; tymczasem okazato sie, ze wystarczy znac
wartosci tylko na brzegu obszaru, ale warto$ci innej funkcji, a miano-

wicie nie funkcji podcatkowej ?}P’ lecz funkcji pierwotnej (wzgledem y) P.

y
Z czem$ podobnem spotkalismy sie juz w catkach pojedynczych.

| tak:
b

JF'(x) dx = F(b) —F(a)

a

Przy tern catkowaniu w przedziale od s do J mogtoby sie zdawaé, ze
trzeba zna¢ wartosci rzednych dla kazdego punktu tego przedziatu; tym-
czasem wystarczy znajomo$¢ rzednych dla koncow przedziatu, ale nie dla
funkcji F'(x), tylko dla funkcji pierwotnej P(x).

Twierdzenie analogiczne do twierdzenia, wyrazonego wzorem (166),
otrzymujemy, wykonujgc najpierw catkowanie wedtug zmiennej X. Otrzy-
mujemy mianowicie pomiedzy catka krzywolinjowa po linji zamknietej L
dQ

z funkcji Q(x,y) wedtug y, a catkg podwdjng z funkcji )
0]

po obszarze,

zamknietym ta linja L, nastepujacy zwiazek:

(167)

0o
Zakladamy przytem, ze Q(x,y) i 3x sg ciggte w obszarze D, a linja L

ma z kazdg prostg réwnolegtg do osi X najwyzej dwa punkty wspdlne.
Pozostawiamy czytelnikowi szczegétowe przeprowadzenie dowodu.
Utworzywszy sumy catek po obu stronach wzoréw (166) i (167),
otrzymujemy nastepujagcy wz6r ogolny:



(168)

Wzér ten zawiera w sobie wzory (166) i (167) jako specjalne przypadki
(dla Q— 0 lub P— 0). Twierdzenie, wyrazone tyra wzorem, nazywamy
twierdzeniem Greena-Riemanna. DowiedliSmy prawdziwosci jego dla
obszarow D, zamknietych takiemi linjami L,

ktore kazda prosta rownolegta do osi spot-

rzednych przecina najwyzej w dwoch punk-

tach. Twierdzenie to jest jednak prawdziwe

takze dla ogo6lniejszych obszardw, a miano-

wicie dla takich, ktére mozna roztozy¢ na

skonczong liczbe obszarbw powyzszego typu Fis. 89.

(jak np. na fig. 89). Aby to okaza¢, wypisu-

jemy dla kazdego czeSciowego obszaru wzor Greena-Riemanna i two-
rzymy sumy prawych i lewych stron tych wzoréw. W ten sposéb otrzy-
mamy po lewej stronie jedng catke podwojng, brang po catym danym
obszarze, a po prawej, sume catek krzywolinjowych. Ot6z te czesci catek
krzywolinjowych. ktore sg brane po linjach, rozcinajgcych dany obszar
(jak np. po linji AB na fig. 89), odpadng w sumie, poniewaz przebiegamy
te linje dwukrotnie, raz w jednym Kkierunku, a drugi raz w przeciwnym.
W skutek tego otrzymamy ostatecznie po prawej stronie jedng catke krzy-
wolinjowga, brang po linji L, zamykajgcej caly dany obszar.

9P 90
O funkcjach P(x,y\ Q[x,y), —, ™ zaktadaliSmy, ze sg ciagte

w danym obszarze; zatozenia te sg istotne.

§ 257. Zastosowanie twierdzenia Greena-Riemanna do badania
catek krzywolinjowych i rozniczek zupetnych.

Wiemy, ze warto$¢é catki krzywolinjowejj (P(x.y)dx-\- Q(x,y)dy),

branej pomiedzy dwoma punktami A, B, zalezy w og6lnosci nietylko od
spotrzednych tych punktéw, lecz takze od drogi, tgczacej te punkty, po
ktérej catkujemy. Nadzwyczaj wazne sg w zastosowaniach te przypadki,
w ktorych wartosé tej catki krzywolinjowej nie zalezy od drogi (a zalezy
tylko od punktéw koncowych). Przy pomocy twierdzenia Greena-Rie-
manna znajdziemy warunek konieczny i dostateczny na to, aby wartos$¢
catki krzywolinjowej miedzy statemi punktami byta niezalezna od drogi.

gp  gaq
Niechaj funkcje P{x,y), Q{x,y), i bedg ciggte wjakim$ obszarze W
(fig. 90) 3y X
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Wezmy pod uwage dowolne dwa punkty A, B z tego obszaru i dwie
drogi ACB, AEB, 1{aczace te punkty, a nie majgce pozatem zadnych
punktow wspdlnych i lezace catkowicie w obsza-
rze W. Zadamy, aby catki krzywolinjowe po
tych drogach byly sobie rowne, t. j. aby sie

spetniata réwnos¢:

(R) f Pdx + Qdy) = f{Pdx + Qdy)
Fig- 90. A

Przenosimy druga catke na lewg strone i otrzymujemy:

(Pdx-\- Qdy)= 0
'‘AEBCA

Nazwijmy literg L linje zamknieta AEBCA, ograniczajacg jaki$ obszar D,
to catka po tej linji ma posta¢:

£ (Pdx-j- Qdy)= 0

Na podstawie twierdzenia Greena-Riemanna jest takze:

(3Q 3P\

M 3x a9y = °
(D)

Koniecznym idostatecznym warunkiem na to, aby tacatka miata war-
tos¢ Odla kazdego obszaru D, zawartego w W, jest, abyzachodzita
rownosc:

(169)

dla wszystkich punktow obszaru W.

Istotnie, warunek ten jest dostateczny. Wtedy bowiem funkcja pod-
catkowa jest stale zerem, a stad wynika na podstawie twierdzenia o war-
tosci Sredniej, ze i catka po kazdym obszarze D, zawartym w W, jest
zerem.

Warunek ten jest takze konieczny. Gdyby$Smy bowiem mieli w ja-
kim$ punkcie obszaru W:

Ffay)= &8 ~ Qy-==a* 0 nkR a>"°

to wskutek ciggtosci tej funkcji musiatby istnie¢ jakis (niewielki cho-
ciazby) obszar D I} otaczajgcy ten punkt, w ktdrym ta funkcja bytaby stale
dodatnia. Wtedy za$ i catka po t}"m obszarze Dy bytaby rézna od zera.
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l. Warunek (169) jest wiec warunkiem, koniecznym i dostatecznym na
to, aby catka lIcrzywolinjowa miedzy dwoma dowolnemi mpunktami obszaru W
byta niezalezna od drogi.

CzyniliSmy zatozenie, ze drogi AEB i ACB nie majg zadnych
punktow wspdlnych précz koricbw A, B. Zatozenie to jest nieistotne. Gdyby
bowiem te drogi miaty jakie$ punkty, a nawet jakie$ tuki wspdlne, to
obierajagc trzecig droge AFB, nie majgcag z niemi zadnych punktow wspdl-
nych précz koncow, mielibySmy:

] ®dx\-Qdy) = | Pdx-\-Qdy) i J"{Pdx-\-Qdy)= | (Pdx-\-Qdy)

ATO AEB AFB ACB
a stad wynika réwnos¢ (R).

Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe nawet wtedy, gdy sie nie uda znalezé
takiej drogi AFB.

Z warunkiem (169) spotkaliSmy sie juz w rachunku rézniczkowym
(por. tom |, str. 347), a mianowicie okazano tam, ze jest to warunek
konieczny na .to, aby wyrazenie:

P(®,y)dxA-Q{x,y) dy

byto rézniczkg zupetng. Obecnie mozemy okazaé, ze jest to takze waru-
nek dostateczny, to znaczy, ze jezeli ten warunek jest spetniony, to istnieje
|
taka funkcja u{x,y), dla ktérej P jest czastkowg pochodng (cj))t( a Q czast-

kowg pochodnag”.
°y
Ot6z z réwnosci:
| =P (*.y)
otrzymujemy!

X

u(x,y)—J Fix,y)dx + <p(y)

a

gdzie a jest dowolng stalg. Rézniczkujemy obie strony wedtug y (stosu-
jac do pierwszej catki regute Leibniza, por. str. 203, wz6r (150))
i otrzymujemy:

Su

= A i
Sy /1 + cpjy)
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a to ma by¢ réwne Q(x,y). Uwzgledniajgc warunek (169), otrzymujemy

zatem:
X

Q{®,y)=fj x da>Jr = A y)~ Aa'A
a wiec: )
(p'(y) = Qfa.y)
y
<py) = J Q(amy)dy + ¢

czyli:

gdzie b jest dowolng stata.

A wiec:

(170)

Otrzymalismy wiec calg gromade funkcyj (réznigcych sie od siebie tylko
o dowolng statg liczbe), dla ktérych P dx -j- Qdy = du jest rdzniczka
zupetna.

1. A wiec warunek (169) jest konieczny i dostateczny na to, aby

wyrazenie:
Pdx-\-Qdy
bylo rdzniczka zupetna.

Wz6r (170) pozwala odrazu scatkowac kazdg rozniczke zupeing, t.j.
znalez¢ funkcje, jezeli podana jest jej rozniczka zupetna. Przykiady cat-
kowania rdzniczek zupeinych bez uzycia tego wzoru ogdlnego podano
juz w tomie | (str. 347—349, przyktady 2 i 3). Zastosujmy ogdlny wzor
do przerobionego tam przyktadu:

(4ys— 2) dx -j- (12 &y2— 6y) dy
Funkcja z(x,y), ktérej rézniczkg zupeing jest to wyrazenie, ma wediug
wzoru (170) postac:
X y
z{x,y) = J (4y3— 2)dx -j-J[12ay2— 6y) dy 4- Cy

a b

= {4y3®— 2®)|a+ (4ay3—3y3|b+ Ct=

= 4ylx — 2x — 3y- -j- 2a — 4a63-j- 36! -j- C1
Oznaczajagc wyrazenie 2a— 42633 i8+<Ct jedna literg C, otrzymujemy:
3= 4y3x —2x — 3y2-j-0

zgodnie z wynikiem, otrzymanym w tomie I.
Z tego twierdzenia Il i z | (o niezaleznosci catki od drogi) wynika
nastepujace twierdzenie.
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1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby catka krzywo-
linjowa:
] (Pdx+ Qdy)

Tb

byta niezalezna od drogi catkowania, jest, aby wyrazenie pod catkg byto
rozniczka zupeina.

Przyktady, omoéwione w 8§ 242 na str. 189—190, potwierdzajg ten
wynik.

Tak np. warto$¢ catki krzywolinjowej:

/ By dx -j- 2x dy)

zalezy od drogi, poniewaz wyrazenie, stojgce pod znakiem catki, nie jest
rézniczka zupetng. Istotnie:

dy dx dy dx

to za$ znaczy, ze nie spetnia sie warunek (169). Natomiast w calce:

(2xy dx + dy)
jest:
gty T
a zatem warto$¢ tej catki nie zalezy od drogi.

CzyniliSmy zatozenie, ze funkcje P{x,y), Q(x,y) i ich czastkowe
pochodne sg ciggte w badanym obszarze. Jezeli te funkcje sg nieciggte
chociazby w jednym punkcie, lezgcym miedzy drogami catkowania, to
catki krzywolinjowe po tych drogach mogg mie¢ rézne wartosci, chociaz
funkcja podcatkowa jest rozniczkag zupetng. Tak np. obliczmy catke krzy-
wolinjowa:

7==f x dy — y dx

J  x2-fy*

)
po kole o réwnaniu x2-(-y2= 1 tatwo zbadaé, ze wyrazenie, znajdu-
jace sie pod catka, jest dla (x,y) ==(0,0) rézniczka zupetng funkcji
arctg o Warto$é tej catki otrzymamy, uzywajac dla kota przedstawienia

parametrowego: X — cosi, y = sint. Wtedy:
2n 21
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Ta catka po linji zamknietej ma warto$¢ ro6zng od zera. Obliczajac ja
po drodze ADC (fig. 91), t. j. po g6rnem poétkolu, otrzymujemy:

o
n 0

Po dolnem za$ potkolu ma ta catka wartosc:

B
Fig. 91.
a zatem otrzymujemy rdézne wartosci po tych
dwoch drogach. Pochodzi to stad, ze funkcje:

. X

P(xy)= ——1L i Q(xy) ®2-j-y*
sg nieciggte w punkcie 0(0, 0), zawartym miedzy temi drogami catkowania.
Twierdzenia | —II1l majg szczegOlnie wielkie znaczenie w fizyce
matematycznej. | tak widzieliSmy (w 8§ 244), Ze praca, wykonana po do-
wolnej drodze przez dowolng site, wyraza sie catkg krzywolinjowg. Ogra-
niczajagc sie narazie do jednej ptaszczyzny, otrzymujemy na prace wzOr:

AB

gdzie P, Q sg sktadowemi sity w kierunkach osi spdtrzednych. Ot6z war-
tos¢ tej pracy nie zalezy od drogi wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie
pod catkg jest rézniczkg zupetng jakiej$ funkcji u(x,y). Te funkcje na-
zywamy potencjatem. Teorja potencjatu jest bardzo waznym dziatem fizyki.

Podobnie w termodynamice przyrost energjii ewiropja (por. str. 196 —197)
wyrazajg sie zapomocg catek krzywolinjowych z rdzniczek zupeinych;
zatem zmiana energji i entropji nie zaleza od drogi, po jakiej sie odbywa
proces termodynamiczny (,droga“ nazywamy tu wykres, podajacy zwig-
zek ci$nienia z objetoscig lub z temperaturg).

Podobne pojecia stosuje sie w hydrodynamice, aerodynamice i w nauce
o elektrycznosci.

Oméwimy tu jeszcze w krotkosSci zastosowanie twierdzenia Greena-
Ri eman na w teorji funkcyj zmiennej zespolonej. WidzieliSmy juz
w 8§ 245, ze catka z funkcji f(z) — P(x,y)-\-i *Q(x,y) zmiennej zespo-
lonej z = x -)- iy skiada sie z dwoch catek krzywolinjowych, branych



249

po jakiej$ linji na ptaszczyznie zmiennej zespolonej, a mianowicie (por.
wzor (149) na str. 200):

J f@dz= | (P(x,y) dx — Q(x, y) dy) - ij(Q{x, y) dx -f P(x, y) dy)

ACB

Zatézmy, ze P, Q i ich pierwsze czastkowe pochodne sg funkcjami
ciggtemi w jakim$§ obszarze, zawierajagcym drogi catkowania.

Catka ta nie zalezy od drogi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje
Px,y) i Q(x,y) spetniajg warunki:

(171)

wtedy bowiem catki po prawej stronie sg niezalezne od drogi. Te dwa
warunki sg réwnaniami rozniczkowemi czastkowemi pierwszego rzedu,
zwaDemi rownaniami Cauchy’ego i Riemanna.

Zatézmy, ze funkcje P i Q posiadajg takze drugie czastkowe po-
chodne ciagte. RoOzniczkujgc pierwsze z rownan (171) wedtug y, a drugie
wedtug x, otrzymujemy:

3P 92Q
3x9y
3P
3y9x 3x-
a stad:
3*P , 3P - 0
3x*  9y2

Podobnie rozniczkujac pierwsze rownanie wedlug x a drugie wedtug v,
otrzymujemy:

3\Q  92Q

9x* dy 1

0

Widzimy wiec, ze zar6wno funkcja P(x,y) jak i Q(x,y), w razie, gdy
catka z f(z) nie zalezy od drogi catkowania, branej z pewnego obszaru, spet-
niajg w tym obszarze to samo réwnanie rézniczkowe czastkowe 2-go rzedu:

(172)

zwane réwnaniem L aplace’a
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§ 258. Wprowadzenie nowych zmiennych w catke podwdjna.

WidzieliSmy w 88 207 i 219, jak wazne ustugi oddaje przy obli-
czaniu catek pojedynczych catkowanie przez podstawienie, czyli wprowa-
dzenie nowej zmiennej x — (p{t) zapomocg wzoru:

I Hodx =i fw)) dt

Uog6lnimy obecnie te metode na catlki podwojne. Chcemy mianowicie
wprowadzi¢ w catke:

=JJf(x,y)dxdy
(D)
nowe zmienne u,v zapomocg zwigzkéw funkcyjnych:

(@ x =<p{uv), y= ipu.v)

Zwiagzki takie interpretujemy geometrycznie (por. tom 1 § 121) jako
odwzorowanie ptaszczyzny {TJV) na plaszczyzne (XY) (fig. 92). Bedziemy
brali pod uwage tylko takie od-
wzorowania wzajemnie jedno-
znaczne, w ktorych obszarowi D'
na ptaszczyznie (L/T) odpowiada
jako jego obraz rowniez jaki$
obszar D na ptaszczyznie (XY)
i to tak, ze brzegowi L' od-
powiada brzeg L, przebiegany
w tym samym kierunku, co L'. Zbadajmy najpierw, na co zmieni sig
prostsza catka, a mianowicie:

(b) p=J ] dxady

©
gdy wprowadzimy za X,y nowe zmienne zapomocg wzorow (a). Catka ta,
ak wiadomo (por. wzor (161) str. 228), przedstawia pole obszaru D. Wynik
uzyskamy najszybciej, przechodzac przez twierdzenie Greena-Riemanna.
| tak, chcac zastosowac do tej catki podwOjnej to twierdzenie w postaci

wzoru (166), ktadziemy P =y, a wiec Q.l;’ =1 i otrzymujemy:

=ff
1) — 1edx dy ~ J ydx
®)
Wprowadzmy nowe zmienne w te catke krzywolinjowg. Gdy punkt
0 splirzednych (x,y) przebiega na ptaszczyznie (XY) linje (L) o rownaniu
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f(X,y) = O to punkt {u, v) przebiega na ptaszczyznie (UV) linje (Z/)
o rownaniu /(<p(w, a), >« u)) = 0, a wiec zmienne mi ¢ sg w tej catce
krzywolinjowej w ten sposob od siebie zalezne. Otrzymamy wiec:

= — = — == N A
D Jydx J\p{u,v) d((p(u, v)) dud u + dvd ,
LW () @
czyli:

D= -3~

Zastosujmy do tej catki krzywolinjowej znowu twierdzenie Greena-
Riemanna (wzdr 168), kiadac:

ANju=F(u'vy § 1= Qn'v
a zatem:
D 65)1(1 (* 3£ \ - 1 it 8 1)) du dv
Ale:
30 3(p\ 3 3P 329
duydii) 3u 3v N 3v3u
31 %Cp\ dii) Syv. . KRN (o)
3vil3y)= & 8y - 733y
A wiec:

«= /i 93Wa‘34 A gv 8uju *
)

Funkcja podcatkowa jest tu jakobjanem (por. tom 1 str. 362) fnnkcyj
X= c¢pfuv), y= ip(u,v) wedlug zmiennych u.v. Oznaczajac ten jakobjan
krotko symbolem:

J==z d(x>y)

3ii, v)

otrzymujemy:
0 =L 58
ZaktadaliSmy, ze przy odwzorowaniu brzeg L obszaru D byt obiegany
w tym samym kierunku, co brzeg U obszaru D'. Gdyby ten obieg byt prze-
ciwny, to catki krzywolinjowe po linji L\ wystepujgce w powyzszym dowo-
dzie, miatyby znaki przeciwne tak, Zze ostatecznie otrzymaliby$Smy wz6r:

w ., = 8 f/ Sijudyv
B(m, V)
(09
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Jezeli uczynimy obecnie jeszcze dodatkowe zatozenie, ze jakobjan nie zmie-
nia znaku w obszarze catkowania, to we wzorze (c) musi on by¢ nieujemny
(albowiem warto$¢ catej catki musi by¢ dodatnia, poniewaz jest rowna
dodatniej liczbie D), a we wzorze (d) niedodatni. Wobec tego we wzorze (c)
3{x,y) 3%:Y) . we wzorze ) 3H{xy) 3(x,y)
d(u, V) 9(u, v) d(ll, v)
Otrzymujemy zatem dla obydwu przypadkéw wspdiny wzdr:

mozemy potozyé

(173)

Uwaga. Zatozonie, ze jakobjan nie zmienia znaku w obszarze D', jest w $cistym
zwigzku z wzajemng jednoznaczno$cig odwzorowania. Mozna mianowicie wykazac, ze
gdy jakobjan zmienia znak, to istniejg takie punkty w obszarze D na ptaszczyZnie (XY),
ktérym odpowiadajg dwa rézne punkty w obszarze D'. (Dow6d znalezé mozna w podre-
czniku E. Goursat’a p. t. Cours d’Analyse mathématique, r. 1902, tom |, str. 299).

OtrzymaliSmy w ten sposdb wzdr na pole obszaru Z5 lezagcego na
ptaszczyznie (XF), wyrazony zapomoca spotrzednych u, v.
Z wzoréw (b) i (173) wynika wzdr:

(173a)
"0y ()
W ten spos6b wprowadza sie nowe zmienne w catke podwdjng z bardzo
prostej funkcji: f{x,y)” 1. Opierajac sie na tym wzorze, wyprowadzimy
juz z tatwoscig og6lny wzoér, dla dowolnej funkcji podcatkowej f{x, y).
Przedtem jednak zwr6cimy” jeszcze uwage na to, jakie znaczenie
ma jakobjan dla odwzorowania, okreslonego réwnaniami:

x m (p{u, v) y — ip{u, v)

Zastosujmy do catki, wystepujacej we wzorze (173), twierdzenie o wartosci
Sredniej (wzo6r 163a na str. 229), to:

- 3y,
174 D= D
(174) B v)
Vv
a stad:
D dix y)
D’
ddt, v) | i
y'Vv

Wezmy pod uwage jaki$ staty punkt u— u0Q, v = vO obszaru D'
Gdy Srednica 0 obszaru D' dazy do zera, to takze Srednica obszaru D
dazy do zera, a granicg ilorazu p6l tycb obszaréw jest:
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J 3{le) |
(175) a\{l% JL: a(ii, v)|

t. j.bezwzglednawarto$¢ jakobjanu w punkcie u— u0, v= v0. Granice
stosunku obrazu |) obszaru D' do samego obszaru D‘ nazywamy stosun-
kiem znieksztatcenia powierzchni przy odwzorowaniu.

Widzimy stad, ze bezwzgledna warto$¢ jakobjanu w kazdym punkcie
jest rdéwna stosunkowi znieksztatcenia powierzchni przy odwzorowaniu. Sto-
sunek ten gra bardzo wazng role w geodezji i w kartografji matematycz-
nej. Odwzorowania, w ktérych jakobjan ma stale warto$¢ 1, nazywamy
loiernopowierzchniowemi.

Takiemi odwzorowaniami wiernopowierzcbniowemi sg oczywiscie
obroty i przesuniecia. Tak np. obrot osi spotrzednych o staty kat a jest
okre$lony rownaniami:

X — ucosa—vsin a
y — usin a-J-v cos a

Poniewazx,, = cosaxt— —sina, y,, = sin a, = cosa, przeto jakobja?i
tego przeksztalcenia ma wartos¢:
d(x.y) :
= cos2a — (—sin*a) — 1
a0 ) (— sin* a)
Podobnie dla przesuniecia osi, okreSlonego wzorami:
= u-j—a
y= v--b
otrzymuje sie:
3(x,y) 10 _ 1
3(w, V) 01

Istnieje jednak takze bardzo wiele innych odwzorowah wiernopowierz-
chniowych, nieraz bardzo skomplikowanej postaci.
Przejdzmy do wprowadzenia nowych zmiennych w ogdlng catke
podwdjna:
fff(x,y)dxdy
(0)
Obszar D' na ptaszczyznie (UV) dzielimy na dowolne elementy a-

Niechaj im odpowiadajg w obszarze D na ptaszczyznie (XY ) ele-
menty co,. Na podstawie wzoru (174) jest:

o= %)

gdzie uh v, oznaczajg sp6trzedne odpowiednio dobranego punktu z obszaru a,.
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Niechaj f(x,ij) = f(x(u, V). i/(u,v)) = F(u.v). Tworzymy sumy postaci:
Yita, yyw=Y rFu. v ‘é"(fe/’; ‘

Ciag takich sum, gdy S$rednice wszystkich elementdw &h ol dazg do zera,
ma jako granice odpowiednig catke podwdjng (por. str. 230). Przechodzac
wiec do granicy, otrzymujemy:

Jest to wzdr na wprowadzenie nowych zmiennych w catke podwdjng:
trzeba wprowadzi¢ te zmienne zapomocg wzoréw x=cp(u, V), y — ip[u,v)
w fnnkcje podcatkowa, pomnozy¢ jag przez bezwzgledng warto$¢ jakobjanu
i zmieni¢ obszar catkowania. Widzimy tu wyrazng analogje z odpowiednim
wzorem dla catek pojedynczych.

Przyktady.
1) Obliczy¢ pole wycinka pierscienia kotowego (fig. 93) przy pomocy
catki podwadjnej.
Uzycie wzoru:

©)

X bytoby tu bardzo niedogodne, poniewaz trzebaby

Fig. 93. rozktada¢ obszar catkowania na 3 czesci (liujami
kreskowanemi na figurze). Natomiast przy uzyciu
spotrzednych biegunowych rachunek przedstawi sie bardzo prosto, albo-
wiem obszarem catkowania bedzie na ptaszczyznie (R, 0) prostokat, okreslony
nierobwnosciami:
%0<>"s, Vi<<P<(p2
Do uzycia wzoru (173) potrzebny jest jakobjan. Ot6z:

X= rcos<g y==rsin p
zatem xr= cos (p, yr— sin 4 xip= — r sin yip= rcos<p a wiec:

CoS ,— r sin ¢

sin @ rcostp r cos2(p-)- rsin2<p—r

Widzimy wiec, ze jakobjan przeksztatcenia spoOirzednych prostokgtnych na
biegunowe jest réwny promieniowi r.
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Wobec tego wzo6r (173) przyjmuje postac:

ft % ‘Pt o,
D=y J'rdrdcp=JJ rdrdcp — " Jr2] dp— (r\—rf) (ei—)
(G % O rpt r
Oznaczmy qR2— <Pi= «, szeroko$¢ pierscienia r2— rx— s, a dtugosci
tukdw, ograniczajgcych ten pierscien, ti= r2a, = Zatem wzo0r na
pole wycinka pierscienia kotowego przyjmuje postac:

e = iae o — Fi)a= hibkic o)
znang z matematyki elementarne;j.
2) Obliczy¢ powierzchnie 4 okien Yiviani’ego (por. str. 240) i obje-

tos¢, pozostajacg z kuli po wydrgzeniu dwoéch walcéw, wyciuajagcych te
okna (fig. 87 str. 240). OtrzymaliSmy przy uzyciu spétrzedriych prosto-
katnych wzor:

O va? —x 2—52

Wprowadzmy spétrzedne biegunowe, to a;2-|-y2= r 2 a za dxdy trzeba wpro-
wadzi¢ rdrdcp, jak to widzieliSmy w poprzednim przyktadzie. Wobec tego:

taf f 'drdV

{['))J jBa2—t2
Jezeli ustalimy gx to r zmienia sie od »= 0 do OA (na fig. 87), t.j.
do r— a-ecos p Kat zasS @ zmienia sie w statych granicach od (p= 0
do »—  Wobec tego:

p= 8f dp= 8af ~ |

0o~ 0

P = 8aJ (—asin<s a)dep= 8a2(cosp-f-q = 8a2 —1)
0 0
Interesujacem jest, ze wzOr na pole powierzchni, pozostajacej z kuli po
wycieciu tych 4 okien, nie zawiera liczby n, albowiem:

Aa2n — P = Aa2wc— 4at7r-j- 82— 8a2
Objeto$¢ v Cwiartki jednego walca, przedstawionego na fig. 87, oblicza

sie wzorem (164) z § 253 przy uzyciu spéirzednych prostokatnych.
W naszym przypadku otrzymujemy:

—ffa 2—x2—y2dy dx

)
poniewaz réwnanie gornej pétkuli ma postaé z — |/«3—X2—Yy2
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Przy uzyciu spétrzednych biegunowych otrzymujemy:

1 1 1
Y acoscp i acoscp I
v—] /[V —r*rdrdp=J "-—" W dop— — " J'(a3sin3cp— addep
60 0 0 0

Catke z sin* g obliczamy, jak wiadomo (str. 56), podstawiajgc cos = t
i otrzymujemy:

3

3 A
V= —| (icos3(p—cosqp+ P|= + in)

Wobec tego szukana objetos¢ ma wartos¢:

403yr 8a3

3) Wyprowadzi¢ wz6r na komplanacje powierzchni, majac podane
jej przedstawienie parametrowe (por. tom I. str. 378—380):

x = (p(uyv), y= ip(u,v), z— %(u,v)

GdybysSmy wyrazili z dwéch poczatkowych rownan u i v jako funkcje
zmiennych x iy i wstawili te wyrazenia w trzecie réwnanie, to otrzy-
malibySmy z wyrazone w zaleznos$ci od zmiennych x i y. Mozemy jednak
bezposrednio przeksztatci¢ wzor (165) na komplanacje na nowe zmienne
u, v, wprowadzajgc za x funkcje <pw, u), a za y funkcje cp{u,v).

Pochodne czgstkowe p i g, potrzebne do tego wzoru, obliczono juz
w tomie I, na str. 380, a mianowicie:

p = IX= zuy,, . Y, , q-—-zy — X,, Za Xuyu
&yvV  coy* X,ZV  XIYy.
Sg to ilorazy jakobjanow:
9(z,y) 9{x,2) j= 2{x.y)
9(u,v) 9(u,vy 9(u, v)

Te pochodne p, g wprowadzamy pod pierwiastek, a ponadto mnozymy
funkcje podcatkowg przez jakobjan J. Otrzymujemy zatem:

p=jy vy i+£)+ (£) ij|dudv
)
(przy zatozeniu, ze jakobjan ,/ nie zmienia znaku w obszarze catkowa-
nia). Stad wynika:
P=] J 3t+ v \dudv
©)
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czyli:

(177)

Wprowadzmy nastepujgce skrdécone oznaczenia, uzywane czesto w teorji
powierzchni:

E= wl-\-yl + zl
(178) F = xtxv+ y,yt+ z,zv

G— tfiA-ytA-A
Po zastosowaniu do sumy kwadratow, znajdujacych sie pod pierwiastkiem
we wzorze (177), identycznosci Lagrange’a (por. tom I, str. 481), otrzy-
mamy nastepujaca skrocong forme wzoru (177):

(179)

Tak np. majac podane réwnanie powierzchni w postaci:

z= F(r, P

gdzie r, 9 sg spbétrzednemi biegunowemi na ptaszczyznie (17), zwigzanemi
Z X,y zapomocg wzordw X = rcos@, Yy — rsin < mozemy otrzymaé
z wzoru (177) wzér, wynikajacy z niego przez wprowadzenie spdtrzeduych
biegunowych. | tak wiemy juz, ze jakobjan:

I y
noyr
Jakébjany J\ i J2 majg postac:

Zr yr zr sin (p

= rcos(pzr— sin zy
PP zv rcos (p

Xr Zr cos (p zr ] .
J2= . coSs cpz -j- r sin <pzr
p —rsin (pZy
Stad:
Jj+Ji — + 4.

a zatem wzér na komplanacje przyjmuje postac:

w p = /7y ~+ "+ Q 'iriv
)

Bachanek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 17
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4) Dana jest powierzchnia Srubowa o réwnaniu:

2nz y
tg-pt = 5
(por. tom l,str. 64). Obliczy¢ pole tej czesci powierzchni Srubowej, ktorg
wycina zniejwalec ordwnaniu:

+ y2—
a ktérg zakresla prosta (oS #-6w) przez obrét o kat a od potozenia po-
czatkowego.
Uzywajac spOtrzednycb biegunewych, otrzymujemy:

tSanz _ rsing_ ¢
kK~ rcosq 9P

a stad:

czyli:

Uzywajac wzoru (180), otrzymujemy:

Obszar catkowania wyznaczamy z nastepujacych warunkéw: (p zmienia
siec od 0 do a a r zmienia sie od 0 do a, a wiec granice catkowania sg
state. Zatem:

p = T F {0~ td,pd =% 1 o+ dr
0

0o

Stosujac do tej catki wzér (35) ze str. 48, otrzymujemy ostatecznie:

p=1[«|/*+ {£)+ (L)i0os" (a+ya + (L

5) Obliczy¢ pole powierzchni, wycietej przez walec o réwnaniu
X2-\-y2= a3z paraboloidy hiperbolicznej o rownaniu:

X2—y2= 2mz
(por. tom |1, str. 44—A45).
Wprowadzamy spétrzedne biegunowe w réwnanie powierzchui i otrzy-
mujemy:
_r2cos2q— r2sin2(p r2cos2<p
2m 2 »i
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Stad:
9z rcos2<jp 9z r2sin 2 (p
dr m ’ 9@ m
Wedtug wzoru (180) jest:

r2cos22ro , r4sin22m ,
H /y SJ-2 4 — -V -*drie
=/ f\ r+¢d

} 2n  «
P:JJ J |+ drdy:J J Lyrm'rtdrdcp

Podstawiajac r2= t, otrzymujemy z tatwoscia:

wiec:

(m2-f-r2 (m2-(- a2)¥ — w8

;-2dr
3w 3vn

Wobec tego:

P ‘(:Zr}raf)a/l— iF 8 W+ azs_

) o G g
6) Obliczy¢ pole trojkata sferycznego prostokatnego, znajac jego

boki i katy, np. pole trdjkata

ABC na fig. 94. Réwnanie kuli

0 promieniu R ma postac:

*24* 212~ 2a—
Po wprowadzeniu spo6trzednych
biegunowych na ptaszczyznie
(XY), otrzymamy dla gornej

potkuli:
2= \RY—r~
a stad:
9z A 9z —r
9cp~ * 9r~—~[lI*_ s
A wiec:

—_ »S_j_
I
( ©)
Obszarem catkowania jest krzywolinjowy trojkat BC C na ptaszczyznie (XF)
(fig. 94 i 95), przyczem BC jest tukiem kota, a BG tukiem elipsy, powsta-

17
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jacej przez rzut kota wielkiego BE na ptaszczyzne (X Y ). Potdwkami osi

tej elipsy sa OB= R i OF— R cos/3, albowiem /? jest katem nachylenia
ptaszczyzny BEO do ptaszczyzny (XY).
Rdéwnanie tej elipsy ma postac:

®v+ =
R2~ R*cos23
Wprowadzajgc tu x — rcosg>, y — r&\ncp.
otrzymamy:
R cos jd
(') —sin*Pcos2 fie)

Wedtug zmiennej r trzeba catkowac¢ od

tuku elipsy do tuku kota, zatem od r po-

danego wzorem (1) do r= R, a dla @
granice sg state, od p— 0 do = a, A wiec:

a R

0 Ay)
Catkowanie wedtug r (przy uzyciu podstawienia ri=1%) daje —R"R2— 22
a po podstawieniu granic otrzymamy:

sin /Ssin
P / FQ PIN® g
0 I — sin2/?cos2@

Uzywajac tu podstawienia sin/?cos @= 2z, otrzymamy:
= — R2arc sinz\_;: — Riarc sin (sin/?cos?)r: R I [f3—arc sin (sin jScos a)]
i 0
Bardzo prosto wyraza sie ten wzdr przy pomocy kata a. | tak z wzoru:

cosa = sin /?cos a
znanego z rozwigzania trojkata sferycznego prostokatnego, otrzymujemy:

sin(4n —a)= sin cosa
a wiec:
arcsin (sin cosa)= arcsin(sin n—a))= 4+n —a
Wobec tego:
P = R2(i—\-n-\-a)— R2a-j-/?-j]-En—n)

Wyrazenie, zawarte w nawiasie, jest nadwyzkg sumy katéw trdjkata sfe-
rycznego nad kat pdipetny i nazywa sie ekscesem sferycznym £ A wiec:
P= R*e
Dosziismjr W ten sposéb do wzoru, ktory sie wyprowadza w trygonometrji

sferycznej wprost z rozwazan geometrycznych i trygonometrycznych.
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§ 259. Catki podwdjne niewtasciwe.

Dotychczas zajmowalismy sie tylko takiemi catkami podwojnemi,
w ktérych funkcja podcatkowa byta ograniczona, a obszar catkowania
skonczony. Rozszerzymy pojecie catki takze na przypadki, w Kktdrych
funkcja podcatkowa jest nieograniczona w otoczeniu pewnego punktu lub
w otoczeniu pewnej linji i na takie przypadki, w ktorych obszar catko-
wania rozcigga sie do nieskonczonosci.

Omoéwmy najpierw pierwszy przypadek. Wezmy pod uwage np. catke:

dx dy

jliPTy*
po kole, okreSlonem nier6wnoscia -j-y2 1 Funkcja podcatkowa jest
ciggta w catlym obszarze catlkowania z wyjatkiem punktu O (0,0). Gdy

sie zblizamy do tego punktu, funkcja N - wzrasta nieograniczenie.
\x* -f yl
W calce:
dx dy
o 277

branej po tern samem kole, wystepuje w funkcji podcatkowej linja nie-
ciggtosci, a mianowicie prosta y = Xx.

Chcac okresli¢ catke podwojng w takich przypadkach, zamykamy
te punkty i linje, w ktérych wystepuje nieciggtos¢, w niewielkie obszary,
lezace catkowicie w obszarze catkowania. Tworzymy dowolny ciagg Dn
takich wytaczonych obszaréw, ktorych pola zdgzaja do zera. Catka pod-
wdjna istnieje dla kazdego obszaru, otrzymanego z D przez wyiaczenie D,,\
oznaczmy taki pozostaty obszar symbolem D — Dn. Jezeli isthieje granica:

lim f(x, y) dx dy

n—00 (O_O_)
wspélna dla dowolnego ciggu obszarow wytgczonych o polach, dazacych
do zera, to te granice nazywamy niewtasciwg catkg podwdjng z funkcji
nieograniczonej f(x, y) po obszarze D i oznaczamy jg tym samym sym-
bolem, co catke wiasciwg, a mianowicie:

f f fipo,y) dx dy
cm

Przyktad. Obliczy¢ catke niewtasciwa:
dx dy

\X*+ r

©
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po kole xi-f- ~ 1- Wytgczamy z tego kota kotko spétésrodkowe o pro-
mieniu 0 <; 1. Obliczamy catke wtasciwg po pozostatym pierscieniu koto-
wym, a nastepnie obliczamy jej granice, gdy d dazy do zera. Najdogod-
niej jest w tym celu wprowadzi¢ spbéirzedne biegunowe. Otrzymamy:

-= lim j (1— 6 dp= lim2n(l — 6 — 2n

Uwaga. Mozna tez byto obraé cigg Dn kot o promieniach, dazacych
do zera, np. rownych -« i bada¢ granice catek po obszarach D — D,,

gdy n — oo.

Przejdzmy do drugiego przypadku, a mianowicie do catek podwdj-
nych po nieskonczonych obszarach. Przyktadami takich nieskofnczonych
obszardw sg: cala plaszczyzna, ¢wiartka ptaszczyzny, cze$¢ plaszczyzny,
zawarta miedzy dodatniemi cze$ciami osi spbéirzednych a dodatnig gatezig
hiperboli réwnobocznej o réwnaniu Xy — a2 cze$¢ ptaszczyzny, ograni-
czona z jednej strony parabolg i t. p. Chcac okreslic catke podwdjng po
takim nieskoficzonym obszarze D, tworzymy ciag Dn skohczonych obsza-
réow, zawartych w 1) i dazacych do D (mamy przez to na mysli, ze biorgc
dowolnie wielki staty obszar i?, mozemy dobra¢ tak wielkie n, ze te
czesSci obszaréow D i D,,, ktore leza w R: bedg sie rézni¢ od siebie do-
wolnie maio).

Dla kazdego skonczonego obszaru Dn istnieje catka witasciwa:

J i f{x,y)dxdy

Jezeli istnieje granica:

lim f I f(x,y)dxdy
n-+o0J J

<

niezalezna od tego, jaki cigg obszaréw Dn, dazacych do D, obierzemy,
to te granice nazywamy niewtasciwag catkg podwoOjng po nieskonczo-
nym obszarze i) i oznaczamy jg tym samym symbolem, co catke wiasciwa,
a mianowicie:

I 1 f(x.y)dxdy
(D)

Dowodzi sie, ze do catek podwdjnych niewtasciwych mozna stosowaé
szereg twierdzen, ktéresmy poznali przy badaniu catek witasciwych (np.
twierdzenie o wprowadzeniu nowych zmiennych).
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Przyktady.
1) Obliczy¢ catke
dxdy
©)

po nieskoficzonym obszarze Z), zawartym miedzy dodatnig gatezig kyperboli
réwnobocznej o réwnaniu y = —

miedzy osig X i prostg x — 1
(fig. 96).

Aproksymujmy obszar D zapo-
mocg ciggu obszaréw Dn, ograni-
czonych u dotu nie osig X, lecz
prostemi réwnolegtemi do niej w od-

stepach i réwnaniach y — —j .
i dy
(i+ y9
1 J
2= lim f y+1)2y = Ilim[—~log(1+ y2-f arctgy] I=

n—»o00aj 1-~| vy n->co

= lim 4log2-f-flog 1+-5 + arctgl — arctg-

/1—-co

— £log2+ f

tatwo stwierdzi¢, ze te samg warto$¢ otrzymamy, aproksymujac obszar 2?
zapomocg obszaréw Dh, ograniczonych hyperbolg, osig X, prostg a= 1
i prostemi x —n”">1. Wtedy trzeba najpierw wykonaé¢ catkowanie wedtugy

od y—0 do y= o a nastepnie wedtug X od X=1 do X= n. Mozna

tez stwierdzi¢, ze te samg granice otrzymamy dla dowolnych ciggéw Dn
obszarow, dazacych do D.
2) Caltke pojedynczg niewtasciwg (L aplace’a):

00

2 #«*de

obliczyliSmy juz w § 224 (przykiad 9) w dos$¢ skomplikowany sposéb.
Przy pomocy niewtasciwej catki podwoOjnej rachunki przedstawiajg sie
nader prosto.
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I tak wezmy pod uwage catke:

A=1J1 dx dy

przyczem obszarem catkowania D niechaj bedzie cata pierwsza déwiartka
ptaszczyzny. Aproksymujmy obszar D zapomoca c¢wiartek két D' o pro-
mieniach R a o $rodku w poczatku uktadu.
Wprowadzajagc spdirzedne biegunowe, otrzy-
mujemy:

. -f.?
\] J e~*i~""dx dy = J \] e~r‘rdrdcp =

(DO u o

=J ~ 4« *\dp= /i(l — fep= "~ (i —e-")
0
Gdy i? dazy do oo, to warto$¢ tej catki wiasciwej dazy do /.
Zatem catka niewtasciwa A ma wartosé:

A—J Je *=adxdy= -
©)
Mozna okaza¢, ze ta graniczna warto$¢ nie zalezy od tego, jakiemi obsza-
rami aproksymujemy D. Chcac przej$¢ od tej catki do catki pojedyn-
czej, obliczmy catke podwdjng po obszarze Z>", ktory jest kwadratem
0 boku R. Otoz:

R R

J J e*wyldxdy=J J d x dy— Jod vy
(0") 0o 0 0 0
R R R

==Jc~xdxJe~ydy= "J e~*dajj

Poniewaz obszar D' zawiera sie w 2>, a D" w D, funkcja za$ podcatkowa

jest dodatnia, przeto:
R

(/I>*>)" <71
a stad:

Je~y,dx<.”M\n
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Gdy R dazy do oo, to pierwsze i ostatnie wyrazenie dgzg do tej samej
liczby Yn. Zatem i calka, zawarta miedzy niemi, dazy do tej samej
granicy, a to znaczy, ze:

zgodnie z wynikiem, otrzymanym w § 224.
3) Catkg Eulera drugiego rodzaju nazwaliSmy (por. § 224, str. 111)

funkcje: 0

przyczem p”~> 0.
Zapomocg podstawienia z = xf przeksztalcamy te catke na:

-z zP-1

00

JT(p) — 23 e~X"x2p~1dx

Zbadajmy iloczyn dwéch takich catek, a mianowicie:

0o 00

r(p) uT(q) = 2j e~*a2'~ dx -2j e~fiylg-xdy
lloczyn ten mozna przedstawi¢ w postaci jednej catki podwojnej niewtasciwej:

r(p) «jT(@) = 4J3 J X  2pAylg™ dxdy
©
przyczem obszarem catkowania D jest cala pierwsza ¢wiartka ptaszczyzny.
Obszar ten mozemy aproksymowad — podobnie jak przy badaniu calki
Laplace’a — zapomocg c¢wiartek kot o Srodku w poczatku ukiadu
a o promieniach wzrastajgcych nieograniczenie.
Wprowadzajgc spotrzedne biegunowe, otrzymamy zatem:

n
2 00

T(p) *r(g) — aJ*J*b-* f2p-i+*r-t cos2>i gsin2-1 (prdrdcp =

0 O
7

= 2J'r>p+3-ie*dr «2J cos2”- 9 sin2?-1pd(p
o o

Pierwsza catka jest znowu funkcjg P dla argumentu p -|- g, druga za$
nazywamy catkg E ulera pierwszego rodzaju, lub funkcjg B (czytaj ,beta®)
zmiennych p i g A wiec:

r(p) -r(q) = r{p + q)’ 9
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Stad wynika, ze catka Eulera pierwszego rodzaju wyraza sie w nastepujacy
spos6b zapomocg catek drugiego rodzaju:

(181) B(p, g) = P{p)-F{a)
I\P + 2)

przyczem:

(182)

Uwaga. Przez wprowadzenie nowej zmiennej t zapomocg podstawienia cosZp= T,
mozna te catke pierwszego rodzaju sprowadzi¢ do nastepujgcej postaci:

i
(182 a) B(p, q)=JtP -i 1 —i)t-idt
0
tj. do catki oznaczonej dwumiennej (por. uwage na str. 46). Caiki Eulera znalazty

liczne zastosowania w rachunku prawdopodobienstwa i przy obliczaniu rozmaitych
skomplikowanych catek oznaczonych.

§ 260. Przyblizone metody obliczania catek podwdjnych.

W praktyce zachodzi nieraz potrzeba obliczania catek podwojnych
z funkeyj bardzo skomplikowanych (np. przy obliczaniu pojemnosci okretéw,
przy obliczaniu z planu warstwicowego objetosci, wznoszacej sie nad
jakim$ poziomem). Wystarcza przytem zwykle obliczy¢ przyblizong war-
tos¢ catki.

Najprostsza nasuwajacg sie tu myslag jest uzycie jako przyblizonych
wartosci catki tych sum, ktorych uzywaliSmy przy sumowej definicji
catki podwodjnej. Majagc wiec obliczy¢ catke:

1 —f Jf{x,y)dxdy
)
dzielimy obszar catkowania zapomocg prostych réwnolegtych do osi spét-
rzednych na drobniejsze elementy. Pole pik kazdego takiego elementu
mnozymy przez warto$¢ funkcji f(Ehrjk). nalezacg do dowolnego punktu
tego elementu i tworzymy sume tych iloczynow:

tri n
(183) j= A~ 2 m, vpik
A-l =1
Granica ciggu takich sum, gdy liczba dodajnikéw wzrasta nieograniczenie,
jest $cisle rowna catce podwdjnej; biorgc za$ jaka$ jedng sume, ztozong
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z skonczonej liczby dodajnikéw, otrzymujemy przyblizong warto$¢ danej
catki podwdjnej. Jezeli obszar D jest prostokagtem i roztozymy go na
prostokaty réwne o bokach h i k, a dla kazdego z nich weZmiemy war-
tos¢ funkcji w lewym dolnym wierzchotku, to otrzymamy:

T = h vy)-1-f(Xi, tyj + f(x3 yy)+ /@?22,y3) + ... -f f{x,,yK -f ...)

Wzér ten, dajacy sume objetosci odpowiednichprostopadtoscianéw,wzno-
szacych sie nad obszarem catkowania, jest uogélnieniem poznanej dla
catek pojedynczych metody prostokgtow (por. § 226 A).

Nie mamy zadnej wskazowki, dotyczacej stopnia dokiadnosci tego
przyblizenia |I. Wskazéwke takg otrzymamy, zamykajgc warto$¢ catki
pomiedzy dwie liczby ograniczajace. Bierzemy w tym celu z siatki pro-
stokgtéw, otrzymanych na ptaszczyznie (JY), najpierw tylko te, Kktore
lezg catkowicie icewngtrz obszaru D i pole kazdego z nich mnozymy przez
najmniejszg warto$¢, jaka w nim funkcja przyjmuje. Zatézmy, ze funkcja
f(x,y) jest nieujemna w catym obszarze D.

Otrzymamy w ten sposdb sume:

(183 a) ij = put«u -f-p2m12-f pKdmu fg I

gdzie m,, oznacza najmniejszg warto$¢ funkcji w prostokacie
Suma ta przedstawia sume objetosSci prostopadtoscianéw minimalnych.
Za gorne ograniczenie catki | bierzemy sume iloczynéw pél pro-
stokgtow zaréwno wewnetrznych, jak i tych, ktére zawierajg tylko czesci
obszaru, pomnozonych przez najwieksze wartosci funkcji w kazdym z tych
prostokgtow. Otrzymamy w ten sposob sume:

(183 b) | i2= pu MXL-¢-PI2~12 *® " Pnm

gdzie Mrs oznacza najwiekszg warto$¢ funkcji f(x,y) w prostokacie
Suma ta przedstawia sume objetosci prostopadto$cianéw maksymal-
nych. A wiec jest:
g i3
Srednia arytmetyczna:

(183c¢) . r= h+h

bedzie wiec w ogolnosci wartoscig bardziej przyblizong, anizeli ij lub ¢2.
Wzory te dajg zwykle tylko dos$¢ grube przyblizenie; aby je zaostrzyg,
trzebaby rozktadaé¢ obszar catkowania na bardzo wiele drobnych elemen-
tow. Lepsze przyblizenie otrzymamy, uogolniajgc metode trapezéow. Wezmy
pod uwage prostokatny obszar catkowania D, okreslony warunkami:
ayig x 5S a2, ¢i y S b3 i podzielmy go na réwne prostokaty o bokach

h— i ji— Zamiast prostopadtoscianu, wznoszgcego sie
n m
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nad kazdym takim sktadowym prostokgtem, weZmy prostopadtoscian Sciety,
ktérego dno gérne (pochyle w ogdlnosci) jest styczne do powierzchni
0 réwnaniu z — f(x, y) w punkcie, lezagcym nad $rodkiem dolnego dna
prostokatnego. Jezeli wierzchotki tego prostokgta maja sp6trzedne (»,,vy],
(*i,y2, @2Y,), (X2,y2), to srodek jego ma spbtrzedne A-yi).
Oznaczmy warto$¢ z funkcji f(x,y), nalezaca do tego $rodkowego punktu,
znakiem:

” f + th+jA
20

WidzieliSmy (w § 252 w przyktadzie 2), ze objeto$¢ takiego prostopa-
dtoscianu $cietego ma warto$é: h ek Suma objetosci takich prosto-
padfoscianow Scietych:

m n

(184) 7= hk~r""~f\r"LxtM\
/-1 /-1

lub krotko:

(184a) li==hk2J?*w,

jest bardzo dogodng wartoscig przyblizong catki podwdjnej, doktadniejszg
zazwyczaj, anizeli warto$¢, otrzymana z wzoréw (183a, b, c). Uzycie tego
wzoru mozna uwazaé¢ za uog6lnienie metody trapezow.

Inny wzo6r przyblizony otrzymujemy, biorgc w kazdym prostokacie
zamiast wartosci z,"M, nalezacej do $rodka prostokata, $rednig arytme-
tyczng czterech wartosci, nalezgcych do czterech wierzchotkéw prosto-
kata, np. w pierwszym prostokacie wartos¢:

HZI +~z12 + 221"f~222)
Sumujac te wyrazenia, otrzymamy nastepujacy wzér (Bugaje w a):

m n

(185) /2= hk~ “h ziH\t H 2L1+1 ~t- Zi+,i+)
1-1 -1

Bioragc $rednig arytmetyczng czterech wartosci z, nalezacych do $rodkéw
bokéw prostokata, to znaczy np. w pierwszym prostokacie:

+ z'k\4" zvi, + z2%i) —
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otrzymujemy nastepujacy wzdr przyblizony (Malisio na):

m n

h = M2 + 12 T m’»)+
(186) 1

+fH{* A ") +fe "y A

Z kombinacji wzoréw (184), (185) i (186) powstaly najwazniejsze i naj-
bardziej rozpowszechnione wzory Wooley’a a mianowicie:

(187) It= ${21, + 1)
(188) JB=i(21x+2i)

Podstawiajac w te wzory wartosci &§ otrzymamy np. dla pierwszego pro-
stokgta w wyrazeniu /<:

(187a) ANhK(z, (s -|- atL-J- ar/, -j- - 2a 1tV

a w wyrazeniu J6:
(188a) -fahlcfi-j-zu -f-z12-f- z21 -f- z22)

Z kombinacji tych wzoréw W ooley’a biorac:
(189) 16= *(I, +21%*)

otrzymujemy uog6lnienie wzoru Simps ona. Dla pierwszego prostokata
otrzymujemy np.:

(189a) WAhK(z11-\-212-\-221-\-222-\-~{zltiii -\-Z]t,i-\-2 %ii -\-Ziii -\~ 16 2yky))

Mozna dowie$¢, ze wzoOr ten jest uogélnieniem wzoru Simp so na w geo-
metrycznem znaczeniu, polega bowiem na zastepowaniu $cianek danej
powierzchni $ciankami, wzietemi z odpowiedniej pai-aboloidy eliptycznej
lub hiperbolicznej (0 réwnaniu z — ax2-\-b yl).

Ten uogdlniony wzér Simpson a jest mniej dogodny anizeli wzory
Wooley’a poniewaz dla kazdego prostokata sktadowego trzeba obliczaé
przy uzyciu wzoru (189) 9 wartosci funkcji z = f(x,y), podczas gdy
w kazdym z wzoréw (187) i (188) potrzeba tylko 5 wartosci z dla kaz-
dego prostokagta skiadowego.

Wyprowadzono wzory na oszacowanie btedu, ktéry popetniamy, uzywajgc zamiast
b a

prawdziwej warto$ci catki :,y) da}dy wzoru przyblizonego. Tak np. dla
6 o

wzoru (184) otrzymano przez rozwiniecie funkcji f{x,y) na wzér Taylora w oto-

czeniu punktu x = (j, /= £ i przez calkowanie tego wzoru nastepujgce oszacowanie

btedu I —1,:

li-1,1 «*6+ -J aft*)
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gdzie M, oznacza najwiekszg warto$¢ pochodnej fxx a M., pochodnej fyy w catym pro-
stokacie, wyznaczonym zapomocg warunkéw 0 0 <ly 6, gdy bok o po-
dzielono na m a bok b na n réwnych czesci.

Podobnie dla wzoru (187) Wooley’a otrzymano:

7 /[ 1-" 1 IMia>b i Fjv>“3J3 i
- ) e AV . <
przyczem ilii oznacza najwieksza warto$¢ pochodnej , iii, pochodnej——-— ,a M3
g*f ‘ dx* dx~dtR
pochodnej m--—--
2yl

Dalsze wskazéwki, dotyczace przyblizonych metod obliczania catek podwéjnych,
znajdzie czytelnik w artykule C. Runge’go i F. Willers’a p. t. Numerische und
graphische Quadratur und Integration gewdhnlicher und partieller Dierentialgleichun-
gen (Enct/klopadie der mathematischen Wissenschaften, tom IlI, 3, str. 135 i nast.).

Ustep 1V.

CALKI POTROJINE, WIELOKROTNE | POWIERZCHNIOWE.

§ *261. 0 catkach potrdjnych i wielokrotnych.

Wezmy pod uwage funkcje u= f(x,y,z) trzech zmiennych, okres-
long w jakim$ obszarze trojwymiarowym i speiniajgcg w nim podobne
warunki ciggtosci, jakie zaktadaliSmy przy badaniu catek podwoéjnych
dla funkcji z = f(x,y) dwoéch zmiennych.

Niechaj obszarem tym bedzie prostopadtoscian P, ztozony z punktéw
0 spotrzednych X,y,z, spetniajagcych warunki;-

(a) a, at, b, y”™ b2 g z a

Wyrazenie, otrzymane przez trzykrotne catkowanie funkcji u=f\x,y,z)
kolejno wedtug kazdej zmiennej (przyczem pozostale zmienne uwaza sie
za parametry), nazywamy catkg potrdjng z tej funkcji po prostopa-
dtoscianie P i oznaczamy jg symbolem:
@ 8 d

(190) f(x,y, z) dx dy dz = J(NI*f(x. y, z) dxjdy'jdz

P O % n
Catke te mozna tez pojmowaé jako granice odpowiednio wybranych cig-
gow sum dolnych, gornych lub posrednich:

Nr Nr Nr
y™iPt: A Pi, JEF($i, Vi, Q Pi
t-1 =i L

otrzymanych przez rozklad prostopadtoscianu P na Nr prostopadtoscia-
néw pl zapomoca ptaszczyzn roéwnolegtych do piaszczyzn spétrzednych.
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Okazuje sie, ze do tych catek potréjnych stosuje sie twierdzenie
o wartosci $redniej, wyrazone wzorem:

(191) y,z) dx dy dz ==fi «P

(h
gdzie (i oznacza odpowiednio dobrang warto$¢ pomiedzy kresem gérnym
i dolnym funkcji f(x,y, z) w catym prostopadtoscianie P.

Aby okres$li¢ catke potréjng po dowolnym tréjwymiarowym obsza-
rze V, postepujemy podobnie, jak dla catek podwdjnych. Wprowadzamy
mianowicie funkcje pomocniczg fx(x, vy, z), réwng funkcji /(#, y,z) w obsza-
rze F, a rowng 0 w pozostatych punktach prostopadioscianu P, zawie-
rajacego caty ten obszar V.

Catkag potréjng z funkcji f(x, y, z) po obszarze V nazywamy catke
potréjna z tej funkcji pomocniczej /j (X,Y, z) po prostopadtoscianie P, a wiec:

f j j (a2,y,z)dx dy dz =f*fJ an V'Z)dxd,.] dz

SprowadziliSmy w ten sposob to nowe pojecie do znanego pojecia. Rozu-
mujac podobnie jak dla catek podwdjnych, branych po dowolnych obsza-
rach X5 dochodzimy do wniosku, ze catke potréjng po dowolnym obszarze V
mozna obliczy¢ zapomoca trzech kolej-
nych catkowan podanej funkcji f(x,y,z)
(a nie funkcji pomocniczej TX(X, Y, 2)),
przyczem granice tych catkowan nie
bedg juz wszystkie liczbami statemi
(Jak w prostopadtoscianie), lecz jedna
para granic bedzie zawierala dwie
zmienne, druga jedng a dopiero trze- 0 | &M
cia para przedstawia liczby state. Gra- &
nice te wyznacza sie z postaci po-

wierzchni, ograniczajacej obszar V,

w nastepujacy sposéb. Niechaj kazda

prosta prostopadta do ptaszczyznypTY)

przecina powierzchnie, ograniczajacg obszar V, najwyzej w dwoch punk-
tach (fig. 98). Rzutem obszaru tréjwymiarowego V na ptaszczyzne (XY)
jest dwuwymiarowy obszar D. Walec, rzucajagcy V na ptaszczyzne (XY),
dzieli powierzchnie ograniczajacg V na dwie czesci o réwnaniach:

D AN

2= z1(xy) i z= %(XY)

Niechaj rzutem obszaru D na o$ aj-ow bedzie odcinek, ktérego korce
majg odciete ax i a2. Punkty A i B, nalezgce do tych odcietych, dzielg
brzeg obszaru D na dwie czes$ci o roéwnaniach:
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Catkujmy /(®,y, z) najpierw wedtug zmiennej z. W tym celu trzeba ustali¢
wartoséci X, y, t. j. obra¢ jaki$ staty punkt C(Xx,y) w obszarze D. Wy-
kreslmy przez ten punkt prostopadta do ptaszczyzny {XY)', trafi ona po-
wierzchnie obszaru V w dwdch punktach, do ktérych nalezg wartosci z1
i z2 Catkowanie wedtug z nalezy zatem wykonaé¢ w granicach od z1(x, y)

do zt(x,y) i otrzymamy:
)
f(x,y,2) dz

Warto$¢ tej catki jest jakg$ funkcjg F(x,y) dwéch zmiennych (parame-
trow) X iy.

Teraz trzeba obliczy¢ catke podwdéjng z tej funkcji po obszarze D,
a mianowicie trzeba jg catkowa¢ wedtug zmiennej y w granicach od
y = yi[x) do y= yl{x) a otrzymany wynik, ktéry bedzie juz funkcja
tylko jednej zmiennej X, nalezy catkowa¢ w statych granicach od x = at
do X — a2. Otrzymujemy w ten sposob:

(92) J Jf *>z) dx dy dz — ~ o f(x,y, 2) dzjciyj dx

() a, >,(* zikxy)

Podobnie przedstawia sie rachunek przy innych, zmienionych porzgadkach
catkowania, tylko trzeba odpo-
wiednio zmienié¢ granice.

Do wzoru (192) mozna dojs$¢
takze w inny sposob, a mia-
nowicie sprowadzajgc catke po-
trojng do catki pojedynczej
z catki podwdjnej. Obierzmy
w tym celu jaka$ statg warto$é x\
otrzymamy przekréj D(x) obsza-
ru V ptaszczyznag rdéwnolegia

~ do ptaszczyzny bocznej (Y Z).
Obliczmy najpierw catke po-
dwéjng z funkcji f(x,y, z) wedtug
Z iy po obszarze D{x). Gra-
Fig. 99. nice catkowania dla z bedag za-
lezne nietylko od y ale takze
od X, granice za$ dla y nie beda stale, lecz zalezne od x. A wiec:

I 1 f{x,y,z)dzdy == f{x,y, z) rfzj dy

nil) zZiW  2iUy)
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Nastepnie nalezy zmienia¢ X od a, do at i wykonaé¢ catkowanie wedtug
zmiennej X. Otrzymamy w ten sposéb znowu wzor (192).

Twierdzeuie o wartosci Sredniej stosuje sie takze do calek potrdj-
nych po dowolnych obszarach i przyjmuje dla nich postac:

(193)

gdzie V oznacza nie tylko obszar catkowania, lecz zarazem jego objetosc
a [i oznacza odpowiednio dobrang liczbe posrednia pomiedzy gérnym
a dolnym kresem wartosci funkcji w obszarze V. Warto$¢ y, obliczong
z tego wzoru, nazywamy $rednig wartoscig funkcji trzech zmiennych f(x, vy, z)
w obszarze V.

Jezeli f(x,y,z) ma stale warto$¢ 1, to oczywiscie $rednia wartos¢ y
jest takze réwna 1 i otrz3mujemy z wzoru (193) nastgepujacy wzor na
objetosc:

(194)

Twierdzenie o wprowadzeniu nowych zmiennych uogélnia sie takze na
catki potréjne, a mianowicie catka:

f(x,y, z) dx dy dz

przechodzi po wprowadzeniu nowych zmiennych zapomocg wzoréw:
X — <p(n, v, w), y = ifj{u,v,w), z= x(u,v,w)
na:

W f((p(u, v, w), tp(u, v, to), / {u, v, wj) *\<\ du dv dw

gdzie J oznacza jakobjau funkeyj (p tp, % a V' jest zmienionym odpo-
wiednio obszarem caltkowania.
Przyktady.
1) Obliczy¢ catke:
/= 1 1 Ixyzdxdydz
o) 1
po prostopadtoscianie, okreslonym warunkami: a,58®5ia2 h < ¥< b9,

ci= zn &

Ci b* 02 i 0j
1=J J j xy2dxdydz —j J ~x2%zdydz =
C B ¢ b

I J Ual—a\)yzdydz= \(a\—al)J Jyzdydz

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. 2. 18
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Widocznie wiec:

Mozna byto zatem odrazu przedstawi¢ te catke | jako iloczyn trzech
catek pojedynczych. Ogolniej:
@a_*2 a Rl
J J J ) 9ty) h) dxclyllz—J h[z)dzJ a{y) dyJ f(x) dx
¢ m oG ol ol al
2) Obliczy¢ objetos¢ 6semki kuli o promieniu a przy pomocy catki
potrojnej (fig. 100). Roéwnania powierzchni ograniczajacych sg: z1= 0
z (ptaszczyzna (XY)) i z2 —X2—y* (kula). Rzu-
tem tej bryly na ptaszczyzne (XY) jest éwiartka
kota, zatem y, =0, y2= \a2— x|. Odcieta za$ x

\ zmienia sie¢ od X — 0 do X — a. Zatem:
\ oy -
J -y a
V= fj' fdxdydz—j" f j dxdydz
$ ™ 6 o 0

Fig. 100.

Catke te najdogodniej jest obliczyé przy pomocy
spotrzednych biegunowych w przestrzeni, t.j. przez wprowadzenie nowych
zmiennych (por. tom |, str. 381):

X = r sin a cos
y —r sin asin f?
Z = rcosa

Jakobjanem tych funkcyj jest, jak tatwo stwierdzi¢:
J=r2sina

Aby wyczerpa¢ caly obszar calkowania, trzeba zmienia¢ r, a, /? w statych
granicach, a mianowicie r od 0 do a, a od 0 do f i ~ od 0 do f.

“Wira

(por. koncowy wzor w przyktadzie 1). Zatem:

V =8% . (- cos 1
(0] [0]

3) Obliczy¢ catke Dirichlet’a:

| —J j f j o+ yo-xzr~xdx dy dz



po obszarze, ograniczonym powierzchnig o réwnaniu  j -j- - j=1

(I, m, 1l sa liczbami dodatniemi) i ¢wiartkami ptaszczyzn spétrzednychb,
zawartemi miedzy dodatniemi cze$ciami osi. Wprowadzmy nowe zmienne
zapomocg wzorow:

(y W
© -

Nietrudno obliczy¢, ze jakobjan ma tu warto$é:

Jo e bk
imn
Wobec tego:
. r-i abc i-i i-i ¢-i
I=f ff aulT-\bv"y~\civ'n) -Irﬁnm' «h duavdw
<n
czyli:
apbaqé; -1 —
P2 rCCCI: foovinow” 1dudvdw
Imn
(KO

Obszarem catkowania V' jest czworoscian, ograniczony ptaszczyzna:
n-j-v-Jw= 1

i czeSciami ptaszczyzn spétrzednych, zawartemi miedzy dodatniemi cze$ciami
osi (fig. 101). Jezeli catkujemy najpierw we-
ditug w, to granicami catkowania s3a:

wl= 0 i ivj= 1—u—v

Przy nastepnem catkowaniu, wedtug v, nalezy
obra¢ granice:

a= 0 a2= 1—u
a wreszcie dla u granice sastate: ux=0, u%— 1. A wiec:

1 I—ul—a—v

Wil dydd

Po wykonaniu catkowania wediug w otrzymamy:

aphaeT p o 7g- L

(— u—v)lﬁ dv\\ du

18*
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Celem obliczenia wewnetrznej catki uzyjmy podstawienia:
v=t (1—u), a wiec dv— (1 — w)dt

Granice bedg state: ¢= 0 i i=1. Otrzymamy zatem:

dt

Wystepujace tu catki sg catkami Eulera pierwszego rodzaju, czyli
funkcjami B (por. 8§ 259, str. 266, uwaga), a wiec:

Imr

Uzywajac wzoru (181) na str. 266 i wzoru (a) na str. 111, mozemy wyra-
zi¢ prawg strone zapomocg catek Eulera drugiego rodzaju, a mianowicie:

a’}™ r(¥)rg)r(i)
Imn  p(fi+l +£+1)

W szystkie powyzsze rozwazania rozszerza sie bez trudnosci nacatki
poczwdérne i wogdle wielokrotne.
Catke «-krotna:

J'J... 3 f(x1,x2...xnNdx1dxi...dxn
w

oblicza sieprzez« kolejuycb catkowaé. Obszar catkowania (P) dla «> 3

nie da sie juz przedstawi¢ geometrycznie, lecz okresla sie go zapomocg
pewnych warunkéw analitycznych. Pomimoto uzywa sie takze wtedy
terminologji geometrycznej, mowigc o utworach przestrzeni wielowymia-
rowej. Tak np. jezeli bierzemy jako obszar catkowania zbiér tych war-
tosci xt,®s... xn, ktore spetniajg warunek:

+ x\-j-..-f S R-

to nazywamy go ,kulg «-wymiarowg®“. Catke «-krotna:

{11 ] dxtdxt... dxn
Q)
po tej kuli «-wymiarowej nazywamy jej objetoscia.
Wprowadzajagc nowe zmienne (ktdre sg uogoélnieniem spdirzednyeh
biegunowych przestrzennych):

rcos<jpj, Xt = rsinegcos<jpj, xt= rsiiiy, sintjpj cosgp8)... =
rsiny, sing®... sing5,,_2c0s9?,, ,, Xn— r sinep, sine>2... sintp,,»
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mozna okazaé, ze objetos¢ takiej kuli wyraza sie wzorem:

ln -
vn= 711" dla n parzystego
n—1
i?7"e(27r) 22 dla n nieparzystego
3e5e¢7...n

Stad np. dla n= 2 otrzymamy F2= R2n, t j. powierzchnie kota; dla

n— 3 jest V3= 0% t j. objetos¢ kuli 3-wymiarowej.
0

Okazuje sie, ze gdy liczba wymiaréw n wzrasta nieograniczenie, to obje-

tos¢ kuli «-wymiarowej o promieniu R dazy do zera.

§ 262. Zastosowanie catek podwojnych i potréjnych do obliczania
mas i momentow.

I Masa. Jezeli cialo ma w kazdym punkcie taka samg gestos$¢ e,
to nazywamy je jednorodnem, a mase jego M obliczamy, mnozac te
gesto$¢ przez objetosé:

_ ..
M?—QJ J \] dx dy dz — Q-v
"(to-
Jezeli jednak ciatlo nie jest jednorodne, to wzdér na obliczenie masy nie
jest juz tak prosty. Aby otrzymac taki wzor, trzeba najpierw podac¢ defi-
nicje gestosci w kazdym punkcie ciata. Otaczamy punkt A(X,y,z) dowolnym
elementem o objetoSci AF i tworzymy stosunek masy AM, znajdujacej sie

w tym elemencie, do jego objetm. Granice tego stosunku:
r , \

A0AV

gdy element objetosci dazy réwnocze$nie we wszystkich kierunkach do
zera, nazywamy gestoscig ciata w tym punkcie A. Gestos¢ ta zalez}' od
potozenia punktu A, jest wiec funkcja trzech zmiennych X,y,z.

Podzielmy ciato na elementy np. zapomoca ptaszczyzn réwnolegtych
do ptaszczyzn spétrzednych. Objetos¢ Ax,AykAz, kazdego takiego elementu
mnozymy przez gestosé £) w dowolnym jego punkcie i tworzymy
sume iloczynow:

<AE, Q Axt AykAz,

Granice ciggu takich sum, gdy AXx,, Ayk i Az, daza do zera, nazywamy
masg ciata. Jest ona zatem rdéwna calce potrdjnej:

(195)
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Podobnie dla mas. rozmieszczonych na ptaszczyZznie w obszarze 1), wpro-

wadzamy gesto$¢ powierzchniowg: g{x,y) a mase obliczamy przy pomocy
catki podwdjnej:

(196)

Dla mas, rozmieszczonych linjowo, wzdtuz odcinka linji prostej, otrzy-
mujemy w podobny sposéb:

b
(196 a) M= f Q{x) dx

a

Do obliczenia mas, rozmieszczonych linjowo, wzdtuz tukéw dowolnych
linij ptaskich lub przestrzennych od punktu A do B, uzywa sie wzoru:

(196b) Mo -f <0)c

gdzie q4(s) oznacza gestos$¢ linjowag jako funkcje diugosci tuku, liczonego
od jakiego$ stale obranego punktu na danej linji.

Do obliczenia mas, rozmieszczonych powierzchniowo, po dowolnych
powierzchniach krzywych (jak np. mas elektrycznych), trzeba uzywacd
t. zw. catek powierzchniowych, ktére wprowadzimy w nastepnym paragrafie.

1. Momenty. W § 233 okresliliSmy momenty statyczne i bezwtadnosci

dla systemu punktéw materjalnych. Dla punktu materjalnego A(X, Y, z)
0 masie m otrzymujemy w ten sposéb nastepujgce momenty statyczne wzgledem
ptaszczyzny (17), wzgledem osi X i wzgledem punktu O:

Mxy— m -z

MX— mer — m\y2-\-z'1

JDO= niell= m\x'i-\-yi-\-z2
Momenty heztctadnosci tego punktu wzgledem pta-
szczyzny (X 7), osi X i punktu Owyrazamy wzorami:

Bx— mr m(y2+ z2
Bo= mli2— mx2+ y®+
Podobnie tworzy sie momenty wyzszych stopni.

Chcac okreslic momenty mas, rozmieszczonych w przestrzeni troj-
wymiarowej w sposob cigglty w jakim$ obszarze V, rozdzielamy ten obszar
na elementy i mnozymy mase kazdego elementu przez odpowiednig odlegtosé
lub kwadrat odlegtosci. Te elementarne momenty sumujemy, przechodzimy
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do granicy i otrzymyjemy w ten sposob odpowiednie catki potrdjne. | tak
momentem statycznym wzgledem piaszczyzny (XY) masy o gestosci
N@a;, Y, Z), rozmieszczonej w obszarze V, nazywamy catke potréjna:

(197)

Podobne wzory stosujg sie do innych piaszczyzn, trzeba tylko zastapié
odlegtos¢ 3 punktu biezacego od ptaszczyzny (XY) odpowiednio inng
odlegtoscia.

Dla masy, rozmieszczonej jednorodnie, jest gesto$¢ liczbg stala,
mozna zatem wytgczy¢é e przed znak catki i otrzymamy:

m

Moment statyczny tej samej masy wzgledem osi X okreSlamy wzorem

(198)

i analogicznie dla innych osi.
Moment za$ statyczny wzgledem punktu O okre$lamy wzorem:

MO0 = ge\xl-J-y2+ z2dxdydz
0

Podobnie momenty bezwtadnosci ciat trojwymiarowych okreslamy wzorami:

(199a)
(199b)

(199¢)

Dla mas, rozmieszczonych powierzchniowo na ptaszczyznie, okreslilismy
juz momenty statyczne i bezwiadno$ci w 88 234, 238, 239 i w § 244 11l
zapomocg catek pojedynczych i krzywolinjowyeh. Witaseiwszem jednak
narzedziem matematycznem do przedstawienia takich momentéow sg calki
podwdjne. Tak np. moment statyczny wzgledem osi ®-6w masy o gestosci
afx.y), rozmieszczonej w obszarze ptaskim D, otrzymamy, mnozgc mase
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kazdego elementu Ax Ay przez odlegtos¢ y dowolnego jego punktu od
osi «-6w, sumujac te iloczyny i przechodzac do
granicy. Za definicje momentu tej masy przyj-
mujemy zatem catke podwdjna:

\%

Fig. 103.

i analogicznie wzgledem osi y-6w:

(200b) My = a(«, y)x dx dy
‘(D)

Moment statyczny wzgledem punktu O okreslamy wzorem:

(200 c)

Podobnie momenty bezwtadnosci wzgledem obu osi i wzgledem poczatku
uktadu okre$lamy wzorami:

(201 a)
(201 b)

(201 ¢)
)

Widzimy, ze te wzory (200) i (201) sa symetryczne wzgledem X iy,
a wskutek tego tatwiejsze do zapamigtania, anizeli wzory, wyrazajgce te
momenty zapomoca catek pojedynczych.

I1I. Srodek ciezkosci. W § 235 okreélilismy $rodek ciezkosci
pola lub tuku jako punkt, w ktéorym umieszczona catkowita masa ma
taki sam moment statyczny wzgledem kazdej osi jak masa, rozmieszczona
w catem badanem ciele.

Podobnie okre$lamy S$rodek ciezkos$ci mas, rozmieszczonych w prze-
strzeni tréjwymiarowej: jest to taki punkt, w ktérym skupiona cata masa
tego ciala ma ten sam moment statyczny wzgledem kazdej ptaszczyzny,
co catkowite ciato. Oznaczmy spdirzedne tego punktu S literami Y,
W mysl definicji muszg sie spetnia¢ warunki:

= M, M,= A*M, Myi= Z-M
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a wiec:

(202)

Gdy masa jest rozmieszczona jednorodnie, to czynnik € odpada i pozostaje:

(202 a)

Mozna okaza¢, ze ten punkt ma zadang witasnos$¢ nietylko ze wzgledu
ua trzy plaszczyzny spoétrzednyck, lecz takze ze wzgledu na kazda inng
ptaszczyzne.

Podobnie mozemy wyrazi¢ sp6trzedne $rodka ciezkosci masy, roz-
mieszczonej powierzchniowo, w obszarze ptaskim D, zapomocg catek pod-
waéjnych, a mianowicie, uzywajgc wzorow (200 a, b), otrzymamy dla ciat
jednorodnych:

(203)

Zestawiajac wzory (202a) i (203) z wzorami, wyrazajacemi $rednig war-
tos¢ funkcji dwoch lub trzech zmiennych, widzimy, ze spdtrzedna £ $rodka
ciezkosci bryty jednorodnej jest Srednig wartoscig odcietej X w obsza-
rze V; podobnie n jest Srednig wartoscig rzednej y, a f $rednig warto$cig
zmiennej z.

Przyktady.

1) Obliczy¢ mase stupa postaci walca prostego o wysokosci w, kto-
rego gesto$¢ zmienia sie z wysokos$cig z wedtug prawa g— f{z). Niechaj D
oznacza obszar, zamkniety kierownicg na ptaszczyznie {XY).

Otéz:
W w
M—j J Jf(z)dxdydz=J J f{z)dxdyj dz —J |f(z)-\] j dxdyjdz
00 0 ©) 0 oo

—] H2) dz j J dxdy —j"t) dz D
o O 0
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Stosujac do pozostatej catki twierdzenie o wartosci Sredniej, otrzymujemy:
M—/(£)-w D

Masa tego stupa rowna sie zatem masie, rozmieszczonej w sposoéb jedno-
rodny, o gestosci statej, rownej gestosci w wysokos$ci $redniej z =
2) Wyznaczy¢ $rodek ciezkosci wycinka kota o promieniu R, o kacie
Srodkowym 2y, jezeli gesto$¢ q jest stata. Umiesémy ten wycinek tak,
jak na fig. 104. Widoczuem jest, ze $rodek cigz-
kosci lezy na osi ®-6w, a wiec y — 0. Odcietg §

Qj J xdxdy
\d\
qD

Po wprowadzeniu spdtrzednych biegunowych na ptaszczyznie, t.j. ®=rcoso!,
y = rsin a, otrzymujemy:

kr fi
r* cos a dr da

Di 1 }’*R* da = R .. +y I_:ésiny
T Titzy T =Roy | “eosada= —gsina TR0
7

3) Wj~znaczy¢ Srodek ciezkosci  masy, wypetniajacej jednorodnie
pétkule o promieniu 1. Przyjmijmy rdéwnanie kuli w formie:

X1-f-yl -f-z2= 1

i wezmy pod uwage goérng potkule.
Srodek ciezkoéci lezy oczywiscie na osiz, a wiec §= 0, = 0,
a pozostaje do obliczenia £ Z wzoréw (202a) otrzymujemy:

z dx dy dz

b f-13n

Woprowadziwszy spoirzedne biegunowe przestrzenne, otrzymujemy:

2n E_ i Zi L2
C= ~ J J'J rcosar2sinadrdad[}=~ J‘r3dr-J'sinacosada-J dfi =
0
if
cos2a\\ 2 rr 3
2n * ! 4 A 4 27r
4) Obliczy¢ moment bezwiadno$ci kuli jednorodnej o promieniu R,

0 gestosci ¢, wzgledem dowolnej S$rednicy.
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Obierzmy $rodek kuli za poczatek ukiadu i obliczmy jej momenty
bezwtadnosci wzgledem 3 osi spétrzednycb. Stosujemy wzor (199 b), a wiec:

Bx= q j ' j (}/Z-\- Z:Ddx dy dz
jy"(®3-f- 22) dx dy dz

B,= N '] [ i*2“Ty'D)dx dydz

Wskutek symetrji te 3 momenty sg rowne, mozemy je wiec oznaczy¢
ta sama literg B. Suma:

Bx-j- By -f-Bz= 3B —qg ( i f (2x2-j-2y2-f- 2z2) dx dy dz
(10
Do obliczenia tej catki dogodnie jest uzy¢ sp6irzednycb biegunowych
przestrzennych. Wiemy juz, ze wtedy nalezy element objetosci dx dy dz
zastgpi¢ przez r2sin a dr dfi da. Granice catkowania bedg state, wiec:

B = %ejr\r I r2er2sin adr dfl da — pyr4dr-[dfi-[sinada

o o u [¢] o 6

§Qz *2w+2= A li0Ong

8§ 2G3. Potencjat.

Wezmy? pod uwage dwa punkty? inaterjalne: staty punkt A(a, b, c)
0 masie m' i punkt biezacy B(x.y,z) o masie m. Takie dwa punkty
przyciagaja sie z sifa:

m >n
f— k-yg-
gdzie k oznacza statg grawitacyjna, a r odlegto$¢ tych dwu punktéw od

siebie. Biorgc m' = I\c' mamy:

tn m
r=  (x —uj2-f- (y — 6)83—c)z

Sktadowe sity f w kierunku osi spétrzednycb maja wartosci:
fx=f- cosa, fy= f- cos/J, fz= fecosy

gdzie a, 3 yoznaczajg katy, zawarte miedzy? kierunkiem sily? i osiami
spétrzednych.
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Wezmy teraz pod uwage zamiast punktu materjalnego B mase
0 gestosci e(x,y,z), wypetniajaca jakas cze$¢ przestrzeni V i zbadajmy,
jakie sity dzialajg na staly punkt A(a, b, c), lezagcy zewnatrz tego ciala,
w t. zw. polu grawitacyjnem. Rozktadamy w tym celu obszar V na ele-
menty i sumujemy skitadowe sit przyciggania, wywieranych przez poszcze-
golne elementy na punkt A w kierunku osi X, Y, Z. Po zsumowaniu
1 przejsciu do granicy otrzymamy na catkowitg site sktadowg w kierunku
osi »-0w wzor:

f ff Q(*; V, z) cosa dx dy dz
X~ J ('Elo J ®—a?+ (y—by+ (z— Q*

i analogicznie na skiadowe w Kkierunku innych osi. Poniewaz:
cosa= \ & cosp = - cosy= -
oo S y=
przeto:
i I'exy,2){x—a)dxdydz Fz=zJf jfJ i®x,y,z)(y —b)dxdydz

(to * 00

f= 1] j"Q@y c)dxdy dz
00
Te trzy sity sktadowe sg pochodnemi jednej funkcji, a mianowicie funkcji:

(204)

Zrézniczkujmy mianowicie te funkcje weditug parametru a. Podobnie jak
dla catek pojedynczych, mozna tu wykonaé rézniczkowanie pod znakiem
catki i otrzymamy:

Au
da
- (10
dil\ 1 dr
da\r) r* da
Poniewaz:
r= (x —a)s+ (y— by -f- (z— ¢)!
przeto:
2n|=-2(»-a
dr X —a
da r
a zatem:

d /1'\ , X —a



285

Wobec tego pochodna:

du
da

Podobnie:
= F 3j=F
9b y> dc z
Te funkcje a(a,b,c), ktérej pochodnemi czgstkowemi sg sktadowe sity przy-
ciggania wzdtuz osi spotrzednych, nazywamy potencjatem pola grawita-
cyjnego, wywotanym przez dang mase.

Funkcja ta odgrywa bardzo wazng role nietylko w badaniach pola
grawitacyjnego, lecz takze w badaniach pél innych sit, dziatajgcych od-
wrotnie proporcjonalnie do kwadratu odlegtosci, np. sit elektrycznych
i magnetycznych.

Utwdérzmy drugie pochodne potencjalu ze wzgledu na a, b,c Po
wykonaniu rachunkdw otrzymamy:

e P Ak TR
o T'F[—i + H~ B) Qo

©

= /11 (- "™+ "~ ? C2Qdxdydz

Utworzywszy sume tych catek, otrzymujemy:
(205)

Dla kazdego punktu, lezgcego zewnatrz mas, potencjat spetnia zatem, przy
dowolnym rozktadzie mas, rownanie rézniczkowe czastkowe drugiego
rzedu (205), zwane réwnaniem Laplace’a

Jezeli punkt A{a:b, c) lezy wewnagtrz ciata, to calki, przedstawiajace
potencjat i sity skladowe, sg niewlasciwe, albowiem dla takiego punktu
jest x = a y= b z—oc a wiec r= 0, a to r wystepuje w mianowniku.
Mozna jednak dowie$é, ze te catki sg zbiezne. Okazuje sie, ze dla punk-
tow A, lezacych wewnatrz ciala, potencjat spetnia nastepujace réwnanie réz-
niczkowe:

(206)

zwane rownaniem Poisson’a
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Teorja potencjatu jest jednym z najwazniejszych i najszerzej opracowanych
dziatéw analizy wyzszej. Sposréd licznych podrecznikéw, poswieconych temu przed-
miotowi, wymieniamytu:A. Wangerin, Theorie des Potentials und der liugelfunk-
tionen (2 tomy,SammlungSchubert, 1921—2) i W. Sternberg, Poteniialtlieorie
(2 tomy, Sammlung Goschen, rok 1925—6).

Przykiad.

Obliczy¢ potencjat w dowolnym punkcie A przestrzeni, jezeli w tej
przestrzeni znajduje sie kula o promieniu a, wypetniona w sposob jedno-

rodny masg o gestosci g= 1.

Nazwijmy odlegtos¢ punktu A od srodka 0
kuli literg c¢ (fig. 105). Za o$ Z obierzmy
prosta, taczaca A z O, a poczatek uktadu
przyjmijmy w $rodku kuli.

Punkt A ma wtedy spétrzedne A{0, 0, c)
o dodatniem c. Odlegto$¢ punktu A od do-
wolnego punktu B(Xx,y,z), lezacego wewnatrz
lub na powierzchni kuli, wyrazamy wzorem:

F=J/®2-+-ys+(c —z)2
a wiec potencjat ma w punkcie A wartosé:

dx dy dz ccc dx dy dz

w m

Celem obliczenia tej catki wprowadzamy spéirzedne biegunowe prze-
strzenne zapomoca wzorow:

X= rsinacos/2 y—rsinasin/?, z= rcosa
Poniewaz jakobjan tych funkcyj ma warto$¢ r*sin a. przeto:

r-a a” > fl“ 27r

r2sin a d~da dr y r2sin a da dr

r"‘JO aﬂe ﬂllo \r2sin2a -|-(c — rcosa)'2 |/r2——€2— 2crcosa

Przy obliczaniu catki wediug zmiennej a uwazamy r za parametr. Wpro-
wadZmy zamiast a zmienng f zapomoca podstawienia:

= r2-J-c2 lcr cos a

Dla a= 0 jest fl= (r—c)2 a wiec r= |r — c|, poniewaz Fjest zawsze
dodatnie, a dla a —n jest f= |r—c|= r4—=c
Poniewaz 2r df = -j- 2crsin a da, przeto:

i rA<c o rdr r-\-c
B [ r- sin a da C 17 r f r
/ = /- = = dr — —(r-\-c- r )
J V ~f~c‘—2crcosa J r ej c
[0}

Ir—cl Ir-c|



287

Stad otrzymujemy dla ¢> r:

Jr: _r (Y + ., ., *t ) =

21r%
-
adlac< r:

1= %(r+ e—r+ )= 2r

Jezeli punkt A lezy zewnatrz kuli, to jest e> a, a zatem stale ¢> .
W tedy:

Potencjat ma zatem w punkcie zewnetrznym taka warto$¢, jak gdyby

cata masa byta skoncentrowana w $rodku kuli =~asnel, r=c, u="

Jezeli punkt A lezy- wewnatrz kuli, to trzeba rozdzieli¢ przedziat
catkowania <0, a)> na dwie czesci, od 0 do c i od c do a

2r2
W pierwszym z nich jest e)>r. a wiec | — r , w drugim zas$ jest
c<r, a wiec I — 2r. Otrzymujemy wiec w tym przypadku:
c a
u—2nj —drA-2iiJ 2rdr—$n-—(-2n(@2—c2 = 2n —
0 c

Taka warto$¢ ma potencjat w punkcie, lezagcym wewnatrz kuli w odle-
gtosci ¢ od jej S$rodka.

Dla punktu, lezgcego na powierzchni kuli, t j. dla c= a, otrzy-
mujemy z obu wzoréw te samg warto$¢ §aln.

8 264. Calki powierzchniowe.

W fizyce matematycznej zachodzi czesto potrzeba badania mas
(zwitaszcza elektrycznych), rozmieszczonych na powierzchniach krzywych,
momentéow takich mas i ich potencjatow. Aby stworzy¢ narzedzie mate-
matyczne, odpowiednie dla tych badan, wprowadzono jeszcze jedno roz-
szerzenie pojecia catki, a mianowicie catki powierzchniowe.

Zanim to pojecie wprowadzimy, podamy najpierw pewng modyfi-
kacje pojecia catki podwéjnej po obszarze D. Przy definicji tej catki nie
zwracaliSmy uwagi na to, w jakim kierunku obiegamy obszar D. Odroz-
nienie tych kierunkow jest jednak w wielu przypadkach korzystne. Tak
np. przy obieganiu brzegu obszaru D w kierunku dodatnim (przeciwnym
do obrotu wskazéwek zegara) otrzymujemy z wzoru:

D=j j dxdy
O



dodatnig liczbe na pole tego obszaru, przy obieganiu za$ ujemnem, liczbe
ujemna. Mozemy zatem wprowadzi¢ oznaczenia:

J J dxdy=\] J dxdy

D+ (D)

J J dxdy = — f\]'ixdy

D- (D)
z ktorych pierwsze oznacza catke podwojng o obiegu dodatnim, drugie
za$ o ujemnym. Podobnie ogdlnie kiladziemy:

\] f /'(«>))dx dy _fJ f(x, y) dx dy
0+ (D)

j fA®, y) d@y = —_I-J A®,Y) dx dy
D -

(D)
i nazywamy takie caltki podwdjne, z odréznieniem kierunku obiegu,
catkami zorjmtowanemr.
Wezmy teraz pod uwage powierzchnie S o réwnaniu:

z==(p{x.y)

wznoszacg sie nad obszarem ptaskim D i ustalmy dla niej jaki$ kieru-
nek obiegania przez obranie kierunku obiegania brzegu.

Ten sam kierunek obiegu trzeba przypisa¢ rzutowi D tej powierzchni
na ptaszczyzne (XY). Uwazajmy dla kazdej normalnej do powierzchni ten
kierunek za dodatni, ktéry wraz z kierunkiem obiegania brzegu po-
wierzchni wyznacza ruch $rubowy prawoskretny. Kat tej normalnej z do-
datnim kierunkiem osi Z oznaczmy literg V.

Utworzmy catke podwdjnag zorjentowang z dowolnej funkcji R(x,y,z)
trzech zmiennych, przyczem te zmienne nie sg od siebie niezalezne, lecz
spetniajg réwnanie powierzchni z = (p(x,y). Tworzymy wiec catke:

J J B(x,y,z)dxdy —f J'H(x,y,<p(x y))dxdy lub J fR(x,y,z)dxdy
'd+ 'd+ d-

zorjentowaug tak, jak dana powierzchnia, to znaczy, ze obieg obszaru D
jest taki, jaki wynika z obiegu brzegu danej powierzchni. Kazdg z tych
catek nazywamy catkg powierzchniowg z funkcji R(x y,z), brang po
powierzchni S z obranym Kkierunkiem obiegu i oznaczamy je obydwie
wspoélnym symbolem:
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przyczem nalezy jeszcze podaé, w ktéorym kierunku obiegamy dana po-
wierzchnie. Symbol da nazywamy elementem powierzchni; ma on warto$é
dcedy.cosy. Zamiast méwi¢ o réznych kierunkach obiegania powierzchni,
mozemy mowi¢, ze bierzemy catke powierzchniowg po réznych stronach po-
wierzchni, zaleznie od tego, po ktorej stronie powierzchni lezy dodatni
promien normalnej; albowiem dodatni kierunek normalnej zostat ustalony
na podstawie kierunku obiegu.

Widzimy stad, ze catke powierzchniowa, branapo dowolnej powierzchni,
np. krzywej, mozna zawsze przedstawi¢ jako catke podwdOjng po obszarze
ptaskim, o obiegu dodatnim lub ujemnym, zaleznie od tego, po ktdrej stronie
powierzchni bierzemy catke powierzchniowa.

A wiec:

lub:

czyli:

R (X,Yy, (W, y)) dx dy, jezeli obieg brzegu
powierzchni jest dodatni

R(x,y,cp(x,y)) dxdy, jezeli obieg brzegu
powierzchni jest ujemny.

Zaktadalismy, ze powierzchnia S da sie przedstawi¢ w postaci réwnania
Z = P(@,y). Jezeli tak nie jest, lecz gdy powierzchnia da sie roztozy¢ na
czesci, spetniajace ten warunek, to za catke powierzchniowa po calej po-
wierzchni uwazamy sume catek powierzchniowych po tych czesciach
sktadowych. Jezeli za$ jaka$ cze$¢ powierzchni jest prostopadia do ptasz-
czyzny (XY) (jest czesScig powierzchni walcowej), to za catke powierzch-
niowa po tej czeSci powierzchni uwazamy zero.

Tak np. catka powierzchniowa po kuli jest sumg catek powierzch-
niowych po obu pétkulach, na ktoére sie rozpada kula przez poprowa-
dzenie kota wielkiego, réwnolegtego do ptaszczyzny {XY).

Podobnie okresla sie catki powierzchniowe:

jezeli réwnanie powierzchni da sie przedstawi¢ w postaci x = ip(y,z)
lub y — x(X, z) nad obszarami ptaskiemi D' lub D".

Rachunek rézniczkowy i ca/kowy. T. 2. 19
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Ogo6lng catka powierzchniowag po powierzchni S jest suma:

J j '(P(x, y,z)dydz-\-Q (X, y, z) dasdz -f- R(x,y, z) dx dy)
)
czyli:
J J (P(X,y,z)cosaQ (x, y,z)cosB + R (Y, z) cosy) da

<)
fe i
Uwaga. Catke powierzchniowqj J R(x, y, z)dxdy mozna tez okresli¢ jako

granice ciggu sum, otrzymanych w ten spos6b, ze dzieli sie powierzchnie na elementy
A, Ao”...Aon i kazdy z nich mnozy sie przez warto$¢ funkcji R(x, y, €) cosy w do-
wolnym punkcie kazdego elementu a nastepnie dodaje sie te iloczyny. Tworzy sie

ciag sum postaci:
n

£/)008 yiAai
i-1

gdy Srednice elementéw Aa/ dazg, do zera i okazuje sie, ze ta granica ma wartosé:

J IJR(X,VY, <pxy)) dxdy=3"IJR(x,y,z)dxdy =

(D) Cs)

=J JR (x,v, z) cosyda

8 265. Zwigzek catki powierzchniowej z catka krzywoliniowg
przestrzenna.

WidzieliSmy, ze pomiedzy catkg podwdjng a catka krzywolinjowg
ptaskg zachodzi bardzo wazny i interesujgcy zwigzek, wyrazony twier-
dzeniem Greena-Riernanna (por. § 256). Okazemy, ze podobny zwigzek

zachodzi miedzy catka powierzchniowg a catka
krzywolinjowg przestrzenna.

Wezmy pod uwage powierzchnie S (fig. 106}
o réwnaniu s — tp(x)y), wznoszaca sie nad
obszarem ptaskim D. Brzegiem tej powierzchni
jest linja L a rzutem tej linji na ptaszczyzne
(-XT) jest brzeg | obszaru D. Zajmijmy sie
catkg krzywolinjowa:

| —f' P®, yzdx
(W

brang po brzegu powierzchni, przyczem obiegajmy ten brzeg w takim
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kierunku, aby rzut jego | byt obiegany w kierunku dodatnim. Poniewaz
z = (p{x,y\ przeto:

1=7 vy |, <pxy)dx=J3"pi(x,y)dx
© w
Zastosujmy do tej catki krzywolinjowej po linji ptaskiej twierdzenie
Greena-Riemanna (str. 241, wzér (166)). Otrzymamy:

Il =~ ff W  Ixdy
O
Ale:
3P, 3P 7"3P dz
3z 3y

Ao~ Y

)

V- %ix dp I~ T,%ixdy

)

Tu juz wystepujg catki powierzchniowe, poniewaz z = g>(X,y). Druga
z tych catek mozna napisa¢ w postaci:

H f

gdzie y jest katem ..normalnej z osig Z. Wiadomo z geometrji réznicz-
kowej (por. tom |1, str. 339), ze:

3P3z

3z
cosy = -—-... 1 ........ ,a cos’Q’\r-j— .
YH-p*+ g2 NT-j- p*+ g2

gdzie  jest kagtem normalnej z osig Y. Stad wynika, ze:

3z
A mMOSY = cO0S

a wiec:
h= MRF=/ [ ] **
©) (S)
Zatem:
1.y P(x,y,2)dx=1"j —y dxdy-fJj'3dxdz
(&> <g)' ' \S)

19+



W podobny sposéb przeksztatcamy catki krzywolinjowe:

J'Q(x,y,z)dy i JR(x,y,z)dz
O ©

Dodajemy te trzy catki do siebie i otrzymujemy:

(207) 9)
= | (Pdx -(- Qdy -j- Rdz)

Jest to wzér Stokes’a, podajacy zwigzek catki krzywolinjowej prze-
strzennej z catkg powierzchniowa. Jest on uogdlnieniem twierdzenia
Greena-Riemanna.

Z twierdzenia Greena-Riemanna wysnuliSmy wniosek, ze catka
krzywolinjowa po krzywej zamknietej jest réwna zeru, gdy wyrazenie,
znajdujace sie pod catka, jest rdzniczka zupetna jakiej$ funkcji dwdch
zmiennych, a stad wynikio, ze catka krzywolinjowa z rézniczki zupetnej
nie zalezy od drogi catkowania. Taki sam wniosek wysnuwa sie z twier-
dzenia Stokes’a dla rozniczki zupetnej z funkcji trzech zmiennych.

A mianowicie, gdy wyrazenie:

P(x,y,z)dx-\- Q(x,y,z) dy -f R(x, y, z) dz
jest rdzniczka zupetng, to:

= 3 R - 3Q
dx dy’ dy dz’ dz dx
a wiec lewa strona wzoru Stokes’a jest zerem, a stad wynika, ze i prawa
jest zerem. A zatem calka po krzywej zamknietej z jrozniczki zupetnej funkcji
trzech zmiennych jest zerem, a stad wynika, ze catka krzywolinjowa z roz-
niczki zupetnej funkcji trzech zmiennych nie zalezy od drogi catkowania.
Twierdzenie Stokes’a ma liczne zastosowania w fizyce. Tak np.
gdy P(x,vy,2), QXY,2), R(X,y, z) sa sktadowemi sity F w polu sit w kie-

runkach osi spétrzednych, to catka krzywolinjowaJ" (Pdx -j- Qdy -f- Rdz)
przedstawia prace, wykonang przez te site wzdiuz drogi L. Jezeli wyra-
zenie pod catka jest rézniczkg zupeing jakiej$ funkcji U(x, y, z), to praca

nie zalezy od drogi, tagczacej dwa dane punkty. Wtedy P, Q, R sa po-
chodnemi czastkowemi jednej funkcji U(X,y,z), a mianowicie:

n du ~ du _ du
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U{x,y,z) jest potencjalem tego pola sit. Jezeli wiec pole sit posiada po-
tencjal, to praca nie zalezy od drogi. Wz6r Stokes’a znajduje réwniez
wazne zastosowanie w hjrdrodynaipice i w elektrodynamice.

Ma on réwniez bardzo interesujgcag interpretacje w teorji wektorow.

§ 266. Twierdzenie Gaussa i twierdzenie Greena dla przestrzeni
tréjwymiarowej.

W poprzednim paragrafie poznaliSmy zwigzek catki powierzchnio-
wej z catkg krzywolinjowg. Istnieje rédwniez zwigzek catki powierzchnio-
wej z catkg potrojng, pozwalajgcy sprowadzi¢ obliczenie catki potrojnej
do catki powierzchniowej. | tak wykonujgc catkowanie wedtug z w catce
potréjnej, dowodzi sie, podobme jak przy ptaskiem twierdzeniu Greena-

1

1
Riemanna, ze z Ca’rkl\] J dx dy dz otrzymamy\] \]Rdx dy,

gdzie S jest powierzchnia, o\évraniczajch obszar tréjwymiaro?v? V.
Podobnie:
. - .
J \] \] 3\dxdydz:J J Pdydz
(V) ()
f ff" dxdydz=f f Qdxdz
(10 ©)
Sumujac te trzy réwnania stronami, otrzymujemy wzor:

(208)

Wz6r ten, zwany wzorem Gaussa, znajduje liczne zastosowania w fizyce
matematycznej. Posiada on takze prosta interpretacje w analizie wektoralnej.

Z wzoru Gaussa wyprowadza sie twierdzenie Greena dla prze-
strzeni, wyrazajace sie nastepujacym wzorem:

(209)

" (?) ~(8)~
gdzie Ui F sg funkcjami trzech zmiennych x,y,z,AU= SIU-j- 9tU-j- 91U
i podobnie AV, a oznacza pochodng funkcji V w kierunku normalnej
i ma wartosc:

oV 9V cosa v cosgf v oS i podobnie oV

n_ 9x r Jy r ' 9z y 'R 9n

(a, /Sy sa katami normalnej z osiami spo6trzednych).
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Dowdd tego wzoru przeprowadza sie, stosujagc wzér Gaussa
do cafki:
rrr/susv .susv ,dudv\ , |, 7

'-J(\g;lss+% 97+37

Poniewaz:
SUSV _ iS tuSV\ ) u,,S*V
3x sx _ Sx\ - 8% 3xI
przeto:

- f/M K H K )*

00
+ & (ujpj]dadydz~f,f f uAvcbivey

Stosujac do pierwszej catki twierdzenie Gaussa, otrzymujemy:

l=j'") u{~ dydz+ ~ dxdz-f~ dx<a0—J J j ‘UAVdxdydz
©® (b
Ale dydz= cosada, dxdz= cos/?da, dx dy — cosy da, a wiec wyra-

zenie w nawiasie w pierwszej calce jest pochodng funkcji V w kierunku
normalnej, pomnozong przez da. Zatem:

=f | UM da~ S f f unvdx dydz
© ©

Przeksztalcajgc te samg catke analogicznie przez uzycie wzoru:

SU9V_Si Su\ y S2U
Sx Sx  3x\  9xj Sx-
otrzymujemy:

I=f f vd3hda~ f f f VAUdxdydz
CS) v)

Tworzac roéznice tych dwoéch wyrazen na |, otrzymujemy ostatecznie
wzor Greena

Szczegbtowyg dyskusje twierdzen, podanych w 88 264— 266 i liczne
ich zastosowania znajdzie czytelnik np. w podreczniku R. Courant’a p.t.
Vorlesungen Uber Differential- und Integralrechnung (tom 11, str. 259—287,
Berlin 1929) i w podrecznikach, poSwieconych teorji wektoréw; np. w pol-
skim jezyku istnieje z tej dziedziny podrecznik W. Pogorzelskiego
p. t. Zarys teorji wektorow (Lwéw—Warszawa 1925 r.).



Nota.

0 liczbach zespolonych.

Zaréwno dla potrzeb matematyki czystej jak i stosowanej okazato
sie bardzo pozyteczne rozszerzenie zakresu liczb przez wprowadzenie
obok liczb rzeczywistych takze liczb zespolonych. Liczbami ‘zespolonemi
nazywamy pary liczb rzeczywistych (a, b), dla ktérych ustalono nastepu-
jace cztery zwigzki i reguty dziatan arytmetycznych.

I. ROéwnosc¢:

(a,b)— (c,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a—¢c b—d
Il. Reguta dodawania:
(a,b) + (c,d)= (a+ ab + d)
Ul. Reguta mnozenia:
(a, b) ¢ (c,d) = (ac — bd, bc -f- ad)
IV. Zwigzek z liczbami rzeczywistemi:
(a, 0= a
Kazdg takag pare uwazamy za jednag cato$é, za jeden element i oznaczamy
ja czesto jedng literg, np. (a, b) — z. Postepujemy tu wiec podobnie jak
przy utamkach, ktore sg takze parami, a mianowicie parami liczb catko-

witych, np. -|, ® ogdlnie a mimoto uwazamy kazdy utamek za jeden
element i piszemy np. ~ — u.

Uwaga. Takze utamki mozna wprowadza¢ zapomoca tgczenia liczb catkowitych
a, b w pary. tatwo stwierdzi¢, ze zwiazki | —IV majg dla utamkdéw postac:

I' (@ b)= (c, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a * d= b me.

IT. (a, by+ (c,d)= (ad+ bc, bd).

11", (a, 6) * (c,d) = (ac, bd).

IvV'. (a, 1) = a.

Z tych czterech zatozen mozna wyprowadzi¢ wszystkie whasnosci utamkéw
i wszystkie twierdzenia o rachowaniu utamkami.

Zatozenia | — IV sg tak dobrane, abymozna bytorachowaé licz-
bami zespolonemi tak, jak dwumianami a bx, c-f-dx, z terntylko
uzupetnieniem, ze zamiaBt X2 nalezy podstawi¢ — 1.
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Okazemy mianowicie, ze kazdg liczbe zespolong, t. j. kazda pare

(a, 6), czynigca zado$¢ zatozeniom | — IV, mozna przedstawi¢ w postaci
a+ bei, gdzie i jest skrécouem oznaczeniem pewnej specjalnej paryr
a mianowicie pary (0, 1), majacej te wiasnos¢, ze (0, 1)2= — 1.

I tak kazda pare (a, b) mozna napisa¢ w postaci:
(a,b)= (@a+ 0, 0+ 6)
Na podstawie reguty 11 jest wiec:.
(a, 6)= (a, 0)+ (0, 6)
Stad, na podstawie zwigzku 1V, otrzymujemy:
(a,6)= a+ (0,6)
Drugi sktadnik tej sumy mozna napisa¢ w postaci:
(0,6) = (6,0) +(0,1)
albowiem z reguty 11l wynika, ze:
(6,0)m(0,1)= (6.0 —0+1, 61+ 0-0)= (0,6)

Wobec tego:
(a,6) = a+ (6,0).(0,1)

Stad za$, na podstawie zwigzku IV, otrzymujemy:
(a,6)= a+ 6»(0,1)
Kwadrat liczby zespolonej (0,1) ma warto$¢ — 1; istotnie wedtug re-
guty 111 jest:
(0, 1)2= (0,1) *(0,1) = (00— 1¢I, 01+ 1 «0)= (- t 0)

a wiec wedtug IV jest:
O 1)yi=-1

Te specjalng pare (0, 1) nazywamy jednostkg urojong i toznaczamy ja
symbolem i. Zatem:

o, N="i
Liczba i ma wiec te witasnos¢, ze:
Uzywajac tego sposobu oznaczania, mamy wiec:
(a,6)= a+ 6¢i

DowiedlisSmy w ten spos6b, ze kazdag liczbe zespolong mozna przedstawic
w postaci sumy, ktdrej pierwszy sktadnik jest liczbg rzeczywistg a drugi
iloczynem liczby rzeczywistej i jednostki urojonej.
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Uzywajac tego sposobu przedstawienia liczb zespolonych, piszemy
cztery zasadnicze prawa |—I1V, charakteryzujgce te liczby, w nastepu-
jacej postaci:

1) a-f- bi= c-f-di wtedy i tylko wtedy, gdy spetniajg sie réwno-
cze$nie dwie réownosci: a—c, b= d;

2) (@-fhi)y+ (c+ di)= (@a-fcy+ (b-f d)v,

3) (a-)- bi) «(c -f- di) — (ac — bd) -j- (ad -f- bc) i\

4) a-j-0i= a

Z wiasnosci 1) wynika, ze kazde roéwnanie, zachodzace pomiedzy
liczbami zespolonemi, jest réownowazne z uktadem dwoch rownan, zacho-
dzacych pomiedzy odpowiedniemi liczbami rzeczywistemi.

Zwré¢my jeszcze uwage na regute mnozenia liczb zespolonych,
ktéra odréznia mnozenie liczb zespolonych a-j- bi od mnozenia dwumia-
néw a-j- bx. 1 tak mnozac przez siebie dwie liczby zespolone tak, jak
zwyczajne dwumiany, otrzymujemy:

(@-j- bi)(c-f- di) = ac -f- bdi%j- (ad-j- bo) i

Réznica wystepuje dopiero w tem, ze za i2 nalezypodstawi¢ — 1. Uczy-
niwszy to, otrzymujemy istotnie prawag strone wzoru 3).
Z tych czterech praw 1—I1V lub 1)—4) wyprowadza sie juz calg

arytmetyke liczb zespolonych. Okazuje sie przytem, ze wszystkie prawa
arytmetyki liczb rzeczywistych zachowujg swa wazno$¢ takze w tej szer-
szej klasie liczb (jak np. prawa przemiennosci i tgcznosci w dodawaniu
i mnozeniu, prawo rozdzielnosci dodawania i mnozenia). Ponadto przy-
bywajg jednak jeszcze nowe definicje i nowe wyniki.

I tak liczbe zespolong, ktérej cze$¢ rzeczywista jest zerem, nazy-
wamy liczbg urojong lub czysto urojona. Dwie liczby zespolone:

z — a-\- hi, Z— a— bi

majgce te samg cze$¢ rzeczywistg, a roznigce sie tylko znakiem spot-
czynnika, stojgcego przy jednostce urojonej, nazywamy liczbami zespo-
lonemi sprzezonemi. Zaréwno suma jak i iloczyn dwéch liczb sprzezonych
jest liczbg rzeczywistg, a mianowicie:

(a -—bi) j—a — bi)==2a
(a -(- bi) * (@ — bi) — a*-f- bl

Widzimy wiec, ze dzialania, wykonywane na liczbach zespolonych, moga.
prowadzi¢ do wynikéw rzeczywistych.

Wyniki dziatan, wykonywanych na liczbach zespolonych, nalezy
zawsze sprowadza¢ do postaci x -f- iy, gdzie y sa liczbami rzeczywi-
stemi. Dla dodawania i mnozenia uzyskuje sie przedstawienie wyniku
w takiej postaci odrazu z wzoréw 2), 3).
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Przy dzieleniu mozna uzyskaé takie przedstawienie w nastepujacy
spos6b. Mnozymy licznik i mianownik wyrazenia ° N przez liczbe
sprzezong z mianownikiem. Otrzymujemy w ten sposob:

a+ bi {a-f-bi)(c —di)___ac-(- bci — adi —bdi2
c m+ di (c+ di)(c — di) c*— (di)2
Zatem:
u*+bi ac+ bd+ (bc— ad)i _ac-j-bd.bc —ad .
c +di c2—{d2 c2+ d2 ' c2-j-d*
Szukane liczby rzeczywiste x,y majg tu zatem wartosci:
ac -j-bd bc — ad
®= c2+ d2°' V-~
Do tego samego wyniku mozna tez dojs¢ ogodlniejszag metodg, a miano-
wicie kiadac:
a -4- bi
i+di=w+ ">
Stad:
a -j- bi — (x -f-yi)(c -j- di) — cx — dy -f- (dx -(- cy) i
To rownanie spetnia sie (w mysl zasady 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
spetniaja sie dwa réwnania:
cX —dy — a
dx-j-cy— b
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan sa, jak tatwo sprawdzi¢, otrzymane
powyzej wartosci na x i y.

Przyktad.
43 — 6z (43— 62)(4 — li) 172 — 42 — 247 — 301i _ 130 — 3257
4 772 — 4+ 7i)(4—1i) — 16 + 49 — 65
a wiec:

(43 — 6i):(4+ T2)= 2 —5i

Przy potegowaniu liczb zespolonych wystepujag rozmaite potegi jednostki

urojonej i. Wszystkie te potegi nalezy przedstawi¢ w postaci a+ bi
(przyczem a lub b moze by¢ zerem). Otéz:

il—i} il—— 1, i2—il.i = — id= i2-= F1
Wyzsze za$ potegi sprowadzajag sie do tych czterech i powtarzajg sie perjo-
dycznie, albowiem: <

p*+k_ fn.jk__ j j.caa_ ik

przy catkowitych dodatnich n, k. Wobec tego takze kazda potege (a-\-bi)n
potrafimj® przedstawi¢ w postaci x-j-iy: trzeba w tym celu podnies¢
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ten dwumian do ?i-tej potegi wedtug wzoru Newtona, a nastepnie za
wszystkie potegi i podstawi¢ odpowiednio i, — 1, — i lub -(- 1.
Pierwiastkowanie liczb zespolonych wyjasnimy zapomoca przyktadu.
Chcemy obliczy¢ drugi pierwiastek z liczby 5— 12z, to znaczy znalez¢
takie dwie liczby rzeczywiste X, Yy, aby liczba zespolona x-\- iy spetniata

réwnanie:
(X -j-iy)y*= 5 — 12i

czyli:
a2—yi 2xyi= 5— 12i
Rownanie to spetnia sie wtedy i tylko wtedy, gdyliczby rzeczywistex, y
spetniajg nastepujacy uktad dwoch réwnan:
X*—y2—5
2xy = — 12
. 6 . 36 .
Stad otrzymujemy X — a nastepnie — —yl— 5, 36 —yi= byl
Stad: \% \%
2= 4 abo yl— — 9
Te druga ewentualno$é¢: y2= — 9 nalezy odrzuci¢, poniewaz y maby¢
liczbg rzeczywistg. Wobec tego yx— -(- 2, yi= — 2, a zatem® = — 3,

X2= -j- 3. Otéz drugi pierwiastek z liczby zespolonej 5 — 12i ma dwie
nastepujgce wartosci:

(5 —12i), = _ 3+ 2i, (f/5~ 2 i)2= 3 — 2i

Niechaj czytelnik stwierdzi, ze:
Fi), =+1i, (1" = -«, =

Widzimy stad, ze w zbiorze liczb zespolonych istnieje drugi pierwiastek
z kazdej liczby, podczas gdy w zbiorze liczb rzeczywistych nie istniejg
drugie pierwiastki zliczb ujemnych.

Z tem wigze sie, ze w zbiorze liczb zespolonych kazde réwnanie
drugiego stopnia posiada dwa rozwigzania, podczas gdy w zbiorze liczb
rzeczywistych réwnania drugiego stopnia o wyroézniku ujemnym nie po-
siadajg’ rozwigzan.

Przyktad. Réwnanie:

X*— 4® 4" 13= 0
posiada rozwigzania:

&= 2-{-|/—9, xt—2—(/I—9
czyli:
® = 2-f-3z ®2= 2—3i

Natomiast to réwnanie nie posiada rozwigzan rzeczywistych.
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Okazano ogdlnie, ze kazde réwnanie algebraiczne n-tego stopnia,
posiada n pierwiastkéw, przyczem niektére, a nawet wszystkie moga by¢
liczbami zespolonemi.

Jezeli réwnanie algebraiczne o spoéiczynnikach rzeczywistych po-
siada pierwiastek zespolony xt = p -f- gi, to takze sprzezona z X" liczba
@2=p — qi jest pierwiastkiem tego réwnania.

Dowdd. Podstawiwszy w réwnanie algebraiczne:

a0 -4—ai x -f- “F eee-]- Uun ==
za X warto$¢ xx=p-{-qi, wykonujemy zaznaczone dziatania i przedsta-

wiamy lewg strone w postaci A -f- Bi. Jezeli za$ podstawiamy za x war-
i0$¢ iy, sprzezong z Xu to otrzymamy oczywiscie wynik A — Bi. Ponie-

twaz xt spetnia dane réwnanie, przeto A-\-Bi= 0 czyli A-\- Bi= Q-A-0i
a stad wynika, ze A= 0 i B= 0. Wobec tego takze A— Bi= 0, ato
znaczy, ze liczba x2=p — qi spetnia takze dane réwnanie, c. b. d. o.

Wiadomo, jak wazne ustugi oddaje przy liczbach rzeczywistych

ch geometryczne przedstawienie zapomoca punktéw osi liczbowej. Do

przedstawienia geometrycz-

nego liczb zespolonych uzy-

wa sie calej ptlaszczyzny,,

zwanej ptaszczyzng liczbowa,

wprowadzonej przez Gaussa.

Obrazem geometrycznym licz-

by zespolonej z — x -j- iy jest

punkt o spdéitrzednych x,y.

Tak np. punkt A na fig. 107

przedstawia liczbe z— 2-j-Bi.

Obrazami liczb rzeczywistych

Fig. 107- sa punkty osi &-6w, liczb czy-

sto urojonych punkty osiy-ow.

Obrazem kazdej liczby zespolonej jest zatem jaki$ punkt ptaszczyzny

liczbowej i naodwrdt, kazdemu punktowi ptaszczyzny liczbowej odpowiada

jaka$ liczba zespolona. Istnieje zatem odpowiednio$¢ doskonata pomiedzy

zbiorem wszystkich liczb zespolonych a zbiorem wszystkich punktéow
obranej ptaszczyzny.

Odlegto$¢ r punktu, przedstawiajgcego liczbe zespolona z,, od po-

czatku uktadu spoétrzednych nazywamy warto$cig bezwzgledng tej liczby z

i oznaczamy jg symbolem \z\. Widoczne jest, ze r=\a? -f-y2 a zatem:
\z\ —\x  yil= -i-yi

Tak np. |2 -f 32| = J4+ 9= |ft3, 13 -f 4i|= + 16 = 5. Definicja
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ta pozostaje w zgodzie z definicja bezwzglednej wartosci liczby rzeczy-
wistej, np. [—41= |—4—F0i|= [42-]- O2= 4.

Uzywajac odlegtosci r punktu A od poczatku ukiadu ji kata a,
jaki tworzy promien OA z osig a?-6w, mozemy przedstawi¢ kazdg liczbe
zespolong zapomocg spoOtrzednych biegunowych.

I tak:
X = rcosa, y = rsina
a zatem:
z= X -f-yi — r(cos a -f- i sin a)
czyli:
z= |z|(cos a-(-isin a)

przyczem \z\ = \xi -f- atga— Kazda wiec liczbe zespolong mozna
przedstawi¢ jako iloczyn z jej wartosci bezwzglednej i jz liczby zespo-

lonej cosa -j- i sin a, ktérej wartoscig bezwzgledng jest 1. Istotnie:
|cosa -)- ¢sina\= [/cos*a -|- sin2a = 1

Kat a nazywamy argumentem liczby zespolonej.
Postugujgc sie obrazami geometrycznemi liczb zespolonych, mozemy
w bardzo prosty sposéb wykonywaé graficznie dzialania arytmetyczne

y

na tycb liczbach. | tak jezeli punkty A, i Az (fig. 108) sg obrazami
geometrycznemi liczb zespolonych:

z1=x 1 + y 1i, 2%— xz A-yzi

to obrazem geometrycznym ich sumy:

A+72- (a.'fx2)+ (y1-f y2)i
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jest punkt B, lezacy na koncu przekatnej rownolegtoboku, utworzonego
z bokéw OAj i OAt. Widzimy stad, ze dodawanie liczb zespolonych
mozna wykonywac¢ na ich obrazach geometrycznych tak jak dodawanie
wektorow.

Aby znalez¢ spos6b wykonywania mnozenia liczb zespolonych zxi z2
na ich obrazach geometrycznych (fig. 109), dogodnie jest uzy¢ ich przed-
stawienia zapomoca sp6trzednych biegunowych, a mianowicie:

zX= rx(cosety-j-isin«j), z2—r2(cosa2 isina2d
Wobec tego:
.22— rX r2(cos a, cos a2— sin a, sin a2-f- ;(sin axcos a2-(- sin a2cos ax))
czyli:
2, 22= r, sr2(cos (aj -f- a2 -|~ i sin (os, -fa 2)
Widzimy stad, ze iloczynem dwoch liczb zespolonych jest liczba zespo-
lona, ktérej warto$¢ bezwzgledna jest iloczynem wartosci bezwzglednych

danych liczb, a argument jest sumg argumentéw tych liczb. Aby wiec
otrzyma¢ obraz geometryczny liczby zxe+z2 nalezy obrdci¢ promien OAZ2,
nalezacy do liczby 22 o kat c1} nalezacy do liczby zx i powiekszyé ten
obrocony promien r2 tyle razy, ile razy rx jest wieksze od jednostki.
Najtatwiej jest uskuteczni¢ te konstrukcje przy pomocy tréjkatéw podob-
nych: OCAx~ OA2B, przyczem OC-= 1

Nietrudno jest znalez¢é podobny wzo6r i podobng konstrukcje na
dzielenie liczb zespolonych.

Z wzoru na zye+z2 wynika bardzo prosty wzdér na potegowanie liczby
zespolonej z. Przedstawmy jg w postaci z = r(cosa -)- ¢sin a) i zastosujmy
n-krotnie wzér na z *z. Otrzymamy:

z? — rn(cosna -j- isin n a)
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Dla r = 1 otrzymujemy stad nastepujacy wzdr Moiv re’a bardzo wazny
w algebrze i w teorji funkcji zmiennej zespolonej:

(cosa -f-isina)n= cosna-{-isinna

Powrécimy do tego wzoru w tomie III.

Z rozwazan tych widzimy, ze liczby zespolone nie sg bynajmnigj,
jak dawniej sadzono, jakiemi$§ mistycznemi ,urojonemi*“ fikcjami mate-
matycznemi, lecz sga réwnie realne, jak utamki lub inne liczby rzeczy-
wiste i posiadajg zupetnie jasna, ,,rzeczywistag® interpretacje geometryczna.
Znajdujg one coraz szersze zastosowanie w technice, w fizyce i w innych
naukach.

Uwaga. Geometryczno dodawanie liczb zespolonych mogtoby nasuwaé przy-
puszczenie, ze mamy tu do czynienia z wektorami, dobrze znanemi 2z rozmaitych
dziatéw fizyki (np. z mechaniki). Aby usunal rozmaito, zdarzajace sie nieporozu-
mienia, przedstawimy tu jeszcze pokrétce stosunek teorji liczb zespolonych do teoiji
wektoréw. Aby ten stosunek jasno wystgpit, zajmiemy sie ogélniejszomi liczbami ,ze-
spolonemi“, ztozonemi z czterech czes$ci, a mianowicie kwaternjonami. Kwaternjony sg
to czworki liczb rzeczywistych: (a,, a, av a3), ktére mozna okre$li¢ zapomoca zwiaz-
kéw podobnych do zwigzkéw |—IV, charakteryzujacych liczby zespolone dwujedno-
stkowe (t. j. ztozone z jednostek rzeczywistych 1 i z jednostek urojonych i). ProSciej
jest jednak wyj$¢ odrazu z przedstawienia takiej czwérki a w postaci:

“= «wel+ “i'"*+ “a¥ + a3mk

1, i,j, k nazywamy jednostkami kwaternjona. Mnozenie tych jednostek przez siebie
okre$lamy zapomocg nastepujacych wzoréw:

tr= —1 ij —k ik — —j
ji= —k jl1= —1 jk =i
Ki —j Kji ——i k*= —1

Rezygnujemy tu zatem z prawa przemiennosci w mnozeniu®(albowiem np. ij=rji).

Kwaternjon sktada sie z cze$ci rzeczywistej: a0, zwanej skalarng czescig kwa-
ternjona i z czesci a, *i-|-0,-j-j-a, *k, zwanej wekiorjalna czescig kwaternjona.
Cze$¢ wektorjalng mozna przedstawi¢ geometrycznie w uktadzie trzech osi spotrzed-
nych prostopadtych, uwazajagc punkt A o spo6trzednych o, aa a3 za obraz geome-
tryczny tej czeSci wektorjalnej; odcinek Oyl, taczacy ten punkt z poczatkiem uktadu,
nazywamy wektorem.

Wykonujac mnozenie wektorjalnych czesci o, fi dwéch kwaternjonéw wedtug
zwyktych regut mnozenia tréjmianéw i zastepujac nastepnie iloczyny jednostek innemi
jednostkami, wedlug przyjetych powyzej regut, otrzymujemy:

a mfi= —(a, 6,+ a2 -f a3b3)+ (o,b, —a369t-f (a3\ — o, b3)j-f (0, B3— 6,)k
Cze$¢ skalarng tego iloczynu, wzieta ze znakiem przeciwnym, t. j.:
S(a mfi)= a, bl-f a, b2-f a, b,
nazywamy iloczynem skalarnym dwoéch wektoréw, a cze$¢ wektorjalng, t-j .
V(a mfi)= (a,\ — a3b,)i+ (o,b,—o0,b3)j-f(0,b,—a,i,)k

nazywamy wektorjalnym iloczynem dwéch wektorow.
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Wiasciwiej bytoby jednak nie odréznia¢ dwéch rodzajow mnozenia wektoréw,
tylko moéwi¢ o czesci skalarnej i wektorjalnej jednego iloczynu.

Okazuje sie, ze iloczyn wektorjalny przedstawia sie w obrazie geometrycznym
jako nowy wektor, prostopadty do ptaszczyzny dwéch danych wektoréw. Rozwazania
te tworzg arytmetyczng podstawe teorji wektoréw. Nie bedziemy sie tutaj zajmowali
ta teorja, a wskazemy tylko na zwigzek tych poje¢ z pojeciem zwyczajnej liczby ze-
spolonej (dwujednostkowej). Otéz specjalnemi przypadkami kwaternjonéw sa:

1° liczba rzeczywista jezeli o, = 02= a3= 0;

2° wektor o,t-j-aZ -J-a,k w przestrzeni tréjwymiarowej, jezeli a0= O0;

3° wektor aj-\-a3k na plaszczyznie, jezeli «0= 0, 0,= 0 i podobnie ali-\-a3k,

°ti+ °21;

4° liczba zespolona o0-|- ati, jezeli 02= 03= 0.

Widzimy stad, ze zupetnie co innego oznacza wektor na plaszczyznie, a co
innego liczba zespolona. Majg one wprawdzie te same prawa dodawania, lecz rézne
zupetnie prawa mnozenia. lloczynem dwdch liczb zespolonych jest liczba, majgca swoj
obraz w tej samej ptaszczyznie, podczas gdy iloczyn dwéch wektoréw, lezacych na
tej samej plaszczyznie, sktada sie z czesci skalarnej i z czesci wektorjalnej, ktérg
przedstawia wektor, prostopadty do danej ptaszczyzny.
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Rozdziat XIX.

Zastosowania catek oznaczonych do geometrjl i do mechaniki.
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