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Drukarnia Uniwersytetu Jagielloiskiego pod zarzadem J. Filipowskiego.



Przedmowa do tomu Il

Oddaje do uzytku zainteresowanych trzeci i ostatni tom podrecznika
rachunku rézniczkowego i catkowego, zawierajgcy trzy dziaty analizy
wyzszej, bezposrednio zwigzane z rachunkiem rozniczkowym i catkowym,
a mianowicie szeregi nieskonczone, rownania rozniczkowe i geometrie roz-
niczkowa.

Nie chcac powiekszaé¢ i tak juz do$¢ powaznej objetosci podrecznika,
ograniczytem sie do tych rozwazan i zagadnien, ktére spotykamy naj-
czesciej w zastosowaniach analizy matematycznej do nauk przyrodni-
czych i technicznych. Tak np. pomingtem w nauce o réwnaniach réz-
niczkowych szczegétowe dowody istnienia rozwigzan, dyskusje punktow
osobliwych, uktady rownan rézniczkowych i réwnania rézniczkowe czast-
kowe. Jeszcze silniej ograniczytem materiat z geometrii rézniczkowej;
tak np. pomingtem wszystkie kwestie, wigzgce sie z rachunkiem wariacyj-
nym (linie geodezyjne, doktadniejsze omowienie powierzchni minimalnych).

Zamierzatem pierwotnie umiescic w mym podreczniku obszerny
rozdzial, poSwiecony geometrii analitycznej przestrzennej, jako wstep do
geometrii rozniczkowej i wprowadzi¢ przy tej sposobnosci zasadnicze
pojecia rachunku wektorialnego, utatwiajgce studium geometrii réznicz-
kowej. Poniewaz jednak wyszedt witasnie z druku zwiezty podreczuik
prof. F. Leji, poSwiecony specjalnie geometrii analitycznej z uwzgled-
nieniem rachunku wektorialnego (i zawierajacy , Dodatek o wyznaczni-
kach“), nadajacy sie znakomicie dla absolwentow szko6t Srednich, przeto
odstgpitem od pierwotnego planu, poprzestajagc na odestaniu czytelnika
do tego podrecznika. Wobec tego nie umiescitem tez przy koncu lii-go
tomn not o wektorach i wyznacznikach, zapowiedzianych w przedmowie
do I-go tomu.

Liczac sie z rozmiarem podrecznika, potraktowatem dos$¢ dorywczo
rozmaite zagadnienia i metody, nalezace do matematyki stosowanej (jak
np. praktyczne rachowanie szeregami nieskonczonymi, analize harmo-
niczng, graficzne i numeryczne przyblizone rozwigzywanie réwnan réz-
niczkowych), poprzestajac niekiedy na krotkich wzmiankach. Sadze, ze
kwestie te nalezy wytozy¢é obszernie w specjalnym podreczniku matema-
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tyki stosowanej, ktdryby uwzgledniat w spos6b szczeg6towy numeryczne,
graficzne i mechaniczne sposoby rozwigzywania zagadnien matematycznych.

Doprowadziwszy zamierzong prace do konca, skltadam gorgce po-
dziekowanie Polskiej Akademii Umiejetnosci, ktdra nie szczedzac powaz-
nych wydatkéw w czasach niepomysinej koniunktury, umozliwita opubli-
kowanie podrecznika o tak pokaZznych rozmiarach, w wytwornej szacie
typograficznej, majac na oku przede wszystkim utatwienie studiéw naszej
miodziezy akademickiej.

Pan dr doc. S. Kaczmar z i p. dr doc. W. Orlicz pomagali mi
wydatnie swymi cennymi uwagami w ostatecznym ustalaniu redakcji
rekopisu i przy korektach li-go i lii-go tomu, podobnie jak przy redakcji
I-go tomu, za co skfadam im serdeczne podziekowanie.

Rysunki do lii-go tomu wykonat p. mgr K. Dyba.



ROZDZIAL XXI

Szeregi nieskonczone
Ustep |

SZEREGI LICZBOWE

§ 267. Wstepne wiadomosci o szeregach liczbowych i funkcyjnych

Zaréwno w elementarnej jak i w wyzszej matematyce mamy czesto
do czynienia z szeregami nieskoriczonymi.
Szereg nieskonczony otrzymujemy z kazdego ciggu nieskonczonego:

m flj, a2, a3i... a,,...
taczac jego wyrazy ze sobg znakiem dodawania:
(03]
(1 Oj-j- a2-j- a3-f-... -f-a,,-j-... = "~ an
x—1
UtwoOrzmy cigg sum czesSciowych:
sl= a% s2= (jj-j- a2,
S3 - °1 ~h a2 "™l- a3 )ees) Sn- al a2+ az+ ®meeH- an

Jezeli ten ciag {s,} jest zbiezny, tj. posiada skofAczong granice s. to sze-
reg nazywamy zbieznym, a liczbe s nazywamy wartoscig lub sumg tego
szeregu (por. tom |, § 65). Jezeli ciag {s.} nie jest zbiezny, tj. nie po-
siada skonczonej granicy, to szereg (Il1) nazywamy rozbieznym.

Jezeli wszystkie wyrazy ak ciagu (1) sg liczbami statymi, to sze-
Teg (I1) nazywamy szeregiem liczbowym, jezeli za§ Rg funkcjami jednej
lub wiecej zmiennych, to szereg nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Przyktady takich szeregdw spotykamy juz w matematyce elemen-
tarnej. Tak np. z ciggu, zwanego postepem arytmetycznym (por. tom |,
8 196), otrzymujemy liczbowy szereg, zwany szeregiem arytmetycznym.
Bioragc pod uwage postep arytmetyczny pierwszego rzedu, tj. taki w ktd-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IlI. 1



rym wszystkie réznice sgsiednich wyrazéw majg statg wartos¢ d, otrzy-
mujemy nastepujacy szereg arytmetyczny pierwszego rzedu:

ai + (ai + + (@i 4" ~d)-f-... -f- (@ -]- (« —1)d) -f-.ee
Suma czeSciowa s,, takiego szeregu ma wartosc:

« H
= 2@+ af= 2" + n~ A"

W § 196 tomu | podano wzo6r na «-tg sume czeSciowq takze dla sze-
regu arytmetycznego wyzszego rzedu (tom I, wzor 206, str. 612).

Z postepu geometrycznego, tj. z takiego ciggu, w Kktorym wszystkie
ilorazy sasiednich wyrazow majg -'statg—warto$¢ g, otrzymujemy szereg
geometryczny:

ai + ai 94~ ai 22+ ese+ ax2'"'l+ eoe
Suma czes$ciowa sn takiego szeregu ma wartosc:
gn—1
s" ==al
Jezeli tutaj q uwazamy za liczbe stalg, to szereg geometryczny jest sze-
regiem liczbowym, jezeli za$ q uwazamy za zmienng, to mamy do czy-
nienia z szeregiem funkcyjnym.

W analizie wyzszej spotykaliSmy rowniez rozmaite szeregi, jak np.

nastepujace szeregi liczbowe, przedstawiajgce liczby e,  n, log,, 2:

C==1+1! + I + W + 7 +(» -1)1+ oee

= Nt -7 +eee+ (-DTFL2K"ZT + "-

Szeregi Taylora i Maclaurin’a sg przyktadami szeregow funkcyj-
nych, jak np.:

co

r , o, X, X2, a3, , xn1l , _ Ve

¢=1+ H+ 21+3! + -"+ g(»_l)!+"-“ rJt% nl
lub:

iog(i+ &) = " -¢e + |3-... + (-i +...

Z funkcyj trygonometrycznych buduje sie szeregi postaci:

i ao+ (ai003x-\-bising) (a2cos2x -f- b2sin 2x) -j- ... -j-
co

-j- (&,cosnx -f- bnsinnx) + ...= \ a0-}- (akcoskx-\-bksin kx)



zwane szeregami trygonometrycznymi. Ogélnie z kazdego ciggu funkcyj:
fi{x\fz(x),fz{x\ ...

mozna zbudowaé szereg funkcyjny, taczac ze sobg wszystkie wyrazy
tego ciggu znakiem dodawania:
[00]
fi () + U @)+ fz (") + eeet/« W + eee—Jjjj fn 0%0
NI~
Zajmiemy sie najpierw szeregami liczbowymi, wiasnosci ich bowiem
sg niezbedne do zrozumienia witasnosci szeregdw funkcyjnych.

§ 268. O koniecznych i dostatecznych warunkach zbieznosci sze-
regéw liczbowych

A) Zbiezno$¢ ciagu sum czesciowych {s,} jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym zbieznoSci szeregu. Rozstrzygniecie, czy dany szereg nie-
skonczony jest zbiezny czy tez rozbiezny, jest zatem fatwe w tych nie-
licznych wypadkach, gdy potrafimy znaleZz¢ do$¢ prosty wz6r na sume
czesciowa.

1) Tak np. dla szeregu arytmetycznego pierwszego rzedu jest:
limsn= lim £ (2a, -j-(n— 1)d)| = -j-00 dla d4+=10 i a, > O
n—00 «—00 >

j= —00 , d< O
zatem ten szereg jest rozbiezny. Podobnie okazuje sie, ze szeregi arytme-
tyczne wyzszych rzedéw sg rozbiezne.

2) Dla szeregu geometrycznego jest:

o"'— 1

Stad wynika (por. tom. I, 8§ 35), ze szereg geometryczny jest zbiezny
tylko dla |</|/ < 1 i ma warto$¢:

1—q
3) Zbadajmy zbieznos$¢ szeregu:
4. L 1 | 1 1. VvV — i—
1*2 F2*3 3*4 Jr w(«-f 1)r - (;_Jlk(k-\-l)
¢

zwanego szeregiem Brounckera. Sume czeSciowg tego szeregu mozemy
przedstawi¢ w postaci:

S= TA+A 4 A 4ok AQrr)==(Tey + & ~1) 4

+ &-mf)+ -+ O 3y n-f-1
1*



Wobec tego:
s= limsn— 1

Dla parzystego n — 2w jest wiec sn= 0, a dla nieparzystego n — 2m -f-1
jest sn— 1. Ten szereg jest wiec rozbiezny.

Te przypadki, w ktérych sie tak prosto przedstawia wz6r ogdélny na
sume czesciowa, nalezg do rzadkich wyjatkow. Zwykle badanie szeregéw
ta drogg jest bardzo ucigzliwe. Wobec tego uciekamy sie do ogolnych
twierdzen o granicach ciggéw i stosujac je do ciagu {s,.}, wyprowadzamy
rozmaite jego wiasnosci, ktdre pozwalajg nieraz w bardzo prosty sposéb
rozstrzygna¢ kwestie zbieznoSci szeregu nieskonczonego.

B) Stosujagc do ciagu {s,} ogdlng zasade zbieznosci Cauchy’ego
(por. tom I, § 31), otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieznoSci szeregu jest, aby do
kazdej dodatniej liczby e mozna bylo dobra¢ takg liczbe N, zeby sie dla
wszystkich n~g> N i dla wszystkich naturalnych p spetniata nieréwnosc:

IMv>—s«l < E

|an+l-j- am2-j- ... -}-antp\ < £
Przykiady.
1) Zbadajmy przy pomocy tego warunku zbiezno$¢ szeregu:

p+p+p+ —+ "+ -

dla ktérego nie znamy dogodnego wzoru og6lnego na sume cze$ciowg sn.
Tworzymy:

(n-f 1)2 w-f2)2+"““+ (n-fpf
stad:

| ®/z+p Snl

n@w-f-1)  (n-j- 1) («4*2) M+ P—1 + P)

n n-j-p



Chcac uczyni¢ prawg strone mniejszg od dowolnej dodatniej liczby €

wystarczy obra¢é n> N = i. Wtedy bowiem jest —< £ a wiec tem bar-
dziej ~ g— < e Warunek (1) spetnia sie zatem dla wszystkich na-

turalnych p, gdy n> N — T a to dowodzi, ze badany szereg jest zbiezny.

Jakkolwiek wiec nie znalezliSmy wartosci (sumy) tego szeregu, to jednak
wiemy, ze ta warto$¢ istnieje i jest jaka$ skonczong liczba.

TJwaga. Okazemy pdzniej (por. § 293. 2), ze zachodzi bardzo ciekawy zwigzek
miedzy wartoscia togo szeregu a liczbg n, a mianowicie, ze ten szereg ma warto$¢ Jn2
2) Zbadajmy szereg:
1,1,1, 1,
2 r+ 24+ 3 +Weet-+eee
zwany szeregiem harmonicznym. Obierzmy w nieréwnosci (1) p — n
i utwdérzmy:
1 . r ., 1 o1
W+n sn| n-\-1 n-j-2 "™’ w-|-n

Ostatni dodajnik prawej strony jest rowny wszystkie za$ inne sg
71

wieksze od -i-, a zatem:
2 «’

Sn+n-s, ¥ n. 1 =1

Biorgc . —  widzimy, ze nierdwno$¢ (1) nie spetnia sie dla wszystkich
p, a mianowicie nie speinia sie dla p = n, jakiekolwiek obralibySmy n. To
dowodzi, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny.

Szeregi, omoéwione w przykiadach 1) i 2), sg specjalnymi przypad-
kami szeregow:

3) + + +
zwanych szeregami £ (s). OkazaliSmy zatem, ze szereg £ (2) jest zbiezny
a szereg £ (1) rozbiezny. Zbiezno$¢ tych szeregéw dla innych s oméwimy
pozniej.

Szereg nieskonczony:
(H|) rn — Qn+l + an+s
otrzymany z danego szeregu przez opuszczenie n poczatkowych wyrazow,
nazywamy ?i-tg reszta szeregu:
(1) ax-f-a2-f- a3-(- ... -f- an-j- gn+l ~F" “ne2 + oo

Do kazdego szeregu nalezy wiec caly cigg reszt: rx, r2,... r,,...



Jezeli szereg (I1) jest zbiezny i ma warto$¢ s, to oczywiscie:

S= +
Stad:
r,= S— sn
a wiec:
limrmn= s—Ilimsn—s—s= 0
n—>co rt-+-0o
To znaczy: jezeli szereg nieskonczony jest zbiezny, to cigg jego reszt dagzy
do zera.

Reszte r,, mozemy takze okres$li¢ jako btad, ktéry popetniamy, bio-
ragc zamiast doktadnej wartoSci szeregu jego n-tg sume czeSciowrg. Przy
rachunkach liczbowych, opartych na szeregach nieskonczonych, badanie
reszt ma szczegdlnie wielka doniostos¢. MieliSmy sposobnos$¢ przekonaé
sie 0 tym w rachunku rézniczkowym, w rozdziale poswieconym szere-
gom Taylora i Maclaurina (por. tom I, str. 388 i nast.).

§ 269. 0 niektdrych koniecznych lecz niedostatecznych warunkach
zbieznosci szeregow

Wiemy, ze kazdy cigg zbiezny musi by¢ obustronnie ograniczony
(por. tom 1, 8 27, str. 103). Jezeli wiec szereg nieskonczony jest zbiezny,
to cigg jego sum czesciowych musi by¢é ograniczony, tj. musi istnie¢ taka
liczba A, ze:

Kl<n
dla wszystkich n.

Ograniczono$¢ sum czesciowych jest wiec koniecznym warunkiem
zbieznosSci szeregu, lecz bynajmniej nie dostatecznym.

Tak np. w szeregu:

i—i-1-1 —iH--..
cigg sum czeSciowych jest ograniczony, sumy te majg bowiem wartosci
0 lub 1, a wiec w kazdym razie jest:
ki <2

a mimo to, jak wiemy, jest ten szereg rozbiezny. Warunku tego nie
mozna zatem uzyé, bez zadnych dodatkowych zatozen, do rozstrzy-
gniecia zbiezno$ci; natomiast mozna go z pozytkiem uzywaé¢ do rozstrzy-
gniecia rozbieznosci. Jezeli sie bowiem okaze, ze cigg sum czeSciowych
nie jest ograniczony, to szereg jest napewno rozbiezny.

Drugi taki konieczny lecz niedostateczny warunek zbieznosci nie-
skoniczonych szeregébw otrzymujemy, badajagc wprost same wjmazy a,, sze-
regu, a nie jego sumy czesciowe.



| tak oczywistym jest, ze:
= ~~3

Jezeli szereg jest zbiezny, to zaréwno sn—>s jak i s,_j—-s, a wiec,
stosujgc tu twierdzenie o rOznicy granic, otrzymujemy:
liman= s —s
«>H00
czyli:
liman= 0
/t—00
To znaczy: w kazdym szeregu zbieznym wyraz ogolny dazy do zera. Twier-
dzenie to wynika takze odrazu z twierdzenia B z poprzedniego para-
grafu, jezeli potozymy we wzorze (1) na str. 4 p= 1 Jest to zatem
warunek konieczny zbieznosci, lecz bynajmniej nie dostateczny, jak to
wynika z nastepujacych przyktadow.
1) Zbadajmy szereg:

l°gn + J§ 4" N 4- log N 4119)1'+ m~l&/|0£r(|]_=|=-“ + mpe
Wyraz ogo6lny tego szeregu dazy do zera, albowiem:
liman- limlog (1 -j-M —logl= 0
« — 00 n-ycc \ 71

Pomimo to ten szereg jest rozbiezny, jak fatwo okazaé, obliczajgc
bezposrednio jego sume czesciowa:

O )

=log(~[4-...-~£i) = logk +1)

Oto6z:

lim sn= lim log (n -j- 1)
« —>00 n-yoo

-j- 00
a wiec badany szereg jest rozbiezny.

2) Wiemy, ze szereg harmoniczny:

1+ ¥+ F + i+ -+ 10+ -

jest rozbiezny, jakkolwiek w tym szeregu an= ——-0.

Warunek: an—>0 nie wystarcza zatem do rozstrzygniecia zbiez-
nosci, natomiast niespetnianie sie tego warunku dowodzi rozbieznosci
szeregu. Tak np. w szeregu geometrycznym o ilorazie q— 1, a 0 wy-



razie poczatkowym ax réoznym od zera, mamy an— ax. a wiec takze

lim an= ax5=0, a zatem szereg geometryczny jest dla q= -j- 1 roz-
n —00

biezny. Dla q= — 1 wyraz ogdlny takze nie dazy do zera, lecz oscy-
luje pomiedzy — ax a -j- a wiec i w tym przypadku szereg jest roz-
biezny. Dla |j| > 1 wzrasta |g"| nieograniczenie, a wiec i |a,| = |algn-I\

wzrasta nieograniczenie, a nie dazy do zera. Szereg geometryczny jest
wiec rozbiezny dla |gj» 1. Natomiast wiemy, ze jest on zbiezny dla |q|< 1

Uwaga. Dla szeregu geometrycznego warunek konieczny: a, =m0 jest zarazem
warunkiem dostatecznym, albowiem a, = algn~i dazy do zera tylko wtedy, gdy
Isl < h a "i?0 i?dy szereg geometryczny jest zbiezny. Poniewaz w matematyce ele-
mentarnej omawia sie zazwyczaj tylko ten jeden rodzaj szeregébw zbieznych, przeto
poczatkujagcy w studium analizy popeiniajg czesto ten biad, ze uwazajag warunek
«,»m0 za dostateczny takze w ogélnym przypadku. Omoéwione powyzej przykiady
1) i 2) wykazuja naocznie btedno$¢ tego mniemania.

Wobec niedostatecznosci warunkow |s,|] < A i an—=0 postaramy
sie wyprowadzi¢ rozmaite warunki dostateczne dla zhieznoSci szereg6w.
Najprosciej przedstawia sie to zadanie dla szeregéw o wyrazach dodat-
nich, totez zajmiemy sie najpierw wylacznie takimi szeregami. Jezeli
wszystkie wyrazy szeregu sg dodatnie, to sumy czeSciowe wzrastaja mo-
notonicznie. Wobec tego szereg o dodatnich wyrazach jest albo zbiezny
(do skonczonej granicy) albo rozbiezny do niewtasciwej granicy -f- oo.

Warunek ktéry byt dla dowolnych szeregéw tylko ko-
niecznym warunkiem zbieznos$ci, jest dla szeregbw o wyrazach dodat-
nich zarazem warunkiem dostatecznym. Wiemy bowiem, ze ciag {s,} mo-
notoniczny i ograniczony jest zbiezny (por. tom I, str. 105). Dowodzi to
prawdziwos$ci nastepujgcego twierdzenia.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich cigg sum cze$ciowych jest ogra-
niczony, to szereg jest zbiezny.

Jezeli A jest liczbg, ograniczajacg z gory wszystkie sumy czeSciowe
s,, to i granica tych sum, czyli warto$¢ s szeregu, nie przekracza tej liczby.

§ 270. Majoryzowanie szeregdw o wyrazach dodatnich

Z twierdzenia, dowiedzionego na koncu poprzedniego paragrafu,
wynika bardzo wazna i czesto uzywana metoda badania zbieznosci sze-
regbw o0 wyrazach dodatnich, a mianowicie poréwnywanie dwoch
szeregow. Jezeli wszystkie wyrazy szeregu o wyrazach dodatnich (lub
nieujemnych):

al + a2+ a3 + " - + a»+



(o ktérego zbieznosci nic nie wiemy) nie przekraczajg odpowiednich wy-
razéw szeregu zbieznego o wyrazach dodatnich (lub nieujemnych):

|/ h + 03+ cee bn -f- ...

to i pierwszy szereg musi byé zbiezny.
Dowo6d. Wedtug zatozenia zachodzi dla kazdego naturalnego k nie-

rownosc:

a* 2= Bk
Niechaj sk oznacza sume czeSciowg pierwszego a tk drugiego szeregu.
Musi byé zatem takze:

SiisS tk
Nazwijmy literg t warto$¢ (sume) drugiego szeregu; poniewaz cigg {i*}
jest monotoniczny, przeto musi by¢ i*5Si, a wiec takze

sk= t

Cigg {s*} jest monotoniczny i ograuiczony, a wiec jest zbiezny, a zatem
takze pierwszy szereg jest zbiezny, c. b. d. o.

Ten drugi szereg nazywamy majorantg pierwszego szeregu; mo-
wimy, ze drugi szereg majoryzuje pierwszy.

Podobne kryterium poréwnawcze odnosi sie do szeregobw rozbiez-
nych o wyrazach dodatnich a mianowicie, jezeli icszystkie wyrazy szeregu:

Ul "t* a2 + a3 + .ot an +

(o ktérego zbieznosci nic nie wiemy) nie sg mniejsze od odpowiednich
wyrazéw szeregu rozbieznego o wyrazach dodatnich:

&1 + &2 + A3+ .o bn +

to takze i pierwszy szereg jest rozbiezny.

Dowdd. Jezeli szereg o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to ciag
jego sum czesciowych {tk} jest nieograniczony, zatem do kazdej dowolnie
wielkiej liczby L da sie znalez¢ takie N, ze dla wszystkich k> N
spetnia sie nier6wnos¢:

W L
Poniewaz za$ jest sk t k, przeto takze:
sk> L
a to dowodzi, ze cigg {sA jest nieograniczony a zatem rozbhiezny. Wo-

bec tego i szereg al-\-a2 jest rozbiezny, e. b. d. o. Obydwa te
twierdzenia mozna wypowiedzie¢ w nastepujgcej postaci: szereg o wyra-



zach nieujemnych. dajacy sie zmajoryzowac szeregiem zbieznym, jest
zbiezny, szereg za$, *majoryzujacy rozbiezny szereg o wyrazach nieujem-
nych., ye.s/ rozbiezny.

Tych twierdzen uzywa sie czesto do badania zbieznosci, a miano-
wicie poréwnuje sie badane szeregi z innymi szeregami, ktérych zbiez-
no$¢ lub rozbiezno$¢ zbadaliSmy poprzednio na innej drodze, np. z sze-
regiem geometrycznym, harmonicznym, z szeregiem £ (2) lub z szeregiem
Brounckera.

Jeszcze wazniejsze jest posrednie zastosowanie tych twierdzen do
badania zbieznosci, a mianowicie wyprowadzimy z takiego porownania
szeregOw pewne proste, bardzo praktyczne kryteria, ktére pozwolg roz-
strzygna¢ kwestie zbieznosci w bardzo wielu przypadkach.

Przyktady na bezposrednie zastosowanie twierdzern o majoryzoioaniu
szeregdbw 0 wyrazach dodatnich.

1. Zbadajmy zbiezno$¢ dowolnego rozwiniecia dziesietnego, utamko-
wego, nieskoriczonego. Takie rozwiniecie jest szeregiem nieskonczonym.
I tak wiadomo, ze jezeli to rozwiniecie jest periodyczne, to mozna je
pojmowac jako szereg geometryczny. Rozwiniecia dziesietne nieperiodyczne
sg takze szeregami nieskonczouymi, lecz juz nie geometrycznymi. Tak
np. rozwiniecie nieperiodyczne:

0-3733778337773333...
mozna przedstawi¢ w postaci szeregu nieskonczonego:

3, 7 , 3 , 3 , 7
10T 102~ 103~ 10*~ 105

Og6lng postacig takiego rozwiniecia jest:

0'Cj@r3c4...
czyli:
10 1102 1103 1 1100 1
Cyfry ck tego rozwiniecia spetniajg warunki: 0 10.
Poréwnajmy badany szereg z szeregiem geometrycznym:
10, 10 , 10 , , 10
10 ' 102*1-43 1w 1 10%
o ilorazie g = Ten szereg geometryczny o wyrazach dodatnich ma-

joryzuje badany szereg, albowiem zawsze spetnia sie nierownos¢



11

Szereg geometryczny o ilorazie -fo jest zbiezny a zatem i badany szereg
jest zbiezny do jakiej$ skonczonej liczby. Stad wynika, ze kazde dowolne,
nieskoriczone, rozwiniecie dziesietne utamkowe przedstawia jaka$ liczbe
(nie moze wiec warto$¢ tego rozwiniecia ani rosng¢ nieograniczenie ani
oscylowac)

2) Zbadalismy szereg f(s) dla s =1 i s— 2. Zbadajmy zbieznos¢
takicb szeregébw takze dla innych wartosci s.

a) Dlas> 2 jest ks k 2 dla wszystkich naturalnych k, zatem

Wyrazy szeregu £(s) sa wiec wszystkie niewigeksze od wyra-

z0w szeregu f(2), ktory jest — jak wykazaliSmy — zbiezny. A wiec
i szereg £(s)jest zbiezny dla kazdej wartosci s>2.
b) Dlas< 1 jest I¢ k1l dla wszystkich naturalnych/r, a wiec,

{CJ > ’c Wyrazy szeregu £(s) sg zatem wszystkie ciemniejsze od wyra-

z6w szeregu harmonicznego, ktéry jest — jak to juz poprzednio zbada
lisSmy — rozbiezny. A wiec i szereg £(s) jest rozbiezny dla wszyst-
kich s < 1

c) Nie wiemy jeszcze, jak sie zachowuje szereg £(s) dla: 1 <(s< 2
Tutaj juz uzyjemy innej metody, a mianowicie wykazemy, ze cigg sum
czesciowych jest wtedy ograniczony.

Chcac oszacowa¢ sume czesSciowga s,, obieramy r tak wielkie, aby
2r> n. Wtedy:

s"= V-1=1+ (i + ") + (¢-+ F + F + +

‘ @ v

L[—L_ i 1
- - \Ez'-J)T S ES

Kazde wyrazenie w nawiasach powiekszy sie, jezeli wszystkie mianowniki
zastgpimy mianownikiem pierwszego utamka z kazdego nawiasu, a wiec:

®«<l+ (26+wI1 +iV4S+Wag7 U8 X /) +
+ eeet (2'--1s ‘N (2r-1)s
czyli:
s'< 1+ 2T+ M+ —-+ .y = 1+ 270 +

Po prawej stronie mamy sume czesSciowg szeregu geometrycznego 0 po-

czatkowym wyrazie 1ioi|orazatlemniejszym od 1 (bo s>1), a ta
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suma nie przekracza wartosci catego, nieskoriczonego geometrycznego sze-
regu o tym samym ilorazie, a wiec:

Sn<—- LT =1
1 2%

Stad widzimy, ze cigg sum czeSciowych badanego szeregu jest ograni-
czony, a wiec badany szereg o wyrazach dodatnich jest zbiezny. Zbiera-
jac razem wyniki badania szeregow £(s), widzimy, ze te szeregi sg
zbiezne dla s> 1, a rozhiezne dla sS|I.

§ 271. Kryterium (ilorazowe) d’Alemberta

Opierajagc sie na twierdzeniach o poréwnywaniu dwoch szeregow
o wyrazach dodatnich, wyprowadzimy z nieb rozmaite dogodne warunki
dostateczne dla zbieznos$ci i rozbieznosci, zwane kryteriami zbieznosci lub
rozbieznosci.

Najprostsze z nich, zwane kryterium d’Alemberta, polega na ba-
daniu ilorazéw sasiednich wyrazéw, tj. na badaniu ilorazéw:

Jezeli wyrazy szeregu stale maleja, to jest stale-(’j\z <[ 1. To jednak nie
n

wystarczy do zhieznos$ci, nawet wtedy, gdyby te wyrazy malaty monoto-
nicznie do zera, jak to widzieliSmy w szeregu harmonicznym.

Jezeli jednak wyrazy szeregu malejg tak szybko, ze ten iloraz jest
stale mniejszy od jakiego$ statego utamka witasciwego I, to zobaczymy,
ze szereg jest zbiezny. Wystarczy nawet, jezeli to zachowanie sie¢ wy-
razow rozpoczyna sie dopiero od pewnego wskaZznika N, albowiem za-
chowanie sie skonczonej liczby wyrazéw nie wpiywa na zbiezno$¢ — po-
dobnie jak w ciggach nieskonczonych.

Zatozmy zatem, ze dla wszystkich w> IV spetnia sie nierdwnosc:

a wiec:

aN+1S$ laN
aN+2= 1°n+i ~ i2aN

aN+3 SS aN
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Wszystkie zatem wyrazy szeregu: aA+1-]- aN+24~ 4% e nie przekra-
Czaja wyrazOw szeregu geometrycznego:

aNI (- aNP -f- aNI3-j- ...

o ilorazie I, przyczem 0 <(l< 1 Poniewaz taki szereg geoipetryczny
jest zbiezny, przeto takze szereg:

aN+14* aN¥i 4" N3+ om

jest zbiezny. Dotaczajac za$ do niego skorczong sume N poczatkowych
wyrazoéw, otrzymamy szereg:

@i 4 °2 4" om 4" aN4~ aNtl 4~ °n+24" eee

ktory musi byo takze zbiezny.

Udowodnilismy zatem prawdziwo$¢ nastepujgcego twierdzenia, zwa-
nego kryterium d’Alembert a.

Jezeli iv szeregu o toyrazach dodatnich spetnia sie, poczawszy od ja-
kiego$ wyrazu, stale warunek:

(4) gitin < 1

to ten szereg jest zbiezny.

Raz jeszcze jednak zaznaczamy wyraznie, ze ten iloraz nie ma
przekracza¢ statej liczby | mniejszej od 1, a nie wystarcza, gdy ten iloraz
nie przekracza liczby 1 (jak sie to np. dzieje w szeregu harmonicznym).

Jezeli iloraz sgsiednich wyrazow spetnia stale, poczgwszy od jakie-
go$ n= N, warunek:

(%) Axi> 1

czyli a,+] ™ a,, to szereg jest rozbiezny (albowiem jego wyrazy nie
daza do zera, nie spetnia sie wiec omoOwiony w poprzednich paragrafach
konieczny warunek zbieznosci).

Przyktady.
1) Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu:

1+ TT+ TI+ h + o+ (iT=D)i+  *
Tutaj:
1 1
acti — ,1» a*— (»_1)!
zatem:
xn+l . (»— D1 1
n\ n
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Poczagwszy od n = 2 jest:

a wiec badany szereg jest zbiezny; utamkiem, ktérego nie przekracza
iloraz an+l:an, jest tu t= 4
2) Zbadajmy zbiezno$¢ szeregu:

i+1 |£ii —-L
AL
Tutaj:

«l- C e C - H -c< ¢
an n-f-1"'n n-f-1

Jezeli liczba c jest dodatnim utamkiem witasciwym, tj. jezeli:
O<c< 1

to badany szereg jest zbiezny. Jezeli c =1, to kryterium d’Alemberta
nie pozwala na rozstrzygniecie, czy szereg jest zbiezny, czy tez rozbiezny.
Wtedy jednak badany szereg jest szeregiem harmonicznym, a o tym sze-
regu juz wiemy, ze jest rozbiezny.

3) Sprobujmy zastosowac to kryterium do szeregu £(2), tj. do szeregu:

i | | 1

Tutaj:
(n \2
u+ 1 =

lloraz ten jest wprawdzie mniejszy od 1, ale zblizg sie do 1 dowolnie,
nie zatrzymujac sie przed jakim$ utamkiem statym. Wobec tego kry-
terium d’Alem berta nie da sie do tego szeregu zastosowaé. Wiemy
za$ z § 268, ze ten szereg jest zbiezny.

Z ostatnich dwoch przyktadow widzimy, ze kryterium d’A le m-
berta nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci, nie rozstrzyga bowiem

zbieznoéci w przypadku, gdy "1 <; 1, w ktérym szereg moze by¢ roz-

biezny (jak np. szereg harmoniczny) lub zbiezny (jak np. szereg £(2)).
Ponadto kryterium d’Alemberta nie da sie takze wtedy zasto-
sowac¢, gdy iloraz a,+, :an oscyluje, stajagc sie raz wiekszym a drugi raz
mniejszym od 1.
Tak np. szereg:

1 ~g-j-52 -293-j-q4-j-...
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w ktérym jest niewatpliwie zbiezny, albowiem jego wyrazy
nie przekraczajg wyrazoOw zhieznego szeregu geometrycznego

2+ 22+ 22*+ 227+ 22°-{-...

lloraz — przyjmuje w badanym szeregu naprzemian wartosci 2q i
an

poniewaz gqj>\, to 22> |1, poniewaz za§ q < 1, to | < 1, A wiec iloraz
jest naprzemian wiekszy od 1, lub mniejszy od nie utrzymuje
n
sie zatem stale ani ponizej I— ”, ani powyzej 1. Nie mozemy zatem do
tego szeregu stosowaé kryterium d’Alember ta.
SzczegOlnie prostym przypadkiem kryterium d’Alember ta jest

przypadek, w ktérym iloraz o dazy do jakiej$ granicy g, tj gdy istnieje:
n

(6) lim"t1 —g

Jezeli granica g ciggu ilorazow R4 jest mniejsza od 1, to badany szereg
<n

jest zbiezny, jezeli g=J>1, to szeregjest rozbiezny, jezeli za§ g— 1, to szereg
moze by¢ zaréwno zbiezny jak i rozbiezny.

Dowdd. Wskutek istnienia granicy g da sie dobraé do kazdego
dodatniego e takie N, ze dla wszystkich n*>N spetnia si¢ nieréwnos¢:

“‘n+l

czyli:
- e<a”™ - 09g< +te
Qn
Jezeli g <j 1, to bierzemy pod uwage nieréwnos¢:

On+1
a,,

Obierzmy takie e, aby byto g ~j- £ <C 1- Oznaczajac g -{- e literg |,

mamy:
< l< 1
an

Spetnia sie zatem warunek pierwotnego, szerszego Kkryterium, a wiec
badany szereg jest zbiezny.

Jezeli za§ g > 1, to kiadagc g— 1= e> 0, otrzymujemy z nie-
réwnosci:
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nieréwnos$c¢:
e< Nt

czyli:

a wiec:

To za$ dowodzi rozbieznos$ci danego szeregu.
Najczesciej uzywa sie witasnie tej ,limesowej“ formy kryterium
dlAlemberta, jednakze pierwotna forma jest szersza, obejmuje wiecej

przypadkéw, albowiem iloraz tazt. moze sie utrzymywaé stale pomie-

dzy 0 a I< 1, nie dazagc wcale do granicy, lecz oscylujac pomiedzy 0
a l: szereg i w tym wypadku jest zbiezny.

Przyktad na zastosowanie kryterium d’Alem berta, w specjalnej
formie ,limesowej“.

Wiemy, ze szereg geometryczny:

2+ 28+ Ss+ 21+ -+ 2,4 -

jest zbiezny, gdy 0<j2<Cl- Utwo6rzmy nowy szereg, powiekszajgc znacznie
jego wyrazy, a mianowicie:

g+ 2q2-f 33+ 4qi+ ... + nagn-j- ...
lub jeszcze silniej:
q-j- 2 -j-3“23-f-4“g~+ ... -j-nagn-f...

gdzie a  jestdowolniewielkg statg liczbg dodatnig.
Zbadajmy, czy ten nowy szereg jestzbiezny.UtwoOrzmy:

Yim i ’1Un (i(—+ I)a 2"+1 :E]imo_ —3 =q
n-+oo an n-*-oc n q n-too vl

Stad wida¢, ze dla 0 < g< 1 nowy szereg jest zbiezny, a dla q> 1
rozbiezny. Dla q= 1 szereg jest rozbiezny, albowiem wtedy an nie dazy
do zera, lecz wzrasta nieograniczenie. Widzimy wiec, ze ten szereg za-
chowuje sie pod wzgledem zbieznosci tak samo jak szereg geometryczny.
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§ 272. Kryterium (pierwiastkowe) Caueliy’ego

Poniewaz kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci sze-
regu we wszystkich przypadkach, przeto staramy sie wyprowadzi¢ jakie$
inne, ogdlniejsze kryteria. Jednym =z takich kryteriow jest nastepujgce
kryterium Cauchy’ego.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich speinia sie poczawszy od ja-
kiego$ wyrazu stale warunek:

(@) fesKi

to szereg jest zbiezny, jezeli za$

@)

to szereg jest rozhiezny.

Dowd6d sprowadza sie tu takze do pordéwnania z szeregiem geome-
trycznym. | tak, w mys$l zatozenia pierwszej czesci twierdzenia, spetniajg
sie poczgwszy od jakiego$ N nieréwnosci:

N

czyli aNiS IN
WH

J/°N +\ | T aN+1 IN+1

A wiec wyrazy szeregu: aivV-f-aNH -|- ... nie przekraczajg wyrazow sze-
regu geometrycznego: F-f-; AL+ eee 0 ilorazie Z< 1, a zatem szereg:
°n ~f~aivti+ eeejest zbiezny; wobec tego i pierwotny szereg: -(-a2-j-
— ... 9§—=jv-i -j- aN“} °w+ieee jest zhiezny.
n

Jezeli za$ Ja,> 1, to i an™ 1 a wiec nie speinia sie konieczny
warunek zbieznosci: an—0. Wtedy zatem badany szereg jest rozbiezny.

Przyktady.

1) Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu:

1+ gs+ ~,+ -..4-"H---
Tutaj jest: \an= [/W: W<C-y poczagwszy od 2= 3. Wobec tego badany

szereg jest zhiezn}'
2) W szeregu:

T, 1 1
(log2j2  (log 3)3 (log n)n

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IlI.
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jest:
1
a"-(log(» +1))-+»
a wiec:

¢ j A
(Ilod(n'ﬂ)) < log(»+l) < *

poczawszy od «=100, gdy zasada logarytmow jest 10, a od n= 6]
gdy zasadg jest b. Wobec tego badany szereg jest zbiezny.
Specjalnym przypadkiem tego kryterium, najczesSciej w praktyce

uzywanym, jest przypadek, gdy \an dazy do jakiej$ granicy g. Jezeli

granica g wyrazenia \an jest liczbg mniejszg od 1, to badany szereg jest
zbiezny, jezeli g > 1, to szeregjest rozbiezny, ajezeli g— |, to to kryterium
nie rozstrzyga zbieznosci,albowiem istniejg zaréwno zbiezne jak i roz-
biezne szeregi, dla ktorych ten ostatni warunek sie spetnia. Dowdd na
to, ze to kryterium wynika z pierwotnego kryterium, przeprowadza sie
tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

n

A wiec w przypadku: lim [R,= ¢ 1 mamy zbieznosé
/1->00

a a a a aa>1 a rozbieznos¢
a przypadek w w  aww= 1 jest watpliwy.
Przyktad.
Zbieznosci szeregu:

2+ 222+ 23+ 224+ eee (przyczem N g< 1)

nie mozna byto dowies¢ przy pomocy kryterium d’Alemberta, mozna
to natomiast uczyni¢ przy uzyciu kryterium Cauchy’ego. | tak, gdy n
jest liczbg nieparzysta, to:

n n

Yan= Y "= g < |

a gdy n jest liczbg parzysts, to:

IfaB= ]/2gn= qV2 = q-2"
W obydwu przypadkach jest:

n
limlan= gqg< 1

a wiec szereg jest zbiezny.

Z tego przykiadu widzimy, ze istniejg takie szeregi, ktérych zbiez-
nosci nie mozna stwierdzi¢ przy pomocy kryterium dAlem berta,
a mozna jg stwierdzi¢ przy pomocy kryterium Cauchy ’ego.
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Uwaga. Udowodniono natomiast, ze zawsze, gdy kryterium d’Alem berta da
sie zastosowaé, to takze i kryterium Cauchy’ego pozwala rozstrzygnaé kwestie
zbieznosci. Wobec tego kryterium Caucky’ego jest istotnie szersze, rozstrzyga bo-
wiem w wiekszej ilosci wypadkéw anizeli kryterium d’Alemberta. Nie mogac tu
wnika¢ w te subtelne dowodzenia, odsytamy interesujacego sie takimi kwestiami czy-
telnika do znakomitego podrecznika K. Knoppa, pt. Theorie und Anwendung der
unendlichen Beihen (Berlin, Springer 1931, str. 285 i nast.), ktéry traktuje wyczer-
pujaco o tych i podobnych kwestiach.

Kryterium Cauchy’ego mimo to nie wyczerpuje jeszcze wszystkich
przypadkow. Tak np. nie mozna przy pomocy tego kryterium stwierdzi¢
zbieznosci szeregu f(2). Dla tego bowiem szeregu:

— 4+ — 4+ eee 4+ _ 4 e
mamy:
lime- ®* =1 (por. tom |, str. 516).
n —»00

Poniewaz wiec ¥= 1, przeto na podstawie kryterium Cauchy’ego
nie mozna orzec niczego o zhieznoSci tego szeregu.

§ 278. Kryterium Itaabe’go

Obmyslono rozmaite inne, jeszcze szersze Kkryteria, z ktorych po-
damy tu jeszcze jedno, wystarczajgce dla badania szeregéw, spotykanych
w praktyce, a mianowicie kryterium Raabe’go.

WidzieliSmy, ze nie wystarcza do stwierdzenia zbieznosci, jezeli
an 1, natomiast okazemy, ze wystarcza, jezeli an ~Nl — gdy 7c>l.
Doktadniej wypowiada sie to kryterium, podane przez Raabe'go,
W nastepujacy sposéb.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich spetnia sie od pewnego n= N
poczawszy nieréwnosc:

9 <e|l — — prz k)>1
) e o Py )

to szereg jest zbiezny, jezeli za$

(10) Wil s 1
an ~ n
to szereg jest rozbiezny.
Dowéd. Potézmy k- 1-f-a, to a> 0. Dla n — N spetnia sie nie-
rownosc:
% p< , _ h a
aN = N N N
2*
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a stad:

NaNHg NaN— aN — aaN
a wiec:

(N 1)@N N aN+= aaN

Ktadgc 1= 2Vv-1, N -f- 2,..., w, otrzymamy:

N aN+1-- (N "f' 1)aN#2  aaN+1
Diiwe2 —  ~F~2)aN#3”  a oNH

(n—1an— na,tl™ aan

Dodajac obie strony tych wszystkich nieréwnosci, otrzymujemy:

(N— 1)aN—na,¥fL af[aN+ a*+, + ...+ «,)= af(s,—S,_,)
Stad:
(N— aN na,s1 (N— DaN
s,-s\ — < mrmmmm e
w NN D% i,
a

Prawa strona jest skofAczong liczbg statg L, poniewaz N jest stale
obrane. Zatem:
sn< L

Cigg sum czesSciowych jest ograniczony, a wiec badany szereg o wyra-
zach dodatnich jest zbiezny.

Druga cze$d kryterium, dotyczacg rozbieznosci, udowadniamy z dru-
giej nierobwnosci. Ktadac w niej kolejno n— N, JV—++-1,..., otrzymujemy:

aNtl— A 1
aN Z= N
a stad:
AMIV-l)aw
«W+I = ]y

Nazwijmy statg liczbe (N — 1)«” literg I, to:

Ao
aN+1= jy

Dla n — A1 otrzymujemy:
AN A
av+2= N+ 1
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a stagd na podstawie poprzedniej nieréwnosci

i podobnie: ' n

aN+ 3 ==? IY'f'2

Wyrazy badanego szeregu sa niemniejsze od wyrazOw szeregu:

T
N 1JV+1 1iV+2 1%

Szereg ten za$ jest rozbiezny, albowiem jego suma czesciowa:

i, 1 . 1 . [
I\W+ iV+I2"W +2+

jest wielokrotnoscig czeSciowej sumy szeregu rozbieznego, otrzymanego
z szeregu harmonicznego przez opuszczenie skonczonej liczby poczatko-
wych wyrazow.

W specjalnym przypadku, gdy istnieje granica wyrazenia — lj«>
przyjmuje kryterium Raabe’go nastepujgca forme: jezeli istnieje granica
lim — 1) n= — Xt to szereg jest zbiezny dla kj> 1, rozbiezny dla
n-yca \ Qn !

k < 1, a loatpliicym pozostaje przypadek, gdy k — 1.

Dowadd, ze to ciasniejsze kryterium wynika z pierwotnego kryterium,
przeprowadza sie tak samo, jak w przypadku kryterium d'Alemberta.

Przyktady.

1) WidzieliSmy, ze zbieznosSci szeregu £(2) nie mozna rozstrzygnac
ani przy pomocy kryterium d’Alem berta ani przy pomocy kryterium
Cauchy’ego. Sprobujmy zastosowaé kryterium Raabe’go.

Tworzymy:
*»+1_tjpngy._ 1 41 Y _ «! _ 1 2n + 1
h o+ 1 n2-J-2n -(-1 n2-)-2n-f- 1
In+1 2n2-f-n 2 -j- 4
1 ft=
L2+ 2 « + |

lim(£2+4_1)M= _ 2
o\ an ]

Poniewaz k— 2 jest tuieksze od 1, przeto badany szereg jest zbiezny.
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2) Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu:

1-L-.1 1---.- -4-—JL* .}-|-
D3 2%4° 5 2e446 77
1.3*5...(2» — 3) 1 . 1+3e5...(2n—1) 1
+ "e+ 2.4.6...(2n—2) 2w—1 2-4-6...2»  "2»-j-1

Uwaga. Szereg ten otrzymuje sie, kladac x = | w rozwinigciu funkcji arcsin x
(por. tom 1, str. 419, wz6r 147). Mozna okaza¢, ze ten szereg przedstawia arcsin 1,
czyli liczbe

Tutaj jest:
*+1 _ (2, i)-2w-.1. _JL - 4»2- 4m.+1
a,, ’ 2n 2» + | 4d»* + 2n

Stosujac kryterium d’Alemberta (w formie limesowej), otrzy-
maliby$Smy:

limisxl=1

n—»00 Qn

a wiec zbiezno$¢ nie bytaby rozstrzygnieta.
Natomiast stosujgc kryterium Raabe’go. otrzymujemy:

_4n1—A4«-(-1 —4722—2n ~ —6B«-j-1 —
(v -1n 4tis-f 2» n 4w-j-2
a wiec:
lim [?5+t_i)n=s_ fi= _ 3= _fc
k=] > 1

To za$ dowodzi, ze ten szereg jest zbiezny.

§ 274. Catkowe kryterium zbieznosci

Przy badaniu zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich cenne
ustugi oddajg catki niewtasciwe.

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu o wyrazach dodatnich:

ai 4" "frese~t'an+ eee

sg réwne wartosciom, ktére przybiera dla x — 1,2,. .., n,... funkcja f{x),
malejgca monotouicznie, tj. jezeli:

an— /(»)
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to szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy catka niewtasciwa:

=00
J 100 ax
1
jest zbiezna, tj. gdy ta catka istnieje i ma skonczong warto$¢, np. A.
Dowdd. Dla x, zawartych w przedziale <7c— I, /cj>, jest f(x)>:f(k)— at

wskutek monotonicznego malenia tej funkcji. Dla x za$ z przedziatu
jest f(x) <7/(&) = ah, a zatem:

k+|I I I qﬁﬁﬂd(

AH
() Jroo axrake 3 %(x) dx

Eazem wiec jest:

Dodajmy do siebie stronami takie nieréwnosci dla k— 2,3,, w, to

otrzymamy:
«Hl [

(n) I f(x)dx a2+ a3-j- .+ an j f(x)dx
2 1

Stad wynika, ze:

n oc
at oot Gt ciwt ocn- N g+ Y 7¢ f{X) dx

co
Jezeli catka niewfasciwa jf(x)d x jest zbiezna i ma warto$¢ A, to
1

sn< ai 4+ a to znaczy, ze cigg sum czesciowych badanego szeregu
o wyrazach dodatnich jest ograniczony. To za$ dowodzi, ze ten szereg
jest zbiezny. Odwrotnie: jezeli badany szereg jest zbiezny, to z lewej
strony nieréwnosci (n) wnioskujemy, ze catka niewlasciwa jest zbiezna.
Istotnie wtedy jest:

T
al + /f{Adx al+ «@+ eeed-an= M
2

czyli:
y 1 2

aj J f(x)dx—Jf(x)dxd£sn
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a wiec:
"J-1

J f(x) dx <L sn— «i -f-J dx

Poniewaz cigg {s,} jest ograniczony, przeto i ciag catekJ f(x)dx jest
1

00
ograniczony, a to dowodzi, ze catka niewtasciwa j'f(x)dx jest zbiezna.

1
00

Istotnie wiec zbiezno$¢ catki niewtasciwej j'/'(ar) dx jest koniecznym
1
i dostatecznym warunkiem zbieznosSci badanego szeregu o wyrazach do-
datnich. Twierdzenie to mozna bardzo jasno przedstawi¢ w postaci geo-
metrycznej.
Niechaj linia krzywa na fig. 1 bedzie obrazem funkcji f{x), a war-
tosci jej dla x= 1,2 .. niechaj bedg wyrazami ax a2..., an,...
szeregu nieskonczonego. Pole
zacieniowanej  powierzchni,
przedtuzonej w nieskonfczo-
nos¢, przedstawia wartos¢

Pole schodkowatej figury,

obejmujacej pole zacienio-
wane, przedstawia warto$¢ szeregu a, -j- a2-j-... -f-an-)-... a pole
figury wewnetrznej warto$¢ szeregu a2 -f- a3-f- an-j-...

Ot6z widocznem jest, ze jezeli pole zacieniowane ma warto$¢ skon-
czong, to takze pole wewnetrznych schodkéw jest skoiczone i odwrotnie,
jezeli figura, obejmujgca pole zacieniowane, ma pole skoriczone, to i figura
zacieniowana ma pole skorficzone. To za$ dowodzi prawdziwosci dowie-
dzionego poprzednio twierdzenia.

Przykiad.

Zbadajmy zbiezno$¢ szeregu:

i 1
2log2 3log3 nlogn

Wyrazy tego szeregu sg mniejsze od wyrazO6w szeregu harmonicznego,
nie mozemy wiec z gOry orzec, czy ten szereg jest zbiezny, czy tez roz-
biezny.
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Wyrazy te otrzymujemy z funkcji:

1
I(®) = X log X
malejagcej monotonicznie, kiadgc x = 2, 3,.... n,.
Zbadajmy catke niewtasciwa:

,J dx
X \oSx ~ 1 Faof ix log®
z 2

Uiywaj.ac podstawienfa logx = t,otrzymuj%cr%y— = dt, a wiec:
n IQi«
C dx rdt ,  Ssn, o,
J =J 7 = log 1L = '°s<lug”> - logl g3>
log 2
Stad wynika:
lim f* L
n*-coj X IOgi

Poniewaz ta catka uiewtasciwa jest rozbiezna, przeto w mysl catkowego
kryterium takze badany szereg jest rozbiezny.

Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, ze szereg:

2log“2 " dlog“3 - *“ nlog“n *

jest zbiezny, jezeli a > 1

Istniejg takie szeregi, dla ktérych zadne z oméwionych tutaj kry-
teriow nie ruzstrzyga kwestii zbieznosSci. Wobee tego zbudowano dalsze
kryteria, stosowalne do szerszych klas szeregobw. Poniewaz jednak w za-
stosowaniach praktycznych rzadko spotykamy takie szeregi, dla ktorych
nie wystarczytyby omdwione tutaj kryteria, przeto nie bedziemy sie tu
dalszemi kryteriami zajmowali.

8§ 275. Szeregi liczbowe o wyrazach o dowolnych znakach.
Szeregi bezwarunkowo i warunkowo zbiezne

Jezeli wyrazy szeregu majg rozmaite znaki, np. sg naprzemian do-
datnie i ujemne, to do badania ich zbieznoSci nie mozna uzywac bez-
posrednio kryteriow, ktéreSmy poznali dla szeregbw o0 wyrazach dodat-
nich. Czesto jednak mozna sprowadzi¢ badanie zbieznosci takich szeregéw
do badania szeregéw o wyrazach dodatnich, opierajgc sie na nastepujg-
cym twierdzeniu.
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Jezeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartosSci danego szeregu,,
jest zbiezny, to i pierwotny szereg jest zbiezny.
Dowdd. Nie wiemy nic o zbieznos$ci danego szeregu:

@) og -f- a2+ a3"t~---
Natomiast wiemy, ze szereg:

() KI+ [« + Ic3l+ ---
jest zbiezny.

Ze zbieznoSci tego drugiego szeregu wynika, ze do kazdej dodatniej
liczby . da sie dobra¢ takie N, ze dla wszystkich n > N spetnia sie
nieréwno$¢:

I<M-1] + lJ«n+2] + eeet l«n+p] < E
(por. str. 4).

Okazemy, ze przy tym zalozeniu spetnia sie konieczny i dostateczny

warunek zbieznosci pierwszego szeregu, wyrazony wzorem (1) na str. 4,

a mianowicie:

K+ , —-— S*|= 1"n+l + Qn+2 -(-eee + an+p\ » 1A+ 0+ \an+I\ + .o + \an+p\ < E

A wiec istotnie pierwszy szereg jest takze zbiezny.

Jezeli szereg (b), utworzony z bezwzglednych wartosci wyrazow
danego szeregu (a), jest zbiezny, to dany szereg (a) nazywamy bezwzgled-
nie lub bezwarunkowo zbieznym.

Przyktad.

Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu:

Tworzymy szereg bezwzglednych wartosci:

1+ A+ B+ T+ oo

Ten szereg jest niewatpliwie zbiezny, bo sktada sie z wyrazéw dodatnich,
a jego sumy czesciowe sg ograniczone, a mianowicie nie przekraczajg
liczby e. Wobec tego i badany szereg jest zbiezny.

WsSréd szeregbw, z ktérymi mamy do czynienia w praktyce, naj-
czesciej wystepujg szeregi bezwarunkowo zbiezne. Do badania zbieznosci
takich szeregbw wystarczajg zatem te metody i kryteria, ktdreSmy omo-
wili przy badaniu szeregbw o wyrazach dodatnich. Zdarzajg sie jednak
czasem i takie szeregi, ktore sg zbiezne, jakkolwiek szereg, utworzony
z bezwzglednych warto$ci ich wyrazow, jest rozbiezny. Tak np. okazemy
wnet (w § 277), ze szereg:

1 — 4t + 0 — £+ E£eeo
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jest zbiezny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzglednych wartosci
jego wyrazdw, a mianowicie szereg:

1+4+ + 5+ T+ ++ '--

jest rozbiezny, jest to bowiem szereg harmoniczny.
Szereg, ktoryjest zbiezny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzgled-

nych wartosci jego wyrazéw, jest rozbiezny, nazywamy szeregiem warun-
kowo zbieznym.

8§ 276. Twierdzenie Abela o szeregach liczbowych

Do badania zbieznosci szeregéw warunkowo zbieznych nie wystar-
czajg kryteria, poznane przy badaniu szeregdbw o wyrazach dodatnich
(wykazatyby one bowiem tylko rozbiezno$¢ szeregu bezwzglednych war-
tosci), lecz musimy uzy¢ jakich$ innych twierdzern lub kryteridow.

Takim twierdzeniem, znajdujgcym najczestsze zastosowanie przy ba-
daniu szeregéw warunkowo zbieznych, jest nastepujace twierdzenie Abela.

Jezeli cigg sum czeSciowych szeregu:

ai 4" a2+ a3"4'eeet+ an+ om
jest ograniczony, a ciag liczb b,, b2, b3,... dazy do zera malejac, to szereg:
«ifj -f- a2b2 -j- ... -j-a,,bn-j- ...
jest zbiezny.
Szereg ax-J- a2-j- a3-(- ... moze by¢ takze rozbiezny, jak np. szereg
1— 1+ 1—1!+eee) byleby tylko cigg {s} byt ograniczony.
Dowdd. Niechaj s,,s2,..., sn... 0znaczaja sumy czesciowe pierwszego
szeregu. Wedtug zatozenia istnieje, taka stata liczba K. ze dla kazdego n
spetnia sie nieréwnos¢ Zbadajmy sumy czesSciowe drugiego

szeregu, tj.:
0,,= albl + a2b2+... + anbn

Mozemy je przedstawi¢ w postaci:

on=SI&l + (s2— S22+ (B— Yb3+ - +(«n — =
— Si(W ~ bt)+ s2(b2— b3)+ ... + (b, .y— b)+ s,bn

Stad wynika, ze:
on s,b,— Si(bi —b2)+ s2(i2— b3)+ ...+ sn_i(bn_i — bn)

Zbadajmy szereg nieskonczony:

H Si(¢i— D))+ s2(2— "9 + emw+ S»-i (b — &)+ oo
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Bezwzgledne wartosci jego wyrazdw sg mniejsze od wyrazdw szeregu:
K(®6,- b2+ K{bt- b3-f..+ K(bn,-bn+ ..

0 wyrazach dodatnich. Ten za$ szereg jest zbiezny, albowiem jego sumy
czeSciowe majg postac:

Sn= K(bt — b2-(- b2— bs -f". . — b,,)’=K (bt — b,)
Stad:

lim S,, — K bx, albowiem bn—0
re>m

A wiec zbiezny jest takze (bezwzglednie) szereg (), to znaczy, ze istnieje:

lim (@,,— snbn)= a

n —-00

Poniewaz za$ lim snbn= 0 (bo bn—=0, a cigg {s,} jest ograniczony), przeto:

n->co

liman— a

n->00

a to znaczy, ze szereg albl -|- a2b2-}- a3b3-f- .. . jest zbiezny.

8§ 277. Kryterium Leibniza

Zastosujmy twierdzenia Abela do specjalnego szeregu:
1-—1+1 — 1+1...

Cigg jego sum czesciowych jest ograniczony (nie przekracza np. liczby 2).
Pomndzmy jego wyrazy przez wyrazy dowolnego ciggu, malejacego
monotonicznie do zera:

&i 2> 3> em przyczem b,—0

to otrzymany szereg:
—ADHAZ
jest zbiezny.

To twierdzenie nazywamy Kkryterium Leibniza i wypowiadamy
je w nastepujgcej postaci.

Jezeli w szeregu o wyrazach naprzemian dodatnich i ujemnych bez-
wzgledne warto$ci wyrazéw dazg do zera, malejgc monotonicznie, to ten szereg
jest zbiezny.

Zastosowanie tego kryterium jest zwykle bardzo proste, nie wymaga
bowiem zadnych osobnych rachunkdéw.

Tuk np. szereg:

1— 4+ i-— 0 + Eeee
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ma wyrazy naprzemian dodatnie i ujemne, a ich warto$ci bezwzgledne
dazg monofonicznie do zera, a wiec ten szereg jest zbiezny. Jest to sze-
reg warunkowo zbiezny, poniewaz, jak widzieliSmy, szereg, zbudowany
z bezwzglednych wartosci jego wyrazéw, jest rozbiezny.

Podobnie fatwo stwierdzamy zbiezno$¢ szeregu znakozmiennego:

1 \ + | eee
ktéry otrzymaliSmy (w § 141", tom 1) jako rozwiniecie liczby §.

Przy pomocy tego kryterium mozemy stwierdzi¢ odrazu bez ra-
chunku zbiezno$¢ znanych rozwinie¢ rozmaitych funkcyj, np rozwinie-
cia funkcji sinus dla kazdego dodatniego kata, funkcji cosinus dla wszy-
stkich katéw, funkcji log (1 -(- x) dla dodatnich utamkowych x itp.

Dla takich szeregéw nie tylko tatwo jest zbada¢ zbieznosé¢, lecz
mozna takze w bardzo prosty sposob oceni¢ reszte czyli btad r,, ktéry
popetniamy, biorgc zamiast prawdziwej jego wartosci s, warto$¢ n-tej
sumy czesciowej s,, tj. rn= s —sn.

Niechaj:

«i — «2-f a3 — «4+ mes
bedzie szeregiem, w ktérym liczby an dazg do zera malejgc. Jest on wiec
zbiezny do jakiej$ wartoSci s. Zbadajmy cigg sum czeSciowych o wska-
znikach parzystych. Poniewaz:

®2/1+2 === ~f* ®2n4-1 ®2/1+2

a roznica a2,¥1— atot2 ma warto$¢ dodatniag wskutek malenia wyrazéw
ciggu {o,}, przeto:

S2/z+2 S2n

A wiec sumy czeSciowe o wskaznikach parzystych rosng dazac do gra-
nicy s, a zatem jest:
Sm<s

dla kazdego parzystego wskaznika.
Przeciwnie zachowujg sie sumy o nieparzystych wskaznikach,
a mianowicie:

S2rt+1 = S2n-1 az2n "j- az2n+l =  *21-1 {°2n a2n+\)

Poniewaz u” ]> o™+u przeto < sZ-n awiec sumy czesciowe o wskaz-
nikach nieparzystych maleja, dazac do granicy s, a zatem:

S2n-fl s
Wobec tego zachodzg nieréwnosci:

sn 5 <j s2n#]
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a stad:
0 <C S $2n < S2,4-1 S, —  a-im\-i
czyli:
0 <1 Vin <C fl2n+I
a zatem:

| r2n| aln+l

Bezwzgledna warto$¢ reszty o parzystym wskazniku jest wiec mniejsza
od pierwszego opuszczonego wyrazu. Podobna nieréwno$¢ zachodzi dla
reszt o nieparzystym wskazniku.

I tak:

Sin < § < S2n+l < 82,-1

s2n - Sili-1 <1 S Ali_l <d 0
czyli:

ain >2n -1 0
a wiec:

Irj,,-, | < ax

Dla wszystkich wiec sum czesciowych, zaréwno o parzystych jak
i nieparzystych wskaznikach, bezwzgledna warto$¢ btedu nie przekracza
bezwzglednej wartosci pierwszego opuszczonego wyrazu.

DowiedliSmy zatem prawdziwos$ci nastepujgcego twierdzenia: w sze-
regu o wyrazach naprzentian dodatnich i ujemnych, ktérych wartosci bez-
wzgledne daza mmonofonicznie do zera, bezwgledna warto$¢ réznicy pomiedzy
prawdziwg warto$cig szeregu a n-tg sumag czeSciowg jest mniejsza od bez-
wzglednej wartosci (n -j- 1)-szego wyrazu tego szeregu.

Przyktady. 1) W szeregu:

- i+ +-++ -

suma 10 poczatkowych wyrazéw rézni sie co do bezwzglednej -wartosci
od prawdziwej wartosci catego szeregu o mniej anizeli ~3, albowiem

all = tm
2) W szeregu:

— A b foee f— e — + oem
3 s AT Rl

suma 5poczatkowych  wyrazéw rdzni sie co do bezwzglednej wartosci
odprawdziwejwartosci catego szeregu o mniejniz ~ ¢a0'000000002.

Zatrzymujac wiec tylko 5 wyrazdw tego szeregu, otrzymujemy 8 cyfr
po kropce dziesietnej doktadnych.
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§ 278. Prawo tgcznosci i przemicnnosci w szeregach nieskoriczonych

W sumie skonczonej liczby wyrazéw mozna ujmowaé w nawiasy
dowolne grupy wyrazdw i przestawia¢ je dowolnie. W nieskonczonych
szeregach nie zawsze jest to dozwolone. Tak np. widzieliSmy (por. tom I,
str. 140—141), ze ujmujac w rozbieznym szeregu:

-1 + 1 -1 + 1...

wyrazy w rozmaite grupy, otrzymaliSmy z szeregu rozbieznego rozmaite
szeregi zbiezne.

Operacja ta nie jest zatem w tym przypadku dozwolona, czyli prawo
tacznosci nie stosuje sie do tego szeregu. Udowodnimy natomiast, ze
jezeli w szeregu zbieznym potgczymy wyrazy w dowolne grupy, nie
zmieniajagc przytem uporzadkowania wyrazoéw, to otrzymamy nowy szereg,
zbiezny do tej samej wartosci.

A wiec twierdzimy, ze prawo tgcznosci stosuje sie do szeregéw zbieznych.

Dowdd. W szeregu zbieznym:

ax—+a2fa3{=w-+f .. 0 wartosci s,

potagczmy w grupy r, wyrazObw poczatkowych, r2 wyrazdw nastepnych
r3 wyrazdw dalszych itd. Otrzymamy wiec:

(«1 + «2 + a3+ ‘'me+ arj + («r+l+ °r 42+ oeee+ «htli»n +

+ Ki+zi+l + m + + oeom

lub oznaczajagc krotko liczby, otrzymane z dodania wyrazéw, zawartych
w nawiasach, wielkimi literami:

M IS+ AFfeeee

Cigg sum czeSciowych £,, St,S 3t... tego nowego szeregu jest ciggiem:
sn, si+3 sri+i+H3... wybranym ze zbieznego ciggu sum czeSciowych
su s s3 s*>eme? sr<mme pierwotnego szeregu. Poniewaz za$ cigg nieskon-
czony, wybrany z ciggu zbieznego do s. jest zbiezny do tej samej gra-
nicy s, przeto i nowy szereg Al -)- At-f-... jest zbiezny do s.

Przy wujmowaniu rozmaitych grup wyrazdw szeregu w nawiasy
zastrzegliSmy sie wyraznie, ze nie zmieniamy przy tym uporzadkowania
wyrazéw. Zbadajmy teraz, jaki wpltyw ma przestawianie wyrazéw na
zbiezno$¢ i na warto$¢ szeregu. Wezmy pod uwage szereg zbiezny:

1 — i+ i — i + eee= 5

Przestawmy jego wyrazy tak, aby po kazdym dodatnim wyrazie wyste-
powaly dwa ujemne wyrazy i potgczmy je w nastepujgcy sposob:

L—h —i+ (B—b —¥+ (i% tW—8& + eee
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czyli:
i — i+ 1—&+ tV- -+ m»

Wytagczmy 4, to otrzymamy:

(11—t + 0 —i+ 1—1% +mee)= s
OtrzymaliSmy w ten spos6b z szeregu zbieznego o wartoSci s szereg
zbiezny do innej wartosci, a mianowicie do I-s. Widzimy stad. ze prawo
przemiennosci moze nie by¢ prawdziwe nawet dla zbieznego szeregu.

Udowodniono, ze w szeregach bezwzglednie zbieznych mozna wy-
razy przestawia¢c w dowolny sposéb: nowy szereg jest zbiezny do tej
samej wartosci, co szereg pierwotny, a wiec prawo przemiennosci stosuje
sie do szeregbw bezwzglednie zbieznych.

Dla szeregow warunkowo zbieznych twierdzenie to nie jest praw-
dziwe, jak to widzieliSmy w przyktadzie, omowionym powyzej. Okazano,
ze z kazdego szeregu warunkowo zbieznego mozna przez odpowiednie
przestawianie wyrazéw otrzymac¢ szeregi zbiezne do kazdej, dowolnie
z gory podanej wartosci, a nawet szeregi rozbiezne (twierdzenie Rie-
manna).

Tym sie tez ttumaczy nazwa: wamnkowo zbiezne szeregi.

§ 279. Dodawanie i mnozenie szeregow nieskonczonych

A. Dodawanie szeregow.
Jezeli szereg:

a\ "I a2+ a3“F eeet+ an-f- eee
jest zbieznyi ma warto$¢ a,a szereg:

h + b2-f-63-f-... -f- b, -f-...
jest zbieznymi ma warto$¢ b, to szereg sumowy:

(al + ¢l) + (a! + &%)+ eee“f" jan + K) +

jest rowniez zbiezny i ma wartos¢ a-|- b
Dowdd. CzeSciowe sumy szeregu sumowego majg postac.

sn— ("i+ h)+ (@s+ M + eomt+ + b,)=
= (ai + a2+ eeeH-an + (Al ~f' 724" we+ bn)— n + zn
gdzie on oznacza sume czeSciowg pierwszego szeregu a zn drugiego.
Stad wynika:

lim s, — lim an-f- lim xn= a-|- b c. b. d o

«->00 n =00 «->C0
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B. Mnozenie szereg6w
lloczyn dwéch skonczonych sum:

@l + «2 o+ e an) - (¢l + + .o+ bn)

tworzymy, dodajagc do siebie w dowolnym porzadku wszystkie iloczyny:

aibl, alb2l ajn3, a thn
a2nj, asb2, a2b3, a 2bn
asb\ma3fa, a3n3, a 3n,

«A, «A, a3, eee> « A

otrzymane przez potgczenie kazdego dodajnika pierwszej sumy z kazdym
dodaj nikiem drugiej. Dla nieskoAczonych szeregdw podobne okreslenie
iloczynu nie zawsze jest mozliwe, a w szczeg6lnosSci z géry mozna przy-
puszczac, ze dla szeregdw warunkowo zbieznych nie bedzie obojetnem,
w jakim porzadku bedziemy dodawali do siebie iloczyny sktadowe. Oka-
zano jednakze, ze dla szeregéw bezwarunkowo zbieznych szereg, utworzony
z wszystkich iloczynéw sktadowych, dodawanych do siebie w dowolnym
porzadku, jest zbiezny bezwarunkowo a wiec jest zbiezny stale do tej
samej liczby bez wzgledu na uporzadkowanie wyrazow; jego wartosc jest
rbwna iloczynowi warto$ci obydwu danych szeregow.

lloczyn dwdch szeregdw nieskonczonych oznaczamy, uzywajac zwy-
ktego znaku mnozenia:

(ai + «@+ a3-j- ee9)e(Aj + b2-f- N3-f-...)
Przyktad.
Wiemy, ze szereg:
1-f-a -J- a;2-j—ic3-f-...
jest zbiezny dla |a?l <C 1 i ma wartosé P— (jest to bowiem szereg
geometryczny). Jest on zbiezny bezwarunkowo, albowiem takze szereg:
1+ |*|+ |®2] -f- |a?3 -j- .i.

jest zbiezny dla tych samych wartosci x. Wobec tego:

(L+X+X* -(-»»+ L) et ]-®@*+*n + )= T=x= (r=a)

lloczyn ten mozemy przedstawi¢ zapomocg jednego szeregu nieskonczo-
nego, porzadkujgc iloczyny sktadowe dowolnie i zbierajagc je w dowolne
grupy. Tak np. bardzo dogodne jest uporzagdkowanie wedtug rosngcych

Raclmnek rézniczkowy i catkowy. T. III. 3
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poteg x i potaczenie w jeden wyraz tych iloczynéw, ktore majg rowne

potegi. W ten sposéb otrzymamy rozwinigcie:
co

( )’= 1+ 2x -f- + 4x3+ ...= na?~'
«1

Szereg ten jest bezwarunkowo zbiezny dla tych samych wartosci x, co
pierwotny szereg, a wiec dla |a|<<I.

Okazemy na przyktadzie, ze powyzsze prawo mnozenia nie odnosi
sie do szeregébw warunkowo zbieznych. | tak szereg:

1 1 ,J_ Li

\n N a

jest zbiezny (na podstawie kryterium Leibniza), lecz tylko warunkowo,
albowiem szereg bezwzglednych wartosci jest rozbiezny (jako szereg £ (s)
dla s= L- WeZmy pod uwage drugi taki sam szereg i utwdrzmy wszy-
stkie iloczyny sktadowe:

JLJL  _Ji L LI
yi'yi’ yi'\2' yi'yz'™"'
/ /
_tJ_ J L L
~V2'yi' J2 J2° |72 *|/3
! I
] _ 1 J_ j_ L
fi'vli' i3 s

Pozbierajmy je w grupy wedtug ukosnych linij, a mianowicie utwérzmy
grupy:

1 1 /1 111 1\

th~ V i'\v Ui \WWI'V2+ V2'\ny
I I I | T T T A
"3“ \KryY 32i/2>7~0ir""

Wartos¢ bezwzgledna kazdej takiej grupy jest niemniejsza od 1.

Tak np.:
1 1 L1 1 L1 1-u 1 1 _i
3~|1IT > /2 'v2+ \z'vl1 > |/3'/3
Szereg, utworzony z tych grup jest zatem rozbiezny, a wiec nie ma

wartosci a*a= a2
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8 250. Przeksztatcanie szeregu na szereg szybciej zbiezny

Zbiezno$¢ szeregéw jest nieraz tak powolna, ze nie nadajg sie one
dobrze do rachunkdw praktycznych. Przyktadami takich szeregéw wolno
zbieznych s3: szereg Maelaurina na log (1-j-a:) (por. tom I, str. 406)
i szereg Leibniza ua f (tom I, str. 417) a mianowicie:

=1 tt—tri—
Przez rozmaite przeksztatcenia mozna nieraz zamieni¢ dany szereg na
szereg szybciej zbiezny. Jednym z takich przeksztatcen, ktdre czesto pro-
wadzi do celu, jest nastepujace przeksztatcenie Eulera.

Napiszmy dany szereg zbiezny w postaci:

s= a —@-j-«3—ai-t...

przy czym liczby ak mogg byé dodatnie lub ujemne. Oznaczajgc réznice
a*+ — ak symbolem Aak) mozemy napisa¢ ten szereg w dwoch nastepu-
jacych postaciach:

s= K —a?2-f- (03— a4 -f (aB—ae)+ ... = — Aal— Aa3— Aas—...
s= OJ— (a2— 03 — (a4— a6)— ... = ax Aa2-f da4d-f- ...
Sumujac stronami, otrzymujemy:

2s = ax— Aax-)- Aa2— Aa3-j- "«4 —
a stad:

s= N —i (40 — Aa2+ Aa3— Aai+ ...)

To samo przeksztatcenie stosujemy powtdrnie do szeregu, znajdu-
jacego sie w nawiasie i otrzymujemy:

g_ atx_ 4o0j j 1 _ A2anr+ A

gdzie A2ak= Aak+l— Aak. Stosujgc takie postepowanie n — 1 razy,
otrzymamy:

Aal  4%!  A3al
(12) 22. 23 24 gnt CRN

przy czym reszta Bn ma postac:
(11 a) Rn= (4-fll _ A»a2+ Ana3-...)

Przeksztatcenie to nazywamy przeksztalceniem Eulera.
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Zastosujmy je do szeregu Leibniza na \n. W szeregu tym jest:

1
at = .
2* — i
Aak = 1 1 — 2
TO2A+1 2*—1  (2*— 1 (2*4~1)
2 _ 2
A*ak= -
@*4- D@4+ 3 (@ 1)(2*+D

2.4
(2*— 1)(2* +1(2* 4- 3)

a ogolnie:
(— 1)".2.4.6...%2»

4"a* = @ - 1D@*4-1)....(2%4-2»— D

jak tatwo stwierdzi¢ przy pomocy indukcji zupetnej. Ktadgc * = 1, otrzy-
mujemy nastepujacy szereg przeksztatcony:

S -tfr+t + i) + LIS-i- | 1-2. \ mB
4 2\ 3 35 3.5.7 3.5...%2w— 1)/ T
przy czym:
1
1.3.5... 2«47 1) 3.5...(2» + 3)
1
5.7 ...Q« 4" 5)

Jezeli w zbieznym szeregu znakozmiennym, znajdujagcym sie w na-
wiasie, opuscimy wszystkie wyrazy, nastepujgce po pierwszym, to otrzy-
mamy liczbe wieksza od wartosci tego szeregu, zatem:

N nl —t £ 3 n 1
N i.85...2w4-1) 357 "™2w4~1 2n

Widzimy wiec, ze ta reszta szybko dazy do zera z wzrostem n.

Tak np. dla » = 10 jest |[Rn|< -L = j—g<

Sumujagc wiec 10 wyraz6w szeregu przeksztalconego, otrzymujemy
3 cyfry po kropce doktadne, podczas gdy w pierwotnym szeregu trzeba
byto w tym celu sumowa¢ 500 wyrazéw (por. tom |, str. 417—418).

Niechaj czytelnik okaze w podobny sposob, ze:

1 9—1 11 1 L

1 1 11 1 1 1 _
logr® 1 2 3 4 1.21--2.22™ 3.23 '*4.2*
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Précz przeksztatcenia Eulera istniejg rozmaite inne przeksztatce-
nia, ktérych omowienie znajdzie czytelnik w cytowanej juz Kksigzce
K. Knoppa (str. 249 i nast., tudziez str. 269 i nast.) lub w Analizie
W. Sierpinskiego (tom I, cze$¢ 2, wyd. 2, str. 48—62, Warszawa 1925).

§ 281. Szeregi o wyrazach zespolonych

Teorie szeregdw nieskofnczonych mozemy z tatwoscig rozszerzy¢ na
szeregi 0 wyrazach zespolonych, tj. na szeregi:
co
M+ B8+ S+ " + */ + mem=
¢-1
przy czym:
7= ak+ *bk

(ak, bk sg liczbami rzeczywistymi).

Koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieznosci takiego szeregu
jest zbiezno$¢é ciggu sum czesciowych sn. Zbiezno$¢ za$ ciagu liczb ze-
spolonych okresla sie przy pomocy tych samych nieréwnosci, ktérych
sie uzywa dla ciggow liczb rzeczywistych, a mianowicie ciag taki na-

zywa sie zbieznym, jesli do kazdej dodatniej liczby e da siedobractaka
liczba rzeczywista N, ze dla wszystkich wskaznikow n )> N spetniasie
nierownosc¢:

@) \shn—s| < £

Pamieta¢ jednak nalezy o tym, ze bezwzgledng wartoscig liczby zespo-
lonej a-\-(3i jest |er 437 = |/«8——

Przedstawiajac liczby s, i s, ktére sg w ogo6lnym przypadku zespo-
lone, w postaci: s,,= S,,-j-is”, s= s'-j-is" (przy czym liczby sn= ax-\-
-}- a2 -j- eee-j-an, s" = bl-j- 62-f- ... -j- bn, s", s' sg rzeczywiste), spro-
wadzamy nieré6wnos$¢ (a) do postaci:

Il + ish— (s"+ is")] = |(s" — «)+ i(s" —s")I=
=mVm — §)2+ (- O* < e

Jezeli sie za$ spetnia tanier6wnos$¢, to musi by¢é zaréwno:
k*—s'|<e jaki [s"—s"|< e

a to znaczy, ze istniejg granice obydwu ciggéw liczb rzeczywistych:

/ I H =
S,,—>S 1 s,—>s
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Jezeli wiec szereg o wyrazach zespolonych zk= ak-f-ibk jest zbiezny,
to musi by¢ zbiezny osobno szereg, ztozony z czesci rzeczywistych ak
wyrazOw tego szeregu a osobno szereg, ztozony z spOtczynnikow bk jed-
nostki urojonej i w kazdym wyrazie.

Okazemy, ze takze odwrotnie, jezeli zbiezne sg szeregi:

| «l + °2 + eee+ an+ eee

1 + eemj- -f- ...
to zbiezny jest takze szereg o wyrazach zespolonych:
(c) (a, -j-ii),) -j- (a8-)-i Y -|- ... -f- (a, -f- ib,,) -j- ...
Dowdd. 7j zatozenia wynika, ze:
S,,-> " -> g"

Do kazdej dodatniej liczby e da sie zatem dobraé takie N, ze dla wszyst-
kich n ~> N spetnig sie nierdwnosci:

K S|<_p|r |S"S|<_p:
a zatem:

(; _ )»<t, (s;"-0s< g

a stad wynika, ze:

To za$ znaczy, ze:

|Shn ~ S| < E

a wiec szereg, ztozony z liczb zespolonych: zk= ak-\-ibk (k—1, 2,..., «...)
jest wtedy zbiezny. Zbiezno$¢ szeregéw (b), o wyrazach rzeczywistych,
jest wiec dostatecznym warunkiem zbieznosci szeregu (c). Obydwa do-
wiedzione twierdzenia dowodzg #acznie, ze: koniecznym i dostatecznym
warunkiem zbieznosci szeregu o wyrazach zespolonych jest zbieznos¢ dwoch
szeregbw o wyrazach rzeczyicistych, a mianowicie szeregu, ztozonego z rze-
czyunstych czesci wyrazéw danego szeregu i szeregu, ztozonego ze spoétczyn-
nikéw jednostki urojonej w kazdym wyrazie.

Opierajgc sie na tym twierdzeniu, sprowadza sie badanie szeregu
0 wyrazach zespolonych do badania szeregdw o wyrazach rzeczywistych
1 przenosi sie na te szeregi o wyrazach zespolonych calg teorie szeregdw
0 wyrazach rzeczywistych z niewielkimi zmianami.
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Ustep II.
SZEREGI FUNKCYJNE

§ 282. Definicja szeregéw funkcyjnych i icli zbieznos¢

Podobnie jak do przedstawienia rozmaitych niewymiernych liczb
(np. liczb e, n, log, 2, sin 1°) uzywa sie nieskoficzonych szeregéw liczbo-
wych, tak do przedstawienia zawilszych funkcyj uzywa sie nieskoriczonych
szeregow funkcyjnych.

Aby zdefiniowa¢ szereg funkcyjny, bierzemy pod uwage najpierw
cigg dowolnych funkcyj, np.:

1,®, X2 ®3.--,®V--

lub:

sin®, sin 2®, sin 3®,..., sinw®, ...
ogolnie:
0] /i (x), U@®). fs(d, ... fn(®),...

Zaktadamy, ze te wszystkie funkcje posiadaja, jaki$ wspolny zakres istnie-
nia. Laczac ze sobg wyrazy tego ciggu znakiem dodawania, otrzymujemy

szereg funkcyjny.
®

(1) i(®) + 2@+ ...+ /In(® )+...=Jf/m (®)
A-l
Tworzymy cigg sum czeSciowych:

h(a>)-=A(X)
2@ = /1®) + /2(®)
V)= AR+ AX + AKX

()= A@+ A(«) + oo+ f(0)

Jezeli ten cigg sum czeSciowych jest zbiezny dla jakiej$S wartosci x=a,
wzietej z wspélnego zakresu istnienia wszystkich funkcyj ciggu (I) i po-
siada granice s(a), to szereg liczbowy:

Al)+ A(a)+ eeo+/*(«) + om

jest zbiezny do wartosci s(a); mowimy wtedy, ze szereg funkcyjny (1)
jest zbiezny dla wartosci x = a i ma dla tego ® warto$¢ czyli sume s(a).
Zbiér tych wszystkich wartosci zmiennej ®, wzietych z wspolnego
zakresu istnienia wszystkich funkcyj ft(x), dla ktérych szereg funkcyjny
jest zbiezny, nazywamy zakresem zbieznosci tego szeregu funkcyjnego.
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Do kazdej wartosci x z zakresu zbieznoSci nalezy jaka$ wartos¢,
czyli jakas suma szeregu funkcyjnego, a wiec ta suma jest funkcjag
zmiennej *; oznaczmy jg znakiem /(*).

Piszemy wiec wtedy:

ft(u) + /*(») + me+ /m(»)+ ... = /(a?)

i mowimy, ze funkcja f{x) jest przedstawiona w zakresie swego istnienia
za pomocg tego szeregu funkcyjnego lub ze jest rozwinieta na szereg
funkcyjny.

Przedstawianie funkcyj za pomocg szeregdw funkcyjnych ma bardzo
rozlegte zastosowanie. | tak przedstawianie rozmaitych funkcyj za pomocg
szeregbw Taylora lub Maclaurina (oméwione w tomie I, w roz-
dziale X11) polega na uzyciu szeregdw funkcyjnych o ogdlnym wyrazie:

I'("-n (a)
f»{a)= (n_ij{ ®- ®~ a)n

lub:

przy czym spotczynniki a,_t i b,,_y sa liczbami statymi.
Ogolnie szeregi funkcyjne postaci:

a0-)- alx -J- a2x2-j-... -j- anxn-j- ...
lub:
) +bi(@®@—a) + "2(* — a)2~\~eee“I"bn(x — a)n-(-...

zwane szeregami potegowymi, bywajg bardzo czesto uzywane.

W § 267 okredliliSmy inne szeregi funkcyjne, zwane szeregami
trygonometrycznymi. Mozna za$ budowaé szeregi funkcyjne takze z do-
wolnych innych funkcyj, jak np. z dowolnych wielomiandw, z funkcyj
utamkowych, wyktadniczych. Przy przedstawianiu i badaniu nieelemen-
tarnych funkcyj graja szeregi funkcyjne szczeg6lnie wazng role.

Przyktady.

1) W szeregu funkcyjnym:

1-j-x -f-x%t~x3 Xn

majg wszystkie wyrazy jako wspdlny zakres istnienia caty przedziat nie-
wiasciwy od — oo do -j- co. Natomiast zakresem zbieznosci jest tylko
przedziat witasciwy (— 1, 1), albowiem ten szereg jest zbiezny tylko
dla |a:] < 1, jako szereg geometryczny o ilorazie *. Warto$cig czyli sumg
tego szeregu jest, jak wiemy, funkcja:
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a wiec:

1-f*-f-*2+ mm+ *" + oeee == i
Réwnos¢ ta jest prawdziwa tylko dla |®| < 1. Dla innych x rownos$¢ ta
nie zachodzi; tak np. dla x — 2 otrzymujemy z prawej strony skofAczong
wartos¢ — 1, z lewej za$ szereg 142 — 22— ... (2" 4—.., rozbiezny
do niewtasciwej granicy -f- oo. Podobnie zachowujg sie szeregi potegowe
(Maclaurina), przedstawiajgce log(l—as), (I-j-®)s, arcsin® (por. tom I,
str. 406, 413—414, 419), tj. posiadajg jako zakres zbieznoSci pewien
przedzial, otaczajagcy symet~cznie punkt O.

Istniejg jednak takze szeregi funkcyjne, ktérych zakresem zbiez-
nosci jest caly przedziat niewtasciwy od — oo do -f- oo, jak np. szeregi
potegowe, przedstawiajgce funkcje sin®, cos®, sin hyp ® (por. tom 1
str. 399, 400, 395, 398).

2) Szereg funkcyjny (trygonometryczny):

sin® , sin 2® , sin 3® , Sin«® (
1* 2% ' 3* (_... + [ eee

jest zbiezny dla kazdej wartosci ®, albowiem przy kazdym statym ® bez-
wzgledne wartos$ci jego wyraz6w nie przekraczajg wyrazéw zbieznego
szeregu:

E@Q="+ ¢+ -+ "4+ —

(poniewaz |sin nx\ 1).

Ten szereg funkcyjny przedstawia wiec jaka$ funkcje, okreslong
w calym przedziale niewlasciwym (— 00, -)- 00). Jest to jaka$ nowa
funkcja, dla ktérej (na razie przynajmniej) nie znamy innego, prostszego
przedstawienia.

3) Zbadajmy szereg funkcyjny:

2 sin ® + (22sin* ® — 2 sin ®) -J- (28sin3® — 2*sin* ®) -J-
G~ - {- (2"sin"®— 2"~tsin'1-1®) -f-...

Suma czesciowa tego szeregu ma wartosc:
S,,(x) = 2"sin"® = (2 sin ®)"
Wyrazenie to posiada granice wtedy i tylko wtedy, gdy:

— I < 2siu®<jl czyli — < sin®fS4-

Te za$ nierdwnosci spetniajg sie dla — <®~f, dla n — §jS=®
i periodycznie, dla ® otrzymanych przez przesuniecie tych przedziatow
02nn (W= %+ 1 £2 ) jak na fig. 2. Zakres zbieznoSci tego szeregu,
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a zarazem zakres istnienia funkcji, przedstawionej przez ten szereg, sktada
sie z nieskorficzenie wielu przedziatdw o szerokosci pooddzielanych
od siebie przedziatami o szerokoSci §&#&, w ktérych funkcja nie istnieje.

-h -jn -gn gn | gn "jn
n 0 n 2n X

Fig. 2.

4) Przy operowaniu nieskoficzonymi szeregami funkcyjnymi nalezy
postepowaé bardzo ostroznie, a mianowicie nie mozna na nie rozszerzac
bez zadnych zastrzezen twierdzen, odnoszacych sie do sum skonczonej
liczby funkcyj. Tak np. suma n funkcyj ciggtych w jakims$ punkcie jest
takze funkcjg ciggta w tym punkcie. Tymczasem zbiezny szereg funk-
cyjny, ktorego wyrazami sa same funkcje ciggte, moze przedstawiac
funkcje nieciaggta.

Tak np. szereg funkcyjny:

(a) X -}as(l—a)+ *(1 ~ x)1 -j-as(l — as)" + —

zbudowany z samych funkcyj ciggtych, jest zbiezny dla 11— as| < 1
(jako szereg geometryczny o ilorazie q= 1— as), a wiec dla:

— 1< 1—=>s< + 1
czyli dla:
0O<as<?2

Dla tych wiec wartosci przedstawia ten szereg funkcje:

Y - X . X

Takze dla x = 0 jest dany sze-
reg zbiezny i ma wtedy warto$¢
s(0)= 0, albowiem wszystkie jego
| | N wyrazy sg wtedy zerami.
0 [ 2 X A wiec badany szereg przed-
stawia funkcje, okreslong w ea-
Fig. 3. tym przedziale < 0, 2) (por. fig. 3).
Funkcja ta jest widocznie nieciggta,
a mianowicie posiada w punkcie a==0 skonczony skok od wartosci 0
do wartosci 1. Ma ona w punkcie a= 0 prawostronng granice 1 (lecz
nie przybiera tej granicznej wartosci w punkcie a= 0).
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Gdybysmy za$ prébowali obliczy¢ te prawostronng granice, stosujac
do nieskofnczonego szeregu (a) twierdzenie o sumie granic, to otrzyma-
libySmy btedny wynik, a mianowicie:

lim * -j- lim x (1—x) lim x(i - x)*-f-...= 0-(-0+ O = 0=k1
0<r-+0 0ge=0 O=x=>0

Widzimy stad, ze twierdzenie o sumie granic nie zawsze mozna stoso-
waé do nieskoriczonego szeregu funkcyjnego.

5) Niechaj czytelnik stwierdzi podobny fakt dla szeregu
cyjnego:

f(x) — x-\-(x2— x) + (Xx3— x2)-\- xn—ic™1) -f-...

badajac jego sumy czeSciowe.

Z przyktadoéw tych widzimy, ze twierdzenia o sumie granic i o sumie
funkcyj ciggtych nie zawsze sie stosujg do szeregdw nieskonczonych.
Podobnie ma sie rzecz z twierdzeniami o rézniczkowaniu i catkowaniu
sumy funkcyj; podamy w dalszym ciggu przykiady na to, ze te twier-
dzenia nie zawsze sie stosujg do nieskohAczonych szeregéw funkcyjnych.

§ 283. Jednostajna zbieznos$¢ szeregéw funkcyjnych

WidzieliSmy w poprzednim paragrafie, ze zbiezno$¢ szeregu funk-
cyjnego nie wystarcza na to, aby mozna do niego stosowal te twier-
dzenia analizy wyzszej, ktore stosujemy do sumy skonczonej liczby
funkcyj, a mianowicie twierdzenia o przechodzeniu do granicy z kaz-
dym dodajnikiem z osobna, o rézniczkowaniu i catkowaniu sum. Zachodzi
wiec potrzeba wybrania sposréd zbieznych szeregdw funkcyjnych takich
szeregdw, dla ktérych bytoby dozwolone stosowanie owych operacyj ana-
lizy wyzszej. W tym celu zaostrzono pojecie zbieznosci szeregu funkcyj-
nego, wprowadzajac pojecie jednostajnej zbieznos$ci, ktéra, jak zoba
czymy, jest juz dostatecznym warunkiem stosowalnosci owych twierdzen.

Aby wyjasni¢ to do$¢ subtelne pojecie, oprzemy sie na tym, ze ko-
niecznym warunkiem zbiezno$ci szeregu jest, by reszta tego szeregu
dazyta do zera. | tak jezeli szereg funkcyjny:

U@® + U («)+ oo+ ) +...=/(£E»)

jest zbiezny dla warto$ci x, zawartych w przedziale <a, &>, to reszta
tego szeregu, tj.:
r,(X) ==fn+(X) 4- fn2(x) + m

dazy do zera przy n—o00 dla kazdego x z tego przedziatu, tj. spetnia
sie warunek:

limr,(x)= 0
n —boo

funk-
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To znaczy, ze przy kazdym danym » = », z przedzialu <a, bj> da sie
dobra¢ do kazdej dodatniej liczby £ takie 2V, ze dla wszystkich nj>N1
spetnia sie nieré6wnos$¢ |rn(»,)| < £

Dla x — x2 z przedziatu <(a, musi istnie¢ takze takie ze
dla u> N2 jest |(a;2j <( £ i tak dla kazdego x z przedziatu <a, bj>
musi istnie¢ odpowiednie N, inne w ogolnosci dla kazdego x. Te N1,N 2...
mogg wzrasta¢ nieograniczenie, gdy x,,Xi.... zblizajg sie do jakiej$ liczby
X —t; z przedziatu <K 6>. Takie wiec warunki musza sie spetniaé
przy zwyktej zbieznoSci szeregu funkcyjnego w przedziale <a, bj>.
Liczba N jest zatem w og6lnosci zalezna nie tylko od e, lecz takze od x.
Jezeli jednak dla szeregu zbieznego istnieje takie N, wspdlne dla wszyst-
kich x z przedzialu <fa, 6>, ze |',(®)| <(e gdy n> N, to szereg funk-
cyjny nazywamy jednostajnie zbieznym w tym przedziale. Wtedy wiec N
jest funkcja tylko zmiennej £ a nie jest funkcjg zmiennej x. Jezeli zatem
chcemy aproksymowaé¢ w catym przedziale zbieznosci funkcje /(»), przed-
stawiong takim jednostajnie zbieznym szeregiem, za pomocg sum czescio-
wych sn(»), z btedem: f(x) — sn(x) — r,,(x), mniejszym co do bezwzgled-
nej wartosci od jakiego$ e, to wystarczy obrac¢ jedng takg sume czesSciowaj
wspoélng dla catego przedziatu, biorgc odpowiednio wielki wskaznik n.
Nie trzeba za$s dostosowywac tego wskaznika do rozmaitych x-6w. Wszystkie
inne zbiezne szeregi funkcyjne nazywamy niejednostajnie zbieznymi.

Do wyjasnienia niejednostajnej zbieznosSci uzyjemy przyktadu 5
z poprzedniego paragrafu, pozwalajagcego na prostg interpretacje geo-
metryczna.

| tak zbadajmy w szeregu funkcyjnym:

f{x) = x -f- —X) -f-@B—x2 -f-... + (xn—af 1)+ eoe
ztozonym z samych funkcyj ciggtych, cigg sum czeSciowych:
sn(x) = X'

Ten cigg, a zarazem i dany szereg funkcyjny, jest zbiezny w przedziale
< 0,i> i przedstawia w nim funkcje, ktéra przybiera wartos¢ 0 dla
0" Xe< 1, a warto$¢ 1 dla x = 1, jest wiec nieciggta. Na fig. 4 przed-
stawiono wykresy kilku sum czeSciowych tego szeregu, a mianowicie dla
ii— 1, 2, 4, 12, 24. Widzimy, ze linie, przedstawiajace te sumy czesciowe,
aproksymujg coraz lepiej z wzrostem n 0§ »-6w w przedziale < 0, 1>.
Jednakze dla dowolnie wielkiego n mozna znalez¢ takie x z tego prze-
dziatu (bliskie » = 1), ze |rn(»)| nie bedzie mniejsza od kazdego £, lecz
bedzie np. wieksza od Nie ma wiec takiego N, wspolnego dla wszyst-
kich x z przedziatu <0, 1>, aby dla nj>N spetniata sie nierownosé
Ir,,(&)] < £. Szereg nie jest wiec jednostajnie zbiezny w przedziale
<(0, Ij>. Natomiast do kazdego statego x z przedzialu <0, 1> mozna
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dobrac¢ takie N, ze bedzie !?',(*)[<; e dla wszystkich n> N. Szereg jest
wiec zbiezny, ale niejednostajnie.

Do rozstrzygniecia, czy dany szereg funkcyjny jest jednostajnie
zbiezny, prowad/.i czesto nastepujgce kryterium Weierstrassa, podajgce
dostateczny (lecz nie konieczny) warunek jednostajnej zbieznosci.

Jezeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartoSci wyrazow szeregu
funkcyjnego, da sie w jakim$ przedziale zmajoryzowaé zbieznym sze-

Fig. i.

reglem liczbowym, to szereg funkcyjny jestjednostajnie zbiezny w tym
przedziale. To znaczy, jezeli wszystkie wyrazy szeregu funkcyjnego:

(a) f\(x) "4 oo |- fn{x) -~

spetniaja nierdbwnosci:

(b) \fk{x )\ Ak (*=12,...»,.)
a szereg liczbowy:

() Al-\-A2-\-A

jest zbiezny, to dany szereg funkcyjny jestjednostajnie zbiezny.

Dowodd. Szereg (a) jest zbiezny dla kazdego x z danego przedziatu
(na podstawie twierdzenia z § 270). Chodzi jeszcze o zbadanie, czy ta
zbieznos¢ jest jednostajna. Zbadajmy reszte tego szeregu, tj.:

\rn(x)\ = 1+, (X) + Fne2fx) 4.0 [N [RHI@)] + \Mndi(X)\ + e
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Stad wynika na podstawie nieréwnosci (b), ze:

[rn(e) 12=5 d-n+1 A n+2 = R,

Poniewaz szereg liczbowy (c) jest zbiezny, przeto jego reszta It,, dazy do
zera. lIstnieje wiec przy kazdym dodatnim e takie i\r, niezalezne oczyuns-
cie od x, a zalezne tylko od e, ze dla wszystkich nj>Njest B,,<”"e. Dla
tych wszystkich n bedzie wiec tez:

KO0o)|<e

a to dowodzi, ze szereg (a) jest jednostajnie zbiezny.

Przykiady.

1) Szereg trygonometryczny, omoéwiony w przyktadzie 2) w § 282,
jest jednostajnie zbiezny w kazdym skohAczonym przedziale, albowiem
bezwzgledne wartosci jego wyrazéw nie przekraczajg wyrazéw zhieznego
szeregu liczbowego £ (2).

2) Ogo6lniej, szereg trygonometryczny:

bxsin x -|- b2sin 2e@-\- b3sin 3x -j- ...

jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale skonczonym, jezeli sze-
reg liczbowy, utworzony z bezwzglednych wartosci jego spotczynnikdw:

IA11+ 1g21+ lests me-
jest zbiezny. Wynika to stad, ze | sin [N

Podobne twierdzenie odnosi sie do szeregu trygonometrycznego,
zbudowanego z cosinusow.

3) Szereg:

1— xz-j-xi—z6-f- ... -j- (— D"xn-f-...
jest jednostajnie zbiezny w przedziale < — |, jezeli 0<t<ClI.
Wynika to stad, ze wtedy |x|-<t-<1, a wiec:
I(— 1)" <
a szereg liczbowy:
I+ {2-ft4+ B+ ... -f P-j-...

jest zbiezny, gdy 0 < 1| <( 1, jako szereg geometryczny.

§ 284. Ciagtos¢ funkcyj, przedstawionych przez jednostajnie
zbiezne szeregi

WidzieliSmy, ze zbiezny szereg funkcyjny, ztozony z funkcyj cig-
gtych, moze przedstawiaé funkcje nieciggta. Okazemy jednak, ze jezeli
szereg funkcyjny, ztozony z funkcyj cigglych, jest w jakim$ przedziale
<a, bf> jednostajnie zbiezny, to przedstawia funkcje ciggla w tym
przedziale.
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Dowad.
Niechaj szereg funkcyjny:

fi (*) + fz(x) soet [« (*) 4" soe= f{X)

bedzie jednostajnie zbiezny w przedziale <”a, b*>. Obierzmy jakiekol-
wiek & wewnatrz tego przedziatu. Szereg nasz mozemy przedstawi¢ w postaci:

f(x) = sn@) -j- r., (x)

gdzie sn(a) jest sumaczeSciowa, a rn(x) odpowiednig resztg. Dajmy
zmiennej x przyrost h taki, aby wartos¢ x -f- h nalezata takze do prze-
dzialu <a, Dla tej wartoSci jest:

f(x-f-h)= s,{x+ h)-fr,(x+ h)
Chcemy okazaé¢, ze do kazdej dodatniejliczby e moznadobra¢ takie <&
ze dla wszystkichjest \f(x-\-1i)— f(a:)|<e.
Przyrost funkcji f(x) przedstawiamy w postaci:

f{x + h) —f{x) — sn(x-\-h) — s,,(x) + rn(x -f- h) — r,,{x)
Stad wynika, ze spetnia sie nierownosc:
F(x + h)- f(X)\Asn(x+ h)_,,(*) |+ [mx+ h|+ |rmx)\

Obierzmy najpierw tak wielkg statag liczbe m aby sie dla wszystkich
X z przedzialu <ja, spetniaty nieréwnosci:

M® + A) <$*, K<4)l < }£

Dla tej statej liczby n jest sn{x) sumg skonczonej liczby funkcyj
ciggtych, a wiec jest funkcjg ciggtag. Mozemy zatem znalez¢ takie § ze
dla \h\< 4 jest:

+ h) —

Wobec tego jest:

[(®4" h) ~ /(®)] < tE+ + i« = e dla [A]<d
a to dowodzi ciggtosci funkcji f{x).

Jednostajna zbiezno$¢ szeregu funkcyjnego, ztozonego z funkcyj
ciggtych, jest wiec dostatecznym warunkiem na to, by funkcja, przed-
stawiona przez ten szereg, byta funkcjg ciaggta. Szeregi, omoéwione w przy-
ktadach 4, 5 w § 282, sg wiec widocznie niejednostajnie zbiezne, albo-
wiem przedstawiajg funkcje nieciggte.

Uwaga. Jednostajna zbieznos$¢ szeregu funkcyjnego nie jest jednak koniecznym
warunkiem ciggtosci funkcji, przedstawionej przez ten szereg, to znaczy, ze takze nie-
ktére niejednostajnie zbiezne szeregi funkcyjne przedstawiajg funkcje ciagte. Wystar-
czy zatem nieco obszerniejszy warunek, a mianowicie okazano, ze wystarczy t. zw.
guasi-jednostajna zbiezno$¢. (Zob. W. Sierpinski, Analiza, Tom |, Cz. 2. Wyd. 2.
str. 198 i nast.).
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§ 285. Catkowanie szeregéw funkcyjnych

Jezeli jaka$ funkcja jest przedstawiona w przedziale <fa, bf> sze-
regiem funkcyjnym jednostajnie zbieznym, ztozonym z funkcyj ciggtych,
to ta funkcja jest ciaggta, a zatem istnieje catka z tej funkcji od x = a
do dowolnej wartoSci x z danego przedziatu. Ot6z udowodnimy twier-
dzenie, ktére pozwoli obliczyé te catke przez catkowanie wszystkich wy-
razéw danego szeregu w tych samych granicach, tj. od a do x. Sciélej
mowigc okazemy, ze szereg funkcyjny, ztozony z calek wyrazéw szeregu
jednostajnie zbieznego, jest takze jednostajnie zbiezny, a funkcja, przedsta-
wiona przez ten nowy szereg, jest catkg funkcji, przedstawionej przez
dany szereg.

Jezeli wiec szereg ztozony z funkcyj ciaggtych:

fi @+ [is(®)+ eo+ [«(@®) + ...=/(»)
jest jednostajnie zbiezny w <Cja,bf>, to dla a <fx <fb jest:
X X X X
Jof{x)dx—J fx{x)dx -fJ f 2(x)dx-j-.-.-f-J fn{x)dx-\-...
a a a a

a szereg po prawej stronie jest takze jednostajnie zbiezny.

Mowimy krétko, ze jednostajnie zbiezny szereg mozna catkowaé wy-
raz po wyrazie.

Dowdd.

Przedstawmy f{x) w postaci:

f{x) = sn(X) + rn(x)

Obieramy takie IV, aby sie dla nj>N i dla wszystkich x z przedziatu
<fa,bf> spetniata nieréwnosc:

W

co jest mozliwe wskutek jednostajnej zbieznosSci danego szeregu. Ponie-
waz f{x) jest funkcjg ciggta, jako suma szeregu jednostajnie zbieznego,
a sn(x) jako suma skoriczonej liczby funkcyj ciggtych, przeto takze
rn(x)= f{x) — s,,(x) jest funkcjg ciaggta. Istniejg wiec catki z tych trzech
funkcyj i mamy:
X X X
F{x)=J-f(x)dx = J'sn(xjdx -j-J r n{x)dx

Stad:

X X X

Jf{x)dx —]"sn(pc)dx=J"rn(x)dx
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Z nieréwnosci (a) wynika, ze dla n>m N jest:
X X

Jr. («)ixI<f”r --aeto= j-i- O_ a)< £

Zatem dla n ;> i\r jest:
(b) |y"/(@?)dx —j s n{x)dx < e
a to dowodzi, ze:

Na?)= | f(x)da@?= lim [/ s,(x)dx = lim S, (&)
J n-+00,J n->03

przy czym /S,(®) oznacza M-ta sume czeSciowg szeregu:

X X X

(e) y'V, @) dx + f f 2(x)dx + j'fn{x) dx-A~...

a a a

Poniewaz cigg Sn(x) jest zbiezny do P'(x), przeto ten nowy szereg
funkcj®jny jest zbiezny i réwny catce z funkcji f(x), przedstawionej
za pomocg danego szeregu. Pozostaje jeszcze tylko do okazania, ze ten
nowy szereg jest takze jednostajnie zbiezny. Ot6z to wynika odrazu z nie-
rownosci (b). Jezeli oznaczymy reszte szeregu (c) literg Pn(x), to nie-
réownos¢ (b) mozemy napisaé w postaci:

\KfrA < £

dla wszystkich n > 1Y, przy czym N byto zalezne tylko od e a nieza-
lezne od x.

Szeregi jednostajnie zbiezne mozna wiec zawsze catkowaé wyraz
po wyrazie; istniejg jednak takze szeregi niejednostajnie zbiezne, dla Icto-
rimh takie catkowanie jest dozwolone. Jednostajna zbiezno$¢ szeregu
funkcyjnego jest tu zatem t}'lko warunkiem dostatecznym lecz bynajmniej
nie koniecznym. Twierdzenie o catkowaniu szeregéw funkcyjnych ma
bardzo wazne zastosowanie w rachunku catkowyra: polega na nim cal-
kowanie przez szeregi.

Przyktady.

1) Ze znanego rozwiniecia funkcji:

R Al =1 v o vy @Ay
1-fx2 1-f-x2~1=1 X2-j- XX— ®6-j- XS —...

wedtug wzoru dwumiennego (tom 1, str. 411) otrzymamy przez catko-
wanie rozwiniecie funkcji arctga:. | tak ten szereg (geometryczny) jest

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. Ill. 4
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jednostajnie zbiezny dla |® < I < 1, jak to stwierdzilismy w § 283
w przykitadzie 3.

Wobec tego mozemy dla tych x zastosowac¢ twierdzenie o catko-
waniu wyraz po wyrazie i otrzymamy:

= ok Xy ik ek
0 0 0 0 0

arctg x = x — + — Y *FT+ eee

czyli:

Wzoru tego dowiedliSmy tu dla przedziatu <[— I, >, przy czym 0<i<C 1
To przedstawienie funkcji arctg® szeregiem jednostajnie zbieznym
otrzymaliSmy w rachunku r6zniczkowym inng, do$¢ zawitag droga (por.
tom 1, § 141).
Podobng droga mozna otrzymaé szybko rozwiniecie funkcji log (14

z szeregu funkcyjnego (Maclaurina) funkcji: -L—"—X,afunkcjiarcsin®

z szeregu funkcyjnego funkcji
X*
2) Catkowanie przez szeregi znajduje najwazniejsze zastosowanie
w tych przypadkach, w ktérych nie potrafimy scatkowac jakiejs funkcji
elementarnymi metodami. Tak np. chcac obliczy¢ catke Laplace’a:

$(®) = JL i e~*'dx

0

rozwijamy funkcje podcatkowg na szereg Maclaurina:

1! 2! 3n

zbiezny jednostajnie w kazdym skofAczonym przedziale, jak sie o tern
przekonamy w § 288.
Wobec tego:
2/ x3 , @b X1 . \
Y nf~ 3TT1+ 5.2! 7.31/

Szereg ten jest, w mys$l twierdzenia o catkowaniu szereg6w, takze jedno-
stajnie zbiezny w kazdym skonczonym przedziale. Obliczmy wartos¢ tej
funkcji np. dla x= 1, to otrzymamy:

0(1)==p J eXdx==\*".[I~ 37n+ O |” 773!
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Szereg ten jest bardzo szybko zbiezny. Tak np. obliczajgc jego sume
czesciowg ztozong z 7 wyrazow, otrzymujemy:

1

1,1 1, 1
3110 42 1216 1320 1ogboy 084271

z bledem, nie przekraczajagcym co do bezwzglednej warto$ci pierwszego

opuszczonego wyrazu (jest to bowiem zbiezny szereg znakozmieuny), tj.

2 1 2 1
y= — y= 75600 0T0002. Dla tej catki, majagcej wielkie znacze-

nie w rachunku prawdopodobienistwa, sporzadzono obszerne tablice licz-
bowe. Dla x — 1 znajdujemy w tych tablicach (1) = 0'8427008.
3) Obliczy¢ obwod elipsy o potosiach a— 5, b= 4.
Va2 ¢2
Oznaczajagc - =/i, otrzymaliSmy na dtugos$¢ tuku elipsy (tom 11

str. 139) wzor:
> B —
s= a/ \\ — &*sini tdt

Stad dla catego obwodu otrzymamy wzor:
T
4a'i I/l — k*sin* t dt
0

przy czym a= 5 k— f, a wiec |A] < 1

Te nieelementarng catke (gliptyczng) obliczamy, rozwijajac funkcje
podcatkowg na szereg, a mianowicie przy pomocy wzoru dwumiennego
otrzymujemy:

— Ie2sin*t = (1 —k2sin29A=1 — (™) k*sin* t -j-
-j- si'T*t — kesin6t -(- ...

Szereg ten jest zbiezny dla [fc*sin2t| 1. Poniewaz za$ |&*sin*i| <( &,
przeto bezwzgledne wartosci wyrazéw tego szeregu funkcyjnego nie
przekraczajg wyrazOw nastepujacego szeregu liczbowego o wyrazach do-
datnich:

1o oxox oL (1) k i+ (1) (ij k=° +

“ 1+ ti,+ ri“f+ri?i,+-riro ‘“*+ -

ten za$ szereg liczbowy jest zbiezny dla |i| < 1, jak sie fatwo przeko-
na¢ np. przy pomocy kryterium D’Alemberta. Na podstawie kryterium
Weierstrassa jest wiec nasz szereg funkcyjny jednostajnie zbiezny.

4*
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Wobec tego catke, o ktorg nam chodzi, mozemy obliczy¢, catkujac
ten szereg funkcyjny wyraz po wyrazie. Otrzymamy w ten sposoéb:

¥n 'hn fint in
s= 4a J dt— siQttdtJr[~)kiJ ™M td t— J sinGidE+ees
0 0 0 0
czyli:
wjr Ihn ifijr
S= 4a™ —1/is) sin2idi — J sin4ldt” k& ‘sinHdt—
0 0 o
Wystepujace tu catki oznaczone obliczaliSmy juz (por. tom II, § 221,

str. 93) i otrzymaliSmy ogo6lnie:

T. 7 1.3.6....(2«— 1) ji
- = Sin Nz 2.4.6..2n 2
0
Wobec tego:
ni . 1 . 1.3 1.3 1.3.5
= 4a.-(1-{iH -0 A.--9g X g/C*2.4.6
1.3.5 @m 1.3.5.7
2.4.6.8@.2.4.6.8
(12) s—2on(l —(H*a— i m((() 4*- - (iHn!) k*~
11.3..,.(2»—1)
' W D
\2 .4..,.2n )

Jest to ogdlny wzor na obwdd elipsy.
Dla a= 5 i b— 4 otrzymujemy stad, zatrzymujac 6 wyrazéw tego
szeregu, po wykonaniu tatwych rachunkow, wartosc:

s= 28-3613

Uwaga. Dogodniejszy wzér na obliczenie obwodu elipsy otrzymuje sie, wpro-

Vu? — b2 a—b
wadzajac zamiast liczby « = - liczbe 4 \'y'
Okazano, ze wtedy:
(13) s= (a+ b)nj?\jjlx
-0

Dow6d znajdzie czytelnik w podreczniku Kieperta-Stegemanna pt. Grundriss der
Differential- und Integralrechnung (tom II, wyd. 8 z r. 1903, str. 309—317). Bardzo
dogodny przyblizony wzér na obliczenie obwodu elipsy ma postaé:

(14) s& Ti[3 e —\ab
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-\-h 1 — fe* i
Przedstawiajac a—a— w postaci a e ---—-- T a['o6 = o i)l—fcz i rozwijajac pier-

wiastki wedtug wzoru dwumieuuego, inozna stwierdzi¢, zo rozwiniecie prawej strony
tego przyblizonego wzoru rézni sie od doktadnego rozwiniecia, zawartego we wzorze (12),
dopiero w pigtym wyrazie, zawierajagcym Kks.

§ 286. Rozniczkowanie szeregéw funkcyjnych

Do rdézniczkowalnosci szeregu funkcyjnego nie wystarcza jego jed-
nostajna zbieznos$é.

Udowodniono natomiast, ze do r6zniczkowania szeregdw funkcyj-
nych odnosi sie nastepujgce twierdzenie.

Jezeli szereg funkcyjny.

() i)+ U{x) -F_..+/,@)+ ...= f{x)

ztozony z funlcceyj, posiadajgcych ciagte pochodne, jest \zbiezny w przedziale
<a, bf> i jezeli szereg pochodnych:

(1 [lte) + [lte) -j- .eo + fA(X) -j- ...

jest w tym przedziale jednostajnie zbiezny, to funkcja (p{x), przedsta-
wiona tym szeregiem, jest pochodng funkcji f{x), przedstawionej pierwotnym
szeregiem.

Méwimy, ze w tych warunkach jest dozwolone rézniczkowanie
szeregu funkcyjnego wyraz po wyrazie.

Ustep III.

SZEREGI POTEGOWE. FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 287. Zakres zbiezno$ci szeregu potegowego

Poznane w poprzednim ustepie twierdzenia o o0g6lnych szeregach
funkcyjnych zastosujemy obecnie do szeregéw, ktdre sg szczeg6lnie wazne
w teorii i w praktyce, a mianowicie do szeregéw potegowych.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny postaci:

co

(15) a0+ «i®--(-«S®*+ ecom+«»«"+ WEE=

A-O
w ktéorym wspoétczynniki ak kolejnych poteg zmiennej x sg liczbami
statymi.

iis
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Jezeli za x wprowadzimy nowg zmienng za pomocg podstawienia
X = z —a, to otrzymamy szereg funkcyjny:
®
(16) a0-(-0,(2—a)+ a2(3—a)2+ ...+ «,(«—a)"+ ...= ak{z — a)k

k-0

zwany szeregiem potegowym dla otoczenia punktu z — a. Szereg (15) mozna
wiec takze nazywac szeregiem potegowym dla otoczenia punktu x = 0.

Zbadajmy przedewszystkiem zakres zbieznosci szeregu potegowego,
tj. zbidér tych wartosci x, dla ktorych szereg potegowy przedstawia jakas
funkcje, nazwijmy ja P{x).

Jasnym jest, ze punkt x — O jest dla kazdego szeregu potegowego
punktem zbieznosci, albowiem:

P(0)= a0

Istniejg takie szeregi, ktore précz tego punktu nie posiadajg zadnego
punktu zbieznosci. Takim jest np. szereg potegowy:

1-)- 1l —-2\x2 n\af

W tym bowiem szeregu wyraz og6lny; an= n\af nie dazy do zera dla
zadnego réznego od zera x, lecz wzrasta nieograniczenie. Moze sie jednak
zdarzy¢ druga ostateczno$¢, a mianowicie istniejg szeregi potegowe, zbiezne
dla wszystkich x, jak np. szereg (por. tom I, str. 395):

1+ fi+ ! T +S + -=c¢l

Szereg potegowy, zbiezny dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej x,
a wiec w catym niewtasciwym przedziale (— oo, -(-00), nazywamy sze-
regiem bezustannie zbieznym.

Okazemy, ze trzecig a zarazem ostatnig kategorie tworzg szeregi
potegowe, zbiezne w pewnym skoriczonym przedziale, otaczajacym syme-
trycznie punkt x — 0. Nie ma wiec szeregébw potegowych, zbieznych
w pooddzielanych przedziatach (jak to ma miejsce np. dla szeregu funk-
cyjnego, omdwionego w przyktadzie 3 w § 282) lub w rozrzuconych
punktach. Udowodnimy mianowicie najpierw prawdziwo$¢ nastepujgcego
twierdzenia:

jezeli szereg potegowy jest zbiezny dla jakiej$ wartosci x — ¢, cho-
ciazby warunkowo, to jest zbiezny bezwarunkowo i jednostajnie w kaz-
dym przedziale zamknietym < — lezagcym wewnatrz przedziatu
<— M, -(*“M " (na drugim koncu przedzialu <(— |c], Hc|> moze
by¢ szereg zbiezny lub rozbiezny).

Dow6d. Wedtug zatozenia szereg:

ao"f* aic-f-a2GH~ eee "~ andl-(- ...
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jest zbiezny. Ciag jego wyrazo6w musi zatem dazy¢ do zera, a wiec jest
ograniczony. To znaczy, ze istnieje jaka$ liczba K, ktorej nie przekra-
cza bezwzgledna warto$¢ zadnego wyrazu tego szeregu. Spetnia sie wiec
dla wszystkich n nierownos¢:

(@) lanc“| <; IC

Obierzmy dowolny przedziat < — xx>#1)> i lezagcy wewnatrz przedziatu

< —lcU cI>> t0 K I<lclka wige <C 1. Pomno6zmy obie strony
nierownosci (a) przez to otrzymamy:
\anx"\ K

Dla kazdego x z przedzialu <C— xx, x1*> jest Ja;| S lajjJ, a wiec

. X
|anxn|~ [anX]|, a zatem takze |a,x"\ K. Wyrazy szeregu:

(b) I°ol + \al X1+ la2x2\+ e+ \AnX'*\ +
nie przekraczajg zatem dla |a| | 1 wyrazéw nastepujacego szeregu
0 wyrazach dodatnich:
K 1+ , %
Jest to szereg geometryczny zbiezny, albowiem jego iloraz q — <1-

Na mocy twierdzenia o majoryzowaniu szeregow (8 270) jest wiec sze-
reg (b) zbiezny dla |a?] \xx[< |c|, a to znaczy, ze dany szereg po-
tegowy:

(d) a04-alaj+ o282+ ...-f anxn+ ...

jest zbiezny bezwarunkowo dla wszystkich x z zamknietego przedziatu
< —x1,x1j>, lezagcego wewnatrz przedzialu <; —|c|»|c|>*

Chodzi jeszcze o wykazanie, ze zbiezno$¢ jest jednostajna w prze-
dziale < — xi,x 1 j>. Wykazemy to przy pomocy Kkryterium Weier-
strassa (str. 45). | tak wykazaliSmy zbiezno$¢ szeregu liczbowego:

(c) | a,|-fl «i»i| 4- K «?!1 + om+ ooe

Poniewaz |anaf| |anx\| dla wszystkich x z przedziatlu < — xi,x1">,
przeto zbiezny szereg liczbowy (c) o wyrazach dodatnich majoryzuje sze-
reg (b), utworzony z bezwzglednych wartosci szeregu funkcyjnego (d),
to za$§ dowodzi, ze szereg funkcyjny (d) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale < —x1,x1>.
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Z dowiedzionego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek: jezeli sze-
reg potegowy jest rozbiezny dla jakiego$ x — d, to jest rozbiezny takze dla
wszystkich x, spetniajagcych warunek |a;| )> \d\, tj. lezgcych pozaprzedzia-
tem < — |d|, -f-1dj)> Gdyby bowiem szereg byt zbiezny dla jakiego$
&, lezacego poza tym przedziatem, to musiatby by¢ zbiezny takze dla d,
w mysl poprzedniego twierdzenia.

Opierajac sie na tych twierdzeniach okazemy, ze szereg potegowy
jest zbiezny albo dla wszystkich x, albo tylko to skohAczonym przedziale,
otaczajacym symetrycznie punkt x — 0, albo tylko w punkcie x = 0.

Jezeli szereg potegowy jest zbiezny tylko w przedziale (—r, 1),
przy czym na koncach tego przedziatlu moze by¢ zbiezny lub rozbiezny,
to liczbe dodatnig r, odpowiadajgcg prawemu koncowi tego przedziatu,
nazywamy promieniem zbiezno$ci tego szeregu, a otwarty przedziat
(—r,r) przedziatem zbieznosci. Jezeli szereg jest zbiezny tylko w punk-
cie x = 0, to promien zbieznosci ma wartos¢ r=0, a punkt x= 0
mozna uwaza¢ za przedziat zbieznosci, zdegenerowany do jednego punktu.
Jezeli szereg jest zbiezny dla wszystkich X, to przedziatem zbieznosci
jest niewtasciwy przedziat (— oo, -j- 00), a promieniem zbhieznosci jest
-(- 00. Mozemy wiec wypowiedzie¢ powyzsze twierdzenie w nastepuja-
cej postaci:

zakresem zbieznosci kazdego szeregu potegowego jest jaki$ przedziat,
otaczajacy symetrycznie punkt * = 0, przy czym moze to byé przedziat
wiasciwy z koricami lub bez koncdéw, tj. (—r, 1), (—r,r*>, <[—r, 1),

przedziat niewtasciwy (— 00,-)-00) lub przedziat zdegene-
rowany do jednego punktu x — O.

Dowdd. Zbiér punktow zbieznosci szeregu moze byé nieograniczony
lub ograniczony, a w tym drugim wypadku moze sie skilada¢ z wiek-
szej liczby punktéw lub tylko z jednego punktu x = 0. Rozwazmy po
kolei te trzy jedyne mozliwosci.

1°. Jezeli zbiér punktow zbieznosci jestnieograniczony np.z gory,
to biorgc pod uwage dowolniewielkie dodatnie xxznajdziemy zawsze
w zbiorze punktéow zbiezno$ci punkt dalszy, tj. liczbe ci>x1. Poniewaz
za$ szereg jest zbiezny w ¢, to musi by¢ zbiezny w przedziale zamknieg-
tym < — a wiec takze dla x1. A zatem szereg jest w tym
przypadku zbiezny dla wszystkich dodatnich ® a co zatem idzie takze
dla wszystkich ujemnych x, a wiec wogole dla wszystkich x, czyli jest
wtedy bezustannie zbiezny. Do tego samego wniosku dochodzimy oczy-
wiscie, gdy zbiér punktow zbieznosSci jest nieograniczony z dotu.

2°. Jezeli zbior punktéw zbieznos$ci jest ograniczony i zawiera wie-
cej niz jeden punkt, to musi istnie¢ kres gdrny r tego zbioru (por. tom I,
str. 98). Ten kres goérny r musi by¢ liczbg dodatnig. ZatozyliSmy bo-
wiem, ze précz punktu x = 0 istniejg jakie$ inne punkty zbieznoSci, np.

(-T- 5 ~r<xh
<-r,r); -r$x<r
<-r, r>;



57

punkt a? ==0. W takim za$ razie takze kazdy punkt z wnetrza prze-
dzialu < — |*x|, |[Xx\'> jest punktem zbieznosci, a wiec np. dla do-
datniego *2, spetniajgcego warunek 0 <Ca2 < | \, szereg jest zbiezny.
Zbiér punktéw zbieznosci zawiera wiec wtedy liczby dodatnie, a zatem
ich kres gérnjr musi by¢ takze liczbg dodatnig. Dla wszystkich x > r
jest szereg potegowy rozbiezny, a stad wynika, ze jest takze rozbiezny
dla wszystkich x —r, a wiec ogo6tem szereg jest rozbiezny poza prze-
dziatem < —r,rj>, tj. dla |&|)>r. Dla kazdego za$ x z wnetrza tego
przedziatu szereg musi by¢ zbiezny. Gdyby bowiem byt rozbiezny dla
jakiego$ x z wnetrza tego przedziatu, to musiatby byé rozbiezny dla
wszystkich punktédw, lezagcych w przedziatach <; —r, — |*| > i <|®], rj>,
a wiec liczba r nie bytaby kresem gérnym (tj. najmniejszg z liczb, ogra-
niczajagcych z gory) zbioru punktdw zbieznosci. Wszystkie bowiem liczby
z przedziatlu <C|*|,?']> bytyby tez liczbami, ograniczajgcymi z gory
zbiér punktéw zbieznoSci. A wiec dla kazdego x z wnetrza przedziatu
< —r,r szereg jest zbiezny, dla kazdego za$ x z poza tego prze-
dziatu szereg jest rozbiezny. W tym zatem przypadku szereg potegowy
jest zbiezny wewnatrz skonczonego przedziatu, otaczajgcego symetrycznie
punkt x — 0, a kres goérny r jest jego promieniem zbieznosci. Twier-
dzenie to nic nie mdéwi o zachowaniu sie szeregu na koncach przedziatu,
tj. dla &= -|]-r i X— —r. Ot6z okazuje sie, ze istniejg zaréwno takie
szeregi potegowe, ktdre sg zbiezne na jednym Ilub na obu konhcach prze-
dziatu, jak i takie, ktére sq tam rozbiezne (por. przyktady na koncu tego
paragraful). A wiec zakres zbieznoSci szeregu potegowego skiada sie
z jego przedziatu (otwartego) zbieznosSci i ewentualnie z koncéw tego
przedziatu.

3°. Jezeli zbior punktéw zbieznosci sktada sie tylko z jednego
punktu, to tym punktem jest, jak wiemy, dla kazdego szeregu x = O.

DowiedliSmy wprawdzie w ten sposéb, ze dla kazdego szeregu po-
tegowego istnieje promien zbieznosci, nie poznaliSmy jednak zadnego
sposobu wyznaczania jego wielko$ci. Ot6z bardzo czesto mozna wyzna-
czyé ten promien, stosujgc do szeregu, utworzonego z bezwzglednych
wartosci szeregu potegowego, kryterium zbieznosci Oauchy’ego w formie
limesowej (por. § 272, str. 18). | tak weZmy pod uwage wyraz og6lny:

U,= |anx"|

szeregu:
(a) |a01-j- |a% | -j- |a2x2| + ... -f- | anx" | -f- ...
Wystarczy braé pod uwage wartosci x ==0, albowiem dla x = 0 kazdy
szereg potegowy jest zbiezny. Dla tych wartosci x, dla ktorych istnieje
granica ciaggu:

(b) Yu,, = ]\anxft\= \x\']/\an\
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i jest liczbg niniejsza od 1, szereg (a) jest zbiezny, a wiec takze szereg
potegowy:
(6) a0-f- axx -j- a2X2-f- ... -f- anaf -(- eee

jest dla tych x zbiezny i to bezwarunkowo. Jezeli za§ owa granica jest
liczbg wieksza od 1, to tym bardziej granica wyrazenia | anxn|jest liczbhg
wiekszg od 1, a wiec bezwzgledna wartos¢ og6lnego wyrazu szeregu (c)
nie dazy do zera. Szereg (c) jest zatem wtedy rozbiezny (nie spetnia sie
dla niego omdwiony w § 269 konieczny warunek zbieznoSci). Granica
ciggu (b) przy x 5=0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica
n
g wyrazenia |/Jan|. Szereg potegowy jest zatem zbiezny dla tych x,

ktére spetniajg warunek:
(d) *1-y< 1

a rozbiezny dla tych x, ktére spetniaja warunek:

|*1eq> 1

a) Jezeli granica g= 0, to |®|-y = 0 dla kazdego x, a wiec wa-
runek zbieznos$ci (d) spetnia sie dla wszystkich aj; szereg potegowy jest
zatem wtedy bezustannie zbiezny.

b) Jezeli g =f=0, to zbiezno$¢ zachodzi dla [a?| <! a rozbieznos¢

dla |aj|>—. To dowodzi, ze liczba i jest promieniem zbieznosci szeregu,
a wiec:

1 1

17
(7 9 limj/|a,,|
«—pD0

Wz6r ten mozna rozszerzy¢ takze na przypadek, gdy g = 0, przypisu-

jac wtedy wyrazeniu i- znaczenie r — -f-00.

c) Omoéwilismy przypadki, gdy cigg {\ |an|} posiada skonczong,
wtasciwg granice (rowng zeru lub réznag od zera). Gdy ten cigg posiada
niewtasciwg granice: y = -|- 0o, to dla kazdego roznego od zera x cigg
(b) jest nieograniczony, a wiec tym bardziej ciag {|anx" |} jest nieogra-
niczony, a zatem szereg potegowy (e) jest rozbiezny. Szereg jest wtedy
zbiezny tylko dla x = 0, a wiec promien zbieznosci ma wtedy wartos¢
r= 0. Takze i w tym przypadku mozna ujgé ten wynik we wzor (17),

uzywajac dla r = — symbolicznej réwnosci: r= — = 0.

tj.
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DowiedliSmy zatem nastepujacego twierdzenia: jezeli istnieje granica
n

(whasciwa lub niewlasciwa) ciggu {J/|«,|}, to promien zbieznoSci szeregu po-
tegowego (c) ma warto$¢ r, wyrazona wzorem (17).
Twierdzenie to nie wyznacza wielkosci promienia zbieznosci, gdy
«
nie dazy do zadnej wiasciwej lub niewtasciwej granicy, lecz
oscyluje pomiedzy jakimi$ liczbami.

Uwaga. Wyprowadzono ogélniejsze twierdzenie o promieniu zbieznos$ci, ujmujace

i ten ostatni przypadek. Otéz w kazdym razie, nawet gdy nie istnieje witasciwa lub
«

niewtasciwa granica ciggu { Kani}, to istnieje gérna granica tego ciggu, witasciwa
lub niewtasciwa (por. tom I, § 31); oznaczmy ja:
«
g — lim sup \\aA
«» 00

(Jezeli istnieje granica g we wiasciwym znaczeniu, to g= g). Otéz Cauchy i liada-
mard dowiedli, ze promien zbieznosci istnieje dla kazdego szeregu potegowego i ma
warto$¢:

1
~ * = -

lim sup \\an\
«» 00

1
r=f =

Pomijamy tu dowdd tego twierdzenia; dowéd mozna znalezé np. w cytowanym po-
wyzej podreczniku Knoppa (str. 146).

Przyktady.

1) Dla szeregu:

1- ®@j-a2-F ... €& F .-

« «
jest an— 1, \an\= 1 stale, a wiec i w granicy lim]||/a,|= 1. Zatem
« —»00
g= 1, a wiec promieniem zbiezno$ci tego szeregu jest r— —— 1. Na
koncach przedziatu zbieznosci (— 1, 41), tj. dla x = | i X— — 1 jest

ten szereg, jak wiemy, rozbiezny.
2) Dla szeregu:

eor  ensi i

jest:
2" : —i
an= —, lim UTJI: lim 2n W 2=9
H «» 00 « —p00
a wiec promieniem zbieznosci jest r — Na prawym konfcu przedziatu
zbieznosci (— tj. dla x — 4, szereg jest rozbiezny (jako szereg
harmoniczny), na lewym za$, tj. dla x = —  zbiezny, albowiem:

T R
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jest szeregiem znakozmiennym, dla ktdrego bezwzgledne wartosci wyra-
z0w dazg monofonicznie do zera.
5) Dla szeregu:

X X2 . X* . LoX" |
jl+ 22+ 374 eeet A .
jest:
1 n _ 2
a,= —, lim[/n,|]= limn "= 1=g¢g
i n-> 00 [*—xo

a wiec r— 1. Na koncacb przedziatlu zbieznosci (— 1, -(-1) jest ten
szereg zbiezny, albowiem dla * — 1 otrzymujemy szereg £(2) adlax = —1
szereg, dla ktorego £(2) jest szeregiem ztozonym z bezwzglednych war-
tosci jego wyrazow.

Dla kazdej wartosci x z zakresu zbieznoSci szeregdw potegowych
mozna je do siebie dodawa¢ i odejmowac tak jak skohAczone sumy. Dla
kazdej za$ wartosci z wnetrza przedziatu zbieznoSci mozna wykonywadé
mnozenie szeregéw potegowych tak jak mnozenie skonczonych sum,
poniewaz te szeregi sg wewnatrz zakresu zbiezno$ci bezwarunkowo zbiezne.

§ 288. Ciagtos¢ funkcji, przedstawionej przez szereg potegowy

Dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej, nalezagcych do zakresu
zbieznosSci szeregu potegowego, ma on jakie$ skoriczone wartosci, przed-
stawia wiec jakg$ funkcje P{x) tej zmiennej, okreslong w zakresie zbiez-
nosci. Zatem w tym zakresie jest:

00
= P®)

i-0
Méwimy, ze funkcja P{x) da sie w tym zakresie rozwina¢ na szereg po-
tegowy.

Funkcje takie mozna uwaza¢ za bezposrednie uogdlnienie najprost-

szych funkcyj, a mianowicie funkcyj catkowitych wymiernych, tj. wie-
lomianéw czyli sum skoficzonych:

«+ «1l® + «2«2+ oo + "

Wiemy juz bowiem, ze wewnatrz przedziatu zbieznoSci mozna rachowaé
szeregami potegowymi tak, jak wielomianami, a wykazemy ponadto, ze
sg one ciggte, catkowalne i rézniczkowalne wyraz po wyrazie.

Najpierw zajmiemy sie badaniem ciggtosci. Wezmy pod uwage do-
wolny punkt x = x0, lezagcy wewnatrz przedziatu zbieznosci, tj. taki, ze
|®0|< r. Okazemy, ze funkcja P(x) jest ciagta w kazdym takim punkcie.
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Obierzmy w tym celu pomiedzy [a20| a r dwie liczby xx i X2 tak,
aby [x01<C*1 <Cx2<(t. Poniewaz szereg potegowy jest zbiezny dla
X — Xz, przeto jest jednostajnie zbiezny w przedziale < — xu lezg-
cym wewnatrz przedzialu < —®2, ®2>. Funkcja P(x) jest zatem ciagla
w kazdym punkcie, lezagcym wewnatrz < — xu xI1f>, a zatem i w punk-
cie x0, c. b. d. o

DowiedliSmy wiec, ze funkcja, przedstawiona przez szereg potegowy, jest
ciggta w kazdym punkcie, lezagcym wewnatrz przedziatu zbiezno$ci tego szeregu.

W szczegblnosci zatem kazda funkcja, przedstawiona przez szereg
potegowy zbiezny nie tylko dla x — O, jest ciggta w punkcie x = 0. Stad
wyprowadzamy nastepujagcy wniosek o identyczno$ci dwoch szeregdéw po-
tegowych: jezeli dwa szeregi potegowe majg te same wartosci dla x = 0
i dla wszystkich x z dowolnie matego otoczenia punktu &= 0, to te dwa
szeregi potegowe sg identyczne,tj. majg wszystkie odpowiednie wspotczynniki
parami réwne. Takie dwa szeregi majg oczywiscie ten sam zakres zbiez-
nosci i majg te same wartosci takze dla wszystkich innych x, nalezacych
do tego wspdllnego zakresu zbieznosci.

Dowdd. Niechaj:

a0+ axx + a2x 2+
b0 -F~bix -}-bt x| - ...

P 1{x)
P2@®

Wedtug zatozenia jest najpierw P, (0) = P2(0), tj. a0= b0. Ponadto dla
wszystkich a?={=0 z jakiego$ otoczenia punktu x = 0 speinia sie réwnos¢:

a0 -I-% x §-a2x- -y ...= bg -FO,x -}-btx- +

Odejmijmy od tej réwnosci stronami réwnos$¢ a0= b0 i podzielmy obie
strony przez x (zakladajgc juz teraz, ze * 0.
Otrzymamy nowe szeregi potegowe:

0 aj -j- a2x -j- a3a> §—.. = 1j -f- 65x -f- b3X2-|- ...

Réwnos¢ ta zachodzi na pewno dla wszystkich x z otoczeniapunktu *= 0,
lecz nie wiemy, czy zachodzi takze dla x — 0. Nazwijmy funkcje, okre-
§long przez pierwszy z otrzymanych szeregéw, Qi(x) a przez drugi Q2{x).
A wiec jest:
Qi (x) — Q2(x)
dla x 5=0 z otoczenia punktu * = 0.
Poniewaz kazda z tych funkcyj jest ciggta dla x — 0, przeto:

lm (0= QO= a, limQ()= Q0= K

Poniewaz zas QI[x)~Q 2{x), przeto i lim Qx{x) = lim Q2(x), czyli al— b}.

x-+0
Odejmujemy teraz te rownos¢ stronami od rownosci (I), dzielimy obie
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strony przez x i wykazujemy w podobny sposéb jak poprzednio, ze
a2= h2 i tak dalej, og6lnie an= in dla kazdego n, a to znaczy, ze obydwa
dane szeregi potegowe sg identyczne, c¢. b. d. 0. Jezeli wiec jaka$ funkcja
da sie w otoczeniu punktu x — O przedstawié¢ szeregiem potegowym, to
to jest mozliwe tylko w jeden sposéb.

§ 289. Metoda nieoznaczonych wspoétczynnikow

Na twierdzeniu o identycznos$ci szeregow potegowych polega pewien
bardzo czesto uzywany sposéb rozwigzywania rozmaitych zagadnieri, zwany
metodg nieoznaczonych icspétczynnikéw. Mysl zasadnicza tej metody jest
nastepujgca. Jezeli wierca, ze jaka$ funkcja da sie rozwingé na szereg
potegowy, lecz nie znamy wspoOtczynnikOw tego szeregu, natomiast znamy
jakie$ zwigzki, zachodzace miedzy tg funkcjg a innymi funkcjami o zna-
nych rozwinieciach, to przedstawiamy te zwigzki jako réwnos$¢ pomiedzy
dwoma szeregami potegowymi. Przez pordwnanie wspoétczynnikdéw przy
rownych potegach x po obu stronach tej réwno$ci otrzymujemy szereg
rownan, z ktorych obliczamy wspétczynniki nieznanego szeregu potegowego.

Przyktady.
1 Przy dzieleniu liczby 1 przez szereg potegowy chodzi o
zienie wspoétczynnikéw €0, ct, c2,..., znajagc wspoétczynniki a0={=0, alt 02,...,

jezeli te szeregi spetniajg rownosé:

_____ — o+ ¢, X 45c2x2-f-...

ao—jf—a,x —Jr—a2x2— 1

czyli:

(ao~f~ai* 4~ai*2"4  ees)e(co cix “h ~eee)= 1
Wykonujemy mnozenie szeregéw po lewej stronie, porzadkujac iloczyny
sktadowe wedtug poteg x i otrzymujemy:

aodd+ (oG + airf)x + (a0c2--a,c, J-a2d)X2-f
+ (03B+ a2+ a-fa3d)x3-j-...= 1

Prawg strone mozemy uwazaé za szereg potegowy:

130-?2F0eid2-]-0-aB83+...
Z poréwnania wspOtczynnikéw obu stron tej réwnosci otrzymujemy naste-
pujacy szereg réwnan:

aoco= 1

al0cl+ Ujlo= 0

co@“f" alcl4* a2@==9

N3 et ~f-asco==

znale-
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z ktérych wyznaczamy kolejno nieznane wspdétczynniki c0, cltc2,... jako
funkcje danych wspdtczynnikéw a0, al,a2,-.. Tak np.:

1 a a2— a2a0
CO—ET— :3, 22— 003 Yooe
2)Zastosujmy metode nieoznaczonychwspotczynnikéw do rozwi-
niecia funkcji tga; na szereg potegowy.
Poniewaz:
_sinx
9O 5

przeto zachodzi zwiazek:
(aj tg® ¢ cos® == sin®

Podstawiamy tuza cos® isin® znane szeregi potegowe(por. tom |,
str. 399—400), za tg® za$ szereg potegowy o nieznanych wspétczynnikach:

tg® = 0+ oxx + c2®2-j- c3c3+

Latwo okazaé, ze wspbiczynniki o parzystych wskaZznikach sg zerami i po-
zostaje rozwiniecie:
tg® = GW®-j- c3®3-f- cbR5-f ...

Zatem wz6r (a) przyjmuje postac:

1.~3 + @gbe..) . (i + ..)=

Wykonujemy po lewej stronie mnozenie szeregdw potegowych i otrzy-
mujemy:

X
A*+(c3-])® 3+ (c5-| + Ji) ®+ eee=* -JT + I t- T

Przez pordwnanie wspdtczynnikdw obu stron otrzymujemy nastepujacy
szereg réwnan:

el= 1
cX 1
21 31
- £3 | £1 __jL

5 21 41 B!

. 55 £3 f£1 A
7 207 4 6 71
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Z tych rownan otrzymujemy kolejno:

cl = c3 = it C5 = A i c7 = "ST&i e=-

a wiec:

(19) tg® = x + |® s+ A®5+ +

Metoda nieoznaczonych wspdiczynnikéw nie daje zadnej wskazowki, doty-
czacej zbieznosci otrzymanego szeregu. Inng drogg okazano, ze ten sze-
reg jestzbiezny dla \x\<f\-n, tj. po obu stronach zera az do najblizszych
punktéw, w ktorych tg« przestaje by¢ funkcjg ciggta (por. Knopp,
1 c. str. 245—6).

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposob rozwinigecie na szereg
potegowy funkcji (parzystej), okreslonej wzorem:

3—5 tI,)_ﬂh% dla ®4=0, a y=1 dla x= 0
Metody nieoznaczonych wspdétczynnikdw uzywa sie czesto przy roz-
wigzywaniu skomplikowanych zagadnien, a szczeg6lnie przy rozwigzywa-
niu réwnan rozniczkowych, o czem bedzie mowa w nastepnym rozdziale.
Dotychczas zajmowaliSmy sie tylko szeregami potegowymi w oto-
czeniu punktu ®= 0, tj. szeregami postaci:

(s) a0+ alx -j- a2x* o fax" - = PX)

Wszystkie te rozwazania mozna przenie$¢ na szeregi potegowe w oto-
czeniu dowolnego innego punktu x — a, tj. na szeregi postaci:

b0+ bx(x — a) -{- b2(x — a)2+ ... -j-bn{x — a)n-f ...
Kfadgc tu x — a = x', otrzymujemy bowiem szereg potegowy:
~t" bi%' -(- b2x'2—+—.. -f- bnx n

w otoczeniu punktu x’— 0. PromieA zbieznos$ci tego szeregu wyznacza
sie z wspoOtczynnikéw bn tak samo, jak promien zbieznosci szeregu w oto-
czeniu punktu x = 0 z wspoétczynnikow an. Przedziatem zbieznoSci jest
odcinek, przepotowiony punktem x = a.

§ 290. Catkowanie i rdzniczkowanie szeregéw potegowych

WidzieliSmy, ze kazdy szereg potegowy jest jednostajnie zbiezny
w kazdym przedziale, lezagcym wewnatrz zakresu zbieznosci, wyrazy za$
jego sg funkcjami ciggtymi. Wobec tego (por. § 285) jest dozwolone cal-
kowanie tego szeregu wyraz po wyrazie. A wiec funkcja, przedstawiona
przez szereg potegowy, jest catkowalna, a catka jej jest réwna funkcji,
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przedstawionej przez szereg, zto&ong z catek wyrazéw danego szeregu. Do
kazdej wiec funkcji, przedstawionej przez szereg potegowy, mozna sto-
sowaé wewnatrz zakresu zbiezno$ci metode catkowania przez szeregi,
omoéwiong w § 285, w ktorym tez podano przyktady stosowania tej metody.
Zbadajmy teraz rdzniczkowalno$¢ szeregéw potegowych. Tworzymy w tym
celu szereg, ztozony z pochodnych wyrazéw szeregu:

(a) P(x) = a0+ atx + a2x2+ a3xz+ anxn
a mianowicie szereg:
(b) ?$) == -j~2a3x 3a3x2-{-... -f-nanx" 1 ...

Wszystkie wyrazy tego szeregu sg funkcjami ciggtymi.

Jezeli ten nowy szereg jest jednostajnie zbiezny, to przedstawia on
pochodng funkcji P{x) (por. § 286). Ot6z ten nowy szereg jest takze
szeregiem potegowym (o innych wspotczynnikach) a wiec jest wewnatrz
swego przedziatu zbieznoSci jednostajnie zbiezny. Chodzi jeszcze tylko
0 zbadanie, jaki przedzial zbieznosci posiada ten nowy szereg. Okazemy,
ze szereg (b) ma ten sam przedziat zbieznoSci, co szereg (a). W tym celu
udowodnimy, ze kazdy punkt, nalezacy do przedziatu zbieznosci szeregu (a),
nalezy takze do przedziatu zbieznosci szeregu (b) i na odwrét.

I tak niechaj punkt x1 nalezy do przedziatu zbieznosci (—r, r)
szeregu (a). Obierzmy w przedziale zbieznosci dowolny punkt xO0 taki,
aby |[®x|< [B0| < r, a wiec dla x = x0 szereg jest zbiezny.

Wobec tego cigg wyraz6w anx% jest ograniczony (wyrazy te bowiem
daza do zera). Istnieje wiec taka stata liczba A, ze:

\anxZ\< A, a zatem \anxa~\<-.—r= K
Fol

Ogélny wyraz szeregu (b) ma dla x — x1 postac:

nanx r I = a,a#“len
A wiec:
\nanxl~I\< lienqg"~Il
przy czym:
I X
Y < 1
Uo
Zatem:
|«i|<Z-1

\2a2x1\< K '2q
13a3an < K-3qg2

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. III. 5
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Poniewaz szereg: li -f-K «2q-}-1i-3g2 ... jest zbiezny (por. § 271
str. 16), przeto takze szereg:

k1 + I2ihFil443a3*i|+ —

jest zbiezny, a to dowodzi, ze szereg (b) jest w punkcie x3 zbiezny (i to
bezwarunkowo). A wiec kazdy punkt xx, nalezacy do przedziatu zbiez-
nosci szeregu (a), nalezy takze do przedziatu zbieznosci szeregu (b).

Udowodnimy teraz prawdziwos$¢ twierdzenia odwrotnego. | tak
jezeli x2 nalezy do przedziatlu zbieznosci szeregu (b), to szereg:

lanr-f |2a2a2|-f |3as®||

jest zbiezny. Mnozac wszystkie jego wyrazy przez \x2\, otrzymamy nowy
zbiezny szereg:
K*2l + |2«2®| + |3 «3*|| +

Wyrazy tego szeregu sg ciemniejsze od wyrazow szeregu:

K*2l + |«2«l| + 1«3@1] + oo

a zatem i ten drugi szereg jest zbiezny, a wiec i szereg:

K14-k*21 + k®*| 4- 4-

jest zbiezny, to za$ dowodzi, ze dla x = x2 takze szereg (a) jest zbiezny
(i to bezwarunkowo).

Z rozwazah tych wynika, ze funkcja, przedstawiona przez szereg po-
tegowy, posiada pochodng wewnatrz przedziatu zbiezno$ci, a pochodng te
przedstawia szereg, utworzony z pochodnych wszystkich wyrazéw danego
szeregu, zbiezny to tym samym przedziale, co pierwotny szereg.

Dozwolone wiec jest rézniczkowanie szeregu potegowego wyraz po
wyrazie.

Poniewaz do nowego szeregu stosuje sie znowu to samo twierdzenie,
przeto funkcja, przedstawiona przez szereg potegowy, posiada pochodne
wszystkich rzeddw, a oblicza sie je przez kolejne rozniczkowanie szeregu
potegowego.

Twierdzenie to odnosi sie zaréwno do szeregéw potegowych w oto-
czeniu punktu x — 0 jak i do szeregébw w otoczeniu dowolnego innego
punktu x = a.

Za pomocg wartosci funkcji, przedstawionej przez szereg potegowy
i kolejnych jej pochodnych w jednym punkcie mozna wyrazié¢ wszystkie
wspotczynniki szeregu potegowego.

| tak z wzoru:

f(x) = «,-{- alx1l-j- a2x2-(- a3a? -j- ... + anxn



otrzymujemy:

1(0) = «0
Tworzymy pochodna:

f'{x) — leal-f-2e¢a2x + 3¢a3x2-f- ... -j-n "ac®"-1 + oo
a stad, ktadgc x — 0, otrzymujemy:

f' (0)= leax
Z drugiej pochodnej:
f'"{x) = 1e2ea2-f-2¢3¢a3x -|-... -f-ne+(n— 1) canxn-2-f-
otrzymujemy:
f" (0) = 2!ea2

Ogdlnie z M-tej pochodnej otrzymujemy:

(0)— n\an
a zatem:

/ w (0)
n\

Wobec tego mozna przedstawi¢ dany szereg potegowy w postaci:
20y m=mJ)+m Xx+ qpXx,+..+a3p”"r+

to za$ jest szereg Maclaurina. Widzimy wiec, ze rozwiniecie funkcji
na szereg potegowy jest jej szeregiem Maclaurina. Stosujgc to samo
rozumowanie do szeregu potegowego dla otoczenia dowolnego punktu
B= ak, tj. do szeregu:

f[x) = bO-f bx(x — xf) -f b2{x — xf)2+ ee. -f bn(x — ®n+

stwierdzamy, ze ten szereg jest identyczny z szeregiem:

f0=f(x) + ~ (x-x 3 T e
(21) '

m
tj. z szeregiem Taylora.

A wiec rozwiniecie funkcji na szereg potegowy w otoczeniu dowolnego
punktu jest jej szeregiem Taylora.
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Rozwijanie funkcji na szereg Maelaurina lub Taylora i roz-
wijanie funkcji na szereg potegowy jest wiec tym samym zagadnieniem,
rozwiniecia te sg bowiem identyczne. Klasa funkcyj, dajacych sie rozwi-
ng¢ na szereg Maelaurina lub Taylora, jest wiec identyczna z klasg
funkcyj, przedstawialnych przy pomocy szeregéw potegowych.

8 291. Szeregi potegowe zmiennej zespolonej

Wiasnosci szeregdw potegowych, poznane w poprzednich paragra-
fach, odnosza sie bez zasadniczych zmian takze do takich szeregéw po-
tegowych:

ai z a2zt unz'l

w ktorych zardwno zmienna z jak i wspdiczynniki ah moga przybieraé
wartosci zespolone. W szczegdlnosSci wszystkie rozwazania i twierdzenia
0 promieniu zbieznosci stosujg sie do tego og6lniejszego przypadku, z ta
tylko réznicg, ze zamiast przedziatu zbieznosci na osi liczbowej wyste-
puje tu koto zbieznos$ci na ptaszczyznie liczbowej.

| tak dochodzimy tu do rozr6znienia nastepujgcych trzech jedynie
mozliwych przypadkow.

1) Szereg potegowy moze by¢é zbiezny tylko w jednym punkcie
z = 0 plaszczyzny liczbowej; mdédwimy wtedy, ze jego promieniem zbiez-
nosci jest r — 0 a jego zakresem zbieznosci jest koto o promieniu r = 0.

2) Szereg potegowy moze by¢ zbiezny we wszystkich punktach z
ptaszczyzny liczbowej; szereg taki nazywamy bezustannie zbieznym. Jego
promieniem zbieznosci jest wtedy r — -j- 00 a jego zakresem zbieznosci
jest cata ptaszczyzna liczbowa Czyli koto o promieniu r = -f-o0o0.

3) Szereg potegowy moze by¢ zbiezny dla wszystkich liczb zespo-
lonych z, spetniajgcych nieréwnos¢ \z\<C.r, a rozbiezny dla wszystkich
z, spetniajacych nieréwnos$¢ |z|> ?. Dodatnia liczba r jest wtedy pro-
mieniem zbieznosci szeregu, a wszystkie punkty wewngatrz kola o pro-
mieniu r o Srodku w poczatku uktadu nalezg do zakresu zbieznosci tego
szeregu. Wiemy bowiem, ze bezwzgledng wartoscig liczby zespolonej:

z= x-\-liy
jest:

\z\ = \x-\-iy\ =
Warunek wiec |z|<V ma dla takich liczb postac:

\X'ioy2<r
czyli:
4-y*< r*
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a to znaczy, ze te punkty z lezag wewnatrz leoia o promieniu r. Dla roz-
maitych liczb, spetniajagcych réwnanie |2|= r, tj. lezacych na okregu
tego kota, moze byd szereg zbiezny lub rozbiezny.

We Wszystkich tych przypadkach mozemy méwié o kole zbieznosci
(degenerujagcym sie do jednego punktu w przypadku r = 0, a zamienia-
jacym sie na calg ptaszczyzne w przypadku r — -j-00, tj. w przypadku
bezustannej zbieznosci).

Zakresem zbieznosci szeregu potegowego jest zatem zawsze jakie$ koto
o $rodku to poczatku uktadu, przy czym punkty, lezace na samym okregu,
mogg by¢ punktami zbieznoSci lub rozbieznosci.

Teraz dopiero nabiera pelnego znaczenia nazwa: ,promien zbiez-
nosci“ dla liczby r.

Rozwazania te odnoszg sie takze do szeregéw potegowych w oto-
czeniu dowolnego punktu, réznego od z= 0, tj. do szeregu:

bO+ K 0 —ZID+ M 2% ZI? + eeet tn[Z~ zjtt-f ...

nalezacego do otoczenia punktu zx5=0. Srodkiem kota zbieznosci jest
dla tego szeregu punkt, odpowiadajacy liczbie zespolonej zx.

Szereg potegowy przedstawia funkcje zmiennej zespolonej, ktdrej
zakresem istnienia jest wnetrze kota zbieznosci, a czasem takze niektore
lub wszystkie punkty, lezagce na okregu tego kota. Jest ona wewnatrz
tego kota ciggta i rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy, a pochodng
otrzymuje sie, rézniczkujac szereg potegowy wyraz po wyrazie. Funkcja
ta posiada takze catke nieoznaczong. Okazano, ze takze catka krzywo-
liniowa (ktora wystepuje w tym wypadku zamiast catki oznaczonej) ist-
nieje i jest niezalezna od drogi catkowania, jezeli ta droga lezy catkowi-
cie wewnatrz kota zbieznodci. Zaréwno catke nieoznaczong jak i catke
krzywoliniowg (w przypadku, gdy droga catkowania lezy wewnatrz kota
zbiezno$ci) otrzymuje sie, catkujgc szereg potegowy wyraz po wyrazie.

Funkcje, okre$lone przez szeregi potegowe, sg wiec wewnatrz kota
zbieznodci bardzo regularne: mozna nimi rachowaé¢ podobnie jak wielo-
mianami. Funkcje, przedstawiong przez szereg potegowy wewnatrz kota
zbieznosci, nazywamy funkcjg analityczng w tym obszarze.

Do funkcyj analitycznych (w pewnym obszarze) nalezg wszystkie
funkcje elementarne i wiele innych funkcyj przestepnych. Uzywajgc sze-
regbw potegowych, na ktére dadzg sie te funkcje rozwingé, mozemy roz-
szerzy¢ definicje znanych funkcyj elementarnych zmiennej rzeczywistej
na funkcje zmiennej zespolonej i bada¢ ich wtasnosci w tym rozszerzonym
zakresie. Wykrywamy w ten spos6b nieraz nowe, bardzo interesujgce
zwigzki, zachodzace miedzy funkcjami elementarnymi i dopiero z tego
ogblnego punktu widzenia uzyskujemy zupeine zrozumienie ich natury.
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Zastosujemy te metode badania do funkcji wyktadniczej e Funkcja
ta da sie, jak wiemy, przedstawi¢ szeregiem potegowym:

Zbadajmy ten szereg potegowy dla zespolonej zmiennej z, a mianowicie
szereg:

l1+rr+fr+£+-+ii+ -

Jest on bezustannie zbiezny, tak samo jak szereg potegowy funkcji e*
Okresla wiec jaka$ funkcje w catej plaszczyZznie. Oznaczmy te funkcje
takze i teraz symbolem e, a wiec:

m i+n+i+-+£+_:ko£/\

Mozemy to uczyni¢, poniewaz symbol e nie miat dotychczas dla nas za-
dnego znaczenia, gdy z nie byto liczbg rzeczywistg a dla z rzeczywistych,
np. z = X, szereg ten istotnie przedstawia funkcje wyktadnicza e* Nada-
lisSmy w ten sposob Scisle okreSlone znaczenie potegowaniu liczby e przez
wyktadnik zespolony. Tak samo dla kazdej innej dodatniej liczby a mo-
zemy teraz definiowa¢ potegowanie przez dowolny wyktadnik, rzeczywi-
sty lub zespolony, przedstawigjgc to a w postaci:

a— eloca
i ktadac:

(23) az — €200

W ten spos6b nadaliSmy sens takiemu np. wyrazeniu, jak: 3Y_1 czyli 3’
jest to mianowicie liczba zespolona en°83, przedstawiona nastepujgcym
zbieznym szeregiem:

ilog3 |2Io 23 |3Io%
n

r PO

OtrzymaliSmy w ten sposéb potegi nowego rodzaju. Zachodzi pytanie,
czy do tych nowych poteg stosujg sie te same reguty rachunkowe, co do
zwyktych poteg o wyktadnikach rzeczywistych. Najwazniejszg takg re-
gutg jest mnozenie poteg o rownych zasadach:

Zbadajmy, czy podobna reguta stosuje sie do iloczynu poteg: eZ <620 wy-
ktadnikach zespolonych.
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Ot6z wedtug definicji takich poteg, jest:
*-»+ & +E£E4+ L+ oo

i, =1+ rf+I1+1f + -
Stad:

"Mec--0 + rr+it+Sf +-)-<i+ff+ 1+ # + -)

Wykonujemy mnozenie tych szeregéw potegowych, grupujac iloczyny
sktadowe wedtug stopni wyrazdw, zawierajgcych potegi liczb zx i z2
i otrzymujemy:

er.e7 — 14-yy(¢i+ za)+ jj-(4 + 2z1zz-\-A) -f-

+ (z +3*?a2+ 3214-f-3|)+ ” -
Zatem:

<p==1+ yf Ox+ 22+ 21 (zi 727+ (2i '+ eee

W mys$l wzoru (22) przedstawia szereg po prawej stronie wartos$¢
funkcji wyktadniczej dla z = zx-\-z2, tj. e¥“+4

A wiec:

¢'.eZ2 = el

Reguta mnozenia poteg o zasadzie ¢ a o wyktadnikach zespolo-
nych jest wiec taka sama, jak dla wyktadnikow rzeczywistych.

Reguta ta utrzymuje sie takze w mocy dla poteg o dowolnej dodat-
niej zasadzie a.

Z tej reguly wyprowadza sie inne reguty potegowania. Istniejg
jednak takze inne zwigzki pomiedzy potegami, niespotykane w zakresie
zmiennej rzeczywistej. | tak zbadajmy funkcje wyktadnicza dla czysto
urojonych wyktadnikéw, np. dla z= iy, przy czym y jest liczbg rze-
czywistg. Otrzymujemy:

* 1+ ‘I 21 *31-'+ 4i + 5! 6! *7T1+ -
1 2, y4 o y* . \ 4. )
2! 41 6" 3! 51 SN

Szeregi, zawarte w nawiasach, przedstawiajg rozwiniecia funkeyj cosy
i siny, a zatem:

(24) eyy—cosy -)-isiny
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Wz6r ten jest bardzo dogodny do obliczania poteg o wyktadniku urojo-
nym, nie trzeba bowiem uzywaé nieskonczonych szeregbw, a wystarczg
tablice funkcyj trygonometrycznych. Tak np. warto$¢ potegi 3'= elf3=
= cos (log 3) -f i sin (log 3), a to mozna obliczyé przy pomocy tablic.

Bezwzgledna warto$¢ kazdej potegi liczby e o czysto urojonym wy-
ktadniku jest réwna 1, albowiem:

\e“\= i/sin2® -f- cos2®==

Wszystkie zatem punkty ptaszczyzny liczbowej, odpowiadajgce urojonym
potegom liczby e, lezg na okregu kota o promieniu 1.

Mozemy teraz obliczy¢ bez uzycia szeregu potegowego takze potege
liczby e o wyktadniku zespolonym: z — x iy, a mianowicie:

(25) ez= extHli— e'm(cosy -f isiny)

Z tego wzoru wyprowadza sie bardzo wazny a nieoczekiwany wniosek.
I tak wartos¢ prawej strony nie zmieni sie, gdy za y podstawimy
y-}2n,y-f 4n, ogblnie y -f- 2kn o catkowitym Kk, poniewaz liczba 2n
jest periodem funkcyj siny i cosy. Wobec tego takze lewa strona wzoru
(25) nie zmieni wartosci, gdy za y podstawimy y-\-2kjv, a wiec:
ez = e**= cxjii,+2kz) = tHy+uri__
Zatem:

(26) (f+ur.l _ ez

Wz6r ten dowodzi, ze funkcja wyktadnicza ez jest funkcjg periodycznay
a mianowicie posiada czysto urojony period 2kni.

Ktadagc w tym wzorze z— 0 a k — 1, otrzymujemy nastepujacy
zwigzek pomiedzy liczbami e n, i, tak waznymi w analizie matematycznej:

@7)

Na uwage zastugujg tez nastepujgce specjalne przypadki wzoru (24):

eKi= cos n is\nn= — 1-(-4.0 = —1
n . .n .
CoS 2 + isiny = 0+ iel==-f
-r.d
e2 . cos

Uzywajac wzoru (24), mozemy uzyskaé bardzo proste zwigzki mie-
dzy funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkcjg wy-
ktadniczg zmiennej urojonej. | tak:
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e “= cosx —isinx
el-j- e~xt= 2 cos X
— e~xt= 2ising

Stad wynikajg nastepujagce wzory Eulera:

(28) cosx = | (< -f- e~x)

1
(28 a) sinx = ;tlt(e —e )
¢

Tych wzoréw mozna uzy¢ z pozytkiem przy catkowaniu dodatnich cat-
kowitych parzystych poteg funkcyj sin x i cos x.

Podstawia sie mianowicie zamiastsinZ'a lub cos2'x wyrazenia e- *")2"

lub Qb e(exl —e xi)2n i rozwija sie potegi dwumiandéw wedtug wzoru Newtona.

Otrzymujemy w ten sposéb zamiast skomplikowanych wzoréw redukcyjnych, stuzacych
do obliczania catek z funkcyj sinZ'x, cos2'x, catke z sumy poteg postaci «== ktdre

catkujemy odrazu, a mianowicie f*ekxidx = j-tekxi. Po wykonaniu catkowania zbie-
ramy razem odpowiednie pary ekxl, e~kxi i zastepujemy je funkcjami coskx lub sin kx.
Z wzoru (24) wyprowadzimy bardzo wazny wzoér Moivre'a. Pod-
niesmy obie strony wzoru (24) do potegi m, to otrzymamy:
(exym= e“*“= (cosx -f-isinx)m

ale emi= cosmx -j-isinmx, a zatem:
(29) (cosx -j-isin x)m= cosmx -}-isinmx

Wzér ten ma bardzo liczne zastosowania w algebrze i w analizie.

Wykonujagc po lewej stronie potegowanie i poréwnujac ze sobg
czesci rzeczywiste i czysto urojone, mozna otrzymaé wzory, wyrazajace
cos mx i sinma; za pomocg poteg funkcyj sina; i cos& Chcac zas uzy-
ska¢ przeciwnie, wyrazenie poteg funkcyj sina; i cosa; za pomocg sinu-
s6w i cosinus6w wielokrotnosci kata x, podnosimy obie strony wzoréw
Eulera do m-tej potegi. W ten sposéb otrzymamy:

2% cos"Ix — {(?Jr e~x)m—

= emd-f mefm-2d-f (E)e[m W+ ... -f + e~-md



74

Zbierajagc tu razem po dwa. odpowiednie wyrazy od poczatku i konca,
otrzymujemy znowu na podstawie wzoru Eulera:

2“cos"lx — 2cosm x-j-2(7)cos W — 2) @4+ o+ .-)-2U-ij cos®
(30) dla nieparzystych m

= 2cosmx -f-2 (7)cos (m — 2) x -j- ... -j- 0 dla parzystych m

Ktadgc tu f -f- x zamiast x, otrzymujemy po wykonaniu rachunkéw:

2"sin”"x — (— 1T-2 cosmx — (“)cos (M — 2) X -j-

+ (*)cos(m — 4)x -f ...+ 4(—I)s dla parzystych m

(30 @)
sinmx — (")sin (m — 2)x -f- (£) sin (m — 4) * -j-

rr1Tl\| sin x dla nieparzystych m
2

Te wzory bywajg stosowane w rachunku catkowym przy obliczaniu
catek z poteg funkeyj sina? i cos® dla wyktadnikéw parzystymh natural-
nych. Przy pomocy tej rozszerzonej definicji funkcji wyktadniczej mozna
uzupetni¢ pewng luke w matematyce elementarnej. Okresla sie mianowicie
w matematyce elementarnej tylko logarytmy liczb dodatnich. Obecnie mo-
zemy rozszerzy¢ te definicje takze na liczby ujemne i ogdlnie na dowolne
liczby zespolone. Trzymamy sie mianowicie ciggle tej samej zasadniczej defi-
nicji, a mianowicie: logarytm jest to funkcja odwrotna wzgledem funkcji
wyktadniczej. Jezeli wiec: z = ew to: w=\ogez. Jezeli z=x-\-iy, to
w jest na ogo6t takze liczbg zespolong: w — u -)-iv. Chodzi wiec o wy-
znaczenie rzeczywistych liczb u, v z warunku:

®-fiy = eutv
Na podstawie wzoru (25) otrzymujemy:
X -f-ly = €"(cosv -j-i sin v)

Lewga strone mozna takze wyrazi¢ za pomocg funkeyj trygometrycznyeh,
uzywajac na ptaszczyznie liczbowej wspdtrzednych biegunowych zamiast
prostokagtnych, a mianowicie kladgc x — rcos y = rsin 9, przy czym

r= \x* -j-y*. &= aretg o Wobec tego powyzszy wzdr przyjmie postaé:

r (cos9--j-isin9) = e"(cosv-j-isinv)
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Liczby zespolone, stojgce po obu stronach tej rownosci, inuszg mieé¢ roéwne
wartosci bezwzgledne, a argumenty (katy) rowne lub réznigce sie tylko
o wielokrotno$¢ liczby 2n. A wiec:

eu=r, v= &-\-2lcn
Stad m = log, r. WyznaczyliSmy zatem szukang pare liczb: u, v. Wobec tego:

w= log,.z= u-f-iv—log,r-(-i -)- 2kn)
czyli:

(31) log, (x + iy) log, }x2+ y2-fiiaretg| -f- 2kn

Widzimy zatem, ze logarytm kazdej liczby, nawet dodatniej, jest funkcjg
nieskonczenie wielowartosciowg, mozna bowiem w tym wzorze podstawiaé

za Ic liczby: 0, +1, +2, ... Pochodzi to z periodyczuosci funkcji €™
Dla Ic= 0 otrzymujemy liczbe, zwang wartoscig gtéwna logarytmu.
Przykiady.
1) Dlaz— i jestr— 1, %= 0, a wiec:

log,1— 0 i (0-f-2lcn) — 2lcni

przy czym lc— 0, +1, £+ 2. ... WartoScig gtéwng jest liczba 0. Potegu-
jac zasade e przez kazdg z tych liczb, otrzymamy zawsze na wynik liczbe 1.

Dla logarytmu o zasadzie 10 otrzymujemy tu takze nieskofczenie
wiele wartosci, albowiem:

sogio 1 .logioe'l°gc 1= 0-43429,..¢2kni

2) Wezmy z— — 10. Wtedy |z|= 10, &= 'n (por. fig.

Obliczmy log30 (— 10).
Z wzoru (31) otrzymujemy:

log,( 10)=log, \Q+ i{n -\-21cn)
Stad za$ wynika, ze:

logio (— 10) = log10e(log, 10 +
-j-i(n -j- 2k nj) — 1 -j-
-f 0-43429 ...ni(2k -f 1)
Gtowng wartoscig tego logarytmu (tj. dla k = 0) jest zatem liczba

zespolona:
logio (— 10) = 1+ 0-43429...ni

Wszystkie inne wartosci sg takze zespolone.

5)
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3) Obliczmy log,i Poniewaz z = i, |z| = 1, d — *n, przeto:
log,i = log,1-f-in -f-2kn) = 2Xni-j-2kni

Warto$cig gtéwng jest:
log,i — *ni

Wprowadziwszy te ogblng definicje logarytmu, mozemy teraz uogélnié
definicje potegi na dowolne zasady (dotychczas bowiem rozwazalismy
tylko potegi o dodatnich zasadach). Wychodzimy z wzoru: a=elBd, kto-
rego uzywalisSmy dotychczas tylko dla dodatnich liczb a. Obecnie ma ten
wz0Or Scisle okreSlone znaczenie takze dla dowolnych zespolonych a.
Potege ab o dowolnej zasadzie a okre$lamy zatem za pomocg wzoru:

ab= eblog‘a
Jezeli wiec a= x-\-iy, b= u-\-iv, to:
{x-fiyY+Hv—

Potega ta jest w ogolnosci wielowarto$ciowa, poniewaz log, (®-f- iy) jest
wielowartosciowy.
Tak np.:
p _ agilog,i __ ei{#ni-\-2k7ii) _ g—({7i-\-2kri)

Dla k= 0 otrzymujemy wartos¢ gtéwng:

a wiec otrzymaliSmy na wynik liczbe rzeczywistg. Takze dla innych k
otrzymujemy wartosci rzeczywiste.

Latwo mozna okaza¢, ze przy catkowitym wyktadniku b otrzymu-
jemy tylko jedng wartos¢ potegi, przy utamkowym wymiernym wyktad-

niku b= — otrzymujemy tyle wartosci, ile jednostek zawiera mianownik

uproszczonego utamka V—, a przy niewymiernym lub urojonym wyk#ad-
7

niku otrzymujemy nieskonczenie wiele wartosci

SzczegOlnie wazne jest badanie za pomocag szeregéw potegowych
nieelementarnych funkcyj przestepnych, jak np. funkcyj eliptycznych.
Teoria funkcyj analitycznych zmiennej zespolonej jest jednym z najob-
szerniejszych i najdoktadniej opracowanych dziatbw matematyki wyzszej.
Znalazty one bardzo rozlegte zastosowanie w rozmaitych dziatach tech-
niki (np. w elektrotechnice, aerodynamice, geodezji). W polskiej litera-
turze posiadamy do tego przedmiotu tylko jeden, przestarzaly juz dzisiaj,
podrecznik J. Puzyny p. t. Teoria funkcyj analitycznych (2 tomy, Lwoéw
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1898—1900). Natomiast obca literatura obfituje w znakomite podreczniki
z tego zakresu. Wymienimy tu tylko nastepujace, bardzo rozpowszech-
nione podreczniki: K. Knopp, Funktionentheorie (2 tomy, Sammlung
Goschen, wyd. 2, 1918, 1920 r.) i A. Hurwitz-R. Courant, Funk-
tionentheorie (Berlin, wyd. 2, 1925 r.).

Ustep IV
SZEREGI FOURIERA

8 291. Interpolacja trygonometryczna

Obok szeregow potegowych odgrywajg bardzo wazng role w mate-
matyce czystej i stosowanej szeregi funkcyjne, zbudowane z funkcyj try-
gonometrycznych, a mianowicie szeregi postaci:

t «o H~ (ai 008®4 “ & sin x) -f- (a2c0s2a?-)-02sin2®) +
/Qf)\ co

-j-...-j- (@,,cosnx-j-bnsinn X AN a0-f- A (a ncosn x-j- hnsin nx)
n~1
Szeregi takie, zwane szeregami trygonometrycznymi, nadajg sie bardzo
dobrze do ujmowania we wzory matematyczne zjawisk periodycznych.
Nauke o szeregach trygonometrycznych nawigzemy do interpolacji
trygonometrycznej, tj. do przedstawiania® szukanej funkcji w przyblizeniu
za pomocg skonczonej sumy postaci:

TAr+H(@?) — y= |-a04~ai C09* -j- *sin® -f- a2cos 2x -j- b2sin 2x -f-
-j- ... -j-arcosrx -j- brsinr X

zwanej wielomianem trygonometrycznym. Wz6r ten przedstawia funkcje
periodyczng. Periodami poszczegélnych dodajnikéw sg liczby 2n, 1j-2n,

| 2b,..., —2n, wspbélnym za$ periodem wszystkich dodajnikéw jest naj-
wieksza z tych liczb, tj. 2u, a zatem:
y(x-\-2n) = y(x)

Taki wielomian nadaje sie dobrze do aproksymowania funkcji g(x) o perio-
dzie 2n, okreSlonej dla wszystkich x. Jezeli za$ chodzi o aproksymo-
wanie funkcji /(x) o innym periodzie p, to trzeba tylko zamiast x wpro-
wadzi¢ nowg zmienng Zwigzang ze zmienng X za pomocg Pproporcji:

X:x'= p:2n
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Stad:

Gdy x' zmienia sie od 0 do 2n, to x zmienia sie¢ od 0 do p. Do apro-
ksymacji funkcji:

nalezy zastosowa¢ wzdr (33), tj. zastgpi¢ jg w przyblizeniu wielomianem
trygonometrycznym:

y == 4-a0-j- axcosx' -j- bxsin x' -f- 02cos 2x" -|- b2sin 2x" A-

—.. arc,osrx' £6,sin rx’'

czyli:
y — 4-a0-j- axcos2nX 1bxsin2nx \-chosE-an '
p P P
+ 0, sin Eanl .. ' a.cosr --------- \- brsin r ------
p p

Wz6r (33) lub (34) jest matematycznym ujeciem superpozycji skonczonej
liczby drgan harmonicznych. Majac bowiem dang funkcje:

y — fr{t) = c0-|-c]l3&in(<u t -f- ctj) -f- c2sin (2 tui -j- ad-{-...-f-cysin (rcoi -f- aj)

ktérej dodajniki przedstawiajg drgania harmoniczne o amplitudach cx,

R 2n 2n 2n . " ,

¢2)..., ¢, o periodach px= — , Pi= i~ > ‘'A==r"~jjj 1 0 mmzacll

al(a2,... an mozemy jg sprowadzi¢ do postaci, wyrazonej wzorem (33).

Kiadziemy w tym celu: = a sin(kot -(- aky= sinkot ecosa* -)-
coskot ¢sin ak. Oznaczajac:

wa0= c0, cr*=e*sinaA bk=ckcosak (k= 1,2,..m)

otrzymujemy wzor (33).

Dowolna funkcja periodyczna f(x) da sie w og6lnosci tylko wprzy-
blizeniu przedstawi¢ skonczonym wielomianem trygonometrycznym. Zoba-
czymy natomiast, ze wszystkie, w zastosowaniach spotykane funkcje
periodyczne, dadzg sie przedstawic ScisSle nieskofczonymi szeregami trygo-
nometrycznymi.

Rozpoczniemy od przyblizonego przedstawienia funkcyj wielomia-
nami trygonometrycznymi czyli od interpolacji trygonometryczne;j.

Postawmy to zagadnienie interpolacji w nastepujacy sposéb. Chcemy
aproksymowaé¢ wielomianem trygonometrycznym funkcje f{x), znajac jej
wartosci yk w n punktach. Nie zadamy jednak, aby ten wielomian przy-
bierat w tych punktach SciSle wartosci yk, zadamy natomiast, aby suma
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kwadratow btedéw byta mozliwie najmniejsza, tj. chcemy zastosowac¢ do
tego zagadnienia metode najmniejszych kwadratow (por. tom |. str. 456
i § 158, str. 483).

Chcemy ,wyrdwnac“ szereg dowolnie podanych punktéw za pomocg
linji falowej, otrzymanej przez superpozycje kilku odpowiednio dobranych
fal sinusowych. Taka forma interpolacji trygonometrycznej jest potrzebna
wtedy, gdy chcemy zbidr, ztozony z bardzo %vielu punktéw, aproksymo-
wa¢ wielomianem trygonometrycznym, ztozonym z niewielu wyrazow.
Wtedy liczba danych jest wieksza od liczby wsp6tczynnikéw ak, bh. pro-
blem jest wiec nadmiernie wyznaczony: zadajac, aby wielomian trygono-
metryczny przybierat w danych punktach $cisle zadane wartosci, otrzy-
malibySmy wiecej réwnan anizeli niewiadomych, nie datyby sie wiec
one rozwigza¢. Mozemy natomiast wyznaczy¢ te wspétczynniki metoda naj-
mniejszych kwadratow.

Do aproksymacji funkcji f{x), ktora dla:

fi= 0 = 2-5mmBaie 1)

przybiera wartosci:

/(®) =y 0- ilz- 4si
uzyjmy np. nastepujgcego wielomianu trygonometrycznego, ztozonego
Z pieciu wyrazow:

y = 4«0 “F °i003* ~* ¢hsin X+ n2cos  "1"2sm2*

Jezeli n ]>5, to nie mozemy zadaé, aby ten wielomian przybierat Scisle
dane warto$ci w danych punktach. Mozemy natomiast wyznaczy¢ wspot-
czynniki tego wielomianu z warunku, aby suma kwadratow btedéw byta
minimum, przy czym za bigd uwazamy rdznice pomiedzy dang wartoScig
funkcji a wartoscig tego wielomianu w kazdym danym punkcie. Suma
kwadratow tych btedow jestfunkcja 5 zmiennych: a0, al,a2, bx, b2
i ma postac:

F (a0, olt a2,bt, b2 = (y0O— l~a0— ax— a2)2+

1/,,. 1 2,1 £ 20 o ..2n . O. 2rc\2__
+ \>/|— |-on—«]1cos-[J ------ a,cos 2 n-—o,sm o b2sm z n 4
2 2n\ ., 2 2n\\2

“t {Hi-}Y a0~ air08 "2 0205 212 -2 ojgin 2o Zb2sin 212+ 2" \Pj- .

+ — yao— ai cos (11 — 1)— — a2cos (« — 1) —
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Wartosci wspoétczynnikow: a0, ax, a2, 6X 62, dla ktérych ta funkcja przy-
biera minimum, wyznaczymy z warunkdw:

N =0 N =0 — =0 — =0 — =
3aa * 3aj 302 T 36x *db2
Otoéz:
3F
fap— Vo tao ai ax-
21c %
— t(yi—4tro0—flxcos — —a200a2 — — eee) — eee = ¢
Stad:
| | | | a0 (ii 2n 2n
YO+ yi+ 22+ seet Vn-1— » Y — «l + COS— + COS2.+.— =+
+ ...+ cob(«— I')-~j +a2(l+ co8”+ cos2."-]-
cf oo+ COB(»—r1)e s )+ g1(sine o+ --3 + F2(sin™+ )= o0

Wyrazenia, zawarte w nawiasach, sa, jak tatwo dowies¢, zerami. Otrzy-
mujemy wiec:
2 2 n-*
«= -(yo+yi+ y2+ -"+ y«-i)=—
*Q
W zupetnie podobny sposéb otrzymamy z pozostatych warunkdw
na ekstremum funkcji F nastepujagce wzory na dalsze wspdiczynniki:
n-1 «—1
2 v k A\ 2 . /. T
= - c®3(_.2*, a, = -J ’ji,co. 2._ 2*

Og6lnie, gdyby wielomian trygonometryczny zawieral wiecej dodajnikow,
otrzymalibySmy na wspdtczynniki ap i bp wzory ogdlne:

L f ok \ ] 2 n~}_ S
(35) N jo. GOS\P 72 & 6= 72?%) &in (> *2m

Dalszym zagadnieniem interpolacyjnym jest aproksymowanie funkcji
f(x), podanej dla wszystkich punktéw przedziatu <(0, 2 metodg naj-
mniejszych kwadratéw, przy uzyciu btedu $redniego. Zadamy mianowicie,
aby catka z kwadratu btedu: f{x)— Tn(x) byta minimum, przy czym T,,(X)
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oznacza wielomian trygonometryczny. Uzywajac np. wielomianu trygono-
metrycznego, ztozonego z 5-ciu poczatkowych wyrazéw (jak w poprzed-
nim zagadnieniu), szukamy minimum catki:

1= f (A®) — T5(x)Y(Ix

czyli cakki:
2rc
1= J [f(x) —4a0—alcosx — a, cos 2x — blsin x — b2sin 2*]" dx

Tworzymy pochodne czgstkowe tej catki wedtug parametréw a0, ax, a2,
bj, bt (rézniczkujgc pod znakiem catki) i przyrownujemy je do zera.

| tak:
N = {)A w-w )EETf*=0
. PT7(x) )
Ponlewaz—(’j‘oe— = — 4; przeto otrzymujemy stad:
2n 271 271
Jf(x)dx =J*T5(x)dx = ~ x -(-alj*cosxdx -f- 2xdx -j-
0 0 0 0 o
271 271
bj j 'sinx dx -|- 62 sin 2x dx
6 0

Wszystkie catki po prawej stronie sg rOwne zeru, pozostaje zatem:

21
f.f(x) dx = a0n

a stad:
(36)

Z warunku:
21

J'2 (f(x) - 75(xj) 3" Jdx= B 2(f(x) - 7\(x)) (- cosx)dx = 0

otrzymujemy po wykonaniu prostych rachunkow:
271

« :|Jm cos x dx

iHachnnek rézniczkowy i catkowy. T. Il
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Z pozostatych warunkéw na ekstrema otrzymujemy w podobny
sposéb wartosci pozostatych wspotczynnikow. Dochodzimy w ten sposob do
nastepujacych wzoréw ogdélnych na te wspdtczynniki:

up— "~ J f{x) cospx dx

(37) %o

hp= ~J*f{x) sin px dx

Wzory te, zwane wzorami Euler a-Fouriera, majg podstawowe znacze-
nie w teorii szeregdw trygonometrycznych. Zobaczymy bowiem, ze wspot-
czynniki nieskofAczonych szeregdw trygonometrycznych, przedstawiajgcych
funkcje f(x), wyrazajg sie tymi samymi wzorami.

Uwaga. Wzory te mozna otrzymac przez przejScie do granicy we wzoracb, stu-
zacych do interpolacji skonczonego szeregu wartosci. | tak, ktadgc we wzorze (35):

A= AX, X, i yk= f{x,,)

mozemy przedstawi¢ wzor (35) na ap w postaci:

A n= 1
= = Viatr)cosp®r=:> "y 'F(x k\cospxkAx
> i(t_rb Tl *)

Z tej postaci jest widoczne, ze gdy n -+ co, czyli &x -»0, to prawa strona tego wzoru

dazy do 1 ?f(x)coapxdx.
0

Wprowadzajac te wspotczynniki w wielomiantrygonometryczny, mo-
zemy obliczy¢ Srednikwadrat biedu, ktérypopetniamy, uzywajac tej
aproksymacji, najlepszej w sensie metody najmniejszych kwadratéw. Ten
$redni kwadrat btedu przedstawia caltka:

2n 2n 2l 2n

Il —j (f(x)—y)udx=j f2x)dx —2j f{x)y dx -f-jy* dx
0 0 0 0

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy dla 72r+l:

(38) 1:%j*f»(ei)dto--n&a0+ A+ A+ al+ ...+ <+ %+ % + ...+ ty
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Poniewaz 1 jako catka z nieujemnej funkcji (/(*) — y)1ljest nieujemna,
przeto zawsze, gdy ap i b, sa obliczone z wzoréw Eulera-Fou riera,
spetnia sie nierownos¢:

2t
(39) ml-}«(  nl-j- ... -f-a-j- 1A-f-b\-f- ... -j- =g L - f,f2{x) dx

0

Przedstawienie periodycznej funkcji f{x) w przyblizeniu za pomoca wie-
lomianu trygonometrycznego:

y ~ kao-j- ai cos® -f- sin as{-a2cos 2x -f- B2sin 2x -(-
-j- ... -f-arcos rx -f- Ursinrx

ktérego wspdtczynniki sg obliczone z wzoréw Eulera Fnuriera, nazy-
wamy przyblizong analizg harmoniczng funkcji /)®)j. W teorii drgan od-
powiada temu zastgpienie skomplikowanego drgania drganiem zasadni-
czym i skoiAczong liczbg drgarn goérnych.

Uicaga. Zagadnienie to jest tak wazne w zastosowaniach, ze obmyslono rozmaite
przyblizone rachunkowe metody wykonywania analizy harmonicznej i zbudowano wiolo
rozmaitych przyrzadéw, zwanych analizatorami harmonicznymi, ktére pozwalajg roz-
wigzaé¢ to zagadnienie w spos6b mechaniczny (zob. Hunge-K.é6nig, 1 c. str. 211—31;
A. Galle, Mathematische Instrumente (Lipsk, 1912, rozdziat VIII, str. 131—5-1);
A. Willers, Methoden der praktischen Analysis (Berlin, 1928, str. 269 i nast.)).

We wzorach (37) mozna zmieni¢ przedziat catkowania <0, 2tt>
na dowolny inny przedziat o tej samej dtugosci, tzn. na <e, c-\-2nf>.
Czesto obiera sie ¢— —n i otrzymuje sie przedziat < —n, -j- §>.
Wtedy wzory (37) przyjmuja postac:

K
f(x)cospx dx
|
(40) T
f{x) sin px dx
-2

Uwaga. Chcac dowie$¢, ze przedziat catkowania <0, 27i> mozna zastapi¢ prze-
dziatem <(c, c4=2 rozktadamy catke od ¢ do c-f-2/r na dwie calki:

c\-2n 2t cH2
/(®) cospx dx — - J'fix) cos px dx -(- /'(*) cos px dx

Wprowadzajac wdrugg catke nowag zmienng za pomocg podstawienia:cC= z -\-'2n,
zamieniamy ja na calke z tej samej funkcji w granicachod 0 do cAlbowiem  wsku-
tek periodycznosci f(z -j- 2n)—f{z) a coa(pz-j-pin) = cospz.
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Otrzymujemy wiec:
£42n

~Jf{x) cos px dx — ~Cf(x) cospx dx + cosPz —

c c 0
2n

— A j "F(x)cos PX"X

8 292. Szeregi Fouriera

W poprzednim paragrafie zajmowaliSmy sie przyblizaniem funkcyj
periodycznych za pomocg skoniczonych wielomianéw trygonometrycznych.
Przejdziemy obecnie do Scistego przedstawiania takich funkcyj za pomoca
nieskoriczonych szeregdw trygonometrycznych. Jezeli taki szereg jest
zbiezny, to przedstawia jaka$ funkcje periodyczng f(x) (o periodzie 2n),
a wiec:

£ a0+ («icosx -f bxsinx) -f (a2cos 2x -)- b2sin 2x) + ... =

00

= i ao~\~JE(ancosnx + sin nx) = f{x)
nt—1
Przypusémy, ze ten szereg jest jednostajnie zbiezny w przedziale <[ 0,
2nj>. Przedstawia on wtedy funkcje ciagta, a catke z tej funkcji mozna
obliczy¢* catkujac szereg wyraz po wyrazie. Scatkujmy obie strony od 0
do 2Ti, to otrzymamy:

2n 2T 2n 2n 2n
Jf{x) dx= }a0Ox + aiJ cosxdx b-yj%in x dx -f- cos 2-®dx -f
0 0 0 0 0
21
-(- b2 fa\n 2x dx + eee
0

Wszytkie catki po prawej stronie sg zerami, zatem pozostaje:

ji
I I ldx — ann
0
a stad:

271

dx

WyznaczyliSmy w ten spos6b pierwszy wspotczynnik w rozwinieciu funkcji
f(x) na szereg trygonometryczny. Aby wyznaczyé¢ drugi wspotczynnik: ax,
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mnozymy obie strony wzoru (41) przez cos® i catkujemy od 0 do 2n.
Otrzymamy w ten sposob:

2n 2n 2n
f /(®)cos®c/® = %adJcos x dx + alJ cos2x dx -f- bIf sinx cosxdx-\-
0 0 0 0

2n

-f-uMf  cos2x cosxdx
0
Po prawej stronie wszystkie catki sg réwne 0 (por. tom Il str. 83, przy-
ktad 2) précz calki:

/cost dx = A(x-1% n

Wobec tego pozostaje po prawej stronie tylko a-“n, a zatem:

2n
Zl= t+ f m cosx dx

Chcac wyznaczy¢ ogo6lnie afl, mnozyn”™ obie strony wzoru (41) przez
cospx i catkujemy od 0 do 2n.
Wszystkie catki, wystepujace po prawej stronie, sg zerami z wy-
jatkiem cafki:
271 271

f cos2pxdx — %{x - f sin2px)|= n
0 0
Wobec tego pozostaje tylko:

2n
ff(x) cospxdx = a,n

a stad:

(37 a)

Podobnie celem wyznaczenia wspotczynnika bp mnozymy obie strony
wzoru (41) przez sin”®, catkujemy od 0 do 2n i obliczamy:

(37 b)
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Otrzymali$my zatem na wspoétczynniki te same wzory Eulera-Fo uriera,
ktére wystepowaty przy interpolacji trygometryeznej za pomoca skoiczo-
nych wielomianéw trygonometrycznych (str. 82, wzory (37)).

Aby istnialty prawe strony wzoréw (37), wystarczy, je$li funkcja
f(x) jest catkowalna.

Szereg trygonometryczny, ktdérego wspdiczynniki sg obliczone z ja-
kiejkolwiek funkcji f(x) (catkowalnej) przy pomocy wzorow Eulera-
Fouriera, nazywamy szeregiem Fouriera, nalezagcym do tej funkcji. Sze-
reg ten moze by¢ nawet rozbiezny i moze nie przedstawiaé funkcji /'(&)e
Mowigc, ze ten szereg nalezy do danej funkcji, mamy na mysli tylko to,
ze jego wspoétczynniki sg obliczone przy pomocy funkcji /(&). Wynik, do
ktoregoSmy doszli, mozemy wiec wypowiedzie¢ w nastepujgcy sposob.

I) Jezeli jaka$ funkcja da sie rozwing¢ na jednostajnie zbiezny sze-
reg trygonometryczny, to szereg ten jest szeregiem Fouriera, nalezagcym
do tej funkcji. Funkcja ta jest oczywiscie ciagta (na podstawie twierdze-
nia udowodnionego w § 284). Jezeli mamy podang jaka$ funkcje ciggly
(p(x) i utworzymy nalezacy do niej szereg Fouriera, to nawet wtedy,
gdy ten szereg jest jednostajnie zbiezny do jakiej$ funkcji /'(*), nie wiemy
jeszcze z gory, czy f{x) = <p{xX) Otdz udowodniono nastepujgce twierdzenie
0 jednoznacznosci: jezeli dwie funkcje f{x),g{x) sg ciaggle wjakim$ punkcie
«c= a, a nalezace do nich szeregi Fouriera sg identyczne, to musi by¢
/(a)=y(a); a wiec og6lnie, gdy te funkcje sg ciggte dla wszystkich x,
to musi by¢ f(x) = g{x). Dwie rozne funkcje ciggte posiadajg zatem rdézne
szeregi Fouriera (co nie zachodzi w przypadku funkcyj nieciggtych).

Uwaga, Dowd6d togo twierdzenia znalezé mozna np. w podreczniku W. Rogo-
sinskiego pt. Fourierschc Reihen (Sammlung Gdschen, Nr. 1022, str. 13).

I1) Stad i z udowodnionego poprzednio twierdzenia wynika, ze, je-
zeli szereg Fourie ra, nalezacy do funkcji ciagtej, jest jednostajnie zbiezny,
to ten szereg przedstawia te funkcje.

Twierdzenie to nie rozstrzyga jednak jeszcze o tern, jakie warunki
musi spetnia¢ funkcja catkowalna, aby nalezacy do niej szereg Fouriera
byt zbiezny ijednostajnie lub chociazby niejednostajnie) i aby ten zbiezny
szereg przedstawiat te funkcje.

Kwestie, dotyczace zbieznosci szeregdw Fouriera, nalezacych do
jakich$ funkcyj, sa w ogdlnym przypadku zagadnieniami nadzwyczaj tru-
dnymi i do dnia dzisiejszego nierozwigzanymi w calej og6lnosci. Zbadano
natomiast rozmaite warunki wystarczajgce na to, aby szereg Fouriera,
nalezacy do jakiejs funkcji, b\t zbiezny i przedstawiat te wiasnie funkcje.
Okazato sie w ten sposob, ze te wszystkie periodyczne funkcje (ciagte
a takze nieciggte), z ktérymi mamy do czynienia w technice, w fizyce
1 w innych zastosowaniach analizy matematycznej, dadzg sie rozwing¢ na
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szeregi Fouriera z tym jedynym zastrzezeniem, ze w punktach niecig-
gtosci. w ktéorych funkcja ma skok skonczony, szereg Fouriera przed-
stawia zawsze S$rednig arytmetyczng z prawostronnej i lewostronnej gra-
nicy funkcji w tym punkcie. Takie dostateczne warunki zawiera np. na-
stepujgce twierdzenie.

1) Jezeli funkcja f(x) o periodzie 2 « jest ciaggta i posiada
pierwszga pochodng w przedziale < 0, 2nj> z wyjatkiem co najwyzej skon-
czonej liczby punktéw, w ktérych badz to posiada skoriczone skoki, badz to
jest w nich ciaggtg lecz nier6zniczkowalng, to szereg Fouriera, nalezacy
do tej funkciji, jest zbiezny i w przedziatach, nie zawierajgcych skokéw, przed-
stawia te funkcje, a w kazdym punkcie nieciggtosci przybiera warto$¢ réwna
Sredniej arytmetycznej z prawostronnej i lewostronnej granicy funkcji
w tym punkcie.

Uwaga. Dowo6d tego twierdzenia znalezé mozna np. w podreczniku Il. Co li-
ranta pt. Vorlesungen ilber Differential-und Integralrechnung (Berlin, 1930, wyd. 2,
tom |, str. 368—378),

Teorig szeregéw trygonometrycznych i szeregbw Fouriera zajmowano sie
bardzo wiele. Obszerne rozdzialy poswiecono tej teorii np. w cytowanych juz podrecz-
nikach de la Vallée Poussina (tom IlI), Knoppa, Couranta; précz tego ist-
nieje wiele dziet specjalnych z tego dziatu analizy, jak np. cytowany powyzej zwiezty
podrecznik Rogosinskiego Ilub dzieto H. Lebosgue'a pt. Legons sur le séries
trigonometriques (Paris 1906).

Klasa funkeyj, dajacych sie przedstawi¢ szeregami Fouriera, jest znacznie
szersza, anizeli klasa funkcyj, rozwijalnych na szeregi potegowe (Taylora), funkcje
to moga by¢ bowiem nierézniczkowalne a nawet nieciggte w pewnych punktach-

Zaznaczyli$my juz, ze wymienione powyzej warunki sg dostateczne, lecz nie-
konieczne. Tak np. podana przez Woierstrassa funkcja ciggta nie ma w zadnym
punkcie pochodnej, a pomimo to przedstawia sie ja za pomoca nastepujacego szeregu
Fouriera:

©

(42) W (x)= ancos (bnn x)
Nt
(przy czym O0<(a<l, b jest dodatnig liczbg catkowitg, a iloczyn ab spetnia warunek:
ab> 1-f- }u).
Nie kazda jednak funkcja ciggta daje sie przedstawi¢ szeregiem Fouriera,
jak to wykazano za pomocg odpowiednich przykfadéw.

§ 293. Przyktady rozwinige¢ funkcyj na szereg Fouriera

ciggla

1) Chcemy rozwina¢ na szereg Fouriera funkcje o periodzie 2n,

okreslong w przedziale <j0,2nj> za pomocg nastepujacych wzorow:

f(x)=x w przedziale < 0,
=n—-x ” In>
= X —2n < |n, 2n>
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Z jej obrazu graficznego przedstawionego na fig. 6 widzimy, ze
jest to funkcja ciggta, nie posiadajgca jednak pochodnej w punktach
x = n,ijjr,... Spetnia ona zalozenia twierdzenia Ill, a zatem da sie

rozwing¢ na szereg Fo uriera. Chcac obliczy¢ za pomocg wzoréw Eulera-
Fouriera wspdtczynniki ap, bp tego rozwiniecia, trzeba rozdzieli¢ cakki,,
figurujagce w tych wzorach, na 3 dodajniki, odpowiadajgce przedziatom
<C0, *n:>, <i\n, &n. 2n”*>, albowiem w kazdym z tych
przedziatdw funkcja f{x) jest okre$lona innym wzorem. | tak:

A 2« Nim 'f,n
oP— A ®)003 Vx 003Px d® + fij ‘0 — °c) cos VX dcc -j-
0 0 "Itr.

1

k)

Nie trudno stwierdzi¢, ze te calki sg zerami dla kazdego p= 0. 1,2,...
Na wspoétczynniki za$ bp otrzymuje sie wyrazenie:

Pl .
\Xx — 2ri)cospx dx

1M *I7t iyt

bp= —j f{x)sinpxdx = x sinpx dx -~~~ J (n — x) sin pxdx -j-
0 0 Mn
2n
+ ~J'(X —27)sin px dx
3ji
Catke:

d— J xsinpxdx
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atkujac ,per partes” i otrzy mujemy:

-*cos px , sin px
0

P
Zatem: P
) i 'hic Pn . fin
* cospx . sin/wj C.0SpX I ( xcospx , sinpx\
K= p p2 j p .. T\ p p2 ) *
hi XTC
2n
X cospx  ainpx\ 2 C0os px
+
+
MZ v P n

Stad dla parzystych p otrzymamy hp= 0, a dla nieparzystych p = 2r -f- 1

1
jest 0,= (— a wl?c:
bx= ~, 7 1 7 _ 4 1
n ‘a- n"A*"  6_ n *&'m

Szereg Fouriera, nalezacy do tej funkcji, ma zatem postac:

—(sin x — 55sin 3&?-4-i_sin 5x — ...
7o 3 o2

Z twierdzenia 11l wiemy, ze ten szereg przedstawia dang funkcje.
Moznaby sie takze oprze¢ na twierdzeniu Il. W tym celu trzeba okaza¢,
ze ten szereg jest jednostajnie zbiezny. Otd6z bezwzgledne wartosci wy-
razOw tego szeregu nie przekraczajg wyrazow szeregu liczbowego:

r 32T 52T

IIalbowiem smr;x §4r)|/ Ten za$ szereg liczbowy jest zbiezny, jako

czes¢ szeregu £(2). W mysl kryterium Weierstrassa jest zatem dany
szereg Fouriera jednostajnie zbiezny. Funkcja /(*) jest ciagta, a nale-
zacy do niej szereg Fouriera jest jednostajnie zbiezny, a wiec ten
szereg przedstawia te funkcje

Mozemy zatem napisac:

rsin (2?--f- 1)®

f(x)= — sinx
)= 7 “27+1T ~

UjeliSmy w ten sposdb w jeden wzdér matematyczny, wspdélny dla
wszjstkich x, funkcje, ktora byta poczgtkowo okreSlona trzema réznymi
wzorami w kazdym z przedziatdbw <j/r, k-{-2?r>, gdzie k— 0, ¢ 2 n,
+ 4?t,... Uzywajagc do aproksymacji tej funkcji kolejnych sum czescio-
wych tego szeregu, widzimy, ze funkcje te mozna otrzymacé przez super-



pozycje drgan sinusowych o coraz to mniejszych amplitudach (por. fig. 7),
-a mianowicie drgan:

4
w, — n—sin D27 sin x
4 e .
u2= ——4mn 3&@f«— 0-14 sin 3 x
4 .
—f
;071

Drganie przedstawione tg funkcja ma zatem ton zasadniczy sin#
4

. .4 ) . . . 4
0 amplitudzie —i tony gérne sin3®, sin5®,... o amplitudach — , —
Tc y TC {DTC

Szereg Fouriera podaje dokiadng analize harmoniczng (nieskon-
czong) danej funkcji. Funkcja ta jest nieparzysta, jak wida¢ z Srodkowej
symetrii jej obrazu, a takze jej szereg Fouriera sklada sie z samych
nieparzystych funkcyj, a mianowicie z samych sinuséw.

Uwaga. tatwo dowie$¢ og6lnie, zo szereg Fouriera, nalezacy do dowolnej

(catkowalnej) funkcji nieparzystej, sktada sie z samych sinuséw, a funkcji parzystej
z samych cosinuséw. Wynika to stad, ze np. dla funkcji parzystej jest:

2n n 2i
bp= npxdx = ~J*f{x) sinpx dx + f(x) sinpxdx — 0
g o] n
Druga bowiem calka przechodzi przez wprowadzenie nowej zmiennej z. za pomocg
n

w'zoru: X —2n —z, na catke — J'f{z) sinpzdz} a wiec réwng przeciwnej wartosci

0]
pierwszej calki.
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2) Rozwinaé na szereg Fouriera funkcje periodyczng o
dzie 2 t, okreSlong w przedziale < —n. -\-7i*> wzorem f(x)=-x2 Wykres
tej funkcji sktada sie z tuku paraboli o réwnaniu y= g2 zawartego po-

miedzy x — —n a x — -\-n i z tukoéw, otrzymanych przez przesuniecia
tego’tuku o +2:71, + 4 n,... (zob; fig. 8). Funkcja ta spetnia zatozenia
twierdzenia 111, jest bowiem wszedzie ciggta a rozniczkowalna wszedzie
z wyjatkiem punktéw x = % i, £3jr,..., a wiec da sie przedstawié

szeregiem Fouriera. Do wyznaczania wspoOtczynnikow dogodnie jest
teraz uzyé we wzorach Eulera-Fouriera przedzialu catkowania
<|—n, zamiast <0, 2?r>. Poniewaz ta funkcja jest parzysta,
przeto wszystkie wsp6iczynniki bp sg zerami. Wystarczy zatem wyznaczyé
wspotczynniki ap z wzoru:

+*r-

ap— fj cos pxdx

Dla p= 0 otrzymamy:

+n
la B 2n2
3 3

«n =

Catkujagc dwukrotnie ,per partes“ dla p=(=0, otrzymamy:

+T
1 x2sinpx 2 &cospx , sin px\
1 p P\ P P2 1.
2 [[Lcospjt+ 7icos(—pn)\
71 p
ap = Yy COSpn = — dla p—2nzx |

p*

perio-
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* 0
Wobec tego: f{x) = ~ — 4 (cosx — cos 2 ..'.jcgS %@2 w prze-

dziale < —n, -\-n>.
W dalszych przedziatach powtarzajg sie te wartoSci periodycznie.
Ktadagc w tym wzorze x = n, otrzymujemy:

a stad:

n
(43) b ==1+ 2+ 32+ - i(2)

OtrzymaliSmy w ten sposéb warto$¢ liczbowego szeregu nieskorczonego,,
ktérego zbiezno$¢ zbadaliSmy na str. 4, jakkolwiek nie potrafiliSmy obli-
czy¢ jego wartosci.

3) Podamy przyktad przedstawienia szeregiem Fouriera funkcji
nieciagtej, ktorej wykres jest uwidoczniony na fig. 9. Jest ona okreslona
wzorem f(go)— n — x w przedziale <[0, 2n) i posiada period 2n.

Dla x = 27 ma ona zatem te samg warto$¢ n, co dla x = 0. Da
sie ona przedstawic¢ szeregiem Fouriera i to szeregiem ztozonym tylko
z sinusow, jest bowiem funkcjg nieparzystg. W 3starczy zatem wyznaczy¢
wspoOtczynniki bp z wzoru:

2 2n 2n
« o —x) sinpx dx — — ecosex -J x sin pa; &P
mif v
2 ji
[ acospa, , sinpa;i 2

\ p P2) >



Zatem:
f{x) = 2(sin* -j-t sin2®+ ssin3&P-j-...) = n—*

w przedziale (O, 2re), a poza tym przedziatem ma ten szereg odpowiednio
mwartosci: n — x 2nn w przedziatach (2nn, 2(n-\-\)ri).

Szereg ten przedstawia w punkciex — 0 wartos¢ 0,ktéra jest
rirednigarytmetyczng miedzy prawostronng granicg tejfunkcji, rowng
-{-na, lewostronng, r6wng — n. Podobnie ma sie rzecz w punktach +2n,
+ 4»,,,. W kazdym przedziale, lezagcym wewnatrz przedziatu <0, 2n*>,
jest ten szereg zbiezny do funkcji f(x). (Mozna dowie$é, ze zbieznos¢ ta
jest jednostajna). Natomiast w catym przedziale <0, 2n> jest szereg
zbiezny ale oczywiscie niejednostajnie.

4) Rozwinmy na szereg Fouriera funkcje, przedstawiong na
fig. 10, ciagta wszedzie z wyjatkiem punktéw O, n, 2n,..., w Kktérych
ma skok 1. Jest ona okre$lona w przedziale <[0, 2n) wzorami:

f{x) — 1 w przedziale <<0, n)

I(*)y=10 , " <n, 2n)

i posiada period 2n. Wobec tego /(2 n) = /'(0) = 1

Wspétczynnik a0 otrzymujemy z wzoru:

2n n 2n
a0 — vyV(®) dx = ledx -j-~ ~ O edx = 1.
0 0 r

Inne wspdtczynniki ap sa zerami, jak to tatwo sprawdzic.
Natomiast bp sg rézne od zera, a mianowicie:
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Stad otrzymujemy dla nieparzystych p — 2n-\-\ wartosci:

a dla parzystych p = 2n sg bp zerami. Otrzymujemy wiec nastepujace
rozwiniecie danej funkcji na szereg Fouriera:

f(x)=» | (sin®+ "sin 3® £sin5* + ..)

Stad otrzymujemy np. dla x = “n znany szereg Leibnizana \n.
Zachodzi bardzo wazny zwigzek pomiedzy $rednig kwadratowg a
(por. tom I, str. 68) funkcji rozwijalnej na szereg Fouriera a wspot-
czynnikami ak i bk tego rozwiniecia
Okazano mianowicie, ze:

2n
(44) a2= = J P(x)dx = {al+ »@?+ b\+ aj+ b\+ ..)
0

(Dowdd podaje np. Rogosinski, 1 o str 45).
W ten sposéb mozna obliczy¢ np. pradskuteczny (por. tom II, str. 91),
jezeli zmienny prad elektryczny jest przedstawiony szeregiem Fouriera.
Rozwiniecia funkcyj na szeregi Fouriera sg specjalnym przy-
padkiem og6lniejszych rozwinie¢, a mianowicie rozwinie¢ na szeregi orto-
gonalne czyli rozwinie¢ wedlug ortogonalnego uktadu funkcyj. Ukiad
funkcyj:

fo@), /i (%), F2(), ©)...

nazywamy ortogonalnym w przedziale <(a, b*>, jezeli te funkcje spetniaja
nastepujgce warunki:

6

J fp(x)'fr{x)dx— 0 dla p~pr

Ot6z ukiad funkcyj:
J» SIN®, cos®, sin 2®, c0s2®,...

jest takim uktadem ortogonalnym w przedziale < 0, 2n”*>, jak to wynika
z przyktadu 2 na str. 83—84 tomu Il; dla tego ukladu jest <=

CcB— n. Oprbécz tego ukladu istnieje jednak nieskoriczenie wiele innych
uktadéw ortogonalnych, jak np. uktad funkcyj kulistych lub uktad funkcyj
Bessela. Niektére z nich sag nadzwyczaj wazne w fizyce teoretycznej,
w statystyce matematyczuej i w innych dziedzinach matematyki stosowanej.
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Szeregi potegowe nie sg szeregami ortogonalnymi, natomiast istniejg roz-
maite szeregi ortogonalne, zbudowane z wielomiandw. Teorig szeregéw
ortogonalnych zajmowano sie w ostatnich czasach bardzo wiele. Najwaz-
niejsze dla zastosowan twierdzenia o takich szeregach znajdzie czytelnik
w podreczniku Couranta-Hilberta pt. Methoden der mathematischen
Physik (tom 1, Berlin 1924) i w bardzo cennym dziele Riemanna-
Webera pt. Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik,
ktéorego ésme wydanie, zredagowane przez Ph. Franka i R. Misesar
wyszto w r. 1935 pt. Die Differential- und Integralgleichungen der Me-
chanik und Physik (Berlin, Springer, 2 tomy).



ROZDZIAL XXII
Roéwnania rézniczkowe

§ 294. Definicja i klasyfikacja réwnan rézniczkowych

Bardzo wiele zagadnien matematycznych, technicznych, fizykalnych
i z innych dziatbw wiedzy polega na znalezieniu takich funkcyj, ktérych
pochodne spetniajg jakie$ rédwnania, zawierajgce précz tych pochodnych
ewentualnie takze samg funkcje (zmienng zalezng) i zmienne niezalezne.
Réwnania takie nazywamy rOwnaniami rézniczkowymi.

Najprostsze sg rdwnania rozniczkowe, zawierajagce tylko pierwszg
pochodng szukanej funkcji jednej zmiennej a oprécz niej ewentualnie
takze samga szukang funkcje i zmienng niezalezng. Ogdlng postacig takich
rownan jest wiec:

(45) F(x,y,y)= 0

gdzie y oznacza szukang funkcje, a y' jej pochodnag.
Zagadnienie, o ktore nam chodzi, mozemy sformutowa¢ w nastepu-
jacy sposob. Dana jest jakakolwiek funkcja trzech zmiennych:

F(xIt x2, x.s)
Chcemy znalez¢ takie funkcje y — <p(®9, dla ktorych spetnia sie warunek:

F(x, (p(x), <p'()) = 0
przy wszystkich x z pewnego zakresu.
W roéwnaniu (45) moze brakowac¢ zmiennej x, zmiennej y lub obu
tych zmiennych, musi jednak wystepowac y'. W specjalnych przypadkach
mozemy zatem mie¢ do czynienia z réwnaniami postaci:

(45a) F(x,y)= 0, F{y,y)= 0, F{y)=10

Réwnania postaci (45) lub (45a) (tj. zawierajace tylko pierwszg pochodng
a oprécz niej ewentualnie takze samg szukang funkcje i zmienng nieza-
lezng) nazywamy rownaniami rdézniczkowymi zwyczajnymi
p ierwszeyo rzedu.
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Kazda funkcje y — cp{x), spetniajacg rownanie rdzniczkowe, nazy-
wamy jego rozwigzaniem lub jego catka (bez wzgledu na to, czy te
funkcje otrzymujemy istotnie przy pomocy catki oznaczonej lub nie-
oznaczonej z jakiej$ funkcji, czy tez w jakikolwiek inny spos6b, np. przez
rozwiniecie na szereg). Wynajdywanie rozwigzan réwnania rézniczkowego
nazywamy jego rozwigzywaniem lub catkowaniem.

W poprzednich rozdziatach spotykaliSmy juz niejednokrotnie spe-
cjalne przyktady takich réwnan.

Tak np. rdwnanie (patrz tom II, str. 3):

(46) y'= f(x) czyli y —f{x)=0

jest rownaniem ro6zniczkowym, a wszystkie funkcje, spetniajgce to réw-
nanie, sa zawarte we wzorze:

y fi®) dx -j- C

Rozwigzaniem zatem rownania rézniczkowego (46) jest jeduoparametrowa
gromada funkcyj, a mianowicie catka nieoznaczona z funkcji f{x). Stad
pochodzi uog6lnienie nazwy ,catka“ na kazde dowolne rozwigzanie do-
wolnego rdéwnania rdézniczkowego, chociazby to rozwigzanie nie miato
zadnego zwigzku z catkami oznaczonymi lub nieoznaczonymi.

Uwaga. Podobne uog6lnienie spotykamy w nauce o0 rozwigzywaniu zwyktych
réwnan, nie rézniczkowych, postaci: f(x) = 0, gdzio kazde rozwigzanie réwnania na-
zywamy jego ,,pierwiastkiem®, chociazby sie nie dato otrzymac przez ,,pierwiastkowanie®.

Dalszym przyktadem rdwnania rdézniczkowego jest réwnanie:

y'=Y czyli yy—y=0

ktore omawialiSmy przy badaniu funkcyj wyktadniczych (por. tom I, § 87).

ZbadaliSmy, ze wszystkie rozwigzania tego réwnania sg zawarte
we wzorze:

y = Ce*
gdzie C oznacza dowolng liczbe stala. Omawiajac rozmaite prawa wzrasta-
nia (por. tom T, 88 87—90), wyraziliSmy je za pomocag réwnan roz-
niczkowych:
y' —>y y'= BHg—y), ¥y = byg—Y)

i podaliSmy rozwigzania tych rownan.

W przyktadzie 5) na str. 19—20 tomu Il mieliSmy do czynienia

z rownaniem rozniczkowym:

d k
=q mv2

— <

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. III. 7
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okre$lajgcym rucli ciala spadajagcego z uwzglednieniem oporu osrodka
(@, k, m sg tu liczbami statymi, zmienng niezalezng jest czas t, a zmienng
zalezng predkos$¢ v). (Por. tez przykiad 7 na str. 41—43 tom I1). W elek-
trotechnice spotykamy réwnanie rdzniczkowe pierwszego rzedu:

.
L~ 4~Ri— VOsinat= 0
cit

(zob. 8§ 298, przykiad 2) gdzie czas i jest zmienng niezalezng, a nate-
zenie pradu i zmienng zalezna.

We wszystkich tych przyktadach chodzi o znalezienie funkcyj,.
spetniajgcych dane réwnanie rdzniczkowe.

ZajmowaliSmy sie takze zagadnieniem odwrotnym, a mianowicie,
majac podang jaka$ jednoparametrowg gromade funkcyj jednej zmiennej,
tworzyliSmy rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu tych wszystkich
funkcyj (por. tom 1. 8 177). ZastosowaliSmy te rozwazania do znalezienia
réwnania rozniczkowego trajektoryj danej gromady linij. To zagadnienie
odwrotne jest do$¢ tatwe, rozwigzanie jego bowiem wymaga tylko réz-
niczkowania i eliminacji. Natomiast znalezienie rozwigzan danego réw-
nania rozniczkowego jest w ogdélnosci zagadnieniem trudnym i skom-
plikowanym.

Réwnania rézniczkowe ogo6lnej postaci:

(47) F(x, yty\' y*) =10

w ktorych najwyzszy rzad pochodnej wynosi 2, nazywamy réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzedu. Réwnania te sa szczeg6l-
nie wazne w fizyce i technice.

Przyktady takich réwnan spotykaliSmy w tomie | (str. 298, przy-
ktad 5: y" -\-c2y = 0, (1—x2y" —ocy' = 0; str. 305, przykiad 3:
1 — oQy" —xy'-|-azy = 0; str. 529: (1 y'23— 16y"2= 0).

Majgc podang dwuparametrowg gromade funkcyj:

f(x, y, x,c5)= 0

tworzyliSmy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, ktére spetniajg wszy-
stkie te funkcje (por. tom I, str. 529).

Réwnanie postaci:

(48) Y, ¥,y yw)= 0

zawierajgce n-tg pochodng szukanej funkcji jednej zmiennej x, nazywamy
rownaniem rozniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu. ROwnanie takie mozna
otrzymac¢ z «-parametrowej gromady funkcyj:

A«, L ci, ¢c2...c,)= 0
jprzez «-krotne rdzniczkowanie i eliminacje statych.
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Nalezy doktadnie odrdznia¢ rzad rownania rdzniczkowego od jego
stopnia. | tak, jezeli funkcja F we wzorze (48) jest funkcjg catkowitg
wymierng czyli wielomianem stopnia r zmiennych vy, y', i/'\...y{\ to row-
nanie (48) nazywamy réwnaniem r6zniczkowym n-tego rzadu a stopnia r.
Nie zawsze wiec mozna moéwi¢ o stopniu réwnania rézniczkowego; tak
np. rownanie rézniczkowe 1-go rzedu: y = xy'-j- logy' nie ma zadnego
stopnia.

Ogolne réwnanie rozniczkowe M-tego rzedu a stopnia 1-go ma postaé:

pn(*)y{n)+ Pm(*)y(n }'I‘ oo} pz(®y.. + pX v +
+ Po + =0

Wspotczynniki g (a), PO(flj), Px(x),. .Pa{x) sa tu zupetnie dowolnymi
funkcjami zmiennej x. Takie rownanie 1-go stopnia a n-tego rzedu nazy-
wamy réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym liniowym M-tego rzedu.
Réwnania liniowe wystepujg szczegdlnie czesto w zastowaniach.

W algebrze bada sie précz jednego rownania, posiadajgcego jako
pierwiastki jakie$ liczby, takze uktady dwdéch réwnan, posiadajgcych jako
rozwigzania jakie$ pary liczb. Podobnie w teorii réwnan rézniczkowych
bada sie uktady réwnan rdézniczkowych, posiadajgcych jako rozwigzanie
pary funkcyj. Tak np. dwa réwnania:

0 @y yZ)=o0

900 vy, z,y', z)=0

tworzg uktad dwoch réwnan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego
rzedu. Chodzi o znalezienie wszystkich par funkcyj: vy = g>(X), z — xp{X)
jednej zmiennej x, spetniajagcych te obydwa rédwnania (50).

Zasadnicze réwnania ruchu w mechanice tworzg nastepujgcy ukitad
8 réwnan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:

Szukanymi funkcjami sg tu sktadowe x(t), y(t), z(t) drogi; ich pierw-
sze pochodne sa sktadowymi predkosci, a drugie pochodne sktadowymi
przy$pieszenia. Funkcje P, Q, R sg sktadowymi sily.

7*
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Kazde réwnanie rézniczkowe wyzszego rzedu mozna zastgpi¢ ukia-
dem roéwnan rézniczkowych 1-go rzedu. Tak up. rownanie drugiego rzedu:
IV, y. y\y)= o0
mozna zastgpi¢ nastepujgcym ukiadem rdédwnan rozniczkowych pierw-

szego rzedu:

y'( = p®)
f(x, y(x\ plpc), p'(xj) = 0

Odwrotnie, kazdy uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu mozna
zastgpi¢ jednym rdéwnaniem rézniczkowym odpowiednio wysokiego rzedu.
Tak np. uklad dwdch réwnan, podanych wzorami (50), zastagpimy jednym
rownaniem drugiego rzedu. W tym celu rézniczkujemy obydwa te réw-
nania wedtug x i otrzymujemy:

[.+ E£e*' + f o* + K&m?" + [ee2'= 0

O+ Oyey' ~\~O*ez' 4- Qy ey" 4~Q* o*' = g
Z czterech réwnan (50) i (50 a) eliminujemy 2z, z' i z" i otrzymujemy
jedno réwnanie:

F{¢ vy, y\ y) =0

Podobnie mozna postepowa¢ z réwnaniami rézniczkowymi dowolnie wy-
sokiego rzedu i z uktadami réwnan rozniczkowych, ztozonymi z dowol-
nie wielu réwnan. Mozna sie wiec ograniczy¢ albo do badania réwnan
rézniczkowych wyzszego rzedu albo do badania uktaddéw réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzedu.

We wszystkich rownaniach, ktéresmy dotychczas rozpatrywali, wy-
stepowata procz zmiennych zaleznych i ich pochodnych tylko jedna
zmienna niezalezna. Takie réwnania r6zniczkowe nazywamy zwyczajnymi.
Réwnania rézniczkowe, w ktérych wystepujg czastkowe pochodne funkcyj
dwéch tub wiecej zmiennych niezaleznych, nazywamy réwnaniami réz-
niczkowymi czastkowymi. Jezeli w réwnaniu wystepuja tylko pochodne
czastkowe pierwszego rzedu, précz ewentualnie zmiennej zaleznej i zmien-
nych niezaleznych, to rownanie takie nazywamy rownaniem rozniczko-
wym czgstkowym pierwszego rzedu. Ogoélng postacig takiego rownania
przy jednej zmiennej zaleznej a dwoch niezaleznych jest:

| 3z 32\

X e e )" 55 3y) =

(52)

Réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu o jednej zmiennej za-
leznej a dwoch zmiennych niezaleznych ma og6lng postaé:

3z 3% 3Z 3Z

dz
53 =
(53) f!x,y,z(x,y).m, 3y 3xi 3x3y’ 3y2
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Bada sie takze uktady réwnan czastkowych, zawierajgcych dwie lub wie-
cej zmiennych zaleznych.

Do rownan rézniczkowych zwyczajnych dochodziliSmy, eliminujac
state dowolne z réwnan, przedstawiajgcych gromady linij. Podobnie mozna
dojs¢ do réwnan rozniczkowych czastkowych, eliminujac state dowolne

z réwnan, przedstawiajgcych gromady powierzchni. | tak np. majac po-
dane rdéwnanie:
(a) z— f(x,y,cl,c2

dwuparametrowej gromady powierzchni, tworzymy czastkowe pochodne:

cJz

(b) P= gf = £(*.7><?««*)
dz .

(e) g— — =f,\pe, vy, Ci, c8

Jezeli wyeliminujemy state cx i r2 z tych 3 réwnan, to otrzymamy jedno
réwnanie, zachodzace pomiedzy X, y. z, p, g, to znaczy réwnanie postaci:
dz 5z
i (x.y,z<d—x1 Z_yl =0
DoszliSmy wiec w ten spos6b do rdwnania rozniczkowego czastkowego
pierwszego rzedu, ktére speiniajg wszystkie powierzchnie, nalezgce do
danej gromady (a).

Zobaczymy, ze do rdéwnania r6zniczkowego czastkowego mozna
doj$¢ takze zupeinie inng droga, a mianowicie eliminujac dowolng funkcje
z réwnania, zawierajgcego taka funkcje.

Tak np. z réwnania:

2
x I(E) fy'l o *=(f)

chcemy wyeliminowaé dowolng funkcje f o ktérej zakiadamy jedynie,
ze posiada pochodng. W tym celu tworzymy czastkowe pochodne:

¢y \Xj X
Wstawiajac f It obliczone z drugiego réwnania, w pierwsze réwnanie,

otrzymujemy:
dz z dzy
dx x 3y x
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a stad:
9z

z—Xxg ¥ y3y

To rownanie rozniczkowe czastkowe nie zawiera dowolnej funkcji f. Jest
to réwnanie rozniczkowe wszystkich powierzchni, ktérych réwnanie ma

postac z = xf”j +(Sg to powierzchnie stozkowe, majgce wierzchotek

w poczatku uktadu wspdtrzednych). Niechaj czytelnik utworzy w podobny
sposdb réwnanie rozniczkowe (czastkowe) wszystkich powierzchni obro-
towych, powstajagcych przez obrot dowolnej linii okoto osi z. Majg one
rébwnanie:
z= f[x2-j-y2 )
. . . 99
gdzie /' oznacza dowolng funkcje. (Wynik: y — — z =
Podobnie przez eliminacje dwoch funkeyj dowolnych mozna otrzy-
mac¢ rownanie rdzniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Wezmy np. pod
uwage réwnanie:

u= f{<o-f ay) -\-g{x — ay)

gdzie f, g sag dowolnymi funkcjami, posiadajagcymi drugie pochodne. Przez
rézniczkowanie otrzymujemy:

3~ f" .a2-g'. (- ayma= a*(f" + g")

a stad:
3u 23*u

3y2_ a 9x2

Dla rzeczywistych a jest to rdwnanie struny drgajacej [u oznacza wy-
chylenie, y czas, a x odcietg dowolnego punktu struny). Dla urojonego
a, a mianowicie dla a= i, otrzymamy a2= — 1 i rownanie rézniczkowe
zamienia sie na:

S d

Jest to réwnanie potencjatlu na ptaszczyznie, czyli rownanie Lapla-
ce’a (por. tom Il 8§ 257). Wiemy, ze kazdg funkcje f(z) zmiennej zespo-
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iouej mozna przedstawi¢c w postaci f{z) = P(x,y) -AiQ(x,y), gdzie
M@i#)i 0 (N y) s4 rzeczywistymi funkcjami dwoch zmiennych rzeczy-
wistych. Ot6z okazano, ze gdy funkcja f(z) jest analityczna (por. § 291,
str. 69), to zaréwno funkcja u— P(x,y) jak i u=Q (x,y) spehniaja
rownanie rdézniczkowe czastkowe Laplaee’a

Niechaj czytelnik stwierdzi to np. dla funkcji:

ex— exHy= cx(cosy -j- isiny) = t?cosy -j-iefsiny.

W podreczniku tym ograniczamy sie do réwnan roézniczkowych zwyczajnych.

W og6lnych podrecznikach analizy znajdujg sie zazwyczaj rozdziaty, poswie-
cone réwnaniom rézniczkowym. Ponadto istnieje nadzwyczaj obfita specjalna literatura
tego przedmiotu. Wymienimy tu tylko niektére z tych podrecznikéw, a mianowicie te,
ktéro moga by¢ przydatne technikom i przyrodnikom.

S. Kepinski, Podrecznik réwnan rézniczkowych (Lwéw, 1907, 2 tomy).

A. Zygmund, Roéwnania rézniczkowe (Warszawa, 1929, cze$¢ 1).

Forsyth-Maser, Lehrbuch der Differentialgleichungen (Braunschweig, 1889).

L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin, 1923).

W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs (Berlin, 1925).

L. Hopf, Einfihrung in die Differentialgleichungen der Physik. (Lipsk, 1933,
Sammlung Gdschen).

Riemann-Weber (Frank-Mises) cytowany na Btr. 95.

§ 295. Geometryczne badanie rozwigzan rownania rézniczkowego.
Elementy liniowe. Izokliny

Zanim przystagpimy do rozwigzywania réwnan rézniczkowych droga
arytmetyczng, postaramy sie przy pomocy rozwazan geometrycznych
zorientowaé¢ sie w tym zagadnieniu. Uzyskamy w ten sposdb zarazem
podstawe do graficznego rozwiagzywania takich réwnan. Ograniczymy sie
do réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu postaci:

<54) y' = f{x,y)

tj. do postaci, otrzymanej przez rozwiktanie wedtug zmiennej y' ogol-
nego roéwnania rézniczkowego pierwszego rzedu:

y,y) =0
Kazde rozwigzanie rdéwnania rozniczkowego nazwaliSmy jego calka,
a kazda linie, ktérej rownaniem jest catka rownania, nazywamy linig
catkowg tego rownania.

Ot6z chcemy sie zorientowa¢ w przebiegu tych linij catkowych.
Obierzmy na ptaszczyznie (XF) dowolny punkt PO o wspétrzednych (*0, y0),
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dla ktéorych funkcja f(x,y) jest okreslona (fig. 11) i szukajmy linii cat-
kowej, przechodzacej przez ten punkt.

Podstawiajgc te wartoSci w réwnanie (54), otrzymamy nalezacg do
nich warto$é6 pochodnej y0 szukanej funkcji, czyli spadek szukanej linii
catkowej, przechodzacej przez ten punkt, a mianowicie:

yo= f(x0i == "~«o

Wykre$lmy przez ten punkt niewielki odcinek POA linii prostej, nachy-
lonej do osi a:-6w pod katem a0. Prosta ta jest styczng do szukanej linii
catkowej w tym punkcie. Niechaj (a®, yX) oznaczajg wspoOtrzedne punktu A.
. Podstawmy te wartosci znowu
— w rownanie (54); otrzymany
spadek y[ w punkcie A linii
catkowej, przechodzacej przez

A, a mianowicie:

W— /K, ye= tg
Wykre$lmy niewielki odcinek
AB pod tym katem, a nastepnie
podstawmy wspo6trzedne (%2, y2)
punktu B znowu w rdéwnanie
rézniczkowe, to otrzymamy spa-
dek stycznej w punkcie B. Po-
stepujac w ten sposob dalej,
otrzymujemy linie tamang. Za-
geszczajac wierzchotki tej linii
tamanej aproksymujemy coraz
bardziej linie catkowa, prze-
chodzacg przez punkt ~(aiy, y0. Niechaj y~(p{x,yQ oznacza rownanie
tej linii catkowej. Obierzmy inny punkt poczatkowy, nalezacy do tej samej
odcietej x0, np. punkt QO(x0,y0). Postepujac tak, jak poprzednio, otrzy-
mamy inng linie tamang, aproksymujacgq inne rozwigzanie tego samego
réwnania rozniczkowego. To samo rozumowanie odnosi sie do kazdego
punktu prostej illP0. Otrzymamy zatem w ten sposob linie, aproksymu-
jace nieskonczong gromade linij catkowych o lej wtasnosci, ze przez kazdy

punkt ptaszczyzny, w ktorym jest okre$lona funkcja f(x, y), przechodzi
jedna linia catkowa.

Uwaga. Na tej konstrukcji polegaja rozmaite graficzne metody rozwigzywania

réwnan roézniczkowych (zol), np. C. .Rungp, Graphische Metlioden, Lipsk, 1915 r.
str. 116—142).

Bardzo jasny przeglad wszystkich linij catkowych mozna uzyskac
takze w inny spos6b. | tak rownanie rozniczkowe postaci (54) przypo-
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rzgdkowuje kazdemu punktowi ptaszczyzny (JY), dla ktorego jest okre-
Slona funkcja f(x, y), jaki$ spadek y'. a wiec jaki$ kierunek posuwania
sie od tego punktu. Kierunek ten jest okreslony katem, obliczonym
z warunku: y' ==tg a = f{x,y). Uktad tych trzech liczb (x, y, y") nazy-
wamy elementem liniowym. Réwnanie rézniczkowe (54) okre$la wiec pewien
zbidér elementéw liniowych. Zbiér ten mozna sobie uzmystowi¢ geome-

Fig, 12.

tryc.znie w nastepujacy sposob: WykreSlamy przez rozmaite punkty
ptaszczyzny niewielkie odcinki o kierunku, wyznaczonym z warunku
tga=f{x, y). W ten sposéb otrzymujemy np. dla réwnania rézniczkowego:

zbidér odcinkéw, przedstawiony na fig. 12. Kazdy odcinek, wraz z zazna-
czonym na nim punktem, reprezentuje element liniowy, nalezacy do tego-
punktu. Z figury tej mozna dos$¢ tatwo odgadnagé, ze linie catkowe réw-
nania (b) tworzg gromade két wspotsrodkowych o Srodku w poczatku
uktadu, kota te sg bowiem w kazdym punkcie styczne do odcinkow,
przedstawiajgcych elementy liniowe, nalezagce do tych punktéw. Uzywa-
jac terminu ,element liniowy“, mozemy powiedzie¢, ze linig catkowg
rownania rézniczkowego (54) jest kazda linia, ktérej wszystkie elementy
liniowe spetniajg to réwnanie.
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Na figurze 12 sg uwidocznione tylko niektore elementy liniowe.
Wybor ich jest zupetnie dowolny, mozna je jednak zestawi¢ w pewne
dogodne do konstrukcji grupy. | tak poszukajmy tych punktow, ktérym
Rane réwnanie rézniczkowe (54) przyporzadkowuje ten sam spadek, np.
y — k. Punkty te spetniajg warunek:

(c) k= f(x,y)
lezg zatem na linii o tym réwnaniu. Tak np. dla rownania rézniczkowego (b)
wszystkie punkty, majace ten sam spadek k, leza na linii o rdwnaniu:

. X . 1
k= —~ <»yh y = --x

a zatem na linii prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu.

Fig. 13.

Réwnanie (c) okresla przy zmiennym k gromade linij, zwanych izokli-
nami réwnania rézniczkowego (54). We wszystkich punktach jednej linii,
nalezacej do tej gromady, linie catkowe majg to samo nachylenie do
osi ®-6w: elementy liniowe, nalezace do wszystkich punktéw jednej izo-
kliny, sg zatem do siebie réwnolegte. Uwaga ta utatwia zwykle kon-
strukcje zbioru elementéw liniowych, a mianowicie wtedy, gdy izokliny
sg tatwymi do konstrukcji liniami. Tak np. dla réwnania rézniczkowego (b)
izokliny tworza pek prostych (fig. 13). Odcinki, reprezentujgce elementy
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liniowe tego rownania rézniczkowego, sa prostopadle do tych prostych
(albowiem spadek —-1 kazdej z tych prostych jest odwrotnoscig ze zna-
kiem przeciwnym spadku k odpowiedniego elementu liniowego).

Dla réownania rozniczkowego:

T= +
przedstawiajg sie izokliny jako pek kol wspolsrodkowych o réwnaniu:
®+ yo= «

Niechaj czytelnik narysuje przy pomocy tych izoklin dos¢ gesty zbior
eodcinkéw, reprezentujgcych elementy liniowe tego réwnania.

Te geometryczne rozwazania nasuwajg przypuszczenie, ze jakas jedno-
parametrowa gromada funkcyj:

9 (®y,©: 0

jest rozwigzaniem rownania rézniczkowego pierwszego rzedu:

y = f{oo,y)
W geometrycznej interpretacji jest to jednoparametrowa gromada linij
i to taka, ze przez kazdy punkt ptaszczyzny, w ktérjmi jest okre$lona
funkcja f(x,y), przechodzi jedna linia tej gromady. Te gromade funkcyj
nazwiemy ogolng catlkg rdwnania ré6zniczkowego, a kazdg poszczegdlng
funkcje z tej gromady, otrzymang przez obranie jakiej$ szczegotowej
warto$ci dla statej c, nazywamy catkg szczeg6towa.

Okazuje sie jednak, ze oprocz catki ogdlnej i catek szczegotowych
mogg istnie¢ jeszcze inne rozwigzania réwnania rézniczkowego, nie dajgce
sie otrzymac przez specjalizacje statej w catce ogolnej. Caltka taka wy-
stepuje naprzyktad, gdy gromada linij catkowych posiada obwiednig, kt6ra
sie nie pokrywa z zadng linig tej gromady. Obwiednia tej gromady jest
catkg réwnania, albowiem wszystkie jej elementy liniowe spetniajg dane
réwnanie rézniczkowe. Istotnie, kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiej$
linii catkowej i ma styczng wspdlng z tg linig catkowg. Catki takie wy-
stepujg przy rownaniach rézniczkowych, podanych w formie uwiktanej:

F{x,y,y)= 0
Tak np. catkg og6lng réwnania rézniczkowego:
y'2_4y =0

jest, jak tafwo sprawdzi¢, gromada funkcyj:
y= (X+ op

Istotnie y' —2 (@ -f-c), y'-= 4(c c) = 4;/.
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Liniami catkowymi sg zatem parabole, przedstawione na fig, 14.
Obwiednig tej gromady parabol znajdujemy, eliminujac ¢ z réwnania

0 y— (X+ ¢2= 0
i z réwnania:

D) —2{x+ 0= 0

otrzymanego przez rézniczkowanio réwnania (1) wedtug parametru c
Wstawiajac x-j-c z réwnania (I1) w réwnanie (I), otrzymujemy jako réwnanie
obwiedniej:
y=20
to znaczy, ze obwiednia jest 0§ a:-6w. Otéz ta obwiednia spotnia dane réwnanie réz-
niczkowe (bo »/ = 0 i y—0, a wiec y'2— 4y = 0) a zatem jest jego catkg. Nie miesci

sie zas ona w gromadzie parabol, nie da sie bowiem otrzyma¢ z réwnania (l) przez
specjalizacje stalej.

Précz obwiednich gromady linij catkowych moga wystepowaé takze inne cafki,
nie zawierajgce sie w jednoparametrowej gromadzie linij catkowych. Tak np. fatwo
stwierdzi¢, ze catkg og6lna réwnania rézniczkowego:

y<2 — yS = 0
jest gromada funkcyj:
4
y-(x + cf
Istotnie y* — — 8 (X -j- €)-3, a wiec y'2= 64 (cc—3-€)-8 = = y3

Oprocz tej catki ogolnej takze funkcja:
y=10
spetnia dane réwnanie rézniczkowe, albowiem y'= 0 a @—03= 0. Obrazem tej funkcji
jest 0§ :»-6w, ktoéra nie jest bynajmniej obwiednig znalezionej gromady linij catko-
wych (jest ona natomiast, jak tatwo stwierdzi¢, wspolng asymptota wszystkich linij tej

gromady). Tej catki y = 0 nie mozna otrzymaé¢ z catki ogélnej przez odpowiednie
obranie stalej c, nie miesci sie ona zatem w calce ogélnej.
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Rozwazania geometryczne i przykiady, omowione w tym paragrafie
pouczaja, ze rozwiazaniem rownania rozniczkowego pierwszego rzedu
moze byo6 jednoparametrowa gromada funkcyj, zwana catkg ogolng, a po-
nadto moga wystepowaé takze rozwigzania, nie mieszczace sie w tej
gromadzie. Nie dowiedliSmy jednak jeszcze, czy kazde réwnanie réznicz-
kowe posiada rozwigzania i nie podaliSmy metod, stuzacycli do Scistego
wyznaczania tych rozwigzan, w razie gdy one istniejg. Kwestiami tymi
zajmiemy sie w dalszych paragrafach ogolnie. Najpierw jednak oméwimy
kilka takich prostych typoéw roéwnahA r6zniczkowych pierwszego rzedu,
ktérych rozwigzanie potrafimy sprowadzi¢ do szukania funkcyj pierwot-
nych czyli calek nieoznaczonych lub oznaczonych. Poniewaz za$ oblicza-
nie catki nazywamy takze ,kwadraturg“ wskutek jej zwigzku z oblicza-
niem pol, przeto mozemy powiedzie¢, ze chodzi nam obecnie o takie
rbwnania rozniczkowe, ktére sie dadza rozwigza¢ za epomocg kwadratur.

Zajmiemy sie najpierw badaniem takich rownan ro6zniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu, w ktérych pochodna y' wystepuje w formie
wyraznej, tj. rbwnan postaci:

(54) y' = /(®,y)

P6zniej omdéwimy takze rownania ogoélniejszej postaci:
y,y)= 0
w ktérych pochodna y' wystepuje w formie uwiktanej.
Réwnanie y' = f(x, y) czyli = f(x y) dogodnie jest niekiedy

pisa¢ w postaci:
dy — f{x, y)dx = 0

Dla wiekszej symetrii pisze si¢ czesto to réwnanie (ewentualnie po uwol-
nieniu od utamkoéw) w postaci:

(55) M (x.y)dx -(- N(x, y)dy = 0

Réwnanie to jest rownowazne z rownaniem rézniczkowym:

dy _ _ M(x.y)
dx ~~ N{x, y)

Jezeli pomieniamy zsobg role zmiennej zaleznej iniezaleznej, to mozemy
uwaza¢ réwnanie(55) zarObwnowazne z roéwnaniemrézniczkowym:

d x N (x, y)
dy ~ M(*y)
przy czym chodzi o znalezienie funkcyj x — ip{y), spetniajacych to réwnanie.
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§ 296. Rdéwnania rdzniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu o zmien-
nych oddzielonych

a) WspomnieliSmy juz, ze réwnanie rozniczkowe:
(46) y' = f(x)
rozwigzuje sie przez jedng kwadrature, a mianowicie:
y=Jf{x)dx -\-C= F(x) -fC

Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego jest wiec jednopararaetrowa
gromada linij, z ktérych kazda mozna otrzymaé z jednej z nich przez
przesuniecie réwnolegte wzdtuz osi y-ow.

b) W podobnie prosty sposéb przedstawia sie rozwigzanie réwnania
rézniczkowego:

(56)

dx
“J|i % = m St,a am,e:

X = + C=Fy + C
Otrzymalismy gromade linij catkowych, z ktérych kazdg mozna otrzymac

z jednej z nich przez przesuniecie réwnolegte wzdtuz osi x-6w.
c) Wezmy pod uwage ogoélniejsze rOwnanie rozniczkowe postaci:

(57) f(x)dx +g(y)dy = 0

zwane roéwnaniem rézniczkowym o zmiennych oddzielonych. Jest ono réw-
nowazne z réwnaniem:

y = M iub x'= - M
9(y) m
Gdy g{y) = — ], to otrzymujemy roéwnanie typu (46), jezeli za$

f(x) = 1, to otrzymujemy réwnanie typu (56). Aby to rédwnanie rozwig-
za¢, wprowadzmy nowg zmienng z za pomocg réwnania:

z=sfiyiy)dy
Wobec tego:
g(y)dy = dz
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i rownanie (57) przechodzi na:

f(x)dx -j-dz= 0

d f*
czyli: z — f{pc) a stad = — | f(x)dx-\-C, czyli:

Widzimy stad, ze rownanie rézniczkowe o zmiennych oddzielonych,,
dane w postaci (57), rozwiazuje sie, catkujagc osobno kazdy jego dodajnik
wedtug tej zmiennej, ktéra w nim figuruje. Przez catkowanie otrzymamy
jednoparametrowg gromade funkcyj:

F(x) + G(y)= C

podanych w formie uwiktanej.

Bardzo czesto mamy do czynienia z takimi réwnaniami, ktdre nie
majg wprawdzie postaci, uwidocznionej we wzorze (57), lecz dadzg sie
sprowadzié¢ do tej postaci przez pewne proste przeksztatcenie. Tak np.
rownanie:

- e) 9, DB

sprowadzamy do réwnania o zmiennych oddzielonych,~/mnozac obie strony
przez czynnik:

*®, y* — fx(x) 91{y)

Otrzymujemy w ten sposéb:

I"®te » "'fb/.-0
fi(® 9i(y)
a wiec zmienne sg oddzielone.

Przyktady.

Przyktadami rozwiazywania réwnania rézniczkowego postaci (16) sa wszystkie-
catki nieoznaczone, oméwione w tomie Il w rozdziale XVII. W przyktadzie 1 na str. &
tomu Il wyjasniono, jak sie wybiera zadang catke szczegétowag z gromady funkcyj,
tworzacych catke og6lna.

Przyktadami rozwigzywania réwnan roézniczkowych postaci (56) sa zagadnienia,
rozwigzane w tomie 11, w przykfadzie 5 na str. 19—21 i w przyktadzie 7 na str. 11—43.
Takze réwnania rézniczkowe, oméwione w § 87—90, w tomie |, nalezg do tego typu.

1) Tak np. réwnanie rézniczkowe:

y'—y

czyli: "™ =y najprosciej jest rozwigza¢ przez oddzielenie zmiennych, a mianowicie-
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a stad:

JW*

I°g ly| = x-\rc
\y\= e“+c= eceb*

Oznaczmy stala, dodatnig ec literg Ct, to:
wy = a*
y = Ce-

stad:

przy czym teraz juz C oznacza dowolng stata, dodatnig lub niedodatnia.
2) W podobny sposéb rozwigzujemy réwnanie rézniczkowe:
y'—b(@ )

charakteryzujace wzrastanie wedtug prawa Mitsche rlieha (por. tom |, str. 284
i nast). Otrzymujemy:

k= g
=\/— ;: X
Bg=y)
a stad:
— £ log|? — i/|l=® + C

Zatem:
y= 9 — Ce~Ix

Wybierzmy z tej gromady linij catkowych te, ktéra przechodzi przez poczatek uktadu.
Zadamy wiec, aby dla x = 0 bylo y = 0.
Z tego warunku otrzymujemy:

0= §—C-1
a wiec g = C. Zadang catkg jest zatem funkcja:
y=y{i — =)
3) W réwnaniu rézniczkowym :
Ry — 1)dx -f-xdy= 0

zmienne nie sg oddzielone. Zatézmy najpierw, ze X~ 0 i 2y — 14= 0. Przez podziele-
nie obu stron réwnania przez (2y — \)x otrzymujemy réwnanie:

d®. dy_
X 2y — i
o zmiennych oddzielonych. Stad:
log|® I+ t log|'2y — 1| = C
czyli:
logM V*y — 1= C
\x\Y2y - - e
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zatem: X112y—11= C, przy czym C> Olub *I(2y—1)= C, przy czym C moze mie¢
warto$¢ dowolng. Dla C= 0 otrzymujemy wytgczone poprzednio rozwigzania réwnania,
a mianowicie x = 0 i 2y —1= 0.

4) W termodynamice dowodzi sie, ze pomiedzy objetoscia a preznosciag gazéw
doskonatych, poddawanych zmianom adiabatycznym (tj. takim zmianom, przy ktérych
nie nastepuje wymiana ciepta zawartego w gazie z otoczeniem), zachodzi nastepujacy
zwigzek:

vdp -\- lispdv= 0

gdzie k oznacza liczbe stata, wynoszaca okoto |‘H (jest to stosunek ciepta wiasciwego
c,, przy statym cisnieniu do ciepta wiasciwego c, przy statej objetosci). Roéwnanie to
ma posta¢ réwnania (57). Zmienne nie sg tu wprawdzie oddzielone, ale mozemy je
oddzieli¢, dzielagc obie strony przez pv. Dochodzimy w ten sposéb do réwnania:

dp dv
p Vv
Stad za$ (uwazajac p i u za wielko$ci dodatnie) otrzymujemy :
I°gp -(- lclogvV— C

czyli:

pvk= C

Jest to réwnanie gromady linij adiabatycznych dla gazéw doskonatych.
5) Znalez¢ ortogonalne trajektorie (por. tom |, § 178) takiej gromady elips:

b2x2 a2y2= a2b2

dla ktérych stosunek osi ma stalg warto$¢ fc, a wiec a:6 = fc
Réwnanie tej gromady ma postac:

x2-f-h2y2—a2= 0

Stad otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowo tej gromady (tworzac pochodngy"
funkcji uwiktanej):
, 2X X
n 2ylc2 yk2

Réwnanie ortogonalnych trajektoryj tej gromady elips ma zatem postac:

czyli:
xdy —k?ydx = 0
Oddzielamy zmienno i otrzymujemy:
dy k2dx
V X

Ograniczmy sie najpierw do dodatnich x ivy.
Po scatkowaniu otrzymamy:

logy — k2logx = ¢

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. III.
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czyli:
I°g {y:xk') = 0
Ostatnie réwnanie mozemy napisa¢ w ]>ostaci:
= Ce-

przy czym C= tc jest dowolng statg dodatnia.
Otrzymali$my wiec gromade linij parabolicznych, przechodzacych przez pocza-
tek uktadu. Podobny wynik uzyskuje sie w innych ¢wiartkach, np. dla *>0, 0.
6) W roéwnaniu rézniczkowym:

y = ox+ oy

zmienne nie sa oddzielone. Mozemy je jednak przeksztatci¢ na réwnanie o zmien-
nych oddzielonych, wprowadzajgc za y nowg zmienng zalezna.:

V= X-}-y
Wtedy y = v—Xx, y' —Vv' — 1, a zatem dane réwnanie przechodzi na:
vi— 1= t czyi vi— 1-j-v
Tu juz dadza sie zmienne oddzieli¢, a mianowicie:

dv
= dcc

(zaktadajgc, ze t-|-t30 czyli 1-j-cc{- y 40). Stad:log1l-j-vEF X -j-cC czyli
logjl+ x+ y|= x-fec

Zatem:
\I-\-x-\-y\ = e‘-ef= Cel
przy czym 0 lub 1-f-x -(-y = Cex przy dowolnym C.
A wiec:

y= Ce*— 1—X
W tym rozwigzaniu ogélnym miesci sie takze wytgczone poprzedniorozwigzanie
I-j-£EC-j-y = 0, a mianowicie otrzymujemy je dla C= 0.

7) W podobny sposéb mozna rozwigza¢ og6lniejsze réwnania:

y'= floc+ y) i y'= f(ax + bhy)

§ 297. Réwnania rézniczkowe jednorodne

Przy pomocy podobnego podstawienia jak w ostatnim przykitadzie
mozna seatkowa¢ réwnania postaci:

(59)

.zwane rownaniami rézniczkowymi jednorodnymi.
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Uwaga. Jezeli w réwnaniu rézniczkowym pierwszego rzedu, napisanym w postaci:
M (x,y)dx -f- N(x, y)dy — 0

funkcje M(x, y) i N (x, y) sa funkcjami jednorodnymi tego samego stopnia (por. tom I,
str. 333) np. «-tego stopnia, to réwnanie to mozna sprowadzi¢ do postaci (59), dzie-
lac obie strony przez xn. Z jednorodnosci bowiem wynika, ze M(tx, ty) = inM(x, y).

Biorac za$ £= —, otrzymujemy:

Mf1;§j = {i) M"y)

a wiec:
M(x,y)= a"MA{L]) = x“9l])
Podobnie:
l .
no, YR (]
a zatem:

<y ._ () _
="(2]

Wprowadzmy zamiast y nowg zmienng niezalezng v za pomocg pod-
stawienia:
Y—v

Stad: y = vx, y'= v-j-Vv'x, a wiec dane réwnanie r6zniczkowe prze-
chodzi na réwnanie:

v+ t lc==nv)
czyli:
dv fyv) — o
dx X

To rownanie nalezy juz do typu (57), to znaczy jest réwnaniem o zmien-
nych oddzielonych. Chcac przenies¢ wszytkie wyrazenia, zawierajace
tylko v, na jedng strone, a zawierajgce tylko x, na druga, trzeba wyko-
na¢ dzielenie przez f(v) —v. Trzeba zatem zatozyé, ze f(v) — n={=0

i osobno zbadac te rozwigzania, dla ktérych f(v) —v = 0 czyli J

Jezeli liczby aj, a2,... spetniajg rdwnanie a = /(a), to funkcje y — axx,
y = a 2x,... sa rozwigzaniami danego réwnania rdzniczkowego. Pozostate
rozwigzania réwnania (59) otrzymamy, zaktadajac f(v) — «={=0- Wtedy:

dv dx
f(v) —v X
8*



a stad:
dv

fiv) — Vv

rd
"x\ mec— e -/to-« czyli Clx\= F (®

mlogiki -f c

a zatem:

przy czym dodatnig stalg ec oznaczaliSmy literg C, a funkcje zmiennej v,
znajdujaca sie po prawej stronie znaku rownosci, F(v). Jezeli dopuscimy,
by stata C przybierata dowolne wartosci, zaréwno dodatnie jak i niedo-
datnie, to og6lna catka réwnania rdzniczkowego (59) przyjmie postac:

ci= F(f)
Przyktad.
Scatkowa¢ réwnanie:
y2dx -)- (x2— xy) dtj — 0

Jest to réwnanie jednorodne, poniewaz M(x,y)==y2 i N(x,y) ==x* —xy sg funkcjami
jednorodnymi tego samego (drugiego) stopnia.

Ktadac y = vx, otrzymujemy:

v2x2dx -f- (x2— #2v) (vdx -|-x dv) = 0
a po uproszczeniu przez x*:
v2 v—v2dx-j-1 —v)xdv—0

dx  v— 1dv [ dv
« - 1.
Zatem: (

logla;] + ¢= »—loglo|]= | —logU = | —logly|-flogla;|

| = log|y1+ c= log|y|+ logC= logC\y|

a stad C\y\ = e*lx przy C> 0 lub:
Cij - e
przy dowolnym C.
W bliskim zwigzku z réwnaniami jednorodnymi jest réwnanie réz-
niczkowe:

ax -f- by -j- ¢
(60) >/

ai®* + hy + ci

Jezeli a-<bljest rézne od axeb,to réwnanie to mozna sprowadzi¢ do row-
nania jednorodnego.
Rozwigzujemy w tym celu ukiad réwnan:

ax by c— 0
(r axx + bly-{-cl1= 0
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i otrzymujemy x = k, y — I. Wprowadzamy za zmienng zalezng i nie-
zalezng nowe zmienne za pomocg podstawien:
x=u-\-k y= v--I

Poniewaz:
dy dv  dv dudv dv

dx dx du dx du du
przeto roéwnanie rozniczkowe przyjmie postac:

v iufu—Kk) EbVAdjd— \ /el - bv 4—uk -~ bl o)
du N (W k) ~bx(v -F-1) §-cx/  \axu -j- bxv - (uLlk -Fbxl -F-g\

Poniewaz Ic i | sg pierwiastkami réwnan (r), przeto wyrazenia, zawarte
w nawiasach w ostatnim ufamku, sg zerami i otrzymujemy roéwnanie
jednorodne:

dv / au -\- bv \
du \axu -j- bju)
Jezeli a'bl= ai'b. lecz bx5=0, to wprowadzajac nowg zmienng zalezng
za pomocg podstawienia:
axx-\-bxy -\-cx= z
otrzymujemy rownanie:
dz o (bz 4- bxc — b,
dx — @i+ hiy bxz
To réwnanie nie jest jednorodne, natomiast nalezy do omoOwionego juz
typu (56): z'— F(2).
Jezeli a-bx— aX‘b i bx— 0, to musi by¢ takze ¢= 0 lub al= 0,
a rownanie (60) ma postac:
ax by -j- ¢
Itth >'="[ a

a wiec nalezy do jednego z omdéwionych juz typow: (46) lub przyktad 7
z § 296.

§ 298. Roéwnania rozniczkowo liniowe pierwszego rzedu

Rdéwnanie rozniczkowe postaci:

(61) y' -fp{x)y — a{x)

nazywamy liniowym zgodnie z og6lng definicja rownan rdzniczkowych
liniowych (por. 8§ 294, str. 99).
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Rozwiazanie takiego réwnania uskuteczniamy dwoma krokami. Naj-
pierw rozwigzujemy prostsze réwnanie liniowe:

(62) y'+ p(x)y=20

otrzymane z réwnania (61) przez opuszczenie wolnego wyrazu q(x).

To prostsze rownanie (62) nazywamy rdéwnaniem liniowym jedno-
rodnym, przy czym mamy na mysli jednorodnosé tylko ze wzgledu na
zmienne y i y\ natomiast funkcja p(x), zawierajgca zmienng x, moze by¢
zupetnie dowolng funkcjg. Nie nalezy zatem miesza¢ poznanej w poprzed-
nim paragrafie definicji réwnan rézniczkowych jednorodnych z definicjg
réwnan rézniczkowych liniowych jednorodnych. Zupetne réwnanie liniowe (61)
z wyrazem wolnym réznym od zera nazywamy rownaniem liniowym nie-
jednorodnym. Rdwnanie (62) catkujemy tatwo, a mianowicie przez od-
dzielenie zmiennych otrzymujemy:

dy = — p(x)dx

Stad:
log21==—Jp(x)dx + ¢c
a wiec:
W= e -S

Oznaczajgc dodatnig statg ec znakiem Oj, otrzymujemy:

11 n ~fpdx
a stad:
(83) y . q e fp(x)ih
Tutaj stata G moze przybieraé dowolne wartosci dodatnie -j- CL i ujemne
— Ci, a takze dla C— 0 otrzymujemy jedng catke szczeg6towg, a miano-
wicie y = 0 (funkcja ta spetnia istotnie réwnanie (62), bo y'= 0).
OtrzymaliSmy w ten sposob catke ogdlng réwnania liniowego jed-
norodnego. Nie spetnia ona réwnania niejednorodnego. Jezeli jednak
statg C zastgpimy odpowiednio dobrang funkcjg C(x) zmiennej x, to okaze

sig, ze funkcja:
— fp(x) dx

y— GKxx)e JP
jest catkg réwnania niejednorodnego. Te metode rozwigzywania réwnauia
liniowego nazywamy metodg zmiennosci statej. Aby znalez¢ funkcje C(x),
podstawiamy w réwnanie niejednorodne (61) to y i jego pochodng:

—/PO%

y= e@e 0¥ Cme P p
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Otrzymujemy:
C'(x)e ""(F — C(x)e *p{x) -f-p(x) «C.(x)e <*(X)dl = q(x)
Stad:
a wiec:
Wobec tego:
(64) y = e SWif(c + y g{x) (/" RKdx

jest catdg og6lng rdwnania rozniczkowego liniowego niejednorodnego.
Catke te mozna przedstawié¢ w postaci:

y = ce(x) A- m(x)

z ktérej widaé, ze stata c wystepuje tu w pierwszym stopniu. Na odwrot,
fatwo stwierdzi¢, ze kazda gromada funkcyj tej postaci spetnia réwnanie

rézniczkowe jednorodne.
Przyktady.
1) Rozwigza¢ réwnanie:
X X

\ 1 — X2~ 1 — X2

Uzyjemy gotowego wzoru (61). Obliczamy najpierw catke:

Stad:

J'p{x)dx 1
yi—x2
a wiec:

Po wykonaniu drugiego catkowania otrzymamy:
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a wiec:

y=\  c\YA-x*

2) Zwigzek miedzy natezeniem | pradu elektrycznego w chwili t a silg elektro-
motoryczng E w przewodzie o oporze li a o indukcji wiasnej L wyraza si¢ wzorem:

B

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne.
a) Jezeli sita elektromotoryczna przestanie dziata¢, tj. E stanie sie réwne zeru,
to prad zanika wedtug prawa:

dth~

"4 f J=e

Jest to réwnanie liniowe jednorodne. Catkujemy je albo wediug wzoru (63), albo bez-
posrednio przez oddzielenie zmiennych:

Stad:

a wiec:
1= Ce t
Z tej catki ogdlnej wybieramy odpowiednig catke szczegbétowa, wyznaczajac

stata C np. z warunku, zeby w chwili przerwania pradu, tj. dla t= 0, natezenie pradu
miato znang warto$¢ Wobec tego:

10= Ce°= C
a zadana catka szczegbtowa ma wartos¢: ;
1=10* L

Wedtug tego prawa zanika prad od chwili, gdy przestanie dziata¢ sita elektromo-
toryczna.

b) Jezeli w chwili t= 0 wigczono site elektromotoryczng stata, rézna od zera,
to wzrastanie natezenia pradu nalezy wyznaczy¢ z réwnania rézniczkowego liniowego
niejednorodnego.

Stosujgc wz6r (61) otrzymujemy:

1= e It (c-f 'dlj =ce~*"'

Poniewaz w chwili t = 0 natezenie pradu miato warto$¢ | = 0, przeto stata ¢ musi
mie¢ warto$¢, wyznaczong z wzoru:

0= c.eo+ F tj. C=
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Wobec tego catka szczegétowa, ktéra jest rozwiagzaniem tego zagadnienia, ma postaé:

E
To natezenie dazy bardzo szybko do wartosci ~ , odpowiadajacej prawu Ohma (por.

tom |, str. 285).
c) Jezeli sita elektromotoryczna zmienia si¢ np. periodycznie wedtug prawa:

E — EOsin oot

to rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest:
11 ir : *t,
l—e ®m Kx+]j EOs‘u\cot-eL dt

Po wykonaniu catkowania (per partesl) otrzymuje sie:

W) 1==CIC 1 +

przy czym kat y wyznacza sie z wzoru: tgy = —(Q!_ Zr warunku, z€ dla t= Q jest
I = 0, otrzymujemy:
( EOsiny
h Yr *-\-(o* P
Cze$¢ pierwsza po prawej stronie wzoru (w) dazy szybko z wzrostemczasu  dozera,
a cze$¢ druga jest periodyczna, o tym samym periodzie — , co sifa elektromotoryczna,

lecz o fazie spdznionej o y.

Rdéwnanie nieliniowe postaci:

(65) y'+ p{*)y = i{x)yn

zwane réwnaniem Bernoulli’ego, mozna przeksztatci¢é na rdéwnanie
liniowe. Dzielimy w tym celu obie strony przez y" i otrzymujemy:

y Jrp{x)yl-n= q{x)

Wprowadzmy za zmienng zalezng y{x) nowag zmienng z(x) za pomocg
podstawienia:

(a) yI~n =«

Stad wynika:
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Wstawiajgc te. wartosci w rownanie, otrzymamy po uporzadkowaniu:

dz L —n)p{x)z= {\.— n)a{x)

to za$ jest rownanie liniowe. Z tego réwnania wyznacza sie funkcje z(x)
wedtug wzoru (64), a nastepnie wraca sie do zmiennej y za pomocy
wzoru (a).

299. Rdéwnania rézniczkowe zupetne. O czynniku catkujgcym

Réwnanie rozniczkowe pierwszego rzedu, w ktdrym y' wystepuje
myv formie wyraznej, mozemy, jak wiadomo, napisaé w postaci:

(55) M(x,y) dx -f- N(x, y)dy = 0

Jezeli lewa strona jest rozniczkg zupetng, to réwnanie to nazywamy réw-
naniem rézniczkowym zupetnym. Jezeli funkcje /(a?,y), ktérej roézniczka
zupeing jest lewa strona, przyré6wnamy do statej dowolnej C, to otrzy-
mujemy catke ogdlng tego réwnania. Istotnie, jezeli:

M{x,y)dx -f N(x.y)dy = df{x,y)= 0
to:
f{x,y)= O

Wszystkie funkcje y{x), speiniajagce ten warunek, speiniajg dane réw-
nanie rozniczkowe zupeine, albowiem:

9x Jy vnr o= ° e°zyli MJr Ny,=z{)
Znalezieniem funkcji, ktorej rozniczkg zupeing jest wyrazenie:
M (a;, y) dx -J- N(x, y) dy

zajmowaliSmy sie juz w § 114 (tom I) i w 8§ 257 (tom Il). WidzieliSmy
ze koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby wyrazenie:

M (x,y) dx -j- N (x, y) dy
byto rézniczkg zupeing, jest:

SM SN
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Funkcje za$ f(x,y), ktorej r6zniczkg zupeing jest badane wyrazenie, po-
trafimy wyznaczy¢ metodg, omdwiong w § 114 tomu I, lub tez wprost
za pomocg gotowego wzoru (por. tom Il, str. 246, wzdr (170)):

A g
f(x, V) =J Al(x,y)dx -)-J N(a,y)dy

a b

przy czym a i b sag dowolnymi liczbami statymi,

Wobec tego catka ogélng réwnania rdézniczkowego zupeinego jest
gromada funkcyj y(x), otrzymanych z rozwiktania wzoru f(x, y) — C,
czyli wzoru:

<66)

Widzimy stad, ze rownanie rézniczkowe zupelne rozwigzuje sie za po-
mocg dwodch kwadratur.

Przyktad.
Roéwnanie rézniczkowo:

4 x3y dx -f- (y2-j- a;4)dy = 0

jest réwnaniem zupeinym, albowiem :

dy — 4a3 i dx 4:X3

“"Wobec tego catke ogélng tego réwnania otrzymamy z wzoru:
X y

F(x,y) =] Axzydx-\~J {y2 fld)ty :
to znaczy:
xiy\ + {iy3Jraiy)l —«
Stad:
X*y —9g b= ¢
mOznaczajgc statg liczbe c-j- j b3-j- a*b jedng litera c,, otrzymujemy:
ANy lJdrhyz=cl
Jest to jednoparametrowa gromada funkcyj, podanych w formie uwikfanej.

tatwo stwierdzi¢, zc réwnanie rézniczkowe o zmiennych oddzielo-
nych, tj. réwnanie postaci:

f{x)dx+ g()dy= 0
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jest réwnaniem zupetnym. | tak w réwnaniu tym jest M (x,y)"f(x)
a N{x,y) = g(y)i a zatem:

SM _ 0, dN_ 0

2y 9x

Te czastkowe pochodne sg réwne, to za§ dowodzi, ze badane rdwnanie
jest réwnaniem zupeinym.
Réwnanie:
f(x) mgx{y) dx-\-g {y) «/, @) dy==
nie jest wprawdzie rownaniem zupelnym, mozna je jednak przeksztatcié
na takie réwnanie, mnozac obie jego strony przez czynnik:

Ogolnie, jezeli rownanie:
M {x, y)dx -J- N[x,y)dy — 0

nie jest rownaniem zupetnym, a posiada catke ogdlna, to mozna je za-
mieni¢ na réwnanie zupetne, mnozac lewa strong przez odpowiednio do-
brang funkcje y(x, y), zwang czynnikiem catkujacym danego rdwnania.
Znalezienie czynnika catkujgcego nie jest w ogdélnym przypadku
zagadnieniem fatwym.
| tak z warunku, ze:
(iM dx -j- u N dy

ma byc¢ rdézniczkg zupetng, wynika, ze czynnik catkujagcy y musi spet-
nia¢ nastepujgce rownanie:

(67)
czyli:

(67 a)

Jest to réwnanie rozniczkowe czgstkowe pierwszego rzedu, trudniejsze zwykle
do rozwigzania anizeli pierwotne, dane rownanie rézniczkowe niezupetne.

Réwnanie to upraszcza sie znacznie, jezeli sie zdarzy, ze rOwnanie
rézniczkowe niezupetne posiada czynnik catkujacy, zalezny tylko od

jednej zmiennej, np. od x. Wtedy odpada hiyl i mamy do czynienia.
z réwnaniem r6zniczkowym zwyczajnym:

y(x)My = y(x)Nr+ N 4
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czyli:
d(l , Nx— My”™ =()
dx 1 N

Jest to rownanie rézniczkowe liniowe jednorodne, catkujemy je zatem
wedtug wzoru (63) na str. 118 i otrzymujemy:

(68) AX)y= C e -d

Tak np. tatwo sie mozna przekona¢, ze rédwnanie liniowe niejednorodne,
napisane w postaci:

@ (p(x)y-a(x))dx-{-dy = 0

nie jest rownaniem zupetnym, posiada jednak czynnik catkujgcy, zalezny
tylko od x. 71 wzoru (68) otrzymujemy na ten czynnik wzér:

li{x) — eV

Mnozac réwnanie (1) przez ten czynnik, zamieniamy istotnie lewg strone
na rozniczke zupeing, jak tatwo sprawdzi¢. Catkujgc te rozniczke zupeing
wedtug ogo6lnego wzoru (66), otrzymujemy takze tg drogg znany nam
juz wzo6r (64) na catke ogdlng réwnania liniowego niejednorodnego.

Zupeinie podobnie postepuje sie, gdy istnieje czynnik catkujacy,
zalezny tylko od vy.

Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie do stwierdzenia, ze row-
nanie rozniczkowe jednorodne:

napisane w postaci:

M [x y)dx -(- N (x,y)dy = 0
(przy czym, jak wiemy, M i N sg funkcjami jednorodnymi tego samego
stopnia), posiada czynnik catkujgcy:

Przy dowodzie trzeba sie powota¢ na twierdzenie Eulera o funkcjach
jednorodnych (por. tom |, str. 333, wzo6r 78).

OmowiliSmy w ten sposdb najwazniejsze typy tych réwnan roznicz-
kowych postaci:

y' = f(x,y)

ktére sie dadzg scatkowaé przez kwadratury. Nie nalezy jednak sadzic,
ze kazde takie rownanie da sie w ten sposob rozwigza¢. Tak np. oka-
zano, ze réwnanie:

y'd-p(*)y2+ <)y + r(x)= °
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réznigce sie od rdéwnania liniowego tylko tym, ze przybyt dodajnik
p(x)yz, nie da sie w ogdlnym przypadku scatkowa¢ przez kwadratury.
To rownanie rézniczkowe, posiadajgce szereg interesujgcych wiasnosci,,
nazywamy réwnaniem Riccati’ego.

Nasuwa sie wobec tego pytanie, czy wogoéle takie réwnanie posiada
rozwigzania a ogoOlniej: jakie warunki musi spetniaé funkcja f(x, y), aby
réwnanie rozniczkowe y' = f(x,y) posiadato rozwigzanie. Tg nader wazng
kwestig zajmiemy sie w § 301—302. W nastepnjmh za$ paragrafach zaj-
miemy sie jeszcze niektorymi réwnaniami rozniczkowym pierwszego-
rzedu, podanymi w postaci:

y,y)= 0

tj. takimi, w ktérych y' wystepuje w formie uwikianej.

§ 300. Réwnania rdzniczkowe Lagrange’a i Clairauta

Jezeli réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu podane jest w takiej
formie, ze trudno je rozwiktaé wzgledem y', to prébujemy je rozwiktac
wzgledem x lub y. WeZmy pod uwage rownanie rozwiktane wzgledem vy,
a wiec rownanie postaci:

(69) y = <p(x)y’)

Rozwiazanie takiego réwnania potrafimy zawsze sprowadzi¢ do rdwnania,
w ktorym pochodna nieznanej funkcji wystepuje w formie wyraznej.
Uzyskujemy to przez wprowadzenie nowej zmiennej (zaleznej):

v—j'
i przez rézniczkowanie danego réwnania (69) wedtug zmiennej x. | tak
rézniczkujac obie strony réwnania (69) wedtug x, otrzymujemy:

. P 3Ppdy
9 dx dy' dx

czyli:
b= @{xp) - (ulx p) 2P
a stad:

dp=p-cpJdx,P)_ ,
dx ap (x, p) 9o{ .P)

To za$ réwnanie ma juz forme wyrazng (wzgledem pochodnej szukanej
funkcji p (x)).
Jezeli og6lng catkg tego rdwnania jest:

h(cp,c)— 0
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to czasem nie potrzebujemy nawet oblicza¢ stad p a nastepnie y przez
kwadrature z warunku y' — p, lecz mozemy unikng¢ tej ostatniej kwa-
dratury. Jezeli mianowicie uda sie otrzymang catke og6lng rozwikitaé
wzgledem zmiennej x, to znaczy j)rzedstawi¢ x w postaci:

(@ X — ip(p, ©

to wystarczy wstawié¢ te funkcje w dane réwnanie ré6zniczkowe za ar.
Otrzymamy w ten sposob:

y = cp(ip(p, €), p)
czyli:

(b) )= X({> ¢

Réwnania (a) i (b) dajg razem parametrowe przedstawienie funkcyj cat-
kowych za pomocg parametru p.
Podobnie postepujemy, gdy z réwnania rézniczkowego:

Fix, y,y) =0

mozemy obliczy¢é x w formie wyraZznej, tj. gdy mozna to rOwnanie przed-
stawi¢ w postaci:

(70) x = <p(y,y")

Wtedy dogodnie jest uwaza¢ x za zmienng zalezna.

Specjalnym przypadkiem réwnan, dajacych sie sprowadzi¢ do po-
staci (69) lub (70), sg rOwnania, zawierajgce X i y najwyzej w pierw-
szym stopniu, tj. réwnania postaci:

+ yfz (/) + /jM = o

Jezeli fz(y') nie jest identycznie zerem, to réwnanie to mozna przedstawic-
w postaci:

(71) v = xgW) + firn

zwanej réwnaniem rozniczkowym Lagrange’a
Kiadziemy y' = p, a wiec:

@ y = xg(p)-t-f{p)

Tworzymy pochodne obu stron wedlug x i otrzymujemy:

p=9(p) + *9'(p)fx + r(p)fx
czyli:

p—9{p)= % W Xp)+ f (p)
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Zatozmy, ze g(p) jest rozne od p i obliczmy %;, uwazajgc teraz p za
zmienng niezalezng, a * za jej funkcje. Otrzymamy:

dx — Og'w |

dp~p—g(P) p—g{p)

Jest to rdwnanie ro6zniczkowe liniowe, potrafimy je zatem rozwigzaé
przez kwadratury. W ten spos6b otrzyma sie catke ogdlng tego réwna-
nia w postaci:

(b) x=G (p, 9

Nie trzeba stad wylicza¢ p, lecz wystarczy wstawi¢ za x znaleziong
funkcje w rownanie (a). Otrzyma sie:

(c) y== G(p, c)g(p) + f(p) = H(p, 0

Réwnania (b) i (c) dajg parametrowe przedstawienie catki og6lnej réwna-
nia Lagrang e’a
WytgczyliSmy przypadek g(p)=p czyli:

ow) =y’
Wtedy rownanie Lagrange’a przyjmuje postac:

(72) y = xy"4-f{y)
zwang réwnaniem rézniczkowym Olai rauta. Chcac je rozwigzac, kia-
dziemy y'— p i rozniczkujemy obie strony rownania:

(d) y = xp-\- {{p)

wedtug zmiennej X, pamietajac o tym, ze p jest funkcjg X. Otrzymujemy:

i -i+. £+/m<»f
czyli:

(. +r@P)=o

Réwnanie to spetnia sig, gdy' pierwszy albo drugi czynnik jest zerem,
tj- gdy;

<> l -0
albo:

(f) x=f (p)
Rozwigzaniem réwnania (e) jest:
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Podstawiajagc to w réwnanie (d), otrzymujemy catke o0g6lng rownania
Clairauta w postaci:

(73) y = ¢cx + f(c)

Graficznym obrazem tej gromady funkcyj jest jaka$ jednoparametrowa
gromada linii prostych.

Z réwnania (f) otrzymamy jeszcze jedng catke. Aby do niej dojsc,
nie trzeba odwraca¢ tego réwnania celem obliczenia p, a nastepnie cat-
kowac¢ réwnanie y' — p, lecz wystarczy wstawi¢ znalezione na * wyra-
zenie w réwnanie (d). Otrzyma sie w ten sposéb:

(9) y= —pf{p)A-f{p)=h{p)

Wzory (f) i (g) dajg parametrowe przedstawienie jednej caitki, ktora nie
jest catka szczeg6towg, nie mozna jej bowiem otrzymaé z catki ogolnej
przez specjalizacje statej c. Catka ta, zwana catkg osobliwg, przedstawia
obwiednig gromady linij prostych (73). Istotnie obwiednig gromady:

(h) F(x,c)ssy —cx —f{c) — 0
znajdujemy (por. tom |, str. 576), ktadac:
0] ~N-x-f'"(c)= 0

i wyznaczajac z tych dwoéch warunkéw (h), (i) zmienne x i ¢/jako funkcje
parametru c¢. Otrzymamy w ten sposéb:

— f'(c)
— ¢/'(c) -f f(c) = h(c)

X
y

a to sa witasnie rownania (f) i (g), réznigce sie od nich tym tylko, ze
parametr oznaczono inng literg.

A wiec catka og6lna rownania Clairauta przedstawia jednopa-
rametrowg gromade prostych, a ponadto istnieje catka osobliiva, przedsta-
wiajgca obwiednig tej gromady.

Przyktady.
1) Rozwigzaé¢ réwnanie rézniczkowe:

fl2— 4%/ -f4y= 0
Jest to rownanie Clairauta, albowiem:
y = xy' —\y'*
Catka ogdlna jest gromada prostych:

(n y —cx—ic*

Rachunek rézniczkowy i caikowy. T. IIl.
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Calke osobliwg znajdujemy, kladac:

»= —f(P)= 2’iP==%P
i podstawiajgc te wartos¢ w réwnanie:
y= Xp—\p*

lub prosciej, eliminujac p z obu ostatnich réwnan.

Poniewaz p = 2x, przeto y = 2X1— Jm4aP = a’.

Rozwigzaniem osobliwym danego réwnania a zarazem obwiednig gromady pro-
stych, okreslonych réwnaniem (r), jest zatem parabola o réwnaniu:

y = x
2) Scatkowaé¢ réwnanie:

o) 4#'3—6i2+ 9(y—X) = 0
Jest to réwnanie Lagrange’a, albowiem y i X wystepuja w pierwszym stopniu.
Ktadziemy y ‘= p i rézniczkujemy wodlug x. Otrzymujemy:

(12.p2-12P) g + 9(~-1) =0

czyli:

Kazdy czynnik z osobna kiladziemy réwny zeru i otrzymujemy dwa nastepujac©
réwnania:

(m) p=1
(i >? N+ 9g=°

Z pierwszego otrzymujemy Qy-: 1 a wiec y= a:-Jl-cl

Stata c, nie jost tu dowolna, lecz nalezy jg tak obraé, aby znaleziona funkcja
spetuiata dane réwnanie rézniczkowe (1). Musi sie zatem spetnia¢ réwnanie:

4013—6e12-j-9e(Xx-j-6i—X) — 0
a wiec ¢, — i, wobec czego catka réwnania (1), otrzymana z warunku (m), ma postac:
y —x -+ f
Z drugiego réwnania (n) otrzymujemy przez oddzielenie zmiennych:

Apdp — — 3dx

a stad: .
p2= —fiC-fc¢
a wiec:
0= —-IP2+ ¢
Eliminujemy p z tego rdéwnania i z danego réwnania —Gp2-f-9(y —x)= 0

i otrzymujemy nastepujaca catke ogdlng tego réwnania:

2(Xx —¢)3+3[y.—c)2= 0

tatwo jest stwierdzi¢, ze otrzymana z warunku (m) linia catkowa jest obwiednig otrzy-
manej gromady.
Catka ta nie miesci sie w catce ogdlnej i jest catkg osobliwa.
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Rownaniami Lagrange’a sg wszystkie rownania postaci:

y=fH¥) 1 x=g(y]

Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, ze kazde z tych roéwnan roz-
wigzuje sie przez jedng kwadrature.

§ 301. Dowdd istnienia catki réwnania rézniczkowego zwyczajnego
pierwszego rzedu metodg kolejnych przyblizen (metodg Picarda)

Zajmiemy sie badaniem, pod jakimi warunkami rownanie roz-
niczkowe:

(54) ¥ = 1(x,y)

posiada rozwigzania. Istnienie rozwigzan zalezy oczywiscie od natury
funkcji f(x,y). Wystarcza tu bardzo ogdlne zatozenia o funkcji f(x,y).
Nie trzeba nawet zgda¢ rdzniczkowalnosci tej funkcji. Wystarczy zadac,
1° aby ta funkcja byta ciggta w jakim$ obszarze D i 2° aby jej iloraz
réznicowy wzgledem zmiennej y byt w tym obszarze ograniczony, tj. aby
istniata taka liczba L, ze:

(74) <L
yr —yi

Ten ostatni warunek nazywamy warunkiem Lipschitza. Spetnia sie on
2f
np. zawsze wtedy, gdy czastkowa pochodna — , ktdra jest granicg tego

ilorazu réznicowego, istnieje i jest ograniczona.

Okazano, ze przy tych zatozeniach przez kazdy punkt obszaru D
przechodzi jedna i tylko jedna linia catkowa réwnania rozniczkowego (54).

Obierzmy w obszarze D dowolny punkt A (a b) i szukajmy takiej
funkcji y=tp(x), spetniajacej dane réwnanie rozniczkowe, ktora przy-
biera dla x = a warto$¢ y = b, czyli takiej linii catkowej, ktéra prze-
chodzi przez punkt A. Znajdziemy takie rozwigzanie, postugujac sie me-
todg kolejnych przyblizen. Aby uzyska¢ ciag takich kolejnych przy-
blizen, podstawiamy najpierw w prawg strone réwnania (54) za y war-
tos¢ b i szukamy funkcji yi(x), spetniajgcej nastepujace prostsze réwna-
nie rézniczkowe:

y[ = (A b)

o*
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Poniewaz prawa strona jest funkcjg jednej zmiennej x, przeto wszystkie
rozwigzania tego réwnania otrzymujemy, tworzac catke nieoznaczong:

yx@® =J'f{x, bydx+ C= F(x)+ C

Z tej gromady funkcyj wybieramy te, ktdra przyjmuje dla x — a wartos¢ b.
Z tego warunku wyznaczamy statg C, a mianowicie:

F(a)+C=b
C= b— F{a)
A wiec:
yx@= F(x) —F(@)+ b
czyli:
(75) yx{x) = jf{x, b)dx b

a

Funkcja y1(x) jest pierwszym przyblizeniem catki réwnania (54). Aby
uzyska¢ drugie przyblizenie, podstawiamy znaleziong funkcje znowu
w prawg strone danego réwnania r6zniczkowego i rozwigzujemy réwnanie:

yi= f1{x,yx(xj) =g{x)

Poniewaz prawa strona jest znang funkcjgjednej tylko zmiennej x, przeto
mozemy rozwigza¢ to rownanie przez catkowanie. Wybierajgc z gromady
funkcyj pierwotnych te, ktéra przyjmuje wartos¢ b dla x = a, otrzymujemy:

X

y2(*): dx + b
a

Postepujac w ten sposob dalej, otrzymujemy cigg kolejnych przyblizeA:

Iz@® =] I(®y2®)dx+ b

(75a)

Okazano, ze ciag tych funkcyj yx{x), y2{x), ...,yn(x)... jest zbiezny do
takiej funkcji (p{x), ktora speinia dane roéwnanie rdézniczkowe i przyj-
muje dla x = « warto$¢ b a ponadto, ze jest to jedyna funkcja, spet-
niajaca te warunki.
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Metoda Picarda (kolejnych przyblizen) przeprowadza sie w zu-
petnie podobny sposob dowdd istnienia rozwigzan réwnan rézniczkowych
wyzszych rzedéw i uktadéw réwnan rodzniczkowych. Metoda kolejnych
przyblizen stuzy nie tylko do dowodu istnienia rozwigzan, lecz pozwala
takze otrzymac¢ kolejne przyblizenia tych rozwigzan, a wiec rozwigzy-
wacé rownania réozniczkowe w przyblizeniu.

Przyktady.
1) Znalez¢ takie rozwigzanie réwnania rézniczkowego:

y'=y-j-x
ktére przybiera warto$¢ y= 1 dla x = 0. Poniewaz funkcja f(x, y) = x-\-y jest cig-
gta dla wszystkich x, y i posiada ograniczona pochodng czgstkowa -Jy = 1, przeto

spetnia warunek Lipschitza dla wszystkich punktéw. Zatem przez kazdy punkt
ptaszczyzny przechodzi jedna i tylko jedna linia catkowa, a wiec istnieje taka calka,
ktéra przybiera zadang warto$¢ y — 1 dla * = 0. Kolejne przyblizenia tej catki uzy-
skamy, wstawiajagc w dane réwnanie najpierw zamiast y warto$¢ 1, a wiec biorgc pod
uwage réwnanie:

Stad otrzymujemy na podstawie wzoru (75):

21N =1+J-\-x)dx—1 \x 2
0

To jest pierwsze przyblizenie szukanej catki. Drugie przyblizenie uzyskamy, wstawiajgc
te znaleziong funkcje znowu w pierwotne réwnanie i catkujgc. Otrzymamy w ten sposéb:

y'i(#): (1+ #-fi x®+ x = 1+ 2x + t

y2{x)= 1+ /(! + 2x-j-"x2dx = 1-fx -)-x2-\-~x3
0

a zatem:

Dalsze przyblizenie otrzymamy z réwnania:
y3(x) = (L -fx -f a2+ £x3-j-ar= 1-)-2qa -fx2-f £x3

a mianowicie:

yz(x) = 1JrJ (1 X+ x2  %x3)dx = | -\-x X2 EXx3+ -¢ix*
0

Poréwnajmy te wyniki z $cistg wartoSciag zgdanej catki. Catke og6lng réwnania
y' — y-f-x znalezliSmy juz poprzednio (por. str. 114, przykiad 6), a mianowicie:

y X)— Ce?2—- x — 1
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Z tej gromady funkcyj wybieramy te, ktéra dla * = 0 przyjmuje warto$¢ y— 1.
Z tego warunku wyznaczamy statg C, a mianowicie:

1= cw—0—1!
a wiec G —2. Zadang catka jest zatem:

y(X)= 2ex— X—1
czyli:

y(x) = 1+ x-\-xfi-\-lix3-{-m"oci 4r -"x5+ ... + h @-"-'-

Widzimy, ze otrzymane przyblizenia th(x), yt (x), €3(X) maja poczatkowe wyrazy
zgodne z tym rozwinieciem szukanej funkcyj na szereg M aclaurina.
2) Zbadajmy kolejne przyblizenia tej catki réwnania:

y'= 2# -f-y2

ktéra przybiera warto$¢ y = 1 dla x = 1. Jest to specjalny przypadek réwnania
KiecatPego (por. str. 126), ktérego nie potrafimy rozwigza¢ elementarnymi metodami,
omowionymi powyzej. Natomiast mozemy znalez¢ ciag kolejnych przyblizen catki, uzy-
wajac metody Picarda. | tak:
VW)= 2X+ 1
X
yx@)= 1 -42(2 x™ Ddx= i X2A-X — 2 =*st ®— 1
1
Yolp) — 2X -j- (X2-- X = 1)2

X

yz(x)= 1+ j (2x + (a2-fa:— 1) dx= %x5+ x| — %x2-fa—"

W podobny sposéb otrzymuje sie dalsze przyblizenia.

§ 802. Dowdd istnienia rozwigzan rdwnania roézniczkowego me-
todg szeregéw potegowych (metodg Cauehy’cgo)

OmoéwiliSmy w § 301 dowdd istnienia rozwigzan réwnania roznicz-
kowego:

(54) y' = f{x,y)

czynigc o funkcji f(pc,y) zatozenia bardzo mato ograniczajgce. Nie zada-
liSmy nawet rézniczkowalnosci tej funkcji. W praktyce mamy jednak
do czynienia najczesciej z takimi réwnaniami rézniczkowymi, w ktorych
funkcja f[x,y) jest regularna, a mianowicie jest funkcjg analityczng, to
znaczy rozwijalng na szereg Taylora. Okazemy, ze rOwnanie roznicz-
kowe posiada przy tym zalozeniu takie rozwigzanie, ktére jest rdwniez
rozwijalne na szereg Taylora. Twierdzenie to, udowodnione przez
Cauchy’ego, wypowiada sie $cisle w nastepujacej postaci.



135

Jezeli funkcja f(x, y) jest rozwijalna na szereg Taylora (dwoch
zmiennych) w otoczeniu mpunktu x — a, y — b, to rdwnanie rdzniczkowe
y' = f(x,y) posiada takag catke, ktora przyjmuje dla x — a wartos¢y = b,
i jest rozwijalna na szereg Taylora (jednej zmiennej) w otoczeniu punktu
X = a

Poniewaz przez przesuniecie osi mozemy zawsze uzyskac, ze punkt
A {a, h) bedzie miat wspbtrzedne x — 0, y = 0, przeto mozemy przeprowa-
dzi¢ cate rozumowanie, uzywajagc szeregu Maclaurina zamiast szeregu
Taylora i szukajagc takiej funkcji y{x), spetniajgcej réwnanie réznicz-
kowe, ktéra przyjmuje wartos¢ y — 0 dla x = Q.

Ot6z czynimy zatozenie, ze funkcja f[x,y) da sie rozwingé na sze-
reg Maclaurina dwo6ch zmiennych:

f{x, y)= /(O, 0)+ fx(0,0)x + fy(0,0)y + 1 (/,,(0, 0)&e* +
+ 2fX¥(0,0)xy -f-fyiS> 0)y2) -f-...
czyli:
(b) f{x,y) = c00-f clOx + cOly -j- c20x2-f cn xy -f- c02yz-f ...
zbiezny bezwzglednie dla |&|< r-, |2|<Irz
Chcemy okaza¢, ze istnieje taka funkcja y(x), spetniajgca rownanie
rézniczkowe (54), ktora da sie rozwingé na szereg potegowy:

(c) y = alx -f- a2x2-f- a3x3-j- ...

zbiezny w jakim$ otoczeniu punktu x — 0. Poniewaz przyjmujemy nay
szereg potegowy bez wolnego wyrazu, przeto mamy juz zapewnione to,

ze y przyjmie zadang warto$¢ 0 dla x = 0. Wiadomo, ze ar= "~y (A0).

Nieznane wspdtczynniki ax, a2, ... szukanego rozwinigcia mozemy wy-
znaczy¢ za pomocg znanych wspotczynnikow ¢00, c10,... danego rozwinie-
cia albo wprost z réwnania rézniczkowego (54), przez kolejne rézniczko-
wania obu stron, albo metodg nieoznaczonych wspotczynnikéw. Postepu-
jac pierwszg droga, otrzymujemy kolejno:

y'(0)=/(0, 0) — e
a wiec:
ai ~ coql
y" (0) = fx(0,0) + fy(0,0).y (0)= cl0+ @lec0
a wiec:

B_ Yy 0) = ¥{Sio W'?oxEoo}f

y'"(0) = fxx(0, 0) -f- 24 (0,0)y"' (0) + f,, (0, 0)y' (0)* + fy(0,0)y" (0)
= 2cD-F2on AD(-2d2g, -F L 0 -F dL.d0)



136

a wiec:
@= gy @~ gj [(cD+ CLAD"F co2ax)-2 -F Ol CD-|- AL

Wzory na dalsze wsp6tczynniki un sa coraz bardziej skomplikowane,
otrzymuje sie je wszystkie jednak tylko przez dodawanie i mnozenie
danych wspotczynnikéw cki szeregu (b). Szereg potegowy (c) ma zatem
postaé:

(d V~ C°* An~I0A QLCNER 31 A Cuc® C2 2
+ 'm(cio + c0i co0)]@B+ ---
Chodzi o to, czy ten szereg potegowy jest zbiezny w jakim$ otoczeniu punktu
x = 0. By tego dowie$é, tworzymy majorante tego szeregu w nastepujacy sposob.
Dany szereg (b) posiada majorante:
. ir. M, M i i M
g{x,y) = M + 5 ® + 2+ TJ®“+ 5, W + sLy2+ om+
i
N * - .
+ " VvV +

przy czym M oznacza liczbe wiekszg od bezwzglednych wartos$ci wszystkich wyrazéw
zbioznego szeregu:

@0+ COrl + colr2+ Qorl+ dlrir2+ @2r2+ me+ r*/fir2+ ooe

Jezeli bowiem:
\ckNr\A < M
to:

(f) W o< L2,
a wiec wszystkie wyrazy danego szeregu (b) sga przy kazdym x iy mniejszo co do
bezwzglednej wartosci od odpowiednich wyrazéw szeregu (e). Istotnie wiec szereg (e)
majoryzujo szereg (b).

Prawa strona wzoru (e) jest, jak fatwo stwierdzi¢, rozwinieciem na szereg
funkcji utamkowej:

Jest ono zbiezne dla |a: <Crx, |y K r,.
Catkujemy réwnanie rézniczkowe:

M
(i—$)(i-i)
co sie da fatwo uskuteczni¢, poniewaz zmienne dadzg sie oddzieli¢. Wybieramy z catki
og6lnej te catke szczeg6towa, ktéra przyjmuje wartos¢ 0 dla x = 0 i otrzymujemy,
jak nie trudno stwierdzi¢:

y = g(x.y)

@ y=
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Rozwiniecie tej catki na szereg potegowy musi mie¢ posta¢ wzoru (d), w ktérym tylko
M

kazde cki nalezy zastepie odpowiednim wyrazeniem U—jz, wzietym z rozwiniecia (e).
r

Stad i z wzoréw (f) wynika, ze szereg potegowry, przedstawiajacy funkcje (g) w oto-
czeniu punktu x — 0, majoryzuje szereg potegowy (d), przedstawiajgcy szukang catke.
Szereg potegowy funkcji (g) jest zbiezny dla:

y~riogii-£ < i
(poniewaz rozwiniecie dwumienne funkcji \ I-f-z jest zbiezne dla \s\ <[ 1) czyli dla:

(h) [a? < rx (I — e2wr)

Dla tych samych x jest zatem zbiezny takze szereg ztnajoryzowany (d). Wykazalismy
w ten sposéb, Zze istnieje catka danego réwnania rézniczkowego, rozwijalna na szereg
potegowy, zbiezny w pewnym otoczeniu punktu x = 0. Przy rozwigzywaniu trudniej-
szych réwnan rézniczkowych uzywa sie czesto rozwinie¢ na szeregi potegowe.
Przyktad.
Znalez¢ taka catke réwnania:

y'= 3x + y2

ktéra przyjmuje wartos¢ y — 0 dla x = 0.

Prawa strona jest analityczng funkcja dwéch zmiennych i posiada bardzo proste
rozwiniecie na szereg, a mianowicie el0= 3, rOk= *, a wszystkie inne wspoétczynniki
sg zerami. Wobec tego, stosujgc gotowe wzory na av c2 a3l... otrzymujemy: al=e 00==0,
a2— r(<io “Ycoicoo)= r(3 40.00= J, a na c3 otrzymujemy warto$¢ 0. Rozwinigcie
szukanej catki ma zatem postac:

y= 0eX-f-§X2-(- 00 X3-F- ... = f X2-j- ...

Chcemy otrzymaé dalsze wyrazy tego szeregu, nie majgc gotowych wzoréw na a4, a5!...
Mozemy postepowac jedng z drdg, wskazanych przy dowodzie. | tak postepujac ta
droga, ktéra wyznaczaliSmy kolejne wspétczynniki an, podstawiamy najpierw x = 0,
y = 0 w dane roéwnanie rézniczkowe i otrzytnujemy:

7(0)= 3¢0-f-02= 0

Nastepnie tworzymy pochodng obu stron réwnania rézniczkowego i wstawiamy y = 0,
a za y' znaleziong warto$¢ y' — 0. Zatem:

y"(x) = 3-f-2yy" a wiec y" (0)— 3
Postepujac tak dalej, otrzymujemy kolejno:
yrtx) =20y + Y9 a wiec y"™(0)= 0
yw () = 2(yy™ -j- 3yiy") v ™0 =0
*(®)="2(aw<t>+ 4y'y'""™ +3y" 2 , , 79(0)= 2.3+32= 54
yw(x) = 2(y,p + 5y'y”+10y"y*),, ., "~ (0)= 0
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Zatem:
3 54 9
al — 0j a2~ 2]’ ~°38= ~ G,5==5T==:20" a6==A"""
-a Wiec:
y=.§®2-(- + ooee

Otrzymywanie tg drogg dalszych wspéiczynnikéw jest do$¢ niedogodne (mozna dla
utatwienia uzyé wzoru Leibniza na pochodna iloczynu). Szybciej dochodzi sie zwykle
do celu metodg nieoznaczonych wspdtczynnikdéw. Tworzymy w tym celu pochodng sze-
regu (c), tj.:

(k) y' =. ad-j- 2a2®-f- 3a3@2-J- ...

i wstawiamy w dane réwnanie rézniczkowe za y i y' szereg (c) i (k). Otrzymujemy
w naszym przykiadzie:

ax-j- 2a2® 3a3®2-f-... = 3te+ {alx -f- a2@2+ a3®3-f- ad®A+ ...)2

Porzadkujemy obie strony wedtug poteg x i poréwnujemy wspdétczynniki przy réwnych
potegach x. Otrzymujemy w ten sposoéb:

ad— 2a2X 3a3@2-f- .. =
= 3® -j- aj®2-j- 2ala2®3 (a2-f- 2ala3l®4-f- (2a2a3-)- 2axad)®5 +

Zatem:
ax= 0
2a2= 3 a stad a2= f
3u3= aj= 0 » » a3= 0
4ad= 2ada2= 0 w o a4= 0
5a5= 2axa3-(- az2= " n n as==
6 Qqz== 2 “O2 A2AG e A /A Y — A
7a7= 2alab+ 2a2a4+ af= 0 w o ar= 0
8a8= 2a”e -(- 2a2aBf-2a34= 2+ |w ,, a8=
Wobec tego rozwiniecie szukanej catki na szereg ma postac:
y= |®2+ 2"® 3+ -Aj®8+ ...= [a;2(] + t\® 3+ A®6G+ ees)

Metode dowodu istnienia catek rownania rozniczkowego, a zarazem
metode otrzymywania rozwinie¢ tych calek na szeregi potegowe, uogdl-
niono na réwnania wyzszych rzedow i na ukiady réwnan rézniczkowych.

Opierajac sie na rozwinieciu catki réwnania rézniczkowego na sze-
reg potegowy, podali Runge i Kutta nastepujgcg przyblizong metoda
rozwigzywania rownan rézniczkowych.

Chcemy znalez¢ przyblizong wartosc¢ tej catki rownania rézniczkowego:

y' = A®,V)
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ktdra przybiera dla x — a warto$¢ y (a) — b. Gdy x wzrosnie o znang
wielko$¢ h, tj. zmieni sie¢ na a h, to szukana catka y dozna jakiego$
przyrostu k, okreslonego wzorem:

k{h) — y(a -|- h) — y{a)

Ot6z Runge i Kutta podali takg przyblizong wartos¢ k{li) tego przy-

rostu, ktorej rozwiniecie na szereg Taylora zgadza sie z rozwinieciem

prawdziwego przyrostu k (h) az do wyrazow, zawierajgcych h4 wigcznie.
Otrzymali w ten sposdb nastepujacy wzér na k(h):

(76) k (h) — w&{& -f- 2 k,, -{- 2 k3-j- 1A)

przy czym kolejno:

kx= hl/(a, b)
k2= hf{a + $h, b-}"kx)
k3= hf(a  ™h, b-j- £k2)
k4= hf(a -f-h, b-f- k3

(76 a)

Wzér ten przypomina wzér Simp son a na przyblizong warto$¢ catki
oznaczonej (por. tom II, str. 122). Mozna go nawet uwazac¢ za uogo0lnienie
tego wzoru w tym sensie, ze w specjalnym przypadku, gdy réwnanie
rézniczkowe ma postac:

' tf=m
jest:
kx= hf(u), k2— hf(a + k3= hf{a -j- i, k4= hf(a + h)
a wiec:
® k(*)= £d(a)+ 4f{a + ?h) -j- f(a -f- h))

To za$ jest przyblizony wzdr Simpsona na te catke réwnania y'— f{x\
ktéra przybiera dla x — a warto§¢ y — b. Ta catka ma bowiem postaé:
aA-h
y — f f(x) dx-\-b
a wiec: A
v-b = k(h)=jf(x) dx

a wzor (s) jest wiasnie wzorem Simpsona dla tej catki.
Doktadniejsze wuzasadnienie tej przyblizonej metody i przyktady
liczhowe na jej zastosowanie znajdujg sie w podreczniku G. Runge’go



i H. Kiniga, pt. Numerisches Rechnen (Berlin, 1924, str. 286 i nast.).
Wz6r, pozwalajgcy oceni¢ biad, popetniany przy tej metodzie, znalez¢
mozna w podreczniku L. Bieberbaeha, pt. Differentialgleichungen (Berlin,
1923, str. 45). Inne przyblizone metody rozwigzywania réwnan réznicz-
kowych znajdzie czytelnik w podrecznikach: Robinsona-Whittakera
(cytowany w tomie I, str. 125) i Will er sa, pt. Methoden der 'prak-
tischen Analysis (Berlin, J.928).

§ 303. Ogoblne uwagi o roéwnaniach roézniczkowych zwyczajnych
wyzszych rzedow

Réwnaniem rdzniczkowym zwyczajnym w-tego rzedu nazwalismy
(str. 98) rownanie postaci:

(48) F{co,y.y\y",---"n) = o
w ktorym figuruje «-ta pochodna szukanej funkcji y=<p[x). Twierdzenia
i metody, odnoszace sie do rozwigzywania réwnan rdzniczkowych do-
wolnie wysokich rzed6éw, nie rdznig sie zasadniczo od rozwazan, dotycza-
cych rdéwnandrugiego rzedu, tj. rownan postaci:

(47) i\x,y,y,y")=20

Zajmiemy sie zatem prawie wylgcznie réwnaniami drugiego rzedu. ROw-
nania te sg szczegdlnie wazne, poniewaz wystepujg one najczesciej w za-
stosowaniach fizykalnych, technicznych i geometrycznych. Tak np. w me-
chanice mamy do czynienia z dwoma wielkoSciami: predkoscig i sita.
Predkos¢ wyraza sie pierwszg pochodng drogi wedlug czasu, sita za$ jest
w bezposrednim zwigzku z przy$pieszeniem, a wiec z drugg pochodna.
W geometrji, jesSli chodzi o styczne, normalne, trajektorie itd., to wy-
starcza pierwsza pochodna; jezeli za$ chodzi o krzywizne, to mamy do
czynienia takze z drugg pochodng

Réwnanie rdzniczkowe zwyczajne drugiego rzedu otrzymywaliSmy
(por. toml, § 177),wychodzac z diuuparametrowej gromady funiccyj:

(a) f(x,y,cxc)= 0

TworzyliSmy pierwszg i druga pochodng tego réwnania wedtug x: uwa-
zajagc y za funkcje x, a mianowicie:
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Z réwnan (a), (b) i (c) rugujemy stale cxi c2 (obliczajac je z dwu réwnan
i wstawiajgc w trzecie) i otrzymujemy:

a wiec istotnie réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu.
Zachodzi pytanie odwrotne, czy dla kazdego danego rownania réz-
niczkowego 2-go rzedu istnieje dwuparametrowa gromada krzywych cat-
kowych. Rozwazania przeprowadza sie najpierw dla réwnania rézniczko-
wego, podanego w formie wyraznej wzgledem y", tj. dla réwnania:

(?r0 y" = f{x,y.y")

Udowadnia sie zupetnie to samo, jak dla ré6wnan 1-go rzedu, a wiec
metodg Picarda, tj. przy pomocy kolejnych przyblizen, lub metodg
Cauchy’ego, tj. przy pomocy rozwinie¢ na szeregi potegowe, ze o ile
tylko funkcja f'(cc,y,y') spetnia pewne, zresztg bardzo obszerne warunki,
to istnieje laka funkcja:

y = @[x

ktéra spetnia dane rownanie rézniczkowe, a ponadto czyni zado$¢ dwom
warunkom, a mianowicie: dla x=a jest y=b, oraz réwnoczes$nie y'=c.
Istnieje wiec catka takiego rdéwnania izalezy od wartosSci b, c, jakie
obierzemy za zmienne y i y“ Poniewaz otrzymujemy y wzaleznosci od
b ic czyl:
y=<p(x,b,c)

wiec istotnie mamy tu do czynienia z dwuparametrowa gromadg krzy-
wych catkowych, zwang catka og6lng réwnania 2-go rzedu.

W konkretnych zagadnieniach trzeba zwykle wybraé z tej gromady
jedng catke szczegbétowa, spetniajgca oprocz roéwnania rézniczkowego
takze pewne dodatkowe warunki. Najcze$ciej mamy do czynienia z dwoma
rodzajamitakich dodatkowych warunkow.

Bardzo jasno wystepujg one przy bada-
niu linii ugiecia belki.

Pierwszy rodzaj warunkéw spo-
t3kamy w nastepujacym zagadnieniu.

Pret poziomy (fig. 15) jest przy-
twierdzony jednym korficem nieruchomo,
na drugi za$ koniec dziata sita P pionowo. Skutkiem tej sity pret ugina
sie. Otd6z okazano, ze linia ugiecia jestkrzywa, ktérej rGwnanie zawiera
sie w calce ogdlnej pewnego réwnania rozniczkowego drugiego rzedu.
Aby wybra¢ z tej gromady funkcyj jedna, odpowiadajgcg warunkom
istotnym zadania, zgdamy przede wszystkim, by krzywa ta przechodzita
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przez pewien punkt. Je$li punkt przytwierdzenia bedziemy uwazali za
poczatek uktadu, to dla x=0 ma by¢ y— 0. Dalej widzimy, ze styczng
w tym punkcie do linii ugiecia jest 0§ x-6w. Zadamy wiec ponadto, by
dla x = 0 byto y'— 0. Jezeli zatem catkg og6lng jest y — <p(x, b, ¢), a jej
pochodng y'= o' (X, b, ¢), to muszg sie spetnia¢ warunki:

0= (p(0, b,
0= <(0.h,0

Z tych dwoch réwnan o dwoch niewiadomych trzeba wyznaczy¢ szczego-
towe wartosci statych b i ¢ W ten sposéb z dwuparametrowej gromady
krzywych wybiera sie jedna, spetniajgcg zgdane warunki.
Drugi rodzaj warunkéw spotykamy w nastepujagcym zagadnieniu.
Wezmy pod uwage pret, podparty w dwu punktach A, B (fig. 16). Skut-
kiem dziatania ciezaru, umieszczo-
Y nego w $rodku odcinka AB = |,
A pret ugina sie. Okazuje sig, ze
)( krzywa ugiecia spetnia pewne row-
p nanie rozniczkowe drugiego rzedu.
n O krzywej tej wiemy, ze przecho-
dzi przez punkty podparcia A i B,
Pig 16. czyli wiemy, ze dla x — 0 (po-
czatek uktadu wyobrazamy sobie
w i a o$ odcietych wzdtuz AB) jest #= 0, oraz dla x — I, jest tezy — 0.
Zadamy wiec, by krzywa catkowa przechodzita przez dwa dane punkty.
State b i c trzeba teraz wyznaczy¢ z dwoch réwnan: 0=<p(0, b, c),
0 = g>(l,b,c). Warunki poprzednie, tj. zgdanie, by dla x= a, bylo y— b
1y'—c, lub ogdlniej, by dla x=m byto y—n, y'= p, nazywamy warun-
kami poczatkowymi, lub warunkami O auchy’ego. Warunki takie, jak
w ostatnim przykitadzie, tj. zadanie, by krzywa catkowa przechodzita
przez dwa dane punkty, nazywam}> warunkami brzegowymi lub wa-
runkami Dirichleta. Dowdd istnienia catki réwnania drugiego rzedu,
0 ktérym wspomnieliSmy poprzednio, wyznacza catke rdwnania tylko
dla warunkéw Cauchy’ego. Wida¢ od razu, ze przy warunkach Di-
richleta nie mozna sie opiera¢ na metodzie szeregbw potegowych;
szereg taki moze by¢é bowiem zbiezny w otoczeniu jednego punktu, ale
jest bardzo watpliwe, czy bedzie zbiezny az do drugiego punktu brze-
gowego. Tutaj rozumowania muszg is¢ catkiem innym torem i sg na ogoét
o0 wiele trudniejsze. Przeprowadzono jednak dowody istnienia rozwigzan
takze w przypadku warunkéw brzegowych dla rozmaitych obszernych
klas funkcyj f{x,y>").
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§ 304. Proste przypadki catkowania réwnan rézniczkowych wyz-
szego rzedu. Obnizanie rzedu rownania

Niekiedy mozna scatkowa¢ réwnanie rézniczkowe wyzszego rzedu
bez uciekania sie do szeregéw nieskonczonych Ilub do ciggu kolejnych
przyblizen. Niekiedy znowu mozna obnizy¢é rzad rdwnania, tj. sprowa-
dzi¢ jego rozwigzanie do rozwigzania réwnania nizszego rzedu. Sg to jed-
nak przypadki wyjatkowe; na og6t rozwigzanie rownania rzedu wyzszego
jest zagadnieniem skomplikowanym, wymagajacym wprowadzenia nowych,
nieelementarnych funkcyj. Zajmiemy sie tu najpierw tymi nielicznymi
typami, ktdre mozna badz to scatkowac przez kwadratury, badz to spro-
wadzi¢ do réwnan nizszych rzedéw. Ograniczymy sie przy tym do réw-
nan drugiego rzedu.

Typ It
(78) 9(*)

Nie wystepuje tu ani zmienna zalezna, ani pierwsza pochodna.
Dwukrotne catkowanie prowadzi do rozwigzania tego rdéwnania.
Z pierwszego catkowania otrzymujemy:

y'= f.f{x) dx + cx
Catkujac to jeszcze raz obustronnie, otrzymujemy:

- J ) f{x)dx edx -f- ct

Czyli:
y — G{x)-\- cxx + c¢2

Przyktady.

1) Jezeli belka prosta o ditugosci 1 i o statym przekroju Q wygnie sie pod dzia-
taniem ciezaru wilasnego lub zewnetrznego, to linia $Srodkowa tej belki, przebiegajaca
wzdtuz osi a:-6w, zamieni sie na linie krzywa, zwang linig ugiecia, o réwnaniu y — <p(x).
Okazuje sie w statyce, ze jezeli y=<p(ac) jest réwnaniem tej linii, to funkcja <p(x)
spetnia réwnanie rézniczkowe:

u+y3_ Ei
Q y" M(x)

Tutaj ¢ oznacza promien krzywizny, E modut sprezystosci materiatu, z ktérego jest
sporzadzona belka, I moment bezwiadnosci przekroju ze wzgledu na o$ pozioma, prze-
chodzaca przez jego $rodek ciezkosci, a M(x) moment statyczny sit (obciazen) ze
wzgledu na przekrdj, lezacy w odlegtosci x od poczatku ukfadu (tzw. moment ugiecia).
Zwykle wychylenie y jest tak mate, ze takze spadek y' jest niewielki, wobec czego
mozna opuscid w tym wzorze y'. W ten sposéb otrzymuje sie réwnanie:

_M{x)
J — EI
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Catka ogdélng tego réwnania rézniczkowego jest:
U— Yvj fj Mx dx+ cxx +

Postaé funkcji M(x) zalezy od rodzaju obcigzenia belki. Oméwimy tu dwa przypadki
charakterystyczne.

a) Belka jest na jednym koncu przytwierdzona, na drugim za$ obcigzona cieza-
rem P tak wielkim, ze ciezar witasny belki mozna zaniedbaé. Moment ugiecia w prze-
kroju, odlegtym o * od punktu przytwierdzenia, ma tu wartos¢:

M[x) = — P{l — x)

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia ma zatem w tym wypadku postac:

y = —k{l — X)
przy czym &jest I>xzba stala, réwnag . Przez dwukrotne catkowanie otrzymujemy:
y' — “kx2— klIx -f- at
y =="kxz— lkIx2+ cxx -}-c2
Z tej gromady krzywych catkowych nalezy wybrac te, ktéra spetnia warunki poczatkowe:
w0 =0 40=o0

jak o tern wspomnieliSmy na str. 142. Stad wynikaja na state ¢, wartosci Cj=0, c2= 0.
Wobec tego zadang catkg szczegétowa, przedstawiajaca réwnanie linii ugiecia, jest:

y — i-k(*x3— 1x2

Jest to parabola trzeciego stopnia.

b) Belka jest podparta na obu konicach i obciazona jednostajnie tak, ze na 1 cm
dtugosci przypada obcigzenie p kg. Moment ugiecia w przekroju, odlegtym o * od
pierwszego punktu podparcia, ma w tym wypadku wartos¢:

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia ma tu postac:

y = m { =

Przez dwukrotne catkowanie otrzymujemy:

y= k(w-i)+c + @

W tym wypadku nalezy wybra¢ z gromady krzywych catkowych te catke szczeg6-
towa, ktéra spoinia nastepujace warunki brzegowe:

V@@= 0, y(l)= 0
(por. str. 142). Stad wynika na statg c2 warto$¢: c,= 0, statg za$ e, obliczamy z réwnania:

0— k("13—£Z29 -(-cxl a wiec ¢ — -"kl2
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Zadana catka szczegétowa ma zatem postaé:

Jest to parabola czwartego stopnia.

2) Inny przykiad, w ktérym wystepuje takze réwnanie rézniczkowe typu I,
spotykamy przy wyznaczeniu tzw. linii przejécia toru kolejowego.

Jesli tor kolejowy tworzy w pewnym miejscu odcinek prosty AB (fig. 17) a ma
zmieni¢ kierunek na EF, to trzeba go potaczy¢ krzywa BE, przy czym zadamy, by
zakrzywienie zmieniato sie Btopniowo, fagodnie, celem uniknigecia wstrzaséw przy biegu

wozéw. Najréwnomiernigjsze (state) zakrzywienie posiada linia kotowa, to tez za cze$¢ CD
obieramy tuk kota o odpowiednim promieniu r. Chodzi teraz o przejsciowe tuki

BC i DE. Zadamy, aby krzywa przejscia miata w B styczng identyczng z prostg AB,
oraz by jej krzywizna wzrastata w sposéb ciagty od 0 do-. Najodpowiedniej bedzie

zazadaé, by krzywizna wzrastata proporcjonalnie do przebieganej drogi, a wiec pro-
porcjonalnie do s. Drugi warunek ma zatem posta¢:

s

Niechaj AB bedzie osig a;-6w, a B poczatkiem uktadu.

Je$li chodzi o rachunek przyblizony, to wystarczy (podobnie jak w poprzednim
przyktadzie) wzigé za -- pochodng y™, a za s odcietg x. Uproszczone rdédwnanie ma
zatem postac:

y” )= kex
Rozwigzaniem tego réwnania jest gromada parabol trzeciego rzedu, z ktérej wybieramy
odpowiedniag krzywa przejécia przy pomocy warunkéw y(0) = 0, 1/(0) = 0.
Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IlI. 10
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Typ II:
(79) y" = f{y)

Nie wystepuje tu ani zmienna niezalezna, ani pierwsza pochodna
zmiennej zaleznej. Celem scatkowania tego réwnania wprowadzamy nowg
zmienng: p = y'. Wtedy

dx dy dx dy

Otrzymujemy w ten spos6b réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

- m
Stad:
pdp = f(y)dy
Ep2= f f{y)dyJdrc
a wiec:
(80) y'*= 2j fh)du+ o

y' = +'[/2Sf{y)dy -f C i ii— j2Sf(y)dy + cx
Catkujac te réwnania przez oddzielenie zmiennych, otrzymujemy:

C dy . i dy
X J Ksf{y)dy -f 1 x J i25f(y)dy 4- @

co mozna napisa¢ takze w postaci:

C dy . C dy
81y X \/'2jf{1)dy-\-c1 1 * J i2Ssf{y)dy + ox

Przyktady.

1) Jezeli ciato spada na ziemie z tak znacznej odlegtosci, ze trzeba uwzglednié
zmiane sity przyciggania (np. meteor), to ruch tego ciata jest okreslony nastepujacym
réwnaniem roézniczkowym:

d2r _ M
dt2 — r2
przy czym r oznacza odlegto$¢ ciata spadajacego od $rodka ziemi, k statg grawitacyjna

a M mase ziemi.
Wykonawszy pierwsze catkowanie, otrzymamy w mysl wzoru (80):
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Wzér ten okre$la szybko$¢ spadania. Z drugiego catkowania otrzymamy czas t jako
funkcje odlegtosci, a mianowicie w mys$l wzoru (81):

t N N
g Y2r o
Ujemne rozwigzanie nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia. Stale i i\ okresla
sie przy pomocy odpowiednich warunkéw poczatkowych.
2) Wahadto matematyczne o diugosci I, majace w chwili t= 0 wychylenie

a — 0, wprawiono w ruch, nadajagc mu predko$¢ katowg a0, a wiec predkos$¢ liniowg
v0— (00l. Zwigzek miedzy katem wychylenia a a czasem t wyraza sie za pomocag na-
stepujacego réwnania rézniczkowego:

| d2a
9 d2= — sm

“

gdzie g oznacza przyspieszenie sily ciezkosci ziemi. Roéwnanie to nalezy do typu IlI.
Celem scatkowania tego réwnania wprowadzamy nowg zmienna:

da

W= -~d
tj. predkos$¢ katowg. W mys$l wzoru (80) otrzymujemy:
1 [da\2 )
@@ . j-y=c»« + (i
Stalg cx wyznaczamy z warunku, ze w chwili t = 0, przy wychyleniu a = 0 predkos¢

katowa ma wartos¢ o= --. Stad wynika, ze:

Drugie catkowanie prowadzi w mys$l wzoru (81) do wyniku:

a

C da

\ 2f (co8« + ci)
przy czym zatrzymujemy tylko dodatnig warto$¢ t. Z warunku, zo dla a -mm0 jest
t = 0, wynika, ze trzeba obra¢ al= 0. Wobec tego otrzymujemy nastepujacy wzér
na czas, ktéry uptywa od chwili przejscia wahadia przez punkt najnizszy do chwili
osiggniecia wychylenia a:

da
J J2(cosa -j- cx)

Stata g ma zawsze warto$¢ wieksza od — 1, jak to wynika z wzoru (b). Zaleznie od
wartosci tej statej rozrézniamy trzy zasadniczo odmienne przypadki tego ruchu-
a) Jezeli — to predko$¢ katowa staje sie réwna zeru dla kata P, spet-
10*
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niajacego warunek cosft= — cl. Wtedy mamy do czynienia z zwyczajnym ruchem
wahadtowym, a fi oznacza najwiekszy kat wychylenia.

Ktadac dla skrécenia sin~ = h i wprowadzajac w catke nowg zmienng sin ~ =
= &sin<p, otrzymujemy:
dep
— k2sin2@

w

Wystepujaca tu catka jest catka eliptyczna pierwszego rodzaju (por. tom II, str. 139)"
Czas T, ubiegajacy od chwili przejscia wahadta przez potozenie réwnowagi do chwili
osiggniecia najwiekszego wychylenia /?, wyraza si¢ wzorem:

W
d(p

[/l — li2sin2 o

T--
w

Catkowanie przez rozwinigcie na szereg prowadzi tu do wyniku:

Zatrzymujac tylko pierwszy wyraz, otrzymujemy znany przyblizony wzér na czas
wahnienia:

2Tt

Doktadny wzér na czas wahnienia wyraza sie zapomocg powyzszego Szeregu nie-
skonczonego.

b) Jezeli cy= 1, to otrzymujemy
i= |/ lgtg(f + ”

Stad widzimy, ze .wychylenie dazy do rc (tj. punkt dazy do najwyzszego punktu na
kole), gdy czas t dazy do nieskonczonosci. tatwo stwierdzié, ze wtedy predkoséd ka-
towa dazy do zera. Jest to zatem ruch nieperiodyczny, punkt wznosi sie po kole od
najnizszego potozenia ku najwyzszemu punktowi, lecz nie osigga go w skorficzonym czasie.

c) Jezeli 1, czyli to g -J- cos ct)>0, albowiem cosaSg — 1. Z wzoru
(a) wynika, ze w tym przypadku predko$¢ katowa nie staje sie nigdy zerem ani nie
zmienia znaku, a zatem punkt poruszajacy sie nie zatrzymuje sie nigdy, ani nie zmie-
nia kierunku poruszania sie po kole. Kuch odbywa sie wtedy po kole stale w tym
samym kierunku, periodycznie lecz nie jednostajnie. Uwzgledniajac wzdr (b), kiadac

1 ° . 2 s . .

m-a = @ | oznaczajac P v k~ otrzymujemy nastepujacy wzor na czas, potrzebny
i -J- Ly

do osiagniecia wychylenia a:

_2ir a<p
~ vo] i — k2&az(
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Typ Il
(82) F{y\y")= o

Nie wystepuje tu zmienna zalezna ani niezalezna. Przez wprowadzenie
nowej zmiennej y'— p sprowadzamy to rownanie do rdéwnania pierw-
szego rzedu.
Poniewaz bowiem y" = p\ przeto dane rownanie rézniczkowe prze-
chodzi na réwnanie:
F(p.p")~ 0
ktére mozna scatkowac przez kwadrature.
Przyktad.
Znalez¢ takie rozwigzania réwnania rézniczkowego L aplace’a, ktére sg funk-
eiatni zmiennej r =\x*-\-y*-\-z*. Réwnanie to ma postac:
= 0
3x"3 dz*

Uwazajac funkcje f za funkcje zmiennej >, wykonujemy rézniczkowanie czastkowe, np.:
3f(r) df dr df X
3x dr 3x dr Jxi y2_| ¢2

i w podobny sposéb tworzymy dalsze pochodne. Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy
nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne:

d*f , 2 df
dr2 r dr

df
Ktadac -~ =p, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

0

PP+ \ V=0
Przez tatwe catkowanie otrzymujemy:

Cx df o

a stad:

f(r)y=~C+ Q

Taka wiec posta¢ majg te wszystkie rozwigzania réwnania L aplace’a, ktore zalezg
tylko od promienia r.

Typ IV:
(83) F(x,y\y") = U

W tym rdwnaniu nie wystepuje zmienna zalezna y. Wprowadzajac nowg
zmienng y' — p, sprowadzamy to r6éwnanie do réwnania rdzniczkowego

pierwszego rzedu:
F(x,p,p)= 0
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Podobne postepowanie stosuje sie do rownan wyzszych rzedow, jezeli nie
wystepuje zmienna zalezna i uzyskuje sie znizenie rzedu o 1

Przyktadem typu IV jest doktadne réwnanie linii ugiecia, a mianowicie (por.
str. 143) réwnanie:

y" M{Xx)
@+ y*)*  EI

Juz w najprostszym przypadku, gdy moment wyraza sie wzorem M{x) - P(l —x),
wystepuje w réwnaniu linii ugiecia catka eliptyczna.
Podobng posta¢ ma doktadne réwnanie linii przejscia toru kolejowego-

Typ V:

(84) E(y,y,y")= 0

W tym roéwnaniu nie wystepuje zmienna niezalezna x.
Podstawmy y’- p, to:

» dp dp dy dp
dx dy dx A ody

Otrzymamy zatem réwnanie pierwszego rzedu:

dp\

E[yvplp dy

z ktorego wyznaczymy p. Nastepnie obliczymy:

y- J'pdx

Przyktad.
Punkt A (fig. 18) o wspo6trzednych (|, 0) porusza sie po osi odcietych z pred-

k
koscig v = I. Drugi za$ punkt B (x,y) po-

ds
rusza sie z predkosciag to= — po takiej linii,

ze styczna przechodzaca przez punkt B, trafia
zawsze w punkt A. Znajgc staly stosunek k
predkosci v do predkosci w, wyznaczy¢ droge
punktu B (np. ruch punku A przedstawia ruch
pana, a ruch punktu B ruch psa, biegnacego
zawsze wprost do pana).

Poniewaz v :io = k, przeto:

dj ds
dt dt
a stad:

@ g
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Odcinek i — o; jest podstyczna, nalezacg do punktu B, zatem:

(por. tom 1, str. 221, wzér 7). Stad:

_i:_y'z“‘ liyy"
y'2 y'2

_yy"
dx y'2

dx

Wzér (a) przyjmuje zatem postac:
yr=kilr+r

a to jest réownanie rézniczkowe typu V. Kladac y' = p, otrzymujemy:

= *[/r+p
a stad:
A
\Y pfi +72
Po scatkowaniu otrzymujemy:

Alogy + logCl= Jlogt =~ =-t4
KI+y2+ |

a stad:
dy 2

dx 1— z

To réwnanie catkujemy przez oddzielenie zmiennych i otrzymujemy:

Y ° -2 Clx + 2
1—k 13A

Jest to réwnanie szukanej krzywej poscigowej, czyli tzw. ,psiej krzywej“.

8§ 305. Rownania rozniczkowe liniowe rzedu «Ilmgiego

Zgodnie z og6lng definicjg rownan rozniczkowych liniowych (str. 99,
wz0Or 49) nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym rzedu drugiego
réwnanie postaci:

(85) N@y"+ AMYy + A@®2+ 4®)= 0

Zaktadamy, ze w pewnym przedziale a » x * P funkcje g{x), PO(x),
Px{x\ P2{x) sg ciagte, a P2{x) nie jest zerem w zadnym punkcie tego
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przedziatu. Wtedy mozemy podzieli¢ obie strony réwnania przez P2(x)
i otrzymamy nastepujace réwnanie:

(86) m y + Pi@®y +/29Qy=20@

w ktorym funkcje Pi(x\ p2(x), q(x) sa funkcjami ciggtymi w badanym
przedziale a™ x " /2 Ta forma rownania rézniczkowego liniowego bedzie
podstawg wszystkich dalszych rozwazan.

Uwaga. Punkty, w ktérych 1\(x) — 0, zwane punktami osobliwymi réwnania
rézniczkowego (85), wymagaja szczegétowych, bardzo gtebokich badan, ktérymi nie
mozemy sie w tym podreczniku zajmowac.

Jezeli w réwnaniu (86) wyraz wolny q(x) nie jest identycznie réwny
zeru, to réwnanie to nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym »ge-
jednorodnym. ROwnanie zas:

(87) y" + Pi(x)y' + p2{x)y= 0

w ktorym wyraz wolny q(x) jest identycznie réwny zeru, nazywamy
réwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym.
Napiszmy rownanie (86) w postaci:

yr = —ri@®y —r2@®y + 2@= I® Y.y

3/
Funkcja / jest ciggtg funkcjg zmiennych x,y,y\ a pochodne dy —p2(x),

if = — Pi{%) istniejg i sg skonczone w przedziale Z tych za-

tozen wynika, podobnie jak dla réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu,
ze dla kazdego punktu x = a z badanego przedziatu i dla dowolnych liczb
b, c istnieje jedna i tylko jedna funkcja y = o(x), spetniajgca dane réow-
nanie rozniczkowe i warunki poczatkowe: (p(a) = b, (p'{a) — c¢. Twierdzenie
to dowodzi, ze istnieje dwuparametrowa gromada catek takiego réwna-
nia rézniczkowego, zwana catkg ogblng tego réwnania. Jednakze efek-
tywne znalezienie tych calek jest w ogolnym przypadku zagadnieniem
trudnym, nie dajagcym sie uskuteczni¢ przy pomocy elementarnych metod.

Okazemy pOZniej, ze r6wnanie niejednorodne da sie rozwigza¢ me-
todg elementarng (mianowicie przez kwadrature), jezeli znajdziemy roz-
wigzanie rownania jednorodnego, co jest zadaniem tatwiejszym, jakkol-
wiek takze nieelementarnym.

Wobec tego zajmiemy sie najpierw rownaniem jednorodnym. Udo-
wodnimy dla takich réwnan przede wszystkim nastepujgce twierdzenie.
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Jezeli yx{x) i y2(x) sa catkami rownania jednorodnego (87), to takze
dowolna liniowa kombinacja tych catek tj.:

(88) y @)= clyx@)+ c2y2(aj)

jest catka tego réwnania, przy czym cx, €2 oznaczajg dowolne liczby state.
Dowodd. Z zatozenia wynika, ze:

y"{x) + Pi@) y[(x) -f p2{x) yx{x) = 0
yi) + pr(x)y2{x) + p2@)y2{x) = 0

Podstawmy wyrazenie (88) na y (x) w lewa strongrownania jedno-
rodnego (87), to otrzymamy:

Ciy"{x) + c2y2(x)+pl{x)cly[(x)+pL{x)c2yi(x)+p2(x)cly1(x)+p2{x)c2yi{x)=
=clfy"(x) + pl(X)Y[(x) -f p2{x)y1(x)] -j- cz[yi{x)-{-pix)y2{x) + p2{x)yz{xj\

Wyrazenia, zawarte w nawiasach graniastych, sg zerami w mys$l zatoze-
nia, a zatem caleto wyrazenie jest identycznie réwne zeru, a to dowodzi,
zewyrazenie (88) spetnia réwnanie rdézniczkowe (87), c. b. d. o.

Wyrazenie (88), zawierajgce dwie stale dowolne cx, c2, przedstawia
dwuparametrowa gromade funkcyj. Nasuwa sie pytanie, czy ta gromada
funkcyj jest catkg og6lng réownania (87), to znaczy, czy mozna otrzymac
z tej gromady kazda catke szczegdtowg réwnania (87) przez specjalizacje
statych cx i c2. Zbadajmy, jakie warunki muszg spetni¢ dwie obrane catki
szczegOtowe yx(x) i y2(®), a™y wyrazenie y{x) = clyl(x)-\-c2y2{x) byto
catkg o0g6lna.

Obierzmy dowolny punkt x = a z przedziatlu a<la”™ /? i dwie
dowolne liczby b, c i starajmy sie dobra¢ state cxi c2 tak, aby y(a) = 6,
y'{a) = c Wtedy y(x) bedzie takg catkg szczeg6towa rdwnania (87), ktora
dla x — a przybiera warto$¢ b, a ktorej pierwsza pochodna przybiera
dla x = a warto$¢ ¢ (wiemy za$, ze istnieje tylko jedna catka, spetnia-
jaca te warunki przy danych b, o).

Zadamy zatem, aby sie spetniaty réwnania:

y(a) = + CVM = b
y'@) = cxy[(a) -f czy2(a) c

State cx i c2 dadzg sie z tych dwoéch réwnan wyznaczy¢ przy wszel-

kich b i ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik:

yiH y2(a)

y!(«), yHa)

w (a, yx(a), y 2(aj) =

jest-rézny od zera. Wtedy:

y2(«) yM, y2(«) i @ yi(a). h &(«). y2(«)

¢ y2{a) y'i(a), yz{a) y'i(a), ¢ yi(«). y'M
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Funkcja y[x) = clyl(x)-\-c2y2(x) z tak obranymi statymi cv c2 jest
mwtedy zgdang catkg szczeg6towa.

Widzimy stad, ze jezeli y1<x) i y2(x) sa catkami szczegdtoioymi row-
nania (87), to koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby dwupara-
metrowa gromada funkcyj y(x) = clyl(x)-\-c2g2(x) byta catkg ogo6lng
réwnania jednorodnego, jest, aby istniatl przynajmniej jeden punkt x — a
taki, dla ktérego wyznacznik:

(@9) Vi(®), ya(@) = yi®)> ya(®)
w (p, yi(®), ya(®) Yi®)p» y4(®)

bytby rézny od zera, czyli, aby ten wyznacznik nie byt identycznie rowny zeru.

Wyznacznik ten nazywamy wyznacznikiem Wronskiego lub
wronskianem funkcyj y1(as), y2(x).

Jezeli zatem chbcemy zbudowa¢ z dwdcb catek szczeg6towych rédw-
nania (87) catke ogdlng tego réwnania za pomocg wzoru (88), to nie mozna
tych catek szczeg6towych obiera¢ zupetnie dowolnie, lecz nalezy wybraé
takie dwie catki, ktérych wronskian nie jest identycznie réwny zeru.

Warunek ten mozemy zastgpi¢ nastepujacym, prostym, rownowaz-
nym warunkiem.

Wyrazenie:
y(x) =jclyx@) + c2y2{x)

jest wtedy i tylko wtedy catkg ogd6lng rdwnania jednorodnego (87), jezeli
catki szczegOtowe y1(x) i y2<x) sa od siebie liniowo niezalezne.

Dowdd. Dwie funkcje y,{x), y,(x) nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli istnieja
dwie takie state liczby b, i b, nieréwne réwnocze$nie zeru, ze b,y, (cc)-j- bdy 1(x) — 0
dla wszystkich x z badanego przedziatu, tj. jezeli y,(x) jest proporcjonalne do vy, (x),
albowiem ten zwigzek mozna napisaé w postaci:

yOk) = — A y2(X) = ky2(*) iub y2(}) = — " yx(¥) = myx(X)

(zaleznie od tego, ktéra z liczb bv fc, jest rézna od zera). Otéz jezeli dwie funkcje
Vi{x)i Wix) sa liniowo zalezne od siebie, to dla wszystkich badanych x zachodzi
zwigzek:

+ b2y2<x)==
a zatem takze:

biv i{x) + b2y "i(x) = 0

przy czym przynajmniej jedna z liczb b,, fajest rézna od zera, np. i 40. Mnozymy
pierwsze réwnanie przez y2(x) a drugie przez yt(x) i odejmujemy drugie od pierw-
szego, to otrzymamy:

M2/i(a)2/2(®) — yl(®) ya(®)] .m*0
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Poniewaz  3=0» przeto wyrazenie, zawarte w nawiasie graniastym, jest réwne zeru

identycznie, czyli:
/\/ ’ _ yZQ() N n
, ry2(®))= 0
W=, y°4): yol®)) NG

A wiec, jezeli dwie funkcje sg liniowo zalezne, to ich wronskian jest identycznie réwny zeru.

Odwrécenie tego twierdzenia nie jest prawdziwe dla wszystkich funkcyj, nato-
miast jest prawdziwe dla calek szczeg6towych roéwnania roézniczkowego liniowego.
| tak udowodnimy, ze jezeli wronskian dwéch catek szczegétowych yf(x), yt{x) réicna-
nia rézniczkowego liniowego drugiego rzedu jest identycznie réwny zeru, to te catki sg
liniowo zalezne od siebie.

Dowod. Poniewaz wedtug zatozonia wronskian catek vy, (x), y, (x) znika iden-
tycznie w przedziale a <. 8. przeto obrawszy dowolnag liczhe x — a z tego prze-
dziatu, mamy:

2 («)522(«) _
y\ (@) yeela)

Stad wynika, ze dadzg sie dobra¢ dwie takie liczby 6, i &, z ktérych jedna przynaj-
mniej jest rézna od zera, dla ktérych spetniajg sie réwnania:

0

17i2/i(a) 4" b2y2{a)— o
lhy'i(a) + bzy'i(a)= °
(Wtedy bowiem, jak wiadomo, uktad tych dwoéch réwnan o dwéch niewiadomych 6, i b,
jestrownowazny zjednym réwnaniem o dwoch niewiadomych, mozemywiec obra¢ np.
za 6t zupeiniedowolna,rézng od zera liczbe, a za b2 liczbe, otrzymang zrdéwnania
0 jednej juz tylko niewiadomej b2).
Wezmy pod uwage catke szczegétowa y[x), zbudowang z catek szczeg6towych
?21{*), y,(x) w nastepujacy sposob:

y{x)= Mi(@+ b2y2(x)

Ta catka spetnia warunki poczatkowe:

v{a)= o i y'(@—0

jak to wynika z réwnan (r). Te same warunki spetnia jednak funkcja y = 0 (0$
ic-ow), ktora jest takze catka réwnania jednorodnego (albowiem dla tej funkcji i/sO ,
»'" = 0, a wiec 0-\-p, (x) *0-j-y>2(a;) 0 = 0). Poniewaz za$ istnieje jedna i tylko jedna
catka réwnania, spetniajgca zadane warunki poczatkowe, przeto catka y{x) jest iden-
tyczna z catkag y = 0. Zatem:

y[x) = blyx(x) + b2y2(x) = o

a wiec catki y,{x), y2{x) sa liniowo zalezne od siebie c. b. d. 0. DowiedliSmy w ten
sposéb, ze identyczne znikanie wronskianu dwoéch catek jest réwnowazne z ich zalez-
noscig liniowa. Zatem nieznikanie identyczne wronskianu dwéch catek szczegétowych
jest réwnowazne z ich niozaleznoscig liniowa.

PrzejdZzmy do badania réwnania rézniczkowego liniowego niejedno-

rodnego, tj. do réwnania:

(86) y"+Pi(x)y’+ p 2{x)y = q(x)
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Przypu$émy, ze znalezliSmy takie dwie calki szczeg6towe E(ﬂ), 2/6(*)
réwnania jednorodnego:
(87) V" + Pi(oo)y' + p2(x)y = 0
ktore sg liniowo niezalezne od siebie.

Ogo6lng catka rdwnania (87) jest:

A= dh+ @2
Aby stad uzyskaé rozwigzanie rownania niejednorodnego, zastosujmy me-
tode wariacji statych, podobnie jak to czyniliSmy w réwnaniach liniowych
pierwszego rzedu. Zbadajmy zatem, czy rozwigzanie réwnania niejedno-
rodnego (86) da sie przedstawi¢ w postaci:
y — c1(x)yl-f- c2{x)y2
Funkcje cl(a) i c2(a:) staramy sie wyznaczy¢ tak, aby toy spetniato row-
nanie (86). Utwdorzmy pierwszg pochodng:
>/ = qy\+ c2y2-f ciyx-f 4y2

Jako pierwszy warunek na wyznaczenie funkcyj cx(x) i c2(x) przyjmu-
jemy zadanie, by oba ostatnie wyrazy odpadly. Pierwszy wiec warunek
ma postac:

(«) c[yx-\-c2y2= 0
Tworzymy nastepnie drugg pochodna z uwzglednieniem warunku (a).
Otrzymujemy:
V"= GV\ + czVa +  y[+ &y2
Wartosci y' i y" wstawiamy w dane réwnanie (86), a wiec ma sie spet-
nia¢ réwnanie:
Gy +Pi2fi +P 2+ g0+ P2+ Pol)+ oyl + c\y2= q(a)

Wyrazenie, zawarte w pierwszym nawiasie, jest zerem, poniewaz y x(x)
jest catkg réwnania jednorodnego. Podobnie wyrazenie, zawarte w dru-
gim nawiasie, jest zerem. Pozostaje wiec jako drugi warunek:

W) c[yt+ 4y'2= qx)

Z warunkéw (a) i (/?) otrzymujemy:

(_) , y2 2i> 0
(90) d@ UV oax . 212
Vu y2 2 202

yt y\ >y
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Mianownikiem jest wyznacznik Wronskiego, jest on wiec wedlug za-
tozenia roézny od zera.

A wiec:
qde—  2v= ()
2/i212— 2/24i
<F(*)= - ,:\72/| -
© i — 222 ¢(x)
Stad:
™= @+ Ci, 2@=y (xdx-f-C2

Catka rownania niejednorodnego ma zatem postac:
Uz (7 (»ydx-f 0 yi@)+ Jyil>(3)ete -f 02 y2()

Catke te potrafimy obliczy¢ za pomocg kwadratur, jezeli tylko znamy
dwie catki szczegétowe réwnania liniowego jednorodnego. Widzimy stad,
ze cata trudno$¢ rozwigzania ogélnego réwnania rézniczkowego liniowego
2-go rzedu, tj. rébwnania niejednorodnego, sprowadza sie¢ do wyznaczenia
dwoch catek szczegotowych réwnania jednorodnego.

To ostatnie zagadnienie jest jednak w ogdlnym przypadku trudne.
Z reguly otrzymuje sie na calki szczeg6towe réwnan liniowych jedno-
rodnych 2. rzedu nowe, nieelementarne funkcje, okreslone za pomoca
szeregbw potegowych. Badanie kazdego takiego rdéwnania stanowi od-
dzielng obszerng teorie.

§ 306. Rownania rézniczkowe liniowe o statych wspoétczynnikach

W specjalnym przypadku, gdy wsp6tczynniki p1{x) i p2(x) w réw-
naniu liniowym sa liczbami statymi: px(x) = au p%(x) a2 przedstawia
sie rozwigzanie réwnania liniowego drugiego rzedu bardzo prosto.

Okazemy mianowicie, ze catki rownania:

(91) y'4-«i2 + 22/==°

sg funkcjami elementarnymi, a mianowicie sg w bardzo prosty spos6b
zbudowane z funkcyj wyktadniczych. | tak, nawigzujac do rdéwnania roz-
niczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzedu: y' -f~-ay — 0 o sta-
tym wspétczynniku a przy y, zauwazmy, ze catkg szczeg6towgq tego row-
nania jest: y — e~ax (por. str. 118, wzor 63).
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Sprobujmy, czy takze i réwnanie drugiego rzedu (91) posiada taka
catke, tj., czy istnieje catka rownania (91), majgca postaé: y — erx gdzie r
jest jakags$ liczbg stata. Tworzymy:

y'= r e y" = r2eex

i wstawiamy te wyrazenia za y, y' i y" w réwnanie (91). Zadamy, by
sie to rownanie speiniato, tj. aby zachodzit zwigzek:

r2eerx-f- axre -f-a2¢” — 0

Poniewaz e" jest dla wszelkich skofAczonych a: rézne od zera, przeto mo-
zemy uprosci¢ ostatnie réwnanie przez en i pozostaje:

(92) r2-f axr -f fl2=0

Gdy dobierzemy takie r, ktore speinia ten warunek, to réwnanie roz-
niczkowe (91) spetni sie dla €”. Rozwigzujgc réwnanie (92), otrzymu-
jemy dwa pierwiastki rx i r2. Otrzymujemy wiec dwie caiki:

Vi
Z tych dwéch catek szczeg6towych mozna tylko wtedy utworzyé catke
0gdllng, gdy wronskian tych funkcyj nie jest identycznie réwny zeru.
Ot6z tutaj:
Wy 10x).y209) = rierx r2¢r-
czyli:
W (X, yX(x), y2(x)) = r2efHX — rxeH'x = effHX (r2—rx

Pierwszy czynnik eQi+'Jjest dla wszelkich skoriczonych wartosci rlt r2, x
rézny od zera, drugi zas: (r2— rj) staje sie zerem tylko dla rx= r2.
Zaktadajac wiec, ze rx={=r2, otrzymujemy nastepujaca ogélng catke row-
nania (91):

(93) y + e2

Réwnanie (92), stuzace do wyznaczenia rx i r2, nazywamy rownaniem
wyznaczajagcym lub réwnaniem charakterystycznym rdéwnania (91). Row-
nanie to jest fatwe do zapamietania; otrzymujemy je bowiem z danego
rbwnania rdzniczkowego, podstawiajgc zamiast niewiadomej y i jej po-
chodnych potegi r° rl r2 Ten sposob rozwigzywania réwnania odnosi
sie nie tylko do réwnan liniowych drugiego rzedu, lecz takze do réw-
nan liniowych wyzszych rzedéw o statych wspdtczynnikach.

W ten sposob przedstawia sie catka ogdlna rownania (91), gdy row-
nanie wyznaczajgce posiada pierwiastki rézne. Gdy )}x= r2, to znamy
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jedna catke szczeg6towg: y = erx Okazuje sie, ze catkg szczeg6towg jest
takze funkcja:

(94) y2= x- <X
jak to mozna tatwo sprawdzi¢ wprost przez podstawienie. Mozna sie tez

tatwo przekona¢ przez utworzenie wyznacznika Wronskiego, ze tak
obrane i y2 sg funkcjami liniowo niezaleznymi.

Uwaga 1

Jezeli znamy jedng catke szczeg6towag yx(x) réwnania jednorodnego drugiego
rzedu, to drugg calke, liniowo niezalezng od pierwszej, mozna otrzyma¢ przez kwadra-
tury, a mianowicie:

(95)

Dowadd.
Potéozmy y = yx(x) *z, to réwnanie (87) przyjmie postac:

y'z + + y1z" + px(yxz' + y[z) + p2yxz

1
o

czyli:
+ Piy™+ zW +PiVi +p*yi) = 0

Wyrazenie, zawarte w ostatnim nawiasie, jest zerem, poniewaz y1 jest catkg réwnania
(87). Potézmy z' — u, to otrzymamy:

u'i/fi + u2y\ + pi*) = 0

Stad:
u' 2y[
« ~~ 2 PI
logu= — 2logyl—J p xdx
' = u— yY2e-f"lk
z= ] yTre~fplixdx
a wiec:

y = ylz= y1 y~*e~Jp"xdx

jest catkg réwnania (87). Nazwijmy ja yi. Tworzac wronskian catek yx i y2, otrzy-
mamy po tatwej przerébce NM(x,yltyt) = e~~pdx, a to wyrazenie nie jest réwne zeru
dla zadnej wartosci x.

Zatem y2 jest drugg catkg réwnania (87), niezalezng liniowo od yv

Stosujac wzér (95) do jg = «'w* otrzymamy po wykonaniu rachunkéw (uwzgled-
niajac, ze ax= — (rx+ r,)= — 2ja):

y2= X erx
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Uwaga 2.
Rozwazania te rozszerzono takze na réwnania rézniczkowe liniowe wyzszych
rzedéw. Tak np. jezeli r, jest 4-krotnym pierwiastkiem réwnania wyznaczajgcego, to

funkcje:
yl— erx, y»= xerx yz— *V'X y4d— x3erx

sg catkami szczeg6towymi niezaleznymi od siebie liniowo.

Szczegdlnie wazny i interesujacy jest przypadek, gdy pierwiastki
fj, rs rbwnania wyznaczajgcego sg liczbami zespolonymi sprzezonymi, np.
rx= a-(-0z r2— a — Bi. Wzdr (93) ma wtedy postac:

y = cte<tw* -j- cse(a_ X

Te catke ogbélng mozemy przedstawi¢ w takiej postaci, ze znikng wyra-
zenia urojone. | tak kazda liniowa kombinacja catek szczegdétowych jest
takze catkg réwnania, a zatem funkcje:

iy, = | efal+ +e@"x= e"cos|3x
n (y2= ~¢é@+"x—i o“ = ¢ sin Bx
sg takze catkamiszczegdtowymi rownania (91). Nie trudno okaza¢, ze

ich wronskian jest ré6zny od zera, a wiec o0go6lng catke rédwnania (91)
mozemy przedstawi¢ w postaci:

(96) y = eax(ej cos (ix -}- casin j3x)

Przyktady.
1) Wychylenie y punktu materialnego, drgajacego swobodnie pod wplywem sity
sprezystosci, czyni zado$¢ nastepujgcemu réwnaniu rézniczkowemu:

(97)
czyli:
y" + ary =0
Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne. Réwnanie wyznaczajgce ma lu postac:
r2-f a2z= o0
posiada zatem pierwiastki zespolone:
rx= ai, r2— —ai
Catkami szczeg6towymi niezateznymi liniowo od siebie sg funkcje:
Vi= &ix> Hi— e~aXx
Uzywajac wzordw (a), otrzymujemy:
yx= cosat
= sin at
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Catka ogdlna ma wiec postac:

(98) y — cxcos at -j- ¢2sin at

Tak przedstawia sie wychylenie w zaleznosci od czasu. Ten wzér fatwo mozna przed-
stawi¢ w innej, dogodniejszej formie, a mianowicie:

y — Ji\+ cil, cosat4-m C—-sin at
Wo;+4 )
Oznaczajac:
Je\-f 2= A, T~%: = sin e :COS £
YA+ d " U+ d
otrzymamy:
y — A (cosatsine-{-sin cos £)
czyli:
(98 a) y == A sin (at -} ¢)

Stata A nazywa sie amplitudg a e fazag drgania.

Te wzory odnoszg sie do drgadé swobodnych. Takie drgania powtarzalyby sie,
jak z tego wzoru wida¢, periodycznie bez zmiany amplitudy i periodu. W rzeczywi-
sto$ci punkt materialny drgajacy ma do pokonania opory $rodowiska i sit wewnetrz-
nych, dziatajacych przeciw temu ruchowi. Zajmiomy sie teraz tym og6lniejszym
przypadkiem.

2) Przyjmijmy,lze opor jest proporcjonalny do predkosci l>:dy. Réwnanie rcgzzl-

niczkowe ruchu drgajagcego ma wtedy postac:
N av o ; dVv
d

y"-\-2Ay'+ a2y = 0
Réwnanie wyznaczajace:
r24- 21r-j-a2= 0
ma pierwiastki:
r= — X+ pA —a2

Nalezy tu odrézni¢ trzy przypadki:
a) A*j>ol Pierwiastki réwnania wyznaczajacego sg wtedy rzeczywiste, rozne.
Takie drganie nazywamy silnie ttumionym. Wzér na wychylenie ma posta¢:

y = cler/4-c2e'K

Poniewaz r, i r2 sg liczbami statymi, ale ujemnymi (co wynika wprost z wzoru na r),
wiec funkcja ta dazy do zera, gdy <-+oo. tatwo wykazaé, ze moze ona co najwyzej raz
przechodzi¢ przez zero. W drganiu silnie ttumionym moze wiec nastgpi¢ tylko jedno
zawroécenie sie punktu drgajgcego.

b) * X*= 32

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. III. 11
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Wtedy ri= >, W takim razie wedtug poznanych wzoréw jest:

W\ — V2= ter*
Catka o0g6lng jest wiec:
y = clert+ c2lent= ent(ck+ c2J)

Takze i w tym przypadku funkcja przechodzi przez zero tylko jeden raz. Drganie
takie nazywamy takze silnio ttumionym.
c) X*< al Wykonujac tu rachunki, otrzymamy:

y = e“d'(ci coSt Ja2 — X2-j- css*n AFfl2 — ~2)

Jest to wz6r na drgania zanikajace powoli. Istnieje w tym przypadku nieskonczenie
wiele takich t, dla ktérych funkcja staje sie réwng zeru.

3) Przyktadem réwnan liniowych niejednorodnych drugiego rzedu jest réwnanie
rézniczkowe drgan wymuszonych, tzu. takich drgan, przy ktérych oprécz oporu dziata
pewna sita, modyfikujgca te drgania (zwana impulsem). Takie drgania odbywaja sie
np. w rezonatorach. Réwnanie to ma postad:

g = _nly_ 21 | +/(()

Jezeli impuls dziata periodycznie, np. wedtug prawa sinusowego, to réwnanie ma postaé:
y" 2Xy' -f-a*y = csinyt

Dla bardziej skomplikowanych funkcyj f(4) uzywamy ich rozwinie¢ na szeregi Fou-
riera. Celem rozwigzania tego réwnania catkujemy najpierw réwnanie jednorodne.
OmoéwiliSmy to réwnanie w poprzednim przyktadzie. Rozwazymy tu tylko przypadek,
gdy X2< 02 Catkami szczegétowymi réwnania jednorodnego sg funkcje:

yr= e~Xtcost\a2— A2, yt— e~xtsint J/a2— X2
Przez zastosowanie wzoréw (90) oblicza sie cl (x), e,(Ec) i dochodzi sie ostatecznie do
wyniku:

y = A sin (yt -f-¢) -f-e~Xt cost\a2— X2-f-c2sint\a2— X3

Widzimy, ze wychylenie w takim ruchu drgajgcym jest sumg wychylen, wynikajacych

z drgania swobodnego i drgania zanikajacego. State 1 i 5 sg tu zwigzane ze statymi
a, X, ¢y, wystepujacymi w réwnaniu rézniczkowym, za pomocg nastepujacych wzoréw:

A COS £ zzz. (a*“—y-*)Z:.]-4X3y* ezisin E(:a*l_“yZ)Z-f-4X I y'
4) Scatkowadé réwnanie:
JA>_2yIII+ 2yl_y = O
Réwnanie wyznaczajgce ma tu postad:

.4 _2r3+ 2r—1=0
i posiada pierwiastki:
rx= r2= r3= 1, rt= —1
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Liczba 1 jest pierwiastkiem trzykrotnym. Wobec tego catka ogélna ma postac:
y = cx(? -f- c2xex-}- csx 2e* -f- ci e~x
5) Roéwnanie ,,progu kolejowego*“ ma postac:

yw-f-4aly = 0

przy czym:
4at= L
El
Réwnanie wyznaczajace : r*-f-4a*= 0 ma pierwiastki rt —a(1-f-i), r2= a(l—i),
rs—“(— 1+ tb ri —a(— 1—*+ Catkami szczegbétowymi sg funkcje:
yi = i (M0 + = exacosax

Hz ~ h (e“(I+0 — exa“-°) — exasin ax
i podobnie y3, yt.

11*



ROZDZIAL XXIII
Geometria rézniczkowa krzywych w przestrzenil

§ 307. Analityczne sposoby przedstawiania linij krzywych
W przestrzeni

Przy badaniu linij, lezgcych w przestrzeni, trzeba rozrézni¢ dwie
mozliwosci: albo taka linia lezy najednej ptaszczyznie albo sie nie miesci
w jednej plaszczyznie. Istniejg wiec linie plaskie i tzw. linie skosne czyli
wichrowate czyli linie o podwdjnej krzywiznie. Przyktadem linii skos$nej
jest linia srubowa, tj. linia, przecinajgca pod tym samym katem, réznym
od 0° i 90°, wszystkie tworzace walca (obrotowego, eliptycznego, parabo-
licznego itp.). Na krzywe przestrzenne natrafiamy rowniez w geometrii wy-
kre$lnej przy badaniu przenikania sie takich bryt jak walce, stozki, kule.

Chcac badaé linie przestrzenne metodami geometrii analitycznej,
nalezy je ujag¢ w réwnania. Jeden sposéb analitycznego przedstawiania
linij w przestrzeni wynika stad, ze linie mozemy pojmowacé jako miejsce
geometryczne punktow przenikania sie dwu powierzchni o rdwnaniach:

(99)

(por. tom I, str. 361 i nast.).
Jezeli sie te réwnania dadzg rozwikta¢ wedtug * i y, wowczas
krzywa przenikania da sie przedstawié¢ réwnaniami:

(100) x—F(@, y— G{9

Rownania te przedstawiajg dwa walce: pierwszy o osi rownolegtej do
osi y-6w, 0§ za$ drugiego jest réwnolegta do osi *-6w. Podobnie mozna
uwazaé¢ za zmienng niezalezng x lub vy.

Najdogodniejszym analitycznym przedstawieniem linij przestrzennych
jest przedstawienie parametrowe (por. tom I, str. 377), polegajgce na tym,.

* Przed przystapieniem do studiowania geometrii rézniczkowej nalezy sie zazna-
jomie z zasadami geometrii analitycznej przestrzennej. Nadaje sie do tego bardzo
dobrze np. podrecznik prof. Leji pt. Geometria analityczna i poczatki geometrii
rézniczkowej (Warszawa, 1934).
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ze 3 wspotrzedne x,y,z punktéw tej linii wyrazamy jako funkcje czwar-
tej, pomocniczej zmiennej t, zwanej parametrem tego przedstawienia:

(101) x = (p(®), y=ip{t), z— %)

Taki sposéb przedstawiania bywa najczesciej uzywany w mechanice,
gdzie parametrem t jest zwykle czas. Parametrem tym moze by¢ jednak
takze kazda inna wielko$¢, jak np. kat, tuk. Przy takim przedstawieniu
uzyskujemy symetrie wzordw ze wzgledu na trzy wspétrzedne.

Co do funkcyj, uzywanych przy wszystkich trzech przedstawieniach,
to podobnie jak przy krzywych piaskich czynimy pewne zatozenia. | tak
zaktadamy, ze funkcje te s ciggte; w pewnych punktach mogg wyste-
powaé nieciggtosci, punkty te jednak wylgczymy =z naszych rozwazan.
Czynimy ponadto zatozenie, ze funkcje te sg rdézniczkowatoe, a nawet,
ze posiadajg tyle pochodnych, ile nam do danych rozwazah potrzeba,
ewentualnie, ze sg rozwijalne na szereg Taylora. Zobaczymy jednaka
ze wszystkie te zatozenia nie wystarczajg jeszcze, aby zapewni¢ regularny
przebieg linij. Tak np. w przedstawieniu parametrowym te punkty, w kto-
rych wszystkie trzy pierwsze pochodne <jp'(i), rp'(t), %'(t) sg réwne zeru,
sg punktami osobliwymi. Takie punkty osobliwe wymagajg osobnych badan.
Takie punkty, w ktorych funkcje x, y, z sg ciggte, a pierwsze ich po-
chodne istniejg i nie sa réwnocze$nie roéwne zeru, nazywamy punktami
zwyczajnymi.

Przyktady.
Linie prosta, lezacg w przestrzeni, przedstawiamy trzema réwnaniami liniowymi:

(102) X — a-\-1t, y= b-\-mt, z— cA-nt
Kolo, lezace na ptaszczyznie {XY), ktérego $rodek lezy w poczatku uktadu, przed-
stawia sie réwnaniami:

X= rcosi, y—rsiut, 2= 0
Aby otrzymaé¢ réwnanie kota w potozeniu najogélniejszym, nalezy zastosowaé (znane
z geometrii analitycznej) réwnania obrotu i przesuniecia.

Spos$rod krzywych wichrowatych bardzo proste réwnania ma linia $rubowa
zwyczajna, tj. opisana na prostym walcu obrotowym, a mianowicie (por. tom I, str. 377—38):

(103) x — acost, y==as\nt, z==bt

gdzie t oznacza kat obrotu promienia, ktérego koniec zakre$la przy ruchu S$rubowym
linie $Srubowg, a d —be+2n jest krokiem S$ruby.

Najdogodniej jest uzy¢ do przedstawienia parametrowego jako pa-
rametru diugosci tuku s. Na element tuku linii przestrzennej (tj. na roz-
niczke tuku) wyprowadziliSmy (por. tom I, str. 136) wzor:

(104) ds2= dx2-j- dy2-j- dz2
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Stad:
(105) (8§8)W 2w+ ~ ) + z2'2(%

- . . ds . .
Jezeli parametrem jest tuk, to s= £ a wiec — = 1 i otrzymujemy:

(106) H) + N'2(s) + z2'2(s) - |

Odwrotnie: jezeli funkcje o ip, % spetniajg to rownanie, a diugos¢ tuku
liczymy od punktu, dla ktérego i= 0, to s= £ a wiec parametrem jest tuk.

Réwnanie (106) jest wiec koniecznym i dostatecznym warunkiem na
to, aby zmienna t w ‘'przedstawieniu parametrowym byta lukiem.

Tak np. dla linii $rubowej parametr t, figurujagcy we wzorach (103), nie jest
dtugoscia luku, albowiem wyrazenie:

®2-}y'2-j-2'2— a2co0s21“F a2sin21-f- b2— a2-|- b2

nie jest identycznie réwne 1. Mozemy jednak wprowadzi¢ dtugos¢ tuku jako parametr.

| tak wiemy (por. tom Il, str. 138), ze dtugos$¢ tuku linii Srubowej wyraza sie wzorem:
S= t[/a2+ b2
Stad:
fla2+ b2
Zatem wzory:
X B acos
|/a2+ b2
(107) a sin
[la2+ b2
|/a2+ b2

dajg takie przedstawienie parametrowe linii $rubowej, w ktdrym paramotrem jest diu-
gos¢ tuku.

Przy badaniu krzywych przestrzennych zajmowaé sie bedziemy
styczng, normalng i krzywizng krzywej przestrzennej. Z natury krzywej
przestrzennej wynika, ze zakres naszych badan rozszerzy sie tu. | tak
przy badaniu styczno$ei bedziemy sie zajmowali nie tylko prostymi stycz-
nymi, ale takze i ptaszczyznami stycznymi do takiej krzywej. Przy ba-
daniu normalnej wystepuje cata ptaszczyzna, w Kktorej lezg wszystkie
normalne, przechodzace przez dany punkt krzywej. Krzywizne linij ptas-
kich pojmowalismy jako miare odchylenia krzywej od linii prostej. Tutaj
wystapi to samo pojecie, ale oprécz tego trzeba sie bedzie zajgé odchy-
leniem linii od ptaszczyzny, czyli tzw. torsjg albo skreceniem linii.
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8 308. Styczna i ptaszczyzna normalna

Styczngkrzywej przestrzennej okreslamy jako graniczne potozenie siecz-
nej. Wezmy pod uwage dwa punkty krzywej, odpowiadajgce wartosciom txi is
parametru, a mianowicie A (x{t1),y{t)),z(tD) i A'(x{t2), y(tA z(tt)) (fig. 19).
Oznaczmy dla krétkosci wspétrzedne punktu A: xu yx,zu a punktu A"

Fig. 10.

X 2i z2- Wychodzimy z réwnania siecznej. JeSli przez X, Y, Z ozna-
czymy wspoOtrzedne biezace prostej, to réwnania prostej, przechodzgcej
przez A i A', majg postac:

X —Xi__ Y—yx__ Z—z,
X2  Xi Hi  yx 227\

Podzielmy wszystkie mianowniki przez — Gdy t2—tx, to
di—0, astosunki , -y daza dopochodnych. Poprzejsciu do

granicy otrzymamy zatem:



168

Taka posta¢ majg rdwnania stycznej do krzywej w punkcie A (%, yx z,),
gdy uzywamy parametrowego przedstawienia. Z rdwnan tych widac,
ze tylko w takich punktach istnieje oznaczona styczna, w Kktérych nie
wszystkie pochodne sg réwnoczesnie zerami. Takie punkty, w ktdérych
te pochodne sg réwnocze$nie réwne 0, nazwaliSmy osobliwymi i zazna-
czyliSmy z gory, ze wylgczymy je z naszych rozwazan.

Z ostatniego réwnania wyprowadzimy od razu rownanie ptaszczyzny
normalnej. Mianowniki w réwnaniu (108) sg proporcjonalne do cosinusow
katow nachylenia stycznej do osi wspoétrzednych, a wiec:

@) cosa :cos§:cosy = x'(tx):y'(i,):z' (¢))
Ptaszczyzna prostopadta do stycznej, a przechodzgca przez punkt stycz-
nosci, ma zatem réwnanie:

(109) (X- xj))x"(tx) + (X — <)+ {z- *,)(@{,)= o

Te plaszczyzne nazywamy piaszczyzna normalng do danej linii.
Wzory (a) podajg stosunki miedzy cosinusami katow nachylenia.
Aby otrzymacé same cosinusy, trzeba podzieli¢ x'(tj), y' (tj), z'(tj) przez
+ 2[*(ii)+*'*& ). Zatem:

it
cos a — X" it)
A + + **&)
(110) cos 3— y i)
cosy — _
przy czym s= -j- 1 lub — 1 zaleznie od tego, ktéry kierunek stycznej

uwazamy za dodatni.

Jezeli parametrem jest tuk, to wzory przedstawiajg sie o wiele
prosciej, wtedy bowiem wszystkie mianowniki wypisanych utamkéw sg
rowne 1 (na podstawie wzoru (106)). Otrzymujemy wigc:

cosa = x’is)
(111) cosj8= y'(s)
cosy — z (S)

ObraliSmy tu e= -~ 1, a przez to ustaliliSmy na stycznej pewien Kie-
runek jako dodatni.



169

§ 309. Plaszczyzna $cisle styczna

Przy badaniu krzywych przestrzennych mozemy rozpatrywaé procz
prostych stycznych takze i ptaszczyzny styczne. Wezmy pod uwage prostg
styczng do danej krzywej w punkcie A o wspdtrzednych x{tj), y{t,)),
z (k) (fig- 19)- Przez te prosta mozna przesung¢ pek ptaszczyzn, z kto-
rych kazda zastuguje na nazwe ptaszczyzny stycznej. Istnieje jednak
wsérdd tych plaszczyzn jedna, szczegdlnie dobrze dostosowujgca sie do
przebiegu tej krzywej, z ktérej sie ta krzywa niejako jak najmniej
wychyla. Te specjalng ptaszczyzne nazywamy plaszczyzng Scisle styczna
w punkcie A. Otrzymamy ja, przesuwajac ptaszczyzne P przez styczng
i dowolny punkt A" linii krzywej, nie lezacy na stycznej. Gdy punkt A’
dazy do punktu A, to piaszczyzna obraca sie okoto stycznej, dagzac do
pewnej ptaszczyzny granicznej i ta wiasnie plaszczyzna graniczna zwie
sie plaszczyzng $cisle styczng w punkcie A. Rdwnanie jej uzyskamy z na-
stepujacych warunkéw:

a) Pilaszczyzna P przechodzi przez punkt A, zatem jej rdéwnanie
ma postac:

) a(X- xM) + b(y-y[t))+ c{Z-2&))=0

b) Styczna lezy na tej ptaszczyznie P, a wiec wspoOtrzedne punktéw
tej stycznej speiniajg powyzsze réwnanie. Oznaczajagc wspdlng wartosc
trzech stosunkéw we wzorze (108) literg k, mamy:

X —x{t) = kx'(t); Y —y{t)= ky'{t); Z —z(tj = kz'(tx)

zatem:

akx' (ib -j- bky" (ti) -(- ckz’(ij) = 0
czyli:
(I ax'{ti)-\-by’{th)-)r cz'{k) = 0

¢) Punkt A' lezy na plaszczyznie P. Oznaczmy jego wspOtrzedne
x{tl -\-h), +7)t 3(1l-f-h). Spetnia sie wiec roéwnanie:

a(x@+ l)—x(i)) -fb(y( -f h)—y(@)-)-cz{txA-h)—z(ij)) = 0

Przyrosty wspotrzednych przedstawmy za pomocg wzoru Taylora, to

X{tx+ h)-x (*)- hx' (#0 + hZx"(h+ A h)

i podobnie dla y i z.
Zatem:
h [ax¥(4) + by’ (tj -f-cz'(¢x)] -|-

+3 [0®'«k + +he(h+ **)4-C*'n + *38]=0
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Uwzgledniwszy warunek (I1), otrzymujemy trzeci warunek:

(rrn ax"(fj+ V0o + + W) + + $3*)= o
Eliminujagc z tych trzech warunkow stale a, b, ¢, otrzymujemy réw-
nanie ptaszczyzny P w postaci wyznacznika:

X -x (tD, Y — vy (L)), Z-z")
0'(<i)> «w =0
«M(«VH#1*), yU(ix+ #,%), *'(*I+ V)

Gdy punkt A' dazy do nakrycia sie z punktem A, to h dazy do zera
i otrzymujemy (opuszczajac wszedzie litere tj):

X —X Y -y
(112) X' y' z'

czyli:

(113) (X -x){y'z"-y"zj+{Y-y){z'x"-z"x") + (Z-a) {x'y"-x"y")=0

Jest to szukane rownanie ptaszczyzny Scisle stycznej w punkcie A(C,y, 2).
Aby to réwnanie (112) lub (113) przedstawiato istotnie ptaszczyzne, nie
moga by¢ réwnocze$nie zerami trzy wyrazenia:

Yz —yz. X —zZ X, Xy X'//y/

Te wyjatkowe (lecz nieosobliwe) punkty, w ktérych trzy powyzsze wy-
razenia sg réwnoczesnie zerami, wytgczymy zatem z dalszej dyskusji.
W punktach tych zachodzg proporcje:

y -y Z:z = X X

Ptaszczyzna styczna jest w tych punktach nieoznaczona. Takim punktem
jest np. kazdy punkt linii prostej, jakkolwiek linia prosta nie ma zad-
nych punktéw osobliwych. Dla prostej jest od razu widocznym, skad po-

chodzi ta nieoznacznos$¢: kazdg bowiem plaszczyzne, zawierajgcg te prosta,
mozemy uwazac¢ za jej ptaszczyzne Scisle styczna.

§ 310. Normalna gtéwna, binormalna i ptaszczyzna rektyfikacyjna

Plaszczyzna S$ciSle styczna przecina plaszczyzne normalng wzdtuz
prostej (Ai\r na fig. 19), zwanej normalng gtéwng. RoOwnania jej otrzy-
mamy zatem z warunku, ze wspOtrzedne wszystkich jej punktéw spet-

niajg rownania (109) i (113), tj.:
]

X x)x‘-)-{Y—WHZ-z) = 0
X - x){y'z" - ny (Y-y){zx" - z"xj+ (Z - 2){x'y"- x"yj= 0
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Stad:
X —x (@' —=z"x)z' — X'y" —x"y)y'
Z -z~ (yz"—y"z)y' - @'x"—z"x)x'
Y—y Xy —=x"y)x' —{yz" —y"z") 7’
Z—1z (yz"—y"z)y' — @'x" — z"x')x’

Zatem rownania normalnej gtéwnej majg postaé:

X — X

(z'x" — z"x")z"' - - (x'y" - x"y")y'
Yooy

wy" - x"y)x'-- (xfz" - y"z) 7'
Z--12

{y'z' —y"z)y — @x" — 2'x) x'
Jezeli parametrem jest tuk s, to wzory te upraszczajg sie znacznie. Wtedy
bowiem x'2-j-y'2-j-z'2= 1, a tworzac pochodng obu stron wedtug s,
otrzymujemy 2 (x'x" -f-y'y" -f-z'z") = 0. Wobec tego mianownik pierw-
szego utamka przyjmuje postac:

®'(22+ y™)- +YY)E  +y2—af(- xx) =
= x"(X + y'2+ 7'd= x" 1= x"

Podobnie pozostate mianowniki przechodzg na y" i z" i otrzymujemy:

X — X Y—y Z— 1z

(1o ()~ yls) — ()

Nazwijmy katy normalnej gtéwnej z osiami wspétrzednych literami Ay,v, to:

CoOSAm X"(s) COSIt; y"(s)
(116) a W= e
cosv m «(») gdzie a= -j-1 lub —1

aldial(s)2y"(s)2z"(s)2

Jezeli parametr nie jest tukiem, to wzory na cosinusy tych katéw, otrzy-
mane z rownan (114), sg bardzo skomplikowane.

Prostg, lezacg w piaszczyznie normalnej, a prostopadtg do normalnej
gtownej, nazywamy binormcilng (AB na fig. 19). Niechaj I, m, n oznaczajg
jej katy z osiami wspoOtrzednych. Poniewaz binormalna jest prostopadia
do stycznej i do normalnej gtownej, przeto jest takze prostopadia do
ptaszczyzny Scisle stycznej. Jej cosinusy kierunkowe sg wiec proporcjo-
nalne do wspotczynnikéw w réwnaniu plaszczyzny Scisle stycznej. Aby
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dostad6 wprost cosinusy katéw I, m, n, nalezy wiec te wspotczynniki po-
dzieli¢ przez pierwiastek z sumy ich kwadratow.

Zatem:
gy
cosim . y y
«IV*F' — yrzy + et — vy + (®Y'—
z'x" —z"x'

(117) cosmm
‘e |V*" —y"zy-j- (X" —z"XY + (X'y" —x"y")2
W @My
cos 1= *y y
E|l(y'z" —y"292+ {z'x" — z"x")1-f (x'y" — x"y'Y
przy czym £= -f-1 lub — 1

Wyrazenie, zawarte w mianowniku, jest do$¢ skomplikowane. Latwo
jednak stwierdzié, ze przy uzyciu tuku jako parametru wyrazenie to

przechodzi na £\x" (8)* -j- y" (s)2-j- z" (s)2 Zatem:

cos I m yz —yz
Eyx"(s? + y"{sY -f z" (Y
(118) cosrm XX

£ [la?"(i)* + jf" (sj*-f-a, t(8)2
x'y" — x"y'
Ersfay™(9+ 3(9

cosn-

gdzie £= -f-1 lub — 1
Réwnania binormalnej majg wiec postac:

(119) o z
yz y"z ZX zZ X Xy Xy

WyrézniliSmy w ten sposéb dla kazdego punktu linii w przestrzeni uktad
trzech prostych wzajemnie do siebie prostopaditych, a mianowicie styczng,
normalng gtdwng i binormalng Z ukladem tym jest zwigzany uktad trzech
ptaszczyzn wzajemnie do siebie prostopadtych, a mianowicie: ptaszczyzna
SciSle styczna (zawierajgca prostg styczng i normalng gtéwng), ptaszczyzna
normalna (zawierajagca normalng gtéwng i binormalng) i trzecia ptasz-
czyzna (SAB na fig. 19), wyznaczona przez styczng i binormalng. Te
trzecig ptaszczyzne nazywamy piaszczyzng rektyfikacyjng. Poniewaz jest
ona prostopadta do normalnej gtdwnej i przechodzi przez punkt A(x,y,z)
danej linii, przeto jej rownanie ma postac:

(X—x)cosl -f- (Y —y)cosy -(-(Z—z)cosv— 0
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czyli (na podstawie wzoréw (116)):
(120) (z - ex @+ (Y- y)y" @)+ (Z-2) z"w@w= o

Uktad tych trzech ptaszczyzn i tych trzech prostych mozna przyja¢ za
uktad wspoétrzednych ruchomy przy posuwaniu sie wzdtuz krzywej.
Chcac badaé krzywag w otoczeniu jakiego$ jej punktu, dogodnie jest prze-
sung¢ i obroci¢ osie wspdirzednych tak, aby sie nakrywaly z tymi trzema
prostymi.

§ 311. Pierwsza krzywizna krzywych w przestrzeni

Pierwszg krzywizng linii w dowolnym jej punkcie nazywamy gra-
nice, do ktérej dazy bezwzgledna warto$¢ stosunku kata A(ps zawartego
miedzy dwiema stycznymi, do diugos$ci tuku, zawartego miedzy punktami
stycznos$ci, gdy ta diugos$¢ dazy do zera. Oznaczmy te krzywizne literg kv
Cosinusy kierunkowe jednej stycznej sg cosa, cos/?, cosy, drugiej za$
cosa -f-Acosa, cos/?-f-Acos/?, cosy-f- Acosy. Cosinus kata, zawartego
miedzy tymi stycznymi, ma zatem wartosé:

cosA(p= cosa(cosa A cosa)-j-cos/?(cosi3-(-Acos/?) -f-cosy(cosy-f- Acosy)

Aby sprowadzi¢ prawg strone do dogodnej formy, dodajemy do siebie
stronami rdéwnania:
cos2a -j- cos2/?-)- cos2y — 1
(cos a -)- Acos a)2-)- (cos /?-|- Acos [?)2-f- (cosy -j- Acosy)2— 1

Otrzymamy:

2(cos2a -f- cos2/?-f- cos2y)-f- 2(eosal/lcosa -J- cos/?/lcos/?-|- cosy/lcosy) -f-
-f- (Acosa)2-}- (Acos/?)*-(- (Acosy)s= 2
czyli:

2 [cosa(cosa -f- dcosa) + cos/?(cos/? -f- 4 cos/?) -f- eosy(cosy -|- dcosy)] =
— 2 — [(dcos a)2-f- {Acos/?)2-f- {Acosy)?]

Zatem:

2cosAcp= 2 — [(¢lcosa)2-j- (Acos/?)2-(- (Acosy)?]
a stad:

2(1 — cosAeg) — (dcosa)2-f- (4 cos (i)2-f- (Acosy)2
czyli:

4sin24-<p= cosa)2-|- (4 cos/?)2-j-(zicosy)2

Mnozac i dzielgc pierwsza strone przez -jd2gp otrzy“mamy:
4 .|.z129>= (4cosa)2-4-(d cos/?)2-{-(d cosy)2

Dzielimy obie strony przez As2 i przechodzimy do granicy.



Poniewaz wraz z ds takze Acp dazy do zera, oraz:

przeto:

czyli:

(121)

Poniewaz cosa— *'(s). wiec s = Xx"(s) i podobnie inne pochodne,

zatem wzér na kwadrat pierwszej krzywizny mozna przedstawi¢ w postaci:
(122) ki = ®"(s)2+ y"(s)2+ z"(sy

Odwrotnos$¢ pierwszej krzywizny nazywamy promieniem krzywizny i ozna-
czamy go litera R. Zatem:

(123)

Wzory te odnoszg sie do takiego przedstawienia parametrowego, w kto-
rym parametrem jest dtugos¢ tuku. Chcac przejs¢ do ogdlnego przedsta-
wienia parametrowego, nalezy obliczy¢:

., dx dx dt  dx ds — T7TKT~i—
* *ds Mt ds = gt "HS— M-M*<«m+y w +*«>’
x"(s)= ~ [X'(t):Ix(F)*+ y'(1)*+zW]

-\ {t)-\x'{iy + y'(tY + z'{ty]-fs

i podobnie y"(s), z"{s). Po podstawieniu otrzymanych wartosci we wzér (123)
otrzymamy:

@2+ y'2+ 2'9F

(124) R-
\(y'z" —y"z'YA- @'x" —z"X'Y+ (X'y"' — x"y")%
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Jezeli ten promien odetniemy na normalnej gtdwnej od punktu krzywej
w te strone, w ktdérg linia jest zwrdcona swoja wklestoscig (jak na fig. 20),
to otrzymany punkt S nazywamy S$rodkiem krzywizny, nalezacym do da-

nego punktu krzywej. Wspdtrzedne p, q,r $rodka krzywizny obliczymy,
tworzac rzut promienia R na osie wspoétrzednych. | tak:

RcoaA—p —x, Recos(i= q—y, Rcoav=r—z
Stad:

p= x-\-RcoslJ, gq—y-f~-Rcosp, r= z-\-Rcosv
Wstawiajgc za$ za R, cosZ, cosp, cosv wyrazenia z wzoréw (116) i (123
(przy czym we wzorach (116) nalezy obra¢ = — 1), otrzymamy:

x"(s)

V=X x{gyy"{sY-\-z2"{sY

a4z T VH (syely ()% + 2
2"(s)

®"(92+ 2/"WI+ A(s)!

Jezeli parametr jest dowolny, to przeksztatcajagc te wzory w sposéb po-
dobny jak wzér na R, otrzymujemy:

. a't+ y/lht+ g2 r,
(125a)v~ X+ (yIZII_yIIZy+{ZIXII_ZIIXy_'_{lell_xllylr[ ( X)
- y\Wxy "= X"y

i analogiczne wzory na q i r.
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Koto, zakre$lone z Srodka S promieniem ii w plaszczyznie, wyzna-
czonej przez styczng i normalng gtdwna, tj. w plaszczyznie Scisle stycznej,
nazywamy kotem S$cisle stycznym lub kotem krzywiznowym. Mozna okazac,
ze to koto jest granicznym kotem gromady két, przechodzacych przez trzy
punkty, lezace na krzywej, gdy te trzy punkty dazg do nakrycia sie.

Uwaga. Srodek krzywizny mozna okresli¢ takze w nastepujacy sposéb. Wezmy
pod uwage normalng gtéwnag w badanym punkcie A linii krzywej i ptaszczyzne nor-
malng w pobliskim punkcie A' tej krzywej Ta ptaszczyzna normalna przecina owg
normalng gtéwna w jakim$ punkcie S*. Gdy A' dazy do A, to punkt S' posuwa sie
po normalnej gtdwnej punktu A, dazac do pewnego granicznego punktu S. Ten punkt
graniczny jest wiasnie $rodkiem krzywizny.

8 312. Druga krzywizna czyli torsja

Pierwsza krzywizna stuzy za miare stopnia odchylenia sie linii
krzywej od kierunku prostego, a mianowicie od kierunku prostej stycz-
nej. Dla krzywych przestrzennych wazng jest rzecza okresli¢ miare stopnia
wychylenia sie linii krzywej z odpowiednio dobranej ptaszczyzny. Najle-
piej sie do tego nadaje ptaszczyzna Scisle st3czna. Aby wiec uzyskaé
miare stopnia wychylenia sie linii z ptaszczyzny, zbadamy granice, do
ktérej dazy bezwzgledna warto$¢ stosunku kata, zawartego miedzy dwiema
ptaszczyznami S$cisle stycznj*mi w dwoch punktach A i A' krzywej, do
dtugosci tuku, zawartego miedzy tymi punktami, gdy ta diugos¢ tuku
dazy do zera. Niechaj Axp oznacza kat, jaki tworzg ze sobg binormalne
krzywej w punktach A i A'. Kat, jaki tworzg binormalne, jest zarazem
katem, zawartym miedzy plaszczyznami S$cisle stycznymi. Chodzi nam
wiec o granice stosunku At/J:ds. Granice, do jakiej dazy bezwzgledna
warto$¢ tego stosunku, oznaczamy literg k2 i nazywamy jg drugg krzy-
wizng, skreceniem lub torsjg krzywej. Celem obliczenia tego stosunku na-
lezy powtoérzyC raz jeszcze te same rozwazania, ktoreSmy juz przepro-
wadzili przy obliczaniu promienia krzywizny, zastepujac tylko katy a,(}y
stycznej katami I, m, n binormalnej. Dochodzi sie w ten sposéb do naste-
pujacego wzoru:

(126)

Chcac wszystko wyrazi¢ za pomoca X, y, z, obliczamy przy pomocy

wzoru (118). Po wykonaniu dosy¢ ucigzliwych rachunkéw otrzymamy:
X ))((’tc/"‘Wf 5»
d COS | - xm ytn znt — x"D
ds (o"*+y"*-]-3"*J*  {x"'-A-y"2-\-2"*f>

przy czym wyznacznik, zawarty w liczniku, oznaczyliSmy literg D.
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Podobnie:
dcosni —y"D d cosn
LI (e (9% ds (x"2+ y"2-f 2"*f>

Podnosimy te wzory do kwadratu i dodajemy. Po spierwiastkowaniu
otrzymamy ostatecznie:

127
(127 k2 x"2+ y'r*+ z"2

przy czym

(128)

Wzér (127) odnosi sie tylko do takiego parametrowego przedstawienia,
w ktérym parametrem jest tuk. Dla dowolnego parametru t otrzymuje
sie wzor:

129 k2=
(129) W'z" —y"z'f+ [z2'x" —z"xj2+ (x'y" —x"y'f

przy czym w wyznaczniku D wystepujg pochodne wzgledem parametru t.
Odwrotno$¢ liczby kz oznaczamy literg T i nazywamy jg promie-
niem skrecenia czyli torsji. Zatem:

X" (s)2+ y" (s)2+ *"(sy
Pl

Promien torsji dazy do nieskofAczonosci (a druga krzywizna do zera)
w tych punktach, w ktérych mianownik jest réwny zeru. Nazywamy je
punktami stacjonarnymi krzywej. W punktach tych nastepuje w og6lnosci
zmiana kierunku obrotu ptaszczyzny Scisle stycznej, gdy punkt posuwa
sie po krzywej, podobnie jak dla stycznej w punktach przegiecia naste-
puje zmiana kierunku obrotu stycznej. Okazemy, ze jezeli druga Kkrzy-
wizna jest rowng zeru dla wszystkich punktéw jakiej$ linii, to ta linia lezy
cala na jednej ptaszczyznie (a mianowicie na ptaszczyznie Scisle stycznej)
i odwrotnie, jezeli linia jest ptaska, to w kazdym jej punkcie druga krzy-
wizna jest réwna zeru.

Dowdd.

Jezeli kz= 0, to z wzoru (129) wynika, ze D = 0.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. I 12
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Z wzoréw (a), (b), (c) wynika, ze wtedy takze:

dcos | d cosm n dcosn n
) ds ~
czyli:
cosl — cl5 cosm= c¢2, cosn = c3

Binormalna jest prostopadta do stycznej, zatem:

cosa cos | -f- cos/?cosm cosycosn = 0
czyli:
Gcosa -j- c2cos/?4 c3cosy= 0

Ale w mys$l wzoréw (111) jest cosa = x'(s), cos§ = y’(s), cosy=2'(s)>
zatem:
<\x'(s) + c2y'(s) + ¢c3z°(s)= O

Caltkujac obie strony wedlug s, otrzymamy:
Cix(s) + c2y(s) + c3z(s) = C

a to dowodzi, ze wszystkie punkty danej krzywej lezg na jednej piasz-
czyznie.

Na odwrdt: jezeli dana linia jest ptaska, to wspdtrzedne kazdego jej
punktu: x(t), y(t), z(t) spetniajg rownanie jakiej$ ptaszczyzny:

ax() + byt)4«(<)4~ =0

Spetniajg one zatem takze réwnania, otrzymane przez trzykrotne rdznicz-
kowanie tego réwnania, tj.:

ax'4 W 4 cz2— 0

ax"4 W 4 ez" —o
ax™ 4 by"4 czv= 0

Eliminujgc stad state a, b, c. otrzymujemy:

Wobec tego kz'=0, c. b. d. o.

Poniewaz k2= 0 rownoczesnie z D = 0, przeto mozemy wypowie-
dzie¢ udowodnione twierdzenie takze w nastepujgcej postaci:
koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby linia byta ptaska, jest,
aby wyznacznik D, okreSlony wzorem (128), byt serem dla wszystkich
punktéw tej linii.
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8 313. Przykiady badania linij
1) Zbada¢, czy linia, okre$lona réwnaniami:
#= 1(1 + 0O, N=t (P —0, 2= 3@+ Yy

jest ptaskg czy sko$ng. Tworzymy pochodne:

* =y X"=0  x"=0
6 12 36

y= iz Y -k Y T w
6 18

31 t*

W yznacznik 2), rozstrzygajacy o tym, czy badana linia jest plaska czy Bkos$na, ma

zatem wartos$c:

s o, 0
6 12 36
D i2° 3’ 4 _ 218 6-36 .
i7 + f
;3 6 18
i2’ i3’ t4

Identyczne znikanie tego wyznacznika dowodzi, ze badana krzywa jest ptaska.
2) Zbada¢ wtasnosci linii Srubowej zwyczajnej. Przy uzyciu diugosci tuku jako
parametru réwnania linii $rubowej majg posta¢ (por. wzory (107) na str. 166):

x — acosks, y = asinks, z = bks

przy czym k , a oznacza promiert walca, a d = 2nb jost krokiem S$ruby.

Dostawy kierunkowe stycznej maja wartosci:

cosa— x' = — aksin ks
cos(j— y' = akcosks
cosy = z' — bk = constans

Stad pierwszy wazny wniosek: styczna do linii $rubowej tworzy staty kat z osig z.
Obliczmy promien krzywizny. Potrzebne sa do tego drugie pochodne:

x" — —ak2cosks, y' ak2sinks, z" m=0

Zatem:

R —, = constans
1 ak!

Promien krzywizny linii Srubowej jest wiec wielkoscig stala.
12*
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Uzywajac wzoréw (116), otrzymujemy nastepujgce wzory na dostawy kierun-
kowe normalnej gtéwnej:

X = ;ak2cos ks — — k
cos a¥2a cos ks cos ks
1 . _ .
cosy = akzakZSln ks = — sin ks
1
0:
cos v akl

Poniowaz cos v = 0, przeto v — . Zatem normalna gtéwna linii $rubowej jest stato

U
prostopadta do osi Z.
Réwnanie ptaszczyzny rektyfikacyjnej ma wedtug wzoru (120) postaé:

— (X —x)cosks — (Y —y)sinks= 0

Dowodzi to, ze ptaszczyzna rektyfikacyjna jest prostopadta do ptaszczyzny XY.
Z wzoréw (U8) otrzymujemy nastepujgco wartosci na dostawy kierunkowe bi-
normalnej:

cos | = bk sin ks
cos m = — bk sin ks
cosn = ak — constans

Binormalna tworzy wiec staty kat z osig Z.
Obliczmy skrecenie linii $rubowej. Potrzebne tu sg trzecie pochodne:

x = ak3sinks, y'" — — aA3cosks, z" 0

Najpierw obliczamy:

— aksinks , ak cosks , bk
D = — ak2cos ks, — aklsinks, O
ak3sinks , — ak3cosks, 0

1) = bk (@* k5cos* ks -f- a2k 5sin* ks)

D = bk6a2
Wobec tego:
a*/c4
T= = constans
bk6a* bk

Skrecenie linii $rubowej jest wiec wielkoscig stata.



ROZDZIAL XXIV

Geometria rozniczkowa powierzchni

8§ 314. Analityczne sposoby przedstawiania powierzchni

Réwnanie powierzchni badamy w trzech rozmaitych postaciach:
w formie wyraznej, uwiklanej lub parametrowej.
Formg wyrazng nazywamy rownanie:

(131) «= [(»,y)

Przyktady takiego przedstawienia spotykaliSmy juz niejednokrotnie, np.

y

rownanie paraboloidy eliptycznej: z=:X hiperbolicznej: z = X _ \6

réwnanie ptaszczyzny: z = ax -j- by -(- ¢ (por. tom |, str. 39, 43, 44).
Forma uwiktang nazywamy rownanie:

(132) F(x,y,2) = 0

Przyktadami tej formy sa: réwnanie kuli xI-f-y2-f-z2—r*= 0, réw-
X

nanie elipsoidy Eé+ c T 1= 0, réwnanie powierzchni S$rubowej

t/

2
tg—= 0 ot | str. 64).
y gC (por. tom str )

Forme parametrowg roéwnan powierzchni otrzymuje sie, przedsta-
wiajagc wspo6trzedne x, y, z jako funkcje dwoch parametréw:

X — <p(U,V)
(133) y = f(u,v)
Nz *(«,»)

Forme te omoéwiliSmy juz w tomie 1, § 125.
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Przyktady. Réwnania parametrowe kuli maja postac:

X = rcosusinv
(134) y — r cosu cosv
z= rsinu

przy czym I oznacza promien kuli, u szeroko$¢ geograficzng punktu, a v jego dtugosé
geograficzng liczong od potudnika, lezacego w ptaszczyznie ZY.

Jezeli przez kazdy punkt jakiej$ linii wykres$limy jedna linie prosta, to zbiér
tych wszystkich prostych tworzy powierzchnig, zwang powierzchnig prostoliniowa.
Kazdg powierzchnie prostoliniowg mozna przedstawi¢ za pomocg réwnan:

®= /(tt)-Fry (W)
(135) y — f\iu)  v9iiu)
z= la(«)+ »£2(MN

Tak np. réwnanie powierzchni Srubowej mozna przedstawi¢ w postaci:

X — 0 -f- VcosU—- Vcosu
(136) y — 0-f-vsinu— vsinu

Z= ku -f- 0= «ku
Zmienna u oznacza tu kat obrotu prostej ruchomej (por. tom I, str. 63, fig. 36, kat a)
a zmienna v odlegto$¢ dowolnego punktu tej prostej od osi obrotu (por. tom I, str. 63,
fig. 36, odcinek A P).

Zastanéwmy sie nad geometryczng interpretacjg parametrow u i v. Jesli
obierzemy za v jaka$ liczbe statg, np. v= a i wstawimy w réwnania (133),
to x,y i z beda funkcjami jednego tylko parametru, bedg zatem przed-
stawiaC jakg$ linie. Linia ta lezy na danej powierzchni. Gdy bierzemy
za v coraz to inne wartosci, to otrzymujemy coraz to nowe linie; otrzy-
mujemy catg gromade linij, zwanych liniami parametrowymi. Podob-
nie przez zmiane u dostajemy drugg gromade linij parametrowych. Tak
np. dla kuli biorgc v = const, otrzymujemy miejsce geometryczne punktéw
o statej dtugosci geograficznej, a zatem potudnik. Dla réznych v otrzy-
mujemy coraz to nowe potudniki. JesSli za$§ przyjmiemy u = constans,
a v bedzie zmienne, to otrzymamy roéwnolezniki jako drugg gromade
linij parametrowych. Poniewaz przy pomocy liczb o, v mozna okresli¢
potozenie kazdego punktu powierzchni, przeto liczby te zastugujg na nazwe
wspoétrzednych. Sg to tzw. krzywoliniowe wspotrzedne.

Na ptaszczyznie przy uzyciu zwyczajnych wspdtrzednych prosto-
katnych odpowiada tym liniom parametrowym ukiad prostych réwno-
legtych do osi X i Y. Kazdy punkt na pfaszczyznie jest okreslony jako
punkt przeciecia sie dwu prostych: jednej (y — const.) z gromady row-
nolegtych do osi X i drugiej {x = const.), nalezacej do zbioru prostych
réwnolegtych do osi Y.
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Jezeli pomiedzy parametrami u i v zachodzi jaki$ zwigzek:

v= f(u)
to:

x — lu, {u)] — F{u)

y = VI /()] = Gn)

[« A9l =H (u)

Wspotrzedne X, y, z sg wtedy funkcjami jednego tylko parametru, réw-
nania te przedstawiajg zatem jaka$ linige, lezagcg na danej powierzchni.
Chcac zatem obra¢ jaka$ linie na powierzchni, trzeba podaé jaka$ funkcje,
wigzacg ze sobg parametry u i v. Réwnanie v= f(u) jest uogdlnieniem
rbwnania y = f(x) linii, lezacej na ptaszczyznie.

§ 315. Ptaszczyzna styczna (lo powierzchni

WezZzmy pod uwage zbiér wszystkich prostych stycznych w danym
punkcie P(x,y, z) powierzchni do wszystkich linij, lezagcych na powierzchni,
a przechodzacych przez ten punkt. Kazda takg prostag nazywamy prostg
styczng do powierzchni. Poszukajmy miejsca geometrycznego wszystkich
punktéw (X, Y, Z) tych wszystkich stycznych. Niechaj réwnanie powierzchni
bedzie podane w formie wyraznej:

*= AR)y)

Zatozmy, ze zaréwno funkcja f(x, y) jak i jej czastkowe pochodne sg
funkcjami ciggtymi dla danych x,y.
Réwnaniami dowolnej linii, lezagcej na tej powierzchni, niechaj beda:

(a) ®=¢>(0> y = "P(tp *= «(0
A wiec wspdtrzedne x,y, z spetniajg réwnanie tej powierzchni. Zachodzi
zatem nastepujacy zwigzek miedzy funkcjami <pifj \

® = A 9))
Z tego zwigzku chcemy wyprowadzi¢ zwigzek, zachodzacy miedzy wspot-
rzednymi X, Y, Z punktow stycznej. Rownania stycznej do linii (a) maja
posta¢ (por. wzor (108), str. 167):
X — X Y —vy Z —a
~~ W»'(0 _  x'(t)

Statg warto$¢ tych trzech stosunkéw oznaczmy literg k.
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Wobec tego:
X — X F—y 7 — 2
© M= — - v{= — *(9 i

Utworzmy pochodng obu stron réwnania (b) wedtug zmiennej 4, to otrzy-
mamy:

Fla )= *la>+ 1% '«>

Podstawiajgc tu wartosci z wzoréw (c), otrzymujemy po pomnozeniu obu
stron przez k:

(137)
Oznaczajac jak zwykle — literg p, a — literg g, otrzymujemy:
(137 a) Z—z=p(X—x)+ o{Y—y)

Takie réwnanie muszg spetniaC wspotrzedne (Z, Y, Z) wszystkich punk-
tow wszystkich stycznych do powierzchni w jednym punkcie P(x,y,z).
Zmienne X, Y, Z wystepujg tu tylko w pierwszej potedze, jest to wiec
réwnanie ptaszczyzny. Wszystkie punkty wszystkich stycznych, przecho-
dzacych przez jeden punkt powierzchni, tworzg wiec ptaszczyzne. Plasz-
czyzne te nazywamy pitaszczyzng styczng do powierzchni.

Uwaga. Tak sie dzieje w punktach nieosobliwych. W punktach osobliwych (jak
np. w wierzchotku stozka) moze wystapi¢ zamiast ptaszczyzny stycznej stozek styczny,
ktéry sie moze tez zdegenerowaé do jednej prostej, do dwdch ptaszczyzn lub do jednej
ptaszczyzny.

Z tego rownania otrzymujemy dostawy kierunkowe prostej normal-
nej, tj. prostej prostopadtej do ptaszczyzny stycznej a przechodzacej przez
punkt styczno$ci. Poniewaz dostawy te sg proporcjonalne do wspétczyn-
nikdw przy zmiennych w réwnaniu ptaszczyzny, przeto wedtug znanych
z analityki przestrzennej wzoréw otrzymujemy:

cosa = P
s\p2-1-g2-(- 1
(138) cos 2 = 9
£\p2+ g2+ 1
—1
cosy —

£\p2-j- g24-1
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przy czym e= -f-1 lub — 1 zaleznie od tego, ktory kierunek normalnej
uwazamy za dodatni. Rownania prostej normalnej majg wiec postac:
X —xY —y Z —z

P ~ 2 ~ —1
Réwnania ptaszczyzny stycznej i prostej normalnej dla innych form
przedstawiania powierzchni wynikajg juz z tatwoscig z wzoréw dla formy

(139)

wyraznej. | tak, jezeli mamy podang powierzchnie w formie uwikfanej:
dz 3x Fx
3x~V~~ 3F~~~~Fx
3z

o ile Fz5=0. (Jezeli Fz= 0, lecz Fx lub Fy jest r6zne od zera, to uwa-
zamy x za funkcje y,z lub y za funkcje x, z. Jezeli za$ rdéwnocze$nie
Fx— Fy— Fz= 0, to mamy do czynienia z punktami osobliwymi, ktorych
dyskusjg nie bedziemy sie zajmowac).

Wartosci te wstawiamy w otrzymane poprzednio wzory i otrzymu-
jemy po uproszczeniu nastepujacy symetryczny wzdr na rownanie plasz-
czyzny7 stycznej:

(140) Fx(X-x) + FY{Y -y) + Fz{Z-z) = Q

Przyktad.
Dla elipsoidy o réwnaniu:

jest:

Réwnanie ptaszczyzny stycznej do elipsoidy ma zatem postaé:

“(X-x)+ E(Y-y)+ 2(Z-2) =0

czyli:
X -Xx Yey . Zez X2 .y2 .22

W+ a2+
Poniewaz prawa strona jest réwna 1, przeto réwnanie tej ptaszczyzny ma postac:

Xx , Yy ,Z2z2



186

Dla formy parametrowej pochodne czgstkowe ~ i~ wyrazajg sie

wzorami:
Xuty. — % ty«
<P, ty. ty. ty«
©) Z. ty  mZ« ty.
tyu ty. - ty,: tyu

(jak udowodniono w tomie I, str. 380). Wartosci te wstawiamy we wz0r
(137a) i po uwolnieniu od mianownikéw otrzymamy rownanie, ktére naj-
dogodniej jest zapamietaC, przedstawiajagc je w formie nastepujacego
wyznacznika:
X—Xx, Y—y, Z—12
(141) g, u) - 0
XV yr * v

Osobnej dyskusji wymagajg punkty osobliwe, w ktérych liczniki i mia-
nowniki wzoréw (a) sg réwne zeru.

Przykiad.

Dla powierzchni $rubowej, ktérej réwnania wyrazilismy wzorami (136) na str. 182,
otrzymujemy:
X,, — —VSsinu, y«— vcosii, z,— Kk

XV= CO0S U, yv=sin u, zv= 0
Roéwnanie ptaszczyzny stycznej ma zatem postac:
X -x, Y—y, Z-
w sin u!, VQXIi, k =0
cosii , sinu , 0
Po rozwinieciu tego wyznacznika, otrzymujemy:

(X — x) fesinu —{Y —y)kcosu-\-(Z—z)v— 0

Stad widaé, ze kat normalnej z osig z zalezy tylko od e a nie zalezy od u. Zatem
ptaszczyzna styczna do powierzchni Srubowej jest dla wszystkich punktéw, lezacych
w statym odstepie t od osi z, jednakowo nachylona do tej osi.

8 316. Element luku linii, lezagcej na powierzchni

Uogolniajac geometrie analityczng ptaskg, dwuwymiarowg, mozemy
sie zajmowac badaniem utworéw geometrycznych, lezacych na dowolnej
powierzchni krzywej. Tak np. w geodezji lub w kartografii interesujg nas
utwory geometryczne, lezace na powierzchni kuli lub elipsoidy obrotowej
a w szczeg6lnosci rozmaite linie, lezagce na tych powierzchniach. Aby
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uzyska¢ analogie z geometrig analityczng linij ptaskich, najdogodniej jest
uzywaé wspoétrzednych krzywoliniowych na powierzchni, to znaczy uzy-
waé parametrowego przedstawienia powierzchni. WidzieliSmy, ze wtedy
rébwnanie: v= f(u) okre$la jaka$ linig, lezacg na powierzchni, podobnie,
jak réwnanie: y = f(x) okresla linig, lezacg na plaszczyznie. Parametry
u, v zastepujg wiec role wspdbtrzednych x, y. Mozemy takze podawaé
rébwnanie linii, lezagcej na powierzchni, w formie uwiktanej: /(w, v) ==
lub w formie parametrowej: u=<p(t), v— rp[t). Wyprowadzimy wzor
na element tuku linii, lezacej na dowolnej powierzchni, przy czym row-
nania tej powierzchni przyjmiemy w formie parametrowej:

X —@isw, y= tp®tn, z= %wyv)
Wychodzimy' z znanego wzoru:
ds2= dx2-\- dy2-f- dz2
Wyrazenia po prawej stronie znaku réwnosci sg rozniczkami zupetnymi:
dx = xudu -)-xrdv, dy = vy, du-(-yvdv, d z z udu -(-zvdv
Stad:
ds2= (x,, -f y,,-f-zl) ol* - 2 {xax,,-f yuy,,-f zuzv)dudv + @?-\-yl + z3 dv2

Wspoétczynniki przy du22dudv i dv* oznacza si¢ stale literami E,F,G.
Otrzymujemy w ten sposOb nastepujacy7 wzor na kwadrat elementu luku
linii, lezagcej na danej mpowierzchni:

(142) ds2= Edu2-|- 2Fdudv -j- Gdv2

Jest to tzw. pierwsza zasadnicza forma roézniczkowa teorii powierzchni.
Jest to forma jednorodna, kwadratowa zmiennych du, dv. Zapamieta¢ na-
lezy ze:

HSi+(li+0
3x 3x . 3y 3y 3z 3z
(143) 3u 3v 3u 3v 3u 3v

Te trzy wyrazenia nazywajg sie zasadniczymi wielkoSciami pierwszego
rzadu danej powierzchni. (Wyrazen tych uzywaliSmy juz w tomie II,
w § 258, wzory (178)).
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Wz06r (142) upraszcza sig, gdy chodzi o element tuku linii para-
metrowej. | tak dla linii parametrowej, okreslonej warunkiem v = c, jest
dv — 0 i pozostaje:

ds2—E du2
czyli:
(144) ds — |HEdu
Fig. 21.

Podobnie dla linii parametrowej u= c jest du= 0, a na element luku
takiej linii parametrowej otrzymuje sie wzor:
(144 a) ds— \Gdv

Przyktad.

Dla kuli, ktérej réwnania sg podane w formie parametrowej (por. wzory (134)
na str. 182), otrzymujemy:

XU= —rsin«sinv, yu= —r sinucos 2= reoac«

X,, = y COS U COSp, 2l,= — rcoswsinp, zc— O

Zatem:
E—r2 F= 0, G= r2cos2u

Kwadrat elementu luku kazdej krzywej, lezacej na kuli, wyraza sie zatem wzorem:

(145) ds2= r2du2 r2cos2udv2

Zastosujmy ten wzér do obliczenia dtugosci luku linii loksodromicznej na kuli
(fig. 21). Jest to taka linia, lezagca na kuli, ktéra przecina wszystkie potudniki pod



189

tyra samym katem /? (zwanym w nautyce ,kursom"). Gdy /?==0° i /?4=90°, to ta linia
obiega kule, wijac sie nieskonczenie wiele razy dokota biegunéw, Kktéro sag jej
punktami asymptotycznymi. Chcemy obliczy¢ tuk toj linii od punktu A do punktu B.
Niechaj i u2 oznaczajg szerokos$ci geograficzne punktéw A i B. Tangens kata, pod
jakim linia loksodromiczna przecina potudniki, oznaczamy literg b. Okazemy poéZniej
(str. 192), ze dla kazdego punktu linii loksodromiczuej zachodzi nastepujacy zwigzek
miedzy jego szerokoscig geograficzng «, a diugoscia geograficzna v: ajl: P a stad
v= blogtg (In—\u)-{-c. Aby wiec obliczy¢ element tuku linii loksodromicznej,

ktadziemy we wzorze (145) dv — i otrzymujemy:

ds2= r2du2-4-r2cos2u - —
cos2u

czyli:
ds2= r2(1 -f- b2) du2
stad:
ds= r\1-(- b2du

Na diugos¢ tuku otrzymuje sie zatem wzér:
“2

s—r|/l f-b2j'du — r |/l -(- b2(m2— ut)

Poniewaz:
KT+T2= ]/l + tg2”?= seciji= "
wiec:
S==A J A 2~ Ul
Poniewaz za$ rux= AK, ru, = BD, wiec ostatecznie:
1 1
su s (BD — AK) = — RBF
cosp V cosp

Dtugos$¢ tego tuku jest wiec réwna przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o boku
réwnym dtugosci tuku potudnika, a o kacie ostrym réwnym ,kursowi“. Postepuje sie
wiec tak, jak gdyby krzywoliniowy tréjkat prostokatny ABF byt ptaskim tréjkatem
prostoliniowym.

Za pomoca wielkosci zasadniczych wyraza sie bardzo prosto takze
element pola powierzchni. Wiadomo z rachunku catkowego (por. tom II,
§ 258), ze element pola powierzchni, podanej w formie parametrowej,
wyraza sie wzorem:

(146) dP —\EG — F2dudyv
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Oznaczmy wyrazenie \EG — F 2 ktdre jest pierwiastkiem kwadratowym
z wyro6znika formy kwadratowej (142), literg D, to powyzszy wzdr przyj-
mie postac:

(146 a) dP — Ddudv

Wz6r (146) mozna tez napisa¢ w postaci:

(146b)  dP = |/(®,y,, — X,.yu2+ (yuzv— yvzu)2-f {zuxv— zvxadudv

(por. tom 1I, & 258, str. 257, wzor (177)).

8317. Katy, zawarte miedzy liniami, lezgcymi na powierzchni

PoznaliSmy wzory, stuzace do obliczania dtugosci tukow i pdl na
powierzchni. Zajmiemy sie obecnie obliczeniem katdw, zawartych miedzy
rozmaitymi liniami, lezagcymi na powierzchni. | tak przede wszystkim
zajmiemy sie katem, zawartym miedzy dwoma liniami parametrowymi:
u=c i v— ¢ w dowolnym punkcie powierzchni. Chodzi tu o kat, za-
warty miedzy prostymi stycznymi do tych linij parametrowych. Dla linii
parametrowej v — c¢' zmienia sie tylko u, zatem styczna do takiej linii
ma rdéwnania:

X —x Y - y==Z—12
Xe =~ Y., ~—~ In
Dla drugiej linii parametrowej otrzymujemy:

X — X Y—y _ Z—2
&/ 2u %W

Dostawy kierunkowe katow nachylenia tych stycznych majg wartosci:

Qxs(tlx) = = BV — m ...N = yp=
H + yl+ 2 W hi+ yi+ 2

147 = = = - = :.: i
47 cos{w) = b \Ma g = {5 cosW= M ak5)T e
0B[WD) = ............ — ==, M= o

H+y\+z W H +yi+2z Vg

Przez to, ze przed pierwiastkiem daliSmy wszedzie znak -)-, wybralismy
na tych stycznych pewien okres$lony kierunek jako dodatni.

Na dostawe kierunkowga kata, utworzonego przez te dwa kierunki,

otrzymamy zatem:
xux,,J-i- yuyv+ zazv

et — .

\rt+ yl+ zIH + y\+ Z
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czyli:

(148)

Jesli 5,= 90°, tj. jezeli siatka linij parametrowych jest prostokatna, to
cos# = 0 a wiec F = 0. Ten warunek F =0 jest nie tylko konieczny
ale i wystarczajgcy na to, aby siatka linij parametrowych byta prosto-
katna. Tak np. wiemy, ze siatka potudnikéw i rownoleznikow jest pro-
stokatna; zgodnie z tern otrzymaliSmy dla kuli F — 0, gdy obraliSmy
potudniki i réwnolezniki za linie parametrowe.

Zajmiemy sie z kolei katem < jaki tworzy dowolna linia I, lezaca
na powierzchni, z linig parametrowg v— ¢ w punkcie przeciecia sie z tg
linig (odpowiada temu w geometrii ptaskiej kat nachylenia dowolnej linii
do prostej y=c, réwny katowi nachylenia do prostej y=0, tj. do osi a-6w).

Jezeli ta linia | jest okresSlona rownaniami:

@) u= w(s), v= u(s)

to oznaczajac katy tej linii z osiami wspdtrzednych symbolami (Ix), (ly),
(1z), otrzymamy:
2x du  Sr. dv
2u ds
cos(ly) = yuu' + yw'
cos (Iz) — zuii' -f- z,,v'

Dostawy za$ linii parametrowej v— ¢ majg wedtug wzoroéw (147) wartosci:

Dostawe kata <p oblicza sie z wzoru:
cos (p— cos (Ix) cos (ux) -j- cos (ly) cos (uy) -j- cos (1z) cos (nz)

Otrzymujemy zatem na dostawe kata, jaki tworzy linia I, okreSlona réw-
naniami (a), z linig parametrowg v = c\ nastepujacy wzor:

Jezeli réwnanie linii |, lezagcej na powierzchni, jest podane w formie:
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a tyiec:
yig o
du

tge>= {EG — F 2-
ge i E+F[

Ktadac du = f a fEG — F2— D, otrzymujemy:
(150)

Wz6r na dostawe kata, zawartego miedzy dwoma dowolnymi liniami
m i n, lezacymi na powierzchni, otrzymamy na podstawie wzoru (149)
lub (150). I tak, jezeli linia m tworzy kat o¢x z linig parametrowg v=c',
a linia n kat <2, to kat a, zawarty miedzy liniami m i n, jest rowny
q2— (v Wobec tego:

6 o0H?2 TV I+tg~tgy,

Jezeli v—v1(u) i v—v2(u) sg réwnaniami linij m i n, a pochodne V[ i v2
oznaczymy literami kx i k2, to uzywajgc wzoru (150) na obliczenie tg<px
i tggpo, otrzymamy po wykonaniu rachunkéw nastepujacy wzor:

E4~F(k1 k2 Gkik2

cosa =
(151) iE + 2Fkx+ GlA{E+ 2F k2A- G1A

Przykiad.

Wyprowadzi¢ zwiazek miedzy dlugoscig a szerokos$cia geograficzng dla lokso-
dromy, tj. réwnanie loksodromy w wspo6trzednych u i v.

Kat 3 loksodromy z potudnikami jest staty, a wiec i tg/?= 6 ma statg wartosc.
Poniewaz potudniki sg dla kuli liniami parametrowymi v = c, przeto kat 0 wyraza sie

z wzoru (150), tj.: o

du
tg/? = 2
g )E + £F
Dla kuli jest £2=0, E —ri, <= »*cos2w, a wiec:
E = jr2er2cos2u— O2= r2cosu
Wobec tego:
dv
tg/fB= cosu
g du
Stad:
dv
du cosu
a wiec:

v= blogtg("n -4 u) + ¢

Jest to zadane réwnanie loksodromy.
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§ 318. Krzywizna powierzchni

Zanim sie zajmiemy krzywizng powierzchni, zbadamy krzywizne
pewnych specjalnych przekrojéw powierzchni, a mianowicie przekrojow
normalnych. Przekrojem za$ normalnym nazywamy kazdy przekroj,
otrzymany przez przeciecie powierzchni plaszczyzng, przesunietg przez
normalng do powierzchni w dowolnym jej punkcie. Obierzmy jeden taki
przekr6j. Linia przeciecia, ktéra jest oczywiscie linig ptaskag, niechaj ma
rébwnania:

u= w(s), v= v(s)

jak w 8 316, powierzchnia za$:
X —X(uv), y—ywv\ z= z(u,V)

PromieA krzywizny tej linii otrzymamy z warunku, ze normalna PN do
powierzchni pokrywa sie z normalng tej krzywej i to z normalng gtéwna,
ta bowiem lezy na ptaszczyZnie S$ci$le stycznej, tj. na plaszczyznie, na
ktérej lezy obrana krzywa ptaska. Wobec tego kat o> zawarty miedzy
tymi normalnymi, ma warto$¢ zero, wiec cosm= 1 Niechaj a,b,c ozna-
czajg katy normalnej do powierzchni z osiami wspoétrzednych, a X fi, v
takiez katy normalnej gtoéwnej do obranej krzywej. Zachodzi zatem zwigzek:

@) cos a cos X -j- cos bcos// -j- cosccosv = 1
Cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni majg wartosci:

VnZv — VoZu
\{xHyl —x,,yH + (z,.x,, — z,,Xuf + (2#® — 3/®z«)2

cos a
eczyli:
cosa= (y,,zv  y™Zit)
(jak to wynika np. z réwnania plaszczyzny stycznej (141)) i podobnie

cos/s cosc. Przed pierwiastkiem obraliSmy znak -f~ Cosinusy za$ nor-
malnej gtownej majg wartosci:

cos X - X' =:- == x"{s)R

{por. wzory (116) i (123)) i podobnie cosfi, cosv. Tu takze obraliSmy
znak -}- przed pierwiastkiem. Wz6r (a) mozemy zatem napisa¢ w postaci:

R
D) -jjl(y»zv—y«)x"(s) + (zltx h—zvxu) y" («) + (xuyv—x, yu)z"* (1= 1
Wyrazmy pochodne x" (). y"(s), z" (s) za pomocg pochodnych da-

nych funkcyj n(s), w(s), x(u,v), y(u,v), z(u, u).

ttachunek rézniczkowy i catkowy. T. 111. 1S
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Otéz:

a stad:

x"(s)'::qf,z-é: (xUhu' + ®«» )« + W'+ (pU««’ + *or»>"' + ®"
i podobnie y"(s), z" (s). Wstawiamy te wyrazenia we wzor (b), to otrzymamy:

= -y [Pt — 2<Zu)xmi-f- 2,  — zZvXU)Y,tn+ (*» y» — @52/)*w] «'2+

4- 121 [(r—y«zYxw 4- (oD — <4~ (Rreo—RdO2milv4-
H jj [@i"u  yaZhXw-(- @Xi  zvX)y,v+(X,yv  Xryu) 2u] w2-1
4-—[®,(nz,—Y.z) + TA>@—ZC)+ >@,y, — &Ry, )| W'+

H g-Xu(yuzv  yv*) - W00 zvXn) 4* @2 ®o2)]™

Dwie ostatnie grupy wyrazéw, tj. wyrazy, zawierajgce drugie pochodne
u" i u", odpadajg. Oznaczmy wspoétczynnik przy u'2 literg L, wspotczyn-
nik przy 2uV literg it/, a wsp6tczynnik przy u'2 literg V. A wiec:

Hun « a:0
D yuu, y»> y«
Sua o opii. Ze

Xud, gtful Xe

(152) J/=]7 o> yrioye
w1 i 20

&W 5 t
N*:‘L) y™ o b 2f

M0 > U

Wystepujg tu drugie czastkowe pochodne funkcyj x(u,v), y (u, v), z(u,v).
Wyrazenia L, M, N nazywamy icielkoSciami zasadniczymi drugiego

rzedu. Wzor na ~ przyjmuje przy tych skroceniach postaé:

(153)



Licznik jest druga formg roézniczkowg lub drugg formag zasadnicza teorii
powierzchni. Zastgpmy ds2 przez pierwszg forme zasadniczg, to ostatni
wzOr przyjmie postaé:

1 L du2-j- 2M du dv -j- Ndv2
li Edu2-j-2F dudv-j- Gdv2

Poniewaz nie uwzgledniliSmy mozliwosci réznych znakéw przed pier-
wiastkiem we wzorach na cos a,... cos przeto mozemy z tego wzoru
otrzymac¢ dodatnig lub ujemng warto$¢ na R. Pochodzi to stad, ze Kkie-
runek normalnej do powierzchui, wynikajacy z obrania znaku -j- przed

Fig. 22.

pierwiastkiem we wzorach na cosa,.... moze byé wprost przeciwny do
Iderunku normalnej gtéwnej do krzywej, jaki wynika z obrania znaku

przed pierwiastkiem we wzorach na cos-i,... Krzywizne otrzymang

w ten sposéb, nazywamy krzywizng wzgledna danej linii, moze ona
bowiem przybiera¢ wartosci dodatnie i ujemne.
Dzielgc licznik i mianownik ostatniego utamka przez du2 otrzymujemy:

eib4a) E+ ZFk+G &
( i L+ 2Mk+ Nk2

13*
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Wielko$¢ tego promienia krzywizny w danym punkcie powierzchni
zalezy od kata, jaki tworzy przekr6j normalny z linig parametrowg v,
a ten kierunek jest okre$lony za pomocg k = av (por. np. wzoér (150)).

W kazdym punkcie powierzchni mozna poprowadzi¢ nieskonczenie
wiele przekrojow normalnych. Zbadajmy, dla jakich kierunkéw promien R
moze przybiera¢ extremum. W tym celu tworzymy pochodng prawej
strony wzoru (154a) wedtug k i przyréwnujemy licznik do zéra. Po upo-
rzgdkowaniu otrzymujemy réwnanie:

(155) EM— LF— (LG —EN)k-f [FN— GM)k2= 0

czyli w formie wyznacznika:

-k, 1
(156) E, P G =0
L, M, N

mtatwo stwierdzi¢, ze kierunki posuwania sie po powierzchni, okreSlone
przez pierwiastki A i k2 tego réwnania, sg do siebie prostopadte (trzeba
sie oprze¢ np. na wzorze (151) na cosa) a zatem sg one rozne od siebie.
Kierunki te nazywamy kierunkami gtéwnymi, a nalezace do nich promienie
krzywizny R1i R, przekrojow normalnych nazywamy gtéwnymi promie-
niami krzywizny. Naogoét jeden z tych promieni daje maximum krzywizny,
a drugi minimum. Rozwigzujagc réwnanie (156) i podstawiajac znalezione
wartosci we wzOr na i?, przekonujemy sie, ze:

1 1 LN— M2
(157) R1'l, ~EG — F 2' K
, 1 EN—2FM+ GL

= H
<1%8) EG—F2

Liczbe K nazywamy zupeing krzywizng powierzchni w badanym punkcie
lub krzywizng G aussa, a liczbe H Srednig krzywizng powierzchni w tym
punkcie.

Jezeli réwnanie powierzchni jest podane w formie wyraznej:
2= f{x,y)
to tatwo jg przeksztatci¢c na forme parametrowa, ktadac:
X = U, y —v, z = f(u,V)
<r«=l, »,= 0 yi=0 yB—1
df  Sf df  df
Zu~ 9u~~3x~ P Zv~- 3v~3y-~q(q

Stad:
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a wiec:

(159) E=1+ p2 F=pg G=1+ g2

Podobnie oblicza sie dla formy wyraznej wielkosci zasadnicze L, M, N\

(160) L =\ = M= Ti= Lt = , N =1tf= L =
yitp2+?2 Fi+p2+32 yi+phree
przy czym:
dz Sz Rv/4

r==dx2' S==3x3y'

Przy pomocy tych wielkosci zasadniczych przeksztalcamy wzory (157) i (158) na na-
stepujace wzory, dostosowane do formy wyraznej:

(161)

(162) h — 1+ (11~ +2/Mf +2 (1+9V

Do powyzszej definicji krzywizny zupeinej doszedt G auss, starajac sie
uog6Ini¢ na powierzchnie pojecie krzywizny linij ptaskich. Przypomnijmy
sobie, jak okreslaliSmy krzywizne
krzywych ptaskich. Styczne w dwu
punktach krzywej M i N (fig. 25)
tworzg ze sobg kat Aa taki sam,
jaki tworzg normalne w tych punk-
tach krzywej. Stosunek tego Kkata

do tuku M N nazwaliSmy przecietng
krzywizng a granice tego stosunku lyj'
dla A/iV—=-0 krzywizng (wzgledna)
tej linii w badanym punkcie.
Poniewaz kat Aa wyrazaliSmy
przy tym w mierze tukowej, wiec

miarg tego katajestfuk M 'N\ jaki Fig. 23.
wspomniane normalne wycinaja
z kota o promieniu 1, zatoczonego z punktu przeciecia sie S tych nor-

malnych. Tworzy sie stosunek tuku M'N' do tuku MN, a granica tego
stosunku jest miarg krzywizny. Podobng drogg poszedt Gauss przy
badaniu krzywizny powierzchni. Majac jaki$ ptat AP powierzchni, kt6-
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rej krzywizne chcemy badac (fig. 24), prowadzimy w kazdym jego punkcie
normalng. Sg to naogoét proste wichrowate. Wezmy pod uwage kule
0 promieniu 1, zatoczong z dowolnego
punktu S. Ze $rodka tej kuli popro-
wadZmy pek promieni réwnolegtych
do normalnych, wystawionych na AP.
Te promienie wycinajg na kuli ja-
ka$ powierzchnie AP. Ot6z stosunek
pola tego, lezacego na kuli, ptata po-
wierzchni AF' do rozwazanego piata
powierzchni AP uazwat G auss -prze-
cietng krzywizng tego ptata, a granice
tego stosunku, gdy AP dazy do punktu,
nazwat krzywizng zupetng powierzchni
w tym punkcie. Obliczajagc pola AP
1 AP' i tworzac wspomniany stosu-
nek, doszedt Gauss do wyniku, ze:
AP’ 1
Jun, TE

Uwaga. Opierajac sie na wzorze na
krzywizne catkowita, udowodnit Gauss,
ze gdy jakgkolwiek powierzclinie wyginamy,
nie rozciggajac jej, ani nie rozrywajgao
a wiec gdy zachowujemy przy tym dtugosci

tukéw, to krzywizna takiej nowej powierzchni jest w kazdym punkcie taka sama, jaka
byta poprzednio. Przy wszystkich wiec gieciach powierzchni krzywizna pozostaje nie-
zmieniona. Takie przeksztatcenie jednej powierzchni na druga, przy ktérym diugosci
tukéw pozostajg niezmienione, nazywamy rozwijaniem jednej powierzchni na drugiej.
Gdy wiec jedna powierzchnia jest rozwijalna na drugiej, to krzywizna jednej jest
réwna krzywiznie drugiej powierzchni i to w kazdym punkcio.

Aby udowodni¢ to twierdzenie, wychodzi si¢ z wzoru:

1 LN — M2
PXP2 EG —F2

Zadamy, aby diugosci tukéw pozostaty niezmienione. Wz6ér na element tuku ma postaé:
ds2— E du2-f- 2 F du dv -j- Gdv2

Element tuku ds, przeksztatconej powierzchni ma mie¢ te samg warto$¢. To znaczy,
ze E, F i G musza pozosta¢ te same- We wzorze na |i wystepujg jednak jeszcze
mdoé¢ skomplikowane wyrazenia L, M i A. Okazuje sie jednak, ze K zalezy tylko
od E, F i < Dowodzi sie mianowicie, ze:

Kmn

K:ZEJDAZ(ZFW_ Elv- G,J+ ~ (GlI+ ErGv- 2G.FU+

G (EI+EaG -2E aFv)+ AF {EuG -E rGu-2 F uG -2 F cE'+AFaFr)
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Z tego wzoru wida¢l, ;o K zalezy tylko od wyrazen E, F, G, tak, ze gdy sie po-
wierzchnia dowolnie zmienia, krzywizna pozostaje niezmieniona, jesli sie tylko E, F i G
nie zmieniajg. Gdy zatem przy gieciach powierzchni luki pozostajg niezmienione, to
i krzywizna zupetna si¢ nie zmienia.

§ 319. Linie krzywiznowe. Wzér Eulera

W kazdym punkcie powierzchni istniejg dwa prostopadte do siebie
kierunki gtdwne. Linie, lezace na powierzchni, ktérych styczna ma w kazdym
punkcie kierunek zgodny z kierunkiem gtéwnym, nazywamy liniami krzy-
wiznowymi. Przez kazdy punkt powierzchni przechodzg dwie takie linie.
mCelem znalezienia ich rownania uzyjemy réwnania (155). Zastapmy w tym

. dv -
TOwnaniu k stosunkiem — . Dotychczas uwazaliSmy E,F, G, L, M, N za

etate. Gdy sie jednak zmienia potozenie punktu na powierzchni, to wiel-
kosci te sg funkcjami zmiennych u i v. Otrzymamy wiec z tego réw-
nauia réwnanie postaci:

Jest to réwnanie rozniczkowe zwyczajue pierwszego rzedu a drugiego

Ich catkami ogélnymi sg zatem dwie funkcje G1(u,v,c)— 0 i 622(m,v,c)= O,
przedstawiajgce dwie gromady linij krzywiznowych.

Obierzmy te linie krzywiznowe za linie parametrowe. Poniewaz sg
one prostopadte, przeto F— 0. Latwo dowie$é, ze dla takiego przedstawie-
nia parametrowego takze M = 0. Wobec tego wzoér (154 a) przechodzi na:

1 L+ Nk2
li ~E+ G k2

Ale k2=tg2p jak to wynika z wzoru (150) przy F— 0 (przy czym (p

oznacza kat badanej linii z linig parametrowg v, w tym wypadku z linig
krzywiznowa).
Zatem:
1 L+ N?”cp L+ ftg29
is E-\-GS8§tg29 E{\ +tg29

czyli:
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Gdy (f— 0, wéwczas R = RX a wiec:

1 _L

R x E
Dla = f jest R= R2 a wiec:

Lt

R~~G
Zatem:

(163) 1 cos2<p ( sin2<

Ten wzdr nazywamy wzorem Eulera. Gdy znamy dwa promienie gtowne
Rx i R2, to mozemy obliczy¢ z tego wzoru promienn R kazdego przekroju,
tworzgcego kat ¢z jednym z kierunkéw gtownych. Wedtug znakéw Rx
i Ra klasyfikujemy punkty powierzchni.

1) Jezeli Rx i J?2 majg w jakim$ punkcie powierzchni te Bame
znaki, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem eliptycznym. W takim
punkcie wszystkie promienie R majg ten sam znak, jak to wynika z wzoru
Eulera. Normalna (gtdwna) zatem wszystkich przekrojéw normalnych
jest zwrocona w te samg strone. W specjalnym przypadku, gdy RX= R 2,
to wszystkie przekroje normalne majg réwne promienie krzywizny; taki
punkt eliptyczny nazywamy” umbilikiem lub punktem pepkowym. Np. kazdy
punkt elipsoidy i paraboloidy eliptycznej jest punktem eliptycznym; kazdy
punkt kuli jest umbilikiem. W punktach eliptycznych krzywizna zupetna K
jest liczbg dodatnia.

2) Jezeli promienie Rx i R2 majg w jakim$ punkcie znaki prze-
ciwne, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem hiperbolicznym.
W takim punkcie normalna jednych przekrojow jest zwrécona w jedna
strone a innych w strone przeciwng. W specjalnym przypadku, gdy
Rx— — Rn. nazywamy taki punkt punktem pseudosferycznym. Tak np.
kazdy punkt hiperboloidy jednopowtokowej jest punktem hiperboliczDym.
Krzywizna zupetna K ma w kazdym punkcie hiperbolicznym wartos¢
ujemng. Krzywizna $rednia FI ma w punktach pseudosferycznych war-
to$¢ zero.

3) Jezeli w jakim$ punkcie powierzchni jest f? = 0 lub -Fg‘é: 0, té

ten punkt nazywamy punktem parabolicznym. Takim punktem jest kazdy
punkt walca i stozka. Krzywizna zupetna ma w punktach parabolicznych
warto$¢ zero, a wiec spetnia sie warunek K= 0 czyli rt—s2= 0, jak
to wynika z wzoréw (157) i (161).

Okazano, ze powierzchnie, sktadajgce sie z samych punktéw parabo-
licznych. sg rozwijalne na ptaszczyznie i na odwr6t: gdy jaka$ powierzchnia
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jest rozwijalna na ptaszczyznie, to skitada sie z samych punktow para-
bolicznych. Jezeli wiec z = f(x,y) jest rdwnaniem powierzchni, to jest
ona wtedy i tyllco wtedy rozwijalna na ptaszczyznie, gdy z spetnia naste-

pujgce réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu:
(164)

Bardzo wazng role w zastosowaniach grajg takze takie powierzchnie,,
ktore sie skiadajg z samych punktdw pseudosferycznych, tj. ktére majg
w kazdym punkcie krzywizne $rednig H = 0. Z wzoru (162) wynika,
ze takie powierzchnie speiniajg rownanie rézniczkowe:

(165) (1+p2é— Sjog-s+ Cl+<72r= 0

Takie powierzchnie nazywamy powierzchniami minimalnymi; dowiedziono
bowiem, ze dowolny piat takiej powierzchni, ograniczony jaka$ linig |,
ma mniejsze pole anizeli ptat jakiejkolwiek innej powierzchni, ograni-
czonej ta sama linig |

Przykiady.
1) Znalezé gtéwne promienie krzywizny powierzchni o réwnaniu: *=#*-(-ay-j-y*
w punkcie, dla ktérego oc= 0 i y—Q
Obliczamy p = 2x -f-y, q= x -j-2;/, r= 2, s= 1, 1= 2.
Zatem :
1 221

kK = Jtjn ,='(T+0+0)2= 3

w-_L L 1- (1+ 0)2--2.0.0.1+(1+0)2
A (1+0 + o/

Zatem -jji \ - sg pierwiastkami nastepujacego réwnania drugiego stopnia:

w2— 4w+ 3= 0

Stad :
= -]: 30 1 '
Poniewaz li, i P2 sg obydwa dodatnie, przeto jest to punkt eliptyczny.
2) Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, ze powierzchniao réwnaniu:
3= cosa; eosi/ ma w punkcie x = 0, y — 0 umbilik, albowiem R, = 1i i?7, =1

Aby znalez¢ wszystkie umbiliki powierzchni, nalezy wyjs¢ z wzoru
(154a) na promien krzywizn}* przekroju normalnego. W umbilikaeh war-
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tos§¢ R musi byé niezalezna od kierunku, tj. od k. To sie za$ dzieje wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodza proporcje:

(166) =

Q| A

To sg warunki na wyznaczenie umbilikow. Wstawiajagc za L, MANEAFAG
odpowiednie warto$ci, otrzymamy dla formy wyraznej:
r s t
1-)-p2~~pg~ 1+ @2
Stad otrzymujemy dwa réwnania:

rei —(*-\-p2s=0
>(1-j-g2) —<(1 -f-p2= 0
z ktérych wyznaczamy wspdétrzedne x i y umbilikow.
3) Przez obro6t linii o réwnaniu z = f(x) dokota osi Z powstaje powierzchnia

obrotowa (fig. 25). Z rysunku odczy-
tujemy, ze:

a;= D8M, y= usin?(
Stad nie trudno zauwazy¢, ze:
v=\x2-\-y2 a z—f(v)

Z =f(X) takiej powierzchni otrzymamy
po przeprowadzeniu rachunkoéw':

E—v2 F=0, G=1I+ f\v)

vi'{v) M =0

N =

Poszukajmy powierzchni obrotowej

minimalnej. Obierzmy dwa dowolne
p punkty I\i Pv lezagce na ptaszczyc-
1 nie (ZX)\ chodzi nam o wybranie

z posréd wszystkich liuij, tgczacych
dane punkty P, i Pt, takiej, ktérej tuk -P,wytwarza przez obrét koto osi Z po-
wierzchnie obrotowg o najmniejszym polu. Z wzoru (158) otrzymujemy po wykonaniu
rachunkoéw:

Fig. 25.

=» [Y(») i+ 7 T« - 0

{ C t =
1+ [7%(»)
mRozwigzanie tego réwnania rézniczkowego doprowadza do wyniku, ze powierzchnia ta
powstaje przez obroét linii tancuchowej koto osi Z. Jest to jedyna powierzchnia obro-
towa minimalna.



203

8 320. O odwzorowaniach powierzchni

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba odwzorowa-
nia jednej powierzchni na druga, to znaczy przyporzadkowania kazdemu
punktowi jednej powierzchni jakiego$ punktu drugiej. Jezeli rownania obu
powierzchni sg podane w formie parametrowej:

x = cp(u,v) £= @ icV)
t/= ip(u,v) (Pj) v ==(pl(aiv) (P2
z= x(u,v)) e = Xiiu,v)

to uzyskujemy odwzorowanie jednej powierzchni na druga, czynigc pa-
rametry w i v dowolnymi funkcjami parametréw u i v:

a= f(u,v)
v = g(u,v)
Jezeli bowiem podstawimy te funkcje za u i v w rownania (P2, to

wspotrzedne f, 1], £ drugiej powierzchni bedg funkcjami tych samych
parametrow u. v, co wspOtrzedne pierwszej powierzchni, np.:

£= W, vVv), = W{u,v), £= X (uVv)

Biorgc za u i v jakie$ wartosci stale, otrzymujemy na pierwszej po-
wierzchni pewien punkt P(x,g,z), a tym samym wartosciom u i v odpo-
wiada na drugiej powierzchni jaki$ punkt P'(£, rj, £). Jedno z tych od-
wzorowan, a mianowicie rozwijalno$¢, oméwiliSmy na str. 198 i 20U. Jest
to takie odwzorowanie, przy ktorym spetnia sie warunek:

@) di2= dsj

Elementy tukéw, a wiec i ich catki czyli skohnczone #tuki muszg byc¢
rowne przy kazdym du i do. Warunek ten jest réwnowazny ze speinia-
niem sie trzech nastepujagcych warunkéw:

(b) E=EX F=A! G= GX

Nie zawsze mozna dobra¢ funkcje u=f(u,v) i v — g{u,v) tak, by sie
spetniaty te 3 rownania. Funkcje u i v potrafimy naogo6f wyznaczy¢ z dwu
rownan (b), wyjatkowo za$ zajdzie wypadek, ze i trzecie réwnanie bedzie
spetnione. Aby tak byto, musi by¢ krzywizna Gaussa jednej powierzchni
w kazdym punkcie réwna tejze krzywiznie w odpowiednim punkcie
drugiej powierzchni (por. str. 198). Okazemy, ze przy takim specjalnym
odwzorowaniu nie tylko diugosci tukéw nie zmieniajg sie, lecz takze
i pola. Elementy pola wyraza sie mianowicie wzorami (146):

dP — \EG — E*dudv= D dudv
dPx- -yExGx—F\ du dv— Dxdudyv
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Poniewaz jednak wediug zatozenia zachodzg réwnosci (b). zatem D= Dly
stad za$ wynika:
dP = dPx

Okazemy, ze przy rozwinieciu jednej powierzchni na drugag takze
i wszystkie katy nie ulegajg zmianie. Gdy na jednej powierzchni wez-
miemy pod uwage dwie dowolne linie m i n, tworzace z sobg kat a
w punkcie przeciecia, a na drugiej odpowiadajg im linie mx, nx, tworzace
z sobg kat ctj, to (wedtug wzoru (151)) jest:

+ N2
[/£ -f 2Fkx+ GIA\E-\- k\
WSCii—- M &1L+ 57+ GikiK
Wx + 2B\kx+ Gxk\\E1+ 2FxA2+ Gxk\

P.ns ct =

Poniewaz E — Ex, F — Fx, G= Gx, przeto:
cosa = cosax

Katy pozostajg wiec przy rozwinieciach niezmienione. Figury, lezace na
obu powierzchniach, nie sg jednak w ogdlnosci przystajgce mimo réw-
nosci tukéw, pol i katow, lezag bowiem na réznych powierzchniach. Tak.
np. figura, lezaca na walcu, nie jest bynajmniej przystajagca do figury,
jakag otrzymamy, rozwingwszy ten walec na ptaszczyznie.

Jezeli jedna powierzchnia nie jest rozwijalna na drugiej, to przy
odwzorowaniu nie bedziemy mogli zadaé¢ spetnienia wszystkich tych wa-
runkéw, tj. rownosci lukéw, pol i katébw. Mozua jednak zawsze znalezé
takie odwzorowanie, przy ktérym wielkosci pol pozostajg niezmienione,
przy ktorym wiec dP— dPx. Musi sie zatem spetnia¢ tylko jeden warunek::

1) — 1IX

jak to wynika z wzoru (14Ba) na element pola.

Takie jedno réwnanie (rézniczkowe) muszg spetniaé¢ funkcje. Ui v.
Poniewaz z tego jednego warunku mamy wyznaczy¢ dioie funkcje, wiec
mozemy to zrobi¢ na nieskonczenie wiele sposobdéw; jedng bowiem funkcje-
mozna przyja¢ zupetnie dowolnie.

Odwzorowanie, przy ktéorym wszystkie odpowiadajgce sobie elementy
pol, a wiec i pola, sg sobie réwne, nazywamy odwzorowaniem wiernopo-
wierzchniowym.

Przyktady.

Sprébujmy w ten sposéb odwzorowaé kule na ptaszczyzne. Znamy parametrowe-
réwnania kuli (wzory (134-) na str. 182), plaszczyzne za$ obierzemy za ptaszczyzne
poziomg w uktadzie wspétrzednych
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Jej parametrowe réwnania majg postao:
"£=%"(«,»); 1= W(,v); £= 0.

IStie znamyjeszeze funkeyj i* i Trzeba jo tak dobraé, aby siespetniat warunek
D — D~ ObliczyliSmy juz D dla kuli (str. 192), a mianowicie:

1) = >2cosu

Aby utworzy¢ Di dla ptaszczyzny, uzyjemy wzoru (146 b). Wszystkie te wyrazenia,
w ktérych wystepuja pochodne funkcji f, odpadna, albowiem t = 0. Pozostanie wiec
tylko:

= — ivva\

Abyodwzorowanie bylowiernopowierzchniowe, musi by¢ D = Dit czyli:
|$,, Uv— of Uu| = r2cosu

Wedtug tegoréwnania dobierzemy teraz funkcje <4>i W. Jedng z tych funkeyj mozemy
eobra¢ zupetnie dowolnie. Przyjmijmy np.:

£= 0 («, V) —rv

W tedy:
Wu= 0. Wr= r
iotrzymujemy r Wu= -j-12cos « lub rU>a= — r2cos u.Obierzmy:
r B,= >2cosu
Stad:
U,,= rcosu
a wiec.
W =l rcosudii -rsin:
:Zatem :

£= rv, 1]= rsinu

Takie odwzorowanie znalazto zastosowanie w geografii: odwzorowujac w ten sposéb
kule wiernopowierzchniowo na ptaszczyzne tmapy), otrzymujemy tzw. rzut walcowy
Lamberta.

§ 321. Odwzorowania wiernokatne czyli konforemne

Chcac odwzorowacé powierzchnie nierozwijalng na drugiej powierzchni,
nie mozemy zada¢, aby wszystkie elementy lukéw byly wiernie zacho-
wane. Mozemy jednak zada¢, aby elementy tukéw, nalezace do odpowia-
dajacych sobie punktéw, byty proporcjonalne, tj. aby dla wszystkich kie-
runkéw, wychodzacych z jednego punktu, zachodzit zwigzek:

() " -

Wspéiczynnik proporcjonalnosci X zmienia sie wraz z potozeniem punktu
na powierzchni, jest wiec funkcja zmiennych u, v, nie zmienia si¢ jednak,
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gdy pozostajac w jednym punkcie, zmieniamy kierunek posuwania sie;
okreslony za pomocg pochodnej Ej\l: Ir. Wspétczynnik nie zalezy zatem>

od k. Wzér (a) przedstawiamy w postaci:

E-\-2Flc+ Gk2

El-\-2F1k-{-G1k2 2V

Lewa strona jest wtedy i tylko wtedy niezalezna od Ic gdy speiniajg sie
proporcje:

(b> =

Mamy tu do czynienia z ukiadem dwdch rownan rdézniczkowych:

E F G

E-F~G X
Odwzorowanie jest wtedy i tylko wtedy konforemne, jezeli dwie funkcje:-
u= f(n,v), v = ¢(u,v)

spetniajg te dwa réwnania.

Problem ten jest wiec oznaczony, a zatem a priori widzimy, ze
takie odwzorowanie da sie z reguly przeprowadzi¢. Z warunku (b) tatwo
mozna wywnioskowac, ze katy bedg przy takim odwzorowaniu wiernie
zachowane. | tak:

E= ExX2 E = FxX2 G =GxX2

Wstawmy to -we wzdér na cos & to otrzymamy:

X2[E1-\-F 1(k1+ k2)+ G 1IA]
X \\ + 2F1kl+ Gk]- \E X-j- 2Fxk2+ Gzk\ mX

cosa —

Upraszczajac licznik i mianownik przez X2, otrzymujemy na cosa ten sam
wzor, co na cososj. Przy takim odwzorowaniu jest wiec cosa = cosal.

Wobec tego odwzorowanie takie nazywamy wiernokatnym. Ponie-
waz tylko elmieniy tukéw sa proporcjonalne, a niekoniecznie skonczone
tuki, wiec odwzorowan tych nie mozemy nazywac ,,podobnymi“; natomiast
utarta sie obok nazwy: odwzorowania ,wiernokatne* takze nazwa: odwzo-
rowania ,konforemne®“. Odwzorowania te majg o wiele donioSlejsze zna-
czenie, niz rozwiniecia lub odwzorowania wiernopowierzchniowe i to nie
tylko w teorii powierzchni, lecz takze w wielu innych dziatach matema-
tyki i techniki.
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Przyktad.
Odwzorowaé¢ kule konforemnie na ptaszczyzne, np. na ptaszczyzne
W réwnania (b) czyli:

©

podstawiamy wielko$ci zasadnicze dla kuli:

E=1r12 F=0. G— r2cos2u

XV—y,,C0os U Xr= —y,cosu
albo
tv— — xucosu Y, = XuCOSU

Wystarczy bra¢ pod uwago tylko jodni} pare tych réwnan. Jest to uklad réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Ukiad ton mozemy rozwigzaé, obierajac
za x dowolng funkcje zmiennej v.

Wezmy np. x = kv, to x,. = k, xtt= 0, a wiec yv— 0 na podstawie drugiego
réwnania. To dowodzi, ze y jest funkcjg jednej tylko zmiennej «. Wobec tego zamiast

d
czastkowej pochodnej yu mamy do czynienia ze zwyczajng pochodna ’\y—. Pierwsze

réwnanie rézniczkowe przyjmuje zatem postac:

, a wiec:

y= kl0gtg (f-f!) + C

Odwzorowanie wiernokatne, okre$lone wzorami:

X = kv

y = fclogtg(f£ + £)
zwane rzutem Mercatora, jest bardzo rozpowszechnione w geografii, w nautyco
i w geodezji.

Obierajac za x inne dowolno funkcje zmiennej v, mozemy w ten spos6b otrzy-
mywac nieskonczenie wiele wiernokatnych odwzorowan kuli na ptaszczyzne. Rozwa-
zania te nie trudno rozszerzy¢ na odwzorowanie elipsoidy obrotowej na ptaszczyzne.

Bardzo wazne i interesujgce jest odwzorowanie wiernokatne ptasz-*
czyzny (XY) na plaszczyzne (X1Y1).
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Obierajac dla jednej plaszczyzny jako parametry wspdtrzedne pro-
stokatne x. y, a dla drugiej xu y1} wyrazamy ich réwnania w postaci:

X = X XlI= P(x,y)
y=y (XY) VI= Q(x,y)
2= 0 21= 0

Dla pierwszej ptaszczyzny jest:

xx= 1. yx= 0. 2X= 0, xy= 0, yr=1, z,= 0
zatem:

Dla drugiej zas:
El= Pl + <& Fx= PxPy+ xQ, Gx= P.+ Q

Postepujac drogg podobng jak przy wyznaczaniu xe, yv w poprzednim
przykiadzie, otrzymujemy nastepujgce réwnania rozniczkowe na wyzna-
czenie nieznanych funkcyj P(x,y), Q(x,y):

(167)

Sg to znane nam juz réwnania Cauchy-Riuraanna (por- t°m 11?
str. 249); rdwnania te spetnia cze$¢ rzeczywista i wspotczynnik przy i
w urojonej czesci kazdej takiej funkcji zmiennej zespolonej:

u= f(z) = f{x-f-iy) = P(x, y) + iQ{x,y)

ktérej catka nie zalezy' od drogi catkowania, czyli kazdej funkcji anali-
tycznej. Ten zwigzek odwzorowania konforemnego z teorig funkcyj zmien-
nej zespolonej ma bardzo donioste znaczenie zardwno dla odwzorowan
jak i dla teorii funkcyj.

Udowodnione twierdzenie mozemy wypowiedzie¢ w nastepujacej
postaci:

jezeli funkcja P(x,y)jest czescig rzeczywista a Q(x,y) wspdiczyn-
nikiem przy i w czedci urojonej dowolnej analitycznej funkcji zmiennej
zespolonej u—f(z) — P{x,y)-\-iQ(x, y), to odwzorowanie ptaszczyzny (XY)
.na ptaszczyzne {XxYj), okre$lone wzorami:

XX= P(®,Y)

. . , Vi — Q(x,y)
jest wiernokatnc.

Z tego twierdzenia korzysta sie wydatnie w dzisiejszej technice
" (w geodezji, w hydrodynamice, w aerodynamice przy budowie ptatowcéw,
w elektrotechnice). Istniejg specjalne podreczniki poswiecone odwzoro-
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waniom konforemnym, jak np. podrecznik L. Lew en ta, pt. Konforme
Abbildung (Lipsk, 1912) i L. Bieber ba cha, pt. Einfihrung in die kon-
forme Abbildung (Lipsk, Sammlung Gdschen, nr 768).

Przyktady.
1) Funkcja m= 2*jest analityczna:

K= @ iyf

Rozwinmy te potege (x iyf i zbierzmy osobno czesci rzeczywiste a osobno uro
jone. Otrzymamy:

mamy gotowe wzory na odwzorowanie konforemne jednoj ptaszczyzny na druga.
2) Z funkcji wyktadniczej u = ex, ktéra jest analityczna, otrzymujemy odwzo-
rowanie wiernokatne w nastepujacy sposoéb:

ez _ e*+ly _  exely
Ale:
efy— COSy -j-isiny
a wiec:
£ = e*(cosy -j-isiny)= ercosy -f- s;e*siny
uzyskujemy wiornokatne odwzorowanie ptaszczyzny (XY) na ptaszczyzne Za-

stosujmy to do odwzorowan kuli na ptaszczyzne. PoznaliSmy juz tzw. rzut Merca-
tora, okreslony réwnaniami:

X = klogtg(£-|-f)

y = kX

(przemieniliSmy tu osie i zastgpilismy litery (v, «) literami (/, <)). Obierzmy fc=1.
Kazdemu punktowi na powierzchni kuli, okreslonemu przez odpowiednig dtugo$¢ i sze-
roko$¢ geograficzng (z., <), przyporzadkowany jest przy pomocy tych wzoréw pewien
punkt ptaszczyzny (X 7). Odwzorujmy teraz konforemnie ptaszczyzne (ZF) na drugag
ptaszczyzne (XiY1) wedtug wzoréw (a). Otrzymamy:

= g*cosy — eloBtg(f+?) cos X — tg (f -f- f) cos 2
y~rrsiny = tg(f-ff)sinX

W ten sposéb mamy okre$lone nowe odwzorowanie wiernokatne kuli na ptaszczyzne.
Odwzorowanie to nazywamy rzutem stereograficznym (powstaje on przez rzut punktéw
kuli na ptaszczyzne styczng w biegunie z przeciwlegtego bieguna). Podobnie mogli-
by$my znalez¢ nieskoriczenie wiele innych takich odwzorowan, przyjmujac jako f(x-\-iy)
jakie$ inne funkcje analityczne.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. IIl. 14:



210

Sposéréd podrecznikéw, poswieconych geometrii rézniczkowej, od nacza sie jas-
noscig wyktadu i elementarnym ujeciem dwutomowy podrecznik G. Scheffersa,
pt. Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 1. Einfihlung in
die Theorie der Curven, Il. Einfihrung in die Theorie der Flachen (Lipslc, 1901—1902).
Nowsze badania geometrii rézniczkowoj podaje L. Bieberback w podreczniku pt.
Differentialgeometrie (Lipsk, 1932) i W. Blaschke, Vorlesungen uber Differential-
geometrie (2 tomy, Berlin, 1923—1924).

Kroétkie rozdzialy, poswiecone geometrii rézniczkowej, znajdzie czytelnik w po-
dreczniku F. Lej i, pt. Geometria analityczna i poczatki geometrii rézniczkowej (War-
szawa, 1934),
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prad skuteczny 94.

prawo #acznosci dla szeregéw 31.
" przemiennosci dla szeregéw 32.
" Mitschorlicha 112.

promien krzywizny 174.
” skrecenia (torsji) 177.
" zbieznosci 56, 69.

promienie gtéwne krzywizny 196.

przecietna krzywizna powierzchni 197—8.

przedstawianie funkcyj za pomocg szere-
géw 40, 60, 84.

przedziat zbieznosci 44, 56, 57.

przekr6j normalny powierzchni 193.

przeksztatcenie Eulera 35.

przyblizona metoda rozwigzywania réwn.
rozn. 138.

pseudosferyczne punkty 200.

punkt eliptyczny 200; hiperboliczny 200;
osobliwy linii 165, 168; osobliwy po-
wierzchni 184, 186; osobliwy réwnania
rézn. 152; paraboliczny 200; pepkowy
200; pseudosferyczny 200; stacjonarny
177; zwyczajny linii 165.

Quasi-jednostajna zbiezno$é 47.

Raabego kryterium zbieznosci 19 i nast.
reszta szeregu 5, 29, 30, 35, 43.
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Riccati'ego réwn. rézn. 126, 134.
Riemann-Weber 95, 103.
Riemanna-Cauchy’ego réwnania 208.
. twierdzenie o szeregach warun-
kowo zbieznych 32.
Robinson-Whittaker 140.
Rogosinski 86, 87, 94.
réwnania binormalnej 172.
réwnania kota 165; linii prostej 165; linii
Srubowej 165; linii w przestrzeni 164—®6;
normalnej do powierzchni 185; normal-
noj gtéwnej 171 ; parametrowe kuli 182;
powierzchni 181; powierzchni prosto-
liniowej 182; powierzchni $rubowej 182.
réwnania roézniczkowo Cauehy-Itiemanna
208.
réwnania siecznej
167.
réwnania stycznej krzywej przestrzen. 167.
réwmanie loksodromy 192.
réwnanie ptaszczyzny normalnej do krzy-
wej przestrzennej 168.
réwnanie ptaszczyzny rektyfikacyjnej 173;
pt. Scisle stycznej 170; pt stycznej do
powierzchni 184—6.
réwnanie powiorzehni 181.
réwnanie roézniczkowe 96.
réwnanie rézniczkowe Bernoulli‘ego 121 ;
Clairaut’a 128; czgstkowo 100, 124,207;
jednorodne 1-go rzedu 114; Lagrange’a
127; Laplace’a 102, 149; linii przejscia
toru kolejowmgo 145, 150; linii ugiecia
143, 150; liniowe jednorodne 118, 152;
liniowe niejednorodne 118. 152; liniowe
0 statych wspoétczynnikach 157 i nast.;
na wyznaczenie czynnika catkujacego
124; natezenia pradu 120—1; o zmien-
nych oddzielonych 110; potencjatu 102;
powierzchni obrotowych 102; powierzchni
stozkowych 102; progu kolejowego 163;
Riccati‘ego 126, 134; ruchu drgajgcego
160; ruchu wahadtowego 147; sprowa-
dzajace sie do jednorodnego 116—17;
struny drgajacej 102; zupeine 122; zwy-
czajne liniowe 99, 117, 151; zwyczajne
rzedu 1-go 96, 100; zwyczajno rzedu
2-go 98, 140; zwyczajne rzedu n 98,
140; zwyczajne stopnia r 99.
réwnanie wyznaczajace (charakterystyczne)
158.
rozbiezny szereg 1, 5, 11.
rézniczkowanie szeregu funkcyjnego 53, 65.
rézniczkowe réwnanie, zob. réwnanie réz-
niczkowe,
rozwiazanie réwn. rézn. 97.
rozwigzywanie réwn- rozn. metoda przy-
blizong 138; metoda graficzng 104.
rozwijalno$¢ powierzchni 198, 200, 203.
rozwiniecie dziesietne nieskonczone 10.
rozwiniecie funkcji na szereg 40.
" Fouriera 84

krzywej przestrzennej

1 r;’ast., 87 i’ nast."
rozwiniecie funkcji na szereg potegowy 60.
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rozwiniecie na szereg funkcji arcsinic,
arctga;, log(l-j-m) 50; tgm 63.

rozwiniecie na szereg liczby i n 22; liczby
mk 29.

ruch wahadtowy 1-18.

Rungo 101, 138.

Runge-Konig 83, 139—140.

rzad réwn. rézu. 98.

rzut Mercatora 207.

, Stereograficzny 209.

rr  walcowy Lamberta 205.

Scheffers 210.

$cisle styczna plaszczyzna 169.

Sierpinski 37, 47.

Simpson 139.

skosne linie 164.

skrecenie 176.

$redni kwadrat btedu 80, 82.

$rednia kwadratowa 94.

$rednia krzywizna 196.

$rodek krzywizny 175.

Srubowa linia 165, 179.
' powierzchnia 182, 186.

Stegemann-Kiepert 52.

stereograficzny rzut 209.

stopienn réwnania rézniczkowego 99.

styczna plaszczyzna do powierzchni 183

i nast.
. prosta do linii w przestrzeni 167,
168.

suma czesciowa 1, 2, 39.

suma szeregu funkcyjnego 39, 40.
» " liczbowego 1.

superpozycja drgan 78.

szczegbtowa catka réwn. rézn. 107.

szereg arytmetyczny 13; bezustannie zbiezny
54. 56, 68; bezwarunkowo czyli bez-
wzglednie zbiezny 26, 32; Brounckera 3;
Fouriera 86 i nast., 162; funkcyjny 1,
39 i nast.; geometryczny 2, 3, 8; har-
moniczny 5, 7; jednostajnie zbiezny 43
i nast.; Leibniza 35, 94; liczbowy 1;
Maclaurina 2, 35, 40, 67; niejednostajnie
zbiezny 44; nieskonczony 1; ortogonalny
94; potegowy 40, 53 i nast., 64, 68 i nast.;
rozbiezny 1, 3, 11; Taylora 2. 40, 67;
trygonometryczny 3, 40, 46, 77 i nast,;
warunkowo zbiezny 27, 32; f(2) 5, 11,
92; (") 5, 11; zbiezny 1; znakozmienny
28, 36.

Taylora szereg 2, 4'i, 67.
torsja 176.
trajektorie ortogonalne gromady.elips 113.
trygonometryczna interpolacja 77.
trygonometryczny szereg 3,40,46,77 i nast.
twierdzenie Abela 27.
Eulera o f. jednorodnych 125.
" Riemanna 32.

Uktad funkcyj ortogonalnych 94.
uktad réwnan rézniczkowych 99.
umbilik 200, 202.

de la Vallée Poussin 87.

Wahadto matematyczne 147.
wartos¢ gtowna logarytmu 75.
warto$¢ szeregu, zob. suma szeregu-
warunek Lipschitza 131.
warunki brzegowo (Dirichleta) 142.

" poczatkowe (Cauchyego) 142.

» rozbieznosci 9 —10, 13 15—16,
17. 19.

»  zbieznodci 3, 4, 6, 7, 8, 9—10, 13,
15—16, 17, 19.

warunkowa zbiezno$¢ 27, 32.
Weber-Riemann 95, 103.
Weiorstrassa funkcja 87; kryterium 4-5.
Whittaker-Robinson 140.
wichrowate linio 164.
wielko$ci zasadnicze 1 go rzedu 187.
" " 2-go rzedu 194.
wielomian trygonometryczny 77.
wiernokatne odwzorowanie 206.
wiernopowierzchniowe odwzorowanie 204.
Willers 83, 140.
wronskian 154.
wspotrzedno krzywoliniowe 182.
wyroéznik formy rézn. kwadratowej 190.
wyznaczajace réwnanie 158.
wyznacznik Wronskiego 154.
wz6r Eulera na promien krzywizny 200.
» Moivre’a 73.
,, Simpsona 139.

wzory Euiera-Fouriern 82.
» » na sina; i cosa; 73.

Zakres zbieznosci szeregu funkcyjnego 39.

r » potegowego 57,69.

zalezno$¢ liniowa funkcyj 154.

zasadnicza forma rézniczkowa pierwsza 187,
druga 195.

zasadnicza wielko$¢ 1-go rzedu 187; 2-go
rzedu 194.

zbiezno$¢ 1; bezustanna 54, 56,68; bezwa-
runkowa czyli bezwzgledna 26; dzie-
sietnego rozwiniecia 10; jednostajna 43,
46; niejednostajna 44; qunsi-jodnostajna
47; szeregu Fouriera 86—7; szeregu po-
tegowego 54 i nast., 68 i nast.; warun-
kowa 27, 32.

zbieznosci kryteria, zob. kryteria zbieznosci;
promien 66, 69; przedziat 44, 56, 57; wa-
runki, zob. warunki zbieznosci; zakres
39, 57, 69.

znakozmienny szereg 28, 36.

zupetna krzywizna 196.

zupetne réwnanie rézniczkowe 122.

Zygmund 103.
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Spis rzeczy

Rozdziat XXI
Szeregi nieskonczone

Ustep |. Szeregi liczbowe

Wstepne wiadomosci o szeregach liczbowych i funkcyjnych...............

O koniecznych i dostatecznych warunkach zbieznosci szeregéwliczbowych

O niektérych koniecznych lecz niedostatecznych warunkachzbieznosci
SZBT BT O W oottt
Majoryzowanie szeregéw o wyrazach dodatnich ...
Kryterium (ilorazowe) d'Alemberta ...
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Kryterium R @ a D € g 0 i
Catkowe Kryterium zbi€Zn 0 S§Ci s

Szeregi liczbowe o wyrazach o dowolnych znakach. Szeregibezwarun-

kowo i warunkowo zbiezne

Twierdzenie Abel a o szeregach liczbowych ...
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Zakres zbieznosci szeregu POtEgOW g0 cooiieeieieieeeieeeee e
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64
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Ustep IV.SzeregiFouriera ajr
§ 292. Interpolacja trygonomM etrYCZNa .o e 77
§ 293. Szoregi Fouriera 84
Rozdziat XXII
Rownania rézniczkowe
§ 294. Definicja i klasyfikacja réwnan r6zniczkowych ..., 96
§ 295. Geometryczne badanie rozwigzan réwnania rézniczkowego. Elementy
HNTOWE. T Z O K TIN Y et 103
§ 296. Réwnania roézniczkowe zwyczajno pierwszego rzedu o zmiennych oddzie-
TONYCN bbbk 110
§ 297. ROwnania rozniczkOWe JedNOTO AN .o 114
§ 298. Roéwnania rézniczkowe liniowe pierwszego rzed U ... 117
§ 299. Rownania rézniczkowe zupetno. O czynniku catkujacym ..., 122
§ 300. Roéwnania rozniczkowe Lagrangea i Clairauta ... 126
§ 301. Dowdd istnienia catki réwnania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego
rzedu metodgkolejnychprzyblizen (metodgPicarda) ... 131
tj 302. Dowdd istnienia rozwigzan réwnania rézniczkowegometoda szeregéw'
potegowych (metodg C aUChNY’ 8Q0). it 134
§ 303. Ogblne uwagi o réwnaniach rézniczkowych zwyczajnychwyzszych rzedéw 140
§ 304. Proste przypadki catkowania réwnan roézniczkowych wyzszego rzedu.
Obnizanie rzedu réwnania e 143
§ 305. Rownania rézniczkowa liniowe rzedu drugiego e 151
§ 306. Réwnania roézniczkowe liniowe o statych wspétczynnikach ... 157
Rozdziat XXIII
Geometria rézniczkowa krzywych w przestrzeni
§ 307. Analityczne sposoby przedstawiania linij krzywych w przestrzeni . 164
§ 308. Styczna i ptaszczyzna nNormalna.......e 167
§ 309. Ptaszczyzna S$CISIE STYCZN A . 169
§ 310. Normalna gtéwna, binormalna i ptaszczyznarektyfikacyjna........... 170
§ 311. Pierw'sza krzywizna Krzywych W PrzeStrzen i 173
§ 312. Druga Krzywizna CzZyli tOrSJa ..ot 176
§ 313. Przykiady badania linij ... 179
Rozdziat XXIV
Geometria rézniczkowa powierzchni
§ 314. Analityczne sposoby przedstawiania powierzchni.. .
§ 315. Plaszczyzna styczna do powderzChni .o 183
§ 316. Element tuku linii, lezacej na powWierZCh i 186
§ 317. Katy, zawarte miedzy liniami, lezacymi na powierzchni......cnnvenn. 190
§ 318. Krzywizna powierzchni . . . e e S e . ¢ 193
§ 319. Linie krzywiznowe. WzOr E U l € I @ .o e 199
§ 320. O odwzorowaniach powierzchni........ 203
§ 321. Odwzorowania wiernokatne czyli konforemne 205
AlfabetyCzny SPIS FZECZY cooiiiiiieeee e 211



Errata

3 wiersz 16 od goéry zamiast: d*O iax>0 ma byé: (>0

11
24
28

32
47

50

77
82
84
87

112
113

4., " wartosé n ., suma czesciowa
90d dotu n obejmujaca » . Zawierajgca
5, ., postowie: zbiezny doda¢: Szereg liczbowy o wyra-
zach naprzemian dodatnich i ujemnych
nazywamy szeregiem znakozmiennym.
6 n . zamiast: posta¢c. ma byé postac:
18 od gory  po: X dodac: i xl-j-Tl
1 od dotu zamiast: * ma byé: J
8 od gory § 201 » n' § 292
3 od dotu po wzorze dodaé: podzielona przez 2n
4 od go6ry zamiast § 292 ma by¢ § 293
6 od dotu skreslic & 293
i2 , . zamiast: \2y—1 , Ki2»—11
11 od

gory (57) a ., (58)
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Rozprawy Wydziatu matemat.-przyrodn. Polskiej Akademii Umiejetnosci.
Ogolnego zbioru tom 69. Dziat A i B. (Seria I1l. Tom 29 A i B).

Dz. B. Nr

Nr
Nr

Nr

Nr

Nr

Nr

Nr

Nr

1

2.
3.

4.

7.

8.

9.
NrlO.

K. Wodzicki: Unaczynienie naro$li skérnych gtowy pta-

K O W 2—

Z. Szantroch: Histogeneza zwojoéw nerwowych serca . . 2—
W tadystaw Szafer: Element gorski we florze nizu pol-
SKIBQO' . s 5—
Stefan Macko: Badania nad geograficznym rozmieszcze-

niem i biologig azalii pontyjskiej w Polsce........... 4—

Katarzyna Kleistéwna: Badania nad zespotami roslin-
nosci torfowisk obszaru wydmowego prawego brzegu Wisty

PO W BTSZAW G oveeereiriererieeeieesesistesesessesesesse e sessesesessssesessnsens 20—
Czestaw Penkacki: Badania nad wystepowaniem roba-

kéw pasozytniczych w jelicie psa . i, 2-—
Leopold Ejsmont: O dwoch rodzajach Schistosomatidae

Z PLAKOW cooiccce e 050
Irena Turowska: Badania nad warunkami zycia ba-
Kteryj ZelaziStyCh e 2
Rudolf Wilczek: Spis mchow Czarnohory. . . . 2-—
January Kotodziejczyk: Ks. KrzysztofKluk . . . 3—

Rozprawy Wydziatu matemat.-przyrodn. Polskiej Akademii Umiejetnosci.
Ogolnego zbioru tom 70. Dziat A i B. (Seria Ill. Tom 30 A i B).

Dz. B. Nr 1L

Nr
Nr

Nr

Nr

2.
3.

4.

5.

Drugi nosorozec z warstw dyluwialnych Staruni oraz cha-
rakter jego OtOCZEN @ . e 5¢
Jan Zacéwilichowski: Unerwienie skrzydet owadéw . 4‘—
Emil Chroboczek: Badania nad dziedziczeniem niektd-

rych Cech U PSZENICY i .. . 350
J. Jodtowski: O budowie histologicznej gruczotéw przed-

nych larw mrowek s 1-50

Kazimierz Sembrat: Badania cytologiczne nad struktu-
rami plazmatycznymi podczas gametogenezy wyptawkow
Dendrocoelum lacteum Miill. i Planaria gonocephala Dug.,
ze specjalnym uwzglednieniem aparatu Golgiego oraz
W aKUOM U it 3—
M. Ramutt: Z badah nad faung wioslarek (Cladocera)
POMOIZa . s —

Rozprawy Wydziatlu matemat.-przyrodn. Polskiej Akademii Umiejetnosci.
Ogolnego zbioru tom 71. Dziat A. (Seria Ill. Toni 31 A).
Nr 1. A. Kocwa: Studia nad przemianami pofaczen pyrazolo-

nowych i ich pochodnyCh . T

Rozprawy Wydziatu matemat.-przyrodn. Polskiej Akademii Umiejetnosci.
Ogo6lnego zbioru tom 71. Dziat B. (Seria Ill. Tom 31 B).

Nr 1. St. Smreczynski: Badania embriologiczne nad rozwo-

jem gtowy omarlicy Sipha "obscura L. (Coleoptora) . . P50

Nr 2. W} Szafer: Las i stepy na zachodnim Podolu . . 4—
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Seria |

Benni T., Lo$ J., Nitsch K., Rozwadowski J., TJtaszyn H
Gramatyka jezyka polSKi€go .ocoiiveiiiiiiienieie s

Gawronski A. Gramatyka sanskryeka

Morawski K. Zarys literatury rzymsldej .

Moszynski K. Kultura ludowa Stowian. Czes¢ I. Kultura materlalna
— Kultura ludowa Stowian. Cz. Il. Kultura duchowa, zeszyt 1
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