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Catka nieokre$Slona. Metody catkowania.

§ 1. Funkcja pierwotna. Powiadamy, ze funkcja
F(x) jest funkcjg pierwotng funkcji /(*), w pewnym
przedziale (skonczonym lub nieskoficzonym), jezeli w kaz-
dym punkcie tego przedziatu:

dF(x)
Y Iir“ T W, Q)
Przyktady:

1. Funkcja ¢p= sinr jest funkcjg pierwotng funkcji
y = cos.v w przedziale (— oo, -j-00), gdyz:,

dsimr _ cos X
dx '

2. Funkcja ¢g==]/1—x2jest funkcjg pierwotng funk-

cjiy= 0 X X3W przedziale (—1< jr< + 1), gdyz:
rf(j/r=") X SN
— T JJE ?' — 7 <*¥<»ne

Funkcje pierwotng nazywamy rowniez catkg nie-
okreslong i oznaczamy symbolem:

Sf{x) dx.
Na mocy (1), jezeli ¢ oznacza dowolng liczbe, to
rf[F(r) + cj _ A



Zatem 7™(" -(—€ jest réwniez catkg nieokreslong
funkcji f(x). Mozemy wiec napisac:
Jf{x) dx — F(x) -j-c.
Naodwrot, jezeli przyjmiemy, ze funkcje  (x) iFt (X) sa
catkami nieokreslonemi funkcji f(x) w przedziale (a, b), to

dx

Wynika stad na podstawie twierdzenia, o. wartosci

$redniej. (T. | str. 161), ze
h\ (vy — F2() — constans.

Znajagc  wiec jedng funkcje pierwotng, otrzymamy
wszystkie inne, dodajagc do niej dowolng statg. Powstaje
pytanie, jakie funkcje posiadajg catke nieokreslong. Ot6z
udowodnimy pozniej, ze kazda funkcja ciggta posiada
catke nieokreslona.

Uwaga.

Jezeli mowimy, ze F (x) jest catkg nieokreslong funk-
cji f(x) i nie podajemy przytern w jakim przedziale,
to rozumiemy zazwyczaj, ze przedziatem tym jest dowolny
przedziat, w ktédrym funkcja / () jest okreslona.

§ 2. Zasadnicze wzory. Zamiast pisa¢ j1ldx pi-
szemy Jdx. Zatem

1. [dx = x -j- C, (E7 oznacza dowolng statg),

gdyz d(vgt C) ,
2. frrdx — —t—antl --C, Aa=—1,
n i
gdyz pochodng funkcji £"+1 ies®x'™-

= log v+ C, > 0

~ = log —x)+ C, x< 0



Oba te wzory sprawdzamy przez rézniczkowanie. Mo-
zemy je zastgpi¢ jednym wzorem:

3. tvldx= 1 = log | Vv|-- G

Podobnie rézniczkowaniem sprawdzamy nastepujgce
wzory:

4, \axdx — -—--\-C, a> 0, a 1;

loSa
5. \exdx = ex-j-C;
6. jsinxdx = —cosa& £7;
7. jcos xdx — sin x -j- C\
dx .
"¢ —arcsin.t4. C==—arccosx -4-C';

/1 -

rodx ,
9 j = arctg*+ ¢ —.—arccotx + c'

§ 3. Niektore witasnosci catki nieokreslonej.
Niechaj w przedziale (a, b)

\f(x)dx= F{x), S$Ppdx = <E(r).
poniewaz’ [TW di; SO0 ot £ @
wiec /@£ PN]dx —FX) = € (X
czyli j/(*)x @]dv=\f(x)dxz \(p(x) dx.

A zatem: Catka sumy réwna sie sumie ca-
tek poszczeg6lnych skltadnikéw (jesli istniejg
catki sktadnikéw).

Jezeli ¢ oznacza dowolng liczbe,

tf [eF(*)J
dx

zatem jcf(x) dx = cF{x),

czyli \cf @) dx — c\f (x)dx.

wowczas

— cdgf(i) = of @).



A wiec: Czynnik staty mozemy wyjagé przed
znak catki.

Przyktady:

1. j8rma—2jc+7) <jc= 13 jc*rfar— J2 ardar-f-i 7 dar =
= 3jx*dx - 2Xdx -j-7Jdx = 3.+ta3— 2.4 a2+
\-7.v+ C=xs—x2-f7*+ G,

—ax~"tdx~4 \ *~5dx — P ~iFl Y <+
— 2aa-f-4a3 1
+ 4 X1 T Ce

3. j(5j/x-3])ar8——jdx — 5Jjrdx — 3 jxidx —

9 fa—dx= 8 g 4 1R IN_3 40 at 1—

_ 2 aft+l + C= ~|/> - p
P+t
4Vv+ C;
4. [xo\ﬁdx—j.v.i"' rfr= f,_v+m1 dx =
m
2m-j-1

-7 = {x~idx= - 54 - + C:



8 4. Calkowanie przez podstawienie. Istnieja
pewne metody wyznaczania funkcji pierwotnej. Jedng
z takich metod jest t zw. metoda catkowania
przez podstawienie.

Zatozmy, ze w przedziale (ab)

Pif(X)AdX=F (X) v, (@)
Przypus¢my, ze funkcja x — <p(t) jest ciggta wraz
z pierwszg pochodng w przedziale a t i niechaj

a <P b dla wszystkich punktéw t przedziatu (o, d).
Przy tych zatozeniach, jak wiemy, funkcja ztozona
F [ ()] jest okreslong dla

Poniewaz F'(x)=f(x),
wiec
stad if[<pm<p'(t)dt=F[<p(t)] N )]

Jezeli wiec nie mozemy bezposrednio obliczy¢ catki (1),
to jednak czasem bedziemy mogli obliczy¢ catke (2),
czyli wyznaczy¢ funkcje F [9(f]. Znajac te funkcje
fatwo otrzymujemy funkcje pierwotng F{x) dla tych
wartosci na o, ktére przyjmuje funkcja a — (0 w prze-
dziale a f< /2

Zauwazmy jeszcze, ze na mocy (1) i (2)

\f(x)dx — )/ [(p(0] V ()dt, dlax~¢e (t) . (3
Wz6r ten otrzymujemy formalnie podstawiajac
X — <p(t), dx — e'(t)dt.

Przyktady:

1. 5@-j- bx)ndx, n4=—1, b3=0.

Polésmy a-j-bx = t, czyli x="_ 2



Ja+ 6* b~B[a 1m K

Podstawienie to samo co poprzednio.

1l f dx
3Fflte a>°-

Potozmy x—]J/a/, dx — V/h dt, wiec

di* [ ja dt [ dt .
= J=-"" - == = arc sin t,

Va— ** Ea — at- J)/1— f*
wigec -p====- = arcsin-= -f C

jjla—x* la
Uwaga.
Zamieniajagc litery v i i ze sobg we wzorze (3)

otrzymujemy:.

S [9P)] P (¥.dx =\f(t)dt, dla t— (pX).
Formalnie wzo6r powyzszy otrzymujemy kiadgc:
(p{¥) = t,

za$ (pP'(¥ d x = dt.
Z catka powyzej podanego ksztattu spotykamy sie
bardzo czesto, nie zawsze jednak tatwo to zauwazyc.
Przyktad y:
g1 = 1223
JXs+ x-M
Potozmy r-j-r+t=1i, (@2x+ 1)dx= rfl



ro..,

Zatem | —j— = log 111-j- C,

wiec /'= log | X2-j-x -j~1| C
5 1= ](@-f bxX2nxdx, (b 0. n=j=1).
Potozmy a-\~bx2=t, 2bxdx=dt,
a wiec . xdx—L~Odt.
_ L1 _ 1 /" +Hi
Zatem /= it 5k dt = 55 —y—l>
. r 1 (a-j- bx3nH
w,ec ' om » »+!lm e
6. / =Ff ~
1/jt24—a
Potozmy vy r2-f-a-(-x i,
stad (—r=— dx — dit,
*2_j_ N
a wiec J‘/ 2 J a +..?(dx:: dt,
I*2-f- a
zatem /= \~ = log|/j= iog|]/i2-f-a-f-x\.
7. /=1]1sin'*j: cos x dx.
Potézmy i= sinx, dt= cos x dx, zatem |— ji" dt.
tnH Ginjr"+1 .
vic ,= HTT =T + 1’ HS7* - 1
za$ ,/ = log 111= log | sin* |, gdy n= — 1.
* > o>V

Potézmy j2-f*1= U' 2x dx — dt.
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Zatem
ydi 1 1 1
I=1 " 2(—1)i"-1 2(n—1) (rs+ 1)nl

[
Podobnie otrzymamy j 1 "~ i I°g (*2H~ 1)

§ 5. Catkowanie przez czesci. Zatézmy, ze u, v
sg funkcjami zmiennej ciggtemi i posiadajgcemi po-
chodne w przedziale (a, b).

Mamy wdéwczas

(nv)' —uv -f-vu,
czyli uv = (Uv)'— vu.
Biorac catke nieoznaczong obu stron i uwzglednia-
i ?
jac, 2 J(zzy)tax —-uv,
otrzymujemy J(uo) dx— uv — \(vu) dx,
o ile obie catki istnieja.
Uzywajac rozniczek, mozemy wzoér ten napisa¢ w for-
mie nastepujace;j:
[udv —uv —jjyrfii . . .m. (2
Formuta (2) pozwala nam obliczanie catki \udv
sprowadzi¢ do obliczenia catki \vdu, ktéra moze by¢

tatwiejszg do wyznaczenia.
Metoda ta nosi nazwe catkowania przez czesci.

Przyktady: . t
1. I —\xexdx.
Potozmy u— X du — dx
dv = e*dx 0="j exdx — e*

Zatem /[ = xex — iexdx — xex — ex.



1

2. flogid=*.
Potozmy u= logx du — &
do= dx u— }dx — x.
Zatem += xlogx—fdx= xlogx —x.
3, 1=Jxnlogxrfx, n#;— 1.

Potézmy *u= logx du= ~
,-n+i
dv = xn dx v
Zatem «+ 1
r J"Mlog X 1 f xn+1 log X
n-j-1 n-f4 3 n -1 (n+ 1)2

8 6. Calki funkcyj elementarnych,
1 ix“dx’\/-_"|—+ (of 4 -1

m~ = log|x| + a
2. \axdx — ~— +-C, \exdx — ex 4- C.
log a

3. jlogardx = x (logx — 1) -j-C,' (8 5, przykiad 2)
4. fsinxrfx = —cosx-f-C,

(cosx dx = sinx -f- C.
5, )tgx dx — —log|cosx |+ C.

Potézmy, cos x — 1, — sinx dx — dt.

Zatem (thdX_)gozsAde_H ¢ =

— —logi 11= — log jcosx|.
0. (cotx dx — log |sinx |-f- C.
Uzywamy podstawienia sin x = t,



2 2 dx

Zatem t cosec a: dx — de y COS_Zf
2 sin —cos — gl
a u
ts- =1 i dx dt
Potozmy w2~ b '
cos 2
d dt _ / )
Zatem [cosec x dx . log [/ 1—log tgi
8. Jsec vdx — log + C
n
Pot6zmy Yy==N— > d x — — dt,
wiec | secx dx — — Jsec dt — — Jcosec tdt,.
zatem:
Jseca dx= —Ilog -(k \

2 T ®m2 " P -~ x)
9. 5arc sinx dx = a arc sina ]J/[1 —x*4"Q

Catkujemy przez czesci ktadac
dx
Vi
du—dx V= X,

u= arc sina du-

wi.ec:  'arc sinx dk = x arcsin x—£-7:X’dX

Celem wyznaczenia ostatniej catki, potézmy.
1—x2=t, — 2xdx=dt, wiec x d x — —\dt,



10. jarc cosx dx — x arc cos X — ]/[1 — x2-f- C

Postepujemy podobnie jak poprzednio, lub opieramy
sie na wzorze arc sin x f arc cosx = dﬁ.
11. jarc tg.r dx — x arc tga— 41°g (1 4“*m

Potozmy u= arc tgx du—

dv — dx V— X,

wiec jarc tgx dx —xarc tgx — i

Celem wyznaczenia ostatniej catki, potdzmy

I+ r3= 1/, 2x dx.=dt, x dx=—" dt,

wigc A _£JML= jkZIl= +£]Jog 11j_ ~i0g (i j_ad.
12. | arc cotx dx — x arc cot x 4~i log (1 4~xi).

Postepujemy podobnie jak poprzednio lub opieramy

Sie na wzorze n
arc tgx4"arc cotx — =
13. farc secx dx — x arc sec x — log (}/.v2— 14- |.v)).
Potozmy u= arc secadu — ,—pt===>
IX|y » —i
dv — dx V=X,
X dx
zatem \arc secx dx — X arc sec X v
Poniewaz F|fr:
f dx

mog [/ x*— 14"a| (84 przyktad 6),
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zatem dla x> 1, \—=2jJ"L= —log("x2— 1 x),
JIx I1)/xa— 1
za$ ,
. X dx
dia x < L, j |~ = = -log!'lI~rn™ + *=

= log(j/x* — 1 — x),
w obu wiec wypadkach mozemy napisac

IM ffe “ los(y® + W)-
14, jare cosecx dx = x arc cosecxrf-log (j/x*— I-j-|x]).

Postepujemy jak poprzednio lub opieramy sie na
wzorze: ”
arc secx  arc cosec * =m—

8 7. Wzory redukcyjne.
1. Wyznaczy¢ catke: [/, —jsin" x dx (n catkowite).

Przyjmijmy na razie, ze n4=—1 i n 4=0. Ponie-
waz sin"x = sinfl~?x; sin*x — sin'l 2x-— sinn_2x cos*Xx,
wiec l,, = 2— jsin"_2x cos* x dx N ())

Potozmy
n= CcOSX du ——sinxdx . n
d\{— sinn~2x cosx dx, o==jsinn_:!xcos xdx — — — >
WI(r?C. " 2.4 cosx sin'l ‘x "sin"xn, L

sin" 2x cos*x dx — T— 1 f-JII,! 1dx—

n—1 n—1'"
Wstawiajgc otrzymany wynik w zwigzek (1) mamy
cos X sinn_Ix 1
nooTn-2 A1 n 1

*) § 4 przyktad 7.



Stad /., = cosa sinn-1v . n — 1;’n 2 a,é

Zauwazmy, ze ostatnia formuta jest wazna dla wszyst-
kich n*0O, a wiec

r. ., ' cosa sinl"lv . n>~1°f ., |
isina dx— T T T i \\]sm"'la dx

Formute powyzsza stosowaé mozemy z korzyscig
gdy n> 0.

Przyktad:
i e cosa: sinba . ,, ..
Jsmé6a dx — f-£ sin* a- dx,
o
I%m*k d’x — —-C08T -—S—"—”—:)--*-——j-f 1Jfsin*® v dx.
r. , cos & sinx .
Jsuta-aa= --—----—--- — ri*) zatem
\sinbx dx = — J cosx sinbx
6.4
53 cosxsinlx 5'3-x
4.2 - 6.4.2"°°

Aby otrzymac¢ wz6r redukcyjny dla n <j 0, napiszmy
formute (1% w nastepujacy sposob:

ln 2. n_'__lln 'if

Ktadac n—2——K

n—1

cosa sin“**1- L K— 2r .
mamy |.K— — K_\ ~r Jf~~\ I-K+*- wiec
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Dla K= 1 mamy:

f dx X m
\ ¢j—~—1Iog tgg| (8§86 przyktad 7).
Przyktad:
i dx _ __ cosx j f da c0s .V
. sin8x 2 sin2a 2 Jsinr 2 sin2a
+ 5logi tgf|.
2. Podobnie postepujac, otrzymujemy:
' in. ' — 1 S -
"cos” vaa— "V (;osn_ar  n {cost dx
N=4=0 ., @
dx sin & , K—2f dx
coskKx (K — 1) cos*"1x K'— 1Jcas*2a
1 . . T )|
d. x
S i)'’ I” catkowite do-
datnie). Mamy: It — arc tg x. Przyjmijmy teraz, ze

n > 1. Zastepujgc w liczniku czynnik 1 przez roznice
(a2-f-1) — a2 otrzymujemy :

r dx r a2da
"~ )(@2-f )"-1~ J(@2~ 1)"*
Potézmy w drugiej catce

U—a du= dx
X dx r a dx 1
@2+ hHn"* J@2-I-t)n* ~(2n —2) a2+ 1"
r a2da _ a .
zatem
1@E2H- 1" — _ (2m — 2H@2-f-1)1"-» 1
ir ax

J@2n—2) (a2+ 1)"-"

*) § 4 przyktad 8.
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a wiec: /,, [/,_, -f- _ 2 i)«-> 2n—2In "
_ _ * A g 203,
czyli: [, = ¥h —2) a2+ )r-1122. 94"
Otrzymalismy wiec wzor redukcyjny:
dx X 2/2 —n{%\f c/a i
I(a® 1)”7 2n—2) (24" 1)n“1 2/2—2 J(A2-f-)n 1
(n>1) o e, (6)
Przyktad:
f da' a ., dx
JA2+ 1)8~ 4 (A2+ .12+ i \(A2+ 1)2
c/a _ A . - c/a
(@a2+ 1)2" 2~ + lj"h*1i1+ 1"
¢a = arctgA, zatem:
da a , 3 a i 3

) (@*=)s-T 43+ 127 2~1aX T  2Ti 8cC gV

Zadania:
Wyznaczy¢ nastepujace calki:

) \amxdx — ———-f-C,
mlog a
gtx+b
2) ie*x+hdx = - a r+ C.
— ’
35S N =1'0g,atM+c
4) j (@-f bx)ndx = L] m-fC (n —1),

\ xn-~I rf,._logJa + 6An]|
*) )a + bx"dX- nb jUXSL
BKaohunek rézniczkowy i catkowy. <j.



m Ja*+ 6aAi~ad “" sax+ C

8) j¢S2i' j. 5dx = logl*™~ *+ 5\+ C,

9>\ 3~r.jl-jI'l Tdx= logl*3~ 3*+ *~ 11+ °’
1°)y ~jjrdx — \og\f(x)\-{-C,

11) isin @a © B)dx — ----99§--(-9§Lf-1-f--?) ' (C,
1» C
13) S véixf-= ~oi- 1)m " 4+ ¢’ n+ 1-
14) Hga+ 8te»~+5~7 dx = + x +
J cos A
+ Ttg** + c, sin6x

15) j[sinba — 5 sin3a -f- sin a] cos XdX — ——----

— sin*a -j- 4 sin*a -f- C,
BYH"M M A Kt gli~H+C
b))g .cos (@a—b)x r e

17) )sm aAcosbxdx= -'\[COS @+

a-f-b a—b '
. . sin(a-j-b)x _ sin(a—b)a
18) qsin aAsin bxdx— — a-|-i> a—b + C
sin (a-f*8)a , sin(a—b)x
19) 5c0saACOs,>AdA = ¢ afb + g

20) VinsA&ogla — 19A — COtA-Tg,
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20) INVI+* dx~ [(1 4% —| (L--J)*4%c,

22\ oo p's¥sm X ab & tg(étgxa-f <

A g cos2 ¥ B SIn2x "*Og!a‘]’ *tgrjfl4-c,

) eV cBls xa w0 E & 4 2 c05.

25) J.~ sinxiix=

A = -
26) sin 2 .v ) v+
b

N
7

1° * - ’C. -
+-o]oS!" ANyt i I-hoio- i 211

28) - e dx= —SCr+ U3-I(.v + I)g—
Jyjr-ir1 —|/a+ 1 - ' m
(x+1) - f(x+1)b- f(*-f,1)%- ji(x+ 1)t

W skazowki:
1) mx =1t 2) ax~A- b =4, 3), 4) a-{-bx—1t,
5) a4-bx" —t, 6), 7)7 =+ 8) x2- x4 6=t
9) ad—3a2+wv—I=4%, 10)/(@)= 1
11) ax+ b—1+ 12) a2+ 1= 4 13) logx = 1,
14) tgx= f, 15) sinx =i, 16) Pomnozy¢ licznik i mia-
nownik przez j/A-pa — j4r, 17), 18), 19) lloczyn za-
mieni¢ na sume np. sin ax cos 6a—i [sin @4~b)x 4~
+ sin (am-b)a], 20) tgx —t, 21) j/l -f x= t,
22), 23) tga — t, 24), 25) Zastosowa¢ do obu calek cal-
kowanie przez czesci, a nastepnie rozwigza¢ otrzymany
ukifad réwnan. 26) Zastgpi¢ sin 2.a przez 2 sin x cos a.
27) are tgx=h 28) a4-1= f6



Rozdziat Il

Catkowanie funkcyj wymiernych.

§ 1. Rozktad wielomianu na czynniki. W alge-
brze*) udowadnia sie, ze kazdy wielomian Q(.r) da sie
przedstawi¢ w postaci iloczynu:

Qay—AX—a (x—/Mm ... (v—y). . (1)
gdzie A jest wspotczynnikiem, stojagcym przy najwyzszej
potedze, za$ a, y sa pierwiastkami réwnanie

Q(v) = 0. Czynniki powyzszego iloczynu: x —a, x—/?,
. ,vV— 7 nazywamy czynnikami pierwiastkowemi. Jezeli
niektére czynniki pierwiastkowe wielomianu Q (V) sa
réwne, to zbierajac je razem otrzymamy przedstawienia:

QW —AKx—ayx— ... (v—y) @
gdzie r, s ... t sg liczbami naturalnemi, przyczem
r-(-s-j-....-j-/==n [n oznacza stopien wielomianu Q(*)].

Przyktady:

1. Wielomian 3 M2-{-3x — 6 ma pierwiastki «'= 1,
i?= - 2,
zatem 3.12--3x—6—3(.v—1) (v 2).

2. Wielomian M— 1 ma pierwiastki a= 1, /i—— 1,
7=, $= —i, (i= )J—1),
wiec ad— 1= (x— 1) (r-f-i) (v—i) (x-f-0

3. Wielomian ,r3— 2 M2-j-x — x (v—1)2

*)  Dowody, twierdzen § 1 i § 2 znajdzie czytelnik w ksigzce
dr. S. Ruziewicza i E. Zylinskiego, Wstep do matematyki |.
(Lwoéw, 1927) str, 263-69 i 183-87.
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Jezeli czynnik pierwiastkowy a — a wystepuje
w przedstawieniu (2) w potedze r, wobdwczas n nazy-
wamy pierwiastkiem r-krotnyin.

Pierwiastki a, /? ... y moga by¢ zespolone. Waznem
dla nas bedzie nastepujgce twierdzenie z algebry: jezeli
wielomian Q (x) o wspotczynnikach rzeczywistych po-
siada r-krotny pierwiastek zespolony a -f- bi, wdwczas
posiada réwniez r-krotny pierwiastek z, nim sprzezony
a — bi.

Jezeli wiec Q (@) jest wielomianem o wspotczynni-
kach rzeczywistych, to jesli w rozwinieciu (2) wystepuje
czynnik [ar— (a -p bi)]1, to wystepuje réwniez czynnik
[v— (a— bi)].

taczac te oba czynniki razem otrzymamy:

[v—(a-p bi)Y lv— (@a— bi)} —
==[(a—a)—bi]' [<*—a)+ 6iT==i(x—aj*-}-.&9r =
= Cr',-(-/5v+ g)A

gdzie p=—2a q—a--p b~
Wielomian a2-p px -p q' ma pierwiastki *a-p bi,
i a—bi i nie da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu

wielomianéw stopnia pierwszego, o wspdtczynnikach rze-
czywistych. Postepujac podobnie z pozostatem! pierwiast-
kami zespolonemi, dojdziemy wkoncu do przedstawienia
wielomianu Q () w postaci:
Q@) =(a—«)' (a—/?)"... (ba2+ bx+c)* (Cla-+ ex+-)"... (3)
W rozwinieciu powyzszem liczby a, j};.... a, b, c
d, e } ... sq rzeczywiste, wielomiany za$ aa2-j- 6.v-pc.
¢/az-peA-j-/, ... nie dadzg sie juz przedstawi¢ w po-
staci iloczynu wielomian6w stopnia pierwszego o wspot-
czynnikach rzeczywistych.

Przyktady:
1) AS+ 1 — (A2— A-}-1) (A-f 1)
2) A3— 1= (A2+ A--1) (A— 1),
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"o+l =+ * 1) x2—x}2 + 1).

4 M- 1= (x2+ 1) (x- 1) @C+ 1),

5) Roztozy¢ na czynniki nastepujace wielomiany:

a) x2—5v+ 6, b)) xs+ 3x2 — 6x,c) x*— 1,
d) x8—1, e x*(x*- 3x+ 2)s(x3+ 1)1

8 2. Rozkiad funkcji wymiernej na utamki
proste. Funkcjg wymierng nazywamy funkcje okre$long
jako iloraz dwu wielomianéw, w tych punktach, w kto-
rych dzielnik sie nie zeruje. A wiec funkcja wymierna

P
da sie przedstawi¢ w postaci utamka —Q()

i Q(X) sa wielomianami.
. Jezeli licznik jest stopnia réwnego lub wyzszego niz
mianownik, wowczas, wykonujac dzielenie, otrzymamy

igdzie P (X)

a (x) iya (e
gdzie W (x) jest pewnym wielomianem, za$ R (x) jest
wielomianem stopnia nizszego niz Q(Xx).

Przyktady:
i = VH —
xs+ 1 r x2+ 1
> X+ X3—X2+ x+ 3__ , , 3x+ 2
Xs+ 2x - | x3+ 2x—1
i . . . P(x)
Przypusémy, ze mamy dang funkcje wymierng _\X)>

gdzie P(x) i Q(x) sa wielomianami o wspotczynnikach
rzeczywistych. Zat6zmy jeszcze* ze wielomian Q{x) przed-
stawiony jest w postaci (3) str. 21.

Twierdzenie. Jezeli licznik funkcji wy-
. . PXx) . . . .
miernej (\X)) jest mzszego stopnia mz mia-

uownik. wdéwczas funkcje te mozemy przed-
stawi¢ w postaci:
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PM A B. C D .
Q(x) (arr-a.y (ar— a)r~’ ""ar—a  (a—RY~"~
+ _ £ + -£_ + i g* + " i
AN x—T)™~ X—1RB (aa*-f ftor-f- c)r
Ix+ K . Lx+M

(aa:2-f- bx + ¢)‘~ " Tax2-j- bx -j-¢
i Nx + P , tgar-f-A
(dar2-)-ex + /)“ (d**+ ex+ /)"'1
e SXA-T___, ..
+ ’eedxs+ er+ [+ 7' ' ' f K}
W rozwinieciu powyzszem A, B, C, ... sg liczbami

stalemi. Rozwiniecie powyzsze nosi nazwe rozktadu
funkcji wymiernej na utamki proste.

Uwaga 1
Rownos$¢ (2) zachodzi dla wszystkich a rzeczywi-
stych, z wyjatkiem liczb a, B, y t. j. pierwiastkow

rzeczywistych réwnania Q (@) ==0.

Kazdy czynnik wielomianu Q(or) wystepuje jako
mianownik w rozwinieciu (2) we wszystkich potegach
poczawszy od potegi, ktérg ma w rozwinieciu (1), a skon-
czywszy na potedze pierwszej.

Liczniki utamkdw wchodzacych w sklad rozwi-
niecia (2) sg albo liczbami statemi albo wielomianami
stopnia pierwszego, zaleznie od tego, czy mianownikiem
jest wielomian stopnia pierwszego podniesiony do po-
tegi, czy wielomian stopnia drugiego podniesiony do
potegi.

Chcac wyznaczy¢ liczby A, B, C ..., mnozymy obie
strony zwigzku (2) przez Q{x). Uwolniwszy sie w ten
sposob od mianownikéw, porzadkujemy wedle poteg
zmiennej, a wielomian otrzymany po prawej stronie.
Poniewaz réwno$¢ pomiedzy wielomianem P(x) a wie-
lomianem bedacym po prawej stronie zachodzi dla wszyst-
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kich wartosci na x*), wiec wspotczynniki stojace przy
rownych potegach zmiennej x sg réwne. Otrzymujemy
w ten sposob szereg rdwnan, z ktérych wyznacza ny
niewiadome A, B, C ...

Uwaga 2.
Przed rozktadem danej funkcji wymiernej na utamki
proste nalezy zawsze sprawdzic:
1° Czy stopien licznika jest nizszy od stopnia mia-
nownika,
2° czy licznik i mianownik sg wzglednie pierwsze.
Przyktady:
Nastepujace funkcje wymierne roztozy¢ na ufamki
proste:
2x—1
'Xs— 5x -j- 6
Poniewaz xi— 5a-f-6= (@ — 3). (x — 2), wiec po-
t6zmy 2r—1 A j B
M—5V-j~6~ .r—3+ r—2’
stagd mnozac obie strony przez x3— 5je—+6 otrzymujemy
2.r-1=4(jf-2)+B(r-3),
zatem 2* — 1= x(A-f-B)—2A —SB,
A+ B=2
WSC 2A4-35=1"'" as D

2 3x2+ 3x+ 12
e (*-1)(x + 2)x'
*) ROwnosC¢ zachodzi dla wszystkich x réznych od a, 9y ...

wedle zatozenia. Dla x= a, {J y ... rownos¢ zachodzi na mocy
ciggtosci.
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Uzyjemy tutaj innej metody, ktéra prowadzido celu
w  wypadku, gdy mianownik posiada tylko pierwiastki
rzeczywiste jednokrotne.

3x2+ 3x + 12 A , B ,C
Po,ozm)r +r+i+i'
stad 3x8+ 3x-j-12=
= A GBif+-2)x+ Bx— I)x+ C(x— 1) (x-f 2).
Ktadac pokolei x=0, 1, —2 otrzymujemy:

12= —2C, 18= 3 A, 18 =68,
a zatem A—6 B—3 C= — 6,
. 3xs-f~3x+12 6 ., 3 6
wiec (e 2)v—v_j+ v 2

(x—a) x—B) (x—y)
gdzie P(x) jest wielomianem stopnia nizszego niz
a, B, y sa miedzy soba rdzne.

Potézmy:
P (x) A B , C
(x- ax—R xX—y) x—a x—B 1x—y’
stad PX= AX—RB)(x—y)+

+ B(x—a)(x—y) -f~-C(x— a) (x—R).
Ktadac pokolei x=a, B, y otrzymujemy:

_ PW . Bz. P(I3[2
@—B8)(a—1y)’ B—a)(l —y)’
fly)
7—a) (y— i)
, 3 x i+ v+ 2 A A . C
T(x-fH)(x- ) x+ 1+ (x—1)8+ jr— i’ W?c
3x8j-x-j-2=A (x—I1)8-fI5(x-f-I) + C(x-fl)(x—1) (1)
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zatem
38-i-v+ 2|=A3{A+ ty+A (- 2A+ B)+ A+ B— C,
a, Yoviec A+ 5= 3; —2M—nr=1 ;4+5—C=2,

zatem ¢4=1, 5= 3, (7=2.
Mozemy tez w inny sposéb wyznaczy¢ wspotczyn-
uiki ¢4,72<7. Ktadac w (1) pokolei a = —1, otrzymamy

4= 44, 6= 25, wiec 4= 1, 5=3.

Celem wyznaczenia wspotczynnika (7 zrézniczkujmy
fi) obustronnie: 6a -{~1= 2A@— 1)+ 5+ c.2 Vv
Ktadac teraz .v=1, mamy

7= 5+ 25 wiec 5= 2

Metody tej mozemy uzywaé z korzyscig, w wypadku
gdy mianownik funkcji wymiernej posiada pierwiastki
rzeczywiste wielokrotne.

vs(.r— 1)(a+ 1)3
NANMNB _C__ _D___,_E_
X A2 X—1 @+ N2 A+ 1
ewigc a*+ 1= ida(r— l)(a+1l)2+ 5(a— I)(.v+ I)2+
+ Cx~(v+ 1D)*+ D r*@— 1)+ Ea2(a- 1)(x+ 1).
Kiadac pokolei v= 0, 1, —1, dostajemy
1= —5; 2= 45; 2= —25,
a wiec 5= —1 56=1i, D= —1
Otrzymujemy wiec:
a*+ 1= AX @— 1) @+ Is— (a- 1) @+ 2+
+ i M(V+ D3- A2A— 1D+ EA2A- 1) A+ 1),
Ro6zniczkujgc obustronnie otrzymujemy:
4A3= dfla— 1) A+ 12+ A(a+ 1)*+
+ 2AA- DA+ D]- A+ 1)8- 2;m— 1A+ 1+
+ AA+ N2+ ARA+1) —2ANV— 1) — A+
+ ERQAA— DA+ 1)+ A2A+ 1)+ ARA- 1)



Ktadac teraz v=10, — 1, mamy

0= —A-)-1, —4= —5—2E,
zatem A= 1, E= —\.
x~+ 2 v—1 A .Bx+C
b* (at— ) a—T* a24-1"

wiec X*-f- 2x — 1= A(xi-f-1)+ (#x+ C) (x— 1)

Kiladagc x = 1, mamy-2= 24, zatem zt= 1
Wymnazajac i poréwnujac wspotczynniki mamy

t= a+ B, 2= —B+ C, — 1= A— C
wiec B—QO C—2
m 3xi-j-1 A , Bx+C .Dx-\-E

(Tf 1) @al| D2 aA 1F @2+ 12+ a2+ 1
Uwalniajgc od mianownikéw i poréwnujgc wspotczyn-
niki otrzymujemy:
#-f-2= 0, £-j-Z2>="0, 2z1+z2?-f£,-{-Z>=3,
B-fC-fE-fD= 0, AA- C-\-E =\,
a zatem 41=1, B—1, C——1- D—— 1 E— 1
8. Rozwing¢ na utamki proste funkcje wymierne sto-

jace pod znakiem catki w zadaniach podanych na koncu
tego rozdziatu.

§ 3. Catka funkcyj wymiernych. Rozbijajgc funk-
cje wymierng na utamki proste sprowadzamy catke
funkcji wymiernej do catek typu:

a) \_Alog|v—a|,

., 0 Adx A
» i =~ (f_ i)j~~a)r



[przyczem wielomian axi -j- bx -f- ¢ nie .posiada pier-
wiastkéw .rzeczywistych, a zatem Ir — 4 ac <j 0].
Aby wyznaczy¢ catke typu c), zauwazmy, ze:

.aM2-f- bx -j-c — a(va-(- a—x C

a
422 a zatem
. . 4ac —
- 7-bX -i- ¢ — -tV
ax- - bx -j-c—alv-j N 4 (D
Wprowadzmy nowa. zmienng z okre$long zwigzkiem
a(.v+ \2a 4a m
a wiec b j [4ac 3
¢ 2a a ©)
Z uwagi na (1), (2) mamy
av’2k-j1-lf)x--c—4ac b- 24 .1
. 4a u24-1).
Uzywajac wiec podstawienia (3) otrzymamy:
AxA-B (Mz-!-Nd, )
(@v2-}bx - o) T Ny pr 0
M, N oznaczajg pewne liczby state.
"Mz A-N dz
Lecz: \ .. .. dz , f o zdl
(22°F 1)r ¢ 1 )u2+Dr
Do catki drugiej stosujemy wzdr redukcyjny [str. 17,
wzor (6)]; ktadac za$ w pierwszej catce 2a-f-1 ==¢ (str. 9,

przykt. 5), otrzymamy
f zdz 1 1
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2X~—4x ~4~10= 2 (x2— 2x + 5)=2[(v- 1)2-)-4] =

= 2 (v— 1)8+ 8.
Potézmy 2 (v— 1)2= 82z2 wiec x= | ~27,
zatem 2x- —4x-)-10= 8 (i3-f- 1): dx = 2cfz, wiec:
5* —
e a% 3 10) " Ja203+ 12
(z2+ .\ f 2224-1

\ (?rlipfp ~ -¢ qrij + tarbtg2’ (por-str-17> 7"

a zatem JJ N £ £ N Otrfx = _ +
+ +iao 2=1i1ip 7+ *actg?2
Kiadac zpowrotem z= —— manty
f. 5y+ 3 2.Y -7
J(2.v2— 4.Y+1.0)* 42 y2—"4x+ 10) 1

Hti arc tg + C
Zadania:
Wyznaczy¢ nastepujgce catki:
[ 5+ 1

0 y(*+1) (2.x+¥)dX_
iv— X+ 4*log|.Y4- 1i+ §logj2VY-t~11,



30

I x1dx « Y= 1
-1
Z.(X-I)Z(r+ e G ara
4) S(Y+ 2) (Y+ 3)* Y+ 3+ l0g[x+ 21
d x 2 : 2.9+ 1
arc
D WGa+ 1 Y3 g

» a;_l_jYz“'*' 4 1! **n.» *1 %1%

3x2— 5x4-2
5].y3— 2ys+ 3.y— 6

flogly— 21+ 17 log (y2+ 3) — LI tg—
8) (A ref1 dx - 1 1
3.y3+ 3.y2— x 1 (Y—1)2
4-tog * "
f dx 1, ad-x

\Ax — y4 4a3 a—Y + 21?aCtgn;a > °’

10) jj7 ~yi7 —1los Ix 4* 41— log (Y2— y4-D4-



dx (x—1) ¥x2—x 4
(x+ 1) ]/xs+ X-f 1

I/f
arc tg
2p 1— X2
x5 4x2+ 3
H dx + log [/x2+ 1,
) I(x2- H )3 c4(xat 1) ol
dx~ $lo
9 X g ix3— 1i*
91
16) + log 1
6 jrv
T ie—1x33 % 55— 7x32
L 12x5 idx 3x4(x8— 3 x4+ 4)+ 30
1(x4.4-i)2 2 (Xrf 1) *
4-log (x4+ 1)3,
19> ([@ ~ ap ._4)P ’a'&m> kiadftc mam3
Xx=Phf—-;dx a-ti g
z’ (i
xX—o)(x—p)= (@a—1") 4'!'| 73’ zatem
f d ]. 2u|2
- ( 2) dz.

i[(x—a)(x— 81" (a- nW n~A

Wyznaczy¢ tag metodg catki:

dx dx
S) i fk2— 3x4:2)3’ (x2— a®*
Wskazow Ki:

1), 2) wydzielamy cze$¢ catkowitg, pozostatg funkcje
wymierng rozbijamy na utamki proste. 3), 4), 5), ... 13)
rozbi¢ na utamki proste. 14) x?— f, 15), 16), 17) x3— I
18) x\= t



Ko¢,dziat Il
Catkowanie funkcyj algebraicznych.

8 1. Jezeli pod catkg wystepuje zmienna x w roz-
maitych potegach utamkowych, to oznaczajgc przez p
najmniejszy wspolny mianownik wyktadnikéw, przez pod-
stawienie X — z" uwalniamy sie od poteg utamkowych.

Przyktady:

t/==[ Ir;" = 172=“TTTi khadiic * = *V
J@+ 1™YUX (14" )V

dx == 6z5dz, mamy
f ngd_z_ . f. z2dz
{=\(I+Tijli- 6\j-pj- 6,- b,rc[gzatem

6 ' «_
7=6 }/x— 6 arc tg]/x.

Ji+fc

)+ 2 J1+2

2 J= dx\ kbadac .v=24, d.x= 4z3dz mamy

~ 4(7~j +1 T+ r~ * 171 zatbm
[= | p® —v-j-| p*—2p + 4p —4log(p -f-1).

Uwaga 1.
Podobnie postepujemy, jezeli pod catka wystepuje
dwumian av4- b w rozmaitych potegach utamkowych.



Podstawieniem ax-\- b= z" \p jak poprzednio) uwal-
niamy sie od poteg utamkowych.

Przyktad:
1= j-— f-P=- x4«“1= za dx = 2zdz, .
Jx |lra~1

wiec | 2 zdz 2- 1

¢ 24-1
zatem f ¢ log

yx4-14-1
Uwaga 2.

Jezeli pod catkg wystepuje wyrazenie ‘3‘734_3 >W roz-
maitych potegach utamkowych, wdéwczas podstawieniem
éx—72-z7: 2" (p jak poprzednio) uwalniamy sie od po-
teg utamkowych.

Przyktad:
4“)(—25: x—-i—l ,
X 1
dx- 21zdz
22-1) a
; — 2 zdz
wigc 1= \(23—1).2.(22 2 &
22— I0g 2—1r
-1
zatem | — —21/ - log 1 e

Rachunek rézniczkowy i catkowy.



§ 2. Catki dwumlenne. Calki typu:
Jir'" (axn4-2&)" (ix;

gdzie m. n, p sg liczbami wyiniernemi nazywamy cal-
kami dwumiennemi.

Jezeli p jest liczbg catkowitag, wéwczas wyznaczamy
catke metodg podang w § 1.

Przypusémy teraz, ze p nie jest liczbg catkowits.

Podstawmy: v

elezeli z~>0, wéwczas:

i fidJ _i
{jr".(ax* -f- b)°dx: —jZ " (aZ -f- b)de—

)N - («dat.

Widzimy zatem, ze, jezeli m " jest liczbg catko-
witg woéwczas catke dwumienng przeksztatlcimy na catke
funkcji wymiernej podstawieniem:

az-\-b— ta (a jest mianownikiem liczby /;).

.. .m1l1 N . )
Jezeli za$ ----ﬁ---+ p jest liczbg catkowitg, wowczas
dojdziemy do funkcji wymiernej podstawieniem
az-A-b
z

A wiec catke dwumienng mozna sprowa-
dzi¢ do catki funkcji wymiernej, jezeli
jedna z liczb

-ta (a jak,wyzej).

p\ ~7,-- ~ +p
jest liczba catkowita.
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Przyktad:
/= fv3(l — j)— cix.
mamy tu m= 3. n= 2. p = — T, Poniewai-m’r‘] 1—-

wiec catke powyzszg sprowadzimy do catki funkcji
wymiernej.

Potdézmy: X2= 1z,
»
Jrax= | dr,
zatem 7=4 {z (1—z)_"dz.
Potozmy teraz 1—z— 1t (7>0),
dz= —2/df,
Wec /= — + InN—z.
zatem [ —-p---= f-j/im “ X
I — ' [t — x2

§ 3. Catkowanie funkcyj wymiernych R (z,y)*),
(y = |/a.r8-j- bx  c¢). Catkowanie funkcji wymiernej
R (x,y), (if — jTiA"-f-6.r-f-e) sprowadzamy do catki z funk-
cji wymiernej jednem z nastepujacych trzech podstawien:

1) a > 0.

Pot6zmy NaxiA-bx-\-c —xYa=t. . . . (i)
stad arl-)-6.r-}-c= av2-|-2 x\at
wiec bv-f-c=2x jl~at-j-1
Zatem podstawiajgc: .r= - _ﬁ;ﬂ
6—2 laz

Funkclja wymierng R(x,y)’ dwu zmiennych nazywam
funkcje, okreslong jako iloraz dwu wielomianéw zmiennych (wif),
w punktach, w ktoérych mianownik jest rozny od zera. Przyj-
mujemy_zawsze milczaco, ze wspé’fczYnniki wielomianéw sg
rzeczywiste i Zze wielomiany te sg wzglednie pierwsze.

3%
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] V—Yatst b t— j/ac
otrzymujemy: av— 2 ---——--— = — i at

|
Var2+&ATF c= wya + i= R
b—2 lai

Przy powyzszem wiec podstawieniu wyrazamy
v, jlaa2-)-6a»-)-c, dx
wymiernie zapomoca zmiennej i, zatemjR (\v,y) dx przej-

dzie w catke funkcji wymiernej zmiennej t.

Przyktad:

. 1 d*
JU.'+ 6w+ 5

Poniewaz a—1)>0,
wiec kladziemy: )/a2-j-6 A\-j-5 — x — 1,
t2— 5
stad *76 = 2?
— 5 J¢(
r-~ 6—21)2 ’
. -i2+ 6t—5
jlr2-{-6 x -f-5’
6— 2t
a wiec

zatem | — —log 13 -|-a:— jl.r2-|- 6 x -j- 5|.
2) ¢> 0.
Potozmy /4As-]-6x-)-c = A:f-j-]/c,
stad aAr2-}-~&A:-)-c= A2i2-}-2 A-fjic + ¢,
aA'-j-6 = A/2-]-2 tjlc.

;. 2/jlc—b
Zatem podstawiajac: x = —m —>
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- \-aANn
otrzymujemy: dx= 2}/Ct%71 btf\\ are

at,

,Frc- ve “h

a—t
A wiec i teraz po podstawieniu, jR (a.y) dx prze-
chodzi na catke funkcji wymiernej.

Przyktad;

Potozmy: ]/—a2— 3a-j-4=af+ 2

wiec

zatem

3) 62—4ac> QO
Oznaczajac przez a, fi, pierwiastki réwnania
ax2-f- bx -f-c= 0, mamy a.v2-j- 6a: -|-c= a(a—a) (x— fi).
Pot6zmy
jfaa2-j- 6a-{-c= Ja(a—aHa—fi) = t(x—a),
stad a@e— «) (a—fi)= t2(a—a)2
a(x—fi)= t2(x— a),

zatem poéist‘aw?ajqc: X = a_f;:$§£>



otrzymujemy:
an= RO e L 20
A W|ec przy powyzszein podstawieniu, (/? (r,y) dx
przechodzi znowu w catke funkcji wymierne;j.

Przyktad: .
/ dx
3
Mamy: 6*—430=4*—4.1 .3= 4> 0;
poniewaz —\2+'47"—3= —(v—1)(.r—B),

wiec potézmy: \v— (a— 1)@ — 3)=(.v— N)f.
Stad:

i~f-3 J itdt .-v— ~T-r—— 21
X 7+T' gqTijr 5="n a
a wiec R
1= \ftfiT~ 20" =“ 21¢ 1rEy
Uwaga.

Jezeli a<”0 i c<[0, woOwczas zawodzg dwa pierw-
sze podstawienia. W tym wypadku mozemy zawsze uzy¢
podstawienia trzeciego. Gdyby bowiem bylo a <C0. c¢<0
jm6*— 4ac<”0 wobwczas wielomian a.vi-}-£)A--|-c bylby
stale ujemny, zatem “a.rs-(- 6.v-j-c bytby dla kazdego x
liczbg zespolona.

§ 4. Niektdre szczegdlne przypadki catek funk-
cyj wymiernych R (x,y) [y = Jax*-4-6x-{-c].-
1) Catke ksztatu:
| — i ~X —e c< 0. bl—ac”O0O,
jlars+ bx -f-c
mozemy obliczy¢ réwniez w nastepujacy sposob:



Mamy

Potozmy *'(*ij1*1-

, h , Ift*—4ac
2'-= 5P |+ ;-W
Zatem
- * J—
d.y—']£>——4"«rdz, avt + e c/— el 4a_c{1_
27 412l
Wiec f= A= {igfe=c J1 arcsm Z,
K|T|Jh z* i/M.
zatem \-EA--=Az=== — = garcsin “dX A
Jj/f|0r+ b x + c T[\u\ 1b*—4ac
Przyktad:

oI 7-(FA7A A

Potéozmy:  ~x}[6 —~ry=j = A

wiec podstawiamy <V==AH_iVf; d.v="lodz;
5x—6x*—4—aV(t—z),
a zatem
i dx f iF*/* _L arcsin 2
JI/6x—6xiL-1 \ 1yr~ n
J 21S



Potézmy x—a= —* czyli x= a
Jezeli .v*>0, wéwczas z">0, zatem dla x> a otrzy-
mamy:

1av2+ bx-fc —jl £z* + y = t|IZ A+ JI2+AT

(i ==aa*'-j-6a-(-c, M — 2 aa-\-b, N— a).

. . dz
Poniewaz dx — - Z—

wiec [ —— —.- (.v> «).
yjLz"+ Mz + N

Podobnie postepujac otrzymamy:

1~ 1\Lz*+ Mz-\-N (A~ Q)

Przyktad:
1] dx
Hr +1
Potozmy XxX—1= .
it dz i/]—=—= 1[2z2232z% 1
stad *== Ar= — SR* +T = yTT

zatem dla x*> 1, O»wiec |'x3-f-1= -]1/2z3-\-2 z-\- 1,



JV2z*-\-2z + |
Stosujagc do ostatniej catki podstawienie
\M22-+ 2z -f\ = }/2~z-A1 (str. 35).

otrzymamy | = -j=log-@4z+ 2—21/2 1271+ 2z4-1).
1
Kfadac wreszcie z= ~__  >otrzymamy dla .v]> 1

ef.r log 2 .r-j- 2— 21/ 2]/x2+ |
(jce— H U~ +1 1/2 L VA

Mozna fatwo sprawdzié, ze powyzszy wzér zachodzi
réwniez dla x < 1.

Y/=f— T4-

J(@MT 7)Vax~T ¢
Catke powyzsza obliczamy podstawiajac

l'ar*-j-c= /.

Mamy: aw2T c= i +2:

Adt
Jnt2-f-(a7—ac)
, Calke ostatnig obliczamy w spos6b poznany w rozdz. 1L

Zatem

Przyktad:
xdx
@ N2T 1) lx24- 4
Pot6zmy . Ix2-j—4= z.
f dt t-u



J (0x*Ty) l/ajf*-t-e

Podstawmy: }Yar24-c = «xt,
stad xsf=-3 © i zatem Xa.v _Ctdl
r--a (id-a)s
dx dx xdx dt
yax2-)-c  xt " a
{ Adt
aw,5<! ,= -),C + (no—/.i’
Przyktad:
/=1 dx

(2x2T lyv?~h4
Kladac {£*-j-4==xf, otrzymujemy, jak poprzednio

4 dx * d/
> -1 1/x2+ 4 1-7~3
fd t 1
zatem /= — = —y= arctg
Poniewaz /— wjec /| — i arctg lii-ii.
a Y 177 , x)/7
Uwaga.
Av i?

wyznaczamy, rozbijajagc jg na sume dwoch catek typow
3)' i 4).
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5 /= {AxA-B) dx
\(axi-j- -j-y) Vaa2-f- bx -f-c
(22— 4ay<jQ a4=0).
Catke powyzszg staramy sie sprowadzi¢ do catki typu
{Ax-)rE)dx (1)
1(ajp2+ y) )a-r2-j—
a) Jezeli a:a= j9:'b, wdwczas podstawieniem
= - Zba |

sprowadzamy naszg catke do typu (t).
b) Jezeli a, /9 nie sg proporcjonalne do liczb a, b
czyli, jezeli ab—aftA-0, wéwczas podstawiamy:
,=E£E£%S 2
Z+ 1 ©)
Liczby p i q tak dobieramy, by nasza catke spro-
wadzi¢ do catki typu (1).
Przy powyzszem podstawieniu otrzymamy:

(Lz-j-M)dz
(Ulza Z+ '/1)1™M22+ bl* + G
(znak zalezy od.tego, czy zj>— 1, czy tez z< —1b
gdzie L — (Ap-\-B) (p—0d), M— (Aq-j-B)(p— a),
«= ali2-{- p aj —ap*-\-bp-\-c,
Pi=2apq-\-p(p-\-q)Jr2Y, bl=2apq-j-b{p+ q)-\-2c,
Yi— ag” + flg-i-Y, ¢,—aqrJr bgldrc

Wyznaczamy wiec p,q tak, by A—0 i ¢3=0.
Nalezy w tym celu rozwigza¢ ukiad réwnan
2apqfi (p-\-q)-{-2y—Q
2apq+ b(p q) -f-2c= 0
Mozna wykazaé, ze réwnania (3) majg rozwigzania.
rzeczywiste, jezeli ab —afiz\=0 i /2—4a y 0.
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Przykta dy:
a j—f 23+ 1)~
J(r2 2a-f-6)|/2jsc—4 — 1

Poniewaz wspotczynniki  wielomiandw 24" 2w,
2.r2-|-4.r sg proporcjonalne, wiec podstawiamy

2 9 z= z— 1.
Przy tern podstawieniu otrzymamy
1= (2z— I)rfz
(z2+ 5)]/2z2— 3
by /= (2x—05) dx
(B3M— 10x + 9)jo.r2—12.r4-8
- L pz-\-q
Uzyjemy podstawienia ,v— S 41
Liczby p i q wyznaczymy z rownan (3) [$tr. 43].
6pg— 10 (p4~?)+ i8= 4
10pg— 12 (p4-q) + 167=0,
stad pq— 2, pA*q — 3, wiec p— 1, 9= 2

. . z4-2 1
Podstawiajgc wiec x — -= 14— 44~

otrzymamy dla z> —1, t j. x">I

r_ f (Bz4~i)dz _ af zdz
(2224 -Dliz24-4 J(2z24-1)1/i2+4 *

dz
+ S(Z z24-1) 1/|H -4

Catki ostatnie obliczyliSmy w przykiadach do ty-
poéw 3) i 4), (str. 41, 42).
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Zater}1\: ]
- BELzS._ J a B 3
2m gv?+i+vi
) , owv— 2 ¢ U547 1/572—124+8
poniewaz z = --emeeee- 71 Jzz+¥ 4== - m )
X—1 Y— 1
Wiec I—~Y=logly’ ** w G=fr Y1 g
2 |/14 1/5Y2— 12 Y + 8+ (Y— 1) 1%

1 £ f5.Y2-12.Y + 8

Formuta powyzsza wazng jest dla y1> 1.

N . . 7 -4-2
Przyjmujac teraz, ze w podstawieniu .v~ y—y-j

z<C— 1, a zatem y<41, otrzymujemy

?
r- 3 gdls ¥ I—-%: i ’- arc {gy ' +L4—
, 2j/14 ]/°+4 + Yit U7 zfj
= yr2212 -f8
Bonlewaz z= ¥z* -4-4 = x—1$ >
) 3 —u— Ift;
Wiec |—-—= log,, —  : [=l-——-—mm- i
21/14 1/5&2— 12 y + 8+( y—i)y”

, Usy2—12x4-8
4 1j77 T (N7

Widzimy wiec, ze formuta (1) jest prawdziwa dla
wszystkich wartosci zmiennej x. (Dla ar=1 wazna
z powodu ciggtosci pochodnej i funkcji podcatkowej).

§ 5. Uwagi tyczace sie przeksztatcenia catki
(R(x,y)dx. Jakkolwiek podstawienia podane w § 3 spro-
wadzajg catke \R(x,y)dx do catki funkcji wymiernej.
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to jednak czestokro¢ celem unikniecia zmudnych rachun-
kéw, dogodng jest rzeczg funkcje R (ar, y) odpowiednio
przeksztatcié.

Zauwazmy, ze jezeli n jest liczbg naturalng, za$

y = Max*-\-bx-\-c, wowczas
y'in— (a.rs-j-OJc-t-e)n, y 2n+— y n.y — iax*-"bx-~c)"y.
Widzimy stad, ze wszelki wielomian H(x, y) zmien-
nych x, y da sie przedstawi¢ w postaci
H @, y) = Wiv)-f yw2(a),
gdzie () i W»(a) sa wielomianami zmiennej a. A za-

tem funkcja wymierna R(x,y), jako iloraz, dwéch wie-
lomianoéw, da sie przedstawi¢ w postaci:

9  W,U)+yW,{x)
gdzie W1,Wi,Ws,W+ sg pewnemi wielomianami,
Mnozac licznik i mianownik przez Ws(a)—

_z uwagi na to, ze [Ws(a) —y Wi (*)] [Ws (+*)+ @1i=
= W\(@) —y~W\(a)— P, (a), (gdzie Px (a) jest wielomia-
nem), otrzymamy

«Cr. (()3 _ PZ(X?ﬁ\-yPB(x) _ _Pt_(a)+ _PS.(a)» _

fi_(E) 1 Pa(xtit8
Pji@  Px(x)y

Ktad i 77 —P(a), "= £
adac wiec § & (a) W (@) mamy

P(axff)= 7@+ S G ()]

y
Widzimy_stad, ze funkcje wymiernag i? (x,y)
(#= |laa2-j-0a-j-c) mozemy zawsze sprowadzi¢
do postaci (1), gdzie T(x) i S (@@ sg funkcjami
wvmiernerai.
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Przyktady:
je-f-1/x*—T7 __ (x+ ¥:~r—"d-

x—Jfjra— 1 (x— }Jv3— 1) (jc3/x2— 1)
=2i3—1-j-2xjli*—1,

Clr-J-y*2—1_ Doy 2%- 2jt

wie === 4 - === n
X -Y A Jos- |
) P(x) + Q(X)y = P*+ Q*y*+ 2P Q
- P{x) — Q(x)y P2-Q'2ys

= P*+Q*y3. zPQy*
P'-W ~iP '-Q 'yMy
Na mocy (1) (str. 46) mamy:
| R(x, y)dx = I T(x) dx + \ — - dx.
Y

Pierwsza catka po prawej stronie jest to catka
z funkcji wymiernej, catke te badaliSmy w rozdziale II.

Celem obliczenia catki j dx, przedstawiamy funk-

cje wymierng S(x) w postaci:

gdzie W(x), P (@), Q{x) sa wielomianami, przyczem
stopien wielomianu P(x) jest nizszy od stopnia wie-

lomianu  Q (x). Rozkladajagc wreszcie funkcje PX)

(N
na utamki proste, sprowadzamy obliczenie catki ‘S\X) d§< o>l(o>
obliczenia catek ksztattu: n

fw o, f dx f [Ax+ B)dx'
) Yy *r*T)(x-ayy, )(@x*+ Bx+yYy ' W

Podamy teraz proste metody obliczania catek po-
wyzszych typow.
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f W{x)dx

a) Catki typu: \z-r— m "W jest wielo-
mianem], nC

Jezeli TF(;c) jest stopnia n”-1, woéwczas mozna wy-
kaza¢, ze catka tego typu da sie zawsze przedstawié
w postaci:

W(x)d.v
IJE — A=U.v--"+ B ,--

. -f- C) J/aa2 g-f-c-j-D'

2 +9 ) []/a.ts-f-bxA-c

gdzie A, B, ... C D sg odpowiedniemi stalemi.*):
Celem wyznaczenia tych statych, rézniczkujemy obu-

stronnie i mnozymy nastepnie przez )/av2-—> —f€. Po-

rdbwnujac z obu stron wspotczynniki stojgce przy row-

nych potegach zmiennej x otrzymujemy szereg réwnan,

7 ktorych state A, B ... C, D obliczamy

WWd*
A zatem ( ——— ——rsprowadzamy do obliczenia

J y«jé*+ 6*-f-c
catki \ ~N— Te ostatnia wyznaczamy zapo-
Jla H—=>v3I<
taocg jednego z podstawien podanych w § 3 (str. 85).

Przyktad:
5A2—6V—1
35 V2B X — 1 cTx= \- cmd X .
1.]/5 T2—6X—l
Potézmy
SX2—=6Xx—1 4 (Ax-fB)f5.2— 6y—1-F
N v—6x—1
dx
/5 x2—6A—1

) Istnienie takiego rozkiadu przyjmujemy bez dowodu.
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rézniczkujac obustronnie otrzymujemy
IKE, — i
1/5a2—6a—1
, , UWT+ B (1l0x—6) 1 C_
M—6x—1 V5ijr2—6x—1

mnozac obustronnie przez pierwiastek i porzadkujac
mamy
5v2—6.v—1= 1071**+(55—94)*+ (7—A— 85),

zatem 104 =5 55—94= —6,C—4 —35= —1,
stad A— 5= —A, C——5,
a wiec i|/5x2— 6a— 1dx —

-1 -4vgllg s3Il
Co sie tyczy catki ostatniej, to ktadac
yo MB—6x— 1= &]/5+5/
otrzymamy:
dx
5x* —6x —1
b) Catki typu

—~log| 10a—6—2j'5 |/5 A*~—6.v—11
y5

W (@) dx
(x—a)rdfars-j-bx -f-c

I(.v) jest wielomianem stopnia nizszego od A.

Jezeli /+= 1. to wielomian W @) redukuje sie do statej;
otrzymujetny zatem catke badang na str. 40, ustep 2).
Jezeli r> 1, mozna wykaza¢ (dowo6d pomijamy), ze catkg
tego typu da sie przedstawi¢ w postaci:

Rachunek rdzniczkowy i catkowy. 4
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ty,(x) dx
(x—a)r]/axi+ bx+ c
Ax"2+ 5x~t+ ...+ C¥/7,5+;—67+—c+’

(x—rt) jlar2+ bx+ ¢

gdzie 4, 5, ... C, D sg pewnemi statemi.
Stale wyznaczamy, jak w przypadku a), str. 48.
Catke ostatnig obliczamy, jak na str. 40, ustep 2).

Przyktad:

liii¢ — i x2
fa— n)s m(ar— 1) 32+

= a*+b + C dx
@a—1I1n2 - J(v— 1) lar2+ 1
Ré6zniczkujgc obustronnie otrzymujemy:
X2+ 1 ' 4x+ 4+ 25
. 3 V*2+ i+
(x—1)3l/i2+ T ~ (1)
. 4x-j-B X . C
(X- + mp + i -V-DPTT
mnozac obustronnie przez (x— 1)3|/x2+ | i porzadku-
jac mamy:
x2-f-1= —xa(24+ 5—C)—x(4+ 5+2 C)—(4+ 25 —C).
Zatem 24+ 5—C~—.1,
4+ 5+ 25=0,
4+25 —C= —1,
stad 4= —+ 5= —+C =+ wiec
i [/x2+1 . x+1 ir8 n, dx

)(x-D3 ,(x-i)arY+ + i jx--Dil?+r



Catke ostatnig obliczong mamv na str. 41.
c) Catki typu

f W (x) dx
(«at3-f- [Sar-|—yY Jaxs-f-bx + ¢

[W(-v) jest wielomianem stopnia nizszego od 2 r, wie-
lomian za$ axi~\-fix-{-y ma pierwiastki zespolone, czyli
pi—4ay<0].

eJezeli r=1, to W(v) redukuje sie do wielomianu
pierwszego stopnia; catka powyzsza jest wéwczas inden-
tyczna z catkg rozpatrywang na str. 43.

W wypadku, gdy 1 mozna wykazaé, ze catka
powyzszego typu da sie przedstawi¢ w postaci:

W (x) dx
(ax2-f-fix -j-yY |fav* -f- b'x -j- C

gdzie A, B, ... C, D, E sa odpowiedniemi statemi.
State te oblicza si¢ jak w wypadku a), -str. 48.
Catke ¢ Dx+ E___ dx

J(«x2+ ftx-fy)|rax2  bx+ ¢

obliczamy, jak na str. 43.

Zadania:



[

— 12 EMNXN — -j- £ExXB*— -J-xi -j-x"5— arc tg (a-"®)] .

o\ h/x+iT dx v , 1/2 x+ 3
J|/2x%x-j-3"(x-j-2) Bx+ B5)— aC g [/ x-j-2°

4) 1 *¢0-dx=-% /(3" V)2(V + x),

}1/3— x
6) jx31 /(" T rfx - - 1j/T-x2[xc- |x™ + |x 2+ £].
7) 1w -—~v = — [- lig (x -j- Y9 -f- X8) ,
T j1/9-j-Xs"+ 3 1/9+xa+ 3
8) [ dx - L oacsin2X T2,
J]/1+4x —5xs jlo 3
9) \ — dX. -—-- = 4= aresin (6 X -j- 5),
JV—2—5x— 3 Xa 1/3
100 Zms —2am t@ipx_x*
J\2x— x- X
u) ti+ ff?

-Jlog|l+2x + 2]/1+.v + As|,

X dx i —



13) (
i

14)
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X+ 3

1/1 — 4 x2

dx - —£j/l —4x2-j- £arc sin 2,

Jl/xs-j-6x 5
= i (11 Xx3— 77 x2-J-105 x — 175) Vx*+ 6Xx + 5.

15) « R S
j(x— 2)3i/3 x2—8 x-f* 5
X 3 xo—8x -5 —
"2 (x— 2)2
,_Ulo 2X—3 -j- 173X2— 8x"-f-5
g X— 2
16) d.x 111— x
(X-f-DJ/l — X2 1+ x °
d x ixr
17) log
dx I"x2-t-2x + 2
18)
(x4 -1)8j/x24-2x;+2 2 (x-f 1)2
1+ ]/xa+ 2x + 2
+ £log
x+1
x2dx
19) J2aor~ x*-f
Jjl2 ax— x2
- alarcsin’
200 1—— eemd arc cos dla jp|< 1
J(x+ p)}r2- 1 1/1-p2 X+P



Rozdziat IV.

Catki funkcyj wyktadniczych,
logarytmicznych trygonometrycznych
i cyklometrycznych.

§ 1. Uwagi ogdlne.

Bardzo czestym przypadkiem calek powyzszych
funkcyj jest catka typu

1f YP(*)] PW dx
omawiana w rozdziale 1, str. 8. *
Przyktady:
1 7=5 sin{a*)axdx (a>1l).
Ktadac ax—t, axdx log a—dt

Otrzymujemy: == — —jsintdt— —r“ "’
loga’ N . Foa
wiec [ cos@) F
log a

2. I=[(logx)3~

Kiadac iog.v=f, ~ =
otrzymujemy: /= \tsdt—\ #4, wiec | —\ (log x)4
3. I—{e3nvcos x dx.

Ktadac sin.r= f, cos x dx— dt
otrzymujemy: |I—\e‘dt=¢e"’, wiec | — e*"'x -\-C.



Kladac tg.v= ¢ mamy: |I=\t'ldt
t2 A X
wiec /=in_+ C.

6. /==j(arc sin x)s- "

- *2
Kiadac  aro sm a= i, dx —alr,
1M—r2 .
otrzymujemy: I — \tadt= \ti, wiec / =} (arc sin

8 2. Caitki funkcyj wyktadniczych i logaryt-
micznych.

. Calki typu: \f{ax)dx,
podstawieniem a*—t, sprowadzamy do catki

logal / nnm
Przyktad:

/=SV 1—axdx.
Potézmy a*= ti zatem ./ = JAL Lt —e
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Podstawiajac 1—i= zs, otrzymamy:
2 f z2d:z 1 201 | 1—z
loga)l— Ioga[(ir g 1-j-z
Stad, kladac = yi—/=jll—a', otrzymamy:
L 21l —a* f-log ' —
log a 1+ yi —ax

Il. Calke typu: jw (x)axdx,

gdzie W (x) jest wielomianem, wyznaczamy metodg cat-
kowania przez czesci.

Ktadac u= W (x), du—Ww'(x)dx,

dv— axdx, u= ax
log a
iK(. 1
otrzymujemy: \W (x) a*dx = I I(()J):r log a * W'{x)ax dx.

Poniewaz stopien wielomianu W'(.r) jest njzszy od
stopnia W Cr), wiec postepujgc tak dalej dojdziemy
wreszcie do )

jaxdx — Fm-

Prz yktad:

I — \(xi— 2 x -f-3) axdx.

Catkujac przez czeSci otrzymamy:

(r8—2.v+3)ajr 1
log a log a'

Stosujemy do ostatniej catki ponownie metode cal-

kowania przez czesci, ©y__ ORX 1

zatem: \(2x-—2)axdx — -----z--s-m---m- n,
loga loga

X2—2*+ 3 2x—2 2
log a (log a)8 (loga)8

1= (2x —2)axdx.

i"i2adx,

a wiec: | —



57

Il. Catke typu: JW (log .r)dx,

gdzie W jest wielomianem, sprowadzamy do catki po-
przedniego typu podstawieniem log .t= t.

Mamy bowiem x —e‘, dx= e'df,

zatem JW (log x) dx = \W (t) e“dt.
Przyktad:
[ = S[(log -r)2— 2 (log x) + if] dx.
Podstawiamy: loga: = /,
zatem 7=]1[/2—2/-j-3] e‘dt.
Catkujac przez czesci, jak w zadaniu poprzedniem
otrzymamy [== (i2—4t-f-T)e,
zatem /=[(log.v)3— 4 log jc+7] x.

IV. Catke typu: jx" (log a)"ldx

(m catkowite dodatnie , n catkowite), mozemy wyzna-
czy¢ podstawieniem log x=t, jezeli n — — 1, lub metodg
catkowania przez czesci, jezeli —1-

Pot6zmy mianowicie:

u— (log du = m (log x) —d)é
A n-ft

dv— x"dx, V= n a wiec

j Xn (log x)mdx = n—_]p_-l-- N - 1J a '»(log x)n - >dx.

Postepujac tak dalej dojdziemy wreszcie do catki:
\ xndx

Catki typu: JW (x) (logx)" dx [m> 0 catkowite, W (x)
wielomian] sprowadzajg sie do catek poprzednich.
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Przyktad:
[ — i [2* — 3] (log x)*dx.
Catkujemy przez czedci. Zatem

u— (log -v)8 "du= 2logx — >
dv =* (2 x — 3) dx, V= x-—3X,
wiec | — (V—3.1j (log yJ2— 2\ (x— 3) log .vdx.

Calkujemy jeszcze raz przez czesci. Zatem:
jlv—3)logxdx = (| M— 3x)logv—\(E.v— 3)dx,
wiec I= (V2—3 V) (loga)2—(a2—6X) log v 6x.

§ 3. Calki funkcyj trygonometrycznych.

1 Jezeli R (u, v) jest funkcjg wymierng zmiennych

il, v, wowczas catke jR (sin.r, cosa) dx sprowadzamy
do catki funkcji wymiernej podstawieniem

Mamy bowiem:

sin.r= —

cos X

Poniewaz r= 2 arctg /,

wiec
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Poniewaz sin x, cos x i dx wyraza sie wymiernie
zapomocg zmiennej t, wiec [R (sinx, cos x) dx przy po-
mocy tego podstawienia przechodzi w catke funkcji
wymiernej.

Przyktad:
1 1= o 0x
3 sin ,v—4 cos x
Podstawiamy tgz—— /. Zatem
2 dl
|- f |*
/== +
6t 3 LS—| fi—i
1+
. _ . t—h
czyli /—f c t+2dl—llogt+2
Wiec: /= flog 91 —i

tgS + 2

1. W niektérych wypadkach chcac wyznaczyé catke
JR (sin v, cos. x)'dx dojdziemy do celu szybciej, uzywa-
jac innego podstawienia.

aj Jezeli R (u, u) jest funkcjg nieparzystg ze wzgledu
na zmienng n, to znaczy, jezeli mamy R (u, v)=
—m—R (—u, 0), wéwczas podstawiamy:

cos x =7,
. dl
sin . T: [t— 1-. dx + VrL g (0< wv< n)

b) Jezeli R (u, 0) jest funkcjg nieparzystg ze wzgledu
na zmienng o, wéwczas podstawiamy:
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sin x — t,
cos x — |/l —jf2, dx — dt

c) Jezeli R (u, v) jest funkcjg parzysta ze wzgledu
na u iu, t zn. jezeli:

R (U, V) —R (_ u, _V)1
woéwczas uzywamy podstawienia:
tgA— f

. t 1 dt
sin .v: > COSXm dx

1A +7 KHAS I+ fs

Przyktady:

jcos2x 1
Funkcja podcatkowa jest nieparzysta ze wzgledu na
sin .r, gdjz sins v (—sin M3
cos2x 4- t cos2x 4~1
podstawiamy wiec cos.v=f.

Zatem: /= 7 dt = —jr~\dt=1t- 2arctgt.
A wiec:/ = cosa— 2 arc tg (cos x).

= 2°f —
2./ tJ4 sin-fx— 1dx.

Funkcja podcatkowa jest nieparzysta ze wzgledu na
CO0S X, uzywamy wiec podstawienia sin x = t.

Mamy zatem:

1 dt,
1 lit2_1n Ngp 2 t— 1 A244-1
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wiec I— \t -f-A log ;;: ,
a wiec | ——\sinx+ A log ;z::ia i
dx

sins ar— 4 sin X cos X - 5 c0s2x

Poniewaz funkcja podcatkowa jest parzysta ze wzgledu
na sina: i cosa- wiec podstawiamy tgA-= u.
Mamy zatem

r f du [ du ,
"=i;?2=4i0ir+6=1(;,-2)"+i= “re's(" -2)
wiec | = arctg (tga — 2).

JIl. Jezeli mamy obliczy¢ catke typu
jsin’wvcos*a*dx (s i k catkowite),
woéwczas z ustepu Il, str. 59 wynika, ze
gdy s jest nieparzyste, to podstawiamy cosa = /
g(’j’y S |k jest p’z;rzyste, ”to podst;wiamySItng),(Asz.l
Jezeli s i k nie sa. liczbami catkowitemi, w-éwczas
podstawiajac sinA==f", otrzymamy:
jsin*x co-*x dx= jf (1—is) 2 dt.
Ostatnia catka jest catkg dwumienng, ktdrg umiemy

wyznacza¢ w wypadku, gdy jedna z liczcb —, —, —
jest liczbg catkowity (str. 34).

Przyktad:

/== ) Jhg*A* dx — Isin™ a- cos~".v dX.

Poniewaz = 0, wiec catke obliczamy podsta-
wiajgc: sin * = f
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zatem [=2i/* (1 —#)*dt.
Kladagc t= j/lz, mamy/= £\z~" (M)"i dz.
Podstawiajacwreszcie - - Z= u¥

. f dw
otrzymujemy = —2\~rq—"'

Rozbijajac funkcje podcatkowg na utamki proste*)
i catkujgc otrzymamy

dw 1 1-j-u>J/2 -f-h>2 ml/2
_ (O — 1———-7—arc tg-— m—r-
w4+ | 74]/21—tu]/2 -f-Hi2  2]/2 1 —w
Poniewaz
wiec

1 1-f- 1/2 cot x -fi cot X Fl 1/2 cota |
I — jog —----- e rE:arc tg -——-------
2\ 2 1 — |2 cot a-{-.cot v 1—cot.v

IV. Catke typu : [ W (a) -sin m a dx,

gdzie W (a) jest wielomianem, wyznaczamy metodg cal-
kowania przez czesci.

Kiadac bowiem u—W (a), du= W (a) dx,
du= sin mx (tx, 0= —';jcos mx.
otrzymamy:
jW(a) sinmx dx= — (a) COSmMX {W “(a) cos mx dx.

Postepujac tak dalej, obnizamy stopien wielomianu
i wreszcie dojdziemy do catki j cos mx dx lub jsin mx dx.

) wx+1l = U3+ wY 2+ 1) (itP—wV 2+1).
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Przyktad:
I="](@2—2Xx-j-3) sin 2 ardx.*"
Calkujemy przez czeSci, zatem
i— — (a2—2 A-f-3) cos 2 a-j- £ S(2 a—2) cos 2 X dx,
j(@x- 2)cos2xdx — J(2a—2)sin2x— 31 2sin 2« dX,
wiec
/= —i (@2—2a~3)cos2x--i (v—1) siu2 a --
+ i cosz2 A
Uwaga.

Funkcje sin*a (& >0 catkowite) mozna zawsze przed-
stawi¢ w postaci sumy sinuséw i cosinuséw wielokrot-
nosci A.

Mamy, jak wiadomo:

sin2a= £— kcos 2 v,
stad sindX= ~sina— £ COS 2 a Sin a.

Ale cos 2 vsin x=.%sin (2 a -f- a) — &sin (2 a-—a).
a wiec sindx = f sina — sin 3a.

Ogolnie, majac juz takie przedstawienie dla sin* a,
otrzymamy z niego analogiczny wzér na sin*H a
przez pomnozenie obu stron przez sin v i uwzglednienie
zwigzkow:

sin a cos oa— m&sin (0-j- 1) a— -i sin (o— 1) a,

sina sin w.v={ cos (0— 1)a—| cos (n-j- 1) a.

Wynika stad, ze catka typu i W (a) sin*a dx (A>0
catkowite) sprowadza sie do catki typu poprzedniego.

Przyktad:

/= S(*§f- i) sin2a da.

Poniewaz sin2v= " — Acos 2a,
zatem / = Ajas—d)dx —| jas— 1)cos 2a dx.
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Stosujac do drugiej catki metode catkowania przez
czesci, mamy:

j(as—1)cos2x dx =1 (a3—1)sin 2Xx—|-jazsin 2 x dx,
Ja2sin2 X dX — — £ a2C0S 2-a- -f- j a- COS 2 X dX,
ja COS2 XdX = %a SiN2a--)-i COS2 a,
zatem | —\ ax —\ x—J[2'a3—3a —2]sin2a —

—A [2a2—1]cos2a.

§ 4. Caltki funkcyj cyklometrycznych.

I. j/ (arc sin a) c?a przez podstawienie arc sina = i
przechodzi-w catke: j/ (t) cos t dt. Jezeli wiec /(/) jest
wielomianem, wodwczas catke te obliczamy metodg cal-
kowania przez czesci (str. 62).

Przyktad:
/ = j(arc sin a)2dx.
Podstawiamy: arc sina = t. Zatem / = Jt2costdt.
Catkujac przez czesci otrzymamy:
I —i2sint—2\1sin tdt,
jtsin tdt — —tcost-f-5cos tdt = — tcost -(-sint.
Zatem [ = {tt—2)sint-f-2tcost.
Poniewaz sini= a, cost= ]/l —az2
wiec | = [(arcsina)y2—2]a -j- 2}l — a2 arc sin x.

Il. jW (a) arc sin x dx (gdzie W (a) jest wielomianem),
wyznaczamy metodg catkowania przez czesci.

d
Ktadac bowiem a— arcsina, du= -== X
J1—A
SW(A)IA= ITL(A),

>

dv= W(x)dx, 0
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otrzymujemy:
SW (a) arc sina dx— Wt (a) arc sina — i "
JKi — a*
Przyktad:
I = \2a arc sina dx.
Catkujemy przez czesci, a wiec:
a2dx

| — a* arc sin a

I
Obliczajac ostatnig catke metoda podang na str. 48
otrzymamy:
A r——yr~-a2-j-4 arcsina,.
fin - A2
wiec | —a2arcsina-j-£a ]/ —a2—£ arc sin a.

11. JW (a) arc tg x dx (gdzie W (a) jest wielomianem)
rozwigzujemy metodag catkowania przez czesci.

P _ dx
Ktadac bowiem: u—arctga, du-= 168
dv= W{x)dx, v= jW()dx== (a),
mamy:
SW (a) arc tga dx — W1(a) arctga — s
+ ar
Przyktad:

/= 5aarctga da.
Catkujemy przez czesci. A wiec:

/= ~azarctga — ¢ [% Eza.dx.

Vi A odXx==\{1~ ~i)dx = X-ZTC tgA

zatem 5x arc tgxdx=ix* arc tg x —\ *-}-£ arc tg x.

Rachunek réiniozkowy | catkowy. 5



8 5. Przykfady funkcyj ntecatkowalnych ele-
mentarnie. PoznaliSmy poprzednio szereg metod, po-
zwalajagcych w pewnych wypadkach wyrazi¢ catke nie-
oznaczong danej funkcji przez funkcje elementarne. Nie
nalezy jednak sadzi¢, ze potrafimy wyznaczy¢ w ten
sposdb catke nieoznaczong dowolnej funkcji ciggtej.
Mozna np. udowodnié, ze catki:

§ex , Ssin €t Scosx )

— ax, ax, dx

a X X

nie dadzg sie wyrazi¢ przez funkcje elementarne.
Wykazano réwniez, ze catki dwumienne nie dadzg sie

elementarnie wyrazi¢, z wyjatkiem trzech wypadkow,
ktore poznalismy poprzednio (str. 34). Podobnie catka

dx
1/ww’

gdzie W (x) oznacza wielomian trzeciego lub wyzszego
stopnia, tylko w pewnych wyjatkowych wypadkach wy-
raza sie elementarnie.

Przyktady.

1. Catka j~~An'e s? wyrazi¢ przez funkcje ele-

mentarne. Wprowadzajgc bowiem nowg zmienng przez
podstawienie x = eu, otrzymujemy
dx fe"
logx~ Jy U
Poniewaz catka po prawej stronie nie wyraza sie
przez funkcje elementarne, to samo dotyczy danej caiki.

2. Catka \—  dx przy pomocy catkowania przez cze-

§ci wyraza sie nastepujgco:
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Po prawej stronie mamy catke nie dajacag sie wyra-
zi¢ przez funkcje elementarne. A wiec i dana catka
robwniez nie da sie w ten sposob wyznaczyc.

Zadania:

V \e¢g+ 'e*212dx= $logle*— 11+ 1llog (e* + 2),

rdx -l+j/r+en
jl/t+e2r *c°g+ | Ji-feqr'

3) tae*+W ~ =4 arctgt +

4) $Xiexdx = ex (x4— 4 a8-(-12 ar2— 24 x -(-24),

5) (ex (@2-j-ar-f- 1) = e*(a2— a--(-2),

6) ([(loga)2— 2 loga]dx = ar[(logar)2— 4 log a-(- 4],

7) ((log a)5da = a [(log ar)5— 5 (log a)*-(-20 (log a)8—
— 60 (log a)2-J- 120 log ar— 1207,

8) (a2(log ar)2dx = ~ [(loga)2— f logar-ff],
10) jsin*arycos .r dar= 2 (feos2a— A) cos a”*cos a,

i« m = -L arctg (I/f t ,
17 cos2x (-2 sin2ar  (/Ti 9 9%
13) fcosx cos 2acos 3 arrfx=

-/sin 6a . sin4a , sin2a ,
i y—6-—2%--7 -t~ + X
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5-f*3sinx + 7cos.vd

14) sin 2 x Y
I log [tg v|+ flogtg - + - + i log tgl
15) jsinbx dx — — cosb5a -f- -A cos 8 x — § cos x,
16) jcos2x sin*x dx= "-[-e cos 5 x — £ c0s3.v— 2cos .1].
17) ax , €S X | cot.v
3sin3.r '

18) jo:3cosx dx = (3 xi — 6) €0S x -j- (.r3— 6 x) sin .r,

19> 508’ X dx = x tg.r-j-log |cos jt|,
20) J(arc sin x)*dx =
= x (arc sin a¥*-f-2 V1 — a8arc sin x —2.v,
arc tg x .
2D j t "'I
. dx m mIc g x 4~l1og fCt~x
v 2

22) jj . X*iarc tg X dx -
= (x—"arctgx) arctgx - Iog N'+JC*,

23) )arc sin x X dx- -j/ 1 — .r8arc sin x.
Vi

Wskazowki:

13) Zamieni¢ najpierw iloczyn cosinuséw na sume.
19) Catkowal przez czeSci. 22) Przedstawi¢ licznik
utamka w postaci V8 1—1 i rozbi¢ na dwie cakki,
nastepnie catkowaé przez czesci. 23) Catkowac przez
czesci.



Rozdziat V.

Catka okres$lona (pojedyncza).

§ 1. Definicja catki okreslonej. Niechaj funkcja
y = f(x) bedzie okre$lona i ograniczong w przedziale
(ab) (a<C b). Podzielmy przedziat (ab) na dowolng liczbe
odcinkéw (niekoniecznie réwnych) ktérych dtugosci sa
odp.: <4*l, Za2, ... Axnl

Niechaj gj, ... @, oznaczajg punkty wybrane
dowolnie, po jednym z kazdego odcinka.

Utwdrzmy sume:

A —f(ti) Axt-j-/($s) Axa-f ... + /(£,) Axn.

Znaczenie geometryczne sumy A jest szczegOlnie
proste, gdy funkcja f(x) jest w przedziale (ab) nieujemna.
W tym bowiem wypadku, iloczyn f(%l)Ax1 réwny jest
polu prostokata o podstawie a, i wysokosci /(£)).
Suma A przedstawia zatem #gczne pole prostokatow o pod-
stawach AxIt ¢1*8, ... Ax,, \ o wysokosSciacji /(8,),

[<E.)e (Rys. i).

Zbior odcinkéw Axx, zla-j, ... <4wn, nazywaé be-
dziemy podziatem & Dlugos¢ najwiekszego odcinka,
wchodzacego w sklad podziatu § oznacza¢ bedziemy
symbolem |6].

Cigg podziatdbw {6n} nazywamy ciggiem normal-
nym, jeielinlim |<5,] = O innemj stowy, jezeli diugosé
najwiekszego ozjcinka, wchodzacego w skiad podziatu 6,,,
zdgza do zera, gdy n dazy do nieskoriczonosci.

Dzielac np. przedziat (ab) na dwa, trzy, cztery, pie¢ it. d.
réwnych odcinkéw, otrzymujemy cigg normalny podziatéw.
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Obierajagc dowolny ciag normalny podziatow { ,
i tworzac dla kazdego podziatu 6n sume odpowiednig A,,,
otrzymujemy ciag sum {A,}. Dla danego ciggu podzia-
tow {<5,) mozemy otrzymac¢ rozmaite ciagi {A,} za-
leznie od tego, jakie punkty £ obierzemy.

Okreslenie: Jezeli funkcja f{x) ma te wiasnos¢, ze
przy kazdym ciggu normalnym podziatéw
1)}, ciag sum {A,}, jest zbiezny (bez wzgledu
na to, jakie punkty £ obierzemy), wéwczas powiadamy,
ze funkcja /(.r) jest catkowalng w przedziale (a b).

Wykazemy, ze, jezeli funkcja f{x) jest catko-
walng, to dla kazdego ciggu normalnego po-
dziatow {<,} odpowiednie sumy jA,} zdazajg
zawsze do tej samej granicy.

Przypus¢my bowiem, ze f(x) jest funkcja catkowalng
w {ab). Jezeli obierzemy dwa ciggi normalne podziatéw
{1} i{9.} iprzez {A,}, {An}oznaczymy odpowied-
nie ciaggi sum, woéwczas cigg podziatow [d,, O\, 0s, 0'],
... (6., 0,, ...] jest réwniez ciggiem normalnym. Zatem,
wedle zatozenia, cigg sum [Aj, A\, A,, A's, ...] jest cia-
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giein zbieznym. Poniewaz ciaggi czesciowe ciggu zbieznego
sq zbiezne do tej samej granicy, wiec: lim zl,, —Ilim A,,.
n—>co

n —> oo

Widzimy zatem, ze ciggi sum {An} i (A'.} sa
zbiezne do tej samej granicy.

Wspo6lIng granice ciggéw jd, } odpowiadajgcych cia-
gom normalnym* podziatow, nazywamy catka okre-
$long funkcji f (X) w przedziale ab.

Catke okreslong oznacza¢ bedziemy symbolem:

i (x).dx.

Uwaga 1.

Niechaj funkcja y = f (v) bedzie ciggta w przedziale
zamknietym (ab). Wykazemy poézniej, ze funkcja taka
jest funkcjg catkowalng. Zatézmy, ze /(.rj*-O dla
a<0-<C6. Oznaczmy przez D obszar zawarty miedzy
krzywa, osig x6* i rzednemi x —a, x= b. (Rys- 2).

Utwdrzmy dowolny podziat 6 odcinka (ab). Niechaj
Mu nii, ses 0znaczajg najwieksze wzgl. naj-.
mniejsze wartosci, jakie funkcja f(x) przyjmuje w od-
powiednich odcinkach podziatu 6. Oznaczmy przez £I(fs...
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wzgl. |'i, ... punkty, w ktérych funkcja przyjmuje
powyzsze maxima, wzgl. minima.
Zatem

[(8.)=="i, I(E)) = ms, ... [(r)=T«ii, [(i;)=", oo
Niechaj:

A= £{li) + omm= Mi +7N2 AXs+...
A'— F{M)AXL-\-f(I'D)AXiE Ir ...=.mi Ax] -|-m 2/l *a-f-

Prostokaty o podstawach Ax”®, /1jt2... i wysoko$ciach
odpowiednio Mu Mt ... pokrywajg obszar D.

Prostokaty za$ o tych samych podstawach, a o wy-
soko$ciach ml5 /72.. mieszczq sie w obszarze D.

Poniewaz dla kazdego ciggu normalnego podziatow

{¢.} mamy:

lim A,, = lim An= Jf(x) dx,

N—>o00 N—>o00 a
wiec postagpimy zgodnie z intuicja, okres$lajac poje ob-
szaru D, jako warto$¢ cafki:

s/(*) dX.
a

Uwaga 2.
b

W calce okres$lonej \f(x)dx (w przeciwieAstwie do
a

catki nieokreslonej!) zamiast .r mozemy napisa¢ inne litery.
A wiec:

ff(x)dx = \f(t)dt=[f(z)dz it d,
a a a
Prz.yktady:
1. Funkcja y — c jest w kazdym przedziale catkowalna i

b
\cdx — c{b —a).



Tworzac bowiem jakikolwiek podziat 6 i obierajac
punkty Si, ¢2... e, dowolnie po jednym z kazdego od-
cinka wchodzacego w sklad podziatu § mamy

/(m)= ¢, /($S2= ¢, ...
zatem M= cNjTj-j-cgl -f-... = c(6—a).
W mysl zatem definicji:
1c dx — ¢ (b—a).

Obrazem geometrycznem funkcji y —c jest prosta
réownolegta do osi .réw Jezeli c¢c~>0, catka powyzsza
przedstawia nam pole zawarte miedzy tg prostg osig
a6vi rzednemi x —a, x—bh.

2. Funkcja y —x jest w kazdym przedziale catkowalng i

Utworzmy dowolny podziat d odcinka (ab). Obiera-
jac punkty ... dowolnie po jednym z odcinkéw
Ajtj, Ax2 ... podziatu 6 i kiadac f(x) = x otrzymamy:

zatem A= §2A Ar2-f...-f§, AX,.

Jesli oznaczymy przez M, a2, ... x,, Srodki odcinkéw
Ax,, Axt ... Ax,,, to:

A—TA + "xiAxt-+-...-1-xnAjc,, -}-(£, "4x,+
+ (Es—*s) 4 .r2-j-mwe+ (Sn—xn)4 X,,.

Oznaczmy punkty podziatu (t. j. konce odcinkéw
wchodzacych w sktad podziatu ¢) literami

a< < a2< a3...< a,—h



< I —=1 UE-H Ti—X2ile 1+ ooe
Poniewaz |§, —xt|<£4 a,, (§ — .r*|.<M4.vi it.d.,
wiec |[fl|[<A4d.v, )d|-J-£4:**I<5| +... — (b — a) |d].

Jezeli zatem obierzemy dowolny cigg normalny po-
dziatéw {<5,}, to

(.112_
An= — j- Rn, przyczem |Rn|< £ @E—a) |0, |
Poniewaz lim |d,| = 0, wiec lim /?,= (), zatem
X—>t;
b3— a*. . h b* — a*
lun A,==—-— i a wiec j.rav= —-— ;
d n d

Obrazem geometrycznym funkcji \j— x jest prosta.
Jezeli 0<a< 06, to catka okre$lona przedstawia pole
zawarte miedzy ta prosta osig vow i rzednemi v= a,
x — b\ polem tern jest oczywiScie trapez.

3. Jezeli funkcja f(x) jest wprzedziale (ab) wszedzie,
z wyjatkiem skonczonej liczby punktow, identycznie
rbwna zeru, wowczas

|i_|/(*) dx= 0.

Niechaj k oznacza liczbe punktdw, w ktorych funk-
cja jest rozna od zera, za§ M maximum funkcji |/(x)]
w przedziale (ab). Dla dowolnego podzialu O mamy
oczywiscie Ul | a*»U].
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Jezeli wiec {0,,} jest dowolnym ciggiem normal-
nym podziatéw, za$ {An} ciggiem odpowiednich sum,
wowczas

U n| < 2 AATf|ort| 1, 2, ...

Poniewaz lim J<5,|= 0, wiec lim ™,= 0, zatem
N —" oo n—»y.

i/Wdx = 0.

§ 2. Niektore wiasnosci catek okreslonych.
Z definicji catki pkreslonej tatwo wynikaja nastepujace
twierdzenia :

Twierdzenie 1.

Suma dwu funkcyj f(x) i p(x) catkowalnych w prze-
dziale (ab) jest funkcjg catkowalng i

JUW + P)Tdx — F(.r) dx £ [@(0) dx.

Dowdd.

Jezeli 6 jest dowolnym podziatem, wowczas mamy
[(£1) +/(£2 Axt

9 (fl) A*i + (L) 4 *8 + eee

[/(1) - pBNAA f-r/J(e2] J.vs+ ...

Jezeli wiec {6n} jest dowolnym ciggiem normalnym
podziatdw, wowczas

A
A’

lim (A, -}-*n)= lim A,,-\- lim A'n,
n =»ot * " thwmtf n« o
wiec funkcja f(x) -j- @ (x) jest catkowalna w (ab) i
L1/ (m)+ 9 |fj] dx = \f (0 dx + i(p(n) dx.

Podobnie udowodni¢ mozna nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 2
lloczyn liczby statej c przez funkcje f (r) catkowalng
w (ab) jest funkcjg catkowalng i

Je/(at) dx = c\f(x) dx.

Przyktady:
1. Opierajac sie na przyktadach 8 1, wyznaczy¢ war-
to$¢ nastepujacej caiki:

I — \ (¢>jcj—€) dx.

1 i
Mamy 1= Jbx dx -j- bc dx,
|
zatem: 1= b bx d xc })dx, wiec: | — 4b-f-c

2. Jezeli funkcje f(x) i <p(X) rdéznig sie w przedziale
(ab) tylko w skonczonej liczbie punktéw, wdéwczas za-

ktadajac, ze jedna z nich jest catkowalng, mozemy
twierdzi¢, ze druga jest roéwniez catkowalng i ze nadto

Y}/ (x) dx = 1di(x) dx.
a a
Przypusémy bowiem, ze pw jest funkcjg catkowalng
w (ab). Na mocy przykiadu 3, str, 74, mamy:
g«[/w — Pwljdx=0 . ... (i)
Poniewaz:
fix) — [f(x) — <W] -f p(¥)

wiec funkcja f(x), jako suma dwu funkcyj catkowalnych
jest catkowalng i na mocy (1) otrzymujemy zadany
zZwigzek.

§ 3. Catkowalnos$¢ funkcji ciggtej. Niechaj funk-
cja y = f(x) bedzie funkcja ciggta w przedzialeax"b .
Utworzmy dowolny podziat $ odcinka (ab). Oznaczmy
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przez Mj, Af2, ... najwieksze za$ przez m,, s, ... naj-
mniejsze wartosci, jakie funkcja f(x) przyjmuje, odpo-

wiednio w odcinkach ¢1*, Ax3... podziatlu 6. Potozmy:
S = MiAlJl-j- Afogla2“F e
S= AXt -j- M2Z* 5 - @)
A ==/(8i)N M1+ /(b DN-V2+ . ..
Liczbe iS nazywamy gorng sumg, zaS s dolng
suma, odpowiadajacg podziatowi Q
Mamy oczywiscie: s A 4"S.
Lemmat 1

Jezeli f {xX) jest funkcjag ~ciggtag w prze-
dziale {ab), za$ {<} oznacza dowolny nor-
malny cigg podziatéw odcinka (ab), wowczas

lim (Sh—sn)= 0
n—

(Sn, sn oznaczajg sumy gérne wzgl. dolne odpowiada-
jace podziatowi <5).

Dowdd.

Niechaj 6 bedzie dowolnym podziatem. Zachowujgc
poprzednie znakowania mamy na mocy (1):

S— s= (Mi —m,) Axl -j-(M2—m,) Axt-f... (2)
Poniewaz funkcja f(x) jest jednostajnie ciagta w prze-
dziale (ab), wiec obierajac sobie dowolng liczbe e > O,
znalezé mozemy takie f?>0, ze, jezeli |£'— £"]<;»?,
woweczas |/(]|')—/(8") |< f. Przypuszczajac, ze|<5| <rjto:
Mi — mi<”?e, Mt—mt<"E, ...
A wigc:
S —S<!£ilja -|- S¢LAj-f-... = 6(<dlg A-AXi-f-...),
czyli:  Q-tES—s<e(6 —a), jezeli |<5|<r? . . (3)
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Poniewaz lim |(5,) = 0, wiec istnieje takie N, ze dla

kazdego n > nN >boédzie |],|< V- Mamy stad na mocy (3):
O0=S,,—s,,0(6 —a) dla n~>N.
Poniewaz e moze by¢ dowolng liczbg dodatnia, wiec
lim (Sh—s,)= 0.
n—a

Lemmat 2.

Niechaj i 0‘ bedg dwoma podziatami (ab).

Jezeli f(x) jest funkcjg ciggta w (ab), za$
jS.oznacza gb6rng sume odpowiadajgcg po-
dziatowi (B s dolng sume odpowiadajagcg po-
dziatowi ¢, wowczas

S>s5s

(czyli kazda suma gorna jest réwna lub wieksza od
jakiejkolwiek sumy dolnej).

Dowdd: Niechaj:
S—MiAur-f-MtAxt-J-..., s—m, A -j- m1Ax%j- ...,

Zatozmy na razie, ze /(*)>-0Odla (Rys. 2).
Niechaj w tym wypadku D oznacza obszar miedzy
krzywg y —f(x), osig xiw i rzednemi x—a i x—h.
tatwo zauwazy¢,'ze prostokaty o podstawach A'xu zhr*...
i wysokos$ciach iWj, J/2... pokrywajg catkowicie obszar D,
i ze w obszarze D mieszczg sie catkowicie wnetrza
prostokgtéw o podstawach A , Aar' ... i wysokosciach
odpowiednio m\, m', ... Wynika st$d, ze prostokaty o pod-
stawach ¢1*,, ¢Jir2... pokrywajg prostokaty o podstawach
A A ... Poniewaz 5 jest sumg pol pierwszych pro-
stokatow, za$ s sumg pol drugich, wiec

Jezeli teraz funkcja f(x) nie jest funkcja nieujemng
w (ab), to kiadac
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f(x) =f(x) —I1
Im oznacza najmniejsza warto$¢ funkcji f(x)|
mamy: f(x)» 0 dlaa X b.

Zatem S'~>a, (gdzie S oznacza go6rna sume funkcji
f(x), odpowiadajgcg podziatowi <, za$ s dolng sume.
odpowiadajgcg podziatowi @').

Lecz S — M/ Zjfj. -j- Alj Axt

= (M1—m) Ax] -f- {A22—m 1A \2-}-oee

(Afj A2, oznaczajag najwieksze wartosci funkcji f (a)
w przedziatach zl.rj, zla2...).

Zatem S=S—m{ —a)

Podobnie otrzymamy

s —s —m{b— a).

Poniewaz S s\
wiec S—m{b— a) s —m (b — a),
czyli S.

Twierdzenie.

Funkcja y—f{x) ciggta w przedziale {ab)
jest w tym przedziale catkowalna.

Dowdd.

Niechaj { } oznacza dowolny cigg normalny po-
dziatow, {5,,}, {s.} sumy gérne wzgl. dolne, odpo-
wiadajace podziatom 6n, zas {A,} sumy okre$lone w § 1

Jezeli p i g sa dowolnemi liczbami naluralnemi,
wdwczas na mocy lemmatu 2

S/~ st Sq p.

A zatem S,, — ,—S,r
Sp— Sp”"- Sp—S,,
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Wynika stad:
—(S,,—s,,)-".S,, sp . . (D

Poniewaz na mocy leramatu (1) lim (S,,—sn)==0,
wiec obierajagc dowolng liczbe e > 0, znajdziemy takie N,

Jezeli wiec p*>N i g*>N, woéwczas na mocy (1)
—E£<SP—Sp<e,
czyli |[Sp—S,,je .
Widzimy stad, ze cigg {Sn} spetnia warunek Cau-
chy’ego, jest wiec zbiezny.
Poniewaz: sn=S,,— (Sn—sn),
wiec na mocy lemmatu 1:
lim s,,=1im S ,, i, 2

Z uwagi na to, ze
& Aa Sn
wynika na mocy (2) istnienie granicy
tIir7>1 An.

A zatem funkcja f(x) jest funkcjg catkowalng w prze-
dziale (ab).

8 4. Niektore warunki catkowalnos$ci. W uste-
pie tym podamy (bez dowodu) pewne warunki catko-
walnosci funkcyj nieciggtych.

Twierdzenie 1

Funkcja ograniczona i posiadajgcg skon-
czong liczbe punktéow nieciggtosci w prze-
dziale (ab) jest w tym przedziale catkowalng.

Wynika stad tatwo, ze funkcja ograniczona i posia-
dajaca skonczong liczbe punktéw nieciggtosci w (ab),
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jest catkowalna w kazdym przedziale cze$ciowym (a, /3
(a< a< 0< 6)
Waznem jest rowniez nastepujace:

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja jest catkowalna w prze-
dziale (a 6), wowczas jest rowniez catko-
walna, w kazdym przedziale czesciowym (a, 0)
(a<a<£<0).

Przyktady:
1. Funkcja f(x) — (0 <cx<C1) jest ciagta we-

wnatrz przedziatu (0, 1). Jezeli okreslimy ja w korncach
przedziatu w ten sposéb, ze /(0)= 0, /(1)= — 1, to
jak tatwo sprawdzié¢

lim f(x) = /(0)," lim /(*)=/(1).
X —>-f0 x —>1-10

Funkcja ta jest zatem rowniez w koncach przedziatu
ciggta, a wiec catkowalna w przedziale (0, 1).

2. Funkcja / (x) — sin 0< 1, /(O) = 5, jest
funkcja catkowalng w przedziale (0, 1), gdyz posiada
w tym przedziale tylko jeden punkt nieciggtosci x = O,
a ponadto jest ograniczona.

3. Funkcja: /(*) =1 dla0<[a<][T,

=0 ,1<*<2

=3 ,2<*< 3
jest catkowalna w przedziale (0, 3). Jest bowiem
ograniczong i posiada tylko dwa purfkty nieciggtosci,
x—1i*—2

4

§ 5. Rozktadanie przedziatu catkowania.

Twierdzenie.
Jezeli a< 60<Cc i jezeli funkcja /(*) jest
catkowalna w przedziale (a ),

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 6
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wowczas:
If (x) dx -f 1/ (x) dx =.] f (V) dx.
a b u

Dowdd.

Utworzmy cigg normalny podziatébw {6,,} odcinka
(a, ¢) taki jednak, by punkt b byt punktem podziatu
kazdego.(5,,. Oznaczamy przez {4,} ciagg sum odpowia-
dajacych podziatowi {;,}. Sume A,, mozemy przedsta-
wié nastepujaco:

a =*[/(E> 4 ooe] +
. + [/O ~-O
gdzie <d.v, Axt ..., wzgl. Aar", Ax«,... oznaczajg od-

cinki podziatlu <5, mieszczace sie w (a, b), wzgl. (1, c).
Oznaczajac przez Aln sume zawartg w pierwszym

nawiasie, za$ przez A", sume w drugim, mamy
An= An.+ A} e @)

Jezeli zatozymy, ze funkcja f(x) jest catkowalna
w (a, ¢), wowczas na mocy twierdzenia 2, § 4, bedzie
rowniez catkowalna w (a, b) i (>c), a ponadto:

lim A,,—]f(x)dx, lim A'n= [f(x) dx,
nI|m A'n — bf (x) dx.
Stad na mocy (1) wynika nasze twierdzenie.

Przyktad: *
Niech dana bedzie funkcja f(x) okreslona w prze-
dziale (O, 1) w spos6b nastepujacy:
[ (%= dla 0<*<;*,
—'i n 2 Vv~ L
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Funkcja ta jest ograniczona i ciggta w catym prze-
dziale (O, 1) z wyjatkiem punktu .v— A zatem catko-
walna. Mamy:

i i i
bf(ﬁ)dx = é)f(x) dx-\-lf(%() dx,

+
= Juordx + j 1.dx,
i

(Por. przyktady do § 1)
8§ 6. Niektdre nieréwnosci dla catek okre-
Slonych.

Twierdzenie.

Jezeli funkcja catkowalna y—f (M w prze-
dziale (a b) spetnia warunek:

i'C f (v M, dla; a”.v - b,

I,
woéwczas m (b—a) " _Jif(x) dx < M (b— a).

Dowadd.

Dowdd wynika z uwagi, ze dla kazdego podziatu 6
mamy: mb—a™ AL<M(@0H—a).

Uwag a.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze jezeli f(x) O
wowczas i
#']/w dx > 0.

Mozemy bowiem przyjag¢é m — 0.



Whynika stad tatwo, ze jezeli dla funkcyj f @) i P()
catkowalnych w (a, b) zachodzi nieréwnos¢

/| @< p@E), daa<A<o,
>
wowczas if)dx . \NEFEQE)dx . . . . (D
a a
Mamy bowiem ((v)—/ M 0, dla a<[A<;i>,

zatem jlox —f @]dx>-0,

wiec ;(p(a)dx—e\lf(a)dx >e (.

Stad za$ wynika nieréwnosé. (1).

Przyktady.

1 Przez wyznaczenie extremow tatwo sie przeko-
na¢, ze dla /(a) = a(l — a) jest

O</(a)<™* 0< a < 1.

Przyjmujac we wzorze poprzednim m — 0, M =\,
otrzymujemy nieréwnos¢

0 ba (l—a)y<a -

Istotnie, obliczajgc catke w znany sposéb, otrzymamy
warto$¢ £, spetniajgcg te nieréwnosc.

2. Funkcja f{x)— xx (a>0) jest ciagta w prze-
dziale (0, 1), jezeli sie uméwimy, ze /(O) = 1 (tom |,
str. 192, przykiad 1). Jak tatwo sprawdzi¢ (por. tom. I,
str. 185, zad. 4), funl|<cja ta osigga tam minimum dla
X — ~7i wynoszgce e ktore jest zarazem jej wartoscig
najmniejszg. Z drugiej strony oczywiscie [/ (&) 1

1

(O”a-~1). Mozemy zatem przyjad m—e ', M—\.
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W ten spos6b dostajemy nierdwnos¢

a1 1
e-p< g*dx< 1 (e~ —0-692...).

W tym wypadku dokladna warto$¢ catki nie da sie
elementarnie wyznaczyc¢.

3. Jezeli /(x) i g=(X) sa funkcjami ciggtemi w (a, £,
wowczas dla kazdego A

/(A) = ai[/(*) + A<p(x)Fd.r>0,
stad 1A= A2aj 2 @)dx -j- ZAJ;f (a) P(a) dX -j-
+ H/2(A)ITASO e @)
a

Poniewaz wielomian
aA8-j-2bA-j-c
jest tylko wtedy dla kazdego A nieujernny, gdy
b*—ac-~0, czyli b*Pac,
zatem na mocy (2)

[T/(A)e>(A)rfA]2< j I 2(x)rfx. \<p*(x)dx . (3)

lub [)/(a) p@dx[< |/ [P @dx. j/|p @dx (4)
Dla <() = 1, otrzymujemy
|§/ (@ dx I< lfb—a]r/j p \x) dx.
Nieréwnos¢ (3) wzgl. (4) (ktéra, jak mozna udowod-

ni¢, zachodzi dla kazdej pary funkcyj catkowalnych),
nosi nazwe nierdwnosci Schwarza.
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8 7. Granice catki. Wprowadzmy nastepujace
okre$lenie: jezeli funkcja f (x) jest catkowalna w (a, b)
a<ib, wowczas potozmy:

ff(dx= —\f (x)dx,
'i_|/ (x) dx — o.

Twierdzenie.

Jezeli a, b, ¢ sa doxwolnemi liczbami,
wowczas:

{7 dx-1i/0)dx = \f(x)dx . . (1)

pod warunkiem, Ze wszystkie powyzsze
catki istnieja.

Dowod.

Jezeli a <"b <ic, wéwczas zwigzek (1) wynika z twier-
dzenia § 5.
Przypusémy, ze a<jc<fb. Zatem

i/ Wdx-flf {x)dx=\f{xdx,
a wiec: [f (x)dx —\f {x) dx= Jf {x) dx,

stad: jEix)y dx-\-\f (x) dx — if (V) dx.
a b a

Jezeli przypuscimy, ze a= c, woOwczas twierdzenie
jest oczywiste. Mamy bowiem w tym wypadku

\fu)dx-f\f (ndx — 0= \f (x)dx.
u b a

Podobnie, jezeli b—c, lub a— b
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Uwaga 1.
Wzér powyzszy mozemy réwniez napisa¢ w naste-
pujacej postaci:

i/ (0 dx §-Jf (ndx () dx—0.

Uwaga 2
Liczby a, b wystepujace w catce
i/ W dx
a
nazywamy granicami powyzszej catlki bez wzgledu
na to, czy lub a*>b. Liczbe a nazywamy granica

dolng, b za$ granicg gdrna.

§ 8. Funkcje godrnej (dolnej) granicy caitki.
Jezeli funkcja / (v) jest catkowalng w (a, b), za$ m jest
dowolnym punktem przedziatu (a, 6), woéwczas mozemy
okresli¢ nowg funkcje F (x) wzorem:

F @)= 21/ () dt a X b.
Funkcja F (V) bedzie okre$long -dla wszystkich x
przedziatu (a, b). Funkcja F (&) jest wiec funkcjg gornej
granicy catki z funkcji f (x).
Podobnie mozemy rozpatrywac¢ funkcje dolnej gra-
nicy catki z funkcji / (v), t. j. funkcje
<Hr) = \f(t) dt.
X

Jasng jest rzecza, ze $ (r)— — F (x).
Nalezy pamieta¢ o tern, ze funkcja gérnej, wzglednie
dolnej granicy zalezy jegzcze od obioru punktu a.

Twierdzenie.
X

Funkcja F(v= j/ (/) dt jest funkcjg ciggty
a

w kazdym punkcie przedziatu (a b).



Dowaod.

Niechaj x0 i *0-)- A bedg dowolneml punktami prze-
dziatu (a, b). Mamy:

F (*0+ A-F(x0= \f{t) dt-?/(/) =
a a
=jf(t)di+Yf(i)dt,
x0 a
zatem na mocy twierdzenia § 7
F(x0FXx)-F(x0= \f(t)dt . . . (1)
X0

Przypusémy, ze |/ x| L dlaa x &
Na mocy twierdzenia § 6 str. 83 i (1):
IF x0+ A- FxO|< Lwxo+ A- al0|.= L |A].
Widzimy stad, ze:
lim |F(rO-f A— F \= 0.
lim | F(r0-f A— F(x0)

X
A zatem funkcja jf (t) dt jest funkcjg ciaggta.
a

Uwaga. o
Oczywiscie funkcja $ () = jf{t) dt jest rdwniez
funkcjag ciagta, gdyz X
$(*)= - F.
Przyktady:

X

dt. -
S—tjest funkcjg ciggta dla 0. Jak

1
fatwo sie przekonaé [por. tw. 3, § 9] jest F (x) — log x.
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X
dt . L
S iest funkcja ciggta dla

0
wszelkich x. (Mamy t)létaj F(x) — arc tg x (por. tw. 3, § 9).

3. Catka F(x)— [ J — (0<A<1) jest
J01/(1— ™) 1—

réwniez funkcja ciaglq dla 0-< x < 1. Funkcja ta jed-
nak nie da sie wyrazi¢ przez funkcle elementarne. Jest
to t. zw. catka eliptyczna.

g—j —dt ciagtej dla

wszelkich x. (Dla +— 0, jako wartos¢ funkcji podcat-
kowej przyjmujemy Ij.

§ 9. Catka okreslona a funkcja pierwotna.

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w (a, ¢,
a™ a<;bia”Cx"b, wowczas pochodna funk-
cji XSf{t)dt istnieje i rowna sie funkcji podcat-

a

kowej w kazdym punkcie, w ktéorym funkcja
ta jest ciggta.

Dowadd.

Przypusémy, ze f (x) jest funkcjg ciggta w punkcie
X0 przedziatlu (a, b). Obierajgc zatem dowolng liczbe
s> 0 mozemy znalez¢ takie i) 0, ze dla kazdego
punktu x przedziatu (a, b), spetniajgcego nierdwnosé

[X—XO0|< 7 ) oo 1)
zachodzi¢ bedzie:
Y w —/0%b)< e

czyli [ (xX0) —e< f(X\< / XO)+ s.. . . (2
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Ktadac F (r) = %fg) dt zauwazymy, ze

F(x)-F(x0 1

| X @}6/(0 dt,

zatem, jezeli x spetnia nieréwnos¢ (1), woéwczas na mocy
nierébwnosci (2) i twierdzenia z § 6:

Fud 82 HEY FUO" Blhl ¢
q
Poniewaz « obraliSmy dowolnie, wiec

lim F{:) _XF{XQ) = (%)

X—>x0
czyli F' (x0) istnieje i F' (x0)= f (x0).
Z twierdzenia powyzszego wynika odrazu nastepujgce:

Twierdzenie. 2.
Funkcja f (x) ciggta w przedziale (a b) po-
siada w tym przedziale funkcje pierwotng.
Funkcjg pierwotng jest funkcja
F(x)=Xf{t) dt + c
Uwaga.
Twierdzenie (1) mozna réwniez wypowiedzie¢ dla

funkcji $ (x) r=\f (1) dt.
X
Mamy bowiem
1f(t)dt=~]1f{4)dt.
X u

Nalezy jednak zauwazy¢, ze <€'(.r) = —/(*)e
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Twierdzenie 3.

Jezeli F(x) jest funkcjag pierwotng funkcji
/(x) ciggtej w przedziale (a b), wéwczas

\f(t)dt=F(x) — F{a), a<a<b¢, X< h
a
Dowod.
X
Poniewaz F(x) i jf {t) dt sg funkcjami pierwotnemi
a
funkcji f (x), wiec rdéznig sie tylko o stalg. Zatem
\f{t) dt=F{x) + c
a

Kladagc x = a, otrzymamy 0= F (a) -j-c. Wynika
stad, ze c = — F(a), zatem:
\f(x)dx=F(x)-F(a).
a
Uwaga.
Kfadagc w poprzednim wzorze x — b, a— a otrzy-

mamy:
M(dt=F(b) —F@ . . . . (1)

Wzbr powyzszy pozwala nam obliczy¢ catke okre-
Slona, gdy znamy funkcje pierwotng, t j. catke nie-
okreslona.

Dla krétkosci piszemy wzoér (1) czesto w innej postaci:

Np. \/(t) dt=F (t)\

itdt— —

Przyktady: n

*

1. Wyznaczy¢ catke: fsin X dx.
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Poniewaz {sin x dx — — cos X,
J
wiec bsin x dx = — cos £ -f-cos0= 1.
|
2. Wyznaczy¢ catke o5.rn ci.r n> — 1
. . . X
Poniewaz j*ndx — -—— - >
n-j-1
* -
i d
wiec | xndx S
a
. f _x»
3. Wyznaczyé catke | > —dx a> 0.
0]
&
Poniewaz ]r N dx — | log (a8+ *3> wiec

Fonit? dx—1 10y 2a8—i log a8= i log 2.
0 T

4. Wyznaczy¢ catke » dx-

: - ]| = AV
MoyiSh=S 1" tf):(i+,8")
Kladac wiec tg x = / otrzymujemy

dt
1+ 5 5

f sin* x . tg° r tho

stad 3 cosdx @ 5 5 5
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2

5. Wyznaczy¢ catke /,, = O{s,in"x dx (n naturalne).

Dla catki nieoznaczonej j sin" x dx otrzymalismy
(por. str. 15) wzdr rekureneyjny

fsin"’acdx:, cosr sin’-1 n_If\s'mn Ixdx.
Stad
U 2 )
I = fgin" x dx— " sin-2renx.

Jezeli n 2, to pierwszy wyraz po prawej stronie
rébwna sie zero, wiec
I =n ~
" Ny
Przy pomocy tego wzoru oraz z uwagi na to, ze
— £> A ?='l otrzymujemy tatwo przez indukcje
J

13 21 —1 n

n
t ? e 2«41

1 2 4 2n
I'sm T 3*5

CETIT-pT

§ 10. Twierdzenie o wartosci S$redniej (cat-
kowe). Jezeli funkcja f(x) jest catkowalng w prze-
dziale (a, b), wowczas wyrazenie:

b_1 a \f(x)dx

nazywamy wartosciag Srednig funkcji f (x) w prze-
dziale (a, b).
Waznem jest nastepujace:
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Twierdzenie (catkowe o wartosci $redniej).

Jezeli funkcja f (X) jest ograniczona i cig-
gta wewnatrz przedziatu (a b), wodwczas
istnieje taki punkt £ wewngtrz tego prze-
dziatu (t. zn. a <! §<Ch), ze:

Dowdd.-
Pot6zmy:
F(x) = ;]f—(t) dt daa v b . . (1
Funkcja F(x) jest funkcjg ciagta w (a, b) i na mocy
8 9, posiada wewnatrz tego przedziatu wszedzie pochodna:
F'(x) = f(x) a< v< 60 ... )

Zatem z twierdzenia o wartoSci $redniej poznanego
w rachunku rézniczkowym wynika, ze istnieje liczba
spetniajgca zwigzek:

F{6)-F(a) = (6-a)/" () a<$<b . (3
Poniewaz na mocy (1)
F ()= ;f (hHdt, Fa) = lIJf h dt= 0,
wiec na mocy (2) i (3)
g'f ©'dt= (b— a)f (£).

Stad otrzymujemy nasze twierdzenie.

Przyktady:
1. Srednig warto$é funkcji/(.v) = x (1—*) w prze-
dziale (0, 1) wynosi

jf (v dx =
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Poniewaz jest to funkcja ciggta, wiec dla pewnego

x='8 0< | < l)mamy 5(1—¢£) = co fatwo spraw-
dzi¢ bezposrednio.

2. Srednia warto$¢ funkcji / (r)= x sin v w prze-
dziale (0, n) wynosi

* jx sinx dx — t.
b

Wobec ciggtosci tej funkcji, dla pewnego s prze-
dziatu (0, n) jest | sin S=.l. (Latwo bezposrednio udo-
wodnié, ze istniejg co najmniej dwie takie wartosci £).

Zadania.

1) Wyznaczy¢ nastepujgce catki okreslone:

ly

0
2n

e) jcos mx cos nx dx= 0 przy m+ n,
=n W, m—n
(m, «..catkowite, dodatnie),
fi
fy (arcsinxdx—"—1,
o)



j) illrs+ I~ =r 2~ + tlog(l+V2).
o] 2

2) Wykaza¢, ze S$rednia warto$¢ promienia wodza-
cego elipsy

1— ecos p
réwna sie potowie jej matej osi. (Jak wiadomo
bt *—
L A
a a

gdzie a, b oznaczajg potowe duzej i matej osi). Nalezy
wyznaczy¢ Srednig wartos¢ funkcji
P
1— ecos
w przedziale (0, 2 it).
3) Obliczy¢ $rednig warto$¢ funkcji
= £
Sin* X -j- 4 COS™ X
w przedziale (0,y) i sprawdzi¢ bezposrednio, ze wynik
wynoszacy jest wartoscig funkcji / (x) dla pewnego
x = £ tego przedziatu.
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4) Przyjmujac w nierdwnosci
m((p—a)< rJ]/(x) dx< M (b—a)

za m i M najmniejszq i najwiekszg wartos¢ funkcji
f {X) — r(l —ara w przedziale (0,1), wykaza¢, ze

0 6x (1 —x)sdx -<
nastepnie za$ sprawdzi¢ to bezposrednio, obliczajac catke.
5) Obliczy¢ w granicach od 0 do 3 catke funkcji

/ (x) okreSlonej w spos6b nastepujacy:

f(X)—1—x dlaOe<x < 1,

/ x= 0 ., 1< *< 2

mf(x) = (2— X)s , 20 < 3
i sprawdzi¢ bezposrednio, ze otrzymana funkcja jest
ciggta w przedziale (0,3) i ze jej pochodna wkazdym
punkcie wewnetrznym tego przedziatu istnieje i réwna
sie f(x).

6) Przy pomocy wzoru na str. 46 (przyktad 2) wy-
kaza¢, ze:

n

rcosIn+| a'd]x ----- 2.4 R P r—r
i : = 3 % 1
n

7 J 1.3 ... (2n— 1 n
jcos' "xdx=2, g

dla wszystkich naturalnych n.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 7



Rozdziat V.

Przeksztatcanie catek okreslonych.
Catkowanie ciggéw i szeregow.

§ 1. Zamiana zmiennych w catkach okreslo-
nych. Przypusémy, ze w catce okreslonej:

\ f d
A () dx
chcemy uzy¢ podstawienia x = <p(i).

Wz6r na zamiane zmiennych w catkach okreslonych
jest nastepujacy:

Sf d
3 (x) dx

i (01 <P dt,

$@0)= a, e (I7)—h
Wz6r powyzszy udowodnimy przy zatozeniach:
1. Funkcje <p(f) i <p'() sq ciaglte w {a (i). m

2 Funkcja f (x) jest okreslona i ciggta dla wszyst-
kich wartosci, jakie funkcja x — <p{t) przyjmuje w prze-
dziale (a, ¢9.

3. p(@=a P9 — b.

gdzie

Dowadd.

Oznaczmy przez M wzgl. m najwieksza wzgl. naj-
mniejszg warto$¢ funkcji
x = <p(t) d

Niechaj Fv= if (x) dx

m X ¢C M.
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Na mocy twierdzenia o podstawianiu w catkach nie-
okreslonych (str. 7)

Fle(>]= i/ %it)} 9 (O dt dla aK #

Stad
\f[<P (Ol P (t) dt — F[ip (i?)] — F[if (a)]'— *
= F(b)-F(a) @
Poniewaz L'f (x) dx— F(b) — F (a) )

wiec z poréwnania ostatnich dwdch réwnosci, otrzymu-
jemy zadahy wzér.

Nieraz nie potrafimy wyznaczy¢ catki nieoznaczonej
danej funkcji, a mimo to zdotamy obliczy¢ catke okre-
Slong w pewnych granicach przy pomocy stosownej
zamiany zmiennych.

Uwaga.
GdybySmy zamiast zatozenia 3. mieli

<p(P)=a (E@—0>b

woéweczas, jak tatwo stwierdzi¢, mielibySmy zamiast
zwigzku (1)

Sflcp(t)}<p'(t)dt*F(a)- F(b)
Stad na mocy zwiagzku (2)

\f(x) dx = Lf[<p(t)] <p'(t)dt.
a

Przyktady:
1. Wyznaczy¢ calke
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Podstawmy [/l -]- x2— t,
czyli x= Jfs—1
Mamy dla t— 1 x= 0, f==]/2 x= 1
. . tdt
Poniewaz dx-
y —i
p* gl/o 1
Wiec /=)~ =15 = K4-1
' 3 | d
2. Wyznaczy¢ catke:
jlogC+ri
6 i+ i’
Pot6zm x= tgt, dx = ar;
y B YY ¥
Nowe granice catkowania beda, jak tatwo widzie¢, 0 i £.
Zatem a

(12t 6 d,= (12 ("~ A~ L =jtog(l+tgOtf, =

6 1+ x OJ 1+ li t cos to .
j . sin/-]- cos / £ f2cos (f— /)
= "lo dt — loglk———--— =
0 cos t D cos t
a X ' fL

— 6Iog 1/20dt -f- Slog cos (E.'— *) dt — (i) log cos t dt.
Ktadac w drugiej catce f-—t=u, dt= —du, mamy

n,

1 0 ' i

élog cos ("-—t)dt= (— log cos u du :\(l)og cos u du.

4
Zatem dwie ostatnie catki sie znoszg.
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Otrzymujemy wiec

5 dx = \lor~r dt= 7 log 2-

3. Wyznaczy¢ caltke:

X sin x
A- cos2x
Mamy
« j
f xsinx _ f xsinx . f xsinx
J1—4-COS8X X )1 -f-COS8X X  J1-j- COS8X X
[¢] w X
T
Ktadac w drugiej calce x = n—t, dx— —dt, mamy
« . 0 .
f xsinx fGt— t) sin {n—1t)
JI + oo0s8* X J 1-frco5*(jr — i) ~
£ _
2 2
2 -
__f(n—1t)sint
J. 14-¢c0s81 a
Piszagc znowu x zamiast t, mamy
S xsmaroo S . \ sina:
1) cossx X = oi .- X-j- it J_-JF"EB_SSX
— n
2 T
_ i xshx<4 [ s'’h x dx

J1 -j- COS2 X X J14™ COS2X
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Obliczajgc te catke w znany sposéb, otrzymujemy
ostatecznie

X sin x .
1 -j- cos*x X 4
Zadania:

Wyznaczy¢ nastepujgce catki oznaczone:
1)

Podstawienie x = sin3tp.

2> (a>0>-
Podstawienie x = a cos (p

3jid frac 1B 33
» Podstawienie x = a tg ¢

el jro2
4) Y]2ax —x*dx = —-
o] t

Podstawienie x = 2 a sindq
§ 2. Catkowanie przez czesci. Przypu$émy, ze

funkcje f (x) i (p(a) sa ciagte wraz z pochodnémi w prze-
dziale (a b).

Niechaj F(x) = () (X).
Mamy F' (X)—f(X) P+ W(D{X)

Poniewaz [F (r) dx = F(x)\
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wiec aS[/ (at) P @) + /" @) (pa)] dx ==/ (X) (P(a) A
Stad
I PW dx=Ff(x) (PP —\f' @) s @ dx (D)

Przyktady:

1. Wyznaczy¢ catke:
ii
i A cos A dX.
0

Przyjmujac we wzorze (1) f'(X) — x, za$ (p(a)= sin x,

otrzymamy
n n n
8a cos a dx = asina|o—85inxdx= — 2.

2. Wyznaczy¢ catke:

6a4(1 — a)3dx.
- ( —ap :
Przyjmujac / (@) =a2 P(X) = >dostajemy

ja41 — a)3dX: —A4 TY)};,a . (1_3a)4é\x

Pierwszy wyraz po prawej stronie rdéwna sie zeru.
Catkujac jeszcze raz przez czysci, otrzymujemy
1 |

- a . d -A 3
ix @ o Wax—— e a N\ O By,
Pierwszy wyraz znowu odpada, za$
*1(1 3dx=—~* *e
é a)3dx

t
Zatem a 4(1— a)?ﬂX =
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§ 3. Catkowanie ciggéw i szeregéw. Udowod-
nimy twierdzenie nastepujace:
Twierdzenie 1

Jezeli cigg funkcyj {n,(nN} ciggtych w prze-
dziale (a,b) zdgza w tym przedziale jednostaj-
nie do funkcji u(x), wéwczas cigg funkcyj

15un (f) dfj zdgza jednostajnie do funkcji \u(f) dt
w przedziale (a,b).
Dowéd.

Z jednostajnej zbieznosci ciggu {«,, ()} wynika, ze
funkcja u{x) jest funkcjg ciggtag (T. I, str. 215 i 218)
i ponadto, ze do kazdej liczby 8 >0 dobierzemy takg
liczhe N, ze dla kazdego n”">N bedzie zachodzi¢ nie-

réownosc¢ : lun(r) —u(r) |<Ce dlaa x b
Zatem dla n*> N na mocy 8§ 6, str. 83
[un(t)~ u(t)] dt -<s{x—a)<]e(6— a),
czyli £(b—a) dlaa x b
Poniewaz £ jest dowolng liczbg dodatnig, wiec ostat-
nia nieréwnos$¢ wskazuje, ze cigg funkcyj: u, ()
zdaza jednostajnie do funkcji Ju (f) dt.
A
Uwaga.
Z powyzszego twierdzenia wynika dla x= b
lim Jun(f)dt — \u(t)d t.
n—>00 a a

A wiec przy ciggu jednostajnie zbieznym mozemy
znak calki zamieni¢ ze znakiem granicy.
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Analogiczne twierdzenie mozna wypowiedzie¢ dla
szeregbw jednostajnie zbieznych.
Twierdzenie 2.
Jezeli funkcje {/,,(*)} sa ciggte dla a<>-<6 i je-
zeli szeregngfn(x)jest jednostajnie zbiezny w (a,6),

przyczem f{x) jest sumg tego szeregu, wowczas
szereg: «*
afn(f)dt (a<™*<6)

n*1
jest jednostajnie zbiezny i
2|\ant)dt= 1f(t)dt (a<*< &)
m=l a

W. SZCZGg(ﬂnOéCi
2\fAt)dt=\f{Jt)dt.
mi a ) g )

Dowdd wynika fatwo z okre$lenia jednostajnej zbiez-
nosci szeregu i twierdzenia 1.

Przyktady:

i Ciag {un ()}, gdzie u,,(x) — xn jest jednostajnie
zbiezny do funkcji u (x)= O w przedziale (O, £), bo

Ja.W K p dla O< x
Na mocy tw. 1 jest wiec
lim Jun()dt— Ju(Odt= O
n—m O (o]

dla O Istotnie, catka:

X Jrntl 1
jo.#)dl="zpi<7T+1

dazy jednostajnie do zera, gdy n —» 0o0.
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2. Potézmy: u,, {X) = n3x dIaO-"r-Gi)
u,(r) = % dI%-< r<I.
Jaktatwo zauwazyé, funkcje «,, (X) sg ciagte w prze-

dziale (O, 1). Mamy un (0) = 0, zatem
li 0)= 0.
N |md) un (0)
Dla x> 0 in N ojest un (x) — a wiec
li *)'=~-e
nlngooun( ) X
Zatem ciag {u,,(at)} jest zbiezny do funkcji u (x) — —(x> 0),

dla ktérej u (0) = 0. Zbieznos$¢ ta jest niejednostajna,
gdyz funkcja u {X) jest nieciggta dla *= 0. Obliczajac

catke bu (x)dx, otrzymujemy:

\Vun()dx = \un(x) dx-J-j un(*) dx —
o] o] . )h
X i
= .gn adx f,(x.. i + log n.
i
Widzimy zatem, ze w tym wypadku cigg catek jest

rozbiezny, mimo to, ze cigg funkcyj jest zbiezny. Zalo-
zenie jednostajnej zbieznosci w tw, 1 jest wiec istotne.

3. Szereg .1 jest jednostaj nie zbiezny w kaz-
o= M cosnx .1 .

dym przedziale, bo tutaj |/,, (*)| — < — zas
szereg 2 r-]4 jest, jak wiadomo zhiezny (por. T. I, str. 219)

Oznaczajac jego sume przez f(x), otrzymujemy na
mocy tw. 2



W szczeg6lnosci dla x = £ oraz x = n dostajemy:
it

{_*/(/) +
]f(t)dt = o

§ 4. Catkowanie szeregdéw potegowych. Przy-
pus¢émy, ze szereg potegowy

a0+ X =(-3***4 - anxnNA- . (D)

posiada promien zbieznosci R. Zatem szereg powyzszy
jest zbiezny dla — R < x <[ R, za$ jednostajnie zbiezny,
w kazdym przedziale (a,0), gdzie — R <€Ca <<b< /2

Niechaj /(a-) bedzie suma szeregu (1). Na mocy
twierdzenia 2 mamy:

jI(v) riv=Jaorfr§j-1*ixrfv+ INN-r*d-r + eeml «,A-"rfj: -f .
[¢] U 0 * [¢]
(-*<*<.R).
Zatem
1f (x)dx = BaX+ | X+ .. X"+ + ... (2
(—R < x<R)
Szereg powyzszy jest jednostajnie zhiezny w kazdym
przedziale (a, b), gdzie —R < a<4 <CR-
Uwaga 1
Jezeli F () — \f (*dx,
wowczas \f(x) dx = F{x) — F (0).
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Stad na mocy (2), kladac F (0) = C otrzymujemy
F(*)=f/(*) d*= c-j-a0*-f N **+ . ~ -j

Szereg powyzszy przedstawia wiec catke nieokre-
$long funkcji /(*) dla —R<C.x<”R.
Przyktad:

Catkujac w granicach od 0 d6 * znane szeregi po-
tegowe (T. I, str. 235—36)

12 =i— -fp+...-f(-i)ntn+
I-M
vr=r* I+12> +1§.Ah<*-+-+
1.3...(2/1 n
T 2.4 ... 21 ~r "

zbiezne dla 111< 1, otrzymujemy szeregi

xom
Lctgl_ T _ ¥ + 2"+t
* 1 xs,.1.3Xxs Cvwe o
arcsm,=r+2 3+Z71 5+'" +
1.3... (2/1-1) *2,,+I
+ 2.4 ... 2n 2n4" 1
zbiezne réwniez dla |*|<ClI.
Kladagc w ostatnim szeregu * ==  dostajemy
a 1.1 1 .1.31
6 _ 2+ 2'3.2s + 2.45.2s +

Ten szereg nadaje sie dobrze do obliczania liczby n.
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Uwaga 2.

Jezeli dana funkcja f(x) da sie rozwing¢ na szereg
potegowy, wowczas catke tej funkcji otrzymamy catku-
jac ten szereg wyraz po wyrazie. Sposob ten otrzy-
mania catki dogodny jest wowczas, jezeli innemi meto-
dami wyznaczy¢ jej nie mozemy.

Przyktady: >

nie mozna wyznaczy¢ dotagd poznanemi metodami, gdyz
funkcja pierwotna funkcji SI* X nie nalezy do znanych

nam funkcyj elementarnych. Ale bardzo jest tatwo obliczyé
ja, korzystajac z rozwin(i)e;cia na szereg. Mamy bowiem

y. y.8 y.5 y.2/1+1
Sin*= - - - 4+ - ...+ (-i

a wiec, dla x4~ 0

= g1+ £ +( D« £11_+
X 3 B — =7 @n  m

Szereg po prawej stronie jest zbiezny rowniez dla
x — 0 do granicy 1.

Funkcja ~~~ przedstawia si¢ wprawdzie dla x — 0
w postaci nieoznaczonej, ale posiada warto$¢ graniczng

_Ii_n)1 Sn>1( X— 1 (por. T. I, str. 73—74). Jezeli wiec przypi-
5o

szemy jej w punkcie x =0 wartos¢ 1, to otrzymamy
funkcje ciagta dla wszystkich x, przedstawiong przez
ostatni szereg potegowy.
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Catkujac wyraz za wyrazem, dostajemy szereg

I'sin.v " . b3—a3 . b5— a5
\ X o« 3.3l 5.5 oW
A+l «211H

[ —

x 2n+ 1)(27i+ 1)iAe

bardzo szybko zbiezny, przy pomocy ktdérego tatwo obli-
czy¢ catke z zadang doktadnoscia.

2. W teorji wahadta matematycznego dowodzi
ze czas jednego wahnienia dany jest wzorem

" s d (0]
"
T | —
I I I ﬁ/l_— k2 sin2
w ktorym 7 oznacza dlugos¢ wahadta, g warto$¢ przy-
$pieszenia ziemskiego, za$ k — sin -j, przyczem a jest
katem zawartym miedzy potozeniem pionowem a skraj-
nem (0 < a<Cn).
Wystepujaca po prawej stronie catka nie da sie wy-
razi¢ przez funkcje elementarne, mozna jg jednak obli-
czy¢ przy pomocy rozwiniecia w szereg. Zastepujac

w rozwinieciu funkcji j*==L== podanem w przykiadzie
na str. 108 zmienng t przez k sin ¢ otrzymujemy

i n . = 1+ t (*sin 2+ Asin o)\ +
VI — k2 sin2(f ( 9 -4( ®)

G sinqy .
Szereg po prawej stronie jest zbiezny jednostajnie
w przedziale (0, §-). Istotnie, jego og6lny wyraz spetnia
nierdbwnos¢

sieg,



t. zn. jego warto$¢ bezwzgledna nie przekracza bez-
wzglednej wartosci, wyrazu og6lnego szeregu, otrzyma-

nego przez podstawienie w rozwinieciu funkcji.~----- n
wartosci t = sin Ten ostatni za$ szereg jest zbiezny,

bo 0 sin y <C 1- Mozemy zatem (por. str. 105) catko-
waé obustronnie w granicach 0, 4 :

N —m—+ i A2fsin (fidep +
|]/l—A25in2<p 2
T -

+ j sind (pdcp -j-
JSk wiadomo (por. str. 93) mamy

f . In ,1.3.5...(2/i —1) n
sin2” pdp 2.4.6..2n 2

Wstawiajgc to w otrzymany szereg, dostajemy osta-
tecznie :

Przez dodanie odpowiedniej liczby wyrazéw tego
szeregu mozemy obliczy¢ czas T z dowolng doktadnoscia.

§ 5. Catkowanie i rézniczkowanie wedtug pa-
rametru. Niechaj funkcja K (x,t) bedzie okreslona i ciggta
w prostokacie

a X b, a' to .
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Poniewaz dla kazdej wartosci zmiennej / w prze-
dziale (a, b") catka b

i K (% 1) dx
a .

istnieje, zatem mozemy zdefinjowa¢ w przedziale (a,b')
funkcje /(/) kiladac

f(O="\KeGDdx o)

Wykazemy, ze funkcja /(/) zdefinjowana wzo-
rem (1) jest funkcjg ciaggts.

Jezeli bowiem /' jest dowolnym punktem przedziatu
(a, b"), zas {/..} jest dowolnym ciggiem punktéw tegoz
przedziatu, zdazajacych do /', wowczas na mocy jedno-
stajnej ciggtosci cigg funkcyj (zmiennej x) {/i (x, /,,)} zdaza
jednostajnie w (a, b) do funkcji K (i, /).

Zatem, na mocy twierdzenia o catkowaniu ciggow,
mamy 6 "

lim\ K (v,/,,) dx — j K Cr,/") dx,
stad namocy (1)
lim /(/,,)=/(/").

A wiec funkcja /(/) jest funkcjg ciagta.
Udowodnimy teraz twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja K Cr,/) jest ciggtg i po-
siada pochodng czastkowag wzgledem /, cig-
gta w prostokgcie a<C.v<!Z> a' [<l06, woOw-
czas pochodna funkcji

[(1)="1 K(x,t)dx
a
istnieje i wyraza sie wzorem

'(/) =) Kt(x,H)dx a’</</>"
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Dowdd.

Niechaj /'i /' -|r A bedg dowolnemi punktami prze-
dziatlu (a, b"). Mamy:

"+ A)—/(*) = fK(x, t'+ X)-K{x, O~

A J A
n

.stad na mocy twierdzenia o wartosci S$redniej:
K{x,t +X)A— K(x,t") = KL {X, U+ $X) ©0< < 1)

Zatem

I+ AT et ot - $X)dx.

Jezeli teraz A bedzie dazy¢ do zera, to na mocy
jednostajnej ciggtosci

r, (*/'+ #A
bedzie dazy¢ jednostajnie do
K\ (x, ).
Zatem hm # ’%V'/(/') — {Kr,'(‘x,t)dx.
i-X0 ‘;31

UdowodniliSmy tedy nasze twierdzenie.

Twierdzenie 2

Jezeli K(x,t) jest funkcjg ciaggta w pro-
stokacie a<x< 6,

wowczas catka z funkcji
f(s) = JK (x, s)dx

Rachunek rélniczkowy i Catkowy. 8
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wyraza sie wzorem:

jf(s) ds =) {] K (x, s) ds} dx b
< h n

t b bt
ezyli.: j{K(,s)dx}ds= ) {SK (*s)ds}dx.
aa a a

Dowdd. il

Potozmy F (t) — \ {\ K U, s) cts}dx (@)
a a

Woéwczas na mocy twierdzenia 1 i z uwagi na to, ze

— {jF(.r, s)ds} = K{x,t)
b
mamy F'()= JK X I)dx= /().

ZateTtn F(i) = iU/ # dt+ C

Zeby statg C wyznaczyé; potézmy t — a, wiec
F(a) = C. Lecz namocy (1)

F (@ =mS{JK (*,s) ds}dx = O.

« 0
Zatem <7=0,
wiec F(t) = 1/(}) dt-,
t bt
czyli j/(s) ds = S{IK (r,s) ds} dx.
a a o
Uwaga.

Kfadagc w szczegolnosci a="a', t— b', mamy

j{SK (r,s)dx}ds — j {JK {x s)ds) dx.
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Zatem, przy powyzszych zatozeniach, porzadek cat-
kowania nie wpltywa na wynik.

Dotychczas przyjmowalismy, ze granice catkowania
sq liczbami stalemi. Zajmiemy sie teraz catkami, kto-
rych granice sg funkcjami zmiennej t.

Niechaj funkcje (p(/), m(t) bedg funkcjami ciggtemi
i majaceini ciggte pochodne w przedziale (@ b"), i niech
ponadto

a-<<PW b, ac<ty b dlaa< tC b.

Zatozmy, ze funkcja K (*, t) jest okre$lona i ciaggta
w prostokacie a i ze posiada w tym
prostokacie czastkowa pochodng wzgledem t, ciggla.

Ot6z przy powyzszych zatozeniach, mozna wypowie-
dzie¢ nastepujace:

Twierdzenie 3.

Pochodna funkcji
v(0
f(t)= j K(x,t)dx
<Y
istnieje.i wyraza sie wzorem:

I'(n=* ;?(SK‘t(x,t) dx + K[y>(t), t]ly>'{t) - K[<p{t),t]<p’ (©).

Dowod.
Potozmy ﬂ K t)ydt= F (/, u, v).

Mamy oczywiscie:
f(t)=FI[t,
Opierajac sie na twierdzeniu o rézniczkowaniu funk-
cji ztozonej, otrzymujemy
I'MH= RH u v)+ Fuluu u+ Fu((u,u)v.
g*
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Poniewaz F\ (/,u,v) — \iK‘t(x, 1) dx,

K (f,u, v) == — K(u, t),
R, (/, «, v) = K (o, t),

wiec /'U)= K, x,Hdt-j-Ku, t)v— K (u,t) u.

Stad za$ po podstawianiu u = o>(/), v— y>(i), otrzy-
mujemy nasze twierdzenie.

Przyktady:
1. Mamy: P T PR (n=i=— 1)

)* et Jit 1jimmmmmeeee

2. Mamy, jak tatwo sprawdzié:
1 f8in2x  21/fea UM<
Rozniczkujagc ze wzgledu na a, otrzymujemy
sin2x ) n
: ax — .
(1 + a sin*** 4(Gi | a)?
T

f dx n o
Jl--acosy {i="d2

Ro6zniczkujagc ze wzgledu na a, dostajemy
3

3. Mamy

cos x dx na
(1-)-a cos *)*
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za$ catkujagc od O do / ze wzgledu na a, mamy po le-
wej stronie

J JI + acosx J }1-J-acos x

0 0 0

flog (1l 1cos x)
) COS X

za$ po prawej stronie

t

n .
da — n arcsin t.

6 Fi—a
Ostatecznie mamy dla |i|<”I

a3
f log (1 -)- t cos x)
cos X

dx = n arcsint

4. Kiladac f(x)=\y dlax> 0, mamy

fdt |, @ fdt

] 1 t ]\-I‘y& ;( t
Ro6zniczkujgc ostatnig catke ze wzgledu na .r, mamy
wi
d E dt

dx 1 —0

t COXy *X
A wiec jej wartos¢ nie zalezy od x. Kiadac x = 1,
otrzymujemy jako warto$¢ tej catki f(y).
Stad f(xy) M f(x)+f(y).

UdowodniliSmy w ten spos6b podstawowg wiasnosc
funkcji log x = f (x).
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Zadania:
4

1) Obliczy¢ catke (  "x
mi -V
na 4 miejsca dziesietne przy pomocy rozwiniecia w szereg.
2) Sprawdzi¢, ze.catkujac -wyraZz za wyrazem szereg
L+ %)= 1+ () vt )i+ (2).%* +
a nastepnie mnozac obustronnie przez n -f- 1, otrzymu-
jemy analogiczny szereg na (1 -f-.v)' .+l
3)Catkujac w granicach od 0 do x szereg Maclauring

funkcji wyprowadzi¢ wzoér
m|'l+.rl

log (VIh I/l + v =
1M3,1.305 1.3.5 V.
~V 23T 2.45 2.4.6 7

wazny dla |.r] < 1.

4) Wykazaé, ze cigg f,,(xv=xne~nx jest niejedno-
stajnieI zbiezny do /(.r)=0 \IN przedziale (Q 1), a ciag

catek g)f . (X) dx zbiezny do bf (v) dx = 0.
5) Wykaza¢, ze dla |.v| 1

dt x . las , 1.3 *n , 1.3.5 .r1
il _ /s 172 6T 2.4 11+ 2.4.6 16 "

6) Wykazaé, ze dla |v| < 1

fleg(+ 0. iifrE
J t 127 22~ 35” 42 ' "
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7) Z nastepujacych catek wyprowadzi¢ nowe przez
ré6zniczkowanie i catkowanie wzgledem parametru

| pa,— 1
a) je'xdx — - 1
0 3

Vv . tT,a
b) !){'2 ax—ixidx= - (por. str. 102, zad. 4),

n
u

©) )Oa cosox T b sir x: 2 ab ‘(P°r-,str- 96.>Z.ad'
d) i " bx d 3 3 N b |
) ie-" cosbxdx— — , is (e ~ cosbn—I.

8) Udowodni¢ przez rézniczkowanie catek wzgledem
parametru nastepujace wzory:

a)1 arc tg x 41- arc'tgy — arc, tg 1X ar uy >
b) arc sin x +.arc siny = arc siii (xfl —y%\-y]]\ — w).

9) Dla jakich wartosci n wolno rézniczkowaé catke

& e



Rozdziat Ml

Catki niewtasciwe.

§ 1. Catka funkcji nieokreslonej w kilku punk-
tach. W rozdziale tym okreélimy pojecie catki, w wy-
padkach, gdy funkcja podcatkowa jest nieokreslona
w kilku punktach, lub gdy jest nieograniczona, lub
wreszcie, gdy przedziat catkowania jest nieskonczony.

Przypusémy, ze funkcja / (a) jest okreslona w (a, b)
wszedzie poza skonczong liczbg punktéw *1< xj < .. .a*
Zatozmy, ze funkcja f (a) jest funkcjg ograniczona.

Okre$lmy  funkcje f (x) dowolnie w punktach
ag, jts, ... a* Nowg funkcje, okreslong juz w catym prze-
dziale (a, b), oznaczmy przez ¢>(a). Jezeli funkcja < (@)
jest catkowalna w (aTh), wowczas catke

h
iV (x) dar
a

nazywamy catkg niewtasciwg funkcji / ().
GdybysSmy okreslili funkcje / (a) inaczej w punktach
all os, ... a*, to otrzymalibySmy inng funkcje m (ar). Lecz
jak tatwo zauwazyé
aS[<PW — Wldx= 0,

gdyz (p(@) — <p(@a) jest wszedzie zerem poza punktami
ag, as, ... xk. Zatem, jezeli funkcja o (@) jest catkowalna,

to <p(@) jest funkcjg catkowalng i
b_ b
SP() dx — \ P(a) dar.
a a
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Widzimy stad, ze catka niewtasciwa nie zalezy od
tego, jak funkcje /(x) okreslimy w punktach xI5xs, ... x*.
Catke niewtasciwg oznaczac¢ bedziemy jak poprzednio:

Sf(x) <ix.

Przyktady.

1. Niechaj /(ar) = sin ~ dla x=j=0.

Jezeli potozymy <p(x)=/(x) dla x=j=0, a <p(0) = 0,
wowczas, jak fatwo zauwazymy, funkcja <p(x) posiada
tylko jeden punkt nieciggtosci x = 0.

Funkcja $(x) jest wiec catkowalna w kazdym prze-
dziale.

Wynika stad, ze np. catka niewtasciwa

|
EBsin -jdx

istnieje i réwna sie catce 6<p(x) dx.

sin x
Podobnie funkcja ------ posiada catke niewtasciwag
w kazdym przedziale. x

2. Funkcja x log X posiada catke niewtasciwg w kaz-
dym przedziale 0<"x<Ta, jest bowiem ciggta dla
x> 0, a poniewaz lim x log x — 0, jest- w tym przedziale
ograniczona. *_>°

§ 2. Catka funkcji nieograniczonej. Zatézmy, ze
funkcja / (x) jest okresSlona w przedziale (a, b) z wyjat-
kiem, by¢ moze, punktu a i ze ponadto jest nieogra-
niczona.

Jezeli funkcja / (x) jest catkowalna w kazdym prze-
dziale (a-j-s, b), gdzie e > 0, a-J-e<d i jezeli istnieje
granica b

lim J/ (x)dx,
B—H-0 *+£
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wolwczas granice te okreSlamy jako catke niewta-
Sciwg h
Lf(x) dx.
Przyktad:
Funkcja y = T/= jest funkcjg ciggta w kazdym punk-
X

cie przedziatu (0, 1) wyjagwszy punkt *=0. Mamy

o, —2Te (e>0)

a zatem . lim
ot

A wiec catka niewtasciwa funkcji y — -j= w prze-
dziale (0, 1) jest réwna 2. Zatem: 1x

0]

Jezeli funkcja f(x) posiada w (a, b) skonczong liczbe
punktéw, w otoczeniu ktoérych staje sie nieograniczong,
woéwczas rozbijamy przedziat (a, b) na skonczong liczbe
przedziatéw takich, by w kazdym =z nich istniat jeden
tylko punkt, w otoczeniu ktérego funkcja staje sie nie-
ograniczong. Jezeli w kazdym z tych przedziatdw funk-
cja posiada catke niewlasciwg poprzednio okre$long,
wowczas sume tych wszystkich catek nazywamy catka
niewtasciwg w przedziale (a, b)

Przyktad:
Funkcja : .,.L— : (0 < x < 1) staje sie w otocze-

niu punktow x = 0 i x =1 nieograniczong. Aby wiec
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zbadaé¢ czy istnieje catka niewtasciwa w (O, 1), badamy
granice catek:

lim f, mdx mm lim [-pfi.--.
6—>+0J<JLX(1—IX) f—+o 1J fa:(1— &)

Poniewaz { d* .= arc sh @x —1,
Jfca-*)

wiec granice powyzsze wynosza odpowiednio:
. N4
lim {arcsin 0— arcsin 2 £— 1)] = —
t—+o0 2
. . . K

lim [arc sin (1 — 2fi)— arc sin 0] =
c—>+o0 2

A wiec ' *

§ 3. Calki w przedziale nieskoficzonym. Nie-
chaj funkcja f ) bedzie okreslona dla wszystkich x*> a.
~ Zalézmy, ze w kazdym przedziale a”x " .b fuhkc'

/ [it] jest catkowalna. b

Jezeli istnieje lim I(AT)d. S ¢ ]
e Moo (And .y @

wolwczas granice te nazywamy catkg niewtasciwg funk-
cji f(x) w granicach od a do -f-oo i oznaczamy ja
symbolem: +®

W wypadku tym moéwimy réwniez, ze catka (2) jest
zbiezna. ;Jezeli, zas granica (1) nie istnieje, wodwczas
moéwimy, ze catka (2) jest rozbiezna.
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Przyktad:

Funkcja y = -j jest ciggla dla x > 1

Poniewaz

zatem lim \ dx — 1, a wiec t—=—1
(_>+» ‘I]Jf L) XE

Analogicznie okre$lamy catki niewtasciwe:

j /) thr=lim |/(.v)rf.y,
—op 6—"—cc 0

1f(x)dx = if(x)dx-f jf{x) dx.

—on i

Przyktad:
1
. . ¢
Niechaj ) 1+%92
Mamy j-*L,_ ajjg j= «o8- T~ f
0 ’ 0 ° '

rotlx

S - lim
] 134", ><»J1+ .v

N
lim (— tga) — «'
(—arctga) —

-f o0 o *f d
dx ( f dx
Zat i
e SI+.r2 J1¥xa Pyl x -

§ 4. Kryterjum istnienia catki niewtasciwej.
Niechaj funkcja <9(xX) nieujemna posiada
w (a,b) [a<01 catke niewtasciwg. Jezeli funk-
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eja f (@ jest catkowalna w kazdym prze-
dziale (a, b) [a<V <0] ijezeli

1/W| < VW a< i< &

wdéwczas istnieje catka niewtasciwa
gf ] dx.
Dowdd.

Niechaj {e,} bedzie dowolnym ciggiem malejgcym
liczb dodatnich zdgzajagcych do zera. Niechaj nadto

a+ < b @< b
Utwlrzmy szereg:
b a+ f| a+R
\px)dx+ 5@(Wdx + 1<px dx-f- ... -f-
a+ £ a-f a -fe3
Pl dxc e
ate,

Zauwazmy, ze jezeli S,, oznacza sume n pierwszych
wyrazéw tego szeregu, to
1
Sn = \ P dx.
a+e,
Zatem szereg jest zbiezny i suma jego rdwna sie
catce niewtasciwej funkcji (p(x) w (a, b).
Poniewaz wedle zatozenia

I/W|< 9® .(a< r< b
wiec

L rc ] el dx o (a¢

i\ﬂ

Lif(x)HAIM
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a zatem szereg:

i f ) dx+" T Wdx-f+f/W dx -)- ... -
a+ti a+f* a+ &t
a+ tli—t
N R (G712 125 SR @)
*HrK,

jest szeregiem bezwarunkowo zbieznym, gdyz wyrazy
jego sag co do modutu mniejsze niz odpowiednie wyrazy

szeregu (1). >
Oznaczajagc przez s, sume n pierwszych wyrazéw

szeregu (2), mamy \'b

s, — 1/ M dx,

at«,,

a wiec istnieje h

lim j f(v) dx.

II—"(D'l’i"ii

Poniewaz granica powyzsza istnieje dla kazdego
ciggu (e,,} spetniajgcego wyzej podane warunki, zatem
b

lim J f (x)dx

c—=>yo0 a+e

istnieje, funkcja / (jc) posiada wiec catke niewtasciwg
w (a, b).

Przyktad:
. cos V . .
Catka \ dx istnieje, bo iC-4;, a istnie-
\'x y . VX

me,catki i wykazaliSmy poprzednio (str. 122).
i\

Jdezeli s<1, woOwczas istnieje catka niewtasciwa

i < >0
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Mamy bowiem

i dx 1
lim { — = |lim -—- (a~* —el" =
! ! 1—s (@ ) 1—s

Jezeli funkcja /(x) jest ciggta w (0,a) z wy-
jatkiem punktu jr=0 i jezeli iloczyn: f(x)x’
jest ograniczony w (Q a), przyczem s< 1]
wowczas istnieje

bf (x) dx.
Mamy bowiem |/ @ a* A,
zatem [ (@9] < (0 < a< Q)
A poniewaz funkcja A (s <yl) posiada catke niewta-
Sciwg w (0, 1), wiec na mocy poprzedniego twierdze-

nia istnieje catka niewtasciwa (1).
W szczegdlnosci, jezeli istnieje

.\}ig_ol(a-)a-* (&m<.l)

wolwczas istnieje catka (1)

. 1 > . 1/..V
Np. lim  -JT—-+.v = lim —=1
x—>409(smx X —*+° | X
o dx
A wiec istnieje L
i jlsin x

Dla catek w przedziatach nieskoficzonych mozna wy-
powiedzie¢ analogiczne kryterjum. A mianowicie:
Niechaj funkcja < () nieujemna posiada
catke niewtasSciwg:
+»

j X dx.
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Jezeli funkcja /O) jest catkowalng w kaz-
dym przedziale (& b) (@ b), ijezeli
[ | («< *)
wowczas istnieje catka niewtasciwa

J f(x)dx.

Dowdd przebiega podobnie, jak przy poprzedniem
kryterjum.

Podobne kryterjum mozna wypowiedzie¢ dla prze-
dziatu (— oo, -f 00).

Przyktad:
fcosx , ... COoS X
1. istnieje, bo -< -1—_{_—&5’ a funk-
cja posiada catke niewtasciwg * =
0

2. Jezeli |x*f(x) |<C-4dlax> a> 0is> 1, wlwczas
istnieje j/ (x) dx. Zakladamy przytem, ze funkcja f(x)
a
jest catkowalna w kazdym przedziale (a, b) (a < b).

A
Mamy bowiem|/ (j§| < —" a ponadto
® b

— 1 *. _ I 2
Ixt b Wochare lim (& ™1 — & +1] g l5 7
(s— 1)a* 1
§ 5. Zastosowanie do szeregow.

Twierdzenie.
Jezeli f (x) jest funkcjag ciagta, nieujemna
i malejgca, okreslong dla wszystkich
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®
to szereg nieskonczony 2 f(n) jest zbiezny
n-1

wzgl. rozbiezny, zaleznie od tego, czy catka

lf{x)dx istnieje, czy nie.

Dowod.

Zauwazmy, ze w przedziale (n, n+ 1) najwieksza
wartoscig funkcji f(x) jest f(n), najmniejszg za$f(n + 1).

Zatem, wedle twierdzenia na str. 83

/(n -f1)<;j/ (¥dx< f(ri), n—1,2,...
n
A wiec
1(2) + f(3).+ ...+/(n + 1) <T/(.v) rl.v<
/(1) + /[(2) + ...-)- f{n).
@
Jezeli istnieje calkaljf(x) dx, to cigg sum czesciowych sze-
cc
regu nZ1 f (n) jest ograniczony, a wiec ten szereg jest
zbiezny
Zat6zmy naodwrot, ze szereg n2 1f (n) jest zbiezny.
— n

Wedle ostatniej nier()wnoé(%i ciagg (j /(x)rfx) jest,
z powodu zbieznosci szeregu 2 f (/j), ograniczony. Ciag
ten jest niemalejacy, t? "4

TfFWdx= \Vf(X)dx-f jfxdx> (/(x) dx,

| | it i
gdyz / (x) > 0.

A wiec ciag {i/ (x) dx} jest zbiezny do pewnej
granicy g. Do kazdego £> O istniejezatemtakie N,
ze dla kazdego catkowitego n >N jest

9~ «< lfW dx < g-f- £

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 9
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Niech x bedzie dowolng liczbg wiekszag od N -j- 1.
Woweczas istnieje catkowity n j> N takie,zen r n-f-1
Mamy

1/ (O dt =if f (t) dt+ f/ (/) dt :)1(f(i) di — f/(/) rfl,

it 4|

zatem \1/ (i) dt < {/ (O rfl < i]/ (i) dt,

a poniewaz n j> N, wiec tem bardziej
g—e<11/ W dt <gr -f- e

Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla kazdego .vj>iV-j-I.
Tem samem udowodnilismy, ze ze zbiezno$ci sze-

regu 2 f () wynika istnienie ca’rkl Jf(x) dx, tj. druga

n>*|

cze$¢ naszego twierdzenia.

Przyktady:
1. Niech / (x) == a.~a
Ot
S/ W dx a1 dla a =1
i log x dla a= 1
Zatem jf@)dt— 1—a dla adfzi
= log x dla a = |

Stad natychmiast wida¢, ze nasza catka istnieje je-

dynie dla a~>l. A zatem, wedle ostatniego twierdze-
® i
nia, szereg nieskoficzony 2 --jest zbiezny przy aj>I,

rozbiezny przy a<[ t. (Por. T. I, str. 199—200).

21 Niech /(x) = - iog x.

Jak tatwo W|d2|ec mamy
j{(x) dx = log log x.
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a wiec X‘\If (t) dt = log log x — log log 2.

Zatem catka éf(t)d* nie istnieje, z czego, wedle

naszego twierdzenia,wynika rozbieznos¢ szeregu
an Iolg n
Uwaga.
Twierdzeniepozostaje prawdziwe, jezeli funkcja

f (;c) jest okreslona i posiada wiasnosci wymienione w za-
tozeniu dla x * K. Nalezy w niem wowczas zastgpic
>0 @

«5

2 f(n) oraz {f (x) dx odpowiednio przez 2 f (n)
| n- K

n»1

@

i J/ (*) dx. KorzystaliSmy z tego przy ostatnim przy-
K

ktadzie.

§ 6. Calki niewtasciwe jednostajnie zbiezne.
Niech K (v, s) bedzie funkcjg ciagta okreslong dla x a,
a S(D p i posiadajacag te .wla&nos¢, ze catka niewla-

Sciwa j K (,r,s) dx istnieje dla kazdego s przedziatu (a, /?).

Definicja:

[e0]

Catke j K {x,§) danazywamy jednostajnie zbiezng ze
wzgledu na s w (a, /?), jezeli do kazdego e > O istnieje
A a takie, ze

] K(x,s)dx < £
dla kazdego ¢ A i kazdego s z przedziatu (n, /9).

Definicja ta jest podobna do definicji szeregéw nie-

skonczonych jednostajnie zbieznych. W istocie, catki jed-

nostajnie zbiezne posiadajg analogiczne wiasnosci, kto-
remi sie teraz zajmiemy.
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Mamy oczywiscie:
IK x,s)dx =| K(x,s)dx + 1V (»s)dx+ . (1)
a ’ a+l

Szereg po prawej stronie jest jednostajnie zbiezny,
bo z powodu jednostajnej zbieznosci catki, do dowolnie
obranego s> 0 istnieje A  a takie, ze przy kazdem
n"> A, pA> 0 i kazdem s z przedziatu (a, /9) jest

JK (v,s) dx -f- JK (x,8) dx -f- ... -j-. ] K {X, s) dx
n n4-1 n
ri]K (v,s) dx <CEL

Poniewaz wyrazy szeregu (1) sg ciggtemi funkcjami
parametru s, wiec jego suma jest funkcjg ciggtagzmien-
nej s w (a, /7). Calkujgc szereg (1) wyraz za wyrazem
w granicach a, /?, ze wzgledu na s, dostajemy szereg
zbiezny przedstawiajagcy catke funkcji, stojacej po lewej
stronie rownosci (1) wzietg w tych samych granicachi:

cc L] a-fl

P P.
Jds jK(x,s) dx = jds \ K(x,5s) dx-\-
u u a a

P at2,
-j- j ds J K (@, s) dx -j- ...
a a+l
Zmieniajac w kazdym wyrazie prawej strony porza-
dek catkowania, co wedle twierdzenia 2, str. 113 jest do-
zwolone, otrzymujemy:

P oc atl p
Jds j 2T(r,s)dx= j'dx j K (r, s) ds -f-
a+2 p
+ j dx t$K (v, s)ds + e @
a+l 1

fl a+/i P

czyli j ds i K(x,s) dx— lim j dx X (x,$) ds (3)
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Udowodnimy teraz,ze istnieje catka niewtasciwa

00 fi

\dx \ K (v,s) ds.

Gdyby tak nie by+o to istniatby cigg rosnacy do
+ 00 liczb wiekszych od a: <[ Kt < Ka< ... taki,
ze cigg calek A

t Jdx JK (x,s) ds
a n

bytby rozbiezny. Zatem i szereg nieskonczony

k, fi k* fi
IdX]K(Xs)dS-]- jdx\K(xs)ds -f-.

bytby rozbiezny. Ale ten szereg jest zbiezny, bo po-
wstaje on w ten sam sposéb, co szereg (2), przez cal-
kowanie jednostajnie zbieznego szeregu:.

« K K,

JK (x,8) dx = | K(vs) dx + J K (vs)ydx -f...

w granlcach a,n |przeznastepnq przemlaneporzadku
catkowania. Tern samem udowodniliSmy zbiezno$¢ catki

00 fi

\ dx \ K (r,5s) ds.
a a

Wobec tego mozemy réwnos$¢ (3) napisac:
fi ® w i
"Jds jK(x,s)dx= \dx \ K (x,s) ds 4
a a a n

Zatozmy teraz, ze funkcja K (.t,s) oprocz poprzednio
uczynionych zatozen, speinia jeszcze nastepujgce:
1° Istnieje pochodna K's (X, s) ciggta w kazdym punk-
cie obszaru, w ktérym jest okre$lona funkcja K (.v,s).
00
2° Catka niewlasciwa j K', (x,s) dx jest zbiezna jed-
a

nostajnie ze wzgledu na s w przedziale («, /9.
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Udowodnimy, ze w takim razie funkcja jK (x,s) d.v
posiada ciggtyg pochodng i ze

\ (x,8) dx = jK', (x,s)dar.
a a

Jstotnie, szereg
fH 1+2

|K[ (ar,s) da: — JK\ (x,8) dx+ 1 K\ (a-,s) d.v -f eee (5)

jest zbiezny jednostajnle, co udowadma sie tak samo
jak dlaszeregu (1). Ale szereg ten powstaje przez roz-
niczkowanie wyraz- za wyrazem szeregu (1). Zatem jego
suma, ktéra z powodu jednostajnej zbieznosci jest funk-
cjg ciagta, jest, wedle znanego twierdzenia z teorji sze-
regéw (T. I, str. 223), pochodng sumy szeregu (1), co
byto do okazania.
UdowodniliSmy wiec twierdzenie nastepujgce:

Twierdzenie 1

a) Jezeli dla funkej i K(x,s) okre$lonej i cig-
gtej dla x"-a, a< s /9 istnieje catka nie-
witasciwa »

SK (xs) dx
a

przy kazdem s z przedziatu (a, /?) i jezeli ta
catka jest w tym przedziale jednostajnie
zbiezna, woOwczas jest ona ciggtg funkcjg
parametru s.
b) Przy tych samych zatozeniach istnieje

catka io fi

| dx J K (x,s) ds,

a a

przyczem zachodzi rownos¢
50

$ X,
j dx \K(x,s)ds— j ds | K (x,s) dx.
a a a a
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c)jezeli fun kcja K(x,s) spetnia poprzednie
zatozenia, a ponadto dla x"-a, po-
siada ciggtg pochodng K'H(x,;s), dla ktorej cat-
ka niewtasciwa

J Ka(x,s) dx m
n

istnieje i jest jednostajnie zbiezna, woOw-
czas catka X

( K (x,s) dx

a

posiada w przedziale (a /? ciggtag pochodng
ze wzgledu na s, dang wzorem

j K(rs)dx = K'a(x,s) dx.
a a
Do stwierdzenia jednostajnej zbieznosci catki wy-
starcza czesto nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2

Jezeli <p(x,s) jest funkcjg ciggta i nie-
njemng zmiennych x, s w obszarze
a<X1/9, dla ktérej catka

©

5<P(x,s) dx

5P(x,s)
istnieje i jest jednostajnie zbiezna, wow-
czas dla kazdej funkcji K (x,s) spetniajgcej
nierownos¢ |K(x, s)| <<p(x,s) i ciagtej w tym
samym obszarze, catka niewtasciwa

5K (%, s) dx
PR (X 3)

rowniez istnieje i jest jednostajnie zbiezna.
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Dowdd. w
Istnienie calki k K (x,s) dx

dla kazdego s przedzialu a, i3 wynika z twierdzeni.a
na str. 124—25, gdyz dla kazdego s mamy

1K (v9)[< P 9) (.v>a)
i ponadto dla kazdego s istnieje catka:
r|1 P(x, s) ds.
Wobec jednostajnej zbieznosci calki

()]
A P (.v,s) dx

do dowolnie obranego e”> O istnieje A ~ a takie, ze
co
J PEVS) rfs< £
C

przy kazdem i kazdein s z (ci, /7). Poniewaz przy
kazdem d~3>c jest

[P K (vs)dx < JIK (vl dx < j(pxs) dx,
wiec réwniez
|OCJ'0K (x,s) ds | :Sc(p(x,s}dx < e
A zatem catka ZE K (.v,8) dx

jest zbiezna jednostajnie w (a, jff).

Uwaga.
Jezeli w szczego6lnosci funkcja (p(x,s) nie zalezy od s
i catka

} 9 {x)dx
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istnieje, to catka ta jest oczywiscie jednostajnie zbiezna.
W zastosowaniach najczesciej spotykamy sie z tyin wy-
padkiem.

Przyktady:

*

1. Calka fe~* sin sx dx
*0

jest zbiezna jednostajnie ze wzgledu na parametr s
w kazdym przedziale. Mamy bowiem |e~x sin, s.vj”" e~X,
a catka

(Be~x dx
jak tatwo widzie¢ istnieje. W istocie
je~xdx — — e~x, wiec Ee~x dx — 1—e*
Przechodzac do granicy dostajemy
0ge~x dx — t.
Poniewaz catka Cj: e~x dx

nie zalezy wecale od parametru s, wiec jest jednostajnie
zbiezna ze wzgledu na ten parametr w kazdym prze-
dziale. Wobec poprzedniej nierdwnosci to samo odnosi
sie do danej catki. Zatem przedstawia ona funkcje ciagty
parametru s.

Aby wyznaczy¢ te funkcje, zauwazmy, ze

e~Xx (sin s.r 4- s cos sx) S

5e sin sx dx — 1 F- 2

a wiec
{ . , s (sin sa + s cos sa)
e- yyy

Gdy a ro$nie nieograniczenie, drugi wyraz prawej
strony, jak tatwo widzie¢, zmierza do zera.
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Otrzymujemy wiec
o . .S
Se~xsinsordx=j~ej2-
Catkujagc obustronnie w granicach 0,y ze wzgledu

na s, dostajemy, z uwagi na jednostajng zbiezno$¢ na-
szej cakki:

U 00 ort u
"jds je~xsinsjtdx — \dx ]e~xsins.r ds —
[0] (0] 0] n
— \ex --'-1-9-9;(-§-[-'--/-dx ==log (1 2.
o

Ro6zniczkujgc za$ naszg catke ze wzgledu na s, otrzy-
mujemy
lbxe~x cos sx d.v.

Poniewaz )xe~xcoss.r| xe~x, a catka
J Ae~r dx,
n

jak tatwo sprawdzié, istnieje, wiec catka otrzymana przez
rézniczkowanie jest jednostajnie zbiezna, a zatem
0'dxe X COS SX di s A 1—=s2
J dX —~d~s [ +s*7 *
dx

2. Catka ) X3f- 52

jest jednostajnie zbiezna ze wzgledu na s w kazdym
przedziale (a, /?), przy 1 a</?. Istotnie, w takim prze-
dziale mamy nierdwnosc

A2-f-S2 X3-f-1



istnieje i nie zalezy od parametru s. Stad, podobnie jak
w poprzednim przyktadzie, wynika jednostajna zbiezno$¢
danej catki i jej ciggtos¢ w (a, /?).

Calke te fatwo* wyznaczy¢, z uwagi na to, ze

dx

a2+ s2

f dx . 1 X. n\
a zatem 93 —— -,,= lim —arctg - — —>
-t2-j- s S

1 X
arc tg -

m

Catkujac w granicach 1, y otrzymujemy

“ " p* I ~ctg y _ arctg I
dx }l — 1-—- dx,
R AR R R B o S
arctg arctg i n
a wiec | == - —dx '~ —log y.

Ro6zniczkujgc dang catke, otrzymujemy
L. 2s
!)I + s33 dx.
Catka ta jest rowniez jednostajnie zbiezna w (a,/?), bo

ws
(M2+ s-)- (V3+ 1)2 %(A2+ 1)

jak tatwo stwierdzié, istnieje.



Podobnie nalezy postepowaé przy rozwigzywaniu
ponizej podanych zadan na rozniczkowanie i catkowa-
nie catek niewtasciwych.

Zadania:

1) Wyznaczy¢ nastepujace catki niewtasciwe:

00

0 Nie istniejg. Udowodnié¢ to.
o
e) bsin x dx

a

So

0
(Uzy¢ podstawienia x ==a sin o).



2)

3)

5)

6)

7)

Wykazac istnienie nastepujacych catek:

f wvdx

52 o+ T

(Przyjmujemy, ze dla x — O funkcja podcatkowa
jest réwna 1).

& S %*| <((>O)

Wykazaé, ze nastepujace catki nie istnieja:

wdx

3) a2cos2.v -f- \2 (@> 0

\M S":( X dx (Dla x — 0 j. w.)

1
c) .sin - rfw.
i v

. “ 1 . .
Wykazaé, ze szereg £ . jest zbiezny przy
kazdem a > 0. n=2n o "

Wykaza¢ zbieznoé¢ szeregu £ h—log no-t

Rozniczkujac i catkujgc catki: 1) a, b, wyprowadzic¢
nowe catki.

Rézniczkujac catke / (a) = Le Bdx ze wzgledu
na a, a do otrzymanej catki wprowadzajgc nowg



zmienng y — —> wykazaé, ze 1 (@ — — 21, czyli

@ _
I (a)
log /@ = —2a-f-C 1(a— C'e~' Poréwnujac
obie strony dla a — 0, dostajemy

— 2. Calkujac obustronnie, otrzymujemy

/ (a)'=e-2% 5e--'1rf.r.

8) Woykaza¢ jednostajng zbieznos$¢ catek:



Rozdziat VIIIL
Zastosowania rachunku catkowego.

8 1. Obliczanie pola. Okredlilismy poprzednio pole
ograniczone krzywg cigglta y — f(x), prostemi x~a,
x = b i osig .r-6w jako catke z funkcji /(.r) w przedziale
(a, b), przy zatozeniu f {x) O.

Podamy teraz definicje pola ograniczonego prostemi
V= a, x — b oraz dwiema krzywemi ciaggtemi, y — f(x),
y = g(x), przy zatozeniu f(x)-*.g(x). Mianowicie okre-
Slamy je jako

19—/ @l

Definicje te mozna uzasadnié¢ intuicyjnie w sposéb na-
stepujacy :

Jezeli obie funkcje f (x), g (v), $§ nieujemne, wow-
czas (Rys. 3) pole powyzsze jest roznicg pola ogra-
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niezonego krzywa y = g(x), prostemi x = a, x='b
i osig x-6w i pola ograniczonego krzywa y — f (x), pro-
stemi x —a, x= b i osig or-6w, zatem jest réwne

jog(x) dx — j f(x) dx.
u a

Jezeli za$ funkcje f (), g (xX) majg dowolny znak,
to, wobec ich ograniczonosci, istnieje stata ¢ taka, ze
funkcje AW = /U)+ ¢, gy(X) = g{xX)+ ¢ sa nie-
ujemne. Pole zawarte miedzy krzywemi y — AW,
U= ffiW ' prostemi x = a, x — b jest oczywiscie przy-
stajgce do pierwotnego i rowne

I 0 — A ()3dx — J [9() — f @)]dx.

Przyktady:

1. Wyznaczy¢ pole P éwiartki elipsy. Cwiartka elipsy
A2, P2
a2n™ 02

jest ograniczona prostemi wv= 0, x—a, 0sig a-6w i krzywg

b
y—gl/az—az (0 < *< a)

A wigc P —~\ Jas—x2dx, stad P= -~—

Zatem pole elipsy wynosi abit.

2. Wyznaczy¢ pole P ograniczone przez proste .v=a,
x=Db (0" a<[b) i parabole y2— 2px.

Mamy tu f(x) — — 12px, g@ = + V2px,

zatem P=j2Mpxdx= | j2p {frf—a").
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Dla a= O otrzymujemy, kfadac b — x, /2 px — vy,
znany wzoér na pole odcinka paraboli P — %xy.
Zadania:
Obliczy¢ nastepujace pola: S 2
1) Pole- ograniczone hiperbolg » — fi — 1 i prostg
x—c (c> a). a
a cl/c2— a2— a2log -
2) Pole ograniczone osig .t-6w, prostag r = | i krzywa:
8 y= *7T1—12 P==\"
TC

b)y = I/\— x2 />=4

3) Pole ograniczone krzywemi y = sin3x, y — Cos3x

4 i osjg ¥OW. P-\ é[rz —%—

4) Wykazac, ze jezeli y — f(x), y = e>(x) sa.funkcjami
ciggtemi w przedziale (a, b), takiemi, ze odpowiednie
krzywe majg tylko skonczong liczbe punktow wspol-
nych, to pole ograniczone temi krzywemi i prostemi
X = a, x= b wyraza sie catka

= ;sl/w — (Nl rr.

5) Opierajgc sie na znanym wzorze na pole wycinka
kotowego, wykaza¢ (podobnie, jak na str. 71—72),
ze pole ograniczone prostemi r— i\, r— rt i krzywg
r — f{(p), przyczem f{cp) oznacza funkcje ciggta nie-
ujemng w przedziale P I i /(<pX==ru
f (<A) — i2 (wspdbtrzedne biegunowe), wyraza sie catke

-P—tt / 2(<P) d<p.
€

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 10
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6) Korzystajgc ze wzoru zad. 6 obliczy¢é pole:
a) lemniskaty r3—a2cos 2(p(— ?".(p <! -f-jf), P— a2

N
X e, . =5 q —eemr . 7
¢y lisciaDescartésa r=ra-—-r— "~ -0 C@E ?)

7) Obliczy¢ pole ograniczone osiami wsp6trzednych

i krzywg y = — (@> 0, b> 0.

8§ 2. Obliczanie dtugos$ci tuku. Przypusémy, ze
funkcje *= /), p= *=-V (0 U)
sg okreSlone, ciagle i posiadajg ciggta pochodng dla
a t <; /2. Zbior wszystkich punktow  przestrzeni
0 wspOltrzednych @~ y, z) odpowiadajacych tej samej
wartosci zmiennej 1, tworzy pewng krzywa.

Rys. 4.

Zmienng t nazywamy parametrem, funkcje (1) przed-
stawieniem parametrycznem tej krzywej.

Utworzmy dowolny podziat 6 odcinka (a, i3).

Niechaj punkty a <C < 12 ... < fi bedg punktami
podzialu & Oznaczmy przez: A, Au A$, ... B (Rys. 4)
punkty krzywej, odpowiadajgce wartoSciom parametru
a,h t3...3

Potdézmy: Axl= f{ti) —f (a),

AA = f{t}) f ).
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Podobnie okreslmy Dy~-ly.>, 4:..
Diugos¢ cieciwy A A, wyraza sie wzorem

AAi= M xj+ Ay\ + 3 z\.
Zatem diugos¢ linji tamanej AAIA, ... wynosi

L= VMAxTi-AAYy\-TA + VAX\j~"ry\~rJz\+ eee (2)
Na mocy twierdzenia o wartosci Sredniej

Axl= f £)Atl («< V1, < ])
Jezeli wiec potozymy:
(8,)=/'2(~+0,

wowczas: (Mja)r=/"* (ft)ad (o, 2
Postepujgc podobnie dla Dy, Dz, otrzymamy

1/2n™*+D™+IT 7f1-

= l/[r20N) + <*(i)+V-"2(i)]D/f+ (p1+ at+riHD
Opierajagc sie na nieréwnosci:

YM < IfiH 1*]< V. m + (pi;
i ktadac: [//'3() + P2fjTFFUO fAF(t),
otrzymamy:
F(| D/t J2U-y+ py, --pél< F(,)zW ,-f
+ yl0i+ ci+ x\ T he, (©)]
Postepujac podobnie dla A wva, Ays, Az2 ... i kladac
P= F(/)D/1+ FitJAts

R— VI 0i M4+ qo+°2 + r2\AU+ =¥
otrzymamy na mocy (2) i (3) nieréwnos¢:

10*
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Oznaczmy przez 0 najwiekszg z liczb: tg, 02,
podobnie- okre$lmy o, v.
Ze wzgledu na (4) mamy wolwczas

IR | P-j-o T (fl— a). , (6)

Obierzmy teraz dowolny cigg normalny podziatéw
Oznaczmy, podobnie jak poprzednio, dla podzia-

téw @, liczby P,, R.,L,, Qn,0,, r,. Mamy wiec >vobec

G 16): e Z— ~
Pn~r~Ln?Pn Rn, \Rn 1 0/i+ ¢n + fon (7)
Z jednostajnej ciaggtosci funkcyj <p2(), V'2(0
.i z uwagi na (3) wynika
lim o, ==0, lim o,= 0, limr, —O0.
N—>o00 N—>o00 N—> oo
A wiec wedtug (7)
lim R,, = 0.
N—>o00

Poniewaz, jak fatwo widac,

p
lim Pn= \F(t) dt,

n—>oc a

zatem na mocy (7) ciag {//.,} jest zbiezny i

lim Ln= f F(t)dt=\]17,2(0+ <72(0 + V 2(0 dt.
n—>co a «
Granice ciggu {L,} nazywamy dtugoscia danej krzy-
wej; oznaczajac dtugos¢ literg s, widzimy, ze
P

a
Uwaga 1

Przypusémy, ze funkcje f(t), 'ipit) posiadajg
w przedziale (a, /?) pochodne ciggte, poza skoriczong



liczbg punktéw Jezeli catka (w znaczeniu zwyczajnem
lub riiewtasclwem):

a
ai1 I//'*(0 + v'-(t) -fV 2(0 dt

istnieje, wowczas warto$¢ tej caiki nazywamy Réwniez
dtugoscig danej krzywej. Mozna wykaza¢, ze cigg.liczb
{Ln} okreslonych jak poprzednio, zmierza przy kazdym
ciggu normalnym podziatdbw {5} do-wartosci tei caiki.

Uwaga 2.

Czesto krzywa dana jest wzorami (/= a(jr), z ~ [i(@an),
przyczem funkcje a (v), /3(x) posiadajg ciggte pochodne.
Jest to pewien rodzaj przedstawienia parametycznego’,
jak odrazu widzimy, piszac

x= i, y—a® z—(@({i)) (M<./<.w)
Zatem s = j ]/l -f-a'2(v) -j- 1?7 *(v) dx.
|

W szczegélnosci, dla krzywych ptaskich (/9 — 0),
otrzymujemy czesto uzywany wzor

s= il/l f-y"* dx.
m

Przyktady:

L Obliczy¢ dtugos¢ +tuku paraboli yl— 2px
wierzchotka az do punktu (ar, y).
Przedstawienie parametryozne otrzymamy ktadac

fs

od
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2. Obliczy¢ dtugosé luku cykloidy
x—a(t—Sini), y= a(l —cos}i,

W szczegolnosci, ktadagc ft =0, ft= 2n otrzymujemy
dtugos¢ catego tuku 8 a

3. Obliczy¢ dtugos¢ tuku linji Srubowej
X —rcost, y—rsint z= at
w granicach fi, f2

b
S— F|‘ 2521+ ricos21-|- ai dt — (1/r2- a2 dt,

zatem

Zadania:
Obliczy¢ diugos¢ tuku nastepujacych krzywych:

1) Cyssoida x= 2r sin2f, y— 2r sin2ftg t w grani-
capii n /

2) x=142 y= t—At3 w granicach 0, "3 (s= 2 ]/3).
3) Linja tancuchowa
y=  —e "
w granicach al, .r2

' £l
fi*x —e
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N2 n3
4) y=g T 1T 0—3| w granicach O, x.

(s= a+ 2)
5) Krzywa przekroju walca parabolicznego
(y -j-2)2= 4 ax

ze stozkiem eliptycznym, x*-}-yi—z2= O od po-
czatku uktadu do punktu (x, vy, 2).

(s= zY2)

(Wskazowka: obra¢ x jako parametr).

§ 3. Objetos¢ bryty obrotowej. Niechaj funkcja
y — f(x) bedzie ciggta i nieujemna w przedziale {a b)
[a<[ b\. Oznaczmy przez D obszar zawarty miedzy
krzywg y — f(x) osig .r-éw i rzednemi x = a, x —.h.
Przypus¢my teraz, ze krzywa y = f(x) wykonata cal-
kowity obrot okoto osi x-6w i ze obszar D przy tym
obrocie opisat bryte T. Zajmiemy sie wyznaczeniem obje-'
tosci bryty T.

Utworzmy w tym celu dowolny podziat ¢ odcinka
{a, b) i oznaczmy przez Af,, m1, Ms, mt ... najwieksze wzgl.
najmniejsze wartosci, funkcji f (*) w poszczeg6lnych
odcinkach podziaiu &€ Zauwazmy, ze prostokaty o pod-
stawach AxIt Ax2..., a o wysokosciach odpowiednio
M3 pokrywajg catkowicie obszar D. A wiec
bryta powstata przez catkowity obrét tych prostokgtow
zawiera w sobie bryte T. Jej objeto$¢ wyrazi sie wzorem

W =k (AXi M\ + Ax,M* + ).

Podobnie prostokaty 6 podstawach A xly Axt ...,
a o0 wysokosSciach mlt ms zawierajg sie catkowi-
cie w D, zatem bryla przez nie opisana zawiera sie
w bryle T.
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Rys. 5.

Oznaczajagc przez w jej objetos¢, marny:
w=n (A m\-j-Aajm\-j-..)e

Jezeli {5} oznacza dowolny cigg normalny podziatéw,
wowczas, jak tatwo zauwazyc:

lim Wn= lim wn—n jp (*)dx.
n = n--ao

A zatem postgpimy zgodnie z intuicjg, okreslajac
objetos¢ bryly obrotowej T wzorem

V=n pr (at) dx.

Przyktady:

1. Obliczy¢ objetos¢ kuli o promieniu r. Kula po-
wstaje przez obrot potkola

y=yr*— x2 — r
dokota osi x-6\v.



zgodnie ze znanym wzorem.

2. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrot cy-
kloidy x —a(t—sini). U~a (1—cos i), (0<!i<!2jT)
dokota osi .v-Ow.

Gdy t zmienia’sie od 0 do 2 n, x rosnie od 0 do
2 an, bo

dx — a{l—cosi)> 0 dla 0< t< 2n.

Wobec tego y jest funkcjg zmiennej x w przedziale
0, 2 an), zatem ta.i
V=on 6y2dx.

Woprowadzajac zmienng t, otrzymujemy

- 2n

V—n b[a(l —cos t]2a (1 — cos t) dt — 5 asn2

Zadania:
Obliczy¢ objetosci nastepujgcych bryt obrotowych:
1) Warstwa kulista powstata przez obrot tuku

y ==
dokota osi ar-6w w granicach M5 M2 (—r xi -2 1)
V= ri(xi-x1) 8‘3 -

2) Stozek Sciety (wzér znany z geometrji elemen-
tarnej).

3) Bryla otrzymana przez obrot tuku asteroidy

n
x—rcos3f, y —rsin3t, 0 t — dokota osi .r-éw
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4) Bryla powstata przez obrot krzywej
y2@—4a)=a”(i —3a (0" r<3a
dokota osi ar-6w.

=m”™(15-16 log?2

5) Bryla powstata przez obrét krzywej
(g*— 68s=ma3a
dokota osi y-0w (—b< vy b). (Wskazowka: objetosé
wyraza sie tu wzorem nlbx*dy).

256 b n
~~ 315 ac'

8 4. Pole powierzchni obrotowej. Niechaj funk-
cja y —f (a) bedzie ciggta wraz z pierwszg pochodng
i nieujemng w przedziale (a, b) [a< ¢]. Przypusémy, ze
krzywa C, ktéra jest obrazem funkcji / (ar), opisata
catkowitym obrotem okoto osi ar-6w powierzchnie W.
Zajmiemy sie wyznaczeniem pola powierzchni W. Obierzmy
dowolny podziat O odcinka (a, b). Oznaczmy przez
a= x1<Cxt <”...punkty podziatu 6. Niechaj Au At ... beda
punktami krzywej C, odpowiadajgcemi odcietym xu xs...

Linja tamana A, Au At, ... B zakre$li powierzch-
nie, ktora bedzie utworzona z pobocznie stozkdw Scie-
tych. (Rys. 6).

Pole tej powierzchni wyrazi sie wiec wzorem

P 2JTUVAX\+ Ay\ +
+ 2jc JJAx\J-A 4 4-,.

gdzie Ayl=f(xi)—f(xD), Ayi= f(x3 —/(ar,) ...



Rys. 6.

Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia o wartosci- $red-
niej, mamy:

792= /1 =
= Vi+/'s(™) 4%i,-
gdzie jest liczbg zawartg miedzy ~ i ,r2
Jezeli potozymy

wowczas

1% 1< i [/ (ii) — [(A-i)i -f-17(i,) - /(*,). 1]
Zatem P=5+ii,

gdzie 'S—2n]/l + ['2(£Q) /(i) Axt-f
H-2 Y1+ ['2(£2I(i*) 4>*+ s
=2 -f-/' 2(ii)  4*14~2 £j 4 &Tj.
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Oznaczajac przez f? najwieksza zliczb le2]...,
a przez M najwieksza wartos¢ |f' (X)| w (a, b), niamy
[/f]<27~]/1 + M* (b— a) ).

Jezeli teraz obierzemy sobie dowolny cigg normalny
podziatbw {<2} i liczby Pn, Rn, Sn, tJn okreslimy po-
dobnie jak poprzednio, to:

Pn= Sn+ R n.

tatwo zauwazyc,' ze
limSn— 2n \f(x) 11+ f* (Mdx.
N—> oo a
Na mocy zasjednostajnej ciggtosci  funkcji / (V)
w przedziale (a, » wynika, ze

lim ¥, = 0,
nm) oo

wiec lim R,,= 0.
Nn—> oo

Zatem |im P,,= 2n,j/ (x)fi -f-f"i {x) dx>
N—>o00 a
A zatem postagpimy zgodnie z intuicjg, okre$lajac
pole powierzchni obrotowej wzorem:

A= 200V (DI + 17 2W dx Q)

Uwaga.

Zatézmy, ze funkcja / (x) ciagta i nieujemna w prze-
dziale (a, b) posiada, poza skonczong liczbg punktow,
pochodng ciagtg i ze istnieje catka (w znaczeniu zwy-
czajnem lub niewtasciwem):

;fO)VI + f 3W dx.

Mozna wykazaé, ze przy tych zatozeniach réwniez
istnieje lim Pn i rdwna sie powyzszej calce pomnozo-

n—>00
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nej przez 2 'tc Dlatego tez i w tym wypadku pole po-
wierzchni obrotowej okreslamy wzorem (1).

Przyktady:
1. Obliczy¢ powierzchnie kuli:
Mamy tu *l@= |1l —xm (—r x 1

Al

rw w2 — a2

zatem A= 2n j [/r2— r2j/l + -2 "N N =

+r
2a | rdx* 4r2E
2. Obliczy¢ pole powierzchni otrzymanej przez obrot
cykloidy i:- all- sint),y- all- cosl] [l '+ 2]
dokota osi 111 . (Por. str. 153).

Wprowadzajgc zmienng t otrzymujemy:

2! A asint
A—2jt \a(l—cost) V1-} a (1 — cost)

G4 .
‘ 1— t) dt 2 - ALY
a ( cost)d OaJ

Zadania:
Obliczy¢ pola nastepujacych bryt obrotowych:
1) Paraboloida obrotowa powstatg przez obrét pa-

raboli y*= 2px dokota osi x-6w, w granicach 0, v
AM LTfi[(p+!'x)! _ pi].

2) Elipsoida obrotowa powstata )I1!1 ol>r6t elipsy

+ 1 , <*> 6>
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a) dokota osi ,v-Ow

A—2n b2 azo carc sin 7 "f
b) dokota osi y-ow
ab°~ a -f- ]Jja2— b~
a2+ :lo
12 2 g 6

W wypadku 6j pole jest dane wzorem
®n \ x*\/l + \I\%()'dy.
Uy

3) Czasza kulista powstata przez obrot kota
p2-f-y* —2 mv= 0
dokota osi j-i W, w granicach 0,h. A= 2rnh.

4) Pierscien powstaty przez obrot kota o promieniu r
dokota prostej lezacej w tej samej plaszczyznie, ktorej
odlegto$¢ od $rodka kota wynosi a > r. Obliczy¢, row-
niez objetos¢ tej bryty.

A—4d4artiz V—2ar*a2



Rozdziat IX

Catka okreslona podwojna.
Warunki caikowalnosci.

§ 1. Definicja catki okreSlonej podwojnej
w prostokgcie. Niechaj funkcja z —f (x,y) bedzie
okresSlong i ograniczong w prostokgcie D, okreslonym
nierownosciami a ™ x b, a » y.-¢b. (Rys. 7). Po-

Rys. 7.

dzielmy prostokagt D na dowolng liczbe prostokgtéw
(niekoniecznie réwnych) o polach A alt Jda2 ... Aon.
Oznaczmy przez (£x, nNt), (8s, )2 ... (£, ?jJ wspot-
rzedne punktéw wybranych dowolnie po jednym z kaz-
dego prostokagta. Utwdrzmy sume:

A=1f(§i, Vi) Aai +/(E». \W§ Aor-\- ... f(En,  clo,,.
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tatwo zauwazy¢, ze jezeli f{x,y)*> 0 w prostoka-
cie D, wéwczas suma A przedstawia sume objetosci
prostopadtoscianéw, o podstawach A au A o2m... i 0 wy-
sokosciach /'($!, 2, 1)2) oo

Zbior prostokatéw Aau A a2 ... nazywac bedziemy
po.dziatem <& Przez |«B oznacza¢ bedziemy diugosc
najwiekszej przekatni prostokatéw A ot, A o2 ...

Cigg podziatow {6,,} nazywamy normalnym, je-
zeli Iiﬂm jon|= 0.

N ®

OkreS$lenie. Jezeli przy kazdym ciggu nor-
malnym podziatow {&K} odpowiedni cigg sum
(A,,) jest zbiezny (bez wzgledu na to, jakie punkty
8, 1rj obierzemy), woéwczas powiadamy, ze funkcja f(x,y)
jest catkowalna w prostokacie D.

Mozna udowodni¢ (podobnie, jak w wypadku funk-
cji jednej zmiennej, str. 70), ze jezeli funkcja f(x,y)
jest catkowalna, wowczas sumy {™,} zdazaja
przy kazdym ciggu normalnym podziatéw
zawsze do tej samej granicy. Te wspolng gra-
nice nazywamy catkag okres$long (podwdjng) funkcji
/(.v, y) w prostokacie D.

Catke okre$long podwdjng oznacza¢ bedziemy sym-

Vif(xy)da lub j1f(x, y) dxdy.
n d

Uwaga 1

Jezeli funkcja z=f{x, y) jest ciaggta i nieujemna
w prostokacie D, wowczas objetos¢ obszaru zawartego
miedzy powierzchnig z =f(x, y), plaszczyzng poziomg
(x, y) i ptaszczyznami réwnolegtemi do osi z, przecho-
dzacemi wzdtuz bokdw prostokata D okresSlamy, jako

warto$é catki: ((f(x y)da

D
(Wykazemy pdzniej, ze kazda funkcja ciggta w pro-
stokacie jest catkowalna).
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Intuicyjnie definicja ta jest usprawiedliwiona. Niechaj
bowiem < bedzie dowolnym podziatem. Oznaczmy przez
Mu Mi ...; mu m2... najwieksze, wzgl. najmniejsze war-
tosci funkcji / (a,y) w prostokatach podziatu G za$
przez (iu (E2, rli), ... wzgl. (ft, r/J, (|s, ¥?2) ...
punkty, w ktérych funkcja te wartosci przyjmuje.

Pot6zmy:

S=f @i, )y~ + /(la,Vi)Aa,+ ...=
= illj a@-j-ik4 O 4.

& — [ (ilit Vi) 4-ff, + das+ ... .-
= «jizZdQg-}mszo2-j- ...

Prostopadtosciany odpowiadajgce sumie 5 pokrywajg
w zupetnoSci uwazany obszar, prostopadtosciany za$
odpowiadajgce sumie s, mieszczg, sie w nim catkowicie.
Poniewaz obierajgc dowolny cigg podziatow (<5,} mamy:

lim Sn=lim sn= }{f(x,y) da.
00 n*=00 C
postgpimy zgodnie z intuicjg, okreslajagc objetosC da-
nego obszaru, jako warto$¢ powyzszej caiki.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 11
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Uwaga 2
W catce okre$lonej: \Sf (x, y) dx dy zmienne X, y

nie grajg istotnej roli, dlatego tez zamiast x, y mozemy
pisa¢ inne litery. A wiec np.t"

jtj [:(*, y) dx dy = E}j/ (u, v) du dv = JDj/ (w, H dw dt.

Przyktady:
1. Funkcja z — c jest w kazdym prostokacie catko-

walna i I]}Ccdo = ¢|2>!
D

(|ID| oznacza pole prostokata D).

Tworzac bowiem dowolny podziat € i obierajac
punkty (82>*7%) ee» dowolnie z kazdego prosto-
kata wchodzacego w skiad podziatu § widzimy, ze

[(£i, Vi)= ¢, /(8. c,...
zatem A= cAQ F<<la2+4 ... =c |1
W mysl wiec definicji:
\D\cdo = c\D\ @

Obrazem geometrycznym funkcji z = c jest ptaszczy-
zna réwnolegta do ptaszczyzny (%, y). Jezeli c]> 0,
wowczas catka okre$lona (1) przedstawia nam objetosc
prostopadto$cianu o podstawie D i wysokosci c.

2. Wyznaczy¢ catke podwdjng J!'y dx dy po'kwa-
dracie D o wierzchotkach (0, 0), (1, 0), (1,1), (1, 0).

Funkcja / (x, y) — ff jest ciggla, a zatem, na podsta-
wie juz wspomnianego twierdzenia, catkowalna. Aby
obliczy¢ jej catke, dzielimy kwadrat prostemi rownole-
gtemi do osi wspdtrzednych na n2 rdwnych kwadratéw.
W kazdym z nich obieramy za i], prawy gorny
wierzchotek. Poniewaz pole kazdego kwadratu wynosi

— otrzymujemy dla sumy 2 f (£(, t],) Aa, wartos¢
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=52 r t Poniewaz liczby r), maja warto$ci — ... =
715’ y 1), majg 22 g

.przyczem kazda ,z tych wartosci wystepuje w n kwa-
dratach, tworzacych jeden poziomy szereg, wiec badana
suma ma wartos$¢
1/1 .2 . , n\ nin—1) 1 1
-A*\n+ nT e+ A)1l= =2 2~
Przechodzac do granicy dla 2—co dostajemy
g]]ydxdy = .

Wynik "ten tatwo otrzymaé w sposéb elementarny.
Wystarczy zauwazy¢, ze badana catka przedstawia obje-
to$¢ graniastostupa prostego, ktérego podstawa jest tréj-
kat prostokatny réwnoramienny o boku 1, a wysoko$¢
jest rowna 1.

§ 2. Warunki catkowalnosci.
Twierdzenie 1.
Suma-dwoch funkcyj f (r,y) i dgi(x,y) catko-

walnych w prostokacie D jest funkcja catko-
walng i

|!3! (/(*y+ @*ylda= g\f (x, y) da -j- B]j tp (.r, y) do.

Twierdzenie 2.

Iloczyn statej c przez funkcje /(a:, y), catko-
walng w prostokacie D, jest funkcjg catko-
walng i

- Wcf(x,y) da= c\\f{x,y) do.
d n

Twierdzenia powyzsze wynikajg bezposrednio z okre-
Slenia catki podwdjnej; dowody przedstawiajg sie
podobnie,, jak dowody odpowiednich twierdzen roz-
dziatu V (str. 75—76).

]l*
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Twierdzenie 3.

Funkcja z— f{x,y) ciaggta w prostokagcie D
jest w tym prostokgcie catkowalna. . -«

Dowod.tego twierdzenia przeprowadza sie podobnie
jak odpowiedniego twierdzenia dla catki pojodynczej
(rozdziat V, str. 79). Okreslamy w tym celu pojecie sumy
gérnej S i sumy dolnej s, odpowiadajgcej podziatowi 6,
podobnie jak dla catki pojedynczej. Zatem
5= MiAQg-- Aa2-j-..., s= nilAol-j- m2A -j-..,,
gdzie Mj, M2 ... wzgl. m1 mt ... oznaczaja najwigksze
wzglednie najmniejsze wartosci funkcji / (&, y) w pro-
stokatach Aal, Aa3 ...

O sumach tych mozna wykaza¢, ze dla kazdego
ciggu normalnego podziatow {On} zachodzi:

nErgoo(Sn —s,,) =m0 1)

ponadto, ze dla dwéch podziatbw &i 6 mamy zawsze
S>s 2

Dowdd tych wiasnosci otrzyma czytelnik, robigc
w dowodach lemmatéw 1, 2 (rozdziat V, str. 77—78) odpo-
wiednie widoczne zmiany. Majac juz wiasnosci (1) i (2)
udowadniamy nasze twierdzenie, podobnie jak twierdze-
nie na str. 79, przyczem dowd6d tam podany przenosi
sie tutaj prawie bez zmian.

Ogdlniejszem twierdzeniem jest nastepujgce:

Twierdzenie 4.

Funkcja okre$lona i ograniczona w pro-
stokgcie D,jest w tym prostokacie catko-
walna,jezeli wszystkie jej punkty niecig-
gtosci lezg na skonhAczonej liczbie krzywych,
bedacych obrazami geometrycznemi funkcyj
ciagtych [ksztattu y= ) lub a= irNY)].

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.



Przykiad:

Niech f (r, y) oznacza funkcje okreslong w prosto-
kacie D o wierzchotkach (0, 0), (3, 0), (3, 1), (0, 1)
w sposOb nastepujacy:

f{x,y)—— 1 dla0 ~v 1 i dowolnego y
fxy —2 dla I<a:<;3 i dowolnego y.

Jak tatwo widzie¢, funkcja ta jest ograniczona i cig-
gta w kazdym punkcie, z wyjatkiem punktow potozo-
nych na odcinku prostej .v==1 lezacym w danym pro-
stokacie. Na mocy tw. 4 funkcja / (r, y) jest w tym
' prostokacie catkowalna.

§ 3. Catka podwoéjna jako catka Iterowana.
Poznamy teraz twierdzenie, ktore pozwoli nam oblicza¢
catke podwdéjng przy pomocy catek pojedynczych.

Twierdzenie.
jezeli funkcja f (x,y) jest ciggta w prosto-

kacie D (asCx*Ch, a *.y*.b'"), wbdwczas:

gS/ (*,y) do— | {M(x, y)dy\ dx= j {jf (x.y) dx\ dy.
a a

| {
aa
Dowéd.

Utworzmy dowolne podziaty G i ¢' przedziatéw (a, b)
i (a',b) przy pomocy odcinkow A xk, Ax3 ... wzgl
Aylt Ay2 ...

Niechaj al==xt < < ... wzgl. a = < y2< ..
beda koncami odcinkéw podziatu 6i 6\ W punktach
podziatbw (i 6' poprowadzmy proste rownolegte do osi
y-6vf wzgl. r-6w. Otrzymamy w ten sposéb podziat 6
prostokata D na szereg prostokatéw. Niechaj Ao,k ozna-
cza prostokat podziatu 6, ktérego rzuty' na osi uktadu
sg odpowiednio .A x,t Ayk. Oznaczmy wreszcie przez
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y
v doi
SXL1
w3
ay, ml .
10 | A ;gAY |}
gx< X! b *m

Rys. 9.

mlk wzgl. MIk najmniejsza, wzgl. najwiekszg wartosé
funkcji /(*, p) w prostokacie 4 o,*.

Pot6zmy Fx = Jf (x,y) dy (1)
Obierzmy dowolnie punkty odpowiednio
w odcinkach 4 orj, 4 xt ... i niechaj
A==*m.&) 4x1+ F (fi)4 . (2
Na mocy (1)

F($)=\f(Zuy)dy =

= f/di,y) -f (8%, fl)y rfy + -ee (3>
i/l iR
Poniewaz mn -</.(fi, p) < Afu dla pk< p < pa,
i~ .
wiec mn 4 N < Jf (sd Mu Ayn.
u L
Podobnie:

mis4 p, < jV (li," if) < M» AV'i 4+ d-
u
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Zatem na mocy (3)

™uAyl + < MmAli +
+ Mii Ay2-f-
Analogicznie postepujac otrzymamy:
«ii A+ m2RAy2-f...< F(£2< Mu Adx+
+ Mn A ty-f- —
Poniewaz A a,h= A x, Ayk, wiec na mocy (2) do-
stajemy :
/nii A Ojt-;—m\g A al2 -j- ... m2LA 02l -j—+#n2 A 62 -j-...
-in Mn A ou -j- Mi2 A 012-j- ... -\-Mn J o2l -\-
-j- M2 A a2 -)- ...
Oznaczajac przez s i S pierwszy, wzgl. trzeci czion
powyzszej nieréwnos$ci, otrzymamy:
s < R O
Jezeli teraz obierzemy dwa ciggi normalne podzia-
ow {<5,} i {&n} odcinkéw (a, b) i (a, b"), wdwczas od-
powiedni cigg podziatow {5} prostokata D bedzie takze
ciggiem normalnym.
Wedtug (4) S,<AN<SS (5)

Poniewai.nlim S,, —nlim S, = j/j; f (x, y) do, wiec na
mocy (5) dla kazdego ciagu normalnego podziatow {5},
istnieje lim A,,; zatem wobec (2) funkcja jPC¥) jest
catkowalna w przedziale (a, b) i

gF (ar) dx _rtII—rDOOAn_ jDJ/ (&, y) da.
Stad na mocy (1)

1D1/(*>y) da = {égf (@, y) dy) dx.
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Podobnie otrzymamy
Wf{x,y)da = \{(f(x, y) dr} dy.
D a' a

Uwaga.

Mozna udowodni¢ twierdzenie og6lniejsze. Zat6zmy,
ze funkcja f (x, y) jest catkowalna w prostokacie D i ze
dla kazdego x funkcja f (r, y) uwazana jako funkcja
zmiennej y jest funkcja catkowalng. Przy tych zaloze-
niach mozemy twierdzié ze:

1) funkcja F (x) — \f (ar, y) dyjest funkcjg catko-
walng w (a, b),

2) 13' /(*> y)da = Jag\‘f (*,y) dy] dx.

Przyktady.
1. Obliczy¢ JJx*y dx dy po prostokacie ograniczo-
nym prostemi x= 2, x— 5 y— 1 y= 3.
Mamy tu
W\ x2y dxdy = [dy \x2y dx —
gy %(125 8y)d ~156
R TN y y)ay 3 2 =156.

Mozemy réwniez catkowa¢ w odwrotnym porzadku:

iix*y dx dy = \dx {x2 dy ==

5
//1==3

; \dvr : .
idx ’ A 2|) Qa2— V) dx — 4 156.
2. Wykazaé, ze
Li/ to >(y)dxdy — [Jf @) dr] . [j p(y) dy],
a C

przyczem f (x), p(y) oznaczajg funkcje ciagte w prze-
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dziale (a, b) wzgl. (c, d), a catka podwojna odnosi sie
do prostokgta D ograniczonego- prostemi x — a, X = b,
V—c¢ y—d

Mamy tu

!§/(*) 9 (y)dxdy = gdx.\z(x)q> (y) dy.

Poniewaz x jest statg przy catkowaniu ze wzgledu
na y, wiec

J~f(9'q> (y) dy = £(x) f a(y) dy,
zatem\\ f (x) p(y)dxdy = \fb(x) dx dj<p(y) dy.

Poniewaz za$ J(p(y) dy jest statg liczbg, mozemy jg

wyjac przedznak catki j przez cootrzymujemy po-

dany wynik. a

Wz6r ten mozemy np. zastosowa¢ do poprzedniego
przykiadu.

3. Jezeli funkcja / (r,y) okreSlona i ograniczona

w prostokagcie D ( a x b, a”,y”.’b) we wszyst-
kich punktach tego prostokata jest rowna zeru, z wy-
jatkiem punktow potozonych na skoriczonej liczbie krzy-
wych ciagtych postaci y — <p(x) lub x — yj (y), woéwczas

Jif(x,y) dx dy — 0.
D

Poniewaz, jak ftatwo widzie¢, jedynemi mozliwemi
punktami nieciagtosci funkcji / (x, y) sa punkty owych
krzywych, wiec funkcja ta jest catkowalna (tw. 4, str. 164).
Oznaczmy pFzez /i (v,y) funkcje rowng funkcji f {x y)
W catym prostokacie, z wyjatkiem krzywych postaci
x — ij>(y), na ktérych przypisujemy jej'warto$¢ zero i po-
tézmy /j (x, y) = f(x, y) — /1, (vy). Funkcje fx{x,y)
i fi (x,y) sa catkowalne -z tego samego powodu co po-
przednio. Wobec f(x, y) — fx (x, y) -f-/s(x, y), mamy

Hf (x, y) dxdy = Jfx(x, y) dx dy + \\ft {x,y) dx dy.
D D D
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Wystarczy oczywiscie okaza¢, ze obie catki po pra-
wej stronie sg réwne zeru.

Dla pierwszej z nich mamy na mocy naszego twier-
dzenia: h

Wi (x, y) dx dy — j dx f-/ (x..y) dy.
Dl(xy)xy pdx, (x,.y) dy

Funkcja fx{x,y) przy dowolnie ustalonem x = x0
jest funkcjg zmiennej y, ktora jest réwna zeru dla
wszelkich y, pomijajagc skoriczong liczbe wartosci, odpo-
wiadajgcych punktom przeciecia prostej x==.v0 z krzy-
wemi wyjgtkowemi. Zatem (por. str. 74)

ﬁ?/l (Fo.y)dy= 0

przy kazdem .r0, z czego natychmiast wynika, ze catka
po prawej stronie jest réwna zeru.
Dla funkcji /2(ar,y) dowdd jest podobny.

§ 4. Catka podwdjna po obszarze. Niechaj o
bedzie obszarem domknietym ograniczonym (por. T. |,
str. 239). Zatézmy, ze funkcja z — f (x, y) jest w obsza-
rze o okreslong i ograniczong.



171

Niechaj D bedzie dowolnym prostokatem (@ x b,
a.-$ U b)), zawierajgcym w swojem wnetrzu obszar co.
Okre$lmy nowg funkcje F (a, y) w prostokacie D na-
stepujaco:

F (x y) ==/ (&, y) dla punktéw (a, y) nalezacych do oo,
F Xy — 0" dla innych punktow prostokata D.

Jezeli vfunkcja F (x, y) jest catkowalna w prostoka-
cie D, wowczas powiadamy, ze funkcja / (v, y) jest cat-
kowalng w obszarze, m; catkg podwdjng nazywaé be-
dziemy warto$¢ catki Jg F(ry) do

Catke .podwdjng po obszarze o oznaczamy podob-
nie, jak poprzednio, t. j. symbolem' f (**y) 1B
W T (x, y) dx dy.

A wiec wedtug definicji:

H/ (&, y) do = \\ F(x, y) do.

Uwaga.

Jezeli prostokat D zastgpimy przez inny prostokat D\
erOwniez zawierajgcy obszar o0;, to otrzymamy te samg
warto$¢ catki. tatwo to stwierdzi¢ w wypadku, gdy
prostokat D jest catkowicie zawarty w D'. Jezeli tak
nie jest, wystarczy obraé trzeci prostokat D" zawiera-
jacy Zi D'. Calki po D, i po D' sg réwne catce po D",
a wiec i miedzy soba.

OkreSlenie.

Obszar domkniety oo nazyWarny obszarem regular-
nym, jezeli jego brzeg skiada sie ze skonczonej liczby
krzywych dajgcych sie przedstawi¢ w postaci y == @(a),
lub x=y> (y).

Twierdzenie 1

Funkcja f{x,y) ograniczona i ciggta w obsza-
rze regularnym o jest w tym obszarze catko-
walna.
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Dowdd.

Obierzmy dowolny prostokagt D i okresimy funkcje
F(x,y) jak poprzednio. tatwo zauwazy¢, ze wszystkie
punkty nieciggtosci tej funkcji lezg na brzegu obszaru co.
Funkcja F (x, ij) jest wiec catkowalna na mocy tw. 4,
str. 164.

Przyktady:

1. Wielobok domkniety jest obszarem regularnym.
Istotnie, jego brzeg skiada sie ze skonczonej liczby od-
cinkéw, bedacych obrazami funkcyj ciggltych typu
y —ax-f-b lub v= c

2. Elipsa domknieta jest réwniez obszarem regular-
nym. Jezeli np. dana jest réwnaniem b2x2A-a2y2— a2b2
to jej brzeg skiada sie z dwu krzywych:

y= -f 3 [la2— M2 i y——3 J/a2— x2,

gdzie —a x< a

3. Jezeli obszar domkniety o sktada sie ze skonczo-
nej liczby obszaréw regularnych co,, o2, s ®*, z kto-
rych zadne dwa nie majg wspolnego punktu wewnetrz-
nego, to, jak tatwo zauwazy¢, sam jest obszarem regu-
larnym. Jego brzeg skilada sie bowiem ze skonczonej
liczby krzywych ciggtych postaci y — g (x) lub x — y>(y),
z ktorych kazda nalezy do brzegu jednego z obsza-
row cot ... co*. Obszar o nazywamy sumg obszaréw
@ ... co~.

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja / (r,y) jest ciggta w obsza-
rze regularnym oo, bedacym, sumg dwu obsza-
row regularnych ot i o2 (bez wspo6lnych
punktow wewnetrznych), woéwczas

1 /(* = fi
!6/( > y) dO Epf (r,y)do «2f§c, y) do.
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Dowdd.

Obierzmy dowolny prostokat D pokrywajacy obszar O).
Oznaczmy przez F(x, y), Fx(x,y), F3(r,y) odpowiednie
funkcje dla/ (i, ij) odno$nie do obszaréw o, coy, co2. Mamy
zatem:

iJ./fo y)da =\\F do- j\f da=\j FI da;
i 0 y)da (>[<),y) 0 Ja\J (x, y) da ) (x, y) da;

Sf (x,y) da = jf F2(x,y) do 1
5 (x.y) j§ F2(xy) ()
Zauwazmy, ze funkcja
P (Xr y ) ~ F (,V, y) - F! (X! y) - FS {X, y) (2)
jest rbwna zeru, poza, by¢ moze, punktami potozonemi
na  wspolnej czesci brzegébwobszaréw oo, i @2 Ze

wzgledu na regularno$¢ obszar6éw co, cox i @, na mocy
twierdzenia na str. 169 otrzymujemy:

iD! 9 (vy)da= 0.
Stad z uwagi na (1) i (2) wynika nasze twierdzenie.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 pozwala nam okre$li¢ pole dowolnego
obszaru regularnego oo Jako definicje tego pola, ktdre
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bedziemy oznacza¢ symbolem |oj, przyjmujemy formute
|ol= J5do.
Q

Catka po prawej stronie istnieje, gdyz funkcja f(x,y) = 1
jest oczywiscie ciggta w kazdym obszarze domknietym QG
Jezeli obszar o jest prostokgtem otrzymujemy na pole
wartos¢ te sama, co przy zwyczajnej definicji (por.str. 162,
przyktad 1).

Uwaga 2.

Jezeli funkcja f (x, y) jest ciggta i nieujemna w obsza-
rze regularnym co, to punkty (x, vy, z), dla ktdrych
(r,y) nalezy do obszaru co, za$ z spetnia nieréwnos$é
0¢C f(x, y), tworzg bryte, ktdrej objetos¢ okreslamy

wzorem; T ]
i/ ) da-

Podobnie jak poprzednio (str. 161), fatwo sie prze-
kona¢, ze definicja powyzsza zgodna jest z intuicyjnem
pojeciem objetosci.

Przyktad y:

1. Zastosujemy twierdzenie powyzsze do obliczenia
catki funkcji f (x,y) okreslonej w przykiadzie na str. 165
Prosta jc=1 dzieli prostokagt D na dwa prostokaty nie
posiadajagce wspolnych punktow wewnetrznych. Ozna-
czajac lewy prostokat przez Z>j, prawy przez D2, mamy

Wf(x y)do—Df{x y) do \\\f(x y) da —
= \\(—I)rfa f%Zdo— —1 1-f2.2= 3.

2. Oznaczmy przez oo dowolny wielobok domkniety
1 podzielmy go W dowolny sposob na skoriczong liczbe

wielobokéw:
cou 0)2 ... con.
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Potézmy f (x, y) = c* wewnatrz cok (A= 1,2 ... n),
gdzie c¢,, § ... ¢, oznaczaja state dowolne Na brze-
gach wielobokéw funkcje okreslmy w sposéb dowolny,
jednak tak, aby byta ograniczona. Na mocy tw. 4 (sit. 164)
funkcja f (x,y) jest catkowalna w wieloboku co. Twier-
dzenie ostatnie pozwala obliczy¢ te catke:

Wf{x, y) do= \*daA-W csda-f...-fS 5¢c, do =
® 0), ar

o)n

= A1y BIC2I-(- ... -j- G, lco,|.

§ 5. Warunki catkowalnosci. Twierdzenie
o $redniej wartosci. Dla funkcyj catkowalnych w do-
wolnym obszarze regularnym oo sg prawdziwe twier-
dzenia analogiczne do twierdzehA z § 2 (str. 163):

Twierdzenie 1

Suma dwoéch funkcyj f(x,y) i cp(x,y) catko-
walnych w obszarze regularnym o jest funk-
cjag catkowalng i

Si[/(*>t)+ <P(a-,y)]do™=5[/(r, i/)do +
Q 0
+ \\@(x,y)da.
a

Twierdzenie 2

Iloczyn statej ¢ przez funkcje f (x,y) cat-
kowalng w obszarze regularnym oo jest funk-
cjg catkowalng i

Sicf(x, y)do= cill {xy)do.
[o}] @

Twierdzeniu 3 z § 2 odpowiada twierdzenie 1z § 4.

Dowody twierdzen powyzszych wynikajg bardzo
tatwo z definicji catki podwdjnej po obszarze regular-
nym i wspomnianych twierdzen z § 2.



176

Uwaga.

Jezeli funkcje f {x, y), (p(ar,y) sa catkowalne w ob-
szarze regularnym O i speiniajg tam nieréwnos$é
[ (5, )< P y), wowczas

%6/(*,//) _O(Ehc,y)do.

Istotnie, nieré6wno$¢ ta jest na mocy tw. 1 réwno-

wazna z nierdwnoscig
Srke  y) - f(x,y)] rf<x>0.
©

Z definicji catki podwojnej wynika natychmiast, ze
catka funkcji nieujemnej jest rdwniez nieujemna.

Dla funkcyj dwu zmiennych zachodzi twierdzenie
o Sredniej wartosci, podobne do udowodnionego po-
przednio w wypadku jednej zmiennej (str. 83):

Twierdzenie 3.

Jezeli funkcja f (x,y) jest catkowalna w ob-
szarze regularnym o i spetnia tam nierdw-

nosé m < f(x, y) < M,
woéwczas m|oo| $If (x,y) do M\ (|
©

Istotnie, z ostatniej uwagi Wynika fatwo, ze
55 mda JJ/ (@y) da< JjM da,
@ @ co

za$ namocy tw. 2 i definicji pola mamy
fSm do = m\co\ i \ M do= M \co\
@ @
Uwaga.

Podobnie, jak w wypadku jednej zmiennej, okreslamy
jako srednig wartos¢ funkcji f (v, y) catkowalnej w ob-
szarze regularnym (Q liczbe
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§ 6. Calka podwodjna po obszarach, jako catka
iterowana. Przypusémy, ze co jest obszarem regular-
nym okre$lonym nieréwnos$ciami

a< a< b gK)<y< 2
gdzie 9x(x) i 2(x) sa funkcjami cigglemi w (a; b)

i AW <CTtW Obszar taki nazywaé be-
dziemy obszarem normalnym (wzgledem osi r-6w).

Rys. 12.

Niechaj D bedzie dowolnym prostokagtem okreslonym
nierownosciami a b a8 vy b', pokrywajacym
obszar oo

Jezeli funkcja f{x, y) jest funkcjg ciggta w obsza-
rze oo, woéwczas, jak wiemy:

Wf(x, y) do= H F{x, y)do. @

gdzie F(x,y) = f {vy) w punktach obszaru co, za$
'F(a, y) = 0 w pozostatych punktach prostokata D.
Funkcja F(x,y) przy statem a, uwazana jako funk-
cja zmiennej y, posiada co najwyzej dwa punkty niecia-
gtosci; punktami temi moga by¢ punkty P, Q w kto6-
rych prosta réwnolegta do osi y, wykroSlona w punk-

Rachunek roiniczkowy i catkowy. 12



cier osi r-6w przecina obszar co. A zatem, dla kaz-
dego Vv istnieje catka

\F(x,y)dy.
a
Stad na mocy uwagi na str. 168 wynika, ze
\i F(r,y) do = .j{$F(.r.y)dy}dx 2

Obierajgc dowolne r i kiadac — (@, (r), ys= g(r),
mozemy napisac:

\F(r,y)dy —\F(x,y) dy-j-JF (r, y)dy-\-\F (x, y) dy.
> n ut

Poniewaz F(x,y)==0 dlam'¢,Cy <C.y}i dla j/2< y-si b,

o] u
wiec LF (r,y) dy —lSF (v,y) dy.
Zauwazmy jeszcze, ze dla
if di, F(r,y) = f(x, V).
A wiec
t ul <A (X,

FX,y)dy = \f (vy)dy = \f (r,y)dy.
(X, y) dy d (v.y) dy o (r.y) dy
Stad na mocy (1) i (2)

b «o (x)

id‘/ & y)do= j Q}i% (x,y) dy) dx.

Uwag a

Podobne rozwazania stosujg sie do obszaru normal-
nego wzgledem osi //-6w, okreslonego nieréwnosciami
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W wypadku tym mamy
L\ b qafy)
'Si f(.x,y) da= 1d\j f fi(x,y)dx = j j f(x,y)dydx.
to a B y) ae(y)

Jezeli' obszar oo*da sie rozbi¢ na skonczong liczbe
obszar6w normalnych cou ocs. wowczas

%l]vf(x, y) df) = % f{x,y)do -f {?Q/(.r,#) rfo-f...

Celem obliczenia catek po obszarach stosu-
jemy wyzej wypowiedziane twierdzenie.

Przyktady:
1. Obliczy¢ catke podwdjng funkcji
f(x,y)=x*+ xy+2y*
pd tréjkacie D ograniczonym oSiami wspoOtrzednych
i prostg y — —a&-f- L

Jak tatwo widzie¢, trojkat ten jest obszarem nor-
malnym, okreslonym nieréwnos$ciami

0 1, - X
Zatem FM=0 BX= 1—r
Otrzymujemy

SS (x2+ xy -f-2y*)da — jdx ] (x2-j-xy + 2y dy =
D 0 0

dx=h;:

Trojkat nasz- mozna réwniez okre$lic nieréwnosciami
0-Cy » 0 x 1 —ye Czytelnik fatwo sprawdzi,
ze catka )

Wy §ex+ ~ + 2y)dx

ma te sama- wartos¢.

(1—x)2 . (1 —a)s

12"
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2. Obliczy¢ catke \j/\’ 2x -f-3y-f-1)dxdy po polu

tréjkata o wierzchotkach (—1, —1), (2, —4), (1, 3).
Wyznaczamy najpierw w znany sposob réwnania pro-
stych, na ktérych leza boki tréjkata (podane na ry-

sunku). Nastepnie rozktadamy trojkat na dwa obszary

normalne c»i, w2, przy pomocy prostej v= |; (Mogli-
by$Smy réwniez uzyé prostej y = —.1).
Jak wiemy

)j@2ur-j-3y -f )dxdy — j( Qar+ 3y -+e1)dx dy -f-
Q w,
+ jj@v+ 3y + 1)dxdy.

ido
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Poniewaz obszary ool, o2 sg normalne, mozemy
kazdg z calek po prawej stronie zamieni¢ na catke ite-
rowang. Otrzymujemy:

IS(2.r-f3y-j-1)dxdy = j dx f (2x+ By-\-1)dy,
- X2

o,

i - i/«*ZJCHid
"_312Xy+ oyt +y o W%
+1

= i(¥-"2+ 9r—f)rfx=4.

P .
odobnie 2 THI+D.
\j12.t-f3y-f Htfrrf/ = Jdx ) (2 x-{- 3y -f-1) dy,
o y-f1) jdx ) G x-{- 3y -f-1) dy
y«, 7x-f10
2xy+%!1/* +y )y o dx.
= J(6Q.r2— 198 k+ 156)rfx — — 1.
Ostatecznie
IE|)(2x+ 3y + 1dxdy = 3.
Aby wyznaczy¢ Srednig warto$¢ funkcji 2 v-j-3 1

w uwazanym trojkacie, nalezy otrzymang wartos¢ catki
podzieli¢ przez pole tréjkata, wynoszace jak tatwo
sprawdzi¢ 9. Otrzymujemy zatem jako S$rednig war-
tosé
3. Obliczy¢ pole obszaru oo ograniczonego parabolg
y2— 2x i cieciwg taczaca punkty (2, —2)’i (8, 4).—
Prosta x — 2 dzieli obszar o na dwa obszary nor-
malne. Obszar 0" okre$lony nierébwnosciami 0<”a-<”2,
— y  + J2~i, i obszar o2 okreslony nieréw-
nosciami 2 x”" 8, x—4 vy -§-12x.
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Rys. 14.

(12 -
> VN 8 Vix
= idx 5dy -j- de j dy,
0 -V2x
9
82V2* dx+2i (1/2j -x+4)rfjc>=18.

Zatem \\dx dy= \\dxd y d_x dy,
© Q@

Pole obszaru o mozna obliczy¢ jeszcze w inny spo-
s6b. Mianowicie mozna go uwaza¢ za obszar normalny,
okreslony nieréwnosciami:

—2<y<4,|-<jc<il + 4

4 u+a + 4/ y2x
A wiec jjdxd —\d dx—JU -f4——)dy=1IS.
0 JpAxdy— 1, Ldx—JU e —dy
4. Obliczy¢ pole obszaru normalnego, co okreslonego

nieréwnos$ciami

a< x< b fx(X)< y< /2(@),
w ktdrych /j (&), /s.(v) oznaczajg funkcje ciagte w prze-
dziale (a, b), spetniajgce nieréwnos¢ /j (r) <j/, () dla
a< X < b (por. str. 143 — 44).



5. Obliczy¢ objetos¢ kuli je2-j-yi-f-z2= r2 Pia-
szczyzna' (X, y) przecina te kule wzdtuz kota x2-\-y2==r2
ktérego wnetrze wraz z brzegiem oznaczymy przez &
Jak tatwo widzie¢, potkula znajdujgca sie powyzej »fa-
szczyzny (v,y) jest zbiorem wszystkich punktéw (r, vy, z)
o tej wiasnosci-, ze punkt (a, y) nalezy do oo, za$ z
spetnia nieréwnos¢ 0 z  ]/r2— x2—y2

Na mocy naszej definicji objetosci (str. 174) otrzy-
mujemy jako szukang objetos¢ catej kuli

F=2 H |/r2—a2—yl da
@

+r + 17r-77
= 2Jdx | J/r2— x2— y2dy.
—T V77—
Przy catkowaniu ze wzgledu na y nalezy uwazac x
za state. Mozemy zatem wprowadzi¢ nowg zmienng @
przez podstawienie

y ="' [/r2— xs sin ¢ dy — j/r2—x2 cos ¢g=dcp.
Wowczas
+>V-r* +?

j I —i*—y2dy = j (r2—x2 cos2 dip—
-

X*h
Zatem V — 2 je (r2—x2 dx = §rsn.
—

6. Obliczy¢ objetos¢ czesci wspdlnej dwdch walcow
kotowych o tym samym promieniu r, ktérych osi prze-
cinajg sie pod katem prostym.
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Obierzmy jako osie tych walcéw 0$ z-6w i 0§ y-ow.
Ich réwnania sg woéwczas

I3-]-y2—r2i x2-j-22—r2

Czes$¢ wspolna obu walcéw jest oczywiscie okreslona
nierownoéciami x2-fAi/3 r2 a2-f-z2 r2

Poniewaz jej wyobrazenie sobie lub narysowanie
przedstawia pewne trudnosci, mozemy rozumowaé¢ w spo-
s6b nastepujacy:

Jest ona symetryczna ze wzgledu na ptaszczyzne
(at, y). Wystarczy zatem wyznaczy¢ jej gorng potowe,
okreslong nieréwnosciami x2-j-y2 r2 x2-f z2 r2
z >m 0. Oznaczmy przez (x0, y0) dowolny uktad liczb
spetniajacy pierwszg z tych nier6wnosci. Na to, by punkt
(*o»i/oi*) nalezat do badanej gdrnej potowy, potrzeba
i wystarcza, by 0 z  j/~m—x0Q. A wiec jest ona iden-
tyczna ze zbiorem wszystkich punktow (x. y, z) takich,
ze (ar,y) nalezy do kota x2-j-y2= r2 za$ z speinia po-
wyzszg nierébwnos$¢. Oznaczajagc przez o wnetrze kota
a2-j—y2= r2 wraz z brzegiem, otrzymamy jako obje-
tos¢ calej czesci wspdlnej catke

V= 2\J]/r2r—a2dx dy,

+h o+ Ve— +r
2\dx 1 1rz2--x
-r rre M
r - x3 * > 16
Y 3
Zadania:

1) Obliczy¢ nastepujace catki podwadjne:
a) ¥ cos2y da po kwadracie 0 a-<£, 0 y<mf
(Wynik £).



2)

3)

4)
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b) j/A+ x 4"y do po obszarze normalnym okre-
$lonym nieréwnos$ciami 08iy4~5, 0-§j.v<j5—y.
(Wynik ff).

c) ff|/aa—.r*—y- do po obszarze normalnym okre-
$lonym nieréwnosciami
0 x a jlav—x2™ y-C .
(Wynik & aJ).
d) |i ]/cos3y+.v3sin3y rfo po prostokacie 0 <l.v-" 1,
0< y< t- (Wynik f).

e) /l’.a _£ >\(/t do po tréjkacie ograniczonym osig

V6w, prosta v= u i prosta y — v, rj>0,
a> 0. AWynik
Wyprowadzi¢ przy pomocy catek podwéjnych znane

wzory na pole: a) trojkata, 0j trapezu, c) wycinka
kotowego, d) elipsy.

Przy pomocy zamiany catki podwdjnej na jterowang
wykazaé, ze
a) deX bf (x.y) dy = %dy ﬁ/ (x,y) dx

dla kazdej funkcji /' (x,y) ciagtej w tréjkacie ogra-
niczonym prosteini y — 0, v= a, y —x (aj> 0).
a Va*—rd a "a——yl

b) bdx0 | /1 (vy)dy — bdyO ( /7 (xy)dx

dla kazdej funkcji f(x,y) ciagtej w dodatniej ¢wiartce
kota x?-)-y3= a3

Wykazaé, ze objetos¢ odcinka kuli wyraza sie wzo-
rem V — rew2 — ~j, w ktéorym r oznacza pro-

mien kuli, za§ w wysoko$¢ odcinka.
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5) Obliczy¢ objeto$¢ ograniczong paraboloidg eliptyczng
u/\
z— ¢t + 5 ptaszczyzng z= k (k> 0). (Wynik
£ abkz2n).

6) Wspotrzedne S$rodka ciezkosci obszaru plaskiego ©,
obtozonego jednostajnie masg, sg Sredniemi warto-
Sciami funkcyj x iy, t zn.

0 39
Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci: a) pot-
kola xs-j-y4 /a y 0, b) tréjkata z przykiadu 2,

str. 180. (Wynik a) 0, )(ST/: b) § —f).



Rozdziat X
Catka krzywolinijna.

§ 1. Luk pojedynczy. Zatézmy, ze funkcje:

x=1f), y= <pt), z=ip® (1)
sg ciggte w (a, b). Zbiér wszystkich punktéw przestrzeni,
ktorych wspotrzedne i+ y, z) odpowiadajg tej samej war-
tosci zmiennej t; nazywamy, tukiem pojedynczym
tlub krotko tukiem), jezeli punkty, odpowiadajgce roz-
nym wartoSciom parametru t, sg rozne, innemi stowy,
jezeli réwnania:

(O =1(0, ®0O= 9@), V(O= V()
pociagajg t' = f".

Punkty zl, fi, odpowiadajgce skrajnym wartosciom
a, b parametru , nazywamy koncami tuku. O tym #tuku

mowimy, ze taczy punkty A i fi. Luk pojedynczy ozna-
czamy rowniez symbolem A fi.

Przedstawienie parametryczne tuku pojedynczego,
przy pomocy funkcyj spetniajacych wyzej podane wa-
runki, nazywamy przedstawieniem normalnem.



Przyktady:

tukiem pojedynczym jest: 'a) odcinek, b) linja tamana
A, j4s ... An, pod warunkiem, ze sasiednie odcinki
majg tylko jeden punkt wspdlny, niesasiednie za$ nic
nie maja wspolnego, c) tuk kota (odpowiadajacy katowi
srodkowemu a, gdzie 0< a <2 a), d) obraz geome-
tryczny funkcji y=1f(x) ciagtej w przedziale (a b).
Przedstawienie parametryczne w tym wypadku jest na-
stepujace :

x=t, y=f(t), z—0, (a<f<6).

Majac jedno przedstawienie parametryczne normalne
tuku pojedynczego, mozemy otrzymac¢ nieskonficzenie
wiele innych. Wystarczy w tym celu obra¢ dowolng
funkcje ciaggla t= a (s), Scisle monotoniczng w jakim$
przedziale (a', b') i przyjmujacg na koncach tego prze-
dziatu wartosci a, b. Nowem przedstawieniem normalnem
bedzie:

x—fla@l= /@) y= @hE]I= w&E),
z=yjla@)]rpi (s), (a < s< D)

Jezeli tukowi AB nadamy pewien Kierunek, to znaczy,
obierzemy np. jako poczatek punkt A, jako koniec
punkt B, wowczas zdarzy¢ sie mogg dwa wypadki: albo
punktowi A odpowiada warto$¢ parametru t= a, albo
wartos¢ t — b. W pierwszym wypadku powiadamy, ze
przedstawienie parametryczne jest zgodne 2z obra-
nym .kierunkiem, w drugim za$ wypadku, ze jest nie-
zgodne. JeSli przedstawienie jest niezgodne z obra-
nym Kierunkiem woOwczas ktadagc t==—s, otrzymujemy
zgodne przedstawienie:
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Przyktady:
1. Przedstawianie normalne odcinka tgczacego punkty
A (*Lyu zj)) i B(x, i, z2 otrzymujemy, kiadac np:

* = + O*—=*i)U y=yi+ (i/s— U)t,
z= ziJdr(zi — z}t
dla 1. Przedstawienie to jest zgodne z kierun-

kiem od A do B.

2. Przedstawienie normalne gornej potowy elipsy
02*2+ a202 — a2”2 otrzymamy, kiadagc x = a cos 4,
y—bsini, z= O dla O t” it. Inne przedstawie-
nie normalne dostaniemy, kladac np. += s2 a wiec

x'=acoss2 y—bsins2 z= 0O dla O s ]fn

§ 2. Catka krzywollnijna po tuku pojedyn-
czym. Przypusémy, ze tuk pojedynczy A B dany jest
przedstawieniem normalnem:

x = f(t), y=<p(t), z=zy>(t), (a<f<6) (I
i ponadto, ze funkcje (I) majg pochodne ciagte w prze-
dziale (a, b). Obierzmy na tuku A B kierunek od A do B
i zaldzmy, ze przedstawienie parametryczne (I jest
zgodne z obranym kierunkiem. Niechaj funkcja P(x,y,z)
bedzie okreslona i ciggta dla wszystkich punktow tuku
A B. Utwdrzmy dowolny podziat $odcinka (a, b) i oznacz-
my przez /0= a< t< U ... konice odcinkéw AtuA/2...,
wchodzagcych w skiad tego podziatu. W odcinkach po-
wyzszych obierzmy dowolnie po jednym punkcie #j,-1?2...

Pot6zmy

x0=/(foh Xi —fVi), x,=f(ta it d
Ciz/(#i), ~"=/(Ns), = Vi= <pWi), %= 950?2),...;
Ci= Ca=

Utworzmy sume:

G=P&,ViCi)(*i-x0+ P(§, V» &) + mm (1)
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Kfadac F(t) P[f (), <p(t), ty ()], mozemy sume
powyzszg napisa¢ nastepujaco:
g=m )[f(t)-rm + f£fm [/w -/<* wm+.. (2
Na mocy twierdzenia o wartosci S$redniej istniejg
punkty , B, ... spelniajgce warunki:
[ to)-1(/,)=1"(#;>(4 - (. (a< < /)
[ @)—/ (#,)=1"#>(/,— 1), & < a < h)ll.d (3
Potézmy: F(A)= F(d\) + elt F(0t)= F(d)+ f2..
Stad na mocy (2) mamy:

G= g+ i? 4
gdzie G' — F(#jf #H ¢/, + Fm /' (¢;04 (5)
za$ R— E£j/ (#)ill, — &/ ($»)d -(-..

Jezeli przez /; oznaczymy najwiekszg z liczb: |ej],
fc2|, ... za$ przez M najwiekszg wartos¢ funkcji |/’ (/)(
w przedziale (a, b), wdwczas:

\R\"MyAtl+ Mr)Ati+ ...= My (b—a) (6)

Obierzmy dowolny cigg normalny podziatow {o,J
i niechaj {(?,} bedzie ciggiem sum odpowiednich, utwo-
rzonych podobnie jak suma G. Wedtug (4), przy poddb-
nem okresleniu sum G,, i Rn, mamy:

Gn= Gn+ Rn @)
Wobec (6) \R,,\KMr)n (b— a) 8)
Lecz nI|m G,, aF(t)f (t) dt.

Wskutek jednostajnej ciggtosci funkcji F(t), mamy
lim )/, = 0, wiec na mocy (8) Iirﬂn R,, = 0. A zatem:

lj —"~c

lim G, =] F(t) f (0.dl=] PLI(1), (), ty (M (ndt.
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mGranice ciggu {£?,} nazywamy caika krzywo-
linijng funkcji P(x,y,z) wzietg po tuku AB w Kkie-
runku od i do B; oznacza¢ jg bedziemy symbolem
\P(x,y,z)dx (10)
Th
A wiec otrzymaliSmy, wzér:

.]hP(x, yiz) dx = iP[f(f), 90, O]/'()d. (11)
T «

(Jwaga 1.

Mozna wykazaé (dowod pomijamy), ze warto$¢ wy-
razenia (10) nie zalezy od przedstawienia parametrycz-
nego (1), byleby ono byto zgodne z obranym kie-
runkiem na tuku. Innemi stowy, jezeli tuk A B bedzie
dany innem przedstawieniem normalnem i zgodnern
z obranym Kkierunkiem, woOwczas, postepujac podobnie
jak poprzednio, otrzymamy te samg warto$¢ na wyraze
nie (10)-

Uwaga 2.

Jezeli na tuku obierzemy kierunek od B do A woéw-
czas, jak w