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S U L L A  S O L U Z IO N E  G E N E R A L E  

D E L L ’EQ U AZIO M E  D E I G A P IT A L I A C C U M U L A T I

S. K o ł o d z i e j c z y k .

S U N T O . —  L ’A. considera l’equazione dei capitali accumulati del Cantelli, 
nel caso in cui tutte le somme sian riferite finanziariamente all’epoca del bilancio. 
Mostra come la cosiddetta condizione dell’equilibrio finanziario sia non solo suffi- 
ciente ma anche necessaria per la unicitá della soluzione.

Mostra infine come la scindibilitá della legge di capitalizzazione non basti 
da sola a considerare un capitale accumulato all’etá t, riferito per interessi
all’etá x  s / ,  come prodotto del capitale effettivamente accumulato all’etá i
per il montante finanziario dall’età t a ll’etá x\ è necessaria all’uopo, oltre che 
sufficiente, la condizione deU’equilibrio finanziario.

i . L a  teoría dei capitali accum ulati del Cantelli ’) pUo consi-
derarsi schem atizzata con una equazione del tipo

t

[i] / (/) C  (t ,x )  — j l  (u) 7t (u) L  (u ,x )d u  —

a

t

— J  l  (u) a (u) A  (u) C (u , x) du , a - ^ t

a

dove la funzione C  (t ,x )  indica il capitale accwnulato all’età t e rife- 
rito per effetti finanziari all’età x  ^  t .

J) F. P. C A N T E L L I, Genesi e costruzione delle tavole d i mutualitá. « Bollettino 
di Notizie sul Crédito e sulla Previdenza », Ministero di Agricoltura, Industria e 
Commercio, n. 3-4, 1914; I. M E S S IN A , Le probabilitá parziali nella matemática 
Attuariale. Stesso Bollettino, 1916; Sulla teoría degli accumuli e sulle tavole d i 
mutualitá. « Rendiconti del Circolo Matemático di Palermo », vol. L, 1926.
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Indichiamo poi, a precisar le idee, con
a l ’età di entrata degli assicurati costituenti il gruppo consi-

derato;
/ (u) la legge di permanenza nel gruppo, o di m ancata elimi- 

nazione;
a (ri) il tasso istantaneo di eliminazione;
A  (u) la frazione del capitale accumulato all’età u  pagata 

ad ogni assicurato, che si elimini a questa età;
7ï (u) il tasso di premio;
L  (u ,v) la legge di capitalizzazione, che pub essere scindi- 

bile o non scindibile.
T u tte  le funzioni considérate si suppongono, per semplicità, 

continue.
L ’equazione [i] amm ette come única soluzione

t

[2] C (t  ,x )  — f  tc («) L  (u , x) du , a ^ t ^ x
J  *  w
a

con
U

Jet (y) A  (y ) dy

[3] X (u) — l  (a) ea , a - ^ u .

L a funzione X (u ) , fondamentale nella teoría dei capitali accumu- 
lati, è stata chiam ata dal Cantelli legge d i mutualità.

Il Lordi 2~> ha considérate l ’equazione [r], invece che per i valori 
a ^  t ^  x  , solamente per t =  x ,  in modo da trattare direttamente 
i l  capitale effettivamente accumulato.

A  questo caso corrisponde l ’equazione

x

[4] / (x) C (x , x) =  j~ l  (u) Tr (u) L  (u , x) du  —
a

x

— j~ l  (u) a (u) A (u) C (u ,x )  du, a ^  x,

a

*) L. L o r d i , Sulla teoría dei capitali accumulati. « Giornale dell’Istituto Ita
liano degli Attuari», Anno I, n. 2, ottobre 1930 e Anno II, n. 1, gennaio 1931.
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la  quale am m ette infinite soluzioni, che sono state determ inate dal 
Lordi e delle quali fa parte -  naturalmente -  anche la [2].

In seguito chiameremo la [4], equazione « dei capitali accu- 
m ulati », e la [1] « d ’equilibrio finanziario ». U na giustificazione 
di tale terminologia, del resto adoperata da altri autori, si trova 
nel n. 3.

Bisogna osservare che tutte le soluzioni particolari délia [4] 
-  salvo la [2] -  non rappresentano più dei capitali accum ulâti nel 
senso definito dalla equazione [1] e che quindi la [4] non possiede 
un imm ediato significato finanziario.

Il presente lavoro ha lo scopo di riprendere e di completare le 
considerazioni del Lordi. In particolare risolve i seguenti probierni: 

i°  Pone la soluzione generale, ottenuta dal Lordi, in una 
form a più evidente.

2° Riferisce un risultato, contenuto implicitamente nella N ota 
del Lordi, circa una condizione necessaria e sufficiente, affinchè l ’equa- 
zione [4] abbia come unica soluzione la [2].

30 Indica delle condizioni necessarie e sufficienti, affinchè ogni 
soluzione C  ( t , x) délia [4] sia funzione del capitale accum ulate 
C  (x , x) , nel senso che poi sarà precisato.

2. Riportiam o dalla N ota del Lordi la soluzione generale della 
equazione [4]

i

[ 5] C {t , x ) =  C ( t  , x ) + - ^  j ^ j ^ ( ù ( u , x ) d u ,  a ^ t ^ x ,

a

dove C ( l , x ) è il capitale accum ulate, definito dalla [2] e a ( t , x ) una 
funzione arbitraria, definita per a ^  t ^  x , integrabile rispetto ad u 
e tale che sia

x

[6] J  a  (u 1 x) du  =  0 , a ^  x  .

a

Lo scopo delle considerazioni di questo numero è di trasfor- 
mare la [5] in un’altra formula, contenente anch’essa una funzione 
arbitraria, non soggetta ad alcuna condizione. Per semplicità con- 
tinuiam o a considerare funzioni continue: supporremo quindi con
tinua la a  ( l , x).
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Dimostriamo all’uopo il seguente teorema:
Sia  g  (f) una funzione continua nell' intervallo p  -K z t-^ q . Allora 

l'equazione
X

[7] j g { t ) f ( t  , x)  dt =  O , p ^ x ^ q ,

P

ammette come soluzione générale

[8] f { t , x ) = k ( t , x ) ------------A o ( t , x )

X

j 'g ( t ) A 0 ( t , x)c l t  p 

P

■ Jg (f)h (t,x)d t,

dove h ( t , x) é una funzione arbitraria e A a ( t , x) una funzione asse- 
gnata, ma tale che sia

x

[9] j 'g ( t ) A 0(t,x)dt= ¡=o , p < x ^ q ,

ambedue le fu n zion i essendo determínate nel triangolo p  ^  t ^  x  ^- a 
e continue rispetto a t .

Per dimostrare il teorema posto osserviamo dapprima che la 
[8] soddisfa la [7]. C ió fatto  basta provare che, oltre alia [8], non vi 
sono altre soluzioni della [7].

Per questo poniamo

x

[IO] Ą t , x ) = h { t , x )   ̂ A o<t>z)  / ' g ( t ) h I ( t , x ) d t

J g ( t ) A 0( t , x)dt  p

con h ( t , x)  e h ¡ ( t , x) funzioni arbitrarie. 
Sostituendo la [10] nella [7] si ricava

j 'g (t) h (t , x ) d t =  j , k t { t , x )g  (t) dt
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e quindi dalla [10] si ha
x

=   ¿  A ° (¿ ’ x)  f g ( t ) h ( t , ¿ ¡ ; d t

j g ( t ) A 0 ( t , x ) d t P

che é esattam ente la [8].
Ritornando al nostro problema, la soluzione generale della 

equazione [6], cioé dell’equazione

a -^-x

A ,

f , ,  co (u , x)

J ' V - f f i - ' T 0 -
a

assume, a causa del teorema dimos trato, la forma

x

[ t i]  — f ^ - - = v ( u , x ) L ( H , x ) -------X..A.P & -1É .-------- l ' l ( u) ? ( u , x ) L ( u , x ) d u

j l ( u ) A 0 (u , x) du a

a

con 9 ( u , x) funzione arbitraria e A 0 (u , x)  funzione assegnata, in 
accordo con la [9], ambedue definite per a ^ u ^ x  e continué ri- 
spetto ad u .

Posto
[12] A a ( u  , x )  =  7Ü (u)  L ( u  , x )

si ottiene allora, sostituendo le [ 1 1]  e [12] nella form ula generale,

xJ l  (u) e f ( u , x ) L ( u , x )  du 

C ( t , x ) =  C ( l , x ) + J  J ^ y <P(u ’ x) L  ( u , x ) d u  —  ?— x----------------------------- C( t , x ) .

I (u) ti (u) L  (u , x) du

a

Abbiam o quindi

[13] C ( t , x )  =  C ( t , x ) ( t - £ * & )  + C9 ( t , x ) ,  u < t ^ x
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con
x

7i (u) L  {u , x) d ii, cp (u , x) L  (u , x) du,

a a

[ 14]
X X

C ( t  , x ) =  J Cq> ( t  , X )   J

a a

che é la formula cercata.

3. N otiam o che la form ula [13] non determina, in generate, 
un capitale accumulato nel senso del n. 1, il quale corrisponde alia 
equazione [1] ed é perció univoco; invece la [13] definisce una infi
nita di soluzioni C  ( t , x).

S i potrebbe cercare di dare una estensione, naturalmente da un 
punto di vista astratto, come vedremo, della nozione d i capitule accu- 
mulato al caso ora considerato. B asta supporre, fissata una soluzione 
C {t ,x )  della equazione [4], che l ’Istituto assicuratore si obblighi a 
pagare ad ogni assicurato, il quale si elimini alhetá t, una frazione 
assegnata del capitale accumulato effetlivametite C(t , t ) ,  cioé una fra
zione assegnata della riserva retrospettiva individúale

T ale  valore effettivo è funzione di una sola variabile e si puo 
quindi indicare con C  (t).

A bbiam o quindi due definizioni del capitale accumulato. Per 
distinguerle, cbiameremo il capitale accumulato C  ( t , x) definito 
dalla [1] capitale accum ulato « di equilibrio finanziario » e quello 
C  (t , x )  definito dalla [4] « del bilancio equo », a prescindere dal 
suo artificioso significato finanziario.

L a  espressione del capitale accum ulato del bilancio equo, C  (t , x), 
puó apparire abbastanza semplice. V i entraño, secondo la [14], 
funzioni che hanno il significato di valori medi individuali di versa- 
menti fatti dagli iscritti, cioè P  (x) e P v (x) , od anche di capitali accu
m ulate .cioè C  ( t , x)  e Cv ( t , x) . L e  P  (x ) e C  (t , x )  corrispondono 
ai versamenti, fatti effettivam ente, dei premi 7~(t)dt, mentre le

i i

[15] [ M .  J  /(O 77 (u) L ( u  , t )  du — /
a a
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Pq  (x ) e Cy ( t , x ) sono calcolate secondo una funzione arbitraria 
cp (u , x ), alla quale si puo daré, per analogía, il signiñeato d ’un tasso 
d i premio dipendente dall'época d i riferimento finanziario x. A l tasso 
9 (u , x) corrisponderebbe un versamento di premi 9 (u , x) du, fatto 
tra u  e u  -f- du  ; questo versamento non si potrebbe considerare come 
fatto  effettivam ente, ma puramente fittizio, ossia potrebbe figurare 
solam ente nella contabilitá.

D alle considerazioni fatte segue che il capitale accumulato del 
bilancio equo C  ( t , x) non è, in generale, uguale alia corrispondente 
riserva retrospettiva individúale [15], riferita pero finanziar'am ente 
a ll’epoca x\ si ha una differenza tra i due valori, che chiamero 
« scarto di equilibrio » e che indichcró con S  (t , x):

Sostituendo nella [16], l ’espressione di C( u ,  x)  della [13], si trova, 
dopo alcune trasformazioni,

Ci. serviremo tra poco della formula [17].

4. Passiamo ora al secondo problema enunciando il seguente 
teorema:

ammetta come única soluzione la  [2] e l'equazione d ’equilibrio finan
ziario, cioe la validita della [x] oltre la [4].

Sebbene questo teorema sia implicitamente dim ostrato nella 
N ota citata del Lordi, ne daremo qui una dimostrazione, per chia-

t t

S  {t ,x) =  C  (t ,x)  — a (u) A  ( u ) C ( u , x ) d u ¡  •

a a

S ( t  , x)  =  P,t (¿ , x) P ( t , x )  , a < .t í£ x ,

e, in particolare,

dove

t t

a a

L a  condizione necessaria e suficiente perché Vequazione [4]
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rirne il concetto, basandoci sulla nozione di « scarto d’equilibrio » 
ora introdotta.

Dapprim a osserviamo che la condizione dell’equilibrio finanziario 
équivale alla condizione

[19] S ( t , x )  =  o ,  & -Kk t üee x  ,

poichè questa, a causa della [16], è équivalente all’equazione [1].
Ora per dimostrare la nécessita della condizione [19] suppo- 

niamo che l ’equazione [4] abbia per unica soluzione la [2], cioè

[20] C ( i  , x)  =  C ( t , x ) .

D alla [20] segue, tenendo con to delle [2] e [13], che 

t

/  I9  ̂ n (̂ ]L ^  ̂du = °
a

per ogni t, nell’intervallo a - ^ t ^ x .
Si ha dunque

cp (u , x) =  <p (x) x  (u ) , a  ^  u z = x

con

i  (x ) =  Prf ( x) .
^ W  P ( x )

Perciô ricaviam o, in base alia form ula [17],

t t

[21] S ( i , x ) =  I j ^ - r p ( u , x ) L ( u , x j d u — cp(x) j^ ^ - v : ( u ) L ( u ,x ) d u ,

a a

ossia

/ t

S ( t  , x ) =  J  4* ( * )n («)L (u ,x)du — ty(x) jY ^ - n ( u ) L ( u ,x ) d u = =  o, 
a a

che è esattam ente la [19].
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Per dimostrare la sufficienza supponiamo che valga la [19]. 
A llora segue dalla [21]

t

/ 7 ¡J) ^ (“ ’ * ) ~ ^ ( x )™(u)\L (u >x) d u = 0> *
a

e perció

[22] y (pi, x) =  (x) tz (u) , a ^ u  ^ x

ossia <p ( u , x )  risulta scindibile.
A llora dalla [13], tenendo presente la [22], si rica va

C  (t ,x) —  C  (t ,x) , a ^ t ^ x

ossia l ’unicità della soluzione C  (t , x).

5. Occupiam oci infine dell’ ultimo problema propostoci. Ri- 
tornando alia formula del Lordi [5] dimostriamo il seguente teo
rema:

L a condizione necessaria e suficiente afinchè ogni capitale accumu
late1 C  ( t , x) sia una funzione del suo « valore effettivo » C  (t), indi- 
pendente dal tasso d i prem i tz (u), cioè

[23] C ( t  ,x )  —  F a (C (t)  , t , x }

dove la funzione F m(w , t , x), dipende in generale da w {u , v), l  (u), 
A  {u) e L ( u  , v) 7na non dip ende da tz {pu), è la scindibilità della legge 
finanziaria L ( u  ,v).

Per dimostrare la nécessita della condizione posta, supponiamo 
che la [23] valga per n (u) qualsiasi.

Allora, fissati dei determ inati valori per le variabili t e x  (t ^  x), 
prendiamo un numero t ,  a < f r ^ t ,  e consideriamo il particolare 
tasso di premi

1 x ( 0
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Risulta allora, eguagliando i secondi membri della [5] e della [23] 
e tenendo presente la [24],

a

con
t

/ ( ' ’ * ) =  T(í) / t f f -
a

dove, evidentem ente, l i t  , x )  dipende dalla funzione co (« ,# ) .
Posto

w —  1 +  /  ( ¿ , t), 

si ricava l ’espressione equivalente

T

[25] /  1  %  ’ft)  du =  [ * » ( « > , *)] (t -  a).
a

e derivando ambo i membri della [25] rispetto a t  si ottiene

Lr ^  ’ X)  =  F a (w , t , x) —  I  (t $ )  , a < C x ± £ t .

II secondo membro é indipendente da r ; per t  =  t si deduce
allora

L  ( t  , x) _  L  { t , x)
L  ( t  , t) L it , t)

e quindi

[26] L  ( t  , x) —  L  ( t  , t)  L  i t , x),

condizione che vale per ogni valore fissato di t e x, t ^  x,  e quindi
in generale.

L a  [26] esprime la condizione cercata, cioé la scindibilitá della 
legge di capitalizzazione L  (u , v).

Adesso dimos triamo la sufficienza della condizione [26]. 
Applicandola alia [2] si ottiene

C  (t , x)  —  C  (t) L ( t  , x )  ,

dove con C {t) si indica la funzione ad una variabile C  i t , t).
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Allora dalla [5] si ha

[27] C  ( t , x ) = s C  (t) L  ( t , x) +  I  ( t , x) —

=  [C(t ) - 1  (t , t ) ] L  (t , x )  +  I  (t , x)

e resta cosi dim ostrato il teorema.
L a  [27] è la forma piú generale del capitale accumulato del 

bilancio equo, nel caso considerato di una legge finanziaria scindibile. 
Notiamo inoltre dalla [27] che non si ha in generale

[28J C  ( t , x) =  C  (t) L  ( t , x)

cioè che non s i ha un capitale acciwiulato « scindibile », sebbene la 
legge finanziaria si presentí scindibile.

6 . Il caso particolare d ’un capitale accumulato scindibile si rea- 
lizza, secondo la [27], quando e solamente quando è

/  (/ , x) —  / ( t  ,t)  L  (t ,x )  — o

condizione che, per la [27], esprime l ’indipendenza délia funzione 
F a (w , t , x) da w (w , v).

D ’altra parte dalla [28] e dalla [4] si ricava

x

[29] / (x) C  (x) =  J l  (u) 7T (il) L  (u , x) d u ---

a

X

— J  l  (u) et (u) A  (u) C  (u) L ( u  , x) du 

a

che come equazione integrale di seconda specie di Volterra, ammette, 
sotto le ipotesi fatte, la unica soluzione

t

C ( t ) = J ^ n ( u ) L ( u , t ) d t ,

a

che è precisamente quella che soddisfa all’equazione deU’equilibrio 
finanziario.
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Concludiamo dunque:
L a condizione necessaria e suficiente perche sia

[30] C (t ,x )  =  F [ C  (t ,t)  , t  , x ]

con F  (w , t , x) indipendente da ( u , v) oltre che da ti (u), e in gene- 
rale dipendente da l  (u), A  (u) e L  (i¿ , v), é l ’esistenza dell'equilibrio 
finanziario insieme colla scindibilita della legge finanziaria L  (u , v). 

N e risulta come conseguenza

C  ( t , x) =  C  (t ,x )  =  C  (t , t )  L  (t ,x )
ossia

F  (w , t , x) =  w L ( t , x) .
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Tutto quanto si riferisce alla redazione del Giomale deve essere diretto alla 
Direzione del Giornale presso l’Istituto Italiano degli Attuari, via Marco Min- 
ghetti 22, Roma (Indirizzo telegráfico «Attuari Roma»).

Gli Au ton sono pregati di inviare alla Redazione del Giornale i loro lavori 
dattilografati,- le formóle scritte con grande chiarezza, in edizione definitiva e 
adatta per la stampa, seguendo il sistema dei fascicoli precedentemente pubblicati.

Gli articoli inviati saranno pubblicati dopo esame ed approvazione del Comi- 
tato di Redazione, tuttavia il Giornale non assume alcuna responsabilità per gli 
articoli firmati dei quali, in ogni caso, rispondono pienamente i loro Autori.

Le bozze saranno inviate agli Autori una sola volta, salvo casi cccezionali, 
e debbono essere restituite corrette insieme con gli originali.

Degli articoli originali la proprietà è riservata ad ogni effetto al Giomale.

I manoscritti non si restituiscono.

II Giornale esce ogni trimestre.

A gli Autori vengono offerti 100 estratti gratuiti dei loro articoli. Per ogni 
ioo estratti richicsti in piu l’Autore deve inviare L. 40 se di 4 pagine e copertina, 
L. 56 se di 8 pagine e copertina, L. 72 se di 12 pagine e copertina, L. 88 se 
di i6 pagine c copertina.

Abbonamento annuo: Per 1’ Italia L. 50, per l ’estero L. 70.




