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wysokości). Grecy, opierając się bezwątpienia na wiedzy Egipcyan, zaczęli 
dopiero geometryę uprawiać dla samej nauki. Już' w VI. wieku przed n. Chr. 
Pytagoras zakłada w Ivrotonie sławną szkolę, w której wysunięto na pierwszy 
plan geometryę idealną i wzbogacono zbiór znanych prawd geometrycznych. 
Trądycye tej szkoły przeszły w IV. wieku do szkoły Platona w Atenach, 
(Akademia platońska) i Eudoxusa w Cyzikos. Wszystkie te badania i odkrycia 
zebrał w III. wieku przed n. Chr. Euklides, żyjący w Aleksandryi, twórca 
szkoły aleksandryjskiej, w jednem dziele, złożonem z 13 ksiąg, znanem pod 
nazwą: „Elementy geometryi“. Książka ta przez dwadzieścia wieków przeszło 
stanowiła najważniejsze źródło dla wszelkich badań geometrycznych. We 
wszystkich szkołach do niedawna uczono prawie bez zmiany tylko tego, co się 
w tern dziele zawiera. W Anglii do dziś dnia w szkole używa się jako pod
ręcznika do nauki geometryi, tłumaczenia Euklidesa. Oprócz biblii — zda
niem historyków — żadna inna książka nie rozpowszechniła się tak i nie 
była tłumaczona na tyle języków, co właśnie dzieło Euklidesa. Dlatego też 
całą geometryę, której się uczymy, nazywamy „geometryą euklidesową“.

Badaczem samodzielniejszym, największym matematykiem starożytności 
był Archimedes z Syrakuz (287— 212 przed n. Chr.), który wyszedł ze szkoły 
aleksandryjskiej. Obok niego odznaczył się także Apołłoniusz z Pergi, 
również uczeń szkoły aleksandryjskiej, badaniem przecięć stożkowych.

Z wieku I. przed n. Chr. posiadamy ważne badania Herona, a z wieku 
ü .  po n. Ghr. Ptolomeusza, twórcy trygonometryi. Rzymianie nie przyczynili 
się w niczem do zdobycz}- Greków. Także Hindusi i Arabowie, którym tak 
znaczne postępy zawdzięczamy w algebrze i arytmetyce —  nie poszli w geo
metryi dalej od Greków. Przez całe średnie wieki matematyka była w za
stoju : w epoce humanizmu odkryto dopiero na nowo całą wiedzę starożytnych, 
to też dopiero od XVI. wieku rozwija się geometria dalej. Pod wpływem 
genialnego Galileusza, pracuje w geometryi Włoch Cavalieri (1591— 1677), 
jego myśli dalej rozszerza niemiecki astronom Jan Kepler (1571—1630), 
którzy przyczynili się zwłaszcza do rozwoju stereometryi. We Franc}i sławny 

\  filozof Descartes (1596—1650) wprowadza zupełnie nową metodę badań geo
metrycznych. wiążącą ściśle algebrę z geometryą (t. zw. geometiyą analityczną), 
obok niego pracują Fermat, Desargues i Pascal, wzbogacając geometryę 
w nowe twierdzenia i nowe metody badań.

Wiek XVII. przynosi przewrót w całej matematyce: odkrycie rachunku 
różniczkowego i całkowego, niezależnie od siebie przez Leibniza (w Niemczech) 
i Newtona (w Anglii). Metoda Descartesa z jednej, rachunek zaś różnicz
kowy z drugiej strony, wywołują niebywały rozwój całej matematyki wogóle, 
a geometryi w£szczegóIności. To też wiek XVIII. nagromadził tyle nowego 
mateiyału — czasem niezupełnie dokładnie sprawdzonego, że wiekowi XIX. 
pozostało poważne zadanie uporządkowania tych wszystkich wiadomości, wpro
wadzenia ścisłości logicznej we wszystkie rozumowania a przedewszystkiem
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zbadanie samych podstaw geometryi i algebry. Z wieku XVIII. zwrócimy 
tylko uwagę na rozwój t. zw. .geometryi rzutowej i wykreślnej, której twórcą 
był Francuz, G. Monge (1796 — 1818), na prace niemieckiego uczonego 
L. Eulera (1707— 1783), tudzlez na zasługi K. F. Gaussa (1777— 1855), 
który dla swej wszechstronnej wiedzy zwany był „księciem matematyków''. 
Jego działalność należy już jednak w znacznej części do wieku XIX., wieku 
krytyki matematycznej.

§ 3. Pewniki geom etryczne.
.Mając przystąpić do ścisłego badania utworów geometrycznych, musimy 

sobie przede wszystkiem uświadomić, że każda nauka ścisła — a geometrya 
była po wszystkie czasy pierwowzorem ścisłości — musi się oprzeć na jakichś 
z a ł o ż e n i a c h  (hypotczach) i z nich dopiero wyprowadzać dalsze wnioski. 
Te założenia muszą być oczywiste, dla każdego zrożumiałe i odpowiadać 

,temu, czego nas doświadczenie naucza. Udowodnić \prawdziwości tycli za 
łożeń nic możemy na drodze geometrycznej, bo wszystko, czego nas uczy geo
metrya, wynika dopiero właśnie z tych założeń. Ponieważ jednak nasze 
zmysły i najlepsze nasze przyrządy miernicze są bądź co bądź niedoskonale, 
spostrzegamy w święcie zewnętrznym wszystkie prawidłowości niedokładnie, 
z pewnem przybliżeniem jedynie. Możnaby się n. p. spierać o to, czy po
między dwoma punktami da się tylko jedna linia prosta poprowadzić — a do
świadczenie zewnętrzne nie pomogłoby do rozstrzygnięcia sporu (p. str. 14). 
Wiadomo bowiem, że ani punktu, ani linii prostej narysować ściśle nie mo
żemy. Aby takiej niepewności uniknąć, zgodzono się ’raz na zawsze przyjąć 
pewne proste twierdzenia za prawdziwe i nazwano je p e w n i k a m i  ^aksjo
matami). Pewnik/ są to więc umowy, zbudowane na podstawie doświadczenia 
zewnętrznego, a odnoszące się do idealnych utworów geometryczny cli.

Abyśmy byli jak  najmniej zawiśli od niepewności doświadczenia ze
wnętrznego, staramy się wybrać j a k  n a j m n i e j  tych p e w n i k ó  w, a jak 
najwięcej z nich budować. Tak n. p. moglibyśmy łatwem doświadczeniem 
przekonać się, że sumą kątów wewnętrznych w trójkącie wynosi 180° w przy
bliżeniu i możnaby to wyidealizowane (zaokrąglone, jak się nieraz wyrażamy) 
doświadczenie przyjąć za pewnik. Jednakowoż na podstawie innych prostszych 
pewników da się już to twierdzenie udowodnić, niema więc potrzeby wpró- 
wadzać jeszcze jeden pewnik. Otóż: zbiór pewników .powinien zawierać tylko 
takie twierdzenia, które się nie dadzą udowodnić przy pomocy pozostałych 
pewników, czyli innemi słowami, pewniki powinny być n i e z a l e ż n e  od 
s i e b i e .  Wreszcie musimy uważać, aby te pewniki w y s t a r c z a ł y  już do 
zbudowania całej geometryi, aby się już nie trzeba było więcej w ciągu nauki 
powoływać na doświadczenie.

Z tych uwag widzimy, że podanie wszystkich odpowiednich pewników jest 
zadaniem niełatwem, to też czekało ono przez długie wieki na ścisłe rozwiązanie.



E u k l i d e s ,  którego georaetryę aż do X IX . wieku uważano za najdoskonalsze 
dzieło matematyczne, podaje zamało pewników, a i z tych nie wszystkie są. od 
si-cbie niezależne. Przez cały XIX. wiek znakomici badacze, jak  Gauss, Łoba- 
czewskij, Bólyai, Riemann, Helmholtz, K lein, Peano i wielu innycli, starali się 
usunąć i uzupełnić te braki. Uwieńczeniem tej pracy było dzieło H i l b e r t a  
p. t. „P<3clstawry geometry i “ w r. 1898, w którem to dziele znakomity nie
miecki uczony podaje wystarczający i konieczny zbiór pewników. Można po
wiedzieć, że dopiero od tego czasu wiemy, na jakich podstawach spoczywa cała 
nasza geometrya. W szkole średniej za trudno byłoby zapamiętać zbiór tych 
wszystkich pewników (a je s t ich 21) i zrozumieć ich konieczność, toteż podajem y  
je  tutaj w  streszczeniu.

Przyjmujemy jako znane pojęcia: punkt, linię prostą i płaszczyznę. 
Przypisujemy im następująco własności:

I. Przez dwa punkty jest wyznaczona (przechodzi) tylko jedna prosta 
i to przez każdo dwa punkty na niej leżąco.

ii. Między dwoma punktami linii prostej i poza nimi znajdują się
zawsze inne punkty prostej, jest icli więc nieskończenie wiele.

III. Mimo to od każdego punktu linii prostej można się dostać do 
każdego innego, a nawet go przekroczyć zapomocą skończonej liczby 
równych kroków, choćby te kroki były bardzo mało (jestto pewnik Archimedesa),

IV. Mając dany jakiś odcinek A 11 jednej prostej, można na każdej 
prostej znaleźć odcinek równy mu i to tylko jeden, jeżeli obiorę punkt 
początkowy A ' i kierunek.

Te 4 pewniki zawierają najważniejsze własności linii prostej; wystar
czają one do ^rozumienia rozdziału I., str. 7— 13.

V. Mając dany jakiś kąt na jednej płaszczyźnie, można na każdej pła
szczyźnie znaleźć kąt równy mu i to tylko jeden, jeżeli obiorę jedno ramię, 
wierzchołek' i kierunek.

VI. Jeżeli w dwóch trójkątach są po dwa boki parami równe i kąty 
między nimi zawarte równe, to i pozostałe dwie pary kątów muszą być 
równe.

U w a g a :  Pewniki IV., V. i VI. sprawiają, że można w geometryi 
wykonywać ruchy odcinków, kątów' i trójkątów, a co za tem idzie, wszystkich 
innych utworów {przenoszenie odcinków i kątów, nakrywanie trójkątów).

VII. Przez punkt leżący poza linią prostą da się na jednej płaszczyźnie 
zawsze poprowadzić jedna, ale tylko jedna linia równoległa.

VIII. Przestrzeń, którą bierzemy za podścieliskó zjawisk geometry
cznych jest tak wypełniona punktami, że nie można już do tego zbioru do
dać żadnego nowego punktu. (Gdybyśmy zaś dodali — trzebaby zmieniać 
poprzednie pewniki;) Mówimy krótko: p r z e s t r z e ń  j e s t  n i e p r z e r w a n a ,  
c i ąg ł a .

Pewniki I.— VIII. wystarczają dla p l a n i m e t r y  i.
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Trzy pozostałe pewniki IX;—XI. znajdują się na początku stereometryi, 
gdyż tam dopiero będą potrzebne. Potrzeba tych wszystkich pewników stanie 
się dla nás zrozumialszą, gdy przystąpimy do badania utworów geome
trycznych, o których w nich mowa. To jest wszystko, czego nam po
trzeba z doświadczenia zewnętrznego. Pozatem budujemy już całą geo- 
rnetryę jedynie przy pomocy naszego umysłu, przy pomocy rozumowania, przy- 
czem moglibyśmy nawet być już odcięci od świata otaczającego. Zobaczymy 
jednakże niejednokrotnie, że pogląd, spostrzeganie zewnętrzne, ułatwiają bardzo 
odkrywanie i zrozumienie nowych praw geometrycznych.

Ponieważ pewniki są tylko umowami, mógłby, się ktoś na nie nie zgodzić, 
a więc odrzucić jakiś pewnik i wziąć, na jego miejsce inny, sprzeciwiający się mu. 
N. p. mógłby ktoś przyjąć, że przez punkt poza linią prostą nie da się żadna 
linia równoległa do niej poprowadzić, a więc, że każda linia odpowiednio prze
dłużona przetnie drugą leżącą na tej samej płaszczyźnie. Doświadczeniem spra
wdzić tego ściśle nie możemy, bo ani linii ściśle narysować nie zdołamy, ani też 
przedłużać jej na tysiące kilometrów nie potrafimy. W tedy jednakowoż cała geo- 
m etrya musiałaby uledz gruntownej zmianie, nią byłaby jednak f a ł s z y w ą ,  nie
prawdziwą. Mogłaby ona nawet równie dobrze zbliżać się do rzeczywistości, jak  
nasza, t. zw. E u k l i d e s o w a  g e o m e t r y a .  Istotnie też takie próby zrobiono 
i w ten sposób powstały georaetrye n i e e u k l i d e s o w e ,  którym nic co do ści
słości zarzucić nie można. Co najwyżej można powiedzieć, że inne geometrye są 
niewygodne, m ają trudniejsze wzory i twierdzenia. Podobnie nie można się sprze
czać, czy prawdziwszą m iarą je s t m etr, czy łokieć lub arszyn —  można tylko 
utrzymywać, że m iary metryczne są najwygodniejsze, bo polegają na systemie 
dziesiątkowym. Można jednakowoż równie dobrze zmierzyć wszystko metrem, jak 
i łokciem. P rzy nauce o liniach równoległych powrócimy raz jeszcze do tych 
geometryi nieeuklidesowych; ponieważ właśnie pewnik VII. o liniach równoległych 
dał powód do tych ciekawych badań.



Część I.

PI an i m et ry  a.

Rozdział I.

O linii prostej.

§ 4. N ieograniczoność linii prostej.
Postępując od utworów geometrycznych najprostszych do corazto więcej 

złożonych, zajmiemy się najpierw jedną linią prostą.
Z pewnika II. wynika, że każda linia prosta jest nieograniczoną, to 

znaczy, że jakkolwiek daleko obralibyśmy dwa punkty linii prostej, to poza 
nimi istnieją jeszcze dalsze punkty.

Można się spotkać z twierdzeniem, że linia prosta zamyka się w nieskoń
czoności, naksztąłt koła o ogromnym promieniu czyli innemi słowami: że prosta 
ma w nieskończoności jeden punkt. Takie twierdzenie sprzeciwia się jednakowoż 
pewnikowi Archimedesa (III), byłby to bowiem taki punkt, do którego nie można 
się dostać zapomocą skończonej liczby kroków. W  geometryi euklidesowej jest 
więc to twierdzenie błędnem. Jeżeli jednakowoż weźmiemy za podstawę geometryi 
inny zbiór pewników, jakto  ti. p. robimy w t. zw. geometryi rzutowej, to tam może 
prosta mieć w nieskończoności jeden i tylko jeden punkt. Tak samo błędnem 
byłoby —  po przyjęciu naszych pewników —  powiedzenie, że linia prosta ma 
dwa punkty w nieskończoności (jeden na prawo, drugi na lewo). Nieograniczoność 
prostej tak  tylko należy rozumieć, że jakkolw iek daleko posunęlibyśmy się na 
linii prostej, to istnieją zawsze punkty jeszcze dalsze.

Ile razy mówimy „linia prosta“ bez żadnego dodatku, mamy zawsze na 
myśli prostą nieograniczoną.

Jeżeli na linii prostej obierzemy jakiś jeden punkt A , to otrzymujemy 
dwie części, zwane p r o m i e n i a m i ,  z których każdy jest z j e d n e j  s t r o n y  
o g r a n i c z o n y  (punktem A), z drugiej nie. Często jeden promień nazy
wamy kierunkiem dodatnim, drugi ujemnym! Jeżeli na linii prostej obie- 
rzemy dowolnie dwa punkty A  i JB, to część prostej, ograniczoną ju ż  z  obu 
stron punktami A  i JB, n a z y w a m y  o d c i n k i e m  lub o d l e g ł o ś c i ą  p u n k 
tów7 A  i B .



§ 5. Odcinki.
Do wykreślenia figury zbliżonej do odcinka używa się w geometryi prak

tycznej linealu. Aby sprawdzić dokładność linealu|  powołujemy się na pewnik I., 
orzekający, że między dwoma punktami da się tylko jedna linia prosta po
prowadzić. W tym celu przykładamy lineał do dwóch podanych punktów 
i wzdłuż niego kreślimy linię. Następnie odwracamy lineał i drugi raz

kreślimy wzdłuż niego linię; jeżeli 
A a  B obydwie linie się nakryją, lineał

jest dobry. Odcinek oznaczamy
. albo dwoma literami wielkiemi,i. . ’ 

oznaczającemi punkty ogranicza
jące, albo jedną małą literą, umieszczoną pośrodku i czytamy: o d c i n e k  
A B ,  lub o d c i n e k  a.

Często zachodzi potrzeba z n a l e z i e n i a  o d c i n k a  r ó w n e g o  danemu 
odcinkowi na tej samej prostej, tylko w innem miejscu, lub na innej prostej. 
Że to się da zrobić, o tem nas poucza pewnik IV. W geometryi praktycznej 
robi się to tak, że dany odcinek bierzemy w rozwartość cyrkla, usztywniwszy 
odpowiednio jego ramiona i p r z e n o s i m y  o d c i n e k  do żądanego miejsca. 
(Jak wykonać to zadanie przy pomocy linealu?) Takiego samego sposobu 
używamy w celu p o r ó w n a n i a  d w ó c h  o d c i n k ó w  A B  i A 'B '.  Jeżeli 
jeden odcinek przeniesiemy tak, aby jeden jego punkt graniczny, n. p. A  
nakrył się z punktem A! ograniczającym drugi odcinek i jeżeli zachowamy 
ten sam kierunek dla obu odcinków, to mogą zajść trzy przypadki:

1. drugi koniec B  odcinka padnie pomiędzy punkty A ' B ',  wtedy nazy
wamy pierwszy odcinek m n i e j s z y m  i piszemy

A  B < A '  B '\
2. punkt B  padnie na punkt B \  wtedy pierwszy odcinek jest r ó w n y

drugiemu A B  =  A ' B ' ;

3. punkt B  padnie poza odcinek A ' B \  wtedy pierwszy odcinek nazy
wamy w i ę k s z y m  i piszemy

A  B  >  A ’ B '.
1)S) tych znaków = ,  > ,  < ,  można zastosować te  same prawa, których 

się używa, w arytmetyce dla liczb równych i nierównych, a więc n. p . : dwa 
odcinki równe trzeciemu są i między sebą równe, lub: jeżeli jeden odcinek 
jest równy drugiemu, a ten drugi jest większy od trzeciego, to i pierwszy 
jest większy od trzeciego i t. jkJ

i
 P raw a: 1. a —  a i 2. a —  b i c —  b pociąga za sobą a.—  c, stanowią u H il- 
osobne pewniki, ponieważ nie dadzą się wysnuć z innych pewników, a są twierdze- 

. oczywistemi i niezbędnemi przy wszelkich dowodzeniach matematycznych.
Na odcinkach możemy wykonywać podobne działania, jak na . liczbach 

w arytmetyce.
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I tak odcinki możemy d o d a w a ć ,  to z n a c z y  od k o ń c a  j e d n e g o  
o d c i ą ć  d r u g i  w t y m  s a m y m  k i e r u n k u ,  na tej samej linii prostej.

N. p. odcinek A C  jest sumą odcinków A B  i B  C. Aby tę kon- 
strukcyę wykonać, bierzemy od
cinki a =  A B ,  i b =  B  C i----------^---------- 1
w cyrkiel i odcinamy na tej samej 1----------------- —----- — 1
linii prostej jeden za drugim. ,
Piszemy: A  C —  a h. *----------  ----------1-----------------------------1—

A by o d j ą ć  jeden odcinek A B C
oddrug iego ,odcinam y p ie rw - ’ Fl=- 2-
sz y  od k o ń c a  d r u g i e g o ,  a l e  w k i e r u n k u  p r z e c i w n y m ,  na tej samej 
linii prostej. N. p. odcinek N f t  na fig. 3 jest różnicą odcinków N B  i B  B. Kon- 
strukcyę wykonujemy podobnie, jak przy szukaniu 
sumy dwóch odcinków. Piszemy: 'N1Ę ==c—  d. ,______ £_________^

Jeżeli na linii prostej chcemy odróżniać kie- ' |  Ac   ________ ^
runki i umówimy się, n. p. kierunek od N  ku P  £— "oi= = z^~~  /y
uważać za dodatni, to odcinki N B ,  l i  B . N  B  uwa- ~  „’ ’ Fig. 3.
żamy za dodatnie, odcinki zaś 1 (N , B  B , B N  za
ujemne. Wtedy B  N  —  —  N B  i odwrotnie, jeżeli więc N B = c ,  to B N  =  
=  — c. Przemiana porządku liter, oznaczających końce odcinków, wywołuje 
zmianę znaku. Działania odcinkami opatrzonymi znakami wykonuje się tak, 
jak liczbami dodatniemi i ujemncmi w algebrze (n. p. dodać odcinek ujemny, 
znaczy odjąć jego wartość przeciwną).

Jeżeli jakiś odcinek kilka razy do siebie dodamy, n. p. 5 razy, to mó
wimy, żeśmy odcinek pomnożyli przez liczbę 5.
N. p. fig. 4 A B  =  b . C D  -t------+----- +----- £----- 1------£

Później będziemy także mówili o mnożeniu 
odcinka przez odcinek (przy proporcyonalności Flff‘ '
figur i przy mierzeniu powierzchni).

Co się tyczy dzielenia odcinka przez liczbę, to jasnem jest, co znaczy 
podzielić odcinek na 2, 3, 4, . . .  10, . . .  równych części (odwrócenie mno
żenia przez liczbę!). Sposób rozwiązywania tego zagadnienia omówimy ró
wnież później. Piszemy n. p. A B  ; 5 = .C D .  Dzielenie to można prowadzić 
dowolnie daleko. Nigdy nie dojdziemy do tak małego odcinka, któregoby już 
dalej dzielić nic można. Pewnik bowiem II. poucza, że między dwoma punk
tami znajdują się zawsze inne jeszcze punkty prostej. W  geometryi prak
tycznej przeciwnie, dzielenie odcinka można doprowadzić tylko do pewnej 
granicy, poniżej której już dwa końce.odcinka zlewają się ze sobą i z wszyst
kimi punktami, któreby mogły między nimi leżeć.

Działaniem bardzo pokrewnem z dzieleniem jest mierzenie odcinków, 
t. j. b a d a n i e ,  i l e  r a z y  j e d e n  o d c i n e k  m i e ś c i  s i ę  w d r u g i m .  Dzia
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łanie to wykonujemy przez odejmowanie kolejne jednego odcinka od dru
giego. Jeżeli n. p. odcinek C D  odejmiemy od A B ,  od pozostałej reszty 
.znowu odejmiemy C D  i jeżeli po 5 odejmowaniach wyczerpiemy cały od

cinek A  B ,  to mówimy, że stosunek odcinka 
A B  do odcinka C D  wynosi 5, a piszemy

A------- 1------- 1-------1------- '------- g  to używając znaku dzielenia:
Fig. 5. A B : C D  =  5.

Odcinek A  B  nazywamy poprzednikiem, 
<3 D  następnikiem, a liczbę nicmianowaną 5 wykładnikiem stosunku.

Jezelibyśmy odcinek C D  obrali za jednostkę mierniczą, to wykładnik 5 
(wynik mierzenia) nazwalibyśmy liczbą wymiarową odcinka A  B .  Przy mie

rzeniu może pozostać jakaś reszta,i i . i , i p  ■ . . . . . . .
wtedy mierzymy ją  jakimś mmej- 

£  F szym odcinkiem, n. p. jakąś całko-
Fig c witą częścią odcinka- C D  lub

wogóle jednostki mierniczej.
N. p. odcinek E F  zawiera trzy cale odcinki C D  i pięć ósmych części 

odcinka C D .
Wtedy liczbą wymiarową odcinka E  F  (przy użyciu jednostki C D )  jest 

liczba 3S.
E F  : C D  =  3§ lub E F  =  3§ C D .

Tu z góry trudno było przewidzieć, na jakie części należy podzielić od
cinek C D .  Później poznamy metody, prowadzące do tego celu i przekonamy 
się, że czasem nawet rozbicie odcinka C D  na .dowolnie drobne części nie wy
starcza. Wtedy liczbą wymiarową odcinka E F  (przy użyciu jednostki C D )  
jest t. zw. liczba niewymierna. (W algebrze rozważa się obszerniej ten nowy 
gatunek liczb). To może się zdarzyć naturalnie tylko w geometryi idealnej. 
W  geometryi praktycznej każdy odcinek da się wymierzyć przy pomocy każdej 
jednostki. Najpospoliciej używaną jednostką mierniczą jest, jak wiadomo 
m e t r ,  który wzięto pierwotnie z wymiarów ziemi, mianowicie jako 1/40,000.000 
część obwodu ziemi., Dokładniejsze pomiary ziemi wykazały jednakowoż, że 
obwód ziemi zawiera o kilkaset metrów więcej a i ten wynik zmieni się za
pewne przy dalszych, jeszcze dokładniejszy«] pomiarach. Mimo to zatrzy
mujemy tę miarę — nie starając się jej już pogodzić z wymiarami kuli 
ziemskiej. Metr wprowadzono najpierw we Francyi w r. 1799, podczas 
wielkiej rewolucyi francuskiej. Jako jednostek mniejszych używa się, jak 
wiadomo 1 din, 1 cm, 1 mm, t. j. l/l0, 1/lo0, Viooo części metra. Zamiennikiem  
tych m iar jest liczba 10.

Wszystkie te działania wykonywane na odcinkach podlegają tym samym 
prawom, co działania arytmetyczne, wykonywane na liczbach (n. p. dodawanie 
podlega prawu łączności, przemienności i. t. p.) co łatwo sprawdzić przez kon- 
strukcyę. Korzystając z tego, możemy sobie często ułatwić działania aryt
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metyczne, jeżeli liczby zastąpimy odcinkami (rachunek graficzny) i odwrotnie: 
mając wykonać działanie na odcinkach, zastępujemy je  liczbami (wymiaro
wani) i rachujemy arytmetycznie.

N. p. mając wykonać odejmowanie 732— 189 możemy z korzyścią użyć 
metra opatrzonego podzialką milimetrową. Wynajdujemy punkt 732 mm  
i cyrkiem odcinamy od tego punktu ku początkowi podziałki odcinek 189 m m : 
otrzymamy naturalnie punkt 543 mm. Odwrotnie: mając dodać n. p. odcinek
0 długości 5 m  do odcinka wynoszącego 18 m, nie będziemy wykonywali 
konstrukcyi, ale od razu podamy jako wynik odcinek 23 m.

§ 6. Wektory.
W niektórych naukach, n. p. w mechanice, odcinki tylko wtedy uważamy za 

równe, jeżeli oprócz równej długości mają, jeszcze t e n s a m  k i e r u n e k  w przestrzeni, 
lezą na tejsamej linii prostej.-

N. p .-na 'fig . 7 odcinki ^ ----------- — >
a i b są w tem . pojmowaniu ------------- -> -----------------
równe, ale Jodcinki b i d , a
1 c już nie są równe. Takie 7
odcinki, pojmowane wraz z kie
runkiem, wzywamy wektorami. N. p. silę. w mechanice przedstawiamy odcinkiem
o pewnym kierunku i tam nie jest obojętnym ten kierunek siły: siły bowiem te- 
same, działające nawet na tensam punkt, ale w różnych kierunkach wywołują 
różne skutki. Geometrya „wektorowa,“ odrzuca więc pewnik IV, a na jego 
miejsce przyjmuje następujący: Mając dany jakiś odcinek A  B  (wektor) jednej 
prostej, można na.niej (ale tylko na tejsamej linii prostej) znaleźć odcinek (wektor) 
równy i to tylko jeden, jeżeli obiorę punkt 
początkowy A ’ i kierunek 'na tej prostej.

1 Także wszystkie działania wykonujemy na 
wektorach zupełnie inaczej, aniżeli na zwykłych 
odcinkach. Tak n. p. dodawanie wektorów 
a i b uskutecznia się przy pomocy równo- 
ległobolcu. Wektor a przesuwa się po linii 
prostej do przecięcia się z prostą, na której Fig. 8.
leży wektor 6; wektor b przenosimy także
do tego punktu i kreśli się równoleglobok. Przekątnię tego rćwnoległoboku nazy
wamy sumą loektorów a i b (lub wektorem wypadkowym). Mnożenie wektorów 
ma także zupełnie inne znaczenie, aniżeli mnożenie odcinków, a co najciekawsze, 
to mnożenie to nie ma prawa przemienności (to znaczy, co innego otrzymamy 
z mnożenia a b, a co innego z mnożenia b.a.) Geometryę wektorów rozwinięto 
bardzo w ostatnich czasach, ze względu na liczne zastosowania do fizyki. My 
będziemy się opierali na pewniku IV, więc wektory wykluczamy z naszych rozważań.

§ 7. Szeregi punktów. ,.. , ,______ ,_____________ ,
Na każdym odcinku możemy obrać. Aa(  E d c  b

skończoną a nawet nieskończoną liczbę 
punktów, które mogą być oddzielone od___
siebie lub nie. X. p. na odcinku” A  B  odetnijmy połowę: otrzymamy punkt O, 
Odcinek A  ¿  przepołówmy znów punktem D , odcinek A  D  punktem E  i t. d.
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Postępując według tego prawa dalej, możemy otrzymać dowolnie wiele 
punktów oddzielnych C, D , E , F, G, I I  i t. d. (W geometryi praktycznej, 
gdzie punkt ma zawsze pewien rozmiar, można na skończonym odcinku wy
znaczyć tylko skończoną liczbę punktów,) -

Taki skończony lub nieskończony zbiór punktów nazywamy s z e r e g i e m  
p u n k t ó w  lub m n o g o ś c i ą  p u n k t ó w .

Mnogościami punktów zajmowano się w ostatnich dziesięcioleciach bardzo 
wiele i badano je  bardzo dokładnie. Pierwszym, który te badania naukowo prze
prowadzał, był uczony niemiecki G. Cantor (od r . 1876). Okazało się, że do
piero ścisłe badanie mnogości wyjaśnia pojęcia taW trudne, jak  nieskończoność, 
liczba niewymierna i t. ]j.^ W szystkie te badania opierają się na jednem, za- 
sadniczem twierdzeniu, źwanem twierdzeniem B o l z a n o - W e i e r s t r a s s a :  K ażda  
nieskończona mnogość punktów  na skończonym odcinku posiada ■przynajmniej jeden  ; 
punkt skupienia, t. j .  taki punkt, w którego dowolnej blizkości znajdują się inne 
punkty tej m nogości.. P unkty te muszą się przynajmniej w jednem miejscu zgę- 
szczać, chociażby były zupełnie nieregularnie na odcinku porozrzucane. , W  naszym 
przykładzie n. p. takim  punktem jest A . O prawdziwości tego twierdzenia łatwo 
się przekonujemy następującem rozumowaniem:'

Jeżeli na jakim ś odcinku A B . je s t nieskończenie wiele punktów wybranych, 
to przynajmniej w jednej połowic musi ich być nieskończenie wielo (w drugiej 
połowie może ich -być skończona liczba lub nieskończenie wiele). W ybieramy tę 
połowę i znowu ją  dzielimy na dwie równe gzęści, to znowu w jednej przynaj
mniej. części musi ich być nieskończenie wiele. Postępując w ten sposób ciągle, 
otrzymujemy coraz to mniejszy odcinek zawarty w poprzednich, a zawierający 
zawsze nieskończenie wiele punktów'. W  ten sposób zbliżamy się coraz więcej do 

'  jakiegoś jednego punktu, wspólnego tym wszystkim odcinkom, w którego do-
* wolnej bliżkości jest nieskończenie wiele punktów naszej mnogości. Ten punkt

jest więc punktem skupienia.
Jeżelibyśmy wrzięli pod uwagę wszystkie punkty jakiegoś odcinka, to każdy 

z nich jest punktem skupienia.
Jeżeli jakiś punkt przebiega kolejno wszystkie punkty jakiegoś odcinka,

I mówimy, że ten punkt wykonuje r u c h  p o s t ę p o w y  od jednego końca od-
j  cinka do drugiego.

Ćwiczenia I.
§ J. 1. W ymień znane ci powierzchnie, nie ograniczone liniami,!

2. Wymień powierzchnie ograniczone lin iam i!
3. Wymień linie ograniczone punktam i i linie nie posiadające takich ogra

niczeń !
r ¡ i. W ykazać błąd w następującej definicyi linii prostej : Jestto  zbiór punktów', 
które, me zmieniają się, gdy przestrzeń wykonuje ruch obrotowy. ( U w a g a :  za- 

’ Jcząć od określenia ruchu obrotowego!) * w
5. Wymień więcej znane linie krzywe; powierzchnie krzywe!
6 . Czy przez ruch punktu może powstać powierzchnia?

I § |2y'7. Jaki wpływ mają różnico temperatur na przenoszenie odcinków, kątów,
i trójkątów przy pomocy przyrządów rysunkowych?

8. Czy praw o: „w równoległoboku przekątnie połowią się“ zasługuje na 
\ nazwę pewnika?
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§  4. 9. Na jak ie części rozpada się linia prosta, jeżeli obierzemy na niej dwa
dowolne punkty? 3, 4, 5, dowolnych punktów?
§ o. 10. P rxenifś na papier podziałkę centymetrową przy pomocy c y rk la !

'II ,. Udowodnij geometrycznie, że jeżeli a —  b, a b ^ > c ,  to i a > c .
1 2 . Dodaj dwa dowolne podane odcinki i wykaż prawo ; a - f-  b =  b -j-  a.
13. Obrawszy dowolny tró jkąt, dodaj jego boki.
14. W ykaż w zadania 13, że a - j-  (b - j-  c) =  (a■-(- b) - f-  c

=  (a -f- c) - j-  b (prawo łączności).
15. Odejmij od dowolnie podanego odcinka drugi: a) mniejszy, b) większy 

odcinek.
16. Odejmij od siebie- dwa boki trójkąta, prostokąta !

X  17. Znając odległość dwu miejsc A  B, znaleźć punkt, mający 7 razy większą 
odległość od A , aniżeli punkt B.

X 18. Mając podane dwa odcinki, znaleźć (w przybliżeniu) wykładnik icli sto
sunku drogą geometryczną.

•• 19. Zmierzyć długość i szerokość zeszytu, używając odstępu 2 jego linii
jako jednostki ■ mierniczej.

20. Zmierzyć długość i szerokość zeszytu, używając 1 dm jako jednostki 
mierniczej.

y: 21. "Wykreśliwszy kw adrat o boku 1 dm i jego przekątnię, zmierzyć 
(w przybliżeniu) przekątnię, używając boku jako jednostki mierniczej.

X 22. Zbadaj, ile centymetrów —  przeciętnie —  wynosi krok i oblicz ile 
jest kroków ze Lwowa do Krakowa (342 km). Ja k  długo trzebaby odbywać 
pieszo tę drogę, licząc 2 kroki na sekundę?

^ 2 3 .  Zmierzyć obwód ziemi, używając kroku jako jednostki mierniczej 
(patrz zad. 22 i str. 20). Jak  długo trw ałaby podróż piechotą na około ziemi, 
gdyby nie było oceanów?

24. W ykonaj geometrycznie działania: 312 —178 = ,  8 4 7 - J - 65 198 ==,
r-47 —  123 = ,  używając podział® milimetrowej na metrze. ;

*  § 0. ‘¿ ¡y  Dodać dwa wektory wychodzące z tego samego punktu:
a)f wzdłuż tej samej linii prostej w tym samym kierunku,
¿[)/wzdłuż tej samej linii prostej w przeciwnym kierunku ,
c) znajdujące się na dwóch odrębnych prostych. J i

Jak i stąd wniosek co do wielkości sumy 2 wektorów?
X 26. Dodać dwa wektory nierównolegle, nie mające punktu wspólnego. t  ~ i  
* 2 7 .  Dodać dwa wektory nierównolegle przecinające s ię ,.a le  nie w punktach 

początkowych,
* 2 8 .  Dodać 5 wektorów wychodzących, z tego samego punktu w rozmaitych 

kierunkach.
X  29. Znając sumę dwóch wektorów i kierunki wektorów składowych, zna

leźć ich wielkość (rozkładanie wektora!).
/ §  7. 30. Podaj jakiś przykład nieskończonej mnogości punktów. 1

/|31. W ykaż, że punkty końcowe odcinlfify 1 ‘4, 1 '44 , 1 '444 , T 4 4 4 4 , . . . .  
'tworzą mnogość nieskończoną z punktem .skupienia 1 4/9. W Mr :

‘1 32. W ykazać, że zbiór odcinków o liczbach wymiarowych: 1, 1/2, 1j3,
i %  +  l/sr %  ‘/¿:+  ;Vi ’% ’ 1/2 +  l/»1 %  7 s - r % ' -  • • • posiada dwa punkty 
(skupienia: 0, ł/2.



Rozdział II.

O dwóch liniach prostych. Kąty.

Dwie proste, leżące na jednej płaszczyźnie mogą mieć względem siebie 
trojakie położenie: mają dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny lub nie 
mają żadnego punktu wspólnego.

§ 8. Proste nakrywające się.
Pewnik I. poucza, że przez dwa punkty da się tylko jedna linia prosta 

poprowadzić. Jeżelibyśmy więc okazali o dwóch liniach prostych, że mają dwa 
punkty wspólne, to linie te miałyby już wszystkie inne punkty wspólne, czyli 
tworzyłyby jedną linię prostą. • Tem bardziej, gdyby dwie linie proste miały 
trzy lub więcej punktów wspólnych. O takich dwóch prostych mówimy, że się n a- 
k r y w a j ą .  W geometryi praktycznej pewnik I. nie. jest ściśle spełniony, 
ponieważ punkty geometryi praktycznej mają zawsze pewne rozmiary. I  tak

n. p. na fig. 10 poprowadziliśmy 
Ą, — t  przez „punkty“ A  i B  jedną „linię

prostą“ . Jeżeli jednak weźmiemy 
linie nieco cieńsze, to możemy ich'trzy 
lub więcej między punktami A '  i B ’ 
poprowadzić. -Stąd wynika w praktyce 

bardzo często chwiejność, niepewność konstrukcyi zwłaszcza, jeżeli punkty 
A ' B '  leżą blizko, a linia prosta ma być daleko poza nie przedłużona.

§ 9. Proste rów noległe.
Dwie linie proste a, i,  na jednej płaszczyźnie, które nie mają żadnego 

punktu wspólnego (choćbyśmy je  dowolnie daleko przedłużali), nazywamy 
p r o s t e m i  r ó w n o l e g ł e m i .  Słowa: proste nie przecinające się, a proste 
równoległe, mają więc dla nas zupełnie to samo znaczenie. Piszemy to w 
sposób następujący: a || h. Że takie proste istnieją, o tem  nas poucza 
pewnik VII. Już od starożytności próbowano u d o w o d n i ć ,  t. j. wysnuć jako 
wniosek z innych pewników, że przez każdy punkt'.poza linią, prostą da się 
do niej tylko jedna linia równoległa poprowadzić. Żadna jednak próba nie 
doprowadziła do celu.

Już Proclus, kom m entator Euklidesa w V. wieku po n. Chr. podawał k ilka 
takich „dowodów“ ; w czasach nowożytnych Saccheri (1667— 1733) w dziele 
p. t. „Euclides ab orani naevo yindicatus“ , J . Lam bert 1766, Legendre 
(1752— 1833) i inni przyczynili sio bardzo do wyjaśnienia całej teoryi linii 
równoległych, jakkolw iek zawsze jeszcze usiłowali udowodnić pewnik VII.

Fig. 10.



Doświadczenie nie może nam dać w tej sprawie żadnej p e w n o ś c i  
Gdybyśmy bowiem spróbowali narysować najpierw dwie proste równoległe.. 
a || b, w odstępie 1 cm, a potem dwie proste c i d, w takim samym odstępie, 
ale przecinające się dopiero w odległości 20 hm, to przecież nikt nie potrafiłby 
odróżnić prostych c i d od prostych równoległych. Tak samo nikt nie może 
zapewnić, czy proste a  i b nie przetną się, jeżeli je  odpowiednio przedłużymy ~ 
owszem jest bardzo prawdopodobnem, że przy rysowaniu zboczymy o bardzo 
mały kąt.

Dlatego też nie sprzeciwia się zupełnie zdrowemu rozumowi, jeżeli byśmy 
przyjęli, że przez punkt A, poza linią prostą m, nie da się ani jedna linia 
równoległa poprowadzić (przypadek ten badał Riemann w połowie X IX  wieku),, 
lub tcfc, że są dwie równoległe, w obydwie strony od punktu A, a pomiędzy 
niemi cała wiązka prostych nie przecinających się z m, ale nie równo oddalonych, 
(przypadek ten zbadali J . Bolyai, W ęgier 1832 in N. J. Łobaczewskij, Rosyanin 
1826). Na takich pewnikach oparta  geom etrya jest również prawdziwą, niema, 
w tem bowiem niczego sprzecznego ani z innymi pewnikami, ani ze zdrowym, 
rozsądkiem.

K ąty.

§ 10. Proste przecinające się
Dwie linie proste — różne od siebie — mogą mieć najwyżej jeden' 

punkt wspólny. Wtedy mówimy, że się te linie p r z e c i n a j ą .  Punkt wspólny 
nazywamy punktem p r z e c i ę c i a  (lub spodkiem prostej). W geometryi- 
praldycznej i to. twierdzenie nie jest prawdziwe, jeżeli 
się bowiem dwie „linie proste“ przecinają, to mają 
kawałek płaszczyzny wspólny (w przybliżeniu równo- 
ległobok JE F  G Ę  na fig. 11).

Dwie przecinające się proste dzielą całą pła
szczyznę na cztery części nieograniczone. Utwór geome
tryczny zlozoyiy z  dwóch promieni, wychodzących z  
jednego punldii, nazywamy kątem.

Powstały więc cztery kąty. Punkt przecięcia na
zywamy w i e r z c h o ł k i e m  każdego kąta, a promienie 
tworzące kąt ramionami kąta. Jeżeli sobie wyobrazimy 
człowieka, stojącego na płaszczyźnie kąta, w jego wie
rzchołku i zwróconego twarzą do pola kąta, to jego q

prawe ramię wskaże prawe ramię kąta, a lew e: lewe 
ramię kąta. Jeżeli bierzemy pod uwagę najpierw prawe 
ramię a później lewe, to kąt nazywamy dodatnim, w przeciwnym razie- 
ujemnym. Część płaszczyzny leżącą między ramionami kąta, nazywamy polem 
kąta. Z pola kąta nie można się dostać na zewnątrz, nie przekraczaj ą<r 
ramion (które trzeba naturalnie pojmować jako nieograniczone). Skró-

15-
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conym znakiem kata jes <£. Kąt znaczymy albo trzema literami, przyczem 
literę, oznaczającą wierzchołek bierzemy zawsze za środkową: A  E  C,

<C G Ę B  i. t. p., albo jedną literą, zwykle grecką, umie
szczoną na polu kąta przy wierzchołku, n. p. a, ¡3, lub 
wreszcie jedną wielką literą oznaczającą wierzchołek, o ile 
nie zachodzi żadna wątpliwość, t. j. o ile nie ma więcej 
kątów przy tym samym wierzchołku.

Według pewnika V. można do każdego kąta znaleźć 
w każdem innem miejscu kąt równy. Praktycznie robi się 
to przy pomocy osobnego przyrządu: k ą t o m i e r z a ,  lub też 
osobną konstrukcyą, przy pomocy c y r k l a .  Nazywamy to 
przenoszeniem kąta. Obydwa te sposoby omówimy dokła
dniej później — będziemy się jednak już 'teraz posługiwali 
kątomierzem, znanym z elementarnej nauki geometryi. 
Takiego samego sposobu używamy w celu porównania dwóch 
katów: A. U  C, A ' IV C . Jeżeli jeden kąt przenie
siemy tak, aby jego ramię A  B  i wierzchołek B  nakryły 
się z ramieniem A ' B '  i wierzchołkiem B ',  i jeżeli zacho
wamy ten sam kierunek dla obydwu kątów, to mogą się 
zdarzyć trzy przypadki: 

drugie ramię B  C padnie na pole kąta A ' B ' C \ wtedy pierwszy kąt 
nazywamy m n i ej s z y m i piszemy:

.1 B  C <  <£ A ' B ' 6"
2. ramię B G  padnie na ramię JV C’ ; wtedy pierwszy kąt jest r ó w n y  

drugiemu i piszemy:
^ A B  C = ^ A ' B ' C  ■

3. ramię B G  padnie poza pole kąta A ’B ' C wtedy pierwszy kąt jest 
w i ę k s z y  i piszemy:

A  B  C >  A ' B ' C'.
Do znaków > ,  = ,  < ,  można stosować te same prawa, których się używa 
w arytmetyce dla liczb równych i nierównych.

Z tych określeń wynika, że wielkość kąta nie zależy zupełnie od dłu-

Fiir. 12.

1.

_ZI\_
Prócz tych właściwych kątów, utworzonych

- g  — >. przez dwie różne linie proste, nazywamy także kątami
• utwory geometryczne złożone z dwóch promieni tej 

Fl"- 13- samej linii prostej, biegnących w kierunkach prze
ciwnych. Takie kąty nazywamy kątami pólpdnym i: A  B  C  na fig. 13.
W szystkie kąty pólpelne są sobie równe, ponieważ dwie linie proste zawsze 
można sprowadzić do nakrycia tak, aby jeden żądany punkt (wierzchołek 
kąta pólpełnego) jednej prostej nakrył się z żądanym punktem drugiej prostej.
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A

Na kątach można wykonywać zupełnie podobne działania, jak na 
odcinkach. Można więc kąty d o d a w a ć ,  przenosząc jeden tak, aby jego ramię 
i wierzchołek nakryły < się z wierzchołkiem i ramieniem drugiego kąta, drugie 
zaś ramię prowadząc po przeciwnej stronie tego wspólnego ramienia.

N. p. -¿C B '  A B '  =  a - f -  ¡3.
Jeżeli utworzymy sumę dwóch 

kątówr pólpełnych, to drugie ramię 
drugiego kąta nakryje się z pierwszem 
ramieniem pierwszego kąta. Otrzyma
my w ten sposób utwór geometryczny, 
zwany Icątem pełnym, n. p. A  B  C
na lig. 15. Polem jego jest cała płaszczyzna, a ramiona nakrywają się.

Przy dodaniu kilku kątów może się zdarzyć, że otrzy- B jg____________
mamy więcej, aniżeli kąt pełny. Wtedy mówimy, że pole _ C
tego kąta pokrywa płaszczyznę drugi raz, trzeci raz i t. d. Fl&- lo-

O d e j m o w a n i e  tem się tylko różni od dodawania, że drugie ramię 
prowadzi się po tej samej stronie wspólnego ramienia.

Jeżeli jakiś kąt kilka razy dodamy do siebie, n. p. 5 razy, to mówimy, 
żeśmy k ą t  p o m n o ż y l i  p r z e z  l i c z b ę  5. N. p. na fig. 16.

< £ 4 v tfC  =  5 a .
P o d z i e l i ć  kąt przez liczbę znaczy znaleźć 

taki kąt, któryby pomnożony przez tę liczbę dawał 
kąt pierwotny. Sposób dzielenia kąta na 2, 4, 8 . . .  
równych części poznamy później.

Podział dowolnego kąta  na trzy równe części 
je s t już zagadnieniem trudniejszem, nie da sie bowiem 
wykonać przy pomocy jedynie cyrkla i linii, zapomocą skończonej liczby konstruk- 
cyi. W ykazał to Gauss. —  Obmyślano jednakowoż inne środki pomocnicze, inne 
linie krzywe oprócz koła, k tó re  pozwalają to zagadnienie z zupełną ścisłością 
rozwiązać n. p. Hippiasz z Elis znany sofista (V. wiek przed Chr.) obmyślił 
w tym celu linię krzywą, zw aną: Quadratrix, Nikomedes (II. wiek po n. Chr.) 
linię, zwaną muszlą Nikomedesa, później używano hyper- 
boli i innych.

Działaniem pókrewnem z dzieleniem kąta jest 
m i e r z e n i e  kąta, t. j. badanie, ile razy jeden kąt 
mieści się w drugim. Działanie to wykonujemy 
przez kolejne odejmowanie jednego kąta od drugiego.
N. p. jeżeli k ą t o d e j m i e m y  od kąta a, od po
zostałej reszty znowu odejmiemy kąt y i jeżeli po 
6 odejmowaniach wyczerpiemy cały kąt a, to mówimy, 
do Icąta y wynosi 6, a piszemy to używając znaku dzielenia

a : y =  6.

Fig. IG.

że stosunek kata a
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a nazywa się poprzednikiem stosunku, y następnikiem, a 6 w ykła
dnikiem. Jeżelibyśmy kąt y obrali za  jednostkę mierniczą, to wykładnik 6, 
wynik mierzenia, nazwalibyśmy liczbą -wymiarową kąta.

Możemy tu zauważyć to samo, co przy odcinkach. Jeżeli obierzemy 
jakąś jednostkę i jej całkowite części (jako jednostki podrzędne, mniejsze) to 
mogą zajść dwa przypadki:

1 . albo kąt da się wymierzyć tą jednostką i jej częściami, wtedy otrzy
mujemy jako liczbę wymiarową liczbę w y m i e r n ą  (t. j. całkowitą, ułamkową lub 
mieszaną);

2. albo kąt nie da się wymierzyć przy pomocy tej jednostki i jej części 
całkowitych, wtedy jako liczbę wymiarową otrzymujemy liczbę n i e w y 
m i e r n ą .

W geometryi praktycznej każdy kąt da się wymierzyć przy pomocy 
każdej jednostki z taką dokładnością, na jaką przyrządy miernicze pozwalają.

Co sie tyczy wyboru ogólnie uznanej jednostki, to mamy tu naturalnie 
znowu zupełną dowolność, tak samo jak przy odcinkach. Jednakowoż od naj
dawniejszych [czasów ogólnie przyjęto jako jednostkę do mierzenia kątów 
t. zw. k ą t  p r o s t y ;  znaczymy go literą R.

Kątem  prostym nazywamy połowę kąta pulpelneyo n. p. A  B  C =  II. 
Ponieważ wszystkie kąty pół pełne są sobie równe, przeto ich połowy są sobie 
równe, więc wszystkie kąty proste są także równe.

Euklides przyjmuje to twierdzenie za pewnik, Ililbert zaś podaje ścisły 
dowód tego twierdzenia, oparty na przystawaniu trójkątów. Rzecz ta  wymaga 
dowodu, ponieważ nie wiemy z góry, czy k ą t półpełny da się przepołowić, ani 
nie posiadamy jeszcze żadnej koństrukcyi, któraby to pozwalała wykonać.

Tę jednostkę podzielono na 90 równych
A B

części, zwanych s t o p n i a m i :  1 0 =  — ; stopień

podzielono na 60 równych części, zwanych minu
tami (partes minutae prim ae): 1 ' =  wreszcie 
minutę podzielono na 60 równych części, zwanych 

D B C sekundami: l ' '  =  By  (partes minutae secundae).
Fi„ 18 Sekundy są już tak drobnemi jednostkami, że

tylko przy pomocy najlepszych lunet >astrono
micznych dadzą się odczytać. Używa się ich też wyłącznie przy pomiarach 
astronomicznych. Kąt prosty ma więc 90°, kąt półpełny 180° a kąt 
pełny 360°.

Ten podział według systemu sześćdzieśiątkowego (mieszanego z 90-kowym) 
uskuteczniono już około 2000 przed n. Chr. w Babylonie, a od II. wieku przed 
Chr. zaczęto go używać także w Grecyi. System ten je s t jednak dla nas nie
wygodny, ponieważ przywykliśmy używać przy innych miarach systemu dziesiąt
kowego (m etr, kilogram). Dlatego też w najnowszych czasach wprowadzono we 
Francyi podział k ą ta  prostego na 100 równych części, stopni nowego rodzaju.
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Taki nowy stopień podzielono na 100 m inut, a  minutę na 100 sekund. Jednostki 
takie wprowadzono już nawet do przyrządów mierniczych.

Kąty mniejsze od prostego nazywam}- o s t r y m i ,  kąty większe od pro
stego, ale mniejsze od pólpelnego r o z w a r t y m i .  Kąty większe od pólpelnego 
nazywamy kątami w y p u k ł y m i ,  w przeciwieństwie do ostrych, prostych 
i rozwartych, które obejmujemy wspólnem mianem: k ą t y  w k l ę s ł e .

§ 11. Kąty przyległe i w ierzchołkow e.
a) D wa kąty, mające wspólny ivierzcholek, wspólne ramie, a których 

druga para  ramion tworzy jedną linię prostą  (jedno ramię jest przedłużeniem 
drugiego) nazywamy kątami przyległymi.

N. p. kąty A  B  C i <£ C B  D na fig. 19.
Kąt półpełny A  B  D jest sumą tych 

kątów przyległych, więc
a - f  p =  180°.

O kątach, których suma wynosi 180° mó- 
wimy, ze się-spełniają do 2  B  —  1800. A więc:
D w a kąty przylegle spełniają się do 180°.

Odwrotnie: gdybyśmy o dwóch kątacli wykazali, że mają wspólny wierz
chołek, wspólne ramię i wynoszą razem 180°, to druga 
tworzyć jedną linię prostą.

Jeżeli jeden z kątów przyległych jest prosty: -f:
Broste tworzące ze sobą kąt prosty, nazywamy 
liniami prostapadłemi i znaczymy to w następu
jący sposób:

1) B  J_  A C lub A  C '±  D  B  
Każdą inną prostą, wychodzącą z punktu B ,  n. p.
B  E, nazywamy p o c h y ł ą  względem A  C  i B  D .
B rzez punk t B , .'leżący na  lin ii AñC można tyl/co. 

jedną linię prostopadłą do A  C wykreślić, po- . 
nie waż w przeciwnym razie powstałyby .przy 
wierzchołku B  dwá kąty proste nierówne, co jest Fig. 20.
niemożliwe.

Z każdego punktu płaszczyzny można się więc po niej posuwać w dwóch 
prostopadłych do siebie kierunkach. Tę własność płaszczyzny nazywamy d w u- 
w y m i a r o  w o ś ć i ą .  ;

Także wszystkie powierzchnie krzywe są dwuwymiarowymi utworami. W y
każemy później, w nauce stereom etryi, że w każdym punkcie przestrzeni można 
wykreślić trzy  linie prostopadle do siebie, że więc p r z e s t r z e ń  jest tró j
wymiarowa.

b) Dwa ¿kąty o ivspólnym wierzchołku takie, że ramiona jednego kąta 
są przedłużeniami — poza wierzchołek — ramion drugiego kąta, nazywamy

2*

■uga para ramion musi

= 90°, to i drugi 3 == 90°.

D t£1i-1

/
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kątami wierzchołkowymi. Kąty takie powstają więc przez przecięcie się dwóch 
linii prostych. Na fig. 21 kąty « i ¡2 są względem siebie wierzchołkowe;

tak samo y i o. Ponieważ obydwu kątom a i (ł bra
kuje tyle samo do 180°, mianowicie kąt o, przeto te 
kąty są równe.

<*■= P.
Z tej samej przyczyny: 7 =  3. Stąd wniosek: K ą ty  
wierzchołlcoioc są sobie równe.

§ 12. Pęki promieni.
Przy omawianiu odcinków zajmowaliśmy się 

zbiorem p u n k t ó w leżących na j e d n  ej l i n i i  p r  0- 
s te j. Obecnie poznamy utwór geometryczny „wzajemny“, 
to znaczy zajmiemy się zbiorem l i n i i  p r o s t y c h ,  

Fig. 21. przechodzących p r z e z  j e d e n  p u n k t .
W  geometryi odgrywa ważną rolę t. zw. „prawo 

wzajemności“ . Okazuje sie mianowicie, że twierdzenia, odnoszące się do punktów 
i linii prostych, pozostają prawdziwe, jeżeli pomieniamy słowa „punk t“ i „linia 
p rosta“ . N . p . : Przez dwa p u n k t y  jest wyznaczona jedna p r o s t a .  Twier- 
dzenio wzajem ne: Przez dwie p r o s t e  jest wyznaczony' jeden p u n k t  z tem
jednak zastrzeżeniem, że proste nie m ają być równolegle. Aby to zastrzeżenie 
usunąć, wprowadzono do geometryi t. zw. punkty niewłaściwe, punkty leżące nie
skończenie daleko, odrzucając natom iast pewnik Arcbimedesa. Przy takiem pojmo
waniu geometryi dwie proste równoległe wyznaczają także jeden punkt, mianowicie 
przecinają sic w punkcie nieskończenie dalekim, jak i się na każdej z tych pro
stych znajduje. W tedy prawo wzajemności je s t prawdziwe już bez żadnych 
zastrzeżeń. Geometryę nieeuklidesową opartą na takich założeniach' nazywamy 
„geometryą rzutową“ (por. str. 7). )

Z pomiędzy nieskoń
czonego zbioru linii pro
stych, przechodzących przez 
dowolny punkt S  płaszczy
zny, możemy wybrać skoń
czoną lub nieskończoną 
liczbę prostych (promieni). 
Promienie te mogą być od
dzielone od siebie lub nie. 
N. p.dowolny kąt $ Z A S B  
przepołówmy; otrzymamy 
promień S C ,  -3;  A  S  C 
przepołówmy znowu, to 
otrzymamy nowy promień 

S D ;  postępując dalej według tego samego prawa, otrzymujemy dowolnie wiele 
promieni oddzielnych (w geometryi idealnej) S E .  S F ,  S  G .

20
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Taki skończony lub nieskończony zbiór promieni nazywamy p ę k i e m  
p r o m i e ni,  a punkt S  nazywamy w i e r z c h o ł k i e m  pęku. Pęki takie 
odgrywają ważną rolę w optyce, w rysunku perspektywicznym, wogóle wszę
dzie tam, gdzie mamy do czynienia z promieniami światła, wychodzącymi ' 
z jednego punktu. Zwykle, jeśli mówimy o pęku promieni bez żadnego 
objaśnienia, mamy na myśli w s z y s t k i e  p r  o s t  e przechodzące przez O. Pęk- 
promieni można wprowadzić w ścisły 
związek z szeregiem punktów. Obierz
my na dowolnej prostej X  Y  szereg 
punktów A,  B ,  C, JD. . .  Dowolny punkt 
S  leżący poza tą prostą połączmy pro
mieniami S A ,  S  JB, S  C. . .  z punktami 
tego szeregu. Mówimy, że p ę k  p r o 
m i e n i  S  (A, B, G, D . . . )  r z u c a  
s z e r e g  p u n k t ó w :  A,  B , C, JD . . .
Promienie S A ,  S B  i punkty A, B  nazywamy odpowiadającymi sobie. Wy
kreślmy drugi pęk S ' (A , B , C, JD. . .) rzucający ten sam szereg punktów. 
Diva pęki rzucające ten sam szereg punktów nazywamy pękami perspekty
wicznymi. p |  p. promienie widzenia tego samego przedmiotu z różnych 
punktów.) Jeżeli jeden pęk promieni przetniemy dwoma liniami prostemi, 
otrzymamy na każdej z n i ch ' 
szereg punktów. Szeregi 
punktów, rzucone przez ten 
sam pęk promieni nazywamy 
także perspektywicznymi sze
regami punlctów. (W geome-1 
tryi praktycznej odpowiada 
temu n. p. oświetlanie ro
zmaitych przedmiotów z tego 
samego punktu świecącego.)

Wreszcie szereg punk-/ 
tów i pęk promieni, rzucając; 
go, nazywamy także u t w o 
r a m i  p e r s p e k t y w i c z n y 
mi  względem siebie. Promienie rzucające ten sam punkt (punkty rzucone 
przez ten sam promień) nazywamy odpowiadającymi sobie promieniami 
(punktami).

§ 13. Koło.
Weźmy pod uwagę pęk promieni złożony z  wszystkich prostych prze

chodzących przez jeden punkt 0 . Pęk taki wypełnia całą płaszczyznę. Na 
każdym promieniu odetnijmy od punktu O równy —  zresztą dowolny —
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odcinek. Końce tych odcinków utworzą j edną nieprzerwaną linię krzywą zamkniętą, 
zwaną k o l e  m. Koło jest więc linią, Idórej każdy punkt jest równo oddalony 
od stałego punktu O.

Wyrażamy się często także tak : kolo jest
miejscem geomctrycznem punktów równo oddalonych od 
stałego punktu, to znaczy: 1 . że punkty równo od
dalone od O, nie mogą leżeć na innem miejscu pła
szczyzny, jak tylko na kole i 2 . że koło żądnych innych 
punktów nie zawiera. Do wykreślenia koła używa się 
tego samego przyrządu, który służy do przenoszenia 
równych odcinków, a więc cyrkla.

Fig. 25. Stały punkt O, wierzchołek pęku promieni, na
zywa się ś r o d k i e m  k o ł a ,  a równe odcinki promieni 

pęku nazywamy p r o m i e n i  a m i k o ł a .  Punkty, których odległość od środka 
jest mniejsza od promienia, leżą w e w n ą t r z  kola, punkty, których odległość od 
środka jest większą od promienia, leżą z e w n ą t r z  kola. Zbiór wszystkich 
punktów ' leżących wewnątrz kola nazywamy p o w i e r  z c h n i ą lub p o l e  m kola, 
a samą linię kołową nazywamy także o b w o d e m  ko ł a .

Odcinek, utworzony przez dwa promienie leżące na tej samej linii prostej 
nazywamy ś r e d n i c ą  k o ł a .  Można także powiedzieć: średnica jestto odcinek 
łączący dwa punkty obwodu, a przechodzący przez środek koła. Każdą część 
obwodu kola, ograniczoną dwoma punktami, nazywamy lukiem  kola i używamy 
czasem znaku A  K , H  tí, aby odróżnić luk od prostej A  K ,  lub H  G-, łączą
cej punkty końcowe łuku.

Jeżeli obierzemy trzy dowolne punkty na obwodzie koła A B C, to zarówno 
punkt B leży pomiędzy punktam i A  i C, jak  i punkt C leży p o m i ę d z y  B  i Á, 
wreszcie A  leży p o m i ę d z y  C i B.- W łasność ta  stanowi zasadniczą różnicę

pomiędzy linią prostą, a kołem. N a linii prostej 
bowiem z trzech punktów A, B, C, zawsze tylko 
j e d e n ,  n. p. B  leży p o m i ę d z y  A  i C. (U Hil- 

t  berta stanowi to osobny pewnik.) W skutek tego 
posuwając się po kole w r ó c i  m y zawsze do punktu , 
z  lctoregośmy loyszli —  na linii prostej zaś jestto 
niemożliwe. Jestto  charakterystyczna własność 
wszystkich linii zamkniętych.

Położenie lin ii prostej iczglellem koła może 
być trojakie: a) linia prosta może mieć z kołem 

F dwa punkty ivspólne i wtedy nazywa się sieczną;
Fig. 26. a odcinek zawarty między tymi punktami c ię 

c i wą ,  n. p. Ti P ; b) linia prosta mająca z kołem 
tylko jeden punkt wspólny nazywa się s t y c z n ą ,  a ten punkt punktem 
styczności, n. p. C I)  i c) linia prosta nie ma z kołem żadnego punktu 
wspólnego, n. p . E  F.

TJivaga: Później wykażemy ściśle, że linia prosta nic może mieć z kołem 
więcej punktów wspólnych.
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Położenie dwóch kół względem siebie: Dwa kola, mające wspólny środek 
(a różne promienie), nazywają się współśrodkowe, w przeciwnym raz ie : 
mimośrodkowe. Aby zbadać wszystkie możliwe położenia dwóch kól wzglę
dem ¡siebie, wyjdźmy od kół wspólśrodkowych: k  i K  o promieniach: r  i R  
i poruszajmy mniejsze koło tak, aby jego środek posuwał się po jakiejś linii 
prostej O X .  «) Najpierw kolo k  leży w e w n ą t r z  kola K , nie dotykając go 
zupełnie, b) Gdy k  zbliży się do K  tak, że odległość jego środka O., od O 
wynosi R  —  r, wtedy kola mają jeden punkt C wspólny, dotykają się we
wnętrznie. ć) Jeżeli przekroczymy punkt O* n. p. do punktu Os, koła prze
cinają się iv dwóch punktach A  i B . Odległość O Os jest już >  R  —  r

ale jeszcze <  R  -j- r. Części kół nie nakrywające się przytem nazywamy 
k s i ę ż y c a m i ,  d) Przy dalszem posuwaniu się, gdy 0  0 4 =  R - \ - r ,  kola 
mają znowu tylko jeden punkt, wspólny, dotykają się zewnętrznie, wreszcie: 
e) Jeżeli O 0 3 jest już większe od R - \ -  r koła nie mają żadnego punktu 
wspólnego i jedno leży całkowicie zewnątrz drugiego. Widzimy więc, że 
jest pięć możimych położeń dwóch kół względem siebie, zależnie od długości 
linii, łączącej środki, zwanej linią środkową kół.

Obroty: Jeżeli bierzemy pod uwagę kolejno wszystkie promienie, prze
chodzące przez jeden punkt S, mówimy, że promień pierwotny wykonuje 
r u c h  o b r o t o w y  około punktu S, zwanego środkiem obrotu. Każdy punkt 
promienia zakreśla przy obrocie kolo o wspólnym środku S. Opisujemy to 
tak: torem punktu nrzi/ ruchu óbrotmoum iestkoło. J eżeli wszystkie promienie
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z jednego punktu S  wychodzące równocześnie wykonują ruch obrotowy, to 
nazywamy to ruchem obrotowym całej płaszczyzny. Jeżeli każdy promień 
naszego pęku promieni zastąpimy promieniem odchylonym o kąt a, to mówimy, 
żeśmy wykonali obrót o kąt a. Ten kąt jest m i a r ą  w i e l k o ś c i  o b r o t u .  
Obrót o kąt pełny nazywamy p e ł n y m  o b r o t e m  lub c a ł k o w i t y m  
o b r o t e m .  Co znaczą słowa półobrót? ćwierć obrotu? Jeżeli pewien kierunek 
obrotu, n. p. obrót zgodny z ruchem wskazówki zegara, nazwiemy dodatnim, 
to obrót przeciwny nazywa się obrotem ujemnym. W  związku z tem każdy 
kąt ot może być dodatnim lub ujemnym, zależnie od tego, który obrót uwa
żamy za dodatni i które ramię uważamy za ruchome.

Jeżeli połączymy ruch obrotowy punktu z ruchem postępowym, to znaczy 
jeżeli promień obraca się, a jakiś punkt na nim równocześnie się posuwa, to jako 
tor otrzymujemy linię krzywił otwartą, zwaną s p i r a l n ą .  Z pomiędzy linii 
spiralnych najprostszą jest taka, w której równym obrotom odpowiadają równe 
przesunięcia, t. zn. gdy promień obróci się n. p. o 10° punkt posunie się o 1 mm, 
przy obrocie o 20° punkt posunie się o 2 mm i t. d. Taka spiralna nazywa 
się s p i r a l n ą  A r c h i m e d e s a .  Aby ją wykreślić, rysujemy pęk promieni, 
tworzących same równe kąty i obieramy na jednem ramieniu jednego kąta jakiś 
punkt, n. p. wierzchołek, a na drugiem odcinamy od wierzchołka jakiś odcinek A B. 
Na następnym promieniu odcinamy dwa razy większy odcinek A  C, na dalszym
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trzy razy większy A  D  i t. d. Jeżeli promienie weźmiemy odpowiednio gęsto 
i'o trzym ane punkty połączymy jedną, nieprzerwaną linią, otrzymamy s p i r a l n ą  
A r c h i m e d e s a .  Inno spiralne otrzymuje się, jeżeli ruch postępowy nie je s t 
jednostajny.

Można jednak inaczej połączyć ruch obrotowy z ruchem postępowym, n. p. 
punkt wykonuje ruch obrotowy około <S, a równocześnie S  przesuwa się po linii 
prostej S X .  Tory takiego ruchu nazywamy c y k  1 o i d a m i ; ich wykreślenie jest 
już nieco trudniejsze.

Ćwiczenia II.
§ 10— 11. 1 . W ykreślić trzy proste przecinające się i wypisać kąty  powstałe. 
K tóre z nich są wierzchołkowe?

2. W ykreśliwszy z jednego punktu prostej dwa promienie nachylone, leżące 
po tej samej stronie linii prostej, wykazać, że suma trzech powstałych kątów 
wynosi 180°.

3. Dwa dowolnie obrane kąty  dodać na rysunku (przy pomocy kąto
mierza).

4. Dodać trzy kąty dowolnego trójkąta.
5. W ykazać rysunkiem, że (a -f- ¡3) -f-  7 =  (•« -f- -(•) -{-
6 . Odjąć od dowolnie podanego k ą ta  drugi kąt.
7. Znając kąt, jak i tworzą wskazówki zegara o godzinie 1-szej, wykreślić 

k ą t utworzony o godzinie 5-tej, 8-mej, 11-tej.
8. Mając podane dwa kąty, z których jeden jest bardzo mały, zmierzyć 

większy przy pomocy mniejszego (w przybliżeniu).
9. Jak i k ą t zakreśla promień równoleżnika ziemskiego w ciągu 1 godziny, 

1 minuty, 1 sekundy, przy dziennym obrocie ziemi koło osi?
10. Jak i k ą t zakreśla wielka wskazówka zegara w ciągu 1 minuty, 1 se

kundy, a  ja k i  m ała wskazówka?
11. Jak i k ą t dziennie zakreśla prosta łącząca ziemię ze słońcem, przyjmując 

drogę ziemi jako linię kołową?
i 2 Znaleźć rachunkiem sumę k ą tó w :

a) 28° 36 ' 4 5 " - |~ 3 6 °  42 ' 29 '',
'•) 136° 3 8 ' -f- 5° 47 ' 8' '.

84° 59 ' 5 9 " +  5° 1".
Znaleźć różnice:
«) -108° 23 ' 14" — 26° 54 ' 17".
b) 90° — 42°  30 ',
c) 180° —  (29° 36' - f  58° 42').

< 4. Znaleźć k ą t trzy razy większy od k ą ta  19° 24 ' 32".
1 Znaleźć k ą t pięć razy mniejszy od kąta  106° 34 ' 15".
16. Znaleźć stosunek kątów 48° 36 ' : 5° 24'.
17. Obliczyć k ą t spełniający się z k a te m /2 4 0 35 ' 20".
18. Ile  wynosi k ą t przyległy do k ą ta  a —  34° 2 7 '?
19. W ykazać, że jeżeli jeden z kątów przyległych wzrasta, to drugi maleje.

&£). W ykazać, że linie połowiące dwa kąty  przyległe, są do siebe prostopałe.
21. Dwie linie proste przecinają się pod kątem  ¡3 =  45° 3 1 ';  obliczyć trzy 

pozostałe kąty  utworzone przez te  linie proste.
22. W ykazać, że linie, połowiące dwie pary kątów wierzchołkowych, utwo

rzonych przez te same linie proste, są do siebie prostopadłe.
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§ 12 . 23. W ykreślić z dowolnego punktu pęk promieni, rzucający podziałkę centy
metrową. Co się stanic z kątam i pęku, jeżeli się wierzchołek pęku oddala od 
prostej, na której leży podziałka?

24. Narysować dowolne dwa pęki perspektywiczne.
Z dwóch pęków perspektywicznych S  i S ' p r z e n i e ś ć  jeden (bez 

zmiany kątów) do innego punktu S ".„  Oznaczyć punkty przecięcia^ odpowiednięh*. 
promieni p o  p r z e s u n i ę c i u .  ( 1 °

26. Obrawszy dowolny punkt' S p o ź k  prostą p , fzućaj doraz to dalsze punkty
prostej. Do jakiego położenia dąży promień rzucający? v '

27. Jak i punkt rzuca promień równoległy do prostej, na k tórej leży szereg
punktów ? . t.. ' '

12$; Jak i utwór geometryczny je s t w z a j e m n y  do odcinka? ,V ty’"’*' '
Ś9. Narysować dwa perspektywiczne szeregi punktów.
30. Z dwóch perspektywicznych szeregów' punktów przenieść jeden na inną 

linię prostą. Połączyć odpowiednie punkty lin iam i. prostemi.
§  13. 31. W ykreśl pięć możliwych położeń dwóch kół, każde położenie na oso
bnym rysunku.

32. W ykaż możliwość pięciu położeń dwóch kół, poruszając tylko w i ę k s z e  
k o ł o .

33. W ykreśl księżyce, powstałe z dwóch równych kół.
34. Z dwóch podanych punktów mamy zakreślić koła. Jak i warunek muszą 

spełniać promienie, aby sie koła przecięły? stykały?
35. Koło obraca się kolo osi nie przechodzącej przez jego środek (jest 

przytwierdzone „mimośrodkowo“). Narysować kilka położeń tego koła. J a k i  to r 
opisuje przytem środek koła?

36. Narysuj koło stykające się wewnętrznie z kołami otrzymanemi wr zadaniu 
poprzedniem.

37. Koło otoczyć sześcioma równemi mu kołami, stykającemi się ze
wnętrznie.

P ęk  promieni przeciąć linią prostą p  i od punktów przecięcia na każdym 
promienni odciąć w obydwie strony ten sam odcinek cl. Otrzymane punkty 
utwórza dwie gałęzie linii krzywej, zwanej m u s z l ą  N i k o m e d e s a  (p. str. 17);

Z dowolnego punktu na obwodzie koła poprowadzić pęk promieni, i na 
każdym z nich odciąć dwa równe odcinki od punktu przecięcia się z kołem do 
wnętrza koła i na zewnątrz. Linia, łącząca te  wszystkie punkty nazywa się 
ś l i m a k i e m  P a s c a l a  (matematyk i filozof francuski z X V II. wieku).

40. Wykazać, że ruch postępowy punktu i ruch obrotowy prostej są rucham i 
wzajemnymi.

41. W ykreślić spiralną Archimedesa, w której wzrostowi kąta  o 10° od
powiada przesunięcie punktu o x/g mm. Ile skrętów otrzymamy, posuwając się / 
na odległoś<$ 1 dni od wierzchołka pęku? O ile stopni obrócił się równocześnie / 
prom ień?



Rozdział III.

Trzy linie proste. Trójkąty.

§ 1 4 , Położenie trzech linii prostych.
.Dotychczas rozpatrywaliśmy dokładniej jedną linię prostą i dwie linie 

proste na płaszczyźnie. Przechodząc obecnie do trzech linii prostych, leżących 
na te j  samej płaszczyźnie, zbadamy przedewszystkiem ich wszystkie możliwe 
położenia. Okażemy, że są cztery możliwe przypadki:

1: trzy proste nie mają żadnego punl;tu przecięcia,; 2 . mają jeden 
punid przecięcia; 3. dwa punkty przecięcia i 4. trzy punkty przecięcia.

Więcej punktów przecięcia nie mogą trzy linie proste posiadać; wierny 
bowiem, że dwie linie proste — nie nakrywające się — mają tylko jeden 
wspólny punkt 11. p. A  a więc trzecia linia może jeszcze przeciąć pierwszą 
z.nich w jednym punkcie n. p. B ,  a drugą także tylko w jednym punkcie 
n. p. C, mamy więc najwyżej trzy punkty przecięcia. Zbadajmy po kolei 
cztery możliwe przypadki.

§ T?. Trzy linie proste rów noległe.
Aby zbadać, czy są możliwe trzy proste (nieograniczone) nie mające 

żadnego punktu wspólnego, weźmy dowolną linię prostą a  i poprowadźmy
dwie linie h i c  równoległe do n ie j: b |j a i c || a.

Linie te nie mają więc żadnego punktu 
wspólnego z  linią a ; zachodzi pytanie, czy c
one mogą się przeciąć ze sobą w jakimś '  ~
punkcie n. p. P ,  Otóż gdybyśmy zrobili -----— :—
takie przypuszczenie, popadlibyśmy w sprze- --------------— ------- -—
czność z pewnikiem VII, o liniach równo- Fig. 29.
ległych, który mówi, że przez punkt P  leżący
poza prostą a może przechodzić tylko jedna linia równoległa do a. Tymczasem 
w naszym przykładzie przez punkt P  przechodziłyby dwie linie równoległe 
do a. Otóż nasze przypuszczenie było błędne. Linie b i c nie mogą się ze 
sobą przeciąć, są  w i ę c  także do s i e b i e  r ó w n o l e g ł e .  Linie a, b. c nie 
mają więc żadnego punktu wspólnego. Wniosek, do któregośmy doszli, wy
powiada się zwykle tak:
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Dwie proste równolegle do tej samej trzeciej, są także między sobą 
róimoległe. L iteram i: b || a i c || a  pociąga za sobą b || c. Widzimy stąd, że 
znak równoległości ma podobną własność, jak znak równości (z b —  a i c —  a 
wynika b —  c). Wystarczy więc sprawdzić, że. dwie proste są równolegle do 
tej samej trzeciej, aby się przekonać tem samem, że te proste są i do siebie 
równolegle. Sposób rozumowania, któregośmy tu użyli, nazywa się d o w o 
d e m  n i e  w p r o s t . .  Polega on na następującej myśli przewodniej:

Chcąc wykazać prawdziwość jakiegoś twierdzenia, robimy na razie przy
puszczenie wprost przeciwne; następnie wykazujemy, że to przypuszczenie nie 
jest do przyjęcia, prowadzi bowiem do sprzeczności albo z przyjętymi już 
pewnikami, albo z udowodnionymi już prawami.

Trzeba tylko sobie jasno zdać sprawą z tego, co znaczy „twierdzenie wprost 
przeciwne“ . Otóż n. p. twierdzeniem wprost przeciwnem d o : „jakaś rzecz jest 
b ia ła“ nie jest „ ta  rzecz je s t czarna,“ ale: „ ta  rzecz nie jest b ia ła“ . Twierdzenie 
wraz z twierdzeniem wprost przeciwnem muszą wyczerpywać w s z y s t k i e  m o 
ż l i w o ś c i .  Otóż barw y: biała i nie biała wyczerpują istotnie wszystkie możli
wości, zaś barw y: biała i czarna nie wyczerpują wszystkiego, mogą. być bowiem 
prócz nich b a rw y : zielona, żółta i t. d. Gdybyśmy więc wykazali, że rzecz jakaś 
nie może być c z a r n a ,  to nie możemy z tego wnioskować: „a więc ta  rzecz 
jest b ia ła ,“ może być bowiem również dobrze zielona, czerwona i t. d. W do
wodzie naszego twierdzenia geometrycznego postępowaliśmy dobrze, bo chcąc 
udowodnić, że proste b i c są równoległe, zrobiliśmy tymczasowo przypuszczenie: 
proste b i c przecinają, się. Otóż dwio odrębne linie proste b i c nie m ogą
mieć innych wzajemnych położeń, wyczerpaliśmy wszystkie możliwości twierdze
niem i twierdzeniem przeciwnem.

Dowodu niewprost, zwanego także dowodem a d  a b s u r d u m  używa się
bardzo często w matematyce, w fizyce, a  i w życiu potocznem ma wielkie zna
czenie (n. p. ^alilu“ sądowe), jeżeli sie go używa poprawnie, t. zn. z uwzglę
dnieniem w s z y s t k i c h  m o ż l i w o ś c i .

§ 16. O trójkątach.
Trzy proste, mające tylko jeden punkt wspólny, stanowią część pęku pro

mieni, nie przedstawiają więc dla nas nowego utworu.
Aby zrozumieć twierdzenia o trzech prostych, mają

cych dwa punkty przecięcia, musimy najpierw o-
rnówić przypadek czwarty: trzy proste mające
trzy punkty przecięcia. Taki utwór geometryczny na
zywamy t r ó j k ą t e m .  Te trzy. linie proste zamykają 
część;płaszczyzny, zwaną p o l e m  t r ó j k ą t a ,  Punkty 
przecięcia A , B , C nazywamy w i e r z c h o ł k a m i  

3Q trójkąta a odcinki ograniczające: A D , D C , C A  na
zywamy b o k a m i  trójkąta. Przy każdym wierzchołku 

znajdują się po cztery kąty, ale tylko jeden z nich leży w e w n ą t r z  trój
kąta. Te kąty: a, (3, 7 nazywamy k ą ta .m i w e w n ę t r z n y m i ,  lub krótko 
k ą t a m i  . t r ó j k ą t a  (bez wyraźnego wymieniania nazwy). Kąty przy
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ległe . do kątów wewnętrznych nazywamy zewnętrznymi n. p. kąty S i e ;  
są one ograniczone bokiem z jednej, a przedłużeniem drugiego boku z drugiej 
strony. Kąty wierzchołkowe do kątów wewnętrznych nie mają osobnej nazwy.
O wierzchołku A  nie leżącym na boku B C  i o kącie a mówimy, że leżą 
naprzeem  boku B  G.

Dla wygodnego zapamiętania najczęściej oznacza się bok, leżący- naprzeciw 
jakiegoś wierzchołka tą  samą literą, co wierzchołek, tylko z małego alfabetu 
(porównaj fig. 30).

Według wielkości boków rozróżniamy trójkąty r ó ż n o b o c z n e ,  jeżeli 
wszystkie boki są różne co do długości, r ó w n o r a m i e n n e ,  jeżeli tylko dwa 
boki są równe i r ó w n o b o c z n e ,  jeżeli wszystkie boki są równe. W  trój
kącie równoramiennym boki równe nazywamy często r a m i o n a m i ,  a bok 
nierówny p o d s t a w ą .

Linia prostopadła z wierzchołka trójkąta na przeciwległy bok lub najego 
przedłużenie nazywa się w y s o k o ś c i ą  trójkąta. Każdy trójkąt ma trzy wy
sokości. Zostawiając dokładniejsze badanie własności trójkąta do dalszych 
ustępów, udowodnimy jeszcze tylko następujące twierdzenie:

/ K ą t  zewnętrzny trójkąta jest więlcszy od każdego z  kątów wewnę
trznych nie przyległych mu. Aby porównać <C 3 z ¡3, połowimy bok B  C 
w punkcie D  i  prowadzimy- prostą A J ) ;  przedłużamy ją  o taki sam 
odcinek D  E  —  A  D  do punktu E  leżącego już na polu <C 3, wreszcie 
łączymi E  z C. Biorąc pod uwagę 
trójkąty B A B  i D E C  widzimy, 
że można do nich zastosować VI 
pewnik. Albowiem A D  ~ D E ;
B D  — D C  i Akąty e i C są sobie 
równe, jako kąty ■wierzchołkowe. >»
Trójkąty te "-mają więc dwa boki 
równe i kąty-Tmiędzy nimi zawarte 
równie, zatem i pozostałe kąty są 
parami równe, zatem <C [i =  <=£ >j.
Ponieważ zaś 8 jest większy 
od <C r, (dlaezego ?) przeto także 
<£ 3 >> <£ (3. Gdybyśmy jeszcze 
chcieli porównać <£ 3 z a, to trzebaby drugi raz to samo rozumowanie 
przeprowadzić, połowiąc znowu bok A  C i porównując <C s  z ^  3', wierzchoł
kowym do S  (przeprowadź ten dowód!) Pokaże się, że także: <C 3 > - <£ a.

^Dowodzenie, jakiegośmy tu używali, nazywamy d o w o d e m  wprost . .  
Myślą przewodnią takiego dowodu jest: opierając się na pewnikach i na po
znanych już twierdzeniach zbudować taki łańcuch logicznych rozumowań, aby 
jego ostatniem ogniwem było żądane twierdzenie. Innemi słowy: okazać, że 
nasze twierdzenie jest wynikiem pewników i twierdzeń poznanych poprzednio:
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Często mamy kilka dróg, któremi możemy dojść do dowiedzenia twierdzenia; 
zależy to od tego, na których pewnikach i twierdzeniach się oprzemy. Zda
rzają się jednak twierdzenia, do których trudno znaleźć drogę wprost. Próbu
jemy wtedy dowodu niewprost. Jeżeli i ta droga nie prowadzi do celu, nie 
możemy wciągać takiego twierdzenia w zbiór praw geometrycznych — czy 
też matematycznych, chociażby się wydawało bardzo prawdopodobnem.

Dlatego w nauce geometryi najczęściej nie postępujemy tak, aby z góry 
wpowiadać jakieś twierdzenie, a .później udowadniać .jego prawdziwość, tylko 
postępujemy krok za krokiem, bud.ując z poznanych twierdzeń to, co się 
z nich daje od razu wydobyć, a z tej rozszerzonej podstawy wznosimy się 
znowu stopniowo do coraz to trudniejszych i zawilszych praw, nasuwających 
się nam w ciągu rozważań.}.

§ 17. Dwie proste rów noległe przecięte trzecią.
Trzy proste leżące na płaszczyźnie mają tylko dwa punkty przecięcia, 

jeżeli dwie z nich są równoległe, a trzecia przecina jedną z nich. Ta trzecia 
prosta musi także i drugą przeciąć, w przeciwnym bowiem razie mielibyśmy 
dwie proste równoległe do tej samej trzeciej, a mimo to przecinające się, 
wbrew udowodnionemu na str. 27 twierdzeniu.

Linię prostą A  B  przecinającą dwie inne C D  i E F  nazywamy linią po
przeczną. T w orzyonazniem iSkątów :4sązew nętrzne a 4 w ew n ętrzn e  t.j.leżą  
między liniami przeciętemi. , K ąty nie mające wspólnego wierzchołka łączymy

w pary i nadajemy im pewne 
nazwy. I tak: 1 . Kąty takie, jak  
a i s, 8 i . O nazywamy kątami o d- 
p o w ie  d n i m i. Są to kąty, lezące
po tej samej .stronic linii poprze
cznej .przyczem jeden jest zewnętrzny, 
drugi tuewnętrzny. 2. Kąty lezące 

F  po tej samej stronie lin ii poprze- 
czncj, ale obydwa zewnętrzne, lub 
obydwa wewnętrzne, nazywamy ką
tami j e d n o s t r  o n  n y m  i.

N. p. a i r„ o i i, i s.
3. Kąty leżące po przeciwnych 

stronach linii poprzecznej, obydwa zewnętrzne liib obydwa wewnętrzne, nazywają 
się kątami n a p r z e m i a n ł e g ł y m i .  N. p. a i &, 3 i s.

Nazwy te zachowujemy także, jeżeli linie C D , E F '  nie są równoległemi.
O tych kątach udowodnimy:

Jeżeli linie przecięte są równolegle, to kąty odpowiednie są sobie parami 
równe, kąty naprzemkinległe są sobie równe a kąty jednostronne spełniają, 
się do 180°.
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Praw a matematyczno wypowiadamy zwykle w postaci okresu warunkowego. 
Pierwsza część okresu, n. p. u n a s : „jeżeli dwie linie równolegle są przecięte 
trzecią“ nazywa sic z a ł o ż e n i e m ,  druga część t w i e r d z e n i e m .  Założenie 
zawiera warunek wystarczający do prawdziwości twierdzenia. W arunek ten musi 
być naturalnie możliwy, to znaczy nie sprzeciwiać się ani pewnikom, ani twier
dzeniom udowodnionym poprzednio. Nie można więc n. p. używać założenia : 
„jeżeli się dwie linie równolegle p rzetną“ itp.

Jest to twierdzenie zasadnicze o liniach równoległych, niezbę
dne przy rozważaniu utworów geometrycznych, w których skład-wchodzą linie 
równoległe. Twierdzenie to (nie cale) wypowiada się czasem także ta k :
Każda prosta poprzeczna przecina dwie proste równolegle pod tym samym
kątem, przyczem mamy naturalnie na myśli kąty odpowiednie. Łatsvo 
to udowodnić niewprost.

F

Ic

B

" "  \ A ?
¡ ¡ ¡ h ? ' 6

Chcemy n. p. wykazać, że 
a = J | .  Spróbujmy do czego- 
by poprowadziło przypuszcze
nie, że te kąty nie są równe,

; a więc, że albo a < ¡3 , albo 
a >• ¡3. Rozważmy najpierw 
pierwsze przypuszczenie, t. j. 
a <  ¡3. Wtedy moglibyśmy 
wykreślić w punkcie A , przy 
ramieniu A  G jakiś inny 
kąt a ' równy kątowi ¡3, ale 
naturalnie większy od <£ a.
Ramię tego kąta a' musi więc
leżeć poza polem kąta a, musi zatem przeciąć linię B  G w jakimś punkcieZ> 
(nie może być równolegle do B G ,  bo już jedna linia, E F  przez punkt A  
przechodząca, jest równoległa do B G ) .  Powstałby więc trójkąt A  B I ) ,  w którym 
a' jest kątem zewnętrznym a [3 wewnętrznym. Ponieważ jednak a ' =  (3, 
przeto popadamy w sprzeczność z twierdzeniem o kącie zewnętrznym trój
kąta, które orzeka, że kąt zewnętrzny musi być większy od kąta wewnętrznego 
nie przyległego. Widzimy więc, żę przypuszczenie a <C ¡3 jest nie do przy
jęcia. Zupełnie tak samo wykazalibyśmy, że a >> Jł prowadzi do sprzeczności. 
(Udowodnij.) Pozostaje więc tylko jedna możliwość:

a =  fr

Fi?. 33.

Co do innych kątów, to już z równości a =  [3 wynika ich równość 
(względnie spełnianie się).

N. p. kąty e i C są równe, jako kąty przyległe do równych kątów. 
Kąty y i 3 są równe, jako wierzchołkowe do równych kątów. Także kąty 
naprzemianległe są równe, n. p. kąt ? =  a, ponieważ jest tak samo wielki, 
jak <£ ¡3 (jako wierzchołkowy), i t. d.



Także — wreszcie — kąty jednostronne spełniają się do 180° n. p. 
« - f  i) =  180°, ponieważ a równa się kątowi ¡3, przyległemu do tj i t. d.

Wykazaliśmy więc, że z założenia E F  |j I)  G,  wynika równość tych 
kątów. Można teraz wykazać odwrotnie: z  równości którejkólioiek pary kątów 
odpowiednich (lub naprzemianległych, lub ze spełniania się dwóch kątów 
'ednostronnych) wynika równoległość Unii przeciętych. To co było w poprze-

-dniem twierdzeniu w y n i k i e m ,  to wzięliśmy teraz za założenie, a to co
było założeniem, za wynik. Takie twierdzenie nazywa się t w i e r d z e n i e m  
o d w r o t n e i n  (a jakie jest t w i e r d z e n i e  p r z e c i w n e ? ) .

Zastanówmy się najpierw, czy o d w r ó c e n i e  twierdzenia wymaga osobnego 
dowodu? Znamy przecież więle przykładów, że odwrócenie jest prawdziwe tak 
samo, jak twierdzenie pierwotne. N. p. każde ciało posiada jakiś' ciężar 
i odwrotnie: wszystko, co posiada jakiś ciężar, jest ciałem. Otóż istnieje o wiele 
więcej przykładów, w których odwrocenie nie jest prawdą. N. p. każdy ptak jest 
stworzeniem dwunożnem. ale nie każde stworzenie dwunożne jest ptakiem. Z tej 
przyczyny powinno się twierdzenie odwrotne zawTsze o s o b n o  u d o wa d n i a ć .

Otóż wróćmy do naszego twierdzenia odwrotnego. Twierdzimy, że 
z założenia: a =  £ wynika: a || b.

Najszybciej dojdziemy do celu, używając znowuż dowodzenia n ie  w p r o s t .  
■Gdyby linia a nie była równoległa do b, to dałaby się przez punkt A

poprowadzić jakaś inna linia a' [| b. Wtedy 
jednak musiałby kąt a' być równy kątowi (ł, 
a więc i kątowi a, który według założenia 
jest taksamo wielki jak fi. Ale w takim
razie linia « ' musi się nakryć z linią a,
jako drugie ramię kąta równego. Otóż 
żadna inna linia oprócz linii a nie może 
być równoległą do b.

Zbierając twierdzenie i odwrócenie w jeden wniosek powiemy: Cechą 
(właściwością) charaMerystyczną prostych równoległych jest to, że dowolna 
poprzeczna tworzy z  niemi równe kąty odpowiednie (równe kąty naprzemian- 
ległe, łub spełniające się kąty jednostronne). Znaczy to, że oprócz linii 
równoległych, żadna inna para prostych niema tej własności, aby z poprze
czną tworzyły równe kąty odpowiednie (lub naprzemianległe i t, d.).

Z twierdzenia i twierdzenia odwrotnego wynika także prawdziwość t. zw. 
twierdzeń „przeciwległych“. Mianowicie, jeżeli z A  wynika B , i równocześnie 
z B  wynika >1, to jasnem jest, że, jeżeli nie zachodzi A , nie może zachodzić B ,  
i jeżeli nie zachodzi B ,  to nie może zachodzić A . N. p. Każdy organizm jest 
zdolny do odżywiania się i odwrotnie: Co jest zdolne do odżywiania się, jest
organizmem. Stąd już bez dowodu wynika, że, co nie jest organizmem, nie jest 
zdolne do odżywiania się i co nie jest zdolne do odżywiania się, to nie jest organizmem.

Jeżeli się więc wykaże prawdziwość twierdzenia i twierdzenia odwrotnego, 
nie trzeba już osobno wykazywać prawdziwości twierdzeń przeciwległych. W błąd 
ten popadano często.
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Przy pomocy tej własności można o d r ó ż n i ć  proste równoległe od 
innych i tak też zawsze postępujemy: Aby się przekonać, czy dwie linie
proste są, równolegle, musielibyśmy je  przedłużać bez końca — tego jednak 
uczynić nie zdołamy. Natomiast zawsze można do nich przyłożyć trzecią 
linię poprzeczną i zmierzyć, czy dwa Icąty n. p. odpowiednie są równe.

Widzimy stąd, jak ważnem jest udowodnienie nietylko twierdzenia, ale 
i odwrócenia — o ile jest prawdziwem. Zyskujemy przez to często łatwiejsze 
sposoby odróżniania pewnych utworów geometrycznych od innych. Takiej metody 
odróiniania, zapomocą cech charakterystycznych używa się w naukach przyrodni
czych do odróżnienia n. p. owadów zbliżonych kształtem zewnętrznym, roślin, 
minerałów (nazywa się to oznaczaniem gatunku) pierwiastków chemicznych {analiza). 
Wiedząc n. p. że każdy kryształ soli jest sześcianem, i znalazłszy jakiś przeźro
czysty sześcienny kryształ, żaden mineralog nie powie jeszcze, że ma przed sobą 
sól, dokąd nie zbada jakiejś własności charakterystycznej, t. j. takiej, którą ma
każdy kawałek soli, ale żadne inne-, ciało n. p. charakterystyczny smak. Taką
własność charakterystyczną nazywamy ściślej: warunkiem koniecznym i wustar- 

. czającym.

Na tej własności linii równoległych polega także pospolicie używany 
s p o s ó b  w y k r e ś l a n i a  linii równoległych. Do linealu przykłada się jakiś 
kąt n. p. kąt prosty w dwóch różnych miejscach
i wzdłuż jego ramienia nie przylegającego do
lineału kreśli się każdym razem linię prostą.
Taki kąt mamy urzeczywistniony (w przybli
żeniu) na tak zwanych „trójkątach“ rysunkowych.
Figura 35> objaśnia ten sposób. Jako przypadek 
szczegółowy mieszczą się w twierdzeniu o prostych 
równoległych także twierdzenia następujące: Dwie 
linie proste, prostopadle do tej samej trzeciej są do 
siebie równoległe (dlaczego?) i odwrotnie: Jeżeli z  dwóch prostych równoległych 
jedna  jest prostopadła do trzeciej, poprzecznej, to i  druga musi być prostopadła.

Na podstawie tego można wykazać, że 
z każdego punktu poza prostą da sic do niej B
poprowadzić jedna linia prostopadła. Wiemy, 
że w punkcie A  na prostej O D  istnieje
jedna linia prostopadła A  B  J_ C D. Aby ^
z dowolnego punktu S  poprowadzić linię prosto- —
padlą do C D , kreślimy linię S x  || A B  (ż e .
taka linia istnieje, o tem poucza pewnik YII)
to ona jest J_C®, Więcej linii _]_ niema (dlaczego?). Fig. 36.

S 18. O kątach w  trójkącie.
Mówiąc o karach zewnętrznych trójkąta, wykazaliśmy (str. 29), że kąt 

zewnętrzny jest większy od każdego z ' wewnętrznych, jemu nie -przyległych.
O

s D o m n ic k i ,  Gcometrya I - i  I i .  ■ *
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Obecnie możemy wykazać dokładniej, czemu się równa kąt zewnętrzny. Wy
starczy w tym celu poprowadzić przez punkt B  linię B 1) \\ A. C dzielącą

kąt zewnętrzny o na dwie części: s i i.
• D C =  a jako kąty odpowiednie, s =  fł

jako kąty naprzeinianlegle, więc i icli sumy 
są równe £ -j- e =  a -f- ¡3.

Ale C -f- s =  o,
— £ więc o =  a -f- £.

Fig. 37. Słowami: K ą t zewnętrzny trójkąta
równa się sumie dwóch kątów ive- 

imiętrznyeh, nie przyległych do niego. Stąd łatwo obliczyć sumę wszystkich 
kątów wewnętrznych trójkąta. Mianowicie o —(— y =  180° jako kąty przylegle,
ale zamiast o można wziąć równą mu sumę z  -}- ¡ł i otrzymamy

« —J— p —f— =  180°.

Słowami: W  każdym  trójkącie suma kątóio wewnętrznych równa się 180°. 
Więc wielkość jednego kąta zależy od wielkości dwóch innych, czyli jest funkcyą 
dwóch pozostałych kątów.

(To samo można wykazać bez użycia kątów zewnętrznych, jeżeli poprowa
dzimy n. p. przez C  linię równoległą do A B . )

W  geom etryi praktycznej możnaby także tak  postąpić: Odciąć kawałki
tró jk ą ta  wraz z wierzchołkami i poukładać te  kąty  obok siebie przy jednej linii 
prostej, przy jednym wierzchołku. Do ścisłego jednak dowodu musimy użyć 
l i n i i  r ó w n o l e g ł e j .  Twierdzenie to jest tak  ściśle związano z pewnikiem V II,
o liniach równoległych, że można go nawet użyć zamiast tego pewnika, a wtedy 
pewnik V II wyniknąłby z niego jako wniosek (udowodnij to przenosząc wszyst
kie kąty  do jednego w ierzchołka!). W  geometryach nieeuklidesowych, o których 
mówiliśmy na str. 15, suma kątów wr trójkącie je s t bądźto większa (Riemann), 
bądźto mniejsza od 180° (Łobaczewskij). Sprawdzić tego żadnem mierzeniem 
nie można, bo już sekundy nie dadzą się ściśle zmierzyć, a cóż dopiero mówić
o częściach sekundy.

Wskutek twierdzenia o sumie kątów wewnętrznych, w trójkącie może 
być najwyżej j e d e n  k ą t  p r o s t y  a dwa inne muszą być wtedy ostre, a także 
najwyżej j e d e n  k ą t  r o z w a r t y ,  dwa zaś inne są wtedy ostre. Wypukły 
kąt t. j. większy od 180° nie może się znajdować w trójkącie. Na tem po
lega podział trójkątów, według, wielkości kątów. I tak rozróżniamy trójkąty 
o s t r o k ą t n e ,  jeżeli wszystkie kąty są ostre, p r o s t o k ą t n e ,  jeżeli jeden kąt 
jest prosty i r o z w a r t o k ą t n e ,  jeżeli jeden kąt jest rozwarty. Dla boków 
trójkąta prostokątnego, przyjęto pewne stałe nazwy. Mianowicie boki zamyka
jące kąt prosty zwą się p r z y  p r o s t o k ą t n i  agni, bok zaś leżący naprzeciw 
kąta prostego nazywa się p r  z e c i w p r  o s t o k ą t n i ą.
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Ćwiczenia III.
§  17— 18. 1. Jak ie  położenie mogą. mieć względem siebie dwa tró jką ty?

2 . W ykazać, że równość dwóch kątów naprzemianleglych pociąga za sobą: 
a) równość innych kątów naprzem ianleglych; i )  równość kątów odpowiednich;
c) spełnianie się kątów jednostronnych. Odwrócić to twierdzenie!

3. W ykazać, że spełnianie się dwóch kątów jednostronnych pociąga za sobą:
a) równoległość linii przeciętych; b) równość kątów odpowiednich; c) równość 
kątów naprzem ianleglych; rZ) spełnianie się innych par kątów jednostronnych. 
Odwrócić!

4. W ykazać, że jeżeli suma dwóch kątów jednostronnych wynosi mniej,
aniżeli 180°, linie przecięte przecinają się ze sobą po tej samej stronie, po 
której leżą. te kąty jednostronne (u Euklidesa to twierdzenie występuje zamiast 
■naszego pewnika o liniach równoległych). Odwrócić to tw ierdzenie! .

5. Dwa kąty  odpowiednie wynoszą po 48° 3 6 ' ;  obliczyć wszystkie inne 
kąty  utworzone przez te linie.

6. Jak ie  kąty  występują w figurach Z , I I ,  A ,  F  ?
7. Poprowadzić w trójkącie linię równoległą do podstawy. Jakie kąty 

powstaną ?
8. Dwie linie równoległe przecięto trzecią pod kątem a  =  75° 4 2 ' ;  ob

liczyć wszystkie inne k ą ty !
9. W  trójkącie dwa kąty  wewnętrzne wynoszą po 69° 5 0 '; obliczyć trzeci 

k ą t i kąty  zewnętrzne.
10. K ąt zewnętrzny tró jkąta wynosi 141° 26 ', a  jeden z kątów wewnętrz

nych nie przyległych wynosi 35° 5 8 ';  obliczyć pozostałe kąty.
1 1 . W  trójkącie dwa kąty  są równe, a trzeci jest połową każdego z nich. 

Obliczyć te  kąty. (Jestto t. zw. T ró jkąt złoty.)
12 . Obliczyć sumę trzech kątów zewnętrznych, leżących przy różnych 

wierzchołkach.
13. Wykazać, że proste połowiące dwa kąty  odpowiednie, są do siebie

równoległe.
14. W ykazać, że proste połowiące dwa kąty  jednostronne, są do siebie

prostopadle.
4 5 .  Ile wynosi suma kątów ostrych w trójkącie prostokątnym  ?
(1/j . Jeden k ą t ostry tró jkąta prostokątnego wynosi 57° 16 '. I le  wynoszą 

inne kąty ?
^17. N a promieniach pęku złożonego z trzech promieni obrać wierzchołki

tró jką ta  i wykreślić na tym samym pęku tró jką t o bokach równoległych do
pierwszego. @o można powiedzieć o kątach tych trójkątów  ?

mn
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Rozdział IV.

Przystawanie i ruch.

§ 19. Przystawanie trójkątów.
podobnie jak odcinki i kąty, tak i trójkąty mogą być r ó w n e .  Trzeba 

tu jednak odróżnić dwa rodzaje równości. Równość może być zupełna, co do 
wielkości i co do kształtu i wtedy nazywa się p r  z y s t a w a n i e in, może się 
zaś odnosić tylko do wielkości i  wtedy się nazywa r ó w n o ś c i ą  p o l a  (po
wierzchni). N. p. trójkąty I  i I I  są przystające, trójkąty zaś 1 i I I I  są

tylko równe co do powierzchni. Zna
kiem przystawania jest t. j. połą
czenie znaku równości =  i znaku <v, 
oznaczającego podobieństwo postaci 
(similis — podobny, stąd przewrócona 
litera S), podczas gdy znakiem na 

równość powierzchni jest zwyczajny znak równości. Napiszemy więc I S i l l ,  
ale' I  —  I I I .  O tym drugim gatunku równości będziemy mówili później; 
obecnie zajmiemy się p r z y s t a  w a n i e m .|

I tak odcinki równe są zarazem przystające, tak samo kąty, albowiem
o ich kształcie rozstrzyga już wielkość. Nie można tego powiedzieć już o 
trójkątach. Nie umiejąc jeszcze porównać ani pola. ani postaci figur, musimy 
inaczej określić przystawanie. Otóż dwa trójkąta nazywamy przystającym i, 
jeżeli ich boki i kąty są param i równe. Okażemy później, że takie dwa 
trójkąty można przez ruch sprowadzić 'do zupełnego nakrycia się i stąd po
chodzi nazwa „przystawanie“.

Aby więc zbadać, czy dwa trójkąty są przystające, trzebaby sprawdzać 
a z sześć równości (równość trzech boków i trzech kątów). Okazuje się jedna
kowoż, że boki i kąty są tak ze sobą związane, że wystarczy wykazać równość1 
trzech części, aby mieć zapewnioną równość pozostałych trzech. (Zamiast „części 
trójkąta“ mówimy często „kawałki“ .) Jednakowoż nie jest objętnem, litóre trzy ! 
części wybierzemy.

§ 20. Pierwszy przypadek przystawania. (I.)
Zacznijmy od najprostszego przypadku, o którym mowa w pewniku VI. 

Według tego pewnika dwa trójkąty mające dwa boki równe i kąty między
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nimi zawarte równe, mają i dwa inne kąty równe. Chodzi więc tylko jeszcze
o trzeci bok.

Czy z równości a — a ' y  a. — a!
b =  b y '  p '= S '
Y y  mamy prawo

wnioskować, że c —  ć  ? Użyjmy dowodzenia niewprost, Gdyby ć  <  e, to od
cinając c\ od punktu A  na boku A B ,  natrafilibyśmy na punkt D , leżący 
między A  i B. Łącząc go z wierzchołkiem C otrzymamy trójkąt A  B  G, 
w którym a =  j

A B  =  ć  t więc według pewnika VI także 8 =  et'
■Í

o == a, co jest nie- 
Więc niemożliwem

Ale z drugiej strony et =  a', więc musiałoby być 
możliwe, bo o jest kątem zewnętrznym trójkąta G B  B . 
jest, aby c' •<  c¿ Tak samo 
wykazuje się, że niemo
żliwem jest, aby c' >  c, 
musi więc być c' =  c.

Trójkąty A B C  i 
A! B ' C' mają więc wszyst
kie boki parami równe 
i wszystkie kąty parami 
równe, są więc p r z y s t a 
j ą c e .

Jestto t. zw. pierw
szy przypadek przystawa
nia. (I.)Dwa trójkąty, ma
jące po dwa boki równe i kąty między nimi zawarte równe są przystające.

Twierdzeniu temu można nadać także inną postać:
Postawmy sobie zadanie: zbudować trójkąt znając dwa boki i kąt między 

nimi zawarty, n. p. boki mają mieć długość cl, b a kąt wielkość y na fig. 40.
Aby tę konstrukcyę, wykonać, rysu

jemy w dowolnem miejscu płaszczyzny kąt 
y' =  y i na ramionach jego odcinamy 
długości a' =  a i b' —  b. Łącząc punkty 
końcowe tych odcinków, otrzymujemy trój
kąt. Otóż ilekolwiek trójkątów zbudowali
byśmy z tych trzech kawałków, wszystkie 
one będą przystające według naszego twier
dzenia^). Wyrażamy to tak : Dwa boki i kąt między nimi zawarty wyznaczają 
dokładnie trójkąt (co do kształtu i wielkości). Wielkość pozostałych kątów i boków 
z a l e ż y  od wielkości boków a, b i kąta y, czyli: bok c i kąty a i £ są 
f u n k e y a m i  wielkości a, b i y.

Fig. 40.
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C

A ' / ź A d '
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A 6

Fig. 41.

Spróbujmy teraz oprzeć się na równości innych trzech kawałków, n.p. na 
równości trzech kątów. Okaże się, że z równości trzech kątów nie wynika 

jeszcze przystawanie trójkątów (wynika tylko podobieństwo,
o czem później). W dowolnym trójkącie A B  C z punktu 

j, A  leżącego na ramieniu A  C wykreślmy linię równoległą 
do A  B . Trójkąt A ' B ' C ma z trójkątem A B C  wszyst
kie kąty parami, równe (dlaczego?) a mimoto widocznie
C A  <  C A . zatem o przystawaniu mowy być nie może.
Zatem trzy kąty nie wyznaczają dokładnie trójkąta (co J 
to znaczy?). -I

Użyliśmy tu dowodu niewprost, który polegał na wskazaniu j e d n e g o  
„przykładu“ sprzeciwiającego się twierdzeniu, t. zw. k o n t r - p r z y k ł a d u .  Jestto 
najłatwiejszy sposób obalania fałszywych twierdzeń. Tem przewyższa dowód nie 
wprost wszystkie inne sposoby dowodzenia. Albowiem do udowodnienia prawdzi
wości jakiegoś twierdzenia nie wystarczy podanie jednego, ani wielu przykładów,
do obalenia zaś twierdzenia wystarczy zupełnie jeden przykład przeciwny. N.p. :  
Gdyby ktoś twierdził, żo w potęgowaniu jest prawo przemienności i podał przy
kład 4 2 =  21, to nie udowodni przez to niczego. Natomiast wystarczy podać
przykład 3 2=j=23, aby wykazać, że w potęgowaniu niema prawa przemienności.

i; 21. Drugi przypadek przystawania. (II).
Widzimy więc, że nie jest obojętnem, które kawałki trójkątów poró

wnujemy (lub podajemy do zbudowania). Przekonamy się, że istnieją tylko 
cztery możliwości, to jj |s t ' cztery przypadki przystawania. (Wymień wszystkie 
możliwe zestawienia po trzy z trzech boków' i trzech kątów!) Jedną już
zbadaliśmy. Zajmijmy się teraz dalszymi. Poniewraż z równości trzech kątówr 
nie można wnosić o przystawaniu, weźmy teraz d w a  k ą t y  i j e d e n  bok.  
Jeżeli znamy dwa kąty, to trzeci zawsze możemy obliczyć według wzoru:

y =  180° — (a -f- ¡3); obojętnem 
więc jest, które kąty są podane. 
Najwygodniej dla nas będzie użyć 
dwóch kątów leżących przy po
danym boku. Z tych części łatwo
zbudować trójkąt, odcinając na do
wolnej linii a' =  a, a przy końcach 
tego odcinka kąty |ł =  (*' i 7 =  y' 

(czy wielkość kątów ¡5 i y jest dowplna?).
Twierdzimy, że wszystkie trójkąty zbudowane z  tych trzech kawałków  

są przystające. Jestto drugi przypadek przystawania:
(II.) Dwa trójkąty mające jeden bok i dwa kąty parami równe są  

przystające.
Do wó d :  Założenie: c =  d

Fig. 42.

a ■
' f :

:_a '_

■■P
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Przedewszystkiem wykażemy, że a =  a '. Gdyby a' < « ,  odcięlibyśmy 
x  =  a' i łącząc koniec odcinka x  z wierzchołkiem kąta a otrzymalibyśmy trój
kąt B A D  ~  B ' A  C'

' (według I). Więc kąt 
S —  a' ale ponieważ 
a' =  a, mielibyśmy
o =  a, co jest nie
możliwe, bo ramię 
kąta o leży na polu 
kąta a. Tak samo
niemożliwem jest, aby g  c  A B '
a! >•“«. ’ Musi więc 
być a — a'. FlS- 43-

Teraz możemy już zastosować (I) przypadek przystawania, (albowiem
ą  =  «V c —  c\ ¡3 =  f3') więc A  B  ( 7 ~  A ' B ' C'.

§ 22. Zastosow anie pierw szego i drugiego przypadka przy
stawania.
Z (I) i (II) przypadku przystawania łatwo wyprowadzić następujący 

ważny wniosek:
Jeżeli iv jednym  trójkącie są dwa boki równe, to i lcąty leżące na

przeciw nich sa równc i odwrotnie. (Czyli w trójkącie równoramiennym kąty 
przy podstawie są równe.)

Dla dowodu weźmy trójkąt równoramienny, w którym a = b  i narysujmy 
go raz jeszcze, ale w położeniu przewróconem. To a z pierwszego trójkąta równa 
się bokowi b z drugiego, b z pierwszego równa się bokowi a drugiego, kąt zaś
f  między nimi zawarty jest tea sam; zatem te dwa trójkąty według (I) (lub
nawet według samego pewnika.VI) mają i inne 
kąty odpowiednio równe. Otoż (3 z pierwszego 
trójkąta równa się kątowi a z drugiego trójkąta.
Ponieważ zaś to jest ten sam kąt co a. w pierw
szym trójkącie, wiec (3 w pierwszym trójkącie 

Í równa się <  a w pierwszym trójkącie, o co 
[nam  właśnie chodziło^

Tak samo.' ućlowadnia się odwrócenie: FiS- 44-
że naprzeciw równych kątów' w jednym trójkącie leżą równe boki. (Opieramy 
się na równościach c =  c, ¡3-= a, a =  (3.) Z tych twierdzeń wynika, że 
w t r ó j k ą c i e  r ó w n o b o c z n y m  w s z y s t k i e  
k ą t y  są  r ó w n e ,  więc wynoszą po 60°.

Z twierdzenia i odwrócenia wynika już. 
że n a p r z e c i w  n i e r ó w n y c h  b o k ó w  l e ż ą  
n i e r ó w n e  k ą t y  i o d w r o t n i e .  Wątpliwem 
jest jeszcze, czy naprzeciw większego boku leży 
większy7 kąt, czy też mniejszy? Otóż jeżeli b >• a, to odcinamy na b odcinek



x  —  a. Wtedy musi być o =  e, ale e > a  więc i 8 > a  a tembardziej @ >  a.
Otóż naprzeciw większego bolcu leży większy kąt (i odwrotnie; udowodnij!).*’ ■ 

Stąd wniosek: W  trójkącie prostokątnym przeciwprostokątnia jest dłuż- $£} 
sza od każdej przyprostohątni.

(Wypowiedz podobne twierdzenie o trójkącie rozwartokątnym!)
Opierając się na tern można wykazać, że linia prosta jest najkrótszą °- 

ze wszystkich linii łamanych łączących dwa punkty.
Weźmy najpierw linię łamaną łączącą punkty 

A  i B  złożoną z dwóch części. Poprowadźmy z 
punktu C linię prostopadłą do A B ,  to otrzy
mujemy dwa trójkąty prostokątne. A więc:
b x, a >> y, zatem także b -j- a >  x  -f- y, a to

znaczy, że droga A C B  jest dłuższa, aniżeli droga A B .  Twierdzenie to,wy
powiadamy często tak : •

, W trójkącie s u m a  d w ó c h  b o k ó w  j e s t  z a w s z e  w i ę k s z a o d 
t r z e c i e g o .  Udowodnij na podstawie tego, że różnica dwóch boków trójkąta 
musi być mniejsza od trzeciego!

¡Biorąc teraz linię łamaną złożoną z kilku części, dojdziemy do tego 
samego wniosku, rozkładając powstałą figurę na trójkąty.

Fi" 46.

1

i f

4

4 & 

i :
N. p . : fig 47 : a - \ - b '> x
___________' c +  d > y

« -f- & —|— c —f- d^> x - \ -  y  

t. j . :  A C D B > A B .

lub fig. 48

a  -j- b >> x  więc a -j- b -j- c x c  
ale x - \ - c ^ >  cl

więc a, - f t i  -)- c >  d 
Tak samo dowodzi się dla linii łamanej złożonej z więcej części. 

Ponieważ zaś każdą linię krzywą uważamy za granicę, do jakiej dąży linia 
łamana o corazto większej liczbie boków, to twierdzenie nasze można także ■ 
rozszerzyć na wszystkie linie krzywe i powiedzieć ogólnie:

L i n i a  p r o s t a  j e s t  n a j k r ó t s z ą  d r o g ą  m i ę d z y ,  d w o m a  p u n k 
t a m i  — z pomiędzy wszystkich dróg czy to łamanych, czy to krzywych. .

' S
§ 23. Trzeci w ypadek przystawania. (III.)

umówiliśmy już równość trzech kątów, dwóch kątów i dowolnego boku, 
jednego kąta i dwóch boków zamykających go. Pozostają jeszcze: jeden kąt 
i dwa boki nie zamykające tego kąta i trzy boki. Zacznijmy znowuż od 
konstrukcji. Mając dane dwa boki a, b i kąt nie zawarty między nimi
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a więc n. p. kąt 3 leżący naprzeciw boku większego" b, wykreślamy najpierw 
ten kąt, następnie na jego ramieniu odcinamy bok a, wreszcie z końca tego boku 
zataczamy luk kola 
promieniem b. Kolo 
to trafi drugie ramię 
kąta (że trafi, to udo
wodnimy później) w 
punkcie C. Łącząc 
go z punktem B  o- 
trzymamy trójkąt <
A  B  C.

Rozważaniem po- 
dobnem, jak w (I) i
(II) przypadku do- F!g_ 49-
chodzi się do wniosku,
ze wszystkie trójkąty z tych trzech kawałków zbudowane są przystające. Stąd 
trzeci przypadek przystawania.

(III). Dwa trójkąty, mające po dwa boki równe i kąt większemu z nich 
przeciwległy równy, są przystające. Inaczej zupełnie przedstawia się sprawa,
jeżeli podamy dwa boki. i kąt 
Wykreślmy kąt a, na jego ra
mieniu odetnijmy b, a z końca B  
zatoczmy łuk koła promieniem a. 
Spostrzeżemy, że kolo przetnie 
drugie ramię * w_, dwóch punk
tach O i B .  Otrzymamy więc 
dwa trójkąty A  B  C i A  B  IK  
m ające:

' A B  =  A B  
B  G — B  B

mniejszemu bokowi przeciwległy: a, b i a.

a mimo to nie przystające.

Co więcej: Jeżeli bok a za krótki, to koło zupełnie nie przetnie drugiego 
ramienia; wtedy więc z takich trzech kawałków nie można zupełnie zbudo
wać trójkąta (pozostaje t. zw. trójkąt otwarty). Jest jednak jedna pośrednia 
długość boku o, przy której kolo d o t k n i e  drugiego ramienia w jednym 
punkcie. Wtedy jedynie trójkąty zbudowane z tych kawałków byłyby przy
stające. W. ogólności zatem trzeba ten przypadek odrzucić.
' | ’ y /

| |  7 4 . Czwarty przypadek przystawania (IV) i znaczenie przy
stawania w  geom etryi.
Pozostaje jeszcze przypadek, kiedy trzy boki są parami równe. Zacznijmy 

od konstrukcyi. Dane są trzy boki. Aby z nich zbudować trójkąt, odcinamy



Fig. 51.

bok a Ba dowolnej linii prostej, a z końców A  i B  zakreślamy kola pro
mieniami l  i c. Jeżeli tylko te boki są dosyć długie (jak długie?), kola

przetną się w dwóch punktach G i C'.
Powstają więc dwa trójkąty, ale przy
stające. Wszystkie trójkąty wogóle, 
zbudowane z tych trzech kawałków są 
przystające, jak  to można udowodnić w 
sposób podobny, jak dla innych przypa
dków (nieco trudniejszy dowód). Stąd 
więc wynika czwarty i ostatni przypadek 
przystawania:

(IV.) Dwa trójkąty mające trzy boki parami równe są przystające.
Widzimy więc, że z równości boków dwóch trójkątów wynika równość 

, kątów, ale odwrotnie: z równości kątów nie wynika bynajmniej równość 
boków. Aby p r z e n i e ś ć  kąt, wystarczy więc zamknąć go w trójkąt i p r z e 
n i e ś ^  b o k i trójkąta. Najczęściej używa się do tego celu trójkąta równo
ramiennego.

Zastanówmy się nad tem, jaką korzyść można wyciągnąć z przypadków 
przystawania trójkątów. Otóż przedewszystkiem służą one do ułatwienia ba
dania, czy dwa trójkąty są przystające. Dalej do p r z e n i e s i e n i a  trójkąta 
w inne miejsce płaszczyzny (t. zn. do znalezienia w innem miejscu płaszczy
zny trójkąta przystającego). Nadto pozwalają one z trzech podanych części 
zbudować trójkąt zupełnie określony co do kształtu i wielkości, ponieważ trzy 
części są funkcjami trzech pozostałych. Polecając n. p. rzemieślnikowi wy
konanie trójkąta z drzewa, wystarczy podać mu trzy wymiary n. p. jeden

bok i dwa kąty, zamiast 
sześciu wymiarów. Tak 
samo, jeżeli chodzi o 
zmierzenie trójkąta — 
wystarczy zrobić trzy 
pom iary: pozostałe czę- 

p  ści można wtedy otrzy
mać albo w przy
bliżeniu rysunkiem, 

albo ściśle rachunkiem. 
/Rachunek prowadzący 

^ do tego, stanowi osobny 
dział geoinetryi zwany; 

X r v g OJ  o_m_cU' y 
Fig. 52. Przy zdejmowaniu

planów, opieramy się
również na przystawaniu trójkątów. Mając n. p. zrobić plan pola ograniczonego
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dowolną linią łamaną, mierzy się t y l k o  j e d e n  bok,  przypuśćmy A B  na 
fig. 52, a pozatem same kąty. Przez zmierzenie jeszcze kątów a i mamy 
już wyznaczony trójkąt A B G ,  możemy go więc na planie narysować. Wsku
tek tego i bok B  G mamy znany. Prży boku B  G  mierzy się znowu kąty 
-f i [i, i uzyskuje się następny trójkąt : B G F .  Stąd znowu od boku B F  
kąty 8 i i t. d.

W ten sposób z jednej długości i kątów otrzymujemy wszystkie inne 
części składowe bez dalszego mierzenia. Mierzenie bowiem długości w polu 
jest połączone z pownemi trudnościami, do mierzenia zaś kątów posiadamy 
bardzo dokładne i wygodne przyrządy. Takie postępowanie nazywamy „try- 
angulacyą“ (trójkątowaniem). Jeżeli plan narysujemy w odpowiedniem zmniej
szeniu, możemy z niego już wymierzyć pozostałe części, jeżeli zaś tylko za
notujemy wielkości mierzone w polu, obliczamy pozostałe przy pomocy trygo- 
nometryi.

Dotychczas podaliśmy tylko określenie przystających t r ó j k ą t ó w .  Inne 
utwory geometryczne nazywamy przystającemi, jeżeli wszystkie odcinki i  kąty  
jednej figury są równe odpowiednim odcinkom, i kątom drugiej figury. Tak 
n. p. dwa kola o równym promieniu są przystające, bo można punkty oby
dwu kół tak sobie podporządkować, że wszystkie promienie i cięciwy jednego 
koła są równe odpowiednim promieniom i cięciwom drugiego i tworzą 
równe kąty.

Nasuwa się pytanie, czy nie wystarczy zbadanie równości d w ó c h  części, 
celem sprawdzenia przystawania trójkątów.

Spotykamy często w rozmaitych utworach geometrycznych trójkąty, które 
mają tylko po dwa kawałki równe, a trzecie nie. Trójkąty takie nie są 
przystające, ale okazuje się, że jest przecież pewien związek między ich 
bokami a kątami. N. p . : jeżeli dwa trójkąty mają po dwa boki równe, a 
kąty między nimi zawarte nierówne, to trzecia para boków nie jest równa, 
ale naprzeciw większego kąta leży większy bok. Innemi słowami: Jeżeli iv 
trójkącie iczrasta kąt zamknięty 
dicoma bokami o stałej wićlko-

trzeci iczrasta, to i kąt leżący c
naprzeciw niego musi wzrastać.

Proste dowody tych twierdzeń pomijamy.

ści, to iczrasta także bóle leżący 
naprzecho tego kąta,

Tak samo odwrotnie -.Jeżeli 
dwa boki nie zmieniają się, a

Fig. 53.

§ 25. Ruch postępow y i obrotow y.
Poznamy obecnie bliżej związek, jaki zachodzi między p r z y s t a w a n i e m  

a r u c h e m .
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Ruchom postępowym jakiejkolwiek figury nazywamy posuwanie się 
wszystkich je j punktów po liniach prostych równoległych o te same kawałki.

Wykażemy, że przy takim ruchu żaden odcinek figury nie może do
znać skrócenia ani wydłużenia.

Weżmyż dowolny odcinek A  B  i poprowadźmy z jego końców dwie
linie do siebie równolegle. Odetnijmy na nich równe kawałki 13 B ' —  A  A'\

Aby można wykazać równość odcinków a i a', 
użyjemy przystawania trójkątów. Linia pomo
cnicza A B '  rozetnie naszą figurę na dwa 
trójkąty A  B ' B  i A  A ' B '.  Trójkąty te są 
przystające według (I), albowiem A B ' —  A B '.  
B 13' —  A  A ' i a==f i  jako kąty naprzemian-
legle. Z przystawania trójkątów wynika ró
wność innych jego części, więc także a  =  a' 
a o to właśnie chodziło.

Dowody matematyczne piszemy często według pewnego schematu, w którym 
są uwidocznione trzy części dowodzenia: założenie (Z ), twierdzenie (T )  i dowód (i>). 
Poprzedni dowód można n. p. ująć w następujący schem at:

B  B '  II A  A'-. B  B '  =  A  A '

Fig-. 54.

T. a =  a'
I) : A B B 's d  A A' B

W

a —  a'

I ;
,1 B ' =  A  B '  
i A ' =J B  B '

W  takim  skróconym schemacie występują przejrzyście wszystkie pośrednie 
twierdzenia pomocnicze. Ten sposób pisania ma ponadto i tę  zaletę, że je s t 
rodzajem międzynarodowego pisma naukowego, zrozumiałego dla każdego, uczącego 
się matematyki.

Z przystawania trójkątów wynika, że o. a więc że A ' B '  |j A 13.
Słowami: Przy ruchu postępowym odcinek pozostaje zawsze równoległy 

do pierwotnego położenia.
Przy ścisłem dowidzeniu należy także wykazać, że odcinek a przy ruchu 

nie doznał wykrzywienia, t. j. że pozostał linią prostą, że więc żaden punkt po 
ruchu nie leży ani przed prostą A ' B ', ani za prostą A ' B ' (udowodnij!). W  prze

ciwnym razie ta  konstrukeya geometryczna 
nie zasługiwałaby na nazwę „ r u c h “.

Stąd natychmiast wynika: Trójkąt nie 
zmienia przy  ruclm postępowym ani wiel- 
kości ani kształtu, czyli pozostaje przysta
jący do pierwotnego położenia. Jego boki 
bowiem nie doznają zmiany, a więc i kąty 
nie zmieniają się przy ruchu postępowym.

To samo odnosi się do każdej figury  
wogóle, ponieważ każda da się złożyć z trójkątów'.
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Odcinek A A !  nazywa się w i e l k o ś c i ą  p r z e s u n i ę c i a ,  linie równo
ległe B  l i ',  A  A ', C O  t  o r  a ra i r u c h u  p o s t ę p o w e g o.

R u c h e m  o b r o t o w y m  jakiegokolwiek utworu geometrycznego nazy
wamy taki ruch, przy którym każdy punlct figury porusza się po kole około 
tego samego środka t. zw. środka obrotu (por. st. 23) o ten sam kąt.

Aby ten ruch geometrycznie wykonać, łączy się wszystkie punkty danej 
figury z jednym stałym punktem i ten pęk promieni obraca się o żądany kąt 
(por. str. 23).

Wykażemy znowu, że przy tym ruchu wielkość odcinka nie ulega zmia
nie. W tym celu porównajmy trójkąty O A 13 i O A! B '.  Promień O B  obrócił 
się o taki sam kąt, jak i O A, więc

O A ' —  <£lJ O B '.
Odejmując od tych równych kątów część wspólną B> O A ' otrzymamy 

reszty także równe : a =  <x\ Ponieważ zaś O A  —  O A ', 
i O B  =  O B '  jako promienie kół, więc trójkąty na
sze są przystające: (I) O A  B  ~  O A ' B '. Z przystawa
nia zaś wynika:

a =  a'.
Tak samo, jak  przy ruchu postępowym, należałoby 

wykazać, że linia prosta A B  pozostaje przy tej kon- 
strukcyi geometrycznej linią prostą. W tedy dopiero mo
żna tę  konstrukcyę nazwać r u c h e m  w pospolitcm tego 
słowa znaczeniu (dowodzi się niewprost!).

Ponieważ odcinki nie ulegają zmianie, to przez 
obrót trój kaja boki jego się nie zmienią, trójkąt więc pozostanie przystający 
do pierwotnego położenia. To samo odnosi się do wszystkich figur: 'Przez
rucli obrotowy nie zmienia sic wielkość ani kształt figur geometrycznych, po
zostają one przystające od pierwotnego położenia. Z ruchu obrotowego i po
stępowego możemy złożyć każdy najzawilszy ruch, a więc przy  żadnym ruchu 
figur jako całości, anitciclkość, anilcsztalt figur geometrycznych nie ulega zmianie.

Odwróćmy teraz cale to postępowanie :
Wykażemy mianowicie, że dwie figui'y przystające dadzą się zawsze 

sprowadzić do nakrycia przez rucli. Weźmy
najpierw trójkąty przystające i to takie, w
których części równe następują po sobie w ty  m 
s a m y m  p o r z ą d k u .  Niech te trójkąty leżą 
w dowolnych miejscach płaszczyzny n. p. :

A  B  6’S i v t y ; ’ 6".
Uicaga: W tym samym porządku, t, zn., 

że, jeżeli postępując od A  przez B  do C mamy 
pole trójkąta po lewej ręce, to tak samo postępując od A l przez B ' do O  

I powinniśmy mieć pole trójkąta po lewej ręce.
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A'

Wykonajmy najpierw r u c h  p o s t ę p o w y  w kieruuku A! A  o długość 
A A ' .  Otrzymamy trójkąt A B "  G".

Aby go sprowadzić do nakrycia z trójkątem A B C , trzeba jeszcze wy
konać obrót około punktu A  o kąt B "  A B  —  a. (Wtedy istotnie punkt 
B "  padnie na B , bo A B "  =  A B  a punkt (/"padnie na C, bo A  C" —  A C  a. 
kąt C" A  C  wynosi także a albowiem <C B "  A  C" =  < f.B  A C , a, odejmując 
od obydwu kątów część wspólną B A C "  otrzymamy a =  C" A  C).

To samo odnosi się nie tylko do trójkątów, ale do wszystkich figur 
przystających (z zachowaniem tego samego porządku).

Weźmy teraz trójkąty przystające, ale w odwrotny m porządku. Tych figur 
nie sprowadzimy do nakrycia ani przez ruch postępowy, ani przez ruch obrotowy

w naszej płaszczyźnie. Trzeba 
najpierw jeden z trójkątów „prze
wrócić“ , a więc wykonać ruch 
o b r o t o w y  w p r z e s t r z e n i ,  
trzeba się wznieść ponad pła
szczyznę n. p. obrócić trójkąt 
A! B ' C' około prostej A ' B ' do 
położenia A 'B '  C". Teraz do
piero można ruchem obrotowym 
i postępowym w płaszczyźnie 

Fis- 5S- sprowadzić obydwa trójkąty do
nakrycia, tak jak w poprzednim przypadku.

Uwaga: Ruch obrotowy w przestrzeni omówimy dokładniej dopiero w 
stereometryi, tam też dopiero udowodnimy, że trójkąt obrócony A ’ B ' C" jest 
przystający do pierwotnego A ' B  C'.

To samo odnosi s ię , nietylko do trójkątów, ale do wszelkich innych 
figur płaskich. Udowodniliśmy więc w zupełności prawdziwość naszego twier
dzenia.

Wystarczy więc jeden ruch postępowy i dwa obroty, aby dwie figury 
przystające sprowadzić do nakrycia.

Widzieliśmy z jednej strony, że przez ruch otrzymujemy same figury 
przystające, z drugiej zaś, że figury przystające dadzą się sprowadzić do na
krycia przez ruch. Jestto więc w ł a s n o ś ć  c h a r a k t e r y s t y c z n a  f i g u r  

i  p r z y s t a j ą c y c h  (a zarazem „ruchu“). Można więc teraz powiedzieć: figury  
i ■< przystające są to taicie figury, które dadzą się sprowadzić do nakrycia 
' przez ruch.

Teraz jasnem jest dla nas znaczenie słowa „przystawanie“.
Ruch figur geometrycznych odpowiada mchowi ciał s z t y w n y c h  w me

chanice. W rzeczywistości nie istnieją ciała zupełnie sztywne (n. p. spłaszczenie 
kuli ziemskiej).
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§ 2^ O dległość punktu od prostej. Proste pochyłe.

Opierając się na przystawaniu tró jk ą t#  możemy zbadać dokładniej 
utwory geometryczne poznane już w poprzedniej nauce. I  tak najpierw za
stosujemy poznane twierdzenia d o . p ę k u  p r o m i e n i  przeciętego linią prostą, 
nie przechodzącą przez wierzchołek pęku. Pomiędzy promieniami pęku musi 
istnieć jeden (i tylko jeden) 
prostopadły do prostej jp: S C  _\_p.
(por. str. 33). Porównajmy od
cinki S  A , S  B , S  C, S  D  
i t. d. Otóż S  C •< S  B  jako 
przyprostokatnia w trójkącie 
S C  B , S Ć < S A  jako przy- 
prostokątnia w trójkącie S  C A , 
tak samo porównując S C  z wszystkimi innymi odcinkami, dochodzimy do' 
wniosku, ż e : odcinek S  C prostopadły do prostej p  jest najkrótszy ze icszyst- 
kich odcinków, jalde można z  S  do p  poprowadzić.

Z tej przyczyny odcinek prostej prostopadłej z punktu poza prostą wy
kreślonej nazywamy o d l e g ł o ś c i ą  p u n k t u  od  p r o s t e j .  Punkt C, spodek 
prostopadłej, nazywamy także r z u t e m  p u n k t u  S  n a  p r o s t ą  p. Punkty 
A , B , D , E , . , . . .  nazywamy także rzutami, ale r z u t a m i  u k o ś n y m i .  Jeżeli 
zaś mówimy rzut — bez żadnego dodatku, mamy na myśli rzu t prostopadły. 
Odcinki B  C, A  C nazywamy także rzutam i odcinkóiu S B ,  >SeSŁ.-na 
prostą p.

Co do innych odcinków z punktu S  wychodzących łatwo spostrzedz, że są one 
Jem  iciększe, im ich spodek dalej leży od punktu  C,-a tvi§c im  rzu t toigkszy 
n. p. S  E  > - S  D  bo <£ s >  <£ o jako kąt rozwarty. Wielkość ich wzrasta. . 
nieograniczenie w miarę oddalenia się od punktu C. Jednakowoż z wyjątkiem 
promienia równoległego każdy inny przecina prostą (albo sam albo jego prze
dłużenie poza wierzchołek). Są jednakże pomiędzy tymi odcinkami także po 
dwa r ó w n e ,  mianowicie te, których spodki są równo oddalone od spodka 
prostopadłej, t. j., których rzuty są równe. Jeżeli bowiem B  C —  D  C, to- 
z porównania trójkątów S B C  i  S D  C, stosując (I) przypadek przystawania, 
widzimy, że S B  =  S D .

Ponieważ od punktu O można na prostej p  tylko dwa odcinki równ& 
odmierzyć, istnieją więc tylko dwa równe odcinki pochyłe każdej wielkości..

Wszystkie te twierdzenia dadzą się odwrócić mianowicie:
Odcinki pochyłe równe z  jednego punktu poza prostą poprowadzone, 

mają rzuty równe. Z  wzrostem odcinka pochyłego wzrasta jego rzut. (Udo
wodnij !) (Trzeba użyć (III) przypadku przystawania.)

Można także łatwo wykazać zależność od kąta: im bardziej odcinek jest 
nachylony, t. j. im mniejszy kąt z prostą tworzy, tein większy jest jego-



48

rzut, odcinki zaś jednakowo nachylone mają równe rzuty. (Wypowiedz inne 
odwrócenia, n. p. zależność od kąta pi).

£ ?7. O dległość prostych rów noległych.
Jeżeli dwie linie proste są równoległe, to wszystkie punkty jednej z nich 

są równo oddalone od drugiej.
Wynika to z przystawania trójkątów A B  C \  A D  O (II).
Odwrotnie: Jeżeli jakieś punkty śą równe oddalone od jednej prostej q\ 

to leżą one na prostej równoległej do q (dowód ' niewprost!). Jest to więc 
własność charakterystyczna prostej równoległej. Możemy więc twierdzenie 
i odwrócenie wypowiedzieć jeduem zdaniem: ‘

Miejscem geometry czncyn punktów równo oddalonych od prostejjestprosta 
równoległa. Tę równą odległość punktów nazywamy odległością prostych 
równoległych. ( U w a g a :  na tej własności polega nazwa „proste równoległe“.)

Jeżeli jakaś poprzeczna przecina M ka  prostych, równoległych, poprowadzo
nych «? równych odstępach, to te równoległe odcinają na niej równe Icamfłki.

Dowód wynika z przystawania (II) trójkątów wy
kreślonych na fig. 61. Twierdzenie to może po
służyć do tego, aby dowolny ódcmejc b po
dzielić na Mlca równych części. Trzeba tylko 
narysować kilka linii równoległych w równych 
odstępach i z jakiegokolwiek punktu A  jednej 

z prostych równoległych od
ciąć ten odcinek tak, aby jego 
koniec B  sięgał do ostatniej 
linii równoległej. Postępo 
wanie takie jest praktyczne 
zwłaszcza wtedy, jeżeli mamy 
różne odcinki dzielić na tyle- 
samo równych części.

Odwrotnie: Jeżeli z
pimWpw dzielących jakiś od- 
cinek na równe części wy
kreślimy Unie clo siebie równo
ległe, to one na każdej innej 
poprzecznej odcinają tyleż 

równych kawałków, albowiem mają wszystkie równą odległość.
(Dowód: a =  a' =  a", a =  a' =  a" =  90°. o =  V —  o" więc trójkąty 

przystają, a z przystawania wynika d —  d' =  cl".)
Stosując to do trójkąta, otrzymamy.ważne twierdzenie: Brosterównoległe 

do podstaimy trójkąta, a dzielące jeden bok na kilka równych części, dzielą ̂

D C
Fig. 00.



i drugi na tyUsamo równych części.' A więc n. p. prosta równoległa do pod
stawy odcinająca na jednym boku 1fs część od wierzchołka, odcina także na
drugim boku jego trzecią część. [Ą

§ 28. Zastosow anie twierdzeń o przystawaniu trójkątów do
kota. Prosta i koło. \

*
Opierając się na twierdzeniu o najkrótszej odległości punktu od prostej, 

możemy dokładniej określić położenie prostej względem koła. Odległość 
prostej od środka koła może być: a) większa od promienia, b) równa promie
niowi i o) mniejsza od promienia.

a) Jeżeli d >■ 11, to prowadząc ze środka koła linię O A  J_  p widzimy,
że O A~> Ił, zatem punkt A. leży poza kołem.
Tembardziej każdy inny punkt tej prostej 
musi leżeć poza kołem, bo każdy inny od
cinek z O do prostej sięgający jest jeszcze 
dłuższy.

Zatem: cała prosta p  Jeży poza kołem, 
jeżeli d  >  II.

b) Jeżeli d =  II, n. p. dla prostej q,
to prowadząc z O linię prostopadłą do q 
otrzymamy punkt C leżący zarazem na 
kole. Każdy inny punkt prostej q ma 
odległość od O większą, aniżeli O C, 
zatem większą od promienia, leży więc poza kołem. L in ia  prosta q jest 
więc styczną koła, jeżeli d = R .  Widzimy, że promień koła. przechodzący 
przez punkt styczności jest prostopadły do stycznej. Ale 
także odwrotnie: L in ia  prostopadła do promienia na
końcu promienia wykreślona jest styczną koła. (Udowodnij 
nie wprost!) To podaje sposób konstrukcyi stycznej, a za
razem wskazuje, że w każdym punkcie na kole istnieje 
tylko jedna styczna. Podaj jeszcze jedno odwrócenie'!

c) Jeżeli d -<  li, to prostopadła O A  ze środka kola
jest krótsza od promienia, zatem punkt A  leży w e w n ą t r z  
k o ł a .  Tak samo punkty sąsiednie. Jeżeli się jednak 
posuwamy od punktu A  w obydwie strony, to odległość 
od środka O wzrasta i trafimy na dwa punkty B  i C, 
których odległość od O jest już równa promieniowi. Te 
punkty leżą więc na obwodzie koła, są wspólne kolii i Fig. 63.
prostej. Więcej takich punktów nie będzie, bo z punktu O
poza prostą p  dadzą się do niej tylko dwa równe pochyłe odcinki poprowa
dzić. Jeżeli od punktów B  i C posuwamy się jeszcze dalej, odległość od 
środka wzrasta jeszcze bardziej; punkty te leżą już poza kołem.

■ Łom nicki ,  Geometrya I. i II. 4



Jeżeli zvięc d  <C JR, to prosta przecina kolo iv dwóch punktach, jest 
sieczną kola. Łatwo wykazać, że linia O A  połowi cięciwę B  C  (III). Od
wrotnie: linia prostopadła w środku cięciwy trafia środek koła (nie wprost!).

§ 29. Pęk promieni i koło. O dległość punktu od koła.

Zajmowaliśmy się pękiem promieni i linią prostą przecinającą go i wy
nikła z tych rozważań najkrótsza odległość punktu od prostej. Obecnie zba
dajmy pęk promieni w stosunku do kola i otrzymamy stąd najkrótszą odle
głość punktu od koła,

Z dowolnego punktu S  poza kołem poprowadźmy pęk promieni. Jeden 
z tych promieni przechodzi przez ś r o d e k .  Jeżeli się od tego promienia

odchylamy, odległość prostej od środka 
wzrasta. Jeżeli odległość wzrośnie do 
d —  B , sieczna zamienia się na styczną
(S  X , S  Y), wreszcie przy dalszym obro
cie odległość prostej je s t większa od pro
mienia koła, prosta nie przecina już 
koła. (Widzimy tu różnicę pomiędzy 
prostą a kołem: przy prostej każdy pro
mień pęku przecinał ją, z wyjątkiem 
promienia równoległego; tu tylko część 
pęku zawarta między S  X  a S  Y.)

Porównajmy teraz odcinki promieni 
£»U 6i- tego pęku co do wielkości. Odcinek

S  B , prostej przechodzącej przez środek 
hola jest najdłuższy (gdy pęk promieni przecina się z prostą niema odcinka 
najdłuższego). Każdy inny jest krótszy. Dla dowodu porównajmy S  B  z S B .  
Poprowadźmy linię pomocniczą O D , to S  B  <  S  O -j- O D , ale zamiast O D  
można wziąść równy mu O B ,  to S B  <  S  O -j- O B , to znaczy

S D < S B .
Odcinek S  A , Idórego przedłużenie przechodzi przez środek kola, jest 

najkrótszy. Porównajmy S  A  n. p. z S  C. Poprowadźmy w tym celu linię 
pomocniczą O C, to w trójkącie O G S  jest S  O —  O C S  C (dlaczego?).
Ale zamiast O C  można wziąść równy mu odcinek O A  i otrzymamy:

S  O — O A  <  S C  czyli: S A  <  S  G.

Ten odcinek daje nam więc najkrótszą odległość -punktu od óbicodu
hola: Jeżeli chcę znaleźć najkrótszą drogę do obwodu koła, powinienem się 
kierować wprost ku środkowi!

Przeprowadzić to samo rozumowanie, jeżeli wierzchołek pęku S  leży 
wewnątrz koła!
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Teraz dopiero możnaby omówić ściśle położenie dwóch kół względem 
siebie (p. str. 23). N. p . : jeżeli odległość środków (linia środkowa) jest wię
ksza od sumy promieni, to linia O A. będzie większa od Ii, zatem A  leży 
poza kołem k. Jestto jednak najbliższy 
punkt od punktu O. Wszystkie inne punkty /{ 
koła k  leżą jeszcze dalej od O, leż;}, więc na 
pewno poza kołem K .  Podobnie można 
przeprowadzić dyskusyę pozostałych czterech 
przypadków. Godnem uwagi jest to, że 
koła stykające się mają wspólną styczną w 
punkcie zetknięcia. (Udowodnij!) Fig G5

£• 10. O kątach środkowych.
Kąt, którego wierzchołkiem jest środek kola, a ramionami promienie, 

nazywa się k ą t e m  ś r o d k o w y m ,  11. p. < £ a. O kącie a mówimy, że się 

w s p i e r a  n a  ł u k u  A B ,  lub na cięciwie A  B .  Kąt wypukły ¡5, wspiera się 

na łuku B  D  A.
Dwa łuki są przystające, jeżeli należą do równych kątów środkowych 

w tem samem kołe, lub w kolach o równych promieniach n. p. A  B  i A! B ’. 
Łuki mogą być równe á nieprzystające, to znaczy nie da
dzą się sprowadzić do nakrycia przez sam ruch obrotowy
i postępowy łuku jako całości.; Trzebaby chyba takie 
łuki wyginać, wyprostować, a to już nie jest ruch fi- 
guryjako całości. Do równychkątówśrodkowych należą 
także równe cięciwy;]sk\a wynika z przystawania trój
kątów O A  B  i O A ' B '  (I). Także odwrócenia tych 
twierdzeń są prawdziwe: B o  przystających luków
należą równe cięciwy i równe kąty środkoive. (Jakie 
odwrócenie jest jeszcze możliwe? Udowodnij!) Na 
tych prostych uwagach polega budowa i użycie 
znanego przyrządu, zwanego k ą t o 
m i e r z e m .  Jestto półkole, którego 
obwód jest podzielony na 180 przy
stających łuków, a przez to i kąt 
półpełny środkowy rozpada się pa 
180 równych kątów: każdy kąt
wynosi więc I o.

Uwaga: Używa się czasem jako kątomierza trójkąta prostokątnego, 
którego przeciwprostokątnia jest podzielona na 90 części, ale już nie równych. 
Zwiększają się one ku brzegom (ku przyprostokątniom) od środka przeciw- 
prostokątni, gdzie są najmniejsze. B o przenoszenia łuku  po tem samem

Fig. 66.

Fig. 67.



52

Fig. 68.

kole można użyć cyrkla; mianowicie p r z e n o s i m y  r ó w n e  c i ę c i w y ,  
a fh  nich już należą równe luki.

r

i. O katach obw odow ych.

K ąt, którego wierzchołek leży na óbivodzic\ a ramiona są cięciwami,
nazywa się kątem obwodowym, n. p . : B A . G. O kącie tym mówimy,

że się w s p i e r a  na ł u k u  B  G, zawartym między jego 
ramionami. Między Tiątein obwodowym a środkowym, 
wspierającym się na tym sam ym 1 łuku, zachodzi bardzo 
prosty związek. Wykreślmy promienie O B  i O C
i poprowadźmy średnicę A O B ,  to otrzymamy dwa 
trójkąty równoramienne. W każdym z nich kąty le
żące przy boku nierównym są równe, oznaczyliśmy je  
więc tąsamą literą. Ponieważ kąty a i ¡3 są kątami 
zewnętrznymi, więc a =  2 ć, ¡3 =  2 i, zatem ich suma: 
a +  ¡3 =  2 (s C) czyli

B  O G =  '2. ^ B  A G  słowami:
Kąt środkowy jest/dw a razy większy od kąta obwodowego wspierającego 

się na tym samym luku. lub:
K ą t obwodowy równa się połowic kąta środkowego icspicrającego się na  

tym  samym laku.
(Udowodnij to samo, jeżeli środek 0  leży poza polem kąta obwodowego!) j , ł  
Ponieważ zaś kąty środkowo wspierające się na  równych lukach są /  

równe, przeto i :  kąty--obwodowe wspierające się na równych taliach są ró w n e j
,  ̂ Odwrócenie tego twierdzenia prowadzi do rozmaitych ważnych konstruk-

: cyi. Brzmi ono : Jeżeli na jakim ś odcinku wspierają się równe kąty, to ich
wwzcholM  leża na obwodzie kola, którego cięciwą 
jest ten odcinek. Dowód niewprost: Gdyby- jakiś 
wierzchołek C leżał poza kołem O, na którem leży 
wierzchołek P  jednego kąta, to łącząc B  z A  otrzy
malibyśmy w trójkącie C I)  A. kąt zewnętrzny A D  B  
=  a (jako obwodowy wspierający -się na tym samym 
łuku). Wtedy więc C nie mógłby wynosić <x 
(jako: wewnętrzny kąt trójkąta). Tak samo gdyby 
G leżał wewnątrz koła.

To twierdzenie można także tak wypowiedzieć: ' 
Fig-. 69. Miejscem geometrycznem punktów, z  Idórych jakiś

odcinek widać pod tym samym katon, jest luk kola
zakreślonego na tym odcinku, jako na cięciwie, mianowicie ta część obwodu
koła, która leży z jednej strony tej cięciwy. Im mniejszy ten kąt, tem dalej
leży środek tego kola od odcinka A B .



Szczegółowym przypadkiem kątów obwodowych są t. zw. k ą t y  w p ó ł 
k o l u ;  są to kąty obwodowe wspierające się na średnicy, a więc na połowie 
okręgu koła. Każdy taki kąt, jako połowa kąta 
półpelnego A  0 B ,  jest kątem prostym. Otóż:
K a ż d y  k ą t  w p ó ł k o l u  j e s t  p r o s t y .  Twier
dzenie to można odwrócić; Jeżeli na jakim ś odcinku 
wspierają się, kąty prosta, to ich wierzchcĘki leżą 
na obwodzie tego samego kola. Z tern wiąże się 
k o n s t r u k e y a  k o l a  be z  p o m o c y  c y r k l a ,  a 
tylko przy użyciu ruchomego kąta prostego (n. p. 
trójkąt prostokątny z drzewa), lub też przez kreślenie ' Fig. 70.
linii prostopadłych za pomocą trójkąta.

Chcąc n. p. zbudować kolo o średnicy A  B  rysujemy z punktu A  do
wolny pęk promieni, a z punktu B  pęk promieni prostopadłych do promieni 
pęku A . Spodki tych prostopadłych są 
punktami żądanego koła. Kreśląc je  od
powiednio gęsto i łącząc jedną linią nie
przerwaną otrzymujemy kolo.

Podobnie możnaby się oprzeć na 
ogólnem twierdzeniu o kątach obwodowych A
i zbudować koło przy pomocy dowolnie o- Fig. 71.
branego k ą t a  a, lub też przy pomocy dwóch

Fig. 72.

pęków promieni przecinających się pod 
dowolnym kątem a. Wtedy jednakże 
otrzymamy koło wspierające się na pe
wnej cięciwie krótszej. a nie na średnicy.
Udowodnij, że pęki A  i B  są przy  stające!

Na twierdzeniu o kątach obwodowych polega1 także przyrząd używany do 
rysowania linii zbiegających się ku jednemu punktowi, leżącemu poza płaszczyzną 
rysunku. Składa się on z trzech sztywnie połączonych ramion, schodzących się 
w jednym punkcie Ć X, C Y , C Z. Obiera się stały odcinek A B  i posuwa się



54

cały przyrząd tak, aby dwa skrajne ramiona przechodziły zawsze przez końce 
A . B  odcinka. W tedy wierzchołek C posuwa się po kole, a ram ię środkowe 
trafia zawsze punkt I). Wszystkie bowiem punkty, z których widać odcinek A B  
pod kątem  stałym A  C B , leżą na kole. K ąty  A C I ) ,  A C 'I )  i t. p. są więc (równymi) 
kątam i obwodowymi. Ponieważ zaś jedno ram ię zawsze przechodzi przez A  
to drugie musi zawsze przechodzić przez D  (dlaczego?). Linie więc C X ,  C 'X '
i t. d. zbiegają się ku jednemu punktowi D, który może leżeć już poza pła
szczyzną rysunku. (A  i B ,  muszą leżeć jeszcze na płaszczyźnie rysunku.) W  przy
rządzie do rysowania linii C X ,  C 'X '  i t. d., są zrobione tylko ram iona G A , 
C B  i C X. P rosta zaś C D  jest tylko idcalncm przedłużeniem ram ienia C X. 
Używa sic go zwłaszcza w rysunku perspektywicznym, gdzie linie równoległe 
w naturze rysuje się jako zbieżne ku jednemu punktowi.

§ 32. Kąt między styczną a cięciwą.
W pęku promieni z poprzedniego ustępu istnieje jeden promień s t y 

c z n y  do koła (X X '). Jeżeli cięciwaB  O fig. 72 obracając się kolo punktu JB przez 
położenia B  C \ B  C", B  C"' dąży do położenia B  A , to druga cięciwa A  C 
dąży do położenia s t y c z n e g o  A  X . Ponieważ przy całym ruchu kąt przy 
C ma ciągle tę samą wielkość, to i przy położeniu granicznem pozostanie 
taki sam kąt między cięciwą A B  a prostą X X . Stąd twierdzenie:

c  K ą t stycznej z  cięciwą A  B  przechodzącą przez
punkt styczności równa się wszystkim Icątom obwodowym 
wspierającym się na tej cięcmic, a lezącym po przeci
wnej stronie cięciwy. Moglibyśmy to także udowodnić 
od razu bez rozważań granicznych, mianowicie: Po
prowadźmy z punktu styczności A  średnicę A  O C J
i połączymy C z B , to B  wynosi 90°, jako kąt w
półkolu. Na kąty 3 i y razem pozostaje także 90°.

Fig. 74. Ale a wraz z y tworzą kąt prosty, wynoszą więc razem
również 90°. Ponieważ więc kątowi ¡2 i kątowi a tyle- 

samo brakuje do 90°, zatem te kąty są równe
O __ ~H =  a.

Ponieważ zaś wszystkie inne kąty obwodowe wspierające się na cięci- 
A B  są równe kątowi [3, więc a równa się istotnie każdemu kątowi ob

wodowemu wspierającemu się na cięciwie A B .
Opierając się na tein twierdzeniu można zbudo

wać kolo, z którego obwodu widać odcinek A B  pod 
żądanym kątem. Rysujemy od jednego końca odcinka 
prostą A  X  pod danym kątem. Prosta ta ma być sty
czną do kola w punkcie A , prosta zaś A B  cięciwą. 
Środek koła musi więc leżeć na linii prostopadłej do 
A  X  przechodzącej przez punkt A , a także na linii prosto
padłej w środku A B ,  a więc w punkcie przecięcia się O tych 
linii. Promieniem zaś jego jest O A  (lub O B).

■ -S

wie
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, Ćwiczenia IV.
§ 19— 21. ' . Zbudować tró jką t znając dwa boki n. p. a.=s 4  cm, 5 =  6 cm,
i kąt między nimi zawarty n. p. y —  35°.

,/57| Z pewnego punktu wymierzono odległości do dwóch krańców staw u: 
a =  3:27 in i 1 =  452 m  i ką t zawarty między temi długościami: y =  56°. Ile 
wynosi długość staw a?

3 Z wierzchołka kąta  prostego w trójkącie prostokątnym  poprowadzono 
prostopadłą do przeciwprostokątni. Zbadać, jak ie  części są równe w dwóch po- j  
w stah.di trójkątach. Czy są one przystające?

i Zbudować tró jką t znając jeden bok i dwa kąty  przy nim leżące u. p . : .
« =  . :m, g = 3 9 ° ,  y '== 65°.

i Zbudować trójlcąt znając jeden bok i dwa kąty, z których jeden leży na
przeciw tego bok O BdBflwh =  7-2 cm, $ —  123°, a =  28°.

strony rzeki zmierzono wzdłuż jej biegu długośś A  B  =  50 m. 
Jak ie  poftiiary trzeba jeszcze wykonać z tej samej strony rzeki, aby można zba
dać odległość punktów A  i B  od punktu C po drugiej stronie rzeki leżącego
i szerokość rzeki.

7. “Wykazać, że w dwóch trójkątach przystających odpowiednie wysokości 
są równe.
§ 22. S. W  trójkącie równoramiennym k ą t u wierzchołka wrynosi 4G° 29 f ; ile 
wynos?;) inne k ą ty ?

>)' Ile kawałków trzeba znać, aby wyznaczyć: a) tró jk ą t równoramienny?
V) tró jk ą t równoboczny?

10. W ykazać, że różnica dwóch boków tró jkąta jest mniejsza od trzeciego boku.
11. W ykazać, że linia łam ana złożona z czterech odcinków jest dłuższa, 

aniżeli prosta łącząca jej końce.
§ 2 3 — 24. 12. Udpwodnić, że tró jkąty  przystają w przypadku (III).

13. Ja k  długi musi być mniejszy bok a, aby się zamknął tró jką t zbudo
wany / dwóch boków a, b i k ą ta  leżącego naprzeciw mniejszego boku a ?

r- i -i. Zbudować tró jkąt, znając a —  3 cm, b —  4 cm, c =  5 cm. Zmierzyć
jego kFTi.Y! (tró jkąt egipski).

15. Przenieść dowolny tró jką t w inne miejsce płaszczyzny.
16. Przenieść dany k ą t w inne miejsce płaszczyzny, nie używając kątomierza.
17. Ile części potrzeba znać do konstrukcyi tró jką ta  prostokątnego?
18. W ykazać, że środki boków tró jką ta  równobocznego są wierzchołkami 

nowego tró jkąta równobocznego.
Y UK Udowodnij, że w dwóch trójkątach mających dwa boki równe, a trzecie
nierówne, naprzeciw większego boku leży większy kąt.

§ 25 . 20. Przesunąć dowolny tró jkąt o 4 c m : a) w kierunku jego wysokości,
b) w kierunku jednego z boków.

21 . Obrócić dany tró jkąt o 60° około dowolnego punktu leżącego poza 
pólem tego tró jkąta. AYykonać po kolei pięć takich obrotów.
 ̂ 22. Obrócić tró jką t o dany k ą t około jednego z wierzchołków.

23. Dwa tró jkąty  przystające, nieleżące równolegle, sprowadzić do nakrycia 
ruchem obrotowym i postępowym.
§ 2 6 — 27. 24. Znaleźć kilka punktów odległych o 3 cm od danej prostej p .  Co 
jest miejscem geometrycznem tych punktów?

25. Dowolny odcinek podzielić na pięć równych części przy pomocy linii 
równoległych. Co trzeba zrobić, jeżeli odcinek nie sięga do ostatniej linii rójyno- .. . 
ległej? ■. t; -



26. Boki trójkąta równobocznego zmniejszyć pięciokrotnie i zbudować z nich 
nowy trójkąt.

27. Jakąkolwiek figurę przerysować w podziałce zmniejszonej trzy razy.
28. Sporządzić podziałltę zmniejszoną 1 : 8 ,  1 :80 , 1 :1 0 , 1 :100 .

§ 28. 29. Wykazać, że cięciwa wzrasta w miarę zbliżania się prostej do środka koła.
30. Wykazać, że linia prostopadła do stycznej w punkcie styczności wy

kreślona trafia środek kola.
31. Wykreślić w kole sześć promieni tworzących kąty środkowe po 60°,

a na ich końcach styczne do koła.
1 32. Wykreślić dwa koła współśrodkowe i taką cięciwę koła większego, aby

była styczną koła mniejszego. Wykazać, że ta cięciwa jest przepołowiona punktem 
styczności z kołem mniejszem.

33. Wykreślić taką cięciwę w kole o promieniu 4 cm, aby jej odległość 
od środka wynosiła 3 cm. Jakie jest miejsce geometryczne środków powstałych 
cięciw ?

34. Punkt A  jest o 3 cm oddalony od prostej p. Znaleźć na tej prostej 
punkty, odległe o 4 1/» cm od punktu A.
§ 29. 35. Znaleźć punkt, którego odległość od obwodu kola o promieniu 3 cm
wynosi 2 cm. Co jest miejscem geometrycznem takich punktów?

36. Poza kołem o promieniu 4 cm leży punkt S  w t  odległości 2 cm. Zna
leźć na kole punkty odległe o 2\5 cm, 3 cm, 4 cm; 6 cm, 7 cm od punktu S.
§ 30—32. 37. Dwa koła przecinają się. Wykazać, że linia środkowa połowi 
kąty środkowe należące w obydwu kołach do wspólnej cięciwy.

38. Dwa koła przecinają się. Wykazać, że prosta łącząca punkty prze
cięcia jest: a) prostopadła do linii środkowej, 6) jest przepołowiona linią środkową.

3©. Przenieść dowolny kąt przy pomocy cyrkla, uważając gb-za kąt środ
kowy koła o dowolnym promieniu.

MO. Zbudować koło na danej średnicy przy pomocy ruchomągo kąta prostego. ]
,41.. Zbudować koło na danej cięciwie przy pomocy ruchomego^ kąta ostrego^- r, 

■Ile tafich kół można zbudować;1 od czego zależy ich wielkość d-ww
42, Obierając odcinek A B  — 2 cm jako cięciwę koła, a kąt prostej A X  

z tym odcinkiem <£ X  A B  = 1 5 °  jako kąt stycznej z cięciwą, wykreślić koło.



Rozdział Y.

Sy metry a.

§ 33. Twierdzenia o trójkątach równoram iennych.
Widzieliśmy już, że w trójkącie równoramiennym kąty , leżące przy

podstawie są równe i odwrotnie: jeżeli kąty leżące przy podstawie są równe, 
to trójkąt jest równoramienny.

Wysokość przedziela trójkąt równoramienny na dwa trójkąty przystające:
A D  C s d U D C  (III).

Z przystawania wynika równość pozostałych
t części, więc:

1. « — %?. wysokość poMwi kąt u  loierzclwłka 
w trójkącie równoramiennym.

2. A D  = = B D :  wysokość potom  podstawę 
w trójkącie równoramiennym.

Twierdzenie to m o żn  a o d w ró  c ić  w rozmaity 
sposób:

Linia połowiąca kąt u wierzchołka trójkąta A  O B
równoramiennego połowi podstawę i jest do niej Fig. 76.
prostopadła.

Linia łącząca wierzchołek trmjcąta równoramien
nego ze środkiem podstawy porowi kąt u wierzchołka
i jest prostopadli do podstawy.

Prostopadła w połowie podstawy przechodzi 
przez wierzchołek i połowi kąt u  wierzchołka.

Proste dowody tych twierdzeń wynikają z przy
stawania, jedynie ostatnie twierdzenie udowadnia się 
n i e w p r o s t .

Mianowicie: Czynimy założenie:
A  O =  B  C, A D  =  B D  i « =  (3 =  90°.

Gdyby prostopadła D  E  nie trafiła wierzchołka, 
tylko bok, n. p. A  C, to łącząc E  z B  otrzymalibyśmy A  D  E  ę ^ B  D E  ( I ) ; 
więc musiałoby być y =  o', a to niemożliwe, bo y =  o, a o' jest przecież
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niniejsze od o. Tak samo nie może linia D  E  trafić między B  i C, musi więc 
trafić w punkt C, a wtedy już z przystawania wynika połowienie kąta u 
wierzchołka.

§ 34, Htwory sym etryczne.
Figury takie, jak dwie części trójkąta równoramiennego, powstałe przez 

poprowadzenie wysokości, spotykamy często w geometryi idealnej i prakty
cznej. Są to figury p r z y s t a j ą c e ,  ale części równe następują po sobie w 
obydwu figurach w o d w r o t n y m  p o r z ą d k u .  Figury takie nazywają się: 
w z g l ę d e m  s i e b i e  s y m e t r y c z n e .  Figury dające się rozłożyć na syme
tryczne względem siebie części nazywamy u t w o r a m i  s y m e t r y c z n y m i .  
Linię prostą, dzielącą figurę symetryczną na dwie części względem siebie 
sym etryczne nazywamy o s i ą  sy m e t r y  i tej figury, lub s y m e t r a l n ą  figury.
— N. p. w trójkącie równoramiennym osią symetryi jest .wysokość. (Figur 
symetrycznych używa się często do ornamentów.)

Aby do jakiejś figury znaleźć sy
metryczną względem niej, używamy na
stępującej konstrukcyi: Obieramy dowolną 
prostą p  za oś symetryi. Z punktów 
A , B, G, I) , E  danej figury I  kreślimy 
linie prostopadłe do p  i przedłużamy je  
poza linię p  o takiesame odcinki do
punktów A \  B ', C', D ', E'.

Figura I I  ma wszystkie boki i kąty 
równe odpowiednim bokom i kątom figu
ry J , ale w odwrotnym porządku, jest 

więc istotnie figurą s y m e t r y c z n ą  wrz g l ę d e m  I. — Taką figurę nazywamy 
także o b r a z e m  figury I  (zwierciadło płaskie). N. p. aby wfkazać, że
B C  —  B ' C' łączymy B A B 1 '/. X.  Z przystawania trójkątów’ B  X  Y  i B'  X Y

(I) wynika X  B =  B'  X,  i a =  ¡3 zatem i ich
reszty do 90° są równe =  o.

Teraz wykazuje się przystawanie B  O X  == 
=  B'  G  X ( I), więc B C = B '  C'. O takich figu
rach jak  I i II mówimy, że nietylko są względem 
siebie symetryczne, ale mają także p o ł o ż e n i e  
s y m e t r y c z n e .

Z nauki o przystawaniu wiemy już, że figur 
symetrycznych względem siebie nie można spro

wadzić do nakrycia przez ruch w jednej płaszczyźnie. Można je  jednak zawsze 
sprowadzić do położenia symetrycznego, t. j. do takiego położenia, że p u n k t y  
o d p o w i a d a j ą c e  s o b i e  w o b y d w u  f i g u r a c h  l e ż ą  n a  t y c h s a m y c h  
l i n i a c h  p r o s t o p a d ł y  cli do o s i  s y m e t r y i  i w t y c h  s a m y c h  od
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n i e j  o d l e g ł o ś c i a c h ,  t y l k o  po p r z e c i w n y c h  s t r o n a c h  osi .  Wtedy 
już wystarczy jeden o b r ó t  w p r z e s t r z e n i  około tej osi symetryi, aby je 
sprowadzić do nakrycia.

Aby to wykazać, weźmy dwie dowolne figury symetryczne, t. j. przy
stające, ale w odwrotnym porządku, n. p. I i II. (Na czem polega ten „od
wrotny porządek“ ?)
Do figury I rysujemy 
figurę symetryczną
III, obierając dowolną 
prostą p  jako oś sy
metryi i prowadząc 
z punktów A, B, C ,D  
linie prostopadle dop  
a następnie przedłu
żając każdą z nich
0 takisam odcinek 
poza p. dó punktów

A" li" C "I)" .
Względem figury II 
jest figura III przy
stająca, przyczem 
części równe nastę
pują już w tymsa- 
inym porządku w 
obydwu figurach po
nieważ III ^  I. Wie-v
my już, że takie 
figury dadzą się przez r  u c li y w p ł a s z c z y ź n i e  sprowadzić do nakrycia. 
Otóż figura II. daje się przez ruch w płaszczyźnie sprowadzić do położe
nia III, zgodnie z naszem twierdzeniem.

Widzieliśmy, że do każdego utworu można znaleźć utwór względem 
niego symetryczny, ale nie każdy utwór jest sam dla siebie figurą symetryczną. 
N. p. trójkąt równoramienny jest figurą symetryczną, ale trójkąt różnoboczńy 
już nie. (Podaj inne przykłady!)

§ ^5. Symetralna odcinka.
Każdy odcinek jest utworem symetrycznym, t. zn. da się podzielić na 

dwie części symetryczne. Można bowiem każdy odcinek przepołowić i można 
w tym środku wykreślić doń jedną linię prostopadłą. N. p. A O = O B
1 S  O J_ A  B,  to linia S  O jest s y m e t r a l n a  o d c i n k a  A B .  Łącząc do
wolny punkt symetralnej, n. p. P  z końcami odcinka A  B,  widzimy odrazu, 
że P  A  — l 3 B.
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Słowami: K a ż d y  p u n k t  s y m e t r a l n e j  o d c i n k a  j o s t  r ó w n o  
o d d a l o n y  od o b u  k o ń c ó w  o d c i n k a .  Odwrotnie: K a ż d y  p u n k t

r ó w n o  o d d a l o n y  od k o ń c ó w  o d c i n k a  l e ż y  
n a  s y m e t r a l n e j .  (Udowodnij!) (IV). Jestto więc 
w ł a s n o ś ć  c h a r a k t e r y s t y c z n a  dla linii syme
tralnej, można po niej odróżnić symetralną od innych 
prostych przecinających A  B. Własność tę wyrażamy 
także w następujący sposób: Miejscem gćóriietry- 
cznem wszystkich punktóiu ,równo oddalonych od 
dwóch stałych punktów jest linia prosta, miano
wicie symetralna odcinku łączącego te dwa stale 
punkty  (por. str. 22 o znaczeniu słowa: miejsce geo
metryczne).

Ponieważ z drugiej strony miejscem geome- 
trycznem punktów równo oddalonych od jednego 

punktu jest koło, przeto każdy punkt symetralnej odcinka będzie zarazem 
leżał na dwóch k o ł a c h  o r ó w n y c h  p r o m i e n i a c h ,  a o środkach w 
punktach A  i B. W  ten sposób można znaleźć dowolnie wiele punktów, 
leżących na symetralnej. Aby ją  jednak zbudować, wystarczą dwa punkty. 
Zakreślamy więc z punktów A  i B  dwa równe kola, a drugiej pary kół już 
nie potrzeba, ponieważ dwa koła przecinają się już w dwóch punktach (o ile

ich promienie są odpowiednio 
wielkie). Nie trzeba nawet całych 
kół rysować — wystarczą nie
wielkie luki zawierające punkty 
przecięcia C, I) . Linia prosta 
łącząca punkty G i I )  jest sy
metralną odcinka A  B.

Konstrukcya symetralnej 
odcinka daje nam zarazem mo
żność wykonania wielu innych, 
pokrewnych zadań:

I tak przy pomocy linii 
symetralnej m ożna:

a) p r z e p o ł o w i ć  d o w o l n y  o d c i n e k ;
b) w y k r e ś l i ć  l i n i ę  p r o s t o p a d ł ą  w ś r o d k u  o d c i n k a ;
c) w y k r ę ś l i ć  l i n i ę  p r o s t o p a d ł ą  w d o w o l n y m  p u n k c i e  n a  

l i n i i  p r o s t e j  i
d) w y k r e ś l i ć  l i n i ę  p r o s t o p a d ł ą  z p u n k t u  p o z a  p r o s t ą .  
Konstrukcye a) i  b) nie wymagają już bliższych objaśnień. Konstrukcyę c)

wykonujemy w następujący sposób:



Od punktu A , przez który ma przechodzić linia prostopadła, odcinamy 
na obydwie strony równe odcinki B  A  =  A C  i /  punktów B  i C zakreślamy 
równe kola (luki). Ich punkt przecięcia I)  jest jednym punktem symetralnej, 
punkt A  drugim (bo jest równo oddalony od końców odcinka B  C). Linia D A  
jest żądaną prostopadłą. Aby wykonać konstrukcję d), uważamy dany punkt A  
poza prostą ;p za 
jeden punkt sy
metralnej. Z tego 
punktu .•— jako 
środka — zata
czamy kolo, prze-'  
cinające prostą p  
w dwóch punktach 
B  i 6', równo od
dalonych od A.
Z punktów B  i C 
zataczamy jeszcze 
dwa równe luki

otrzymujemy drugi punkt symetralnej D . Linia A D  jest żądaną prosto
padłą z punktu A  do p.

Te trzy zadania; k r e ś l e n i e  s y m e t r a l n e j  o d c i n k a ,  p r o s t o 
p a d ł e j  w p u n k c i e  n a  p r o s t e j ,  p r o s t o p a d ł e j  z p u n k t u  p o z a  
p r o s t ą '  nazywamy z a d a n i a m i  k o n s t r u k c y j n e m u  z a s a d n i c z e m i .  
Przy pomocy tych konstrukcyi można wykonać już wiele innych bardziej 
zawiłych zagadnień, o czem w osobnym ustępie będzie mowa.

Przy pomocy linii symetralnej odcinka możemy znacznie uprościć ruch 
potrzebny, aby sprowadzić do nakrycia figury przystające (z zachowaniem tego- 
samego porządku równych części). Wykazaliśmy, że wystarczy wykonać jeden 
ruch postępowy i jeden obrót. Obecnie wykażemy, że m o ż n a  p r z e z  s a m  
o b r ó t ,  b e z  p r z e s u w a n i a  r ó w n o l e g ł e g o ,  
s p r o w a d z i ć  f i g u r y  p r z y s t a j ą c e  do  n a k r y 
c i a ,  l u b  p r z e z  s a m o  p r z e s u n i ę c i e  r ó w n o 
l e g ł e ,  j e ż e l i  o d p o w i e d n i e  b o k i  s ą  r ó w n o 
le g l e .

D ragą część twierdzenia udowodniliśmy już 
przy ruchu postępowym; dla dowodu pierwszej czę
ści weźmy najpierw dwa odcinki równe, dowolnie 
umieszczone na płaszczyźnie, n.. p . A  B  i A '  B'.
Poprowadźmy synietralne odcinków A  A '  i B  B'
(nie trzeba, nawet rysować tych odcinków w cało
ści —  wystarczą ich punkty końcowe). O ile A B  
nie jest [| do A ' B ' ,  te symetralne przetną się,
n. p. w punkcie O. Wykażemy, że przez obrót około tego punktu O można 
sprowadzić A '  B '  do nakrycia z A B .  Dla dowodu połączmy O z A  , B  i z A \ B ' .



62

Ponieważ O leży na symetralnej odcinka A  A ',  to O A  =  O A promień
0  A  powstał więc przez obrót z O A ',  taksamo O B — O B ',  wreszcie 
A B  =  A B \  więc trójkąty  O A B  i O A '  B '  są przystające. Stąd a  =  a ' więc
1 a  - \ - , x  == a ' -{- x  a to znaczy, że o taki sam k ą t obrócił się promień O A ',  
co i O B ',  odcinek więc A B  powstał istotnie p rz ® z  o b r ó t  odcinka A ' I i '  
około p u n k t u  O o k ą t x .  Zupełnie taksamo znajduje się środek obrotu dla 
dowolnej figury.

Symetralna kąta (dwusieczna kąta).
v * -

A

A
à / \6

/  r ^  \
0

X
Fig. 86. Fig. 87.

Podobnie jak odcinek, tak i. każdy kąt jest utworem symetrycznym. 
Osią symetryi kąta (symetralną kąta) jest linia połowiąca kąt, czyli d w u 
s i e c z n a  k ą t a .  Istotnie, jeżeli a ==f5, to każdy punkt P  na jednem ramieniu 
ma na drugiem ramieniu punkt P ' odpowiedni, leżący na linii prostopadłej

do linii A  X  i wr takiej 
samej odległości na 
prawo od osi A  X ,  
w jakiej P  leży na lewo. 
Jeżeli bowiem z P  po
prowadzimy prostopadłą 
P P ', t o  otrzymamy dwa 
trójkąty przystające: 
A O P s ś A O P '  (II) a 
więc P O  —  P '  O.

Prowadząc z do
wolnego punktu syine-

iralnej odcinki prostopadłe do ramion: M B  ±  a i M C ± _  b, czyli o d l e 
g ł o ś c i  p u n k t u  M  od r a m i o n ,  spostrzegamy, że te odległości są r ó w n e ,  
albowiem trójkąty 31 A B  i M A G  przystają według (II) przypadku. Od
wrotnie: jeżeli jakiś punkt jest równo oddalony od obu ramion kąta, to leży 
na jego symetralnej (III). Jestto własność c h a r a k t e r y s t y c z n a  dla sy

m etralne j k ą ta : Żadna inna linia tej własności nie ma. 
Wypowiadamy to także tak: M i e j s c e m  g e o m e t r y -  
c z n e m  w s z y s t k i c h  p u n k t ó w  r ó w n o  o d d a l o 
n y c h  od o b y d w u  r a m i o n  k ą t a  j e s t  s y me -  
t r a l n a  t e g o  k ą t a .

Na tej podstawie możnaby zbudować symetralną 
każdego kąta. Trzebaby użyć linii równoległych do 
ramion kąta w równych odstępach od ramion (jako 
miejsc geometrycznych punktów' równo oddalonych od 
jednej linii prostej). Znajdziemy jednakże wygodniejszą 
konstrukcyę, opierając się na przystawaniu trójkątów. 
Mianowicie: N a  r a m i o n a c h  k ą t a  A  o d c i n a m y
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Fig. 89. Fig. 90.

Oprócz s y m e t r y i  osiowej istnieje jeszcze t. z w . s y m e t r y a  ś r o d k o w a .  
Dwie figury są środkowo symetryczne, jeżeli ich punkty leżą na tychsamych 
liniach prostych przechodzących przez jeden punkt i w równych odległościach 
od tego punktu, ale po przeciwnych stronach. Takie figury są przystające 
(z zachowaniem tego samego porządku równych części) i dadzą się sprowadzić

r ó w n e  k a w a ł k i 1 AB i A  O a z punktów B  i C z a t a c z a m y  z n o w u  
r ó w n y m i  p r o m i e n i a m i  ł u k i  B D  i C D .  Łatwo okazać, że linia A D  
łącząca wierzchołki kąta z punktem D  przecięcia się łuków, jest symetralną 
kąta. Albowiem: A D  B s ^  A D  C według (IV) przypadku, a więc i kąty są 
równe: „

Jestto c z w a r t e  z a s a d n i c z e  z a d a n i e  k o n s t r u k c y j n e  ( p o ł o w i e 
n i e  kąt a) .  Z własności symetralnej kąta wynika: W każdym pęku promieni 
istnieją tylko dwie proste równo oddalone od stałego punktu. (Dowód przy 
pomocy [III] przypadku przystawania.)

\§J£L - O gólniejsze rodzaje symetryi.
Istnieją utwory geometryczne posiadające więcej o s i s y m e t r y i ,  n. p. 

dwa trójkąty równoramienne o 
wspólnej podstawie i o ró
wnych ramionach posiadają 
dwie osie symetryi, trójkąt 
równoboczny ma trzy osie 
symetryi, później zaś poznamy 
utwory mające kilka osi sy
metryi. Koło posiada nie
skończenie wiele osi symetryi, 
mianowicie: każda linia pro
sta przechodząca przez środek 
l-ota jest jego osią symetryi.
(Udowodnij!)
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do nakrycia przez obrót o 180°. (Udowodnij przystawanie!) N. p. trójkąty 
A B C  i A 'B 'C '  na fig. 90. Punkt S  zowie się ś r o d k i e m  sy m e t r y  i. 
Dwie figury symetryczne względem osi nie muszą być symetryczne względem 
punktu ani też odwrotnie.

§ 38. Zastosow anie symetryi do koła.
Symetryi używa się w geometryi często do dowodzenia twierdzeń.

Wiedząc n. p., że kolo jest utworem symetrycznym względem każdej linii
prostej, przechodzącej przez środek, zbadamy własności stycznych kola. Wy
kreślmy w dowolnym punkcie A  kola styczną i poprowadźmy przez środek

linię O P  nierównoleglą do stycznej. Po
nieważ linia O P  jest osią symetryi koła, 
przeto i pod nią znajdzie punkt A ' leżący 
symetrycznie względem A  na tem samem 
kole. Prosta P A !  wskutek symetryi jest 
także styczną, jest równo odchylona od 
linii O P , a jej odcinek P A ' =  PA. ró
wnież wskutek symetryi. Zbierając te 
wnioski w jedno twierdzenie powiemy:

Z  punktu poza kołem dadzą się poprowadzić dwie linie styczne do 
koła; ich odcinki od tego punktu do punktu styczności są równe a prosta 
łącząca dany punkt ze środkiem koła połowi kąt zawarty między stycznemi. 
Z symetryi można także wysnuć wnioski :

3CT =  «£3, A  A ' O P , A B = A ' B .
Wypowiedz te twierdzenia!
Kąt A P A !  zawarty między stycznemi nazywa się k ą t e m  w i d z e n i a  

kola z punktu P . Im więcej się oddalamy od koła; tem mniejszy jest ten 
kąt widzenia a równocześnie styczne dążą do położenia równoległego. (Dowód

polega na twierdzeniach § 20.)
Ogólnie w geometryi nazywamy kątem 

widzenia jakiegoś utworu geometrycznego z 
jakiegoś punktu kąt zawarty między skrajny
mi promieniami pęku wychodzącego z P  do 
wszystkich punktów tej iigury.

Aby otrzymać k o n s t r u k c y j n i e  
s t y c z n e  z p u n k t u  p o z a  k o ł e m ,  opie
ramy się na tem, że kąty O A  P  i O A'  P  
są proste. Jeżeli zakreślimy na O P  jako 
średnicy półkole, to każdy kąt wspierający 

się na tem półkolu jest prosty. Z pomiędzy tych kątów wybieramy jednak ten, 
którego wierzchołek leży zarazem na kole k. Taksamo postępujemy z pół
kolem leżącem pod osią 0  P . Punkty przecięcia A  i A!  kola K  z kolein k  

ymi punktami styczności, a proste P A  i P A '  stycznemi.
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Cięciwę A A '  nazywamy także b i e g u n o w y  p u n k t u  P, a punkt P  
b i e g u n e m  tej prostej. Jeżeli biegun zbliża się do kola, to biegunowa od
dala się od środka, zbliża się więc także do obwodu kola. Jeżeli biegun padnie 
na obwód kola, to jego biegunowa stanie się styczną w tym punkcie. (Wy
konaj odpowiednie rysunki!)

(j§J39i_Kolo opisane na trójkącie.
Jeżeli wierzchołki jakiejś figury leżą na obwodzie kola, a boki są cięci

wami, figura nazywa się w p i s a n a  w kol o ,  a kolo jest o p i s a n e  na tej 
figurze.

Wykażemy, że na każdym trójkącie można opisać kolo.
Wykreślmy w tym celu symetralne 

dwóch boków trójkąta, linie O D  i O E.
Punkt,, w którym się one przecinają, (a czy 
muszą się przeciąć?) jest równo oddalony 
od punktów A , B  i C, jako punkt leżący 
na symetralnych boków A B  i A G . Każdy 
zaś punkt równo oddalony od punktów' A  
i G leży na symetralnej odcinka A  C, za
tem przez punkt O musi przechodzić także 
trzecia symetralna O F. Jeżeli teraz ze 
środka O zatoczymy koło promieniem O A , 
to także punkt)- B  i G leżą na tem kole, 
ponieważ O A — O B = O C .  Dowód ten 
podaje zarazem konstrukcyę kola opisanego. Środkiem lwia opisanego jest 
punkt, w którym się przecinają symetralne boków trójkąta. Jestto pierwszy |f 
osóblmy punkt trójkąta. W dalszej nauce spotkamy takich szczególnych punktów ; j 
więcej. Twierdzenie to dowodzi zarazem, że przez trzy punkty można tylko 
jedno koło przeprowadzić, czyli: koło jest dokładnie tcyznaczone zapomocą 

■ trzech punktów  podobnie, jak linia prosta zapomocą dwóch.
Opisanie kola na trójkącie jest zadaniem równoważnem z następującem 

zagadnieniem, spotykanem często w geometiyi prakty
cznej: Znaleźć punkt równo oddalony od trzech da
nych na płaszczyźnie punktów, n. p. na mapie Galicyi 
znaleźć miejsce równo oddalone od Krakowa, Lwowa 
i Stanisławowa.

Gdyby konstrukeya była niedokładna, symetralne 
nie zeszłyby się w jednym punkcie, ale utworzyłyby 
mały trójkąt X  Y Z .  (Fig. 94.) Opierając się jednak Fig. 94. 
na naszem twierdzeniu, poprawilibyśmy odpowiednio 
ten rysunek. Widzimy tu, jak geometrya idealna pozwala prostować błędne 
nieraz wyniki geometryi praktycznej, poprawiać niedokładność rysunku.

Ł o m n i c k i ,  Geometrya I. i I I .  5
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Uwaga: Na niedokładności rysunku polegają niektóre znane „sofizmaty 
geometryczne“, n. p . fałszywy dowód na to, że kąt prosty równa się rozwar
temu i t. p.

§ 40. Koło w pisane w  trójkąt.
Jeżeli boki jakiejś figury są stycznemi koła, to figura nazywa się 

opisana na kole, a leolo jest wpisane w tę figurę.
Wykażemy, że: w każdy trójkąt da się wpisać kolo.
Wykreślmy w tym celu symetralne dwóch kątów. Punkt O, w którym 

się one przecinają, jest równo oddalony od boków A C  i B O, i od boków A B
i BC , czyli od wszystkich trzech 

C boków trójkąta, a więc także od A  C
i B  C. Stąd widzimy, że punkt O 
leży także na symetralnej trzeciego 
kąta G, a więc symetralne trzech 
kątów przecinają się w jednym punkcie. 
Jeżeli z tego punktu, jako ze środka, 
zakreślimy koło promieniem OD, ró
wnym odległości punktu O od wszyst
kich boków, to wszystkie boki będą 
stycznemi tego koła. Dowód ten po
daje zarazem konstrukcyę koła wpisa

nego. Środkiem kola wpisanego jest punkt, w którym się przecinają syme
tralne kątów trójkąta. Jestto drugi osobliwy. punkt trójkąta. Punkt ten nie 
nakrywa się ze środkiem koła opisanego, chyba w trójkącie równobocznym!

3

§ 33.

Ćwiczenia V.
1. Udowodnić odwrócenia twierdzeń z § 33.

2. Udowodnić, że prostopadła ze środka kola do cięciwy połowi ją.
§ 34— 35. 3. W ykazać, że sym etralna cięciwy przechodzi przez środek koła.

4. Opierając się na poprzedniem twierdzeniu znaleźć środek koła, z którego 
mamy podany tylko łuk .

5. W ykazać, że prosta łącząca wierzchołki dwóch trójkątów  równoramien
nych o wspólnej podstawie jest sym etralną podstawy i sym etralną kątów' u wierz
chołków.

6. W ykreślić figurę symetryenzą do dowolnego trójkąta.
7. Dwa tró jkąty  symetryczne, ale leżące w położeniu dowolnem, niesyme- 

trycznem, sprowadzić do położenia symetrycznego.
8. Dany odcinek podzielić na dwie, cztery, ośm równych części przy po

mocy cyrkla i linii (bez podziałki).
j) : Dowolny łuk przepołowić.

1Q. W ykreślić trzy wysokości trójkąta.
11. Znaleźć odległość punktu od prostej konstrukcyjnie.
12. Przy pomocy cyrkla wykreślić w kilku punktach prostej linie prosto

padłe i odciąć na nich równe długości. Końce po łączyć! Ja k a  linia powstanie ?



13. Dowolny odcinek sprowadzić do nakrycia z drugim równym odcinkiem 
przez jeden obrót.

14. Dwa tró jkąty  przystające (z zachowaniem tego samego porządku równych 
części) ale leżące w dowolnych miejscach płaszczyzny, nierównoległe, sprowadzić 
przez jeden obrót do nakrycia.
§ 36. 15. Dowolny k ą t przepołowić.

16. Znalez'ć konstrukcyjnie k ą ty : 45°, 30°, 15°, 22° 30 ', 7° 30 '.
17. Dowolny k ą t podzielić na ośm równych części.
18. W ykreślić symetralną kąta  przy pomocy linii równoległych.

§ 37. 19. Z równych kół ułożyć figury mające dwie, trzy, cztery osie symetryi.
20. W ykazać, że dwa różne koła w jakiemkolwiek położeniu posiadają 

jedną oś symetryi (są więc utworom symetrycznym).
21. W ykreślić figurę środkowo symetryczną względem dowolnego wielokąta. 

(22. W ykazać, że figura posiadająca dwie prostopadłe osie symetryi, posiada
także środek symetryi. ' > , ; ■;< t , , ’

23. W ykazać, że wspólna oś symetryi dwóch kół przecinających się, jest 
sym etralną wspólnej cięciwy.
§ 38. 24. W ykreślić styczne z punktu poza kołem leżącego.

25. Znaleźć k ą t widzenia kola o promieniu 3 cm z punktu odległego o
5 cm od koła (zmierzyć).

26. W ykreślić biegun dowolnej cięciwy koła.
Q jl  Dla kilku punktów linii prostej leżącej poza kołem znaleźć biegunowe. 

Co spostrzeżemy?
28. Przez pjapkt wewnątrz koła leżący poprowadzić kilka cięciw 

i wykreślić ich bieguny. Co spostrzeżemy?
29. Jak i byłby k ą t widzenia kuli ziemskiej, gdybyśmy się wznieśli na

wysokość równą promieniowi ziemi? (Zmierzyć na figurze!)
§ 3 9 — 40. 30. Opisać koło na dowolnym trójkącie.

31’. Znaleźć punkt równo oddalony od trzech danych punktów.
32. Opisać koło na trójkącie ostrokątnym, prostokątnym i rozwartokąt-

nym, Jak ie  prawo spostrzeżemy?
33. W dowolny tró jką t wpisać koło.
34. W  tró jk ą t prostokątny wpisać koło i opisać na nim koło.
35., W  tró jką t rozwartokątny wpisać koło i opisać na nim koło.

'S ii/ Przedłużyć boki tró jką ta poza wierzchołki i wpisać koło w otwarte 
przestrzenie zawarte między każdym bokiem i przedłużeniami dwóch innych boków.



Rozdział VI.

Zadania konstrukcyjne.

§ 41. Ogólne uwagi o zadaniach konstrukcyjnych.
Opierając się na poznanych dotychczas twierdzeniach niejednokrotnie 

już budowaliśmy pewne nowe utwory geometryczne z utworów danych, uży
wając t y l k o  l i n i i  p r o s t y c h  i kól  —  a w geometryi praktycznej l i n e a ł u  
i c y r k l a  (bez kątomierza!). Już Platon wprowadził zasadę, że do k o n -  
s t r u k c y i  g e o m e t r y c z n y c h  dozwala się użycia tylko linii i cyrkla. Kon- 
strukcye wykonane przy pomocy innych środków pomocniczych (n. p. kąto
mierza, ruchomego kąta prostego, podziałki i t. p.) nazywamy k o n s t r u k -  
c y a m i  m e c h a n i c z n e m i .  Otóż bardzo wiele zagadnień tak z geometryi 
ja k o ®  z algebry — jak to później zobaczymy — można rozwiązać przy po
mocy konstrukcyi czysto geometrycznej (lineałem i cyrklem). Zadania, do 
których trzeba użyć bądźto nieskończonej liczby kolejnych konstrukcyi geo
metrycznych, bądźto konstrukcyi mechanicznych, uważał Plato za nierozwią- 
zalne ściśle. Do takich zadań należy n. p. podział kąta na trzy części, za
miana koła na kwadrat, podwojenie sześcianu. W tym ustępie zajmiemy się 
tylko konstrukcyami przy pomocy lineału i cyrkla.

Przedewszystkiem należy odróżnić k o n s t r u k c y ę  i d e a l n y  od konstrukcyi 
praktycznej, m ateryalnej. Konstrukcya idealna poucza, jak  należy kombinować 
ze sobą rozmaite idealne proste i koła, istniejące, już na płaszczyźnie w naszej 
wyobraźni, aby otrzymać żądaną figurę. T ak  n. p. konstrukcya symetralnej od
cinka m a takie znaczenie: Mamy znaleźć sposób przepołowienia odcinka zapomocą 
linii prostopadłej. Z pewników wiemy, że tak i idealny odcinek istnieje. Istnieją 
także około każdego z jego końców koła o równych promieniach i to dowolnie 
wiele kół o dowolnie wielkich promieniach. Z pomiędzy tych kół wybieramy 
w myśli dwa koła równe tak  wielkie, aby się przecięły w dwóch punktach. Po
między tymi dwoma punktami istnieje jedna linia prosta łącząca je i to jest 
właśnie sym etralna odcinka. W  ten  sposób wykonaliśmy idealną konstrukcyę 
sym etralnej, to znaczy: wykazaliśmy, ze  ona istnieje i w jakim  jest związku z da
nym odcinkiem. Geometrycznie rzecz biorąc, zadanie byłoby już wylconaue. Ucie
kam y się jednakowoż z dwóch względów' do r y s u n k u ,  a więc do geometryi 
praktycznej:

1. Łatwiej wyobrażamy sobie utwory geometryczne, k tóre mamy przynaj
mniej w przybliżeniu narysowane, a więc k tóre działają na nasź zmysł wzroku.
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2. W  geometryi praktycznej zadania te są potrzebne (często n. p. trzeba 
przepołowić materyalny odcinek).

W  geometryi praktycznej zadanie każde da się naturalnie wykonać tylko 
w przybliżeniu. Może się więc zdarzyć, że biorąc dwie różne pary kół równych 
otrzymamy aż dwie symetralne odcinka i t. p. W tedy  jednakowoż geometrya 
idealna poucza nas, że je s t tylko jedna taka linia, możemy więc rysunek po
prawić, sprostować (n. p. rysując cieńsze koła). Tak wiec geometrya idealna 
chroni nas w praktyce od zbyt jaskrawych błędów, reguluje niedokładność na
szego oka, naszych przyrządów rysunkowych.

Konstrukcye, któreśmy dotychczas wykonywali i k tóre nadal wykonywać bę
dziemy, będziemy zawsze pojmowali ze stanowiska geometryi idealnej a rysunek 
będzie dla nas tylko illustracyą rozumowań, odbywających się w naszym umyśle. 
Będziemy sio mimoto starali wykonać rysunek możliwie najdokładniej, aby się 
jak  najwięcej zbliżyć do prawidłowości geometryi idealnej.

Zadania konstrukcyjne majta wielkie znaczenie w geometryi praktycznej. 
Zdarzają się bowiem zagadnienia z życia praktycznego trudne do obliczenia, 
ale łatwe do wykreślenia. N. p. chcąc znaleźć od
ległość dwóch miejsc B  i C, między któremi znaj
duje się jakaś przeszkoda, obieramy punkt A  dowolnie 
i m i e r z y  m y odległości c, b i kąt a. (Por. ćw. 2, str. 55.)
Z tych części budujemy konstrukcyjnie trój kąt (w pomniej
szonej skali). M i e r z ą c  n a  r y s u n k u  bokB G otrzymu
jemy tę odległość z przybliżeniem, zależnem od do
kładności rysunku. Gdybyśmy zaś chcieli o b l i c z y ć  
bok B  G, musielibyśmy wykonać mozolne obliczenia, wymagające pewnych 
głębszych wiadomości z trygonometryi. Otrzymalibyśmy wprawdzie dokładniej 
długość boku B  C, ale w praktyce wystarcza zwykle wartość przybliżona, 
otrzymana z rysunku.

§ 42. Zasadnicze zadania konstrukcyjne.
Niektóre najprostsze zadania konstrukcyjne są podstawą dla wszelkich 

dalszych zagadnień. Dlatego omawiamy je raz na zawsze dokładnie i sta
ramy się zachować w pamięci sposób ich konstrukcyi.

Za takie zasadnicze zadania konstrukcyjne uważa się zwykle następujące 
zagadnienia:

1. Kreślenie symetralnej odcinka (por. §35.).
2. Kreślenie symetralnej kąta (por. § 36.).
3. Kreślenie linii prostopadłych (por. § 35) i to : a) przez punkt poza 

prostą, b) przez punkt na prostej, c) przez punkt na końcu odcinka.
4. Kreślenie linii równoległych (naturalnie przy pomocy linii i cyrkla, 

bez trójkąta!).
5. Przenoszenie kątów (por. § 30.).
6. Kreślenie trójkątów z trzech danych części w czterech przypadkach 

(§ 20—24).

X  j 6
x°7
A

Fig. 96.
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7. Kreślenie stycznych do kola a) przez punkt na kole (§28), b) przez 
punkt poza kołem leżący (§ 38.).

Z tych zadań omówiliśmy już 1., 2., 3 ab , o., 6., l a ,  Ib .  (Zadanie 5. 
omówiono w zadaniach z. 16, str. 55 i z. 39, sta*. 56.)

Zajmijmy sięjeszczepozostałemi zadaniami : 3c i 4. 
Chcemy wykreślić prostopadłą na końcu A  od

cinka A 13, nie przedłużając go poza punkt A . Kąt 
prosty przy A  można złożyć z kąta a =  60° i ¡3 =  30°. 
Kąt 60° otrzymuje' się przez wykreślenie trójkąta 
równobocznego A  II  C  cyrklem. Następnie trzebaby 
do tego kąta dodać połowę jego. Ale łatwiejszą kon- 
strukcyę otrzymamy przedłużając bok 11 C aż do prze
cięcia się z linią prostopadłą. Wtedy bowiem kąty ■( 
i ¡3 wynoszą razem 60°, ponieważ kąt zewnętrzny 6 

trójkąta A 11 C wynosi 60°. Ponieważ zaś (ł =  30° to i y musi wynosić 30°, 
a więc boki leżące naprzeciw tych kątów są równe: A  C =  1) C. Otóż bok

I i  O należy przedłużyć o taki sam kawałek poza Cl 
to otrzymamy punkt D, który jest punktem linii 
prostopadłej do A  B .  Z tych rozważań wynika na
stępująca szybka i praktyczna konstrukeya: Na 

c prostej A  X  budujemy przy wierzchołku A  trójkąt
róimoboczny o dowolnym boku. Następnie łączymy 
punkt I i  z  punktem C (boku A  C  nie trzeba nawet 
wykreślać), na przedłużeniu tego boku odcinamy 

-z-* raz jeszcze tensam odcinek C I ) .  Linia A D  jest 
prostopadła do A. X  i przechodzi przez punkt 
skrajny A.

Linie ważniejsze, zwłaszcza linie podano i szukane kreśli się zwykle wy
raźniej ; inne linie pomocnicze kreskujem y, kropkujem y lub rysujemy je  o wiele 
cieńsze od linii ważnych.

Dla upewnienia się, czy konstrukeya jest 
dobra, przeprowadza się zwykle jeszcze d o w ó d : 
Otóż C A  l i  =  60°, jako kąt trójkąta równo
bocznego. Dalej : wykreśliliśmy I)  C =  A  C więc 
i a =  fi. Ponieważ o =  60° i o =  p, przeto 
a - j-  P =  60°, a że są równe, więc fs = |  30°. Za
tem l i  A 1) =  B A  C +  ¡3 =  60° +  30° =  
=  90°, czyli:

A D  _]_ A  X.

To samo zadanie możnaby także rozwiązać p rzy  pomocy kąta w półkolu. 
Z dowolnego punktu O nie leżącego na prostej A  X  zataczamy promieniem
O A  półkole. Od punktu l i ,  w którym to półkole przecina prostą A X ,  pro-

Fig. 99.
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,  wadzimy średnicę B  O C. Prosta C A  jest prostopadła do B  X ,  ponieważ 
<£ B  A  C jest kątem w półkolu.

K o n s t r u k c j a  l i n i i  r ó w n o l e g ł y c h :  Aby wykreślić przez punkt 
poza prostą linię równoległą, musimy się oprzeć na jakiejś charakterystycznej 
własności tych linii. Wiemy n. p., że dwa kąty odpowiednie utworzone przez 
dwie linie równoległe przecięte trzecią 
muszą być równe. Mając więc przez 
punkt A  wykreślić linię równoległą do p, j  
prowadziłby dowolną linię poprzeczną 
i kąt v przenosimy (cyrklem) do punktu 
A  jako wierzchołka, a do prostej A. X  
jako ramienia. Powstanie w ten sposób Fig 100_
r ó w n y  k ą t  o d p o w i e d n i ,  a więc jego
ramię rfcjest równoległe dop. Możnaby użyć także kątów naprzemianległych. Można 
się oprzeć także na tem, że dwie linie prostopadle do tej samej trzeciej są do 
siebie równoległe. Najprakty
czniejszy jednak sposób polega — 2- 
na przystawaniu trójkątów,

Z  punldu A  zataczamy 
dosyć■ w id ii luk B I ) .  Z  
punktu B  tą samą rozicar- -P -  
tością cyrkla odcinamy B  C 1()1
na prostej p, wreszcie .z punktu
C tymsamym ciągle promieniem luk przecinający w  D  luk B J ) .  Linia A I)  
jest żądaną .równoległą, albowiem trójkąty A  B I )  i A T )  C są przystające 
według (IV.) przypadku przystawania, więc i kąt I )  w trójkącie I  jest równy 
kątowi B  w trójkącie I I .  Kąty te zaś są kątami naprzemianległymi, więc z ich 
równości wynika równoległość:

QllP-
Odcinki A B ,  B O , GD, D A  nie muszą być wszystkie równe. W ystarczy, 

jeżeli A B  =  D C  i B C  =  A D .  Wygodniej jest jednak wykonywać całą kon- 
strukcyę jedną rozwartością cyrkla.

§ 43. Systematyczny sposób rozwiązywania zadań konstruk
cyjnych.

Rozporządzając takim zasobem konstrukcyi zasadniczych, możemy obecnie 
przejść do zadań zawilszych. W rozwiązywaniu każdego zadania — zwłaszcza 
trudniejszego — można odróżnić c z t e r y  k r o k i .

1. Wyobrażamy sobie, że utwór już jest zbudowany i rozpatrujemy, jaką 
drogą można dojść do wynalezienia części potrzebnych, mając ciągle na oku 
już gotową figurę. W tym celu najczęściej rysujemy pobieżnie, szkicujemy 
żądaną figurę. Ta część rozwiązywania zadań nazjrwa się r o z b i o r e m  lub 
a n a l i z ą .  Zrozumiemy to lepiej na przykładzie: (por. str. 70, kreślenie
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prostopadłej na końcu odcinka). Znając wysokość trójkąta i dwa kąty, 
które ona tworzy z  bokami, zbudować ten trójkąt. Jeżeli tylko narysu
jemy jakikolwiek trójkąt, a w nim wysokość, zoryentujemy się odrazu, jak 
należy przeprowadzić. konstrukcyę. Trzeba będzie mianowicie narysować 
osobno każdy z trójkątów prostokątnych I  i I I ;  każdy zaś z nich da się 
łatwo narysować, bo znamy w nim bok h i dwa kąty a i 90° lub ¡3 i 90°.

Jestto najważniejsza część zadania, podaje nam ona p l a n  pracy. Po tym 
rozbiorze następuje druga część zadania:

2. K o n - s t r u k ć y a .  Na dowolnej linii nieograniczonej, dowolnym jej 
punkcie, kreślimy linię prostopadłą (3 b) i odcinamy na niej podaną wysokość li. 
Do otrzymanego w ten sposób punktu A  przenosimy z jednej strony kąt a, 
z drugiej ¡3 (5. zad. zasadnicze).

Przedłużając ramiona tych kątów do przecięcia się z prostą X  X  otrzy
mamy żądany trójkąt, złożony z trójkątów prostokątnych JB A D  i D A  C. 
Teraz należałoby przeprowadzić:

3. D o w ó d, że ta figura spełnia rzeczywiście żądane warunki. Dowód 
mamy już zwykle gotowy przy analizie. Tu n, p. dow.ód jest tak prosty, że 
mógłby się wydać zbytecznym. Istotnie:

A  D  —  li, ponieważ tak odcięliśmy.

a' — a, użyliśmy bowiem konstrukcyi udowodnionej już dawniej, tak samo 
¡3 '=  ¡3. Prócz tego A  D  D  C, więc trójkąt odpowiada warunkom zadania. 
W niektórych zadaniach jednakże dowód jest konieczny.

4. Po dowodzie powinna nastąpić dyskusya, czy, j e s t  m o ż l i w e  j e d n o  
r o z w i ą z a n i e ,  c z y  w i ę c e j a dalej: k i e d y  r o z w i ą z a n i e  j e s t  wogóle 
m o ż l i w e ,  a k i e d y  ni e .  Tak n. p. w naszem zadaniu widzimy, że możnaby 
zbudować także drugi trójkąt, spełniający te same warunki, odcinając kąt a 
z prawej strony, a ¡3 z lewej. Ten nowy trójkąt byłby s y m e t r y c z n y  
względem pierwszego. Widzimy więc, że przy danych warunkach są, tu mo
żliwe dwa rozwiązania. Co się tyczy możliwości rozwiązania, to gdyby któryś 
z kątów 7, ¡3 był prosty, a tern bardziej rozwarty; zadanie nie dałoby się



rozwiązać. Wtedy bowiem któryś z trójkątów prostokątnych I  lub I I  musiałby 
zawierać dwa kąty proste lub jeden kąt prosty i jeden rozwarty, a to nie
możliwe wobec twierdzenia o sumie kątów w trójkącie.

Tę dyskusyę nazywamy de t e r m i n  a c y ą  zadania (oznaczeniem). Jest 
ona uwieńczeniem zadania i daje przegląd wszystkich możliwości w zależności 
od podanych warunków.

Takiego rozbijania zadania na cztery części używa się tylko przy tru
dniejszych zadaniach, przy których łatwo można popaść w błąd bądźto przez 
przeoczenie pewnych możliwości, bądźto przez niedokładność analizy.

§ 44. Metoda miejsc geometrycznych.

Do rozwiązania każdego zadania konstrukcyjnego prowadzi odmienne 
rozważanie, są jednakowoż pewne myśli przewodnie wspólne dla wielkiej ilości 
zadań, pewne metody pozwalające p o d o b n e m  rozumowaniem ująć r o z m a i t e  
problemy.

Jedną z takich ogólnych metod jest metoda miejsc geometrycznych, 
której używaliśmy już nieraz.

Metody tej używa się, jeżeli chodzi o znalezienie jakiegoś punktu speł
niającego jakieś dwa warunki. Rysujemy najpierw miejsce geometryczne M x 
punktów spełniających jeden warunek, później miejsce <j.M„ punktów speł
ni ających drugi warunek. Punkty wspólne obydwu miejscom M i i ^  speł
niają obydwa warunki, są więc 
żądanymi punktami. Wymień 
poznane w dotychczasowej nauce 
miejsca geometryczne!

Łatwo tę metodę ’zro
zumieć przy b u d o w a n i  u t r ó j 
k ą t a  z t r z e c h  d a n y c h  bo
ków' a, b, c. Odcięliśmy naj
pierw na dowolnej prostej 
jeden bok i otrzymaliśmy w. ten 
sposób dwa wierzchołki A, I i,  
trójkąta. Aby znaleźć trzeci 
wierzchołek, rozumujemy tak: Ten wierzchołek ma być odległy o odcinek b 
od punktu A , a o odcinek c od punktu B .  Miejscem geometrycznem wszyst
kich punktów, które są odległe od punktu A  o odcinek b, jest kolo M \, 
miejscem zaś geometrycznem wszystkich punktów, odległych od punktu B
o długość odcinka c jest koło M.,. Wierzchołek C musi więc leżeć równo
cześnie na M t i J i j ,  a więc tam, g d z i e ' s i ę  t e  d w a  m i e j s c a  g e o m e 
t r y c z n e  p r z e c i n a j ą .  Otrzymujemy zatem dwa rozwiązania zadania, C  i C'. 
Łącząc te punkty z A  i B  mamy żądany trójkąt w położeniu A  B  C

Fig-. 104.
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g 45. Metoda figur pom ocniczych.
Drugą taką metodą ogólną jest metoda figur pomocniczych. Zamiast 

budować odraza żądaną figurę, budujemy najpierw inną, dającą się łatwo

lub A B C  (symetrycznie). Taki sposób rozwiązywania zadań jest właśnie 
metodą miejsc geometrycznych.

Rozważmy jeszcze jeden, nieco trudniejszy przykład:
Zbudować trójkąt, znając diva boki i icysolcóść do jednego z nich po

prowadzoną: a, b, hu-
A n a l i z a ,  Wierzchołki B  i C dostaniemy odrazu, jako końce odcinka a. 

Dla trzeciego wierzchołka A  jednem miejscem geometrycznem M\ jest linia 
równoległa do B C  w odstępie ha, drugiem M.2 koło o promieniu 1> zakre-

ślone z punktu O jako środka.
Punkt A  musi więc leżeć w
miejscu, gdzie się te dwie
linie JĄ i M., przecinają. Spo
strzegamy jednakże, że ¿1/, 
i M„ mają jeszcze drugi 
punkt przecięcia A ', spełniający 
również warunki zadania. 
Otrzymujemy więc dwa rozwią
zania.

Teraz łatwo przeprowadzić k o n s t r u k c y ę .  D o w o d u  tu nie trzeba
osobno przeprowadzać. D e t e r m i n a c y ę  przeprowadziliśmy już częściowo.
Dodajmy jeszcze, że h„ nie może być większe od b, albowiem koło M2 nie 
przecięłoby wtedy linii Mx. Gdyby h„ —  b, koło byłoby styczne do Mx i mie
libyśmy tylko jedno rozwiązanie. Wreszcie jeżeli h„ <  b mamy dwa różne

rozwiązania. Trójkąt nie jest więc 
ściśle wyznaczony zapomocą tych 
trzech kawałków.

To samo zadanie możnaby 
także rozwiązać inaczej. ■ zaczy- 

boku b. Fi
gura 106. objaśnia postępowanie. 
Szukamy miejsc geometrycznych 
dla spodka 'wysokości która 
musi wychodzić z punktu A . Je- 

Fł*  106- dnem miejscem J / Ł jest. kolo o
promieniu ha, a drugiem M., prosta wychodząca z C w odstępie h„ od punktu A , 
t . j. styczna do koła z punktu C. Odcinając na tej stycznej od punktu C 
w jedną lub drugą stronę bok a otrzymamy trzeci wierzchołek trójkąta w punkcie 
B  lub B '.
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Fi*. 107.

Fig. 108.

otrzymać wprost z podanych kawałków, n. p. jakąś- część żądanej figury. Tę 
prostszą figurę nazywamy figurą pomocniczą. Z niej dopiero przez dodanie 
pewnych części lub przez odrzucenie dostajemy figurę żądaną. Wyjaśnimy to 
znowu na przykładach.

Zbudować trójkąt równoramienny, znając jedno ramię r i kąt a, 
leżący przy podstawie. Rysując jakikolwiek trójkąt równoramienny i wy
kreślając jego wysokość, widzimy odrazu, że najłatwiej 
będzie najpierw narysować część tego trójkąta, miano
wicie trójkąt prostokątny o znanej przeciwprostokątni r 
i kącie ostrym a.

To zaś najłatwiej zrobić budując na r  półkole i kre
śląc cięciwę pod kątem a. Otrzymany w ten sposób trój
kąt prostokątny uzupełniamy symetrycznym trójkątem do 
trójkąta równoramiennego A B C  (naj
łatwiej przedłużyć bok B  I )  o taki sam 
odcinek poza B ). Por. fig. 108.

Rozważmy jeszcze jeden nieco tru
dniejszy przykład:

Wykreślić trójkąt, znając stanę 
dwóch boków s, trzeci bok c i kąt przy  
tym trzecim boku leżący a.

A n a l i z a .  Ponieważ samego żądanego trój
kąta nie możemy odrazu z tych kawałków utworzyć,

. budujemy trójkąt pomocniczy z boków s, c i kąta a 
między nimi -zawartego w znany sposób. Bok s 
trzeba jednak złamać i górną część obrócić tak, 
aby koniec B  padł na punkt A . Chodzi tylko o to, 
iv którym punkcie ten bok złamać. Otóż ten szu
kany punkt C musi leżeć tak, aby C B  —  A C ,  
a więc musi leżeć na symetralnej 
boku A B  w miejscu, gdzie ona prze
cina bok B  B .

Otrzymujemy więc następującą 
k o n s t r u k c j ę :  '

Budujemy trójkąt A B B  z części 
s, c i ot, kreślimy symetralną boku 
B A ,  a jej punkt'przecięcia z bokiem 5 
łączymy z A.

Że ta konstrukeya jest dobra, 
wiemy już'"z analizy. Gdyby jednak 
chodziło o d o  w ó d ,. to zauważmy, że A  B  == c, B  
=  A  C -f- B  C — s zgodnie, z warunkami zadania. _

a A  6' +  B  C ==
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D e t e r m i n a c y a :  Zadanie to jest zawsze możliwe, skoro'tylko *’><?, •
0 czem zresztą wiemy z ogólnego twierdzenia o sumie dwóch boków w trój
kącie. W przeciwnym razie symetralna boku A B  nie trafiłaby boku B  B  
między punktami B  i B .  (Wykreśl odpowiednią figurę!)

W dalszym ciągu poznamy jeszcze dwie inne metody ogólne rozwią
zywania zadań konstrukcyjnych.

Ćwiczenia VI.*)
©

§ 41. 1. Jakiem i konstrukcjam i są sposoby kreślenia kol w § 31 przy po
mocy twierdzeń o kątach obwodowych?

2. Ja k ą  konslrukcyą je s t kreślenie linii równoległych przy pomocy t. zw. trój
ką ta  ( | / 7 ) .

3. Z koflów  A B  odcinka o długości a widać dwa punkty niedostępne C i D  
pod kątam i a, a', (ł, V ■ Znaleźć konstrukcyjnie odległość tych miejsc C i D.

§ 42. 4. W ykreślić przy pomocy cyrkla k ilka stycznych w danych punktach 
na obwodzie koła, nie przedłużając promieni poza obwód.

5. W ykreślić przez punkt poza prostą linię równoległą przenosząc kąty . 
naprzemianległe (przy pomocy cyrkla).

6. W ykonać przesunięcie równoległe dowolnego odcinka przy pomocy cyrkla
1 lineału.

7. Dowolny pęk promieni przenieść do innego punktu przy pomocy 
cyrkla i linii.

8. Dwa zwierciadła płaskie przecinają się pod kątem  6 0 ° ; między niemi 
leży punkt P. W ykreślić obrazy tego punktu w obydwu zwierciadłach a te 
obrazy znowu odbić w obydwu zwierciadłach i t. d. Czy konstrukcya skończy się? 
Jak i k ą t muszą tworzyć zwierciadła, aby otrzymać 4, 6, 8, 9, 12, 60 obrazów?

9. To samo zadanie wykonać dla odcinka leżącego między zwierciadłami.

§ 43. 10. N a danej prostej p  znaleźć punkt odległy od danego punktu P,
leżącego poza prostą, o daną odległość d  (determinacya !),

11. Na danej prostej znaleźć punkt równo oddalony od dwóch danych 
punktów A  i B,  nie leżących na tej prostej.

12. Z punktu P  poza prostą leżącego .poprowadzić promień pod podanym 
kątem  a.

13. Dwa punkty A  i B  leżą z tej samej strony linii prostej p.  Znaleźć 
najkrótszą drogę promienia, k tóry  wychodzi z A ,  dotyka prostej p i wraca do B.  
(U w aga: dla dowodu użyć symetrycznego obrazu punktu A  w prostej p.)

14. W ykreślić sym etralną kąta, którego wierzchołek je s t niedostępny (przy 
pomocy linii równoległych, lub równoległego przesunięcia kąta).

15. Przedłużyć linię prostą poza przeszkodę (zapomocą linii równoległej),

§ 4 4 — 45. 1,6. W ykreślić tró jką t prostokątny zna jąc : a) przeciwprostokątnię 
i wysokość dó niej w ykreśloną; b) rzuty obu przyprostokątni na przeciwprośto- 
kątnię (szuka się miejsc geometrycznych trzeciego wierzchołka).

*) W zbiorze zadań J. K rau za , wy cl. II. r. 1906, przepisai.ym dla szkół średnich, 
znajdują się przykłady do metody miejsc geometrycznych na str. 71—75, a przykłady do 
metody -figur pomocniczych na str. 75—81.



17.- W ykreślić tró jką t równoramienny znając jego ram ię i wysokość (szuka 
się miejsc geometrycznych dwóch wierzchołków podstawy).

18. W ykreślić tró jkąt znając a, ioi i ivc, t. j. hok i wysokości należące do 
dwóch innych boków.

19. W ykreślić tró jką t znając jeden bok, kąt przy nim leżący i promień 
kola opisanego.

2,0, W ykreślić do danego kola styczną równoległą do jakiejś prostej.
21. Na stycznej do koła znaleźć ptlnkt, z którego widać kolo pod danym 

kątem (patrz zadania poprzednie) . ’
22. W ykreślić tró jkąt ?znając jeden bok, k ą t przy nim leżący i promień 

koła wpisanego (patrz zad. 19, 20).

t
 Opierając się na twierdzeniu z § 3^. wykreślić punkty, z których widać 
inek pod danym kątem.

24. W ykreślić punkt, z którego widać dwa dane odcinki, leżące dowolnie, 
pod dwoma danymi kątam i (patrz zadanie poprzednie).

25.1 W ykreślić koło dotykające dwóch prostych równoległych i przechodzące 
przez jetien punkt leżący między nimi (przesunięcie).

2jK W ykreślić koło o znanym promieniu, dotykające zewnętrznie drug-iego- 
kola i przechodzące przez dany punk t P  (szukać miejsc geometrycznych dla 
środka tego kola śtycznego!)

27. W ykreślić koło o znanym promieniu, dotykające zewnętrznie dwóch ■ 
danych kół (szukać miejsc geometrycznych dla środka żądanego kola).

39. W ykreślić koło o danym promieniu, dotykające ramion dowolnegci^ąta 
(miejscami geometrycznemi środka śą równoległe do ramion w odstępie równym 
promieniowi)'.

29. Znaleźć punkt, z którego dane kolo widać pod danym kątem  (patrz / f  
zadanie poprzednie).

3Q. Z jakiej odległości widzielibyśmy księżyc pod kątem  30° (promień 
księżyca* obrać na rysuułrfi 1 cm ,prawdziwa jego długość jest 6 0 .6 3 7 4 .1 0 0 ,0 ,0 0 cm). 
Rozwiązać konstrukcyjnie.

3 1 /  Koło k t leży zewnątrz koła k2 a i \  >> r2. Zakreślić koło współśrod- 
kowe z promieniem — r2 i poprowadzić do niego styczne ze środka koła fe,. 
.Wykazać, że styczne kola równoległe do stycznych kola wewnętrznego są za
razem stycznemi koła l\,.

3 2 / Tę samą konstrukcyę wykonać z kołem współśrodkowem o promieniu ?-Ł—{— r2.
33. N a podstawie poprzednich zadań znaleźć cztery styczne wspólne dwom 

kołom mimośrodkowym (koła pomocnicze mają promienie i \ —  r2, r ,  -J- r 2).
¿34- Skonstruować cień i półcień kuli mniejszej oświeconej kulą większą 

w przekroju. (Trzeba wykreślić styczne wspólne obydwu kołom, patrz zadania 
31, 32, 33.)

ł3 Ł  Wykreślić, tró jką t równoboczny znając jego wysokość, 
r 3£>. W ykreślić tró jką t prostokątny znając jeden k ą t ostry i rzut boku 

przy mm leżącego na przećiwprostokątnię (figura pom ocnicza!).
W ykreślić tró jką t równoramienny znając wysokość i jeden k ą t, n . p. 

przy podstawie. ,
y 38. W ykreślić tró jką t znając wysokość nakreśloną na jeden bok i dwa 

kątyN^iiy tym bolcu leżące.
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/ V 1 /

39., W ykreślić tró jką t znając sumę dwóch boków i kąty jednemu z nich 
przylegle (por. str. 75).

A ^ ,  W ykreślić tró jką t znając różnicę r  dwóch boków, bok trzeci c i k ą ty
V

naprzeciw tego boku leżący. (Trójkąt pomocniczy sldada się z r  i kąta 90 - j - ~ , 

leżącego naprzeciw c. Przeprowadź analizę!) rr~~~
/  41. W ykreślić tró jkąt znając obwód u i dwa kąty  a , "¡3. (T ró jkąt po

mocniczy składa się z u, \AV \  Przeprowadź ana lizę!)
2 'V .

f

\



Rozdział VIL 

Cztery linie proste. Czworoboki.
§ 46. Podział czw oroboków .

Widzieliśmy, że trzy linie proste na płaszczyźnie mogą mieć cztery roz
maite położenia względem siebie. O wiele większą różnorodność położeń 
przedstawiają cztery proste. (Wymień i wykreśl wszystkie możliwe typowe 
położenia!) Z pomiędzy tych utworów tylko niektóre przedstawiają dla nas 
szczególny interes.

*  I tak zajmiemy się najpierw najogólniejszym przypadkiem, t. j. 
czterema prostemi, z których żadne dwie nie są równoległe, ani żadne trzy nie 
schodzą się w jednym punkcie.

Taki utwór geometryczny nazywamy c z w o r o b o k i e m  z u p e ł n y m .  Ma 
on sześć wierzchołków’. Linie, łączące wierzchołki, które leżą na różnych bo
kach, nazywamy przekątniami. Czworobok zupełny ma trzy przekątnie (kre
skowane linie!). W geometryi elementarnej 
zajmujemy się tylko czworobokiem n i e z u 
p e ł n y m ,  to znaczy albo częścią A  B  DJF . albo 
też częścią A B  D C  z opuszczeniem odcinków 
F I )  i B I ) .  Wyłączamy zaś z naszych rozważań 
czworoboki takie, jak F E B B G ,  w których 
boki przeciwległe przecinają się ze sobą.

Utworem geometrycznym w z aj e m n y m 
do czworoboku zupełnego jest c z w o r o k ą t  zu 
p e ł n y  (lub czworopunkt). Jestto utwór geo- Fig m
metryczny składający się z czterech punktów
i wszystkich linii prostych, łączących po dwa z tych punktów. Ma on więc sześć 
boków i trzy t. zw. punkty przekątnie, to znaczy punkty przecięcia się prze
ciwległych boków ( E F G )  (fig. nastr. 80.), Z takiego czworokąta zupełnego rozważa 
się w geometryi elementarnej tylko czworokąt n i e z u p e ł n y ,  zamknięty bo
kami «, b, c, d. W geometryi elementarnej nie robimy żadnej różnicy 
między czworobokiem, a czworokątem. Jeden i drugi ma cztery boki, cztery 
wierzchołki (kąty) i dwie przekątnie. *

*) Ustęjjy oznaczone gwiazdkami aą przeznaczone tylko dla szkół realnych.
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Utwór geometryczny złożony z czterech odcinków zamykających część 
płaszczyzny (aletylkojedną część) nazywamy c z w o r o b o k i e m  l u b  c z w o r o -  
k ą t e m .  Prostą łączącą przeciwległe wierzchołki nazywamy p r z e k ą t n i ą .

W każdym czworokącie s u m a  k ą t ó w  w e w n ę t r z n y c h  w y n o s i  360°, 
ponieważ każdy można rozłożyć zapomocą przekątni na dwa trójkąty (po 180° 
suma kątów każdego trójkąta).

Stosownie do 
wzajemnego po
łożenia czterech 
prostych ograni
czających czwo
robok rozróżnia
my trzy rodzaje 
czworoboków :

1. Jeżeli oby
dwie pary boków 
są liniami ró- 

wnoległemi, 
czworobok na- 

Fig. 112. żywa się r ówno-
1e g ł o b o k i e  m.

2 . 'Jeżeli tylko jedna para boków jest równoległa, czworobok nazywa się 
t r a p e z e m .

3. Jeżeli żadna para boków nie jest równoległa, czworobok nazywa się 
t r a p e z o i d e m .

Każdy z tych rodzajów podzielimy jeszcze na pewne-gatunki.

§ 47. R ów noległoboki.
Iiównoległobok powstaje, jeżeli dwie proste równolegle: cf jd  przetniemy

drugą parą prostych równoległych: a ¡¡ h. 
Odległość boków równoległych (n. p. c, d) 
nazywamy w y s o k o ś c i ą  równoległo- 
boku (należącą do podstawy c lub d). 
Opierając się na własnościach dwóch 
linii równoległych przeciętych trzecią 
spostrzegamy, że: s ą s i e d n i e  k ą t y
r ó w n o l e g ł o b o k u  s p e ł n i a j ą  s i ę  
do  180° (jako kąty jednostronne). 
Wobec tego: p r z e c i w l e g ł e  k ą t y  

Fig. i i 3. r ó w n o l e g ł o b o k u  s ą  r ó w n e ,  albo
wiem kątowi a i kątowi ¡3 brakuje tyle- 

samo do 180°, mianowicie różnią się o kąt o od 180°;' tak samo y =  o, jako 
uzupełnienia do 180° tego samego kąta a.



Twierdzenie to można odwrócić: Jeżeli w jakimś czworoboku kąty 
przeciwległe są równe, to czworobok jest równoleglobokiem (to i boki przeciw
ległe są równolegle). Dowód: Jeżeli a =  (5 i y =  o to a 7 =  ¡3 +  s> a więc 
muszą wynosić po 180°. Jeżeli zaś kąty jednostronne wynoszą po 180°, to 
linie przecięte są równoległe: c\\d . Taksamo wykaże się o bokach a  i b.

R ó w n o ś ć  k ą t ó w  r ó w n o l e g ł o  b o k u  j e s t  w i ę c  j e g o  w ł a 
s n o ś c i ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą .  To znaczy: warunkiem koniecznym a za
razom wystarczającym, aby jakiś czworokąt był równo- 
ległobokiem, jest równość obydwu par kątów przeciw
ległych. Kąty przeciwległe równoległoboku mają ra
miona parami równoległe. Nasuwa się pytanie, czy 
zawsze k ą t y  o r a m i o n a c h  p a r a m i  r ó w n o 
l e g ł y c h  są sobie równe? Otóż jeżeli ramiona takich
kątów odpowiednio przedłużymy do p r z e c i ę c i a  s i ę  ¿ /  _________ i_
z d r u g ą  p a r ą  r a m i o n ,  to albo otrzymamy równo- /  
ległobok, albo jedną z figur 114.

W figurze pierwszej, tak jak  w równoległoboku, jest p /  
prawe ramię równoległe do prawego, lewe do lewego. /
Kąt a =  v jako kąty odpowiednie, ¡5 =  ■; z tej samej 114.
przyczyny, więc a == ¡3.

W  figurze drugiej jest lewe ramię równoległe do prawego: l/fao', a prawe 
do lewego: p / /V. Kąt a = -¡yale ^'-¡-¡3 =  180°, więc i a - j - [3 =  180°. Otóż:

a - j-  ¡3 =  180°.

K ą t y ,  k t ó r y c h  r a m i o n a  s ą  z g o d n i e  r ó w n o l e g ł e ,  s ą  r ó w n e ,  k ą t y  
zaś, k t ó r y c h  r a m i o n a  s ą , n i e z g o d n i e  r ó w n o l e g ł e ,  s p e ł n i a j ą  s i ę  
do  180°.

Jeżeli mamy dwa kąty a i ?> o ramionach zgodnie p r o s t o p a d ł y  cli 
i obrócimy jeden z kątów, n. p. a około jego wierz
chołka o 90° (konstukcya!), to otrzymamy kąt o ra
mionach zgodnie równoległych, a więc równy ką
towi ¡3. Kąt ten musiał więc i przed obrotem być 
równy kątowi ¡3, ponieważ przy obrocie wielkość 
kąta nie ulega zmianie. Stąd często używane twier
dzenie: K ą t y ,  k t ó r y c h  r a m i o n a  są  z g o d n i e  
p r o s t o p a d ł e ,  s ą  r ó w n e . .  Zupełnie tak samo 
można dowieść, że: K ą t y ,  k t ó r y c h  r a m i o n a  
s ą  n i e z g o d n i e  p r o s t o p a d ł e ,  s p e ł n i a j ą  się Fig. 115.
do 180°.

U w a g a :  Żadne z tych twierdzeń nie da się odwrócić.
Podobny związek, jaki istnieje między kątami; równoległoboku, istnieje 

także między bokami. Mianowicie przekątnia dzieli każdy równoległobok na
Ł o m n i c k i ,  Geometrya I .  i II. 6
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dwa przystające trójkąty. (Udowodnij!) A więc także: b o k i  p r z e c i w l e g ł e  
r ó w n o l e g l o b o k u  s ą  r ó w n e .

a =  b, c =  d. Jestto także własność charaktery
styczna dla równolegloboku (udowodnij! [IV]).

Własność tę wyrażamy także twierdzeniem: Od
c i n k i  p r o s t y c h  r ó w n o l e g ł y c h  o d c i ę t e  d r u g ą  
p a r ą  p r o s t y c h  r ó w n o l e g ł y c h  s ą  s o b i e  r ó w n e .

Fig. 116. (Mniej poprawnie wypowiada się nieraz to twierdzenie 
tak: równoległe między równoległemi są sobie równe.) 

Podobnie charakterystyczną własnością równolegloboku jest: d w a  b o k  
p r z e c i w l e g ł e  s ą  r ó w n e  i r ó w n o l e g ł e ,  stąd już bo\.. . .n wynika
równość i równoległość drugiej pary boków (udowodnij!). W  zastoso

waniu do ruchu postępowego mo
żemy ostatnie twierdzenie także
tak wypowiedzieć: p r z y  r u c h u  
p o s t ę p o w y m  o d c i n e k  za 
k r e ś l a  a l b o  l i n i ę  p r o s t ą ,  a l b o  
r ó w n o l e g ł o b o k .

Czwartą własnością charakte
rystyczną równoległoboków jest: 
p r z e k ą t n i e  r ó w n o l e g l o b o k u  
p o ł o w i ą  s ię .

Z przystawania trójkątów I. i II. (według drugiego przypadku przy
stawania) wynika istotnie, że D  O =  O B  i A  O =  O C. Udowodnij odwró
cenie tego twierdzenia!

P odział równoległoboków. Jeżeli w równolegloboku jeden kąt jest 
prosty, to i wszystkie inne muszą być proste (dlaczego ?). Taki równoległobok 
nazywa się p r o s t o k ą t n y m .  Jeżeli jeden kąt jest ostry, to i przeciwległy 
jest ostry, a sąsiednie rozwarte. Równoległobok taki nazywa się u k o ś n o -  
k ą t n y .  Inny podział można przeprowadzić ze względu na boki: Jeżeli dwa 
boki sąsiednio są sobie równe, to i pozostałe dwa są im równe; taki równo
ległobok nazywa się r ó w n o b o c z n y .  Jeżeli dwa sąsiednie boki są nie
równe, równoległobok nazywa się r ó ż n o  b o c z n y .  Mamy więc cztery możliwe 
kombinacye tych własności:

1. Równoległobok prostokątny i równoboczny nazywa się k w a d r a t e m .
2. Równoległobok ukośnokątny i równoboczny nazywa się r o m b e m .
3. Równoległobok prostokątny i różnoboczny nazywa się p r o s t o 

k ą t e m .
4. Równoległobok ukośnokątny i różnoboczny nazywa się r o m b o i d e m .
Łatwo spostrzedz, że kwadrat ma cztery osie symetryi, prostokąt i romb

dwie, a romboid niema żadnej.
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Te cztery gatunki równoległoboków można także odróżnić według wła
sności przekątni. I  tak: w równoiegłobokach prostokątnych przekątnie nie- 
tyłko się połowią, ale są rów ne; w równoiegłobokach zaś równobocznych prze-

\ /

\
/ \

\

3

Fig. 118.

kątnie są prostopadłe do siebie. Odwrotnie: Jeżeli w równoległoboku prze
kątnie są równe, równołegłobok jest prostokątny; jeżeli są prostopadłe, równo- 
ległobok jest równoboczny. (Dowody tych twierdzeń wynikają z przystawania 
odpowiednio dobranych trójkątów.)

§ 48. Zastosow anie twierdzeń o rów noiegłobokach do trój
kątów.
Przy użyciu równoległoboków' możemy wykazać, że  t r z y  w y s o k o ś c i  

t r ó j k ą t a  p r z e c i n a j ą  s i ę  w j e d n y m  p u n k c i e .  Twierdzimy więc, że 
linie G D , B F  i A E  przecinają się w 
jednym punkcie. Dla dowodu wykreślmy 
przez trzy wierzchołki trójkąta linie równo
ległe do jego boków. W tym większym 
trójkącie linie G D , B F ,  A E ,  są syrne- 
tralnemi boków, a więc muszą się przeciąć 
w' jednym punkcie. (Istotnie linia O D , jako 
prostopadła do A  B  musi być prostopadłą 
i do drugiej linii równoległej, t. j. do M L ;  Fig 119<
że ją  trafia w środku, to wynika stąd, że
M G —  A B  jako przeciwległe boki równoległoboku, a także C L  =  A  B ,  więc 
M C = L  C =  Va M L .  Tak samo dowodzi się o linii A E  i B F .)

Czasem trzeba wysokości przedłużyć poza wierzchołek, lub poza ich spodek, 
aby znaleźć punkt przecięcia.

T rójkąt A B C  wraz z wykreślonemi wysokościami ma tę własność, i e  jeżeli 
jeden z punktów A ,  B , C, S  opuścimy, a z trzech innych utworzymy tró jką t, to  punkt 
opuszczopy jest właśnie punktem przecięcia się wysokości tego tró jką ta . N. p. gdy
byśmy opuścili punk t A ,  to tró jką t S B C  ma jako wysokości linie A  S E ,  C F A ,  
B D A ,  schodzące się w punkcie A.

Punkt przecięcia się wysokości jest t r z e c i m  o s o b l i w y m  p u n k t e m  
trójkąta. Punkt ten leży zwykle gdzieindziej, aniżeli środek kola wpisanego 
i środek koła opisanego.

Widzieliśmy w poprzedniej figurze, że prosta A  B  łącząca środki boków 
M N  i N L  trójkąta M N L  była równoległa do podstawy M L  i  równa

6*



1 Fig 120.

Odwrotnie : L i n i a

połowie tej podstawy. Zachodzi pytanie, czy każdy trójkąt taką własność 
posiada ?

Poprowadźmy w dowolnym trójkącie ze środka boku A  C linię D  JEfl  A B .  
Jeżeli poprowadzimy linię pomocniczą E F  H A C ,  to otrzymamy dwa trój

kąty, C D  E  i E F B  przystające według II. Albo- 
’ wiem E F  =  A D  jako boki przeciwległe równo- 

ległoboku zaś A D  =  D  C, więc E F  =  D  C, a od
powiednie kąty są równe (dlaczego ?). Z przystawania 
wynika C E = B E ,  to znaczy: linia D  E  połowi 
także bok C B .  Z przystawania wynika także 
I )  E  =  F  B  • ponieważ jednak z drugiej strony 
D  E —  A  F,  przeto A  F  =  B  F  == 1/2A B ,  więc 
D  E  =  1I„ A  B.  Słowami: L i n i a w y k r e ś l o n a  
ze  ś r o d k a  j e d n e g o  b o k u  t r ó j k ą t a  r ó w n o 
l e g l e  do d r u g i e g o  p o ł o w i  b o k  t r z e c i  
i r ó w n a  "się. p o  Iow  i e b o k  u r ó w n o l e g ł e g o ,  

ł ą c z ą c a  ś r o d k i  d wó c h  b o k ó w  t r ó j k ą t a  j e s t  
r ó w n o l e g ł a  do t r z e c i e g o  i r  ó w na  s i ę. j e go. po i  o w i e (dowód nie- 
wprost).

Opierając się na tem, zbadamy czwarty osobliwy punkt trójkąta: ś r o d e k
c i ę ż k o ś c i .  Jestto punkt, w którym 
się przecinają linie łączące wierzchołki 
trójkąta ze środkami boków przeciw
ległych, t. zw. 1 i n i e d o ś r  o d k o w e. 
(Punkt ten odgrywa ważną rolę w me
chanice.)

Założenie: A C  =  A G  
G B  =  B D  
C H = D H  

Kreślimy linie pomocnicze: A  B  
i F E  łącząca środki odcinków C O 
\ O D '
A B  II C D  \  A B =  l/2 C D Iwe<3ług po- 
E F / I  G D  i E F =  1/ przedniego
------- Li-------------------------Lz-------- : twierdzenia

Stąd wynika: E F / / A B i E F  — A l L  
Figura E F B  A  jest więc równoległobokiem. Przekątnie połowią się, 

więc F O = O A , E O = O B .  Ponieważ także E O  =  C E t o E O  =  C E = B  O 
zatem O B  =  1/3 G B .

Tak samo ponieważ O F -  
=  7 , A D .

Taką samą własność dowiedlibyśmy, biorąc pod uwagę A  D  i G I I .  By
łoby H  0 ' =  73 Cr U  i A  O' =  7 , A  l ) .  A więc A  O’ —  A  O, a to znaczy,

Fig. 121.

I  D  w ięc]0  F  =  F D  =  A  O czyli A  O



że punkt przecięcia się wszystkich trzech dośrodkowych jest wspólny. Wy
kazaliśmy w ten sposób istnienie środka ciężkości. Okazało się przytem jednak 
także, że . ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  l e ż y  n a  d o ś r o d k o w e j  w l/3 c z ę ś c i  o d - ?  
1 cgłoŚJCjLśj-OiLkar-b-o-ku od p r z e c i w l e g ł e g o  w i e r z c h o ł k a .  ) .

§ 49. Warunki wyznaczające rów noległoboki. Konstrukcye.

Ponieważ k a ż d y  c z w o r o k ą t  można zapomocą przekątni rozdzielić na 
d w a  trójkąty, przeto do wyznaczenia czworokąta trzeba — zdawałoby się — 
sześć warunków: jednakże w tych dwóch trójkątach jest zawsze jeden bok 
wspólny, w y s t a r c z y  więc z a w s z e  p i ę ć  w a r u n k ó w ;  a więc i przysta
wanie czworokątów będzie zapewnione, jeżeli sprawdzimy równość pięciu ka
wałków odpowiednio dobranych i następujących po sobie w tym samym po
rządku. (Nie wystarczy więc, jeżeli dwa czworoboki mają, n. p. wszystkie cztery 
boki parami równe!)

Dla r ó w n o l e g ł o b o k ó w  w y s t a r c z a j ą  t r z y  w a r u n k i ,  ponieważ • 
składąją się z dwóch przystających trójkątów. (Dwa warunki są zawartej 
w słowie: równoległobok; pozostają więc trzy). Konstrukcyę wykonujemy' 
najczęściej metodą figur pomocniczych: budujemy jeden trójkąt i uzupełniamy 
go trójkątem przystającym.

Jeżeli dodamy, że równoległobok ma być p r o s t o k ą t n y  lub r ó w n o 
b o c z n y ,  dorzucamy przezto jeszcze jeden warunek, trzeba więc podać jeszcze 
tylko d w a  w a r u n k i .  Jeżeli wreszcie równoległobok ma,być równocześnie 
i p r o s t o k ą t n y  i r  ó w n o b o c z n y , wystarczy podać j eszcze tylko j e d e n  
w a r u n e k .  , A więc:

1. kwadrat można zbudować znając jeden bok,
2. prostokąt „ „ „ dwa boki,
3. romb „ „ „ jeden bok i jeden kąt,
4. romboid „ „ „ dwa boki i kąt.
Zamiast tych t y p o w y c h ,  najprostszych danych, mogą być podane także 

inne części, ale zawsze w odpowiedniej liczbie. N. p. dla kwadratu: jedna 
przekątnia; dla prostokąta: . bok i przekątnia, bok i jego kąt z przekątnią; 
kąt między przekątniami zawarty i jedna przekątnia i t. p . ; dla rom bu: bok 
i przekątnia, kąt ostry i przekątnia, dwie przekątnie i t. p . ; dla romboidu: 
dwa boki i przekątnia, dwie przekątnie i kąt między niemi i t, p.

Zbadać związek tych rozmaitych konstrukcyi z przypadkami przysta
wania trójkątów!

§ 50. Trapez.
Trapezem nazwaliśmy czworobok, w którym dwa boki są równoległe, 

dwa inne nie. Tu kąty leżące przy tym samym boku nierównoległym (do 
żadnego) spełniają się także, jak w równoległoboku do 180°, ale kąty prze
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ciwległe już nie są równe. Boki także mogą być dwa a nawet trzy równe, 
ale cztery nie. Jeżeli boki nierównoległe są równe, trapez nazywa się r ó w n o 
r a m i e n n y  (symetrya!).

Bardzo ważną linią jest p r o s t a ,  ł ą c z ą c a  ś r o d k i  b o k ó w  n i e -  
r ó w n o l e g ł y c h ,  czyli: l i n i a  ś r o d k o w a  trapezu. Ma ona własności po-

G dobne, jak linia łącząca środki dwóch bo-
— --v  j H ków trójkąta; mianowicie: L i n i a  ś r o d -

k o w a  t r a p e z u  jest: 1. r ó w n o l e g ł a  do
_______-------- V c  b o k ó w  r ó w n o l e g ł y c h  i j e s t :  2. i c h

/  V ś r e d n i ą  a r y t m e t y c z n ą  (t. j. połową
-------------------- A - A ć  sumy)-

•x Dowód: 1. Przez środek boku G E
122, przeprowadźmy linię I I B  // F  A  i prze-

' dłużmy F  G  do przecięcia się z tą linią. F igura A B  H F  jest równoległo- 
bokiem, więc H B  —  F  A.  Ale z przystawania trójkątów G B  E  i G H  O 
(według II) wynika, że B  C =  I IC,  że więc i bok R B  jest przepołowiony. 
Ponieważ zaś całe F  A  —  H B  to i połowy są równe, czyli: D  A  —  B  G.
Stąd wynika, że figura B A B Ć  jest równoległobokiem (bo nietylko
D  A  =  B  G, ale D  A  // B  C)  a więc linia środkowa B  C jest równoległa do 
A  E, a więc i do F I I .

Twierdzenie to jest właściwie odwróceniem twierdzenia o liniach równo
ległych z § 27.

2., s =  x  — , .. x - \ - y
- s = y + z  stąd 2 s = x + y  czyh  s = ~ 2

CC
W  trójkącie b y ł o s = — , ponieważ tró jk ą t można uważać za graniczny przy

padek trapezu, którego bok górny y  maleje do z e ra : możnaby więc napisać dla 

tró jką ta  s == X °
a ,

Do zbudowania trapezu potrzebne są c z t e r y  k a w a ł k i ;  piątym wa
runkiem jest bowiem równoległość jednej pary 
boków. N. p. wystarczą części a, b, a, y lub
a, b, c, d. Używa się zwykle metody figur 
pomocniczych, mianowicie buduje się najpierw 
trójkąt A  B E ,  którego bok B  E  // B  C a- pó
źniej uzupełnia się go równoległobokiem B E G D .

Dla trapezu równoramiennego wystarczą t r z y  w a r u n k i .

§ 51. Trapezoidy. Deltoid.
'J'i-ąpezoidem nazwaliśmy czworobok, w którym żadna para boków nie- 

jest równoległa. Do konstrukcyi trapezoidu potrzeba więc już wszystkich 
pięciu warunków, o których wspominaliśmy już niejednokrotnie.
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Z pomiędzy trapezoidów na uwagę zasługuje: d e l t o  i d . Jestto czworo
bok, w którym no dwa^bold-^asiedniB sa m w ne.-a ńrzeciwległe nierówne. 
P iczek 'a  tń  i e d e  11 o id  u s a p  r o s t o p a d ł e, a jedna 
z nich jest przepołowiona.

Dowód: Ponieważ a =  b, to punkt A  leży na 
symetralnej przekątni B  C. Ponieważ c =  d, to 
punkt B  leży także na symetralnej przekątni B  C.
Prosta, wyznaczona przez punkty A  i B  jest więc 
symetralną przekątni B  G.

Stąd także wynika, że deltoid jest' figurą sy
metryczną, posiada bowiem jedną oś symetryi.

Do konstrukcyi deltoidu wystarczą t r z y  wa
r u n k i ,  ponieważ dwa warunki są zawarte w równo
ściach: a =  b, c =  d.

§ 52. Czworoboki wpisane w  koło.
W każdy trójkąt da się wpisać koło i na każdym można opisać koło. 

Czworoboki już nie wszystkie mają tę własność. N. p. w prostokąt nie da 
się wpisać kolo, a na rombie nie da się opisać koło.

Zbadajmy więc najpierw, jaką szczególną właściwość musi posiadać 
czworokąt, aby się na nim dało opisać koło. W tym celu rozważmy wła
sności jakiegokolwiek czworokąta wpisanego w koło, n. p. trapezoidu. Dowolne 
cztery punkty na obwodzie kola połączmy po kolei cię
ciwami. Wierzchołki przeciwległe połączmy ze środ
kiem koła.

a =  ~  jako kąt obwodowy wspierający się na tym- 

samym łuku B  G B .

¡5 =  Tak samo więc i ich sumy są równe: 
i!

* + ' P  = T +  5. : 180°. Fig. 125.360^
2 ~  2

Ponieważ zaś suma wszystkich kątów czworokąta A B  G B  wynosi 360°, 
przeto i e —(— C =  180°, czyli: a - j-  p =  s -f- C. Słowami: W  k a ż d y m  c z w o r o -  
k ą c i e  w k o ł o  w p i s a n y m  s u m y  k ą t ó w  p r z e c i w l e g ł y c k s a sakL e 
rTwTre,‘̂ ian ń w fć ie ’"w jfnosz  ̂  po  180°.

j^jjTwiemy jeszcze, czy ta własność jest charakterystyczna, to znaczy, 
czy odwrotnie: n a  k a ż d y m  c z w o r o k ą c i e ,  w k t ó r y m  k ą t y  p r z e c i w 
l e g ł e  s p e ł n i a j ą  s i ę  do 180°, d a  s i ę  o p i s a ć  ko ł o .

Udowodnimy to najszybciej niewprost (fig. 126): Gdyby -§C C -j- <£ A =  180° 
i D  -f- =  180°, a mimoto czwarty wierzchołek A  nie leżał na kole,
(trzy . wierzchołki zawsze można umieścić na obwodzie kola), to jakiś inny
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punkt A! boku D  A  leżałby na kole. Wtedy jednak według poprzedniego 
twierdzenia musiałoby być a -j- £' =  180°, a że także a -f- ? =  180°. więc

mielibyśmy: =  ¡3, a to niemożliwe, bo jest kątem
zewnętrznym trójkąta B A ' A .  Tak samo nie może
leżeć A  wewnątrz koła, musi więc leżeć na samem 
kole. Ótóż na całym czworokącie da się opisać koło.

( S p e ł n i a n i e  s i ę  k ą t ó w  p r z e c i w l e g ł y c h  
j e s t  w ł a s n o ś c i ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  d l a  
c z w o r o k ą t ó w  w k o ł o  wp i s a n y c h ? )

Z pomiędzy równolegioboków tylko na prosto
kącie i kwadracie da się koło opisać, z pomiędzy 

trapezów tylko na trapezie równoramiennym.
Do konstrukcyi czworokątów, o których wiemy, że się dadzą wpisać 

w kolo, wystarczą c z t e r y  w a r u n k i :  piątym jest równość a - j - ?  =  s +  C.

§ 53. Czworoboki opisane na kole.
Aby wykryć własność odróżniającą czworobold opisane na kole od innych 

czworoboków, opiszemy na dowolnem kole czworobok. Wykreślamy w tym celu
styczne w czterech dowolnych punktach koła.

Odcinki stycznych z punktu poza kołem 
do punktów' styczności są równe. Otóż 
a =  h}
f ~ 9  i stąd a -f- b -f- c - f - /  =  l i -j- g - \-d - \-c  
e — d  [czyli A  JB +  C D  =  C D  +  A  D  
l = c J ■

(Ot óż  w k a ż d y m  c z w o r o k ą c i e  op i 
s a n y m  n a  k o l e  s u m y  b o k ó w  p r z e c i w 

l e g ł y c h  s ą  r ó w n e . :  Łatwo wykazać, że warunek ten jest nietylko ko
nieczny, ale i wystarczający. Innemi słowami: {Jeże l i  w j a k i m ś  c z w o r o -  

A k ą c i e  s u m y  b o k ó w  p r z e c i w l e g ł y c h  s ą  
r ó w n e ,  w c z w o r o k ą t  t e n  d a  s i ę  w p i s a ć  koło . )

Dowód niewprost: Weźmy czworokąt, w którym 
u —j— b =  c -j— d.

Gdyby koło wpisane dotykało tylko trzech bo- j 
ków a, d, c, a czwarty leżał poza kołem, to z punktu 
A  poprowadzilibyśmy styczną Wtedy według po- j 
przedniego twierdzenia mielibyśmy: a■-f- x  == c -\-d —y . ! 
Ale zamiast c -f- d  można podstawić u - |-  b, więc 

a -f- % =  a - f - b—y, czyli po odjęciu po obu stronach odcinka a  otrzymamy: 
dh= b — y.

Byłby więc jeden bok trójkąta równy różnicy dwóch innych, a to nie
możliwe. Do takiego samego błędnego wniosku doszlibyśmy przypuszczając, /
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że bok b jest sieczną kola. Pozostaje więc jedyna możliwość: bok b jest 
także styczny do koła, a więc w ten czworokąt da się wTpisać koło.

Z pomiędzy równoległoboków tylko wr romb i w kwadrat da się wpisać
koło; z pomiędzy trapezoiqfw w każdy deltoid i w trapezoidy mające równe
sumy boków przeciwległych; tak samo w trapezy, tylko niektóre.

Do konstrukcyi czworoboków, o których wiemy, że się dadzą opisać na 
kole, wystarczają c z t e r y  w a r  u n k i ; piątym jest równość a  -{- b —  c -j- d.

Ćwiczenia VII.
§- £ 6 1 .  W ykreślić wszystkie możliwe typowe położenia czterech prostych
względem siebie.

2. Ile wynosi suma kątów zewnętrznych w czworokącie (niezupełnym) po
wstałych przez przedłużenie czterech boków (każdego poza jeden wierzchołek). '
§ 47—-49. 3. Jak i związek zachodzi między dwoma kątam i, których jedna
para ramion jest równoległa*» druga prostopadła? s._ • - - -  : -

£. W ykazać, że czworobok, w którym dwa boki przeciwległe są równe
i równoległe, jest równoległobokiem.

5. W ykazać, że prosta łącząca środki przeciwległych boków rownoległoboku 
jest rownoległa do drugiej pary  boków.

6. W ykazać, że przekątnie śą osiami symetryi kwadratu.
1. W ykazać, że linie łączące środki boków' prostokąta są jego osiami sy

m etryi.
8, W ykazać, że równoległobok, w którym przekątnie są prostopadłe, jest 

równoboczny.
Wykazać, że równoległobok, w którym przekątnie są równe, jest 

prostokątem.
10. W ykazać, że każdy odcinek łączący dwa przeciwległe boki równoległo- 

boku a przechodzący przez punkt przecięcia przekątni, je s t przepołowiony. (Sy- 
m etrya środkowa!)

JLŁ? W ykazać, że punkty połowiące boki dowolnego czworokąta są wierz
chołkami rownoległoboku (dla dowodu wykreślić przekątnie czworokąta).

12.,-W ykazać, że tró jką t M N L  na Fig. 119 składa się z czterech. .tró j
kątów przystających do A B C .  Jakie stąd ogólne tw ierdzenie? .

13'. W ykreślić punkt przecięcia się wysokości w dowolnym trójkącie ostro - 
kątnym , prostokątnym, rozwartokątaym . Co spostrzeżemy? 

c f  ¿ í í )  Udowodnić, że dwusieczne kątów każdego rownoległoboku zamykają
j prostokąt.^

[ iŚ jW y k re ś lić  środek ciężkości dowolnego tró jkąta.
iró jk ącie r  o z w a r  to k/jtaym^ wykreślić cztery punkty

17. W ykazać, że w trójkącie równobocznym wszystlde cztery osobliwe
punkty nakryw ają się.

18. Przepołowić bok tró jkąta, którego wierzchołki są niedostępne (przy po
mocy linii równoległej!).

li),...Udowodnić prawdziwość tw ierdzenia: Jeżeli wierzchołki tró jką ta są o 
pewnej prostej dowolnej odległe a odcinki x lt  x 2, x s , to odległość środka ciężkości
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Fig. 129.

tró jką ta  od tej prostej jest średnią arytmetyczną tych trzech odległości, t. j.

r  = ' — (pat r z str. 48, str. 86 i fig. 129).

\2j0;/ Zbudować kw adrat zn a jąc : o) jeden bok, 
b) przek ątn ię ,, c) obwód.

Zbudować prostokąt znając: a) dwa boki, 
b) bok - i przekątnię, c) bok i jego k ą t z przekątnią, 
d) pra^kątnię i  k ą t między przekątniam i zawarty.

22. N a danym prostokącie opisać kolo.
23. Zbudować romb znając: a) jeden bok i jeden 

k ą t, bjt  boli i przekątnię, c) dwie przekątnie, d) k ą t 
ostry i przekątnię.

2 4 . W pisać kolo w podany romb.
25. Zbudować romboid znając : a) dwa boki i jeden 

kąt, 6 )vdwa boki i przekątnię, c) dwie przekątnie i ką t 
między niemi zawarty.

26. Podać sposób wykreślenia linii równoległych 
przy pomocy równoległoboku.

27. Z punktu P  leżącego na polu kata poprowadzić 
linię prostą w kierunku wierzchołka —  .ieżęl l wierzchołek jest niedostępny. fOb- 
jaśnienie: Punkt P  uważa się za punkt przecięcia się trzech wysokości trójkąta. 
Prowadzi się z P  prostopadle do ramion kąta, łączy się ich punkty przecięcia 
z ramionami nieprostopadlymi i prowadzi się z P  trzecią wysokość.)
§ 50. 28. Znaleźć konstrukcyjnie średnią arytm etyczną dwóch odcinków: a) bez 
kreślenia linii równoległych; b) przy pomocy trzech linii równoległych.

29. Zbudować trapez znając: a) dwa boki równolegle iydwa kąty leżące przy 
jednym z nich, b) cztery boki, c) trzy boki i przekątnię, a) trzy boki i wysokośćLjrf*’ 

f  30. Ja k  długich sznurów trzeba użyć do zawieszenia t. zw. trapezu do 
i gimnastyki, jeżeli sam trapez ma 80  cm długości, wysokość sali wynosi 7 m,
1 a  punkty przytwierdzenia sznurów są od siebie o 2 m  odległe. Rozwiązać za

danie konstrukcyą geometryczną w zmniejszonej podzialce.
31. Narysować przekrój kory ta rzeki uregulowanej, znając szerokość koryta 

u dołu (6 m ), głębokość kory ta (3 m)  i nachylenie ściau bocznych do poziomu 
(ot === 60°).
§ 51. 33. W ykreślić trapezoid znając: a) cztery boki i jeden kąt, b) .cztery
boki i jedną przekątnię. Jak ie  inne dane wyznaczają trapezoid?

-'W ykreślić deltoid znając: a) dwie przekątnie i jeden bok, b) d w a; 
boki nierówne i k ą t zawarty między bokami równymi.
§ 52. 34. Znaleźć punkt równo oddalony od czterech danych punktów. Kiedy
to żądanie jest wykonalne?
§ 53. 35. Znaleźć punkt równo oddalony od czterech danych prostych. Kiedy
to zadanie, jest wykonalne?

3jy. W  czworoboku znamy trzy boki i jeden ką t i wiemy, że da się wpisać 
w koło. Zbudować ten czworokąt i opisać na nim kolo.

3 7 . W  czworoboku znamy dwa boki i dwa kąty  przy jednym z nich le
żące i wiemy, że się da opisać na kole. Zbudować ten czworokąt i wpisać koło.
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W  ie loboki .

§ 54. Opis w ielobokow . Kąty.
Rozważając wzajemne położenie większej liczby prosty cli spostrzegamy 

naturalnie jeszcze większą ¡różnorodność, aniżeli przy czterech liniach prostych.
Część płaszczyzny zamkniętą kilkoma- liniami prosłemi nazywamy tvielóbokiem 
lub wielokąism.

Rozróżniamy dwa zasadnicze typy wielokątów: rn/puMc i wklęsłe. Wielo-
.bok nazywa się wypukły, jeżeli cały 
leży po jednej stronie każdego ze 
swych boków, ściślej: każdej prostej 
ograniczającej go. Tak n. p. wielo- 
bok I jest wypukły, wielobok zaś II ą \ 
wklęsły, ponieważ wprawdzie leż}' 
po jednej stronie boków a, b, c, ale 
nie leży cały po jednej stronie boku 
d  lub e.

Z pomiędzy tych wielobokow 
wklęsłych ciekawe są t. zw. wielo- 
boki gwieździste: są to wieloboki, w 
których także przeciwległe boki prze
cinają się ze sobą, n. p. pięciobok 
A B C  D E  na fig. 131.

W  dalszym ciągu zajmiemy się 
wyłącznie wielobokami wypukłymi. 
Żaden kąt wieloboku wypukłego nie 
może przekraczać 180° (dlaczego?).

Sumę kątów każdego wieloboku 
wypukłego łatwo obliczyć, rozkładając 
go zapomocą przekątni wychodzących 
z jednego wierzchołka na trójkąty. N. 
trójkątów, więc suma kątów wynosi 5

Fig. 130.

p. z siedmioboku powstanie pięć takich 
. 2 R  =  10:tR.



Fig. 132.

(Ile przekątni można poprowadzić z jednego wierzchołka n-bóku? Na 
ile trójkątów rozpadnie się wskutek tego ¿/-bok? Ile przekątni można popro
wadzić z wszystkich wierzchołków ?) ¡‘

Sumę kątów zewnętrznych każdego wieloboku obliczymy zapomocą obrotu. 
Wyobraźmy sobie, że prostą A  X  obróciliśmy o kąt a i bez obrotu' przesuń ę-

liśmy *od A  do punktu J>, następnie tu obracamy 
naszą prostą o p, i przesuwamy do punktu G i t. d. 
Jasnem jest, że wróciwszy do punktu A , wykona
liśmy j e d e n  p e ł n y  o b r ó t .  Stąd wniosek:

W  każdym wielokącie suma kątów zewnę
trznych (po jednemu z każdego wierzchołka) wynosi 
360» (4 R ).

Stąd bez pomocy przekątni możemy obliczyć 
sumę kątów wewnętrznych. Jeżeli ich jest n, to
dodając kąty wewnętrzne do zewnętrznych, otrzy
mamy

ct -j- a ' -j- ^ P' -f- 7 -J- . . . — n. 2 R , ponieważ tworzą n  par
kątów przyległych.

Z tego jednak 4 R  odpada na kąty zewnętrzne i zostaje:

4 -  +  r ' +  • • ■ =  » - '2  R  —  4 R  =  (» — 2 ). 2 R.
Słowami: aby znaleźć sumę kątów wewnętrznych dowolnego wielokąta

Wypukłego, trzeba wziąć tyle razy po 2  R , ile jest merzcholkóiu i
odjąć A R .

Do konstrukcyi wielokątów, a więc i do sprawdzenia przystawania 
pot.rzeba’ większej liczby części składowych.

Mianowicie: Dla pięciokąta trzeba 3 -j- 2 -j- 2 =  7 części, dla sześcio- 
k ą ta : 3 -j- 2 -{- 2 -j- 2 — 9 części, dla n  kąta 2 (n ■— 2) -J- 
—{— 1 =  2 n — 3 części, albowiem: Po rozłożeniu wielokąta 
na trójkąty zapomocą przekątni widzimy, że do wyznacze
nia pierwszego trójkąta potrzeba trzech części. Do każdego 
dalszego wystarczą dwie, trzecią bowiem może być n. p. 
bok poprzedniego trójkąta. Trójkątów jest: dla n  boku

Fig. 133. 1,1 — 2, stąd otrzymana poprzednio liczba: S n  — 3  części:

§ 55. W ieloboki um iarowe.
W i e l o b o k ,  m a j ą c y  w s z y s t k i e  b o k i  r ó w n e  i w s z y s t k i e  k ą t y  

r ó w n e  nazywa sie umiarowy, n. p. trójkąt równoboczny, kwadrat. Kąt wielo
boku umiarowego łatwo-obliczyć znając sumę wszystkich kątów. Wieloboki 
umiarowe są f i g u r a m i  s y m e t r y c z n e m i .  Widzieliśmy, że trójkąt równo
boczny miał trzy osie symetryi, kwadrat cztery; spodziewamy się, że pięcio
kąt umiarowy będzie miał pięć osi symetryi, sześciokąt 6 i t. d. — Że
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tak jest istotnie, wykażemy n. p. dla pięciokąta umiarowego. Poprowadźmy 
symetralną któregokolwiek kąta, n. p. <£ G i połączmy punkty A  i B :  
A  C X 3d B  C X  (I) więc linia G X  jest symetralną odcinka A B .  Punkty A  
i B  leżą więc symetrycznie.

W. figurze A B  B E  kąty przy boku A B  
są równe, jako reszty pozostałe po odjęciu równych 
kątów a i ? od równych kątów A  i B .  Także  ̂
boki B E  i A B  są równe, zatem ta  figura jest 
trapezem równoramiennym; symetralna boku równo
ległego jest osią symetryi całej figury. Razem więc: 
część C B E Z X  jest symetryczna względem 
GAJD Z X .

Podobnie wykazuje sie o każdym wielokącie.
Ogólnie więc: w i e l o b o k  m a  t y l e  o s i  s y m e t r y i ,  
i l e  b o k ó w  (lub wierzchołków).

Uwaga: na tej symetryi polega zastosowanie wielokątów umiarowych do 
ornamentacji (mozaiki, parkety, witraże). ■

K a ż d y  w i e l o k ą t  u m i a r o w y  da  s i ę  w p i s a ć  w k o ł o  i o p i s a ć  
n a  ko l e ,  t. z, posiada punkt równo oddalony od wszystkich wierzchołków 
i równo oddalony od wszystkich boków. Co więcej: o b y d w a  t e  p u n k t y  n a 
k r y w a j ą  s ię .

D o w ó d :  Wykreślmy symetralną X X  któregokolwiek boku wielokąta 
umiarowego, n. p. boku A B .  Przez punkty A B C  przeprowadźmy kolo. Po
nieważ środek kola leży na symetralnej każdej X
cięciwjjpa więć i linia X X  przechodzi przez 
środeł? kola. Każda zaś linia prosta, prze
chodząca przez środek kola jest jego osią 
symetryi. Zwróćmy teraz uwagę na czwarty 
wierzchołek wielokąta: ponieważ X X  jest 

' osią symetryi całego wielokąta, to punkt B  
leży symetrycznie do C, a więc także na 
temsamem kole, które łączy C A B .  Widzimy 
więc, że koło łączące trzy wierzchołki wielo- Fig. 135,
kąta umiarowego przechodzi także przez czwarty. Stosując tosamo rozumowanie 
do punktów A,  B,  B  i F ,  a później do dalszych wierzchołków, dochodzimy 
do wniosku, że wszystkie wierzchołki wielokąta umiarowego leżą na tem
samem kole. Aby środek tego koła znaleźć, wystarczy wykreślić linie sy- 
metralne dwóch boków. Wszystkie inne symetralne muszą przejść przez 
tensam punkt (dlaczego?). Podobne rozumowanie, zaśtosowane do symetralnej 
kąta wykazuje, że w każdy umiarowy wielobok da się w p i s a ć  k o ł o .  Mia
nowicie: Koło dotykające trzech boków w punktach A,  B ,  C, musi mieć 
względem prostej Y Y  (symetralnej kąta) symetrycznie punkt styczności B



z prostą P D , symetryczną do Q A  i t. d. Jeżeli liczba boków jest n i e p a 
r z y s t a ,  to symetralna kąta jest zarazem symetralną boku przeciwległego.

Wtedy naturalnie punkt przecięcia się sy- 
metralnych boków i symetralnych kątów 
jest tensam. Jeżeli liczba boków jest p a 
r z y s t a ,  to wskutek symetryi linie syme- 
tralne połowią się (co zresztą łatwo wykazać 
przy pomocy przystawania trójkątów [II]). 
Ich punkt przecięcia jest więc równo odda
lony od wszystkich boków (bo odcinki sy
metralnych boków są właśnie „odległościami") 
musi więc leżeć na symetralnych wszystkich 
kątów.

Fig. 136. Ten wspólny punkt nazywamy krótko
ś r o d k i e m  w i e l o k ą t a .  (Łatwo okazać 

z rozważania symetryi, że jestto zarazem środek ciężkości wielokąta. Oprzeć 
się na mechanicznem określeniu środka ciężkości!).

Jeżeli połączymy środek wielokąta z wierzchołkami, to kąt pełny w środku 
rozpadnie się na tyle równych części, ile wielobok ma boków. Przez to i koło 
opisane (lub wpisane) rozpadnie się na tylesamo równych części. P o d z i a ł  
k ą t a  p e ł n e g o  (lub kola) —  i wykreślenie wieloboka umiarowego, są to 
więc zadania równoważne. I t a k  trójkąt równoboczny potrafimy zbudować,
więc potrafimy koło podzielić na trzy równe części. Kwadrat daje podział 
koła na cztery równe części. Później poznamy sposób budowania (przy po
mocy cyrkla i lineału a bez kątomierza) pięciokąta i dziesięciokąta umiaro
wego, nauczymy się więc zarazem koło dzielić na pięć 4  dziesięć równych

części. S z e ś c i o k ą t u m i a r o w y  pozwala podzielić 
kolo na sześć równych części i to w sposób o wiele 
prostszy, aniżeli przy pomocy połowienia trzeciej 
części obwodu, otrzymanej zapomocą trójkąta równo
bocznego. Ponieważ bowiem a =  60° to i na kąty 
¡3 i -¡- zostaje po 60°, trójkąt A  O B  jest więc równo
boczny. Zatem: b o k  s z e ś c i o k ą t a  u m i a r o w e g o  
r ó w n a  s i ę  p r o m i e n i o w i  k o ł a  o p i s a n e g o .  
Aby więc w dane koło wpisać sześciokąt, wystarczy 

Fig. 137. odciąć sześć razy. promień (jako cięciwę) na obwo
dzie koła.

Podział koła na siedm części nie da się już uskutecznić przy pomocy 
linii i cyrkla; kątomierzem natomiast można tę konstrukcyę wykonać. Wrócimy 
później do tych zadań przy nauce o obliczaniu obwodów i powierzchni.

Z symetryą wielokątów umiarowych wiąże się także szczególne zacho
wanie się ich przy obrotach.

94
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Każdy wielokąt umiarowy da się przez pewne o b r o t y ,  o kąt mniejszy 
od 360° sprowadzić do nakrycia z pierwotnem położeniem. I  tak trójkąt 
równoboczny wystarczy obrócić około środka o 120°, aby nastąpiło dokładne 
nakrycie (punkt A  padnie na B , B  na G, a C  na A ). Po trzech takich 
obrotach wrócimy dokładnie do pierwotnego położenia wierzchołków. Podobnie 
kwadrat może wykonać obrót o 90°, a nie poznamy, że zmienił położenie. Po 
czterech obrotach wraca do 
pierwotnego położenia. Dla 
pięciokąta umiarowego mamy 
pięć takich obrotów po 72° 
i t. d. W  ogólności k a ż d y  
o b r ó t  s p r o w a d z a j ą c y  
d w a  w i e r z c h o ł k i  do n a 
k r y c i a  s p r a w i a  n a k r y 
c i e  s i ę  c a ł e j  f i g u r y .
Własność ta odróżnia wielo
kąty umiarowe od nieumiarowych. Żaden wielobok nieumiarowy nie ma tej 
własności, choćby nawet był figurą symetryczną. N. p. prostokąt, posiadający 
dwie osie symetryi można tak obrócić, że A  padnie na B, G na D  a mimoto 
inne części nie nakrywają się. Dopiero obrót o 180° sprowadza prostokąt do 
nakrycia z pierwotnem położeniem.

Fig. 138. Fig. 139.

§ 56. Aproxymacya obwodu koła.
Jeżeli w koło wpiszemy wielobok umiarowy, a następnie każdy łuk prze

połowimy i wpiszemy nowy wielokąt , o podwójnej liczbie boków i postępujemy 
w ten sposób corazto dalej, spostrzegamy, że kształt tego wielokąta zbliża 
się corazto więcej do kształtu koła. Cięciwy coraz trudniej odróżnić' od 
łuków a kąty obwodowe zbliżają się do 180°, tek, że coraz więcej zbliżamy 
się do jednostajnej, ciągłej zmiany kierunku, charakterystycznej dla koła
i wielu innych linii krzywych. Mówimy więc: koło można przybliżać (apro- 
xymować) corazto dokładniej zapomocą. wieloboków umiarowych wpisanych 
(a taksamo opisanych). Z tego korzysta się przy obliczaniu d ł u g o ś c i  ob
w o d u  i ł u k  u k o ł a ,  czem w osobnym ustępie będziemy się zajmowali.

Zdawaćby się mogło, że można koło aprosymować także zapomocą linii 
schodkowej, to znaczy wielokąta nieumiarowego (wklęsłego), którego co drugi 
wierzchołek leży na obwodzie, a którego boki są równoległe do dwóch średnich 
prostopadłych. N a oko takie przybliżanie się do kola może się nawet wydać 
usprawiedliwionem, ponieważ biorąc wierzchołki odpowiednio gęsto, nie odróżnili
byśmy tej linii od koła. Istotnie p o w i e r z c h n i ę  k o ł a  m o ż n a  w y c z e r p a ć  
takim  wielokątem, a l e  o b w o d u  wielokąta n i e  m o ż n a  u w a ż a ć  z a  p r z y 
b l i ż o n y  o b w ó d  k o ł a .  K ąty tu ta j nie dążą do wspólnej granicy 1 8 0 ° ; zmiana 
k ierunku —  jednostajna dla kola —  tutaj odbywa się skokami po 9 0°! Gdyby 
taka aproxymacya była dozwolona, moglibyśmy odrazu z tej figury obliczyć obwód
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k o la : Mianowicie długość tych schodków równa się podwójnej średnicy CI),
Całkowita ich długość wynosi więc

2 -2 r  -{- 2 . 2  r  =  8 r  i ; to nawet w gra
nicy, jeżeli schodki zagęszczają się w nie
skończoność. Tymczasem na obwód kola 
otrzymuje się wartość mniejszą ja k  7 r  
(mianowicie 6 ’28318  . r  patrz § 80).

Ćwiczenia VIII.
§ 54— 55. ^ /W y m ien ić  i wy- 

kreślić wszystkie możliwe typowe po
łożenia pięciu linii prostych na pła
szczyźnie. ,

2^/W ykazać, że każdy wielobok 
gwieździsty jest wklęsły.

g /  Obrawszy dowolnie 7 punktów 
na kole połączyć najpierw sąsiednie, 
potem co drugi kolejno, potem co trzeci 
i t. d. Ile rozmaitych wielokątów w ten 
sposób otrzym amy? Zrób tosamo z 6- 
kątem , 8-k ą te m !

$ f'W ykazać , że każda linia łamana wypukła je s t krótsza od każdej innej 
linii łamanej 'łączącej jej skrajne punkty, a leżącej całkowicie po stronie wy
pukłości.

,5 ./.He wynosi jeden k ą t 5-kąta, 7-kąta, 8-kąta. 9-kąta , 10-kąta umia- 
rowegtf'? ■ •

6 . Ile części potrzeba do konstrukcyi nieumiarowego 6-ką ta?  Obierz te 
części dowolnie i zbuduj 6-kąt.

. J / '  Czy dwa wielokąty mające wszystkie boki równe muszą być przy
sta jące?

' f y r  Jak ie  pomiary należy wykonać, aby zrobić plan pola w postaci 8-kąta 
nieumiarowego? .

9 ,' Jakim i wielokątami umiarowymi możnaby zapełnić całą płaszczyznę bez 
luk i bez nakryw ania się podwójnego? (Zbadaj kąty  .w punktach węzłowych!)

1 O/ Jak ie miejsca pozostaną wolne, jeżeli na/płaszczyźnie poukładamy obok
siebie liilk a  szeregów ośmiokątów umiarowych ? ■ ri/ ą ;  • : 'V

Wykreśliwszy przy pomocy kątom ierza pięciobok umjlrowy, opisać kolo 
i wpisać kolo.

12.. Podzielić obwód koła: a) na 12 równypli części, b) na 8, 16 równych części.
13. W  ośmiokąt umiarowy wpisać koło.

- 14. W ykazać, że dwa kw adraty obrócone względem siebe o 45°, a mające
wspólny środek m ają 8-k ą t umiarowy, jako  część wspólną (konstrukcya!).

15. W ykazać, że dwa tró jkąty  równoboczne obrócone o 60° m ają jako 
część wspólną 6-k ą t umiarowy. Zbadać symetryę tej f ig u ry !

1 G/Podzieliwszy koło n a  sześć równych części, przedłużyć promienie przecho
dzące przez punkty podziału o ich d ługość: z punktów końcowych zakreślić koła 
styczne zewnętrznie. W ykazać, ż e : a) te koła stykają- się ze sobą, b) że ich 
środki są wierzchołkami sześciobolcu umiarowego.

a wysokość podwójnej średnicy A  B.

B
Fig. 140.
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17. Czy romb ma przy obrotach tesame własności, co wielokąty umiarowe? 
U zasadnij!

18^ Zbudować z podanego boku : a) 6-kąt umiarowy, 6) 8-kąt umiarowy. 
1̂0^-Zbudować mając podany promień koła opisanego : a) 3 -k ą t równoboczny, 

b) 6-k ą t umiarowy, c). 8-kąt umiarowy.

§ 56 . 20. Wykreśliwszy koło o promieniu 1 dni przybliżać jego obwód zapo-
mocą 6-boku, 12-boku, 24-boku i t. d. opisanego i wpisanego. Każdym razem 
zmierzyć obwód wielobolcu opisanego i wpisanego. W  jakich granicach zawiera 
się obwód koła ? /  C '  * ‘

■ ■ ' ■ /  .

Ł o m n i c k i ,  Geometry a. I . i  H. 7



Proporcjonalność odcinków. Podobieństwo figur.
ł
§ 57. Stosunek odcinków.

Mówiąc o mierzeniu odcinków (str. 10) podaliśmy już sposób znalezienia 
stosunku dwóch odcinków. Trzeba było jeden odcinek mierzyć drugim a po
zostałą resztę dzielić na części drobniejsze i  wykonywać mierzenie tą częścią 

niniejszą. Trudno było jednak z góry przewidzieć, na jakie części należy 
resztę podzielić.

Sposób systematyczny polega na t. zw. mierzeniu l a ń c u c h o w e m ,  
które jest geometrycznem odzwierciadleniem znanego z algebry d z i e l e n i a  
ł a ń c u c h o w e g o  używanego dla znalezienia największej wspólrfej miary 

! dwóch liczb (sposób Euklidesa).
Aby zmierzyć odcinek A B  odcinkiem C D ,  odcinamy najpierw C D  

na A B .  Pozostałą resztę E B  odcinamy na C D , ile razy się da (n. p. na 
fig. 141 dwa razy) do punktu F . Resztę F D ,  odcinamy na reszcie E B

£ 6 (w naszym przykładzie trzy
i-------  -1— L— J1— ~?b razy), do punktu G. Resztę G B

odcinamy na reszcie F I )  (w na
ci 1 F\'"0 szym przykładzie pięć razy)

Fig. 141. i t. d. Jeżeli mierzenie się
skończy, to odcinek G B ,  któ

rym mierzyliśmy ostatni raz, j e s t  w s p ó l n ą  m i a r ą obydwu odcinków A B  
i C D . Mieści się bomem w naszym przykładzie pięć razy w F  D.

3 .5  —f- 1 =  16 razy w E B  
2 .1 6  — 5 =  37 razy w C D  a, .

3 7 +  16 =  53 razy w A B .
Liczby 53 i 37 są l i c z b a m i  w y m i a r  o w em  i odcinków A B  i C D  

(przy użyciu odcinka G B  jako jednostki), a s t o s u n e k  tych liczb wymia
rowych: 53 : 37, daje wykładnik stosunku odcinków:. A B  : C D  —  53/37.

Jeżeli odcinki są współmierne, mierzenie łańcuchowe musi się skończyć, 
prowadzi więc zawsze do znalezienia żądanego stosunku. Wykładnik sto
sunku jest wtedy liczbą całą lub ułamkową, t, j  l i c z b ą  w y m i e r n ą .

Rozdział IX.
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Istnieją jednak (w geometryi idealnej) także o d c i n k i  n i e w s p ó ł 
m i e r n e ,  a więc nie posiadające żadnej (nawet najdrobniejszej) wsjólnej 
miary. Takimi odcinkami są n. p. bok i prze
kątnia tegosamego kwadratu, jakto później zo
baczymy. </

Łatwiej to spostrzeżemy dla boku dziesięcio- 
ką ta  umiarowego i promienia kola opisanego.

Narysujmy jeden wycinek takiego dziesięcio- 
lcąta. K ąt środkowy odpowiedni wynosi 36°, a więc 
kąty  przy podstawio wynoszą razem 144°; na jeden 
wypada 72°. Poprowadźmy sym etralną B  CL k ą ta  B.
Trójkąt B  Cl C je s t równoramienny, a także tró j
k ą t B A G 1, jak  to wynika z obliczenia k ą ta  C{.
Stąd : bok C C X =  Cl B  =  A B .  Odcięliśmy w ten 
sposób bok A B  na A C .  Teraz resztę odetnijmy 
na A B  znowu w tensam sposób, t. j .  prowadząc 
symetralną C1 C2 k ą ta  Ct . L inia C2 B  je s t równa 
A C lt  powstała więc przez odcięcie reszty A  6\  na 
boku A B .  Teraz resztę A C S odcinamy na A C X 
przy jiomocy tejsamej konstrukcyi od punktu Ct 
do punktu Cs ; pozostałą resztę A  Cs odcinamy od

Fig. 142.C2 do Ci  i t. d. Ponieważ sym etralna kąta  trafia 
zawsze prżeciwległe boki p o m i ę d z y  wierzchoł
kam i leżącymi na nim, a nigdy nie trafi któregoś z t^ch wierzchołków, przeto 
nigdy nie wyczerpiemy całego odcinka A C  ani A B  przy tem mierzeniu ł ;ilica
ch owe m. Odcinki A B  i A C  są więc niewspółmierne.

Mimoto stosunek takich odcinków można obliczyć, będzie on l i c z b ą  
n i e w y m i e r n ą i  Gdybyśmy bowiem odrzucili l^ iłą  resztę pozostającą przy

mierzeniu, otrzymalibyśmy stosunek wymierny, n. p. — ; gdybyśmy zaś uzupeł-

^  ^ 1 I 1nili ostatnią reszfę, tak aby się dała zmierzyć, otrzymalibyśmy — - — . W ten

sposób zamykamy nasz stosunek pomiędzy dwie liczby, różniące sie o — . Gdy

byśmy podział poprowadzili dalej, otrzymalibyśmy drobniejszą resztę, mie
ściłaby się ona więcej razy w obydwu odcinkach, zamknęlibyśmy więc znowu

nasz stosunek pomiędzy dwoma liczbami
l' V +  l rożniącemi się o

«* ' ’ 1 
Wartość stosunku możemya więc o liczbę mniejszą od — (bo q' większe).

więc ujmować w granice corazto bliższe, zapoinocą dwóch szeregów liczb wy
miernych :

Z l' l" . Z + l  V Ą - i  l» Ą - 1
q ’ q"  q " ' ---------1 q ’ q' ’ q" ’

Wspólną granicą tych obydwu zbieżnych szeregów liczb nazywamy 
jak wiadomo z algebry — liczbą n i e w y m i e r n ą .

7*



Stąd wniosek: J e ż e l i  d w a  o d c i n k i  s ą  n i e w s p ó ł m i e r n e ,  i c h  
s t o s u n e k  j e s t  l i c z b ą  n i e w y m i e r n ą .

Tak n. p. w naszym przykładzie na fig. 142 można zamknąć stosunek A  C do 
A B  między następującymi szeregami liczb, 2 ,1 -7 , 1 ‘62, 1-619, 1-6181, 1-61804, 
a i ,  1-6, 1-61, 1-618, 1-6180, 1-61803 zbliżającymi się do liczby niewymiernej

1 (Por- str" 13^)-

* § 58. Stosunek podziału odcinka.

Jeżeli jakiś odcinek podzielimy dowolnym punktem na dwie części,, to 
. , stosunek dwóch powstałych odcinków nazywamy

100

c . B D s t o s u n k i e m  p,odzTaTu o d c i n k a .

Fig' 143' N. p. - ^ ^  j tś t  stosunkiem podziału od

cinka A B .  Podział ten nazywamy w e w n ę t r z n y m .  Jeżeli poza odcinkiem 

A B  obierzemy punkt D  i utworzymy stosunek j y y j , otrzymujemy s t o 

s u n e k  p o d z i a ł u  z e w n ę t r z n e g o .

Jeżeli zwracamy uwagę na k i e r u n e k  o d c i n k ó w ,  to stosunek

ma wartość u j e m n ą, albowiem odcinek A  C mierzymy na prawo a B  G na 
lewo. Jeżeli więc jeden kierunek obierzemy za dodatni, n. p. od A  ku C, 
to odcinek A  C uważamy za dodatni (jego liczba wymiarowa jest dodatnia) 
B  C za ujemny. Ich stosunek jest więc liczbą ujemną. Stosunek podziału 

A  I)
zewnętrznego: - j j - jy  ma zawsze w a r t o ś ć  d o d a t n i ą  (dlaczego?).

(Kiedy stosunek podziału wewnętrznego dąży do 0, — 1, do nieskończo
ności? Kiedy stosunek podziału zewnętrznego dąży do zera, do nieskończoności?)

Stosunek tych dwóch stosunków nazywamy: s t o s u n k i e m  p o d z i a ł u  
p o d w ó j n e g o  czterech punktów i używamy skrócenia:

Jeżeli stosunek pierwszy równa się drugiemu co do wartości bezwzględnej, 
a tylko znakiem się różni', podział odcinkami .Z? nazywa się h a r m o n i c z n y ,  
w każdym innym razie: a n h a r m o n i c z n y .

T) ‘ , . . . . .  A C  A D  ,
Przy podziale harmonicznym musi więc byc -j j j t  '• ~ j f j y  —  — czy“

krótko: ( A B  C D ) —  — 1 .
Wtedy A B  jest taksamo podzielony punktem C wewnętrznie, jak  

punktem D  zewnętrznie. N. p. jeżeli B  C jest trzecią częścią A  C, to i B  D  
musi być trzecią częścią A D .  Jeżeli punkty C, D  dzielą harmonicznie od
cinek A  B , to także odwrotnie punkty A , B  przedzielają harmonicznie od-
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q  ̂  jy
cinck C B .  Albowiem z r ó w n o ś c i — ~ 'j> jj  • wynika także

-ĆM
—,Ć7 J5

= -------- j j -j t i  czyli mnożąc przez — C B  a dzieląc przez — D A :  - j j~ y  =

=  — j / j p  a znaczymy ( C D  A  B)  =  — 1 .
' \  

Takie cztery punkty na prostej nazywają się h a r m o n i c z n i e  s p r z ę 
ż o n e .

unki podziała podwójnego odgrywają ważną rolę przy badaniu per- /
speftywiAzWch szeregów punktów i perspektywicznych pęków promieni. *

I J I
Bf, 59/ Proporcyonalność odcinków.

Podobnie jak w algebrze, tak i w geometryi ważną^rolę odgrywają 
p r o p o r c v e. Jeżeli mianowicie dwa, odcinki mają takisam stosunek, jak 
dwiiTinne, nazywamy je  p r o p o r c y o n a l n y m i  i piszemy:

A  B  : G B —  A '  B '  : C' B ' . -O
Najważniejszym przykładem takich odcinków proporcyonalnych są k a 

w a ł k i  o d c i ę t e  n a  d o w o l n y m  p ę k u  p r o m i e n i  z a p o m o c ą  dwó..cJi 
l i n i i  r ó w n o l e g ł y c h .

Zbadajmy najpierw d w a  p r o m i e n i e  przecięte 
dwoma liniami równoleglemi. Zajmijmy się najpierw 
przypadkiem, kiedy odcinki a i b są w s p ó ł m i e r n e .
Odcinając wspólną miarę Ic na każdym z nich mo
żemy podzielić a  na równe części, n. p. na m  ró
wnych części, a taksamo b tymsamym odcinkiem Ic 
na p  równych części.

Więc: a =  m. ' lc)  . . . . , , m. , 1  ich stosunek a : b  =  — .o — p . l c  I p
Jeżeli przez punkty podziału poprowadzimy szereg ;‘linii równoległych 

do B B ' ,  to wiemy, że także bok S B '  rozpadnie się na tyftsamo równych —
ale już innych od Ic — części Tc', (por. str. 48, § 27).

a więc: , 111 ‘ j'r l stad a' : b' =  ■
>' —  p . 1 c  |  -

m
~ J '  \

Otrzymaliśmy więc tęsamą wartość dla stosunku a' : V, co i dla a : b, zatem :

• a  : b —  a ' : b' słowami:

D w i e  p r o s t e  r ó w n o l e g ł e  o d c i n a j ą  n a  k a ż d e j  p a r z e  p r o - ^  
. m i e n i  o d c i n k i  p r o p o r c y o n a l n e .  '

Jeżeli odcinki a i b są n i e w s p ó ł m i e r n e ,  to dzielimy odcinek & na wiele
drobnych części k.  W tedy k  mieści się w b n. p. m  razy, a  w a mieści się
n. p. p  razy i zostaje reszta r, mniejsza od k. Więc
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C L---- p  k  —J— V

zatem —  o

b = = 771k

v_
771 +

r
■771 h

a
: T > A

771

(Jeżeli resztę opuścimy, otrzymamy na przybliżoną —  przez niedomiar —  

wartość stosunku a : b =  — }. Jeżeli zaś resztą uzupełnimy, aby wynosiła Jc
771 /

przez dodanie części r', mniejszej od Jc, t o :

a =  ( p  -{- 1 ) k  —  r ' 
b =  m  Ic

a p -4- 1 r'
zatem —  =  —1------------- —

b m  m  Ic

a p  +  1
” ,5Ct <  „  ■

(Opuszczając teraz część drobną r\ otrzymamy na przybliżoną wartość stosunku
—  przez nadm iar —

g +  Ł\ _ 
m ) 'a : b :

Zupełnie tesame nierówności otrzymamy dla stosunku a' : b' według po
przedniego twierdzenia.

J L < ± < £ + ± ; i J L < i r < Z ± L .
rn O m m  b m

1 *
Różnica tych wartości przybliżonych wynosi — , je s t więc bardzo mała, je -

771

żęlibyśmy b podzielili na bardzo drobne części. Różnica pomiędzy a musi

być jeszcze mniejsza od — , czyli dążv do zera z wzrostem m  (wykaż!). m
Liczby niewymierne, dla których różnica kolejnych wartości przybliżonych

'  a a'
ó w n e ,  więc , -y  —  ~jy~ cz)’h

a : b .== a' : V  , (1)

a a
dąży do zera, n a z y w a j ą  s i ę  r ó w n e ,  więc =  -̂ 7-  czyli

Z tej proporcyi można wyprowadzić inne, posługując się znanemi twier
dzeniami z algebry. Mianowicie: Z proporcyi a :b  =  a' :b ' wynikają także 
proporcye:

(a +  b) : a  =  (a' +  U) : a'
(a +  bj : b =  (a' +  b') : V 

czyli
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S B  : S A  =  SJB' : S A '  ■ (a)

S B  : A B  —  S B ' : A ' B '  (3)

Pierwszą z tych proporcji wyrażamy słowami: odległości (od imerzchołka 
pęku)  punktów przecięcia jednego promienia z  prostemi róibnoległerni są pro- 
.porcyonalne do odpowiednich odległości na drugim promieniu. .

Ale także odcinki c i c' prostych, równoległych mają tensam stosunek- 
S B : S A .

Aby to wykazać, uważamy B '  za wierzchołek pęku i z A '  prowadzimy 
A 'I )  równoległą do S B .  Wtedy według proporcyi (3) otrzymamy:

B 'B  : B 'D  =  B 'S  : ¡ ¡ § | czyli 
c : c' —  S  B ' : S  A ' (4 )* 7

Twierdzenia te nie ulegają zmianie, jeżeli proste równoległe leżą po  
p r z e c i w n y c h  s t r o n a c h  w i e r z c h o ł k a  S.

Wypowiedzieć te twierdzenia, uważając 
figurę S B  B ’ za trójkąt!

Na twierdzeniu zawartem w proporcyi (4) 
polega użycie t. zw. cyrkla proporcyonalnego, słu
żącego do pomniejszania wszystkich odcinków jak ie
goś rysunku w stałym stosunku. Są to dwa ra 
miona ruchome około punktu O i dające się prze
sunąć tak , że O A '  ma żądań 3SL aek do O A.
W tedy przy każdej rozwartość. \*i. don końce A ' Ii' 
zawierają odcinek, pozostający d' A B  w stałym, 
żądanym stosunku.

Twierdzenia te można oa wrócić w nastę
pujący spósób:

Jeżeli, dwie proste odcinają na dtcóch pro
mieniach odcinki proporcyonalne, to te proste są 
równoległe. (Dowód niewprost.) Jest to nowy 
sposób sprawdzenia równoległości linii (nowe Fi£- 145-
k r y t e r y u m ,  jak się nieraz wyrażamy).

Przeniesienie tych twierdzeń na p ę k i  p r o 
m i e n i  z ł o ż o n e  z dowro l n e j  l i c z b y  p r o 
s t y c h  i p r z e c i ę t e  dwoma liniami równo
ległymi nic sprawia żadnych trudności. (Prze
prowadź dowód).

*  Na liniach równoległych otrzymamy wtedy 
dwa perspektywiczne szeregi punktów, mające tę 
własność, że odpowiednie odcinki są proporcyo
nalne. Takie s z e r e g i  p u n k t ó w  nazywają się
p o d o b n e ,  a : a' =  b : b' — c : c' —  . . . . Ważne jest odwrócenie tego 
ostatniego twierdzenia. Mianowicie: Jeżeli na dtcóch prostych równoległych
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leżą podobne szeregi punktów, to proste łączące odpowiadające sobie punkty 
przecinają się wszystkie w jednym  punkcie S ; jeżeli szeregi punktów są przy
stające, proste są równoległe.

D o w ó d :  Jeżeli a i a' są równe, to i wszystkie inne odpowiednie od
cinki są parami równe, wtedy zaś proste łączące końce tych odcinków są 
równolegle (dlaczego?). Jeżeli a  i a' nie są równe, to proste S X  i S  Y  prze
cinają się w punkcie S. Chodzi o to, czy także każda inna prosta, n. p. S  Z, 
łącząca punkty odpowiednie, przechodzi przez 6'? Otóż gdyby ta prosta prze
cięła prostą S  Y  w jakimś innym punkcie P , to stosunek b : V miałby inną 
wartość aniżeli a : a'. Albowiem a: a' = S  B  : S  Ti', a b: V byłoby .== P B  : P B .  
Te stosunki nie mogą być równe, bo jeżeli dzielną S B  i dzielnik S B  (po
przednik i następnik) o tę samą wielkość S P  zmniejszymy, iloraz (stosunek) 
zmieni swą wartość (chyba gdyby dzielna równała się dzielnikowi — a prze
cież S B  nie równa się S B ' ) .  Punkt P  nie może więc leżeć w innem 
miejscu, jak  w S.  *

§ 60. Zastosowanie twierdzeń o promieniach przeciętych  
liniami rów noległem i.

Przy pomocy poznanych twierdzeń o odcinkach proporcyonalnych można 
wykonać wiele ważnych konstrukcyi: a) Dany odcinek podzielić w żądanym

stosunku. K  p. A B  chcemy podzielić w sto- 
x  sunku 2 : 5. Kreśli się z końca odcinka drugą

b) Do trzech danych odcinków a, b, c znaleźć czwarty proporcyonalny x.  
Zadanie to nazywamy graficznym rozwiązaniem proporcyi. Figura 148 wy
jaśnia postępowanie prowadzące do znalezienia żądanego odcinka x.

a : b  =  c :x.

*  c) Wykreślić linię prostą z danego punktu P , zdążającą do niedo
stępnego punktu przecięcia się dwóch prostych x, y. Prowadzimy przez P

prostą A x  dowolnie nachyloną do A B .  Na tej 
prostej odcina się 2 +  5 =  7 równych — ale jakich- 
bądź — kawałków. Łączymy J)  z B  a z punktu
O prowadzimy równoległą C E  do D  B,  to 
A E  : E B  == A C  : C D  czyli: A E  : E B  =Fig 147.
=  2 : 5 .

a 6
Fig. 148. Fig. 149.
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dowolną prostą p,  przecinającą obydwa ramiona x, y. Kreślimy jakąkolwiek 
prostą q, równoległą do p  i dzielimy A B  w tymsamym stosunku, w jakim 
P  dzieli M N .  Prosta z  łącząca obydwa punkty podziału zdąża do nie
dostępnego punktu przecięcia się prostych x  i y. Uzasadnić tę konstrukcyę! *  

/ Przy działaniach odcinkami omówiliśmy mnożenie odcinka przez liczbę. 
Obecnie możemy określić m n o ż e n i e  o d c i n k a  p r z e z  o d c i n e k ,  czyli 
g r a f i c z n e  m n o ż e n i e .  Rozwiążmy graficznie proporcyę 1 : a  =  b : x

Fig. 150.

Otrzymamy odcinek: x  —  ab.  Gdybyśmy używali papieru „milimetrowego“ , 
wygodniej byłohy obrać proste A B  i A X  p r o s t o p a d ł e .  Wtedy wprost 
odczytalibyśmy z podzialki, ile wynosi iloczyn ab.

Postępowania tego można użyć z korzyścią, jeżeli mamy n. p. pomnożyć 
liczby wymiarowe dwóch odcinków jeszcze nie zmierzonych: bierzemy' je  
w cyrkiel i odcinamy na ramionach kąta/
X O  B,  jeden od punktu O, drugi od 
punktu I  i prowadzimy linie m // n. Trzeba 
wykonać tylko j e d n o m i e r  z e n i e. Tym
czasem wr zwykłym sposobie wykonywania 
tego zadania trzeba wykonać d w a  mi e-  
r z e n i a i j  e d n o (s k r ó c o n e) m n o ż e n i e^

Mnożenie odcinków — według tej 
konstrukcji — posiada p r  a w o p rz  e m i e n- 
n o ś c i ,  ł ą c z n o ś c i , ,  r o z d z i e l n o ś c i ^  > Fig. 151.
i m pjlił^onJ^spraW dzić!).

Dzielenie odcinków określamy jako odwrócenie tego mnożenia. Więc 
n. p. znacząc a . b literą c, określamy dzielenie, jako rozwiązanie proporcji
1 : a — x  : c, s tąd : a : 1 =  c : x.
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Z figury 151. widzimy, jak  należy wykonać konstrukcyę, aby znaleźć 

iloraz x  =  , czyli wykonać g r a f i c z n i e  d z i e l e n i e .

Fig. 162.

§ 61. Podobieństw o figur.
Proporcyonalność odcinków jest cechą charakterystyczną figur p o 

d o b n y c h .  W  życiu potocznem używamy słowa „podobny“, aby wyrazić, że
dwa przedmioty mają tensam kształt. 
W geometryi staramy się dokładniej 
rozważyć, na czem polega ta wspól
ność kształtów. N. p. figury I. i II. 
nazwiemy w życiu potocznem po- 
dobnemi. Jedna jest — jak  widzimy
— p o m n i e j s z e n i e m  drugiej; wy
miary figury II. sąskróconymi wymia
rami figury I., ale wszystkie w y m i a r y  

s ą  s k r ó c o n e  w t y m s a m y m  s t o s u n k u ,  kąty_ zaś pozostały n i e z m i e 
n i o n e .  Opierając się na tem spostrzeżeniu budujemy następujące okre
ślenie :

Figury nazywają się podobne, jeżeli-luszystMe odpowirdnie odchiki, obu
jigur są pmporoyoncdne. a 
wszystkie kąty równe. \

Tę. stałą wartość sto
sunku dwóch odpowiednich 
odcinków w dwóch figurach 
podobnych nazywamy w i e l 
k o ś c i ą  z m n i e j s z e n i a  
(powiększenia) lub- krótko 
z m n i e j s z e n i e m  (po
większeniem).

Znakiem wygrażają
cym podobieństwo jest ~  
(por. str. 36). Tak n. p. 
dwa koła są zawsze po
dobne, bo w jakim sto
sunku jest jedna para pro
mieni dwóch kół, w takim- 
samym są wszystkie inne 

Fig. 153. pary promieni, wszystkie
cięciwy, sieczne i t. d. 

Jeżeli przez wierzchołki jakiejkolwiek figury poprowadzimy pęk pro
mieni, to łatwo otrzymać f i g u r ę  p o d o b n ą .  Trzeba tylko z dowolnego punktu
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jednego promienia poprowadzić linię równoległą A ’ JB' do odpowiedniego boku 
figury I, z punktu B '  równoległą do B G .  i  t. d. . aż się figura II. zamknie. 
Istotnie kąty figur I. i II. są równe, jako kąty o ramionach zgodnie rowno- 
ległycl). ■ Boki są proporcyonalne; wykazujemy to łańcuchem proporcyi:

A B  : A 'B '  —  S B  : S B '  =  B  G : B ' C' =  S G  : S C ' =  D G : D ’G ' =  S D  :
: S D '  —  A D  : A 'D ',  

z którego wynika: A B  : A 'B '  —  B  C : B ' C' —  D  G : D ' G' =  A D  : A 'D

To dowodzi zarazem, że figura II. musi się zamknąć (w przeciwnym razie 
stosunki A B  : A 'B '  i A D  : A "  1T nie byłyby równo temusamemu stosun
kowi : S A  : S  A ') na co trzeba uważać przy konstrukcyi na rysunku. Kąty 
są równe, boki proporcyonalne, więc I  II. Taksamo możnaby figurę II ry
sować na przedłużeniu promieni poza wierzchołek S.

' Opierając się na podobieństwie figur umieszczonych w pęku S  możemy 
wykazać, że: dwie figury podobne zawsze dadzą się tali ustawić, ¿e odpo
wiednie odcinki są równolegle, a proste łączące odpowiadające sobie punkty  
przecinają się 1 w jednym  
punkcie (tworzą jeden pęk 
promieni).

D o w ó d :  Mając' fi
gurę II co I, wykreślamy 
w pęku S  figurę III, ma
jącą jeden bok b —  a  i ró
wnoległy do boku c i po
dobną do I. Będzie więc 
ona także podobna do II.
Ale co więcej: figura III 
Ss? II, "ponieważ ma kąty 
równe, a boki zmniejszone

w stosunku — =  —  =  1 ,
a a

to znaczy równe.
Jeżeli zaś II e j  III, Fig. 154.

to można przez ruchy
(jakie?) sprowadzić II do nakrycia z III, a więc w położenie, o którem mó
wiliśmy w twierdzeniu.

U w a g a :  Wystarczy obrót około punktu A  taki, aby było a || ć, d  || e. 
Wykazać, że wtedy proste łączące odpowiednie punkty schodzą się wr jednym 
punkcie!

Położenie takie dwóch figur podobnych nazywamy p o ł o ż e n i e m  po- 
d o b n e m ,  a wierzchołek pęku S  . ś r o d k i e m  p o d o b i e ń s t w a  i t o  z e 
w n ę t r z n y m ,  jeżeli obydwie figury podobne leżą po tejsamej stronie S,



108

a w e w n ę t r z n y m ,  jeżeli figury podobne leżą po przeciwnych stronach 
punktu S.

Porównaj zachowanie się dwóch figur przystających ustawionych równolegle! 
Tak n. p. d w a  k o l a  mają z a w s z e  p o ł o ż e n i a  p o d o b n e .  Aby 

znaleźć środek podobieństwa zewnętrzny, wykreśla się dowolne diva promienie
równoległe i linię środkową.

Fig. 155.

Linią łącząca końce . promieni 
równoległych przecina się z linią 
środkową w środku podobieństwa. 
Środek wewnętrzny znajduje się. 
kreśląc dwa promienie równo
ległe, ale zwrócone w strony 
przeciwne. (Udowodnij !) Ponie

waż i styczne wspólne schodzą się w tych punktach S . i S Wt przeto wynika' 
stąd prosta k o n s t r u k c y a  w s p ó l n y c h  s t y c z n y c h  d w ó c h  kół .  (Po
równaj ćwiczenia 31, 32, 33 na str. 77.)

§ 62. Znamiona podobieństw a trójkątów
V /  . V ■ ____~

Podobnie jak dla zbadania przystawania dwóch figur nie trzeba było 
porównywać wszystkich boków i kątów, tak i przy badaniu podobieństwa wy
starczy porównanie niektórych tylko części składowych.

Dotychczas podaliśmy dwa określenia podobieństwa, równoważne ze sobą:
a) Doki mają być proporcjonalne a Icąty równe lub
b) figury dają się tale usłataić, ze wszystkie boki odpowiednie są równo

legle, a proste łączące punkty odpowiednie tworzą jeden pęk.
Określenia te podają zupełnie wystarczające znamiona podobieństwa, ale 

aż „nadto wystarczające“, to znaczy: wystarczy wiedzieć o wiele mniej o dwóch 
figurach, aby być pewnym, że są podobne. Wybierzemy te warunki, które 
są niezbędnie k o n i e c z n e  a zarazem wty  s t a r  c. z a j ą c e. x

Jakikolwiek problem naukowy uważamy dopiero wtedy za gruntownie zba- \
dany, jeżeli zdołamy podać warunki wystarczające (t. j. nie za malo) i konieczne j
(t. j. \nie za wiele). ■ /

Okażemy więc, że do zbadania podobieństwa dwóch trójkątów wystarczą
i są konieczne następujące warunki:

(I’) [Dwa trójkąty mające j eden, kąt równy, 'a dwa boki zamykające
go proporcyonalnc, są podobne, (y =  y' ; a : a' —  b : V).

(IP) Diva trójkąty mające dwie pary kajów równe, są podobne (a =  a',
'V

(III') D iva trójkąty mające dwa boki proporcyonalnc, a kąt lezący ria- 
przećiwko większego boku równy, są podobne (a : a' —  b : b!; a =  ćt' przy- 
czem a >• b). v

(IV') Dwa trójkąty mające trzy boki p r o p ó r ć y o n a l n rlobne.

%
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(« :«•' =  & : V ;
<& a' —  c : c')

Są więc c z t e r y  p r z y p a d k i  p o d o b i e ń s t w a ,  zupełnie podobne do 
czterech przypadków przystawania, tylko „równość boków“ zastępujemy „pro
porcjonalnością boków“.

Każdy przypadek podobieństwa zawiera tylko dw a w a r u n k i  (w przy
stawaniu mieliśmy trzy). Zwróćmy ̂ J eszcze uwagę na to, że' w trójkącie 
równość kątów pociąga za sobą proporcyonalność boków (II') i odwrotnie: 
proporcyonalność boków pociąga za sobą równość kątów.ijfPrzy przystawaniu 
/nie mieliśmy takiej wząjenmościj Dowodzi to, że sama wielkość boków nie j 
f zależy od kątów, tylko s t o s u n k i  b o k ó w  są  z a l e ż n e  od k ą t ó w , są funk-j 

j  cyami kątów. Znając Łąty, potrafimy obliczyć stosunki boków (a nie same1, 
boki). Natomiast z równości boków wynika już równość kątów, więc kąty są; 

Yfunkcyami samych boków; znając boki trójkata, można obliczyć kąty. Wszystkiey 
/ t e  obliczenia wchodzą już w zakres trygonometryi. Tam też bada się do- 
1; kladnie właściwości tych 

funkcyi. (Dla czworokątów 
już równość kątów nie 
sprawia propprcyonalności 
boków, n. p. prostokąt a 
kwadrat!) Dowody przy
padków podobieństwa prze
prowadzimy tylko dla (II1)
i (IV'). Inne przeprowadza 
się w takisam sposób. Za-

• cznijmy od przypadku (II'), 
w którym o. —  a' ¡- ¡3 =  ¡3'.
Przedewszystkiem musi być 
-f =  jako reszt} do 180°.
Chcemy jeszcze wykazać proporcyonalność boków. Odetnijmy w tym celu 
trójkąt A B ' O  od wierzchołka O. To można uczynić, ponieważ 7 =  f '. 
Linia D E  będzie równoległa do A B .  bo a’ —  n, a to są kąty odpowiednie 
utworzone przez dwie linie, przecięte trzecią. Z równoległości linii wynikają 
propoi’Cve:

C A  : C D  =  C B  : C E  — A B  : D E  czyli 
C A  : C  A  =  C B  : C  B ' =  A  B  : A  B' .

Więc trójkąty I i II mają kąty parami równe, boki parami proporcyonalne, 
są zatem podobne: I c o I I v

Dla dowiedzenia (IV') przypadku, opieramy się na założeniu:
A C : A B  : A 'B '  =  B C : B ' C

Odcinamy C D  = A  'C” (lig. lijó^i prowadzimy lin ię : DJŹJi A  B , to trójkąt C D  E  ~  
A B C , bo ma dwa kąty równe (<£jO =  ^  A  i <£ E  =  ¿c B).  Pytanie, czy 

trójkąt O D E  zastępuje trójkąt A ' B ' C ,  t. j. czy jest do niego przystający?
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C E

Otóż: A C  : 
B C - A ' C '  

~  A C

C D  —  B C  : C E  czyli A C  : A ' C' =  B  C : Ć E '  stąd 

W założeniu zaś mieliśmy: A C : A ' C' =  B  C : B ' C' 

7? C1 4' Cu
stąd' B '  a więc CE^Jna tęsamą

wykazuje się,

Fig. 157.

wartość, co B '  C y  Taksamo wyKazuje się, ze 
D E ^ z  A 'B ',  więc trójkąt C D E  jest przystający 
do A 'B 'C '.  Jeżeli więc C D E  co A B  C, to i 
Al B ' C' musi być podobny do A  B  C.

Dla sprawdzenia podobieństwa czworoboków, 
pięcioboków, . . . wieloboków, trzeba porównać 
więcej części, ale zawsze o jedną mniej, aniżeli do 
przystawania. Figury bowiem podobne stają się 

przystające, jeżeli jeden bok obydwu figur zrówna się (z zachowaniem kształtu 
całej figury).

K o n s t r u k c y a  trójkąta podobnego do danego trójkąta jest bardzo 
prosta: wystarczy p r z e n i e ś ć  d w a  k ą t y  (II'). Jeszcze prościej można to 
zrobić o d c i n a j ą c  p r z y  p o m o c y  l i n i i  r ó w n o l e g ł e j  od t r ó j k ą t a  
c z ę ś ć  g ó r n ą .  Konstrukcya ta  jest nieoznaczona: trójkątów podobnych istnieje 
bowiem nieskończenie wiele różnych pod względem wielkości. Jeżełi jednak 
dany jest jeszcze jeden bok, lub stosunek zmniejszenia (zwiększenia), konstruk
cya jest oznaczona. Ponieważ do budowania figur podobnych potrzeba mniej 
części, aniżeli do figur przystających, przeto z a d a n i a  k o n s t r u k c y j n e  
u ł a t w i a m y  sobie często w ten sposób, że r y s u j e m y  n a j p i e r w  f i g u r ę  
p o d o b n ą  do żądanej figury a później powiększamy ją  lub pomniejszamy od
powiednio do pozostałego warunku zadania. Ten sposób postępowania nazy
wamy: niefodą figur podobnych. Wyjaśnimy tę metodę na przykładzie:

/  Zbudować trójlcąt, m ając jego obicód i  dwa Icąty u, a, ¡3. Rysujemy I
trójkąt podobny do żądanego, mianowicie trójkąt mający tesame kąty a i ¡3,

a zresztą dowolny A B C .  
Rozwijamy jego obwód, obra
cając boki A C  i C B  tak, 
aby były przedłużeniami boku 
A B .  Łącząc C z P  i i i i  
otrzymujemy trójkąt. Obwód 
jednak ma mieć długość 
JPX =  u, powiększamy więc 

trójkąt P C M  przedłużając P C  i kreśląc X C ' \ \ M C :  Od punktu C' kre
ślimy teraz trójkąt A l podobny do A B C  i w podobnem położeniu 
(C A ' [| C A , C B ' \\ CB) .  Jego obwodem jest istotnie P I  (bo jeżeli było 
P  A  —  A  C, to wskutek podobieństwa musi być P A '  =  A 'C ', a taksamo 
B X '  —  B 'C ') a kąty są niezmienione: a i £ (por. zad. 41, Str. 78).
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N a podobieństw ie tró jkątów  polega osobny przyrząd do rysow ania figur 
podobnycli (do pom niejszania i  pow iększania figur), zwany p a n t o g r a f e m .  

Przyrząd ten składa się z czterech prętów tworzących równoleglobok : A B C  O. 
W  jednym punkcie S  przytwierdza się przyrząd stale do płaszczyzny rysunku 
Ramiona równolegloboku są ruchome w przegubach, około punktów A , O, B ,  6',

159.

a prócz tego cały przyrząd można obracać .około punktu S. Jeżeli kolec K, 
umieszczony odpowiednio na ramieniu B  C, posuwamy po jakiejś figurze, to ołówek 
umieszczony w punkcie O zakreśla figurę podobną, pomniejszoną. Jeżeli pomie- 
niamy role punktów O i K,  otrzymamy figuro, powiększoną. Stosunek powięk
szenia lub pomniejszenia wynosi S'A

Dowód: Obrawszy punkt ¿'"stosownie do żądanego pomniejszenia figury, 
obieramy punkt K  tak, aby S A  : A O  =  S B  : B K .  W tedy tró jkąty  S O A
i S K B  są podobne (1'), ponieważ także S A  O == S B K .  Z podobieństwa 
wynika, że O S A  =  K S B ,  a więc ramiona S O  i S K  nakrywają się, za
tem punkty S, O iJJtT l e ż ą  n a  t e j  s a m  ej  l i n i i  p r o s t e j .  Przytem S O - . S K  —
—  S A  : S B .  Tosamo można udowodnić w każdem innem położeniu. Jakkolwiek 
więc obrócilibyśmy pręty A B ,  A  O, B C  i OC,  zawsze punkty O1 i K '  będą leżały 
na tejsamej linii prostej, co i S, a  stosunek S O ' : S I C  pozostaje równy stosun
kowi S A  : S B .  F igury  zakreślone punktam i O i K  są więc podobne i po
dobnie położone (por. str. 107).

§ 63. Zastosow anie podobieństw a trójkątów do trójkąta 
1/  prostokątnego.

W dowolnym trójkącie pro
stokątnym poprowadźmy prosto
padłą z wierzchołka kąta prostego 
do przeciwprostokątni. Powstają 
dwa trójkąty podobne do siebie
i do całego trójkąta. Albowiem: . A g

Fig* 160.
a <£ f  o jako kąty, których 
ramiona są zgodnie prostopadłe: więc J r v . lL

Następnie : ^ C  =  a -§C a =  <£ A, więc I ~  III. Stąd już wynika 
także: II <v III.
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Fig. 161.

Z podobieństwa trójkątów wynika proporcyonalnośe boków odpowiada
jących sobie (boki odpowiadające sobie leżą naprzeciw odpowiadających sobie, 
to znaczy równych kątów). Otrzymujm y więc następujące proporcye:

(1) p  :w  =  w : q wynika z podobieństwa trójkątów I i II.
(2) p  : b —  b : £ / 'wynika z podobieństwa trójkątów I i III.
(3) q : a —  a : c wynika z podobieństwa trójkątów II i III.

Proporcye te można wypowiedzieć w następujący sposób:
W  trójkącie prostokątnym wysokość należąca do yrzeciwwostokatni icst 

średnią geometrycma nrÓborct/onahia pomiędzy obijUwofM odcinkami przeciw- 
jnyjstekatni a_J :a zd a  przyprostokątnia jest średnią geometryczną ponuedzy 
swoim rzutem  na przeciwprostoTĘfm ę^xalą^'zeviMiQ3M-okątjiiqr--

Pomcważ^każdy kąt wspierający się na półkola jest prosty, m ożem y/ 
twierdzenie nasze zastosować Ho koła : P rostopadła z obwodu kola do

średnicy jest średnią RreoingcinllZiT  ̂
dwoina odcinkami ś r e d n i  a każda cięciwa jest 
średnią^ geometryczną -między średnicą a“ rzutem , 
swoiiif na~średmcę, przechodzącą' przez jej punkt 
początkowy.

"Twierdzenie to prowadzi do łatwej k o n - j  
p t r u k c y i  - ś r e d n i e j  g e o m e t r y c z n e j  dwóch 
danych odcinków a, b. Budujemy mianowicie 

półkole na odcinku ę Ą - b  i wykreślamy prostopadłą do średnicy w punkcie 
wspólnym odcinkom a i b. [Można tąkże użyć cięciwy, wtedy jednak na\ 
większym odcinku trzeba odciąć mniejszy i półkole zakreślić na większym I 
odcinku. /

Z rozwiązania próporcyi: a : x  —  x  : 1 , wynika
x  —  Va~ a więc:

Wykreślenie średniej geometrycznej dwóch liczb daję nam zarazem s p o s ó b  
g r a f i c z n y  o t r z y m a n i a  d r u g i e g o  p i e r w i a s t k a  z każdej liczby.

Z proporcyi (2) i (3) wyprowadzimy jeszcze jeden bardzo ważny wniosek. 
Ponieważ iloczyn wyrazów średnich równa się iloczynowi wyrazów skrajnych, 
przeto z (2) i (3)~ wynika:

^ °  1 razem a- -f- b~ =  (p  4 - <]) . c a^ —  ą c]  1 A i' 1 • •,
Ale p - \ - q  =  c, więc: ;

a s - \-b -  —  c*

Słowami: Suma kwadratów (liczb wymiarowych) obydwu przyprostokątni 
równa się kwadratowi (liczby wymiarowej) przeciwprostokątni.

Twierdzenie to, zwane t w i e r d z e n i e m  P i t a g o r a s a ,  odgrywa w geo- j 
metryi nadzwyczajnie ważną rolę. Do twierdzenia tego powrócimy jeszcze 
przy obliczaniu powierzchni i objętości.



§ 64. Średnia harmoniczna.

W  algebrze rozważa się obok średniej arytmetycznej i geometrycznej 
lakże średnią harmoniczną dwóch liczb.

Średnia arytmetyczna wynika z równania:

a — s =  s — b; stąd s = - — ^—•

Średnia geometryczna wynika z równania:
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a : s =  s : b; stąd s =? V a b.

Ś r e d n i a  zaą h a r  mo n i c z n a  wynika z proporcyi a : (« — s) =  b : (s — b) i jak

łatwo obliczyć ma wartość: s =  '! 'f - .• . a-Ą-b

Znamy już sposób konstrukcyjny znalezienia średniej arytmetycznej (por. 
twierdzenia o trapezie i ćwiczenie 28, str. 90) i średniej geometrycznej.

'  ć — - -  ■''C B  
Fig. 162.

Średnią harmoniczną otrzymamy z harmonicznego podziału odcinka (por. § 58, 
str. 100). Jeżeli bowiem

( A B C  U)  =  — 1 czyli 
A C  A D  _
B C  : B D  ~  ’

A C : B  C =  — A  D : B D  ale B C  —  - C B , więc A  C : — C B  = — A D : B  D.

Mnożąc obie strony przez — 1 : A  C : C B  =  -j- A D  : B D .
Z figury zaś widzimy, że wtedy a : (s— a) =  b : (b—s), czyli zmieniając znaki
w 2. i 4. wyrazie a : (a — .?) =  b : (s — 7;).

Otóż w podziale harmonicznym odcinek podzielony jest średnią. harmo
niczną między odcinkiem mniejszym a większym. Taksąmo można wykazać, 
że odcinek C D  jest- średnią harmoniczną między B D  i A D .  -

Aby więc znaleźć średnią harmoniczną, trzćba umieć do trzech punktów 
dowolnych znaleźć czwarty harmoniczny. Użyjemy do tego półkola,' mia
nowicie :

Udowodnimy, że b i e g u n  i b i e g u n o w a  k o ł a  (por. str. 65) p r z e 
d z i e l a j ą  h a r m o n i c z n i e  ś r e d n i c ę .  Z dowolnego punktu A  poza kołem 
poprowadźmy styczną A  X.  to A  jest biegunem a prosta B X  prostopadła 
do średnicy jego biegunową. Ponieważ promień O X  jest prostopadły do

Ł o m n i c k i ,  Geometrja i .  i U .  8
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stycznej; to trójkąt A  O X  jest prostokątny, możemy-więc do niego zastosować 
twierdzenie o średniej geometrycznej. Otrzymamy proporcyę:

O B  : r —  r  : O A  czyli n :  O B  =  O A  : r. Stosując do tej proporcji 
twierdzenie o sumie i różnicy jej wyrazów otrzymamy:

(V — O B ) :  (r +  O B )  = \ O A  —  r) : ( O A  +  r)
A B .

Zmieniając kierunek 
trzech odcinków otrzy
mamy :

' C B  : — B B  =  
=  — CA.  : — B A  a. 
zmieniając znaki 2 i 4 
wyrazu CJB „: B  B  =  
=  — C A  : B A .

To zaś dowodzi,
o że ( C B  A B )  —  — 1 .

Aby ivi§c znaleźć 
punkt- B , harmonicznie

sprzężony £•■ punMatni A , C, B \  a przedzielający wewnętrznie punkty C i  B ,, 
kreślimy koto na C B , z  punktu A  prowadzimy styczną do kola a z  punktu  
styczności X  cięciwę prostopadłą do średnicy C B . j

Stąd następująca konstrukeya średniej harmonicznej:
N a  większym odcinku A B  =  b, odcinamy mniejszy A C  =  a. Kreślimy 

punkt B  harmonicznie sprzężony z  A , C, B  leżący między C i  B ,  to od- ; 
cinek A B  jest średnią harmoniczną między odcinkami a i b.

Jak można znaleźć punkt* harmonicznie sprzężony z B , C, B ,  leżący ze- J  
wnątrz odcinka C B  ? *

*  § 65. Zastosow anie podobieństw a trójkątów do koła.
Poprowadźmy z dowolnego punktu S  

poza; kołem pęk promieni i zwróćmy uwagę 
na odcinki każdego promienia zawarte między 

-s wierzchołkiem pęku a obwodem koła, n. p. 
S A ,  S A ’, S B ,  S B '  i t. d. Trójkąty S A  />''
i S A ' B  są podobne, ponieważ mają po dwa 
kąty równe (<£ A  =  B ,  S  =  S),  więc
boki leżące naprzeciw równych kątów są pro- 
porcyonalne. Otóż:
S B  =  S B ' : S A \

S A '  =  S B .  S B ' .  Słowami:
W  pęku promieni przecinającym kolo iloczyn odcinków każdego promienia 
zawartych między wierzchołkiem pęku a obwodem kola jiia stalą wartość.

Fig. 164.

lub
S A

S A
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Aby tę stalą wartość łatwo obliczyć, zsuwamy punkty A  i A! coraz 
bliżej: skoro się te punkty nakryją, sieczna zamienia się na styczną S  G, 
a iloczyn dwóch różnych odcinków zamieni się na iloczyn dwóch równych 
odcinków: S C . S C  czyli S C '2. Otóż: Słała wartość tego iloczynu równa się 
drugiej potędze odcinka stycznej z  punktu S . Dlatego ten iloczyn nazywamy: 
potęgą koła ze względu na punkt S.

Z figury widzimy, że wartość tej potęgi • wynosi p -  =  e2 — r 3 i jest
liczbą dodatnią (według twierdzenia Pitagorasa). Gdyby wierzchołek pęku S
leżał wewnątrz kola, to taksamo dowodzi się, że

S A . S A ’ =  S B . S B ’ =  — S C 2.

(znak: —  pochodzi stąd, że S  C1 =  — S  C). S  C nie jest 
teraz odcinkiem stycznej, ale połową c i ę c i w y  prosto- 5 
padłej do linii łączącej S  ze środkiem koła. (Cięciwa ta 
jest przepołowiona punktem S.) Potęga koła ze względu 
na ten punkt S  wynosi p-  =  —  (r- — c~) czyli p 2 =  Fig. 165.
— c2 — r 2, oblicza się więc tymsamym wzorem, ale war
tość otrzymuje się u j e m n ą ,  ponieważ, c O -  -Tężeli wreszcie punkt S  leży 
na kole, to e =  r, więc potęga: p 2 =  0, jest więc r ó w n a  z e r u .  *

66. D ziesięciokąt umiarowy. Podział złoty.
Przy pomocy twierdzeń o podobieństwie trójkątów możemy rozwiązać za

danie, któreśmy pominęli w nauce o wielokątach umiarowych, dotyczące p o 
d z i a ł u  k o ł a  n a  5 i 10 r ó w n y c h  c z ę ś c i  (por. str. 94 z § 55). Weźmy 
pod uwagę dziesięciokąt umiarowy wpisany w koło 
o promieniu r ;  bok jego nazwijmy b i zbadajmy, 
w jakim związku jest ten bok z promieniem. Łą
cząc końce A B  jednego boku ze środkiem otrzy
mamy trójkąt o kątach 36°, 72°, 72°. P o ło w iąc^  B  
wyliczamy łatwo, że ^  C =  72°, a więc A B  =  B C ,  
ponieważ trójkąt A B C  jest równoramienny (trój
kąt ten rozważaliśmy także na str. 99). Trójkąty 
A B C  i A  O B  są podobne (ponieważ ich kąty 
przypodstawne wynoszą po 72°). Z podobieństwa wynika proporcya:

• A O : A B  =  A B : A C
r :  b —  b : (r —  CO)  Ale CO =  B C  =  A B  =  b więc 
r : b —  b : (r — b). ( i)

Boli dziesięciokąta umiarowego jest średnią geometryczną pomiędzy 
całym promieniem kola opisanego, a resztą pozostałą po odcięciu tego boku 
na promieniu.

8*



Zwróćmy uwagę na podział odcinka A  O punktem C. Ponieważ /!. B  =  C O, 
to proporcję naszą możemy także napisać w postaci: A  O : C O =  C O : A  C.

C a ł y  o d c i n e k  t a k  s i ę  m a  do w i ę k s z e g o ,  j a k  w i ę k s z y  do 
m n i e j s z e g o.

Taki podział nazywamy p o d z i a ł e m  z ł o t y m .
Aby odcinek podzielić według podziału złotego, trzebaby więc zakreślić 

tym odcinkiem kolo, wpisać dziesięciokąt umiarowy i odciąć jego bok na 
danym odcinku. Przy pomocy kątomierza łatwo to uczynić. Zobaczymy 
jednak, że wystarczy użycie cyrkla i linii (konstrukeya „platońska“).

Nazwa „podział złoty“ tem się tłumaczy, że taki podział najwięcej odpo
wiada upodobaniom człowieka, chociażby sobie nie zdawał sprawy, jakie je s t prawo 
tego podziału. Budowle prostokątne greckie mają u. p. długość i szerokość od
powiadające podziałowi złotemu; krzyże, skrzynie, książki, bilety najpospoliciej są 
tak  robione, że odcinki przynajmniej w przybliżeniu odpowiadają złotemu podzia
łowi. Dopatrywano się nawet podobnej proporcyonalności w budowie ciała 
ludzkiego.

Aby k o n s t r u k c y j n i e  rozwiązać z a d a n i e  z ł o t e g o  p o d z i a ł u  
lub — co na jedno wyjdzie — wpisać dziesięciokąt umiarowy w kolo, oprzemy 
się na proporcyi (1). Zamiast r  napiszemy a, zamiast szukanego h literę x ,

więc a : x  =  x  : (a  —  W).

Obliczamy najpierw x  z tego równania. Iloczyn wyrazów średnich równa się 
iloczynowi wyrazów skrajnych:

x -  =  a 2 —  x  a czyli 
x 2 -j- a x  —  a-.

Aby uzupełnić pierwszą stronę do kwadratu, dodajemy po obu stronach
■
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a \ -  „ , t a
2x~ —|— u x  —j— yć^j == ® 2""f~

Ale trójmian po pierwszej stronie powstał z wykonania działania:'

(«■+ y )  » wi<2c \

stąd

*  +  | -  =  V  a 2 +  (-%-)*

\

Znak pierwiastka może być także: wtedy jednak wartość bezwzględna x
byłaby większa jak  a ; wartość ta  jest dla naszego zadania nieprzydatna.
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Tę wielkość trzeba teraz wykreślić. Trudność sprawia | /  a- -f-

Powołując się jednak na twierdzenie Pitagorasa widzimy, żc jestto przcciw- 
prostokątnia trójkąta prostokątnego,, w którym przy-

prostokątnie wynoszą: a i . Budujemy więc taki

trójkąt prostokątny. Od tego J /  a2 H ~ ^ )  mamy od

jąć to pozostały odcinek jest żądanem x. W  tenu
sposób znaleźliśmy bok .dziesięciokąta umiarowego wpisanego w kolo o pro
mieniu a. Zloty podział uzyskamy odcinając znalezione x  na odcinku a. 
Stąd więc wynika następująca konstrukcya:

N a  końcu odcinka a wykreślamy prostopadłą i odmierzamy na niej

¡Łączymy A  z  B  i  przenosimy A C  na bok A B  do punktu 1). Beszta po
została jest szidcanym bokiem dziesięciokąta a zarazem większym odcinkiem 
złotego podziału odcinka a. Tasama konstrukcya służy więc równocześnie 
do p o d z i a ł u  k o ł a  n a  10  r ó w n y c h  c z ę ś c i .  P o d z i a ł  n a  5 r ó w n y c h  
c z ę ś c i  już z tego wynika: należy podzielić koło na 10 części i co drugi 
punkt podziału opuścić.

Metoda rozwiązania tego zadania polegała na tem, że dla wielkości szu
kanej o b l i c z y l i ś m y  n a j p i e r w  a l g e b r a i c z n i e  pewien wzór, a dopiero 
potem wykreśliliśmy wielkości w tym wzorze zawarte. Postępowanie takie 
nazywa się: m e t o d ą  a n a l i z y  a l g e b r a i c z n ej.  Jestto już czwarta ogólna 
metoda rozwiązywania zadań konstrukcyjnych. Będziemy jej jeszcze używali 
w rozdziale następnym.

'7

Ć w iczen ia  IX.*)

§ - 57. L /Zm ierzyć dowolny odcinek drugim mniejszym, używając mierzenia łań
cuchowego.

2/  Zmierzyć stosunek boku tró jkąta równobocznego do wysokości.
Stosunek odcinków: 129 mm  i 55 mm znaleźć drogą geometrycznąi

i arytmetyczną i porównać wyniki!
4. W ykazać, że stosunek promienia kola do boku dziesięciokąta umiarowego 

można przybliżać zapomocą wyrazów szeregu:

'/ l -  %  %  %  %  *7,8. % V  6% 4 1 t- d -
Jak ie je s t prawo tego szeregu ? ^

#  § 58 . 5. Obierając na danym odcinku dowolny punkt, zbadać stosunek po
działu wewnętrznego (mierzeniom łańcucliowem).

*) Przykłady do metody figar podobnych znajdują sie w zbiorze zadań Kranza 
str. 81, do metody analizy algebraicznej str. 85.
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& ,6 . O bierając poza danym odcinkiem na tejsamej linii prostej dowolny 
punkt, zbadać 'stosunek podziału zewnętrznego.

-X- 7. .Takie rozmaite wartości może przybierać stosunek podziału wewnę
trznego? Przedstawić graficznie wartości tego stosunku.

*  8. Jakie, rozmaite wartości może przybierać stosunek podziału zewnę
trznego? Przedstawić graficznie zbiór tych wartości.

•i 9. Obierając dowolnie cztery punkty na linii prostej, zbadać stosunek 
podziału podwójnego.J *  10. Jeżeli ( A B G p ) = = k ,  obliczyć: ( B A  GD), (D C  B A )  i inne war
tości; powstające przez zmianę uporządkowania liter >v symbolu ( A B G D ) .

L sS 11. Tosamo zadanie wykonać dla ( A B  CD )  =  —  1.

§ 59— 60. 12. Udowodnić, że dwie proste, odcinające na d w ocli promieniach
pęku odcinki proporcyonalnc, muszą być równoległe (niewprost!).

1 ^  Jak  długie muszą być ram iona’cyrkla proporcyonalnego, jeżeli chcemy 
uzyskać'' pomniejszenie 1 : 5  (długość całego ramienia A  A '  niech wynosi n. p.
1 dm  por. str. 103, iyj. 145). / f # *

14. Wykazać, że podobne szeregi punktów mają dla każdej czwórki odpo
wiednich punktów tensam stosunek podziału podwójnego.

i t l  2 1/., : x = 7 1/i  .-Ć51/., i algebraicznie.
J )  2-7“ : 3-4 =  *  : 5 ‘3 ."

*  17-- W ykreślić linię prostą, zdążającą od danego punktu do niedostępnego 
punktu przecięcia się dwóch danych prostych. Jakie inne podobne1 konstrukcye > 
poznaliśmy dawniej?

JM  W ykonać graficznie mnożenie 1 ‘73 . 0-45.
ip .  W ykonać graficznie dzielenie 1 5 6 :  1-37.

§ 61— 62. 20. Wykreślić dwa dowolne kola wspólśrodkowe i obliczyć zmniej
szenie koła wewnętrznego.

21. W ykazać, że wszystkie wieloboki umiarowe o równej liczbie boków są 
podobne.

2 2 / Odciąwszy od trójkąta równobocznego trójkąt zapomocą linii równo
ległej do Jednego z boków, zmierzyć zmniejszenie boków powstałej figury podobnej.

23.’ Obrawszy dowolny nieregularny ośmiokąt, narysować figurę podobną przy 
pomocy pęku prom ieni: a) po tejsamej stronie wierzchołka pęku, b) po prze
ciwnej skronie wierzchołka.

5J4. Wykreślić do danego trójkąta trójkąt podobny, zmniejszony w stosunku : 
o) 1  : W, b) 2 : 5 .

2p. Do danego czworoboku wykreślić czworokąt podobny i w podobnem 
położeniu, zmniejszony w stosunku 2 : 3 tak, aby środek podobieństwa był: a) we
wnętrzny, b) zewnętrzny. Jakie rozmaite "położenia może mieć zewnętrzny środek 
podobieństwa?' Gzy może leżeć wewnątrz czworokąta ?

26. Dwie jakiekolwiek figury podobne nie leżące równolegle sprowadzić do 
położenia podobnego: a) przesunięciem i -obrotem, b) samym obrotem.

27. Dla dwóch czworokątów podobnych leżących równolegle znaleźć środek 
podobieństwa.

28. Znaleźć wewnętrzny i zewnętrzny środek podobieństwa dwóch kół.
29. W ykreślić cztery styczne wspólne dwom kołom.

¿L5yPodzielić dany odcinek w stosunku 11  : 8.
Jp . Rozwiązać graficznie proporcyę:

\(f) 3 : 7 =  5 : x  'i porównać z r-.>:- wi .z.miem algebraicznem.



Znaleźć cień i półcień kuli większej oświetlonej kulą mniejszą i od
wrotnie (w przekroju).

31. Ile warunków muszą spełniać dwa tró jkąty  prostokątne, aby były po
dobne? Ile warunków muszą spełniać dwa pięciokąty, aby były podobne?

3 3 / Udowodnić: a) pierwszy przypadek podobieństwa trójkątów, b) trzeci 
przypadek podobieństwa.

33, W ykazać, że w dwóch trójkątach podobnych stosunek odpowiednich wy
sokości ^równa się stosunkowi boków.

8& / W skazać, że dwa trójkąty, których boki są wzajemnie param i prosto
padłe, są podobne.

35, Udowodnić twierdzenie o środku ciężkości tró jkąta (str. 84) przy po
mocy ¿adobieństw^. trójkątów  A  O B  i "COD  (linii F E  nie trzeba wykreślać i).

W ykteśliłhftrójkąt prostokątny znając przeciwprostokątnię i stosunek 
obu ]^rayprostoka05$-|m. p. 4 : 7 (kreśli się tró jk ą t podobny, o bokach n. p. 4 cm 
i 7 cm i p o w ie k a  się go lub pomniejsza).

^|toieiB*Lvysokość drzewa zapomocą laski o znanej długości mierząc 
cień drzęwsflTO jM raski.

3.8. W ykreślić tró jką t znając dwa kąty  i a) promień kola opisanego, b) pro- 
m ieir kola wpisanego (metodą figur podobnych).

0 .-W ykreślić tró jką t równoboczny znając s u m ę  boku i wysokości.
40. W  podany tró jką t wpisać kw adrat," spoczywający podstawą na jednym 

'b o k u /(R y su je  się najpierw kw adrat większy, wystający z tró jką ta  i łączy się wy- "y
stający wierzchołek kwadratu z przeciwległym wierzchołkiem tró jką ta  linią A  X ; 
następnie pomniejsza się go tak , aby wierzchołek leżał na "boku tró jkąta a za- * ; 
¡razem na linii A X ) .
§ 63. 41. Wykreślić średnią^ geometryczną dwóch danych odcinków.

4 2 .-'Znaleźć graficznie: ~\J 3, V l5 ,  V2&. K \
43. W ykreślić odcinki a? -J- b~, ~\fa- —  b2, przy pomocy twierdzenia Pi- 

tagorasaT znając a  i  b.
_ 4 4 ,..Wykreślić odcinak  Vfq2 - | -  znając a, b, c, d.

*  § 6i .  45. Znaleźć średnią harm oniczną: a)  dwóch odcm kow7?>)' dwvóćłi liczb.
*  46. W ykonać podział harmoniczny dowolnego oScinka.

§ J5 5 . 47 . Jak ie jest miejsce geometryczne punktów mających równą potęgę
ze względu na jedno kolo. • •

#  48 ,.,Obliczyć potęgę punktu: a) leżącego poza kołem o prom ieniu 8 cm.
iw odległości 3 cni . od obwodu, ty  leżącego zewnątrz koła o promieniu 6 cm w od
ległości 2 cm od obwodu.

■ 49. W  dowolne kolo wpisać umiarowy dziesięciobok, nic używając kąto
mierza.

¡50. Obwód kola podzielić: a) na 5 równych części, b) na 20 równych 
części bez pomocy kątomierza.

51. Na dowolnym odcinku wykonać złoty podział.
.5g^ .W ykreślić prostokąt, którego boki tworzą złoty podział (są odcinkiem 

większym i mniejszym złotego podziału)j
Fijy' Obliczyć bok dziesięciokąta umiarowego znająe promień kola opisanego
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Rozdział X.

Po wierzchnia figur płaskich.

§ 67. Ogólne uwagi o mierzeniu powierzchni (pola).
Nauczyliśmy się już mierzyć odcinki i kąty. W  geometryi zarówno 

idealnej, jak  i praktycznej, potrzeba często zmierzyć p o w i e r z c h n i ę  (pole)  
ograniczoną jakąś linią łamaną lub krzywą. Wprowadzamy w ten sposób do 
geometryi n o w e  w i e l k o ś c i ,  które trzeba umieć przedewszystkiom porówny
wać. Otóż za równe uważamy pola figur przystających lub talach, które 
można rozłożyć na części parami przystające. Jasnem jest teraz, kiedy na
zwiemy jedną powierzchnię 2, 3, 4 razy większą od drugiej. Najpospoliciej 
staramy się obydwie figury złożyć z samych .kwadratów o bokach wynoszą
cych 1 m, 1 dm, 1 cm, 1 mm. Nazywamy je  metrem kwadratowym: 1 m 2, 
decymetrem kwadratowym 1 dm 2, i i  d. Łatwo zauważyć, że kwadrat o 
boku 1 m  da się rozdzielić na sto przystających kwadratów o bokach 1 dm, 
10.000 kwadratów o bokach 1 cm, 1003 kwadratów o boku 1 mm. A więc:

1 tu2 == 100 dm 2; 1 dm 3 = 1 0 0  cm2; 1 cm2 =  100 mm2 ; 

z a m i e n n i k i e m  wyższych miar powierzchni na niższe j e s t  l i c z b a  100.;
Za jednostkę do mierzenia pola obraliśmy więc kwadrat, którego bok 

ma jednostkę długości.
Z m i e r z y ć  j a k ą ś  p o w i e r z c h n i ę  z n a c z y  zbadać, na ile takich 

kwadratów da się powierzchnia rozłożyć, czyli z b a d a ć ,  i l e  r a z y  p r z y j ę t a  
j e d n o s t k a  m i e r n i c z a  m i e ś c i  s i ę  w7 d a n e j  p o w i e r z c h n i .  W tym 
celu rozdzielamy daną powierzchnię na same kwadraty jednostkowe i liczymy 
je. Gdyby pozostały jakieś kawałki powierzchni, dzielimy je  na mniejsze 
kwadraty. Liczba (wymierna lub' niewymierna) otrzymana w ten sposób na
zywa się l i c z b ą  w y m i a r o w ą  p o l a .  Rozszerzając określenie powierzchni 
równych powiemy ogólniej : D w i e p o w i e r  z c h n i e n a z y w a j  ą s i ę  r  ó w n e, 
j e ż e l i  i c h  l i c z b y  wry m i a r o w e  są  r ó w n e .

W .praktyce uskuteczniamy mierzenie pola w ten sposób, że daną figurę 
r y s u j e m y  (najczęściej w pomniejszonej skali) na p a p i e r z e  m i l i m e t r o 
w y m  i l i c z y m y  kwadraciki. Powinno się osobno zliczyć kwadraty zawarte 
całe wewnątrz figury: przypuśćmy, że jest ich n. Potem osobno liczymy
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kwadraty przecięte przez obwód powierzchni. Jeżeli ich jest to liczba 
wymiarowa P  powierzchni zawiera się między n  a n - \ - r i .

n  <^ P  <  n  -j- n'.

Gdybyśmy zrobili siatkę kwa
dracików o bokach l/10 mm, otrzy
malibyśmy dla P  jeszcze ciaśniejsze 
granice.

Granice, do jakich dążą. liczb}' 
n  i « -{ -« ' przy podziale danego pola 
na corazto drobniejsze kwadraciki, 
nazywamy miarą wewnętrzną i miarą  
zewnętrzną powierzchni. Jeżeli oby
dwie m iary dążą do jednej, wspólnej 
granicy, to powierzchnia nazywa sic 
mierzalną. Istnieją jednakże po
wierzchnie o tak  poplątanem ograni
czeniu, że ich miara zewnętrzna jest stale większa od m iary wewnętrznej.

Drugi praktyczny sposób mierzenia powierzchni można oprzeć na w a ż e- 
n i u .  Wycina się żądaną figurę z materyąłu o jednostajnej grubości (n. p. 
z kartonu) i waży się ją  dokładnie. Następnie wycina się 1 cm- z tegosamego 
materyalu i znowu się waży. Stosunek obydwu ciężarów jest zarazem liczbą 
wymiarową powierzchni. Istnieją także osobne mechanizmy do przybliżonego 
mierzenia powierzchni narysowanej na papierze, .zwane p l a n i m e t r a m i.,

W miernictwie praktycznem, gdzie chodzi o możliwie dokładne a szybkie 
zmierzenie pola parcel nieregularnych narysowanych na planie, używa się 
prawie wyłącznie planimetrów.

Jeżeli mamy do czynienia z figurami regularnemi, potrafimy obliczyć 
wielkość powierzchni ś c i ś l e  (t. j. z dowolnem przybliżeniem).

Zaczniemy od najprostszych figur.

§ 68. Powierzchnia prostokąta.

Jeżeli boki prostokąta zawierają całkowite liczby centymetrów (lub mili
metrów i t. p.) b e z  r e s z t y ,  to celem obliczenia powierzchni dzielimy cały 
prostokąt na same przystające kwadraty zapomocą dwóch systemów linii 
równoległych do boków. Z figury 169 widzimy, że tych kwadratów jest tyle, 
ile wynosi iloczyn liczb wymiarowych obydwu boków n. p. na fig. 169 mamy 
siedem warstw po pięć centymetrów kwadratowych, zatem

P =  7 . 5 =  35  cm*.

Ogólnie: P = a . b .

Podobnie obliczalibyśmy powierzchnię, gdyby boki zawierały całkowite 
liczby j a k i e j ś  c z ę ś c i  j e d n e g o  c e n t y m e t r a .
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Gdyby boki były niewspółmierne z 1 cm (a więc i z 1 mm  i z jego 
częściami), dzielilibyśmy prostokąt na corazto drobniejsze kwadraty i otrzymali
byśmy liczbę wymiarową powierzchni szeregiem kolejnych przybliżeń z dowol- 
nem przybliżeniem. N. p. na lig. 170. niech a  =  4’821. . .  cm a b —  3 '756 . . .  'cm,

to powierzchnia A  B  C B  jest zawarta mię
dzy powierzchniami A  4 C" 3 a A  5 C" 4, 
więc jej liczba wymiarowa zawiera się 
między 4 .3  a 5 . 4 .

4 . 3  <  P <  5 .4 . 
Uskuteczniając podział subtelniejszy 

na milimetry kwadratowe, spostrzegani}’ 
znowu, że

3-7 . 4-8 <  P  <  3-8 . 4.9.
W dalszym ciągu otrzymamy: 
3 7 5 . 4-82 < P < 3-76.4 83

i t. d.
Ponieważ zaś iloczyny 3 .4 , 3'7 . 4 -8, 

3 -75 . 4'82 i t. d. dążą do granicy a. b. 
zarówno jak  i iloczyn# 5 . 4, 3 ‘8 . 4 ‘9, 
3 7 6 . 4'83 i t. d., przeto liczba wy
miarowa powierzchni dąży także do tej

Fig. 169.
a . b.

Otrzymujemy więc wzór zupełnie takisam; jak  dla boków współmiernych 
z 1 an. Stąd ogólne prawo:

P ojy i o r z c b n i a  p r o s t o  k ą t a r  ó wji  a s i ę  i 1 o c z y n o w i l i c z b  
„ w y m i a r  o w y c h  o b y d w u  b oków,  lub krótko: podstawie pomnożonej przez 
wysokość.

(Jeżeli liczby wymiarowe bo
ków' są niewymierne, używa się w 
praktyce mnożenia skróconego.)

Tego prawa raożnaby użyć jako 
graficznego sposobu mnożenia liczb. 
Trzebaby do danych liczb dobrać 
odcinki, zbudować z nich prostokąt 
i podzieliwszy go na centymetrowe 
(lub milimetrowe) k ra tk i policzyć je. 
Sposób ten jest jednak nadto zawi- 
klany, aby go z korzyścią można 
użyć; jestto zresztą właściwie po
wrócenie do dodawania.

O wiele praktyczniejszym był 
Fig. 170. sposób podany na str. 105.



Ponieważ kwadrat jest szczególnym przypadkiem prostokąta, mianowicie 
takim prostokątem, w którym 'a  =  b (boki są równe), przeto wzór na p o 
w i e r z c h n i ę  k w a d r a t u  o boku a jest:

P = « - .
Stąd też pochodzi nazwa drugiej potęgi.
Na podstawie wzorów na powierzchnię prostokąta i kwadratu można 

geometrycznie wyjaśnić znane prawa algebry:
(a ±  b f  =  a 2 ±  2 ab -f- b \  i (a +  b ) . (a — 6) =  a 2 — b 2. 

(Porównaj figury.)

k - k
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Wzór P  —  a . b  poucza nas także, że:
P o w i e r z c h n i a  p r o s t o k ą t a  j e s t  f u n iccy a o b y d w u  b o k ó w .
Często mamy do czynienia z zadaniem odwrotnem: wiedząc jaka ma 

być powierzchnia prostokąta., obliczyć jego długość (podstawę) lub szerokość 
(wysokość). Aby to obliczyć, trzeba tylko o d w r ó c i ć  d z i a ł a n i e ,  prowa
dzące do obliczenia powierzchni.

P  P
I tak z wzoru P = d b , wynika a  =  -r- lub b —  — : Z wzoru P  —  a 2

b a
wynika a  =  V P . Wypowiedz słowami!

K w a d r a t u r a  p r o s t o k ą t a .  Kwadraturą jakiejkolwiek figury nazy
wamy zadanie następujące:

Z n a l e ź ć  k w a d r a t ,  m a j ą c y  p o w i e r z c h n i ę  t a k  w i e l k ą ,  j a k  
d a n a  f i g u r a .  Dla prostokąta zadanie to rozwiążemy tak: Oznaczmy 
bok nieznanego kwadratu literą x,  a boki prostokąta a i b,  to musi być:

a , b  =  x 2 lub w formie proporcyi
(1 ) a : x  =  x : b.

Algebraicznie obliczamy bok kwadratu jako: x  =  V  ab. Aby tosamo 
zadanie rozwiązać konstrukcyjnie (konstrukcyą platońską), oprzemy się na 
proporcyi (1). Widzimy z niej, że bok szukanego kwadratu jest średnią geo
metryczną między bokami prostokąta. Tę średnią geometryczną znajdujemy
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przy pomocy znanej konstrukcji (por. str. 112) i budujemy na niej kwadrat?.} 
Otóż: k w a d r a t u r ę  p r o s t o k ą t a  m o ż n a  w y k o n a ć  p r z y  p o mo c y :  
l i n i i  i c y r k l a ,  (Użyliśmy tu metody analizy algebraicznej por. str. 117.)

§ 69. Powierzchnia równoległoboku.
Posiadając tak prosty sposób obliczenia powierzchni prostokąta, staramy 

się każdą inną figurę zamienić na  prostokąt o równej powierzchni. Naj
łatwiej możemy to zrobić z każdym 

D równoleglobokiem.rN. p . : A B  C D .
Przedłużamy bok C D  i z punktów 
A , B  rysujemy linie prostopadłe do 
boku C D . Ponieważ trójkąty I  
i I I  są przystające, to prostokąt 

g  A B  E  F  ma powierzchnię równą
z badanym równoległobokiem.;

Fig. 172. Gdyby hok A  C był tak na
chylony, że punkt F  padłby poza

odcinek CD, to dowód zmienia się o tyle, że trzeba do prostokąta i do równo
ległoboku najpierw dodać a potem odjąć pewien trójkąt pomocniczy. (Wykreśl
odpowiednią figurę i przeprowadź dowód.) Przy takim dowodzie opieramy się
na oczywistem twierdzeniu, że części pozostałe z dwóch równych figur po odjęciu 
równych części są także równe. J e s Wt a kzwa ny  „pewnik“ De Zoltfa, tile za- 
sługuje jednak na nazwę pewnika, ponieważ da się udowodnić przy pomocy 
naszych pewników I — VIII.

Ponieważ zaś powierzchnia tego prostokąta wynosi: p . iv, przeto i dla 
równoległoboku:

JP =  p  . tu.
P o w i e r z c h n i a  k a ż d e g o  r ó w n o l e g ł o b o k u  r ó w n a  s i ę  i l o 

c z y n o w i  l i c z b  w y m i a r o w y c h  p o d s t a w y  i w y s o k o ś c i  lub krótko: 
podstawie pomnożonej przez wysokość. Stąd wniosek: Równoległoboki, mające 
równe podstawy i równe wysokości, mają i powierzchnie równe, jakkolwiek 
kształt mogą mieć odmienny.

§ 70. Powierzchnia trójkąta.
Znając powierzchnię równoległoboku możemy obliczyć powierzchnię 

każdego trójkąta. Wiadomo bowiem, że każdy trójkąt można uważać za po
łowę równoległoboku, który otrzymamy, prowa
dząc z dwóch wierzchołków linie równoległe do 
przeciwległych boków'.

Powierzchnia - trójkąta równą się połowie 
powierzchni tego równoległoboku, więc:

.Fig. 173. . 2
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gdzie p  jest podstawą nietylko równoległoboku, ale i trójkąta a taksamo w 
wysokością. Wzór ten można napisać w kilku postaciach zupełnie równo
ważnych :

_ 1 p  IV
JP=  ^ pw  =  2  • w — i?. 2

P o w i e r z c h n i ę  t r ó j k ą t a  o b l i c z a  s ię , m n o ż ą c  p o d s t a w ę  p r z e z  
p ó ł  w y s o k o ś c i .

(Uwaga :  opuszczamy zwykle przy wysłowieniu dodatek : liczba wymiarowa). 
Stąd wniosek: Trójkąty o równych podstawach i wysokościach są równe 

co do powierzchni. Jeżeli dwa trójkąty mają równą powierzchnię, a podstawa 
jednego jest mniejsza, to wysokość musi być w tymsamym stosunku większa 
i odwrotnie.

§ 71. Powierzchnia trapezu.
Trapez możemy zmienić albo na trójkąt, albo na równoległobok, równo

ważny z nim co do powierzchni.
Zamieńmy na trójkąt W tym o t,_____ c

celu połowimy jeden z boków nie- 
równoległych n. p. G B  i prowa
dzimy prostą B E  aż do przecięcia /  -J 5 
się z przedłużeniem boku A  B .  Ponie- 174_
waż 1 3^ I I ,  przeto powierzchnia tra
pezu równa się powierzchni trójkąta A B F , więc:

(1) ■ ! > = ? + " . , < ,

P o w i e r z c h n i a  t r a p e z u  r ó w n a  s i ę  p o ł o w i e  s u m y  b o k ó w  
r ó w n o l e g ł y c h  p o m n o ż o n e j  p r z e z - w y s o k o ś ć .  Ale

ci —|— b 
\  2

równa się linii środkowej trapezu,Można więc także obliczyć p o w i e r z c h n i ę  
t r a p e z u  m n o ż ą c  l i n i ę  ś r o d k o w ą  p r z e z  w y s o k o ś ć .  (Wyprowadź to- 
samo, zamieniając trapez na równoległobok!)

Jeżeli bok b posuwając się po liniach A B  i B C  zmniejsza się równocześnie, 
to ostatecznie otrzymujemy trójkąt, gdy b —  o. W tedy wzór (1) przechodzi na

A = f . , e

otrzymujemy więc z powierzchni trapezu wzór na powierzchnię trójkąta.

§ 72. Powierzchnia wielokąta.
Celem obliczenia powierzchni jakiegokolwiek wielokąta rozkładamy go 

na trójkąty i trapezy. Jeżeli w i e l o k ą t  jest u m i a r o w y ,  to możemy go



rozbić na same przystające — a więc równe co do powierzchni — trójkąty
o równych podstawach i wysokościach. Podstawą jest bok wielokąta, a wy
sokością promień kola wpisanego, zatem powierzchnia każdego trójkąta \

Y
wynosi: b .

Jeżeli boków jest n, to powierzchnia całego 
wielokąta wynosi:

P  =  n . b . Ale n . b — U, daje obwód

wielokąta. Stąd wzór:

P - —  T T  !j lFig. 175. — u * 2

P o w i e r z c h n i a  w i e l o k ą t a  u m i  a r o w  e g o  r ó w n a  s i ę  o b wo 
dowi  w i e l o k ą t a  p o m n o ż o n e m u  p r z e z  p o ł o w ę  p r o m i e n i a  k o ł a  
w p i s a ń  ego.  w.t e n  w i e l o k ą t .

Bok wielokąta umiarowego zależy od promienia, nie można więc i  obierać 
dowolnie r i b!  'rśss53, \

Wieloboki nieumiarowe mamy często podane w ten sposób, że znane 
są odległości jego wierzchołków od dwóch stałych prostych, prostopadłych do 
siebie O X  i O Y.  (Zdarza się to zwłaszcza w miernictwie.) Te odle
głości nazywamy w s p ó ł r z ę d n e m i  w i e r z c h o ł k ó w .  Wtedy rozbijamy 
wielokąt wraz z częścią pod nim leżącą (zacieniowaną) za pomocą linii prosto
padłych do linii O X  na trapezy, których pola łatwo obliczymy. Następnie od

sumy trapezów nie- 
zacieniowanych odej
mujemy sumę trape
zów zacień iowanych.

N. p . : Jeżeli
punkt A  ¡ma odle
g ło ś c i^ ,;^ ,  od linii
O X  i O Y .i punkt 
JB . . .  x .z, y 2, C . . . 

x 3, ?/3 i t. d., to 
trapezy niezacienio- 
wane mają powierz
chnię :
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trapezy zaś zacieniowane:

Y ~  i'-V — *l) +  (*I — *•) +  ^  (*4 — *o) +

Współrzędne notujemy zwykle obok punktu w nawiasie: Jl (a;15 y,),\
B  (a%, y2), przyczem zawsze najpierw piszemy odległość od osi pionowej.

-- ---7*

§ >73. Zamiana i podział figur.

Na podstawie twierdzeń o obliczaniu powierzchni możemy wykonywać
konstrukcyjnie zamianę figur na inne, o równej powierzchni i podział figur. 
Widzieliśmy już, że każdy prostokąt można zamienić na kwadrat "Obecnie 
możemy każdy r ó w n o  l e g ł o  b o k  zamienić na inny 1 równologłobok o tej- 
samej podstawie i wysokości, o dowolnych kątach.

N. p . : Równologłobok A  B  C D  zamienia się na A B E F  przesuwając 
górny bok po tej samej linii o kawałek C E .  Można więc każdy równo- 
ległobok zamienić na prostokąt (n. p. A B  G II), 
a więc i na kwadrat, ponieważ prostokąt po
trafimy zamienić na równoważny z nim kwa
drat. (Widzimy, że przy danej podstawie i 
wysokości długość pozostałych boków równo- 
ległoboku zależy od wielkości kąta a. Gdy a 
maleje, boki wzrastają nieograniczenie; , tak- 
samo gdy a wzrasta powyżej 90°).

Aby t r ó j k ą t  zamienić na inny, o równej podstawie i wysokości, pro
wadzimy przez wierzchołek linię równoległą do podstawy. Na tej linii musi 
leżeć wierzchołek każdego nowrego trójkąta.

Można w ten sposób otrzymać 
trójkąt prostokątny, równoramienny, 
rozwartokątny.

Jeżeli chcemy zamienić trójkąt na 
równoległobok o równej podstawie, mu
simy jego wysokość skrócić o połowę 
(dlaczego?) i odwrotnie. Można więc
i trójkąt zamienić-na prostokąt a co zatem idzie: na kwadrat, czyli w y ko 
n a ć  k w a d r a t u r ę  t r ó j k ą t a  (przy pomocy linii i cyrkla).

Aby w i e l o k ą t  n. p. A B  O D E  na fig.. 179 zamienić na trójkąt, 
odcinamy najpierw jeden trójkąt i zamieniamy go na inny, taki, aby jeden 
jego bok był przedłużeniem boku pozostałego wielokąta.

Fig-. 178.



Fig. 179.

Otrzymamy wielokąt o mniejszej liczbie boków i postępujemy z nim 
taksamo dalej. Otrzymamy ostatecznie jeden trójkąt (A  B  N  na naszej figu
rze). Stąd już łatwo przejść do k w a d r a t u r y  w i e l o k ą t a .

Powróćmy do trójkąta. Jeżeli chcemy; trój
kąt zamienić na inny, o równej powierzchni, ale
o krótszej podstawie, to trzeba odpowiednio prze
dłożyć wysokość. Konstrukcyjnie postępujemy 
podobnie, jak  przy 
zamianie wielokąta 
na trójkąt. Odcina
my mianowicie część 
trójkąta i zamienia
my ją  na trójkąt, 
którego bok j est prze
dłużeniem boku po
zostałej części trój
kąta.

N. p. A B C  zamienia się. na trójkąt o podstawie A B  odcinając trójkąt 
B B C  i zamieniając go na taki trójkąt C E  B ,  któryby tworzył jeden trój
kąt z częścią A  B  C. ■ .

W praktyce większe zastosowanie ma p o d z i a ł  f i g u r  n a  c z ę ś c i  
r ó w n e  lub pozostające w p e w n y m  s t o s u n k u ,  z góry podanym. (Postę
powania tego używa się przy podziałach gruntów w celu parcelacyi lub 
wr celach spadkowych.)

Aby t r ó j k ą t  p o d z i e l i ć  liniami wychodzącemi z jednego wierzchołka 
na  części równe, trzeba tylko podstawę podzielić na odpowiednią liczbę ró

wnych części i punkty podziału połączyć z wierz
chołkiem* Podstawy tych trójkątów są równe, a 
wysokość jest wspólna (ponieważ wierzcholekj  est 
wspólny a podstawy leżą na tej samej linii pro
stej), przeto i powierzchnie tych trójkątów są ró
wne. Każdy więc jest żądaną częścią całego 
tró jk ą ta /

Gdybyśmy mieli trójkąt podzielić n. p. w 
stosunku 5 : 3 ,  to dzielimy podstawę w tym sto- 

a sunku (na ośm równych
części, to trzeci punkt 
podziału daje żądany 
podział) i łączymy punkt
podziału z wierzchoł
kiem.

R ó w n o l e g ł o b o k
i można odrazu podzielić na kilka równych części (lub w żądanym stosunku):

Fig. 181.



albo liniami wychodzącemu z jednego 

należy w tym przypadku po-

\ Fig. 183.

albo liniami równoległemi do boku, 
wierzchołka.

Z figury 182. widzimy dokładnie, jak 
stępować.

T r a p e z  znowu łatwo jest podzielić liniami łączącemi boki równoległe. 
W tym celu dzielimy obydwa boki równoległe na tylesamo równych części
i łączymy przeciwległe punkty podziału. fPodział trapezu zapomocą linii równo
ległej do boków równoległych jest już zadaniem trudniejszem.j

D o w o l n y  c z w o r o k ą t  możemy podzielić na równe części w ten 
sposób, że dzielimy przekątnię na równe części i punkty podziału łączymy 
z przeciwległymi wierzchołkami. Powstaną 
nieregularne czworokąty n. p. A G  B I )
i t. d. Na podstawie tych najprostszych 
podziałów można wykonywać także podziały 
trudniejsze. Wykonamy także jeden przy
kład zawilszy : Podzielić równoległobok na 
trzy równe części liniami wychodzącemi 
z jednego punktu S, leżącego na boku.

Wykonujemy najpierw podział zapo
mocą linii prostych, wychodzących z sąsie
dniego wierzchołka A . Trójkąt I  zamie
niam}- na czworokąt, używając lin i i A B  || S B ,  
trójkąt I I I  na trójkąt B S T , o podsta
wie I )  S, przy pomocy linii A T  || S F .
Wtedy już.pozostała część B S C T  musi 
być równa pozostałej trzeciej części równo- 
ległoboku t. j. części I I .

§ 74. Powierzchnie figur podobnych.

Znając powierzchnię jakiejś figury, można obliczyć powierzchnię każdej 
figury podobnej, jeżeli tylko znamy stosunek zmniejszenia lub powiększenia. 
Powierzchnie figur podobnych pozostają 
bowiem w pewnym prostym stosunku.

Weźmy pod uwagę dwa trójkąty po
dobne :

Z podobieństwa wynika proporcya: 

a :a' —  h : h' (1)

Powierzchnie tych trójkątów wynoszą:
p __a h  .p , __ a' h'

“ T ’ ' 1  2
Ł o m n i c k i ,  Geometrya I .  i U .



130

ali'
leli stosunek jest więc: P :  P ' == a h :  a' li'. A l e h = —r , jak  to wy-ci

A by  ytięc otrzymać poimdrzćhnię figury podobnej, trzeba , powierzchnię
danej figury pomnożyć przez . zmniejszenie..(lub zwiększenie) podniesione do
kwadratu.

Jeżeli 11. p. jakiś rysunek pomniejszę w stosunku 1 : 6 ,  to powierzchnia 
zmniejszy się 36 razy. Na mapie z podziałką 1 :75 .000 , długości są 75.000-ną 
częścią prawdziwych długości, ale powierzchnie są zmniejszone w stosunku 
75.0002 t. j . 5.625,000.000 razy.

§ 75. Twierdzenie Pitagorasa (w formie geometrycznej).

Do dowodu twierdzenia Pitagorasa używaliśmy dotychczas proporcyi; 
możemy je  jednak udowodnić drogą czysto geometryczną, c 2 możemy sobie 
przedstawić jako kwadrat zbudowany z przeciwprostokątni, a o.2 i b- jako 
kwadraty zbudowane na obu przyprostokątniach. Przedstawiliśmy to na. 
fig. 187. Chcemy wykazać, że I - \ -  I I  —  I I I .  Dla dowodu tworzymy rzut 
boku A  O na A  B  i przedłużamy linię rzucającą do punktu F .. Kwadrat I I I  
rozpadł się na dwa prostokąty: I  i I I ' .  Wykażemy, że I  —  I  a I I '  === I I .  
Aby porównać kwadrat I  z prostokątem P , łączymy C z B  i E  z B .  Otrzy
mane trójkąty są przystające, (A  C —  A  E , A B  —  A B ,  a G .A B  —

a 2 ] t '

nika z proporcyi (1), więc P : P ' =  —¡- : a' li' lub po uproszczeniu przez h'

i rozszerzeniu przez a ' : P : P ' =  a'2 : a’-.

Fig. 186. słowami:
Jeżeli boki trójkąta poivigkszq się 

s-kro tn ie ,to  poioierzclmia wzrośnie s'1 razy, t. j .  w, stosunku kivadratoimjm.
Tosamo odnosi się do wszystkich figur podobnych, ponieważ możemy 

je  rozdzielić na trójkąty parami podobne.
N. p. fig. 186: Jeżeli a : a’ —  b : V =  c : e' =  s, to

Pi = s * P x  
p., =  s*p2’
Ms =  s - lh ’

(pi + i i  + f t )  = .S 2 (Pi + p i  + i V )
czyli całe
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po n. Chr.) używał figury 
przedstawionej na rycinie 
188, z której widać, że

-.11', więc

<£ E  A  B ,  ponieważ powstają przez dodanie tegosamego kąta x  do 90°). 
Powierzchnie tych trójkątów są więc równe. Ale E A B  jest połową kwa
dratu J, ponieważ ma z nim wspólną podstawę E A  i równą wysokość (dla
czego?). Taksamo G A B  jest połową prostokąta I '.  Jeżeli zaś połowy jakichś 
figur mają równe powierzchnie, to całe figury muszą mieć równe powierz
chnie, zatem I — T.

Taksamo wykazuje 
się, że I I  =
I  I I  —  I '  I I '

1 + 1 1  =  I I I .
Twierdzenie Pitago

rasa możemy zatem wypo
wiedzieć także w następu
jącej . geometrycznej szacie:

K w a d ra t zbudowani/ 
na p rzeciwprostolcątni ró
wna się m m iv kwadratów.

.zhUioivanydi n a  obuprsij-
p rostokątniach.

~ "Twierdzenie" to znane 
już było w Egipcie. W In- 
dyach podawano bardzo 

f ciekawe sposoby dowodzenia.
N. p. matematyk indyjski 
Bramágupta (w VII. wieku

: 2 a b -j- a2 — 2 a b - |-  b-

Fig. 187.

Jeszcze łatwiej można spostrzedz twierdzenie Pitagorasa na 
gdzie wprost przez przesuniecie trójkątów  zacieniowanych w miejsca I  i

a 2 +  &2. 

fig. 189,
I I

Fig. 188. Fig. 189.

zamienia się wielki kwadrat o boku c na dwa kwadraty o bokach b i a. 
(Przeprowadz' dowód, że trójkąty zacieniowane są przystające do trójkątów I  \ II. )

9*



Twierdzenie Pitagorasa odnosi się nietylko do kwadratów ale wogóle do 
wszelkich figur podobnych zbudowanych na bokach tró jkąta prostokątnego. 

Wiemy bowiem, że dla figur podobnych (p. fig. 190):

1 \  c2 ■■
P .  c - :

: P 3 a? 
: P 3 b*

P l c2 +  P ,  c2 =  P 3 (a2 - \-b 2).

Ale a 2 -J- b2 =  c więc 
P j c- -j- P 2 c2 =  P 3c-,' lub upra
szając przez c2, otrzymamy:
Pi +  P 2 =  P 3 słowami:

Suma powierzchni jakichkol
wiek figur podobnych zbudowanych 
na przypróstolcątniach równa sicpo- 
wierzclini figury podobnej zbudowa
nej na przeciwprostolcątni.

§ 76. Twierdzenie Carnota.

Twierdzenia Pitagorasa odnosi 
się do trójkątów prostokątnych^ Dla 
trójkątów ukośnokątnych wyprowa
dzimy podobne twierdzenie, obej
mujące w sobie, twierdzenie Pita
gorasa, jako przypadek szczególny. 
Na bokach dowolnego trójkąta 

o s t r o k ą t n e g o  budujemy kwadraty, wykreślamy 
trzy wysokości i przedłużamy je  aż do przecięcia 

z przeciwległymi bokami kwadratów'. W ten 
sposób rozłożymy kwadraty na prostokąty parami 
rów ne:

I = F , I I  =  I F  i 1 1 1 = 111'. (Dowód ró
wności tych prostokątów przeprowadza się taksamo, 
jak  przy dowodzie twierdzenia Pitagorasa.)

W ięc: 1 -j- I I  =  T  +  I I ’ czyli : 
a s _  ¿2 +  c s  _  j / j _  i IT  

Ale 1 1 1 =  Ul ' ,  więc a 2 =  b2 - f  c2 — 2 . I I I .

Prostokąt I I I  jest utworzony z boku b i z odcinka r ,  który jest rzutem 
boku c na bok b. Więc:

a 2 =  b 2- f  c 2 -  2 b r.  (1)

Fig. 190.

Fig. 191.
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K wadrat na bolcu trójkąta ostrokątnego równa się sumie kwadratów
na dwóch..innych bokach, pomniejszonej ol/prostokąt, utworzony z  jednego
z tych boków i z  rzutu nań drugiego boku.

Jeżeli tosamo rozważanie przeprowadzimy dla trójkąta rozwartokątnego, 
otrzymamy:

a 2 =  b 2 +  c 2 - ¡ - 2  b v .  (2)

(Figura jest wtedy nieco zawilsza, ponieważ punkt, przecięcia się ttzech 
wysokości leży wtedy poza polem trójkąta. Narysuj 1)

Jeżeliby trójkąt był p r o s t o k ą t n y ,  to~rzut, boku c na bok b jest 
jednym punktem A , więc r —  o, i otrzymujemy z wzoru (1) lub (2) twier- 
dzanie Pitagorasa: a 2 =  b2 - j- e2.

To dowodzi zarazem, że twierdzenie Pitagorasa jest c h a r a k t e r y s t y 
c z n ą  w ł a s n o ś c i ą  t r ó j k ą t ó w  p r o s t o k ą t n y c h .

Twierdzenie to pospolicie nazywają twierdzeniem Carnota (żył w X V III. wieku), 
i jakkolw iek już znanem było w starożytności.

Twierdzenie to można wyprowadzić ra- 
j chunkiem, stosując twierdzenie Pitagorasa do 
/ trójkątów prostokątnych, powstałych przez po- 
; prowadzenie jednej wysokości:

M  =  a2 ■
h 2 =  c2 - 
s tą d :

■ ( b - r ) 2 J „2 _  (J _  ,.)S _  C2

a“ 
/>2 ■

b2 2 b r  =  c2 
■.b2 - \ - c 2 — 2 b r .

§ 77. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia. Pitagorasa używa się przedewszystkiem do obliczenia jednego 
boku t r ó j k ą t a  p r o s t o k ą t n e g o  przy pomocy znanych dwóch innych 
boków. Z wzoru bowiem a - Ą - b ^  —  c- otrzymujemy:-

/

a —  y  <

V

■b2
■ a-

e =  y  a 2 -)- b2.

U w a g a :  Ni i  należy sądzić, aby Y e 2 — b2 wy
nosił c — b, albowiem (c —  li}2 —  e2 — 2 b c - \ - b 2, a nie 
c2 b2! Tasama uwaga odnosi się do innych pierwiastków! Trzeba naj
pierw obliczyć ( f — b2 i t. d. a potem obliczyć drugi pierwiastek!

Twierdzeniem Pitagorasa posługujemy się także, aby obliczyć p r z e 
k ą t n i ę  p r o s t o k ą t a  l u b  k w a d r a t u :  N. p. dla prostokąta otrzymujemy

p  =  y a«-f-
a stąd odwrotnie można obliczyć jeden bok, znając drugi bok i przekątnię.
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Wysokość t r ó j k ą t a  r ó w n o 
r a m i e n n e g o  j ako funkcyą j ego bo
ków wyraża się również przy pomocy 
twierdzenia Pitagorasa:

Ponieważ zaś każdy w i e l o k ą t  u m i  a- 
r o  wy można rozdzielić na same trój

kąty równoramienne, przeto posiadamy także sposób obliczenia promienia koła 
wpisanego (lub opisanego) przy pomocy boku i. promienia kola opisanego 
(wpisanego).

Wysokość i powierzchnię t r ó j k ą t a  r  ó w n o b o c z n eg  o można obliczyć, 
znając jego bok.

h =  j /  a2 —  ( y ) "  =  } /  a 2 — -|-;2 —  ) / ^ j -  stąd 

(1) l i  —  y  y 3 a więc

Fig. 196. powierzchnia: J? —  J iz = Ą ~ .  3 czylia /i A

(2) / •  ;  13. a  ,  i ;

Widzimy więc, że powierzchnia trójkąta równobocznego jest funkcyą 
tylko jednej zmiennej, mianowicie jest funkcyą długości boku.

Wyraź odwrotnie długość boku w zależności od wielkości powierzchni!

Wyraź powierzchnię trójkąta równobocznego jako funkcyę wysokości!

Wzory (1) i (2) zasługują na uwagę, ponieważ używa się ich często 
w planimetryi i stereometryi przy obliczaniu powierzchni figur, złożonych 
z trójkątów równobocznych (n. p. sześciokąt umiarowy).

* § 78. Wzór Herona.

Także p o w i e r z c h n i ę  t r ó j k ą t a  r ó ż n o b o c z n e g o  można obliczyć, 
znając trzy boki trójkąta. Obliczmy najpierw wysokość (fig.\ 197):

io —  V  cs — r 2 =  y  (c -(- r) (c —  r).

Odcinek r można obliczyć przy pomocy twierdzenia Carnota, 
albowiem
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aP —  b ^ Ą - ć 2 — 2 b r  
/ b* -| • c.'- - -  a- 

/ T ~  ■ 2 b
Podstawiając tg wartość we wzór na w otrzymamy:

w
V h

l)'2 -j- c~ — o 2 W  b'l Ą - e
2 b / \ 2 b ) Fig. 197.

Sprowadzamy wyrażenia znajdujące się pod pierwiastkiem do wspólnego 
mianownika

1 /  (2bc +  bi - \ - c2;— a'i) l { 2 b c - W  —  ćJ +  a*)
w = y  ± ^ --------------- - m

Zbierając wyrazy w nawiasach i wyciągając pierwiastek z mianownika,
otrzymujemy: H , + C7 f e ' - ( ’ . t t,r ■* ‘ - (I, +eiT i <*, -  i ' 4-'- 1

w =  Y b  y  K& +  c f  -  a-} [ a 2 —  (6 —  '  ‘ i ;

Rozbijamy różnice kwadratów na sumy i różnice:

w =  "]/ (& —j- c +  a) (Z> -j— c — ci) (fl —j— & — c) (ct — b —j— c).

Powierzchnia trójkąta:

JP~ Y ' W==1 > " ^ l^ a +  b-\-c) (—a +  & +  c) (a +  & — e) (a — & +  c). 

i* =  -j- "j/ (a —(— —(— c) (——ci —|— b —]— c) (es —f— b — c) {ci —  b —(— c).

Dla skrócenia oznaczamy obwód trójkąta znakiem: 2s. 
a - Ą - b Ą - c  =  2 s Odejmując po obu stronach 2 a, lub 2 b, lub 2c

v otrzymujemy:
—'Ci —j— b "“j-  c 2 s — 2 ci 2 (s — ci) 

a —  b - \-c  =  2s  — 2b =  2 (s  — b) 
a - \ -b  — c =  2 s  —  2c  =  2 (s — c).

Wprowadzając te skrócenia pod pierwiastek otrzymamy: ,, ,

: —  y  16 s (s —  a) (s — b) (s — c) czyli ostatecznie’:

JP =e y  $ (s —  a) (s — b) (s — c) (s jest palową obwodu).
Wyraziliśmy więc powierzchnię trójkąta, jako funkcyę trzech boków.
U w a g a :  Otrzymany symetryczny wzór na powierzchnię trójkąta za

wdzięczamy Heronowi z Aleksandryi (I. wieku po n. Ćhr.).
Na podstawie tego’ wzoru można obliczyć promień kola wpisanego 

w trójkąt, jeżeli znamy trzy boki trójkąta. W tym celu prowadzimy ze środka 
kola wpisanego linie prostopadle do trzech boków trójkąta i łączymy środek 
kola z wierzchołkami. Powierzchnia trójkąta rozpadła się na trzy części; 
obliczając każdą z nich osobno, otrzymujemy:
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T> r  I 7 r  I r czyli biorąc r za

nawias: P  =  — ------ r.
¿j

Ale a - \- 'b - \ -c  =  2 s  
więc: P  =  s .r ,  zatem

Pr —  - czyli:

. . _  V  *(* -  «)■ O '— &) 0  —

czyli

Wyprowadzając s pod pierwiastek otrzymujemy

ostatecznie: r  =  J /  (s ~  fl) (s ~  ft) (s c\

Wzór ten tem tylko różni się od wzoru Herona, że s jest w mianowniku, 
zamiast w liczniku. *

§ 79. Obliczenie boków  (i powierzchni) w ielokątów  umiarowych 
wpisanych w  koło. Podział koła.

Nauczyliśmy się wykonywać podział koła konstrukcyjnie, obecnie zrobimy 
tosamo ścisłym rachunkiem. Trzeba w tym celu obliczyć boki wieloboków 

umiarowych wpisanych w kolo w zależności od promie
nia koła. ....

Mając dany promień r, szukamy boku b, wielokąta 
wpisanego.

Dla trójkąta równobocznego w kolo wpisanego 
punkt O jest zarazem środkiem ciężkości (wskutek symetryi),

Fig. 199.

więc O A  —  r, O B  — —  czyli 
¿i

h 3 r

Ale także h == ~  y a  (p. str. 134) więc: — 1/3 == Stąd b =

. , , 3 V 3 r- \  / „
lub b =  —5— , : ■: -

3
Hy

a więc b —  r  . y  ó. ^  '
W k w a d r a c i e  wpisanym w koło przekątnia jest średnicą, więc



4 r 2 =  b- =  2 Z)2 
52'==2 r 3 czyli 

& =  j \ y j r
Dla s z e ś c i o k ą t a  umiarowego 

w koło wpisanego mamy, jak wiadomo: 
6 =  r .

Z kwadratu można przejść do 
o ś m i o k ą t a  prowadząc dwie średnice 
prostopadłe do boków i łącząc ich punkty 
końcowe z wierzchołkami kwadratu. Z 
figury 200. widzimy, że

&' =  ] /  ^  +  Ale

r V 2
Fig. 200.

os =  r-

(bo b jest bokiem kwadratu), więc:

6' =  V r 2 — r '2 V 2 -{- r- =  V 2 r 2 — r 2. V2. Wyciągając 

drugi pierwiastek z r 2 otrzymamy: — r  V2 — V2.
Podobnie z sześciokąta umiarowego można obliczyć bok d w u n a s t o -  

k ą t a  u m i a r o w e g o  wpisanego w koło. Otrzymamy:

V  =  r  V 2 — y a .  (Udowodnij D'
Z tych^rzygadow  widzimy, ze znając bok «• boku umiarowego, mozbmy 

obliczyć bok 2 »  boku, 4 »  boku i t. d. Otóż wychodząc z trójkąta i kwa
dratu możemy obliczyć boki wielokątów umiarowych, których liczba boków 
wynosi: 4, 8 . .  .2 ”, tudzież 3, 3 .2 , 3 .2 3,
3 . 2 3. . .3 .2".

Pominęliśmy p i ę c i o b o k  i dz i e-  
s i ę c i o b o k  u m i a r o w y .  Otóż już przy 
złotym podziale mieliśmy (p. str. 116):

r
V

w  
b(1)

- ' W * ' 5

- ^ ( y s — i)-l

Stąd

czyli

Stąd możemy przejść do boku 
p i ę c i o k ą t a  u m i a r o w e g o  rachun- Fig. 201.
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kiem nieco zawilszym. ¡Mianowicie stosując twierdzenie o średniej geometry
cznej (str. 112 ) do boku dziesięciokąta umiarowego, otrzymamy: 

x  : b =  b : 2 r  stąd

Przy pomocy tego odcinka obliczymy połowę boku pięciokąta umia-

• Jeżeli potrafimy obliczyć bok 5-boku, to stąd już można znaleźć bok 
każdego .wieloboku, którego liczba boków wynosi: 5 .2 , 5 .2 2, . 5 . 2 3. . .5 .2 " .

Wzory te przydają się często przy obliczaniu p o w i e r z c h n i  i o b w o 
d ó w wielokątów umiarowych.

Widzimy, że wzory wyrażające związek między bokami wielokątów 
umiarowych a promieniami kół opisanych składają się co najwyżej z d r u g i c h  
p i e r w i a s t k ó w  —  trzeci pierwiastek nie występuje nigdzie. Możemy więc 
te boki konstrukcyjnie wynaleźć przy pomocy linii i cyrkla (ponieważ potra
fimy każdy drugi pierwiastek zbudować konstrukcyjnie). Odnosi się to do 
w i e l o k ą t ó w ,  k t ó r y c h  l i c z b a  b o k ó w  w' ynos i :  2n, 3 .2 n, 5 .2", a także 
3 .5 .2 n (n dowolna liczba całkowita dodatnia lub zero). G a u s s  (w roku 1801) 
wykazał, że także bok 17-kąta, 257-kąta i t. p., da się wyrazić jako funkcya 
promienia kola przy pomocy samych drugich pierwiastków, da się więc skon
struować przy pomocy cyrkla i linii. Natomiast boki 7-, 9-, 11-, 13-kąta nie 
dadzą się w ten sposób obliczyć.

Do obliczenia boków’ innych wielokątów posiadamy sposoby trygonometryczne.
Ciekawem jest, że l ° n i e  da się skonstruować przy pomocy linii i cyrkla; 

jestto bowiem podział kola na 360 części, liczba zaś 3G0 =  9 .5 .2 - , a widzie

x  =  ~  czyli biorąc b z wzoru (1):
2 r

x = = ~  (5 —  2 V 5  - f - 1 ) :  2 r

® =  -L (6  — 2 1 ^  =  - j - ( 3 - V 5 j .

rowego:
2

Podstawiając tu wartości za 5 i  x otrzymamy:

T  =  J / ^ ( 5 - 2 V 5 + l ) - ^ ( 9 - 6  V 5 + 5 ) .

4 (6 — 2 V5) — (14 — 6V5) =  V  24 — 8 V5 — 14 +  6 Y 5
4

6 ' =  y V  10 — 2V5.

Uwra g a :  Łatwo sprawdzić rachunkiem, że
b'* =  b - - j-> 2. (Wypowiedz słowami!)



liśmy, że już na dziewięć części nie da się koło konstrukcyjnie podzielić. 
Porównując boki wielokątów z promieniem koła opisanego widzimy, że

K  >  r, h  >  r, \  \  —  r> h  <  /jio <  r-
(ib3 =  bok trójkąta równobocznego, bt  =  bok kwadratu, b. =  bok pięciokąta i t. d.) 
Słowami: boki są najpierw większe od promienia, dla sześciokąta bok jest 
równy promieniowi, dla dalszych zaś wielokątów corazto mniejszy w porówna
niu z promieniem. Wielkość tego boku dąży do granicy zero, jeżeli liczba 
boków wzrasta nieograniczenie.

§ 80. Obwód koła.
Dotychczas obliczaliśmy tylko długości odcinków prostych. Jeżeli chcemy 

zbadać długość obwodu kola, a więc linii krzywej, musimy używać zupełnie 
odmiennych sposobów.

W geometryi praktycznej łatwo wykonać mierzenie długości także linii 
krzywych (używa się nitki, lub toczy się kółko o znanym obwodzie po danej 
linii krzywej), w geometryi idealnej jednakowoż ścisłe obliczenie długości 
linii krzywych sprawia wogóle poważne trudności. To obliczanie nazywamy: 
r e k t y f i k a ć y a  l i n i i  krzywej t. j. wyprostowaniem.

Linię kołową uważamy za, granicę, do jakiej dążą obwody wielokątów 
wpisanych o corazto większej liczbie boków, a których kąty zbliżają się coraz 
bardziej do 180°. Najlepiej użyć wieloboków umiarowych (por. str. 95, § 56).

Aby to obliczenie wykonać, zauważmy przedewszystkiem, że koła' są 
•figurami podobnemi, więc ich obwody mają się do siebie, jak średnice. Jeżeli 
więc Uu Uź oznaczają obwody dwóch różnych kół, to:

Ul : U2 =  2->\ : 2 r ,  czyli 
Ł/j : 2§§ =  Z72 : 2 r 2.

Taksamo dla każdego innego koła otrzymamy tęsamą wartość stosunku: 
U : 2 r. Stąd wniosek:

Stosunek obwodu kola do średnicy jest dla każdego kola stalą, liczbą. Naj
większą trudność przy obliczeniu obwodu kola sprawia właśnie obliczenie^tej liczby 
stałej. Wpiszmy w koło i opiszmy na kole sześciokąt. umiarowy, to długość 
obwodu koła jest większa od obwodu sześciokąta wpisanego a mniejsza od 
obwodu sześciokąta^opisanego (por. ćw. 4, str. 96). Ponieważ zaś obwód sześcio
kąta wpisanego wynosi 6 r, a sześciokąta opisanego — jak łatwo obliczyć — 
12 r
—=r, przeto 
V 3

12 r
6 r  •< r< —=  a dzieląc całą nierówność

V 3

przez 2 , ': .

Liczba ~  zawiera się więc w granicach 3 i 3"464 . . . Biorąc teraz¿i T
12-bok wpisany i opisany otrzymamy granice jeszcze bliższe, ponieważ obwód

139
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12-boku mniej się różni od obwodu kola, aniżeli obwód 6-boku. Po wykonania 
rachunku otrzymamy:

3 -1 0 6 ... < 3 - 2 1 5 . . .T
Gdybyśmy jeszcze kilka razy powtórzyli te mozolne rachunki dla 24-kąta> 
48-kąta i t. d. otrzymalibyśmy:

3-14159 < ^ 7  <3-14160.u T
Możemy więc napisać

U
=  3 -1 4 1 5 9 ...2 r

popełniając błąd przez niedomiar (jaki?);
Wartość tego stosunku obliczono z wielką dokładnością, do kilkuset 

miejsc dziesiętnych i udowodniono, że jest l i c z b ą  n i e w y m i e r n ą  (ułamkiem 
nieperyodycznym). Liczbę tę oznaczamy literą grecką n i nazywamy ją  
l u d o l f i n ą ,  na cześć matematyka Ludolfa van Ceulen (XVI. wiek), który ją  
obliczył z dokładnością 35 miejsc.

Należałoby ją  jednak raczej nazywać liczbą Arckimedesa, ponieważ A rchi
medes pierwszy podał jej sposób obliczenia, któregośmy tu właśnie użyli. P rze
prowadzając pięć razy rachunek, któryśmy tu  zaznaczyli, otrzymał Archimedes dla. 
liczby -  granice:

3 ł/7 <  ~ <  S 10/71, a więc z  =  3 - 1 4 2 . . .
Już przed Archimedesem zwrócono uwagę, że stosunek obwodu do średnicy 

jest liczbą stałą dla każdego koła. W  biblii (stary testament) podana jest liczba.
3 jako stosunek obwodu do średnicy. W  wiekach średnich, kiedy prace Archi- 
medesa poszły w zapomnienie, sądzono, że

t: =  y i 0  =  3-162 . . .
Dopiero w czasach nowożytnych przedsięwzięto na nowo rachunki wykonane 

przez Archimedesa. Z tychto czasów pochodzi obliczenie Ludolfa.
W nowszych czasach wykryto inne, szybsze sposoby obliczenia tej liczby 

i udowodniono, że u jest nietylko liczbą niewymierną, ale nie da się także 
przedstawić zapomocą pierwiastków (jest liczbą p r z e s t ę p n ą ) ,  nie da się , 
więc skonstruować przy pomocy linii i cyrkla. Jestto zdobycz drugiej połowy 

/ XIX. wieku.
Doszliśmy więc do następującego wniosku:
Stosunek obwodu koła do średnicy jest liczbą stalą, zwaną ludolfiną, 

która jest liczbą niewymierną, przestępną i wynosi
-  =  3-14159265858979323846...

Wobec tego obwód kola oblicza się, mnożąc średnicę przez ludolfinę:
^  U ~ 2 r ~ .  (1)

Obwód koła jest więc funkcyą jednej zmiennej, mianowicie prom ienia; 
liczba jest liczbą stałą.



Stąd już łatwo obliczyć luk należący do jakiegokolwiek kąta środkowego. 
Łuk jest mianowicie taką częścią obwodu, jaką częścią 360 stopni jest kąt 
środkowy:

i : 2 r -  —  a:  360° stąd
, 2 r  w a ,.
1= w  c z ) 'l l :

'— r - m
180°  { }

Łuk jest więc funkcyą dwóch zmiennych: promienia i kąta.
Widzimy więc, że luk w prosty sposób zależy od kąta. Na tem polega 

nowy sposób mierzenia kątów. Mianowicie: aby zmierzyć jakiś kąt, zakreślamy 
około jego wierzchołka kolo o promieniu równym jednostce długości: r  =  1 
i badamy, jaki łuk leży między ramionami tego kąta,

Jeżeli kąt a =  360°, to łuk wynosi wtedy 2 -  (cały obwód), jeżeli 
a =  180°, to odpowiedni łuk koła o promieniu równym jednostce jest tt; jeżeli

kąt jest prosty, łuk wynosi ~  i t. d. Otóż długość tego łuku przyjmujemy

za nową t. zw. ł u k o w ą  m i a r ę  k ą t a .  Będziemy więc mówili n. p. kąt

wynosi to znaczy jest szóstą częścią kąta półpełnego, a więc w dawnej

mierze wynosi 30°. Ogólnie do zamiany dawnej miary na nową i odwrotnie 
służy wzór (2) i jego odwrócenie:

180?
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81 ̂ P̂ojW-i er z eh n i a~ kroła. Kwadratura koła.
Aby z obwodu koła przejść do powierzchni, uważamy kolo za granicę 

wielokąta umiarowego o corazto większej liczbie boków. Użyjemy więc wzoru 
dla wielokąta umiarowego:

T rP  =  a podstawiając za U  wartość 2 r -  otrzymamy P  =  2 r u . - —

czyli: _ JP==r?jt. _  (3)

Powierzchnia kola jest funkcyą jednej zmiennej, mianowicie promienia.
Ścisły dowód należałoby przeprowadzić tak : Powierzchnia każdego wielo

kąta umiarowego opisanego jest większa od r 2- , .  ale zbliża się dowolnie do tej 
wartości. Gdyby więc było P ] >  to możnaby znaleźć taki wielokąt opisany, 
że jego powierzchnia F  byłaby wprawdzie większa od r 2x  ale mniejsza od P. 
Powierzchnia wielokąta opisanego nie może być jednak mniejsza od powierzchni 
kola zawartego wewnątrz niego. W ięc nie może być r - t t .  T ak samo wy
kazuje się, że nie może być P < i r 2r..

Z tym wzorem wiąże się sławne zagadnienie o k w a d r a t u r z e  ko ł a .  
Widzieliśmy, że każdy wielokąt można zamienić na kwadrat o równej po-
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wierzchni konstrukcyjnie, używając tylko linii i cyrkla. Dla kola łatwo to 
zadanie wykonać r a c h u n k i e m .  Żądamy mianowicie, aby

r s -  =  x-  stąd x  =  Yr~~  czyli: x  =  r  y~.

Gdybyśmy potrafili otrzymać konstrukcyjne -, to i Vit możnaby zbudo
wać geometiycznie i iloczyn r.Vw. Ale właśnie wspomnieliśmy w poprzednim 
ustępie, że -  nie da się otrzymać przy pomocy linii i cyrkla. Stąd wniosek: 

Wykonanie kwadratury kola przy pomocy jedynie linii i  cyrkla jest 
niemożliwe. ■

Natomiast przy pomocy innych przyrządów pomocniczych można wykonać 
kwadraturę koła ściśle. W p r z y b l i ż e n i u  można wykonać kwadraturę 
linią i cyrklem, posiadamy nawet bardzo wiele ciekawych sposobów, dających 
dosyć znaczne przybliżenie. Konstrukcye te ■ pochodzą z czasów, kiedy nie 
wiedziano jeszcze o tern, że zadanie to jest niemożliwe i usiłowano je  roz
wiązać ściśle. Zwłaszcza w średnich wiekach kwadratura koła była ulubionem 
zadaniem uczonych.

Bardzo rozpowszechniona jest p r z y b l i ż o n a  k w a d r a t u r a ,  podana przez 
Polaka K o c h a ń s k i e g o  (1685 roku). Prowadzi się średnicę A B  i styczną

w punkcie B.  Ze środka kola pro
wadzimy pod < 3 0 °  linię O C. Od 
punktu C odcinamy na stycznej trzy 
promienie do punktu E, to linia A  £  
przedstawia W przybliżeniu długość 
połkoła r  ir. Łatwo obliczyć, że 

A E  =  3 -14153 . . . r  
(zam iast : 3 ‘1 4 l 5 9 . . .  r).
Jeżeli na odcinku A E  zbudu

jem y prostokąt o wysokości r, to jego 
powierzchnia wynosi z wielkiem 
(jakiem ?) przybliżeniem równa 

się więc powierzchni kola. Zamieniając ten prostokąt w znany sposób na kw adrat 
otrzymamy przybliżoną kw adraturę kola. ■*>

Umiejąc obliczać powierzchnię całego koła, łatwo obliczyć p o w i e r z 
c h n i ę  w y c i n k a  k o ł a ,  t. j .  części koła zawartej między lukiem i dwoma 
promieniami. Wycinki koła należące do równych łuków są przystające, mają 
więc równe powierzchnie. A więc do łuku 2, 3, 4 .  . . razy większego, 
należy wycinek o powierzchni 2, 3, 4 . . .  razy większej:' Wynika stąd, że’ 
wycinek jest taką częścią powierzchni koła, jaką częścią obwodu jest łuk.

TT: r-’n =  l : 2 r -  

Stąd j y — L ji :  [ czyli: W =  ł . 4 -
Żj T ~ Ci

/ P o w i e r z c h n i ę  w y c i n k a  k o l a  o b l i c z a  s i ę  t ak ,  j a k  p o w i e r z 
c h n i ę  t r ó j k ą t a ,  k t ó r e g o  p o d s t a w ą  j e s t  ł uk ,  a w y s o k o ś c i ą  p r o 
m i e ń  koł a .

A
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Powierzchnię o d c i n k a  kola (t. j. części kola zawartej między lukiem 
i odpowiednią cięciwą) otrzymuje się jako różnicę lub sumę wycinka kola 
i odpowiedniego trójkąta (por. tig. 203):

A B  C =  W  —  T  
A D B  =  TF' +  2T.

Powierzchnię p i e r ś c i e n i a  k o ł o w e g o  otrzymujemy jako różnicę: 
między powierzchniami dwóch kół wspólśrodkowych.

- f r , )  (>\ — r j  tc.
W y c i n e k  p i e r 

ś c i e n i a  k o ł o w e g o  
obliczamy jako różnicę 
wycinków dwóch kól: 

r .W-- ■Z '-A 
K 2 ■ Ł .

Wzór ten wyraża 
powierzchnię wycinka 
pierścienia jako funkcyę 

czterech zmiennych. 
Prostszy wzór otrzyma
my jednak wychodząc z 
proporcyi:

Fig. 203. Fig. 204.

U ' : rt 2 -  =  a:  360° 

W., : r 22 n =  a:  360°

W,

w .

360°
r{ 2 u a

"360®

Stąd W =  W,  -  W,  =  { r ^ - r J ) 360°

T F = ( ,. _ , r2) (ł.i +  , 2)

. 'i ( r ' 71 g .

360°
r 2 “ a \ 
■360^/

Ale ?*! — r., jest s z e r o k o ś c i ą  pierścienia, więc

w = s . h + ± .

P o w i e r z c h n i ę  w y c i n k a  p i e r ś c i e n i a  k o ł o w e g o  o b l i c z a  s i ę  
, t ak ,  j a k  p o w i e r z c h n i ę  t r a p e z u .

Widzimy zarazem, że powierzchnia wycinka pierścienia kołowego jest- 
funkcyą trzech zmiennych.
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Ćwiczenia X .x)
§ 67. 1 . Narysować n a  papierze milimetrowym dowolną figurę, ograniczoną linią 
krzywą i zbadać, w jakich granicach zawiera się liczba wymiarowa tej po
wierzchni.

§ 68. 2. Boki prostokąta wynoszą a —  ~VG, 6 =  V 2 4 ;  podać kolejne przybliże
nia powierzchni tego prostokąta i granicę, do której one dążą. i/

3. Wyjaśnić geometrycznie równości: (a — b ') .c  =  ą ę  —  be, /
(a -}- b) . (c - j -  d) =  a c -(- b o a d  - f-  b d.
4. Jeden cal wynosi 2-54 -cm, ile cm2 wynosi cal kwadratowy'?
5. Obliczyć bok kwadratu mającego powierzchnię tak  wielką, jak  prostokąt 

o bokach b —  37’2 cm, c —  4 5 '8 cm; wykonać także konstrukcyjnie.
6. Wykazać, że każdy kw adrat ma większą powierzchnię, aniżeli prostokąt 

o tym samym obwodzie (uw aga: jeżeli bok kw adrata oznaczymy a, to boki pro
stokąta będą a. x  i a —  a:).

>7/ Ile wynosi bok kwadratu mającego dwa razy tak : wielką powierzchnię, 
ja ji kw adrat o boku a =  10 cm?

Historyk grecki Tucydydes sądził, że wyspa mająca dwa razy większy 
obwród, ma także Rwa razy większą powierzchnię. W ykazać błędność tego twier
dzenia, przyjmując kwadratowy kształt wyspy.

9. W ykazać rysunkiem, że kw adrat zbudowany na przekątni innego kwa
dratu ma powierzchnie dwa razy Większą od pierwotnego kwadratu.

■JO.l Jak  długie musi być polo prostokątne o szerokości 5 m, aby zawie
rało 1 ha?
§ 69. 11. Dowolny równoległobok zamienić na równy mu prostokąt.

12 . Dowolny równoleglobok zamienić na romb o równej powierzchni.
. .-•zŁsU Obliczyć powierzchnię rombu znając jego przekątnie dx =  20\ cm,. 

Aj =  30 cm. ;
lfl^Y Pykonać kw adraturę dowolnego równolegloboku geometrycznie i  alge

braicznie.
§ 70— 71. 15. Wykazać, że dwie przekątnie dzielą równoległobok na cztery rówrne 
tró jkąty .

tyj. Wyprowadzić wzór na powierzchnię trapezu dzieląc go przekątnią na 
dwa trójkąty.

V .  Dowolny tró jką t zamienić ńa tró jką t równoramienny! o równej pod
stawie i równej wysokości.

Ą  1$. W ykazać, że tró jką t równoramienny ma najmniejszy obwód z pośród 
J  wszystkich trójkątów o równej podstawie i równej wysokości. (Dla dowodu po- 
\  prowadzić linię równoległą do podstawy i wykreślić figurę symetryczną względem 
U ej osi).

D). Obliczyć pole wielokątne znając współrzędne wierzchołków: A  (1 m, 3 ni) 
B  ( l 1/* m, 1 »»). G (2 m, 2 m) I)  (4 m, 1 m) E  (5 m, 4 ni) F  (3 1/.2 In, 5 m) 
G (1*8 m,  4 ‘5 m ).

5 72— 73. 20. Dowolny tró jką t zamienić na tró jką t prostokątny o tejsamej 
podstawie i wysokości.

21. Zamienić tró jką t na inny o dłuższej podstawie ale o równej powierzchni.Jj

J) Inno przykłady obliczania powierzchni znajduj.-} sio w zbiorze zadań Kranza na 
sir. 89 i t. d.
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22. Ile  wynosi wysokość trójkąta, którego podstawa wynosi 3 dm, a. po
wierzchnia 39 clm?

23. Dowolny wielokąt nieumiarowy zamienić na kw adrat rysunkiem.
24. Podzielić dowolny tró jką t na trzy równe części liniami wychodzącemi

■z jednego wierzchołka.
f i  £5: Wykazać, że linie łączące środek ciężkości trójkąta z jego wierzchoł

kami dzielą trójkąt na trzy równe części.
' 26. Dowolny równoległobok podzielić na siedem równych części zapomocą 

linii wychodzących z jednego wierzchołka.
27 . Dowolny tró jką t podzielić na dwie równe części zapomocą linii równo

ległej do* podstawy (metodą analizy algebraicznej).
§  b j / 28. Ile  razy powiększy się powierzchnia jakiegokolwiek wielokąta, jeżeli 
zamienimy go na figurę podobną o trzy razy większym obwodzie?/'

29. Jak  się przedstawi 1 Jon- na mapie narysowanej wpocmałce 1 : 25.O00J? 
Jak  wielki obszar można zmieśwdL na mapie kwadratowej o boku 3 dm, 

jeżeli używamy podziałki 1 : 200.000? o u 0 0
§ 75. 31. M ając dane dwa różne kwadraty wykreślić trzeci kw adrat, mający 
powierzchnię taką, ja k  obydwa dane kwadraty razom.

32. Tosamo zadanie wykonać d la : a) trójkątów  równobocznych, b) sześcio- 
kątów umiarowych, c) kół, d) dowolnych wielokątów nieumiarowych ale podobnych 
do siebie.
§ 76. Zßs. Opierając się na § 76. wykazać, że tró jką t o bokach 3, 4, 5 jest 
prostokątny. Egipcyanie używali takiego tró jkąta do wytyczania kąta  prostego. 
Używali sznura zamkniętęgo, opatrzonego 12 guzami w równych odstępach. Zginając: 
go w punkcie trzecim i siódmym-otrzymywali tró jką t prostokątny.
§ 77. 3^/O bliczyć: a) przeciwprostokątnię tró jką ta prostokątnego znając obydwie 
przyprostokątnie: a = 1 2 ,  b —  15 cm, b) powierzchnię tró jkąta prostokątnego 
znając przeciwprostokątnięt c =  4 dm  41 m m  i jedną przyprostokątnię 3 dm  15 mm. 

3 ^ /  Obliczyć powierzchnię kw adratu znając jego przekątnię, d =  21 cm.
3 6 /E g ipcyan ie  obliczali powierzchnię tró jkąta równoramiennego mnożąc 

podstawę przez połowę boku. Jak i błąd popełniali przytem ? N. p. podstawa 
a =  8 cm, bok =  3 1> cm.

3%/ Obliczyć ram ię tró jką ta  równoramiennego znając podstawę i wysokość 
(a =  0 '75  cm, w  =  2 ’49 cm).

3S{ W  trapezie równoramiennym znane są boki równoległe a =  1G'4, 
b =  9 '6  i ramię c =  5 '8 . Obliczyć powierzchnię.

3.9. Obliczyć powierzchnię tró jką ta  równobocznego o boku a =  20 cm.
^Oy Ile wynosi bok tró jką ta równobocznego, którego powierzchnia wy

nosi 1 m f.
4 1 / W  kole o promieniu 8 cm wykreślono cięciwę, o długości 5*4 cm. Ile 

wynosi-bdległość tej cięciwy od środka?
4j2-i Obliczyć powierzchnię rombu znając jeden bok i przekątnię.
4 3 / Obliczyć powierzchnię sześciokąta umiarowego znając jeden bok.

*  § 78. 44. Obliczyć powierzchnię tró jkąta znając jego boki: a =  10 cm,
b =  17 cm, c =  21 cm.

*  45. Obliczyć promień koła wpisauego w trójkąt, którego boki wynoszą 
13 cm, 14 cm, 15 m , /  j y f  3 / ^ V

§ 79. 16. Obliczyć powierzchnię tró jką ta równobocznego: o) wpisanego w koło *f 
ó promieniu 15 cm, b) opisanego na kole o tymsamym promieniu.

lv «  om  n i  O ki, ßeom etrya I .  i 11... . /  f ̂  \

r
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,47. W ykazać, że powierzchnia sześciokąta umiarowego wpisanego w koło 
je st średnią geometryczną, między powierzchnią tró jką ta  wpisanego, a trójkąta 
opisanego na tern kole.

4 g /  Obliczyć powierzchnię kw adratu wpisanego w kolo o promieniu 
r  =  48 cm i kw adratu opisanego na tem kole. Zbadać stosunek obydwu powierzchni.- V ' 

/ć- 49. ,'W j'konać takiesamo obliczenie, jak  w zadaniu poprzedniem, dla sześcio-
';/■ k ą ta  umiarowego.

5 0 /  Obliczyć powierzchnię ośmiokąta umiarowego wpisanego w koło o pro
mieniu r  =  18 IMfK

5 1/O bliczyć powierzchnię ośmiokąta umiarowego znając jego bok.
o y  Wyprowadzić wzór ])odający związek boku szesnastokąta umiarowego 

z promieniem koła wpisanego.
Tosamo zadanie wykonać dla 24-kąta umiarowego.

54. Obliczyć powierzchnię dziesięciokąta umiarowego wpisanego w koło o pro
mieniu r  =  2‘8 dm.

bp.  Jak i jest; wykładnik stosunku odcinków podziału złotego?
fjj>. Obliczj^ć powierzchnię pięciokąta umiarowego znając promień koła opisa

nego ? • = ( ) •  12 cm.

§ 8 0 — 81. 57. Obliczyć obwód koła, którego promień wynosi 2 '25  dni.
5§s  Obwód pnia okrągłego wynosi 2 '5  jaka jest średnica przekroju?,
53. Wiedząc, że obwód ziemi wynosi 40 .000  h u ,  obliczyć promień ziemi.
6g. Ile razy obróci się koło (o promieniu 1:2 m) lokomotywy na drodze 

ze Lwowa do Krakowa (342 km)?
6 1 /  Średnicę półkola przepołowić i na każdej połowie zakreślić nowe pół

kole ck /w n ę trza ; wykazać, że obwód większego półkola równa się sumie obwodów 
obydwu mniejszych. Przeprowadzić podobną konstrukcyę w mniejszych półkolach, 
potem w dalszych i t. d. i porównać sumę ich długości z pierwotnem półkolem.

6g , W ykazać, że jeżeli obwody dwóch kół wspólśrodkowycb różnią się 
o 1 dm, to ich odstęp będzie jednakowy bez względu na wielkość tych kół 
(n. p. obwód pomarańczy a obwód ziemi).

63 / Obliczyć łuk koła o promieniu r  =  9 cm należący do kąta środkowego: 
a) 5 0 ,  6) 42° 15', c) 138° 20'.

Ile  wynosi w mierze łukowej kąt: 10°, 25°, 2°, 38° 2 0 '?
65. Do jakiego kąta  środkowego należy łuk równy promieniowi? ile wynosi

w mierze stopniowej kąt, który w mierze łubowej =  1 .
Obliczyć powierzchnię koła o promieniu 2 dm  3 cm 5 mm.

67. W ykonać rachunkiem i przybliżonym rysunkiem kw adraturę koła o pro
mieniu r  =  2 cm.

68. Jak  wielki jest promień koła pokrywającego powierzchnię 1 k m 2?
697 Ile  razy powiększy się powierzchnia kola, jeżeli promień wzrośnie pięć

razy (porównaj zadanie 8)?
70. Ja k ą  powierzchnię ma koło, którego obwód wynosi 48 'cm? Porównaj 

tę  powierzchnię z powierzchnią kwadratu, sześciokąta umiarowego, ośmiokąta 
umiarowego i t. d. o tym samym obwodzie! Jak i stąd wniosek ? (Problem D klony.)

71. Z kwadratu o boku 56 w« wycięto 49 kół równych (o promieniu 4 cm) ; 
obliczyć pozostałą powierzchnię.

IS '. Na bokach tró jką ta prostokątnego wykreślono półkola dwa mniejsze 
na zewnątrz, większe od wnętrza. W ykazać, że powierzchnia dwu powstałych 
księżyców równa się powierzchni trójkąta, nie zawiera więc liczby —  Są to 
t. zw. księżyce Hipokratesa.



7<3/Obliczyć wycinek koła o promioniu r  =  3 ’8 cm należący od kąta 
środkowego: a) 40°, b) 22° 30 ', c) 250°.

J J /  Przedstawić zapomocą wycinków tego samego kola liczby ludności 
w poszczególnych krajach Monarchii. (U w aga: kąty środkowe m ają pozostawać 
do siebie w takim  stosunku, jak  liczby ludności.)

. 75 . J Ł Jto ta  o promieniu 2 dni wycięto wycinek o powierzchni 1  dni2; jak i 
luk i jak i ką t środkowy należą do tego wycinka?

76. Obliczyć powierzchnię odcinka należącego do kąta  środkowego: a) 90°,
- b) 60°, c) 72° znając promień koła r  =  18 cm.

77. Wykazać, że powierzchnia pierścienia kołowego równa się powierzchni 
koła, którego promieniem je s t odcinek stycznej do kola wewnętrznego zawarty 
między punktem styczności a kołem większem.

78. W  jakim  odstępie od danego kola należy poprowadzić drugie kolo 
współśrodkowe, aby powierzchnia pierścienia równała się powierzchni kola we
wnętrznego.

¿7-9^Podzielić powierzchnię kola na trzy równe części za pomocą kol współ- 
środkowych.

80. Obliczyć powierzchnię wycinka pierścienia kołowego znając r =  22 cm, 
r t == 32 cm, a —  15°.

81. A lbrecht DUrer (znakomity malarz niemiecki z X V I. wieku) podaje 
kwTadraturę koła biorąc %  średnicy za przekątnię kw adratu równego kołu. Jaki 
błąd popełnia się p rzy ton  (n. p. r  = 1 0  cm).

82. Jak  długą musiałaby być większa wskazówka zegarka, aby je j koniec 
zakreślał 1 m  na sekundę? ile mm  w "jednej .sekundzie zakreśla wskazówka
2 cm  długa?





Stereometrya

Rozdział I.

Pewniki stereometryczne.

§ 82. Uzupełnienie systemu pewników.
•Utwory geometryczne, którymiśmy się dotychczas zajmowali, leżały wszystkie 

na jednej płaszczyźnie: obracaliśmy się w sferze dwóch wymiarów. Badając 
własności'tych utworów nie posługiwaliśmy się przestrzenią trójwymiarową — 
z wyjątkiem badania związku figur symetrycznych — nie posługiwaliśmy się 
nigdy kilkoma płaszczyznami. Jeżeli jednak geometrya ma być nauką o po
staci wyidealizowanych tworów świata zewnętrznego, które są przecież trój
wymiarowe, to powinniśmy obecnie porzucić ciaśniejszy horyzont utworów 
dwuwymiarowych i badać utworu przestrzenne, zużytkowując naturalnie wiado
mości nabyte w planimetryi. Co więcej: także głębsze zrozumienie plani- 
metryi wymaga pewnych wiadomości ze‘ stereometryi. Utwory planimetryczne 
są tylko przekrojami utworów stereometrycznych.

Stereometrya opiera się na tychsamych pewnikach, co i planimetrya 
a oprócz tego przybywają trzy nowe pewniki służące do odróżnienia płaszczyzn 
od wszelkich innych możliwych powierzchni (krzywych).

Pewniki te, podobnie jak i  planimetryczne, są twierdzeniami wziętemi 
z zewnętrznego doświadczenia i wyidealizowąnemi. Co w świecie zewnętrznym 
s p o s t r z e g a m y  w p r z y b l i ż e n i u ,  iiiedoskonale, to ujmuj emy w twierdzenia 
ścisłe i u m a w i a m y  się,  że  b ę d z i e m y  t e  w ł a s n o ś c i  p r z y p i s y w a l i  
naszym idealnym utworom geometrycznym d o k ł a d n i e .

I tak w planimetryi mieliśmy ośm takich pewników I.—VIII. str. 5. 
Do badania przestrzeni trójwymiarowej potrzebne są jeszcze następujące pewniki:



IX. Przez trzy punkty nie leżące na jedne] linii prostej przechodzi 
(jest wyznaczona) tylko jedna płaszczyzna.

X. Prosta mająca z płaszczyzną dwa punkty wspólne ma z nią 
wszystkie punkty wspólne (czyli leży cała na tej płaszczyźnie).

XI. Jeżeli dwie płaszczyzny mają jeden punkt wspólny, to muszą mieć
całą linię prostą (krawędź) wspólną. ^

§ 83. Bezpośrednie wnioski z pewników.
Pewnik IX. jest wyrazem znanego spostrzeżenia, że n. p. na trzech 

.kołkach zawsze można rozpiąć jedną „płaszczyznę“ z płótna, a każda inna 
„płaszczyzna“ rozpięta na tychsamych kolkach pokrywa sie dokładnie 
z pierwszą. Bez względu na to, czy trzy punkty leżą blizko, czy dalej, otrzy
mujemy tylko jedną płaszczyznę. (W geometryi praktycznej trzy punkty 
nadto blizkie nie wyznaczają płaszczyzny, podobnie jak dwa punkty blizkie 
nie wyznaczają prostej w geometryi praktycznej.)

Ponieważ do wyznaczenia płaszczyzny wystarczą -trzy. punkty nie leżące 
na jednej linii prostej, to tem bardziej wystarczy jedna linia prosta i  punkt 
poza nią leżąpy. W konstrukcyach. geometrycznych często robimy z tego użytek. 
(N. p. wykreślenie płaszczyzny przechodzącej przez wierzchołek stożka i przez 
średnicę podstawy!)

Taksamo łatwo wywnioskować, że przez dwie prosta przecinające sie 
lub przez dwie proste równolegle je s t .wyznaczona jedna płaszczyzna. (Wykaż 
to opierając się na pewnikach IX J  X!) Twierdzenie to ma wielkie zastoso
wanie w praktyce (n. p. przy pokrywaniu płaskich dachów przesuwamy 
płaszczyznę przez krokwie równoległe lub przecinające się).

Opierając się na tem i na pewniku X. możemy utworzyć płaszczyznę
ruchem linii prostej. Jeżeli mianowicie prosta posuwa się po ramionach
kąta- łub po dwóch liniach równoległych tak, aby zawsze przecinała obydwie 
proste, to zakreśla płaszczyznę.

Dowód:. Wykreślmy płaszczyznę a wyzna
czoną, przez proste S M  i SN . Prosta X  Y  mająca
z nią dwa punkty A  i B  'wspólne musi cała leżeć
na tej płaszczyźnie (według pewnika Taksamo
w każdem innem położeniu. Jakikolwiek punkt C 
płaszczyzny a wybierzemy, znajdzie się zawsze, takie 
położenie prostej X  I '  równoległe do pierwotnego 
położenia, w k torem ona przechodzi przez 

Fl£- 20°- ten punkt. Ruchem prostej X  Y  po prostych
S M  i S N  możemy więc wyczerpać całą. płaszczyznę a. 

Jakim, jeszcze ruchem linii prostej można otrzymać płaszczyznę?
. i i  Każda powierzchnie uowstaiaca-jmzez. ru c h lin ii  prostej nazywamy p o- 

e r z c h n i ą  p r o s t o l i n i  o wą.  (Później poznamy także krzywe powierzchnie 
prostoliniowe, n. p. powierzchnia whlca lub stożka.) Prosta X  Y  zakreślająca
swym ruchem płaszczyznę nazywa się t w o r z ą c ą ,  a utwór, po którym ta
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prosta się ślizga ( S M N )  nazywamy k i e r o w n i c ą  p o w i e r z c h n i .  Wykaza- 
. liśmy więc, że p ł a s z c z y z n a  j e s t  p o w i e r z c h n i ą  p r o s t o l i n i o w ą .  

Każda powierzchnia prostoliniowa musi być nieograniczona, ponieważ zawiera 
całą linię prostą — w rozmaitych położeniach — a już sama linia prosta 
jest nieograniczoną. We wszystkich rozumowaniach będziemy więc pojmowali 
p ł a s z c z y z n ę  jako p o w i e r z c h n i ę  n i e o g r a n i c z o n ą ,  na rysunku jednak 
przedstawiamy zawsze tylko skończony kawałek płaszczyzny.

Pewnik X. służy do odróżnienia płaszczyzny od innych powierzchni. 
(Na tein polega próba stolarska.)

Należy-jednak zauważyć, żę linia prosta może w nieskończenie wielu 
położeniach przylegać całkowicie do powierzchni, a mimoto powierzchnia nie 
jest p la s k a ,  n. p. walec. Właściwością płaszczyzny jest  to. że p r o s t a  p r z y -  
1 e g a  do ni  ej w k a ż d e m mi  e j sc u. i w k a ż d y m J c i e r u n k u ,  czego niema 
ani walec, ani stożek, ani żadna inna powierzchnia prostoliniowa. Są nawet 
takie p o w i e r z c h n i e  k r z y w e ,  na których dadzą się w każdym punkcie 
wykreślić d w i e  l i n i e  p r o s t e  w różnych kierunkach przylegające zupełnie 
(por. § 118).

Pewnik XI. poucza, że jeżeli się dwie płaszczyzny wngóle przecinają, to
przecinają się wzdłuż całej linii prostej zwanej 
k r a wrędzi . ą  tych p ł a s z c z y z n .

Uwaga: Mogłoby się zdawać, że ten pe
wnik nie zgadza się z rzeczywistością, N. p. 
na fig. 206 dwie płaszczyzny a i 3 mają tylko 
jeden punkt w-spólny. Jednakowoż trzeba pa
miętać, że są tu narysowane tylko części pła
szczyzn, a pewnik odnosi się do nieograniczo
nej płaszczyzny. Gdybyśmy płaszczyznę p od

powiednio rozszerzyli, otrzymalibyśmy krawędź przecięcia się.
*Dwri e  p ł a s z c z y z n y  p r z e c i n a j ą c e  się tworzą figurę odpowiadającą 

kątowi w planimetryi, zwaną k ą t e m  d w u ś c i e n -  
n y ni. Nazwa pochodzi stąd. że płaszczyzny na
zywamy także ścianami. W planimetryi każdy 
kąt posiada dwa ramiona i wierzchołek. Tutaj 
odpowiadają temu dwie ś c i a n y  k ą t a  a i fi i 
krawędź A B .  Literami oznacza się kąt dwu- 
ścienny zwykle:

lub rzadziej: O (A B) E ) t. j. tak, aby litery
oznaczające krawędź były w środku. Kąt plaski 
jest tylko przekrojem kąta dwuścieńnego,

TJwaga: Dla wyrazistości rysujemy linie za- 
Kg. 207. slonięte kropkowane, lub cieńszą, kreską, jeżeli sobie
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ściany wyobrażamy przeźroczyste lub opuszczamy je  zupełnie, jeżeli sobie ściany 
wyobrażamy z materyału nieprzeźroczystego.

Na tej figurze łatwo spostrzedz, że dwie linie proste prostopadłe do tej 
samej trzeciej w przestrzeni nie muszą być równoległe, owszem mogą się 
przecinać, jak n. p. proste O i?  i EJ3, prostopadłe do A B .  Wtedy jednak 
leżą one na dwóch różnych płaszczyznach zawierających prostą A B ,  Widać 
stąd, że niektóre twierdzenia planimetryi nie dadzą się przenieść do stereo- 
metryi bez żadnych zastrzeżeń. Toteż spotkamy się w stereometryi nieraz 
z dowodzeniem twierdzeń poznanych już w planimetryi.

Jestto ogólne prawo logiki, ze twierdzenia odnoszące się do ciaśniejszego 
zakresu pojęć muszą, uledz zmianie, jeżeli je  chcemy przenieść do obszerniejszego 
zakresu.

§ 84. Pęk płaszczyzn i pęk przestrzenny.
Podobnie jak w planimetryi mieliśmy do czynienia z pękami prostych, 

tak w stereometryi ważnym utworem jest p ę k  p ł a s z c z y z n .  Jestto zbiór 
płaszczyzn przecinających się w zdluz jednej lin ii prostej i czyli wychodzących 
z jednej prostej. Tę prostą nazywamy osią pęku. Jeżeli taki pęk przetniemy 
jakąkolwiek płaszczyzną przecinającą krawędź tylko w jednym punkcie, otrzy
mamy na tej płaszczyźnie p ę k  p r o m i e n i  rzucony przez ten pęk płaszczyzn. 
Jeżeli zaś pęk płaszczyzn przetniemy jedną linią prostą nie trafiającą krawędzi, 
powstanie na tej prostej s z e r e g  p u n k t ó w  rzucony przez pęk płaszczyzn. 
Wykreśl pęk płaszczyzn przecięty płaszczyzną i linią prostą! Jaki utwór 
otrzymamy, jeżeli przetniemy pęk płaszczyzn płaszczyzną równoległą do osi? 
Zbiór w s z y s t k i c h  płaszczyzn schodzących się w jednej krawędzi wypełnia 
całą przestrzeń.

Utworem geometrycznym ogólniejszym od pęku płaszczyzn, 
obszerniejszym, jest zbiór linii prostych i  płaszczyzn przecinających 
się w  jednym punkcie, zwany p ę k i e m  p r z e s t r z e n n y m .  Punkt ten na
zywa się w i e r z c h o ł k i e m  p ę k u .

Pęk przestrzenny złożony z w s z y s t k i c h  linii przechodzących przez 
jeden punkt można nazwać zarówno przestrzennym pękiem prostych, jak  i prze
strzennym pękiem płaszczyzn. Zawiera on bowiem nietylko wszystkie linie 
proste przechodzące przez jeden punkt, ale także każdą płaszczyznę przecho
dzącą przez ten punkt: każdą bowiem płaszczyznę można zbudować z sa
mych linii prostych przechodzących przez jeden punkt (płaski pęk 
promieni).

Jeżeli pęk przestrzenny przetniemy płaszczyzną nie przechodzącą przez 
wierzchołek pęku, otrzymamy na tej płaszczyźnie rozrzucony zbiór punktów 
i prostych, zwany s y s t e m e m  p ł a s k i m .  Jeżeli wierzchołek pęku oddala 
się od systemu płaskiego, promienie dążą do położenia równoległego.

Słowo: p e r s p e k t y w i c z n y ]  ma tosamo znaczenie, co w planimetryi. 
A więc n. p. dwa pęki płaszczyzn nazywają się perspektywiczne, jeżeli rzucają
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tensam szereg punktów lub tensam plaski pęk promieni. Dwa systemy 
płaskie nazywają, się perspektywiczne, jeżeli są rzucono przez tensam pęk 
przestrzenny. Podobnie dla innych utworów.

Pęki te mają ważne zastosowanie w rysunku perspektywicznym, którym 
się zajmiemy w następnym rozdziale. Także w optyce, w akustyce i innych 
działach fizyki rozważa się pęki promieni i utwory przez nie rzucone.

Ć w ic z e n ia  I .

§ 83'. 1. Trzy punkty wyznaczają jedną płaszczyznę; wykazać, że wzajemnie trzy 
płatżcźyzny wyznaczają jeden punkt. Czy zawsze?

2. W ykazać przy pomocy pewnika IX. i X., że dwie przecinające się prosto 
wyznaczają jedną płaszczyznę.

3. Przez ruch postępowy prostej nie w kierunku jej długości powstaje 
zawsze płaszczyzna; czy przez ruch obrotowy prostej zawsze powstaje płaszczyzna?/

4. Podać ■ przykłady powierzchni prostoliniowych płaskich j  krzywych.
5. ¡Wykazać, że przekrój płaski k ą ta  dwuściennego jest kątem  p łask im ; , ,

czy zawsze? j .
6. I)wa punkty wyznaczają linię prostą; co wyznaczają dwie płaszczyzny?

§ 84. 7. M ając podany na dowolnej płaszczyźnie pęk promieni i punkt 8  nad\ 
płaszczyzną, wykreślić pęk płaszczyzn rzucający te promienie a przechodzący przez S. ' w*

8» Mając podany szereg punktów i punkt T  poza tą  prostą leżący wykre
ślić pęk płaszczyzn, rzucający te punkty, a przechodzący przez punkt T. N ary
sować oś tego p ę k u !

9. M ając podany pęk płaszczyzn przeciąć g o : a) płaszczyzną przecinającą 
oś w jednym  punkcie, b) prostą nie przecinającą krawędzi./

10. Mając na płaszczyźnie podany wielokąt wykreśli? jakikolwiek pęk prze
strzenny rzucający boki i wierzchołki tego wielokąta. Narysować drugi pęk 
perspektywiczny do pierwszego.

11. Jakikolwiek pęk przestrzenny przeciąć płaszczyzną. Co zauważymy, 
jeżeli odsuwamy płaszczyznę coraz dalej od wierzchołka pęku.

/1 2 -, W  latarni projekcyjnej wstawiono w bieg promieni płaszczyznę prze
źroczystą z narysowanym kwadratem. Narysowrać cień, jak i powstanie: a) n a  
płaszczyźnie równoległej do niej, b) n a  płaszczyźnie nachylonej.

Ig ,-N arysow ać pęk promieni wychodzących od krawędzi i naroży kostki, 
a zbiegających się w oku.. Jeżeli się oko oddala, do jakiego położenia dążą. 
promienie ?



Rozdział II.

O rysunku perspektywicznym.

§_85. ..O perspektywie środkowej (malarski<y),_ _
Zanim przystąpimy do badania części składowych brył i samych brył, 

musimy się zastanowić nad pewną niedogodnością rysunku. Wspominaliśmy 
już  w planimetryi, że rysunek jest dla nas tylko środkiem pomocniczym, jest 
niedoskonałem urzeczywistnieniem utworów geometryi idealnej. Zawsze jednak 
na tym rysunku można było z pewnem przybliżeniem sprawdzać dokładność 
konstrukcyi i obliczeń, a nawet wykonywać obliczenia. W stćreometryi na 
pierwszy rzut oka odpadają te wszystkie dogodności. Utwór przestrzenny nie 
da się narysować na płaszczyźnie nawet w przybliżeniu.

oku obraz takisam — lub przynajmniej zbliżony do tego, który powstaje, 
gdy patrzymy wprost na utwór przestrzenny. N. p. na fig. 208 narysowaliśmy 
kostkę tak, jak  się ona naszemu oku przedstawia, Ściana tylna jako dalsza- 
wydaje się mniejszą od przedniej. Linie a, b, c, d, które są w rzeczywistości 
równoległe, zdają się zbiegać ku pewnemu punktowi O, o czem nas codzien
nie doświadczenie poucza. Jestto t. zw. „punkt oczny“ .

To, co rysujemy, jest tylko obra
zem płaskim wywołującym w naszem

m
Fig. 208. Fig. 209.
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Uwaga: Obrazy linii równoległych biegnących od naszego oka muszą się 
zbiegać na takim rysunku, ponieważ kąt widzenia przedmiotu bliższego jest zawsze 
większy, aniżeli kąt widzenia przedmiotu dalszego. A więc odstęp dwóch linii 
równoległych, który jest wszędzie równy, wyda się nam większym w miejscu A B , 
aniżeli w miejscu dalszem GD (por. fig. 209). Jeżeli więc rysunek ma spra
wiać wrażenie rzeczywistości, to musimy odrazu narysować odcinek CD  mniejszy 

. jak A B .  Stąd wynika, że linie równoległo x x  i yy ' będą się na rysunku 
przedstawiały jako zbieżne.

Linie poziome, równoległe do linii łączącej nasze oczy, pozostają w ry
sunku1 perspektywicznym równoległemi, zarówno jak  i linie pionowe.

Kąty proste w naturze występują na rysunku bądźto .jako ostre/ bądźto 
jako rozwarte/' a odcinki a, b, c, d, które powinny być wszystkie równo od
cinkowi w, Są wszystkie krótsze i to w rozmaitym stosunku.

Jakkolwiek taki rysunek sprawia w nas&im oku złudzenie kostki (naj
lepsze złudzenie otrzymamy wtedy, jeżeli umieścimy nasze oko nad punktem O 
w niewielkiej odległości od płaszczyzny rysunku) i jakkolwiek dla malarstwa 
ma pierwszorzędne znaczenie,- jednakowoż nie nadaje się zupełnie do celów 

ł r

Fig. 210.

geometryi, techniki i przemysłu. Na figurze takiej nie można uskuteczniać
■ żadnych pomiarów, jeżeli się nie posiada głębszych wiadomości z geome

tryi rzutowej, a i wtedy obliczenia są bardzo mozolne.
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Rysunek taki nazywa się p e r s p e k t y w ą  ś r o d k o w ą . l u b  m a l a r s k ą .  
Przykładami takiej perspektywy są zdjęcia fotograficzne i każdy dobry obraz. 
Aby obraz perspektywiczny otrzymać, łączymy oko O z wszystkimi punktami 
danego przedmiotu (por. fig. 210) i ten pęk promieni przecinamy płaszczyzną 
prostopadłą do kierunku widzenia t. zw. p ł a s z c z y z n ą  o b r a z o w ą .  Na tej 
płaszczyźnie powstanie płaski obraz przedmiotu przestrzennego. Podobny obraz 
powstaje, jeżeli przedmiot umieszczony przed płaszczyzną obrazową rzuca na 
nią cień. Cień ten jest także perspektywicznym obrazem przedmiotu, jedna
kowoż występuje na nim tylko kontur (zarys).

Kierunkiem  widzenia nazywam}' oś stożka utworzonego przez wszystkie 
promienie łączące oko ze skrajnym i widzialnymi punktami.

iYyobraźmy sobie, że oko znajduje się tak daleko od przedmiotu, że 
promienie łączące z nim oko można uważać za w i ą z k ę  p r o m i e n i  r ó w n o 
l e g ł y c h .  Jeżeli tę wiązkę promieni przetniemy płaszczyzną (t. zw. pła
szczyzną obrazową), otrzymamy na niej obraz zwany p e r s p e k t y w ą  r ó w n o 
l e g ł ą .

Rozróżniamy dwa rodzaje perspektywy równoległej zależnie od tego,

ściany przedniej i z obwodem tego obrazu.
Obraz A ' B ' O  D ' nie zasługuje jednak na nazwę perspektywy w pier- 

wotnem znaczeniu tego słowa. Słowo to bowiem pochodzi od słowa łaciń
skiego : „perspicio“ =  przeglądam, a z rysunku tego nie mamy żadnego' 
przeglądu całej bryły. Może to być obraz kostki, ale równie dobrze może to- 
być obraz klina A B  C D  M N ,  lub kwadratu A B  C D  i t. p.

Perspektywa równoległa.

czy promienie rzucające są prostopadłe do płaszczyzny obrazowej, czy też na
chylone. Obraz powstający przez 
rzut prostopadły nazywa się p e r 
s p e k t y w ą  r ó w n o l e g ł ą  p r o -

A’ r ' s t o p a d ł ą ,  rzut zaś ukośny tworzy
perspektywę równoległą  
u k o ś n ą .

Fig. 211.

Obydwa te sposoby rysowania, 
przedmiotów najłatwiej zrozumieć 
przy pomocy rysunku kostki (sze
ścianu). Zbadajmy najpierw r z u t  
p r o s t o p a d ł y .  — Ustawmy ko
stkę jedną ścianą równolegle do 
płaszczyzny obrazowej, to z wielkiej 
odległości zobaczymy tylko przednią, 
ścianę; obraz ściany tylnej i ścian 
bocznych nakryją się z obrazem
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Aby na rysunku wystąpiły także ściany boczne kostki, trzeba ją  ustawić 
inaczej, sztuczniej; trzeba'jedno naroże zwrócić ku nam. Wtedy wystąpią już 
na obrazie wszystkie ściany kostki odrębnie (tylne kreskujemy). Proste B A ,  
B G . B E  prostopadłe do siebie w rzeczywistości tworzą na rysunku kąty

ß

Fig. 212.

ß i ?]
tj-jĄ
'Uu h v i i  
101 
t  ■

rozwarte a, ß i y i doznują pewnych skróceń zależnych od 
a różnych dla każdej z tych linii (por. fig. 212).

Konstrukcya jest wte
dy tylko łatwa, jeżeli 
kostkę umieścimy syme
trycznie przed płaszczyzną 
rysunku tak, aby nachy
lenie wszystkich krawędzi 
do płaszczyzny obrazowej 
było jednakowe (po 45°).
Wtedy kąty a 3 y będą 

wynosiły po 120°, a wszystkie krawędzie doznają 
tego samego skrócenia. Obrazem kostki będzie 
sześciokąt umiarowy z wykreślonemi przekątniami ^ig. 213.
(por. fig. 213).

Takie obrazy nazywamy już perspektywą 
równoległą (prostopadłą) i bywają one używane w technice. Dla nas jednakowoż 
ważniejsze są r z u t y  u k o ś n e .  Jeżeli promienie rzucające są nachylone do 
płaszczyzny obrazowej, to linie a, b, c mogą tworzyć zupełnie dowolne kąty, 
a ich zmniejszenia mogą mieć również .wartość dowolną. Niektóre odcinki 
mogą nawet doznać powiększenia, n. p. odcinki prostopadłe do kierunku 
promieni wystąpią na ukośnej płaszczyźnie obrazowej w powiększeniu. Wszystko 
zależy tylko od tego, pod jakim kątem padają promienie. Kostkę możemy 
teraz nawet ustawić jedną ścianą równolegle do płaszczyzny obrazowej a wy
stąpią na rysunku i dna i ściany boczne. Skróceń (lub przedłużeń) nie' 
trzeba obliczać osobno, tylko z góry obiera się pewne zmniejszenie i według

tego sporządza się rysunek. Dlatego też w dalszym 
ciągu b ę d z i e m y  u ż y w a l i  w y ł ą c z n i e  p e r 
s p e k t y w y  r ó w n o l e g ł e j  u k o ś n e j .  Ustawmy 
kostkę tak, aby jedna ściana była równoległa do 
płaszczyzny rysunku, a dno poziome (wyobraźmy 
sobie, że płaszczyzna rysunku jest pionowa, n. p. 
tablica). Jeżeli na tę kostkę patrzymy z wielkiej odle
głości (ukośnie z boku), to oko nie odczuwa różnicy 

Fig. 214. zbieżności promieni pochodzących od ściany tylnej a
ściany przedniej kostki na fig. 214. Wtedy widzimy 

i tylną i przednią, ścianę w równej wielkości, a -wobec tego linie a, b , c , d  
muszą być na rysunku równoległe. Wogóle przy rzucie ukośnym obrazami

i )  :
1
ł1

^ > " / b
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linii równoległych są zawsze Unie róimolegle —  co bardzo upraszcza kon
strukcję w porównaniu z perspektywą środkową. Natomiast kąty proste kostki 
leżące przy liniach biegnących ku nam, ulegną zniekształceniu i to tern 
większemu, im bardziej z boku patrzymy. Dobiera się zwykle takie stano
wisko, aby kąt prosty zamienił się na a =  30°, 60° lub 45“, wtedy bowiem 
konstrukcya łatwiejsza (n. p. na fig. 214 jest a =  30°). Kąty leżące w płaszczy
znach równoległych do nas rysujemy niezmienione, a więc ■{ =  90°, o =  90° 
i t. p. Długość linii a, b, c, d  rysuje się albo równą długości m  — a więc 
w naturalnej wielkości —  albo też skracamy to linie w pewnym stałym sto
sunku, jednakowym dla wszystkich linii równoległych do a. N. p. na fig. 214 
s k r ó c e n i e  s c z y l i  s t o s u n e k  a : m  wynosi %.

Na fig. 215 narysowaliśmy tęsW ą kostkę dla :

Ct

a ) a F :45°

/ a

1,

Fig. 210.

b) a —  45°, s =  Y-.,

■c) a =  45°, s =  Vs>

d) « =  60« s = %

e) a = |  30°, s =  %

Możnaby podobnie odchylić odcinek a na lewo od odcinka p  i jeżeli
patrzymy na kostkę z prawej strony) lub nawet w dół od p  (jeżeli patrzymy
na kostkę z dołu).

N. p. na fig. 216 u) a =  135°,- s =  1j.,: b) a =  225°, s =  xji .
Zamiast skrócenia może nastąpić także wy

dłużenie, jeżeli odcinki n. p. leżą prostopadle do 
promieni .rzucających.

Zbierając te spostrzeżenia razem powiemy: 
Aby jakiś przedmiot przedstawić w perspekty

wie równoległej ukośnej, rysujemy icszystkie równe- 
odcinki i  kąty leżące ' to płaszczyznach równoległych 

do p łaszczym y óbrazoicej jako równe. Odcinki prostopadle do płaszczyzny 
obrazowej rysujemy pod pewnym kątc-m a dowolnym, ale równym d la ' tych 
wszystkich odcinków i  z  pewnem zmniejszeniem s (lub powiększeniem) —  w poró
wnaniu z równymi odcinkami leżącymi na płaszozyznych równoległych do 
płaszczyzny obrazowej — dowólnem,ale jednakoweni dla wszystkich tych odcinków.

Do narysowania kostki, deski, belki prostokątnej wystarczą te objaśnienia 
zupełnie. Jeżeli jednak na przedmiocie, którego obraz perspektywiczny mamy 
narysować, występują także linie ukośne, to z góry nie wiemy, ani jakiemu 
zniekształceniu ulegną ich kąty nachylenia, ani w jakim stosunku należy je  
pomniejszyć. Jednakże łatwo te linie powiązać z liniami prostopadłemi i 
równoległemi do płaszczyzny obrazowej. Wyjaśnimy to na przykładach.

«) i)
F%. 216.
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Fig. 218.

już przenieść w połowie odległości od X  i Y. Więc n. p. X ' C  =  ]/2 X  C.
Trudność sprawia tylko przeniesienie wierzchołków nie leżących na 

obwodzie prostokąta. Otóż punkt D  ma odległości D C  \ D M  od sąsiednich 
boków prostokąta. Odległość D  C czyli M  X  przenosimy bez zmiany, odległość 
zaś D  M  czyli X  C trzeba zmniejszyć o połowę. Otrzymamy w ten sposób 
punkty M  i C'. Prowadząc z nich linie równoległe do X ' Y  i X ' Z ' 
otrzymamy punkt D '. (W jaki sposób możnaby łatwiej otrzymać punkt D '? )

1. Chcemy narysować ośmiościan umiarowy o długości 4 cni, używając 
kąta a =  60° (zamiast 90°) i zmniejszenia s —  l/s. Wiemy, żew  ośmiościanie 
umiarowym naroża leżą na końcach trzech osi równych i prostopadłych do siebie

(układ równo osiowy w krystalografii). Usta
wiamy ośmiościan tak, aby był jednem na
rożem zwrócony do płaszczyzny obrazowej.

Osie D  B  i P P '  rysujemy prostopadle 
do siebie i w naturalnej wielkości, oś zaś 
A.C  nachyloną do D l i  pod kątem a — 60°
i trzy razy pomniejszoną. Łączce punkty 
P  i P ' z punktami A B  GD otrzymamy 
żądany obraz ośmiościanu.

2. Narysować gwiazdę^ której pod
stawę tworzą dwa trójkąty równoboczne 

Fig. 217. o bokach po 3 4  cm obrócone’ względem
siebie o 60° około środka trójkąta, a której 

wysokość wynosi 1 cm. Potrafimy łatwo przedstawić w perspektywie równo
ległej prostokąt, przeto opisujemy na danej podstawie prostokąt (możliwie naj
mniejszy) i rysujemy go w perspektywie.

Obierzmy n.p.  a =  45°, s —  1f .  Wierzchołki A , B  przenosimy w nie
zmienionej odległości od punktów X , X ', Y, Y .  Wierzchołki boczne trzeba
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W podobny sposób przenosimy dalsze wierzchołki. Kreśląc w punktach 
A ' B ’ O  D ' . . . linio prostopadłe do Y  B '  i odcinając na nich prawdziwą 
wysokość (1 cm) otrzymamy także górne dno gwiazdy. Na fig. 219 przedsta

wiliśmy rysunek wykończony z wypuszczeniem 
krawędzi zakrytych. Odległości JJ M  i I )  O 
punktu D  od dwóch linii (osi) prostopadłych 
X Z  i X  Y  nazywamy w s p ó ł r z ę d n e m i  
p r o s t o k ą t n e m i  punktu D o d l e g ł o ś c i  
ukośne D ' M ' i D ' C' punktu D ' od dwóch 
linii (osi) ukośnych X ' Z ' i X ' Y  nazy
wamy w s p ó ł r z ę d n e m i  u k o ś n e m i . .  
Otóż metoda, jakkąśmy tu ożyli, polegała 

współrzędnych każdego

Fig. 219.

na przeniesieniu
punktu z układu prostokątnego do układu ukośnokątnego. _Aby sobie ułatwić 
pomniejszanie odległości, odcina się już odrazu na osiach 1 7  i 1 2  jakąś
podziałkę n. p. centymetrową ; na osi X ' Y  odcina się podziałkę zmniejszoną
a na osi X ' Z ' podziałkę taką samą, jak  na osiach X Z  i 1 7 .  Używa się
tego zwłaszcza przy bardzo skomplikowanych rysunkach (n. p. budynki, mosty).

*  Powróćmy do rzutu ukośnego kostki. Jeżeli kostkę ustawimy także 
ukośnie, to trzy krawędzie a, b, c prostopadłe do siebie, wystąpią na rysunku

jako proste nachylone pod pe
wnymi dowolnymi kątami, i 
każda z nich będzie pomniej
szona, w ogólności każda w innym 
stosunku. Z końców tych od
cinków kreślimy linie równo
ległe do a, b, c i równe a , b , c  
a z ich punktów przecięcia się 
M K L  znowu linie równoległe 
do osi i w ten sposób uzupeł
niamy całkowity obraz kostki. 
Przedłużenia krawędzi a, b, c 
tworzą układ trzech osi O X ,
O Y, O Z  prostopadłych w na

turze, a na rysunku nachylonych. Na każdej z tych osi odcinamy podziałkę, n. p. 
centymetrową (p. fig. 221), to na rysunku podziałka na każdej osi będzie inna, ale 
dowolna. O M — l  cm, O N  już jest mniejsze od 1 cm, ale przedstawia 
obraz 1 cm, taksamo OP.  Mając taką podziałkę na trzech osiach możemy 
już każdy przedmiot narysować, jeżeli tylko znamy prawdziwe odległości jego 
punktów od płaszczyzn X O Y ,  X O Z i Y O Z .  Te odległości nazywamy prze- 
strzennemi w s p ó ł r z ę d n e m i  p u n k t u .  N. p. wiedząc, że jakiś punkt jest w rze
czywistości odległy o 2 cm od płaszczyzny 7 0 2 ,  o 3 cm od płaszczyzny Z  O Y

Fig. 220.
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Fig. 221.

i o 4 cm od płaszczyzny Z O X ,  znajdziemy jego obraz odcinając na osiach 
OZ,  O X,  O T  odpowiednio dwie, trzy i cztery jednostki podzialki i kreśląc

następnie D  JE |[ O Y  i 
równe O F, a z punktu E 
linię A E  || O Z  i równą
O 11. Koniec A  tej linii 
jest obrazem żądanego 
punktu. Moglibyśmy 
także z innej strony
dostać się do tego sa
mego punktu, n. p. kre
śląc B O \\  O X  i równe 
O D  a z punktu O

prostą C A  \\ O Y  i 
równą O F  i t. p.

Kreśląc w ten 
sposób współrzędne 

punktów jakiejś bryły, 
możemy otrzymać cał
kowity jej obraz.

W  dalszym ciągu będziemy używali wyłącznie takiego położenia przed
miotu, aby' osie O Z  i O X  były prostopadłe do siebie. Wtedy na tych osiach
odcina się prawdziwą, niezmienioną podziałkę, a tylko na osi O Y  podziałka
jest zmniejszoną. *

Tego sposobu przedstawiania będziemy używali we wszystkich naszych 
rysunkach. Jakkolwiek na takim rysunku utwory geometryczne występują 
zniekształcone, jednakowoż wiemy już teraz, jak  wielkie jest to zniekształcenie. 
Z figury takiej m o ż n a  j u ż  o d c z y t a ć  w y m i a r y .  N. p. belka prosto

kątna przedstawiona na fig. 222 w perspektywie równo-
/ ------- ległej: « =  45°, s = 7 s >  w pomniejszeniu 1 : 1 0  ma

/  /  grubość i szerokość 1 dni (10.1 cm) a długość 6 dm,
ponieważ stosunek skrócenia perspektywicznego wynosi 
l/3 a na rysunku długość jej wynosi 2 cm 
(2 cm .3 .10 =  6 dm).

Dlatego do celów technicznych używa się prawie 
wyłącznie perspektywy równoległej ukośnej z zacho
waniem prostopadłości dwóch osi i ze skróceniem tylko 
w jednym kierunku.

U w a g a :  Żaden rysunek perspektywiczny nie wyznacza jeszcze w zupeł
ności wielkości i kształtu przedmiotu. Łatwo bowiem sprawdzić, że różne przed
mioty wstawione w tensam pęk promieni, mogą mieć jednakowe rzuty i to 
zarówno w perspektywie środkowej, jak i równoległej.

Ł o m n i c k i ,  Geometrya I .  i I I .  11

Fig. 222.
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N. p. kula K  i stożek ścięty S  m ają ten sam obraz perspektywiczny 
(fig. 223).

Tak samo kula K  i walec W  na fig. 224 m ają zupełnie jednakowy obraz 
w perspektywie równoległej. Aby mieć dokładne wyobrażenie o rozmiarach i po
staci bryły, trzeba podać d w a  r z u t y ,  n a  d w i e  r o z m a i t e  p ł a s z c z y z n y  
nachylone do siebie, z a p o m o c ą  d w ó c h  o d m i e n n y c h  p ę k ó w  p r o m i e n i  
(obrazy stereoskopowe w optyce). N. p. gdybyśmy do fig. 224 —  dodali jeszcze

Fig. 223. Fig. 224.

rzu t prostopadły na płaszczyznę poziomą, spostrzeglibyśmy tom, że TF je st ograni
czony dwoma kołami i powierzchnią boczną, podczas kiedy kula K  przedstawi 
się jako koło. Takie badanie postaci i wielkości ciał przy pomocy dwóch rzutów 
stanowi osobny dziai geometryi, zwany „ g e o m e t r y ą  wy  k r e ś l  n ą “ . Metodę 
tę  omówimy później osobno, kiedy poznamy twierdzenia o rzutach.

Najpospoliciej wystarcza jednak zamiast drugiego rzutu jakieś proste do
datkowe określenie. N. p. z rysunku gwiazdy na fig. 219 nie wriemy jeszcze, 
czy wszystkie krawędzie boczne są prostopadłe do podstawy, czy też nachylono 
ku nam, ale znacznio dłuższe. Jeżeli jednak dodamy do opisu tej gwiazdy, że 
krawędzie boczne są w naturze prostopadłe, to już  wszystko z tej figury od
czytać możemy. Gdybyśmy zamiast tego podali jeszcze drugi rzut, n. p. widok 
gwiazdy z boku, to wdzielibyśmy na tym rysunku, czy krawędzie boczne są 
pochylone czy też prostopadłe.

§ 87. Ukośny rzut koła. Elipsa.

W wielu konstrukcyach będzie nam potrzebny ukośny rzut koła (n. p. 
przy rysowaniu w perspektywie walca, stożka, kuli).

Pomyślmy koło leżące poziomo, a płaszczyznę rysunku (obrazową) pio
nowo. Średnica A B  przedstawi się na rysunku w prawdziwej wielkości: 
A 'B '  =  A B ,  średnica zaś C D  A B  przedstawi się jako odcinek C 'D ' 
nachylony do A 'B '  pod kątem a i zmniejszony odpowiednio. Na naszym 
rysunku użyliśmy a =  45° i s =  1/2.
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Aby znaleźć inno punkty, prowadzimy dowolną cięciwę równoległą 
do C D  n. p. 12, odcinamy jej odległość od środka w niezmienionej wielkości 
0 ' F  =  O P  i skracamy odcinki P l  i P 2  do 7» długości, a następnie 
przenosimy je na linię 1 ' 2 '  równoległą do C 'D '.

Fig. ,225.

Jeżeli w ten sposób narysujemy dowolnie wiele cięciw w perspektywie
i końce ich połączymy jedną nieprzerwaną linią, otrzymamy jako obraz koła 
linię krzywą, podobną do spłaszczonego koła. Linia ta nazywa się e l i p s ą .  
E l i p s a  j e s t t o  zatem u k o ś n y  r z u t  ko ł a .

Elipsę można także otrzymać z prostopadłego rzutu koła, jednakowoż 
koło musi być wtedy nachylone do płaszczyzny obrazowej.

Podobnie jak w kole cięciwa przechodząca przez O jest przepołowiona 
w tym punkcie, tak i w elipsie każda cięciwa przechodząca przez O' jest 
przepołowiona punktem O'. Aby to wykazać, weźmy pod uwagę dowolną cięciwą 
n. p. X ' Y  przechodzącą przez O'. Jest ona obrazem średnicy X  Y, którą 
znajdziemy prowadząc X 'Z '  i TT Y  równolegle do C 'D ' i odcinając w kole 
O Z  i O TI równe O Z ' i O U'. Prostopadłe Z X  i U Y  do prostej A  B  
wyznaczą na kole końce odpowiedniej średnicy. Ponieważ X Z —  U Y .  
(II przypadek przystawania) to i ich połowy są równe, t. j . X ' Z ' =  U  Y'. 
Wobec tego X  Z  O' ^  W Y  O' (II), a więc X ' O' =  O' Y .  Więc istotnie do
wolna cięciwa X ' Y ' przechodząca przez O’ jest w tym punkcie przepoło
wiona.

Z tego powodu punkt O' nazywa się ś r o d k i e m  e l i p s y  a każda 
cięciwa przechodząca przez środek, nazywa się ś r e d n i c ą  e l i p s y .  Ś re 
d n i c e  takie, jak A! B '  i D ' C ,  k t ó r e  s ą  o b r a z a m i  p r o s t o p a d ł y  cli 
ś r e d n i c  k o ł a ,  z w ą  s i ę  ś r e d n i c a m i  s p r z ę ż o n e m i .  Ś r e d n i c e  
s p r z ę ż o n e  mają tę własność, że j e d n a  p o ł o w i  c i ę c i w y  r ó w n o -

li*
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Fig. 22G.

l e g ł e  do d r u g i e j .  N. p. A B '  połowi nietylko średnicę C 'D ' ale
i każdą, cięciwę do niej równoległą — jakto wynika z samej kon-

strukcyi.
Odwrotnie C D ’ połowi nietylko 

średnicę A 'B ',  ale także wszystkie' cię
ciwy do niej równoległe, n. p. cięciwę 
M' N '  dlatego, że M 'N '  jest obrazem cię
ciwy kola równoległej do średnicy A  B ; 
w kole zaś cięciwa C D  _j_ A  B  połowi 
wszystkie równoległe do A B  cięciwy a 

w rzucie te cięciwy nie ulegają zmianie. Tosamo możemy wykazać o każdej 
innej parze średnic sprzężonych. Stąd łatwo otrzymać k o n s t r u k c y j n i e  
ś r e d n i c e  s p r z ę ż o n e  i środek elipsy, jeżeli tylko sama linia krzywa jest 
narysowana. Kreśli się kilka równoległych cięciw c’ c" ć "  w dowolnym >kie-

o  runku i środki ich łączy się
linią JO T . Następnie kreśli 
się cięciwy d, d ' . .  . równo
legle do A lN ,  to linia B R  
łącząca ich środki jest średni
cą sprzężoną z M N ,  a punkt
O środkiem elipsy.

Liniom prostym mają
cym z kołem tylko jeden 
punkt wspólny, a więc sty
cznym do koła, odpowiadają 
w rzucie proste mające tylko 
jeden punkt wspólny z elipsą, 
a więc linie styczne do elipsy. 

N. p. stycznym do kola w punktach A  i B  na fig. 225 —  które są równo
legle do C D  —  odpowiadają proste poprowadzone przez punkty A ' i B '

równolegle do C 'D \  które muszą być 
stycznemi do elipsy. Stąd wynika łatwa 
k o n s t r u k c y a  s t y c z n e j  w d o w o l 
n y m  p u n k c i e  e l i p s y .  Trzeba przez 
ten punkt S  wykreślić średnicę S L ,  
znaleźć średnicę sprzężoną do niej: K I I  
(jako linię połowiącą cięciwy równoległe 
do S L )  i wykreślić przez punkt /Ślinię 
równoległą do KJBJ. Jest ona styczną 
do elipsy.

Do wyznaczenia koła wystarcza jedna średnica, do wyznaczenia zaś elipsy 
potrzeba dwóch średnic sprzężonych. Aby zbudować elipsę należącą do danych

Fig. 227.

Fig. 228.
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Fig. 229

średnic sprzężonych A ' B ' i C I ) ’, uważamy ją  za raut koła o średnicy A ' I I ' .  
Zakreślamy kolo na średnicy A 'B '  i rysujemy średnicę C D  J_  A 1 B \  to C D '

jest obrazem średnicy C D . Połączmy 
C  z C', to tę linię C C' możemy 
uważać za promień, rzucający punkt C 
na płaszczyznę A ' I ) ’ T I C  prostopadłą 
do linii C D . Inne promienie, rzuca
jące inne punkty obwodu koła, muszą 
być równolegle do C C ’. Aby więcf 
znaleźć obraz cięciwy 12, prowadzimy 
z punktów 1 i 2 promienie równo
legle do CC' a przez punkt E  linię 
równoległą do C 'D \  która jest obrazem 
cięciwy 12. Punkty przecięcia się 
tej cięciwy z ukośnymi promieniami 
11', 22' są już punktami elipsy. W 
ten sposób można szybko otrzymać 

dowolnie wiele punktów 
elipsy.

Pomiędzy średni
cami sprzężonemi znaj
duje się jedna para 
średnic sprzężonych pro
stopadłych. Aby to wy
kazać, opiszmy na kole 
kwadrat A  TI CD. Na 
elipsie odpowiada temu 
kwad ratowi równoległo- 
bok A ' I I  C  D ’ opisany 
na elipsie. Jeżeli kwa
drat A B  C D  obrócimy 
W położenie O P, 
to na elipsie otrzyma

my równoległobok 
M N ' & P ' .  Kąt A'  
zamienił się z ostrego 
na rozwarty: M'.  Siu
siało więc istnieć takie 
pośrednie położenie 
kwadratu, któremu od
powiadał równoległobok
o kącie prostym, t. j.Fig. 230.
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prostokąt. Osie symetryi tego prostokąta są średnicami sprzężonemi (bo od
powiadają prostopadłym średnicom kola) prostopadłymi do siebie. Takie 
prosi opadłe średnice sprzężone nazywamy osiami glówncmi elipsy.

Dzielą one elipsę na cztery symetryczne ćwiartki, s ą  o s i a m i  s y m e 
t r y i  e l i p s y .

N. p. jeżeli z punktu dowolnego M  
poprowadzimy cięciwę równoległą do A B ,  
to jest ona przepołowiona linią C D  (jako 
średnicą sprzężoną do A l i )  i jest prosto
padła do G D, a więc punkt i i i ' elipsy leży 
symetrycznie względem M . Tosamo ro
zumowanie można przeprowadzić dla osi 
symetryi A B ,  o punktach M  i M ". Na 

tej symetryi polega k o n s t r u k c y a  os i  g ł ó w n y c h  elipsy. Ze środka za
kreślamy koło promieniem dowolnym, ale takim, aby kolo przecięło elipsę 
w czterech punktach. Przepołówmy kąty zawarte między O A  i O B ,
O A  i O D .

Ponieważ odcinki O A , 
O B , OC, O D  są równe 

jako promienie koła, przeto 
punkty A , B , C, D  leżą 
symetrycznie względem dwu
siecznych S S  i T T .

( A  X  =  B  X , i 
A B  _L S S ,  jakto wynika z 
A O X s d B  O X).  Linie S S
i T T  są więc osiami syme
tryi elipsy, ich odcinki są 
więc osiami głównemi. - 

Elipsę dostajemy odrazu 
'S zóryentowaną według osi

Fig. 232. głównych, jeżeli przyjmiemy
w rysunku perspektywicznym 

a =  90°, a zmniejszenie dowolne, ale różne od s =  1 (n. p. rzut koła
prostopadłego do płaszczyzny rysunku ukośnie od góry lub ukośnie z dołu 
-«--4 bez zbaczania na prawo lub lewo).

Konstrukcya elipsy, której osie główne są znane, polega więe na tern, 
aby wszystkie cięciwy koła prostopadłe do jednej średnicy zmniejszyć w tym- 
samym stosunku zachowując icli kąty ze średnicą.

Stosunek zmniejszenia musi wynosić tyle, ile stosunek osi głównej mniej
szej do osi większej, ponieważ oś wielka jest średnicą zachowaną w prawdzi- .



woj wielkości a tylko oś mała jest średnicą zmniejszoną. Najwygodniej 
wykonuje się konstrukcyę przy pomocy dwóch kół współśrodkowyćli o średni
cach równych osiom elipsy. Aby zmniejszyć połowę cięciwy P R ,  łączymy P

ze środkiem koła. —  Trzeba na 
prostej P R  znaleźć taki punkt
X,  aby X I i  : P R  —  C O  : B  0  
czyli =  H  O : P  O. Z podo
bieństwa trójkątów wiadomo, ze 
wystarczy poprowadzić linię 
I I X  ¡| O Ti. Wtedy rzeczywiście 
X R  jest taką częścią P R ,  jaką 
częścią wielkiej osi jest oś mała. 
Punkt X  jest już punktem
elipsy. W ten sposób można
otrzymać dowolnie wiele punktów 
elipsy pomniejszając odcinki 
3 1 N, Q S  i t. d. '

Inne własności elipsy po- 
Fig. 233. . znamy w dalszym ciągu nauki.

Przy pomocy ukośnego rzutu 
koła łatwo już narysować w perspektywie równoległej bryły takie, jak : walec, 
stożek, kulę i t. p.

Ćwiczenia II.
§  85. 1 . W ykreślić w perspektywie środkowej kostkę tak , aby punkt oczny O
leżał: a) u góry na lewo od rysunku, b) u  dołu na lewo, c) u dołu na prawo.

U w a g a :  Krawędzie prostopadłe do płaszczyzny obrazowej można skracać 
dow olnie; przezto tylko zmienia się wzniesienie oka nad płaszczyzną rysunku.

|g |•: K iedy obrazem linii prostej będzie punkt w perspektywie środkowej ? 
K iedy obrazem kwadratu będzie linia prosta?
§  86. -3. Do kartonu przyklejono dziewięć kostek po trzy w jednym rzędzie 
pionowym i poziomym; oko znajduje się naprzeciw kostki środkowej. W ykreślić 
obrazy wszystkich kostek.

4. Kiedy ukośny rzut odcinka jest mniejszy od niego, kiedy równy, kiedy 
większ}?

5. Z której strony trzeba patrzeć na kw adrat leżący poziomo, aby się 
przedstawiał: a) jako prostokąt, b) jako jedna linia prosta, c)jako  równoległobok.

¡6. W ykreślić w perspektywie równoległej belkę prostokątną o przekroju 
kwadratowym, której długość jest dwanaście razy większa od szerokości, używając 
kąta  a  = = 4 5 °  i skrócenia s =  1/s .

7. Wykreślić stół, szafę, w perspektywie: a = 3 0 °  s = ‘/2, wykonawszy 
potrzebne mierzenia.

8. W ykreślić w pomniejszeniu w perspektywie rów-noległej skrzynię, której 
długość a =  r 5  m, szerokość b =  0 '7  m, a  wysokość c =  0 '4  m, jeżeli ściany 
są zrobione z materyału o grubości 0 '03  m.

167
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9. Narysować w perspektywie a —  60°, s =  1/2 bryłę powstałą, z kostki 
przez odcięcie -wszystkich naroży zapomocą płaszczyzn, przechodzących przez 
środk i, każdych trzech schodzących się krawędzi.'

10. Narysować ośraiościan i odciąć jego naroża płaszczyznami równołegłemi
do osi w odstępach w noszących 1/8 długości osi od wierzchołków.

11. Narysować wr perspektywie równoległej dom z dachem ukośnym, którego
wysokość wynosi l/5 wysokości całego domu.

12. Narysować w perspektywie równoległej ostrosłup sześcioboczny ścięty 
płaszczyzną równoległą do podstawy.

13. Narysować w perspektywie równoległej graniastoslup i przeciąć go 
płaszczyzną ukośną.

U w a g a :  Rysuje się najpierw rzut prostopadły graniastosłupa na płaszczyznę 
równoległą do krawędzi. Z tego rzutu odmierza się długość odciętych krawędzi.

14. Narysować w perspektywie równoległej ośmioboczną wieżyczkę zakoń
czoną ostrosłupem.

15. Narysować pięć schodów w perspektywie równoległej. Linie niewidoczne 
opuścić !

16. Narysować w perspektywie równoległej sześcio-czworościan t. j .  bryłę 
powstającą z sześcianu przez umieszczenie na każdej ścianie ostrosłupa czworo
bocznego, mającego za podstawę ścianę sześcianu a wysokość równą czwartej 
części krawędzi sześcianu.

C'y /. Narysować sześcian i wpisać weń czworościan)^ ośmiościan.
U w a g a :  Krawędzie czworościanu są ̂ przekątniami ;ścian sześcianu, a naroża 
ścianu lożą w środkach ścian szèsciâim.
18. Wpisać w sześcian dwa czworościany przenikające się ; linie niewidoczne 

opuścić (por. poprzednio zadanie).
§  87 . 19 . Narysować dowolne koło w rzucie ukośnym używając zniekształceń: 

a) a =  45°, s = l ,  b) a =  30°, s = 1/3, c) « = 9 0 ° ,  s  —  1/2.
20. Mając podaną elipsę znaleźć je j środek konstrukcyjnie.
21. Mając podaną elipsę wykreślić kilka stycznych.
22. Zbudować elipsę znając jedną parę średnic sprzężonych.
23. Mając podaną elipsę znaleźć osie główne.
24. Zbudować elipsę znając je j osie główne.
25. Narysować walec kołowy w perspektywie równoległej.
26. Narysować stożek kołowy w perspektywie równoległej.
27. Narysować w perspektywie równoległej ru rę  walcową.
28. Narysować w perspektywie równoległej szklankę okrągłą, u góry roz

szerzoną.
29. Narysować w perspektywie kulę z równikiem, zwrotuikami i kołami 

podbiegunowemi.
30. Narysować kulę z kilkoma południkami w perspektywie równoległej.
31. Narysować w perspektywie równoległej warstwę kuli, ograniczoną dwoma 

płaszczyznami równołegłemi.



Rozdział III.

Położenie linii prostych i płaszczyzn w przestrzeni. 
Proste i płaszczyzny równoległe.

Dwie linie proste.

Na płaszczyźnie dwie proste nie nakrywające się mogą mieć względem 
siebie dwojakie położenie — jak to widzieliśmy w planimetryi: albo dwie 
linie proste przecinają się, albo są równoległe.

Jeżeli jednak linie proste leżą na rozmaitych płaszczyznach, przybywa 
jeszcze trzecia możliwość. Na przykład krawędzie a i b kostki przedstawionej

Fig-. 234.

na fig. 234 nie przecinają się w rzeczywisto
ści, choćbyśmy je  dowolnie daleko przedłużyli.

(Na rysunku te linie mają jeden punkt 
wspólny, ponieważ rysunek jest płaski, więc
dwie linie proste muszą się na nim przecinać, o ile nie są równoległe.)

Równoległemi tych linii również nie nazwiemy, ponieważ są w jednych 
miejscach bliższe, w innych dalsze od siebie. Podobne położenie ma krawędź 
A  JB kąta dwuściennego (fig. 235) względem prostej łączącej dowolne punkty 
C \ D  na płaszczyznach a i Przykładów takich można podać bardzo 
wiele przy rozpatrywaniu rozmaitych brył. (Podaj przykłady z sali szkolnej!)
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Dwie takie linie proste, które ani są równoległ 
p r  o s t  e m i w i cli r  o \va t  e m i . Proste wichrowate nie wyznaczają płaszczyzny, 
niema bowiem takiej płaszczyzny, któraby zawierała te obydwie proste. Każda 
płaszczyzna zawierająca jedną z nich przecina drugą prostą tylko w jednym 
punkcie, n. p. płaszczyzna zawierająca prostą Y  Y  na fig. 236 przecina 
prostą X  X '  wr jednym punkcie A.

Posuwajmy się po dwóch takich liniach równocześnie od punktów X  i Y  
lub X '  i Y  to odległość zmniejsza się coraz bardziej, ale tylko do pewnej

granicy. Najbliższe są punkty 
A  i £7, stąd zaś począwszy od
ległość znowu wzrasta nieogra- 
niczenie. Na kostce na fig. 234 
tą najkrótszą odległością jest 
Odcinek c. I s t n i e j e  więc 
p e w n a  n a j k r ó t s z a  o d l e 
g ł o ś ć  d w ó c h  p r o s t y c h  
w i c h r o w a t y c h ,  istnieją na 
nich miejsca najbliższe. Sposób 
znalezienia tej odległościpoznamy 
później.

Proste wichrowate nie za
mykają żadnego kąta. Jedna
kowoż ich odchylenie od poło- 

Tak n. p. skłonni jesteśmy po- 
234 są odchylone o 90° od poło- 
równoległego. Dlategoto wpro

wadzamy nowe poj ęcie: k ą t a p r  o s t y c h 
w i c h r o w a t y c h .  Przesuwamy jedną 
z nich n. p. a równoległe do pierwo
tnego położenia tak,_  aby się przecięła 
z drugą b, lub z dowolnego punktu 
prostej b prowadzimy linię a' równoległą 
do a. Wtedy powstaje kąt w zwykłem 
znaczeniu, kąt a. Otóż ten kąt nazy
wamy kątem dwóch prostych wichrowa- 
watych. Jestto ką t ,  u t w o r z o n y  p r z e z  
j e d n ą  z n i c h  i p r z e z  l i n i ę  r ó w n o 

l e g ł ą  do d r u g i e j ,  p o p r o w a d z o n ą  p r z e z  do w o l n y  p u n k t  p i e r w s z e j .
Mogłaby zachodzić wątpliwość, czy nie otrzymamy rozmaitych, różnych 

od siebie kątów a, jeżeli poprowadzimy linie równoległe do a  przez rozmaite 
punkty prostej b. Wykażemy jednakże w następnym ustępie ściśle, że te

zenia 
wiedzieć.

równoległego może być rozmaite, 
że linie b i a na kostce na fig.

żenią

wszystkie kąty są równe (por. s te  173).
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89.) Linia prosta i płaszczyzna.
Pewnik X  poucza nas, że linia p r o s t a  mająca z

punkty wspólne musi c a ł a
ze

f e z e ć  Tfa t e i  p ł a s z c z y z ni e .  
prosta nie leży na płaszczyźnie, to może mieć z nią jeden- punkt 
Mówimy wtedr. że p r o s t a  p r z e c i n a p ł a s z c z y z n ę  w p u n k c i e ,

płaszczyzną dwa 
Jeżeli więc 

wspólny, 
który

się nazywa spodkiem prostej.
““ T ika iima prosta przecinająca płaszczyznę może być do niej więcej 

lub mniej nachylona. Jak  się mierzy to nachylenie, poznamy w dalszym 
ciągu.

Wreszcie linia n r  o s t a  m o ż  e n i e  m i e ć  z p ł a s z c z  y z n ą  ż a d n e g o 
p u  n k t u  w s p ó l u e g o ^ y  do wod nimy, że takie położenie jest możliwe. W tym 
ĉ TTi--!! a "TfoŃyo lii ej płiis^czyz nie obieramy jakąś prostą a  i przez punkt P  poza

nią leżący prowadzimy linię 
llja, co zawsze jest możliwe 
według pewnika planimetry- 
eznego. Ta prosta b nie 
może przeciąć płaszczyzny a. 
Dla dowodu przesuńmy pła
szczyznę przez proste a i b. 
To się da zrobić, ponieważ 
te proste są równoległe (por. 
str. 150). Gdyby prosta t  prze
cinała płaszczyznę a, to chyba 

tylko w tych miejscach, gdzie się przecinają płaszczyzny a i 0 (bo cała prosta b 
leży na płaszczyźnie 3), a więc w jakimś [punkcie wspólnej krawędzi a. To 
jest; jednakże niemożliwe, ponieważ właśnie wykreśliliśmy &//«. Prosta b nie 
przecina więc zupełnie płaszczyzny a. Taką prostą, która nie przecina pła
szczyzny, chociażbyśmy ją  dowolnie przedłużali, nazywamy p ro  s tą  r  ó w n o 1 e g ł ą 
do p ł a s z c z y z n y .  Przeprowadziliśmy więc d o w ó d  i s t n i e n i a  p r o s t e j  
r ó w n o l e g ł e j b <^Każda prosta rómióleąła choćhu do jednej linii Jeżącej na 
płaszczyźnie, jest ju ż  równoległa do całej plaszcsi/m y .

K osta ta posia3a~rzeczywiście niektóre charakterystyczne cechy równo
ległych prostych. I tak każdy jej punkt jest równo oddalony od płaszczy
zny a, co udowodnimy później, mówiąc o odległości punktu od płaszczyzny. 
Natomiast pewnik planimetryczny odnoszący się do dwóch prostych nie sto
suje się już do prostej i płaszczyzny. Widzieliśmy bowiem, że przez punkt 
poza prostą można do niej poprowadzić tylko jedną linię równoległą. Tym
czasem przez punkt leżący poza płaszczyzną można poprowadzić bardzo wiele 
linii prostych równoległych do płaszczyzny.

Twierdzenie to daje nam sposób poznania, czy prosta jest równoległa 
do płaszczyzny, a zarazem sposób konstrukcji takiej prostej.



/  Nie należy Sądzić, aby prosta równoległa do płaszczyzny była równo
ległą do wszystkich prostych, leżących na tej płaszczyźnie: jest ona względem 
niektórych prostych wichrowata a względem innych równoległa. Łatwo wy
kazać, że prosta rótmolegla do płaszczyzny jest tylko do tycli prostych 
leżących na płaszczyźnie równoległa, które leżą z  nią na tejsamej drugiej 

płaszczyźnie. N. p. prosta b || a, to, aby znaleźć na płaszczyźnie a jakąś 
prostą równoległą do b, prowadzimy dowolną płaszczyznę (ł przez prostą b. 
Krawędź a' musi być równoległa do b (dlaczego?). Taksamo krawędź a"

płaszczyzn a i y jest równo
legła do b i t. d. Wzglę
dem innych prostych leżą
cych na płaszczyźnie a, n. p. 
względem A B  i A G ,  jes t . 
prosta b wichrowatą.

Opierając się na tych 
twierdzeniach o prostej ró
wnoległej do płaszczyzny, mo-

& żemy uogólnić ważne twier-
Fig. 239, dzenie z planimetryi o pro

stych równoległych. Widzie
liśmy mianowicie, żc dwie linie proste równolegle do teisamej trj&cic.j sg( także do 
siebie równólegle,. j eżcT['ws2v^ide"'tfżyr leżą na jednej płaszczyźnie. Pytanie, 
czy tosamo dotyczy prostych równoległych w przestrzeni (zwracaliśmy już 
uwagę 11. p. na str. 152, żc nie wszystkie twierdzenia planimetryi można bez 
zmiany przenosić do stereometryi). Użyjemy dowodu niewprost.

Założenie jest: a \ \ c  i b || c. Połączmy płaszczyznami a. i (5 proste b, 
e i «, c. Ponieważ a || c, to a musi być równoległe do całej płaszczyzny a, 
zawierającej prostą c. Ponieważ b || c, to b musi być równolegle do płaszczy

zny zawierającej prostą c. Twierdzimy, 
że także a || b. Otóż gdyby prosta a nie 
była równoległa do b, to moglibyśmy zna
leźć inną prostą a' równoległą do b, prze
chodzącą przez dowolny punkt X  prostej a
i leżącą na płaszczyźnie Ta prosta a'  

b musiałaby być równoległa do a (ponieważ 
b leży na płaszczyźnie a). Wobec tego 
prosta a' byłaby równoległa także do c, bo 
c leży z nią na jednej płaszczyźnie ¡3, a za
razem na płaszczyźnie a, równoległej 
do a'.

Przez punkt X  przechodziłyby więc 
Fig. 2-io. dwie linie proste a  i a\  leżące na jednej

172
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płaszczyźnie i równoległe do tej samej prostej c, a to jest niemożliwe, sprze
ciwia się bowiem planimetrycznemu pewnikowi o liniach równoległych. Prosta 
a' musi się wrięc nakryć z prostą a, a więc już a || b, zgodnie z naszem 
twierdzeniem. —  Stąd wniosek:

Dwie proste równolegle do tejsamęj trzeciej są i  do siebie równolegle,
cnocmeby ivśzyśtlcie~irzy proste' nTe 
leżały na jednej płaszczyźnie.

*  Twierdzenie to możemy zaraz 
zastosować do okazania, że wiel
kość kąta dwóch prostych wichro
watych nie zależy od tego, w którem 
miejscu jednej prostej poprowa
dzimy linię równoległą do drugiej. 
Jeżeli bowiem V  || b i b" || b, to 
musi być także V || b". Te dwie, 
więc kąty odpowiednie są sobi'eproste równoległe są przecięte trzeci;] 

równe:
a,

*

§ f 9 0 Dwie płaszczyzny.
Dwie płaszczyzny mające. t r z y  ł u b wilfeot?i p u n k t ó w  w s p ó l n y c h ,  

nic leżących najednej linii prostej, n a k r  y w a j ą s i ę zupełnie— wedługpewnikaX.
' Dwie płaszczyzny mające dw a p u n k t y  wspólne mają wspólną c a ł ą  

l i n i ę  p r o s t a  (krawędź) łączącą te dwa punkty,. Taksamo, jeżeli dwie pła
szczyzny mają j e d e n  p u n k t  w s p ó l n y ,  muszą mieć j uż c a ł ą  k r a w ę d ź  
w s p ó 1 n ą — według pewnika XI.

Mogą istnieć także p ł a s z c z y z n y ,  n i e  m a j ą c e  ż a d n e g o  p u n k t u  
w s p ó 1 n e g o.YPrzeprowadzimy d o w ó d  i s t n i e n i a  takich płaszczyzn. Przez 

' punkt X  leżący poza
płaszczyzną popro
wadźmy dwie proste 
a i b, równoległe do 
płaszczyzny (dowód 
istnienia takich pro
stych przeprowadzi
liśmy już w ustępie 
poprzednim).

Twierdzimy, że 
płaszczyzna przesu

nięta przez te dwie proste nie ma żadnego punktu wspólnego z płaszczyzną a. 
Gdyby bowiem płaszczyzny a i ¡3 przecinały się wzdłuż jakiejś krawędzi c (leżącej 
gdzieś daleko —  na rysunku zaznaczyliśmy to przez zagięcie górnej płaszczy-
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zny), to ponieważ a || ot, musiałaby ta prosta a być także równoległą do c. 
Taksamo ponieważ b || «, to b |j c według twierdzenia na str. 172. Przez 
punkt X  przechodziłyby więc dwie proste a  i b leżące na tej sam ej płaszczyźnie
i równoległe do c, a to jest niemożliwe.

A więc płaszczyzny a i ¡3 nie jnogą mieć krawędzi wspólnej, nie mogą 
się więc wrogóle przeciąć.

,Takie d w i e  p ł a s z c z y z n y  n i e  m a j ą ce ż a d n .ego p u n k t , u jvspó  1- 
n e g o  (cliociażbyśmy i e dowolnie ngiedłużalil. n a z y w a m y  p ł a s z c z y 
z n a m i  r ó w n o l e g ł y m i .  naszego dowodu wynika następująca koiistruk- 
cya pł.asźczyzn równoległych: Płaszczyzna przesunięta przez dwie proste 
przecinające się ze sobą, a równolegle do drugiej płaszczyzny, jest sama 
równoległa do tej drugiej płaszczyzny.

U w a g a :  Dwie proste równoległe do tej samej płaszczyzny nie muszą być j 
do siobie równoległe!

Ponieważ dwie płaszczyzny równoległe nie mają żadnego punktu wspól
nego, to oczy wistem jest, żo jeżeli je  przetniemy trzecią płaszczyzną, por.iig. 243, 
to powstałe krawędzie nie mogą mieć także nic wspólnego. Krawędzie te nie są 
wichrowate, bo leżą na jednej płaszczyźnie (przecinającej tamte dwie), pozo
staje więc tylko jedna możliwość, że te krawędzie są równoległe.

Wniosek ten wypowiadamy w następujący sposób:
Dwie płaszczyzny  równolegle przecięte trzecią tworzą z  nią Jorawędzie 

róimoległe.
Powstały tu kąty dwuścienne odpo

wiednie, naprzemianległe i jednostronne. 
Kątami tymi zajmiemy się później. 
W planimetryi musieliśmy przyjąć 

za pewnik, że przez punkt poza linią 
prostą da się do niej tylko jedna linia 
równoległa poprowadzić. W  stereo- 
metryi możemy już u d o w o d n i ć ,  że 
przez punkt poza płaszczyzną da się 
poprowadzić tylko jedna 'płaszczyzna 
równoległa do niej. Oprzemy się właśnie 
na poprzedniem twierdzeniu.

Gdyby przez punkt P  (fig.j244) 
Fi»-. 2-13. przechodziły dwie płaszczyzny ^ i 7 równo

legle do a, to przecinając te trzy płaszczyzny czwartą 0, przechodzącą przez P, 
otrzymalibyśmy na niej krawędzie a i a’.

Na podstawie twierdzenia o dwóch płaszczyznach równoległych przecię
tych trzecią wnioskujemy, że a\\ lc i a' || Jo. Przez punkt P  przechodziłyby 
więc na płaszczyźnie o dwie proste równoległe do k, a to jest niemożliwe.
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Zatem płaszczyzny (5 i y muszą się nakryć, więc istnieje tylko jedna pła
szczyzna równoległa do a przechodząca przez punkt P

Stąd bezpośredni wniosek: dm epl.aszczyzny równolegle do tej samej 
trzeciej są do siebie równolegle.

Można także teraz wykazać, że 
proste poprowadzone z jakiegoś punktu 
równolegle do danej płaszczyzny leżą 
wszystkie na jednej płaszczyźnie i to 
na płaszczyźnie równoległej do i .  
(Udowodnij!)

Dwie płaszczyzny równolegle do 
siebie odcinają na wszystkich prostych 
równoległych przecinających je  równe 
Icmoałlci. (U dow odni- przesuwając 
płaszczyznę przez każdą parę prostych 
równoległych!). Takżewlwrócenie tego 
twierdzenia jest prawdziwe. Równo- 

*lg' 244' ległość dwóch płaszczyzn można także
sprawdzić przy pomocy dwóch kątów.

W planimetryi widzieliśmy, że kąty, których 
ramiona są zgodnie równolegle, są równe. Twier
dzenie to można przenieść także do stereometryi: 

K ąty, których ramiona sa saodnie równo
legle, są równe, chociażby leżały na różnych 
płaszczyznach jiJM ^y la szc zu zn y  są równolcgle.

D o w ó d :  Założenie jest: a |] a' i b || V. Od
cinamy a =  « ' i b —  b' i łączymy końce tych 
odcinków liniami c, c \ h, h, g. Figura h a' h a 
jest równoległobokiem, ponieważ jedna para bo
ków" jest równa i równoległa. A więc h —  h
i To || li.

Taksamo h V g b jest równoległobokiem, więc 
Tc —  g i & || g. Z tych związków wynika h —  g 

Fig. 245. i h || <7 a więc i figura h c 'g c  jest równoległo-
bokicm.

Więc c =  c'. Z równości a — a', b =  b', c =  c' wynika przystawanie 
trójkątów a b c  —  a 'V  c' (IV). A więc:

< £« =  3 :3 .

Aby wykazać równoległość płaszczyzn a i [3, zauważmy, że b || V  a więc 
b || h, taksamo a || a' pociąga za sobą a || h. Proste a  i & są równoległe do
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płaszczyzny $, a więc i cala płaszczyzna a wyznaczona przez te proste jest 
równoległa doSł:

Poznanie prostych i płaszczyzn równoległych umożliwia zrozumienie 
ruchu postępowego utworów' geometrycznych w przestrzeni. Jeżeli w s z y s t k i e  
p u n k t y  j a k i e g o ś  u t w o r u  g e o m e t r y c z n e g o  z a k r e ś l a j ą  r ó w n e
i rówTn o l e g ł e  o d c i n k i ,  t o r u c h  t e n  n a z y w a m y  r u c h e m  p o s t ę 
p o w y m,  podobnie jak w planimetryi.

Przy takim ruchu nie zmienia się więc ani wzajemne położenie ani 
wielkość poszczególnych części utworu geometrycznego.

Ruch ten geometryczny ma więc wszystkie własności ruchu fizycznego, 
jaki spotykamy w życiu codziennem i w mechanice ciał sztywnych. Gdybyśmy 
taksamo postąpili z bryłą, to wszystkie kąty i odcinki pozostaną niezmienione, 
a więc i cała bryła nie ulegnie zmianie ani co do kształtu, ani. co do wielkości.

Dla ścisłości należałoby wykazać, że przy tym ruchu linia prosta pozosta
nie prostą, nie dozna żadnego wygięcia a taksamo płaszczyzna pozostanie pła
szczyzną. Wykazuje się to przez sprawdzenie, że trzy dowolne punkty leżące na 
jednej linii prostej przed ruchem, leżą także po wykonaniu ruchu na jednej linii 
prostej (Udowodnij!) a cztery punkty leżące na jednej płaszczyźnie przed wyko
naniem ruchu, leżą także po wykonaniu ruchu na jednej płaszczyźnie.

Jeżeli więc sprawdzimy, że dwie płaszczyzny zawierają dwa kąty o ra- >. 
mionach parami równoległych, to te płaszczyzny są równoległe.

Łatwo wykazać, że kąty o ramionach niezgodnie równoległych 
spełniają się do 180°. 1spełniają się do 180°.

Aby wykonać toki ruch, o- 
bierzmy n. p. na płaszczyźnie a

D' dowolny wielokąt A B  O D E .  Z 
jego wierzchołków poprowadźmy 
proste równoległe do siebie w do
wolnym kierunku i na każdej ode- 
tnijmy równy kawałek A  A ' =  JBB'

7  — C C  = D D '  =  E E ' .  Łącząc 
punkty A ' B ' C' D ' E ' .otrzymamy 
wielokąt w nowem położeniu. Jest 
on przystający do pierwotnego poło
żenia, ponieważ boki są równe jako 
przeciwległe boki równoległoboku 
a kąty są równe, ponieważ mają 
ramiona parami zgodnie równoległe.

Fig. 246.
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N. p. A B  G D  leżą, na jednej płaszczyźnie a. Po ruchu otrzymamy punkty 
A ' B '  C' D '. Z nich trzy zawsze muszą leżeć na jednej płaszczyźnie: C' A ' B '.

Pytanie tylko, czy U  leży 
na tejsamej płaszczyźnie? 
Otóż płaszczyzna C' A ' B '  
jest równoległa do a, po
nieważ zawiera dwie prze
cinające się proste A ' C’ 
i A! B '  równoległe do a. 
Połączmy A  z D  i A ’ z D '. 
Ponieważ A  A ' ^ D  D' to i 
A  D  4± A' D ', więc prosta 
A ' D ' jest także równoległą 
do płaszczyzny a, musi zatem 
leżeć w tejsamej płaszczy
źnie, co A ' B '  i A ' C .

Fig. 247.

Ćwiczenia III.
§  88. 1. Narysować ostrosłup trójboczny (czworościan) i wymienić krawędzie 
wichrowate.

2. Narysować belkę, której przekrój jest sześciokątem umiarowym i wy
mienić krawędzie wichrowate. Jakie kąty tworzą one ze sobą? Ja k a  jest ich 
najkrótsza odległość?
§ 89-— 90. 3. Narysować przez punkt leżący poza płaszczyzną kilka prostych 
równoległych do niej. Co jest miejscem geometrycznem tych prostych?

4. M ając daną prostą a równoległą do płaszczyzny i punkt X  na płaszczy
źnie, wykreślić prostą równoległą do a  i leżącą na danej płaszczyźnie.

5. Jak  się można przekonać przy pomocy kątomierza, czy prosta w prze
strzeni leżąca jest równoległa do danej płaszczyzny?

6^  W ykazać, że jeżeli dwie płaszczyzny są równoległe, to  każda prosta le
żąca m  jednej płaszczyźnie jest równoległa do drugiej.

7. W ykazać, że płaszczyzna przecinająca jedną z dwóch płaszczyzn równo
ległych przecina i drugą.

8. Udowodnić, że dwie płaszczyzny równoległe odcinają równe kawałki na
wszystkich prostych równoległych do siebie.

9. Udowodnić odwrócenie twierdzenia z poprzedniego zadan ia!
10 .:_Udowodnić, że kąty, których ramiona są niezgodnie równoległe, spełniają 

się do 18 0 ° ,,chociażby leżały na różnych płaszczyznach.
11. Jeżeli ką t dwuścienny przetniemy dwoma płaszczyznami równoległemi 

do siebie, a przecinającymi krawędź, to kąty  przekroju będą równe. Udowodnić! 
§ 91. 12. Dowolny sześciokąt przesunąć równolegle w przestrzeni o 4 cm pod 
kątem  45° od płaszczyzny tego sześciokąta.

13. Kostkę przesunąć równolegle w kierunku prostej łączącej dwa przeciw
ległe naroża.

14. W ykazać, że trzy punkty leżące na jednej linii prostej po wykonaniu
ruchu postępowego leżą także na jednej linii prostej.

Ł o m n i c k i ,  Geometrya I .  i I I 12
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15. Wiedząc, że krawędzie kostki są, po cztery równoległo do siebie, 
a  wszystkie kąty  na ścianach leżące wynoszą po 90°, wykazać, że przeciwległe 
ściany są równoległe.
r /  16. K ostka wykonała dwa ruchy postępowe w różnych kierunkach. Czy>

jjWżna ten ruch zastąpić jednym ruchem postępowym? W ykonaj konstrukcyęl
17. Prosta równoległa do dwóch przecinających się płaszczyzn jest równo- 

‘ legła do ich krawędzi. (Udowodnij!) (Przesuwa się przez tę prostą płaszczyznę 
równoległą do jednej z płaszczyzn przecinających się.)

#  18. Mając dane dwie proste wichrowate wykazać, że z każdego punktu 
można poprowadzić prostą, przecinającą te dwie prostej

& 19. Przez jedną z dwóch prostych wichrowatych przesunąć płaszczyznę 
równoległą do drugiej. ~j)

*  20. Czy istnieje płaszczyzna równoległa do dwóch prostych wichrowatych?



Proste i płaszczyzny prostopadłe.

§(i>2l Prosta prostopadła do płaszczyzny.
--^Dotychczas omówiliśmy dokładniej tylko równoległe położenie prostych 

i płaszczyzn. Przejdziemy obecnie do prostych i płaszczyzn przecinających 
się. Z pośród rozmaitych możliwych położeń prostej względem płaszczyzny 
i płaszczyzny względem płaszczyzny najważniejsze jest dla nas położenie prosto
padłe.

Zajmijmy się najpierw prostą prostopadłą.
Biorącpod uwagę jakąkolwiek prostą przecinającą 
płaszczyznę ukośnie spostrzeżemy, że ona z roz
maitych stron ma rozmaite nachylenie do pła
szczyzny. Z jednemi liniami prostemi leżącemi 
na płaszczyźnie tworzy kąty ostre, z innemi roz
warte a z jedną kąt prosty (z linią CD).
Tak jednak nie każda linia się zachowuje.
Wykażemy, że w każdym punkcie płaszczyzny 
istnieje jedna linia, która z każdą linią leżącą na płaszczyźnie tworzy takisam 
kąt, mianowicie kąt prosty  ryt, i n i n. ta-jest p r o s t o p a d ł a  do w s z y s t k i c h  
b e z  w yją4kuJ-i-n /H  n a  p ł a s z c z y ź n i e  i-u-itz-y-w^-s-tę-dla-
tego-l-uw -ą-ńprbstopadłą do c a ł e j  p ł a s z c z y z n y  i na odwrót płaszczyzna 

-nazywa>się prostopadła -do- tdHHffB#»
Przeprowadzimy dowód istnienia takiej linii a zarazem uzyskamy sposób 

przekonania się o prostopadłości linii i sposób konstrukcyi linii prostopadłej 
do płaszczyzny.

Weźmy na dowolnej płaszczyźnie a dwie proste a i b przecinające się 
i obierzmy linię c, prostopadłą do obydwu:

A O ± O C ,  A O ±  O B .
%

Wykażemy, że ta linia jest prostopadła do wszystkich innych linii leżących 
na płaszczyźnie 1.

N. p. chcemy wykazać, że A  O jest także prostopadła do O D . Po
łączmy dowolne punkty B  i C prostych a , b. Linia B  C przetnie prostą O D  
w punkcie D .

Rozdział IY.



180

Dla dowodu przedłużamy odcinek 1 0  o takisam kawałek O A  pod 
płaszczyznę a. Łącząc punkty A  i A  z punktami B , C  i B  otrzymamy dwa 
trjókąty równoramienne A A 'B  i A A 'C  (dlaczego równoramienne?), więc 
A B  —  A ’ B  i A C  =  A ' C. Trójkąty A B  C i A ' B  C są więc przystające (IV)

a z przystawania wynika, 
że także odpowiednie 
odcinki są równe, więc 
A  D  =  A ' D  (gdybyśmy 
obrócili dolny trójkąt 
około B  C tak, aby A ' 
padł na A, to A B  na- 
kryj e się z A  B ). W takim 
razie trójkąt A  A B  jest 
także równoramienny. 
Proste O B  łącząca jego 
wierzchołek ze środkiem 
podstawy jest prostopadła 
do podstawy ; więc 
A  O _i O B .  Taksamo 

można udowodnić o każdej innej prostej przechodzącej przez punkt O, a leżącej
na płaszczyźnie a, że A  O jest do niej prostopadła,

Ale także z prostemi wichrówatemi względem A  O tworzy A  O kąt
prosty. N. p. kąt z linią JS F  znajdziemy, kreśląc przez punkt O linię 
F 'F ' \ \ E F ,  ta  zaś tworzy już z A O kąt prosty, jak każda linia przez O 
przechodząca.

Doszliśmy więc do następującego wniosku:
•iriniet prosta prostopadła do dwóch przecina

jących się prostych jest prostopadła do całej p ła 
szczyzny wyznaczonej przez te proste

U w a g a :  Mogłaby zachodzić wątpliwość, czy 
istnieje wogóle linia prosta, prostopadła do dwóch 
przecinających się prostych. Łatwo jednakowoż taką prostą 

/} skonstruować. Weźmy dowolny ką t dwuścienny \ 
w jednym punkcie P  jego krawędzi poprowadźmy linie 
P A  J_  k  w płaszczyźnie ot i P  B  \ Ic w płaszczyźnie 0.

Krawędź k  jest prostopadła do dwóch przecina
jących się prostych, leżących na płaszczyźnie y, wy
znaczonej przez proste P A  i P B .

Z k a ż d e g o  p u n k t u, czy to na płaszczyźnie 
czy poza płaszczyzną, da się poprowadzić t y l k o  j e d n a  

p r o s t a  p r o s t o p a d ł a ,  a taksamo z każdego punktu, czy to na prostej, 
czy to poza prostą, da się do niej t y l k o  j e d n a  p ł a s z c z y z n a  p r o s t o 
p a d ł a  poprowadzić (dowody niewprost)!
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Fig. 251.

/ D ł u g o ś ć  prostej prostopadłej z; punktu poza płaszczyzną od tego punktu 
do płaszczyzny nazywamy o d l e g ł o ś c i ą  p u n k t u  od płaszczyzny. Jestto

n a j k r ó t s z y  ze wszystkich odcinków, jakimi 
można połączyć P  z płaszczyzną. Każdy bo
wiem inny odcinek jest większy, jako przeciw- 
prostokątnia trójkąta, w którym P 'P  jest przy- 
prostokątnią.

S p o d e k  P ' t e j  l i n i i  p r o s t o p a d ł e j  
n a z y w a m y r z u t  e m (prostopadłym) p u n k t u  
P  n a  p ł a s z c z y z n ę  a, a samą prostą P P '  

p r o s t ą  r z u c a j ą c ą .  Jeżeli mówimy „rzut“ bez żadnego dodatku, mamy na 
myśli rzut prostopadły; j eżeli nam chodzi o rzut ukośny, zaznaczamy to

wyraźnie.
Rzutem jakiejkolwiek figury nazy

wamy zbiór rzutów wszystkich jej punk
tów, czyli miejsce geometryczne rzutów 
wszystkich punktów danej figury.

Dwie Unie proste, prostopadłe do 
tejsamcj płaszczyzny, są do siebie 
równoległeZ Dowód niewprost: Założenie 
jest:

a i

-^G dyby prosta b nie była równoległa do a, to istnieć musi jedna równoległa do
a , n. p. b\ przechodząca przez punkt A . Ponieważ zaś a J_ c, to i prosta b' 
musiałaby być prostopadła do c (jako prosta równoległa do a). Poprowadźmy 
na płaszczyźnie a proste d i e równoległe do siebie, a przechodzące przez 
punkty A. i 13. <C (ad) =  < t Oj e), ponieważ ich ramiona są zgodnie równo
ległe. Ponieważ <£ (a d) —  90° to i <£ (1/ e) musi być prosty, więc b 'J_ e .  
Mieliśmy zaś V  X  c> więc prosta V  byłaby prostopadła do całej płaszczyzny a 
(ponieważ jest prostopadła do dwóch linii prostych leżących na tej pła
szczyźnie). Jednakowoż przez punkt A  może przechodzić tylko jedna prosta 
prostopadła do płaszczyzny a, a tą jest według założenia b. Prosta b' musi 
się więc nakrywać z b, a więc już b jest równoległa do a.

Można także wykazać, że dwie płaszczyzny prostopadłe do tejsamej 
prostej, są do siebie równoległe (por. fig. 253).

Założenie: x  J_  a, x  _J_ ¡3.

Przesuwamy przez prostą x  dwie dowolne płaszczyzny. Ponieważ a' || a 
jako krawędzie dwóch płaszczyzn przeciętych trzecią, to a' || a. Taksamo po
nieważ V  || b, to V || a. Jeżeli zaś dwie proste przecinające się a' i b' są 
równoległe do a, to i cała płaszczyzna ¡3 musi być równoległa do płaszczyzny a.
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Twierdzenie o prostych prostopadłych do tejsamej płaszczyzny zasto
sujemy do określenia odległości prostej równoległej od płaszczyzny i odle

głości dwóch płaszczyzn równoległych.
Weźmy dowolną prostą równoległą do 

płaszczyzny a. Poprowadźmy z punktów 
tej prostej linie prostopadłe do a.

Wszystkie te odcinki są równoległe. 
Odcinki A B  i A 'B \  B C  i B ' C  są także 
równoległe (dlaczego?), więc figurj A B B 'A ',  
B C C B '  są równoległobokami. Wobec

tego A A '  —  B B '  =  C C , to znaczy: k a ż d y  p u n k t  p r o s t e j  r ó w n o 
l e g ł e j  do p ł a s z c z y z n y  j e s t  od n i e j  r ó w no  o d d a l o n y .  Odległością 
prostej równoległej od płaszczyzny nazywamy odległość dowolnego jej punktu. 
W podobny sposób określamy odległość dwóch płaszczyzn równoległych. Po
prowadźmy z punktów jednej płaszczyzny szereg linii prostopadłych do drugiej, 
to te wszystkie linie są równoległe, a więc muszą być równe (por. str. 177, 
ćw. 8).

Ten równy o d c i n e k  p r o s t e j  p r o s t o p a d ł e j  z j e d n e j  p ł a 
s z c z y z n y  r ó w n o l e g ł e j  do d r u g i e j  n a z y w a m y  o d l e g ł o ś c i ą  p ł a 

s z c z y z n  r ó w n o l e g ł y c h .
*  Możemy teraz także zbadać naj

krótszą odległość dwóch prostych wichro
watych a i b. Przez jedną z nich, n. p. 
przez b, przesuwamy płaszczyznę ¡3 
równoległą do prostej a. Odległość 
prostej a od płaszczyzny [3 jest naj
krótszą odległością prostych wichrowa
tych, ponieważ prosta a, jako prosta, 
równoległa do płaszczyzny f3, nie zbliża 

Fig. 255. s ie  do niej nigdy więcej, a więc nie
zbliża się także do prostej b.

Aby znaleźć, w którem miejscu są proste a i b najbliższe, wykreślamy 
ze wszystkich punktów prostej a proste prostopadłe płaszczyzny ¡3.. One

Fig. 254.
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utworzą razem jedną płaszczyznę, która przetnie prostą b w jakimś punkcie O. 
Prosta O A  prostopadła do płaszczyzny ¡5 łączy najbliższe punkty prostych 
wichrowatych a  i b. Płaszczyzna -( nazywa się prostopadłą do płaszczyzny 3- 
Taldemi płaszczyznami zajmiemy się dokładniej w następnym ustępie. *

§ Płaszczyzny prostopadłe do siebie.

Jeżeli z wszystkich punktów linii prostej łożącej ponad płaszczyzną po
prowadzimy linie prostopadłe do płaszczyzny, to one utworzą jedną pła
szczyznę. Są bowiem do siebie równolegle i wychodzą z punktów jednej 
prostej, leżą więc w płaszczyźnie wyznaczonej przez tę prostą i przez którą
kolwiek prostą prostopadłą.

P ł a s z c z y z n a  taka, z a w i e r a j ą c a  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  prostych 
p r o s t o p a d  ł y c h  do d r o g i e j  p ł a s z c z y z n y ,  n a z y w a  s i ę  p ł a s z c z y z n ą  
d o n i e j  p r o s t  o p a dl  a .—Łatwo wywnioskować, że jeżeli płaszczyzna a jest 
prostopadła do ¡3, to i odwrotnie: płaszczyzna £ jest prostopadła do a (wystarczy 
poprowadzić na drugiej płaszczyźnie szereg linii prostych prostopadłych do

wspólnej krawędzi). Wystarczy jednak, jeżeli 
płaszczyzna zawiera jedną prostą prostopadłą. 
Twierdzimy więc, że:

Jeżeli a J_ a ,  to także każda prosta ró
wnoległa do a i leżąca w' płaszczyźnie fi jest 
prostopadła do a.

N. p. prosta b || a musi być prostopadła 
do k \  aby jednak wykazać, że l  a, trzeba 
znaleźć jeszcze drugą prostą leżącą na pła
szczyźnie a, do której prosta b byłaby prosto
padłą. Poprowadźmyż n  [| p, to kąty (a n) 

i <C (bp) są równe, ponieważ mają ramiona zgodnie równoległe. <£ (a n) == 
=  90° a więc i ¿£.(bp) musi być prosty, a stąd wynika: b J_p . Prosta b, 
jako linia prostopadła do dwóch linii h i p  leżących na płaszczyźnie a, jest 
prostopadła do całej płaszczyzny a. Tosamo można wykazać o każdej innej 
prostej równoległej do a  i leżącej na płaszczyźnie ¡i. Płaszczyzna £ jest więc 
istotnie prostopadła do a, jako zbiór nieskończenie wielu prostych prosto
padłych. Otóż cechą charakterystyczną płaszczyzny .prostopadłej. jest

Jestto płaszczyzna przesunięta przez jedną  .prostą prostopadłą, do 
drugiej płaszczym y. (Użycie "pionu w budownictwie!).

Krawędź przecięcia się płaszczyzn prostopadłych zawiera rzuty wszystkich 
punktów i prostych, leżących na jednej płaszczyźnie.

Takn. p. (por. fig. 257) jeżeli PJ[_a, to rzuty wszystkich punktów’ prostej a  
leżą na prostej k. Prosta k  jest więc rzutem prostej a. Ponieważ k, jako linia

prosta, jest wyznaczona zapomocą dwóch swoich punktów', przeto do w y z n a 

Fig. 256.
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Kig-. 257.

c z e n i a  r z u t u  l i n i i  p r o s t e j  w y s t a r c z y  p o d a ć  r z u t y  d w ó c h  j e j  
p u n k t ó w  (jednym z nich może być punkt przebicia prostej z płaszczyzną).

Płaszczyzna ¡ł, prostopadła z prostej a 
do płaszczyzny a, nazywa się p ł a s z c z y z n ą  
r z u c a j ą c ą .

(Jeżeli jakaś linia leży już na pła
szczyźnie a, to jest ona swoim własnym 
rzutem.)

Z prostej poza płaszczyzną da się do niej 
tylko jedna płaszczyzna prostopadła poprowa
dzić, ale z punktu poza płaszczyzną można 
poprowadzić nieograniczenie wiele płaszczyzn 

prostopadłych. Widzimy stąd, że dwie 
płaszczyzny prostopadłe do tejsamej 
trzeciej nie muszą być do siebie ró
wnoległe (por. fig. 258).

Natomiast mają one inną wła
sność :

Jeżeli dwie płaszczyzny są 
prostopadłe do tejsamej trzeciej, 
a nie są róimioległe, to ich lcrawgdź 
musi być prostopadła do tej trzeciej 
płaszczyzny. -

D o w ó d :  Płaszczyzna a zawiera 
wszystkie proste prostopadłe do y 

z punktów na a leżących, a więc i prostopadłą z punktu P  na płaszczyźnie a 
leżącego. Taksamo płaszczyzna (3 zawiera wszystkie proste prostopadłe do y 
z punktów na (i leżących, a więc i prostopadłą z punktu P , który jest 
wspólny płaszczyznom a i (3. Ponieważ zaś z punktu P  istnieje tylko jedna
prostopadła do y, więc musi nią być linia P i  wspólna płaszczyznom a i p,
czyli krawędź płaszczyzn a i ¡3.

Fifr. 25S.



Rozdział V.

Proste i płaszczyzny nachylone.

tworzy

A

§ 94. Prosta nachylona do płaszczyzny.
Widzieliśmy, że prosta nachylona do płaszczyzny tworzy z każdej strony 

inny kąt. Z pomiędzy tych kątów jest jeden najmniejszy, mianowicie kat, 
jaki prosta tworzy ze swoim rzutem na ty 'płaszczyznę. Aby się

przekonać, że kąt 0 jest mniejszy od 
wszystkich innych kątów prostej A  B  
z płaszczyzną, porównajmy go z dowol
nym innym kątem, n. p. z kątem 7. 
W tym celu odcinamy B  C =  B  A ’ i 
łączymy C z A  i A '.  Trójkąt A  A C  
jest prostokątny, więc A  A ' <  A  C. 
Biorąc pod uwagę trójkąty A B C  i A B A '  
widzimy, że mają po dwa boki równe a 
trzecie nierówne, więc naprzeciw mniej
szego boku musi leżeć mniejszy k ą t : 

P <  T-
Taksamo każdy inny kąt jest 

większy od (3. v
była pozioma, a prosta A B  ciałem ciężkiem, 

¡5 w płaszczyźnie rzucającej.
U w a g a :  Gdyby płaszczyzna 

to przy spadaniu wykonałaby właśnie obrót
K at, ja k i prosta tworzy ze swoim rzutem, nazywamy kątem nachylenia 

prostej do płaszczyzny lub krótko: k ą t e m  p r o s t e j  z p ł a s z c z y z n ą .
p  *  Pomiędzy prostemileżącemi na

płaszczyźnie a jedna jest prostopadła 
do pochyłej P  C, mianowicie ta, która 
jest prostopadła dó jej rz u tu ./  Aby 
wykazać prawdziwość tego twierdzenia 
wychodzimy z założenia: A  B  J_ C E . 
Odcinamy A  C —  B  C i łączymy 
JE z A , B  i  P  z A , B .  Trójkąty 
P E B  i B E  A  są przystające, (bo 
P E  —  P E ,  E B  —  E A , P E B  —
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=  < r P E A  jako kąty proste). Więc P A  =  PP>. Trójkąt P A B  jest 
równoramienny, a więc linia P  C łącząca wierzchołek ze środkiem podstawy 
jest do niej prostopadła. Odwrócenie tego twierdzenia jest również prawdziwe: 
Jeżeli prosta leżąca na płaszczyźnie a jest prostopadła do pochyłej, to jest 
prostopadła także do jej rzutu. Udowodnij! *

Widocznem jest, że p r o s t e  r ó w n o l e g ł e  do s i e b i e  m a j ą  do 
k a ż d e j  p ł a s z c z y z n y  p r z e c i n a j ą c e j  j e  j e d n a k o w e  n a c h y l e n i e  
(wynika z podobieństwa trójkątów).

Płaszczyzny rzucające dwie 
proste równoległe są także do sie
bie równoległe, ponieważ jedna za
wiera dwie proste przecinające się, 
a równoległe do drugiej płaszczyzny.

Stąd wynika, że r z u t y  p r o 
s t y c h  r ó w n o l e g ł y c h  są  t a k 
że r ó w n o  l e g ł e :  są to bowiem 
krawędzie przecięcia się dwóch 
płaszczyzn równoległych a i p, 
trzecią płaszczyzną y.

Twierdzenie to- odnosi się nie- 
tylko do rzutów prostopadłych, ale 

ido  rzutów ukośnych. Dlategoto w perspek
tywie równoległej proste, równoległe wrzeczy- 
wistości, muszą być także w obrazie per
spektywicznym równoległe.

P ł a s z c z y z n y  r ó w n o l e g ł e  do 
s i e b i e  t w o r z ą  r ó w n e  k ą t y  z k a ż d ą  
p r z e c i n a j ą c ą  j e  p r o s t ą .  Dla dowie
dzenia tego prowadzi się z dowolnego 
punktu prostej a linię r  prostopadłą do 
jednej, a więc i do drugiej płaszczyzny. 
Przesuwamy przez a  i r płaszczyznę, to 
powstaną na niej kąty y i 8, które są 
kątami nachylenia prostej a do płaszczyzn 
« i p. Kąty te zaś są równe, jako kąty 

Fig. 202. odpowiednie.

Fig. 2G1.

£ 9 5 . Twierdzenia o rzutach.

Przy pomocy kątów nachylenia prostej do płaszczyzny możemy teraz 
zbadać, od czego zależy w i e l k o ś ć  r z u t u  k a ż d e g o  o d c i n k a .  W  tym 
celu poprowadźmy z dowolnego punktu leżącego poza płaszczyzną a pęk

M . .
ł o ę
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promieni. Wiemy już (por. str. 181), że odcinek promienia prostopadłego 
jest najkrótszy. Z pośród innych odcinków pochyłych te wszystkie są równe, 
których rzuty są równe. Trójkąty S  O A , S  O JB, S  O C , . . .  są bowiem wtedy 
przystające (II).

Odwrotnie: J e ż e l i  o d c i n k i  p r o 
s t y c h  p o c h y ł y c h  w y c h o d z ą c y c h  
z t e g o s a m e g o  p u n k t u  s ą  r ó w n e ,  to 
i i c h  r z u t y  s ą  r ó w n e .  Wynika to 
z przystawania tychsamych trójkątów, we
dług (III) przypadku. Ponieważ te rzuty 
wychodzą wszystkie z jednego punktu O, 
przeto ich końce leżą na obwodzie koła. 
Możemy więc także powiedzieć: M i ej s c e m 

Fig. 263. g e o m e t r y c z n e m  p u n k t ó w  l e ż ą c y c h
n a  j e d n e j  p ł a s z c z y ź n i e ,  a r ó w n o  

o d d a l o n y c h  od s t a ł e g o  p u n k t u  S  p o z a  p ł a s z c z y z n ą ,  j e s t  ko ł o ,  
k t ó r e g o  środkiem jest rzut tego punktu S.

Wszystkie te r ó w n e  p o c h y ł e  s ą  t a k ż e  r ó w n o  n a c h y l o n e  do 
p ł a s z c z y z n y ,  jak  to wynika z udowodnionego już przystawania trójkątów 
na fig. 263.

Łatwo wykazać, że im dłuższy jest odcinek pochyłej z punktu S  wy
chodzącej, tem większy jego rzut a tem mniejszy jego kąt nachylenia. W gra
nicy, jeżeli odcinek dąży do wielkości nieskończenie wielkiej, to i długość
rzutu dąży do nieskończoności, a kąt nachylenia dąży do zera, czyli: po
chyła dąży do położenia równoległego. Z drugiej strony, jeżeli odcinek 
pochyły maleje, to i jego rzut maleje, a kąt nachylenia dąży do 90°. Jeżeli 
odcinek jest prostopadły (najkrótszy) to rzut jego staje się jednym punktem, 
więc długość rzutu wynosi zero. Widzimy stąd, że długość rzutu jest zależna od 
długości odcinka i od kąta nachylenia, czyli:

Długość rzutu jest furikcyą długości odcinka i jego Jcąta nachylenia. 
Zawsze jednakże rzut jest nie większy od odcinka (dlaczego?). Odnosi się

to nietylko do odcinka mającego
jeden punkt wspólny z płaszczyzną, ale 
także do każdego innego odcinka.
Weźmy bowiem odcinek a  leżący nad 
płaszczyzną a i utwórzmy jego rzut r  
(prowadząc z jego końców prostopadłe do 
a i łącząc ich spodki). Z punktu B' po
prowadźmy prostą a' równoległą do a na 

Fig. 264. płaszczyźnie rzucającej, to a —  a', jako
przeciwległe boki równo! egłoboku. Zamiast porównywać odcinek a z r, 
możemy więc porównywać a' z r. Widzimy odrazu, że a' >■ r, a więc i a >  r.



Tylko w położeniu granicznem, równoległem, rzut równa się odcinkowi. 
(Udowodnij!).

Stosunek długości odcinka do długości rzutu zależy ju ż  tylko od kąta 
nachylenia. Jeżeli się odcinek powiększy, a kąt nachylenia zostanie tensam, 
to rzut powiększa się w tymsamym stosunku. Łatwo to wywnioskować 
z podobieństwa trójkątów D  E  F  i Al 13' &  na fig. 264. Odcinki jedna
kowo nachylone doznają więc jednakowego pomniejszenia w rzucie. Zbierając 
te wnioski razem powiemy:

R z u t  r ó w n a  s i ę  o d c i n k o w i ,  j e ż e l i  o d c i n e k  j e s t  r ó w n o l e 
g ł y  do p ł a s z c z - y z n y  r z u t ó w ,  j e s t  m n i e j s z y  od o d c i n k a ,  j e ż e l i  
o d c i n e k  j e s t  n a c h y l o n y ,  a m a l e j e  do ze r a ,  g d y  o d c i n e k  d ą ż y  
do p o ł o ż e n i a  p r o s t o p a d ł e g o .  Twierdzenie to dotyczy rzutów prosto
padłych. Przy rzutach ukośnych rzut może być większy od odcinka, może być 
nawet nieskończenie wielki dla skończonego odcinka (kiedy?). Jednakże i tu 
odcinki jednakowo nachylone doznają takiegosamego zniekształcenia (powię- 
kszenia lub pomniejszenia). 

f> \  . i Zbadawszy w ten sposób zniekształcenie, jakiemu ulegają odcinki, zaj- 
•iniemy się teraz zniekształceniem k ą t ó w.  Zmiana, jakiej ulega kąt przy 

j  yrzucie nic jest już tak prosta: Rzut (prostopadły) kąta może być równy,
mniejszy, ale może być także 
większy od kąta. N. p. z fig. 265. 
widzimy, że kąt a doznał w rzucie 
zmniejszenia, a kąt rozwarty £ po
większenia (ramię wspólne przy
jęliśmy tu widocznie nachylone do 
płaszczyzny rzutów).

Jasnem jest natomiast, że: 
k ą t y ,  l e ż ą c e  w p ł a s z c z y ź n i e  
r ó w n o l e g ł e j  do p ł a s z c z y z n y  
r z u t ó w ,  nie ulegają zmianie przez 
utworzenie rzutu, t. j .  s ą  r ó w n e / /  
s w o i m  r z u t o m .  (Udowodnij!)

*  Ciekawem jest, że k ą t  
p r o s t y ,  k t ó r e g o  j e d n o  r a m i ę  
j e s t  r ó w n o l e g ł e  do p ł a s z c z y 
z n y  r z u t ó w ,  p r z e d s t a w i a  s i ę  
w r z u c i e  r ó w n i e ż  j a k o  k ą t  
p r o s t y .

Fis- 266- Dowód: Jeżeli «_[_&, to tak
że rzut tej prostej c J_ b (por. str. 185); więc kąt prosty (a b), którego jedno 
ramię leży na płaszczyźnie rzutów, pozostaje w rzucie kątem prostym: <C (&e) =  90°.
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I îg. 267.

Jeżeli ramię 1> nie leży na pła
szczyźnie rzutów, tylko jest do niej równo
ległe, to poprowadzimy najpierw przez & 
płaszczyznę: ¡3 || a i tworzymy najpierw 
rzut kąta <£ (a b) na płaszczyznę (3. 
Wiemy już, że ten rzut będzie kątem 
prostym:

#  (6 c) =  90°.
Teraz dopiero rzucamy ten kąt na pła

szczyznę a, wiemy zaś, że kąty leżące na 
płaszczyźnie równoległej są równe swoim 
rfcutom, więc także (// ć)  =  (b c) 
=  90°. *

§ 96. Dwie płaszczyzny nachylone do siebie

Podobnie, jak kąt nachylenia prostej do płaszczyzny mierzyliśmy kątem 
leżącym w płaszczyźnie prostopadłej, poprowadzonej z tej prostej do płaszczy
zny, tak i k ą t  n a c h y l e n i a  d w ó c h  p ł a s z c z y z n  m i e r z y m y  k ą t e m ,  
l e ż ą c y m  w p ł a s z c z y ź n i e  p r o s t o p a d ł e j  do o b y d w u  p ł a s z c z y z n .

Wiemy już, że płaszczyzna prostopadła do 
dwóch przecinających się płaszczyzn jest także 
prostopadła do ich krawędzi (por. str. 184).

Aby więc zmierzyć kąt nachylenia 
płaszczyzn a i (J, wystarczy poprowadzić 
płaszczyznę ■; prostopadłą do krawędzi h
(t. zw. przekrój normalny kąta dwuścien- 
nego). Płaszczyzna f przecina « i p wzdłuż 
krawędzi a i b, które są prostopadłe do k 
(jak i każda inna prosta, leżąca na pła
szczyźnie 7 _[_ ty. Możemy więc znaleźć 
kąt nachylenia dwóch płaszczyzn, t . j .  wiel
kość kąta dwuściennego w następujący
sposób:

Prowadzimy przez jakikolwiek punkt 
krawędzi proste prostopadłe do niej, 

a leżące iv płaszczyznach a i [2. K ą t miedzy ton i prostemi zawarty jest 
kątem nachylenia płaszczyzn a i p. Łatwo wykazać, że wielkość tego kąta
nie zależy od tego, w którem miejscu poprowadzimy przekrój 7 (por. ćw. 11 ,
str. 177).

J e ż e l i  k ą t  n a c h y l  en  i a d w ó c h  p ł a s z c z y z n  -Sc. (a b), wynos i  90°,
to  p ł a s z c z y z n y  są  p r o s t o p a d ł e .  Wtedy bowiem a b a wykreśli

Fig. 268.
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liśmy « _]_ 7j, więc a_ | _£ ;  płaszczyzna zaś a zawierająca jedną linię a  prosto
padłą do płaszczyzny ¡3 musi być sama prostopadła do płaszczyzny (3 (por. 
str. 183). Gdyby p ł a s z c z y z n y  były r ó w n o l e g ł e ,  to a  || b, więc k ą t  
n a c h y l e n i a  w y n o s i  0°.

Kąty dwuścienne mają własności podobne do kątów płaskich w plani- 
metryi — albowiem kąty płaskie są tylko przekrojami kątów dwupiennych.
I tak k ą t y  d w u ś c i e n n e  w i e r z c h o ł k o w e  s ą  r ó w n e ;  k ą t y  dwu-  
ś c i e n n e  p r z y l e g ł e  s p e ł n i a j ą  s i ę  do 180°. (Udowodnij zapomocą prze
kroju normalnego!) Jeżeli dwie płaszczyzny równoległe przetniemy trzecią, 
to powstało kąty dwuścienne odpowiednie są równe, naprzemianległe równe 
a jednostronne spełniają się do 180°. (Udowadnia się przez poprowadzenie 
przekroju normalnego). Podobnie twierdzenia o kątach, których ramiona są 
parami równoległe, lub parami prostopadłe, można przenieść na kąty dwu
ścienne.

Mówiąc o prostej nachylonej badaliśmy zmniejszenie odcinka takiej 
prostej przy rzucie. Jeżeli chcemy tosamo rozumowanie przeprowadzić dla 
płaszczyzn nachylonych, to musimy się zająć częścią płaszczyzny, a więc po
wierzchnią. Wykażemy, że powierzchnie lezące na płaszczyznach jednakowo 
nachylonych zmniejszają się przy  rzucie w  tymsamym stosunku.

Weźmy jakąkolwiek powierzchnię P  leżącą na płaszczyźnie a nachylo
nej do płaszczyzny (3 i 
utwórzmy jej rzut. P '. 
Poprowadźmy linię A B  
prostopadle do krawę
dzi k  i edetnijmy na 
niej szerokość G D  po
wierzchni P. Tosamo 
zróbmy na płaszczyźnie 
fi, w rzucie. Powierz
chnie P  i P ,' możemy 
rozłożyć na paski równo
ległe do krawędzi k, 
zbliżone do trapezów. 
Boki równoległe tych 
pasków pozostaną w 
rzucie niezmienione co 

do długości a tylko ich szerokość zmieni się w stosunku G' D ' : G D  =  s, 
więc cała powierzchnia zmieni się w tym stosunku:

P ’ : P  =  s.
Ponieważ— jak widzieliśmy na str. 188 — ten stosunek C 'D ': C D  za

leży tylko od kąta nachylenia, przeto wszystkie powierzchnie leżące na pła
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szczyźnie a, lub na innej płaszczyźnie, ale taksamo nachylonej do j3, doznają 
zmniejszenia w tymsamym stosunku s.

Kiedy zmniejszenia nie będzie? Kiedy powierzchnia rzutu maleje 
do zera?

Ćwiczenia IV. i V.

§ 92. 1 /  Wykazać, że z punktu na linii prostej da się poprowadzić tylko jedna
płaszczyzna prostopadła do niej (niewprost!).

2. Wykazać, że wszystkie linie prosto prostopadłe do danej prostej, a  
przechodzące przez jeden jej punkt, tworzą płaszczyznę prostopadłą do tej 
prostej.

3. W ykazać, że z punktu nad płaszczyzną da się tylko jedna linia prosto
padła do płaszczyzny poprowadzić.

4. Wykazać, że z punktu poza prostą da się do niej tylko jedna płaszczy
zna prostopadła poprowadzić.

5. Udowrodnić, że miejscem geometrycznem wszystkich punktów równo od
dalonych od dwóch końców odcinka, jest płaszczyzna prostopadła, przechodząca 
przez środek odcinka. Jestto  płaszczyzna symetralna.

6. Znaleźć miejsce geometryczne punktów równo oddalonych od trzech 
wierzchołków trójkąta.
§ 98. 7. Udowodnić, żo płaszczyzna prostopadła do prostej je s t także prosto
padła do każdej płaszczyzny zawierającej tę prostą.

8. Dwie płaszczyzny prostopadłe do siebie są także prostopadłe do trzeciej 
płaszczyzny. W ykazać, żo ich krawędzie tworzą układ trzech osi prostopadłych 
do siebie.

9. W ykazać, że jeżeli jakaś prosta i jakaś płaszczyzna są prostopadłe do 
tejsamej płaszczyzny, to są do siebie równoległe.

10. W ykazać, że miejscem geometrycznem punktów' równo oddalonych od 
ramion k ą ta  płaskiego jest płaszczyzna symetralna tego kąta (t. j. płaszczyzna 
zawierająca linię dwusieczną tego kąta i prostopadła do jego płaszcz3Tzny).

11. Znaleźć miejsce geometryczne punktów rówrno oddalonych od trzech 
boków tró jkąta (patrz poprzednie zadanie).
§ 9 4 — 96. 12. W ykazać, że im dłuższy jest odcinek pochyłej z punktu poza
płaszczyzną, tem większy jego rzut.

13. Punkt leżący ponad płaszczyzną połączyć z punktami na obwodzie do
wolnego koła, leżącego na tej płaszczyźnie. Który z tych odcinków jest naj
krótszy? (W ykonać rysunek w perspektywie!)

14, Wykazać, iż stosunek podziału odcinka nie zmienia się ani przy rzucie 
prostopadłym, ani przy rzucie ukośnym

15,. Wykazać, żo kąty równe leżące na płaszczyznach równoległych i mające 
jedną parę ramion równoległą a drugą zwróconą w tę  samą stronę, m ają i drugą 
parę ramion równoległą.

l&r^W ykazać, że kąty dwuścienne: o) odpowiednie są sobie równe, b) naprze- 
mianległe są sobie równe, c) jednostronno spełniają się do 180°.

17. Jak ą  własność mają punkty płaszczyzny dwusiecznej kąta dwuściennego ?
18. Wykazać, że wr rzucie kola rzu t każdej średnicy jest przepołowiony 

rzutem środka koła. K iedy ten rzut będzie kołem, a kiedy linią prostą?
19. Rzut odcinka a ma długość a' =  4  cm, a  proste rzucające jego końce:



192

b —' 7 cm, b' =  9 cwt. Obliczyć długość odcinka a. Jak  daleko trzeba ten od
cinek przedłużyć, aby się przeciął z płaszczyzną rzutów?

.'rójkąt ma podstawę 5 cm, a wysokość 6 cm. Obliczyć rzut tego

o u j^ f o j  p y n o t a i c j  z* i a u i u  n u t a  u . p i u u u c u i u  / . ------ w / *
nachylonego tak, że odcinki prostopadło do krawędzi skracają się w sto
sunku 1 : 3 .

£ 2./*Obliczyć powierzchnię elipsy powstałej ż rzutu koła leżącego na pła
szczyźnie nachylonej pod kątem  45° do płaszczyzny rzutów, znając promień koła , 
r =  15 cm.

a równoległą do podstawy trójkąta.



.Rozdział VI.

Ruch obrotowy. Przystawanie.
§ 97. Ruch obrotowy.

Jeżeli jakiś punkt zakreśla koło w płaszczyźnie prostopadłej do pewnej 
prostej a  o środku w spodku tej prostej, to mówimy, ze ten punkt wykonuje 
r u c h  o b r o t o w y  o k o ł o  os i  a.

Podobnie dowolny utwór geometryczny wykonuje ruch obrotowy, jeżeli 
jego_wszystkie punkty’ zakreślają łuki kół leżące w płaszczyznach prosto

padłych do osi przyczem te łuki należą do 
równych kątów środkowych. Wielkość 
obrotu mierzymy właśnie tym kątem środ
kowym. Można więc powiedzieć: K ą t e m  
o b r o t u  n a z y w a m y  kąt ,  j a k i  z a k r e ś l a  
p r o s t a  p o p r o w ra d z o n a  p r o s t o p a d l e  
do os i  z d o w o l n e g o  p u n k t u  utw'oru 
geometrycznego, wykonującego obrót. Jeżeli 
cała przestrzeń wykonuje ruch obrotowy, to 
tylko punkty leżące na osi są nieruchome. 
Inne punkty zataczają łuki tem większe, im 
dalej leżą od osi obrotu — natomiast kąty 

zakreślone przez wszystkie linie prostopadłe do osi są równe (prędkość kątowa!).
Podobnie jak w' planimetryi, należałoby i tutaj wykazać, że ta geo

metryczna konstrukcya posiada właściwości* ruchu obrotowego ciał sztywnych, 
a więc: .

Linia prosta po obrocie nie wygnie się, ale pozostanie linią prostą; pła
szczyzna pozostanie płaszczyzną, wielkość zaś odcinków' ani kątów’.nie ulegnie 
zmianie. Stąd już wynika przystawianie wszystkich wielokątów' wchodzących 
w' skład utworu geometrycznego i równość wszystkich kątów' nachyleń, słowTem : 
przystawanie nowego utworu geometrycznego do dawnego. To zaś jest 
zasadniczą właściwością, ruchu ciał sztywnych.

Wykażemy n. p., że linia prosta przecinająca oś pod dowolnym kątom, po
zostanie po obrocie o ką t cp linią prostą. To znaczy, że trzy punkty A B C ,  le
zące przed obrotem na linii prostej, będą i po obrocie leżały na jednej linii 
prostej.

ł o m n i c k i ,  Geometrya I. i II. 13
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Fig. 27ï.

na

Otóż założeniem jest a  J_ a i |3 J_ a , tudzież C M C  5= B  N B '  =± -j>.
Gdyby punkt C' nie leżał na prostej A B \  to ta  prosta miałaby z kołem a  jakiś

inny punkt wspólny X . Płaszczyzny a  i h ,-jako prosto
padłe do tejsamej prostej, są do-siebie równoległe, 
więc i linie M  C i  M X  muszą być równolegle do linii 
N B  i N B ',  powieważ leżą na tychsamych płaszczy
znach, wyznaczonych przez proste a i A B ,  o i  A B '.  
Wobec tego ^  X M C  =  B ' N B  =  cp. Ramię M X  
tego kąta musi się więc nakryć z ramieniem M C ', bo 
i <C C M C ' =  y ,  a jedno ramię M C  mają wspólne. 
Widzimy więc, ż.e punkt .C' musi leżeć ' także na 
prostej A B '.  .

Z przystawania trójkątów A  N B '  i A N B  wy
nika równość odcinków- i równość kąta nachylenia
prostej A B  do płaszczyzny ¡3. •

Podobnie można udowodnić o prostej wichro
watej względem osi, że po obrocie pozostaje prostą, 
i że jej odcinki i kąty nachylenia .pozostają niezmie
nione.

Pominiemy tu  również dowód, że cztery punkty 
leżące przed obrotem na jednej płaszczyźnie, leżą i po 
obrocie na jednej płaszczyźnie.

Często używa się w geometryi obrotu płaszczyzny około osi a leżącej 
tej płaszczyźnie. Wtedy płaszczyzna przebiega po kolei wszystkie pła

szczyzny, pęku płaszczyzn należącego do krawędzi a.
Wielkość obrotu jest zarazem miarą kąta dwuścien- 
nego, utworzonego przez dwie skrajne płaszczyzny 
(por. str. 189).

Stosując tu ogólne prawo ruchu obrotowego 
powiemy :

Wszystkie utwory geometryczne leżące na pła
szczyźnie a nie zmieniają ani wielkości, ani kształtu, 
skoro całą płaszczyznę obrócimy do innego poło
żenia ?j. Obrót taki stosujemy zwłaszcza często 
w geometryi wykreślnej, którą się w następnym roz
dziale pokrótce zajmiemy.

Jeżeli jakiś utwór geometryczny wykonuje 
równocześnie ruch postępowy i obrotowy, to znaczy 

obraca się koło pewnej osi, a równocześnie posuwa się wzdłuż pewnej linii 
prostej, to ruch taki nazywamy r u c h e m  ś r u b o w y m .  W szczególnym przy
padku, jeżeli ruch postępowy odbywa się w kierunku prostopadłym do osi 
ruchu obrotowego, to taki ruch śrubowy nazywamy t o c z e n i e m  się.  
W  ogólnym ruchu śrubowym każdy punkt zakreśla linię krzywą przestrzenną, 
zwaną l i n i ą  ś r u b o wą ,  znaną nam dobrze z mechaniki życia codziennego. 
Linią tą zajmiemy się dokładniej później, przy nauce o walCu. Przy toczeniu
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się każdy punkt zakreślą linię krzywą płaską, mianowicie cykloidę (por. w pla- 
nimetryi str. 25).

§ 98. przystawanie utworów przestrzennych.
Utwory geometryczne nazywają się przystające, jeżeli mają równe pa-, 

ram i wszystkie odcinki i  icszystMe lcąty w tymsamym porządku (i to nie 
tylko kąty płaskie, ale i kąty dwuścienne i kąty nachylenia prostych do pła
szczyzn). Z własności ruchu wiemy, że utwory przystające do danego utworu 
można otrzym ać. przez ruch postępowy lub obrotowy. Nasuwa się pytanie, 
czy własność ta jest charakterystyczna dla utworów przestrzennych, t. j. czy 
utwór przestrzenny przystający do drugiego utworu,- a leżący w dowolneńi 
innem miejscu płaszczyzny i ustawiony dowolnie (a więc, niekoniecznie równo
legle), można, otrzymać z tego drugiego utworu przez ruch lub też prościej: 
czy dwa utwory przystające można zawsze sprowadzić do nakrycia przez ruch.

Dla utworów płaskich udowodniliśmy już to w planimetryi (por. str. 45—46). 
Aby wykazać prawdziwość tego twierdzenia także dla utworów przestrzennych, 
weźmy cztery punkty S A B O  nie leżące na jednej płaszczyźnie i połączmy 
liniami prostemi punkty A , B , C ze sobą i z punktem S. Weźmy w innem 
miejscu przestrzeni utwór geometryczny- przystający do S A B  (7, t. j, mający 
kąty i odcinki równe i następujące po sobie w tymsamym porządku. Tensam

S"

Fig. 273.

porządek ocenia się w następujący sposób: Patrząc od punktu S  na płaszczyznę 
A B  C widzimy, że punkty A , B , C następują po sobie w kierunku ruchu wska
zówki zegaru. Z punktu S ' powinny się punkty A ' B '  C' przedstawiać w tym
samym porządku, co łatwo możemy sprawdzić w naszej figurze (linia B ' C' jest

13*
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przednią!). Aby S' A ' B ' C' sprowadzić do nakrycia z S A B  C, trzeba wykonać 
najpierw taki obrót, aby odpowiednie odcinki były równoległe, a więc aby 
A " B '  było równoległe od A B ,  S " A "  || S A  i t. d.

Możemy to uzyskać łatwo zapomocą dwóch obrotów: najpierw7 obracamy 
S ' A ' B ' C' około osi przechodzącej przez B '  tak, aby A ' B'y nakryło się 
z A " B ' ,  później zaś wykonujemy drugi obrót, około osi A " B '  tak, aby A 'S '  
padło na A "  S".

Teraz wystarczy równoległe przesunięcie o odcinek S S ”, aby obydwa 
utwory przystające sprowadzić do nakrycia.

Uwra g a :  Dwa obroty około dwóch osi przechodzących przez punkt i i  można 
zastąpić jednym obrotem około osi przez tensam punkt przechodzącej. Aby 
znaleźć tę os' obrotu, trzeba wykreślić płaszczyzny symetralne odcinków7 A 'A "  
i S 'S " .  Krawędź tych dwóch płaszczyzn będzie żądaną osią obrotu, jest ona 
bowiem miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od A! i A ", a  za
razem od punktów S" i S", oś obrotu musi zaś tę  własność posiadać. Widzimy 
więc, że, aby dwa przystające utwory sprowadzić do nakrycia, wystarczy jeden j 
ruch obrotowy i j'eden ruch postępow y; te dwa m chy można znowu zastąpić i 
jednym r u c h e m  ś r u b o w y m .

Ponieważ każdy przestrzenny utwór geometryczny można rozłożyć na 
takie utwory, jak S A B G ,  złożone z czterech punktów nie leżących na jednej pła
szczyźnie, przeto o wszystkich utworach możemy powiedzieć, że dwa przystające 
utwory dadzą si§ sprowadzić do nakrycia przez ruch obrotowy i postępowy.

Stąd wynika nowe określenie przystawania:
Utwory geometryczne, które można otrzymać z  danego utworu przez 

ruchy postępoioe lub obrotowe, nazywamy utworami przystającymi do siebie 
i  do pierwotnego utworu. i

Ćwiczenia VI.
§  97— 9S.^.l< Narysować w perspektywie równoległej odcinek równoległy do osi-  
obrotu i wykonać na rysunku obrót o 60°, o 90°, o 180°.

2. Narysować w perspektywie równoległej odcinek przecinający oś1 obrotu 
i wykonać obrót o 45°, 90°, 180°, 270°.

3. Narysować w perspektywie równoległej odcinek wichrowaty względem osi
obrotu i wykonać obrót o 30°, 90°, 180°. \  %

4. W  płaszczyźnie zawierającej oś obrotu leży tró jk ą t A B C -, wykónaS na 
rysunku obrót tego tró jkąta o 60°.

5. Punkt A ' przez obrót sprowadzić do nakrycia z innym dow'olbyirí?punk- 
tem A . Gdzie musi leżeć oś obrotu?

6 . Dwa przystające utwory geometryczne m ają jeden punkt wspólny. Jakie
obroty trzeba wykonać, aby je  sprowadzić do" nakrycia? .

7. W ykazać, że odcinek A B ł prostej Wichrowatej względem osi po obrocie: 
ma tęsam ą wielkość. (Dla dowodu trzeba utworzyć rzut obydwu odcinków na 
płaszczyznę prostopadłą do oStpo^rotp a zawierającą punkty B  i B ').

8. Wykazać, że jeżeli djwa u tw o ^  przestrzenne przystające .mają trzy punkty 
odpowiednie wspólne, to imuką się .nakrywać. (Udowodnić to najpierw dla utworu 
S A B C  na fig. 273, fflfeślą& z punktu S  prostopadłą po płaszczyzny A B C .)

f
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Rozdział VII.

Metoda geometryi wykreślnej.

§ 99. O dwóch płaszczyznach rzutów.
Ponieważ sporządzanie modeli przestrzennych jest bardzo uciążliwe a nie

raz i bardzo kosztowne, przeto przy rozmaitych zagadnieniach geometrycznych 
i technicznych posługujemy się rysunkiem płaskim. Zasady takiego rysunku 
omówiliśmy już poglądowo w II. rozdziale. Najwięcej używanym sposobem 
przedstawienia utworów przestrzennych jest 'wykreślanie rzutów prostopadłych. 
Takimi rzutami prostopadłymi są n. p. k o n t u r y  przedmiotów, p l a n y  bu
dynków, p r z e k r o j e  maszyn, mostów, m a p y  niewielkich obszarów ziemi. 
W architekturze, inżynicryi a nawet w rozmaitych rzemiosłach posługujemy 
się rzutami przedmiotów.

Rzutem jakiegokolwiek utworu nazwaliśmy (str. 181) miejsce geome-' 
tryczne rzutów wszystkich punktów tej figury. Już przy najprostszych utwo
rach geometrycznych nie wystarczy podanie rzutu na jedną płaszczyznę. 
Utwórzmy n. p. rzut walca prostego na płaszczyznę H  prostopadłą do jego 
osi, zwaną p ł a s z c z y z n ą  p o z i o m ą .  Ponieważ podstawa walca jest równo

legła do tej płaszczyzny, otrzymamy w rzucie koło, 
równe podstawie walca (przystające do n ie j; dla
czego?). Ten rzut nazywa się r z u t e m  p o z i o 
m y m  (widok z góry!). Z tego jednego rzutu nie 
mamy jeszcze wyobrażenia, jak wygląda cała bryła. 
Takisam rzut ma walec krótki i długi, koło równo
ległe do płaszczyzny H , lub elipsa nachylona od
powiednio.

R z u t  n a  j e d n ą  p ł a s z c z y z n ę  n i e  wy
z n a c z a  j e s z c z e  wie>l k o ś c i  a n i  p o ł o ż e n i a  
u t w o r u  g e o m e t r y c z n e g o .

Aby uzyskać znajomość części brakujących do poznania walca, wy
starczy podać jeszcze drugi rzut na dowolną płaszczyznę nierównoleglą do H  
Używamy zawsze płaszczyzny prostopadłej do H  i nazywamy ją  p ł a s z c z y z n ą  
p i o n  ową V, a powstając}' rzut r z u t e m  p i o n o w y m  (widok z przodu). Na
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tej płaszczyźnie otrzymamy prostokąt tak szeroki, jak podstawa walca, a tak 
wysoki, jak walec. Ten rzut sam nie wystarczyłby także do poznania i zbu
dowania walca, ponieważ takisam rzut posiada n. p. każdy prostopadłościan
o tejsamej podstawie. Jednakowoż o b y d w a  r z u t y  r a z e m  w y z n a c z a j ą  
w z u p e ł n o ś c i  u t w ó r  g e o m e t r y c z n y ,  z którego pochodzą. Ścisły do
wód tego twierdzenia podamy w następnym ustępie. Rysunek taki, jak na 

fig. 274, sprawia pewne złudzenie rzeczywistości, jest 
jednakże niepraktyczny, ponieważ koło przedstawia się 
na nim jako elipsa i wogóle wszystkie figury, leżące na 
płaszczyźnie poziomej 3 ,  przedstawiają się na rysunku 
zniekształcone. Aby tej niedogodności uniknąć, o b r a 
c a m y  p ł a s z c z y z n ę  p o z i o m ą  I I  o k o ł o  k r a w ę d z i
I I  o kąt 90° k u  d o ł o w i  tak, że płaszczyka I I przyj
mie również położenie pionowe. Płaszczyzny H  i V 
tworzą teraz jedną płaszczyznę. Ten obrót nazywamy: 
s p r o w a d z e n i e m  o b y d w u  r z u t ó w  do j e d n e j  p ł a 
s z c z y z n y ;  r y s u n k u .  Teraz rzut pionowy i poziomy 
przedstawi się nam w naturalnej wielkości. Prostą X X ,  
która jest śladem pozostałym po krawędzi dwóch pła
szczyzn rzutów, nazywamy o s i ą  r z u t ó w .  Takie przed

stawienie utworów geometrycznych i przedmiotów świata zewnętrznego naj- 
,lepiej się nadaje do wykonywania pomiarów i jest najłatwiejsze do wykonania 
konstrukcyjnego.

Fig. 275.

§ 100. Rzuty punktu.

Wykreślmy rzut poziomy i pionowy dowolnego punktu A . Oznaczamy
je  zwykle literami A h (rzut poziomy) i A v (rzut pionowy). Jakie położenie

względem siebie mają te rzuty po spro
wadzeniu ich do jednej płaszczyzny ry
sunku?

Przesuńmy płaszczyznę y przez 
proste A A e i A A h- Płaszczyzna ta jest 
prostopadła do H i  V, ponieważ zawiera 
linie A  A n i A  A v, prostopadłe do J / i  V. 
Wobec tego ta płaszczyzna musi być prosto
padła do krawędzi I I  i V, t. j. do osi rzu
tów. Jeżeli zaś X X  J_ f , to X X  J_ O A ,  
i X X J _  O Air Po obrocie linie 0 A V 
i 0 A h pozostaną prostopadło do X X  

(bo przez obrót kąt dwóch linii prostych nie ulega zmianie), utworzą więc 
jedną linię prostą, bo przez punkt O da się poprowadzić na jednej pła-



199

szczyźnie tylko jedna prostopadła do X X  Stąd wynika zasadnicze prawo 
geometryi wykreślnej:

R zut poziomy i  pionowy dowolnego\ punktu lezą na jednej linii prosto
padłej do osi rzutów — po sprowadzeniu rzutów do jednej płaszczyzny

Fig. 276 a. Fig. 277.

Zastosujmy to n. p. do rzutów dowolnego trójkąta. Jeżeli obierzemy 
dowolnie rzut poziomy A/„ B h, Ck, to rzut pionowy nie jest już zupełnie do
wolny: Rzuty pionowe punktów A , 13, C muszą leżeć na liniach prosto
padłych .do osi X X , poprowadzonych z punktów A h, B h, Ch. W których 
punktach tych linii leżą A v, 13t, Cv, to już zależy od położenia pierwotnego 
trójkąta A B C .  Taksamo, jeżeli się przypatrzymy rzutom walca na fig. 275, 
spostrzeżemy, że rzuty każdego punktu leżą na tejsamej ' linii prostopadłej 
do X X . Wracając do fig. 276 widzimy, że odległość rzutu poziomego od

. osi rzutów równa się odległości punldu 
A  od płaszczyzny pionowej, a odległość 
rzutu pionoicego od osi rzutów równa 
się odległości punktu A  od płaszczyzny 
poziomej, albowiem Ah O =  A  A ,  i A„0 
=  A  Ah.

*  Opierając się na tern. możemy te
raz wykazać, że do wyznaczenia punktu 
wystarczy znać jego rzuty na dwie pła
szczyzny prostopadłe. Obierzmy w tym 
celu na dowolnej linii prostopadłej do 
osi rzutów dwa punkty A h i A v i uwa
żajmy je za rzuty jakiegoś punktu. Aby 
ten punkt znaleźć, obracamy płaszczyznę 

H  około osi X X  o 90° w górę, to prosta O A h przyjmie położenie O A ’,„
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W  punktach A 'h i A v prowadzimy linio a  i b prostopadłe do płaszczyzn H  
i V. Twierdzimy, że te dwie proste przetną się w jednym punkcie A. 
Istotnie linie te leżą w jednej płaszczyźnie, prostopadłej do osi X X ,  a zawie
rającej proste OA„ i O A 'h (dlaczego?) a nie są równoległe do siebie (bo już 
A'], O || b, więc inna linia przechodząca przez A 'h nie może być już równo
legła do b). Linie te przecinają się więc w jednym punkcie A , którego rzu
tam i są rzeczywiście punkty A c i A 'h, lub po sprowadzeniu rzutów do jednej 
płaszczyzny: A v i A h. Jeżeli więc znamy dwa rzuty punktu, to i ten punkt 
możemy wynaleźć. Tosamo odnosi się do utworów geometrycznych, zło

żonych z większej liczby punktów. Ogólnie 
więc: dwa rzuty wystarczają do wyznaczenia 
każdego utworu geometrycznego. *

U w a g a :  Przy zagadnieniach hardziej 
skomplikowanych podaje sio, czasem jeszcze 
t r z e c i  r z u t  n a  p ł a s z c z y z n ę  b o c z n ą ,  
t, j. na płaszczyznę pionową B , prostopadłą 

/  do V. Taki rzut nazywamy rzutem b o c z n y m  
(widok z boku!). Tę płaszczyznę obraca się
o 90° około krawędzi k  tak, aby i ją  spro
wadzić do tejsamej płaszczyzny V.

Jednakowoż konstrukcyę tego rzutu bo
cznego można już wykonać przy pomocy rzutu 
poziomego i pionowego: odstęp punktu A b od 
osi X X  wynosi A v O, a odstęp od krawędzi k 
równa się odcinkowi O Au- Znajomość rzutu  
bocznego nie jest toiec konieczna do wyzna
czenia utworu geometrycznego.

Takie trzy płaszczyzny prostopadle do 
siebie tworzą układ trzech płaszczyzn współ
rzędnych a odcinki AA/„ A A V<i A  A b nazy
wamy wspólrzędnemi punktu A .

Wykonywanie konstrukcyi i rozwią
zywanie zagadnień przy pomocy dwóch 
rzutów jest przedmiotem osobnej gałęzi ma
tematyki, zwanej geometryą ic-ylcreślną. Dla 

nas w dalszym ciągu nauki będzie potrzebne tylko twierdzenie na str. 199,
pouczające, jak  są ze sobą związane rzuty tegosamego punktu. Moglibyśmy
wprawdzie rozsunąć płaszczyzny H  i V  i zupełnie osobno badać rzut pio
nowy i poziomy, przez to jednakowoż utrudnilibyśmy sobie znacznie kon
strukcyę.

U w a g a :  Do kreślenia linii równoległych do osi rzutów' używa się lineału 
opatrzonego poprzeczną deszczułką, przytwierdzoną prostopadle do lineału, t. zw. 
przykładnicy. Do kreślenia linii prostopadłych do osi rzutów —  a tych na - 
więcej potrzeba —  używa się tró jkąta z drzewa z jednym kątem prostym. (Są 
to konstrukcyę mechaniczne —  a nie czysto geometryczne, platońskie.

Ab A v-i*v

k  !
i
1
L

K .

\°  X 
ij .
Ah

Fig. 279.
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Ćwiczenia V1L
§  99— 100. 1. Narysuj jakiekolwiek pudełko w rzucie pionowym i poziomym.

2. Narysować w rzucie pionowym i poziomym : a) kostkę, b) rurę walcową, 
c) sprzęty domowe.

3. T rójkąt leżący na płaszczyźnie równoległej do płaszczyzny poziomej na
rysować w rzutach.

4. Gdzie leżą: a) rzuty punktów' znajdujących się na płaszczyźnie poziomej,
b) rzuty punktów znajdujących się na płaszczyźnie pionowej, c) rzuty punktów' 
znajdujących się na osi rzutów'.

5. Przedstawić na jednej płaszczyźnie rzuty kola leżącego na płaszczyźnie 
równoległej do płaszczyzny pionowej.

6 . .Tak poznamy z rzutów' dwóch linii prostych, czy te linie są wichrowate, 
czy równoległe, czy się przecinają?

7. Mając podane rzuty belki prostokątnej, narysować j ą  w perspektywie 
równoległej.

8. Mając podane rzuty stożka, narysować go w perspektywie równoległej.
9. N arysow ać: a) przekrój swego mieszkania, b) rzut wszystkich sprzętów 

znajdujących się w pokoju na płaszczyznę poziomą i pionową (plan i przekrój 
podłużny pokoju).

10. K iedy rzut linii prostej będzie równoległy do osi rzutów, a  kiedy prosto
padły? Kiedy jeden rzut linii prostej będzie punktem?

11. Narysować w trzech rzutach walec, stożek, ostrosłup.
12. Narysować w trzech rzutach dzban z uchem.
13. Czworokąt leży na płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny pionowej.

W ykreślić jego rzuty. (Najpierw wykreślić krawędź tej płaszczyzny!)
14. Gdzie leżą rzuty punktów znajdujących s ię : a) poza płaszczyzną pio

nową, ale nad poziomą, b) pod płaszczyzną poziomą, ale przed pionową; ć) pod 
płaszczyzną poziomą i poza płaszczyzną pionową?



Rozdział VIC.

O kątach bryłowych.

§ 101. Określenie kątów bryłowych.
W  planimetry! po zbadaniu wzajemnego położenia dwóch prostych 

omawia się utwory geometryczne powstające' z trzech linii prostych. W stereo
metry i zastępujemy linie proste płaszczyznami. Położenie dwóch płaszczyzn 
omówiliśmy już w § 90. Trzy płaszczyzny mogą mieć względem siebie na
stępujące położenia:

a) trzy płaszczyzny są równoległe do siebie;
b) dwie płaszczyzny równoległe 'są przecięte trzecią płaszczyzną;
c) trzy płaszczyzny mają całą krawędź wspólną;
d) trzy płaszczyzny przecinają się wzdłuż trzech krawędzi równoległych i
e) trzy płaszczyzny przecinają się wzdłuż trzech krawędzi nierówno- 

ległych.
Przypadki a , b, c, d omówiliśmy już w poprzednich ustępach. Nowym 

jest dla nas przypadek e.
Łatwo wykazać, że trzy płaszczyzny przecinające 

się wzdłuż trzech krawędzi nierównoleglych mają jeden 
punkt wspólny: jestto punkt, w którym się przecinają 
trzy krawędzie. Jeżeli z tych płaszczyzn narysujemy 
tylko części zawarte między krawędziami, otrzymamy 
utwór geometryczny, przedstawiony na fig. 280. Ten 
nowy utwór, odpowiadający trójkątowi w planimetryi, 
nazywamy n a r o ż e m  t r ó j ś c i e n n e m  lub kątem 
•bryłowym trójściennym'.

J e s t t o  w i ę c  u k ł a d  t r z e c h  p ł a s z c z y z n  
p r z e s u n i ę t y c h  p r z e z  t r z y  p r o s t e  p r z e c i n a -  

Fig. 280. j ą c e  s i ę  w j e d n y m  p u n k c i e  $.
Takie naroże zawiera trzy k ą t  y p ł a s k i e :  <£ (k g), 

< (& (/) i <E(7^) i trzy k ą t y  d w u ś c i e n n e :  < £ (£ 7), i '
Punkt S  nazywa się wierzchołkiem kąta bryłowego. Mamy tu ' więc 

sześć części składowych, sześć „kawałków“ , jak się nieraz wyrażamy, po
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dobnie jak w trójkącie. Badanie kątów bryłowych trójściennych jest niejako 
rozszerzeniem badań przeprowadzonych na trójkącie w planimetry i. Nawet 
brzmienie wielu twierdzeń pozostaje tosamo, jeżeli słowo „bok“ zastąpimy 
słowem „kąt płaski“, a słowo „Kąt“ słowem „kąt dwuścienny“. Trójkąt 
jest bowiem tylko przekrojem kąta bryłowego.

Jeżeli więcej płaszczyzn przecina się w jednym punkcie, ale tylko po 
dwie wzdłuż jednej krawędzi, naroże nazywa się w i e l o ś c i e n n e .  Jeżeli 
wszystkie kąty płaskie są równe i wszystkie kąty dwuścienne między sobą, 
to n a r o ż e  nazywa się u m i a r o w e .

§ 102. Przystawanie kątów bryłowych. Naroże biegunowe.
D w a naroża nazywają We przystające, j eżeli ich Icąty płaskie i  kąty 

dimścieńne są param i równe w  tymsamym porządku. Widzieliśmy już 
w § 98, że takie utwory można sprowadzić do nakrycia przez wykonanie 
odpowiedniego ruchu. Aby się przekonać, czy dwa naroża są przystające, 
wystarczy zbadać równość trzech części odpowiednio dobranych, podobnie jak 
dla trójkątów.

Mamy sześć przypadków przystawania  kątów bryłowych trójściennych,
mianowicie: Dwa naroża trój
ścienne są przystające, jeżeli 
mają: 1. trzy kąty płaskie
równe; 2. trzy kąty dwuścien
ne równe; 3. dwa kąty płaskie
i kąt dwuścienny między nimi 
zawarty równe; 4. dwa -kąty 
dwuścienne i kąt plaski mię
dzy nimi zawarty równo; 
5. dwa kąty płaskie i kąt 
dwuścienny, leżący naprzeciw 
większego z nich równe;

6. dwa kąty dwuścienne i kąt płaski leżący naprzeciw większego z nich równe.
Nie będziemy tu szczegółowo udowadniali tych sześciu przypadków,

a tylko wykażemy, jak się
*  do nich dochodzi drogą kon

strukcyjną. Weźmy n. p. 
pierwszy przypadek przysta
wania. Mamy podane trzy 
kąty płaskie «, fi i y. Rysu
jemy je  jeden obok drugiego 
z tegosamego wierzchołka S  
na jednej płaszczyźnie. Od- 

Fig. 282. cinamy S X = S X '  i obra-
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camy płaszczyzny kątów ?> i y około osi S A  i S B  tak długo, aż się zejdą 
punkty X  i X '. . Wtedy i całe proste S X  i S X '  muszą się nakryć i otrzy
mamy jeden ściśle oznaczony kąt bryłowy. Wszystkie inne kąty bryłowe
zbudowane z takiclisamycli kątów płaskich wymagają takichsamych obrotów
przy konstrukcyi, mają więc jednakowe kąty dwuścienne, czyli są przystające. 
Podobnie dochodzimy do przypadków 3 i 5.

Z tej konstrukcyi wysnuwamy ważny wniosek:
JEEn a ro żu  trójściennem .suma dwóch katów płaskich m usi' być większa

od trzeciego. W przeciwnym bowiem razie przy obrocie ściany ¡3 i y albo
nie zeszłyby się wcale, albo przecięłyby się dopiero na płaszczyźnie cc, a więc 
nie utworzyłyby. kąta bryłowego. (Jakie twierdzenie odpowiada temu twier
dzeniu w planimetryi ?)

Dla dowodu innych przypadków przystawania używa się pomocniczego 
kąta bryłowego, któryby był niejako dopełnieniem danego naroża. Z dowol
nego punktu 6" na polu kąta bryłowego S  prowadzimy trzy linie prostopadłe

do jego ścian i przez te trzy linie prze
suwamy płaszczyzny S ’ A . S r B , S 'C .
Płaszczyzny te są prostopadłe do ścian 
naroża S  (dlaczego ?). W  ten sposób 
powstaje nowe naroże 3', które na
zywamy n a r o ż e m  b i e g u n  ów em 
względem S. Naroża S  i S ' przecinają 
się wzdłuż krawędzi A  Ii, * Ą  G, B E ,
B F , CF, CG. Kąty a, b, c, które
powstały przy krawędziach S A ,  S B ,
S C  są kątami dwuściennymi naroża S. 
Albowiem: Płaszczyzna S 'A  jest prosto
padła do £ i do 7, a zatem i do ich

krawędzi S A ,  a wobec tego S A  J_ E A  i S A J _ G A ,  więc kąt a  jest miarą 
kąta dwuściennego leżącego przy krawędzi S A .  Taksamo b i <£ c. 
Biorąc pod uwagę plaski czworokąt S ' E A G : w którym <CE  =  90° i 

G =  90° widzimy, że :
a  - f  ot' =  180°. (1)

Taksamo b -)- i c- j - y '  spełniają się do 180°. A więc: Bmiścienne kąty 
naroża spełniają się do 1800 z  płaskimi kątami naroża biegunowego.

Podobnie z czworokąta S A C G  wynika, że P —{— == 180° gdzie b' jest
kątem dwuściennym naroża S'.

Taksamo a - \ -a '  =  180°, y -|— c' =  180°, więc:
K ąty płaskie naroża spełniają się do 1800 z kątami dwuściennymi 

naroża biegunowego.

Fig. 283.

/
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Twierdzenia te możemy zastosować do konstrukcyi naroża trójściennego 
w drugim przypadku przystawania. Mamy podane kąty dwuścienne a, b, c. 
Z wzorów (1) otrzymamy:

a' =  180° — a
3' =  180° — b

180° —  e.
Z kątów a', ¡3', y' budujemy naroże według pierwszego przypadku, a na

stępnie z dowolnego punktu prowadzimy trzy linie prostopadłe do jego ścian, 
to one wyznaczą kąt bryłowy, w którym kąty dwuścienne będą miały żądane 
wielkości: a, b, c. Podobnie postępujemy w 4 i 6 przypadku.

§ 103. O sumie kątów w narożu.
W trójkącie suma kątów wynosi 180°. W narożu trójściennem nie 

mamy już takiej prostej równości, zachodzą natomiast pewne nierówności tak 
dla kątów płaskich, jak i dla kątów dwuściennych. I tak wykażemy, że:

W  każdym kąpie bryłowym trójściennym suma kątów płaskich jest, 
mniejsza od 4 I i  (t. j .  od 360°).

Dla dowodu przecinamy naroże 
płaszczyzną nie przechodzącą przez wierz
chołek a przecinającą wszystkie krawędzie. 
Otrzymaliśmy cztery trójkąty, w któ
rych suma kątów wynosi 4 .2  I i  =  8 Ii. 
Od tej sumy trzeba jednak odjąć sumę 
kątów trójkąta A B C ,  a więc zostanie 
6-7?. Od tego. trzeba jeszcze odjąć po 
dwa kąty leżące przy wierzchołkach A , 
B  i C. Ponieważ w każdem narożu 
trójściennem suma dwóch kątów płaskich 
jest większa od trzeciego, przeto suma 
kątów, które mamy jeszcze odjąć, jest 
większa od A  -{- <C. B  -f- <c C, czyli 
większa od 2 Ii. Jeżeli zaś od 6 i? odej
miemy coś więcej jak 2 l i ,  zostanie liczba

mniejsza od 4 I i  Więc:
a -J- [3 -}- y 4  Ii.

Twierdzenie to odnosi się nietylko do naroża trójściennego, ale także do 
każdego naroża wielościennego.

Inna nierówność zachodzi dla kątów dwuściennych mianowicie:.
W  każdym kącie bryłowym trójściennym suma kajów dtmiściennych 

jest większa od 2  l i  ą(e mniejsza od 6 B . Dla dowodu używamy naroża
• biegunowego. Widzieliśmy, że a -j- a' =  180°, b -(- =  180° i c —j— y' — 180°
a więc a -j- b -f- c -f- a' -j- -j- y' =  6 li .  (2)



Stąd odrazu widać, że suma samych kątów dwuściennych a, h i c  
jest mniejsza od 67?. Ponieważ zaś a' -f- ¡5' -j- Y  <  4 R , jako suma kątów 
płaskich w narożu trójściennem, to odejmując od lewej strony równania (2) 
liczbę a '- j -P ' +  T' mniejszą od 4 ii, otrzymamy resztę większą od 2 R , więc

2 R  <  ci —|— b —(— c 6 R.

Dla naroża wielościennego otrzymujemy na sumę kątów dwuściennych 
granice inne, mianowicie, jeżeli liczba ścian wynosi t o :

2 R  (n — 2) <C S  -<  2 R . n. Udowodnij!
Celem zmierzenia wielkości kąta  bryłowego zakreśla się z jego wierzchołka 

kulę o promieniu równym jednostce długości i oblicza się powierzchnię krzywą, 
ja k ą  odcinają ściany kąta  bryłowego. Wielkość tej powierzchni uważa się za 
miarę kąta  bryłowego. Jestto uogólnienie lukowej miary kąta. Obliczenie 
wielkości powierzchni wyciętej na kuli przez ką t bryłowy sprawia znaczniejsze 
trudności. W  trygonometryi sferycznej bada się tę sprawę dokładniej.

Ćwiczenia VIII.
§ 101. 1. Wykazać, że jeżeli trzy płaszczyzny przecinają się w krawędziach nie- 
równoległych, to te krawędzie nie mogą być wichrowate, tylko przecinają się i to 
w jednym punkcie.
g 102. 2. Jak  należy wykonać konstrukcyę naroża trójściennego, znając: a) dwa 
kąty płaskie i k ą t dwuścienny między nimi zawarty; b) dwa kąty płaskie i kąt 
dwuścienny leżący naprzeciw większego i kąta  płaskiego.

3. Narysować naroże trójścienne, którego kąty płaskie wynoszą po 90° 
i  jego naroże biegunowe w perspektywie równoległej.

4. K ąty dwuścienne naroża trójściennego wynoszą: a. =  90°, & =  60°, 
c =  120°. Jak  należy wykonać konstrukcyę tego naroża przy pomocy naroża 
biegunowego ?

5. Jak  wykonamy konstrukcyę naroża trójściennego, mając podane : a) dwa 
kąty  dwuścienne i kąt płaski, między nimi zawarty; b) dwa kąty  dwuścienne 
i k ą t płaski, leżący naprzeciw większego kąta dwuściennego ? (Użyć naroża bie
gunowego !)

6. Wykazać, że w narożu trójściennem naprzeciw większego kąta  płaskiego 
leży większy k ą t dwuścienny (dła dowodu odciąć mniejszy k ą t płaski od większego). 
§  103. 7. Wykazać, że w narożu czwcrościennem suma kątów płaskich wynosi 
mniej, aniżeli 4 Jł.

8. Wykazać, że w narożu pięciościennem suma kątów dwuściennych jest 
większa od 6 jK a mniejsza od 10 i?.

9. W ykazać, że naroże S  na fig. 283 je s t biegunowe do naroża S'.
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.Rozdział IX.

Symetrya.

§ 104. Naroża trójścienne symetryczne wzglądem siebie.

Mówiąc o przystawaniu naroży trójściennych zastrzegliśmy wyraźnie, że 
równe części w obydwu narożach mają następować po sobie w ty m  s a m y m  
p o r z ą d k u .  W planimetryi zastrzeżenie to nie było potrzebne, w stereome- 
tryi zaś jest, jak to zobaczymy, konieczne. Weźmy pod uwagę dwa na
roża trójścienne mające wszystkie kawałki równe, ale następujące po sobie 
w przeciwnym porządku (to znaczy: patrząc od S  na punkty A , B , C kolejno

musimy zwracać się w 
kierunku zgodnym z ru- 

p ,  chem wskazówki zega-
rowej, od S ' zaś widzimy^ 

\ n  że punkty A ' B ' C' na-
/ J  \  stępują po sobie w po-

/  / \  rządku odwrotnym).
/  \  Oprócz tego niech •

/  I  \  kąty a, ¡3, 7 będą wszyst-
A' B' kie różne między sobą.

Fig. 285. Te naroża nie dadzą się
sprowadzić do nakrycia

żadnym ruchem. (Sprawdzić na modelu!) Gdyby nawet ściana S ’ A ' C' na
kryła ścianę S  A  C, to krawędź SJB' będzie leżała albo za płaszczyzną .SyI C, albo 
przed płaszczyzną ale po lewej stronie krawędzi S B .  Utworów S A B C  i S 'A 'B 'C ' 
nie możemy więc n a z w a ć  p r z y s t a j ą c y m i  ponieważ nie posiadają zasadniczej 
własności figur przystających: nie dadzą się sprowadzić do nakrycia przez ruch 
mimo, że mają wszystkie części równe. Figury te posiadają natomiast inną 
niemniej ważną własność. Dadzą się one ustawić tak, że jedno naroże jest 
zwierciadłowem odbiciem drugiego. Ściślej: Naroża te dadzą się tak ustawić, 
że punkty jednego są symetryczne względem odpowiednich punktów drugiego. 
Aby to udowodnić, oprzemy sie na określeniu symetrycznego położenia. O 
dwóch punktach A  i A ’ w przestrzeni mówimy, że leżą symetrycznie, jeżeli



są jednakowo oddalone od jednej płaszczyzny, leżą po przeciwnych stronach 
tej płaszczyzny, ale na, tejsamej linii prostopadłej do płaszczyzny. Tę pła
szczyznę nazywamy p ł a s z c z y z n ą  s y  m e t r y  i p u n k t ó w  A  i A '  lub pła
szczyzną symetralną.

Wykonajmy taką konstrukcyę dla czterech punktów S A B  C naroża S  
i połączmy S ' z A ’ B ' C'. Otrzymaliśmy w ten sposób naroże S' A ' B ' C'

mające wszystkie kawałki równe odpo
wiednim kawałkom figury S A B  C, ale 
w odwrotnym porządku. (N.p.<S' A — S 'A \  
bo trapezy S  A  X  Y  i S ' A ' X  Y  są 
przystające, taksamo S  B  =  S ' B ’,
A  B  =  A ' B ', więc y =  <C y')- Otrzy
mane w ten sposób naroże nazywa się 
n a r o ż e m  s y m e t r y c z n e m  względem . 
pierwotnego i leży w położeniu syme
trycznem. Każde inne naroże symetry
czne do S A  B  C jest już przystające do 

Fig. 286. S ' A ' B ' C,  da się więc sprowadzić do
nakrycia z S ' A ' B ' C'. Stąd wniosek:

Naroża trójścienne mające wszystkie kawałki równe, ale następujące 
po sobie w odwrotnym porządku, są utiuorami symetrycznymi względem siebie.

Określenie to stosujemy do wszystkich utworów przestrzennych 
wogóle.

Utwory symetryczne w planimetryi, t. j. leżące Da jednej płaszczyźnie można 
było sprowadzić do nakrycia, trzeba było jednak wyjąć jeden utwór z płaszczy

z n y  dwuwymiarowej i wykonać. obrót w trójwymiarowej przestrzeni. Utwory prze
strzenne symetryczne względem siebie trzebaby wyjąć z przestrzeni trójwymiaro
wej i  obrócić w przestrzeni czworowymiarowej. Konstrukcya taka jest jednak 
niemożliwa w naszej geometryi trójwymiarowej, dlatego utwory przestrzenne 
symetryczne nie dadzą się sprowadzić do nakrycia.

Podaj kilka przykładów utworów symetrycznych względem siebie z życia 
codziennego!

§ 105. Utwory symetryczne. (Inne rodzaje symetryi.)

Utwory geometryczne dające się rozłożyć zapomocą jakiejś płaszczyzny 
(przekroju) na dwie części symetryczne względem siebie, nazywamy utworami 
symetrycznymi.

N. p. kostka jest utworem symetrycznym, posiada bowiem płaszczyzny 
symetryi i to aż dziewięć takich płaszczyzn. Są to trzy płaszczyzny prze
chodzące przez środki krawędzi i sześć płaszczyzn przechodzących przez 
przekątnie przeciwległych ścian (fig. 287 a).
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20.9

Fig. 287.

Tuką symetryę posiadają postacie zupełne kryształów należących do 
pierwszego układu krystalograficznego (równoosiowego). Postacie dru

giego układu krystalograficznego 
(jedno trój osiowego) posiadają sie
dem płaszczyzn symetryi, n.p. słup 
sześcioboczny (fig. 287 b). W trze
cim układzie, jednodwuosiowym, 
mamy pięć płaszczyzn symetryi, 
w czwartym różnoosiowym trzy, 
w piątym, jednokośnym jedną, a 
w szóstym trójskośnym niema 
żadnej płaszczyzny symetryi (por. 
fig. 287 c, d, e, / ) .

Figury takie, jak postacie 
szóstego układu krystalograficznego, 

są więc utworami niesymetrycznymi (asymetrycznymi).
Oprócz symetryi względem płaszczyzny mamy jeszcze dwa rodzaje syme

tryi: s y m e t r y ę  w z g l ę d e m  p u n k t u  i s y m e t r y ę  w z g l ę d e m  p r o 
s t e j  (osi).

Jeżeli wszystkie punkty jakiejś figury połączymy z jednym punktem O 
i na przedłużeniach tych linii odetniemy odpowiednie odcinki równe, otrzy
mamy f i g u r y  s y m e t r y c z n e  w z g l ę d e m  p u n k t u ,  zwanego ś r o d k i e m

s y m e t r  y i.
/) r C Takie figury

mają wszystkie od
cinki i kąty równe, 
ale w odwrotnym 
porządku, są więc 
figurami symetry- 

. cznemi także w 
dawnem znacze
niu, to znaczy 
względem pła
szczyzny. Aby je 
sprowadzić do po
łożenia symetry
cznego, wystarczy 
obrócić górną fi- 

Fig. 288. gurę o 180° do
koła pewnej osi

przechodzącej przez środek O. Płaszczyzną symetryi jest płaszczyzna prze
chodząca przez O a prostopadła do osi obrotu.

•^ ło m n ic k i,  Geometrya. I . m .  14

B
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Prostym przykładem takich utworów środkowo-symetrycznych jest jakie
kolwiek naroże wraz z narożem wierzcholkowem, t. j. takiem narożem, które 
powstaje przez przedłużenie krawędzi poza wierzchołek.

Podobnie określamy s y m e t r y ę  w z g l ę d e m  l i n i i  p r o s t e j ,  zwanej 
o s i ą  s y  m e t r y  i. Jeżeli ze wszystkich punktów jakiejś figury poprowadzimy

linie prostopadłe do osi X X  i 
na ich przedłużeniach odetniemy 
równe odcinki odpowiednie, o- 
trzymamy figurę symetryczną 
względem . osi X  X . Figury 
takie, jf f to  łatwo wykazać, 
mają wszystkie części składkowe 
równe w tym samym porządku, 
są w i ę c  p r z y s t a j ą c e .  Aby 
je  sprowadzić do nakrycia, wy
starczy wykonać obrót o 180° 
koło osi symetryi. (Punkt S  na 
tigurze 289 leży przed płaszczy

zną rysunku, a punkt S ' za n ią; punkty A B  G obraliśmy w płaszczyźnie 
rysunku.)

Oprócz takich osi symetryi używa się często także o s i  s y m e t r y i  
w y ż s z e g o  r z ę d u .  Weźmy n. p. trójkąt równoboczny i oś prostopadłą do 
jego płaszczyzny w środku trójkąta. Istnieją tu trzy obroty po 120° sprowa

dzające ten trójkąt 
do nakrycia, ze so
bą. Taką oś nazy
wamy osią syme
tryi trzeciego rzę
du.—  Kwadrat po
siada oś symetryi 
czwartego rzędu. 
W kwadracie ta 
oś jest także osią 
symetryi w pier- 
wotnemznaczeniu, 
bo obrót połowy 
kwadratu o 180° 
sprowadza ją  do 
nakrycia z drugą

połową, tymczasem oś trzeciego rzędu trójkąta równobocznego nie posiada 
tej własności, nie jest więc osią symetryi w znaczeniu pierwotnem.
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Kostka posiada trzy gatunki osi symetryi. Mamy trzy osie czwartego
rzędu (fig. 291 a). Następnie są cztery osie trzeciego rzędu (fig. 291 b), bo

kolo osi A  J3 można wykonać trzy obroty 
sprowadzające kostkę do nakrycia z pier- 
wotnem położeniem: najpierw taki obrót, 
w którym punkt I )  padnie na C, pó
źniej taki, w którym D  przez C  padnie 
na E , wreszcie pełny obrót, przy którym 
D  przeszedłszy punkty C i E , wróci do 

dawnego położenia. Wreszcie istnieje sześć osi drugiego rzędu: są to proste 
łączące środki przeciwległych krawędzi. Z tych trzynastu osi jest tylko 
dziewięć właściwych osi ¡fymetryi (w piorwotnem znaczeniu), mianowicie osie 
na fig. 291 a  i 291 c. Jestto ogólne prawo, że z pomiędzy osi wyższego 

. rzędu tylko te są właściwemi osiami symetryi, których rząd jest p a r z y s t y  
(drugi, czwarty i t. d.). Za osie krystalograficzne przyjmuje się z reguły 
osie najwyższych rzędów (n. p. w kostce osie narysowane na fig. 291 a).

Przy pomocy osi symetryi można wywnioskować, ile jest rozmaitych obro
tów sprowadzających dana figurę do nakrycia z pierwotnem jej położeniem. Tak
u. p. obroty kostki około każdej osi czwartego rzędu dają. po trzy nowe położe
nia nakrywające się z pierwotnem położeniem, a  że takich osi mamy trzy, więc
otrzymujemy dziewięć różnych położeń. Obroty około osi trzeciego rzędu dają

po dwa nowe położenia, a że takich osi jest 
cztery, więc otrzymamy osiem nowych położeń. 
Wreszcie obroty koło osi drugiego rzędu dają
zawsze tylko jedno nowe położenie, ponieważ 
zaś takich osi jest sześć, będzie więc jeszcze 
sześć nowych położeń. Razem mamy 9 —{— 8 —}— 6 
=  23 nowych położeń,' a doliczając jedno pier
wotne położenie, otrzymamy 24 obrotów spro
wadzających kostkę do nakrycia ze sobą.

Łatwo sprawdzić, że te wszystkie położenia 
są różne i że niema ich więcej. Możemy bo

wiem ustawić kostkę tak, że każda z jej dwu
nastu krawędzi będzie miała położenie A B  i to 

292- jeszcze w dwóch k ie ru n k ach : od A  ku B  lub
w kierunku przeciwnym. Razem więc mamy istotnie 24 położeń, w których 
kostka zajmuje tosamo miejsce w przestrzeni.

Ćwiczenia IX.
§ 104— 105. 1. W ykreślić w perspektywie równoległej utwór symetryczny do
danej kostki.

2. W ykazać, że kąt dwuścienny jest utworem symetrycznym.
3. Wykreślić w perspektywie równoległej wszystkie płaszczyzny sym etryi:

a) ośmiościanu umiarowego; b) czworościanu wpisanego w kostkę.
4. W ykreślić płaszczyzny symetryi ostrosłupów podwójnych, należących do

II , I II , IV układu krystalograficznego.

/ /
: / / /

i

\

/ /
ć / / /

Fig. 291.
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5. Do dowolnego prostopadłościanu wykreślić utw ór środkowo-symetryczny.
6. Do dowolnego ostrosłupa wykreślić utwór osiowo-symetryczny.
7. Jeżeli jakiś utwór posiada dwie prostopadle płaszczyzny symetryi, to 

ich krawędź jest osią symetryi. (Udowodnij !)
8 . Wykazać, że figura posiadająca jedną płaszczyznę symetryi i jedną prosto

padłą do niej oś symetryi, posiada także środek symetryi, mianowicie: spodek
tej prostopadłej.

9. W ykreślić wszystkie osie sym etry i: a) ośmiościanu umiarowego ; b) do
wolnego prostopadłościanu.

10 . Jakie elementy symetryi posiada: a) walec prosty; b) stożek prosty;
c) kula?

11. Dwie figury są symetryczne do tejsamej trzeciej względem dwóch
różnych płaszczyzn. Jak i ruch należy wykonać, aby je  sprowadzić do nakrycia.

12. W ykazać przy pomocy symetryi, że punkty połowiące .krawędzie czworo
ścianu umiarowego są wierzchołkami ośmiościanu umiarowego.

13. Jakie elementy symetryi posiada kostka, której a) jedna ściana jest 
czarna a inne białe; b) dwie ściany czarne a inne białe?

14. Jakie elementy symetryi posiada ośmiościan, którego jedno naroże
ścięto płaszczyzną, odcinającą równe kawałki czterech krawędzi schodzących się 
w tem narożu?



Rozdział X.

Graniastosłupy i walce.

Część przestrzeni zamknięte ze wszystkich stron nazywamy b r y ł ą  
a zbiór powierzchni ograniczających tę część przestrzeni nazywamy po
w i e r z c h n i ą  b r y ł y .  Jeżeli wszystkie powierzchnie ograniczające są płaskie, 
bryła nazywa się b r y ł ą  g r a n i a s t ą  lub w i e l o ś c i a n e m ;  jeżeli chociaż 
jedna powierzchnia jest krzywa, bryła nazywa się o k r ą g ł ą .

Z pomiędzy wielkiej różnorodności brył' spotykanych w świecie zewnę
trznym wybierzemy tylko takie, które powstają przez pewne proste ruchy, 
lub też takie, które posiadają pewne szczególne własności pod względem sy- 
metryi. I tak z ruchu postępowego figur płaskich otrzymamy g r a n i a s t o -  
s l u p y  i wa l ce ,  z ruchu linii prostej przytwierdzonej stale w jednym punkcie 
otrzymamy o s t r o s ł u p y  i s t o ż k i ,  a wreszcie z ruchu obrotowego k u l ę  
i całą klasę b r y ł  o b r o t o w y c h .  „

Z pomiędzy brył symetrycznych będziemy się 
zajmowali tylko bryłami ograniczonemi samymi 
umiarowymi wielokątami, zwanemi w i e l o ś c i  a- 

pi n a m i  u m i a r o w y m i .

§107. Graniastosłupy.
Jeżeli jakikolwiek wielokąt wykonuje ruch po

stępowy wzdłuż linii prostej nie leżącej na jego 
płaszczyźnie, to jego powierzchnia zakreśla bryłę 
zwaną g r a n  i as  t o s ł  u p e m.  N. p. jeżeli wielo
kąt A B  C D  E ' przejdzie ruchem postępowym w po- 

p łożenie równolegle A 1 B '  6" B ' E \  to, jak wiadomo, 
wszystkie jego punkty zakreślą odcinki równolegle 
-i równe.

A A '  || B B '  || C C . . .
Fig. 293. Graniastoship jest więc ograniczony dwoma

przystającemi i róionóleglemi dnami czyli podsta- 
iCami i tyloma róionólegfobókami, ile dno ma boków. Te równoległoboki
nazywają się ścianami bocznemi a ich zbiór, tworzy po b o c z n i c ę .  Prosto

§ 106. Podział brył.
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padłą odległość den nazywamy w y s o k o ś c i ą  graniastosłupa. Przekrój prosto
padły do wysokości nazywa się p r z e k r o j e m  n o r m a l n y m .

Krawędzie A A ',  BB' ,  C C '___  nazywają się krawędziami bocznemi,
a boki podstaw krawędziami podstawowemi.

Jeżeli kierunek ruchu jest prostopadły do płaszczyzny wielokąta, to 
wszystkie krawędzie boczne są prostopadłe do podstawy, można więc każdą 
z nich uważać za wysokość. Wtedy także i ściany boczne są prostopadłe do 
podstawy (dlaczego?) a g r a n i a s t o s ł u p  n a z y w a  s i ę  p r o s t y .  Jeżeli 
krawędzie boczne są nachylone do podstawy, graniastosłup nazywa się pochyły 
(ukośny). Jeżeli w graniastosłupie prostym podstawa jest wielokątem umia

rowym, graniastosłup nazywa się u m i a r o 
wy (nie jest on jednak wielościanem umia
rowym! [por. § 106.]) Według liczby ścian 
bocznych rozróżniamy graniastosłupy trój - 
boczne, czworoboczne i t. d. Prosta łącząca 
dwa naroża przeciwległe, t. j. naroża nie ma
jące wspólnej ściany, nazywa się p r z e k ą t n i ą  
graniastosłupa. Płaszczyznę łączącą dwie prze
ciwległe krawędzie równoległe nazywamy pła

szczy zn ą  przekątną.
Aby graniastosłup prosty przedstawić 

■w rzutach prostopadłych, najwygodniej ustawić 
go tak, aby dno było równoległe do pła
szczyzny poziomej. Wtedy na płaszczyźnie 
pionowej (widok z przodu) otrzymamy prosto
kąt, a na płaszczyźnie poziomej (widok z góry!) 
jeden wielokąt, ponieważ górne dno zakrywa 

dno dolne: wielokąt, ten będzie przystający do dna graniastosłupa.
Krawędzie niewidzialne zaznacza się na rysunku liniami kropkowanemi.

Wierzchołki wielokąta muszą leżeć na przedłużeniach 
odpowiednich krawędzi bocznych (dlaczego?).

Jeżeli graniastosłup p o c h y ł y  ustawimy dnem ró
wnolegle do postawy, to rzutem pionowym będzie ró- 
wnoległobok .ukośnokątny, a na płaszczyźnie poziomej 
wystąpią obydwa dna jako wielokąty przystające i usta
wione równolegle.

Można jednakże i graniastosłup pochyły tak usta
wić, że górne dno zakryje dolne. Wtedy musi być 

przekrój normalny równoległy do płaszczyzny poziomej a dna nachylone.
Na szczególniejszą uwagę zasługują graniastosłupy, których podstawa 

jest równoległobokiem. Wtedy wszystkie ściany są równoległobokami i są 
parami do siebie równoległe (udowodnij!). Dlatego graniastosłup, którego

Fig. 294.
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podstawa jest równoleglobokiem, nazywamy równoległościanenu K ażdą ścianę 
równoległośeianu możemy uważać za podstawę. (Udowodnij!) Równolcglościaii 

prosty o podstawie prostokątnej nazywa się prostopadło
ścianem. W takim równoległościanie są po trzy ściany 
schodzące- się w jednem narożu prostopadle. Mianowicie: 
z określenia prostopadłościanu wynika, że b _j_ y, więc musi 
być i a J_ y i ¡5 Y j ako płaszczyzny przesunięte przez 
prostą prostopadłą. Ale także a J_ ?>, bo a zawiera prostą c, 
która jest prostopadła do b i do a, a więc c J_  fi a wtedy 
i a J_ g.

U w a g a :  Takie bryły spotykamy bardzo często, jako dzieła rąk  ludzkich: 
deski, belki, cegły, wogóle materyaly budulcowe, skrzynie, izby i t. p., ponieważ 
ich mechaniczne wykonywanie jest najłatwiejsze. W  przyrodzie bryły takie wy
stępują bardzo rzadko (części składowe niektórych kryształów').

Prostopadłościan, którego podstawy i ściany boczne są kwadratami, na
zywa się s z e ś c i a n e m  lub k o s t k ą .  Jestto bryła najwięcej symetryczna 
"ze wszystkich graniatosłupów.

W  prostopadłościanie występują tylko trzy gatunki 
krawędzi, po cztery są bowiem zawsze równe. Znając ich 
wielkość możemy łatwo obliczyć przekątnię prostopadło
ścianu.

Z figury 297 widzimy, że
p  2=  a 2 -j- c2 a d- =  b2 -\ - p 2 więc 
d2 =  ar -)- l 2 -f- c- Stąd wniosek:

Kwadrat przekątni prostopadłościanu równa się sumie kwadratów 
trzech krawędzi schodzących się w jednem narożu.

§ 108. Powierzchnia graniastosłupa. (Siatka.)
_______  Celem obliczenia powierzchni ja 

kiejkolwiek bryły lub też celem sporzą- 
^  dzenia jej modelu przestrzennego używa

--------------------------------- -----------  się s i a t k i  tej bryły. Aby otrzymać
siatkę bryły, trzeba jej powierzchnię roz
winąć na jedną płaszczyznę, to znaczy

'  ----------- ułożyć na jednej płaszczyźnie wszystkie
powierzchnie ograniczające tak, aby 
każda następna miała z poprzednią jedną 
krawędź wspólną. I tak n. p. rozwinięta 

F'"' 298‘ powierzchnia kostki przedstawi się jako
figura płaska, złożona z sześciu kwadratów, z których cztery leżą w jednym 
rzędzie, a dwa przylegają do nich z boku. Ponieważ powierzchnia jednego

Fig. 297.

Fig. 296.



kwadratu wynosi Z;2, przeto na powierzchnię całego sześcianu otrzymujemy wzór:
_P =  6 /<!2

Graniastósłup prosty rozwijamy, układając obok siebie prostokątne ściany 
boczne o równej wysokości. Otrzymamy w ten sposób jeden prostokąt, któ

rego podstawa równa się obwo
dowi dna a wysokość wynosi 
tylesamo, co wysokość grania- 
stosłupa. Dna dotykają tego 
prostokąta wzdłuż jednego ze 
swych boków. Jeżeli powierzchnię 
pobocznicy oznaczymy literą M , 
to z figury odczytujemy nastę
pujący wzór na powierzchnię 
ijraniastoshtpa prostego:

P = 2 D  +  M  (1)
Powierzchnię p o b o c z n i -  

c y możemy przedstawić wzorem:

M  —  u . w  (2)
gdzie u oznacza obwód podstawy. Do tegosamcgo wyniku można dojść bez 
siatki, z rozważania samej bryły. Zadanie to łatwo wykonać konstrukcyjnie, 
jeżeli są podane rzuty graniastosłupa, n. p. z fig. 294. Boki wielokąta 
A B G D E  trzeba odciąć po kolei na jednej linii prostej i zbudować na nich 
prostokąt o wysokości A A '.  Do tego prostokąta dorysowuje się dna.

Jeżeli graniastósłup prosty jest ustawiony inaczej, n. p. nachylony wzglądem 
płaszczyzny poziomej, wtedy konstrukcya je st trudniejsza. Trzeba najpierw wy
konać obrót do położenia prostopadłego, do czego są potrzebne głębsze wiado
mości z geometryi wykreślnej.

Jeżeli rozwiniemy graniastósłup pochyły, to wzór

P  — 2 D  - \ - M

pozostaje, ale pobocznica nie "przedstawi się już jako jeden prostokąt, nawet 
nie jako jeden równoległobok. Wzoru (2) nie można więc używać dla gra
niastosłupa pochyłego.

*  Aby rozwinąć graniastósłup pochyły, ustawiamy go tak, aby krawę
dzie boczne były prostopadłe do płaszczyzny poziomej, a dna aby były prosto
padłe do płaszczyzny pionowej. Kzuty graniastosłupa w takiem położeniu 
przedstawiliśmy na fig. 300 a. Dno nie występuje teraz w prawdziwej wiel
kości, natomiast przekrój normalny A 'B 'C 'D 'E '  jest przystajacy do rzutu 
A " B " C ”J )"E "  (dlaczego?).

Obwód tego przekroju rozwijitmy na dowolnej linii Pi li'. Od punktów 
E ' \ .  A ' \ ,

216
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Fig. 300.

odcinamy do góry i na dół odpowiednie części krawędzi bocznych, wzięte 
z rzutu pionowego, w którym te odcinki występują w prawdziwej wielkości.

Rozwinięta pobocznica przedstawia 
się jako pas, którego podstawą jest 
linia łamana wznosząca się i opa
dająca kolejno naksztalt fali. Po
wierzchnię tego pasa obliczymy, 
mnożąc podstawę h każdego równo- 
legloboku przez wysokości E "x A " 2, 
A " 1 B ' \ . . . .  tworzące razem ob
wód przekroju normalnego. Trudniej 
jest natomiast otrzymać z tego 
rzutu a) prawdziwą wielkość dna. 

Trzeba wykonać obrót płaszczyzny P M  (t. zw. kład płaszczyzny P M  na 
płaszczyznę poziomą). Do tegosamego wyniku dochodzimy odrazu bez uży
wania rzutów. Trzeba odciąć od graniastosłupa pochyłego zapomocą prze
kroju normalnego część górną i przesunąć ją  na dół tak, aby dno P M '  
nakryło się z dnem P M .  W ten sposób otrzymuje się graniastoslup prosty, 
mający tęsamą pobocznicę (ale inne dna). Obliczając tę pobocznicę według 
wzoru (1) otrzymamy

M — k. U

gdzie k  oznacza krawędź boczną, a U  obwód przekroju normalnego. *

Rozwinięcie graniastosłupa prostego można także wykonać na podstawie ry
sunku perspektywicznego. N. p. na fig. 301 mamy przedstawiony graniasto-

słup prosty trójboczny w 
B'  z '  perspektywie równoległej; «?

zniekształcenie obrano
a =  45° 1 (por. roz
dział II. str.158). Ujmujemy 
podstawę w równoległo- 
bok o kącie a =  45°. Ten 
1’ównoległobok jest obra
zem prostokąta o bokach 
C ' T = C Y i C’X '= C X  
(ponieważ stosunek zmniej
szenia boków wynosił 1). 
Na bokach tego prostokąta 
odcinamy Y' A' =  Y A  

i B ’X ' =  B X  i otrzymujemy trójkąt A ' B ' C. w prawdziwej wielkości.
Rozwijając obwód tego trójkąta i rysując prostokąt o wysokości C D ,  

otrzymamy rozwiniętą pobocznicę narysowanego graniastosłupa.

Fig. 301.
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Dla graniastoslupa pochyłego konstrukcya jost trudniejszą, a nawet nieozna
czona, dopóki nie znamy prawdziwego kąta nachylenia krawędzi bocznych. Z ry
sunku perspektywicznego nie potrafimy tego nachylenia odczytać.

A§ 1 0 9 .' Walec.
Jeżeli koło wykonuj O ruch postępowy w?Hlir> linii prostej nie leżncej- 

ną jogo płaszczyźnie. powstaje bryła '/wniin wn l c o m 1-n 1 owyni  . Przez 
ruch postępowy elipsy powstaie-wałec eliptyczny, wogńlo przez ruch postępowy 
jakiejkolwiek linii krzywej powstaje odpowiedni walec (słuok Mówiąc „walec“ 
bez żadnego dodatku mamy na myśli walec kołowy. Z tego sposobu po
wstania wynika, że dna walca kołowego są kołami przystająceini a poboczriica 
składa się z samych linii prostych rómnoległycb. Ta pobocznica jestjednakże 
powierzchnią krzywą, bo linia prosto mająca z nią dwa punkty wspólne nie 
zawsze na niej leży. N. p. sieczna koła przy równoległem przesuwaniu koła

zawsze pozostaje sieczną, przecina więc po- 
bocznicę w każdem położeniu tylko w dwóch 
punktach. Ta powierzchnia krzywa nazvw'a 
się p o w i e r z c h n i ą  walcowTą. Prostopadłą 
odległość den od siebie nazywamy w y s o k o 
ś c i ą  walca. Linię prostą leżącą całkowicie 
na powierzchni walca nazywamy b o k i e m  
wa l c a ,  n. p. A A .  Linia prosta łącząca 
środki obydwu podstaw nazywa się os i ą  
walca. (Udowodnij, że oś jest równoległa 
do boku i równa się bokowi!) Jeżeli bok 

Fig. 302. jest prostopadły do podstawy, to i oś jest
prostopadła dt> podstawy, a w a l e c  nazywa się p r o s t y ;  w przeciwnym 
razie walec jest p o c h y ł y .

Pobocznicę wralca można otrzymać także przez inny ruch. Posuwamy 
prostą A A '  wzdłuż obwodu koła zawsze równoległe do pierwotnego położe
nia. Wtedy kolo nazywa się k i e r o w m i c ą  p o w i e r z c h n i ,  a linia prosta 
A A  tw  o r z ą c ą  wa l c a .

Walec jest więc powierzchnią prostoliniowy (por. str. 150). (Zastosuj ten 
sposób otrzymywania także do pobocznicy graniastoslupa!) Jeżeli wTalec jest 
prosty, to możemy go także otrzymać przez ruch obrotowy prostokąta około 
jednego z boków. Dlatego walec prosty nazywamy także w a l c e m  o b r o 
t o w y  m.

Jeżeli walec przetniemy jakąkolwiek płaszczyzną zawierającą oś walca, 
otrzymamy równoległobok i to ukośnokątny lub prostokątny. W walcu pro
stym każdy przekrój osiowy jest prostokątem, w walcu zaś pochyłym tylko 
jeden przekrój, mianowicie przekrój prostopadły do płaszczyzny zawierającej
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Fig. 304.

Aby w a l e c  p r o s t y  
p r z  e d s t a  w i ć w p e r 
s p e k t y w i e  r ó w n o l e 
g ł e j  zauważmy, że uko
śny rzut kola jest elipsą.
Dno przedstawi się więc jako elipsa. W skrajnych punktach tej elipsy (które 
wystają w ogólności poza średnicę równoległą do płaszczyzny obrazowej!) 
kreślimy dwie linie prostopadłe do średnicy A B  równoległej do płaszczyzny 
obrazowej. Na tych liniach odcinamy boki walca w prawdziwej wielkości. 
Górne dno jest elipsą przystającą do dolnej. (Użyliśmy tu zniekształceń 
a =  45°, $ —  ■£•) Podobnie postępujemy z walcem pochyłym. Każdy ukośny

nietylko oś, ale i rzut osi. Na fig. 303 jestto przekrój A B  CI ) ,  prostopa
dły do płaszczyzny zawierającej O I i  i O O'. Walec prosty, którego prze

krój osiowy jest kwadratem, nazywa się r ó w n o 
b o cz n y .  W takim walcu bok równa się średnicy 
podstawy:

b —  2r.

Przekrój walca równoległy do podstawy jest 
kołem. (Dlaczego?)

W przyrodzie występuje walec często: pnie drzew, 
źdźbła, niektóre kości i  t. p. Także w dziełach rąk
ludzkich spotykamy się często z tą  b ry łą : rury. koła 
i osie maszyn, druty, naczynia, kolumny, sklepienia i t .p.

Aby w a l e c  p r o s t y  p r z e d s t a w i ć  w r z u 
t ach ,  ustawiamy go dnem równolegle do płaszczy- 

Fig. 303. zny poziomej. Na płaszczyźnie pionowej otrzymamy
prostokąt a na płaszczyźnie poziomej jedno kolo. 

W a l e c  p o c h y ł y  ustawiony dnem równolegle do poziomej płaszczyzny 
przedstawi się w rzucie pionowym jako równoległobok pochyły, a w rzucie 
poziomym wystąpią obydwa dna jako koła połączone wspólnemi stycznemi 
zewnętrznemi.
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rzut kola na płaszczyznę nierównoległą jest — jak to widzieliśmy — elipsą. 
Stąd ważny wniosek o przekrojach walca przecinających oś w jednym punk
cie a nierównoległych do podstawy. Przetnijmy walec płaszczyzną a ukośną 
względem podstawy. Linię otrzymaną na przekroju możemy uważać za ukośny 
rzut koła K  zapomocą promieni A! X, JB' Y, C' Z , . . .  . ukośnych względem 
płaszczyzny a, a równoległych do siebie.

Linia X  Y  jest więc elipsą, zatem: Przekrój walca płaszczyzną nachy
loną do osi i do podstawy jest elipsą. Im więcej odchylamy płaszczyznę 
przekroju od płaszczyzny dna, tern bardziej wydłuża się elipsa przekroju. 
W ten sposób można z walca kołowego otrzymać walec eliptyczny pochyły, 
zapomocą dwóch przekrojów równoległych do siebie, a nachylonych do dna.

Jeżeli walec kołowy jest pochyły, to przekroje równolegle do dna są 
kolami, przekroje zaś nachylone do dna elipsami. Pomiędzy tymi przekro
jami jeden jest prostopadły do krawędzi bocznych. Nazywamy go podobnie 
jak w graniastosłupie przekrojem normalnym. Otóż przekrój normalny 
walca pochyłego jest elipsą. Zapomocą dwóch przekrojów normalnych możemy 
więc otrzymać z walca kołowego pochyłego walec eliptyczny prosty.

Z rozważania walców eliptycznych można wykazać, że każdy rzut elipsy 
jest znowu elipsą, nie otrzymujemy więc nowego gatunku linii krzywych 
przez tworzenie rzutu elipsy.

Zbadaliśmy już przekroje osiowe i przekroje przecinające oś. Pozostały 
jeszcze do omówienia płaszczyzny równoległe do osi. Płaszczyzny takie mogą 
mieć trojakie położenie względem powierzchni walcowej, podobnie jak  linia 
prosta względem koła. Płaszczyzna równoległa do osi a zawierająca sieczną

D  C podstawy przecina 
powierzchnię walcową 
wzdłuż dwóch tworzą
cych. Możnaby ją  na
zwać płaszczyzną si eczną. 
Płaszczyzna równoległa 

E do osi, a zawierająca 
linię T A  styczną do 
podstawy, dotyka po
wierzchni walcow<j

Fig. 306. wzdłuż całej tworzącej
A  A ' należącej do punktu

A. Taka płaszczyzna nazywa się p ł a s z c z y z n ą  s t y c z n ą  walca. Wreszcie 
płaszczyzna równoległa do osi a zawierająca linię leżącą poza kołem O 
nie przecina zupełnie powierzchni walcowej. Każda linia prosta leżąca w pła
szczyźnie stycznej, a nierównoległą do linii styczności -i A ' ma z powierz
chnią walcową tylko jeden punkt wspólny, jest. więc l i n i ą  s t y c z n ą  do
wa l ca .  Z każdego punktu poza walcem można poprowadzić dwie płaszczy
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zny styczne do powierzchni walcowej; ich krawędź musi być równoległa do 
osi. (Udowodnij!) Jeżeli wszystkie ściany boczne jakiegoś graniastosłupa 
są płaszczyznami stycznemi walca, a dna są opisane na dnach walca, g r a -  
n i a s t o s ł u p  nazywa się o p i s a n y  n a  wa l c u .  Jeżeli wszystkie ściany bo
czne graniastosłupa są płaszczyznami siecznemi walca, a dna są wpisane w 
dna walca, graniastoslup jest w p i s a n y  w wa l e c .  Pobocznicę walca możemy 
uważać za granicę, do jakiej dążą pobocznicę graniastosłupów wpisanych lub 
opisanych o corazto większej liczbie ścian bocznych, podobnie jak obwód 
kola badaliśmy przy pomocy wielokątów' wpisanych lub opisanych. Posia
damy jednakże prostsze sposoby obliczenia wielkości tej powierzchni krzywej.

§ 110. Rozwijanie walca. Powierzchnia walca.

Celem obliczenia powierzchni graniastosłupa tworzyliśmy jego siatkę 
przez rozwinięcie pobocznicy.- Poboczńica walca jest p o w i e r z c h n i ą  k r z y w ą  
p r o s t o l i n i o w ą .  Zachodzi pytanie, czy ta  po w i e r z c h n i a  j e s t  r o z w i 
j a ł  n ą, to znaczy, czy można tę pobocznicę rozciętą n. p. wzdłuż jednej 
tworzącej, rozwinąć na płaszczyznę tak, aby nie powstało żadne zmarszczenie 
ani rozciągnięcie, zmieniające wielkość tej powierzchni słowem: aby nie do
znały zmiany ani długości linii znajdujących się na powierzchni ani kąty.
Otóż rozwinięcie takie jest możliwe, ponieważ wszystkie boki walca są równo
ległe. Istnieje taki skończony ruch, n. p. toczenie walca po płaszczyźnie, że 
wszystkie boki poukładają się znowu jako linie równoległe a ani długości, ani 
kąty nie zostaną zmienione.

Jeżeli w a l e c  jest p r o s t y ,  to z takiego rozwinięcia otrzymamy prosto
kąt, ponieważ boki, jako linie prostopadłe do podstawy, pozostaną i po roz

winięciu prostopadłe do jej obwodu (rozwiniętego). 
Podstawą tego prostokąta jest obwód dna, a wyso
kością bok walca. Stąd obliczymy całą powierz
chnię :

P  =  2 r- iz —j— 2 r  i r . b 
lub wyłączając 2 r  -  przed nawias:

jpz=  2 V -  ( r  - f  b).

Jeżeli walec jest równoboczny, to =  2 r  więc 
P = 2 r x . 3  r 

czyli: JP=Q i,2~.

Wzory te odnoszą się tylko do walców prostych.
*  Jeżeli walec kołowy jest pochyły, to rozwinięcie jest zagadnieniem tru- 

dniejszem. Ustawiając taki walec dogodnie, t, j. tak, aby jego były boki prosto
padło do płaszczyzny poziomej a dno prostopadłe do płaszczyzny pionowej,

|  Fig. 307.
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otrzymamy elipsę jako rzut podstawy. Elipsa ta jest przystająca do prze
kroju normalnego U J .  Rozwinięcie obwodu tej elipsy jest już zagadnieniem

wkraczającem w zakres matematyki wyższej. 
W p r z y b l i ż e n i u  możemy wykonać kon- 
strukcyę, biorąc małe kawałki obwodu elipsy 
po kolei w cyrkiel i odcinając je  na jednej
linii prostej I i  R'. Następnie w odpowiednie])
punktach odmierzamy kawałki krawędzi bo
cznych do góry i na dół. (Porównaj rozwi
nięcie graniastosłupa pochyłego.) Otrzymamy 
w ten sposób pas zamknięty liniami krzy- 
wemi falistemi, które nazywamy: s i n u s o i 
dami .  Z liniami temi spotkamy się w nauce 
trygonometryi.

Pas taki można zamienić na prostokąt, 
przenosząc część jego leżącą nad osią JR B '
na dół tak, aby P ' Q' nakryło P  Q. Prosto
kąt ten ma wysokość równą bokowi walca 

pochyłego a podstawa jego jest rozwiniętym obwodem elipsy A  B .  Jestto 
więc zarazem rozwinięcie walca prostego eliptycznego. *

Przy rozwijaniu pobocznicy walca jego tworzące pozostały liniami pro- 
stemi. Istnieją jednakowoż także inne linie leżące na walcu, które po rozwi
nięciu przedstawią się jako proste. I tak przedewszystkiem każdy przekrój
normalny do osi (koło w walcu prostym, elipsa w walcu pochyłym) przed
stawi się w rozwiniętej pobocznicy, jako linia prosta. Aby znaleźć inne linie 
przedstawiające się po rozwinięciu jako linie proste, narysujmy na rozwinię
tej pobocznicy jakąkolwiek linię prostą ukośnie względem podstawy prosto
kąta. Ona przecina wszystkie tworzące pod tymsamym kątem, a więc i po

zwinięciu pobocznicy te
kąty nie ulegną zmianie. 
Otrzymamy na walcu linię 
krzywą, która lośnosi się 
■przecinając wszystkie tivo- 
rzące pod tymsamym ką
tem. Taką linię nazywamy 
linią śrubouią.

Jeżeli poprowadzimy 
kilka takich linii równo-

Fig. 309.

ległych na pobocznicy, ale zaczniemy drugą w tej wysokości, w której się 
kończy pierwsza linia, otrzymamy po zwinięciu kilka skrętów śruby. Wyso
kość A: jednego skrętu nazywa się k r o k i e m  ś r u b y .



Długość linii śrubowej łatwo obliczymy przy pomocy twierdzenia Pita
gorasa znając obwód walca i krok śruby. Linii tej używa się często w me
chanice teoretycznej i stosowanej (por. ruch śrubowy str. 194).

Ć w iczen ia X 1).

§ 107. 1 . W ykazać, że wielokąt zakreśla graniastoslup, jeżeli trzy wierzchołki
wielokąta posuwają się po trzech liniach prostych równoległych.

2. Wykazać, że graniastoslup wieloboczny można podzielić na same grania- 
stoslupy trójboczne zapomocą przekrojów poprowadzonych przez przeciwległe kra
wędzie boczne.

.3. Wykreślić w rzutach graniastoslup umiarowy o podstawie sześciobocznej, 
znając krawędź podstawy a —  1 cm i wysokość b =  5 cm. Tensam rysunek 
wykonać w perspektywie równoległej.

4. W ykreślić wr rzutach graniastoslup pochyły, którego podstawą je st sześeio- 
kąt umiarowy o boku a =  1 cm, a krawędź boczna b =  6 cm jest nachylona do 
podstawy pod kątem 60°. Tensam graniastoslup wykreślić w perspektywie.

5. Mając dany dowolny graniastoslup pięcioboczny w rzutach, wykreślić 
go w perspektywie równoległej (ukośnej).

6 . Narysować w rzutach graniastoslup ośmioboczny umiarowy ustawiony 
dnem równolegle do płaszczyzny pionowej.

7. Wykazać, że cztery przekątnie równoległościanu przecinają się w7 jednym 
punkcie.

8. Obliczyć przekątnię sześcianu znając jedną krawrędź.
*97 Pokój ma długość 7 m, szerokość 4 m a wysokość 5 m. Obliczyć od

ległość dwóch najdalszych kątów7 bryłowych.
10. Jakie obroty może wykonywać prostopadłościan, aby zajął zawsze to- 

samo miejsce w przestrzeni?
1 1 . Jak ie płaszczyzny, osie i środki symetryi posiada: a) równoległościan prosty 

i prostokątny; b) równoległościan prosty ukośnokątny; c) rówmoleglościan pochyły,
o podstawie prostokątnej.

12 . Ile wynosi suma kątów płaskich w7 graniastosłupie 4-bocznym, 5-bocznym, 
»¿-bocznym ?

13. Ile wynosi suma kątów7 dwuściennych leżących przy krawędziach bo
cznych w graniastosłupie 4- . 5 - . .  . «-bocznym ?

§ 108. 14. W ykonać z kartonu model graniastosłupa opisanego w zadaniu 3)
w powiększeniu dwukrotnem (pod względem długości krawędzi).

*  15. W ykonać z kartonu model graniastosłupa opisanego w zadaniu 4)
w powiększeniu dwukrotnem (pod względem długości krawędzi).

16. W ykonać rozwinięcie dowolnego graniastosłupa prostego danego zapo
mocą rzutów.

*  17. W ykonać rozwiniecie dowolnego sześciobocznego graniastosłupa po
chyłego danego w rzutach, przyczem przekrój normalny je st równoległy do pła
szczyzny poziomej, a dno prostopadłe do płaszczyzny pionowej.

18. Mając podany graniastoslup prosty w rzutach, przeciąć go płaszczyzną 
prostopadłą do płaszczyzny pionowej.

Przerysować ten graniastoslup wraz z przekrojem w perspektywie równoległej.

') Przykłady na obliczanie powierzchni graniastosłupów i walców znajdują się w zbiorze 
zadań Kranza str. 94 i 98.
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^  19. W ykonać rozwinięcie pobocznicy graniastośłupa z poprzedniego za
dania wraz z przekrojem.

20. M ając narysowany dowolny graniastosłup pięcioboczny w perspektywie 
równoległej, wykonać jego rozwinięcie.

21. Obliczyć powierzchnię kostki, której przekątnia wynosi 12 cm.
22. Obliczyć powierzchnię' prostopadłościanu, znając trzy krawędzie scho 

dzące się w jednem ii aro^u ,/'^
23. Ile razy powiększy się powierzchnia kostki, jeżeli się krawędź 

kszy dwa, trzy, cztery razy?
24. Obliczyć powierzchnię graniastośłupa umiarowego sześciobocznego, znając 

promień podstawy i wysokość.
(_25. Obliczyć powierzchnię graniastosłupa umiarowego: a) trójbocznego; 

b) czworobocznego; c) pięcioboczuego; d) ośmiobocznego, znając wysokość i pro
mień kola opisanego na podstawie n. p. to — 10 cm, r  —  2 cm.

26. Obliczj-ć powierzchnię bryły powstałej z sześcianu przez odcięcie ośmiu 
naroży zapomocą płaszczyzn odcinających czwartą część każdej krawędzi. Narysuj 
tę bryłę w rzutach i w perspektyw ie!

27. Obliczyć powierzchnię graniastosłupa umiarowego: o) sześciobocznego; 
b) ośmiobocznego; jeżeli wszystkie krawędzie i boczne i podstawowe są równe 
(n. p. k  —  2 cni). Narysować te bryły w rzutach i perspektyw ie!
§ 100.- 28. Wykazać, że powierzchnia walcowa je st utworem dwuwymiarowym, 
t r j .  że można się po niej posuwuć od każdego punktu tylko w dwóch prosto
padłych do siebie kierunkach.

29. Narysować w rzutach i w perspektywie -walec prosty, znając promień 
podstawy r —  2 cm i bok b =  G cm.

30. Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej walec kołowy, 
którego promień podstawy r =  2 cm  a  bok wynosi b = 8 c m  i je s t nachylony do 
podstawy pod kątem 75°.

a U -W  walcu opisanym w poprzedniem zadaniu wykreślić przecięcie osiowe 
zawieraj J|K | rzut osi.

3 ®  Mając dany dowrołny walec prosty w rzutach, narysować go w perspek
tywie rSpynoleglej.

33. Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej walec prosty prze
cięty płaszczyzną do płaszczyzny pionowej a nachyloną do poziomej. W  jakiej 
płaszczyźnie leży oś wielka elipsy przekroju, a w jakiej oś mała?

Mając walec podany w rzutach, znaleźć taki przekrój ukośny, aby oś 
i , .’ wielka elipsy przekroju była dwa razy większa od osi małej. Narysować ten 

przekrój w prawdziwej wielkości.
\,<r\ v  Sjjy1 Koło oświecone promieniami równoległymi, a prostopadłymi do jego 

płaszczyzny, rzuca cień na płaszczyznę nachyloną pod kątem 60° do promieni 
światła. Narysować to w perspektywie a osobno cień w prawdziwej wielkości.

: |6/  Do dowolnego walca narysowanego w perspektywie równoległej a spoczy
wającego na płaszczyźnie poprowadzić płaszczyznę styczną wzdłuż tworzącej A  A '. 
Trzeba najpierw znaleźć styczną do elipsy przedstawiającej dno walca. Por. fig. 306.

3 7 / Z  punktu poza walcem poprowadzić dwie płaszczyzny styczne do niego 
(w perspektywie równoległej).

3S-/ Jakie płaszczyzny, osie i środki symetryi posiada: a) walec p ro sty ; b) 
walec pochyły?

3 9 | Wykonać rozwinięcie dowolnego walca prostego danego: o) w rzu tach ;
b) w perspektywie równoległej o znanem zniekształceniu.



4 0 /  Wyciąć z kartonu siatką walca prostego o promieniu r  =  4 cm  a  o 
wysokości. '6 =  6 cm i skleić model.

¿L-l. Sporządzić model walca równobocznego o wysokości 5 cm.
Walec pochyły dany zapomocą rzutów (por. fig. 308) rozwinąć na 

płaszczyźnie przybliżoną konstrukcyą. Wykonać model!
4 3 /  Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej rurę walcową 

średnicy wewnętrznej 1 cm, a o grubości 3 mm. Długość rury  7 cm.- 
£ i , .  Obliczyć powierzchnię walca równobocznego o"wyśoEó^pi-^6 cm.

Obliczyć powierzchnię walca prostego, którego bokW ynosi 3 cm a pro
mień podstawy 1 cm.

AS6. W ykazać, że prostokąt zakreśla pobocznie^ walca o takiejsamej po
wierzam ]/bez względu na to, czy się obraca kolo dłuższego, czy koło krótszego boku. , 

ĄJć Obliczyć powierzchnię ru ry  walcowej opisanej w zadaniu 43. 
48^-Obliczyć wysokość walca równobocznego, którego powierzchnia P =  l m ’-. 
■d^/Obi^feyć pgmćrzchnię walca prostego wpisanego w graniastosłup umia

rowy sześcioboczny, znając bok sżeściokąta (a =  12 mm) i wysokość graniasto- 
slupa iv — 1 dm. Rysunek !

¿¿Or^Objiczyć powierzchnię walca, opisanego na prostopadłościanie o krawę
dziach a =  3 cm ; b =  4 cm ; c =  5 cm. Rysunek!

i
 51. W jakim  stosunku powiększy się powierzchnia walca prostego, jeżeli 
promień i wysokość powiększymy pięciokrotnie ?

Wycięto część walca zapomocą dwóch przecięć osiowych tworzących 
ką t 60°. Obliczyć powierzchnię bryły wyciętej, znając promień walca r  =  2 cm
i wysokość 6 =  5 cm. Narysuj w rzutach i w perspektyw ie!

<!o3J_ Ile  dm 3 blachy trzeba użyć na zrobienie koryta ogranicznego połową 
pobocznicy walca i dwoma półkolami. Długość 4 m, głębokość 3 ’2 dm. Na
rysować tę  bryłę w położeniu poziomem w pomniejszeniu 1 : 40.

Na walcu, którego promień r —  S cm, a  wysokość to =  8 cm, znajduje 
się 16 skrętów śruby. Obliczyć długość linii śrubow ej!

£5... Długość linii śrubowej tworzącej jeden skręt wynosi 24 dm, a  wysokość 
walca 15 dm. Ile wynosi jego powierzchnia?

Ł o m n i c k i ,  Geometrya I. i II. 16



Rozdział XI.

Ostrosłupy i stożki.

§ 111. Ostrosłupy.

Dowolny punkt S  leżący nad płaszczyzną wielokąta A B  O D E  po
łączmy z punktem A  i obracajmy prostą S  A  około punktu S  tak, aby się

ślizgała po obwodzie wielokąta. Po
wstanie przestrzeń zamknięta, a więc 
bryła, zwana o s t r o s ł u p e m .  Wielokąt 
A B C  D E  nazywa si ę p o d s t  a w ą, punkt 
S  w i e r z c h o ł k i e m ,  a trójkąty S A B , 
S B C  . . . ścianami b o c z n e m i ; ich 
zbiór nazywamy po  b o c z n i c  a. Ostro
słup jestto więc bryła, ograniczona 
jednym wielokątem i tyloma ścianami 
bocznemi schodzącemi się w jednym 
punkcie, ile dno ma boków. Można
także prościej opisać ostrosłup. Jestto 
b r y ł a ,  k t ó r a  p o w s t a n i e ,  j e ż e l i  
j a k i e k o l w i e k  n a r o ż e  p r z e t n i e 
m y  p ł a s z c z y z n ą  p r z e c h o d z ą c ą  
p r z e z  w s z y s t k i e  k r a w ę d z i e .

Prostą S A ,  której ruch zakreślił pobocznicę, nazywamy t w o r z ą c ą ,  
a wielokąt A B C D E  k i e r o w n i c ą  tej powierzchni. Odcinki tworzących 
zawarte między wierzchołkiem a podstawą nazywamy krawędziami bocznemi 
lub b o k a m i  o s t r o s ł u p a .  Boki dna nazywamy krawędziami podstawowemi. 
Odległość wierzchołka od podstawy nazywamy w y s o k o ś c i ą  ostrosłupa S I I .  
Trzeba wyraźnie o d r ó ż n i a ć  w y s o k o ś ć  o s t r o s ł u p a  od w y s o k o ś c i  
ś c i a n  b o c z n y c h !

Według liczby ścian bocznych rozróżniamy ostrosłupy trój boczne, czworo
boczne i t. d. Ostrosłup trój boczny nazywamy także często c z w o r o ś c i a n e m .  
Mniej ścian nie może mieć żadna bryła graniasta (wielościan). W każdym



czworościanie istnieje punkt równo oddalony od ^wszystkich wierzchołków , 
i punkt równo oddalony od wszystkich ścian., (Udowadnia się przy pomocy 
płaszczyzn symetryi krawędzi^i kątów dwuściennych.) Podobnie jak  w plani- 
metryi przy rozważaniu wielokątów rozkłada się je  na trójkąty, tak
w stereometryi rozkłada się często wielościany na same czworościany. 
Każdą ścianę czworościann możemy uważać za podstawę ostrosłupa.
Jeżeli wszystkie krawędzie boczne ostrosłupa' są równe,' to ich rzuty
na podstawę są równe, więc punkty A , B , C, D , JE leżą wtedy na obwodzie 
koła, którego środkiem jest spodek w3rsokości (rzut punktu S)  a promieniem 
odległość jego od któregokolwiek wierzchołka podstawy. Taki o s t r o s ł u p ,  
k t ó r e g o  k r a w ę d z i e  b o c z n e  są  r ó w n e ,  n a z y w a m y  p r o s t y m .

U w a g a :  Określenie to nie zgadza się z tem, 
co pospolicie uważamy za ostrosłup prosty. N. p. 
ostrosłup o podstawie rombowej, którego wierzchołek 
leży prostopadle nad środkiem podstawy nazwiemy 
w potocznem życiu prostym, bo nie pochyla się w 
żadną stroną. Jednakowoż według naszego okre
ślenia nie je s t prostym, bo S A  >  S B ,  a więc k ra
wędzie boczne , nie są równe.

Dnem ostrosłupa prostego może być tylko 
taki wielokąt, na którym da się opisać kolo. 
Jeżeli w ostrosłupie prostym dno jest wielokątem 
umiarowym, ostrosłup nazywamy u m i a r o w y m .  
Jeżeli dno jest trójkątem równobocznym, a przy- 

Pig. 3n ,  tem krawędzie boczne są równe krawędziom pod
stawy, to wszystkie ściany są przystającymi trój

kątami równobocznymi. Z tego wynika, że i wszystkie naroża są przystające 
(por. str. 203). Bryłę taką zaliczamy do wiclościanów umiarowych i nazywamy 
c z w o r o ś c i a n e m  u m i a r o w y m .  Inny wielościan umiarowy otrzymamy

z ostrosłupa umiarowego czworośeiennego, którego 
krawędź podstawy równa się krawędzi bocznej.
Dwa takie ostrosłupy złączone podstawami, a 
których wierzchołki leżą po przeciwnych stronach 
podstawy, tworzą o ś m i o ś c i a n  u mi a r o w ' y .  
Wszystkie jego ściany są trójkątami równoboczny
mi a wszystkie naroża są przystające, można 
bowiem każde złożyć z dwóch parami przysta
jących naroży trójściennych (o kątach płaskich 
a =  60, h =  60°, Y == 90°).

Ostrosłupy występują w naturze często, jako 
postacie kryształów. Rzadziej spotykamy je  jako dzieła rąk  ludzkich (niektóre
dachy, ostrza i t. p.). Natomiast bardzo często mamy do czynienia z ostx-o-
slupami przy wykonywaniu rysunków, w nauce o perspektywie, o cieniach. Jeżeli 
bomem jakikolwiek pęk promieni przetniemy płaszczyzną, powstaje ostrosłup, 
którego wierzchołkiem je st wierzchołek pęku.
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Aby ostrosłup przedstawić w rzutach, ustawiamy go tak, aby dno było
równolegle do płaszczyzny poziomej.

313.

W rzucie pionowym (widok z przodu) 
otrzymamy trójkąt z kilkoma liniami 
poprowadzonemi od wierzchołka do 
podstawy; w rzucie poziomym (widok 
z góry!) przedstawi się ostrosłup jako 
wielokąt przystający do dna, w którym 
pewien punkt leżący na jego polu 
jest połączony z wszystkimi wierz
chołkami. Jeżeli ostrosłup jest prosty, 
punkt ten jest środkiem koła opi
sanego.

Aby ostrosłup narysować w per
spektywie równoległej, rysujemy naj
pierw dno w znany sposób; w punkcie, 
który jest obrazem punktu S", kre
ślimy linię prostopadłą do osi poziomej 
i odcinamy na niej wysokość X S '.

§ 112. Powierzchnia ostrosłupa. Siatka.
Aby obliczyć powierzchnię ostrosłupa, trzeba do powierzchni dna dodać 

powierzchnię pobocznicy.
J P = D  +  31.

Jeżeli ostrosłup jest umiarowy n —  boczny, to ściany boczne są przy
stającymi trójkątami (dlaczego?), a więc powierzchnia pobocznicy wynosi:

,  n a  h
M= ^ r

gdzie a oznacza krawędź 
podstawy, a h wysokość 
ściany bocznej. Dla ostro
słupów nieum itrowych 
trzeba każdą ścianę boczną 
osobno obliczać.

Rozwinięcie ostrosłupa 
prostego podanego w rzu
tach jest trudniejsze, 
ponieważ krawędzie boczne 
nie występują w prawdzi
wej wielkości ani w rzu
cie pionowym, ani w rzu
cie poziomym. Trzeba 

obrócić cały ostrosłup tak, aby jedna krawędź boczna była równoległa do

Fig'. 314.
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płaszczyzny pionowej. Na fig. 313 obraliśmy już takie położenie, że krawędź 
SA . jest równoległa do płaszczyzny pionowej, więc S 'A ’ jest prawdziwą dłu
gością krawędzi (S ’X)' już nie!). Ponieważ i wszystkie inne krawędzie boczne 
mają tęsamą wielkość, rozwinięcie pobocznicy da się już wykonać. Zakreślamy 
promieniem S ’ A  koło i odcinamy po kolei cięciwy A B  =  A " B ", B G  =  
=  B "  C", C D  =  C" D "  i t. d .; ich końce łączymy z punktem S. Przy 
jednym z boków, n. p. przy B C  rysujemy wielokąt 

(A) B  C(D)  (E ) ~  A "  B " C " D " E " .
Jeżeli ostrosłup jest pochyły, rozwinięcie jest już trudniejsze.

§ 113. Ostrosłup ścięty. Podobieństw o brył.

Z przekrojów ostrosłupa najważniejszy jest dla nas przekrój równoległy 
do podstawy. Poprowadźmy płaszczyznę: lc\ \K.  Krawędzie przekroją są 

c równoległe do krawędzi podstawy ; wskutek
tego odpowiednie kąty wielokątów K  i k 
są równe:
'^ aĄ ^ a \^:b = ^ :ę ^ c =^:C'...

Boki wielokątów K  i Ic są proporcyo- 
nalne, albowiem 

A B  : A  B'. =  S B  : S B '  =  B  C : B ' C' 
a więc A B  : A B '  =  B C  : B 'C '.

Stąd wniosek: P r z e k r ó j  o s t ro- 
słup_a p 1 asz . czyzn  ą r ó w n o l e g ł ą  do 
p o d S t a w y j e s t  w i e l o k ą t  e in po  d o- 
b n y m d o p o d s t a w.y..

Powierzchnie figm’ podobnych mają 
się do siebie, jak kwadraty odpowiednich 
boków, więc 
=  A B 2 : A 'B '2.

S  O : S  O' więc

Fig. 315.

Ale
K  : h

A B  : A B ' ~ S B  : S 'B '
K :1c  =  S 0 2 : SO'2 słowami:

Powierzchnie podstawy i  przekroju równoległego tak sig mają do siebie, 
ja k  kwadraty ich odległości od- wierzchoVcd. .

Twierdzenie to odnosi się do dowolnego polni promieni przeciętego dwoma 
równoległemi płaszczyznami. Stosując to twierdzenie n. p. do optyki widzimy, 
że, jeżeli pęk promieni światła pada na dwie płaszczyzny równoległe, to źródło 
światła oświetla z odległości 3, 4, 5 razy większej powierzchnię 9, 16, 25 razy 
■większą.. Wobec tego natężenie światła słabnie w stosunku do kwadratu odległości.

Bryłę powstałą z ostrosłupa przez odcięcie mniejszego ostrosłupa za- 
pomocą płaszczyzny równoległej do dna nazywamy o s t r  osi  u p e m  ś c i ę t y m .  
Jest on ograniczony dwoma równoległemi i podobnemi do siebie dnami i tyloma
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Fig, 316.

trapezami (ścianami bocznemi), ile dno ma boków. Więc powierzchnia ostro
słupa ściętego wynosi:

jĘ L .I) +  d +  M .
Co nazwiemy wysokością ostrosłupa ściętego? Co nazwiemy wysokością 
ściany bocznej? Jakie bryły z życia codziennego są ostrosłupami ściętymi?

Rozwinięcie ostrosłupa ścię- 
j  tego najłatwiej wykonać, uzupeł

niając go do zwykłego ostrosłupa. 
Fig. 316 wyjaśnia dostatecznie 
konstrukcyę, potrzebną do roz
winięcia pobocznicy ostrosłupa 
ściętego.

Opierając się na podo
bieństwie figur K  i lc (fig. 315) 
możemy teraz rozszerzyć pojęcie 
figur podobnych także na utwo
ry przestrzenne. D w i e  b r y ł y  
n a z y w a m y  p o d o b n e m i ,  
j e ż e l i  d a d z ą  s i ę  u s t a w i ć  
w j e d n y m  p ę k u  p r o m i e n i  

t ak ,  a b y  w s z y s t k i e  p ł a s z c z y z n y  t y c h  b r y ł  b y ł y  p a r a m i  r ó w n o 
l e g ł e ,  a o d p o w i e d n i e  n a r o ż a  a b y  l e ż a ł y  n a  t y c h  s a m y c h  p r o 

m i e n i a c h .
Wierzchołek pęku S  nazywa się środkiem podobieństwa 

zewnętrznym lub wewnętrznym według tego, czy obydwie 
bryły leżą po tejsamej stronie punktu S, czy też po prze
ciwnych stronach. W takich bryłach wszystkie odcinki są 
parami proporcyonalne, a wszystkie odpowiednie kąty równe.

Możemy więc uważać jedną bryłę za pomniejszenie 
(lub powiększenie) drugiej, z zachowaniem kształtów. Wy
każemy to dla dowolnego czworościanu, z czworościanów 
bowiem można złożyć każdą inną bryłę graniastą (a bryły 

okrągłe możemy uważać za granice, do jakich dążą bryły graniaste). Otóż 
wykazaliśmy już, że A B  : A 'B '  =  B C : B' C' =  A C : A ' C \ ponieważ pła
szczyzny trójkątów A B C  i A ' B ’O  są równoległe. Taksamo A  C : A ' (]' —  
=  D  C : D ' C' —  A D  : A ! D \  a wreszcie A D  : A 'D '  =  D  B  : D ' B ' , a więc 
wszystkie krawędzie obydwu czworościanów są proporcyonalne. Krawędzie te 
są równoległe, więc wszystkie kąty płaskie są równe, a stąd już wynika 
równość kątów dwuściennych i przystawanie kątów bryłowych trójściennych.

Można udowodnić, że także odwrotnie: jeżeli dwie bryły mają wszystkie 
krawędzie proporcyonalne a kąty równe i jeżeli odpowiednie części następują 
po sobie w tymsamym porządku w obydwu bryłach, to bryły te dadzą się wstawić 
w tensam pęk promieni tak, że odpowiednie ściany będą równoległe.

Fig. 317.
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@tóż p r o p o r c y o n a l n o ś ć  o d c i n k ó  w i r  u w n o ś ć  k u t ó w s ą c li a- 
r a k t e r y s t y f f z n ą  c e c h ą  b r y ł  p o d o b n y c h . /  Można więc także przy 
pomocy tej własności określić podobieństwo utworów przestrzennych.

§ 114. Stożek.

Podobnie, jak ostrosłup powstał przez ruch linii prostej przytwierdzonej 
w jednym punkcie po obwodzie wielokąta, tak s t o ż e k  p o w s t a j e  przez 
r u c h  l i n i i  p r o s t e j  p r z y t w i e r d z o n e j  w j e d n y m  p u n k c i e  po 

o b w o d z i e  d o w o l n e j  l i n i i  k r z y w e j .  Ta linia 
prosta nazywa się t w o r z ą c ą  stożka, a linia krzywa, po 
której się ślizga tworząca, nazywa się k i e r o w n i c ą  stożka. 
Jeżeli kierownica jest kołem, s t o ż e k  nazywa się k o ł o wy .  
Kierownicę nazywamy także podstawą stożka, a stały punkt S  , 
wierzchołkiem. Stożek kołowy jest więc ograniczony jedną 
powierzchnią płaską, mianowicie kołem i pobocznicą, która 
jest p o w i e r z c h n i ą  k r z y w ą ,  ale prostoliniową. Taka 
powierzchnia krzywa nazywa się p o w i e r z c h n i ą  sto-  
ż k o  w ą. Odcinek tworzącej zawarty między wierzchołkiem 

a podstawą nazywa się b o k i e m  stożka. Prostopadła odległość wierzchołka S  
od podstawy nazywa się w y s o k o ś c i ą ,  a prosta łącząca wierzchołek ze
środkiem podstawy o s i ą  stożka.

Jeżeli bola stożka są wszystkie równe, stożek nazywa się p r o s t y ,  
w przeciwnym razie p o c h y ł y .  W stożku prostym wierzchołek leży na linii 
prostopadłej do podstawy wykreślonej w jej środku; oś jest więc w nim 
zarazem wysokością. Każdy przekrój stożka płaszczyzną przechodzącą przez 
oś jest trójkątem. Jeżeli stożek jest prosty, przecięcie osiowe jest trójkątem równo
ramiennym. (Czy w stożku pochyłym jest jakie przecięcie osiowe trójkątem 
równoramiennym?) Jeżeli prócz tego bok równa się średnicy podstawy:

b =  2r
to przecięcie osiowe jest trójkątem równobocznym, a stożek nazywa się

s t o ż k i e m  r ó w n o b o c z n y m .
(Przez jaki ruch obrotowy można otrzymać 

stożek prosty?)
Aby s t o ż e k  p r z e d s t a w i ć  w r z u t a c h ,  

ustawiamy go równolegle do płaszczyzny poziomej 
i otrzymujemy fig. 319 a) lub h) dla stożka pro
stego i pochyłego. Przedstawienie stożka w per
spektywie równoległej nie sprawia żadnej tru
dności, skoro potrafimy narysować dno w per
spektywie.

Fig. 318.
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§ 115. Powierzchnia stożka. Siatka.

Abv obliczyć powierzchnię stożka, postępujemy taksamo, jak z walcem, 
korzystając z tego, że pobocznica stożka jest także powierzchnią rozwijalną. 
Rozwinięcie to wykonujemy mechanicznie, tocząc stożek po płaszczyźnie tak, 
aby punkt S  pozostał nieruchomy. Na modelu można także wykonać rozwi
nięcie, przecinając pobocznicę wzdłuż tworzącej.

D la  s t o ż k a  p r o s t e g o  możemy łatwo wykonać to rozwinięcie kon
strukcyjnie. Ponieważ boki stożka prostego są równe i wychodzą także 
w rozwiniętej pobocznicy z jednego punktu S, przeto ich końce leżą na 

obwodzie kola o promieniu S A  =  b (b =  bok). Otrzy
mamy więc wycinek koła, którego łuk równa się ob
wodowi podstawy stożka. Na pobocznicę stożka otrzy
mujemy więc wzór:

j r = 2 V w . y  ==!•*&.

Cała powierzchnia wynosi:

JP  =  r*K - f  rr .b  =  r  w ( r  +  b).

Fig. 320. Jeżeli stożek jest równoboczny, to  b =  2 r, więc

P  =  r - . 3 r  czyli: P = B ? ’2k.

Konstrukcyę tę łatwo wykonać, jeżeli podane są rzuty stożka, bo 
w rzucie pionowym występuje bok S A  w prawdziwej wielkości. Wszystko 
to dotyczy stożka prostego. Dla stożka pochyłego zadanie to' jest o wiele \  
trudniejsze.

Z góry można przewidzieć, że przy toczeniu się stożka pochyłego około 
punlitu S  podstawa zakres'li linię krzywą, składającą się z falistych wzniesień
i obniżeń. Najpierw bowiem będzie się stykał z płaszczyzną bok najdłuższy, więc 
odpowiedni punkt rozwiniętej pobocznicy będzie leżał najdalej od punktu S. 
Później styka się z płaszczyzną bok corazto krótszy, wreszcie najkrótszy bok 
zaznaczy miejsce, w którem linia rozwiniętej podstawy najbardziej się zbliży do S.  
Stąd począwszy znowu się oddalamy od S  i t.

/
§ 116. Przekroje stożka przechodzące przez w ierzchołek

i przekroje rów noległe do podstawy.

P ł a s z c z y z n a  p r z e c h o d z ą c a  p r z e z  w i e r z c h o ł e k  stożka albo 
wcale nie przecina jego pobocznicy (poza S),  albo ma z nią całą tworzącą 
wspólną i nazywa się p ł a s z c z y z n ą  s t y c z n ą ,  albo przecina pobocznicę 
wzdłuż dwóch tworzących. Z każdego punktu poza stożkiem można do niego 
poprowadzić dwie płaszczyzny styczne: ich krawędź przecięcia się musi prze
chodzić przez wierzchołek stożka, albowiem dwie linie tworzące, wzdłuż których
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te płaszczyzny dotykają stożka, przechodzą przez wierzchołek. Konstrukcyę 
płaszczyzny stycznej do stożka narysowanego w perspektywie równoległej

w punkcie A  wyja
śnia fig. 321. Kiedy 
ostrosłup nazwiemy 
opisanym na stożku, 
a kiedy wpisanym 
w stożek?

Zbadajmy teraz 
p r z e k r o j e  r ówno
l e g ł e  do d n a. Wy
każemy przedewszyst- 
kiem, że taki prze

krój jest-ko  3 em. Otóż z trójkątów S A  O i S C O  (na fig. 322) widzimy, że
' jL O :  A 'Ó ' =  S  O : S O '

C O • (■' ( ) '__S O S O' | 1 “woch proporcyi wynika trzecia:

A  O : A ' O' =  C O : C '0 '.. Ale A  O =  C O jako promienie koła, więc musi 
być także A ' O' =  C  O'. Taksamo wszystkie inne punkty przekroju są równo 
oddalone od punktu O', a więc ten przekrój jest kołem.

Łatwo teraz wykazać, podobnie 
S jak dla ostrosłupa, że powierzchnie

obydwu kół tak się mają do siebie, 
jak kwadraty ich odległości od wierz
chołka (udowodnij!).

Bryłę pozostałą po odcięciu gór
nego stożka nazywamy s t o ż k i e m  
ś c i ę t y m .  Jest on ograniczony dwoma 
równoleglemi kołami i pobocznicą krzy
wą, która jest częścią powierzchni 
stożkowej. Więc:

P  =  T) +  d +  M.
Jeżeli stożek prosty, pobocznicę tę łatwo rozwinąć. Rozwijamy najpierw 

pobocznicę całego stożka S A  Ag i odcinamy od niej pobocznicę stożka od
ciętego S A 'A '„ . Figura pozostała jest wycinkiem pierścienia kołowego, czyli 
trapezem kołowym. Jego bokami równoległymi są obwody den a szerokością 
bok stożka ściętego. Zatem:

, ,  2 I i  ~ -f- 2 T  TT , / r> I \ r3 1  = --------J--------- b =  {II  - f  r )  -  b.

T i — I—  T
Wprowadzając w ten wzór zamiast — ~  promień p przekroju średniego, 

otrzymamy ważny wzór:
M = 2 ? * b .

A
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Pobópmica stoika ściętego prostego równa się obwodowi 'przekroju 
średniego pomnożonemu przez bok.

Wzór na obliczenie całej powierzchni stożka ściętego prostego jest:

P  =  M* z - f  r * -  - f  (R  +  r) -  b 

lub wyciągając -  za nawias:
p  =  [jR2 +  r * +  ( R  +  r )  0] ~

§ 117. Ukośne prze
kroje stożka.

Dla dokładniejszego 
rozpatrzenia istoty prze
krojów stożka weźmy pod 
uwagę stożek podwójny, 
powstający przez przedłu
żenie pobocznicy stożka 
poza wierzchołek. (Stożki 
te są symetryczne wzglę
dem wierzchołka.) Nary
sujmy najpierw przekrój 
kołowy A  B  równoległy 
do podstawy. Jeżeli pła
szczyznę pochylamy ku do
łowi (obracając koło p. *4) 
to przekrój wydłuża się, koło 
A  B  spłaszcza się i otrzy
mujemy e l i p s y  A G ,  
A D . . . c o r a z  b a r d z i e j  
w y d ł u ż o n e .  Że to są 
istotnie elipsy, tesame, 
które poznaliśmy przy 
przekrojach walca, udo
wodnimy później. Jeżeli 

płaszczyznę a obrócimy tak, aby była równoległa do tworzącej S D ,  to  l i n i a  
p r z e k r o j u  E A F  n i e  z a m k n i e  s i ę  nigdzie, chociażbyśmy powierzchnię 
stożka dowolnie przedłużyli. Tworzącej S D  ta płaszczyzna nigdy nie prze
tnie, a tworzące sąsiednie do S D  przetnie bardzo daleko. Linia ta nazywa 
się p a r a b o l ą .  Jeżeli płaszczyznę przekroju obracamy jeszcze dalej, to ona 
przetnie także i górną część powierzchni stożkowej. Przekrojem będzie więc 
linia, złożona z dwóch gałęzi. Gałęzie te rozciągają się także nieograniczenie
i nie zamykają się nigdzie, ponieważ płaszczyzna przekroju jest teraz równo
legła już do dwóch linii tworzących (n. p. na figurze naszej płaszczyzna

Fig. 324.
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przekroju H A G  . . . I J  jest równoległa do tworzących S M  i S N ) .  Inne 
tworzące przecina ta płaszczyzna w odległościach corazto większych. Linia 
ta nazywa się h y p e r b o l ą .  Przy dalszym obrocie otrzymujemy nowe hyper- 
bole; wreszcie płaszczyzna będzie się stykała ze stożkiem wzdłuż tworzącej ¿'./i. 
Stąd począwszy otrzymujemy znowu elipsy A l i  . . . ,  aż po wykonaniu obrotu
0 180° wrócimy znowu do położenia A B .

Wszystkie te linie: ko ł o ,  e l i p s ę ,  h y p e r b o l ę  i p a r a b o l ę  obejmu
jemy wspólną nazwą: p r z e k r o j e  s t o ż k a .  Na naszej figurze wszystkie 
linie występują w perspektywie. Ich kształt prawdziwy omówimy przy im 
sposobności.

•ii Ponieważ powierzchnię stożkową można uważać za pęk promieni 
wychodzących z S  a przechodzących przez obwód koła, przeto przekroje 
stożka są r z u t a m i  ś r o d k o w y m i  k o ł a  A B  na rozmaite płaszczyzny, 
nachylone pod różnymi kątami do kierunków promieni rzucających. Widzimy 
więc, że rzutem koła może być koł o ,  elipsa, hyperbola lub parabole. W  per
spektywie malarskiej może więc koło występować w takich rozmaitych posta
ciach; cieniem koła może być elipsa, parabola lub gałąź hyperboli. (Jaki 
musi być kierunek światła, aby te linie otrzymać?) Każdą elipsę, hyperbolę 
lub parabolę można także odwrotnie uważać za przekrój odpowiednio dobra
nego stożka kołowego. Wszystkie te linie są więc ze sobą „spokrewnione“ 
jak się w geometryi rzutowej wyrażamy: przez rzut można jedną linię otrzy- 
maćz drugiej. Takie geometryczne pokrewieństwo linii nazywamy z w i ą z k i e m  
p r o j e k t y w i c z n y m  (rzutowym)lub k o l l i n e a c y ą  (j e d n o k r e ś l n o ś c i ą ) .  
(Froicio == rzucam, collineo =  ustawiam na jednej linii).

Otóż wszystkie przekroje stożka są w k o l ł i n e a c y i  z k o ł e m  (są 
jednokreślne z kołem). #

Poniewiiż linia prosta przecina koło najwyżej w dwóch punktach, to
1 w rzucie będzie przecinała w dwóch punktach nową linię, na którą się 
zamieni kolo. Linie mające z linią prostą dwa punkty wspólne nazywamy 
l i n i a m i  d r u g i e g o  s t o p n i a .  Otóż w s z y s t k i e  p r z e k r o j e  s t o ż k a  
są  l i n i a m i  d r u g i e g o  s t o p n i a .  Według tego określenia linia prosta 
jest linią pierwszego stopnia.

Udowodniono, że niema innych linii drugiego stopnia, oprócz kół, elips,
*  parabol i kyperbol. Określenie to wiąże się z algebrą. W ykazuje się miano

wicie w algebrze, że obrazem geometrycznym każdego równania pierwszego stopnia
o dwóch niewiadomych jest linia prosta, obrazami zaś równań drugiego stopnia 
są właśnie przecięcia stożka. Podobnie badano linie wyższych stopni. Badania 
te stanowią przedmiot osobnego działu geom etry i: geometryi analitycznej.

Przekrojam i stożka zajmowano sie już w starożytności bez pomocy metod 
geometryi analitycznej. Najwięcej badań w tym kierunku zawdzięczamy Apollo- 
niuszowi z Pergi (żył między rokiem 250 a 200 przed n. Chr. w Aleksandryt 
a później w Pergamon). Obok Euklidesa i Archimedesa uważają historycy Apollo- 
niusza za największego matem atyka starożytności.

te .

V
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/
§ 111. 1 . Kiedy kształt ostrosłupa zbliża się do graniastoslupa ?

2. Wykazać, że wysokość ściany bocznej w ostrosłupie prostym jest zawsze 
w ię ip a  od wysokości ostrosłupa.

3. Obliczyć wysokość ściany bocznej ostrosłupa prostego umiarowego, znając 
wysokość ostrosłupa i promień kola wpisanego w podstawę.

;4;, Wykazać, że w każdym czworościanie, nawet nieumiarowym, istnieje 
punkfi/równo oddalony od wszystkich ścian i punkt równo oddalony od wszyst
kich naroży.

5. Wykazać, że ostrosłup, którego podstawa je st wielokątem umiarowym 
a wierzchołek leży na prostopadłej przechodzącej przez środek kola, je s t prosty.

6i /  W ykazać, że w czworościanie umiarowym o krawędzi a punkt przecięcia 
się czterech wysokości je s t równo oddalony od wszystkich ścian (odległość ta

wynosi A O  =  °  ^  j  i równo oddalony od wszystkich naroży.

------  U w a g a :  Dla dowodu poprowadzić płaszczyznę, zawierającą jedną krawędź
a przechodzącą przez środek przeciwległej krawędzi.

O  Wykazać, że z przekątni ścian sześcianu można utworzyć dwa czworo
ściany umiarowe. R ysunek!

8. Wykazać, że środki ścian sześcianu są wierzchołkami ośmiościanu umia
rowego. (Dla dowodu poprowadzić przekrój A B C D  
i wykazać, że je s t kwadratem [por. fig. 325]).

9. Obliczyć wysokość ośmiościanu umiarowego, znając 
jego krawędź ¿ - = 1 2  dm  (użyj fig. 325).

10, Oblicz3rć powierzchnię: a) czworościanu umia
rowego, h) ośmiościanu umiarowego, znając krawędź 
k  =  b cm.

1 1 , Obliczyć powierzchnię: a) czworościanu umia
rowego,*' b) ośmiościanu umiarowego wpisanego w kostkę

Fig. 325. o boku a =  1 dm.
12. Narysować siatkę ośmiościanu i czworościanu

umiarowego na kartonie i wykonać modele przestrzenne tych brył, n. p.
k  =  4 cn y

*  £3. W ykazać, że przeciwległe (wichrowate !) krawędzie czworościanu umia
rowego tworzą ką t 90°.

14. W ykreślić w rzutach ostrosłup umiarowy sześcioboczny, znając krawędź 
podstawy k  =  1 5  cm i wysokość w = 5  cm. Tęsamą bryłę przedstawić w per
spektywie równoległej.

15. W ykreślić w rzutach ostrosłup pochyły, którego podstawą je s t sześcio-
k ą t umiarowy o boku a =  2 cm, a linia łącząca wierzchołek ze środkiem pod
stawy je st do niej nachylona pod kątem  75° i wynosi 8 cm. Tensam ostrosłup
narysować w perspektywie równoległej.

16. Mając dany dowolny ostrosłup pięcioboczny w rzutach narysować go 
w perspektywie.

17. Ostrosłupy opisane w zadaniach 13 i 14 ustawić dnem równolegle do 
płaszczyzny pionowoj i wykreślić ich rz u ty !

Ćwiczenia X I.1)

*) Przykłady na obliczanie powierzchni ostrosłupów i stożków znajdują się w zbiorze 
zadań Kranza na str. 101 i 10G.



237

18, Jakie obroty może wykonywać umiarowy ostrosłup: a) czworoboczny, 
b) sześcioboczny, aby zajął zawsze tosamo miejsce w przestrzeni ?

19. Ile wynosi suma kątów płaskich w ostrosłupie 3-bocznym, 4-bocznym, 
5-bocznym, «-bocznym.
§ 112. 20. "Wykonać rozwinięcie dowolnego ostrosłupa danego w rzutach, a tak 
ustawionego, aby jedna krawędź boczna była równoległa do płaszczyzny pio
nowej.

2 1 ^ Zrobić z kartonu m odel: a) ostrosłupa umiarowego sześciobocznego,
b) dowomego ostrosłupa prostego, c) ostrosłupa przedstawionego na fig. 311.

22:' Mając podany dowolny ostrosłup prosty w rzutach, przeciąć go pła
szczyzną równoległą do podstawy i przerysować tę  figurę w perspektywie.

23: Obliczyć powierzchnię ostrosłupa umiarowego sześciobocznego, znając 
krawędź podstawy i krawędź boczną (ci —  2 cm, b —  6 cm).

Obliczyć powierzchnię ostrosłupa umiarowego sześciobocznego, znając 
wysokość i krawędź podstawy (w =  6 cm, a —  1 '5  cm).

Ile  razy powiększy się powierzchnia ostrosłupa, jeżeli 10 i a powiększą się 
równocześnie 3 razy, 4 razy, 5 razy?

25, Obliczyć powierzchnię ostrosłupa umiarowego : a) trójbocznego, b) czworo
bocznego, c) pięciobocznego, d) ośmiobocznego, znając wysokość i promień koła 
opisanego na podstawie (n. p. to —  2 '4  cm, r0 =  1 cm).

2jj, Obliczyć powierzchnię ostrosłupa prostego, którego podstawa je st trój
kątem równobocznym, a  krawędzie boczne są do siebie prostopadłe.
§ 113. 21. Ostrosłup prosty ścięty narysowany w rzutach rozwinąć (jecfiią k ra 
wędź boczną obrać równolegle do płaszczyzny pionowej).

28, Obliczyć powierzchnię ostrosłupa ściętego prostego, jeżeli dno dolne
je st kwadratem o boku a =  .5 cm, dno górne kwadratem o boku a =  3 cm,
a wysokość bryły w —  4 cni.

29, Obliczyć powierzchnię ostrosłupa ściętego powstałego przez przecięcie 
ostrosłupa umiarowego sześciobocznego w połowie wysokości. D ane: krawędź 
podstawy a =  3 -6 cm, krawędź boczna b =  14 '4  cm.

30. W ykazać, że a) wszystkie sześciany są do siebie podobne,
V  b) wszystkie czworościany są do siebie podobne,

c) wszystkie ośmiościany są do siebie podobne.
Ustawić te bryły w położenie podobno i znaleźć środek podobieństwa ze

wnętrzny lub wewnętrzny.
31. Iłu  świec normalnych trzeba użyć, aby z odległości 4 m  oświetlały 

ścianę'"£ak silnie, ja k  pięć świec z odległości 5 dm ?
f  (32^  Przez mały otwór oświetlają promienie przestrzeń 8 dni* z odległości 
L6 dm. Jak  daleko należy odsunąć ten otwór, aby oświetlić przestrzeń 20  m* ?

§ 114— 116. W ykazać, że powierzchnia stożka jest utworem dwuwymiarowym-
34. Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej stożek prosty, 

znając^promieu podstawy i bok ( r =  2 cm, b —  6 cni).
35. Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej stożek pochyły, 

którego promień podstawy r  =  1 '5 cm a oś wynosi a =  7 cm i je s t nachylona 
do  podstawy pod kątem 60°.

36. W  stożku z poprzedniego zadania wykreślić przecięcie osiowe zawiera
jące rzut osi i przecięcie osiowe prostopadłe do tego przekroju.

37. Mając podany dowolny stożek w rzutach, narysować go w perspektywie 
równoległej i odwrrotnie.
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38. W ykazać, że wszystkie stożki równoboczne są bryłami podobnemi. 
Ustawić je  odpowiednio i  znaleźć środek podobieństwa.

39. Narysować w rzutach i w perspektywie równoległej stożek ścięty.
40. Do dowolnego stożka narysowanego w perspektywie równoległej wy

kreślić płaszczyznę styczną z dowolnego punktu leżącego na stożku. (Trzeba 
najpierw znaleźć linię styczną do elipsy przedstawiającej dno;  por. fig. 321.)

41. Z punktu poza stożkiem poprowadzić do niego dwie płaszczyzny styczne 
(w perspektywie równoległej).

42. Jak ie  płaszczyzny i osie symetryi posiada stożek?
43. Dowolny stożek prosty podany w rzutacli rozwinąć na płaszczyźnie 

i zrobić model stożka z kartonu.
44. Zbudować z kartonu stożek równoboczny o boku b —  8 cm.
45. Narysować w perspektywie równoległej lejek złożony ze stożka ściętego

i ru rk i w formie walca, znając rzuty tej bryły.
46^. Obliczyć powierzchnię stożka równobocznego o wysokości,«;■= 0 '7 2  dm.
4 7 / Obliczyć powierzchnię stożka prostego, którego obwód podstawy wynosi 

u —  62 m  a wysokość 15 m.
48., Jak ie  rozmiary ma stożek równoboczny, którego powierzchnia wynosi

49. T ró jkąt prostokątny, którego przeciwprostokątnia wynosi 8 -4 cm a  jedna 
przyprostokątnia 5 -4^£w-, zakreślił powierzchnię obrotem około przeciwprostokątni; 
Obliczyć wielkość te j '‘powierzchni. Rysunek,!

50. /Obliczyć powierzchnię stożka prostego: a) wpisanego w ostrosłup umla^ 
rowy stóscioboczny, znając bok sześciokąta i wysokość ostrosłupa b —  3'G cm,
«•' =  2 -7 'c )« ; b) opisanego na tym ostrosłupie.

51. W walcu równobocznym o promieniu r  —  3 cm wydrążono stożek się
gający '«z do dna. Obliczyć powierzchnię tej bryły.

5,2. /Z e  stożka prostego wycięto część zapomocą dwóch przecięć osiowych, 
¡tworzących k ą t 9 0 °, Obliczyć powierzchnię bryły wyciętej, znając promień pod
s ta w y  r  —  2 cm i wysokość w =  5 cm.

5 3 / Obliczyć powierzchnię, jaką zakreśla trapez równoramienny obracający 
się : n y koło swej osi symetryi, b) koło jednego z boków równoległych, znając
boki równoległe trapezu « =  6 cm, b =  4  cm i wysokość w —  3 cm,.

^ /O b lic z y ć  powierzchnię lejka, w którym  obwód górnego koła wynosi
2 dm, dolnego 5 cm, długość całkowita 1 dm, a długość samej ru rk i 6 cm.

55^/Stożek ścięty dany w rzutach rozw'inąć i sporządzić model tej bryły.
5 ̂ /K o p iec  wr formie stożka mamy pokryć darnią. Jakie pomiary trzeba 

wrykonac, aby obliczyć, ile potrzeba m 2 darni. Obierz dowolnie liczby wymiarowe.
¡¿/C Znamy odległości wierzchołków tró jkąta od pewnej osi leżącej na tej-

samej płaszczyźnie: x i —  i  cm, x 2 —  6 cm, x s —  3 cm. Rzuty dwóch boków
na tę  oś wynoszą y1 = 2  cm, y2 —  1 cm. Obliczyć powierzchnię bryły powsta
jącej przez obrót tró jkąta dokoła tej o s ^ ——
§ 117. 58. Stożek prosty podwójly^przecięto płaszczyzną równoległą do pod
stawy. Obracać ten przekrój koło osi poziomej prostopadłej do płaszczyzny 
rysunku, a przechodzącej przez oś stożka. Jak ie przekroje kolejno otrzym am y? 
Narysować w rzu tach !

59. Stożek prosty przeciąć płaszczyzną prostopadłą do boku. W ykazać, że 
otrzymamy elipsę, parabolę lub hyperbolę, zależnie od tego, czy k ą t u wierzchołka / iy ' 
przecięcia osiowego jest ostry, prosty, czy też- rozwarty. (Zadaniem tom z a jm o w a ł/.t 
się uczeń Platona, Menechmos już w IY. wieku przed n. Chr.) '

Y1/'



JRozdział XH.

Powierzchnie i bryły obrotowe.

§ 118. Pow ierzchnie obrotow e prostoliniow e.

Powierzchnię zakreśloną przez obrót dowolnej linii prostej lub krzywej 
dokoła osi nazywamy powierzchnią obrotową. Najprostsze są powierzchnie 
obrotowe powstające p r z e z  o b r ó t  l i n i i  p r o s t e j ,  to znaczy p o w i e r z 

chn i e  o b r o t o w e  p r o s t o l i n i o w e .  Weźmy najpierw 
pod uwagę linię prostą leżącą w tejsamej płaszczyźnie, 
co oś. Przez obrót odcinka takiej prostej może po
wstać: a) pobocznica walca prostego, jeżeli prosto jest 
równoległa do osi obrotu; b) pobocznica stożka pro
stego, jeżeli odcinek przecina oś; c) pobocznica 
stożka ściętego, jeżeli przedłużenie odcinka przecina 
oś; cl) koło, jeżeli odcinek przecina prostopadle oś lub 
wreszcie: e) pierścień kołowy, jeżeli odcinek jest prosto
padły do osi, ale jej nie przecina. Widzimy więc, że wiele 
powierzchni poznanych już w dotychczasowej nauce 
występuje tutaj z jednej, wspólnej zasady powstawania. 
Pobocznice walców po
chyłych i stożków po
chyłych nie należą już do 
brył obrotowych.

Nową bryłę obro
tową otrzymam)' biorąc 
pod uwagę linię prostą 
wichrowatą względem osi.
Model takiej powierzchni 
otrzymamy, biorąc dwa 
przystające kola (n. p.

Fig. 326. z drutu lub z deski), umie- Fig. 327.
szczone na wspólnej osi 

prostopadłej, dające się przesuwać po tej osi i obracać kolo niej. Łączymy ich 
obwody kilkunastoma liniami równolegiemi n. p. nitkami. Wszystkie te nitki 
leżą. na pobocznicy walca obrotowego (t. j . prostego). Jeżeli jednak skręcimy jedno 
koło względem drugiego o pewien kąt, to linie a, b, c, d pozostaną prostemi, 
ponieważ nitki są napięte, ale będą wichrowate względem osi Wszystkie te 
linie będą jednak w równej odległości od osi i będą tworzyły równe kąty z pod-
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s taw ą: będą więc one tylko różnerai położeniami tejsamej prostej wichrowatej
przy obrocie dokoła osi. Spostrzeżemy, że zarys powstałej powierzchni jest teraz 
hyperbolą. Powierzchnia taka nazywa się h y p e r b o l o i d ą  o b r o t o w ą  (o jednej 
powłoce), może bowiem powstać także przez obrót kyperboli leżącej w tejsamej 
płaszczyźnie, co oś. W skutek symetryi tej powierzchni zawiera ona także drugą 
gromadę prostych, pochylonych w przeciwną stronę o tensam kąt. Powierzchnia 
ta mimo to jest nierozwijalna.

§ 119. Kula.
Przejdźmy do powierzchni obrotowych powstających przez obrót linii 

krzywych, a więc przedewszystkiem koła.
P o w i e r z c h n i ę  o b r o t o w ą  p o w s t a j ą c ą  p r z e z  o b r ó t  p ó ł k o l a  

d o k o ł a  ś r e d n i c y  n a z y w a m y  p o w i e r z c h n i ą  k u l i s t ą ,  a p r z e 
s t r z e ń  z a m k n i ę t ą  p r z e z  t ę  p o w i e r z c h n i ę  n a z y w a m y  k u l ą .
(Czasem używamy słowa kula także na oznaczenie samej powierzchni.)
Ponieważ każdy punkt półkola jest równo oddalony od środka O, przeto
i przy obrocie te odległości nie doznają zmiany. Stąd widzimy, że
kascly punkt powierzchni kuli jest równo oddalony od stałego punldu,
zwanego środkiem kuli. Tę stałą odległość nazywamy p r o m i e n i e m

kuli. Każda linia prosta, przechodząca przez 
środek kuli przecina jej powierzchnię w 
dwóch punktach (dlaczego?); odcinek zawarty 
między tymi punktami nazywamy ś r e d n i c ą  
k u l i ;  długość jej jest widocznie dwa razy 
większa od promienia. Łatwo wykazać, że 
każda powierzchnia mająca tę własność, 
że każdy jej punkt jest równo oddalony od 
stałego punktu O, jest powierzchnią kuli, 
t. j., że można wyczerpać wszystkie jej 
punkty przez obrót pólkoła. Własność 
ta  jest więc charakterystyczna dla 

Fig. 328. kuli, może więc służyć do definicyi kuli.
'  Koło X  A! 7  tworzące • swoim obrotem kulę

nazywamy p o ł u d n i k i e m , kuli. Jestto więc przekrój kuli zawierający oś 
obrotu. IjrogęTjaką zakreśla przy obrocie każdy punkt południka, n. p.
punkt A ', nazywany r ó w n o l e ż n i k i e m  kuli. Jestto koło, którego płaszczyzna jest 
prostopadła do osi obrotu. Punkty, w których oś przebija kulę, nazywamy 
b i e g u n a m i .  Możemy więc powiedzieć, że południk jest kołem przecho- 
dzącem przez obydwa bieguny. Równoleżnik, którego płaszczyzna przechodzi 
przez środek kuli, nazywa się r ó w n i k i e m :  Wszystkie te nazwy pochodzą 
z geografii matematycznej. Osią kuli może być każda prosta przechodząca 
przez środek, ponieważ każdy przekrój przechodzący przez środek jest kołem 
(dlaczego?). Inne pówierzchnie obrotowe nie mają tej własności. Ale nietylko
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. taki przekrój kuli jest kołem. Wykażemy, żo każdy płaski przekrój Icidi jest 
kołem. Nie mamy więc tu takiej różnorodności, jak dla walca lub stożka! 
Dla dowodu poprowadźmy ze środka kuli -linię prostopadłą do płaszczyzny

przekroju O 8  J_  a. Ponieważ tę 
linię możemy uważać za oś obrotu, 
to wszystkie punkty powierzchni 
kuli leżące na płaszczyźnie a pro
stopadłej do osi należą do jednego 
równoleżnika, tworzą więc ■ koło. 
Można zreztą dojść do tegosamego 
wniosku, nie powołując się na ruch 
obrotowy. Połączmy dowolne punkty 
A  i A ' przekroju ze spodkiem S  
prostopadłej. Trój kąty 5’ O A  i S  O A ’ są 

pi’zystające według (III) przypadku przystawania, bo A  O =  A ' O jako pro
mienie kuli, S  O =  S  O, a O S  A =  ^  O S  A ' == 90°. Z przystawania 
wynika: .8  A  =  S  A ', a więc wszystkie punkty przekroju są równo oddalone 
od stałego punktu S, to znaczy tworzą one koło.

Promień tego przekroju obliczymy przy pomocy twierdzenia Pitagorasa, 
znając promień kuli R  i odległość przekroju od środka kuli z :

r =  Vli2 —  z2
Widzimy stąd, że wielkość przekroju zależy od oddalenia jego płaszczy

zny od środka kuli. Największy jest p r z e k r ó j ,  jeżeli jego płaszczyzna 
p r z e c h o d z i  p r ^ e z  ś r o d e k  k u l i ,  bo wtedy z — 0 , r  =  R.  Przekrój 
taki nazywamy k o ł e m  w i e l k i e m .  Inne przekroje nazywamy kołami ma- 
łemi. Jeżeli przekrój oddala się od środka kuli, promień jego maleje, wreszcie, 
jeżeli jego o d l e g ł o ś ć  od ś r o d k a  k u l i  b ę d z i e  r ó w n a  p r o m i e 
n i o w i :  z  =  R,  to r = 0 ,  więc przekrój zmaleje do jednego punktu. Pła
szczyzna ma wtedy z kulą tylko jeden punkt wspólny i nazywa się p ł a 
s z c z y z n ą  s t y c z n ą .

W każdym punkcie kuli istnieje 
tylko jedna płaszczyzna styczna.
(Dlaczego?) Z punktu pozą kulą 
można jednakowoż poprowadzić 
nieskończenie wiele płaszczyzn sty
cznych : ich krawędzie utworzą cały 
s t o ż e k  s t y c z n y  do k u l i .  Sto
żek ten można otrzymać w prostszy 
sposób: Weźmy na płaszczyźnie 
półkole i poprowadźmy styczną 

z punktu P  leżącego na przedłużeniu średnicy. Jeżeli całą figurę obrócimy
kolo osi O P,  to półkole zakreśli kulę, a styczna P  A  zakreśli stożek prosty,

Ł o m n i c k i ,  Geometry». I. i I I .  ^



242

którego podstawą jest koło małe kuli. Stożek teu zawiera wszystkie linie 
styczne do powierzchni kuli, jakie się dadzą z punktu P  poprowadzić. (Każdą 
linię styczną możemy uważać za krawędź dwóch sąsiednich płaszczyzn stycznych.) 
Z tego sposobu powstania stożka stycznego wynika, że odcinki wszystkich 
stycznych Doprowadzonych z  jednego punJctu P  do kuli mierzone od punktu  P  
do kuli są równe.

Jeżeli punkt P  oddala się od kuli, kolo A  A ' powiększa się, a stożek 
zbliża się coraz więcej do postaci walca. Styczne dotykające kuli w punktach 
koła wielkiego tworzą p o w i e r z c h n i ę  w a l c o w ą  s t y c z n ą ,  są więc Wszyst
kie równoległe. Stożki i walce styczne mają zastosowanie przy szukaniu cieni 
kuli (zaćmienia) i rzutów kuli.

Kiedy cień kuli będzie kołem, elipsą, parabolą? Jaka jest granica cienia
i światła na kuli oświetlonej?

W i e l o  ś c i a n ,  którego wszystkie ściany są płaszczyznami stycznemi 
kuli, nazywa się o p i s a n y  n a  k u l i .  Jeżeli zaś naroża wielościanu leżą na 
powierzchni kuli, wielościan nazywa się w p i s a n y  w k u l ę .  Czy każdy 
graniastoslup da się opisać na kuli? (wpisać w kulę?). Walec i stożek na
zywają się wpisane w kulę, jeżeli ich podstawy są kołami (wielkiemi lub 
małemi) kuli a wierzchołek leży na kuli. Walec i stożek są opisane na kuli, 
jeżeli ich dna są płaszczyznami stycznemi, a pobocznica walcem lub stożkiem 
stycznym.

Części objętości i powierzchni kuli odcięte przekrojem płaskim mają 
osobne nazwy. I  tak części, na jakie się rozpada powierzchnia kuli przez po

prowadzenie płaskiego przekroju nazywamy cza
sz a mi  kuli, a odpowiednie części objętości 
kuli nazywamy o d c i n k a m i  kul i .

Część powierzchni kuli, zawartą między 
dwoma przekrojami równoległymi nazywani}' 
p a s e m  s f e r y c z n y m ,  a odpowiednią część 
objętości w a r s t w ą k u l i .  Co nazwiemy wy
sokością odcinka? (warstwy?) Z odcinków kuli 
można utworzyć rozmaite gatunki s o c z e w e k :  
dwuwypukła składa się z dwóch odcinków o 
tejsamej podstawie, dwn wklęsł a powstaje z walca 

F ig, 331. po wycięciu dwTóch odcinkówr kuli, podobnie
inne rodzaje soczewek: Wszystko to są także 

bryły i powierzchnie obrotowe powstałe przez obrót łuków' i odcinków 
prostych.

Rozważ wzajemnie położenie dwóch kul! Kiedy ich wspólną częścią jest 
soczewka dwmwypukła ?

*  Jedno koło wielkie dzieli powierzchnię kuli na dwie półkule. Dwa 
kola wielkie przecinają się zawsze w dwóch punktach A , A 1 biegunowo prze-
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Fig. 332.

ciwległych (końce średniej') i dzielą powierzchnię kuli na cztery części, zwane 
dw u k ą t a m i  s f e r y c z n y m i .  Biorąc trzecie koło wielkie nie przechodzące 
przez punkt yl, a więc nie przechodzące także przez A t otrzymamy osiem czę
ści, z których każdą nazywamy t r ó j k ą t e m  s f e r y c z n y m  n. p. A  G B .

Można także z małych kół tworzyć trójkąty, 
jednakowoż takie figury mniej są dJa nas wa
żne. Podobnie, jak na płaszczyźnie badaliśmy 
przedewszystkiem trójkąty ograniczone l i n i a m i  
p r o s t e m i ,  tak na kuli należy przedewszyst
kiem omówić trójkąty ograniczone l u k a m i  
k ó ł  w i e l k i c h .

Łuki kół wielkich mają nawet w geo- 
metryi na kuli, w t. zw. geometryi sferycznej, 
podobne własności, jak linie proste w geome
tryi na płaszczyźnie t . j .  w planimetry i. Między 

dwoma punktami na płaszczyźnie d,a się poprowadzić tylko jedna linia pro
sta ; podobnie m i ę d z y  d w o m a  p u n k t a m i  n a  k u l i d a  s i ę  p o p r o w a -  
d z i ć  t y 1 k o j ę  d'n o k o 1 a  w i i  1 ]■; i e~ j e F e l i  t y lk o  t e p u u k ty n i e s ą 
b i e g u n o w o  p r z e c i w l e g ł e .  Dalej; linia prosta jest na płaszczyźnie naj
krótszą drogą łączącą dwa punkty; na kuli jest łu k  k o ł a  w i e l k i e g o  
n a j k r ó t s z ą  d r o g ą  (po powierzchni) łączącą dwa punkty kuli. (Dlaczego?) 
Nitka wyprężona między dwoma punktami powierzchni kuli dotyka jej 
wzdłuż łuku kola wielkiego. (Jeżeli n. p. chcemy znaleźć najkrótszą drogę 
z Warszawy do Tokio, nie należy jej szukać wzdłuż równoleżnika, ale wzdłuż 
koła wielkiego.) Z tej przyczyny nazywamy ten łuk koła wielkiego o d l e 
g ł o ś c i ą  s f e r y c z n ą .  Badanie trójkątów sferycznych i wogóle figur leżących 
na powierzchni kuli jest dla nas kwestyą bardzo ważną, ponieważ ziemia jest 
kulą i pozorne sklepienie niebios również uważamy za kulę. Wszelkie obli
czenia i pomiary geograficzne lub astronomiczne muszą się opierać na geo
metryi sferycznej.

Łącząc wierzchołki trójkąta sferycznego A  G B  ze środkiem kuli, otrzy
mujemy kąt bryłowy trójścienny O A  G B .  Jest on ściśle związany z trój
kątem sferycznym: Boki trójkąta sferycznego są folkami należącymi do kątów 
płaskich naroża , jako do kątów środkowych. Wyrażamy je  zwykle w sto
pniach. K ą ty  trójkąta sferycznego (są to kąty zawarte między liniami sty- 
cznemi do kół ograniczających ten trójkąt) są znowu równe kątom dimścicnnym  
naroża. Albowiem:

N  B  J_ O B  i leży na płaszczyźnie B  O G 
M B  J_ O B  i leży na płaszczyźnie A  O B

a więc ¿ c M  B  N  jest miarą kata dwuściennego utworzonego przez pła
szczyzny A  O B  i C O B .

16*
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Badanie trójkąta sferycznego jest więc zarazem badaniem naroża trój
ściennego i naodwrót:

Prawa poznane dla naroża trójściennego można przenieść bez zmiany 
do trójkąta sferycznego. Tak n. p. przypadki przystawania kątów bryłowych 
trójściennych podają zarazem przypadki przystawania trójkątów sferycznych. 
(Wymień!) Ze związku z narożem trójściennym wynika także bardzo ważne 
prawo: ' (?' ’ ’ h  t  0 <  t i i

Suma Ttątów trójkąta sferycznego musi być zawsze tuieksza od 180Ą 
a mniejsza od 540°:¡, (Dlaczego?) Nadmiar ten:

«. A + B + C —  180° 
nazywamy p r z e p e ł n i e n i e m  s f e r y c z n e m .  i znaczymy literą e. W trój
kącie sferycznym może się znajdować jeden, dwa a nawet trzy kąty proste 
(jeżeli trzy płaszczyzny odpowiedniego kąta bryłowego są parami prostopadłe 
do siebie). T r ó j k ą t  s f e r y c z n y  zawierający jeden przynajmniej kąt pro
sty nazywa się p r o s t o k ą t n y m .  Narysuj!

Jeżeli w wierzchołku naroża trójściennego t. j .  w środku kuli wykre
ślimy naroże biegunowe do niego, otrzymamy na powierzchni kuli t r ó j k ą t  
s f e r y c z n y  b i e g u n o w i  do pierwotnego trójkąta. Jego boki wyrażone 
w mierze kątowej, spełniają się do 180°. z kątami pierwotnego trójkąta a kąty 
spełniają się do 180° z bokami pierwotnego trójkąta. (Dlaczego ?)

Jaki trójkąt sferyczny powstanie, jeżeli 
krawędzie odpowiedniego naroża trójściennego 
przedłużymy poza wierzchołek naroża aż do 
przecięcia się z kulą? Czy przystaje do pier
wotnego trójkąta ? Nazywamy go trójkątem 
s f e r y c z n y m  p r z e c i w l e g ł y m .  Dwa trój
kąty sferyczne zajmujące razem połowę kuli 
nazywamy t r ó j k ą t a m i  p r z y l e g ł y m i .  
N. p. do trójkąta A B C  przyległym jest trój
kąt o bokach A B l A i B ,  A C , B C aprzeciw-

Fig, 333. ległym B x A t C*. *

§ 120. Inne powierzchnie obrotowe.

Z innych powierzchni obrotowych zasługują na uw agą:
1. E l i p s o i d a  o b r o t o w a  t. j. powierzchnia zakreślona obrotem elipsy

około jednej osi głów nej; kształt taki ma w przybliżeniu ziemia.
2. H y p e r b o ł o i d a  o b r o t o w a ,  o której wspominaliśmy już przy po

wierzchniach obrotowych prostoliniowych. Inny rodzaj hyperboloidy otrzymamy, 
obracając hyperbolę kolo osi symetryi przechodzącej przez obydwie gałęzie; 
wtedy powstaje hyperbołoida o dwócli powłokach.

3. P a r a b o l o i d a  o b r o t o w a ,  powstająca przez obrót paraboli dokoła jej 
osi symetryi.
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Powierzchni takiej używa sic w optyce, jako zwierciadła wklęsłego do re
flektorów.

4. O b r ę c z  k o ł o w a ,  powstająca przez obrót koła dokoła osi leżącej 
w jego płaszczyźnie, ale nie przecinającej kola.

Powierzchniami tcrai zajmowano się już w starożytności. Archimedes, k tó 
remu zawdzięczamy obliczenie obwodu i powierzchni koła, badał i te powierzchnie 
a wyniki badan przekazał nam w dziele p. t . : „O konoidach i sferoidach“. Także 
obliczenie powierzchni i objętości kuli zawdzięczamy Archimedesowi.

W  budownictwie i w przemyśle używa się wielu powierzchni obrotowych o 
liniach południkowych (tworzących) bardziej skomplikowanych. Tak n. p. kopuły, 
wyroby tokarskie, garncarskie są najczęściej powierzchniami obrotowemi. W skutek 
tak wielkiego rozpowszechnienia ważnem zadaniem jest obliczenie powierzchni 
i  objętości brył obrotowych.

§ 121. Powierzchnia kuli i jej części.

Rozwinięcie powierzchni kuli na płaszczyźnie jest niemożliwe. Po
wierzchnia kuli nie da się przenieść na płaszczyznę bez zniekształcenia długo
ści i kątów ani wr sposób mechaniczny, ani matematyczny.

Jeśtto rzecz wielkiej doniosłości dla geografii. Wyniku stąd bowiem, że 
żadna k a rta  geograficzna nie jest wiernym obrazem kuli ziemskiej. Jedynie globus 
mógłby być wiernem pomniejszeniem kuli ziemskiej, jednakże w praktyce także 
globus sporządza się przez naklejanie płaskich kawałków w postaci soczewek 
ograniczonych łukami kół łub sinusoid. Można zrobić taką mapę, na której 
wszystkie kąty występują w prawdziwej wielkości, wtedy jednak powierzchnie 
i odcinki doznają silnych zniekształceń (n. p. rzut M erkatora). Można także 
przedstawić części' ziemi z zachowaniem równości powierzchni; wtedy jednak 
kąty albo długości odcinków będą zmienione. (N. p. rzuty Lam berta równo- 
powierzchniowe.) p  i

Wobec tego przy obliczaniu powierzchni kuli nie możemy się posługiwać 
siatką tej powierzchni, ale musimy użyć rozważań przybliżonych, granicznych.

Opisujemy na kuli szereg pobocznie stożków ścię
tych dotykających kuli wzdłuż swego przekroju śre
dniego. Oznaczamy bok jednego takiego stożka ścię
tego literą sL, promień przekroju średniego pt a rzut 
boku na oś literą u \. Wyprowadziliśmy już wzór na 
obliczenie pobocznicy takiego stożka (por. str. 234).

=  2 ~ P( ą>

Ale iloczyn ox . można zastąpić iloczynem’ 
B  ,ti\ ,  ponieważ pŁ : mT— w1 : st , jak to wynika z po
dobieństwa trójkątów A E B  i O C  D ; więc

p l =  2r: I i  u \ .

Jeżeli opiszemy na kuli bardzo wiele takich pasów bardzo wązkich, to 
one wr granicy pokryją całą kulę. Powierzchnię kuli możemy więc uważać



za granicę, do jakiej dąży suma powierzchni tych pasków, jeżeli ich szerokość 
maleje nieograniczenie. Obliczmy sumę powierzchni kilku takich pasków:
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: 2 - R w i 
■ 2 ~ l i  u-,,

lh 
P2
2*3 =  2 -  Ti w3

pn = 2 - R  WjA

Stąd: 2h +JP* ~\~Pa ~f"............- \ - p„— 2 - R  (tvx -f- Wa -)- wa -}- . . .  tc„ ).

Jeżeli wyczerpiemy całą powierzchnię kuli, to odcinki wu w2, w3, . . . .
w„ pokryją całą oś k u li: ich suma równa się więc średnicy. Zatem:

P — 2 - R . 2  R,  czyli ostatecznie

JP— Ą H 2-  (1)

Powierzchnia kitli jest- wi§c cztery razy m gksza od powierzchni kola 
widkiego. Gdybyśmy z tych pobocznie stożka dodali 
tylko część, mianowicie tylko te, któro pokrywają
część powierzchni kuli od bieguna do wysokości ioc,
otrzymalibyśmy p o w i e r z c h n i ę  c z a s z y :

JP =  2 H ~ .  Wc (2)

Powierzchnię czaszy obliczamy, mnożąc obwód 
kola wielkiego przez tmysokość[ czaszy.

Narysuj walec mający pobocznicę tak wielką, 
jak czasza kuli na fig. 335!

Tosamo rozumowanie odnosi się do powierzchni 
pasa sferycznego:

P  —  2 R  -  . w» .

Fig. 335.

Jeżeli na kuli opiszemy walec równoboczny, to jego pobocznica wynosi
2 R  -  . 2  R  =  Ł R - równa się więc powierzchni kuli. (Odkrycie to zrobił 
Archimedes; dlategoto na jego nagrobku wyryto figurę, przedstawiającą walec 
równoboczny opisany na kuli. Metodę użytą do obliczenia powierzchni kuli, 
nazywamy metodą wyczerpywania.)

*  Powierzchnię dwukąta s f e r y c z n e g o ,  którego luki tworzą kąt a, 
obliczymy z oczywistej proporcyi:

P : 4 jR2 -  =  a : 360° stąd 

P  =  R 2 TT

Dla t r ó j k ą t a  s f e r y c z n e g o  A B C  wyprowadzimy wzór, opierając

a
90®
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się na dwukątach. I tak trójkąty A B  G i B  G A t tworzą razem dwukąt
o powierzchni:

A B C  +  B  G A X = I P k . ^  A
90°

Taksamo trójkąty A B  C i A B  G1 

A B  C +  A B  CX = R * k . ■&C
90°

Wreszcie, aby uzupełnić półkulę prze
dnią, potrzeba nam jeszcze powierzchni trój
kąta B A l C1. Powierzchnia ta równa się 
powierzchni trójkąta A  C B A (dlaczego ?), przeto 

A  B  GĄ-  B  A 1 Ci =  A B  G Ą - A G B 1 a te tworzą"razem dwukąt, więc

A B 'C - \ - B A ,G 1^ = B ^ . ^ ^  )
. 90°  '

Dodając powierzchnie tych trzech par trójkątów otrzymamy :

2 A B C Ą - { A B C Ą - B C A 1 + B A ,t C ^ A B C J
■ & A + B  +  C 

90°

Ale AJB-C  jest żądaną powierzchnią P  trójkąta, suma zaś zawarta 
w nawiasie daje powierzchnię półkuli, t, j.

4 P 37t _
------ - Więc

2
«V _L_ 75 _L Q

2 .  I J k =  B 2 tz . z :__ IL____L _  Upraszczając przez 2 otrzymamy:
90

P = P 2« .
^ i A  +  B + C —  180° 

180°

Wyrażenie zawarte wr liczniku jestto przepełnienie sferyczne: e.
Ostatecznie więc otrzymujemy:

p __JB2u . e
~~ 180°

Z tego wzoru widzimy, żo powierzchnia trójkąta sferycznego zależy od 
sumy kątów.

W trójkątach płaskich nie spotkaliśmy takiej zależności w geometryi eukli- 
desowej, natomiast w geometryach nieuklidesowych powierzchnia tró jkąta płaskiego 
zależy także od sumy jego kątów (por. planim etrya str. 39).
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Powierzchnia trójkąta sferycznego jest miarą odpowiedniego kąta bryło
wego trójściennego, jeżeli tylko promień kuli wynosi jednostkę długości. W po
dobny ' sposób można zmierzyć wielkość kątów bryłowych wielościennych. #

§ ,122/ Reguła Guldina do obliczania powierzchni obro- 
I towych.

Posiadamy metodę obliczania powierzchni brył obrotowy cli wspólną dla 
wszystkich rodzajów takich powierzchni. Zastanówmy się najpierw nad znanymi 

nam już wzorami na obliczanie pobocznicy walca, stożka
i stożka ściętego. Widzieliśmy n. p., żepobocznica stożka 
ściętego wynosi

M —  2  p ic s .

*Ponieważ punkt C możemy uważać za środek cięż
kości odcinka A  B  obłożonego jednostajnie masą, przeto 
wzór nasz możemy także wypowiedzieć w następującej 
fo rm ie:

Powierzchnia obrotowa, powstająca przez obrót od
cinka leżącego w tejsamej płaszczyźnie, co oś obrotu, 
równa się długości s tego odcinka, pomnożonej przez 
drogo 2 p tz zakreśloną przez środek ciężkości tego od
cinka.

Taksamo można wysłowić wzory na pobocznicę 
walca i stożka. (W ykaż!)

Jeżeli teraz wez'miemy linię łamaną, złożoną z dwócli odcinków, to przez obrót 
otrzymamy pobocznicę dwóch stożków ściętych. Cała powierzchnia obrotowa ma 
więc w ielkość:

P  =  2 p s - f -  2 p' -  s' =  2 jr  (p s -{ -p V )  (1)

Środek ciężkości całej linii łamanej A  B  D  leży w odległości średniej mię
dzy p i p' od osi obrotu. Średnią tę odległość - tworzymy według następującego 
w zoru :

_  Ps + P ' g' /  
s + s '  /w  ■ • ' ■ ‘ ■

Albowiem: Jeżeli masa jest rozmieszczona jednostajnie, to znaczy na każdy 
centymetr długości przypada tylesamo gramów n. p. m  gramów, to odcinek o 
długości s ma masę m . s  a odcinek s' masę m . s'. Środek ciężkości S  musi 
leżeć na linii łączącej C i O  i to bliżej większej masy i to tyle razy bliżej, ile 
razy ta  masa jest większa.

Stąd wynika p roporcya:

C S :  C' S  =  m s ’ : m  s

czyli po uproszczeniu przez m

C S : C  S = s '  :s .

Z tej proporcyi wynika także prawdziwość p roporc ji:



O S :  ( C S - \ -  C' S ) = s ' : (s' - f  s) czyli 

C S :  O' C =  s' : (» +  «')•
Ale z tró jkąta C E  C' widzimy, że

C S : C' G =  P  S : E  C' =  (r-— 'p) : (p' —  p).

W ięc ( r  —  p) : (p' —  p) =  s' : (s - j-  s').. Stąd łatwo obliczymy:

ps +  p V
s +  s'

Gdyby sio linia łamana składała z większej liczby odcinków, to odległość 
środka ciężkości tej linii od osi obrotu wynosiłaby:

—  P S +  PV  +  P " S" +  • • •  
s —J— s' —|— s" —]— . . .

Wprowadzając znalezioną wartość r we wzór (1) otrzymamy, ponieważ: 

p s - j-  p' s' =  r  (s - j-  s'), wzór 

P =  2-r.it ( s - j - s ') .

Trzeba więc p o m n o ż y ć  c a ł k o w i t ą  d ł u g o ś ć  l i n i i  p o ł u d n i k o w e j  
s —j— s1 p r z e z  d r o g ę  2»-u z a k r e ś l o n ą  p r z e z  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  p r z y  
o b r o c i e ,  łlekolwiek odcinków weźmiemy, zawsze otrzymamy na powierz
chnię wzór:

P = 2 r~ . l

gdzie r  oznacza odległość środka ciężkości linii południkowej od osi, a l całkowitą 
długość tej linii.

Tosamo rozumowanie możemy zastosować do linii krzywej obracającej się 
dokoła osi. Trzeba ją  podzielić na drobno kawałki, w przybliżeniu proste i za
stosować poprzednie rozumowanie. Postępując ściślej, trzebaby w tę linię wpisać 
linię łam aną o wielkiej liczbie boków lub opisać taką  linię i badać, do jakiej 
granicy dąży powierzchnia obrotowa zakreślona przez taką linię łamaną. W tedy 
jednakże obliczenie środka ciężkości linii południkowej sprawia znaczniejsze tru 
dności.

W zór ten nazywamy r e g u ł ą  G u l d i n a  (X V II. wiek), jakkolwiek już u 
P a p p u s a  z Ałeksandryi (około 300 la t po n. Chr.) znajdujemy tęsamą 
metodę.

W  praktyce, jeżeli linia południkowa (profil) jest bardzo skomplikowana, 
n. p. przy kopułach bizantyńskich, nie szuka się środka ciężkości całej linii, 
tylko rozdziela się powierzchnię na paski w przybliżeniu stożkowe lub walcowe 
i oblicza się powierzchnię każdego pasa osobno.

Gdybyśmy chcieli zastosować regułę Guldina do kuli, musielibyśmy znać 
środek ciężkości połowy okręgu koła. Posiadamy jednakże wzór na powierzchnię 
kuli obliczony inną drogą; możemy więc odwrotnie wykryć, gdzie leży środek 
ciężkości linii południkowej. PonieWaż jej długość
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przeto według reguły Guldina powierzchnia kuli wynosi:
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P — 2 r - . I l t z  ale także 
P = 4 B 2t: stąd

2 r Ii =  4 li- -  czyli

r —  —

Taka jest odległość środka ciężkości obwodu półkola do osi obrotu. 
Wyprowadzić na powierzchnię obręczy kołowej wzór:

P  — 4 i ? r - 3
gdzie r oznacza promień koła obracanego a R  odległość jego środka od osi 
obrotu!

* § 123. Charakterystyczne w łasności przecięć stożkowych.

Przy pomocy kul wpisanych w stożek i w walec można zbadać dokła
dniej własności elipsy, hyperboli i paraboli.

Zajmijmy się najpierw e l i p s ą  pojmowaną jako ukośny rzut koła t. j. 
przekrój walca. Weźmy walec prosty przecięty płaszczyzną A A '  nachyloną 
do kierownicy. Otrzymamy elipsę A'  P  A.  Poprowadźmy przecięcie osiowre

W E  Ii '  D  prostopadłe do tego przekroju ; ono prze
tnie płaszczyznę A  A '  wTzdłuż prostej A  A'.  Wpisz
my w górną i dolną część powierzchni walcowej 
kule dotykające płaszczyzny A  A' .  Kule te stykają 
się z walcem wzdłuż kół D  C E  i D'  C' E '  a 
z płaszczyzną A  A!  w punktach F  i F' .  Zbadajmy, 
jaką własność ma każdy punkt przekroju n. p. P  
leżący na tworzącej O C.  Połączmy P  z punktami 
F  i F ’ to widzimy, że:

P F  =  P C  jako odcinki stycznych poprowa
dzonych do kuli z tegosamego punktu P  (na ry
sunku perspektywicznym linia P F  wydaje się o 
wiele krótszą od P C ) .  Taksamo P  F 1 —  P  6". 

Dodając te dwie równości do siebie otrzymamy: 
’ P  F  P  F '  —  C C' lub 

P F + P F '  =  D  D \
Fig. 338. ponieważ C C' =  D  D ' jako boki walca prostego.

A więc:
Suma odległości dowolnego punktu elipsy przekroju od stałych punktów 

F  i F '  równa się stałej długości I )  I) '.
Punkty F  i P 'nazyw am y o g n i s k a m i  e l i p s y ,  a proste P i 7 i P F '  

łączące dowolny punkt elipsy z ogniskami nazywamy p r o m i e n i a m i  wo
d z ą c y m i .  Łatwo wykazać, że stała ' długość D E '  jest równa osi wielkiej 
A A '  tej elipsy.
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Istotnie JDJD' =  D  A ’ - \-A !  IV =  A ’ F  -f- AL F I  jako odcinki sty
cznych.

Ale także D  1)' —  F E '  —  A E - \ -  A  E ' =  A  F  -f- A  F '. Stąd wniosek: 
A 1 F A -  A ' F '.:=  a  J * 4 - A  F ' . (1)

Ale z figury odczytujemy, że A 'F  =  A ' F ' F  F '  i
A  F '  =z A. F  - j- F  F '  czyli podstawiając te wartości 

w (1) otrzymamy po zredukowaniu: A'  F '  =  A  F.

Wobec tego I )  1)' =  A'  F - j ~  A  F  =  A  A '.
Widzimy stąd, że w każdej elipsie suma promieni wodzących jest stała 

dla wssystjcich punktów , mianowicie róiona si§ osi wielkiqj.
Żaden inny punkt oprócz punktów leżących na obwodzie elipsy nie ma 

tej własności. Istotnie, gdyby n. p. Q miał tg własność, to łącząc punkt Ił,
w którym promień wodzący Q F ' prze
cina elipsę z drugiem ogniskiem, otrzy
malibyśmy U F  -{ - l i  F ' =  A  A '.

Droga F  Q F '  jest dłuższa od drogi 
ą , F  R F '  (dlaczego ?) więc suma Q F ' - |-  QF  

nie może być równa osi A  A '. Otóż Q 
nie może leżeć poza elipsą. Taksamo 
nie może leżeć wewnątrz elipsy, a w'ięc 

Fig. '339. musi leżeć na obwodzie.
Udowodniona własność jest więc 

dla elipsy charakterystyczna. Możemy jej użyć do d e f i n i c y i  e l i p s y .  
Możemy na tej własności oprzeć nowy sposób k o n s t r u k c j i  e l i p s y .  Obie
ramy w tym celu ogniska i na tejsamej prostej dwa punkty A  A! w równych

odległościach poza odcinkiem F  F ', 
jako końce osi wielkiej. Na F F '  
obieramy dowolny punkt X  i lukami 
A  X  i A l X  zakreślamy koła z punk
tów F  i I \

A ' Koła te przecinają się w’ dwóch
punktach P  i P ' leżących na elipsie. 
Taksamo koła zakreślone. promie
niami A ’ X  i A  X  z punktów' F  i F '. 
Biorąc dalsze punkty Y. Z  i kreśląc 
odpowiednie koła, otrzymamy coraz 
więcej punktów elipsy. Wystarczy 

kreślić niewielkie łuki kół. Otrzymane punkty łączymy jedną nieprzerwaną- 
linią krzywą (przy pomocy przyrządu rysunkowego zwanego krzywką) i otrzy
mujemy w ten sposób elipsę. Elipsę można także wykreślić, używając nitki



związanej o długości 2 .  A  F '  i szpilek wbitych w punktach F  i F \  (Wytłu
macz tę konstrukcyę!)'

Zupełnie takąsamą drogą udowodniamy, że przekrój stożka prostego 
nachylony do kierownicy a  nierównoległy do żadnej tworzącej jest elipsą t . j .v 
że suma promieni wodzących dla każdego 
punktu równa się stałej wielkości, 
fig. 340 a.)

Przechodząc do h y p e r b o l i  musimy 
zbudować stożek prosty podwójny. Prowa-
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F%. 340 a. . Fig. 341.

dzimy przekrój J \ J., i wpisujemy odpowiednie kule. Obierając dowolny 
punkt P  przekroju, spostrzeżemy znowu, że

j ^ Z p p J  więc Ą ~ P F, = P Ą - P Pi = Ą  Ą.
Dla każdego punktu hyperboli różnica jego odległości od dwóch stałych 

punktów F t  i F„ jest stała. Punkty f e  i F,, nazywamy o g n i s k a m i  h y p e r 
bol i ,  a odcinki P F X i P F 2 p r o m i e n i a m i  w o d z ą c y m i .

Łatwo wywnioskować, podobnie jak dla elipsy, że ta stała długość P t P 2 
równa się linii A! B \  zwanej o s i ą  h y p e r b o l i .  Stąd wiyosek:

Hgperbóla ma tę własność, że różnica promieni wodzących. dla wszyst
kich je j purMóio ma stałą ivielkość, a mianowicie róicna się osi hyperboli.
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Własność ta jest charakterystyczna dla hyperboli, żaden bowiem punkt 
poza nią leżący nie może mieć tej własności. (Udowodnij!) Możemy więc 
powiedzieć, że hyperbola jest miejscem geometrycznem punktów, których ró
żnica odległości od dwóch stałych punktów równa się stałemu odcinkowi. Na 
takiem określeniu hyperboli polega jej konstrukcya:

Obiera się dwa ogniska 
F  F '  a między niemi w ró
wnej odległości końce osi A A '. 
Kreśląc promieniami A  X , 
A ' X ,  A Y ,  A ' Y , . . .  łuki 
kół z ognisk F  i F '  otrzy
mujemy dowolnie wiele punk
tów hyperboli. W ten spo
sób dla badania własności 
hyperboli nie trzeba się już 
odtąd uciekać do przestrzeni, 
do stożkówr i k u l: całe bada

nie sprowadza się do planimetrycznyćh konstrukcyi.
Pozostaje jeszcze do zbadania trzeci gatunek przekrojów’ stożka: p a r a 

bol a .  Przecinamy stożek prosty płaszczyzną równoległą do jednej tworzącej n. p. 
do S B ,  to otrzymamy parabolę G A '  H.  Wykreślamy płaszczyznę S A B  
prostopadłą do płaszczyzny przekroju. Jej krawędzią przecięcia z płaszczyzną 
przekroju jest linia Ti7'A'  J  równoległa do S B .

Kula wpisana w górną część stożka 
dotyka pobocznicę stożka wydłuż kola L B N  
a płaszczyznę przekroju w punkcie F.  (W 
dolną część nie da się teraz kula wrpisać, 
bo dwusieczna kąta A  A! J  jest równoległa 
do osi stożka.)

Przedłużmy płaszczyznę koła L B N  
aż do przecięcia się z płaszczyzną przekrój u 
wzdłuż linii U V. Krawędź ta jest prosto
padła do linii TP N ,  ponieważ obydwie pła
szczyzny L N  i W J  są4' prostopadłe do 
płaszczyzny S  B  A.  Obierzmy dowolny 
punkt przekroju P , wykreślmy tworzącą 
S I ’ i poprowadźmy P  Q J_ U W.

F%. • 343. Łącząc P  z F  widzimy, że P  F  =  PT?
jako odcinki. stycznych do kuli. Ale 

P  B  —  P  Q, jak to wynika z podobieństwa trójkątów B B  Q i B N S , z  których 
B N S  jest równoramienny. (Dlaczego?) Otóż i

B F = P Q .



K ażdy punkt paraboli jest równo oddalony od stałego punktu F  
zwanego ogniskiem' i od stałej prostej .U  V  zwanej kierownicą, paraboli. 
Prosta W  J  nazywa się os i ą  p a r a b o l i .  Jestto własność charakterystyczna

paraboli. Na niej opiera się kon- 
strukcya dowolnie wielu punktów 
paraboli. Obiera się prostopadle 
do O X  kierownicę k, a na osi 
ognisko F . (Parabola ma tylko 
jedno ognisko.) Kreśli się dowolnie 
wiele linii prostopadłych do osi 
i promieniem O A  zakreślą się z o- 
gniska luk przecinający prostą A  P . 
Wtedy istotnie

P F  =  P Q .
Robiąc taką konstrukcję dla każdej 
prostej otrzymamy więcej punktów 
paraboli.

W ten sposób badanie paraboli 
sprowadziliśmy także do zagadnie
nia planimetiycznego. Podobne 

rozważania można przeprowadzić dla stożka pochyłego. *
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Ćwiczenia XII.
§ 118. y .  Z jakich części składa się powierzchnia obrotowa zakreślona przez
obrót sześciokąta umiarowego koło: a) symetralnej boku, b) symetralnej kąta. 
Narysuj w perspektywie i w rzutach te bryły!

g /  Narysuj w perspektywie hyperboloidę obrotową z obydwoma gromadami 
prostych tworzących.

3, Z jakich części składa się powierzchnia obrotowa zakreślona obrotem 
rombu kolo osi równoległej do jego osi symetryi?

§ 119. ¿t. W ykazać, że dwa kola wielkie na kuli muszą się przeciąć w dwóch
punktach.

 _ 5 . .Co je st miejscem geometrycznem środków kul przechodzących . przez _
trzy dane punkty V t  •

6. W ykazać, żeUprżez cztery punkty nie leżące na jednej płaszczyźnie j^st < 
wyznaczona tylko jedna k u la ' (opisana na czworościanie utworzonym z tych 
punktów). ; - T

1. Jakie jest,m iejsce geometryczne środków kul dotykających dwóch pła
szczyzn: a) równoległych; b) przecinających się-.- ,f , i ,

S y 'Jak  znajdziemy kulę o danym promieniu i Zawierającą dane koło?
9y  Wykazać, że płaszczyzna styczna do kuli jest prostopadła do promienia 

przechodzącego przez punkt styczności.
Punkt świecący jest o 2 m  odległy od środka kuli o promieniu l i  =  3 dm.

Jak  wielkie jest koło odgraniczające cień od światła?
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11. W  odległości 3 m  od środka kuli o promieniu 1 dm  znajduje się 
punkt święcący. Ja k  wielki cień rzuca kula na ścianę odległą o 5 m  od punktu 
świecącego ?

12.. Znaleźć środek podobieństwa wewnętrzny i zewnętrzny dwóch kul.

^
13. Jak  wysoko trzeba się wznieść nad kulę o promieniu 7000 km , aby 
laczyć cały je j równoleżnik o promieniu 100 km ?

A a -. W  jakiej odległości od środka należy przeciąć kulę o promieniu I l — Gdm, 
aby powierzchnia przekroju była o połowę mniejsza od powierzchni kola wielkiego ?

15^/ W ykazać, że wszystkie linie styczne do kuli równoległe do jakiejś 
prostej ie ż ą  na pobocznicy walca, dotykającej kuli wzdłuż kola prostopadłego do 
tej prostej.

16. K tóre ostrosłupy dadzą się wpijać w kulę, a które dadzą się na niej 
Opisać? tŁ. ruł*rf*tr:.«ww.C*ł*y*, . ( Lr  «'j Ia£

1 7 / Na kuli opisano stożek ścięty o promieniach : r ,  =  30 cm,*rs =  10 cm. 
i Ile wynosi promień kuli ¡^(W ykazać, ¿e średnica kuli jesT"średnicą geometryczną 
! między średnicami podstaw stożka ściętego 1)
\  1JL- Obliczyć promień k u l i : a) w pisanej; b) opisanej na a) czworościanie 
umiarowym, znając jego kraw ędź; b) na ośmiościanie, zuając jego krawędź.

lj) . Znając promienie podstaw warstwy kuli i jej grubość, obliczyć promień kuli. 
i 20. Znając grubość 2 g = 6  mm  soczewki dwuwypukłej i obwód 2 p i:  =  15 

cm, obliczyć promień kuli (promień krzywizny).
2.1. Kiedy dwie kule mają. wspólną płaszczyznę styczną?
22. Gdzie leżą wszystkie punkty przestrzeni, z których widać odcinek 8 cm. 

pod kątem 90°? ty \  k i t
#  23. Znaleźć na kuli wszystkie punkt}' mające daną odległość sferyczną 

od jednego punktu kuli.
#  24. Znając boki i kąty trójkąta sferycznego, obliczyć boki i kąty ośmiu 

trójkątów utworzonych na kuli przez tesame trzy koła.

§ 121. 25. Obliczyć powierzchnię kuli ziemskiej, znając obwód koła wielkiego-
{ 7 = 4 0 .0 0 0  km .

2 7 . ,Jak  wielki jest promień kuli, której powierzchnia wynosi 1 j n 2?
<'2G. Ja k  wielkiej mapy trzeba użyć, aby przedstawić kulę ziemską na po

bocznicy walca opisanego na kuli w podzialce 1 :2 0 ,0 0 0 .0 0 0 ?
28. Jaka część powierzchni ziemi, zmieści się na mapie ó długości 4 dm  a

szerokości 2 '5 dm  w podzialce 1 : 100.000?
J29. Obliczyć powierzchnię czaszy należącej do kuli o promieniu R  —  12 dm, 

jeżeli promień podstawy czaszy r  =  8 dm.
30. W  jakiej odległości od środka należy przeciąć kulę, aby powierzchnia 

czasz)’ \ v ł a  czwartą częścią całej kuli?
3y .  Jak  wysoko trzeba się wznieść nad kulę, aby zobaczyć \  część jej po

wierzchni (promień kuli 1 1 =  677S km), 
f  32. W  jakim stosunku pozostaje powierzchnia półkuli do powierzchni stożka 
\ równobocznego o tejsamej podstawie?

Wyprowadzić wzór na powierzchnię • czaszy, znając jej wysokosć i pro-
• I mień podstawy.

34. Obliczyć powierzchnię soczewki dwuwypukłej utworzonej z odcinków 
równych kul, znając jej grubość 2 g =  3 mm  i obwód u  = 1 0  cm.

35. Znamy promienie dwóch kul i odległość ich środków. Obliczyć, jaką 
[ część powierzchni mniejszej kuli oświetla większa kula (n. p. promień ziemi
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r t —  6378 km , promień słońca r2 =  693.345 km , odległość środków / 
c =  146,200.000 km . (W ynik : 50*235%  całej powierzchni ziemi.)

%$/. Obliczyć powierzchnią kuli wpisanej w stożek prosty, znając jego pro
mień r  =  b cm i wysokość w =  8 cm.

*  37. Jaką cząść kuli wycina k ą t bryłowy trójścienny, którego wierzcho- 
leży w środku kuli, a  kąty  dwuścienne wynoszą o) 136°, 74°, 62° ;  6) 108° 30', 
36 ', 97° 51 '.

I

 ̂ 123. 38. Opierając sią na określeniu elipsy zapomocą sumy promieni wodzą
cych wykazać, że elipsa posiada dwie osie symetryi. •-

*  ^39^ Wykazać, żę odległość ogniska, elipsy ód końca malej osi równa sią
osi wielkiej. '  ‘ ^  t e  •

*  Aft: Znając oś małą i wielką elipsy, obliczyć odległość ogniska od 
środka. (Patrz poprzednie' zadanie!) X =

•fc/^1. Jak  można znalez'ć konstrukcji nie oś małą, znając tylko ognisk«^ i oś 
wielką elipsy? Jak  znaleźć konstrukcyjnie ogniska, znając osie?

*  42. Zakreślić z ogniska koło promieniem równym osi w ielk iej: wykazać, 
że każdy punkt elipsy jest równo oddalony od obwodu tego koła i od drugiego 
ogniska!

*  43. Przeprowadzić dla stożka dowód, że przekrój przechodzący przez 
wszystkie tworzące, a nie równoległy do kierownicy jest elipsą.

■fc 44,s W ykreślić hyperbolą, znając jej ogniska i oś.
*  45. Wykazać, że liyperbola posiada dwie osie symetryi!
*  4/i, W ykreślić koło z ogniska hyperboli promieniem równym osi. W y

kazać, że każdy punkt hyperboli jest równo oddalony od tego kola i od dru
giego ogniska.

*  47 .- W ykreślić parabolą, znając jej kierownico i ognisko.
*  m L  W ykazać, że parabola posiada jedną oś symetryi.
*  49;. Wykazać, że odcinek prostopadłej do osi paraboli wykreślonej

w ognisku jest dwa razy dłuższy od odległości ogniska od kierownicy. J



Rozdział XIIL

Wielościany umiarowe.

§ 124. Naroża umiarowe.

W i e l o ś c i a n  n a z y w a  s i ę  u m i a r o w y ,  j e ż e l i  j e s t  o g r a n i c z o n y  
p r z y s t a j ą c y m i  w i e l o k ą t a m i  u m i a r o w y m i  i p r z y s t a j ą c e m i  n a 
r o ż a m i  u m i a r  o wierni. (Trzeba odróżnić te wielościany od graniastosłupów 
i ostrosłupów umiarowych, w których tylko niektóre ściany są wielokątami 
umiarowymi.) Ponieważ suma kątów płaskich w każdem narożu musi wy
nosić mniej aniżeli 360°, z góry więc można przewidzieć, że może istnieć 
tylko kilka gatunków naroży umiarowych. Jeżeli bryła ma być ograniczona 
samymi trójkątami równobocznymi, to kąty płaskie naroża wynoszą po 60°.
Z takich kątów da się utworzyć naroże 1) trójścienne, 2) czworościenne
i 3) pięciościenne. Sześciu kątów po 60° nie może już naroże zawierać, bo 
mielibyśmy sumę kątów płaskich równą 360°. Z kwadratów można utworzyć 
naroże umiarowe, jeżeli weźmiemy 4) trzy kąty po 90°; czterech kątów 
po 90° nie można już użyć. Wreszcie 5) z pięciokątów umiarowych można 

.znowu utworzyć jedno naroże trójścienne umiarowe. Z śześciokątów, ani 
z innych wielokątów umiarowych nie można j uż utworzyć naroża. Mamy więc 
tylko pięć możliwych gatunków wielościanów umiarowych. Udowodnimy, że 
z każdego gatunku istnieje tylko jedna bryła —- wszystkie zaś inne są po
dobne do nich.

§ 125. Twierdzenie Eulera.

Do dowodu twierdzenia o wielościanach umiarowych potrzebne nam 
będzie pewne twierdzenie, odnoszące się do wszystkich wielościanów wypukłych , 
bez wyjątku, umiarowych i nieumiarowych.; Istnieje mianowicie bardzo prosty 
związek między liczbą ścian, naroży i krawędzi, wspólny dla wszystkich takich 
wielościanów. Zacznijmy od specjalnego przykładu. Policzmy naroża, ściany
i krawędzie kostki. Liczba ścian 5 = 6 ,  liczba naroży X  =  8, a liczba 
krawędzi K  =  ] 2, jest więc o dwa mniejsza od liczby ścian i naroży razem.

Ł o m n i c k i ,  Geometry». I. i H.  17



/S'-j- J T + 2 .  (1)

Zetnijmy jedno naroże kostki płaszczyzną, to ta nowa bryła ma o jedną 
ścianę wrięcej, więc teraz

S' —  S  -j- 1, naroże ubyło jedno, a przy

były trzy nowe, więc N* =  N  — 1 —{— 3; krawędzie przybyły trzy, 

więc K ' =  K  +  3.

Spostrzegamy, że i teraz S ' -j- =  IC  2

bo S ’ +  N ' =  S + l - ł - N — l  +  3 =  S  +  N  +  3 =  IC +  b według (1) 

a także: K '  -j- 2 =  K  -(- 3 -j- 2 =  K  -j- 5.

Jakkolwiek obcinalibyśmy naroża, zawsze dojdziemy do tegosamego 
związku (1).

(Spróbuj to samo obliczyć dla graniastosłupa sześciobocznego!)
Taksamo jeżeli zetniemy jedną krawędź całą, otrzymamy wzór (1).
Przez odcinanie naroży i krawędzi możemy z kostki wyciąć dowolny 

wielościan wypukły, a więc w każdym wielościanie wypukłym zachodzi 
związek (1).

Liczba ścian poioiększona o liczbę naroży jest o diva większa od liczby 
krawędzi to IcaMym wielościanie wypukłym.

Jestto twierdzenie Eulera fl707— 17831. 
Łatwo się przekonać, że do wielościanów 
wklęsłych twierdzenie to się nie odnosi. 
N. p. wytnijmy z -kostki ze środka kostkę 
mniejszą, ale tak, aby jedno jej dno doty
kało górnego dna większej kostki. Liczba 
ścian jest teraz S =  6 - j - 5 ==.. 11; liczba 
naroży

N  =  8 +  8 =  16,; 
razem /S -j— i\r= 2 7 .  Liczba kra
wędzi wynosi
J  K  —  12 - f  12 =  24

a więc jest o trzy mniejsza od- S - \ - N .

§ 126. Dowód istnienia pięciu w ielościanów  um iarowych.,

Wielościan umiarowy jest ograniczony samymi m-kątami umiarowymi
i narożami p-ściennemi. Zliczmy wszystkie krawędzie bryły umiarowej w dwa 
sposoby: Każda ściana ma m  boków, a liczba ścian jest S, przeto wszystkich 
krawędzi byłoby oddzielnie S  .m . Na bryle jednakowoż każda krawędź jest
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wspólna dwom ścianom, więc prawdziwa liczba krawędzi jest dwa razy mniejsza
rr S . m  , ,  „ 2 KK  — — s— a stąd S  = -------  (2)

2 m
Każde naroże ma p  krawędzi, a liczba naroży jestiV , przeto wszystkich 

krawędzi oddzielnie byłoby N . p .
Znowu jednak każda krawędź wspólna jest dwom narożom, więc liczba 

krawędzi bryły jest
_  N . p  , , ,  2 K
K  =  — a stad N  = -----  (3)2 p  ’

Podstawiając znalezione wartości we wzór (1) Eulera, dostaniemy:

2 K  2 K  „  . „ ,.------- ------- =  A  4 -  2 czyli
m  p  1

2 K p  -f- 2 K m  — K  nip -f- 2 nip  a stąd

J L  9— r r 9n— --------• (4)2p  - f -2 m — mp

Jeżeli podamy m,  t. j. jakimi wielokątami ma być wielościan ograni
czony i p,  t. j. jakie mają być naroża, otrzymamy na K  jedną, ściśle oznaczoną 
wartość. Wtedy z wzorów (2), (3) obliczymy także, ile będzie ścian i naroży.

Podstawimy najpierw najmniejsze możliwe wartości, t. j. m  —  3 (trój-
Hfty), p L z S  (naitoża/trójścienne), to otrzymamy K  =  6, S  =  4, X  =  4.

lilii ?» =  3 (trójkąty), p  =k'4 (naroża czworościenne), otrzymamy K  =  12, 
5 = ^ = 6 . ^ : .  “  >

l)la.. » (.^ -3  (trójk'ąty>,V  =  5 (naroża pięciościenne), otrzymamy K  =  30, 
6' =  20, iY”=  12. /

J  Dla m = \  P =  6, ''otrzymalibyśmy K  =  ^ ..6 2~ 3~ T i 8 ~  77 =  00

a wK^Cv|ajii£^i)iyła ni(3  ̂ akto zresztą z góry przewidzieliśmy w § 124.
Biorąc teraz dalsze wartości na >», otrzymamy jeszcze dwie możliwości:

Dla m  = J ,  jest K  =  12, S  =  6, N =  8, wreszci e
dla »i =  5 J f c 3 ,  jest K = ‘ÓO, 5 = 1 2 ,  N = 2 0.

Otrzymane liczby wraz z nazwami brył umieszczamy dla przejrzystości 
w tabelce:
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m  j p K N 4 nazwa

3 3 4 r czworościan

3 4 12 6 8 ośmiościan

3 5 30 12 20 dwudziestościan

4 3 12 8 6 ' sześcian

5 3 30 20 12 dwunastościan

17*
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Więcej możliwości niema, jakto łatwo sprawdzić prostym rachunkiem. 
Pozostaje jeszcze tylko wykazać, że każda z tych brył rzeczywiście istnieje, 
zbudować każdą z nich.

Otóż wykazaliśmy już dawniej istnienie czworościanu, ośmiościanu 
i sześcianu. Nowe są dla nas tylko dwudziestościan i dwunastościan.

Dw u d z i . e s  to ś c i a n  budujemy, biorąc dwa ostrosłupy pięcioboczne 
umiarowe, których krawędź podstawy równa się krawędzi bocznej i ustawiając 
je dnami równolegle, a wierzchołkami w strony przeciwne. Skręcamy jeden 
z nich względem drugiego o 36° i zbliżywszy odpowiednio, łączymy każdy 
wierzchołek dna z dwoma sąsiednimi wierzchołkami drugiego dna. Odległość 
pięciokątów wynosi

(por. fig. 346) gdzie a oznacza bok dwudziestościanu, a r  i p promienie koła 
wpisanego i opisanego na pięciokącie umiarowym o boku a.

D w u n a s t o ś c i a n  umiarowy pięciokątowy można także w podobny 
sposób zbudować. Prościej jednak będzie użyć siatki. Obieramy dowolny 
pięciokąt umiarowy i na jego bokach budujemy nowe pięciokąty umiarowe 
i obracamy je tak długo dokoła boków A C , C D  i t. d., aż ich krawędzie 
n. p. A B  i A B '  padną na tęsamą linię prostą. Otrzymamy połowę po
wierzchni dwunastościanu. Sporządzając drugą takąsamą powierzchnię otwartą, 
umieszczamy ją  nad pierwszą, skręcamy o 36° i nakrywamy pieiwszą po
wierzchnię. Obydwie części zamkną zupełnie pewną część przestrzeni. W ten

O

O'

Fig. 346. Fig. 347.
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sposób otrzymuje się dwunastościan, przedstawiony na fig. 348 w perspektywie 
równoległej (wraz z wpisanym sześcianem).

Można udowodnić, że środki ścian dwudziestościanu są wierzchołkami
dwunastościan u i odwrotnie. Między temi bryłami zachodzi więc podobny

związek, jak między sześcia
nem a ośmiościanem. (Wykaż 
ten związek rysunkiem!)

Poznanie i konstrukcya 
pięciu brył umiarowych były 
główną zasługą szkoły pytago-
rejczylców, do której należał
także Platon (429— 348 przed 
n. Chr.). W edług nauki P latona 
atomy ognia, powietrza, wody 
i ziemi składają się z czworo
ścianów, ośmiościanów, dwu- 
dziestościanów i sześcianów. 
Dlatego bryły umiarowe do 
dzisiejszego dnia nazywamy 
także b r y ł a m i  p 1 a t  o ń- 
s k i e m i .Fig-. 348.

* § 127. Kula wpisana i opisana na w ielościanach umia
rowych.

W  każdym ■wielościanie umiarcncym istnieje jeden punkt O równo od
dalony od wszystkich ścian i  rótono oddalony od wszystkich naroży, zwany 
środkiem tcielościanu. Jest on środkiem kuli wpisanej i środkiem kuli
opisanej. Dla dowodu wykreślmy trzy następujące po sobie ściany (dla 
ogólności weźmy ściany pięciokątne). Poprowadźmy płaszczyznę ?, symetralną 
krawędzi A B  t. j. płaszczyznę prostopadłą do A B  w środku S  tej krawędzi.

Płaszczyzna ta jest także prostopadła do 
ścian schodzących się w tej krawędzi 
i przecina je  wzdłuż linii S A I  i S N  
prostopadłych do A B .  Kąt N S M  jest 
więc miarą kąta dwuściennego utworzo
nego przez te ściany. Proste Ś M i  S N ,  
jako symetralne boku pięciokąta, prze
chodzą przez środki M  i J\' tych pięcio
kątów umiarowych. Proste M  O i N  O 

Fig. 149. prostopadłe do ścian w ich środkach
wykreślone muszą leżeć w płaszczyźnie i  

(dlaczego?), nie są więc wichrowate; nie są one także równoległe, jako linie 
prostopadłe do ramion kąta rozwartego N S M ,  więc muszą się przeciąć
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w jednym punkcie O. Twierdzimy, że ten punkt O jest środkiem wielo- 
ścianu. Dla dowodu połączmy ten punkt O z punktem S. Trójkąty M S  O 
i N  S O  są przystające (S O  =  S O , -¿ c M =  -¿C.N =  90°, a M S  —  N S  
jako promienie kół wpisanych w przystające pięciokąty umiarowe). Z przy
stawania wynika: M O  =  N O, a więc punkt O jest równo oddalony od
obydwu ścian. Tosamo można wykazać dla każdej pary ścian sąsiednich. 
(Z przystawania wynika także, że M 6 'O =  <CN S O ,  a więc, że linia O S  
połowi kąt M S N ,  który jest miarą kątą dwuściennego.) Zachodzi jeszcze 
pytanie, czy linie prostopadło w środkach innych ścian, n. p. w punkcie P , 
przejdą przez tensam punkt O. Przypuśćmy, że ta prostopadła przecina 
linię N O  w innym punkcie O'. Trójkąty S N  O i T N O '  są przystające 
(bo N S — N T , '  j V = 3 ; i Y = 9 0 0, O S N =  O T N  jako połowy 
przystających kątów' dwuściennych). Z przystawania, wynika: N O  =  N O', 
więc punkt O’ pada w punkt O. Otóż punkt O jest środkiem kuli wpi
sanej.

Stąd już wynika, że ten punkt jest także równo oddalony od wszyst
kich naroży. Jeżeli go bowiem połączymy z narożami jednego pięciokąta 
i utworzymy rzuty tych linii na płaszczyznę pięciokąta, to te rzuty są 
równe, jako promienie koła opisanego na pięciokącie. Jeżeli zaś rzuty są 
równe, to i same pochyle są równe, więc punkt O jest równo oddalony od 
wierzchołków każdego pięciokąta. Punkt O jest więc także środkiem kuli 
opisanej. *

ćwiczenia XIII.
§ 125. 1. Sprawdzić, że wzór S  - j-  N  =  K  - j -  2 pozostaje prawdziwy, jeżeli
zetniemy całą krawędź wielościanu wypukłego.

2, Belkę prostokątną przenika nawskroś mniejsza belka, czy dla tej brvły 
jS1—}— iY =  K  -j- 2 ?

§  126. 3. He krawędzi ma bryła wypukła, posiadająca 10 ścian i 16 naroży?
4. Oblicz wysokość ostrosłupów pięciobocznych, z których się buduje dwu- 

dziestościan.
5. Obliczyć powierzchnię dwudziestościanu, znając jego krawędź.
6. Sporządzić model dwunastościanu.
7. Obliczyć powierzchnię dwunastościanu, znając jego bok.
8. Obliczyć powierzchnię sześcianu wpisanego w dwunastościau ua 

fig. 348.
9. Obliczyć powierzchnię daszka wznoszącego się nad każdą ścianą sześcianu 

na fig. 348.
10. Jakio płaszczyzny, osie, środki symetryi m a : d) dwunastościan, b) dwu- 

dziestościan ?
11. Jakie obroty sprowadzają do nakrycia z samym sobą: a) dwudziesto- 

ścian, b) dwunastościau. (Jest 60 takich obrotów.)
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*  § 127. 12. Obliczyć promień kuli wpisanej w dwunastościan i opisanej na
dwunastościan ie (fig. 348).

#  13. Obliczyć promień kuli wpisanej w dwudziestościan i opisanej na 
dwudzi estościanie.

*  14. Obliczyć stosunek powierzchni kuli do powierzchni opisanego 
i w pisanego: a) czworościanu, b) sześcianu, c). ośmiościanu.

15. Sporządzić siatkę i model dwudziestościanu (siatka składa się z 20 tró j
kątów równobocznych).

16. Mając narysowany w perspektywie dwudziestościan lub dwunastościan, 
znaleźć rysunkiem środek kuli wpisanej i opisanej.



Rozdział XIV.

Obliczanie objętości brył.

§ 128. Przybliżone pomiary objętości.

Poznaliśmy już sposoby mierzenia długości, kątów i powierzchni. Za
daniem równie ważnern jest mierzenie pojemności, czyli objętości brył, t. j. 
wielkości przestrzeni zajmowanej przez bryły. (N. p. wielkość budynku, po
jemność kotłów, naczyń, zbiorników, objętość wykopanej lub usypanej ziemi 
przy robotach ziemnych, wydajność prądu wody i t. p.) W ścisłym związku 
z objętością ciał jest ich ciężar. Wiemy mianowicie, że ciężar jednego centy
metra sześciennego jakiegokolwiek ciała nazywa się jego ciężarem gatunkowym 
(jeżeli ciało jest niejednorodne, używa się przeciętnego" ciężaru gatunkowego). 
Jeżeli znamy ten ciężar gatunkowy i wiemy, ile cm3 jakieś ciało zawiera, t. j. 
jaką posiada objętość, potrafimy obliczyć ciężar ciała nie ważąc go zupełnie 
(n. p. ciężar ścian budynku, ciężar mostu, konstrukcyi żelaznej, ciężar ropy 
w zbiornikach i t. p.). Wartość rozmaitych materyałów ocenia się najczęściej 
według ciężaru; wynika stąd wielkie ekonomiczne znaczenie tego nowego po
jęcia. (Kiedy wartość materyalu ocenia się według wielkości powierzchni lub 
według długości?)

Wprowadziliśmy, objętość jako nową wielkość. Trzeba przedewszystkiem 
nauczyć się porównywać te wielkości. Otóż za r ó w n e  u w a ż a m y  o b j ę 
t o ś c i  b r y ł  p r z y s t a j ą c y c h  i t a k i c h ,  k t ó r e  s i ę  d a d z ą  z ł o ż y ć  
z b r y ł  p a r a m i  p r z y s t a j ą c y c h .

Jako jednostkę do mierzenia objętości trzeba obrać jakąś bryłę, której 
wymiary w rozmaitych kierunkach wynoszą jednostkę długości, a więc 1 m, 
1 dm, 1 cm. Możnaby więc obrać n. p. ku lę; ale kulami nie można wypeł
nić przestrzeni bez luk, dlatego też używamy bryły graniastą) i to najbardziej 
symetrycznej, najprostszej. Taką bryłą jest sześcian.

Za jednostkę objętości obieramy więc sześcian, którego krawędź wynosi 
1 m, 1 dm, 1 cm, 1 mm i t. ch Taki sześcian nazywamy m e t r e m  s ze 
ś c i e n n y m  (lub kubicznym), d e c y m e t r e m  s z e ś c i e n n y m ,  c e n t y m e 
t r e m  s z e ś c i e n n y m  i t. d. i oznaczamy znakami: 1 m 3, 1 dm 3, 1 cm3, 
1 m m 3.
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Zmierzyć objętość jakiejś bryły, znaczy: z b a d a ć ,  i l e  r a z y  w da 
n e j  b r y l e  m i e ś c i  s i ę  j e d n o s t k a  o b j ę t o ś c i .  Rozszerzając określenie 
równości objętości powiemy: O b j ę t o ś c i  b r y ł  u w a ż a m y  za  r ó wn e ,  
j e ż e l i  i c h  l i c z b y  w y m i a r o w e  s ą  r ó w n e .  Dla niektórych brył można 
wykonać pomiar objętości wprost, t. j. można bryłę rozłożyć (na rysunku lub 
w myśli) na same kostki o bokach 1 ni, 1 lim, 1 cm. Trzeba w tym celu 
poprowadzić odpowiedni system przekrojów płaskich. Należą tu przedewszyst- 
kiein bryły prostokątne, t. j. prostopadłościany. Objętości innych prostych 
brył, jak ostrosłupów, walców, graniastosłupów i t. d. poznanych w dotychcza
sowej nauce, można znaleźć rachunkiem, ze znanych wymiarów poszczególnych 
długości występujących w tych bryłach.

Przeważnie jednak bryły występujące w świecie zewnętrznym są nie
prawidłowe, nie można więc ich objętości zmierzyć przy pomocy jakiegoś 
prawa matematycznego, wzoru. Używamy wtedy sposobów przybliżonych, 
z których najwięcej rozpowszechnione są: w a ż e n i e  i z a n u r z a n i e  w 
p ł y n a c h .

Metody ważenia używa się dla ciał, mających wszędzie jednostajną gę
stość, t. j. dla ciał jednorodnych. Trzeba tylko znać ciężar- 1 cm3 tego ciała, 
t. j. ciężar gatunkowy: s. Wiedząc, ile gramów waży całe ciało, a ile gramów 
1 cm3 tego ciała, otrzymamy liczbę centymetrów sześciennych, dzieląc ciężar 
całkowity przez ciężar gatunkowy. Oznaczając ciężar całego ciała literą Q, a 
liczbę centymetrów sześciennych, czyli liczbę wymiarową objętości literą V, 
otrzymamy więc:

(Dlaczego tą drogą nie można otrzymać ścisłych wyników, t . j .  dowolnego 
przybliżenia?)

Drugiej metody: zanurzania w płynie możemy już użyć dla każdego 
ciała, bez względu na to, czy jest jednorodne, czy też nie. Jeżeli jakieś 
ciało zanurzymy w jakimkolwiek płynie, płyn podniesie się w naczyniu o tyle, 
ile wynosi objętość zanurzonego ciała. Naczynia obieramy w takiej postaci, 
aby łatwo można obliczyć objętość każdej części naczynia. Najczęściej używa 
się naczyń w formie walca opatrzonych już podziałką na centymetry sze
ścienne. Podziałkę taką sporządza się zwykle nie rachunkiem, ale doświad

cza ln ie  (naczynia kalibrowane!). Odczytując stan poziomu cieczy przed 
wrzuceniem badanego ciała i po wrzuceniu,' otrzymujemy jego objętość jako 
różnicę obydwu odczytań.

Dla brył prawidłowych poznanych w dotychczasowej nauce wyprowa
dzimy ś c i s ł e  s p o s o b y  o b l i c z a n i a  o b j ę t o ś c i .
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§ 129. Objętość graniastosłupa i walca.

Najłatwiej jest obliczyć objętość prostopadłościanu, podobnie jak w plani- 
metryi powierzchnię prostokąta. Weźmy najpierw pod uwagę taki prosto

padłościan, którego krawędzie za
wierają całkowite liczby jednostek 
długości n. p. centymetrów, bez 
reszty. N. p. a =  4 cm, b =  3 cm, 
c =  5 cm. Prowadząc trzy systemy 
przekrojów płaskich równoległych 
do ścian prostopadłościanu, w od
stępach i  cm, rozdzielimy całą 
bryłę na same kostki o krawędzi 
1 cm, to znaczy na same centy
metry sześcienne. Liczba tych cm3 
wynosi:

V \= -a  . b . c  (1)

§ f

/

c

/

/

/

/

/

1/

<?
Fig. 350.

albowiem na podstawie można ich 
umieścić A  . b, a takich warstw jest 
w b ry łe k -  (N. p. na fig. 350 na 
podstawie jest 3 . 4 =  12 cm3 a 
takich warstwjest pięć, więc wszyst

kich centymetrów sześciennych jest 3 . 4 . 5  =  60 cm3.)
Stąd wniosek:
Objętość prostopadłościanu obliczamy, mnożąc przez siebie liczby wy

miar oivc trzech ■ krawędzi schodzących się w jednem narożu.
Dla sześcianu a =  b =  c, więc objętość:

V = a 3 (2)

(Wykaż, że zamiennikiem miar objętości jest liczba 1000!)
Wzór (1) można przedstawić także w innej postaci: Iloczyn a . b  daje 

powierzchnię podstawy D , a c jest wysokością prostopadłościanu, więc:

V — JD . tu. (3)

Liczba wymiarowa objętości prostopadłościanu równa się liczbie wymia
rowej podstawy pomnożonej przez liczbę wymiarową wysokości. Króciej wy^ 
rażamy to zwykle tak:

Objętość prostopadłościanu równa się podstaicie pomnożonej przez 
wysokość.

Jeżeliby krawędzie nie zawierały całkowitych liczb centymetrów, próbu
jemy je  wymierzyć milimetrem, f j |  mm, . . .  i objętość obliczamy w tensam
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sposób. Gdyby zaś krawędzie były niewspółmierne z jednostką długości, to 
prostopadłościan nie dałby się już rozłożyć na kostki mające jednostkę dłu
gości. Mimoto wzór na obliczenie objętości pozostaje tensam. Aby to wyka
zać, trzeba przeprowadzić podobne rozumowanie, jak w planimetryi przy obli
czaniu powierzchni prostokąta (por. str. 122). Gdyby n. p. a == 5-2 70 . . .  cm, 
b =  3' 182 . . . cm, c =  4'695 . . . cm, to widocznie szukana liczba wymiarowa 
objętości zawiera się kolejno między iloczynami:

5 . 3 . 4  a 6 . 4 . 5  
5-2 . 3 1 .  4 '6 a 5 3 . 3’2 . 4’7

5-27 . 3-18 . 4-69 a 5'28 . 3 49  . 4'70

albowiem prostopadłościan o ki'awędziach a, b, c zawiera się cały wewnątrz
prostopadłościanu o krawędziach 6, 4, 5, a mieści w sobie cały prostopadło
ścian o krawędziach 5, 3, 4. Podobnie możemy go zacieśniać dalej. (Wy
konaj odpowiedni rysunek!)

Ponieważ liczba V  zawiera się stale miedzy dwroma iloczynami, zdąża
ją cymi do tejsamej granicy a . b . c, przeto musi być

Y = a . b . c .

Wszystkie inne proste graniastoslupy i walec można już sprowadzić do 
obliczenia objętości prostopadłościanu. Widzieliśmy bowiem w planimetryi, 
że każdą powierzchnię można zamienić na prostokąt o rófrnej powierzchni. 
Każdy więc słup prosty można zamienić na słup o podstawie prostokątnej, 
równej co do powierzchni, t. j. na prostopadłościan, o tejsamej wysokości. 
Objętość tego prostopadłościanu równa się objętości pierwotnej bryły. Ponie
waż bowiem podstawa zawiera tylesamo centymetrów' kwadratowych (lub jego 
części), można więc na niej ustawić tylesamo sześcianów o boku 1 cm, co
w pierwotnej bryle. Ponieważ zaś wysokość została niezmieniona, to i l i c z b a
tych warstw pozostaje tasaina. Otóż:

Objętość liażdego prostego graniastoslupa i  walca równa się liczbie 
wymiaroiccj podstaicy pomnożonej przez liczbę wymiarową imjsolcośti.

r = - D w .  (3)

(Jednostki użyte do mierzenia podstawy i wysokości muszą być 
takiesame!)

Stąd otrzymujemy dla walca:

V =  r s -  . w . (4)

Dla walca równobocznego w =  2 r, więc :
V —  2 r s -  (5)

(Jak się mają do siebie objętości dwóch walców równobocznych ? dwóch 
walców podobnych?)
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Fig-. 351.

Na podstawie wzoru (3) można wykonywać podobne zamiany i podziały 
graniastosłupów, jakie się wykonuje w planimetry! na wielokątach.

Pozostają jeszcze do obliczenia o b j ę t o ś c i  s ł upów'  p o c h y ł y c h .  
Okażemy, że tensam sposób obliczenia odnosi się także do graniastosłu

pów' i wTalcówr pochyłych.
Mianowicie udowodnimy, że:
Objętość słupa pochyłego równa się objętości słupa prostego mającego 

równą podstawę i równą wysolcość.
Poglądowo można okazać to twierdzenie w ten sposób, że graniastosłup 

prosty rozcinamy zapomocą przekrojów' równo
ległych do dna na jak  najcieńsze płytki. Zosta
wiając dno nieruchome, przesuwamy poziomo 
w;szystkie inne płytki, każdą o tensam odcinek 
względem poprzedniej. (Por. fig. 351 w prze
kroju!)

Otrzymamy w ten sposób bryłę zbliżoną 
do graniastosłupa pochyłego o tejsamej podstawie. 

Wysokość nie zmieniła się przytem, bo jest sumą grubości wszystkich płytek. 
Objętość również pozostała niezmieniona, jako suma objętości wszystkich pły

tek. (Zrób tosamo ze 
stosem monet, papier
ków !)

Ściśle udowo
dnimy to opierając 
się własności rzutów 
(str. 190). Weźmy 
dowolny słup pochyły 
M B C  A 'B '  C?l Po
prowadźmy przekrój 
normalny (t. j. pro
stopadły do krawrę- 
dzi) A E B .  Słup 
pochyły możemy za
mienić na pi’0sty, 
przesuwając bryłę 
A D  B  C E  na dół 
równolegle o odcinek 
A  A' .  Otrzymaliśmy 
slup prosty o tej

samej objętości, składa się bowdem z części przystających do odpowiednich 
części słupa A  B  C A ' B ' C ' .  (Udowodnij przystawanie!) Objętość słupa 
prostego a więc i pochyłego wynosi :

Fig*. 352.



V  == A  E I )  . A  A! lub króciej:
V— P . h.

Otóż, aby obliczyć objętość słupa pochyłego, trżebaby znać powierzchnię 
przekroju normalnego P ' i krawędź. Zwykle jednak znamy tylko powierz
chnię dna P .

Wykażemy jednakże, że
P ' i  =  P w .

Otóż dno P ' można uważać za prostopadły rzut dna P  na płaszczyznę o. 
Poprowadźmy wysokość w  słupa pochyłego i przeprowadźmy płaszczyznę za
wierającą h  i w. Ona przecina słup pochyły wzdłuż krawędzi G G',  a pro
sty wzdłuż krawędzi I I  E '. Dna tych słupów przecina płaszczyzna wzdłuż 
A! G' i A 'II '. Widzieliśmy (str, 190), że powierzchnia P 'zm niejsza się przez
rzut w tymsamym stosunku, w jakim się .Ókraca odcinek A ' G' prostopadły
do krawędzi płaszczyzn P  i a.

Otóż:
P  : P ' =  A ' G ' : A! W .

Ale z podobieństwa trójkątów A ' I I ' G’ i A  F  A ' wynika, że

A! G’ : A ' H ' =  lc: w, więc 
P : P ' =  k: iv 
P ' . k  =  P .  w.

Otrzymujemy więc na objętość słupa pocłiyłego wzór:
V  =  P  ,xv.  

zupełnie takisam, jak dla słupów prostych.

Możemy więc wypowiedzieć zupełnie ogólne prawo: Objętość każdego
graniastosłupa i walca, pochyłego i  prostego, oblicza się, mnożąc podstawę 
przez wysokość (a ściślej: liczbę wymiarową podstawy przez liczbę wymiarową 
wysokości).

§ 130. Objętość ostrosłupa i stożka. Twierdzenie Cavalieriego.

Aby wyprowadzić wzory na obliczenie objętości stożków i ostrosłupów, 
musimy się najpierw nauczyć porównywać rozmaite ostrosłupy pod względem 
objętości. W planimetryi porównanie trójkątów i wielokątów nie sprawiało 
trudności, ponieważ zawsze można było zamienić z dwóch wielokątów o równej 
powierzchni jeden na drugi. Ostrosłupy nawet trój boczne, o równych pod
stawach i wysokościach, nie zawsze dają się złożyć z przystających parami 
części. Dlatego do porównania objętości ostrosłupów musimy używać rozwa
żań zupełnie odmiennej natury, podobnych do poglądowego dowodu na równość
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graniastosłupów prostych i pochyłych (st. 268). Oprzemy się na twierdzeniu 
ogólnem, odnosżąccm się do wszystkich gatunków brył:

< Jeżeli dwie bryły, których podstawy lezą na tejsamej 'płaszczyźnie, 
przecięte płaszczyznami równólegtemi do podstawy mają w każdej wysokości 
równe (wzajemnie) prze to ich objętości są równe.

U w a g a :  Prawo to podał matematyk włoski Cavalieri w XVII. wieku! Po
zostawał on pod wpływem wielkiego astronoma i fizyka Galileusza i astronoma 
Kepplera, który używał podobnych rozważań przy obliczaniu objętości beczek 
rozmaitych kształtów’.

/  Bryły takie muszą mieć naturalnie także równe wysokości, bo w prze
ciwnym razie istniałyby takie przekroje jednej (wyższej) bryły, którym wr dru
giej odpowiadałby przekrój =  O, a więc nierówny.

Ścisły dowód twierdzenia Cavalieriego dla brył dow'olnvch kształtów 
jest trudny .^Poglądowo natomiast można to twierdzenie łatwo pojąć. Możemy 
sobie bowiem wyobrazić obydwie bryły rozcięte na bardzo wiele cienkich 
płytek, równoległych do podstawy, o równej gruboścL Ponieważ według zało
żenia także podstawy każdej pary płytek są równe, przeto ich objętości mo
żemy uważać z wiełkiem przybliżeniem za równe. Wobec tego będą równe 
także objętości całych brył, składających się z takiej samej liczby płytek parami 
równych. Dla o s t r o s ł u p ó w  i s t ożków'  udowodnimy ściśle prawdziwość 
tego twierdzenia.

Weźmy pod uwragę dwa ostrosłupy o równych podstawach i równych 
wysokościach:

D  —  D \  w  =  w’.
Ustawiamy je  na je

dnej płaszczyźnie a i prze
cinamy płaszczyzną ró
wnoległą do podstawy. Prze
kroje tych ostrosłupów są 
równe, albowiem według 
znanego twierdzenia:

D  :d  =  S j O’l u S  O- 
D ' : d' =  S  P ' 2: S  P 3.

A le :-- -----------
S O  =  S P

i S O '  =  S P '  
więc D  : d =  D ' : d'. 
Ponieważ zaś:

D  — D ', to i d = d ’.Fig. 353.

Ostrosłupy takie spełniają więc warunki twierdzenia Cavalieriego. 
Udowodnimy, że objętości takich ostrosłupów są równe. Wykażemy to 

najpierw dla ostrosłupów trójbocznych. Umieszczamy obydwa ostrosłupy



271

Następnie wpisujemy w ostrosłup płytki graniastosłupowe o tajnejsamej 
krawędzi bocznej, ale mające za dno górną podstawę odpowiedniej płytki 
ostrosłupa. Powstaje w ten sposób bryła Cu  zawarta cała wewnątrz ostro
słupa, a więc jej objętość:

C\ <  V.
Otóż:

Różnicę objętości i C\ otrzymamy, zsuwając na dół wszystkie schodki 
wystające. Zapełnią one całą dolną płytę graniastosłupową. Widzimy stąd, 
że różnica objętości bryły opisanej i wpisanej równa się dolnemu graniasto- 
słupowi. Jeżeli poprowadzimy więcej przekrojów, to zamkniemy V  w granice 
ciaśniej sze:

Cs <  V < jB2.

Prowadząc bardzo wiele przekrojów w bardzo małych odstępach, otrzy
mamy bardzo cienkie płytki. Objętości tych płytek dążą więc do zera (nawet 
objętość dolnej, największej płytki). Objętość pierwszego ostrosłupa zawiera się 
między dwoma wielkościami, których różnica dąży do zera, jest więc równa 
wspólnej granicy, do jakiej dążą te obydwie zmienne wielkości.

i '

(o równych dnach i wysokościach) na tej samej płaszczyźnie i prowadzimy kilka 
płaszczyzn równoległych do podstawy w równych odstpęach. Każdą płytkę 
uzupełniamy do graniastoslupa, mającego podstawę -dolną równą dolnej pod
stawie płytki a krawędzie boczne równe odcinkowi jednej krawędzi bocznej 
n. p. M A  ( M A '  w drugim ostrosłupie). W ten sposób otrzymujemy bryłę 
schodkowatą, JB1, zawierającą cały ostrosłup V\ a więc jej objętość.
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Jeżeli przeprowadzimy tosamo rozumowanie dla drugiego ostrosłupa, 
otrzymamy w podoimy sposób bryły B \  i C \.  Przedewszystkiem widzimy, 
że B \  —- 7?, i C \ =  C\ , ponieważ bryły B x i B \  składają się z równej 
liczby równych graniastosłupów. (Graniastosłupy te są równe, bo mają równe 
podstawy i wysokości.) Taksamo C \ i CL. Taksamo bryły 7i'„ i (7'2, złożone 
z większej liczby płytek, są równe odpowiednim bryłom B 2 i G.,, utworzonym 
dla pierwszego ostrosłupa. Otóż objętość T\ drugiego ostrosłupa zawiera się 
stale między temisamemi wielkościami zmiennemi, co i V  pierwszego ostro- 
słupa, a więc także Vx równa się granicy V, do jakiej dążą te wielkości.

A więc ostatecznie:
f \  =  V.

Wykazaliśmy w ten sposób równość ostrosłupów trójbocznych o równych 
podstawach i wysokościach. Ostrosłupy wieloboczne o równych podstawach
i wysokościach rozkładamy zapomocą płaszczyzn przechodzących przez wierz
chołek na trójboczne, o równych podstawach. Objętości tych składowych 
ostrosłupów są równe, a więc i objętości całych ostrosłupów, jako sumy równych 
wielkości, muszą być równe.

Stożki można porównać wprost z ostrosłupem trójbocznym, wykonując 
odpowiednie przekroje i wykreślając odpowiednie walce, wpisane i opisane 
(w ogólności pochyłe). Otrzymujemy więc — jako wynik tych rozważań — 
następujące prawo:

Ostrosłupa i stożki o równych dnach i wysokościach mają' równe
objętości. Jeżeli więc zdołamy obliczyć objętość 
jakiegoś jednego gatunku ostrosłupów o do
wolnie wielkiej podstawie i dowolnie wielkiej 
wysokości, to na podstawie udowodnionego 
prawa obliczymy objętość każdego innego ostro
słupa lub stożka.

Najprościej będzie nawiązać do znanych 
już objętości graniastosłupów, wychodząc od 
dowolnego ostrosłupa trójbocznego A B  O G. 
Przesuńmy jego podstawę ruchem postępowym
o odcinek A  G  wzdłuż tej krawędzi. Otrzy
mamy graniastosłup trójboczny A B  D  G E F
o równej podstawie D  i równej wysokości w. 

Wykażemy, że o b j ę t o ś ć  o s t r o s ł u p a  
A g. .  t r ó j b o c z n e g o  r ó w n a  s i ę  t r z e c i e j  czę 

ś c i  o b j ę t o ś c i  t e g o  g r a n i a s t o  s ł u p  a. 
Poprowadźmy dla dowodu jeszcze przekrój G E  O (zrób to na modelu!). 
Otrzymamy trzy ostrosłupy

I = A B C G ,  I I = G E F C  i I T I = E B C G .

F
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Ostrosłupy I  i 11 mają przystające dna A B  C ^  G E F  i tęsamą'wy
sokość (bo odległość punktu G od górnego dna jest takasama jak odległość 
punktu G od dolnego dna, jako odległość dwóch płaszczyzn równoległych). 
Objętości tych ostrosłupów są więc równe:

Porównajmy teraz ostrosłupy I I  i I I I , uważając G  za ich wspólny 
wierzchołek, a trójkąty C E F  i C E 13 za ich dna. Ich podstawy są równe, 
bo C E F ^ ł C E B ,  a wysokość maja także tęsamą (odległość punktu G od 
ściany C B E F ) .  Więc także I I  = 1 1 1 .

Wszystkie trzy ostrosłupy mają więc równą objętość, zatem objętość każdego 
z nich równa się trzeciej części objętości graniastosłupa. Ponieważ zaś obję
tość graniastosłupa wynosi I )  .w , więc objętość ostrosłupa A B  C G  wynosi:

Objętość każdego innego ostrosłupa otrzymamy, porównując go z ostro
słupem trójbocznym. Jeżeli bowiem jakikolwiek ostrosłup wieloboczny ma 
dno D, a wysokość w, to dobieramy ostrosłup trójboczny V  mający taksamo 
wielkie dno i równą wysokość: 1)' =  I), w' =  w. Wtedy i V  =  V. Objętość 
trójbocznego ostrosłupa wynosi według udowodnionego wzoru:

ale za B '  i w' możemy podstawić równe wielkości 1) i w i otrzymamy:

Objętość Icazdcgo ostrosłupa oblicza się, mnożąc podstawę przez trzecią 
część wysokości.

Stosując ten wzór do s t o ż k a  otrzymamy:

1 = 1 1 .

V =  u- (wyrazić słowami!)

3
więc i

3

CO

Jeżeli stożek jest równoboczny, to jego bok wynosi 2 r,

więc:

więc: w =  V4 r 2 — ?-2 =  V3 r? =  r  V  3 

r =  r 3~ y  3 (8)

18



Fig. 350.

Z tego wzoru widzimy, że objętości dwóch 
stożków równobocznych mają się do siebie tak, 
jak  trzecie potęgi promieni. Prawo to dotyczy 
wszystkich brył podobnych do siebie.

Obliczenie objętości ostrosłupów może 
posłużyć do obliczenia objętości dowolnego 
wielościanu, ponieważ każdy wielościan można 
rozłożyć na ostrosłupy (podobnie jak w plani- 
metryi każdy wielokąt oblicza się przy pomocy 
trójkątów).

f /  !\
§ 131. Objętość ostrosłupa i stożka

ściętego.

W  ostrosłupie ściętym mamy podane zwykle dna D , §A  wysokość w. 
Chcemy obliczyć objętość przy pomocy tych wielkości.

Objętość ostrosłupa ściętego jest różnicą 
objętości całego ostrosłupa i ostrosłupa odcię
tego, o wysokości nieznanej x.

Więc:

V  =  I )  .

Biorąc l  przed nawias otrzymamy:
• V  =  ‘ [Bw  +  (-D — d) x\ (a).

Aby obliczyć x, oprzemy się na znanem 
twierdzeniu o przekrojach ostrosłupa (str. 229). 

Fig. 357. D  :d  =  (to -f- x ) 2 : x-
czyli po spierwiastkowaniu całej proporcyi: 

VD : Vil =  (to -f- x) : x  '
Zastosujmy do tej proporcyi twierdzenie o różnicy wyrazów, to :

(VD  — V d) : Yd ~  iv :-x
a stąd:

,r== w V d
V I) — Yd

Wprowadzając tę wartość we wzór (a) otrzymamy:

(D  —  d) w  Vcl

V D  -  \ d

D  -  d  =  (V I) +  V d ) . (VD  -  Vd) ,
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czyli ostatecznie:

w ięc :

V  —  \  [D w +  (V I) +  y d ) V d  . i v \

V  =  (T) |f- d-\- VJ>. (1) H (9)

Objętość ostrosłupa ściętego równa się sumie den i  średniej geometry
cznej obu den, pomnożonej przez trzecią część icysoliości.

Uwalniając ten wzór od nawiasów, otrzymamy formę łatwiejszą do 
wysłowienia:

V = D  . ^  +  d . ^  +  V l ) . d .  

to znaczy:
Objętość ostrosłupa ściętego równa się objętości trzech ostrosłupów zu

pełnych o równej mu wysokości, a mających za podstawy: wielkie dno, małe 
dno i średnią geometryczną obydwu den.

Stosując wzór (9) do stożka ściętego, otrzymamy:

to to

r- iT +  y i i -  -  . r*~) w

Y  =  (-Zia TT — ?' 2 TC—{— . r  . iz) -
10

lub: -  w

§ 132. Objętość w ielościanów  umiarowych i kuli.

Objętość niektórych wielościanów umiarowych potrafimy już obliczyć, 
mianowicie sześcianu, czworościanu, który jest ostrosłupem trój bocznym
i ośmiościanu, który się składa z dwóch ostrosłupów czworobocznych. Obję
tość pozostałych dwóch brył obliczymy wzorem wspólnym dla wszystkich umia
rowych wielościanów. Wiemy, że każdy wielościan umiarowy posiada środek. 
Łącząc ten punkt z narożami i przesuwając odpowiednie płaszczyzny, otrzymamy 

tyle przystających ostrosłupów, ile bryła ma ścian, n. p. n. 
Ponieważ objętości wszystkich tych ostrosłupów są równe, 
wynoszą n. p. V0, to objętość całej bryły:

/ /

J / Ale F„
Fig. 358.

V = n .  V0 .

■ F . w ,  gdzie F  oznacza powierzchnię jednej
O

ściany, a r  promień kuli wpisanej w bryłę, który jest za
razem wysokością każdego ostrosłupa.

18*
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Więc: V = n . F . ' ~ .

Ale n , F  —  I \  jestto bowiem powierzchnia całej bryły. Otrzymujemy 
więc:

r=pĄ  (ii).

Objętość wiclośckmu umiarowego oblicza się, mnożąc jego powierzchnię 
przez ■ trzecią część promienia Jculi wpisanej., (Podobne prawo mięliśmy 
w planimetry! dla wielokątów umiarowych!)

U w a g a :  Wzoru (11) można użyć do obliczenia objętości dowolnego wielo- 
ścianu, opisanego na kuli.

W podobny sposób dochodzimy do wzoru ua objętość kuli. Podzielmy 
powierzchnię kuli na bardzo drobne czworokąty sferyczne, prowadząc n. p. 
system równoleżników i południków. Wierzchołki każdego takiego czworo
kąta połączmy ze środkiem kuli, to kula rozpadnie się na bryły bardzo zbli
żone do ostrosłupów czworobocznych, których wysokość równa się promieniowi 
kuli a podstawą jest czworokąt plaski, łączący wierzchołki czworokąta sferycznego.

Objętości tych ostrosłupów wynoszą:
R  

Pi 3

R
v- ~ lh  ■ 3

R
V)l ----  p il ■ ą  •

Fig. 359. d
Jeżeli podział poprowadzimy od

powiednio daleko, to suma tych ostrosłupów’ różni się dowolnie mało od ob
jętości kuli, a suma ich podstaw taksamo dąży do powierzchni kuli. Więc 
dodając obliczone wartości otrzymujemy:

v = ( p i  + i> 3 +  • • • + P n  ) J  

V = P . ale P  kuli wynosi 4 R 2~

więc:
V = i - 2 ł 3*. (12)

Z tego wzoru widzimy, że objętości dwóch różnych kul mają się do siebie 
jak trzecie potęgi promieni, zgodnie z ogólnem prawem, że jeżeli loymiary
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bryty -wzrastają, to powierzchnie rosną w stosunku drugich potęg tych my- 
miaróiu, a objętości w stosunku trzecich potęg. (Sprawdzić dla innych po
znanych brył!)

Do tegosamego wyniku możemy dojść opierając się na twierdzeniu 
Cavalieriego.

Wśród brył o znanej objętości szukamy takiej, któraby miała wszystkie 
przekroje równe odpowiednim przekrojom kuli. PT-zekrój kuli, poprowadzony 
wr odległości x  od środka ma powierzchnię:

p2 7- =  J?2 r  — x- TT.

Wzór ten naprowadza nas na to, że przekroje szukanej bryły będą 
pierścieniami kołowymi o większym promieniu stałym, l i  a mniejszym zmiennym,

mianowicie równym 
odl egłości przekrój u 
kuli od środka.

Bryłą taką jest 
walec równoboczny 
z wydrążeniami stożko- 
wemi, sięgającemi do 
środka walca. Pro
mień tego walca ma 
być równy promienio
wi kuli. Ponieważ 

a =  45, to istotnie 
promień mniejszego 
koła przekroju równa 
się odległości tego 
przekroju od środka. 

Ponieważ wszystkie przekroje tego wydrążonego walca są równe odpo
wiednim przekrojom kuli, więc według twierdzenia Cavalieriego objętość kuli 
równa się objętości walca pomniejszonego o, podwójną objętość wgłębienia 
stożkowatego:

Ft =  VK - 2 7 , .
Stąd:

E  6 E 3t: —  2 B 3-,

Fig. 360.

Vk =  2 I ł 3- 

więc otrzymujemy wzór:

2 . E 2n. '■

tensam, któryśmy poprzednio wyprowadzili inną drogą.
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§ 133. Objętości części kuli.

Tosamo rozumowanie, które pozwoliło obliczyć objętość kuli,, prowadzi" 
także do obliczenia o b j ę t o ś c i  w y c i n k a  k u l i  (t. j. bryły powstającej przez 
obrót wycinka koła około dwusiecznej kąta środkowego). Dzieląc czaszę ogra
niczającą wycinek na drobne czworokąty, otrzymujemy jako sumę ostrosłupów:

I  =  (p t -j- p n ) -g-

W  granicy suma tych powierzchni p t , 
B Pu ■ ■ ■ l }n nie zapełnia całej kuli, ale tylko 

powifrzęłmię czaszy, więc:

Fig. 361.

V  — P  —ł «  —  J-c,. 3

ale P „  =  2 II -  . w  więc:
„  2 i?2 r IV

(13)

Objętość wycinka oblicza się tak, ja k  objętość stoika , którego pódstaiva 
równa się czaszy ograniczającej wycinek, a w-ysokóść równa siępromieniowi kuli.

O b j ę t o ś ć  o d c i n k a  k u l i  można ob
liczyć jako różnicę między objętością odpowie
dniego wycinka i stożka, jeżeli chodzi o od
cinek mniejszy, od półkuli, lub też jako sumę 
wycinka i stożka (por. fig. 362). Obliczmy 
najpierw objętość mniejszego odcinka, Y.

w

Fig. 36‘2.

więc: 

w ięc: 7  =

rr X  2 ' P -V —  2 R t. w . -g —  p- -  . — g-

Ale p jest średnią geometryczną między 
obydwoma odcinkami średnicy. (Por. planime- 
trya §; 63.)

p3 =  to (2 P  — io) («)
2 P 2 W 7t W

3 3

skąd po wykonaniu prostych działań otrzymamy:

(P  — w) (2 P  — iv)

(14)

Takisam wzór otrzymamy dla większego odcinka (tylko zamiast w, trzeba 
użyć wysokości u \).

Wzór ten można sprowadzić do innej formy, łatwiejszej do zapamięta
nia. Wyrazimy objętość odcinka zapomocą wielkości p i iv, które możemy
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otrzymujemy:

Pa -f- w 2
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B
2 to

a podstawiając tę wartość we wzór (14), otrzymamy po uporządkowaniu:

(14«)

Słowami: Objętość odcinlca Tculi równa się połowie objętości loalca 
opisanego na tym odcinku, powiększony o objętość kuli wpisany w  ten

Fig. 363.

odcinek Na fig. 363 są tc bryły przed
stawione w przekroju (w rzucie pio
nowym).

Objętość w a r s t w y  k u l i  można ob
liczyć jako różnicę objętości dwóch odcinków
kuli. Używając wzoru (14 a) na obliczenie objętości odcinków o wysokościach 
tvi i w2 otrzymamy:

V  == Pj-TZW1
2 2 I ‘

p2- r  w2 
2 _

4 lWi f

Wzór ten także można przekształcić na formę wygodną do zapamięta
nia, a zawierającą te tylko wielkości, które się dadzą bezpośrednio zmierzyć 
na samej warstwie, t. j. pn p2 i w.  (Por. fig. 364.)

Zamiast i iv2 podstawiamy we wzorze na objętość wartości:

w1 - f -  tĄ  | ( {® t  1} U)t ' _ •  (o
Wo =  IV, — W. \ ) ~l 2 --- wj --- <-v. ^ ^

tn • T /__  Pi * « i w y .  Pl 2 -  W-2 , ^ 1 8 TC _  P a 2 -  ?. / ~ W  _  t#2 3 TC.

t0 - “  2 +  2 6 2 ' 2  \ J  6
i o ■ ~ i ' - . - , : y  ' - ' - J

j_ p ę i "  +  * (3 Pl * w2 -  3 o2 X  +  ̂ 3 -  w2 3).7 :

Ale: px2 w2 -J- p j i o  t —  w1 w2‘ź ■

jak to wynika z równości:

■ w l  1 IV J

J
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Pj - =  wt (2  l i  —  xo\)
p2 2 =  w2 (2  E  —  w.,')

• W2 
. W,

odejmujemy dolne równanie:

P i2 lv2 —  P s 2 w i —  — 2 w2 -f- Wo 2 u \ .

Uwzględniając ten związek, otrzymujemy:

v  =  ^  -  +  p- ^ r -  + | K  -

ale tv1 — w2 —  w

V:

łub ostatecznie:

Pj 2 t: W , p2 2 it IV-4 -  
2 2 ■IWS

f = Pî  +  P2̂ + J - V ^ (15)

S,
Fig. 365.

W

Objętość warstwy kulistej oblicza 
się, dodając do połowy objętości walca 
opisanego na tej warstwie, połowę 
objętości icalca ivpisanego i  objętość 
kuli wpisanej.

Na fig. 365 
są przedstawione 
te bryły w prze
kroju (w rzucie 
pionowym).

Do tychsa- 
mycli wzorów na 
objętość warstwy
i odcinka można

dojść, używając twierdzenia Cavalieriego. N. p. objętość warstwy równa się 
objętości pierścienia bryły, której używaliśmy przy obliczaniu objętości kuli. 
(Por. fig. 366.) Wykonaj ten rachunek!

§ 134. Reguła Guldina do obliczania objętości brył obro
towych.
Przy obliczaniu powierzchni brył obrotowych wyprowadziliśmy ogólne prawo 

P =  l . 2 r  r ,  gdzie r  oznaczało odległość środka ciężkości linii obracającej się od 
osi obrotu a l całkowitą długość tej linii.

Zupełnie podobne prawo odnosi się do objętości brył obrotowych. Udo
wodnimy mianowicie:

J e ż e l i  j a k a k o l w i e k  c z ę ś ć  p ł a s z c z y z n y  w i r u j e  k o ł o  o s i  n i e  
p r z e c i n a j ą c e j  j e j  o g r a n i c z e n i a ,  t o  o b j ę t o ś ć  t e j  b r y ł y  o b r o t o w e j  
r ó w n a  s i ę  p o w i e r z c h n i  f i g u r y  o b r a c a j ą c e j  s i ę ,  p o m n o ż o n e j  
p r z e z  d r o g ę  z a k r e ś l o n ą  p r z e z  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  t e j  p o w i e r z c h n i .
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Prawdopodobność.tego twierdzenia wykażemy najłatwiej, biorąc pod uwagę 
obręcz powstającą przez obrót kola koło osi leżącej w jego płaszczyźnie, a nie

przecinającej go. Gdybyśmy taką obręcz 
'wyprostowali, otrzymalibyśmy walec 
mający za podstawę kolo tworzące. 
Przy tem wyginaniu musiałyby doznać 
wewnętrzne części powierzchni pierścienia 
rozciągnięcia a zewnętrzne zgniecenia. 
Wysokość tego walca musi być krótsza 
od zewnętrznego równoleżnika, a dłuższa 
od wewnętrznego. W ydaje się więc 
bardzo prawdopodobnem, że wysokość 
walca będzie równa średniemu równo
leżnikowi, przechodzącemu przez środek 
ciężkości S, kola tworzącego. Nazywając 

Fig. 367. promień tego równoleżnika (t. j .  odle
głość środka ciężkości od osi obrotu) 

literą r, otrzymamy na objętość'tego walca (a więc i obręczy) wzór:

V  =  P .  2 r -

zgodnie z twierdzeniem Guldina. Podobnie ma się rzecz z każdą powierzchnią 
płaską obracającą się.

Ścisły dowód przeprowadzimy dla t r ó j k ą t a .  Inne wielokąty można bowiem 
złożyć z trójkątów a powierzchnie ograniczone liniami krzywemi możemy apro- 

symować zapomocą wielokątów.
Weźmy wiec pod uwagę tró jkąt A B C  i rozważmy

bryłę, jak a  powstaje przez obrót tego tró jkąta koło osi T T .  
Oznaczmy odległości wierchrzołków od osi literam i x i , x 2, x 3
a odległość środka ciężkości S  od osi obrotu literą r. Łatwo
wykazać, że

___ x \ ~l~ a’a a:a
3

(Por. planimetrya ćwiczenia V II, 19.)
Objętość bryły obrotowej zakreślonej przez obrót tego 

tró jkąta składa się z dwóch stożków ściętych o bokach A  C 
i A B ,  od których jednak trzeba odjąć wewnętrzny stożek 

ścięty o boku B  C. W ięc:

v  = - 3- ^ ®  +  *3 + 3 i  ¿ s ) + ^  ( x l +  +  §  **) -

------’ "s" ' ' 8 ’' (^s +  ^ s + ^ s ^ s ) -

Zbierając osobno wyrazy zawierające w2, a osobno iv3, otrzymujemy:

V z=  ~  iv2 (xi  * 4 - ^ : ^ , — * „ * —  «2 x 3) +  ( * i3 +  x t x 2 -  « s 2 -  x 2 x3).

Wyłączmy przed naw ias:

"1 »̂2 1 1 ^  •

4 g , -  xn;
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V = T  (xi — *s) (a;i +  aV> +  xs) +  ‘h vz O i —  xs) 0 ’i +  *2 +  *#)•■

F = ~ «2 Ol — a,2) +  'iC3 Ol — *3)

Ale wyrażenie zawarte w nawiasie przedstawia podwójną powierzchnię 
trójkąta, otrzymaną jako różnice pomiędzy trapezam i A B B 'A ’ i .A A 'C C ', 
a trapezem B B 'C C  (oblicz!)

W ięc :

F =  t  . r . 2 P

r = j p . 2 v (16)czyli:

a to jest prawo Guldina.
Biorąc teraz dowolny wielokąt, rozkładamy go na trójkąty. Oznaczmy 

odległości środków ciężkości od osi literam i i \ ,  r 2, rs . . . a powierzchnie tych 
trójkątów f xr f 2, . . . otrzymamy:

V = f 1 . 2 -  - | - / 2 . 2  r2 -  - j - / 3 . 2 ra -  - | -  . . . .

, r —  2  ~  0\ f y  + r 2 / s  - j -  ''3 / 3  + ) •

Odległość środka ciężkości całego wielokąta 
od osi obrotu obliczamy, tworząc średnią, (arytme
tyczną) według w zoru :

___r i  f l  ~f~ r 2 f i  " i "  r 3 Ą  ~f~ • • • ___

f l  - f / >  + / s  +  • ' •

—  r i / i  r a f i  *'3/3 ~l~ • • ■ •
P

(Udowadnia się podobnie, jak  przy powierz
chniach obrotowych.) Postawiając licznik tego wy
rażenia we wzór na F  otrzymamy-:

F = 2  i . r P ,  

a więc taksamo, ja k  dla trójkąta.
D la powierzchni ograniczonej linią krzywą 

udowadnia się przez szereg kolejnych przybliżeń 
zapomocą wielokątów! Twierdzenie pozostaje pra
wdziwe i w granicy.

Do użycia wzoru Guldina trzeba znać środek 
ciężkości obracającej się powierzchni. Jeżeli ograniczenie powierzchni jest linią 
skomplikowaną, rozkłada się ją  na małe tró jką ty  i oblicza sie każdą część obję
tości osobno.

Jeżeli znamy wzór na obliczenie jakiejś bryły obrotowej znaleziony inną 
drogą, możemy znaleźć położenie środka ciężkości figury tworzącej. Wiemy n. p., 
źe dla k u l i :
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A

Stąd można obliczyć środek ciężkości powierzchni pół
kola, tworzącego swoim obrotem kulę. Oznaczmy literą d 
odległość środka ciężkości od osi obrotu (leży on na symę- 
tralnej łulcu A B C ) ,  to według reguły Guldina objętość kuli 
wynosi:

B  A w ięc:

4 - 1P  r  =  - 2 I i2 d,O

c

Obliczenie objętości innych brył, zamkniętych powierz- 
Fig. 370. clmiami krzywemi, da się w wielu wypadkach wykonać przez

rozważania graniczne lnb też przy pomocy rachunków wyższych 
(rachunek całkowy), to jednak przekracza już zakres elementarnej geometryi.

§ 128. (1. Ciało waży 25 leg. I le  wynosi jego objętość, jeżeli ciężar gatunkowy, 
wynosi ć =  8 ?

j2: Przez wrzucenie jakiegoś ciała do napełnionego naczynia wylało się 
1/2 l wody. Jak  wielką objętość ma to ciało?

§ 129. 3. Narysować w perspektywie równoległej równoległościan prosty
o podstawie rombowej i zamienić go na prostopadłościan.

4. Narysować w perspektywie równoległej graniastosłup pochyły czworo
boczny i zamienić go na graniastosłup prosty.

5. Graniastosłup prosty o podstawie sześciobocznej zamienić na prosto
padłościan w rzutach i w perspektywie.

6. Obliczyć objętość sześcianu znając: d) powierzchnię jednej ściany
p  = 1 4 4  cm2, b) przekątnię sześcianu d =  8 cm, c) przekątnię ściany
bocznej ą =  12 cm.

,7. Obliczyć ciężar żelaznej skrzyni sześciennej, której długość wynosi
0 5  m, a grubość ścian 1 cm. Ciężar gatunkowy żelaza c =  7-3.

8 . Znaleźć krawędź kostki mającej dwa razy większą objętość od 
kostki o znanej objętości, n. p. F  =  50 dm 3 (problem delijsk i: podwojenie
ołtarza sześciennego). Zadanie to nie da się wykonać przy pomocy jedynie 
cyrkla i lineału!

J ) . Jak  długa je st kostka , ołowiana, ważąca 1 kg (ciężar gatunkowy 
ołowiu c =  11-37).

10. Ile waży cegła, mająca rozmiary 29 cm, 14 cm, 6 5 cm, jeżeli jej 
ciężar gatunkowy c = l ' 8 .

11. Ile ważą schody kamienne prowadzące do wysokości 12 m, z których 
każdy ma rozmiar}' 1-5 m, 2 dm  a  1 dm  wysokości a ciężar gatun
kowy kamienia c =  2 ' 5?

Ćwiczenia XIV.
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12. Obliczyć objętość graniastoslupa prostego o wysokości 6 dm, jeżeli 
jego podstawa je s t: a) trójkątem  równobocznym, b) pięciokątem umiarowym, 
ę) sześciokątem umiarowym, d) ośmiokątem umiarowym o boku a =  1 dm.

13. Znając powierzchnię graniastoslupa umiarowego 3-, 5-, 6-bocznego 
obliczyć jego objętość.

14. Obliczyć objętość walca prostego, znając obwód podstawy U =  628 cm 
i wysokość.

15. Ile wody na sekundę przepływa przez ru rę o przekroju kołowym,
którego średnica wynosi 2 dm, jeżeli prędkość .ruchu wody jest 1 5  m  na
sekundę. Ile hektolitrów dziennie może ta  ru ra  dostarczyć?

16. Grubość drutu żelaznego wynosi 3 mm. Ile metrów tego druta 
otrzymamy z 1 kg (ciężar gatunkowy c =  7 '3).

17. K ilogram drutu o ciężarze gatunkowym c =  11 zawiera 80 m  tego 
drutu . Ile wynosi promień przekroju?

18. Obliczyć ciężar ru ry  żelaznej (c. g. =  7 -3) znając jej grubość: 2 cm, 
przekrój wewnętrzny r  =  15 cm i długość 6 m.

19. Jak  szerokie je s t naczynie w formie walca zawierające 1 l, jeżeli
d) wysokość równa się średnicy podstawy, b) wysokość równa się podwójnej 
średnicy podstawy.

20. Srebrny drut 30 cm długi o grubości 1 mm  powleczono warstwą
złotą grubości 0 '3 mm. 0  ile zmniejszy się grubość tego druta, jeżeli go
wyciągniemy do długości 1 m ?

21. Naczynie walcowe do mierzenia ilości opadów' atmosferycznych ma
średnicę 25 cm. Podczas deszczu podniosła się woda o 86 m m . Ile hekto
litrów wody spadło na przestrzeni 1 km -?  1 cm2?

22. Do naczynia wr formie walca o średnicy 8 cm wrzucono kostkę,
sześcienną; woda podniosła się o 15 mm. Ile wynosi objętość kostki? Ile
wynosi jej krawędź ?

23. Obliczyć ciśnienie słupka rtęci o wysokości 76 cm na 1 cm2 podstawy, 
znając ciężar gatunkowy rtęci == 13-59. Ą , o ł HH

24. W alec pływa po wodzie zanurzony do połowig Obliczyć jego ciężar 
gatunkowy (prawo hydrostatyczne A rchim edesa!).

25. Obliczyć objętość w alca: d) opisanego, b) wpisanego w graniastosłup 
umiarowy sześcioboczny, którego krawędź podstawy a =  2 cm, a wysokość
6 =  24 cm.

26. Obliczyć objętość graniastoslupa pochyłego o podstawie kwadratowej, 
znając krawędź podstawy a =  2 cm, krawędź boczną b =  36 cm i nachylenie 
jej do podstawy a =  60°.

§ 130. 27. W ykazać, że słup kręcony, którego przekrojem równoległym do 
podstawy jest w każdem miejscu koło większe z dwoma kołami mniejszemi- 
stykającemi się zewnętrznie, równa się objętości trzech walców.

28. Obliczyć objętość: a) czworościanu umiarowego, b) ośiniościanu
umiarowego, znając krawędź.

29. Obliczyć objętość ostrosłupa sześciobocznego umiarowego, znając 
krawędź podstawy i krawędź boczną (a —  4 cm, b =  10 cm).

30. Obliczyć objętość ostrosłupa powstającego przez odcięcie jednego 
naroża sześcianu o boku a =  5 cm płaszczyzną, przechodzącą przez środki 
trzech krawędzi tego naroża. Jak ą  częścią objętości całego sześcianu jest ten 
ostrosłup ?
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31. Znając obwód podstawy stożka i bok obliczyć jego objętośjpn. p. 
u  =  12-56 cm, b =  16 cm.

32. Obliczyć objętość stożka równobocznego, którego wysokość
w =  10 cm.

33. Obliczyć objętość stożka, znając wysokość 3 cm i sunie wysokości
i promienia podstawy s —  8 cm.

34. Promień podstawy stożka prostego wynosi r  =  5 cm a ką t u wierz
chołka przecięcia osiowego jest p ro sty ; obliczyć objętość stożka.

35.. Wysokość pyramidy Cheopsa wynosi 137 '2  m, a kwadratowa pod
stawa ma 227-5 m długości. Obliczyć jej objętość.

36. Obliczyć objętość bryły obrotowej powstającej przez obrót sześcio- 
kąta umiarowego koło symetralnej kąta. Bok sześcioboku a = 1 3 - 7  m.

§ 131. 37. Przeciąć dowolny ostrosłup w połowie wysokości i obliczyć stosunek 
objętości obydwu części.

38. Podstawą prostego ostrosłupa ściętego jest kw adrat o boku
« = 3 - 2  cm, bok górnego dna 0 =  1 cm a krawędź boczna & =  2 cm. 
Obliczyć objętość tej bryły.

ąO- Obliczyć objętość basenu w formie stożka ściętego, znając obwód 
dna : b =  80 m  i głębokość: g =  2 m.

40. Obliczyć objętość okrągłego . kloca, znając promień większego dna 
I i  =  2 dm, promień mniejszego dna r  =  l'-2 dm  i długość kloca h = 6  1».
Jaki błąd popełnimy, obliczając objętość wzorem V = Q . b ,  jeżeli Q oznacza
średni przekrój?

Wysokość komina fabrycznego wynosi 30 m. U dołu szerokość
komina wynosi 3 '6 m, a grubość ścian 5 dm, u góry szerokość 2 m  a grubość 
ścian 3 dm. He m 3 cegieł użyto na zbudowanie tego komina? Jak i jest jego 
ciężar, jeżeli c. g. cegły wynosi l -8 ?

§ 132. 42. Obliczyć objętość a) czworościanu, b) ośmiościanu, znając promień kuli 
wpisanej r  =  3 cm.

43. Znając powierzchnię ścian dowolnego czworościanu nieumiarowego 
opisanego na kuli i jego objętość obliczyć promień kuli.

44. Obliczyć objętość kuli ziemskiej ( 7 ć =  6378 km).
45. Obliczyć pojemność kotła walcowego zakończonego dwoma półkulami, 

znając promień walca r =  0 '8  m  i jogo długość w =  9 m.
46. Obliczyć stosunek objętości kuli opisanej na czworościanie umiarowym 

do objętości czworościanu i do objętości kuli wpisanej.
47. Wykonać poprzednie zadanie dla ośmiościanu umiarowego.
48. Obliczyć objętość czarki półkulistej, znając promień kuli wewnętrznej 

I ł =  6 cm, i grubość ścian czarki y =  2 mm.
40. Kulę o znanej objętości F = 1  ?«•’ powleczono warstwą taką, że 

nowa kula ma dwa razy większą objętość. Jaka jest grubość tej warstwy?
50. Porównać objętość kuli z objętością innych brył o równej powierzchni, 

n. p. z walcem równobocznym, z sześcianem, ze stożkiem równobocznym i t. p. 
Jak i stąd wniosek wyprowadzimy ?

51. Z kuli o promieniu 1 ffm zrobiono 100 mniejszych równych kul. 
Ile  wynosi promień takiej jednej kuli? Czy powierzchnia wszystkich tych kuł 
razem równa się powierzchni kuli?

52. Znając objętość V =  30 dm 8. kuli, obliczyć promień kuli podwo
jonej.
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§ 133. 53. Obliczyć objętość wycinka kuli, jeżeli przecięcie osiowe jest wy
cinkiem kola, należącym do kąta 60°. Znany je st promień kuli i i  = 6  cm.

54. Obliczyć objętość symetrycznej soczewki dwu wypukłej, znając jej 
grubość <7 =  4 mm  i obwód u =  20 cm.

55. K ula z drzewa pływa po wodzie tak, że f- pionowej średnicy 
wynurza się z wody. Obliczyć ciężar gatunkowy tego drzewra.

56. Obliczyć objętość soczewki dwuwklęslej utworzonej z walca o pro
mieniu *• =  3 cm  o wysokości 5 min przez wycięcie dw'óch odcinków o wy
sokości 1 mm.

57. Znając średni przekrój warstwy kuli P ~  40 cm2 i wysokość 
w —  2 cm, obliczyć jej objętość. Wypowiedzieć otrzymany wzór.

§ 134. 58. Obliczyć objętość obręczy powstałej przez obrót kwadratu o boku
1 cm kolo osi równoległej do jego boku a odległej o 4 dm  od boku.

59. Obręcz kołowa ma w przekroju grubość 2 cm a zewnętrzny obwód
całej obręczy wynosi 2 m. Obliczyć je j ciężar, jeżeli c. g. c —  0 -6.

60. Obliczyć objętość beczki powstałej przez obrót łuku koła o pro
mieniu r  =  12 dm  należącego do kąta  środkowego 60° koło osi oddalonej o
1 dm  od środka ciężkości powierzchni obracającej się.-
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