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wysokosci). Grecy, opierajagc sie bezwatpienia na wiedzy Egipcyan, zaczeli
dopiero geometrye uprawia¢ dla samej nauki. Juz'w VI. wieku przed n. Chr.
Pytagoras zaktada w lvrotonie stawng szkolg, w ktoérej wysunieto na pierwszy
plan geometrye idealng i wzbogacono zbidér znanych prawd geometrycznych.
Tradycye tej szkoly przeszty w IV. wieku do szkoly Platona w Atenach,
(Akademia platoniska) i Eudoxusa w Cyzikos. WSszystkie te badania i odkrycia
zebrat w Ill. wieku przed n. Chr. Euklides, zyjagcy w Aleksandryi, twdrca
szkoty aleksandryjskiej, w jednem dziele, ztozonem z 13 ksigg, znanem pod
nazwg: ,Elementy geometryi“. Ksigzka ta przez dwadziesScia wiekdw przeszto
stanowita najwazniejsze zrodto dla wszelkich badan geometrycznych. We
wszystkich szkotach do niedawna uczono prawie bez zmiany tylko tego, co sie
w tern dziele zawiera. W Anglii do dzi$ dnia w szkole uzywa sie jako pod-
recznika do nauki geometryi, ttumaczenia Euklidesa. Oprocz biblii — zda-
niem historykbw — Zzadna inna ksigzka nie rozpowszechnita sie tak i nie
byta ttumaczona na tyle jezykéw, co wiasnie dzietlo Euklidesa. Dlatego tez
catg geometrye, ktérej sie uczymy, nazywamy ,geometryg euklidesowg".

Badaczem samodzielniejszym, najwiekszym matematykiem starozytnosci
byt Archimedes z Syrakuz (287—212 przed n. Chr.), ktéry wyszedt ze szkoty
aleksandryjskiej. Obok niego odznaczyt sie takze ApohHoniusz z Pergi,
réwniez uczen szkoty aleksandryjskiej, badaniem przecie¢ stozkowych.

Z wieku I. przed n. Chr. posiadamy wazne badania Herona, a z wieku
U. po n. Ghr. Ptolomeusza, twdércy trygonometryi. Rzymianie nie przyczynili
sie ' w niczem do zdobycz}- Grekow. Takze Hindusi i Arabowie, ktérym tak
znaczne postepy zawdzieczamy w algebrze i arytmetyce — nie poszli w geo-
metryi dalej od Grekéw. Przez cate $rednie wieki matematyka byla w za-
stoju: w epoce humanizmu odkryto dopiero na nowo calg wiedze starozytnych,
to tez dopiero od XVI. wieku rozwija sie geometria dalej. Pod wplywem
genialnego Galileusza, pracuje w geometryi Wioch Cavalieri (1591— 1677),
jego mysli dalej rozszerza niemiecki astronom Jan Kepler (1571—1630),
ktérzy przyczynili sie zwilaszcza do rozwoju stereometryi. We Franc}i stawny
filozof Descartes (1596—1650) wprowadza zupetnie nowg metode badan geo-
metrycznych. wigzacg Scisle algebre z geometryg (t. zw. geometiyg analityczng),
obok niego pracujg Fermat, Desargues i Pascal, wzbogacajagc geometrye
w nowe twierdzenia i nowe metody badan.

Wiek XVII. przynosi przewr6t w calej matematyce: odkrycie rachunku
rézniczkowego i catkowego, niezaleznie od siebie przez Leibniza (w Niemczech)
i Newtona (w Anglii). Metoda Descartesa z jednej, rachunek za$ réznicz-
kowy z drugiej strony, wywotujg niebywaty rozw6j catej matematyki wogdle,
a geometryi wEszczegélnosci. To tez wiek XVIII. nagromadzit tyle nowego
mateiyalu — czasem niezupetnie doktadnie sprawdzonego, ze wiekowi XIX.
pozostalo powazne zadanie uporzgdkowania tych wszystkich wiadomosci, wpro-

wadzenia S$cistosci logicznej we wszystkie rozumowania a przedewszystkiem
i*
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zbadanie samych podstaw geometryi i algebry. Z wieku XVIII. zwrécimy
tylko uwage na rozwdj t. zw. .geometryi rzutowej i wykreslnej, ktorej tworcq
byt Francuz, G. Monge (1796 —1818), na prace niemieckiego uczonego
L. Eulera (1707—1783), tudzlez na zastugi K. F. Gaussa (1777—1855),
ktéry dla swej wszechstronnej wiedzy zwany byt ,ksieciem matematykow".
Jego dziatalno$¢ nalezy juz jednak w znacznej czesci do wieku XIX., wieku
krytyki matematycznej.

8 3. Pewniki geometryczne.

.Majac przystgpi¢ do Scistego badania utworéw geometrycznych, musimy
sobie przedewszystkiem uswiadomi¢, ze kazda nauka Scista — a geometrya
byta po wszystkie czasy pierwowzorem S$cistosci — musi sie oprze¢ na jakich$
zatozeniach (hypotczach) i z nich dopiero wyprowadza¢ dalsze wnioski.
Te zatozenia muszg byC¢ oczywiste, dla kazdego zrozumiate i odpowiadac
femu, czego nas doswiadczenie naucza. Udowodni¢ \prawdziwosci tycli za-
tozen nic mozemy na drodze geometrycznej, bo wszystko, czego nas uczy geo-
metrya, wynika dopiero wiasnie z tych zatozen. Poniewaz jednak nasze
zmysty i najlepsze nasze przyrzady miernicze sg badz co badZz niedoskonale,
spostrzegamy w Swiecie zewnetrznym wszystkie prawidlowosci niedokfadnie,
z pewnem przyblizeniem jedynie. Moznaby sie n. p. spiera¢ o to, czy po-
miedzy dwoma punktami da sie tylko jedna linia prosta poprowadzi¢ — a do-
Swiadczenie zewnetrzne nie pomogtoby do rozstrzygniecia sporu (p. str. 14).
Wiadomo bowiem, ze ani punktu, ani linii prostej narysowaé¢ Scisle nie mo-
zemy. Aby takiej niepewnosci uniknaé, zgodzono sie raz na zawsze przyjaé
pewne proste twierdzenia za prawdziwe i nazwano je pewnikami ”aksjo-
matami). Pewnik/ sg to wiec umowy, zbudowane na podstawie doSwiadczenia
zewnetrznego, a odnoszgce sie do idealnych utworéw geometrycznycli.

AbysSmy byli jak najmniej zawisli od niepewnosci doswiadczenia ze-
wnetrznego, staramy sie wybraé jak najmniej tych pewnikdé w, a jak
najwiecej z nich budowaé. Tak n. p. moglibySmy tatwem doswiadczeniem
przekonaé sie, ze sumg katdw wewnetrznych w tréjkacie wynosi 180° w przy-
blizeniu i moznaby to wyidealizowane (zaokraglone, jak sie nieraz wyrazamy)
doswiadczenie przyjaé¢ za pewnik. Jednakowoz na podstawie innych prostszych
pewnikow da sie juz to twierdzenie udowodni¢, niema wiec potrzeby wpro-
wadzac jeszcze jeden pewnik. Otéz: zbidr pewnikdw .powinien zawiera¢ tylko
takie twierdzenia, ktore sie nie dadzg udowodni¢ przy pomocy pozostatych
pewnikéw, czyli innemi stowami, pewniki powinny by¢ niezalezne od
siebie. Wreszcie musimy uwaza¢, aby te pewniki wystarczaty juz do
zbudowania catej geometryi, aby sie juz nie trzeba byto wiecej w ciggu nauki
powotywac¢ na doswiadczenie.

Z tych uwag widzimy, ze podanie wszystkich odpowiednich pewnikéw jest
zadaniem nietatwem, to tez czekato ono przez dtugie wieki na Sciste rozwigzanie.



Euklides, ktorego georaetrye az do XIX. wieku uwazano za najdoskonalsze
dzieto matematyczne, podaje zamato pewnikéw, a i z tych nie wszystkie s3. od
si-cbie niezalezne. Przez caty XIX. wiek znakomici badacze, jak Gauss, toba-
czewskij, Bolyai, Riemann, Helmholtz, Klein, Peano i wielu innycli, starali sie
usungé i uzupetni¢ te braki. Uwienczeniem tej pracy byto dzieto Hilberta
p. t. ,P<3clstawry geometryi“ w r. 1898, w ktéremto dziele znakomity nie-
miecki uczony podaje wystarczajacy i konieczny zbiér pewnikéw. Mozna po-
wiedzie¢, ze dopiero od tego czasu wiemy, na jakich podstawach spoczywa cata
nasza geometrya. W szkole $redniej za trudno byloby zapamieta¢ zbi6r tych
wszystkich pewnikéw (a jest ich 21) i zrozumieé ich konieczno$¢, totez podajemy
je tutaj w streszczeniu.

Przyjmujemy jako znane pojecia: punkt, linie prosta i ptaszczyzne.
Przypisujemy im nastepujaco wiasnosci:

I Przez dwa punkty jest wyznaczona (przechodzi) tylko jedna pr
i to przez kazdo dwa punkty na niej lezgco.

ii. Miedzy dwoma punktami linii prostej i poza nimi znajduja sie
zawsze inne punkty prostej, jest icli wiec nieskofczenie wiele.

IIl. Mimo to od kazdego punktu linii prostej mozna sie dosta¢ do
kazdego innego, a nawet go przekroczy¢é zapomocag skonczonej liczby
rownych krokéw, chocby te kroki byty bardzo mato (jestto pewnik Archimedesa),

IV. Majagc dany jaki$ odcinek A 11 jednej prostej, mozna na kazdej
prostej znalez¢é odcinek réwny mu i to tylko jeden, jezeli obiore punkt
poczatkowy A" i kierunek.

Te 4 pewniki zawierajg najwazniejsze wihasnosci linii prostej; wystar-
czajg one do “rozumienia rozdziatu I., str. 7—13.

V. Majac dany jaki$ kat na jednej ptaszczyznie, mozna na kazdej pta-
szczyznie znalezé kat réwny mu i to tylko jeden, jezeli obiore jedno ramie,
wierzchotek' i Kkierunek.

VI. Jezeli w dwéch tréjkatach sg po dwa boki parami réwne i katy
miedzy nimi zawarte réwne, to i pozostate dwie pary katéw musza by¢
réwne.

Uwaga: Pewniki IV., V. i VI sprawiajag, ze mozna w geometryi
wykonywac¢ ruchy odcinkéw, katéw' i tréjkatéw, a co za tem idzie, wszystkich
innych utworéw {przenoszenie odcinkéw i katow, nakrywanie trdjkatow).

VII. Przez punkt lezacy poza linig prostg da sie na jednej ptaszczyznie
zawsze poprowadzi¢ jedna, ale tylko jedna linia réwnolegia.

VIII. Przestrzen, ktérg bierzemy za podscieliskd6 zjawisk geometry-
cznych jest tak wypeiniona punktami, ze nie mozna juz do tego zbioru do-
da¢ zadnego nowego punktu. (Gdybysmy za$ dodali — trzebaby zmienia¢

poprzednie pewniki;) Mowimy krotko: przestrzen jest nieprzerwana,
ciggta.
Pewniki 1.—VIIIl. wystarczajg dla planimetry i.



Trzy pozostate pewniki IX;—XI. znajdujg sie na poczatku stereometryi,
gdyz tam dopiero bedg potrzebne. Potrzeba tych wszystkich pewnikoéw stanie
sie dla nas zrozumialszag, gdy przystagpimy do badania utworéw geome-
trycznych, o ktérych w nich mowa. To jest wszystko, czego nam po-
trzeba z doswiadczenia zewnetrznego. Pozatem budujemy juz cala geo-
rnetrye jedynie przy pomocy naszego umystu, przy pomocy rozumowania, przy-
czem moglibysmy nawet by¢ juz odcieci od Swiata otaczajgcego. Zobaczymy
jednakze niejednokrotnie, ze poglad, spostrzeganie zewnetrzne, utatwiajg bardzo
odkrywanie i zrozumienie nowych praw geometrycznych.

Poniewaz pewniki sa tylko umowami, mdgiby, sie kto§ na nie nie zgodzic,
a wiec odrzuci¢ jaki$ pewnik i wziagé, na jego miejsce inny, sprzeciwiajacy sie mu.
N. p. mdgtby kto$ przyja¢, ze przez punkt poza linig prostg nie da sie zadna
linia réwnolegta do niej poprowadzi¢, a wiec, ze kazda linia odpowiednio prze-
dtuzona przetnie druga lezacg na tej samej plaszczyznie. DosSwiadczeniem spra-
wdzi¢ tego S$ciSle nie mozemy, bo ani linii $cisle narysowaé nie zdotamy, ani tez
przedtuzac¢ jej na tysigce kilometréw nie potrafimy. Wtedy jednakowoz cata geo-
metrya musiataby uledz gruntownej zmianie, nig bytaby jednak fatszywa, nie-
prawdziwg. Mogtaby ona nawet réwnie dobrze zbliza¢ sie do rzeczywistosci, jak
nasza, t. zw. Euklidesowa geometrya. Istotnie tez takie prdéby zrobiono
i w ten sposdb powstaty georaetrye nieeuklidesowe, ktorym nic co do Sci-
stosci zarzuci¢ nie mozna. Co najwyzej mozna powiedzie¢, ze inne geometrye sg
niewygodne, majg trudniejsze wzory i twierdzenia. Podobnie nie mozna sie sprze-
cza¢, czy prawdziwszg miarg jest metr, czy tokie¢ lub arszyn — mozna tylko
utrzymywaé¢, ze miary metryczne sg najwygodniejsze, bo polegajg na systemie
dziesigtkowym. Mozna jednakowoz rownie dobrze zmierzy¢é wszystko metrem, jak
i tokciem. Przy nauce o liniach réwnolegtych powr6cimy raz jeszcze do tych
geometryi nieeuklidesowych; poniewaz wiasnie pewnik VII. o liniach réwnolegtych
dat powdd do tych ciekawych badan.



Czesc |.

Planimetry a

Rozdziat |.

O linii prostej.

§ 4. Nieograniczonos$¢ linii prostej.

Postepujac od utwordw geometrycznych najprostszych do corazto wiecej
ztozonych, zajmiemy sie najpierw jedna linig prosta.

Z pewnika IlI. wynika, ze kazda linia prosta jest nieograniczong, to
znaczy, ze jakkolwiek daleko obralibySmy dwa punkty linii prostej, to poza
nimi istniejg jeszcze dalsze punkty.

Mozna sie spotka¢ z twierdzeniem, ze linia prosta zamyka sie w nieskonA-
czonosci, naksztatt kota o ogromnym promieniu czyli innemi stowami: Zze prosta
ma w nieskonczonos$ci jeden punkt. Takie twierdzenie sprzeciwia sie jednakowoz
pewnikowi Archimedesa (IIl), bytby to bowiem taki punkt, do ktérego nie mozna
sie dosta¢ zapomocag skonczonej liczby krokéw. W geometryi euklidesowej jest
wiec to twierdzenie blednem. Jezeli jednakowoz wezmiemy za podstawe geometryi
inny zbior pewnikow, jakto ti. p. robimy w t. zw. geometryi rzutowej, to tam moze
prosta mie¢ w nieskonczono$ci jeden i tylko jeden punkt. Tak samo blednem
bytoby — po przyjeciu naszych pewnikébw — powiedzenie, ze linia prosta ma
dwa punkty w nieskonczonosci (jeden na prawo, drugi na lewo). Nieograniczono$é
prostej tak tylko nalezy rozumieé, ze jakkolwiek daleko posunelibySsmy sie na
linii prostej, to istniejg zawsze punkty jeszcze dalsze.

lle razy méwimy ,linia prosta“ bez zadnego dodatku, mamy zawsze na
mysli prosta nieograniczona.

Jezeli na linii prostej obierzemy jaki$ jeden punkt A, to otrzymujemy
dwie czesci, zwane promieniami, z ktorych kazdy jest z jednej strony
ograniczony (punktem A), z drugiej nie. Czesto jeden promieA nazy-
wamy kierunkiem dodatnim, drugi ujemnym! Jezeli na linii prostej obie-
rzemy dowolnie dwa punkty A i JB, to cze$¢ prostej, ograniczonag juz z obu
stron punktami A i JB, nazywamy odcinkiem lub odlegtoscig punk-
tow7 A i B.



§ 5. Odcinki.

Do wykres$lenia figury zblizonej do odcinka uzywa sie w geometryi prak-
tycznej linealu. Aby sprawdzi¢ doktadnosc¢ linealu| powotujemy sie na pewnik I.,
orzekajacy, ze miedzy dwoma punktami da sie tylko jedna linia prosta po-
prowadzic. W tym celu przyktadamy lineat do dwoch podanych punktow
i wzdluz niego kreslimy linie. Nastepnie odwracamy lineat i drugi raz

kreslimy wzdtuz niego linie; jezeli

A a B obydwie linie sie nakryjg, lineat

jest dobry. Odcinek oznaczamy

albo dwoma literami wielkiemi,

oznaczajgcemi punkty ogranicza-

jace, albo jedng matg literg, umieszczong posrodku i czytamy: odcinek
AB, lub odcinek a.

Czesto zachodzi potrzeba znalezienia odcinka rownego danemu
odcinkowi na tej samej prostej, tylko w innem miejscu, lub na innej prostej.
Ze to sie da zrobi¢, o tem nas poucza pewnik IV. W geometryi praktycznej
robi sie to tak, ze dany odcinek bierzemy w rozwartos¢ cyrkla, usztywniwszy
odpowiednio jego ramiona i przenosimy odcinek do zadanego miejsca.
(Jak wykonaé¢ to zadanie przy pomocy linealu?) Takiego samego sposobu
uzywamy w celu poréwnania dwoch odcinkdéw AB i A'B'. Jezeli
jeden odcinek przeniesiemy tak, aby jeden jego punkt graniczny, n. p. A
nakryt sie z punktem A! ograniczajagcym drugi odcinek i jezeli zachowamy
ten sam kierunek dla obu odcinkéw, to moga zajs¢ trzy przypadki:

1. drugi koniec B odcinka padnie pomiedzy punkty A'B', wtedy nazy-
wamy pierwszy odcinek mniejszym i piszemy

AB<A'B"
2. punkt B padnie na punkt B\ wtedy pierwszy odcinek jest réwny
drugiemu AB = A'B"';

3. punkt B padnie poza odcinek A' B\ wtedy pierwszy odcinek nazy-
wamy wiekszym i piszemy
AB > A’B'.
1S tych znakéw =, >, <, mozna zastosowa te same prawa, ktdrych
sie uzywa, w arytmetyce dla liczb rownych i nierébwnych, a wiec n. p.: dwa
odcinki rowne trzeciemu s i miedzy sebg rowne, lub: jezeli jeden odcinek
jest rébwny drugiemu, a ten drugi jest wiekszy od trzeciego, to i pierwszy
jest wiekszy od trzeciego i t. jkJ
mPrawa: 1. a— a i 2.a— b i c— b pociaga za sobg a.— c, stanowig u Hil-
osobne pewniki, poniewaz nie dadzg sie wysnu¢ z innych pewnikéw, a sg twierdze-
I oczywistemi i niezbednemi przy wszelkich dowodzeniach matematycznych.
Na odcinkach mozemy wykonywa¢ podobne dziatania, jak na .liczbach
w arytmetyce.
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| tak odcinki mozemy dodawaé¢, to znaczy od konca jednego
odcig¢ drugi w tym samym kierunku, na tej samej linii prostej.

N. p. odcinek AC jest sumg odcinkbw AB i B C. Aby te kon-
strukcye wykonaé¢, bierzemy od-

cinki a = AB, i b= B C [ A 1

wcyrkiel i odcinamy natej samej & —1

linii prostej jeden za drugim. ,

Piszemy: AC—a h * 1 +—
Aby odjac jeden odcinek A B C

oddrugiego,odcinamy pierw -’ Fl= 2-

szy od konca drugiego, ale wkierunku przeciwnym, na tej samej
linii prostej. N. p. odcinek N ft na fig. 3 jest réznicg odcinkbw N B i B B. Kon-
strukcye wykonujemy podobnie, jak przy szukaniu

sumy dwoch odcinkéw. Piszemy: 'N1E ==c— d. . £ n
Jezeli na linii prostej chcemy odroznia¢ kie- ' | A n

runki i umoéwimy sie, n. p. kierunek od N ku P £— 'o==z"~~ ly

uwaza¢ za dodatni, to odcinki NB , li B. N B uwa- Fig. 3

zamy za dodatnie, odcinki za§ 1(N, B B, BN za

ujemne. Wtedy B N — — N B i odwrotnie, jezeli wiec NB=c, to BN =

= — ¢ Przemiana porzadku liter, oznaczajacych konce odcinkéw, wywotuje
zmiane znaku. Dziatania odcinkami opatrzonymi znakami wykonuje sie tak,
jak liczbami dodatniemi i ujemncmi w algebrze (n. p. doda¢ odcinek ujemny,
znaczy odja¢ jego warto$¢ przeciwnag).

Jezeli jaki$ odcinek kilka razy do siebie dodamy, n. p. 5 razy, to mo-
wimy, ze$my odcinek pomnozyli przez liczbe 5.

N. p. fig. 4 AB = b.CD SN S W—
Pozniej bedziemy takze mowili o mnozeniu
odcinka przez odcinek (przy proporcyonalnosci FIff

figur i przy mierzeniu powierzchni).

Co sie tyczy dzielenia odcinka przez liczbe, to jasnem jest, co znaczy
podzieli¢ odcinek na 2, 3, 4, ... 10, ... réwnych czeSci (odwrdcenie mno-
zenia przez liczbe!). Sposob rozwigzywania tego zagadnienia omowimy ro-
wniez pézniej. Piszemy n. p. AB ;5=.CD. Dzielenie to mozna prowadzi¢
dowolnie daleko. Nigdy nie dojdziemy do tak matego odcinka, ktéregoby juz
dalej dzieli¢ nic mozna. Pewnik bowiem Il. poucza, ze miedzy dwoma punk-
tami znajdujg sie zawsze inne jeszcze punkty prostej. W geometryi prak-
tycznej przeciwnie, dzielenie odcinka mozna doprowadzi¢ tylko do pewnej
granicy, ponizej ktorej juz dwa konce.odcinka zlewajg sie ze sobg i z wszyst-
kimi punktami, ktéreby mogly miedzy nimi lezeC.

Dziataniem bardzo pokrewnem z dzieleniem jest mierzenie odcinkdw,
t. j. badanie, ile razy jeden odcinek mies$ci sie w drugim. Dzia-
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tanie to wykonujemy przez odejmowanie kolejne jednego odcinka od dru-
giego. Jezeli n. p. odcinek CD odejmiemy od AB, od pozostatej reszty
.znowu odejmiemy CD i jezeli po 5 odejmowaniach wyczerpiemy caty od-
cinek A B, to méwimy, ze stosunek odcinka
A B do odcinka CD wynosi 5, a piszemy
T t ! g to uzywajac znaku dzielenia:
Fig. 5. AB:CD = 5.
Odcinek A B nazywamy poprzednikiem,
<3D nastepnikiem, a liczbe nicmianowang 5 wyktadnikiem stosunku.
JezelibySmy odcinek C D obrali za jednostke mierniczg, to wyktadnik 5
(wynik mierzenia) nazwalibysmy liczbg wymiarowg odcinka A B. Przy mie-
rzen_iu moze pozosta¢ jaka$ reszta,
wtedy mierzymy ja jakim$ mmej-
£ F szym odcinkiem, n. p. jaka$ catko-
Fig c witg czesScig odcinka- CD lub
wogole jednostki mierniczej.
N. p. odcinek E F zawiera trzy cale odcinki CD i pie¢ dsmych czesci
odcinka CD.
Wtedy liczbg wymiarowg odcinka E F (przy uzyciu jednostki CD) jest
liczba 3S.

>

i, ip

EF :CD =38 1Iub EF = 38 CD.

Tu z gory trudno bylo przewidzie¢, na jakie czeSci nalezy podzieli¢ od-
cinek CD. Pdzniej poznamy metody, prowadzace do tego celu i przekonamy
sie, ze czasem nawet rozbicie odcinka CD na.dowolnie drobne czesci nie wy-
starcza. Wtedy liczbg wymiarowg odcinka E F (przy uzyciu jednostki CD)
jest t. zw. liczba niewymierna. (W algebrze rozwaza sie obszerniej ten nowy
gatunek liczb). To moze sie zdarzy¢ naturalnie tylko w geometryi idealnej.
W geometryi praktycznej kazdy odcinek da sie wymierzy¢é przy pomocy kazdej
jednostki. Najpospoliciej uzywang jednostkg mierniczg jest, jak wiadomo
metr, ktory wzieto pierwotnie z wymiaréw ziemi, mianowicie jako 1/40,000.000
cze$¢ obwodu ziemi., Doktadniejsze pomiary ziemi wykazaly jednakowoz, ze
obwod ziemi zawiera o kilkaset metréw wiecej a i ten wynik zmieni sie za-
pewne przy dalszych, jeszcze doktadniejszy«] pomiarach. Mimo to zatrzy-
mujemy te miare — nie starajac sie jej juz pogodzi¢ z wymiarami kuli
ziemskiej. Metr wprowadzono najpierw we Francyi w r. 1799, podczas
wielkiej rewolucyi francuskiej. Jako jednostek mniejszych uzywa sie, jak
wiadomo 1din, 1 cm, 1 mm, t.j. /10, ¥lo0, Viooo czeSci metra. Zamiennikiem
tych miar jest liczba 10.

Wszystkie te dziatania wykonywane na odcinkach podlegajg tym samym
prawom, co dziatania arytmetyczne, wykonywane na liczbach (n. p. dodawanie
podlegaprawu fgcznosci, przemiennosci i. t. p.) co tatwo sprawdzi¢ przez kon-
strukcye. Korzystajac z tego, mozemy sobie czesto ulatwi¢ dziatania aryt-
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metyczne, jezeli liczby zastgpimy odcinkami (rachunek graficzny) i odwrotnie:
majagc wykona¢ dziatanie na odcinkach, zastepujemy je liczbami (wymiaro-
wani) i rachujemy arytmetycznie.

N. p. majac wykona¢ odejmowanie 732—189 mozemy z korzyscig uzyé
metra opatrzonego podzialkg milimetrowa. Wynajdujemy punkt 732 mm
i cyrkiem odcinamy od tego punktu ku poczatkowi podziatki odcinek 189 mm:
otrzymamy naturalnie punkt 543 mm. Odwrotnie: majgc doda¢ n. p. odcinek
0 dhugosci 5 m do odcinka wynoszacego 18 m, nie bedziemy wykonywali
konstrukcyi, ale od razu podamy jako wynik odcinek 23 m.

§ 6. Wektory.

W niektorych naukach, n. p. w mechanice, odcinki tylko wtedy uwazamy za
rowne, jezeli oprécz réwnej dtugosci majg, jeszcze tensam kierunek w przestrzeni,
leza na tejsamej linii prostej.-

N. p.-na'fig. 7 odcinki N s —>
ai b sg w tem. pojmowaniu ->
rowne, ale Jodcinki b id , a
1c juz nie sg réwne. Takie 7
odcinki, pojmowane wraz z kie-
runkiem, wzywamy wektorami. N. p. sile.w mechanice przedstawiamy odcinkiem
o0 pewnym kierunku i tam nie jest obojetnym ten kierunek sity: sity bowiem te-
same, dziatajgce nawet na tensam punkt, ale w réznych kierunkach wywotujg
rozne skutki. Geometrya ,wektorowa,” odrzuca wiec pewnik 1V, a na jego
miejsce przyjmuje nastepujacy: Majac dany jaki$ odcinek A B (wektor) jednej
prostej, mozna na.niej (ale tylko na tejsamej linii prostej) znalezé odcinek (wektor)
rowny i to tylko jeden, jezeli obiore punkt
poczatkowy A’ i kierunek 'na tej prostej.

1Takze wszystkie dziatania wykonujemy na

wektorach zupetnie inaczej, anizeli na zwyklych

odcinkach. Tak n. p. dodawanie wektorow

a i b uskutecznia sie przy pomocy réwno-

legtobolcu.  Wektor a przesuwa sie po linii

prostej do przeciecia sie z prosta, na ktorej Fig. 8

lezy wektor 6; wektor b przenosimy takze

do tego punktu i kresli sie rownoleglobok. Przekatnie tego réwnolegtoboku nazy-
wamy sumg loektorow a i b (lub wektorem wypadkowym). Mnozenie wektoréw
ma takze zupelnie inne znaczenie, anizeli mnozenie odcinkéw, a co najciekawsze,
to mnozenie to nie ma prawa przemiennosci (to znaczy, co innego otrzymamy
Z mnozenia a b, a co innego z mnozenia b.a.) Geometrye wektorow rozwinieto
bardzo w ostatnich czasach, ze wzgledu na liczne zastosowania do fizyki. My
bedziemy sie opierali na pewniku IV, wiec wektory wykluczamy z naszych rozwazan.

§ 7. Szeregi punktow. v . ,
Na kazdym odcinku mozemy obraé. Aa( E d c b

skonczong a nawet nieskoriczong liczbe

punktéw, ktére moga by¢ oddzielone od____

siebie lub nie. X. p. na odcinku”A B odetnijmy potowe: otrzymamy punkt O,

Odcinek A ¢ przepotowmy znéw punktem D, odcinek A D punktem E i t. d.
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Postepujac wedtug tego prawa dalej, mozemy otrzymaé dowolnie wiele
punktow oddzielnych C, D, E, F, G, Il i t. d. (W geometryi praktycznej,
gdzie punkt ma zawsze pewien rozmiar, mozna na skoriczonym odcinku wy-
znaczy¢ tylko skonczong liczbe punktéw,) -

Taki skonczony lub nieskoriczony zbiér punktéw nazywamy szeregiem
punktéw lub mnogos$cig punktow.

Mnogo$ciami punktéw zajmowano sie w ostatnich dziesigcioleciach bardzo
wiele i badano je bardzo doktadnie. Pierwszym, ktéry te badania naukowo prze-
prowadzat, byt uczony niemiecki G. Cantor (od r. 1876). Okazato sie, ze do-
piero Sciste badanie mnogosci wyjasnia pojecia taWtrudne, jak nieskonczonosc,
liczba niewymierna i t. ]j.» Wszystkie te badania opierajg sie na jednem, za-
sadniczem twierdzeniu, Zwanem twierdzeniem Bolzano-Weierstrassa: Kazda
nieskonczona mnogos$¢ punktow na skonczonym odcinku posiada mprzynajmniej jeden
punkt skupienia, t. j. taki punkt, w ktérego dowolnej blizkosci znajdujg sie inne
punkty tej mnogosci.. Punkty te muszg sie przynajmniej w jednem miejscu zge-
szczaé, chociazby byty zupetnie nieregularnie na odcinku porozrzucane.,W naszym
przyktadzie n. p. takim punktem jest A. O prawdziwosci tego twierdzenia tatwo
sie przekonujemy nastepujgcem rozumowaniem:'

Jezeli na jakim$ odcinku A B. jest nieskonczenie wiele punktéw wybranych,
to przynajmniej w jednej potowic musi ich by¢ nieskonczenie wielo (w drugiej
potowie moze ich -by¢ skonczona liczba lub nieskoAczenie wiele). Wybieramy te
potowe i znowu jg dzielimy na dwie réwne gzesci, to znowu w jednej przynaj-
mniej. czesci musi ich by¢ nieskoiczenie wiele. Postepujac w ten sposéb ciagle,
otrzymujemy coraz to mniejszy odcinek zawarty w poprzednich, a zawierajacy
zawsze nieskonczenie wiele punktéw'. W ten sposéb zblizamy sie coraz wiecej do
jakiego$ jednego punktu, wspélnego tym wszystkim odcinkom, w ktérego do-
* wolnej blizkosci jest nieskofAczenie wiele punktéw naszej mnogosci. Ten punkt

jest wiec punktem skupienia.
Jezeliby$Smy wezieli pod uwage wszystkie punkty jakiego$ odcinka, to kazdy
z nich jest punktem skupienia.
Jezeli jaki$ punkt przebiega kolejno wszystkie punkty jakiego$ odcinka,
Iméwimy, ze ten punkt wykonuje ruch postepowy od jednego korica od-
j cinka do drugiego.

Cwiczenia 1.

§ J. 1. Wymien znane ci powierzchnie, nie ograniczone liniami,!

2. Wymien powierzchnie ograniczone liniami!

3. Wymien linie ograniczone punktami i linie nie posiadajgce takich ogra-
niczen !
r ii. Wykaza¢ btgd w nastepujgcej definicyi linii prostej : Jestto zbidr punktow',
ktére, me zmieniajg sie, gdy przestrzen wykonuje ruch obrotowy. (Uwaga: za-
* Jcza¢ od okreSlenia ruchu obrotowego!) * w

5. Wymien wiecej znane linie krzywe; powierzchnie krzywe!

6. Czy przez ruch punktu moze powsta¢ powierzchnia?
| §|2y'7. Jaki wptyw majg roznico temperatur na przenoszenieodcinkéw, katow,
i trojkatéw przy pomocy przyrzadéw rysunkowych?

8. Czy prawo: ,w rownolegtoboku przekatnie potowig sie“ zastuguje
\ nazwe pewnika?



13

8 4. 9. Na jakie czeSci rozpada sie linia prosta, jezeli obierzemy na niej dwa
dowolne punkty? 3, 4, 5, dowolnych punktéw?
§ 0. 10. Prxenif§ na papier podziatke centymetrowg przy pomocy cyrkla!

'I,. Udowodnij geometrycznie, ze jezeli a— b, ab”>c, to i a>c.

12. Dodaj dwa dowolne podane odcinki i wykaz prawo ; a-f-b= b-j- a.

13. Obrawszy dowolny tréjkat, dodaj jego boki.

14. Wykaz w zadania 13, ze a-j- (b-j-c)= (am-(-b)-f-c

= (a-f-c)-j- b(prawo tgcznosci).

15. Odejmij od dowolnie podanego odcinka drugi: a) mniejszy, b) wiekszy
odcinek.

16. Odejmij od siebie- dwa boki trojkata, prostokata !

X 17. Znajac odlegtos¢ dwu miejsc A B, znalezé punkt, majacy 7 razy wiekszg
odlegto$¢ od A, anizeli punkt B.

X 18. Majac podane dwa odcinki, znalezé (w przyblizeniu) wyktadnik icli sto-
sunku droga geometryczna.

- 19. Zmierzy¢ dtugo$¢ i szeroko$¢ zeszytu, uzywajac odstepu 2 jego linii
jako jednostki mmierniczej.

20. Zmierzy¢ dtugo$¢ i szeroko$¢ zeszytu, uzywajac 1 dm jako jednostki
mierniczej.

y. 21. "Wykresliwszy kwadrat o boku 1 dm i jego przekatnie, zmierzyé
(w przyblizeniu) przekatnie, uzywajac boku jako jednostki mierniczej.

X 22. Zbadaj, ile centymetrdw — przecietnie — wynosi krok i oblicz ile
jest krokéw ze Lwowa do Krakowa (342 km). Jak dtugo trzebaby odbywaé
pieszo te droge, liczac 2 kroki na sekunde?

N23. Zmierzy¢ obwod ziemi, uzywajac kroku jako jednostki mierniczej
(patrz zad. 22 i str. 20). Jak dlugo trwataby podr6z piechota na okoto ziemi,
gdyby nie bylo oceandéw?

24, Wykonaj geometrycznie dziatania: 312 —178 =, 847-J)-65 198 ==,
47 — 123 =, uzywajac podzial® milimetrowej na metrze. ;
* 8§ 0. ¢jy Doda¢ dwa wektory wychodzace z tego samego punktu:
a)f wzdtuz tej samej linii prostej w tym samym Kkierunku,
¢[Iwzdtuz tej samej linii prostej w przeciwnym kierunku,
¢) znajdujace sie na dwdch odrebnych prostych. Ji
Jaki stad wniosek co do wielkosci sumy 2 wektoréw?

X26. Doda¢ dwa wektory nieréwnolegle, nie majace punktu wspdlnego. t~i

*27. Doda¢ dwa wektory nieréwnolegle przecinajgce sie,.ale nie w punktach
poczatkowych,

*28. Doda¢ 5 wektor6w wychodzacych, z tego samego punktu w rozmaitych
kierunkach.

X 29. Znajac sume dwoch wektoréw i kierunki wektoréw sktadowych, zna-
lez¢ ich wielko$¢ (rozktadanie wektoral).

/8 7. 30. Podaj jaki$ przyktad nieskonczonej mnogosci punktéw. 1

/|31. Wykaz, ze punkty koncowe odcinlfify 14, 1'44, 1'444, T4444,....
'tworzg mnogo$¢ nieskofnczong z punktem .skupienia 14/9. WM
1 32. Wykazaé, ze zbior odcinkbw o liczbach wymiarowych: 1, 12, 133,

i% + sr % ‘fo:+ M'% ° 1R+ 1ML % 7s-r% '- e« posiada dwa punkty
(skupienia: 0, V2.



Rozdziat II.

O dwoch liniach prostych. Katy.

Dwie proste, lezace na jednej ptaszczyznie moga mie¢ wzgledem siebie
trojakie potozenie: majg dwa punkty wspélne, jeden punkt wspdlny lub nie
majg zadnego punktu wspdlnego.

§ 8. Proste nakrywajace sie.

Pewnik |. poucza, ze przez dwa punkty da sie tylko jedna linia prosta
poprowadzi¢. JezelibySmy wiec okazali o dwoch liniach prostych, ze majg dwa
punkty wspdlne, to linie te miatyby juz wszystkie inne punkty wspdlne, czyli
tworzytyby jedng linie prostg. « Tem bardziej, gdyby dwie linie proste miaty
trzy lub wiecej punktéw wspdélnych. O takich dwéch prostych méwimy, ze sie n a-
krywajg. W geometryi praktycznej pewnik I. nie. jest $ci$le spetniony,

poniewaz punkty geometryi praktycznej majg zawsze pewne rozmiary. | tak
n. p. na fig. 10 poprowadzilismy
A — t przez ,punkty“ A i B jedng ,linig

prostg“. Jezeli jednak weZmiemy
linie nieco ciensze, to mozemy ich'trzy
lub wiecej miedzy punktami A' i B’
poprowadzié. -Stad wynika w praktyce
bardzo czesto chwiejnos¢, niepewnos$¢ konstrukcyi zwlaszcza, jezeli punkty
A'B"' lezg blizko, a linia prosta ma by¢ daleko poza nie przedtuzona.

Fig. 10.

§ 9. Proste rownolegte.

Dwie linie proste a, i, na jednej ptaszczyznie, ktére nie majg zadnego
punktu wspdlnego (choéby$Smy je dowolnie daleko przedtuzali), nazywamy
prostemi rownolegtemi. Stowa: proste nie przecinajgce sig, a proste
rownolegte, majg wiec dla nas zupeinie to samo znaczenie. Piszemy to w
sposdb nastepujacy: a | h. Ze takie proste istniejg, o tem nas poucza
pewnik VII. Juz od starozytnosci prébowano udowodnié, t. j. wysnuéjako
wniosek z innych pewnikéw, ze przez kazdy punkt'.poza linig, prostg da sie
do niej tylko jedna linia réwnolegta poprowadzi¢. Zadna jednak préba nie
doprowadzita do celu.

Juz Proclus, kommentator Euklidesa w V. wieku pon. Chr. podawat kilka
takich ,dowod6éw"; w czasach nowozytnych Saccheri (1667— 1733) w dziele
p. t. ,Euclides ab orani naevo vyindicatus“, J. Lambert 1766, Legendre
(1752—1833) i inni przyczynili sio bardzo do wyjasnienia catej teoryi linii
rownolegtych, jakkolwiek zawsze jeszcze usitowali udowodni¢ pewnik VII.
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Doswiadczenie nie moze nam daé w tej sprawie zadnej pewnoSci
GdybySmy bowiem sprébowali narysowaé najpierw dwie proste rownolegte..
a | b, w odstepie 1 cm, a potem dwie proste ci d, w takim samym odstepie,
ale przecinajace sie dopiero w odlegtosci 20 hm, to przeciez nikt nie potrafitby
odrézni¢ prostych ¢ i d od prostych réwnolegtych. Tak samo nikt nie moze
zapewni¢, czy proste a i b nie przetng sieg, jezeli je odpowiednio przedtuzymy ~
owszem jest bardzo prawdopodobnem, ze przy rysowaniu zboczymy o bardzo
maty Kkat.

Dlatego tez nie sprzeciwia sie zupetnie zdrowemu rozumowi, jezeliby$Smy
przyjeli, ze przez punkt A, poza linig prosta m, nie da sie ani jedna linia
rownolegta poprowadzi¢ (przypadek ten badat Riemann w potowie XIX wieku),,
lub tcfc, ze sa dwie réwnolegte, w obydwie strony od punktu A, a pomiedzy
niemi cata wiazka prostych nie przecinajgcych sie z m, ale nie réwno oddalonych,
(przypadek ten zbadali J. Bolyai, Wegier 1832 in N. J. Lobaczewskij, Rosyanin
1826). Na takich pewnikach oparta geometrya jest rowniez prawdziwg, niema,
w tem bowiem niczego sprzecznego ani z innymi pewnikami, ani ze zdrowym,
rozsadkiem.

Katy.

8 10. Proste przecinajace sie
Dwie linie proste — rozne od siebie — mogg mie¢ najwyzej jeden’
punkt wspoélny. Wtedy méwimy, ze sie te linie przecinaja. Punkt wspélny
nazywamy punktem przeciecia (lub spodkiem prostej). W geometryi-
praldycznej i to. twierdzenie nie jest prawdziwe, jezeli
sie bowiem dwie ,linie proste“ przecinajg, to majg
kawatek ptaszczyzny wspdlny (w przyblizeniu réwno-
legtobok JEF G E na fig. 11).
Dwie przecinajgce sie proste dzielg calg pla-
szczyzne na cztery czedci nieograniczone. Utwor geome-
tryczny zlozoyiy z dwoch promieni, wychodzacych z
jednego punldii, nazywamy katem.
Powstaty wiec cztery katy. Punkt przeciecia na-
zywamy wierzchotkiem kazdego kata, a promienie
tworzace kat ramionami kata. Jezeli sobie wyobrazimy
czlowieka, stojgcego na plaszczyznie kata, w jego wie-
rzchotku i zwréconego twarzg do pola kata, to jego q
prawe ramie wskaze prawe ramie kata, a lewe: lewe
ramie kata. Jezeli bierzemy pod uwage najpierw prawe
ramie a pozniej lewe, to kat nazywamy dodatnim, w przeciwnym razie-
ujemnym. Cze$¢ ptaszczyzny lezacg miedzy ramionami kata, nazywamy polem
kata. Z pola kata nie mozna sie dosta¢ na zewnatrz, nie przekraczaja<r
ramion (ktore trzeba naturalnie pojmowaé jako nieograniczone). Skro-
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conym znakiem Kkata jes <£. Kat znaczymy albo trzema literami, przyczem

litere, oznaczajacg wierzchotek bierzemy zawsze za S$rodkowag: AE C
<CGEB i t. p., albo jedng literg, zwykle greckg, umie-
szczong na polu kata przy wierzchotku, n.p. a, i3 lub

wreszcie jedng wielkg literg oznaczajacg wierzcholek, o ile
nie zachodzi zadna watpliwos¢, t. j. o ile nie ma wiecej
katéw przy tym samym wierzchotku.
Wedtug pewnika V. mozna do kazdego kata znalez¢
w kazdem innem miejscu kat réwny. Praktycznie robi sie
to przy pomocy osobnego przyrzadu: katomierza, lub tez
osobng konstrukcya, przy pomocy cyrkla. Nazywamy to
przenoszeniem kata. Obydwa te sposoby omoéwimy dokia-
dniej pdzniej — bedziemy sie jednak juz'teraz postugiwali
katomierzem, znanym z elementarnej nauki geometryi.
Takiego samego sposobu uzywamy w celu poréwnania dwoch
katow: A. U C, A' IV C. Jezeli jeden kat przenie-
siemy tak, aby jego ramie A B i wierzchotek B nakryty
sie z ramieniem A'B’' i wierzchotkiem B', i jezeli zacho-
Fiir. 12. wamy ten sam kierunek dla obydwu katéw, to moga sie
zdarzy¢ trzy przypadki:
1. drugie ramie B C padnie na pole kata A' B' C\ wtedy pierwszy kat
nazywamy mniejszym i piszemy:
AB C< <£EA'B'6"

2. ramie B G padnie na ramie JV C’; wtedy pierwszy kat jest rowny

drugiemu i piszemy:
"AB C="A'B'C =

3. ramie B G padnie poza pole kata A’B 'C wtedy pierwszy kat jest

wiekszy i piszemy:
AB C> A'B' C.

Do znakéw >, =, <, mozna stosowat te same prawa, ktérych sie uzywa
w arytmetyce dla liczb réwnych i nieréwnych.

Z tych okreslen wynika, ze wielkos¢ kata nie zalezy zupetnie od dbu-

Précz tych wiasciwych katéw, utworzonych
—Zg“— >, przez dwie rdzne linie proste, nazywamy takze kgtami

. utwory geometryczne ztozone z
FI™ 13- samej linii prostej, biegngcych w Kkierunkach prze-
ciwnych. Takie katy nazywamy katami polpdnymi: A B C na fig. 13.

Wszystkie katy pdlpelne sg sobie réwne, poniewaz dwie linie proste zawsze
mozna sprowadzi¢ do nakrycia tak, aby jeden zadany punkt (wierzchotek
kata pdlpetnego) jednej prostej nakryt sie z zadanym punktem drugiej prostej.
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Na katach mozna wykonywa¢ zupeinie podobne dziatania, jak na
odcinkach. Mozna wiec katy dodawac, przenoszac jeden tak, abyjego ramie
i wierzchotek nakryty <sie z wierzchotkiem i ramieniem drugiego kata, drugie
za$ ramie prowadzac po przeciwnej stronie tego wspélnego ramienia.

N. p. <CB'AB"'= a-f- 3

Jezeli utworzymy sume dwdch
katowr poOlpetnych, to drugie ramieg
drugiego kata nakryje sie z pierwszem
ramieniem pierwszego kata. Otrzyma-
my w ten spos6b utwor geometryczny,
zwany lIcagtem petnym, n. p. ABC
na lig. 15. Polem jego jest cala ptaszczyzna, a ramiona nakrywajg sie.

Przy dodaniu kilku katéw moze sie zdarzyc, ze otrzy- B jg A

mamy wiecej, anizeli kat petny. Wtedy moéwimy, ze pole _ C
tego kata pokrywa ptaszczyzne drugi raz, trzeci raz i t. d. FI& lo-
Odejmowanie tem sie tylko rézni od dodawania, ze drugie ramie
prowadzi sie po tej samej stronie wspoélnego ramienia.
Jezeli jaki$ kat kilka razy dodamy do siebie, n. p. 5 razy, to mowimy,
zeSmy kgt pomnozyli przez liczbe 5. N. p. na fig. 16.
<f£4vifC = 5a.

Podzieli¢ kat przez liczbe znaczy znalezé
taki kat, ktoryby pomnozony przez te liczbe dawat
kat pierwotny. Sposéb dzielenia kata na 2, 4, 8...
rownych czesci poznamy poOzniej.

Podziat dowolnego kata na trzy réwne czesci Fig. 1G.
jest juz zagadnieniem trudniejszem, nie da sie bowiem
wykona¢ przy pomocy jedynie cyrkla i linii, zapomoca skoiczonej liczby konstruk-
cyi. Wykazat to Gauss. — Obmyslano jednakowoz inne $rodki pomocnicze, inne
linie krzywe oprécz kota, ktére pozwalaja to zagadnienie z zupeing Scistoscia
rozwigza¢ n. p. Hippiasz z Elis znany sofista (V. wiek przed Chr.) obmyslit
w tym celu linie krzywg, zwang: Quadratrix, Nikomedes (II. wiek po n. Chr.)
linie, zwang muszlg Nikomedesa, p6zniej uzywano hyper-
boli i innych.

Dziataniem pokrewnem z dzieleniem kata jest
mierzenie Kkata, t. j. badanie, ile razy jeden kat
miesci sie w drugim. Dziatanie to wykonujemy
przez kolejne odejmowanie jednego kata od drugiego.
N. p. jezeli katodejmiemy od kata a, od po-
zostatej reszty znowu odejmiemy kat y i jezeli po
6 odejmowaniach wyczerpiemy caly kat a, to moéwimy, ze stosunek kata a
do Icata y wynosi 6, a piszemy to uzywajac znaku dzielenia

a:y= 6.
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a nazywa sie poprzednikiem stosunku, y nastepnikiem, a 6 wyk}a-
dnikiem. JezelibySmy kat y obrali za jednostke mierniczg, to wyktadnik 6,
wynik mierzenia, nazwalibySmy liczbg -wymiarowg kata.

Mozemy tu zauwazy¢ to samo, co przy odcinkach. Jezeli obierzemy
jaka$ jednostke i jej catkowite czesci (jako jednostki podrzedne, mniejsze) to
mogg zaj$¢ dwa przypadki:

1. albo kat da sie wymierzy¢ tg jednostka i jej czeSciami, wtedy otrzy-
mujemy jako liczbe wymiarowg liczbe wymierng (t. j. catkowitg, utamkowg lub
mieszang);

2. albo kat nie da sie wymierzy¢ przy pomocy tej jednostki i jej czesci
catkowitych, wtedy jako liczbe wymiarowg otrzymujemy liczbe niewy-
mierng.

W geometryi praktycznej kazdy kat da sie wymierzy¢ przy pomocy
kazdej jednostki z takg doktadnoscig, na jakag przyrzady miernicze pozwalaja.

Co sie tyczy wyboru ogodlnie uznanej jednostki, to mamy tu naturalnie
znowu zupeing dowolno$¢, tak samo jak przy odcinkach. Jednakowoz od naj-
dawniejszych [czasow o0g6lnie przyjeto jako jednostke do mierzenia katoéw
t. zw. kgt prosty; znaczymy go literg R.

Katem prostym nazywamy potowe kata pulpelneyo n. p. AB C= Il
Poniewaz wszystkie katy poOtpetne sg sobie réwne, przeto ich potowy sg sobie
rowne, wiec wszystkie katy proste sg takze rowne.

Euklides przyjmuje to twierdzenie za pewnik, Ililbert za$ podaje Scisty
dowdd tego twierdzenia, oparty na przystawaniu tréjkatéw. Rzecz ta wymaga
dowodu, poniewaz nie wiemy z gory, czy kat poipeiny da sie przepotowic, ani
nie posiadamy jeszcze zadnej konstrukcyi, ktoraby to pozwalata wykonac.

Te jednostke podzielono na 90 réwnych

A - . . B L
czesci, zwanych stopniami: 10= — ; stopien
podzielono na 60 rownych czesci, zwanych minu-
tami (partes minutae primae): 1' = wreszcie
minute podzielono na 60 rownych czesci, zwanych

D B C sekundami: I'""= B/ (partes minutae secundae).

Fi,, 18 Sekundy sg juz tak drobnemi jednostkami, ze

tylko przy pomocy najlepszych lunet >astrono-
micznych dadzg sie odczytaé. Uzywa sie ich tez wylgcznie przy pomiarach
astronomicznych. Kat prosty ma wiec 90°, kat potpelny 180° a kat
petny 360°.

Ten podziat wedtug systemu sze$¢dzieSigtkowego (mieszanego z 90-kowym)
uskuteczniono juz okoto 2000 przed n. Chr. w Babylonie, a od Il. wieku przed
Chr. zaczeto go uzywaé takze w Grecyi. System ten jest jednak dla nas nie-
wygodny, poniewaz przywykliSmy uzywaé przy innych miarach systemu dziesigt-
kowego (metr, kilogram). Dlatego tez w najnowszych czasach wprowadzono we
Francyi podziat kata prostego na 100 réwnych czesci, stopni nowego rodzaju.
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Taki nowy stopiefh podzielono na 100 minut, a minute na 100 sekund. Jednostki
takie wprowadzono juz nawet do przyrzadéw mierniczych.

Katy mniejsze od prostego nazywam}- ostrymi, katy wieksze od pro-
stego, ale mniejsze od polpelnego rozwartymi. Katy wieksze od poélpelnego
nazywamy katami wypuktymi, w przeciwienstwie do ostrych, prostych
i rozwartych, ktére obejmujemy wspélnem mianem: katy wkleste.

8 11. Katy przylegte i wierzchotkowe.
a) Dwa katy, majace wspdlny ivierzcholek, wspo6lne ramie, a ktérych
druga para ramion tworzy jedng linie prostg (jedno ramie jest przedtuzeniem
drugiego) nazywamy katami przylegtymi.
N. p. katy AB Ci<£CB D na fig. 19.

Kat potpeiny A B D jest sumg tych

katow przylegtych, wiec
a-f p= 180°.

O katach, ktérych suma wynosi 180° mo-
wimy, ze sie-spetniajg do 2 B — 1800 A wiec:
Dwa katy przylegle spetniaja sie do 180°.

Odwrotnie: gdybySmy o dwdch katacli wykazali, ze majg wspolny wierz-
chotek, wspélne ramie i wynoszg razem 180°, to dmmgg para ramion musi
tworzy¢ jedng linie prosta.

Jezeli jeden z katdw przylegtych jest prosty: -f: =90°, to i drugi 3==290°.
Broste tworzace ze soba kat prosty, nazywamy
liniami prostapadtemi i znaczymy to w nastepu-

: . D it
jacy sposob:
1)BJ ACIlubAC'tDB f
Kazdg inng prostg, wychodzacg z punktu B, n. p. /">
B E, nazywamy pochytg wzgledem A C i B D. A B C
Brzez punkt B, lezacy na linii ARC mozna tyl/co.
jedng linie prostopadtg do A C wykresli¢, po- .
niewaz w przeciwnym razie powstatyby .przy
wierzchotku B dwa katy proste nierébwne, co jest Fig. 20.

niemozliwe.

Z kazdego punktu ptaszczyzny mozna sie wiec po niej posuwac¢ w dwaoch
prostopadtych do siebie kierunkach. Te wiasnosc p}aszczyzny nazywamy dw u-
wymiaro woscig. ;

Takze wszystkie powierzchnie krzywe sg dwuwymiarowymi utworami. Wy-
kazemy p6zniej, w nauce stereometryi, ze w kazdym punkcie przestrzeni mozna
wykre$li¢ trzy linie prostopadle do siebie, ze wiec przestrzen jest troj-
wymiarowa.

b) Dwag¢katy o ivspélnym wierzchotku takie, ze ramiona jednego kata
sg przedtuzeniami — poza wierzchotek — ramion drugiego kata, nazywamy

i
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katami wierzchotkowymi. Katy takie powstaja wiec przez przeciecie sie dwdch
linii prostych. Na fig. 21 katy « i 2s3g wzgledem siebie wierzchotkowe;
tak samo y i 0. Poniewaz obydwu katom a i ( bra-
kuje tyle samo do 180°, mianowicie kat o, przeto te
katy sg réwne.
<m=P.
Z tej samej przyczyny: 7= 3. Stad wniosek: Katy
wierzchotlcoioc sg sobie rowne.

8 12. Peki promieni.

Przy omawianiu odcinkéw zajmowaliSmy sie
zbiorem punktéw lezacych na jednej linii proO
stej. Obecnie poznamy utwor geometryczny ,,wzajemny*,
to znaczy zajmiemy sie zbiorem linii prostych,

Fig. 21. przechodzacych przez jeden punkt.

W geometryi odgrywa wazng role t. zw. ,prawo
wzajemnos$ci“. Okazuje sie mianowicie, ze twierdzenia, odnoszace sie do punktéw
i linii prostych, pozostajg prawdziwe, jezeli pomieniamy stowa ,punkt” i ,linia
prosta“. N. p.: Przez dwa punkty jest wyznaczona jedna prosta. Twier-
dzenio wzajemne: Przez dwie proste jest wyznaczony' jeden punkt z tem
jednak zastrzezeniem, ze proste nie majg by¢ réwnolegle. Aby to zastrzezenie
usung¢, wprowadzono do geometryi t. zw. punkty niewlasciwe, punkty lezace nie-
skonczenie daleko, odrzucajgc natomiast pewnik Arcbimedesa. Przy takiem pojmo-
waniu geometryi dwie proste réwnolegte wyznaczajg takze jeden punkt, mianowicie
przecinajg sic w punkcie nieskoriczenie dalekim, jaki sie na kazdej z tych pro-
stych znajduje. Wtedy prawo wzajemnosci jest prawdziwe juz bez zadnych
zastrzezen. Geometrye nieeuklidesowg opartag na takich zatozeniach' nazywamy
»geometrya rzutowga"” (por. str. 7). )

Z pomiedzy nieskon-
czonego zbioru linii pro-
stych, przechodzacychprzez
dowolny punkt S plaszczy-
zny, mozemy wybra¢ skon-
czong lub nieskonczong
liczbe prostych (promieni).
Promienie te moga by¢ od-
dzielone od siebie lub nie.
N. p.dowolny kat $ZASB
przepotdbwmy; otrzymamy
promien SC, 3;ASC
przepotdwmy  znowu, to
otrzymamy nowy promien

S D ; postepujac dalej wedtug tego samego prawa, otrzymujemy dowolnie wiele
promieni oddzielnych (w geometryi idealnej) SE. SF, S G.
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Taki skonczony lub nieskonczony zbiér promieni nazywamy pekiem
promieni, a punkt S nazywamy wierzchotkiem peku. Peki takie
odgrywajg wazng role w optyce, w rysunku perspektywicznym, wogdle wsze-
dzie tam, gdzie mamy do czynienia z promieniami Swiatta, wychodzacymi '
z jednego punktu. Zwykle, je$li méwimy o peku promieni bez Zzadnego
objasnienia, mamy na mysli wszystkie proste przechodzace przez O. Pek-
promieni mozna wprowadzi¢ w Scisty
zwigzek z szeregiem punktéw. Obierz-
my na dowolnej prostej X Y szereg
punktow A, B, C, JD... Dowolny punkt
S lezacy poza tg prostg potagczmy pro-
mieniami SA, S JB, S C. .. z punktami
tego szeregu. Mowimy, ze pek pro-
mieni S (A, B, G D...) rzuca 23
szereg punktow: A, B, C, D. ..

Promienie SA, SB i punkty A, B nazywamy odpowiadajagcymi sobie. Wy-
kreslmy drugi pek S' (A, B, C, JD...) rzucajacy ten sam szereg punktow.
Diva peki rzucajace ten sam szereg punktow nazywamy pekami perspekty-
wicznymi. p | p. promienie widzenia tego samego przedmiotu z roznych
punktéw.) Jezeli jeden pek promieni przetniemy dwoma liniami prostemi,
otrzymamy na kazdej z nich'
szereg  punktow. Szeregi
punktéw, rzucone przez ten
sam pek promieni nazywamy
takze perspektywicznymi sze-
regami punlctow. (W geome-1
tryi praktycznej odpowiada
temu n. p. o$wietlanie ro-
zmaitych przedmiotéw z tego
samego punktu $wiecacego.)

Wreszcie szereg punk-/
téw i pek promieni, rzucajac;
go, nazywamy takze utwo-
rami perspektywiczny-

mi wzgledem siebie. Promienie rzucajgce ten sam punkt (punkty rzucone
przez ten sam promien) nazywamy odpowiadajgcymi sobie promieniami
(punktami).

8§ 13. Koto.

Wezmy pod uwage pek promieni ztozony z wszystkich prostych prze-
chodzacych przez jeden punkt 0. Pek taki wypetnia calg plaszczyzne. Na
kazdym promieniu odetnijmy od punktu O réwny — zresztg dowolny —
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odcinek. Konce tych odcinkdw utworzg jedngnieprzerwang linie krzywg zamknieta,
zwang kole m. Koto jest wiec linig, Idorej kazdy punkt jest rowno oddalony
od statego punktu O.

Wyrazamy sie czesto takze tak: kolo jest
miejscem geomctrycznem punktéw réwno oddalonych od
statego punktu, to znaczy: 1. ze punkty réwno od-
dalone od O, nie moga leze¢ na innem miejscu pta-
szczyzny, jak tylko na kolei 2. ze koto zadnych innych
punktow nie zawiera. Do wykre$lenia kota uzywa sie
tego samego przyrzadu, ktéry stuzy do przenoszenia
réownych odcinkéw, a wiec cyrkla.

Fig. 25. Staty punkt O, wierzchotek peku promieni, na-

zywa sie Srodkiem kota, a réwne odcinki promieni

peku nazywamy promieni ami kota. Punkty, ktérych odlegtos¢ od $rodka

jest mniejsza od promienia, leza wewnagatrz kola, punkty, ktdrych odlegto$¢ od

srodka jest wiekszg od promienia, lezg zewnatrz kola. Zbidr wszystkich

punktéw 'lezacych wewnatrz kola nazywamy powierzchniglub pole m kola,
a samg linie kotowg nazywamy takze obwodem kota.

Odcinek, utworzony przez dwa promienie lezace na tej samej linii prostej
nazywamy $rednicg kota. Mozna takze powiedzieé: Srednica jestto odcinek
taczacy dwa punkty obwodu, a przechodzacy przez Srodek kota. Kazda czesc
obwodu kola, ograniczong dwoma punktami, nazywamy lukiem kola i uzywamy
czasem znaku A K, H ti, aby odrozni¢ luk od prostej A K, lub H G, facza-
cej punkty koncowe tuku.

Jezeli obierzemy trzy dowolne punkty na obwodzie kota A B C, to zaréwno
punkt B lezy pomiedzy punktami A i C, jak i punkt C lezy pomiedzy B i A,
wreszcie A lezy pomiedzy C i B.- Wtlasno$¢ ta stanowi zasadnicza roznice

pomiedzy linig prostg, a kotem. Na linii prostej

bowiem z trzech punktéow A, B, C, zawsze tylko
jeden, n. p. B lezy pomiedzy A i C. (U Hil-
t berta stanowi to osobny pewnik.) Wskutek tego
posuwajac sie po kole wrdci my zawsze do punktu,

z Ictoregosmy loyszli — na linii prostej za$ jestto

niemozliwe. Jestto charakterystyczna  wilasno$é

wszystkich linii zamknietych.

Potozenie linii prostej iczglellem kota moze

by¢ trojakie: a) linia prosta moze mie¢ z kotem

F dwa punkty ivspélne i wtedy nazywa sie sieczna;

Fig. 26. a odcinek zawarty miedzy tymi punktami cie-

ciwg, n. p. Ti P; b) linia prosta majgca z kotem

tylko jeden punkt wspdlny nazywa sie styczng, a ten punkt punktem

stycznosci, n. p. CI) i c) linia prosta nie ma z kolem zadnego punktu

wspolnego, n. p. E F.

TJivaga: POzZniej wykazemy S$cisle, ze linia prosta nic moze mie¢ z kotem

wiecej punktéw wspdlnych.
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Potozenie dwodch kot wzgledem siebie: Dwa kola, majgce wspolny Srodek
(a rbézne promienie), nazywaja sie wspotsrodkowe, w przeciwnym razie:
mimosrodkowe. Aby zbada¢ wszystkie mozliwe potozenia dwdch kol wzgle-
dem jsiebie, wyjdzmy od kot wspoélsrodkowych: k i K o promieniach: r i R
i poruszajmy mniejsze koto tak, aby jego Srodek posuwat sie po jakiej$ linii
prostej OX. «) Najpierw kolo k lezy wewngatrz kola K, nie dotykajac go
zupetnie, b) Gdy k zblizy sie do K tak, ze odlegtos¢ jego $rodka O, od O
wynosi R — r, wtedy kola majg jeden punkt C wspdlny, dotykaja sie we-
wnetrznie. ¢) Jezeli przekroczymy punkt O* n. p. do punktu Os, kota prze-
cinajg sie iv dwoch punktach A i B. Odlegtos¢ O Os jest juz > R —r

ale jeszcze < R -j-r. Czesci kot nie nakrywajgce sie przytem nazywamy
ksiezycami, d) Przy dalszem posuwaniu sie, gdy 0 04= R-\-r, kola
majg znowu tylko jeden punkt, wspélny, dotykajg sie zewnetrznie, wreszcie:
e) Jezeli O 03 jest juz wieksze od R-\-r kolta nie majg zadnego punktu
wspoblnego i jedno lezy catkowicie zewnagtrz drugiego. Widzimy wiec, ze
jest pie¢ mozimych potozen dwdch kot wzgledem siebie, zaleznie od dtugosci
linii, taczacej Srodki, zwanej linig $rodkowg kot

Obroty: Jezeli bierzemy pod uwage kolejno wszystkie promienie, prze-
chodzace przez jeden punkt S, moéwimy, ze promien pierwotny wykonuje
ruch obrotowy okoto punktu S, zwanego srodkiem obrotu. Kazdy punkt
promienia zakre$la przy obrocie kolo o wspdlnym $rodku S. Opisujemy to
tak: torem punktu nrzi/ ruchu ébrotmoum iestkoto. Jezeli wszystkie promienie
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z jednego punktu S wychodzace rdwnoczesnie wykonujg ruch obrotowy, to
nazywamy to ruchem obrotowym catej ptaszczyzny. Jezeli kazdy promien
naszego peku promieni zastgpimy promieniem odchylonym o kat a, to méwimy,
zeSmy wykonali obrét o kat a. Ten kat jest miarg wielko$ci obrotu.
Obrét o kat petny nazywamy petnym obrotem Ilub catkowitym
obrotem. Co znaczg stowa poétobrot? cwier¢ obrotu? Jezeli pewien kierunek
obrotu, n. p. obr6t zgodny z ruchem wskazéwki zegara, nazwiemy dodatnim,
to obrot przeciwny nazywa sie obrotem ujemnym. W zwigzku z tem kazdy
kat ¢ moze by¢ dodatnim lub ujemnym, zaleznie od tego, ktéry obrot uwa-
zamy za dodatni i ktére ramie uwazamy za ruchome.

Jezeli potagczymy ruch obrotowy punktu z ruchem postepowym, to znaczy
jezeli promien obraca sie, a jaki§ punktna nim réwnoczesnie sie posuwa, to jako
tor otrzymujemy linie krzywil otwartg, zwang spiralng. Z pomiedzy linii
spiralnych najprostsza jest taka, w ktorej réwnym obrotom odpowiadajg réwne
przesuniecia, t. zn. gdy promieA obrdci sie n. p. o 10° punkt posunie sie¢ 0 1 mm,
przy obrocie o 20° punkt posunie sie 0 2 mm i t. d. Taka spiralna nazywa
sie spiralng Archimedesa. Aby ja wykresli¢, rysujemy pek promieni,
tworzacych same rowne katy i obieramy na jednem ramieniu jednego kata jaki$
punkt, n. p. wierzchotek, a na drugiem odcinamy od wierzchotka jaki$ odcinek A B.
Na nastepnym promieniu odcinamy dwa razy wiekszy odcinek A C, na dalszym
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trzy razy wiekszy A D i t. d. Jezeli promienie wezZmiemy odpowiednio gesto
i'otrzymane punkty polaczymy jedna, nieprzerwang linig, otrzymamy spiralng
Archimedesa. Inno spiralne otrzymuje sie, jezeli ruch postepowy nie jest
jednostajny.

Mozna jednak inaczej potaczyé ruch obrotowy z ruchem postepowym, n. p.
punkt wykonuje ruch obrotowy okoto <§ a réwnoczesnie S przesuwa sie po linii
prostej SX. Tory takiego ruchu nazywamy cyk loidami; ich wykreSlenie jest
juz nieco trudniejsze.

Cwiczenia II.

§ 10—11. 1. Wykresli¢ trzy proste przecinajace sie i wypisa¢ katy powstate.
Ktére z nich sa wierzchotkowe?

2. Wykre$liwszy z jednego punktu prostej dwa promienie nachylone, lezace
po tej samej stronie linii prostej, wykaza¢, ze suma trzech powstatych katow
wynosi 180°.

3. Dwa dowolnie obrane katy doda¢ na rysunku (przy pomocy kato-
mierza).

4. Dodaé trzy katy dowolnego trojkata.

5. Wykaza¢ rysunkiem, ze (a-f- i3-f- 7= («-f- {)-{-

6. Odjag¢ od dowolnie podanego kata drugi kat.

7. Znajac kat, jaki tworza wskazowki zegara o godzinie 1-szej, wykresli¢
kat utworzony o godzinie 5-tej, 8-mej, 11-tej.

8. Majac podane dwa katy, z ktdrych jeden jest bardzo maly, zmierzyé
wigkszy przy pomocy mniejszego (w przyblizeniu).

9. Jaki kat zakre$la promien réwnoleznika ziemskiego w ciagu 1 godziny,
1 minuty, 1 sekundy, przy dziennym obrocie ziemi koto 0si?

10. Jaki kat zakre$la wielka wskazéwka zegara w ciggu 1 minuty, 1 se-
kundy, a jaki mata wskazéwka?
11. Jaki kat dziennie zakre$la prosta tgczaca ziemie ze storicem, przyjmujac
droge ziemi jako linie kotowg?
i2 Znalez¢ rachunkiem sume katow:
a) 28°36' 45"-|~36° 42' 29",
') 136° 38'-f- 5° 47' 8".
84° 59' 59"+ 5° 1",
Znalez¢ roznice:
«) -108° 23" 14" — 26° 54' 17".
b) 90° — 42° 30,
c) 180° — (29° 36'-f 58° 42").
<4. Znalez¢ kat trzy razy wiekszy od kata 19°24'32".
1 Znalez¢ kat pie¢ razy mniejszy od kata 106°34'15".
16. Znalez¢ stosunek katéw 48° 36' :5° 24
17. Obliczy¢ kat spetniajacy sie z katem/240 35' 20".
18. lle wynosi kat przylegty do kata a — 34° 27"
19. Wykazaé, ze jezeli jeden z katow przylegtych wzrasta, to drugi maleje.
&£). Wykaza¢, ze linie potowigce dwa katy przylegte, sa do siebe prostopate.
21. Dwie linie proste przecinajg sie pod katem 3= 45° 31'; obliczy¢ trzy
pozostate katy utworzone przez te linie proste.
22. Wykaza¢, ze linie, potowigce dwie pary katdw wierzchotkowych, utwo-
rzonych przez te same linie proste, sg do siebie prostopadte.
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§ 12. 23. Wykresli¢ z dowolnego punktu pek promieni, rzucajacy podziatke centy-
metrowg. Co sie stanic z katami peku, jezeli sie wierzchotek peku oddala od
prostej, na ktdrej lezy podziatka?
24. Narysowaé dowolne dwa peki perspektywiczne.
Z dwédch pekéw perspektywicznych S i S' przenies$¢ jeden (bez

zmiany katow) do innego punktu S".,, Oznaczy¢ punkty przeciecia® odpowiednieh*.
promieni po przesunieciu. ( 1°
26. Obrawszy dowolny punkt' Spozk prostg p, fzucaj doraz to dalsze punkty
prostej. Do jakiego pofozenia dazy promien rzucajacy? v'
27. Jaki punkt rzuca promien réwnolegty do prostej, na ktérej lezy szereg
punktow? t.'!

12$; Jaki utwor geometryczny jest wzajemny do odcinka? |V ty™*'

§9. Narysowa¢ dwa perspektywiczne szeregi punktow.

30. Z dwoch perspektywicznych szeregdw' punktéw przenie$¢ jeden na inng
linie prostg. Potgczy¢é odpowiednie punkty liniami.prostemi.

§ 13. 31. Wykresl pie¢ mozliwych potozen dwdéch két, kazde potozenie na oso-
bnym rysunku.

32. Wykaz mozliwos¢ pieciu potozen dwoch két, poruszajac tylko wieksze
koto.

33. Wykresl ksiezyce, powstate z dwoch réwnych kot

34. Z dwoéch podanych punktéw mamy zakreslic kota. Jaki warunek musza
spetnia¢ promienie, aby sie kota przeciety? stykaty?

35. Koto obraca sie kolo osi nie przechodzacej przez jego S$rodek (jest
przytwierdzone ,mimosrodkowo”). Narysowa¢ kilka potozen tego kota. Jaki tor
opisuje przytem S$rodek kota?

36. Narysuj koto stykajgce sie wewnetrznie z kotami otrzymanemi w zadaniu
poprzedniem.

37. Koto otoczy¢ szeScioma réwnemi mu kotami, stykajgcemi sie ze-
whnetrznie.

Pek promieni przecigé linig prosta p i od punktow przeciecia na kazdym
promienni odcigé w obydwie strony ten sam odcinek cl. Otrzymane punkty
utwdrza dwie gatezie linii krzywej, zwanej muszlg Nikomedesa (p. str. 17);

Z dowolnego punktu na obwodzie kota poprowadzi¢ pek promieni, i na
kazdym z nich odcia¢ dwa réwne odcinki od punktu przecigcia sie z kotem do
wnetrza kota i na zewnatrz. Linia, #aczaca te wszystkie punkty nazywa sie
S§limakiem Pascala (matematyk i filozof francuski z XVII. wieku).

40. Wykazaé, ze ruch postepowy punktu i ruch obrotowy prostej sg ruchami
wzajemnymi.

41. Wykresli¢ spiralng Archimedesa, w ktérej wzrostowi kata o 10° od-
powiada przesuniecie punktu o ¥g mm. lle skretdw otrzymamy, posuwajac sie [/
na odlegtos<$ 1 dni od wierzchotka peku? O ile stopni obrdcit sie rdéwnocze$nie /
promien?



Rozdziat Il11.
Trzy linie proste. Troéjkaty.

8 14, Potozenie trzech linii prostych.

.Dotychczas rozpatrywaliSmy doktadniej jedng linie prostg i dwie linie
proste na plaszczyznie. Przechodzac obecnie do trzech linii prostych, lezacych
na tej samej ptaszczyznie, zbadamy przedewszystkiem ich wszystkie mozliwe
potozenia. Okazemy, ze sg cztery mozliwe przypadki:

1: trzy proste nie majg zadnego punl;tu przeciecia,; 2. majg jeden
punid przeciecia; 3. dwa punkty przeciecia i 4. trzy punkty przeciecia.

Wiecej punktéw przeciecia nie mogg trzy linie proste posiada¢; wierny
bowiem, ze dwie linie proste — nie nakrywajace sie — majg tylko jeden
wspolny punkt 11 p. A a wiec trzecia linia moze jeszcze przecigé pierwszg
z.nich w jednym punkcie n. p. B, a drugg takze tylko w jednym punkcie
n. p. C, mamy wiec najwyzej trzy punkty przeciecia. Zbadajmy po kolei
cztery mozliwe przypadki.

8§ T?. Trzy linie proste réwnolegte.

Aby zbada¢, czy sg mozliwe trzy proste (nieograniczone) nie majace
zadnego punktu wspdlnego, wezmy dowolnglinie prostaa i poprowadzmy
dwie linie h ic rdwnolegte do niej: bjja ic| a

Linie te nie majg wiec zadnego punktu
wspllnego z linig a; zachodzi pytanie, czy c
one moga sie przeciaé ze sobg w jakim$ ~
punkcie n. p. P, Otéz gdybySmy zrobili = -—— —
takie przypuszczenie, popadlibysmy w sprze- -— -—
czno$¢ z pewnikiem VII, o liniach réwno- Fig. 29.
legtych, ktéry mowi, ze przez punkt P lezacy
poza prostag a moze przechodzi¢ tylko jedna linia rownolegta doa. Tymczasem
w naszym przyktadzie przez punkt P przechodzityby dwie linie réwnolegte
do a. Ot6z nasze przypuszczenie byto btedne. Linie b i ¢ nie moga sie ze
sobg przecig¢, sa wiec takze do siebie rownolegte. Linie a, b. c nie
majg wiec zadnego punktu wspdlnego. Whniosek, do ktéregosmy doszli, wy-
powiada sie zwykle tak:
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Dwie proste rownolegle do tej samej trzeciej, sg takze miedzy sobg
réimolegte. Literami: b| a i c| a pociaga za sobg b | ¢c. Widzimy stad, ze
znak réwnolegtosci ma podobng wiasnos¢, jak znak réwnosci (z b— a i c— a
wynika b— c¢). Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze. dwie proste sg réwnolegle do
tej samej trzeciej, aby sie przekonaé tem samem, ze te proste sg i do siebie
rownolegle. Spos6b rozumowania, ktéregosSmy tu uzyli, nazywa sie dowo-
dem niewprost.. Polega on na nastepujacej mys$li przewodniej:

Chcac wykaza¢ prawdziwos$¢ jakiego$ twierdzenia, robimy na razie przy-
puszczenie wprost przeciwne; nastepnie wykazujemy, ze to przypuszczenie nie
jest do przyjecia, prowadzi bowiem do sprzecznosci albo z przyjetymi juz
pewnikami, albo z udowodnionymi juz prawami.

Trzeba tylko sobie jasno zda¢ sprawa z tego, co znaczy ,twierdzenie wprost
przeciwne“. Ot6z n. p. twierdzeniem wprost przeciwnem do: ,jaka$ rzecz jest
biata“ nie jest ,ta rzecz jest czarna,” ale: ,ta rzecz nie jest biata“. Twierdzenie
wraz z twierdzeniem wprost przeciwnem musza wyczerpywaé wszystkie mo-
zliwos$ci. Otéz barwy: biata i nie biata wyczerpujg istotnie wszystkie mozli-
wosci, za$ barwy: biata i czarna nie wyczerpujg wszystkiego, moga. by¢ bowiem
précz nich barwy: zielona, z6tta i t. d. GdybySmy wiec wykazali, ze rzecz jakas
nie moze by¢ czarna, to nie mozemy z tego wnioskowaé: ,a wiec ta rzecz
jest biata,“ moze by¢ bowiem réwniez dobrze zielona, czerwona i t. d. W do-
wodzie naszego twierdzenia geometrycznego postepowaliSmy dobrze, bo chcac
udowodni¢, ze proste b i ¢ sa réwnolegte, zrobilimy tymczasowo przypuszczenie:
proste bi cpzecinaja, sie. Ot6z dwio odrebne linie proste b i ¢ nie moga
mie¢ innych wzajemnych potozen, wyczerpaliSmy wszystkie mozliwosci twierdze-
niem i twierdzeniem przeciwnem.

Dowoduniewprost, zwanego takze dowodem ad absurdum uzywa sie
bardzo czesto w matematyce, w fizyce, a i w zyciu potocznem ma wielkie zna-
czenie (n. p. “alilu“ sadowe), jezeli sie go uzywa poprawnie, t. zn. z uwzgle-
dnieniem wszystkich mozliwos$ci.

§ 16. O trdjkatach.
Trzy proste, majace tylko jeden punkt wspolny, stanowig cze$¢ peku pro-
mieni, nie przedstawiajg wiec dla nas nowego utworu.
Aby zrozumie¢ twierdzenia o trzech prostych, maja-
cych dwa punkty przeciecia, musimy najpierw o-
rnowi¢ przypadek czwarty: trzy proste majace
trzy punkty przeciecia. Taki utwoOr geometryczny na-
zywamy tréjkatem. Te trzy. linie proste zamykajg
cze$é;ptaszczyzny, zwang polem trojkata, Punkty
przecigcia A, B, C nazywamy wierzchotkami
KO) tréjkata a odcinki ograniczajagce: AD, DC, CA na-
zywamy bokami tréjkata. Przy kazdym wierzchotku
znajduja sie po cztery katy, ale tylko jeden z nich lezy wewnagatrz troj-
kata. Te katy: a, 7 nazywamy kata.mi wewnetrznymi, lub krotko
katami .trdjkata (bez wyraznego wymieniania nazwy). Katy przy-
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legte .do katébw wewnetrznych nazywamy zewnetrznymi n. p. katy Sie;
sg one ograniczone bokiem z jednej, a przedtuzeniem drugiego boku z drugiej
strony. Katy wierzchotkowe do katéw wewnetrznych nie majg osobnej nazwy.
O wierzchotku A nie lezgeym na boku BC i o kacie a méwimy, ze lezg
naprzeem boku B G.

Dla wygodnego zapamietania najczesciej oznacza sie bok, lezacy- naprzeciw
jakiego$ wierzchotka ta samg literg, co wierzchotek, tylko z matego alfabetu
(poréwnaj fig. 30).

Wedtug wielkosci bokéw rozrézniamy trojkaty réznoboczne, jezeli
wszystkie boki sg rézne co do diugosci, r6wnoramienne, jezeli tylko dwa
boki sg rowne i réwnoboczne, jezeli wszystkie boki sg rowne. W trgj-
kacie rownoramiennym boki réwne nazywamy czesto ramionami, a bok
nierbwny podstawag.

Linia prostopadta z wierzchotka trojkata na przeciwlegty bok lub najego
przedtuzenie nazywa sie wysokos$cig trojkata. Kazdy trojkat ma trzy wy-
sokosci. Zostawiajgc dokladniejsze badanie wiasnosci trojkata do dalszych
ustepéw, udowodnimy jeszcze tylko nastepujace twierdzenie:

/K gt zewnetrzny trojkata jest wielcszy od kazdego z katéw wewne-
trznych nie przylegtych mu. Aby poréwna¢ <C3 z i3 potowimy bok B C
w punkcie D i prowadzimy- prostg AJ); przedtuzamy ja o taki sam
odcinek D E — A D do punktu E lezacego juz na polu <C 3, wreszcie
fagczymi E z C. Bioragc pod uwage
trojkaty B AB i DE C widzimy,
ze mozna do nich zastosowaé VI
pewnik.  Albowiem AD ~D E ;

BD — DC iAkaty e i Csg sobie

réwne, jako katy mwierzchotkowe. >

Trojkaty te"-majg wiec dwa boki

réwne i katy-Tmiedzy nimi zawarte

rownie, zatem i pozostate katy sg

parami réwne, zatem <C[i= <£3

Poniewaz za$ 8 jest wiekszy

od <Cr, (dlaezego?) przeto takze

<£ 3>><£@ GdybySmy jeszcze

chcieli poréwna¢ <£ 3z a, to trzebaby drugi raz to samo rozumowanie
przeprowadzi¢, potowigc znowu bok A C i poréwnujgc <Cs z ~ 3', wierzchot-
kowym do S (przeprowadZ ten dowdd!) Pokaze sie, ze takze: <C3>- <f a.

"Dowodzenie, jakiegoSmy tu uzywali, nazywamy dowodem wprost..
Mys$lg przewodnig takiego dowodu jest: opierajgc sie¢ na pewnikach i na po-
znanych juz twierdzeniach zbudowac¢ taki tancuch logicznych rozumowan, aby
jego ostatniem ogniwem byto zgdane twierdzenie. Innemi stowy: okazaé, ze
nasze twierdzenie jest wynikiem pewnikéw i twierdzen poznanych poprzednio:
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Czesto mamy kilka drog, ktéremi mozemy dojs¢ do dowiedzenia twierdzenia;
zalezy to od tego, na ktorych pewnikach i twierdzeniach sie oprzemy. Zda-
rzajg sie jednak twierdzenia, do ktdrych trudno znalez¢ droge wprost. Probu-
jemy wtedy dowodu niewprost. Jezeli i ta droga nie prowadzi do celu, nie
mozemy weciggac¢ takiego twierdzenia w zbiér praw geometrycznych — czy
tez matematycznych, chociazby sie wydawato bardzo prawdopodobnem.

Dlatego w nauce geometryi najczesciej nie postepujemy tak, aby z géry
wpowiada¢ jakie$ twierdzenie, a .pozniej udowadnia¢ .jego prawdziwos¢, tylko
postepujemy krok za krokiem, bud.ujgc z poznanych twierdzeri to, co sie
z nich daje od razu wydoby¢, a z tej rozszerzonej podstawy wznosimy sie
znowu stopniowo do coraz to trudniejszych i zawilszych praw, nasuwajacych
sie nam w ciggu rozwazan.}.

§ 17. Dwie proste rownolegte przeciete trzecia.

Trzy proste lezace na plaszczyznie majg tylko dwa punkty przeciecia,
jezeli dwie z nich sg réwnolegle, a trzecia przecina jedng z nich. Ta trzecia
prosta musi takze i druga przecigé, w przeciwnym bowiem razie mielibySmy
dwie proste réwnolegte do tej samej trzeciej, a mimo to przecinajgce sie,
whbrew udowodnionemu na str. 27 twierdzeniu.

Linie prosta A B przecinajacg dwie inne CD i E F nazywamy linig po-
przeczng. TworzyonazniemiSkatow:4sgzewnetrzne a4 wewnetrzne t.j.lezg
miedzy liniami przecietemi. ,Kgty nie majgce wspdlnego wierzchotka tgczymy

w pary i nadajemy im pewne
nazwy. | tak: 1. Katy takie, jak
a i s, 8 i.0nazywamy katami od-
powiednimi. Sg to katy, lezgce
po tej samej.stronic linii poprze-
cznej.przyczemjedenjestzewnetrzny,
drugi tuewnetrzny. 2. Katy lezgce

F po tej samej stronie linii poprze-
czncj, ale obydwa zewnetrzne, lub
obydwa wewnetrzne, nazywamy Kkga-
tami jednostronnym i

N.p. air,oili, is

3.
stronach linii poprzecznej, obydwa zewnetrzne liib obydwa wewnetrzne, nazywajg
sie katami naprzemiantegtymi. N. p. ai & 3is.

Nazwy te zachowujemy takze,jezeli linie CD, EF' nie sg rownolegtemi.
O tych katach udowodnimy:

Jezeli linie przeciete sg rownolegle, to katy odpowiednie sg sobie parami
rowne, katy naprzemkinlegte sg sobie rowne a katy jednostronne spetniaja,
sie do 180°.
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Prawa matematyczno wypowiadamy zwykle w postaci okresu warunkowego.
Pierwsza cze$¢ okresu, n. p. u nas: ,jezeli dwie linie réwnolegle s3g przeciete
trzecig“ nazywa sic zatozeniem, druga cze$¢ twierdzeniem. Zatozenie
zawiera warunek wystarczajagcy do prawdziwosci twierdzenia. Warunek ten musi
by¢ naturalnie mozliwy, to znaczy nie sprzeciwia¢ si¢ ani pewnikom, ani twier-
dzeniom udowodnionym poprzednio. Nie mozna wiec n. p. uzywac¢ zatozenia :
»jezeli sie dwie linie rownolegle przetng® itp.

Jest to twierdzenie zasadnicze o liniach rownolegtych, niezbe-
dne przy rozwazaniu utworéw geometrycznych, w ktorych sktad-wchodzg linie
rownolegte. Twierdzenie to (nie cale) wypowiada sie czasem takze tak:
Kazda prosta poprzeczna przecina dwie proste réwnolegle podtym samym
katem, przyczem mamy naturalnie na mysli katy odpowiednie. ktatsvo
to udowodnié¢ niewprost.

Chcemy n. p. wykazac, ze
a=1J|. Sprobujmy do czego- lc
by poprowadzito przypuszcze-
nie, ze te katy nie sg roéwne,

;a wiec, ze albo a<j3, albo B F
a >+ i3 Rozwazmy najpierw
pierwsze przypuszczenie, t. j. e \A 2

a< i3 Wtedy moglibysmy h 2

wykreslié w punkcie A, przy H "6
ramieniu A G jaki$ inny

kat a' rowny katowi 3 ale

naturalnie wiekszy od <£ a. Fi?. 33,

Ramie tego kata a' musi wiec

leze¢ poza polem kata a, musi zatem przecig¢ linie B G w jakim$ punkcieZ>
(nie moze by¢ réwnolegle do BG, bo juz jedna linia, EF przez punkt A
przechodzaca, jest rownolegta do BG). Powstatby wiectrdjkat A B1), w ktérym
a' jest katem zewnetrznym a [B wewnetrznym. Poniewaz jednak a'= 3
przeto popadamy w sprzeczno$¢ z twierdzeniem o kacie zewnetrznym troj-
kata, ktore orzeka, ze kat zewnetrzny musi by¢ wiekszy od kata wewnetrznego
nie przylegtego. Widzimy wiec, ze przypuszczenie a <C 3 jest nie do przy-
jecia. Zupetnie tak samo wykazalibysmy, ze a >> J} prowadzi do sprzecznosci.
(Udowodnij.) Pozostaje wiec tylko jedna mozliwosc:

a= fr

Co do innych katow, to juz z roéwnosci a= PBwynika ich rownosé
(wzglednie spetnianie sig).

N. p. katy e i Csa réwne, jako katy przylegte do réwnych Kkatdw.
Katy y i 3 sg réwne, jako wierzchotkowe do réwnych Kkatéw. Takze katy
naprzemianlegte sg réwne, n. p. kat ? = a, poniewaz jest tak samo wielki,
jak <£ 3 (jako wierzchotkowy), i t. d.
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Takze — wreszcie — katy jednostronne spetniajg sie do 180° n. p.
«-f i) = 180° poniewaz a rowna sie katowi 3 przylegtemu do tj i t. d.

WykazaliSmy wiec, ze z zatozenia EF |j1) G, wynika réwnos$¢ tych
katow. Mozna teraz wykaza¢ odwrotnie: z rdwnosci ktorejkolioiek pary katéw
odpowiednich (lub naprzemianlegtych, lub ze speiniania sie dwdch katow
‘ednostronnych)wynikaréwnolegto$¢ Unii przecietych. To co bylo w poprze-
-dniem twierdzeniuwynikiem, to wzieliSmy teraz za zalozenie, a to co
byto zatozeniem, za wynik. Takie twierdzenie nazywa sie twierdzeniem
odwrotnein (a jakie jest twierdzenie przeciwne?).

Zastanébwmy sie najpierw, czy odwrdcenie twierdzenia wymaga osobnego
dowodu? Znamy przeciez wiele przyktadow, ze odwrécenie jest prawdziwe tak
samo, jak twierdzenie pierwotne. N. p. kazde ciatlo posiada jaki§' ciezar
i odwrotnie: wszystko, co posiada jaki$ ciezar, jest ciatem. Otz istnieje o wiele
wiecej przyktadéw, w ktérych odwrocenie nie jest prawda. N. p. kazdy ptak jest
stworzeniem dwunoznem. ale nie kazde stworzenie dwunozne jest ptakiem. Z tej
przyczyny powinno sie twierdzenie odwrotne zawEze osobno udowadniac.

Otéz wr6¢my do naszego twierdzenia odwrotnego. Twierdzimy, ze
z zatlozenia: a= £ wynika: a | b.

Najszybciej dojdziemy do celu, uzywajac znowuz dowodzenia nie wprost.
mGdyby linia a nie byla réwnolegta do b, to dalaby sie przez punkt A

poprowadzi¢ jaka$ inna linia a' [| b. Wtedy
jednak musiatby kat a' by¢ rowny katowi (¢,
a wiec i katowi a, ktéry wedtug zatozenia
jest taksamo wielki jak fi. Ale w takim
razie linia «' musi sie nakry¢ z linig a,
jako drugie ramie kata réwnego. Otdz
zadna inna linia oprécz linii a nie moze
by¢ réwnolegts do b.

Zbierajac twierdzenie i odwrdcenie w jeden wniosek powiemy: Cechg
(wiasciwoscig) charaMerystyczng prostych réwnolegtych jest to, ze dowolna
poprzeczna tworzy z niemi réwne katy odpowiednie (réwne katy naprzemian-
legte, tub spetniajace sie katy jednostronne). Znaczy to, ze oprécz linii
rownolegtych, zadna inna para prostych niema tej wiasnosci, aby z poprze-
czng tworzyly rowne katy odpowiednie (lub naprzemianlegte i t, d.).

Z twierdzenia i twierdzenia odwrotnego wynika takze prawdziwo$¢ t. zw.
twierdzen ,,przeciwlegtych“. Mianowicie, jezeli z A wynika B, i réwnoczesnie
z B wynika >1, to jasnem jest, ze, jezeli nie zachodzi A, nie moze zachodzi¢ B,
i jezeli nie zachodzi B, to nie moze zachodzi¢ A. N. p. Kazdy organizm jest
zdolny do odzywiania sie i odwrotnie: Co jest zdolne do odzywiania sie, jest
organizmem. Stad juz bez dowodu wynika, ze, co nie jest organizmem, nie jest
zdolne do odzywiania sie i co nie jest zdolne do odzywiania sie, to nie jest organizmem.

Jezeli sie wiec wykaze prawdziwo$¢ twierdzenia i twierdzenia odwrotnego,
nie trzeba juz osobno wykazywac prawdziwosci twierdzen przeciwlegtych. W bigd
ten popadano czesto.



Przy pomocy tej wiasnosci mozna odrdézni¢ proste réwnolegte od
innych i tak tez zawsze postepujemy: Aby sie przekonaé, czy dwie linie
proste sg, réwnolegle, musielibySmy je przedtuza¢ bez konca — tego jednak
uczyni¢ nie zdotamy. Natomiast zawsze mozna do nich przytozy¢ trzecig
linie poprzeczng i zmierzy¢, czy dwa lIcaty n. p. odpowiednie sg rdéwne.

Widzimy stad, jak waznem jest udowodnienie nietylko twierdzenia, ale
i odwrdcenia — o ile jest prawdziwem. Zyskujemy przez to czesto latwiejsze
sposoby odrézniania pewnych utworéw geometrycznych od innych. Takiej metody
odrdiniania, zapomocg cech charakterystycznych uzywa sie w naukach przyrodni-
czych do odréznienia n. p. owadéw zblizonych ksztattem zewnetrznym, roslin,
mineratow (nazywa sie to oznaczaniem gatunku) pierwiastkow chemicznych {analiza).
Wiedzac n. p. ze kazdy krysztat soli jest szescianem, i znalaziszy jaki$ przezro-
czysty szescienny krysztat, zaden mineralog nie powie jeszcze, ze ma przed sobg
sol, dokad nie zbada jakiej$ wiasnosci charakterystycznej,t. j.takiej, ktorg  ma
kazdy kawatek soli, ale Zzadne inne-, cialo n. p. charakterystycznysmak. Taka
wihasno$¢ charakterystyczng nazywamy $cislej: warunkiem Kkoniecznym i wustar-
.Czajacym.

Na tej wiasnosci linii rownolegtych polega takze pospolicie uzywany
sposob wykreslania linii rébwnolegtych. Do linealu przyktada sie jakis$
kat n. p. kat prosty w dwdch réznych miejscach
i wzdluz jego ramienia nie przylegajagcego do
lineatu kresli sie kazdym razem linie prosta.

Taki kat mamy urzeczywistniony (w przybli-
zeniu) na tak zwanych ,trojkatach®“ rysunkowych.
Figura 35> objasnia ten sposob. Jako przypadek
szczeg6towy mieszczg sie w twierdzeniu o prostych
réwnolegtych takze twierdzenia nastepujgce: Dwie
linie proste, prostopadle do tej samej trzeciej sg do
siebie réwnolegte (dlaczego?) i odwrotnie: Jezeli z dwoch prostych réwnolegtych
jednajestprostopadta do trzeciej, poprzecznej, to i druga musi byéprostopadta.

Na podstawie tego mozna wykaza¢, ze
z kazdego punktu poza prostg da sic do niegj B
poprowadzi¢ jedna linia prostopadta. Wiemy,
ze w punkcie A na prostej O D istnieje
jedna linia prostopadta A B J_C D. Aby A
z dowolnego punktu S poprowadzi¢ linie prosto- —
padlay do CD, kreslimy linie Sx ||AB (ze.
taka linia istnieje, o tem poucza pewnik YII)
to onajestJ_C®, Wiecej linii _] niema (dlaczego?). Fig. 36.

S 18. O katach w trdjkacie.

Mowigc o karach zewnetrznych tréjkata, wykazaliSmy (str. 29), ze Kkat
zewnetrzny jest wiekszy od kazdego z'wewnetrznych, jemu nie -przyle%}ych.

sDomnicki, Gcometrya I-i li. " *
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Obecnie mozemy wykaza¢ doktadniej, czemu sie réwna kat zewnetrzny. Wy-
starczy w tym celu poprowadzi¢ przez punkt B linie B 1) VA. C dzielacy
kat zewnetrzny o na dwie czesci: s i i.

D C= a jako katy odpowiednie, s= #
jako katy naprzeinianlegle, wiec i icli sumy
sq rowne £-j-e= a-f-j3

Ale C-f-s= o

—£ wiec o= a-f- £

Fig. 37. Stowami: Kat zewnetrzny tréjkata

rowna sie sumie dwoch  katow  ive-
imietrznyeh, nie przylegtych do niego. Stad tatwo obliczy¢ sume wszystkich
katowwewnetrznych trojkata.Mianowicie oy = 180° jako katy przylegle,
alezamiast 0 mozna wzigrbwng mu sume z -}- it i otrzymamy

«—3—p-—F—= 180°.

Stowami: W kazdym trdjkacie suma katéio wewnetrznych réwna sie 180°.
Wiec wielkos¢ jednego kata zalezy od wielkosci dwdch innych, czyli jest funkcya
dwoch pozostatych katow.

(To samo mozna wykaza¢ bez uzycia katébw zewnetrznych, jezeli poprowa-
dzimy n. p. przez C linie réwnolegts do AB.)

W geometryi praktycznej moznaby takze tak postapi¢: Odciaé kawatki
tréjkata wraz z wierzchotkami i pouktada¢ te katy obok siebie przy jednej linii
prostej, przy jednym wierzchotku. Do Scistego jednak dowodu musimy uzyé
linii rownolegtej. Twierdzenie to jest tak S$ciSle zwigzano z pewnikiem VI,
o liniach réwnolegtych, ze mozna go nawet uzy¢ zamiast tego pewnika, a wtedy
pewnik VII wyniknatby z niego jako wniosek (udowodnij to przenoszac wszyst-
kie katy do jednego wierzchotkal!). W geometryach nieeuklidesowych, o ktdrych
moéwiliSmy na str. 15, suma katéw wr tréjkacie jest badzto wigksza (Riemann),
badzto mniejsza od 180° (kobaczewskij). Sprawdzi¢ tego zadnem mierzeniem
nie mozna, bo juz sekundy nie dadzag sie Scisle zmierzy¢, a c6z dopiero mowic
o czesciach sekundy.

Wskutek twierdzenia o sumie katdw wewnetrznych, w tréjkacie moze
by¢ najwyzej jeden kat prosty a dwa inne muszg by¢ wtedy ostre, a takze
najwyzej jeden kat rozwarty, dwa za$ inne sg wtedy ostre. Wypukly
kat t. j. wiekszy od 180° nie moze sie znajdowa¢ w trojkacie. Na tem po-
lega podziat trojkatéw, wedtug, wielkosci katéw. | tak rozrézniamy tréjkaty
ostrokatne, jezeli wszystkie katy sgostre, prostokatne, jezeli jeden kat
jest prosty i rozwartokagtne, jezeli jeden kat jest rozwarty. Dla bokéw
trojkata prostokatnego, przyjeto pewne state nazwy. Mianowicie boki zamyka-
jace kat prosty zwg sie przy prostokatni agni, bok za$ lezacy naprzeciw
kata prostego nazywa sie przeciwpr ostokatnia.
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Cwiczenia I11.

§ 17— 18. 1. Jakie potozenie moga. mie¢ wzgledem siebie dwa trojkaty?

2. Wykazaé, ze rownos$¢ dwoch katdw naprzemianleglych pocigga za soba:
a) réwnos¢ innych katow naprzemianleglych; i) réwnos$¢ katow odpowiednich;
c) spetnianie sie katow jednostronnych. Odwrdci¢ to twierdzenie!

3. Wykaza¢, ze spetnianie sie dwdch katow jednostronnych pociaga za soba:
a) réwnolegto$¢ linii przecietych; b) réwno$¢ katéw odpowiednich; c) réwnosé
katow naprzemianleglych; 12 spetnianie sie innych par katéw jednostronnych.
Odwrdcié!

4. Wykaza¢, ze jezeli suma dwoéch katéw jednostronnych wynosi mniej,
anizeli 180°, linie przeciete przecinaja si¢ ze sobg po tej samej stronie, po
ktorej leza. te katy jednostronne (u Euklidesa to twierdzenie wystepuje zamiast
mnaszego pewnika o liniach réwnolegtych). Odwrdci¢ to twierdzenie!

5. Dwa katy odpowiednie wynosza po 48° 36'; obliczy¢ wszystkie inne
katy utworzone przez te linie.

6. Jakie katy wystepuja w figurach z, Il, A, F ?

7. Poprowadzi¢ w trojkacie linie réwnolegta do podstawy. Jakie Kkaty
powstang ?

8. Dwie linie réwnolegte przecieto trzecia pod katem a = 75° 42'; ob-
liczy¢ wszystkie inne katy!

9. W trojkacie dwa katy wewnetrzne wynoszg po 69° 50'; obliczy¢ trzeci
kat i katy zewnetrzne.

10. Kat zewnetrzny tréjkata wynosi 141° 26', a jeden z katow wewnetrz-
nych nie przylegtych wynosi 35° 58'; obliczy¢ pozostate katy.

11. W trojkacie dwa katy sa rowne, a trzeci jest potowag kazdego z nich.
Obliczy¢ te katy. (Jestto t. zw. Trojkat zioty.)

12. Obliczy¢ sume trzech katow zewnetrznych, lezacych przy ro6znych
wierzchotkach.

13. Wykaza¢, ze proste potowigce dwa katy odpowiednie, sg do siebie
réwnolegte.

14. Wykaza¢, ze proste polowigce dwa katy jednostronne, sg do siebie
prostopadle.

45. lle wynosi suma katow ostrych w tréjkacie prostokatnym ?

(1j. Jeden kat ostry tréjkata prostokatnego wynosi 57° 16'. Ile wynoszg
inne katy ?

A17. Na promieniach peku ztozonegoz trzech promieni obraé¢ wierzchotki
tréjkata i wykres$lic natym samym peku tréjkat o bokach réwnolegtych do
pierwszego. @o mozna powiedzie¢ o katach tych tréjkatéw ?



Rozdziat IV.

Przystawanie i ruch.

§ 19. Przystawanie trojkatow.

podobnie jak odcinki i katy, tak i tréjkaty moga byé réwne. Trzeba
tu jednak odrézni¢ dwa rodzaje réwnosci. Réwnos¢ moze by¢ zupetna, co do
wielkosci i co do ksztattu i wtedy nazywa sie przystawaniein, moze sie
za$ odnosi¢ tylko do wielkosci i wtedy sie nazywa réwnos$cig pola (po-
wierzchni). N. p. tréjkaty | i 11 sg przystajace, trojkaty zas 1 i I11l sg

tylko réwne co do powierzchni. Zna-

kiem przystawania jest t. j. pola-

czenie znaku réwnosci = i znaku <v,

oznaczajgcego  podobieAstwo postaci

(similis — podobny, stad przewrécona

litera S), podczas gdy znakiem na
rownos$¢ powierzchni jest zwyczajny znak rownosci. Napiszemy wiec ISill,
ale'l — 111. O tym drugim gatunku réwnosci bedziemy mowili pdzniej;
obecnie zajmiemy sie przysta waniem ||

I tak odcinki réwne sg zarazem przystajagce, tak samo katy, albowiem
0 ich ksztafcie rozstrzyga juz wielko$€. Nie mozna tego powiedzie¢ juz o
tréjkatach. Nie umiejac jeszcze pordwnac ani pola. ani postaci figur, musimy
inaczej okresli¢ przystawanie. Ot6éz dwa trojkata nazywamy przystajagcymi,
jezeli ich boki i katy sg parami réwne. Okazemy poézniej, ze takie dwa
tréjkaty mozna przez ruch sprowadzi¢ 'do zupetnego nakrycia sie i stad po-
chodzi nazwa ,,przystawanie“.

Aby wiec zbadaé, czy dwa trojkaty sa przystajace, trzebaby sprawdzaé
az sze$¢ réwnosci (réwnos¢ trzech bokéw i trzech katéw). Okazuje sie jedna-
kowoz, ze boki i katy sgtak ze sobg zwigzane, ze wystarczy wykaza¢ rdwnoscl
trzech czesci, aby miec¢ zapewniong rownos$¢ pozostatych trzech. (Zamiast ,,czesci
tréjkata” mowimy czesto ,kawatki“.) Jednakowoz nie jest objetnem, litore trzy
czesci wybierzemy.

8 20. Pierwszy przypadek przystawania. (l.)

Zacznijmy od najprostszego przypadku, o ktérym mowa w pewniku VI.
Wedtug tego pewnika dwa tréjkaty majace dwa boki rowne i katy miedzy
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nimi zawarte rowne, majg i dwa inne katy rowne. Chodziwiec tylko jeszcze
o trzeci bok.

Czy z réwnosci a—a'y a— al
b= by" p'=S'
Y y mamy prawo

wnioskowaé, ze ¢— ¢ ? Uzyjmy dowodzenia niewprost, Gdyby ¢ < e, to od-
cinajagc ¢\ od punktu A na boku A B, natrafilibySmy na punkt D, lezacy
miedzy A i B. +taczac go z wierzchotkiem C otrzymamy trojkat A B G,
w ktorym a= i
AB = ¢ t wiec wedlug pewnika VI takze 8= et
m|

Ale z drugiej strony &= a', wiec musiatoby by¢ 0==a, co jest nie-
mozliwe, bo o jest katem zewnetrznym trojkata GB B. Wiec niemozliwem
jest, aby c' < ¢¢ Tak samo
wykazuje sie, ze niemo-
zliwem jest, aby c¢'> ¢,
musi wiec by¢ c'= «c.

Trojkaty ABC i
A! B' C' majg wiec wszyst-
kie boki parami réwne
i wszystkie katy parami
réwne, sg wiec przysta-
jace.

Jestto t. zw. pierw-
szy przypadek przystawa-
nia. (1.)Dwa tréjkaty, ma-
jace po dwa boki réwne i katy miedzy nimi zawarte réwne sg przystajace.

Twierdzeniu temu mozna nada¢ takze inng postac:

Postawmy sobie zadanie: zbudowac trojkat znajgc dwa boki i kat miedzy
nimi zawarty, n. p. boki majg mie¢ dtugosé c, b a kat wielko$¢ y na fig. 40.

Aby te konstrukcye, wykonaé, rysu-
jemy w dowolnem miejscu ptaszczyzny kat
y'= y i na ramionach jego odcinamy
diugosci a'= a i b'— b. taczac punkty
koncowe tych odcinkdw, otrzymujemy troj-
kat. Otdz ilekolwiek trojkatow zbudowali-
bysmy z tych trzech kawatkéw, wszystkie
one bedg przystajgce wedtug naszego twier-
dzenia”). Wyrazamy to tak: Dwa boki i kat miedzy nimi zawarty wyznaczajg
doktadnie trdjkat (co do ksztattu i wielkosci). Wielko$¢ pozostatych katdw i bokow
zalezy od wielkosci bokéw a, b i kata y, czyli: bok c i katy a i £ sg
funkeyami wielkosci a, b ivy.

Fig. 40.
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Sprébujmy teraz oprze¢ sie na réwnosci innych trzech kawatkéw, n.p. na
rownosci trzech katow. Okaze sie, ze z roéwnosci trzech katow nie wynika
c jeszcze przystawanie trojkatow (wynika tylko podobienstwo,

0 czem pbzniej). W dowolnym tréjkacie A B C z punktu
J, A lezacego na ramieniu A C wykredlmy linie réwnoleglg
do A B. Trojkat A'B' C ma z tréjkatem A B C wszyst-
kie katy parami, réwne (dlaczego?)a mimoto widocznie
lci CA < CA. zatem o przystawaniu mowy byé nie moze.

6 Zatem trzy katy nie wyznaczaja doktadnie trdjkata (co J
to znaczy?). -1

UzylisSmy tu dowodu niewprost, ktory polegat na wskazaniu jednego
»przyktadu® sprzeciwiajgcego sie twierdzeniu, t. zw. kontr-przyktadu. Jestto
najtatwiejszy sposob obalania falszywych twierdzen. Tem przewyzsza dowod nie
wprost wszystkie inne sposoby dowodzenia. Albowiem do udowodnienia prawdzi-
wosci jakiegostwierdzenia nie  wystarczy podanie jednego, ani wielu przyktadow,
do obalenia za$ twierdzenia wystarczy zupetnie jeden przykiad przeciwny. N.p.:
Gdyby kto$ twierdzit, zo w potegowaniu jest prawo przemiennosci i podat przy-
ktad 42= 21, to nie udowodni przez to niczego. Natomiast wystarczy podaé
przyktad 32=j=23 aby wykazaé, ze w potegowaniu niema prawa przemiennosci.
i; 21. Drugi przypadek przystawania. (Il).

Widzimy wiec, ze nie jest obojetnem, ktére kawatki trojkatow poro-
wnujemy (lub podajemy do zbudowania). Przekonamy sie, ze istniejg tylko
cztery mozliwosci, to jj|st'cztery przypadki przystawania. (Wymien wszystkie
mozliwe zestawienia po trzy ztrzech bokéw' i  trzech katéw!) Jedng juz
zbadaliSmy. Zajmijmy sie teraz dalszymi. Poniewraz z réwnosci trzech katowr
nie mozna wnosi¢ o przystawaniu, wezmy teraz dwa katy i jeden bok.
Jezeli znamy dwa katy, to trzeci zawsze mozemy obliczy¢ wedlug wzoru:

y= 180° — (a -f- j3); obojetnem
wiec jest, ktore katy sg podane.
Najwygodniej dla nas bedzie uzyé
dwoch katéw  lezacych przy po-
danym boku. Z tych czesci tatwo
zbudowaé tréjkat, odcinajac na do-
Fig. 42. wolnej linii a'= a, a przy koncach
tego odcinka katy t= * i 7=y
(czy wielko$¢ katéw B iy jest dowplna?).

Twierdzimy, ze wszystkie trojkaty zbudowane z tych trzech kawatkow
sg przystajgce. Jestto drugi przypadek przystawania:

(11.) Dwa tréjkaty majace jeden bok i dwa katy parami réwne sa
przystajace.

Dowdd: Zatozenie: c=d

Al aAd

Fig. 41.
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Przedewszystkiem wykazemy, ze a= a'. Gdyby a'<«, odcielibysmy

x = a' i tgczac koniec odcinka x z wierzchotkiem kata a otrzymaliby$my tréj-
katBAD ~ B'A C'
' (wedtug 1). Wiec kat
S— a' ale poniewaz
a' = a, mielibySmy
0= a co jest nie-
mozliwe, bo ramie
kata o lezy na polu
kata a. Tak samo

niemozliwem jest, aby gcA B
al >e“«. ” Musi wiec
by¢ a— a'. FIS 43-

Teraz mozemy juz zastosowaC (I) przypadek przystawania, (albowiem
a= «vVc—c\ 3= f3) wiec AB (7~ A'"B' C.

8§ 22. Zastosowanie pierwszego i drugiego przypadka przy-
stawania.

Z () i (1) przypadku przystawania fatwo wyprowadzi¢ nastepujacy
wazny wniosek:

Jezeli iv jednym trdjkacie sa dwa boki réwne, to i lcaty lezagce na-
przeciw nich sa rownc i odwrotnie. (Czyli w tréjkacie réwnoramiennym katy
przy podstawie sg réwne.)

Dla dowodu wezmy trojkat rownoramienny, w ktérym a = b i narysujmy
go raz jeszcze, ale w potozeniu przewréconem. To a z pierwszego trojkata rowna
sie bokowi b z drugiego, b z pierwszego roéwna siebokowi adrugiego, kat za$
f miedzy nimi zawarty jest tea sam; zatem te dwatrdjkaty  wedtug (1) (lub
nawet wedtug samego pewnika.VI) majg i inne
katy odpowiednio réwne. Otoz (3 z pierwszego
tréjkata rowna sie katowi a z drugiego trdjkata.

Poniewaz za$ to jest ten sam kat co a w pierw-

_szym trojkacie, wiec @ w pierwszym trojkacie
I rbwna sie < a w pierwszym trojkacie, o co
[nam wiasnie chodzito”

Tak samo.' u¢lowadnia sie odwrocenie: FiS- 44-
ze naprzeciw roéwnych katow' w jednym trojkacie lezg rowne boki. (Opieramy
sie na rownosciach c¢= ¢, i3-=a, a= (3) Z tych twierdzen wynika, ze
wtréjkacie rownobocznym wszystkie
katy sg rowne, wiec wynoszg po 60°.

Z twierdzenia i odwrdcenia wynika juz.
ze naprzeciw nierownych bokow lezg
niero6wne katy i odwrotnie. Watpliwem
jest jeszcze, czy naprzeciw wigkszego boku lezy
wiekszy7 kat, czy tez mniejszy? Otéz jezeli b >+ a, to odcinamy na b odcinek



X — a. Wtedy musi by¢ o= e alee>a wiec i 8 >a a tembardziej @ > a.
Otéz naprzeciw wigkszego bolcu lezy wiekszy kat (i odwrotnie; udowodnij!).*’ m
Stad wniosek: W trdjkacie prostokatnym przeciwprostokatnia jest diuz- $£}
sza od kazdej przyprostohatni.
(Wypowiedz podobne twierdzenie o trojkacie rozwartokgtnym?)
Opierajgc sie na tern mozna wykaza¢, ze linia prosta jest najkrotszg °-
ze wszystkich linii tamanych tgczacych dwa punkty.
Wezmy najpierw linie tamang taczacg punkty
A i B zlozong z dwdch czeéci. Poprowadzmy z
punktu C linie prostopadta do AB, to otrzy-
) mujemy  dwa trojkaty prostokatne. A wiec: i f
Fi™ 46. b x, a>>y, zatem takze b-j-a> x-f-y, ato
znaczy, ze drogaACB jest dluzsza, anizeli droga AB. Twierdzenie to,wy-
powiadamy czesto tak: .

, W trojkacie suma dwoch bokow jest zawsze wigksza od 4 g
trzeciego. Udowodnij na podstawie tego, ze roznica dwoch bokdw trojkata
musi by¢é mniejsza od trzeciego!

iBioragc teraz linie tamang zlozong z kilku czesci, dojdziemy do tego
samego whniosku, rozktadajgc powstatg figure na trojkaty.

N. p.: fig 47: a-\-b'>x
' ¢+ d>y
« -f- &€ d*> x-\-y
t.jo ACDB>AB.

4

lub fig. 48

a-j-b>>x wiec a-j-b-j-c  x ¢
ale x-\-c*> d
wiec a-fti-)-c> d
Tak samo dowodzi sie dla linii tamanej zlozonej z wiecej czesci.
Poniewaz za$ kazdg linie krzywg uwazamy za granice, do jakiej dazy linia
tamana o corazto wiekszej liczbie bokéw, to twierdzenie nasze mozna takze m
rozszerzy¢ na wszystkie linie krzywe i powiedzie¢ ogo6lnie:
Linia prosta jest najkrotszg drogag miedzy, dwoma punk-
tami — z pomiedzy wszystkich drég czy to famanych, czy to krzywych.

8 23. Trzeci wypadek przystawania. (lll.)

umowilismy juz réwno$¢ trzech katéw, dwdch katéw i dowolnego boku,
jednego kata i dwodch bokéw zamykajgcych go. Pozostajg jeszcze: jeden kat
i dwa boki nie zamykajace tego kata i trzy boki. Zacznijmy znowuz od
konstrukcji. Majac dane dwa boki a, b i kat nie zawarty miedzy nimi
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a wiec n. p. kat 3 lezacy naprzeciw boku wiekszego” b, wykre$lamy najpierw
ten kat, nastepnie najegoramieniu odcinamy bok a, wreszcie z korica tego boku
zataczamy luk kola
promieniem b. Kolo
to trafi drugie ramie
kata (ze trafi, to udo-
wodnimy po6zniej) w
punkcie C. taczac
go z punktem B o-
trzymamy tréjkat <
A B C
Rozwazaniem po-
dobnem, jak w (I) i
(1) przypadku do- Flg_49-
chodzi sie downiosku,
ze wszystkie trojkaty z tych trzech kawatkéw zbudowane sg przystajgce. Stad
trzeci przypadek przystawania.

(11). Dwa tréjkaty, majace po dwa boki réwne i kat wiekszemu z nich
przeciwlegly réwny, sa przystajace. Inaczej zupeinie przedstawia sie sprawa,
jezeli podamy dwa boki. i kat mniejszemu bokowi przeciwleglty: a, b i a.
Wykres$lmy kat a, na jego ra-
mieniu odetnijmy b, az koncaB
zatoczmy tuk kota promieniem a.

Spostrzezemy, ze kolo przetnie
drugie ramie *w, dwéch punk-
tach O i B. Otrzymamy wiec
dwa trojkaty A B C i AB IK

majace:
"AB = AB
B G—BB a mimo to nie przystajace.

Co wiecej: Jezeli bok a za krétki, to koto zupetnie nie przetnie drugiego
ramienia; wtedy wiec z takich trzech kawatkow nie mozna zupetnie zbudo-
wac tréjkata (pozostaje t. zw. trojkat otwarty). Jest jednak jedna posrednia
dtugos¢ boku o, przy ktérej kolo dotknie drugiego ramienia w jednym
punkcie. Wtedy jedynie trojkaty zbudowane z tych kawatkéw bytyby przy-
stajgce. W. ogélnosci zatem trzeba ten przypadek odrzucic.
| 'yl
|| 74. Czwarty przypadek przystawania (IV) i znaczenie przy-

stawania w geometryi.

Pozostaje jeszcze przypadek, kiedy trzy boki sg parami réwne. Zacznijmy
od konstrukcyi. Dane sg trzy boki. Aby z nich zbudowa¢ trojkat, odcinamy



bok a Ba dowolnejlinii prostej, az koncow A i B zakreslamy kolapro-

mieniami | i cJezeli tylko te boki sg dosy¢ diugie (jak dtugie?), kola
przetng sie w dwoch punktach G i C'
Powstajg wiec dwa trdjkaty, ale przy-
stajgce.  Wszystkie trojkaty  wogdle,
zbudowane z tych trzech kawatkdéw sg
przystajace, jak to mozna udowodni¢ w
sposéb podobny, jak dla innych przypa-
dkéw (nieco trudniejszy dowod). Stad
wiec wynika czwarty i ostatni przypadek
przystawania:
(IV.) Dwa tréjkaty majace trzy boki parami réwne sa przystajace.
Widzimy wiec, ze z réwnosci bokéw dwoch tréjkatow wynika rownosé
, katow, ale odwrotnie: z rownosci katdow nie wynika bynajmniej réwnos¢
bokéw. Aby przenie$¢ kat, wystarczy wiec zamkngé go w tréjkat i prze-
nies”™ boki trojkata. Najczesciej uzywa sie do tego celu trojkata réwno-
ramiennego.
Zastandwmy sie nad tem, jaka korzy$¢ mozna wyciggna¢ z przypadkow
przystawania trojkatow. Otdz przedewszystkiem stuzg one do utatwienia ba-
dania, czy dwa trojkaty sg przystajgce. Dalej do przeniesienia trojkata
w inne miejsce ptaszczyzny (t. zn. do znalezienia w innem miejscu plaszczy-
zny tréjkata przystajgcego). Nadto pozwalajg one z trzech podanych czesci
zbudowac trojkat zupetnie okreslony co do ksztattu i wielkoSci, poniewaz trzy
czesci sg funkcjami trzech pozostatych. Polecajgc n. p. rzemieSlnikowi wy-
konanie tréjkata z drzewa, wystarczy poda¢ mu trzy wymiary n. p. jeden
bok i dwa katy, zamiast

szesciu wymiaréw. Tak

samo, jezeli chodzi o

zmierzenie trojkata —

wystarczy zrobi¢ trzy

pomiary: pozostate cze-

p $ci mozna wtedy otrzy-

ma¢ albo w przy-

blizeniu  rysunkiem,

albo Scisle rachunkiem.
/Rachunek prowadzacy
N do tego, stanowi osobny

dziat geoinetryi zwany;

XrvgQ@ omcUy

Fig. 52. Przy zdejmowaniu
planéw, opieramy sie

rébwniez na przystawaniu tréjkatéw. Majac n. p. zrobié¢ plan pola ograniczonego

Fig. 5L
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dowolng linig tamang, mierzy sie tylko jeden bok, przypusémy AB na
fig. 52, a pozatem same katy. Przez zmierzenie jeszcze katéw a i mamy
juz wyznaczony trojkagt AB G, mozemy go wiec na planie narysowaé. Wsku-
tek tego i bok B G mamy znany. Przy boku B G mierzy sie znowu katy
f i [i, i uzyskuje sie nastepny tréjkat: BG F. Stad znowu od boku B F
katy 8 i it d

W ten sposob z jednej dbugosci i katow otrzymujemy wszystkie inne
czesci sktadowe bez dalszego mierzenia. Mierzenie bowiem dtugosci w polu
jest polaczone z pownemi trudnosSciami, do mierzenia za$ katdw posiadamy
bardzo doktadne i wygodne przyrzady. Takie postepowanie nazywamy ,try-
angulacyg”“ (tréjkatowaniem). Jezeli plan narysujemy w odpowiedniem zmniej-
szeniu, mozemy z niego juz wymierzy¢ pozostate czesci, jezeli za$ tylko za-
notujemy wielkosci mierzone w polu, obliczamy pozostate przy pomocy trygo-
nometryi.

Dotychczas podalismy tylko okreslenie przystajgcych trojkatéw. Inne
utwory geometryczne nazywamy przystajgcemi, jezeli wszystkie odcinki i katy
jednej figury sg réwne odpowiednim odcinkom, i katom drugiej figury. Tak
n. p. dwa kola o réwnym promieniu sg przystajace, bo mozna punkty oby-
dwu kot tak sobie podporzadkowaé, ze wszystkie promienie i cieciwy jednego
kota sg rowne odpowiednim promieniom i cieciwom drugiego i tworzg
réwne Katy.

Nasuwa sie pytanie, czy nie wystarczy zbadanie réwnosci dwoch czesci,
celem sprawdzenia przystawania trojkatow.

Spotykamy czesto w rozmaitych utworach geometrycznych trojkaty, ktére
maja tylko po dwa kawatki réwne, a trzecie nie. Trojkaty takie nie sa
przystajgce, ale okazuje sie, ze jest przeciez pewien zwigzek miedzy ich
bokami a katami. N. p.: jezeli dwa trojkaty majg po dwa boki réwne, a
katy miedzy nimi zawarte nierébwne, to trzecia para bokéw nie jest réwna,
ale naprzeciw wiekszego kata lezy wiekszy bok. Innemi stowami: Jezeli iv
trojkacie iczrasta kat zamkniety
dicoma bokami o statej wic¢lko-

§ci, to iczrasta takze bdle lezacy
naprzecho tego kata,

Tak samo odwrotnie -.Jezeli
dwa boki nie zmieniaja sie, a
trzeci iczrasta, to i kat lezacy c
naprzeciw niego musi wzrastac. Fig. 53.

Proste dowody tych twierdzeri pomijamy.

8§ 25. Ruch postepowy i obrotowy.
Poznamy obecnie blizej zwiazek, jaki zachodzi miedzy przystawaniem
a ruchem.
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Ruchom postepowym jakiejkolwiek figury nazywamy posuwanie sie
wszystkich jej punktow po liniach prostych réwnolegltych o te same kawailki.

Wykazemy, ze przy takim ruchu zaden odcinek figury nie moze do-
zna¢ skrdcenia ani wydtuzenia.

Wezmyz dowolnyodcinek A B i poprowadzmy z jego koncéow dwie
linie do siebieréwnolegle. Odetnijmy na nich réwne kawatki 13B' — A A"\

Aby mozna wykaza¢ réwnos$¢ odcinkéw a i a',

8'  uzyjemy przystawania trojkatow. Linia pomo-

cnicza AB' rozetnie naszg figure na dwa

trojkaty A B'B i A A' B'. Trdjkaty te sg

przystajgce wedtug (1), albowiem AB'— AB".

B 13— A A' i a==fi jako katy naprzemian-

legle. Z przystawania trojkatow wynika ro-

Fig- 54. wnos¢ innych jego czesci, wiec takze a= a'
a 0 to wiasnie chodzito.

Dowody matematyczne piszemy czesto wedtug pewnegoschematu, w ktérym
sg uwidocznione trzy czeSci dowodzenia: zatozenie (Z), twierdzenie (T) i dowdd (i>).
Poprzedni dowdd mozna n. p. uja¢ w nastepujacy schemat:

BB'IAA-BB'= AA'
T. a= a'
):ABB'sd AA'B 1B'= A B'
I;iA"'=JB B'
W
a— a'

W takim skréconym schemacie wystepuja przejrzyscie wszystkie posrednie
twierdzenia pomocnicze. Ten sposob pisania ma ponadto i te zalete, ze jest
rodzajem miedzynarodowego pisma naukowego, zrozumiatego dla kazdego, uczacego
sie matematyki.

Z przystawania tréjkatow wynika, ze 0. a wiecze A'B' |j A 13.

Stowami: Przy ruchu postepowym odcinek pozostaje zawsze rdwnolegly
do pierwotnego potozenia.

Przy Scistem dowidzeniu nalezy takze wykaza¢, ze odcinek a przy ruchu
nie doznat wykrzywienia, t. j. ze pozostat linig prosta, ze wiec zaden punkt po
ruchu nie lezy ani przed prostag A'B', ani za prostag A' B' (udowodnij!). W prze-

ciwnym razie ta konstrukeya geometryczna
nie zastugiwataby na nazwe ,ruch®.

Stad natychmiast wynika: Trojkat nie
zmienia przy ruclm postepowym ani wiel-
kosci ani ksztattu, czyli pozostaje przysta-
jacy do pierwotnego potozenia. Jego boki
bowiem nie doznajg zmiany, a wiec i katy
nie zmieniajg sie przy ruchu postepowym.

To samo odnosi sie do kazdej figury

wog6le, poniewaz kazda da sie ztozy¢ z trojkatow'.
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Odcinek AA! nazywa sie wielko$Scig przesuniecia, linie rowno-
legte B li', A A", CO torarai ruchu postepowego.

Ruchem obrotowym jakiegokolwiek utworu geometrycznego nazy-
wamy taki ruch, przy ktérym kazdy punlct figury porusza sie po kole okoto
tego samego $rodka t. zw. $rodka obrotu (por. st. 23) o ten sam Kkat.

Aby ten ruch geometrycznie wykonaé, tagczy sie wszystkie punkty danej
figury z jednym statym punktem i ten pek promieni obraca sie o zadany kat
(por. str. 23).

Wykazemy znowu, ze przy tym ruchu wielko$¢ odcinka nie ulega zmia-
nie. W tym celu poréwnajmy trojkaty O A 13 i O Al B'. Promieni O B obrécit
sie o taki sam kat, jak i OA, wiec

OA' — <£1J OB".

Odejmujac od tych réwnych katow czes¢ wspdlng B>OA"' otrzymamy
reszty takze réwne: a = <A Poniewazza$ OA — OA',
i OB = OB' jako promienie kot, wiec tréjkaty na-
sze sg przystajace: (I) OA B ~ OA'B'. Z przystawa-
nia za$ wynika:

a= a'.

Tak samo, jak przy ruchu postepowym, nalezatoby
wykaza¢, ze linia prosta A B pozostaje przy tej kon-
strukcyi geometrycznej linig prosta. Wtedy dopiero mo-

zna te konstrukcye nazwa¢ ruchem w pospolitcm tego
stowa znaczeniu (dowodzi sie niewprost!).

Poniewaz odcinki nie ulegajg zmianie, to przez
obrot tréjkaja boki jego sie nie zmienig, tréjkat wiec pozostanie przystajacy
do pierwotnego potozenia. To samo odnosi sie dowszystkich  figur:'Przez
rucli obrotowy nie zmienia sic wielko$¢ ani ksztalt figurgeometrycznych, po-
zostajg one przystajgce od pierwotnego potozenia. Z ruchu obrotowego i po-
stepowego mozemy ztozy¢ kazdy najzawilszy ruch, a wiec przy zadnym ruchu
figurjako catosci, anitciclkos¢, anilcsztaltfigur geometrycznych nie ulega zmianie.
Odwrdéémy teraz cale to postepowanie :
Wykazemy mianowicie, ze dwie figui'y przystajgce dadzg sie zawsze
sprowadzi¢ do nakrycia przez rucli. Wezmy
najpierw trojkaty przystajgce i to takie, w
ktérych czesci réwne nastepujg po sobie wty m
samym porzgdku. Niech te trojkaty lezg
w dowolnych miejscach ptaszczyzny n. p. :
A B 6°Sivty;’6"
Uicaga: W tym samym porzadku, t, zn.,
ze, jezeli postepujac od A przez B do C mamy
pole tréjkata po lewej rece, to tak samo postepujac od Al przez B' do O
I powinnismy mie¢ pole trojkata po lewej rece.
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Wykonajmy najpierw ruch postepowy w kieruuku A!' A o dhlugosé
AA'. Otrzymamy trojkat AB" G".

Aby go sprowadzi¢ do nakrycia z tréjkatem A B C , trzeba jeszcze wy-
kona¢ obrét okoto punktu A o kat B" AB — a (Wtedy istotnie punkt
B" padnie na B, boAB" = A B a punkt (/"padniena C, boA C"— AC a
kat C" A C wynosi takze a albowiem <CB" A C"= <f.B AC, a odejmujac
od obydwu katow cze$¢ wspblng BAC" otrzymamy a= C"A C).

To samo odnosi sie nie tylko do tréjkatow, ale do wszystkich figur
przystajacych (z zachowaniem tego samego porzadku).

Wezmy teraz tréjkaty przystajace, alew odwrotnym porzadku. Tych figur
nie sprowadzimy do nakrycia ani przez ruch postepowy, ani przez ruch obrotowy
w naszej plaszczyZznie. Trzeba
najpierw jeden z tréjkatéw ,,prze-
wroéci¢*, a wiec wykona¢ ruch
obrotowy w przestrzeni,
trzeba sie wznie$¢ ponad pta-
szczyzne n. p. obrdci¢ tréjkat
Al B' C' okoto prostej A'B"' do
potozenia A'B' C". Teraz do-
piero mozna ruchem obrotowym
i postepowym w plaszczyZnie

Fis- 5S- sprowadzi¢ obydwa tréjkaty do
nakrycia, tak jak w poprzednim przypadku.

Uwaga: Ruch obrotowy w przestrzeni oméwimy doktadniej dopiero w
stereometryi, tam tez dopiero udowodnimy, ze trojkat obrécony A’B' C" jest
przystajacy do pierwotnego A'B C.

To samo odnosi sie,nietylko do tréjkatow, ale do wszelkich innych
figur ptaskich. UdowodnilisSmy wiec w zupetnosci prawdziwos$¢ naszego twier-
dzenia.

Wystarczy wiec jeden ruch postepowy i dwa obroty, aby dwie figury
przystajgce sprowadzi¢ do nakrycia.

WidzieliSmy z jednej strony, ze przez ruch otrzymujemy same figury
przystajace, z drugiej za$, ze figury przystajgce dadzg sie sprowadzi¢ do na-
krycia przez ruch. Jestto wiec wtasno$¢ charakterystyczna figur

i przystajgcych (azarazem ,ruchu“). Mozna wiec teraz powiedzie¢: figury
imprzystajgce sg to taicie figury, ktére dadzg sie sprowadzi¢ do nakrycia
' przez ruch.

Teraz jasnem jest dla nas znaczenie stowa ,przystawanie®.

Ruch figur geometrycznych odpowiada mchowi cial sztywnych w me-
chanice. W rzeczywistosci nie istniejg ciata zupeinie sztywne (n. p. sptaszczenie
kuli ziemskKiej).



4T

§ 2~ Odlegtos¢ punktu od prostej. Proste pochyte.

Opierajac sie na przystawaniu trojkat# mozemy zbada¢ doktadniej
utwory geometryczne poznane juz w poprzedniej nauce. | tak najpierw za-
stosujemy poznane twierdzenia do.peku promieni przecietego linig prosta,
nie przechodzaca przez wierzchotek peku. Pomiedzy promieniami peku musi
istnie¢ jeden (i tylko jeden)
prostopadty do prostejjp: SC _\ p.

(por. str. 33). Poréwnajmy od-

cinki S A, SB, SC, SD

it d Otz S Ce<SB jako

przyprostokatnia ~w  trdjkacie

SC B, SC<SA jako przy-

prostokatnia w trojkacie S CA,

tak samo poréwnujgc S C z wszystkimi innymi odcinkami, dochodzimy do'
wniosku, ze: odcinek S C prostopadty do prostej p jest najkrdtszy ze icszyst-
kich odcinkéw, jalde mozna z S do p poprowadzic.

Z tej przyczyny odcinek prostej prostopadtej z punktu poza prostg wy-
kre$lonej nazywamy odlegtoscig punktu od prostej. Punkt C, spodek
prostopadiej, nazywamy takze rzutem punktu S na prostg p. Punkty
A,B,D,E,.,... nazywamy takze rzutami, ale rzutami ukosnymi. Jezeli
za$ moéwimy rzut — bez zadnego dodatku, mamy na mysli rzut prostopadty.
Odcinki B C, A C nazywamy takze rzutami odcinkéiu SB, >SeSt.-na
prostap.

Co do innych odcinkéw z punktu S wychodzacych fatwo spostrzedz, ze sg one
Jem icieksze, im ich spodek dalej lezy od punktu C,-a tviS§¢ im rzut toigkszy
n.p. SE>-SD bo <Es> <£o jako kat rozwarty. Wielko$¢ ich wzrasta. .
nieograniczenie w miare oddalenia sie od punktu C. Jednakowoz z wyjatkiem
promienia réwnolegtego kazdy inny przecina prosta (albo sam albo jego prze-
dtuzenie poza wierzchotek). Sg jednakze pomiedzy tymi odcinkami takze po
dwa réwne, mianowicie te, ktdrych spodki sg roéwno oddalone od spodka
prostopadtej, t. j., ktdrych rzuty sa réwne. Jezeli bowiem B C— D C, to-
z poréwnania trojkatow SB C i SD C, stosujac (I) przypadek przystawania,
widzimy, ze SB = SD.

Poniewaz od punktu O mozna na prostej p tylko dwa odcinki réwn&
odmierzy¢, istniejg wiec tylko dwa réwne odcinki pochyte kazdej wielkosci..

Wszystkie te twierdzenia dadzg sie odwrdcic mianowicie:

Odcinki pochyte roéwne z jednego punktu poza prosta poprowadzone,
majg rzuty réwne. Z wzrostem odcinka pochytego wzrasta jego rzut. (Udo-
wodnij 1) (Trzeba uzyé (l11) przypadku przystawania.)

Mozna takze tatwo wykaza¢ zalezno$¢ od kata: im bardziej odcinek jest
nachylony, t. j. im mniejszy kat z prostg tworzy, tein wiekszy jest jego-
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rzut, odcinki za$ jednakowo nachylone majg réwne rzuty. (Wypowiedz inne
odwrdcenia, n. p. zalezno$¢ od kata pi).

£ ?7. Odlegtos¢ prostych réwnolegtych.

Jezeli dwie linie proste sg réwnolegte, to wszystkie punkty jednej z nich
sg rowno oddalone od drugiej.

Wynika to z przystawania trojkagtow AB C\ AD O (II).

Odwrotnie: Jezeli jakie$S punkty $g rowne oddalone od jednej prostej q\
to lezg one na prostej rownoleglej do g (dowdd 'niewprost!). Jest to wiec
wiasnos¢ charakterystyczna prostej rownolegtej. Mozemy wiec twierdzenie
i odwrocenie wypowiedzie¢ jeduem zdaniem: ‘

Miejscem geometryczncyn punktdw rowno oddalonych od prostejjestprosta
rownolegta. Te rowng odlegtos¢ punktéw nazywamy odlegtoscig prostych
rownolegtych. (Uwaga: na tej wilasnosci polega nazwa ,proste réwnolegte®.)

Jezeli jaka$poprzecznaprzecina M ka prostych, réwnolegtych, poprowadzo-
nych «? rownych odstepach, to te réwnolegte odcinajg na niej rowne Icamfiki.

Dowdd wynika z przystawania (11) trojkatow wy-
kreslonych na fig. 61. Twierdzenie to moze po-
stuzy¢ do tego, aby dowolny Odcmejc b po-
dzieli¢ na Mlca réwnych czesci. Trzeba tylko
D C L oLs R .

Fig. 00, narysowac¢ kilka linii rownolegtych w réwnych
odstepach i z jakiegokolwiek punktu A jednej
z prostych réwnolegtych od-
cig¢ ten odcinek tak, aby jego
koniec B siegal do ostatniej
linii  réwnolegtej. Postepo
wanie takie jest praktyczne
zwiaszcza wtedy, jezeli mamy
rézne odcinki dzieli¢ na tyle-

samo rownych czesci.
Odwrotnie:  Jezeli z
pimWpw dzielagcych jakis od-
cinek na roéwne czesci wy-
kreslimy Unie closiebie réwno-
legte, to one na kazdej innej
poprzecznej odcinajg tylez

rownych kawatkow, albowiem majg wszystkie rowng odlegtosc.

(Dowod: a= a'= a", a= a'= a"= 90°. o= V — 0" wiec trojkaty
przystajg, a z przystawania wynika d —d' = cl")

Stosujac to do tréjkata, otrzymamy.wazne twierdzenie: Brosteréwnolegte
do podstaimy trojkata, a dzielgce jeden bok na kilka rownych czesci, dziela”



i drugi na tyUsamo réwnych czesci." Awiec n. p. prostaréwnolegta do pod-
stawy odcinajgca na jednym boku Ifs cze$¢ od wierzchotka, odcina takze na
drugim boku jego trzecig czesé. [A

§ 28. Zastosowanie twierdzen o przystawaniu tréjkatéw do
kota. Prosta i koto. \

*

Opierajagc sie na twierdzeniu o najkrotszej odlegtosci punktu od prostej,
mozemy doktadniej okreslic potozenie prostej wzgledem kota. Odlegtosc
prostej od Srodka kota moze byé: a) wieksza od promienia, b) réwna promie-
niowi i 0) mniejsza od promienia.

a) Jezeli d >m 11, to prowadzac ze Srodka kotfa linieO A J_ pwidzimy,
ze O A~> I}, zatem punkt A. lezy pozakotem.

Tembardziej kazdy inny punkt tej prostej
musi leze¢ poza kotem, bo kazdy inny od-
cinek z O do prostej siegajacy jest jeszcze

dtuzszy.

Zatem: cala prosta p Jezypoza kotem,
jezeli d> II.

b) Jezeli d = Il, n. p. dla prostej q,

to prowadzac z O linie prostopadtyg do q
otrzymamy punkt C lezacy zarazem na
kole. Kazdy inny punkt prostefj q ma
odlegtos¢ od O wieksza, anizeli O C,
zatem wiekszg od promienia, lezy wiec poza kotem. Linia prosta q jest
wiec styczng kota, jezeli d=R. Widzimy, ze promien kota. przechodzacy
przez punkt stycznosci jest prostopadly do stycznej. Ale
takze odwrotnie: Linia prostopadta do promienia na
koncu promienia wykreslona jest styczng kota. (Udowodnij
nie wprost!) To podaje sposéb konstrukcyi stycznej, a za-
razem wskazuje, ze w kazdym punkcie na kole istnieje
tylko jedna styczna. Podaj jeszcze jedno odwrdcenie'!
c) Jezeli d -< li, to prostopadta O A ze $rodka kola
jest krétsza od promienia, zatem punktA lezy wewnatrz
kota. Tak samo punkty sasiednie. Jezeli sie jednak
posuwamy od punktu A w obydwie strony, to odlegtos¢
od srodka O wzrasta i trafimy na dwa punkty B i C,
ktérych odlegtos¢ od O jest juz réwna promieniowi. Te
punkty lezg wiec na obwodzie kota, sg wspblne Kkolii i Fig. 63.
prostej. Wiecej takich punktow nie bedzie, bo z punktu O
poza prostg p dadzg sie do niej tylko dwa réwne pochyte odcinki poprowa-
dzi¢. Jezeli od punktow B i C posuwamy sie jeszcze dalej, odlegtos¢ od
srodka wzrasta jeszcze bardziej; punkty te lezg juz poza kotem.

mtomnicki, Geometrya I. i Il. 4
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Jezeli zviec d <CJR, to prosta przecina kolo iv dwoch punktach, jest
sieczngkola. tatwowykazaé, zelinia OA potowi cieciwe B C (I11). Od-
wrotnie: linia prostopadta wsrodku cieciwy trafia Srodek kota (nie wprost!).

8§ 29. Pek promieni i koto. Odlegtosé¢ punktu od kota.

Zajmowalismy sie pekiempromieni i linig prosta przecinajgcg go i wy-
nikta  z tychrozwazannajkrotsza odlegtos¢ punktu od prostej. Obecnie zba-
dajmy pek promieni w stosunku do kola i otrzymamy stad najkrotsza odle-
gtos¢ punktu od kota,

Z dowolnego punktu S poza kotem poprowadzmy pek promieni. Jeden
z tych promieni przechodzi przez Srodek. Jezeli sie od tego promienia

odchylamy, odlegto$¢ prostej od $rodka
wzrasta. Jezeli odlegto$¢ wzrosnie do
d — B, sieczna zamienia sie na styczng
(S X, SY), wreszcie przy dalszym obro-
cie odlegtos¢ prostej jest wieksza od pro-
mienia kota, prosta nie przecina juz
kota. (Widzimy tu rdéznice pomiedzy
prosta a kotem: przy prostej kazdy pro-
mien peku przecinat jg, z wyjatkiem
promienia réwnolegtego; tu tylko czes¢
peku zawarta miedzy S X a S Y.)
Poréwnajmy teraz odcinki promieni
£»U 6i- tego peku co do wielkosci. Odcinek
S B, prostej przechodzacej przez $rodek
hola jest najdtuzszy (gdy pek promieni przecina sie z prostg niema odcinka
najdtuzszego). Kazdy inny jest krotszy. Dla dowodu poréwnajmy S B zSB .
PoprowadZmy linie pomocniczg OD, to SB < S O-j- OD, ale zamiast OD
mozna wzig$¢ réowny mu OB, to SB < S O-j- OB, to znaczy
SD<SB.

Odcinek S A, lddrego przedtuzenie przechodzi przez $rodek kola, jest
najkrétszy. Poréwnajmy SA n. p. z S C. Poprowadzmy w tym celu linige
pomocniczg O C, to w trojkagcie OGS jest S O— OC S C(dlaczego?).
Ale zamiast OC mozna wzig$¢ rowny mu odcinek O A i otrzymamy:

SO— OA < SC czyli: SA < SG
Ten odcinek daje nam wiec najkrdtsza odlegtosé -punktu od ébicodu
hola: Jezeli chce znalez¢ najkrdtszg droge do obwodu kota, powinienem sie
kierowa¢ wprost ku $rodkowi!
Przeprowadzi¢ to samo rozumowanie, jezeli wierzchotek peku S lezy
wewnatrz kota!



Teraz dopiero moznaby omdwic¢ SciSle potozenie dwdch kot wzgledem
siebie (p. str. 23). N. p.: jezeli odlegtos¢ srodkéw (linia Srodkowa) jest wie-
ksza od sumy promieni, to linia OA. bedzie wieksza od li, zatem A lezy
poza kotem k. Jestto jednak najblizszy
punkt od punktu O. Wszystkie inne punkty /{
kota k lezg jeszcze dalej od O, lez}, wiec na
pewno poza kotem K. Podobnie mozna
przeprowadzi¢ dyskusye pozostatych czterech
przypadkéw. Godnem uwagi jest to, ze
kota stykajace sie majg wspolng styczng w oC >0t
punkcie zetkniecia. (Udowodnij!) Fig &

£ 10. O katach $srodkowych.
Kat, ktérego wierzchotkiem jest Srodek kola, a ramionami promienie,
nazywa sie kagtem $rodkowym, 1L p. <f£a. O kacie a méwimy, ze sie

wspiera na tuku AB, lub na cieciwie A B. Kat wypukly |5 wspiera sie

na tuku B D A.

Dwa tuki sg przystajace, jezeli nalezg do rdéwnych katéw Srodkowych
w tem samem kote, lub w kolach o réwnych promieniach n. p.AB i A!B".
Luki moga by¢ réwne anieprzystajace, to znaczy nie da-
dzgsie sprowadzic¢ do nakrycia przez sam ruch obrotowy
i postepowy tuku jako catosci.; Trzebaby chyba takie
tuki wygina¢, wyprostowaé, a to juz nie jest ruch fi-
guryjako catosci. Do rownychkatéwsrodkowych nalezg
takze rowne cieciwy;]sk\a wynika z przystawaniatroj-
katow OA B i OA'B' (). Takze odwrdcenia tych
twierdzen sg prawdziwe: Bo przystajacych lukéw
nalezg réwne cieciwy i rowne katy srodkoive. (Jakie
odwrocenie jest jeszcze mozliwe? Udowodnij!) Na Fig. 66.
tych prostych uwagach polega budowa i uzycie
znanego przyrzadu, zwanego kato-
mierzem. Jestto potkole, ktorego
obwdd jest podzielony na 180 przy-
stajgcych tukéw, a przez to i kat
potpetny Srodkowy rozpada sie pa
180 roéwnych katow: kazdy Kkat
wynosi wiec |o.

Uwaga: Uzywa sie czasem jako katomierza tréjkata prostokatnego,
ktdrego przeciwprostokatnia jest podzielona na 90 czesci, ale juz nie réwnych.
Zwiekszajg sie one ku brzegom (ku przyprostokagtniom) od S$rodka przeciw-
prostokatni, gdzie sg najmniejsze. Bo przenoszenia tuku po tem samem

Fig. 67.
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kole mozna uzy¢ cyrkla; mianowicie przenosimy roéwne cieciwy,
a fh nich juz nalezg réwne luki.
r

i. O katach obwodowych.

Kat, ktdrego wierzchotek lezy na Obivodzic\ a ramiona sa cieciwami,
nazywa sie katem obwodowym, n. p.: BA. G. O kacie tym mowimy,
zesie wspiera na tuku B G, zawartym miedzy jego
ramionami. Miedzy Tigtein obwodowym a $rodkowym,
wspierajgcym sie na tym samym3uku, zachodzi bardzo
prosty zwigzek. Wykreslmy promienie OB i OC
i poprowadzmy S$rednice A OB, to otrzymamy dwa
tréjkaty rownoramienne. W kazdym z nich katy le-
zace przy boku nierbwnym sg réwne, oznaczyliSmy je
wiec tasamg literg. Poniewaz katy a i i3 sg katami
zewnetrznymi, wiec a= 2¢, 3= 21, zatem ich suma:
Fig. 68, a+ 3= 2 (s O czyli
B OG="2 "B AG stowami:
Kat $rodkowy jest/dwa razy wiekszy od kata obwodowego wspierajgcego
sie na tym samym luku. lub:
Kat obwodowy réwna sie potowic kata $rodkowego icspicrajacego sie na
tym samym laku.
(Udowodnij to samo, jezeli $rodek 0 lezy poza polem kata obwodowego!) j,t
Poniewaz za$ katy $rodkowo wspierajgce sie na réwnych lukach sg /
réwne, przeto i:katy--obwodowe wspierajgce sie na réwnych taliach sg réwnej
,~Odwrécenie tego  twierdzenia prowadzi do rozmaitych waznych konstruk-
:cyi. Brzmi ono : Jezeli na jakim$ odcinku wspierajg sie rowne katy, to ich
wwzcholM leza na obwodzie kola, ktérego cieciwg
jest ten odcinek. Dowdd niewprost: Gdyby- jaki$
wierzchotek C lezat poza kotem O, na ktérem lezy
wierzchotek P jednego Kkata, to taczac B z A otrzy-
maliby$Smy w trojkacie C1) A. kat zewnetrzny AD B
= a (jako obwodowy wspierajacy -si¢ na tym samym
tuku). Wtedy wiec C nie mogtby wynosi¢ <«
(jako: wewnetrzny kat trojkata). Tak samo gdyby
G lezat wewnatrz kofa.
To twierdzenie mozna takze tak wypowiedzie¢: '
Fig-. 69. Miejscem geometrycznem punktow, z ldorych jaki$
odcinek wida¢pod tym samym Kkaton, jest luk kola
zakredlonego natym odcinku, jako na cieciwie, mianowicie ta cze$¢ obwodu
kota, ktora lezy z jednejstrony tej cieciwy. Im mniejszy ten kat, tem dalej
lezy srodek tego kola od odcinka AB.



Szczeg6towym przypadkiem katow obwodowych sgt. zw. katy w péit-
kolu; sg to katy obwodowe wspierajgce sie na Srednicy, a wiec na potowie
okregu kota. Kazdy taki kat, jako potowa kata
potpelnego A 0B, jest katem prostym. Otoz:

Kazdy kat w potkolu jest prosty. Twier-

dzenie to mozna odwr6cic; Jezeli najakim$ odcinku

wspierajg sie, katy prosta, to ich wierzchcEki lezg

na obwodzie tego samego kola. Z tern wigze sie
konstrukeya kola bez pomocy cyrkla, a

tylko przy uzyciu ruchomego kata prostego (n. p.

trojkat prostokatny z drzewa), lub tez przez kreslenie "Fig. 70.
linii prostopadtych za pomocy trdjkata.

Chcac n. p. zbudowaé kolo o $rednicy A B rysujemy z punktu A do-
wolny pek promieni, a z punktu B pek promieni prostopadtych do promieni
peku A. Spodki tych prostopadtych sg
punktami zadanego kota. Kreslagc je od-
powiednio gesto i tgczac jedna linig nie-
przerwang otrzymujemy kolo.

Podobnie moznaby sie oprze¢ na
og6lnem twierdzeniu o katach obwodowych A
i zbudowa¢ koto przy pomocy dowolnie o- Fig. 71
branego kata a, lub tez przy pomocy dwdch

Fig. 72.

pekow promieni przecinajagcych sie pod
dowolnym katem a. Wtedy jednakze
otrzymamy koto wspierajgce sie na pe-
whnej cieciwie krotszej.a nie na S$rednicy.
Udowodnij, ze peki A i B sgprzystajgce!

Na twierdzeniu o katach obwodowych polegaltakze przyrzad uzywany do
rysowania linii zbiegajagcych sie ku jednemu punktowi, lezagcemu poza plaszczyzng
rysunku. Sktada si¢ on z trzech sztywnie potgczonych ramion, schodzacych sie
w jednym punkcie CX, CY, CZ. Obiera sie staly odcinek A B i posuwa sie
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caty przyrzad tak, aby dwa skrajne ramiona przechodzity zawsze przez konce
A. B odcinka. Wtedy wierzchotek C posuwa sie po kole, a ramie S$rodkowe
trafia zawsze punkt 1). Wszystkie bowiem punkty, z ktérych wida¢ odcinek AB
pod katem statym A CB, lezg na kole. Katy AC1), AC'l) it. p. sg wiec (rdwnymi)
katami obwodowymi. Poniewaz za$ jedno ramie zawsze przechodzi przez A
to drugie musi zawsze przechodzi¢ przez D (dlaczego?). Linie wigc CX, C'X'
i t. d. zbiegajg sie ku jednemu punktowi D, ktdry moze leze¢ juz poza pta-
szczyzng rysunku. (A i B, muszg leze¢ jeszcze na ptaszczyznie rysunku.) W przy-
rzgdzie do rysowania linii CX, C'X"' i t. d., sg zrobione tylko ramiona GA,
CB i CX. Prosta za§ CD jest tylko idcalncm przedtuzeniem ramienia CX.
Uzywa sic go zwiaszcza w rysunku perspektywicznym, gdzie linie rownolegte
w naturze rysuje sie jako zbiezne ku jednemu punktowi.

8 32. Kat miedzy styczng a cieciwg.

W peku promieni z poprzedniego ustepu istnieje jeden promief sty-
czny do kota (X X"). Jezeli cieciwaB Ofig. 72 obracajac sie kolo punktu JB przez
potozenia B C\ B C", B C" dazy do potozenia B A, to druga cieciwa A C
dazy do potozenia stycznego A X. Poniewaz przy catym ruchu kat przy
C ma ciaggle te samg wielkos¢, to i przy potozeniu granicznem pozostanie
taki sam kat miedzy cieciwg A B a prostg X X. Stad twierdzenie:

c Kat stycznej z cieciwg A B przechodzacg przez
punkt stycznosci réwna sie wszystkim Icatom obwodowym
wspierajagcym sie na tej ciecmic, a lezacym po przeci-
wnej stronie cieciwy. Mogliby$my to takze udowodnic
odrazu bez rozwazan granicznych, mianowicie: Po-
prowadzmy z punktu stycznosci A Srednice A O C.
i potagczymy C z B, to B wynosi 90°, jako kat w
potkolu. Na katy 3 i y razem pozostaje takze 90°.

Fig. 74. Ale a wraz z y tworzg kat prosty, wynoszg wiec razem
réwniez 90°. Poniewaz wiec katowi 2i katowi a tyle-
samo brakuje do 90°, zatem te katy sa réwne
= a.
Poniewaz za$ wszystkie inne katy obwodowe wspierajgce sie na cieci-
wie A B sa rowne katowi [3 wiec a rowna sie istotnie kazdemu katowi ob-
wodowemu wspierajgcemu sie na cieciwie AB .
Opierajac sie na tein twierdzeniu mozna zbudo-
waé kolo, z ktérego obwodu widaé odcinek A B pod
zadanym katem. Rysujemy od jednego kohca odcinka
prosta A X pod danym katem. Prosta ta ma by¢ sty-
czng do kola w punkcie A, prosta zasS A B cieciwa.
Srodek kota musi wiec leze¢ na linii prostopadtej do
A X przechodzacej przez punkt A, a takze na linii prosto-
padtej wérodku AB, a wiec wpunkcie przeciecia sie Otych
linii. Promieniem za$ jego jest OA (lub OB).
m-S
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, Cwiczenia IV.

§ 19—21. ' . Zbudowaé tréjkat znajac dwa boki n. p. a.=s4 cm, 5= 6 cm,
i kat miedzy nimi zawarty n. p. y — 35°.

/57| Z pewnego punktu wymierzono odlegtosci do dwodch krancéw stawu:
a= 327in i 1= 452 m i kat zawarty miedzy temi dtugosciami: y = 56°. lle
wynosi dlugo$¢ stawa?

3 Z wierzchotka kata prostego w trojkacie prostokagtnym poprowadzono
prostopadta do przeciwprostokatni. Zbada¢, jakie cze$ci sg réwne w dwdch po-j
wstah.di trojkgtach. Czy sg one przystajgce?

i Zbudowac tréjkat znajac jeden bok i dwa katy przy nim lezace u. p.:.
«= . mm, g=39°, y'==65°.

i Zbudowac trdjlcat znajac jeden bok i dwa katy, z ktdrych jeden lez
przeciw tego bok O BdBflwh= 7-2 cm, $ — 123°, a= 28°.

strony rzeki zmierzono wzdtuz jej biegu diugoss A B = 50 m.
Jakie poftiiary trzeba jeszcze wykona¢ z tej samej strony rzeki, aby mozna zba-
da¢ odlegto$¢ punktow A i B od punktu C po drugiej stronie rzeki lezacego
i szeroko$¢ rzeki.

7. tWykaza¢, ze w dwoch tréjkatach przystajacych odpowiednie wysol
sg réwne.

§ 22. S. W trdojkacie rownoramiennym kat u wierzchotka wynosi 4G° 29f; ile
wynos?;) inne katy?

>) lle kawatkéw trzeba zna¢, aby wyznaczy¢: a) tréjkat réwnoramienny?
V) tréjkat réwnoboczny?

10. Wykazaé, ze réznica dwoch bokdéw tréjkata jest mniejsza od trzeciego boku.

11. Wykazaé, ze linia tamana ztozona z czterech odcinkdw jest dtuzsza,
anizeli prosta taczaca jej konce.

§ 23—24. 12. Udpwodnié, ze trojkaty przystajg w przypadku (I11).

13. Jak ditugi musi by¢é mniejszy bok a, aby sie zamknat tréjkat zbu
wany/ dwoch bokdéw a, bi kata lezacego naprzeciw mniejszego boku a?

r-i-i.Zbudowaé tréjkat, znajagc a— 3 cm, b— 4 cm, ¢c= 5 cm. Zmierzy¢
jego kFLY! (trojkat egipski).

15. Przenie$¢ dowolny trojkat w inne miejsce ptaszczyzny.

16. Przenie$¢ dany kat w inne miejsce ptaszczyzny, nie uzywajac katomierza.

17. lle czesci potrzeba zna¢ do konstrukcyi trojkata prostokatnego?

18. Wykaza¢, ze $rodki bokéw tréjkata réwnobocznego sa wierzchotkami
nowego tréjkata réwnobocznego.

Y UK Udowodnij, ze w dwdch trojkatach majacych dwa boki rowne, a trzecie
nieréwne, naprzeciw wiekszego boku lezy wiekszy kat.

§ 25.20. Przesuna¢ dowolny trojkat o 4 cm: a) w kierunku  jego wysokosci,
b) w kierunku jednego z bokow.

21. Obréci¢ dany trojkat o 60° okoto dowolnego punktu lezacego pc
pélem tego trojkata. AYykona¢ po kolei pie¢ takich obrotow.

A 22. Obroci¢ trojkat o dany kat okoto jednego z wierzchotkow.

23. Dwa tréjkaty przystajace, nielezace réwnolegle, sprowadzi¢ do nakry
ruchem obrotowym i postepowym.

§ 26—27. 24. Znalez¢ kilka punktow odlegtych o 3 cm od danej prostej p. Co
jest miejscem geometrycznem tych punktow?

25. Dowolny odcinek podzieli¢ na pie¢ réwnych czeSci przy pomocy lin
rownolegtych. Co trzeba zrobi¢, jezeli odcinek nie siega do ostatniej linii rojyno- .
legtej? [ IS -



26. Boki tréjkata réwnobocznego zmniejszy¢ pieciokrotnie i zbudowaé z nich
nowy trojkat.
27. Jakakolwiek figure przerysowa¢ w podziatce zmniejszonej trzy razy.
28. Sporzadzi¢ podziatlte zmniejszong 1:8, 1:80, 1:10, 1:100.
§ 28. 29. Wykazac, ze cieciwa wzrasta wmiare zblizania sie prostej do $rodka kota.
30. Wykaza¢, ze linia prostopadta do stycznej w punkcie stycznosci wy-
kreslona trafia Srodek kola.
31. Wykresli¢ w kole szes¢ promieni tworzacych katy Srodkowe po 60°,
a na ichkoncach styczne do kota.

132. Wykresli¢ dwa kota wspotsrodkowe i takg cieciwe kota wiekszego, aby
byla styczng kota mniejszego. Wykazaé, ze ta cieciwa jest przepotowiona punktem
stycznosci z kotem mniejszem.

33. Wykredli¢ takg cieciwe w kole o promieniu 4 cm, aby jej odlegtosé
od srodka wynosita 3 cm. Jakie jest miejsce geometryczne s$rodkOw powstatych
cieciw ?

34. Punkt A jest o 3cm oddalony od prostej p. Znalez¢é na tej prostej
punkty, odlegte 0 4¥» cm od punktu A.
§ 29. 35. ZnaleZ¢ punkt, ktoérego odlegto$¢ od obwodu kola o promieniu 3 cm
wynosi 2 cm.  Co jest miejscem geometrycznem takich punktow?

36. Poza kotem o promieniu 4 cm lezy punkt S .. odlegtosci 2 cm. Zn
lez¢ na kole punkty odlegte 0 2\5 cm, 3 cm, 4 c¢cm; 6 cm, 7 cm od punktu S.
§ 30—32. 37. Dwa kota przecinaja sie. Woykazaé, ze linia $srodkowa potowi
katy sSrodkowe nalezace w obydwu kotach do wspdlnej cieciwy.

38. Dwa kota przecinajg sie. Wykaza¢, ze prosta tgczaca punkty prz
ciecia jest: a) prostopadta do linii Srodkowej, 6) jest przepotowiona linig srodkowa.

3©. Przenie$¢ dowolny kat przy pomocy cyrkla, uwazajac gb-za kat $rod-
kowy kota o dowolnym promieniu.

MO. Zbudowa¢ koto na danej Srednicy przy pomocy ruchomago kata prostego. ]

41. Zbudowa¢ koto na danej cieciwie przy pomocy ruchomego” kata ostrego”™-
mlle tafich kot mozna zbudowaé;lod czego zalezy ich wielkos$é d-ww

42, Obierajagc odcinek AB — 2 cm jako cieciwe kota, a kat prostej A .
z tym odcinkiem <€ X AB =15° jako kat stycznej z cieciwg, wykresli¢ koto.



Rozdziat .
Symetrya.

§ 33. Twierdzenia o trojkatach réwnoramiennych.

WidzieliSmy juz, ze w tréjkacie réwnoramiennym katy, lezace przy
podstawie sg rowne i odwrotnie: jezeli katy lezace przy podstawie sg roéwne,
to tréjkat jest rdGwnoramienny.

Wysoko$¢ przedziela tréjkat rGwnoramienny na dwa trdjkaty przystajace:

AD CsduDcC (Ill).

Z przystawania wynika réwno$¢ pozostatych
tczesci, wiec:

1. « —%? wysokos$¢ poMwi kat u loierzclwika
w tréjkacie roéwnoramiennym.

2. AD ==BD: wysoko$¢ potom podstawe
w tréjkacie réwnoramiennym.

Twierdzenie to mozna odwro ci¢ w rozmaity

sposab:

Linia potowigca kat u wierzchotka trojkata A ) B
rébwnoramiennego potowi podstawe i jest do niej Fig. 76.
prostopadia.

Liniataczaca wierzchotek trmjcataréwnoramien-
nego ze $rodkiem podstawy porowi kat u wierzchotka
i jest prostopadli do podstawy.
Prostopadta w potowie podstawy przechodzi
przez wierzchotek i potowi kat u wierzchotka.
Proste dowody tych twierdzen wynikajg z przy-
stawania, jedynie ostatnie twierdzenie udowadnia sie
niewprost.
Mianowicie: Czynimy zatozenie:
A O= BC AD =BD i«= @3= 90°
Gdyby prostopadta D E nie trafita wierzchotka,
tylko bok, n. p. A C, to faczac E z B otrzymalibySmy A D Ee”~B D E (I);
wiec musiatoby by¢ y= 0, a to niemozliwe, bo y= o, a 0' jest przeciez
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niniejsze od o. Tak samo nie moze linia D E trafi¢ miedzy B i C, musi wiec
trafi¢ w punkt C, a wtedy juz z przystawania wynika potowienie kata u

wierzchotka.

§ 34, Htwory symetryczne.

Figury takie, jak dwie czesci tréjkata rownoramiennego, powstate przez
poprowadzenie wysokosci, spotykamy czesto w geometryi idealnej i prakty-
cznej. Sa to figury przystajgce, ale czesci rowne nastepujg po sobie w
obydwu figurach w odwrotnym porzadku. Figury takie nazywajg sie:
wzgledem siebie symetryczne. Figury dajace sie roztozy¢é na syme-
tryczne wzgledem siebie czeSci nazywamy utworami symetrycznymi.
Linie prosta, dzielgcg figure symetryczng na dwie czeSci wzgledem siebie
symetryczne nazywamy o0sig symetry i tej figury, lub symetralng figury.
— N. p. w tréjkacie réwnoramiennym osig symetryi jest .wysoko$¢. (Figur
symetrycznych uzywa sie czesto do ornamentow.)

Aby do jakiejs figury znalez¢ sy-
metryczng wzgledem niej, uzywamy na-
stepujacej konstrukcyi: Obieramy dowolng
prosta p za 0$ symetryi. Z punktow
A, B, G, 1), E danej figury | kreslimy
linie prostopadte do p i przedtuzamy je
poza linie p o takiesame odcinki do
punktow A\ B', C', D', E"

Figura I I ma wszystkie boki i katy
réwne odpowiednim bokom i katom figu-
ry J, ale w odwrotnym porzadku, jest

wiec istotnie figurg symetryczng wzgledem |. — Taka figure nazywamy
takze obrazemfigury |  (zwierciadto plaskie). N. p. aby wfkaza¢, ze
BC — B'C'tagczymyB AB 1" X. Z przystawania trojkatow’ B X Y i B' X Y
(I) wynika X B = B' X, i a= {3 zatem i ich
reszty do 90° sg rbwne = o
Teraz wykazuje sie przystawanie B O X ==
= B' G X(I), wiecc BC=B"' C. O takich figu-
rach jak | i Il moéwimy, ze nietylko sg wzgledem
siebie symetryczne, ale majg takze potozenie
symetryczne.
Z nauki o przystawaniu wiemy juz, ze figur
symetrycznych wzgledem siebie nie mozna spro-
wadzi¢ do nakrycia przez ruch w jednej ptaszczyznie. Mozna je jednak zawsze
sprowadzi¢ do potozenia symetrycznego, t. j. do takiego potozenia, ze punkty
odpowiadajace sobie w obydwu figurach leza na tychsamych
liniach prostopadtycli do osi symetryi i wtych samych od
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|
niej odlegtosciach, tylko po przeciwnych stronach osi. Wtedy

juz wystarczy jeden obrét w przestrzeni okoto tej osi symetryi, aby je
sprowadzi¢ do nakrycia.

Aby to wykaza¢, wezmy dwie dowolne figury symetryczne, t. j. przy-
stajagce, ale w odwrotnym porzadku, n. p. | i Il. (Na czem polega ten ,0d-
wrotny porzadek* ?)

Do figury | rysujemy
figure symetryczng
I, obierajac dowolng
prostap jako 0§ sy-
metryi i prowadzac
zpunktéw A, B, C,D
linie prostopadle dop
a nastepnie przedtu-
zajac kazdg z nich
0 takisam odcinek
poza p. d6 punktow
A" it CTl)".
Wzgledem figury 11
jest figura Il przy-
stajaca, przyczem
czesci réwne naste-
puja juz w tymsa-
inym  porzadku w
obydwu figurach po-
niewaz Il 1. Wie-
my juz, ze takie
figury dadzg sie przez rucliy w ptaszczyznie sprowadzi¢ do nakrycia.
Otéz figura Il. daje sie przez ruch w plaszczyznie sprowadzi¢ do potoze-
nia Ill, zgodnie z naszem twierdzeniem.

WidzieliSmy, ze do kazdego utworu mozna znalez¢ utwér wzgledem
niego symetryczny, ale nie kazdy utwor jest sam dla siebie figurg symetryczna.
N. p. trojkat rownoramienny jest figurg symetryczng, ale tréjkat r6znoboczny
juz nie. (Podaj inne przykitady!)

8 N5, Symetralna odcinka.

Kazdy odcinek jest utworem symetrycznym, t. zn. da sie podzieli¢ na
dwie czesci symetryczne. Mozna bowiem kazdy odcinek przepotowi¢ i mozna
w tym S$rodku wykre$li€ don jedng linie prostopadtag. N. p. AO=0B
1S OJ_AB,to linia S O jest symetralna odcinka AB. +taczac do-
wolny punkt symetralnej, n. p. P z kohncami odcinka A B, widzimy odrazu,
ze P A—13B.
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Stowami: Kazdy punkt symetralnej odcinka jost rowno
oddalony od obu kohAcoéw odcinka. Odwrotnie: Kazdy punkt
rowno oddalony od koncow odcinka lezy
na symetralnej. (Udowodnij!) (IV). Jestto wiec
wtasnos$¢ charakterystyczna dla linii syme-
tralnej, mozna po niej odrézni¢ symetralng od innych
prostych przecinajgcych A B. Witasnos¢ te wyrazamy
takze w nastepujacy sposdb: Miejscem gcdriietry-
cznem wszystkich punktéiu ,réwno oddalonych od
dwoch statych punktow jest linia prosta, miano-
wicie symetralna odcinku taczacego te dwa stale
punkty (por. str. 22 o znaczeniu stowa: miejsce geo-
metryczne).
Poniewaz z drugiej strony miejscem geome-
trycznem punktéw réwno oddalonych od jednego
punktu jest koto, przeto kazdy punkt symetralnej odcinka bedzie zarazem
lezat na dwdch kotach o réwnych promieniach, a o S$rodkach w
punktach A i B. W ten sposob mozna znalez¢ dowolnie wiele punktéw,
lezacych na symetralnej. Aby jg jednak zbudowaé, wystarczg dwa punkty.
Zakre$Slamy wiec z punktow A i B dwa roéwne kola, a drugiej pary kot juz
nie potrzeba, poniewaz dwa kota przecinajg sie juz w dwdch punktach (o ile
ich promienie sg odpowiednio
wielkie). Nie trzeba nawet catych
kot rysowa¢ — wystarczg nie-
wielkie luki zawierajgce punkty
przecigecia C, 1). Linia prosta
faczaca punkty G i I) jest sy-
metralng odcinka A B.
Konstrukcya symetralnej
odcinka daje nam zarazem mo-
zno$¢ wykonania wielu innych,
pokrewnych zadan:
| tak przy pomocy |
symetralnej mozna:
a) przepotowi¢ dowolny odcinek;

b) wykre$li¢ linie prostopadtg w srodku odcinka;

c) wykres$li¢ linie prostopadtg w dowolnym punkcie na
linii prostej i

d) wykres$li¢ linie prostopadtg z punktu poza prostg.

Konstrukcye a) i b) nie wymagajg juz blizszych objasnien. Konstrukcye c)
wykonujemy w nastepujacy sposob:



Od punktu A, przez ktéry ma przechodzi¢ linia prostopadta, odcinamy
na obydwie strony réwne odcinki B A = AC i/ punktéw B i C zakreSlamy
rowne kola (luki). Ich punkt przeciecia 1) jest jednym punktem symetralnej,
punkt A drugim (bo jest rowno oddalony od koficéw odcinka B C). LiniaD A
jest zadang prostopadtg. Aby wykona¢ konstrukcje d), uwazamy dany punkt A
poza prosta ;p za
jeden punkt sy-
metralnej. Z tego
punktu s— jako
Srodka — zata-
czamy kolo, prze-'
cinajgce prostg p
w dwdch punktach
B i 6, réwno od-
dalonych od A.

Z punktéw B i C
zataczamy jeszcze
dwa rowne luki
otrzymujemy drugi punkt symetralnej D. Linia AD jest zadang prosto-
padtg z punktu A do p.

Te trzy zadania; kreSlenie symetralnej odcinka, prosto-
padtej w punkcie na prostej, prostopadtej z punktu poza
prostg' nazywamy zadaniami konstrukcyjnemu zasadniczemi.
Przy pomocy tych konstrukcyi mozna wykona¢ juz wiele innych bardziej
zawitych zagadnien, o czem w osobnym ustepie bedzie mowa.

Przy pomocy linii symetralnej odcinka mozemy znacznie uprosci¢ ruch
potrzebny, aby sprowadzi¢ do nakrycia figury przystajace (z zachowaniem tego-
samego porzadku réwnych czesci). WykazaliSmy, ze wystarczy wykona¢ jeden
ruch postepowy i jeden obrot. Obecnie wykazemy, ze mozna przez sam
obrét, bez przesuwania roéwnolegtego,
sprowadzi¢ figury przystajgce do nakry-
cia, lub przez samo przesuniecie réwno-
legte, jezeli odpowiednie boki sgrowno-
legle.

Draga cze$¢ twierdzenia udowodnilismy juz
przy ruchu postepowym; dla dowodu pierwszej cze-
§ci wezmy najpierw dwa odcinki réwne, dowolnie
umieszczone na phaszczyznie, n.. p. A B i A'B".

Poprowadzmy synietralne odcinkow A A' i B B’
(nie trzeba, nawet rysowa¢ tych odcinkéw w cato-
§ci — wystarcza ich punkty koncowe). O ile AB

nie jest[[do A'B', te symetralne przetng sie,
n. p. w punkcie O. Wykazemy, ze przez obrét okoto tego punktu O mozna
sprowadzi¢ A' B' do nakrycia z AB. Dla dowodu potgczmy Oz A ,B iz A\B'.
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Poniewaz O lezy na symetralnej odcinka A A', to OA= OA promien
0 A powstat wiec przez obrét z OA', taksamo OB — OB', wreszcie
AB = AB\ wiec trojkaty OAB i OA'B' sa przystajagce. Stad a= a' wiec
la-\-,x==a'-{-x a to znaczy, ze o taki sam kat obrécit sie promien OA’,
co i OB', odcinek wiec AB powstat istotnie prz®z obro6t odcinka A'li’
okoto punktu O o kat x. Zupetnie taksamo znajduje sie $rodek obrotu dla
dowolnej figury.

Symetralna kata (dwusieczna kata).

Podobnie jak odcinek, tak i kazdy kat jest utworem symetrycznym.

Osig symetryi kata (symetralng kata) jest linia potowigca kat, czyli dwu-
sieczna kata. Istotnie, jezeli a==f5, to kazdy punkt P na jednem ramieniu
ma na drugiem ramieniu punkt P' odpowiedni, lezacy na linii prostopadtej
do linii A X i wrtakiej

A samej  odlegtosci na

prawo od osi A X,

A w jakiej P lezy na lewo.
al \6 Jezeli bowiem z P po-
prowadzimy prostopadig
/ r ~ \ PP'to otrzymamy dwa
trojkaty przystajace:
AOPssAOP' (Il) a
X wiec PO — P' O.
Fig. 86. Fig. 87. Prowadzac z do-

wolnego punktu syine-
iralnej odcinki prostopadte do ramion: MB + a i MC+_ b, czyli odle-
gtosci punktu M od ramion, spostrzegamy, ze te odlegtosci sg réwne,
albowiem tréjkaty 31AB i MAG przystajg wedtug (1) przypadku. Od-
wrotnie: jezeli jaki$ punkt jest réwno oddalony od obu ramion kata, to lezy
na jego symetralnej (Ill). Jestto wiasno$¢ charakterystyczna dla sy-
metralnej kata: Zadna inna linia tej wiasnosci nie ma.
Wypowiadamy to takze tak: Miejscem geometry-
cznem wszystkich punktéw réwno oddalo-
nych od obydwu ramion kata jest syme-

tralna tego kata.

Na tej podstawie moznaby zbudowa¢ symetralng
kazdego kata. Trzebaby uzy¢ linii réwnolegtych do
ramion kata w réwnych odstepach od ramion (jako
miejsc geometrycznych punktéow' rdwno oddalonych od
jednej linii prostej). Znajdziemy jednakze wygodniejszg
konstrukcye, opierajac sie na przystawaniu trojkatow.
Mianowicie: Na ramionach kagta A odcinamy
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rowne kawatkilAB i A 0 az punktéw B i C zataczamy znowu
rownymi promieniami fuki BD i CD. tatwo okazaé, ze linia AD
taczaca wierzchotki kata z punktem D przeciecia sie tukow, jest symetralng
kata. Albowiem: AD Bs® AD C wedtug (IV) przypadku, a wiec i katy sa
réwne: ”

Jestto czwarte zasadnicze zadanie konstrukcyjne (potowie-
nie kata). Z wiasnosci symetralnej kata wynika: W kazdym peku promieni
istniejg tylko dwie proste rowno oddalone od statego punktu. (Dowdd przy
pomocy [lIl] przypadku przystawania.)

\8JEL- Ogdlniejsze rodzaje symetryi.
Istniejg utwory geometryczne posiadajace wiecej 0osi symetryi, n. p.
dwa trojkaty rownoramienne o
wspolnej podstawie i 0 ro-
wnych ramionach posiadajg
dwie osie symetryi, trojkat
rownoboczny ma trzy osie
symetryi, pézniej zas poznamy
utwory majgce kilka osi sy-
metryi. Koto posiada nie-
skonczenie wiele osi symetryi,
mianowicie: kazda linia pro-
sta przechodzaca przez Srodek
l-ota jest jego osig symetryi.
(Udowodnij!)

Fig. 89. Fig. 90.

Oprocz symetryi osiowej istnieje jeszczet. zw.symetrya srodkowa.
Dwie figury sa Srodkowo symetryczne, jezeli ich punkty lezag na tychsamych
liniach prostych przechodzacych przez jeden punkti w réownych odlegtosciach
od tego punktu, ale po przeciwnych stronach. Takie figury sg przystajace
(z zachowaniem tego samego porzadku rownych czesci) i dadza sie sprowadzic¢
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do nakrycia przez obrét o 180°. (Udowodnij przystawanie!) N. p. trdjkaty
ABC i A'B'C' na fig. 90. Punkt S zowie sie Srodkiem sy metry i
Dwie figury symetryczne wzgledem osi nie musza by¢é symetryczne wzgledem
punktu ani tez odwrotnie.

§ 38. Zastosowanie symetryi do kota.

Symetryi uzywa sie w geometryi czesto do dowodzenia twierdzen.
Wiedzac n. p., ze kolo jest utworem symetrycznym wzgledem kazdej linii
prostej,przechodzacej przezsrodek, zbadamy wiasnosci stycznych kola. Wy-
kresimy wdowolnym punkcie A kola styczng i poprowadzmy przez S$rodek

linie OP nieréwnoleglg do stycznej. Po-
niewaz linia OP jest osig symetryi kota,
przeto i pod nig znajdzie punkt A' lezacy
symetrycznie wzgledem A na tem samem
kole. Prosta PA! wskutek symetryi jest
takze styczng, jest réwno odchylona od
linii OP, a jej odcinek PA'= PA. ro6-
wniez wskutek symetryi.  Zbierajagc te
wnioski w jedno twierdzenie powiemy:

Z punktu poza kotem dadzg sie poprowadzi¢ dwie linie styczne do
kota; ich odcinki od tego punktu do punktu stycznosci sg rdwne a prosta
taczaca dany punkt ze Srodkiem kota potowi kat zawarty miedzy stycznemi.
Z symetryi mozna takze wysnu¢ wnioski :

3CT= «£3, A A’ OP, AB=A'B.

Wypowiedz te twierdzenia!

Kat APA! zawarty miedzy stycznemi nazywa sie kgtem widzenia
kola z punktu P. Im wiecej sie oddalamy od kola; tem mniejszy jest ten
kat widzenia a rownoczes$nie styczne dazg do potozenia réwnolegtego. (Dowdd

polega na twierdzeniach § 20.)

Ogo6lnie w geometryi nazywamy katem
widzenia jakiego$ utworu geometrycznego z
jakiego$ punktu kat zawarty miedzy skrajny-
mi promieniami peku wychodzacego z P do
wszystkich punktdéw tej iigury.

Aby otrzyma¢ konstrukcyjnie
styczne z punktu poza kotem, opie-
ramy sie na tem, ze katy OA P i OA'P
sg proste. Jezeli zakre$limy na OP jako
Srednicy potkole, to kazdy kat wspierajacy

sie na tem poétkolu jest prosty. Z pomiedzy tych katow wybieramy jednak ten,

ktdrego wierzchotek lezy zarazem na kole k. Taksamo postepujemy z pot-

kolem lezagcem pod osig 0 P. Punkty przeciecia A i A! kola K z kolein k
ymi punktami stycznosci, a proste PA i PA' stycznemi.
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Cieciwe AA' nazywamy takze biegunowy punktu P, a punkt P
biegunem tej prostej. Jezeli biegun zbliza sie do kola, to biegunowa od-
dala sie od $rodka, zbliza sie wiec takze do obwodu kola. Jezeli biegun padnie
na obwdd kola, to jego biegunowa stanie sie styczng w tym punkcie. (Wy-
konaj odpowiednie rysunki!)

(j8J39i__Kolo opisane na trdjkacie.

Jezeli wierzchotki jakiej$ figury lezg na obwodzie kola, a boki sg cieci-
wami, figura nazywa sie¢ wpisana w kolo, a kolo jest opisane na tej
figurze.

Wykazemy, ze na kazdym trdjkacie mozna opisa¢ kolo.

Wykre$imy w tym celu symetralne
dwéch bokéw tréjkata, linie OD i OE.

Punkt,, w ktérym sie one przecinajg, (a czy

muszg sie przecigc?) jest réwno oddalony

od punktéow A, B i C, jako punkt lezacy

na symetralnych bokéw AB i AG. Kazdy

za$ punkt réwno oddalony od punktéw' A

i G lezy na symetralnej odcinka A C, za-

tem przez punkt O musi przechodzi¢ takze

trzecia symetralna OF. Jezeli teraz ze

srodka O zatoczymy koto promieniem OA,

to takze punkt)- B i G lezg na tem Kole,

poniewaz OA— OB=0C. Dowdd ten

podaje zarazem konstrukcye kola opisanego. Srodkiem Iwia opisanego jest
punkt, w ktdrym sie przecinaja symetralne bokoéw trdéjkagta. Jestto pierwszy
os6blmy punkt trojkata. W dalszej nauce spotkamy takich szczeg6lnych punktéw
wiecej. Twierdzenie to dowodzi zarazem, ze przez trzy punkty mozna tylko
jedno koto przeprowadzi¢, czyli: koto jest doktadnie tcyznaczone zapomocg
mtrzech punktéw podobnie, jak linia prosta zapomocg dwdch.

Opisanie kola na trojkacie jest zadaniem réwnowaznem z nastepujacem
zagadnieniem, spotykanem czesto w geometiyi prakty-
cznej: Znalezé punkt réowno oddalony od trzech da-
nych na ptaszczyznie punktéw, n. p. na mapie Galicyi
znalezé miejsce réwno oddalone od Krakowa, Lwowa
i Stanistawowa.

Gdyby konstrukeya byta niedoktadna, symetralne
nie zesztyby sie w jednym punkcie, ale utworzylyby
maty trojkat X YZ. (Fig. 94.) Opierajagc sie jednak Fig. 94.
na naszem twierdzeniu, poprawilibysmy odpowiednio
ten rysunek. Widzimy tu, jak geometrya idealna pozwala prostowac btedne
nieraz wyniki geometryi praktycznej, poprawia¢ niedoktadnos$¢ rysunku.

tomnicki, Geometrya I. i Il. 5

If
o]
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Uwaga: Na niedoktadnosci rysunku polegajg niektére znane ,sofizmaty
geometryczne“, n. p. fatlszywy dowdd na to, ze kat prosty réwna sie rozwar-
temu i t. p.

§ 40. Koto wpisane w trojkat.
Jezeli boki jakiej§ figury sa stycznemi kota, to figura nazywa sie
opisana na kole, a leolo jest wpisane w te figure.
Wykazemy, ze: w kazdy trdjkat da sie wpisaé kolo.
Wykre$lmy w tym celu symetralne dwoéch katow. Punkt O, w ktorym
sie one przecinaja, jest rowno oddalony od bokéw AC i B O, i od bokéw A B
i BC, czyli od wszystkich trzech
C bokéw trojkata, a wiec takze od A C
i BC. Stad widzimy, ze punkt O
lezy takze na symetralnej trzeciego
kata G, a wiec symetralne trzech
katow przecinajg sie wjednym punkcie.
Jezeli z tego punktu, jako ze Srodka,
zakreslimy koto promieniem OD, ro-
wnym odlegtosci punktu O od wszyst-
kich bokdéw, to wszystkie boki bedg
stycznemi tego kota. Dowod ten po-
daje zarazem konstrukcye kota wpisa-
nego. Srodkiem kola wpisanego jest punkt, w ktérym sie przecinajg syme-
tralne katéw tréjkata. Jestto drugi osobliwy.punkt tréjkata. Punkt ten nie
nakrywa sie ze $rodkiem kota opisanego, chyba w tréjkacie réwnobocznym!

Cwiczenia V.

§ 33. 1. Udowodni¢ odwrdcenia twierdzen z § 33.

2. Udowodnié, ze prostopadta ze $rodka kola do cieciwy potowi ja.

§ 34—35. 3. Wykazaé, ze symetralna cieciwy przechodzi przez $rodek kota.

4. Opierajgc sie na poprzedniem twierdzeniu znalez¢ $rodek kota, z ktérego
mamy podany tylko tuk.

5. Wykaza¢, ze prosta tgczaca wierzchotki dwoch trojkatow réwnoramien-
nych o wspdlnej podstawie jest symetralng podstawy i symetralng katow' u wierz-
chotkéw.

6. Wykresli¢ figure symetryenzg do dowolnego trdjkata.

7. Dwa trojkaty symetryczne, ale lezagce w potozeniu dowolnem, niesyme-
trycznem, sprowadzi¢ do potozenia symetrycznego.

8. Dany odcinek podzielic na dwie, cztery, oSm rdwnych czeSci przy po-
mocy cyrkla i linii (bez podziatki).

j): Dowolny tuk przepotowié.

1Q. Wykresli¢ trzy wysokosci trojkata.

11. Znalez¢ odlegtos¢ punktu od prostej konstrukcyjnie.

12. Przy pomocy cyrkla wykreslic w kilku punktach prostej linie prosto-
padte i odcig¢ na nich réwne diugosci. Konce potaczyé! Jaka linia powstanie ?



13. Dowolny odcinek sprowadzi¢ do nakrycia z drugim réwnym odcinkiem
przez jeden obrot.

14. Dwa trdjkaty przystajace (z zachowaniem tego samego porzadku réwnych
czesci) ale lezagce w dowolnych miejscach ptaszczyzny, nier6wnolegte, sprowadzi¢
przez jeden obrét do nakrycia.

§ 36. 15. Dowolny kat przepotowic.

16. Znalez'¢ konstrukcyjnie katy: 45°, 30°, 15°, 22° 30', 7° 30"

17. Dowolny kat podzieli¢ na oSm réwnych czesci.

18. Wykresli¢ symetralng kata przy pomocy linii réwnolegtych.

§ 37. 19. Z roéwnych kot utozy¢ figury majace dwie, trzy, cztery osie symetryi.

20. Wykazaé, ze dwa rozne kota w jakiemkolwiek potozeniu posiadajg
jedng o$ symetryi (sa wiec utworom symetrycznym).

21. Wykresli¢ figure srodkowo symetryczng wzgledem dowolnego wielokata.

(22. Wykazaé, ze figura posiadajaca dwie prostopadte osie symetryi, posiada
takze S$rodek symetryi. ' > 0 K t,,’

23. Wykazaé, ze wspdlna o$ symetryi dwdch kot przecinajgcych sie, jest
symetralng wspdlnej cieciwy.

§ 38. 24. Wykresli¢ styczne z punktu poza kotem lezacego.

25. Znalez¢ kat widzenia kola o promieniu 3 cm z punktuodlegk
5 ¢cm od kota (zmierzy¢).

26. Wykresli¢ biegun dowolnej cieciwy kota.

Qjl Dla kilku punktéw linii prostej lezacej poza kotem znalez¢ biegunowe.
Co spostrzezemy?

28. Przez pjapkt wewnatrz kota lezacy poprowadzi¢ kilka cieciw
i wykresli¢ ich bieguny. Co spostrzezemy?

29. Jaki bytby kat widzenia kuli ziemskiej, gdybysmy sie wznie$li na
wysoko$¢ réwng promieniowi ziemi? (Zmierzy¢ na figurze!)

§ 39—40. 30. Opisa¢ koto na dowolnym tréjkacie.

31’. Znalez¢ punkt rowno oddalony od trzech danych punktéw.

32. Opisa¢ koto na tréjkacie ostrokatnym, prostokatnym i rozwartokat-
nym, Jakie prawo spostrzezemy?

33. W dowolny tréjkat wpisa¢ koto.

34. W trojkat prostokatny wpisa¢ koto i opisaé na nim koto.

35., W trojkat rozwartokatny wpisa¢ koto i opisa¢ na nim koto.

'Sii/ Przedtuzyé boki trojkata poza wierzchotki i wpisa¢ koto w otwarte
przestrzenie zawarte miedzy kazdym bokiem i przedtuzeniami dwdéch innych bokow.



Rozdziat VI.
Zadania konstrukcyjne.

§ 41. Ogo6lne uwagi o zadaniach konstrukcyjnych.

Opierajgc sie na poznanych dotychczas twierdzeniach niejednokrotnie
juz budowalismy pewne nowe utwory geometryczne z utworéw danych, uzy-
wajgc tylko linii prostych i kol — a w geometryi praktycznej lineatu
i cyrkla (bez katomierzal). Juz Platon wprowadzit zasade, ze do kon-
strukcyi geometrycznych dozwala sie¢ uzycia tylko linii i cyrkla. Kon-
strukcye wykonane przy pomocy innych $rodkéw pomocniczych (n. p. kato-
mierza, ruchomego kata prostego, podziatki i t. p.) nazywamy konstruk-
cyami mechanicznemi. Otéz bardzo wiele zagadnieh tak z geometryi
jako® z algebry — jak to pozniej zobaczymy — mozna rozwigza¢ przy po-
mocy konstrukcyi czysto geometrycznej (lineatem i cyrklem). Zadania, do
ktérych trzeba uzy¢ badzto nieskonczonej liczby kolejnych konstrukcyi geo-
metrycznych, badzto konstrukcyi mechanicznych, uwazat Plato za nierozwig-
zalne Scisle. Do takich zadan nalezy n. p. podzial kata na trzy czesci, za-
miana kota na kwadrat, podwojenie szeScianu. W tym ustepie zajmiemy sie
tylko konstrukcyami przy pomocy lineatu i cyrkla.

Przedewszystkiem nalezy odrézni¢ konstrukcye idealny od konstrukcyi
praktycznej, materyalnej. Konstrukcya idealna poucza, jak nalezy kombinowac
ze sobg rozmaite idealne proste i kofa, istniejgce, juz na phaszczyznie w naszej
wyobrazni, aby otrzyma¢ zadang figure. Tak n. p. konstrukcya symetralnej od-
cinka ma takie znaczenie: Mamy znalez¢ sposéb przepotowienia odcinka zapomocg
linii prostopadtej. Z pewnikéw wiemy, ze taki idealny odcinek istnieje. Istniejg
takze okoto kazdego z jego koncéw kota o roéwnych promieniach i to dowolnie
wiele két o dowolnie wielkich promieniach. Z pomiedzy tych ko6t wybieramy
w mysli dwa kota rowne tak wielkie, aby sie przeciety w dwoch punktach. Po-
miedzy tymi dwoma punktami istnieje jedna linia prosta taczaca je i to jest
wiasnie symetralna odcinka. W ten sposéb wykonaliSmy idealng konstrukcye
symetralnej, to znaczy: wykazaliSmy, ze ona istnieje i w jakim jest zwigzku z da-
nym odcinkiem. Geometrycznie rzecz biorgc, zadanie byloby juz wylconaue. Ucie-

kamy sie jednakowoz z dwoch wzgledow' do rysunku, a wiec do geometryi
praktycznej:

1. tatwiej wyobrazamy sobie utwory geometryczne, ktére mamy przyn:
mniej w przyblizeniu narysowane, a wiec ktore dziataja na nasz zmyst wzroku.
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2. W geometryi praktycznej zadania te sa potrzebne (czesto n. p. trzeba
przepotowi¢ materyalny odcinek).

W geometryi praktycznej zadanie kazde da si¢ naturalnie wykona¢ tylko
w przyblizeniu. Moze sie wiec zdarzyé, ze biorgc dwie rézne pary kot réwnych
otrzymamy az dwie symetralne odcinka i t. p. Wtedy jednakowoz geometrya
idealna poucza nas, ze jest tylko jedna taka linia, mozemy wiec rysunek po-
prawi¢, sprostowa¢ (n. p. rysujac ciefisze kota). Tak wiec geometrya idealna
chroni nas w praktyce od zbyt jaskrawych bteddw, reguluje niedoktadno$¢ na-
szego oka, naszych przyrzadéw rysunkowych.

Konstrukcye, ktoreSmy dotychczas wykonywali i ktore nadal wykonywaé be-
dziemy, bedziemy zawsze pojmowali ze stanowiska geometryi idealnej a rysunek
bedzie dla nas tylko illustracyg rozumowan, odbywajacych sie w naszym umysle.
Bedziemy sio mimoto starali wykona¢ rysunek mozliwie najdoktadniej, aby sie
jak najwiecej zblizy¢ do prawidtowos$ci geometryi idealne;j.

Zadania konstrukcyjne majta wielkie znaczenie w geometryi praktycznej.
Zdarzajg sie bowiem zagadnienia z zycia praktycznego trudne do obliczenia,
ale tatwe do wykreslenia. N. p. chcac znalez¢ od-
legtos¢ dwoch miejsc B i C, miedzy ktéremi znaj-
duje sie jaka$ przeszkoda, obieramy punkt A dowolnie
i mierzy my odlegtoscic, bikata. (Por. ¢w.2, str.55.) )

Ztych czesci budujemy konstrukcyjnie tréjkat (w pomniej- X ] 6

. . . x°7
szonej skali). Mierzgc na rysunku bokB G otrzymu- A
jemy te odlegtos¢ z przyblizeniem, zaleznem od do- Fio. 9
ktadno$ci rysunku. GdybySmy za$ chcieli obliczyé g- %
bok B G, musielibySmy wykonaé mozolne obliczenia, wymagajgce pewnych
gtebszych wiadomosci z trygonometryi. Otrzymaliby$my wprawdzie doktadniej
dtugo$¢ boku B C, ale w praktyce wystarcza zwykle warto$¢ przyblizona,
otrzymana z rysunku.

8 42. Zasadnicze zadania konstrukcyjne.

Niektdre najprostsze zadania konstrukcyjne sa podstawg dla wszelkich
dalszych zagadnien. Dlatego omawiamy je raz na zawsze doktadnie i sta-
ramy sie zachowa¢ w pamieci sposdb ich konstrukcyi.

Za takie zasadnicze zadania konstrukcyjne uwaza sie zwykle nastepujace
zagadnienia:

1. Kreslenie symetralnej odcinka (por. 835.).

2. Kredlenie symetralnej kata (por. § 36.).

3. Kredlenie linii prostopadtych (por. § 35) i to: a) przez punkt poza
prosta, b) przez punkt na prostej, c) przez punkt na koncu odcinka.

4. Kre$lenie linii rownolegtych (naturalnie przy pomocy linii i cyrkla,
bez trojkatal).

5. Przenoszenie katow (por. § 30.).

6. Kreslenie trojkatow z trzech danych czeSci w czterech przypadkach
(8 20—24).
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7. Kre$lenie stycznych do kola a) przez punkt na kole (828), bh) prze
punkt poza kotem lezacy (§ 38.).

Z tych zadan oméwilismy juz 1., 2., 3ab, o, 6., la, Ib. (Zadanie 5.
omoéwiono w zadaniach z. 16, str. 55 i z. 39, sa* 56.)

Zajmijmy siejeszczepozostatemi zadaniami :3c i 4.
Chcemy wykresli¢ prostopadtg na koncu A od-
cinka A 13, nie przedtuzajgc go poza punkt A. Kat
prosty przy A mozna ztozy¢ z kataa= 60°i 3= 30°.
Kat 60° otrzymuje' sie przez wykreslenie tréjkata
rownobocznego A Il C cyrklem. Nastepnie trzebaby
do tego kata doda¢ potowe jego. Ale fatwiejszg kon-
strukcye otrzymamy przedtuzajgc bok 11 C az do prze-
ciecia sie z linig prostopadtg. Wtedy bowiem katy
i 3 wynoszg razem 60°, poniewaz kat zewnetrzny 6
tréjkagta A 11 C wynosi 60°. Poniewaz zas ¢= 30° to i y musi wynosi¢ 30°,
a wiec boki lezace naprzeciw tych katdw sg réwne: A C= 1) C. Oto6z bok
li O nalezy przedtuzy¢ o taki sam kawatek poza Cl
to otrzymamy punkt D, ktéry jest punktem linii
prostopadtej do A B. Z tych rozwazahn wynika na-
stepujaca szybka i praktyczna konstrukeya: Na
c prostej A X budujemy przy wierzchotku A tréjkat
roimoboczny o dowolnym boku. Nastepnie tgczymy
punkt li z punktem C (boku A C nie trzeba nawet
wykreslaé), na przedtuzeniu tego boku odcinamy
-z-* raz jeszcze tensam odcinek Cl). Linia AD jest
prostopadta do A. X i przechodzi przez punkt
skrajny A.

Linie wazniejsze, zwiaszcza linie podano i szukane kresli sie zwykle wy-
razniej ; inne linie pomocnicze kreskujemy, kropkujemy lub rysujemy je o wiele
ciensze od linii waznych.

Dla upewnienia sig, czy konstrukeya jest
dobra, przeprowadza sie zwykle jeszcze dow6d:
Ot6z CA li = 60° jako kat trojkata réwno-
bocznego. Dalej : wykresdlilismy 1) C= A C wiec
i a= fi. Poniewaz o= 60° i o= p, przeto
a-j- P= 60° a ze sg réwne, wiec =] 30°. Za-
tem liA1l)= BA C+ 3= 60°+ 30°=

Fig. 99. = 90°, czyli
AD_]1AX

To samo zadanie moznaby takze rozwigzac¢ przy pomocy kata w pétkolu.
Z dowolnego punktu O nie lezacego na prostej A X zataczamy promieniem
O A potkole. Od punktu li, w ktorym to potkole przecina prostg A X, pro-



71

, wadzimy S$rednice B O C. Prosta CA jest prostopadta do B X, poniewaz
<£ B A C jest katem w potkolu.

Konstrukcja linii réwnolegtych: Aby wykreslic przez punkt
poza prostg linie rownolegta, musimy sie oprze¢ na jakiej$ charakterystycznej
wiasnosci tych linii. Wiemy n. p., ze dwa katy odpowiednie utworzone przez
dwie linie réwnolegte przeciete trzecig
muszg by¢ réwne. Majac wiec przez
punkt A wykresli¢ linie rownolegta do p, j
prowadzitby dowolng linie poprzeczng
i katv przenosimy (cyrklem) do punktu
A jako wierzchotka, a do prostej A. X
jako ramienia. Powstanie w ten sposob Fig 100_
rowny kat odpowiedni, a wiec jego
ramie rfcjest rownolegte dop. Moznaby uzy¢ takze katéw naprzemianlegtych. Mozna
sie oprze¢ takze na tem, ze dwie linie prostopadle do tej samej trzeciej sg do
siebie rownolegte. Najprakty-
czniejszy jednak sposéb polega — 2-
na przystawaniu trojkatow,

Z punldu A zataczamy
dosyé¢mwidii luk Bl). Z
punktu B ta samg rozicar- -P-
toscig cyrkla odcinamy B C 101
naprostej p, wreszcie .zpunktu
C tymsamym ciggle promieniem luk przecinajacy w D luk BJ). Linia A I)
jest zadang .réwnolegla, albowiem tréjkaty A BI1) i AT) C sg przystajace
wedtug (IV.) przypadku przystawania, wiec i kat 1) w tréjkacie | jest rdwny
katowi B w trojkacie 11. Katy te za$ sg katami naprzemianlegtymi, wiec z ich
rownosci wynika réwnolegtosc:

QllIP-

Odcinki AB, BO, GD, DA nie musza by¢ wszystkie rdwne. Wystarczy,
jezeli AB = DC i BC = AD. Wygodniej jest jednak wykonywaé catg kon-
strukcye jedna rozwartoscig cyrkla.

§ 43. Systematyczny sposob rozwigzywania zadan konstruk-
cyjnych.

Rozporzadzajac takim zasobem konstrukcyi zasadniczych, mozemy obecnie
przejs¢ do zadan zawilszych. W rozwigzywaniu kazdego zadania — zwilaszcza
trudniejszego — mozna odrézni¢ cztery kroki.

1 Wyobrazamy sobie, ze utwor juz jest zbudowany i rozpatrujemy, jak
drogg mozna dojs¢ do wynalezienia czeSci potrzebnych, majac ciggle na oku
juz gotowa figure. W tym celu najczesciej rysujemy pobieznie, szkicujemy
zadang figure. Ta cze$¢ rozwigzywania zadan nazjiwa sie rozbiorem lub
analiza. Zrozumiemy to lepiej na przyktadzie: (por. str. 70, kreSlenie
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prostopadtej na koncu odcinka). Znajac wysokos¢ trojkata i dwa katy,
ktore ona tworzy z bokami, zbudowac¢ ten tréjkat. Jezeli tylko narysu-
jemy jakikolwiek trojkat, a w nim wysoko$¢, zoryentujemy sie odrazu, jak
nalezy przeprowadzi¢. konstrukcye.  Trzeba bedzie mianowicie narysowaé
osobno kazdy z trdéjkatow prostokatnych | i Il; kazdy za$ z nich da sie
fatwo narysowaé, bo znamy w nim bok h i dwa katy a i 90° lub 3i 90°.

Jestto najwazniejsza cze$¢ zadania, podaje nam ona plan pracy. Po tym
rozbiorze nastepuje druga cze$¢ zadania:

2. Kon-struké¢ya. Na dowolnej linii nieograniczonej, dowolnym jej
punkcie, kreslimy linie prostopadtg (3 b) i odcinamy na niej podana wysokos¢ li.
Do otrzymanego w ten spos6b punktu A przenosimy z jednej strony kat a,
z drugiej B (5. zad. zasadnicze).

Przedtuzajgc ramiona tych katow do przeciecia sie z prostg X X otrzy-
mamy zadany trojkat, ztozony z trdjkatéw prostokatnych JBAD i DA C.
Teraz nalezatoby przeprowadzic:

3. Dowdd, ze ta figura speinia rzeczywiscie zgdane warunki. Dowdd
mamy juz zwykle gotowy przy analizie. Tu n, p. dow.od jest tak prosty, ze
magtby sie wydac¢ zbytecznym. Istotnie:

A D — li, poniewaz tak odcielismy.

a'— a, uzyliSmy bowiem konstrukcyi udowodnionej juz dawniej, tak samo
i3'= i3 Procz tego A D D C, wiec trojkat odpowiada warunkom zadania.
W niektorych zadaniach jednakze dowdd jest konieczny.

4. Po dowodzie powinna nastgpi¢ dyskusya, czy, jest mozliwe jedno
rozwigzanie, czy wiecej a dalej: kiedy rozwigzanie jest wogole
mozliwe, a kiedy nie. Tak n. p. w naszem zadaniu widzimy, ze moznaby
zbudowa¢ takze drugi tréjkat, spetniajacy te same warunki, odcinajac kat a
z prawej strony, a i3 z lewej. Ten nowy trojkat bytby symetryczny
wzgledem pierwszego. Widzimy wiec, ze przy danych warunkach sg,tu mo-
zliwe dwa rozwigzania. Co sie tyczy mozliwosci rozwigzania, to gdyby ktorys
z katéw 7, 3 byt prosty, a tern bardziej rozwarty; zadanie nie datoby sie



rozwigza¢. Wtedy bowiem ktéry$ z tréjkatéw prostokatnych 1 lub 11 musiathy
zawiera¢ dwa katy proste lub jeden kat prosty i jeden rozwarty, a to nie-
mozliwe wobec twierdzenia o sumie katow w trdjkacie.

Te dyskusye nazywamy determin acya zadania (oznaczeniem). Jest
ona uwienczeniem zadania i daje przeglad wszystkich mozliwosci w zaleznosci
od podanych warunkéw.

Takiego rozbijania zadania na cztery czesci uzywa sie tylko przy tru-
dniejszych zadaniach, przy ktdrych tatwo mozna popas¢ w biad badzto przez
przeoczenie pewnych mozliwosci, badZto przez niedoktadnos$¢ analizy.

§ 44. Metoda miejsc geometrycznych.

Do rozwigzania kazdego zadania konstrukcyjnego prowadzi odmienne
rozwazanie, sg jednakowoz pewne mysli przewodnie wspélne dla wielkiej ilosci
zadan, pewne metody pozwalajagce podobnem rozumowaniem ujgé rozmaite
problemy.

Jedng z takich ogdlnych metod jest metoda miejsc geometrycznych,
ktorej uzywaliSmy juz nieraz.

Metody tej uzywa sie, jezeli chodzi o znalezienie jakiego$ punktu spet-
niajacego jakie$ dwa warunki. Rysujemy najpierw miejsce geometryczne M x
punktéw spetniajgcych jeden warunek, poOzniej miejsce <j.M,, punktow spet-
niajagcych drugi warunek. Punkty wspdlne obydwu miejscom Mi i ~ spel-
niajg obydwa warunki, sg wiec
zadanymi punktami. Wymien
poznane w dotychczasowej nauce
miejsca geometryczne!

tatwo te metode Zzro-
zumieéprzy budowani utréj-
kata z trzech danych bo-
kéw' a, b, c. OdcieliSmy naj-
pierw na dowolnej prostej
jeden bok i otrzymaliSmy w.ten
sposob dwa wierzchotki A, Ii, Fg- 104
trojkata.  Aby znalez¢ trzeci
wierzchotek, rozumujemy tak: Ten wierzchotek ma by¢ odlegty o odcinek b
od punktu A, a o odcinek ¢ od punktu B. Miejscem geometrycznem wszyst-
kich punktow, ktére sg odlegte od punktu A o odcinek b, jest kolo M\,
miejscem za$ geometrycznem wszystkich punktéw, odlegtych od punktu B
0 dtugosé odcinka c jest koto M., Wierzchotek C musi wiec leze¢ rowno-
czesnie na Mt iJij, a wiec tam, gdzie'sie te dwa miejsca geome-
tryczne przecinaja. Otrzymujemy zatem dwa rozwigzania zadania, C i C".
taczac te punkty z A i B mamy zadany trojkat w potozeniu AB C
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lub A B C (symetrycznie). Taki sposob rozwigzywania zadan jest wiasnie
metodg miejsc geometrycznych.
Rozwazmy jeszcze jeden, nieco trudniejszy przykitad:
Zbudowac tréjkat, znajac diva boki i icysolcés¢ do jednego z nich po-
prowadzong: a, b, hu-
Analiza, Wierzchotki B i C dostaniemy odrazu, jako konce odcinka a.
Dla trzeciego wierzchotka A jednem miejscem geometrycznem M\ jest linia
réwnolegta do BC w odstepie ha drugiem M.2 koto o promieniu > zakre-
Slone z punktu O jako S$rodka.
Punkt A musi wiec leze¢ w
miejscu, gdzie sie te dwie
linie JA i M, przecinaja. Spo-
strzegamy jednakze, ze ¢V,
i M, majg jeszcze drugi
punkt przeciecia A', spetniajacy
rébwniez ~ warunki  zadania.
Otrzymujemy wiec dwa rozwig-

zania.
Teraz tatwoprzeprowadzickonstrukcye. Dowodu tu nie trzeba
osobnoprzeprowadzaé.Determinacye przeprowadziliSmy juz cze$ciowo.

Dodajmy jeszcze, ze h,, nie moze by¢ wieksze od b, albowiem koto M2 nie
przecietoby wtedy linii Mx. Gdyby h,, — b, kolo bytoby styczne do Mx i mie-
libySmy tylko jedno rozwigzanie. Wreszcie jezeli h,, < b mamy dwa rdzne
rozwigzania. Tréjkat nie jest wiec
§cis$le wyznaczony zapomocg tych

trzech kawatkow.
To samo zadanie moznaby
takze rozwigzaé inaczej. mzaczy-
boku b. Fi-
gura 106. objasnia postepowanie.
Szukamy miejsc geometrycznych
dla spodka 'wysokosci ktéra
musi wychodzi¢ z punktu A. Je-
FH 106- dnem miejscem J/L jest. kolo o
promieniu ha, a drugiem M., prosta wychodzaca z C w odstepie h,, od punktu A,
t. j. styczna do kota z punktu C. Odcinajgc na tej stycznej od punktu C
w jedng lub drugg strone bok a otrzymamy trzeci wierzchotek tréjkata w punkcie

B lub B"

g 45. Metoda figur pomocniczych.

Drugg taka metodg og6lng jest metoda figur pomocniczych. Zamiast
budowa¢ odraza zadang figure, budujemy najpierw inna, dajagcg sie fatwo
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otrzymac wprost z podanych kawatkéw, n. p. jaka$- cze$¢ zadanej figury. Te
prostszg figure nazywamy figurg pomocnicza. Z niej dopiero przez dodanie
pewnych czesSci lub przez odrzucenie dostajemy figure Zzgdang. Wyjasnimy to
znowu na przykiadach.

Zbudowac¢ tréjkat réwnoramienny, znajgc jedno ramie r i kat a,
lezacy przy podstawie. Rysujac jakikolwiek tréjkat réwnoramienny i wy-
kreslajgc jego wysokos¢, widzimy odrazu, ze najlatwiej
bedzie najpierw narysowac cze$¢ tego tréjkata, miano-
wicie trojkat prostokatny o znanej przeciwprostokatni r
i kacie ostrym a.

To za$ najtatwiej zrobi¢ budujac na r poétkole i kre-
Slac cieciwe pod katem a. Otrzymany w ten spos6b troj-
kat prostokatny uzupetniamy symetrycznym trojkatem do
tréjkata réwnoramiennego A B C (naj-
tatwiej przedtuzyé bok B 1) o taki sam
odcinek poza B). Por. fig. 108.

Rozwazmy jeszcze jeden nieco tru-
dniejszy przykiad:

Wykresli¢ trojkat, znajgc stane
dwoch bokéw s, trzeci bok c i kat przy Fig. 108.
tym trzecim boku lezacy a.

Analiza. Poniewaz samego zadanego trdj-
kata nie mozemy odrazu z tych kawatkdw utworzy¢,

. budujemy trojkat pomocniczy z bokéw s, ¢ i kata a
miedzy nimi -zawartego w znany sposéb. Bok s
trzeba jednak ztamaé i gorng czes¢ obrocié tak,
aby koniec B padt na punkt A. Chodzi tylko o to,
iv ktérym punkcie ten bok ztamaé. Otéz ten szu-
kany punkt C musi leze¢ tak, aby CB — AC,
a wiec musi leze¢ na symetralnej
boku A B w miejscu, gdzie ona prze-
cina bok B B.

Otrzymujemy wiec nastepujaca
konstrukcije:

Budujemy tréjkat A B Bz czesci
s, ¢ i a kreslimy symetralng boku
B A, ajej punkt'przeciecia z bokiem 5
taczymy z A.

Ze ta konstrukeya jest dobra,
wiemy juz"™z analizy. Gdyby jednak
chodzito odo wéd,.to zauwazmy, ze A B ==c, B aAb6'+ BC=
= A C-f-B C—s zgodnie, z warunkami zadania. _

Fi*. 107.
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Determinacya: Zadanie to jest zawsze mozliwe, skoro'tylko *><?,
0 czem zresztg wiemy z ogOlnego twierdzenia o sumie dwoch bokéw w trdj-
kacie. W przeciwnym razie symetralna boku A B nie trafitaby boku B B
miedzy punktami B i B. (Wykre$l odpowiednig figure!)

W dalszym ciggu poznamy jeszcze dwie inne metody ogdlne rozwia-
zywania zadan konstrukcyjnych.

Cwiczenia VL.*)
©

§ 41. 1. Jakiemi konstrukcjami sg sposoby kreélenia kol w § 31 przy po-
mocy twierdzen o katach obwodowych?

2. Jaka konslrukcyg jest kreslenie linii rownolegtych przy pomocy t. zw. trdj-
kata (|/7).

3. Z koflow A B odcinka o diugosci a wida¢ dwa punkty niedostepne Ci D
pod katami a, a', (, Vm Znalez¢ konstrukcyjnie odlegtos¢ tych miejsc C i D.

§ 42. 4. Wykre$lic przy pomocy cyrkla Kkilka stycznych w danych punktach
na obwodzie kota, nie przedtuzajagc promieni poza obwdd.

5. Wykre$li¢ przez punkt poza prosta linie rownolegty przenoszac katy
naprzemianlegte (przy pomocy cyrkla).

6. Wykonaé przesuniecie réwnolegte dowolnego odcinka przy pomocy cyrkla
1 lineatu.

7. Dowolny pek promieni przenies¢ do innego punktu przy pomocy
cyrkla i linii.

8. Dwa zwierciadta ptaskie przecinajg sie pod katem 60°; miedzy niemi
lezy punkt P. Wykre$li¢ obrazy tego punktu w obydwu zwierciadtach a te
obrazy znowu odbi¢ w obydwu zwierciadtach it. d. Czy konstrukcya skonczy sie?
Jaki kat muszg tworzy¢ zwierciadta, aby otrzymaé 4, 6, 8, 9, 12, 60 obrazéw?

9. To samo zadanie wykona¢ dla odcinka lezacego miedzy zwierciadtami.

§ 43. 10. Na danej prostej p znalez¢ punkt odlegly od danego punktu P,
lezacego poza prosta, o dang odlegto$¢ d (determinacya !),

11. Na danej prostej znalezé punkt réwno oddalony od dwoch danych
punktéw A i B, nie lezacych na tej prostej.

12. Z punktu P poza prostg lezacego .poprowadzi¢ promieri pod podanym
katem a.

13. Dwa punkty A i B lezg z tej samej strony linii prostej p. Znalez¢
najkrotszag droge promienia, ktéry wychodzi z A, dotyka prostej p i wraca do B.
(Uwaga: dla dowodu uzy¢ symetrycznego obrazu punktu A w prostej p.)

14. Wykreslic symetralng kata, ktérego wierzchotek jest niedostepny (przy
pomocy linii réwnolegtych, lub réwnolegtego przesuniecia kata).

15. Przedtuzy¢ linie prostag poza przeszkode (zapomocg linii réwnolegtej),

§ 44—45. 16. Wykresli¢ trojkat prostokatny znajac: a) przeciwprostokatnie
i wysoko$¢ ddé niej wykreslong; b) rzuty obu przyprostokatni na przeciwprosto-
katnie (szuka sie miejsc geometrycznych trzeciego wierzchotka).

*) W zbiorze zadan J. Krauza, wyd. Il. r. 1906, przepisai.ym dla szkét $rednich,
znajdujg sie przyktady do metody miejsc geometrycznych na str. 71—75, a przykiady do
metody -figur pomocniczych na str. 75—81.
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17.- Wykresli¢ trojkat rownoramienny znajac jego ramie i wysoko$¢ (szuka
sie miejsc geometrycznych dwoch wierzchotkow podstawy).
18. Wykresli¢ trojkat znajac a, ioi i ivc, t. j. hok i wysokosci nalezace do
dwoéch innych bokdw.
19. Wykresli¢ trojkat znajac jeden bok, kat przy nim lezacy i promien
kola opisanego.
2,0, Wykres$li¢ do danego kola styczng rownolegta do jakiej$ prostej.
21. Na stycznej do kota znalez¢ ptinkt, z ktérego wida¢ kolo pod danym
katem (patrz zadania poprzednie) .7
22. Wykresli¢ trojkat ?znajac jeden bok, kat przy nim lezacy i promien
kota wpisanego (patrz zad. 19, 20).
Opierajac sie na twierdzeniu z § 3”. wykre$li¢ punkty, z ktérych widac
inek pod danym katem.
Wykres$li¢ punkt, z ktérego wida¢ dwa dane odcinki, lezace dowolnie,
pod d a danymi katami (patrz zadanie poprzednie).

25.1 Wykresli¢ koto dotykajace dwéch prostych réwnolegtych i przechodzace
przez jetien punkt lezacy miedzy nimi (przesuniecie).

2jK Wykresli¢ koto o znanym promieniu, dotykajace zewnetrznie drug-iego-
kola i przechodzace przez dany punkt P (szuka¢c miejsc geometrycznych dla
$rodka tego kola Stycznego!)

27. Wykres$li¢ koto o znanym promieniu, dotykajagce zewnetrznie dwoéch m
danych két (szuka¢ miejsc geometrycznych dla $rodka zadanego kola).

39. Wykresli¢ koto o danym promieniu, dotykajgce ramion dowolnegci®ata
(miejscami geometrycznemi S$rodka $a roéwnolegte do ramion w odstepie réwnym
promieniowi)'.

29. Znalez¢ punkt, z ktorego dane kolo wida¢ pod danym katem (patrz /f
zadanie poprzednie).

3Q. Z jakiej odlegtosci widzielibySmy ksiezyc pod katem 30° (promien
ksiezyca* obra¢ na rysuutrfi 1 cm ,prawdziwa jego dtugosé¢ jest 60.6374.100,0,00cm).
Rozwigza¢ konstrukcyjnie.

31/ Koto kt lezy zewnatrz kota k2 a i\ >> r2. Zakresli¢c koto wspotsrod-
kowe z promieniem  —r2 i poprowadzi¢ do niego styczne ze Srodka kota fe,.
.Wykazaé, ze styczne kola réownolegte do stycznych kola wewnetrznego sg za-
razem stycznemi kota I\,.

32/ Tesamakonstrukcye wykonac z kotem wspétsrodkowem o promieniu 24—f2.
33. Na podstawie poprzednich zadan znalez¢ cztery styczne wspélne dwom
kotom mimosrodkowym (kota pomocnicze maja promienie i\— r2, r, -J-r2).
¢34- Skonstruowa¢ cien i poéicien kuli mniejszej oswieconej kulg wiekszg
w przekroju. (Trzeba wykresli¢ styczne wspolne obydwu kotom, patrz zadania
31, 32, 33)
BLE Wykresli¢, trojkat rdwnoboczny znajac jego wysokos¢,
r3> Wykredli¢ trojkat prostokatny znajac jeden kat ostry i rzut boku
przy mm lezacego na przeCiwprostokatnie (figura pomocniczal).
Wykresli¢ trojkat réwnoramienny znajagc wysoko$¢ i jeden kat, n. p.
przy podstawie. ,
y 38. Wykresli¢ tréjkat znajagc wysoko$¢ nakre$long na jeden bok i dwa
katyN”iiy tym bolcu lezace.
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39, Wykresli¢ tréjkat znajagc sume dwdch bokéw i katy jednemu z ni

przylegle (por. str. 75).
A™, Wykresli¢ trojkat znajac réznice r dwoch bokow, bok trzeci ¢ i katy

naprzeciw tego boku lezacy. (Tréjkat pomocniczy sldada sie z r i kata 90 -j-x,

lezacego naprzeciw c. PrzeprowadZ analize!) rr~~~

/ 41. Wykresli¢ tréjkat znajac obwdd u i dwa katy a, "3 (Tréjkat po-
mocniczy sktada sie z u, \AV\ Przeprowadz analize!)
2 Vv

LY



Rozdziat VIL

Cztery linie proste. Czworoboki.

8§ 46. Podziat czworobokodw.

WidzieliSmy, ze trzy linie proste na ptaszczyznie moga mie¢ cztery roz-
maite potozenia wzgledem siebie. O wiele wigkszag réznorodnos$¢ potozen
przedstawiajg cztery proste. (Wymien i wykresl wszystkie mozliwe typowe
potozenia!) Z pomiedzy tych utwordéw tylko niektére przedstawiajg dla nas
szczegolny interes.

* I tak zajmiemy sie najpierw najogllniejszym przypadkiem,
czterema prostemi, z ktorych zadne dwie nie sg rdwnolegte, ani zadne trzy nie
schodzg sie w jednym punkcie.

Taki utwoOr geometryczny nazywamy czworobokiem zupetnym. Ma
on sze$¢ wierzchotkéw’. Linie, taczace wierzchotki, ktére lezag na réznych bo-
kach, nazywamy przekatniami. Czworobok zupeiny ma trzy przekatnie (kre-
skowane linie!). W geometryi elementarnej
zajmujemy sie tylko czworobokiem niezu-
petnym, to znaczy albo czescig A B DJF. albo
tez czeScig A B D C z opuszczeniem odcinkéw
FI1) iBl). Wylgczamy za$ z naszych rozwazan
czworoboki takie, jak FEBB G, w ktérych
boki przeciwlegte przecinajg sie ze soba.

Utworem geometrycznym wzajemnym
do czworoboku zupetnego jest czworokat zu-
petny (lub czworopunkt). Jestto utwér geo- Fig m
metryczny skladajacy sie z czterech punktéw
i wszystkich linii prostych, tgczacych po dwa z tych punktow. Ma on wiec szes¢
bokéw i trzy t. zw. punkty przekatnie, to znaczy punkty przeciecia sie prze-
ciwlegtych bokdw (EF G) (fig. nastr. 80.), Z takiego czworokata zupetnego rozwaza
sie w geometryi elementarnej tylko czworokat niezupetny, zamkniety bo-
kami «, b, ¢, d. W geometryi elementarnej nie robimy zadnej réznicy
miedzy czworobokiem, a czworokatem. Jeden i drugi ma cztery boki, cztery
wierzchotki (katy) i dwie przekatnie. *

*) Ustejjy oznaczone gwiazdkami ag przeznaczone tylko dla szkét realnych.

t ]
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Utwoér geometryczny ztozony z czterech odcinkéw zamykajacych czesc¢
ptaszczyzny (aletylkojedng cze$¢) nazywamy czworobokiem lub czworo-
katem. Prostg faczaca przeciwlegte wierzchotki nazywamy przekatnig.

W kazdym czworokacie suma katéw wewnetrznych wynosi 360°,
poniewaz kazdy mozna roztozy¢ zapomocg przekatni na dwa trojkaty (po 180°

suma katéw kazdego tréjkata).
Stosownie do

wzajemnego po-
fozenia czterech
prostych ograni-
czajagcych czwo-
robok rozréznia-
my trzy rodzaje

czworobokdw :

1

dwie pary bokow
sg liniami ro6-

wnolegtemi,
czworobok  na-
Fig. 112, zywasie rowno-
legtobokie m.
2.'Jezeli tylko jedna para bokéw jest réwnolegta, czworobok nazywa sie

trapezem.
3. Jezeli zadna para bokéw nie jest rdwnolegta, czworobok nazywa sie

trapezoidem.
Kazdy z tych rodzajow podzielimy jeszcze na pewne-gatunki.

§ 47. Roéwnolegtoboki.
libwnolegtobok powstaje, jezeli dwie proste rdwnolegle: cfjd przetniemy
druga parg prostych réwnolegtych: a jjh.
Odlegtos¢ bokéw réwnolegtych (n. p. c, d)
nazywamy wysokos$cig rdwnolegto-
boku (nalezacg do podstawy c lub d).
Opierajgc sie na wiasnosciach dwaoch
linii  réwnolegtych przecietych trzecig
spostrzegamy, ze: sasiednie Kkaty
rownolegtoboku spetniajg sie
do 180° (jako katy jednostronne).
Wobec tego: przeciwlegte katy
Fig. ii3. rownolegtoboku sg réwne, albo-
wiem katowi a i katowi i3 brakuje tyle-
samo do 180°, mianowicie roznig sie o kat o od 180°;' tak samo y = o, jako
uzupetnienia do 180° tego samego kata a.
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Twierdzenie to mozna odwrdci¢: Jezeli w jakim$ czworoboku katy
przeciwlegte sg réwne, to czworobok jest rownoleglobokiem (to i boki przeciw-
legte sg rownolegle). Dowdd: Jezeli a= 6iy= otoa 7= 3+ s>a wiec
muszg wynosi¢ po 180°. Jezeli za$ katy jednostronne wynosza po 180°, to
linie przeciete sg rownolegte: c\\d. Taksamo wykaze sie o bokach a i b.

Réwnosé katow rownolegtoboku jest wiec jego wia-
sno$cig charakterystycznga. To znaczy: warunkiem koniecznym a za-
razom wystarczajagcym, aby jaki$ czworokat byt réwno-
legtobokiem, jest réwno$¢ obydwu par katow przeciw-
legtych. Katy przeciwlegte rownolegtoboku majg ra-
miona parami rownolegte. Nasuwa sie pytanie, czy
zawsze katy o ramionach parami réwno-
legtych sa sobie réwne? Ot6z jezeli ramiona takich
katéw odpowiednio przedtuzymy do przeciecia sie ! i
z drugg parg ramion, to albo otrzymamy réwno- /
legtobok, albo jedng z figur 114.

W figurze pierwszej, takjak wréwnolegtoboku, jest p /
prawe ramie réwnolegte do prawego, lewe do lewego. /

Kat a = v jako katy odpowiednie, 5= m z tej samej 114.
przyczyny, wiec a==i3

W figurze drugiej jest lewe ramie rownolegte do prawego: I/fac’, a prawe
do lewego: p//V. Kat a= -jyale M-j-j3 = 180° wiec i a-j-[B= 180°. Otoz:

a-j- i3= 180°.
Katy, ktérych ramiona sg zgodnie rownolegte, sg rdwne, katy
za$, ktorych ramiona sg,niezgodnie réwnolegte, spetniajg sie
do 180°.

Jezeli mamy dwa katy a i 20 ramionach zgodnie prostopadty cli
i obrécimy jeden z katdéw, n. p. a okoto jego wierz-
chotka 090° (konstukcya!), to otrzymamy kat o ra-
mionach zgodnie réwnolegtych, a wiec réwny ka-
towi 3 Kat ten musiat wiec i przed obrotem by¢
rébwny katowi (3 poniewaz przy obrocie wielko$¢
kata nie ulega zmianie. Stad czesto uzywane twier-
dzenie: Katy, ktorych ramiona sg zgodnie
prostopadte, sa rowne.. Zupetnie tak samo
mozna dowies¢, ze: Katy, ktdrych ramiona
sg niezgodnie prostopadte, spetniajg sie Fig. 115.
do 180°.

Uwaga: Zadne z tych twierdzed nie da sie odwrécié.

Podobny zwiagzek, jaki istnieje miedzy katami; rownolegtoboku, istnieje
takze miedzy bokami. Mianowicie przekatnia dzieli kazdy réwnolegtobok na

tomnicki, Geometrya l. i II. 6



dwa przystajgce tréjkaty. (Udowodnij!) A wiec takze: boki przeciwlegte
réwnolegloboku sg réwne.
a= b, c= d. Jestto takze wilasno$¢ charaktery-
styczna dla rownolegloboku (udowodnij! [IV]).
Wiasnos$é te wyrazamy takze twierdzeniem: Od-
cinki prostych rownolegtych odciete druga
parg prostych rownolegtych sg sobie réwne.
Fig. 116. (Mniej poprawnie wypowiada sie nieraz to twierdzenie
tak: rownolegte miedzy rownolegtemi sg sobie réwne.)
Podobnie charakterystyczng wiasnoscig rownolegloboku jest: dwa bok
przeciwlegte sarowne irownolegte, stad juz bo\....n wynika
rownos¢  iréwnolegtos¢ drugiej pary bokéw (udowodnij!). W zastoso-
waniu do ruchu postepowego mo-
zemy ostatnie twierdzenie takze
tak wypowiedzie¢: przy ruchu
postepowym odcinek za-
kresla albo linie prostg, albo
rownolegtobok.

Czwartg wiasnoscig charakte-
rystyczng rownolegtobokéw  jest:
przekatnie rownolegloboku
potowig sie.

Zprzystawania tréjkatow I. ill. (wedlug drugiego przypadku przy-
stawania) wynikaistotnie, ze DO= OB i A O= OC. Udowodnij odwro-
cenie tego twierdzenial

Podziat réwnolegtobokéw. Jezeli w réwnolegloboku jeden kat jest
prosty, to i wszystkie inne muszg by¢ proste (dlaczego ?). Taki réwnolegtobok
nazywa sie prostokatnym. Jezeli jeden kat jest ostry, to i przeciwlegty
jest ostry, a sgsiednie rozwarte. RoOwnolegtobok taki nazywa sie ukos$no-
katny. Inny podzial mozna przeprowadzi¢ ze wzgledu na boki: Jezeli dwa
boki sasiednio sg sobie réwne, to i pozostate dwa sg im réwne; taki rowno-
legltobok nazywa sie rGwnoboczny. Jezeli dwa sasiednie boki sg nie-
réwne, rownolegtobok nazywa sie r6zno boczny. Mamy wiec cztery mozliwe
kombinacye tych wiasnosci:

1. Réwnolegtobok prostokatny i rownoboczny nazywa sie kwadratem.

2. Rownolegtobok ukos$nokatny i réwnoboczny nazywa sie rombem.

3. Roéwnolegtobok prostokatny i roznoboczny nazywa sie prosto-
katem.

4. Rownolegtobok uko$nokatny i rdéznoboczny nazywa sie romboidem.

tatwo spostrzedz, ze kwadrat ma cztery osie symetryi, prostokat i romb
dwie, a romboid niema zadnej.
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Te cztery gatunki roéwnolegtobokdéw mozna takze odrézni¢ wedtug wia-
snosci przekatni. | tak: w roéwnoiegtobokach prostokatnych przekatnie nie-
tytko sie potowia, ale sg rowne; w rownoiegtobokach zas rownobocznych prze-

\ 3

/\\

Fig. 118.

katnie sg prostopadte do siebie. Odwrotnie: Jezeli w réwnolegtoboku prze-
katnie sg rowne, rownotegtobok jest prostokatny; jezeli sa prostopadte, réwno-
legtobok jest réwnoboczny. (Dowody tych twierdzen wynikajg z przystawania
odpowiednio dobranych tréjkatow.)

§ 48. Zastosowanie twierdzen o rownoiegtobokach do trdj-
katow.

Przy uzyciu réwnolegtobokdw' mozemy wykazaé, ze trzy wysokosci
trojkata przecinajg sie w jednym punkcie. Twierdzimy wiec, ze
linie GD, BF i AE przecinajg sie w
jednym punkcie. Dla dowodu wykresimy
przez trzy wierzchotki tréjkata linie réwno-
legte do jego bokéw. W tym wiekszym
trojkacie linie GD, BF, AE, sg syre-
tralnemi bokdéw, a wiec muszg sie przecigc
w jednym punkcie. (Istotnie linia OD, jako
prostopadta do A B musi by¢ prostopadig
i do drugiej linii réwnolegtej, t.j. do M L ; Fig 1%
ze ja trafia w sSrodku, to wynika stad, ze
M G — A B jako przeciwlegte boki rownolegtoboku, a takze CL = A B, wiec
MC=L C= VaML. Tak samo dowodzi sie o linii AE i BF )

Czasem trzeba wysokosci przedtuzy¢ poza wierzchotek, lub pozaich spodek,
aby znalez¢ punkt przeciecia.

Trojkat ABC wraz z wykreSlonemi wysokosciami ma te wiasnosé, ie jezeli
jeden z punktéw A, B, C, S opuscimy, a z trzech innych utworzymy trojkat, to punkt
opuszczopy jest wihasnie punktem przecigcia sie wysokosci tego trojkata. N. p. gdy-
bysmy opuscili punkt A, to trojkat SBC ma jako wysokosci linie ASE, CFA,
BD A, schodzace sie w punkcie A.

Punkt przeciecia sie wysokosci jest trzecim osobliwym punktem
trojkata. Punkt ten lezy zwykle gdzieindziej, anizeli $rodek kola wpisanego
i srodek kota opisanego.

WidzieliSmy w poprzedniej figurze, ze prosta A B 13aczaca $rodki bokow
MN i NL tréjkata M N L byta réwnolegta do podstawy M L i rédwna

6*



potowie tej podstawy. Zachodzi pytanie, czy kazdy trojkat takag wiasnosé
posiada ?

PoprowadZzmy w dowolnym tréjkacie ze srodka boku A C linie D Efl AB.
Jezeli poprowadzimy linie pomocnicza EF HAC, to otrzymamy dwa trdj-
katy, CD E i E F B przystajgce wedtug Il. Albo-
wiem EF = AD jako boki przeciwlegte réwno-
legtoboku zaS$ AD = D C,wiec EF = D C, a od-
powiednie katy sg rowne (dlaczego ?). Z przystawania
wynika CE =BE, to znaczy: linia D E potowi
takze bok CB. Z przystawania wynika takze
1) E= F B e« poniewaz jednak z drugiej strony
DE—ATF, przeto AF= BF == 12AB, wiec
DE= 1,A B. Stowami: Linia wykre$lona
ze Srodka jednego boku tréjkagta rowno-
1 Fig 120. legle do drugiego potowi bok trzeci

irowna "sie.polowie boku rownolegtego,
Odwrotnie : Linia taczaca $rodki dwoéch bokéw tréjkata jest
rownolegta do trzeciego i réwna siejego. poiowie (dowdd nie-
wprost).

Opierajac sie na tem, zbadamy czwarty osobliwy punkt trojkata: Srodek
ciezkosci. Jestto punkt, w ktérym
sie przecinajg linie fgczace wierzchotki
tréjkata ze srodkami bokdw przeciw-
legtych, t. zw. linie dosSrodkowe.
(Punkt ten odgrywa wazng role w me-

chanice.)
Zatozenie: AC = AG
GB = BD
CH=DH

Kre$limy linie pomocnicze: A B
i FE 1taczaca srodki odcinkéw C O

\ OD'
Fig. 121 AB IICD\A B = 1/2CD Iwe3uy po-
g- EF/I GDiEF= 1 przedniego
Li Lz :twierdzenia

Stad wynika: EF//ABIiEF —AIL
Figura EF B A jest wiec rownolegtobokiem. Przekatnie potowig sie,
wieccFO=0A,EO=0B. PoniewaztakzeEO = CEtoEO = CE=B O
zatem OB = 13 GB.

Tak samo poniewaz OF- | D wiec]0F = FD = A Oczyli A O
= 7,AD.

Taka samg wiasnosédowiedliby$Smy, biorgc pod uwage A D i GIl. By-
toby H 0'= 73CrU iA O'= 7, Al). A wiec A OO— A O, ato znaczy,
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ze punkt przeciecia sie wszystkich trzech dosrodkowych jest wspélny. Wy-
kazaliSmy w ten sposob istnienie $rodka ciezkosci. Okazato sie przytem jednak

takze, ze .$rodek ciezkos$ci lezy na dosSrodkowej w 1I/3 cze$ci od-?

1cgtoSICjL§j-OiLkar-b-o-ku od przeciwlegtego wierzchotka. ).

§ 49. Warunki wyznaczajgce rownolegtoboki. Konstrukcye.

Poniewaz kazdy czworokat mozna zapomocg przekatni rozdzieli¢ na
dwa trdjkaty, przeto do wyznaczenia czworokata trzeba — zdawatoby sie —
sze$¢ warunkow: jednakze w tych dwdch tréjkatach jest zawsze jeden bok
wspélny, wystarczy wiec zawsze pie¢ warunkéw; a wiec i przysta-
wanie czworokatéw bedzie zapewnione, jezeli sprawdzimy réwnos$¢ pieciu ka-
watkéw odpowiednio dobranych i nastepujagcych po sobie w tym samym po-
rzadku. (Nie wystarczy wiec, jezeli dwa czworoboki majg, n. p. wszystkie cztery
boki parami réwne!)

Dla rownolegtobokow wystarczajg trzy warunki, poniewaz
sktadajg sie z dwoch przystajacych trojkatow. (Dwa warunki sg zawartej
w stowie: rownoleglobok; pozostajg wiec trzy). Konstrukcye wykonujemy’
najczesciej metodg figur pomocniczych: budujemy jeden tréjkat i uzupetniamy
go tréjkatem przystajgcym.

Jezeli dodamy, ze réwnolegtobok ma byé prostokatny Ilub réwno-
boczny, dorzucamy przezto jeszcze jeden warunek, trzeba wiec podac jeszcze
tylko dwa warunki. Jezeli wreszcie rownolegtobok ma,by¢ réwnoczesnie
i prostokatny i réwnoboczny, wystarczy poda jeszcze tylko jeden
warunek. , A wiec:

1. kwadratmozna zbudowa¢ znajac jeden bok,

2. prostokat " ., dwa boki,
3. romb " ” ., jeden bok i jeden Kkat,
4. romboid ,, i ., dwa boki i kat.

Zamiast tych typowych, najprostszych danych, moga by¢ podane takze
inne czesci, ale zawsze w odpowiedniej liczbie. N. p. dla kwadratu: jedna
przekatnia; dla prostokata:.bok i przekatnia, bok i jego kat z przekatnig;
kat miedzy przekatniami zawarty i jedna przekatnia i t. p.; dla rombu: bok
i przekatnia, kat ostry i przekatnia, dwie przekatnie i t. p.; dla romboidu:
dwa boki i przekatnia, dwie przekatnie i kat miedzy niemi i t, p.

Zbada¢ zwigzek tych rozmaitych konstrukcyi z przypadkami przysta-
wania trojkatow!

§ 50. Trapez.

Trapezem nazwaliSmy czworobok, w ktédrym dwa boki sg réwnolegte,
dwa inne nie. Tu katy lezace przy tym samym boku nieréwnolegtym (do
zadnego) spetniajg sie takze, jak w réwnolegtoboku do 180°, ale katy prze-
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ciwlegte juz nie sg réwne. Boki takze mogag by¢ dwa a nawet trzy réwne,
ale cztery nie. Jezeli boki nierébwnolegte sg rdwne, trapez nazywa sie rOwno-
ramienny (symetryal).

Bardzo wazng linig jest prosta, tgczgca S$rodki bokow nie-
rownolegtych, czyli: linia Srodkowa trapezu. Ma ona wiasnosci po-
G dobne, jak linia faczaca srodki dwéch bo-

— v j Hkdéw tréjkata; mianowicie: Linia $rod-
kowa trapezu jest: 1L.rownolegta do
———————— Vc bokéw rédwnolegtych i jest: 2. ich
/ V Srednig arytmetyczng (t. j. potowg

X Dowdd: 1. Przez $rodek boku G E
122, przeprowadzmy linie 11B //F A i prze-
"dbuzmy F G do przeciecia sie z tg linig. Figura AB H F jest rownolegto-
bokiem, wiec HB — F A. Ale z przystawania tréjkagtow GB E i GH O
(wedtug 11) wynika, ze B C= 1I1C, ze wiec i bok R B jest przepotowiony.
Poniewaz za$ caletF A — HB to i polowy sg réwne, czyli: D A —B G
Stad wynika, ze figuraB A B C jest réwnolegtobokiem (bo nietylko
DA= B Gale DA/B C) a wiec linia srodkowa B C jest rownolegta do
A E, a wiec i do FII.
Twierdzenie to jest wiasciwie odwrdceniem twierdzenia o liniach réwno-
legltych z § 27.
2,8= X — , . X-\-y
-s=y+2z stgd2s=x+y czyh s= ~2

W trdjkacie bytos= E, poniewaz tréjkat mozna uwaza¢ za graniczny przy-
padek trapezu, ktérego bok gorny y maleje do zera: moznaby wiec napisa¢ dla

trojkata s == °

Do zbudowania trapezu potrzebne sg cztery kawatki; pigtym wa-
runkiem jest bowiem réwnolegtos¢ jednej pary
bokéw. N. p. wystarczg czesci a, b, a, y lub
a, b, ¢, d. Uzywa sie zwykle metody figur
pomocniczych, mianowicie buduje sie najpierw
tréjkat A BE, ktérego bok B E //B C & po-
Zniej uzupetnia sie go réwnolegtobokiem BEGD.

Dla trapezu réwnoramiennego wystarczg trzy warunki.

§ 51. Trapezoidy. Deltoid.

‘Jigpezoidem nazwaliSmy czworobok, w ktorym zadna para bokéw nie-
jest rownolegta. Do konstrukcyi trapezoidu potrzeba wiec juz wszystkich
pieciu warunkéw, o ktérych wspominalismy juz niejednokrotnie.
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Z pomiedzy trapezoidéw na uwage zastuguje: delto id. Jestto czworo-
bok, w ktérym no dwa’bold-"asiedniB sa mwne.-a Arzeciwlegte nieréwne.
Pczek'atniede 1loid u sap rostopadte, ajedna
z nich jest przepotowiona.

Dowod: Poniewaz a= b, to punkt A lezy na
symetralnej przekatni B C. Poniewaz ¢ = d, to
punkt B lezy takze na symetralnej przekatni B C.

Prosta, wyznaczona przez punkty A i B jest wiec
symetralng przekatni B G.

Stad takze wynika, ze deltoid jest' figurg sy-
metryczng, posiada bowiem jedng 0$ symetryi.

Do konstrukcyi deltoidu wystarczg trzy wa-
runki, poniewaz dwa warunki sg zawarte w réwno-
$ciach: a= b, c= d.

8 52. Czworoboki wpisane w koto.

W kazdy tréjkat da sie wpisa¢ koto i na kazdym mozna opisa¢ koto.
Czworoboki juz nie wszystkie majg te wilasnosé. N. p. w prostokat nie da
sie wpisa¢ kolo, a na rombie nie da sie opisa¢ koto.

Zbadajmy wiec najpierw, jaka szczeg6lng wiasciwos¢ musi posiadac
czworokat, aby sie na nim dato opisa¢ koto. W tym celu rozwazmy wia-
snosci jakiegokolwiek czworokata wpisanego w koto, n. p. trapezoidu. Dowolne
cztery punkty na obwodzie kola potgczmy po kolei cie-
ciwami. Wierzchotki przeciwlegte potgczmy ze S$rod-

kiem kota.
a= ~ jako kat obwodowy wspierajagcy sie na tym-
samym fuku B GB.
p= i Tak samo wiec i ich sumy sg réwne:
N .
spp = TH 5 300% ggne Flg. 125

2 -~ 2

Poniewaz za$ suma wszystkich katéw czworokata A B G B wynosi 360°,
przeto i eC= 180° czyli:a-j- p= s-f- C Stowami: W kazdym czworo-
kacie w koto wpisanym sumy katow przeciwlegtycksa sakLe
rTwTre,“ianAw féie™wjfnosz” po 180°.

jAjjTwiemy jeszcze, czy ta wiasnos¢ jest charakterystyczna, to znaczy,
czy odwrotnie: na kazdym czworokgcie, w ktdrym katy przeciw-
legte spetniajg sie do 180° da sie opisaC koto.

Udowodnimy to najszybciej niewprost (fig. 126): Gdyby -8CC-j- <€A = 180°
i D -f- = 180° a mimoto czwarty wierzchotek A nie lezat na kole,
(trzy.wierzchotki zawsze mozna umiesci¢ na obwodzie kola), to jaki$ inny
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punkt A! boku D A lezatby na kole. Wtedy jednak wedlug poprzedniego
twierdzenia musiatoby by¢ a-j- £ = 180°, a ze takze a-f-?= 180°. wiec
mielibySmy: = i3 ato niemozliwe, bo  jest katem
zewnetrznym tréjkata BA'A. Tak samo nie moze
leze¢ A wewnatrz kota, musi wiec leze¢ na samem
kole. Otéz na catym czworokacie da sie opisaé¢ koto.
(Spetnianie sie katéow przeciwlegtych
jest wtasnoscig charakterystyczng dla

czworokagtow w koto wpisanych?)
Z pomiedzy réwnolegiobokdw tylko na prosto-
kacie i kwadracie da sie koto opisaé, z pomiedzy

trapezoéw tylko na trapezie réwnoramiennym.

Do konstrukcyi czworokatéw, o ktorych wiemy, ze sie dadzg wpisac
w kolo,wystarczg cztery warunki: pigtym jest réowno$¢ a-j-? = s+ C

8 53. Czworoboki opisane na kole.

Aby wykry¢ wiasnos¢ odrézniajaca czworobold opisane na kole od innych
czworobokdw, opiszemy na dowolnem kole czworobok. Wykreslamy w tym celu
styczne w czterech dowolnych punktach kota.

8 Odcinki stycznych z punktu poza kotem
do punktéw' stycznosci sg réwne. Otdz
a= h}
f~9 istad a-f-b-f-c-f-/ = li-j-g-\-d-\-c
e—d [czyli AJB+ CD = CD+ AD

I=1c¢cJ []
(Ot6z wkazdym czworokacie opi-
sanym na kole sumy bokdw przeciw-
legtych sa réwne.: tatwo wykaza¢, ze warunek ten jest nietylko ko-
nieczny, ale i wystarczajacy. Innemi stowami: {Jezeli w jakim$§ czworo-
A kagcie sumy bokéw przeciwlegtych sg
rowne, wczworokat ten da sie wpisac¢ koto.)
Dow6d niewprost: Wezmy czworokat, w ktérym
u—-h= c-j—4.
Gdyby koto wpisane dotykato tylko trzech bo- j
kow a, d, ¢, a czwarty lezal poza kotem, to z punktu
A poprowadzilibysmy styczng Wtedy wedtug po- j
przedniego twierdzenia mieliby$Smy: amf-x =c-\-d—y .!
Ale zamiast c-f-d mozna podstawi¢ u-|- b, wiec
a -f-%= a-f-b—y, czyli po odjeciu po obu stronach odcinka a otrzymamy:
dh=b —y.
Byiby wiec jeden bok tréjkata réwny réznicy dwdch innych, a to nie-
mozliwe. Do takiego samego btednego wniosku doszlibyémy przypuszczajac, /



ze bok b jest sieczng kola. Pozostaje wiec jedyna mozliwos¢: bok b jest*
takze styczny do kota, a wiec w ten czworokat da sie wpisa¢ koto.

Z pomiedzy réwnolegtobokdw tylko w romb i w kwadrat da siewpisac
koto; z pomiedzy trapezoiqgfw w kazdy deltoid iw trapezoidy majace réwne
sumy bokéw przeciwlegtych; tak samo w trapezy, tylko niektore.

Do konstrukcyi czworobokéw, o ktérych wiemy, ze sie dadzg opisa¢ na
kole, wystarczajg cztery warunki; pigtym jest rownos¢a -{-b— c-j- d.

Cwiczenia VII.

& £6 1. Wykreslic wszystkie mozliwe typowe potozenia czterech prostych
wzgledem siebie.

2. Ile wynosi suma katéw zewnetrznych w czworokacie (niezupelnym) po
wstatych przez przediuzenie czterech bokéw (kazdego poza jeden wierzchotek).

§ 47—-49. 3. Jaki zwigzek zachodzi miedzy dwoma katami, ktérych jedna
para ramion jest rownolegta*» druga prostopadta? s_ - -

£. Wykazac, ze czworobok, w ktérym dwa boki przeciwlegte sg roéwne
i rownolegte, jest réwnolegtobokiem.

5. Wykazaé, ze prosta tgczaca Srodki przeciwlegtych bokéw rownolegtoboku
jest rownolegta do drugiej pary bokdw.

6. Wykazaé, ze przekatnie $g osiami symetryi kwadratu.

1. Wykaza¢, ze linie tgczace $rodki bokéw' prostokata sa jego osiami sy-
metryi.

8, Wykaza¢, ze rownolegtobok, w ktorym przekatnie sa prostopadie, jes
réwnoboczny.

Wykaza¢, ze rownolegtobok, w ktorym przekatnie sg réwne, jest
prostokatem.

10. Wykaza¢, ze kazdy odcinek tgczacy dwa przeciwlegte boki réwnolegto-
boku a przechodzacy przez punkt przeciecia przekatni, jest przepotowiony. (Sy-
metrya Srodkowal)

Jt? Wykaza¢, ze punkty potowigce boki dowolnego czworokata sg wierz-
chotkami rownolegtoboku (dla dowodu wykre$li¢ przekatnie czworokata).

12.,-Wykazaé, ze trojkat MNL na Fig. 119 skiada sie z czterech. .trdj-
katéw przystajacych do ABC. Jakie stad ogdlne twierdzenie? .

13" Wykresli¢ punkt przeciecia sie wysokosci w dowolnym trojkacie ostro-
katnym, prostokagtnym, rozwartokagtaym. Co spostrzezemy?

cf¢ii) Udowodni¢, ze dwusieczne katow kazdego rownolegtoboku zamykaja
j prostokat.”
[iSjW ykreséli¢ $rodek ciezkosci dowolnego tréjkata.
ir6jkacie rozwartok/jtaym” wykreslic cztery punkty

17. Wykaza¢, ze w trojkacie réwnobocznym wszystlde cztery osobliwe
punkty nakrywajg sie.

18. Przepotowi¢ bok tréjkata, ktérego wierzchotki sa niedostepne (przy po-
mocy linii rownolegtej!).

li),...Udowodni¢ prawdziwos¢ twierdzenia: Jezeli wierzchotki tréjkata sg o
pewnej prostej dowolnej odlegte a odcinki xIt x2, xs, to odlegtos¢ srodka ciezkosci
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trojkata od tej prostej jest $rednig arytmetyczng tych trzech odlegtosci, t. j.

r="'— (patrz str. 48, str. 86 i fig. 129).

\2j0;/Zbudowaé¢ kwadrat znajac: o) jeden bok,
b) przekatnie,,c) obwdd.

Zbudowa¢ prostokat znajac: a) dwa boki,
b) bok-i przekatnie, c) bok i jego kat z przekatnia,
d) pra“katnie i kat miedzy przekatniami zawarty.

22. Na danym prostokacie opisa¢ kolo.

23. Zbudowa¢ romb znajac: a) jeden bok i jeden
kat, bjtboli i przekatnie, c) dwie przekatnie, d) kat
ostry i przekatnie.

24, Wpisa¢ kolo w podany romb.

25. Zbudowa¢ romboid znajac : a) dwa boki ijeden
kat, 6)vdwa boki i przekatnie, c) dwie przekatnie i kat
miedzy niemi zawarty.

Fig. 129. 26. Poda¢ sposob wykreslenia linii rownolegtych
przy pomocy rownolegtoboku.

27. Zpunktu P lezacego na polu kata poprowadzi¢
linie prostag w kierunku wierzchotka — .iezel | wierzchotek jest niedostepny. fOb-
jasnienie: Punkt P uwaza si¢ za punkt przecigcia sie trzech wysokosci tréjkata.
Prowadzi sie z P prostopadle do ramion kata, #aczy sie ich punkty przeciecia
z ramionami nieprostopadlymi i prowadzi sie z P trzecig wysokos¢.)

§ 50. 28. Znalez¢ konstrukcyjnie $rednig arytmetyczng dwdéch odcinkow: a) bez
kreslenia linii ré6wnolegtych; b) przy pomocy trzech linii réwnolegtych.
29. Zbudowa¢ trapez znajac: a) dwa boki réwnolegle iydwa katy lezace przy
jednym z nich, b) cztery boki, c) trzy boki i przekatnie, a) trzy boki i wysokoS¢Ljrf*
f 30. Jak dtugich sznuréw trzeba uzy¢ do zawieszenia t. zw. trapezu do
i gimnastyki, jezeli sam trapez ma 80 cm dlugosci, wysokos¢ sali wynosi 7 m,
1 a punkty przytwierdzenia sznuréw sa od siebie o 2 m odlegte. Rozwigza¢ za-
danie konstrukcya geometryczng w zmniejszonej podzialce.
31. Narysowac przekréj koryta rzeki uregulowanej, znajagc szeroko$¢ koryta
u dotu (6 m), gteboko$¢ koryta (3 m) i nachylenie $ciau bocznych do poziomu
(ot =160°).
8§ 51. 33. Wykresli¢ trapezoid znajgc: a)cztery boki i jeden kat, b) .cztery
boki i jedna przekatnie. Jakie inne dane wyznaczajg trapezoid?
-'Wykreslic deltoid znajac: a) dwie przekatnie i jeden bok, b) dwa;
boki nieréwne i katzawarty miedzy bokami réwnymi.
8§ 52. 34. Znalez¢ punkt réwno oddalony od czterech danych punktéw. Kiedy
to zadanie jest wykonalne?

§ 53. 35. Znalez¢ punkt réwno oddalony od czterech danych prostych. Kiedy
to zadanie, jest wykonalne?

3jy. W czworoboku znamy trzy boki i jeden kat i wiemy, ze da sie wpisac
w koto. Zbudowac ten czworokat i opisaé na nim kolo.

37. W czworoboku znamy dwa boki i dwa katy przy jednym z nich le-
zace i wiemy, ze sie da opisa¢ na kole. Zbudowa¢ ten czworokat i wpisa¢ koto.



Rozdziat VIIL

W ieloboki.

8 54. Opis wielobokow. Katy.

Rozwazajac wzajemne potozenie wiekszej liczby prostycli spostrzegamy
naturalnie jeszcze wigkszg jroznorodnosé, anizeli przy czterech liniach prostych.
Czes¢ ptaszczyzny zamknietg kilkoma- liniami prostemi nazywamy tvielébokiem
lub wielokgism.

Rozrézniamy dwa zasadnicze typy wielokatow: rn/puMc i wkleste. Wielo-

.bok nazywa sie wypukly, jezeli caly
lezy po jednej stronie kazdego ze
swych bokow, $cislej: kazdej prostej
ograniczajgcej go. Tak n. p. wielo-
bok I jest wypukly, wielobok zas 1l g\
wklesty, poniewaz wprawdzie lez}
po jednej stronie bokéw a, b, c, ale
nie lezy caty po jednej stronie boku

d lub e
Z pomiedzy tych wielobokow

wklestych ciekawe sg t. zw. wielo-
boki gwiezdziste: sg to wieloboki, w
ktdrych takze przeciwlegte boki prze-
cinajg sie ze sobg, n. p. pieciobok
ABC DE na fig. 131.
W dalszym ciaggu zajmiemy sie
wyltgcznie  wielobokami  wypuktymi.
Zaden kat wieloboku wypuktego nie
moze przekracza¢ 180° (dlaczego?).
Sume katow kazdego wieloboku
wypuktego tatwo obliczyé, rozktadajac
go zapomocg przekatni wychodzacych
z jednego wierzchotka na trojkaty. N. p. z siedmioboku powstanie pie¢ takich
trojkatow, wiec suma katébw wynosi 5.2 R = 10iR.

Fig. 130.



(lle przekatni mozna poprowadzi¢ z jednego wierzchotka n-béku? Na
ile tréjkatdw rozpadnie sie wskutek tego ¢/-bok? lle przekatni mozna popro-
wadzi¢ z wszystkich wierzchotkéw ?) i

Sume katéw zewnetrznych kazdego wieloboku obliczymy zapomoca obrotu.
Wyobrazmy sobie, ze prosta A X obrdciliSmy o kat a i bez obrotu'przesune-

lismy *od A do punktu J> nastepnie tu obracamy
naszg prostg 0 p, i przesuwamy do punktu Gi t. d.
Jasnem jest, ze wrociwszy do punktu A, wykona-
lisSmy jeden petny obrdét. Stad wniosek:

W kazdym wielokgcie suma katow zewne-
trznych (po jednemu z kazdego wierzchotka) wynosi
360» (4 R).

Stad bez pomocy przekatni mozemy obliczyé
sume katdbw wewnetrznych. Jezeli ich jest n, to

Fig. 132. dodajac katy wewnetrzne dozewnetrznych, otrzy-
mamy
a-j-a'-j-~ P -f-7-J- .. .—n. 2 R, poniewaz tworzg n par

katow przylegtych.
Z tego jednak 4 R odpada na katy zewnetrzne i zostaje:
4- + r'+ eom= »-2R —4R = (»—2).2R.

Stowami: aby znalez¢ sume katow wewnetrznych dowolnego wielokata
Wypuktego, trzeba wzigé tyle razy po 2 R, ile jest merzcholkéiu i
odja¢ AR.

Do konstrukcyi wielokatéw, a wiec i do sprawdzenia przystawania
pot.rzeba’ wiekszej liczby czesci sktadowych.

Mianowicie: Dla pieciokata trzeba 3 -j- 2 -j- 2= 7 czesci, dla szescio-

kata: 3-j-2 -{-2-j- 2 — 9 czesci, dla n kata 2 (n = 2) -J-
—1= 2 n— 3 czesci, albowiem: Po roztozeniu wielokata
na trojkaty zapomocgprzekatni widzimy, ze do wyznacze-
nia pierwszego trojkata potrzeba trzech czesci. Do kazdego
dalszego wystarczg dwie, trzecig bowiem moze by¢ n. p.
bok poprzedniego tréjkata. Trojkatow jest: dla n boku
Fig. 133. 11— 2, stad otrzymana poprzednio liczba: Sn — 3 czesci:

8 55. Wieloboki umiarowe.

Wielobok, majgcy wszystkie boki rowne i wszystkie katy
rowne nazywa sie umiarowy, n. p. tréjkat réwnoboczny, kwadrat. Kat wielo-
boku umiarowego fatwo-obliczy¢ znajagc sume wszystkich katdw. Wieloboki
umiarowe sg figurami symetrycznemi. WidzieliSmy, ze trojkat rowno-
boczny miat trzy osie symetryi, kwadrat cztery; spodziewamy sie, ze piecio-
kat umiarowy bedzie miat pie¢ osi symetryi, szeéciokat 6 i t. d. — Ze
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tak jest istotnie, wykazemy n. p. dla pieciokagta umiarowego. Poprowadzmy
symetralng ktéregokolwiek kata, n. p. <€ G i potagczmy punkty A i B:
A CX3dB CX (l) wiec linia GX jest symetralng odcinka AB. Punkty A
i B leza wiec symetrycznie.

W. figurze AB B E Kkaty przy boku AB
sg rowne, jako reszty pozostate po odjeciu réwnych
katow a i ? od réwnych katow A i B. Takze ~
boki BE i AB sg rowne, zatem ta figura jest
trapezem rownoramiennym; symetralna boku réwno-
legtego jest osig symetryi catej figury. Razem wiec:
cze§¢ CBEZX jest symetryczna wzgledem
GAJD zX.

Podobnie wykazuje sie o kazdym wielokacie.

Ogolnie wiec: wielobok ma tyle osi symetryi,
ile bokdéw (lub wierzchotkéw).

Uwaga: na tej symetryi polega zastosowanie wielokgtow umiarowych do
ornamentacji (mozaiki, parkety, witraze). m

Kazdy wielokat umiarowy da sie wpisa¢ w koto i opisac
na kole, t. z, posiada punkt rowno oddalony od wszystkich wierzchotkéw
i rowno oddalony od wszystkich bokéw. Co wiecej: obydwa te punkty na-
krywaja sie.

Dowd6d: Wykresimy symetralng X X ktdregokolwiek boku wielokata
umiarowego, n. p. boku AB. Przez punkty AB C przeprowadzmy kolo. Po-
niewaz $rodek kola lezy na symetralnej kazdej X
cieciwjjpa wie¢ i linia X X przechodzi przez
srodet? kola. Kazda za$ linia prosta, prze-
chodzaca przez $rodek kola jest jego osig
symetryi. Zwré¢my teraz uwage na czwarty
wierzchotek wielokata: poniewaz X X jest
' osig symetryi catego wielokata, to punkt B
lezy symetrycznie do C, a wiec takze na
temsamem kole, ktére fgczy CAB. Widzimy
wiec, ze koto tgczace trzy wierzchotki wielo- Fig. 135,
kata umiarowego przechodzi takze przez czwarty. Stosujgc tosamo rozumowanie
do punktéw A, B, B i F, a p6zniej do dalszych wierzchotkéw, dochodzimy
do wniosku, ze wszystkie wierzchotki wielokata umiarowego lezg na tem-
samem kole. Aby Srodek tego kota znalez¢, wystarczy wykresli¢ linie sy-
metralne dwoch bokéw. Wszystkie inne symetralne muszg przejs¢ przez
tensam punkt (dlaczego?). Podobne rozumowanie, zastosowane do symetralnej
kata wykazuje, ze w kazdy umiarowy wielobok da sie wpisaé¢ koto. Mia-
nowicie: Koto dotykajgce trzech bokéw w punktach A, B, C, musi mieé
wzgledem prostej Y Y (symetralnej kata) symetrycznie punkt stycznosci B
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z prostg PD, symetryczng do QA i t. d. Jezeli liczba bokéw jest niepa-
rzysta, to symetralna kata jest zarazem symetralng boku przeciwlegtego.
Wtedy naturalnie punkt przeciecia sie sy-
metralnych bokéw i symetralnych katow
jest tensam. Jezeli liczba bokdw jest pa-
rzysta, to wskutek symetryi linie syme-
tralne potowia sie (co zresztg tatwo wykazac
przy pomocy przystawania trojkatow [II]).
Ich punkt przeciecia jest wiec réwno odda-
lony od wszystkich bokéw (bo odcinki sy-
metralnych bokdw sg wiasnie ,,odlegtosciami)
musi wiec leze¢ na symetralnych wszystkich
katow.
Fig. 136. Ten wspdélny punkt nazywamy krétko
Srodkiem wielokata. (Latwo okazaé
z rozwazania symetryi, ze jestto zarazem S$rodek ciezkosci wielokata. Oprzeé
sie na mechanicznem okre$leniu $rodka ciezkosci!).

Jezeli potaczymy Srodek wielokata z wierzchotkami, to kat petny w $rodku
rozpadnie sie na tyle rownych czesci, ile wielobok ma bokéw. Przez to i koto
opisane (lub wpisane) rozpadnie sie na tylesamo rownych czesci. Podziat
kata petnego (lub kola) — i wykresSlenie wieloboka umiarowego, sg to
wiec zadaniarébwnowazne. lItak tréjkat réwnoboczny potrafimy zbudowaé,
wiec potrafimy koto podzieli¢ na trzy rowne czeSci. Kwadrat daje podziat
kota na cztery rowne czeSci. PoOzniej poznamy sposéb budowania (przy po-
mocy cyrkla i lineatu a bez katomierza) pieciokata i dziesieciokata umiaro-
wego, nauczymy sie wiec zarazem koto dzieli¢ na piec4 dziesie¢c roéwnych

czedci. SzeSciokat umiarowy pozwala podzieli¢
kolo na sze$¢ réwnych czesci i to w sposéb o wiele
prostszy, anizeli przy pomocy potowienia trzeciegj
czesci obwodu, otrzymanej zapomocy trojkata réwno-
bocznego. Poniewaz bowiem a= 60° to i na katy
31 + zostaje po 60°, trojkat A OB jest wiec rowno-
boczny. Zatem: bok szesSciokata umiarowego
rowna sie promieniowi kota opisanego.
Aby wiec w dane koto wpisa¢ szeSciokat, wystarczy

Fig. 137. odcig¢ sze$¢ razy. promien (jako cieciwe) na obwo-
dzie kofa.

Podziat kota na siedm czesci nie da sie juz uskuteczni¢ przy pomocy
linii i cyrkla; katomierzem natomiast mozna te konstrukcye wykona¢. Wrdcimy
pbzniej do tych zadan przy nauce o obliczaniu obwoddw i powierzchni.

Z symetryg wielokatéw umiarowych wigze sie takze szczegblne zacho-
wanie sie ich przy obrotach.
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Kazdy wielokat umiarowy da sie przez pewne obroty, o kat mniejszy
od 360° sprowadzi¢ do nakrycia z pierwotnem potozeniem. | tak trojkat
réwnoboczny wystarczy obroci¢ okoto srodka o 120°, aby nastgpito doktadne
nakrycie (punkt A padnie na B, B na G, a C na A). Po trzech takich
obrotach wrécimy dokladnie do pierwotnego potozenia wierzchotkéw. Podobnie
kwadrat moze wykonaé obrot o 90°, a nie poznamy, ze zmienit potozenie. Po
czterech obrotach wraca do
pierwotnego potozenia. Dla
pieciokata umiarowego mamy
pie¢ takich obrotow po 72°
i t. d W ogo6lnosci kazdy
obrot sprowadzajacy
dwa wierzchotki do na-
krycia sprawia nakry-
cie sie catej figury. Fig. 138. Fig. 139.
Wiasnos$¢ ta odrdéznia wielo-
katy umiarowe od nieumiarowych. Zaden wielobok nieumiarowy nie ma tej
wiasnosci, chocby nawet byt figurg symetryczng. N. p. prostokat, posiadajacy
dwie osie symetryi mozna tak obrdci¢, ze A padnie na B, G na D a mimoto
inne czesci nie nakrywajg sie. Dopiero obr6t o 180° sprowadza prostokat do
nakrycia z pierwotnem potozeniem.

§ 56. Aproxymacya obwodu kota.

Jezeli w koto wpiszemy wielobok umiarowy, a nastepnie kazdy tuk prze-
potowimy i wpiszemy nowy wielokat ,0 podwdjnej liczbie bokéw i postepujemy
w ten sposob corazto dalej, spostrzegamy, ze ksztaltt tego wielokata zbliza
sie corazto wiecej do ksztattu kota. Cieciwy coraz trudniej odrdznic¢'od
tukdéw a katy obwodowe zblizajg sie do 180°, tek, ze coraz wiecej zblizamy
sie do jednostajnej, ciagtej zmiany kierunku, charakterystycznej dla kota
i wielu innych linii krzywych. Moéwimy wiec: koto mozna przybliza¢ (apro-
xymowaé) corazto dokiadniej zapomoca. wielobokéw umiarowych wpisanych
(a taksamo opisanych). Z tego korzysta sie przy obliczaniu dtugos$ci ob-
wodu i tuku kota, czem w osobnym ustepie bedziemy sie zajmowali.

Zdawacby sie mogto, ze mozna koto aprosymowa¢ takze zapomocg linii
schodkowej, to znaczy wielokata nieumiarowego (wklestego), ktérego co drugi
wierzchotek lezy na obwodzie, a ktérego boki sg réwnolegte do dwdch $rednich
prostopadtych. Na oko takie przyblizanie sie do kola moze sie nawet wydaé
usprawiedliwionem, poniewaz biorgc wierzchotki odpowiednio gesto, nie odrdznili-
bySmy tej linii od kota. Istotnie powierzchnie kota mozna wyczerpac
takim wielokgtem, ale obwodu wielokata nie mozna uwaza¢ za przy-
blizony obwéd kota. Katy tutaj nie daza do wspélnej granicy 180°; zmiana
kierunku — jednostajna dla kola — tutaj odbywa sie skokami po 90°! Gdyby
taka aproxymacya byta dozwolona, moglibySmy odrazu z tej figury obliczy¢ obwéd



96

kola: Mianowicie dtugos¢ tych schodkéw rdédwna sie podwdjnej Srednicy Cl),
a wysoko$¢ podwojnej Srednicy A B. Catkowita ich dlugo$¢ wynosi wiec
2-2r-{-2.2r= 8r i;to nawet w gra-
nicy, jezeli schodki zageszczajg sie¢ w nie-
skonczonos¢. Tymczasem na obwdd kola
otrzymuje sie warto$¢ mniejszg jak 7r
(mianowicie 6728318 . r patrz § 80).

Cwiczenia VIII.

§ 54—55. A/Wymienié i wy-
kreslic wszystkie mozliwe typowe po-
fozenia pieciu linii prostych na pta-
szczyznie. ,

27 Wykazaé, ze kazdy wielobok
gwiezdzisty jest wklesty.

g / Obrawszy dowolnie 7 punktéw
na kole potagczy¢ najpierw sasiednie,

B potem co drugi kolejno, potem co trzeci

Fig. 140. it d lle rozmaitych W’ielokqtéw w ten

spos6b otrzymamy? Zrob tosamo z 6-
katem, 8-katem!

$f'Wykazaé, ze kazda linia tamana wypukia jest krotsza od kazdej innej

linii tamanej 'tgczacej jej skrajne punkty, a lezacej catkowicie po stronie wy-

puktosci.

,5./.He wynosi jeden kat 5-kata, 7-kata, 8-kata. 9-kata, 10-kagta umia-

rowegtf'? [ ] .

6. lle czesci potrzeba do konstrukcyi nieumiarowego 6-kata? Obierz

czesci dowolnie i zbuduj 6-kat.

.JI'Czy dwa wielokaty majgce wszystkie boki réwne musza by¢ przy-
stajgce?

'fyr Jakie pomiary nalezy wykona¢, aby zrobi¢ plan pola w postaci 8-kata
nieumiarowego? .

9," Jakimi wielokatami umiarowymi moznaby zapetni¢ calg ptaszczyzne bez
luk ibez nakrywania sie podwojnego? (Zbadaj katy .w punktach weztowych!)

10/ Jakie miejsca pozostang wolne, jezeli na/ptaszczyznie pouktadamy obok
siebie liilka szeregébw o$miokatdw umiarowych? m ri/g; «:'V

Wykresliwszy przy pomocy katomierza pieciobok umjlrowy, opisa¢ kolo

i wpisa¢ kolo.

12..Podzieli¢ obwod kota: a) na 12 réwnypli czesci, b) na 8, 16 réwnych czesci.

13. W os$miokat umiarowy wpisa¢ koto.

- 14. Wykazaé, ze dwa kwadraty obrécone wzgledem siebe o 45°, a majace

wspdlny $rodek maja 8-kat umiarowy, jako cze$¢ wspdlng (konstrukcyal).

15. Wykazaé, ze dwa trojkaty rownoboczne obrécone o 60° maja
cze$¢ wspblng 6-kat umiarowy. Zbadaé symetrye tej figury!

1G/Podzieliwszy koto na sze$¢ rownych czesci, przedtuzyé promienie przecho-
dzace przez punkty podziatu o ich diugo$¢: z punktow kohncowych zakreslic kota
styczne zewnetrznie. Wykaza¢, ze: a) te kota stykaja- sie ze sobg, b) ze ich
srodki sg wierzchotkami szesSciobolcu umiarowego.

jake
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17. Czy romb ma przy obrotach tesame wiasnosci, co wielokaty umiarowe?
Uzasadnij!

187~ Zbudowa¢ z podanego boku : a) 6-kagt umiarowy, 6) 8-kat umiarowy.
M 0N-Zbudowaé¢ majac podany promieri kota opisanego : a) 3-kat réwnoboczny,
b) 6-kat umiarowy, c). 8-kat umiarowy.

§ 56. 20. Wykresliwszy koto o promieniu 1 dni przybliza¢ jego obwdd zapo-

mocg 6-boku, 12-boku, 24-boku i t. d. opisanego i wpisanego. Kazdym razem
zmierzy¢ obwdéd wielobolcu opisanego

i wpisanego. W jakich granicach zawiera
sie obwod kota? /| C'* ¢
] - ! - /
tomnicki, Geometrya. I.i H.



Rozdziat IX.
Proporcjonalnos¢ odcinkéw. Podobienstwo figur.

¥
§ 57. Stosunek odcinkéw.

Mobwigc o0 mierzeniu odcinkéw (str. 10) podaliSmy juz sposéb znalezienia
stosunku dwoch odcinkéw. Trzeba byto jeden odcinek mierzy¢ drugim a po-
zostatg reszte dzielic na czesci drobniejsze i wykonywaé mierzenie tg czescig
niniejszq. Trudno bylo jednak z goéry przewidzie¢, na jakie czesci nalezy
reszte podzielié.

Sposob systematyczny polega na t. zw. mierzeniu lancuchowem,
ktére jest geometrycznem odzwierciadleniem znanego z algebry dzielenia
tancuchowego uzywanego dla znalezienia najwiekszej wspolrfej miary
I dwdch liczb (sposob Euklidesa).

Aby zmierzy¢ odcinek A B odcinkiem CD, odcinamy najpierw CD
na AB. Pozostalg reszte EB odcinamy na CD, ile razy sie da (n. p. na
fig. 141 dwa razy) do punktu F. Reszte FD, odcinamy na reszcie EB

£ 6 (w naszym przykladzie trzy
b - = X% ~?b razy), do punktu G. Reszte GB
odcinamy na reszcie F 1) (w na-
d 1 F\"'0 szym przyktadzie pie¢ razy)
Fig. 141. i t. dJezeli mierzenie sie
skoriczy, to odcinek G B, kto-
rym mierzyliSmy ostatni raz, jest wsp6lng miarg obydwu odcinkéw A B
i CD. Miedci sie bomem w naszym przyktadzie pie¢ razy w F D.
35—+F1= 16 razy w EB
216 — 5= 37 razy w CD 3
37+ 16= 53 razy w AB.

Liczby 53 i 37 sg liczbami wymiar owem i odcinkbw AB i CD
(przy uzyciu odcinka G B jako jednostki), a stosunek tych liczb wymia-
rowych: 53 : 37, daje wyktadnik stosunku odcinkow:. AB : CD — 5337.

Jezeli odcinki sg wspotmierne, mierzenie tancuchowe musi sie skonczyc,
prowadzi wiec zawsze do znalezienia zgdanego stosunku. Wyk#tadnik sto-
sunku jest wtedy liczbg calg lub utamkows, t,j liczbg wymierng.
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Istniejg jednak (w geometryi idealnej) takze odcinki niewspdt-
mierne, a wiec nie posiadajagce zadnej (nawet najdrobniejszej) wsjdlinej
miary. Takimi odcinkami sga n. p. bok i prze-
katnia tegosamego kwadratu, jakto pézZniej zo-
baczymy. </

tatwiej to spostrzezemy dla boku dziesiecio-
kata umiarowego i promienia kola opisanego.

Narysujmy jeden wycinek takiego dziesigcio-

Icata. Kat $rodkowy odpowiedni wynosi 36°, a wiec

katy przy podstawio wynoszg razem 144°; na jeden

wypada 72°. Poprowadzmy symetralng B CL kata B.

Trojkat B Cl C jest réwnoramienny, a takze troj-

kat BAG1, jak to wynika z obliczenia kata C{.

Stad: bok CCX= CIB = AB. OdcieliSmy w ten

sposob bok AB na AC. Teraz reszte odetnijmy

na AB znowu w tensam spos6b, t. j. prowadzac

symetralng C1C2 kata Ct. Linia C2B jest rowna

ACIt powstata wiec przez odciecie reszty A 6\ na

boku AB. Teraz reszte ACS odcinamy na ACX

przy jiomocy tejsamej konstrukcyi od punktu Ct

do punktu Cs; pozostatg reszte A Cs odcinamy od

C2 do Ci i t. d. Poniewaz symetralna kata trafia Fig. 142.

zawsze przeciwlegte boki pomiedzy wierzchot-

kami lezagcymi na nim, a nigdy nie trafi ktdérego$ z t"ch wierzchotkéw, przeto
nigdy nie wyczerpiemy catego odcinka AC ani AB przy tem mierzeniu #;ilica-
chowem. Odcinki AB i AC sg wiec niewspéimierne.

Mimoto stosunek takich odcinkébw mozna obliczyé, bedzie on liczbg

niewymierngi GdybySmy bowiem odrzucili 1"itg reszte pozostajacg przy

mierzeniu, otrzymaliby$Smy stosunek wymierny, n. p. —; gdyby$my za$ uzupet-
N N
nili ostatnig reszfe, tak aby sie data zmierzyé, otrzymalibySmy 2z I—l W ten

sposob zamykamy nasz stosunek pomiedzy dwie liczby, réznigce sie 0 —. Gdy-

bysmy podziat poprowadzili dalej, otrzymalibySmy drobniejsza reszte, mie-
Scitaby sie ona wiecej razy w obydwu odcinkach, zamknelibySmy wiec znowu

. . I + - .
nasz stosunek pomiedzy dwoma liczbami v+ | roznigcemi sie o
& ,
a wiec o liczbe mniejszg od — (bo q' wieksze). Warto$¢ stosunku mozemy

wiec ujmowa¢ w granice corazto blizsze, zapoinocg dwoch szeregdw liczb wy-
miernych :

AR N . Z+1 VA-i I»A-1
qa’ 9" q" " - 1 q g7 gt
Wsp6lng granicg tych obydwu zbieznych szeregdéw liczb nazywamy
jak wiadomo z algebry — liczbg niewymierng.

7+
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Stad wniosek: Jezeli dwa odcinki sg niewspOtmierne, ich
stosunek jest liczbg niewymierng.

Tak n. p. w naszym przyktadzie na fig. 142 mozna zamkng¢ stosunek A C do
A B miedzy nastepujagcymi szeregami liczb, 2,1-7, 162, 1-619, 1-6181, 1-61804,
a i, 1-6, 1-61, 1-618, 1-6180, 1-61803 zblizajagcymi sie do liczby niewymiernej

1 (Por- str" 13%)-

* § 58. Stosunek podziatu odcinka.

Jezeli jaki$ odcinek podzielimy dowolnym punktem na dwie czesci,, to
, stosunek dwoch powstatych odcinkéw nazywamy
c . B D stosunkiem p,odzTaTu odcinka.

Fig' 143 N. p. -~ ~ jts$t stosunkiem podziatlu od-
cinka AB. Podziat ten nazywamy wewnetrznym. Jezeli poza odcinkiem

A B obierzemy punkt D i utworzymy stosunek jyyj, otrzymujemy sto-
sunek podziatu zewnetrznego.
Jezeli zwracamy uwage na kierunek odcinkéw, to stosunek

ma warto$¢ uj emna, albowiem odcinek A C mierzymy na prawo a B G na
lewo. Jezeli wiec jeden kierunek obierzemy za dodatni, n. p. od A ku C,
to odcinek A C uwazamy za dodatni (jego liczba wymiarowa jest dodatnia)
B C za ujemny. Ich stosunek jest wiec liczbg ujemng. Stosunek podziatu

Al
zewnetrznego:-jj-j)y ma zawsze warto$¢ dodatnig (dlaczego?).

(Kiedy stosunek podziatu wewnetrznego dazy do 0, —1, do nieskorczo-
nosci? Kiedy stosunek podziatu zewnetrznego dazy do zera, do nieskoriczonosci?)

Stosunek tych dwoch stosunkéw nazywamy: stosunkiem podziatu
podwdjnego czterech punktéw i uzywamy skrocenia:

Jezeli stosunek pierwszy rowna sie drugiemu co do wartosci bezwzglednej,
a tylko znakiem sie rozni', podziat odcinkami .22 nazywa sie harmoniczny,

w kazdym innym razie: anharmoniczny.

E) . : . . ... AC AD ,
rzy podziale harmonicznym musi wiec byc jjt *~jfjly — — ‘czy“

krotko: (AB CD) — —1.
Wtedy A B jest taksamo podzielony punktem C wewnetrznie, jak
punktem D zewnetrznie. N. p. jezeli B C jest trzecig czeScig A C, to i B D

musi by¢ trzecig czesciag AD. Jezeli punkty C, D dzielg harmonicznie od-
cinek A B, to takze odwrotnie punkty A, B przedzielajg harmonicznie od-
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a” Jy -CM
cinck CB. Albowiem zré6wnos$ci— ~'j>jj swynika takze &5

R jjdti czyli mnozac przez — CB a dzielgc przez — D A: -jj~y =

= —jl/jp a znaczymy (CD A B) = —1.

Takie cztery punkty na prostej nazywajg sie harmonicznie sprze-
zone.
unki podziata podwojnego odgrywajg wazng role przy badaniu per-
spleftywiﬁz\INch szeregow punktéw i perspektywicznych pekéw promieni. *

B;59/ Proporcyonalno$¢ odcinkow.

Podobnie jak w algebrze, tak i w geometryi wazng"role odgrywajg
proporcve Jezeli mianowicie dwa, odcinki majg takisam stosunek, jak
dwiiTinne, nazywamy je proporcyonalnymi i piszemy:

AB :GB—A'"B': C'B'". -0

Najwazniejszym przyktadem takich odcinkéw proporcyonalnych sg ka-
watki odciete na dowolnym peku promieni zapomocg dwd..cli
linii ré6wnolegtych.

Zbadajmy najpierw dwa promienie przeciete

dwoma liniami réwnoleglemi. Zajmijmy sie najpierw
przypadkiem, kiedy odcinki a i b sg wspo6tmierne.
Odcinajagc wsp6lng miare Ic na kazdym z nich mo-
zemy podzieli¢ a na rowne czeSci, n. p. na m ré-
wnych czesci, a taksamo b tymsamym odcinkiem Ic
na p réwnych czesci.

Wiec: a= m.'lc) . .. ) \ m

i T ich stosunek a:b' = —.
0—p.l1¢71 p

Jezeli przez punkty podziatu poprowadzimy szereg Jinii rownolegtych
do BB', to wiemy, ze takze bok SB"' rozpadniesie na tyftsamo réwnych —
ale juz innych od lc—czesci Tc, (por. str. 48, §27).

a wiee: s [ijistad @b = m "

. ~J \
OtrzymaliSmy wiec  tesamg warto$¢ dla stosunkua' :V, co idla a : b, zatem:
e a:b—a":b stowami:

Dwie proste réwnolegte odcinajg na kazdej parze pro-"

.mieni odcinki proporcyonalne. '

Jezeli odcinkia i b sg niewspoOtmierne, to dzielimy odcinek & na wiele
drobnych czesci k. Wtedy k miesci sie w b n. p. m razy, a w a miesci sie
n. p. p razy i zostaje reszta r, mniejsza od k. Wiec
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Cl—p k =V
==Tlk
V r
zatem — —
0 m *  awh
a
A
T2 m
(Jezeli reszte opuscimy, otrzymamy na przyblizong — przez niedomiar —
warto$¢ stosunku a :b = 7&/} Jezeli za$ reszta uzupeinimy, aby wynosita &

przez dodanie czeéci r', mniejszej od X to:
a= (p-{-1) k—r

b= mlc
a 4-1 r
zatem — = p—i ............ —
b m m Ic
a p+ 1
”,6Ct < =

(Opuszczajac teraz cze$¢ drobng r\ otrzymamy na przyblizong warto$¢ stosunku
— przez nadmiar —

a:p: 9+ B _
1b: m )’
Zupetnie tesame nieréwnosci otrzymamy dla stosunku a' :b' wedlug po-
przedniego twierdzenia.

JL< + < £+ +;ilJL<ir< ZzxL.
rn (0] m m m

*
Ré6znica tych wartoSci przyblizonych wynosi 7 jest wiec bardzo mata, je-

zelibySmy b podzielili na bardzo drobne czeéci. Réznica pomiedzy a musi

by¢ jeszcze mniejsza od o czyli dazv do zera z wzrostem m (wykaz!).
Liczby niewymierne, dla ktérych réznica kolejnych wartosci przyblizonych

L ) , ) . a a' i
dazy do zera, nazywajg sie r@wne, wige ,-y =— gy~ ezyh

a:b==a":V

, (1)
Z tej proporcyi mozna wyprowadzi¢ inne, postugujac sie znanemi twier-
dzeniami z algebry. Mianowicie: Z proporcyi a :b = a':b' wynikajg takze

proporcye:
(@a+ b)y:a= (@ + U):a

(@+ bj:b= (@ + b):V

czyli
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SB :SA = SJB'":SA' = (@)
SB :AB —SB':A'B’ (3)
Pierwszg z tych proporcji wyrazamy stowami: odlegtos$ci (od imerzchotka
peku) punktéw przeciecia jednego promienia z prostemi roibnolegterni sg pro-
.porcyonalne do odpowiednich odlegtosci na drugim promieniu. .
Ale takze odcinki ¢ i c' prostych, rownoleglych majg tensam stosunek-
S B :SA.
Aby to wykaza¢, uwazamy B' za wierzchotek peku i z A' prowadzimy
A'l) réwnoleglta do SB. Wtedy wedtug proporcyi (3) otrzymamy:
B'B :B'D = B'S :jj& | czyli
c:c—SB':SA (4)*7

Twierdzenia te nie ulegajg zmianie, jezeli proste réwnolegte lezg po
przeciwnych stronach wierzchotka S.
Wypowiedzie¢ te twierdzenia, uwazajac
figure SB B’ za trojkat!
Na twierdzeniu zawartem w proporcyi (4)
polega uzycie t. zw. cyrkla proporcyonalnego, stu-
zacego do pomniejszania wszystkich odcinkéw jakie-
go$ rysunku w statym stosunku. Sg to dwa ra-
miona ruchome okoto punktu O i dajgce sie prze-
sung¢ tak, ze OA' ma zadan BLaek do OA.
Wtedy przy kazdej rozwarto$¢. V*i. don konce A' li'
zawierajg odcinek, pozostajacy d'° AB w statym,
zadanym stosunku.
Twierdzenia te mozna oawrécié w naste-
pujacy spéséb:
Jezeli, dwie proste odcinajg na dtcoch pro-
mieniach odcinki proporcyonalne, to te proste sa
rownolegte. (Dowdd niewprost.) Jest to nowy
spos6b sprawdzenia réwnolegtosci linii  (nowe Fif- 145-
kryteryum, jak sie nieraz wyrazamy).
Przeniesienie tych twierdzeh na peki pro-
mieni ztozone z dowrolnej liczby pro-
stych i przeciete dwoma liniami réwno-
legtymi nic sprawia zadnych trudno$ci. (Prze-
prowadz dowdd).
* Na liniach rownolegtych otrzymamy wtedy
dwa perspektywiczne szeregi punktow, majace te
wiasnos¢, ze odpowiednie odcinki sg proporcyo-
nalne. Takie szeregi punktow nazywajg sie
podobne, a:a'= b:b'—c:c"— . ... Wazne jest odwrdcenie tego
ostatniego twierdzenia. Mianowicie: Jezeli na dtcdch prostych réwnolegtych
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lezg podobne szeregi punktow, to proste tgczace odpowiadajgce sobie punkty
przecinajg sie wszystkie w jednym punkcie S ; jezeli szeregi punktéw saprzy-
stajgce, proste sg réwnolegte.

Dowod: Jezeli a i a' sg réwne, to i wszystkie inne odpowiednie od-
cinki sg parami réwne, wtedy za$ proste taczace konce tych odcinkow sg
rownolegle (dlaczego?). Jezelia i a' nie sg rdbwne, to proste SX i SY prze-
cinaja sie w punkcie S. Chodzi oto, czy takze kazda inna prosta, n. p. S Z,
taczaca punkty odpowiednie, przechodzi przez 6" Otéz gdyby ta prosta prze-
cieta prostg S Y w jakim$ innym punkcie P, to stosunek b :V miatby inng
warto$¢ anizeli a: a'. Albowiema: a'=S B :STi', ab: V byloby. =PB :PB.
Te stosunki nie mogg by¢ réwne, bo jezeli dzielng SB i dzielnik SB (po-
przednik i nastepnik) o te samg wielko$¢ SP zmniejszymy, iloraz (stosunek)
zmieni swg warto$¢ (chyba gdyby dzielna réwnata sie dzielnikowi — a prze-
ciez SB nie réwna sie SB'). Punkt P nie moze wiec leze¢ w innem
miejscu, jak w S. *

§ 60. Zastosowanie twierdzen o promieniach przecietych
liniami réwnolegtemi.
Przy pomocy poznanych twierdzenn o odcinkach proporcyonalnych mozna
wykona¢ wiele waznych konstrukcyi: a) Dany odcinek podzieli¢ w zgdanym
stosunku. K p. AB chcemy podzieli¢ w sto-
X sunku 2 :5. Kresli sie z konca odcinka drugg
prosta Ax dowolnie nachylong do AB. Na tej
prostej odcinasie 2+ 5= 7 réwnych — ale jakich-
badz — kawatkéw. taczymy J) z B a z punktu
O prowadzimy réwnoleglsy CE do D B, to
Fig 147. AE : EB =AC :CD czyli: AE : EB =
= 2:5.
b) Do trzech danych odcinkéw a, b, ¢ znalez¢ czwarty proporcyonalny x.
Zadanie to nazywamy graficznym rozwigzaniem proporcyi. Figura 148 wy-
jasnia postepowanie prowadzace do znalezienia zgdanego odcinka x.

a:b= c:x

a 6

Fig. 148. Fig. 149.

* c) Wykresli¢ linie prosta z danego punktu P, zdazajacg do niedo-
stepnego punktu przeciecia sie dwdch prostych x, y. Prowadzimy przez P
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dowolng prosta p, przecinajacg obydwa ramiona x, y. Kreslimy jakakolwiek
prostg g, réwnolegtg do p i dzielimy AB w tymsamym stosunku, w jakim
P dzieli MN. Prosta z taczaca obydwa punkty podziatlu zdgza do nie-
dostepnego punktu przeciecia sie prostych x iy. Uzasadni¢ te konstrukcye! *

/ Przy dziataniach odcinkami omowiliSmy mnozenie odcinka przez liczbe.
Obecnie mozemy okre$lic mnozenie odcinka przez odcinek, czyli
graficzne mnozenie. Rozwigzmy graficznie proporcye 1 :a= b:x

Fig. 150.

Otrzymamy odcinek: x — ab. Gdybysmy uzywali papieru ,milimetrowego“,
wygodniej bytohy obra¢ proste AB i AX prostopadte. Wtedy wprost
odczytaliby$Smy z podzialki, ile wynosi iloczyn ab.

Postepowania tego mozna uzy¢ z korzyscia, jezeli mamy n. p. pomnozy¢
liczby wymiarowe dwdch odcinkéw jeszcze nie zmierzonych: bierzemy' je
w cyrkiel i odcinamy na ramionach kata/

X O B, jeden od punktu O, drugi od
punktu | i prowadzimy linie m//n. Trzeba
wykonac tylko jednomierzenie. Tym-
czasem w zwyklym sposobie wykonywania
tego zadania trzeba wykona¢ dwa mie-
rzeniaijedno(skréconeymnozenie”

Mnozenie odcinkéw — wedtug tej
konstrukcji — posiadaprawoprzemien-
nosci, tacznodci,, rozdzielnosci® > Fig. 151.

i mpjlittonJ*sprawdzié!).

Dzielenie odcinkdéw okreslamy jako odwrocenie tego mnozenia. Wiec
n. p. znaczac a.b literg c, okreslamy dzielenie, jako rozwigzanie proporcji
l:a— x :c stad: a:1= c:x
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Z figury 151. widzimy, jak nalezy wykona¢ konstrukcye, aby znalez¢

iloraz x = , czyli wykona¢ graficznie dzielenie.

8§ 61. Podobienstwo figur.

Proporcyonalno$¢ odcinkow jest cechg charakterystyczng figur po-
dobnych. W zyciu potocznem uzywamy stowa ,,podobny“, aby wyrazi¢, ze
dwa przedmioty majgq tensam ksztatt.
W geometryi staramy sie doktadniej
rozwazy¢, na czem polega ta wspdl-
nos$¢ ksztattow. N. p. figury 1. i Il
nazwiemy w zyciu potocznem po-
dobnemi. Jedna jest — jak widzimy
miary figury Il. saskréconymi wymia-
rami figury I., ale wszystkie wymiary
sg skrdcone w tymsamym stosunku, katy_ za$ pozostaty niezmie-
nione. Opierajagc sie na tem spostrzezeniu budujemy nastepujace okre-
$lenie :

Figury nazywaja sie podobne, jezeli-luszystMe odpowirdnie odchiki, obu
jigur sg pmporoyoncdne. a
wszystkie katy réwne. \

Te. statg warto$¢ sto-
sunku dwoéch odpowiednich
odcinkéw w dwaoch figurach
podobnych nazywamy wiel -
koécig zmniejszenia
(powiekszenia) lub- krétko
zmniejszeniem (po-
wiekszeniem).

Znakiem  wygrazajg-
cym podobienstwo jest ~
(por. str. 36). Tak n. p.
dwa kota sg zawsze po-
dobne, bo w jakim sto-
sunku jest jedna para pro-
mieni dwoch kot, w takim-
samym sg wszystkie inne

Fig. 153. pary promieni, wszystkie
cieciwy, sieczne i t. d.

Jezeli przez wierzchotki jakiejkolwiek figury poprowadzimy pek pro-

mieni, to tatwo otrzyma¢ figure podobng. Trzeba tylko z dowolnego punktu

Fig. 162.
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jednego promienia poprowadzi¢ linie réwnolegta A *JB' do odpowiedniego boku
figury 1, z punktu B' réwnolegta do BG.i t. d. . az sie figurall. zamknie.
Istotnie katy figur I. i Il. sg réwne, jako katy o ramionach zgodnie rowno-
legtycl). mBoki sg proporcyonalne; wykazujemy to tancuchem proporcyi:
AB :A'B'—SB :SB'=BG:B'C'= SG :SC'= DG:D'G'= SD :
:SD'— AD :A'D’',
z ktérego wynika: AB :A'B'—B C:B'C—DG:D'G'= AD :A'D
To dowodzi zarazem, ze figura Il. musi sie zamkngé (w przeciwnym razie
stosunki AB :A'B' i AD : A" 1T nie bylyby réwno temusamemu stosun-
kowi: SA :SA") na co trzeba uwaza¢ przy konstrukcyi na rysunku. Katy
sg réwne, boki proporcyonalne, wiec | Il.  Taksamo moznaby figure Il ry-
sowa¢ na przedtuzeniu promieni poza wierzchotek S.

Opierajagc sie na podobienstwie figur umieszczonych w peku S mozemy
wykaza¢, ze: dwie figury podobne zawsze dadzg sie tali ustawic¢, ¢e odpo-
wiednie odcinki sg réwnolegle, a proste taczace odpowiadajgce sobie punkty
przecinajg sie w jednym
punkcie (tworza jeden pek
promieni).

Dowdd: Majac' fi-
gure 1l co I, wykre$lamy
w peku S figure 111, ma-
jaca jeden bok b— a i ro-
wnolegty do boku ¢ i po-
dobng do |. Bedzie wiec
ona takze podobna do II.

Ale co wiecej: figura Il
Ss? 11, "poniewaz ma Kkaty
rowne, a boki zmniejszone

w stosunku —= —= 1,
a a

to znaczy réwne.

Jezeli zas 1l ej IlI, Fig. 154.
to mozna przez ruchy
(jakie?) sprowadzi¢ Il do nakrycia z Ill, a wiec w potozenie, o ktérem mo-

wiliSmy w twierdzeniu.

Uwaga: Wystarczy obrdt okoto punktu A taki, aby bylo a || ¢ d | e
Wykazaé, ze wtedy proste tgczace odpowiednie punkty schodzg sie w jednym
punkcie!

Potozenie takie dwoch figur podobnych nazywamy potozeniem po-
dobnem, a wierzchotek peku S .Srodkiem podobienstwa i to ze-
wnetrznym, jezeli obydwie figury podobne lezg po tejsamej stronie S,
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a wewnetrznym, jezeli figury podobne lezg po przeciwnych stronach
punktu S.

Poréwnaj zachowanie sie dwdch figur przystajacych ustawionych réwnolegle!

Tak n. p. dwa kola majg zawsze potozenia podobne. Aby

znalez¢ $rodek podobienstwa zewnetrzny, wykre$la sie dowolne diva promienie

rownolegte i linie $rodkowa.

Linig taczaca korice . promieni

réwnolegtych przecina sie z linig

Srodkowa w Srodku podobienstwa.

Srodek wewnetrzny znajduje sie.

kreslagc dwa promienie réwno-

Fig. 155. legte, ale zwrécone w strony

przeciwne. (Udowodnij !) Ponie-

waz i styczne wspolne schodzg sie w tych punktach S. i SW przeto wynika'

stad prosta konstrukcya wspdlnych stycznych dwdéch kot. (Po-
réwnaj c¢wiczenia 31, 32, 33 na str. 77.)

§ 62. Znamiona podobienstwa trojkatow

\A)

Podobnie jak dla zbadania przystawania dwoch figur nie trzeba byto
poréwnywac wszystkich bokdw i katéw, tak i przy badaniu podobienstwa wy-
starczy porownanie niektérych tylko czesci sktadowych.

Dotychczas podaliSmy dwa okreSlenia podobienstwa, rownowazne ze soba:

a) Doki majg by¢ proporcjonalne a Icaty rowne lub

b) figury dajg sie tale ustatai¢, ze wszystkie boki odpowiednie sg réwno-
legle, a proste tgczace punkty odpowiednie tworzg jeden pek.

Okreslenia te podaja zupetnie wystarczajgce znamiona podobienstwa, ale
az ,nadto wystarczajace”, to znaczy: wystarczy wiedzie¢ o wiele mniej o dwoch
figurach, aby by¢ pewnym, ze sg podobne. Wybierzemy te warunki, ktdre
sq niezbednie konieczne a zarazem wiy starczaj gce. X

Jakikolwiek problem naukowy uwazamy dopierowtedy  za gruntownie zba- \
dany, jezeli zdotamy poda¢ warunki wystarczajace (t.j. nie za malo) i konieczne j
(t. j. \nie za wiele). ] /

Okazemy wiec, ze do zbadania podobienstwa dwoch tréjkatow wystarczg
i sa konieczne nastepujace warunki:

(17 [Dwa trojkaty majace jeden, kat rowny, '‘a dwa boki zamykajgce
go proporcyonalnc, sa podobne, (y= y'; a:a'— b:V).

(IP) Diva trojkaty majgce dwie pary kajow réwne, sg poS/obne (a= a,

(11" Diva tréjkaty majace dwa boki proporcyonalnc, a kat lezacy ria-
prze¢iwko wiekszego boku réwny, sg podobne (a :a'— b :b!; a= ¢t przy-
czem a > b). %

(IV') Dwa trojkaty majgce trzy boki prop 6 réyonaln dobne.

%
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(« iwo"= &:V;
<&a'— c:c)

Sg wiec cztery przypadki podobienstwa, zupeinie podobne do
czterech przypadkéw przystawania, tylko ,réwnos$é bokow* zastepujemy ,,pro-
porcjonalnoscig bokdow*.

Kazdy przypadek podobienstwa zawiera tylko dwa warunki (w przy-
stawaniu mieliSmy trzy). Zwrdé¢my”Jeszcze uwage na to, ze' w tréjkacie
rownos¢ katdéw pocigga za sobg proporcyonalnos¢ bokéw (I1') i odwrotnie:
proporcyonalnos¢ bokéw pocigga za sobg rownos¢ katéw.ijfPrzy przystawaniu
/nie mieliSmy takiej wzagjenmoscij Dowodzi to, ze sama wielko$¢ bokéw nie j
fzalezy od katow, tylko stosunki bokdéw sg zalezne od katdw, sg funk-j
j cyami katow. Znajac ktaty, potrafimy obliczy¢ stosunki bokéw (a nie samel
boki). Natomiast z rdwnosci bokow wynika juz réwnos¢ katdéw, wiec katy sa;
Yfunkcyami samych bokéw; znajac boki trojkata, mozna obliczyé katy. Wszystkiey
/te obliczenia wchodzg juz w zakres trygonometryi. Tam tez bada sie do-

1 kladnie wiasciwosci tych

funkcyi. (Dla czworokatow

juz rownos¢ katébw nie

sprawia propprcyonalnosci

bokéw, n. p. prostokat a

kwadrat!) Dowody przy-

padkéw podobienstwa prze-

prowadzimy tylko dla (11}

i (IV"). Inne przeprowadza

sie w takisam sposob. Za-

cznijmy od przypadku (11,

w ktérym a— a' j-3= 3.

Przedewszystkiem musi by¢

f= jako reszt} do 180°.

Chcemy jeszcze wykaza¢ proporcyonalno$é bokoéw. Odetnijmy w tym celu
tréjkat AB 'O od wierzchotka O. To mozna uczyni¢, poniewaz 7= f"
Linia D E bedzie réwnolegta do AB. bo a’— n, a to sg katy odpowiednie
utworzone przez dwie linie, przeciete trzecig. Z réwnolegtosci linii wynikajg
propoi’Cve:

CA :CD=CB :CE—AB :DE cuzyli
CA:CA =CB:CB'= AB :A B
Wiec trojkaty | i 11 majg katy parami réwne, boki parami proporcyonalne,
sg zatem podobne: Icollv
Dla dowiedzenia (IV') przypadku, opieramy sie na zatozeniu:
AC: AB :A'B'= BC:B'C
Odcinamy CD =A 'C’(lig. lij6~i prowadzimy linig:DJZJi A B ,to trojkat CD E ~
ABC, bo ma dwakaty rowne (<€jO = ~ A i <EE = ¢c B). Pytanie, czy
trojkat O D E zastepuje tréjkat A'B'C, t. j. czy jest do niego przystajacy?
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Otéz: AC : CD —BC : CE czyli AC : A'C'= B C : CE" stad
BC-A'C' . sy
CE _ AC W zatozeniu za$ mielismy: AC:A'C'= B C:B'C
7C 4 Q .
stad' B' a wiec CEMJna tesamg
warto$¢, co B'Cy Taksamo wyKazuje sie, ze
DE”z A'B', wiec trojkat CD E jest przystajacy
do A'B'C'. Jezeli wiegc CDE coAB C, to i
AlB' C'" musi by¢ podobny do A B C.
Dla sprawdzenia podobieAstwa czworobokow,
pieciobokéw, . . . wielobokéw, trzeba poréwnac
Fig. 157. wiecej czesci, ale zawsze o jedng mniej, anizeli do
przystawania. Figury bowiem podobne stajg sie
przystajace, jezeli jeden bok obydwu figur zréwna sie (z zachowaniem ksztattu
catej figury).

Konstrukcya tréjkata podobnego do danego trojkata jest bardzo
prosta: wystarczy przenies¢ dwa katy (II'). Jeszcze prosciej mozna to
zrobi¢ odcinajgc przy pomocy linii rownolegtej od trojkata
cze$¢ gorng. Konstrukcya ta jest nieoznaczona: tréjkagtow podobnych istnieje
bowiem nieskoniczenie wiele rdznych pod wzgledem wielkosci. Jezeti jednak
dany jest jeszcze jeden bok, lub stosunek zmniejszenia (zwiekszenia), konstruk-
cya jest oznaczona. Poniewaz do budowania figur podobnych potrzeba mniej
czesci, anizeli do figur przystajacych, przeto zadania konstrukcyjne
utatwiamy sobie czesto w ten sposéb, ze rysujemy najpierw figure
podobng do zadanej figury a pdzniej powiekszamy jg lub pomniejszamy od-
powiednio do pozostatego warunku zadania. Ten sposob postepowania nazy-
wamy:  niefodg figurpodobnych. Wyjasnimy te metode na przykladzie:

/ Zbudowaé tréjlcat,majacjego obicod idwa lcaty u, a, 3 Rysujemy I

tréjkat podobny do zgdanego, mianowicie tréjkagt majacy tesame katy a i i3

a zresztg dowolny ABC.

Rozwijamy jego obwdd, obra-

cajgc boki AC i CB tak,

aby byty przedtuzeniami boku

AB. taczac C z P i iii

otrzymujemy trojkat. Obwod

jednak ma mie¢ dhugosé

JPX = u, powiekszamy wiec

trojkat P CM przedtuzajgc PC i kreslagc XC'\\MC: Od punktu C' kre-

Slimy teraz trdjkat Al podobny do ABC i w podobnem potozeniu

(CA'"[[CA, CB'\CB). Jego obwodem jest istotnie P | (bo jezeli bylo

PA — AC, to wskutek podobienstwa musi byé PA'= A'C', a taksamo
BX'—B'C') a katy sa niezmienione: a i £ (por. zad. 41, str. 78).
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Na podobienstwie trojkagtow polega osobny przyrzad do rysowania figur
podobnycli (do pomniejszania i powiekszania figur), zwany pantografem.
Przyrzad ten sktada sie z czterech pretéw tworzacych réwnoleglobok : AB C O.
W jednym punkcie S przytwierdza sie przyrzad stale do ptaszczyzny rysunku
Ramiona réwnolegloboku sg ruchome w przegubach, okoto punktow A, O, B, 6,

159.

a procz tego caly przyrzad mozna obraca¢ .okoto punktu S. Jezeli kolec K,
umieszczony odpowiednio na ramieniu B C, posuwamy po jakiej$ figurze, to otowek
umieszczony w punkcie O zakre$la figure podobng, pomniejszong. Jezeli pomie-
niamy role punktéw O i K, otrzymamy figuro, powiekszong. Stosunek powiek-
szenia lub pomniejszenia wynosi S'A

Dowd6d: Obrawszy punkt ¢™stosownie do zadanego pomniejszenia figury,
obieramy punkt K tak, aby SA :AO = SB : BK. Wtedy trojkaty SOA
i SKB sg podobne (1'), poniewaz takze SA O== SBK. Z podobienstwa
wynika, ze OSA = KSB, a wiec ramiona SO i SK nakrywajg sie, za-
tem punkty S, O iJitT lezg na tej samej linii prostej. Przytem SO-.SK —
— SA :SB. Tosamo mozna udowodni¢ w kazdem innem potozeniu. Jakkolwiek
wiec obrocilibysmy prety AB, A O, BC i OC, zawsze punkty Oli K' bedg lezaly
na tejsamej linii prostej, co i S, a stosunek SO' : SIC pozostaje rowny stosun-
kowi SA :SB. Figury zakreslone punktami O i K sg wiec podobne i po-
dobnie potozone (por. str. 107).

§ 63. Zastosowanie podobienstwa tréjkatéow do tréjkata
] prostokatnego.

W dowolnym tréjkacie pro-
stokagtnym poprowadzmy prosto-
padtg z wierzchotka kata prostego
do przeciwprostokatni. Powstajg
dwa trojkaty podobne do siebie

i do calego trojkata. Albowiem: .A g
Figc 160.
a <t£f o jako katy, ktorych v
ramiona sg zgodnie prostopadte: wiecJrv.IL
Nastepnie: » C = a -8Ca= <£A, wiec | ~ Ill. Stad juz wynika

takze: Il <v 111,
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Z podobienstwa trojkatow wynika proporcyonalnose bokéw odpowiada-
jacych sobie (boki odpowiadajgce sobie lezg naprzeciw odpowiadajacych sobie,
to znaczy réwnych katéw). Otrzymujmy wiec nastepujgce proporcye:

(1) p:w= w (g wynikaz podobienfistwa trdjkatow i Il
(2) p :b— b :E£/'wynikaz podobienstwa trojkatow i M.
(3) g:a—a: ¢ wynika z podobiefstwa trojkatow i 1.

Proporcye te mozna wypowiedzie¢ w nastepujacy sposob:

W tréjkacie prostokgtnym wysoko$¢ nalezaca do yrzeciwwostokatni icst
$rednig geometrycma nrOborct/onahia pomiedzy obijUwofM odcinkami przeciw-
jnyjstekatni aJ:azda przyprostokgtnia jest $rednig geometryczng ponuedzy
swoim rzutem na przeciwprostoTEfme”xalg'zeviMiQ3M-okatjiigr--

Pomcwaz”kazdy kat wspierajacy sie na potkola jest prosty, mozemy/
twierdzenie nasze zastosowa¢ Hokota: Prostopadta z obwodu kola do

$rednicy jest $rednig RreoingcinllziT®

dwoina odcinkami Sredni a kazda cieciwa jest
Srednig™ geometryczng -miedzy Srednicg a“rzutem
swoiiif na~Sredmce, przechodzaca' przez jej punkt

poczatkowy.
"Twierdzenie to prowadzi do fatwej kon-j
Fig. 161. ptrukcyi -Sredniej geometrycznej dwdch

danych odcinkow a, b. Budujemy mianowicie
potkole na odcinku eA-b i wykreSlamy prostopadtg do $rednicy w punkcie
wspélnym odcinkom a i b. [Mozna takze uzyé cieciwy, wtedy jednak na\
wiekszym odcinku trzeba odcig¢é mniejszy i potkole zakreslic na wiekszym I
odcinku. /

Z rozwigzania proporcyi: a :x — x : 1, wynika

X — Va~ a wiec:
Wykreslenie Sredniej geometrycznej dwoch liczb daje nam zarazem sposéb
graficzny otrzymania drugiego pierwiastka z kazdej liczby.

Z proporcyi (2) i (3) wyprowadzimy jeszcze jeden bardzo wazny wniosek.
Poniewaz iloczyn wyrazéw S$rednich réwna sie iloczynowi wyrazéw skrajnych,
przeto z (2) i (3)~wynika:

g,\ ° azC]1 razem a- f1 b~= A[IJ 41- 9J),.¢
Ale p-\-q = c, wiec:

as-\-b- — c*

Stowami: Suma kwadratow (liczb wymiarowych) obydwu przyprostokatni
rowna sie kwadratowi (liczby wymiarowej) przeciwprostokatni.

Twierdzenie to, zwane twierdzeniem Pitagorasa, odgrywa w geo- j

metryi nadzwyczajnie wazng role. Do twierdzenia tego powr6cimy jeszcze
przy obliczaniu powierzchni i objetosci.
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§ 64. Srednia harmoniczna.

W algebrze rozwaza sie obok S$redniej arytmetycznej i geometrycznej
lakze $rednig harmoniczng dwoch liczb.

Srednia arytmetyczna wynika z réwnania:

a—s=s—b; stagd s=- — 2"—-
Srednia geometryczna wynika z réwnania:
a:s= s :b; stad s=?Vah.
Srednia zag har moniczna wynika z proporcyi a:(« —s) = b : (s—b) ijak

tatw liczyé ma wartoscé: = -,
atoobcyc a wartosé: s A

Znamy juz spos6b konstrukcyjny znalezienia $redniej arytmetycznej (por.
twierdzenia o trapezie i Cwiczenie 28, str. 90) i $redniej geometrycznej.

¢—-- m'"C B
Fig. 162.

Srednig harmoniczng otrzymamy z harmonicznego podziatu odcinka (por. § 58,
str. 100). Jezeli bowiem

(ABCU) = — 1 czyli
AC AD _
BC : BD ~ ’
AC:BC=—AD:BD aleBC —-CB,wieccAC:—CB = —AD :BD.
Mnozac obiestrony przez—1:AC:CB = -j-AD :BD.

Z figury zaswidzimy, zewtedy a: (s—a)= b :(b—s),czyli zmieniajac znaki
w 2. i 4. wyrazie a:(@a—= b:(s—7)

Ot6z w podziale harmonicznym odcinek podzielony jest $rednig.harmo-
niczng miedzy odcinkiem mniejszym a wigkszym. Taksamo mozna wykazac,
ze odcinek CD jest- $rednig harmoniczng miedzy BD i AD. -

Aby wiec znalez¢ $rednig harmoniczng, trz¢ba umie¢ do trzech punktow
dowolnych znalezé czwarty harmoniczny. Uzyjemy do tego potkola,' mia-
nowicie :

Udowodnimy, ze biegun i biegunowa kota (por. str. 65) prze-
dzielajg harmonicznie $Srednice. Z dowolnego punktu A poza kotem
poprowadZzmy styczng A X. to A jest biegunem a prosta B X prostopadia
do Srednicy jego biegunowa. Poniewaz promien O X jest prostopadly do

tomnicki, Geometrjai. i U. 8
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stycznej; to trdjkat A O X jest prostokatny, mozemy-wiec do niego zastosowac
twierdzenie o $redniej geometrycznej. Otrzymamy proporcye:
OB :r—r :0OA czylin: OB = OA :r. Stosujac do tej proporcji
twierdzenie o sumie i réznicy jej wyrazOw otrzymamy:
(V— OB): (r+ OB) =\0OA —1):(OA+ 1
AB.
Zmieniajac kierunek
trzech odcinkéw otrzy-
mamy :
'CB : —BB =
= —CA. : —BA a
zmieniajagc znaki 2 i4
wyrazu CJB,.B B =

= — CA :BA.
To za$ dowodzi,
oz (CBAB) — —1.

Aby ivi§c znalezé

punkt- B, harmonicznie

sprzezony fmpunMatni A, C, B\ aprzedzielajgcy wewnetrznie punkty C i B,,

kreslimy koto na CB, z punktu A prowadzimy styczna do kola a z punktu
stycznosci X cieciwe prostopadtg do srednicy CB.j

Stad nastepujgca konstrukeya $redniej harmonicznej:

Na wiekszym odcinku A B = b, odcinamy mniejszy AC = a. Kreslimy
punkt B harmonicznie sprzezony z A, C, B lezacy miedzy C i B, to od- ;
cinek A B jest $rednig harmoniczng miedzy odcinkami a i b.

Jak mozna znalez¢ punkt* harmonicznie sprzezony z B, C, B, lezacy ze-
wnatrz odcinka CB ? *

* § 65. Zastosowanie podobienstwa trojkatow do kota.
PoprowadZzmy z dowolnego punktu S
poza; kotem pek promieni i zwré¢my uwage
na odcinki kazdego promienia zawarte miedzy
-s wierzchotkiem peku a obwodem kota, n. p.
SA, SA’, SB, SB' it d. Trojkaty SA />"
i SA'B sg podobne, poniewaz majg po dwa
katy réwne (<E A = B, S = S), wiec
Fig. 164. boki lezace naprzeciw réwnych katéw sg pro-
porcyonalne. Oto6z:
SA SB = SB':SA\
lub SA SA'= SB. SB'. Stowami:
W peku promieni przecinajagcym kolo iloczyn odcinkéw kazdego promienia
zawartych miedzy wierzchotkiem peku a obwodem kola jiia stalg wartos¢.
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Aby te stalg wartos¢ fatwo obliczy¢, zsuwamy punkty A i A! coraz
blizej: skoro sie te punkty nakryja, sieczna zamienia si¢ na styczng S G,
a iloczyn dwoch réznych odcinkéw zamieni sie na iloczyn dwoéch réwnych
odcinkéw: SC.SC czyli SC'2 Ot6z: Stata wartos¢ tego iloczynu réwna sie
drugiej potedze odcinka stycznej z punktu S. Dlatego ten iloczyn nazywamy:
potega kota ze wzgledu na punkt S.

Z figury widzimy, ze warto$¢ tej  potegiswynosip- = e2—r3 ijest
liczbg dodatnig (wedtug twierdzenia Pitagorasa). Gdybywierzchotek peku S
lezat wewnatrz kola, to taksamo dowodzi sie, ze

SA.SA’= SB.SB’= —SC2

(znak: — pochodzi stad, ze S Cl= —S C). S C nie jest
teraz odcinkiem stycznej, ale potowag cieciwy prosto- 5
padtej do linii taczacej S ze Srodkiem kota. (Cieciwa ta
jest przepotowiona punktem S.) Potega kota ze wzgledu

na ten punkt S wynosi p- = — (r- — ¢ czyli p2= Fig. 165.
— ¢c2—r2 oblicza sie wiec tymsamym wzorem, ale war-
tos¢ otrzymuje sie ujemng, poniewaz,cO - -Tezeli wreszcie punkt S lezy

na kole, to e= r, wiec potega: p2= O, jest wiec r6wna zeru. *

66. Dziesieciokat umiarowy. Podziat zioty.

Przy pomocy twierdzen o podobienstwie tréjkatow mozemy rozwigzaé za-
danie, ktéreSmy pomineli w nauce o wielokgtach umiarowych, dotyczace po-
dziatu kota na 5 i 10 ro6wnych czes$ci (por. str. 94 z § 55). Wezmy
pod uwage dziesieciokat umiarowy wpisany w koto
0 promieniu r; bok jego nazwijmy b i zbadajmy,

w jakim zwigzku jest ten bok z promieniem. ta-
czac konce A B jednego boku ze Srodkiem otrzy-
mamy trojkat o katach 36°, 72°, 72°. Potowiac” B
wyliczamy tatwo, ze # C= 72°, awiec AB = BC,
poniewaz trojkat A B C jest rownoramienny (tréj-
kat ten rozwazaliSmy takze na str. 99). Trdéjkaty
ABC i A OB sa podobne (poniewaz ich Kkaty
przypodstawne wynosza po 72°). Z podobieAstwa wynika proporcya:

« AO:AB = AB:AC
rr b — b :(r—CO) Ale CO= BC = AB = b wiec
r:- b — b :(r—bh). (i)

Boli dziesieciokgta umiarowego jest $rednig geometryczng pomiedzy
catym promieniem kola opisanego, a resztg pozostatg po odcieciu tego boku
na promieniu.

8+
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Zwrd¢my uwage na podziat odcinka A O punktem C. Poniewaz /'. B = C O,
to proporcje naszag mozemy takze napisa¢ w postaci: A O:CO= CO:AC.

Caty odcinek tak sie ma do wiekszego, jak wiekszy do
mniejszego.

Taki podziat nazywamy podziatem ziotym.

Aby odcinek podzieli¢ wedtug podziatu zlotego, trzebaby wiec zakresli¢
tym odcinkiem kolo, wpisa¢ dziesieciokat umiarowy i odcig¢ jego bok na
danym odcinku. Przy pomocy katomierza fatwo to uczyni¢. Zobaczymy
jednak, ze wystarczy uzycie cyrkla i linii (konstrukeya ,platoriska®).

Nazwa ,podziat ztoty* tem sie tlumaczy, ze taki podziat najwiecej odpo-
wiada upodobaniom cztowieka, chociazby sobie nie zdawat sprawy, jakie jest prawo
tego podziatu. Budowle prostokatne greckie maja u. p. dtugo$¢ i szerokos$é od-
powiadajace podziatowi ztotemu; krzyze, skrzynie, ksigzki, bilety najpospoliciej sa
tak robione, ze odcinki przynajmniej w przyblizeniu odpowiadajg ztotemu podzia-

towi. Dopatrywano sie nawet podobnej proporcyonalnosci w budowie ciata
ludzkiego.

Aby konstrukcyjnie rozwigza¢ zadanie zitotego podziatu
lub — co najedno wyjdzie — wpisaC dziesieciokat umiarowy w kolo, oprzemy
sie na proporcyi (1). Zamiast r napiszemy a, zamiast szukanego h litere x,

wiec a:x=x:(a—W.

Obliczamy najpierw x z tego rownania. lloczyn wyrazéw S$rednich rowna sie
iloczynowi wyrazéw skrajnych:

x-= a2—x a czyli
X2-j-ax — a-.

Aby uzupetni¢ pierwsza strone do kwadratu, dodajemy po obu stronach
|

a\-

]

X~ 4—u x 4y =" ta2

Ale tréjmian po pierwszej stronie powstat z wykonania dziatania:'

(«m+ y) » wi<zk \
\
stad
*+ |- =V a2+ (%)*
Znak pierwiastka moze by¢ takze: wtedy jednak warto$¢ bezwzgledna x

bytaby wieksza jak a; warto$¢ ta jest dla naszego zadania nieprzydatna.
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Te wielko$¢ trzeba teraz wykresli¢. Trudno$¢ sprawia |/ a- -f-

Powotujgc sie jednak na twierdzenie Pitagorasa widzimy, zc jestto przcciw-
prostokatnia tréjkata prostokatnego,, w ktorym przy-

prostokatnie wynosza: a i . Budujemy wiec taki

tréjkat prostokatny. Od tego J/ a2H ~”) mamy od-
jaé U to pozostaly odcinek jest zadanem x. W ten

sposob znalezliSmy bok .dziesieciokgta umiarowego wpisanego w kolo o pro-
mieniu a. Zloty podziat uzyskamy odcinajgc znalezione x na odcinku a.
Stad wiec wynika nastepujaca konstrukcya:

Na koncu odcinka a wykreslamy prostopadtg i odmierzamy na niej

jtaczymy A z B i przenosimy AC na bok AB do punktu 1). Beszta po-
zostata jest szidcanym bokiem dziesieciokgta a zarazem wigkszym odcinkiem
ztotego podzialu odcinka a. Tasama konstrukcya stuzy wiec réwnoczesnie
do podziatu kota na 10 rownych czes$ci. Podziat na 5 réwnych
czeSci juz z tego wynika: nalezy podzieli¢ koto na 10 czesci i co drugi
punkt podziatu opuscic.

Metoda rozwigzania tego zadania polegata na tem, ze dla wielkosci szu-
kanej obliczyliémy najpierw algebraicznie pewien wzér, a dopiero
potem wykreslilismy wielkosci w tym wzorze zawarte. Postepowanie takie
nazywa sie: metodg analizy algebraicznej. Jestto juz czwarta ogdlna
metoda rozwigzywania zadan konstrukcyjnych. Bedziemy jej jeszcze uzywali
w rozdziale nastepnym. 7

Cwiczenia 1X.*)
§-57. L/Zmierzy¢ dowolny odcinek drugim mniejszym, uzywajac mierzenia tan-
cuchowego.

2/ Zmierzy¢ stosunek boku tréjkata réwnobocznego do wysokosci.

Stosunek odcinkéw: 129 mm i 55 mm znalez¢é droga geometrycznai
i arytmetyczng i poréwna¢ wyniki!

4. Wykaza¢, ze stosunek promienia kola do boku dziesigciokata umiaroweg

mozna przybliza¢ zapomoca wyrazéw szeregu:

M- % % % % *78. %V 6%4 1t d-
Jakie jest prawo tego szeregu? A

# 8 58. 5. Obierajac na danym odcinku dowolny punkt, zbadaé stosunek po-
dzialu wewnetrznego (mierzeniom tancucliowem).

*) Przyktady do metody figar podobnych znajduja sie w zbiorze zadan Kranza
str. 81, do metody analizy algebraicznej str. 85.
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& ,6. Obierajagc poza danym odcinkiem na tejsamej linii prostej dowc
punkt, zbada¢ 'stosunek podziatu zewnetrznego.
% 7. .Takie rozmaite wartoSci moze przybiera¢ stosunek podziatu wewne-
trznego? Przedstawi¢ graficznie wartosci tego stosunku.
* 8. Jakie, rozmaite warto$ci moze przybiera¢ stosunek podziatu zew
trznego? Przedstawic¢ graficznie zbior tych wartosci.
*i 9. Obierajgc dowolnie cztery punkty na linii prostej, zbada¢ stosunek
podjiaiu podwajnego.
* 10. Jezeli (ABGp)==k, obliczy¢: (BA GD), (DCBA) i inne war-
tosci; powstajgce przez zmiane uporzgdkowania liter >» symbolu (ABGD).
LsS 11. Tosamo zadanie wykona¢ dla (AB CD) = — 1.

8§ 59—60. 12. Udowodni¢, ze dwie proste, odcinajgce na dwocli promieniach
peku odcinki proporcyonalnc, muszg by¢ rdwnolegte (niewprost!).

1~ Jak dlugie musza by¢ ramiona’cyrkla proporcyonalnego, jezeli chcemy
uzyskac" pomniejszenie 1 :5 (dtugo$¢ catego ramienia A A' niech wynosi n. p.

1 dm por. str. 103, iyj. 145). IT#*

14. Wykazaé, ze podobne szeregi punktow maja dla kazdej czwdrki odpc
wiednich punktéw tensam stosunek podziatlu podwdjnego.

¢L5yPodzieli¢ dany odcinek w stosunku 11 : 8.

Jp. Rozwiagza¢ graficznie proporcye:

\f) 3:7= 5:x"i porbwna¢ z r>wi.zmiem algebraicznem.
itl 212, :x = 7 i -C51, i algebraicznie.
J) 2-7%:3-4= * :53."

* 17— Wykresli¢ linie prosta, zdazajagcag od danego punktu do niedostepne
punktu przeciecia si¢ dwdch danych prostych. Jakie inne podobnelkonstrukcye >
poznalismy dawniej?

JM Wykona¢ graficznie mnozenie 1‘73 . 0-45.

ip. Wykona¢ graficznie dzielenie 156: 1-37.

§ 61—62. 20. Wykreslic dwa dowolne kola wspdlsrodkowe i obliczyé zmniej-
szenie kota wewnetrznego.

21. Wykaza¢, ze wszystkie wieloboki umiarowe o réwnej liczbie bokow s:
podobne.

22/ Odcigwszy od trdjkata roéwnobocznego trojkat zapomoca linii réwno-
legtej do Jednego z bokdw, zmierzy¢ zmniejszenie bokdw powstatej figury podobnej.

23.” Obrawszy dowolny nieregularny o$miokat, narysowa¢ figure podobng przy
pomocy peku promieni: a) po tejsamej stronie wierzchotka peku, b) po prze-
ciwnej skronie wierzchotka.

514. Wykresli¢ do danego tréjkata trojkat podobny, zmniejszony w stosunku :
0) 1:W b) 2:5.

2p. Do danego czworoboku wykre$lic czworokat podobny i w podobnem
potozeniu, zmniejszony w stosunku 2 : 3 tak, aby $rodek podobieAstwa byt a) we-
wnetrzny, b) zewnetrzny. Jakie rozmaite "potozenia moze mie¢ zewnetrzny Srodek
podobiefAstwa?' Gzy moze leze¢ wewnatrz czworokata ?

26. Dwie jakiekolwiek figury podobne nie lezace rdwnolegle sprowadzi¢ do
potozenia podobnego: a) przesunigciem i -obrotem, b) samym obrotem.

27. Dla dwoéch czworokatow podobnych lezacych réwnolegle znalez¢ $Srodek
podobienstwa.

28. Znalez¢é wewnetrzny i zewnetrzny S$rodek podobienstwa dwdch két.

29. Wykredli¢ cztery styczne wspélne dwom kotom.
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Znalez¢ cien i poicien kuli wiekszej oswietlonej kulg mniejszg i od-
wrotnie (w przekroju).

31. lle warunkéw muszg spetnia¢ dwa tréjkaty prostokatne, aby byty po-
dobne? Ile warunkéw musza spetnia¢ dwa pieciokaty, aby byly podobne?

33/ Udowodnié: a) pierwszy przypadek podobieristwa trojkatow, b) trzeci
przypadek podobienstwa.

33, Wykazaé, ze w dwédch trojkatach podobnych stosunek odpowiednich wy-
sokos$ci ~réwna sie stosunkowi bokow.

8& /Wskazaé, ze dwa tréjkaty, ktorych boki sg wzajemnie parami prosto-
padte, sg podobne.

35, Udowodni¢ twierdzenie o $rodku ciezkosci tréjkata (str. 84) przy po-
mocy ¢;adobienstw”. trojkatéow A OB i "COD (linii FE nie trzeba wykreslaéi).

Wykteslithftrjkat prostokatny znajac przeciwprostokatnie i stosunek
obu ]*rayprostoka05%-im. p. 4 : 7 (kre$li sie tréjkat podobny, o bokach n. p. 4 cm
i 7 cm i powieka sie go lub pomniejsza).

AtoieiB*Lvysoko$¢ drzewa zapomocag laski o znanej dlugosci mierzac
cien drzewsflITOjMraski.

38. Wykresli¢ trojkat znajagc dwa katy i a) promied kola opisanego, b) pro-
mieir kola wpisanego (metoda figur podobnych).

0 .-Wykres$li¢ trojkat réwnoboczny znajac sume boku i wysokosci.

40. W podany trojkat wpisa¢ kwadrat," spoczywajacy podstawag na jednym
'boku/(Rysuje sie najpierw kwadrat wiekszy, wystajacy z trojkata i tagczy sie wy- "y
stajgcy wierzchotek kwadratu z przeciwlegtym wierzchotkiem trojkata linig A X ;
nastepnie pomniejsza sie go tak, aby wierzchotek lezat na "boku trojkata a za- * ;
irazem na linii AX).

§ 63. 41. Wykresli¢ srednig"geometryczng dwdch danych odcinkdéw.

42.-'Znalez¢ graficznie: A3, VI5, V2&. K \

43. Wykresli¢ odcinki a? -J- b~, ~\fa- — b2, przy pomocy twierdzenia P
tagorasaT znajagc a i b.

_ 44, Wykres$lic odcinak Vfq2-|- znajac a, b, ¢, d.

* § 6i. 45. Znalez¢ $rednig harmoniczng: a) dwoch odecmkow72>) dwocti - liczb.

* 46. Wykona¢ podziat harmoniczny dowolnego oScinka.

8J55. 47. Jakie jest miejsce geometryczne punktow majgcych réwng potege

ze wzgledu na jedno kolo. . .

# 48,.,0bliczy¢ potege punktu: a) lezacego poza kotem o promieniu 8 cm.
iw odlegtosci 3 cni.od obwodu, ty lezacego zewnatrz kota o promieniu 6 cm w od-
legtosci 2 cm od obwodu.

[ ] 49. W dowolne kolo wpisa¢é umiarowy dziesieciobok, nic uzywajac kat
mierza.

i50. Obwdd kola podzielié: a) na 5 réownych czesci, b) na 20 réwnych
czesci bez pomocy katomierza.

51. Na dowolnym odcinku wykona¢ ztoty podziat.

.5g”~.Wykresli¢ prostokat, ktérego boki tworzg zloty podziat (sa odcinkiem
wiekszym i mniejszym ztotego podziatu)j

Fijy' Obliczy¢ bok dziesieciokgta umiarowego znajge promien kola opisanego



Rozdziat X.
Powierzchnia figur ptaskich.

§ 67. 0Ogo6lne uwagi o mierzeniu powierzchni (pola).

NauczyliSmy sie juz mierzy¢ odcinki i katy. W geometryi zaréwno
idealnej, jak i praktycznej, potrzeba czesto zmierzy¢ powierzchnie (pole)
ograniczong jaka$ linig tamang lub krzywa. Wprowadzamy w ten sposéb do
geometryi nowe wielkoS$ci, ktore trzeba umie¢ przedewszystkiom poréwny-
waé. Otéz za rowne uwazamy pola figur przystajagcych lub talach, ktdre
mozna roztozy¢ na czeSci parami przystajgce. Jasnem jest teraz, kiedy na-
zwiemy jedng powierzchnie 2, 3, 4 razy wieksza od drugiej. Najpospoliciej
staramy sie obydwie figury ztozy¢ z samych .kwadratow o bokach wynosza-
cych 1 m, 1dm, 1 cm, 1 mm. Nazywamy je metrem kwadratowym: 1 m2
decymetrem kwadratowym 1 dm2 i i d. tatwo zauwazy¢, ze kwadrat o
boku 1 m da sie rozdzieli¢ na sto przystajgcych kwadratébw o bokach 1 dm,
10.000 kwadratéw o bokach 1 cm, 1003 kwadratéw o boku 1 mm. A wiec:

1tu2==100dm2; 1dm3=100 cm2; 1cm2= 100mm2;

zamiennikiem wyzszych miar powierzchni na nizsze jest liczba 100

Za jednostke do mierzenia pola obraliSmy wiec kwadrat, ktdrego bok
ma jednostke dtugosci.

Zmierzy¢ jakg$ powierzchnie znaczy zbadaé, na ile takich
kwadratéow da sie powierzchnia roztozy¢, czyli zbadac¢, ile razy przyjeta
jednostka miernicza miesci sie wdanej powierzchni. W tym
celu rozdzielamy dang powierzchnie na same kwadraty jednostkowe i liczymy
je. Gdyby pozostaty jakie$ kawatki powierzchni, dzielimy je na mniejsze
kwadraty. Liczba (wymierna lub' niewymierna) otrzymana w ten sposob na-
zywa sie liczbg wymiarowg pola. Rozszerzajac okreslenie powierzchni
réwnych powiemy ogdlniej : Dwie powierzchnie nazywaj g sie rowne,
jezeli ich liczby wymiarowe sg rdwne.

W .praktyce uskuteczniamy mierzenie pola w ten sposob, ze dang figure
rysujemy (najczeSciej w pomniejszonej skali) na papierze milimetro-
wym i liczymy kwadraciki. Powinno sie osobno zliczyé kwadraty zawarte
cate wewnatrz figury: przypus¢my, ze jest ich n. Potem osobno liczymy
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kwadraty przeciete przez obwdd powierzchni. Jezeli ich jest to liczba
wymiarowa P powierzchni zawiera sie miedzy n a n-\-ri.
n<AP < n-j-n'.

Gdybysmy zrobili siatke kwa-
dracikéw o bokach /210 mm, otrzy-
maliby$my dla P jeszcze ciasniejsze
granice.

Granice, do jakich daza. liczb}'
ni «-{-«' przy podziale danego pola
na corazto drobniejsze kwadraciki,
nazywamy miarg wewnetrzng i miarg
zewnetrzng powierzchni. Jezeli oby-
dwie miary dazg do jednej, wspdlnej
granicy, to powierzchnia nazywa sic
mierzalng. Istniejg jednakze po-
wierzchnie o tak poplatanem ograni-
czeniu, ze ich miara zewnetrzna jest stale wieksza od miary wewnetrznej.

Drugi praktyczny sposdb mierzenia powierzchni mozna oprze¢ na waze-
niu. Wycina sie zadang figure z materyagtu o jednostajnej grubosci (n. p.
z kartonu) i wazy siejg dokladnie. Nastepnie wycina sie 1cm- z tegosamego
materyalu i znowu sie wazy. Stosunek obydwu ciezaréw jest zarazem liczbg
wymiarowg powierzchni. Istniejg takze osobne mechanizmy do przyblizonego
mierzenia powierzchni narysowanej na papierze, .zwane planimetrami,

W miernictwie praktycznem, gdzie chodzi o mozliwie doktadne a szybkie
zmierzenie pola parcel nieregularnych narysowanych na planie, uzywa sie
prawie wytacznie planimetrow.

Jezeli mamy do czynienia z figurami regularnemi, potrafimy obliczy¢
wielkos¢ powierzchni $cisle (t. j. z dowolnem przyblizeniem).

Zaczniemy od najprostszych figur.

8 68. Powierzchnia prostokata.

Jezeli boki prostokata zawierajg catkowite liczby centymetréw (lub mili-
metrow i t. p.) bez reszty, to celem obliczenia powierzchni dzielimy caty
prostokagt na same przystajagce kwadraty zapomocg dwoch systemow linii
réwnolegtych do bokéw. Z figury 169 widzimy, ze tych kwadratéw jest tyle,
ile wynosi iloczyn liczb wymiarowych obydwu bokéw n. p. na fig. 169 mamy
siedem warstw po pie¢ centymetrow kwadratowych, zatem

P= 7.5= 35cm*~
Ogolnie: P=a.b.

Podobnie obliczalibySmy powierzchnie, gdyby boki zawieraty catkowite
liczhy jakiej$ czes$ci jednego centymetra.
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Gdyby boki byty niewspdtmierne z 1 cm (a wiec i z 1 mm i z jego
czesciami), dzielilibySmy prostokat na corazto drobniejsze kwadraty i otrzymali-
bysmy liczbe wymiarowg powierzchni szeregiem kolejnych przyblizen z dowol-
nem przyblizeniem. N.p. na lig. 170. niech a = 4’821...cmab — 3'756... ‘tm,

Fig. 169.

to powierzchnia A B CB jestzawarta mie-
dzy powierzchniami A 4 C'3aA 5C" 4,
wiec jej liczba wymiarowa zawiera sie
miedzy 4.3 a 5.4.
4.3< P< 5.4,

Uskuteczniajgc podziat subtelniejszy
na milimetry kwadratowe, spostrzegani}’
zZnowu, ze

3-7.48< P < 3-8.4.9.

W dalszym ciggu otrzymamy:

375.4-82< P < 3-76.4 83
itod

Poniewaz za$iloczyny3.4, 3'7 . 4-8,
3-75.4'82 i t. d. daza do granicy a. b.
zaréwno jak i iloczyn# 5 .4, 3.4,
376.4'83 i t. d, przeto liczba wy-
miarowa powierzchni dazy takze do tej

a.b.

Otrzymujemy wiec wzor zupetnie takisam; jak dla bokéw wspétmiernych

z 1 an. Stad ogdlne prawo:

Pojyiorzcbnia prosto kata rdéwjia sie iloczynowi liczb

»~wymiarowych obydwu bokdw,

wysokos¢.

Fig. 170.

lub krétko: podstawie pomnozonej przez

(Jezeli liczby wymiarowe bo-
kdw' sg niewymierne, uzywa sie w
praktyce mnozenia skréconego.)

Tego prawa raoznaby uzy¢ jako
graficznego sposobu mnozenia liczb.
Trzebaby do danych liczb dobrac
odcinki, zbudowa¢ z nich prostokat
i podzieliwszy go na centymetrowe
(lub milimetrowe) kratki policzy¢ je.
Spos6b ten jest jednak nadto zawi-
klany, aby go 1z korzyscia mozna
uzy¢; jestto zresztg wiasciwie po-
wrocenie do dodawania.

0
spos6b podany na str. 105.
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Poniewaz kwadrat jest szczeg6lnym przypadkiem prostokgta, mianowicie
takim prostokatem, w ktéorym'a = b (boki sg réwne), przeto wz6r na po-
wierzchnie kwadratu o boku a jest:

P=«-.

Stad tez pochodzi nazwa drugiej potegi.

Na podstawie wzoréw na powierzchnie prostokata i kwadratu mozna
geometrycznie wyjasni¢ znane prawa algebry:

(@ax bf= a2+ 2ab-f-b\ i (a+ b).(a—6)= a2— b2
(Poréwnaj figury.)

\V
k -k

db b2 bi

&% od

Fi-. 171.

Wz6r P — a.b poucza nas takze, ze:

Powierzchnia prostokata jest funiccya obydwu bokéw.

Czesto mamy do czynienia z zadaniem odwrotnem: wiedzac jaka ma
by¢ powierzchnia prostokata., obliczy¢ jego diugosé (podstawe) lub szerokos¢
(wysokos€). Aby to obliczy¢, trzeba tylko odwréci¢ dziatanie, prowa-
dzace do obliczenia powierzchni.
| tak z wzoru P =db, wynika a = E lub b— —F;: Z wzoru P — a2

wynika a = V P. Wypowiedz stowami!

Kwadratura prostokagta. Kwadraturg jakiejkolwiek figury nazy-
wamy zadanie nastepujace:

Znalez¢ kwadrat, majacy powierzchnie tak wielka, jak
dana figura. Dla prostokagta zadanie to rozwigzemy tak: Oznaczmy
bok nieznanego kwadratu literg x, a boki prostokata a i b, to musi by¢:

a,b = x2Ilub w formie proporcyi
(1) a:x= Xx:h
Algebraicznie obliczamy bok kwadratu jako: x = V ab. Aby tosamo
zadanie rozwigza¢ konstrukcyjnie (konstrukcyg platofiska), oprzemy sie na

proporcyi (1). Widzimy z niej, ze bok szukanego kwadratu jest srednig geo-
metryczng miedzy bokami prostokata. Te $rednig geometryczng znajdujemy
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przy pomocy znanej konstrukcji (por. str. 112) i budujemy na niej kwadrat?.}
Ot6z: kwadrature prostokagta mozna wykonaé¢ przy pomocy:
linii i cyrkla, (UzyliSmy tu metody analizy algebraicznej por. str. 117.)

§ 69. Powierzchnia réwnolegtoboku.

Posiadajgc tak prosty sposéb obliczenia powierzchni prostokata, staramy

sie kazda inng figure zamieni¢ na prostokat o réwnej powierzchni. Naj-
tatwiej mozemy to zrobic z kazdym

e c F / D réwnoleglobokiem.rN. p.: AB CD.
P \// '\/ Przedtuzamy bok CD i z punktow
A, B rysujemy linie prostopadte do

boku C D. Poniewaz trojkaty |

?’[V/ V i Il sg przystajace, to prostokat

"""""""""""" g AB E F ma powierzchnie rowng
z badanym réwnolegtobokiem.;

Fig. 172. Gdyby hok A C byt tak na-

chylony, ze punkt F padtby poza
odcinek CD, to dowdd zmienia sie 0 tyle, ze trzeba do prostokata i do réwno-
legtoboku najpierw doda¢ apotem odjgépewien trojkat pomocniczy. (Wykresl
odpowiednig ~ figure i przeprowadzdowaod.) Przy takim dowodzie opieramy sie
na oczywistem twierdzeniu, ze czeSci pozostate z dwdch réwnych figur po odjeciu
rownych czesci sg takze rowne. JesWtakzwany ,pewnik“ De Zoltfa, tile za-
stuguje jednak na nazwe pewnika, poniewaz da si¢ udowodni¢ przy pomocy
naszych pewnikow | —VIII.

Poniewaz za$ powierzchnia tego prostokata wynosi: p .iv, przeto i dla

réwnolegtoboku:
JP=p . tu

Powierzchnia kazdego réwnolegtoboku réwna sie ilo-
czynowi liczb wymiarowych podstawy i wysokos$ci lub krétko:
podstawie pomnozonej przez wysoko$¢. Stad wniosek: Roéwnolegtoboki, majgce
rowne podstawy i réwne wysokosci, majg i powierzchnie réwne, jakkolwiek
ksztatt mogg mie¢ odmienny.

§ 70. Powierzchnia tréjkata.

Znajac powierzchnie roéwnolegtoboku mozemy obliczy¢ powierzchnie
kazdego trojkata. Wiadomo bowiem, ze kazdy tréjkat mozna uwaza¢ za po-
towe réwnolegtoboku, ktoéry otrzymamy, prowa-
dzac z dwoch wierzchotkéw linie réwnolegte do
przeciwlegtych bokow'.
Powierzchnia -tréjkata rowng sie potowie
powierzchni tego rownolegtoboku, wiegc:

.Fig. 173. . 2
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gdzie p jest podstawg nietylko réwnolegloboku, ale i tréjkata a taksamo w
wysokoscig. WzoOr ten mozna napisa¢ w Kilku postaciach zupetnie réwno-
waznych :

3= A pw = 5 ew—i2."

Powierzchnie tréjkata oblicza sie, mnozac podstawe przez
pot wysokosci.

(Uwaga: opuszczamy zwykle przy wystowieniu dodatek : liczba wymiarowa).

Stad wniosek: Trojkaty o réwnych podstawach i wysokosciach sg réwne
co do powierzchni. Jezeli dwa trojkaty majg rowng powierzchnie, a podstawa
jednego jest mniejsza, to wysoko$¢ musi by¢ w tymsamym stosunku wieksza
i odwrotnie.

8 71. Powierzchnia trapezu.

Trapez mozemy zmieni¢ albo na trdjkat, albo na réwnolegtobok, réwno-
wazny z nim co do powierzchni.

Zamienmy na trojkat W tym 0 t. ¢
celu potowimy jeden z bokdw nie-
rébwnolegtych n. p. GB i prowa-
dzimy prosta BE az do przeciecia / - 5
sie z przedtuzeniem boku A B. Ponie- 174

waz 13711, przeto powierzchnia tra-
pezu réwna sie powierzchni tréjkata A B F , wiec:

(1) u I>=2+" /<

Powierzchnia trapezu rdwna sie potowie sumy bokow
rownolegtych pomnozonej przez-wysokos$¢. Ale
d—b
\ 2
réwna sie linii Srodkowej trapezu,Mozna wiec takze obliczy¢ powierzchnie
trapezu mnozac linie Srodkowg przez wysokos$¢. (Wyprowadz to-
samo, zamieniajac trapez na réwnolegtobok!)

Jezeli bok b posuwajac sie po liniach AB i BC zmniejsza sie réwnoczesnie,
to ostatecznie otrzymujemy trojkat, gdy b— o. Wtedy wzér (1) przechodzi na

A=f.,e

otrzymujemy wiec z powierzchni trapezu wzdér na powierzchnie trdjkata.

§ 72. Powierzchnia wielokata.

Celem obliczenia powierzchni jakiegokolwiek wielokata rozktadamy go
na trojkaty i trapezy. Jezeli wielokagt jest umiarowy, to mozemy go



rozbi¢ na same przystajgce — a wiec rowne co do powierzchni — trojkaty
o rownych podstawach i wysokosciach. Podstawg jest bok wielokata, a wy-

sokoscig promieA kola wpisanego, zatem powierzchnia kazdego tréjkata
wynosi: b.
Jezeli bokdw jest n, to powierzchnia catego
wielokata wynosi:
P=n.b. Ale n.b — U, daje obwod
wielokata. Stad wzor:
Fig. 175. =L

Powierzchnia wielokgta umi arow ego réwna sie obwo-
dowi wielokata pomnozonemu przez potowe promienia kota
wpisan ego. w.ten wielokat.

Bok wielokata umiarowego zalezy od promienia, nie mozna wieci obieraé
dowolnie r i b! 'r$ss53, \

Wieloboki nieumiarowe mamy czesto podane w ten sposob, ze znane
sg odlegtoscijego wierzchotkdw od dwdch statych prostych, prostopadtych do
siebie OX i OY. (Zdarza sie to zwilaszcza w miernictwie.) Te odle-
gtosci nazywamy wspdirzednemi wierzchotkéw. Wtedy rozbijamy
wielokat wraz z czeScig pod nim lezaca (zacieniowang) za pomocg linii prosto-
padtych do linii O X na trapezy, ktorych pola fatwo obliczymy. Nastepnie od

sumy trapezéw nie-
zacieniowanych odej-
mujemy sume trape-
z6w zaciefiiowanych.

N. p.: Jezeli
punkt A jma odle-
gtosci”,;™, od linii
OX i OYi punkt
JB ... xz,y2 C...
X3, 3 i t. d, to
trapezy niezacienio-
wane majg powierz-
chnie :

—
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trapezy za$ zacieniowane:

Yo~ iV —*D) + (1 —*e) + A (*4 — *0) +

Wspoétrzedne notujemy zwykle obok punktu wnawiasie: JI (&5 y,)\

B (% y2), przyczem zawsze najpierw piszemy odlegtosc¢od osi pionowej.
-7

8 >73. Zamiana i podziat figur.

Na podstawie twierdzen o obliczaniu powierzchni mozemywykonywaé
konstrukcyjnie zamiane figur na inne, o réwnej powierzchni i podziat figur.
WidzieliSmy juz, ze kazdy prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat "Obecnie
mozemy kazdy réwno legto bok zamieni¢ na inny Iréwnologtobok o tej-
samej podstawie i wysokosci, o dowolnych katach.

N. p.: Rownologtobok A B CD zamienia sie na A B E F przesuwajac

gorny bok po tej samej linii o kawatek CE. Mozna wiec kazdy rowno-
legtobok zamieni¢ na prostokat (n.p.AB GllI),
a wiec i na kwadrat, poniewaz prostokat po-
trafimy zamieni¢ na réwnowazny z nim kwa-
drat. (Widzimy, ze przy danej podstawie i
wysokosci dtugos¢ pozostatych bokéw réwno-
legtoboku zalezy od wielkosci kata a. Gdy a
maleje, boki wzrastajg nieograniczenie; ,tak-
samo gdy a wzrasta powyzej 90°).

Aby tréjkat zamieni¢ na inny, o rownej podstawie i wysokosci, pro-
wadzimy przez wierzchotek linie réwnolegty do podstawy. Na tej linii musi
leze¢ wierzchotek kazdego nowrego trojkata.

Mozna w ten spos6b otrzymac
tréjkat prostokatny,  réwnoramienny,
rozwartokatny.

Jezeli chcemy zamieni¢ tréjkat na
réwnolegtobok o réwnej podstawie, mu-
simy jego wysokos¢ skroci¢ o potowe
(dlaczego?) i odwrotnie. Mozna wiec
i trojkat zamieni¢-na prostokat a co zatem idzie: na kwadrat, czyli wyko-
na¢ kwadrature trojkata (przy pomocy linii i cyrkla).

Aby wielokat n. p. AB ODE na fig. 179 zamieni¢ na trojkat,
odcinamy najpierw jeden trojkat i zamieniamy go na inny, taki, aby jeden
jego bok byt przedtuzeniem boku pozostatego wielokata.

Fig- 178.



Otrzymamy wielokat o mniejszej liczbie bokéw i postepujemy z nim
taksamo dalej. Otrzymamy ostatecznie jeden trojkat (A B N na naszej figu-
rze). Stad juz tatwo przejs¢ do kwadratury wielokata.

Powroémy do trojkata. Jezeli chcemy; troj-
kat zamieni¢ na inny, o réwnej powierzchni, ale
0 krotszej podstawie, to trzeba odpowiednio prze-
dtozy¢ wysokos¢. Konstrukcyjnie postepujemy
podobnie, jak przy
zamianie wielokata
na tréjkat. Odcina-
my mianowicie cze$é
tréjkata i zamienia-
my ja na trojkat,
ktdrego bok j estprze-
dtuzeniem boku po-
zostatej czesci troj-
kata.

N. p. AB C zamienia sie.na tréjkat o podstawie A B odcinajac trojkat
B B C i zamieniajagc go na taki trojkat CE B, ktéryby tworzyt jeden troj-
kat z czeéciag AB C. ]

W praktyce wigksze zastosowanie ma podziat figur na czes$ci
rowne lub pozostajagce w pewnym stosunku, z gory podanym. (Poste-
powania tego uzywa sie przy podziatach gruntow w celu parcelacyi lub
w celach spadkowych.)

Aby trojkat podzieli¢ liniami wychodzacemi z jednego wierzchotka
na czesci rowne, trzeba tylko podstawe podzieli¢ na odpowiednig liczbe ro-

wnych czedci i punkty podziatu potaczyé z wierz-
chotkiem* Podstawy tych tréjkatéw sg rowne, a
wysoko$é jest wspolna (poniewaz wierzcholekj est
wspolny a podstawy lezg na tej samej linii pro-
stej), przeto i powierzchnie tych tréjkatow sg ro-
wne. Kazdy wiec jest zgdang czeScig catego

Fig. 179.

trojkatal
Fig. 181. GdybySmy mieli trojkat podzieli¢ n. p. w
stosunku 5:3, to dzielimy podstawe w tym sto-
a sunku (na o$m réwnych

czesdci, to trzeci punkt
podziatu daje zadany
podziat) i fgczymy punkt
podziatu z wierzchot-
kiem.
Réwnolegtobok
imozna odrazu podzieli¢ na kilka réownych czesci (lub w zgdanym stosunku):



albo liniami rownolegtemi do boku, albo liniami wychodzacemu z jednego
wierzchotka.

Z figury 182. widzimy dokfadnie, jak nalezy w tym przypadku po-
stepowac.

Trapez znowu tatwo jest podzieli¢ liniami #aczacemi boki réwnolegte.
W tym celu dzielimy obydwa boki réwnolegte na tylesamo réwnych czesci
i tgczymy przeciwlegte punkty podziatu. fPodziat trapezu zapomocg linii rowno-
legtej do bokéw réwnolegtych jest juz zadaniem trudniejszem.j

Dowolny czworokat mozemy podzieli€ na réwne czeSci w ten
sposob, ze dzielimy przekatnie na réwne czesci i punkty podziatu tgczymy
z przeciwlegtymi wierzchotkami. Powstang
nieregularne czworokaty n. p. AG B )
i t. d Na podstawie tych najprostszych
podziatbw mozna wykonywaé takze podziaty
trudniejsze. Wykonamy takze jeden przy-
ktad zawilszy : Podzieli¢ réwnolegtobok na
trzy réwne czedci liniami wychodzacemi
z jednego punktu S, lezacego na boku. \ Fig. 183.

Wykonujemy najpierw podziat zapo-
mocg linii prostych, wychodzacych z sasie-
dniego wierzchotka A. Trdjkat | zamie-
niam}- na czworokat, uzywajacliniiAB || SB,
tréjkat 111 na trojkat BST, o podsta-
wie 1) S, przy pomocy linii AT ||SF.
Wtedy juz.pozostata czes¢ BSC T musi
by¢ réwna pozostatej trzeciej czesci réwno-
legtoboku t. j. czesci Il.

8§ 74. Powierzchnie figur podobnych.

Znajac powierzchnie jakiej$ figury, mozna obliczy¢ powierzchnie kazdej
figury podobnej, jezeli tylko znamy stosunek zmniejszenia lub powigkszenia.
Powierzchnie figur podobnych pozostajg
bowiem w pewnym prostym stosunku.

WezZzmy pod uwage dwa tréjkaty po-
dobne :

Z podobienstwa wynika proporcya:
a:a—h:n (1)

Powierzchnie tych trojkatow wynosza:

p__ah p,__ah
I R | 2

tomnicki, Geometrya I. i U.
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leli stosunek jest wiec: P: P'==ah: a'li"." Aleh= i jak to wy-
az2]t
nika z proporcyi (1), wiec P :P'= —j- :a'li" lub po uproszczeniu przez h'
i rozszerzeniu przez a': P :P'= a2:a’-
Fig. 186. stowami:

Jezeli boki tréjkata poivigkszq sie
s-krotnie,to poioierzclmia wzrosnie s'1 razy, t. j. w, stosunku kivadratoimjm.
Tosamo odnosi sie do wszystkich figur podobnych, poniewaz mozemy

je rozdzieli¢ na trojkaty parami podobne.
N. p. fig. 186: Jezeli a:a’—b:V= c:e'= s, to

Pi =s*Px
p., = s*p2’
Ms= s-lh’

(pi + ii +ft) =.S2 (Pi +pi +iV)
czyli cate

Aby ytiec otrzymaé poimdrzéhnie figury podobnej, trzeba, powierzchnie
danej figury pomnozy¢ przez .zmniejszenie..(lub zwiekszenie) podniesione do
kwadratu.

Jezeli 11. p. jaki$ rysunek pomniejsze w stosunku 1:6, to powierzchnia
zmniejszy sie 36 razy. Na mapie z podziatkg 1:75.000, diugosci sa 75.000-ng
czescig prawdziwych dlugosci, ale powierzchnie sg zmniejszone w stosunku
75.0002 t. j. 5.625,000.000 razy.

8 75. Twierdzenie Pitagorasa (w formie geometrycznej).

Do dowodu twierdzenia Pitagorasa uzywaliSmy dotychczas proporcyi;
mozemy je jednak udowodni¢ drogg czysto geometryczng, c¢2 mozemy sobie
przedstawi¢ jako kwadrat zbudowany z przeciwprostokatni, a 0.2 i b- jako
kwadraty zbudowane na obu przyprostokatniach. PrzedstawiliSmy to na.

fig. 187. Chcemy wykaza¢, ze I-\- 11 — Il1l. Dla dowodu tworzymy rzut
boku A O na A B i przedtuzamy lini¢ rzucajgcg do punktu F.. Kwadratl ||
rozpadt sie na dwa prostokaty: I i IlI'. Wykazemy, zel — 1 a II'=llI.

Aby poréwna¢ kwadrat | z prostokgtem P, fgczymy C z B i E zB. Otrzy-
mane trojkaty sa przystajgce, (AC— AE, AB —AB, a G.AB —
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<£E A B, poniewaz powstajg przez dodanie tegosamego kata x do 90°).
Powierzchnie tych tréjkatow sg wiec rowne. Ale E A B jest polowg kwa-
dratu J, poniewaz ma z nim wspélng podstawe E A i réwng wysokos¢ (dla-
czego?). Taksamo G A B jest potowg prostokata 1'. Jezeli za$ potowy jakich$
figur majg réwne powierzchnie, to cate figury musza mie¢ réwne powierz-
chnie, zatem | — T.
Taksamo  wykazuje
sie, ze Il =-.11', wigc
I -1 '
1+11 =111,
Twierdzenie Pitago-
rasa mozemy zatem wypo-
wiedzie¢ takze w nastepu-
jacej .geometrycznej szacie:
Kwadratzbudowani/
na przeciwprostolcatni ro-
wna sie mmiv kwadratow.
.zhUioivanydi na obuprsij-
p rostokatniach.
~ "Twierdzenie" to znane
juz byto w Egipcie. W In-
dyach podawano bardzo
f ciekawe sposoby dowodzenia.
N. p. matematyk indyjski
Braméagupta (w VII. wieku
po n. Chr.) uzywat figury

przedstawionej na rycinie Fig. 187.
188, z ktorej wida¢, ze
:2ab-j-a2—2ab-|- b- a2+ &

Jeszcze fatwiej mozna spostrzedz twierdzenie Pitagorasa na fig. 189,
gdzie wprost przez przesuniecie tréjkatow zacieniowanych w miejsca | i Il

Fig. 188. Fig. 189.

zamienia sie wielki kwadrat o boku ¢ na dwa kwadraty o bokach b i a.
(Przeprowadz' dowdd, ze trojkaty zacieniowane sg przystajace do tréjkatow | \ I1.)

o*



Twierdzenie Pitagorasa odnosi sie nietylko do kwadratow ale wog6le do
wszelkich figur podobnych zbudowanych na bokach trojkata prostokatnego.

Wiemy bowiem, ze dla figur podobnych (p. fig. 190):
1\ c2m :P3a?
P.c-: :P3b*

Plc2+ P, c2= P3(a2-\-b2.

Ale a2-J-b2= ¢ wiec
Pj c--j-P2c2= P3c,' lub upra-
szajac przez c2, otrzymamy:

Pi + P2= P3 stowami:

Suma powierzchni jakichkol-
wiek figur podobnych zbudowanych
na przyproéstolcagtniach réwna sicpo-
wierzclinifigury podobnej zbudowa-
nej na przeciwprostolcatni.

8§ 76. Twierdzenie Carnota.

TwierdzeniaPitagorasa odnosi
sie do trojkatéw prostokatnych”™ Dla
trojkatow ukosnokatnych wyprowa-
dzimy podobne twierdzenie, obej-
mujace w sobie,twierdzenie Pita-
gorasa, jako przypadek szczegélny.
Na bokach dowolnego trdjkata

ostrokgtnego budujemy kwadraty, wykreSlamy
trzy wysokosci i przedtuzamy je az do przeciecia

z przeciwlegtymi bokami kwadratow'. W ten
sposob roztozymy kwadraty na prostokaty parami
réwne:

I=F , Il =1F i111=111" (Dowdd ro-
wnosci tych prostokatow przeprowadza sie taksamo,
jak przy dowodzie twierdzenia Pitagorasa.)

Fig. 190.

Wiec: 1-j-11= T+ 11’ czyli:
as _ (',2+ cs_ jlj_ ilT
Fig. 191. Ale 111= UI', wiec a2= b2-f c2— 2 . I11.
Prostokat 111 jest utworzony z boku b i z odcinka r, ktory jest rzutem

boku ¢ na bok b. Waiec:
a2= b2-fc2- 2br. ()]
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Kwadrat na bolcu tréjkgta ostrokgtnego réwna sie sumie kwadratow
na dwdch..innych bokach, pomniejszonej ol/prostokat, utworzony z jednego
z tych bokéw i z rzutu nan drugiego boku.

Jezeli tosamo rozwazanie przeprowadzimy dla trojkata rozwartokatnego,
otrzymamy:

a2= b2+ c2-i-2 bv. (2)

(Figura jest wtedy nieco zawilsza, poniewaz punkt, przeciecia sie ttzech
wysokosci lezy wtedy poza polem trojkata. Narysuj 1)

Jezeliby tréjkat byt prostokatny, to~rzut, boku ¢ na bok b jest
jednym punktem A, wiec r — o, i otrzymujemy z wzoru (1) lub (2) twier-
dzanie Pitagorasa: a2= b2-j-e2

To dowodzi zarazem, ze twierdzenie Pitagorasa jest charakterysty-
czng wtasnoscig trojkatdw prostokatnych.

Twierdzenie to pospolicie nazywajg twierdzeniem Carnota (zyt wXV I11. wieku),

i jakkolwiek juz znanem byto w starozytnosci.

Twierdzenie to mozna wyprowadzi¢ ra-
jchunkiem, stosujac twierdzenie Pitagorasa do
/ tréjkatow prostokatnych, powstatych przez po-

; prowadzenie jednej wysokosci:
M= a2m I(b-r)ZJ,’Z (J ,.)S Q
h2= c2- - - -
stad:
a“ b2 2br= c2
P2m gty \.co— 2pr.

8 77. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia. Pitagorasa uzywa sie przedewszystkiem do obliczenia jednego
boku trojkata prostokatnego przy pomocy znanych dwoch innych
bokéw. Z wzoru bowiem a-A-b" — c- otrzymujemy:-

a—y< m2
Vv ;-
e= y a2-)-b2

Uwaga: Nii nalezy sadzi¢, aby Ye2— b2 wy-
nosit c— b, albowiem (c— li}2— e2— 2bc-\-b2 a nie
c2 b2! Tasama uwaga odnosi sie do innych pierwiastkbw! Trzeba naj-
pierw obliczyé (f— b2 i t. d. a potem obliczy¢ drugi pierwiastek!
Twierdzeniem Pitagorasa postugujemy sie takze, aby obliczyé prze-
katnie prostokata lub kwadratu: N. p. dla prostokata otrzymujemy

p — ya«'f'

a stad odwrotnie mozna obliczy¢ jeden bok, znajac drugi bok i przekatnie.



134

Wysokos¢ trojkata réwno-
ramiennego jako funkcya jego bo-
kéw wyraza sie rowniez przy pomocy
twierdzenia Pitagorasa:

Poniewaz za$ kazdy wielokat umi a-

rowy mozna rozdzieli¢ na same troj-
katy rownoramienne, przeto posiadamy takze sposob obliczenia promienia kota
wpisanego (lub opisanego) przy pomocy boku i. promienia kola opisanego
(wpisanego).

Wysokos¢ i powierzchnie trojkgta réwnoboczneg o mozna obliczyé,
znajac jego bok.

h=j/a2— (y)" = }/a2—--;2— )/~ j- stad

@ li—y y3 a wiec

. . . " AL .

Fig. 196. powierzchnia: J’ a Jiz A/i A 3 czyli
2) /e 13, a , i;

Widzimy wiec, ze powierzchnia tréjkata réwnobocznego jest funkcyg
tylko jednej zmiennej, mianowicie jest funkcyag dtugosci boku.

Wyraz odwrotnie dtugo$¢ boku w zaleznosci od wielkosci powierzchni!
Wyraz powierzchnie trojkata réwnobocznego jako funkcye wysokosci!

Wzory (1) i (2) zastugujg na uwage, poniewaz uzywa sie ich czesto
w planimetryi i stereometryi przy obliczaniu powierzchni figur, zlozonych
z trojkatéw réwnobocznych (n. p. sze$ciokat umiarowy).

* § 78. Wzb6r Herona.

Takze powierzchnie trdjkata réznobocznego mozna obliczy¢,
znajac trzy boki trojkata. Obliczmy najpierw wysokos¢ (fig.\ 197):

io— Ves—r2= vy (c-(-r) (c—r).

Odcinek r mozna obliczy¢ przy pomocy twierdzenia Carnota,
albowiem
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aP— b"A-¢2— 2br
/ b* -| ec--- a-
/T~ m 2b
Podstawiajagc tg warto$¢ we wzoér na w otrzymamy:
D2-j- c~—o02W bl1A-e
V. h 2b I\ 2b ) Fig. 197.

Sprowadzamy wyrazenia znajdujace si¢ pod pierwiastkiem do wspdlnego
mianownika

w=vy £ % e m

Zbierajgc wyrazy w nawiasach i wyciggajac pierwiastek zmianownika,
otrzymujemy: H, +C7rfe'- (7.ttro ‘- (I, +eiTi<- i'441

w= Yby K&+ cf - a} [a2— (6 — v i
Rozbijamy réznice kwadratdbw na sumy i rdznice:

w= V@& c+ a) Bj—e— d) (fl—&— ) (ct — b——¢).

Powierzchnia trdjkata:
JP~ Y "W==1>"~|"a+ b-\-c) ((—a+ & 0 (@a+ &—e) (@a—&+ 0©).

i*= -j-"jl (aH— —€) (—Cci+DbF}¥€) (Es—+Fhb—c) {d— bAe).
Dla skrécenia oznaczamy obwod trojkata znakiem: 2s.

a-A-bA-c = 2sOdejmujagc po obu stronach 2a, lub 2b, lub 2c

Y otrzymujemy:

—d4b"Fc 2s—2d 2(s—d)

a—b-\-c= 2s—2b= 2(s—b)

a-\-b —c= 2s—2c = 2(s— o).

Wprowadzajac te skrdcenia pod pierwiastek otrzymamy:

:—y 16s(s—a) (s—b) (s—¢) czyli ostatecznie®

JP=ey $(s— a) (s—b) (s—<c) (s jest palowg obwodu).

WyraziliSmy wiec powierzchnie trojkata, jako funkcye trzech bokow.

Uwaga: Otrzymany symetryczny wzor na powierzchnie trojkata za-
wdzieczamy Heronowi z Aleksandryi (I. wieku po n. Chr.).

Na podstawie tego’wzoru mozna obliczy¢ promien kola wpisanego
w tréjkat, jezeli znamy trzy boki trojkata. W tym celu prowadzimy ze $rodka
kola wpisanego linie prostopadle do trzech bokoéw tréjkata i tgczymy S$rodek
kola z wierzchotkami. Powierzchnia trojkata rozpadta sie na trzy czesci;
obliczajac kazdg z nich osobno, otrzymujemy:
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Le rl7zr r czyli biorac r za
nawias: P=— - r.
a
Ale a-\-"b-\-c = 2s
wiec: P= s, zatem
P .
r— - czyli:

_V**- «m0'—& 0 —
Wyprowadzajgc s pod pierwiastek otrzymujemy

czyli

ostatecznie: r=J/ (s~ fy(s~ f)y(s o\

Wzor ten tem tylko rézni sie od wzoru Herona, ze sjest w mianowniku,
zamiast w liczniku. *

§ 79. Obliczenie bokow (i powierzchni) wielokgtéw umiarowych
wpisanych w koto. Podziat kota.

NauczylisSmy sie wykonywaé podziat kota konstrukcyjnie, obecnie zrobimy
tosamo $cistym rachunkiem. Trzeba w tym celu obliczy¢ boki wielobokdw
umiarowych wpisanych w kolo w zaleznoSci od promie-

nia kota.
Majac dany promien r, szukamy boku b, wielokata

wpisanego.

Dla tréjkata rownobocznego w kolo wpisanego
punkt Ojest zarazem $rodkiem ciezkosci (wskutek symetryi),

wiec OA —r, OB_E czyli

Fig. 199.
h 3r
Ale takze ==~ ya (p. str. 134) wiec: — 1/3 = Stad b=
H
b b= 3\%3_r \ " y
a wiec b—r.yo. At

W kwadracie wpisanym w koto przekatnia jest $rednica, wiec



4r2= b- =222
52'==2r3 czyli
&= j\yjr

Dla sze$ciokata umiarowego
w koto wpisanego mamy, jak wiadomo:

6=r.

Z kwadratu mozna przejs¢ do
oSmiokagta prowadzac dwie S$rednice
prostopadte do bokéw i tgczac ich punkty
koncowe z wierzchotkami kwadratu. Z
figury 200. widzimy, ze

&= 1/ + Ale )
Fig. 200.
rv?2
®= r-
(bo b jest bokiem kwadratu), wiec:
6= Vri2a—{2v2 {-r-= Var2—rave. Wyciagajac

drugi pierwiastek zr 2otrzymamy: —r V2 — V2.

Podobnie z szeSciokata umiarowego mozna obliczy¢ bok dwunasto-
kata umiarowego wpisanego w koto. Otrzymamy:

v=rV2— ya. (Udowodnij D
Z tych”rzygadow widzimy, ze znajac bok « boku umiarowego, mozbmy
obliczy¢ bok 2» boku, 4» boku i t. d. Ot6z wychodzac z tréjkata i kwa-
dratu mozemy obliczy¢ boki wielokagtdw umiarowych, ktérych liczba bokéw
wynosi: 4, 8...2" tudziez 3, 3.2, 3.23
3.23...3.2".
PomineliSmy pieciobok i dzie-
sieciobok umiarowy. Otz juz przy
ztotym podziale mieliSmy (p. str. 116):

Stad
\Y

czyli

W  -'w *s
@ b -N(ys—i

Stad mozemy przejs¢ do boku
pieciokgta umiarowego rachun- Fig. 201.
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kiem nieco zawilszym. jMianowicie stosujac twierdzenie o Sredniej geometry-
cznej (str. 112) do boku dziesieciokgta umiarowego, otrzymamy:

Xx:b= b:2r stad

X = 5 czyli biorgc b z wzoru (1):
x==~ (5—2V5 -f-1): 2r

®= -L(6—21" = -j-(3-V5]j.

Przy pomocy tego odcinka obliczymy potowe boku pieciokgta umia-
rowego:
2
Podstawiajac tu wartosci za 51 X otrzymamy:

T =J/A(5-2V5+1)-~(9-6 V5+5).

4(6—2V5) —(14—6V5)= , V24—8V5—14+ 6Y5
6'= yV 10— 2V5.

Uwraga: tatwo sprawdzi¢ rachunkiem, ze
b*= b--j->2 (Wypowiedz stowami!)
. Jezeli potrafimy obliczy¢ bok 5-boku, to stagd juz mozna znalez¢ bok
kazdego .wieloboku, ktorego liczba bokéw wynosi: 5.2, 5.22.5.23...5.2".

Wzory te przydajg sie czesto przy obliczaniu powierzchni i obwo-
déw wielokatéw umiarowych.

Widzimy, ze wzory wyrazajace zwigzek miedzy bokami wielokatow
umiarowych a promieniami k6t opisanych skiadajg sie co najwyzej z drugich
pierwiastkOw — trzeci pierwiastek nie wystepuje nigdzie. Mozemy wiec
te boki konstrukcyjnie wynalez¢é przy pomocy linii i cyrkla (poniewaz potra-
fimy kazdy drugi pierwiastek zbudowa¢ konstrukcyjnie). Odnosi sie to do
wielokatéw, ktorych liczba bokéw w'ynosi: 2n, 3.2n, 5.2", a takze
3.5.2n (n dowolna liczba catkowita dodatnia lub zero). Gauss (wroku 1801)
wykazat, ze takze bok 17-kata, 257-kata i t. p., da sie wyrazi¢ jako funkcya
promienia kola przy pomocy samych drugich pierwiastkow, da sie wiec skon-
struowaé przy pomocy cyrkla i linii. Natomiast boki 7-, 9-, 11-, 13-kata nie
dadzg sie w ten spos6b obliczy¢.

Do obliczenia bokéw’ innych wielokgtow posiadamy sposoby trygonometryczne.

Ciekawem jest, ze I°nie da sie skonstruowaé przy pomocy linii i cyrkla;
jestto bowiem podziat kola na 360 czesci, liczba za$ 3G0= 9.5.2-, a widzie-
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liSmy, ze juz na dziewie¢ czesci nie da sie koto konstrukcyjnie podzielic.
Poréwnujac boki wielokatéw z promieniem kota opisanego widzimy, ze

K>r, h>r,\ \ —r>h < fjio < r-
(3= bok tréjkata rownobocznego, bt = bok kwadratu, b. = bok pieciokata i t. d.)
Stowami: boki sg najpierw wieksze od promienia, dla szesciokata bok jest
rowny promieniowi, dla dalszych za$ wielokatow corazto mniejszy w pordéwna-
niu z promieniem. Wielko$¢ tego boku dazy do granicy zero, jezeli liczba
bokéw wzrasta nieograniczenie.

§ 80. Obwod kota.

Dotychczas obliczaliSmy tylko dtugosci odcinkéw prostych. Jezeli chcemy
zbada¢ dtugos¢ obwodu kola, a wiec linii krzywej, musimy uzywac¢ zupetnie
odmiennych sposobdw.

W geometryi praktycznej tatwo wykona¢ mierzenie dtugosci takze linii
krzywych (uzywa sie nitki, lub toczy sie kdétko o znanym obwodzie po danej
linii krzywej), w geometryi idealnej jednakowoz S$ciste obliczenie dtugosci
linii krzywych sprawia wogo6le powazne trudnosci. To obliczanie nazywamy:
rektyfikaéya linii krzywej t. j. wyprostowaniem.

Linie kotowa uwazamy za, granice, do jakiej dazg obwody wielokatow
wpisanych o corazto wiekszej liczbie bokdw, a ktérych katy zblizajg sie coraz
bardziej do 180°. Najlepiej uzy¢ wielobokdéw umiarowych (por. str. 95, § 56).

Aby to obliczenie wykonaé, zauwazmy przedewszystkiem, ze kota' sg
«figurami podobnemi, wiec ich obwody majg sie do siebie, jak Srednice. Jezeli
wiec Uu Uz oznaczajg obwody dwdch réznych kot, to:

Ul:U2= 2>\ :2r, czyli

Lj:288= ZR:2r2
Taksamo dla kazdego innego kota otrzymamy tesamg warto$¢ stosunku:
U:2r. Stad wniosek:

Stosunek obwodu kola do Srednicy jest dla kazdego kola stalg, liczbg. Naj-
wiekszg trudnos¢ przy obliczeniu obwodu kola sprawia wiasnie obliczenie™ej liczby
statej. Wpiszmy w koto i opiszmy na kole szeSciokat. umiarowy, to diugosé
obwodu kota jest wieksza od obwodu szesciokata wpisanego a mniejsza od
obwodu szesciokata™opisanego (por. ¢w. 4, str. 96). Poniewaz za$ obwdd szescio-
kata wpisanego wynosi 6 r, a szeSciokata opisanego — jak tatwo obliczy¢ —

12r
—=r, przeto
V3

12r . _ ‘
6re< IFr< = a dzielagc calg nierébwnosc
V3
przez 2,
Liczba ET zawiera sie wiec w granicach 3 i 3"464 . . . Biorac teraz

12-bok wpisany i opisany otrzymamy granice jeszcze blizsze, poniewaz obwdd
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12-boku mniej sie rézni od obwodu kola, anizeli obwod 6-boku. Po wykonania
rachunku otrzymamy:

3-106... T<3-215...

Gdybysmy jeszcze kilka razy powt6rzyli te mozolne rachunki dla 24-kagta>
48-kata i t. d. otrzymaliby$my:

3-14159 < Au%’ <3-14160.
Mozemy wiec napisaé

U
= 3-14159...
2r

popetniajac btad przez niedomiar (jaki?);

Warto$é tego stosunku obliczono z wielkg doktadnoscig, do Kkilkuset
miejsc dziesietnych i udowodniono, ze jest liczbg niewymierng (utamkiem
nieperyodycznym). Liczbe te oznaczamy literg grecka n i nazywamy ja
ludolfing, na cze$¢ matematyka Ludolfa van Ceulen (XVI. wiek), ktéry ja
obliczyt z doktadnoscia 35 miejsc.

Nalezatoby jg jednak raczej nazywacé liczbg Arckimedesa, poniewaz Archi-
medes pierwszy podat jej sposob obliczenia, ktéregoSmy tu wiasnie uzyli. Prze-
prowadzajac pie¢ razy rachunek, ktdrySmy tu zaznaczyli, otrzymat Archimedes dla.
liczby - granice:

37< ~< S1W071, a wiec z = 3-142...

Juz przed Archimedesem zwrécono uwage, ze stosunek obwodu do S$rednicy
jest liczbg statg dla kazdego kota. W biblii (stary testament) podana jest liczba.
3 jako stosunek obwodu do $rednicy. W wiekach $rednich, kiedy prace Archi-
medesa poszty w zapomnienie, sgdzono, ze

t= yi0 = 3-162. ..

Dopiero w czasach nowozytnych przedsiewzieto na nowo rachunki wykonane
przez Archimedesa. Z tychto czaséw pochodzi obliczenie Ludolfa.

W nowszych czasach wykryto inne, szybsze sposoby obliczenia tej liczby
i udowodniono, ze u jest nietylko liczbg niewymierng, ale nie da sie takze
przedstawi¢ zapomoca pierwiastkow (jest liczbg przestepng), nie da sie,
wiec skonstruowac¢ przy pomocy linii i cyrkla. Jestto zdobycz drugiej potowy
XIX. wieku.

DoszliSmy wiec do nastepujacego wniosku:

Stosunek obwodu kota do Srednicy jest liczbg stalg, zwang ludolfing,
ktora jest liczbg niewymierng, przestepng i wynosi
= 3-14159265858979323846...

Wobec tego obwod kola oblicza sig, mnozac $rednice przez ludolfine:
U~2r-~. ®

Obwdd kota jest wiec funkcya jednej zmiennej, mianowicie promienia;
liczba  jest liczbg stata.
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Stad juz tatwo obliczy¢ luk nalezacy do jakiegokolwiek kata $rodkowego.
Luk jest mianowicie taka czescig obwodu, jakg czeScig 360 stopni jest kat
srodkowy:

i:2r- — a: 360° stad
,  2rwa -
1= w cz)yIn:
'—r-m
180- {1}

Luk jest wiec funkcyg dwdch zmiennych: promienia i kata.

Widzimy wiec, ze luk w prosty sposdb zalezy od kata. Na tem polega
nowy sposéb mierzenia katéw. Mianowicie: aby zmierzy¢ jaki$ kat, zakreslamy
okoto jego wierzchotka kolo o promieniu rownym jednostce diugosci: r= 1
i badamy, jaki tuk lezy miedzy ramionami tego Kkata,

Jezeli kat a= 360° to tuk wynosi wtedy 2- (caty obwod), jezeli
a = 180° to odpowiedni tuk kota o promieniu réwnym jednostce jest w; jezeli

kat jest prosty, tuk wynosi ~ i t. d. Ot6z dtugos¢ tego tuku przyjmujemy
za nowg t. zw. tukowa miare kata. Bedziemy wiec mowili n. p. kat
WYynosi to znaczy jest szdstg czeScig kata pdtpetnego, a wiec w dawnej

mierze wynosi 30°. 0Ogo6lnie do zamiany dawnej miary na nowg i odwrotnie
stuzy wzor (2) i jego odwrocenie:

1807

nic

81’"YojWHerzehnia~krola. Kwadratura kota.

Aby z obwodu kota przejs¢ do powierzchni, uwazamy kolo za granice
wielokata umiarowego o corazto wiekszej liczbie bokéw. Uzyjemy wiec wzoru
dla wielokata umiarowego:

P= T a podstawiajac za U wartos¢ 2r - otrzymamy P = 2ru.-—
czyli: _JP==r?t. _ 3)

Powierzchnia kola jest funkcya jednej zmiennej, mianowicie promienia.

Scisty dowéd nalezatoby przeprowadzié tak: Powierzchnia kazdego wielo-
kata umiarowego opisanego jest wieksza od r2-,. ale zbliza sie¢ dowolnie do tej
wartosci. Gdyby wiec byto P]> to moznaby znalez¢ taki wielokat opisany,
ze jego powierzchnia F bytaby wprawdzie wieksza od r2x ale mniejsza od P.
Powierzchnia wielokata opisanego nie moze by¢ jednak mniejsza od powierzchni
kola zawartego wewnatrz niego. Wiec nie moze byér-t«t. Tak samo wy-
kazuje sie, ze nie moze by¢ P <ir2r.

Z tym wzorem wigze sie stawne zagadnienie o kwadraturze kota.
WidzieliSmy, ze kazdy wielokat mozna zamieni¢ na kwadrat o réwnej po-
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wierzchni konstrukcyjnie, uzywajac tylko linii i cyrkla. Dla kola tatwo to
zadanie wykonaé rachunkiem. Zadamy mianowicie, aby

rs-= x- stad x= Yr~~ czylii x= ry~.

Gdybysmy potrafili otrzyma¢ konstrukcyjne -, to i Vit moznaby zbudo-
waé geometiycznie i iloczyn r.Vw. Ale wiasnie wspomnieliSmy w poprzednim
ustepie, ze - nie da sie otrzymac przy pomocy linii i cyrkla. Stad wniosek:

Wykonanie kwadratury kola przy pomocy jedynie linii i cyrkla jest
niemozliwe. ]

Natomiast przy pomocy innych przyrzadéw pomocniczych mozna wykonac
kwadrature kota ScisSle. W przyblizeniu mozna wykona¢ kwadrature
linig i cyrklem, posiadamy nawet bardzo wiele ciekawych sposobdw, dajacych
dosy¢ znaczne przyblizenie. Konstrukcye te mpochodzg z czaséw, Kkiedy nie
wiedziano jeszcze o tern, ze zadanie to jest niemozliwe i usitowano je roz-
wigzac Scisle. Zwiaszcza w Srednich wiekach kwadratura kota byta ulubionem

zadaniem uczonych.
Bardzo rozpowszechniona jest przyblizona kwadratura, podana przez
Polaka Kochanskiego (1685 roku). Prowadzi sie $rednice AB i styczng
A w punkcie B. Ze $rodka kola pro-
wadzimy pod <30° linie OC. Od
punktu C odcinamy na stycznej trzy
promienie do punktu E, to linia A £
przedstawia W przyblizeniu dtugosc
potkota rir. Latwo obliczyé, ze
AE = 3-14153. ..r
(zamiast : 3‘14159...r).
Jezeli na odcinku AE zbudu-
jemy prostokat o wysokosci r, to jego
powierzchnia  wynosi z wielkiem
(jakiem?) przyblizeniem rowna
si¢ wiec powierzchni kola. Zamieniajac ten prostokat w znany sposéb na kwadrat
otrzymamy przyblizong kwadrature kola.

Umiejac oblicza¢ powierzchnie catego kota, tatwo obliczy¢ powierz-
chnie wycinka kota, t. j. czesci kota zawartej miedzy lukiem i dwoma
promieniami. Wycinki kota nalezagce do réwnych tukoéw sg przystajace, majg

wiec réwne powierzchnie. A wiec do tuku 2, 3, 4. . . razy wiekszego,

nalezy wycinek o powierzchni 2, 3, 4 . .. razy wiekszej:;" Wynika stad, ze’

wycinek jest taka czescig powierzchni kota, jakg czeScig obwodu jest tuk.
TT:r-'n= 1:2r-

Stad jy—sz_ll_:~[ czyli: W =14 .4(—t

/Powierzchnie wycinka kola oblicza sie tak, jak powierz-
chnie trojkata, ktorego podstawg jest tuk, a wysokoSciag pro-
mien kota.

-
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Powierzchnie odcinka kola (t. j. czesci kola zawartej miedzy lukiem
i odpowiednig cieciwg) otrzymuje sie jako réznice lub sume wycinka kola
i odpowiedniego tréjkata (por. tig. 203):
ABC= W-—-T
ADB = TF+ 2T
Powierzchnie pierscienia kotowego otrzymujemy jako rdznice:
miedzy powierzchniami dwdch kot wspolsrodkowych.
-fr,)) A —rj ©
Wycinek pier-
S§cienia kolowego
obliczamy jako roznice
wycinkow dwdch kal:

__.Z._A_lr.
W & L

Wz6r ten wyraza
powierzchnie  wycinka
pierscieniajako funkcye

czterech zmiennych.
Prostszy wzér otrzyma-

my jednak wychodzac z Fig. 203. Fig. 204.
proporcyi:
U' :rt2- = a: 360 W, 360°
W roon = - 360° I‘{Zua
[, :r22n=a: W. o e
- _ — N
Stad W= W, W, {rr-rd) 360°
TE=(,. _ )i+ ,2
(o _ 012 ( )3600
Ji(rrag. r2ta)
m360"/

Ale M —r., jest szerokoS$cig pierscienia, wiec

W =5s5.h+ .

Powierzchnie wycinka pierécienia kotowego oblicza sie
tak, jak powierzchnie trapezu.

Widzimy zarazem, ze powierzchnia wycinka pierscienia kotowego jest-
funkcya trzech zmiennych.
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Cwiczenia X.3

§ 67. 1. Narysowaé na papierze milimetrowym dowolng figure, ograniczong linig
krzywg i zbada¢, w jakich granicach zawiera sie liczba wymiarowa tej po-
wierzchni.

§ 68. 2. Boki prostokata wynosza a— ~\VG, 6= V24; poda¢ kolejne przyblize-
nia powierzchni tego prostokata i granice, do ktérej one daza. i/

3. Wyjasni¢ geometrycznie réwnosci: (a — b').c = age — be, /

(@a-}-b).(c-j-d)= ac-(-bo ad-f-bd.

4. Jeden cal wynosi 2-54 -cm, ile cm2 wynosi cal kwadratowy'?

5. Obliczy¢ bok kwadratu majgcego powierzchnie tak wielka, jak prostokat
0 bokach b— 37’2 ¢cm, c— 45'8 cm; wykona¢ takze konstrukcyjnie.

6. Wykazaé, ze kazdy kwadrat ma wiekszg powierzchnie, anizeli prostokat
o tym samym obwodzie (uwaga: jezeli bok kwadrata oznaczymy a, to boki pro-
stokata bedg aa x i a— a).

>7/ lle wynosi bok kwadratu majgcego dwa razy tak :wielkg powierzchnie,
jaji kwadrat o boku a= 10 cm?

Historyk grecki Tucydydes sadzit, ze wyspa majaca dwa razy wiekszy
obwrod, ma takze Rwa razy wiekszg powierzchnie. Wykaza¢ btedno$¢ tego twier-
dzenia, przyjmujac kwadratowy ksztatt wyspy.

9. Wykaza¢ rysunkiem, ze kwadrat zbudowany na przekatni innego kwa
dratu ma powierzchnie dwa razy Wieksza od pierwotnego kwadratu.
mJOl Jak dtugie musi by¢ polo prostokatne o szerokosci 5 m, aby zawie-
rato 1 ha?
§ 69. 11. Dowolny rownolegtobok zamieni¢ na réwny mu prostokat.
12. Dowolny réwnoleglobok zamieni¢ na romb o réwnej powierzchni.
..~szksU Obliczy¢ powierzchnie rombu znajac jego przekatnie dx= 20\cm,.
Aj = 30 cm. ;
IflI"YPykona¢ kwadrature dowolnego réwnolegloboku geometrycznie i alge-
braicznie.
§ 70— 71. 15. Wykaza¢, ze dwie przekatnie dzielg réwnolegtobok na cztery réwme
trojkaty.
tyj. Wyprowadzi¢ wz6r na powierzchnie trapezu dzielac go przekatniag na
dwa tréjkaty.
V. Dowolny trojkat zamieni¢ na trojkat rownoramienny! o réwnej pod-
stawie i rownej wysokosci.
A 1$. Wykaza¢, ze trdjkat rownoramienny ma najmniejszy obwdd z posrod
J wszystkich trojkagtow o réwnej podstawie i rownej wysokosci. (Dla dowodu po-
\ prowadzi¢ linie réwnolegty do podstawy i wykresli¢ figure symetryczng wzgledem
Uej osi).
D). Obliczy¢ pole wielokatne znajac wspdtrzedne wierzchotkéw: A (1 m, 3 ni)
B (I7*m,1». G@2m,2m)l) (4m 1m)E (m 4ni)F (312In, 5m)
G (1*8 m, 45 m).

5 72— 73. 20. Dowolny trojkat zamieni¢ na trojkat prostokatny o tejsamej
podstawie i wysokosci.
21. Zamieni¢ trojkat na inny o dluzszej podstawie ale o réwnej powierzchni.Jj

J Inno przykiady obliczania powierzchni znajduj.-} sio w zbiorze zadarh Kranza na
sir. 89 i t. d.
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22. lle wynosi wysokos$¢ tréjkata, ktérego podstawa wynosi 3 dm, a po-
wierzchnia 39 clm?
23. Dowolny wielokat nieumiarowy zamieni¢ na kwadrat rysunkiem.
24. Podzieli¢ dowolnytrdjkat na trzy rowne czesci liniami wychodzacemi
® jednego wierzchotka.
fi £5: Wykazac, ze linie taczace $rodek ciezkosci trojkata z jego wierzchol-
kami dzielg tréjkat na trzy réwne czesci.
26. Dowolny rownolegtobok podzieli¢ na siedem réwnych czesci zapomoca
linii wychodzacych z jednego wierzchotka.
27. Dowolny trdjkat podzieli¢ na dwie réwne cze$ci zapomoca linii réwno-
legtej do* podstawy (metodg analizy algebraicznej).
8 b j/28. lle razy powiekszy sie powierzchnia jakiegokolwiek wielokata, jezeli
zamienimy go na figure podobna o trzy razy wiekszym obwodzie?/'
29. Jak sie przedstawi 1 Jon- na mapie narysowanej wpocmatce 1 : 25.000J?
Jak wielki obszar mozna zmieSwdL na mapie kwadratowej o boku 3 dm,
jezeli uzywamy podziatki 1 :200.000? ou0O
§ 75. 31. Majac dane dwa rozne kwadraty wykresli¢ trzeci kwadrat, majacy
powierzchnie taka, jak obydwa dane kwadraty razom.
32. Tosamo zadanie wykonaé dla: a) tréjkatdbw réwnobocznych, b) szescio-
katéw umiarowych, c) két, d) dowolnych wielokatéw nieumiarowych ale podobnych
do siebie.
§ 76. ZBs. Opierajac sie na § 76. wykaza¢, ze trdjkat o bokach 3, 4, 5 jest
prostokatny. Egipcyanie uzywali takiego trojkata do wytyczania kata prostego.
Uzywali sznura zamknietego, opatrzonego 12 guzami w réwnych odstepach. Zginajac:
go w punkcie trzecim i siodmym-otrzymywali tréjkat prostokatny.
§ 77. 37/Obliczyé: a) przeciwprostokatnie trojkata prostokatnego znajac obydwie
przyprostokatnie: a=12, b— 15 cm, b) powierzchnie trdjkata prostokatnego
znajac przeciwprostokatnietc= 4 dm 41 mm i jedng przyprostokatnie 3 dm 15 mm.
3”7/ Obliczy¢ powierzchnie kwadratu znajac jego przekatnie, d = 21 cm.
36/Egipcyanie obliczali powierzchnie trojkata réwnoramiennego mnozac
podstawe przez potowe boku. Jaki biad popetniali przytem? N. p. podstawa
a= 8 cm, bok = 3> cm.
3%/ Obliczy¢ ramie trojkata réwnoramiennego znajac podstawe i wysoko$é
(a= 075 cm, w= 2’49 cm).
3S{ W trapezie réwnoramiennym znane sg boki roéwnolegte a= 1G4,
b= 9'6 i ramie c= 5'8. Obliczy¢ powierzchnig.
3.9. Obliczy¢ powierzchnie tréjkata rownobocznego o boku a= 20 cm.
AQy lle wynosi bok trojkata réwnobocznego, ktérego powierzchnia wy-
nosi 1 mf.
41/ W kole o promieniu 8 cm wykreslono cieciwe, o dtugosci 5*4 cm. lle
wynosi-bdlegtos¢ tej cieciwy od $rodka?
4j2-i Obliczy¢ powierzchnie rombu znajac jeden bok i przekatnie.
4 3 / Obliczy¢ powierzchnie szeSciokata umiarowego znajac jeden bok.
* § 78. 44. Obliczyé powierzchnie trojkata znajac jego boki: a= 10 cm,
b= 17 cm, ¢c= 21 cm.
* 45. Obliczy¢ promieri kota wpisauego w trojkat, ktérego boki wynosz:
13 cm, 14 ¢cm, 15m ,/ jyf 3/l

§ 79. 16. Obliczy¢ powierzchnie tréjkata rownobocznego: 0) wpisanego w koto *f
6 promieniu 15 cm, b) opisanego na kole o tymsamym promieniu.

lv« omniOki, Beometrya I. i 11... AN
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47. Wykazaé, ze powierzchnia szesciokata umiarowego wpisanego w koto
jest Srednig geometryczng, miedzy powierzchnig tréjkata wpisanego, a trdjkata
opisanego na tern kole.

49/ Obliczy¢ powierzchnie kwadratu wpisanego w kolo o0 promieniu
r= 48 cmikwadratu opisanego na tem kole. Zbada¢ stosunek obydwu powierzchni.- V'
/& 49. 'Wj'kona¢ takiesamo obliczenie, jak w zadaniu poprzedniem, dla szescio-
/m kata umiarowego.

50/ Obliczy¢ powierzchnie o$miokata umiarowego wpisanego w koto o pro-
mieniu r= 18 IMK

51/Obliczy¢ powierzchnie oSmiokata umiarowego znajac jego bok.

oy Wyprowadzi¢ wz6r ])odajacy zwigzek boku szesnastokata umiarowego
z promieniem kota wpisanego.

Tosamo zadanie wykona¢ dla 24-kata umiarowego.

54. Obliczy¢ powierzchnie dziesieciokata umiarowego wpisanego w koto o pro-
mieniu r = 2‘8 dm.

bp. Jaki jest; wyktadnik stosunku odcinkéw podziatu ztotego?

fij>. Obliczj*¢ powierzchnie pieciokata umiarowego znajgc promien kota opisa-
nego ?+=()e12 cm.

8§ 80—81. 57. Obliczy¢ obwodd kota, ktérego promien wynosi 2'25 dni.

58s Obwod pnia okragtego wynosi 2'5 jaka jest Srednica przekroju?,

53. Wiedzac, ze obwdd ziemi wynosi 40.000 hu, obliczy¢ promien ziemi.

6g. lle razy obréci sie koto (o promieniu 1:2 m) lokomotywy na drodze
ze Lwowa do Krakowa (342 km)?

61/ Srednice pétkola przepotowi¢ i na kazdej potowie zakre$li¢ nowe pét-
kole ck/wnetrza; wykaza¢, ze obwod wiekszego pdétkola réwna sie sumie obwodéw
obydwu mniejszych. Przeprowadzi¢ podobng konstrukcye w mniejszych pétkolach,
potem w dalszych i t. d. i pordwna¢ sume ich dlugosci z pierwotnem poétkolem.

69, Wykaza¢, ze jezeli obwody dwdch kot wspélsrodkowych r6znig sie
0 1 dm, to ich odstep bedzie jednakowy bez wzgledu na wielko$¢ tych kot
(n. p. obwéd pomaranczy a obwdd ziemi).

63/ Obliczy¢ tuk kota o promieniu r = 9 cm nalezacy do kata Srodkowego:
a) 50, 6) 42° 15' c) 138° 20"

Ile wynosi w mierze tukowej kat: 10°, 25°, 2° 38° 20'?

65. Do jakiego kata srodkowego nalezy tuk réwny promieniowi? ile wynosi
w mierze stopniowej kat, ktory w mierze tubowej= 1.

Obliczy¢ powierzchnie kota o promieniu2 dm 3 cm 5 mm.

67. Wykonaé¢ rachunkiem i przyblizonym rysunkiem kwadrature kota o pro-
mieniu r = 2 cm.

68. Jak wielki jest promienn kota pokrywajgcego powierzchnie 1 km2?

697 lle razy powiekszy sie powierzchnia kola, jezeli promieh wzro$nie piec¢
razy (poréwnaj zadanie 8)?

70. Jaka powierzchnie ma koto, ktérego obwdd wynosi 48 '‘cm? Porownaj
te powierzchnie z powierzchnig kwadratu, szesciokata umiarowego, o$miokata
umiarowego it. d. o tym samym obwodzie! Jaki stad wniosek ? (Problem Dklony.)

71. Z kwadratu o boku 56 w« wycieto 49 k6t rbwnych (o promieniu 4 cm) ;
obliczy¢é pozostatg powierzchnie.

IS Na bokach tréjkata prostokatnego wykreslono potkola dwa mniejsze
na zewnatrz, wieksze od wnetrza. Wykaza¢, ze powierzchnia dwu powstatych
ksiezycow rowna sie powierzchni trojkata, nie zawiera wiec liczby — Sa to
t. zw. ksiezyce Hipokratesa.



7<3/0Obliczy¢ wycinek kota o promioniu r= 38 cm nalezacy od Kkata
srodkowego: a) 40°, b) 22° 30', c) 250°.

JJ/ Przedstawi¢ zapomocag wycinkow tego samego kola liczby ludnosci
w poszczegélnych krajach Monarchii. (Uwaga: katy Srodkowe majg pozostawaé
do siebie w takim stosunku, jak liczby ludnosci.)

. 75.J¢Jtota o promieniu 2 dni wycieto wycinek o powierzchni 1 dni2; jaki
luk i jaki kat Srodkowy nalezg do tego wycinka?

76. Obliczy¢ powierzchnie odcinka nalezacego do kata $rodkowego: a) 90°,
b) 60°, c) 72° znajac promiert kota r = 18 cm.

77. Wykazaé, ze powierzchnia pierscienia kotowego réwna sie powierzchni
kota, ktérego promieniem jest odcinek stycznej do kola wewnetrznego zawarty
miedzy punktem stycznosci a kotem wiekszem.

78. W jakim odstepie od danego kola nalezy poprowadzi¢ drugie kolo
wspotsrodkowe, aby powierzchnia pierscienia rownata sie powierzchni kola we-
wnetrznego.

¢7-9"Podzieli¢ powierzchnie kola na trzy réwne czeéci za pomoca kol wspot-
srodkowych.

80. Obliczy¢ powierzchnie wycinka pierscienia kotowego znajac r = 22 cm,
rt ==32 cm, a— 15°

81. Albrecht DUrer (znakomity malarz niemiecki z XVI. wieku) podaje
kwhdrature kota biorgc % S$rednicy za przekatnie kwadratu réwnego kotu. Jaki
btagd popetnia sie przyton (n. p. r=10 cm).

82. Jak dtuga musiataby by¢ wieksza wskazowka zegarka, aby jej koniec
zakre$lat 1 m na sekunde? ile mm w "jednej .sekundzie zakre$la wskazéwka
2 cm dtuga?






Stereometrya

Rozdziat 1.

Pewniki stereometryczne.

§ 82. Uzupetnienie systemu pewnikow.

*Utwory geometryczne, ktérymismy sie dotychczas zajmowali, lezaty wszystkie
na jednej plaszczyznie: obracaliSmy sie w sferze dwdch wymiaréw. Badajac
wiasnosci'tych utworéw nie postugiwaliSmy sie przestrzenig tréjwymiarowg —
z wyjatkiem badania zwigzku figur symetrycznych — nie postugiwalismy sie
nigdy kilkoma ptaszczyznami. Jezeli jednak geometrya ma by¢ naukg o po-
staci wyidealizowanych tworéw Swiata zewnetrznego, ktore sg przeciez trdj-
wymiarowe, to powinnismy obecnie porzuci¢ ciasniejszy horyzont utworéw
dwuwymiarowych i bada¢ utworu przestrzenne, zuzytkowujac naturalnie wiado-
mosci nabyte w planimetryi. Co wiecej: takze glebsze zrozumienie plani-
metryi wymaga pewnych wiadomosci ze‘stereometryi. Utwory planimetryczne
sg tylko przekrojami utworéw stereometrycznych.

Stereometrya opiera sie na tychsamych pewnikach, co i planimetrya
a oprdcz tego przybywajg trzy nowe pewniki stuzagce do odréznienia ptaszczyzn
od wszelkich innych mozliwych powierzchni (krzywych).

Pewniki te, podobnie jak i planimetryczne, sg twierdzeniami wzietemi
z zewnetrznego doswiadczenia i wyidealizowgnemi. Co w $wiecie zewnetrznym
spostrzegamy w przyblizeniu, iiiedoskonale, to ujmujemy w twierdzenia
Sciste i umawiamy sie, ze bedziemy te wtasnosSci przypisywali
naszym idealnym utworom geometrycznym doktadnie.

I tak w planimetryi mieliSmy o$m takich pewnikéw I.—VIII. str. 5.
Do badania przestrzeni trojwymiarowej potrzebne sgjeszcze nastepujace pewniki:



150

IX. Przez trzy punkty nie lezace na jedne] linii prostej przechodzi
(jest wyznaczona) tylko jedna ptaszczyzna.

X. Prosta majaca z plaszczyzng dwa punkty wspo6lne ma z nig
wszystkie punkty wspélne (czyli lezy cata na tej plaszczyznie).

XI. Jezeli dwie ptaszczyzny majg jeden punkt wspdlny, to muszg miec
catg linie prostg (krawedz) wspdlng. N

§ 83. Bezposrednie wnioski z pewnikow.

Pewnik IX. jest wyrazem znanego spostrzezenia, ze n. p. na trzech
.kotkach zawsze mozna rozpig¢ jedng ,plaszczyzne“ 1z ptdtna, a kazda inna
»~plaszczyzna“ rozpieta na tychsamych kolkach pokrywa sie doktadnie
z pierwszg. Bez wzgledu na to, czy trzy punkty lezg blizko, czy dalej, otrzy-
mujemy tylko jedng plaszczyzne. (W geometryi praktycznej trzy punkty
nadto blizkie nie wyznaczajg ptaszczyzny, podobnie jak dwa punkty blizkie
nie wyznaczaja prostej w geometryi praktycznej.)

Poniewaz do wyznaczenia ptaszczyzny wystarczg -trzy. punkty nie lezace
na jednej linii prostej, to tem bardziej wystarczy jedna linia prosta i punkt
poza nig lezgpy. W konstrukcyach.geometrycznych czesto robimy z tego uzytek.
(N. p. wykre$lenie ptaszczyzny przechodzacej przez wierzchotek stozka i przez
$rednice podstawy!)

Taksamo fatwo wywnioskowaé, ze przez dwie prosta przecinajace sie
lub przez dwie proste rownolegle jest.wyznaczona jedna ptaszczyzna. (Wykaz
to opierajagc sie na pewnikach 1XJ X!) Twierdzenie to ma wielkie zastoso-
wanie w praktyce (n. p. przy pokrywaniu ptaskich dachéw przesuwamy
ptaszczyzne przez krokwie réwnolegte lub przecinajace sig).

Opierajgc sie na tem i na pewniku X. mozemy utworzy¢ ptaszczyzne
ruchem liniiprostej.Jezeli mianowicie prosta posuwa sie po ramionach
kata- tub po dwdch liniach réwnolegtych tak, aby zawsze przecinata obydwie

proste, to zakre$la plaszczyzne.
Dowdd:. Wykresimy plaszczyzne a wyzna-
czong, przez proste SM i SN. Prosta X Y majaca
z nig dwa punkty A i B 'wspdlne musi cata leze¢
na tej plaszczyznie (wedtug pewnika Taksamo
w kazdem innem potozeniu. Jakikolwiek punkt C
ptaszczyzny a wybierzemy, znajdzie sie zawsze, takie

potozenie prostej X I' réwnolegte do pierwotnego
potozenia, w ktorem ona przechodzi przez
FIE- 20°- ten punkt. Ruchem prostej X Y po prostych

SM i SN mozemy wiec wyczerpaé cala. ptaszczyzne a.

Jakim, jeszcze ruchem linii prostej mozna otrzymac ptaszczyzne?
i Kazda powierzchnie uowstaiaca-jmzez. ruchlinii prostej nazywamy p o-
erzchnig prostolini owa. (P6zniej poznamy takze krzywe powierzchnie
prostoliniowe, n.p.powierzchnia whilca lub stozka.) Prosta X Y zakre$lajaca
swym ruchem plaszczyzne nazywa sie tworzgcg, a utwor, po ktérym ta
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prosta sie $lizga (SMN) nazywamy kierownicg powierzchni. Wykaza-
.liSmy wiec, ze ptaszczyzna jest powierzchnig prostoliniowsg.
Kazda powierzchnia prostoliniowa musi byé nieograniczona, poniewaz zawiera
catg linie prosta — w rozmaitych potozeniach — a juz sama linia prosta
jest nieograniczong. We wszystkich rozumowaniach bedziemy wiec pojmowali
ptaszczyzne jako powierzchnige nieograniczong, narysunku jednak
przedstawiamy zawsze tylko skoriczony kawatek ptaszczyzny.

Pewnik X. stuzy do odréznienia ptaszczyzny od innych powierzchni.
(Na tein polega proba stolarska.)

Nalezy-jednak zauwazyé¢, ze linia prosta moze w nieskoriczenie wielu
potozeniach przylega¢ catkowicie do powierzchni, a mimoto powierzchnia nie
jest plaska, n. p. walec. Wiasciwoscig ptaszczyzny jest to. ze prosta przy-
lega do niej wkazdem miejscu i wkazdymlJcierunku, czego niema
ani walec, ani stozek, ani zadna inna powierzchnia prostoliniowa. Sg nawet
takie powierzchnie krzywe, na ktérych dadzag sie w kazdym punkcie
wykreslic dwie linie proste w roznych kierunkach przylegajagce zupetnie
(por. § 118).

Pewnik XI. poucza, ze jezeli sie dwie ptaszczyzny wngdle przecinajg, to
przecinajg sie wzdtuz calej linii prostej zwanej
krawredzi.g tych ptaszczyzn.

Uwaga: Mogloby sie zdawaé, ze ten pe-
wnik nie zgadza sie z rzeczywistoscia, N. p.
na fig. 206 dwie ptaszczyzny a i 3 majg tylko
jeden punkt w-spélny. Jednakowoz trzeba pa-
mieta¢, ze sg tu narysowane tylko czesci pta-
szczyzn, a pewnik odnosi sie do nieograniczo-
nej plaszczyzny. GdybySmy ptaszczyzne p od-

powiednio rozszerzyli, otrzymalibySmy krawedZ przeciecia sie.

*Dwrie ptaszczyzny przecinajgce sie tworzg figure odpowiadajacq
katowi w planimetryi, zwang kagtem dwuscien-
nyni. Nazwa pochodzi stad. ze plaszczyzny na-
zywamy takze S$cianami. W planimetryi kazdy
kat posiada dwa ramiona i wierzchotek. Tutaj
odpowiadajg temu dwie $ciany kata a i fii
krawedz AB. Literami oznacza sie kat dwu-
Scienny zwykle:

lub rzadziej: O(AB)E) t. j. tak, aby litery
oznaczajagce krawedz byty w Srodku. Kat plaski
jest tylko przekrojem kata dwuscierinego,
TJwaga: Dla wyrazistosci rysujemy linie za-
Kg. 207. slonigete kropkowane, lub ciefsza, kreska, jezeli sobie
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§ciany wyobrazamy przezroczyste lub opuszczamy je zupetnie, jezeli sobie S$ciany
wyobrazamy z materyatu nieprzezroczystego.

Na tej figurze tatwo spostrzedz, ze dwie linie proste prostopadie do tej
samej trzeciej w przestrzeni nie muszg by¢ roéwnolegte, owszem mogga sie
przecinaé, jak n. p. proste Oi? i EJ3, prostopadte do AB. Wotedy jednak
lezg one na dwdch réznych plaszczyznach zawierajgcych prostg AB, Widac
stad, ze niektore twierdzenia planimetryi nie dadzg sie przenie$¢ do stereo-
metryi bez zadnych zastrzezen. Totez spotkamy sie w stereometryi nieraz
z dowodzeniem twierdzen poznanych juz w planimetryi.

Jestto og6lne prawo logiki, ze twierdzenia odnoszace sie do ciasniejszego
zakresu poje¢ musza, uledz zmianie, jezeli je chcemy przenie$¢ do obszerniejszego
zakresu.

8 84. Pek ptaszczyzn i pek przestrzenny.

Podobnie jak w planimetryi mieliSmy do czynienia z pekami prostych,
tak w stereometryi waznym utworem jest pek ptaszczyzn. Jestto zbior
ptaszczyzn przecinajgcych sie wzdluz jednej linii prosteji czyli wychodzacych
z jednej prostej. Te prosta nazywamy osig peku. Jezeli taki pek przetniemy
jakgkolwiek ptaszczyzng przecinajgca krawedz tylko w jednym punkcie, otrzy-
mamy na tej ptaszczyznie pek promieni rzucony przez ten pek plaszczyzn.
Jezeli za$ pek plaszczyzn przetniemy jedng linig prosta nie trafiajgcg krawedzi,
powstanie na tej prostej szereg punktdw rzucony przez pek ptaszczyzn.
Wykre$l pek plaszczyzn przeciety plaszczyzng i linig prostg! Jaki utwor
otrzymamy, jezeli przetniemy pek plaszczyzn ptaszczyzng réwnolegty do osi?
Zbiér wszystkich ptaszczyzn schodzacych sie w jednej krawedzi wypetnia
calg przestrzen.

Utworem  geometrycznym ogo6lniejszym od peku plaszczyzn,
obszerniejszym, jest zbior linii prostych i plaszczyzn przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwany pekiem przestrzennym. Punkt ten na-
zywa sie wierzchotkiem peku.

Pek przestrzenny ztozony z wszystkich linii przechodzacych przez
jeden punkt mozna nazwac zar6wno przestrzennym pekiem prostych, jak i prze-
strzennym pekiem plaszczyzn. Zawiera on bowiem nietylko wszystkie linie
proste przechodzace przez jeden punkt, ale takze kazdg ptaszczyzne przecho-
dzaca przez ten punkt: kazdg bowiem plaszczyzne mozna zbudowaé z sa-
mych linii prostych przechodzacych przez jeden punkt (ptaski pek
promieni).

Jezeli pek przestrzenny przetniemy plaszczyzng nie przechodzacg przez
wierzchotek peku, otrzymamy na tej plaszczyznie rozrzucony zbiér punktow
i prostych, zwany systemem ptaskim. Jezeli wierzchotek peku oddala
sie od systemu ptaskiego, promienie dgza do potozenia réwnolegtego.

Stowo: perspektywiczny] ma tosamo znaczenie, co w planimetryi.
A wiec n. p. dwa peki ptaszczyzn nazywajg sie perspektywiczne, jezeli rzucajg
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tensam szereg punktéw lub tensam plaski pek promieni. Dwa systemy
ptaskie nazywaja, sie perspektywiczne, jezeli sg rzucono przez tensam pek
przestrzenny. Podobnie dla innych utworow.

Peki te majg wazne zastosowanie w rysunku perspektywicznym, ktérym
sie zajmiemy w nastepnym rozdziale. Takze w optyce, w akustyce i innych
dziatach fizyki rozwaza sie peki promieni i utwory przez nie rzucone.

Cwiczenia I.

§ 83" 1. Trzy punkty wyznaczajg jedna ptaszczyzne; wykaza¢, ze wzajemnie trzy
ptatzczyzny wyznaczajg jeden punkt. Czy zawsze?

2. Wykazaé¢ przy pomocy pewnika IX. i X., ze dwie przecinajace sie prosto
wyznaczaja jedng ptaszczyzne.

3. Przez ruch postepowy prostej nie w kierunku jej dlugosci powstaje
zawsze ptaszczyzna; czy przez ruch obrotowy prostej zawsze powstaje ptaszczyzna?/

4. Podac mrzyktady powierzchni prostoliniowych ptaskich j krzywych.

5. iWykazaé, ze przekroj ptaski kata dwusciennego jest katem piaskim; ,
czy zawsze? j.

6. I)wa punkty wyznaczajg linie¢ prosta; co wyznaczajg dwie ptaszczyzny?
§ 84. 7. Majac podany na dowolnej plaszczyZznie pek promieni i punkt 8 nad\
ptaszczyzna, wykre$lié¢ pek plaszczyzn rzucajacy te promienie a przechodzacy przez S.

8» Majac podany szereg punktéw i punkt T poza tg prostg lezacy wykre-
§lic pek plaszczyzn, rzucajacy te punkty, a przechodzacy przez punkt T. Nary-
sowa¢ 0$ tego peku!

9. Majac podany pek ptaszczyzn przeciag¢ go: a) ptaszczyzng przecinajaca
o$ w jednym punkcie, b) prosta nie przecinajaca krawedzi./

10. Majac na ptaszczyznie podany wielokat wykres$li? jakikolwiek pek prze-
strzenny rzucajacy boki i wierzchotki tego wielokata. Narysowac¢ drugi pek
perspektywiczny do pierwszego.

11. Jakikolwiek pek przestrzenny przecigé plaszczyzng. Co zauwazymy,
jezeli odsuwamy ptaszczyzne coraz dalej od wierzchotka peku.

/12-, W latarni projekcyjnej wstawiono w bieg promieni ptaszczyzne prze-
Zroczysta z narysowanym kwadratem. Narysowra¢ cieri, jaki powstanie: a) na
ptaszczyznie rownolegtej do niej, b) na ptaszczyZznie nachylonej.

lg,-Narysowaé pek promieni wychodzacych od krawedzi i narozy Kkostki,
a zbiegajacych sie w oku.. Jezeli sie oko oddala, do jakiego potozenia daza.
promienie ?

w!



Rozdziat 1.

O rysunku perspektywicznym.

§ 85..0 perspektywie srodkowej (malarski<y),

Zanim przystgpimy do badania czesci sktadowych bryt i samych bryt,
musimy sie zastanowi¢ nad pewng niedogodnoscig rysunku. Wspominalismy
juz w planimetryi, ze rysunek jest dla nas tylko $rodkiem pomocniczym, jest
niedoskonatem urzeczywistnieniem utwor6éw geometryi idealnej. Zawsze jednak
na tym rysunku mozna bylo z pewnem przyblizeniem sprawdza¢ doktadnos$c
konstrukcyi i obliczen, a nawet wykonywac obliczenia. W stéreometryi na
pierwszy rzut oka odpadajg te wszystkie dogodnosci. Utwor przestrzenny nie
da sie narysowa¢ na plaszczyznie nawet w przyblizeniu.

To, co rysujemy, jest tylko obra-
zem plaskim wywotujacym w naszem

Fig. 208. Fig. 209.

oku obraz takisam — lub przynajmniej zblizony do tego, ktéry powstaje,
gdy patrzymy wprost na utwor przestrzenny. N. p. na fig. 208 narysowaliSmy
kostke tak, jak sie ona naszemu oku przedstawia, Sciana tylna jako dalsza-
wydaje sie mniejszg od przedniej. Linie a, b, ¢, d, ktére sg w rzeczywistosci
réwnolegte, zdaja sie zbiegaé ku pewnemu punktowi O, o czem nas codzien-
nie doSwiadczenie poucza. Jestto t. zw. ,,punkt oczny*.
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Uwaga: Obrazy linii réwnolegtych biegngcych od naszego oka muszg sie
zbiega¢ na takim rysunku, poniewaz kat widzenia przedmiotu blizszego jest zawsze
wiekszy, anizeli kat widzenia przedmiotu dalszego. A wiec odstep dwaoch linii
rownolegtych, ktory jest wszedzie réwny, wyda sie nam wiekszym w miejscu AB,
anizeli w miejscu dalszem GD (por. fig. 209). Jezeli wiec rysunek ma spra-
wiaC wrazenie rzeczywistosci, to musimy odrazu narysowa¢ odcinek CD mniejszy
jak AB. Stad wynika, ze linie rownoleglo xx i yy' bedg sie na rysunku
przedstawiaty jako zbiezne.

Linie poziome, réwnolegte do linii taczacej nasze oczy, pozostajg w ry-
sunkuJlperspektywicznym réwnolegtemi, zaréwno jak i linie pionowe.

Katy proste w naturze wystepujg na rysunku badZto .jako ostre/ badZto
jako rozwarte/'a odcinki a, b, ¢, d, ktére powinny by¢é wszystkie réwno od-
cinkowi w, Sg wszystkie krotsze i to w rozmaitym stosunku.

Jakkolwiek taki rysunek sprawia w nas&im oku ztudzenie kostki (naj-
lepsze zludzenie otrzymamy wtedy, jezeli umiescimy nasze oko nad punktem O
w niewielkiej odlegtosci od ptaszczyzny rysunku) i jakkolwiek dla malarstwa

ma pierwszorzedne znaczenie,- jednakowoz nie nadaje sie zupetnie do celéw
r

Fig. 210.

geometryi, techniki i przemystu. Na figurze takiej nie mozna uskuteczniaé
m zadnych pomiaréw, jezeli sie nie posiada gtebszych wiadomosci z geome-
tryi rzutowej, a i wtedy obliczenia sg bardzo mozolne.
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Rysunek taki nazywa sie perspektywg $srodkowg.lub malarskg.
Przyktadami takiej perspektywy sg zdjecia fotograficzne i kazdy dobry obraz.
Aby obraz perspektywiczny otrzymaé, taczymy oko O z wszystkimi punktami
danego przedmiotu (por. fig. 210) i ten pek promieni przecinamy pfaszczyzng
prostopadtg do kierunku widzenia t. zw. ptaszczyzng obrazowg. Na tej
ptaszczyZznie powstanie ptaski obraz przedmiotu przestrzennego. Podobny obraz
powstaje, jezeli przedmiot umieszczony przed plaszczyzng obrazowa rzuca na
nig cied. Cien ten jest takze perspektywicznym obrazem przedmiotu, jedna-
kowoz wystepuje na nim tylko kontur (zarys).

Kierunkiem widzenia nazywam}' o$ stozka utworzonego przez wszystkie
promienie tgczace oko ze skrajnymi widzialnymi punktami.

Perspektywa rdwnolegta.

iYyobrazmy sobie, ze oko znajduje sie tak daleko od przedmiotu, ze

promienie taczace z nim oko mozna uwaza¢ za wigzke promieni rowno-

legtych. Jezeli te wigzke promieni przetniemy ptaszczyzng (t. zw. pla-

szczyzna obrazowa), otrzymamy na niej obraz zwany perspektywg réwno-
legty.

Rozrézniamy dwa rodzaje perspektywy rownolegtej zaleznie od tego,

czy promienie rzucajgce sg prostopadie do ptaszczyzny obrazowej, czy tez na-

chylone. Obraz powstajagcy przez

rzut prostopadty nazywa sie per-

spektywg rownolegtg pro-

A’ r'stopadta, rzut za$ ukosny tworzy
perspektywe rownolegta
ukos$ng.

Obydwa te sposoby rysowania,
przedmiotow najtatwiej zrozumieé
przy pomocy rysunku kostki (sze-
$cianu). Zbadajmy najpierw rzut
prostopadty. — Ustawmy ko-
stke jedng $ciang rownolegle do
ptaszczyzny obrazowej, to z wielkiej
odlegtosci zobaczymy tylko przednia,

Fig. 211. $ciane; obraz Sciany tylnej i $cian
bocznych nakryjg sie z obrazem
$ciany przedniej i z obwodem tego obrazu.

Obraz A'B' O D' nie zastuguje jednak na nazwe perspektywy w pier-
wotnem znaczeniu tego stowa. Stowo to bowiem pochodzi od stowa tacin-
skiego: ,perspicio“ = przegladam, a z rysunku tego nie mamy Zzadnego'
przegladu calej bryty. Moze to by¢ obraz kostki, ale réwnie dobrze moze to-
by¢ obraz klina AB CD MN, lub kwadratu AB CD i t. p.
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Aby na rysunku wystapity takze Sciany boczne kostki, trzeba jg ustawic
inaczej, sztuczniej; trzeba'jedno naroze zwréci¢ ku nam. Wtedy wystapig juz
na obrazie wszystkie Sciany kostki odrebnie (tylne kreskujemy). Proste B A,
BG. B E prostopadte do siebie w rzeczywistosci tworzg na rysunku Kkaty

rozwarte a, B iy i doznujg pewnych skrocen zaleznych od Ri 7]
a réznych dla kazdej z tych linii (por. fig. 212). 4-iA
Konstrukcya jest wte- ‘Uu hvii
dy tylko fatwa, jezeli u
kostke umiescimy syme- tm
R trycznie przed ptaszczyzng

rysunku tak, aby nachy-
lenie wszystkich krawedzi
do ptaszczyzny obrazowej
Fig. 212. byto jednakowe (po 45°).
Wtedy katy a3y bedsg
wynosity po 120°, a wszystkie krawedzie doznajg
tego samego skrdcenia. Obrazem kostki bedzie
sze$ciokat umiarowy z wykreslonemi przekatniami Nig. 213.
(por. fig. 213).
Takie obrazy nazywamy juz perspektywg
réwnolegty (prostopadta) i bywajg one uzywane w technice. Dla nas jednakowoz
wazniejsze sg rzuty uko$ne. Jezeli promienie rzucajace sg nachylone do
ptaszczyzny obrazowej, to linie a, b, ¢ mogg tworzy¢ zupetnie dowolne Katy,
a ich zmniejszenia mogg mie¢ rowniez .warto$¢ dowolng. Niektére odcinki
moga nawet dozna¢ powiekszenia, n. p. odcinki prostopadie do kierunku
promieni wystgpig na ukosnej ptaszczyznie obrazowej w powiekszeniu. Wszystko
zalezy tylko od tego, pod jakim katem padajg promienie. Kostke mozemy
teraz nawet ustawi¢ jedng Sciang rownolegle do ptaszczyzny obrazowej a wy-
stagpig na rysunku i dna i Sciany boczne. Skrécen (lub przedtuzen) nie
trzeba oblicza¢ osobno, tylko z gory obiera sie pewne zmniejszenie i wedtug
tego sporzadza sie rysunek. Dlatego tez w dalszym
ciggu bedziemy wuzywali wytacznie per-
spektywy rownolegtej ukos$nej. Ustawmy
i) kostke tak, aby jedna $ciana byta rdwnolegta do
i ptaszczyzny rysunku, a dno poziome (wyobrazmy
sobie, ze plaszczyzna rysunku jest pionowa, n. p.
n> /b tablica). Jezeli na te kostke patrzymy z wielkiej odle-
gtosci (ukosnie z boku), to oko nie odczuwa roznicy
Fig. 214. zbieznosci promieni pochodzacych od Sciany tylnej a
Sciany przedniej kostki na fig. 214. Wtedy widzimy
i tylng i przednig, Sciane w rownej wielkosci, a -wobec tego linie a, b,c,d
muszg by¢ na rysunku rownolegte. Wogdle przy rzucie ukoSnym obrazami
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linii réwnolegtych sa zawsze Unie rdimolegle — co bardzo upraszcza kon-
strukcje w poréwnaniu z perspektywa Srodkowg. Natomiast katy proste kostki
lezagce przy liniach biegngcych ku nam, ulegng znieksztatceniu i to tern
wiekszemu, im bardziej z boku patrzymy. Dobiera sie zwykle takie stano-
wisko, aby kat prosty zamienit sie na a= 30° 60° lub 45 wtedy bowiem
konstrukcya tatwiejsza (n. p. na fig. 214jesta= 30°). Katy lezagce w ptaszczy-
znach réwnolegtych do nas rysujemy niezmienione, a wiec ®{= 90°, o= 90°
i t. p. Dtugos¢ linii a, b, ¢, d rysuje sie albo réwna ditugosci m — a wiec
w naturalnej wielkosci — albo tez skracamy to linie w pewnym statym sto-
sunku, jednakowym dla wszystkich linii réwnolegtych do a. N. p. na fig. 214
skrocenie s czyli stosunek a:m wynosi %.
Na fig. 215 narysowaliSmy tesW g kostke dla :
a)aF :45° 1,

b) a— 45°, s= Y-,

ma= 45°, s= b

d) «= 60« s=%
Fig. 210. e) a=]30° s= %

/a

Moznabypodobnie odchyli¢ odcinek a na lewo od odcinka p ijezeli
patrzymy nakostke zprawejstrony) lub nawet w dot od p (jezeli patrzymy
na kostke z dotu).

N. p. na fig. 216 u) a= 135°-s= J.,: b) a= 225° s= .

Zamiast skrécenia moze nastapi¢ takze wy-
dtuzenie, jezeli odcinki n. p. lezg prostopadle do
promieni .rzucajacych.

Zbierajac te spostrzezenia razem powiemy:

Aby jaki$ przedmiot przedstawi¢ w perspekty-
wie rownolegtej ukosnej, rysujemy icszystkie réwne-
odcinki i katy lezace 'toptaszczyznach réwnoleglych
do ptaszczymy dbrazoicej jako réwne. Odcinki prostopadle do ptaszczyzny
obrazowej rysujemy pod pewnym katc-m a dowolnym, ale rownym dla'tych
wszystkich odcinkéw i z pewnem zmniejszeniem s (lub powigkszeniem) — w poré-
wnaniu z rownymi odcinkami lezagcymi na plaszozyznych réwnolegtych do
ptaszczyzny obrazowej — dowdlnem,alejednakoweni dla wszystkich tych odcinkdw.

Do narysowania kostki, deski, belki prostokatnej wystarcza te objasnienia
zupetnie. Jezeli jednak na przedmiocie, ktdrego obraz perspektywiczny mamy
narysowac¢, wystepuja takze linie ukosne, to z gdry nie wiemy, ani jakiemu
znieksztatceniu ulegng ich katy nachylenia, ani w jakim stosunku nalezy je
pomniejszy¢. Jednakze fatwo te linie powigza¢ z liniami prostopadiemi i
réwnolegtemi do ptaszczyzny obrazowej. Wyjasnimy to na przyktadach.

F%. 216.
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1. Chcemy narysowa¢ os$mioscian umiarowy o dbugosci 4 cni, uzywajgc
kata a = 60° (zamiast 90°) i zmniejszenia s — I/s. Wiemy, zew o$mioscianie
umiarowym naroza lezg na koncach trzech osi rownych i prostopadtych do siebie

(ukfad réwnoosiowy w krystalografii). Usta-
wiamy osmioscian tak, aby byt jednem na-
rozem zwrocony do plaszczyzny obrazowej.
Osie D B i PP ' rysujemy prostopadle
do siebie i w naturalnej wielkosci, 0§ za$
A.C nachylong do D |i pod katem a — 60°
i trzy razy pomniejszong. taczce punkty
P i P'z punktami AB GD otrzymamy
zadany obraz o$mioscianu.
2. Narysowac gwiazde™ ktorej pod-
stawe tworzg dwa tréjkaty roéwnoboczne
Fig. 217. 0 bokach po 34 cm obrécone’ wzgledem
siebie 0o 60° okolo Srodka trojkata, a ktorej
wysoko$¢ wynosi 1 cm. Potrafimy tatwo przedstawi¢ w perspektywie réwno-
legtej prostokat, przeto opisujemy na danej podstawie prostokat (mozliwie naj-
mniejszy) i rysujemy go w perspektywie.

Obierzmy n.p. a= 45°, s— ¥. Wierzchotki A, B przenosimy w nie-

zmienionej odlegtosci od punktow X, X', Y, Y. Waierzchotki boczne trzeba

Fig. 218.

juz przenies¢ w potowie odlegtosci od X i Y. Wiec n. p. X'C = ]J2X C.

Trudno$¢ sprawia tylko przeniesienie wierzchotkéw nie lezacych na
obwodzie prostokagta. Otéz punkt D ma odlegtosciD C \D M od sasiednich
bokéw prostokata. Odlegto$¢ D C czyli M X przenosimy bez zmiany, odlegto$¢
zaS D M czyli X C trzeba zmniejszy¢ o potowe. Otrzymamy w ten sposéb
punkty M i C'. Prowadzac z nich linie réwnolegte do X'Y i X'Z'
otrzymamy punkt D'. (W jaki sposéb moznaby tatwiej otrzymaé punkt D'?)
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W podobny sposéb przenosimy dalsze wierzchotki. Kreslagc w punktach
A'B’O D' . . . linio prostopadte do Y B' i odcinajgc na nich prawdziwg
wysoko$¢ (1 cm) otrzymamy takze gdrne dno gwiazdy. Na fig. 219 przedsta-
wilismy rysunek wykonczony z wypuszczeniem
krawedzi zakrytych. Odlegtosci JJM il) O
punktu D od dwdch linii (osi) prostopadtych
XZ i XY nazywamy wspoOtrzednemi
prostokagtnemi punktu Dodlegtosci
ukosne D'M" i D'C' punktu D' od dwdch
linii  (osi) uko$nych X'Z' i X'Y nazy-
wamy wspoétrzednemi ukoSnemi..
Otéz metoda, jakkasmy tu ozyli, polegata
naprzeniesieniu wspotrzednych kazdego
punktu z ukladu prostokatnego do ukitadu ukos$nokatnego. _Aby sobie utatwic
pomniejszanie odlegtosci, odcina sie juzodrazu naosiach 1 7 i 12 jaka$
podziatke n. p. centymetrowg;na osi X' Y odcinasi¢ podziatke zmniejszong
a na osi X'Z' podziatke takgsamg, jak na osiachX Z i 17. Uzywa sie
tego zwiaszcza przy bardzo skomplikowanych rysunkach (n. p. budynki, mosty).

Fig. 219.

* Powré¢my do rzutu ukos$nego kostki. Jezeli kostke ustawimy
ukosnie, to trzy krawedzie a, b, c prostopadite do siebie, wystapig na rysunku
jako proste nachylone pod pe-
wnymi dowolnymi katami, i
kazda z nich bedzie pomniej-
szona, w ogdlnosci kazdaw innym
stosunku. Z koncéw tych od-
cinkow kreslimy linie réwno-
legte do a, b, c i rowne a,b,c
a z ich punktow przeciecia sie
M K L znowu linie réwnolegte
do osi i w ten sposéb uzupet-
niamy catkowity obraz kostki.
Przedtuzenia krawedzi a, b, c
Fig. 220. tworza uktad trzech osi OX,

0
turze, a na rysunku nachylonych. Na kazdej z tych osi odcinamy podziatke, n. p.
centymetrowg (p. fig. 221), to na rysunku podziatka na kazdej osi bedzie inna, ale
dowolna. OM — | cm, ON juz jest mniejsze od 1 cm, ale przedstawia
obraz 1 cm, taksamo OP. Majac takag podziatke na trzech osiach mozemy
juz kazdy przedmiot narysowac, jezeli tylko znamy prawdziwe odlegtosci jego
punktow od ptaszczyzn XOY, X O Zi YOZ. Te odlegtosci nazywamy prze-
strzennemi wspdtrzednemi punktu. N. p. wiedzac, zejaki$ punkt jest wrze-
czywistosci odlegty 0 2 cm od ptaszczyzny 702, o 3 cm od ptaszczyzny Z O Y

takze
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i 04 cm od plaszczyzny ZO X, znajdziemy jego obraz odcinajagc na osiach
0z, OX, OT odpowiednio dwie, trzy i cztery jednostki podzialki i kreslac
nastepnie DJE|[OY i
rowne O F, a z punktu E
linieAE || OZ irbéwng
O 11. Koniec A tej linii
jest obrazem zadanego
punktu. MoglibySmy
takze z innej strony
dosta¢ sie do tego sa-
mego punktu, n. p. kre-
$lac BO\\ O X i réwne
OD a z punktu O
prost CANOY i
rowng OF i t. p.
KresSlac w ten
sposéb wspoétrzedne
punktow jakiej$ bryty,
Fig. 221. mozemy otrzymac cab-
kowity jej obraz.

W dalszym ciggu bedziemy uzywali wylgcznie takiego potozenia przed-
miotu, aby'osie OZ i OX bytyprostopadte do siebie. Wtedy na tych osiach
odcina sieprawdziwg, niezmieniong podziatke,a tylko na osi OY podziatka
jest zmniejszong. *

Tego sposobu przedstawiania bedziemy uzywali we wszystkich naszych
rysunkach. Jakkolwiek na takim rysunku utwory geometryczne wystepujg
znieksztatcone, jednakowoz wiemy juz teraz, jak wielkie jest to znieksztatcenie.
Z figury takiej mozna juz odczyta¢ wymiary. N. p. belka prosto-

katna przedstawiona na fig. 222 w perspektywie réwno-
[ - legtej: «= 45°, s=7s> w pomniejszeniu 1:10 ma
/ / grubo$¢ i szerokos¢ 1 dni (10.1 cm) a diugos¢ 6 dm,
poniewaz stosunek skrécenia perspektywicznego wynosi
I/3 a na rysunku dtugos¢ jej wynosi 2 cm
(2 cm.3.10= 6 dm).
Dlatego do celéw technicznych uzywa sie prawie
wylacznie perspektywy réwnoleglej ukosnej z zacho-
Fig. 222. waniem prostopadtosci dwoch osi i ze skréceniem tylko
w jednym kierunku.

Uwaga: Zaden rysunek perspektywiczny nie wyznacza jeszcze w zupet-

nosci wielkosci i ksztattu przedmiotu. tatwo bowiem sprawdzi¢, ze rézne przed-

mioty wstawione w tensam pek promieni, mogg mie¢ jednakowe rzuty i to
zarobwno w perspektywie Srodkowej, jak i rownolegtej.

tomnicki, Geometrya I. i Il. 11
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N. p. kula K i stozek $ciety S majag ten sam obraz perspektywiczny
(fig. 223).

Tak samo kula K i walec W na fig. 224 majg zupetnie jednakowy obraz
w perspektywie rownolegtej. Aby mieé¢ doktadne wyobrazenie o rozmiarach i po-
staci bryty, trzeba poda¢ dwa rzuty, na dwie rozmaite ptaszczyzny
nachylone do siebie, zapomocg dwéch odmiennych pekoéw promieni
(obrazy stereoskopowe w optyce). N. p. gdybysSmy do fig. 224 — dodali jeszcze

Fig. 223. Fig. 224.

rzut prostopadty na plaszczyzne pozioma, spostrzeglibySmy tom, ze TFjest ograni-
czony dwoma kotami i powierzchnig boczna, podczas kiedy kula K przedstawi
sie jako koto. Takie badanie postaci i wielkosci ciat przy pomocy dwoch rzutow
stanowi osobny dziai geometryi, zwany ,geometrya wykres$lng“. Metode
te omoéwimy pozniej osobno, kiedy poznamy twierdzenia o rzutach.

Najpospoliciej wystarcza jednak zamiast drugiego rzutu jakie$ proste do-
datkowe okreslenie. N. p. z rysunku gwiazdy na fig. 219 nie wiemy jeszcze,
czy wszystkie krawedzie boczne sg prostopadte do podstawy, czy tez nachylono
ku nam, ale znacznio dtuzsze. Jezeli jednak dodamy do opisu tej gwiazdy, ze
krawedzie boczne sg w naturze prostopadte, to juz wszystko z tej figury od-
czyta¢ mozemy. GdybySmy zamiast tego podali jeszcze drugi rzut, n. p. widok
gwiazdy z boku, to wdzielibySmy na tym rysunku, czy krawedzie boczne sg
pochylone czy tez prostopadte.

§ 87. Ukosny rzut kota. Elipsa.

W wielu konstrukcyach bedzie nam potrzebny uko$ny rzut kota (n. p.
przy rysowaniu w perspektywie walca, stozka, kuli).

Pomysimy koto lezace poziomo, a ptaszczyzne rysunku (obrazowg) pio-
nowo. Srednica AB przedstawi sie na rysunku w prawdziwej wielkosci:
A'B'= AB, S$rednica zas CD A B przedstawi sie jako odcinek C'D'
nachylony do A'B' pod katem a i zmniejszony odpowiednio. Na naszym
rysunku uzyliSmy a= 45° i s= 12
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Aby znalez¢ inno punkty, prowadzimy dowolng cieciwe rownolegly
do CD n.p. 12, odcinamy jej odlegtos¢ od Srodka w niezmienionej wielkosci
0'F = OP i skracamy odcinki P11 i P2 do 7» dlugosci, a nastepnie
przenosimy je na linie 1'2" réwnolegty do C'D".

Fig. ,225.

Jezeli w ten sposob narysujemy dowolnie wiele cieciw w perspektywie
i korice ich pofagczymy jedng nieprzerwang linia, otrzymamy jako obraz kota
linie krzywa, podobng do sptaszczonego kota. Linia ta nazywa sie elipsa.
Elipsa jestto zatem uko$ny rzut kota.

Elipse mozna takze otrzyma¢ z prostopadtego rzutu kota, jednakowoz
koto musi by¢ wtedy nachylone do ptaszczyzny obrazowej.

Podobnie jak w kole cieciwa przechodzaca przez O jest przepotowiona
w tym punkcie, tak i w elipsie kazda cieciwa przechodzaca przez O' jest
przepotowiona punktem O'. Aby to wykazaé, wezmy pod uwage dowolng cieciwg
n. p. X'Y przechodzacg przez O'. Jest ona obrazem S$rednicy X Y, ktorg
znajdziemy prowadzac X'Z' i TTY rownolegle do C'D' i odcinajagc w kole
OZ i OTI rébwne OZ' i OU'. Prostopadte ZX i UY do prostej AB
wyznaczag na kole konce odpowiedniej $rednicy. Poniewaz X Z — UY.
(Il przypadek przystawania) to i ich polowy sg réwne, t. j. X'Z'= U Y"
Wobec tego X Z O'* WY O (Il), awiec X' O'= O'Y. Wiec istotnie do-
wolna cieciwa X'Y' przechodzaca przez O’ jest w tym punkcie przepoto-
wiona.

Z tego powodu punkt O' nazywa sie Srodkiem elipsy a kazda
cieciwa przechodzaca przez $rodek, nazywa sie $rednica elipsy. Sre-
dnice takie, jak A!'B' i D'C, ktére sg obrazami prostopadty cli
$rednic kota, zwg sie $rednicami sprzezonemi. Srednice
sprzezone majg te wiasnosé, ze jedna potowi cieciwy rdéwno-

li*
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legte do drugiej. N. p. AB'

i kazda, cieciwe do niej

Fig. 22G.

potowi nietylko $rednice C'D' ale

rownolegta — jakto wynika z samej kon-

strukceyi.

Odwrotnie C D’ potowi nietylko
Srednice A'B', ale takze wszystkie' cie-
ciwy do niej rownolegte, n. p. cieciwe
M'N" dlatego, ze M 'N ' jest obrazem cie-
ciwy kola réwnolegtej do Srednicy A B ;
w kole za$ cieciwa CD _j_ A B potowi
wszystkie réwnolegte do A B cieciwy a

w rzucie te cieciwy nie ulegajg zmianie. Tosamo mozemy wykaza¢ o kazdej

innej parze S$rednic sprzezonych.

Stad tatwo otrzymaé konstrukcyjnie

Srednice sprzezone i srodek elipsy, jezeli tylko sama linia krzywa jest
narysowana. Kresli sie kilka réwnolegtych cieciw c¢’c" ¢" w dowolnym >kie-

0

Fig. 227.

runku i S$rodki ich tgczy sie
linig JOT. Nastepnie kresli
sie cieciwy d, d'.. . rowno-
legle do AIN, to linia BR
taczaca ich Srodki jest Sredni-
cg sprzezong z M N, a punkt
O srodkiem elipsy.

Liniom prostym maja-
cym z kotem tylko jeden
punkt wspdélny, a wiec sty-
cznym do kofa, odpowiadajg
w rzucie proste majgce tylko
jeden punkt wspdlny z elipsa,
a wiec linie styczne do elipsy.

N. p. stycznym do kola w punktach A i B na fig. 225 — kt6re sg réwno-
legle do CD — odpowiadajg proste poprowadzone przez punkty A' i B'

Fig. 228.

rownolegle do C'D\ ktére muszg by¢
stycznemi do elipsy. Stad wynika tatwa
konstrukcya stycznej w dowol-
nym punkcie elipsy. Trzeba przez
ten punkt S wykresli¢ $rednice SL,
znalez¢ Srednice sprzezong do niej: K 11
(jako linie potowigcy cieciwy rownolegte
do SL) i wykreéli¢ przez punkt /Slinie
rownolegty do KJBJ. Jest ona styczng
do elipsy.

Do wyznaczenia kota wystarczajedna $rednica, do wyznaczenia za$ elipsy
potrzeba dwdch $rednic sprzezonych. Aby zbudowacl elipse nalezgca do danych
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$rednic sprzezonych A'B' i C1)’, uwazamy ja za raut kota o $rednicy A'll".
Zakreslamy kolo na $rednicy A'B' i rysujemy $rednice CD J_A1B\to CD"

Fig. 229

Fig. 230.

jest obrazem $rednicy CD. Pofgczmy
C z C', to te linie CC' mozemy
uwaza¢ za promien, rzucajacy punkt C
na ptaszczyzne A'1)’T1 C prostopadig
do linii CD. Inne promienie, rzuca-
jace inne punkty obwodu kota, muszg
by¢ roéwnolegle do CC’. Aby wiecf
znalez¢ obraz cieciwy 12, prowadzimy
z punktéw 1 i 2 promienie réwno-
legle do CC' a przez punkt E linig
réwnolegtg do C'D\ ktora jest obrazem
cieciwy 12. Punkty przeciecia sie
tej cieciwy z uko$nymi promieniami
11', 22' sg juz punktami elipsy. W
ten spos6b mozna szybko otrzymac
dowolnie wiele punktéw
elipsy.

Pomiedzy $redni-
cami sprzezonemi znaj-
duje sie jedna para
$rednic sprzezonych pro-
stopadtych. Aby to wy-
kaza¢, opiszmy na kole
kwadrat A TICD. Na
elipsie odpowiada temu
kwadratowi réwnolegto-
bok A'Il C D ’opisany
na elipsie. Jezeli kwa-
drat AB CD obrécimy
W potozenie OP,
to na elipsie otrzyma-

my réwnolegtobok
MN'&P'. Kat A’
zamienit sie z ostrego
na rozwarty: M'. Siu-
siato wiec istnie¢ takie
posrednie potozenie
kwadratu, ktéremu od-
powiadat réwnolegtobok
o kacie prostym, t. j.
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prostokat. Osie symetryi tego prostokata sg Srednicami sprzezonemi (bo od-
powiadajg prostopadtym Srednicom kola) prostopadtymi do siebie. Takie
prosiopadte Srednice sprzezone nazywamy osiami gldwncmi elipsy.
Dzielg one elipse na cztery symetryczne ¢wiartki, sg osiami syme-
tryi elipsy.

N. p. jezeli z punktu dowolnego M
poprowadzimy cieciwe rownolegla do AB,
to jest ona przepotowiona linig CD (jako
Srednicg sprzezong do Ali) i jest prosto-
padta do GD, a wiec punktiii' elipsy lezy
symetrycznie wzgledem M. Tosamo ro-
zumowanie mozna przeprowadzi¢ dla osi
symetryi AB, o punktach M i M". Na

tej symetryi polega konstrukcya osi gtownych elipsy. Ze S$rodka za-
kreslamy koto promieniem dowolnym, ale takim, aby kolo przecigto elipse
w czterech punktach. Przepotowmy Kkaty zawarte miedzy OA i OB,
OA i OD.

Poniewaz odcinki OA,
OB, OC, OD sg réwne
jako promienie kota, przeto
punkty A, B, C, D leza
symetrycznie wzgledem dwu-
siecznych SS i TT.
(AX = BX, i
AB LSS, jakto wynika z
AOXsdB OX). LinieSS
i TT s3 wiec
tryi elipsy, ich odcinki sg
wiec osiami gtownemi. -
Elipse dostajemy odrazu
'S zOryentowang  wedtug osi
Fig. 232. gtéwnych, jezeli przyjmiemy
w rysunku perspektywicznym
a= 90° a zmniejszeniedowolne, ale rézne od s= 1 (n. p. rzut kola
prostopadtego do ptaszczyzny rysunku ukosnie od gory lub ukosnie z dotu
<4 bez zbaczania na prawo lub lewo).

Konstrukcya elipsy, ktorej osie gtdwne sg znane, polega wiee na tern,
aby wszystkie cieciwy kota prostopadte do jednej Srednicy zmniejszy¢ w tym-
samym stosunku zachowujac icli katy ze $rednica.

Stosunek zmniejszenia musi wynosi¢ tyle, ile stosunek osi gtdwnej mniej-
szej do osi wigkszej, poniewaz o$ wielka jest Srednicg zachowang w prawdzi- .
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woj wielkosci a tylko 08 mata jest S$rednica zmniejszong. Najwygodniej
wykonuje sie konstrukcye przy pomocy dwoch két wspotsrodkowyéli o Sredni-
cach rownych osiom elipsy. Aby zmniejszy¢ potowe cieciwy PR, fgczymy P
ze Srodkiem kota. — Trzeba na
prostej P R znalez¢ taki punkt
X, aby XIi :PR — CO :B 0

czyli = HO:P O Z podo-
bienstwa tréjkatow wiadomo, ze
wystarczy  poprowadzi¢  linie

11X j OTi. Wtedy rzeczywiscie
X R jest takg czeScig PR, jaka
czescig wielkiej osi jest 0§ mata.
Punkt X jest juz punktem
elipsy. W ten sposéb mozna
otrzymac dowolnie wiele punktow
elipsy pomniejszajagc  odcinki
31N, QS it d. '
Inne wiasnosci elipsy po-
Fig. 233. . znamy w dalszym ciggu nauki.
Przy pomocy uko$nego rzutu
kota tatwo juz narysowal w perspektywie réwnolegtej bryty takie, jak: walec,
stozek, kule i t. p.

Cwiczenia Il.
§ 85. 1.Wykresli¢c wperspektywiesrodkowej  kostke tak, aby punkt oczny O
lezat: a) ugoryna lewoodrysunku,b) udotu na lewo, c¢) u dotu na prawo.

Uwaga: Krawedzie prostopadte do ptaszczyzny obrazowej mozna skracac
dowolnie; przezto tylko zmienia sie wzniesienie oka nad ptaszczyzng rysunku.
|g |« Kiedy obrazem linii prostej bedzie punkt w perspektywie $rodkowej?
Kiedy obrazem kwadratu bedzie linia prosta?
§ 86. -3. Do kartonu przyklejono dziewie¢ kostek po trzy w jednym rzedzie
pionowym i poziomym; oko znajduje sie naprzeciw kostki srodkowej. Wykresli¢
obrazy wszystkich kostek.
4. Kiedy ukos$ny rzut odcinka jest mniejszy od niego, kiedy réwny, kiedy
wieksz}?
5. Z ktorej strony trzeba patrze¢ na kwadrat lezagcy poziomo, aby sie
przedstawiat: a)jako prostokat, b)jako jedna linia prosta, c)jako réwnolegtobok.
6. Wykreslic w perspektywie réwnolegtej belke prostokatng o przekroju
kwadratowym, ktérej dtugos¢ jest dwanascie razy wieksza od szerokosci, uzywajac
kata a ==45° i skrécenia s = Is.
7. Wykresli¢ stot, szafe, w perspektywie: a=30° s = 92, wykonawszy
potrzebne mierzenia.
8. Wykresli¢c w pomniejszeniu w perspektywie réw-nolegtej skrzynie, ktdrej
dtugos¢ a = r5 m, szeroko$¢ b= 0'7 m, a wysokos¢ c= 0'4 m, jezeli Sciany
sg zrobione z materyatu o grubosci 0'03 m.
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9. Narysowa¢ w perspektywie a— 60°, s= 12 bryle powstalg, z kostki
przez odciecie -wszystkich narozy zapomocg ptaszczyzn, przechodzacych przez
$rodki,kazdych trzech schodzacych sie krawedzi.'

10. Narysowacé os$raioscian i odcig¢ jego naroza ptaszczyznami rownotegtemi
do  osi wodstgpach wnoszagcych 1/8 dtugosci osi od wierzchotkow.

11. Narysowaé wr perspektywie rownolegtej dom z dachem ukosnym, ktorego
wysoko$¢ wynosi I/5 wysokosci catego domu.

12. Narysowa¢ w perspektywie rownolegtej ostrostup szescioboczny Sciety
ptaszczyzng réwnolegty do podstawy.

13. Narysowaé w perspektywie roéwnolegtej graniastoslup i przecia¢ go
ptaszczyzng ukosna.

Uwaga: Rysuje sie najpierw rzut prostopadty graniastostupa na ptaszczyzne
rownolegtg do krawedzi. Z tego rzutu odmierza sie dtugo$¢ odcietych krawedzi.

14. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej oSmioboczng wiezyczke  zakon-
czong ostrostupem.

15. Narysowac pie¢ schodéw w perspektywie réwnolegtej. Linie niewidoczne
opuscic !

16. Narysowaé w perspektywie rownolegtej szedcio-czworo$cian t. j. bryte
powstajacg z szeScianu przez umieszczenie na kazdej S$cianie ostrostupa czworo-
bocznego, majagcego za podstawe Sciane szeScianu a wysoko$¢ réwng czwartej
czesci krawedzi szeScianu.

Narysowaé szescian i wpisa¢ wenA czworoscian)® osmioscian.

Uwaga: Krawedzie czworo$cianu sg”przekatniami ;Scian szeScianu, a naroza
Scjanu lozg w $rodkach Scian szesciaim.

. Whpisaé w szescian dwa czworosciany przenikajace sie ; linie niewidoczne
opusci¢ (por. poprzednio zadanie).

§ 87. 19. Narysowa¢ dowolne koto w rzucie ukosnym uzywajac znieksztatcen:

a) a= 45°, s=1, b) a= 30° s= U3, ¢ «=90°, s— 12,

20. Majac podang elipse znalez¢ jej $rodek konstrukcyjnie.

21. Majac podang elipse wykresli¢ kilka stycznych.

22. Zbudowac elipse znajac jedna pare S$rednic sprzezonych.

23. Majac podang elipse znalez¢ osie gtéwne.

24. Zbudowaé elipse znajac jej osie gtowne.

25. Narysowaé walec kotowy w perspektywie rownolegtej.

26. Narysowac stozek kotowy w perspektywie rownolegtej.

27. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej rure walcowa.

28. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej szklanke okragta, u gory roz-
szerzona.

29. Narysowaé w perspektywie kule z roéwnikiem, zwrotuikami i kotami
podbiegunowemi.

30. Narysowaé kule z kilkoma potudnikami w perspektywie réwnolegtej.

31. Narysowa¢ w perspektywie rownolegtej warstwe kuli, ograniczong dwoma
ptaszczyznami rownotegtemi.




Rozdziat 111.

Potozenie linii prostych i ptaszczyzn w przestrzeni.
Proste i ptaszczyzny rownolegte.

Dwie linie proste.

Na plaszczyznie dwie proste nie nakrywajgce sie mogg mie¢ wzgledem
siebie dwojakie potozenie — jak to widzieliSmy w planimetryi: albo dwie
linie proste przecinajg sie, albo sg réwnolegte.

Jezeli jednak linie proste leza na rozmaitych ptaszczyznach, przybywa
jeszcze trzecia mozliwos¢. Na przykiad krawedzie a i b kostki przedstawionej

Fig-. 234.

na fig. 234 nie przecinajg sie w rzeczywisto-
§ci, chocbySmy je dowolnie daleko przedtuzyli.
(Na rysunku te linie majg jeden punkt
wspolny, poniewaz rysunek jest ptaski, wiec
dwie linie proste muszg sie na nim przecinaé¢, o ile nie sa réwnolegte.)
Rownolegtemi tych linii réwniez nie nazwiemy, poniewaz sg w jednych
miejscach blizsze, w innych dalsze od siebie. Podobne potozenie ma krawedz
A JB kata dwusciennego (fig. 235) wzgledem prostej aczacej dowolne punkty
C \ D na plaszczyznach a i Przyktadow takich mozna poda¢ bardzo
wiele przy rozpatrywaniu rozmaitych bryt. (Podaj przyktady z sali szkolnej!)
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Dwie takie linie proste, ktére ani sg rownolegt
prostemi wicliro\vatemi. Proste wichrowate nie wyznaczaja ptaszczyzny,
niema bowiem takiej ptaszczyzny, ktdraby zawierata te obydwie proste. Kazda
ptaszczyzna zawierajgca jedng z nich przecina drugg prosta tylko w jednym
punkcie, n. p. plaszczyzna zawierajgca prosta Y Y na fig. 236 przecina
prostg X X' wrjednym punkcie A.
Posuwajmy sie po dwdch takich liniach réwnoczesnie od punktéw X i Y
lub X" i Y to odlegtos¢ zmniejsza sie coraz bardziej, ale tylko do pewnej
granicy. Najblizsze sg punkty
A i £, stad za$ poczawszy od-
legto$¢ znowu wzrasta nieogra-
niczenie. Na kostce na fig. 234
tg najkrotsza odlegtoscig jest
Odcinek c¢.  Istnieje  wiec
pewna najkrdotsza odle-
gtosé¢ dwdch prostych
wichrowatych, istniejg na
nich miejsca najblizsze. Sposob
znalezieniatej odlegto$cipoznamy
pézniej.

Proste wichrowate nie za-
mykajg zadnego kata. Jedna-
kowoz ich odchylenie od poto-

zenia réwnolegtego moze byé rozmaite, Tak n. p. sktonni jesteSmy po-

wiedzie¢. ze linie b i a na kostce na fig. 234 sg odchylone o 90° od poto-

zenig rownolegtego.  Dlategoto wpro-

wadzamy nowe pojecie: kata prostych

wichrowatych. Przesuwamy jedng

z nich n. p. a réwnolegte do pierwo-

tnego potozenia tak,_aby sie przecieta

z drugg b, lub z dowolnego punktu

prostej b prowadzimy linie a' rownolegtg

do a. Wtedy powstaje kat w zwykiem

znaczeniu, kat a. Ot6z ten kat nazy-

wamy katem dwoch prostych wichrowa-

watych. Jestto kat, utworzony przez

jedng znich i przez linie réwno-

legtyg do drugiej, poprowadzong przez dowolny punkt pierwszej.

Mogtaby zachodzi¢ watpliwos$é, czy nie otrzymamy rozmaitych, réznych

od siebie katow a, jezeli poprowadzimy linie rownolegte do a przez rozmaite

punkty prostej b. Wykazemy jednakze w nastepnym ustepie Scisle, ze te
wszystkie katy sg réwne (por. ste 173).
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89.) Linia prosta i ptaszczyzna.

Pewnik X poucza nas, ze linia prosta majaca z plaszczyzng dwa
punkty wspdlne musi cata feze¢ Tfa tei ptaszczyznie. Jezeli wiec
prosta nie lezy na ptaszczyznie, to moze mie¢ z nig jeden- punkt wspélny,
Moéwimy wtedr. ze prosta przecina ptaszczyzne w punkcie, ktory
sie nazywa spodkiem prostej.

““Tika iima prosta przecinajgca ptaszczyzne moze by¢é do niej wiecej
lub mniej nachylona. Jak sie mierzy to nachylenie, poznamy w dalszym
ciggu.

Wreszcie linia nrosta moze nie mie¢ z ptaszczyzng zadnego
punktu wspo6luego”y dowodnimy, ze takie potozeniejest mozliwe. W tym
CTTi-Na "TioNyoliiej phiis~czyznie obieramy jaka$ prosta a i przez punkt P poza

nig lezacy prowadzimy linie
llja, co zawsze jest mozliwe
wediug pewnika planimetry-
eznego. Ta prosta b nie
moze przecigé plaszczyzny a.
Dla dowodu przesunmy pta-
szczyzne przez proste a i b.
To sie da zrobi¢, poniewaz
te proste sa réwnolegte (por.
str. 150). Gdyby prostat prze-
cinata ptaszczyzne a, to chyba
tylko w tych miejscach, gdzie sie przecinajag ptaszczyzny a i 0 (bo cata prosta b
lezy na ptaszczyznie 3), a wiec w jakim$ [punkcie wspélnej krawedzi a. To
jest; jednakze niemozliwe, poniewaz wiasnie wykresliliSmy &//«. Prosta b nie
przecina wiec zupetnie plaszczyzny a. Takg prosta, ktdra nie przecina pta-
szczyzny, chociazby$myjg dowolnie przedtuzali, nazywamy prostagrownolegtg
do ptaszczyzny. Przeprowadzilismy wiec dowdd istnienia prostej
rownolegtejb<”Kazda prosta romidlegta chochu do jednej linii Jezacej na
ptaszczyinie, jest juz réwnolegta do catej plaszcsi/my.

Kosta ta posia3a~rzeczywiscie niektore charakterystyczne cechy réwno-
legtych prostych. | tak kazdy jej punkt jest réwno oddalony od ptaszczy-
zny a, co udowodnimy pdzniej, méwigc o odlegtosci punktu od ptaszczyzny.
Natomiast pewnik planimetryczny odnoszacy sie do dwoch prostych nie sto-
suje sie juz do prostej i plaszczyzny. WidzieliSmy bowiem, ze przez punkt
poza prosta mozna do niej poprowadzi¢ tylko jedng linie réwnolegly. Tym-
czasem przez punkt lezacy poza ptaszczyzng mozna poprowadzi¢ bardzo wiele
linii prostych réwnolegtych do plaszczyzny.

Twierdzenie to daje nam sposéb poznania, czy prosta jest réwnolegta
do plaszczyzny, a zarazem sposéb konstrukcji takiej prostej.
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/ Nie nalezy Sadzi¢, aby prosta rownolegta do ptaszczyzny byta réwno-
legtg do wszystkich prostych, lezacych na tej ptaszczyznie: jest ona wzgledem
niektérych prostych wichrowata a wzgledem innych réwnolegta. +tatwo wy-
kazaé, ze prosta rdétmolegla do ptaszczyzny jest tylko do tycli prostych
lezacych na plaszczyznie rownolegta, ktére leza z nig na tejsamej drugiej
ptaszczyznie. N. p. prosta b | a, to, aby znaleZé na plaszczyznie a jaka$
prostg rownolegta do b, prowadzimy dowolng ptaszczyzne ( przez prostg b.
Krawedz a' musi by¢ rownolegta do b (dlaczego?). Taksamo krawedz a"

ptaszczyzn a iy jest réwno-
legta do b it dWzgle-
dem innych prostych leza-
cych na ptaszczyznie a, n. p.
wzgledem AB i AG, jest .
prosta b wichrowata.
Opierajagc sie na tych
twierdzeniach o prostej ro-
wnolegtej do plaszczyzny, mo-
& zemy uogo6lni¢ wazne twier-
Fig. 239, dzenie z planimetryi o pro-
stych rownolegtych. Widzie-
lisSmy mianowicie, zc dwie linie proste réwnolegle do teisamej tri&cic.j sg( takze do
siebie rowndlegle,j ezcT['ws2v~ide"'tfzyrleza na jednej plaszczyznie. Pytanie,
czy tosamo dotyczy prostych réwnolegtych w przestrzeni (zwracaliSmy juz
uwage 1L p. na str. 152, zc nie wszystkie twierdzenia planimetryi mozna bez
zmiany przenosi¢ do stereometryi). Uzyjemy dowodu niewprost.
Zatozenie jest: a\\c i b| c. Polgczmy plaszczyznami a i 6 proste b,
e i «, ¢ Poniewaz a | c, to a musi by¢ rownolegte do calej ptaszczyzny a,
zawierajgcej prosta c¢. Poniewaz b | c, to b musi by¢ réwnolegle do ptaszczy-
zny zawierajacej prostg c.  Twierdzimy,
ze takze a || b. Ot6z gdyby prosta a nie
byta réwnolegta do b, to moglibySmy zna-
lez¢ inng prostg a' rownolegta do b, prze-
chodzacag przez dowolny punkt X prostej a
i lezagcg na ptaszczyznie Ta prosta
b musiataby by¢ réwnolegta do a (poniewaz
b lezy na plaszczyznie a). Wobec tego
prosta a' bylaby réwnolegta takze do c, bo
¢ lezy z nig na jednej plaszczyznie i3 a za-
razem na plaszczyznie a, roéwnolegtej
do a'".
Przez punkt X przechodzityby wiec
Fig. 2-io. dwie linie proste a i a\ lezace na jednej
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ptaszczyznie i réwnolegle do tej samej prostej c, a to jest niemozliwe, sprze-
ciwia sie bowiem planimetrycznemu pewnikowi o liniach rdwnolegtych. Prosta
a' musi sie wiec nakryé z prostg a, a wiec juz a | b, zgodnie z naszem
twierdzeniem. — Stad wniosek:

Dwie proste rownolegle do tejsamej trzeciej sg i do siebie roéwnolegle,
cnocmeby ivszystlcie~irzy proste' nTe

lezaty na jednej ptaszczyznie.

* Twierdzenie to mozemy zaraz
zastosowa¢ do okazania, ze wiel-
kos¢ kata dwdch prostych wichro-
watych nie zalezy od tego, wktdrem
miejscu jednej prostej poprowa-
dzimy linie réwnolegtg do drugie;j.
Jezeli bowiem V ||b i b" | b to
musi by¢ takze V | b". Te dwie,

proste réwnolegle sa przeciete trzeci;] a, wiec katy odpowiednie sg sobi'e
réwne:

*

§f90 Dwie ptaszczyzny.

Dwie ptaszczyzny majace.trzy tub wilfeot?i punktéw wspélinych,
nic lezacych najednej linii prostej,nakrywaj g sie zupetnie— wedtugpewnikaX.
'Dwie ptaszczyzny majace dwa punkty wspbélne majg wspo6lng cata
linig prosta (krawedZ) taczaca te dwa punkty,. Taksamo, jezeli dwie pta-
szczyzny maja jeden punkt wspdlny, muszg mieé juz catg krawedz
wspb6lng — wedlug pewnika XI.

Moga istnie¢ takze ptaszczyzny, nie majgce zadnego punktu
wspOlnego.YPrzeprowadzimy dowdd istnienia takich plaszczyzn. Przez
' punkt X lezacy poza
ptaszczyzng popro-
wadzmy dwie proste
a i b, rownolegte do
ptaszczyzny (dowdd
istnienia takich pro-
stych przeprowadzi-
lisSmy juz w ustepie

poprzednim).
Twierdzimy, ze
ptaszczyzna przesu-
nieta przez te dwie proste nie ma zadnego punktu wspélnego z ptaszczyzng a.
Gdyby bowiem ptaszczyzny a i 3przecinaty sie wzdluz jakiej$ krawedzi c (lezacej
gdzie$ daleko — na rysunku zaznaczyliSmy to przez zagiecie gérnej ptaszczy-
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zny), to poniewaz a || & musiataby ta prosta a by¢ takze réwnolegty do c.
Taksamo poniewaz b « to b|jc wedlug twierdzenia na str. 172. Przez
punkt X przechodzityby wiec dwie proste a i b lezagce na tejsamej ptaszczyznie
i rdwnolegte do ¢, a to jest niemozliwe.

A wiec ptaszczyzny a i 3 nie jnogg mieC krawedzi wspolnej, nie moga
sie wiec wogdle przecigé.

Takie dwie ptaszczyzny nie majgce zadn.ego punkt,ujvsp6 1-
nego (cliociazbysmy ie dowolnie ngiedtuzalil. nazywamy ptaszczy-
znami réwnolegtymi. naszego dowodu wynika nastepujgca koiistruk-
cya ptaszczyzn réwnolegtych: Plaszczyzna przesunieta przez dwie proste
przecinajace sie ze sobg, a réwnolegle do drugiej ptaszczyzny, jest sama
réwnolegta do tej drugiej ptaszczyzny.

Uwaga: Dwie proste réwnolegte do tej samej ptaszczyzny nie musza bycC j
do siobie réwnolegte!

Poniewaz dwie ptaszczyzny rownolegte nie majg zadnego punktu wspol-
nego, to oczywistem jest, zojezeli je przetniemy trzecig ptaszczyzna, por.iig. 243,
to powstate krawedzie nie moga miec takze nic wspdlnego. Krawedzie te nie sg
wichrowate, bo lezg na jednej ptaszczyznie (przecinajacej tamte dwie), pozo-
staje wiec tylko jedna mozliwos¢, ze te krawedzie sg réwnolegte.

Whniosek ten wypowiadamy w nastepujacy sposéb:

Dwie ptaszczyzny réwnolegle przeciete trzecig tworza z nig Jorawedzie
roimolegte.

Powstaty tu katy dwuscienne odpo-
wiednie, naprzemianlegte i jednostronne.
Katami tymi zajmiemy sie pozniej.
W planimetryi musieliSmy przyjac
za pewnik, ze przez punkt poza linig
prostg da sie do niej tylko jedna linia
rownolegta poprowadzi¢. W stereo-
metryi mozemy juz udowodni¢, ze
przez punkt poza ptaszczyzng da sie
poprowadzi¢ tylko jedna ‘ptaszczyzna
rownolegta do niej. Oprzemy sie wiasnie
na poprzedniem twierdzeniu.
Gdyby przez punkt P (fig.j244)
Fi»-, 2-13, przechodzity dwie ptaszczyzny i 7 réwno-
legle do a, to przecinajac te trzy ptaszczyzny czwartg O, przechodzacg przez P,
otrzymalibySmy na niej krawedzie a i a’.

Na podstawie twierdzenia o dwdch ptaszczyznach réwnolegtych przecie-
tych trzecig wnioskujemy, ze a\llc i a' || o Przez punkt P przechodzityby
wiec na plaszczyznie o dwie proste réwnolegte do k, a to jest niemozliwe.
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Zatem plaszczyzny G i y muszg sie nakryé, wiec istnieje tylko jedna pta-
szczyzna réwnolegta do a przechodzaca przez punkt P

Stad bezposredni wniosek: dmepl.aszczyzny réwnolegle do tej samej
trzeciej sg do siebie réwnolegle.

Mozna takze teraz wykazaé, ze
proste poprowadzone zjakiego$ punktu
rownolegle do danej ptaszczyzny lezg
wszystkie na jednej ptaszczyznie i to
na plaszczyznie rownolegtej do .
(Udowodnijl)

Dwie ptaszczyzny réwnolegle do
siebie odcinajg na wszystkich prostych
rownolegtych przecinajgcych je réwne
Icmoatici. (Udowodni- przesuwajac
ptaszczyzne przez kazdg pare prostych
réwnolegtych!). Takzewlwrdcenie tego
twierdzenia jest prawdziwe. ROwno-

*|g' 244 legtos¢ dwoch ptaszczyzn mozna takze
sprawdzi¢ przy pomocy dwoch katow.

W planimetryi widzieliSmy, ze katy, ktérych
ramiona sg zgodnie rownolegle, sg réwne. Twier-
dzenie to mozna przenies¢ takze do stereometryi:

Katy, ktérych ramiona sa saodnie réwno-
legle, sa rowne, chociazby lezaty na rdznych
ptaszczyznach jiJM*ylaszczuzny sg rownolcgle.

Dowdd: Zatozeniejest: afJa' i b| V. Od-
cinamy a = «' i b— b' i fgczymy konce tych
odcinkéw liniami ¢, ¢\ h, h, g. Figura ha'ha
jest rownolegtobokiem, poniewaz jedna para bo-
kow' jest rowna i réwnolegta. A wiec h— h
i T i

Taksamo hV g b jest rownolegtobokiem, wiec
T— g i &||g. Z tych zwigzkow wynika h — g

Fig. 245. i h| <a wiec i figura hc'gc jest réwnolegto-
bokicm.
Wiec ¢= ¢. Z rdwnosci a— a', b= b', ¢= ¢ wynika przystawanie
tréjkatow abc — a'v ¢' (IV). A wiec:
<f«= 3:3.

Aby wykaza¢ rownolegtos¢ ptaszczyzn a i [3 zauwazmy, ze b ||V a wiec
bl h, taksamo a || a' pocigga za sobg a || h. Proste a i &sa réwnolegte do
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ptaszczyzny $, a wiec i cala ptaszczyzna a wyznaczona przez te proste jest
réwnolegta doSt:

Jezeli wiec sprawdzimy, ze dwie ptaszczyzny zawieraja dwa katy o ra- >
mionach parami réwnolegtych, to te plaszczyzny sg rownolegte.

tatwo wykaza¢, ze katy o ramionach niezgodnie rownolegtych
spetniajg sie do 180°. 1

Poznanie prostych i ptaszczyzn réwnolegltych umozliwia zrozumienie
ruchu postepowego utworéw' geometrycznych w przestrzeni. Jezeli wszystkie
punkty jakiego$ utworu geometrycznego zakreS$lajg réowne
i rbwTholegte odcinki, to ruch ten nazywamy ruchem poste-
powym, podobnie jak w planimetryi.

Aby wykona¢ toki ruch, o-

bierzmy n. p. na plaszczyznie a
D' dowolny wielokat AB ODE. Z

jego wierzchotkéw poprowadzmy
proste rownolegte do siebie w do-
wolnym kierunku i na kazdej ode-
tnijmy rowny kawatek A A' = JBB'
7 —CC =DD'= EE"'. ktaczac
punkty A'B' C'D'E '.otrzymamy
wielokat w nowem potozeniu. Jest
on przystajacy do pierwotnego poto-
zenia, poniewaz boki sg réwne jako
przeciwlegte boki réwnolegtoboku
a katy sg réwne, poniewaz majg
ramiona parami zgodnie rownolegte.

Przy takim ruchu nie zmienia sie wiec ani wzajemne potozenie ani

wielko$¢ poszczegélnych czeSci utworu geometrycznego.

Fig. 246.

Ruch ten geometryczny ma wiec wszystkie wiasnosci ruchu fizycznego,
jaki spotykamy w zyciu codziennem i w mechanice ciat sztywnych. Gdyby$my
taksamo postapili z bryla, to wszystkie katy i odcinki pozostang niezmienione,
a wiec i cata bryta nie ulegnie zmianie ani co do ksztattu, ani. co do wielkosci.

Dla Scistosci nalezatoby wykazaé, ze przy tym ruchu linia prosta pozosta-
nie prosta, nie dozna zadnego wygiecia a taksamo plaszczyzna pozostanie pta-
szczyzng. Wykazuje sie to przez sprawdzenie, ze trzy dowolne punkty lezgce na
jednej linii prostej przed ruchem, lezg takze po wykonaniu ruchu na jednej linii
prostej (Udowodnij!) a cztery punkty lezace na jednej plaszczyznie przed wyko-
naniem ruchu, lezg takze po wykonaniu ruchu na jednej ptaszczyznie.
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N. p. AB GD leza, na jednej ptaszczyznie a. Po ruchu otrzymamy punkty
A'B' C'D'. Z nich trzy zawsze muszg leze¢ na jednej ptaszczyznie: C'A'B".
Pytanie tylko, czy U lezy
na tejsamej plaszczyznie?
Ot6z phaszczyzna C'A'B’
jest rownolegta do a, po-
niewaz zawiera dwie prze-
cinajagce sie proste A'C’
i A1 B' réwnolegte do a.
Potaczmy A z D i A’z D"
Poniewaz A A'D D' to i
A D 4+ A' D', wiec prosta
A' D' jest takze rownolegia
do ptaszczyzny a, musi zatem
leze¢ w tejsamej plaszczy-
znie, co A'B' i A'C.

Fig. 247.
Cwiczenia 111.
§ 88. 1. Narysowa¢ ostrostup tréjboczny (czworoscian) i wymieni¢ krawedzie
wichrowate.

2. Narysowa¢ belke, ktérej przekrdj jest szeSciokatem umiarowym i wy-
mieni¢ krawedzie wichrowate. Jakie katy tworza one ze sobg? Jaka jest ich
najkrétsza odlegtosc?

§ 89-—90. 3. Narysowac¢ przez punkt lezacy poza ptaszczyzng kilka prostych
rownolegtych do niej. Co jest miejscem geometrycznem tych prostych?

4. Majac dang prostg a roéwnolegty do plaszczyzny i punkt X na plaszczy-
znie, wykresli¢ prostg réwnolegty do a i lezacag na danej plaszczyznie.

5. Jak sie mozna przekona¢ przy pomocy katomierza, czy prosta w prze-
strzeni lezaca jest réwnolegta do danej ptaszczyzny?

6" Wykaza¢, ze jezeli dwie ptaszczyzny sg rownolegte, to kazda prosta le-
zaca m jednej plaszczyznie jest réwnolegta do drugie;j.

7. Wykazaé, ze plaszczyzna przecinajaca jedng z dwoch plaszczyzn réwno-
legtych przecina i druga.

8. Udowodni¢, ze dwie plaszczyzny réwnolegte odcinajg réwne kawatki na
wszystkich prostych réwnolegtych do siebie.

9. Udowodni¢ odwrocenie twierdzeniaz poprzedniego zadania!

10.:_Udowodni¢, ze katy, ktérych ramiona sg niezgodnie rownolegte, spetniaja
sie do 180°,,chociazby lezaly na réznych ptaszczyznach.

11. Jezeli kat dwuscienny przetniemy dwoma ptaszczyznami réwnoleg

do siebie, a przecinajgcymi krawedz, to katy przekroju bedg réwne. Udowodnic¢!
§ 91. 12. Dowolny sze$ciokat przesuna¢ roéwnolegle w przestrzeni o 4 cm pod
katem 45° od plaszczyzny tego szeSciokata.

13. Kostke przesung¢ rownolegle w kierunku prostej tgczacej dwa przeciw-
legte naroza.

14. Wykaza¢, ze trzy punkty lezacena jednej linii prostej po wykonaniu
ruchu postepowegolezg takze na jednej linii prostej.

tomnicki, Geometrya l. i Il 12
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15. Wiedzac, ze krawedzie kostki sa, po cztery rownolegto do siebi
a wszystkie katy na $cianach lezace wynosza po 90°, wykaza¢, ze przeciwlegte
Sciany sag réwnolegte.
r/ 16. Kostka wykonata dwa ruchy postepowe w réznych kierunkach. Czy>
jjWzna ten ruch zastapi¢ jednym ruchem postepowym? Wykonaj konstrukcyel

17. Prosta rownolegta do dwdch przecinajacych sie plaszczyzn jest rowr
‘legta do ich krawedzi. (Udowodnij!) (Przesuwa sie przez te prostg ptaszczyzne
rownolegta do jednej z plaszczyzn przecinajagcych sie.)

# 18. Majac dane dwie proste wichrowate wykaza¢, ze z kazdego punktu
mozna poprowadzi¢ prostg, przecinajaca te dwie prostej

& 19. Przez jedng z dwoch prostych wichrowatych przesungé plaszczyzne
rébwnolegta do drugiej. ~)

* 20. Czy istnieje ptaszczyzna réwnolegta do dwdch prostych wichrowatych?



Rozdziat Y.

Proste i ptaszczyzny prostopadte.

§(i>21 Prosta prostopadta do ptaszczyzny.

--"Dotychczas omoéwiliSmy dokfadniej tylko réwnolegte potozenie prostych
i plaszczyzn. Przejdziemy obecnie do prostych i plaszczyzn przecinajacych
sie. Z posréd rozmaitych mozliwych potozerh prostej wzgledem plaszczyzny
i ptaszczyzny wzgledem ptaszczyzny najwazniejsze jest dla nas potozenie prosto-
padte.

Zajmijmy sie najpierw prostg prostopadia.

Biorgcpod uwagejakakolwiek prostg przecinajaca

ptaszczyzne ukosnie spostrzezemy, ze onaz roz-

maitych stron ma rozmaite nachylenie do pta-

szczyzny. Z jednemi liniami prostemi lezgcemi

na ptaszczyznie tworzy katy ostre, z innemi roz-

warte a z jedng kat prosty (z linig CD).

Tak jednak nie kazda linia sie zachowuje.

Wykazemy, ze w kazdym punkcie ptaszczyzny

istnieje jedna linia, ktora z kazda linig lezacq na ptaszczyznie tworzy takisam
kat, mianowicie kat prosty ryt,inin ta-jest prostopadta do wszystkich
bez wyjgdkul-i-n/H na ptaszczyznie i-u-itz-y-w”-s-te-dla-
tego-l-uw-g-nprbstopadtg do catej ptaszczyzny i na odwr6t ptaszczyzna
-nazywa>sie prostopadta -do- tdHHffB#»

Przeprowadzimy dowdd istnienia takiej linii a zarazem uzyskamy sposob
przekonania sie o prostopadtosci linii i sposéb konstrukcyi linii prostopadiej
do plaszczyzny.

Wezmy na dowolnej ptaszczyznie a dwie proste a i b przecinajgce sie
i obierzmy linie c, prostopadty do obydwu:

AO+xOC, AO+ OB.
%
Wykazemy, ze ta linia jest prostopadta do wszystkich innych linii lezacych
na ptaszczyznie 1.

N. p. chcemy wykazaé, ze A O jest takze prostopadta do OD. Po-
taczmy dowolne punkty B i C prostych a, b. Linia B C przetnie prostg OD
w punkcie D.
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Dla dowodu przedtuzamy odcinek 1 0 o takisam kawalek OA pod
ptaszczyzne a. taczac punkty A i A z punktami B, C i B otrzymamy dwa
trjokaty réwnoramienne AA'B i AA'C (dlaczego réwnoramienne?), wiec
AB — A'B i AC = A'C. Trojkaty AB C i A'B C sg wiec przystajace (V)
a z przystawania wynika,
ze takze odpowiednie
odcinki sg roéwne, wiec
AD= A'D (gdybySmy
obrécili  dolny  trojkat
okoto B C tak, aby A’
padt na A, to AB na-
kryjesiezA B). W takim
razie trojkat A A B jest
takze réwnoramienny.
Proste OB 1jczaca jego
wierzchotek ze S$rodkiem
podstawy jest prostopadta
do  podstawy ; wiec
A O_i OB. Taksamo

mozna udowodni¢ o kazdejinnej prostejprzechodzacej przez punkt O, a lezacej

na ptaszczyznie a,ze A Ojest do niejprostopadia,

Ale takze zprostemiwichréwatemiwzgledem A O tworzy A O kat
prosty. N. p. kat z linig JSF znajdziemy, kresSlagc przez punkt O linie
F'F'"\EF, ta za$ tworzy juz z A O kat prosty, jak kazda linia przez O
przechodzaca.

Doszlismy wiec do nastepujgcego wniosku:

eiriniet prosta prostopadta do dwoch przecina-
jacych sie prostych jest prostopadia do catej pta-
szczyzny wyznaczonej przez te proste
Uwaga: Mogtaby zachodzi¢ watpliwos¢, czy
istnieje wogdle linia prosta, prostopadta do dwdch
przecinajacych sie prostych. Latwo jednakowoz takg prosta
/} skonstruowaé. Wezmy dowolny kat dwuscienny \
w jednym punkcie P jego krawedzi poprowadzmy linie
PAJ_k w plaszczyznie a¢ i P B \ Ic w plaszczyznie 0.
Krawedz k jest prostopadta do dwoch przecina-
jacych sie prostych, lezacych na ptaszczyznie y, wy-
znaczonej przez proste PA i PB.
Z kazdego punktu, czy to na ptaszczyznie
czy pozaptaszczyzng, dasie poprowadzi¢tylko jedna
prosta prostopadta, a taksamo =z kazdego punktu, czy to na prostej,
czy to poza prosta, da sie¢ do niej tylko jedna ptaszczyzna prosto-
padta poprowadzi¢ (dowody niewprost)!
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/Dtugos$¢ prostej prostopadtej z; punktu poza ptaszczyzng od tego punktu
do ptaszczyzny nazywamy odlegtoscig punktu od ptaszczyzny. Jestto
najkrétszy ze wszystkich odcinkow, jakimi
mozna pofaczyé P z plaszczyzng. Kazdy bo-
wiem inny odcinek jest wiekszy, jako przeciw-
prostokatnia trojkata, w ktérym P 'P jest przy-
prostokatnig.

Spodek P'tej linii prostopadtej
nazywamyrzutem (prostopadtym) punktu
P na ptaszczyzne a, a samg prostg PP
prostg rzucajgcg. Jezeli mowimy ,rzut“ bez zadnego dodatku, mamy na
mysli rzut prostopadty; jezeli nam chodzi o rzut ukos$ny, zaznaczamy to

wyraznie.

Rzutem jakiejkolwiek figury nazy-
wamy zbiér rzutéw wszystkich jej punk-
tow, czyli miejsce geometryczne rzutow
wszystkich punktéw danej figury.

Dwie Unie proste, prostopadte do
tejsamcj ptaszczyzny, sa do siebie
rownolegteZ Dowdd niewprost: Zatozenie
jest:

Fig. 251.

a i

-AGdyby prosta b nie byla rownolegta do a, to istnie¢ musi jedna réwnolegta do
a, n. p. b\ przechodzaca przez punktA. Poniewaz za$ aJ_c, to i prosta b’
musiataby by¢ prostopadta do ¢ (jako prosta rownolegta do a). Poprowadzmy
na plaszczyznie a proste d i e réwnolegte do siebie, a przechodzace przez
punkty A.i 13. <C(ad)= <t g e), poniewaz ich ramiona sg zgodnie réwno-
legte. Poniewaz <£ (ad) — 90° to i <£ (/e) musi by¢ prosty, wiec b'J_e.
MieliSmy zas V X c>wiec prosta V bylaby prostopadta do catej plaszczyzny a
(poniewaz jest prostopadta do dwoch linii prostych lezacych na tej pta-
szczyznie). Jednakowoz przez punkt A moze przechodzi¢ tylko jedna prosta
prostopadta do plaszczyzny a, a tg jest wedtug zalozenia b. Prosta b' musi
sie wiec nakrywa¢ z b, a wiec juz b jest rownolegta do a.

Mozna takze wykaza¢, ze dwie ptaszczyzny prostopadte do tejsamej
prostej, sg do siebie rownolegte (por. fig. 253).

Zatozenie: x J_a, x J i3

Przesuwamy przez prostg x dwie dowolne ptaszczyzny. Poniewaz a' || a
jako krawedzie dwoch plaszczyzn przecietych trzecig, to a'| a. Taksamo po-
niewaz V || b, to V | a. Jezeli za$ dwie proste przecinajgce sie a' i b' sg
réwnolegte do a, to i cata ptaszczyzna 3musi by¢ réwnolegta do plaszczyzny a.



182

Twierdzenie o prostych prostopadtych do tejsamej ptaszczyzny zasto-
sujemy do okres$lenia odlegtosci prostej rownolegtej od ptaszczyzny i odle-
glosci dwoch plaszczyzn réwnoleghych.
Wezmy dowolng prosta réwnolegtg do
ptaszczyzny a. Poprowadzmy z punktow
tej prostej linie prostopadie do a
Wszystkie te odcinki sg réwnolegte.
Odcinki AB iA'B\ BC i B'C s3 takze
réwnolegte (dlaczego?), wiec figurjABB'A",
BCCB"' sg rdéwnolegtobokami. Wobec

Fig. 254.

tego AA'— BB'= CC, to znaczy: kazdy punkt prostej rowno-
legtej do ptaszczyzny jest od niej réwno oddalony. Odlegtosciag
prostej roéwnolegtej od plaszczyzny nazywamy odlegtos¢ dowolnego jej punktu.
W podobny sposdb okreslamy odlegtos¢ dwdéch praszczyzn réwnolegtych. Po-
prowadzmy z punktow jednej ptaszczyzny szereg linii prostopadtych do drugiej,
to te wszystkie linie sg réwnolegte, a wiec muszg by¢ réwne (por. str. 177,
éw. 8).
Ten rowny odcinek prostej prostopadtej z jednej pta-
szczyzny rownolegtej do drugiej nazywamy odlegtos$cig pta-
szczyzn réwnolegtych.
* Mozemy |
krotsza odlegtosé dwoch prostych wichro-
watych a i b. Przez jedng z nich, n. p.
przez b, przesuwamy plaszczyzne 3
rownolegta do prostej a. Odlegtosé
prostej a od ptaszczyzny [B jest naj-
krotszg odlegtoscig prostych wichrowa-
tych, poniewaz prosta a, jako prosta,
réwnolegta do plaszczyzny f3 nie zbliza
Fig. 255. sie do niej nigdy wiecej, a wiec nie
zbliza sie takze do prostej b.
Aby znalez¢, w ktorem miejscu sg proste a i b najblizsze, wykreSlamy
ze wszystkich punktéw prostej a proste prostopadie plaszczyzny i3. One
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utworzg razem jedng plaszczyzne, ktora przetnie prostg b w jakim$ punkcie O.
Prosta OA prostopadta do plaszczyzny §H taczy najblizsze punkty prostych
wichrowatych a i b. Plaszczyzna - nazywa sie prostopadtg do ptaszczyzny 3
Taldemi ptaszczyznami zajmiemy sie dokfadniej w nastepnym ustepie. *

8 Ptaszczyzny prostopadie do siebie.

Jezeli z wszystkich punktow linii prostej tozacej ponad ptaszczyzng po-
prowadzimy linie prostopadie do plaszczyzny, to one utworzg jedng pia-
szczyzne. Sa bowiem do siebie réwnolegle i wychodza z punktow jednej
prostej, leza wiec w plaszczyznie wyznaczonej przez te prostg i przez ktdra-
kolwiek prostg prostopadita.

Ptaszczyzna taka, zawierajgca nieskonczenie wiele prostych
prostopad tych do drogiej ptaszczyzny, nazywa sie ptaszczyzng
do niej prostopadla.—tatwo wywnioskowaé, ze jezeli plaszczyzna a jest
prostopadta do i3 to i odwrotnie: ptaszczyzna £ jest prostopadta do a (wystarczy
poprowadzi¢ na drugiej ptaszczyznie szereg linii prostych prostopadtych do

wspolnej krawedzi). Woystarczy jednak, jezeli
ptaszczyzna zawiera jedng prostg prostopadia.
Twierdzimy wiec, ze:

Jezeli aJ_a, to takze kazda prosta ro-
wnolegta do a i lezagca W plaszczyznie fi jest
prostopadia do a.

N. p. prosta b| a musi by¢ prostopadia
do k\ aby jednak wykaza¢, ze | a, trzeba
znalez¢ jeszcze drugg prostg lezaca na pia-

Fig. 256. szczyznie a, do ktérej prosta b bytaby prosto-

padts. PoprowadZmyz n [|p, to katy (an)

i <C(bp) sa réwne, poniewaz majg ramiona zgodnie réwnolegte. <£ (an)==

= 90° a wiec i ¢(E.(bp) musi byé prosty, a stad wynika: bJ_p. Prosta b,

jako linia prostopadta do dwdch linii h i p lezacych na plaszczyznie a, jest

prostopadta do calej ptaszczyzny a. Tosamo mozna wykaza¢ o kazdej innej

prostej réwnolegtej do a i lezacej na plaszczyznie ji. Pfaszczyzna £ jest wiec

istotnie prostopadta do a, jako zbiér nieskonczenie wielu prostych prosto-
padtych. Ot6z cecha charakterystyczng ptaszczyzny .prostopadtej. jest

Jestto plaszczyzna przesunieta przez jedng .prosta prostopadig, do
drugiej ptaszczymy. (Uzycie "pionu w budownictwie!).

KrawedZ przeciecia sie ptaszczyzn prostopadtych zawiera rzuty wszystkich
punktéw i prostych, lezacych na jednej ptaszczyznie.

Takn. p. (por. fig. 257)jezeli PJ[_a, to rzuty wszystkich punktéw’ prostej a
lezag naprostej k.Prosta k jest wiec rzutem prostej a. Poniewaz k, jako linia

prosta,jestwyznaczonazapomocg dwodch swoich punktéw', przeto do wyzna-
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czenia rzutu linii prostej wystarczy podac¢ rzuty dwdch jej
punktow (jednym z nich moze by¢ punkt przebicia prostej z plaszczyzng).

Plaszczyzna i, prostopadia z prostej a
do ptaszczyzny a, nazywa sie ptaszczyzng
rzucajacag.

(Jezeli jaka$ linia lezy juz na pia-
szczyznie a, to jest ona swoim wiasnym
rzutem.)

Z prostej poza ptaszczyzng da sie do nigj
tylko jedna ptaszczyzna prostopadta poprowa-

Kig. 257. dzi¢, ale z punktu poza ptaszczyzng mozna
poprowadzi¢ nieograniczenie wiele ptaszczyzn
prostopadtych. Widzimy stad, ze dwie
ptaszczyzny prostopadte do tejsamej
trzeciej nie muszg by¢ do siebie ro-
wnolegte (por. fig. 258).
Natomiast majg one inng wia-
snosc¢ :
Jezeli dwie ptaszczyzny sag
prostopadie do tejsamej  trzeciej,
a nie sg roimiolegte, to ich Icrawgdz
musi by¢ prostopadta do tej trzeciej
ptaszczyzny. -
Dowdd: Plaszczyzna a zawiera
wszystkie proste prostopadie do y
z punktow na a lezacych, a wiec i prostopadta z punktu P na plaszczyznie a
lezacego. Taksamo ptaszczyzna @ zawiera wszystkie proste prostopadie do y
z punktow na (i lezacych, a wiec i prostopadty z punktu P, ktory jest
wspoélnyptaszczyznom ai @Poniewaz za$ z punktu P istnieje tylko jedna
prostopadta do y,wiec musi nig byélinia P i wspolna ptaszczyznom a i p,
czyli krawedZ plaszczyzn a i 3

Fifr. 25S.



Rozdziat V.

Proste i ptaszczyzny nachylone.

8 94. Prosta nachylona do ptaszczyzny.

WidzieliSmy, ze prosta nachylona do ptaszczyzny tworzy z kazdej strony
inny kat. Z pomiedzy tych katow jest jeden najmniejszy, mianowicie kat,
jaki prosta tworzy ze swoim rzutem na ty ‘plaszczyzne. Aby sie
przekona¢, ze kat O jest mniejszy od
wszystkich innych katéw prostej A B
z plaszczyzng, poréwnajmy go z dowol-
nym innym Kkatem, n. p. z Kkatem 7.
W tym celu odcinamy B C= B A’ i
taczymy C z A i A'. Trojkat AAC
jest prostokatny, wiec A A'< A C.
Bioragc pod uwage trojkaty ABC i ABA'
widzimy, ze majg po dwa boki rowne a
trzecie nierébwne, wiec naprzeciw mniej-
szego boku musi leze¢ mniejszy kat:

P< T

Taksamo  kazdy inny kat jest
wiekszy od (3 Y

Uwaga: Gdyby ptaszczyzna  byta pozioma, a prosta A B ciatem ciezkiem,
to przy spadaniu wykonataby wiasnie obrot 5 w plaszczyznie rzucajgcej.

Kat, jaki prosta tworzy ze swoim rzutem, nazywamy katem nachylenia
prostej do ptaszczyzny lub kréotko: katem prostej z ptaszczyzng.

p * Pomiedzy prostemilezacemi na
ptaszczyznie a jedna jest prostopadta
do pochytej P C, mianowicie ta, ktdra
jest prostopadta do jej rzutu./ Aby
wykaza¢ prawdziwos¢ tego twierdzenia
wychodzimy z zatozenia: A B J_ CE.
Odcinamy A C— B C i 1igczymy
JJzA BiP z A, B. Trojkaty
PEB i BE A sg przystajagce, (bo
PE —PE,EB — EA, PEB —

A
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= <rPEA jako katy proste). Wiec PA = PP>. Trdjkat P AB jest
réwnoramienny, a wiec linia P C tgczaca wierzchotek ze Srodkiem podstawy
jest do niej prostopadta. Odwrdcenie tego twierdzenia jest rowniez prawdziwe:
Jezeli prosta lezaca na ptaszczyznie a jest prostopadta do pochytej, to jest
prostopadta takze do jej rzutu. Udowodnij! *

Widocznem jest, ze proste rdéwnolegte do siebie majg do
kazdej ptaszczyzny przecinajgcej je jednakowe nachylenie
(wynika z podobienstwa trojkatow).

Plaszczyzny rzucajagce dwie
proste rownoleglte sa takze do sie-
bie réwnolegte, poniewaz jedna za-
wiera dwie proste przecinajace sie,
arownolegte do drugiej ptaszczyzny.

Stad wynika, ze rzuty pro-
stych réwnolegtych sg tak-
ze rowno legte: sg to bowiem
krawedzie przeciecia sie dwadch
ptaszczyzn réwnolegtych a i p,
trzecig ptaszczyzng vy.

Twierdzenie to- odnosi sie nie-
tylko do rzutéw prostopadtych, ale
ido rzutéw ukos$nych. Dlategoto w perspek-
tywie réwnolegtej proste, rownolegte wrzeczy-
wistosci, musza by¢ takze w obrazie per-
spektywicznym réwnolegte.
Ptaszczyzny rownolegte do
siebie tworzg rowne katy z kazdg
przecinajacg je prostg. Dla dowie-
dzenia tego prowadzi sie z dowolnego
punktu prostej a linie r prostopadtg do
jednej, a wiec i do drugiej ptaszczyzny.
Przesuwamy przez a i r ptaszczyzne, to
powstang na niej katy y i 8, ktore sg
katami nachylenia prostej a do ptaszczyzn
« i p.  Katy te za$ sg rowne, jako katy
Fig. 202. odpowiednie.

Fig. 2GL

£95. Twierdzenia o rzutach.

Przy pomocy katéw nachylenia prostej do plaszczyzny mozemy teraz
zbadaé, od czego zalezy wielkos$¢é rzutu kazdego odcinka. W tym
celu poprowadzmy z dowolnego punktu lezagcego poza plaszczyzng a pek

M ..
to e
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promieni. Wiemy juz (por. str. 181), ze odcinek promienia prostopadtego

jest najkrotszy. Z posrdd innych odcinkéw pochylych te wszystkie sg rowne,

ktérych rzuty sg réwne. Trojkaty S OA, S OJB, S OC,... sg bowiem wtedy

przystajace (I1).

Odwrotnie: Jezeli odcinki pro-

stych pochytych wychodzgcych

z tegosamego punktu sg réwne, to

i ich rzuty sg rowne. Wynika to

z przystawania tychsamych trojkatow, we-

dtug (Il) przypadku. Poniewaz te rzuty

wychodzg wszystkie z jednego punktu O,

przeto ich konce lezg na obwodzie kofa.

Mozemy wiec takze powiedzie¢: Miejscem

Fig. 263. geometrycznem punktow lezacych

na jednej ptaszczyznie, a réwno

oddalonych od statego punktu S poza ptaszczyzna, jest koto,
ktorego srodkiem jest rzut tego punktu S.

Wszystkie te rGwne pochyte sgtakze réwno nachylone do
ptaszczyzny, jak to wynika z udowodnionego juz przystawania trojkatéw
na fig. 263.

tatwo wykaza¢, ze im dluzszy jest odcinek pochytej z punktu S wy-
chodzacej, tem wiekszy jego rzut a tem mniejszy jego kat nachylenia. W gra-
nicy, jezeli odcinekdazy dowielkosci nieskonczenie wielkiej, to i dtugosé
rzutu  dazy donieskonczonosci, a kat nachylenia dazy do zera, czyli: po-
chyta dazy do potozenia réwnolegtego. Z drugiej strony, jezeli odcinek
pochyty maleje, to i jego rzut maleje, a kat nachylenia dazy do 90°. Jezeli
odcinek jest prostopadty (najkrotszy) to rzut jego staje sie jednym punktem,
wiec dtugos¢ rzutu wynosi zero. Widzimy stad, ze dlugo$¢ rzutu jest zalezna od
dtugosci odcinka i od kata nachylenia, czyli:

Dtugos¢ rzutu jest furikcyg diugosci odcinka i jego Jcgta nachylenia.
Zawsze jednakze rzut jest nie wiekszy od odcinka (dlaczego?). Odnosi sie

to nietylko do odcinka  majacego

jeden punkt wspdlny z ptaszczyzng, ale

takze do kazdego innego  odcinka.

Wezmy bowiem odcinek a lezacy nad

ptaszczyzng a i utwoérzmy jego rzut r

(prowadzac z jego koncow prostopadie do

a i faczac ich spodki). Z punktu B' po-

prowadzmy prosta a' réwnolegtg do a na

Fig. 264. ptaszczyznie rzucajacej, to a — a', jako

przeciwlegte boki réwno!egtoboku. Zamiast poréwnywa¢ odcinek a z r,
mozemy wiec poréwnywac¢ a' zr. Widzimy odrazu, ze a' >mr, awiecia> r.



Tylko w potozeniu granicznem, réwnolegtem, rzut réwna sie odcinkowi.
(Udowodnij?).

Stosunek diugosci odcinka do diugosci rzutu zalezy juz tylko od kata
nachylenia. Jezeli sie odcinek powiekszy, a kat nachylenia zostanie tensam,
to rzut powieksza sie w tymsamym stosunku. tatwo to wywnioskowaé
z podobieAstwa trojkatow D E F i Al 13' & na fig. 264. Odcinki jedna-
kowo nachylone doznajg wiec jednakowego pomniejszenia w rzucie. Zbierajac
te wnioski razem powiemy:

Rzut rowna sie odcinkowi, jezeli odcinek jest rownole-
gty do ptaszcz-yzny rzutéw, jest mniejszy od odcinka, jezeli
odcinek jest nachylony, a maleje do zera, gdy odcinek dazy
do potozenia prostopadtego. Twierdzenie to dotyczy rzutdw prosto-
padtych. Przy rzutach ukos$nych rzut moze by¢ wiekszy od odcinka, moze byc
nawet nieskoriczenie wielki dla skofAczonego odcinka (kiedy?). Jednakze i tu
odcinki jednakowo nachylone doznajg takiegosamego znieksztatcenia (powie-
kszenia lub pomniejszenia).

B\ . i Zbadawszy w ten sposob znieksztatcenie, jakiemu ulegajg odcinki, zaj-
einiemy sie teraz znieksztatceniem kgtow. Zmiana, jakiej ulega kat przy
j yrzucie nic jest juz tak prosta: Rzut (prostopadly) kata moze by¢ rowny,
mniejszy, ale moze by¢ takze
wiekszy od kata. N. p. z fig. 265.
widzimy, ze kat a doznat w rzucie
zmniejszenia, a kat rozwarty £ po-
wiekszenia (ramie wsp6lne przy-
jelisSmy tu widocznie nachylone do
ptaszczyzny rzutéw).

Jasnem jest natomiast, ze:
katy, lezgce w ptaszczyzZnie
rownolegtej do ptaszczyzny
rzutéw, nie ulegaja zmianie przez
utworzenie rzutu, t. j. sg réwne//
swoim rzutom. (Udowodnij!)

* Ciekawem jest, ze kat
prosty, ktérego jedno ramie
jestréownolegte do ptaszczy-
zny rzutéw, przedstawia sie
w rzucie rowniez jako kat
prosty.

Fis- 266- Dowdod: Jezeli « [ &, to tak-

ze rzut tej prostej ¢ J_ b(por. str. 185); wiec kat prosty (ab), ktorego jedno
ramie lezy na ptaszczyznie rzutéw, pozostaje wrzucie kagtem prostym: <C (&)= 90°.
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Jezeli ramie » nie lezy na pila-
szczyznie rzutow, tylko jest do niej rowno-
legte, to poprowadzimy najpierw przez &
ptaszczyzne: 3| a i tworzymy najpierw
rzut kata <€ (ab) na plaszczyzne (3
Wiemy juz, ze ten rzut bedzie katem
prostym:

# (6c)= 90°.

Teraz dopiero rzucamy ten katna pta-
szczyzne a, wiemy za$, ze katy lezace na
ptaszczyznie réwnolegtej sa réwne swoim

Ng. 267. rfcutom, wiec takze (re) = (bc)
= op°. *

8 96. Dwie ptaszczyzny nachylone do siebie

Podobnie, jak kat nachylenia prostej do ptaszczyzny mierzyliSmy katem
lezacym w ptaszczyznie prostopadiej, poprowadzonej z tej prostej do plaszczy-
zny, tak i kgt nachylenia dwoch ptaszczyzn mierzymy katem,
lezagcym w ptaszczyznie prostopadtej do obydwu ptaszczyzn.

Wiemy juz, ze ptaszczyzna prostopadta do
dwdch przecinajacych sie ptaszczyznjest takze
prostopadta do ich krawedzi (por. str. 184).
Aby wiec zmierzy¢ kat nachylenia
ptaszczyzn a i (J, wystarczy poprowadzic¢
ptaszczyzne w prostopadty do krawedzi h
(t. zw. przekr6j normalny kata dwuscien-
nego). Plaszczyzna f przecina « i p wzdhz
krawedzi a i b, ktore sg prostopadte do k
(jak i kazda inna prosta, lezaca na pia-
szczyznie 7 [ ty. Mozemy wiec znalez¢
kat nachylenia dwdch ptaszczyzn, t.j. wiel-
kos¢ kata dwusciennego w nastepujacy
sposob:
Fig. 268. Prowadzimy przez jakikolwiek punkt
krawedzi proste prostopadie do niej,
a lezace iv ptaszczyznach a i 2 Kat miedzy toni prostemi zawarty jest
katemnachylenia ptaszczyzn a i p. tatwo wykaza¢, ze wielko$¢ tego kata
nie zalezy odtego, w  ktérem miejscu poprowadzimy przekr6j 7 (por. éw. 11,
str. 177).

Jezeli katnachyl enia dwéch ptaszczyzn & (ab), wynosi 90°,

to ptaszczyzny sgprostopadte. Wtedy bowiem a b a wykresli-
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lismy « ] 7, wiec a_|_£; plaszczyzna za$ a zawierajgca jedng linie a prosto-
padta do ptaszczyzny {3 musi by¢ sama prostopadta do ptaszczyzny @ (por.
str. 183). Gdyby ptaszczyzny byly rownolegte, to a| b wiec kat
nachylenia wynosi 0°.

Katy dwuscienne majg wiasnosci podobne do katow plaskich w plani-
metryi — albowiem katy ptaskie sg tylko przekrojami katow dwupiennych.
| tak katy dwusScienne wierzchotkowe sg réwne; katy dwu-
§cienne przylegte spetniajg sie do 180°. (Udowodnij zapomocg prze-
kroju normalnego!) Jezeli dwie ptaszczyzny roéwnolegte przetniemy trzecig,
to powstato katy dwuscienne odpowiednie sg rowne, naprzemianlegte rowne
a jednostronne spetniajg sie do 180°. (Udowadnia sie¢ przez poprowadzenie
przekroju normalnego). Podobnie twierdzenia o katach, ktdrych ramiona sg
parami réwnolegte, lub parami prostopadte, mozna przenie$¢ na katy dwu-
Scienne.

Méwigc o prostej nachylonej badaliSmy zmniejszenie odcinka takiej
prostej przy rzucie. Jezeli chcemy tosamo rozumowanie przeprowadzi¢ dla
ptaszczyzn nachylonych, to musimy sie zajg¢ czeScig ptaszczyzny, a wiec po-
wierzchnig. Wykazemy, ze powierzchnie lezace na ptaszczyznach jednakowo
nachylonych zmniejszajg sie przy rzucie w tymsamym stosunku.

Wezmy jakagkolwiek powierzchnie P lezacg na plaszczyznie a nachylo-

nej do plaszczyzny @i

utwdrzmy jej rzut. P'.

Poprowadzmy linie A B

prostopadle do krawe-

dzi k i edetnijmy na

niej szeroko$¢ GD po-

wierzchni P.  Tosamo

zrébmy na plaszczyznie

fi, w rzucie. Powierz-

chnie P i P," mozemy

roztozy¢ na paski réwno-

legte do krawedzi Kk,

zblizone do trapezdw.

Boki rownolegte tych

paskbw  pozostang w

rzucie niezmienione co

do dbugosci a tylko ich szeroko$¢ zmieni sie w stosunku G'D' :GD = s,
wiec cata powierzchnia zmieni sie w tym stosunku:

P’:P = s.
Poniewaz—jak widzieliSmy na str. 188 —ten stosunek C'D ':CD za-
lezy tylko od kata nachylenia, przeto wszystkie powierzchnie lezace na pia-
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szczyznie a, lub na innej plaszczyznie, ale taksamo nachylonej do j3 doznajg
zmniejszenia w tymsamym stosunku s.

Kiedy zmniejszenia nie bedzie? Kiedy powierzchnia rzutu maleje
do zera?

Cwiczenia IV. i V.

§ 92. 1/ Wykazaé, ze z punktu na linii prostej da sie poprowadzi¢ tylko jedna
ptaszczyzna prostopadta do niej (niewprost!).

2. Wykaza¢, ze wszystkie linie prosto prostopadte do danej prostej, a
przechodzace przez jeden jej punkt, tworzg plaszczyzne prostopadty do tej
proste;j.

3. Wykaza¢, ze z punktu nad plaszczyzng da sie tylko jedna linia prosto-
padta do ptaszczyzny poprowadzic.

4. Wykaza¢, ze z punktu poza prostag da sie do niej tylko jedna ptaszczy-
zna prostopadta poprowadzié.

5. Udowrodni¢, ze miejscem geometrycznem wszystkich punktow réwno od-
dalonych od dwdch korncéw odcinka, jest plaszczyzna prostopadta, przechodzaca
przez S$rodek odcinka. Jestto plaszczyzna symetralna.

6. Znalez¢ miejsce geometryczne punktow réwno oddalonych od trzech
wierzchotkéw trojkata.

§ 98. 7. Udowodni¢, zo plaszczyzna prostopadta do prostej jest takze prosto-
padta do kazdej ptaszczyzny zawierajgcej te prostg.

8. Dwie phaszczyzny prostopadte do siebie sg takze prostopadie do trzeciej
ptaszczyzny. Wykazaé, zo ich krawedzie tworza uktad trzech osi prostopadtych
do siebie.

9. Wykaza¢, ze jezeli jaka$ prosta i jaka$ plaszczyzna sg prostopadte do
tejsamej plaszczyzny, to sg do siebie réwnolegte.

10. Wykaza¢, ze miejscem geometrycznem punktéw' réwno oddalonych od
ramion kata plaskiego jest ptaszczyzna symetralna tego kata (t. j. plaszczyzna
zawierajgca linie dwusieczng tego kata i prostopadia do jego ptaszcz3eny).

11. Znalez¢ miejsce geometryczne punktow rowmo oddalonych od trzech
bokéw tréjkata (patrz poprzednie zadanie).

8§ 94—96. 12. Wykazaé, ze im dluzszyjest odcinek pochytej z punktu poza
ptaszczyzna, tem wiekszy jego rzut.

13. Punkt lezagcy ponad ptaszczyzng potaczy¢z punktami na obwodzie do-
wolnego kota, lezacego na tej plaszczyznie. Ktory ztych odcinkéw jest naj-
krotszy? (Wykona¢ rysunek w perspektywie!)

14, Wykaza¢, iz stosunek podziatu odcinka nie zmienia sie ani przy rzucie
prostopadtym, ani przy rzucie uko$nym

15,. Wykaza¢, zo katy rowne lezace na ptaszczyznach réwnolegtych i majace
jedng pare ramion réwnolegty a drugg zwrdécong w te samag strone, majg i druga
pare ramion réwnolegta.

I&r*Wykazaé, ze katy dwuscienne: 0) odpowiednie sg sobie rbwne, b) naprze-
mianlegte sg sobie réwne, c¢) jednostronno spetniajg sie do 180°.

17. Jaka wiasnos¢ maja punkty ptaszczyzny dwusiecznej kata dwusciennego ?

18. Wykazaé, ze w rzucie kola rzut kazdej S$rednicy jest przepotowiony
rzutem Srodka kota. Kiedy ten rzut bedzie kotem, a kiedy linig prostg?

19. Rzut odcinka a ma dlugos¢ a' = 4 cm, a proste rzucajgce jego konce:
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b—'7 cm, b'= 9 owt. Obliczy¢ dlugos¢ odcinka a. Jak daleko trzeba ten od-
cinek przedtuzy¢, aby sie przecigt z ptaszczyzng rzutow?
'réjkat ma podstawe 5 cm, a wysokos¢ 6 cm. Obliczy¢ rzut tego

a rownolegta do podstawy trdjkata.
oujrfoj pynotaicj 2t iauiu nuta u.piuuucuiu /.-——w/*
nachylonego tak, ze odcinki prostopadto do krawedzi skracajg sie w sto-
sunku 1:3.
£2./*Obliczy¢ powierzchnie elipsy powstatej z rzutu kota lezacego na pia-
szczyznie nachylonej pod katem 45° do plaszczyzny rzutéw, znajagc promien kota
r= 15 cm.



.Rozdziat VI.
Ruch obrotowy. Przystawanie.

8 97. Ruch obrotowy.

Jezeli jaki$ punkt zakre$la koto w plaszczyznie prostopadiej do pewnej
prostej a o Srodku w spodku tej prostej, to mowimy, ze ten punkt wykonuje
ruch obrotowy okoto osi a.

Podobnie dowolny utwér geometryczny wykonuje ruch obrotowy, jezeli
jego_wszystkie punkty’ zakre$lajg tuki kot lezagce w plaszczyznach prosto-

padtych do osi przyczem te tuki nalezg do
rownych  katow  Srodkowych.  Wielkos$¢
obrotu mierzymy wiasnie tym katem S$rod-
kowym. Mozna wiec powiedzie¢: Kagtem
obrotu nazywamy kat, j aki zakres$la
prosta poprowradzona prostopadle
do osi z dowolnego punktu utw'oru
geometrycznego, wykonujacego obrot. Jezeli
cata przestrzen wykonuje ruch obrotowy, to
tylko punkty lezace na osi sg nieruchome.
Inne punkty zataczajg tuki tem wieksze, im
dalej leza od osi obrotu — natomiast katy
zakre$lone przez wszystkie linie prostopadte do osi sg réwne (predko$¢ katowal).

Podobnie jak w planimetryi, nalezatoby i tutaj wykaza¢, ze ta geo-
metryczna konstrukcya posiada wilasciwosci* ruchu obrotowego ciat sztywnych,
a wiec: .

Linia prosta po obrocie nie wygnie sie, ale pozostanie linig prosta; pta-
szczyzna pozostanie ptaszczyzng, wielkos¢ za$ odcinkow' ani katow’.nie ulegnie
zmianie. Stad juz wynika przystawianie wszystkich wielokatow' wchodzacych
w sktad utworu geometrycznego i réwnos¢ wszystkich katow' nachylen, stowEm:
przystawanie nowego utworu geometrycznego do dawnego. To za$ jest
zasadnicza wiasciwoscia, ruchu ciat sztywnych.

Wykazemy n. p., ze linia prosta przecinajgca 0§ pod dowolnym katom, po-
zostanie po obrocie o kat o linig prosta. To znaczy, ze trzy punkty ABC, le-
zace przed obrotem na linii prostej, beda i po obrocie lezaty na jednej linii
prostej.

tomnicki, Geometrya 1. i Il. 13
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Ot6z zatozeniem jest aJ_a i [3J_a, tudziez CMC 5= BNB'=%x §=
Gdyby punkt C' nie lezal na prostej AB\ to ta prosta miataby z kotem a jaki$
inny punkt wspélny X. Ptaszczyzny a i h,-jako prosto-
padte do tejsamej prostej, sa do-siebie réwnolegte,
wiec i linie M C i M X muszg by¢ réwnolegle do linii
NB i NB', powiewaz lezg na tychsamych ptaszczy-
znach, wyznaczonych przez proste a i AB, o i AB".
Wobec tego » XMC = B'NB = ¢ Ramie M X
tego kata musi sie wiec nakryé z ramieniem MC', bo
i <CCMC'= vy, a jedno ramie MC majg wspoélne.
Widzimy wiec, ze punkt .C' musi leze¢ ' takze na
prostej AB'. .

Z przystawania tréjkatow ANB' i ANB wy-
nika réwnos¢ odcinkéw- iréwno$¢ kata nachylenia
prostej AB do ptaszczyzny i3

Podobnie mozna udowodni¢ o prostej wichro-
watej wzgledem osi, ze po obrocie pozostaje prosta,
i ze jej odcinki i katy nachylenia .pozostajg niezmie-
nione.

Pominiemy tu réwniez dowdd, ze cztery punkty

Fig. 271. lezace przed obrotem na jednej plaszczyznie, leza i po

obrocie na jednej ptaszczyznie.
Czesto uzywa sie w geometryi obrotu ptaszczyzny okoto osi a lezacej
na tejptaszczyznie. Wtedy plaszczyzna przebiega po kolei wszystkie pta-
szczyzny, peku plaszczyznnalezacego  do krawedzi a.
Wielkos¢ obrotu jest zarazem miarg kata dwuscien-
nego, utworzonego przez dwie skrajne plaszczyzny

(por. str. 189).

Stosujagc tu ogodlne prawo ruchu obrotowego
powiemy :

Wszystkie utwory geometryczne lezace na pta-
szczyznie a nie zmieniajg ani wielkosci, ani ksztattu,
skoro calg ptaszczyzne obrécimy do innego poto-
zenia 9. Obrot taki stosujemy zwlaszcza czesto
w geometryi wykreslnej, kt6rg sie w nastepnym roz-
dziale pokrotce zajmiemy.

Jezeli jaki$ utwor geometryczny wykonuje
réwnoczesnie ruch postepowy i obrotowy, to znaczy

obraca sie kolo pewnej osi, a réwnoczesnie posuwa sie wzdtuz pewnej linii
prostej, to ruch taki nazywamy ruchem S$rubowym. W szczeg6lnym przy-
padku, jezeli ruch postepowy odbywa sie w kierunku prostopadtym do osi
ruchu obrotowego, to taki ruch Srubowy nazywamy toczeniem sie.
W og6lnym ruchu Srubowym kazdy punkt zakresla linie krzywg przestrzenna,
zwang linig S$rubowg, znang nam dobrze z mechaniki zycia codziennego.
Linig tag zajmiemy sie doktadniej pézniej, przy nauce o walCu. Przy toczeniu



195

sie kazdy punkt zakre$lg linie krzywag ptaska, mianowicie cykloide (por. w pla-
nimetryi str. 25).

§ 98. przystawanie utworéw przestrzennych.

Utwory geometryczne nazywajg sie przystajgce, jezeli majg réwne pa-,
rami wszystkie odcinki i icszystMe Icaty w tymsamym porzadku (i to nie
tylko katy ptaskie, ale i katy dwuscienne i katy nachylenia prostych do pta-
szczyzn). Z wiasnosci ruchu wiemy, ze utwory przystajgce do danego utworu
mozna otrzymac.przez ruch postepowy lub obrotowy. Nasuwa sie pytanie,
czy wiasno$¢ ta jest charakterystyczna dla utworéw przestrzennych, t. j. czy
utwor przestrzenny przystajagcy do drugiego utworu,-a lezacy w dowolneni
innem miejscu plaszczyzny i ustawiony dowolnie (a wiec, niekoniecznie réwno-
legle), mozna, otrzymac z tego drugiego utworu przez ruch lub tez prosciej:
czy dwa utwory przystajgce mozna zawsze sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch.

Dla utwordw ptaskich udowodniliSmyjuz to wplanimetryi (por. str. 45—46).
Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ tego twierdzenia takze dla utwordéw przestrzennych,
wezmy cztery punkty SAB O nie lezace na jednej ptaszczyznie i potgczmy
liniami prostemi punkty A, B, C ze sobg i z punktem S. WeZmy w innem
miejscu przestrzeni utwér geometryczny- przystajgcy do SA B (7, t. j, majacy
katy i odcinki réwne i nastepujgce po sobie w tymsamym porzadku. Tensam

g"

Fig. 273.

porzadek ocenia sie w nastepujacy sposob: Patrzac od punktu S na plaszczyzne

A B C widzimy, ze punkty A, B, C nastepujg po sobie w kierunku ruchu wska-

zOowki zegaru. Z punktu S' powinny sie punkty A'B'C' przedstawia¢ w tym-

samym porzadku, co tatwo mozemy sprawdzi¢ w naszej figurze (linia B' C' jest
13*
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przednig!). Aby S'A'B"' C' sprowadzi¢ do nakrycia z SA B C, trzeba wykona¢
najpierw taki obrét, aby odpowiednie odcinki byly réwnolegte, a wiec aby
A"B' byto réwnolegte od AB, S"A" ||SA it d

Mozemy to uzyska¢ tatwo zapomocg dwdch obrotéw: najpierw? obracamy
S'A'B' C' okoto osi przechodzacej przez B' tak, aby A'B'y nakrylo sie
zA"B"', pbzniej za$ wykonujemy drugi obrdt, okoto osi A"B"' tak, aby A'S’
padto na A" S".

Teraz wystarczy réwnolegte przesuniecie o odcinek SS™, aby obydwa
utwory przystajgce sprowadzi¢ do nakrycia.

Uwraga: Dwa obroty okoto dwoch osi przechodzacych przez punktii mozna
zastapi¢ jednym obrotem  okoto osi przez tensam punkt przechodzacej. Aby
znalez¢ te os' obrotu, trzeba wykresli¢ ptaszczyzny symetralne odcinkéw7 A'A"
i S'S". Krawedz tych dwoch plaszczyzn bedzie zadang osig obrotu, jest ona
bowiem miejscem geometrycznem punktéw réwno oddalonych od A! i A", a za-
razem od punktéow S" i S", 0§ obrotu musi za$ te wiasnos¢ posiadaé. Widzimy
wiec, ze, aby dwa przystajagce utwory sprowadzi¢ do nakrycia, wystarczy jeden j
ruch obrotowy i j'eden ruch postepowy; te dwa mchy mozna znowu zastgpi¢ i
jednym ruchem S$rubowym.

Poniewaz kazdy przestrzenny utwOr geometryczny mozna roztozy¢ na
takie utwory, jak SAB G, ztozone z czterech punktéw nie lezacych na jednej pta-
szczyznie, przeto o wszystkich utworach mozemy powiedzie¢, ze dwa przystajgce
utwory dadza si§ sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch obrotowy i postepowy.

Stad wynika nowe okre$lenie przystawania:

Utwory geometryczne, ktére mozna otrzymaé z danego utworu przez
ruchy postepoioe lub obrotowe, nazywamy utworami przystajgcymi do siebie
i do pierwotnego utworu. i

Cwiczenia VI.

§ 97— 9S.AI< Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej odcinek réwnolegty do osi-
obrotu i wykona¢ na rysunku obrét o 60°, o 90°, o 180°.

2. Narysowa¢ w perspektywie rownolegtej odcinek przecinajacy o$lobrotu
i wykona¢ obrét o 45°, 90°, 180°, 270°.

3. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej odcinek wichrowaty wzgledem osi
obrotu i wykona¢ obrét o 30°, 90°, 180°. \' %

4. W plaszczyznie zawierajgcej o$ obrotu lezy trojkat ABC-, wykdnaS na
rysunku obrét tego trojkata o 60°.

5. Punkt A' przez obrdt sprowadzi¢ do nakrycia z innym dow'olbyiri?punk-
tem A. Gdzie musi leze¢ o$ obrotu?

6. Dwa przystajagce utwory geometryczne majg jeden punkt Wspélny. Jakie
obroty trzeba wykonaé, aby je sprowadzi¢ do" nakrycia?

7. Wykazaé, ze odcinek A B tprostej Wichrowatej wzgledem osi po obr00|e
ma tesamg wielko$¢. (Dla dowodu trzeba utworzyé rzut obydwu odcinkéw na
ptaszczyzne prostopadty do oStpo”rotp a zawierajacg punkty B i B').

8. Wykaza¢, ze jezeli djwa utwo” przestrzenne przystajgce .maja trzy punkty
odpowiednie wspbélne, to imuka sie .nakrywa¢. (Udowodni¢ to najpierw dla utworu
SABC na fig. 273, fftlfes’la,& z punktu S prostopadtg po ptaszczyzny ABC.)



Rozdziat VII.
Metoda geometryi wykresinej.

§ 99. O dwdch ptaszczyznach rzutow.

Poniewaz sporzadzanie modeli przestrzennych jest bardzo ucigzliwe a nie-
raz i bardzo kosztowne, przeto przy rozmaitych zagadnieniach geometrycznych
i technicznych postugujemy sie rysunkiem ptaskim. Zasady takiego rysunku
omoéwiliSmy juz pogladowo w Il. rozdziale. Najwiecej uzywanym sposobem
przedstawienia utworow przestrzennych jest ‘wykreslanie rzutéw prostopadtych.
Takimi rzutami prostopadtymi sg n. p. kontury przedmiotow, plany bu-
dynkéw, przekroje maszyn, mostdw, mapy niewielkich obszaréw ziemi.
W architekturze, inzynicryi a nawet w rozmaitych rzemiostach postugujemy
sie rzutami przedmiotow.

Rzutem jakiegokolwiek utworu nazwaliSmy (str. 181) miejsce geome-'
tryczne rzutdw wszystkich punktéw tej figury. Juz przy najprostszych utwo-
rach geometrycznych nie wystarczy podanie rzutu na jedng ptaszczyzne.
Utwérzmy n. p. rzut walca prostego na plaszczyzne H prostopadla do jego
osi, zwang ptaszczyzng poziomg. Poniewaz podstawa walca jest rowno-

legta do tej ptaszczyzny, otrzymamy wrzucie koto,
rowne podstawie walca (przystajace do niej; dla-
czego?). Ten rzut nazywa sie rzutem pozio-
mym (widok z gory!). Z tego jednego rzutu nie
mamy jeszcze wyobrazenia, jak wyglada cata bryta.
Takisam rzut ma walec krotki i dtugi, koto réwno-
legte do ptaszczyzny H, Ilub elipsa nachylona od-
powiednio.

Rzut na jednag ptaszczyzne nie wy-
znacza jeszcze wie>l koSci ani potozenia
utworu geometrycznego.

Aby uzyska¢ znajomo$¢ czesci brakujagcych do poznania walca, wy-
starczy podac jeszcze drugi rzut na dowolng ptaszczyzne nieréwnoleglg do H
Uzywamy zawsze plaszczyzny prostopadtej do H i nazywamy jg ptaszczyzng
pion owg V, apowstajac} rzut rzutem pionowym (widok z przodu). Na
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tej ptaszczyznie otrzymamy prostokat tak szeroki, jak podstawa walca, a tak
wysoki, jak walec. Ten rzut sam nie wystarczytby takze do poznania i zbu-
dowania walca, poniewaz takisam rzut posiada n. p. kazdy prostopadtoscian
0 tejsamej podstawie. Jednakowoz obydwa rzuty razem wyznaczajg
w zupetnosci utwér geometryczny, z ktérego pochodza. Scisty do-
wod tego twierdzenia podamy w nastepnym ustepie. Rysunek taki, jak na
fig. 274, sprawia pewne ztudzenie rzeczywistosci, jest
jednakze niepraktyczny, poniewaz koto przedstawia sie
na nim jako elipsa i wog6le wszystkie figury, lezace na
ptaszczyZznie poziomej 3, przedstawiajg sie na rysunku
znieksztatcone. Aby tej niedogodnosci unikngé, obra-
camy ptaszczyzne pozioma Il okoto krawedzi
11 okat 90° ku dotowi tak, ze ptasz
mie réwniez potozenie pionowe. Plaszczyzny H i V
tworzq teraz jedng ptaszczyzne. Ten obrét nazywamy:
sprowadzeniem obydwu rzutéw do jednej pta-
szczyzny; rysunku. Teraz rzut pionowy i poziomy
przedstawi sie nam w naturalnej wielkosci. Prostg X X,
ktéra jest $ladem pozostatym po krawedzi dwdch pia-
szczyzn rzutdéw, nazywamy osig rzutdw. Takie przed-
stawienie utwor6w geometrycznych i przedmiotow $wiata zewnetrznego naj-
lepiej sie nadaje do wykonywania pomiardéw i jest najlatwiejsze do wykonania
konstrukcyjnego.

Fig. 275.

§ 100. Rzuty punktu.

Wykreslmy rzut poziomy i pionowy dowolnego punktu A. Oznaczamy
je zwykle literami Ah (rzutpoziomy) i Av (rzut pionowy). Jakie potozenie
wzgledem siebie majg te rzuty po spro-
wadzeniu ich do jednej ptaszczyzny ry-
sunku?

PrzesuAmy plaszczyzne y przez
proste AAe i AAh- Plaszczyzna ta jest
prostopadta do H i V, poniewaz zawiera
linie A Ani A Av, prostopadte doJ/i V.
Wobec tego ta ptaszczyzna musi by¢ prosto-
padta do krawedzi I'1i V, t. j. do osi rzu-
tow. Jezelizas X X J_f, to X X J_ OA,
i XXJ_ OAir Po obrocie linie 0AV
i 0Ah pozostang prostopadio do X X

(bo przez obrét kat dwoch linii prostych nie ulega zmianie), utworzg wiec
jedng linie prostg, bo przez punkt O da sie poprowadzi¢ na jednej pila-
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szczyznie tylko jedna prostopadfa do X X  Stad wynika zasadnicze prawo
geometryi wykreSlnej:

Rzut poziomy i pionowy dowolnego\ punktu lezg na jednej linii prosto-
padtej do osi rzutbw — po sprowadzeniu rzutéw do jednej ptaszczyzny

Fig. 276 a. Fig. 277.

Zastosujmy to n. p. do rzutébw dowolnego tréjkata. Jezeli obierzemy
dowolnie rzut poziomy A/,, Bh, Ck, to rzut pionowy nie jest juz zupetnie do-
wolny: Rzuty pionowe punktéw A, 13, C muszg leze¢ na liniach prosto-
padtych .do osi XX, poprowadzonych z punktow Ah Bh Ch. W ktorych
punktach tych linii lezg Av, 13t, Cv, to juz zalezy od potozenia pierwotnego
tréjkata ABC. Taksamo, jezeli sie przypatrzymy rzutom walca na fig. 275,
spostrzezemy, ze rzuty kazdego punktu lezg na tejsamej 'linii prostopadiej
do XX. Wracajgc do fig. 276 widzimy, ze odlegto$¢ rzutu poziomego od

.0si rzutéw réwna sie odlegtosci punldu
A od ptaszczyzny pionowej, a odlegtosé
rzutu pionoicego od osi rzutéw réwna
sie odlegtosci punktu A od ptaszczyzny
poziomej, albowiem AhO = AA,iA,Q0
= A Ah.
*
raz wykaza¢, ze do wyznaczenia punktu
wystarczy zna¢ jego rzuty na dwie pia-
szczyzny prostopadte. Obierzmy w tym
celu na dowolnej linii prostopadtej do
osi rzutdbw dwa punkty Ah i Avi uwa-
zajmy je za rzuty jakiego$ punktu. Aby
ten punkt znalezé, obracamy plaszczyzne
H okoto osi X X o 90° w goére, to prosta OAh przyjmie potozenie OA’,,
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W punktach A'h i Av prowadzimy linio a i b prostopadte do ptaszczyzn H
i V. Twierdzimy, ze te dwie proste przetng sie w jednym punkcie A.
Istotnie linie te lezg w jednej ptaszczyZnie, prostopadiej do osi X X, a zawie-
rajacej proste OA,, i OA'h (dlaczego?) a nie sg réwnolegte do siebie (bo juz
A, O || b, wiec inna linia przechodzaca przez A'h nie moze byé juz rédwno-
legta do b). Linie te przecinajg sie wiec w jednym punkcie A, ktérego rzu-
tami sg rzeczywiscie punkty Aci A'h lub po sprowadzeniu rzutéw do jednej
ptaszczyzny: Av i Ah Jezeli wiec znamy dwa rzuty punktu, to i ten punkt
mozemy wynaleZz¢. Tosamo odnosi sie do utworéw geometrycznych, zlo-
zonych z wiekszej liczby punktéw. Ogblnie
wiec: dwa rzuty wystarczajg do wyznaczenia
kazdego utworu geometrycznego. *

Uwaga: Przy zagadnieniach hardziej
skomplikowanych podaje sio, czasem jeszcze
trzeci rzut na ptaszczyzne boczng,
t, j. na plaszczyzne pionowg B, prostopadig

/ do V. Taki rzut nazywamy rzutem bocznym
(widok z boku!). Te ptaszczyzne obraca sie
0 90° okoto krawedzi k tak, abyija spro-
wadzi¢ do tejsamej ptaszczyzny V.

Jednakowoz konstrukcye tego rzutu bo-
cznego mozna juz wykona¢ przy pomocy rzutu
poziomego i pionowego: odstep punktu Ab od
osi X X wynosi AvO, a odstep od krawedzi k

Ab -V rowna sie odcinkowi OAu- Znajomos$¢ rzutu
bocznego nie jest toiec konieczna do wyzna-
czenia utworu geometrycznego.

Takie trzy phaszczyzny prostopadle do
siebie tworzg uktad trzech ptaszczyzn wspot-
rzednych a odcinki AA/,, AA\< A Ab nazy-
wamy wspolrzednemi punktu A.

Ah Wykonywanie konstrukcyi i rozwig-

zywanie zagadnien przy pomocy dwoch

Fig. 279. rzutow jest przedmiotem osobnej gatezi ma-

tematyki, zwanej geometryg ic-ylcre$lng. Dla

nas wdalszym ciggu nauki bedzie potrzebne tylko twierdzenie na str. 199,

pouczajace, jak sg ze sobgzwigzane rzuty tegosamego punktu. MoglibySmy

wprawdzie rozsung¢ plaszczyzny H i V i zupetlnie osobno badaé¢ rzut pio-

nowy i poziomy, przez to jednakowoz utrudnilibySmy sobie znacznie kon-
strukcye.

Uwaga: Do kreSlenia linii réwnolegtych do osi rzutow' uzywa sie lineatu
opatrzonego poprzeczng deszczutka, przytwierdzong prostopadle do lineatu, t. zw.
przyktadnicy. Do kre$lenia linii prostopadtych do osi rzutow — a tych na -
wiecej potrzeba — uzywa sie trojkata z drzewa z jednym katem prostym. (Sag
to konstrukcye mechaniczne — a nie czysto geometryczne, platonskie.

— -

C—,
" o
>
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Cwiczenia ViL

8§ 99— 100. 1. Narysuj jakiekolwiek pudetko w rzucie pionowym i poziomym.

2. Narysowa¢ w rzucie pionowym i poziomym: a) kostke, b) rure walcowsa,
c) sprzety domowe.

3. Trdjkat lezacy na plaszczyznie réwnolegtej do plaszczyzny poziomej na-
rysowaé w rzutach.

4. Gdzie leza: a) rzuty punktow' znajdujgcych sie na plaszczyznie poziomej,
b) rzuty punktdw znajdujacych sie na plaszczyznie pionowej, c) rzuty punktow'
znajdujacych sie na osi rzutow'.

5. Przedstawi¢ na jednej plaszczyznie rzuty kola lezagcego na plaszczyznie
rownolegtej do ptaszczyzny pionowej.

6. .Tak poznamy z rzutéw' dwdch linii prostych, czy te linie sg wichrowate,
czy rownolegte, czy sie przecinajg?

7. Majac podane rzuty belki prostokatnej, narysowa¢ ja w perspektywie
réwnolegtej.

8. Majac podane rzuty stozka, narysowa¢ go w perspektywie réwnolegtej.

9. Narysowaé: a) przekrdj swego mieszkania, b) rzut wszystkich sprzetéw
znajdujacych sie w pokoju na ptaszczyzne poziomg i pionowa (plan i przekrdj
podtuzny pokoju).

10. Kiedy rzut linii prostej bedzie réwnolegty do osi rzutéw, a kiedy prosto-
padly? Kiedy jeden rzut linii  prostej bedzie punktem?

11. Narysowaé w trzech rzutach walec, stozek, ostrostup.

12. Narysowa¢ w trzech rzutachdzban z uchem.

13. Czworokat lezy na plaszczyZznie prostopadiej do ptaszczyzny pionowej.
Wykresli¢ jego rzuty. (Najpierw wykreslic krawedz tej ptaszczyzny!)

14. Gdzie lezg rzuty punktéw znajdujagcych sie: a) poza plaszczyzng pio-
nowg, ale nad pozioma, b) pod plaszczyzng poziomg, ale przed pionowsa; €) pod
ptaszczyzng pozioma i poza piaszczyzng pionowga?



Rozdziat VIC.
O katach brytowych.

8 101. Okreslenie katow brytowych.

W planimetry! po zbadaniu wzajemnego potozenia dwdch prostych
omawia sie utwory geometryczne powstajace’ z trzech linii prostych. W stereo-
metryi zastepujemy linie proste ptaszczyznami. Potozenie dwoch plaszczyzn
omoéwiliSmy juz w § 90. Trzy plaszczyzny moga mie¢ wzgledem siebie na-
stepujace potozenia:

a) trzy plaszczyzny sa réwnolegte do siebie;

b) dwie ptaszczyzny réwnolegte 'sa przeciete trzecig ptaszczyzna;

) trzy plaszczyzny majg catg krawedz wspdlng;

d) trzy ptaszczyzny przecinajg sie wzdtuz trzech krawedzi réwnolegtych i

e) trzy plaszczyzny przecinajag sie wzdtuz trzech krawedzi nieréwno-
legtych.

Przypadki a, b, ¢, d oméwiliSmy juz w poprzednich ustepach. Nowym
jest dla nas przypadek e.

tatwo wykazaé, ze trzy plaszczyzny przecinajace
sie wzdtuz trzech krawedzi nierdwnoleglych majq jeden
punkt wspdlny: jestto punkt, w ktérym sie przecinaja
trzy krawedzie. Jezeli z tych plaszczyzn narysujemy
tylko czesci zawarte miedzy krawedziami, otrzymamy
utwor geometryczny, przedstawiony na fig. 280. Ten
nowy utwor, odpowiadajacy trojkatowi w planimetryi,
nazywamy narozem tréjSciennem lub katem
ebrytowym tréjSciennym’.

Jestto wiec uktad trzech ptaszczyzn
przesunietych przez trzy proste przecina-

Fig. 280. jace sie wjednym punkcie $.
Takie naroze zawieratrzy katy ptaskie: <£ (kg),
<(&(/) i <E(7") i trzy katy dwuscienne: <£(£7), i

Punkt S nazywa sie wierzchotkiem kata brytowego. Mamy tu' wiec

sze$C czesci sktadowych, sze$¢ ,kawatkow*, jak sie nieraz wyrazamy, po-
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dobnie jak w tréjkacie. Badanie katow brytowych trojsciennych jest niejako
rozszerzeniem badan przeprowadzonych na trojkacie w planimetryi. Nawet
brzmienie wielu twierdzen pozostaje tosamo, jezeli stowo ,bok* zastgpimy
stowem ,kat plaski“, a stowo ,Kat* stowem ,kat dwuscienny“. Trojkat
jest bowiem tylko przekrojem kata brytowego.

Jezeli wiecej ptaszczyzn przecina sie w jednym punkcie, ale tylko po
dwie wzdtuz jednej krawedzi, naroze nazywa sie wieloScienne. Jezeli
wszystkie katy ptaskie sg réwne i wszystkie katy dwuscienne miedzy soba,
to naroze nazywa sie umiarowe.

§ 102. Przystawanie katéw brytowych. Naroze biegunowe.

Dwa naroza nazywajg We przystajgce, jezeli ich Icaty ptaskie i katy
diméciefine sg parami réwne w tymsamym porzadku. WidzieliSmy juz
w § 98, ze takie utwory mozna sprowadzi¢ do nakrycia przez wykonanie
odpowiedniego ruchu. Aby sie przekona¢, czy dwa naroza sg przystajace,
wystarczy zbada¢ rownos¢ trzech czesci odpowiednio dobranych, podobnie jak
dla trojkatow.

Mamy sze$¢ przypadkow przystawania katéw brytowych tréjsciennych,

mianowicie: Dwa naroza troj-
Scienne sg przystajace, jezeli
majg: 1. trzy katy plaskie
réwne; 2. trzy katy dwuscien-
ne rowne; 3. dwa katy ptaskie
i kat dwuscienny miedzy nimi
zawarty réwne; 4. dwa -katy
dwuscienne i kat plaski mie-
dzy nimi zawarty roéwno;
5. dwa katy ptaskie i kat
dwuscienny, lezacy naprzeciw
wiekszego z nich roéwne;
6. dwa katy dwuscienne i kat phaski lezacy naprzeciw wiekszego z nich réwne.
Nie bedziemy tu szczegétowo udowadniali tych szesSciu przypadkéw,
a tylko wykazemy, jak sie
* do nich dc
strukcyjng. WeZmy n. p.
pierwszy przypadek przysta-
wania. Mamy podane trzy
katy ptaskie «, fi i y. Rysu-
jemy je jeden obok drugiego
z tegosamego wierzchotka S
na jednej plaszczyznie. Od-
Fig. 282. cinamy S X =S X' i obra-
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camy plaszczyzny katow 2>i y okoto osi SA i SB tak dlugo, az sie zejda
punkty X i X'. .Wtedy i cate proste SX i SX' muszg sie nakryC i otrzy-
mamy jeden Sci$leoznaczony kat brylowy. Wszystkie inne katy brylowe
zbudowane z takiclisamyclikagtowptaskich wymagajg takichsamych obrotéw
przy konstrukcyi, majg wiec jednakowe katy dwuscienne, czyli sg przystajace.
Podobnie dochodzimy do przypadkéw 3 i 5.

Z tej konstrukcyi wysnuwamy wazny wniosek:

JEEnarozu trojsciennem .suma dwdch katow praskich musi' by¢é wieksza
od trzeciego. W przeciwnym bowiem razie przy obrocie $ciany 31 y albo
nie zesztyby sie wecale, albo przecietyby sie dopiero na ptaszczyznie @ a wiec
nie utworzylyby.kata brylowego. (Jakie twierdzenie odpowiada temu twier-
dzeniu w planimetryi ?)

Dla dowodu innych przypadkéw przystawania uzywa sie pomocniczego
kata brytowego, ktéryby byt niejako dopetnieniem danego naroza. Z dowol-
nego punktu 6" na polu kata brylowego S prowadzimy trzy linie prostopadie

do jego Scian i przez te trzy linie prze-

suwamy ptaszczyzny S’A. SrB, S'C.

Plaszczyzny te sg prostopadie do Scian

naroza S (dlaczego?). W ten spos6b

powstaje nowe naroze 3', ktére na-

zywamy narozem biegun 6wem

wzgledem S. Naroza S i S' przecinajg

sie wzdluz krawedzi A li, *A G, BE,

BF, CF, CG. Katy a, b c ktore

powstaty przy krawedziach SA, SB,

SC sa katami dwusciennymi naroza S.

Fig. 283. Albowiem: Plaszczyzna S'A jest prosto-

padta do £1i do 7, a zatem i do ich

krawedzi SA, a wobec tego SA J_EA i SAJ_GA, wieckat ajestmiarg
kata dwusciennego lezacego przy krawedzi SA. Taksamo b i <fc
Bioragc pod uwage plaski czworokat S'EAG: w ktorym <CE = 90° i

G = 90° widzimy, ze:
a-fot= 180°. (1)

Taksamo b-)- i c-j-y' spetniajg sie do 180°. A wiec: Bmiscienne katy
naroza spetniajg sie do 1800 z ptaskimi katami naroza biegunowego.

Podobnie zczworokata SA C G wynika, ze P—— == 180° gdzie b’ jest
katem dwusciennym naroza S'.

Taksamo a-\-a'= 180° y-|—'= 180° wiec:

Katy ptaskie naroza speiniajg sie do 1800 z katami dwusciennymi
naroza biegunowego.
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Twierdzenia te mozemy zastosowa¢ do konstrukcyi naroza tréjSciennego
w drugim przypadku przystawania. Mamy podane katy dwuscienne a, b, c.
Z wzoréw (1) otrzymamy:

a'= 180°—a
3= 180°—b
180° — e.

Z katow a', i3, y' budujemy naroze wedlug pierwszego przypadku, a na-
stepnie z dowolnego punktu prowadzimy trzy linie prostopadie do jego $cian,
to one wyznaczg kat brylowy, w ktérym katy dwuscienne beda miaty Zzadane
wielkosci: a, b, c. Podobnie postepujemy w 4 i 6 przypadku.

§ 103. O sumie katéw w narozu.

W trojkacie suma katdw wynosi 180°. W narozu tréjSciennem nie
mamy juz takiej prostej rdwnosci, zachodzg natomiast pewne nieréwnosci tak
dla katéw ptlaskich, jak i dla katow dwusciennych. | tak wykazemy, ze:

W kazdym kapie brylowym tréjsciennym suma katéw plaskich jest,
mniejsza od 4 li (t. j. od 360°).

Dla dowodu przecinamy naroze
ptaszczyzng nie przechodzacy przez wierz-
chotek a przecinajacg wszystkie krawedzie.
Otrzymalismy cztery trdjkaty, w kto-
rych suma katow wynosi 4.2 li = 8li.
Od tej sumy trzeba jednak odjg¢ sume
katow tréjkata ABC, a wiec zostanie
6-7?. Od tego. trzeba jeszcze odjg¢ po
dwa katy lezace przy wierzchotkach A,
B i C. Poniewaz w kazdem narozu
tréjsciennem suma dwoch katéw ptaskich
jest wieksza od trzeciego, przeto suma
katow, ktore mamy jeszcze odjaé, jest
wieksza od A -{-<C.B -f-<c C, czyli
wieksza od 21i. Jezeli za$ od 6i? odej-
miemy co$ wiecej jak 21i, zostanie liczba

mniejsza od 41i Wiec:

a-J-B-}y 4l
Twierdzenie to odnosi sie nietylko do naroza trdjsciennego, ale takze do
kazdego naroza wielo$ciennego.

Inna nieréwno$¢ zachodzi dla katéw dwusciennych mianowicie:.

W kazdym kacie brytowym trojsciennym suma kajéw dtmisciennych
jest wieksza od 2 Ii g(e mniejsza od 6B. Dla dowodu uzywamy naroza
ebiegunowego. WidzieliSmy, ze a-j-a'= 180° b-(- = 180°i c4y' — 180°
a wiec a-j-b-f-c-f-a'-j- -j-y'= 6li. )
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Stad odrazu wida¢, ze suma samych katdw dwusciennych a, hic
jest mniejsza od 67?. Poniewaz za$ a'-f- 5-j-Y < 4R, jako suma Kkatow
ptaskich w narozu tr6jsciennem, to odejmujgc od lewej strony réwnania (2)
liczbe a'-j-P'+ T mniejszg od 4ii, otrzymamy reszte wieksza od 2R, wiec

2R < d-4+b—fec 6R.

Dla naroza wieloSciennego otrzymujemy na sume katéw dwusciennych
granice inne, mianowicie, jezeli liczba $cian wynosi to:
2R (n—2)<CS -< 2R .n. Udowodnij!

Celem zmierzenia wielkosci kata brytowego zakresla sie z jego wierzchotka
kule o promieniu réwnym jednostce dtugosci i oblicza sie powierzchnie krzywa,
jaka odcinajg Sciany kata brylowego. Wielko$¢ tej powierzchni uwaza sie za
miare kata brylowego. Jestto wuog6lnienie lukowej miary kata. Obliczenie
wielko$ci powierzchni wycietej na kuli przez kat brylowy sprawia znaczniejsze
trudnosci. W trygonometryi sferycznej bada sie te sprawe dokfadniej.

Cwiczenia VIII.

§ 101. 1. Wykaza¢, ze jezeli trzy plaszczyzny przecinajg sie w krawedziach nie-
réwnolegtych, to te krawedzie nie moga by¢ wichrowate, tylko przecinajg sie i to
w jednym punkcie.

g 102. 2. Jak nalezy wykonaé¢ konstrukcye naroza tréjsciennego, znajac: a) dwa
katy ptaskie i kat dwuscienny miedzy nimi zawarty; b) dwa katy ptaskie i kat
dwuscienny lezacy naprzeciw wiegkszegoi kata ptaskiego.

3. Narysowaé naroze trojScienne, ktdrego katy plaskie wynoszg po 90°
i jego naroze biegunowe w perspektywie rownolegtej.

4. Katy dwuscienne naroza trojSciennego wynosza: a= 90°, &= 60°,
c= 120°. Jak nalezy wykona¢ konstrukcye tego naroza przy pomocy naroza
biegunowego ?

5. Jak wykonamy konstrukcye naroza trdjsciennego, majac podane : a) dwa
katy dwuscienne i kat ptaski, miedzy nimi zawarty; b) dwa katy dwuscienne
i kat ptaski, lezacy naprzeciw wiekszego kata dwusciennego? (Uzy¢ naroza bie-
gunowego !)

6. Wykazaé, ze w narozu trojSciennem naprzeciw wiekszego kata ptaskiego
lezy wiekszy kat dwuscienny (dta dowodu odcig¢ mniejszy kat ptaski od wiekszego).
§ 103. 7. Wykazaé, ze w narozu czwcrosciennem suma katow ptaskich wynosi
mniej, anizeli 4 Jt

8. Wykaza¢, ze w narozu piecioSciennem suma katow dwusciennych jest
wigksza od 6jK a mniejsza od 10i?.

9. Wykaza¢, ze naroze S na fig. 283 jest biegunowe do naroza S'.



.Rozdziat IX.

Symetrya.

§ 104. Naroza trdjscienne symetryczne wzglagdem siebie.

Mobwigc o przystawaniu narozy tréjsciennych zastrzegliSmy wyraznie, ze
robwne czeSci w obydwu narozach majg nastepowa¢ po sobie w tym samym
porzagdku. W planimetryi zastrzezenie to nie bylo potrzebne, w stereome-
tryi za$ jest, jak to zobaczymy, konieczne. Wezmy pod uwage dwa na-
roza tréjscienne majace wszystkie kawatki rowne, ale nastepujgce po sobie
w przeciwnym porzadku (to znaczy: patrzac od S na punkty A, B, C kolejno

musimy zwracaé sie w
kierunku zgodnym z ru-
p, chem wskazowki zega-
rowej, od S' za$ widzimy”
\'n ze punkty A' B' C' na-
/J \ stepuja po sobie w po-

/] \ rzadku odwrotnym).
/ \ Oprocz tego niech
/ | \ katy a, i3 7 bedgwszyst-
A B’ kie rozne miedzy soba.
Fig yes) Te naroza nie dadza €
sprowadzi¢ do nakrycia
zadnym ruchem. (Sprawdzi¢ na modelu!) Gdyby nawet $ciana S’A' C' na-
kryta sciane S A C, to krawedz SJB' bedzie lezata albo za ptaszczyzng .Syl C, albo
przed ptaszczyzng ale po lewej stronie krawedzi SB. UtworwSABC i S'A'B'C'
nie mozemy wiec nazwac¢ przystajgcymi poniewaz nie posiadajg zasadniczej
wiasnosci figur przystajacych: nie dadzg sie sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch
mimo, ze majg wszystkie czeSci rowne. Figury te posiadajg natomiast inng
niemniej wazng wiasnos¢. Dadzg sie one ustawié¢ tak, ze jedno naroze jest
zwierciadtowem odbiciem drugiego. Scislej: Naroza te dadza sie tak ustawic,
ze punkty jednego s symetryczne wzgledem odpowiednich punktow drugiego.
Aby to udowodni¢, oprzemy sie na okre$leniu symetrycznego potozenia. O
dwoch punktach A i A’ w przestrzeni moOwimy, ze lezg symetrycznie, jezeli
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sg jednakowo oddalone od jednej ptaszczyzny, leza po przeciwnych stronach
tej ptaszczyzny, ale na, tejsamej linii prostopadtej do ptaszczyzny. Te pia-
szczyzne nazywamy ptaszczyzng sy metryi punktéow A i A' lub pla-
szczyzng symetralng.

Wykonajmy taka konstrukcye dla czterech punktow S A B C naroza S
i polgczmy S' z A’B' C'. OtrzymaliSmy w ten sposéb naroze S'A'B'C

majace wszystkie kawatki réwne odpo-
wiednim kawatkom figury SA B C, ale
w odwrotnym porzadku. (N.p.<S'A — S'A\
bo trapezy SA X Y i S'A'X Y sg
przystajace, taksamo S B = S'B’,
A B = A'"B' wiec y= <Cy)- Otrzy-
mane w ten sposéb naroze nazywa sie
narozem symetrycznem wzgledem
pierwotnego i lezy w potozeniu syme-
trycznem. Kazde inne naroze symetry-
czne doSA B C jest juz przystajgce do
Fig. 286. S'"A'B' C, da sie wiec sprowadzi¢ do
nakrycia z S'A'B' C'. Stad wniosek:

Naroza trdjscienne majgce wszystkie kawatki réwne, ale nastepujace
po sobie w odwrotnym porzadku, sg utiuorami symetrycznymi wzgledem siebie.

Okreslenie to stosujemy do wszystkich utwordw przestrzennych
wogole.

Utwory symetryczne w planimetryi, t.j. lezace Da jednej ptaszczyznie mozna
byto sprowadzi¢ do nakrycia, trzeba byto jednak wyjaé jeden utwor z plaszczy-
zny dwuwymiarowej i wykonac.obrét w tréjwymiarowej przestrzeni. Utwory prze-
strzenne symetryczne wzgledem siebie trzebaby wyja¢ z przestrzeni tréjwymiaro-
wej i obréci¢ w przestrzeni czworowymiarowej. Konstrukcya taka jest jednak
niemozliwa w naszej geometryi trojwymiarowej, dlatego utwory przestrzenne
symetryczne nie dadza sie sprowadzi¢ do nakrycia.

Podaj kilka przykladow utworéw symetrycznych wzgledem siebie z zycia
codziennego!

8§ 105. Utwory symetryczne. (Inne rodzaje symetryi.)

Utwory geometryczne dajgce sie roztozy¢ zapomocy jakiej$ ptaszczyzny
(przekroju) na dwie czesci symetryczne wzgledem siebie, nazywamy utworami
symetrycznymi.

N. p. kostka jest utworem symetrycznym, posiada bowiem plaszczyzny
symetryi i to az dziewie¢ takich plaszczyzn. Sg to trzy plaszczyzny prze-
chodzace przez S$rodki krawedzi i sze$¢ phaszczyzn przechodzacych przez
przekatnie przeciwlegtych $cian (fig. 287 a).
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Tukg symetrye posiadajg postacie zupeine krysztatdbw nalezacych do
pierwszego ukfadu krystalograficznego  (réwnoosiowego).  Postacie dru-
giego uktadu krystalograficznego
(jednotrdjosiowego) posiadajg sie-
dem ptaszczyzn symetryi, n.p. stup
szescioboczny (fig. 287 b). W trze-
cim uktadzie, jednodwuosiowym,
mamy pie¢ plaszczyzn symetryi,
w czwartym roznoosiowym trzy,
w piatym, jednoko$nym jedna, a
w szOstym  tréjskosSnym  niema
zadnej ptaszczyzny symetryi (por.
fig. 287 ¢, d, e /).

Figury takie, jak postacie
szostego uktadu krystalograficznego,
sg wiec utworami niesymetrycznymi (asymetrycznymi).

Oprécz symetryi wzgledem piaszczyzny mamy jeszcze dwa rodzaje syme-
tryi: symetrye wzgledem punktu i symetrye wzgledem pro-
stej (osi).

Jezeli wszystkie punkty jakiejs figury potaczymy z jednym punktem O
i na przedtuzeniach tych linii odetniemy odpowiednie odcinki réwne, otrzy-
mamy figury symetryczne wzgledem punktu, zwanego $rodkiem

symetryi.

B N r C Takie figury
majg wszystkie od-
cinki i katy rowne,
ale w odwrotnym
porzadku, sa wiec
figurami symetry-
.cznemi takze w
dawnem znacze-
niu, to znaczy
wzgledem pta-
szczyzny. Aby je
sprowadzi¢ do po-
tozenia symetry-
cznego, wystarczy
obréci¢ gorng fi-

Fig. 288. gure o 180° do-

kota pewnej osi

przechodzacej przez $rodek O. Plaszczyzng symetryi jest plaszczyzna prze-
chodzaca przez O a prostopadta do osi obrotu.

Fig. 287.

« tomnicki, Geometrya. I.m . 14
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Prostym przyktadem takich utworéw S$rodkowo-symetrycznych jest jakie-
kolwiek naroze wraz z narozem wierzcholkowem, t. j. takiem narozem, ktére
powstaje przez przedtuzenie krawedzi poza wierzchotek.

Podobnie okreslamy symetrye wzgledem linii prostej, zwanej

osig symetryi. Jezeli ze wszystkich punktow jakiejs figury poprowadzimy

linie prostopadte do osi X X i

na ich przedtuzeniach odetniemy

réowne odcinki odpowiednie, o-

trzymamy figure symetryczna

wzgledem . osi X X. Figury

takie, jffto tatwo wykazac,

maja wszystkie czesci sktadkowe

rowne w tym samym porzadku,

sg wiec przystajace. Aby

je sprowadzi¢ do nakrycia, wy-

starczy wykona¢ obrét o 180°

koto osi symetryi. (PunktS na

tigurze 289 lezy przed plaszczy-

zng rysunku, a punkt S' za nig; punkty A B G obraliSmy w plaszczyznie
rysunku.)

Oprécz takich osi symetryi uzywa sie czesto takze osi symetryi
wyzszego rzedu. WeZmy n. p. trojkat rdbwnoboczny i o prostopadta do
jego plaszczyzny w Srodku trojkata. Istniejg tu trzy obroty po 120° sprowa-

dzajgce ten trojkat
do nakrycia, ze so-
ba. Taka o$ nazy-
wamy 0sig syme-
tryi trzeciego rze-
du.— Kwadratpo-
siada 0§ symetryi
czwartego rzedu.
W kwadracie ta
0$ jest takze osig
symetryi w pier-
wotnemznaczeniu,
bo obrét potowy
kwadratu o 180°
sprowadza jg do
nakrycia z drugg
potowa, tymczasem o0$ trzeciego rzedu trdjkata rownobocznego nie posiada
tej wiasnosci, nie jest wiec osig symetryi w znaczeniu pierwotnem.
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Kostka posiada trzy gatunki osi symetryi. Mamy trzy osieczwartego
rzedu (fig. 291 a). Nastepnie sg cztery osie trzeciego rzedu (fig. 291 b), bo
kolo osi A J3 moznawykona¢ trzy obroty
, , . / / / sprowadzajace kostke do nakrycia z pier-
wotnem potozeniem: najpierw taki obrot,

i ,\ w ktérym punkt 1) padnie na C, poé-

/ / ¢ / / / Zniej taki, w ktérym D przez C padnie
ol na E, wreszcie pelny obrét, przy ktorym

Fg D przeszediszy punkty C i E, wréci do

dawnego potozenia. Wreszcie istnieje sze$¢ osi drugiego rzedu: sg to proste
faczace Srodki przeciwlegltych krawedzi. Z tych trzynastu osi jest tylko
dziewie¢ wihasciwych osi jfymetryi (w piorwotnem znaczeniu), mianowicie osie
na fig. 291a i 291c. Jestto og6lne prawo, ze z pomiedzy osi wyZzszego
rzedu tylko te sa wiasciwemi osiami symetryi, ktérych rzad jest parzysty
(drugi, czwarty i t. d.). Za osie krystalograficzne przyjmuje sie z reguty
osie najwyzszych rzedow (n. p. w kostce osie narysowane na fig. 291 a).
Przy pomocy osi symetryi mozna wywnioskowac, ile jest rozmaitych obro-
téw sprowadzajgcych dana figure do nakrycia z pierwotnem jej potozeniem. Tak
u. p. obrotykostki okoto kazdej osi czwartego rzedu daja. po trzy nowe potoze-
nia nakrywajacesie zpierwotnem potozeniem, a ze takich osi mamy trzy, wiec
otrzymujemy dziewige¢ réznych potozen. Obroty okoto osi trzeciego rzedu daja
po dwa nowe potozenia, a ze takich osi jest
cztery, wiec otrzymamy osiem nowych potozen.
Wreszcie obroty koto osi drugiego rzedu dajg
zawsze tylko jedno nowe potozenie, poniewaz
za$ takich osi jest sze$¢, bedzie wiec jeszcze
sze$¢ nowych potozen. Razem mamy 9 £8-3}-6
= 23 nowych potozen,' a doliczajgc jedno pier-
wotne potozenie, otrzymamy 24 obrotéw spro-
wadzajagcych kostke do nakrycia ze soba.
Latwo sprawdzi¢, ze te wszystkie potozenia
sg rozne i ze niema ich wiecej. Mozemy bo-
wiem ustawié¢ kostke tak, ze kazda z jej dwu-
nastu krawedzi bedzie miata potozenie AB i to
292- jeszcze w dwdch kierunkach: od A ku B lub
w kierunku przeciwnym. Razem wiec mamy istotnie 24 potozen, w ktérych
kostka zajmuje tosamo miejsce w przestrzeni.

Cwiczenia IX.

§ 104— 105. 1. Wykresli¢ w perspektywie réwnolegtej utwor symetryczny do
danej kostki.

2. Wykazaé, ze kat dwuscienny jest utworem symetrycznym.

3. Wykresli¢c w perspektywie réwnolegtej wszystkie ptaszczyzny symetryi:
a) o$mioscianu umiarowego; b) czworoscianu wpisanego w kostke.

4. Wykresli¢ ptaszczyzny symetryi ostrostupéow podwdjnych, nalezacych do
I, 111, 1V ukfadu krystalograficznego.
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5. Do dowolnego prostopadto$cianu wykre$li¢ utwor Srodkowo-symetryczny.

6. Do dowolnego ostrostupa wykreslié utwdr osiowo-symetryczny.

7. Jezeli jaki$ utwor posiada dwie prostopadle plaszczyzny symetryi, to
ich krawedz jest osig symetryi. (Udowodnij !)

8. Wykaza¢, ze figura posiadajgca jedng ptaszczyzne symetryi i jedng prosto-
padtg do niej oS symetryi, posiada takze S$rodek symetryi, mianowicie: spodek
tej prostopadte;j.

9. Wykresli¢c wszystkie osie symetryi: a) oSmioscianu umiarowego ; b) do-
wolnego prostopadtoscianu.

10. Jakie elementy symetryi posiada: a) walec prosty; b) stozek prosty;
¢) kula?

11. Dwie figury sg symetryczne do tejsamej trzeciej wzgledem dwoch
réznych ptaszczyzn. Jaki ruch nalezy wykonaé, aby je sprowadzi¢ do nakrycia.

12. Wykaza¢ przy pomocy symetryi, ze punkty potowigce.krawedzie czworo-
$cianu umiarowego sg wierzchotkami o$mioscianu umiarowego.

13. Jakie elementy symetryi posiada kostka, ktdrej a) jedna S$ciana jest
czarna a inne biate; b) dwie Sciany czarne a inne biate?

14. Jakie elementy symetryi posiada o$mioscian, ktérego jedno naroze
Scieto ptaszczyzng, odcinajacag rowne kawatki czterech krawedzi schodzacych sie
w tem narozu?



Rozdziat X.
Graniastostupy 1 walce.

8 106. Podziat bryt.

Cze$C przestrzeni zamkniete ze wszystkich stron nazywamy brytg
a zbior powierzchni ograniczajagcych te cze$¢ przestrzeni nazywamy po-
wierzchnig bryty. Jezeli wszystkie powierzchnie ograniczajgce sa plaskie,
bryta nazywa sie brytg graniastg lub wielo$cianem; jezeli chociaz
jedna powierzchnia jest krzywa, bryta nazywa sie okragtsa.

Z pomiedzy wielkiej réznorodnosci bryt spotykanych w $wiecie zewne-
trznym wybierzemy tylko takie, ktore powstajg przez pewne proste ruchy,
lub tez takie, ktére posiadajg pewne szczeg6lne wiasnosci pod wzgledem sy-
metryi. | tak z ruchu postepowego figur ptaskich otrzymamy graniasto-
slupy i walce, z ruchu linii prostej przytwierdzonej stale w jednym punkcie
otrzymamy ostrostupy i stozki, a wreszcie z ruchu obrotowego kule
i calg klase bryt obrotowych.

Z pomiedzy bryt symetrycznych bedziemy sie
zajmowali tylko brylami ograniczonemi samymi
umiarowymi wielokagtami, zwanemi wielo$ci a-

pi nami umiarowymi.

8107. Graniastostupy.

Jezeli jakikolwiek wielokat wykonuje ruch po-
stepowy wzdtuz linii prostej nie lezacej na jego
ptaszczyznie, to jego powierzchnia zakre$la bryte
zwang gran iastostupem. N. p. jezeli wielo-
kat AB CD E'przejdzie ruchem postepowym w po-

p tozenie réwnolegle A1B' 6" B' E\ to, jak wiadomo,
wszystkie jego punkty zakres$lg odcinki réwnolegle

-i réwne.
AA'||BB'||CC...
Fig. 293. Graniastoship jest wiec ograniczony dwoma
przystajgcemi i rdiondleglemi dnami czyli podsta-
iCami i tylomaroiondlegfobokami, ile dno ma bokéw. Te réwnolegtoboki

nazywaja sieScianami  bocznemi a ich zbiér,tworzy pobocznice. Prosto-
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padtg odlegtos¢ den nazywamy wysokos$cig graniastostupa. Przekrdj prosto-
padly do wysokosci nazywa sie przekrojem normalnym.

Krawedzie AA', BB', CC'__  nazywaja sie krawedziami bocznemi,
a boki podstaw krawedziami podstawowemi.

Jezeli kierunek ruchu jest prostopadty do plaszczyzny wielokata, to
wszystkie krawedzie boczne sg prostopadie do podstawy, mozna wiec kazdg
z nich uwaza¢ za wysokos¢. Wotedy takze i $ciany boczne sg prostopadie do
podstawy (dlaczego?) a graniastostup nazywa sie prosty. Jezeli
krawedzie boczne sg nachylone do podstawy, graniastostup nazywa sie pochyty
(ukosny). Jezeli w graniastostupie prostym podstawa jest wielokatem umia-

rowym, graniastostup nazywa sie umiaro-
wy (nie jest on jednak wieloScianem umia-
rowym! [por. § 106.]) Wedtug liczby $cian
bocznych  rozrozniamy graniastostupy  tréj-
boczne, czworoboczne i t. d. Prosta t3czaca
dwa naroza przeciwlegte, t. j. naroza nie ma-
jace wspdlnej Sciany, nazywasie przekatnia
graniastostupa. Plaszczyzne faczacg dwie prze-
ciwlegte krawedzie réwnolegte nazywamy pia-
szczyzng przekatna.

Aby graniastostup prosty przedstawic¢
wv rzutach prostopadtych, najwygodniej ustawié
go tak, aby dno byto réwnolegte do pia-
szczyzny poziomej. Wtedy na plaszczyznie
pionowej (widok z przodu) otrzymamy prosto-

Fig. 294. kat, a na plaszczyznie poziomej (widok z gory!)
jeden wielokat, poniewaz gorne dno zakrywa
dno dolne: wielokat, ten bedzie przystajagcy do dna graniastostupa.

Krawedzie niewidzialne zaznacza sie na rysunku liniami kropkowanemi.
Wierzchotki wielokata muszg leze¢ na przedtuzeniach
odpowiednich krawedzi bocznych (dlaczego?).

Jezeli graniastostup pochyty ustawimy dnem ré-
wnolegle do postawy, to rzutem pionowym bedzie ré-
wnolegtobok .ukosnokatny, a na plaszczyznie poziomej
wystapig obydwa dna jako wielokaty przystajgce i usta-
wione réwnolegle.

Mozna jednakze i graniastostup pochyly tak usta-
wié¢, ze gbrne dno zakryje dolne. Wtedy musi by¢
przekr6j normalny réwnolegty do plaszczyzny poziomej a dna nachylone.

Na szczegoélniejsza uwage zastuguja graniastostupy, ktorych podstawa
jest rownolegtobokiem. Wtedy wszystkie $ciany sa réwnolegtobokami i sg
parami do siebie réwnolegte (udowodnij!). Dlatego graniastostup, ktorego
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podstawa jest roéwnoleglobokiem, nazywamy réwnolegtoscianenu Kazdg Sciane
réwnolegtodeianu mozemy uwaza¢ za podstawe. (Udowodnij!) Réwnolcglo$cialii
prosty o podstawie prostokgtnej nazywa sie prostopadio-
Scianem. W takim rownolegtoscianie sg po trzy Sciany
schodzace- sie w jednem narozu prostopadle. Mianowicie:
z okre$lenia prostopadtoscianu wynika, ze b j_y, wiec musi
by¢ i alJ_y i b Y jako pflaszczyzny przesuniete przez
prostag prostopadts. Ale takze a J_ 2 bo a zawiera prostg c,
ktéra jest prostopadia do b i do a, a wiec cJ_fi a wtedy
ial_g

Uwaga: Takie bryly spotykamy bardzo czesto, jako dzieta rak ludzkich:
deski, belki, cegly, wogo6le materyaly budulcowe, skrzynie, izby i t. p., poniewaz
ich mechaniczne wykonywanie jest najtatwiejsze. W przyrodzie bryty takie wy-
stepujg bardzo rzadko (czesci sktadowe niektorych krysztatéw').

Fig. 296.

Prostopadtoscian, ktérego podstawy i $ciany boczne sg kwadratami, na-
zywa sie sze$cianem Ilub kostka. Jestto bryta najwiecej symetryczna
"ze wszystkich graniatostupow.

W prostopadtodcianie wystepujg tylko trzy gatunki
krawedzi, po cztery sg bowiem zawsze réwne. Znajac ich
wielkos¢ mozemy tatwo obliczy¢ przekatnie prostopadto-
$cianu.

Z figury 297 widzimy, ze

p 2= a2-j-c2 a d-= b2-\-p2 wiec

Fig. 297. d2= ar-)-12-f-c- Stad wniosek:

Kwadrat przekatni prostopadtoscianu rowna sie sumie kwadratow
trzech krawedzi schodzacych sie w jednem narozu.

8 108. Powierzchnia graniastostupa. (Siatka.)

Celem obliczenia powierzchni ja-

kiejkolwiek bryty lub tez celem sporza-

A dzenia jej modelu przestrzennego uzywa
sie siatki tej bryly. Aby otrzymaé
siatke bryty, trzeba jejpowierzchnie roz-
wingé na jedng plaszczyzne, to znaczy
----------- utozy¢ na jednej plaszczyznie wszystkie
powierzchnie ograniczajagce tak, aby

kazda nastepna miata z poprzednig jedng

krawedZ wspdlng. | tak n. p. rozwinieta

F"' 298¢ powierzchnia kostki przedstawi sie jako

figura ptaska, ztozona z szesciu kwadratéw, z ktorych cztery lezg w jednym
rzedzie, a dwa przylegaja do nich z boku. Poniewaz powierzchnia jednego
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kwadratu wynosi Z2, przeto na powierzchnie catego szeScianu otrzymujemy wzor:
P=6K2
Graniastéstup prosty rozwijamy, uktadajac obok siebie prostokatne Sciany
boczne o réwnej wysokosci. Otrzymamy w ten sposob jeden prostokat, ktd-
rego podstawa réwna sie obwo-
dowi dna a wysoko$¢ wynosi
tylesamo, co wysoko$¢ grania-
stostupa. Dna dotykajg tego
prostokata wzdtuz jednego ze
swych bokow. Jezeli powierzchnie
pobocznicy oznaczymy literg M,
to z figury odczytujemy naste-
pujacy wzor na powierzchnie
ijraniastoshtpa prostego:

P=2D + M (1)

Powierzchnie poboczni-
cy mozemy przedstawi¢ wzorem:

M= u.w 2)

gdzie u oznacza obwdd podstawy. Do tegosamcgo wyniku mozna dojs¢ bez
siatki, z rozwazania samej bryly. Zadanie to tatwo wykona¢ konstrukcyjnie,
jezeli sa podane rzuty graniastostupa, n. p. z fig. 294. Boki wielokata
AB G D E trzeba odcig¢ po kolei na jednej linii prostej i zbudowaé na nich
prostokat o wysokosci AA'. Do tego prostokata dorysowuje sie dna.

Jezeli graniastostup prosty jest ustawiony inaczej, n. p. nachylony wzgladem
ptaszczyzny poziomej, wtedy konstrukcya jest trudniejsza. Trzeba najpierw wy-
kona¢ obrot do potozenia prostopadiego, do czego sa potrzebne glebsze wiado-
mosci z geometryi wykres$inej.

Jezeli rozwiniemy graniastéstup pochytly, to wzdr

P— 2D -\-M

pozostaje, ale pobocznica nie "przedstawi sie juz jako jeden prostokat, nawet
nie jako jeden réwnolegtobok. Wzoru (2) nie mozna wiec uzywa¢ dla gra-
niastostupa pochytego.

* Aby rozwing¢ graniastéstup pochyly, ustawiamy go tak, aby krawe-
dzie boczne byly prostopadte do ptaszczyzny poziomej, a dna aby byly prosto-
padte do plaszczyzny pionowej. Kzuty graniastostupa w takiem potozeniu
przedstawiliSmy na fig. 300a. Dno nie wystepuje teraz w prawdziwej wiel-
kosci, natomiast przekréj normalny A'B'C'D'E"' jest przystajacy do rzutu
A"B"C”J)"E" (dlaczego?).

Obwdd tego przekroju rozwijitmy na dowolnej linii Pili'. Od punktéw

E'\. A"\,



217

odcinamy do gory i na dot odpowiednie czesci krawedzi bocznych, wziete
z rzutu pionowego, w ktérym te odcinki wystepujg w prawdziwej wielkosci.
Rozwinieta pobocznica przedstawia

sie jako pas, ktérego podstawg jest

linia famana wznoszaca sie i opa-

dajaca kolejno naksztalt fali. Po-

wierzchnie tego pasa obliczymy,

mnozac podstawe h kazdego réwno-

legloboku przez wysokosci E"xA"2,

A"1B'\.... tworzace razem ob-

wod przekroju normalnego. Trudniej

Fig. 300. jest natomiast otrzyma¢ z tego

rzutu a) prawdziwg wielko$¢ dna.

Trzeba wykona¢ obrét plaszczyzny PM (t. zw. kiad phaszczyzny PM na
ptaszczyzne poziomg). Do tegosamego wyniku dochodzimy odrazu bez uzy-
wania rzutow. Trzeba odcia¢ od graniastostupa pochylego zapomocg prze-
kroju normalnego cze$¢ go6rng i przesung¢ jg na dot tak, aby dno PM '
nakryto sie z dnem PM. W ten sposéb otrzymuje sie graniastoslup prosty,
majacy tesamg pobocznice (ale inne dna). Obliczajac te pobocznice wedtug

wzoru (1) otrzymamy
M—k. U

gdzie k oznacza krawedZ boczng, a U obwod przekroju normalnego. *

Rozwiniecie graniastostupaprostego moznatakze wykona¢ na podstawie ry-
sunku perspektywicznego. N. p. na fig. 301 mamy przedstawiony graniasto-
stup prosty tréjboczny w
B' z' perspektywie réwnolegtej;
znieksztatcenie obrano
a= 45° 1 (por. roz-
dziatIl. str.158). Ujmujemy
podstawe w réwnolegto-
bok o kacie a= 45°. Ten
Téwnolegtobok jest obra-
zem prostokata o bokach
C'T=CYiCX'=CX
(poniewaz stosunek zmniej-
szenia bokdéw wynosit 1).
Fig. 301. Na bokach tego prostokata
odcinamy Y'A'= YA
i B’X'"= B X i otrzymujemy tréjkat A' B' C. w prawdziwej wielkosci.
Rozwijajac  obwod tego trojkata i rysujagc prostokat o wysokosci CD,
otrzymamy rozwinieta pobocznice narysowanego graniastostupa.

@
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Dla graniastoslupa pochytego konstrukcya jost trudniejsza, a nawet nieozna-
czona, dopOki nie znamy prawdziwego kata nachylenia krawedzi bocznych. Z ry-
sunku perspektywicznego nie potrafimy tego nachylenia odczytaé.

§109." Walec.

Jezeli koto wykonujO ruch postepowy w?HIir> linii prostej nie lezncej-
na jogo ptaszczyznie. powstaje bryta ‘wniin wnlcom 1-nlowyni . Przez
ruch postepowy elipsy powstaie-watec eliptyczny, wognlo przez ruch postepowy
jakiejkolwiek linii krzywej powstaje odpowiedni walec (stuok Moéwigc ,,walec*
bez zadnego dodatku mamy na mysli walec kotowy. Z tego sposobu po-
wstania wynika, ze dna walca kotowego sg kotami przystajgceini a poboczriica
sktada sie z samych linii prostych rémnolegtych. Ta pobocznica jestjednakze
powierzchnig krzywa, bo linia prosto majgca z nig dwa punkty wspolne nie
zawsze na niej lezy. N. p. sieczna kota przy rownolegtem przesuwaniu kota

zawsze pozostaje sieczng, przecina wiec po-

bocznice w kazdem potozeniu tylko w dwdch

punktach. Ta powierzchnia krzywa nazvw'a

sie powierzchnig walcowT . Prostopadig

odlegtos¢ den od siebie nazywamy wysoko-

§cig walca. Linie prostg lezaca catkowicie

na powierzchni walca nazywamy bokiem

walca, n. p. AA. Linia prosta #jczaca

srodki obydwu podstaw nazywa si¢ o0sig

walca. (Udowodnij, ze o$ jest réwnolegta

do boku i réwna sie bokowi!) Jezeli bok

Fig. 302. jest prostopadty do podstawy, to i oS jest

prostopadta d> podstawy, a walec nazywa sie prosty; w przeciwnym
razie walec jest pochyty.

Pobocznice walca mozna otrzyma¢ takze przez inny ruch. Posuwamy
prosta3 AA' wzdluz obwodu kota zawsze réwnolegte do pierwotnego potoze-
nia. Wtedy kolo nazywa sie kierowmicg powierzchni, a linia prosta
A A tworzgcg walca.

Walec jest wiec powierzchnig prostoliniowy (por. str. 150). (Zastosuj ten
sposob otrzymywania takze do pobocznicy graniastoslupa!) Jezeli whlec jest
prosty, to mozemy go takze otrzymac przez ruch obrotowy prostokata okoto
jednego z bokéw. Dlatego walec prosty nazywamy takze walcem obro-
towy m.

Jezeli walec przetniemy jakagkolwiek ptaszczyzng zawierajacg o0$walca,
otrzymamy réwnolegtobok i to ukos$nokatny lub prostokatny. W walcu pro-
stym kazdy przekrdj osiowy jest prostokatem, w walcu za$ pochylym tylko
jeden przekrdj, mianowicie przekrdj prostopadty do plaszczyzny zawierajgcej
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nietylko 0§, ale irzut  osi. Na fig. 303 jestto przekréj A B CI), prostopa-
dly  doplaszczyznyzawierajgcej OIi i O O. Walec prosty, ktorego prze-
kréj osiowy jest kwadratem, nazywa sie réwno-
boczny. W takim walcu bok réwna sie Srednicy
podstawy:
b— 2r.

Przekroj walca réwnolegty do podstawy jest
kotem. (Dlaczego?)

W przyrodzie wystepuje walec czesto: pnie drzew,
zdzbta, niektore kosci i t. p. Takze w dzietach ragk
ludzkich spotykamy sie czesto z tg bryta: rury. kota
i osie maszyn, druty, naczynia, kolumny, sklepieniai t.p.

Aby walec prosty przedstawi¢ w rzu-

tach, ustawiamy go dnem réwnolegle do plaszczy-

Fig. 303. zny poziomej. Na plaszczyZnie pionowej otrzymamy

prostokat a na pfaszczyznie poziomej jedno kolo.

Walec pochyty ustawiony dnem rdéwnolegle do poziomej plaszczyzny

przedstawi sie w rzucie pionowym jako rownolegtobok pochyly, a w rzucie

poziomym wystapig obydwa dna jako kota potagczone wspélnemi stycznemi
zewnetrznemi.

Fig. 304.

Aby walec prosty
przedstawi¢ w per-
spektywie rownole-
gtej zauwazmy, ze uko-
$ny rzut kola jest elipsa.
Dno przedstawi sie wiec jako elipsa. W skrajnych punktach tej elipsy (ktore
wystajg w ogoélnosci poza S$rednice réwnoleglta do plaszczyzny obrazowej!)
kreslimy dwie linie prostopadte do $rednicy A B réwnolegtej do ptaszczyzny
obrazowej. Na tych liniach odcinamy boki walca w prawdziwej wielkosci.
Gorne dno jest elipsg przystajagcg do dolnej. (UzyliSmy tu znieksztatcen
a= 45°, $— m) Podobnie postepujemy z walcem pochytym. Kazdy uko$ny
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rzut kola na plaszczyzne nierdwnoleglg jest — jak to widzieliSmy — elipsa.
Stad wazny wniosek o przekrojach walca przecinajgcych o$ w jednym punk-
cie a nierdwnolegtych do podstawy. Przetnijmy walec ptaszczyzng a uko$ng
wzgledem podstawy. Linie otrzymang na przekroju mozemy uwaza¢ za ukosny
rzut kota K zapomocg promieni A! X, JB'Y, C'Z, ... . uko$nych wzgledem
ptaszczyzny a, a réwnolegtych do siebie.

Linia X Y jest wiec elipsg, zatem: Przekrdj walca ptaszczyzng nachy-
long do osi i do podstawy jest elipsg. Im wiecej odchylamy plaszczyzne
przekroju od ptaszczyzny dna, tern bardziej wydtuza sie elipsa przekroju.
W ten spos6b mozna z walca kotowego otrzymaé walec eliptyczny pochyly,
zapomocg dwoch przekrojow réwnolegtych do siebie, a nachylonych do dna.

Jezeli walec kotowy jest pochyly, to przekroje réwnolegle do dna sg
kolami, przekroje za$ nachylone do dna elipsami. Pomiedzy tymi przekro-
jami jeden jest prostopadty do krawedzi bocznych. Nazywamy go podobnie
jak w graniastostupie przekrojem normalnym. Otéz przekréj normalny
walca pochylego jest elipsag. Zapomocg dwadch przekrojow normalnych mozemy
wiec otrzymaé z walca kotowego pochytego walec eliptyczny prosty.

Z rozwazania walcéw eliptycznych mozna wykaza¢, ze kazdy rzut elipsy
jest znowu elipsg, nie otrzymujemy wiec nowego gatunku linii krzywych
przez tworzenie rzutu elipsy.

ZbadaliSmy juz przekroje osiowe i przekroje przecinajace 0S. Pozostaty
jeszcze do omodwienia ptaszczyzny réwnolegte do osi. Plaszczyzny takie moga
mie¢ trojakie potozenie wzgledem powierzchni walcowej, podobnie jak linia
prosta wzgledem kota. Plaszczyzna rownolegta do osi a zawierajgca sieczng

D C podstawy przecina

powierzchnie  walcowg

wzdluz dwoch  tworza-

cych. Moznaby jg na-

zwacptaszczyzngsieczna.

Ptaszczyzna rownolegta

E do osi, a zawierajgca

linie TA styczng do

podstawy, dotyka po-

wierzchni walcow<j

Fig. 306. wzdtuz catej tworzacej

A A'nalezacej do punktu

A. Taka ptaszczyzna nazywa sie ptaszczyzng styczng walca. Wreszcie

ptaszczyzna rownolegta do osi a zawierajgca linie lezacg poza kotem O

nie przecina zupetnie powierzchni walcowej. Kazda linia prosta lezagca w pta-
szczyzniestycznej, a nierownolegtg do liniistycznosci -i A' ma z powierz-

chnigwalcowg tylko jedenpunktwspélny, jest. wiec linig styczng do

walca. Zkazdego punktu pozawalcem mozna  poprowadzi¢ dwie plaszczy-
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zny styczne do powierzchni walcowej; ich krawedZz musi byé réwnolegta do
osi. (Udowodnij!) Jezeli wszystkie S$ciany boczne jakiego$ graniastostupa
sg ptaszczyznami stycznemi walca, a dna sg opisane na dnach walca, gra-
niastostup nazywa sie opisany na walcu. Jezeli wszystkie Sciany bo-
czne graniastostupa sg ptaszczyznami siecznemi walca, a dna sg wpisane w
dna walca, graniastoslup jest wpisany w walec. Pobocznice walca mozemy
uwaza¢ za granice, do jakiej dazg pobocznice graniastostup6éw wpisanych lub
opisanych o corazto wiekszej liczbie $cian bocznych, podobnie jak obwdd
kola badaliSmy przy pomocy wielokatéw' wpisanych lub opisanych. Posia-
damy jednakze prostsze sposoby obliczenia wielkosci tej powierzchni krzywej.

8 110. Rozwijanie walca. Powierzchnia walca.

Celem obliczenia powierzchni graniastostupa tworzyliSmy jego siatke
przez rozwinigcie pobocznicy.- Pobocznica walca jest powierzchnig krzywg
prostoliniowg. Zachodzi pytanie, czy ta powierzchnia jest rozwi-
jat na, to znaczy, czy mozna te pobocznice rozcietag n. p. wzdtuz jednej
tworzacej, rozwing¢ na plaszczyzne tak, aby nie powstatlo zadne zmarszczenie
ani rozciggniecie, zmieniajgce wielkos¢ tej powierzchni stowem: aby nie do-
znaty zmianyanidtugosci linii znajdujgcych sie na powierzchni ani katy.
Otéz rozwiniecietakie  jest mozliwe, poniewaz wszystkie boki walca sg réwno-
legte. Istnieje taki skoriczony ruch, n. p. toczenie walca po plaszczyznie, ze
wszystkie boki pouktadajg sie znowu jako linie réwnolegte a ani diugosci, ani
katy nie zostang zmienione.

Jezeli walec jest prosty, to z takiego rozwiniecia otrzymamy prosto-
kat, poniewaz boki, jako linie prostopadte do podstawy, pozostang i po roz-

winieciu prostopadte do jej obwodu (rozwinigtego).
Podstawg tego prostokata jest obwdd dna, a wyso-
koscia bok walca. Stad obliczymy calg powierz-
chnie :

P= 2r-iz42rir.b
lub wylgczajac 2 r - przed nawias:

jpz= 2 V- (r -t b).

Jezeli walec jest réwnoboczny, to = 2 r wiec
) P=2rx.3r
| Flg. 307 czyli: JP=Qi,2~
Wzory te odnoszg sie tylko do walcow prostych.
* Jezeli walec kotowy jest pochyly, to rozwiniecie jest zagadnieniem tru-

dniejszem. Ustawiajgc taki walec dogodnie, t,j. tak, aby jego byty boki prosto-
padto do ptaszczyzny poziomej a dno prostopadte do ptaszczyzny pionowej,
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otrzymamy elipsgjako rzut podstawy. Elipsa ta jest przystajgca do prze-

kroju normalnegoU J. Rozwiniecie obwodu tej elipsy jestjuz zagadnieniem
wkraczajgcem w zakres matematyki wyzszej.
W przyblizeniu mozemy wykona¢ kon-
strukcye, biorgc mate kawatki obwodu elipsy
po kolei w cyrkiel i odcinajagc je na jednej
linii prostej Ii R'. Nastepnie w odpowiednie])
punktach odmierzamy kawatki krawedzi bo-
cznych do goéry i na dot. (Poréwnaj rozwi-
niecie graniastostupa pochytego.) Otrzymamy
w ten sposéb pas zamkniety liniami krzy-
wemi falistemi, ktére nazywamy: sinusoi-
dami. Z liniami temi spotkamy sie w nauce
trygonometryi.

Pas taki mozna zamieni¢ na prostokat,
przenoszac cze$¢ jego lezacg nad osig JRB'
na dét tak, aby P' Q' nakryto P Q. Prosto-
kat ten ma wysokos¢ rowng bokowi walca

pochytego a podstawa jego jest rozwinietym obwodem elipsy A B. Jestto
wiec zarazem rozwiniecie walca prostego eliptycznego. *

Przy rozwijaniu pobocznicy walca jego tworzace pozostaty liniami pro-
stemi. Istniejgjednakowoz takze inne linie lezagce na walcu,ktére po rozwi-
nieciu przedstawig sie jako proste. |tak przedewszystkiem kazdy przekroj
normalny do osi (koto w walcu prostym, elipsa w walcu pochytym) przed-
stawi sie w rozwinietej pobocznicy, jako linia prosta. Aby znalez¢ inne linie
przedstawiajgce si¢ po rozwinieciu jako linie proste, narysujmy na rozwinie-
tej pobocznicy jakgkolwiek linie prostg ukosnie wzgledem podstawy prosto-
kata. Ona przecina wszystkie tworzace pod tymsamym katem, a wiec i po

zwinieciu pobocznicy te
katy nie ulegng zmianie.
Otrzymamy na walcu linig
krzywa, ktéra losnosi sie
mprzecinajgc wszystkie tivo-
rzace pod tymsamym ka-
tem. Takg linie nazywamy
linig $rubouig.
Fig. 309. Jezeli poprowadzimy
kilka takich linii réwno-
legtych na pobocznicy, ale zaczniemy drugg w tej wysokosci, w ktérej sie
konczy pierwsza linia, otrzymamy po zwinieciu kilka skretéw S$ruby. Wyso-
ko$¢ Ajednego skretu nazywa sie krokiem Sruby.



223

Dtugos$é linii Srubowej tatwo obliczymy przy pomocy twierdzenia Pita-
gorasa znajac obwod walca i krok Sruby. Linii tej uzywa sie czesto w me-
chanice teoretycznej i stosowanej (por. ruch $rubowy str. 194).

Cwiczenia X 1.

§ 107. 1. Wykaza¢, ze wielokat zakre$la graniastoslup, jezeli trzy wierzchotki
wielokata posuwajg sie po trzech liniach prostych réwnolegtych.

2. Wykazaé, ze graniastoslup wieloboczny mozna podzieli¢ na same grania-
stoslupy tréjboczne zapomocg przekrojow poprowadzonych przez przeciwlegte kra-
wedzie boczne.

.3. Wykresli¢ w rzutach graniastoslup umiarowy o podstawie szesciobocznej,
znajac krawedz podstawy a— 1 cm i wysokos¢ b= 5 cm. Tensam rysunek
wykona¢ w perspektywie roéwnolegtej.

4. Wykresli¢ w rzutach graniastoslup pochyty, ktérego podstawg jest szeseio-
kat umiarowy o boku a= 1cm, a krawedZz bocznab = 6cm jest nachylona do
podstawy pod katem 60°. Tensam graniastoslup wykresli¢c w perspektywie.

5. Majac dany dowolny graniastoslup piecioboczny w rzutach, wykresli¢
go w perspektywie rownolegtej (ukosnej).

6. Narysowa¢ w rzutach graniastoslup o$mioboczny umiarowy ustawiony
dnem réwnolegle do plaszczyzny pionowe;j.

7. Wykaza¢, ze cztery przekatnie réwnolegtoScianu przecinaja sie w/jjednym
punkcie.

8. Obliczy¢ przekatnie szescianu znajac jedna krawredz.

*97 Pokdéj ma diugos¢ 7 m, szeroko$¢ 4 m a wysoko$¢ 5 m. Obliczy¢ od-
legtos¢ dwéch najdalszych katdw7 brytowych.

10. Jakie obroty moze wykonywaé prostopadtoscian, aby zajat zawsze to-
samo miejsce w przestrzeni?

11. Jakie ptaszczyzny, osie i Srodki symetryi posiada: a) rownolegtoscian prosty
i prostokatny; b) réwnolegtoscian prosty ukosnokatny; c) réwmolegloscian pochyty,
0 podstawie prostokatnej.

12. lle wynosi suma katow ptaskich wrgraniastostupie 4-bocznym, 5-bocznym,
»¢-bocznym ?

13. lle wynosi suma katow7 dwusciennych lezacych przy krawedziach bo-
cznych w graniastostupie 4-.5-.. . «-bocznym ?

§ 108. 14. Wykona¢ z kartonu model graniastostupa opisanego  w zadaniu 3)
w powiegkszeniu dwukrotnem (podwzgledem diugosci krawedzi).

* 15. Wykona¢ z kartonu model graniastostupa opisanego w zadaniu 4)
w powiekszeniu dwukrotnem (podwzgledem diugosci krawedzi).

16. Wykonaé¢ rozwiniecie dowolnego graniastostupa prostego danego zapo-
mocg rzutéw.

* 17. Wykonac¢ rozwiniecie dowolnego szesciobocznego graniastostupa po-
chytego danego w rzutach, przyczem przekréj normalny jest réwnolegty do pta-
szczyzny poziomej, a dno prostopadie do ptaszczyzny pionowej.

18. Majac podany graniastoslup prosty w rzutach, przecig¢ go ptaszczyzng
prostopadta do ptaszczyzny pionowe;j.

Przerysowac ten graniastoslup wraz z przekrojem w perspektywie rGwnolegtej.

') Przyktady na obliczanie powierzchni graniastostupéw i walcéw znajduja sie w zbiorze
zadan Kranza str. 94 i 98.
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A 19. Wykonaé rozwiniecie pobocznicy graniasto$tupa z poprzedniego za-
dania wraz z przekrojem.

20. Majac narysowany dowolny graniastostup piecioboczny w perspektywie
rownolegtej, wykona¢ jego rozwiniecie.

21. Obliczy¢ powierzchnie kostki, ktérej przekatnia wynosi 12 cm.

22. Obliczy¢ powierzchnie' prostopadtoscianu, znajac trzy krawedzie scho
dzace sie w jednem iiaro”™u,/'?

23. lle razy powiekszy sie powierzchnia kostki, jezeli sie krawedz
kszy dwa, trzy, cztery razy?

24. Obliczy¢ powierzchnie graniasto$tupa umiarowego szesciobocznego, znajac
promieA podstawy i wysokosc.

(_25. Obliczy¢ powierzchnie graniastostupa umiarowego: a) tréjbocznego;
b) czworobocznego; c) piecioboczuego; d) o$miobocznego, znajac wysoko$¢ i pro-
mien kola opisanego na podstawie n.p. to— 10cm, r — 2 cm.

26. Obliczj-¢ powierzchnie bryty powstatej z szeScianu przez odciecie o$miu
narozy zapomocg plaszczyzn odcinajagcych czwartg cze$¢ kazdej krawedzi. Narysuj
te bryte w rzutach i w perspektywie!

27. Obliczy¢ powierzchnige graniastostupa umiarowego: 0) szesciobocznego;
b) o$miobocznego; jezeli wszystkie krawedzie i boczne i podstawowe sg réwne
(n. p. k— 2cni). Narysowa¢ te bryty w rzutach i perspektywie!

§ 100.- 28. Wykaza¢, ze powierzchnia walcowa jest utworem dwuwymiarowym,
trj. ze mozna sie po niej posuwué od kazdego punktu tylko w dwoéch prosto-
padtych do siebie kierunkach.

29. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie -walec prosty, znajac promien
podstawy r — 2cm i bok b= G cm.

30. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie rownolegtej walec kotowy,
ktorego promien podstawy r= 2c¢m a bok wynosi b=8cm i jest nachylony do
podstawy pod katem 75°.

aU-W walcu opisanym w poprzedniem zadaniu wykre$li¢ przeciecie osiowe
zawierajJ|K| rzut osi.

3® Majac dany dowminy walec prosty w rzutach, narysowa¢ go w perspek-
tywie rSpynoleglej.

33. Narysowaé wrzutach i w perspektywie rownolegtej walec prosty prze-
ciety plaszczyzng do plaszczyzny pionowej a nachylong do poziomej. W jakiej
ptaszczyznie lezy o$ wielka elipsy przekroju, a w jakiej o$ mata?

Majac walec podany w rzutach, znalez¢ taki przekrdj ukosny, aby o0$

'wielka elipsy przekroju byta dwa razy wieksza od osi matej. Narysowaé ten

przekrdj w prawdziwej wielkosci.

SjjylKoto oswiecone promieniami roéwnolegtymi, a prostopadtymi do jego
ptaszczyzny, rzuca cien na plaszczyzne nachylong pod katem 60° do promieni
Swiatta. Narysowaé¢ to w perspektywie a osobno cien w prawdziwej wielkosci.

;|6 Do dowolnego walca narysowanego w perspektywie réwnolegtej a spoczy-
wajacego na phaszczyznie poprowadzi¢ ptaszczyzne styczng wzdiuz tworzacej A A'.
Trzeba najpierw znalez¢ styczng do elipsy przedstawiajgcej dno walca. Por. fig. 306.

37/Z punktu poza walcem poprowadzi¢ dwie ptaszczyzny styczne do niego
(w perspektywie réwnolegtej).

3S-/Jakie ptaszczyzny, osie i Srodki symetryi posiada: a) walec prosty; b)
walec pochyty?

39| Wykona¢ rozwiniecie dowolnego walca prostego danego: 0) wrzutach;
b) w perspektywie réwnolegtej o znanem znieksztatceniu.



40/ Wycia¢ z kartonu siatkg walca prostego o promieniu r= 4 cm a o
wysokosci. '6 = 6 cm i sklei¢ model.
¢l Sporzadzi¢é model walca réwnobocznego o wysokoéci 5 cm.
Walec pochyty dany zapomoca rzutéw (por. fig. 308) rozwing¢ na
ptaszczyznie przyblizong konstrukcyg. Wykona¢ model!
43/ Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie rownolegtej rure walcowa
$rednicy wewnetrznej 1 c¢cm, a o grubosci 3 mm. Dtugos¢ rury 7 cm.-
£i,. Obliczy¢ powierzchnie walca réwnobocznego o"wyS$SoE6”pi-"6 cm.
Obliczy¢ powierzchnie walca prostego, ktérego bokWynosi 3 cm a pro-
mieA podstawy 1 cm.
AS6. Wykaza¢, ze prostokat zakre$la pobocznie® walca o takiejsamej po-
wierzam]/bez wzgledu na to, czy sie obraca kolo dtuzszego, czy koto krétszego boku.
AJE¢ Obliczy¢ powierzchnie rury walcowej opisanej w zadaniu 43.

487-Obliczy¢ wysokos¢ walca réwnobocznego, ktérego powierzchnia P = Im 2,
md”/Obirfeyé pgmcrzchnie walca prostego wpisanego w graniastostup umia-
rowy szeScioboczny, znajac bok szesciokata (a= 12 mm) i wysoko$¢ graniasto-

slupa iv— 1dm. Rysunek!

¢¢Or"Objiczy¢ powierzchnie walca, opisanego na prostopadtoscianie o krawe-
dziach a= 3cm; b= 4cm; c= 5 cm. Rysunek!
™ 51. W jakim stosunku powiekszy sie powierzchnia walca prostego, jezeli
lomieﬁ i wysoko$¢ powiekszymy pieciokrotnie ?

Wycieto czes¢ walca zapomocg dwoéch przecieé¢ osiowych tworzacych
kat 60°. Obliczy¢ powierzchnie bryty wycietej, znajac promien walca r= 2 cm
i wysoko$¢ 6= 5cm. Narysuj w rzutach i w perspektywie!

<lo3)_Ile dm3 blachy trzeba uzy¢ na zrobienie koryta ogranicznego potowg
pobocznicy walca i dwoma poétkolami. Diugo$¢ 4 m, gieboko$¢ 3°2 dm. Na-
rysowaé te bryte w polozeniu poziomem w pomniejszeniu 1 :40.

Na walcu, ktérego promien r— S cm, a wysoko$¢ to= 8 cm, znajduje

sie 16 skretow Sruby. Obliczy¢é dtugos¢ linii Srubowej!
£5... Dlugo$¢ linii Srubowej tworzacej jeden skret wynosi 24 dm, a wysokos¢
walca 15 dm. Ile wynosi jego powierzchnia?

tomnicki, Geometrya I. ill. 16



Rozdziat XI.
Ostrostupy i stozki.

§ 111 Ostrostupy.

Dowolny punkt S lezagcynad  plaszczyzng wielokagta AB OD E po-
fagczmy zpunktem A iobracajmyprosta S A okoto punktu S tak, aby sie
Slizgata po obwodzie wielokata. Po-
wstanie przestrzen zamknieta, a wiec
bryta, zwana ostrostupem. Wielokat
A B C DE nazywasiepodstawg, punkt
S wierzchotkiem, a tréjkaty SA B,
SBC ... $cianami bocznemi; ich
zbiér nazywamy po bocznic a. Ostro-
stup jestto wiec bryla, ograniczona
jednym wielokatem i tyloma $cianami
bocznemi schodzacemi sie w jednym
punkcie, ile dno ma bokéw. Mozna
takze prosciej opisa¢ ostrostup. Jestto
bryta, ktéra powstanie, jezeli
jakiekolwiek naroze przetnie-
my ptaszczyzng przechodzaca
przez wszystkie krawedzie.
Prostg SA, ktorej ruch zakreslit pobocznice, nazywamy tworzaca,
a wielokagt ABCDE kierownicag tej powierzchni. Odcinki tworzacych
zawarte miedzy wierzchotkiem a podstawg nazywamy krawedziami bocznemi
lub bokami ostrostupa. Boki dna nazywamy krawedziami podstawowemi.
Odlegtos¢ wierzchotka od podstawy nazywamy wysokoS$cig ostrostupa SlI.
Trzeba wyraznie odrdzniaé wysoko$¢ ostrostupa od wysokosci
§cian bocznych!

Wedtug liczby $cian bocznych rozrézniamy ostrostupy tréjboczne, czworo-
boczne i t. d. Ostrostup tréjboczny nazywamy takze czesto czworos$cianem.
Mniej $cian nie moze mie¢ zadna bryta graniasta (wieloscian). W kazdym
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czworo$cianie istnieje punkt réowno oddalony od “wszystkich wierzchotkow
i punkt réwno oddalony od wszystkich $cian., (Udowadnia sie przy pomocy
ptaszczyzn symetryi krawedzi®i katéw dwusciennych.) Podobnie jak w plani-
metryi przy rozwazaniu wielokatow rozklada sieje na trojkaty, tak
w stereometryi rozktada sie czesto wielosciany na same czworosciany.
Kazdg Sciane czworosciann  mozemy uwazaC za podstawe ostrostupa.
Jezeli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa' sg réwne,' to ich rzuty
na podstawe sg rowne, wiec punkty A, B, C, D, JE leza wtedy na obwodzie
kota, ktérego Srodkiem jest spodek wa3sokosci (rzut punktu S) a promieniem
odlegtos¢ jego od ktéregokolwiek wierzchotka podstawy. Taki ostrostup,
ktérego krawedzie boczne sg r6wne, nazywamy prostym.

Uwaga: Okreslenie to nie zgadza sie z tem,

co pospolicie uwazamy za ostrostup prosty. N. p.
ostrostup o podstawie rombowej, ktorego wierzchotek
lezy prostopadle nad S$rodkiem podstawy nazwiemy
w potocznem zyciu prostym, bo nie pochyla sie w
zadng strong. Jednakowoz wedtug naszego okre-
$lenia nie jest prostym, bo SA > SB, awiec kra-
wedzie boczne ,nie sg réwne.

Dnem ostrostupa prostego moze by¢ tylko

taki wielokat, na ktorym da sie opisa¢ kolo.
Jezeli w ostrostupie prostym dno jest wielokatem
umiarowym, ostrostup nazywamy umiarowym.
Jezeli dno jest trojkgtem réwnobocznym, a przy-
Pig. 3n, tem krawedzie boczne sg réwne krawedziom pod-
stawy, to wszystkie $ciany sg przystajagcymi trdj-
katami réwnobocznymi. Z tego wynika, ze i wszystkie naroza sg przystajgce
(por. str. 203). Bryie taka zaliczamy do wicloScianéw umiarowych i nazywamy
czworos$cianem umiarowym. Inny wieloScian umiarowy otrzymamy
z ostrostupa umiarowego czworoseiennego, ktérego
krawedZ podstawy réwna sie krawedzi bocznej.
Dwa takie ostrostupy ztaczone podstawami, a
ktérych wierzchotki lezg po przeciwnych stronach
podstawy, tworzg o$mioscian umiarow'y.
Wszystkie jego $ciany sg trojkgtami réwnoboczny-
mi a wszystkie naroza sg przystajgce, mozna
bowiem kazde zitozy¢ z dwoéch parami przysta-
jacych narozy tréjsciennych (o katach ptaskich
a= 60, h= 60° Y==90°).

Ostrostupy wystepuja w naturze czesto, jako
postacie krysztatdw. Rzadziej spotykamy je jako dzieta rgk ludzkich (niektére
dachy, ostrza it. p.). Natomiast bardzo czesto mamy do czynienia z ostx-0-
slupami przy wykonywaniu rysunkéw, w nauce o perspektywie, o cieniach. Jezeli
bomem jakikolwiek pek promieni przetniemy ptaszczyzng, powstaje ostrostup,

ktérego wierzchotkiem jest wierzchotek peku.
15+



Aby ostrostup przedstawi¢ w rzutach, ustawiamy go tak, aby dno bylo

rownolegle do ptaszczyzny poziome;j.

313.

W rzucie pionowym (widok z przodu)
otrzymamy trdjkat z kilkoma liniami
poprowadzonemi od wierzchotka do
podstawy; w rzucie poziomym (widok
z goOry!) przedstawi sie ostrostup jako
wielokat przystajacy do dna, w ktorym
pewien punkt lezagcy na jego polu
jest potaczony z wszystkimi wierz-
chotkami. Jezeli ostrostup jest prosty,
punkt ten jest S$rodkiem kota opi-
sanego.

Aby ostrostup narysowa¢ w per-
spektywie rownolegtej, rysujemy naj-
pierw dno w znany spos6b; w punkcie,
ktéry jest obrazem punktu S", kre-
Slimy linie prostopadtg do osi poziomej
i odcinamy na niej wysokos¢ XS'.

8 112. Powierzchnia ostrostupa. Siatka.
Aby obliczy¢ powierzchnie ostrostupa, trzeba do powierzchni dna dodac

powierzchnie pobocznicy.

JP=D + 3L

Jezeli ostrostup jest umiarowy n — boczny, to Sciany boczne sg przy-
stajgcymi trojkatami (dlaczego?), a wiec powierzchnia pobocznicy wynosi:

Fig. 314.

, nah

M= "r
gdzie a oznacza krawedz
podstawy, a h wysokos¢
Sciany bocznej. Dla ostro-
stupow nieumitrowych
trzeba kazdg Sciane boczng

osobno obliczad.

Rozwinigcie ostrostupa
prostego podanego w rzu-
tach  jest trudniejsze,
poniewaz krawedzie boczne
nie wystepujg w prawdzi-
wej wielkosci ani w rzu-
cie pionowym, ani w rzu-
cie poziomym. Trzeba

obrdci¢ calty ostrostup tak, aby jedna krawedz boczna byta réwnolegta do
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ptaszczyzny pionowej. Na fig. 313 obraliSmy juz takie potozenie, ze krawedZ
SA. jest rownolegta do ptaszczyzny pionowej, wiec S'A’ jest prawdziwg diu-
goscig krawedzi (S’X)' juz nie!). Poniewaz i wszystkie inne krawedzie boczne
majg tesamg wielkos$¢, rozwiniecie pobocznicy da sie juz wykonac. ZakreSlamy
promieniem S’A koto i odcinamy po kolei cieciwy AB = A"B", BG =
= B"C", CD = C"D" it. d.; ich korice tgczymy z punktem S. Przy
jednym z bokéw, n. p. przy BC rysujemy wielokat

(A)B C(D) (E)~ A"B"C"D"E".

Jezeli ostrostup jest pochyly, rozwiniecie jest juz trudniejsze.

§ 113 Ostrostup Sciety. Podobiehstwo bryt

Z przekrojow ostrostupa najwazniejszy jest dla nas przekréj réwnolegty
do podstawy. Poprowadzmy ptaszczyzne: Ic\\K. Krawedzie przekrojg sg

c réwnolegte do krawedzi podstawy ; wskutek
tego odpowiednie katy wielokagtéw K i k
sg rowne:

"NaANMa\WVb="Ne N c=NCLL

Boki wielokatéw K i Ic sg proporcyo-
nalne, albowiem

AB :AB.= SB :SB'=BC:B'C
awiec AB :AB'= BC :B'C".

Stad wniosek: Przekrdj ostro-
stup_a plasz.czyzng réwnolegta do
podStawy jest wielokagtein podo-
bnym do podstaw.y..

Powierzchnie figm’ podobnych majg

Fig. 315. sie do siebie, jak kwadraty odpowiednich
bokéw, wiec
K :h=AB2:A'B'2
Ale AB :AB'~SB :S'B’' SO:S0O wiec
K:lc= S02:S0'2 stowami:

Powierzchnie podstawy i przekroju rownolegtego tak sig maja do siebie,
jak kwadraty ich odlegtosci od- wierzchoVcd. .

Twierdzenie to odnosi sie do dowolnego polni promieni przecietego dwoma
rownolegtemi ptaszczyznami. Stosujac to twierdzenie n. p. do optyki widzimy,
ze, jezeli pek promieni Swiatta pada na dwie plaszczyzny rdédwnolegte, to Zzrédio
Swiatta oSwietla z odlegtosci 3, 4, 5 razy wiekszej powierzchnie 9, 16, 25 razy
mwicksza.. Wobec tego natezenie Swiatta stabnie w stosunku do kwadratu odlegtosci.

Bryte powstalyg z ostrostupa przez odciecie mniejszego ostrostupa za-

pomoca ptaszczyzny réwnolegtej do dna nazywamy ostr osi upem S$cietym.
Jest on ograniczony dwoma réwnolegtemi i podobnemi do siebie dnami i tyloma



230

trapezami (Scianami bocznemi), ile dno ma bokéw. Wiec powierzchnia ostro-
stupa Scietego wynosi:
EL.D+ d+ M.
Co nazwiemy wysokoScig ostrostupa Scietego? Co nazwiemy wysokoscig
Sciany bocznej? Jakie bryly z zycia codziennego sa ostrostupami Scietymi?
Rozwiniecie ostrostupa scie-
j tego najtatwiej wykonac, uzupet-
niajagc go do zwyktego ostrostupa.
Fig. 316 wyjasnia dostatecznie
konstrukcye, potrzebng do roz-
winiecia pobocznicy ostrostupa
Scietego.
Opierajgc sie na podo-
bieAstwie figur K i Ic (fig. 315)
mozemy teraz rozszerzyC pojecie
figur podobnych takze na utwo-
ry przestrzenne. Dwie bryty
nazywamy podobnemi,
Fig, 316. jezeli dadza sie ustawic
w jednym peku promieni
tak, aby wszystkie ptaszczyzny tych bryt byty parami réwno-
legte, a odpowiednie naroza aby lezaty na tychsamych pro-
mieniach.

Wierzchotek peku S nazywa sie Srodkiem podobienstwa
zewnetrznym lub wewnetrznym wedtug tego, czy obydwie
bryty lezg po tejsamej stronie punktu S, czy tez po prze-
ciwnych stronach. W takich brytach wszystkie odcinki sg
parami proporcyonalne, a wszystkie odpowiednie katy rowne.

Mozemy wiec uwaza¢ jedng bryte za pomniejszenie
(lub powiekszenie) drugiej, z zachowaniem ksztattow. Wy-
kazemy to dla dowolnego czworodcianu, z czworosciandw
bowiem mozna zlozy¢ kazdg inng bryte graniastg (a bryty
okragte mozemy uwaza¢ za granice, do jakich dazag bryly graniaste). Ot6z
wykazaliSmy juz, ze AB :A'B'= BC:B'C'= AC:A'C\ poniewaz pta-
szczyzny trojkagtow ABC i A'B’O sg rownolegte. Taksamo A C:A'(]'—
= DC:D'C'— AD :A!'D\ a wreszcie AD :A'D'= DB :D'B", a wiec
wszystkie krawedzie obydwu czworosciandw sg proporcyonalne. Krawedzie te
sg rownolegle, wiec wszystkie katy ptaskie sg réwne, a stad juz wynika
rownos¢ katow dwusciennych i przystawanie katow brylowych trojsciennych.

Mozna udowodnic, ze takze odwrotnie: jezeli dwie bryty majg wszystkie
krawedzie proporcyonalne a katy réwne i jezeli odpowiednie czeSci nastepujg
po sobie wtymsamym porzadku w obydwu brytach, to bryty te dadzg sie wstawic
w tensam pek promieni tak, ze odpowiednie Sciany beda réwnolegte.

Fig. 317.
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@t6z proporcyonalno$¢ odcinkéw i ruwnos$¢ kutédw sg clia-
rakterystyffzng cechag bryt podobnych./ Mozna wiec takze przy
pomocy tej wiasnosci okresli¢ podobieAstwo utworéw przestrzennych.

§ 114. Stozek.

Podobnie, jak ostrostup powstat przez ruch linii prostej przytwierdzonej

w jednym punkcie po obwodzie wielokata, tak stozek powstaje przez

ruch [linii prostej przytwierdzonej w jednym punkcie po

obwodzie dowolnej linii krzywej. Ta linia

prosta nazywa sie tworzgcg stozka, a linia krzywa, po

ktdrej sie Slizga tworzaca, nazywa sie kierownicg stozka.

Jezeli kierownicajest kotem, stozek nazywa sie kotowy.

Kierownice nazywamy takze podstawastozka, a staty punktS

wierzchotkiem. Stozek kotowy jest wiec ograniczony jedna

powierzchnig ptaska, mianowicie kotem i pobocznica, ktéra

jest powierzchnig krzywa, ale prostoliniowg. Taka

Fig. 318. powierzchnia krzywa nazywa si¢ powierzchnig sto-

zko wa. Odcinek tworzacej zawarty miedzy wierzchotkiem

a podstawg nazywa sie bokiem stozka. Prostopadta odlegtos¢ wierzchotka S

od podstawy nazywa sie wysokoScig, a prosta tgczaca wierzchotek ze
srodkiem podstawy o0sig stozka.

Jezeli bola stozka sa wszystkie rowne, stozek nazywa sie prosty,
w przeciwnym razie pochyty. W stozku prostym wierzchotek lezy na linii
prostopadtej do podstawy wykreslonej w jej Srodku; o0$ jest wiec w nim
zarazem wysokos$cig. Kazdy przekr6j stozka ptaszczyzng przechodzacg przez
os$jest tréjkatem. Jezeli stozek jest prosty, przeciecie osiowe jest tréjkatem réwno-
ramiennym. (Czy w stozku pochytym jest jakie przecigcie osiowe tréjkagtem
roGwnoramiennym?) Jezeli procz tego bok réwna sie Srednicy podstawy:

b= 2r
to przeciecie osiowe jest trdjkatem rownobocznym, a stozek nazywa sie
stozkiem réwnobocznym.

(Przez jaki ruch obrotowy mozna otrzymac
stozek prosty?)

Aby stozek przedstawié¢ w rzutach,
ustawiamy go rownolegle do ptaszczyzny poziomej
i otrzymujemy fig. 319 a) lub h) dla stozka pro-
stego i pochylego. Przedstawienie stozka w per-
spektywie rownoleglej nie sprawia zadnej tru-
dnosdci, skoro potrafimy narysowa¢ dno w per-
spektywie.
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8 115. Powierzchnia stozka. Siatka.

Abv obliczy¢ powierzchnie stozka, postepujemy taksamo, jak z walcem,
korzystajgc z tego, ze pobocznica stozka jest takze powierzchnig rozwijalna.
Rozwiniecie to wykonujemy mechanicznie, toczac stozek po plaszczyznie tak,
aby punkt S pozostatl nieruchomy. Na modelu mozna takze wykona¢ rozwi-
niecie, przecinajagc pobocznice wzdtuz tworzace;.

Dla stozka prostego mozemy fatwo wykona¢ to rozwiniecie kon-
strukcyjnie. Poniewaz boki stozka prostego sg réwne i wychodza takze
w rozwinietej pobocznicy z jednego punktu S, przeto ich korice lezg na

obwodzie kola o promieniu SA = b (b= bok). Otrzy-
mamy wiec wycinek kota, ktérego tuk réwna sie ob-
wodowi podstawy stozka. Na pobocznice stozka otrzy-
mujemy wiec wzor:

Jr=2Vw.y ==le*§,

Cata powierzchnia wynosi:
JP= r*K-frr.b=rw(r+ bh).
Fig. 320. Jezelistozek jest rdwnoboczny, to b= 2r, wiec
P=r-.3r czyl: P=B?"2k

Konstrukcye te tatwo wykonaé, jezeli podane sg rzuty stozka, bo
w rzucie pionowym wystepuje bok SA w prawdziwej wielkosci. Wszystko
to dotyczy stozka prostego. Dla stozka pochylego zadanie to' jest o wiele\
trudniejsze.

Z gory mozna przewidzie¢, ze przy toczeniu sie stozka pochylego okoto
punlitu S podstawa zakres'li linie krzywa, skiadajacg sie z falistych wzniesien
i obnizen. Najpierw bowiem bedzie sie stykat z plaszczyzng bok najdtuzszy, wiec
odpowiedni punkt rozwinietej pobocznicy bedzie lezat najdalej od punktu S.
Pézniej styka sie z plaszczyzng bok corazto krotszy, wreszcie najkrotszy bok
zaznaczy miejsce, w ktérem linia rozwinietej podstawy najbardziej sie zblizy do S.
Stad poczawszy znowu sie oddalamy od S i t.

/

8 116. Przekroje stozka przechodzace przez wierzchotek
i przekroje réwnolegte do podstawy.

Ptaszczyzna przechodzgca przez wierzchotek stozka albo
wcale nie przecina jego pobocznicy (poza S), albo ma z nig calg tworzacy
wspolng i nazywa sie ptaszczyzng styczng, albo przecina pobocznice
wzdbtuz dwdch tworzacych. Z kazdego punktu poza stozkiem mozna do niego
poprowadzi¢ dwie ptaszczyzny styczne: ich krawedz przeciecia sie musi prze-
chodzi¢ przez wierzchotek stozka, albowiem dwie linie tworzace, wzdtuz ktérych
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te ptaszczyzny dotykajg stozka, przechodzg przez wierzchotek. Konstrukcye
ptaszczyzny stycznej do stozka narysowanego w perspektywie rownolegilej
w punkcie A wyja-
$nia fig. 321. Kiedy
ostrostup nazwiemy
opisanym na stozku,
a kiedy wpisanym
w stozek?
Zbadajmy teraz A
przekroje réowno-
legte do dna Wy-
kazemy przedewszyst-
kiem, ze taki prze-
kréj jest-ko 3em. Otéz z trojkatow SA O i SCO (na fig. 322) widzimy, ze
'jLO: A'O'= S 0: SO

CO-®()' SO SO | 1 “woch proporcyi wynika trzecia:
AO:A"0O'=CO:C'0'.. Ale AO= CO jako promienie kota, wiec musi
by¢ takze A' O'= C O'. Taksamo wszystkie inne punkty przekroju sg réwno
oddalone od punktu O', a wiec ten przekrdj jest kolem.

tatwo teraz wykaza¢, podobnie

S jak dla ostrostupa, ze powierzchnie
obydwu kot tak sie majg do siebie,
jak kwadraty ich odlegtosci od wierz-
chotka (udowodnij!).

Bryte pozostatg po odcieciu gor-
nego stozka nazywamy stozkiem
S§cietym. Jest on ograniczony dwoma
rownoleglemi kotami i pobocznicg krzy-
wg, ktora jest czescig powierzchni
stozkowej. Wiec:

P=T)+ d+ M.

Jezeli stozek prosty, pobocznice te tatwo rozwingé. Rozwijamy najpierw
pobocznice calego stozka SA Ag i odcinamy od niej pobocznice stozka od-
cietego SA'A’,. Figura pozostata jest wycinkiem pierscienia kotowego, czyli
trapezem kotowym. Jego bokami réwnoleglymi sg obwody den a szerokoscig
bok stozka Scietego. Zatem:

312 2lizf-21T,_ {/| P4 r)\- g,

Wprowadzajagc w ten wzér zamiast et promiefh p przekroju $redniego,

otrzymamy wazny wzor:
M=2?*b.
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Pobopmica stoika Scietego prostego réwna sie obwodowi ‘przekroju
Sredniegopomnozonemu przez bok.

W?z64r na obliczenie catej powierzchni stozka $cietego prostego jest:
P=M7z-fr*-f(R+ rn-b
lub wyciaggajac - za nawias:
p = [iR2+ r*+ (R + r) 0]~

§ 117. Ukosne prze-
kroje stozka.

Dla doktadniejszego
rozpatrzenia istoty prze-
krojow stozka wezmy pod
uwage stozek podwdjny,
powstajacy przez przediu-
zenie pobocznicy stozka
poza wierzchotek. (Stozki
te sa symetryczne wzgle-
dem wierzchotka.) Nary-
sujmy najpierw przekroj
kotowy A B rownolegty
do podstawy. Jezeli pia-
szczyzne pochylamy ku do-
towi (obracajgc koto p. *4)
toprzekroj wydtuza sie, koto
A B splaszcza sie i otrzy-
mujemy elipsy AG,
AD...coraz bardziej
wydtuzone. Ze to sg
istotnie elipsy, tesame,
ktére poznaliSmy przy
przekrojach walca, udo-
wodnimy po6Zniej. Jezeli

ptaszczyzne a obrdécimy tak, aby byta réwnolegta do tworzacej SD, to linia
przekroju EAF nie zamknie sie nigdzie, chociazbySmy powierzchnie
stozka dowolnie przedtuzyli. Tworzacej SD ta plaszczyzna nigdy nie prze-
tnie, a tworzace sasiednie do SD przetnie bardzo daleko. Linia ta nazywa
sie parabolg. Jezeli plaszczyzne przekroju obracamy jeszcze dalej, to ona
przetnie takze i goérng czes¢ powierzchni stozkowej. Przekrojem bedzie wiec
linia, ztozona z dwdch galezi. Galezie te rozciggajg sie takze nieograniczenie
i nie zamykajg sie nigdzie, poniewaz ptaszczyzna przekroju jest teraz réwno-
legta juz do dwdch linii tworzacych (n. p. na figurze naszej ptaszczyzna

Fig. 324.
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przekroju HAG .. . 1J jest rownolegta do tworzacych SM i SN). Inne
tworzace przecina ta ptaszczyzna w odlegtosciach corazto wiekszych. Linia
ta nazywa sie hyperbolg. Przy dalszym obrocie otrzymujemy nowe hyper-
bole; wreszcie ptaszczyzna bedzie sie stykata ze stozkiem wzdluz tworzacej ¢'./i.
Stad poczawszy otrzymujemy znowu elipsy Ali . . ., az po wykonaniu obrotu
0 180° wr6cimy znowu do potozenia AB.

Wszystkie te linie: koto, elipse, hyperbole i parabole obejmu-
jemy wspélng nazwga: przekroje stozka. Na naszej figurze wszystkie te
linie wystepujg w perspektywie. Ich ksztalt prawdziwy oméwimy przy im

sposobnosci. Vv

i Poniewaz powierzchnie stozkowa mozna uwaza¢ za pek promieni
wychodzacych z S a przechodzacych przez obwdd kota, przeto przekroje
stozka sg rzutami $rodkowymi kota AB na rozmaite plaszczyzny,
nachylone pod réznymi katami do kierunkéw promieni rzucajagcych. Widzimy
wiec, ze rzutem kota moze by¢ koto, elipsa, hyperbola lub parabole. W per-
spektywie malarskiej moze wiec koto wystepowaé w takich rozmaitych posta-
ciach; cieniem kolta moze by¢ elipsa, parabola lub gatgZ hyperboli. (Jaki
musi by¢ Kierunek Swiatta, aby te linie otrzymac?) Kazdg elipse, hyperbole
lub parabole mozna takze odwrotnie uwaza¢ za przekrdj odpowiednio dobra-
nego stozka kolowego. Wszystkie te linie sg wiec ze sobg ,,spokrewnione*
jak sie w geometryi rzutowej wyrazamy: przez rzut mozna jedng linie otrzy-
macz drugiej. Takie geometryczne pokrewienstwo linii nazywamy zwigzkiem
projektywicznym (rzutowym)lub kollineacyg (jednokres$linoscia).
(Froicio == rzucam, collineo = ustawiam na jednej linii).

Otéz wszystkie przekroje stozka sg w koltineacyi z kotem (sg
jednokresine z kotem). #

Poniewiiz linia prosta przecina koto najwyzej w dwodch punktach, to
1 w rzucie bedzie przecinata w dwoch punktach nowa linie, na ktorg sie
zamieni kolo. Linie majace z linig prostg dwa punkty wspdlne nazywamy
liniami drugiego stopnia. Otéz wszystkie przekroje stozka
sg liniami drugiego stopnia. Wedlug tego okreslenia linia prosta
jest linig pierwszego stopnia.

Udowodniono, ze niema innych linii drugiego stopnia, oprécz kot, elips,
parabol i kyperbol. Okre$lenie to wiagze sie z algebrg. Wykazuje sie miano-
wicie w algebrze, ze obrazem geometrycznym kazdego réwnania pierwszego stopnia
o dwdéch niewiadomych jest linia prosta, obrazami za$ réwnan drugiego stopnia
sa wiasnie przeciecia stozka. Podobnie badano linie wyzszych stopni. Badania
te stanowig przedmiot osobnego dziatu geometryi: geometryi analitycznej.

Przekrojami stozka zajmowano sie juz w starozytnosci bez pomocy metod
geometryi analitycznej. Najwiecej badan w tym kierunku zawdzieczamy Apollo-
niuszowi z Pergi (zyt miedzy rokiem 250 a 200 przed n. Chr. w Aleksandryt
a pozniej w Pergamon). Obok Euklidesa i Archimedesa uwazajg historycy Apollo-
niusza za najwiekszego matematyka starozytnosci.
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, Cwiczenia X1.9)

§ 111. 1. Kiedy ksztatt ostrostupa zbliza si¢ do graniastoslupa?

2. Wykaza¢, ze wysokos$¢ Sciany bocznej w ostrostupie prostym jest zawsze
wieipa od wysokosci ostrostupa.

3. Obliczy¢ wysoko$¢ sciany bocznej ostrostupa prostego umiarowego, znajac
wysoko$¢ ostrostupa i promien kola wpisanego w podstawe.

4;, Wykaza¢, ze w kazdym czworoscianie, nawet nieumiarowym, istnieje
punkfi/rowno oddalony od wszystkich §cian i punkt réwno oddalony od wszyst-
kich narozy.

5. Wykazaé, ze ostrostup, ktérego podstawa jest wielokagtem umiarowym

a wierzchotek lezy na prostopadtej przechodzacej przez $rodek kola, jest prosty.
6i/ Wykaza¢, ze w czworoscianie umiarowym o krawedzi a punkt przeciecia
sie czterech wysokosci jest rowno oddalony od wszystkich $cian (odlegtos¢ ta

wynosi AO = °”~ j iréwno oddalony od wszystkich narozy.

- Uwaga: Dla dowodu poprowadzi¢ ptaszczyzne, zawierajacg jedng krawedz
a przechodzacag przez srodek przeciwlegtej krawedzi.

O Wykaza¢, ze z przekatni $cian szeScianu mozna utworzy¢ dwa czworo-

§ciany umiarowe. Rysunek!
8. Wykaza¢, ze $rodki Scian sze$cianu sg wierzchotkami o$mioScianu umia-
rowego. (Dla dowodu poprowadzi¢ przekr6j ABCD
i wykaza¢, ze jest kwadratem [por. fig. 325]).

9. Obliczy¢ wysoko$¢ oSmioscianu umiarowego, znajac
jego krawedz (-=12 dm (uzyj fig. 325).

10, Oblicz3¢ powierzchnig: a) czworo$cianu umia-
rowego, h) o$mioscianu umiarowego, znajagc krawedz
k= b cm.

11, Obliczy¢ powierzchnig: a) czworo$cianu umia-
rowego,*' b) o$mioscianu umiarowego wpisanego w kostke

Fig. 325. 0 boku a= 1 dm.

12. Narysowa¢ siatke os$mioscianu i czworoscianu

umiarowego na kartonie i wykona¢ modele przestrzenne tych bryt, n. p.
k= 4 cny

* £3. Wykazaé, ze przeciwlegte (wichrowate !) krawedzie czworo$cianu
rowego tworzg kat 90°.

14. Wykresli¢ w rzutach ostrostup umiarowy sze$cioboczny, znajac krawedz
podstawy k = 15 cm i wysokos¢ w =5 cm. Tesamg bryte przedstawi¢ w per-
spektywie réwnolegtej.

15. Wykres$li¢ w rzutach ostrostup pochyty, ktérego podstawg jest szescio-
kat umiarowy o boku a= 2cm, a linia taczaca wierzchotek ze $rodkiem pod-
stawy jest do niej nachylona pod katem 75° i wynosi 8 cm.Tensam ostrostup
narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej.

16. Majac dany dowolny ostrostup piecioboczny w rzutach narysowaé go
w perspektywie.

17. Ostrostupy opisane w zadaniach 13 i 14 ustawi¢ dnem réwnolegle do
ptaszczyzny pionowoj i wykre$li¢ ich rzuty!

*) Przykiady na obliczanie powierzchni ostrostupéw i stozkéw znajdujg sie w zbiorze
zadan Kranza na str. 101 i 10G.

umia-
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18, Jakie obroty moze wykonywa¢ umiarowy ostrostup: a) czworoboczny,
b) szescioboczny, aby zajat zawsze tosamo miejsce w przestrzeni ?

19. lle wynosi suma katéw plaskich w ostrostupie 3-bocznym, 4-bocznym,
5-bocznym, «-bocznym.

§ 112. 20. "Wykona¢ rozwiniecie dowolnego ostrostupa danego w rzutach, a tak
ustawionego, aby jedna krawedz boczna byta rownolegta do plaszczyzny pio-
nowej.

21~Zrobi¢ z kartonu model:a) ostrostupa umiarowego szesciobocznego,
b) dowomego ostrostupa prostego, c) ostrostupa przedstawionego na fig. 311.

22:' Majac podany dowolny ostrostup prosty w rzutach, przecig¢ go pta-
szczyzng rownolegty do podstawy i przerysowac te figure w perspektywie.

23: Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa umiarowego sze$ciobocznego, znajac
krawedz podstawy i krawedz boczng (ci— 2 cm, b— 6 cm).

Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa umiarowego szesciobocznego, znajac
wysoko$¢ i krawedz podstawy (w= 6 cm, a— 1'5 cm).

lle razy powiekszy sie powierzchnia ostrostupa, jezeli 10 i a powiekszg sie
réownocze$nie 3 razy, 4 razy, 5 razy?

25, Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa umiarowego : a) tréjbocznego, b) czworo-
bocznego, c) pieciobocznego, d) o$miobocznego, znajagc wysoko$¢ i promien kota
opisanego na podstawie (n. p. to— 2'4 cm, r0O= 1 cm).

2jj, Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa prostego, ktérego podstawa jest troj-
katem réwnobocznym, a krawedzie boczne sg do siebie prostopadte.

§ 113. 21. Ostrostup prosty Sciety narysowany w rzutach rozwing¢ (jecfiig kra-
wedz boczng obra¢ réwnolegle do ptaszczyzny pionowej).

28, Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa $cietego prostego, jezeli dno dolne
jest kwadratem o boku a= 5 cm,dno gérne kwadratem o boku a= 3 cm,
a wysokos¢ bryty w — 4 cni.

29, Obliczy¢ powierzchnie ostrostupa $cietego powstatego przez przeciecie
ostrostupa umiarowego sze$ciobocznego w potowie wysokosci. Dane: krawedz
podstawy a= 3-6 cm, krawedz boczna b= 14'4 cm.

30. Wykazaé, ze a) wszystkie szesciany sa do siebie podobne,
\Y b) wszystkie czworosciany sq do siebie podobne,
c) wszystkie oSmiosciany sg do siebie podobne.

Ustawi¢ te bryly w potozenie podobno i znalez¢ $rodek podobienstwa ze-
wnetrzny lub wewnetrzny.

31. Itu sSwiec normalnych trzeba uzyé, aby z odlegtosci 4 m oSwietlaty
Sciane"'f£ak silnie, jak pie¢ Swiec z odlegtosci 5 dm ?
f (32~ Przez maty otwor oSwietlajg promienie przestrzen 8 dni* z odlegtosci
L6 dm. Jak daleko nalezy odsung¢ ten otwoér, aby oswietli¢ przestrzen 20 m*?

§ 114—116. Wykazaé, ze powierzchnia stozka jest utworem dwuwymiarowym-

34. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie rownolegtej stozek prosty,
znajagcpromieu podstawy i bok (r= 2 cm, b— 6 cni).

35. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie roéwnolegtej stozek pochyty,
ktérego promien podstawy r = 1'5 cm a 0§ wynosi a= 7 cm i jest nachylona
do podstawy pod katem 60°.

36. W stozku z poprzedniego zadania wykre$li¢ przeciecie osiowe zawiera-
jace rzut osi i przeciecie osiowe prostopadte do tego przekroju.

37. Majac podany dowolny stozek w rzutach, narysowac¢ go w perspektywie
réwnolegtej i odwrrotnie.



238

38. Wykaza¢, ze wszystkie stozki rownoboczne sg brytami podobnemi.
Ustawi¢ je odpowiednio i znalez¢ s$rodek podobieAstwa.

39. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie rownolegtej stozek Sciety.

40. Do dowolnego stozka narysowanego w perspektywie rownolegtej wy-
kresli¢ plaszczyzne styczng z dowolnego punktu lezacego na stozku. (Trzeba
najpierw znalez¢ linie styczng do elipsy przedstawiajacej dno; por. fig. 321.)

41. Z punktu poza stozkiem poprowadzi¢ do niego dwie ptaszczyzny styczne
(w perspektywie rownolegtej).

42. Jakie plaszczyzny i osie symetryi posiada stozek?

43. Dowolny stozek prosty podany w rzutacli rozwing¢ na plaszczyznie
i zrobi¢ model stozka z kartonu.

44. Zbudowac¢ z kartonu stozek réwnoboczny o boku b— 8 cm.

45. Narysowaé¢ w perspektywie réwnolegtej lejek ztozony ze stozka Scietego
i rurki w formie walca, znajac rzuty tej bryty.

46”. Obliczy¢ powierzchnie stozka réwnobocznego o wysokosSci,«;m=0'72 dm.

4 7 /Obliczy¢ powierzchnie stozka prostego, ktérego obwdd podstawy wynosi
u— 62 m a wysoko$¢ 15 m.

48., Jakie rozmiary ma stozek réwnoboczny, ktérego powierzchnia wynosi

49. Trdjkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatnia wynosi 84 cm a jedna
przyprostokatnia 5-4"Ew-, zakreslit powierzchnie obrotem okoto przeciwprostokatni;
Obliczy¢ wielkos$¢ tej'‘powierzchni. Rysunek,!

50./Obliczy¢ powierzchnie stozka prostego: a) wpisanego w ostrostup umla”
rowy stéscioboczny, znajac bok sze$ciokata i wysoko$é ostrostupa b— 3'G cm,
« = 2-7'c)«; b) opisanego na tym ostrostupie.

51. W walcu réwnobocznym o promieniu r — 3 cm wydrazono stozek sie
gajacy '«z do dna. Obliczy¢ powierzchnie tej bryty.

5,2./Ze stozka prostego wycieto czes¢ zapomocg dwoch przecie¢ osiowych,
itworzacych kat 90°  Obliczy¢ powierzchnie bryty wycietej, znajac promien pod-
stawy r— 2 cm i wysokos¢ w= 5 cm.

5 3 /Obliczy¢ powierzchnie, jaka zakresla trapez rownoramienny obracajacy
sie: nykoto swej osi symetryi, b) koto jednego z bokdéw rownolegtych, znajac
boki réwnolegte trapezu «= 6 cm, b= 4 cm i wysoko$¢ w — 3 cm,.

NObliczy¢ powierzchnie lejka, w ktorym obwod gornego kota wynosi
2 dm, dolnego 5 cm, dilugos¢ catkowita 1 dm, a diugo$¢ samej rurki 6 cm.

557/Stozek Sciety dany w rzutach rozw'ingé i sporzadzi¢ model tej bryty.

57/Kopiec w formie stozka mamy pokryé darnig. Jakie pomiary trzeba
wykonac, aby obliczyé, ile potrzeba m2 darni. Obierz dowolnie liczby wymiarowe.

i¢/C Znamy odlegtosci wierzchotkdw trojkata od pewnej osi lezacej na tej-
samej ptaszczyznie: xi — i cm, x2— 6 cm, xs — 3 cm. Rzuty dwodch bokow
na te o$ wynoszag yl=2 cm, y2— 1 cm. Obliczy¢ powierzchnie bryty powsta-
jacej przez obroét trojkata dokota tej o s —
§ 117. 58. Stozek prosty podwojly~przecieto plaszczyzng réwnolegty do pod-
stawy. Obraca¢ ten przekrdj koto osi poziomej prostopadtej do ptaszczyzny
rysunku, a przechodzacej przez o$ stozka. Jakie przekroje kolejno otrzymamy?
Narysowaé w rzutach!

59. Stozek prosty przecigé plaszczyzng prostopadig do boku. Wykazaé, ze
otrzymamy elipse, parabole lub hyperbole, zaleznie od tego, czy kat u wierzchotka /iy’
przeciecia osiowego jest ostry, prosty, czy tez-rozwarty. (Zadaniem tom zajm owaHt
sie uczen Platona, Menechmos juz w IY. wieku przed n. Chr.)

Wl



JRozdziat XH.
Powierzchnie i bryty obrotowe.

8 118. Powierzchnie obrotowe prostoliniowe.

Powierzchnie zakre$long przez obrdt dowolnej linii prostej lub krzywej
dokota osi nazywamy powierzchnig obrotowa. Najprostsze sg powierzchnie
obrotowe powstajagce przez obrét linii prostej, to znaczy powierz-

chnie obrotowe prostoliniowe. Wezmy najpierw
pod uwage linie prostg lezacq w tejsamej ptaszczyznie,
co 0S. Przez obrot odcinka takiej prostej moze po-
wstac¢: a) pobocznica walca prostego, jezeli prosto jest
réwnolegta do osi obrotu; b) pobocznica stozka pro-
stego, jezeli odcinek przecina 0$; c) pobocznica
stozka Scietego, jezeli przedtuzenie odcinka przecina
0$; d) koto, jezeli odcinek przecina prostopadle o$ lub
wreszcie: e€) pierscienn kotowy, jezeli odcinek jest prosto-
padty do osi, ale jej nie przecina. Widzimy wiec, ze wiele
powierzchni poznanych juz w dotychczasowej nauce
wystepuje tutaj z jednej, wspdlnej zasady powstawania.
Pobocznice walcéw po-
chytych i stozkéw po-
chytych nie nalezg juz do
bryt obrotowych.
Nowa bryte obro-
towg otrzymam)' biorac
pod uwage linie prostg
wichrowatg wzgledem osi.
Model takiej powierzchni
otrzymamy, biorac dwa
przystajagce kola (n. p.
Fig. 326. z drutu lub z deski), umie- Fig. 327.
szczone na wspoblnej osi
prostopadtej, dajace sie przesuwa¢ po tej osi i obraca¢ kolo niej. taczymy ich
obwody kilkunastoma liniami réwnolegiemi n. p. nitkami. Wszystkie te nitki
leza. na pobocznicy walca obrotowego (t. j. prostego). Jezeli jednak skrecimy jedno
koto wzgledem drugiego o pewien kat, to linie a, b, ¢, d pozostang prostemi,
poniewaz nitki sg napiete, ale bedg wichrowate wzgledem osi  Wszystkie te
linie beda jednak w réwnej odlegtosci od osi i bedg tworzyty réwne katy z pod-
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stawg: bedg wiec one tylko rdznerai potozeniami tejsamej prostej wichrowatej
przy obrocie dokota osi. Spostrzezemy, ze zarys powstalej powierzchni jest teraz
hyperbolg. Powierzchnia taka nazywa sie hyperboloidg obrotowa (o jednej
powtoce), moze bowiem powsta¢ takze przez obrdét kyperboli lezacej w tejsamej
ptaszczyznie, co 0. Wskutek symetryi tej powierzchni zawiera ona takze druga
gromade prostych, pochylonych w przeciwng strone o tensam kat. Powierzchnia
ta mimo to jest nierozwijalna.

§ 119. Kula.

Przejdzmy do powierzchni obrotowych powstajacych przez obrét linii
krzywych, a wiec przedewszystkiem kota.

Powierzchnie obrotowag powstajgcg przez obrd6t poétkola
dokota Srednicy nazywamy powierzchnig kulistg, a prze-
strzen zamknietg przezte powierzchnie nazywamy kulg.
(Czasem uzywamy stowa kulatakze na oznaczenie samej powierzchni.)
Poniewazkazdy punkt poétkola jest réwno oddalony od $rodka O, przeto
i przy obrocie te odlegtosci nie doznajg zmiany. Stad widzimy, ze
kascly punkt powierzchni kuli jestrowno oddalony od statego punldu,
zwanego Srodkiem kuli. Te stalg odleglo$¢ nazywamy promieniem

kuli. Kazda linia prosta, przechodzaca przez

Srodek kuli przecina jej powierzchnie w

dwdch punktach (dlaczego?); odcinek zawarty

miedzy tymi punktami nazywamy $rednica

kuli; dtugos¢ jej jest widocznie dwa razy

wieksza od promienia. tatwo wykazaé, ze

kazda powierzchnia majgca te wiasnosc,

ze kazdy jej punkt jest rowno oddalony od

statego punktu O, jest powierzchnig kuli,

t. j., z2¢ mozna wyczerpa¢ wszystkie jej

punkty przez obrét polkota.  Wiasnosé

ta jest wiec charakterystyczna dla

Fig. 328. kuli, moze wiec stuzyé do definicyi kuli.

' Koto X Al 7 tworzace sswoim obrotem kule

nazywamy potudnikiem, kuli. Jestto wiec przekr6j kuli zawierajagcy o$
obrotu.ljrogeTjaka zakresla przy obrocie kazdy punkt potudnika, n. p.
punkt A', nazywany rownoleznikiem kuli. Jestto koto, ktdrego ptaszczyznajest
prostopadta do osi obrotu. Punkty, w ktorych o§ przebija kule, nazywamy
biegunami. Mozemy wiec powiedzie¢, ze potudnik jest kotem przecho-
dzacem przez obydwa bieguny. Roéwnoleznik, ktoérego ptaszczyzna przechodzi
przez srodek kuli, nazywa sie réwnikiem: Wszystkie te nazwy pochodzg
z geografii matematycznej. Osig kuli moze by¢ kazda prosta przechodzaca
przez $rodek, poniewaz kazdy przekréj przechodzacy przez $rodek jest kotem
(dlaczego?). Inne poéwierzchnie obrotowe nie majg tej wiasnosci. Ale nietylko
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. taki przekrdj kuli jest kotem. Wykazemy, zo kazdy ptaski przekroj Icidi jest
kotem. Nie mamy wiec tu takiej réznorodnosci, jak dla walca lub stozka!
Dla dowodu poprowadzmy ze $rodka kuli -linie prostopadta do plaszczyzny

przekroju O8 J_ a. Poniewaz te
linie mozemy uwaza¢ za o0$ obrotu,
to wszystkie punkty powierzchni
kuli lezace na ptaszczyznie a pro-
stopadiej do osi nalezg dojednego
rownoleznika, tworzg wiec mkoto.
Mozna zreztg dojs¢ do tegosamego
wniosku, nie powotujac sie na ruch
obrotowy. Potgczmy dowolne punkty
A i A' przekroju ze spodkiem S
prostopadtej. Trojkaty 5’0OA iS OA ’sg
pizystajagce wedtug (111) przypadku przystawania, bo A O= A' O jako pro-
mienie kuli, S O=S 0O, a OSA= " 0OSA'==90° Z przystawania
wynika:.8 A = S A', a wiec wszystkie punkty przekroju sg réwno oddalone
od statego punktu S, to znaczy tworza one koto.
Promien tego przekroju obliczymy przy pomocy twierdzenia Pitagorasa,
znajagc promien kuli R i odlegto$¢ przekroju od srodka kuli z :
r= VIi2— z2
Widzimy stad, ze wielko$¢ przekroju zalezy od oddalenia jego ptaszczy-
zny od $rodka kuli. Najwiekszy jest przekroj, jezeli jego ptaszczyzna
przechodzi prfez $rodek kuli, bo wtedy z— 0,r = R. Przekrdj
taki nazywamy kotem wielkiem. Inne przekroje nazywamy koltami ma-
temi. Jezeli przekr6j oddala sie od $rodka kuli, promien jego maleje, wreszcie,
jezeli jego odlegtosé od $Srodka kuli bedzie réwna promie-
niowi: z= R, to r=0, wiec przekr6j zmaleje do jednego punktu. Pita-
szczyzna ma wtedy z kulg tylko jeden punkt wspélny i nazywa sie pta-

szczyzng styczna.
W kazdym punkcie kuli istnieje

tylko jedna plaszczyzna styczna.
(Dlaczego?) Z punktu pozg kulg
mozna jednakowoz poprowadzic¢
nieskonczenie wiele ptaszczyzn sty-
cznych : ich krawedzie utworzg caty
stozek styczny do kuli. Sto-
zek ten mozna otrzymaé w prostszy
sposdb:  Wezmy na plaszczyznie
potkole i poprowadzmy styczng
z punktu P lezgcego na przedtuzeniu Srednicy. Jezeli catg figure obrécimy
kolo osi O P, to poétkole zakresli kule, a styczna P A zakresli stozek prosty,

tomnicki, Geometry». I. i Il. n
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ktérego podstawg jest koto mate kuli. Stozek teu zawiera wszystkie linie
styczne do powierzchni kuli, jakie sie dadza z punktu P poprowadzi¢. (Kazdg
linie styczng mozemy uwaza¢ za krawedz dwdch sgsiednich ptaszczyzn stycznych.)
Z tego sposobu powstania stozka stycznego wynika, ze odcinki wszystkich
stycznych Doprowadzonych z jednego punJctu P do kuli mierzone od punktu P
do kuli sg réwne.

Jezeli punkt P oddala sie od kuli, kolo A A' powieksza sig, a stozek
zbliza sie coraz wiecej do postaci walca. Styczne dotykajace kuli w punktach
kota wielkiego tworzag powierzchnie walcowg styczng, sg wiec Wszyst-
kie rownolegte. Stozki i walce styczne majg zastosowanie przy szukaniu cieni
kuli (zaémienia) i rzutéw kuli.

Kiedy ciern kuli bedzie kotem, elipsa, parabolg? Jaka jest granica cienia
i Swiatta na kuli oswietlonej?

Wielo scian, ktérego wszystkie Sciany sg ptaszczyznami stycznemi
kuli, nazywa sie¢ opisany na kuli. Jezeli za$ naroza wieloscianu lezg na
powierzchni kuli, wieloscian nazywa sie wpisany w kule. Czy kazdy
graniastoslup da sie opisa¢ na kuli? (wpisa¢ w kule?). Walec i stozek na-
zywajg sie wpisane w kule, jezeli ich podstawy sa kotami (wielkiemi Ilub
matemi) kuli a wierzchotek lezy na kuli. Walec i stozek sg opisane na kuli,
jezeli ich dna sg ptaszczyznami stycznemi, a pobocznica walcem lub stozkiem
stycznym.

Czesci objetosci i powierzchni kuli odciete przekrojem ptaskim majg
osobne nazwy. | tak czesci, na jakie sie rozpada powierzchnia kuli przez po-

prowadzenie ptaskiego przekroju nazywamy cza-
szami kuli, a odpowiednie czeSci objetosci
kuli nazywamy odcinkami kuli.

Cze$¢ powierzchni kuli, zawarta miedzy
dwoma przekrojami réwnolegtymi nazywani}'
pasem sferycznym, a odpowiednig czes¢
objetosci warstwag kuli. Co nazwiemy wy-
soko$cig odcinka? (warstwy?) Z odcinkdw kuli
mozna utworzy¢ rozmaite gatunki soczewek:
dwuwypukta sktada sie z dwoch odcinkéw o
tejsamej podstawie, dwnwklesta powstaje z walca

Fig, 331. po wycieciu dwbch odcinkéwr kuli, podobnie
inne rodzaje soczewek: Wszystko to sg takze
bryty i powierzchnie obrotowe powstate przez obrét tukdw' i odcinkéw

prostych.

Rozwaz wzajemnie potozenie dwoch kul! Kiedy ich wspdlng czescig jest
soczewka dwmwypukta ?

* Jedno koto wielkie dzieli powierzchnie kuli na dwie pdtkule.
kola wielkie przecinajg sie zawsze w dwdch punktach A, A 1biegunowo prze-
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ciwlegtych (konce $redniej’) i dzielg powierzchnie kuli na cztery czesci, zwane
dwu kagtami sferycznymi. Biorgc trzecie koto wielkie nie przechodzace
przez punkt yl, a wiec nie przechodzace takze przez At otrzymamy osiem cze-
§ci, z ktérych kazdg nazywamy trdjkatem sferycznym n. p. A GB.
Mozna takze z matych ko6t tworzy¢ tréjkaty,
jednakowoz takie figury mniej sg dJa nas wa-
zne. Podobnie, jak na pfaszczyznie badalisSmy
przedewszystkiem trojkaty ograniczone liniami
prostemi, tak na kuli nalezy przedewszyst-
kiem omoéwi¢ trojkaty ograniczone lukami
kot wielkich.
tuki kot wielkich majg nawet w geo-
metryi na kuli, w t. zw. geometryi sferycznej,
Fig. 332. podobne wiasnosci, jak linie proste w geome-
tryi na ptaszczyzniet.j. w planimetryi. Miedzy
dwoma punktami na plaszczyznie da sie poprowadzi¢ tylko jedna linia pro-
sta; podobnie miedzy dwoma punktami na kuli da sie poprowa-
dzi¢ tylkojedno kola wii 1mie-jeFeli tylko te puukty nie sa
biegunowo przeciwlegte. Dalej; linia prosta jest na ptaszczyznie naj-
krotszg drogg taczacag dwa punkty; na kuli jest tuk kota wielkiego
najkrotszg droga (po powierzchni) taczacg dwa punkty kuli. (Dlaczego?)
Nitka wyprezona miedzy dwoma punktami powierzchni kuli dotyka jej
wzdtuz tuku kola wielkiego. (Jezeli n. p. chcemy znalez¢ najkrotszg droge
z Warszawy do Tokio, nie nalezy jej szuka¢ wzdtuz réwnoleznika, ale wzdtuz
kota wielkiego.) Z tej przyczyny nazywamy ten #tuk kota wielkiego odle-
gtosciag sferyczng. Badanie trojkatow sferycznych i wogoble figur lezacych
na powierzchni kuli jest dla nas kwestyg bardzo wazng, poniewaz ziemia jest
kulg i pozorne sklepienie niebios réwniez uwazamy za kule. Wszelkie obli-
czenia i pomiary geograficzne lub astronomiczne muszg sie opiera¢ na geo-
metryi sferycznej.
taczac wierzcholki tréjkata sferycznego A G B ze Srodkiem kuli, otrzy-
mujemy kat brylowy tréjscienny OA GB. Jest on SciSle zwigzany z troj-
katem sferycznym: Boki trojkata sferycznego sa folkami nalezgcymi do katow
ptaskich naroza, jako do katow srodkowych. Wyrazamy je zwykle w sto-
pniach. Katy trojkata sferycznego (sg to katy zawarte miedzy liniami sty-
cznemi do kot ograniczajacych ten tréjkat) sg znowu réwne katom dimscicnnym
naroza. Albowiem:
N B J_ OB i lezy na ptaszczyznie B O G

M B J_ OB i lezy na plaszczyznie A OB

a wiec ,cM B N jest miarg kata dwusciennego utworzonego przez pta-

szczyzny A OB i C OB.
16*
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Badanie tréjkata sferycznego jest wiec zarazem badaniem naroza tréj-
Sciennego i naodwrot:

Prawa poznane dla naroza tréjSciennego mozna przenie$¢ bez zmiany
do trojkata sferycznego. Tak n. p. przypadki przystawania katéw brytowych
trojSciennych podajg zarazem przypadki przystawania tréjkatéw sferycznych.
(Wymien!) Ze zwigzku z narozem trdjSciennym wynika takze bardzo wazne
prawo: " 7 hto < tii

Suma Ttatéw trojkata sferycznego musi by¢é zawsze tuieksza od 180A
a mniejsza od 540°:j, (Dlaczego?) Nadmiar ten:

« A+ B+ C — 180°
nazywamy przepetnieniem sferycznem. i znaczymy literg e. W trdj-
kacie sferycznym moze sie znajdowac jeden, dwa a nawet trzy katy proste
(jezeli trzy ptaszczyzny odpowiedniego kata brytowego sg parami prostopadie
do siebie). Trojkat sferyczny zawierajacy jeden przynajmniej kat pro-
sty nazywa sie prostokatnym. Narysuj!

Jezeli w wierzchotku naroza trojsciennego t. j. w $rodku kuli wykre-
$limy naroze biegunowe do niego, otrzymamy na powierzchni kuli trojkat
sferyczny biegunowi do pierwotnego trojkata. Jego boki wyrazone
w mierze katowej, spetniajg sie do 180°. z katami pierwotnego tréjkata a katy
spetniajg sie do 180° z bokami pierwotnego trojkata. (Dlaczego ?)

Jaki trojkat sferyczny powstanie, jezeli
krawedzie odpowiedniego naroza tréjsciennego
przedtuzymy poza wierzchotek naroza az do
przeciecia sie z kulg? Czy przystaje do pier-
wotnego trojkata? Nazywamy go tréjkatem
sferycznym przeciwlegtym. Dwa troj-
katy sferyczne zajmujgce razem potowe kuli
nazywamy trojkagtami przylegtymi.
N. p. do trojkata A B C przylegtym jest troj-
kat o bokach ABIAiB, AC, B C aprzeciw-

Fig, 333. leglym BxAt C* *

8 120. Inne powierzchnie obrotowe.

Z innychpowierzchni obrotowych zastugujg na uwaga:

1. Elipsoidaobrotowa t. j. powierzchnia zakre$lona obrotem elipsy
okoto jednej osi gtownej; ksztatt taki ma w przyblizeniu ziemia.

2. Hyperbotoida obrotowa, o ktérej wspominaliémy juz przy po-
wierzchniach obrotowych prostoliniowych. Inny rodzaj hyperboloidy otrzymamy,
obracajagc hyperbole kolo osi symetryi przechodzacej przez obydwie gatezie;
wtedy powstaje hyperbotoida o dwocli powtokach.

3. Paraboloida obrotowa, powstajgca przez obrot paraboli dokota jej
osi symetryi.
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Powierzchni takiej uzywa sic w optyce, jako zwierciadta wklestego do re-
flektorow.

4. Obrecz kotowa, powstajgca przez obrot kota dokota osi lezacej
w jego plaszczyznie, ale nie przecinajacej kola.

Powierzchniami tcrai zajmowano sie juz w starozytnosci. Archimedes, ktd-
remu zawdzigczamy obliczenie obwodu i powierzchni kota, badat i te powierzchnie
a wyniki badan przekazat nam w dziele p. t.: ,,O konoidach i sferoidach®. Takze
obliczenie powierzchni i objetosci kuli zawdzieczamy Archimedesowi.

W budownictwie i w przemys$le uzywa sie wielu powierzchni obrotowych o
liniach potudnikowych (tworzacych) bardziej skomplikowanych. Tak n. p. koputy,
wyroby tokarskie, garncarskie sg najczesciej powierzchniami obrotowemi. Wskutek
tak wielkiego rozpowszechnienia waznem zadaniem jest obliczenie powierzchni
i objetosci bryt obrotowych.

§ 121. Powierzchnia kuli i jej czesci.

Rozwiniecie powierzchni kuli na pfaszczyznie jest niemozliwe. Po-
wierzchnia kuli nie da sie przenie$¢ na plaszczyzne bez znieksztatcenia diugo-
§ci i katébw ani w spos6b mechaniczny, ani matematyczny.

Jestto rzecz wielkiej doniostosci dla geografii. Wyniku stad bowiem, ze
zadna karta geograficzna nie jest wiernym obrazem kuli ziemskiej. Jedynie globus
mogtby by¢ wiernem pomniejszeniem kuli ziemskiej, jednakze w praktyce takze
globus sporzadza sie przez naklejanie ptaskich kawatkéw w postaci soczewek
ograniczonych tukami ko6t tub sinusoid. Mozna zrobi¢ takg mape, na ktorej
wszystkie katy wystepuja w prawdziwej wielkosci, wtedy jednak powierzchnie
i odcinki doznajg silnych znieksztatcen (n. p. rzut Merkatora). Mozna takze
przedstawi¢ czesci' ziemi z zachowaniem rownosci powierzchni; wtedy jednak
katy albo dtugosci odcinkéw bedg zmienione. (N. p. rzuty Lamberta réwno-
powierzchniowe.) p i

Wobec tego przy obliczaniu powierzchni kuli nie mozemy sie postugiwac
siatkg tej powierzchni, ale musimy uzy¢ rozwazan przyblizonych, granicznych.
Opisujemy na kuli szereg pobocznie stozkow Scie-

tych dotykajacych kuli wzdluz swego przekroju Sre-

dniego. Oznaczamy bok jednego takiego stozka Scie-

tego literg sL, promienn przekroju S$redniego pt a rzut

boku na o$ literg u\. WyprowadziliSmy juz wz6r na

obliczenie pobocznicy takiego stozka (por. str. 234).

= 2~Kg
Ale iloczyn ox. mozna zastgpi¢ iloczynem

B ,ti\, poniewaz pt:mT— wl:st, jak to wynika z po-
dobienstwa trojkatow AEB i OC D ; wiec

pl= 2r:liu\.

Jezeli opiszemy na kuli bardzo wiele takich paséw bardzo wazkich, to
one wr granicy pokryjg catg kule. Powierzchnie kuli mozemy wiec uwazaé
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za granice, do jakiej dazy suma powierzchni tych paskow, jezeli ich szeroko$é
maleje nieograniczenie. Obliczmy sume powierzchni kilku takich paskéw:

Ih 2-Rwi
p2 ®~liuw,
23= 2-Tiw3
pn=2-R WA
Stad: 2h +JP* “\~Pa~f".......... -\-p,,— 2-R (tvx-f- Wa-)- wa-}-... tc,, ).

Jezeliwyczerpiemy catg powierzchnie kuli, to odcinkiwu w2, w3, ....
w,, pokryja catg o$ kuli: ich suma réwna sie wiec S$rednicy. Zatem:

P— 2-R.2 R, czyli ostatecznie
JP— AH 2- (1)

Powierzchnia kitli jest- wiSc cztery razy mgksza od powierzchni kola
widkiego. GdybySmy z tych pobocznie stozka dodali
tylko cze$¢, mianowicie tylko te, ktéro pokrywajq
cze$¢ powierzchni kuli od bieguna do wysokosci ioc,
otrzymalibySmy powierzchnie czaszy:

JP= 2H~. Wc )

Powierzchnie czaszy obliczamy, mnozac obwdd
kola wielkiego przez tmysokos¢[ czaszy.

Narysuj walec majacy pobocznice tak wielka,
jak czasza kuli na fig. 335!

Fig. 335. Tosamo rozumowanie odnosi sie do powierzchni

pasa sferycznego:

P— 2R - .w».

Jezeli na kuli opiszemy walec rdwnoboczny, to jego pobocznica wynosi
2R -.2R = LR - rowna sie wiec powierzchni kuli. (Odkrycie to zrobit
Archimedes; dlategoto na jego nagrobku wyryto figure, przedstawiajgcg walec
réwnoboczny opisany na kuli. Metode uzytg do obliczenia powierzchni kuli,
nazywamy metodg wyczerpywania.)

* Powierzchnie dwukata sferycznego, ktorego luki tworzg Kkat a,
obliczymy z oczywistej proporcyi:

P :4jR2- = a:360° stad
a
P= R2T
90®

Dla trojkata sferycznego A B C wyprowadzimy wzér, opierajac
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sie na dwukatach. 1 tak trojkaty AB G i B GAt tworzg razem dwukat
0 powierzchni:

ABC + B GAXZIPk."gooA

Taksamo trojkaty AB Ci AB Gl

AB C+ AB CX=R*k "&C
90°
Wreszcie, aby uzupetni¢ potkule prze-
dnig, potrzeba namjeszcze powierzchni trdj-
kata B Al Cl. Powierzchnia ta réwna sie
powierzchni tréjkata A C B A (dlaczego ?), przeto
A B GA-B A1Ci = AB GA-AGB1 a te tworzg"razem dwukat, wiec

AB'C-\-BA,G1r= B ~.~A" )
.90° !
Dodajac powierzchnie tych trzech par trojkatéw otrzymamy :
& A+ B + C
90°

Ale AJB-C jest zadang powierzchnig P trojkata, suma za$§ zawarta
w nawiasie daje powierzchnie pétkuli, t, j.

2ABCA-{ABCA-BCA1+BAtCAABC]J

—————— - Wiec
5 €
« L7BL ]
2.1 k= B2w.z:_ TL__ "L _~ Upraszczajgc przez 2 otrzymamy:
90

AA + B+ C — 180°
P=P 2«
¢ 180°
Wyrazenie zawarte w liczniku jestto przepetnienie sferyczne: e
Ostatecznie wiec otrzymujemy:

p _JB2u.e
~~ 180°

Z tego wzoru widzimy, zo powierzchnia tréjkata sferycznego zalezy od
sumy katow.

W trojkatach ptaskich nie spotkaliSmy takiej zaleznosci w geometryi eukli-
desowej, natomiast w geometryach nieuklidesowych powierzchnia tréjkata ptaskiego
zalezy takze od sumy jego katéw (por. planimetrya str. 39).
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Powierzchnia trojkata sferycznego jest miarg odpowiedniego kata bryto-
wego trojsciennego, jezeli tylko promien kuli wynosijednostke dtugosci. W po-
dobny 'spos6b mozna zmierzy¢ wielkos¢ katow brylowych wieloSciennych. #

§,122/ Reguta Guldina do obliczania powierzchni obro-
| towych.

Posiadamy metode obliczania powierzchni bryt obrotowycli wspdlng dla
wszystkich rodzajow takich powierzchni. Zastanéwmy sie najpierw nad znanymi
nam juz wzorami na obliczanie pobocznicy walca, stozka
i stozka S$cietego. WidzieliSmy n. p., zepobocznicastozka

$cietego wynosi

M— 2pics.

*Poniewaz punkt C mozemy uwaza¢ za S$rodek ciez-
kosci odcinka A B obtozonego jednostajnie masa, przeto
wzOr nasz mozemy takze wypowiedzie¢ w nastepujacej
formie:

Powierzchnia obrotowa, powstajgca przez obrot od-
cinka lezacego w tejsamej ptaszczyznie, co 0$ obrotu,
rowna sie diugosci s tego odcinka, pomnozonej przez
drogo 2 pt zakre$long przez $rodek ciezkosci tego od-
cinka.

Taksamo mozna wystowi¢ wzory na pobocznice
walca i stozka. (Wykaz!)

Jezeli teraz wez'miemy linie tamang, ztozong z dwdcli odcinkéw, to przez obrot
otrzymamy pobocznice dwodch stozkéw Scietych. Cata powierzchnia obrotowa ma
wiec wielkos$é:

P=2p s-f-2p'-s'= 2jr(ps-{-pV) (1)

Srodek ciezkosci catej linii tamanej A B D lezy w odlegtosci $redniej mie-
dzy p i p' od osi obrotu. Srednig te odlegtosé -tworzymy wedtug nastepujacego
wzoru:

Ps+P'g [/
s+s' [/ , .
w Ee ' ' m‘H
Albowiem: Jezeli masa jest rozmieszczona jednostajnie, to znaczy na kazdy
centymetr dtugosci przypada tylesamo gramoéw n. p. m gram6éw, to odcinek o
dtugosci s ma mase m .s a odcinek s' mase m.s'. Srodek ciezkosci S musi
leze¢ na linii taczacej C i O i to blizej wiekszej masy i to tyle razy blizej, ile
razy ta masa jest wieksza.
Stad wynika proporcya:
CS:C'S= ms’:ms
czyli po uproszczeniu przez m
CS:C S=5s":s.

Z tej proporcyi wynika takze prawdziwo$¢ proporcji:
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O0S: (CS-\-C'S)=s":(s"-fs) czyli
CS: 0C= s":(»+ «)
Ale z trojkata CE C' widzimy, ze
CS:CG=PSEC= (— DP:0- p-
Wiec (r— p):(p'— p)= s' :(s-j-s').. Stad tatwo obliczymy:
ps+ pV

s+ s
Gdyby sio linia tamana skladata z wigkszej liczby odcinkéw, to odlegtosc
Srodka ciezkosci tej linii od osi obrotu wynositaby:

— PS+ PV + P"S'+ eee

S i e
Wprowadzajac znaleziong warto$¢ r we wzdér (1) otrzymamy, poniewaz:
ps-j-p's'= r(s-j-s'), wzor
P = 2-rit(s-j-s').

Trzeba wiec pomnozy¢ catkowitg dtugos¢ linii potudnikowej
s—4slprzez droge 2»-u zakre$long przez Srodek ciezkos$ci przy
obrocie, tekolwiek odcinkébw wezmiemy, zawsze otrzymamy na powierz-
chnig wzor:

P=2r—.I

gdzie r oznacza odlegto$¢ srodka ciezkosci linii potudnikowej od osi, a | catkowitg
dtugos¢ tej linii.

Tosamo rozumowanie mozemy zastosowa¢ do linii krzywej obracajgcej sie
dokota osi. Trzeba jg podzieli¢ na drobno kawaitki, w przyblizeniu proste i za-
stosowa¢ poprzednie rozumowanie. Postepujac Scislej, trzebaby w te linie wpisac
linie tamang o wielkiej liczbie bokéw lub opisa¢ takag linie i bada¢, do jakiej
granicy dazy powierzchnia obrotowa zakre$lona przez taka linie tamang. Wtedy
jednakze obliczenie $rodka ciezkosci linii potudnikowej sprawia znaczniejsze tru-
dnosci.

Wz6r ten nazywamy reguta Guldina (XVII. wiek), jakkolwiek juz u
Pappusa z Aleksandryi (okoto 300 lat po n. Chr.) znajdujemy tesamg
metode.

W praktyce, jezeli linia potudnikowa (profil) jest bardzo skomplikowana,
n. p. przy koputach bizantynskich, nie szuka sie $rodka ciezkosci catej linii,
tylko rozdziela sie powierzchnie na paski w przyblizeniu stozkowe lub walcowe
i oblicza sie powierzchnie kazdego pasa osobno.

Gdybysmy chcieli zastosowaé¢ regute Guldina do kuli, musielibySmy znac
Srodek ciezkosci potowy okregu kota. Posiadamy jednakze wzOr na powierzchnie
kuli obliczony inng droga; mozemy wiec odwrotnie wykry¢, gdzie lezy $rodek
ciezkosci linii potudnikowej. PonieWaz jej dtugosc

przeto weditug reguty Guldina powierzchnia kuli wynosi:
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P— 2r-.1ltz ale takze
P=4B2t stad

2rli = 41li-- czyli

r__

Taka jest odlegtos¢ Srodka ciezkosci obwodu potkola do osi obrotu.
Wyprowadzi¢ na powierzchni¢ obreczy kotowej wzor:

P—4i?r-3

gdzie r oznacza promien kota obracanego a R odleglos¢ jego Srodka od osi
obrotu!

* § 123. Charakterystyczne witasnosci przecie¢ stozkowych.

Przy pomocy kul wpisanych w stozek i w walec mozna zbada¢ dokia-
dniej wiasnosci elipsy, hyperboli i paraboli.

Zajmijmy sie najpierw elipsg pojmowang jako ukos$ny rzut kota t. j.
przekr6j walca. Wezmy walec prosty przeciety ptaszczyzng AA' nachylong
do kierownicy. Otrzymamy elipse A' P A. PoprowadZzmy przeciecie osiowre

W E li' D prostopadte do tego przekroju; ono prze-
tnie ptaszczyzne A A' widtuz prostej A A'. Wohpisz-
my w goérng i dolng czeS¢ powierzchni walcowej
kule dotykajace ptaszczyzny A A'. Kule te stykajg
sie z walcem wzdluz kot D CE i D'CE' a
z ptaszczyzng A A! w punktach F i F'. Zbadajmy,
jaka wihasnos¢ ma kazdy punkt przekroju n. p. P
lezacy na tworzacej O C. Polgczmy P z punktami
F i F’to widzimy, ze:

P F = PC jako odcinki stycznych poprowa-
dzonych do kuli z tegosamego punktu P (na ry-
sunku perspektywicznym linia P F  wydaje sie o
wiele krétszag od PC). Taksamo P F1— P 6".

Dodajac te dwie réwnosci do siebie otrzymamy:

P F PF' —CC lub
PF+PF'= DD\
Fig. 338. poniewaz CC'= D D' jako boki walca prostego.
A wiec:

Suma odlegtosci dowolnego punktu elipsy przekroju od statych punktow
F i F' rowna sie statej dlugosci 1) I)".

Punkty F i P'nazywamy ogniskami elipsy, a prosteP i7i PF'
faczace dowolny punkt elipsy z ogniskami nazywamy promieniami wo-
dzacymi. tatwo wykaza¢, ze stata'dtugos¢ D E ' jest rowna osi wielkigj
A A" tej elipsy.
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cznych.

Ale takzeD 1)) — FE' — AE -\

D A’-\-Al IV

AlFA-A"F'.:=
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A’F -f- ALFI

= jako odcinki sty-

-AE'= AF -f-A F'. Stad wniosek:
a J*4-A F'". (1)

Ale z figury odczytujemy, ze A'F = A'F'F F' i

AF =ZAF

w (1) otrzymamy po zredukowaniu: A' F
Wobec tego 1) 1)'= A'F-j~A F
Widzimy stad, ze w kazdej elipsie

-j- F F' czyli podstawiajac te wartosci
A F.
A A"
suma promieni wodzacych jest stata

dla wssystjcich punktéw, mianowicie réiona si§ osi wielkigj.

Zaden inny punkt oprécz punktéw lezacych na obwodzie elipsy nie ma

tej wilasnosci. Istotnie, gdyby n. p. Q

w

miat tg wilasnos¢, to tgczac punkt I,
ktorym promien wodzacy QF' prze-

cina elipse z drugiem ogniskiem, otrzy-

maliby$my U F -{-li F'

AA.
Droga F QF' jest dtuzsza od drogi

a, F RF'(dlaczego?) wiecsuma QF'-|- QF
nie moze by¢ rowna osi A A'. Otéz Q
nie moze leze¢ poza elipsg. Taksamo
nie moze leze¢ wewnatrz elipsy, a wiec
Fig. '339. musi leze¢ na obwodzie.
Udowodniona wiasno$¢ jest wiec
dla elipsy charakterystyczna. Mozemy jej uzyé do definicyi elipsy.

Mozemy na tej wihasnosci oprze¢ nowy sposob konstrukcji elipsy. Obie-
ramy w tym celu ogniska i na tejsamej prostej dwa punkty A A! w réwnych

kresli¢ niewielkie tuki kot

odlegtosciach poza odcinkiem F F',
jako konce osi wielkiej. Na FF'
obieramy dowolny punkt X i lukami
A X i Al X zakre$lamy kota z punk-
tow F i I\

Kota te przecinajg sie¢ w dwdch
punktach P i P' lezacych na elipsie.
Taksamo kota zakreSlone. promie-
niami A’X i A X zpunktow'F iF".
Biorac dalsze punkty Y. Z i kreslac
odpowiednie kofa, otrzymamy coraz
wiecej punktéw elipsy. Wystarczy

Otrzymane punkty taczymy jedng nieprzerwang-

linig krzywa (przy pomocy przyrzadu rysunkowego zwanego krzywka) i otrzy-

mujemy w ten sposéb elipse.

Elipse mozna takze wykresli¢,

uzywajac nitki
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zwigzanej o dtugosci 2. A F' i szpilek wbitych w punktach F i F\ (Wytlu-
macz te konstrukcye!)'

Zupetnie takgsama drogg udowodniamy, ze przekréj stozka prostego
nachylony do kierownicy a nieréwnolegty do zadnej tworzacej jest elipsgt.j.v
ze suma promieni wodzacych dla kazdego
punktu réwna sie statej wielkosci,
fig. 340a.)

Przechodzac do hyperboli musimy
zbudowac stozek prosty podwojny. Prowa-

F%. 340 a. . Fig. 341

dzimy przekrdj J\ J.,, i wpisujemy odpowiednie kule. Obierajac dowolny
punkt P przekroju, spostrzezemy znowu, ze

i"Zppd VEA ~F=rArer=AA

Dla kazdego punktu hyperboli réznica jego odlegtosci od dwdch statych
punktéw Ft iF,, jest stata. Punktyfe i F, nazywamy ogniskami hyper-
boli, a odcinki PF Xi PF2 promieniami wodzacymi.

tatwo wywnioskowaé, podobnie jak dla elipsy, ze ta stata dtugos¢ Pt P2
réowna sie linii A B\ zwanej osig hyperboli. Stad wiyosek:

Hgperbola ma te wihasnos$¢, ze rdznica promieni wodzacych. dla wszyst-
kich jej purMo6io ma statg ivielkos¢, a mianowicie rdicna sie osi hyperboli.
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Wiasnos$¢ ta jest charakterystyczna dla hyperboli, zaden bowiem punkt
poza nig lezacy nie moze mie¢ tej wiasnosci. (Udowodnij!) Mozemy wiec
powiedzie¢, ze hyperbola jest miejscem geometrycznem punktow, ktorych ré-
znica odlegtosci od dwdch statych punktéw réwna sie statemu odcinkowi. Na
takiem okresleniu hyperboli polega jej konstrukcya:

Obiera sie dwa ogniska
F F' a miedzy niemi w ro-
wnej odlegtosci konce osi AA'.
Kreslagc promieniami A X,
A'X, AY, A'Y,... tuki
kot z ognisk F i F' otrzy-
mujemy dowolnie wiele punk-
tow hyperboli. W ten spo-
sob dla badania wiasnosci
hyperboli nie trzeba sie juz
odtad ucieka¢ do przestrzeni,
do stozkéwr i kul: cate bada-

nie sprowadza sie do planimetryczny¢h konstrukcyi.

Pozostaje jeszcze do zbadania trzeci gatunek przekrojow’ stozka: para-
bola. Przecinamy stozek prosty ptaszczyzng rownolegta do jednej tworzacej n. p.
do SB, to otrzymamy parabole G A' H. WykreSlamy plaszczyzne SA B
prostopadtg do plaszczyzny przekroju. Jej krawedzig przeciecia z ptaszczyzng
przekroju jest linia Ti7TA'J réwnolegta do SB.

Kula wpisana w gérng cze$¢ stozka
dotyka pobocznice stozka wydtuz kola L B N
a plaszczyzne przekroju w punkcie F. (W
dolng czes¢ nie da sie teraz kula wpisac,
bo dwusieczna kata A A! J jest réwnolegta
do osi stozka.)

Przedtuzmy ptaszczyzne kota L B N
az do przecieciasie z ptaszczyzng przekréju
wzdtuz linii U V. KrawedZ ta jest prosto-
padfa do linii TPN, poniewaz obydwie pta-
szczyzny LN i W J s34 prostopadte do
ptaszczyzny S B A.  Obierzmy dowolny
punkt przekroju P, wykreSlmy tworzacy
S 1’ i poprowadzmy P QJ_ U W.

F%. «343. taczac P zF widzimy,ze P F = PT?
jako odcinki. stycznych do kuli.  Ale
P B — P Q jak to wynika z podobieristwa trojkatow BB Qi BN S,z ktérych
B N S jest rdwnoramienny. (Dlaczego?) Ot6z i
BF=PQ.
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Kazdy punkt paraboli jest réwno oddalony od statego punktu F
zwanego ogniskiem' i od statej prostej.U V zwanej kierownicg, paraboli.
Prosta W J nazywa sie osig paraboli. Jestto wlasno$¢ charakterystyczna

paraboli. Na niej opiera sie kon-
strukcya dowolnie wielu punktéw
paraboli. Obiera sie prostopadle
do O X kierownice k, a na osi
ognisko F. (Parabola ma tylko
jedno ognisko.) Kresli sie dowolnie
wiele linii prostopadtych do osi
i promieniem O A zakreslg sie z o-
gniska luk przecinajacy prostg A P.
Wtedy istotnie
PF = PQ.

Robiac takg konstrukcje dla kazdej
prostej otrzymamy wiecej punktow
paraboli.

W ten spos6b badanie paraboli
sprowadziliSmy takze do zagadnie-
nia planimetiycznego.  Podobne

rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla stozka pochytego. *

Cwiczenia XIlI.

8118. y. Z jakich czesci skiada sie powierzchnia obrotowa zakre$lona przez
obrot szeSciokata umiarowego koto: a) symetralnej boku, b) symetralnej kata.
Narysuj w perspektywie i w rzutach te bryty!

g/ Narysuj w perspektywie hyperboloide obrotowag z obydwoma gromadami
prostych tworzacych.

3, Z jakich czesci skitada sie powierzchnia obrotowa zakre$lona obrote
rombu kolo osi réwnolegtej do jego osi symetryi?
§ 119.;t. Wykazaé, ze dwa kola wielkie na kuli muszasie przecig¢ w dwock
punktach.

_ 5..Co jest miejscem geometrycznem $rodkéw kul przechodzacych .przez
trzy dane punkty V t e
6. Wykaza€, zeUprzez cztery punkty nie lezace na jednej ptaszczyznie j”
wyznaczona tylko jedna kula' (opisana na czworoScianie utworzonym z tych
punktéw). ;- T
1. Jakie jest,miejsce geometryczne S$rodkéw kul dotykajacych dwdch pt
szczyzn: a) réwnolegtych; b) przecinajacych sie-- g0,
Sy'Jak znajdziemy kule o danym promieniu i Zawierajagcg dane koto?
9y Wykaza¢, ze ptaszczyzna styczna do kuli jest prostopadta do promienia
przechodzacego przez punkt stycznosci.
Punkt Swiecacy jest o 2 m odlegty od $rodka kuli o promieniu li = 3 dm.
Jak wielkie jest koto odgraniczajagce cien od Swiatta?
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11. W odlegtosci 3 m od $rodka kuli o promieniu 1 dm znajduje sie
punkt Swiecacy. Jak wielki cien rzuca kula na $ciane odlegta o0 5 m od punktu
Swiecgcego ?

12.. Znalez¢ $rodek podobieristwa wewnetrzny i zewnetrzny dwdch kul.

13. Jak wysoko trzeba sie wznie$¢ nad kule o promieniu 7000 km, aby

/\ laczy¢ caty jej rownoleznik o promieniu 100 km?

Aa- W jakiej odlegtosci od $rodka nalezy przecia¢ kule o promieniu 11— Gdm,
aby powierzchnia przekroju byta o potowe mniejsza od powierzchni kola wielkiego ?
157/ Wykaza¢, ze wszystkie linie styczne do kuli réwnolegte do jakiej$
prostej iezg na pobocznicy walca, dotykajgcej kuli wzdtuz kola prostopadiego do
tej proste;j.
16. Ktére ostrostupy dadzg sie wpija¢ w kule, a ktore dadza sie na niej
Opisac? th. rubsrf*tr.aanCeys . (Lr «j I
17/Na kuli opisano stozek $ciety o promieniach : r, = 30 cm,*rs = 10 cm.
i lle wynosi promien kuli j*(Wykaza¢, ;e S$rednica kuli jesT"Srednicag geometryczng
I miedzy $rednicami podstaw stozka S$cietego 1)
\ 1L- Obliczy¢ promien kuli: a) wpisanej; b) opisanej na a) czworoscianie
umiarowym, znajac jego krawedz; b) na o$mioscianie, zuajac jego krawedz.
1j). Znajac promienie podstaw warstwy kuli i jej grubos¢, obliczy¢ promieri kuli.
i 20. Znajac grubo$¢ 2 g =6 mm soczewki dwuwypuktej i obwéd 2 pi: = 15
cm, obliczyé promien kuli (promien krzywizny).
2.1. Kiedy dwie kule maja. wspdlng ptaszczyzne styczna?
22. Gdzie leza wszystkie punkty przestrzeni, z ktdrych wida¢ odcinek 8 cm.
pod katem 90°? ty \Kkit
# 23. Znalez¢ na kuli wszystkie punkt}' majgce dang odlegtos¢ sferyczng
od jednego punktu kuli.
# 24. Znajac boki i katy trdjkata sferycznego, obliczy¢ boki i katy o$miu
tréjkatdw utworzonych na kuli przez tesame trzy kota.

§ 121. 25. Obliczy¢ powierzchnie kuli ziemskiej, znajac obwod kota wielkiego-
{7=40.000 km.

27.,Jak wielki jest promienn kuli, ktorej powierzchnia wynosi 1jn2?

LG. Jak wielkiej mapy trzeba uzyé, aby przedstawi¢ kule ziemskg napo-
bocznicy walca opisanego na kuli w podzialce 1:20,000.0007?

28. Jaka cze$¢ powierzchni ziemi, zmieSci sie na mapie 6 dlugosci 4dm a
szerokosci 2'5 dm w podzialce 1:100.000?

J29. Obliczy¢ powierzchnie czaszy nalezacej do kuli o promieniu R — 12 dm,
jezeli promien podstawy czaszy r = 8 dm.

30. W jakiej odlegtosci od $rodka nalezy przecigé kule, aby powierzchnia
czasz)’\vta czwartg czeScig catej kuli?

3y. Jak wysoko trzeba sie wznie$¢ nad kule, aby zobaczyé \ cze$¢ jej po-
wierzchni (promien kuli 11= 677S km),
f 32. W jakim stosunku pozostaje powierzchnia poétkuli do powierzchni stozka
\ réwnobocznego o tejsamej podstawie?

Wyprowadzi¢ wzdr na powierzchnie eczaszy, znajac jej wysokos¢ i pro-
¢ | mien podstawy.

34. Obliczy¢ powierzchnie soczewki dwuwypuktej utworzonej z odcinkow
réwnych kul, znajac jej grubos¢ 2g= 3 mm i obw6d u=10 cm.

35. Znamy promienie dwdch kul i odlegto$¢ ich $rodkéw. Obliczyé, jaka
[czes¢ powierzchni mniejszej kuli o$wietla wieksza kula (n. p. promien ziemi
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rt — 6378 km, promien stonca r2 = 693.345 km, odlegtos¢ Srodkow/
c= 146,200.000 km. (Wynik: 50*235% catej powierzchni ziemi.)
%&. Obliczy¢ powierzchnig kuli wpisanej w stozek prosty, znajac jego pro-
mien r= b cm i wysokos¢ w= 8 cm.
* 37. Jaka czas¢ kuli wycina kat brytowy tréjscienny, ktérego wierzcho
lezy w srodku kuli, a katy dwuscienne wynosza o) 136°, 74°, 62°; 6) 108° 30',

36', 97° 51"
N 123. 38. Opierajac sig na okresleniu elipsy zapomocg sumy promieni wodzga-
cych wykaza¢, ze elipsa posiada dwie osie symetryi. .-
* N39" Wykazaé, ze odlegtos¢ ogniska, elipsy 6d konca malej osi réwna sig
osi wielkiej. ' ‘n te o

* Aft: Znajac oS malg i wielkg elipsy, obliczy¢ odlegtos¢ ogniska od
Srodka. (Patrz poprzednie' zadanie!) X=

«fc/r1. Jak mozna znalez'¢ konstrukcjinie 0$ mala, znajac tylko ognisk«” i 0$
wielkg elipsy? Jak znalez¢ konstrukcyjnie ogniska, znajac osie?

* 42. Zakresli¢ z ogniska koto promieniem réwnym osi wielkiej: wykazac,
ze kazdy punkt elipsy jest réwno oddalony od obwodu tego kota i od drugiego
ogniska!

* 43. Przeprowadzi¢ dla stozka dowod, ze przekroj przechodzacy przez
wszystkie tworzace, a nie réwnolegty do kierownicy jest elipsa.

mc 44,5 Wykresli¢ hyperbola, znajagc jej ogniska i 0s.

* 45. Wykaza¢, ze liyperbola posiada dwie osie symetryi!

* 4/i, Wykresli¢ koto z ogniska hyperboli promieniem réwnym osi. Wy-
kaza¢, ze kazdy punkt hyperboli jest rowno oddalony od tego kola i od dru-
giego ogniska.

* 47.-Wykres$li¢ parabola, znajac jej kierownico i ognisko.

* mL Wykaza¢, ze parabola posiada jedng o0$ symetryi.

* 49;. Wykaza¢, ze odcinek prostopadtej do osi paraboli wykre$lonej
w ognisku jest dwa razy diuzszy od odlegtosci ogniska od kierownicy. J



Rozdziat XIIL
WielosSciany umiarowe.

8§ 124. Naroza umiarowe.

WieloScian nazywa sie umiarowy, jezeli jest ograniczony
przystajgcymi wielokgtami umiarowymi i przystajacemi na-
rozami umiarowierni. (Trzeba odrézni¢ te wieloSciany od graniastostupow
i ostrostupéw umiarowych, w ktorych tylko niektdre $ciany sa wielokatami
umiarowymi.) Poniewaz suma katow ptaskich w kazdem narozu musi wy-
nosi¢ mniej anizeli 360°, z géry wiec mozna przewidzie¢, ze moze istnieé
tylko kilka gatunkéw narozy umiarowych. Jezeli bryta ma by¢ ograniczona
samymi tréjkatami réwnobocznymi, to katy ptaskie naroza wynosza po 60°.
Z takich katow da sie utworzy¢ naroze 1) trojscienne, 2) czworoscienne
i 3) piecioscienne. SzeSciu katow po 60° nie moze juz naroze zawiera¢, bo
mielibySmy sume katéw plaskich réwng 360°. Z kwadratbw mozna utworzyé
naroze umiarowe, jezeli wezmiemy 4) trzy katy po 90°; czterech katow
po 90° nie mozna juz uzyé. Wreszcie 5) z pieciokatéw umiarowych mozna
.znowu utworzy¢ jedno naroze trojScienne umiarowe. Z $zesSciokatow, ani
z innych wielokatéw umiarowych nie mozna juz utworzy¢ naroza. Mamy wiec
tylko pie¢ mozliwych gatunkéw wieloScianéw umiarowych. Udowodnimy, ze
z kazdego gatunku istnieje tylko jedna bryta — wszystkie za$ inne sg po-
dobne do nich.

8§ 125. Twierdzenie Eulera.

Do dowodu twierdzenia o wieloscianach umiarowych potrzebne nam
bedzie pewne twierdzenie, odnoszace sie do wszystkich wielociandw wypuktych
bez wyjatku, umiarowych i nieumiarowych.;lIstnieje mianowicie bardzo prosty
zwigzek miedzy liczbg $cian, narozy i krawedzi, wspolny dla wszystkich takich
wielosciandw. Zacznijmy od specjalnego przyktadu. Policzmy naroza, Sciany
i krawedzie kostki. Liczba Scian 5=6, liczba narozy X = 8, a liczba
krawedzi K = ]2, jest wiec o dwa mniejsza od liczby $cian i narozy razem.

tomnicki, Geometry». I.i H. 17
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/S"j- IT+2. 1)

Zetnijmy jedno naroze kostki ptaszczyzna, to ta nowa bryta ma o jedng
Sciane wiecej, wiec teraz

S'— S -j- 1, naroze ubylo jedno, a przy-

byly trzy nowe, wiec N*= N — 1-£3; krawedzie przybyty trzy,
wiec K'= K+ 3.
Spostrzegamy, ze i teraz S'-j]- = IC 2

bo S+ N'= S+ 1-4-N— 1+ 3=S+ N+ 3= 1I1C+ b wedlg (1)
a takze: K'-j-2= K -(-3-j-2= K -j-5.

Jakkolwiek obcinalibySmy naroza, zawsze dojdziemy do tegosamego
zwigzku (1).

(Sprébuj to samo obliczy¢ dla graniastostupa szesSciobocznego!)

Taksamo jezeli zetniemy jedng krawedz cala, otrzymamy wzér (1).

Przez odcinanie narozy i krawedzi mozemy z kostki wycigé dowolny
wieloscian wypukty, a wiec w kazdym wieloscianie wypuktym zachodzi
zwigzek (1).

Liczba $cian poioiekszona o liczbe narozy jest o diva wieksza od liczby
krawedzi to IcaMym wieloScianie wypukitym.

Jestto twierdzenieEulera flI707— 17831
tatwo sie przekonaé, ze do wieloScian6éw
wklestych twierdzenie to sie nie odnosi.
N. p. wytnijmy z -kostki ze $rodka kostke
mniejsza, ale tak, aby jedno jej dno doty-
kato gérnego dna wiekszej kostki. Liczba
§cian jest teraz S= 6-j-5=.11; liczba

narozy
N=8+ 8= 16,
razem /S-j—i\r=27. Liczba kra-
wedzi wynosi
J K — 12-f 12= 24

a wiec jest o trzy mniejsza od- S-\-N.

§ 126. Dowdd istnienia pieciu wieloscianéw umiarowych.,

Wielo$cian umiarowy jest ograniczony samymi m-kgtami umiarowymi
i narozami p-Sciennemi. Zliczmy wszystkie krawedzie bryty umiarowej w dwa
sposoby: Kazda $ciana ma m bok6éw, a liczba $cian jest S, przeto wszystkich
krawedzi byloby oddzielnie S .m. Na bryle jednakowoz kazda krawedZ jest
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wspolna dwom $cianom, wiec prawdziwa liczba krawedzi jest dwa razy mniejsza
2K

S.m , 2K
K__i_ astgd S= p 2

Kazde naroze ma p krawedzi, a liczba narozy jestiV, przeto wszystkich
krawedzi oddzielnie byloby N .p.

Znowu jednak kazda krawedZ wspdélna jest dwom narozom, wiec liczba
krawedzi bryly jest

_ N.p , _ 2K
K = — astad N = 5 €)
Podstawiajac znalezione wartosci we wzo6r (1) Eulera, dostaniemy:
2K 2K_ e .
oo 5o A 412 czyli
2 Kp -f-2Km — K nip-f-2nip a stad
IL % —wp® )

Jezeli podamy m, t. j. jakimi wielokagtami ma by¢ wieloscian ograni-
czony ip, t.j.jakie majg by¢ naroza, otrzymamy na K jedna, $ciSle oznaczong
wartos¢. Wtedy z wzorow (2), (3) obliczymy takze, ile bedzie $cian i narozy.

Podstawimy najpierw najmniejsze mozliwe wartosci, t. j. m — 3 (troj-
Hfty), pLzS (naitoza/trojscienne), to otrzymamy K = 6, S= 4X = 4.

lilii »= 3 (tréjkaty), p =k'4 (naroza czworoscienne), otrzymamy K =
5=r=6."~:. * >

Dla.. »(.~-3 (trojk'aty>,V = 5 (naroza pigecioscienne), otrzymamy K = 30,
6'= 20, iy= 12. /

J Dlam=\ P= 6,"otrzymalibySmy K = "..6 2~ 3~Ti8~ 77= 00

12,

a WK"Cv[gjiiEN)iyla ni(3 » akto zresztg z gory przewidzielismy w § 124,
Biorgc teraz dalsze wartosci na >», otrzymamy jeszcze dwie mozliwosci:
Dla m =J, jest K= 12, S= 6, N = 8, wreszci e

dla »i= 5Jfc3, jest K = 060 5=12, N=20.
Otrzymane liczby wraz z nazwami bryt umieszczamy dla przejrzystosci
w tabelce:

mjp K N 4 nazwa

3 3 4 r czworoscian

3 4 12 6 8 odmioscian

3 5 30 12 20 dwudziestoscian
4 3 12 8 6 'szescian

5 3 30 20 12 dwunastoscian

17*
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Wiecej mozliwosci niema, jakto tatwo sprawdzi¢ prostym rachunkiem.
Pozostaje jeszcze tylko wykaza¢, ze kazda z tych bryt rzeczywiscie istnieje,
zbudowaé kazdg z nich.

Ot6z wykazaliSmy juz dawniej istnienie czworoscianu, o$mioscianu
i szeScianu. Nowe sg dla nas tylko dwudziesto$cian i dwunasto$cian.

Dwudzi.esto$cian budujemy, biorgc dwa ostrostupy piecioboczne
umiarowe, ktérych krawedz podstawy réwna sie krawedzi bocznej i ustawiajgc
je dnami réwnolegle, a wierzchotkami w strony przeciwne. Skrecamy jeden
z nich wzgledem drugiego o 36° i zblizywszy odpowiednio, tgczymy kazdy
wierzchotek dna z dwoma sgsiednimi wierzchotkami drugiego dna. Odlegtos¢
pieciokatéw wynosi

(por. fig. 346) gdzie a oznacza bok dwudziestoscianu, a r i p promienie kota
wpisanego i opisanego na pieciokgcie umiarowym o boku a.

0]

0}

Fig. 346. Fig. 347.

Dwunasto$cian umiarowy pieciokgtowy mozna takze w podobny
sposob zbudowac. ProSciej jednak bedzie uzy¢ siatki. Obieramy dowolny
pieciokat umiarowy i na jego bokach budujemy nowe pieciokaty umiarowe
i obracamy je tak dlugo dokota bokéw AC, CD i t. d.,, az ich krawedzie
n.p. AB i AB' padng na tesamg linie prostg. Otrzymamy polowe po-
wierzchni dwunastosScianu. Sporzadzajgc drugg takgsama powierzchnie otwarta,
umieszczamy jg nad pierwsza, skrecamy o 36° i nakrywamy pieiwszg po-
wierzchnie. Obydwie czesci zamkng zupelnie pewng czesé przestrzeni. W ten
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sposéb otrzymuje sie dwunasto$cian, przedstawiony na fig. 348 w perspektywie
réwnolegtej (wraz z wpisanym szescianem).

Mozna udowodni¢,ze $rodki $ciandwudziestoscianu sg wierzchotkami
dwunasto$cianu iodwrotnie. Miedzy temi brytami zachodzi wiec podobny
zwigzek, jak miedzy szesScia-
nem a o$mioscianem. (Wykaz
ten zwigzek rysunkiem!)
Poznanie i konstrukcya
pieciu bryt umiarowych byty
gtowna zastuga szkoty pytago-
rejczylcow, do ktorej nalezat
takze Platon (429—348 przed
n. Chr.). Wedtug nauki Platona
atomy ognia, powietrza, wody
i ziemi skladajg sie z czworo-
$ciandéw, os$mioscianéw, dwu-
dziestoSciandbw i szeSciandw.
Dlatego bryty umiarowe do
dzisiejszego  dnia nazywamy
takze brytami platon-

Fig-. 348, skiemi.

* § 127. Kula wpisana i opisana na wieloScianach umia-
rowych.

W kazdym mwieloscianie umiarcncym istnieje jeden punkt O réwno od-
dalony od wszystkich Scian i rétono oddalony od wszystkich narozy, zwany
Srodkiem tcieloscianu. Jest on $rodkiem kuli wpisanej i S$rodkiem kuli
opisanej. Dla dowodu wykre$lmy trzy nastepujgce po sobie Sciany (dla
og6Inosci wezmy Sciany pieciokatne). Poprowadzmy plaszczyzne ?, symetralng
krawedzi A B t.j. ptaszczyzne prostopadta do A B w $rodku S tej krawedzi.

Plaszczyzna ta jest takze prostopadta do

Scian schodzacych sie w tej krawedzi

i przecina je wzdluz linii SAIl i SN

prostopadtych do AB. Kat NSM jest

wiec miarg kata dwusciennego utworzo-

nego przez te $ciany. Proste SM i SN,

jako symetralne boku pieciokata, prze-

chodzg przez $rodki M i J\' tych piecio-

katow umiarowych. Proste MO i N O

Fig. 149. prostopadte do $cian w ich $rodkach

wykreslone musza leze¢ w plaszczyznie i

(dlaczego?), nie sg wiec wichrowate; nie sa one takze rownolegte, jako linie
prostopadte do ramion kata rozwartego NSM, wiec muszg sie przecigé
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w jednym punkcie O. Twierdzimy, ze ten punkt O jest S$rodkiem wielo-
$cianu. Dla dowodu potaczmy ten punkt O z punktem S. Trdjkaty MS O
i NSO sg przystajace (SO = SO, -icM= -;CN= 90°, a MS — NS
jako promienie két wpisanych w przystajace pieciokaty umiarowe). Z przy-
stawania wynika: MO = N O, a wiec punkt O jest réwno oddalony od
obydwu $cian. Tosamo mozna wykaza¢ dla kazdej pary $cian sasiednich.
(Z przystawania wynika takze, ze M 6'O= <CNSO, a wiec, ze linia OS
potowi kat M SN, ktory jest miarg katg dwusciennego.) Zachodzi jeszcze
pytanie, czy linie prostopadto w $rodkach innych $cian, n. p. w punkcie P,
przejdg przez tensam punkt O. Przypus¢my, ze ta prostopadta przecina
linic NO w innym punkcie O. Trojkaty SN O i TNO"' s przystajace
(bo NS— NT,' jV=3;iY =900 OSN = OTN jako potowy
przystajacych katow' dwusciennych). Z przystawania, wynika: NO = N O,
wiec punkt O’ pada w punkt O. Otéz punkt O jest Srodkiem Kkuli wpi-
sanej.

Stad juz wynika, ze ten punkt jest takze réwno oddalony od wszyst-
kich narozy. Jezeli go bowiem potaczymy z narozami jednego pieciokata
i utworzymy rzuty tych linii na plaszczyzne pieciokata, to te rzuty sg
rébwne, jako promienie kota opisanego na pieciokacie. Jezeli za$ rzuty sg
réwne, to i same pochyle sg réwne, wiec punkt O jest réwno oddalony od
wierzchotkéw kazdego pieciokagta. Punkt O jest wiec takze $rodkiem kuli
opisanej. *

¢wiczenia XIII.

§ 125. 1. Sprawdzi¢, ze wzér S-j- N = K -j- 2 pozostaje prawdziwy, jezeli
zetniemy catg krawedz wieloscianu wypuktego.

2, Belke prostokatng przenika nawskro$ mniejsza belka, czy dla tej
jSHHY= K -j- 2?
§ 126. 3. He krawedzi ma bryta wypukta, posiadajgca 10 $cian i 16 narozy?

4. Oblicz wysoko$¢ ostrostupow pieciobocznych, z ktérych sie buduje dwu-
dziestosScian.

5. Obliczy¢ powierzchnie dwudziestoscianu, znajac jego krawedz.

6. Sporzadzi¢ model dwunastoscianu.

7. Obliczy¢ powierzchnie dwunastoscianu, znajac jego bok.

8. Obliczy¢ powierzchnie sze$cianu  wpisanego w dwunasto$ciau ua
fig. 348.

9. Obliczy¢ powierzchnie daszka wznoszacego sie nad kazda $ciang szeScianu
na fig. 348.

10. Jakio ptaszczyzny, osie, $rodki symetryi ma: d) dwunastoscian, b) dwu-
dziestoscian ?

11. Jakie obroty sprowadzaja do nakrycia z samym sobg: a) dwudziesto-
§cian, b) dwunastosciau. (Jest 60 takich obrotdw.)
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* § 127. 12. Obliczy¢ promien kuli wpisanej w dwunasto$cian i opisanej na
dwunastoscianie (fig. 348).

# 13. Obliczy¢ promien kuli wpisanej w dwudziestoscian i opisanej na
dwudziestoscianie.

* 14. Obliczy¢ stosunek powierzchni kuli do powierzchni opisanego
i wpisanego: a) czworoscianu, b) sze$cianu, c). oSmioscianu.

15. Sporzadzi¢ siatke i model dwudziestoScianu (siatka sktada si¢ z 20 troj-
katéw rownobocznych).

16. Majac narysowany w perspektywie dwudziestoscian lub dwunastoScian,
znalez¢ rysunkiem $rodek kuli wpisanej i opisanej.



Rozdziat XIV.

Obliczanie objetosci bryt.

§ 128. Przyblizone pomiary objetosci.

PoznaliSmy juz sposoby mierzenia dtugosci, katéw i powierzchni. Za-
daniem rownie waznern jest mierzenie pojemnosci, czyli objetosci bryt, t. j.
wielkosci przestrzeni zajmowanej przez bryly. (N. p. wielko$¢ budynku, po-
jemno$¢ kottdw, naczyn, zbiornikow, objetos¢ wykopanej lub usypanej ziemi
przy robotach ziemnych, wydajnos¢ pradu wody i t. p.) W Scistym zwigzku
z objetoscig ciat jest ich ciezar. Wiemy mianowicie, ze ciezarjednego centy-
metra szesciennego jakiegokolwiek ciata nazywa sie jego ciezarem gatunkowym
(jezeli ciato jest niejednorodne, uzywa sie przecietnego" ciezaru gatunkowego).
Jezeli znamy ten ciezar gatunkowy i wiemy, ile cm3 jakie$ ciato zawiera, t. j.
jaka posiada objetos¢, potrafimy obliczy¢ ciezar ciata nie wazac go zupetnie
(n. p. ciezar Scian budynku, ciezar mostu, konstrukcyi zelaznej, ciezar ropy
w zbiornikach i t. p.). Warto$¢ rozmaitych materyatdw ocenia sie najczesciej
wedtug ciezaru; wynika stad wielkie ekonomiczne znaczenie tego nowego po-
jecia. (Kiedy warto$¢ materyalu ocenia sie wedtug wielkosci powierzchni lub
wediug dtugosci?)

Wprowadzili$my, objeto$¢ jako nowg wielko$¢. Trzeba przedewszystkiem
nauczy¢ sie porownywac¢ te wielkosci. Otéz za rdéwne uwazamy obje-
tosci bryt przystajgcych i takich, ktoére sie dadzag ztozy¢
z bryt parami przystajgcych.

Jako jednostke do mierzenia objetosci trzeba obra¢ jaka$ bryte, ktorej
wymiary w rozmaitych kierunkach wynoszg jednostke dtugosci, a wiec 1 m,
1 dm, 1 cm. Moznaby wiec obra¢ n. p. kule; ale kulami nie mozna wypel-
ni¢ przestrzeni bez luk, dlatego tez uzywamy bryty graniasta) i to najbardziej
symetrycznej, najprostszej. Taka brytg jest szeScian.

Za jednostke objetosci obieramy wiec szesScian, ktorego krawedz wynosi
1m 1dm, 1cm, 1 mm it ch Taki szeScian nazywamy metrem sze-
§ciennym (lub kubicznym), decymetrem sze$Sciennym, centyme-
trem szesciennym i t. d. i oznaczamy znakami: 1 m3, 1 dm3 1 cm3
1 mm3
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Zmierzy¢ objetos¢ jakiej$ bryly, znaczy: zbadac¢, ile razy w da-
nej bryle miesci sie jednostka objetosci. Rozszerzajgc okreSlenie
rownosci objetosci powiemy: Objetosci bryt uwazamy za rowne,
jezeli ich liczby wymiarowe sg rowne. Dla niektérych bryt mozna
wykona¢ pomiar objetosci wprost, t. j. mozna bryte roztozy¢ (na rysunku lub
w mysli) na same kostki o bokach 1 ni, 1 lim, 1 cm. Trzeba w tym celu
poprowadzi¢ odpowiedni system przekrojow ptaskich. Nalezg tu przedewszyst-
kiein bryty prostokatne, t. j. prostopadtosSciany. Objetosci innych prostych
bryt, jak ostrostupéw, walcéw, graniastostupdw i t. d. poznanych w dotychcza-
sowej nauce, mozna znalez¢ rachunkiem, ze znanych wymiaréw poszczegélnych
dtugosci wystepujacych w tych brytach.

Przewaznie jednak bryty wystepujgce w Swiecie zewnetrznym sg nie-
prawidtowe, nie mozna wiec ich objetosci zmierzy¢é przy pomocy jakiego$
prawa matematycznego, wzoru. Uzywamy wtedy sposobéw przyblizonych,
z ktorych najwiecej rozpowszechnione sg: wazenie i zanurzanie w
ptynach.

Metody wazenia uzywa sie dla cial, majacych wszedzie jednostajng ge-
stosé, t. j. dla ciat jednorodnych. Trzeba tylko zna¢ ciezar- 1 c¢cm3 tego ciala,
t. j. ciezar gatunkowy: s. Wiedzac, ile graméw wazy cate ciato, a ile gramow
1 cm3 tego ciata, otrzymamy liczbe centymetrow szesciennych, dzielagc ciezar
catkowity przez ciezar gatunkowy. Oznaczajac ciezar catego ciata literg Q, a
liczbe centymetrow szesciennych, czyli liczbe wymiarowa objetosci literg V,
otrzymamy wiec:

(Dlaczego ta drogag nie mozna otrzymac Scistych wynikéw, t.j. dowolnego
przyblizenia?)

Drugiej metody: zanurzania w ptynie mozemy juz uzy¢ dla kazdego
ciata, bez wzgledu na to, czy jest jednorodne, czy tez nie. Jezeli jakie$
ciato zanurzymy w jakimkolwiek ptynie, ptyn podniesie sie w naczyniu o tyle,
ile wynosi objeto$¢ zanurzonego ciata. Naczynia obieramy w takiej postaci,
aby tatwo mozna obliczy¢ objetos¢ kazdej czesSci naczynia. NajczeSciej uzywa
sie naczyn w formie walca opatrzonych juz podziatkg na centymetry sze-
Scienne. Podziatke taka sporzadza sie zwykle nie rachunkiem, ale do$wiad-
czalnie (naczynia Kkalibrowane!). Odczytujagc stan poziomu cieczy przed
wrzuceniem badanego ciata i po wrzuceniu,’ otrzymujemy jego objetos¢ jako
réznice obydwu odczytan.

Dla bryt prawidtowych poznanych w dotychczasowej nauce wyprowa-
dzimy $ciste sposoby obliczania objetosci.
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§ 129. Objeto$¢ graniastostupa i walca.

Najtatwiej jest obliczy¢ objetos¢ prostopadtoscianu, podobnie jak w plani-
metryi powierzchnie prostokata. WeZmy najpierw pod uwage taki prosto-
padtoscian, ktérego krawedzie za-
wierajg catkowite liczby jednostek
dtugosci n. p. centymetrow, bez
reszty. N. p. a= 4cm, b= 3cm,
/ c= 5 cm. Prowadzac trzy systemy
§ f 9 e
przekrojow ptaskich réwnolegtych
/ do $cian prostopadtoscianu, w od-
stepach i cm, rozdzielimy calg
/ bryte na same kostki o krawedzi
c 1 cm, to znaczy na same centy-
metry sze$cienne. Liczba tych cm3
wynosi:
/ V\=-a .b.c 1)
v

albowiem na podstawie mozna ich
/ umiesci¢ A . b, a takich warstw jest
< w brytek- (N. p. na fig. 350 na
Fig. 350. podstawie jest 3.4 = 12 cm3 a
takich warstwjest pie¢, wiec wszyst-
kich centymetrow szeSciennych jest 3.4.5 = 60cm3)
Stad wniosek:
Objetos¢ prostopadtoscianu obliczamy, mnozac przez siebie liczby wy-
miaroivc trzech krawedzi schodzacych sie w jednem narozu.
Dla szeScianu a= b= c, wiec objetos¢:
V=a3 (2
(Wykaz, ze zamiennikiem miar objetosci jest liczba 1000!)
Wzér (1) mozna przedstawi¢ takze w innej postaci: lloczyn a.b daje
powierzchnie podstawy D, a c jest wysokoScig prostopadioscianu, wiec:
vV —JD.tu. (3)
Liczba wymiarowa objetosci prostopadtoscianu réwna sie liczbie wymia-
rowej podstawy pomnozonej przez liczbe wymiarowag wysokosci. Krociej wy”?
razamy to zwykle tak:
Objetos¢ prostopadtoscianu réwna sie podstaicie pomnozonej przez
wysokos¢.
Jezeliby krawedzie nie zawieraty catkowitych liczb centymetréw, prébu-
jemy je wymierzy¢ milimetrem, fj| mm, ... i objeto$¢ obliczamy w tensam
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sposob. Gdyby za$ krawedzie byty niewspotmierne z jednostkg dtugosci, to
prostopadto$cian nie datby sie juz roztozy¢ na kostki majace jednostke dhu-
gosci. Mimoto wzdr na obliczenie objetosci pozostaje tensam. Aby to wyka-
zaé, trzeba przeprowadzi¢ podobne rozumowanie, jak w planimetryi przy obli-
czaniu powierzchni prostokata (por. str. 122). Gdyby n. p. a==5-270... cm,
b= 3182 ... cm, c= 4'695 ... cm, to widocznie szukana liczba wymiarowa
objetosci zawiera sie¢ kolejno miedzy iloczynami:
5.3.4 a6.4.5
5-2.31.4%6 a 53.32.47
5-27 . 3-18 .4-69 a 5'28.349 .4'70

albowiemprostopadtoscian o ki‘awedziach a, b, ¢ zawierasie¢ caly  wewnatrz
prostopadtoscianu o krawedziach 6, 4,5, a miesci w sobiecatyprostopadto-
$cian o krawedziach 5, 3, 4. Podobnie mozemy go zacie$nia¢ dalej. (Wy-
konaj odpowiedni rysunek!)

Poniewaz liczba V zawiera sie stale miedzy dwoma iloczynami, zdaza-
jacymi do tejsamej granicy a .b.c, przeto musi by¢

Y=a.b.c.

Wszystkie inne proste graniastoslupy i walec mozna juz sprowadzi¢ do
obliczenia objetosci prostopadtoscianu. WidzieliSmy bowiem w planimetryi,
ze kazdg powierzchnie mozna zamieni¢ na prostokat o ro6frnej powierzchni.
Kazdy wiec stup prosty mozna zamieni¢ na stup o podstawie prostokatnej,
rownej co do powierzchni, t. j. na prostopadtoscian, o tejsamej wysokosci.
Objetos¢ tego prostopadtoscianu réwna sie objetosci pierwotnej bryty. Ponie-
waz bowiem podstawa zawiera tylesamo centymetréw' kwadratowych (lub jego
czesci), mozna wiec na niejustawic¢ tylesamoszescianow oboku 1 cm, co
w pierwotnejbryle.  Poniewazza$ wysoko$¢ zostataniezmieniona, toi liczba
tych warstw pozostaje tasaina. Oto6z:

Objetos$¢ liazdego prostego graniastoslupa i walca roéwna sie liczbie
wymiaroiccj podstaicy pomnozonej przez liczbe wymiarowg imjsolcosti.

r=-Dw. 3)

(Jednostki uzyte do mierzenia podstawy i wysokosci muszg byé

takiesame!)

Stad otrzymujemy dla walca:

V=rs-.w. 4
Dla walca réwnobocznego w = 2r, wiec:

V—2rs- (5)

(Jak sie maja do siebie objetosci dwdch walcéw réwnobocznych? dwdch
walcow podobnych?)
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Na podstawie wzoru (3) mozna wykonywac¢ podobne zamiany i podziaty
graniastostupéw, jakie sie wykonuje w planimetry! na wielokatach.

Pozostajg jeszcze do obliczenia objetos$ci stupéw' pochytych.

Okazemy, ze tensam sposéb obliczenia odnosi sie takze do graniastostu-

poéw' i walcowr pochytych.

Mianowicie udowodnimy, ze:

Objetos¢ stupa pochytego réwna sie objetosci stupa prostego majgcego
rowng podstawe i réwng wysolcosc.

Pogladowo mozna okaza¢ to twierdzenie w ten sposéb, ze graniastostup

Fig-. 351.

prosty rozcinamy zapomocg przekrojow' réwno-
legtych do dna na jak najciensze ptytki. Zosta-
wiajgc dno nieruchome, przesuwamy poziomo
w;szystkie inne plytki, kazdg o tensam odcinek
wzgledem poprzedniej. (Por. fig. 351 w prze-
kroju!)

Otrzymamy w ten sposob bryte zblizong
do graniastostupa pochytego o tejsamej podstawie.

Wysokos$¢ nie zmienita sie przytem, bo jest sumg grubosci wszystkich ptytek.
Objetos¢ rowniez pozostata niezmieniona, jako suma objetosci wszystkich pty-

samej objetosci,

Fig*. 352.

tek. (Zrdb tosamo ze
stosem monet, papier-
kow 1)

Scisle udowo-
dnimy to opierajac
sie wiasnosci rzutéw
(str. 190). Wezmy
dowolny stup pochyty
MBC A'B' C? Po-
prowadzmy przekroj
normalny (t. j. pro-
stopadly do krawre-
dzi) AEB. Stup
pochyty mozemy za-
mieni¢ na piGsty,
przesuwajac  bryte
AD B CE na dot
réwnolegle o odcinek
A A'. Otrzymalismy
slup prosty o tej-

sktada sie bowdem z czeSci przystajacych do odpowiednich

czesci stupa A B C A'B'C'. (Udowodnij przystawanie!) Objetos¢ stupa
prostego a wiec i pochytego wynosi :
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V==AEI) .A A! lub krociej:
V—P .h

Ot6z, aby obliczy¢ objetos¢ stupa pochytego, trzebaby zna¢ powierzchnie
przekroju normalnego P' i krawedZ. Zwykle jednak znamy tylko powierz-
chnie dna P.

Wykazemy jednakze, ze

P '"i = Pw.

Otéz dno P' mozna uwazaé¢ za prostopadly rzut dna P na ptaszczyzne o.
Poprowadzmy wysoko$¢ w stupa pochylego i przeprowadzmy ptaszczyzne za-
wierajacg h i w. Ona przecina stup pochyty wzdtuz krawedzi G G', a pro-
sty wzdtuz krawedzi Il E'. Dna tych stlupéw przecina ptaszczyzna wzdiuz
Al G" i A'll'. WidzieliSmy (str, 190), ze powierzchnia P'zmniejsza sie przez
rzut wtymsamym stosunku, w jakim sie .Okraca odcinek A' G' prostopadly
do krawedzi ptaszczyzn P i a.

Otoz:

P:P'= A"G" AW,
Ale z podobieristwa trojkatow A" 11" G” i A F A'wynika, ze
Al G’:A"H'= lc:w, wiec
P:P'= k:iiv
P'.k=P.w

Otrzymujemy wiec na objetos¢ stupa poctiytego wzér:

V = P ,xv.
zupetnie takisam, jak dla stupéw prostych.

Mozemy wiec wypowiedzie¢ zupetnie og6lne prawo: Objetos¢ kazdego
graniastostupa i walca, pochylego i prostego, oblicza sieg, mnozgc podstawe

przez wysokos¢ (a $cislej: liczbe wymiarowg podstawy przez liczbe wymiarowg
wysokosci).

§ 130. Objetos¢ ostrostupa istozka. Twierdzenie Cavalieriego.

Aby wyprowadzi¢ wzory na obliczenie objetosci stozkéw i ostrostupdw,
musimy sie najpierw nauczy¢ porownywac¢ rozmaite ostrostupy pod wzgledem
objetosci. W planimetryi por6éwnanie trojkatow i wielokatéw nie sprawiato
trudnosci, poniewaz zawsze mozna byto zamieni¢ z dwdch wielokatéw o réwnej
powierzchni jeden na drugi. Ostrostupy nawet tréjboczne, o réwnych pod-
stawach i wysokosciach, nie zawsze dajg sie zlozy¢ z przystajgcych parami
czesci. Dlatego do poréwnania objetosci ostrostupdw musimy uzywac rozwa-
zan zupetnie odmiennej natury, podobnych do pogladowego dowodu na réwnos$¢
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graniastostupéw prostych i pochytych (st. 268). Oprzemy sie na twierdzeniu
0g6lnem, odnoszaccm sie do wszystkich gatunkow bryt:
<Jezeli dwie bryty, ktérych podstawy lezg na tejsamej 'plaszczyznie,
przeciete ptaszczyznami réwnolegtemi do podstawy majg w kazdej wysokosci
rowne (wzajemnie) prze to ich objetosci sg réwne.
Uwaga: Prawo to podat matematyk wioski Cavalieri w XVII. wieku! Po-
zostawat on pod wptywem wielkiego astronoma i fizyka Galileusza i astronoma

Kepplera, ktéry uzywat podobnych rozwazah przy obliczaniu objetosci beczek
rozmaitych ksztattow’.

| Bryty takie musza mie¢ naturalnie takze réwne wysokosci, bo w prze-
ciwnym razie istniatyby takie przekroje jednej (wyzszej) bryty, ktorym w dru-
giej odpowiadatby przekréj = O, a wiec nieréwny.

Scisty dowod twierdzenia Cavalieriego dla bryt dowolnvch ksztattow
jest trudny.“Pogladowo natomiast mozna to twierdzenie tatwo pojaé. Mozemy
sobie bowiem wyobrazi¢ obydwie bryty rozciete na bardzo wiele cienkich
ptytek, réwnolegtych do podstawy, o réwnej gruboscL Poniewaz wedtug zato-
zenia takze podstawy kazdej pary ptytek sg rowne, przeto ich objetosci mo-
zemy uwaza¢ z wietkiem przyblizeniem za réwne. Wobec tego bedg réwne
takze objetosci catych bryt, skiadajgcych sie z takiejsamej liczby ptytek parami
rownych. Dla ostrostupdw i stozkow' udowodnimy $cisle prawdziwos$c
tego twierdzenia.

WeZmy pod uwage dwa ostrostupy o réwnych podstawach i réwnych
wysokosciach:

D—D\w= w’

Ustawiamy je na je-
dnej ptaszczyznie a i prze-
cinamy plaszczyzng ré-
wnolegta do podstawy. Prze-
kroje tych ostrostupéw sg
réwne, albowiem wedtug
znanego twierdzenia:

D :d = SjOlusS O-
D':d'= SP'2:SP3
Ale:— -
SO = SP
i SO'= SP'

wiec D :d= D"':d.
) Poniewaz zas:
Fig. 353. D—D,toid=d"
Ostrostupy takie spetniajg wiec warunki twierdzenia Cavalieriego.
Udowodnimy, ze objetosci takich ostrostupow sg réwne. Wykazemy to
najpierw dla ostrostupow tréjbocznych. Umieszczamy obydwa ostrostupy
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(o réwnych dnach i wysoko$ciach) na tejsamej ptaszczyznie i prowadzimy kilka
ptaszczyzn rownolegtych do podstawy w réwnych odstpeach. Kazdg plytke
uzupetniamy do graniastoslupa, majgcego podstawe -dolng réwng dolnej pod-
stawie ptytki a krawedzie boczne réwne odcinkowi jednej krawedzi bocznej
n.p. MA (MA"' w drugim ostrostupie). W ten sposéb otrzymujemy bryte
schodkowata, JBl, zawierajgcg caty ostrostup V\ a wiec jej objetosc.

Nastepnie wpisujemy w ostrostup ptytki graniastostupowe o tajnejsame;j
krawedzi bocznej, ale majgce za dno g6rng podstawe odpowiedniej phytki
ostrostupa. Powstaje w ten sposéb bryta Cu zawarta cata wewnatrz ostro-
stupa, a wiec jej objetosc:

C\< V.

Otoz:

RoOznice objetosci i C\ otrzymamy, zsuwajgc na dot wszystkie schodki
wystajgce. Zapeinig one calg dolng ptyte graniastostupowa. Widzimy stad,
ze roznica objetosci bryty opisanej i wpisanej réwna sie dolnemu graniasto-
stupowi. Jezeli poprowadzimy wiecej przekrojéw, to zamkniemy V w granice
ciasniej sze:

Cs< V< jB2

Prowadzac bardzo wiele przekrojéw w bardzo matych odstepach, otrzy-
mamy bardzo cienkie ptytki. Objetosci tych ptytek dazg wiec do zera (nawet
objetos¢ dolnej, najwiekszej ptytki). Objetos¢ pierwszego ostrostupa zawiera sie
miedzy dwoma wielkosciami, ktérych réznica dazy do zera, jest wiec rowna
wspolnej granicy, do jakiej daza te obydwie zmienne wielkosci.
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Jezeli przeprowadzimy tosamo rozumowanie dla drugiego ostrostupa,
otrzymamy w podoimy spos6b bryty B\ i C\. Przedewszystkiem widzimy,
ze B\ —7?, i C\ = Q, poniewaz bryty Bx i B\ skladajg sie z réwnej
liczby réwnych graniastostupéw. (Graniastostupy te sg roéwne, bo majg réwne
podstawy i wysokosci.) Taksamo C\ i CL. Taksamo bryty 7i',, i (7'2, ztozone
z wiekszej liczby ptytek, sg réwne odpowiednim brytom B2i G, utworzonym
dla pierwszego ostrostupa. Otdéz objetos¢ T\ drugiego ostrostupa zawiera sie
stale miedzy temisamemi wielko$ciami zmiennemi, co i V pierwszego ostro-
stupa, a wiec takze Vx réwna sie granicy V, do jakiej dazg te wielkosci.

A wiec ostatecznie:

fl\ = V.

WykazalisSmy w ten sposéb réwnos$¢ ostrostupéw tréjbocznych o réwnych
podstawach i wysokosciach. Ostrostupy wieloboczne o réwnych podstawach
i wysokosciach rozktadamy zapomoca ptaszczyzn przechodzacych przez wierz-
chotek na trojboczne, o réwnych podstawach. Objetosci tych skiadowych
ostrostupow sa rowne, a wiec i objetosci catych ostrostupdw, jako sumy roéwnych
wielkosci, muszg by¢ réwne.

Stozki mozna poréwna¢ wprost z ostrostupem tréjbocznym, wykonujac
odpowiednie przekroje i wykreslajgc odpowiednie walce, wpisane i opisane
(w og6lnosci pochyle). Otrzymujemy wiec — jako wynik tych rozwazan —
nastepujace prawo:

Ostrostupa i stozki o réwnych dnach i wysokosciach majg' réwne

E objetosci. Jezeli wiec zdotamy obliczy¢ objetosé
jakiego$ jednego gatunku ostrostupéw o do-
wolnie wielkiej podstawie i dowolnie wielkiej
wysokosci, to na podstawie udowodnionego
prawa obliczymy objetos¢ kazdego innego ostro-
stupa lub stozka.

Najprosciej bedzie nawigza¢ do znanych
juz objetosci graniastostupéw, wychodzac od
dowolnego ostrostupa trojbocznego A B O G.
PrzesuAmy jego podstawe ruchem postepowym
0 odcinek A G wazdluz tej krawedzi. Otrzy-
mamy graniastostup tr6jboczny AB D GEF

0 réwnej podstawie
Wykazemy, ze objetos¢ ostrostupa
A g.. trojbocznego réwna sie trzeciej cze-

§ci objetosci tego graniasto stup a.
Poprowadzmy dla dowodu jeszcze przekréj G E O (zréb to na modelul).
Otrzymamy trzy ostrostupy

I=ABCG, Il=GEFC iITI=EBCG.
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Ostrostupy | i 11 majg przystajagce dna AB C*» GEF i tesamg'wy-
sokos¢ (bo odlegto$¢ punktu G od goérnego dna jest takasama jak odlegtosc
punktu G od dolnego dna, jako odlegtos¢ dwdch plaszczyzn réwnolegtych).
Objetosci tych ostrostupdéw sg wiec rowne:

1=11.

Poréwnajmy teraz ostrostupy |1 i Ill, uwazajgc G za ich wspdlny
wierzchotek, a trojkagty CEF i CE 13 za ich dna. Ich podstawy sg réwne,
bo CEF*"#CEB, a wysoko$s¢ maja takze tesamg (odlegtos¢ punktu G od
Sciany CBEF). Wiec takze Il =111.

Wszystkie trzy ostrostupy majg wiec réwng objetos¢, zatem objetos¢ kazdego
z nich réwna sie trzeciej czesci objetosci graniastostupa. Poniewaz za$ obje-
tos¢ graniastostupa wynosi 1) .w, wiec objetos¢ ostrostupa A B CG wynosi:

V= u- (wyrazi¢ stowami!)

Objetos¢ kazdego innego ostrostupa otrzymamy, poréwnujac go z ostro-
stupem tréjbocznym. Jezeli bowiem jakikolwiek ostrostup wieloboczny ma
dno D, a wysokos¢ w, to dobieramy ostrostup tréjboczny V majacy taksamo
wielkie dno i rbwng wysokos¢: 1)' = 1), w'= w. Wtedy i V = V. Objetos¢
trojbocznego ostrostupa wynosi wedtug udowodnionego wzoru:

wiec i

3

ale za B' i w' mozemy podstawi¢ rowne wielkosci 1) i w i otrzymamy:

Objetos¢ Icazdcgo ostrostupa oblicza sie, mnozac podstawe przez trzecig
czes¢ wysokosci.
Stosujagc ten wzoér do stozka otrzymamy:

©
Jezeli stozek jest réwnoboczny, to jego bok wynosi 2 r,
wiec: w= V4r2—?22= V3r?=rV3
wiec: r=rsys ®

18



Z tego wzoru widzimy, ze objetosci dwdch
stozkéw rownobocznych majg sie do siebie tak,
jak trzecie potegi promieni. Prawo to dotyczy
wszystkich bryt podobnych do siebie.

Obliczenie objetosci  ostrostupéw moze
postuzyé do obliczenia objetosci dowolnego
wieloscianu, poniewaz kazdy wielocian mozna
roztozy¢ na ostrostupy (podobnie jak w plani-
metryi kazdy wielokat oblicza sie przy pomocy
trojkatow).

|
Fig. 350. § 1f31.f Objetos¢ ostrostupa i s'%ozka
$cietego.
W ostrostupie $cietym mamy podane zwykle dna D, 8A wysoko$¢ w.
Chcemy obliczy¢ objeto$¢ przy pomocy tych wielkosci.
Objetos¢ ostrostupa Scietego jest rdznicy
objetosci catego ostrostupa i ostrostupa odcie-
tego, 0 wysokosSci nieznanej x.

Wiec:
V=1).

Bioragc | przed nawias otrzymamy:
e V= ‘ [Bw+ (-D—d)x\ (@).
Aby obliczy¢ x, oprzemy sie na znanem
twierdzeniu o przekrojach ostrostupa (str. 229).
Fig. 357. D :d= (to-f-x)2:x-
czyli po spierwiastkowaniu catej proporcyi:
VD : Vil= (to-f-x) :x '
Zastosujmy do tej proporcyi twierdzenie o réznicy wyrazéw, to:
(VD —Vd) :Yd~ iv:x

a stad:
==  wVd
V1) —Yd
Wprowadzajac te warto$¢ we wzér (a) otrzymamy:
(D — d) wvcl
VD - \d

D- d= (VI)+ Vd).(VD - Vd),
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wiec:
V—\[Dw + (VI)+ yd)Vd .iv\
czyli ostatecznie:

V= (Mf-d\VI>. H ©

Objetos¢ ostrostupa Scietego rowna sie sumie den i S$redniej geometry-
cznej obu den, pomnozonej przez trzecig czes¢ icysoliosci.
Uwalniajgc ten wzér od nawiaséw, otrzymamy forme ftatwiejszag do
wystowienia:
t
V=D .~ +d. P+ vig ©
to znaczy:

Objeto$¢ ostrostupa Scietego réwna sie objetosci trzech ostrostupéw zu-
petnych o réwnej mu wysokosci, a majacych za podstawy: wielkie dno, mate
dno i Srednig geometryczng obydwu den.

Stosujac wzér (9) do stozka Scietego, otrzymamy:

r- it+ yii- - .r*~)W
.10
Y = (-ZiaTl— 22T .r .iz) -
-W

lub:

§ 132. Objetos¢ wieloscianéw umiarowych i kuli.

Objeto$¢ niektérych wieloscianéw umiarowych potrafimy juz obliczy¢,
mianowicie szeScianu, czworoscianu, ktory jest ostrostupem tréjbocznym
i oSmioscianu, ktéry sie sktada z dwdch ostrostupow czworobocznych. Obje-
tos¢ pozostatych dwoch bryt obliczymy wzorem wspdlnym dla wszystkich umia-
rowych wielo$cianéw. Wiemy, ze kazdy wieloscian umiarowy posiada $rodek.
taczac ten punkt z narozami i przesuwajgc odpowiednie ptaszczyzny, otrzymamy

tyle przystajacych ostrostupdw, ile bryta ma S$cian, n. p. n.
/ Poniewaz objetosci wszystkich tych ostrostupdw sg réwne,
wynoszg n. p. VO, to objeto$¢ catej bryty:

V=n. VO.

J
/ Ale F, lF.vg), gdzie F oznacza powierzchnie jednej
Fig. 358.
Sciany, a r promien kuli wpisanej w bryle, ktdry jest za-
razem wysokoscig kazdego ostrostupa.
18*
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Wiec: V=n.F.'~.

Ale n,F — I\ jestto bowiem powierzchnia catej bryty. Otrzymujemy
wiec:

r=pA (ii).

Objeto$¢ wiclosckmu umiarowego oblicza si¢, mnozac jego powierzchnie
przez mtrzecig cze$¢ promienia Jculi wpisanej., (Podobne prawo migliSmy
w planimetry! dla wielokagtow umiarowych!)

Uwaga: Wzoru (11) mozna uzy¢ do obliczenia objetosci dowolnego wielo-
Scianu, opisanego na kuli.

W podobny sposoéb dochodzimy do wzoru ua objetos¢ kuli. Podzielmy
powierzchnie kuli na bardzo drobne czworokaty sferyczne, prowadzac n. p.
system rownoleznikow i potudnikéw. Wierzchotki kazdego takiego czworo-
kata potaczmy ze $rodkiem kuli, to kula rozpadnie si¢ na bryly bardzo zbli-
zone do ostrostupdéw czworobocznych, ktorych wysoko$é réwna sie promieniowi
kuli a podstawajest czworokat plaski, taczacy wierzchotki czworokata sferycznego.

Objetosci tych ostrostupéw wynosza:

Pi 3
R
v-~ |h =3

R
V) — pil m g «
Fig. 359. d

Jezeli podziat poprowadzimy od-
powiednio daleko, to suma tych ostrostupéw’ rézni sie dowolnie mato od ob-
jetosci kuli, a suma ich podstaw taksamo dazy do powierzchni kuli. Wiec
dodajac obliczone wartosci otrzymujemy:

v=(pi +i>3+ eee+Pn)J

V=P. ale P kuli wynosi 4 R 2~
wiec:
V=i-2+13*% (12)

Z tego wzoru widzimy, ze objetosci dwdch réznych kul majg sie do siebie
jak trzecie potegi promieni, zgodnie z ogllnem prawem, ze jezeli loymiary
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bryty -wzrastaja, to powierzchnie rosng w stosunku drugich poteg tych my-
miardiu, a objetosci w stosunku trzecich poteg. (Sprawdzi¢ dla innych po-
znanych bryt!)

Do tegosamego wyniku mozemy dojSs¢ opierajac sie na twierdzeniu
Cavalieriego.

Wsrod bryt o znanej objetosci szukamy takiej, ktéraby miata wszystkie
przekroje réwne odpowiednim przekrojom kuli. PT-zekréj kuli, poprowadzony
w odlegtosci x od $rodka ma powierzchnie:

p2%= J?22r — x- T

Wz6r ten naprowadza nas na to, ze przekroje szukanej bryly bedg
pierScieniami kotowymi o wiekszym promieniu statym, li a mniejszym zmiennym,
mianowicie  rownym
odlegtosci  przekroju
kuli od S$rodka.
Brytg takag jest
walec réwnoboczny
z wydrgzeniami stozko-
wemi, siegajagcemi do
Srodka walca. Pro-
mien tego walca ma
by¢ réwny promienio-
wi  kuli.  Poniewaz
a= 45, to istotnie
promied  mniejszego
Fig. 360. kota przekroju roéwna
sie  odlegtosci  tego
przekroju od $rodka.
Poniewaz wszystkie przekroje tego wydrgzonego walca sg réwne odpo-
wiednim przekrojom kuli, wiec wedtug twierdzenia Cavalieriego objetos¢ kuli
rébwna sie objetosci walca pomniejszonego o0, podwdjng objetos¢ wgtebienia
stozkowatego:
Ft= VK-27,.
Stad:

E 6E3t— 2B 3-,
Vk = 2143- 2.E2nm

wiec otrzymujemy wzor:

tensam, ktoérySmy poprzednio wyprowadzili inng droga.
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§ 133. Objetosci czesci kuli.

Tosamo rozumowanie, ktére pozwolito obliczyé objetos¢ kuli,, prowadzi"
takze do obliczenia objetosci wycinka kuli (t.j. bryty powstajacej przez
obrét wycinka kota okoto dwusiecznej kata $rodkowego). Dzielgc czasze ogra-
niczajagca wycinek na drobne czworokaty, otrzymujemy jako sume ostrostupow:

I = (pt sj-pn)-g-

W granicy suma tych powierzchni pt,
B Pu mmmlnnie zapetnia calej kuli, ale tylko
powifrzetmie czaszy, wiec:

M( = B'C,. 3
ale P, = 21l-.w wiec:
Fig. 361 . 2i?2r vV 13

Objetos¢ wycinka oblicza sie tak, jak objetos¢ stoika, ktérego pddstaiva
réwna sie czaszy ograniczajgcej wycinek, a w-ysok6$¢ réwna sigpromieniowi kuli.
Objeto$¢ odcinka kuli mozna ob-
liczy¢ jako roznice miedzy objetoscig odpowie-
dniego wycinka i stozka, jezeli chodzi o od-
cinek mniejszy, od p6tkuli, lub tez jako sume
wycinka i stozka (por. fig. 362). Obliczmy
najpierw objeto$¢ mniejszego odcinka, Y.
U—2rtw. % — p2 B g
Ale p jest $rednig geometryczng miedzy
obydwoma odcinkami $rednicy. (Por. planime-

Fig. 362 trya §;63.)
wigc: p3= to (2P — io) («)
2P2 W #®W .
wiec: 7= 3 3 (P —w) 2P —iv)

skad po wykonaniu prostych dziatan otrzymamy:
(14)

Takisam wzor otrzymamy dla wiekszego odcinka (tylko zamiastw, trzeba
uzy¢ wysokosci u\).

Wzo6r ten mozna sprowadzi¢ do innej formy, latwiejszej do zapamieta-
nia. Wyrazimy objeto$¢ odcinka zapomocg wielkosci p i iv, ktére mozemy
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wprost zmierzy¢ na odcinku, nie uzupetniajgc go do kuli. Mianowicie z wzoru (a)
otrzymujemy:
Pa-fw 2
2to

a podstawiajac te wartos¢ we wzor (14), otrzymamy po uporzadkowaniu:
(14«)

Stowami: Objeto$¢ odcinlca Teuli réwna sie potowie objetosci loalca
opisanego na tym odcinku, powiekszony o objetos¢ kuli wpisany w ten

Fig. 363.

odcinek Na fig. 363 sg tc bryly przed-
stawione w przekroju (w rzucie pio-
nowym).
Objetos¢ warstwy kuli mozna ob-
liczy¢ jako réznice objetosci dwdch odcinkow
kuli. Uzywajac wzoru (14 a) na obliczenie objetosci odcinkéw o wysokos$ciach
tvi i w2 otrzymamy:

__ Pj-T2WL p2- r w2 Wi
V=, 21 2 f

Wzor ten takze mozna przeksztatcié na forme wygodng do zapamiegta-
nia, a zawierajgca te tylko wielkosci, ktore sie dadzg bezposrednio zmierzyc
na samej warstwie, t. j. pn p2 i w. (Por. fig. 364.)

Zamiast i iv2 podstawiamy we wzorze na objetos¢ wartosci:
wl -t tA (5L $Ut . ©
wa=-W — W n n
tn - T/__ Pi*«iwy.Pl2- W2 , ~18T _ Pa2-?./~W
t0- “ 2+ 2 6 2 "2 \J 6
i o m ~i' - . -y ==
7: jipei"+ * (@ PI*w2 - 302X + N 3- w23
Ale: p2w2-J-pjio t — wlw2Z m mvi1iv)

jak to wynika z réwnosci:
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Pji-= wt2Ili — x0) W2

odejmujemy dolne réwnanie:
pPR2= W22 E —w,)) W

Pi2lv2— Ps2wi — —  2w2-f- Wo2u \.
Uwzgledniajgc ten zwigzek, otrzymujemy:

v=~" -+ phr-+ |K -

ale tvl—w2—w
sztw4,_ p22it IV

2 2 m\/%

V:

tub ostatecznie:

F=PA + P+ J-VA (15)

Objetos¢ warstwy kulistej oblicza
sie, dodajgc do potowy objetosci walca
opisanego na tej warstwie, potowe
objetosci icalca ivpisanego i objetosé

S, kuli wpisanej.

Fig. 365. Na fig. 365
sq przedstawione
te bryty w prze-
kroju (w rzucie
pionowym).

Do tychsa-
mycli wzoréw na
objetos¢ warstwy
i odcinka mozna
dojs¢, uzywajac twierdzenia Cavalieriego. N. p. objeto$¢ warstwy réwna sie
objetosci pierscienia bryty, ktorej uzywaliSmy przy obliczaniu objetosci Kkuli.
(Por. fig. 366.) Wykonaj ten rachunek!

§ 134. Reguta Guldina do obliczania objetosci bryt obro-
towych.

Przy obliczaniu powierzchni bryt obrotowych wyprowadzilismy og6lne prawo
P= 1.2rr, gdzie r oznaczato odlegto$¢ $rodka ciezkosci linii obracajacej sie od
osi obrotu a | catkowitg dtugos$é tej linii.

Zupetnie podobne prawo odnosi sie do objetosci bryt obrotowych. Udo-
wodnimy mianowicie:

Jezeli jakakolwiek cze$¢ ptaszczyzny wiruje koto osi nie
przecinajacej jej ograniczenia, to objetos¢ tej bryty obrotowej
rowna sie powierzchni figury obracajacej sie, pomnozonej
przez droge zakres$long przez Srodek ciezkos$ci tej powierzchni.
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Prawdopodobnos¢.tego twierdzenia wykazemy najtatwiej, biorac pod uwage
obrecz powstajaca przez obrét kola koto osi lezacej w jego phaszczyznie, a nie
przecinajacej go. Gdybysmy takg obrecz
'wyprostowali,  otrzymaliby$smy  walec
majacy za podstawe kolo tworzace.
Przy tem wyginaniu musiatyby doznac
wewnetrzne czescipowierzchni pierécienia
rozciggniecia a zewnetrzne zgniecenia.
Wysokos¢ tego walca musi by¢ krétsza
od zewnetrznego réwnoleznika, a diuzsza
od wewnetrznego. Wydaje sie wiec
bardzo prawdopodobnem, ze wysokos$¢
walca bedzie réwna $redniemu réwno-
leznikowi, przechodzgcemu przez Srodek
ciezkosci S, kola tworzacego. Nazywajac
Fig. 367. promienn tego roéwnoleznika (t. j. odle-
glos¢ Srodka ciezkosci od osi obrotu)
literg r, otrzymamy na objeto$¢'tego walca (a wiec i obreczy) wzér:
V= P.2r-
zgodnie z twierdzeniem Guldina. Podobnie ma sie rzecz z kazdg powierzchnig
ptaska obracajgca sie.
Scisty dowéd przeprowadzimy dla tréjkata. Inne wielokaty mozna bowiem
ztozy¢ z tréjkatéw a powierzchnie ograniczone liniami krzywemi mozemy apro-
symowaé¢ zapomoca wielokatow.
Wezmy wiec pod uwage tréjkat ABC irozwazmy
bryte, jaka powstaje przez obrét tego tréjkata koto osi TT.
Oznaczmy odlegtosci wierchrzotkow od osi literami xi, x2, x3
a odlegtos¢ Srodkaciezkosci S od osi obrotu literg r. tatwo
wykazac, ze

X\ ~I~ aa aa

3

(Por. planimetrya ¢wiczenia VII, 19.)

Objetos¢ bryty obrotowej zakreSlonej przez obrét tego
trojkata sktada sie z dwoch stozkéw Scietych o bokach A C
i AB, od ktérych jednak trzeba odjg¢ wewnetrzny stozek
Sciety o boku B C. Wiec:

v -3"® + *3+3i¢s)+ N (xl+ + § **) .-
------ T8 (Ms + Ns+”/shs)-
Zbierajac osobno wyrazy zawierajgce w2, a osobno iv3, otrzymujemy:
Vz=~ V2 (Xi*4-N N — * *— «@2x3) + (*i3+ xt x2 - «s2- x2 x3).

Wyltagczmy przed nawias:
21 1 Mo

49,- XxXn;
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V=T xi— *s) (@i + a¥+ xs)+ h vzOi- xs) 0'i + *2+ *m

F=- 201 —a2)+ i@ Ol — *3)

Ale wyrazenie zawarte w nawiasie przedstawia podwOjng powierzchnie
trojkata, otrzymang jako réznice pomiedzy trapezami ABB'A’ i .AA'CC’,
a trapezem BB'C C (oblicz!)

Wiec:

F=t.r.2P
czyli: r=jp.2v (16)
a to jest prawo Guldina.
Biorgc teraz dowolny wielokat, rozktadamy go na tréjkaty. Oznaczmy

odlegtosci $rodkéw ciezkodci od osi literami i\, r2, rs . . . a powierzchnie tych
trojkatow f xr f 2, . . . otrzymamy:
v=1f1.2 ~--|-/2.2r2--j-/3.2ra--|-. . ..

r— 2~ O\fy + r2/s -j- "3/3 + ).

Odlegtos¢ srodka ciezkosci catego wielokata
od osi obrotu obliczamy, tworzac $rednig, (arytme-
tyczng) wedtug wzoru:

_orifl ~f~ 1 2fiQ it r3A ~f~ e e o

fl -f/> +/7s + ' o«

— ri/i rafi *3/3 ~|~ oo me
P

(Udowadnia sie podobnie, jak przy powierz-
chniach obrotowych.) Postawiajac licznik tego wy-
razenia we wzoér na F otrzymamy-:

F=21i.rpP,
a wiec taksamo, jak dla tréjkata.

Dla powierzchni ograniczonej linig krzywa
udowadnia sie przez szereg kolejnych przyblizen
zapomocg wielokatow! Twierdzenie pozostaje pra-
wdziwe i w granicy.

Do uzycia wzoru Guldina trzeba zna¢ S$rodek
ciezkosci obracajacej sie powierzchni. Jezeli ograniczenie powierzchni jest linig
skomplikowang, rozktada sie ja na male trojkaty i oblicza sie kazdg cze$¢ obje-
tosci osobno.

Jezeli znamy wzo6r na obliczenie jakiej$s bryty obrotowej znaleziony inna
droga, mozemy znalez¢ potozenie $rodka ciezkosci figury tworzacej. Wiemy n. p.,
ze dla kuli:
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Stad mozna obliczy¢ $rodek ciezkosci powierzchni pét-

kola, tworzacego swoim obrotem kule. Oznaczmy literg d

odlegto$¢ Srodka ciezkosci od osi obrotu (lezy on na syme-

A tralnej tulcu ABC), to wedtug reguty Guldina objetos¢ kuli
WYynosi:

B A wiec:

éb-lPr = -2li2d,

Obliczenie objetosci innych bryt, zamknietych powierz-
Fg 3D clmiami krzywemi, da si¢ w wielu wypadkach wykona¢ przez
rozwazania graniczne Inb tez przy pomocy rachunkéw wyzszych

(rachunek catkowy), to jednak przekracza juz zakres elementarnej geometryi.

Cwiczenia XIV.

§ 128. (1. Ciato wazy 25 leg. lle wynosi jego objetosé, jezeli ciezar gatunkowy,
wynosi ¢ = 87?

j2: Przez wrzucenie jakiego$ ciata do napetnionego naczynia wylato sie
Y2 1 wody. Jak wielkg objetos¢ ma to ciato?

§ 129. 3. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej réwnolegtoscian  prosty
0 podstawie rombowej i zamieni¢ go na prostopadtoscian.

4. Narysowaé w perspektywie rownolegtej graniastostup pochyty czworo-
boczny i zamieni¢ go na graniastostup prosty.

5. Graniastostup prosty o podstawie szeSciobocznej zamieni¢ na prosto-
padtoscian w rzutach i w perspektywie.

6. Obliczy¢ objetos¢ szeScianu znajac: d) powierzchnie jednej Sciany
p=144 cm2 b) przekatnie szescianu d = 8 cm, c¢) przekatnie Sciany
bocznej g = 12 cm.

;7. Obliczy¢ ciezar zelaznej skrzyni szeSciennej, ktérej diugos¢ wynosi
05m, a grubos¢ $cian 1 cm. Ciezar gatunkowy zelaza c= 7-3.

8. Znalezé krawedz kostki majacej dwa razy wieksza objetosc
kostki o znanej objetosci, n. p. F= 50dm3 (problem delijski: podwojenie
ottarza szesSciennego). Zadanie to nie da sie wykona¢ przy pomocy jedynie
cyrkla i lineatu!

J). Jak diluga jest kostka ,otowiana, wazaca 1 kg (ciezar gatunkowy
otowiu ¢ = 11-37).

10. lle wazy cegla, majgca rozmiary 29 cm, 14 cm, 65 cm, jezeli jej
cigzar gatunkowy c=1"8.

11. lle wazg schody kamienne prowadzace do wysokosci 12 m, z ktérych
kazdy ma rozmiar} 1-5 m, 2 dm al dm V\E&f(m a ciezar gatun-
kowy kamienia ¢c= 2'5?

od



284

12. Obliczy¢ objeto$¢ graniastoslupa prostego o wysokosci 6 dm, jezeli
jego podstawa jest: a) trojkatem réwnobocznym, b) pieciokatem umiarowym,
e) szesciokatem umiarowym, d) o$miokatem umiarowym o boku a= 1 dm.

13. Znajac powierzchnie graniastoslupa umiarowego 3-, 5-, 6-bocznego
obliczy¢ jego objetosc.

14. Obliczy¢ objetos¢ walca prostego, znajagc obwdd podstawy U = 628 cm
i wysokos¢.

15. lle wody na sekunde przeptywa przez rure o przekroju kotowym,
ktorego S$rednica wynosi 2dm, jezeli predko$¢ .ruchu wody jest 15 m na
sekunde. lle hektolitrow dziennie moze ta rura dostarczy¢?

16. Grubos¢ drutu zelaznego wynosi 3 mm. |Ile metréw tego druta
otrzymamy z 1 kg (ciezar gatunkowy c= 7'3).

17. Kilogram drutu o ciezarze gatunkowym c¢= 11 zawiera 80 m tego
drutu. lle wynosi promien przekroju?

18. Obliczy¢ ciezar rury zelaznej (c. g.= 7-3) znajac jej grubos¢: 2 cm,
przekr6j wewnetrzny r= 15 cm i dtugos¢ 6 m.

19. Jak szerokie jest naczynie w formie walca zawierajagce 1 1, jezeli
d) wysoko$¢ réwna sie S$rednicy podstawy, b) wysoko$¢ réwna sie podwojnej
$rednicy podstawy.

20. Srebrny drut 30 cm dtugi o grubosci 1 mm powleczono warstwg
ztotg grubosci 0'3 mm. O ile zmniejszy sie grubo$¢ tego druta, jezeli go
wyciagniemy do diugosci 1 m?

21. Naczynie walcowe do mierzenia iloSci opaddw' atmosferycznych ma
Srednice 25 cm. Podczas deszczu podniosta sie woda o 86 mm. lle hekto-
litrbw wody spadto na przestrzeni 1 km-? 1 cm2?

22. Do naczynia w formie walca o $rednicy 8 cm wrzucono kostke,
szeScienng; woda podniosta sieo 15 mm. lle wynosi objeto$¢ kostki? lle
wynosi jej krawedz?

23. Obliczy¢ cisnienie stupka rteci o wysokosci 76 cm na 1 cm2 podstawy,
znajac ciezar gatunkowy rteci== 13-59. A, otHH

24. Walec ptywa po wodzie zanurzony do potowig Obliczy¢ jego ciezar
gatunkowy (prawo hydrostatyczne Archimedesal).

25. Obliczy¢ objetos¢ walca: d) opisanego, b) wpisanego w graniastostup
umiarowy szescioboczny, ktdrego krawedz podstawy a= 2 cm, a wysokosc
6= 24 cm.

26. Obliczy¢ objeto$¢ graniastoslupa pochytego o podstawie kwadratowej,
znajac krawedz podstawy a= 2 cm, krawedz boczng b= 36 cm i nachylenie
jej do podstawy a = 60°.

§ 130. 27. Wykazaé, ze stup krecony, ktérego przekrojem réwnolegtlym do
podstawy jest w kazdem miejscu koto wieksze z dwoma kotami mniejszemi-
stykajacemi sie zewnetrznie, réwna sie objetosci trzech walcow.

28. Obliczyé objetosé: a) czworoscianu umiarowego, b) oSiniocianu
umiarowego, znajac krawedz.

29. Obliczy¢ objeto$¢ ostrostupa szesciobocznego umiarowego, znajac
krawedz podstawy i krawedz boczng (a— 4 cm, b= 10 cm).

30. Obliczy¢ objetos¢ ostrostupa powstajagcego przez odciecie jednego
naroza szescianu o boku a= 5 cm ptaszczyzng, przechodzaca przez Srodki
trzech krawedzi tego naroza. Jakag czeScia objetoSci catego szeScianu jest ten
ostrostup ?
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31. Znajagc obwdd podstawy stozka i bok obliczy¢ jego objetosjpn. p.
u= 12-56 cm, b= 16 cm.

32. Obliczy¢ objetos¢  stozka réwnobocznego, ktorego  wysokos¢
w= 10 cm.

33. Obliczy¢ objetos¢ stozka, znajac wysoko$¢ 3 cm i sunie wysokosci
i promienia podstawy s — 8 cm.

34. Promien podstawy stozka prostego wynosi r= 5 cm a kat u wierz-
chotka przeciecia osiowego jest prosty; obliczy¢ objetos¢ stozka.

35.. Wysoko$¢ pyramidy Cheopsa wynosi 1372 m, a kwadratowa pod-
stawa ma 227-5 m ditugosci. Obliczy¢ jej objetos¢.
36. Obliczy¢ objetos¢ bryty obrotowej powstajacej przez obrot szescio-

kata umiarowego koto symetralnej kata. Bok szescioboku a=13-7 m.

§ 131. 37. Przecig¢ dowolny ostrostup w potowie wysokosci i obliczy¢ stosunek
objetosci obydwu czesci.

38. Podstawa  prostego  ostrostupa  Scietego jest kwadrat o boku
«=3-2 cm, bok go6rnego dna O= 1 cm a krawedz boczna &= 2 cm.
Obliczy¢ objetos¢ tej bryty.

30- Obliczy¢ objetos¢ basenu w formie stozka S$cietego, znajac obwaod
dna: b= 80 m i glebokosé: g= 2 m.

40. Obliczy¢ objetos¢ okragtego .kloca, znajagc promien wiekszego dna
li= 2 dm, promienmniejszego dna r= 12 dm i dlugo$¢ kloca h=6 w.
Jaki biad popetnimy, obliczajagc objetos¢ wzorem V=Q.b, jezeli Q oznacza
$redni przekréj?

Wysoko$¢ komina fabrycznego wynosi 30 m. U dotu szeroko$é
komina wynosi 3'6 m, a grubo$¢ scian 5 dm, u gory szeroko$¢ 2 m a grubosc
§cian 3 dm. He m3 cegiet uzyto na zbudowanie tego komina? Jaki jest jego
ciezar, jezeli c. g. cegty wynosi |-8?

§ 132. 42. Obliczy¢ objeto$¢ a) czworoscianu, b) o$mioscianu, znajac promien kuli
wpisanej r = 3 cm.

43. Znajac powierzchnie $cian dowolnego czworos$cianu nieumiarowego
opisanego na kuli i jego objeto$¢ obliczyé promien kuli.

44, Obliczy¢ objetosé kuli ziemskiej (7¢= 6378 km).

45. Obliczy¢ pojemnos$¢ kotta walcowego zakonczonego dwoma poétkulami,
znajac promien walca r = 0'8 m i jogo ditugos¢ w = 9 m.

46. Obliczy¢ stosunek objetosci kuli opisanej na czworoscianie umiarowym
do objetosci czworoscianu i do objetosci kuli wpisanej.

47. Wykona¢ poprzednie zadanie dla o$mioscianu umiarowego.

48. Obliczy¢ objeto$¢ czarki potkulistej, znajac promien kuli wewnetrznej
It= 6 cm, i grubo$¢ Scian czarki y = 2 mm.

40. Kule o znanej objetosci F =1 2 powleczono warstwg taka, ze
nowa kula ma dwa razy wiekszg objetos¢. Jaka jest grubos$¢ tej warstwy?

50. Poréwnac objetos¢ kuli z objetoscig innych bryt o réwnej powierzchni,
n. p. z walcem réwnobocznym, z szeScianem, ze stozkiem réwnobocznym i t. p.
Jaki stagd wniosek wyprowadzimy ?

51. Z kuli o promieniu 1 ffm zrobiono 100 mniejszych réwnych kul.
Ile wynosi promien takiej jednej kuli? Czy powierzchnia wszystkich tych kut
razem roéwna sie powierzchni kuli?

52. Znajac objetos¢ V= 30 dm8 kuli, obliczy¢ promien kuli podwo-
jonej.
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§ 133. 53. Obliczy¢ objetos¢ wycinka kuli, jezeli przeciecie osiowe jest wy-
cinkiem kola, nalezacym do kata 60°. Znany jest promieA kuli ii=6 cm.

54. Obliczy¢ objetos¢ symetrycznej soczewki dwuwypuktej, znajac jej
grubos¢ 4= 4 mm i obwdd u= 20 cm.

55. Kula z drzewa plywa po wodzie tak, ze f pionowej S$rednicy
wynurza sie z wody. Obliczy¢é ciezar gatunkowy tego drzewra.

56. Obliczy¢ objetos¢ soczewki dwuwkleslej utworzonej z walca o pro-
mieniu *= 3 cm o wysokosci 5 min przez wyciecie dw'éch odcinkéw o wy-
sokosci 1 mm.

57. Znajac $redni przekréj warstwy kuli P ~ 40 cm2 i wysoko$é
w — 2 cm, obliczy¢ jej objeto$¢. Wypowiedzie¢ otrzymany wzoér.

§ 134. 58. Obliczy¢ objetos¢ obreczy powstatej przez obrét kwadratu o boku
lcm kolo osi réwnolegtej do jego boku a odlegiej o 4 dm od boku.

59. Obrecz kotowa ma w przekroju grubo$¢ 2 cm a zewnetrzny obwadd
catej obreczy wynosi 2 m. Obliczy¢ jej ciezar, jezeli c. g. ¢ — 0-6.

60. Obliczy¢ objetos¢ beczki powstatej przez obrét tuku kota o pro-
mieniu r = 12 dm nalezagcego do kata S$rodkowego 60° koto osi oddalonej o
1 dm od $rodka ciezkosci powierzchni obracajacej sie.-
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