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WSTEP

8 1. Zadanie geometrji analitycznej.

Z graficznego przedstawienia funkcyj wiadomo, ze rozmaite
rownania miedzy dwoma zmiennemi mozna przedstawi¢ geometrycznie,
jako pewne linje, lezace na ptaszczyznie. W ten spos6b uzyskujemy
Scisty zwigzek miedzy algebrg (ogolniej: analiza) a geometrjg. Wyra-
zenia (algebraiczne lub przestepne), zawierajgce dwie
zmienne, mozemy bada¢, analizowaé, przy pomocy ich
obrazow geometrycznych i wykrywa¢ w ten sposob zawite
nieraz* zwigzki matematyczne. Przyktadem tego postepowania: gra-
ficzne rozwiazywanie rownan. Z drugiej strony zobaczymy, ze kazdg
linje ptaskg zbudowang wedtug jakiego$ znanego
prawa mozna zastagpi¢ wyrazeniem, zawierajgcem dwie
zmienne. W ten sposéb zamiast bada¢ utwdr geometryczny przy
pomocy niedokladnego rysunku lub niepewnej wyobrazni geome-
trycznej, badamy go przy pomocy S$cistego rachunku, $cistego rozbioru
(analizy) matematycznego (n. p. badanie wiasno$ci hyperboli). Obydwa
te zadania stanowig przedmiot geometrji aagalitycznej
ptaskiej. Badanie wyrazen, zawierajacych trzy zmienne, odpowiada
badaniu, linij krzywych i powierzchni przestrzennych (n. p. linja $ru-
bowa, powierzchnia kuli, hyperboloida i t. p.) i jest przedmiotem
geometrji analitycznej przestrzennej, tréjwymiarowej.

Zanim jednak przystgpimy do tych badan utworéw geome-
trycznych dwu- i tréjwymiarowych, musimy sie najpierw zorjentowaé
w ciasniejszym Swiecie: geometrji jednowymiarowej, t. j. zajaC sie
utworami geometrycznemi lezagcemi na jednej linji prostej.






Czesc |
Rozdziali*)

Geometrja analityczna jednowymiarowa

§ 2. Analityczne przedstawianie utworéw geometrycznych
jednowymiarowych.

Punktem wyjscia dla wszystkich dalszych rozwazahA jest znane

z arytmetyki przedstawienie zbioru wszystkich liczb rzeczywistych

zapomoca wszystkich punktéw jednej linji prostej, zwanej w arytmetyce
osig liczhowa.

Aby uzyska¢ takie geometryczne uzmystowienie liczb, obieramy

na dowolnej prostej — X ... +X jaki§ punkt O (fig.-1) i ustalamy

kierunek dodatni, np. od

M w —AT ku + X Ponadto obieramy
jakis dowolny odcinek, np. OA,

W o ji p A za jednostke dtugosci
U-j-J 1 Chcac teraz przedstawi¢ geo-

Fig. i. metrycznie dowolng liczbe do-

datnig x, wynajdujemy taki od-
cinek MN, ktory zawiera a? jednostek dtugosci, czyli innemi stowami:
ktérego stosunek do OA bytby réwny liczbie x. Wiemy z geometrji
elementarnej — na podstawie pewnika ciggtosci linji prostej —,
ze taki odcinek MN zawsze istnieje, bez wzgledu na to, czy x jest
liczbg catkowitg, utamkowg czy tez niewymierng. (Jakie konstrukcje
planimetryczne sg potrzebne, aby znalezé odcinek* MN, gdy x jest
liczbg catkowitg rézng od 17? jakie, gdy x jest utamkiem? jakie, gdy aj
jest liczbg niewymierng drugiego stopnia czystg, t. j. drugim pier-
wiastkiem? jak sie postepuje, gdy'a; jest jaka$ wyzsza niewymier-
nbscig?). Od punktu O, obranego za poczatek, odmierzamy odcinek
OP réwny znalezionemu MN w kierunku ku + X, poniewaz x jest
liczbg dodatnig. Jezeli za$ x jest liczbg ujemng, to oznaczajagc sym-

*) Rozdziat I. mozna pomina¢, jezeli tok nauki trzeba przy$pieszac.

Dr. A. f.oj»nlcki, Poczatki geora. »nal. |



bolein x jej warto$¢ bezwzgledna, odnajdujemy taki odcinek, ktorego
liczba Wymiarowa wynosi % i odmierzamy go od O w kierunku
ku — X. Koniec P tego odcinka jest obrazem geometrycznym liczby x.
W ten sposéb kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada jaki$ jeden ozna-
czony punkt linji prostej, kazdej liczbie inny.

Odwrotnie, chcac punkty linji prostej zastgpi¢ liczbami, aby
mozna potem zastgpi¢ badania geometryczne arytmetycznemi, postu-
gujemy sie temi samemi S$rodkami. Aby wiec znalez¢ liczbe rzeczy-
wistg odpowiadajgcg dowolnemu punktowi P linji prostej, ustalamy
na niej pewien kierunek jako dodatni, np. od — X ku + X na fig. 1.
obieramy poczatek O i jednostke miernicza OA. Badamy nastepnie
stosunek odcinka OP do OA (np. zapomocg znanego z elemen-
tarnej planimetrji tancuchowego mierzenia metodg Euklidesa) i wy-
ktadnik tego stosunku, opatrujemy znakiem + Ilub —, zaleznie od
tego czy P lezy po dodatniej, czy tez po ujemnej stronie poczatku O.
Otrzymana w ten sposOb liczba rzeczywista x jest arytmetycznym
odpowiednikiem punktu P. (Kiedy ta liczba y/ypadnie wymierna,
a kiedy niewymierna?). Samemu punktowi O odpowiada liczba »=0.

W ten spos6b kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada jeden punkt
prostej i odwrotnie, kazdemu punktowi prostej odpowiada jedna liczba
rzeczywista. Wyrazamy sie,- ze ustaliliSmy w ten sposéb doskonatg
czyli wzajemnie jednoznaczn g'odpowiednio$¢ miedzy zbiorem
punktéw linji prostej a zbiorem liczb rzeczywistych.

Liczbe x, dodatnig lub ujemna, odpowiadajgcg w ten sposob
punktowi P, nazywamy jego odcietag. Linje —X + X nazywamy osig
odcietych a purtkt O poczatkiem uktadu wspétrzednych. Nieraz méwi sie
krotko: odcieta punktu jest to jego odlegto$¢é od poczatku ukladu
opatrzona odpowiednim znakiem; wtedy jednak stowu ,,odlegto$¢” przy-
pisujemy znaczenie_arytmetyczne, a mianowicie znaczenie liczby wy-
miarowej odcinka OP. Jezeli bierzemy pod uwage kilka punktow, to
dla odréznienia odcietych dajemy u dotu litery x znaczki np. «,, X2,
XS lub u gory kreski np. x', x", z'", xlv (czyta sie: «-jeden,
x- dwa, x- trzy itd.).

Takie zastepowanie punktdw linji prostej liczbami pozwala nam
wykonywa¢ rachunkowo rozmaite zagadnienia, dotyczace utworow
geometrycznych, lezacych na jednej linji prostej, a wiec rozmaitych
zbioréw odcinkow, szeregéw punktow itp. W pewnych gateziach ma-
tematyki, np. w geometrji rzutowej i w teorji mnogosci, badania te
odgrywajg bardzo wazng role. Dla nas bedg w dalszym ciggu po-
trzebne tylko niektére najprostsze prawa tej jednowymiarowej geo-
metrji analitycznej; poznamy je w nastepnym ustepie.



§ 3. Wielkos$¢ odcinka.

Zajmiemy sie najpierw odcinkami. Nauczymy sie zastepowac
liczbami nietylko punkty ale i cate odcinki. Przedewszystkiem zwrd¢my
uwage na to, ze w geometrji analitycznej trzeba zawsze bardzo skru-
pulatnie odrézniaé¢ odcinek AB od odcinka BA. Jezeli odcinkowi AB
odpowiada jaka$ liczba a, to odcinkowi BA bedzie odpowiadata
liczcha —a 0 znaku przeciwnym. W innych dziatach geometrji odréz-
nianie to nie ma zwykle wielkiego znaczenia, np. w trygonometrji
i w planimetrji obojetnem jest, czy méwimy o boku AB trdjkata ABC,
czy tez o boku BA) tutaj jednak, gdzie inne punkty odpowiadajg
liczcbom dodatnim a inne ujemnym, zaniedbanie znaku moze dopro-
wadzi¢ do razacych btedoéw i nieporozumien. Systematyczne odroz-
nianie znakéw rozmaitych wielkosci geometrycznych stanowi jedng
z najpowazniejszych trudnosci geometrji analitycznej ale tez nadaje jej
badaniom charakter o ,wiele, ogolniejszy od zwyktych rozwazan ele-
mentarnej geometrji.

W dowodzeniach geometrji analitycznej korzystamy przede-
wszystkiem z znanych z elementarnej planimetrji praw dodawania
i odejmowania odcinkéw. Z pomiedzy tych praw waznem jest zwlaszcza
nastepujace proste twierdzenie o trzech dowolnych punktach linji
prostej:

Jezeli trzy punkty A, B, C linji prostej nastepujg po sobie

dowolnym porzadku, to uwzgledniajgc znaki odcinkow mamy
zawsze
AB -\-BC-\- CAL—0 1)

(Udowodnij, przyjmujgc punkt C raz poza odcinkiem AB, drugi
raz wewnatrz AB, biorgc punkt A raz po prawej, drugi raz po lewej
stronie punktu B itp.).

Opierajgc sie na tern twierdzeniu potrafimy juz kazdy odcinek
zastgpi¢ jedng liczba, zwang wielkos$cig odcinka, jezeli tylko znamy
odciete punktéow koncowych. Wezmy najpierw pod uwage odcinki,
majgce poczatek w poczatku ukiadu t. j. w O (fig. 2). Liczba xu

odcieta punktu A, pried-

-x E D 0 A B stawia nietylko punkt A,
X— o alg '. zarazem d} ugo s ¢
Fig 2 odcinka OA 1 jego Kkie-

runek, moze wiec stuzy¢
do arytmetycznego zastapienia tego odcinka. Te dodatnig lub ujemng
liczbe nazywamy juz nie dilugoscig, ale wielko$cig odcinka OA
i oznaczamy jg symbolem OA (bez kreski u gory), wiec OA = xx



(Symbol OA oznacza wiec sam odcinek, a OA jego arytmetyczny
odpowiednik). Podobnie liczba xp odcieta punktu D, przedstawia
wielko$¢ odcinka OD, x2 odcinka OB itd. Chcac teraz znalezé wielko$é
dowolnego odcinka AB, majgcego poczatek juz niew O, ale w do-
wolnym innym punkcie, a koniec w B, stosujemy do 3 punktéw
A, B, O twierdzenie (1)., Trzeba wiec tylko we wzorze (1) zastgpic
litere C literg O. PrzenieSmy nastepnie odcinki BO i OA na druga,
strone réwnania (1), to otrzymamy:

AB——BO—OA= OB—OA.
Jezeli ta rowno$¢ zachodzi dla odcinkdéw, to musi tez zachodzié

dla liczb, ktére sg arytmetycznemi odpowiednikami odcinkéw, t. j.
musi by¢ tez:

AB-OB —OA
Poniewaz za$ OB —x.,,0A =xl, przeto:
AB= x2—od 2

Wielko$¢ odcinka lezgcego na osi otrzymamy, odejmujac od
odcietej punktu koricowego odcietg punktu poczatkowego.

Twierdzenie to sprawdza sie og6lnie, przy dowolnem potozeniu
punktéw A, B ograniczajagcych odcinek. Tak np. wielko$¢ odcinka
DA na fig. 2 wynosi xI—x3 a nie, jakby sie mogto z figury zdawaé
Xi-\-x3, albowiem x3 jest liczbg ujemng. Podobnie AE = xi—xi a nie
xli+ xI, jest bowiem liczbg ujemng (kierunek od +Ar ku —A) o bez-,
wzglednej warto$ci réwnej sumie bezwzglednych wartosci liczb xkixi,
t.j. sumie —xi+ xi (bo xx jest ujemne); zmieniajac za$ znak tej liczby
dodatniej' otrzymamy ostatecznie xi—xi. Podobnie moznaby doj$¢ do
wzoru (2) wprost z figury takze dla innych potozen punktow kon-
cowych odcinka, np. dla odcinka DE, BA itp. Jednakze dowdd,,
opierajgcy sie na twierdzeniu (1) jest najprostszy, obejmuje bowiem
odrazu wszystkie mozliwe przypadki szczegétowe. Wzor (2) miesSci
w sobie tez wielkosci odcinkéw, majacych poczatek w O, wtedy
bowiem ~=0 i mamy np. OB-x.1—0—xi.

Ten prosty wz6r (2) moze nam postuzy¢ za pierwszy charakterystyczny
przyktad wynikéw geometrji analitycznej, ktéra ujmuje w jedng zwigztg for-
mute rozmaite, na poz6r zupetnie rdzne od siebie przypadki szczeg6towe.
W, dalszym toku nauki spotkamy wiecej takich przyktadow.

Spostrzegamy tu réwniez ciekawy fakt, ze ogladanie sie¢ na figure geo-
metryczng przy badaniach geometrji analitycznej nietylko nie utatwia rozumo-
wania, ale przeciwnie, utrudnia je nieraz, rozdrabniajac je niepotrzebnie na
szereg przypadkéw szczego6towych. Istotng bowiem metoda geometrji anali-
tycznej jest rachunek a nie spostrzeganie geometryczne.



8§ 4. Podziat odcinka.

Majgc dany odcinek AB wezmy dowolny punkt C miedzy
punktami A i B. Powstang dwa nowe odcinki, a stosunek ich wiel-

., .. AC . . .
koSci: —s nazywamy stosunkiem podziatu wewnatrznego odcinlca

AB. Znajac odciete xu x2, x3 punktéow A, B, C mozemy tatwo obliczy¢
wyktadnik tego stosunku. Podstawiajgc za AC i CB warto$ci wedtug
wzoru (2), otrzymamy:

CB X2-X ,
Jezeliby$Smy punkt C obrali poza odcinkiem AB, to nie mozna
juz moéwi¢ o podziale tego odcinka w zwyklem znaczeniu. Mimoto

jednak mozna obliczy¢ stosunek %g-z»s‘ wedtug tego samego wzoru (3).

Stosunek ten nazywamy wtedy stosunkiem podziatu zetonetrznego od-
cinka AB. Te dwa odrebne geometrycznie przypadki, zawierajg sie
w jednym wzorze, a tylko tern sie ro0znig, ze przy podziale
wewnetrznym warto$¢ s wypada dodatnia, a przy ze-
wnetrznym ujemna (dlaczego?).

Stosunek s moze przybiera¢ wszelkie mozliwe rzeczywiste war-
tosci, zaleznie od potozenia punktu podzialu C. Dyskusje te mozna
przeprowadzi¢ wprost na wzorze (3), zmieniajac x3 przy statych ag i xv
mozna jednak takze badac ‘te zmienno$¢ geometrycznie, rozwazajac
rozmaite mozliwe potozenia punktu C wzgledem punktéw A i B.

| tak, jezeli punkt C lezy miedzy A i B, ale bardzo blisko A, to AC
jest bliskie zera wiec i S dazy do zera przy zblizaniu sie C do A. Gdy C
posuwa sie miedzy A i B ku. punktowi B, to S przybiera coraz wieksze war-
tosci, dazac do nieskonczonosci, gdy C dazy do B — wtedy bowiem mia-

A
nownik utamka Cg dazy do zera a licznik do skonczonej liczby AB. Gdy C

przekroczyB, 8 jestréwniez liczbg bardzo wielkg co do bezwzglednej war-
tosci  aleznakma: —. Gdy sie  Coddala odi? wnieskonczono$¢, v  dazy

do liczby: —1. Gdy C wychodzi z odcinka AB poza punkt A, stosunek 8
ma poczatkowo warto$¢ ujemng mato sie réznigcg od zera a nastepnie dazy
do —1
Z wzoru (3) mozemy wyrazi¢ odcietg punktu podzialu C jako
funkcje zmiennej s. Piszac x zamiast xz otrzymamy
X—Xi—s (x2—Xx), a stad:
£« 4-5X 2



(Wykaza¢ przy pomocy tego wzoru, ze x dazy do nieskonczo-
nosci, gdy s dazy do —1, x dazy do xu gdy s dazy do zera, x
dazy do x 2, gdy s dazy do nieskonczonoscil).

Wz6r ten pozwala wykonywac rachunkiem podziat odcinka AB
w dowolnym stosunku s, jezeli tylko znamy odciete a, i x2 punktow
A i B.

Przyktad. Obliczy¢ potozenie punktu, ktéry dzieli odcinek AB
w stosunku s—3:7, jezeli A ma odcietg a, = 4, a B odcietg a2= 12.
Z wzoru (4) otrzymujemy jako odcietg punktu podziatu:

4+1-12 "

*- i+t -e'4-
Uwaga. Z wzoru (3) i (4) widzimy, ze do wyznaczenia kazdego punktu
P na linji prostej mozna tez uzy¢ innego sposobu, anizeli odcietej i jednostki
mierniczej. Wystarczy poda¢ dwa punkty state n. p. A i B i podac¢ liczbe s,
wyrazajaca, w jakim stosunku dzieli P odcinek AB. Wtedy rowniez — po-
dobnie jak przy uzyciu odcietych — odpowiada kazdemu punktowi prostej
jedna liczba s i kazdej liczbie s jeden punkt (z wyjagtkiem s= —1). Kazda
takg liczbe, wystarczajgcg do jednoznacznego wyznaczenia punktu, nazywamy
wspo6trzedng tego punktu. A wiec za wspdirzedng mozna uwazaé zaréwno
odcietg punktu, jak i liezbe s t. j. wyktadnik stosunku, w jakim ten punkt
dzieli dowolnie obrany, staty odcinek, a dadza sie obmys$le¢ i inne rodzaje

wspbirzednych.

Wezmy teraz pod uwage cztery punkty A, B, G, D na prostej,
to odcinek AB jest inaczej podzielony punktem C, a inaczej punktem D\
Mamy wiec teraz dwa stosunki: * i

y wie cB ' 1B

Stosunek tych dwdéch stosunkéw nazywamy stosunkiem podziatu
podwojnego i oznaczamy osobnym symbolem:

{ «4 « <AHVn> ®

Uzywajgc wzoru (2) lub (3) mozemy tu wszystko wyrazi¢ zapo-
mocg samych odcietych i otrzymamy:

(AJBGID)=Ji= 3~ Xj:y ) o, ©)

Najwazniejszy jest przypadek, gdy stosfnek podziatu odcinka AB
punktem C ma te samg warto$¢ bezwzgledng, co stosunek podziatu
punktem D, a rozni, sie tylko znakiem (jezeli'wiec C lezy wewnatrz
odcinka AB, to D lezy poza AB i odwrotnie). Wtedy iloraz tych
stosunkow, czyli stosunek podziatu podwojnego ma warto$¢ —1, a wiec



i nazywa sie stosunkiem harmonicznym, i W przeciwstawieniu do tej
nazwy nazywamy ogoélny stosunek podzialu podwdjnego takze sto-
sunldem anharmonicznym.

Porzadek liter w symbolu (ABCD) nie jest obojetny* zmieniajac
bowiem ten porzadek mozemy otrzymac¢ zupeilnie inne wartoSci te
(zob. ¢wiczenie 13).

Przy pomocy tych wzoréw mozemy tez odwrotnie obliczy¢' do
3 danych punktéw o odcietych x,, x2, x3 taki czwarty, ktoryby z niemi
tworzyt z gory podamy stosunek podzialu podwoéjnego te. (Wypro-
wadz ten wzo6r!). Jezeli przytem ten podziat ma by¢ harmoniczny, to
ten czwarty punkt nazywamy harmonicznie sprzezonym z tamtemi
trzema. (Jakie geometryczne konstrukcje czwartego punktu harmo-
nicznego znane sg z elementarnej planimetrji?).

Wiadomo, jak wazng role odgrywajg zwykte stosunki przy badaniu figur
podobnych: rownos$é stosunkdw wszystkich odpowiednich odcinkéw dwdch
figur jest cechg charakterystyczng ich podobieAstwa. Podobng role graja sto-
sunki podziatlu podwdjnego przy badaniu figur, z ktérych jedna jest rzutem
drugiej — i to rzutem réwnolegtym Ilub Srodkowym. Badania te naleza juz
jednak do osobnego dziatu geometrji, zwanego yeomelrja rzutowg lub synte-
tyczna; okazuje sie tam, ze rowno$¢ stosunkéw anharmonicznych jest wiasnie
cechg charakterystyczng rzutowego pokrewienstwa figur.

Cwiczenia 1

§ 27-r. Obrawszy na osi X dowolnie jednostke, znalezé bez uzycia podziatki,
przy pomocy odpowiednich konstrukcyj geometrycznych, potozenia punktow
0 odcietych:

a) 2, —3, f, —1f; b) V2 --2\3, 3+ Y5 2—

2. Obrawszy na osi X Kkilka punktow a nastepnie dowolny odcinek jako
jednostke, zbada¢ odciete tych punktéw mierzeniem fancuchowem w przyblizeniu.

3. Dwa punkty poruszajg sie z punktow xI=0, #;,=224 wedtug praw:

a) ag=21 a2="41; b) ag= 3f, T2= —5t2
W ktérym punkcie sie spotkaja? dla jakiego t? '
§ 3. 4. Udowodni¢, ze ABA-BCA- CA=0, gdy punkty A, B, C lezg na jednej
prostej w rozmaitych uporzgdkowaniach.

5. Obierajgc na osi a>6w punkty A, B, C, D o odcietych —4, —I»
+ 2, -1-5 obliczy¢ wielko$¢ odcinkéw AB, 1)B, AC, CA, Bl), DA.

6. Udowodni¢, ze dla czterech punktow linji prostej zachodzi zawsze
rownos¢ AB. CD+AC. DBA-AD.BC—0 bez wzgledu na rozmieszczenie tych
punktéw.

Ta) Dwa szeregi punktéw A, B, i Bu G ... na linji prostej
tworzg inwolucje, jezeli SA .Stf, =SB.SB]=SC.SCi=.... réwna sie liczbie
statej C; S nazywa sie $rodkiem inwolucji. Poda¢ dwa takie szeregi, aby
liczba ¢ byta dodatnia i dwa takie, aby stata c¢c byta ujemna. Czy zawsze
istniejg punkty podwojne, t. j. takie, aby SP.SP=c?



7b) Punkty A, B maja odciete xi=2,x2=5 a punktyAi i odciete
x3——1i x!i—3. Gdzie lezy $rodekinwolucji? Jakg warto§¢ ma C? Obliczy¢
odciete punktéow podwojnych!

§ 4. 8a) Punkty A, B maja odciete xi—2,82= 6. Obliczy¢ w jakimstosunku
dzielg ten odcinek punkty o odcietych 3, 5 —2, 8

8b) Wykonaé poprzednie zadanie dla odcinka CD, znajac odciete —5
i +4 punktow C i D.

9. Przedstawi¢ przy pomocy wykresu zmienno$¢ stosunku podziatu ,o
cinka, gdy punkt podziatu posuwa sie pomiedzy i poza punktami, ogranicza-
jacemi odcinek AB

Wskazowka: za 0$ jr-6w obraé prosta, naktérej lezy AB, punkt A za
poczatek uktadu a o§ y-Ow prostopadle do AB.

10. Obliczy¢ odciete punktow, dzielacych odcinek zawarty miedzy xt—2
a #2=8 w stosunku: s—1, 2, —3, —

11. Obliczy¢ stosunek podziatu podwojnego punktéw o odcietych:

a) 1,2 3,4, b) —2,0, 4,8

12. Obliczy¢ stosunek podziatu podwdjnego czterech punktéw o odcietych
0, 4, 3, 5i zbada¢, jakie wartosci otrzymamy, gdy zmienimy porzadek punktow.

13. Wykazaé, ze przez zmiane porzadku liter wsymbolu (ABCD)—Ic

) ) 1 1 milc—1 k
mozna otrzymac Ic, , —lc, —.
\ IC

.......................

1--—-IC IC IC— 1
14g/) Jak nalezy dobra¢ punkt D, aby byt harmoniczniesprzezony
z punktami o odcietych & =1, x2—5, x3=8. Wz6r og6Iny!

14&) Jak dobraé.punkt E\ aby z punktami x, = —2, a;2=5, as,t=10 two-
rzyt stosunek podziatu podwéjnego k=3. Wzdr ogélny!
15. Udowodni¢,, ze odciete czterech punktéw harmonicznie sprzezonyc
spetniajg:
i Ce a6—X\)—(a:;,—x. x2—X.)—(a*—a;,
a) proporcje harmoniczng g\/l )—(———-+) ( ) éa, - )
&®3—ag
b) zwiazek 1= lI/ 1 -j- I \I.
a2—xs, 2\x3—xt = xA—x2)

Wypowiedzieé te twierdzenia, podstawiwszy za réznice odcietych odpo-
wiednie odcinki!



Geometrja analityczna ptaska

Rozdziat 1l

Wspotrzedne na ptaszczyznie. Obrazy geometryczne
rownan. Rownania linij

§ 5. Wspotrzedne prostokatne.

Aby uja¢ utwory geometryczne plaskie w zalezno$ci liczbowe,
zastepujemy podobnie jak w geometrji analitycznej jednowymiarowej

kazdy punkt pewnemi liczbami.

Do tego. celu najprosciej jest uzyé

dwdch prostych prostopadtych XXU FF, (Fig. 3). Kazdy punkt

Yl

ni \V

Y
Fig. 3.

utworu geometrycznego, lezg-
cego na plaszczyznie tych
prostych XXt i YYU badamy
nie oddzielnie, sam dla siebie,
ale w odniesieniu do tych
prostych. Jedng prostg: XXi
nazywamy osig odcietych
lub osig AT-6w, druga: FF,
osig rzednych lub osig
F-6w, obydwie za$ razem na-
zywamy osiami wspot-
rzednych, a ich punkt
przeciecia: O poczgtkiem
uktadu wspo6trzednych.

Obieramy jaki$ dowolny od-

cinek za jednostke miernicza. Liczbe wymiarowa odstepu punktu P

od osi F-6w, t. j. odcinka BP

wamy odcietg punktu P
X"y mm.bl) i P

lub rownego mu odcinka OA nazy-
i oznaczamy ja litera x (lub xit x2, x',
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Liczbe wymiarowg odstepu punktu P od osi X-6w, t j. od-
cinka AP (lub rdwnego mu odcinka OB) nazywamy rzedng punktu P
i oznaczamy ja litergy (lub yA, y2,y', y",.. ij2 ). Takze same-
odcinki BP i AP nazywamy odcietg i rzedng punktu P.

Obydwie liczby, odcieta i rzedna, majg wspolng nazwe: wsp 6l-
rzedne punktu P. Do kazdego punktu ptaszczyzny nalezg
wiec dwie liczby: odcieta i rzedna. Notujemy zwykle te liczby
w nawiasach: P (xiyi); przytem zawsze pierwsza liczba oznacza
odcietg a druga rzedng. N. p. M (4, 3) znaczy, ze punkt M jest
oddalony od osi F-0w o 4 jednostki miernicze (n. p. o Acm, Amm,
Am) a o 3 takie same jednostki od .osi X-6w w kierunku dodatnim.

Przy takim sposobie oznaczania potozenia punktow mamy
jeszcze watpliwos$¢, w Kktorej Cwiartce plaszczyzny lezy dany punkt.
Aby te watpliwo$¢ usungé, obieramy na osiachstale pewien kierunek
jako dodatni. | tak na osi Y-O0w uwazajmy zadodatni np. kierunek
od X ku Y, (fig. 3), a kierunek przeciwny za ujemny. Wtedy na osi
F-6w jako dodatni obieramy kierunek od Y ku Pj t. j.kierunek, jaki
przyjatby dodatni kierunek osi*Y-6w poobrocie o 90°w strone
mprzeciwng ruchowi wskazoéwek zegara; taki kierunek obrotu nazywamy
dodatnim. GdybySmy na osi Y-O6w obrali jako dodatni kierunek
od Y, ku X; na lewo, to za dodatni kierunek osi F-O0w naleza-

toby obra¢ od F, ku F. (Dla-
czego?). Przy takiem odrdznieniu
wspbtrzedne sg liczbami
wzglednemi, dodatniemi lub
ujemnemi, zaleznie od kierunku.

N. p. punkt Q na fig. 4
ma odcietag ujemna, bo odci-
nek OC ma kierunek przeciwny
do kierunku XX, ktory$my obrali

+

za dodatni, a rzedng ma dodatnig.

Punkt R ma odcietg i rzedng
ujemng, punkt ma dodatnig-

odcietg a ujemng rzedng. Widzi-

my wiec, ze w pierwszej ¢wiartce

obie wsp6trzedne wszystkich

punktow sg dodatnie, w drugiej

odcietesg ujemne, arzednedodatnie, w trzeciej obydwie wspot-

rzedne sgujemne, a wczwartej odciete dodatnie, rzedne ujemne.

W ten sposéb usuneliSmy watpliwo$¢ co do potozenia punktu:

Do kazdej pary (liczb) wspotrzednych nalezy tylko je-
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n

de'n punkt. N. p. aby znalez¢ potozenie punktu 5(3,—5) odcinamy
na osi -Y-6w 3 jednostki od O w kierunku dodatnim do A, a na osi
F-6w 5 jednostek od O w kierunku ujemnym do B ; prowadzimy od
A i B linje rownolegte do osi, to ich punkt przeciecia S ma zadane
wspoétrzedne. tatwiej jednak wykona¢ te konstrukcje, odcinajac na
osi -Y-O0w 3 jednostki od O do A, kresSlagc na korncu tego odcinka
prostopadtg w kierunku ujemnym i odmierzajagc na niej 5 jednostek
od osi -Y-6w. Przy uzyciu papieru milimetrowego nie trzeba nawet
tej konstrukcji, tylko odlicza sie jednostki wprost na kratce.

Zauwazmy, ze podobnie jak w geometrji jednowymiarowej wspot-
rzedne moga by¢ liczbami catkowitenii, utamkowemi lub niewymier-
nemu Ten ostatni przypadek zachodzi np. wtedy, gdy dany punkt
na osi wyznacza z poczatkiem ukladu odcinek niewspétmierny
z obrang jednostkg. Majac znalezé punkt o danych wspoétrzednych
niewymiernych, opieramy si¢ na pewniku ciggtosci linji prostej, ktory
orzeka, ze kazdy przekroj linji prostej, trafia w jaki$ jej punkt, a nie-
moze trafi¢ w luke. Liczba niewymierna definiuje za$ jaki$ przekrdj
og6tu liczb a wiec i ogotu punktow linji prostej. Istniejg wiec na
obu osiach punkty odpowiadajgce dowolnym niewymiernym wspot-
rzednym a wykre$lajagc w tych punktach prostopadte do osi, otrzy-
mujemy na ptaszczyznie zadany punkt.

Wszystkie punkty osi -Y-0w maja rzedng réwng zeru: y=0,
wszystkie za$ punkty osi F-0w majg odcieta réwng zeru: x—O0-
Poczatek uktadu ma wspotrzedne: x=-0, y=0.

W ten sposéb do kazdego punktu ptaszczyzny nalezy Scisle okre-
$lona para liczb rzeczywistych i odwrotnie: do kazdej pary liczb rze-
czywistych nalezy jeden Scisle okreslony punkt ptaszczyzny. (Odpo-
wiednio$¢ taka nazywa sie wzajemnie jednoznaczna lub doskonata).

Uicgga. Mozna takze w inny sposéb powigzaé punkty ptaszczyzny
z liczbami. W algebrze uzywa sie punktow ptaszczyzny do przedstawienia
zbioru liczb zespolonych: kazdemu punktowi odpowiada wtedy jedna liczba,
ale jest to liczba zespolona, sktadajgca sie z dwéch czesci, rzeczywistej i uro-
jonej. W geometrji,analitycznej potrzeba do wyznaczenia punktu dwoch liczb,
ale obydwie sg rzeczywiste. Urojonym i zespolonym liczbom nie odpowiadaja,
w geometrji analitycznej zadne punkty ptaszczyzny.

Pomyst uzycia wspdétrzednych do badar geometrycznych jest stosunkowo
niedawny. Przypisujag go filozofowi francuskiemu Descartes’owi (czytaj: Dekart:
spolszczone nazwisko Kartezjusz) z XVII wieku. Jednakze juz przed Descar-
tes'em uzywat uktadu wspotrzednych matematyk francuski Fermat a i u grec-
kich matematykoéw z epoki aleksandryjskiej n. p. u Appolloniusza spotykamy
zaczatki tych mysli. Uzycie wspoétrzednych nie ogranicza sie do geometrji.
W miernictwie uzywano juz od najdawniejszych czaso6w osi wspoétrzednych do-
wyznaczenia potozenia parcel i punktdow na niewielkich obszarach (plany ka-
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tastralne!) W geografjt dtugos¢ i szeroko$¢é geograficzna sg takze wspotrzed-
nemi i to Kkrzywolinjowemi: sg to bowiem odlegtosci tukowe (wyrazone
w stopniach) danego punktu od dwdch k&t prostopadtych: roéwnika i po-
czatkowego potudnika. Najwieksze za$ rozpowszechnienie znalazt uktad wspoét-
rzednych we wszelkich wykresach czyli grafikonach, np. stan temperatury, cisnie-
nia atmosferycznego, wzrost ludnosci, wahanie si¢ poziomu wody w zbiornikach,
graficzne rozktady jazdy kolejowej i t. p.

§ 6. Linje jako obrazy réwnan. Wykresy.

Uzywajac metody omoéwionej w poprzednim ustepie, zdotamy
zastgpi¢ liczbami kazdy punkt ptaszczyzny. Gdybysmy chcieli podaé
potozenie jakiej$ linji prostej, wystarczy podaé dwa jej punkty zapo-
mocag wspoétrzednych. Utwory takie, jak trojkat, czworokat, potrafimy
takze wyznaczy¢, podajac wspOGtrzedne ich wierzchotkéw. Jezeli je-
dnak chcemy uja¢ w zaleznosci liczbowe wszystkie punkty ja-
kiego$ utworu geometrycznego ptaskiego, np. linji krzywej, musieli-
bysmy podaé¢ nieskonczenie wiele par warunkéw: dla kazdego punktu
dwa warunki postaci x=a, y=b.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie to niemozliwem; jednakze
wiemy, ze kazde rownanie o dwoéch niewiadomych przedstawia nie-
skonczenie wiele par liczb. N. p. réwnanie:

(a) 4y—71
pozwala obliczy¢ dla kazdego z odpowiednie y, podaje y jako
funkcje zmiennej v.

Uwazajmy kazda pare wartosci (x, y) za wspdirzedne punktu,
to réwnanie (a) przedstawia utwOr geometryczny, zawierajacy nie-
skonczenie wiele punktéw. Obliczamy wartosci y dia kilku wartosci z
i zestawiamy je w tabelke:

O R, N WwWwP~owu
<

O =i B O

x® "%

-1 T 4

-3 + 21-

-5 + 6J
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Na podstawie tej tabelkiwykreslamy punkty, majagce podane
wspoétrzedne. Biorgc w tabelcewarto$ci odpowiedniogesto, otrzymu-
jemy wystarczajgcg liczbe punktow, by je mozna (np. zapomocg
krzywki) potaczy¢ jedna, nieprzerwang linjg krzywa, na ktorej lezg
tez punkty majace wspdtrzedne posrednie, nie wypisane w tabelce.
Ta linja krzywa (fig. 5; za jednostke obrano 5mm) jest obrazem

geometrycznym rownania (a)\
zawiera ona istotnie nieskon-
czenie wiele punktéw. (Te
specjalng linje krzywg nazy-
wamy parabolg).

Wiele podobnych przy-
ktadow znamy z graficznych
przedstawien  funkcyj, np.
znane z nauki trygonometrji
obrazy réwnan y-=sin x i y=
=tgx, zwane sinusoidg i tan-
gensoida, logarytmika o row-
naniu y=\ogiQx, obrazy funk-

Fig. 5. cji linjowej, utamkowej, kwa-

dratowej itp. Nie nalezy jednak

sadzi¢, ze kazde réwnanie posiada obraz geometryczny. Istniejg takze

takie rownania o dwdch zmiennych, w ktérych zadnej rzeczywistej

wartosci zmiennej x nie odpowiada rzeczywista y/arto$¢ zmiennej v,

ani tez odwrotnie; takiem jest np. dosy¢ proste réwnanie je2+ t/2+4=0.

Takich rownan nie mozna naturalnie bada¢ metodami geometrji ana-

litycznej. Natomiast kazde rdéwnanie posiadajagce rzeczywiste pary

rozwiazan przedstawia jaki$ utwoOr geometryczny, moze wiec stuzyc
do definicji tego utworu.

Badana linja wystepuje wtedy jako miejsce geometryczne punktow,
ktorych wspétrzedne speiniajg dane réwnanie.

Wszystkie wiasnosci figury geometrycznej muszg wynikaé¢ z wia-
snosciJego. rownania, cate zatem badanie przesuwa sie w ten spo-
s6b z dziedziny geometrycznej do rachunkowej, czyli analitycznej.
W mysl tego moglibySmy odrazu postepowa¢ drogg czysto rachun-
kowa, a wiec bada¢ po kolei rozmaite réwnania poczawszy od naj-
tatwiejszych, wynajdywac¢ ich obrazy geometryczne i bada¢ ich wia-
snosci. Nalezatoby zaczg¢ od algebraicznych rownahA pierwszego
stopnia 0 2 niewiadomych, potem bada¢ réwnania 2-go stopnia,
3-go itd. a nastepnie przejs¢ do réwnan przestepnych. Widocznem
jest jednak, ze w ten spos6b nie moznaby nigdy wyczerpaé¢ wszyst-
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kich mozliwych utwordw geometrycznych a co gorsze, mogliby$Smy
poming¢ wiele linij bardzo waznych w badaniach czysto geometrycz-
nych lub w zastosowaniach geometrji. Dlatego tez bedziemy w dal-
szym ciggu postepowali drogg odwrotng. Wyjdziemy od rozmaitych
znanych utworéw geometrycznych i bedziemy sie starali znalez¢ odpo-
wiadajgce im rownania.

Zanim przejdziemy do tych zagadnier\, podamy jeszcze kilka
wskazéwek, ktoremi sie nalezy kierowaC przy sporzadzaniu wykre-
sO6w — nie zajmujac sie jednak tutaj dokladniej ta sprawa, jako
znang z nauki algebry.

Majac gotowa tabelke wartosci x iy nalezy przedewszystkiem
odpowiednio obra¢ jednostke tj. tak, aby dostosowa¢ wynikajgce
z tabelki rozmiary rysunku do miejsca, jakiem rozporzadzamy przy
wykonywaniu tego rysunku. Jezeli wiec np. mamy obliczone dta
.««= 100, 200, 300..,. warto$ci y=800, 1000, 1400, to najdogodniej
bedzie obra¢ jednostke np. okoto 0-01 cm; przeciwnie za$, jezeli nam
chodzi o wartosci as iy bliskie zera, np. x=002, 0'04, —0,02, —0-04,
to praktyczniej bedzie obra¢ jednostke wiekszg, np. 2 dm.

W zastosowaniach praktycznych obiera sie czesto inne jednostki
na osi i-Ow a inne na osi.y-6w; wtedy obraz geometryczny nie
przedstawia juz badanej funkcji, tylko inng funkcje, bedacag jednak
w bliskiem pokrewienstwie z badang. Tak np. chcac mie¢ wykres
funkcji 7/=£4 w granicach od as=0 do as=4, otrzymalibysmy dla
x=1 2, 3, 4, wartosci y= 1, 16, 81, 256. Praktyczniej jest wtedy
wzigé na osi y-0w jednostke np. 20 razy mniejsza anizeli na osi ¢c-6w,
ale wtedy otrzymamy obraz innej funkcji, zwigzanej jednak z funkcjg
y=xk w bardzo prosty spos6b, a mianowicie 20y—xl (por. np.
fig. 57). Wogdle zmiana jednostki na jednej osi wywotuje odwrotnie
proporcjonalng zmiane odpowiedniej wspoétrzednej w rownaniu:
a wiec obranie jednostki m razy mniejszej na osi y-Ow ma ten
skutek, ze w rdéwnaniu trzeba zamiast y wprowadzi¢ warto$¢ m
razy wiekszg t. j. my i podobnie dla osi x-6w.

Czesto rowniez praktycznie jest zaczg¢ rysunek na osi y-6w
nie od wartosci y=0, ale odrazu od wartosci znacznie wiekszej. Tak
np. chcac przedstawi¢ y= 50+ 2a; w granicach od %=—3 do z= + 3,
motrzymalibySmy obraz tego réwnania bardzo wysoko. Praktyczniej jest
wiec zaczaC rysunek od y =50 itam przenies¢ o$ x-O0w. Takie prze-
suniecie skali wywotuje rowniez odpowiednig zmiang w réwnaniu,
a mianowicie podniesienie osi a>6w do poziomu b wywotuje zmniej-
szenie wszystkich y-6w o b jednostek (zob. rozdziat V. § 16., gdzie
omoéwiono doktadniej przesuniecia osi). Takich przesunie¢ skali uzywa
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' sie- bardzo czesto w wykresach fizycznych, lekarskich, statystycznych.
Np. przy wykresie przebiegu goraczki praktycznie jest wyjs¢ nie od
temperatury y=0°C, ale np. od y=37°C, a w kazdym razie co najmniej
od 35°C
Zauwazmy rowniez, ze nie musimy zawsze odcietych nazywac
literg x, a rzednych literg y: owszem, dogodniej jest czasem uzy¢
innych oznaczen, np. p i v przy badaniu zwigzku cisnienia z obje-
toscig, s it przy badaniu drogi i czasu itp.
Niektdre ogOlniejsze uwagi o badaniu witasnosci linij krzywych
przy pomocy ich réwnan podajemy w osobnym rozdziale (Rozdziat VII.
Ogdlne uwagi o dyskusji réwnan linij krzywych) a specjalne, naj-
prostsze typy rownan przedyskutujemy doktadniej w dalszym toku
nauki. Doktadne badanie obrazéw geometrycznych najogolniejszych
rownan wymaga juz metod rachunku rézniczkowego i catkowego lub
0go0lnej teorji mnogosci, przekracza wiec zakres matematyki elementarne;j.

8§ 7. Wyprowadzanie rownan z geometrycznych wiasnosci linij.
Rownania miejsc geometrycznych.

Wiedzac o tern, ze roéwnanie o dwoch zmiennych przedstawia
najczesciej jaka$ linje, staramy sie odwrotnie: kazda linje ujac
w réwnanie o dwoch zmiennych i zastagpi¢ badanie geome-
tryczne rachunkiem algebraicznym. Droge prowadzacg do tegp celu
jpoznamy najpierw na przyktadach.

Przyktad 1. Znalez¢ réwnanie, ktéreby przedstawiato wszystkie punkty
linji kotowej o promieniu 5 cm, jezeli $rodek kota lezy w poczatku uktadu,
(fig. 6). Wykres$lajac wspot-
rzedne X, Yy jakiegokolwiek
punktu P na obwodzie kota
widzimy, stosujac twierdzenie

Pitagorasa, ze:

x2+ y2—25.

Rownaniu temu czynig zados¢

takze wspotrzedne aa,y, pun-

ktu M, na obwodzie kota, bo

-X takze OM=5, punktu If, i wo-
gole wspotrzedne wszystkich

punktéw obwodu kota. Nato-

miast rownania tego nie spet-

niaja wspotrzedne zadnego pun-

ktu, lezagcego poza obwodem

RV kota; n. p. dla punktu A jest:

Fig. 6 (w skali 1:2).
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dla punktu B za$ jest:
OB<i5' wiec
*1+y:<5,
Pierwiastki rownania:
x2+ 12— 25

przedstawiajg wiec wszystkie punkty linji kotowej, a nie przedstawiaja zadnego
innego punktu. Dlatego rédwnanie to nazywamy: réwnaniem kota. Jakie sa.
rzedne punktéw ria kole, ktérych odciete wynoszg 1, 2, 3, 4, 5? W jakich
punktach trafia koto prosta réwnolegta do osi X-6w w odstepie 3-5?

Geometryczne badanie kota mozemy zastgpi¢ algebraicznem badaniem
tego rownania.

Przyktad 2. Muszla Nikomedesa. Linja ta powstaje, jezeli pek
promieni (fig. 7) przetniemy dowolng prosta X X, odlegta od wierzchotka peka

- +_

o odcinek a, n. p. a—2 cm i na kazdym promieniu peku odetniemy réwny
odcinek, n. p. <7=1-5 cm w obie strony od punktu przeciecia sie z prostag X X .

W ten sposdb otrzymamy linje ztozong z dwdch oddzielnych gatezi. Prost'q
X X obierzmy za 0§ X-6w, a prostopadty do niej promien peku OP za o0$

—t ,
F-6w. WykreSimy wspo6trzedne X, y dowolnego punktu A.
Z podobienstwa trdjkagtéw: OPB00ABC wynika proporcja:
a:(x—BC)=y: BC

czyli: a:(x—V({f2—y2=V'-rdl—yl
Po uporzadkowaniu i uwolnieniu od pierwiastka otrzymamy jako réwnanie
muszli Nikomedesa:
(g+y)2d2—i/-)=x2/2
N. p. dla a=2, <= 1-5 réwnanie to przybiera forme:
(2+y)2i-52—y2)=*xy 2
Jest to roéwnanie 4-go stopnia. Spetniajg go wszystkie punkty tej linji i tylko
te punkty.
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Przyktad 3. Cisoida. Dane jest koto o promieniu a i styczna BT
(lig. 8) na koncu srednicy OB. Z punktu O wykre$lamy pek siecznych i na
kazdej z nich odcinamy od
punktu O odcinek zawarty mie-
dzy obwodem kota a statg
styczng BT. Korce tych od-
cinkbw utworza linje krzywa,
zwang cisoidg. Aby znalez¢ jej
rownanie, wychodzimy z wa-
runku:
01)=AC.
Za 0§ X-6w obieramy prosta
OB, a za 0§ F-6w 'prostopa-
dtg do niej prosta OY.
Odcinek OD tatwo wyrazié¢
zapomocg wspoétrzednych:

OD2=x2+y2
W ielkos$¢ odcinka AC obliczamy
z proporcji:

y :OD—AC:BC czyli
y:AC=*AC:BC
stad AC2—BC.y
BC otrzymamy z proporcji:
ij:x—BC: 2p
Fig. 8. BC- 2py
X

zatem AC2 M i Zzwigzek AC*= OD daje wiec réwnanie:
X

2py 2
X2+y2 by czyli

i/A2?—x)—xs
Réwnanie cisoidy jest réwnaniem stopnia trzeciego.

Przyktady te prowadzg nas do nastepujgcego okre$lenia: réwna-
niem linji krzywej nazywamy rownanie o dwoch zmiennych, ktéremu
czynig zado$¢ wspOtrzedne wszystkich punktéw linji, a ktorego nie
spetniajg zadne inne punkty.

Linje_.wystepowaty w naszych przykiadach jako miejsca geome-
tryczne punktéw, speiniajgcych jakis warunek. Np. koto wystepowato
jako miejsce geometryczne punktow oddalonych o staly odcinek r=5
od statego punktu O; muszja Nikomedesa byta miejscem g. punktow,
odcinajagcych na kazdym promieniu peku po dwa réwne odcinki
liczone od statej prostej itd. Stad juz widac, jaka jest ogélna metoda
ujntojyania miejsc geometrycznych w rownania o dwoch zmiennych:

tomnicki, Poczatki jeom. anal. 2
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warunek, definiujagcy zadane miejsce geometryczne-, nalezy najpierw
przedstawi¢ jako réwnanie, zachodzace pomiedzy wielkoSciami od-
cinkdw a nastepnie trzeba te odcinki wyrazi¢ zapomoca wspoétrzed-
nych (por. ¢wiczenia Il. Nr. 14, 15, 16),

Widzimy z tych przyktadéw, ze linje krzywe dosy¢ zawilej
budowy mozemy zastgpi¢ dosy¢ prostemi rdwnaniami. Na tern tez
polega doniosto$¢ metody geometrji analitycznej. Zawite fakty
geometryczne chcemy zastepowa¢ mozliwie najprost-
szemi rozwazaniami algebraiczne mi.

§ 8. Wspotrzedne biegunowe i rdownania we wspdirzednych
biegunowych*).

Obok uktadu osi prostopadtych uzywa sie czestokroé¢ takze
innych sposobdw do wyznaczenia potozenia punktu. Uzywa sie n. p.
osi uko$nych, tworzacych kat ostry lub rozwarty, a wtedy wspo6l-
rzednemi sg odcinki linij rownolegtych do obu osi. O wiele wazniejsze

jest jednak uzycie t.z. wspo#t-
rzednych biegunowych.
Obieramy (fig. 9) jedng tylko-o0$
OZ a na niej Kkierunek dodatni
i staty punkt O.

0§ 0OZ nazywamy o0sSig

biegunowg, a punkt O bie-

Fig- 9- gune m. Potozenie punktu P
wyznaczamy przez podanie:

a) jego odlegtosci r od bieguna, zawsze dodatniej, zwanej pro-
mieniem wodzacym i -

b) kata (p, liczonego w kierunku dodatnim (t. j. przeciwnym do
ruchu wskazowek zegara), jaki promien wodzacy tworzy z dodatnim
kierunkiem osi biegunowej. Kat (p przybiera wszelkie wartosci od O
do 360° a nawet poza 360°.

Liczby r i (p nazywamy wspoOtrzednemi biegunowemi punktu P,
wystarczajg bowiem do jednoznacznego wyznaczenia potozenia punktu
na plaszczyznie. (Odwrotnie jednak do jednego punktu nalezy wiele
par wartosSci r i 9 a mianowicie obok pewnego o takze g+ n.360°,
gdzie n jest liczbg catkowitg).

Wspdtrzednych takich uzywa sie w miernictwie, a zwilaszcza w astro-
nomji (n. p. odlegto$¢ sferyczna i azymut, zboczenie i kat godzinny; przy ru-
chu planet za biegun O obieramy stonce).

*) Przy skr6conym toku nauki mozna ten ustep pomingcC.
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Od wspétrzednych prostokatnych tatwo jest przejs¢ do wspoét-

Fig. 10.

rzednych biegunowych iod-
wrotnie. Jezeli punkt P (fig.
10) ma, wspotrzedne bie-
gunowe (r, <9, to wspot-
rzedne prostokatne (x, y)
otrzymamy z wzoréw:

X =T CcOS@

y=r sin (p

(8)

bez wzgledu na to, jaki jest
kat (o (prawo rzutéw w try-
gonometrjil).

Odwrotnie, jezeli znamy (x, y), obliczamy r, podnoszgc obydwa
réwnania (1) do kwadratu i dodajac:

rox 2+ij~

Kat za$ <p otrzymamy z rédwnania:

tg<p= "’

N. p. 1. Znamy roéwnanie kola we wspo6trzednych prostokatnych:

xF+y'i=25.

Podstawiajac za x i y warto$¢ z wzoréw (8), otrzymamy te samg linje,
wyrazong zapomoca wspo6trzednych biegunowych:
r2cos2-j~?,2sin2?= 25 czyli:
mr2=206, a stad r=>5.
2. Réwnanie cisoidy we wsp6trzednych prostokatnych jest:

y A2c—x)-=x3

We wspo6trzednych biegunowych réwnanie to przyjmie postac:
rxin2<X2p—rcos ?)=r3osas
czyli po uporzadkowaniu:

Rownanie,

2psin2
0S.5

zachodzace miedzy r i cp, przedstawia pewng- linje

ktorg otrzymamy,
i wykre$lajagc odpowiednie punkty P (r, cp), jezeli tylko istniejg rze-
czywiste pary wartosci spetniajgcych rownanie.

Wykre$l w ten sposéb obraz geometryczny réwnania:

Qo=

2n—

obliczajagc do kazdej wartosci <p odpowiednie r

® (o wyrazone w mierze tukowej!).
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Badanie wielu linij krzywych jest tatwiejsze przy pomocy wspot-
rzednych biegunowych, anizeli przy pomocy wspo6trzednych prosto-
katnych. Juz bowiem samo roéwnanie linji krzywej przedstawia sie
nieraz prosciej we wspdtrzednych biegunowych.

Przyktad 1. Ré6wnanie spiralnej Archimedesa. Linje te zakre-
§la punkt, poruszajacy sie jednostajnie po linji prostej, ktéra sie obraca réw-
nocze$nie jednostajnie (ze stalg predkoscig katowg) okoto jednego ze swych
punktéw. Przesuniecie r wzdtuz prostej jest wiec proporcjonalne do Kkata
obrotu, zatem:

r=xk.s
jezeli punkt wyruszyt z punktu O (fig, 11); jezeli za$ punkt wyruszyt z po-
tozenia B, w odlegtosci d od $rodka obrotu, to

r=d-\-k.«q
Sa to biegunowe rownania spiralnej Archimedesa.

Gdyby$Smy to samo .réwnanie
chcieli wyrazi¢ we wspdtrzednych
prostokatnych, otrzymaliby$Smy bar-
dzo zawily zwigzek:

d+ k.arctg¥
X

przyczem arctg- oznacza fuk (kat),

"ot
X :-
Fig. 11. Przyktad 2. Rdéwnanie bie-
gunowe elipsy. Definicja elipsy:
jest to miejsce geometryczne punktéw, ktorych suma odlegtosci od dwoéch
statych punktow ma statg wartosé:

)-+r,=2a (a)

ktorego tangens ma wartos¢:

Statepunkty Ft i F2 (fig. 12.) nazywamy ogniskami; ich odlegto$¢ oznaczamy
znakiem: 2e.Obieramyprostg F2Ft za o$ biegunowa, a jedno z ognisk n. p.
F2 za biegun O. Wspot-
rzednemi biegunowemi do-

wolnego punktu sg r i
Chcemy zamieni¢ réwnanie
(a) na zwiazek miedzy r
i €W tym celu wyrazamy
ja jako funkcje zmiennych
r i o, stosujagc twierdzenie
Carnota do tréjkata OPFi:

?j2= r2-j-4e2—4ercoss.
. Podstawiajac te wartosé
w réwnaniu (a) otrzymamy:

(r—2a)2=r2-f4e2—

2 —4dercose
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a stad po uporzadkowaniu:

a—ecosa'

a 6
Dla skrocenia oznaczamy T literg p, a a literg ¢, to réwnanie

przyjmie postac:

Jest to biegunowe rownanie elipsy; p i s sa liczbhami statemi dla jednej
elipsy, ar i g sg zmiennemi.

Kladagc ©=90u sprawdzamy, ze p oznacza odcinek prostopadtej, wy-
kreslonej w ognisku A elipsy, do prostej FiFi.

Do tej samej formy mozna sprowadzi¢ biegunowe rownanie hyperboli,
gdzie I\ —r2=2a. Wykaz I

Przyktad 3. Slimak Paskala. Z dowolnego punktu obwodu kota
prowadzimy pek siecznych i na kazdej z nich odcinamy od obwodu kota
w obydwie strony ten sam staty odcinek b (postepujemy tu z kotem podobnie,
jak z linjg prosta X)§r przy tworzeniu muszli Nikomedesa).

(N. p. b=1 cm, a $rednica: a—4 cm na figurze 13). Konce tych odcin-
koéw tworzag linje krzywa, zwang S$limakiem Paskala.

Uwaga: Jezeli staty odcinek b réwna sie $rednicy kota, otrzymamy linje
krzywa, ztozong tylko z jednej petlicy, zwang: kardioidg (zapsia? = serce).

Dla kazdego punktu tej
linji krzywej zachodzi zwig-
zek :

r= OB-+-b.

Ale O5=o0. coss, jak
to odczytujemy z tréjkata
prostokatnego OAB, wiec

r«=a cos <px&. (b)

Réwnanie to przedsta-
wia calg linje krzywg we
wspotrzednych biegunowych.
a, b sa wielko$ciami stale-
mi, r i g zmiennemi. Wy-
kaza¢, ze we wspotrzed-
nych prostokatnych réwna-
nie to przyjmie postac:
(x2+ y2—ax)2=b 2Ax2-ty 2.

*'fm Wyprowadzi¢ réwname

cardioidy z réwnania (b)\

Przyktad 4. Rozeta czworolistna. Definicja: odcinek o statej
dtugosdci: 2a (fig. 14) $lizga sie swemi koncami po dwoéch prostopadtych;
z punktu przeciecia sie O tych prostopadtych prowadzimy prostopadtg do ru-
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chomego odcinka w kazdem potozeniu. Rozeta jest miejscem geometryczneni
spodkéw tych prostopadtych. Z figury 14 widzimy, ze
r= OA .cos ?.
Ale OA=AB sin <?=2asin? wiec
r=2asinscos$? czyli:
m= asin2f.

Jest to biegunowe rdwnanie rozety.

Zamien to réwnanie na réwnanie we
wspotrzednych prostokatnych |

Z tych przyktadow, zarowno jak
z przyktadéw § 7. widzimy, ze przy
tworzeniu rdéwnania jakiejkolwiek
linji, dadzg sie odrozni¢ nastepu-
jace kroki:
aj obra¢ dowolny punkt tej linji;
b)
kazdy punkt tej linji wyrazi¢ réwna-
niem zachodzacem miedzy samemi wielkosciami odcinkéw lub od-
cinkow i katow;
e) obra¢ odpowiednio uktad wsp6irzednych;
d) dany warunek wyrazi¢ zapomocg wspoOtrzednych i uporzad-
kowa¢ otrzymane rownanie.

Uwac/a. Uzycie jakichkolwiek wspétrzednych polega na powlfeczeniu catej
ptaszczyzny podwdjng siatkg linij. N. p. wspotrzedne prostokatne powstajg
z siatki prostych rownolegtych do osi X-6\v i prostych réwnolegtych do osi
F-6w. Przez kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi jedna linja z pierwszej gro-
mady i jedna z drugiej. Zamiast podawac¢ wspotrzedne punktu, wystarczy po-
da¢, ktora linja z kazdej gromady przechodzi przez ten punkt. Podobnie przy
uzyciu wspoétrzednych biegunowych powlekamy catg ptaszczyzne pekiem pro-
stych, przechodzacych przez biegun i gromadg két wspétsrodkowych o srodku
w biegunie. Moznaby takze uzyé¢ siatki ztozonej z samych linij krzywych dla
ptaszczyzny, ma to jednak podrzedne znaczenie. Natomiast dla powierzchni
kuli uzywa sie zawsze takiej siatki krzywoliniowej: potudnikéw i réwno-
leznikow.

/
Cwiczenia U
§ 5. 1. Wykresli¢ wielokat, ktérego kolejne wierzchotki majg wspotrzedne:
.1(0,2), -B(64), C(8—3), D (-2,-5), [/£(-7,-2), *F(-4,3).
2. Wyrazi¢ jako ro6znice odcietych odcinki, ktérych punkty koricowe s3:
a) A(—40)__ .5(3,0)
b) .4(1,0j.... B ,(-30)

c) A2(—2,0),... J?2(—6,0) Narysuj!
\



3. Wyrazi¢ jako ro6znice rzednych odcinki, ktérych punkty konicowe majg
wspotrzedne:
a) A(0,-4).... B(0,6)
b) Ai(0,3).... ~(0,-5).
4. Gdzie leza wszystkie punkty, majace rzednga) 4, b) —3? Gdzie
lezag punkty, majace odcieta ¢) 2, d) —5, e) 0?
5. Gdzie lezg punkty, a) dla ktérych x=y2 h)dla ktérych x-\-y—07?
§ 6. 6. Wykresli¢ obrazy geometryczne funkcyj:

a) 5x—4y= 8 hy| -y =1

c) 2//—3a; + 6==0.

7. Wykreslic obrazy geometryczne funkcyj:
a) ali+yi=36 byx2+yi—4*=0 (x. A % 42V
C) x2-f-y2—6x+ 8//=24.

8. Wykresli¢ obrazy geometryczne funkcyj :

a) x2=8y, b) y2= ~

cj a;—3= 2(y4-1)2
9. Wykres$li¢ obrazy geometryczne funkcyj:
a) X2—y2=16 b) 9a;2+36y2=324
e) a;//=12 Mil2=2x + a2
10. Wykres$li¢ obrazy~geometryczne funkcyj algebraicznych:
a y= _X~ (hyperbola)
X [¢]
b) y—x3 (parabola 3-go stopnia)
c) y2= x3 (parabola Neil’a)
d) x2—\ (hyperbola kubiczna)
e) y=(x—1)(a;—3) (*—6) (parabola 3-go stopnia)
f) 1= £+2

i) y2A2—x)—a:22+a:)= 0 (lis¢ Descartes’a)
h) y2= x(x -f I)(x—3)
i) aj~+.y*=1 (asteroida)
Ic) (x2jry 22— 9(x2— /*)—m0 (lemniskata)
(rozwigza¢ ze wzgledu na y2Y)
U. Wykreslic obrazy geometryczne funkcyj przestepnych"
a) y=10x i y = ex(e—2-71828.... jest zasadg logarytméw naturalnych)

b) y —logiOx
, sina;
9 y= ym
d) 2y—e?-\-e~x (\\ri\a taficuchowa), (e=271828....).
12. Przedstawi¢ graficznie rownanie zasadnicze gazéw doskonatych

p.v=_c, obierajagc za ¢ jakakolwiek statg liczbe dodatnig.

§ 7. 13. Wyprowadzi¢ réwnanie kota, ktdérego promieA wynosi 6 cm, a ktore
sie styka z osiami wspo6trzednych.
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14. Wyprowadzi¢ réwnanie miejsca geometrycznego punktéw réwno od-
dalonych od statego punktu (zwanego ogniskiem) i od statej prostej (zwanej
kierownicg), znajac odlegto$¢ j)= 10 tego punktu od prostej. Linja ta nazywa
sie parabola.

Wskazowka: obraé kierownice za 0§ ;/-Ow.

15. Znalez¢ réwnanie miejsca geometrycznego punktéw, ktérych

a) suma odlegtosci od punktéw (3, 0), (—3, 0) wynosi 8,
b) réznica odlegto$ci od punktéw (5, 0), (—5, 0) wynosi 8.

16. Znalez¢ réwnanie iinji, majacej te wilasnos¢, ze iloczyn odlegtosci
kazdego jej punktu od dwéch statych punktéw (—4, 0), (4, 0) ma statg war-
tos¢ 36. (Krzywa Cassini’ego).

§ 8. 17. Narysowaé punkty, ktérych wspdtrzedne biegunowe sg: (3, 30°), (4, 220°),
(1, 310»), (5, 140»),

18. Znalez¢ wspotrzedne prostokatne punktéw, ktorych wspdtrzedne bie-
gunowe s3: (1, 60»), (41/2, 160»), (2, 225°), (5, 300°).

19. Obliczy¢ wspotrzedne biegunowe punktéw, ktérych wspdtrzedne pro-
stokatne sa: (4, 7), (—3, 6), (2, —5), (—3, —4).

20. Gdzie leza wszystkie punkty, a) ktérych e= 30°? a gdzie punkty,
h) ktérych r=2?

21. Wyrazi¢ we wspdtrzednych biegunowych réwnania:

a) y2=-6x+9 (parabola)
b) ij\2 —x)—x2(2+ x)=Q (lis¢ Descartes’a)
c) (x2+ y2)2—2j)x(x2+ //19—i>2/2= 0 (kardioida).
22. Wyrazi¢ we wspotrzednych prostokatnych réwnania :
a) r.cos?= 2 (linja prosta)

4
()R (parabola)
1—cosc
4 li
o
) 1—0°DCOS? (elipsa)
c) r=acos2* narysuj!

23. Wyprowadzi¢ we wspdtrzednych biegunowych réwnanie linji Cassi-
ni’ego t. j. linji, ktorej kazdy punkt ma te wiasnos$¢, ze iloczyn jego odlegto-
§ci od 2 statych punktow ma statg wartosé: c2

(Wynik: r4—2nV jcos2:>= c4—a4 przyczem 2a jest odlegtoscia statych
punktéw, jezeli biegun obrano w Srodku miedzy statemi punktami).



Rozdziat Il

Planimetryczne zastosowania ukiadu wspotrzednych

§ 9. Odcinki.
Aby bada¢ witasnosci zawilszych utworéw geometrycznych, mu-
simy — jak w kazdej nauce — postepowac¢ od utworéw prostszych

do bardziej ztozonych. Dotychczas oméwiliSmy doktadnie tylko po-
tozenie punktow; obecnie przejdziemy do badania odcinkdéw. —
Zwrocimy uwage na nastepujace zagadnienia: a) znalez¢ rzuty od-
cinka na osie; b) znalez¢ diugo$¢ odcinka; c¢) kierunek odcinka;
d) podziat odcinka w danym stosunku; znamy za$ tylko wspotrzedne
koncowych punktéow odcinka.

Odcinek pojmujemy zawsze jako wielkos$¢ kierun-
kowa, opatrzong pewnym znakiem, natomiast odlegtos¢
dwoch punktéw uwazamy zawsze za wielkos¢ dodatnia,

rowng wartosci bezwzglednej
liczby wymiarowej odcinka (dtu-

gos¢ odcinkal)
1. Konice odcinka P,P2 (fig.
15 i 16) majg wspodirzedne:
pi(xu /i), y2). Chcemy
obliczy¢ rzuty tego od-
cinka na osie wspOtrzed-

Fig. 15. nych.
Jezeli C jest rzutem punktu P,
a D rzutem punktu P2 na o$ X, to rzutem odcinka A p2 jest odci-
nek CD (a nie odcinek DC\). Rzut p* odcinka PjP, na o0$ X-0w
Wwynosi zawsze:

i»«—ac, - * | (9’)

bez wzgledu na to, czy punkt P, lezy blizej osi F-ow (fig. 15 a),
czy tez dalej (fig. 15 b), czy z tej samej strony osi F-6w, co punkt P2,



czy tez z przeciwnej (fig. 16 ¢, d). W kazdym bowiem przypadku:
CD=0D—0C a OC i OD sa odcietemi punktu Pt i P2

N. p. w przypadku zaznaczonym na fig. 16 c), mamy:
CD=])x=CO+ OD=- 0(7+ 0D= — +2z2
w przypadku na fig. 15 b):
CD=- DC=- (OC- OD) = —(*, —%)= x2—*,.

Ot6z: rzut odcinka na o0$ X-6w oblicza sie, odejmujac od od-
cietej punktu koncowego odcietg punktu poczatkowego (punktem po-
czatkowym odcinka jest ten punkt, ktory sie wymawia lub wypi-
suje najpierw, a nie ten, ktory odczytujemy z figury jako n. p. wy-
suniety dalej na lewo).

Zupetnie podobny sposdb rozumowania dla rzutu na o§ F-Ow
prowadzi do wniosku:

Rzut dowolnego odcinka na o Y-6w oblicza sie, odejmujac
rzednej punktu koricowego rzedng punktu poczatkowego: —.

v<j=y:i-yt (9)
Te prawa rzutéw stosujg sie nie tylko do osi X-6w i F-6w,
ale takze do kazdej prostej rownolegtej do nich, poniewaz rzuty
na proste réwnolegte sg zawsze rowne.
Dtugos¢ odcinka (odlegto$s¢ dwoch punktow).

Aby znalez¢ dtugo$¢ odcinka P]P2, znajagc wspdtrzedne jego
punktéw koncowych: P, (ag, yt), P2(xIt y2), prowadzimy przez P, iP,
(fig. 17) proste rownolegte do osi X-6w i F-6w. Odcinki Pj.i i .(/+
sg rowne rzutom odcinka P,P2 na osie, wiec:
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bez wzgledu na to, jak sg potozone punkty P, i P2 Wobec
tego z trojkata prostokatnego PxAP2 otrzymujemy:
—«t)t+ (Yi—yi)*

lub zmieniajac znaki wyrazen
zawartych w nawiasach, co nie
yz wptywa na znak drugiej potegi:

d ~ " -x 2Y+{yA-y 2y (10)

>;'y' Drugi pierwiastek ma wpraw-
dzie znak + Ilub —, jednakze

fi —A w geometrji analitycznej odlegtos¢
Y uwaza sie zawsze za liczbe do-

Fig. 17. datnia; obieramy wiec znak +

dla pierwiastka.

Uwaga.' Jezeli punkty P, i P2 lezg na osi n. p. X-6w, to odcinkowi

PjP, moze odpowiada¢ liczba odjemna, jednakze za odlegto$¢ punktéw Pt
i P2 uwazamy i teraz warto$¢ bezwzgledng tej liczby.

8 10. Kierunek odcinka. Spadek linji.

Znajac wspOtrzedne punktow koncowych odcinka, mozemy
wyznaczy¢ takze jego kierunek n. p. zapomocag kata, jaki ten
odcinek tworzy z dodatnim kierunkiem osi X-6w. Zau-
wazmy przedewszystkiem, ze odcinek tworzy taki sam kat z kazdg,
prostag rownolegta do osi X-6w. Z trdjkata PXAP% (fig. 17) odczy-
tujemy: tg«=» ?_J_F; (licznik i mianownik muszg mie¢ te same znaki,
bo tangens kata ostrego jest dodatni; dlatego bierzemy stosunek

(11)

Wz6r ten jest nieprzydatny, gdy z2=xi. Gdyby przytem takze
licznik byt zerem, t.j. gdyby byto takze y2—yx, mielibySmy nie odci-
nek, tylko jeden punkt, wiec o kierunku odcinka nie mozna wtedy
mowi¢. Gdyby za$ y2 byto rdzne od yu a x2=*xu to punkty P, iP,
lezatyby na prostej prostopadtej do osi ¢-0w, a wiec kat bytby a=90°.
zatem tangens nieskonczenie wielki.
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Uwaga. Gdyby odcinek PtP2 tworzyt kat rozwarty z dodatnim Kkierun-
skiem osi X-6w (por. fig. 18), to z tréjkata PiAP2 otrzymamy:

AP
tg(180°—«)= "'./

(Tu licznik i mianownik muszg mie¢ jedna-
kowe znaki, poniewaz- tangens kata ostrego ma

warto$¢ dodatnig. Dlatego wzieliSmy odcinki AP2
i AP,, a nie AP2 i PXA).
Wobec tego:
o _  APj__ AP%
g* JA +P2A
a podstawiajac za AP2=*y2—yK za PiA =x2—a,
motrzymamy takze i w tym przypadku wzdr (U). Podobnie wykazuje sie, ze wzor
m(11) utrzymuje sie takze dla katéw wypuklycli, t. j. jezeli punkt P1 lezy wyzej
od punktu P2, ma wiekszg rzedng od rzednej punktu P2. Narysuj odpowiednig
figure i udowodnij!

Wzor (11) mozemy wypowiedzie¢ tak:

Tangens kata, jaki tworzy dowolny odcinek z dodatnim lae-
runkiem osi X-6w, otrzymujemy, dzielac zmiang (t. j. przyrost
lub ubytek), jakiej dozna rzgdna przy posunieciu sie od poczatku
odcinka do jego kornca przez réwnoczesng zmiang odcigtej.

Oznaczajgc réznice x2—xi znakiem Ax (differentia «=rdznica),
a réznice y2—y" znakiem Ay, mozemy wzdr (11) przedstawi¢ w formie:

A
tga = A)>/< -a (Hi)

Warto$¢ tego stosunku: a nazywamy takze wspdtczynni-
kiem kierunkowym linji PXP2

Stosunek przyrostu (lub ubytku, t. j. odjemnego przyrostu) rze-
dnej do przyrostu (ubytku) odcietej odgrywa wazng role w geometrji
naukowej i praktycznej. | tak, aby okresli¢ spadek drogi lub jakiej-
kolwiek pochytosci, podajemy, jaki przyrost wysokosci (rzednej) przy-
pada na pewien przyrost diugosci (odcietej). N. p. jezeli droga
mwznosi sig 0 3m na 100 m poziomej dtugosci, to spadek drogi wynosi
i 0%

Ot6z z wzoru (11) wynika, ze spadek jakiejkolwiek linji prostej
rotona sie tangensowi kata nachylenia.

Jezeli linja jest prosta, to spadek w kazdem jej miejscu jest
.réwny, bo tg @ ma dla kazdego odcinka tej prostej jednakowg war-
tos¢. Jezeli jednak badana linja jest krzywa, to spadek jest w kaz-
dem miejscu inny. Mozemy poda¢ na razie tylko przecietny spa-
dek wzdtuz jakiego$ tuku tej krzywej. Tak n. p. na fig. 19 punkt
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ruchomy na linji krzywej L wznosi si¢ poczatkowo szybciej, anizeli na
odcinku AB, w pewnym punkcie C jednakowo, a potem znowu powol-

niej. Za przecietny spadek wzdtuz tuku AB mozemy przyja¢ spadek.
wzdtuz odcinka AB, a wiec:

4 2 xi

Im blizej punktu A obierzemy
punkt B, np. Bit B2, tern mnigj-
rézni sie przecietny spadek wzdtuz
tuku linji  krzywej od prawdzi-
wego spadku w punkcie A. Praw-
dziwy spadek w punkcie A otrzy-
mamy, jezeli sieczna AB stanie sie
styczng.

Otéz prawdziwy spadek (wspdtczynnik kierunkowy) linji krzywej'
nie jest w kazdym punkcie jednakowy a rdwna sie spadkowi stycznej,
nalezacej do tego punktu, t. j. tangensowi kata, jaki tworzy styczna
z dodatnim Kkierunkiem osi X-6w.

Uwaga. Podobne rozwazania przeprowadza sie w mechanice dla predko-
§ci przecietnej i prawdziwej w ruchu zmiennym.

Przyktad. Zbada¢, jaki spadek ma linja krzywa, przedstawiona réwnaniem:

y::4
w punkcie x =2, y=\. (Obraz, tej krzywej rysowalismy na str. 13 fig. 5). Od
punktu (2, 1) posuwamy sie tak, aby odcieta x wzrosta o 1; obliczamy odpo-
wiednie y, tworzymy r6znice X2—Xi=\X, y2—yj=Avy i stosunek tgoc=
1
e W Ay i notujemy te warto$ci w tabelce. Potem posuwamy sie od

x2—xl  Ag
punktu (2, 1) mniej, n. p tak, aby X wzrosto tylko o V, >znowu obliczamy

A
spadek przecietny \_xy i t. d. Otrzymamy nastgpujace wartosci:

X y Aa; Ay 2’( |
2 i 1
3 2-25 1 1-25 1-25
2-5 1-5625 0-5 0-5625 1-125
21 1-1025 01 0-1025 1-025 i
201 1-010025 0-01  0-010025 1-0025
2-001 1-00100025 0-o0oi 0-00100025  1-00025 j

2-\-&x i+ W I AX 4 i+ T
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Z tej tabelki widzimy, ze przecigtny spadek wzdtuz iinji ye=>— dazy od

wartosci 1, gdy punkt ruchomy zbliza sie do punktu (2, 1). To znaczy: tan-
gens kata, jaki twtorzy sieczna, wychodzaca z punktu (2, 1), dazy do 1, gdy
sieczna dazy do potozenia stycznej, wiec sam kat dazy do 45°.

W ten sposob mozna bada¢ stopien wzrastania kazdej funkciji,
bez wzgledu na to, czy znamy jej obraz geometryczny, czy tez posia-
damy tylko liczbowa zalezno$¢ zmiennych x i y.

§ 11. Kat dwoch linij prostych.

Katem linji z linja L, nazywamy mniejszy od 180° Kat,
liczony od linji L2 ku Lt w Kierunku dodatnim, t. j. przeciwnym dd
ruchu wskazowki zegara. A wiec n.'p. na fig. 20 a. katem, jaki tworzy
linja Z, z jest <$ACB=<j>. Z fig. 20 a. widzimy, ze:

cp=ai—a2
jako kat wewnetrzny w trojkacie ABC, jezeli a, j> a2; jezeli za$
a,<az2, to (por. fig. 20 b):
(p=ai+ 180°—a2= a, —a2+ 180°
jako kat zewnetrzny.

Fig. 20.

Jezeli znamy wspotczynniki kierunkowe (spadki)
eobydwu linij Z, i Z2, t. j.

to tatwo obliczyé tg e .zapomocag znanego z trygonometrji wzoru:
tg «2- tg a2

9 tg (¢ —a2) 1+tg «itga2
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wiec:

w <l2>

Wz6r ten nie zmieni sie, jezeli a,<;a!2, bo wtedy tg<p=
= tg (aj —a2+ 180°). Poniewaz za$ perjodem funkcji tangens jest 180°,
przeto i teraz:

tg <P=tg (ai-a?2
a po rozwinieciu otrzymamy znowuz wzoOr (12).

Trzeba wyraznie odréznia¢ kat linji Z4 z prostg L2 od kata
prostej L2 . prostg Lx. Ten drugi kat jest przylegty do a ponie-
waz tg (180°—e) ——tg (f, zmieni sie znak we wzorze (12). Otrzy-
mamy wiec w tym przypadku w liczniku a2—au

Z wzoru (12) odczytujemy, ze jezeli a“=a2 (mianownik nie
moze by¢ wtedy zerem, bo wynosi 1+ «,2, t j. a‘*=a2 to
tg<p=0, a wiec i %=0° Proste Z4 i L2 sg wtedy roéwnolegte. Od-
wrotnie: jezeli proste Z, i L2 sg réwnolegte, to a”“a.” jako katy
odpowiednie, a wiec musi by¢ ad4=a2 Stad wniosek:

Warunkiem dostatecznym i koniecznym réwnolegtosci dwoch
linij prostych jest réwnos¢ ich wspotczynnikéw kierunkowych :

«iz=«?2 (13)

jezeli mianownik we wzorze (12) dazy do zera (licznik nie moze
wtedy dazy¢ do zera! dlaczego?), to tge dazy do 00, a wiec kat e
dazy do 90°. Proste i, iL2 stajg sie wiec prostopadte, gdy mianownik
stanie sie zerem. Odwrotnie: jezeli prosta Z, jest prostopadtg do L2
to <p=90°, tg (p nieskonczenie wielkie, a wiec mianownik we wzorze
(12) musi by¢ zerem (o ile rownocze$nie licznik nie staje sie nie-
skonczonoscig) : .

Stad S
«l1l— 04)

Ot6z: warunkiem prostopadtosci dwoch prostych jest, aby
Jwspéiczynnik kierunkowy jednej z nich byt odwrotnoscig ze znakiem
Iprzeciwnym wspotczynnika kierunkowego drugiej.

Wzor (14) zawodzi, gdy a2= 0. Wtedy jednak L2 jest réwnolegta
do osi j-sw, a wiec prostopadia do niej prosta Z4 jest prostopadita
do osi z-6w, a jej spadek jest nieskonczenie wielki. W tym przypadku

nalezy pojmowa¢ wzdr (14) jako wzor graniczny: «j = lim (— 2) .
B0V«



Przyktad 1. Pod jakim katem przecina prosta, faczaca punkty: (—2, —1),
(3, 5), prostag faczaca punkty: (—1, 4), (6, —1)? Obliczamy wspotczynniki
kierunkowe obydwu prostych:

5+ ! 6
—1—4 5
Poniewaz a ,—— , przeto s=90°, wiec proste sg prostopadte.
az2
Przyktad 2. Wierzchotki trojkata majg wspoétrzedne: A (5, 6), B (9, 0),

C (-2, -4).
Obliczy¢ kat wewnetrzny u wierzchotka A.
Obliczamy spadek linij AB i AC:
- 3
a“tga,- 2 — -
—4—6 10

Do tej wartosci znajdujemy w tablicach trygonometrycznych:
= 6S°41".
Zbada¢ przy pomocy figury, czy to jest naprawde kat wewnetrzny!

§ 12. Podziat odcinka.

Znajac wspotrzedne Pi(xv yi) i P2(x2 y.2) punktéw koncowych
odcinka, znalez¢ wspoétrzedne punktu, potowigcego ten odcinek: P (x,y).
Tworzac rzuty odcinka PtP2 na

0§ X-6w i o$§ F-6ow (fig. 21) wi-

dzimy (wynika to z wiasnosci tra-

pezu), ze
AIA=AA2 i
czyli:
5 ' oX *—x\~X,—Xji y—yy=y2—y
A, A A
stad
Y
Fig. 21.

Stowami: wspo6trzedne punktu, potowiacego odcinek, sg Srednienii
arytmetycznemi wspdtrzednych punktow koncowych.
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W taki sam spos6b otrzymamy wspotrzedne punktu;
dzielgcego odcinek w dowolnym stosunku: m:p—s.

Tworzymy rzuty odcinka PjP2 (fig. 22) na osie wspotrzednych,
to z nauki o proporcjonalnosci wiadomo, ze, jezeli:

P\P
PPo
to takze:
AiA P.P
AA~ BB’
czyli:
=g Y-Yi_g
8, ) @
X y-i-y
Stad tatwo obliczy¢:
_ X, + SO0D2 ViA-Sy-i (16)
[+ $ I+s

Wzory te sg uogdlnieniem poznanych w geometrji jednowymia-
rowej wzoréw (3) i (4).

Wzory te pozwalajg obliczy¢ wspo6trzedne punktu podziatu dla
wszelkich wartosci s z wyjatkiem s——1. Wjdzimy za$, ze gdy s
dazy do —1, to zarowno x jak i y daza do nieskonAczonosci.

Uioaya. Jezeli stosunek podziatu s jest liczbg ujemna, podziat jest ze-
wnetrzny, to znaczy punkt P lezy na przedtuzeniu odcinka PjP2 poza i', lub
poza P2 i odwrotnie: jezeli P lezy”poza PtP2, to stosunek S jest liczbg ujemna.

Jezeli jaki$ odcinek o koncach Px%, y"), P2(x2, y2) podzielimy
dwoma punktami P](x3,y3) i P4(a4, y4) w stosunkach s i t, to sto-
sunek podzialu podwojnego k tego odcinka tatwo wyrazi¢ zapomocg
wspOtrzednych. Z réwnan (a) wynika, ze:

=43 - NN X~Apnp ) 1
X-3- -X,, "X,

Podobnie wyraza sie Ic zapomocg rzednych.

Jezeli podzial jest harmoniczny, t.j. (= —1, to odciete i rzedne
spetniaja nastepujace réwnania:

£3 % . yY%o—y\ A
X Cyi-yty-i-yt

Przyktad 1. Wierzchotki tréjkata s3 A (—1, 3), B (5, -5, C (1, 5).

Obliczy¢é potozenie $rodka ciezkosci pola tréjkata.

Dr, A. tomnicki. Poczatki geom. anal.
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Srodki bokéw maja wedtug wzoréw (15) wspétrzedne:

+5 3—5\

SI( 12 9 czyli SajA2, (@)
+ 1 3+ 5\
' ( L2 % (0, 4)
5+5 .
Sj,0(3, 0).
X Wiedzac, ze S$rodek ciezkosci dzieli

linje srodkowg ASuc w stosunku s=2 : 1,
otrzymamy jego wspotrzedne z wzorédw
(16):

=" 142 3

Jako zastosowanie wzoréw (15) i (16) wyprowadzimy ogdiny
wzor na wspotrzedne S$rodka ciezkoSci trojkata, w ktéorym znamy
potozenie trzech wierzchotkéw + (+yj) R(x2y2) C(x,y,).

Srodek boku BC ma wsp6trzedne:

SjIc['~ 2’ 2 )m
Odcinek ASBC dzielimy w stosunku s= 2 :1, otrzymamy wiec :

Xi+2. "~ xx+ x2+x3
1+2 -~ 3

L Ar+2- 0N ?/i+22+ya
ti 1+2 3
WSp6trzedue Srodka ciezkoéci trojkata sa S$redniemi arytme-
tycznemi wspotrzednych trzech jego wierzchotkow.

Uwaga. Srodek ciezkosSci masy rozmieszczonej jednostajnie na
catem polu trojkata jest zarazem S$rodkiem ciezkosSci trzech réwnych
mas umieszczonych w wierzchotkach tréjkata/ Jaki wzo6r otrzymaliby$Smy,
gdyby te trzy masy nie byly réwne, np. AiNn2, m3? Na podstawie
znalezionego wzoru okazaé, ze S$rodek ciezko$ci masy rozmieszczonej
jednostajnie tylko na obwodzie trojkata o bokach a, b, ¢ ma wspédit-

rzedne x-= ' ra_"b+c ’ i odpowiednio dlay, przyczem xa, xu, Xxc,

the> B> Ve sg wspdirzednemi Srodkow ciezkosci bokéw a, b, c..
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8§ 13. Pole trojkata i wielokata.

Znajagc wspotrzedne trzech wierzchotkow: A (z,yi) B(x2y2)
C(x,y2) tréjkata, mozemy obliczy¢ jego pole. Prowadzimy przez naj-
nizszy wierzchotek (t. j. wierzcho-
tek, majacy najmniejszg rzedna)
prostag réwnolegtag do osi X-0w,
a z pozostatych wierzchotkéw pro-

ste prostopadte do niej.
Pole tréjkata, jak widac z figury,
wynosi:.p=AA'C/C+ CC'B—AA'B.
Pole trapezu rowna sie potowie
sumy bokéw réwnolegtych pomno-
zonej przez wysoko$¢. Jego boki
sg rowne rzutom bokéw tréjkata

na osie, wiecf

AA+CC mVi)

AA'C'C = c' K*L??i)

CCBj= C2° .C'B=y'2VI.{x2-x 3

AlA
AA'B= 2 -A’3 -Vs22?2/7. (32—

Podstawiajgc te wartosci w p, otrzymamy po uporzgdkowaniu
i zredukowaniu:

2 p=Xxi(y27-ys)+x2(y3—yi)+x,(yi—y2) czyli:

2 p=(Xjy2—agy D)+ (oejy2—asyy  (AVi —&iVi) (18)

Prawa strona tego wzoru sklada sie z trzech wyrazen, zbudo-
wanych zupeinie podobnie. Napisawszy pierwsze xly2—x2yi otrzy-
mamy nastepne, zmieniajgc znaczki 1, 2, 3 cyklicznie, t. j. zamiast
znaczka 1 piszemy 2, zamiast 2......... 3, a zamiast 3 znowu i, wedtug

schematu: >
.3<-2

Wzér ten utrzymuje sie dla wszelkich potozen trojkata.

Z tego wzoru otrzymujemy na pole trojkata wartos¢ dodatnig
lub ujemng, zaleznie od tego, czy punkty A, B, C nastepujg po sobie
w kierunku dodatnim, t. j. przeciwnym do ruchu wskazéwki zegara,
czy tez w kierunku zgodnym (ujemnym). Gdyby wypadto p=o0, punkty
A, B, C lezalyby na jednej linji prostej.
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Odréznienie znakéw nie ma znaczenia, dokad mamy do czy-
nienia z jednym trojkatem. Jezeli jednak figura skiada sie z kilku
tréjkatow, trzeba dobrze uwazaé, ktore pole nalezy pojmowaé jako
dodatnie, a ktoére jako ujemne.

Jak sie uprosci wzor (18), gdy jeden wierzchotek, n. p. (xiy5)
lezy w poczatku ukiadu?

Przyktad. Obliczy¢ pole czworokata, ktérego wierzchotki majg wspot-
rzedne: A (0, -5), B (7, 0), C (4, 6), D (—4, 3).
Gdybysmy obliczali to pole wedtug wzoru:
p=ABC-\-ADC
otrzymaliby$my réznice p6l obu troj-
katéw, poniewaz tréjkat ABC jest
obiegany w kierunku dodatnim a ADC
w kierunku ujemnym. Musimy wiec
uzyé wzoru:
2p=2(ABC+ACD)
w ktéorym obydwa tréjkaty sa obie-
gane w Kkierunku dodatnim. Podsta-
wiajgc wartosci wedtug wzoru (18)
otrzymamy:
2p= [0.0—(—5).7]+ (7.6—0.4)+
+ [4.(—5)—6.0]-{-[0.6—(—5). 4] +—
+ [4.3—6(—4)] +[(-4) (—5)—0.3]
2p= 133
p = 66j.

Postepujgc podobnie z wielokgtem, ktorego wierzchotki maja
n. p. wspotrzedne:
(xlyi) (xy2) (x,y,) (x.y.) (x.y3d,
otrzymamy na pole wielokagta wzor:
2p= )-f(x,y,—x3y 2+ @3/4- x liy.t) -f (z4%5- a ~ 4 +
+ (xbyi-x iy.)
zbudowany wedtug tejsamej zasady: cyklicznej przemiany znaczkow.
Pole to moze mie¢ takze warto$¢ dodatnig lub ujemna.

Najtatwiej dochodzi sie do tego wzoru, #3czac wszystkie wierz-
chotki wielokata z poczatkiem uktadu i tworzagc sume algebraiczng
wszystkich pol trojkatow, majgcych jeden wierzchotek w poczatku
uktadu. Wyobrazamy sobie przytem pole zakre$lone promieniem wy-

chodzacym z poczatku ukiadu, ktérego koniec obiega wielokat. Pola
nie nalezagce do wnetrza wielokata odpadajg przy tym rachunku,
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beda bowiem raz obiegane w kierunku dodatnim, drugi raz w kie-
runku ujemnym.

Jezeli boki wielokata krzyzujg sie z soba, to pola obliczane
wedtug tego wzoru moga sie czeSciowo a nawet zupetnie znosic¢
(n. p. w czworokacie skrzyzowanym, ztozonym zdwéch przystaja-
cych tréjkatow). Natomiast w wielokatach gwiazdzistych licza sie
przytem czasem czesci pola podwdjnie, potrdjnie itd., np. gdy poczatek
uktadu lezy w Srodku wielokata gwiazdzistego.

Cwiczenia iii

§ 9. 1 Znalez¢ rzuty na 0$ X-6w i T-6w odcinkow:

A (-3, -4)....B (6, 2); C@, -5).. ..D (-4, 1)
E(2, 7). F (-5, 3); G@4 4) UGG -1)
Narysuj!

<2 Wykazaé, ze suma rzutéw trzech bokéw tréjkata na jakakolwiek o$
rowna sie zeru.

3. Wykaza¢, ze suma rzutéw wszystkich bokéw dowolnego wielokata
zamknietego na 0$ réwna sie zeru, a rzut jednego boku réwna sie sumie rzu-
tbw pozostatych bokoéw ze znakiem przeciwnym.

4. Wyprowadzi¢ wzér na odlegto$¢ dowolnego punktu .((a;, y) od po-
czatku uktadu.

0j Obliczy¢ odlegtos¢ punktow (—4, 5). ... (3, —6); (2, 5). . ..(X, ).

6. Obliczy¢ boki trojkata, ktérego wierzchotki majg wspotrzedne A (—3,
-5), B (2, 3))C (-1, 8).

J. Obliczy¢ boki i przekatnie czworokata, znajgc jego wierzchotki A (0, 0),
B (4, 0, C(, 6), D (-1, 2.

8. Jakie roéwnanie muszg spetnia¢ wspoétrzedne wszystkich punktéw (X, Yy)
lezacych w odlegtosci 4 od poczatku uktadu ?

9. Jakie réwnanie musza spetnia¢ wspotrzedne wszystkich punktow,
ktére sg oddalone o 3 jednostki od punktu (2, 5)? Co jest miejscem geome-
trycznem tych punktow ?

£0. Jakie réwnanie muszg spetnia¢ wspoétrzedne wszystkich punktow
rbwno oddalonych od dwoéch statych punktow A (2, 4), B (5. 1)? Co jest
miejscem geometrycznem tych punktéw? zac, \Y

£b-Jakie rownania muszag spetnia¢ wspodtrzedne punktu, réwno oddalo-
nego od trzech danych punktow A (—2, 3), B (4, 2), (. (1, —4)?

12. Znalez¢ $rodek i promien kota opisanego na trojkacie A (0, 0),
B (4, 6), r (+1, 8).

13. Obliczy¢ odlegto$¢ punktéw, znajac ich wspdirzedne biegunowe, n. p.
A (4,736°) B (8, 52 ). Zastosowac twierdzenie Carnotal \ C-' xn

14. Znalez¢ rownanie, jakie musza-spetnia¢ wspdtrzedne punktéw, kté- N
rych suma odlegtosci od punktow Ft (—4, 0) i F2 (+ 4, 0) wynosi 10.
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15. Znalez¢ réwnanie miejsca geometrycznego punktow, ktorych odlegtosci
od punktéow (—4,0), (+4,0) majg statg sume kwadratow: % 2+ <7,2=50.
16. Odlegtosci punktu ruchomego od punktéw (2t 0) (—2, 0) maja staty

d

3 - . . -
stosunek d+3: 5 Jakie jest rownanie drogi punktu ruchomego ?

§ 10. 17. Obliczy¢ kat nachylenia prostej, przechodzacej przez poczatek ukiadu
i przez punkt: a) (4, 3), b) (—2, 3); ¢) (2, —5) wzgledem dodatniego kie-
runku osi X.

18. Pod jakim katem wznosi sie linja prosta, przechodzgca przez punkty
(—4, —1), (2, 3)?

19.Zbadaé, czy punkty A (0, 2), B (—2, —1), C (6, 1), D (8, 2) leza
na jednej linji prostej, obliczajac spadki odcinkéw AB i AC,

20. Jaki warunek musza spetnia¢ wspdétrzedne punktu B(xtj), jezeli ten
punkt lezy na prostej, wyznaczonej przez dwa punkty A (xt, ijt), B(r2.y,) 7
Udowodnij przy pomocy spadku!

21. Znalez¢ spadek linji krzywej:

y =5x2—4x
w punkcie, ktérego odcieta x = 1. Zestawi¢ tabelarycznie przecigtne wartosci
spadku!
22. Znalez¢ wspotczynnik kierunkowy krzywej:
8y—x 3+ |
w punktach x=1,x=3, x=0, x= —2.

§ 11.23. Jaki kat tworzy odcinek (—2, —13)...(3, 2) z odcinkiem (I, 3)..
4, 2)?

24. Rozwigza¢ trojkat 4 (1, —2), B (3, 2), C (—3, 0); obliczy¢ boki
i katy.

25.Jaki kat tworzg proste, ktérych spadki sg 24% i —40% ?

26.Jaki kat tworzg proste, z ktérych jedna przechodzi przez punkty

(—2, —5), (3, —10) a druga przez punkty —-M (5, —3).

27. Jaki wspotczynnik kierunkowy ma linja réwnolegta do prostej, fa-
czacej punkty .4 (—8, 0) B (I, 6)?

28. Jaki wspoétczynnik kierunkowy ma finja prostopadta do odcinka
(3, 1)...(6, 5)? Jaki kat tworzy ta prostopadta z osig A'-O0w?

29. Wykazaé, ze punkty (1, 2), (3, —2), (—i, —3), (—3, 1) sa wierz-
chotkami réwnolegtoboku.

30. Wykazaé przy pomocy wspo6tczynnikéw kierunkowych, ze punkty,
potowigce 4 boki dowolnego czworokata sg wierzchotkami réwnolegtobak™

31. Zmierzono diugo$¢ s=5 cm pewnego odcinka, wychodzgcego z pun-
ktu .4 i jego kat z osig J-6w; obliczy¢ wspdtrzedne punktu konco-
wego (n. p. =1 vyj=6, tgz=3).

32. W wielokacie otwartym znamy wspOtrzedne punktu poczatkowego
4 (0, 0), dtugosci bokéw: s, —10m, *j=8, A= 12 m, = 15m i ich wspot-
czynniki kierunkowe: o0.==1, aj—4, ax= —3, (odcinek tworzy z dodatnim
kierunkiem osi A'-6w kat wypukly wiekszy od 270®!), ad4=2.
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Obliczy¢: @) wspoétrzedne ostatniego wierzchotka;
b) kat, jaki tworzy z osig X-6w prosta, zamykajgca wie-
lokat ;
c) odlegto$¢ poczatku wielokata od konca. (Zdjecie poly-
gonalne w miernictwie).
§ 12. 33. Znalez¢ wspo6irzedne punktu, dzielgcego odcinek (2, —3), ( 1, 5)

a) w stosunku 2:3,
b) w stosunku —

34. W jakim stosunku dzieli punkt(1, 0) odcinek (2, 0). . .(6, 0)?

35. Obliczyé¢ dtugosci linij $rodkowych tréjkata: A (—2, 0), li (1, 1),
C (0, 4).

36. Wykazaé analitycznie, Ze linja, tagczaca $rodki dwéch bokow tréjkata,
jest do trzeciego boku rownolegta i rowna sie jego potowie. N. p. A (—2,
-1), B (2,0), C(0,3).

37. Na prostej, taczacej punkty A (0, 3) i H (4, 0) lezg dwa punkty
C i D, ktérych odciete s3: x3=\, xi=6. Obliczy¢ stosunek podziatu pod-
wojnego tych czterech punktow'.

38. Wykaza¢, ze warto$¢ stosunku podziatu podwdjnego nie zmieni sie,
jezeli pomieniamy dwie pary punktéw,

t j.n p. (ABCD)=(CDAB).

39. Do trzech punktéw A (—1, 4), B (4, —1), C (0, 3) znalez¢ czwarty
1) harmonicznie sprzezony t. }. taki, aby (ABCD)——1

40. Do trzech danych punktow, lezacych na jednej linji prostej, n. p.
-(—3, 0), (1, 0), (5, 0), dobra¢ czwarty tak, aby stosunek podziatu podwdjnego

miat z géry oznaczong warto$¢, n. p. k= —

41. Odcinek A (3, —6), B (10, 18) podzielono na 5 réwnych czeS$ci;
znalez¢ wspoOtrzedne punktéow podziatu.

42. Odcinek A (—2, 1), B 1, 3) przedtuzono o potrojng jegodtugosc
poza B; znalezé wspdtrzedne punktu koncowego.
43. W punktach 4 (4, 3), B (6, I) zaczepiaja sity P,=6 kg, P, = 10 kg,
dziatajgce réwnolegle. Znalez¢ punkt zaczepienia ich wypadkowej i
§ 13. 44. Obliczy¢ pole trojkata: a) (0, 0), (6, 2), (1, 8) (wzér ogdliny!)
b) 3. —2), (-4, 1), (-8, 5);
c) (3, 0), (0, 2), (4 5);
dj (54, —3-7), (—4-6, 2-8), (—5-2, —3-2).
45. Wykazaé, ze pole trojkata:
(0, —4), (2, 2), (—1 —T) wynosi zero (t. j.,, Ze punkty te lezg na
jednej linji prostej).
46. Wyrazi¢c wzér na pole trojkata we wspotrzednych biegunowych;(za-
stosuj to n. p. do rj=3, r,= 6, rz—>5, Sj= I0®, e2=35"v 1,-60%).
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47. Obliczy¢ pole wielokata, ktérego wierzchotki majg wspoétrzedne pro-

stokatne :
(-2, -1), 0, 1, B, 7), (2, 8), (-3, 1.

48. Obliczy¢ pole czworokata skrzyzowanego A (3, 0), B (0, 3) C (10, 3),
D (6, 5) najpierw wzorem og6lnym a nastepnie z figury bez uwzgledniania znaku.

49. Wierzchotki czworokata sg A (a,r/,), B (x2y2), C (x3i/3), D (.r4%4);
wykaza¢, ze odcinki, tgczace $rodki bokédw przeciwlegtych, majg wspo6lny Srodek.

(Punkt S jest $rodkiem ciezkosci ukktadu czterech punktow o masach
réwnych).

50. Wierzchotki czworokata sa: (—4, 0), (1, —3), (5, 1), (0, 6); obli-
czy¢ jego Srodek ciezkosci, jezeli masa jest-rozmieszczona jednostajnie na
cafem polu czworokata.

Wskazédwka. Znalez¢ $rodki ciezkosci dwoch trojkatow sktadowych:

$rodek ciezkosci catego czworokata dzieli Ich odlegto$¢ w stosunku odwrot-
nym do wielkosci p6l (mas) tych tréjkatow.



Rozdziat IV
O ifnji prostej "’

§ 14. Rownanie linji prostej.

Rownaniem linji prostej nazwiemy — stosownie do og6lnego
okreslenia ,,rownania linji* — takie réwnanie, ktéremu czynig zados$é
wspoétrzedne wszystkich punktéw, lezgcych na tej linji, a ktdrego nie
spetnia zaden inny punkt (lezagcy poza prostg).

1. Proste réwnolegte do osi.

Wezmy jakagkolwiek linje prostg (Fig. 26) L, réwnolegtag do osi
A-6w, n. p. w odstepie b. Kazdy punkt tej prostej ma rzedng b, bez
wzgledu na to, jaka warto$¢ ma od-
cieta. Dla wszystkich punktéw tej pro-
stej zachodzi wiec réwnanie;,
y=b (19)
A Zaden punkt, lezacy poza prosta (pod
y nig lub nad nig), nie speinia tego ro-
wnania, poniewaz ma rzedng wiekszg
lub mniejsza od b.' Réwnanie (19)
jest wiec réwnaniem prostej
rownolegtej do osi ¢"-0w. Gdyby
odstep 6 byt: b=o0, to otrzymalibySmy sarng o$ z-6w. Otéz réwna-
niem osi a>0w jest:
y-0 (20)
Podobnie wywnioskuje sie, ze ré6wnanie prostej rownolegtej
do osi y-6w w odstepie n. p. ¢, jest:
X=¢C (21)
ardwnanie samej osi y-6w jest
(22)



2. Proste przechodzgce przez poczgtek ukiadu.

Wezmy pod uwage dowolng prostg, przechodzacag przez pocza-
tek ukladu. Do wyznaczenia takiej prostej wystarczy zna¢ kat
jaki ona tworzy z dodatnim Kkierunkiem osi z-6w. Chcemy znalez¢
zwigzek, zachodzacy miedzy wspoOtrzednemi x i y kazdego punktu
tej prostej. Widzimy z figury 27, Zze dla kazdego punktu prostej L
rzedna ma wartosc

y=x.tg a (@)

bez wzgledu na to, czy ten punkt lezy nad osig x-0w, czy tez pod
nig, po prawej, czy lewej stronie osi y-Ow.
Chodzi jeszcze o punkt O;

R P>L jego wspotrzedne x—o i y=o

spetniajg takze rdwnanie (a).
yoy Ot6z kazdy punkt prostej
—-—— spetnia to rownanie. Za-

chodzi jeszcze pytanie, czy jaki$
punkt lezacy poza prostg nie
-Y spetnia tego samego réwnania.
Fig. 27. Wezmy dowolny punktR o wspot-
rzednych xv yl poza prosts.
Gdyby te wspotrzedne spetniaty rownanie (a), mielibySmy:
W~ xtetg «e
Ale z figury odczytujemy:
i8i tg /2
Z tych dwoch réwnahn wynikatoby tga=tg;3 czyli a=fi, a to-
jest niemozliwe, poniewaz dla punktow lezgcych poza prosta jest
albo §>a albo /3<a. Otéz zaden punkt
lezacy poza prosta L, nie speilnia row-
nania (a).
Stad wynika: rownaniem linji pro-
stej, przechodzacej przez poczatek ukiadu
jest:

Fig. 28. Gdyby kat a byt rozwarty (fig. 28)
to przy dodatniem y odcieta x jest ujemna,

a przy dodatniej odcietej x rzedna jest ujemna. Stosunek é‘c jest wiec

wtedy stale ujemny, przedstawia zatem tangens kata rozwartego: a.
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Ot6z i w tym przypadku réwnanie linji prostej jest

¥ - tga, czyli

y=x.\ga.

Dla skrocenia oznaczamy tga jedng literg: a i to a nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym tej linji prostej lub jej spad-
kiem (por. § 10).

Wtedy réwnanie prostej przyjmuje postac:

y=ax (23y

Z tej formy zrozumiemy, dlaczego a—tga nazywamy ,wspoéit-
czynnikiem* kierunkowym.

Z calej dyskusji wyprowadzamy nastepujagcy wniosek:

Réionanie kazdej linji prostej, przechodzacej przez poczatek-
uktadu, z wyjatkiem osi y, ma réiunanie:

y =ax
gdzie a oznacza tangens kata, jaki tworzy ta prosta z dodatnim
kierunkiem osi x-6w.

Wspotczynnik a moze przybiera¢ wszelkie wartoSci rzeczywiste:
.Jezeli a jest liczbg dodatnig, prosta tworzy z osig s-w kat ostry,
jezeli a jest liczbg ujemng, prosta tworzy z osig x-6w kat rozwarty
jezeli a=o, otrzymujemy samg 0$ x-6w t. j. ?—o. Jezeli a—co, to
réwnanie y=o0>o0.x jest nieprzydatne; wtedy jednakze kat a wynosi.
90®, prosta nakrywa sie wiec z osig y-0w. ROwnaniem osi *-6w jest,
jak wiemy:

33=0
réwnanie to za$ nie da sie pociagnag¢ pod forme y=ax (chyba pod:
forme ¥ dla « —or),

Rownanie y =ax mozemy takze wypowiedzie¢ tak: rzedna kaz-
dego punktu linji prostej, pzzechodzacej przez poczatek uktadu, jest
proporcjonalna do odcietej tego punktu. To proporcjonalne wzno-
szenie sie, wzglednie opadanie, jest charakterystyczng wtasnoscig linji'
prostej. Stad wynika naodwrot: kazda wielkos$¢, wzrastajgca propor-
cjonalnie do drugiej, przedstawia sie graficznie jako linja prosta.

Przyktady: .a) Znalezé réwnanie prostej, potowiacej kat miedzy do-
datniemi kierunkami osi. Dla takiej prostej kat nachylenia z=45°, a wiec-
wspotczynnik kierunkowy: a==tga—1

Réwnaniem jej jest wiec:

y—X.
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b) Znalez¢ réwnanie prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu, zna-
jac jej spadek: 3°/0. Jak wiemy, spadek réwna sie tangensowi kata, jaki ta
prosta tworzy z poziomem (z osig a;-6w). Wiec:

»-««-jfs-

Réwnanie zadanej prostej jest wiec:
3

J 100
Posiadajgc to rownanie, mozemy tatwo wykre$li¢ zagdang prosta, nie obliczajagc
nawet jej kata nachylenia. Wiemy, ze przechodzi przez poczatek uktadu O (0, 0);
aby znalez¢ drugi punkt, przez ktéry ta prosta przechodzi, podstawmy za x do-
wolng warto$¢ n. p.a;= 10, to y= 0'3. Punkt A (10, 0'3) spetnia réwnanie prostej,
a wiec lezy na prostej. Majac dwa punkty, mozemy juz te prostag wykreslic.
¢) Jaki kat tworzy z osiami prosta, ktérej réwnanie jest

3
\= X ?
tgx = « = wiec: tg (180°— a)= +
9 « 5° .% g ( ) .

W tablicach trygonometrycznych znajdujemy do tej wartosci kat:
180°—a= 30°57'50" wiec: a= 149°2'10".

Do wykreslenia tej prostej najtatwiej jest obliczy¢é wspotrzedne jednego
punktu n. p. X= —5, to y—+ 3.

d) Podaé¢ rownanie prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu i p
punkt A (4, 12).

Nie znamy wspoétczynnika kierunkowego a; natomiast wiemy, ze wspot-
rzedne: (4, 12) punktu A speiniajg réwnanie

y—a.r
a wiec: 12=4«
a etad: a=3.

Réwnaniem zadanej prostej jest:
y=3Xx.

3. Prosta w potozeniu dowolnem.

Aby wyznaczyé prostg, nie przechodzaca przez poczatek ukiadu,
wystarczy zna¢ kat jej a z dodatnim kierunkiem osi x-6\v i odci-
nek b na osi y-6w. Poréwnujac,

te prostag L (Fig. 29) z rownolegta

do niej U, przechodzacg przez po-

czatek uktadu, widzimy, ze rzedne

wszystkich jej punktow powstajg

przez dodanie odcinka &do rzednych

prostej L' (gdyby b byto liczbg

ujemng, rzedne prostej L' zmniej-

szytyby sie przez to ,dodanie”,

prosta L lezalaby pod prosta-J/).



Dla punktéw prostej L' rzedna:

W\ =ax

a wiec dla kazdego punktu prostej L:
y*=ax+b. (24)

Zaden punkt, lezacy poza prosta L, nie moze spetniaé tego
rébwnania, bo w takim razie, znizajagc ten punkt o odcinek b, otrzy-
maliby$Smy punkt lezacy poza prostg L', ktdry musiatby spetniaé
réwnanie: y=ax. WidzieliSmy za$ przy dyskusji réwnania y—ax, ze
to jest niemozliwe.

Otéz réwnanie linji prostej w dowolnem potozeniu ma postacr
y —az+bh. Nie zawierajg sie w tej formie jedynie linje rdwnolegte do
osi y-6w. Réwnanie to nazywamy: kierunkowem rdéwnaniem
linji prostej dla odrdznienia od innych postaci, do jakich mozna spro-
wadzi¢ rownanie linji prostej.

W roéwnaniu tern a i b sg liczbami statemi dla jednej prostej,
moga za$ mie¢ rézne wartosci dla réznych prostych.

Jezeli o jest liczbg dodatnig, kat prostej z osig x-O0w jest ostry,
jezeli a jest liczbg ujemna, kat prostej z osig x-Ow jest rozwarty;
jezeli b jest liczba dodatnig, prosta przecina o$ y-6w nad poczgtkiem
uktadu, jezeli b jest liczbg ujemna, prosta przecina 0$ y-6w pod po-
czatkiem uktadu, jezeli zas 6=0, prosta przechodzi przez poczatek
uktadu.

Prosta dzieli calg ptaszczyzne na dwie cze$ci: w czesci pta-
szczyzny, lezacej nad prostag — o ile nie jest rownolegtg do osi
y-0w — sg rzedne wieksze od y=ax+b, wiec wielomian y—ax—b
jest dodatni dla wspotrzednych wszystkich punktéw tej czeSci pta-
szczyzny; w czesci plaszczyzny, lezacej pod prostg, wielomian
y—ax—b ma warto$¢ ujemng, a wreszcie na samej prostej wielo-
mian ten ma warto$¢ zero. O ile prosta jest rGwnolegta do osi y-0w,
t. . ma réwnanie x=c¢, to dwumian x—e jest dodatni dla wszystkich
punktdéw plaszczyzny lezacych z prawej strony tej prostej, a ujemny
i lewej, a wiec takze nastgpit podziat plaszczyzny na dwa obszary
scharakteryzowane odmiennemi znakami.

Rownanie linji prostej jest rownaniem pierwszego stopnia
w obydwu zmiennych * iy. Nasuwa sie pytanie, czy kazde rownanie
pierwszego stopnia o dwoch zmiennych przedstawia linje prosta.

Ogo6lne takie réwnanie ma postac:

Ax+-By-\- C=0 (25>
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gdzie A, B, C sg liczbami staleini, a x i y zmiennemi. Jezeli wspot-
sczynnik B nie jest zerem, to dzielgc cate rdwnanie przez B otrzymamy :
A C
y ~ B X~ B-

A
Znaczac iloraz el jedna literg a, a iloraz B literg b, otrzy-

mmamy:
y=ax+b
*a wiec rownanie jakiej$ linji prostej.
Jezeli ¢?—0, ale 0, to
Ax+C=0 czyli, x= —:. lub x=c¢

m to jest rownanie linji prostej, rownolegtej do osi y-6w. Nie moze
za$ by¢ réwnoczesnie A=0 i B=0, chyba zeby i (7=0, a wtedy ,nie
mmamy réwnania, tylko identyczno$¢ 0=0.
Otéz: kazde rownanie pierwszego stopnia o dwoch zmiennych
przedstawia jaka$ linje prosta.
Zamiast podawa¢ kat i odcinek na osi y-6w, wygodniej jest
poda¢ odcinki na obu osiach, n. p. b na

*Y osi y-6w, a ¢ na osi z-6w, o ile tylko pro-,
sta nie jest rownolegta do ktorej$ osi, ani
A rile przechodzi przez poczatek uktadu. Po-
X *X
y 0 niewaz zawsze ,*O: tga (por. fig. 30
i zbadaj takze dla innych potozen linji pro-
Fi-gY %0 stej!), przeto zamiast réwnania:
T y—ax+b
otrzymamy: y= — c xA-b, czyli:

Y (26)

Te forme rdwnania linji prostej nazywamy réwnaniem odcin-
fcowem lub symetrycznem.

Z formy tej odrazu odczytujemy, jakie odcinki tworzy prosta na
osiach. Gdyby b dazyto do nieskofczonosci, to dazy do zera i zo-
staje réwnanie Tzl, czyli x=c; podobnie dla e dgzacego do nie-

skonczonos$ci otrzymamy y=bh.
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Z formy ogo6lnej lub kierunkowej przechodzi sie do odcinkowej,
przenoszac wyrazy zmienne na pierwszg strone rdwnania, wyraz
wolny ng drugg i dzielagc obie strony przez wyraz wolny. Aby to
przeksztatcenie byto dozwolone, musi by¢ wyraz wolny rézny od zera,
t. j. prosta niemoze przechodzi¢ przez poczatek uktadu: takiej pro-

—stej nie mozna  przedstawi¢ w formie odcinkowej.

Przyktad 1. Znalezé obraz-geometryczny réwnania :
3y + 5.v—12=0.

Poniewaz rdéwnanie jest 1-go stopnia w X i Yy, przeto réwnanie to
przedstawia linje prostag. Aby jag wykresli¢, wystarczy zna¢ dwa punkty,
na niej lezace. N.p.podstawiamy X —\, to z réwnania obliczymy y = 2jr
a dla X = 2jest ?/=-§-+Mamy wiec punkty prostej A (1, 2)), B 2, 8).
(Por. fig. 31).

Najwygodniej jest jednak znalezé punkty, w ktérych ta prosta
przecina osie wspotrzednych. | tak: aby znalez¢ punkt, w kto-
rymprosta przecina 0$ :-sw, trzeba podstawi¢ y=0, albo-
wiem dla wszystkich punktéw osi jc-Ow rzedna ma wartos$¢ zero;
aby znalez¢ punkt, w ktérym prosta przecina o0$ y-0ow,

trzeba podstawi¢ z=0, bo dla
wszystkich punktéw osi y-Ow odcieta ma
wartos¢ zero.

Stosujgc to do naszego réwnania, otrzy-
mamy : C (2-, 0), D (0, 4); prosta L tgczy te dwa
punkty.

Przyktad 2. Znalezé réwnanie i spadek pro-
stej, ktdéra przecina o$ x-6w w odlegtosci 5 na

prawo od poczatku uktadu, a o$ y-6w w odle-
gtosci 2 na dot od poczatku uktadu.

Wiec: ¢- =5, b = —2.
Uzywajac réwnania odcinkowego, otrzymamy:

+ v >1.

Aby otrzymaé¢ spadek, t. j. wspotczynnik kierunkowy, sprowadzamy to
rownanie do formy kierunkowej, t. j. wyrazamy y jako funkcje x :
y—8x-2.
Spadek wynosi J-, czyli 40°/0.

Pr6cz omowionych form rdwnania linji prostej uzywa sie tez
niekiedy takiej formy, w ktérej wystepuje odlegto$¢é p prostej od
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poczatku uktadu (fig. 32) i kat y utworzony przez p z dodatnim
kierunkiem osi z-6w. Aby teraz otrzyma¢ réwnanie zachodzace
miedzy wspo6trzednemi (X, y)
dowolnego punktu P linji prostej
I, tworzymy rzuty odcinkéw a?
iy czyli odcinkéw OG i CP
na o$ k. Rzuty te pokrywajg
wiasnie caly odcinek p. Ponie-
waz za$ wielkos$ci tych rzutow
s3:
Xcosy iysiny, przeto

xcosy+ ysiny=p lub
X cosy +ysiny—p =0 (27)

Biorgc punkt pozaf prostg |
i tworzgc rzuty na prostg k (pro-
stopadtg do 1) otrzymamy sume
rzutdbw wieksza lub mniejsza
od p. Réwnanie (27) spetniajg wiec wszystkie punkty prostej I, a nie
spetniajg go zadne inne punkty, jest to wiec rownanie prostej I. Te
forme (27) nazywamy normalnem rownaniem prostej.

Forma ta jest przydatna zwilaszcza wtedy, gdy nam chodzi

o odlegtos¢ prostej od jakiegokolwiek punktu (niekoniecznie O).
Rownaniekierunkowe mozna sprowadzi¢ do tej formy, mnozac
y —ax—b=0przez siny.Trzeba jednak poprzednio wyrazi¢ siny
zapomocg wielkosci wystepujacych w rownaniu kierunkowem; ponie-

waz k [ I, to tgy= g @ zatem csiny

Y, b Vi +tg2y M -fa2
["Dzielagc wiec cale réwnanie y—ax 6=0 przez T=VI+a2 otrzymamy i
v - a =0, czyli
TU-HIi2 YI"+a2 =fYT+a?2

y siny+ x cosy—bsiny= 0.
Ale b siny=js jako rzut odcinka 6 na prostg Je, wiec ostatecznie
otrzymujemy forme normalna:
X cosy+ysiny—" = 0.
Co sie tyczy znaku przy V152 to trzeba go tak dobrac, aby p
byto liczbg dodatnig. Jezeli wiec 6 >0, to bierzemy znak +, jezeli
b< 0, to znak —.
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Chcac przejs¢ do formy normalnej z formy og6lnej lub odcin-
kowej, zamieniamy jg najpierw na kierunkowa. Forma normalna
i ogdlna mieszcza w sobie wszystkie’ mozliwe potozenia linji pro-
stej — podczas gdy z formy kierunkowej i odcinkowej uchylajg sie
pewne przypadki (ktore?).

8 15. Zagadnienia o linji prostej.

Do wyznaczenia linji prostej potrzebne sg zawsze dwa warunki.
Najprostsze warunki s3g: dwa punkty dane lub dany jeden punkt
i. kat, jaki prosta tworzy z osig z-6w. Poniewaz te warunki wystar-
czajg do konstrukcyjnego otrzymania linji prostej, przeto muszg takze
wystarczy¢ do ujecia tej linji w rownanie.

Zacznijmy od zagadnienia:

1 Dane sg wspotrzedne jednego punktu A{xiyi) i kat:
prostej z dodatnim kierunkiem osi x-6w; znalez¢ jej réwnanie.

Rownanie to musi mie¢ postac:

y —axA-b (a)
o ile tylko kat a nie jest prosty.

W tern réwnaniu trzeba zna¢ state: a ib. Stalg <z=tga znamy.
Statej b wprawdzie nie znamy, ale posiadamy jeszcze jeden waru-
nek, z ktorego bedzie mozna obliczy¢ warto$¢ tej statej. Mianowicie:
prosta ma przechodzi¢ przez punkt A (xiyi), a wiec liczhy xxy*
(znane) musza spetniaé rownanie (a), t. j.:

yi=axl+b
stad:
b=yy—axi.

Podstawiajac te wartos¢ w rdéwnanie (a), otrzymamy:
y—yi=a(x—xi) (28)

(a,yifxi znane liczby state; x,y zmienne).

Rownania tego uzywamy takze do wyznaczenia prostej, prze-
chodzacej przez jeden znany punkt i tworzgcej znany kat: @@ z do-
wolng prosta: ij=aix-\-bi (nie koniecznie z osig a>ow).

Z wzoru na kat dwoch linij prostych:

a—ali
y ,r,0.
w ktérym znamy @ i au obliczymy potrzebne a.

Dr, k. tomnicki, Poczatki geom. 4nal.
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Prosciej przedstawia sie zagadnienie, jezeli szukana prosta jest
rownolegta lub prostopadta do innej znanej prostej:

y =axx+bi. Wtedy wspbiczynnik kierunkowy a szukanej prostej

jest rowny ai lub —

a\
2. Znalei¢ réwnanie linji prostej, przechodzgcej przez dwa
znane punkty: A{xiyY), B (x2y2).
Poniewaz znamy jeden punkt tej linji prostej, to jej réwnanie
ma wedtug (28) postac:

y —y K= a{x—xi) (b)
Aby wyznaczy¢ statg a, zauwazmy, ze wspOtczynnik Kkierun-
kowy odcinka, #gczacego punkty ma wartos$¢ (por.
wzor 11):
wiec
[X -X ii
(29)

Gdy y2=y\ Ilub x1—xu dogodniej jest rozwaza¢ ten wzoOr
uwolniony od mianownikéw.

Taka forme ma rdwnanie prostej, przechodzacej przez 2 znane
punkty. Tu xv xlt vy, y2 sg liczbami statemi, znanemi, a x iy
zmiennemi.

Z tego rownania mozemy wyprowadzi¢ Kkryterjum, stuzace do
zbadania, czy trzy punkty, ktorych wspotrzedne znamy, lezg na
jednej linji prostej. Otéz, jezeli punkt C (z3,y3) ma leze¢ na prostej,
taczacej punkty A (ag,y,) i B%2y.j), to liczby a3y3 musza spetniac
réwnanie prostej: (29), a wiec musi by¢:

22—21 X ,—3G K’

Stowami: aby 3 punkty lezaty na jednej linji prostej, to rdznice
ich rzednych, musza by¢ proporcjonalne do réznic odpowiednich
odcietych. Do tego wniosku mozna takze doj$¢ wprost, zadajagc, aby
spadki AC i BC byty réwne. Wykaz
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Przyktady: a) Podstawa tréjkata lezy na prostej o réwnaniu:

a wierzchotek lezy w punkcie A (3, 4]). Jakie jest réwnanie wysokosci tego
trojkata ?
Wysoko$¢ przechodzi przez A (3, 4J-), wiec réwnanie jej ma wedtug (28)
torme:
y_4.1.=fl(a_ 3).
Linja ta ma by¢ prostopadta do Ijnji
y X 2 3
0+ 3 =1t j do — 3+ + 2’ wiec wed}ug.(14) a=+ 2°'
Otrzymamy wiec: y—4g-=| (x—3)
czyli:

b) Wierzchotki tréjkata sa: A (5, 1), B (2, 3), C (2, —1); obliczy¢
réwnania bokow.

Uzywajagc wzoru (29) otrzymamy:
dla boku AB. . m-y— —e& + \*;
dla boku AC....y=+?2sx+ 1 ;

dla boku za$ BC otrzymamy -—==*-

wzoOr (29) jest wiec w tym przypadku nieprzydatny. Natomiast uzywajac tego
wzoru w postaci uwolnionej od mianownikéw otrzymamy 0. (y—3)= * 4 (a—2)
czyli Q= x—2.

Réwnanie boku BG jest wiec :

X «=2.

3. Znalez¢ punkt przeciecia sie prostych, znajgc ich rownania:
y=ax+b
y=aix+bi (c)
1 przeprowadzi¢ ogdlng dyskusje.

Punkt przeciecia lezy na obydwu linjacli, jego wspoétrzedne
muszg wiec spetnia¢ roéwnania obydwu linij. Wartosci x iy, spetnia-
jace rownocze$nie obydwa rownania, znajdujemy, rozwigzujac
uktad réwnan (c). Poniewaz, jak wiadomo z algebry, ukitad ten
posiada w ogélnosci tylko jedng pare rozwigzan *— y=yu
przeto znajdujemy z tych réwnan jedyny punkt przeciecia sie
2 prostych.
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Rozumowanie to dotyczy nietylko linij prostych, ale wogdle
wszelkich linij, ktérych réwnania sg znane. Wartosci x iy, speinia-
jace réwnoczesnie dwa jakiekolwiek
réwnania, przedstawiajg w ttdmacze-
niu geometrycznem: punkty wspolne
linjom, ktére sg obrazami tych row-
nan t j. ich punkty przeciecia.

Przyktady: a) Punkt przecigcia sie
linij prostych (fig. 34):

(£)). .. .2a:+5y=1I
(L2). ...x—2y=14
znajdujemy, rozwigzujac ten uktad réwnan
ktorgkolwiek ze znanych metod. Otrzymamy:
a,=8;, y=—3.
b) Chcemy znalezé punkt przeciecia sie linij (fig. 35):
(L,) y= —3x+9.
(L2). ...y=—3x+5.

Fig. 34.

Réwnania te nie dadza sie rozwigzaé, prowadza
do sprzecznos$ci (n. p. uzywajac metody porow-
nania, otrzymalibySmy po lewej stronie +9, a po pra-
wej + 5).- Niema takich (skonczonych) wartosci x iy,
ktéreby spetniaty réwnoczesnie obydwa réwnania. Ja-
snym staje sie ten fakt, jezeli zauwazymy, ze lin je
te sag réwnolegte, maja bowiem réwne wspo6t-
czynniki kierunkowe: —3.

c) Obliczy¢ punkt przeciecia sie prostych (fig. 36):

Fig. 35.

y—=2+"5)x=3.
Prébujac rozwigza¢ uktad tych rédwnan, spostrze-
zemy, ze zmienne odpadna zupetnie. Réwnania te spet-
niaja sie wiec dla wszelkich mozliwych wartosci x
(a tak samo i y); sa one zalezne od siebie, jedno jest
tylko inng formg drugiego (wystarczy w pierwszem
réwnaniu wspoétczynnik przy x pomnozy¢ i podzielié
przez 2+ YS, aby otrzymaé te sama forme). Obra-
zem geometrycznym obydwu rownan jest tylko jedna pro-
sta, dlatego tez otrzymaliSmy nieskonczenie wiele punktéw przeciecia.

Te trzy przypadki rozwigzywania uktadu dwoch réwnan pierw-
szego stopnia o 2 zmiennych i ich geometryczne interpretacje wyczer-
puja juz wszystkie mozliwe przypadki.

Aby tego dowie$¢, nalezy przeprowadzi¢ dyskusje w liczbach
og6lnych. Najlepiej sie do tego nadaje og6lna forma rownania, jako
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obejmujgca w sobie wszystkie mozliwe potozenia prostej, nie wyia-
czajac prostych prostopadtych do osi 226w. WeZmy pod uwage dwa
takie rownania:

Ax-\-By+C=0

Aix+Biy+ G "6
i, aby nie rozdrabnia¢ dyskusji, zatézmy, ze wszystkie wspétczynniki
przy zmiennych sa rozne od zera. (Gdyby ktorykolwiek wspot-
czynnik byt zerem, dyskusja doznataby specjalnego w kazdym takim
przypadku uproszczenia). Wspdtrzedne punktu przeciecia sie badanych
prostych muszag spetnia¢ obydwa réwnania.

Obliczajac x iy ktorgkolwiek z znanych metod algebraicznych,

otrzymamy:
CiB—CBi _ A’C—AC]

X~ABi—A1B’ y°AB{-AiB
przyczem spostrzegamy, ze mianowniki obu wyrazern sg réwne.
Rozrézniamy cztery przypadki:
I. Mianownik jest rézny od zera. Wtedy na x i y otrzymujemy
oznaczone, skonczone wartos$ci, istnieje wiec jeden punkt przeciecia.
Il. Mianownik jest zerem, ale liczniki sg rézne od zera. Wtedy na
X iy nie otrzymamy skonczonych wartosci. Z rownosci ABX—AxB=0

. wynika wtedy B B { (dzielenie jest dozwolone, bo wedtug zato-
zenig wspotczynniki, sg rozne od zera) a to sg wiasnie spadki”
badanych prostych. Roéwnos$é spadkéw dowodzi, ze proste sg w tym

przypadku rownolegte.
I1l. Mianownik jest zerem i obydwa liczniki sa zerami.

ABI—AiB=0, C{B—CB\=0, AAC-AC"O0. Z tych rownan wynika:
A:B:C=AaB”: C\, t j. wspotczynniki sg w obydwu rdéwnaniach
proporcjonalne. Wtedy obydwa réwnania przedstawiajg te sama linje
prostg, bo rdwnanie

A C.. ..o . A, Ot
y =~ B x— B jest identyczne z y=— J} x- A
wskutek réwnosci stosunkéw '|'3fi . i

bj B B\’

IV. Mianownik jest zerem i tylko jeden licznik jest zerem, np.
obok ABi-A IB"0 jest takze C"B-CB"O, ale AtC-AC"™O.

Obliczajac z drugiej rownosci G¥% B 1 i wstawiajgc w nierdwnos¢

ACB
AjC—ACj 0, otrzjmramy AjC— . 1=)=0 a wiec byloby tez



54

C(AXB—AB,) =£0 a to niemozliwe, bo wyrazenie w nawiasie jest
zerem. Przypadek ten nie moze sie wiec zdarzy¢ przy naszych zato-
zeniach. Moze on zachodzi¢ tylko wtedy, gdy B=*B, =0, wtedy bo-
wiem nie mozna obliczy¢ ani C,= C']31 ani C= Cé\lil nie dojdzie sie
do sprzecznosci zréwnaniem AB, —A,B=-0. Geometryczne znaczenie
tego przypadku wynika wprost z danych réwnan; podstawiajac w nie
B=B,=0 otrzymamy Ax-j-C=0 i A,x+ C, <=0, a to sg dwie proste
réownolegte do osi y-éw. Do podobnego wniosku dochodzimy, gdy
pierwszy licznik nie jest zerem a drugi jest zerem.

Pomijamy tu inne specjalne przypadki, wykluczone przez zato-
zenie uczynione na wstepie o wspoétczynnikach réwnania, mozna
je jednak z tatwos$cig zbada¢ w kazdym przypadku. Wynikiem
catej tej dyskusji jest znany juz z planimetrji fakt, ze dwie proste
na ptaszczyznie albo nie majg zadnego punktu przeciecia i Ssg
réwnolegte, albo majg jeden punkt przeciecia, albo.nakrywajg sie
zupetnie.

Abyotrzyma¢ punktprzecigcia sie¢ dwoch  linij prostych, roz-
wigzywaliSmy ich rownania. Odwrotnie: jezeli narysujemy obrazy m
geometryczne dwdch réwnan i odczytamy z figury wspotrzedne ich
punktéw przeciecia, otrzymamy rozwigzanie tego uktadu réwnan

drogg czysto geometryczng. Metode
te nazywamy graficznem roz-
wigzywaniem rdéwnan.
4. Obliczy¢ - odlegto$¢ znanego
punktu: A (x,y,) od znanej prostej:
y —ax-\-b.
Zadanie to sprowadzamy do roz-
»X wigzanego juz poprzednio zagadnie-
nia: znalezienia odlegtosci dwdch pun-
ktow, punktu A(x,y,) (fig. 37) od
punktu, w ktérym prostopadta d prze-
cina dang prostg. Niech (x2.)) bedg
wspotrzednemi tego drugiego punktu. Spetniajg wiec one roéwnanie
y —ax+b i réwnanie prostej przechodzacej przez A(x,y,) a prosto-
padtej do danej prostej, t. j. rOwnanie

y —Vi (z—20.

Cl
Z tych dwéch rownan otrzymamy
«. av +£,—ab " _ a‘y,4-aa,+b m
! | -pz' Vi- |
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Odlegtos¢ punktu (x2,y.1) od {xuy” obliczymy wedtug wzoru (10)
i otrzymamy po uporzgdkowaniu

a2(— + axt+ fr2+ (%, —axi—b)-
(1+«22
W pierwszym nawiasie mozna zmieni¢ znak, a nastepnie wyta-
czamy w liczniku (2j —axi—b)2 i upraszczamy przez 1+ a2 Wycia-
gajac drugi pierwiastek otrzymamy
A, —axx—b
- iT+a2
Poniewaz za$ d ma mie¢ warto$¢ dodatnig, nalezy wzig¢ z tego
wyrazenia warto$¢ bezwzgledng, co zaznaczamy ujmujac dane wyra-
zenia w nawiasy pionowe. A wiec:

(31)

Z gory mozna sie nawet z geometrycznego potozenia zorjento-
wac, kiedy nalezy w nawiasie wzig¢ znak + , a kiedy —, aby odrazu
otrzyma¢ wynik dodatni. | tak, jezeli A lezy nad prostg (ma rzedng
wiekszg od rzednej odpowiedniego punktu prostej), to wielomian
yl—axi~b jest dodatni (por. str. 46); znak utlamka nalezy wiec
obra¢ +. Jezeli A lezy pod prosta, wielomian yx—ax*—b wypada
ujemny; znak nalezy w(edy obra¢ —.

W ten sposob na odlegtos¢ otrzymamy zawsze warto$¢ dodatnig.
Caly nasz dowdd .da sie przeprowadzi¢ naturalnie tylko wtedy, gdy a
nie jest zerem ani nieskofAczono$cig, t. j. gdy dana prosta nie jest
prostopadta ani do osi y-O6w ani do osi z-6w. Wtedy jednak odrazu
wyraza sie odlegtos¢ wzorem

d= xi—c lub d= yx—b
jako rzut odcinka d na os.

Dla fatwiejszego zapamietania wzoru (31) zauwazmy, ze licznik
przedstawia lewg strone kierunkowego réwnania prostej, sprowadzo-
nego do zera. Wyrazenie to jednak nie jest zerem, bo punkt (z,v,)
nie lezy na prostej, wiec nie spetnia jej réwnania.

Uwaga. Uzywajac normalnej formy réwnania linji prostej wypro-
wadza sie bardzo tatwo wzdér na odlegto$¢é punktu A od prostej;
trzeba tylko przez A przesunag¢ prostg rownolegta do danej. Okazuje
sie, ze wtedy d=\xicos y+y” siny—p . Wykaz!

Przyktad: Znajac réwnania dwdch linij prostych:

(€5) IV 1/=-Vbr+2
znalez¢ réwnania symetralnych kata, utworzonego przez te linje.
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Kazdy punkt P (x, y) symetralnej jest rowno oddalony od”obydwu pro-
stych (L,) i {Lj), wiec musi spetnia¢ warunek:
3 15
y- y+ 8’
(d)

Wiemy, ze sg mozliwe dwie symetralne (por. fig. 38). Co do znaku, to
wszystkie punkty symetralnej SiSi' leza
albo powyzej odpowiednich
punktéw (t. j. punktdw nalezacych
do tej samej odcietej) obydwu pro-
stych Li i+t2 albo ponizej oby-
dwu tych prostych. Dla tej syme->
tralnej nalezy wiec obra¢ znaki zgo-
dne po obu stronach.

Otrzymamy wiec po uporzgdkowa-
niu jako rownanie symetralnej

9 65
Fig.. 38. (6'V)....[/[=2,:+7.

Punkty symetralnej S2S2' lezg powyzej jednej prostej, a ponizej drugiej
i to w obydwu cze$ciach &A i AS2'; w réwnaniu (Aj nalezy wiec obraé¢ po
obydwu stronach znaki przeciwne. Otrzymamy stad po uporzadkowaniu i
35
mr—  9*+90-

Z réwnan obydwu symetralnych widzimy, ze sa do siebie prostopadle.

5. Trzy proste, przecinajagce sie w jednym punkcie. Wiel
waznych twierdzen geometrycznych polega na udowodnieniu, ze trzy
proste przecinajg sie w jednym punkcie (n. p. dowod istnienia
Srodka kota wpisanego i opisanego na tréjkacie, S$rodka ciezkosci
i t. p.). Analitycznie mozna postepowac¢ w takich zagadnieniach w na-
stepujacy sposoéb:

Znajdujemy punkt przeciecia sie dwéch prostych,
rozwigzujac ich réwnania i podstawiamy wspoOtrzedne tego
punktu w trzecie rownanie; jezeli one spetniajg takze
trzecie rownanie, to itrzecia prosta przechodzi przez
ten sam punkt.

Zbadaj to n. p. dla prostych:

.2 16 , 32

v 3 8T0 Y gy W

Mozna jednak wyprowadzi¢ pewne proste kryterjum, pozwa-
lajgce nieraz pozna¢ wprost z formy roéwnan, czy trzy proste prze-

y—»+1:0,



57

.cinajg sie w jednym punkcie. Wykazemy mianowicie, ze kazda prosta,
przechodzaca przez punkt przeciecia sie prostych:
(Z,)----y—ax—b=0
(Lj)....y —«ja;—¢>j=0
da sie przedstawi¢ réwnaniem:
U(y—ax—6)4-k 2(y—atx — )=0 (32)

gdzie [ i /i2 s;/Iiczbami niezaleznemi od x, y, innemi dla kazdej
prostej i odwrotnie: kazda prosta przedstawiajgca sie réwnaniem tej
formy przechodzi przez punkt przeciecia sie prostych (e).

Dowo6d: réwnanie to przedstawia jaka$ linje prostg, poniewaz
jest pierwszego stopnia w x i y\ prosta ta przechodzi przez punkt
przeciecia sie linij Z, i Z2, poniewaz ten punkt spetnia obydwa
rownania (e) (sprawia wiec, ze lewa strona réwnania (32) jest zerem).

Naodwrdt: kazda prostg przechodzaca przez punkt przeciecia
sie prostych Li i Z2 mozna przedstawi¢ w formie (32). Jezeli ona
ma przechodzi¢ n. p. jeszcze przez drugi punkt dany B (aa,-yj)
poza prostemi (e), to podstawiajagc xu yx w réwnanie (32), w ktorem
znamy a, b, av bit otrzymamy jaka$ okreslong warto$¢ na stosunek
leniej a wiec i same ki i k2 mozna bedzie odpowiednio dobrac. Jezeli
proste Z, i Z2sg réwnolegte, to prosta przedstawiona réownaniem (32)
jest tez do nich réwnolegta. Wykaz! Odwrotnie: kazda prostg réwno-
legtag do Zj i Z2,gdy 7/j 1 Z2, mozna przedstawi¢ w tej formie (32). Wykaz!

Otéz: warunkiem dostatecznym i koniecznym, aby sie trzy
proste przecinaly w jednym punkcie lub byty réwnolegle, jest, aby
rownanie jednej z nich dato sie przedstawi¢ w formie (32) zapomoca
rownan dwoch pozostatych prostych.

Forma réwnania moze by¢ przytem dowolna: ogdlna, odein-
kowa i t. p.

N. p. a) y—aH-1=0

y—31+6=0
2/[—41:+7=0 Widzimy, ze trzecie réwnanie da
sie przedstawi¢ jako suma pierwszego i drugiego:

2y— 4t f-7= (j/—3r+ 6)+ (y-x+ J)= 0.

Biorac ki=k1=\ widzimy, ze réwnanie to ma zadang forme (32),
a wiec trzy dane proste przecinajg sie w jednym punkcie.
b) Boki tréjkata majg réwnania:
{AB)., ..il—x

(BO)-ss.y =|.r-8

(AC). .. .-I= 3" +2.
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Wykazaé, ze wysokosci przecinajg sie w jednym punkcie. Wysokosci,
jako proste prostopadite do bokéw i przechodzace przez wierzchotki majg —
jak to tatwo obliczy¢ — roéwnania:

w . y=0
W + & -¥
ipi,. . .,y-\-Ax—12= Q.
Chcemy zbada¢, czy
V=0
da sie przedstawi¢ w formie
Z(y+-8*-¥) +*2 + | k- 12)=0 (b)
Poréwnujgc wspotczynniki przy x i //w tych obu réwnaniach otrzymamy
X2-f-xj= 1
I/\i+ ~ *
a stad obliczymy: Ir, = k., = nim
Podstawiajgc tewarto$ci w rownanie (b),otrzymamy:
ui/+ ¥ ) + UI/J § - 12)=0
czyli y+x—V=0.

Widocznie wiec réwnanie prostej wc da sie przedstawi¢ w formie (32),
zatem te trzy proste przecinajg sie w jednym punkcie. Gdyby sie trzy dane
proste nie przecinaly w jednym punkcie, otrzymalibySmy w ten sposéb jakie$
inne réwnanie, zamiast y+;c—\ | «=0.

Przeprowadz to samo rozumowanie dla symetrainych bokoéw tego
tréjkata !

Rownanie (32) mozna tez przedstawi¢ w postaci:

y—ax~b—s(y —aix—bj=0
ktadagc k2: = —s.

Przedstawiaono catypek prostych, przechodzacych przez
punkt przeciecia sie prostych (LJ y—ax—ee=0 0 (LI, ...
y-a®z— =0, jezeli sie zmienia s. Do kazdej wartosci s nalezy jaka$
innaprosta tego peku, a wierzchotkiemjego jest  punktprzeciecia sie
prostych i, i Lr W tejformie mieszczg siewszystkie prostepeku.

Same proste Z, i L2 otrzymujemy dla s=0 i dla ~=0.

*
Cwiczenia IV
§14. 1 Poda¢ réwnanie linji prostej, przechodzacej przez poczatek uktadu,
zZnajac:
a) kat a 30° zosig X-6w
b) kat [i = 72° zosig F-6w
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c) spadek: O5°/0
d) drugi punkt A (4,9), przez ktory ta prosta przechodzi.

2. Wykresli¢ proste:
/1= 2x, y= —16j t= 1‘

i obliczy¢ ich katy z osig J¢-6w i 7-6w.
3. <i) Punkt porusza sie jednostajnie z predkoscia c—4 cm/sek; przed-
stawi¢ graficznie drogi, przebyte w dowolnym czasie,
0j Przedstawi¢ graficznie wartosci pdl wszystkich tréjkatévv o pod-
stawie 1 cm.
4. Przez ktére Cwiartki ptaszczyzny przebiegajg proste:

2i/—3x—5, y+ Ax=7, y—3 x=—5, 6yA-x= — 1L

Rozstrzygna¢ bez rysunku!
Aa) Poda¢ réwnanie prostej, odcinajacej na osi 7-6w trzy jednostki
dodatnie a tworzacej z osig X-6w kat 45°.

Ab) Podaé¢ réwnanie prostej, odcinajagcej na osi A-6w c——4 a two-
rzacej z osig 7-6w kat 30°.
Ac) Podaé¢ réwnanie prostej, odcinajacej na osiach:
b -p4c —3

5. Wykre$li¢ proste:

a—y=1 2.r-p3//=6, 10a>—3y=15.

jakie katy tworzg te proste z osig X-6w?

6. Wykreslic proste:

4a:+ 5i/= 20, y=>- " ..+.8, *+ * =1,

Jakie odcinki tworza te proste na osiach ?

7. Przedstawi¢ graficznie diugo$¢ preta, ktéry ma w temperaturze 0° ¢
dtugos¢ 1000 i»m, przy wszelkich temperaturach, znajac wspo6tczynnik rozsze-

rzalnos$ci materjatu «k = 600 i zwigzek miedzy dtugoscig It w temperaturze t,.
L]

a diugoscig /0 w temperaturze O:
(H-yO-
Cze$¢ figury od 0".0 do 100° C przedstawi¢ osobno w powiekszeniu.

8. Wykreslajac na osi X-6w czas w jednostkach: t godz..... 5 mm, a ha
osi 7-6w droge w jednostkach lkm. ... 1mm, znalez¢ réwnanie, wyrazajace
zwigzek drogi z czaseni dla pociggu, ktéry wyrusza o godz. 6-tej z odlegtosci.
0Im, a przybywa o godz. 8-15 do stacji odlegtej o 60$:»».

Wykonaj inne podobne zagadnienia na podstawie rozkiadu jazdy!
9. Jaki zbior prostych otrzymamy, gdy w réwnaniu
y=ax+b

zmienia-sie tylko liczba b? Jaki zbiér otrzymamy, gdy zmienia sie tylko ar



§ 15. 10.

c)

11
chylonej

12,

13.

14.

15.

16.

'17.

18.

Znalez¢ réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(—2, 3) i
a) tworzacych z osig X-6w katy: a= 36° a, =114°,
b) réownolegtych do prostych y —5x—7, 2y+ 4.;-=11,

2
prostopadtych do prostych y= '\x,y—a;:4,y—+xg =1.

Znalez¢ réwnanie prostej, przechodzgcej przez punkt ,4(5,—1) i na-
pod katem 45° do prostej y— —3.r-j-2

Jaki kat tworzg ze sobag proste

Wykazag,

2

/= 4x—5 i y=z"x

Ze proste: ™ +

a proste + % +

5
Jr

} sa rownolegte:

j sg prostopadte do siebie.

Znalez¢ réwnanie prostej, taczacej punkty:

a)
b)

c)

d)

A(53)........ 5(—3,-2)
Aj (—4,0) . 5,(2,—6)
C{3,-7)...... 5(3,+ 5)
Ci(B, 5) e D\( g, 5).

Wierzchotki tréjkata majg wspdirzedne:
> (5,0), B(—14), C'(—3,—5)

Jakie sg réwnania bokéw? jakie katy tworzg boki ze sobg?

Zbadaé, czy leza na jednej linji prostej punkty:
A{O,'S), 5(31_2)

a)
b)

A

(0,-5), 5 (4,7)

Znajac wierzchotki tréjkata:
AGB, 1) 5(-3—1

znalezé réwnania:

a) symetralnych bokdw,
b) wysokosci.

<13, 4)
C(3,4).

c(7,-3)

Znalez¢ punkty przeciecia sie par prostych:

a)
b)

c)

X —2y= 5
<-j-3y= 0,

5x—8//= 10,

d) 2x—5y=4,

9

=2 x—2>

3y-j-.r=20

x—2=0
3

y— - X

10y —4p£7=0

2y+4 = 3¢
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,19. Znalez¢ boki, katy i pole -.trojkata, ktérego boki majg réwnania:
2[l+ 5r——4; y=1x—2; x—3(/+11=0.

Uwaga: oblicz najpierw wierzchotki!
20. Aby znalez¢ niedostepny punkt przeciecia sie dwadch linij prostych,,
zmierzono wspoétrzedne dwodch punktéw jednej prostej:
-4(1,6), 5(3,7)
i wspotrzedne dwdch punktéw drugiej:

C(l,-1), 5(2,- *).

Obliczy¢ wspdtrzedne niedostgpnego punktu przecigcia sie.

21. Przez wierzchotki trojkata: .4(—2,3) 5(0, —2), C(4,5) poprowadzi¢
erownolegle do bokdéw przeciwlegtych; obliczy¢ réwnania tych réwnolegtych,
wierzchotki i pole nowego tréjkata. lle razy to pole jest wieksze od pola
epierwotnego trdjkata ?

.22. Wykaza¢, ze symetralne bokéw trojkata:

-4(0,1), 5(5,0), c (-3, —3)
"przecnejg sie W jednym punkae.
23. Wykaza¢, ze wysokosci trojkata:
y—5x—8, 2a.'+y+I1=0, 3ij—4j:=0
przecinajg sie w jednym punkcie.

Przeprowadz ten rachunek takze w liczbach ogdlnych, przyjmujac jeden

bok tréjkata za 0$ a-6w:
yr=0, y= aa;-fé6, y=aix+bl\
24. Wykaza¢, ze linje Srodkowe trojkata:
4(7,11), 5(-3,—9) c(,—1
przecinajag si¢ w jednym punkcie. Wykonaj ten rachunek takze w liczbach
og6lnych, obierajac bok 45 na osi .r-6w a jego $rodek za poczatek ukfadu.
25. Wykaza¢, ze proste:

2 2
y=2x+4, y=—3a+5 y=2x—1, y=— x—3
tworzg réwnolegtobok. Obliczy¢ jego boki i katy.
26. Wykazaé, ze proste:
J=3x+7, y= y=2x 2, y= * 2

»worzg prostokat; obliczyC jego pde.
27. Jaki kat tworza przekatnie czworokata:
4(5,1), 5(0,3), z>(-3,4), E (-1,-5).
28. Podaj dowolnie réwnania czterech prostych tworzacych trapez. Oblicz
jego pole.
29. Jakie warunki muszg spetnia¢ wspoétrzedne:
(XI1i) {xavi)

czterech punktow, aby byty wierzchotkami kwadratu?



30. Wykaza¢, ze w trdjkacie:
4(0,0) 5(4,0), 6'(1,3)
$rodek kola opisanego, S$rodek wysokosci i $rodek ciezkosci leza na jednej
linji prostej (prosta Eulera).
31. Wykaza¢ twierdzenie z poprzedniego ¢wiczenia ogdlnie, obierajac
jeden bok tréjkata wzdtuz osi X-6w, a jeden wierzchotek w poczatku uktadu,
42. Znalezé odlegto$¢ punktu od prostej z nastepujacych danych:

a) 5(0,0) . 7*—24y+ 50=0
b) 5(3, —5) 7.j:+5y= 13
c) 5((2,4)n. 8.c- 1y+10= 0.

33. Wierzchotki trojkata sa:

4(1,4) 5(-3,-5), (7(6,-4).

Obliczy¢ wysokos$¢ w, i bok u= 5(7. Obliczy¢ pole w dwa sposoby!

34. Obliczy¢-przy pomocy podstawy i wysokosci pole réwnolegtoboku:

y=2x+ 3, y= 2j-—1 //=—3x+ 6, jf=—3.C+1.

'35. Znalezé miejsce geometryczne punktow oddalonych o:d=5 od prostej

3x—4y=12.

36. Znalez¢ rownania symetralnych katow, utworzonych przez prostel

N3+ i/=7, 4a—3//=>5.

37. Wykaza¢, ze symetralne trzech katéw trojkata przecinajg sie w jednym
ipunkcie. N. p.

4 (-3,2) 5(4,0) (7(0,-1)

38. Wykazaé, ze symetralna kata wewnetrznego trojkata i dwie syme-
tralne katow zewnetrznych, lezacych przy innych wierzchotkach, przecinajg sie
my jednym punkcie; n. p.

4(0,0) 5(6,0) c(2,5).
<39. Zbadaé, czy proste:
2x—3y—5=10, 3#—2(/+ 7=0, a+ 6y+ 41=0
iprzecinajag sie w jednym punkcie.

40. Wykaza¢ analitycznie, ze prosta, tgczaca Srodki bokdw rédwnolegtych
trapezu, przechodzi przez punkt przeciecia sie przekatni i przez punkt prze-'
mciecia sie bokoéw nieréwnolegtych (przedtuzonych 1). Obra¢ wierzchotki trapezu
dogodnie (n. p. tak, aby dwa z nich lezaly na osi X-6w):

4(0,0) 5(8,0) (7(2,3) 1)5,3).

Uwaga: na tern polega potowienie odcinka bez uzycia kota, natomiast
iprzy uzyciu jednej pary linij rownolegtych.

41. Z peku:

(3x—5y-j-15)—s(3,r—y—12)= 0 m
-wybra¢ 4 dowolne linje proste i obliczy¢ stosunek podzialu podwoéjnego
4 punktéw, w ktérych ten pek przecina a) 0o$ a>6w i 0o$ y-6w; b) dowolng
<inng prosta.
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42. Jezeli w czworokacie zupetnym 1a, Lt, Lv L4 (Fig. 39) poprowa-
dzimy trzy przekatnie Pu J\, P.. i punkt przeciecia sie dwoch prze-
katni potgczymy z wierzchotkiem, n. p.

B z A linjg M, to cztery promienie:

Lt Z% Pi i M
przecinajg kazdg prosta w punktach
harmonicznie sprzezonych.

Udowodnij to n. p. znajac row-
nania czterech prostych:

Ly ... ;/—x—0
L2... . ¥=0
L3...,4x+;/—2=0
Lk...,xsey—2=10

dla punktéw ECDB Ilub dla odpo-
wiednich punktéw, lezacych na pro-
stej Ly

Uwaga: Na tem polega kon-
strukcja punktu harmonicznie sprze-
zonego z trzema danemi punktami
bez pomocy cyrkla.

Taka czwdrke promieni, ktéra na kazdej prostej wyznacza harmoniczng
czworke punktéw, nazywamy harmoniczng czwoOrkg promieni.

43. Wykaz, ze S$rodki 3 przekatni czworokata zupetnego lezg na jednej
linji prostej, uzywajgc fig. 39 i linij danych z c¢wiczenia poprzedniego.

44. Wykaz, ze prosta, taczaca Srodki bokéw réwnolegtych trapezu, jest
harmonicznie podzielona przez punkt przeciecia sie przekatni, punkt przecigecia
sie bokéw nierdwnolegtych i przez s$rodki bokéw rdédwnolegtych. N. p.

¢(0,0), ii(4,0), (ii,3), D(2,3).



Rozdziat Vv

Zmiana osi wspotrzednych. Przesuniecie i obrot

8 16. Przesuniecie osi.

Badanie witasnosci linij krzywych, i inne zagadnienia geometrji
analitycznej utatwiamy sobie przez odpowiednie umieszczenie 0si
wspotrzednych. Tak n. p. majac bada¢ koto, najwygodniej bedzie
umiesci¢ poczatek w $rodku kota; w tym celu przesuwamy osie
X-6w i F-6w rdéwnolegle o odpowiednie odcinki. Podobnie ma sie
rzecz z elipsa, hyperbolg i innemi linjami, posiadajgcemi $rodek
symetrji.

Przez takie przesuniecie wspotrzedne wszystkich punktdéw ulegng
zmianie, jezeli bowiem caty uktad osi przesuniemy o odcinek-

I wzdtuz osi X -6w, a od-
cinek m wzdtuz osi F-6w,
to, jak widzimy z fig. 40, nowe
wspotrzedne x', y' beda mniejsze

o odcinki I, m od dawnych,
a wiec:
-1
' Vi (A)
ywy- -
Stad:
x==x"+ 1| 23
y=ty'+m (33)

Jezeli odcinki I, m sg ujemne, to oczywiscie nowe wspdtrzedne
bedag co do bezwzglednej wartosci wieksze (sprawdzi¢ na odpo-
wiedniej figurze!), ale wzory (A) i (33) pozostang niezmienione.

Jezeli wiec chcemy jakiekolwiek rownanie wyrazi¢é w nowych
wspétrzednych, musimy za dawne wspotrzedne podstawi¢ wartosci
z wzorow (33). W ten sposéb wykonuje sie przesuniecie punktu O
wraz z osiami do dowolnego innego punktu ptaszczyzny 0 “ o znanych
wspotrzednych-: (I, m).
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Przyktad, i. Przesung¢ osie tak, aby prosta: y=f-AxA-5 przechodzita
przez poczatek uktadu. W tym celu wystarczy przesung¢ caty ukitad wzdiuz
osi r-6w o odcinek +5; wzdluz osi X-6w nie trzeba wykonywaé¢ zadnego
przesuniecia. Trzeba wiec za x i y podstawi¢ wartosci:

x=x"
V=1/"+ 5%
Otrzymamy : y‘+5= —34r" +5 czyli
y'*= —34a/
a ta prosta przechodzi przez poczatek nowego ukiadu osi.

Przez przesuniecie uktadu uzyskujemy nietylko dogodniejsze poto-
zenie badanych linij, ale réwnocze$nie upraszczamy réwnanTa
tych linij. Nie znajagc nawet geometrycznej postaci jakiej$ linji, mozemy
znalez¢ takie przesuniecie, ze jej réwnanie przyjmie prostszg postac.

Przyktad 1. Réwnanie pewnej linji jest:

@ 4a;2+ 4y 2—20,r—24//—3= 0.
Chcemy to réwnanie zamieni¢ na prostsze. Wykonajmy przesuniecie:
X —X"A-1
y =.»/'+»*e

Na razie nie znamy wielkoSci tego przesunigcia.
Podstawiajgc te wartosci za x i y otrzymamy:
00 4alz-j-4//'2+ (8/_ 20)a’+ (8m-24)il/+ (4m2+ 4/2—20/—24»!—3)= 0.
Przez odpowiednie dobranie przesuniecia I, m mozemy to réwnanie
uprosci¢. Widzimy jednak, ze nie mozna usunaé¢ ani a;'2 ani y'2 bo wsp6i-
czynniki sg liczbami stalemi, niezaleznemi od przesuniecia. Natomiast mozemy
sprawi¢, ze odpadng wyrazy x' i y', obierajagc + i m tak, aby wspdtczynniki
przy x' i y' byly zerami, t. j.
81 20-=0
8m—24=0
Podstawiajgc te wartosci w rownanie (b) otrzymamy:
Ax,2-\-Ay'2—64= 0
czyli: x'2+ y'2= 16.

stad |

Takg prostg forme ma réw-
nanie (a) przy uzyciu nowych osi,
przesunietych do punktu 0'(|]-, 3).

Fig.41 przedstawia obraz geo-
metryczny réwnania (a) przy uzyciu
zarowno pierwotnych osi XY, jak
i nowych osi X'Y'. Widzimy, ze
wzgledem nowych osi figura ta jest
symetryczna, co nie miato miejsca
przy uzyciu pierwotnych osi.

Uwaya. Podobnie mozna uzy-
ska¢, ze odpadnie jeden wyraz
pierwszego stopnia i wyraz wolny.
Wykonaj takie przesunieciel

Ir. A. tomnicki, Poczatki geoin. aiml. 5
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Przyktad 2. Uprosci¢ przez przesuniecie osi réwnanie:
y 2— 12#—6y-{-36= 0 (c)
{GC~ |/
y— -j-m
otrzymamy: yri+y' (2w—6) —12x"' + (m2—6m—12/-f 36) = 0.
Widzimy, ze nie mozna usung¢ pierwszej potegi x', poniewaz jej wspo6t-

czynnik nie zawiera dowolnych liczb / i m. Mozna natomiast usunaé y' i wyraz
wolny, ktadac:

2m—6=10
»2—6m—12/+36 = 0.
Musi wiec by¢: w —3

v S,
3

= +
Przesuniecie: J] )\(/_ ))(//J_ sprawi, ze réwnanie (c) przyjmie postac:

y'~—12.c" 0 lub
y,2=12a:'-
Ta forma roéwnania linji (c) nadaje sie bardzo dobrze zaréwno do
dyskusji, jak i do graficznego przedstawienia.
Wykonaj graficzne przedstawienie i narysuj obydwa uktady osi!

Rownania (A) mozna takze pojmowac inaczej. Mozemy uwazac
osie za nieruchome, a wszystkie punkty ptaszczyzny, razem z figurami,
znajdujgcemi sie na niej, przesuniete réwnolegle o odcinki | im
w kierunku przeciwnym. Niech | i m bedg liczbami dodatniemi, to
jasnem jest, ze wtedy odcieta kazdego punktu zmniejszy sie o |,
a rzedna o m.

Rownania (A okre$lajg wiec takze ruch postepowy
catej ptaszczyzny o odcinek I w kierunku osi X-6w od strony
dodatniej ku ujemnej, a o odcinek m w kierunku ujemnej osi.F-0w;
x“iy' sg wtedy wspoOtrzednemi nowej figury w dawnym uktadzie,
mozna wiec pisaC x, y zamiast x'y".

8 17. Obrot osi wspoirzednych.

Podobne ustugi, jak przesuniecie, oddaje takze obrot osi okoto
poczatku uktadu. N. p. majac podang elipse, lezacg ukos$nie wzgledem
osi A'-6w i F-O0w, mozemy sprawi¢ przez obro6t osi, ze kierunki osi
gtéwnych elipsy beda zgodne z kierunkami osi wsp6trzednych.

Przez obrot osi ulegajg zmianie wsp6trzedne wszystkich punktéw
z wyjatkiem poczatku uktadu. Obréémy osie o kat 6, to wspdtrzedne
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X, ¥ punktu P zamienig sie na z',y"' (fig. 42). Chcemy znalezé zwigzek
miedzy (x, y) a (x', y'). Potgczmy P z poczatkiem uktadu, to:
X'—Tr Ccos Ip
y'—r sin p
Dawne wspoétrzedne sg:
X=T €0S (P+ n)
y*=r sin (p+ d) czyli
cos (pcos 6—r sin mpsin 6
y —r sin pcos G+ r cos psin 0

Podstawiajac tu za r sin mp i
r cos mpwartosci y' ix', otrzymamy:

£*5=5¢' cos &—y' sin &
y=x"'sind+y'coso

(34)

Takie warto$ci trzeba wiec podstawi¢ za x iy, aby jakiekolwiek
réwnanie przedstawi¢ w nowych wspotrzednych. Wyraz z tych,
rownan odwrotnie z' i y' zapomocg x i y! Ji-w-/ - x /

Wykonaj obrot o 3=45° dla rownaf: a2+//*=»25, 4a;"+9y~=36<:0 ile
zmienig sie formy tych réwnan?

Obrotu uzywamy podobnie, jak przesuniecia, do uproszczenia
rébwnan linij krzywych. Poniewaz jednak w obrocie jest tylko jedna
liczba dowolna 6, przeto mozemy zagdaé spetnienia tylko jakiego$
jednego warunku.

Przyktad. Zapomocg obrotu uprosci¢ roéwnanie:
3xi+2xy+3y2=8 (2)

Z gory nie wiemy jeszcze, jaki jest kat obrotu; podstawiamy wiec za /
i y og6lne wartosci z rownan (34).

Otrzymamy po uporzadkowaniu:
2(3-j-2sin 0 cos 0) -\-2x'y" (c0s23—sin 23) -j-y/2 (3—2 sin Scos 3)= 8

lub P 2(3+sin20)+ 2x"y' cos 20+ y“2(3—sin 20)= 8.
Nie mozna zada¢, aby odpadt wyraz a:'2 bo 3-|-sin23 nie moze bhy¢
zerem (sinus jest zawarte w granicach —1...+1), tak samo nie mozna

zada¢, aby odpadt wyraz y'l Pozostaje wiec tylko jedna mozliwo$é: zadamy
aby odpadt iloczyn x'y', t. j. aby

cos23=0
stad 23=90°
wiec 3=45°.

W ten spos6b znamy juz kat obrotu.
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Wykonujac obrot o kat 3= 45° otrzymamy wiec
al 2(3-f-sin 2.45°)+/2(3—sin 2.45°)=8
czyli: 4xn + 2y'2=8
lub 2s/2+ yn —4 (2)

Przy uzyciu osi obréconych o kat 45°,
rownanie linji (1) ma wiec prostszg
postac: (2).

Na fig. 43 mamy obraz graficzny
rownania (1); zaznaczone s3a obydwa
uktady osi.

Przy nowych osiach symetrja tej
linji jest lepiej widoczna, anizeli przy
dawnych. Dyskusja i konstrukcja tej linji
sg wiec dogodniejsze przy uzyciu nowych
osi X'X', T'Y'.

Rownania obrotu osi mozna takze
inaczej pojmowaé. Mozemy uwazac
osie za nieruchome, a wszystkie

Fig. 43. punkty ptaszczyzny za obrécone

o kat & w kierunku przeciwnym.

Punkty te przyjma wiec inne potozenie wzgledem osi wsp6trzednych,

ich wspétrzedne bedg miaty inne wartosci zawarte w rownaniach (34),

(przyczem kreski przy x iy nalezy opuscic).

Réwnania (34) okreSlajg wiec zarazem ruch obro-

towy catej ptaszczyzny o kat 60 okoto poczagtku uktadu
w kierunku ujemnym (zgodnym z ruchem wskazowek zegaru).

Obok ruchu postepowego i obrotowego uzywa sie w geometrji anali-
tycznej wielu innych przeksztatlcen. Bardzo prostem i czesto uzywanem prze-
ksztatceniem jest odbicie symetryczne w osi X-6w (lub w osi J'-6w).
Odciete zostawiamy niezmienione, a rzednym dajemy wartosci przeciwne:

X —X

] ==V

Wskutek tego przeksztatcenia zamieni sie sama figura na figure syme-
tryczng do niej wzgledem osi X-6w. Podobnie uskutecznia sie odbicie w osi I-6w.
Przeksztatcenie to mozna takze uwaza¢ za zmiane kierunku osi, przy niezmie-
nionej figurze.

Jednem z wazniejszych jest przeksztatcenie podobne, polegajace
na zmniejszeniu rzednych i odcietych w. tym samym stosunku. RoOwnania,
okre$lajace to przeksztatcenie, s3a:



Figury zamieniajg sie przez to przeksztatcenie na figury podobne (n. p.
zmniejszona podziaika).
Jezeli rzedne zmniejszymy w innym stosunku, anizeli odciete:
X' = ax
y'=by
otrzymujemy figury juz nie podobne, ale ,pokrewne“ (affinizm). Przez to
przeksztatcenie n. p. koto zamienia sie na elipse.
Jezeli znowu X, y zastgpimy wartoSciami:
ax+by+c , alxA-biy+ci
dx+ey+f J dx+ey-\rf
otrzymamy inny rodzaj pokrewienstwa: figury, z ktérych jedna jest rzutem
(Srodkowym w og6lnosci) drugiej. Takie dwie figury nazywamy jedno-
kresl ne mi lub projektywicznemi wzgledem siebie.

Cwiczenia V
§ 16. 1 a) Wyprowadzi¢ wzory na przesuniecie réwnolegte osi w kierunku
ujemnym wzdtuz osi X-6w, a dodatnim wzdtuz osi Y-6w. Figural

b) Wyprowadzi¢ wzory na przesuniecie, obierajac punkt P w trzeciej
¢wiartce. Figura!

2. Wykaza¢, ze przy ruchu postgpowym ani diugosci, ani katy nie ule-
gaja zmianie.

Wskazowka: podstaw nowe wspoOirzedne we wzory na odlegto$¢ dwdch
punktéw i na wspotczynnik Kkierunkowy odcinka.

3. Wierzchotki tréjkata maja wspdtrzedne,: (3,2, B{2,-1), C(8, 11).
Jakie bedg wspotrzedne tych wierzchotkéw, gdy przesuniemy poczatek uktadu
do punktu B, a jakie gdy do punktu C?

4. PrzesungC osie tak, aby wierzchotek peku promieni

(1—2x+ 2)—s(y—3)=10
tezat w poczatku ukiadu. Jakie wtedy jest réwnanie peku promieni ?
5. Przez przesuniecie uktadu uprosci¢ réwnania:

/Ca) WNA-y2—6a;—4;/=12 Narysuj w nowych osiach!
bj 4.t2+ y2—\2x+2y—2=0
C) y2—8y—Gx+28c=0
<il) X2—y2+6x+4y = —I
§ 17. 6. Wyprowadzi¢ réwnania obrotu dla 3= 45°.

;7. Wykaza¢ analitycznie, ze przy ruchu obrotowym nie zmieniajg sie
odlegtosci punktow od poczatku uktadu, ani katy zawarte miedzy dwoma
linjami  prostemi, -tagczacemi  poczatek uktadu z dowolnemi  punktami
ptaszczyzny.

Wskazowka: podstaw we wzory na odlegto$¢ i spadek prostej wartosci
z réwnan obrotu.
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(S Wierzchotki trojkata maja wspdtrzedne -{(—2,3), 7B(1, —3), 6'(3,0).
Obréci¢ osie o 225° i obliczy¢ wspbtrzedne punktow A, B, C w nowym
uktadzie.

(9. Obréci¢ osie tak, aby bok A (3, 7), B (4, 8) trojkata ABC byt réwno-
legty do osi X-6w. Jakie bedg nowe wspo6trzedne punktow A, B ?

10. Przez obrot uktadu uprosci¢ réwnania:

a) Wa;2+ 24a;//+4//2=20
b) 3x2-\-2xi/A-3y2=8 Narysuj!
11. Przez obr6t i przesuniecie uprosci¢ réwnania:
a) 2x2—6y2-(-xy—5a;+Ily=3
b) 9a;2+16,i/ 2—21 xy —166a:— 112 j/A-724=0
12. Przez obr6t zamieni¢ réwnanie
%/—18
na takie, w ktérem nie ma wyrazu x'y'. Narysuj!



Rozdziat VI

Koto

?§ 18. Ogdlne rdwnanie kota.

W rozdziale IV. badaliSmy linje proste, a zarazem rdwnania
pierwszego stopnia. Przejdziemy obecnie do linij krzywych, ktore
najczesciej spotykamy w geometrji, a wiec przedewszystkiem do kota.
Znajac promien kota r i potozenie Srodka, t. j. jego wspoirzedne:
Ss(p, q), wyprowadzimy réwnanie kota (fig. 44). Obierzmy dowolny
punkt A (x, y) na obwodzie kota. Jego odlegto$¢ od srodka wynosi r:

SA=rr

Wyrazajac te odlegtosé analitycznie,
otrzymamy [wedtug wzoru (10)]:

Y(x—p)'l+(y —q 2=r
czyli:

(oc-pr+Cy-ar-r™ (35

Rownaniu temu muszg czynic

Fg 44- zado$¢ wspotrzedne ws zy stkich

punktow, lezgcych naobwo-

dzie kota, poniewaz wszystkie majg rdwng odlegtos¢ od Srodka.

Jezeli punkt lezy wewnatrz kota, to jego odlegtos¢ od $rodka jest

mniejsza od promienia, wiec dla tych punktéw jest:
(X—pP+ (y—p)2<ri
Podobnie dla punktow, lezagcych zewnatrz kota jest:

(x~p) 2+ (y—@q)2Z>r\

Widzimy wiec, ze zaden punkt, lezacy poza kotem, nie spetnia
rébwnania (35). ROwnanie to jest wiac rownaniem kota o $rodku:
S (p, q), a promieniu r. Rownanie kota jest rdwnaniem drugiego
stopnia w X i V.
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Gdybysmy osie przesuneli rownolegle do $rodka kota, to wspot-
rzedne $rodka w nowym ukladzie osi bytyby: ~=0 i g=0; réwnanie
kota przedstawia sie wtedy w prostszej postaci:

X2+y2=r2 (35 a)

Rownanie (35) nazywamy ogélnem rownaniem Kkota, a (35 a)
Srodkowem rownaniem kota.

Dyskusja. Aby zbada¢ analitycznie witasnosci jakiejkolwiek linji
krzywej, przedstawiamy jg rownaniem w jak najprostszem potozeniu
i dyskutujemy algebraicznie to rownanie. Dla kota najlepiej obraé takie
potozenie, aby S$rodek lezat w poczatku uktadu. Wtedy rdéwnanie
kota jest:

X2+y2=r2
Rozwigzujgc to rownanie ze wzgledu na y lub ze wzgledu na x,
otrzymamy: /
y—+ \i'l—x2 lub x— r2—y?2

Z tychréwnan odczytujemy: do kazdego x nalezg dwie war-
tosci y rowne co do bezwzglednej wartosci, a rdzne co do znaku
(fig. 45). To znaczy: do
kazdej odcietej nalezg dwie
rzedne rowne, ale zwrocone
w strony przeciwne.— Linja
badana-jest wiec syme-
tryczna wzgledem osi
A’-6w. Podobnie wynika
z drugiego rdéwnania: sy-
metrja wzgledem osi
Y-06w.

Rzeczywiste y otrzy-
mamy tylko dla x2< r2
t. j. dla

—r~ x58+ r-

To znaczy : w kierunku
osi A-ow linja krzywa jest
ograniczona, siega tylko
od —r do +r. Tak samo
w kierunku osi Y- ow.

Aby znalez¢ miejsca, w ktérych ta krzywa przecina 0§ A'-6w,
trzebapodstawi¢ y=0;otrzymamya;=+r. Tak samo otrzymamy
odcinki na osi F-6w, kladac *=>0; wtedy y —dzr.

?
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Inne wnioski geometryczne, jakie mozna wyprowadzi¢ z rownania
linji krzywej, poznamy plzniej.

Zbadajmy jeszcze czem sie odréznia rownanie kota od innych
rownan druqipgo stopnia. Rozwijajagc réwnanie (35) otrzyn’hamy:

~X1A-y2—2pxX—2qy ¥ p 2+ q2—r 2= 0.

Rownanie to charakteryzuje sie tern, ze:

1 brak wyrazu x.y,

2. Wspotczynniki przy a2iy2sg rowne (fu sg one =1,
jednakze moga by¢ dowolne, poniewaz obraz geometryczny réwnania
nie zmieni sie, jezeli wszystkie jego wyrazy pomnozymy przez jaka-
kolwiek statg liczbe).

Pytanie, czy kazde rdwnanie drugiego stopnia formy:

i»2-fPy2+«EK + 6i/+c== (36)
(t. j. bez iloczynu xy i o réwnych wspo6tczynnikach przy xliy2
przedstawia koto? Aby to rozstrzygnaé, uzupetnijmy dwumiany
x2+ax i y2+by do kwadratdow zupetnych. W tym celu trzeba dodac

. . bn
do obu stron réwnania ge,\l . Wtedy otrzymamy:

I a\2 [ b\l a2,b2
K t) +P+ 2) - 4 +4

a) Roéwnanie to przedstawia istotnie koto, o $Srodku:

a
S - b
2

2 a

\
/
r=1V4 4 ¢, oile tylko wyrazenie,
znajdujace sie pod pierwiastkiem, ma warto$¢ dodatnig.

N N
b) JezeliCL b —c¢=0, to otrzymujemy

Suma za$ kwadratéw liczb rzeczywistych moze by¢ tylko wtedy
zerem, jezeli obydwie liczby sa zerami. Wiec tylko liczby:
a b
*— r y— 2
spetniajag rownanie (1), jezeli wyrazenie
a2 b2
4+ 4
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Wtedy cate réwnanie przedstawia tylko jeden punkt
rzeczywisty (moglibySmy powiedzie¢: koto o promieniu zero).
1) A
4
warto$¢ urojong. Wtedy zaden punkt rzeczywisty nie spetnia rownania
(1), réwnanie (36) nie ma wiec w tym wypadku zadnego obrazu
geometrycznego (koto o promieniu urojonym).

c) Jezeli O;: —ejest liczbg ujemna, otrzymujemy na promien

N. p. a'l-i')/2+ 6j:+ 8y+ 10= 0 przedstawia kolo (por.przyktad 1)
*24-y2-(-6:r+ 8//+25=0 przedstawia tylko jeden punkt:S (—3, —4)
x2A y2+ 6x-j-8//+ 30=0 nie przedstawia zadnych punktéw rzeczywistych.
Przyktady. 1 Jaka linje krzywa przedstawia réwnanie:

4x2+ 4y2—\2x—16//—11- O?
Poniewaz brak wyrazu x.y a wspotczynniki przy a;2iy2 sg jednakowe,
rébwnanie to moze przedstawia¢ kolo. Czy to'bedzie istotnie koto,to zalezy

od wartosci, jaka otrzymamy na r.
Uwalniajgc dane réwnanie od wspotczynnika 4, otrzymamy

X2+ y2—3x—4y—" =0

Uzupetnijmy dwumiany x2—3r i ;/2—4y do kwadratéw, to otrzymamy
po zredukowaniu:

* 2)2+0/_2)2=9-
Réwnanie to przedstawia istotnie kolo o $rodku: 2" a 0 promie
niu: v= 3. V2
2. Znalez¢ réwnanie kota, przechodzacego przez trzy punkty:
1(—2, -1) B(3,.4.C(, -5)
Réwnanie to ma mie¢ postac:
x2+ij2+ax+by-\-c—O0.
Poniewaz punkty A, B, C maja leze¢ na tern kole, to ich wspé6trzedne
muszg spetnia¢ to réwnanie. Otrzymujemy wiec:
4-j-1—2a—6+ c=0
9+16 + 3a-{-46+ c=0 -
364-25+ 6«—5b+ c=0
Z tych trzech warunkéw obliczamy z tatwoscig :
a=—6, 6=2, c= —15
Réwnanie zadanego kota przedstawia sie w postaci:
a:2-j-.il2—6j-+ 2y—15= 0
Uzupetniajac dwumiany do kwadratow, otrzymamy:
(r—3)2+(y+1)2=52

Koto mozna takze przedstawi¢ zapomocg dwdéch réwnan, uzy-
wajac trzeciej, posredniej zmiennej, zapomocg ktérej wyrazamy 0soO-



bno x i osobno y. Majac podane koto n. p. w formie S$rodkowej,
oznaczmy literg t kat, jaki. tworzy dowolny promieA z osig X-0w,,
Widzimy z fig. 46, ze dla kazdego punktu

*Y kota zachodzg zwigzki:
j X—r cost .
<y—r sin t W>

Rownania te razem przedstawiaja,
koto. Taki sposéb wyrazania réwnania
linji krzywej nazywamy parametro-
wem przedstawieniem krzywej;,
zmienng pomocniczg t nazywamy para-
metrem. Jezeli t przebiega wszystkie-
wartosci od OU do 360° (lub w mierze-
tukowej od 0 do 2n), to x iy przebie-

gajag wspoltrzedne wszystkich punktéw kota.

Rugujac z tych réwnan zmienng t (n. p. podnosimy te réwna-
nia do kwadratu i dodajemy), otrzymamy zwyczajng posta¢ rownania
a2-i-7/2=r 2

Uwaga. Roéwnania (a) mozna pojmowaé kinematycznie: punkt porusza
sie wzdtuz osi X-6w wedtug prawa: jr=i-cosi (ruch perjodyczny, drgajacy),
a wzdtuz osi X-6w wedtug prawa: y= >-sin< (ruch perjodyczny, drgajacy).
Ruch wypadkowy odbywa sie po kole o promieniu r. W mechanice tez naj-
czesciej uzywa sie parametrowego przedstawienia linij krzywych.

Przedstaw parametrowo og6lng forme rownania kotal Okaza¢, ze linje.
prosta mozna przedstawi¢ w parametrowej postaci:

i X=c+cht

. y—DbA-byt.

8 19. Koto i linja prosta. Styczna. Dwa kota.

Aby rozwazy¢ wzajemne potozenie kota i prostej na ptaszczyznie
badamy rownocze$nie rownania kota i prostej:
X'1A-y2=1r2
y =ax+b
Interesujg nas przedewszystkiem punkty przeciecia sie tych linij,
t. j. punkty wspolne tym linjom. Wyrazajagc sie algebraicznie: sg to
takie pary wspoétrzednych x, y, ktore speiniaja obydwa rdéwna-
nia (b), to znaczy rozwigzania tego uktadu rownan. Rugujac n. p. vy
otrzymamy:

(b>

2ab ri—n"1

>
1Hd2- 1T a2 (c



£lt y2 spetniajg rownanie (1). Zatem na wyznaczenie punktu styczno-
§ci otrzymujemy jeden warunek:

+ =r2 (2
w ktérym xit y.2, r, sg liczbami znanemi.

Drugi warunek, jaki musi spetnia¢ punkt stycznosci, jest: punkt
sten lezy na kole. Wiec:

2jrVi 2—r2 (3)
Obliczajagc z réwnan (2) i (3) niewiadome xu ywtrzymamy
szukane punkty stycznosci (dwie pary wartosci Xu yx\).

Podstawiajgc te wartosci w réwnanie (1), otrzymamy réwnania
»dwoch stycznych do kota z punktu P(x2 y2).

Zagadnienie to mozna takze rozwigza¢, powotujagc sie na
znane z planimetrji kon-
strukcyjne rozwig-
zanie. Punkty stycz-
nosci otrzymujemy jako
punkty przeciecia sie
kota (fig. 48):

K ....x2+y2—r2
z kotem L, o Srodku:

f)

a 0 promieniu:

0s-]1j.£ £ 51

a wiec kota:

Porzadkujagc rdwnanie L i odejmujagc od niego roéwnanie K,
»otrzymamy rownanie pierwszego stopnia (r. linji prostej):
XX, +yy2=r2
Zamiast bada¢ punkty przeciecia sie dwdch kot K iL," mozemy
wiec bada¢ punkty przeciecia si¢ kota z prosta:
x2-\-yl=r2

XX2+Yyy2=r1
Punkty stycznosci lezg na kole i na tej prostej. Prosta,
taczacag punkty stycznoSci A i B, nazywamy cieciwg stycznosci
tub biegunowg punktu P, z ktérego wykre$lono styczne. Wypro-
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wadziliSmy wiec przy tej sposobno$ci réwnanie biegunowej
punktu P{x2,y2):
XXiA-yyi=r2 (40)

Widzimy stad, ze réwnanie biegunowej ma zupeinie te samg

forme, co réwnanie stycznej. Istotnie styczna jest tylko specjalnym

< przypadkiem biegunowej: jezeli punkt P(x2y.1) zbliza sie do kota,

to cieciwa stycznos$ci zbliza sie do stycznej (narysuj kilka potozen!);

jezeli wreszcie punkt P padnie na obwdd kota, to P bedzie punktem
-/m stycznoS$ci, wiec :

y-ir ti
i rownanie biegunowej stanie sie rownaniem stycznej. Jezeli koto jest
podane w formie ogdlnej, to réwnanie biegunowej jest:

(x-p) xi-p)+(y-q) (ih-q) =»2 (41)

przyczem x2, y2 oznaczajg wspotrzedne dowolnego punktu P, lezacego
k nie koniecznie na kole.

Przyktad 1. Znalezé réwnania stycznych z punktu i'(14, 2) do kota:
( ,-2-1-72=100.
Pierwszy sposob. Réwnanie stycznej ma postac:
xxi+ y.h ~ *o0
Poniewaz P lezy na stycznej, przeto:
147+272=100
Jest to jedno réwnanie na wynalezienie niewiadomych xlyi; drugiem
réwnaniem jest:
Xi 2+ yt2—ioo
, poniewaz punkt stycznosci lezy na kole.

Rozwigzujagc te dwa rdOwnania, otrzymamy wspoétrzedne punktéw

stycznosci:
4+=6, 'Ji~8
2'1—8, y'i=—6
Rownania stycznych sg wiec:
( 6a;+ 8y=100
I 8x—6//= 100

Drugi spos6b. Punkty stycznos$ci leza na kole i na cieciwie stycznosci,
t. j. biegunowej punktu P. Spetniajg wiec rownania:
*2+y 2= 100 j
14,-r+2y = 100 /
Rozwigzujac ten uktad réwnan dochodzimy do tego samego wyniku
co poprzednio.
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Przyktad 2. Znalez¢ wspélne styczne ko6t: a2+ //2=25 i (a;— 10)2-}-V/2= G4
Szukajmy najpierw punktu stycznos$ci Xiyi stycznej do pierwszego kota,
t. j. stycznej xxl+ yy, = 25.
Poniewaz jej odlegto$¢ od $rodka drugiego kota ¢'(10,0) ma by¢ réwna
promieniowi tego drugiego kota t. j. 8, przeto stosujagc wzér na odlegtosé
punktu od prostej (wzér 31) otrzymamy

ritL i-4- + 0t - 25L S
VX, 2+.yi2
Ale Ya ; , 2=5, poniewaz (a*, yt) lezy na kole, wiec zostanie

I10ag—25= -+-5.8
a stad
——| lub +6-5.

Druga warto$¢ jest nieprzydatna, poniewaz w pierwszem kole nie odpo-
wiada jej zaden rzeczywisty punkt. Natomiast dla pierwszej wartosci otrzy-

\91
mamy y , = %

Wobec tego réwnania dwoch wspdlnych stycznych sg:

—Il*rfc—y-a

Mozna tez otrzymaé te wspOlne styczne inng droga, przy pomocy
$Srodka podobienstwa dwoéch kot (por. ¢éwiczenia VI. zad. 32 i 33).

Dwa kota. Aby zbadal potozenie dwoch koét:
X2+ y2+(KC+by+c=0 (1)
X2+ y2+alx+biy+cl=0 (2)

szukamy przedewszystkiem ich punktéw przeciecia. Odejmujac drugie
rownanie od pierwszego, otrzymamy:
(a—ai)x+ (b-bt)yA-{c—c)=0 3)

Jest to réwnanie pierwszego stopnia, awiecrownanie jakiej$
linji prostej. Zamiast bada¢ réwnania (1) i(2),mozemyteraz badac
(1) i 3) lub (2) i (3), t. j. przecinanie sie kota z prostyg. Zaleznie
od tego, czy ta prosta przecina koto, styka sie z niem lub go nie
przecina, kota (1) i (2) przecinajg sie w dwoch punktach, stykajg sie
lub nie majg zadnego punktu wspdlnego.

Prosta (3) jest linjg potegowa dwdch két, t. j. linja, ktorej
kazdy punkt ma rowne potegi ze wzgledu na obydwa kota. Wykazu-
jemy to, uzywajac formy (x—pY + iy—?)2—»"*=0. Okazuje sie (narysuj
odpowiednig figure!), ze, gdy punkt x, y lezy poza kotem, w odlegto-
§ci d od $rodka, to:

d'i—r2= (x—py + (y—Q)z—r?—s2
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gdzie s oznacza odcinek stycznej z punktu poza kotem. Kwadrat tego
odcinka jest zaS§ — jak wiadomo — potega punktu P(x, y) ze wzgledu
na koto.

Podobnie, gdy punkt P lezy wewnatrz kota, d2—r 2= —c2 gdzie ¢
oznacza potowe cieciwy prostopadtej do prostej tgczacej P z $rod-
kiem kota; liczha —c2 nazywa sie potegg punktu P ze wzgledu na koto.

W obydwu przypadkach lewa strona rownania kota sprowadzo-
nego do zera — nazwijmy jg krotko Ki — przedstawia potege
punktu (x, y) ze wzgledu na koto.

Jezeli mamy drugie koto 2T2= 0, a potegi majg by¢ rowne dla
obu kot, to musi by¢ czyli punkt (x, y) musi spetniaé
réwnanie

P\—Ki~K1=Q
a to jest wtasnie nasze rownanie (3).

Biorgc pod uwage jeszcze trzecie koto o réwnaniu P 3=0,

mozemy utworzy¢ jeszcze dwie linje potegowe:
P3="i-"23=0
p3==jr3-jf2==0

Z formy tych trzech réwnan wida¢, ze pierwsze jest sumg
dwoch pozostatych:

P1=P 2+ P3=0
a to dowodzi, ze te 3 proste przecinajg sie w jednym punkcie (por.
§ 15 wzd6r 32 dla Ai=/i2==l). DowiedliSmy wiec takze, ze: linje
potegowe trzech k6t przecinajg sie w jednym punkcie, zwanym $rod-
kiem potegowym trzech kdt—o ile nie sg rownolegte lub nie nakrywajg sie.

Jezeli ten punkt lezy zewnatrz trzech koét, to odcinki stycznych
wykres$lonych z tego punktu do 3 kot sg réwne. Mozemy wiec z tego
punktu jako $rodka zakre$li¢ koto, ktére przetnie trzy dane kota pod
katem prostym. Takie koto prostopadte do kilku innych k6t nazywamy
kotem ortogonalnem.

Na co zamienia sie kolo ortogonalne, gdy trzy linje potegowe
sg rownolegte? lle két ortogonalnych istnieje, jezeli 3 linje potegowe
nakrywajg sie?

Cwiczenia VI

§ 18. 1. Znalez¢ $rodki i promienie kot:
a) (x—3)2+ (y+ 5)2=64;
b) a2+ y2+ 4a:—12y-f-31= 0;
C) X2+ ij2—3ar+5y=1I-;
d) x2-\-y2—10a;= 0.

J3>> A. tomnicki, Poczatki geom, anal. 6
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2. jakie sg obrazy geometryczne réwnan:
a2_|_"2—14a:-}-2y+ 34=0
a'2+i/2—14a:+ 2y + 50=0
a;2+y 2— 14a:+2y + 66 =0.

3. Zbadaé, ktére z punktéow: .4(2,.11), B (—7, 1), C(5, 8), Z)(-1,4)
lezg wewnatrz, a ktére zewnatrz kota: a;2+y2—8a?+6y—75=0, nie ry-
sujgc kota.

4. Wykazaé, ze w czworokacie wpisanym w koto suma iloczynéw bokéw
przeciwlegtych réwna sie iloczynowi przekatni, na przyktadzie: a;2+y 2= 100.
Obraé¢ na tern kole dowolnie 4 punkty.

5. Wyprowadzi¢ wierzchotkowe rédwnanie kota o promieniu r, t.j.
jezeli koto dotyka w poczatku uktadu a) osi F-6w,b) osi X-6w.

6. W jakim punkcie trafia koto x2-\-y2=49 promier nachylony do osi
X-6w pod katem, ktérego:

tg «:?:?

7. Znalez¢ réwnanie kota, ktérego Srodek lezy w punkcie przeciecia sig
prostych y+ 4ar-j-1=0 i 2a, —y+ 5=0, a ktére przechodzi przez punkt
A (2, —3).

8. Poda¢ réwnanie kota, ktérego $rodek lezy w punkcie 5(5,8), a ktore
dotyka prostej 2x—5y=20.

9. Przez trzy punkty o wspdtrzednych A (20m, 10m), B (—10m, 30 m),
C (—30?», —40m) wytyczy¢ koto; obliczy¢ potozenie $rodka i promien.

10. Podaé¢ réwnanie kota, przechodzacego przez punkty:

a) (07 2)! (_I! 3)v (51 0)1
b) 8, 1), (3, 6), (12, 9);
c) (2, -1), 4,3), (-2, -1). 4
11. Poda¢ rownanie kota opisanego na trdjkacie:
y+2 = y=5a;+26, 3y + 2a;= 44.
12. Znalez¢ réwnanie kota wpisanego w tréjkat:
5.-r+12y—2=0, 4a;+3y+ 5=0, 3x—4y—15= 0.

13. Poda¢ réwnanie kota, ktére sie styka z kotem x2+y2—4y =0, a kté-
rego $rodek lezy w punkcie (4, —1) (dwa przypadki: styczno$¢ zewnetrzna
i wewnetrzna).

14. Jaka droge zakre$la punkt pobudzony wzdtuz osi X-6w do ruchu,
okre$lonego prawem s~Scos¢ a wzdtuz osi y-6w s2=3siiW ?

15. Jakg warto$¢ musi mie¢ b, aby prosta

y=2x+b
byta styczna do kota a;2+ y2=9? Dla jakich wartosci b prosta nie przecina
kota ?

16. Jaka warto$¢ musi mieé aby prosta ;/—2x+3 byla styczng do
kota a:2+y2=r2?

17. Poda¢ réwnanie stycznej do kota

a;2+y2=25
w punkcie A (—3, 4).



18. Znalez¢ réwnanie stycznej do kota Xx"A-y"i= 16, jezeli jej wspot-
czynnik kierunkowy: a= 3.

19. Koto: a;2+ yt=36 przecieto prostg y—— 114-6.YTT; znalez¢
Srodek odcietego tuku i styczng przez ten S$rodek przechodzaca.

20. Wykaza¢ analitycznie, ze styczna jest prostopadta do promienia, prze-
chodzacego przez punkt stycznosci.

21. Wykazaé¢ analitycznie, ze styczna réwnolegta do cieciwy potowi tuk,
nalezacy do tej cieciwy. (Prosta, taczaca punkt stycznosci ze $rodkiem Kkota,
potowi odp. kat Srodkowy).

22. Znalez¢ styczne z punktu: (7,1) do kota 25.

\23. Znalezé styczne do kota: x1A-y'l—4a:+6y-)-8=0, majace wspot-
czynnik kierunkowy: a=2.

-24. Pod jakim katem przecina prosta:
4a;-p3y=12, koto a2+ y2—6x—4y=0?
(Katem linji krzywej z linjg prosta nazywamy kat, utworzony przez styczng
. w badanym punkcie).

25.a) Pod jakim katem przecinajg sie kota:
X2+y2=4, (x—5)2-j-y2=16
b) Znalez¢ styczng w punkcie, gdzie sie stykaja kota:
X2+yi-2y =0
X2+y2—6*—I10y-j-18=0 ?
26. Pod jakint katem wida¢ koto:
ar2+ y 2= 289
z punktu A (7, 23).
__27. Wyprowadzi¢ réwnanie kota, przechodzacego przez punkty (3,4)(—3, 4)
i dotykajgcego prostej 5y—12a:=>65. (Konstrukcja!).

Z28. Zbudowa¢ rownanie kota, dotykajagcego osi a;-6w i dwoch kot
(zewnetrznie): %
z2-f-y2= 1 e e ' /m
(x—5)2-j-y2=4. A
29. Zbudowa¢ rédwnanie kota, dotykajagcego zewnetrznie trzech kot:
(x—3)2+ y2=1

(x—N2+y2=4
C'r+3)2+(y + 3)2=16.

(30. Jezeli biegun P (6, 5) kota a2+ y'1==9 posuwa sie po prostej
2y —x—4=0, wykazaé, ze jego biegunowa obraca si¢ okoto pewnego
punktu.

Wskazéwka: obraé kilka potozen bieguna, znalezé réwnanie biegunowej
dla kazdego potozenia bieguna i wykaza¢, ze te proste przecinajg sie
w jednym punkcie.

31 Wykazaé, ze prosta, przechodzaca przez $rodek kota i biegun,
harmonicznie podzielona punktami przeciecia sie z kotem, =z biegunowg
i biegunem.

[N. p. Koto: x2+ y2= 16, biegun P(7, 0)].

jest
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32. W kotach a2-ry2= 25 i (x —8)2+ yt= 4 wykreséli¢ dwa promienie
rownolegte o wspotczynniku kierunkowym %; konce ich potaczy¢ i znalezé
punkt przeciecia sie tej linji z prostg tgczacag S$rodki (zewnetrzny $rodek po-
dobienstwa). Zrob to samo dla promieni prostopadtych do osi cz-6w.

33. Na podstawie poprzedniego zadania znalez¢ wspélne styczne zewnetrzne
kot: xi+yi=251i (x—8)2+y2=4.

34. Wykazaé, ze punkty przeciecia sie stycznych prostopadtych do siebie
spetniajg rownanie kota wspotsrodkowego z danem kotem. Obraé koto
X2+y'i—r2

35. Wykazaé, ze koto, przechodzace przez $rodki trzech bokéw dowolnego
tréjkata, przechodzi takze przez spodki trzech wysokosci: (n. p. A (3, 1), B (9,5),
C (5, 7). (Koto Feuerbacha).

36. Wykazaé, ze jezeli z dowolnego punktu P kota opisanego na trdj-
kacie poprowadzimy prostopadte do .trzech bokéw, to ich spodki leza
na jednej prostej. (Prosta Simsona). Wierzchotki trojkata obraé: A (—6,0),
B(6,0), C(4, 5).



Rozdziat VIl

Ogdblne uwagi o dyskusji réwnan linij krzywych

§ 20. Dyskusja réwnan linij krzywych.

Nie uciekajgc sie do graficznego przedstawiania réwnania, mo-
zemy juz wiele wyczyta¢ z samego .rownania.

Tak n. p. podstawiajgc z=0 w réwnanie badanej linji otrzymamy
odcinki, jakie ta linja tworzy na osi y-6w, a podobnie podsta-
wienie y =0 prowadzi do obliczenia odcinkdéw na osi z-6w.

Stopien linji krzywej. Badajgc ogolniej punkty przeciecia sie linji
krzywej z dowolng prosta: y=ax+b (lub x=c), otrzymamy w ogol-
nosci tyle punktdw przeciecia, ile wynosi stopien rownania, (niektore
z tych wsp6trzednych moga wypas¢ urojone, moga byé takze jedna-
kowe). Jezeli prosta przecina linje krzywa najwyzej w n punktach,
linje te nazywamy linjg rc-tego stopnia. Stopien linji krzywej
réwna sie wiec stopniowi jej rownania (wiadomo za$, ze
stopniem rownania nazywamy najwyzszg sume wyktadnikéw przy
zmiennych x iy zawartych w jednym wyrazie).

N. p. koto a2+ jr2= r 3 jest linjg 2-go stopnia; podobnie linje przed-
stawione réwnaniami: y2—8x, Xy= 16 i t. p. Natomiast obrazy geometryczne
réwnan y=Xa X2 (5—y)=10 i t. p. sa linjami 3-go stopnia.

Symetrja wzgledem osi. Jezeli jaka$ linja jest symetryczna
wzgledem osi z-6w, to do kazdego jej punktu nad osig z-6w
znajdziemy odpowiedni punkt pod osig, w réwnej odlegtosci od osi,
lezacy réwniez na tej linji krzywej. Jezeli zatem P (z,, yt) speinia
rébwnanie badanej linji, to" i punkt P (z,, —y{) musi speiniac jej
rbwnanie: réwnanie nie zmieni sie wiec zupetnie lub zmieni
sie na rownowazne, jezeli za y podstawimy: —y. Jest to warunek
nietyiko konieczny, ale i wystarczajacy. Podobnie ocenia sie symetrje
wzgledem osi y-6w. RoOwnanie przedstawia linje symetryczna
wzgledem osi y-6 w, jezeli sie nie zmienia przy zasta-
pieniu zmiennej z wartoscig przeciwng: —z.



N. p. a) x2+y2=r2 przedstawia linje symetryczng wzgledem osi, bo

nie zmienia sie, gdy za x podstawimy —x; albowiem:
(—x)2+y2=x2+y2 i x2+ (—y)2=x2+y2

b) Linja przedstawiona réwnaniem y2=8x jest symetryczna wzgledem
osi a:-6w, bo (—y)2=y2 a nie jest symetryczng wzgledem osi y-6w, bo po
podstawieniu —X za X zamienia si¢ na y2= — 8X.

¢) Linja przedstawiona réwnaniem y-f5a;=6 nie jest symetryczna ani
wzgledem osi a;-6w, ani wzgledem osi y-6w, bo zmienia sie przy podsta-
wieniach —x, lub —y za x luby na: —yj-5a;=6 lub y—5a;=6, a te rownania
przedstawiaja juz zupetnie inne linje, poniewaz nie sa réwnowazne z pier-
wotnem rdwnaniem.

Symetija wzgladem poczatku uktadu. Punkty A i A' (Fig. 49)
nazywaja sie symetryczne wzgledem punktu O, jezeli lezg na tej samej

prostej, przechodzacej przez O,

v po przeciwnych stronach punktu

O, ale w réwnych odlegtosciach.

Jezeli wspotrzedne jednego pun-

ktu sa: (xi,y 1), to wspotrzedne

drugiego punktu muszg by¢:

(—x1, —y,). Figura, ktdrej wszyst-

kie punkty sg parami symetryczne

Y wzgledem punktu O, jest cata

Fig. 49. symetryczna wzgledem O. Jezeli

wiec (xit y{) spetniajg rownanie

badanej linji, to i (—a%, —yj musza spetnia¢ jej réwnanie. Warunek

ten jest zarazem wystarczajacy. A wiec: rownanie przedstawia

linje symetryczng wzgledem poczatku uktadu, jezeli-

sie to réwnanie nie zmieiiia przez réwnoczesne pod-
stawienie: —Xx, —y za x,y.

N. p. @) x2+y2=r2 po podstawieniu —X, —Yy za X, Y przechodzi na:
(—x)2+ (—y)2=»"2, czyli: x2+y2—r2 a wiec nie zmienia sie. Linja przed-
stawiona tern réwnaniem jest symetryczna wzgledem punktu O

b) y—5x. Przez podstawienie —X, —y otrzymamy —y=15. (—x), a to
rébwnanie jest rdwnowazne z y=5X, a wiec ta linja jest symetryczna wzgledem
poczatku uktadu.

C) y2= 8a;.' Podstawienie —Xx, —y daje: y2— —8#, linja ta nie jest
wiec symetryczna wzgledem punktu O.

Aby wykry¢ inne osie symetrji oprocz osi wspotrzednych iinne
$rodki symetrji, oprécz poczatku uktadu, trzeba wykonywac¢ odpo-
wiednie obroty i przesuniecia.

N. p. Xx2jry2—8x—4y—5= 0.

Dla tej krzywej ani 0$ ;r-6w, ani 0$ y-0w nie jest osig symetrji (wykazl).
Jezeli jednak przesuniemy osie o +4 i +2, otrzymamy réwnanie X 2jt~y2= 25,
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w ktdrem osie wspoOtrzednych sg juz osiami symetrji. Widocznie wiec w dawnej
figurze proste %=4 i y= 2 byly osiami symetrji. Narysuj I

Granice rozciggania sie linij krzywych. Granice, miedzy jakiemi
zawiera sie linja krzywa, otrzymujemy, obliczajgc, dla ktérych war-
tosci x przestaje by¢ y liczbg rzeczywistg i odwrotnie: dla ktorychy
przestaje by¢ x liczbg rzeczywista.

N. p. @) Zbadajmy pod tym wzgledem linje okreslong réwnaniem:
a:i2+4//2=36.

Stad: 36—4y], y«==fc~ 2% "

Widzimy z tych réwnan, ze x jest rzeczywiste tylko dla tych wszystkich vy,
ktore sa zawarte w granicach —3...... -j-3; dla innych y otrzymujemy uro-
jone a. Wzdtuz osi Jfc-6w siega wiec badana linja od —3 do +3; poza proste
Xx=+3 i x= —3 nie rozcigga sie zupetnie. Podobnie w kierunku osi /-6w
linja siega od —6 do +6, a poza prostemi y= —6 i y=-t-6 niema juz
punktéw tej linji.

b) y—4x—7; dla kazdej warto$ci x otrzymujemy rzeczywiste y i od-
wrotnie. Linja ta jest wiec nieograniczona zaréwno w kierunku osi a;-6w jak
i w kierunku osi x-O0w.

c) 9y2=(a;-f3) (a—1) (x—2). Zbadajmy tylko rozcigganie sie tej linji
w kierunku osi a;-6w. Widzimy, ze y bedzie urojone, jezeli ay< —3, bo wtedy
wszystkie czynniki pod pierwiastkiem:

y==fci V(*+3)(z-1)(z-2)
sg ujemne. Rzeczywiste wartosci y otrzymamy, gdy —3 <a;”-bl, wtedy
bowiem pierwszy czynnik jest dodatni, a dwa pozostate ujemne. Pod pier-

Fig. 50.

wlastkiem mamy wiec w tym wypadku liczbe dodatnia. Jezeli 1< x < 2, to
ostatni czynnik jest ujemny, a dwa poczatkowe dodatnie, znowu wiec y jest
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liczbg urojong. Wreszcie dla wszelkich x *>2 jest y rzeczywiste. Badana linja
zaczyna sie wiec od x= —3 i siega do a=4-1; potem mamy przerwe od
#=+ 1 az do x=+2 a odtad ciggnie sie juz krzywa nieograniczenie. Obrazem
jej jest fig. 50; widzimy, ze linja ta sktada sie z dwéch oddzielnych gatezi.
Zbadaj odcinki tej linji na osi y-6wl Zbadaj jej symetrje!

Punkty nieskonczonosdowe. Dla postaci linij krzywej waznem jest
bardzo zbadanie, czy istniejg takie skonczone wartosci a zmiennej X,
ze, gdy x dazy do a, to y dazy do nieskonczonosci lub takie v,
dla ktorych x dazy do nieskoriczono$ci. Te wartoSci nazywamy pun-
ktami nieskonczonos$ciowemi funkcji, wyrazajacej y w zaleznosci od x
lub x w zaleznosci od vy.

. 3x+2 . , L . i

N. p.ajy= ---:-4—.W|d2|my z tego réwnania, ze y jest skoniczone dla
wszelkich skonczonych x, z wyjatkiem wartosci x—4; gdy a dazy do 4,
y dazy do + 00. Rozwiagzujagc znowu dane réwnanie wedlug zmiennej X,

24-4
otrzymamy: X — >-)i Stad znowu widzimy, ze x jest skonczone dla wszelkich
y
skofAczonych wartosci y, z wyjatkiem y==3; gdy za$ y dazy do 3, x dazy
do 4-00 lub do —0O.

Przy dokladniejszej dyskusji nalezy takze zbada¢, w jaki sposéb
wzrasta y z wzrostem x i -odwrotnie; wzrastanie to nalezy $ledzi¢
az do nieograniczonego wzrostu zmiennej niezaleznej.

Przyktady: a) y2=*9x czyli ll= 4 -3\L Jezeli x jest ~>0 i wzrasta, to
zarowno +3YaT jak i —3Val wzrastajg co do wartosci bezwzglednej. Gdy x
dazy do nieskornczonosci, to iy dazy do nieskonczono$ci. Ot6z z wzrostem x
linja ta coraz bardziej sie oddala od osi z-6w w gdre i w dét.

3*+2 oi 14

b "=FT =3+ K" F

Posuwajmy sie po osi a>6w poczawszy od wielkich wartosci ujemnych..
Dla takich warto$ci utamek xA 4 jesf bardzo mato rézny od zera, a wiec y
rézni sie bardzo mato od wartosci: 3. Z wzrostem x (t. j. gdy X przybiera

2
coraz mniejsze bezwzglednie warto$ci ujemne) maleje y. Dla x— 0 prze-
chodzi y przez zero, a nastepnie przybiera wartosci ujemne coraz wieksze
(bezwzglednie).
14
Gdy x zbliza sie (rosnac) do +4, utamek . dazy do — 00, a wiec.
(r~~
iy dagzy do — 00.

14
Gdy x ma wartos¢ cokolwiek wigkszg od 4, utamek _ ma bardzo

wielkg warto$¢ dodatnig. Gdy wiec x dazy do +4 malejac, y dazy do + 00.
14
Gdy x wzrasta przez +4 coraz dalej, utamek Py maleje; gdy z

dazy do +OO0O, y dazy do +3.



Na podstawie tej dyskusji wykreSlamy obraz danego réwnania,
sktadajacy sie z dwoch gatezi nieskoriczonych (fig. 51).

Przesuwajagc osie o od-
cinki + 4 i +3, otrzymamy
rébwnanie x' y' = 14; iinja ta
jest symetryczna wzgledem
nowego poczatku uktadu.
W pierwotnem potozeniu osi
linja ta jfest widocznie sy-
metryczna wzgledem punktu
przeciecia sie prostych x=4
iy=3, réwnolegtych do osi.

c) Badajac podobnie prze-
bieg linji krzywej:

y~x(x+3)(x +4)
sprawdzamy, ze dla wiel-
kich x ujemnych y ma
wielkie wartosci ujemne. Dla
X m>—4, jest y—0. Stad
poczawszy Yy jest dodatnie
az do x —— 3, gdzie znowu
y —0; poza X —-~3 jest y
ujemne (dlaczego?) az do
x=0, gdzie poraz trzeci
y = 0. Stad poczawszy wzrasta y nieograniczenie z wzrostem X. Narysuj obraz
geometryczny tego réwnanialj

Obszary.| Kazda linja jest miejscem geometrycznem punktow,
spetniajacych jakie$ rownanie (algebraiczne lub przestepne), o dwoch
zmiennych x, y. Sprowadzmy wszystkie wyrazy tego rdwnania na
pierwszg strone i nazwijmy to wyrazenie, te funkcje dwodch
zmiennych: /'(z,y). Ot6z miejscem geometrycznem punktowP (x,y),
dla ktérych

f(x,y)=0

jest w ogoélnosci jaka$ linja. JeSli zas weZmiemy pod uwage inne
punkty ptaszczyzny i podstawimy ich wspétrzedne x,y w to réwnanie,
otrzymamy juz nie zero, ale jaka$ liczbe dodatnig lub ujemng. Dla tych
innych punktéw ptaszczyzny bedzie wiec:

f(z,y)>0 lub f(x,y)<0.

Okazuje sie, ze wszystkie punkty, dla ktorych f (x,y) jest do-
datnie najczesciej nie sg dowolnie porozrzucane po ptaszczyznie, nie
lezg tez na jednej lub Kilku linjach, ale wypetniajg zwykle cate zwarte
czesci ptaszczyzny. Podobnie zachowujg sie punkty, dla ktorych f (x, y)
jest liczbg ujemna. Te czesci ptaszczyzny, w ktérych lewa strona
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rownania krzywej ma staly znak, nazywamy obszarami. Przy
dyskusji rownania linji dobrze jest zwrdci¢ uwage takze na te obszary
i wyrézni¢, ktore obszary sa dodatnie a ktére ujemne dla danego
rownania f (x,y)=0.

Tak np. widzieliSmy przy dyskusji rownania linji prostej:
y—ax—b=0, ze dla wszystkich punktéw lezagcych nad prosta
tréjmian y —ax—b miat warto$¢ +, a warto$¢ — dla punktéw pod
prostg. OtrzymaliSmy wiec dwa obszary odgraniczone prosta.
Podobnie przy kole'a;2+?/2=r2 otrzymaliSmy dwa obszary: wnetrze
kota byto obszarem ujemnym, bo dla wszystkich punktéw lezacych
wewnatrz kota jest x2+y'z—r2<0, a zewnatrz kota lezy obszar do-
datni, scharakteryzowany tern, ze x2+y'z—r2> 0. Analizujgc w po-
dobny sposob np. rownanie linji przedstawionej na fig. 50 dochodzimy
z tatwoscig do wniosku, ze w tym przypadku mamy trzy obszary:
wnetrze owalu jest obszarem ujemnym, cze$¢ plaszczyzny siegajaca
od obwodu owalu na zewngtrz az do drugiej gatezi (nieskonczonej)
linji krzywej jest obszarem dodatnim, a wszystkie punkty na prawo
od drugiej gatezi tworzg znowu obszar ujemny.

Rownanie linji krzywej przedstawionej na fig. 51 daje inny podziat
na obszary, gdy to réwnanie badamy w postaci y 3;:43T?-=0, a inny,

gdy obie strony pomnozymy przez mianownik. Prostszy jest podziat
w tym drugim przypadku: czes$¢ ptaszczyzny lezaca miedzy obydwoma
gateziami krzywej jest wtedy obszarem ujemnym a reszta ptasz-
czyzny, na zewnatrz obu gatezi, tworzy dwa obszary dodatnie
(ktére z pewnych wzgledow uwaza sie za jeden obszar zlgczony
niejako w nieskonczonosci). GdybySmy jednak przeprowadzili dyskusje

rébwnania w postaci y — 0, otrzymalibySmy cztery obszary:

znak zmieniatby sie takze przy przejsciu przez linje x=A (prostopadig
do osi a;-6w). Wtedy obszar na lewo u dotu bytby ujemny, obszar
miedzy lewg gatezig krzywej a prosta x=4 dodatni, miedzy x=4
a prawg gatezig ujemny, a poza prawg gatezig znowu dodatni. Wogdle
znak moze sie zmienia¢ tylko przy przejsciu przez linje krzywa i przez
miejsca nieciggtosci funkcji f (x, ).

Badanie obszaréw oddaje podobne ustugi przy dyskusjach nie-
rownosci, jak badanie samych linij krzywych przy dyskusjach réwnan.
(Odpowiedz np. przy pomocy fig. 51 na pytanie: dla jakich x,y jest
iloczyn x.y<\4, przy pomocy kota: ktére liczby majg sume kwa-
dratdbw mniejsza od 1007?).
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Streszczajgc badania, przeprowadzone w tym rozdziale, powiemy r

Przy dyskusji réwnania linji krzywej zwracamy uwage na na-
stepujgce momenty:

1. Punkty przeciecia sie linij z osiami wspétrzednych;

2. Stopien linji;

3. Symetrje wzgledem osi i wzgledem punktu;

4. Dla ktorych y jest x urojone, a dla ktorych rzeczywiste
i podobnie dla yl

5. Dla ktorych wartosci x dazy y do nieskoficzonosci i podobnie-
dla y?

6. Jakim zmianom ulega rzedna, gdy x zmienia sie od —o00
do +o007?

7. Na jakie obszary dzieli linja ptaszczyzne?

Inne szczegoty dyskusji, jak np. badanie najnizszych inajwyzszych
punktéw krzywej i t. p. wymagajg juz zaznajomienia sie z rachunkiem
rézniczkowym.

o .

Cwiczenia VII
Przeprowadzi¢ dyskusje réwnania i wykresli¢ krzywa;
Ly=2x2i

2. *2+ 9y2= 36
3. 4a;2—9y2=9

5-yl=xs

6' y=jox (xJr5)(x~v
7. 16y3=(a;+1)2(a;—3)
8 (x+3)(x-2)

m) (;+ i) (a-5)
9. p.v=38
10. s=5t2
11. X2 = 36
12 y2(3—x)—x3
13. y2(4—x) = x'i (fiA-x)
14. Wykaza¢, ze dla linji krzywej x2—9y2=9 przy nieograniczonenu
|

wzrastaniu X, daz y do .
azy X 3



Rozdziat VI

Parabola

«8 21. Rownanie paraboli.

Znamy juz miejsce geometryczne punktéw réwno oddalonych
od statego punktu (koto) i punktow roéwno oddalonych od statej pro-
stej (prosta rownolegta). Znamy takze miejsca geometryczne punktéw
rowno oddalonych od dwoch statych punktéw (symetralna odcinka)
i punktow réwno oddalonych od dwoch statych prostych (symetralna
kata). Zbadajmy teraz z koleji miejsce geometryczne punk-
tow rowno oddalonych od statego punktu i od statej
prostej.

Linje taka nazywamy parabolg.

Na tej definicji polega konstrukcja dowolnej ilosci punktéow
paraboli. Wykresla sie szereg prostych réwnolegtych do kierownicy,

poczawszy od prostej, potowigcej od-
legto$¢ ogniska od kierownicy. Biorac
w cyrkiel po kolei odstep kazdej z tych
réwnolegtych od kierownicy zakre$la sie
zawsze z ogniska po dwa tuki az
do przeciecia z odpowiednig prostg
rownolegty. Kazdy z tych punktéw prze-
ciecia jest punktem paraboli, poniewaz
jego odlegtos¢ od ogniska jest réwna
odlegtosci od kierownicy.
Chcac z definicji paraboli przejsé
Fig. 52. do jej rownania we wspotrzednych pro-
stokatnych, obierzmy za 0§ a:-6w prosta
~prostopadta do kierownicy, przechodzacg przez ognisko, a za 0$ y-ow
prostg_ prostopadtag do osi «-6w, przechodzacg przez $rodek od-
cinka NF. Staly odcinek NF oznaczmy literg p. Poniewaz ognisko
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obraliSmy po prawej stronie kierownicy (p dodatnie), to dla kazdego
punktu paraboli mamy:

PFAKP 0 (a)
(w przeciwnym razie mielibySmy PF~=—KP, bo PF musi by¢ liczbg
dodatnig).
Warunek ten wyrazamy zapomocg wspoétrzednych:

PF~}jy>+(x-"y

Ot6z warunek (a) przedstawia sie w postaci:

YA+ HT) =a+ry (b>
czyli

a stad po uporzgdkowaniu:
y 2<='2px (42)
Jest to rownanie paraboli, gdy ognisko Mzy na osi i-6w po
prawej stronie kierownicy. Tu X, y przedstawiajg wsp6trzedne dowol-
nego punktu paraboli, a p jest liczbg statg dla jednej paraboli, ale
inng dla kazdej para*boli.
thogga. Nasuwa sie watpliwosé, czy nie wprowadziliSmy w réwnanie

y2=2px jakich punktéw, nie nalezacych do paraboli, przez podniesienie réwna-
nia (b) do kwadratu. Ot6z wprowadziliSmy obok wartosci, spetniajgcych réwnanie

2 =+ g (‘*;—f) takze wartosci.
Poniewaz jednak przy dodatniem p musi byé i x dodatnie (aby y2=2px wy-
padto dodatnie), a wiec i x-\-E bedzie dodatnie, przeto zadne rzeczywiste
liczby X, y nie speiniajg tego drugiego réwnania. ROwnanie y2*=2px przed-
stawia wiec tylko punkty paraboli.

Dyskusja. Rownanie paraboli:

y2=2pXx

jest réwnaniem drugiego stopnia, a wiec linja prosta moze przecinac
parabole najwyzej w dwdch punktach. Parabola jest wiec lin ja.
krzywga drugiego stopnia.

Dla a;=0 jest y=—0 i odwrotnie, parabola ma wiec z osiami'
wspétrzednych tylko jeden punkt wspolny, mianowicie poczatek
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uktadu O (O 0). Punkt ten nazywamy wierzchotkiem paraboli,
m te posta¢ réwnania: ré6wnaniem wierzchotkowem. Parabola
jest linjg symetryczng wzgledem osi z-6w, poniewaz réwnanie jej
nie ulega zmianie, gdy za (x, y) podstawimy (x, —y). Linje te, pro-
stopadtg z ogniska do kierownicy, nazywamy osig paraboli.

Parabola nie jest symetryczna ani wzgledem osi ij-6w, ani wzgle-
dem poczatku uktadu.

Jezeli/) jest liczbg dodatnig (ognisko po prawej stronie
kierownicy), to y jest rzeczywiste dla wszelkich dodatnich x, a uro-
jone dla wszelkich ujemnych x, bo y—+ fZpx. Parabola lezy
wtedy cata po prawej stronie osi y-ow.

Jezeli p jest liczbg ujemng (ognisko po lewej stronie
kierownicy), to y jest rzeczywiste dla ujemnych x, a urojone dla
dodatnich. Wtedy cata parabola lezy po lewej stronie
osi y-O0w.

Rzedna y dazy do oo tylko wtedy, gdy x dazy do oo ; para-
bola jest wiec linjg nieograniczong, otwarta, rozciggajacg sie do nie-
skonczonosci. Jezeli x wzrasta od 0 do 00 (lub do —00 przy ujem-

nem p), to y wzrasta
stale od 0 do 00 nad
osig z-6w i od 0 do
—00 pod osig.
Na podstawie tej
i dyskusji z géry juz orjen-
tujemy sie, jaki bedzie
pg graficzny obraz rdéwna-

X Przedstawmy na je-

dnym rysunku (fig. 53)

parabole dla rdznych

wartosci ,p. N. p. dla

=2, t j. dla y2=4z

otrzymujemy obraz ozna-

czony napisem p — 2.

Y Gdyp zmniejsza sie, pa-

Fig. 53. rabola sptaszcza sie co-

raz bardziej {y nalezace

mbo kazdego x maleje), wreszcie, gdy p dazy do zera, obydwa ramiona
jparaboli daza do nakrycia sie z osig z-6w. Jezeli p wzrasta, para-
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bola wyprostowuje sie, a gdy p dazy do oo, parabola dazy do
nakrycia sie z osig y-6w, bo wtedy
; \Y%
lim x o4 fr= o
Jezeli p jest ujemne, n. p. p=—2, otrzymujemy parabole
2/2= —Ax, symetryczng do y2= 4x. Przy wzrastaniu i maleniu statej jo
otrzymujemy parabole podobne, jak po dodatniej stronie osi x-6w.

Widzimy wiec, ze ksztatt paraboli zalezy od jednej tylko statej
wielkosci, podobnie jak rozmiary kota od promienia r. Statg p, od
ktorej zalezy ksztatt paraboli, nazywamy parametrem
paraboli.. Stata p ma jeszcze jedno proste znaczenie geometryczne.

Zbhadajmy rzedng paraboli, nalezaca do ogniska. Poniewaz od-

cieta ogniska wynosi przetop p. Parametr

paraboli réwna sie wiec rzednej wykreslonej
w ognisku. Podwdéjny parametr: 2p daje diugos$¢ cieciwy,
przechodzacej przez ognisko.

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ rownanie paraboli,
ktérej o$§ przypada w kierunku osi y-6w a wiec i ognisko lezy na
osi y-6w. Majac jednak juz gotowe rownanie paraboli zorjentowanej
w Kkierunku osi z-6w, wystarczy obroci¢ osie (fig. 54) o kat d = —9CP,
aby dodatni kierunek osi y-6w byt osig paraboli.

Trzeba wiec w réwnaniu paraboli:
y 2—2px

podstawi¢ za x iy wartosci, wynika-
jace z rownan obrotu:

x=x"'cos (—90°)—y" sin (—90°)
y—x"sin ( -90°)+”"' cos (—90°)

czyli
X= O+yI

y=*—x"'+0
Otrzymamy w nowych osiach:
Xxt2=2py'

Mieniajac teraz nowe osie z dawnemi, opuszczamy kreski przy
X iy i otrzymujemy

Xx2=2py (43)
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Roéwnanie to przedstawia parabole zwrdcong rozwartoscig do
gory lub na doét, zaleznie od tego, czy p jest liczbg dodatnig, czy
tez odjemna.

Jezeli otrzymujemy z wzoru (43):
y=2s

a wiec parabola jest graficznym obrazem drugiej potegi.
Podobnie parabola y2=z czyli y=+ix, otrzymana z wzoru (42)

przy P=-~2 ies*graficznym obrazem drugiego pierwiastka.

WyprowadziliSmy réwnania paraboli, gdy jej osig byta 0$ z-6w
lub o$ y-0w. Jednakze parabola nie zawsze jest potozona tak dogo-
dnie; w innych potozeniach rownanie paraboli nie ma juz tak pro-
stej postaci.

Jezeli przesuniemy osie wsp6trzednych o odcinki lim, to
réwnania y2=2px i x2=2py przyjmg po uporzagdkowaniu wyra-
zow forme:

aij2+by+cx+d=0
lub axl-\-by+cxA-d=0

Cechg charakterystyczng tych réwnan drugiego stopnia jest:

1 brak wyrazu xy, 2. z wyrazow drugiego stopnia wystepu
tylko kwadrat jednej zmiennej.

W takiej postaci przedstawi sie wiec rownanie kazdej paraboli
0 osi réwnolegtej do osi x-6w lub y-6w.

Odwrotnie: kazde takie rownanie drugiego stopnia formy (44>
przedstawia parabole, jezeli tylko w niem wystepujg obydwie zmienne.
Wtedy bowiem mozna zapomocg réwnan przesuniecia usungé¢ z tych
rownan by i d lub coc i d iotrzyma¢ po podzieleniu przez a forme
(42) lub (43), przedstawiajgcg niewatpliwie parabole. Jezeliby za$ .
w pierwszem roéwnaniu braktlo zmiennej as, t. j. gdyby byto c=0,
otrzymalibysmy

ay2+by+d~0 (b)
Rozwigzujagc to rownanie wedtug y, otrzymamy albo aj dwie-
state liczby rzeczywiste: = y2=/3, t. j. dwie proste réwno-

legte do osi z-6w, albo b) jedng podwdjng warto$¢ y=a, t j.
jedng prosta réwnolegta do osi z-6w, albo c) dwie urojone
wartosci y, wtedy réwnanie (b) nie przedstawia zadnego
miejsca geometrycznego.

Podobnie rozumujemy, gdy w drugiem z rownan (44) brak:
wyrazu by.
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Przyktad: Zbada¢, jaka iinje przedstawia réwnanie:

3a;2—4y—6a+ 23=0 (o)
Wykonujemy przesuniecie:
Xx=?x"+1
y=y'+m

ktérego wielkosci na razie nie znamy. Podstawiajgc te wartosci w (1) i po-
rzgdkujac, otrzymujemy:

3X;y+x'(61—6)—4y' + 312—61l—4rc+23 =0

Dobieramy | i m tak, aby wspdtczynnik przy xf i wyraz wolny byly
zerami, t. j., aby
6i-6=0
32—6Z—4»8+ 23=0
Stad otrzymamy:
1=1 m=5

Wtedy réwnanie zamieni sie na: 3x'i—4y'=0, czyli

4y

To jest parabola, ktorej osig jest
nowa o0$ y-Ow, a ktorej ognisko lezy

2
w odlegtosci: 3 od poczatku uktadu.

Wracajagc do dawnych osi mamy para-

bole, ktorej wierzchotek lezy w punkcie (1,5)

(fig. 55), zwrdcong rozwarto$cig do gory.

Z formy réwnan (44) widaé, ze do

wyznaczenia paraboli o osi réwnolegtej

do jednej z osi wspétrzednych potrzeba

trzech punktéw, albowiem w kazdem

z tych réwnarn po podzieleniu przez «,

pozostang tylko 3 state liczby nieoznaczone.

Fig. 55. Podstawiajac za (X, y) trzy pary

danych wartosci otrzymamy wiec na wy-

znaczenie trzech nieznanych wspoétczynnikéw 3 réwnania pierwszego stopnia
0 3 niewiadomych.

Rownanie paraboli moze wystepowac nietylko w formie (44);
jezeli jej o$ nie jest rdwnolegta do zadnej z osi wspoOtrzednych, to
w réwnaniu paraboli moga wystepowaé wyrazenia x2y2 i xy.

Jednakowoz wszystkie wyrazy drugiego stopnia muszg tworzyé
kwadrat zupetny:

(aa+byy+cz+dy+e”ft. (45)

Sr. A. Lednicki, Poczatki geo». »nal. 7



Dowod. Jezeli rownanie ma forme (45), to wykonujac obrét
(wedtug wzoréw 34)), otrzymamy
[0(2' cos 6—y' sin )+ 6 (2' sin 6+y' cos<5)]2-
-fc (x' cos 6—y' sin 0)A-d{x' sin 6A-y' cos d)+i=0

[z'(a cos sin §)+y' (—a sin &t-6 cos Q)24
+x' (ccos 6A-d sin 6)+y' (—csin 6+ d cos 6)+ e=0.
Dobierajgc 6 tak, aby wspotczynnik przy x' lub przy y' w na-
wiasie graniastym odpadt, otrzymamy wyrazenie zawierajagce z wyra-
zO6w drugiego stopnia w x' i y' tylko jeden kwadrat. Np. z zadania,
aby odpadt wspdéiczynnik a cos &+ 6sin $ przy x' otrzymujemy

* N a

(Jaki warunek na kat obrotu otrzymamy, 2qdajz;c, aby odpad#t
wspotczynnik przy y'?).

Biorgc taki kat 6 otrzymamy po uporzadkowaniu réwnanie formy:
d'y2A-b'y' +crxr+ =0, t. j. formy (44).

Odwrotnie, jezeli réwnanie ma forme (44), to po wykonaniu
dowolnego obrotu mozemy otrzymac¢ albo znowu forme (44), gdy kat
obrotu jest catkowitg wielokrotnoscig 90°, albo forme (45), poniewaz
x lub y zastepujemy przy obrocie dwumianem wedtug wzorow (34):

Parabole, podobnie jak i koto, mozna takze wyrazi¢ zapomocg
dwdch rownan, uzywajac trzeciej zmiennej posredniej.

Ktadac:
x = at

y —bt2

otrzymamy istotnie po wyrugowaniu zmiennej t réwnanie:
N

X
y—b czyli

Ktadac 2 —2p otrzymujemy forme: a2=2py, a wiec parabole.

Takiego przedstawienia paraboli uzywa sie n. p. w fizyce. Réwnania:

X = ct

okre$lajg droge punktu przy rzucie poziomym, t. j. parabole.
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Jest to parametrowe przedstawienie rownania pa-
raboli (parametr rownania: t ma inne znaczenie, anizeli parametr
paraboli: p\).

§ 22. Parabola i prosta.

Aby zbada¢ wzajemne potozenie linji prostej i paraboli, wezmy

pod uwage ich rownania:
y 2—2px
S
y=ax+b (lub x=c, jezeli prosta jest rowno-
legta do osi y-6w).

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi z-6w, t. j. a nie jest
zerem, to na obliczenie punktéw przeciecia sie prostej z parabolg otrzy-
mujemy uktad dwoch réwnan, z ktérych jedno jest stopnia drugiego
a drugie pierwszego. Otrzymamy wiec zawsze dwie pary rozwigzan:

albo aj rzeczywiste i rozne xv y,) i (xv y2)\ prosta jest sieczng
paraboli; Y%

albo b) rzeczywiste i rowne (aa, yx i (x2, y2\ prosta jest
styczng paraboli;

lub wreszcie c) urojone (z,, yt) i (x2, y2); prosta nie prze-
cina paraboli.

Jezeli prosta jest réwnolegta do osi z-6w, t. j. <z=0, otrzymu-
jemy uktad réwnan:

y2=2px 1
y=b J
ktéory ma tylko jedng pare rozwigzan:
y—b
b2

Ot6z prosta réwnolegta do osi paraboli przecina
ja tylko w jednym punkcie (a nie jest styczng, poniewaz nie
jest granicznem potozeniem siecznej).

Uzywajac rozumowania zupetnie podobnego jak dia kota [por. str. 76,
wzér (37)] mozna wykazaé¢, ze styczna do paraboli przy danym spadku a
ma réwnanie:

y=ax+ 7a dla formy y2=*2px, a

y = ax-—--P-Ezdla formy x~—2py.
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Przecinanie sie linji prostej z parabolg jest najczesciej uzywa-
nym graficznym sposobem rozwigzywania rdéwnahn
drugiego stopnia o jednej niewiadomej:

X2+ ax+6 =0 (1)

W tym celu wykreslg sie parabole
y=x2A-axA-b i bada sie jej punkty prze-
ciecia z osig x-6w, t. j. z prostg y=0.

Prosciej jednak przedstawi sie graficzne
rozwigzanie takiego réwnania, gdy bedziemy
je uwazali za wynik eliminacji zmiennej y
z réwnan:

f yA-axA-b=0
| y=x2

Pierwsze rownanie przedstawia linje
prosta, inng dla kazdego rdwnania (1),
a drugie najprostszg parabole, jedna-
kowg dla kazdego rownania 2-go
stopnia: (2).

Rysujemy parabole: y=x'l mozliwie
najdoktadniej na papierze milimetrowym,
przyktadamy do niej prostg (lineat)
y=ax+b=0 i odczytujemy odciete zJ( x2
punktéw, w Kktérych ta prosta przecina
parabole. Odciete te sgq pierwiastkami row-
nania x2A-ax-\-b=0. Te statg parabole
nazywamy szablonem dla rdéwnania
2-go stopnia.

Przyktad. Rozwigzaé graficznie réwnanie:

x2—5#+6 = 0.

Majac wykreslong (fig. 56) stata parabole y=xI (t. zw. szablon),

rysujemy prosta y—5*-}-6=0. Do wykreslenia jej uzywamy — jak zwykle —

unktéw przeciecia z osiami, t. j. (0,—6
P przecie J ( )II ' o>

Odciete xi i x2 punktow A i B, w ktoérych ta prosta przecina parabole,
sg pierwiastkami réwnania x2~-5a;+6 ==0.

Wynoszg one Xxi—2, x2‘=3.

Dogodnos$¢ tego sposobu polega na tern, ze do rozwigzania
wszystkich réwnaf drugiego stopnia wystarczy jeden rysunek, jedna
parabola narysowana stale. Rachunki uboczne sprowadzajg sie tylko

do wykonania dzielenia ) (n. p. w naszym przykladzie 6:5).
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Podobne znaczenie, jak parabola y—x2 dla réwnan 2-go stopnia, ma
linja krzywa okre$lona réwnaniem: y —x 3 dla réwnan trzeciego stopnia.

Linja ta nazywa sie parabolg
trzeciego stopnia. Wykazemy, ze kazde
rbwnanie 3-go stopnia mozna
rozwigzacé¢ graficznie przy po-
mocy statej paraboli: y= x3
i zmiennej prostej y+px+4a=0.

Dowéd. 0Ogdlne réwnanie 3-go
stopnia

z3+ a22-j-bzA-c= 0 (a)

mozna przez podstawienie:
-X—a

sprowadzi¢ do formy:
X 3-\-px-\-q=0 (b)

w ktérej brak drugiej potegi niewia-
domej.

To ostatnie rownanie moznajednak uwaza¢ za wynik wyrugowania
imiennej y z réwnan:
y=X3
y+px-\-q=0

Geometrycznie znaczy to: znalez¢ punkty przecigcia sie linji krzywej
*y=x3 z linja prosta y-\-pxA-2= 0; odciete xt, xv X3 tych punktéw sa pier-
wiastkami réwnania (b). Pierwiastki rownania (a) otrzymamy stad z tatwoscia,

uzywajac wzoru s=x—6.

Na fig. 57wzielisSmy dladogodniejszego rysunku 20y =x3 i prosta
20yA-px-\-2= 0.
§ 23. Parabola i kolo.

Aby obliczy¢ punkty przeciecia si¢ paraboli z kotem, musimy
rozwigza¢ uktad dwéch réwnan drugiego stopnia o dwdch niewiado-
mych. W najprostszem potozeniu paraboli mamy:

X2=2py
(x—=p")2+ (y—q)2=r2
Podstawiajgc z pierwszego réwnania w drugie réwnanie,
otrzymamy r(’)wnanie‘ 4-go stopnia na wyznaczenie z, a wiec cztery

wartosci x. Z . otrzymamy wtedy takze 4 wartosci y.

‘P
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Koto przecina wiec parabole w ogo6lnosci w 4-ch
pu nktach.

Uwaga. Dwa, trzy lub nawet cztery z tych punktéw moga sie nakry-
wacé; otrzymujemy wtedy koto styczne do paraboli.

Odwrotnie: kazdy problem 4-go stopnia, t, j. kazde réwnanie 4-go sto-
pnia, mozna rozwigzac¢ graficznie przy pomocy paraboli 1 kota.

Przyktad. Obliczy¢ punkty przeciecia sie paraboli y=x2z kotem o $rodku

przytem a niech oznacza cosinus

jakiego$ znanego kata np. cos 24°.
Roéwnanie tego kota jest:

Podstawiajac tu y=xi i porzadkujac, otrzymamy:

4xi—3a2—ax=10 <$>
Jednym pierwiastkiem tego réwnania jest a;=0, a wiec i y=0.
Otéz: jednym punktem przeciecia si¢ kota z parabolg jest poczatek uktadu.
Inne punkty przeciecia otrzymamy z réwnania:

43;3— ' X—a=0 ©

Jest to réwnanie trzeciego stopnia, znane z trygonometrji, jako réwnanie
podziatu kata na trzy réwne czesci (por. Trygonometrja sir. 89). Poniewaz tego
réwnania nie potrafimy rozwigzac algebraicznie przy pomocy réwnan 2-go stopnia,
uciekamy sie do graficznego rozwigzania.

Rysujemy parabole y—x2 i koto o

Y nym odlegtosci tego $rodka od poczatku

tow przeciecia sie tego kota z parabola
sg pierwiastkami rownania (b) a zarazem
i réwnania (c). Np. na naszej figurze
(fig. 58): a = cos24°= 091355, wobec

liSmy 2 cm.
Wszystkie konstrukcje, potrzebne do
iY rozwigzania tego zagadnienia, dadzg sie
Fig. 58. wykona¢ przy pomocy lineatu i cyrkla

przez skonczong liczbe dziatan, z wyjatkiem
konstrukcji paraboli y=x1, do ktérej trzeba nieskoAczenie wiele razy uzywaé
lineatu i cyrkla. Zadanie to nie jest wiec rozwigzalne konstrukcyjnie w zna-
czeniu platonskiem (por. Planimetrja. Tom |1, str. 93).
Metode, ktérasmy tu podali, wykryt Descartes. W ten spos6b mozna
rozwigza¢ graficznie kazde réwnanie 4-go stopnia..
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§ 24. Dwie parabole.

Rownania dwoch dowolnych parabol przedstawiajg uktad 4-go
stopnia. Rozwigzujgc taki ukiad, otrzymujemy cztery pary wartosci
x iy; dwie parabole przecinajg sie wiec w ogolnosci w czterech
punktach.

Przyktad. Znalez¢ punkty przeciecia sie parabol (fig. 59):

X 2—ay
y'1'=2ax
Rugujac zmienng y otrzymamy:

x4 _
a—|= 2ax czyli: xt= 2a*x

Jeden pierwiastek tego réwnania jest

x = 0; odpowiednie y takze jest zerem.

X Ot6z jeden punkt przecigcia sie danych
parabol lezy w poczatku uktadu. Dzielac to

rbwnanie przez X, otrzymamy: x3= 2a*.

Rzeczywisty pierwiastek tego rownania wy-

nosi: x= av2. Odpowiednie y wynosi:

Fig. 59. X2 av2_ 3.
a a

Zadanie to jest graficznem rozwigzaniem problemu podwojenia
kostki. Znajac krawedz a kostki, chcemy znalez¢ rysunkiem krawedz kostki,
majacej podwdjng objetos¢:

x3=2 a3
Widzimy, ze do znalezienia tej krawedzi wystarczy narysowac dwie parabole

a . . . . P . . .
0 parametrach — i a, zwrocone w kierunku osi x-6w i osi y-6w. Odcieta

punktu przecigcia si¢ tych parabol da zgdang krawedz kostki. Zadanie to
jednak nie da sie rozwigza¢ skonczong liczbg konstrukcyj przy uzyciu tylko
linealu i cyrkla.

Spos6b rozwigzania problemu podwojenia kostki zapomocg dwéch parabol
podal matematyk grecki Menechmos w Ili-cim wieku przed narodz. Chrystusa.
Descartes uzywat do tego celu paraboli:

Omowione zagadnienie pozwala graficznie wyciggna¢ trzeci pierwiastek
z liczby 2; trzeba tylko obraé a= 1, t. j. parabole x2=y i y2—2x. W po-
dobny spos6b mozemy wyciggnag¢ graficznie trzeci pierwiastek z dowolnej
liczby m. Trzeba w tym celu uzy¢ parabol x2=y i y2=mx.

§ 25. Styczna do paraboli.

Rownanie linji stycznej do kota tatwo byto wyprowadzi¢, opie-
rajac sie na znanej wilasnosci stycznych kota. Tutaj jednakze nie
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znamy zadnej takiej witasnosci charakterystycznej. Uzyjemy wiec
metody ogdlnej, dajacej sie zastosowaé¢ do kazdej dowolnej linji
krzywe;j.

Styczng jakiejkolwiek linji krzywej nazywamy prostg, do ktorej
dazy sieczna, gdy jej punkty przeciecia sie z linjg krzywg zblizajg sie
do siebie nieograniczenie.

Chcemy znalez¢ styczng do paraboli: y2=2px w punkcie A(xu yy).

Rownanie prostej, przechodzacej przez jeden znany punkt, jest:

y-y,=a{x-x

Do wyznaczenia tego rownania brak tylko wspotczynnika Kkie-
runkowego: a, t. j. spadku paraboli w punkcie (xu ?/,).

Wspétczynnik kierunkowy siecznej jest, jak wiadomo (por.
str. 28 wzér 11j)

- _Vi-y\ Ay
<z=tg & Ax
przyczem x> y2 sg wspotrzednemi drugiego punktu przeciecia sie B
(fig. 60). n

Gdy punkt B zblizasie do A, to sieczna dazy dostycznej,
a réwnoczes$nie roznice Ay i Ax daza do zera.

Stosunejk Ay t. j. wspotczynnik kie-

runkowy siecznej, dazy mimo to do
pewnej oznaczonej wartosci, mianowicie
do wspotczynnika kierunkowego stycznej.
Uzywajgc na oznaczenie granicy
znanego znaku: lim, napiszemy:

. Al
a=tga = lim (46)
Ax—0, AX
71 —0
. Ay
Granice stosunku nazywamy po-
Fig. 60. chodng funkcji y=f(x) wedtug zmiennej x
i oznaczamy jg krétko symbolem:
. . o y'=1"(x)
iub mniej odpowiednio symbolem:
dy
dx '

Aby wiec znalezé wspotczynnik kierunkowy stycznej do linji
krzywej, okreslonej rownaniem: y=f(x), trzeba obliczy¢ pochodng
tej funkcji i podstawi¢ w niej za x i y wspOtrzedne punktu stycz-
nosci x1, yf.
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Stosujagc to ogdlne prawo do paraboli, staramy sie najpierw
obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy siecznej, t. j.
Punkty A i B lezag na paraboli, wiec ich wspdtrzedne: (xt, y,)
i (xI+Ax, y*+Ay) spetniajg rownania:
Wi=2pxi
{yi +'Ay)2=2p(xi +Ax).
Odejmujac pierwsze rownanie od drugiego, otrzymamy:
2ytAy + Ay 2=2p Ax.

Dzielagc przez Ax i wyltgczajac przed nawias, otrzymujemy:

a”r(2yl+Ay)=2p a stad
Ay”n 2p
Ax 2y"+Ay!

Aby stad otrzyma¢ wspoéiczynnik kierunkowy stycznej, badamy,
do jakiej granicy dazy to wyrazenie, gdy Ax a i wiec i Ay daza
do zera.

Widzimy, ze wtedy:

v ~1C52.2., czyli y'=a= ~.
Az-»0, Ay-*0 AXx 2yf m yt
Widzimy wiec,ze w kazdym punkcie paraboli wspotczynnik

kierunkowy mainng warto$¢. Zeremjest tylko dlay, = 00 ; dla
P2>Jest ys=p wiec a:FF; =1, tj. a=45° dla”~=0 jest a=00,

wiec a=90°. Styczna jest wiec prostopadta do osi 2-6w w wierzchotku
paraboli, nad ogniskiem tworzy kat 45° a dazy do potozenia réwno-
legtego do osi, gdy punkt stycznosci oddala sie od osi jc-6w.

Réwnanie stycznej do paraboli ma wiec postac:
y—yi=-=-(z-zi)

W-VA
Podstawiajac za yt2 warto$¢ 2pxi z rownania paraboli, otrzy-
mamy po uporzgdkowaniu:
yyitp(x+oal) (47)
Rownanie stycznej do paraboli otrzymujemy wiec — podobnie
jak dla kota — z rownania jej, rozbijajagc y2na y.y* a 2x na x+xi.
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Gdyby parabola byta dana we formie: xi=2py, to rownanie

stycznej bytoby:
xx1=*p {y +yi).

Uwaga. Dotych wzoréw mozna tez dojs¢ obliczajac spadek a
stycznej (zwzoréw na str. 99 u dotu) iuwzgledniajac warunek
y1**=2px1 lub xi2=2pyi.

Przyktad. Znalez¢ réwnania stycznych z punktu P (3, 4) do paraboli:
fi=4x i réwnanie cieciwy stycznosSci. Punkty styczno$ci muszg spetniaé
réwnanie paraboli:

y22=4xi (1)
i rdbwnanie stycznej:
yyi =2 (x+xi)
Znamy jeden punkt P (3,4) lezacy na stycznej, wiec drugi warunek mozemy

przedstawi¢ w formie:
4yl1=2(3+a:l) 2)

Rozwiazujac uktad rownan (1) i (2) otrzymujemy:
*I=9 Vi=6
Xi u=3
Znajac punkty stycznosci, mozemy juz odrazu napisa¢ réwnania stycznych
wedtug wzoru (47),
2y =2(a:+1) 1 y=x+\
6y = 2(a:+ 9) )
Réwnanie cieciwy stycznosci'jest:

x—1 y—2

9—1 6—2
czyli

2y=*x+3.
|
Réwnanie to mozna przedstawi¢ w formie:

4y=2(a; + 3)

t.j. <y, =p (x+ x2)

Moznaby to prawo udowodni¢ og6lnie dla dowolnej paraboli
i dowolnego punktu P(x2, y2).

Rownanie cieciwy stycznosci (biegunowej), nalezacej do punktu
P(x2 y,) ma wiec takg samg farme, jak rownanie stycznej. Styczna
jest tylko specjalnym przypadkiem biegunowej, podobnie jak dla kota.

Mozna tez okaza¢, ze biegunowa jest miejscem geometrycznem
czwartego punktu harmonicznie sprzezonego z biegunem P (x2y2)
i z dwoma punktami, w ktérych przecina parabole dowolna prosta
wychodzaca z P(x2,y2), (podobnie jak w kole; por. Cwiczenia VI
Nr. 31).
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Prostg prostopadig do stycznej, a przechodzacg przez punkt
stycznosci, nazywamy normalng linji krzywej. (N. p. w kole pro-
mien). Znajac rownanie stycznej, przechodzacej przez punkt para-
boli P(z,, W,):

y=~~(x+xi) @

tatwo znajdziemy rdwnanie normalnej w tym punkcie. Jako prosta,
przechodzgca przez jeden znany punkt, ma ona réwnanie:
V—yi=a (x—xx).
Jej wspotczynnik kierunkowy otrzymujemy z wspdiczynnika kie-
runkowego stycznej

wiec réwnaniem normalnej jest:

y-yr-~A(?-x) (2

Rzut odcinka stycznej, zawartego miedzy osig z-6w a punktem
stycznosci, na 0$ z-O0w nazywamy podstyczng: AB na fig. 61,
a rzut odcinka normalnej na 0%
z-6w: podnormalng: BC.
Wielko$¢ podstycznej otrzy-
mamy z wzoru:
AB"AO+0OB
gdzie OB=xi a A O jest odcinkiem
stycznej na osi z-O0w; otrzymamy
go ktadac y=0 w réwnaniu stycz-
nej (1). Wtedy z= —zt. Wiec
AO0= -fz,.
Podstyczng ma wiec dtu-
gos$¢ 2zj. (Na tern mozna oprzec
Fig. 61 konstrukcje stycznej do paraboli
w danym punkcie P).
Podobnie obliczymy podnormalng:
P (7=0(7—OB.
OC, jako odcinek normalnej na osi z-6w otrzymamy, ktadac
y=0 w réwnaniu (2). Wtedy x=p-fzt, wiec:
BC=p+xi—xl=p.
Diugos¢ podnormalnej paraboli jest wiec stata dla
kazdego punktu paraboli, a mianowicie rdéwna sig
parametrow i
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Z temi rozwazaniami wigze sie pewna wazna wiasnos¢ stycznej.
Wezmy pod uwage trojkat PAF. Z definicji paraboli wynika,

ze PF=PM=X\--* . Bok AF=A0+ OF=xi , bo widzielismy,
ze itO =j,. Zatem:
PF—AF
m to znaczy, ze trojkat PAF jest rownoramienny.
Katy @i sa wiec rowne. Poniewaz jednak a=aj, jako katy

naprzemianlegte, przeto
a, a takze /3=a2

Styczna paraboli potowi kat, zawarty miedzy promieniem
wodzacym PF, a prostg PM, rownolegta do osi.

Na podstawie tego twierdzenia mozna wykresli¢ przy pomocy
ecyrkla i linji styczng w kazdym punkcie paraboli. Wtasnos$¢ te mo-
zemy takze interpretowac optycznie. Kazdy promien, padajacy rowno-
legle do osi pod katem a2, odbiwszy sie pod réwnym katem (/?=a2)
mod paraboli, przechodzi po odbiciu przez ognisko i odwrotnie: pro-
mienie, wychodzace z ogniska, odbiwszy sie od paraboli wedtug praw
optyki, biegng rownolegle do osi (reflektory!). Ten fakt ttbmaczy takze
nazwe: ,ognisko*, albowiem w tym punkcie schodzg sie takze pro-
mienie cieplne rownolegte do osi zwierciadta parabolicznego.

§ 26. Pole odcinkow paraboli.

Znajac rdwnanie paraboli mozemy obliczy¢ pole odcinka zam-
knietego tukiem paraboli i dowolng cieciwg. Obierzmy najpierw
(fig. 62) cieciwe prostopadtg do osi z-Ow,

nalezacg do punktu .4 (zj,?/,). Aby obliczy¢

pole, tagczymy wierzchotek O paraboli z kon-

cami A, B cieciwy. Pole tego trojkata wy-

.27 x L . .
nosi: ""1 czylipi=xty,. Potowimy boki
z

tego trojkata punktami E, F i przez te
punkty wykreslamy odcinki réwnolegte do
osi: EG i FD. Punkty G i D ftgczymy
z sagsiedniemi punktami O, i i O, B na
paraboli. Pola trojkatéw GOA i BOB trzeba
doliczy¢ do pt= OAB. Aby obliczy¢ te
pola, uwazajmy odcinki GE i DF za pod-
stawy czterech trojkatow CEA, CEO, DFO,
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. , . . X , .
D FB; suma ich wysoko$ci wynosi 2y\, a CE~DF= ", bo réwna sie.
EM—CM, t. j. A —CM, a CM jako odcieta punktu lezacego na para-

. , . A .
boli w wysokosci wynosi:

m y12 2pX1 X1
2p 8p 8p 4"

Pola trdjkatow COA i DOB wynoszg wiec razem:

2yi A
vV = 4=M I
Fi 2 4
Potowigc boki CA, CO, DO, DB i kreslagc znowu linje réwno-
legte do osi, otrzymamy cztery nowe trojkaty, ktérych pole wynosir

ny,
16-

*

Trzeba tylko wykazaé, ze kazdy z odcinkéw TIG, LK it d. wynosi —
16

Wynika to-z ogdlnego prawa, ze odcinek poprowadzony ze S$rodka
jakiejkolwiek cieciwy: (2 y2). « o(x3> réwnolegle do osi paraboli ma diugosc:.

d= Wykaz!
8 ykaz

Poniewaz za$ y3—y2 jest w tym wypadku y— przeto

2V*\  xi

4,8j) 4.8p 16

Gdy tak eoraz dalej postepujemy, wyczerpujemy pole
paraboli coraz doktadniej. Pole odcinka paraboli jest granicag, do
jakiej dazy suma tych wszystkich trojkatow przy nieograniczonym
podziale. Otoz:

P ~X\W + cocom=* 2/ (1+ o ).

W nawiasie mamy szereg geometryczny nieskonczony, ktérego
. . 1 . . 1 ;1
ilorazem jest A Suma tego szeregu dazy do granicy 1?.3[: .

Zatem:
W\ (48)
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Pole odcinka paraboli rowna sie wiec -f iloczynu wspdtrzednych
koricowego punktu tuku (lub geometrycznie: rdéwna sie f pola troj-
kata, majacego za podstawe cieciwe AB

a za wierzchotek: wierzchotek paraboli).

Ten sposdb obliczenia pola para-
boli zawdzieczamy Archimedesowi.

Przy pomocy wzoru (48) mozna takze '
obliczy¢ pole odcinka zamknietego dowolng
cieciwg ukosng wzgledem osi i-0w.

N. p. na fig. 63

OAB=OAC-\-ODB+AEC—EDB (wzor
0ogollny por. ¢wicz. 48).
Zagadnienie obliczenia pola odcinka -
Fig. 63. paraboli mozna takze rozwigza¢ metoda
ogo6lniejsza, przydatng dla wszelkich
linji krzywych, a mianowicie przy pomocy rachunku catkowego, co
jednak juz przekracza zakres matematyki elementarnej.

/
Cwiczenia VIII

s 21. 1 Wyprowadzi¢ rdwnanie paraboli, obierajac ognisko na dodatniej czesci
osi y-6w.

2. Wykaza¢, ze gdy réznica odcietych dwoch punktéw paraboli dazy do
zera, to i réznica rzednych dazy do zera. Wtasno$¢ te nazywamy ciggto-
§cig linji.

Wskazédwka: wyprowadZz dla punktdw paraboli a;2= 2py wzoér

a +x2
Vi—y*= (*i—m ¢ - 2p
3. Wykresli¢ parabole:
a) y2=4x
hﬁ y2= —8x
c) x2=3y
d) ar2= —#6y.
4. Zbada¢ i wykresli¢ linje, ktérych réwnania sg:
a) y2—6y—10a:—31=0
b) y+ a;2-|-4a;-i-4=0.
c) 3x2-\-Qx—9y+-~=0
5. a) Osig paraboli jést o$ a;-6w; podaé jej réwnanie wierzchotkowe,
wiedzac, ze przechodzi przez punkt A(5, 8).
b) Osig paraboli jest 0§ y-6w; podaé jej réwnanie wierzchotkowe,
wiedzac, ze przechodzi przez punkt A[3, —5).

6. O$ paraboli jest réownolegta do osi z-6w; parabola przechodzi przez

punkty .40, 3), li{l, —1), (7(4, 6). Poda¢ jej réwnanie.
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7. Znalezé réwnanie paraboli przechodzacej przez punkty A(\, y3,
B(r~4, 3B, C(—1, 10), jezeli jej o$ jest rownolegta do osi y-6w.

8. Rozpietos¢ (cigciwa) tuku parabolicznego wynosi 40 m a wysokos¢
12 m. jakie wysokos$ci odpowiadajg punktom poziomu odlegtym o 5, 10, 15, 20 m.
od koncoéw tuku ?

9. Ciato rzucono poziomo z predkoscia ¢=200 misek; przy$pieszenie sity
ciezkosci ziemi wynosi g= 10 m/sek2. Poda¢ réwnanie paraboli rzutu.

10. Z otworu przy dnie pewnego naczynia wytryska strumien wody;
zmierzono wspo6trzedne jednego punktu paraboli wyptywu: x = 2 dm,y = —0'5 dni.
(Poczatek uktadu wspétrzednych w otworze, o$ x-6w pozioma a przyspie-
szenie ziemskie O= 100 dm]sek?). Jaka'jest predko$¢ wyptywu? Jak wysoko
siega ciecz ponad otwdr?

11. Jaka linje okre$laja réwnania:

Xx=105t
y—t—01t2

12. Dwa wierzchotki tréjkata réwnobocznego leza na paraboli y2=\2x
a trzeci

a) w wierzchotku
b) w ognisku.

Obliczy¢ bok tego trdjkata.

§22.13. W Kktorych punktach przecinajg parabole y2= 4x proste

y —2xA- "
y= 2%+ -]
y—2x-\- 3

13a. W ktorych punktach go6rna galagZz paraboli y2= 2px przebiega po-
wyzej prostej y—Xx a w ktoérych ponizej ?
14. Rozwigzac graficznie réwnania:
X2—6x—16=0
X2—6-7a;+ 9'9=0
X 2—3-793a,+ 2-285=0
15. Wykaza¢, ze styczna do paraboli x2=2py majgca wspobtczynnik kie-
runkowy a jest: y:ax—p—az.
16. Rozwigzac graficznie réwnanie:
23+ 62z2—z—39=0
uzywajac statej paraboli y—xi i prostej.
17. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéw cieciw réwnolegtych do
siebie w dowolnej paraboli ?

§23.18. Znalez¢ punkty, w ktérych parabole y2=2x przecinajg kota: jc2-j-
+ jr2=80; —10)2+y s= 100.
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19. Jak nalezy obra¢ p, q i r, aby punkty przeciecia sie paraboli y= xi
z kotem (Xx—p)2+ (y—g)2=r2 byty rozwigzaniem réwnania 4-go stopnia.
a4+ «#2+ Zw+ c= 0.

20. Na podstawie poprzedniego ¢wiczenia rozwigza¢ graficznie réwnanie
Xi—\4x2+\0x+24=0.
8§24.21. Znalez¢ punkty'przeciecia sie parabol, majgcych wspolng kierownice;
ogniska sg oddalone od kierownicy o _p, i p2 jednostek, a pierwsza ma wierz-
chotek w poczatku uktadu.

22. Ognisko jednej paraboli y2—2px lezy na kierownicy drugiej, a ognisko
drugiej w wierzchotku pierwszej. Obliczy¢ wspotrzedne punktow przeciecia,
znajac parametr pierwszej.

23. Naczynie napetnione woda do 8 m .spoczywa na podstawie wznie-
sionej o 15»»; w potowie wysokoSci i u dna naczynia znajdujg sie otwory.
W ktérem miejscu przecinajg sie obydwie parabole wyptywu ? W ktérem
miejscu trafiaja obydwie parabole poziom ? (Predko$é wyptywu: c—A"Zgh;
g— 10 m/sek 2.

24. Naczynie z woda ma dwa otwory w gtebokosciach li i hA-d metrow
pod powierzchnig. W ktérem miejscu przecinajag sie promienie wyptywu? Jaki
punkt otrzymamy, gdy réznica d dazy do zera?

25. a) Znalez¢ graficznie V5.

b) Podwoi¢ graficznie kostke o krawedzi 1.

26. Wykaza¢, ze zapomocg parabol y2=bx i x2—ay mozna znalez¢
graficznie dwie $rednie geometryczne pomiedzy liczbami o i b (t. j. dwa wyrazy
Szeregu geometrycznego).

§ 25.27. Wykaza¢, ze wspo6tczynnik kierunkowy siecznej paraboli y2—2px
mozna przedstawi¢ w formie:

ya— _ 2i>

N2—*1 yi+ty2

Z tej formy przejs¢ do spadku stycznej i do jej réwnania.

Wskazéwka: od yi2-=2pxl odjaé¢ y22=2jpa;2, podzieli¢ obie strony przez
ili+y2 >t d..

28. Wyprowadzi¢ réwnanie stycznej do paraboli:

xI=2py
metodg, uzywang w ¢wiczeniu 27.

29. Wykaza¢ na liczbach ogdlnych,' ze biegunowa punktu P(X2, y2) ze

wzgledu ha parabole x2—2py jest
Xx2= p(y+ y2).

30. Z réwnan normalnych do paraboli y2=2px w punktach sgsiednich (»,, y,)
i (ajj+Az, y*A-Ay) obliczyé wspoétrzedne punktu przeciecia sie tych normal-
nych. Wykaza¢, ze, gdy Ax i Ay dazg do zera, ten punkt przeciecia sie dazy
do skonczonej granicy:

x=itf-\-3xi

Punkt ten nazywa si¢ Srodkiem krzywizny dla danego punktu paraboli.



31. Jaki jest spadek paraboli X2=8y wpunkcie, ktérego odcieta .r—10?
Wyprowadzi¢ réwnanie stycznej w tym punkcie!

32. W punktach (xIt y,), (x2, y2) paraboli poprowadzono styczne; obli-
czy¢ ich punkt przeciecia sie. Gdzie lezy ten punkt, gdy styczne sg prosto-
padle do siebie? N. p. y't=4x. ,

'33. a) Pod jakim katem nalezy wyrzuci¢ pocisk, aby osiggnat dalekos$¢

3 km, a wysoko$¢ 250 m?
b) Pod jakim katem nalezy wystrzeli¢ z dziata(predko$¢ c=350 mjsek),
aby trafi¢ twierdze oddalong o 2500 m a wzniesiong 0300 m ?
=10 mjsek 2
34/ Znalez¢ styczng wspdlng parabolom
Yy2=6X i «2=48y
m 35 Pod jakim katem przecina prosta x +y = 0 parabole x2=6y?

36. Wykazaé, ze prostopadie z ogniska paraboli y2=2px na styczne
trafiajg wszystkie styczne w punktach, lezacych na osi y-6w.

37. Wyprowadzi¢ réwnanie stycznej réwnolegtej do prostej y==>5a;-i-40,

4.
dla paraboli y2=-~x.

¢38. Tor kolejowy zakresla tuk paraboli y-=\0Qx', obok toru biegnie
droga prosta: y=5a;-(-40. Ktory punkt drogi jest'najblizszy toru kolejowego?

39/Pod jakim katem widzimy parabole y2—6x z punktu .4(2, 4)?

40. W ktorych miejscach ma parabola:

y=—Xx2—3xf-2
kierunek poziomy (wspoétczynnik Kkierunkowy = 0).
41. Pod jakim katem przecinajg sie linje krzywe:
- 16
X2+y2=125 y =

42. Obliczy¢ kat przeciecia sie paraboli y2—2px z prostag y= ax, prze-
chodzgca przez wierzchotek paraboli w punkcie, ktéry nie jest wierzchotkiem.
Kiedy ten kat ma najwieksza warto$¢ (maximum)?

§26.43. Obliczy¢ pole odcinka paraboli r/2= 8#, utworzonego przez sieczna:
y X . Wyprowadz ogdlny wzor!

44. Jak daleko od wierzchotka paraboli y2=\0x nalezy poprowadzi¢
cieciwe prostopadtg do osi a>6w, aby odcig¢ pole 40?

45. Jakie pole odcina prosta y=x+ = z paraboli y2—24x?

46. Z punktu (—6,0) poprowadzono styczne do paraboli y2= 6x. Jakie
pole tworza te styczne z tukiem paraboli?

47. Jak wielkie jest pole zamkniete tukami paraboli i kota:
y2=2x\ (x—1)2+ y2= 9.
48. Wykaza¢, ze cieciwa, faczaca dwa dowolne punkty (z, >{), (x2y2)
paraboli y2—2px zamyka z tukiem paraboli pole:
r> <yi—ya)3
12p

jDi. A. tonmkki, Poczatki geom. anal. 8



Rozdziat IX

Elipsa

§ 27. Rownanie elipsy. Dyskusja.

Elipsg nazywamy miejsce geometryczne punktéw na ptaszczyznie,
ktérych suma odlegtosci od dwdch stale obranych punktow jest wiel-
koscig statg (dodatnia):

r,+r2= 2a. Q)

Te state punkty Fv FZiazywamy ogniskami elipsy. Na tern okre-
Sleniu polega znanakonstrukcja punktow elipsy przy pomocy tukéw kot
zakre$lonych z ognisk (por.
Tom | str. 297). Obieramy
za 0$ X-o6w (Fig. 64) prosta,
taczaca F, z F2 a 0§ F-Ow
w potowie miedzy Fi a F2;
odlegtosé F2 nazywamy 2e.

Wspdirzedne punktow Fi
i F2 sa: Fi (-e, 0), F2(e, 0).

Wspotrzedne dowolnego
punktu elipsy muszg spetnia
warunek (1). Wyrazmy ten
warunek przy pomocy wspot-
rzednych:

Fig. 64.

V(x-F e)2+ y a+V {x—e)2+7j2=2a.
To juz jest réwnanie elipsy; mozna je jednak sprowadzi¢ do
dogodniejszej postaci, przenoszac jeden pierwiastek na drugg strone
i uwalniajgc (dwa razy) od pierwiastkow. Otrzymamy wtedy:

X2(a2—e?-\-a2y 2" a 2{a2—e?
lub
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Dla skrécenia oznaczamy o02—e?2 literg 62; bierzemy b2 a nie b,
aby zaznaczy¢, ze a2—e?2 jest liczbg dodatnig. Wynika to stad, ze
2a>2e bo rl+'r2> 2e
jako suma 2 bokdéw trojkata o podstawie 2e, wiec a>e.
Wtedy réwnanie elipsy przyjmie symetryczng postac:

y2 SR
(«)

Roéwnanie to przedstawia wszystkie punkty elipsy, a nie przed-
stawia zadnych innych punktéw, bo dla punktéow lezagcych poza
obwodem elipsy jest:

ri+r2
a ta nieréwno$¢ utrzymuje sie przy wszystkich dalszych przerébkach.
Uwaga. Przez podnoszenie do kwadratu nie wprowadziliSmy Zzadnych
nowych punktéw. Wykonujagc bowiem tesame przeksztatlcenia w odwrotnym
, porzadku, doszlibySmy do warunkow:
dr dritj=2a

Znaki : — i— sg wykluczone, poniewaz 2a jest zawsze liczbg dodatnia;
znaki za$ -) lub p sa wykluczone, poniewaz r6znica dwoch bokow trojkata
nie moze byé wieksza od trzeciego, a tymczasem mielibySmy: r] —r2 = 24,
a wiec ?"j—r3> 2e. Pozostaje, wiec jedna tylko mozliwos¢: rl+ r2=2a, cha-
rakteryzujgca wytacznie punkty elipsy.

Dyskusja. Dla dyskusji wygodnie jest uzywa¢ obok postaci (49)
réwnania elipsy, takze rownania rozwigzanego wedtug x lub y

W= dr;'yaZ—xZ

(@)
Xx=dz | th2—yf

Elipsa jest linja krzywg drugiego stopnia, podobnie jak
koto i parabola. Osie wspoOtrzednych przecina elipsa w punktach
(=0, y=dzb i y=0, x=+a. Punkty (0,drb) i (dra, 0) nazywamy
wierzchotkami elipsy. Odcinki a i b na osiach wspot-
rzednych sa zwigzane z odlegtoscig ognisk 2e. Przy wyprowa-
dzaniu réwnania podstawiliSmy bowiem: a2—e2=b2 wiec:

e2-f&2= a2 (50)

Geometrycznie mozemy wypowiedzie¢ ten zwigzek tak: odcinek a
jest przeciwprostokatnig trdjkata, ktorego przyprostokatniami sg bie.
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Na tem polega konstrukcja (Fig. 65) ogniska F2 jezeli znamy
punkty A i B, lub konstrukcja punktu A, gdy znamy F2i B. Odcinek
F2C prostej prostopadiej do osi X-6w w ognisku nazywamy para-
metrem: p, podobnie jak dla paraboli. Odcinek ten. obliczamy

z rownania elipsy, ktadac x=e; otrzy-

v mamy :
A c y- t;_ wiec
e o e P P 51
YA’ Zwifa,zek ten r_n_ozna przedstawi¢
Fig. 6. w postaci proporcji:

a:b—b:p

Stowami: odcinek b jest $rednig geometryczng miedzy od-
cinkiem a a parametrem p.

Z réwnania (49) odczytujemy, ze elipsa jest symetryczna wzglagdem
osi X-6w, wzgledem osi F-O6w, tudziez wzgledem poczatku uktadu.
Odcinki AA-i iBB2tych osi symetrji nazywamy osiami gtownemi
elipsy, mianowicie 0§ BB Y= 2a, na ktorej lezg ogniska, osig wielka,
a0$§XX1=26 osig matg. Srodek symetrji O nazywamy $rodkiem
elipsy; z symetrji srodkowej wynika, ze kazda cieciwa, przecho-
dzaca przez S$rodek elipsy, jest tym punktem przepotowiona. Dlatego
wszystkie takie cieciwy nazywamy Srednicami elipsy.

Rownania (a) wskazujg, ze elipsa rozcigga sie w kierunku osi
X-6w od —a do +a, a w kierunku osi F-6w od —b do +6. Poza
temi przedziatami otrzymujemy na y lub na x warto$ci urojone.
Poniewaz x nie staje sie nieskonczone (rzeczywiste) dla zadnej war-
tosci y, ani y dla zadnej wartosci x, przeto wszystkie punkty elipsy
lezag w skonczonosci. Gdy x wzrasta od 0 do a, y maleje od b do 0
w pierwszej Cwiartce. Podobnie w dalszych ¢éwiartkach.

Ksztatt i rozmiary elipsy zalezg od-dwdch statych wielkosci:
a i b. Jezeli a—b, rownanie elipsy przechodzi na rdnmanie kota;
koto jest wiec takze gatunkiem elipsy. Gdy a jest coraz wieksze
w poréwnaniu z b, elipsa sptaszcza sie coraz bardziej.

Inne formy réwnania elipsy. ROwnanie (49) nazywamy $ro d-
kowem rownaniem elipsy. Przy innych potozeniach osi wspdt-



rzednych otrzymamy inne formy réwnania. | tak jezeli ogniska leza
na osi T-6w, réwnanie elipsy przyjmuje postaé:

(wykaz, wykonujac obrét!). Z rownania poznajemy odrazu to poto-
zenie elipsy po tem, ze b2<a2 t. j. mianownik wyrazu x2 jest mniejszy
od mianownika wyrazu y2

Gdyby srodek elipsy nie lezat w poczatku uktadu, ale gdyby
osie gtowne pozostaty réwnolegte do osi wspoétrzednych, roéwnanie
elipsy miatoby postac:

(?—p)2 (y—gY
a2 + b2

Po uporzadkowaniu réwnanie to zamieni sie na réwnanie postaci:
b2x 2+ a2y 2+ coc-\-dy+e=Q (52)

Cechg charakterystyczng rownania elipsy w tem potozeniu (osie
réwnolegte od osi wspdtrzednych) jest:

1) jest to rownanie drugiego stopnia bez wyrazu Xx.y;

2) z2 i y2 majg wspo6tczynniki rézne, ale o jedna-
kowym znaku.

Gdybysmy obrécili osie o kat rézny od +90°, wystgpitby takze
wyraz x.y. Wykaz! Odwrotnie: jezeli w roéwnaniu drugiego stopnia
wystepuje wyraz x.y, staramy sie go usungC przez obrot osi. Wtedy
dopiero zwracamy uwage na wyrazy drugiego stopnia i zdotamy juz
odrozni¢, kiedy to réwnanie przedstawia parabole a Kkiedy elipse.
(Powtérz te znamiona!). Gdybysmy po wykonaniu obrotu otrzymali
rownanie:

" b2x2A-a%y 2=0,
to rownanie to przedstawiatoby tylko jeden punkt rzeczywi-
sty x—Q y=0 (dlaczego?). Gdybysmy otrzymali po drugiej stronie
liczbe ujemna:
b2x2+ a2y 2= —c2
to tylko urojone warto$ci x,y, moglyby spetniaé to réwnanie. Takie
réwnanie nie ma wiec zadnego obrazu geometrycznego.

Parametrowe przedstawienie rownania elipsy. Dla kota znamy

parametrowe przedstawienie:

X=a cost
y=a sin t.
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Stad otrzymamy parametrowe przedstawienie elipsy o osiach

2a i2b, zmniejszajac rzedne w stosunku * .

Dowod. ZakreSlmy (Fig. 66) koto promieniem a, o S$rodku
w Srodku elipsy. Wykresimy rzedng kota: y ielipsy: y, nalezaca do
tej samej odcietej x.
Z rownania kota i elipsy otrzymamy przy tej samej odcietej x
rézne rzedne:

2= +tVo2—x'1

y:dr--éYaZ—xz

stad: y=hy
Aby wiec z rzednej kota otrzymaé

rzedng elipsy, mnozymy jg przez ~

Fig. 66. y*=a sint Z =b sint

Odcieta pozostaje niezmieniona. Parametrowe przedstawienie
rébwnania elipsy jest wiec:
X=a cos t
y=Db sint
przyczem t oznacza Kkat, utworzony przez promien kota o promieniu a,
nalezagcy do odcietej x.
Opierajac sie na prawie:

mozemy wyrazi¢ pole elipsy zapomocg odcinkéw osi a i b. Zmniej-
szajac pole kota: al™w stosunku w Kierunku rzednych, otrzy-

mamy pole elipsy:
P = abn.

Elipsa nie jest.wiec figurag podobng do kota; natomiast jest ona
w powinowactwie czyli w affinizmie z kotem (por. 817 uwagi kon-
cowe). Z tych rozwazan widzimy, w jakim zwigzku pozostaje elipsa z kotem.
Aby zbadac jej zwigzek z druga linjg, krzywa poznang w poprzednich ustepach
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t. j. z parabolg, uzyjemy juz nie $srodkowego roéwnania elipsy., ale wyprowa-
dzimy jej réwnanie.wierzchotkowe.
Wierzchotkowe roéwnanie elipsy. Z réwnania (49) lub
Z2a;2-i-a2y 2= a 2i2
otrzymamy rownanie wierzchotkowe, przesuwajac o$ F-6w o odcinek a. (Fig. 67).
Wiec:
X=X"-
D=y’
Otrzymamy:
b*(x'—a)2+ « V 2= a 262
. . ) 2ir
a stad (opuszczajac znaczki przy nowych wspétrzednych): y2=

Ale wiemy, ze mm=p, wiec:
2= 2px- ¥ x.
p a X

Z tej formy rownania elipsy widzimy,
ze gdy a dazy do oo, t. j. gdy S$rodek

oddala sie do OO, wyraz e X 2 dazy do
zera: w granicy wiec elipsa zamienia sie na
parabole: yi=2px. Parabole mozna wiec
uwaza¢ za graniczny przypadek elipsy.

Réwnanie wierzchotkowe paraboli i elipsy mozemy wypowiedzie¢ w na-
stepujacy sposoéb:

Dla kazdego punktu paraboli kwadrat zbudowany z rzednej réwna sie
prostokgtowiutworzonemu z podwdjnego parametru i z odcietej (doréwnuje po
grecku:paraballo; stad nazwa). Dla elipsy trzeba z prostokata 2p.x opu-

§ci¢ pewng cze$¢: - x2 aby otrzymaé kwadrat rzednej (opuszczam w jez.
a

greckim: ellejpo). Przekonamy sie pézniej, ze dla hyperboli kwadrat rzednej
przewyzsza prostokat 2p.x (przewyzszam w jez. greckim: hyperballo).
Rozwazania takie przeprowadzat juz Apolloniusz (lii wiek przed n. Chr.)
a zwigzki miedzy odcietemi i rzednemi nazywat nie réwnaniami, ale sympto-
matami (t. j. cechami charakterystycznemi).

§ 28. Inne definicje elipsy.

Pokrewieristwo miedzy elipsg a parabolg zdradza sie nietylko
w formie réwnania. Mozna poda¢ takg definicje elipsy, z ktorej to
pokrewienstwo wynika odrazu.
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Udowodnimy, ze miejscem geometrycznem punktéw,
ktorych odlegtos¢ od statego punktu ogniska i od sta-
tej prostej (kierownicy) sg w statym stosunku: e, jest
elipsa, jezeli |e] <1 (a parabola jezeli e=% 1).

Ot6z (Fig. 68):

FP
ap-~e¢
Wyrazajgc ten warunek zapoinocg
wspotrzednych, otrzymamy po podnie-
sieniu do kwadratu:
(1—e2 x 2-\-y2—2 gx-\-q2—O0.
Rownanie to przedstawia elipse,
Fig. 68. gdy |£j<1, bo wspotczynniki przy
X2 i y3 sa dodatnie, rdzne.

Wykazaé, ze q= -e,e= o (Wykonaj przesuniecie takie, aby

=
2 gx odpadto!).

Oznaczajac odlegto$¢ kierownicy od $rodka elipsy, t. j. gq+e
literg d, mozemy wyrazi¢ te odlegto$¢ zapomocg nastepujacej proporcji:
d:a=a:e.

Na podstawie tej proporcji ciggtej otrzymujemy konstrukcyjnie
kierownice. Elipsa posiada dwie kierownice, to samo bowiem rozu-
mowanie dotyczy takze drugiego ogniska. Liczbe e nazywamy mimo-
$Srodem liczbowym elipsy a e mimosrodem linjowym.

Mozna takze okre$li¢ elipse jako miejsce geometryczne punktow
robwno oddalonych od obwodu statego kota (kierowniczego) i od
statego punktu wewngagtrz tego kota.

Promienn kota nazwijmy 2a, a odlegtos¢ statego punktu od $rodka kota 2e.
Poczatek uktadu przyjmijmy (Fig. 69) w S$rodku kota, to z warunku:

PA=PF
otrzymamy:
2a—\Va2+y 2=V (2e—a))3+ i/2
czyli po uporzadkowaniu:
62:r2+ a y —2ftr&2= 6.
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To za$ jest rownanie elipsy. (Przesungé ukiad osi tak, aby poczatek
uktadu byt w $rodku elipsy!).

Do utatwienia konstruk-
cji elipsy przydatne jest bar-
dzo jeszcze inne okreslenie
elipsy:

Jezeli odcinek o statej
dtugosci (n. p. a+b) élizga
sie swemi koAcami po osiach
X-6w i Y-6w, to dowolny
punkt, lezacy ha tym odcinku
zakre$la elipse, a $rodek od-
cinka koto. Wykazac¢ to, opie-
rajac sie na podobieAstwie
trojkatow!

Wiadomo wreszcie z nauki
stereometrji, ze elipse mozna
tez okresli¢  jako  przekrdj
stozka kotowego Ilub walca
ptaszczyzna nachylong do jego
podstawy, a przecinajacg wszys-

Fig. 69. tkie tworzace.

8 29. Elipsa i linja prosta.

Potozenie prostej wzgledem elipsy oceniamy, rozwigzujac ukiad
rownan:

*24.1=1
(a) %

y=cx+d

Uktad ten ma albo: a) dwie pary rozwiazan rzeczywistych, réz-
nych; wtedy prosta przecina elipse w dwodch punktach i jest
sieczng, albo b) dwie pary rozwigzan rownych, wtedy prosta jest
stycznag elipsy, albo c) dwie pary rozwigzan urojonych, wtedy cata
prosta lezy poza elipsa.

Pomiedzy prostemi, przecinajacemi elipse, zastuguja na uwage
proste, tagczgce Srodki cieciw réwnolegtych. Udowodnimy
mianowicie, ze linja, #gczaca srodki wszystkich cieciw réwnolegtych
do siebie, jest linjg prostg, przechodzaca przez $rodek elipsy, czyli
$rednica.
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Dowod. Rozwigzujac ukilad réownan (g), otrzymamy:

—cda2+ab Ib-—d 1+ c'la-
,b2+e'la'l
(b)

g x2 i y2 roznig sie tylko znakiem pierwiastka. Sg to wspoétrzedne
punktéw koricowych cieciwy y =cx+d. Srodek tej cieciwy ma wiec

wsplirzedne:
La _orin

y\+y.i db ~
y 2 b*+;a*c2’

Dla kazdej innej cieciwy réwnolegtej (o wspoiczynniku kierun-
kowym c¢) otrzymamy warto$ci, roznigce sie tylko wartoscig d.

Rugujac z tych rownan d otrzymamy zwigzek miedzy x iy, za-
chodzacy dla $rodkoéw wszystkich cieciw rownolegtych o kierunku: c.
Otrzymujemy w ten sposéb:

Jest to prosta, przechodzgca przez poczatek ukiadu, a wiec .
Srednica elipsy.
Wykazalismy wiec, ze Srednica AB (fig. 70) potowi wszystkie
cieciwy réwnolegte do CD. Mozna wykazaé, ze takze odwrotnie:
Srednica CD, majaca kie-
C runek cieciw przepotowionych
linjg AB, potowi sama cieciwy
rownolegte do AB.

Dowod: rownanie $rednicy
CD jest:

y=cx.

Cieciwy rownolegte do AB
Fig. 70. maja réwnania:

@



u, . . .
Oznaczmy _ca2 literg c¢'. Wedlug wzoru (c) S$rednica, poto-

wigca cieciwy (d), ma rownanie:

y— cz| » m -rtyp-"' (53)
ca#U
a stad:

y*=px.

Ot6z linjg, potowigcg cieciwy réwnolegte do AB, jest istotnie
$rednica GD.

Srednice AB i CD tak ze soba zwiazane, ze jedna z nich po-
towi wszystkie cieciwy rownolegle do drugiej, nazywamy: Sredni-
cami sprzezonem i.

Rownania $rednic sprzezonych sa:

y —CX ?/= b2r,x.

Czy osie gtowne sg Srednicami sprzezonemi?

§ 30. Styczna do elipsy.

Na podstawie rownan (b) z poprzedniego ustepu mozna wypro-
wadzi¢ rownanie stycznej, jezeli mamy dany jej spadek. Poniewaz
wtedy obydwa punkty pfzeciecia (xiyi) i (xly.) muszg sie nakry¢,
wiec wyrazenie znajdujgce sie pod pierwiastkiem (wyrdznik!) musi
by¢ zerem, tj.

b2—d 2+ c2a2—0, a stad

ct=+ \c2a2+b2.

Wobec tego rownanie stycznej do elipsy "2+ |'2= ~ 0 spadku ¢

jest:
y—cx+ Yc2a2+ b2.

Jezeli jednak nie znamy spadku stycznej, tylko punkt stycznosci,
to do wyprowadzenia réwnania stycznej mozna uzy¢ tej samej ogdl-
nej metody, ktérejSmy uzywali dla paraboli.

Wezmy Srodkowe rdéwnanie elipsy:

b2x2A-a2y 2—a2b2

Chcemy znalez¢ réwnahie stycznej w punkcie P (ag, yX). Réwna-

nie jej musi mie¢ postaé:
iy—yi=m (x—xi).
Brak nam tylko wspoétczynnika kierunkowego.
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WidzieliSmy, ze dla kazdej linji krzywej wspotczynnik Kkierun-
kowy réwna sie pochodnej y wedtug z t. j.:

. . Ay
m=y'=- lim .
Aa-*0 Az
Trzeba wiec obiiczy¢ war-
tos¢ pochodnej w punkcie

[

(*., y,). lloraz AV jest wspot-
czynnikiem kierunkowym sie-
cznej, t3czgcej punkty:

P(zl,yriP " zi+Ax,yl+Ay).

Punkty te lezg na elipsie,
(Fig. 71) musza wiec spetniac

Fig. 71. jej réwnanie:
b2x12+a2yi2=a2b2 )
Z22(xt -\-Ax)?+a2(yi+ Ay)2—a2b2
Przy pomocy tych réwnan mozemy obliczy¢ 'X Odejmujac

pierwsze réwnanie od drugiego, otrzymujemy:
Ay. (2a2yl + a2Ay) ——Ax (2b2xt + b2Az).

Stad: AX a2(2y™+Ay)

Jezeli punkt P, zbliza sie do P, to zar6wno Ay, jak i Ax daza
do. zera; ich iloraz jednak dazy do skonczonej wartosci:

b\2 s
a22yx'
Wiec: - bt
aly\'
Rownanie stycznej w punkcie (z,, y{) jest zatem:
b2xs
y—A\ (z—2).

Porzadkujac to réwnanie, otrzymamy:
b2xz1+ a2yyl= &712+a2yi2
Druga strona rowna sie jednak warto$ci a2b2 wediug réwna-
nia (2), wiec ostatecznie:

b2ocxl + a2yyl=a2b2 (54)



Rownanie stycznej do elipsy w punkcie (z,, y,) otrzymujemy
wiec z rownania elipsy, rozbijajac x2 i yl na iloczyny xxt i yy,,
podobnie jak dla kota i paraboli.

Wykazaé, ze styczna jest rownolegta do S$rednicy sprzezonej
z Srednica, przechodzacg przez punkt stycznoSci (t. j. ze $rednicg

Styczne elipsy majag wiasnosci podobne, jak styczne paraboli:
Poprowadzmy w dowolnym punkcie elipsy styczng i promienie wo-
dzace. Rownania promieni wodzacych (Fig. 72), jako prostych prze-
chodzacych przez punkty:

(*,y,) i (xe O) sa:
"mmmy-*pe(x+e)

(r)emy— J" e (x~—9-
Rownanie stycznej jest:
b2x\ / \,

Fig. 72.

Obliczmy katy, jakie styczna tworzy z promieniami wodzgcemu

W | b2y,
_ xi+e aiyl _ 2+ bXi2+bXie _ a2b2+bXie
g j bYjclyi_~a*ziyi+ayle—bX{yl~eXiyl+a2yie
a2vi(xl +e)

b2(ai+exi)” b-
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*

Podobnie obliczymy:

Stad wynika:

L)
Poniewaz a=a’', to:

Styczna elipsy potowi kat, zawarty miedzy jednym promieniem
wodzacym, a przedtuzeniem drugiego promienia.

Wiasno$¢ ta stuzy do konstrukcyi stycznej w dowol-
nym punkcie elipsy.

Prawo to a=/J mozna takze wypowiedzie¢ tak: promien,
wychodzacy z ogniska i1, odbiwszy sie od elipsy wedtug
praw optyki (t. j. pod réwnym katem), przechodzi przez dru-
gie.ognisko. (Na tern polega uzycie zwierciadet eliptycznych, bu-
dowa sal akustycznych i t. p.). Na tej wiasnosci linji stycznej mozna
takze oprze¢ konstrukcje stycznej z punktu poza elipsg:

Analiza. Jezeli linja PA jest styczna, to potowi kat -=$F2PH
(Fig. 73). Przedtuzajac rx o odcinek r2, otrzymamy tréjkat rowno-
ramienny PHF2. Styczna PA jest
symetralng podstawy tego troj-
kata. Punkt H mozemy wiec
tatwo znalez¢ konstrukcyjnie. Jest
to punkt przeciecia sie kota
0 promieniu:

a o srodku w z kotem o pro-

Fig 73. mieniu AF2 o $rodku w danym

punkcie A, (bo punkt A, jako

punkt symetralnej odcinka F2H, jest réwno oddalony od F2 i H).

Znalaztszy w ten sposob punkt H, kreslimy symetralng odcinka

F2H , to ona jest zgdana styczng AP. Przy tej konstrukcji otrzymu-

jemy takze drugi punkt H' przeciecia sie¢ kot (Ft) i (4). Symetralna
odcinka F2H' jest druga styczng z punktu A do elipsy.

Wykonaj to samo zadanie rachunkiem! Wyprowadz rownanie

biegunowej punktu A'!
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Cwiczenia IX

§ 27—28, 1 Wykresli¢ elipsy:

c) a2-fdy2=4
A 36*2+ 9y2=324. Obliczy¢ ich pola.
2. Zbada¢ i wykresli¢ linje, ktérych réwnania sa:
a) 9a;2+ 4y2—36rr—24i/-j-36=0
b) 4a?2+y 2+ 24a;+32==0
c) \QxLjr2”y'i A-32x—200j/ + 16= 0. Obliczy¢ ich pola.

3. Jakag droge zakres$la punkt, pobudzony do dwoch ruchéw drgajacych,
okreslonych réwnaniami :

i a:=2sin (90°—1)

ar [ M —3sini.

t

x—acosQr:"I

*'
) y:bs\n2-('} +p)

A Wykazaé, ze ognisko i kierownica dzielg harmonicznie 0§ wielka.

5. Utworzono rzut prostopadty kola o promieniu 5cm na plaszczyzne,
nachylong pod katem 30° do ptaszczyzny kota. Obliczy¢ osie, ogniskowg i pole

melipsy rzutowej. , - .2 2
6. Obliczy¢ rzedne elipsy = | w punktach:
al bL
a 2
x=0-4a, 0'8a, e, -~a.
4 3

7. Znajac 0$ elipsy 2« = 16 cm i punkt 4L(3,2) na jej obwodzie, podac
Srodkowe réwnanie elipsy.
e
8. Wykresli¢ elipse, znajac jej os wielkg a = 6cm, i stosunek s = A
Jakie jest réwnanie tej elipsy ?
9. Dla ktérych punktow elipsy jest jeden promieA wodzacy dwa razy
wiekszy od drugiego ? Gzy w kazdej elipsie istniejg takie punkty ?
10. Przez ile punktow jest wyznaczona elipsa, ktérej osie sa réwnolegte
do osi wspotrzednych ?
Cooa2 2 o S
11. W elipse gg+ Jg=1 wpisaé a) kwadrat: obliczy¢ bok tego kwa-
dratu, b) prostokat o przekatni 10.
8§29.12. Obliczy¢ punkty przeciecia sig elipsy z prosta:
a) 4a;2+9y2—36 'P—
b) y2—3'6x—036a;2 y=06x.
13.  Znalez¢ styczng do elipsy 9a;2+ 16y2=576 rownolegtg do prostej y—x.
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14. Wyprowadzi¢ réwnania promieni wodzacych i zbadaé, w ktoryé
punktach elipsy sg one do siebie prostopadte.
15. W jakich punktach przecina elipse:

82+ 4y2—4 .
koto %1+ y 1—§-
16. W jakich punktach przecina elipse:
2
a 62
parabola: y 2=2ppo.
Jak sie upraszczajg wzory, gdy elipsa i parabola majg wspdlne ognisko?
17. Znalez¢ odciete punktéw przeciecia sie elipsy b2x 2A-a2y

z kotem (x—c)2A-y2—r2 Dla jakiej warto$ci r wszystkie cztery punkt
przecigcia lezg w wierzchotku, gdy koto styka sie z elipsg w wierzchotku
§30.18. Znalez¢ stycznag do elipsy:
2
* - =
1é/ 9 1

w punkcie, ktdrego odcieta wynosi: ag =2, 2%, e=>V7 a rzedna jest dodatni.

19. Pod jakim katem przecina elipse:
9a;2+ 16i/2* 144 prosta y=x —1 w punkcie o dodatnich wspdtrzednych

20. Pod jakim katem przecinaja sie elipsy:

a2+ 4i/=4
4a:2+ y2<=4.

21. Wykaza¢, ;ze styczna do kota opisanego na elipsie i styczna d
elipsy, nalezaca do tej samej odcietej, przecinajg sie na osi X-0w. (Konstrukcj
stycznej do elipsy ).

22. Wykaza¢, ze styczne elipsy: 4a:2+6y2=36 prostopadte do siebi
przecinaja sie na obwodzie kota: a2+ y2= 15.

23. Wykaza¢, ze spodki prostych prostopadtych z ogniska elipsy

9a;2+ 25y 2= 225
na styczne, lezg na kole x2+y2= 25.

24. Wyprowadzi¢ réwnania stycznych z punktn (—3, —2) do elips
12a:2+ 5y 2=30. (Konstrukcjal).

25. Pod jakim katem widac elipse:

a;2+4y2=4 z punktu (5, 3)? Konstrukcja!
26. Wykazaé, ze biegunowa kazdego punktu, lezagcego na kierownic;

przechodzi przez ognisko. (Odlegto$¢ kierownicy od $rodka: d= -e).

27. Obliczy¢ styczna, normalng, podstyczng i podnormalng elipsy:
N

25+ “—=1 w punkcie

28. Wykazaé, ze iloczyn odcinkéw prostopadtych, poprowadzonych z ogais
na dowolng styczng elipsy, wynosi: b'l

29. Wykaza¢, ze styczne na koncach dowolnej S$rednicy y=*cx elips;
b2x 2+ aly2*=a-b2 sag do siebie réwnolegte.

30. Obliczy¢ pole réwnolegtoboku, utworzonego przez styczne wykres$lor
na koncach dwoch S$rednic sprzezonych. N. p. dla elipsy: 25af2+16«/a=40
Ogdlnie 1



Rozdziat X

Hyperbola

§ 31. Réwnanie hyperboli.

Hyperbolg nazywamy miejsce geometryczne punktéw na ptasz-
czyznie, ktdrych réznica odlegtosci od dwdch stale obranych punktéw
jest wielkoscig staty:

rr—r2=+ 2a. (>

2nak: + odnosi sie do pun-

ktow (fig. 74), lezacych blizej F2,

a znak: — do punktéw lezacych

blizej Ft. Punkty state FI i Ft

nazywamy ogniskami hyperboli. Na

tern okresleniu polega konstrukcja

hyperboli (por. Tom. 1 str. 298).

Aby z tego warunku (1) wypro-

Fig- 74. wadzi¢ réwnanie hyperboli, jioste-

pujemy zupetnie podobnie, jak przy

elipsie. Odlegto$¢ ognisk znaczymy: 2e, to warunek (1) przedstawi
sie w postaci:

V(z+e)2+y-—Y(E—e)2+y2=*2a.

Uwalniajgc to réwnanie od pierwiastkow (dwukrotnie) i porzad-
kujac, otrzymamy:

| + 2. .

%2 azy—ez
Poniewaz réznica dwoch bokow trojkata jest zawsze mniejsza
od trzeciego boku, przeto ri—r2=2a<2e: czyli a<e, a wiec
i a2<e2 Wobec tego a2—e?2 jest liczbg ujemng, mozemy wiec dla

skrécenia oznaczy¢:
a2z—e2= —b2

Dr. A, tomnicki, Poczatki geom. anal. ' 9
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Wtedy rownanie hyperboli przyjmie postac:

a2 62 -

lub: b2x 2—a 2y 2= aib'i.

(55)

Jest to rownanie drugiego stopnia, podobnie jak réwnanie kota,
paraboli i elipsy.

Dyskusja. Rozwigzujgc rownanie hyperboli wedtug zmiennej
X iub y otrzymujemy:

y=*-—Vz2—a?
a
@)

~Y

Dla x —0 jest y urojone; hyperbola nie przecina wiec
osi F-6w.

Dla y=0 jest a=+a; hyperbola przecina wiec 0§ Z-0w
w punktach (—a, 0) i (a, 0) zwanych wierzchotkami
hyperboli.

Liczba b, wchodzaca w réwnanie hyperboli, jest zwigzana z od-
cinkami a i e zapomocg réwnania:

a2—e2= —b2czyli a2+b2=¢e2 (56)

Mozemy to przedstawi¢ graficznie (fig.* 75), prowadzac na konicu
odcinka a linje prostopadtg do osi Z-6w i kreslac ,z 0 tuk kota
0 promieniu e. Odcinek AB tej

prostopadtej przedstawia wiel-

kos¢ b. Odcinek p cieciwy pro-

stopadtej do osi X-6w w ognisku

nazywamy parametrem hy-'

perboli. Ditugos$¢ tego odcinka

otrzymamy, obliczajagc rzedng

b2

dla x=zxe. Wtedy y= a

wiec p = a
Wypowiedz to w formie
proporcjil
Z rdwnania (55) odczytujemy, ze hyperbola jest symetryczna
zarébwno wzgledem, osi Z-6w, jak i wzgledem osi F-6w, a takze
wzgledem poczatku ukiadu O.
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Odcinki AG i DE tych osi symetrji: AC=2a i DE =26 nazy-
wamy: AG osig gtowna, a DE osig poboczng, a ich punkt
przeciecia: $rodkiem hyperboli. Odcinek DE nie jest jednak
Srednicag ani cieciwg hyperboli!

Rownanie (55) nazywamy réwnaniem $Srodkowem hyper-
boli. Z wzorow (a) widzimy, ze y jest rzeczywiste dla wszelkich x>a
lub x< —a. Dla warto$ci z zawartych w przedziale x= —a +a,y
jest urojone. Natomiast x jest rzeczywiste dla wszelkich wartosci vy.
Stad wniosek:

Hyperbola rozcigga sie w kierunku osi Z-0w w nieskoriczonos$é
od punktow: (—a, 0) na lewo iod (-Ra, 0) na prawo, a miedzy prostemi
#= —a i £==}a niema zadnych punktow hyperboli. W kierunku osi
T-6w rozcigga sie hyperbola w obydwu kierunkach w nieskon-
czonos¢.

Hyperbola sktada sie z dwéchgatezi. Gdy * dazy do nie-
skonczonosci, y takze dgzy do nieskofnczonosci i odwrotnie. Mimoto

stosunek-~- dgzy.do skonczonej, Scisle okreSlonej granicy,
gdy x dazy do o0o. Wynika to z réwnania
y=dh7

czyli:
X ay X2
/

P
Gdy x dazy do oo, to ())( dazy dozera, cate wiec wyrazenie

dazy do granicy:

hm L=dt2
X-*C0 X a
Znak -f odnosi sie do godrnej czesci hyperboli, — do dolnej.

Taka samg granice o\trzymamy, gdy x dazy do: — oo.
Posta¢ hyperboli zalezy od dwdch statych wielkosci: a i b.
Jezeli a—b, réwnanie hyperboli ma posta¢ (po uproszczeniu przez 02

X 2—y2=a'z (57)

Jest to najmniej skomplikowana hyperbola, zwana hyperbolg
réwnoboczng; jej rozmiary zalezag tylko od jednej statej liczby
podobnie, jak rozmiary kota.



132

Gdyby ogniska hyperboli lezaty na osi F-0w, rdwnanie jej
miatoby postac
Jo 212
a2 62
przyczem 26 jest osig gtowng, a 2a poboczna.

Wykaz, uzywajagc obrotu o 90°!

Gdyby' srodek hyperboli nie lezat w poczatku uktadu, ale gdyby
osie pozostaty rownolegte do osi wspdtrzednych, otrzymaliby$my
‘réwnanie:

(x—pY~_(y—0q)2_<
az2 b2

przyczem p i g oznaczajg wspOtrzedne Srodka hyperboli. Wynika to
z réwnolegtego przesuniecia osi. Po rozwinieciu tego réwnania otrzy-.
mamy réwnanie postaci:

b2x2—a2y 2+ cx+dy e=0.
Cechag charakterystyczng réwnania hyperboli, odniesionej do osi
rownolegtych do osi gtownych, jest:

1) brak wyrazu xy,
2) x2 i y2 majg wspoOtczynniki rézne od zera
i 0 roznych znakach.

Gdybysmy oprdcz przesuniecia osi jeszcze je obrdcili, wystapitby
wyraz xy. Odwrotnie: jezeli w réwnaniu wystepuje wyraz x.y, usu-
wamy go przez odpowiednio dobrany obr6t. Wtedy dopiero potrafimy
tatwo pozna¢, jaka linje przedstawia réwnanie.

GdybySmy po obrocie i przesunieciu otrzymali:
b22—a2y2=A

to réwnanie przedstawiatoby hyperbole, jezeli A jest liczbg dodatnig
lub ujemna. Jezeli za$ .4= 0, otrzymujemy:

b'1x2—a2y 2—0
czyli: (bx+ay) (bx—ay) = 0.

Rownanie to spetnia sie dla

Sg to dwie proste, przechodzace przez poczatek ukiadu.
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Wykaza¢, ze rownanie wierzchotkowe hyperboli (wierzchotek
prawy, tj. punkt (+a, 0) obieramy za poczatek ukladu) ma postac:

y-—2px+-cz X

Uwaga. Z tego réwnania wynika, ze parabola- jest granicznym przypad-
kiem hyperboli. Jezeli bowiem a dazy do OO, to rownanie — a wiec i’postaé
hyperboli — dazy do réwnania (postaci) paraboli. Wtedy druga gatgz hyperboli
odsuwa sie coraz dalej.

Z réwnania tego takze tatwo wyttémaczy¢ nazwe hyperboli (por. str. 119).

Hyperbole mozna — podobnie jak elipse — -okre$li¢ zapomoca
ogniska i kierownicy, jako miejsce geometryczne punktéw, ktérych sto-
sunek odlegtosci od ogniska i od kierownicy jest liczbg stata: |ej> 1 (por.
str. 120).

Mozna takze otrzymaé hyperbole, uzywajac statego kot-a i statego
punktu zewngatrz kota. Wtedy hyperbola jest miejscem geometrycznem
punktéw rowno oddalonych od tego punktu i od tego kota (por. str. 121).

8§ 32. Hyperbola i prosta.

Z rozwazania ukfadu réwnan:

0)
i/—cx+d
z ktorych pierwsze przedstawiajg hyperbole, a drugie linje prosta,
wynika, ze prosta przecina hyperbole albo w dwéch réznych punktach,
albo jej dotyka w jednym punkcie (liczonym podwdjnie!) albo nie
przecina jej wcale. Zalezy to od tego, czy rozwigzania ukfadu sg
obydwa rzeczywiste i rozne, czy tez sg rzeczywiste rowne, czy
wreszcie urojone.
Zbadajmy dokiadniej proste, przechodzace przez poczatek
uktadu, t. j.
y =CX.

Rozwigzujac uktad réwnan
(o] (0]

otrzymamy <
ab

cab
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jako punkty przeciecia sie prostej y—cz z hyperbolg. Liczby te sg
rzeczywiste, dokad: b2>a2c2 Jezeli b2<a?2c2 wartosci jr,,2 i yU2 sg
urojone. Jezeli b2=a2c2 czyli, jezeli wspotczynnik kierunkowy prostej

y=cx ma warto$¢: c=+ —, to punkty przecigcia (x1 yt) i (x2y2
CL

rébwniez nie istniejg. Jezeli jednak ¢ dgzy do — lub ——, to wspot-
rzedne (z,,?/,), {x2y2 daza do nieskohAczonos$ci.
Ot6z proste:

y- (58)

nie przecinajg wprawdzie hyperboli ale hyperbolg zbliza sie do
nich tembardziej, im wieksze jest x (moznaby sie wyrazic:
przecinajg ja w nieskonczonosci). WidzieliSmy bowiem, ze dla

b
punktéw hyperboli {x, y) stosunek 3 dazy z wzrostem x do =t

wiec y dazy do d R t. j. do wartosci', jaka ma rzedna y punktu,

lezgcego na prostej y- a X.

Taka prosta nazywa sie asymptotg linji krzywej. Hyper-
bola posiada wiec dwie asymptoty:

u '+ \-Aj«5 i Z/=- aX'

Linje te sa pomocne przy wykres$laniu hyperboli: hyperbolg nie
przekracza tych linij nigdzie, a zbliza sie do nich coraz bardziej
z wzrostem Xx. Aby otrzymaé konstrukcyjnie 'asymptoty, wykre-

Slamy w wierzchotkach hyper-
boli (fig. 76) proste prosto-
padte do osi AT-6w i odcinamy
na nich odcinki b, do; punktow
Ci D. taczagc Gi D ze $rod-
kiem O, otrzymamy asymptoty.
Wtedy bowiem

tg«—g
wiec réwnanie prostej OG jest

_ b
Fig. 75. Y= 4
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Kazda prosta réwnolegta do asymptoty przecina hyperbole
tylko w jednym punkcie (za drugi punkt przeciecia nalezatoby uwa-
za¢ punkt x= 00 , y > 060 ).

§ 33. Styczna do hyperboli.
Rownanie linji stycznej do hyperboli, danej réwnaniem:

wyprowadza sie zupeinie tak samo, jak dla elipsy. Otrzymamy:
626CFC—az2yyi=a2b2 (59)
przyczem xu oznaczajg wspoltrzedne punktu styczno$ci. ROwnanie
to powstaje z rdwnania hyperboli przez zastgpienie kwadratow x2iy2
iloczynami x i yyj.
Przedstawiajac to rownanie w formie kierunkowej, otrzymamy:

:BZ_’ *---.t.).z.
a2 W Vi
Jezeli punkt styczno$ci oddala sie w nieskonczono$é, to UL
. b2 . , . Vi
dgzy do + ", utamek —— dazy do zera, cate rdéwnanie dqz;|/
wiec do b
y—=+ =%

a to jest rownanie asymptoty. Widzimy wiec, ze asymptote mozna tu*)
uwaza¢ za graniczne potozenie stycznej; mowi sie niekiedy, ze jest
ona styczng, ktérej punkt stycznosci lezy w nieskornczonosci.
Styczna do hyperboli w kazdym punkcie potowi kat, zawarty
miedzy promieniami wodzacemi tego punktu. DowoOd przeprowadza
sie tak samo, jak dla elipsy (por.
str. 125—6).

Na tej wiasnosSci opiera sie
konstrukcja stycznej do hyperboli
w dowolnym jej punkcie P {xx vy,)
(fig. 77). Prawo to takze mozna
wypowiedzie¢, jako prawo odbicia
promieni wychodzacych z ogniska.
Wypowiedz!

Na podstawie tego twierdze-
nia mozna takze poda¢ konstrukcje
stycznych z punktu A, leza-
cego poza hyperbolg.

*) lIstnieja jednak takie linje krzywe, ktorych asymptota nie jest gra-
nicznem potozeniem stycznej.
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Analiza: na promieniu wodzacym FiP (fig. 78) odcinamy F2P
do punktu H, to FH=rx—r2=2a. Styczna PA musi by¢ symetralng
odcinka F2H. Punkt Il lezy
na kole o $rodku w Fi s pro-
mieniu 2 a ina kole o srodku A
a promieniu AF2. Znalaziszy
w ten sposob punkt I, kre-
$limy symetralng PA odcinka
HF2 to ona jest styczna
do hyperboli, wychodzacg
z punktu A. — Przy tej kon-
strukcji ~ otrzymujemy  takze
drugi punkt H' i druga stycz-
ng P'A.
Zadanie to mozna takze

Fig. 78. rozwigza¢ rachunkiem.

Najprosciej jest uzyé rownania biegunowej punktu P*
f. j. rownania:
b2xx2+ a2yy2"=a2b2
Wykaza¢, ze to réwnanie przedstawia istotnie cieciwe, #gczaca
punkty stycznosci dwoch stycznych, wykre$lonych z punktu poza
hyperbola! '

8 '34. Zastosowanie hyperboli do badania funkcyj.

Graficznym obrazem kazdej funkcji catkowitej pierwszego
stopnia:
y=ax+b
jest linja prosta. Badanie graficzne og6lnej funkcji catkowitej dru-
giego stopnia:
y=ax2+bx+c
opiera sie na badaniu paraboli. Funkcje catkowite wyzszych stopni
wymagajg do graficznego badania parabol wyzszego stopnia. Nato-
miast do badania ogo6lnej funkcji utamkowej jednej
zmiennej pierwszego stopnia t j.
az+b
(1)
wystarcza hyperbolg i to hyperbolg réwnoboczna.

Dowdd; Uwalniajagc od mianownika, otrzymujemy:
cxy+dy—ax—6=0



Przez réwnolegte przesuniecie osi mozemy to rownanie sprowadzi¢ do
postaci:

(60)
Obroémy nastepnie uktad wspoOtrzednych o 45°, to trzeba podstawié:

" a= «/cos45°—y' sin45°
y=x"sin 450 j/'cos 45°

Poniewaz sin45°= cos45°= ~\Erzeto rébwnania obrotu majg postac:

Podstawiajgc te wartosci w réwnanie (60), otrzymamy:

xn yrix
czyli
X'~—y,2=2A.

Réwnanie to przedstawia hyperbole réwnoboczng, ktérej péto$ ma dtugosé

Ot6z obrazem funkcji utamkowej (1) jest hyperbola
rGwnoboczna. Asymptoty hyperboli réwnobocznej tworzg z osiami wspot-
rzednych kat 45° (poniewaz bowiem a=bh, to y—+ X jest rownaniem “asymptot
hyperboli rownobocznej).

Gdyby$Smy wiec napowrét wykonali obrét o —45°, otrzymalibySmy te
hyperbole odniesiong do asymptot, jako do osi wspotrzednych.

Réwnanie xy —A przedstawia-zatem hyperbole ré6wnoboczng, odniesiong
do asymptot, jako do osi wspétrzednych, a réwnanie; cxy+ dy—ax—&= 0
przedstawia te samg hyperbole, przesunieta réwnolegle wzgledem pierwotnego
potozenia.

Przyktad. Znalez¢ graficzny obraz funkcji utamkowej:

3a;+9
y—2*+6

Uwalniajac od mianownika otrzymamy:

Przesunmy uktad tak, aby odpadty wyrazy —3y i — *.
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Obieramy:

to réwnanie przejdzie na
X'y'm
Osig tej hyperboii jest 2a = 2. "2A, wiec 0=V2.9= 3\'2. Odlegto$¢ ogniska
od $rodka wynosi e=Va*+ a'*=V 36= 6. Srodek jej jest przesuniety wzgledem
poczatku uktadu O o od-
cinki 3, 8 Mozemy wiec te
hyperbole wykresli¢.

Z figury 79 widzimy,
ze, gdy x dazy do 3,y dazy
do nieskonczonosci. Linja

3, t j. (F17) jest

+

asymptotg. Podobnie, gdy y

dazy do x dazy do 0O .

Linja y=f, t j. (X'X"\
4-

jest drugg asymptotg. Z tej
figury widzimy takze, ze
do kazdej wartosci x nalezy
tylko jedna warto$¢ y i od-
wrotnie, z wyjatkiem war-
tosci a=3 i y-\- (Por.
takze przyktad b. na str. 88).

, aar+t6 .
Funkcja jest naj-
cX

+d
ogob6lniejszym takim
zwigzkiem miedzy X i y przy ktorym jednej wartosci X

odpowiada jedna warto$¢ y i odwrotnie.

(N. p. zwigzek y=ax2-\-bx+ ¢ daje wprawdzie do kazdej wartosci ar
jedng warto$¢ y, ale odwrotnie: do kazdej wartosci y nalezag dwie rdézne
wartosci X),

Cwiczenia X

§ 31. 1. Narysowaé hyperbole:

Vg 161
b) a2—4y~=
c) a2—y2=25
2. Sprowadzi¢ do najprostszej postaci i wykres$li¢ obrazy nastepuje

rownan:
a) dar2—25y2— 16a;— 50y = 109
b) x2—9y2A-7xA-9yJr 10=0
e) 5x2—4y2+10a;—16y=0
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3. Podac¢ wierzchotkowe réwnanie hyperboli, znajac jej p6tosie o= 5, 6= 3.
4. Zbudowaé¢ réwnanie $Srodkowe hyperboli, znajac:
a) o$ 2a=12 i punkt P(8, 3) na jej obwodzie;
b) o§ 26= 6 i punkt A(4, 5) na jej obwodzie;
c) parametr p =2TF i odlegto$¢ ognisk 2e=26;
d) odlegtosci ogniska F2 od obu wierzchotkéw hyperboli c=2m
d-=10m.
5. Dla ktorych punktéw hyperboli
a) rzedna réwna sie odcietej?
b) rzedna jest dwa razy wieksza od odcietej ?
c) jeden promief wodzacy jest dwa razy wiekszy od drugiego ?
§ 32. 6. Znalez¢ punkty przeciecia sie hyperboli
5x2—3y2=15
z prostemi;
I/Im=5> y=
7. Obliczy¢é wspo6trzedne punktéw przeciecia sie.linij:
a) 9x2—16y2= 144, y —-%—9;
b) x2—4ya=4 y=\x—1;
c) a;?+y2=16 x2—y2=9.
8. Znalez¢ miejsce geometryczne $rodkéw wszystkich rownolegtych cieciw

62
hyperboli o wspétczynniku kierunkowym c¢ (odp. y= ¢X)

ca
9. Wyrazi¢ réznice miedzy rzedng asymptoty, a rzedng hyperboli
Xﬂg—y,l,=1 dla tej samej odcietej wzorem:
a bi
ab
X+"x2—a?2

i wykaza¢, ze ta réznica dazy do zera z wzrostem X.
10. Znajac réwnania asymptot: y="°*-~x i odlegto$¢ ognisk 2e=2. V306,

zbudowaé réwnanie hyperboli.

11. Obliczy¢ odlegtos¢ ogniska od asymptoty hyperboli w liczbach
ogo6lnych.

12. Wyprowadzi¢ réwnania promieni wodzacych; obliczy¢ kat utworzony
przez nie. Kiedy ten kat jest prosty?

13. Pod jakim katem wida¢ odlegto$¢ obu ognisk hyperboli: 16 ¥%2—9y 2=
= 144 z punktu hyperboli, ktérego rzedng jest f/j=8.

14. W ktérych punktach hyperboli 11a;2—5//2=55 promienie wodzace s3.
do siebie prostopadle?

§33. 15. Znalez¢ réwnanie stycznej do hyperboli:
X2 .
a) "— i/2= 1 w punkcie xi= 2£, yl=-8&

b) x2—y2=1 n = yi=T
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16. Znalez¢ réwnania stycznych do hyperboli
9a;2—25y2=225 z punktu (—1I, 3)
17. Znalez¢ réwnania stycznych do hyperboli
bzx 1— « 2y 2==«262,
ktére sie przecinajg w poczatku uktadu.
18. Wykazaé, ze styczne na koAcu cieciwy prostopadiej do osiX-6w,
a przechodzacej przez ogBisko, przecinajg sie nakierownicy(odlegtos$¢ kie-

réwnicy od $rodka d— - ).
e

19. Znalez¢ styczne do hyperboli ai2—yz= 1, znajac ich wspotczynnik
kierunkowy tg a= 2.
20. Wykazaé, ze miejscem geometrycznem spodkow linij prostopadtych

z ogniska hyperboli na styczne jest koto: x2+yz =a2
21. Z ktérych punktéw wida¢ hyperbole:
4a;2—9y?= 36

pod katem prostym ? Rozwigz to zagadnienie w liczbach og6lnych |

22. Znalez¢ miejsce geometryczne Srodkow kot, ktore stykajg sie zewnetrz-
nie z kotem o promieniu r—3 o S$rodku wpoczatku uktadu i przechodzg przez
jeden staty punkt poza kotem (n. p. P(4, 0)).

23. Wykazaé, ze elipsai hyperbola o wspdlnych ogniskach przecinaja
sie zawsze pod katem prostym.

Wskazdwka: uzyé réwnan (a2—e2 xz+azy2= a2 (a2—e2 i podobnie dla
hyperboli.

24, Wykazaé, ze odcinek stycznej do hyperboli, zawarty miedzy asympto-
tami, jest przepotowiony punktem stycznosci.
i 34. 25. Réwnanie hperboli

(2x—=y)(x+y) =4

sprowadzi¢ do osi gtownych jako osi wspo6trzednych.

26. Zbadaé¢ graficznie funkcje:

3ir+ | . ,
a) y=x 4 (za jednostke obra¢ 1 cm)
1) 200 (n » » 1mm)
X 2
0 y= (» » ., lcm)

27. Wykazac, ze problem podwojenia kostki mozna wykonaé przy pomocy
paraboli i hyperboli réwnobocznej (por. str. 103).

28. W réwnaniu:
ax4r—b
cx+d

zmienia¢ c i wykre$li¢ obrazy dla kilku wartosci c¢= 2, 1-6, 1'5, 1-4, 1, 04 i t. d.

Do jakiej linji dazy hyperbola, gdy c dazy do zera? do jakiej, gdy c

a= >>h=2 d=3

a
dazy do
azy b



Rozdziat Xl

Ogolny rozbiér réwnania drugiego stopnia o dwédch
zmiennych

§ 35. Rozbior réwnania drugiego stopnia.

Ogolng postacig rownania drugiego stopnia o dwdch zmien-
nych jest:

Ax2+Bxy+ Cy2+jDx+Ey+F=0 (61)-

Aby to byto istotnie réwnanie drugiego stopnia, musi by¢ przy-
najmniej jeden z wspdtczynnikow A, B, C rézny od zera.

W poprzednich rozdziatach poznaliSmy caly szereg utworow
geometrycznych, wyrazajacych sie rownaniami drugiego stopnia. Te
utwory mozna ugrupowa¢ w nastepujgce trzy zasadnicze typy:

a) Typ eliptyczny, do ktdrego nalezg elipsa, kclo, punkt. Rowna-
nie kazdego utworu nalezacego do tego typu da sie przez obroét
sprowadzi¢ do formy (por. § 27):

b 2A-a 2+ cx+dy + e—0 ia 24=0)

b) Typ hyperboliczny, do ktérego nalezy hyperbola i pary prze-
cinajgcych sie prostych. Rownania utwordéw nalezagcych do tego typu
dadzg sie sprowadzi¢ do formy (por. § 31):

b'ix2—"y"A-czA-dy+e”"O (624r0, a24=0)

0 Typ paraboliczny, do ktérego nalezg parabola, dwie proste-
rownolegle lub nakrywajace sie. Rownania figur nalezagcych do tego
'typu dadza sie¢ sprowadzi¢ do jednej z form (por. § 21):

ay24-by+cx4-d—0
lub ax2+by4-cx-\-d=0 (arj™0)

Wszystkie te utwory mozna objagé wspo6lng nazwg, charaktery-
zujgcg zarazem ich wspolny spos6b powstawania: sg to przekroje
stoika. Wiadomo bowiem z nauki stereometrji, ze przecinajac stozek
kotowy ptaszczyznami w rozmaitych potozeniach, otrzymujemy jako
linje przeciecia z pobocznicg stozka: koto, elipse, hyperbole, parabole,,
dwie proste przecinajace sie, nakrywajace sie (gdy ptaszczyzna jest
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styczna), rdéwnolegte (gdy mamy do czynienia z walcem, ktory jest
graniczng formg stozka) lub punkt (gdy ptaszczyzna przechodzi przez
wierzchotek stozka a nie ma zadnego punktu wspdlnego z kierownicg).
Mozemy wiec ujag¢ wynik badan przeprowadzonych w poprzednich
rozdziatach w nastepujace twierdzenie:

Kazdy przekroj stozka wyraza sie analitycznie réwnaniem dru-
giego stopnia o dwéch zmiennych, jezeli uzywamy ukladu wspot-
rzednych prostokatnych na plaszczyznie przekroju.

Chcieliby$Smy' obecnie zbada¢ odwrotnie: czy kazde rdéwnanie
drugiego stopnia przedstawia tylko jaki$ przekrdj stozka, czy tez moga
wystepowaé takze inne utwory geometryczne jako obrazy takiego
réwnania, czy wreszcie istniejg rownania drugiego stopnia nie majace
zadnego obrazu geometrycznego.

Ot6z co do ostatniego pytania, to wykazaliSmy juz przy dyskusji
poszczeg6lnych linij, ze rdwnanie charakterystyczne dla typu eliptycz-
nego moze nie posiada¢ obrazu geometrycznego (moéwi sie czasem,
Ze przedstawia wtedy ,,koto urojone* lub ,elipse urojong") a podobnie
ma sie rzecz takze w typie parabolicznym (t. zw. ,dwie proste uro-
jone®); typ hyperboliczny ma zawsze obraz rzeczywisty. /

Chodzi wiec tylko o to, czy kazde rownanie 2-go stopnia
o dwoch zmiennych da sie sprowadzi¢ do jednego z typéw a), b), c),
wymienionych na wstepie. By na to pytanie odpowiedzie¢, postarajmy
sie najpierw przez obrét osi usung¢ wyraz Bzy.

Wykonaé¢ obrdét, to znaczy podstawi¢ za z iy wyrazenia

z=1z"'cos 6—y' sin 6
y=z'sin6+y' cos §
wedtug wzorow (34). Wstawiajgc te wyrazenia w rownanie (61)
-otrzymamy po uporzgdkowaniu:
(A c0s2<54-i?sin<5 cosd+Csin2h A ' 2--
+ (—A sin 2(5+ B cos 2<5-fCsin 28)z'y'+ A
+ (A sin2$6—B sin cos6 + Ccos2M)N'2-)-
A-(D cos 0+ E sing) z' + (—D sin <&4Hi?2cos d) y' + F=-0.
Jak widzimy, wyraz wolny F nie doznat przytem zmiany.
Wyraz z'.y’ odpadnie, gdy kat ( dobierzemy tak, aby
—A sin 2<5+5 cos 26+ Csin 2<5=0
mczyli (C—A)sin2<5=—B cos2$ a stad

% 2S—/ _ e (62)

Kat 25 da sie z tego warunku wyznaczy¢ zawsze (i to w dwa
-sposoby, a mianowicie jezeli 2 %= a spetnia to rownanie, to takze kat
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'180*+ a czyni zado$¢ temu warunkowi), bo funkcja tangens moze
przybiera¢ kazdg rzeczywistg warto$¢, z wyjatkiem przypadku, gdy
rownocze$nie B=0 i A—0=0. Wiemy jednak, ze w tym przypadku
rownanie (61) przedstawia koto (por. 8 18), a wiec rownanie odrazu —
bez wykpnywania obrotu — zaliczymy do typu eliptycznego. We wszyst-
kich innych przypadkach otrzymamy po obrocie réwnanie postaci:

Al'* +By'% C'x'+D,y,+F=0 (63)

W tern réwnaniu, odniesionem juz do nowych osi, trzeba zweo-
ci¢ uwage na wyrazy drugiego stopnia. Rozréznimy przytem nastepu-
jace mozliwosci:

1. Jezeli zaden z wspoétczynnikéw A' i B' nie jest zerem, to
albo obydwa majg znaki jednakowe, i wtedy mamy typ eliptyczny,
albo obydwa majg znaki rézne i wtedy mamy typ hyperboliczny.

2. Jezeli jeden z wspotczynnikéw A' lub B' jest zerem, to otrzy-
mujemy typ paraboliczny.

3. Réwnoczes$nie nie mogg by¢ A' i B' obydwa zerami, bo z (63)
pozostatoby réwnanie pierwszego stopnia

C'x'A-fry'+F=0.

Wiemy za$, ze obrot nie zmienia stopnia'rOwnania; jezeli wiec
pierwotne rownanie (61) bylo istotnie stopnia drugiego, to i po obro-
cie musiato zatrzyma¢ przynajmniej jeden wyraz drugiego stopnia
{wynika to z tego, ze rownania obrotu sg przeksztalceniami pierwszego
stopnia w zmienny¢h x', y', czyli linjowemi).

Zestawiajgc te wyniki z wynikami, etrzymanemi w poprzednich
rozdziatach przy dyskusji poszczegdlnych typow, mozemy powiedzieé:

Po wykonaniu obrotu otrzymamy =z kazdego rdwnania 2-go
stopnia 0 2 zmiennych réwnanie formy:

A'X1AB'y2+ C'x+ D'y-fF =0.

To réwnanie przedstawia:

1 Parabole, jezeli brak wyrazu A'x2 lub B'y2 Parabola
ta degeneruje sie¢ do jed nej lub do dwo6ch Ilinij prostych
rownolegtych, jezeli précz x2 brak takze x lub, jezeli oprocz y2
brak takze y. Proste te mogg sie takze sta¢ urojone.

2. Elipse, jezeli A i B' majg ten sam znak; gdy A'=B]j
elipsa zamienia sie na koto. Elipsa degeneruje sie do punktu,
jezeli po przesunieciu osi do $rodka otrzymamy:

A'x'2-\-B'yr2—o0.

Jezeli za$ prawa strona jest liczbg ujemng, réwnanie nie ma
rzeczywistego obrazu geometrycznego.
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3. Hyperbole, jezeli A' i B' majg znaki przeciw
hyperbola degeneruje sie¢ do dwdch przecinajgcych sie linij
prostych, jezeli po przesunieciu uktadu do S$rodka otrzymamy:

A'xn —B'y"L=

Stad wynika nastepujacy og6lny wniosek:

Kazde réwnanie 2-go stopnia o 2 zmienmjch przedstawia albo
jakis przekroj stozka, albo nie ma wcale obrazu geometrycznego
(przedstawia utwor ,urojony drugiego stopnia“).

Wspdtczynniki A', B', C', D’ rownania (63) mozna takze wyra-
zi¢c wprost zapomocg wspétczynnikéw A, B, C, D, E, F pierwotnego
réwnania (61). Trzebaby w tym celu funkcje sini i cos $ wyrazic
najpierw przy pomocy wzoréw trygonometrycznych zapomocg tg 2 i

. B - -
C2y|l J—o I wstawIC te wartoscli we wzory

A'=A c0s20+B sindcosi-f Csin20
B'=A sin26—B sin $c0s64- CcosM
C'=D cosd+E sino
D'=—Dsini+”~cos i.

Dla wspétczynnikéw A' i B' rachunek upraszcza sie o tyle, ze
nie trzeba oblicza¢ samych sind i cosd, wystarczag sin26 i c0s20.
Utworzmy bowiem sume i réznice tych wspotczynnikow, to

A'+B'~A +C
A'—B'—(A—C) cos 26A-B sin 24
Wstawiajgc tu nastepnie:

_ tg 25 B
sin 2 6=— .
+VI+tg|20 + Y(zt—C)2jr B *
1 COS 2 B= ------mmnd l=m:- , A
+V|+t922| *tY(A-cy+B*
otrzymamy ostatecznie na A' i B' wzory:
2A'"AAC=*i{A-Cy+B2 )
2B'=A+ CM1(A-Cy+B* J
Znaki bierze sie w obu wzorach gdrne lub w obu dolne zaleznie
od tego, jakie znaki majg sin26 i B (jezeli, sin26 i B majg znaki
zgodne, bierze sie znaki gorne, jezeli przeciwne, dolne).
Z tych wzorbow obliczamy tez:

A'B'=-\-(B*—AAC) (63 b)
Zawilsze wzory otrzymaliby$Smy na wspdtczynniki C* i D\

(63 a)



145

§ 36. Srodek i osie symetrji.

Sprowadziwszy rownanie (61) do formy (63) mozemy juz z tatwo-
Scig wykry¢ osie symetrji badanego utworu geometrycznego. Wystar-
czy w tym celu wykona¢ takie przesuniecie, aby odpadty wyrazy
pierwszego stopnia, t. j. C'x' i D'y'. Jezeli ani A' ani B' nie jest
zerem, to po tern przesunieciu nowy poczatek ukladu jest zarazem
$rodkiem symetrji. Srodek mozna jednak wykry¢ takze wprost z pier-
wotnego roéwnania (61).

Wiemy juz (por. § 20), ze koniecznym i dostatecznym warun-
kiem na to, aby poczatek uktadu wspotrzednych byt srodkiem symetrji,
jest, aby réwnanie danej linji nie zmieniato swej postaci, gdy za (x, y)
podstawimy (—x, —y). Réwnanie (61) czynitoby zado$¢ temu warun-
kowi wtedy, gdyby odpadly wyrazy Dx i Ey. Sprobujmy to odrazu
uzyska¢ przez przesuniecie:

x=x"+1, y=y"-\-m.
Podstawiajac te wyrazenia w (61) otrzymamy po uporzgdkowaniu :
AX'"A-BXx'y'+ Cy'2+(2 Al+Bm+D)x"'+ (BlI+2 Cm+EJy'+
+ (Al2+BIm+ Cmv+DI+EmA-F)—O0.

Wyrazy pierwszego stopnia odpadng, jezeli dobierzemy przesu-
niecie (I, m) tak, aby:
2A1-\-Bm4~0
BlI+2Cm+E—O.

Z tych 2 réwnan otrzymamy :
2CD-BE
— B2-4AC
2AE—BD
~ B24AC

Wielkos$ci tych przesunieé¢ sg wspdirzednemi poczatku nowego
uktadu, a wiec zarazem wspotrzednemi srodka symetrji w dawnym
uktadzie. Wyrazenia te majg wsp6lny mianownik.

Widzimy z wzoru (64), ze Srodek istnieje tylko wtedy, gdy mia-
nownik nie jest zerem, tj. gdy B2—4AC"0. Gdyby za$ bylo
B2—4AC=0, to wyrazy drugiego stopnia Ax2+Bxy+Cy2 w pier-
wotnem réwnaniu (61) tworzylyby — jak wiadomo z algebry —
kwadrat zupetny, {zfAzby~C)2 Roéwnanie (61) przedstawiatoby
wtedy parabole (por. § 21) a wiec istotnie krzywg bez $rodka.

Nie wykonujagc nawet kazdym razem przesuniecia mozemy wprost
z wartosci wspotczynnikow danego rownania (61) wywnioskowac, czy

(64)

Jh. L. tannicki, Poeaatki feom. anal. 10
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ono mprzedstawia linje ze Srodkiem, czy tez bez $rodka-, zalezy to od
tego, czy wyrazenie B2—4 AC jest rézne od zera, czy tez réwne zeru.
Wspotrzedne (I, m) Srodka oblicza sie wprost z rownan (64).

Uzywajac zwigzku (63 b) A'.B'= —%(B2—4 AC), o ktérym po-
wyzej wspomnieliSmy, widzimy, ze dla B 2—4AC < 0 jest iloczyn
A'B' liczbg dodatnig, t. j. A' i B' majg ten sam znak. Rdéwnanie (63)
nalezy wiec do typu eliptycznego. Jezeli zaS B2—4AC<0, to tak
samo wywnioskujemy, ze réwnanie (63) przedstawia typ hyperboliczny.
Mozemy zatem wszystkie 3 typy réwnan 2-go stopnia odrézni¢ odrazu
zapomocg wyrazenia B 2—4AC.

Widzimy wiec, ze wprost z réwnania (61) mozna odczytaé, jaki
typ to rdwnanie przedstawia, a nastepnie przez obrot (okreslony
rdbwnaniem (62)) i przesuniecie (okre$lone réwnaniami (64), o ile $ro-
dek istnieje), mozna je zanalizowa¢ zupetnie doktadnie. W przykiadach
liczbowych praktyczniej jest najpierw wykonaé przesuniecie do $rodka
w typach a) i b) a potem obrot, w typie za$ o) najpierw wykonuje
sie obrot a po6zniej odpowiednie przesuniecie.

TJwaga. Uwzgledniajagc warunek B2—4AC=0 otrzymamy dla
. 2
typu parabolicznego z wzoru na tg 2(5 samo tg (5::+:-£:>C- a stad

tatwo juz obliczy¢ sina i cosa, a wiec i wspotczynniki C' i Dr
wyrazg sie teraz prosciej (oblicz jel), z wspdtczynnikéw za$ A' iB'
jeden jest zerem a drugi wynosi A + C (wykaz!)

Ogélne réwnanie drugiego stopnia zawiera 6 wspoétczynnikow
statych, przez jeden jednak, np. A, mozna cate rownanie podzieli¢;
wtedy pozostaje 5 statych dowolnych. Stad wynika, ze do wy-
znaczenia ogolnej linji krzywej drugiego stopnia pod wzgledem ksztattu
i potozenia potrzeba pieciu warunkow (np. 5 punktéw).

Dalsze badania geometrji analitycznej dotyczg z jednej strony
linij krzywych wyzszych stopni, z drugiej za$ utwordw przestrzen-
nych, jak kula, elipsoida i t. p.

Cwiczenia Xl

1. Wykonujac odpowiedni obrét zbadaé, do jakich typdw nalezg rownania:
a) 2x2—4:ry-|-7y2=10,
b) x2-\-3xy—2y2=0,
c) 42+ day—y2=09.
2. Do jakiego typu nalezg réwnania 2-go stopnia, zawierajgce z wyrazow
drugiego stopnia tylko iloczyn obu zmiennych i kwadrat jednej z nich?
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3. Okazaé, ze Ax2+ BxyA-Cy2=Q przedstawia punkt (0, 0), dwie proste
przechodzgce przez poczatek ukiadu, lub jedng takg prosta, zaleznie od tego,
czy nalezy do typu eliptycznego, hyperbolicznego czy tez parabolicznego.

4. Wykaza¢, ze iloczyn rownan dwoch prostych nieréwnolegtych nalezy
zawsze do typu hyperbolicznego, a réwnolegtych do typu parabolicznego.

5. Okaza¢, ze styczna do krzywej wyrazonej ogélnem réwnaniem (61)

ma wspdtczynnik "kierunkowy a= 2A—?(Lj:--B--t/_l—+D—.
. . Bxi +2Cyi +E

6. Wykaza¢, ze osie krzywej w typie eliptycznym i hyperbolicznym wyra-

zajg sie wzorami
\% -2 F*e R = A -2 F'
a 1A+ CxTjF+{A—C)2’ \A+C"B “+(A—C)2

jezeli F' oznacza wyraz wolny po dokonaniu przesuniecia osi do $rodka
symetrji.

7. Wykazaé, ze gdy x dazy do nieskonczonosci, to stosunek % w  0gol-

nem réwnaniu 2-go stopnia dazy albo do dwoéch w.artosci rzeczywistych réznych
<typ hyperboliczny), albo réwnych (typ paraboliczny) albo zespolonych (typ
eliptyczny). Co mozna powiedzie¢ na podstawie tego o kierunkach asymptot?

Zbadaé obrazy geometryczne nastepujacych réwnan:
8. \1x'i-\-\%xy—Ty2—56a;+ 88y—228= 0.

9. 421i{z2—882xij+ 1261y 2= 5800.

10. 2y2-\-\9xy—8a;2—62y + 60a;—88= 0.

11. 5x2—6xy-\-5y2-\-2x— 14y-j-14= 0.

12. X 2A-2xy-\-y2-\-2x— 6y —19= 0.

13. 5x2-f24xy—5y2—4a:+58y—85= 0.

14. x 2-\-fixy-\-9y2—4a;— 12y + 5=0.

15. 37a3;2—32a;y+13y2+170a;—110y+208 = 0.
16. x 2+ 10xy + 25y2—x—5y—12=0.

17. 9x 2—\2x>j-\-4ti/1-\-6x—4y-(-1=0.

18. 34a;2—24xy +41 y2—208a;+-294" + 649=0.
19. 144z2-H20ay + 25y2—390a; + 886y— 1031=0.



Czesc 1l
Rozdziat Xl

Wstepne pojecia z geometrji analitycznej
przestrzennej

§ 37. Wspobtrzedne prostokatne w przestrzeni.

Do wyznaczenia potozenia punktu na ptaszczyznie uzywalismy
dwoch prostopadtych do siebie osi wspotrzednych. W prze-
strzeni dwie osie nie wystarczajg: trzeba uzy¢ trzech prostopadtych
do siebie osi wspo6trzednych Xi(, Yl(, ZE (fig. 80).

Przesuwajac przez kazda pare tych osi ptaszczyzne, otrzymujemy
uktad trzech ptaszczyzn parami do siebie prostopadtych, ktére nazy-
wamy ptaszczyznami wspdéirzednych; sg to ptaszczyzny XY, XZ, YZ
zwane w geometrji wykreslnej ptaszczyzng poziomg, pionowa i boczng.
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Punkt przeciecia sie O trzech osi a zarazem trzech ptaszczyzn wspot-
rzednych jest poczatkiem uktadu wspdirzednych prostokatnych. Cata
przestrzen rozpada sie na 8 nieskonczonych czesci, lezagcych wewnatrz
oSmiu katéw brytowych tréjSciennych o wsp6lnym wierzchotku O.
Aby dowolny punkt P przestrzeni zastgpi¢ liczbami, wykreslamy z tego
punktu trzy prostopadte PA, PB, PC, do ptaszczyzn wsp6irzednych.
Trzy liczby wymiarowe tych trzech odcinkéw, opatrzone odpowie-
dniemi znakami, nazywamy wspoétrzednemi punktu P. Co do znakdéw,
to podobnie, jak w geometrji ptaskiej, trzeba obra¢ na kazdej osi
jakis kierunek jako dodatni, aby odrézni¢ od siebie punkty, lezace
w réznych 06semkach przestrzeni ale w tych samych odlegtosciach
od plaszczyzn wspdirzednych.

Jezeli osie sg umieszczone tak, jak na fig. 80, to na osi a;-6w
uwazamy za kierunek dodatni kferunek od lewej reki ku prawej,
na osi y-6w od tylu ku przodowi a na osi z od dotu do gory.
Taki uktad trzech kierunkéw dodatnich nazywamy uktadem lewej reki,

albowiem takie kierunki majg wzgle-

fz dem siebie trzy rozchylone palce lewej
reki (fig. 80 a). Gdyby$Smy za$ zmie-
nili kierunek dodatni jednej osi, np.
gdybysmy dodatni kierunek osi y-6w
obrali od przodu ku tylowi, zmie-
nitby sie nasz wukiad na ukiad
prawej reki.

Wobec takiej umowy co do zna-
kow, wspétrzednemi punktu P sg
wielkosci odcinkow AP=x, BP=y,
CP=z (a nie np. PA, PB, PCI>
przyczem X, y, z mogg by¢ liczbami

dodatniemi, ujemnemi lub zerami. Liczbe x nazywamy odcietg punktu
P, y rzedng a z nie ma ustalonej nazwy (moglibySmy ja nazwac np.
wysokos$cig punktu P). Aby zanotowaé, ze P ma wspdirzedne x, v, z,
piszemy je obok P w nawiasie: P (x,y,z) podobnie, jak w analityce
ptaskiej, w ustalonym porzadku, t.j. pierwsza liczba oznacza zawsze
odcietg, druga rzedng a trzecia z.

Wspotrzedne punktu P uzyskaliSmy, wykreslajagc z P proste
prostopadte do ptaszczyzn wspdtrzednych. Takie same odcinki mo-
zemy tez otrzyma¢ wykreslajac z punktu P trzy plaszczyzny PD, PE,
PF prostopadte do osi wspétrzednych. Otrzymamy wtedy wprost na
osiach odpowiednie odcinki: OD=AP=x, OE=BP=y, OF=CP=z.
Odcinki te sg rzutami promienia OP (lgczagcego dany punkt P z po-
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czatkiem ukladu) na osie. Piaszczyznami rzucajgcemi promien OP
np. na 0§ x-0w sg: ptaszczyzna YZ i PD. Najkrotsza za$ drogg do
znalezienia wspdétrzednych dowolnego punktu P jest wykre$lenie jednej
linji tamanej PCDO, ktorg otrzymujemy rysujagc PC_\_XY a z punktu
przebicia O prostg CDJ_OX; wtedy OD—x, DC=y, CP=z. Tak tez
najtatwiej znalez¢ punkt, jezeli mamy podane jego wspOtrzedne. Np.
punkt A (4,3,5) znajdujemy odcinajagc na osi z-6w 4 jednostki do
punktu B (fig. 81), w tym
punkcie wykreslamy prosto-
padtag BC do osi a:-0w i na
niej odcinamy 3 jednostki do
punktu C a wreszcie w tym
punkcie wykreslamy prosto-
padtag do plaszczyzny XY
i ng niej odcinamy 5 jedno-
stek w kierunku dodatnim, to
koniec tego odcinka jest zga-
danym punktem A.
Wszystkie punkty lezace
na phaszczyznie XY majg
wspoétrzedng z=0, podobnie
punkty ptaszczyzny YZ sg
scharakteryzowane warunkiem x=0, a punkty ptaszczyzny ZY warun-
kiem z=>0. Punkty lezace na osi z-6w majg réwnoczes$nie y—0 iz—0
a podobnie punkty na dwoOch pozostatych osiach sg scharakteryzo-
wane zawsze dwoma “yyarunkami. Poczatek ukiadu O ma x—y =z=0.
Kazdy punkt ptaszczyzny zastgpiliSmy zatem jaka$ jedng trojka
liczb rzeczywistych i w ten sposéb wszelkie geometryczne badania
punktéw w przestrzeni sprowadziliSmy do badan rachunkowych.
Odwrotnie: kazdej trdjce liczb rzeczywistych odpowiada jeden punkt
w przestrzeni tréjwymiarowej, jak to wynika z konstrukcji punktu
o danych wspoétrzednych.
Powigzawszy w ten sposOb punkty z liczbami mozemy juz sto-
sowa¢ do utwordéw przestrzennych te same metody badania anali-
tycznego, ktorych uzywalismy na ptaszczyznie.

§ 38. Odcinki.

Znajac wspOirzedne dwoch punktdw koncowych odcinka:
Pi(xiyijjj) i P2{xy2") potrafimy podobnie jak w geometrji ptaskiej
obliczyé jego rzuty na osie, dtugo$¢ i wyznaczy¢ jego kierunek
W przestrzeni.
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a) Rzuty odcinka na osie wspotrzednych. Rzut odcinka na do-
wolng o$ otrzymuje sie w stereometrji wykreslajac przez konice tego
odcinka ptaszczyzny prostopadie do tej osi. Aby wiec znalez¢ rzut
odcinka PjP2 na 0§ z-6w, wykre$lamy dwie plaszczyzny PXA iP 2P
prostopadte do OX. Punkty przebicia A, B tych plaszczyzn z osig
£-0w wyznaczajg konce rzutu. Z figury (fig. 82) widocznem jest, ze

wielko$¢ AB tego rzutu
z uwzglednieniem znaku
jest
p x=x1—xl.
Podobne wzory otrzy-
mujemy, rzucajac odci-
nek PjP2 na 0§ y-6w
i z-6w. Na rzuty odcinka
na osie wspdirzednych
mamy wiec wzory zupet-
nie podobne do wzorow
(9) z analityki ptaskiej:
p X-=X2—X i

th=*vi-y\ <65)

i»»-Fn—*i

Fig. 82.

b) Diugos¢ odcinka.
Wykre$lmy z punktu P, trzy plaszczyzny rownolegte do ptasz-

czyzn wspoéirzednych a tak samo z punktu P2 (fig. 83). Powstanie
prostopadtoscian, w kté-

rym PtP2 jest przekatnig

a krawedzie sg rowne rzu-

tom odcinka PjP2 na osie.

Odcinki bowiem prostych

réwnolegtych zawarte mie-

dzy ptaszczyznami réwno-

leglemu sg rowne, a gdy-

bySmy przedtuzyli ptasz-

czyzny PXA i P2P az do

przeciecia sie z osig £-6w,

otrzymaliby$Smy wi#asnie

rzut odcinka P,P2 na o0$

W x-0w i podobnie dla innych
osi. t Przekatnia prostopa-

Fig. 83. dtoscianu réwna sie jednak
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sumie kwadratow trzech krawedzi schodzgcych sie w jednym wierz-
chotku, a wiec

d2=pj+pui+p:2 (a)
a podstawiajac tu wartosci z wzoréw (65), otrzymujemy na odlegtosé
dwoch punktow wzdr:

dN(X.i—x D2+ (y2-y 7)1+ (*2—*i)2 (66)
ktéry jest widocznem uogdlnieniem odpowiedniego wzoru (10) z ana-
lityki ptaskiej. Jezeli nam chodzi o odlegto$¢ dowolnego punktu
P(x, y,z) od poczatku uktadu tj. od punktu O (0, 0,0), to kiadac
zero zamiastxv yit z, w wzorze (66)- otrzymujemyjako specjalny
przypadek wzdr prostszy:

d~fx2+y2+z2 (66,)

c) Kierunek odcinka. Kierunek odcinka bedzie wyznaczony, jezeli
poznamy jego katy a, (i, y z osiami wspdtrzednych. Kat dwoch linij
prostych, chociazby wichrowatych, w przestrzeni wyznacza sie, pro-
wadzac z dowolnego punktu jednej prostej réwnolegtg do drugiej.
Aby wiec wyznaczyé katy odcinka P,P2 z osiami, mozemy uzy¢ fig. 83,
w  ktérej witasnie proste PjB, P"D, P> sa réwnolegte do osi
wspotrzednych.

Odcinek P,P2 tworzy wiec takie same katy z osiami, jak z temi
trzema odcinkami, te za§ mozemy tatwo obliczy¢ wprost z figury.
| tak z trojkata prostokatnego P,P2P wynika:

cos "P 2P ,P=-"

lub oznaczajac ten kat literg a, otrzymujemy

cosa= > %
- d
Podobnie okazuje sie, ze: cos fi yia”' (67)
d

przyczem d nalezy obliczy¢ wedtug wzoru (66).

Do tych samych wzoréw mozna tez doj$¢' odrazu na podstawie
znanego z trygonometrji twierdzenia: rzut odcinka na o$ rowna sie
dtugosci tego odcinka, pomnozonej przez cosinus kata zawartego
miedzy tym odcinkiem a osia.

Te trzy cosinusy nazywamy dostawami kierunkowe mi
prostej P,P2
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Uwaga. W tych wzorach zaciera sie juz analogja z wzorem (11) z geo-
metrii analitycznej ptaskiej. Gdyby$my jednak utworzyli ilorazy dostaw kierun-
cos 3_ y,—Yy. .cosy z,—

kowych, otrzymalibyémy wzor = = - podobnie
y y ysmy ycos a X2—X2 cosa X2—XX P
jak na piaszczyznie.
Na wyznaczenie kierunku odcinka — wog6le linji prostej —

otrzymaliSmy tu trzy wzory, tymczasem za$ juz dwa katy wystarczg
do ustalenia kierunku prostej (jakie katy ?). Widocznie wiec te wzory
‘sg od siebie zalezne. Istotnie podnoszac obie strony trzech réwnan
(67) do kwadratu i dodajac je stronami otrzymamy:

(x2—z,)2-f(52- y,) 2+ (z1—2z,)2

d 2

c0s2a+ c0s2/3-i-cos2y =

a poniewaz licznik rowna sie d2 otrzymujemy
cos2a-}-e0s3/3+cos2y= | (68)
Widzimy wiec, ze miedzy trzema dostawami kierunkowemi do-
wolnej linji prostej zachodzi zawsze zwigzek (68), z ktdérego mozna
obliczy¢ jeden kat znajac dwa. Tak wiec wystarczytoby podaé tylko
dwa rownania z wzorow (67), wypisujemy je jednak trzy ze wzgle-
dow symetrji.
Uwagg. W analityce ptaskiej dowolna prosta tworzy z osiami wspo6it-
rzednych dwa katy: a i {3=90°—a. Wobec tego cos2a+ cosi(3= cos2a-fsinila=1.

Widzimy wiec, ze zwigzek (68) nalezy uwaza¢ za uog6lnienie trygono-
metrycznej formy twierdzenia Pitagorasa na ptaszczyznie.

§ 39. Kat dwdch kierunkéw. Warunek prostopadtosci.

Majagc podane w przestrzeni dwa kierunki, np. dwie’ proste
tworzace z osiami wspoOtrzed-
nych katy (a,/?"). (2p22),
chcemy obliczy¢ kat tych
dwéch prostych ze soba.
W tym celu wykresSlamy z po-
czatku uktadu (lig. 84) dwie
proste OP, i OP2 rownolegte
do tych kierunkéw, to kat ¢
zawarty miedzy OP2 a OP2
jest zarazem katem miedzy
danemi kierunkami (al/?,y,)1
(a22y2). Obierzmy na kaz-
dej z tych prostych dowolny
punkt: na pierwszej
a Pl{xly21) na drugiej.
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Z trdjkata OPiP2 obliczamy wedtug twierdzenia Carnota:

<i2= T 2-+-12a—2r"r2 cos P a stad
C0S 1= r. 2+ r‘22—d2
= 2r,r2

Odlegtosci 2, r2, d obliczamy wedtug wzoréw (66) i (66,), a wiec
*
C0S9>= Zi2+yi +Z||+x12+y21+2| (x2 z |)2(3/2 Yy, )2 (zl Zi)2
Po uporzadkowaniu otrzymamy stad:
N 7/« Ta ,24 Do

cos —+— = —
r, r2 r T2 ot r2°
Ale jako rzut odcinka OP na-o$ i-6w, ma wartosé
, cosa, ipodobnie x2=r2cosa2 y,=r, cos/?,, y2—r2cos /2 itd.,

y—z—c05/3,2,zr’ cosy,,
Podstawiajagc to w wyrazenie otrzymane na cosS ¢ mamy
ostatecznie:
cos (p= cos g, cos a2+ cos /?, cos /2+ cos 'y, cos y2 (69)
Kat miedzy dwoma kierunkami mamy tu wyrazony zapomocg
katow, jakie te kierunki tworzg z osiami wspdtrzednych.
Jezeli dane dwa kierunki sg prostopadte, to 9=90°, cos 0=0
a wiec wtedy:
CO0S a, C0S a2+ cos /?, cos /2+ cos yt cos y2= 0 (70)
Odwrotnie, jezeli sie ten warunek spetnia, to cos<p=0, y=900
i kierunki sg prostopadte. Wzér (70) podaje wiec warunek prosto-
padtosci dwodch linij prostych w przestrzeni.

3
a wiec
X,
T,

=COSy2.

_‘—1\)

X .
=cosa,, -%:cosa , y—:cos/?,,
r 2,

TJwaga. Postepujac podobnie, jak w geometrji analitycznej ptaskiej, mo-
znaby tez wyprowadzi¢ na podziat odcinka w dowolnym stosunku wzory
bedace prostem uog6lnieniem wzoréw (4), (15) i (16). Na pole trdéjkata
otrzymuje sie juz inny wzér (por. éwiczenia XIl. zad. 24 a), przypominajacy raczej
wzér (a) na str. 152, ktéry wyraza diugos¢ odcinka zapomocg jego rzutéw na
osie. Chcac mie¢ natomiast wtasciwe uogolnienie poznanego w analityce pta-
skiej wzoru (18) na pole trojkata, trzebaby sie zaja¢ obliczeniem objetosci
najprostszego utworu tréjwymiarowego, t. j. czworoscianu, znajagc wspotrzedne
jego wierzchotkéw. Wz6r ten wymaga juz jednak dosy¢ skomplikowanych
rachunkoéw,

§ 40. Rownania powierzchni i linij.

Umiejac juz zastepowac liczbami punkty przestrzeni trojwymia-
rowej, mozemy bada¢ analitycznie utwory geometryczne ztozone
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z punktéw a wiec rozmaite powierzchnie ptaskie i krzywe, tudziez
linje ptaskie i przestrzenne (np. linje $rubowg).

Badanie utworow geometrycznych dwuwymiarowych byto naj-
Scislej zwigzane z badaniem réwnan o dwoch zmiennych i to badz
w formie wyraznej (t. j. rozwigzanej ze wzgledu na jedng zmienng>
y=1f(x) (np. y=ax-\-b, y=xl itp.), badZ tez w formie uwiktanej
(nie rozwigzanej) F(x, yj=0 (np. x2+y2—r1=0). Zupeinie podobnie-
badanie utworéw przestrzeni tréjwymiarowej bedzie polegato na ba-
daniu rownan o trzech zmiennych x,y, z w postaci fuikcyj wyraznych
z=f(x, y) lub tez uwiktanych F(x,y,z)=0. WeZmy np. réwnanie
w postaci wyraznej

z=f(x,y) (72).

Taki symbol znaczy, ze kazdej parze warto$ci x,y odpowiada
jaka$ okreslona warto$¢ zmiennej z. Tiomaczac to geometrycznie
powiemy: kazdemu punktowi o wspétrzednych (x, y) na ptaszczyznie
XY odpowiada pewna wspotrzedna (wysokos$¢) z. WykreSlamy wiec
w kazdym punkeie plaszczyzny XY prostopadty do niej odcinek z
obliczony z wzoru (71). Jezeli funkcja f(x,y) jest regularng, ciggta,
to konce tych odcinkow utworza jedng nieprzerwang powierzchnie

w og6lnosci krzywa. Na
fig. 85 przedstawiona
czes¢ takiej powierzchni,
wznoszacg sie nad cze-
§ciag ABCD plaszczyzny
XY.

Majac podane réw-
nanie w formie niewy-
raznej, np. (z—5)‘—xX'i—
—y2=0 staramy sie je-
rozwigza¢ wedtug zmien-
nej z. Tu np. otrzymamy
z=5xVa:2+y2awiec do
kazdej pary wartosci x, y
nalezg dwie wartosci
zmiennej z, czyli dwa

punkty Pj (X,y,z,) i P2(z,y,z2). Zbiér tych wszystkich punktow
utworzy. (por. fig. 86) pewng powierzchnie, w naszym przypadku
np. pobocznice stozka o wierzchotku lezagcym na osi Z w wysokosci
+ 5, ktérego osig jest 0§ Z a kat u wierzchotka przeciecia osiowego
jest prosty.
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Analizujagc w ten sposdb rozmaite réwnania o trzech zmiennych,
badamy réwnocze$nie rozmaite powierzchnie.

Jezeli w réwnaniu wystepuja tylko dwie zmienne, np. xiy, to

rownanie takie f(x, y)=0
pojmowane w prze-
strzeni nie przedstawia
bynajmniej linji krzywej
ptaskiej, ale takze po-
wierzchnie. Np. row-
N 2_ .
nanie - +2E) =1 me
az2 I
przedstawia w przestrze-
ni jednej elipsy, ale caly
walec o podstawie elip-
tycznej. Réwnanie to bo-
wiem zachodzi zupetnie
niezaleznie od wartos$ci»,
tj. w kazdej wysokosci «
nad ptaszczyzng XY
wspotrzedne x iy sa
zZwigzane tern samem
réwnaniem. Otrzymuje-
my wiec powierzchnie,
ktérej kazdy przekrdj
réwnolegty do ptasz-
czyzny XY (w kazdej
wysokosci) jest elipsg przystajacq do podstawy.

Uwaga. Do tego samego wniosku mozna tez dojs¢ innem rozumowaniem.
Wezmy jakakolwiek pare warto$ci xxyX, spetniajacych to réwnanie o dwoch
zmiennych i wyznaczmy na phaszczyznie .Xr odpowiedni punkt. Wykresimy
w tym punkcie prostg prostopadtg do XY, to jakikolwiek punkt tej prostej
P (xlyiz) obierzemy, jego wspo6trzedne spetniaja nasze réwnanie: albowiem

i yl spetniaja réwnanie a s nie trzeba podstawia¢, bo z wcale nie wchodzi

w réwnanie. Cata ta prosta lezy wiec na powierzchni. Powierzchnia skiada
sie wiec z samych linij prostych réwnolegtych do siebie, jest wiec jakim$ walcem.

Odwrotnie, majac podang geometryczng definicje jakiejkolwiek
powierzchni, mozemy te definicje wyrazi¢ jako jaki§ zwigzek miedzy
wspotrzednemi (x, y, z) punktow tej powierzchni i otrzymamy réwna-
nie zachodzace miedzy trzema zmiennemi x,y,z. Jezeli wszystkie
punkty powierzchni speiniajg to réwnanie, a zaden punkt lezacy poza
powierzchnig nie speinia go, to rdéwnanie nazywa sie: réwnaniem
powierzchni.
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Przyktad, 1. Poda¢ réwnania ptaszczyzn wspotrzednych i ptasz-
czyzn réwnolegtych do nich w odstepach c.

Dla wszystkich punktow ptaszczyzny XY wspdirzedna z wynosi
zero a warunek ten nie spetnia sie dla zadnych innych punktow,
a wiec réwnaniem ptaszczyzny XY jest »=0. Podobnie
y —0 jest réwnaniem ptaszczyzny XZ, a £c¢=0 ptaszczyzny YZ.

Kazdy punkt ptaszczyzny rownolegtej do XY w odstepie ¢ ma
wspoétrzedng z réwng c, a zaden inny punkt przestrzeni nie ma tej
wiasnosci. Rownaniem tej ptaszczyzny jest wiec z=c. Podobnie y=¢
i Xx—c sg rownaniami ptaszczyzn réwnolegtych do XZ i YZ
w odstepie c.

Przyktad 2. Znalez¢ réwnanie powierzchni kuli, majgcej Srodek
w poczatku uktadu a promien r.

Odlegtos¢ kazdego punktu P{x, y, z) powierzchni kuli od punktu
0(0, 0,0) musi by¢ réwna statej liczbie r. Z wzoru (66,) otrzymamy
wiec warunek d—r, czyli d1=r'i w postaci:

Q@2+ y 2+ 22=7".2 (72)

Dla kazdego punktu Pi(xiyizl) wewnatrz kulijestd<.r, wiec
£i2+Z/i2-+-2i20 2> a zatem warunek (72) nie spetniasie. Tak samo
nie spetnia sie ten warunek dla zadnego punktu P2(x2y2z2) lezacego
zewnatrz kuli, bo wtedy znowu d<.r. Warunek (72) speinia sie
wiec tylko dla wszystkich punktdw kuli, jest to wiec réwna-
nie kuli.

tatwo okaza¢, ze gdy- srodek kuli lezy juz nie w poczatku
uktadu, ale w dowolnym innym punkcie S(p, q,s), tq réwnanie kuli
0 promieniu r przyjmuje postaé

(X—py+ (Y —@h+(*—s) 202 (72)

Rownania te sg oczywistemi uogdlnieniami rownan kota, znanych
z geometrji ptaskie;j.

Przyktad 3. Znalez¢ rownanie powierzchni S$rubowej, tj. po-
wierzchni powstajgcej przez ruch nieskonczonej linji prostej, ktora sie
obraca okoto jednego ze swych punktéw a rownoczes$nie wznosi sie
jednostajnie wzdtuz prostej prostopaditej do niej a przechodzgcej
przez punkt obrotu (wzdtuz takiej powierzchni sg np. utozone schody
krecone). Niech np. wzniesieniu o jednostke diugosci odpowiada
zawsze obrét o 10° w te samg strone. Obierzmy za 0§ x-6éw po-
czatkowe potozenie linji prostej a za 0§ * linje wzdtuz ktérej ma sie
ta prosta posuwaé. Wezmy pod uwage ruchomg prostg w chwili,,
gdy sie wzniosta o z jednostek (fig. 87). Jej kat obrotu wynosi —
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w mys$l warunkdw naszego zadania — #=10 z. Kazdy punkt tej linji
prostej przy kazdem jej potozeniu nalezy do powierzchni $rubowej.
Wezmyz wspoétrzedne x, y, z do-
wolnego punktu P tej prostej SP
i utwdérzmy jej rzut na plasz-
czyzne XY, to ten rzut tworzy
tez kat # z osig z-6w, wobec

czego: T:tg# a wstawiajac.

za # wartos¢ 10z otrzymujemy
zwigzek:

E: tg 10«

ktéry juz jest rdwnaniem naszej
powierzchni $rubowej. Ogolniej,
gdyby krok ruchu s$rubowego
wynosit Je, t. j. gdyby wznie-
sieniu o h jednostek odpowia-
dat obrét o 360°, to wzniesieniu

o

m x jednostek odpowiadatby obrot o kat 360 z i otrzymaliby$smy

AT -

jako ogolne réwnanie powierzchni Srubowej o kroku Je
(W naszym przyktadzie krok wynosit 36 jednostek). O$ z nazywa sie
osig tej powierzchni.

Omowiwszy analityczne-traktowanie powierzchni, przejdzmy
-do badania iinij. Ot6z linje proste lub krzywe wystapig w analityce
przestrzennej jako przeciecia sie dwoch powierzchni ze sobg, po-
dobnie jak w analityce ptaskiej wystepowaty punkty jako przeciecia
sie dwdch linij. Linje sg to wiec zbiory takich punktéw, ktore lezg
réwnoczesnie na dwdéch powierzchniach, a wiec zbiory punktéow, kto-
rych wspoétrzedne spetniajg juz nie jedno ale réwnoczes$nie dwa réw-
nania o trzech zmiennych:

f(x,y,z)=0 i g(xvy,z)=0.

Tak np. do wyznaczenia kota w przestrzeni trojwymiarowej nie
wystarczy jedno réwnanie, ale trzeba podac¢ réwnanie kuli i ptaszczyzny
przecinajgcej "te kule, lub réwnanie walca kotowego i ptaszczyzny
prostopadtej do jego osi itp. Dopiero te dwa réwnania razem wziete
pozwalajg wyznaczy¢ wspétrzedne (x, y, z) punktéow lezacych na kole.

*) Kat 3 i odcinek SP narysowano mylnie! Majg one leze¢ przed ptasz-
-czyzng XZ.
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Do wyznaczenia linji Srubowej, znanej z zastosowan w me-
chanice, trzeba poda¢ rownanie powierzchni $Srubowej i réwnanie
walca kotowego o tej samej osi. Linja przeciecia sie¢ tych dwoch
powierzchni jest linja Srubowa, a wspdirzedne kazdego jej punktu
musza spetnia¢ obydwa te réwnania.

Widzimy stad, ze linje krzywe w przestrzeni bada sie tu nie
moddzielnie, same dla siebie, ale w zwiazku z powierzchniami, na kto-
rych te linje lezag. Chcac sie od tego zwigzku uwolni¢, moznaby ujmowac
linje w przedstawienia parametrowe (por. str. 167 i75). W kazdym
razie w analityce przestrzennej wysuwa sie na pierwszy plan badanie
powierzchni, bo do ich przedstawienia wystarcza zawsze jedno
réwnanie.

8 41. Badanie powierzchni za pomocg przekrojow ptaskich.

Do zorjentowania sie w postaci i rozmiarach powierzchni krzy-
wej, okreslonej jakiemkolwiek réwnaniem o trzech zmiennych, bardzo
-dobrze sie nadaje metoda przekrojéw ptaskich. Zbadawszy szereg
réwnolegtych przekrojéw mozna bowiem sporzadzi¢ model prze-
strzenny powierzchni. W ten sposéb mozna takze uzyska¢ wars twi-
cowy plan powierzchni, tworzac rzuty tych wszystkich przekrojow
na jedng odpowiednio dobrang ptaszczyzne. Chcac jeszcze dokladniej
zbada¢ powierzchnie, badamy przekroje réwnolegte takze w innych
kierunkach, najdogodniej za$§ w kierunku trzech ptaszczyzn wspéit-
rzednych. .Rachunkowo otrzymuje sie rownania tych ptaskich prze-
krojow rdwnolegtych do ptaszczyzn wspotrzednych w bardzo prosty
sposéb. Omoéwimy te metode odrazu na przykladzie.

Chcemy zbadaé powierzchnie, ktérej réwnanie

a2 b2 c2
jest bezposredniem uogoOlnieniem rdéwnania elipsy (por. wzor (49)).
Aby otrzymaé jej przekroj z plaszczyzng XY, zauwazmy, ze dla
wszystkich punktow lezacych na tej ptaszczyznie musi by¢ (wznie-
sienie) z=0.
Ktadac z=0 w badanem rdwnaniu, otrzymujemy warunek

a2 b2
ktory muszg spetniaé¢ wszystkie punkty badanej powierzchni, lezace
na jednej ptaszczyZnie. To za$ jest rownanie elipsy o p6tosiach a i b.
Rozumujgc zupetnie tak samo w odniesieniu do ptaszczyzn XZ i YZ
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otrzymamy elipsy o pétosiach a,cib,c. Te trzy przekroje gtéwne
mamy przedstawione na fig. 88. Nie wiemy jednak jeszcze, jak sie
wygina badana powierzchnia krzywa
w czesciach zawartych miedzy temi prze-
krojami. Zbadajmy w tym celu system
przekrojéw ptaszczyznami roéwnolegtemi
do ptaszczyzny XY. Przekrdj z ptasz-
czyzng odlegtg od XY o odcinek k otrzy-
mamy, kladac w pierwotnem réwnaniu
z=k (jest to bowiem rdéwnanie tej ptasz-
czyzny réwnolegtej). Wtedy miedzy x iy

ETRTIC R

po przeniesieniu wyrazow statych na drugg strone i po uporzad-
kowaniu:

Fig. 88. zachodzi zwigzek

z2 , y2 ,

a to przedstawia na ptaszczyznie z=k elipse o potosiach 8\ci—ki

i?VCZ—kZ Zmieniajac wysoko$¢ A przekroju, otrzymamy szereg

réwnolegtych elips. Sg one mniejsze od przekroju gtownego, lezacego
na ptaszczyznie XY i sg rzeczywiste, dokad wysoko$¢ k zawiera sie
w granicach —c < * < + ¢; dla &=»+c zamieniajg sie te elipsy na
punkty a poza temi granicami nie ma juz (rzeczywistych) punktéw
przekroju. Widzimy wiec, ze catla badana powierzchnia zawiera sie
miedzy dwoma ptaszczyznami réwnolegtemi do ptaszczyzny XY w od-
stepach + c i —c. Podobnie okazuje sie, ze przekroje réwnolegte do
ptaszczyzny YZ sa elipsami malejgcemi az do punktu w miare odda-
lania sie od tej ptaszczyzny az do odlegtosci x= +a i a=—< poza
ktéremi juz nie ma punktow tej powierzchni. Podobnie ma sie rzecz
z przekrojami rownolegtemi do plaszczyzny XZ.

Ta powierzchnia nazywa sie elipsoidg trdjosiowg. 2a, 2b, 2¢
sg jej osiami gtownemi a konce tych osi wierzchotkami. Jezeli
dwie osie gtéwne sg réwne, odpowiednie przekroje sa kotami a elip-
soida nazywa sie obrotowga. Gdyby trzy osie byty rowne, a=6=o0,
elipsoida zamienitaby sie na kule. W zupetnie podobny sposéb mozna
bada¢ powierzchnie, ktérych roéwnania sg uogdlnieniami réwnania
hyperboli lub paraboli.
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Zbadaj przekroje powierzchni Srubowej! (Na ptaszczyznach row-
nolegtych do osi powierzchni Srubowej otrzymuje sie’ znane z trygo-
nometrji: tangensoidy, a wiec linie przestepne).

Jezeli powierzchnia jest niedogodnie umieszczona w ukladzie
wspotrzednych, mozemy uzyé przesunie¢ uktadu i obrotéw, podobnie
jak w geometrji ptaskiej. Uzyskuje sie przez to nie tylko dogodniejsze
potozenie powierzchni, ale zarazem prostszag forme jej rownania.
Wzory przesuniecia sg tatwemi ug6lnieniami znanych z analityki
ptaskiej réwnan, przesuniecia (33) (wykaz!). Natomiast roéwnania
obrotu przedstawiajg sie znacznie trudniej (por. ¢wicz. 31). Badanie
ptaszczyzn symetrji, osi symetrji i $Srodka symetrji przeprowadza sie
rébwniez w taki sam sposéb, jak na ptaszczyznie.

§ 42. Rownanie ptaszczyzny.

W analityce ptaskiej rozpoczyna sie badania od linji proste;j.
Utworem odpowiadajgcym linji prostej jest w przestrzeni trojwymia-
rowej ptaszczyzna. Znamy juz roéwnania ptaszczyzn réwnolegtych do
ptaszczyzn wspotrzednych. Majac wyprowadzi¢ réwnanie ptaszczyzny
dowolnie potozonej, np. ptaszczyzny ABC na fig. 89, wykreslamy

z poczatku uktadu pro-
stg OS prostopadtg do
niej. Katy tej prostopa-
dtej z osiami wspdtrzed-
nych nazwijmy a, p, V.
Dowolny punkt P (x,y,z)
ptaszczyzny taczymy ze
spodkiem ¢’prostopadtej,
to zawsze jest PE_L OS.
Warunek ten spetnia sie
dlawszystkich punktowi3
naszej ptaszczyzny a nie
spetnia sie dla zadnego
innego punktu, nadaje
sie wiec do zbudowa-
nia réwnania ptaszczy-
zny. (Plaszczyzne bo-
wiem mozemy okre$li¢ jako miejsce geometryczne punktow lezacych
na prostych prostopadtych do jednej prostej w jednym jej punkcie).
Chcac ten warunek prostopadtosci wyrazi¢ rdwnaniem, zachodzgcem
miedzy wspo6trzedriemi x, y, z, musimy jeszcze znalez¢ katy odcinka P S

Dr. A. tomnicki, Poczatki geom. antl. 11
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z osiami wspétrzednych. Jeden koniec: P tego odcinka ma wspdit-
rzedne x, y, z a drugi: S wspobirzedne #=.£>cosa, y”*p cosfi
z"pcosy, wiemy bowiem, ze wspOirzedne sg rzutami promie-
nia OS na osie wspOtrzednych a diugos$¢ tego promienia oznaczamy
literg p. Z wzoréw (67) otrzymamy teraz na katy afi*y, kierunku PS—

oznaczajac dtugos¢ odcinka PS literg d — wyrazenia
cosq. XPcosa
1 d
cosfil Y P costi
.d
cos y, z—p dcos y

Teraz dopiero mozemy zastosowaé warunek prostopadiosci
dwoch kierunkéw (a fiy) i (atfij*), wyrazony réwnaniem (70)

cos a cos a, +cos fi cos fii+cosy cosy, =0 czyli
(:osa.X_pgoSa hcos fi.x_p-dcisl# cosy. z—pgosy: 8.

Stad
X cosa+y cos/S-f-zcosy—p (cos2a+ cos2/?+cos2y)= I.
Ale wiemy, ze trzy dostawy kierunkowe kazdego kierunku spet-
niajg zwigzek (68):
cos2a+cos2/?-rcos2y =1
a wiec otrzymujemy ostatecznie
a?co0so0:+"e0s/3+s;cosy—2>=0 (73)

Taki zwigzek spetniajg wspotrzedne x,y,z kazdego punktu
ptaszczyzny a nie speinia go zaden inny punkt, jest to wiec réwna-
nie plaszczyzny. Piaszczyzna jest tu wyznaczona zapomocg Swej
odlegtosci p (zawsze dodatniej!) od poczatku uktadu i zapomoca
trzech katéw a, fi, y, jakie prosta normalna (prostopadta) do ptasz-
czyzny tworzy z osiami. Taka forma réwnania ptaszczyzny nazywa sie
forma normalng-, odpowiada ona znanej z analityki ptaskiej normal-
nej formie réwnania linji prostej (por. wzdr (27) str. 48).

Uwaga. tatwo okaza¢ przy pomocy elementarnych rozwazan stereome-
trycznych, ze katy a, |5, y sg zarazem katami dwuSciennemi ptaszczyzny ba-
danej z°‘ptaszczyznami wsp6irzednemi: YZ, XZ i XY.

Ta forma rownania ptaszczyzny nadaje sie bardzo dobrze do
dyskusji, zawiera bowiem w sobie wszystkie mozliwe potozenia ptasz-
czyzny. Tak np. ptaszczyzne przechodzgcg przez poczatek uktadu
otrzymujemy kladac p=0, t. j. odlegtos¢ od poczatku uktadu réwng
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zeru. Ptaszczyzne réwnolegta do osi» otrzymamy, gdy kierunek nor-
malnej bedzie prostopadty do osi », a wiec y=90°, cosy=0 i zosta-
nie x cos ctA~y cos B—p “ 0' Podobnie ptaszczyzny réwnolegte do in-
nych osi charakteryzujg sie tern, ze jedna zmienna w réwnaniu odpada.
Jezeli ptaszczyzna jest réwnolegta do dwdch osi, a wiec réwnolegta
do jednej z plaszczyzn wspétrzednych, to dwa z katéw sg proste
i zostaje réwnanie o jednej zmiennej. Jezeli ptaszczyzna zawiera ktéra$
0$, np. 0$ £, to y=90°, c'osy=0 ip=0 i zostaje x cos a+y cos /3=0
i podobnie dla innych osi.

Z formy normalnej odrazu odczytujemy, ze dwie plaszczyzny
sg do siebie rownolegte, jezeli wspéiczynniki przy x,y iz sg réwne.
Widzimy réwniez, ze ta forma réwnania bedzie sie nadawata do roz-
wigzywania zagadnien o odlegtosciach dowolnych punktéw od ptasz-
czyzny (np. przy obliczaniu wysokosci bryt, przy szukaniu ptaszczyzny
symetrji kata dwusciennego). Pod wzgledem rachunkowym forma ta
jednak nie jest najprostsza: zawiera ona niepotrzebnie az 4 state a, &, y,p,
podczas gdy do wyznaczenia ptaszczyzny wystarczajg 3 warunki, jak
wiadomo ze stereometrji. Pochodzi to stad, ze te 4 state wystepujace
w rownaniu norfnalnem nie sg zupetnie dowolne, ale trzy z nich
sg zwigzane jednym, znanym warunkiem: cos2a+ cos2/3+cos2y=1.
Ponadto te state wystepujg jako funkcje dosyé skomplikowane,
a mianowicie jako funkcje trygonometryczne.

Forme normalng mozna sprowadzi¢ do innej, prostszej i przej-
rzystszej, ale nie’ obejmujgcej juz wszystkich mozliwych potozen
ptaszczyzny. Wezmy pod uwage ptaszczyzne, ktora nie przechodzi
przez poczatek ukiadu i nie jest rownolegta do zadnej osi; taka
plaszczyzna odcina na trzech osiach pewne (skonczone) odcinki
a, b, c (zob. fig. 89). taczac punkt A, z punktem S widzimy, ze p
jest rzutem odcinka OA na o$ OS, 'a zatem p=a cosa a stad:

. P . , .
cosazT“!‘D; podobnie cos R—~ i cosyzp, wobec czego rownanie

normalne (72) przechodzi po podzieleniu przez p na:
(74)

Jest to odcinkowa forma roéwnania ptaszczyzny — ktora jest, jak
widzimy, uogélnieniem odcinkowej formy rdéwnania linji prostej na
ptaszczyznie (26). W tern réwnaniu mamy uwidocznione odcinki
utworzone przez ptaszczyzne na osiach wspotrzednych, co ma wiel-
kie znaczenie w niektérych zastosowaniach analityki (np. w krysta-
lografii).
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Forma ta nie jest og6lna, nie zawiera bowiem réwnan ptaszczyzn,
przechodzacych przez poczatek ukiladu. Plaszczyzny rownolegte do
osi mozna uwaza¢ za graniczne potozenia ptaszczyzn przecinajacych
osie, gdy odpowiedni odcinek dazy do nieskonczonosci; odpowiadajg
im graniczne przypadki réwnania (74), gdy jeden lub dwa mianowniki
daza do nieskonAczono$ci: wtedy odpada odpowiedni wyraz z rowna-
nia (74). Tak np. ptaszczyzna réwnolegta® do osi @2 ma réwnanie

Zaréwno forma (73) jak i (74) sg rownaniami pierwszego stopnia
o0 trzech zmiennych, dadza sie wiec podciagnag¢ pod og6lng forme:
Aoc+ByA-Cti+n” (75)

Zachodzi pytanie, czy odwrotnie: kazde rdwnanie pierwszego
stopnia o trzech (najwyzej) zmiennych przedstawia jaka$ ptaszczyzne,
czy tez miesci w sobie jeszcze inne utwory geometryczne. Aby to roz-
strzygnac, starajmy sie takie ogolne réwnanie sprowadzi¢ do jednej z po-
znanych poprzednio form'. Jezeli wyraz wolny D nie jest zerem, to
dzielgc cate rownanie przez —D, mozemy to rownanie sprowadzi¢ do
formy odcinkowej lub do granicznych przypadkéw formy odcinkowej,
0 ile précz tego ktory$ z wspotczynnikow A, B, C jest zerem. Chcac
jednak odrazu rozstrzygna¢ catg sprawe ogolnie, bez zadnych wyjat-
kéw i przypadkéw granicznych, zwrécimy sie do formy normalnej.
Chcemy wiec réwnanie (75) przeksztatcic narownowazne (. spet-
niane przez te same wartosci X, y, z) ale takie, aby wspoiczynniki
przy Xx,y, z byty dostawami kierunkowemi. Te nowe, szukane wspot-
czynniki A', B', C', musiatyby wiec speinia¢ warunek (68), t. j.

A'2+BI2+C'-=\.

Ot6z mozemy to uzyska¢, dzielagc cate rownanie przez liczbe
staty: fA'l + B2+ C2. Dzielenie to jest zawsze dozwolone, bo J
jest rézne od zera; tylko wtedy mogtoby byé zerem, gdyby réwno-
czeSnie A=B=C=0 a wtedy rownanie (75) nie zawieratoby wcale
wspOtrzednych x, y, z. Otrzymamy

A A B _ t C
+A~Ai+B2+C'i"l' * dziA*+B2+C2'V' mzM*+ B i+ C** '

+MA2+B~+C2

Dodajac do siebie kwadraty wspotczynnikow przy x,y, z, otrzy-
ma-i?2+ G%
mamy istotnie 1, albowiem -~2~2-t-B2jrC i=="' nowe wspotczynniki
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przedstawiajg wiec cosinusy katow a, (i, y jakiego$ jednego kierunku,
mozemy wiec napisac:

X cosa+y cos8+z cosy-f D =0
+\A 2+ B2+C-2

Wyraz wolny ma tu przedstawiaé —p, a wiec musi by¢ liczbg
ujemna, poniewaz p jako odlegtos$¢ jest liczba zasadniczo dodatnia.
Wobec tego obieramy znak pierwiastka — pozostawiony dotychczas
dowolnie — dodatni, jezeli D jest liczbg ujemna, a ujemny, gdy D
jest liczbg dodatnig. Wtedy mozemy napisa¢ zamiast catego wolnego
wyrazu —p i otrzymujemy jako réwnanie rGwnowazne z ogbélnem
rébwnaniem (75) forme normalng

X cosa+y cos/3+z cosy—p=0

ktora niewatpliwie przedstawia ptaszczyzne. To dowodzi, ze ka&de
rownanie pierwszego stopnia, zawierajgce najwyzej trzy zmienne
X, Y, Z, przedstawia ptaszczyzne.

§ 43. Rownania linji prostej w przestrzeni.

Juz w 8§ 40 zwrociliSmy uwage na to, ze linje wystepujg w geo-
metrji przestrzennej jako przeciecia sie dwoOch powierzchni z soba,
wobec czego dowyznaczenia dowolnej linji w przestrzeni trzeba
uzyédwéchréwnan. Do wyznaczenia linji prostej | wystarczy podac
réwnania dwéch ptaszczyzn (nie rownolegtych i nie nakrywaja-
cych sie z sobg), np.

Ax+By+Cz+ D=0 A
Aoc+B*»+C.z+D"O J. (/6)

Zwykle jednak wyraza sie z tych réwnan dwie zmienne jako
funkcje trzeciej, np. y iz zapomocg x. W tym celu eliminujemy np.
metodg réwnych wspdiczynnikow najpierw zmienng z (mnozymy
pierwsze rownanie przez C, a drugie przez —C i dodajemy), to
otrzymamy:

(AC,-A,C)x+(BC,- BjCJy+(DC,—D, C)=0
a stad — oznaczajgc krétko ilorazy wyrazen zawartych w nawiasach
literami m i i - otrzymamy
y=mx+Db.

Podobnie eliminujgc y otrzymamy z-=nx+c, a wiec linje pro-
stg | okreSlamy prostszemi réwnaniami:

y=mx-rb

z=nx tc (77)
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Uwaga. Gdyby la eliminacja okazata sie niemozliwg, n. p. gdyby wspoét-
czynnik BCj—BIG przy y byt zerem, trzebaby uzy¢ innych wyrazen, n. p.
z i a wyrazi¢ zapomocag Yy i t. p.

Tu takze wystepuje linja prosta jako przeciecie dwéch plaszczyzn,
ale juz potozonych dogodniej, anizeli przy uzyciu rdwnan (76).

Réwnaniey —mxA-b przedsta-

+1 wia plaszczyzne prostopadig

do XY, a..z=nx+c pt. prosto-
padtg do XZ (por. fig. 90).
Te same rownania przedsta-
wiajg zarazem rdéwnania rzu-
tow prostej | na ptaszczyznach
XY i XZ. Z rownan (77) wi-
dzimy dopiero jasno, ze do wy-
znaczenia lifnji prostej w prze-
strzeni potrzeba czterech
warunkow: albowiem 4 state
wystepujg w réwnaniach linji
prostej. (Z pierwotnej formy
(76) moglibySmy sadzi¢, ze
potrzeba 8 a najmniej 6 wa-
runkow!). Te liczby state majg
tutaj proste znaczenie geome-
tryczne: &jest odcinkiem rzutu
poziomego prostej na osi y-6w, a c odcinkiem rzutu pionowego na
osi *; state ni i n przedstawiajg spadki tych prostych rzuconych,
a mianowicie m=igoy

ra=tg£ (zob. fig. 90).

Zbadajmy jeszcze

réwnanie linji prostej

znajac jeden jej punkt

P{*u Vu z\) > "eru-

nek, t. j. jej katy a,8,y

z osiami (fig. 91). Wy-

razmy wspotrzedng

x, ¥y, z dowolnego

punktu tej prostej za

pomocg tych znanych

wielkosci. Nazwijmy

literg t wielko$¢ od-

cinka PA (z uwzgled-

nieniem znaku). Rzuty

Fig. 90.
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tego odcinka na osie potrafimy obliczy¢ (por. § 38¢), a mia-
nowicie:
X—z,=tcosa

y—U\=t Cos/3

z—2"—t cosy

a stad otrzymujemy juz zadane réwnania
a?— y —Ui (78)

cos a cos/3 cosy
Mozna jednak takze zostawi¢ zmienng t i wyrazi¢ X,y, Z w na-
stepujgcy sposéb:
X=z, A-tCOSa
yry M+t COS3 (79)
z=zl+icosy
Mamy tu linje prostag wyrazong za pomoca trzech réwnan, za-
wierajacych jednak procz zmiennych X, y, z jeszcze czwartg, zbyteczng
zmienng t. Takie przedstawienie jest mimo to czasem dogodniejsze.
Zmienng pomocniczg t nazywamy parametrem, z forme (79) réwnan
linji prostej nazywamy parametrowem przedstawieniem linji prostej.
Ogdlnie mozna kazdg linje krzywa przedstawi¢ parametrowo, za po-
mocg 3 rownan, wyrazajgcych trzy wspotrzedne kazdego punktu jako
funkcje czwartej zmiennej pomocniczej, co lepiej sie nadaje do dyskusji,
anizeli uzycie dwoch réwnan, z ktérych kazde zawiera 3 zmienne.
Z wzoru (78) tatwo juz mozna przej$¢ do rownania prostej, wyzna-
czonej przez dwa punkty w przestrzeni (por. ¢wicz. Xll zad. 44).

§ 44. Zakonczenie. — Wskazowki do dalszego ksztalcenia sie.

Opierajgc sie na wyprowadzonych w poprzednich ustepach
réwnaniach ptaszczyzny i linji prostej, mozna juz rozwigzywac anali-
tycznie rozmaite zagadnienia stereometryczne, dotyczace wzajemnego
potozenia punktéw, prostych i ptaszczyzn, podobnie jak postepowa-
lisSmy w geometrji analitycznej ptaskiej.

Dalsze zadania geometrji analitycznej polegajg przedewszystkiem
na zbadaniu utworéw drugiego stopnia, t j. wyrazajgcych sie
réwnaniami 2-go stopnia o 3 zmiennych (jak np. kula, elipsoida,
stozek itp).

Nastepnie bada sie powierzchnie i linje wyzszych stopni, metody
badania stajg sie jednak coraz trudniejsze i wymagajg obszernych
wiadomos$ci z rachunku rdzniczkowego i z innych dziatow mate-
matyki wyzszej.

Metoda geometrji analitycznej pozwala nawet wykroczy¢ poza
zakres .utwordw geometrycznych tréjwymiarowych a wiec wyobra-
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zalnych. Zwigzki, zachodzgce pomiedzy czterema zmiennemi X, vy, z, u
wyrazamy czesto takze zapomocg stow, zaczerpnietych z geometrji
analitycznej. Tak np. mowi sie, ze kazda czwdrka wartosci
P(xivyl ziui) przedstawia punkt przestrzeni czworowymiarowe;j ;
moéwimy ze réwnanie s2+y 2+ z2+w 2= 25 przedstawia kule cztero-
wymiarowsag o promieniu 5 itp. Takie uzywanie terminéw geome-
trycznych dla utworéw niewyobrazalnych zdobywa sobie w dzisiejszej
nauce, nawet w fizyce, coraz rozleglejsze prawo obywatelstwa.
To tez geometrja analityczna musi réwniez podgza¢ w tym kierunku
i uogdlnia¢ swe metody badania i twierdzenia takze na niewyobra-
zalne przestrzenie wielowymiarowe, pozwalajgc w ten sposOb nieraz
wyraza¢ bardzo zawite zwigzki liczbowe w krotkich stowach.
Wszystkie te rozlegte badania nie mogg juz jednak wchodzi¢ w zakres
nauki w szkotach $rednich.

Kto pragnie gruntowniej zaznajomi¢ sie z geometrjg analityczna,
moze korzysta¢ z wielu obszerniejszych dziet, z ktérych kilka wymie-
niamy ponizej.

W jezyku polskim, prdécz jednego podrecznika przeznaczonego
dla szkot Srednich, p. t. Jan Zydler. Zarys geometrji analitycznej na
sptaszczyznie. (Warszawa, 1913; zawiera obfity zbiér zadan wraz
z rozwigzaniami), posiadamy kilka obszerniejszych, starszych pod-
recznikow, jak: W. Zajgczkowski. Geometrja analityczna. (Warszawa,
1884) lub A. Sagajto. Zasady geometrji analitycznej. (Paryz, 1877), nie
nadajacych sie jednak do poczatkowych studjow. Polecenia godnym
jest natomiast przektad zwieztego podrecznika niemieckiego : F. Schur.
Podrecznik geometrji analitycznej (przetozyt T. Lopuszanski.
Warszawa, 1901). Obszerne rozdziaty posSwieca g. analitycznej pod-
recznik: P. Oziwinski. Wyktady matematyki (2 tomy. Lwow 1902 —1908).

Z pos$rod podrecznikéw w obcych jezykach pisanych odznacza
sie najprzystepniejszym wyktadem angielski podrecznik: N. C. Riggs.
Ancdylic geometry. (Mew York, 1910). Z Trsigzek niemieckich najprzy-
stepniejsze sg: H. Ganter u. F. Rudio. Die Elemente der analytischeil
Geometrie. (2 tomy. Lipsk 1908—1910) i 0. Dziobek. Lehrbuch der
analytischen Geometrie. (2 tomy. Braunschweig, 1902). Z ksigzek fran-
cuskich najbardziej jest rozpowszechniona: Briot-Bouquet. Legons de
géométrie analytique. (17 wydanie. Paryz, 1900), odznaczajaca sie
bogactwem tresci i piekng metodg wyktadu. Z dziet obszerniejszych
najwazniejsze sg: B. Niewengtowski. Cours de géométrie analytique.
(3 tomy. Paryz, 1894) i ttdmaczona na kilka jezykéw angielska 4 to-
mowa geometrja analityczna G. Salmon’a, np. G Salmon-Fiedler.
Analytische Geometrie.
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Procz mtego istniejg liczne zbiory zadan, jak np. F. Gréfe.
Aufgaben und Lehrsdtze aus der analytischen Geometrie, (4 tomiki.
Lipsk 1885—1890). Wiele wskazowek do dalszych studjow znalezé
mozna w ,Poradniku dla samoukéw®“. (Tom || Warszawa 1915,
str. 142-155).

Cwiczenia XlI

Uwaga. Wszystkie figury nalezy wykonywac¢ w perspektywie réwnolegtej
(aksonometrycznie).

§ 37, 1L Wykre$li¢ punkty o wspotrzednych A(2, 4, 3), B(—2,1,3), C(3, —2, 4),
5(1,-1, -1), E{-2, -2, -2), F{4, 2, 0), G{0, 3, 0).

2. Jakie wspdirzedne majg rzuty punktu P (4, 3, 5) na ptaszczyzny wspdit-
rzednych, a jakie na osie? Rysunek!

. 3. Do punktu .4(5, 2, 4) znalez¢ punkty lezace symetrycznie wzgledem
ptaszczyzn wspdtrzednych, osi wspo6trzednych i poczatku uktadu. Wypowie-
dzie¢ prawa ogo6lne!

4. Jakie katy z osiami wspdtrzednych zawiera promien, taczacy poczatek
uktadu z punktem 5(1, 1, 1)? Obliczy¢ diugos$¢ tego promienia!l

5. Gdzie lezg wszystkie punkty, dla ktérych a) z= 3, b) y—2,C)x= —4?

6. Gdzie lezg wszystkie punkty, dla ktérych a) x= 2z=3; b) x=4,

2; C)y =*jj s ~ —3?

7. Znalez¢ miejsca geometryczne punktow, spetniajagcych nastepujace wa-
runki: g) x—y; b) x—y,y=2zj ¢) =4, i¢=0; d) 9x2+4y2=35, »==2;
e) y2=Gx, z= —3.

§ 38. 8. Znajac konce odcinka .4(1, 3, 5) i 5(4, 6, 2) znalez¢ jego rzuty na
osie i jego diugosé. *

9. Obliczy¢ krawedzie czworoscianu o wierzchotkach 4(0, 0, 0), 5(10, 0O, 0),
C(4, 6, 0), 5(5, 2, 6).

10. Jaki warunek spetniajg wspotrzedne wszystkich ‘pun!déw réwno od-
dalonych od .4(1, 2, 3) i 5(4, 1, 5)? Co jest miejscem geometrycznem tych
punktow ?

11. Znalez¢ punkt réwno oddalony od czterech punktéow: .4(0, 0, 0),
5(6, —2, 0), C(8, 3, 0), 5(3, 0, 5); jest to $rodek kuli opisanej na czwo-
roscianie.

12. Jaki warunek spetniajg wspotrzedne wszystkich punktéw oddalonych
or—5 od 0(0, 0, 0). Co jest miejscem geometrycznem tych punktéow?

13. Jaki warunek muszg spetniaé wspdtrzedne wszystkich punktéw kuli
o promieniu 3 a o $rodku 5(5, 4, 6)?

14. Obliczy¢, jakie katy tworzy z osiami wspotrzednych odcinek, #gczacy
0(, 0, 0) z 4(8, 6, 10).

15. Jakie dostawy kierunkowe maja osie wspoOtrzednych?

16. cosa=Y, cos3=-J-; obliczy¢ trzeci kat (dwie wartosci!).

17. Okazaé, ze sin2a-f-sin 2B +esin "y—2.

18. Znalez¢ kierunek prostej, taczacej punkty A(—1,3,2), 5(4, —2,5),

19. Okaza¢, ze, jezeli prosta tworzy rowne katy z osiami, to cosa=

=cosB=cos y=-L.
13
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20. Na kuli o promieniu 1, ktorej $rodkiem jest poczatek ukiadu, znal
8 punktéw, ktérych trzy wspo6trzedne majg jednakowe wartoSci bezwzgledne-
Obliczy¢ kierunki tych promienil
8§ 39.21. Obliczyé kat dwodch prostych, ktérych dostawy kierunkowe sg pro-
porcjonalne do liczb (2, 3, 1) i (1, —1, 4).

22. Obliczy¢ kat dwéch prostych taczacych punkty -4(0, 0,0), B{4, 2
i C(—1 0, 6), D(5 3, 0).

23a. Osiami gtéwnemi osmioScianu umiarowego s osie wspOtrzednych-
Odcinki na wszystkich osiach wynoszg po 1. Obliczy¢ kat utworzony przez
dwie wichrowate krawedzie.

236. Wierzchotki czworo$cianu nieumiarowego sag A (—2, 0, 0) B(2, 0, 0)
0(0, 2, 3), D(0,) —2, 3). Obliczy¢ kat prostych wichrowatych AB i CD.

24 a. Opierajgc sie na twierdzeniu,, ze rzut pola na dowolng ptaszczyzne
otrzymuje sie mnozac jego wielko$¢ przez cosinus kata nachylenia do tej pta-
szczyzny, wykaza¢, ze miedzy rzutami pXx, pJt p. pola trdjkata p na ptaszczyzny
wspétrzednych zachodzi zwigzek p 2=px2+Py2+P:i- Rysunek!'

Wskazéwka: Kat nachylenia dwoch ptaszczyzn réwna sie katowi, jaki
tworzg ze soba normalne tych ptaszczyzn.

24 b. Na podstawie wzoru z poprzedniego ¢wiczenia obliczy¢ pole trdj-
kata o wierzchotkach -4(2, 5, 6), P(4, 2, 8), C(6, 4, 5).

25. Podstawa czworo$cianu lezy na ptaszczyznie XY, a  wierzchotkimajg
wspotrzedne A(xv yu 0), B(x2, yv 0), C(x3, y3, 0) Z)(:i4, yv z4). Obliczy¢
jego objetosc.

§ 40—41. 26. Znalez¢ réwnanie powierzchni powstajacej przez obrot okoto
osi ,r-éw
a) prostej y=kx,
b) paraboli y2—2px,
X2 yZ
c) elipsy » +p = I-

27. Znalez¢ réwnanie powierzchni, ktdérej kazdy punkt ma statg sume

odlegtosci 2a od dwdch statych punktow:
Fy(e, 0), P2(—e, 0).
28. Znalez¢ rbéwnanie powierzchni utworzonej z obwodéw két o pro-

mieniu r, ktorych S$rodki lezg na statem kole x2+y2—r2 o tym samym pro-
mieniu, a ktérych ptaszczyzny sa réwnolegte do plaszczyny YZ.

29. Zbada¢ obrazy geometryczne w przestrzeni trojwymiarowej rownan:
a) y2-fc2=4; b) 2x—3y—=6; c) #2= 8z; d) x2—z2—09.

30. Zbada¢ obrazy geometryczne rownan (metodg przekrojow):
a) x2-\-yl—4z2=16,

d) s=6xy.
31. Obroci¢ uktad wspoétrzednych okoto poczatku uktadu, wykre
wspbtrzedne dowolnego punktu P w obu uktadach i obliczy¢ rzuty promienia
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OP na nowe osie, znajac katy (a,, a2, a3), (3,, [&, 3S), (ylt y2, y3) nowych
osi z pierwotnemi. Obliczy¢ tez rzut linji tamanej OAPB (fig. 81) na nowe-
osie. Poréwnujac rzuty otrzymane w te dwa sposoby otrzyma sie réwnania
obrotu osi wspétrzednych w przestrzeni.
842.32. Ptaszczyzna odcina na osiach odcinki a, b, ¢ Przez dowolny punkt
P ptaszczyzny wykre$lic na niej prostg CDI/XY i jej rzut naXY. Z rzutu
P' punktu Pwykresli¢c proste P'A i P'B rownolegte do osi X i Y Przy
pomocy trojkatéw podobnych wyprowadzi¢ odcinkowe rdéwnanie ptaszczyzny.
«33. Poda¢ rownanie ptaszczyzny odlegtej o 5 od poczatku uktadu a na-
chylonej do XY pod katem y=60° a do YZ pod katem a=45°,
34. Poda¢ réwnania Sladow ptaszczyzny 2a;—3y+s = 6 na ptaszczyznach-
wspotrzednych i odcinki na osiach.

X X z
35. Siady ptaszczyzny majg rownania : + =1 5 4= 1.

Poda¢ réwnanie tej plaszczyzny.

36. Poda¢ réwnanie ptaszczyzny:

a) rownolegtej do osi X a odcinajacej na osiach Y i Z 10 i 8;

b) odcinajacej na osiach X, Y, Z odpowiednio —4,2, 7;

c) poda¢ réwnania $cian o$mioscianu umiarowego o krawedzi k i ich-
nachylenia do ptaszczyzn wspdtrzednych, jezeli osie krystalograficzne sg osiami
wspoétrzednych.

37. Obliczy¢ katy nachylenia ptaszczyzny 5a;+ 8y— 10z=20 do ptaszczyzn
wspotrzednych i odlegto$¢ jej od poczatku uktadu.

38. Podac¢ réwnanie ptaszczyzny, przechodzacej przez 3 punkty P x(0, 5, 4),.
P2(1, 3, 6), P3(5 0, 2).

39. Obliczy¢ kat zawarty miedzy prostemi prostopadtemi do ptaszczyzn
2X—y+ 3z=1 i x+3y—5z=4. Jest to zarazem kat dwuscienny tych pta-
szczyzn. Wz6r ogéiny 1

40. Zbada¢ odlegtos¢ punktu P(2, 3, 5)od ptaszczyzny 3#—2y + 62—
—14= 0 przesuwajac przez P ptaszczyzne do niejrownolegty ibadajgc réznice
odlegto$ci obu ptaszczyzn od poczatku uktadu; uzyé formy normalnejl

41.Znalez¢ punkt przeciecia sie trzech ptaszczyzn: x—y+ 2z=5"
2a:—3y+s=4, x—2y—z—2.
o« 2ii12z—4 ]
{ x-\_yjr4 i jej rzuty na ptaszczyzny wspot-
rzednych.

43. Prosta przechodzi przez punkt A (2, 4, 6) i tworzy z osig X kat 45°
a zosiag Z kat 60°. Poda¢ jej réwnanie i wspOtrzedne S$ladow.
44.  Znalez¢ rownanie prostej tgczacej punkty A (0, 5,3), B (4, 0, 2>
(wzor ogolny!) i znalez¢ jej katy z osiami.
45. Zbadaé, czy przecinajg sie pary prostych:
a) x—2z+3 | x—3z—5
y=s+5 } y=2z—4 }
b)

podaé¢ og6lny warunek przecinania si¢ dwdch prostych.
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46. Czy prosta I! zA GI: e z y na plaszczyznie 2x—3j/+4s—9= 07?

0
t. j. czy wszystkie jej punkty spetniajg réwnanie ptaszczyzny ? Podaé warunki
og6lne!
{ = z osiami wspotrzednych, obie-
y—4x o
rajac naniej dowolne dwa punkty.

48.Obliczy¢ kat dwdch prostych | | *obierajac na
kazdej z nich po dwadowolne punkty (por. ¢wiczenie 47 i wzo6r 69).
x=3z 2
Uli—9x14  pesapymy 22—
—4y+s—8=0 jako dopetnienie kata prostej z normalng do ptaszczyzny
i z»alez¢ punkt przebicia (por. ¢wiczenie poprzednie).
. N—22 't

50. Obliczy¢ odlegto$¢ punktu A (2, 1, 5) od prostej § *,.g”-j-10 znai~

<lujac punkt przebicia tej prostej z ptaszczyzng przechodzaca przez A a pro-
stopadtg do tej prostej.



Rozwigzania zadan

Cwiczenia | 3a) z=74f, t=37t, 36 z=1972, (=6-4 Iub-
z=—21, (=—7. 5. "5=3, DB=—6, "C=6, = —6, BD=6r
DA = —9. 6. Wyrazi¢ wszystkie odcinki jako roznice odcietych i wy-
kona¢ zaznaczone dziatania. 70) Jezeli ¢ jest liczbg dodatnig, to za-
wsze istniejg dwa punkty podwojne, lezace symetrycznie wzgledem

$rodka inwolucji. 7b) z=23-, c=|--f, OB= OP'= ~—
8a) —A, |, 3, — —3 8&) V, 8 —10, |, —V* Wykres ma
posta¢ hyperboli rownobocznej o asymptotach x=AB, y——1.

10. z=5, 4, 47, 11, -10. 11a) f 11& 1* 12. -f, -f f,
t.1,1- Ua) |=3-8;"= 14 * =.30;

A AQ(N3— fa—S3)
4 Z3—Zj+A"Z,—x3)

Cwiczenia Il 5a) Na prostej rownolegtej do osi z-6w w od-
stepie +4. b) Na prostej réwnolegtej do osi z-6w w odstepie —3.
c¢) d) Na prostych réwnolegtych do osi y-6w w odstepach 2, —b5.
e) Na osi y-0w. 5a) Na dwusiecznej kata, jaki tworzy dodatnia
czes¢ osi y-6w z dodatnig czeScig osi z-6w. 5b) Na dwusiecznej
kata, jaki tworzy ujemna cze$¢ osi z-6w z dodatnig czeScig osi y-O6w.
6a) Prosta odcinajgca na osi z-6w If a na osi y-0w —2. 66) Pro-
sta odcinajgca na osi z-6w 5 a na osi y-Ow 3. 6¢) Prosta odci-
najagca na osi z-6w 2 a na osi y-6w —3. 7alJ Koto o promieniu
6, o Srodku w punkcie 0(0, 0). 7b) Koto o promieniu 2, o $rodku
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w punkcie ¢'(2,0). lIc) Koto o promieniu 7, o srodku w punkcie
JS@3, -4).

8a) 3b) 8c¢) 9a) 9b)

10 a) 10b) 100) 10d)

*
B, -fe -e fe
10¢e) 10f) 109) 10 h) 101) 10 Je)
11 ¢) 11d)

13a) Por. éwiczenie 9c¢). 13. (%—6)2+(g—6)2=36. 14. y2=20(a;—5).

15a) "+y=1. 15&> 16. (z3+2/12+32(2/2- z 2) = 1040.

18. y1, (-4-229,+1-539), (-2V2.-2V2), (f,--|V3) 19. (V65;

60°15") (Vv45, 116°34/), (Y29, 291°48"), (5,233°5"). 20a) Na prostej
przechodzacej przez poczatek uktadu i nachylonej do osi pod ka-
tem 30°. 20b) Na kole o promieniu 2, o $rodku w biegunie.
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21qlJ =-— . 21b) r~—~* 2leJ r=2p cos25
a 1—cosg> ) cos @ P S ?

32aj z=2 5] y2=8z+ 16, ¢j 3z2+ 4y2—16z+ 64 = 0.
d) (@2+"23=a(y2—z232

Cwiczenia Il 1. p*=9, —6, —7, 4. #,=5, 6, —4, —5. 4. d=

5. VIi70; MaF—2)2+ (y-5)2 6. V89, V34, Vi73.

BC~52, OD=YT7, DA"5;AC=6,BD"pS. 8 z2+y2=16. 9. (z-
—2)2+ (y—5)2=9; koto. 10. &—y=1; "prosta. 11. %'x—2y=7, 3x—
m-7y=2. 12. S(i, 4), 65. 13. .4&=4-413. .".14. 9**+25y2-225;
elipsa. 15.12+1/2=9. 16. (z-T)2+y2=(~)2)I7a> 36°52', b) 123°42',
¢> 111°48'. 18. 33°41'. 19. A, B, C lezg na jednej linji prostej a D
ponad nig. 20. V~~V'» *vfl/ 21. a=6. 22. f, y, 0, f. Ogdlnie

y2 21

a= AO' 23. <p=90°. 24. Y32 VB> V40; 71°34', 18°26', 90°. 25. o=

*=35°18'. 26. <p=-0°. Proste sg réwnolegte. 27. f. 28. a=>—fF, a=143%".
29. al=a3=J, a2=a4= —2. 31. x=x{+scosa=5,74...., y=Vi+
+ssina=-758... 320 mi= 19*514..., y4= 16,864... b) a=40°50".
c) 5=25-792... 33a) ($, ~1), b) (4, —y). 34. s==-f 35 |||
V5, |Y2. 36. Np. odcinek DE tgczacy Srodki bokow AC i PClma spa-
dek 1 a diugo$¢ 4VI17, bok zas AB ma. tez spadek £ a dtugos¢ VI7.
37. -A 39. 2?2(-f, V). 40. (1,0). 41. <4f, -11), (5, 3-), (71, 8Y),
(8f, 131). 42. (10, 9). 43. (5-, If). 44a) 23, b) -8, ej -8j,
&) 3P95. 46. 2p=rirlsin (a2— sin(a3—a2)-t-r3j sin (O —a3);

p=4-397...,.' 47. 18. 48. p = -2, P~12f. 49. s fo +"+"»+*«7

y\ryizyjryl\ -0 ,JiJ® 2784\
4 )¢ 1249’ 249/

\3
¢wiczenia IV 1g)y= "x; bj y*xu—"5==0-325x;e)y—P 005x;
dj y=xx"'2. a=63°26', 151°23', 14"2', /J=90°—a, 3aj y —4x (x ilos¢
sekund, y ilos¢ centymetréw; b) y:-’>§ (x wysoko$¢ w cm, y pole).

4. (G, W, 0D, (1), (1, D, (1 1L V). 40 y~x+3; b) y -
=V3("+4); 9 Ax—3y+\2=0. 5. 45° 146°19', 73°18. 6. 5, 4;
10$; 8; 7, 3. 7. Za jednostki obra¢ 200 mm i 200° C. 8. y=6:r-180
(jednostka na osi x-6w przedstawia 12 minut, a na osi y-6w 1km).

Al
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9. Zbio6r prostych réwnolegtych o spadku a; pek prostych o wierz
chotku na osi y-6w w odstepie b od poczatku uktadu. 10aj y=
=0*726542:+ 4*45308,y = -2 24604 x-1*49208; b) y=bx+\3,y*-2x-V,

cj 3a-+22=0, yA-x=\, 9x—4?/+30=0. 11. z+ 2?/=3. 1*2 42°26".
13. r=«2 = ;az= ~AB, ad= +§J-. 14a) 8y—5z+1=0; bjy=
=-x~4; c¢) z=3; dj y=5.15. y=—"fx+ W ¥ i
65°42/, 68°50', 45°28'. 16a) Nie. b) Tak. 17«) y-5x-% y=\x-4t
?/=—A4z*)-4; 6) y=5x—24, y= \xEk, y= —4a+25. 18a> (11,3);

(2, —1); c¢) (—10, —¥)s d) Proste sa rownolegte, ej Proste
nakrywajg sie. 19. V29, V65, V40, 41»49' 86°38', 51°63', p = 17.

20. (—6, -) 21. 2, y= —£*4-15';. G'(—6, —4),
f(2, 10), 7'(6..0);,'- 6 8 -+ 32. s(™, -1=2). 23. s{~™, ;1);
S( N - - Kk ) - 34 - m + > o0 KT ' |eze|| *> sa

wspotrzednemi punktu C. 25. 3\5, fYI3; 82°52' 97°8'. *26. _p=16]|.
27. 76°34'. 28. Najdogodniej obra¢ jeden z bokdéw rownolegtych na
osi z-6w. 29. Trzy warunki wynikajag z rownosci bokow a czwarty
z ich prostopadtosci. 30. Srodki SO{2, 1), 5W1, 1), (V5> 1) lez4 na

prostej r/=1. 31. SO{", —y X~ "2)]). Su(x2’ ~ ~ (&—*1)>
3y "°*e trojkata SO Sc Sc jest rowne zeru, wiec te 3

punkty lezg na prostej. 320) d=2; b) &= 17; e) ct=2. 33.

77 _ 77
a i A ae g __* 3*_4y:g7, 3X_4y:_13_
36. y—x(8+5Y3)+45=0, 11ly+2(5Y3-8)-25=0. 37. sn.......
7y tox—8 -y+x+\ &; ........... 4—y-_7)é4:l = yr 2 +~1, E A= 3»:8,
\53 Y2 T VI7 Y2
38. V jezeli bierzemy w kacie A syme-

6+Y29-Y41 6+Y29—Y41/ ,
tralng kata wewnetrznego a w B i C zewnetrznych. 39. P (—$, —m&f).
40. Punkty: (££, ) i (1® y) spetniajg réwnanie, prostej y=

= —6z4 24. 41. Biorgc np. — =0, s2«=0, Sj=f, s4= —2 otrzymamy

zawsze k= —\. 43. £,(£, |), 88]|; £), A(0jl) a pole trojkata o tych
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wierzchotkach ma warto$¢ p=0. 44. Oznaczajagc badane punkty ko-
lejno E, F, G, H, otrzymamy (EFGH)= >'3L: -V37-=-1.
m*737 -|V37
Cwiczenia V 3. -4(1, 3), 5(0, 0), (7(6, 12); ¢ (-5, -9), 5(-6,
-12), (7(0, 0). 4. (?/-2al)-sz/'=0. 5a) z'2+z/'2=25; Kkoto;
&) AxriA-y'2= 12; elipsa; e) y'2=6x', parabola; ci) z,2—y,2=4;

hyperbola 6. x=~(x'-y'j, y="(x'+y’). 8. 4(— "(¢72,
21/2), 9. A{5\% 272), 5(672, 272). 10a) z'2= " "' = I.
Hyperbola. tg 2 A= 24, sin,<5=|| cos (6=-£; 10?/) * -+"* —1. (= 45°,

elipsa.-11a) (z'+ 4 —4-~— j~ —0, dwie proste prze-

chodzace przez punkt P(Il,1) w dawnym ukiadzie; tg2d=— ;
11b) y"2=8x". Parabola majgca wierzchotek w punkcie P(V> i)>
tg2<5=21. 12. x'?—y,2=36, hyperbola.

Cwiczenia M la) <83, —5), r=8; b) S{—2, 6), r=3; ¢) 5($,
— r=3; ci) -8(5, 0), ?-=5. 2a) Obrazem pierwszego réwnania
jest koto S(1, —1), »=m4, drugiego punkt Pi?, —1) a trzeciego réwna-
nia nie spetnia zadna rzeczywista para (x, y). 3. A, B, Clezg zewnatrz
kota a D wewnatrz. 4. Np. dla punktéw .4(0, 10), 5(6, 8), (7(8, —6),
5(—6,—8) jest AB.D O jtB C .A 160751 AC.BD =\60V5. ha) a24-

+7/2q=27-y=0; 5b) @+y2=F2rJ=0, G A|||, 3-7). B(~ |]|-
- |7|§J 7. (z+1)2+(?,_3)2=45. 8. (rc-5)2+(7-8)2= 2|-». 9. (~+m

4-13)2+(2/ + 7)2=1378, £(-13, -7), r=VI378. 10cz) (a;-y)2+ (y-
—V)2= aT°- 106) (x—8)2+(?2/—6)2= 25. 10c) z2+ (y- f)2= V-
11, (a:+2)2+(?2/—3)2= 132 12. (z-*)2+ (y+*)2* (4*)2 13. (s-4)2+
+ (#/+ 1)2=9, (x—4)2+ {yA-1)2= 49. 14. z2|-3/2=9. 15. 5=+ 375; dla

375 i 5< —375 prosta nie przecina kota. I1G. r= 17. 4a/ —

—3z=25. 18. y=3z+47i0. 19. -8(733, 73), sS=-a:7l 1+ 1273.
21. Obra¢ dogodnie jeden koniec cieciwy, np. w punkcie A(r, 0)
a drugi dowolnie B(x2, yj. Styczna rownolegta do AB ma spadek

a promien stycznosci Stad otrzyma sie tg2a= "

Dt. A. tomnicki, Poczatki eeom. anal. 12
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22. 3z+4y=25, 4jc—3y=25. 23. y=2x-2, y=2x-\2. 24. g?=54°47".
25a) 78°55'30". 256> 3z-t-4y==9. 26. a=90°. 27. x2+y2=125, z2+
+(y_")2 =(]g)2 28. (®5t-4Vv3)2+ (yT 36+ 20V3)2=(36 —20V3)2.
Dwa kola! 29. (*-(2+V7))2+ (y+1)2= (2V7-f)2 30. £(-£, =)
31. &= —4, a2=14, *3= "1, x"=1, (xIxi x3xi)— 1 .32 0).
33. 3zxV55y=40. 34. x2+y2=2r2 Wskazéwka: Obliczajac z row-
nan dwoch stycznych xx{+yyi=r2i xx2+yy2=r2 x i y tworzymy
x2-\-y2 i uwzgledniamy warunek prostopadtosci xx2=—yjy2. Mozna
tez odrazu uzywaé¢ wzoru (37). 35. (x—rf)2+(y—fj)2= W - Spodki
wysokosci tra(Z, \s), JPj(y, V), Wc(ff, f|) spetniajg réwnanie
tego kota, przechodzacego przez Srodki 3 bokdw. 36. Obierajac z,yj
dowolnie na kole opisanem x2+y2—y =36, otrzymamy Sa SbSc Sto-
sujac warunek, aby te 3 punkty lezaly na jednej prostej, dojdziemy
do réwnania x, 2-hyt2—yj =36, ktére sie speinia na pewno.

Cwiizenia Ml

11.

14, Y a wiec lim—=-}.
X f 17 ex-*cox }
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Cwiczenia Ml 1. Z warunku A —y+y otrzymamy

xi=2py. Aa) y'2=10a;; przesuniecie (—4, 3); b) x/2= —y'; prze-
suniecie (—2, 0); c) a;'2=3y'\ przesuniecie (—|, f). 5a) y2=Yx;
b) z2=-fy. 6. 19y2—84a—59y+6=0. 7. (a:-5)2=6(y-4). 8. 4£m,

974, 1-J/M 12m. 9. y= —SJl\jvd 10. 20 dmjsek, w=2 dm. 11. 2z2+
5y—10a:=0. 12a) 6=24V3. 12b) ¢6,=24+12V3, &= 24-12V3.
yu0 4+ M6\

(—g >—2—)

i P2(" g” > trzecia wcale nie przecina paraboli. 13a) Do
Xx=2p parabola biegnie powyzej prostej, a od tego miejsca ponizej,
14. 8,2; 4-5,2-2; 3041, 0'751. 16.3=2-28562....... 17. Prosta y:’\a-
réwnolegta do osi z-O6w. 18. .4(8, 4), P (8, —4); 4.,(0, 0), Pj(18, 6),

<7,18, -6). 19. p— q= 12a, r- Y&+ (1- a)*-4" 20. S(- 5,
" ' ft

V), r=AV229, S§j— 1*029...., z2= -3877 .......... 21. 4~

B{R"’ 33 M)> B (f2° ~y|)' 23" Wskazowka: 0$

z-6w przyja¢ w poziomie a o$ y-6w na liriji pionowej taczacej
otwory. Odp. P(V8, 0-5), + =YI0, s2=YT2. 24. a;=2\A(A+ d), = -
(2A+ d); x0—2h, 0= —2;. O$ a-6w przyja¢ na powierzchni cieczy
a o$ y-6w w linji pionowej faczacej otwory. 25a) *—1*7I;
0) a;=1-442----- 26. Napisa¢ rownania parabol w formie proporcyj
ciggtych. 28. xxi—p(y +vy,). 29. Obliczy¢ wspotrzedne punktu stycz-
nosci i utworzy¢ réwnanie prostej, przechodzacej przez te 2 punkty.
30. Wskazowka. Dla punktu przeciecia sie normalnych otrzymamy

7=7Z]j -\-Ax-ry\,é-x-\-p. Gdy Ax dazy do zera, to él/ dazy do ’\7), a wiec

AX W, . w A .. .
do y, a zatem a dazy do ag+-"-+p. Uwzgledniajac 2=2jt>a;,

otrzymamy zgdang warto$¢ 2 31. a:°/§) 5a,—2y=25. 32. ar:’\.y’é_—y~ fr

~y”~’ dla stycznych, prostopadtych P~ — px,—"J, aten
punkt lezy na kierownicy dla wszelkich (a:,") (&2/2). 33«* a=18°26";
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obraé¢ poczatek uktadu w wierzchotku paraboli rzutu. 33 b) of|=12®50',
,a2= 84°2'. Wskazowka: rownania paraboli rzutu sg x=ctcos a,

y=ctsina— "™ 12 stad nalezy obliczy¢ a, znajac x, y, ¢, g. 34. x+2y +
-{-6=0. 35. W punkcie 0(0,0) pod katem 135° a w punkcie .4(—®6, 6)
pod katem 18°26\ 36. Wspdtrzedne punktu przeciecia sg Pjo,

a wiec P lezy zawsze na osi y-6w, 37. y—5®-b8SI 38. P(-f, 15).
39. a= 150°15'20". 40. x=—f. 41. Styczne w punkcie przeciecia

a

A(3, 4) sa prostopadie. 43. tg y:-z-—QZ ma najwiekszg wartos¢, gdy
t

a=V2. 43. P="~f|85i. 44 45. P=12. 46. P=24. 47. P=

jiofi
:}ziy1+J ==8-535. 48. Jezeli punkty (ag”), (®2/2) *z4 P° “*el'samej

stronie osi x-0\v, nalezy od wiekszego odcinka odjaé mniejszy i tra-
pez. W przeciwnym wypadku Woystgpig 2 trojkaty o znakach prze-
ciwnych.

Cwiczenia IX la) p=r12ar—37*68; b) 10:rc=31-4; c) 2jz=6*28;
d) 18jt=56-52 3a) Elipsa majgca osie réwnolegte do osi wspot-
rzednych, a $srodek w punkcie S(2, 3); ~=67=18-84. 3b) Jak w po-
przedniem zadaniu; S(—3,0); p=2n=d-28. 2c) Jak w poprzedniem
zadaniu; P(—1, 4); y?==20"=62-8. Sa) Elipse 9a:2+4"z=36.
Sb) Oznaczajgc s\n2np=c, otrzymamy b2x2+a2y2—2abexy=
=ad2(l —c2. Jest to elipsa, ktérej o$ wielka tworzy z osig x-0\v
taki kat § ze tg2 3=é-226?1i. 4. Trzeba okazaé, ze FB' KB
gdzie A, B oznaczajg konice osi wielkiej, F ognisko a K punkt I<ie-

—1

réwnicy, lezacy na osi jr-ow. 5 a=5, 5:_5,3/_3’ e= §,jp: 67-98.
) h2 h r2 i/2
6. \0-845, 0-65, P{-, ", | V3.7. 4a:2+55y2=256. 8. " +
ogdlnie 1. 6-:a2 9. z:®OC, y=i~»$I9e2—a2Warunek: 9e2> a2
19
10. Przez 4 punkty. 11 s:-ﬁd. 11b) Wspotrzedne wierzchotka

prostokata sg A J . 12a) (£,f), (-*, —f); 12b) (0,0),(5,3).

13. y=z-fl0. 14 = =t-e—. 15. ZE-Ifffi 2/=xVtV-
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IC* *=-p (—aPtYa*JP*+&4 Y« » (~ aP t Va2t 2+ * 43

2 (—2aex a2+ 1), y=+ P nae(—2ae+ (2a2+ 62).

+ I
1/. &:)q_%z__alav gaZ—?%(624e2 3. ; kladac fu r—a—c i zada-
jac, aby wyrazenie pod pierwiastkiem byto zerem, otrzymamy c=

as4d r-%. 18 f +4

7
19. tgigj«= 95 , 9B=4050". 20. a=61°52'. 21. Wskazoéwka. Z row-

nan stycznych do kota i elipsy w punkcie o odcietej xi wyelimino-
nowaé x. 22. Wskazéwka. Uzy¢ rownan stycznych o danym spadku
(str. 99). Przeniostszy na jedng strone wyrazy zawierajgce x, y pod-
nies¢ obie strony do kwadratu i doda¢ stronami. 23. Por. wska-
z6wke do poprzedniego =zadania. 24. 2z + 13?/*=—32, y—2x=4.

2Y57 S .

25. tg~= " <P= =27°31'. 26. Kladagc y =0 w rownaniu biegunowej,

nalezgcej do punktu y otrzymamy x=e. 27. s=329, ?t=351,
b2

Po”b Pn'= 29. Ich spadki sg al=a2= Oicr. 30. P=1600; ogol-

nieP=4a6. Wskazéwka: najprosciej jest obliczy¢ jedng ¢wiartke tego
.réwnoleg+oboku wzorem dj.d2.sin <

Cwiczenia X 2a) =1, (®+3y+'2) (z —
—3?/+5)=0; dwie linje proste. 2<" tx(b-{-1)2—A ~d ") 2“*—1; ogni-
i[- s N o 2 18® 9z2 , . s2 7{2 ,
ska lezg na osi y-ow. 3. V 25 N 36~ 8
fra-3->- ** ra-fc’- 1-» * - # “2?
d_ab Za2 b m- \
56) 5e¢) P +-49a2 n ; punkty te sg rzeczy-

wiste dla9a2>e2 6. tYW» dh-IY22 0;x —y—00; urojone wartosci.

7«9 (5, 1, (4, 0);76) (2 0); 7e) £|V2, + A . 10. A - ¢ =1

11. d=+6. 12. y= é\I;g®+e), aq—e*(®'e); tgy-: %)'/+2§/”—e2
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9=90°, gdy Zj2+y,2—e2 13. 43°36'. 14. 2=rfc|-Yi5, y=dhV-

15 S«—6y=8. 156" 5bHar—3y=4. 16. y—x=4, 3x+4y=9.

17. y=rb l—* tj. asymptoty; jezeli styczna ma przechodzi¢ przez
C

poczatek uktadu, to wyraz wolny w rdwnaniu stycznej musi by¢

zerem. 18. Punkt przeciecia: , 0J. 19. y=2®+V3. 20. Obliczy¢

wspoétrzedne punktu przeciecia sie stycznej z normalng i utworzyé
sume ich kwadratow. 21. Z punktdw lezacych na kole x2+y2=5;
og0lnie x2-\-y2=a2—b2 Wskazéwka: uzy¢ réwnan stycznych w for-
mie y=cx+ic222—h2; przenies¢ niewiadome na pierwszg strone,
podnies¢ do kwadratu i pomnozywszy przez c¢2 doda¢ stronami.
22. Hyperbolao srodku w punkcie (2,0) a o osiach 2<z=3, 26=\7.
. .. a.b ab.
23. Spadki stycznych w punktach przeciecia sg ¢, = ~ , 2= —
24. Wspdirzedne punktow przeciecia stycznej z asymptotami sg:

o a ich Sredniemi arytmetycznemi sa: x., V,.
te, :Fa;)lll te, Zayl y y 4 y

25. tg2n=; x2" tft-*- y2°'y~1) =1 26aj Hyperbola réwno-

boczna o S$rodku S(4, 3), a=Y26. 2 6 &0, 10), a=20; o$ gtéwna
tworzy z osig z-6w kat 135°. 26¢) S(*, 4), a—Yy; o$ gidbwna two-
rzy z osig z-ow kat 135°. 27. Uzy¢ paraboli y2=2ax i hyperboli
xy=a2 28. Otrzymamy szereg hyperbol réwnobocznych o coraz
wiekszych osiach, przesunietych coraz dalej na lewo do géry. Dla c>f
0$ tworzy kat 45° z osig z-0w, dla e<f kat 135° dla c=-| réwnanie
przedstawia jedng prostg y=f. Gdy c dazy do zera, hyperbola dazy

do prostej y= ActX+ g ; gdy c dazy do %1“, hyperbola dazy do pro-
ste] y= P

Cwiczenia XI 1aj Typ eliptyczny. 16) Typ hyperboliczny (dwie
proste). 1c) Typ paraboliczny. 2. B2—4AC =B2>0 a wiec typ hyper-
boliczny. 3. Podzieliwszy réwnanie przez x2 roztozy¢ na czynniki.
4. Tworzgc iloczyn (ax+by + ¢) {a”x+b”*y + ¢ —O0 obliczy sie B2—4AC—
(aib—abi)2>0, o ile nie jest a:a]=b:bi; wtedy zaS B2—4AC~0.
5. Zastosowac te samg metode, ktorej sie uzywa dla elipsy (por. str. 124).
6. Wykona¢ najpierw przesuniecie do S$rodka symetrji a nastepnie
zastosowa¢ wzory (63a). 7. Wystarczy bada¢ wspéiczynniki A, B, C,
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podzieliwszy rownanie przez x2 — dalsze bowiem wyrazy dazg do
zera, gdy x wzrasta nieograniczenie. 8. Hyperbola o $rodku S(—1, 5)

0 osiach ai=2, b2=1; cos <5:-:1", sin <6=— 3 . 9. Elipsa o $rodku w po-
YTO VIO

i N2 N2
czatku uktadu. Po obrocie réwnanie: — + 1. 10. Dwie proste

3?/—22+4=0, y+Ax—22=0. 11. Niema obrazu geometrycznego.

~2,2+il/2= —1. 12. Parabola yn——2f2x'. 13. Hyperbola. Odnie-
siona do osi symetrji ma rownanie z'2—yn =—4. 14. Niema obrazu
geometrycznego (dwie proste réwnolegte urojone) x+3y—2+i=0,
X+ 3y—2—;=0. 15. Elipsa. 9a;'2+ y/2=9. 16. Dwie proste réwnolegte:
(x+5y —4)(z+5y+3)= 0. 17. Jedna prosta: (3z—2y+ I)t= 0.
18. Punkt: S(2, —3). Rownanie uproszczone: 2z'2+y'2=0. 19. Pa-
rabola. y/2=6z".

Cwiczenia Xl 3. Pzy(4, 3,0), P, (4, 0, 5), P,,(0, 3,5); A(4,0, 0),
Py(0, 3, 0), P2(0, 0, 5). 3. Punkty lezace symetrycznie wzgledem ptasz-
czyzny wspoOtrzednej roznig sie znakiem jednej wspotrzednej, wzgle-
dem osi — dwoch a wzgledem poczatku uktadu znakiem trzech
wspoltrzednych. 4. a=/3=y=54°45"; d=Y3. 5a) Na pt. rownolegtej
do XY w odstepie 3. b) Na pt rownolegtej do XZ w odstepie 2.
c) Na pt réwnolegtej do YZ w odstepie —4. Ga) Na prostej pro-
stopadtej do XZ w punkcie (2, 0, 3). b) Na prostej prostopadiej do
XY w punkcie (4, —2, 0). c) Na prostej prostopadiej do YZ w punkcie
(0, 5, —3). 70) Ptaszczyzna symetralna ptaszczyzn ZX \ ZY\ b) prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu, jednakowo nachylona do trzech
osi; c¢) koto na pt. XY; d) elipsa na pt. rownolegtej do XY w odstepie 2;
ej parabola na pt réwnolegtej do XY w odstepie —3. 8. px=3,
Py—3, p.= —3, d=3V3. 9. .42?= 10, yiC=V52, BC=6\% AD =BD =\65,
CZ>=Y53. 10. 3x—y + 2s= 14; ptaszczyzna symetralna tego odcinka.
11- £E(W . tr. Hf)- 12, s2+y3+z2= 25; kula. 13. (*-5)2+(9-4)2+
+(z—6)2=9. 14. a=55°33', /3=64°54', y=45°. 15. (1,0,0), (0, 1,0),
(0, 0, 1). 16. y~"So~0', y2= 143°4/. 17. We wzorze (68) wyrazic

_ 5 __ _ . 5_ _3
dostawy zapomocg wstaw. 18. cos a= -==,0s S=»+=,cOoSy=—
V59 V59 1° V9

19. Uzy¢ wzoru (68)!. 20. PI~-L, ---, -Lj a inne punkty roznig

sie  tylko znakami wspoOtrzednych; cos a{= cos 8i = cosyt=
5

21. <p=79r6'34". 22. ¢g>=90°. 23a) =450 lub 135°. 23b) <p=90°.
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34a) We wzorze (68) podstawi¢ za dostawy wartosci z wzoréw
px=pcosa, py=pcosl, p,,=pcosy. 24bj p= \b, 25, V=[(xiyi —xpji)+

+rAyi—"yi)+iryi—xiy3d)]~. 26a) «2+y3=F *2; stozek; b) y2-~

. £ GO A ¥ L
+f22:2px paraboloida obrotowa; 0) CL—2 + O2- =1; elipsoida obro-

02 2N
towa. 27. . ’EL“—6¢-: 1; elipsoida obrotowa. 28. Wskazowka:
jezeli $rodek kola ruchomego lezy w punkcie (z, yx) kota nierucho-*
mego, to spetniajg sie rownania a2-"/12=%2 i z2+ (yx—y)2=r2 dla
kazdego punktu P(X, y, z) na kole ruchomem. Eliminujac yx otrzy-
mamy zadane réwnanie (y2+z2—z22—4?/2(»3—z2)=0. 29 a) Walec,
ktorego kierownicg jest koto na ptaszczyznie YZ. 29b) Plaszczyzna
prostopadta do XY wzdtuz prostej 2x—3y=6. 29c¢) Walec parabo-
liczny o tworzacych prostopadtych do XZK29d) Walec hyperbolicznv
prostopadty do ptaszczyzny XZ. 30a) Powierzchnia powstajgca przez

obrot hyperboli — = ? °koto osi Z. 30b) Powierzchnia

zwana paraboloidg eliptyczng; przekroje réwnolegte do XY sg elip-
sami coraz wiekszemi a przekroje rownolegte do XZ i YZ sg parabo-
lami. 30ej Powierzchnia majgca posta¢ siodta, zwana paraboloidg
hyperboliczng. Przekroje réwnolegte do YZ sa parabolami przysta-
jacemi do y2= —\0z. 30cl) Ta sama powierzchnia, co w poprzedniem
¢wiczeniu, tylko inaczg umieszczona; kazdy przekréj réwnolegty do
XY jest hyperbolg réwnoboczng.
31. z'=zcos ax+y cos a2+2 cos ai
y'=x cos Bx+y cos RBi+z cos R3
Z'—X C0S yX+Yy c0S y2+ scos y3.
32. Wskazowka: wspotrzedna z wystapi jako przeciecie sie
ptaszczyzny rzucajacej dang prostg z plaszczyzng XZ lub YZ.

33. zV2+y 4-3—10=0. 34.2x—4y=6, 2x+z=6, —4y+z=6. (3, —f, 6).
3B, * +1 +1-1. *+£-1. 360 ~ + | + f=1.

36¢) z-i-y+z:K, cosa=cos/J=cosy= 1; inne S$ciany otrzymuje

sic zmfenfafhc znaki 37, cosa=-F— cos8 & cosy= 10
VI89 V189 V189

. 2 . - . ,

jp = \l/lgg 8 . Wskazowka: podstawiajgc te wspoOtrzedne w ogdlne

rownanie ptaszczyzny Ax+By+ Cz+D=0 otrzymamy 3 réwnania na
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.wyznaczenie trzech stosunkow wspotczynnikéw A, B, C,D. \Ax+\2y +

+ 5*=80. 39. <p=136°17'10",c0s9>=-== "t +" L + gS— ..
mlAi+B3+Ci.yAi*+ Bli+

40. a'=4-|; ogOlnie d*=|xxcosa+yxcos B+zxcosy—p |. 41. P(f, f, —-).

y=1z—2
42. 2= —£z+6, ?/=fz+l, z= —3y-f9. 48.

i = %+ 4-Y 2
SSr(2-6f2, -2, 0), fe(0, 4-V2, 6-V2). 44, iz :62 |« i3; ogoOlnie

; a=51053'16", /J=140°29,23", y=98°52/35,/.
AQ— AL 282-2/1 22— Sj vV

45er) P(22, 14, 9). 45b) Nie przecinajg sie; ogolny warunek, aby
sie dwie proste w przestrzeni przecinaty: ¢c~b =>»  jezeli row-
W2 Wij *~*7ij
i y=mx+b i y=ml+bi
nama prostych sg j z=nx+0 j 46. Tak. Ogdlne wa-

y=mx+b
7=

runki dla prostej jJ =nXA.c i ptaszczyzny Ax+ByA-CzA-D=0

sg A+Bm+Cn=0iBb+Cc+D"0. 47. a=75°17", {3= 28°16/,
y<=67°36'. 48. = 30'45'30". 49. &= 52°18', P(-f£, —ff, TX).
50. Wskazowka: rownaniem tej ptaszczyzny jest (x —xx)cosa+
+ (y—yi)eosp+(z—zi)cosy=0>gdzie a, fi, y s katami danej prostej
z osiami. P (-W , W. -}l)i <,=7467337=09-907.

Dr. A. tomnicki, Poczatki geom. aual. 13
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