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PRZEDMOWA DO WYDANIA I

Skrypt jest drugą częścią trzytomowego zbioru zadań z teorii obwodów 
[5], [6] i powstał w oparciu o ćwiczenia tablicowe z teorii obwodów i sy
gnałów prowadzonych dla studentów Wydziału Automatyki i Informatyki. Może 
być też wykorzystany przez studentów innych wydziałów jako pomoc w opano
waniu podstaw elektrotechniki.

W części I podano treść zadań. Zadania z rozwiązaniami zaznaczono pio
nową kreską na lewym marginesie. Część II zawiera rozwiązanie wybranych 
zadań i odpowiedzi do pozostałych.

W każdym z pięciu rozdziałów starano Bię uporządkować zadania od naj
prostszych do bardziej złożonych i podać rozwiązania zadań typowych. Za
dania z indukcji magnetycznej zebrano w rozdziale pierwszym.Rozdział dru
gi poświęcony jest analizie stanów nieustalonych w obwodach z wymuszenia
mi niesinusoidalnymi. Analiza stanów ustalonych obwodów z wymuszeniami si
nusoidalnymi jest tematem rozdziału trzeciego. Ze względu na specyfikę 
obliczeń zadania na obliczenia etanów nieustalonych w obwodach z wymusze
niami sinusoidalnymi zebrano w oddzielnym, czwartym, rozdziale.
Ostatni rozdział poświęcony jest problemom o różnym stopniu trudności i 
przykładom nie mieszczącym się w poprzednich rozdziałach np. obliczenia 
wrażliwości.

W zbiorze podano przykłady wykorzystania programów na m.c. do analizy 
obwodów.

Pragniemy serdecznie podziękować prof. dr inż. Tadeuszowi Zagajewskie
mu i prof. dr hab. inż. Adamowi Macurze za sugestie, zachętę i pomoc w 
trakcie opracowywania skryptu.

Pani doc. dr inż. Marii Jastrzębskiej dziękujemy za gruntowną recenzję 
oraz liczne i cenne uwagi, a Pani dr inż. Annie Skrzywan-Kosek za trud 
włożony w zaopiniowanie i wydanie skryptu. Miło nam podziękować Pani Ma
rii Knapik za staranne wykonanie maszynopisu, a Panu Waldemarowi Knychowi 
za sporządzenie rysunków.

Autorzy



PRZEDMOWA DO WYDANIA IV

Skrypt jest przeznaczony dla studentów studiów dziennych i 

wieczorowych Wydziału Automatyki, Elektroniki i Informatyki oraz 
wydziałów pokrewnych. Zadania ze skryptu są ilustracją wykładów 

i ćwiczeń tablicowych z teorii dowodów i podstaw 

elektrotechniki.
Obecne wydanie jest poprawioną i uzupełnioną wersją "Zbioru 

zadań z teorii obwodów II", wydanego w 1992 roku.

Specjalne wyrazy wdzięczności kierujemy do Pani doc. dr inż. 

Zofii Cichowskiej za wnikliwą recenzję, która pozwoliła usunąć 

wiele usterek. Panu doc. dr inż. Zdzisławowi Pogodzie serdecznie 

dziękujemy za sprawne przygotowanie redakcyjne tego wydania 

skryptu.

Gliwice, 1995 r.

Autorzy



WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ

e,e(t) - napięcie źródłowe, wartość chwilowa, aiła elektromotoryczna
(SEM)

E(t) - symboliczno-czaaowa wartość SEM
E - symboliczna wartość skuteczna SEM
|E | - wartość maksymalna SEM, amplituda
|e! - wartość akuteczna SEM
u,u(t) - napięcie, wartość chwilowa
v (t) - składowa ustalona napięcia, wartość chwilowa
u (t) - składowa przejściowa napięcia, wartość chwilowa
U(t) - symboliczno-czasowa wartość napięcia
U - symboliczna wartość skuteczna napięcia
|UB[ - wartość maksymalna napięcia, amplituda
lu I - wartość skuteczna napięcia
i,i(t) - prąd, wartość chwilowa
iu (t) - składowa ustalona prądu, wartość chwilowa
ip(t) - składowa przejściowa prądu, wartość chwilowa
l(t) - aymboliozno-czaacwa wartość prądu
I - symboliczna wartość skuteczna prądu
|Im| - wartość maksymalna prądu, amplituda
III - wartość skuteczna prądu
Z - impedancja
R = Re Z - rezystancja, opór
I = Im Z - reaktancja
Y - admitsncja
C - pojemność
L - indukcyjność
M - indukcyjność wzajemna
k - współczynnik sprzężenia magnetycznego
K - transmitancja widmowa
</>,+ - kąt przesunięcia fazowego
co,cog,co0 - pulsacja, pulaacja graniczna, pulsacja rezonansowa
f,f ,f - częstotliwość, częstotliwość graniczna, częstotliwość rezonan-

sowa
p - moc chwilowa
P,Q,S - moc czynna, bierna, pozorna
W - energia
B - indukcja magnetyczna



strumień magnetyczny 
strumień skojarzony 
opór magnetyczny, reluktancja 
transformacja Laplace’a 
odwrotna transformacja Laplace’a 
transformacja Fouriera 
biegun transmitancji operatorowej 
funkcja skokowa (Heaviside’a) 
funkcja impulsowa (Diraca)
współczynnik źródła napięciowego sterowanego
napięciem, napięciowego - prądem, prądowego - napięciem,
dowego - prądem
macierz impedancyjna
macierz admitancyjna
macierz hybrydowa
przenikalność magnetyczna bezwzględna 
przenikalność magnetyczna próżni, stała magnetyczna 
przenikalność magnetyczna względna.
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- źródło napięcia stałego, siła elektromotoryczna (SEŁI

- źródło napięcia zmiennego

- źródło prądu stałego, siła prądomotoryczna (SPM i)

- źródło prądu zmiennego

WYKAZ NAJCZYŚCIEJ UŻYWANYCH SYMBOLI GRAFICZNYCH

KauU

Hutl CE

KluLl ©

źródło napięciowe sterowane: napięciem U(kyy U), 
prądem I (kyj I)

- źródło prądowe sterowane: napięciem U(kjy U),
prądem I (kjj I)

rezystor

element impedancyjny

HF- - kondensator



- cewka indukcyjna
M

T C - idealny transformator
' n,: n,

- tranzystor

wzmacniacz operacyjny

2
"° - trójnik

,3

2

- { V) -

- czterobiegunnik, czwórnik 
3

- amperomierz

- woltomierz

- watomierz

^  - numer węzła

n j1 - numer gałęzi
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R o z d z i a ł  1

1. INDUKCJA ELEKTROMAGNETYCZNA

(Zadanie 1.1. Cewka cylindryczna o przekroju poprzecznym S = 12 cm i
długości 1 = 20 cm ma z.

Rys. 1.1

5000 zwojów i jest zasilana z baterii akumula
torów przez zmienną oporność. Na 
środkowej części cewki umieszczono 
drugą o z^ = 2000 zwojów (rys. 1 .1 ) 
tak, że cały strumień wytworzony 
przez pierwszą cewkę przenika przez 
drugą. Prąd płynący przez uzwojenie 
pierwszej cewki narasta liniowo od 
wartości 0,1 A do wartości 0,5 A. 0- 
kreślić wskazanie idealnego wolto
mierza podłączonego do zacisków dru
giej cewki, jeżeli czas narastania 
prądu wynosi a) 2 ms, b) 0,4 s a 
strumień rozproszenia nie przenika 
pętli woltomierza.

| Zadanie 1.2. Obliczyć wiel
kość SEM e indukowanej mię
dzy zaciskami 3 -5 przez 
zmienny strumień wymuszany w 
obwodzie magnetycznym przez 
prąd i = 0,1 ^2 sin.10^t A 
płynący przez uzwojenie o z1 
zwojach oraz indukcyjność 
zastępczą między zaciskami 
3-5 (rys. 1.2).

Wymiary geometryczne ob
wodu magnetycznego są nastę
pujące: średnia długość dro-

Rys. 1.2

gi magnetycznej 1 1 =» 3 12 ° I3 ■» 2.3,14 cm, przekrój rdzenia jest stały i 
wynosi S q 6 cm^, a względna przenikalność magnetyczna n = 500.

Uzwojenie pierwotne składa się z ẑ  = 1000 zwojów, natomiast uzwojenia
wtórne nawinięto tak, że z. 500 zwojów.
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I Zadanie 1.3. Wewnątrz solenoidu, którego 
długość jest znacznie większa od średnicy, 
umieszczono kwadratową ramkę o boku a. Ramka 
obraca się wokół osi A-A, leżącej w płasz
czyźnie prostopadłej do osi solenoidu, z pręd
kością 3000 obr/min (rys. 1.3).

Obliczyć przebieg czasowy SEM e indukowa
nej między zaciskami 1-2. Obliczenia prze
prowadzić przy założeniu, że prąd płynący 

przez uzwojenia solenoidu I = 1 A, solenoid posiada z = 20000 zwojów, dłu
gość 1 = 100 cm i średnicę d = 15 cm, a bok ramki a = 5 cm.

(Zadanie 1.4. Obliczyć wielkość siły elektromotorycznej indukującej się 
w linii CD (na jednostkę długości 1 = 1  km) po zwarciu w linii AB, w cza
sie którego prąd płynący przez tę linię wzrósł liniowo od 20 A do 70 A w
ciągu 1 msek (rys. 1.4).

800

Rys. 1.4

I Zadanie 1.5. Prądnica unipolarna (rys. 1.5) zbudowana z miedzianego 
walca o promieniu r, osadzonego na miedzianej osi, jest umieszczona w jed
norodnym polu magnetycznym skierowanym wzdłuż osi z lewej strony w prawą. 
Walec prądnicy obraca się ze stałą prędkością kątową co .

Obliczyć wartość i kierunek prądu I płynącego przez opornik R połączo
ny dwoma bezopurowymi ślizgami z walcem i z osią.
Obliczenia przeprowadzić dla co ■> 100 rad s~^, r - 20 cm, R “ 100 Q,
B - 0,5 T.

I Zadanie 1.6. Dwa zwoje kołowe o promieniu r każdy, przesunięte wzglę
dem siebie o kąt cc, połączono jak no rys. 1.6. Cewki obracają się w jed
norodnym polu magnetycznym z prędkością kątową co dookoła osi x-x.
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Rys. 1.8

RyB. 1 .6

Obliczyć przebieg czasowy prądu i płynącego przez opornik R. Oblicze
nia przeprowadzić dla: r = 10 cm, co = 200 s_1, , R = 100 1!, B = 0,2ffb m”2 
ck = 60°.

Zadanie 1.7. W układzie podanym na
rysunku 1.7 stalowe zwora przemieszcza
sie z prędkością v - 2 —  .Przez zwo-s
re przenika stały strumień <X>, wytwa
rzany przez magnes stały. Obwód elek
tryczny jest połączony ze zworą dwoma 
ślizgami kontaktowymi odległymi od 
siebie o 10 cm. Zakładając, że induk
cja magnetyczna wewnątrz zwory jest 

stała i wynosi B ■ 0,2 I, natomiast na zewnątrz B «= 0, obliczyć kierunek
i wartość SEli indukowanej w obwodzie elektrycznym w wyniku poruszania się
zwory.

( Zadanie 1.8. Obliczyć wskazani* woltomierza (wartość i znak) podłączo
nego do zacisków '1-2 zwoju zwartego, jeżeli prmewody doprowadzające są po
łączone z woltomierzem jak na rysunku (rys. 1.8): a) linia ciągła, b) li-
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nia przerywana. Zwój wykonany jest z drutu miedzianego o śródnicy 2 mm i 
o promieniu r = 5 cm, a łuk 1-2 stanowi jedną trzecią obwodu pętli. Wy
padkowy strumień <t>, będący różnicą strumienia wymuszonego przez siłę prą- 
domotoryczną I2 i strumienia oddziaływania pętli zwartej, ma przebieg

<!> = 100 . 10~4 t Wb.

Zadanie 1.9. Obliczyć wskazania woltomierza (wartości skuteczne na
pięć) podłączonego (rys. 1.9) jak na rysunkach a) i b) do rozwartego zwo
ju nałożonego na rdzeń, w którym przepływa zmienny strumień. Obliczenia 
przeprowadzić dla

= 10“3 V2 sin 104 t Wb.

Rys. 1.9

Rys. 1.10

i Zadanie 1.10. W obwodzie podanym na rysunku 1.10 dobrać tak ilość zwo
jów uzwójonia wtórnego Zg, aby wartość skuteczna napięcia u2 indukowanego 
na jego zaciskach, przez strumień <t> wymuszony prądem uzwojenia pierwotne
go i » 10 Vi" aia 104 t »A, wynosiła 10 V. Wiadomo, że prąd I ■ 10 ni pły
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nący w uzwojeniu pierwotnym wymusza w obwodzie magnetycznym strumień 4>0 =
0 4.10""^ Wb, a przenikalność materiału magnetycznego jest stała.
< Zadanie 1.11. W obwodzie podanym na rys. 1.11a) pręt o długości 1,2 1

1 oporze omowym 1,2 rw porusza się bez tarcia w jednorodnym polu, po bez- 
oporowych prowadnicach.
Obliczyć z jaką prędkością i w którą Btronę przemieszcza się pręt w sta
nie ustalonym. Czy zastąpienie pręta prostokątem (ryB.1.11b) zmieni szyb
kość przemieszczania się w stanie ustalonym? Obliczenia przeprowadzić dla 
E = 10 T, E = 100 , rw » 20 , 1 - 1 m, B ■ 1 T.

Rys. 1.11

Rys. 1.12

Zadanie 1.12. Obliczyć wskazania woltomierza (wartość skuteczna) pod
łączonego jak n8 rys. a) i b) (rys. 1.12) i wyjaśnić dlaczego nie są so
bie równe. Obliczenia przeprowadzić przyjmując« z o 10 zwojów, 4> = 10-  ̂
V2 sin 104 t Wb.
t Zadanie 1.13. Zwój kołowy o promieniu r, umieszczony w jednorodnym po

lu magnetycznym, obraca się wokół średnicy ze stałą prędkością kątową u>.
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Linie pola są prostopadłe do osi obrotu. Obliczyć przebieg czasowy zmian 
strumienia przenikającego znój oraz SEM e, która się w nim indukuje.
Dane: r = 5 cn, cd ■= 50 , B - 1,2 T.

I Zadanie 1.14. Prostokątny zwój o bokach a i b znajduje-się w polu ma
gnetycznym, którego linie indukcji są prostopadłe do osi symetrii. Obli
czyć przebieg czasowy SEM e indukowanej w znoju, jeśli:
a) jest on nieruchomy,
b) obraca się wokół dłuższej osi symetrii z prędkością kątową oj,
c) obraca się wokół krótszej osi symetrii z prędkością kątową oj.
Indukcja B zmienia się wg zależności B = 0,8 sino/t T, a = 6 cm, b = 8 cm,

62,8 —  , s
Zadanie 1.15. Znój w kształcie kwadratu o boku a znajduje się w jedno

rodnym polu magnetycznym, którego linie indukcji są prostopadłe do osi 
symetrii kwadratu.

Obliczyć SEM e indukowaną w znoju, jeśli znój:
a) jest nieruchomy,
b) obraca się wokół osi symetrii z prędkością kątową cu,
c) obraca się z prędkością kątową oj wokół proBtej równoległej do linii

indukcji i przechodzącej przez środek kwadratu przyjmując: a » 10 cm,

[ Zadanie 1.16. Jednowarstwowy solenoid o z znojach i średnicy d znajdu
je się w polu magnetycznym o indukcji B = Bm sin t (rys. 1.16). Określić 
wartość siły elektromotorycznej e indukowanej na zaciskach solenoidu w 
zależności od kąta zawartego między osią Bolenoidu, a liniami indukcji.
Obliczenia przeprowadzić dla: B = 0,2 I, co = 314 rad z «= 100 znojów,

sd *= 8 cm.

Zadanie 1.17. Na toroidalny karkas powietrzny o promieniach: wewnętrz
nym R1 oraz zewnętrznym B2 (rys. 1.17) nawinięto równomiernie z=5000 zno
jów. Obliczyć indukcyjność własną toroidu.
Obliczenia przeprowadzić dla R1 = 25 mm i R2 ■ 35 mm.

Rys. 1.16 Rys. 1.17
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Rys. 1.18

l Zadanie 1.18. Określić wielkość siły oddzia
ływania prostoliniowego nieskończenie długiego 
przewodnika z prądem 1̂  na sztywną umocowaną 
prostokątną ramkę, przez którą płynie prąd Ig 
(rys. 1.18). Obliczenia przeprowadzić dla: I1 = 
== 50 A, I2 = 2 mA, a = 20 cm, b = 50 cm.

fZadanie 1.19. W układach podanych na rysun
ku 1 .1 9  obliczyć błąd wskazania woltomierza 
spowodowany działaniem zewnętrznego pola o in
dukcji B = 2 t ~  prostopadłego do płaszczyzny 

m
obwodu, jeśli E = 9 V, R-

O 1powierzchnia S » 0,5 n .
1 kG, R2 = 2 ko ,

Rys. 1.19



R o z d z i a ł  2

2. STANY NIEUSTALONE W OBWODACH Z NIESINUSOIDALNYM WYMUSZENIEM

H¡Zadanie 2.1. Obliczyć przebieg 
^napięcia u_ (t) na kondensatorze w
7obwodzie przedstawionym na rys. 
2.1, jeżeli w chwili t = 0 nastą
piło otwarcie klucza K. Przyjąć 
zerowe warunki początkowe.

Rys. 2.1
Dane: IQ .= 1 mA,
R = 1 kn.

C = 1.10'

¡Zadanie 2.2 Dla obwodu podanego na rys. 2.2a i 2.2b obliczyć i naryso
wać przebiegi czasowe napięć u i Uj prądu i po załączeniu obwodu, 
ładunek 0 zgromadzony na kondensatorze i energię (w stanie ustalonym). 
Warunki początkowe równe są zeru.

Obliczenia przeprowadzić dla: E = 30 V, R̂  = 100 ii , R^ = 20052 , C = 
= 0.5.10-6 P, IQ = 0,1 A, Gw = 5 mS.

U

Rys. 2.3

Rys. 2.2a, b

lZadanie 2.3. W chwili t = 0 do źródła na
pięcia stałego dołączono rzeczywistą cewkę z 
szeregowo połączonym opornikiem (rys. 2.3). 
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe prądu 
oraz .napięcia na cewce i oporniku R, jeśli: 
(a7)oporność czynna cewki RL « 200 51 , 
b) oporność czynną cewki można pominąć.
Dane: E = 24 V, Rw = 50 3 , R = 200 a , L = 0, 2 H.



- 21 -

Zadanie 2.4. W układzie podanym na rys. 2.4a i 2.4b obliczyć i. naryso
wać przebieg czasowy napięcia u, po załączeniu obwodu na SPH X.

Obliczenia przeprowadzić dlai I - 100 mA, R '» 5000 , C - 20
G^ * 2 bS.

10~6 P,

LL

I' | Zadanie 2.5. W układzie podanym na rys. 2.5 obliczyć i narysować prze
biegi czasowa prądu i oraz napięcia u po załączaniu obwodu na SPH X.

Obliczenia przeprowadzić dlaj 1 - 3 0  mA, - 1 mS, R1 - 500 0 , L-0,3 H.

Rys. 2.5 Rys. 2.6

Zadanie 2.6. W układzie podanym na rys. 2.6 obliczyć i narysować prze
biegi czasowe napięcia u oraz prądu i po załączeniu SEM E. Obliczyć rów
nież ładunek Q zgromadzony na okładkach, kondensatora w stanie ustalonym. 
Dane» R1 - 10 ko, R2 - 20 ko, C ■ 30.10-6 P, E ■* 60 V.

tY\

U.

| Zadanie 2.71 Obliczyć i 
narysować przebiegi czasowe 
prądu i oraz napięć u i u1 
po załączeniu obwodu na SPH I 
(rys. 2.7). Obliczenia prze
prowadzić dla» 1 - 1 0 0  mA,
R 50 0 Rr

100 0
100 0 , 

10.10-6 P.
I Zadanie 2.8.Porównać prze- 

na rys. 2.8, jeali wbiegi czasowe napięć u2(t) obwodów przedstawionych 
obydwu obłodaoh zamknięto klucz K w chwili t - 0.
Dane» E * 10 V, R, - R„ - 100 ko, C. - 2.104 n?, C„ - T.104 nP.
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b) Hf
Cl

K-^f«-L-czy-
' R,

O c< *Q
Ul0  ( h i

c/ * , 0
¿ii (t)

Rys. 2.8a, b

I Zadanie 2.9. ̂ bliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć Ug(t) obwo 
dów przedstawionych na rys. 2.9. Obwody pobudzane aą przez SEM e(t)
- 1 <y(t)V.
Dane: R =» 1 kii, L =. 10 blH, C = 10-6 F.

a)

c)

<*) R

Rys. 2.9
L

m  (& )& ) * n Ut(i)

c)
--- .--- l___ l— ----------

D) ‘W  £T = «10 (0 

Rys. 2.10

iii)
Ui(i)



Zadanie 2.10. Obliczyć przebiegi czasowe napięć Ug(t) obwodów przed
stawionych na rys. 2.10. Obwody pobudzane są przez SPM ilt) = 1 <S(t)A. 
Dane: R = 1 k!>, L = 10 nH, C = 10-6 F.

Zadanie 2.11. W układzie podanym na rys. 2.11 obliczyć i narysować 
przebiegi czasowe napięć u^ i u oraz przebiegi czasowe prądów płynących 
przez cewki po zamknięciu klucza.
Dane: E = 20 V, R1 » R2 = 2 ke, L1 = 12 » 5 nH.

Zadanie 2.12. Obliczyć 1 narysować przebiegi czasowe napięć na konden
satorach oraz prądów płynących przez nie po załączeniu obwodu na stałą 
SEM E (ryn. 2.12). £
Dane: E = 20 V, R., .= Rg = lÔ fi , C., •» Cg = 10”& ?.
*-̂ \Zadanie 2.13. Obliczyć jaką wartość powinna mieć SEM E, na którą załą
czamy rzeczywistą cewkę Irys. 2.13), by szybkość narastania prądu w obwo
dzie w chwili załączenia wynosiła 18 fi s~^, • Przedyskutować wpływ para
metrów obwodu na szybkość narastania prądu (napięcia na cewce) po zamknię
ciu klucza. Obliczonia wykonać dla: R1 «= 4ki’, R^ « 1 ka,. L » 1 H.

Zadanie 2.14. W celu zmniejszenia szybkości narastania prądu w ukła
dzie z zad. 2.13 (rys. 2.13) zbocznikowano cewkę opornikiem R^. Należy 
dobrać wartość rezystancji bocznikującej R^ oraz SEM E, jeżeli szybkość 
narastania prądu i a chwili t «■ 0 po zamknięciu klucza ma wynosić 18 A 
a napięcie na cewce w stanie ustalonym 10 V (rys. 2.14).
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Przedyskutować wpływ parametrów obwodu na szybkość 
(napięcia) po załączeniu.

narastania prądu

Dane: = 4 kc, R2 = Rl = i ka, L = 1 H.
- .Zadanie 2.15. W układzie podanym na 

rys. 2.15 dobrać wartości rezystancji

a

R1 i R2 tak, by prąd i po załączeniui R„ tak. by prąd i 
SEli E był nie większy od 0,4 A, 
pięcie u nie większe od 33,3 V«

a na-

Dane:
200 i!

100 V, R. 
= 5.10"6

100c 
C, ’ E3 Ze 

1 0 . 1 0
4 1 
F.3 " ■'*,v *’ “4

Wskazówka: skorzystać z twierdzeń o
wartościach skrajnych.

Zadanie 2.16. Źródło energii elek
trycznej, które możemy traktować jako idealne źródło prądu I «■ 50 mA dla 
napięć 0-20 V (stabilizator prądowy), zostało obciążone kondensatorem z 
szeregowo włączonym opornikiem. Należy dobrać wartości pojemności C tak, 
by napięcie na kondensatorze osięgnęło wartość 10 V po czasie 0,1 s 
chwili załączenia źródła.

Zadanie 2.17. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u po za
łączeniu układu (rys. 2.17) na rzeczywistą SEIS.
Obliczenia przeprowadzić dla:
= C2 = 100.10-6 F.

100 V, R1 = 10 kfl, R2 = R3 «= 20 kQ, C-j

a

I Zadanie 2.18. Szeregowy układ RLC załączono w chwili t = 0 no napięcie 
stałe (rys. 2.18). Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia u oraz 
prądu i.
Obliczenia przeprowadzić dla:

L = 0,3 mH, 
L

0.3.1O"6 P,a) R » 300C
b) R = 200 Q
c) R n 20 e , 
wartość napięcia zasilania E = 12 V.

-90,3 mH, C - 30.10 J P, 
L = 0,3 mH, C o 1.5.10-6 P,
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1 Zadanie 2.19« W układzie podanym na rys. 2.19 dobrać wartość rezystan
cji opornika R^ tak, żeby po załączeniu obwodu na SEM E przebieg czasowy 
prądu i w obwodzie: a) był krytyczny, b) stan nieustalony zanikał (prak
tycznie) po czaBie ti ■= 20 ms.

Obliczenia przeprowadzić dla: L = 0,4. H, C = 10.10“ F, R1 = 1000 , 
R2 = 50 ko.

a

Rys. 2.20

Zadanie 2.20. Obliczyć przebiegi czasowe napięcia u oraz prądu i po 
załączeniu obwodu na SPM I (rys. 2.20).
Obliczenia przeprowadzić dla I = 20 mA, R1 = 400 o , L = 0,03 H, C = 30 nF, 
Gw = 2,5 mS.

|Zadanie 2.21. Obliczyć i narysować 
przebieg czasowy prądu ijjtt) w obwodzie

i,(i) 0  c t  '  ' U

Rys. 2.21

przedstawionym na rys. 2.21, gdy is (t)
= 1 ó(t)A.
Obliczenia wykonać dla następujących da
nych: Ł = 1 uH, C = 10“5 F, a) R » 20 0 ,
b) R = 100 0 .

I Zadanie 2.22. Obliczyć i uarysować 
przebiegi czasowe prądu w obwodzie z za
dania 2.18, jeśli pobudzony zostanie on 
napięciowym impulsem Diraca.

j Zadanie 2.23. Ułożyć równania 
stanu szeregowego obwodu RLC 
przedstawionego na rys. 2.23 i 
wyznaczyć numerycznie trajekto
rię wektora stanu, jeśli warunki 
początkowe (w chwili załączenia 
klucza K) są zerowe.
Dane: E = 1 V, a) R = 300 0, Ł =
= 0,3 mH, C = 3.10“7 F, b) E -
= 20!.', L = 0,3 mH, C = 1,5.10"ć F.
oraz c) R = 1il , L = C.5 E, C *=

= 0,05 F przy niezerowym warunku początkowym na kondensatorze n ((©)) = -1VŁ

Rys. 2.23
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I Zadanie 2.24. Obliczyć i na
rysować przebieg napięcia u2 (t) 
na wyjściu obwodu przedstawione- 

Î go na ryB. 2.24 po zamknięciu (n
chwili t 0) klucza K.
Dane: E = 1 V, R = 1 kQ,
c1 = c2 » c -  i . i o -6 r.

Rys. 2.24 [Zadania 2.25. Obliczyć i na
rysować przebieg napięcia u2 (t) 

na wyjściu obwodu przedstawionego w zadaniu 2.24, jeśli na jego wejściu 
pojawi 3ię (w chwili t => 0) napięciowy impuls Diraca.

Zadanie 2.26. Czy można dobrać wartość rezystora R2 tak, by w obwodzie 
przedstawionym na rys. 2.26 napięcie u2(t) - przy pobudzeniu na wejściu 
np. 3kokiem jednostkowym napięcia - miało przebieg oscylacyjny?
Dane: C1 =■ C2 » C, R1 =» R

- W ©

-c = >

uz(t)

--------O i r

b*w J c=
-  / Hi (i)

Rya. 2.26 Rys. 2.27

Zadanie 2.27. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u2(t) w 
obwodzie przedstawionym na rys. 2.27. Obwćd jest pobudzony przez SEU 
e(t) - l(t)V. >
Dane: R a 10 kQ, C ■ 10-8 F.

ck

I Zadanie 2»28» W układzie podany* na rys* 2»28 dobrać wartość opornika 
bocznikującego po włączeniu ktćrego równolegle do a) kondensatora Ct
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b) indukcyjności L, przebieg czasowy prądu i po załączeniu na atałą SEM E 
będzie aperiodyczny krytyczny. Wartości elementów są następujące: L ■= 1 H, 
C = 10-6 F, R = 10002 .

Zadanie 2.29. Obwód z zerowymi warunkami początkowymi podany na rysun—
ku 2.29 włączamy na SEM e = e (t). Wykazać, źe przy spełnieniu warunku

\[L eo^)R1 = R2 = = R prąd płynący przez źródło jest i = — jj—  niezależnie
od kształtu napięcia źródła eQ (t).
I Zadanie 2.30. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe prądu oraz napię

cia na indukcyjności w obwodzie RLC z zadania 2.18b, stosując iterowane 
modele indukcyjności i pojemności1 .̂
Sprawdzić jaki jest wpływ długości kroku T (taktu) na dokładność obliczeó 
numerycznych. Obliczenia przeprowadzić dla Jt = T =■ 1.10”®, 0,5 . 10”®,
0,1.10"® s.
I Zadanie 2.31. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u2(t) w obwodzie z 

zadania 2.24 stosując iterowane modele pojemności.
Przyjąć ht = T » 0,1 ms.

Rys. 2.32

I Zadanie 2.32. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u2 (t) na 
wyjściu obwodu przedstawionego na rys. 2.32 po zamknięciu (w chwili t = 0) 
klucza K.
Dane: E » 1 T, R^ » R^ « R n 1 k2, C = 1.10“® F, a współczynnik u ste
rowanego napięciem źródła napięciowego jest równy 1, 2, 5,10,100,1000, oo y.

I Zadanie 2.33. Jaka jest odpowiedź na impuls Diraca obwodu z zadania 
2.322

JHp. [3] E.4 i [10] ss. 394-417.
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I Zadanie 2.34. Obliczyć i narysować przebieg napięcia u2 (t) w obwodzie 
przedstawionym na rys. 2.34 po zamknięciu (w chwili t =» 0) klucza K.
Dane: E = 1 V, R1 =» Rg => R^ = R = 1 kQ, R4 = 10Q , = 1.10“® F, C4 =» 1 mF,
ki,u “ I.IOJOO.IO4, coA.

r ̂

1̂ Zadanie 2.35. Obliczyc przebieg napięcia u (t) na kondensatorze w ob-
cKłodzie przedstawionym na rys. 2.35. W chwili t =■ 0 klucz iCj otwiera się a 

klucz Kg się zamyka.
3ane: E =» 1 V, C = 10"® F, R = 1 kii.

 o-'jo  ô To---

Rys. 2.35

# 1

UcW
Ucti) jj

Rys. 2.36

[Zadanie 2.36. Obliczyć przebieg napięcia uc(t) na kondensatorze w ob- 
się,odzie przedstawionym na rys. 2.36. W chwili t = 0 klucz Kg zamyka 

a3tępnie K_j otwiera się, a napięcie uc (0) a UQ . 
ane: IQ = 1 mA, C =» 1.10"® F, R = 1 kß, UQ = 2 V.
[Zadanie 2*37• Kondensator o dużej upływności i pojemności znamionowej 
3 100.10 F naładowano do napięcia U = 50 V i odłączono. Po czasie
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= 1 s od chwili odłączenia zmierzono napięcie na jego zaciskach Wol
tomierz idealny). Wynosiło ono 45,3 V. Zakładając, że upływność kondensa
tora jest stała, obliczyć po jakim czasie t2 od chwili odłączenia konden
satora napięcie na jego zaciskach spadnie do wartości 10 V.

I Zadanie 2.38. Do pomiaru napięcia na rzeczywistej cewce użyto wolto
mierza o rezystancji wewnętrznej 5 k2/V. Obliczyć przebieg czasowy na
pięcia na zaciskach woltomierz po odłączeniu zasilania (rys. 2.38) oraz 
energię pobraną przez woltomierza po odłączeniu zasilania.Obliczenia prze
prowadzić dla: E = 20 V, = R^ = 100£2 , l = 0,5 H.

I Zadanie 2.391 Kondensator rzeczywisty (z upływnością) o pojemności C = 
= 200.10” F załączono przez opornik R = 5 ko na stałe napięcie U = 100 V 
(rys. 2.39). W etanie ustalonym napięcie na zaciskach kondensatora wynosi 
U1 = 80 V (dlaczego?). Obliczyć po jakim czasie t̂  od chwili odłączenia 
kondensatora od napięcia zasilania napięcie no jego zaciskach zmaleje do 
połowy.
I Zadanie 2.40. jw układzie podanym na rys. 2.40 dobrać rezystancję opor

nika R bocznikującego rzeczywistą cewkę tak, by napięcie na cewce przy 
odłączaniu źródło nie przekroczyło 200 V.
Dane: E - 50 V, R^ = 100Q , i » 0,2 H.

Zadanie 2.41. Obliczyć wartość SEM E zasilającej układ podany na rys. 
2.41, jeżeli wiadomo, że maksymalna wartość napięcia u po odłączeniu za
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silania wynosi 500 V. Dla dobranej SEU E podać przebieg czaBowy napięcia u 
po załączeniu zasilania
Dane: R1 = 400S2 , R2 = R^ = R^ = 800Q , L2 = 0,75 H, L-j = 0,25 H.

I Zadanie 2.42« W układzie podanym na rys. 2.42a dołączono równolegle do 
rzeczywistej cewki nieliniowy opór (diodę) o charakterystyce podanej na 
rys. 2.42b.

Obliczyć czas t1, jaki upłynie od chwili załączenia obwodu na SEM E, po 
którym prąd płynący przez cewkę osiągnie 0,6 wartości znamionowej oraz 
czas t2 od chwili odłączenia zasilania po uzyskaniu stanu ustalonego, po 
którym prąd płynący przez cewkę zmaleje do 0,4 wartości znamionowej. 0- 
trzymane wyniki porównać z wynikami uzyskanymi, gdy opornik nieliniowy ze 
stąpiono opornikiem liniowym R2 = 200 C .
Dane: E = 20 V, R1 = 200Q , RL =» 2002 , L = 1 H.
^ Zadanie 2.4̂ i. Dobrać wartości rezystancji oporników R2 i R^ tak, by 

wartość prądu i płynącego przez rzeczywistą cewkę nie przekroczyła 100 mA. 
a maksymalne napięcie nn jej zaciskach nie przekroczyło 50 V przy załą
czeniu i odłączeniu źródła (rys. 2.43).
Dane: E = 200 V, R1 «. 502 , 1 » 2 H, R^ » 1002 .

RyB. 2.43 Rys. 2.44
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Zadanie 2.44. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe prądu i oraz na
pięcia u na kondensatorze po zamknięciu klucza K (rys. 2.44).
Dane: E = 20 V, R1 = R2 .= R-j «= 1 kG, C = 5.10“6 P.

Zadanie 2.45. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć u i u1 po
zamknięciu klucza K (rys. 2.45).
Dane: Iz = 100 bA, Rj i= » 5 R, = 200 ii , L =  0,5 H.

U,

Rys. 2.46

|Zadanie 2.46. Obliczyć i narysować przebieg czasowy prądu płynącego
przez opornik R-, oraz napięcia u po zamknięciu klucza (rys. 2.46). Obli- 

j c.czenia przeprowadzić dla: E ■> 60 T, R1 => R2 = R^ n 1 kft, C = 100.10 P.
Przyjąć, że uprzednio był w obwodzie stan ustalony.
| Zadanie 2.47. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe prądu płynącego 

przez cewkę i napięcia na jej zaciskach po podłączeniu SEH E1 do układu 
(rys. 2.47),» Obliczenia przeprowadzić dla: E1 = 20 V, E2 o 30 V, R̂  = 100G, 
R2 = 200 Q , RL = 50 G , L = 0r2 H.

Zadanie 2.48. W chwili t «« 0 przerzucono przełącznik z pozycji 1 na 
pozycję 2. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u na kondensa
torze (rys. 2.48).-
Dane: E1 = 150 V, E2 » 50 T, R, » 2 kc, R2 «» 4 kG, C a  10.10-6 P.
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| Zadanie 2.49. Obliczyć i narysować 
czywistej cewce u oraz prądów i i2 
R2 (rys. 2.49).
Dane: I » 50 mA, 1 = 0,2 H, •• «

przebiegi czasowe napięcia na rze
po dołączeniu do obwodu rezystora

100 0 , R2 - 2000 .

*2

¡Zadanie 2.50. Obliczyć i narysować przebieg czasowy prądu i po zamknię
ciu klucza oraz obliczyć energię rozproszoną na oporniku R^ (rys. 2.50). 
Obliczenia przeprowadzić dla: E - 30 V, R » R1 = R2 = R^ - 2R^ “ 1 ko, 0« 
- 0.47.10-6 P.

Zadanie 2.51. Obliczyć przebiegi czasowe napięcia u na zaciskach klu
cza po jego otwarciu oraz prądu i w obwodzie przedstawionym na rys. 2.51. 
Dane: E . 30 V, R, = 2R2 - 10000 , 2C1 = C2 = 40.10-6 F.

Q >
U

Rys. 2.52

| Zadanie 2.52. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia na zaci
skach cewki drugiej (L2, R2) po zwarciu zacisków 1-1 cewki pierwszej (Lj, 
R-j) (rys. 2.52).
Dan&ar.E - 30 V, R^ « R^ - 500 0 , » 0,5 H, 12 >» 1 H.
Obliczenia przeprowadzić dla: a) R2 = 1000 0 , b) R2 ■» 0.

Zaiłatlib 2.53. W układzie podanym na rys. 2.53 obliczyć i narysować 
przebiegi czaBowe napięcia u oraz prądu i po odłączeniu opornika R^. Ob
liczenia wykonać dla E « 15 7, R̂  » R2 = R-j *» 500 0 , L » 0,2 E.
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Zadanie 2.54. W obwodzie podanym na rys. 2.54 obliczyć i narysować prze
biegi czasowe prądu i oraz napięcia u na kondensatorze C po zbocznikowa- 
niu go ooornikiem R-,.1 c
Obliczenia przeprowadzić dla: E = 20 V, L = 100 mH, C =.10.10 P, =
= R2 = R3 = 2000 .

Zadanie 2.55. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia u na 
cewce oraz prądu i przez nią płynącego po zamknięciu klucza K Irys. 2.55). 
Dane: I = 1 0 0  m/i, R1 = R2 = = 1 0 0 0  , L = 0 , 5 H.

P

Rys. 2.55

fi

Zadanie 2.56. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia u nu kon
densatorze oraz prądu i płynącego przez ten kondensator po zamknięciu klu
cza irys. 2.56).
Dane: E = 30 V, R = R1 = 100S , C = 50.10"6 P.

fi
-C=D-

l ) i
\ J T

/*\ ł?.0

Zadanie 2.57. Obliczyć i narysować przebieg 
czasowy napięcia u na SPM I oraz prądu płyną
cego przez kondensator po zamknięciu klucza K 
(rys. 2.57).
Dane: I = 200 raA., R2 = R^ = 100 o , R1 = 100 , 
C = 10-5 p.

Rys. 2.57
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Sadacie 2.58. Obliczyć i narysować przebieg czaBowy napięcia u na cew
ce L oraz prądu i przez nią przepływającego po otwarciu klucza K (rys. 
2 . 5 8 ).
Dane: E = 50 V, R., = Rg = 5000 , R3 = 10000 , L = 0,5 H.

7?,

Rys. 2.59

Zadanie 2.59. W obwodzie podanym na rys. 2.59 obliczyć przebiegi cza
sowe napięcia u na zaciskach klucza K po jego otwarciu oraz napięcia û  
no kondensatorze Cg.
Dane: E ■= 150 V, C., = 40.10"6 F, Cg = 60.10"6 F, C^ = 20.10-6 P, R1 = R3 =
= 5000 , Rg = 10000 .

Zadanie 2.60. W układzie podanym na rys.
2.60 obliczyć przebieg czasowy prądu i płynące
go przez wyłącznik po jego zamknięciu.
Dane: E » 10 T, H1 = Rg = 1000 , L = 10 mH, C ° 
= 1.10-6 F.

^Zadanie 2.&1.' W układzie podanym na rys.
2.6 1 narysować przebieg napięcia u ns zaciskach 
wyłącznika po jego otwarciu. Wykres sporządzić 
dla 1= 2 A, E = 60 V, R = 1000 , C = 20.10-6 P.

| Zadanie 2.62. Układ podany na rys. 2.62 załączono kluczem K na napię
cie zasilania U . Po czasie *■ 1 s klucz K został otwarty. Obliczyć i
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narysować przebiegi czasowe prądu i płynącego przez kondensator oraz na
pięcia u na nim oraz obliczyć po jakim czasie od chwili otwarcia klucza K 
napięcie u zmaleje do wartości u = 1 V.
Obliczenia przeprowadzić dla następujących danych: Uz = 40 V, K1 = 1 0  ka, 
R2 = 40 kQ, C = 200.10-6 3?.

Rys. 2.63

c1 = c2 c3 =

Zadanie 2.63. W układzie podanym na rysunku 2.63 obliczyć rozkład na
pięć na kondensatorach w stanie ustalonym oraz wartość napięcia zasilania
(SEM E) i moc pobieraną przez układ ze źródła, jeżeli prąd obciążenia
I = 10 mA.
Dane: R1 = R2 = R^ » 1 ka, R^ = R^ = Rg = 20 ka, Rj = 2 ka,
= 200.10"6 F.

|| Zadanie 2.64ARrzełacznik K w układzie poda
nym na rys. 2.64 znajdował się przez czas do
statecznie długi w pozycji 1, a w chwili t = 0 
został przełączony na pozycję 2. Dobroć wartość 
pojemności C, tak by u^, napięcie no oporniku 
R1, wynoBiło 5 V po czasie ■ tj » 1 s od chwili 
przełączenia; jeżeli Uz = 300 V, R = 20 ki2, R1 = 
= 100 ko, R_ = 1 ka, R„ = 200 ka.p *

Zadanie 2.65. W układzie podanym na rys. 2.65 
obliczyć i narysować przebieg czasowy prądu i 
po załączeniu obwodu na napięcie.
Obliczenia przeprowadzić dla: E = 100 V. R, =

Rys. 2.64

1 ka, R? = 2 ka, L = 10 mH, C 25.10-9 F.
Podać warunki jakie muszą spełniać elementy:
M*
= i.

i2> L i C, żeby po załączeniu i = const

|Zadanie 2.66. W układzie podanym na rysunku 
2.66 obliczyć i narysować przebieg czasowy po
tencjału punktu a w stosunku do ziemi, jeżeli w 
chwili t «■ 0 nastąpiła skokowa zmiana wartości
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,-6SEM E od -2 V do -8 V. Obliczenia przeprowadzić dlas C=0,05.10~ F, R-| = 
= 1 ksi, R2 =• R-j «* 2 k o .

■ ł h

f ó  o

+ W  V= fp

Rya. 2.66 Ry3. 2.67

|Zadanie 2.67. Obliczyć po jakim czasie od chwili załączenia napięcia
■ys.

\ l

zasilania napięcie u osiągnie wartość zero (rys. 2.67). Obliczenia prze
prowadzić dlas R = 2 ks>, C = 5.10"^ P.

I Zadanie 2.68. Obliczyć 
i narysować przebiegi 
czasowe napięć (t) i 

U2U) U2 (t) po otwarciu w chwi
li t =» O zamkniętego u- 
przednio przez czas nie
skończenie długi klucza K 
(rys. 2.68).

0 -----------

— 1 1 — i ---------------------------

---------------------------0

r r

U j i )

—  ,
r  ^ r :

r  [

r '

Danes E = 10 V, C
Rys. 2.68

C =. 1 , 10-5 p> a = R a 10 kii.
\Zadanie 2.6?. Obliczyć przebieg napięcia uc (t) na kondensatorze w ob- 

wod.zia__przedst^awionym na rys. 2.69. W chwili t = 0 otwiera się klucz iCj, 
a w chwili t = T1 3 R • C zamyka klucz Kg*
Dane: IQ = 1 mA, C = 10~^ ?, » Hj = 1 k!2.

U

[Zadanie 2.70. W układzie podanym na rys. 2.70 obliczyć i narysować 
przebieg czasowy napięcia u na oporniku R po skokowej zmianie napięcia
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zasilania od 0 do wartości E, jeżeli napięcie narastało a) skokowo, b) li
niowo w czasie T1 => 1 ms.. . Porównać otrzymane przebiegi.
Obliczenia przeprowadzić dlat E = 10 V, R = 2 kQ, C ■» 1.10~^ P.

P

\t I Zadanie 2.71. Układ podany na rys. 2.71 zasilany jest napięciem o prze
biegu czasowym jak na rys. a) i b).
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia u.
D a n e i  E -  2 0  V , R =» 1 k i i ,  C »  2 0 . 1 0 - 6  P ,  T 1 = 3 0  e s .

Zadanie 2.72. W układzie podanym na rys. 2.72 obliczyć przebieg czaso
wy napięcia u, jeżeli napięcie zasilania e zmienia się następująco:

dla t 6 [O.T

t-T„

E e 1 1(t-T1 ) dla t >  Tq.

Dane: E = 3 V, R » 10 fi , L = 0,3 H, T1 = T »» 10 ms •

2P

Rys. 2.72

Zadanie 2.73. Dla obwodów podanych na rys. 2.73 obliczyć stałe czasowe 
oraz czas, po którym zaniknie (praktycznie) stan przejściowy przy załą
czaniu i odłączaniu źródła. Przyjąć, że stan przejściowy zanika,jeśli zma
leje do 2% wartości początkowej.
Dane: R = 1 kQ, L = 1 H, C - 10.10"6 P.
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Rys. 2.73

\J Zadanie 2.74. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia u(t) i 
prądćw i(t) oraz i1 (t) w układzie z rys. 2.74 po zamknięciu klucza K. 
Dane: E = 30 V, R1 - R2 - R3 - 1 kO, C1 - C2 =» 50.10-6 P.

U.

Rys. 2.75

Zadanie 2.75. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe prądu i oraz na
pięcia u po dołączeniu rzeczywistej cewki (Rj .D-j) do obwodu (rys. 2.75). 
Dane: E 30 V, R-j =» Rj «» Rj *» 1 kQ, Lj » Ł-j ■ 0,5 H.
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Zadanie 2.76. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć u1 i u2 po 
zamknięciu klucza (rys. 2.76).
Dane: E = 50 V, R1 =» R2 = 5 kfi, C.J a Cg = 10.10-6 F.

Pa Pi

a

i Zadanie 2.77. Obliczyć przebiegi czasowe napięcia u oraz prądu i po do
łączeniu do obwodu opornika R2 (rys. 2.77), jeśli uprzednio był 3tan usta
lony. _
Dane: E =. 10 V, R1 « R^ a R . 200fi , L =. 0,5 H, C = 2.10"6 P.
■i Zadanie 2.78. Obliczyć przebiegi czasowe napięcia u na kondensatorze 

oraz prądu przez niego płynącego po dołączeniu kondensatora do ukła
du (rys. 2.78).

: E =. 60 7, R1 - 2 kQ, R2 =. R3 = 4 kfi,Dane
» 10.10-u P.

20.10"6 P,
°2 3 C3

ft

Rys. 2.79

\JZadanie 2.79. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia na opor
niku R^ po zamknięciu klucza (rys. 2.79).
Dano: E = 30 V, R1 a R2

i

2R3 =» 1000 fi, C1 => 02 20.10“6 P.
\J | Zadanie 2.80. Obliczyć i narysować przebiegi 
czasowe prądu źródła i oraz napięcia u po zam- 
knięciu klucza IC (rys. 2.80).

U- Dane: E =.120 V, R1 
= 100.10“6 P.

Rys. 2.80
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Zadanie 2.81, Obliczyć maksymalne wartości prądu i oraz napięcia u po 
odłączeniu opornika R2 (rys. 2.81).
Dane: E => 120 V, R1 = i?2 =* R-j = 20 k£>, C., =» C2 = 100.10-6 F.

a) R

w

e(i)

Rys. 2.82

J Zadanie 2.82. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u„(t) w

\l

obwodzie przedstawionym na rys. 2.82a. Obwód pobudzony jest impulsem na
pięciowym o przebiegu przedstawionym na rys. 2.82b.
Dane: R = 1 k2, C = 1.10-6 P, T1 =. 1.10-6 s, ET1 - 1 Vs.

Zadanie 2.83. W układzie podanym na rys. 2.83 obliczyć i narysować prze
bieg czasowy napięcia u1 na kondensatorze po odłączeniu obciążenia. 
Dane: E = 50 V, R1 = R2 = 1 kil, C1 =■ C2 =. 100.10~6 P, iQbc =■ 20 mA.

I Zadanie 2.84. W obwodzie podanym na rys. 2.84 dobrać wartości opornika
R i kondensatora C bocznikujących rzeczywistą cewkę, by przy załączaniu i
odłączaniu klucza K napięcie û  nie przekraczało 100 V, a prąd i płynący 
przez klucz K był nie większy od 1 A oraz by prąd rozładowania cewki L 
(po otwarciu klucza K): a) miał przebieg krytyczny, b) zanikał (praktycz
nie) po czasie t1 = 100 ms
Obliczenia przeprowadzić dla: E = 50 V, R1 = 20 2 , R2 = 80 U , L =» 2 H.

Zadanie 2.85. W obwodach podanych na rysunku 2.85a i b wyznaczyć prze
biegi czasowe napięć u na wyjściach układów.
Dane: 1 = 0,1 A, R => 1002 , L = 1 H, C = 100.10"6 P, T =» 2 ms ..

©. ^
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T C i ®

Rys. 2.85a, b

\) Zadanie 2.86. '.V układzie podanym na ry3. 
2.86 dobrać wartość pojemności C tak, żeby prąd 
płynący przez indukcyjność L po odłączeniu za
silania miał przebieg krytyczny.
Dane: L a 0(1 H, R a 1 kii.
| Zadanie 2.87. Obliczyć i narysować przebieg 

napięcia Ujlt) na kondensatorze w obwodzie RC 
z rys. 2.87a pobudzanego ciągiem impulsów pro
stokątnych (rys. 2.87b).
Określić średnią wartość napięcia na kondensa

torze w stanie ustalonym.
Obliczenia przeprowadzić dla następujących danych: źródło idealne E = 1 V 
i Rw = 0, T =» 1 ms R a 10 ki! oraz dla T1 => RC równego o) T, b) 0,5 T,
c) 0,1 T, d) 2 T, e) 10 T.

Rys. 2.86

a-)

e(t)

i =0
R

b)

0---- -------- 1-----1 --------
£

ć~
W

e(i)

■T 0 %  T

Rys. 2.87a, b

e(0

i

-7*T, h  T T*li

Rys. 2.88
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I Zadanie 2.88. Obwód RC (rys. 2.88) jest pobudzany ciągiem impulsów pro
stokątnych. Określić wpływ szerokości impulsu T2 (w stanie ustalonym) na 
kształt napięcie u2 (t).
Dane: E =» 1 V, =■ RC =» T =■ 1 ms' .

[Zadanie 2.89. Obliczyć i narysować przebiegi czasowe (nieustalone i 
ustalone) napięcia u^(t) na wyjściu obwodów przedstawionych na rys. 2.89a 
i b. Przebieg czasowy napięcia u^(t) przedstawiony jest na rys. 2.89c. 
Dane: E = 10 V, Tt =. T = RC = 1 ms R = 1 ks.

°-)
K i,(t)

u At) 

c)

Uzd)

|Zadanie 2.90. Obliczyć i narysować przebieg ustalony napięcia u2 (t) w
obwodzie z rys. 2.89a pobudzanym wyprostowanym napięciem sinusoidalnym
û  (t) = E |sint | V.
Dane: E . 1 T, R • 10 kfi, C - 1 .10“  ̂F, okres sinusoidy T1 =■ T = RC.

Zadanie 2.91 . Obliczyć przebieg ustalony napięcia u2 (t) w obwodzie z
rys. 2.89a pobudzanym okresowym napięciem u1(t) określonym zależnością:

u1 (t)
E sina/t V dla sinat ^  0 
0 dla sincjt <  0

6Dane: E a 1 V, R = 10 kQ, C = 1.10 F, okres simusoidy T1 = T o RC.
|Zadanie 2.92. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u2(t) na 

wyjściu obwodu przedstawionego na rys. 2.24, jeżeli na jego wejście poda
wane jest napięcie o przebiegu jak na rys. 2.92.
Dane: E = 1 V, R̂  = R2 a R a 1 k2,
T3 =■ 0,5 T.

C = 1.10~6 F, 2 ms'
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I Zadanie 2.93. Obliczyć i narysować przebieg czasowy ustalony napięcia 
Ug(t) na wyjściu obwodu z zadania 2.24, jeżeli na jego wejście podawany 
jest ciąg impulsów Diraca (rys. 2.93)»
Dane: T ■» 2RC => 2 ms

Rys. 2.93

I Zadanie 2.94» Obliczyć przebieg czasowy napięcia Ug(t) na wyjściu ob
wodu przedstawionego na rys. 2.94a załączonego w chwili t » 0 na napięcie 
u(t) o przebiegu czasowym przedstawionym na rys. 2.94b.
Danet L « 5 mH, C = 0 , 5 . 1 0 - 6  F, R = 100 2 , T b  0 ,5  ms , K « 2 T .

a) b)

T W
7?

0

Uli), V

2
i

h T 2T

2

Rys. 2.94’
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|Zadanie 2.95. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia u2(t) na 
wyjściu układu przedstawionego na rys. 2.95a, jeśli na jego wejście poda
ny zostanie ciąg napięciowych, impulsów Diraca (rys. 2.95b).
Dane: R =» R1 - R2 - 1 kfl, C - 1.10-6 F, T = 2RC, k^ u - 1, 5,10,100, °o

3 f tli W

X 
y)

e(i)

ł

0 r 2T 3T

Rys. 2.95

Zadanie 2.96. Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia ustalone
go u2(t) na wyjściu obwodu przedstawionego na rys. 2.95a, jeżeli na jego 
wejście podawane jest napięcie ,e(t) o przebiegu przedstawionym na rys. 
2.96.
Dane: R1 - R2 = R. 1 k2, C» 1,10"6 P, I. 2RC, E - 1 V, u =■ 1,10, <= y.

<*■)

*4
-c = >

o

k
©

*M'ua
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Zadanie 2.97» Obliczyć stałe czasowe obwodów przedstawionych, na rys. 
2.97 i 2.97.1 i przedyskutować wpływ współczynnika wzmocnienia (ku u, k^ ^ 
na wielkość stałej czasowej.

b)

K i

ku,u U\
©

Rys. 2.97.1



R o z d z i a ł  3

5. STANY USTALONE W OBWODACH Z WYMUSZENIAMI SINUSOIDALNYMI

IZadanie 3«1. Rysunek 3.1 przedstawia fragment obwodu. Obliczyć napię- 
:ie utt) wiedząc, że î  (t) =-3cos 3t A, a Ujlt) = 2sin(3t + 45°)V. 
lane: L = 1 H ,  R > 1 a , C = 1 i.

i,d) L R
----- L___I—

C = =|u2i0
Pozostała
część 

oby oda

Rys. 3.1.

I Zadanie 3.2. Obliczyć wartości symboliczne, o następnie przebiegi cza
sowe danych funkcji:
s) f1 (t) =■ 10sin(2t + 30°) + 5cos 2t,
b) fg(t) = sin(t) + sin(t + 30°) + sin(t + 60°).

Zadanie 3.3. Określić wartości symboliczne P następujących funkcji i 
podać ich prostszą postać czasową:
a) f(t) = sin(3t - 90°) + cos(3t + 45°),
b) f(t) = sin(2t + 30°) - sinl2t + 45°),
c) f(t) => 4sin(t + 45°) + 3cos(,t - 30°) + 63in t.

IZadanie 3.4. Obliczyć przebieg napięcia uc(t) w stanie ustalonym dla 
obwodu przedstawionego na rys. 3.4 zakładając, że e(t) = 1sin 2t l(t)V. 
Dane: L = 0,5 H, R = 1, 5 Q , C = 1 F, i(0) =. 1 A, uc (0) = 1 V.

4 = Wt(ł)

Rys. 3.4-
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Zadaoie 3.5. Znaleźć rozwiązanie w stanie ustalonym następujących rów
nań różniczkowych:
a) + 2x = 2sin(2t + 30°),

b) + 3 + 10x = sin(2t + 45°)
dt
Zadanie 3.6. Podać najprostsze realizacje obwodowe równań różniczko

wych z zadania 3.5.
IZadanie 3.7. Określić impedan- 

cję wejściową Z(j<̂ ) dwójnika przed
stawionego na rys. 3.7. Zakładając, 
że do zacisków wejściowych dwójni
ka zostało przyłożone napięcie si
nusoidalne eg (t) = 2sin 2t V, o- 
kreślić przebieg prądu wejściowego 
i(t) w stanie ustalonym.

Rys. 3.7

Dane: R L = 1 H. 1 P.

aby prąd i(t)
W obwodzie przedstawionym na rys. 3.8 dobrać tak elementy 
400 cos(1 Ot + 30°) mA, jeśli e(t) = 50 sin(lOt + 45°) 7.

Rys. 3.8 Rya. 3.9

IZadanie 3.9. Jest dany dwójnik pasywny PQ przedstawiony na rys. 3.9 
składający się z elementów RLC, na którego wejście załączono sinusoidalną 
SEM e(t) o wartości symbolicznej E. Udowodnić, że admitancja wejściowa 
dwójnika Y(joj) i impedoncja wejściowo Z(j^) są związane zależnością Z(jcu) =
= T rW *

IZadanie 3.10. obwodzie 
przedstawionym na rys. 3.10 
panuje stan ustalony sinu
soidalny. Prąd i^(t) jest rów
ny 10sin 314t mA.. Obliczyć 
przebieg napięcia wyjściowe-

Rys. 3.10
go uQ(t). 
Dane:
0 = 4

R = 600 u L = 0,5 H,
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IZadanle 3.11. Obliczyć moc chwilową pobieraną przez transformator ide
alny przedstawiony na rys. 3.11.

ii(*) h(0

U<(*) u, (0

n,: nz
Ry>. 3.11

i- (t) i,(t)

u, (i) I ut(i)

n ■■ i 

Rys. 3.12

Zadanie 3.12. Zamodelować dwuuzwojeniowy transformator idealny o prze
kładni n:1 przedstawiony na rys. 3.12 za pomocą odpowiednio dobranych 
dwóch źródeł sterowanych.

IZadanle 3.13. Dla obwodu przedstawionego na rys. 3.13 obliczyć rezy
stancję zastępczą, gdyt a) zaciski 2-2’ są rozwarte, b) zaciski 2-2’ są 
zwarte.

-C Z >
1SI

iii

2 1' 2U
Rys. 3.13 Rys. 3.14

IZadanle 3.14. Obliczyć impedancję wejściową Z.̂ e obwodu przedstawionego 
na rys. 3.14.

Zadanie 3.15. Wykazać, że obwód 
pokazany na rys. 3.15 jest równoważ
ny parze cewek sprzężonych magnetycz
nie o macierzy indukcyjnościowej 
równej

Do

U,

—  ■ ■ o 
*

Lb

0------------------- M — - - o
■ nx

Rys. 3.15
La+Lb ET Lb

n0 a0 2

IZadanle 3.16. Obliczyć macierze indukcyjnościowe dla każdego z obwodów 
przedstawionych na rys. 3.16; Pokazać, że jeśli L *» H, to obwody a) i b) 
mają tę samą macierz indukcyjnościową.
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Jaką wartość musi mieć Lg i — , aby obwody a) i c) miały tę samą macierz 
indukcyjno ściową?

1

 ̂c Li'Ł-C ¿2

! “■

IZadanle 3.17. W układzie podanym na rys. 3.17 przyrządy wskazują: am
peromierz prąd |X | » 3,5 A, woltomierz na zaciskach cewki napięcie [Û  | =»
= 72 V i woltomierz na zaciskach opornika R napięcie |U^| - 48 V. Napię
cia źródła ma przebieg sinusoidalny o pulsacji cu _ 334 rad _ Obliczyć na
pięcia źródła |UI, indukcyjność L oraz opór R.

IZadanle 3.18. W układzie podanym na rysunku 3.18 wskazania woltomierza 
przy otwartym i zamkniętym kluczu K są jednakowe. Podać wartości reaktan- 
cji %  i ZL oraz sporządzić wykresy wektorowe napięć przy otwartym i zam
kniętym kluczu.
Dane: |l| - 0,1 A, R =■ 150G , |u| => 20 V.
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IZadanie 3.19. W układzie podanym na rys. 3.19 siła prądomotoryczna i = 
= 0,2 yi" cos 500t A, L =■ 20 mH, C = 50.10-6 F, R =■ 400 . Określić prze
biegi czasowe prądów płynących przez kondensator iQ oraz przez opornik ig. 
Wyznaczyć moce chwilowe i czynne dla źródła oraz wszystkich elementów ob
wodu.

Rys. 3.19

Zadanie 3.20. W układzie podanym na rys. 3.20 e = 120sin 314t V, R̂  = 
= 252 , a przyrządy wskazują: amperomierz 2 A i woltomierz 47 V. Podać war
tości rezystancji R i indukcyjności L oraz sporządzić wykres wektorowy 
napięć i prądów.

Zadanie 3.21. W obwodzie podanym na rys. 3.21 siła prądomotoryczna wy
doje moc czynną PT =» 40 mW, a maksymalna wartość energii gromadzona na
cewce W.T,m

luą i-
1.10-5 J oraz na kondensatorze W, 15.10“'’ J. Obliczyć war

tości elementów obwodu, jeśli siła prądomotoryczna i = 10 l/I" sin 314t mA.
Cm

j

J

Rys. 3.21

Zadanie 3.22. Przyrządy włączone do układu na rys. 3.22 wskazywały przy 
zamkniętym kluczu odpowiednio 20 V i 0,04 A, a przy otwartym kluczu 26 V 
i 0,01 A.
Podać wartości elementów R i C oraz moc czynną wydawaną przez źródło 
(przy otwartym kluczu) o pulsacji d> = 334 rad

s
IZadanie 3.23. Idealne przyrządy podłączone do układu (rys. 3.23) wska

zują: amperomierz A^ prąd 2 A, amperomierz A^ prąd 3 A, amperomierz A prąd 
4 A i woltomierz V napięcie 24 V.
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Obliczyć na podstawie wskazań przyrządów wartość rezystancji i R2, in- 
dukcyjności L oraz moc czynną wydawaną przez SEM e, jeżeli częstotliwość 
źródła f » 50 Hz.

Rys. 3.24

\j Zadanie 3.24. W układzie podanym na rys. 3.24 źródło wydaje moc czynną 
P = 400 W. Podać przebiegi czasowe i^, ig, i^ przyjmując częstotliwość
źródła f => 50 Hz, fazę początkową napięcia równą zero oraz = 3̂ ^ 2 0 2,
XL2 =■ 20 S2 , R - 25 a .
\J Zadanie 3.25. W układzie podanym na rys. 3.25 watomlerz wskazuje 30 W,
a woltomierz 93,6 V. Przyjmując, że Rg =. 30 Q , L =» 0,8 H, G = 10.10“^ P
obliczyć
1) wartość rezystancji.R1,
2) amplitudę |Un | przyłożonego napięcia o częstotliwości f = 50 Hz.

0 * u , 0« t
Rys. 3.26

Zadanie 3.26. Obliczyć amplitudę i częstotliwość źródła zasilającego
obwód podany na rys. 3.26, jeżeli amperomierze wskazują: A 1 prąd 0,5 A,

—6Ag prąd 0,4 A oraz R = 200 £2 i C = 2.10_D F.



Zadanie 3.27. W układzie podanym na rys. 3.27 obliczyć wskazanie ampe
romierzy -oraz przebiegi czasowe wszystkich prądów.
Dane: u = 17sin 100t V, R = 202 , L = 0,5 H, C = 100.10-6 P

R

. i

— l _ J -

‘ C a \c
I I

%

Rys. 3.28

Dane: i =■ 0,1 l/F sin 3"i4t A, 20 2

IZadanie 3.28. Dla obwodu przedstawionego na rya. 3.28 dobrać wartość 
zystancji R^ tak, żeby napięcie na SPM było w fazie z prądem przez nią 

wymuszanym. Dla tego przypadku obliczyć przebieg czasowy napięcia u.
= 1 H, C = 20.10-6  P.

[Zadanie 3.29. Obliczyć wska
zanie amperomierza w układzie 
podanym no. rys. 3.29, jeżeli 
współczynnik sprzężenia obu ce
wek wynosi k. Co wskaże ampero
mierz, jeżeli zacisk 3 połączyć 
z zaciskiem 2 oraz zacisk 4 z 
zaciskiem 1 ?
Dane: |E | => 11 V, Ł, = 20 2 , X2 =
= 1 2 2 , k =■ 0,85.

Zadanie 3.30. Podać wartość 
Rys. 3.29 impedancji zastępczej uwójnika >

na rysunku 3.30. Obliczenia prze
prowadzić dla wartości szczegółowych: a 0,2 H, L2 = 0,35 H, k = 1, f =
= 50 Hz, R = 40 2 .

Rys. 3.30

Zadąnie 3.31. Jaka impeóancja widziana jest z. zacisków generatora w 
układzie z rys. 3.31?
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IŁadanie 3.32. Dławik ze szczeliną powietrzną (rys. 3.32) o indukcyjno- 
ści Ld = 12 II, rezystancji Rd = 80« jest nawinięty z 1000 zwojów i
zasilany z generatora napięcia sinusoidalnego |u| = 60 V, f = 500 Hz. Ob
liczyć ile razy wzrośnie prąd w sekcji uzwojenia, gdzie nastąpiło zwarcie 
czterech zwojów przy nie zmienionym napięciu zasilania. Rozproszenie po
minąć.

Rys. 3.32 Rys. 3.33

IZadanie 3-33. Obciążeniem transformatora z rdzeniem toroidalnym (rys. 
3.33) jest zmienny opornik RQ. Zakładając, że można pominąć opór czynny 
uzwojeń podać wartość Rq. dla której składowa czynna impedancji wejścio
wej transformatora będzie maksymalna. Przeprowadzić obliczenia szczegóło
we dla następujących danych: L1 = 3 H, = 0,03 H, współczynnik sprzęże
nia uzwojeń k = 0,95, f = 50 Hz.

Zadanie 3.34. Transformator powietrzny (rys. 3.34) jest zasilany z 
dwóch stron przez siły prądomotoryczne. Podać wartości mocy czynnych wy
dawanych przez oba źródła, jeżeli I2 wyprzedza 1  ̂ w fazie o 90°.
Dane: |I^ = 0,1 A, |I2 | = 0,05 A, Ł, = 10« , X2 = 15« , 2^= 5ß , R-j = 20«, 
R2 - 23« .

Rys. 3.34

Zadanie 3.35. Transformator powietrzny pokazany na rys. 3.35 składa 
3ię z dwóch jednakowych uzwojeń i pracuje w stanie jałowym. Przyrządy ide
alne wskazują P = 20 V/, [L,] = 1 ;2 A, |U11 = 20 V, |U2 | = 10 V. Określić
R, X, Xy.
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Zadanie 3.36» Amperomierz włączony po 
stronie wtórnej transformatora powietrz
nego (rys. 3*36) wskazuje zero. Obliczyć 
ile wynosi amplituda i faza SEU oraz moc
wydawania przez SPM. Sporządzić wykresy
wektorowe prądów i napięć.
Dane: |l| = 0,02 A, L = 0,2 H, R = 602 , 
k = f =• 50 Hz.

Zadanie 3.37. W układzie podanym na 
rys. 3 .3 7 obliczyć amplitudę napięcia zasilania, zakładając idealne sprzę
żenie.
Dane: R1 =. 200 a , R2 = 50 2 , 1^ - 2 0  H, L2 = 2H, RL1 = 1000 2 , RL2 =. 102,
co =< 300 -Łdd. ( wskazanie amperomierza 1 A.

Rys. 3.36

- c = >

“(P  *.(]

Rys. 3.37

Zadanie 3.38. Podać przebiegi czasowe prądów transformatora powietrz
nego z rys. 3.38.
Dane: u = 60 '{i sin 314t V, R 1 =» 202 , R2 - 302 , L-,-0,1 H, I*2 - 0,15 H,
k = 0,6, C1 =» 50 juY, C2 =. 100 /¿F.

Zadanie 3.39. Obliczyć wskazania amperomierzy w układzie podanym na
rysunku 3.39.
Dane: |u|= 100 7, 2̂  = 25 2 , ^  =. 15 2 , 2-j =» 20 2 , k12 =■ k13 =» k23 = 0,6, 
%  = 1 2 2 .

x  ( £ h ..

u(P
• X 4

*3
; «i

H
h

I W A
<

u )

Rys. 3.39
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y/lZadanie 3.40. Obliczyć moc czynną, bierną i pozorną wydawaną przez 
źródło napięcia oraz sporządzić bilans mocy czynnej w układzie podanym na 
rys. 3.40.
Danej e = 22 'f2 sin 314t V, R.̂ = 10S , R2 =* R^ “ ^08 » ^L2 = * ^03 =
= 40D .

\J |Zadanie 3.41. Dla jakiej wartości impedancji Z^ Łostek podany na rys. 
3.41 będzie w równowadze (prąd płynący przez opornik R równa się zero)? 
Dane: e = 10 \[z sin 1000t V, R 1 = 50 ¡2 , R2 =< 40 S2 , R-j = 160 £2 , X,, = 80 U , 
X-j = 80 SI , R =  1G00fl .

IZadanie 3.42. Dla jakich wartości oporności Rx i pojemności prąd pły
nący przez miernik w obwodzie na rys. 3.42 (galwanometr G) jest równy ze
ro, jeżeli częstotliwość źródła £ = 1000 Hz, a wartości elementów pozo-

—7stałych gałęzi mostka są następujące: R 1 ° 10-kQ, C1 = 0,47.10 F, R-j =
1 ka, r 4 = 10,85 ka.

J Zadanie 3.̂ j1. W układzie podanym na rys. 3.43 sporządzić wykres zależ
ności wskazań watomierza od wartości rezystancji przy jej zmianach od ze
ra do 20 ka,
Dane: e =. 11 ^2 sin 628t V, R q = 10 2 , C = 8.10"6 F, L =» 60 mH.
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1 Zadanie 3.44. Odbiornik omowy o danych znamionowych P,j =■ 12 W, | = 
= 60 V chcemy włączyć do aieci prądu zmiennego |u| = 220 7, f = 50 Hz.Aby 
uniknąć dodatkowego poboru mocy czynnej zbudowano dzielnik napięcia wyko
rzystując kondensator (rys. 3.44). Podać jego pojemność C.

Uc

Rys. 3.44 Rys. 3.45

Zadanie 3.45. Rzeczywista cewka o parametrach L = 0,2 II, RL =802 , po
łączona szeregowo z opornikiem R = 200 włączona jest do sieci prądu'si
nusoidalnego o częstotliwości f.| =■ 50 Hz (ry3. 3.45). Jaki opornik należy 
dodatkowo dołączyć do opornika R, aby a) prąd cenki się nie zmienił, b) na
pięcie na cewce się nie zmieniło, przy zmianie- częstotliwości sieci na

= 60 Hz.
Zadanie 3.46. Opornik o rezystancji R ='2000 i kondensator o pojemno

ści C = 6 /¿P włączono szeregowo no napięcie |ll| =» 110 V, f = 50 Hz. Do
brać bocznik do opornika R tak, aby przy zmianie częstotliwości na f1 =
=.60 Hz napięcie na kondensatorze nie uległo zmianie.

Zadanie 3.47. Cewka o parametrach L = 0,2 H, R^ = 1400 obciąża gene
rator sinusoidalny |U| = 10 », f'= 200 Hz. Jaki element bierny należy włą
czyć do obwodu cewki, aby przy zmianie częstotliwości na = 300 Hz war
tość skuteczna prądu cewki nie-zmieniła się?

tZadanie 3.48. Generator o
pulsacji a> - 314 rad obciążony

jest ośmiona połączonymi równole
gle dławikami, każdy o parame
trach Ld - 12 H, Rd - 500Q. Nale
ży dobrać kondensator o pojemno
ści C, który należy włączyć 
równolegle, aby skompensować moc 
bierną (rys. 3.48).

Zadanie 3.49. Odbiornik ma cha
rakter indukcyjny, coacp =» 0,7. Zmierzona omomierzem oporność czynna wyno
si 1422. Jaki kondensator należy dołączyć równolegle, aby współczynnik 
mocy wzrósł do wartości C0S?>iDą 13 0,8?

Rys. 3-48
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\ ! IZadanie 3-50. W układzie podanym na rysunku 3.50 obliczyć rozpływ prą
dów.
Dane: e1 = 10 \[2 sin 500t V, e? = 10 \[2 cos 500t V, e^= 20 ^2 sin 500 t V, 
L = 0,2 H, C = 10.10'6 P, R = 1002 .

1
f Zadanie 3.51. W układzie podanym na rysunku 3.51 obliczyć przebiegi 
czasowe prądu i oraz napięcia u.
Dane: 2e- = e0 = 20 ^2 sin 200t, E = 10 V, R = 100 2 , L = 0,1 H, C =
= 50.10“° P.

IZadanie 3.52. Dla obwodu przedstawionego na rys. 3.52 obliczyć prze
bieg czasowy napięcia u,,(t), gdy e(t) = \[£ |E|sina/t.
Dane: R1 = 100 2 , R2 =. 200 2 , L = 0,1 H, C = 1 [X?, co = 1000 rad/e ku u =■

- C Z Z h

(i)

Kuu lit

Ul(t)

Rys. 3.52

-----I P — 1-----

vji) = - ki*vi (Q) 7?/

Rys. 3.53

IZadanie 3.53. Obli
czyć przebieg napięcia 
v2(t) dla obwodu przed
stawionego na rys.3.53) 

Vj.fi; jeśli i3(t)=^2|Ig|sinot. 
Dane: R1=R2=1 k2,
-10/f, Cg-l/iP, kiu= 
=.10“J V/A, |Iql=100 mA, 
uj =» 1000 rad/s
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IZadanie 3.54. Rysunek 3.54 przedstawia schemat zastępczy generatora 
przebiegów sinusoidalnych. Wykazać, że niezerowe napięcia i prądy mogą 
istnieć w obwodzie tylko dla jednej szczególnej częstotliwości i znaleźć 
wartość kuu, dla której jest to możliwe.

-Im*

— CZD— — CZJ-----

d ) ~ )  c J L 3  c J r ~ )  c~y i 1

Rys. 3.54

IZadanie 3.55. Dla obwodu pokazanego no rys. 3.55 obliczyć wzmocnienie
napięciowe K(jcu) = a następnie przebieg czasowy napięcia uQ(t), gdy 
e(t) a |E | sincut.
Tranzystor jest opisany małosygnałowymi parametrami macierzy hybrydowej h 
o następujących wartościach: h ^  = 1500U , h.^ = 5.10"^, h21 = 50, h22 =
» 20^3. Pozostałe dane wynoszą: |E | = 10 mV, co = 100 rad/a =1.5 ku, 
R2 = 25 ku, R-j = 1 ku, R4 3 10 ku, C . 50 fiP.

Rys. 3.55

IZadanie 3.56. Obwód z rys. 3.55 obliczyć na m.c. za pomocą programu 
ACAU.

IZadanie 3.57. Dla obwodu pokazanego na rys. 3.57 określić przebieg na
pięcia u2(t), jeśli e(t) 3 10 sin 100t mV. Małosygnałowy schemat zaotęp- 
czy tranzystora przedstawia rys, 3.57.1.

1 ku, R1 3 60 ku, R2 = 75 ku,
160 fi¥.

Dane: k̂-j- 3 0,98, rfc 3 600 U 
R3 3 6,2 ku, R^ 3 2 ku, C., 3 12 fiP, C2

re = 23 U , Rg
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f ° r k” Ie ,
i K  =  i (---)----  (^)--- ■>

Rys. 3.57.1

Zadanie 3.58. Układ z rys. 3.58 przedstawia wzmacniacz z tranzystorem 
polowym. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u2(t), gdy (t)=10sin 108t mV 
Do obliczeń przyjąć schemat zastępczy tranzystora polowego przedstawiony 
na rys. 3.58.1.
Dane: R1 =. 1 k2, R2 =» 0,5 kSJ, = 10 pF, C2 = 1 pF, R = 0,1 Ufi, kjy= 0,1 mS.

utM

2 * 11̂ 4

u d .
31 U

— i ~
— o

W  @ )  = =C,

—
c c

o Z

Rys. 3.58.1
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IZadanle 3.59. Dla układu podanego na rys. 3.59 obliczyć przebieg na
pięcia u2 (t), gdy u1 (t) = 10sin 100t mV. Tranzystory są jednakowe, ich 
własności są scharakteryzowane parametrami macierzy admitancyjnej ^ w7- 
nosząr y-)-] =• 0,67 mS, y21 = 1 5  mS, y1 2 = 722 “ °*
Danej R̂  = 50 ka, R2 <* 5 ka,- R^ = 2 ka, R^ = 1 ka, C1 =« 50 /4F, C2 = 5

( h

— 4  i J5J
w. it— >

'o'©

u, (i)
Uz[i) <h ==6, |V

/ /

Rys. 3.59

IZadonie 3.60. Obwód z rys. 3.59 obliczyć na m.c. za pomocą programu 
A.CAH [24]

IZadanie 3.61. Obliczyć przebieg napięcia u2(t) w obwodzie przedstawio
nym na rys. 3.61, gdy e(t) = 10sin 100t mV. Parametry macierzy admitan
cyjnej tranzystora wynosząt y11 = 0,5 mS, y21 =15 mS, y12 = y22 = 0. 
Dane: R1 = 25 ka, R2 = 430 Q , 0  = 5 ,WP.

B-# ©

) 4 r — K  %D
ett)

U z (i)

Rys. 3.61 Rys. 3.62

Zadanie 3.62. Obliczyć przebieg napięcia u2(t) w obwodzie przedstawio
nym na rys. 3.62, jeśli u1 (t) » 10sin 100t mV. Parametry macierzy admi- 
tancyjnej tranzystora wynosząt y ^  = 0,5 mS, y21 = 15 mS, y12 = y22 = 0. 
Danej R = 0,1 MQ, R2 = 82 kQ, R-j = 4,7 ka, C-j = 5 .̂ P, C2 = 1 ̂ P.

Zadanie 3.63. Dla obwodu przedstawionego na rys. 3.63 obliczyć prze
bieg czadowy napięcia u2 (t), gdy u1 (t) = 10ain 100t mV. Parametry macie
rzy hybrydowej tranzystora wynosząi h ^  = 1,5 ka, h12 = 5.10” ,̂ h21 = 50,
h 2 2 " 20 <US*
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Dane: =» 1 ko, Rg “ 14*4 ko, Rj ° 400 0 , R^ = 500 , = 5 fi$, Cg
a 50 ̂ R .

r ' 0- 
Zadanie 3.64. Określić impedancję wejściową Z =» ^  dla obwodu przed

stawionego na rys. 3.64. 1
Zadanie 3.65. Wykazać, że dla obwodu z rys. 3*64 impedancja wejściowa

rj 4 DCJLZ .=» 0 -----H--.
"e 1 - co*LC

uiIZadanie 3.66. Określić impedancje wejściową Zne a dla obwodu przed
stawionego na rys. 3.66. 1

*« -i.

Rys. 3.66

©  c 4 =  ©  =j=C

Rys. 3.67 Rys. 3.67.1
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Zadanie 3.67. Obliczyć wartości indukcyjności L1, dla której obwód z 
rys. 3.67 jest równoważny obwodowi z rys. .3.67.1.
Banet 1 = 0,1 H, C » 10 uf, w  = I00rad/s n a 2 .

u .
iZadanie 3.68. Określić impedancję wejściową Z^g = j- dla obwodu z rys. 

3.66, w przypadku gdy n - <=» . 1
Danej 1 a 0,1 H, C > 10 mF, co a 100 rad/s

IZadanie 3.69. Określić macierz admitancyjną Y i impedancyjną Z czwór- 
nika przedstawionego na rys. 3.69 oraz macierze admitancyjne czwórników 
przedstawionych, na rys. 3.69.1 i 3.69.2.

IZadanie 3.70. '.łykazać, że czwórniki przedstawione na rys. 3.70 i rys. 
3.70.1 są równoważne.

Rys. 3.69 Rys. 3.69.1

Rys. 3.69.2

Z Za Z
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Rys. 3.70.1

IZadanie 3.71. Podać warunek, jaki muszą spełniać impedancje Zg i Ẑ , 
aby w obwodzie przedstawionym na rys. 3.71 Zng =* R. Czwórnik z rys. 3.71.1 
przedstawić w postaci rónoważnego trójnika.

Rys. 3.71

Rys. 3.71.1
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Zadanie 3.72. Dla czwórników pokazanych na rys. 3.72 i rys. 3.72.1 o-
kreślić odpowiednio: 

X20  Y.21
b) Z21

E„=0
E2
^7 i„=o

Ii h

t*

Ry3. 3.72

h

Za Zt.

¡■z

I
t a

Rys. 3.72.1

IZadanie 3.73. Określić dla jakich wartości rezystorów Rg i R^ czwórnik 
z rys. 3.73 będzie równoważny czwórnikowi z rys. 3.73.1. Podać warunek ja
ki muszą spełniać wartości rezystorów R1 i Rg, aby czwórniki te mogły być 
równoważne. W obliczeniach przyjąć schemat zastępczy wzmacniacza operacyj
nego taki jak na rys. 3.73.2.

Ra

4 J C =

Rys. 3.73

Ilu I
kuu Um

Rys. 3.73.2
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IZadanie 3.74. Określić macierz admitancyjną Y czwórnika przedstawione
go na rys. 3.74. Wzmacniacze operacyjne są wzmacniaczami idealnymi o wzmoc
nieniu napięciowym nieskończenie wielkim, nieskończenie wielkiej impedan- 
cji wejściowej i impedancji wyjściowej rćwnej zero. Jaki czwórnik jest 
równoważny czwórnikowi z rys. 3.74?

Rys. 3.75
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Zadanie 3*75« Określić impedancję wejściową Zw0 dwójnika przedstawio
nego na rys. 3.75. Wzmacniacze operacyjne są wzmacniaczami idealnymi 
(patrz zadanie 3.74). Jaki element bierny jest równoważny dwójnikowi z
rys. 3.75, w przypadku gdy: Z2 » 1 R?

Zadanie 3.76. Określió częstotliwość rezonansową t obwodu złożonego z
cewki o indukcyjności L = 1,2 H oraz oporności uzwojeń R^ = 
nolegle dołączonego kondensatora o pojemności C ■» 25.10“ P 
ponadto obliczyć wskazania amperomierza, Jeżeli amplituda 
napięcia wynosi 30 V dla częstotliwości a) f n 50 Hz, b) f =

130Q i rów- 
(rys. 3.76); 
przyłożonego

R, x t

Rys. 3.77

i

Zadanie 3.77. W obwodzie podanym na rys. 3.77 przyjmując za wielkości 
znane wartości R^, Xg, Rg określić wartości reaktancji Z^, dla której wy
stąpi rezonans.

Zadanie 3.7B. Układ podany na rys. 3.78 zasilany jest przez SFU I o 
częstotliwości 50 Hz. Na podstawie pomiarów ustalono, że wartości skutecz
ne napięć |UjJ « 2,2 V, |UC| ■ 6,2 V, prądu |j| =■ 4-0 mA., moc czynna wyda
wana przez źródło P = 55 mW. Obliozyć parametry obwodu.

ILc
IU

Rys. 3.78

J  IZadanie 3.79. W układzie podanym na rys. 3.79 obliczyć: 1) przebiegi
czasowe prądu i oraz napięcia u, 2) moc czynną i pozorną wydawaną przez 
źródło.
Dane: e = 100 ^2 sin 1000t V, R ■» 100 3 , 1 = 0,2 H, C =» 5.10“6 P.
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iHZadanie 3.80. Dla obwodu podanego na rys. 3.80 obliczyć: 1) częstotli
wość, dla której wystąpi rezonans, 2) wskazania przyrządów przy rezonan
sie.
Dane: u = 22 '/¥ sintot V, R1 =» 95Q , R2 = 100 a , L =» 100 mH, C=>20.10"6 F.

O

Zadanie 3.81. W układzie podanym na rys. 3.81 obliczyć przebieg czaso
wy napięcia u1.
Dane:^ =i 20 \2 sin 1000t .V, L = 10 mH, C => 50.10“  ̂P, R a 20q .
V/ '■ IZadanie 3.82. układzie* podanym na rys. 3.82 dobrać wartość pojemno
ści tak, aby^wartość skuteczna prądu wskazywanego przez amperomierz 
była największa; ile ona wynosi?
Dane: e1 =• 2,2 ^2 sin 314t V, e2 = 2,2 V2 cos 314t V, R2 =. lOOp ,
=* 0,3 H, C =» 20 ̂ P.

■ ó * Ó

RyB. 3.82 Rys. 3.83

\i Zadanie 3.83. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u na kondensatorze C 
w układzie na rys. 3.83.
Dane: e =. 50 fś sin 1000t V, R =» 100D , L =. 0,1 H, C = 20.10“6 P.
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Zadanie 3.84. W układzie podanym na rys. 3.84 obliczyć wskazanie ampe
romierza, jeżeli fazy początkowe SEM ê  i e2 są równe, a wartości skutecz
ne [E^ - 220 V, |E2| - 70,5 V, &  = 50o , R » 100Q, L - 0,1 H,

Z±zC

Rys. 3.85

Zadanie 3.85. Obwód na rys. 3.85 jest zasilany napięciem sinusoidalnym 
o częstotliwości rezonansowej układu. Podać procentową zmianę prądu po
bieranego przez obwód z generatora przy zmniejszeniu częstotliwości o 10%. 
Danei L - 0,3 H, R^ - 8002 , C - 0,1 ^F.

Zadanie 3.86. Dla układu przedstawionego na rys. 3.86 znaleźć częstot
liwość rezonansową fQ i dobroć obwodu Q.
Dane: C - 80 pF, L - 1,2 mH, R =« 40 2 .

Ru R
c u -

0 C T

Rys. 3.87

Zadanie 3.87. Dany jest (rys. 3.87) obwód rezonansowy szeregowy i źró
dło sygnału. Obliczyć dobroć układu i szerokość pasma przepuszczania (fcrzy- 
decybelowego) dla dwóch przypadków: a) Rw - 0, b) Rw - 600 Q .
Dane: R - 300 2 , L - 4,5 mH, C =• 200 pF.

IZadanie 3.88. Dla transformatora powietrznego obciążonego zmienną po
jemnością (rye. 3.88) sporządzić wykres zależności reaktancji wejściowej 
od wartości pojemności - f(C).
Podać wartości liczbowe pojemności, dla których wystąpią rezonanse przyj
mując L1 - 2 H, lig - 1,5 H, k - 0,4, f - 50 Hz.
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La

Rys. 3.89

Zadanie 3.89. Obliczyć częstotliwość rezonansową dwójnika przedstawio
nego na rys. 3.89.
Dane: =« 20 mH, Lg = 50 mH, M = 10 mK, C a 120 pF.

Zadanie 3.90. Autotransformator obniżający napięcia obciążono pojemno
ścią (rys. 3.90). Podać warunek na to, by z sieci nie był pobierany prąd.

Rys. 3.90

IZadanie 3.91. Sporządzić wykres topograficzny napięć dla układu z rys. 
3.91 i odczytać z niego wskazania woltomierzy.
Dane: |U | =. 220 V, R = XL = Xq = 200 Q .

Zadanie 3.92. V/ układzie podanym na rys. 3.92 na podstawie wykresu to
pograficznego znaleźć napięcie |U0 | .
Dane: |U1 | ■ 24 V, =■ R = 20 Si •

I I

U,

R
- O

R
-cz>

R<

Rys. 3.32 Rys. 3.93
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Zadanie 3.93« Sporządzić wykres topograficzny prądów w układzie przed
stawionym na rys. 3.93.
Dane: |l| =» 1 mA, = R 2 = 2jj = Xc =i1 ka.

Zadanie 3.94. Dobrać tak wartość oporu R2 i reaktancji ^  (rysunek 
3.94), aby napięcie U2 miało tę samą amplitudę co napięcie U1 i było prze
sunięte w fazie o 45°.
Dane: |U11 = 120 V, R1 = 1 kfl, Ij » 1 ka.
Skorzystać z wykresu topograficznego.

Rys. 3.94 Rys. 3.95

' IZadanie 3.95^ Zakłada się, że siła prądomotoryczna ix w układzie poka
zanym na rys. 3.95 nie wydaje mocy. Dodać jej przebieg czasowy.
Dane: u => 24 sin 250t V, ^  300 a , Xq = 500 a , R = 750 a .

Zadanie 3.96. Dobrać tok wartość siły elektromotorycznej e (rysunek
3.96), aby w przekątnej mostka prąd nie płynął.
Dane: i = 3 ^2 sin 314t mA., R = 3Cg =■ Xę =» 1003 .
Sporządzić wykresy topograficzne.

Rys. 3.96

IZadanie 3.97. Sporządzić wykres topograficzny napięć i prądów dla ukła
du przedstawionego na rys. 3*97.
Danei |e| =» 1 V, O, => =» u C 2 = uCj = 10-4 S, =■ 500 S, Gg = 0,006 S.
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IZadanle 3.98. Obliczyć przebieg czasowy napięcia zasilania e oraz war
tość indukcyjności wzajemnej U transformatora powietrznego pokazanego na 
rys. 3.93.
Dane; R = 50 2 , C = 40 = 1 2 = 0 , 1  H, co " 500 raĉ  , a przyrządy wska
zują odpowiednio 2A i 70,7 V.
Skorzystać z wykresu topograficznego.

IZadanie 3.99. Przy nieobciążonym wyjściu autotransformatora (rys.3.99) 
woltomierz wskazał 400 V. Jakie będzie wskazanie przy obciążeniu RQ = 100 i! ? 
Sporządzić wykres topograficzny prądów i napięć.
Dane: U = 200 V, X, = 502 , 3^ = 100 2 .

Zadanie 3.100. Obliczyć moc czynną przekazywaną w transformatorze po
wietrznym (rys.3.100) z uzwojenia pierwszego do drugiego oraz moc wydzie
laną na oporniku R.
Sporządzić wykres topograficzny prądów i napięć.

Rys. 3.98 Rys. 3.99

F

Rys. 3.100 RyB. 3.101

Zadanie 3.101. Obliczyć i narysować charakterystykę wyjściową t^filg) 
transformatora obciążonego oporowo (rys. 3.101) dla następujących danych; 
^  = 110 V, Ł, n 40 2 , 3^ = 20 2 , 3^ = 20 2 .
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Zadanie 3.102. W układzie podanym na rys. 3.102 dobrać tak wartość Xę, 
aby na oporniku R była wydzielana maksymalna moc.
Sporządzić wykres topograficzny.
Dane: U =• 100 V, X, = 1 0  2, ¡Cj = 202 , Xy = 122 , R = 202 .

Rys. 3.102 Rys. 3.103

Zadanie 3.103. Obliczyć pulsację rezonansową układu podanego na rys. 
3.103 oraz sporządzić wykres topograficzny napięć.
Dane: U = 100 V, R = 200 2 , L., » 2 H, l2 » 3 E, 1I*1,5H, C = 50 ̂ F.

IZadanie 3.104. Celem uzyskania napięcia przesuniętego w fazie w sto
sunku do napięcia Uwe zastosowano układ mostkowy pokazany na rys. 3.104. 
Podać warunek na R1 i R£, aby amplituda nie zmieniała się przy zmia
nach fazy.

Rys. 3.104 Rys. 3.105

IZadanie 3.105. W układzie na rys. 3.105 opór R1 zmienia się od 0 do = ,  
a pozostałe parametry obwodu wynoszą: R^ = 500 2 f C = 5 fJ-R, E = 24 V, f = 
= 50 Hz. Znaleźć miejsce geometryczne końców wektora prądu źródła i zbu
dować wykres mocy czynnej wydawanej przez źródło w zależności od prądu.

IZadanie 3.106. Znaleźć miejsce geometrycz- 
r ^ ne końców wektora prądu X przy zmianach rezy-

/ o L stancji R = 0 f «=> (rys. 3.106), U = 1 V,
1 = 1 H, C = 1 fiR, co = 500 .U

Rys. 3.106



- 73 -

Zadanie 3.107. Sporządzić wykres kołowy zmian prądu I (rys.3.107). Od
czytać z niego wartość prądu, przy której przesunięcie fazowe między na
pięciem zasilania i napięciem na cewce wyniesie 60°. Dla jakiej wartości 
L to wystąpi?
Dane: U = 220 T, f = 50 Hz, R = 50 2, L zmienia się od 0 do co.

F

Rys. 3.108

Zadanie 3.108. Częstotliwość źródła napięcia U zmienia się od 50 do 
5000 Hz, a pozostałe parametry obwodu (rys. 3.108) są stałe; U = 24 V,
R o 100 2 , C » 1 fiP. Sporządzić wykres kołowy zmian prądu w obwodzie i 
skorzystać z niego przy obliczaniu maksymalnej mocy biernej pobieranej ze 
źródła. Dla jakiej częstotliwości to wystąpi?

Zadanie 3.109. Wartość oporu w układzie no rys. 3.109 zmienia się od 5 
do 1502 , U ■ 120 V, f = 50 Hz, 1 - 1 0  mH. Sporządzić wykres kołowy zmian 
napięcia i prądu w obwodzie i skorzystać z niego przy wykreśleniu krzywej 
mocy wydawanej ze źródła w zależności od prądu, P = f(il|).

Zadanie 3.110. Odbiornik o zmiennej reaktancji XQ (rys. 3.110) jest za
silany ze źródła napięcia sinusoidalnego E = 220 V poprzez linię, którą 
można zastąpić parametrami skupionymi R^ = 52 , = 32 , znaleźć miejsce
geometryczne końców wektora prądu odbiornika i zbudować wykres zmian mocy 
biernej dostarczonej do odbiornika w zależności od prądu P-̂  = f(|l|), je
żeli XQ zmienia się od 5 do 30 2 .
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[Zadanie 3.111. Idealna SPU jest obciążona indukcyjnością i zmiennym o- 
porem (rys. 3.111). Znaleźć miejsce geometryczne końców wektora napięcia U. 
Dane: 1 = 3 mA, f = 400 Hz, L = 30 mH, R = 0 j- => .

I (ff U
V  W o

Rys. 3.111

*1

Pr

Rys. 3.112

Zadanie 3.112. Transformator powietrzny, którego Bchemat zastępczy po
kazano os rys. 3.112 obciążony jest zmiennym oporem R. Zbudować wykres ko
łowy końców wektora prądu źródła i skorzystać z niego przy obliczaniu ma
ksymalnej mocy traconej na oporniku R.
Dane: U = 10 V, X, = = 2 2 , X3 = 1 0 2 , R  = 0 - 1 0 0  2.

IZadanie 3.113. Pojemność C w układzie na rys. 3.113 może zmieniać się 
w granicach 0 f oo. Sporządzić wykres kołowy zmian napięcia UD i skorzy
stać z niego przy obliczeniu wartości C, dla której amplituda Up będzie 
największa.
Dane: U = 40 V, cu = 104 rad/s R., = R2 = 1002 , L = 10 mH.

a „ n

Rys. 3.114 Rys. 3.115

Zadanie 3.114. Znaleźć miejBce geometryczne końców wektora napięcia na 
SPIJ przy zmianach resktancji pojemnościowoj Xę. Odczytać z wykresu napię
cia na SPM przy rezonansach.
Dane: I = 1 mA, R » 2 0 q , X l = 8 2.

Zadanie 3.115. Sporządzić wykres kołowy zmian prądu I przy zmianach 
reakt8ncji od O doco, Korzystając z wykresu podać warunek na to, by 
przy zmianach można było uzyskać przesunięcie fazowe między prądami I 
oraz 1^ większe od 90°.
Dane: U = 24 V, = 102, R = 102.
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IZadanle 3,116. liostek prądu zmiennego (rys. 
3.116) służy do pomiaru nieznanej impedancji
0 parametrach Rx, Proces równoważenia jest 
prowadzony poprzez zmianę nastawialnej induk- 
cyjności oraz regulację opornika R^. Za
kładając ustalone wartości Rx, 1^, R2 i R^ 
odwzorować na płaszczyźnie zespolonej zmiany 
napięcia podczas procesu równoważenia most
ka.

Zadanie 3.117. Dla mostka z poprzedniego 
zadania odwzorować na płaszczyźnie zespolonej 
proces równoważenia podczas zmian rezystancji
r 3 i r 4.

IZadanle 3.118. Dla określenia pojemności C
1 kąta stratności kondensatora zastosowano u- 
kład mostkowy z regulowanymi wartościami opo
ru (rys. 3.118). Przy ustalonym R^ tak dobra
no wartości oporów R̂  i R^, że woltomierz wska- 
żał minimalną wartość napięcia przekątnej most
ka. Korzystając z wykresów topograficznych ob
liczyć Cx oraz .
Dane: U = 110 V, f = 50 Hz, Ubd = 44,7 V, R1 = 
= 1622, R2 = 500 2 , R^ = 800 2 .

IZadanie 3.119. Dla dwójnika podanego na rys. 3.119 znaleźć miejsce geo
metryczne końców wektora Z oraz 7 przy zmianach częstotliwości 0 -r m  .

Rys. 3.118

n
- c z >

L_rvorv-

Rys. 3.119 Ry3. 3.120

Zadanie 3.120. Dla układu z rys. 3.120 znaleźć miejsce 
końców wektora Z i 7 w całym przedziale częstotliwości.

geometryczne

IZadanie 3.121 . 'H układzie podanym na 
rys. 3.121 rezystancja R2 może być zmie
niana w granicach 0-20 k2. Określić miej
sce geometryczne końców wektora U2, gdzie 
U2 jest napięciem na wyjściu odwracającym 
idealnego wzmacniacza operacyjnego*
Dane: |U-| = 1 7, R.j = 10 ko, 0 = 1 juP, 
u  s 100 £|1.

Rys. 3.121
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IZadanie 3.122. Dla czwórnika z rys. 3.122 wyznaczyć charakterystykę 
amplitudowo-fazową K(jn>) =

Zadanie 3.123. Wyznaczyć charakterystykę amplitudowo-fazową K(j<Ł<) = 
= u~y y  y dla czwćrnika podanego na rys. 3.123.

7?
■ O

u,
r
L

Rys. 3.122

7?-cz>
Uz

Rys. 3.123

Zadanie 3.124. Wyznaczyć charakterystykę amplitudowo-fazową Kljcu) =
UTUćDJ

w układzie jt rys. 3.124. Założyć idealny wzmacniacz operacyjny.= TT^FJ
Dane: R1 = R2 ■» 10 ko, C = 1 /XS.

IZadanie 3.125. Określić charakterystykę amplitudowo-fazową K(j cu) = 
U?0 /

= U dla czwórnika przedstawionego na rys. 3.125.
Dane: R = 1 ko, 0 = 1 ¡jlS.

Rys. 3.125 Rys. 3.126

IZadanle 3.126. Dla obwodu przedstawionego na rys. 3.126 obliczyć fun- 
l (jco)

keję obwodową H(jcu) » j* Narysować wykres |H(jco)| i -$H(jw) dla

c o e  [2,5; 20] 103 -Ł^-,
Dano:
a) Ii =» 1 mH, C ■» 10 R = 200 ,
b) L = 1 mH, C - 10 /:P, R = 100 0 .
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IZadanie 3.127. Na rys. 3.127 jest przedstawiona krzywa 
szeregowego układu RLC. Obliczyć wartości RQ, LQ i C

rezonansowa

Rys. 3.127



R o z d z i a ł  4

4. STANY NIEUSTALONE W OBWODACH Z SINUSOIDALNYM WYMUSZENIEM

U

Rys. 4.1

I Zadania 4.1. Dla obwodu z rys. 4.1 obliczyć metoda klasyczną i naryso
wać przebiegi czasowe napięcia u(t) oraz prądu i(t) po zamknięciu klucza

w chwili t » 0.
Dane: e(t) = 10 \[2 ain 1000t V, R - 1 k!!, C =
= 1 JL P.
| Zadanie 4.2. Dla obwodu z rys. 4.1 obliczyć 

metoda operatorowo-aymboliczną przebiegi cza
sowe napięcia u(t) oraz prądu i(t) po zamknię
ciu klucza w chwili t = 0.
Dane: eU) =» 10 ^2 sin 1000t V, R » 1 kc, C =
» 1 jłF.

I Zadanie 4.3. Dla obwodu z rys. 4.1 obliczyć
metoda dwćch przeciwnych stanów ustalonych przebiegi czasowe napięcia ult)
oraz prądu i(t) P° zamknięciu klucza w chwili t » 0.
Dane: e(t) » 10 ^2 sin 1000t V, R = 1 k!2, C => 1 /¿F.

1 Zadanie 4.4. Dla obwodu z rys. 4.1 obliczyć metoda całki superpozycy.i-
ne.1 przebiegi czasowe napięcia u(t) oraz prądu i(t) po zamknięciu klucza
w chwili t = 0.
Dane: e(t) » 10 \f2 sin 1000t T, R » 1 ks, 0 » 1 j u r .

ę I Zadanie 4.5. Dla obwodu z rys. 4.5 ob
liczyć i narysować przebieg czasowy na
pięcia Uj(t). Trójbiegunnik wykorzystany
w obwodzie przedstawia rys. 4.5.1.

e(t) =»10 N/F ain lOOOt 1<t) V,
3

«3

Dane: 
R, = f 1 ki!, 1 ŁUU

------------- i I-----------------"i o-- U X .
J > —o 3 =  u< 2 o ( I j KuuŁ/ «3

1 o--
. . I  • . <

Rys. 4.5.1
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I Zadanie 4.6. W układzie podanym na rysunku 4.6 w chwili t = 0 zamknię
to klucz. Obliczyć przebiegi czasowe prądu i(t) oraz napięcia u(t). Dla 
jakiej wartości fazy początkowej składowa przejściowa będzie najwię
ksza, a dla jakiej yi, nie wystąpi? Dla pierwszego wypadku sporządzić wy
kresy przebiegów czasowych prądu i(t) oraz napięcia u(t).
Danet eU) =» 10 \[i sin (500t + y>) V, R =. 400 fi , R^ = 100 fi , L = 0,5 H.

Zadanie 4.7. W obwodzie jak na rys. 4.7 obliczyć, dla jakiej fazy włą
czenia SFM Ht), przebieg czasowy i1 (t) posiada największą składową przej
ściową. Obliczyć i^(t) i podać po ilu okresach SPM i(t) można przyjąć, że 
składowa przejściowa jest równa zero (jest mniejsza od 1% wartości począt
kowej ).
Danet i(t) a 0,5 \[Ź cos lOOOt A, R * 20 fi , L = 0,2 H.
I Zadanie 4.8. \1 obwodzie przedstawionym na rys. 4.8 obliczyć przebiegi 

czasowe prądu i(t) oraz napięcia u(t) po zamknięciu klucza w chwili, gdy 
prąd płynący w obwodzie osiągnął wartość największą. Dla jakiej fazy po
czątkowej SEii e(t), w chwili zamknięcia klucza, składowa przejściowo jedt 
największa? Czy składowa przejściowa może być równa zero?
Danet e(t) » 10 ^  sin 1500Ł + y>) V, R = 100;; , L = 0,4 H.

Rys. 4.6 Rys. 4.7

Rys..4.8 Rys. 4-9

Zadanie 4.ft. W obwodzie z rys. 4.9 obliczyć przebiegi czasowe prądu 
i(t) oraz napięcia u(t) po otwarciu klucza, jeżeli otwarcie klucza nastą-
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piło, w chwili gdy napięcie na pojemności osiągnęło wartość naj
większą.
Dane: e(t) = 15 ^2 cos 1000t V, R - 1 kfi, C =» 1 //F.

I Zadanie 4.10. Obliczyć przebiegi czasowe prądu i(t) oraz napięcia u(t) 
w obwodzie z rys. 4.10 po skokowej zmianie pulsacji SEH e(t), z W| na Wg* 
w chwili gdy prąd płynący w obwodzie osiągnął wartość maksymalną.
Dane: e(t) = 20 ^2 sin (<̂ t + >'),V, R « 500fi , L » 0,2 H,

5000 rad
s

2000 s

©

Rys. 4.11

Rl

Zadanie 4.11. Dla obwodu z rys. 4.11 obliczyć przebieg czasowy napię
cia na zaciskach woltomierza o rezystancji wewnętrznej Ry po odłączeniu 
zasilania. Obliczenia przeprowadzić dla najniekorzystniejszej fazy odłą
czenia przyjmując e(t) « 20 \̂2 sin (lOOOt + y) V, R ■ 200 fi , L » 0,5 H, 
RL - 50 fi , Ry - 100 kfi.

I Zadanie 4.12. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u(t) po dołączeniu w 
chwili t a 0 do obwodu zasilanego stałą SEH E sinusoidalnej SEH e(t) (rys. 
4.12).
Dane: e(t) - 10 \(2 sin 500t V, E - 10 V, R » 100 fi, L =» 0,2 H.

( T ) e u

7?

R

\L

Rys. 4.12 Rys. 4.13

Zadanie -4l13. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u(t) po załączeniu w 
chwili t » 0 stałej SBM E do obwodu z sinusoidalną SEM e(t) (rys. 4.13). 
Dane: e(t) - 10 y[2 sin 500t T, i ■ 10 7, R ■ 1 kfi, C ■ 2 fiF.
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| Zadanie 4.14. Obliczyć przebiegi 
czasowe prądu i(t) oraz napięcia u(t) 
po załączeniu w chwili t - 0 SBM e2(t) 
do obwodu z rys. 4.14.
Danet e1 (t) - 10 i/i~ sin 1000t V, e2lt) =
- 10 V2 cos lOOOt V, R - 100 0 , L -
- 0,1 H.

I Zadanie 4.15. Obliczyć metoda kla
syczną przebieg czasowy napięcia u(t) 
dla obwodu z rys. 4.15.
Danet e(t) - 1sin 2t 1 (t) V, i(O-) o
» 1 T, R » 1,52, L . 0 . 5 H ,  C » 1 fX9.

I Zadanie 4.16. Dla obwodu z rys. 4.15 ob
liczyć metoda dwóch przeciwnych stanów usta
lonych przebieg czasowy prądu i(t). Oblicze
nia wykonać dla S = 320 0 , 400 0 , 480 0 .
Dane: e(t) = 10 i/jf sin (lOOOt - 0,46) 1 (t) V, 
L - 40 mH, C - 1 jj?.

I Zadanie 4.17. Dla obwodu z rys. 4.15 obliczyć przebieg czasowy prądu 
i(t) dla pulsacji rezonansowej cu. Obliczenia wykonać dla R- 3200 , 4000, 
480 0 .
Danet e(t) = 10 \[Ź sin w t 1 (t) V, 1* “ 40 *H, C « 1

Zadanie 4.18. Obliczyć przebieg czasowy prądu i(t) w obwodzie z rys.
4.18 po zamknięciu klucza w chwili t ■ 0.
Danet e(t) - 10 \[z sin (l04t + 2,36) V, R - 1000 , L - 20 mH, 0 = 1 ju.?.

7?cz>
UL

Rys. 4.15

* 1 5 — c— 1— i

ó
1

Rys. 4.18

c2

3 
U3

lZadanie 4.19. Dla obwodu z ryB. 4.19 obliczyć przebieg czasowy napię
cia u^it). Trójbiegunnik wykorzystany w obwodzie przedstawia rys. 4.5.1. 
Danet e(t) - 10 l/i sin 5000t t(t) V, R., - 2 ko , Rg = 1 ko, C1 -0,2 /¿P,
C2 » kUU
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5. ZADANIA ROŻNE

i Zadania 5.1. Dla obwodu z rys. 5.1 obliczyć i narysować przebiegi cza
sowe prądów i1 (t) oraz ijlt) po zamknięciu klucza w chwili t =< 0.
Dane: E = 5 V, R1 = U2 = 1 kfi, L, 3 1 H, 12 3 5 H, M = 2 H.

Rys. 5.1

Zadanie 5.2. Dla obwodu z rys. 5.2 obliczyć przebieg czasowy napięcia 
u(t) po zamknięciu klucza w chwili t = 0.
Dane: E a 10 V, R = 1 k!!, =» Lg 3 M = 2 H, C =» 10 ̂ F.

I Zadanie 5.3. Dla obwodu z rys. 5.3 obliczyć przebieg czasowy prądu 
ijlt) po rozwarciu klucza w chwili t = 0.
Dane: E = 10 V, R =» 1 k£2, = Lj 3 L =■ 4- H, a) M 3 \ j Lg, b) M=0,5 Lg.

{ R

Rys. 5.3 Rys. 5.4

Zadanie 5.4. Dla obwodu z rys. 5.4 obliczyć przebiegi czasowe prądów 
ii (t) oraz ig(t) po zwarciu, a następnie po rozwarciu klucza. Przed prze
łączeniem klucza Jest 3tan ustalony.
Dane: E = 20 V, R « 1 kD, L, - 5 H, lj » 0,01 H, k 3 0,5.
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| Zadanie 5.5. Dla obwodu z rys. 5.5 obliczyć przebieg czasowy prądu i(t) 
:o przełączeniu klucza z pozycji 1 na pozycję 2. Przełączenie klucza na
stąpiło, w chwili gdy napięcie uc miało największą wartość.
Dane: e(t) = 50 ^2 sin 1000t V, R = X =» 100 C , L - 0,08 H.

)  q [ r
Uc

Rys. 5.5

po załączeniu wZadanie 5.6. Obliczyć przebieg czasowy napięcia u(t) 
chwili t = 0 stałej SEH E do obwodu jak na rys. 5.6.
Dane: e(t) = 10 '{i sin 1000t V, B » 10 T, R » 2RL » 100 fl , L =» 0,1 H.

Wskazówka: zastosować zasadę superpozycji.
I Zadanie 5.7. W obwodzie z rys. 5.7 do

brać wartość pojemności C tak, aby czę
stotliwość rezonansowa obwodu była równa 
częstotliwości źródła zasilania e(t) oraz 
obliczyć przebieg czasowy napięcia u(t) 
po zamknięciu klucza w chwili t =■ 0.
Dane: e(t) =. 5 ^2 sin 104t V, R = 100 a ,

50Q , L - 10 mH.Rys. 5.7 R.

I Zadanie 5.8. Woltomierz wartości skutecznej podłączono do obwodu jak 
na rys. 5.8a i b, w celu zmierzenia napięcia na rezystancji R. Obliczyć 
wskazania woltomierza wiedząc, że B m 0,01 sin 3,14.10^t T 
utworzona przez przewody doprowadzające woltomierza S a 0,2 nc Irys 
obwód z rezystancją R jest zasilany napięciem sinusoidalnym o częstotli-

powierzchnia 
2 / 5.8),
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wości f = 5 kHz, I = 0,1 A, R a  500 ii . SEU indukowana wewnątrz obwodu jest 
pomijalnie mała.

Zadanie 5.9« Sieć złożoną z odcinków przewodu o długości a i rezystan
cji R każdy, połączono jak na rys. 5.9 i umieszczono w jednorodnym-polu 
magnetycznym w płaszczyźnie prostopadłej do linii indukcji. Obliczyć prze
biegi czasowe prądów i^lt) oraz ig(t), jeżeli B = 0,02 sin 5.10^t T, a = 
a 10 cm, R » 2 « .

Rys. 5.9 Rys. 5.10

I Zadanie 5.10. Uzwojenie pierwotne transformatora nawiniętego na toro- 
idalnym rdzeniu jeat załączane na źródło napięcia stałego jak na rys. 5.10. 
Obliczyć przebieg czasowy napięcia Uglt) indukowanego w uzwojeniu wtórnym. 
Pominąć rozproszenie.
Dane: a » 6 cm, b » 3,5 cm, » 800, ẑ  = 1200, Zg a 500, R1 =■ 8C S , Rg =
a .25« , E a 24 V, Rb a 10 Q .

Zadanie 5.11. Obwód z dławikiem jak na rys. 5.11 Jest odłączany od 
źródła napięcia stałego. Obliczyć przebieg czasowy napięcia n^lt) na u- 
zwojeniu dławika zakładając, że w zakresie zmian prądu przenikalność ma
gnetyczna rdzenia jest stała.
Dano: 1^ = 28 cm, a 3 1 mm, z =» 400, S 3 8 cm^, R^ 3 40« , ^1 = 200 u ,
Rw = 5« , E 3 60 7, fi = 400.
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I Zada tli e 5.12. Cewka w kształcie kwadratu o boku a obraca się wokół osi
A-A z częstotliwością f w polu magnetycznym o indukcji B. Obliczyć wska
zania woltomierza wartości skutecznej po dołączeniu do zacisków cewki ob
ciążenia rezyatancyjno-indukcyjnego jak na rys. 5*12. Pominąć oddziaływa
nie pola cewki.
Dane: a = 10 cm, f - 100 Hz, z = 300, Lc => 10 mH, Rc = 20'.! , L = 30 mit,
R = 50 11 , B = 0,1 T.

L 0 J

■ Lc

Rys. 5.12 Rys. 5.13

Zadanie 5.13. Zwój w kształcie okręgu obraca się wokół osi A-A z pręd
kością kątową 2oj w zmiennym polu magnetycznym jak na ry3. 5.13. Obliczyć 
przebieg czaBowy prądu i(t) płynącego przez kondensator podłączony do koń
ców zwoju. Rezystancję i indukcyjność zwoju pominąć.
Dane! B = 0, 2 sinwt T, co = 314 rad  ̂r = 5 cm, 0 = 2 fjti?.

| Zadanie 5.14. Określić impulsową funk
cję przejścia H(s) obwodu mając dane prze
biegi czasowe sygnałów na wejściu obwodu 
f1(t) i na wyjściu fgit) w postaci 
fl (t)=l1 (t) +31 (t-t) +21 (t-2x) +51 (t-3t) , 
f2 (t)-t1 (t)+4 {t-x) 1 (t-x) +3 (t-2x) 1 (t-2t) +

+ 6(t —3x) 1{t—3x) .

| Zadanie 5.15. Dane aą przebiegi czasowe 
sygnałów ca wejściu obwodu (t) i na wyj
ściu f2 (t) jak na rys. 5.15. Obliczyć prze
bieg czasowy impulsowej odpowiedzi h(t) 
obwodu.
Dane: fx (t)«l0t1<t)-10(t-1)1 (t-1)

(t - l)̂f2 (t)«— 1<t)-2- —z 2 2 1 (t-1)+ (t - 2) 1 (t—2)
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Zadanie 5.16. Mając dane przebiegi czasowe sygnałów na wejściu obwodu 
f.j (t) z rys. 5 .16 i na wyjściu z ^i0« 5.16.1 obliczyć przebieg cza
sowy impulsowej odpowiedzi h(t) obwodu.

Rys. 5.16 Rys. 5.16.1

I Zadanie 5.17. Dane są przebiegi cza
sowe sygnałów na wejściu obwodu f1 (t) 
z rys. 5.16 i na wyjściu f2 (t) z rJs* 
5.17. Określić przebieg czasowy impul
sowej odpowiedzi obwodu h(t).

I Zadanie 5.18. Obliczyć przebieg cza-
C sowy impulsowej odpowiedzi obwodu h’(t) 

mając dane wartości przebiegów czaso
wych sygnałów na wejściu obwodu (t) 
i nB wyjściu f2 (t) w chwilach t = 0,05, 
0,15, 0,25, ..., 2,95.

Rys. 5.17 ^(t) - e“4t 1 (t)

f2 (t)- te_4t- (t-l)e"4(t_1  ̂ 1 (t-1)
Porównać h(t) z przebiegiem czasowym h(t) otrzymanym na podstawie prze
kształceń f1(t) i f2 (t) za pomocą rachunku operatorowego.

I Zadanie 5.19. Dla obwodu z rys. 5.19 obli
czyć przebieg czasowy SEH e(t), przy którym 
przebieg czasowy napięcia
a) u(t) - t 1(t) V.

b) u(t) - 1 <t) V,

Rys. 5.19
Danes R «» 1 kQ, C ■ 1 mP.
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I Zadanie 5.20« Dla obwodu z rys. 5.20 obliczyć przebieg czasowy SEM e(t), 
przy którym przebieg czasowy napięcia a) u(t) = 11(t) V, b) u(t)=t1(t) V. 
Dane: R = 1 kil, C = 1 mP.

M

e(i) Ó  r  D u (i)

Rys. 5.20 Rys. 5.21

4 O 

=  u< lo-
u2j

Rys. 5.21.1

I Zadanie 5.21 . Obliczyć impedancję wejściową Z^g obwodu z rys. 5.21. 
Trójbiegunnik wykorzystany w obwodzie przedstawia rya. 5.21.1.
Dane: klm(j")

1 + i Cu’ K0
a>g

105 co- 109 ^ - , c u io7-£2d-, r = 1 kii.s

1 Zadanie 5.22. Obliczyć impedancję wejściową Zwg obwodu z rys. 5.22. 
Trój biegunniki wykorzystane w obwodzie mają'postać jak na rys. 5.21.1.
Dane: ^ ( j w )  ,  2 _ _ ł ZQ - 105 y, w  » io7 -£|i,o/g = 105 , R ** 1 •

Rys. 5.22
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|Zadanie 5.23, Dla obwodu z rys. 5.23 obliczyć względne współczynniki 
wrażliwości napięcia U2 nu zmiany wartości elementów R,C i pulsacji cj o- 
raz wyznaczyć graniczne najniekorzystniejsze wartości napięcia U2 przy:
a) 10% tolerancji elementów i 0% tolerancji pulsacji,
b) 20% tolerancji elementów i 0% tolerancji pulsacji.
Dane: u, (t) = 1 \fF sin<wt V. co = 10^ ----- , wartości nominalne elementów:'1

1 ku, C 1.10“6 F.

Rys. 5.23

_  UL U.

r N ,  » 0
u.

Rys. 5.24

Zadanie 5.24. H obwodzie RLC z rys. 5.24 obliczyć względne współczyn
niki wrażliwości napięcia U2 na zmiany wartości elementów.
Dane: e(t) = 1 H  sina* V,w =». 0,999.105 -EM-, R = 10 , L - 1 mH, C - 0,1 u?.

I Zadanie 5.25. Dla obwodu z rys. 4.5 obliczyć, wrażliwość względną na
pięcia na zmiany wartości elementów obwodu i wzmocnienia kyy wzmacnia
cza z rys. 4.5.1.
Dane: e(t) = 1 l/jf sin 1000t V, R̂ 1 ku, C = 1 «F, kUU

V100 y.
Zadanie 5.26. Określić, jak zmieni się w obwodzie z rys 5.23 względny l>2 'współczynnik wrażliwości napięcia na zmianę wartości pojemności (S^ ) 

przy wzroście pulsacji od 1 do 10 rad
Dane: R 10 1 P .

10

I Zadanie 5.27. Obliczyć, w jakim przedziale 
może zmieniać się wartość indukcyjności L w 
obwodzie z rys. 5.27, aby przy zmianach pulsa
cji od 10 do 11 -ac* wartość skuteczna napięcia 
|U2 | zmianiała się w przedziale od 0,3 óoO,9 V . 
Dane: D1 » 1 V, R = 10 , 0 = 0,1 P.

I Zadanie 5.28. Obliozyć, w jakim przedziale 
zmienia się wartość indukcyjności L w obwodzie 
z rys. 5.27 przy stałej wartości pulsacji cu =, 

.jeśli faza napięcia wyjściowego'/»zmienia się od +30° do -45°.
napięcia wyjścio-

Rys 

rad

5.27

Jaki jest przy tym przedział zmian wartości skutecznej 
wego |U2|?



Zadanie 5.29« Obliczyć przedział zmian wartości indukcyjności L w ob
wodzie z rys. 5.27, dla którego wartość skuteczna jU2 | i faza (f napięcie 
wyjściowego u2 spełniają nierówności 0,8 V ^ |U2 1 ^  0,9 V i -45*^ cp +30°
przy pulsacji oj = 10 rad _ 

s

Zadanie 5.30. Dla obwodu przedstawionego na rys. 5.30 obliczyć współ
czynniki wrażliwości wyższych rzędów amplitudy napięcia UQ na zmiany war
tości elementów obwodu [25] i przedyskutować ich wpływ na kres górny 
wrażliwości i dokładność wyznacżania tolerancji napięcia UQ.

Dane i 0 ■ 1 P, I » 1 H, j « 0 . 1 S, IEI - 1 V, w = o>r - 1 t|Ej= 0,

*«o » 0.
Przyjąć oznaczenia: C » x1t ^ ■ f = x2, Q = x^, T » UQ ■ T(C,L,R) =



.



ROZWIĄZANIA I ODPOWIEDZI





R o z d z i a ł  1

1. INDUKCJA ELEKTROMAGNETYCZNA 

Zadanie 1.1
Układ można przedstawić jak na rys. 1.1.1.

Ponieważ długość cewki 1 jest znacznie wię
ksza od średnicy d, można z małym błędem za
łożyć stałość natężenia pola H wewnątrz cewki 
i wyznaczyć je ze znanej zależności:

i1z1

U z

natomiast indukcję

B 3 W -

(1)

(2)

Strumień przepływający przez cewkę pier
wszą wywołany przez prąd î  obliczymy ze wzoru

i1z1
.p =. BS = ¡X -j— i- S. (3)

Przyjmując prawoskrętny system strzałkowania wyznaczymy SEM indukowaną 
w uzwojeniach cewki drugiej przez zmienny strumień z zależności

dy d<l>
u2 " e2 = " 35 3 "z2 TPE ~^oz1z2S dil 

1 dt
(4)

W zakresie liniowych zmian prądu i1

" V l z23 di1 
 1----- (4)

gdzie:

zJi1 = (0,5 - 0,1 )A = 0,4 A
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Podstawiając wartości liczbowe dla At otrzymamy wskazania woltomierza od
powiednio:

) u „ -4 Jf» T0~7 « 5000 ♦ 2000 » 12 . 10"^ 0.4 y a _15>1 y
U2 = 20 . 1 0 " 2 2 . 1 0 ~ 3

b) u2 = -75,5 mV.

Zadanie 1 .2
Przedstawiając obwód jak na rys. 1.2.1 i przyjmując lewoskrętny system 

strzałkowania dla uzwojenia drugiego i trzeciego otrzymamy:

3 e S
ale

cU>n

Ry s• 1*2*1

04.31
e3 = z3 ”3F*

(1)

KOI
e2 * z2 T T  (2)

(3)

więc

d4>2  ̂ d4>3-]
0 a z2 T T  + z3 ~ST' (1*)

Strumień 4»^ obliczymy korzystając z prawa Ohma dla obwodów magnetycznych

iz. iz„
'11

Rm1 +
(4)

gdzie:
Ł1 312^ 1  “ M J1"̂  “ u H  ̂  = ^ “ °P°r niagnetyczny rdzenia o średniej
r ° r 0 drodze magnetycznej 11

Rm2 = /i /iQS = ^m - opór magnetyczny środkowej kolumny.
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Strumień w środkowej kolumnie

21
V Rm 1 3 . izv V Ś > 3

" “ s i r “ 1
15)

Z I prawa Kirchhoffa dla obwodów magnetycznych

1 . iz W “oS 
31 “  * 1 1  ~ 21 “  T  * 1 1  "  T5T;— - ( 6 )

więc

e * + z1z^r'tfo3 di . z1zg“r'“oS di _ (3z2 + z2? z1'“r'to3 di
2 Ii + ~ T T 2 Ii a + 

-7

T i r ii

-  »  l l ż a ° it . ? o o ) i , o o p , ; j o o  .  .4 i o . ~ l ; , , , 6 , . U , g l 4. 0>1 \|7. 103. coa103t T
15 . 2 . 3 , U  . 10~2

+ 80  \[2 coa 103t V.

Ry s. 1.2•2

Indukcyjnośó zastępcza cewek połą
czonych szeregowo widziana z zaci
sków 3-5 (rys. 1.2.2) Jest równa

L35 - l 2 + L 3 ~ 2M23’ (7)

nia z^,
*23 " *32 “ indukcyjnośó wzajemna cewek Lg i L^. 

Indukcyjnośó Lg obliczymy ze znanej zależności

gdzie:
Lg - indukcyjnośó własna uzwojenia 

nawiniętego na środkowej ko
lumnie

- indukcyjnośó własna uzwoje-

>2 * *2 & (8)

gdzie:
(t>22 ~ strumień magnetyczny przepływający przez środkową kolumnę, wymu

szony przez prąd ix płynąoy w zwojach nawiniętych na środkowej 
kolumnie.



Korzystając z analogii elektromagnetycznej można przedstawiać obwód ma
gnetyczny w postaci schematu jak rys. 1.2.3, wówczas

iz.

więc

zl ^ o S
l2 " '¿.n”  - " ¿ m ”  - °»6 H*

Indukcyjnośó wzajemna

**32 ■ z3 (9)

gdzie:
«[>32 - strumień magnetyczny przepływający przez prawą kolumnę, wymuszo

ny prądem i płynącym przez cewkę Lg
więc

Indukcyjnoić własna trzeciego uzwojenia

L 1 •

( 1 0 )

gdzie:
‘t>33 - strumień przepływający w prawej 

kolumnie, wymuszony przez prąd 
ix płypący przez zwoje Z3. 

Przyjmując oznaczenia podane na schema
cie a rys. 1.2.4 otrzymamy:
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więc

L3 “ I ^  " TI - °-4 H>

a indukcyjnośó wzajemna

.  *23  z 2z 3 ^ r /b S
*23 " z 3 - ¡i " — I H ~   a 32*

Podstawiając do równania (7) wartości liczbowe otrzymamy

3-5 0,6 + 0,4 - 2 . 0,3 =■ 0,4 H.

Zadanie 1.3
Natężenie pola magnetycznego wewnątrz eolenoidu o l » d

Iz (1)

a indukcja

B => /ioH Polz (2)

Rys. 1.3.1

Efektywna długość przewodu ramki przeci
nająca linie pola wynosi 2s,a prędkość prze
mieszczania tego przewodu względem linii po
la wynosi vQ (rye. 1.3.1), więc SEM e indu
kująca się w ramce (SEM rotacji)

e = B 2a v = B 2a v„ cosnr.u a

Ponieważ

2.7T a
f g  f  « 100jrf .

więc

(3)

e12 3 e
AnIz 2a 1 0 0 ^  cos 100 t - 19,7 co3 10Qyrt mT.
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Siłę elektromotoryczną e12 można wyznaczyć przyjmując, że ramka jest 
nieruchoma, natomiast zmienia się strumień przez nią przenikający. Wów
czas SEM wyrazi się zależnością

e => 4$ (4)

ale

natomiast

więc

<1> = BS =* /¿0HS «* /̂ Q S,

2S = a aincut,

e a •ij a2cocosojt V » 19,7 coslOOJTt mV.

Zadanie 1.4
Indukcyjność wzajemna (na jednostkę długości l) linii dwuprzewodowych 

nieskończenie długich AB i CD wyraża się zależnością:

2
„ Pr^o , 3AD 1 . 4 iT. 10"7 . 103 602 + 502 „ „„„ mH t ,  \
* - ~ T T  ln --------- 10 -w-.-frr “ °*129 T£*

SEH indukowane w linii CD przez zmianę prądu płynącego w linii AB 

ponieważ prąd narasta liniowo

• ■ » i  - °*129 • 10-3 T0.~-,o-7 a 6,45

Reasumując
0 dla t <  0

e * 6,4-5 dla 0 ̂  t <: 1 as
0 dla t >  1 ma - jeśli prąd ustali się na wartości 70 A.
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Rozpatrując nieskończenie mały element promienia łączącego oś prądnicy 
ze ślizgiem na walcu, otrzymamy (rys. 1.5.1) wielkość siły elektromoto

rycznej indukującej się wskutek przecina
nia linii sił pola przez przewód

Zadanie 1.5

de = Bvdr =» Bću,pd£> 

stąd po scałkowaniu

r r
e a j de =» I Buiędg =» 3u> 

0 0

(1)

r2
T m (2)

Przyjmując kierunek prądu I jak na rysun
ku 1.5.1 otrzymamy z prawa Ohma

t  _e1 “ T

Po podstawieniu wartości liczbowych

(3)

e = 0,5 . 100 fo^2)' - => 1 V, 

I => —10 mA..

Zadanie 1.6
Siła elektromotoryczna indukowana w pierwszym zwoju

e12 " e1 3 “3? “ “ B a BojScoscut ?

a SEłl indukowane w drugim zwoju

d<t>„
s^3 = &2 ■* —^  =* BcoScos(n/t — 60°) V,

(1)

(2)
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więc prąd i płynący w obwodzie Irys. 1.6.1) wyznaczymy z zależności

i n  ̂ ** [co** tjj i — ooa ( w  t — 60°)] »

cos(cot + 60°) A » 12,6 cos(200t + 60°) mA. (3)

Również i w tym przypadku nożna obliczyć SEM indukowaną w pętlach jako 
skutek przecinania linii pola przez przewód, sposób ten jest w tym przy
padku bardziej skomplikowany (sprawdzić).

Zadanie 1.7
a ■ 40 mT.
Zadanie 1 .8
W przypadku zmiennego pola elektromagnetycznego można mówić jedynie o 

napięciu 012 między punktami 1 i 2 obwodu wzdłuż danej drogi, ponieważ 
wartość całki

Rys. 1.8.1

/ Kdl

zależy od położenia i kształtu drogi 
całkowania..
Ad a)

Przyjmując oznaczenia podane na ry
sunku 1~.8.1 można napisać: •

u21 - f  EdI - §  Kdl - f  Kdl.
271 27132 132



Ponieważ rezystancja wewnętrzna woltomierza jest bardzo duża, więc
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1 d<t> e

Ale

<f Kdl - &  - ** fW  3 TT = e
2V132 24132

Kdl

Kdl = i1R1 =» 1 j R,
132

więc

2 eu01 a e - i1R1 =■ e - -y e =* -j =* 3,33 mV.21

Woltomierz wychyli się w lewo.
Ad b)

Zgodnie z oznaczeniami przyjętymi na rysunku 1.8.2

U21 ”  i
2T1 2V132 132

Kdl = Kdl - J Kdl = 0 - i1R1

= — ^ e =* —6,67 mV.

Woltomierz wychyli się w prawo. 
Zadanie 1.9 
a) 10 V, b) 0 
Zadanie 1.10 
Napięcie

a strumień

d<J>
2

i z 1
KT'ta
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więc opór magnetyczny

r -i!i
-»o ’

zatem

u2 =* z2 S 7  *0 TE 3 z2 <=°s 1° 4t v -

Wartość skuteczna napięcia

U2 - z 24 =■ 10 V,

więc

z2 = 2,5 znoją.

Trzeci znój należy nawinąć przez środek rdzenia, żeby objął połowę stru
mienia.

Zadanie 1.11 
Ad a)

Można stwierdzić na podstawie reguły 
lenej ręki, że przewód przemieszcza się w 
prano. W stanie ustalonym siła działająca 
na pręt F = 0; więc prąd I = 0 (rys. 1.11 .lX 
a wartość SEM e indukowanej w przemieszcza
jącym się pręcie

Rys. 1.11.1
e = E = Blv

stąd

v - 10 f.

Ad b)
Prędkość v nie ulegnie zmianie.
Zadanie 1.12
a) U = 10 V, b) U = 9 V.
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Zadanie 1.13
Przyjmując oznaczenia podane na rys. 1.13.1, wyznaczymy strumień z za

leżności

BS^ = B#r^coscot =■ 94 . 10-4 cos 50t Wb.

Stosując lewoskrętny system strzałkowania otrzymamy

^  o -Birr^co sinojt =■ -0,47 sin 50t V.

II

(1 )

\2)

B

Rys. 1.13.1

Zadanie 1.14 
Ad a)

Obwód można przedstawić jak na rys. 1.14.1. Wartość siły elektromoto
rycznej indukowanej w ramce przez zmienny strumień

B
J

ale

więc

d*t>
e 3 2T

<t> => BS = abB sincot, m ’

0 ” 27 (0bBB3in “ abcoB^cosco t V.

Eys. 1.14.1



Podstawiając wartości liczbowe otrzymamy

e = 0,06 . 0,08 . 62,8 . 0,8 cos 62,8t V =. 0,241 cos 62,8t V.

Ad b)
W tym przypadku zmienia się w czasie strumień i powierzchnia, więc war

tość siły elektromotorycznej indukowanej w obwodziet
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d<I> d /-r,« \ „ dS B dS
21 " 2T (BS) " S 2T + B 2T

ale

B » B_sincot m

3 => abcos cot = S coscat, m ’

więc

e =» SjpCos cot (BBsincut) + Bmsina-t (S^cos cot) =*

3 BmS« t“c°32wt " BmSmajBin2a,t = ^ m “ 0052“ 11 v - 

Podstawiając wartości liczbowe

e =» 0,8 . 0,06 . 0,08 . 62,8 cos 2 . 62,8t V = 0,241 cos 125,6t V.

Ad c)
Nic się nie zmieni, gdyż powierzchnia, przez którą przenika strumień 

jest taka sama.
Zadanie 1.15
a) e 3> 0, b) e = -0,3 sin 50t V, c) e = 0.
Zadanie 1.16
Powierzchnia, którą przenika strumień

Sc( =* zSar*

Natomiast (rys* 1..16.1) wynosi

2
ą* 3  źj- cos<x,
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więc GEM e indukowana w solenoidzie

dT d /r.*r>\ c* an -«a~ _
cff = 3 1  = S<* ćFF = 2 ~T~ COBa\ IMCOB =

c* dB *d2

®m |Z^ " '" c°s<y teosoć = E^cosco t cosec V.

Podstawiając wartości liczbowe, otrzymamy

e = 31,6 cos 314t cos« V.

Wartość skuteczna indukowanej SEM

BL
E =» —  cos« a 22,4 cos« V.

V2

Zadanie 1.17 
L =  13,1 *H.
Zadanie 1 .18
Ponieważ prąd 1̂  jest znacznie większy od prądu można przyjąć, że o 

wartości natężenia pola w danym punkcie decyduje składowa pochodząca od 
prądu I1.

Dla oznaczeń jak na rys. 1.18.1 siły dzia
łające na boki prostokąta, przez który 
płynie prąd I2 wyznaczymy z zależności:

Ill2
P1 = PoH1I2b = /“o S R  I2b = Po “ET* 

P2 =■ /̂0H2I2b = fiQ

natomiast 

a+b
P3 i  Po s r  h * *  = Po ~ h r  ln

I1I2 a + b

Podstawiając wartości liczbowe
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?2 = 4irl0~ • 7 * 10---- - '0j~̂  = 1.43 * 10”8 N

P3 = 4^  10~7 •■ |° • 2.,-r- J-0-—  in 3,5 = 0,626 . 10-8 N.

Zadanie 1.19.
Gdy pominiemy oddziaływanie zewnętrznego pola magnetycznego woltomierz 

we wszystkich układach wskaże wartość

UV = I T ~ n q  R2 a 6 v*

Rys. 1.19.1

Ad a)
Z zasady superpozycji (rys. 1.19.1)

u7 = u; + U", (1)

gdzie:
Uy = 6 V - napięcie na oporniku R2 pochodzące od SEH E, 

napięcie na zacisk 
zewnętrznego pola.

Uy - napięcie na zaciskach woltomierza spowodowane działaniem

Z zależności

<f Kdl =» e2 
1R22V1

(2)



- 107 -

6

Kdl = f  Kdl + J  Kdl (3)
22V1 271 1H22

|| = (S1 + S2) H  =■ e1 + e2

e - i' (R., + R2)

otrzymamy

Uy = J Kdl = j> Kdl - J  Kdl = e2 - i"R2 =
2V1 1R22V1 1R22

= s2 il - i'iH2 ■ i a - i r p n ę  V  (3>}

Po podstawieniu wartości liczbowych

Uy = 'f'0,5-'|o,5=*-’j|v

więc

UV = 6 - li 3 v’

Błąd względny

„ U7 " UV “ licf = t 100% =» ■—1 100% = -0 ,5 5 % .
U7

Ad b)
Korzystając z zasady superpozycji obliczmy Uy (rys. 1.19.2)

u" => I Kdl =» + / Kdl - I Kdl = -2S H  - i" R = -a - i'R . 
2V1 2R21 1V2R21
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0,5 S lp

Iej

V  I

' 25 i

J p Ł j  (v)

/ : M

u:

Erąd î  wyznaczymy z zależności

Kdl = 0,5 3 H  
1R22R^1

L* (R1 + R2 ) + e1 (5)

więc

Rys. 1.19.2 dB dB Ro
UV = - 2 S I = 0 - 5 3 S ^  =

-i2 + |) =, =3. 7. (4’ )

Stąd

a błąd względny

U7 - 6 - ^ = 3,67 V,

4S = T  100% = -38,9%.

Ad c)

100% =. +36,1 %•



R o z d z i a ł  2

2. STANY NIEUSTALONE W OBWODACH Z NIESINUSOIDALNYM WYMUSZENIEM 

Zadanie 2.1
Dla czasów t ^  O obwód z rys. 2.1 można przedstawić jak na iya. 2.1.1. 

Z I prawa Klrchhoffa otrzymamy

duc
ćTF" t ^ o  

uc (0) = O
(1)

Łatwo zauważyć, że w chwili t = O napię
cie na kondensatorze uc lO) = O V, ponie
waż jest ono ciągłą funkcją czasu w chwi
li t = O. Zatem cały prad I płynie przez

' dur I Iokondensator i szybkość zmiany napięcia u będzie równa l = -r̂ . WC Clt ilt=»0
miarę narastania napięcia uQ (t) coraz większa część prądu IQ będzie pły
nąć przez opornik R. Spowoduje to coraz wolniejsze zmiany napięcia u (t).

W stanie ustalonym cały prąd 
IQ będzie płynął przez opor-

t
nik, a zatem uc (t) = RIo.
Przebieg napięcia u lt) o- 
trzymamy rozwiązując równa
nie li). Rozwiązanie linio
wego niejednorodnego równa
nia można przedstawić w po
staci

u, + u" (2)

gdzie:
û. - jest rozwiązaniem jed

norodnego równania 
różniczkowego,

u" - jest jakimś szczególnym rozwiązaniem równania niejednorodnego.
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Rozwiązanie jednorodne ma postać

s t
u'_ = Ke 0 , O)c

gdzie:

3 o =  -  i k r -
Rozwiązaniem szczególnym jest

u" = RI . (4)c o

Podstawiając (3) i (4) do (2) otrzymamy

_ t
uc (t) = Ke 57 + RI0 t 5> 0 (5)

Stałą K dobierzemy tak, aby uc (0) = 0. Wobec tego K => -RI0

uc U) = HI0 (1 - e~ = 1(1 - e-1°3t)V
dla t 5? 0

stała czasowa obwodu RC T = RC = 1 msek.
Napięcie uc (t) jest przedstawione na rys. 2.1.2. Na rysunku tym naniesio
no linią przerywaną styczne do krzywej uc (t) w chwili t ■ 0, T, 2T itd.
ułatwiające narysowanie przebiegu czasowego napięcia na kondensatorze.

Zadanie 2.2
Ad a)

Korzystając z prawa Ohma w postaci operatorowej otrzymamy:

M a i1(3) - (D

gdzie:
E(s) - SEM E w postaci operatorowej,
Z(s) - impedancja obwodu w postaci operatotowej. 

Ponieważ:

e(t) » E fi | =» E(s)

Z(s) - R1 + R2 + - Rz +
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więc prąd

I(s)
p n

s EC B z E T7 T T -  ° T+T1S = H” T T T C  = !T TT^T*
z sU z z z z

( 1 ’ )

gdzie:
Rz = R1 + Rg - opór zastępczy,
T => RZC - atała czasowa obwodu szeregowego R^^C.

Przebieg czasowy prądu "i" otrzymany przez transformację odwrotną prądu 
I(s).
Ponieważ

T - ,-t/T
a T T T  = 0 (2)

więc

, E -t/T i - g - e (3)

Przebieg napięcia na kondensatorze można wyznaczyć ze znanej zależności 
(przy zerowych

14)

lub ze wzoru

U(s) » J(s) ■l̂r. 

Podstawiając (1 *) do (5) otrzymamy

(5)

U(s)
sC

r^"al3ę aB a a sTf'V sfj>

ponieważ

(6)

1 ^ .-t/T;
iTaT T)' =* (1 " e ). (7)



więc czasowy przebieg napięcia na kondensatorze

u =. E(1 - e"t/T) V. (8)

Łatwo sprawdzić, że identyczny wynik otrzymamy rozwiązując równanie (4).
Z XX prawa Kirchhoffa otrzymamy:

u1 » u + Rji (9)

lub operatorowo

U1 (a) =» U(s) + R2I(s) =. I(s) (Ijj + R2). (10)

Ze wzoru (9) otrzymamy:

U1 - E d  - e - ^ )  + R2 e"t/T - E(1 - e“t/T>- <11)

Podstawiając dane liczbowe:

Rz =» 300 Q

T - RzC 300 . 0,5 . 10-6 s_1 - 0,15 ms 

ip =» 6, 67 . 10+3 s-3

S— = 0,1 A
Kz

g - => R, -  10 V

otrzymamy:'

z (3) i =» 0,1 e“6,67.103t A

z (8) u =» 30(1 - e-6’67*1°3t) V (8’)

- 112 -

Z (11) u1 » 30 - 10 e“6»67.10 t v>

Wykresy czasowe podano na rys. 2.2.1.
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Wartość napięcia na kondensatorze w stanie ustalonym (teoretycznie po 
czasie nieskończenie długim) wyznaczymy bądź korzystając z twierdzenia o 
wartościach skrajnych, bądź wprost z przebiegu czasowego (8).
Podstawiając t => otrzymamy

U = E. (12)

Ładunek zgromadzony na kondensatorze w stanie ustalonym

Q a CU = 0,5 . 10"6 . 30 => 15 /¿C. (13)

Energia:

W = £ U2C =1 £(30)2 . 0,5 . 10~6 J = 0,225 mJ. (14)

Ad b)
1 Obwód z rzeczywistą SPM z rys. 2.2b można przekształcić do obwodu z

SEM i oporem wewnętrznym R (rys. 2.2.2).

M G «

-¡f  J— ’

*  Ą  =  

_ I x

i ----

Ul
I i

T

Rys. 2.2.2
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Wartość E i Rw oblicza się za znanych zależności*

W

(2)

Obwód, z SEŁI załączoną na szeregowy obwód Rw, R i C obliczono w części a).
2° Obwód z rys. 2.2b można rozwiązać rów

nież np. korzystając z I i II prawa Kirch- 
hoffa w postaci operatorowej (rys. 2.2.3)

^  =, x1 (B) + i(a) (3)

I1 (s) a I(s) (Rg + ĵjt) (4)

stąd

1 (3 ) = ^  1
oC

b C
R2Gw + 1

1 GW ■] rp
Zo S T T  R -f l,  t T   R_flw + ’1----------  3 xo HpO + i s T T T ’w 2 w aC _ 2_w  + 1

(5)

gdzie:

R2G + 1
T = C —=-w stała czasowa obwodu

a

i w ^ - 1{l(s)} - I H J  i e-t/T 
2 W

(6)



Napięcie na kondensatorze

t t
u 3 h J idT 3 h Xo O T-TT I e_t/T dx ” *0 ~ ~ (1 - e-t/T,

0 * ™ 0 W

Podstawiając wartości liczbowe:
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(7)

T =. G R2Gw + 1 0 , 5 . 10 -6  200 2TO +  1 
1
s t o

T 3 5 • 103 i

= 0,2 na

In rs—ri— = 50 mA. o R2Gw + 1

Rys. 2.2.4 

otrzymamy przebiegi czasowe u oraz i 

z (6) i a 50 e-500°t ba.

z (7) « „ 20(1 - e-5°00t) v.

Przebiegi przedstawiono na rys. 2.2.4.

(6 >)

(7*)



Ładunek (w stanie ustalonym):

Q a CU a 10/iC.

Energia:
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W = -j U2C » 0,1 mJ.

Zadanie 2.3
Korzystając z prawa Ohma

I(s)

gdzie:
R„=* R + R. + R„ - opór zastępczy obwodu,

Z  i i  w .
T S

T = - stała czasowa obwodu.
Przebieg czasowy prądu:

i = oó“^{l(s)} =» (1 - e ) A.

Napięcie na rzeczywistej cewce jest sumą napięć na idealnej cewce L 
jej oporności R^, więc:

UL (s) = I ( s )(R l  + sL) = f- Rl  =* E f1

uL = „i“1-JuL (s)| = §- Rl (1 - e"t/T) + Ee“t/T.

Napięcie to można również wyznaczyć w zależności:

Napięcie na oporniku R

UL = L HT + RLi*

UR a iR.

(9)

(1)

(8)

(2) 

i na

(3)

(4)

(5)

(6 )
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Ad a)
Podstawiając wartości liczbowe:

Rz = R + R^ + R^ a 450 Q

T = jj- = 0,445 ms 
z

ijr = 2250 S-1 1 

do wzoru (2) otrzymamy przebieg czasowy prądu

i = 53,3(1 - e“2250t) mA, (7 )

a napięcie na zaciskach rzeczywistej cewki wyznaczymy z zależności (4)

UL = [10,67(1 - e-2250t) + 24e“2250t]V = [10,67 + 13,23 e“t/T V =

= 10,67 + 13,23 e_2250t]V, (8 )

Rys. 2.3.1

napięcie na oporniku R wyznaczymy' z równania (6)

u = 10,67(1 - e“2250t) V. (9)

Interpretacja graficzna zależności-(7), (8 ) i (9) przedstawiona jest na
rys. 2.3.1 .
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Rys. 2.3.2

Ad b)
Podstawiając wartości liczbowe

Rz = R + Rw » 250Q

T ■ w— = 0,8 ms 
z

^ W 1250 s"1

prąd

i = 96(1 — e ^^Oj

Napięcie na idealnej cewce

Napięcie na oporniku R

uL » 24 e"1250t V.

uR = 19,2(1 - e“1250t) V.

I

ff stanie ustalonym napięcie na zaciskach rzeczywistej cewki jest różne od 
zera, ponieważ istnieje napięcie na jej oporności wewnętrznej.
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Zadanie 2.4
¿) u =. £ t = 5 . 103t V, b) u = 50(1 - e"50t) 7. 
Zadanie 2.5
Korzystając z metody potencjałów węzłowych: 

U(s)[Ry l -aT + G„] = |

stąd:

| (R. + aL)
R-t G + 1 + flLG ł W w

u = ^ “1{u(s)} =. e"t/T + I R-fl -1' ■ y (1
W I W

e-*/1)

R.

gdzie:

l1 W

(1)

U ( a )  => w-2  \  . m m ( 1 ’ )

. . - 1 . 1  _-t/T
■ 1 * • l2)

Prąd płynący przez rzeczywistą cewkę wyznaczymy z prawa Ohma:

I ( s )  " (3)

Podstawiając (1 ’) otrzymamy

| (R1 + sL) 1 | 1
I(s) * ff.'G, T T T a l T  RV-+ 'ŚI a RVGw + T T “r‘ST 3i w  W I I W

* 1 “ TOT-— T  (1 - e_t/T). (4>

więc

ijr - 5 • 103 s“1



u = [10 + 20 e-t/T]V =[10 + 20 e~5*1°3t]7 (2>)

i a -----2°—  ---- (1 _ e"5*1°3t)mA = 20(1 - e"t/T)mA =
500 . 10"J + 1

= 2011 - e-5'1°3t) mA. (4*)

Przebieg czasowy napięcia podano na rys. 2.5.1 a prądu na rys. 2.5.2.
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Rys. 2.5.2

Zadanie 2.6 
i = 2 + 4 e-3t mA 
u = 40(1 - e_5t) 7 
q = 1,2 aC 
Zadanie 2.7
Wskazówka: skorzystać z metody potencjałów węzłowych

J k2 + a?
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po rozwiązaniu (1) otrzymujemy:

R2R3 1 1
U(a) = 1 E J + I g  i“+'17f + ^ 3  BTaTT"17* (V)

a przebieg czasowy

u = XRZ e ' + ra3 (1 - e"W i ) = 1 0 - 5  V =.-*/* A ™  n  _ «-t/Tj _ ln _ c „-500t 

5 + 5(1 - e“500*) V, (2)

gdzie:

Rz = R ~ + ~ff3' 3 502

T = C(R2 + R^) = 2 ma.

ijr => 500 S-1

Z równania XI prawa Kirchhoffa wyznaczamy napięcie na zaciskach siły 
prądomotorycznej I:

V  " - ł12! = [ i 5 — 5 e~500t]v =, [10+ 5 (1-  e"t /T )Jv = [ l 0+  5(1 -  e-500t)]v.
13)



- 122 -

Z pierwszego prana Kirchhoffa:

i = I - iD = I - S- = 50 8"t/T «ul= 50 e-500t mA (4)
3 3

Wykresy przebiegów czasowych napięó u i oraz prądu i przedstawiono na 
rys. 2.7.1.

Zadanie 2.8 
Ad a)

u2(t) - |  11 - e-t/T1) = 5(1 - e“t/Tl) V, (1)

gdzie

R1R2
T1 3 °1 a-' ~ t~2 “ 1 3'

Ad b)

U2(s )(G1 + G2 + sC1 + sC2) o | (G2 + sC2)

stąd.

g sCg + C»2
u2 (a) ■ i s t c,- v T j p - n r f n r ^  =

' C2 1 K 2 1 
" 3 * 7 ^  ;v 5, +tt2- + * 7 ^ 7  ~ v ,  + S  =

3 + s(s + ^ T t t 2

s  u2 (t) -  2 < t ; t t t 2 e_t/T2 + E a1 l  a2 (1 -  e"t/T2) =

_ 2 t _ 2 t - 2 t 
[6.667 e ^  + 5 . 0 0 0 ( 1  -  e ^  ) ] v  = [ 5  + 1.667 e ^  J v ,  (2)

gdzie

C- + Cq R-R0 ^
t2 a s p n % = (ci + c2) ffft. k2 = \ 3



o OJ Łi 2,0 2J 2 ,8

Rys. 2.8.1

Porównując przebiegi napięcia Ug(t) w obwodach a) i b) (.rys* 2.8.1) zau
ważymy, że dodanie kondensatora Cg spowodowało zwiększenie stałej czaso
wej obwodu i jakościową zmianę kształtu napięcia. Łatwo zauważyć, że gdy-

wówczas napięcie Ug(t) natychmiast po załączeniu narasta do wartości u- 
atalonej równej

Zatem spełniający warunek (3) obwód złożony z równolegle połączonej po
jemności C.j z rezystorem w szereg z równolegle połączoną pojemnością 
Cg z rezystorem Rg ((Ĉ  || R^) (Cg ¡Rg)) jest równoważny dzielnikowi oporo
wemu założonemu z rezystorów Rg i R^ z napięciem Ug(t) na rezystorze R̂  
niezależnie od kształtu napięcia wejściowego.
Obwody spełniające warunek (3) stosuje się w celu wyeliminowania wpływu 
pojemności na przebieg Ug(t). Na przykład w obwodzie wejściowym oscylo
skopu, którego impedancję wejściową reprezentuje obwód (R̂  || C.j) dodaje 
się równolegle do rezystora Rg pojemność Cg spełniająca warunek (3) równą

by

O)

u =• E ..'2, ust G1 + Gg
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Zauważmy, że obwód (z rys; 2.8b) analizowany w tym punkcie jest sche
matem zastępczym obwodu rzeczywistego, w którym rezystancja wewnętrzna 
rzeczywistego źródła napięciowego jest bardzo mała, pomijalna przy wstęp
nej zgrubnej analizie.

Przypadek z dużą rezystancją wewnętrzną źródła rozpatrzono w przykła
dzie 2.17.

Zadanie 2.9
Jeśli czas trwania impulsu prostokątnego na wejściu obwodu jest 

znacznie mniejszy od stałej czasowej T obwodu (T3>T^), wówczas do obli
czeń przybliżonych można przyjąć model źródła w postaci impulsów Diraca. 
Tak postąpiono w tym (i w kilku innych) zadaniu. Dokładne obliczenia - 
przy uwzględnieniu prostokątnego impulsu o czasie trwania T̂  - przeprowa
dzono w zadaniu 2.82. Innym problemem jest czy proponowany obwód w pełni 
odpowiada układowi rzeczywistemu. Przy szybkich zmianach napięć (prądów) 
zasilających należy uwzględnić w schemacie zastępczym np. cewki nie tylko 
rezystancję i indukcyjność, ale również pojemności między uzwojeniami, po
dobnie ze schematem zastępczym rezystora i kondensatora. Rozpatrzone w 
tym zadaniu schematy zastępcze należy traktować jako pierwsze uproszczone 
przybliżenie rzeczywistości i okazję do opanowania metod analizy obwodów.
Ad a)

Ponieważ E(ś) = 1, więc napięcie

1

gdzie
L —8^  a J  = 10 s - stała czasowa obwodu RD, 

natomiast

,5 -105t]V (1)

Ad b)

+ *7

(2)
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Ad c )

1

U„{s) = E(s) — ^. i- = 1 i -r
2 R + k  2 3 +

gdzie
T2 = RC = 10“3 s - stała czasowa obwodu RC, 

więc

u2(t) - ł- e"t/T2 - 103 e-1°3t V (3)

Rys. 2.9.1
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Ad d)

U_(s) = E(s) — S _ _  = , 1 - 1  1—p- S u„(t) =»
2

» i(t) - A- e t/Ts - (i(t) - 103 e1°3t]V (4)
2

Przebiegi czasowe napięć opisanych zależnościami (l)-(4) przedstawiono na 
rys. 2.9.1.

Zadanie 2.10
Patrz uwagi wstępne w zadaniu 2.9.

oć {i(t)} = I(s) - 1

Ada)

Ad b) '

Ad c)

Ad d)

U2 (s) =» l(s)sL » 1 sL 3 u2(t) - Liit)

U2(e) » l(s)R . 1H i  u2 (t) = Ri(t)

U,(s) = I(s) ir ” 1 Arr = u_(t) - i 1(t)

U2 (s) » l(s)R » 1R S u2 (t) = R<?(t).

Zadanie 2.11
Z uogólnionego prawa Ohma

w
- (R2 + sLgJsŁ^ sL2

“ iłi2 + si^sŁ., r 2 + sh2 + sL1 r 2 + s l2*
R1 + R'2 + aL2 + sii1

ponieważ:

** R2 3 * *̂2 3 ^
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zależność 11) uprościć się do postaci:

U(s) =* | ------- — ------ 7. 11’)
«.2 . R . ,R-| a + 3a ^

Przyrównując mianownik do zera:

2
M(s) =■ a2 + 3s | + (̂ ) =» ta - s.,)(s - s^) = 0 (2)

obliczymy pierwiastki:

s i , 2 " “ 8 i Y ®  -  (i } = - i i  * l i  ^  (3)

Są to pierwiastki rzeczywiste, ponieważ w obwodzie złożonym tylko z rezy
storów i indukcyjności nie mogą wystąpić oscylacje.
Ponieważ â  4 i s-j.Sg s4 0 można zastosować do obliczenia transformacji
odwrotnej I wzór Heaviside’s

s,t s„ s t
e  ̂ .u = ^ - 1{D(s)}

Podstawiając wartości liczbowe:

s1 2 = {-0,6 . 106 ± 0,448 . 106) s_l

(4)

,6 «-1 1 T, = 6, 58^ s
'  - S 1 1

s2 = -1,048 . 106 3'1 f =. T2 = 0,954[A s

3i - 3g = 0,896 . 10^ s"1

u = 20 1-0.132 . I p y 1* _ 20 1-1.048 . 1 0 =
0,896 . 10b 0,896 . 105

—t/T —t/T
=» (-3,39 a 1 + 23,39 e 2]V. U ’)
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Napięcie u, którego przebieg podano na rys. 2.11.1 przyjmuje wartość zero 
dla: 1) czasów mniejszych od zera, wynika to z zerowych warunków począt
kowych, 2) w chwili t1 =» 2,15/^s. oraz 3) po czasie nieskończenie długim 
(w stanie ustalonym), natomiast wartość najmniejszą 3 1,49 V osiąga
po czasie t2 =■ 4,23 S' od chwili zamknięcia klucza.
Prąd płynący przez cewkę L2 wyznaczymy z zależności:

skąd

i = I udT = 4,47(i 
2 0

-t/T. -t/T.
-) mA (6)

Prąd osiąga wartość maksymalną równą imax = 2,76 mA po czasie t̂  = 2,15 
/¿si od chwili zamknięcia klucza.

Rys. 2.11.1



Z II prana Kirchhoffa :

-t /T
= u + iR2 =■ [ -3,39 e

-t/T„
+ 23.39 e ^ +

- t / T .
** [5,55 . e + 14,45 . e

-t/T2
(7)

Prąd płynący przez cenkę nyznaczymy z zależności:

■ i r  _ t / T i - t / 1 ?i1 = I u.,dr = [10 - 2,27 e 1 -  2,67 e 2 ] mA. (8)
1 0

Przebiegi czaaone prądón płynących przez cenki i napięć na ich zaciskach 
podano na rys. 2.11.1.

Zadanie 2.12.

u1 =.20(1 - 0,275 a'-2,62.103t - 0,725 e-0’38.103t)

i1 =. (14,46 e ’■2,62.103t + 5,54 e"°>38,1°3t) mA

u2 = (20 - 23,4 e ’ ‘0 *■0,38.1031:

Zadanie 2.13 
Z prana Ohma

E

I(s) " M'i + 'Hł + sL “ (1)

(2)

gdzie :
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szybkość narastania prądu w chwili załączenia obwodu;

di
cflT

t=0
E 1 ER1'TTq; ¥ =* T*

Z treści zadania wynika, że

■j» = 18 A S-1

stąd

E - L 18 = 18 V.

W stanie ustalonym

aLu 3 Ef+TEj; r l " 4*6 v*

(3)

(4)

Z zależności (3) wynika, że szybkość narastania prądu w obwodzie (* 
chwili t = 0) jest wprost proporcjonalna do wartości przyłożonego napię
cia, a odwrotnie proporcjonalna do wartości indukcyjności w obwodzie.War
tość. rezystancji oporów i R^ nie mają wpływu na początkową szybkość 
narastania prądu, wpływają natomiast na wielkość stałej czasowej i warto
ści prądu (napięcia) ustalonego.



- 131 -

Sprawdźmy dla =• O i = 1  kii:
1° Rc = R-| + R^ = 1 kQ, = I*/Rc = 1 ms' i^u = 18mA.

2° Rc = R̂  + R^ => 2 kii, T2 = L/Rc = 0,5 ms» i2U = 9 bA.
Przebiegi czasowe podano na rys, 2.13.1.

Zadanie 2.14
E = 90 V, R3 = 1000 2 .

Szybkość narastania prądu jest wprost proporcjonalna do^wartości SEH E, a 
odwrotnie proporcjonalna do L, ze współczynnikiem ^— -3̂ -.

Zadanie 2.15
R1 = 100 a  
R2 = 100 a
Zadanie 2.16
C = 500 . 10“6 F 
Zadanie 2.17 
u = 80(1 - e~2’5t) V 
Zadanie 2.18
Z prawa Ohma:

E E
rI(s) = s (1)

n R 1M(s) = s + 3 ^ + jjt = (s — ŝ  ) (s - s2) = 0 (2)

Oznaczając:

otrzymamy:

s-j 2 =*— — (3)

Więc

E
I(s) = Ts'"-” '^ la" - s2J *
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W zależności od wartości elementów R,L,C może wystąpić jeden z następują
cych przypadków:

1) (|j) >  ¿t; R >  2 \J% (4)

bieguny wyrażenia (2) są rzeczywiste i różne, a więc występują przebiegi 
czasowe aperiodyczne

S_)2 a 1— t R = 2 \fk 5̂)2) % )  R = 2 VS

bieguny równe, więc przebieg czasowy prądu ma charakter aperiodyczny kry
tyczny

3) <  ¿jjł R < 2 ̂  (6)

- pierwiastki mianownika zespolone, a więc przebieg czasowy prądu jna cha
rakter oscylacyjny tłumiony.
W przypadkach 1) i 3) a-j / a2, więc można stosować I wzór Heaviside’a do 
obliczenia przebiegu czasowego

t / - i E 1 a ,  E 1 T S1 * a 2t l
I(b) 3 I Ta - aiJ(s - s2J 3 1 3 I a, - s2 [_e - •  J

w przypadku 2) b1 ■ s2 ■ - cT

(7)

I(s) » r ■ 111 g.
X (a - 8l)2

Korzystając z tablicy transformat otrzymamy:

i = § t e (9)

Transformację odwrotną prądu l(s) można też obliczyć korzystając z 
twierdzenia o splocie bądź z metody residuów.
Z twierdzenia o splocie

I(s) a I  5~- 'a"-, a' -  "s~" " P1 (s )p2(s)’

gdzie:

„ E '1 E _a1ł
?1is) “ I Trr-śT - f " I  e



1{l(s)} =» oif-1 |P1 (3)P2 (s )} = f*g =

} r p si 3itI f (t-r)g(z;)dr => | £ e a dr

E 31t f E . / i 11T e | dr = J t e
o

Metoda residuów:

¿ - ’t e j - l - Ż  "=“1 ®  »•*].
k=l K

gdzie s^, k = 1,2,..., n ^ m  (stopień mianownika), 3ą biegunami trans
formaty ^'[a j e ż e l i  biegun s^ jest w-krotny, to

]  -  1 * 4  T)T 3Xi ” (s -  3k>" e 3 t] .-  m *st...........
s=skL 3 * 3k as

więc dla bieguna dwukrotnego (w =» 2)

/—1 fE 1 1 1 d TE 1 _ ,2 .std E . 31t
c  l1 u  - . p s r , L "  ® | r  -~7a 1 J " 1

Podstawiając wartości liczbowe parametrów dla przypadków 1, 2 i 3 otrzy
mamy



więc przypadek 1) aperiodyczpy
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s2 = - S -/3 - -9,89 . 10+5 s-1

Z zależności (7) many

a t s t -t/T -t/T
i - l ^ t e 1 - e ) =» 40,8 (e 1 - e 2) mA

T1 “ - =  91 Z“5

T2 * - “ 1,01

prąd osiąga wartość maksymalną i = 38,4 mA w chwili t1 = 4,68^ s.
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Napięcie na indukcyjności:
t t

- ijT ~ TT
u = L » (12,135 e 1 - 0,135 e 2) V (11)

osiąga wartość zero w chwili t =■ t1 (i => i^), a wartość minimalną umiQ =
= -0,086 V po czasie t2 = 9,20^ s. . Przebieg czasowy aperiodyczny prądu
w obwodzie i napięcia na indukcyjności przedstawiono na rysunicu 2.18.1
(dla ujemnych wartości napięcia rozszerzono 3kalę).
Ad b)

S  . |j. = 3, 33 . 105 sek"1, ft = 0

więc zachodzi przypadek 2) zwany krytycznym 
z (9)

„ s.t . a.t
i a £ t e = 4 . 10łt e ' A. (12)

Największą wartość osiąga prąd po czasie t1 = - i— = 3/zs. od chwili za
łączenia obwodu, jego wartość iB = 44 mA.

Rys. 2.18.2



Napięcie na zaciskach cewki

u = Ł = E e ^ O  + 311) = 12 e ^ O  - 3,33 . 105 t) V (13) 

osiąga ekstremum dla: t2 » 6^8^ umin “ “1 * ̂
Przebieg czasowy prądu i w obwodzie oraz napięcie u na indukcyjności dla 
przypadku krytycznego przedstawiono na rys. 2.18.2.
Ad c)

g =■ =■ 3,33 . 104 s-l - stała tłumienia
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fi <]js2 - => Y 11,1 . 108 - 2 . 1 1 , 1 . 1 08 =. j 3,33 . 104 = j a>0

cu a 3,33 . 104 s_l - pulsacja drgań własnych obwodu 
więc

3l = - s+ j coo = -3,33 . 104 + j 3,»3 . 104 

s2 = - S -  j coQ = -3,33 .• 104 - j' 3,33 . 104

R 2 i
< ^r, więc zachodzi przypadek 3) - zwany oscylacyjnym z ogólnego 

wzoru (7) po podstawieniu:

E |\31* -32t ] E 1 <u„t .-.1 cunt i
1 - L U '-; - s27 Le “ 6 J = r 3 T %  6 (e " 6 ! =

= e-^sin co0t = 1,2 . e~3’33*1°4tsin(3,33 . 104t) A, (14)

gdzie:
iT a j «  20^s- - stała czasowa obwiedni amplitudy

T. = — L. a 188 «Si - okres drgań własnych obwodu 
o '

u ” L H  =* I12 2̂ e"3,33*1°4tsin(3,33 . 104t + 135°)]V (15)

Przebiegi czasowe napięcia u oraz prądu i dla obwodu oscylacyjnego podano 
na rysunku 2.18.3.
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Zadanie 2.19
Oznaczając przez = R i wprowadzając operatorową impedancj?

oczka otrzymamy:

I(s)
Ę
8 | (sCR2 + 1 )

R + sL + ^  s R2LC + + L> + <R + R2>

1 I  (sCR2 + 1)
ff2K  s2 + aa + b

gdzie:
CR^R + Ł

ię c c

R + R2 
" O TT'
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Ad a)
Przebieg krytyczny prądu i ma wtedy miejsce, gdy bieguny I(s), a więc 

pierwiastki mianownika są sobie równe.
Przyrównując mianownik do zera otrzymamy:

V(s) = s2 + aa + b =. 0 (2)

stąd:

1.2
4b (3)

a2, gdy

(§) - b - 0, (4)

czyli

C R ^  + L 2 R + R0
iqur (4*)

Po rozwiązaniu względem R.

R = R1 + Rd » jj-jt + 2 ^ïï

Rd " IÇT + 2f Î -  R1* {5)

po podstawieniu wartości liczbowych

Rd - 400,8 - 100 » 300,8 2 .

Dla porównania policzymy wartość Rd, jaką należałoby włączyć, gdyby u- 
pływnośó kondensatora można było pominąć (opór Rg nieskończenie wielki), 
wówczas zależność (5) przekształca się w znany z zadania 2.18 związek

Rd “ 2 iè ~ R1 - 300 2 .
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Ad b)
Jeżeli przyjmiemy, że praktycznie po 4T (T - stała czasowa obwiedni 

prądu) składowa przejściowa zanika, to łatwo wyznaczymy wartość rezystan
cji opornika R^, przy którym składowa przejściowa zaniknie po t.j=20 msek

gdzie:

(wg zadania 2.18), 
Z równania (2)

stąd

po podstawieniu

4 T, (1)

T => + Jr (2)

CR,Jt -t* L
2 = W 2Ui ^

2R0LC ,
T - cti2(r ;-v h 2-) v -l' = 5 • 10 3 <2’>

Rd “ 1°3 - R1 = 59,22

i1 tym przypadku

R1 + Rd 3 159,22 a Rkryt. = 400,8 a ,

więc prąd i ma przebieg oscylacyjny tłumiony. 
Zadanie 2.20

u « 4,36(e-°,69*1o4t - e-15,99*1°4t) V

i - [20 - n(e-°,69-1°4* - 0-15,99.104t}] ^

Zadanie ?.?1
Przedstawiony na rys. 2.21 obwód jest uproszczonym modelem (pierwszym 

przybliżeniem) rzeczywistego układu. Przy dokładniejszej analizie układu 
pobudzanego impulsem Diraca - traktowanym jako przypadek graniczny pobu-



d.zenia impulsem o bardzo krótkim czasie trwania - należałoby uwzględnić 
pełne schematy zastępcze elementów.

Przeanalizujmy uproszczony tematowy obwód.
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T r \ . r \ 1 1 1  SlR (s) - I8 (s) —  -  i "" • ■ j  K - ro g V  ■ '1
sC + st; + k  s + s ro + ir

S C  l s  -  8 1 J 13 -  S 2 ;

Przyrównując mianownik

H(s) =■ s2 + s “ (s — s^) (s — Sg)

do zera obliczymy bieguny ŝ  i s2 transmitancji. 
I tak

a. ♦ \jt 1 i2 11 3 “ 'ST? + f?5SJ ~ is

-  \ j (2T O } -  T(

a warunkiem na to, by bieguny były rzeczywiste jest

( 1  N2  1
<3ęT' *  T£’

czyli

Ponieważ tematowe wartości R >  Rg więc bieguny są zespolone sprzężone,
czyli

1
31 “ “ 'SEC + i \jw  ~ i’25c) = -CC+ i
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in (t) -</ 1{lR (s)} = EćUs"^ s2J (s1e “ s2
S-,t 3„t

e 2 )

(-0-+ j coo)ei-^+j % ) *
(-cC-j co

- (-tf - J % ) «

1
KO cu

i < V  -j % t  j -j " 0t
_ * S ----------  + 3 a. S----------±-2----------“ST

Eurr\|rf2 + coal "o-6 + ^ e_ort.

gdzie

ęo =• arctg(-£-).
O

Podstawiając wartości liczbowe do (1) otrzymamy:
Ad a)

“o = ^ 7  = 0,968 . 104 i

* = SEC 3 2 * 5 * 1°3 T '

więc

T a cć = 0,4 1113 

a pulsacja rezonansowa obwodu

co_ - - 104 i

oraz dobroć obwodu

“ s r

)t‘
=s

-<*t 3

(1)



ponadto

(p = arctg(-£-~) => arctg(+0,258) = 14,48°,

natomiast

lR (t) a 5164,222 cos(0,968 . 104t + 14,48°)e~2’5*1°3t A (2)
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Ad b)
=* 0,9975 .  104 —  sW o

CĆ a 2  ^5 •  10 — /  T «

"r =, 104 1.
S

Q =■ 10
(p a +2,87°



- 143 -

Ryo. 2.21.Ib

£
i,,U) = 1001,255 cos 10,9975 . I04t + 2,87°)e~5*10 ł A 13)

Przebiegi czasowe prądów opisane równaniami 2̂) i \3) przedstawiono na
rys. 2.21.la i b.

Zadanie 2.22
Obwód z ry3. 2.18 podobnie jak obwód w zadaniu 2.21 należy traktować 

jako przybliżony uproszczony model układu rzeczywistego.
Ada)

- I U -  31KW -  s27 s "I
S1 sit e - )

ale

1 = -S + ¡3 = -0, 112 . 105 T1 = - |- = 91 . 10-6 s

s, = -S-¡i = -9,889 . 105 T =, - i- = 1,01 . 10~6 s.
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4dc)

więc

a1 = - S +  i cuo =. -3,33 . 104 + j 3,33 . 104 1

a = -<f- i co - -3,33 . 104 - i 3,33 . 104 J_

1 s.t s,t
iU) - Ł ( a ; - 'ag) <81e " s2e }

(-J*
i u Qt -i cuot

- e
i -i w  t
e 0 + e 0 , .-it+ co ------- 2-------- )e

1 rt f  Wnt-cfsin coQt + cu0ooa CL>0t)e-d = ^ ---- coa( coq t + cp)e
r2  2+ «C

4,714 . 103 cos 13,33 . 104t + 45°)e-3'33 * 10 * A 13)

gdzie:

(p =» arctg
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Przebiegi czasowe prądów opisanych równaniami (1), (2) i v3) przedsta
wiono na rys. 2.22.la i b.

Zadanie 2.23
Jako zmienne (współrzędne) stanu wybrano napięcie na kondensatorze i 

prąd płynący przez cewkę.
Z szeregowego połączenia elementów wynika, że

iL U) = = ( 1 )

natomiast z II prawa Kirchhoffa

d i T U )
L — ^ —  + Hi,j(t) + L'c (t) = cU) v2)

ponadto

dU_(t)
LC ^  = C cTE =

Układ równań (1), (2) i (3) można przedstawić w postaci

(3)

di. U )  „ , 1
- i r ”  = - I iL (t) “ t UCU) + T e(t) (4)

dU„(t) 1
- a r -  ^ h h .™ (5)

Xut> w postaci macierzowej

diL (t)
cTF

dUc U) 
" dt '

R
- r

i
- r

i
rr 0

iL vt)

uc l t )

c U ) (6 )

Równanie (6) jest macierzową posiacią równania stanu szeregowego obwo
du RLC zasilanego z źródła napięciowego elt).
Jak pamiętamy ogólna po3tać równań atanu

x = Ax + bftt) 17)
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a w naszym przykładzie

di^U)
—a r -

dUc (t)
h  ''

iLlt) x1 U)

Uc lt) x?tt)

R
“ I

1
" I

1
7 0

fU) = elt).

Przy zerowych warunkach początkowych w chwili t = t

2 U o>
W Xo

W Uo

Istnieje szereg metod analitycznych i numerycznych rozwiązania układu rów
nań różniczkowych (6).

Zajmiemy się, zgodnie z treścią zadania, numerycznym wyznaczeniem tra
jektorii wektora stanu.
Zauważmy, że

lim 
dt— 0

x1 (t + Ot) - x1 (t)
At

lim 
dt —  0

x„lt +
C. dt) - x2 (t)

At

więc dla dostatecznie małych przedziałów czasu At

X1 (t + dt) - X1 (t)
Al

X 2 tt + dt) - x 2 lt)
dt
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więc (7) można napisać w postaci

x1 (t + At) x1 (t) x1 (t)

X2 (t + At)
a

X2 (t)
+ A

x 2 (t)

kAt, a k « 0,1 , 2, • . układ (8) n

At + bf(t)dt 18)

x [(k + 1 )At] =* x[kAt] + A x(kAt)ht + bf(kAt)At (9)

Jeśli k a 0

x( At) =. x(0) + A  x (0) At + bf(0)At, ( 1 0 )

gdzie:
x(0) - nektor warunków początkowych (czyli napięcie n'a kondensatorze i 

prąd płynący przez cewkę w chwili załączenia klucza) ,
dla k = 1

x(2At) => x(At) + Ax (At ) At + bf (At )a t, ( 11 )

gdzie wartość x(At) obliczono w (10), analogicznie postępujemy dla k=2,3,.~

Rys. 2.23.1
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Dobór wielkości dt zależy od wielu fczynników, jak: wartości elementów
macierzy A, składowe wektora b, przedział czasu, w którym interesuje nas 
trajektoria, żądana dokładność.
Ad a)

Dla tematowych danych (R =* 300 2 , L = 0,3 mH, C = 3 • 10”  ̂F, E => 1 V) 

u(t) = f(t) = e (t) = E 1(t), IQ =. x-j (0) = 0, U0 = x2{0) = 0,

a równanie (9) przyjmie postać:

x1 [(k+1 )dt] x1 (kdt)

x2 [(k+1 )dtl x2(kdt)

1 • O CT
i

-3.33.103

3.33.106 0

x1 (kdt)

Xg(kdt)

3,33 • 10-
E -dt

. dt +

(1 2)

Przyjęto dt = 2 . 10~ s, a otrzymane wyniki przedstawiono w tablicy 
2.1 i na rys. 2.23.1.

Tablica 2.1

k
kdt
w

r s
x1 (kdt)=iL 

mA
x2(kdt)=uc, V k kdt

w
Z'3

x1 (kdt)=.iL 
mA

x2(kdt) =UC, V

0 0 0 0 1000 20 2,724 1,921 • 10~1
50 1 2 , 1 1 6 4,043 . 10"3 1500 30 2,435 2,781 • 10"1
100 2 2,872 1,255 . 10"2 2000 40 2,176 3,548 • 10-1
150 3 3,127 2,262 . 10“2 2500 50 1,945 4,235 • 10“1
200 4 3,198 3,318 . 10"2 3000 60 1,739 4,848 • 10“1
250 5 3,201 4,386 . 10”2 3500 70 1,554 5,396 • 10_1
300 6 3,179 5,450 . 10“2 4000 80 1,389 5,886 • 10~1
350 7 3,149 6,505 . 10~2 4500 90 1,241 6,324 • 10_1
400 8 3,116 7,549 . 10“2 5000 100 1,110 6,716 • 10"1
450 9 3,082 8,582 . 10~2 5500 110 9.918.10-1 7,066 • 10“1

0 0 10 3,048 9,604 . 10~2 6000 120 8.864.10"1 7,378 • 10_1
OO 0,000 1,000
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Ad b)
Dla tematowych danych równanie (9) przyjmie postać:

x1 [tk+1 )dt]

x2 [(k+1 )dt)

x2U-t)

x2(k_t)

-6.667.104 -3.33.103

6,667.10s 0

x1 (kht)

x2 (kht)
. dt +

3,33 . 10-
Edt (13)

Przyjęto ht = 0,5 . 10-6 s, otrzymane wyniki przedotawiono na rys, 
2.23.2 i w tablicy 2.2.

Tablica 2.2

k kdt w
■

x1 (kćt) = 
w mA !iL x,(kdt) 

£ w V =UC k kdt w
Jta

X. (kdt)=iT 
w nul

x„(kdt) 
^ w V =UC

0
4

0
2

0
6,331 . 10°

0
3,256 . 10"3

60
80

30
40

3,127 . 101 
2,575 . 101

4,931 . 
6,856 .

10-1
10-1
10“1a 4 1,182 . 10 1 1,453 . 10"2 100 50 1,875 . 101 8,353 .

1 2 6 1,652 . 10*. 3,271 . 10"2 200 100 -8,640 . 10-1 1,043 . 10°
16 a 2,050 . 101 5,680 . 10"2 300 150 -6,254 . 10“1 1,004 . 10U

10~120 10 2,380 . 101 8,585 . 10~2 400 200 5,984 . 10_1 9.983 .
40 20 3,217 . 101 2,778 . 10"1 CO 0 1
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Ad c)
Dla tematowych, danych (R = 1 u , L = 0,5 H, C = 0,05 P, = "1 v>

K = 1 V) - dobranych tak dla uzyskania czytelnego wykresu - IQ = Xj (0) = O, 
U0 = Ł,(0) = -1, U(t) = 1-1(t) a równanie (9) przyjmie postać;

x. [(k+1) dt ]

x2 [(k+1 )ht]

x1 (kht)

x2(kht)

-2 -2

20 0

(kht)

x2 (kdt)
At + Eht (14)

¿Lf A

0,6

0,5
1-lOOms

i-}OOmS

0,6
l=i00mS' •

0.3
0.1 LtUs j ya t« 4,3 i

_ i* 600m.

l--20rnt. 0.4
t*4,4ą • *

• * ' * s f  i*4,5s Ł*50Oms Uc
-10 -OS -0,6 0 1*4i. 0,1, ;■ i,6 2,0 . 2.6

-O.Ą ■ • Ł'4.3s ‘- . ..... •

- o .i
t '0 .3i "

. ’ i - 0 .6 i
-0,3 ‘ . . •
-°,4 ■ l - ° S‘ ' ' ‘ l - o , U

Rys. 2.23.3

Tablica 2.3

k kht 
w s

x. (kht)=iT 
w A L

x_(kht)=Ur 
2 w V c k kht

W
s

x.(kht)=i. 
w A

x,(kht)=U„ 
2 w V u

0 0 0 -1 ,00 200 0,4 2,599.10"’ 1,963
10 2.10-2 7.842.10"2 -9,858.10"’ 250 0,5 5.147.10"3 2,234
20 4.10"3 1.527.10"1 -9,409.10"’ 500 1,0 -6.364.10"3 2, 391 •10"1
30 6.10"2 2, 2 17.10-1 -8,672.10"’ 1000 2,0 -4,863.10"3 7,107.10"1
40 8.10"2 2.846.10"1 -7,670.10”1 1500 3,0 -2.786.10"3 8, 901.10"1
50 10.10"2 3,404.10"’ -6.428.10"1 2000 4,0 -1.419.10"3 9.583.10"1
100 20.10-2 5, 017.10"’ 2,311.10- 1 o=> 0,000 1,000
150 30.10"2 4,576.10"’ 1,223.10°

Wyjęto Jt » 2 . 10"2 s a otrzymane wyniki zebrano w tablicy 2.3 i 
przedstawiono na rys. 2.23.3.
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Przedział czasu <it w rozpatrywanych przykładach dobrano znacznie mniej-
PTszy od atałej czasowej obwiedni T = jp i tak dla

a) T - 2 . 10“6 a At = 2 . 10-8 s
b) T =. 30 . 10-6 a ¿t =. 5 . 10"7 a
c) T = 1 sek »  At = 2 . 10-3 s
Jak już wspominaliśmy wyniki umieszczone w tablicach 2.1, 2.2 i 2.3 i wy
korzystane do sporządzenia rysunków 2.23.1, 2.23.2 i 2.23.3 uzyskano z 
zależności (12), (13) i (14). Do ich rozwiązania można wykorzystać m.c. 
W tablicy 2.4 umieszczono przykładowo program na kalkulator HP-20 [11]
realizujący rys. 2.23.3 i tablicę 2.3.

Tablica 2.4
Os
SCL -1,2.5,-.4,. 
6;AXE 0,0, .2,. 1b 
1:
0-R1~R2~R3-R5*R6
?1-R4;10-R7b
2:
IP R6>2E3;GT0 11 
b
3i
IP R7=10;0‘R7; 
GTO 5b 
4:
GTO 7b 
5:
SPC 1} PRT R1,R2, 
R4b 
6:
PLT R4,R2;PENb 
7t
R2+(-2R2-2R4)2S- 
3+4E-3-R51- 
8 s
R4+20'R2‘2E-3-R5
h
9:
R3-R2łR5*R4?R6+1
-R6}R7+1“R7t-
1 0 :
2E-3*R6-*R1 jGTO 2 
b 
111 
ENDi- 
R383

Wiersz 0-wy określa skalę i rozmiar rysunku, pozostałe wiersze pro
gramu realizują zależność (14). W programie przyjęto następujące oznacze
nia:

k oznaczono przez R6 
k<ot oznaczono przez R1 
x1 (kdt) * ij^kdt) oznaczono przez R2



- 153 -

x1 [(k+1 )dt] oznaczono przez B3 
R4 
E5-

z2(kdt) = 0c (k4t) " 11 R4
xL [(k+l)<3t]

-  (----H- r ~ H ____)---- ------ o

—  , —

p  Ą(s) CĄ Cz
Ui(s)

Rys. 2.24.1

Zadanie 2.24
Z prawa Ohma (ryB. 2.24.1 ) 

 B ( a )U2 (s)
(r2 + 1 1

^¿7 {R2 + aC7 + iC£ + R2 R2 + STT̂
R1 +    T

1 'ać.

SB7 + aBJ + E2j
"" V

H b )

0 1 (a)

I2 (s)

ale a R£ = R, C1 » Cg a G, 
więc

B(b ) jg (R + 5g> 1 _1,
ITT’ , w \ K +

B 1
R^C  ̂ s ( s 2 + s  + -i-wr) 

R C

Przyrównując do zera

(1)

M(s) -n S2" + S ¿w +  I A 
R C



obliczamy pierwiastki równaniaj

s2 + 8 h  + 3 °

a

ai = \  + ^  t o  3 - ° » 382 ih
i

s2 3 i - %  t o  3 ~2’618 t o *

Stosując I wzór Heaviside’a otrzymamy



a po podstawieniu wartości liczbowych

u2 (t) a [1 - 1.171 e-°>382.103t + Qj171 e-2,6l8.103t j ^

natomiast stałe czasowe

a 2,618 na,

T„ = -  i — a  0 -3 3 2  ms.
2

Przebieg czasowy napięcia u2 (t) opisany równaniem 12) przedstawiono na 
rys. 2.24.2.
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o 4 z 2

Rys. 2.25.1

Zadanie 2.2p

Transformata Laplace’a napięcia e(.t) » c?(t)

<*?{<?(t)) a 1 = E(s).
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Podstawiając E{s) do wzoru (1) z zadania 2.24 otrzymamy

V 3) = (3 - TTa - ¥ 27  * u2(t) -

, 1 s.t s0t -t/T- -t/T„
=, -J---— 2-—  (e - e 2 ) =. 447,2(e 1 - e 2)V, (1)

R C 3 1 "  2

gdzie:
^ 2,618 ms,
= 0,381 ms.

Na rys. 2.25.1 przedstawiono przebieg czasowy napięcia u2(t) opisanego 
równaniem (1).

Zadanie 2.26
'.iie można.
Zadanie 2.27

U2(£° 3 h  (s - 31']'Cu' s'2'7 “ u2(t) 3 Rflla,1- s2; (e 1 “ e 2 } "

-t/T_ -t/T.
=■ 0,447(e  ̂- e ') V

Zadanie 2.28 
Ad a)

Po włączeniu opornika Rb1 równolegle z kondensatorem C obwód można 
przedstawić jak na rys. 2.28.1

%

I t a )

Ę
s

R + 3L + sTTb̂ rV r

¥ f3Rb1c + 1}
s LRb1C + a(L + RR^C) + R + R̂ -j

przyrównując mianownik do zera można obli
czyć pierwiastki równania

.2 L + Rb1RC R + Rb1
M " 3 + 3 “1 3 ^ --- + T 5 ^ 7T ° 0 (1 )
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przyrównując wyróżnik równania (1) do zera (a1 *» s2), otrzymamy»

,2PL + RK1RCrr R + RK1
L Łttb,« J - 4 n ^ 7 T - = * °

stąd

R^1H2C2 - 4LCRb1 - 2Rb1RlC + L2 =» 0 (2)

po rozwiązaniu

, RLC ± 2L^LC
' bV1 2 “ 6 bDl l,2 r 2c2 _ 4LC

po podstawieniu wartości liczbowych

1 0 0 0
b1

Ad b)
Po włączeniu opornika R^, bocznikującego indukcyjnośó L obwód można 

przedstawić jak na rys. 2.28.2.

R

J

1 M  ‘ - r S ? 1'"R + + 'oh

I sC(Rb2 + sL)
s  (RLC + Rb2LC) + o (RRb2C + L) +

Rys. 2.28.2

Przyrównując wyróżnik mianownika do zera otrzymamy

i RLC - 2LVLC
,2 " R2C2 _ w (3)

a po podstawieniu wartości liczbowych
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Tematowy obwód, po zastąpieniu elementów L i C ich modelami itarowany- 
mi, można przedstawić Jak na rys. 2.30.1.

Zadania 2.30

Rys. 2.30.1

Równanie drwgiego prawa gtrchhoffa dla n+1-go krokn iteracyjnego taa po
stać

B - ia+1 (R + R^) + i ^ c

natomiast

atąd

4 n+1
1 “ ' T  +  S T + E'i« c (1)

a

(2)

natomiast

(3)

gdziet
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a) dla » I a 1 . 10~6 a

Rc * r  33,33-!, 

a ponieważ w obwodzie nie ma warunków początkowych, więc

*£ - °>

Uc = 
i° =■ 0.

W tablicy 2.5 podano wyniki obliczeń iteracyjnych i porównano z wyni
kami analitycznymi określonymi równaniami (12) i (13) w zadaniu 2.18, w 
przedziale czasu od 0 do 10.10“  ̂a.

RL = ^ 3 300!! ,

Tablica 2.5

n
in 

w mA 
z zal. (1)

i(nT) 
w mA 

z zal. (12)
błąd =
= i(nT)-i 

w mA w V
z zal. (3)

UL (nT)
w V

z zal. (13)

błąd = 
UL (nT)-u“ 

w V
1 22,50 28,67 6,17 6,75 5,73 -1,02
2 33,75 41,10 7,35 3,37 2,05 -1,32
3 37,94 44,19 6,25 1,27 0,0 -1,27
4 37,97 42,23 4,26 0,0 -1,05 -1,05
5 35,61 37,84 2,23 -0,71 -1,51 -0,80
6 32,06 32,55 0,49 -1,07 -1,62 -0,55
7 28,06 27,22 -0,84 -1,20 -1,55 -0,35
8 24,06 22,29 -1,77 -1,21 -1,39 -0,18
9 20,30 17,98 -2,32 -1,13 -1,20 -0,07
10 16,93 14,32 -2,61 -1,01 -1,00 +0,01

b) Dla dt T =. 0.5 . 10~6 a

Rl = 600 Q ,

Rc =* 16,67 2 . 

a wyniki- zebrano w tablicy 2.6.
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Tablica 2.6

n
in 

w mA
błąd. =*
i(nT)-in 

w mA

,,n 
L 

w 7
błąd = 

UL(nT)-u£ 
w V

2 25,19 3,4e 6,30 -0,56
4 37,01 4,09 2,78 -0,72
6 40,79 3,40 0,68 -0, 68
8 39,96 2, 27 -0,50 -0,55
10 36,70 1,14 -1,10 -0,41
12 32,35 0,20 -1,35 -0,27
14 27,73 -0,51 -1,39 -0,16
16 23,28 -0,99 -1,31 -0,08
18 19,24 -1,26 -1,18 -0,02
20 15,71 -1,39 -1,02 +0,02

c) dla At * T =■ 0.1 . 10~6 a-

Rl = 3000 ,

Rc = 3,33 B

a wyniki zebrano w tablicy 2.7.

Tablica 2.7

n
iQ 

w mA
błąd =■
^-(nT)-!11 

w mA

«2 
w V

błaa =■ 
UL (nT)-u“

w V

10 27,89 0,78 5,86 -0,13
20 40,19 0,91 2,21 -0,16
30 43,43 0,76 0,15 -0,15
40 41,72 0,51 -0,94 -0,11
50 37,58 0,25 -1,43 -0,08
60 32,50 0,05 -1,57 -0,05
70 27,32 -0,10 -1,52 -0,03
80 22,50 -0,21 -1,38 -0,01
90 18,24 -0,26 -1,19 -0,01

100 14,61 -0,29 -1,01 +0,01

Porównując wyniki z tablic 2.5, 2.6 i 2.7 zauważymy, że błąd metody 
iteracyjnej rośnie liniowo z wielkością kroku T.

Ha rys. 2.30.2 przedstawiono przebiegi (analityczne i obliczone itera- 
cyjnie) prądu i, a na rys. 2.30.3 - napięcia U^.
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Schemat blokowy (uproszczony) iteracji przedstawiono na rys. 2.30.4 
Na schemacie tym:

T - określa przedział czasu, w którym należy analizować obwód, raax f
Tdruk " okreala w jakich odstępach czasu należy drukować wyniki.
K tablicy 2.8 podano przykładowy program na H-P 20 ¡11] realizujący po

wyższy algorytm wykorzystany do sporządzenia rysunku 2.30.3 oraz tablic 
2.5, 2.6 i 2.7.

Rys. 2.30.4
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0
SCL O,1.01E-5,-2 
, 12.1 jAXE O, O, .2 
E-5,2i-
1 ?
0-R1h 
2 :
12ETP (-3.33E5+R 
1)(1-3.33E5*R1)- 
R6h 
3 :
IP R1>1E-5jGT0 6
1- 
4:
PLT R1,R6b 
5:
R1+.05E-7-R1 ;
SPC 1 ; HIT R1,R8, 
R6-R8;GT0 2h 
6 :
0'R1-R2*R3'R4'R5
-R6-R7-R8}PEHh
7:
IP R1ME-5jGTO 1 
5b- 
8 :
PLT R1,R8;PEHh
9» '
SPC 1*PRT R1,R8, 
R6,R6-R8b 
1 0 :
R4+33.33*R2-R5>- 
11 :
(l2+300-R2-R5)/5
33.33-R3H
1 2 :
300(R3-R2)*R8I-
13:
R1+1E-6-R1 ;12 
EIP (-3.33E5»R1) 
(1-3.33E5*R1 )*R6 
1-
14:
R3-R2;R5~R4jGT0
7b
15:
0-R1-R2-R3-R4*R5 
-R6*R7-R8:SPC 2 b 
1 6 :
IP R1>1E-5iGT0 2
6b
17:
IP R7°1;0-R7;
GTO 20 b 
18:
SPC 1fPRT R1,R8, 
R6,R6-R8h

19:
R7+1-R7b
20:
PLT R1, R8 j PEU b 
21:
R4+1 6.667*R2 R5b 
22:
(l2+600»R2-R5)/8
16.667-R3H
23:
600 (R3-R2)-R8b 
24:
R1+0.5E-6-R1}12 
EZP (-3.33E5*R1) 
(1-3.33E5*R1 )-R6 
b
25:
R3~R2;R5~R4;GT0
1 6h
26:
0-R1-R2-R3-R4-R5
-R6-R8j10-R7;
SPC 2b 
27:
IP R1>1E-5:GTO 3
6b
28:
IP R7=>10}1-R7;
GTO 30 b 
29:
PLT R1,R8 ? PER ;R 
7+1-R7;GT0 31b 
30:
SPC 1 ;PRT R1,R8, 
R6,R6-R8jPLT R1,
R8 } PEN b 
31 :
R4+3.33*R2-R5b
32:
{12+3000R2-R5)/3 
203.33-R31- 
33: '
3000(R3-R2)-R8h 
34:
R1+1 E-7-R1 >12 
EXP (-3.33E5*R1) 
(1-3.33E5*R1 )-R6 
b
35:
R3-R2}R5-R4;GT0
27 b
36:
end y- 
R294

Tablica 2.8
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W programie tym przyjęto następujące oznaczenia«
n.T - oznaczono przez R1
in _ rt tt R2
tn+1 _ rt n R3
uQ“iC _ rt n R4

Uc _ tt rt R5
UL (kT) _ n rt R6

C 1
_ rt rt RQ

W zerowej linijce podano żądaną skalę rysunku. Fragment programu umiesz
czony w linijkach 1-5 umożliwia wykreślenie U^(t) (linia ciągła na rys. 
2.30.3). Natomiast wydruk (i wykres) punktowy u£ oraz wielkości błędu dla 
at ■» T = 1 . 1O-  ̂s realizuje fragment programu zawarty w linijkach 
7-14.

Dla 4lt => T = 0,5 . 10“  ̂ s wykres u£+1 realizowany Jest przez linij
ki 16-25, a dla t =» T =» 0,1 . 10-6 s przez linijki 27-35.

Zadanie 2.31
m

Rc =■ =» 100 Q a tematowy obwód można zastąpić, stosując iterowane mo
dele pojemności, obwodem przedstawionym na rys. 2.31.1.

Z równań węzłowych obwodu

y?*1 (2G + G j  - V°+1G =. EG + U“ G„ 1 C Z c

-V°+1G + y ^ -1 (G + Gc) » Vc2°c
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wyznaczymy

V“+1 3 u2U n  + 1)T)

2 GG G (2G + G )
vn+1 „ E ---2-------  + V? -*-----2----- - + v“ -£■------- 2— ^ (1)
2 G2 + 3GGC + G2 G + 3GGC + Gc G + 3GGC + Gc

oraz

Tn+1 G „n c „n+1 u
¿a +i r  + vi sffTTr + 2 ■srr-T

Rys. 2.31.2

(2)

Napięcia na kondensatorach w 
chwili t=0 są równe zero, więc

a po podstawieniu wartości liczbo
wych do (1) i (2) otrzymamy

V°+1 3

»[0,1527 + V“ 76,34.10“3 + V° 0,91 6l y

(10
oraz

vn+1_
V1 '

-[1,667+0,833 y“+83,33.10"3 v“+1]y
( 2 *)

Z iteracyjnego rozwiązania (10 i (2*) otrzymamy przybliżony przebieg 
napięcia wyjściowego przedstawiony na rys. 2.31.2 (kropkowany). Dla
porównania na tym samym rysunku naniesiono dokładny, uzyskany analitycz
nie, przebieg napięcia Ugit) (ciągły).

Wakutek kumulowania się błędów z każdej iteracji dla t > 1,5 ®s błąd 
jest już znaczny. Można go zmniejszyć dobierając mniejszy czas T * ¿lt.
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Zadanie 2.32
Tematowy obwód można przedstawić w postaci operatorowej jak na rys.

2.32.1.

Ffs)CP

£  Ifsj Ą

Uak)

- c z >
*1

U2(s)

Rys. 2.32.1

Z II prawa Kirchhoffa

U12(s) » E(s) - l(s)R1 (1)

n2(s) = -kn uu12(s) - u12(s) - i(s> "2
R2 + sTJ

( 2 )

a stąd

U2(a) V u R2
xrśj " "  a2 + (i^ '■+ ir r d ę n .-1 ;ay

-R2=»R

(kujU-V2'jVaW(i7--+-T7 (3)

przyrównując M(s) do zera otrzymamy pierwiastek mianownika

■Sa.u + 2 
3i + (4)

n _E1Sa.n ¥  /* t + \ “E!Sa.u
2 a kL „ + 2 ” 2 “ r ~ ~  + s'u,U ais + ym) “Tl,U

-t/T.
(1 - e 1), (5)



Obwód, ten można też rozwiązać metodą potencjałów węzłowych.
Ponieważ w obwodzie występuje ŹUSH obwód wymaga uprzedniej modyfikacji (7 
przez dodanie aztucznego węzła. Zmodyfikowany obwód przedstawiono na rys. 
2.32.2. Wartość rezystancji R jest dowolna i równa np. 1 k2.

Rys. 2.32.2

¿7 + iq  + 30 -  b2 -  80 0

-  -  sC + aC -  i * ł

, *u.u + -Tr»- +
I »

1-* 0

JLysJ
Li

(6 )

Po rozwiązaniu układu równań (6) wyznaczymy napięcie

u2 (t) =«ć“1{V3 (s)} .

Wracając do wzoru (5), opisującego przebieg czasowy napięcia u,,lt), o- 
kreślimy wpływ wartości współczynnika ku na przebieg tego Dapięci:!. 
tzn. na stałą czasową
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oraz asymptotę

E V u

Dodatkowo określimy wpływ ku u na pierwiastek mianownika s1 (4).Otrzy
mane wyniki zebrano w tablicy 2.9.

Tablica 2.9

V u 1 2 5 10 100 1000 CXD

T1 /RC 0,667 0,75 0,857 0,917 0,9902 0,999 1

V u 0,333 0,5 0,714 0,833 0,9804 0,998 1

3-,= - 7J
I

S

-1,5.103 I —i UJ UJ • O U
J

-1,17.103 -1.09.103 1,01.103

r-\O•OO1— 1 -1,10^

Ha rysunku 2.32.3 przedstawiono przemieszczenie się na płaszczyźnie ze
spolonej pierwiastka ŝ  w zależności od wartości ku a na rys. 2.32.4 
przebiegi czasowe Uglt) dla wybranych wartości ICy u .

Rys. 2.32.3

Zauważmy, że ze wzrostem ku u rośnie stała czasowa T̂  i składowa ustalona 
asymptota napięcia U2 (t), a maleje (co do modułu) wartość pierwiastka mia- 
nownika (bieguna) a1. W granicy dla ku u nieskończenie wielkiego - co od
powiada idealnemu wzmacniaczowi operacyjnemu - obwód (jeśli chodzi o mo
duł napięcie UgÎt)) zachowuje się, tak jak "zwykły" obwód RC.
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Rys. 2.32.4

Rys. 2.33.1

Zadani e 2.33
Podstawiając do wzoru (3) z zadania 2.32 E(s) =» 1 otrzymamy

-k k —t/T
" ------------"ł~ V  u ^ •*"—  ' ^ (t) = ™  9 1’
RC(ku,u + 1)(s + H C T t ^ T T T T 5 ’ (1)
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gdzie

RC
+ 1  
TT*

Przebiegi czasowe napięcia UgU) dla wybranych, wartości ky u przedstawio
no na rys. 2.33.1.

Zwróćmy uwagę, że dla pobudzenia impulsem Diraca idealny model wzmac
niacza operacyjnego można traktować jako pierwsze, bardzo zgrubne przy
bliżenie układu rzeczywistego.

Impuls Diraca należy rozumieć jako przypadek graniczny (prostszy w ob
liczeniach) pobudzenia impulsem prostokątnym o czasie trwania znacznie 
mniejszym od stałej czasowej obwodu.

Zadanie 2.34
• Układ równali węzłowych opisujących tematowy obwód, przy numeracji wę

złów jak na rys. 2.34 ma następującą postać:

1 2 3

^7 + sCi 0 0

0 l q  + h
1

"ki ,u ~ ¿ 2 + ki ,u k + k + 3° 4

(1)

układu równań (1) należy wyznaczyć Vj(s) = Ugis). 
Ponieważ

V2 (a) “ + G, V3 (a)

sC.
V 1 (a) 3 E(a) g p :  'ag'"»

więc

V^(s) W Bts) kl,uaR1C1
(sR1Cl + 1 )

E(s)s , (2)



Pierwiastki mianownika

8i - - a f o

aą niedodatnie i rzeczywiste, więc przebieg czasowy napięcia Ug(t) jest 
aperiodyczny, zatem

. . , N Ek, 1 -t/E. -t/T„ -t/T. -t/T_
T3Ca) - u2(t) - — c*—  (e -e  2) - U 2(e -e 2), (3)

gdzie

h - - i ;

a otrzymane;po podstawieniu wartości liczbowych dla różnych wartości współ
czynnika k^ u, wyniki zebrano w tablicy 2.10.

Tablica 2.10

k Asi,u> V 1 10 100 104 CO

1
31’ 7 -1.103 -1.103 -1.103 -1 .103 -1 .103

= -1/s1, s 1 .10“-* 1.10“3 1 .10“3 1,10“3 1.10“3
s2, i .
— -—  s ' -  . . . . .

-600,5 -5,1.103 -5.01.104 -5.10b co

T2 “ a 1,665.10“3 0,196.10-3 2.10-3 2.10“^ 0
U„, V
w zależności (3) 2,503 2,439 2,037 2 2
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Zauważmy, że ze wzrostem k^ u maleje stała czasowa Tg i w granicy dla nie
skończenie wielkiej wartości tego współczynnika maleje ona do zera, roś
nie natomiast (do 2 7) maksymalna wartośó napięcia Ug(t).
Ha rys. 2.34.1 i 2.34.2 przedstawiono przebiegi czasowe napięcia Ug(t) dla 
różnych wartości k^ u.

Rys. 2.34.1

Rys. ,2.34.2
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Dla czasów t ^ O obwód z rys. 2.35 możemy przedstawić w postaci takiej 
jak na rys. 2.35.1. Wtedy otrzymamy

Zadanie 2.35

Ug

Rys. 2.35.1 

przy czym

Łc “ 0
duc
31“ -i.R - “ TT “ ' m

a więc

G 3 1 " ,+ E "  “ °* (1)

Uc (0) = E (la)

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego, jednorodnego (i) wraz z wa
runkiem początkowym (la) jest w postaci

uc U) = CleBo*

gdzie sQ jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, a stałą do
bieramy tak, żeby było spełnione (la). Wobec tego otrzymamy

uc (t) - Ee ^  =. 1e 7 =. e-10^  V (2)

Przebieg napięcia uc (t) przedstawia rys. 2.35.2.

Rys. 2.35.2
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Z I prawa Kirchhoffa otrzymam?

du
C + GUc “ Xo * >  °’ {1)

uc ( °)  -  U0.

gdzie:
0 -

Dla liniowego czasowo niezależnego obwodu całkowita odpowiedź (napięcie 
u (t)) Jest równa

uc (t) = uco(t) + uci(t) t >  0.

Napięcie uCQlt) jest napięciem powstałym w wyniku rozładowania napięcia 
początkowego na kondensatorze przy wymuszaniu zewnętrznym równym zero. 
Napięcie uc^(t) jest napięciem wynikłym z załączenia do obwodu w chwili 
t = 0 wymuszenia zewnętrznego przy napięciu początkowym na kondensatorze 
równym zero.
Wobec tego na podstawie zadań 2.1 i 2.35 otrzymamy

t t
uc (t) a uQ e ^  + RIq (1 ~ e t ̂  0 (2}

uco(t) uci(t)

Zadania 2.36

Hys. 2.3&.1
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Możemy również n0 (t) zapisać w postaci

t ^
uc lt) = (UQ - RI0)e ^  + .aiQ - 1 + 1  e-10 * V

stan przejściowy atan ustalony dla t ̂  0

Przebieg napięcia uc (t) przedstawia rys. 2.36.1.
Zadanie 2.37
Schemat zastępczy naładowanego kondensatora z upływnośclą przedstawio

no na rys. 2.37.1. Naładowaną pojemność zastępujemy szeregowym połącze
niem pojemności bez warunku początkowego i SEM

Z prawa Ohmai

U(s) = — -— y- Bui u(t) * U e-t/,T, (1)
ffu «u + W

gdzie:
T = R^C - stała czasowa obwodu 

Rys. 2.37.1 dla * " *1

atąd T = 10 s. 
więc dla t = t.

50 e
1
T 45,3 V ( 2 )

10 50 e
*2
TO (3)

atąd tg ■ 16 8.
Zadanie 2. Ta
W stanie ustalonym (dla t <  0) prąd płynący w obwodzie określony jest 

przez R.p i r ,̂. Schemat obwodu przedstawiono na rysunku 2.38.1 
P Ponieważ Rv '®> Rg

r C Z H -
'U ,

V  4
“' O

Ponieważ Ry-^* ̂ 3 (niezależnie od zakresu 
pomiarowego woltomierza) można z małym błędem 
określić 1^ i uy ze wzorów:

20 0,1 A (1)

Rys. 2.38.1 (2)
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Najbliższy zakres pomiarowy woltomierza wynosi 157, więc

Ry = 15 . 5 = 75 kQ. (3)

Dla t ^ 0 (po odłączeniu zasilania) należy uwzględnić warunek początkowy 
na cewce iL (o), gdzie:

iŁ (o) - prąd płynący przez cewkę w stanie ustalonym, czyli
i-^o) “ ijj “ obliczone ze wzoru (1).

Schemat zastępczy obwodu (w postaci operatorowej) 
pokazano na rys. 2.38.2.

I(a) - R1L+"łv + aL

a napięcie

Uy (s) = -I(s)Ry
v L

(4)

(5)

lub

UT (s) - I(s )Rl + I(s)sli - LiL . (6)

Przechodząc na postać czasową otrzymamy:

t
uv - - V l 8 * (7)

gdzie:

T -itrfTę-L v

Ponieważ Ry R^, więc

T « a -*r n 6,67 . 10 ^ s (8)
Rv 75 . 103

^ - 150 . 103 S-1
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a

RTiL = 75 . 103 . 0,1 = 7,5 . 103 V (9)

więc

(7’)

Przebieg czasowy napięcia na woltomierzu

10 V dla t <  O
-V

Energia zgromadzona w cewce zostaje rozproszona na opornościach R^ i Ry

Zwróćmy uwagę, że należy uwzględnić dokładniejszy model elektryczny opi
sujący własności dynamiczne woltomierza. Model rozpatrywany w tym zadaniu 
posłużył tylko do zasygnalizowania występujących zjawisk.

Zadanie ?.iq.

Kondensator posiada upływność, Ry » 20 kQ, t1 = 2,77 s.
Zadanie 2.4.0 
R 400 a

W =. ^ L ±1 » 2,5 mJ. ( 1 0 )

W =S
0

(Rv + RL)dt r, Rv J i2dt + Rl J i2dt
Ó 0

Sprawdźmy wymiarowo:
Energia pobrana przez woltomierz

czyli

'Hy =2,5 mWs.
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Zadania 2.41 
E = 625 V
u = (-117 e"4400t - 45 e"1300* - 250) V .
Zadanie 2.42
Diodę można zastąpić, w zależności od kierunku płynącego przez nią prą

du, opornościami liniowymi

R , m   Q a 20 G dla ij ^ 0
d 1 10 .  10“ 3 d

o;
i-20 a = 20 kS2 dla id <  0.

a2 1 . 10"-3

Przy załączeniu obwodu na 3EM B prąd płynie przez diodę w kierunku zapo
rowy», więc Rd =* . Schemat układu podano na rysunku 2.42.1.

[W L

fi

Prąd i obliczymy stosując zasadę Thevenina.
Impedancja zastępcza widziana z zacisków a b, przy odłączonej gałęzi z 
rzeczywistą cewką 1 przy zwartej SEM E wynosi

R1Rd„
Rz “ Rab " »■"~+Tr>1 d2

( 2 )

a napięcie na zaciskach ab przy odłączonej cewce

Uab " Uo * S-f+TT“  rfd2* (3)



»układzie zastępczym (rys. 2.42.2) można obliczyć prąd korzystając z 
wa Ohma

gdzie j

Podstawiając

więc

Uwzględniając

n(s) i_ + Rt + sL z L
£ i Uo (1 -  e-t/T),

L LT " r_ + rt 3 i n rz T L il1“d2
^  + Rl

(2) i (3) do (4) otrzymamy

ER,
2 1 i .  .-t /O S

1 ° f f T T T T ’ I X   (1 " e }
, n U, + R. + rl

1 2

2 1
1u 3 k; t 5 7 1 ‘x x1 ^ “d2 1 d2

wartości liczbowe otrzymamy

iu = 50 mA, T = j a. - 2,5 ma

i » 50(1 - e"400t) mA.
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stąd.

-t./T 
1 — e =* 0,6

V T
1 - Ó,b " 2,5 (8)

po rozwiązaniu

t 1 *■ 2,26 b s

Po odłączeniu źródła dioda pracuje w kierunku przewodzenia, więc » 
» . Energia zgromadzona w cewce rozproszona zostaje na rezystancji
własłej oewki R^ i rezystancji diody .

Schemat układu po odłączeniu źródła pokazano na rys. 
2.42.3.

( k

-t/T,
kd1 T L

gdzie

1 “ R T T T T r  ” -2TO 81 - 4,55 ss (10)L d.

dla t -

- 220 s'1

" V T1i - iue - 0,4 iu (11)

stąd

V T1e 2 - 2,5

t2 - 4,12 ma
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Zastępując element nieliniowy liniowym rezystorem R2 otrzymamy, korzysta
jąc z zależności (l)-(8), prąd. płynący przez cewkę po załączeniu źródła. 
Przy czym

Rl R2
Rz - ir^riq 31002

Uo » | - 10 V 

T !‘ R Ł+  R t “ W 5  8 " 3 ’33 Ba e k »Z Jj

więc

Dla t = t

» 300 sek-1

i => 33,3(1 - e-300t) mA. (12)

i = 0,6 iu = 33,3(1 - e_300tl) mA

stąd

t(| = 3,02 ms

Korzystając z zależności (9) — (i 1) obliczymy prąd płynący przez cewkę, za- 
bocznikowaną opornikiem R2, po odłączeniu źródła, gdzie

T1 3 Rl + R2 3 A  s = 2,5 ms a T

i =» iue"t/T = 33,3 e-400t mA. (13)

Dla

t = t2

stąd
i a 0,6 iu

t'2 ■» t1 =■ 2,26 ras
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Przebiegi prądów płynących przez indukcyjność, przy różnych elementach 
bocznikujących cewkę (i^ - prąd płynący przez diodę, iR - prąd płynący
przez bocznik R2), przy załączeniu (zależności (4” ) i (12)) pokazano na 
rys. 2.42.4a, a przy odłączeniu źródła (zależności (11) i (13)) na rya* 
2.42.4b.
Zastosowanie elementu nieliniowego służy do:
1) zmniejszenia stałej czasowej (w porównaniu z RR) narastania prądu pły 

nącego przez cewkę po załączeniu zasilania,
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2) zwiększenia wartości prądu ustalonego lu płynącego przez cewkę,
3) zwiększenia stałej czasowej rozładowania obwodu z cewką.

Zadanie 2.43
R2 = 1533ii , R3 - 500n .
Zadanie 2.44

i = (10 + 3,33 e"133t) mA

u = 10(1 - e“133t) V.
Zadanie 2.45

_ * tn3
 ̂ _ on « 'T~Tó 10u, = 20 e 1,0

- yiwr 103
u = (14 + 10 e 1,0 ) V

Zadanie 2.46
W stanie ustalonym (dla t <  0) napięcie na kondensatorze u = uco

(rys. 2.46.1). Dołączenie opornika do układu spowoduje wystąpienie sta
nu nieustalonego. Hastąpi przeładowanie kondensatora do innej wartości 
ucQ określonej przez parametry obwodu i wartość SEM E. Schemat układu z 
uwzględnieniem warunku początkowego na kondensatorze podano na rys. 2.46.2..

h )

Ri it =o

0 f
U.--E

Rys. 2.46.1 Rys. 2.46.2

Stosując metodę potencjałów węzłowych mamy

Vb (s)
2 + 17 J t  +

CO
a (D

1 R2 + 17
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ponieważ

otrzymamy

R. a R„ a K- n R, U = EI ¿ i  1 CO

Vb (3) 2  o. 1 
*  +  ~

T
1 7 J

2E 1

Ę E
s a
7 + ----K R + 17

E 2U(3) a vb (s) a J- -  ' 2 + f 3^T 1

3 + 377 3(s + ^

a funkcja czasowa

~2E -t/T ^ E

gdzie

T a = 0,15 s

1 20 „-1

więc
Rys. 2.46.3

, vb f2E -t/T E -t/T
1 = 7 T “ [37 e + 77 (1 " e

Po podstawieniu wartości liczbowych

20 
"7i = (30 + 10 e )mA dla ' t ^ 0

60 V dla t <  0

20
. (30 + 10 e 3 )V dla t ^  0.

( 1 - )

(1” )

t/T>] V,

) a . (2)

Przebiegi czasowe napięcia i prądu podano na rys. 2.46.3.
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Przed dołączeniem SEM E1 przez cewkę (rya. 2.47.1) 
płynął prąd

Zadanie 2.47

^  = 1?— ZTfT = °, 1 2 ALo L + 2

u = i, Rt = 6 V. 
Lo L

(1)

Po załączeniu SEM E1 następuje (trwająca nieskończenie długo) zmiana 
ilości energii zgromadzonej w cewce do wartości odpowiadającej nowemu sta
nowi ustalonemu. Ilościowe przebiegi prądu i napięcia wyliczymy ze sche
matu podanego na rys. 2.47.2e.

LL(s)

Rys. 2.47.2a, b

Stosując zasadę Thevenina można go zastąpić obwodem jednooczkowym (rys. 
2.47.2b), gdzieś

+ 10 
Uo * E2 - R1 ■+ H2 R2 = - ~J V (3)

R1R2 200 „ 
Rz 3 a p n ę  - - y Q ■ (4)

Z prawa Ohma

UQ
Tl„\ s" + ^ L o  ~ , Uo ,. ~t/1^ . -t/T
Ils) 3 M + Ł. + sL = 1 3 B~ V J U  (1 " e } + ŁLo 8 z jj z  L

(5)

gdziej

(6)
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lub

Po podatanieniu
■ej

U m

a-)

- 6

b)

Uis) - I(s )(Rl + sL) - LiLo (7’)

U (a) - UQ - l(a)Rz. (7”)

(5) do (7” ) i transformacji odwrotnej funkcji operatoro

we - V 1 - e"t/T) - h J ,  e"t/T]v - (s)



- 187 -

Podstawiając wartości liczbowe

i = [-28,6(1 - e"585t) + 120 e"585t]mA

-1,43 - 9,9 e“585t]V. (80

(50

(5”)

(80

Uwzględniając wartości i oraz u przed załączeniem SEM E1 otrzymamy:

120 mA dla t < O

[-28,6(1 - e-585t) + 120 e“585t]mA dla t ^ O

'+6 V dla t < O

[-1,43 - 9,9 e“585tlv dla t >  0.

Przebiegi te przedstawiono na rys. 2.47.3a i b.
Sprawdzenie
W stanie ustalonym (po czasie nieskończe

nie długim po załączeniu) cewka stanowi zwar
cia, więc obwód można przedstawić jak na rys. 
2.47.4.
Stosując metodę potencjałów węzłowych otrzy
mamy:

stąd

1 o. 1 x 1rj- + + rr~
L 1 2 L J

uust =* -1*43

32 h  - Ei t (9)

co jest zgodne z wyrażeniem (8” ) na napięcie u, gdy podstawimy t = =■=>.
W chwili załączenia klucza (t =■ 0) prąd płynący przez cewkę zachowuje 

poprzednią wartość (cewka przeciwdziała zmianom prądu przez nią płynącego) 
równą 120 mA..
Wynik ten otrzymamy z wyrażenia (5”) podstawiając t = 0»

i =120 mA.

t=0
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[-150 V dla t <  0
u «« ■[

L(+50 - 200 e“l6»7t) V dla t >  0

Zadanie 2.49
Uwzględniając warunek początkowy na cewce (i1Q = I) otrzymamy obwód 

podany na rys. 2.49.1, z którego stosując metodę potencjałów węzłowych wy
znaczymy V

Zadania 2.48

V 8) [iq + k- v  i Ł + bł]

stąd

I _ ^ l O ______
s “ T r p T E ^ T a i ;

R-j + Eg + E^ + sL

( 1)

7a (a) K g W f  +  1 ^  +  b LJ

i  OŁ, + ;El) + |.sL - ŁI x R1 + E. 
fi-j 4* R^ + sii "b H1 + R^ + sL ( 1 >)

Y f ni 1 ^  + ^ ^ 2  1 fr.)
a 3 ; h 1 + 5 2 +  aL  af +  V  (1 '

gdzie:

T '«i V

co odpowiada
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Vg = 5(1 - e"2000t) V. (3)

Z prawa Ohma

25(1 - e-200(n) mA. (4)

Z I prawa Kirchhoffa

i, = I - i2 «. 25(1 + e“200t) mA (5)

Z II prawa Kirchhoffa

u - V a - i1R 1 = 5(1 - e-2000t) - 25 . 10“3 . 100(1 + e~200t) o

- (2,5 - 7,5 e“ 2000t) V. (6)

Przebiegi czasowe napięcia « oraz prądów i1 i i2 podano na rys. 2.49.2a 
i b.

Rys. 2.49.2a, b
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P1. W stanie ustalonym (dla t < 0) napięcie na kondensatorze uCQ 3 ^ = 
= 10 V (rys. 2.50.1

2. W chwili t =■ 0 po zwarciu opornika R2 na
stępuje zmiana energii Wc zgromadzonej mię
dzy okładkami kondensatora.

Obwód można przedstawić jak na rys. 2.50.2a. Sto- 
^  sując zasadę Thevanina (rys. 2.50.2b) obliczymy 

prąd z zależności:

Zadanie 2.50

E co 1__ m̂ -l-
~ ~  ~ e TCT7 10 *X \3 J =* ^ ---j—  =■ 1 =* 5 9

1 + 2 + iC
mA ( 1)

a)

Rys. 2.50.2a, b
V

ładunek zgromadzony na okładkach kondensatora przed zwarciem opornika Rj

Q1 " Cuco - 4,7 . 10-6 [C] (2)

a w stanie ustalonym po zwarciu opornika

q2 =, c |  =» 7,05 . 10-6 [C] (3)

Całkowita energia wydawana przez zastępczą SEM ^rys. 2.50.2b)

T  ”  -  TTTW 1 0 3WE =i J |  idt = J 15,5 . TO'3 e dt =. 35,25 . 10~6 I (4)

jest pobierana przez kondensator oraz rozpraszana na opornikach. Rrzyrost 
energii kondensatora:

Wc =» \  C \<Ą)2 - u20J - ^ 0,47 . 10“6 (152 - 102)Ws - 29,375 . 10-6 I. (5)
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Z równania bilansu

WE „ Wc + w + WR
3 z (6)

stąd:

\  3 *R 3 2  (WE - Wc) - 2,94 . TO"6 X.
3 z (7)

Energię rozproszoną na oporniku R^ można też obliczyć wprost z zależności:

=» „  2t
'.YR = | i2R3dt = j 25 . 10"6e ^500 dt =• 2,94 . 10"6 I- (8)
3 n V>

Zadanie 2.51 
u =• 0, 
i =» 0.
Zadanie 2.52 

Ad a)
1. W stanie ustalonym (t <  0) prąd płynący przez cewki

1 3 iL10 “ 1L20 3 rtw + ^  + R2 3 15 ®A (1)

a napięcie

u =■ iR2 = 15 V. (2)

2. Po zwarciu zacisków 1-1' (t > 0) napięcie na 
zaciskach rzeczywistej cewki LR wyznaczymy z 
obwodu podanego na rys. 2.52.1

U(s) = § - I(s)Rw = I(s )(R2 + pL2) - LiL20 (3)

■Ę 4. ns u±Jj20 ~ . E ,, -t/XN
I(s) 3 F T ' H 2-V "aŁ2 3 1 3 1T-+ R 2 (1 - e )+

+ 1L20 0
-t/T (4)
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gdzie:

T ** k ""+ "5*" = ^  osek

i|r » 1500 sek-1,

więc

u “ E " (1 " e"t/T)

- 1L20Rb = (20 +2,5 e_1500t) V. (3’)

Wykres czasowy napięcia podano na rys. 2o52.2 - krzywa a.
Ad b)
. W stanie ustalonyn

i = i E
L20 3 Eh + ii1

u » 0

» 30 mA (5)

(6 )

Po zwarciu cewki pierwszej

| + LiT„n ^ p -t/Ł, -t/Tr
I(s) "  R V b I ~  = i  -  j t  (1 -  e  )  +  i E 2 0 e  (7)

L2T1 » « 2 msek

“ 5CTO- eek-1

napięcie

u = E - iRw o E - E(1 - e ') - iL20R,e 1 + 15 e 5UUt V. (8)

)
Przebieg czasowy podano na rys. 2.52.2 - krzywa b.
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Zadanie 2.53

u =
r

dla ■t <  0

1 (7,5 + 2,5 e-500t) 7 dla t > 0

1 a
0,2 A dla t <  0

.(0,15 - 0,05 e-500t) A dla t Si 0
Zadanie 2.54

i -
0,1 A dla t <  0

. [0,1 + 0,05(1 - e“1000*)] A dla -t 5? 0

u =
20 V dla t <  0

10(1 + e~1000t) V dla t >  0
Zadanie 2.55

U a r
dla t < 0

5 .-M 0 * V dla t P  0

i =
50 mA dla t <  0

. (100 - 50 e-200t)mA dla t ^  0
Zadanie 2.56

n »
10 V dla t <  0

( 1 5 - 5  e“400t) 7 dla t ^  0

i
0 dla t <  0
0,1 e“400t A dla t P 0

Zadanie 2.¡57

u • • 42 7 dla t <  0

(22 + 20 e"1000t) 7 dla t p 0

i =t ■
0 dla t < 0

(-0,2 e"1000*) A dla t >  0
Zadanie 2.58

" ' i

0 dla t <  0
-25 e-1000t 7 dla t S5 0

i * .
0,1 A dla ■t <  0

(0,05 + 0,05 e~1000t) A dla t P 0
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Zadanie 2.59
u = O, u1 = 50 V 

Zadanie 2.60 
1 = 0 

Zadanie 2.61 
u = O 

Zadanie 2.62
Ponieważ obwody przy załączonym i odłączonym kluczu aą różne rozbijamy 

obliczenia na 2 przedziały:
1° dla 0 ^  t <  t1 - gdy załączony jest klucz K,
2° dla t ^  t1 - po odłączeniu klucza K.

Ad 1°)
Schemat podany na rys. 2.62.1 przedstawia ob

wód tematowy, narysowany w postaci przyjętej 
w teorii obwodów, po zamknięciu klucza K. Sto
sując metodę potencjałów węzłowych, gdy

otrzymamy
Rys. 2.62.1

(1)

stąd

1 uz“2
STTJT2

(1 - e - ^ ) (1*)

gdzie

7 =■ 0,625 s"1
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po podstawieniu

u » 32(1 - e"°>625t) V (1»)

dla t = t̂  » 1  s

u(ti) - UCQ = 32(1 - a-0»625.1 j = 14f87 y> (2)

Prąd płynący przez kondensator obliczymy ze znanej zależności

U„ du „1  UzR2 ,-t/T uz -t/T . -0.625t
1 - C TF " C T Ł, +lH2 e ITT =■ 4 ,e mA (3)

dla t >» t1 « 1 s

i(t1) = 4 e-0’625*1 bA =. 2,14 mA. (4)

Eys. 2.62.2

Ad 2
Po odłączeniu klucza kondensator, ładowany poprzed

nio ze źródła Uz, rozładowuje się przez rezystor R,,. 
Schemat obwodu rozładowania podano na rys. 2.62.2.
Dla ułatwienia zaczynamy liczyć czas od t1, wówczas 
V = 0 dla t ■» t1.
Można zauważyć, że

-t/T
u » D e 1 =. 14,8 e-0’125t V, (5)

gdzieś

T̂  “ R^C m 8 8'

sjr- - 0,125 s_1

-t'/T1
-0,37 e-0’12^t" mA. ( 6 )

Dla t' w t.

-0,125t_ 
u - 14,8 e ¿ V w 1 V (7)
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stąd

t2 » 21,595 s

Przebiegi czasowe napięcia u oraz prądu i można zapisać następująco:

0 dla t < 0
32(1 - e-°>625t) V dla 0 <  t < t1
14,8 e“°’125t 7 dla t ̂  t., (t'>  0)

4 e-°-625t nul 
-0,37 e"0’"l25t mA

dla t < 0 
dla 0 <  t <  t
dla t > t1 (f ̂  0)

co ilustruje rys. 2.62.3*

(8 )

(9)

Zadanie 2.63
U3 = 20 7, U2 =» 31 V, U1 =. 43,55 V 
E = 58,28 7, PE =. 0,86 W.
Zadanie 2.64

1. W stanie ustalonym (przełącznik K w pozycji 1) można przedstawić obwód 
jak na rys. 2.64.1.
Ponieważ prąd przez kondensator nie płynie (stan ustalony), więc

uo - n n r  Rz = 2^  v.¿t
d)
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‘

ULc
X<\

Rc

G Ą

« U
U,(s)

Rys. 2.64.2

2. Po przełączeniu K w pozycję 2 obwód przedstawiony jest na rys. 2.64.2. 
Ponieważ Rp <  Rz, więc Dastępuje wyładowanie kondensatora.
Korzystamy z metody prądów Oczkowych

U.
P 3 

0

ponadto

oraz

I-I (R1 + Rp + iTj) - x2(s>R 

-I^ajRp + I2(s)(R + R) ^

I1 (s) - Hs)

( 2 )

(3)

(4)

U1 (s) = -l(a)R1, (5)
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Z równań (2) i (3) wyznaczany 1^(s) i podstawiamy do (5)

u,o z a U„ U„ R1
Ui (s) = -R1  ----—»  =■ -(r2 - r  a> r  ~ ~ T »  (5’T” = "v~ ~ ~  aj TC I- T'+ —

ZR- + aC 2 8 + T

gdzie:

R
a “ B ,P+ UP

Rz -  Ri + ir+ ir
RRT

U P

T - RZC

stąd, przechodząc na postać czasową

R
u1 =» (Uza — UQ) a t/T^ (5,ł)

z

Podstawiając wartości liczbowe otrzymamy

1
a “ FT

Rz ° 100,95 kL2

R1
JT " °-99

T » 100,95 . 103 C 3

_ 273)0,99 e 100»95.10 C y = _25& e 100,95.10 C y

dla t1 » 5 s

u1 » -256 e 100-35.1° c y 3 . 5  y a)
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stąd

51,2 - g100» 95.10*^0

c - 12.6 gf .

Zadanie 2.65

i = [0,1(1 - e~1°5t) + 0,05 e-0»2*1o5t] a

R1 “  R2  “

Zadanie 2.66
Przed zmianą wartości SEM E obwód można przedstawić jak na rys. 2.66.1

Warunek początkowy na kondensatorze

Uo = EP -  = 1 o + 2 .  2  => 1 1 V (1 )

£p-J0v(\j Po skokowej zmianie SEM E obwód jest równo
ważny rys. 2.66.2, gdzie:

, r2
u 3 E R'2 '+ R3 3 -4 v (2)

*0 3 r 2V r 3 3 1 (3)

Rys. 2.66.2

Więc

. En - Uo " U
i 3 ^ - n q - e"*/» - 1 , 5  e-1°4t mi, (4)
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gdzie:

T = CIR0 + R1) = 0,05 . 10"6 . 2 . 10+3 sek = 0,

więc

-1 04tVg =» EQ - iR1 =■ 10 - 1,5 e 1 V. 

Przebieg czasowy podano na rys. 2.66.3.

Zadanie 2.67
Napięcie u = 0, gdy Vc = Vd.

Stosując metodę potencjałów węzłowych otrzymamy:

Va(s) = 0, 7b (s) = |

vc (3>[ir+ k  + sC] - Va (a) ar - vb (3)3C - 

vd (s)[ir + ar + sC] - V s) ar - V a) i =

1 ms

15)

(1)

(2)

(3)
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Po rozwiązaniu

, /_■> _ 6Ę_______1 + a CR 6E RC(a + Bg> _ 3E 1 ,,,
d 4sC2R2 s + 3s gg + ^ 5  4sC2R2 (s + §ę)(s + ¿g) 8 a +

więc

2t
‘¿ “1{7d (s)} “ 7d - | E(1 - e" (4')

ale

więc

( S  +  g g )  B +  g g

2t
^ _1{7c (a)} “ 7C » E - | E(1 - e W ). (50

Dla t n t1

W  - 7d ( V

Więc

-  _  2^
Vc o E - | E(1 - e r ) . Td . j E(1 - e‘ ^~ )  (6)

stąd

t1 o 1,099 - 5,5 03.

Zadanie 2.68
Dla t <  0 (w stanie ustalonym) tematowy obwód jest równoważny obwo

dowi przedstawionemu na rys. 2.68.1.
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U At)

U40-O »■- o-

U2(ł)

Rys. 2.68.1

U A A

HK5-
U40

S

0 B< 0 Ri u, ii)

Wówczas

Rys. 2.68.2

° 1 0  “  U2 0  3  E

u1 (t) = 0, u2(t) = E

a obwód po otwarciu klucza można przedstawió jak na rys. 2.68.2. 
Z równań węzłowych

V1 (s)(G1 + sC^) - V2(s)sC1 ^ 1

U10„„ .-T1 (e)sC1 + V2 (s )(G2 + sG1 + sC2) =-— 8 ^  + sC2

71(s) = U1 (s) =
°20a " U10(s + cf*

f l .c ;  + 'c.fl0 + 'emj r .— ¡ n r2 1 2  2 1 . 1 2 3 + S  *— 71---------  + 71-71“
1 2 1 2



Rys. 2.68.3 

Przyrównując mianownik do zera otrzymamy

w.) 2 C1G1 + C1G2 + C2G1 G1G2ma; = 3  + 3  ■ - - * + ■»—*■ ■
1 2 °1G2 

a podstawiając wartości liczbowe

s1 = -3,8197 s"1 i T1 = - =.

oraz

a2 -26,1803 s-1 i ?2 = - =

(s - s1) (e - a2) » 0

0 ,2 6 1 8  b

.0,0382 s .
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Więc przebiegi czasowe napięć u1 (t) i u2 (t) 33 następujące

U1 (t) mci (s)} m

oraz

-t/T

W stacie ustalonym (t-*-= )  napięcia u1(t) i u2(t) zmaleją do zera, po
nieważ nastąpi rozproszenie na rezystorach i R2, energii zgromadzonej
między okładkami kondensatorów i C2.
Ra rys. 2.68.3 przedstawiono przebiegi czasowe napięć (t) i u2(t). 

Zadanie 2.69
Napięcie uc (t) otrzymamy rozpatrując dwa przedziały czasu: 

I ) 0 < t < l 1' i 2 )  t >  T1.
Dla czasów 0 ̂  t ̂  na podstawie zadania 2.1 otrzymamy

Dla czasów t > T. naniecie u_(t) obliczymy stosując zasadę sunernozycji' I C
w chwili t = została załączona SPM IQ i rozpoczęło się rozładowanie 
napięcia uc (T^). Wobec tego na podstawie zadania 2.36 otrzymamy

nc (t) - I0R1 (1 - e (1)

gdzie
■ H^C = 1 ma - stała czasowa obwodu dla t£[0,T.j] .

W chwili t m T1 napięcie na kondensatorze osiągnie wartość

Uc (T1 ) - I0R1 (1 - i) - 0, 632 T .

uc (t) * V o (1 ~ e

- Jo,632 a“2»1°3(*-10 3) + 0ł-5(! _ e-2.103(t-10 3)jjy dla t ^ (2)
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gdzieś

R1R2
T2 “ iq-+ ff2 0 3 °>5 **'

przebieg napięcia

n2(t) », 1 (i_e-1°3'fc) v dla t £ [O.T^

[0,5 + 0,132 e-2»103 (t-10 3 ) j v  d l a  t  ^

przedstawiono na rys. 2.69«1.

Zadanie 2.JO 
Ad a)

Ze znanych, zależności wyznaczymy

-t/T

gdzie:

T = HC » 2 as 
* 500 g-l

więc

(1)

u - 10 e"500t 7. (1* )
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Ad b)
Przebieg czasowy napięcia e nożna przedstawić jak na rysunku 2.70.1. 

Dla umożliwienia obliczeń przeprowadzimy je oddzielnie dla dwóch przedzia
łów czasowych:

10 0 <  t < oraz
2° t Js T1 .

1 W przedziale tym

s T.

więc

E . A. E r, ! \e 3 m— t = —n—  = Els;,
A1

Els) „ E T  1 a .. „ T mUls) = --*=4- R a - » -  » ■ ■ = U = E łjp- 11 - e ),
R + sTT 1 1

( 2 )

(3)

gdzie:
T = RC = 2 ms 

dla t a T,

-T /T
u =. E »- (1 - e 1 ) = 7,36 V. (4)

Z II prawa Kircbhoffa obliczymy warunek początkowy na kondensatorze C

Uo = E - u = 2,14 V (5)

Rys. 2.70.2

2° Wprowadźmy czas t' a 0 dla t = T̂  (prze
sunięcie o T-j osi czasu). Napięcie na oporni
ku będzie superpozycją napięcia spowodowane
go rozładowaniem się warunku początkowego na 
kondensatorze oraz napięcia od działania 3EM2 
załączonej w chwili t = 0 (rys. 2.70.2). 
WięC

u 3 (E - U )e“t/T = 7,85 e-500*’V, 06)

czyli

20(1 - e~500t) V
-(t-T.)50O 

7,86 e 1

dla 0 <  t < T.
(7)

l(t - T1) V dla t 5* T-,.
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7,8i

0 i ' 2 3 k 5 6
Ł.ms

7

Rys. 2.70.3

Przebiegi czasowe napięć u według zależności (1’) - (a) i (7) - (b) przed
stawiono na ry3. 2.70.3.

Wniosek;; Jeżeli czas narastania napięcia zasilanio do wartości ustalo
nej jest znacznie krótszy o<d stałej czasowej obwodu, tj. <  T, wówczas 
nożna założyć, że napięcie zasilania narastało w czasie bardzo krótkim 
(przypadek a) - impul3 Diraca, bowiem obliczone tym sposobem napięcie u 
nieznacznie różni się od rzeczywistego przebiegu (patrz rys. 2.70.3), a 
obliczenia są krótsze.

Zadanie 2.71 
Ad a)

1° Dla przedziału czasowego te: [0,1^) układ można traktować jak przy 
załączeniu stałego napięcia, więc

(1)

gdzie:
T =» | RC » 30 ms =■ Tx

więc

P 0 - 1 °  e - ^ T

dla t a T.1

u «  [10 - 0,368] V w 8,77 7



- 208 -

a napięcia na kondensatorze

Do = u -  iR = |(l - 0,368) = 6,32 V.

2° Z chwilą gdy SEM e staje Bię zerea (t 
następuje rozładowanie energii kondensatora » 
obwodzie jak na rys. 2.71.1.
Stąd aożna wyliczyć, żeU

u _ _ t_Ti
u = ̂  e Itt-T.,) = 2,1 e l(t - )V. (2)

Napięcie

10 - J° e"*'* V

t-T.1

dla tejO,^)

2,1 e A 1(1 - )V dla 

co przedstawiono na rysunku 2.71.2a.

Ad b)
1° Dla te[0,T.,)

iO
u.U),v

/
b)

----------r i
/  /

/  /
' - ¿ X -  - - ____

<2̂ 30 60 his

if- -  -  ^

Rys. 2.71.2a, b

0 “ f-X1
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więc E(s) = —*—  i stosując rachunek operatorowy otrzymamy: 
s T1

7 sRCU(s) = \ -I—  (1 - X  )
-Ti \ sRC + 1

(1)

stąd

(1’)

gdzie
T = ^ RC =■ 30 ms - Tj

dla t = T,

u =■ | - | (1 - e"1)V = 7,9 V

napięcie na kondensatorze

( 2 )

w chwili t = T.

uc 3 Uo a | e-1 =. 3,68 V.

2° Dla t ^ następuje rozładowanie kondensatora, więc

U.
U a -y- e 

Przebieg czasowy napięcia

t-T1 t-T1
l(t - T1 ) =• 1,23 e * ~ K t  - T^) 7 (3)

t - §  (1 - e“t/T) dla t £ [O, T-j )

t-T,V
przedstawia rys. 2.71.2b.

I(t -T1) dla t >  T1
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En a m  p m  r  r =

Zadanie 2.72
E1 Dla te [0,To] napięcie e = t, więc

-r, s Bis) E 1
o

u(a) „ E{s)(1 = T T  - A  2R 7 (sJ7?T) " u =3 +

“ TT 7 TT

gdzie:
T -

Po podstawieniu wartości liczbowych

—  t - 4 $- (t - T(1 - e~t/T)] , (2)

T » atała czaaowa obwodu.

u =. [100t + 2(1 - e"100t)] V. (2’

Z zależności (1) wyznaczymy prąd

E 1 - E m2 ft „-t/T-,1
l W  ■ i ? ,!(»* a ,  ■ 1 ■ i ?  ■ L? - (1 - * ’J

ale T =■ T1 = TQ, więc

i = | t - | T(1 - e"t/T) =. [1 Ot - 10_1(1 - e"100t)] A 

dla t = Tq

i « iQ «« 36,8 mA.

2° Stosując zasadę superpozycji, obliczymy dla t > Tq napięcie u jako 
sumę napięć od warunku początkowego u'1 oraz od napięcia zasilania u'- rys* 
2.72.1

(3)

Dla ułatwienia i uproszczenia zapisu wprowadźmy nową oś czasu t' 0 dis 
t - T0.
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2R

U

(A)
Rys. 2.72.1

Ad a )

e . E 3 - ^ 1 W2.ÇC

E U  ) = E — -
TT

lAs) =. E(s) - IU)2R = E _ E 2R ________
3 + Tjrj- U i3 + ljr*) U  + ^ )

ale

3R 1 1I" = T = 77’

więc

UU) = EU) - E |S  ---'-r-s = u' = E e"t/Tl - E r  t e " ^ 1 =
+ ijr-)

= (3 e"100t - 200t e"100t) V. (4)

Ad b)

„ -i QQ4.'
u =* -i 2R e 1 = -0,736 e V. (5)
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Z (2'), (4) i (5) przebieg czasowy napięcia

O[lOOt + 2(1 - e-100t)] V dla 0 jg t <  T

.(2,264 a-100*'- 200t e-100t) V dla t'^ 0(t TQ).

Zadanie 2.73
a) przy załączeniu T.| = ^ RC = 15 ma , =■ 4T^ = 60 ms,

przy odłączeniu Tg = 2RC = 20 ms , tg = 4Tg 3 80 ms'
4. /m

=> 0,019, czyli błąd mniejszy od(po czasie t̂  3 4T1 (e V  1 a 1

2%),
b) T.| = 0,67 ms , *1 a 2,67 ms^

Tg = 0,5 ms , t2 a 2 ms^

c) T̂  = 0,67 ms ., t1 a 2,67 maj
Tg = 0,5 ms- t2 a 2 ms,

d) T, =■ 0,625 ms , *1 a 2,5 ms/
Tg 3 0,6 ms ;, *2 a 2, 4 ms,-

e) T1 = 2RC = 20 ms t1 a 80 ms,
Tg = | RC = 26,7 ms , t2 = 106,8
Zadani-s 2.74

u = (30-10 e-6’67t) V
i = 10 e-6,67t mA

-6,67t -20t\ ., = (5 e ’ - 15 e ; mA .
Zadanie 2.75

i = (10 + 7,5 e-2000t - 2,5 e"6o00t) mA
u = (10 + 5 e~6000t) V,

Zadanie 2.76

u .  ( s )  =  |  - - - - - - -
1 3 (sRC) + 3sRC + 1

stąd

u1 = [50 + 22,35(e"52’35t - e_7*65t)] V

U2 (s) = U., (s)
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stąd

up = 50 - 13,8 e_52*35t - 36,2 e-7’65t V.

Zadanie 2.77
Obwód można przedstawić jak na rys. 2.77.1.

Uft)

U(s) 1 -
RC(s2 + 3 R L + ^ t)

u 3 (5+30,3 e“1770t - 25,3 e“1130t) V

I - u <3> E 
I(s) = R  +  sŁ' =* a . _ R C + L . 2. \

R ( + 8 RLC" ' + TZ'

i =, (25 + 44,2 e“1770t - 69,2 e-1130t) nu. .

Zadanie 2.78
Warunki początkowe na kondensatorach i Cg

u1Q 3 20 7 i n?0 = 40 7,20

u 3 30(1 - e“25t) 7

i 3 7,5 e_25t mA.,
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Zadanie 2.79

15 V dla t <  O

7,5 e-25t V dla O  O ,

Zadanie 2.80
1° Dla czasów t <  0 obwód można przedstawić jak na rys. 2.80.1, z 

którego wyznaczymy warunki początkowe na kondensatorach.
Napięcie na kondensatorze w stanie u-
stalonym jest równe zero, bo prąd i => 0 (konden
sator Cg stanowi przerwę).
Z II prawa Kirchhoffa

u20 = UC2 = E

u10 = UC1 = 0

(1)

( 2 )

Warunki początkowe można również obliczyć z 
równań w postaci operatorowej korzystając z twierdzeń o wartościach skraj
nych

I(s)
fi
3

1 + “1
(3)

U1 (S> “ I(a>
s R1C2

p '-'•1
R^R^C^Cp + s (R.j + R-| + R-j) + 1

(4)

u2(a) =* X(s) ^  = | --------------------------------SH"TJT....
sR3C2 + 1 + + |

(5)

Z twierdzenia o wartościach skrajnych

“C1 uin => lim u- =■ lim sU-is) =» 0 
10 t - ~  1 e — O 1

UC2 = u20 = u2 = liBl sU2^3  ̂ = E*

( 6 )

(7)
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2° Dla czasów t ^  O (po zamknięciu klucza K) obwód jest równoważny 
przedstawionemu na rys. 2.80.2.

u'(s)

+

Z zaaady superpozycji:

U(s) =* U'(s) + U"(s) 

l(s) = l'(s) + I" (s)

(8)

(9)

Z prawa Ohma:

lis)
Ę
s

fTj
r3 + sc^,1 +' r + bS ^ t t

Podstawiając

R-| = Rp 3 R3 3 R

C1 =» Cp =* C

-r7/_ \ E 1 sCR E 1 1 4/ _
3 s ir s T s m  - s 1 sen + " 3 3 1 3

E o-t/T o. E fi E 2E -t/T5 e • + 35 (1 - e ) = 3 5  + 3 5 e (10)

gdzie:
RC
T



a napięcie

U'(s) = l'(s) 3C|R+ =■ f.f ■ CR"“ ’ 3 u'3 T  (1 “ e_t/T)* (11>3 — +• I
Podstawiając wartości liczbowe otrzymamy:

_  20 .  10 3  , y o o , , . . .  1,0.~6.  a  = 2 a

i' =• (2 + 4 e-3/̂ 2t) mA (10»)

u' =. 80(1 - e~3/,2t) V. (11*)

W pierwszej chwili po załączeniu kondensatory stanowią zwarcie więc prąd
>»

i' | = =» 10-3 = (2 + 4-e°)lO-3 A = 6 mA (12)

a napięcie

(13)u; I =0* 
|t=0

W stanią ustalonym (po czasie nieskończenie długim) kondensatory stanowią 
przerwę, więc

i'u - g-'v i ; - + 'R" 3 t s  10"3 a 3 (2 + 4’°> fflA = 2m A  {14)\ 2 j

a napięcie

uu 3 ^ ^ 2  + R3^ 3 2 * 10”3 • 40 . 103 V = 80 V. (15)

Dla obwodu z warunkiem początkowym Ugg przyjmując oznaczenia z rys. 2.80.2
otrzymamy:
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Ug (s) = I"(s)
R2(R3 + WC.fi! + 

"  f~' ......
b: (17)

więc

I (s)
-U*(s)

R3 + aC1R1 + 1

s R2 ~Tr
(sC1R1 + 1 )sCg

3 CgR^RgR^ + aC^R^ (Rg + R^) + CgRg (R̂  + R^) + + Rg + R^

podstawiając:

( 1 8 )

= Rp =« R^ =* R

c1 = Cp = C

E C______3(sCR + 1 )//, .I (s) => - — ----5 —*   t—  — t—
(RC) 3 + 3  łyrr +  w

RC (RC)2

( 1 8 > )

przyrównując mianownik do zera 
znajdujemy pierwiastki

M(s) =* s2 + s ir + ■■ ■ "3"'"k - O* (19) 
RC (RC) 2

Stąd

31 = “ RC

RC’

.czyli

E C RCs(s + ̂ )  A E _-t/T r t
’ - 6 s f  - •(18”)
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m RC 2 T = 3- = j

li" (3) = -l"(s)R3 (2C)

lub w postaci czasowej

u" = -i"R3 = +120 e“3/2t V. (20’)

Z (10’), (11’), (18”) i (20’) otrzymamy napięcie i prąd:

u = u'+ u" =» [80(1 - e_3/2t) + 120 e~3/2t I V =■ (80 + 40 e~3/2t) V (8)

i = i'+ i" =» (2 + 4 e"3/2t - 6 e“3/2t)mA = 2(1 - e“3/2t)BA. (9’)

Przebiegi czasowe napięcia u i prądu i przedstawiono na rysunku 2.80.3. 
Zadanie 2.81

lt. ) . Ł  8 * ; f e  ,
W s Z ł “ ^ ł

im = = 2 mA dla t = 0,

2 4 R3
E 8 + 8 RC + CRTC

U(s) = ^  -j----- t----,---,
8 + 3 RC +

uB = E » 120 V * stanie ustalonym*
Zadanie 2.82
Dla t£ [O.T̂ ] tematowy obwód można traktować jak obwód RC załączony 

na stałą SEŁl E, wówczas

u2(t) =. E(1 - e"t/T) (1)
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uz(t)

gdzie:

OT1 6 E => -m- =3 10 V,

T 3 RC = 10-3 s

W chwili t = T. gdy napięcie na kondensatorze
Rys. 2.82.1 1 -T./T

u2 (ti) =. U0 (T^) = E(1 - e 1 ) =. 999,4 V prze
staje działać SEM e(t). Obwód zastępczy dla t > T1 przedstawiono na rys.
2.82.1. Z rysunku tego wynika, że

t-T.

u2 (t) = uc ̂ 1 ) e 1(t - T1). ( 2 )

Napięcie Ug(t) na kondensatorze

u2U) =
E(1 - e"t/T) 

t-T.
Uc(Ti)e

10° (1 - e
t

10" ) V dla t. £ [0,1.10 
-6

-6,

1(1 T1) = 999,4 e
t-10
10-3 1(t - 10-b)V

dla t >  10~6 s

Rys. 2.82.2
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a początkowy fragment jego przebiegu przedstawiono na rys. 2.82.2. Jeśli 
T.j ~ 0 (przy ET.j = const), to w granicy SEM e(t) pobudzająca może być 
rozpatrywana jako napięciowy impuls Diraca, czyli uzyskamy rozpatrywany 
już (w przykładzie 2.9c) obwód.
Porównując przebiegi z rys. 2.82.2 i 2.9.1c zauważymy ich podobieństwo 
(dla t >  ). Dlatego często, jeśli czas trwania pobudzania jest znacz
nie mniejszy od stałej czasowej (T1 <scT), przybliżona analiza przeprowa
dzana jest przy przyjęciu pobudzenia impulsem Diraca.
Do tego samego wniosku dojdziemy analizując pozostałe obwody z rys. 2.9. 
Zadanie 2.83

Uwzględniając warunki początkowe na kondensatorach na C2t U2Q = 10 V 
i na C-j : U1Q = 30 V, otrzymamy

Prąd może osiągnąć największą wartość w chwili zamykania klucza K

Stąd

u1 = 50(1 + 0,068 e-26’18* - 0,468 e-3*82t) V.

Zadanie 2.84
W stanie ustalonym (przy zamkniętym kluczu K) prąd

( 1.)

( 2)

stąd

R 5  30 8 (2’)

w tej samej chwili napięcie

Warunek ten jest spełniony dla każdego R dodatniego.
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Ad a)
Po otwarciu klucza K i przy założeniu, że w obwodzie przedtem był stan 

u3talony, obowiązuje układ przedstawiony na ry3. 2.84.1.

11 |uQ - i0R| <  100 V (3)

U-Ą

Rys. 2.84.1

stąd

R <  280 £> . (3')

Porównując (2’) i (3’) otrzymamy

30!! ^  R <ę 280 £2 . (4)

Przyjmujemy R = 702 więc 

Rz = R + R2 = 1501> .

Z zadania 2.18 (zależność (5)) wiadomo, że dla przebiegów krytycznych

2

stad

a więc

Ad b)

C = =» 356 . 10"6 P,

R = 70 2 , 356 . 10- 6

Przyjmując, że przebieg czasowy prądu rozładowania cewki zanika prak
tycznie po czasie równym 4T (T - stała czasowa obwiedni przebiegu oscyla
cyjnego tłumionego) z błędem <  (2%) otrzymamy (zad. 2.18 przypadek c)), że

W  = 4 ^  4 100 ms (1)

Stąd

R - 800
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Pojemność kondensatora C należy dobrać tak, żeby napięcie |u^|^100V. 
W sposób przybliżony (z nadmiarem) można dobrać pojemność kondensatora za
kładając, że cała energia pola magnetycznego nagromadzona w cewce zostaje 
zamieniona na energię pola elektrycznego nagromadzoną w kondensatorze, 
stąd:

i otrzymujemy

C ^  25,6 . 10“6 P. (2’”)

Przybliżenie w tym wypadku polega na tym, że pomijamy straty energii
na rezystorach R1 i R od chwili, gdy i = iQ do chwili, gdy i = 0 (u^uj
więc niecała energia pola magnetycznego zmieni się na energię pola elek
trycznego - zatem w rzeczywistości wartość pojemności C można przyjąć 
mniejszą, aniżeli wynikałoby to z nierówności (2,M). Przyjmujemy C = 
= 20 . 10-6 P, a więc R => 80 2 , C =. 20 . 10-6 P.

Zadanie 2.85
a) u w [(3,33 + 6,67 e_150t) [ 1(t) - 1(t - T)] - 1,73 e“150t l(t - T)] V
b) u = [(1,11(1 - e"150t) + 333t[Kt) - 1(t - T)] + 0,956 e"15 0 t  l ( t - T ) ] v

Zadanie 2.86

C = = 0,4 . 10“6 P
R

Zadanie 2.87
Przeanalizujmy obwód w pierwszym okresie (te(0,T)) a następnie w 3ta* 

nie ustalonym po nieskończenie wielu okresach.
'■V pierwszym okresie 

dla t £(0. T/2J
-t /T

u2 (t) =. E(1 - e 1),

gdzie T., = RC
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dla tfc (T/2.T) (rys. 2.87.1)

u 2 U )  =  U 2 l | ) e  1 lit - £>,

gdzie

więc

T
- w :

Up(T/2) = E(1 - e

u2U)
-t/T1

E(1 - e ') dla te (0,T/2)
t-T/2 

-T/2T ” T
Eli - e 1)e 1 1(t - T/2) dla te(T/2,T)

(1)

U, (i)

Rys. 2.87.1 Rys. 2.87.2 Rys. 2.87.3

W stanie ustalonym (po n-tym okresie) wprowadźmy (dla przejrzystości za
pisu) czas t' (t'= 0 dla t = nT), wówczas

dla t'e (O.T/2)

tematowy obwód można przedstawić jak na rys. 2.87.2

-tf/Tl5
u2(V) =» E(1 - e ) + UQe

dla t's (T/2.T) (rys. 2.87.3) 
napięcie

_ t-T/2
u„(t') = U (T/2)e lit - T/2),
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gdzie

Uc (T/2) = u2U')
T T

- w :  - w :
E(1 - e ) + U e

t=T/2

Ponieważ zakładamy, że w obwodzie zanikła składowa zaburzeniowa, więc wa
runek początkowy na kondensatorze na początku n-tego okresu Jest identycz
ny z warunkiem początkowym na końcu (n+l)-go okresu, czyli

u2(tQ
t=»0

u2 (t')

stąd

1 - e
(2)

Ut(i) =

ilan ustalony stan laiuntniouy

Rys. 2.87.4a, b
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Przebieg napięcia na kondensatorze w stanie ustalonym

-t'/T -t'/T
E(1 - e ) + UQe 1 dla t'e(0,T/2)

1 l(t'- T/2) dla t'e(T/2,T)
(3)

Ten sam wynik uzyskamy, jeśli do rozwiązania wykorzystamy metodę dwóch 
przeciwnych stanów ustalonych. Wówczas można przebieg napięcia u2(t) u- 
zyskać z sumowania napięcia ustalonego (rys. 2.87.4a) i zaburzeniowego 
(rys. 2.87.4b), czyli

u£ (t) = u'2(t) + u"(t) «> “^(t) + u2p(t)

ale przebieg napięcia u'2(t) opisany jest równaniem (3), natomiast

—t /T
U2p(t) - u"(t) « -UQe 1. (4)

Wartość średnią napięcia u2(t) (w stanie ustalonym) wyznaczymy z defini
cyjnej zależności, czyli

T .
u2,śr " ł J u2 ItOńt' ■

0

-t'/T1 T/rZ -t'/T. f2 -t'/T1 i
e 1)dt+ | UQe dt' + J u2 (T/2)e ndt -

0 0 

1 T m -T/2T. -T/2T1 -] E
” ¥ r  + ("o ~ E^T1 _ e ) + u2 “ 8  ̂J “ 2

Otrzymane wyniki dla różnych wartości T̂  podano w tablicy 2.11.
Minimalną wartość osiąga napięcie u2(t) -(w stanie ustalonym) na końcu 

(początku) okresu i jest ono równe TJ0, natomiast “ u 2(T/2) osiągane
jest w połowie okresu.

Ha rys. 2.87.5 przedstawiono przebiegi napięć (dla różnych T.j) w pier
wszym okresie, natomiast na rys. 2.87.6 w stanie ustalonym. Zauważmy, że

T
wraz ze wzrostem ilorazu yjr- następuje zmniejszenie się składowej zmiennej 
* napięciu wyjściowym u2 (t).

rT/2
f E(1

U2(t)

E(1 - e
-T/2T1)

T
¥¥T'

V



Tablica 2.11

T1
r 1 0,5 0,1 2 10

Uo
B" 0..378 0,269 0,00669 0,438 0,488

Uc (T/2)
..B ' 0,622 0,731 0,993 0,562 0,513

u2.śr
B 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

Rys. 2.87.5

Zadanie to nożna rozwiązać korzystając ze znanych w rachunku operatorowy# 
transformat sygnałów okresowych 
Jedli oznaczymy przez

f0 (t) - przebieg pobudzenia w okresie (t£(0,T)),
f(t) - przebieg pobudzenia w całym przedziale czasu (t G (0, m )),

to

natomiast



- 227 -

Rys. 2.87.6

Wielkość wyjściowa

F > )R(s) - K(b )f (s ) - K(s) — 2—
1 - e

gdzie
JC(a) - trans*itancja obwodu.

Jeśli

K(a) ■ i r i f }  ■ la - Bi; i w ^ b 2j...Ib - snj«

to

R(s> - s 4 ^ 7  + 1 T ~ b -2 + ••• + +

wyrazy składowej przejścio- składowa
wej (zaburzeniowej) ustalona

i należy wyznaczyć wartości ^  oraz 4>(s).
* rozpatrywany* przykładzie

_ . _ -bT/2
F(b ) - E(s) -  ------ îjr-

8 1 - e 81
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K(s) siłc + 1

więc

U2 (s) - | 1 1

R(s) = U2 (s)

1 - e"3^ 2
t ~ :— _ - s f 1 's + nr- 1 - e

-t-(s)
t - + ■; _iaT’

gdzie =» RC, natomiast

b + wr* 1 - e

składowa skłbdowa 
ęrzej- ustalona 
ściowa

Ł| =» (s + ijrOUgls) -E 1 - e
T

+  2 1 7

- - 1 7 1 - e
- p m :

oraz

4>(s) - U„(s) (1 - e_sT)  (1 - e“sT)
s  + w—

A1

—sT/? —T/2T- —sTE 1 1 - e  ST/2 . „ 1 - e 1 1 - e srś T7 T_— + E-PT7TT T- T ~1 B + w- 1 - e 1 3 +

Napięcie wyjściowe u,,(t) zawiera składową ustaloną B2u(t) * 3lcładow3 za" 
burzeniową (przejściową) u2^(t)

u2 (t) - u2p(t) + u2u(t) =» u'2(t) + u'2 (t).
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Z transformaty odwrotnej

u"U) = u2p(t) 1 - e
+T/2T.

-I _ e+T/1! 8 + ijr-
-E

1 _ e+T/2T1 -t/T,
 +!7!7 e ’ t5)
1 - e

natomiast

„'<t> . u2u,t)

ponieważ interesuje nas przebieg napięcia ustalonego w jednym okresie 
tt e (0. T)). wówczas

U2u(t) {<Ks)} = / “1 *7E ---- -— i--- E
s (s + TjrO S U  + łJT—)

1wr-
1 e-sT/2 f—  e +

+ E 1 - e
+T/2T

1
+T/2Th +T/2T1

1 - e  1 r, 1 - e 1 1 _-sT
r- - E  W I T T  — - T - e

1 , - e  • - • *7 1 - e  1 3 + T7
+1v t 1' E +t7t ; t ~

1 - e  T7 1 - e  + T7 1 - e

t-T/2
-T/Ti Tt-  „

= EU - e ’) - E(1 - e ) K t  - £) +

t-T
+ E

+T/2T, _t/T +T/2T, - ^
e 1 " E 1 ” e+T/T1 e 1 1(t " T)’

1 - e 1 - e

czyli

u2ult> -

-t/T.
Kv1 - e ) + E

t-T/2

+T/2T1 -t/T

1 - e
■+T7T: e 1 dla te(0,T/2)

(6)
TT" -t/T i _

E(e 1 - e ) + E -
+T/2T1 -t/T.

1 - e+T/T1
e 1 dla tcd/2,1).

Porównując otrzymane wyniki z otrzymanymi uprzednio łatwo stwierdzimy, że 
zależność (2) na UQ jest równa amplitudzie składowej przejściowej, czyli
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UQ = Ee
-T/2T1 1 - e

-T/2T-
1 - e

T/2T-

 -T 7T T  ' 3 * -----------5 7 7 7 "
1 - e  1 1 -e 1

:zyli identyczne są zależności (4) i (5) oraz (3) i (6). 
Zadanie 2.88
W stanie ustalonym (na podstawie rezultatów zadania 2.87) 
dla t e(O.T^) (rys. 2.88.1)

-t/T1 -t/T..
u2(t) = E(1 - e ') + UQe 1 (1)

a dla tejT..!) (rys. 2.88.2)

t-T„

u9(t) » U2(T2)e 1 1(t - T,,), (2)

;dzie

U2(T2) = u2 (t)
T2 T2 

“ T" “ T"
E(1 - e 1 ) + U e 1 .

t«T,

Rys. 2.88.1 Rys. 2.88.2

Nieznaną wartość napięcia U w równaniach (1) i (2) wyliczymy z warunku

UQ = U2(0) => Uc (0) = U2 (T) = Uc (T),'
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Rys. 2.88.3

spełnionego w stanie ustalonym na początku i końcu n-tego okresu

< T-T*
“ 5 7  "  T 7  "u _

T2 T2 - f  “ f
E(1 - e 1) + U e 1 L1

stąd

t 2 t-t 2
T7 " T T  t2/t 1

E(1 - e 1 )e 1 „ 1 - e 2= — 1------- nom-----  = E ---- rpyy— •
1 - e

-rT7T
1 - e

U)

brednia ✓ ? wartość napięcia u2 lt) oznaczona przez u2 śr = E TT’
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¿atwo wyznaczyć oprócz również największą (równą U2 (T2))i najmniej
szą (równą UQ) wartość napięcia Ug(t).
W tablicy 2.12 zebrano, uzyskane po podstawieniu wartości liczbowych, wy
niki dla 3iedmiu wartości T,,.

Tablica 2.12
T2
T~

1
TOS

1
TO

1
5

1
2

4
5

9
TO TO$

Uo
TT 0,00585 0,0612 0,12885 0,37754 0,7132 0,84945 0,98426

u2(t 2)
t t 0,01574 0,1505 0,28676 0,62246 0,87113 0,92879 0,99415

u2. śr 
E 0,01 0,1 0,2 0,5 0,8 0,9 0,99

2Gdy względny czas trwania impulsu napięciowego (równy maleje, rośnie
fóżnica między wartością średnią i największą (najmniejszą) napięcia u2it). 
Przebiegi czasowe napięć dla zebranych w tablicy 2.12 wartości T2 przed
stawiono na rys. 2.88.3.

Zadanie 2.89
Ad a)

Dla t £(0.T1) napięcie na wejściu obwodu

* u w a napięcie wyjściowe

1 1 _  l iU2(3)= U1(s)

więc

„ T i ! ! 3 T7T 21 . 1T’R+ -̂ r 1 a vs + iji

Rys. 2.89.1
u2(t) = |t - T(1 - e VJ.

Prąd

It (3) U1 (s)
R + T "

5TJ
E 1
K TT1 3 (s + ijr) Ł 1 (t)

E
I (1 -

t.
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Wstanie ustalonym (po n-okresach t€(nT.j, (n+1)^) lub tłe(0,T^) tema
towy obwód można przedstawić uwzględniając warunek początkowy - jak na 
rys. 2.89.1, wówczas

u2lt) - ||t' - 1(1 - e T ) J + Uc (O) e
t'
f

z warunku na stan ustalony

u2(V)
t«0

u2(t') U Jo)

wyznaczamy nieznaną wartość napięcia u j o ) .  
Otrzymamy

uc (0) o | [T - T(1 - e“1)] + uc (0)e ,

więc

u (0) = E — ----r = 0,582 E
c 1 - e " 1

Rys. 2.89.2
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Stan przejściowy (zaburzeniowy) na
pięcia na wyjściu najłatwiej obli
czyć metodą dwóch przeciwnych sta
nów ustalonych trya. 2.89.2),
wówczas

u2(t) = u2u(t) + u2p(t '̂ 

gdzieś
U2U (t)=u2 (t) - składowa usta

lona napięcia 
wyjściowego, 

u_ (t)»u_ (t) - składowa zabo-2p 2t
rzemowa napię
cia wyjściowego. 

Składowa zaburzeniowa napięcia

_ t
«2 (t) - uc (0)e T dla te(0,H,

Rys. 2.89.3a

Rys. 2.89.3b



natomiast okresowa składowa ustalona

t t
u ^ U )  w | Jt - T (1 - e *)J + uc (0)e T dla tśto,!,).

Po podstawieniu wartości liczbowych

u2u(t) = [l04 [t - 10-3(1 - e-10"*)] + 5,82 e-1o3tJv dla t£(0,1
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)ms

u2p(t) o -5,82 e“10 t V

u2 (t) = 104 [t - 10_3(1 - e_1°3t)Jv.

Ha rys, 2.89.3 przedstawiono przebieg czasowy napięcia u2(t).
Ad b)

Korzystając z wyników obliczeń poprzedniego zadania i zależności (rys. 
2.89.4)

u2(t) = i^(t)R = i1u(t)R + i1p(t)R = u2u(t) + u2p(t)

H-

Rys. 2.89.4
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otrzymamy

t
- Tu2u(t) = E(1 - e T ) - uo (0)e T dla 1 6(0,1.,)

u2p(t) = uc (0)e ^ dla t 6(0, => ).

Po podstawieniu wartości licz
bowych otrzymamy

u2u(t)

=» fl0(1 -e“1°3't) - 5,S2e_1C|3̂

dla te(0,l)ms

u2p(t) = 5,82e“10 t V dla t € ( 0 , » ) ,

co przedstawiono graficznie na rys. 2.89.5.

Rys. 2.89.6
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Zauważmy, że zadanie to można też rozwiązać korzystając ze wzorów na 
transformatę Laplace’s sygnałów okresowych. Pokażemy to na przykładzie ob
wodu z rys. 2.89a.
Okresowo powtarzające się napięcie u., (t) (rys. 2.89c) można (dla teiO,^)) 
przedstawić w postaci (rys. 2.89.6)

u1(t) = '
E rjh dla t e (0,1, )

0 dla t > T

lub

u1(t) = [* ~ (t “ T1> K t  - T-| ) “ T1 l(t - T-])]

Ut (s) = ^  (1 - e 1 - sT1 e 1),
-sT„ -ST,

dla okresowo powtarzającego się przebiegu, który oznaczymy przez U^(s),o- 
trzymamy

U. (s)
V 8> = — 1T B ?

1 - e

U2(s) = U1 (s) --1- y  = U1 (s) — !“ T
R + IE 8 + T

U2 (s) - O, (s) J — L,. = ^  +
s + łf S + f 1 ~ e

składowa składowa 
zaburzeniowa ustalona

gdzie:

C, = (s + J)S2 (s) = E T JrT = -0,582 E,
1B- - T
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o(s) => U2(s )(1 - e"eT) - - ^ U r  (1 - e_aT)
s + łjr

I -  '  ( ,  .  « - ■ ’ i  .  *  . - * 1 )  1  +  Ł 5 2 2 S  ( ,  -
1 8 S + J 3 + |

Więc

= -5,82 e_1o3t V dla t £ ( 0 ” )

u2uU) = ^ “1 {«(a)} dla telO,!,),

-sT.
Bałem można odrzucić człony z e  , otrzymamy wówczas

u2u(t) = ^ “1 { * 7 2  7 2 7 7 T  + }-
u 1 3 S + T j r  & +  T£ J

= | [t - T(1 - e T )] + 0,582E e T =

« jl04 [t - 10-3(1 - e-1°3t)] + 5,82 e“1°3t] v  dla tslO.T,)

Zadanie 2.90 
Dla t 6 (0; 0,5 T,) 

napięcie na wejściu obwodu opisane jest zależnością

u1 (t) = Eain ^  t

więc

U1 ta) = E -----  ^    2 ^
32 + a2 + ^

1 X1
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Operatorowa postać napięcia na wyjściu obwodu jest następująca

U2(s) = U1 (s) — T  ■ ^  = U1 (s) — L
R + sir

i i
T s + w 2 i ?JT \ T s + It«-;

2JtE
W71 3 + j l P  s -  j  Y - f

2JTE M s  
TT7 (2)

gdzie:
T = RC - stała czasowa obwodu RC, 
L(s) = 1,

H(s) w (s - s.j)(s - s2)ts - s^) = (s + j y^) (s - j yr-) (s + ę).

Pierwiastki s1 i s2 są zespolone sprzężone.
Przebieg czasowy napięcia u 2 (t) wyznaczymy z transformaty odwrotnej (np. 
[16] wzór (4-33) s. 176), po obliczeniach

/ a. \ 27CE
2 - OT7

M s , )  s,t 
 i- e + 2Re
N̂ s-j)

Ms.) o11 
e

K'(s1)

25TE
TT7 1

M s , )  s,t 
—— ¿— e
,N(s 3 )

Re
L(s1 ) s.jt l(s2) s2t["Ms.,)

L N(B 3) N'(s2)

H\s1) = (Sl - s2) (s1 - sy,
R(s2) = U 2 - s.,)(s2 - b3),
^(Sj) = (a3 - S.J) (s3 - s2).

Po podstawieniu wartości liczbowych (gdy T = ) otrzymamy

33>l/ts,) = lj (1 + 4JT2),

l/lsj = - (1 - j2Ji),

n'(s2) - (1 + jar)i

(3)
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a więc

, . % 2SE
V t} - ;r1 1 + ĄJI

, Z7l 
?  J  01T   _ i1

-4î?jU - j2*J e
9 1 2* +'rp2 J Tp“ t

+ w r r r i ^ T  e

ZJtE

1 + 4 ?
(e

tT cos t + ^  sin ¡¡¡fi t)

= 0,1552E(a T - 1,0126 coal^ t + 9,04°)) =

=* [0,1552 (e"100t - 1,0126 cos(628t + 9,04°))] V dla t e (0; 0,5 Tx)

T 1W stanie ustalonym, po n-okresach -g-, czyli dla t£(n-0.5 T^.tn+l) 0.5-Tj) 
lub t'£ (0,0.5 ) (t' = 0 dla t = n'0,5 T1 ) napięcie na kondensatorze na
początku okresu jest równe napięciu na kondensatorze na końcu okresu, czy
li

u2(t')
t=0

u 0 ( ° )  » u2
t‘=0,5T1

uc ̂ 1  /z)

Napięcie u2(t') jest wynikiem działania napięcia na wejście obwodu i rozła
dowania się ustalonego warunku początkowego uc(0), więc

u2U) =■ 0,1552(e"t/'1, - 1,0126 cos(^ t + 9,04°)) + uc (0)eZjI J -t/T

składowa pochodząca od napięcia 
wej ściowego

składowa po
chodząca od 
warunku po
czątkowego

dla t = 0,5 T1

u2Up-) =* uc (0) = 0,1552(e-0’5 + 1,0126 cos(0,04°)) + uc (0)e-0,5

stąd

(5)

u (0) = t - U  „ 0,6337 V.
c  1 -  e  ’

(6)
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Rys. 2.90.1

Rys. 2.90.2

Po podstawieniu (6) do (5) otrzyaamy przebieg czasowy napięcia UgliO P° 
a-tya okresie

u2 (t') = 0,7889 e"t/T - 0,1572 cos(|2 t'+ 9,04°) V (7)
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Na rys. 2.90.1 przedstawiono przebieg napięcia u2(t) w pierwszym okresie 
(wzór (4)) a na rys. 2.90.2 w stanie ustalonym (wzór (7)).

Zadanie 2.91
Dla tefO,^)

0,1552(e“1OOt - 1,0126 cos(628t + 9,04°))V dla te(0;0f5T.,)
u2(t) = .

.0,2493 e"',00 t̂-°'55'l ̂ 1(t - 0,5^) V dla t £ (0,5T1, T1)

a w stanie ustalonym, po n-okresach, dla t e (nT1, (n+1 )T1) lub tc(0,T.j) 
(t' » 0  dla t = nT,)

u 2 ( V )

0,1552(e"’100*/ - 1,0126 003(628^ +  9,04°)) + 0, 2392e"10CH' 7
dla t'e (0;0r5T-|)

0,3944e-100(t-0*5l!1 ̂ t(t - 0,5T.,) V dla t'C (0,5^ ,T,)

Zadanie 2.92
Skorzystamy z transformat sygnałów okresowych (p. zadanie 2.87) i wy

ników zadania 2.24

•“OT
F(s) = e(s) =• |?  ---

1 - e

K(s) (RĆP U  - »t M b - s2r

więc

-sT-
U_(s) » e (a ) K(s) 3 | -1- -e -m -1— T, J------ — TT------ -
2 8 1 - e (RC) (RC) ^  " a1M a  “ 2

 h . . . ,  + _ i k L _ .
8 “ S1 8 - 32 1 - e
składowa
przejściowa

składowa
ustalona



Natomiast

Łj = (s - s1 )U2 (s)
—3* T,

E 1 - e  1 J 1
1 - e

-0,475 V

Kg = (s - s2)U2(s) E 1 - e  1 1
s=s2 82 1 - ê  S2 "

0,012 V,

zatem

4>(s) = U2(s)(1 - e“aT) - — - --- {1 - e"sT) - -¿--fe—  (1 - e_sT). 

Składowa zaburzeniowa (przejściowa)' napięcia u.(t)

-t/T- -t/T -t/T.. -t/T.
u (t) = K, e 1 + Kge 2 „ (-0,475 e 1 + 0,012 e 2) V,

natomiast składowa ustalona u2u(t) napięcia u2(t) w jednym okresie 
(te(0, T))

Ugyit) = c/~1 { <P(s)}

więc

%( t )  =

-t/T -t/T. -t/T. -t/T.
E(1 - 1,1708e 1 + 0,1708e 2) - K, e 1 - Kg

-t/T
. E[-1,1708(e 1 - e 1 1(t - T.)] + 0,1708[

dla t£(0, T/2) 

-t/T.
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Rys. 2.93.1

Przebieg napięcia na wyj
ściu (w stanie ustalonym) dlr 
t e  (O, T) otrzymamy po rozwią
zaniu obwodu przedstawionego 
na rys. 2.93.1. Obwód ten roz
wiążemy korzystając z zasady 
superpozycji (rys. 2.93.2), a

U2(s) = U2(a) + u"(s) + U ̂ (s)

Zadanie 2.93

U'2(s) +

(c)

7? 7?
- C U - r ^ i y

X

^ ( 1

X

(t>)

- o - — (___H
_ L c

c - u;'(s)
( j ) - ¥

Rys. 2 .93 . 2

Ad a)
u'2(t) obliczono w zadaniu 2.25 wzór (1) więc

u;'(s) +

-t/T. -t/Tp 
u'2(t) = 447,2(e 1 - e )̂, V, 1 1 )

gdzie:
T1 = 2,618 ms 
T2 = 0,382 ms

Ad b)
Napięcie

U
“¡T R(R + TO5 1 1 ^ U10U"(s) .  -

1 R(R + 211 + TO R + TO

1
T

TO 2R + TTO
-t/T. -t/T2

u"(t) » 0,4472 U10(e - e ), V (2)
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Ad c)
Analogicznie

„ 1̂ 20 U20 sRC + 1______  .. s + IK?
2 3 3  sSrżc2 + s3RC + 20 (s - s ^ u  - b2) u2

= s,' -°s2 [(ai + fc)e 1 - {s2 + m )e 2 ] -

—t/T —t/T
= 0,4472 U20(1,618 e 1 + 0,618 e 2), V. (3)

Więc napięcie na wyjściu obwodu w stanie ustalonym dla te (0, T) opisane 
jest następującą zależnością ((1) + (2) + (3))

—t /T -t/T
u2 lt) = u'2U) + Ugit) + u"(t) = 447,2(e 1 - e 2) +

—"t/T —t/T —t/T —t/T
+ 0,4472 U1Q(e 1 - e 2) + 0,4472 U2Q(1,618 e U  0,618 e 2) V.

(4)

2

Należy jeszcze obliczyć nieznane wartości warunków początkowych i U.,q 
na kondensatorach.
Przebieg czssowy napięcia û  (t) wyznaczymy, podobnie jak u2 Ct), z zasady 
superpozycji (rys. 2.93.2), więc

s + Hff . U20 1
+  i  o  T T T - ś - p - f e  -  s 2 ;  +  wr tś  - -  b - t c f - - s ^ y =

= u1 lt) b u!| (t) + û '(t) + u'"(t) =

-t/T —t/T —t/T —t/T
447,2(0, 6l8e 1 + 1,6l8e 2)+ 0,4472 U1 Q (0,6l8e 1 +1,6l8e 2 ) +

-t/T-j -t/T2 I (5)
+ 0,4472 U20le - e )J V



Dla t = T (w stanie ustalonym)
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U1 = U10

oraz

u2(T) =■ U2Q,

czyli (p. (4) i (5))

-T/T -T/T 
(447,2 + 0,4472 U1Q)(e 1 - e 2) +

-T/T -T/T
+ 0,4472 U20(1,618 e 1 + 0,618 e 2) = U2Q (6)

-T/T -T/T«
(447,2 + 0,4472 U1Q)(0,618 e 1 + 1,618 e 2) +

-T/T -T/T
+ 0,4472 U2Q(e 1 - e 2) = U1Q (7)

Po podstawieniu wartości liczbowych i uporządkowaniu układu równań (6) i 
(7) otrzymamy

-0,8472 U1Q + 8,20594 U2Q =. -152,813 

0,20594 U1Q - 0,6583 U2Q = -205,94

a stąd

U1Q = 277,531 V

U2Q = 399,657 V.

Wartości te podstawiamy do równania (4).
Otrzymamy

  t _ t
i“3 n ->00 1 n"3.u2(t) - [572,31 (e 2,618.10 _ e 0,382.10“ j +

 a '
______t  t

+ 178,73(1,618 e 2,618.10 3 _ 0^618 e 0,382.10 (4’



Przebieg czasowy napięcia u2(t) opisanego równaniem (4’) przedstawiono na 
rye. 2.93.3.
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RyB. 2.93.3

Zadanie 2.94
Ponieważ w obwodzie występuje indukcyjność 1 i pojemność C wykorzysta

my do rozwiązania metodę, która nie wymaga żmudnego obliczania warunków 
początkowych na L i C przy zmianach wartości napięcia u(t).
Zauważmy, że napięcie wymuszające u(t) można przedstawić w postsci

u(t) = E 1(t) - 2E lit - |) + 2E 1(t - T) - 2E l(t - | T) + ... =

= E Kt) + 2E V ( _ i ) k 1(t _ k |) = V u k (t) 
k=1 k=1

lub graficznie jak na rys. 2.94.1.
Hapięcie wyjściowe u2(t) będzie Bumą odpowiedzi obwodu na kolejne wy

muszenia przesunięte w czasie. 'Wystarczy więc wyprowadzić wzór na prze
bieg czasowy napięcia wyjściowego, spowodowany pobudzeniem E lit), ozna
czmy .je u^lt).



-  2 4 8  -

U'(t)

. ¿ £ ---

uHt)
■k

Oczywiście

Rys. 2.94.1

u ^ U )  = u3, lt) + u ^ t t )  + . . ,
c a

■ Z uk lt)
k=i

= ullt) - 2ullt - S) lit - T) + 2u3.lt - T) 1(t - T) - ... (1)

Ponieważ 2 = 200 a > R = 100 a więc przebieg czasowy napięcia u2
li pozostałych) będzie oscylacyjny, a

ullt)

•4ts) --!
3 R + sL + i C * = “  -Z— V - T - 3 = r l r

3 + 3 r + ić ° (2)

gdzie

* = f r = 1° 4 7

%  = ~ {h )2 = 3 . 104 s

T1 = j = 0,1 ms - stała czasowa obwiedni

oraz

T = SJL = o,3628 msC Co okres drgań własnych.
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Po podstawieniu wartości liczbowych do (2) zależność (1) przyjmie postać

Metodo ta pozwala ne łatwe prześledzenie przebiegów czasowych dla kil
ku początkowych okresów, natomiast określenie stanu ustalonego tą metodą 
jest kłopotliwe.

Zadanie 2.95
Przebieg czasowy napięcia U2 U) w pierwszym okresie obliczono w zada

niu 2.33. natomiast w stanie ustalonym napięcia

- 4,619 e

104 l t  -  T) 1 U  -  T) -  . . .

gdzie:
u^t) - składowa napię-

J(s) , j
cia pochodząca 
od pobudzenia 
impulsem Diraca,

Ugit) - składowa pocho
dząca od rozła
dowania warunku 
początkowego U-o

2

Kys. 2.95.1
na kondensato
rze.

z  zależności 1 1 )  z zadania 2 . 3 3

gdzie

natomiast u0(t) obliczymy rozwiązując obwód przedstawiony na rys. 2.95»1f
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Dla tego obwodu

a po uporządkowaniu i redukcji

V u   1

U1 2 la) = R-jKs) 

u"(s) = U12(a) + Xr (3)R2

IR (a)R = - ^  + (1(a) - IR ŝ)) 

U2 (s> " -ku,uU12(s)

I

<«<•> ■ -“o 7 ^  * 4 “ ) •  •
i 1

Więc, w atanie ustalonym

,.x ,1 tt \ ku.u r 1'*i
u2 3 “ Uo} ky “ + 1' e

niestety nieznana jest wartość napięcia U .

U At)

U)

Rys. 2.95.2

Zauważmy, że wartość napięcia na kondensatorze (w atanie. ustalonym) na 
początku i końcu okresu jest taka sama. Zachodzi więc konieczność dodat
kowego obliczenia przebiegu czasowego napięcia u^(t) na kondensatorze.
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Również i w tym przypadki skorzystamy z zasady superpozycji (rys. 2.95.2) 
s

u 1 (t) = u'., (t) + u"(t),

gdzieś
u^(t) - składowa napięcia od pobudzenia impulsem Diraca (rys. 2.95.3), 
u![ (t) - składowa napięcia od warunku początkowego (rys. 2.95.4).

H ł -
*1

-C D - -c=> 
*2

U»(t)
k . , 0 uifr)

Rys. 2.95.3

Rozpatrując obwód przedstawiony na rys. 2.95.3, otrzymany, że 

u^ (t) o u'g(t) - u2 (t) = (- - l)U2 (t) = - e

Hatomiast dla obwodu z rys. 2.95.4 można 
napisać następujący układ równań:

U12(s> + *u ,uU12(b) *=

■ U1 2 (s)(l + k ^ )  = U"(s)

■Rys. 2.95.4
a stąd

U''(s)*» Uc ..1.r - i u"(t) - UQ
-t/T.

s + wr*
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Zatem

—t /T
ui (t> ” (D0 “ im}e

a z warunku na stan ustalony

więc

u1 (t)
t=*T

-T/T
(Uo - T O )e

t=0

Oo
1 -T/T1 
ro e

1 - e
^T7T7 (2)

Rys. 2.95.5

Podstawiając (2) do (1) otrzymamy przebieg czasowy napięcia na wyjściu u- 
kładu w 3tanie ustalonym

u,(t) = ¿jt I ~ * T T
-t/T-

1 - e
^7T7 U2 e

-t/T. (3)
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W tablicy 2.13 zebrano wartości amplitudy i stałej czasowej dla róż
nych wartości k ^ .

Tablica 2.13

V a 1 5 10 100 cx=>

T1
Sff 0,667 0,857 0,917 0,9901 1

u2, v
z zależno
ści (3)

526,198 922,821 1024,716 1141,563 1156,518

Ha rysunku 2.95.5 przedstawiono przebiegi u2 (t) dla k^ u = 1,10,

Zadanie 2.96
Operatorową postać napięcia na wyjściu

p 1 -sT/2 (-k,, „) .
v < )  - m & t  v  T t p

gdzie
RC(k + 1)

T-l = — --- 1 - stała czasowa obwodu,
\ u  + 2

8 S1 ■ " T7’
aożna rozłożyć na ułamki proste, więc

,r I \ 1̂ +(s)
2 " 3 ^ 7  + ^ _ g-si*

okładowa składowa 
przejściowa ustalona

Nieznane wartości Ł| i «Ks) wy znaczymy z zależności

T/2T1

k, = (s - 8i)u2 (b) - -Ąr- (- T O T ‘7 T T7 ) 1 " ■e,l V V
^>u 1 -e 1

*Sł.u 1_-e
+T/2T1

E
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-t-(s) » U_(s) (1 - e_sT) - ■■■■X -  (1 “ e_ST)

V u  E 1 - e“sT/2 *1 
" " + s ' - -  ~ —  ~ i

Składowa przejściowa u2p(t)' napięcia u2(t)

( 1  -  e - a T ) .

2P
* i

cL 8  -  8^
■ V u  1 - eT/2Tl -*/*1

s ^ T T T 7̂
tu

a składowa ustalona u2u ^  napięcia u2(t) w jednym okresie (te(0,Tj) o- 
piaana jest zależnością

2u (t) - * r 1 { *(B)J » « r 1 {- n n ( k ^ ; V i T  8 (s 01 )■

, E .-ST/2 *1
RCCky^ + TJ s(B - s.,) S - S-j S - S-j

_ t-T/2
-E . N i .*' (1 _ a t/Tl) + E , N jJL-g (1 _ e 1 ) 1(t - T/2) -

S.u + 2 Ta,u + 2

+T/2T.
- E V ,  1 -  e+T/2Tl -t/T1 _ V »  1

0 + e ^ ^ 7 7 7 T7^

t-T/2
TT
1 l(t - i)

Ponieważ interesdje nas przebieg napięcia ustalonego w przedziale czasu 
od 0 do T, można pominąć ostatni człon w wyrażeniu na tak więc

u2(t) - -E
-t/T, " , .+ W 2 , 1 -t/^i

(1-e )~(1 -e 1 ) 1(t-T/2) + 1=2------ a
1 - ^ * 1

(2)

W tablicy 2.14 podano wartości amplitud i stałych czasowych dla różnych 
wartości kjj u«



- 255 -

Tablica 2.14

v > $
1 10 “

T1, ms 2
7

11
Tl 1

0,182 0,209 0,378

'Si. u 
E + *  V

0,333 0,833 1

Rys. 2.96.1

Przebiegi czasowe napięcia u2 u ^  przedstawiono na rys. 2.96.1.
Zauważmy z rysunku, że dla ^  B ” 03 przebieg napięcia Ug(t) jest i- 

dentyczny z dokładności do znaku'z przebiegiem w obwodzie RC z zadania 
2.87 dla T.j o 0,5 T, przedstawionym na rysunku 2.87.6.
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Zadanie 2.97
Obwód z rys. 2.97 posiada jedną stałą czasową

lim T = i HC 
\ u - * °

lim T = RC 
“u,—  “

Obwód z rys. 2.97.1 posiada dwie stałe czasowe: - obwodu wejściowego T1 
=> obwodu wyjściowego Tg =* RZC4> gdzie

1 1 o. 1



R o z d z i a ł  3

3. STANY USTALOHE W OBWODACH Z WYMUSZENIAMI SINUSOIDALNYMI 

Zadanie 3.1
N8 podstawie II prawa Kirchhoffa możemy napisać

di1 (t)
u(t) = L — —  + Ri1 (t) + u2 (t).

Po wykonaniu różniczkowania i pod
stawieniu danych otrzymamy

u (t) = 9sin3t + 3cos3t+ 2sin(3t+ 45°) V.

Dokonując prostych przekształceń try
gonometrycznych zgodnie z rys. 3.1.1 

Rys. 3.1.1 dostaniemy

u(t) = Asin3t + Boos3t= Va2 + B2 sin(3t + <p) = 11,31sin(3t + 23°) V, 

gdzie:
A = 9 + 1/2, B - 3 + V2~ tg f - j.
Zadanie 3.?

Dowolną funkcję y(t) = [A ĴsintcDt + tp) można porzedstawić w postaci

(1 )

gdzie:
” l̂ nJ® “ amplituda zespolona funkcji y(t) .

Dla dowolnych liczh rzeczywistych â  i a2 oraz dwóch funkcji y^(t)
■ Ia^  |sin(cot + ą^), y2 (t) - Ia^  |sin(tDt + <p2) zachodzi

I® fa -j y 1 (t) + 8 ^ 2  (t)] = a1 Im[y1 (t)] + a2Im[y2 (t)] (2)



Ad a)
Zgodnie z (1) i (2) funkcję (t) możemy przedstawić w postaci 

f.,(t) = ImlF-je^2*] =» Im[10eJ30°e;i2't] + Im^e^90 e^2*] =.

- Im{[10eJ30° + 5e ^ 0°leJ2t},

gdzie:
F ł - amplituda zespolona funkcji f^ft)

- 1 0 ^ ° °  + 5eJ5°° - 13,23 e^49°6' ,

a stąd

f.,(t) » 13,23 sin(2t + 49°6').

Ad b)

p2 „ + e^°° + e^°° - 2,732 eJ30°,

więc i

f2(t) - 2,732 sin(2t + 30°).

Zadanie 3.3 
Ad a)

F - 0,765 9">)̂  57°30' 

f(t) - 0,765 sin(3t - 157°30j.

Ad b)

F - 0,26 e-J52°30' 

flt) » 0,26 sin(2t - 52°3O0.



Rys. 3 . 3 .1

J27°42'F = 11,67 eJ 

f(t) = 11,67 sin (3t + 27°42J).

Zadanie 3.4
Na podstawie II prawa Kirchhoffa otrzymamy

duca po podstawieniu za i = C dostaniemy

LC — >5— + RC ■ + uc = e 
dt
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Rozwiązanie liniowego niejednorodnego równania różniczkowego (1) wraz z 
warunkami początkowymi (1a) możemy otrzymać jako sumę rozwiązania równa
nia jednorodnego (całka ogólna) u^(t) i rozwiązania szczególnego uQ (t). 
Równanie charakterystyczne równania różniczkowego (1) ma postać

LCa + RCs + 1  =0»

łatwo można stwierdzić, że pierwiastki równania charakterystycznego ną 
ujemne i wobec tego w stanie ustalonym uj,(t) = 0. Zatem napięcie uc(t) »
stanie ustalonym będzie równe u"(t). Zgodnie z zadaniem 3-1 można zało
żyć, że napięcie u"(t) ma postać

u" U) = ucm3in^2t + <pu), (2)

gdzie Ucm i 3ą tak dobrane, aby równanie (1) było spełnione. Pod
stawiając \2) do (1) otrzymamy

-U sin(2t + <p ) + 3U _cos(2t + <p ) = sin2t. (3)UX LA O tli li

Dokonując przekształceń trygonometrycznych, możemy (3) przedstawić w po-
»J l/v)Cx

'~I3cmC0S?u - 3Ucmsinyu )sin2t + v3Ucmcos<pu - Ucn3in<^)

cos2t = sin2t, 

a stąd:

3^cmC03^u = "cm31" ^ ’
(4)

-Ucmcos%  - 3Ucm3in%  = 1*

Rozwiązując układ równań (4) dosta
niemy

Ucłł=-°,316V = 71°36'

czyli

uc (t) « -0,316 sin(2t + 71°360 - 0,316 sin(2t - 108°24') V.
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Przebieg napięć e(t) i uc (t) przedstawia rys. 3.4.1.
Zadanie możemy również rozwiązać, stosując metodę symboliczną.Wartość sym 
boliczna maksymalna napięcia uc (t) będzie równa

E
U m

gdzie = 1 e 
Podstawiając dane otrzymamy

cm R + j(o,L - 

jO

a więc

Zadanie 3.5 
Ad a)

Unm ,0,316 e - ^ 08°24:

uc (t) = 0,316 sin(2t - 108°24') V.

Ad b)

x(t) = -jL sin(2t - 15°).
V2

x(t) = — p. sin2t.
6 *¡2 

Zadanie 3.6
Możliwe najprostsze realizacje obwodowe równania różniczkowego a) z 

zad. 3.5 przedstawia rys. 3.6, a równania b) rys. 3.6.1.

RC

'  ̂R

= = | x ( i )  ( ¿ )  f i *

Ryo. 3.6
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Rys. 3.6.1

Zadanie 3.7
Impedancję wejściową dwójnika Z(jco) możemy wyznaczyć dwiema metodani:

a) metoda pierwsza polega na kolejnej redukcji dwójnika z wykorzystaniea 
zależności na impedancje zastępcze szeregowego i równoległego połącze
nia elementów. Metoda ta jest przydatna przy obliczeniach ręcznych;

b) metoda druga polega na obliczeniu wartości symbolicznej 1 prądu wej
ściowego, wywołanego przyłożeniem do zacisków dwójnika dowolnego zna
nego sinusoidalnego napięcia o wartości symbolicznej V. Impedancję wej
ściową liczymy z zależności

Metoda ta przydatna jest w obliczeniach numerycznych i pomiarach. 
Ad a)

Impedancja wejściowa wynosi

Z = ^RL +

gdzie:

Zr L " R + j

Po podstawieniu wartości elementów otrzymamy

»

a dla oj m 2 rad/s

Z(J2> ■
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Ad b)
Stosując II prawo Kirchhoffa oraz prawo Ohma dla prądów i napięć w po

staci symbolicznej możemy napisać zgodnie z rys.-3.7.1

V = RI + jzoLI + ZRCI, (1)

gdzie:

Rys. 3.7.1

Równanie (1) możemy przedstawić w postaci

V - (R + + i +RjojKC 1̂»

1 r
" n ', 1  = TTTSJSB*

a po przekształceniu otrzymamy

2R -co2RŁC + .1 co(li + R2C) I.1 + jcoRO

Ponieważ Z = j, więc na podstawie (2a) dostaniemy

2R - w 2RLC + i co(L + R2C)
  r r i t l r  -Z(jcu)

a po podstawieniu danych

(2)

(2a)

„i,. i 2 - oj + .i 2 co
j ' “ 1 '+ J « ---- (3)

Przebieg prądu i(t) w stanie ustalonym po załączeniu SBM eg (t) obliczymy 
stosując metodę symboliczną. Wartość symboliczna prądu będzie, zgodnie z 
(2a), równa

1 =

gdzie Eg = 2e^°°.
Podstawiając w (3) łu = 2 rad/s otrzymamy

(4)
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Wobec tego na podstawie 14)

a stąd

X „  1 e - J 5 3 ° 1 2 ' Aj

i(t) = 1sin(2t - 53°12') A.

Zadanie 3.8 
Ponieważ

Rys. 3«8.1

i(t) = 400cost10t + 30°) =. 400sin(lOt + 120°) mA,

więc wartości symboliczne prądu i(t) i napięcia 
e(t) wynoszą:

E =. 50ej45° V, l a  0,4e3120° A. (1) 

Na podstawie (1) możemy obliczyć

Y = | => 8 . 10"3ej75° =. 2,07 . 10~3 + j 7,73 . 10“3 (2)

a więc dwójnik ma charakter rezystancyjno-pojemnościowy. Admitancja Y(ju) 
równoległego połączenia rezystora R i pojemności C wynosi

Y(jw) =, £ =, jojC. (3)

Porównując (2) i (3) oraz podstawiając ui = 10 rad/s otrzymamy:

R = 125 2 , C = 77,3^,

a zatem obwód z rys. 3.8.1 spełnia warunki zadania.
Zadanie 3.9
Po załączeniu sinusoidalnej SEM e(t) prąd wejściowy i(t) wpływający dc 

dwójnika PQ będzie również sinusoidalny o wartości symbolicznej I i wobec 
tego

Z ( j ) =■ ■£• 11)
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llastępnie, zastępujemy gałąź z SEŁI e(t) gałęzią z sinusoidalną SPM i0it), 
o wartości symbolicznej I = I, tak jak przedstawia to rys. 3.9.1. Otrzy
many wtedy

Zależność (3) sugeruje inny sposób wyznaczenia impeddncji wejściowej dwćj- 
nika z zadania 3.7. Po przyłożeniu do zacisków dwójnika dowolnej znanej 
sinusoidalnej SPM o wartości symbolicznej I obliczamy napięcie V na jej 
zaciskach i następnie korzystamy z zależności (2) i (3).

Zadanie 3.10
Stosując twierdzenie o kompensacji możemy gałąź z prądem iŁ (t) zastą

pić gałęzią z sinusoidalną SPM iE (t) = i^it). Przebieg napięcia uQ{t) ob-

gdzie V jest wartością symboliczną napięcia 
na SPM IQ. Zgodnie z twierdzeniem o kompen
sacji [9] będzie V = E, a wobec tego porów
nując (1) i (2) otrzymamy

■Hj^) = y-, 
o

(2)

Rys. 3.9.1

ZljW) = YUaTJ (3)
cbdo.

liczmy wtedy, rozwiązując obwód pokazany 
na rys. 3.10.1. Stosując II prawo Kirch- 
hoffa i prawo Ohma dla wartości symbolicz
nych napięć i prądów otrzymamy

3.10.1
U

Po podstawieniu danych

T + jcuRC
R

1 + j 314.600.4.10
600

"lęc z g o d n i e  z ( 1 )

v2)
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Na podstawie (2 ) otrzymamy

uQ(t) = 4,79 sinleut - 37°) V.

Zadanie 3.11
Zanim określimy związki między prądami i napięciami występującymi na 

zaciskach transformatora idealnego, należy zauważyć, że transformator ide
alny w stosunku do rzeczywistego charakteryzują następujące założenia u- 
praszczające:
1) nie występuje rozpraszanie energii,
2) nie ma strumienia rozproszenia, co oznacza, że współczynnik sprzężenia 

jest równy jedności,
3) indukcyjnośó własna każdego uzwojenia jest nieskończona.
Ponadto, w celu uproszczenia rozważań zakładamy, że kierunki odniesienia 
prądów zostały tak dobrane, aby indukcyjnośó wzajemna była dodatnia. Jeś
li przenikalność magnetyczna fx rdzenia jest nieskończona, co wynika z 
założenia 3), to całe pole magnetyczne zawiera się w rdzeniu. Oznaczmy 
przez <P strumień magnetyczny przenikający dowolny pojedynczy zwój jedne
go z dwóch uzwojeń transformatora. Wobec tego, gdy liczby zwojów uzwoje
nia pierwszego i drugiego będą równe odpowiednio n̂  i n2, to całkowite stru
mienie skojarzone z uzwojeniami wyniosą

- siła magnetomotoryczna,
Rm - opór magnetyczny rdzenia.

5 uwagi na to, że opór magnetyczny Rm jest odwrotnie proporcjonalny 
przenika Ino ści magnetycznej p  , to jest on równy zeru. Wobec tego z (2) 
lynika, że

V] => >l> i = a2 ’

dl«,
Ponieważ û  =»

u2U; n2
u1 (t) n1
■ *"*fTT — — — (1)

dla dowolnej chwili i dowolnych wartości napięć û  i u2. 
Stosując prawo Ohma dla obwodów magnetycznych możemy napisać

Pm = “i1! + n2i2 “ V ’ (2)

gdzie:

nli1 + n2i2 = 0
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lub

i,(t) n2
(3)I^TTT ° “

dla dowolnej chwili i dowolnych wartości prądów i, i i,,.
Z rys. 3.11 wynika, że noc chwilowa pobierana przez transformator ideBlny 
w dowolnej chwili jest równa

Podstawiając do (4) zależności (3) i (i) łatwo zauważyć, że p(t) = 0. 0- 
znaoza to, że transformator idealny jest takim elementem obwodu, który w 
dowolnej chwili ani nie rozprasza, ani nie magazynuje energii, czyli jest 
tzw. elementem bezpamięciowym.

otrzymamy równoważny obwód przedstawiony na rys. 3.12.1.
Zadanie 3.11 

Ad a)
Rysunek 3.13.1 przedstawia obwód, w przypadku gdy zaciski 2-2* są roz

warte..W tym przypadku prąd i w  0 i wobec tego otrzymamy

p(t) = u, (t)i, (t) + u2(t)i2(t). (4)

Zadanie 3.12
Ka podstawie zależności napięciowych i 

prądowych, opisujących transformator idealny 
(zadanie 3.11)

Rys. 3.12.1 U-,1 = nu2, i2 = -ni,,

u, = n,u2 = 2u 2 = 2(-Ri2) (1)

gdzie R = 1 fi .
Ponieważ i2 *= -2i,, to po podstawieniu do 
(1) uzyskamy

. 2:4
Rys. 3.13.1
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1 Ad b)

U

W tym przypadku i ? O i na podstawie rys, 
3.13.2 oraz zależności prądowo-napięciowych 
opisujących, idealny transformator możemy na
pisać

U1 "  7 U1 U1 
 X  a  IX'

2- Ą
v2)

Rys. 3.13.2

Z (2) i (3) wynika, że = 0, a tym samym = 0. 
Wobec tego i1 = i = i'2> czyli

R2 = 2Q .

Zadanie 3.14
Stosując 1 i II prawo Kirchhoffa do obwodu z rys. 3.1 A otrzymamy:

Z (1) wynika, że w przypadku, gdy kjj = 2, to obwód z rys. 3.18 przedsta
wia ujemny konwerter impedancji, tzn. taki obwód, dla którego impedancja 
wejściowa Zw0 jest równa - ZQ, gdzie ZQ jest impedancją obciążenia. 
Zadanie to można również rozwiązać stosując metodę potencjałów węzłowych. 
Traktując prądowe źródło sterowane jako źródło niezależne otrzymamy na- 
stępujące równanie

a wobec tego

U)

z którego po podstawieniu 1̂  a Ig, uzyskamy zależność U )
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Ha podstawie zależności (1) i (3) w zadaniu 3.11 oraz rys. 3.15.1 moż
na napisać

Zadanie 3.15

u - -ą u2-

a wobec tego

di di, n. di.
. T I 1 d i 1 T 1 2 T 2u - = Lb ćtf* + TT Lb s r

Biorąc pod uwagę fakt, że

di.
U1 a l a F + u ' 

i podstawiając (2) do (3) otrzymamy

di- n„ di2 
U1 “ tLa + Lb) S T  + H; h  T T *

Obliczając u2 z (1) i uwzględniając t2) otrzymamy

di, n„ 2 din„ n, di- n„ ^ di,
“2 - ń f  » ' - a f H m 1 * l4 >

Zależność (4) i (5) można zapisać w postaci macierzowej

n2
La+Lb ńf

“2 x ,U2,2

n rdii i
T T

di2
. W .

cbdo.

(2)

13)

(4)

(5)

Z zadania tego wynika ważny wniosek: indukcyjności sprzężone mogą być za
stąpione przez indukcyjności bez sprzężeń i idealny transformator.
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Na podstawie rys. 3.16 dla obwodu a) możemy napisać następujące zależ
ności:

Zadanie 3.16

di, di.
ua J T  + U Ii-

di, di
u2 3 M i r  + \  tt *

d)

Z (1) wynika, ze macierz indukcyjnościowa dla obwodu a) z rys. 3*16 jest 
równa

L U a
(2 )

Dla obwodu b) z rys. 3.16 możemy ułożyć następujące równania:

di
U1 3 (La “ Lć) T T  + Lc h  (i1 + i2)-

(3)
di,.

“j » (Lj - Lo> jj- + L0 jj (i, * i2)

i wobec tego macierz indukcyjnościoM 
w tym przypadku będzie równa

L =3
va c

-Lc
(4)

Rys. 3.16.1
Porównując (2) i (4) widać, że jeśli 

Lc =* M, to macierze indukcyjnościowe obwodów a) i b) z rys. 3.16 są jed
nakowe.
Zastępując transformator idealny w obwodzie c) z'rys. 3*16 jego schematem 
zastępczym, zawierającym źródła sterowane (patrz zadanie 3.12), otrzymamy 
obwód taki, jak na rys. 3.1 6.1 .
Dla tego obwodu możemy ułożyć następujące równania, wynikające bezpośred
nio z praw KŁrchhoffa:

, . n,
U1 = La a r  + ńZ u2* ( 5 a )
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Podstawiając (5b) do (5a) i porządkując otrzymamy:

u2 c h> fe (i2 + V * (5b)

di, n, di„ 
cPT + rÇ h  cHT’U1 “ [L'a + t y  Lb

n1 di1 di2
u2 “ ni ^  a r  + \  w >

0 wobec tego macierz indukcyjnościowa dla obwodu c) z rys. 3*16 będzi- 
równa

L =

Q-i. 2 *-*“1
L + Łh na n0 d n0

"1 L Ln2 b

( 6

Porównując (6) z (2) widzimy, że macierze indukcyjnościowe obwodów a) 
o) będą równe, gdy:

n. 2
Ls = a + t y  Lb-

n 1

ożyli muai zachodzić:

“1 M 
n2 rb’

< U2
La = La " V

Zadanie 1.17

Wartość skuteczna napięcia na indukcyjności L jent równa iloczynowi 
wartości skutecznej prądu I i reaktancji

|Ul I " II IXL “ |I|WL* (1)



Napięcie na oporniku

Na podstawie U  prawa Kirchhoffa. w postaci symbolicznej 

U = UR + UL = IR + Ij cuL => I(R + jcaL),

gdzie
R + jcoLa Z - Impedancja obwodu

lub

Z = 'Ir2 + ( wL)2eJi\

gdzie

. &jL (f = arctg -j— .

Więc równanie (3) możno zapisać w postaci

l u l e ^  . jlle^lzle^,

gdzie
ąt/j, ^  - fazy początkowe napięcia i prądu.

Z (4) wynika, że

|U | = [ 11 |Z | = |l|\|r 2 + ( oj L)2

i

UR = IR.

lub w postaci

v u » +r<P



więc
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= ^ U R | 2 + |UL |2 = \|482 + 722 = 86,5 V. (5.)

Zrównania (1 ) obliczymy wartość indukcyjności

1 a TTTof = T T T riT T  c 65' 5 mH*

Wartość opornika R (z równania (2))

n _ lURl 48 1 1 7 , 0
r = • [Y | ~" TT? ” *

Zadanie 3.18
Przy otwartym kluczu K. Równanie II prawa Kirchhoffe ma postać

U = IR + I -jij-jT = IR - ¡ 1 %  = I(R - J2C) (1)

stąd

)U| «= |l |\/r2 + X2 (1>)

więc

Xc = \|(-|TT)2 " r2 “ ^ T )2 ~ 15° 2 = 133,5 2

Z1 = R - jX_ = 150 - ,i 133,5 = IZ-1 e

Z-ll = \J( 150)2 + (133,5 )2 = 133,5 )2 + 1 n 1992 ,

= arctg = -arctg 0,89 = -41°40'

Więc

Z1 = 199 e-^41 40> V



Przyjmując fazę początkową prądu -ŷ = 0, czyli I = (I [ otrzymamy napięcie 
U, dodając wektorowo napięcie na oporniku R i pojemności C

U = UQ + UR =» -j^I + RI =■

= -j 133,5 • 0,1 +150 . 0,1 = -j 13,35 + 15. (2)

Jednocześnie można oUliczyć napięcie zasilania z zależności (1)

U = I(R - jJ^) o I |Z.j | ê  ̂  = 19,9 e " ^ 1 °^° v . 0")

Wykres wektorowy ilustrujący równanie (2) przedstawiono na rysunku 3.18.28. 
Przy zamkniętym kluczu K.
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b)

Xl

Rys. 3.18.1 Rys. 3.18.2

Impedancja zastępcza równolegle 
ści (rys. 3.18.1)

połączonego kondensatora

I
• 

*fI

•oW°T-311 *0*1, - j  f
“  n h  ~ V  J  \  h h  ~ %  *

Z II prawa Kirchh.offa

U = I(R + z) =. UR + Uz.

Porównując (1) z (4) otrzymamy

Y ^ XCXT,
I c| XL - XC

(4)

(3’)
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stąd

= •£— = 66,75 2
a

r-
Z “ -3 T ^ ~  = d*c

T, dL,

*C

7" " 7-c

więc

Zc = R + Z = R + jZę = Z1 =199 e^41040'v

Dodając do napięcia Uz = IZ = j 13,35 wektorowo napięcie = IR = 15 V
otrzymamy wektor napięcia zasilania U, Wykres wektorowy napięć przedsta
wiony jest ns rys, 3.18.2b.

Zadacie 3.19
Impedancja zastępcza równolegle połączonych elementów R i C

Ri-jZę) 
Z1 c Ti”  j7x'

8 impedancja całkowita

'1 +

Więc napięcie na SPM 1

U = IZ.

Podstawiając wartości liczbowe otrzymamy:

2^ = coJj = 500 . 20 . 10-3 = 102 ,

*0 " SC = 5661 1°6 = 402 ’



, | ¿v± i fI = |l|e 1 = 0,2 e = 0,2 jA,

więc

U = (20 - i 10)0,2 i = 2 + 4 J =» ^22 + 42 e ^  = 4,47 eiS3°25 V (1) 

V u ■> arctg | = 90° - 26°35' = 63°25'

Napięcie na kondensatorze

Uc = Z^I = (20 - 20j )0,2 j = 4 + 4j = 4'/i~ e ^ 0 V. (2)

Prąd płynący przez kondensator
|

Xc = Ugj co C = i f  e ^ 45°^0°) » 0 , 1 ^ eJ135° A. (3)

Prąd płynący przez opornik

Ir - J S - O . l ^ e ^ A .  U)
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Z =. 20 - 20 j + i 10 =. 20 - j 10 O,

Napięcie na indukcyjności

UL - IJZ^ - 0,2 i . i 10 - -2 V. (5)

Przechodząc na postać czasową, otrzymany odpowiednio z rdwnari (1), (2),
(3), (4) i (5)

u = 4,47\/2~ sin(500t + 63°25') V, (i*)

uc - 8hin(500t + 45°) V, (2’)

ic = 0,2sin(5O0t + 135°) - 0, 2cos(500t + 45°) A, (3’)

iR - 0,2sin(500t + 45°) A, (4’)

uL - -2^2 sin500t V. (5’)



Koc chwilowa wydawana przez siłę prądomotoryczną

Pj “ ui » 4,47^2 ein(500t + 63°25)0,2^2~ coa500t =

=0,8 + 0,9sin(l000t + 63°25) VA.

Moc chwilowa pobierana przez kondensator

PC » ucic = 1,6 elndOOOt + 90°) = 1, 6cos1000t VA.

Moc chwilowa pobierana przez cewkę

p^ = u^i = -0,4sin1000t VA.
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Moc czynna

więc:

Zadanie 3.20

Zadanie 3.21

Zadanie 1 .2P

P = |U| llfcosp,

P, = 0,8 W = Ł,

PL = Pc = 0.

R = 44,3411 
L = 88,26 mH

R « 440 Q ,

L - 4,44 H,
< -  6

C = 6,72 . 10_D P.

R = 500 D ,
C = 1,24 . 10-6 F, 
P = 0,05 W.
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Zadanie 3.23
Obwód bez przyrządów nożna przedstawić jak na rys. 3*23.1 »Z prawa Ohaa 

wskazanie woltomierza V 24 *R a  'i j  ' "     - - 1.1—  - i a  —■* a  I  ć  12 •1 wskazanie amperomierza Â

Moduł impedancji gałęzi z opornikiem R2 i indukcyjnością L obliczymy z za
leżności

i_i \U2 „2 wskazanie woltomierza VIZ | = ^R2 + IL = wskazani ̂""amperomierza A 3 8 Q (D

z e (rys. 3.23.2), ( 2 )

gdzie

(p-a arctg n— .
2

I li

f 0

i
7?<

li

Rys. 3.23.1 Rys. 3.23.2

.  U

Rys. 3.23.3

Wartość argumentu <p impedancji obliczymy korzystając z wykresu wek
torowego prądów. Dla wygody załóżmy, że fasa początkowa prądu 1^ jest rół- 
na zero (co odpowiada yi = 0), wówczas I prawo Kirchhoffa ma postać

X >» I-j + i2. (3)

Prąd I2 jest opóźniony w stosunku do prądu 1^, bo płynie w gałęzi o cha
rakterze rezystancyjno
Znamy również wartości skuteczne wszystkich prądów (wskazania amperomie
rzy), więc potrafimy sporządzić wykres wektorowy prądów (rys. 3.23.3)«
Z zależności

|r,|2 + [i I2 - 2|I| ll^cosy



wyznaczymy

V  = arccoe ^  » 46o30<

Z wykresu widać, że

|l|coayo |I.j| + 11 ̂ | cos (p

stąd
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|I| cosy - II. I 
<p = arccos j-...—  ■ •» arccos0,25 = 75°30'

Z ryBunku 3.23.2

więc

2^ = |zjsin^ = 8ein75°30'= 7,8C

ZL 7.8L = '¿//f “ 'j'* j H " 24,8 mH. 

Z zsleżDOŚci (1) wyznaczymy R„

R2 » VIZ 12 _ -.2- Z£ » 1,87 C .

Moc czynna wydawana przez źródło równa jest mocy traconej na opornikach 

P = i E I |I I cos V  = 11,1% + |I2|2r2 “ 24»4 rt “ 66 w*

Zadanie 3 .24

oi = 2/Tf = 314 s
i, = 5^2 sincot A,

i2 = G,4 \[2 sin (co t - 38°4O0 A,

i-j = 4(̂ 5" sin(cot + 90°) A.
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Wskazówka» sporządzić wykres wektorowy 
napięć dla obwodu jak na rys. 3.25.1

Zadanie 3.25

K\' =70,7V, 

|UJ" - 30! V.

Rys. 3.25.1

Zadanie 3.27 

Pil - O.6 k,

Ri = 19,5 2 

R" = 170 2 ,

Zadanie 3.26

= 60 \f2 V,

530 Hz.

2 | » 0,24 A, |I3 |3 0,12 A i | X | = 0,612 A,

1 = 0,6^2 sin co t A, co = 100 rad/e

2 ». 0,24'/i' sin(cot - 90°) A,

3 - 0,12^2 sin(cot + 90°) A,

- 0,6l2\[if sin (co t - 11 °20) A.

Zadanie 3.28
Iapedancja zastępcza układu:

zz =■ e - i * * + rx : \ R + —5C4 Rx + d rF ł t 
+ X,

(1)

Napięcie będzie w fazie z prądem i gdy iapedancja zastępcza będzie miała 
charakter rezystancyjny więc jej część urojona równa jest zeru

4 * ł 

r1 + 3
(2 )

stąd

(3)
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Podstawiając wartości liczbowe»

many

Impedancja zastępcza

a coli » 314 C ,

* c  ~ ha m 1 5 9 a  *

Rz a 3182

2 » E = 20 + ‘ ?18'* 2 a 178 i
z z 318 + 314

a napięcie na zaciskach SPM i

u a iZ, a 25,0 sin314t V.Z

Zadanie 3.29
Układ można przedstawić w Bposćb pokazany na rys. 3»29«1» Równania o- 

pisujące ten układ»

E a + 12j ,
E - I ^ I jj + IgjŁ,,
I ” Ii + Ig’
Xjj a k I2

ih

pozwalają wyznaczyć impedancję zastępczą
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Podstawiając wartości szczegółowe

Z a j 20 . 12 -------- 1 ~ °l8 -̂---, ...- => j 11,8.
20 + 12 - 2 . 0,85 \'20 . 12

Stąd wskazania amperomierza

2

Jeśli zaciski cewki drugiej połączymy odwrotnie z cewką pierwszą, co sche
matycznie pokazuje rysunek 3.29.2, impedancja zastępcza wynosi

  1 -  k 2
z - ^ * 2  j — n p n z ^ '

ponieważ zmienia się znak indukcyjności wzajemnej.
Po podstawieniu wartości szczegółowych

z'= j 20 . . 1 2--------- 1 r,.9..x§5.— — — ^  = j 1 ,14.
20 + 12 + 2 . 0,85 \20 . 12

Amperomierz wskaże prąd

I1 !' -  4z4' “ TTTf M 9,65 A*

Zadanie 3.30

R(Ł, + \ ŁŁ,)2 R2(JZ + \JxI)2
Z a %  + j --- I V 1 . L -2—  , 109 + j  39, i

R2 + X2- R2 + X2

Zadanie 3*31

0 j 7Ly + Z
Z - jX,(l - k2    ------- ).

jX1(2 - k ) + 2Zfl

Zadanie 3.32
Przed zwarciem reaktancji dławika

Xd a Zsitĥ  - -Z Si 500 . 12 - 37700 a .
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A zatem prąd dławika

Pdl “ ;] j u! = s  “ y m u  - 1>59 • 10-3 A*
K  +

O /fi
k

Rys. 3.32.1

Obwód przed zwarciem można przedstawić jak na rys.
3.32.1, przy czym

+ Lg + 2M
2 2 z 1 + z‘ + 2z 1z 2 v z 1 + z2>‘

gdzie: 
z2 = 4,
ẑ  - pozostała część zwojów,
Rm - oporność magnetyczna rdzenia i szczeliny 

powietrznej.
Stąd:

L1 = C  - Łd(— -K -;)2 - = 11-9 H-' m

z z
l 2 ■= i r  = Ld k p n H 2 “ 12' t t o )2 - ° ’192 • 10' 3 H-m 1 2

Rys. 3.32.2

Odpowiednio:

Xv a 2«'fL1 = 2̂ r 500 . 11,9 = 37400 Q,
X2 = 2/TfL1 = 2-tf 500 .  0 ,1 9 2  . 10"3 = 0 ,6 0 3  Q

Ri = Rd l T f ^  = 8 0 ™ = 79.7 Q.

R2 = Rd z T T h z  = 80 TOTO f 0,32 Q -“1 T 2

Równania obwodu po zwarciu (rys. 3.32.2)

I 1 (R1 + jŁ,) - I^Zjj » U

It jljj - x2(r 2 + j^) ° 0

(1)
(2)
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pozwalają wyliczyć prąd Ig w aekcji zwartej

2 " +" T/fJ*

Wartość bezwzględna prądu

F 2 I
yiR^Rg)2 + (Ł,R2 + Ig R ^ 2

V37400 . 0,603 . 60 ----------------  _ ^  A<
\](79,7 . 0,32)2 + (37400 . 0,32 + 0,603 . 79,7) 

Zatem prąd w zwojach zwartych wzrasta

II a °t75 = 472-krotnie.
I d I 1,59 . 10~J

Zadanie 3.33
Z równań II prawa Kirchhoffa, dla strony pierwotnej i wtórnej 

E = I1 (R1 + j co^ ) - I2j coH,

I|jwi = I2 (E0 + jcoL2),

mamy

p R co2!!2 Cc2}/2co L„
X~ “ Ri + “5-------------------- 2 5-7 ) 3 ai + zwe,*1 1 R2 + co2L2 1 R2 +co "eo 2 0 2

gdzie Zwe impedancja wejściowa transformatora, a jej składowa czynna

R~co 2J!2
Hwe " h2 2t2' “ m o}*R0 +co L2

Można wyliczyć, że maksimum tej funkcji występuje dla RQ = coI«2 i wynosi

k2h, k2Io k2co L.
Rwem ” Ro “ a’L2 “---5---
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Po podstawieniu wartości liczbowych

Hwem - OJ S 2."* j O 0 O  = 426 s>

przy czym

R0 “ " 1 2 “ 2 X * 50 * °»°3 “ 9,4 t! .

Zadanie 3« 34
P1 * 175 mW, P2 - 87,5 *W.

Zadanie 3.35

R - 13,9 C , X - 9,2 O,- XH = 6,3 0 .

Zadanie 3.36

|Ej - 0,888 V, 7>e - +90°, PQ - 24 bW.

Zadanie 3.37

|UB | - 1525 V.

Zadanie 3.38
11 » 1,15 \iFsin(314t + 48°30') A,

12 - 0,803 {2 sln(314t + 113°10) A.

Zadanie 3.39
|ln | - 7,25 A, |I2 | - 3,15 A, |I3 | - 3,32 A. 

Zadanie 3.^0
Impedancja zastępcza gałęzi równoległych

(E2 + JfL2)(R3 " J1C3) „  . „„o r38°10'Z1 “ Ł2 + 53 + J » 28 + 4j - 28,3 e Q

Impedancja zastępcza układu

16°Z - R 1 + Z1 - 38 + 4j - 38,210 eJO Q

»lęO

I - | -  0,575



Moc pozorna źródła

S = |E||l| = 22 . 0,575 = 12,650 VA

więc moc czynna

P - Scos6° - 12,590 W

a moc bierna

Q >» Ssin6° - 1,325 var.

Moc czynna wydawana przez źródło jest rozpraszana na opornikach , Rj i 

R3*
Moc pobierana przez opornik R1

PR1 - |I |2R1 =■ 3,30 W.

Wartość skuteczna napięcia uR

|U2 j - |I| \Z,\ - 16,273 V

więc wartości skuteczne prądów I2 i wynoszą odpowiednio

|U„|
|Io| =* , ■ ■ ■■ ■ ■ ■ =■ 0,576 A

a

|U2 |
Fai ■ ■ o - « 4 *•

f a  *  4

Moce.czynne tracone na opornikach R2 i R^:

\  “  \X ł K 2  "  6' 65 W’
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PR3 “ " 2’64 W*
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Bilans mocy czynnej:

P “ PR1 + PR2 + PR3*

12,59 W = 3,30 + 6,65 + 2,64 « 12,59 W. 

Zadanie 3.41
Z II prawa Kirchłioffa napięcie na przekątnej mostka

O - U4 - U, - I2Z4 - I1R1.

Oznaczając:

''■'1 B 

Z2 D R2 — 
z3 3 R3 + j^3,

przy założeniu, że mostek jest w równowadze (U = 0), obliczymy

E
I 1 c

Więc

Z. Z- Z>Zp “
U = £(IJ-y 'T 4- - V T T 2) ° E k  + Z2j lZ3 ,+ T 47 *

Przyrównując licznik ułamka do zera, obliczymy wartość impedancji Z4, 
dla której napięcie TJ na przekątnej mostka będzie, niezależnie od amplitu
dy napięcia zasilania, równe zero

¿2 - Z;}Z1

więc

z4 “ ~ z ^  “ ?T - °  " 100i ° 3XL4 ° ¿“ h ’
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stąd.

Zadanie 3.42
Jeżeli prąd I płynący w przekątnej mostka jest równy zeru, wówczas

Ji - h  - (1)

a

h  ■ ę  - Ą ; - t i t 4' l!)

a napięcie na przekątnej mostkó

0 . U2 - 01 - IgiRj. - jl̂ ) - I1 (R., - jl̂ ), (3)

ale mostek jest w równowadze, więc U - 0.
Przyrównując (3) do zera, otrzymamy równanie pozwalające wyznaczyć Cx i
V

u “ Łę (Er - - Ry (Rl " 3Ic1) “

■ ^  -  fi3 -  W  *

[(Rj. - + R3 - j%,) - (R-, - + \  - 3*0*)] - °. (3*)

czyli

( R *  -  d I c x ) ( E 1 + H3 -  3 ^ 1  J -  ( E 1 -  3 *0 1  i iBs  + R 4 -  

po przekształceniu otrzymamy

( B , -  j Z ^ S j  J X ^ )  U)

stąd:

- r 1®4»

E 3I Ox  k  V c 1 ’

h  " TCC§ H ° °>1 H*



więc i

R.R,
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R.v -

R4
*0* " *01 RJł Cx “ C1 Ey

Po podstawieniu wartości liczbowych:

R=c - 108,5 k£2,

Cx - 0,0434 . 10"6 F.

Zadanie 3.43

P „   Ie I2r__________
(rq + r)2 + u i  - ^ r

P » Pm dla R - 161,3 0 , PE B

Zadanie 3.44

Napięcie' na kondensatorze

Jud  “ V ,ul2 ~ IdnI2 - f 22°2 - 6°2 ’

Prąd w obwodzie:

Ul _ J x .  _ 1 2■jujl" “ OT “ °*2 A«

' ^ r
coC.

Stąd

111 0.2 
0 T r p t r " 27f'» 'yft' -: ■gir .y - 3 •

Zadanie
M  a) | I |  -  c o n s t .

0,35 W.

■' 211,5 V.
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Ponieważ impedancja cewki wzrośnie, należy opór R zbocznikować oporea 
Rb tak, aby impedancja dwójnika pozostała bez zmian

\](R + Rl)2 + (2^f-,L)2 = \|( Rz + Rl)2 + (2iTf2L)2,

gdzie

RbR 
RZ 3 Rb + ii'

Podnosząc obustronnie do kwadratu i podstawiając dane

(20 + 80)2 + (2Si . 50 . 0,2)2 => (R7 + 80)2 + (2X  . 60 . 0,2)2,

stąd

a następnie

R„ - 10,8 0 ,

Rb ** 23,5 0 .

Ad b)
|U0 j - const.

Ponieważ napięcie na cewce przy podwyższeniu częstotliwości wzrasta, 
należy do opornika R szeregowo włączyć opornik Rg. Wówczas:

\](R + Ry)2 + (2Xf1L):

\J(R + Rg + Rl)2 + (2^f2L):

\ p | + ( 2 ^ r 1L)2,

\|r 2 + (2^f2L)2,

U =3 u !
C1 °2I

Podstawiając wartości liczbowe

i

BO2 + (2*60 . 0.2)2goi + 1 ^ 0,1,,, 0A 2J.2 „ ... ......
100^ + (2*50 . 0,2r \ (100 + R ) + (2*60 . 0,2)^
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otrzymany

Zadanie 3.46

Ra - 3 0 .

Rb = 1000 0

Zadanie 3.47
Kondensator o wartości pojemności c' = 4,21 fj.Y lub c" = 0,85 u?. 
Zadanie 3.48
Admitancja zastępcza dławików

Y 8 8Rd . 8ajLd
1 hd + jcuLd r2 + (o,Ld)2 i e| + (&jL2)2 

b kondensatora

Y2 = jCoC.

Warunkiem kompensacji mocy biernej jest, by admitancja wypadkowa miała 
charakter czynny, czyli ImY = 0, więc

8 co L,
C o C - r  ■■■ ■ ■ -k  = 0,

R2 + (coLd)2

-1-2 6,65 . 10-° F<O = —* W a ---K------------- n
Rd + (coLd) 500^ + (314 . 12)

Zadanie 1.48

C = 2 . 8 «F.
Zadanie 1.80

Stosując metodę potencjałów węzłowych i przyjmując oznaczenia podane 
na rys. 3.50, otrzymamy

Vo 3 °.

vi + ir + jćzt) “ -Ei £ " e2

V2 - E3*



Podstawiając wartości liczbowe:

n co L *» 100 Q ,
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*C 3 "¿TT 3 200 2 »

E1 = 10 V,
E2 » 10 j V, 
E3 - 20 V,

E, + E„
V   J  1—  =. - 100 + 1(30 .1 =. _20 - j 60 V.
’ "'I - 3 £

Korzystając z prawa Ohma, obliczymy prądy płynące w gałęziach:

11 3 -~1~ 'R ,E'" =• 0,08 - j 0,06-0,1 a“336°40 A

12 = = -0,06 + j 0,02 =» 0,0635 e3l6l°3°. A

V1 + E2 ą -i 1 6°35/1^ = - i-y — - =■ -0,02 + j 0,04 => 0,048 e3110 ^  A

I4 3 R " - ! ^  = °.°4 + j 0,08 = 0,0895 e363°25 A

^2 -145°
h 3 r~~ j7 ~ 3 ° ’ 1 _ i °*1 3 °*141 0 A

Z pierwszego prawa Klrchhoffa:

Ig - I4 + I5 - 0,14 - j 0,20 =» 0,141 e_38°10 A 

I7 =» I4 + I1 - 0,12 + j 0,02 - 0,121 eJ9°30A

O 1
Ig = I3 + Ig - 0,08 - j 0,06 - 0,1 e-3 40 A

(V)



Sprawdźmy, czy jest spełnione I prawo Kirchhoffa dla węzła pierwszego 

I2 + Irj + Ig - I6 . -0,06 + j 0,02 + 0,12 + J 0,02 +

+ 0,08 - j 0,06 - 0 ,14 - j 0,02 = 0.

Przechodząc na postać czasową, otrzymamy:

11 = 0,141 sin (500t - 36°4CD A,

12 = 0,0895 sin(500t + 161°30') A,

13 « 0,0632 Bin(500t + 116°350 A,

14 = 0,1260 sin(500t + 63°30') A,

15 » 0,2 sin(500t - 45°) A,

16 = 0,2 sin (500t - S0™ ”) A, 

iy = 0,17 sin(500t + 9°30^ A,

ifl = i 1 = 0,141 sin(500t - 36°40i) A.

Zadanie 3.51

i a 56 sin(200t + 2O3°2O0 mA, 

u » -10 + 12,1 sin(200t + 6°5Ct) V.
Zadanie ¡1.̂ 2
W pierwszym etapie układania równań obwodu, źródła sterowane możemy 

traktować jako źródła niezależne. Na podstawie rys. 3.52.1 otrzymamy

- 293 -

kuuU1 j*>R2C
T—  R2 = 1 + jcoR2C kuuU1'

R2 + jco
(1)

KuuU

Rys. 3.52.1



drugim etapie obliczamy wielkości sterujące, a mianowicie
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(2)

tawiając (2) do (1) ostatecznie otrzymamy

LCk^
U 2 = “ IR + j n o L J U  + jeottgU} E *

(3)

a po podstawieniu danych

Stąd

u , 1x22. eJ 123°42/< 
2 \[2

u2(t) = 3,92 sin(lOOOt + 123 18* V.

Zadanie 3.53
Stosując metodę potencjałów węzłowych do obwodu przedstawionego na 
J. 3.53.1 uzyskamy następujący układ równań

(¿~ + jcoC1 + jcJC2)V1 - jcoC2V2 = I3

(1)

'i - j w c ^  + (¿- + j cuC2)V2 a -X2

X2 = kIUT1*

— I P —

1) 4 1 * 5

Rys. 3.53.1
Podstawiając tę zależność do (1), 
otrzymamy:

(¿j- + j " C 1 + jcoC2)V1 - jcoC2V2 = Xa,

( - k j u  +  j c o C 2 ) V 1 +  ( ^ -  +  j w c 2 ) a  0.

(2)

to zauważyć, że macierz admitancyjna układu (2) nie jest macierzą sy- 
ryczoą.



Rozwiązując układ równań (2) dostaniemy

~kIUR1R2 + iŁ'C2RiR2 Vp ** p I.,»
- c o ^ R ^ C , ,  + jeoR1lC1 + C2 +

Podstawiając dane i wykonując obliczenia otrzymamy

V„ - 6,4 fi ei5°'12',
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a wobec tego

v.(t) = 12,8 sin(lOOOt + 5°120 V.

Zadanie 3»54
Równania prądów Oczkowych dla obwodu z rys. 3.54 są następujące

r B l  1 1 0 H
1

_V
1 1>

P

i 
1

-  j W  R  +  l i r ę
1

"  J £ u 'C * 2
ss 0

J c u G r  +  3 ^ _ _J 3 _
0

Wyrażając V przez dostaniemy

U)

(2)

Podstawiając (2) do (1) i dokonując przekształceń otrzymamy układ równań 
jednorodnych

p , 1 1 kuu
j ^ c  ~ jw C  jood h 0

- tŁttt r + - JuTC J2 = 0

0 - R + 3«Ti X3.
0

(3)

Blezerowe rozwiązanie istnieje, jeśli wyznacznik główny jest równy zero. 
Wobec tego otrzymamy



Przyrównując część rzeczywistą i urojoną równania (4) do zera dostaniemy:

lub 00 = EE’

Przykład ten pokazuje, że jest możliwe otrzymanie drgań sinusoidalnych« 
obwodzie składającym się z rezyscorów, kondensatorów i źródła sterowanego. 
•V praktyce źródło sterowane jesc realizowane przez wzmacniacz.

Zadanie 3.55
Zadanie to można rozwiązać trzema różnymi metodami.

1. Metoda pierwsza polega na zastąpieniu tranzystora schematem zastępczyń 
powstałym z zależności wynikających z jego opisu parametrami macierzy 
hybrydowej. Tak otrzymany obwód rozwiązuje się jedną ze znanych metod 
analizy obwodów złożonych.

tencjałów węzłowych dla obwodów z wielobiegunnlkami.
3. W metodzie trzeciej traktuje się obwód z rys. 3.55 jako połączenie pe

wnych czwórników, co pozwala na zredukowanie go do postaci zawierają
cej jeden czwórnik wypadkowy. Jest on zasilany zastępczą SEM Ez o peł
nej impedancji Zz i obciążony admitancją tak jak przedstawia to 
rys. 3.55.1.

Zadanie rozwiążemy kolejno wszystkimi metodami.
Ad 1 )

Jeśli tranzystor traktuje się jako czwórnik opisany parametrami macie
rzy h (rys. 3.55.23^ to na podstawie znanych zależności:

Rys. 3.55.1

2. Metoda druga polega na tym, 
że tranzystor traktujesy 
jak wielobiegunnik, opisany 
macierzą admitancyjną 
Parametry jej oblicza się 
na podstawie znajomości pa
rametrów macierzy hybrydo
wej h. To pozwala na roz
wiązanie obwodu metodą po-
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nożemy otrzymać schemat zastępczy tranzystora przedstawiony na rys. 
3.55.2b.

a)

li

^ L  r

U2 — U«

Rys. 3.55.2

Po wprowadzeniu schematu zastępczego tranzystora w obwodzie z rys. 3.55 
otrzymamy obwód, przedstawiony na rys. 3.55.3* Otrzymany obwód jest obwo
dem ze źródłami sterowanymi, który możemy rozwiązać, stosując metodę po
tencjałów węzłowych. Przyjmując oznaczenia potencjałów węzłowych, takie 
jak na rys. 3.55.3, otrzymamy następujący układ równań

-ov2 - 5^7 V3 R-i + + h12U2

-ov„ (K7 + h22)V2 “b22V3 ° ~h2lh4
(D

“h22V2 + h22 + E77 + "

• h21I1 - h12U2
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Łatwo można zauważyć, żes

U 2 - V 2 - v 3,

V1 “ h12V2 - “ hi2^V3
*Vi

(2)

Podstawiając zależności (2) do (1) i dokonując prostych przekształceń al
gebraicznych dostaniemy

.i “-"C . I . I 1 >ć I , ,
+ + E77 ' - E 77 - E ^ ( ' - hi 2:>

1 1 12 1

h 21 1 . . h 12 + h22-h21 5— h22 + H77 (1 “h 1 2 }]

177 (1+h2i } • [h22 ■ K77 t1+h2i }][^7 + h2 2 + irj7 -Hj7 + E 77{1"hi2)+;i“c

V
.1" C 3 E r  ^

V2 2 0

V3. 0

(3)

Podstawiając dane do (3), otrzymamy

1,36 + j 0,09 0 -0,67
33,33 0,1 -33.33
-34 0 35 + j 5

-1
v 0,66 eJ7’59°

V2 = E 0 14)

1
> 

___J 0

Na podstawie (4) obliczymy

un =* v? “ 4r 3 42’65 e"j1160O 2 A ’ (5)

gdzie1

d -  (1,36 + j 0,09)0,1 (35 + i  5) - 2,63 eJ22'2’0* 

d 2 - -E  0,66 9J7*59°[33,33(35 + ¡ 5 )  -  33,33 . 34] - 112 ,17 a - ^ 3»72°,
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a wobec te g o :

K(j 100) = ^  = 42,65 e-31160,

uQ (t) = 426,5 sin(l00t - 116°) mV.

Ad 2)
Parametry macierzy admitancyjnej tranzystora obliczymy na podstawie 

znanych zależności:

y-n “ = ° ' 67 nS*

' 12

11
h
F

‘21

12

*21 = = 33,33 mS,
n11

Y22 det h X  0.

(6)

Obwód z rys. 3.55 traktujemy, jako obwód z wielobiegunnikami (rys.3.55.4), 
którego parametry macierzy admitancyjnej określa się zależnościami (6). W 
celu otrzymania równań potencjałów węzłowych obwodu obliczamy: 
a) macierz admitancyjną obwodu bez wielobiegunnika

Ibw “ 2

1

b) macierz admitancyjną wielobiegunnika 

1
i ryi1

Iw = 2 
3

2
*12

'21 ' 22

- (y - n  + y 2 -|) “  ^* i 2+* 2 i  ^

w- + j co C
3

-(y1v + y12) 
-(y2i y22̂

Ty

gdzie „ yn  + y12 + y ^  + y^.
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Macierz admitancyjna 7 całego obwodu powstaje jako suma dwóch powyższych 
macierzy i wobec tego

r . i - c  i - ( y 11+y12) v r . , i « o  "
T + J ^ f l  + + J 11 y1 2 V1 1+jcuR^

y21 + y22 “* (y2i+^22^ V2 = E 0 (7)

- ( y n + y 21) — (y1 g+y 22^ E j  + n -  + j "  c
3 J V3_ 0

Podstawiając dane do (7), otrzymamy układ równań (4).
Warto zauważyć, że schemat za
stępczy tranzystora opisanego 
parametrami macierzy sdmitancyj- 
nej ^ jest taki jak na rys. 3.55.5* 
Rozwiązując metodą potencjałón 
węzłowych obwód powstały z za
stąpienia w obwodzie na rys, 
3.55 tranzystora schematem za
stępczym z rys. 3.55.5 dostanie-

Rys. 3.55.5

my, jak łatwo sprawdzić, układ równań (7).
Ad 3)

Obwód z rys. 3.55 można przedstawić w postaci pokazanej na rys. 3.55.6. 
Z rysunku tego wynika, że obwód z rys. 3.55 można uważać za obwód złożony

z części P.j i Pg oraz z

/P, Cr • “ iii

0

© '

u;
X

... . .V

--U,

szeregowego połączenia 
dwóch czwórników i Cg, 
Czwórnik jest tranzy
storem, a czwórnik Cg po
siada postać jak na rys. 
3.55.7.
W naszym przypadku

¿ - S — . (8)
R, +

Parametry macierzy Z 
Rys. 3.55.6 tranzystora możemy obli

czyć na podstawie znajo
mości parametrów macierzy h, korzystając ze znanych zależności*
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A — -

u;

Rys. 3.55.7

J11
det h = 0,25 ka, Z' » 3 .  0,025 ka, 

22 1* 22

Z21 " " " -2500 kfl, Z'22 - ¿ -  - 50 ka.

Łatwo można Bprawdzić, że macierz impedancyjna Z“ 
czwórnika C2 będzie równs

z„ Ko a
Z. Z„ .e e.

gdzie na podstawie (8) obliczymy Zg = (0,04 - j 0,19)103 2 .
Dwa czwórniki połączone szeregowo można zastąpić jednym, którego macierz 
impedancyjna Z będzie sumą macierzy impedancyjnych składowych, czyli

Z o 10'
0,29 - j 0,19 0,065 - j 0,19
-2500 - j 0,19 50 - j 0,19

(9)

Zgodnie z zasadą Thevenins, zastępując część P1 obwodu z rys. 3.55.6 zs- 
stępczą SEM Ez i zastępczą impedancją Zz oraz oznaczając Y0 = jj—, sprowa
dzimy ten obwód do postaci takiej, jak na rys. 3.55.1. Ka podstawie rys. 
3.55.6 otrzymamyt

Ez - E
R1 + R2 + JuTl

0,943 eJ°'43° E,

(10 )

o 0,1 . 10 3 s.

Zgodnie z rys. 3*55.1 możemy napisać*

U1 ° Z11I1 + Z12I2’

D2 “ Z21I1 + Z22I2’
(11).
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oraz:

*2 = - V 2 ’

u1 = ez -  y r

Podstawiając (12) do (11) otrzymamy:

Ez “ (Z11 + Zz }l1 " Z12YoU 2’ 
\

U2 = Z21I1 " Z22*oU2*

(12)

(13)

Rozwiązując układ równań (13) obliczymy

2
U2 = E* Z„ h- \  + det Z;yo* (14)

Podstawiając (9) i (10) do (14) dostaniemy

U2 =. 426,5 e-'' 116° mV,

a ponieważ UQ = U2, więc otrzymany wynik jest zgodny z wynikiem uzyskanym 
metodą pierwszą i drugą.

Zadanie 3.56
Program ACAN służy do obliczania stanów ustalonych w obwodach linio

wych przy wymuszeniach sinusoidalnych. Dany obwód może składać się z ele
mentów RLCa, źródeł sterowanych, wielobiegunników opisanych macierzami ad- 
mitancyjnymi oraz sinusoidalnych SEM i SFM. Przed przystąpieniem do napi
sania danych do programu należy w danym obwodzie ponumerować węzły i S3'

M O  Ii h" ©

ó
:D

hn Uz C t )  ^  hu h  Cj3) h22

-V

8

©

»♦[

Rys. 3.56.1
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łęzie, tale jak przedstawia to rys. 
iy następującą postać
ZADANIE 3.55 -—  nagłówek 
15.9155 ——  częstotliwość

1 1 4 1.5E3
1.0&-2 2 1 4 2.5E4

3 1 5 1.5E3
4 2 3 5.0E4
5 3 2 rodzaj

6 2 4 1.0E4
7 3 4 1.0E3
8 3 4
9 5 3

nr gałęzi węzeł
pocz.

węzeł
końc.

W wyniku analizy otrzymamy 
CZAS POCZĄTKU OBLICZEŃ » 17/15/30 

ZADANIE 3.55

3.56.1. Dane do programu ACAN będą mia-

5.0E-5 —  pojemność 
-—  rezystancja

źr.sterowanego nr gałęzi ster.
J I ^  50,0 3 ^

war.współ.ater.

5.0E-5

EU 5.0E-4

WYNIKI ANALIZY OBWODU W STANIE USTALONYM Z WYMUSZENIAMI SINUSOIDALNYMI 0 
CZĘSTOTLIWOŚCI F » 15,9 Hz
NG»1 
HG=2 
NG»3 
HG»4 
!IG=5 
NG»6 
NG=7 
!1G»8 UG= 
HG=9 UG=

UG=
UG=
UG=
UG=
UG=
UG>
UGs

:0.870E-02 
'0.870E-02 
‘0.150E-02 
0.418E-00 
'0.418E-00 
'0.4-16S-00 
'0.835E-02 
0.835E-02 
0.209E-03

FIU-
FIU»
FIU=
FIU»
FIU»
FIU»
FIU»
FIU»
FIU»

JG-0.116E-05 
JG»0.348E-06 

62.84 JG»0.999E-06 
-118.09 JG»0.835E-05 
61.91 JG»0.500E-04 

-116.97 JG»0.416E-04
- 15.67 JG»0.835E-05
- 15.67 JG=0.418E-04 
-118.09 JG=O.999E-06

7.31
7.31

FIJ»-133.49 
FIJ=- 7.31 
PIJ= 62.84 
FIJ=-118.09 
FIJ— 117.16 
FIJ=-116.97 
FIJ=- 15.67 
PIJ» 74.33 
PIJ» 62.84

0C=-0.598E-08 
PC» 0.303E-08 
PC= 0.150E-08 
PC» 0.349E-05 
PC»-0.209E-04 
PC= 0.173E-04 
PC» 0.698E-07 
PC= O.OOOE-OO 
PC=-0.209E-09

CZAS KOŃCA OBLICZEŃ = 17/15/43
Jak widać czas obliczeń wyniósł 13 s., łącznie z wczytaniem danych i 
wyprowadzeniem wyników.

Zadanie 3.57
Wprowadzając schemat zastępczy tranzystora do obwodu z rys. 3.57 otrzy

mamy obwód taki jak na rys. 3.57.2.
Obwód ten rozwiążemy, stosując metodę potencjałów węzłowych. Oznaczając 
potencjały tak jak na rys. 3.57.2 możemy ułożyć następujące równania
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(4Tf* + TT~ + ir + 1 ■) 1 ,)V1 - j
^  *2 ^  as + j h -  1 1

-0V3 » E
Rg + 1 ^ 7

i- V 
rb 1

+ < ^  + ^ ) V 2 - i- V3 . - k n i .

-ov« J_v
O

+ ( i -  + h ~ + 3 ^ c 2 ) t 3 -  o .
. e 4

Podstawiając

x , YA-1- 1e r„e

do t1) otrzymamy po prostych przekształceniach algebraicznych

(1)

1 . 1 . 1 .  3 c o c 1 1 n V _ d w C i
*7 * 2  r b 1 +  J ^ n f g C 7  "  rb u V 1 1 + j  OlKgd1

1

"  r b
t1. k ) 

r b  e e e 11 7 2
za 0

0 - h  k + H7 +  ijcoC2

1
C'* 0

(2)
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Jeśli podstawimy dane do (2), to uzyskamy następujący układ równań

2,29 + j 0,49 -1,67 0 V 0,77 eJ39’8° B
-1,67 2,54 -0,87 V2 a 0
0 -43,48 4398 + j 16 -Y3 ■ 0

stąd po rozwiązaniu

V, - 6,23 8_li32'810 mV.

Wartość symboliczną napięcia u2(t) obliczymy z zależności

U2 3 "V3 (H^ + Ja>c2^lcllR3 “ 611 e_J124°36 mV'

a wobec tego

Zadanie 3.58 

Zadanie 3»59

n2(t) =• 611 sindOOt - 124°36') mV.

u2U) =■ 7,17 sin(10 t + 48°33) mV.

(3)

Traktując tranzystory T1 i T2 jako wielobiegunniki opisane macierzami 
adnitancyjnymi j  i możemy ułożyć równanie potencjałów węzłowych dla 
obwodu z rys. 3.59. Oznaczając węzły obwodu tak jak na rys. 3.59 piszemy!
1) macierz admitancyjną obwodu bez wielobiegunników

bw

1 2 3
1 _Y1 0 “Y1
2 0 Y2 0
3 -Y1 0 r, + y3 + y4

gdzie t
j CO Q

J1 " ¿7» Y2 3 y3 “ + °1» Y4 3 1



2) macierze admitancyjne tranzystorów z uwzględnieniem numeracji węzłom 

a) tranzystor T1
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gdziet

1 2 0

1 »11 y12 - ( y'ii + y'i2)

i i = 2 y 21 y22 ~ iy2i y22) »

0 _“ (y11 + y21} -(y'12 + y'22) Z7y'

y 11 + y'12 + y21 + ?22*

b) tranzystor T2

2 0 3

2 y 11 y 12 -(yil + ylV
i i i ** 0 y21 y22 - ( y 2i + y22)

3 - (y11 + y21} -(y-i2 + y22̂ Ly"

gdzie i

L y" -  y?! = y'i2 + »21 + y22*

Macierz admitancyjna całego układu powstaje jako suma elementów trzeci 
powyższych, macierzy z uwzględnieniem numeracji węzłów

1

1 =* 2

3

1

+ 12

3
-Y*

21 y 22 +  y 11 +  Y2

-Y,
' 11

~ (y11 + y21}

“ (y11 + y12}
Ly" + Y1 + Y3 + Y4

(1)

Z rys. 3.59 wynika, że = V1 i wobec tego na podstawie (1) możemy napi
sać następujący układ równań

y22 + y11 + Y2 -(y11 + y12̂ t 2 - ”- y 2l"
a

U)

K
 

—1 I__
_ 1m*

(2)
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Po podstawieniu danych do (2), otrzymamy

0,87 -0,67 V -15o"
-15,67 16,39 + j5,4 _V3. 0,2

a stąd

V3n . 391 e^128’67 mV. (3)

Ha podstawie (3) możemy napisać

u2 (t) = 391 ain(lOOt + 128°4H) mV.

Zadanie 3.60

Przed przystąpieniem do napisania danych do programu ACAN, należy w 
obwodzie z rys. 3.59 ponumerować węzły 1 gałęzie, tak jak przedstawia to 
rys. 3.60.1.
Dane do programu są w następującej postaci.

ZABAHIE 3.59 
1

1 .OE-2
1
2
3
3
3
1

5.0E3
2.0E3

1.0E3
5.0E4

5.0E-5
5.0E-6

dane
gałęziowe

¡biegun
(Tj

wielobiegunnlk 
nr 1

1.biegunów wielobiegunnlka
2 4 3

0.67E-3 N.
0.0 n . nr węzłów, do których
1.5E-2 v  przyłączone są bieguny
0.0

wielobiegunnlka

nr
»ielobiegunnika

parametry macierzy 
admitancyjnej

wielo- 
biegun- 
nik nr 2
( t 2 )
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Otrzymane wyniki są następujące

•ran:¡a analizy obwodu w stanie ustalonym z wymuszeniami
CZĘSTOTLIWOŚCI F = 15,9 Hz

CZAS POCZĄTKU OBLICZEŃ =. 17/15/53 
ZADANIE 3-59

SINUSOIDALNYM 0

NG=1 UG=0.100E-01 PIU- 0.00 JGaO.133E-04 ?IJ=152.63 PCa--0.118E-06
NG=2 UG=0.430E 00 FIU= 146.91 JG=0.860E-04 yiJ=.146.91 PCa 0.370E-04
NG=3 UG=0.391E 00 FIU=» 128.67 JG=0.195E-03 PIJ=128.67 PCa 0.763E-04
NG=4 UG=0.391E 00 PIU= 128.67 JG=0.195E-02 PIJ+-141.33 PCa O.OOOE-OO
NG=.5 UG=0.391E 00 PIU= 128.67 JG=.0.175E-03 PIJ=i-167.89 PC= 0.305E-04
NG=.6 UG=.0.397E 00 PIU= -50.20 JG=.0.794E-05 PIJ=> -50.20 PCa 0.315E-05

NAPIĘCIA I PRĄDY WIELOBIEGUNNIKÓW
WIELOBIEGUNNIK NUMER 1

NUMER WĘZŁA NAPIĘCIE FAZA
1 1 0.100E-01 -0,00
2 2 0.430E 00 146.91
3 4 O.OOOE 00 0.00
MOC WYDAWANA PRZEZ WIELOBIEGUHNIK =.

PRĄD 
0.670E-05 
0,150E-03 
0.157E-03 
0.540E-04

PAZA 
1 8 0 .0 0  

1 8 0 .0 0  

- OiOO

WIELOBIEGUHNIK NUMER 2 
NUMER WĘZŁA NAPIĘCIE PAZA
1 2 0.136E 00 -148.92
2 4 9.391E 00 - 51.33
3 3 O.OOOE 00 0.00
MOC WYDAWANA PRZEZ WIELOBIEGUHNIK =

CZAS KOŃCA OBLICZEŃ = 17/15/59

PRĄD 
0.910E-04 
0.204E-02 
0.213E-02 
0.928E-04

PAZA 
31 .03 
31 .08 

-148.92
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Obwód z rys. 3.61 możemy przedstawić w postaci takiej jak na rys.
3.61.1. 2 rysunku tego widać, że obwód składa się z równoległego połącze

nia dwóch czwórników. Jeden z 
tych czwórników jest tranzysto
rem, a drugi ma po3tać taką jak 
na rys. 3.61.2. Czwórnik taki 
jest opisany macierzą admitan- 
cyjną o postaci

Zadanie 3.61

Ui

=
'i, -U

1j

1gdzie w naszym przypadku i'.| = .

Dwa czwórniki równolegle połączone, opisane macierzomi admitancyjnymi *• 
lę, możemy zastąpić jednym czwórnikiem wypodkowym o macierzy admitancyj- 
nej

h  + *11 "-i + yi 2

L 1 21 1̂ + y 22.
U)

r.

u;

< Z D —
II

Ul

Rys. 3.61.2

•* ten sposób obwód z rys. 3 - o 1 można zredukować do postaci takiej jak na 
rys. 3.61.3. Zgodnie z rys. 3-61.3 możemy napisać

Y11U1 + Y12U2

I2 = *21^1 + i22U2

12)

oraz

13)
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Podstawiając (3) do 2̂) otrzymamy

1,(1 + Yu Zz) - Y1lE + Y12U2
(4)

-Y21E + *21^*1 3 <Y22 + V U2*

stąd możemy obliczyć

~Y21
U2 a E 72 + V22 + żz lY2Yn  T -a.'e T T T- (5)

Podstawiając do (5) dane i wartości parametrów macierzy Y obliczone na 
podstawie (1) dostaniemy

U2m „ 33,7 a“!122’22 mV.

Wobec tego

u2(t) = 33,7 sin(1 OOt - 1 22°1 3) mV. (6)

Rozwiązanie możemy również otrzymać, układając równania potencjałów wę
złowych dla obwodu z rys. 3.61.
W tym przypadku mamy następujące równania

(jr- + y,i + ĵ oC)'», - - J-|2̂ V2 3 JCo,CE

(7)

- y21)V1 + ^  + + y22)V2 “ 0

Podstawiając dane i rozwiązując układ równań (7) otrzymamy przebieg na
pięcia u2 (t) w postaci (6).

Zadanie 3.62

Zadanie 3.63

u2(t) = 494 sin(1 OOt - 129°$) mV

u2(t) = 18,5 3in(100t - 1O4o220 mV.

Zadanie 3.64
Obwód z rys. 3.64 jest szeregowym połączeniem n jednakowych obwodo* 

równoległych LC o impedancji
z  =■ “  « — ,

1 - rnj LC
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.1nwl
z"°

Zadapje 3»65
Wskazówka: obwód z rys. 3.64 potraktować jako szeregowe połączenie n 

czwórników.
Zadanie 3.66
łatwo zauważyć, że obwód z rys. 3.66 atanowi łańcuchowe połączenie n 

jednakowych czwórników o strukturze takiej jak na rys. 3.66.1. Czwórnik
taki może być opisany parametrami macierzy 
łańcuchowej A , tzn.s

a więc dla a obwodów

11 )

Dla czwórnika o strukturze takiej jak na rys.

' V
a

an a12

I---CM
1

-x 1. a21 a22. L-I2 J
Rys. 3.66.1

3.61.1 macierz A będzie w postaci

±o
1 + ZY Z 
. Y 1

12)

gdzie: Z = ja,L, Y =» jtoC.
Łańcuchowe połączenie n jednakowych czwórników o danych macierzach Â , moż
na zaatąpió jednym czwórnikiem o macierzy łańcuchowej A ^  przy czym

Az A“. (3)

Obliczenie macierzy A^ z (3) może być kłopotliwe. Obliczenie znacznie u- 
prościłoby się, gdyby macierz A^ zdiagonalizować, tzn.: przedstawić w po
staci

i d  r 1, 14)

gdzie D jest macierzą diagonalną. 
w*edy, jak łatwo sprawdzić, dostaniemy

A =. X Dn X" —z  — — (5)



- 312 -

Formalnie diagonalizację macierzy (4) można przeprowadzić znajdując 
jej wartości własne będące pierwiastkami równania charakterystycznego. 
Wtedy macierz D zostanie utworzona z wartości własnych macierzy nato
miast macierz X z odpowiadających wektorów własnych.
Możliwy jest jednak inny sposób postępowania.
Równanie (4) można interpretować jako połączenie łańcuchowe trzech czwór- 
ników o macierzach łańcuchowych równych odpowiednio Macierz łań
cuchową diagonalną posiada idealny transformator o przekładni n1, a mia
nowicie

0 1

Możemy założyć, że macierz_X jest w postaci

lrA B
X =»

C D

u ponieważ AD-3C = 1 dla czwórników odwracalnych, więc

D -B
-C A

Wobec tego otrzymamy A^ po wyznaczeniu jako

.-I
AB (a. - -p-) 1 n.

X D X' 16 )

CDtn, - ±-)

Na podstawie (6) i \4) dostaniemy:

2ADn1 - BC = n1a^^,

AB U  - n^) = n̂  a ̂ 2> 

CDin^ - 1) = nia2i»
17)

2 —* ni o22*
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Wykorzystując zależność AD - BC =■ 1 oraz zakładając D = 1, otrzymamy prze
kładnię transformatora i stałe czwórnika X:

’22
I---------

* an  +\j(a22 * an )‘
- 1,

nian  " 1
— ^ — 7'ni - 1

1 - n1 °22 
n 1 a 21 ’

18)

n 1 a 21
~2 '
“i “ 1

Z (8) i (3) oraz t5) wynika, że

A ni' BCn"Q AB(n"n - n")

Ctnlj1 - n“n) An"1 BCn1 J

11 12

. 2 1  2 2 .

(9)

Ze wzorów i8) wynika, że musi zachodzić |n.j j 4 1. 
Przypadki, kiedy |n̂  [ =1, aą szczególne.

Rys. 3.66.2 Rys. 3.66.3

Tak będzie na przykład wtedy, gdy czwórnik będzie miał postać taką jak na 
ryo. 3.b6.2a i b. Jest to przypadek szeregowego lub równoległego połącze
nia impedancji. Można również zauważyć, że przekładnia transformatora ide
alnego n̂  jest równa wartościom własnym macierzy A^. Z określenia parame
trów macierzy łańcuchowej czwórnika oraz rys. 3.66.3 otrzymamy

gdzie A11 i ti^ obliczymy na podstawie (8) i (9).
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=• 8,16 mH.

Zadanie 3.68
Impedancję wejściową możemy obliczyć, stosując wzór (10) i (9) z zada

nia 3.66, w przypadku gdy n — <==. Wtedy otrzymamy

Zwe “ “ £ =* 3 8.868 Q •

Impedancję wejściową można też obli
czyć w inny sposób. Można zauważyć, 

q _L I I jx ue że układu, od którego odetnienj
skończoną liczbę czwórników LC, a

Zadanie 3.67

więc można układ o <= obwodach 
Rys. 3.68.1 przedstawić tak jak na rys. 3.68.1.

Impedancję ZW0 = j X^e (układ jeat 
reaktancyjny) obliczymy na podstawia rys. 3.68.1.
Zatem

+ j r g r n ęr- d)

przy ozym: X^Q f oraz

■v "**'118 C i r\

^

Ha podstawie (1) otrzymamy

*we ~ V * e  + “ °*

(2)

a stąd po podstawieniu danych

" 5 ±
' * 1 , 2

i wobec tego

Swe " ^  » 5 + f i  - 8,8733



Elementy macierzy admitancyjnej Y lub impedancyjnej Z czwórnika z rys. 
3.69 można określić bezpośrednio z zależności definicyjnych. Jednak z dru

giej strony czwórnik ten można 
przedstawić w postaci równoległego 
połączenia dwóch prostszych czwór- 
ników, tak jak przedstawia to rys.
3.69.3. Określając macierze admi- 
tancyjne czwórników składowych i 
dodając je do siebie otrzymamy ma
cierz admitancyjną danego czwórni- 
ka. Wobec tego

Zadanie 3.69

0 a Yb Yb
T  - T 7- T

+
a a Yb Yb

L" T  7". I T  T .

r x  + Y, - Yb a b o

Yv, - Y„ Y. + Y b a b a
(1)

Obliczając macierz Y“1 otrzymamy

zb + Za Zb Za  3---

Zb “ Za h  + Za
-  ---5— .

(2 )

W podobny sposób otrzymamy dla czwórnika z rya. 3*69.1
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a dla czwórnika z rys. 3.69.2

f k l l  + f i L l i i  f L  + zfa
|z'| |z"| |z'| |Z1

_ ! L  + ^ £  Za + ^  , Za + Ze
Iz'| + Izl |z '| + Iz'"!

gdziej

Z'| z;zb + z' z' + zCz'.a o b e*

Z' zazb + z;zc + ^ Zó*

Zadanie 3’.70
Macierz impedancyjna Z czwórnika z rys. 3.70a będzie w postaci (patrz 

zadanie 3.69)

z; + Z' a b

z: - z;b a

+ Z
“ z'b  a

K  + ZLa b + Z
. (1)

Czwórnik z rys. 3.70b możemy przed
stawić w postaci szeregowego połącze
nia dwóch czwórników składowych tak 
jak przedstawia to rys. 3.70.2. Wobec 
tego macierz impedancyjna Z-*-tego czwir- 
nika będzie równa

K + z;

in cn  
1v 
& 
CS3 r z( + z'b a „ zń - z;

z =«
0 z

+
z;

2

- z;

2
zi - Z' b a

n
2 1 "

Zi - Z' b a

2

zi> + Za„ £  1 *L 2 2 J L 2 2

. (2)

Z (1) i (2) wynika, że czwórniki z rys. 3.70 są równoważne,cbdo. 
Równoważność czwórników z rys. 3.70.1 można udowodnić,wykazując identycz
ność ich macierzy admitancyjnych.
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Zadanie 3»71

Można wykazać, że Zn0 dla obwodu przedstawionego na rys. 3.71.2 wynosi

det Z + Z^R
S-e 3 E T T 22

(D

Na podstawie wyników z zadania 3*69 obli
czymy

det Z a Z1 ̂ Z^2 ** 2 **

tzb + Zo^2 - U b - za)2
z„zh*a b ( 2 )

Podstawiając (2) do (1), otrzymamy

Z Z.
Z Z h + Z-.R Z., + -n-2 „ a b  11 „ 1 1  Rwe 3 —TT V Z22 ' 3 R _Z'~—+ H * 13)

ZH 2H ZH
■ ^ W \ -  . —0

ZH

1F = ~  1H i
Rys. 3.71.3

kładu Z^ a Zj2 i wobec
tego, aby Z =» R musi w e
zachodzić zgodnie z (3)

Z,Zk 3 R . a b

Dokonując kolejno przekształceń podanych na rys. 3.70 i 3.70.1 czwórnik z 
rys. 3.71 sprowadzamy do postaci równoważnej jak na rys. 3.71.3

Zadanie 3.7?

21
Y21aY21b 

Y22a + Yllb

. Z21 aZ21 b
J21 Z22a 1 1 b*

Zadanie
Ponieważ wzmacniacz operacyjny idealny posiada nieskończenie wielką 

inpedancję wejściową, a impedancję wyjściową równą zero, więc dla czwór-
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nika z rys. 3.73.1 możemy napisać następujące równanie I prawa 
hoffa

(-
T T

i—  ̂Kuu
u2)(iq + j"G),

a stąd

o? ■ W “ ) i ™ ! 2 W » ,  . . M i l ’’* kro) /
1 +  ̂ R2 + 1 1 ' + - “  0

Dla obwodu z rys. 3*73 obliczymy

K(jCO) ■ “ 0 +  \  -------
1 + i ^ V b COCa o

Aby czwórniki były równoważne, zgodnie z (2) i (3) musi zachodzić:

kUUR2________  Rb
R2 + ^  + ^UU^R1 Ra Rb’

R1R2(1 + km P  RaRb
k2 +v u  + k u u ^  3 Ra + V

Na podstawie zależności (4a) i (4b) obliczymy:

(1 + kuu) 
a 1 kUU ’

(1 + kuu)R1R2 
Rb 3 R 1 11' +' kuu) - k g l k m j - i ) *

Kirch-

(1)

(2)

(3)

(4a)

(4b)

(5a)

(5b)

Ponieważ R^ >  0, więc zgodnie z (5b)

R1 + > R2 ̂ UU “ 1
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czyli, aby czwórniki mogły być równoważne, musi zachodzić

- r >  kUU ~ ] RR1 > k^j + 1 2*

Zadania 3.74
Współczynniki macierzy Y czwórnika z rya. 3.74 obliczymy z definicji. 

Aby obliczyć współczynnik Y11 zwieramy zaciski wyjściowe czwórnika, otrzy
mując układ taki jak na rys. 3.74.2.

U  * 
- C U -

Uf

co

R-cz>

©

©

©

= =

RKZD-

zn-CZh
k 1

R
~ d >

Rye. 3.74.2

Ponieważ założono wzmacniacze operacyjne idealne, więc otrzymamy 7̂  =
i Tg a 2U-j. Wobec tego możemy napisać następujące równania:

U1 -  2U1 U1 
- m

IhR - -IaH, (2 )

73 - U1 - 2RXb, (3)



v3 ° + t -t j h t w ). w

I, - Ia + V  15)

Obliczając Ib i I z równań tl), (2) i (5), a następnie porównując (3) i
(4) dostaniemy

I.,R + U1
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i stąd

1 + j" R.C a I1R»

Y 11 1

|7 celu obliczenia współczynnika Y12 obliczamy prąd w układzie pokaza
nym na rys. 3.74.3. Ze schematu zastępczego idealnego wzmacniacza opera
cyjnego wynika, że V^ ■» 0.

te

Rys. 3.74.3
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Wobec tego I =« 0, a stąd

v2 - 0

Ib - 0.
(6)

Ha podstawie zależności (6) można wykazać, że I « 1^. A zatem

V3 = -^R. 17)

Pisząc równanie I prawa Kirchhoffa dla węzła (3) i wykorzystując zależ
ność (7) dostaniemy

U„ + I , R
- s-jj —  » -I-jRj^c + ir (8 )

podstawie równania (8) otrzymamy

Ir
Y12.“

u ^ o
T*"

* wyniku przeprowadzenia podobnych obliczeń otrzymamy macierz admitancyj- 
ną 7 czwórnika z rys. 3.74 w postaci

r, r. 1. _
j ojR C

1

1
jcaR^C

1

- j“ R C j R C

(9)

Rys. 3.74.4 Z postaci (9) macierzy Y wynika, że czwórnik z rys.
3.74 będzie równoważny czwórnikowi pokazanemu na 

rys. 3.74.4. Na podstawie otrzymanych wyników można zauważyć, że z ele- 
aentow R,C i wzmacniaczy operacyjnych mogą powstać układy równoważne cew
kom indukcyjnym, co na duże znaczenie w syntezie układów aktywnych.

Zadanie

Z1Z3RL

* przypadku gdy Z2 =» Z., =• Z^ =» Z4 = R to, Zwe = jaj RR^C i dwój-
oik z rys. 3.75 jest równoważny cewce indukcyjnej o indukcyjności L=RRjC.
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Zadanie 3«76
Admitancia gałęzi z rzeczywistą cewką

a gałęzi z- kondensatorem

i ■ 5“ —

Yo =* J«C,

więc admitancia zastępcza obwodu

y » y1 + y2 - G - iB.

Warunkiem koniecznym wystąpienia rezonansu iest B =■ 0

Rt
1  j , T +  »  w 1 • ^  • n + i  ftuC -  .. . . -■—»+ ácuL r | + U o L T  L +  (oj L)R£

więc

B » - c<J0C +
oj L oA ' 11 ■'W " o,

rJ T u T l F

stądt

-o - ftc - (r i)
RL 2 1

fLC " d

-6

-6
4 - 1302 ^ T ;T1-°—  - H 7

\jl,2 . 25 . 

fo “ k  %  - ^  147 Hz . 23,4 Hz

Ad a)
radDla pulsacii c<j » 2iT ■ 314 — -— wartość skuteczna prądu

l i i  -  | u |  |y | .

(D

(1')

(2)

(3)



- 323 -

Podstawiając wartości liczbowe:

o;L = 377 R , 
coC a 7,85 mS,

do zależności (1) otrzymamy

Y = 130 +1 j "377 + 7>85 * 10_3 3 + i 5,62)

nięc

| Y | =. \ J (5,62)2 + (0,77)2 mS = 5,67 mS.

2 (3)

li | *> ¿-ł 5,67 . 10~3 =. 121 mA.
fi

Ad b)

Dla pulsacji rezonansowej lz(1’))

i„i „ RL 130 „ ,|I 3 G =* ■ wy  —  ■  - 3    r'   — n o =* £
RL + * 130 +  ( U T  * 1 ' 2 )

więc zgodnie z (3)

Zadanie 3.77

li| => ¿2.2,7 . 10~3 =» 57,3 mA. 
¥

T *}%
^ ’ Ę T Ę -

1 0"3 S,

, 7  mS,

Zadanie 3.78
R => 88 Q , L = 0,224 H, C =» 20,5 . 10-6 P.
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Zadanie 3.79
Podstawiając *wartości liczbowe:

cuL =» 1000 . 0,2 = 200« ,

SC " ------- TE T “ 200 n •UG 5 . 10 b . 10

lięc coL =• — jr - rezonans szeregowy (napięciowy).
Układ można przedstawić Jak na rys,
3.79.1.
Z prawa Ohma:

„ T l ”

jf^ (u- ~ j 200 T .. 100

I m 199 . O 5 A 1 nicc »

T2 " W T TTffS ' l0’059 “ i °-2361 *■

Rys. 3.79.1
I3 " YCC"-°'j'~gCC “ [o>2 + J °’4] A’

U v 4 IAt; - to-L  i U x - l'-j

” U  ~ ^  o ,

I - I1 + I2 + I3 - 0,759 + J 0,164 =• 0,777 e^12 10 A.

Z I I  prawa Kirchhoffa

U - U2 - U3 a I 2 100 - I 3 ( - J  200) - -74,1 + J 16,4 = 76 e^167O30' y,

w postaci czasowej:

i => 0,777 ][2 sindOOOt + 12°10') A, 

u « 76 Yi" sin(1000t + 167°30‘) V.

Moc czynna źródła

P - |E ||I|co8-*(E,I) = 100 . 0,777 cos 12°10'- 75,8 W 

a moc pozorna

S » |E||I| - 77,7 VA.

3 prąd źródła
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Zadanie 3«80 
Ad 1)

Impedancja gałęzi z indukcyjnością

Z1 ■» R1 + ¿coh

a gałęzi z pojemnością

Przyrównując Z do zera, otrzymamy wartość częatotliwości, przy której wy 
stąpi rezonans

iapedancja zastępcza

o;

podstawiając wartości

z _ (R1 + - j -p̂ r)
R1 + R2 + j(coL - -¿jt)

= R + jX,

Cd

a
CU

£  3  ■■■ ■" ■ a "l 01 Hzo 2 j T

Ad 2)
Z prawa Ohma

1 = 2 7 " iq-+ j oJol " w r y r T T s
U U______  22 = 0,193 e-;)33 45 A.

Wskazania amperomierza Â  » 0,193 A 
oraz

U  22 = 0,173 ei3a°'15 A
O
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amperomierz Ag wskazuje 0,173 A, a prąd źródła

I » I, + Ig - 11,1 cos 33°45' - j |I,| sin 33°45' + |Ig|oos 38°15' +

+ J ¡Ig| sin 38°15'- ¡1,1 cos 33°45'+ ¡Igjcos 38°15' - 0,295 A.

Moc czynna

P =. |U| ¡X [cos 0 a 6,5 W.

Zadanie 3»81 
u, a 0.
Zadanie 3.82
Korzystając z zasady Thevenina można zastąpić obwód, otrzymany przez 

odłączenie gałęzi środkowej, SEM UQ i impedancją ZQ, których wartości ob
liczymy z obwodu podanego na rys. 3.82.1.

Z prawa Ohma

I -
E, + Eg i 135°1----«---- 0,048 e31-”

a napięcie

Impedancja

UQ - E, - i'33^, = 5,42 + j 3,22 =* 6,32 e ^ 040

3^1 (-jlp)
zo “ 3 T ^ 7 ~'H g  " i 232 “ JXLz*

Obwód można przedstawić teraz jak na rysunku 3.83.2.
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Prąd Jest największy, gdy w obwodzie występuje rezonans napięciowy, czyli

*Cx “ ^Lz*

atąd

ÓX " 3 314'.T3'5 p 3 13,7 * 10'"6 P

a wskazanie amperomierza

|X| =■ *p = 63,2 mA.
2

Zadanie 3.83
U a 6 , 9 l/i" sinClOOOt
Zadanie 3-84
|I| - o,995 A.
Zadanie 3.85
21,7%
Zadanie" 3.86

1 = 514 k Hz,
0 2irVLC 

co h
Q = ■- w; =* 96,8.

Zadanie 3.87 
Ad a)

0 237'/LC 2JT^4,5 . 10-3 . 200 . 10"12
16,8 kHz,

w oL \I~L~ \l 4.5 ♦ 10~3----- „ 1 5,8.
Qa S - T T  = W a U o  . 10-12 . 3 ^

Szerokość paBma przepuszczania (trzydecybelowego)
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Ad b)

n % Ł W Ł ~  \ 4.5 ♦ 10~3________ c 0r
b w n ę r  \|C (R + y220 . 10-1 2(300 + 600)2

Jfb " ^  =■ ST&t a 3*2 ’cHz*

Wiaaó wyraźne pogorszenie własności filtrujących obwodu wskutek włączenia 
szeregowo dodatkowej rezystancji.

Zadanie 3.88
Z równań IX prawa ELrchhoffa s

U1 = I1 (R + jcoht) - ^jcoM,

I ^ csm » I2 (JojL2 +

mamy

k2 co2L.L„C
Zwe

3tąd

k2 w 3L1L2C
- OjL. w - r, f(c).

y , e  1 -  1

Ola wartości granicznych C otrzymujemy: 
gdy C — *■ 0, to XWQ—  eoĥ

gdy C —  oo, to \ e— ~ ojL-i (1 - k2).

łezonans równoległy U —  00 ) wystąpi, gdy C0—  — , natomiast aze-
L?regowy (XW0 - 0), gdy

c " -  — w— ---------------- w - .
w 2L2 (1 - k2)

iykres reaktancji wejściowej transformatora przedstawia rysunek 3.88.1
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Rys« 3.88.1

Podstawiając wartości liczbowe mamy rezonans równoległy dla

6,75 . 10"6 P => 6,75 u?.
0 oj2L2 C23T. 50)2 . 1,5

oraz rezonans szeregowy dla

J° = co2Lo0  - k2) " (23T. 50)2 . 1,5(1 - 0,4*)
7 - 3 8,05 //F*

Zadanie 3.89

S i
L, + L2 - 2M 108,4 kHz.

Zadąnie 3.90

Xc 3 *2*

Zadanie 3.^1
Przyjmując numerację węzłów oraz strzałkowanie prądów i napięć jak ns 

rys. 3.9 1.1 , obliczymy prądy:



Rya. 3.91.1 Rys. 3.91.2
2

oraz napięciat

U21 - -¿2^1, - -j 400 . 0,78 e^45“ =i 312 e"j45° T>

U32 » RI1 =. 200 . 0,78 eJ45° =. 156 eJ45° V,

U43 *» jXLX1 = j 200 . 0,78 eJ45° = 156 eJ135“ V,

Ugl ■ RI2 - 200 . 1,1 = 220 V,

U56 =» JXLI2 » j 200 . 1,1 =» 220 ei90° V,

U4g ** - j * ^  = -j 200 . 1,1 = 220 e“^9<3° V.

Sposób postępowania przy rysowaniu wykresu topograficznego (rys. 3.91.2).
Przyjmujemy skalę, np.j niy = 50 V/cm. Nanosimy według przyjętej skali 

napięcie U, jako wektor odniesienia. Końce wektora U odpowiadają punktoa 
1 i 4. W punkcie 1 zaczepiamy wektor , którego grot wyznacza punkt 2. 
W punkcie 2 zaczepiamy wektor u32. a następnie do końca wektora U32 doda
jemy wektor U43.
Grot napięcia U^3 wskazuje punkt 4.
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'if ten sposób uzyskaliśmy zamknięty wielobok wektorów, który wynika z IX 
prawa Kirchhoff a

Podobnie zachowując kolejność Ug-p ^56» ^45» “ wy°ikając3 za schematu 
(rya. 3.91,1), otrzymamy drugi zamknięty wielobok wektorów napięć.
Z wykresu topograficznego odczytujemy wskazania woltomierzy!

| Vll “ lu3ll ■ 348 V’
|v2| - |u26| - 220 v,

|V3| - |U35| - 348 V,

lV 4l “  lU46l “  ° *

R2 - 4,83 kQ , 3^ - 2 ka.
Zadanie 3.98
Przyjmijmy oznaczenia węzłów i strzałkowanie jak na rys. 3.95.1.

a
Rys. 3.95.1

Z tematu zadania wynika, że U^a ■» .0, czyli

(1)

Hównanie potencjałów węzłowych dla węzła c

(2)
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Z zależności Cl), (2)

jtnc,.

Stąd

JUAC i 24 . 500
Xx = ̂  - jRC^-Tj-J 3 500 . 30» - f  7b'«lb00.- 300)

= -0,04 + j 0,04 =■ 0,0565 e^1350 A. 

ix = 0,0565 \& sin(2520t + 135°) A.

Wartości skuteczne symboliczne (potrzebne do sporządzenia wykresón topo
graficznych) wynoszą odpowiednio:

uca - ucd " ~IxR =* (0’04 " i °.°^)750 - 30 - j 30 = 42,5 e ~ ^ 5° V,

Ubc - u - uca “ 24 “ 30 + i 30 - -6 + i 30 = 30,6 eJ101°20, V,

j  Ubc 30.6 e^101 20 Q 1Q„  411'XL 3 3X£ 3 — -j "3'0'U---  °’102 0 ’20

uca 42.5 e-345"
W 0,085 e345 A.

Wykresy topograficzne prądów i napięć przedstawiają rysunki 3.95.2 oraz
3.95.3.

Ry». 3.95.3

Zadanie 3.96

e - 300 fi sin(314t - 90°) mT.
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Zadanie 3.97

Po przyjęciu numeracji końców gałęzi jak na rys., 3.97.1, układamy rów
nania węzłowej

V, (G1 + j W C 2 + jcoC3) - V2jcoC2 - V3J&JC3 => BG,,

-V^ajc2 + V2 (G4 + jcuC2 + Gg) - V3G4 = -G5V3,

—V^jo;C3 — 7gG4 +■ V3 (jcoC3 + G^) = 0.

Po rozwiązaniu układu równań i pod
stawieniu wartości liczbowych o- 
trzymamyi

V1 — 61,5 . 10"7 - j 0,5 V,

V2 =* -0,5 - j 1,5 . 10“7 V,

V3 =. -62 . 10"7 - j IG“7 V.

Przy sporządzaniu wykresu topogra
ficznego napięć zauważymy, że punkty 3 i 0 praktycznie eię pokrywają, bo 
v3 ~ 0 (rys. 3.97.2). Po narysowaniu wektorów E1, , V2 można uzupełnić
wykres napięciami gałęziowymi U,, U2, U-j, U4*

I SO

100 3000 Hooph

Rys. 3.97.-3

Znając napięcia gałęziowe wyliczymy prądy: 
Ij » (100 + j 50) /<A, 

l2 a (“50 - j 50) juk,

Z3 ' I4 " “50 jUK,
I5 = (3100 + j 50) j u k ,

Ig » 3000 juk.
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Wykres topograficzny prądów przedstawia rys. 3.97.3 (ze względu na duże 
różnice między prądami skrócono oó składowych rzeczywistych). Wykres od
nosi się do dwóch węzłów:

(1) i1 + i2 + i3 = 0,
(2) I2 + I4 + I5 - Ig - 0.
Zadanie 3.98
Przyjmujemy numerację końców gałęzi i strzałkowanie jak na rys. 3.98.1.

Reaktancje poszczególnych elementów wynoszą:

- Ig - a>Ln - 500 . 0,1 - 50Q ,

ho
-i Ket4

- jX n Ix

4

2*-I<

Rys. 3.98.3

*0 “ CdĆ 500 . 40 . 10
50 a

Wykres topograficzny napięć strony wtórnej 
transformatora przedstawia rysunek 3.98.2, 
z którego widać, że

stąd:

'"Fil

500
50 . 70.7
. 2 \jsO2 + 50£

|UT

V  + Ą

m 0,05 H,

Ijj . Cu* m 500 . 0,05 - 25 S2 .
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Z wykresu topograficznego napięć dla strony pierwotnej transformatora (rys. 
3.98.3)

E = -jlylg + 2RI1 - -j 25*1 + 2*50(-j 2) » -j 225.

Stąd przebieg czasowy napięcia zasilania e (przy założeniu, że faza po
czątkowa prądu i2 wynosi O)

e = 225 i2 ain(500t - 90°) V.

Zadanie 3.99
Haplęcie na zaciskach woltomierza, gdy autotransformator nie Jest ob

ciążony, wynosi (rys. 3.99.1)

© t*

©

Uv ” U + 3T^ JXH " U(1 +

czyli

400 = 200(1 + Tjg),

stąd
Rys. 3.99.1

Zjj =. 50 Q .

Równania oczkowe autotransformatora przy obciążeniu«

0 - 1 ,3 1, - I-jjly,

U . I2(R0 + JZg) - X1JXH.

Po podstawieniu danych«

200 o I,j 50 - I2j 50, 

200 » I2 (100 + j100) - X,j 50,Rys. 3.99.2

oożna obliczyć:

I, - 3,2 - j 5,6 - 6,45 e ^ 60“15 A,



.-J26°30'
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I2 - 3,2 - j 1,6 - 3,58 e"

I - 6,4 - j 7,2 =» 9,61 e-J*8020' A. 

Napięcie na woltomierzu

|UV | - |I2|R0 - 3,58 . 100 =. 358 V.

Wykres topograficzny prądów i zbudowany na jego 
podstawie wykres topograficzny napięć są przed
stawione odpowiednio na rys. 3.99.2 oraz 3.99.3.

Zadanie 3.100
P, - 7,9 W, PR - 31,7 W.

Zadanie 3.102
^  -  5,6 a .

Zadanie 3.103
£ 0 - 1 0 0  o s

Zadanie 3.104
Ponieważ przez elementy 1 i płynie ten sam prąd (rys. 3.104.1), więc 

napięcia 1 będą przesunięte względem siebie o 90°. Jednocześnie ich 
suma daje napięcie Uw0. Zatem miejscem geometrycznym potencjału punktu d 
względem a będzie półokrąg oparty na średnicy Uw0 (rys. 3.104.2).

Rys. 3.104.2

Paza początkowa napięcia U^y będzie zmieniać się w granicach 0-180°. Na
tomiast warunkiem stałości amplitudy U jest R- - R_.wy i c.
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Prąd wydawany przez źródło
Zadanie 3.105

E
u r n ę  -■■■jT0r-"jR2xc

e u 2 - iXę)
(O

Równania okręgu na płaszczyźnie zespolonej

Porównując z (1) otrzymamy:

A - E.(R2 - JZę),

B a 0 
q » R1t 
C a - J R ^ ,
D a R2 — J •

Środek okręgu

S = AD* ~ BC* 
' CD*- DC'

gdzie d' wartość sprzężona.
Podstawiając dane:

- j r 2 x c i r 2  +  j X ę ;  -  U 2  -  J J t ę l J i l ^

e(r 2 - jxc )ir2 * J^)

Więc

S “ j 49,5 • 10 ^ A*

dowieś okręgu

AD - BC
CD* - DC'
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Po podstawieniu wartości

Wykres podano na rysunku 3.105.1.
Gdy H1 - oo, to I - 0- (pkt. "0"), gdy R., - 0, to I - |- + jE2rfC-i^ +
+ j 24 . 2* . 50 . 5 . 10"6 - 48 + j 38 mA (pkt "1").
Moc ozynna wydawana przez ¿rodło

P - |E | |l|ooaf.

Po przyjęciu skali aożna sporządzić wykres mocy (rys. 3.105.2), zauważyw
szy, że wartość aocy czynnej P jest proporcjonalna do długości rzutu wek
tora I na wektor B.

Zadanie 3.106

1 -  a + j -  Tę) -  r - " n w

Wartości graniczne prądu:

I(H “ °) “ 3 ThW ’

I  ( R  w  c o  )  » 0 .

Środek okręgu (rys. 3.106.1)

s “  ̂3t)0ti*
RyB. 3.106.1
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Zadanie 3.108
Pb - 2,88 var, f - 1590 Hz.
Zadania 3.109
Dla prądu ozęśó okręgu (a » -j 19,1 X, r - 19,1 X). Dla napięcia ozęśó 

okręgu (a - 60 V, r » 60 7).
Zadanie 3.111
Hapięcie na SPH

Zadania 3.107
L - 92 *H.

Stąd

IRIj ■ Ru + jln + Ryj - Ir,
i lit, 6 
1 mV Porównując części rzeczywiste 1 uro

jone, otrzymamyt
¡lii,3« _ j Hu - Ir ■ 0,

m i  - In + Ry .
Z u

Rys. 3.111.1
Eliminując z tych równań R, otrzymu
jemy równanie miejsca geometrycznego 
końców wektora U

J»st to ozęśó okręgu o środku (0, ij) i promieniu
Dla wartości granicznych R napięcie 0 przyjmuje wartości«

U - I g0JXjg - 0, dla R - 0,

U - I — 3---w . jXI, dla R->
1 +  j f

Po podatawienlu wartości szozegółowych

I  - 2>fXi - 2JT . 400 . 30 . 10"3 - 75,5 0 ,
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Rys. 3.113.1 Rys. 3.113.2

Napięcie Uy można łatwo policzyć dla wartości granicznych C. Gdy C *• 0

U ... 40 ..„4 ,„-2 OQ , J45° V.U„ a Up => w— ^ T S T  = --------- 3-----17 J10 » 1 0  =» 28,3 eC C R2 + j w L  1Q0 + j1q4 , 10

i| = ? • 10~3g' = 1 1 3 , 3  . 10"3 V

i przyjęciu skali dla prądu nij =■ 1 i dla napięcia my =■ 50 3-j można
sporządzić wykres kołowy napięcia U (rys. 3.111.1).

Zadanie 3.112
PB - 9,5 v/.
Zadanie 3.113
Przyjmijmy oznaczenia węzłów i Btrzałkowanie jak na rys. 3.113.1.

Gdy C—  c=> , U„ — “ 0.
Układ równoległy LC będzie w rezonansie dla wartości

1
 w— =« — g " •   w
o) L 10° . 10_i:

10"6 P.

tVówczas

¡Uc | = |U"| = |ul = 40 V.

Na podstawie trzech wartości Uy można łatwo zbudować wykres kołowy (rya. 
3.1 1 3 .2) stwierdzając, że wektor Uy będzie średnicą okręgu.
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Hapięcie U1 ale zmienia się i wynosi 

U „ 40Üi * e ; r R1 100 + J10H . 10
^  100 = 28,3 e—3 45 V.

Zatem napięcie Up => -UQ + jest wektorem, którego koniec zaczepiony jest 
w punkcie c, a początek ślizga się po okręgu. Z wykresu widać, że najwię
ksza wartość Up wyotąpi dla C =» 0 i wynosi |U n ¡ = 40 V.

Zadanie 3.114
|U'| = 4 mV, |u"| =» 16 mV.
Zadanie 3.115 
XL > 2R.
Zadanie 3.116
Ponieważ równoważenie przeprowadza się poprzez zmianę na przemian i 
rozpatrzymy osobno dwa przypadki:
1) =» const, =■ var,
2) = var, R^ = const.

W pierwszym przypadku (rys. 3-116.1)

ab 3
° d b 3 m 4 + -¡xjj + u3

jest równaniem okręgu k^, w którym 

4 = 0, B = Uab,

C a Rj + j^, ■ B = 1.

C => R4 “ 3X4. D = 1 .

Środek okręgu

-Uab<H4 - jX4) 
s “ IR, + jXJ1 - U k

<S4
*4 + 3*4 

U ab 4ab , . nu ■»- -5- + j T Y l

Zwróćmy uwagę, że wraz ze wzrostem 
środek przemieszcza się jak pokazują 
punkty Sv  S2, Ŝ , ••• (rys. 3-116.2).
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Dla wartości granicznych oporu otrzymujemy punkty:

S, Si Si

Rys. 116.4

Rys. 116.5

d 3(r 3 - 0) - 0, 

d 3 (h 3 - -  ) - uab.

Rozważmy teraz zmianę L^. Dla tego 
mego równania

UabR3
Jdb “ ir3 + ir.

mamy t

A “ UabR3* B “ °*

R3 + S 4' 
i

R3 + S 4*

D - i ,

B* - -i.

środek okręgu k2

UabR3 (-3)
3 • W 3 + R4n-JJ - JUł3 +"^T*

R-"ab 3

Dla granicznych wartości indukcyjności otrzymujemy punkty:

H,
V L4 0) - Uab R 3 + E 4»

u 3 (l4 1 )  »  0 .

Zauważmy, ¿a przy wzraatająoyoh wartościach R4 środek okręgu kg przemie
szcza się jak pokazują punkty S^, Sg, S3, ... (ryw. 3.116.3). Oczywiście 
punkt WBpólny obu krzywych k1 i kg wyznacza aktualną wartośó napięoia 0 ^  
(rys. 3*116.4). Zmiana jednego z parametrów R3 lub L4 powodują zmian? 
wielkości i położenia środków okręgów k1 i kg, a co za tym idzie przemie
szczanie się ich punktu wspólnego d.
Proces równoważenia polega na tym, by doprowadzić do pokrycia się (z pew- 

'’"kładnością zależną od czułości miernika V) punktów o i d. Ponieważ
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prąd w gałęzi a, o, b spóźnia się za napięciem Ugb, to napięcia Ucb też 
opóźnia się w fazie za napięciem 0gb. Ha przemian będą zmieniane parame
try R-j i tak, by zmniejszać odległość między punktami d i c, co w u- 
kładzie odpowiada zmniejszaniu aię wychylenia miernika V. I tak (rya. 
3.116.5)x zmiana R^ (d1— -dg po okręgu k ^ ,  aż do osiągnięcia min p o d |, 
zniana (dg— “  d^ po okręgu k^), aż do osiągnięcia min |UQdJ itd. W koń
cu punkt np. dg znajdzie się dostatecznie blisko punktu c, a napięcie na 
przekątnej |Uc d | =  0.

Zadanie 3.118
Przyjmując oznaczenia jak na rys. 3.118.1 obliczamyt

Fabl - t ^ t 2 ri - W t W  162 ' 27 V-

Pbol * E 2 “ W t W  500 - 83 V,

a następnie budujemy wykroa topo
graficzny napięć (rys.- 3.118.2). 
Ponieważ gałąź z prądem 1^ ma cha
rakter oporowo-pojemnoóciowy, więc 
napięcie UdQ wyprzedza o kąt ot na
pięcia zasilania. Hapięcie |u^ |  
jest najmniejsze wtedy, gdy wektor 
Ubd jest prostopadły do wektora 
napięcia U.
Z wykresu widać, że«

lUdol “  N/ l^bol2 + I S d l 2 “

- \|832 + 44,72 - 94,5 V,

lUadl “  V lUbd|2 + lUab|2 “

- \|44,72 + 27? - 52,3 V.

Stąd z

«i . aro tg JJSfcj. - arctg 4 ^ 1  - 28°20',
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/3 « arctg "p^|" « arotg - 58°50',

ifx - 90° - o: - /3 » 90° - 28°20/ - 58°50' - 2°50 

Obliczając

IUdc l
V  “  ° - 1 1 8  A

U

Rys. 3.118.3

°x “ F a d R ^ ' “ 'b,g r r t,l'?̂ '.""bn - 7,2 . 10 “ P.

Zadanie 3.119
Impedancja dwójnlka Z - R - J -¿^r.

Przy zmianach pulaaojl w granicach oj « 0 - <= miejscem geometrycznym 
końców wektora Z jeat półproata przedstawiona na rya. 3.119.1.

można narysować wykres topograficzny prądón 
(rya. 3.118.3), z którego

Fcxl “ |I3 1 ooać^ - 0,118 cos 2°50 - 0,118 A, 

czyli

0.118 -6

Rys. 3.119.1 

Admitancja dwójnika

1 <*10 
x " -Z “ T'+"fcf3'R'C*

Końce wektora Y przy zmianach oj przedstawiają okrąg o środku

-.101  1 a " n-j5R) - JCS1 ■ w
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i promieniu

TT Firr I= w

Dla granicznych wartości pulsacjl mamy:

Y(co = 0) =• O,

Y(co a oo)

Zatem wykres końców wektora Y no płaszczyźnie zespolonej będzie półokrę- 
giem jak na rys. 3.1 1 9 .2.

Zadanie 3.120
Półprosta na pł. Z i półokrąg na pł. Y.
Zadanie 3.121
Po zastąpieniu wzmacniacza źródłem sterowanym rozwiązujemy obwód poda

ny na rys. 3.1 2 1 .1 .

R. T
2

U2 = -kUUU'

U2 Stąd

V  "U1 kyy lli| + jcoijli 1 k 2 J +51 2'jÓ̂+RY+TTg 'kUUR2

Uwzględniając, że k ^ ’ 

Uo = - U 1 R 2
2 = R1 +

Jest to równanie okręgu, przy czym:

A a 0, B = -1,
C = R1, D a j  aJCR1 = j,
C* = Rv  D* a -jCoCR1 = -j.

środek okręgu S = 75 j, promień r a



Dla skrajnych wartości rezystancji R2 otrzymujemy punkty

o 2(r 2 - 0) - 0,

U2(R2 = 20 . 104) =. -0,4 + j 0,8.

Hiejsce geometryczno końców wektora U2 przy zmianach Rg przedstawia rys.

Zatem charakterystyka amplitudowo-fazowa K(jai) jest półokręgLem przed
stawionym na rys. 3.122.1.

Zadanie 3.123
Półokrąg w pierwszej ówiartce płaszczyzny zespolonej K(jco).
Zadanie 3.124
Półokrąg w trzeciej ówiartce płaszczyzny zespolonej K(j <*■>).
Zadanie 3.125
Okładamy równania dla obwodu

3.121.2.
Zadanie 3.122

Przy zmianie pulaacji w granicach 0 ^ “ 
koniec wektora K(j aj) przemieszcza się 
po półokręgu.

'w -o Wyznaczmy kilka jego punktów charakte
rystycznych!

K(0 )  -  1

K<iClJ “ “ T T T  " °.5 - J 0.5,

Rys. 3.122.1
K(=») ■ 0
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Z których, wyznaczamy

J9 « -------- 2-w--------- U,.
* 1 - {cu RC) + j3cuRC 1

Zatem

U2(JC° ) , , 1
U' T H 57  a K ^ Co  ̂ “  : 75----------- •1 u  ' 1 - (cjRCr + j3«RC

Wyrażenie to nie jest funkcją biliniową ze względu na co, a więc charak
terystyka amplitudowo-fazowa będzie inną krzywą niż okrąg. Po przekształ
ceniu i podstawieniu wartości liczbowych otrzymamy

K(1 v _ 1 " WroS)2  ~
[1 -  +  [1 -  +  {jhm) 2

Tablica 3.1

co | 22Ż ’ 8 0
i

• 50 { 100
!

200 300 400 700 1000 ..."1 1....1500! 2000I 5000
i I

--
CO

Re
(Kij«)} 1 0,976! 0,925 0,749 0,556 0,391 0,109 0

i I 
Uo, 057^-0,0671-0,030

i !
0

Im
{Kij«)} 0-0,147-0,280 -0,468-0,549-0,559-0,450-0,333-0,20 6 -0,133j—0,019 0

Rys. 3»!25•1
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Dla wybranych wartości pulsacji co obliczono część rzeczywistą i urojoną 
K(j c o ) .  Wyniki zostały zebrane w tablicy 3  • 1 , a rys. 3 . 1 2 5 . 1  przedstawia 
wykres K(j c o ) .

Zadanie 3.126
Na podstawie rys. 3 .12 6 można napisać

K ( j  co ) a — —
RIS 1 + - -¿t)

(D

gdzie

Y(j^) “ + j^oC + ysTj.

Wprowadzając oznaczenia pomocnicze coQ a ——  i Q a 
(1) przyjmie postać ^

% RC’
wyrażenie

H(jco )
1 + JQ (-

(2)

Dla obwodu rezonansowego, a takim jest obwód z rys. 3.126, co jest czę-
|IL | |IC |

stotliwością rezonansową, natomiast Q(Q => -rr-r =» “n— r d^8 częstotliwości
r s l  I s !

rezonansowej) jest tzw. dobrocią układu. Parametry toQ i Q określają, jak 
wynika z (2), funkcję obwodową H(j c o ) .

Tablica 3.2

cox1 O^-ad/s 2 , 5 5 7 . 5
r......9 1 0 1 2 , 5 1 5 1 7 , 5 20

| H l  j  co)|
a )  0 , 1 3 2 0 , 3 1 6 0 , 6 5 1 0 , 9 2 1 1 0 , 7 4 3 0 , 5 1 4 0 , 3 9 1 0 , 3 1 6

b) 0 , 0 2 7 0 , 0 6 7 0 , 1 6 9 0 , 4 2 8 1 0 , 2 1 7 0 , 1 1 9 0 , 0 8 5 0 , 0 6 7

^ H l j  co)
a) 8 2 ° 2 4 ' 7 1 ° 3 6 ' 4 9 ° 2 4 ' 2 3 ° 0

OC\J
Ti-1 - 5 9 ° - 6 7 ° - 7 1 V

b) 8 8 ° 3 0 ” 8 0 ° 1 8 ' 6 4 ° 4 2 ' 0 - 7 7 ° 3 0 ' - 8 3 ° 1 2' -85°12' - 8 6 ° 1 2 '

Podstawiając dane otrzymamy w przypadku:
a) coQ a 104 rad/s Q a 2,
b) cuo a 104 rad/s Q - a  10.

Dla obu powyższych przypadków wartości |H(jcu)| i argument H(jco) są pO' 
dane w tablicy 3.2, natomiast ich przebieg przedstawia rys. 3.126.1.
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Rys. 3*126.1

Powszechnie stosowanym parametrem charakteryzującym krzywe rezonansowe, 
takie jak na ryB. 3.126.1, Jest 3-decybelowe pasmo przepuszczania. Ozna
cza ono to, że na jego końcach |H(j <±>)\ jest Yi" razy mniejszy od war
tości maksymalnej (20 log ^2 —  3 dB). Zgodnie z (2) otrzymamy

|H( j co ) |
1 + g^O

C u l  0 0

lub

O
(3)
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Rozwiązując (2) względem co w zależności od Q dostaniemy

14}

Na podstawie (4) można obliczyć częstotliwości graniczne <V, i «^jwobeo 
tego szerokość pasma w hercach będzie równa

Związek między parametrami oC, coq i Q jest przedstawiony na rys.
3.126.2.
Z porównania przebiegów czasowych prądu igit) w zadaniu 2.21 i krzywych 
rezonansowych na rys. 3.126.1 wynika, że im dobroć układu rezonansowego 
(przy tej samej częstotliwości rezonansowej) jest większa, tym dłużej trwa 
stan nieustalony w obwodzie.

Zadanie 3.127
Admitancja szeregowego układu R1C jest równa •

At m fg - «

i dla przypadku

b) At - 159 Hz.
Warto zwrócić również uwagę na zależność między

i Ucl

Re kształtem krzywej rezonansowej z rys. 3.126.1, a 
przebiegiem czasowym prądu i^(t) ™ stanie nieusta
lonym. Jak wynika z zadania 2.21, funkcja His) ma 
bieguny *

Rys. 3..126.2

gdzie;

1 1 U)" 5

gdzie;

1 ' n % L 1 
J o ’ Q a
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Wobec tego

'i2 + q2(_2L _ _^0)2

Na podstawie rys. 3.127, zależności (2) oraz wzoru (6) z zadania 3.126 
trzymamy:

R0 - m

= 1 rad/a
K ° o

co
— =■ A co ¡* 0,02 rad/a

a atąd:

12)

o-

L0 » 50 H, 

CQ n 20 mP.



R o z d z i a ł  4

STANY NIEUSTALONE W OBWODACH Z SINUSOIDALNYM WYMUSZENIEM 

Zadanie 4.1
Równanie wg drugiego prawa Kirchhoffa dla obwodu z rys. 4.1 można za

pisać następująco

RC + u(t) =• | Em | sin( cut + v>).

Rozwiązaniem tego równania różniczkowego jest suma algebraiczna składowej
ustalonej u (t) oraz składowej przejściowej u (t)P

u(t) ■» Uu (t) + U p (t).

Składowa ustalona uu (t) Jest całką szczególną danego równania różniczko
wego niejednorodnego określoną następująco

|E I
uu (t) ■ - •ćstrigr + r - ?).

gdzie i

^ ® + j “ impedancja zespolona obwodu,

|Z| = \j R2 + (¿,) - \|(103)2 + (— y J — — ^)2 =, 103 izs , 

(p =■ arctgl- » arctg(-1) = - J rad.

Stądt

■ - 'ĆOCIZ l cos(cwt + v  - y )  -

— w-^  T— 7= coadooot + 0 + 5) - -10cos(l000t + f) V,
10-* . 10"b . 103 ^2 4 4

uu (t) - -1 Ocos(1 OOOt + V.



Składowa przejściową up(t) nożna obliczyć jako całkę ogólną równania róż
niczkowego jednorodnego

RC — 1 ^  + u(t) = 0.

Rozwiązanie tego równania ma postać

a-j t
u p - °1 8

- stała całkowania, 
s.j - pierwiastek równania charakterystycznego

RCs1 ■+• 1 b 0,

stąd

a1 “ “ h *

Napięcie u(t) w atanie nieustalonym jest aumą uu (t) 1 u (t). Zatem
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I
" ~ cdc°?z| coa ĉc,'t + y - ?) + ci a

Zgodnie z zasadą ciągłości napięcia na zaciskach pojemności można napisać 
równanie dla chwili t b 0 następująco

|E |
0 "  ~ ó/CTZT c o s (y -  + <V

Stąd

ci ■ 7¿ jtÍt  coa^ -  ?>•

Składowa przejściowa ma postać

%  - - M r  f > • ' - « =  * !>«' ■

- 5 Vicos f  e-1000t B 7,07 e"1000* V.
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Rya. 4.1.1

Zatem

l \ lu(t) B Uu (t) + u p U )  » - IZT C0S^iŁ''t + v - v )  +

coa(r- <P)e~ ^  “ (-1 Ocoa (i OOOt + f ) + 7,07 a-1000t) V.

Prąd. płynący w obwodzie z rya. 4.1 można obliczyć z zależności

t ( t )  -  o
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Zatem

t

t

=• (I0sin(l000t + f ) - 7,07 e~

Przebiegi czasowe napięcia u(t) oraz prądu i(t) w obwodzie z rys. 4.1 ma
ją postaćt

Przebiegi u(t) oraz i(t) przedstawione są na rys. 4.1.1 i 4.1.2. 
Zadanie 4.2
Dana Jest postać czasowa SEM e(t)

e(t) = |i^|sin(eut +y).

SEM e(t) tnożna wyrazić symbolicznie jako

u(t) = (-1 Ocos UOOOt + f ) + 7,07 e~1000t

i(t) =i (lOsindOOOt + f) - 7,07 e

E(t) - Em eJcut =» |En j e*^ ejQJt

Postać operatorowo-symboliczna jest następująca

0

Impedancja obwodu z rys. 4.1 w pęstaci operatorowej
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Zatem prąd płynący w obwodzie wyrażony operatorowo

T,_\ Bis) Em aC
I ( s )  3 ,ZT§T = s '"-j£T sSST+T»

a napięcie na pojemności

U(a) = K a )  = ~ r z r  aRC +-T* 

Obie zależności mają postać wyrażenia

P(a) = m Lis

Przebieg czasowy f(t) można otrzymać jako urojoną część transformaty od
wrotnej Laplace*o wyrażenia ?(s)

fit) * Im(r1 (Pio)]}

Jeżeli pierwiastki 3^ mianownika Mis) są różne od ¿ou f do znalezienia po
staci czasowej f(t) stosuje się wzór Heaviside’a w postaci

Pit) = E
L(ak) „skt

kTi (sk " )M'(3k)

Do obliczenia postaci czasowej prądu ilt) w obwodzie z rys. 4.1 są nastę
pujące dane:

L l j o j ) = j o/C,
Ml j cc/) = jcaRC + 1.

Po przyrównaniu M(s) do zera otrzymuje się jeden pierwiastek mianownika:

3i = - ner*
Ł(si )=.-£,

m U-, ) = RC,
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stąd

I(t) - |EJ ■1eoC -j^t . 
' j c J R C  +  1 0  + (_ ¿ p  - i c u)RC

t
ro

i«Jv
i < 1 i * '1 _ja»t . 1 '“•* "5jG' ~ WJ

□ ■"7 i 0 + s ; — — y  8
? - i S E  R - i s x

i\l 0^aJt
Zle^ Rcc/C |ZIa

t
HC

|\| Kcut+y-p) I15*! !&-?+ f) - r o
”TZ| “  T?~TTT7T •  0 *RccC |Z|

gdziet

l*l - V r2 + “ 1q3 Ifza,

V - arctg(- j ^ )  - - f  rad.

Przebieg czwsowy prądu i(t) ma postać

4.
i(t) ■ I^Ilt)} « -j^yi sin(<y t + y  -  <f>) -  ooa(y )e *®.

Podstawiając dana

i(t) - d O s i n d O O O t  + f ) - 7,07 .“1000t) »a .

Do obliczania postaci ozasowej napięcia u(t) wg II wzoru Haariaide*! są 
następujące danat

2 » -  Fml8^
L(j<u) - 1,
M(j co) - joiRC + 1,

81 “ - ro*
L(s1) m 1,
H(s1 ) -  RC.



Zaten przebieg czasowy napięcia u(t) na postać

IE I |E I — j*
u(t) - IB {u(t)] » - oos(<y-t +y-c/>) + ooa {y - ę»)e

Po podstawieniu danych

u(t) « (-1 Ocoa (lOOOt + ^) + 7,07 e“*'000*) V.

Otrzymane 'przebiegi czasowe, prądu i(t) oraz napięcia u(t), są identyczne 
z rozwiązaniem zadania 4.1 i ich wykresy przedstawiają rysunki 4.1.1 i
4.1.2.

Zadanie 4.3
Metoda dwóch przeciwnych stanów ustalonych polega na tym, że załącze

nie okresowej siły elektromotorycznej e(t) do obwodu, nie zawierającego 
żadnych sił wymuszających i posiadającego zerowe warunki początkowe, moż
na rozpatrywać jako wyłączenie jednej z dwóch równych i przeciwnie skie
rowanych sił elektromotorycznych e(t) jak na rys. 4.3.
Stąd stan nieustalony po włączeniu do obwodu okresowej siły elektromoto
rycznej e(t) w chwili t = O można wyrazić jako sumę - składowej ustalonej 
wywołanej przez stale załączoną SEH e(t), - składowej przejściowej wywo
łanej wyłączeniem w chwili t » O SEH równej e(t) i przeciwnie do niej 
skierowanej. Jest to równoznaczne z rozpatrywaniem rozładowywania się wa
runku początkowego na pojemności pochodzącego od tej siły elektromotorycz
nej. Przedstawia to poglądowo rys. 4.3.1.
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Rys. 4.3

Í ) ©  = h ‘

Zatem prąd

Rys. 4.3.1

i(t) - l^t) + i (t).

Składowa ustalone, prądu lu (t) można obliczyć metodą symboliczną. Przebieg 
czasowy składowej ustalonej prądu wyznaczony w zad. 4.2

i„lt) = Im{lu (t)} =• -jTjj- ain(cot + y  - <?).

Składowa przejściową prądu i^(t) stanowi prąd rozładowania pojemności o 
napięciu początkowym u(0)j

U ( 0 >  -  - i u ( 0 )  j — jj  „  - E J  j  (V-?- f )

IE Iu(0) " ~Z VJZ]' coa(- v - <?)'



Operatorowo
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stąd

u(0)
■r / \ " 8 w(o) RC
pU) “ “ “ « ■R + TO

i (t) . - Hjpl 6 - - g l g |ZT oos(y - y)s r o .

Zatem

t
i ( t )  » i u ( t )  + 1p t̂  ̂ “  T zf-  + v _  ©  -  g &Trrz r  0° * ( v - <p ) a

Podobnie można obliczyć napięcie u(t).
Składowa ustalona napięcia ujt)

1 |-E | j ( a  t + y - y -  4)
U«(t) - ijt) j ^ r  - — 07YT •

Przebieg czasowy składowej ustalonej napięcia

i^lt) - i«{um (t)} - - 

Składowa przejściowa napięcia u^(t)

U (a) , H M  — -t -  - u(0) T- 7*,Rg.
R + TO

- * |E I - t
up(t) => u (0) e ^  cos(y - y)e

IE I
u(t) » uu (t) + up(t) » - '¿yg-jgrp cos (&* t + y -  (f) +

+ ztoTŹt coaty- yOo

IB J ULI-  - r o
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Korzystając z zależności na up(t), w chwili załączenia

|E I
W  3 -zzrm cos(v -  9).

up(0T) przyjmuje wartość maksymalną dla

| cos {y - (fi) | = 1,

stąd

= (fi + k7t k = 0,1,2, ...

Składowa przejściowa napięcia up(t) jest największa dla y, => (fi + kĄ k => 
= °> 11 2, .•.
Podstawiając dane otrzymuje się wyrażenia na przebiegi czasowe prądu i(t) 
oraz napięcia u(t) jak w rozwiązaniach zadać 4.1 i 4.2

i(t) =. (I0sin(1000t + f) - 7,07 e“1000t) â, 

u{t) = (-10cosd000t + f) + 7,07 <r1000t) v.

Zadanie 4.4
Do obliczania odpowiedzi czasowych obwodów z zerowymi warunkami począt

kowymi na dowolne ciągłe wymuszenie można stosować całkę 3Uperpozycyjną w 
postaci

t
s(t) = f(t)g(o) + | f(t - r)g(z)dr, 

c

gdzie:
s(t) - odpowiedź obwodu na wymuszenie f(t),
f(t) - dowolna ciągła funkcja wymuszająca,
g(t) - odpowiedź obwodu na wymuszenie funkcją jednostkową.

Dla obliczenia przebiegu prądu i(t) w obwodzie z rys. 4.1 można zastoso
wać wzór:

t
i(t) = e(t)g(0) + ( e(t - z)g(Z")df, 

0
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e (t) - |Ê | sin( cuX + y),

t _ r
g(t) = J e g(0) = jj; g\t)   e

R C

Postać symboliczno-czasowa wymuszenia

E(t) « |ĘJ eJ

stąd

H t )  - l i y e ^ ^ g « »  + | E jeJ(~ t+^  j e - ^ g ' ( r ) d Z.

Całkowanie możemy wykonać następująco

t -

I -  I ~ I
0 0 t

Korzystając z twierdzenia o transformacie Fouriera pochodnej funkcji cza
su można zapisać

P[jjfJ =» J g(t)e“  ̂CUtdt - j«"G(j<w) - g(0).
Stąd

składowa ustalona

składowa przejściowa

G(j«) - 1 - J - T -  
R + ii?

3-joj

&  R 7" T ■"
R +



- 363 -

Zatem

l(t) =■ — M -  eJ(iut+v) +

1 e i < «  t + v )  +  iE m l e3C° _  -  HIT
|Z|e^ ja/CRlZle^

l*fcl J(wt+y-?) R»l J ^ - f )  - r o
"  i r r 9  +  ~5 n n n ^ r  0

Przebieg czasowy prądu i(t)

i(t) *» -|y°~- sin(cot + y  -r cp) - cos(y- (fl)o •

Jednostkowa funkcja przejścia dla napięcia u(t) w obwodzie z rys. 4. 
postać

G(s) = 1 — L 1ś „ 1 sTT*
R + Iff

Stosując całkę superpozycyjną

gdzie

t
u(t) =« e(t)g(0) + | e(t - Z)g(T)dt, 

0

t t
g(t) =» 1 - e g(0) = Oj g'(t) = e

1 ma
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Postępując podobnie jak przy obliczaniu przebiegu prądu i(t), otrzymuje 
!ię

jdzie

lEa

składowa ustalona

9j(~ t + v )  (• g-jcoT W d T

składowa przejściowa

G(Jcu) - G(a) 1 1 1 
j z k -s»jCŁi jcu C

Zatem

” < « -  ^  ^ r r 5 = , 3 , “ w ) -K + JÓTCJ

aj(wt+vi 1 _____ 1
e TO

- a *

{-i“  - to}

' a j  ^  0 j  (cu t + y -  f )  _  l E ml ^  J  l y  -  ~ T O
cuC Izie^ coC iZle

F m  I ll*> *+*-*• f )  F a l  itr-*“ f )  " T o  
¿ i f l i z r e " ' ¿ j e m e e

3tąd przebieg czasowy napięcia u(t)

l 1 Fi. I F m I " TO
u (t) - lm{u(t)j - - |g| cos (co t + y  -  <f) + -äPT!TC c o a ŷ  “

Po podstawieniu dany chi

i(t) - (I0sin(1000t + f ) - 7,07 9~1000t) mi,

u(t) - (-10CO8 (1000t + |) + 7 , 0 7  e”1000*) V.
Wykresy obu przebiegów przedstawiają rys. 4.1.1 i 4.1.2.
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Po wrysowaniu obwodu zastępczego trójbiegunnika z rys..4.5.1, obwód : 
rys. 4.5 przyjmuje postać jak na rys. 4.5.2.

Prąd i(t) płynący w obwodzie s 
C postaci operatorowej wyrażi

się wzorem

Zadanie 4.5

1(8) 3

U(a) - iMs) 
 1-----

Rys. 4.5.2
2 itr

R2 + SU

Zależność między napięciem u^(t) i u(t) w postaci operatorowej jest 
stępująca

stąd

Uj(s) = -k^UU),

U,(s) 
U(s) = - -4— .

Kuu

Podstawiając U(a) do wyrażenia na I(.s), otrzymuje się

U3(s)
 ̂ + kUU , u3(s) , u  1 + 3CR2

— ^ ------ ' - - f e r -  "j ’’”  — ni—

Dla kyy =• =>

1 + sCR-
- -U3(s> — T ^ -  

stąd operatorowa funkcja przejścia

U3(s) R2 1
3 ETŚ7-  3 -  E 7 T +' sCR2 ’
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Symbolicznie:

3 - IT '1 T l  “ CRp 3 ~ TT :r J-----
1 2 1 ty + ^ c r2)2

2  1  _ 1_
1 \Jt~+ (co CR )2 V2

Qjarctg(-cu CR)6 «

5̂u (" ) = arctg(-euCR) = - ^ rad.

Przebieg czasowy napięcia u^(t) można obliczyć metodą dwóch przeciwnych 
stanów ustalonych (patrz rozwiązanie zadania 4.3).
Składowa ustalona naniecia Uju (t)

/

u3 u ^  3 |E,J|Ku U a')i3in(c*'t + v  + ^ u ^ 3 -10sin(1000t - v*

Składowa przejściowa napięcia Uj^lt) wynika z rozładowania pojemności C o 
napięciu początkowym

uc (0) 3 -u3ul0) 3

= - l E n K U "  )|sin(r + Vu).

czyli

u3pU) =

t"{JĆ“
3 - | EmllKu M sintv+,?u)e 2=

• = -7,07 e"1000t V.

Przebieg czasowy napięcia u3(t) ma postać

u3(t) = (-10sin(1000t - f ) - 7,07 e“1000t) V.

Wykres przebiegu u3(t) przedstawia rys. 1.5.3.



Zadanie 4.6
Operatorowa postać prądu i(t) jest następująca

I t s )  3 f ł f )  3 « -+-$}* l  sL 3 E(s) sfer*

Napięcie na szeregowym połączeniu indukcyjności L i rezystancji 
staci operatorowej

Ula) = Ils)(R^ + sL) = iT*+"^S^+ sŁ R̂L + 3E  ̂ 3 Rls) - Xls)R.L

Przyrównując mianownik M(s) do zera, otrzymuje się pierwiastek :

M(s) = R + R^ + sL =« 0,

R + RtAL
~z— *

Korzystając z XI wzoru Heaviside'a prąd i(t) w postaci symbolicznej

IU) - ¡ E j e ^ 1 j w t
UTTaTT e +

3lt
(s, - J Co )li(s1)

¡Em'e

R+Rt
______1______  J " t    1
R + Rt + j Cu L R + R,

l - j w)L

gdzieś

3 iEJ eJVI m|
1 eJ w t  1_

|z|eIZle W

:] = v\r + Rl)2 + (co L)2 = 557 0 ,

<f =» arctg = 0,46 rad.

Stała czasowa obwodu



Stąd

ie i |e j
i(t) » Im[I(t)] - sin( w t  + V  - <p) - -jyp ain(y- cp) «

= (25,4 sin(500t + y - 0,46) - 25,4 sin(y - 0,46)e"1000t) 

Napięcie u(t) można wyznaczyć z zależności

u (t) - L + RLi(t).

Zatem

|K IcuL |E |Rt
U (t) “ ■ |--  COs(c»jt + y  - cp) +--pjr-|—  sin(cot + y  - ?

+ —  a i n ( V - ę O  - ■̂ | —  ain(r-^)je T -

* ■ + (to I.)* sinico t + *y> - (p +/3 ) + Jjĵ -.Rain (V -
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gdzie

/3 » arcain -i.-.  .■ ■ 1,19 rad,
\|r 2 + (ml)2

stąd

u (t) - (6,8 sin(500t + y -  0,46 + 1,19) + 10,2 ain(y- 0,46) e' 

Składowa przejściowa będzie największa, gdy

|sin(y - <f>) | » 1,

stąd

y, - cp + % + kp,

dla k - 0

y3 » 2,03 rad,

t - T
a

mA.

) +

*Oe“ T,

1000tj v<
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Rya. 4.6.2
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♦rtedy:

i(t) = 125,4 cos 500t - 25,4 e_1°3t) mk,

3
u(t) = 16,8 cos (500t + 1,19) + 10,2 e"10 t) V.

Wykresy przebiegów i(t) oraz u(t) przedstawiają rys. 4.6.1 i 4.6.2. Skła
dowe przejściowe prądu i(t) oraz napięcia u(t) będą równe zero, gdy

sin(y - 0,46) = 0,

czyli dla fazy początkowej

■̂ 2 *» 0,46 rad.

Zadanie 4.7

y = 1,47 rad,

i1 (t) = (24,9 coa 1000t - 35,2 e"100t) aA.

Hożna przyjąć, że składowa przejściowa wyzeruje się po — 6,5 okresach
rys. 4.7.1). Osiągs wtedy wartość mniejszą od 1% wartości początkowej.

Zadanie 4.8
Przed zamknięciem klucza prąd i(t) płynący w obwodzie ma postać

lEmlt <  0 i(t) = -JjSj. Sin(500t + y -  ?,),
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gdziet

IZ-jI a \ J ( 3R )2 + (wL)2 » \ J ( 300)2 + (200)2 a 360 Q ,

fy = arctg —yjg >« arctg a 0,59 rad,

zatem

i (t) - 39,2 ain(500t + y  - 0,59) aA.

W chwili t a 0 prąd i(t) osiąga wartość maksymalną i , gdy:

sin(y - 0,59) ■» 1,

V -  0,59 => f ,

y  » 2,16 rad.

W chwili zamknięcia klucza

i(0) a i(0_) a in =. 39,2 mA.

Po zamknięciu klucza rozpatrywany obwód można przedstawić jak na rys. 4.8.1.

Rys. 4.3.1

Stosując zasadę superpozycji prąd i(t) wyraża się jako suma prądu i' (t) 
wywołanego załączeniem SEM e(t) w chwili t a 0 oraz prądu i"(t) spowodo
wanego rozładowaniem warunku początkowego na indukcyjności, czyli

i U )  » i' (t) + i"(t),
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podobnie

u (t) = u' (t) + u" (t).

1' (t) oraz u' (t) (rys. 4.8.1 obwód a) można obliczyć, wykorzystując Jedną 
z metod przedstawionych w rozwiązaniach zadań 4.1-4.4.
Operatorowo

E (s)
I(s) = a r + s E -

Po przejściu na postać czasową

t
i'(t) = -rn— r sin(cut + y  - <p„) w— 1- sin(V- ę O  eI 2 1 2 2

Napięcie u'(t) operatorowo

U'(s) = l'(s)sL a sL.

Zatem przebieg czasowy

t
lEml<ł'L lEml2R “ %

u'(t) = -— |%"j—  w s ^ t  + Y - ępg) +  pry Sin(y- 9>2)e ,

gdzie:

|Z2 | = y(2R)2 + (cjL)2 = 283 Q,

7>2 = arctg -ryg a arctg a rado 

Stała czasowa obwodu

T1 = 7R. = “ 2 ms *

Po podstawieniu danych:

i'(t) = (50 sin(500t+ Y  - f) - 50 sin(y- |)e“500t) mA,

u'(t) a (10 cos(500t + y  - |) + 1 0  sin(y- ^)e_500t) V.



i" (t) oraz u"(t) (ryą. 4.8.1 obwód b) da się wyznaczyć w następujący spo
sób

-r",-1 Li (0)
1 (3) * 2R + sL>
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stąd

Napięcie

zatem

t~ f“
i" (t) * i (0) e 2.

u"(s) a i"(s)sL - Li(0) a -2Rl"(s),

t
~ T"

u" (t) a  -2 R iC o)  e 2.

Po podstawieniu danych:

i" (t) = 39,2 e-500t mA,

u"(t) = -7,84 e-500t V.

Dodając składowe prądu i(t) otrzymuje się

i(t) = (50 sin(500t + 1,37) + (-50 sin 1,37 + 39,2)e_500t) mA 
składowa ustalona składowa przejściowa

a (50 sintSOOt + 1,37) - 9,8 e_500t) mA.

Po dodaniu składowych napięcia u(t)

u (t) = (10 cos(500t + 1,37) + (10 sin 1,37 - 7,84)e“500t) V =
V______________ _ '  ■  „____________   ,
składowa ustalona składowa przejściowa

» (10 cos(500t + 1,37) + 2 e-500t) 7.

Składowa przejściowa prądu ip(t) wyraża się następująco

ip (t) + i'p(t) + ip (t).
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Korzystając z uprzednio wyprowadzonych zależności

l^t) = - -pSy sin(y- 2 + -Jjry- siniy - q>̂ )e

W chwili t = O

y ° +> 3 ■ i ^ r 8iQ(r~ Vz) + w 8 in ( r ~ *>)m

Przyrównując pochodną powyższego wyrażenia względem fazy y  do zera, o- 
trzymuje się warunek na fazę y ., przy której składowa przejściowa jest 
największa

IZ. I cosy, - |Z„| cos <p.
V1 " arctg( |Z2-|ainyi'-J ■p"ya'lnV2) “ -°'2 rad*

Wówczas

ipmax(0+) " 13>9 mA*

Przyrównując prąd ip(0+) do zera, otrzymuje się warunek na fazę V2, przy 
której składowa przejściowa ma wartość najmniejszą

N  3inV2 * |Z2lsin* U  . ..
V2 a arctg( |Zi| C0B?2 _ [Zgicos»^ " 1*37 rad*

Zadanie 4.9

i(t) a (6,7 yFcoshOOOt + 0,46) - 0,84 e-500t) mA, 

u(t) » (6,7 \|i" sin(l000t + 0,46) - 1,67 e"5001:) V.

Zadanie 4.10
Przed zmianą pulsacji prąd i(t) płynący w obwodzie z rys. 4.10 ma po

stać

t <  0 i(t) = aintco^ + y  - 9»1),
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gdzie:

[Z.,1 = \R2 + ( ^ L ) 2 = 64.0 a , 

cu<1
jij = arctg -jj—  = 0,67 rad,

stąd

i(t) = 44,2 ain(2000t + y -  0,67) mA

w chwili t = 0

1(0) => i(O-) = iB =■ 44,2 mA,

zatem

y  - 0,67 + | =* 2,24 rad.

Po zmianie pulsacji SEM e(t) ma postać

t ^  0 e(t) = [B^lsint <*>2t + y ) .

Zatem po chwili t = 0, korzystając z zasady superpozycji, prąd i(t) można 
obliczyć jako sumę prądu i'(t) pochodzącego od załączenia w chwili t = 0 
sinusoidalnej SEM e(t) = |Em | sin( co2t + y), oraz prądu i" (t) od warunku 
początkowego na indukcyjności.'

i (t) =» l'(t) + i" (t),

podobnie

u (t) a u'(t) + u" (t).

Postępując podobnie jak w rozwiązaniu zadania 4.8 otrzymuje się następu
jące zależności:
Z obwodu na rys. 4.10.Ta

i(t) = |gn ■ sin( Wgt + y  - y2) — 2̂ |* 3 -̂n  ̂y ~  (f>z^e

t
2
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U(s) LL‘

b)

Rys. 4.10.1

lEJ lEm!Ru'U) = — cos(cu2t + y  - y2) + — jj-j- sin(y- y2)
t

gdzie:

|Z2j » Vr2 + ( aj2L^2 3 1115 2 » 

ccuL
y2 = arctg — a 1,1 rad,

T2 = £ = 0,4 ms .

Z obwodu na rys. 4.10.Ib

t t
|E I ~ T“ ~ T~

i (t) = -prS-|~ sin(y- y^e 2 = i(0)e 2,

u"(t) = -
t t

IE IR “ TT TT
sinly- y ;e i = -Ri(0)e Ł.

Po zsumowaniu

i U )  = -|jy j*  a i n ( c u 2 t  + y  -  y2 ) + Ĵ _ -j^SL. s i n ( y -  y 2 ) + i(0)J
t
T-2

składowa ustalona składowa przejściowa

a (25,3 sin(5000t + 1,14) + 21,3 e“2500t) nA.
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Rys. 4.10.3

Rrzebieg czasowy i(t) przedstawia rys. 4.10.2

IEJult) -
&i,L

cos ( co-t + 31/ - $ 0  +

składowa ustalona 

|E„ !R
sinly- 9Z) ~ Ri(0)

t
W~

składowa przejściowa
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= (25,3 cos(5000t + 1,14) - 10,7 e“2500t) V.

Przebieg czasowy u(t) przedstawia rys. 4.10.3.
Zadanie 4.11

uv (t) =. 5070 e-0»2.10^t

Zadanie 4.12
Przed zamknięciem klucza rozpatrywany obwód można przedstawić jak na 

rys. 4.12.1.

l(o)

Rys. 4.12.1

Rys. 4.12.3

Prąd płynący przez indukcyjność

t <  0 i (0) =» = 50 mA.

Po zamknięciu klucza obwód można przedstawić jak na rys. 4.12.2. Korzy
stając z zasady superpozycji napięcie u(t) da się obliczyć jako suma na-



pięcia u'(t) wywołanego załączeniem sinusoidalnej 5EM e(t), napięcia u"(t) 
pochodzącego od wyładowania warunku początkowego na indukcyjności oraz na
pięcia u"(t) spowodowanego załączeniem stałej SEM E (rys. 4.12.3)

u(t) =» u'(t) + u"(t) + u'"(t).

Hapięcie u(t) (rys. 4.12.3 obwód a) można wyznaczyć, stosując metodę przed
stawioną w rozwiązaniu zadania 4.2.
Zależność operatorowa

t//«\ E(s) R(R + sL) p/„\ R + sLuu; ■ r . wiiV slj ar+ nr 3 E{s) nrv
R + '2H i  sL

Po przejściu na postać czasową i podstawieniu wartości liczbowych

u'(t) = (5,53 sin(500t + 0,19) + 1,08 e“750t) V.

Maplęcle u"(t) (rys. 4.12.3 obwód b) można obliczyć następująco

Li(0) RJ?~r

Ó uu zatem

U' (s) = -   -
R + sL

u" (t) =» -i (0) | d .

Rys. 4.12.4 Po podstawieniu danych

u"(t) = -2,5 e-750t V.

Napięcie u'"(t) można wyznaczyć przekształcając obwód b z rys. 4.12.3 w 
obwód z rys. 4.12.4 zgodnie z zasadą Thevenina.
Prąd



Napięcie
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t
ni 3 .ni R E E T

u = ? - i 2 =,T + S e *

T = ¿mf1 nr>

u"'(t) = (3,33 + 1,67 e"750t) V.

Sumując napięcia składowe otrzymuje aię

u(t)-(5,S3ain(500t + 0,19) + 1,08 e~750t - 2,5 e~750t +3,33 + 1,67 e_750t)V

= (3,33 + 5,53 sin(500t + 0,19) + 0,25 e“750t) V.

Przebieg czasowy napięcia u(t) przedstawia rys. 4.12.5



u(t) = (5 + 3,92 V? sln(500t - 0,19) - 2,47 e"333t) 

Przebieg napięcia u(t) przedstawia rys. 4.13.1.
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Zadanie 4.13

u(t),v

15

10

5 / \ .

0 35T

- 5

31 23T 4JI

-10

-15

Rys. 4.13.1

Zadanie 4.14
Przed załączeniem SEM 62^) prąd płynący w obwodzie

t <  0 i(t) =. aiQ^co't "

gdzie:

[Z.,] - ^(2R)2 + (coL)2 - 100 V?2 ,

<f1 » arctg —Igji “ 0,46 rad,

V.

t,ms
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zatem

ił chwili t = O

i(0) =» i(O-) =. 63,3 sin(-0,46) =. -28,3 mA.

Po zamknięciu klucza w chwili t = O, napięcie u(t) można obliczyć jako 
sumę napięcia u'(t) wywołanego jednoczesnym załączeniem SEM e1 (t) i ejit) 
oraz napięcia u"(t) pochodzącego z wyładowania warunku początkowego na in
dukcyjne ści (rys. 4.14.1)

u(t) =* u'(t) +• u"(t),

podobnie

i (t) =» i'(t) + i" (t) .

i(t) => 63,3 sindOOOt - 0,46) mA.

Rya. 4.14.1

Napięcie u'(t) (rys. 4.14.1 obwód a) można wyznaczyć, stosując metodę po
tencjałów węzłowych

, -i -i , , M s )  E (s)
U(s) (5 + 3  + R V  -k-tf = — u—  + — 3— ,

stąd

U'(s) = [E1 (s) + E (2)J L±-|Ł Jj.,
3 + TJT



Przyrównując mianownik do zera można obliczyć pierwiastek

S1 “ - *•

Transformacja odwrotna Laplace’a za pomocą II wzoru Heayiside’a ma

u'( t > - + k

gdzie:

Zatem

T? 1 T fR + .1 co L _ .1 eu t . TT ~ T — ]—  9 -r 1 j e
iw  + t (- ijt - d")i

1 t  I Z I ^  S> ^
lą>|Vr , 3 *>.

|Z3 |e |Z3 |e 3

|Z2 | =» \ |r2 + ( coL)2 = 100 \fl!> , 

?2 = arctg ^ rad,

\j(3R)2 + (2 w L )2 » 3610 ,lZ3l

<pz = arctg =» 0,59 rad.

u(t) = (7,84 3in(1000t + 0,98) + 0,54 e“1500t) V.

postać



zatem

i'(t) w (55,3 aindOOOt + 0,19) - 10,9 e~1500t) mA.

Prąd i" (t) oraz naplecie u"(t) (rya. 4.14.1 obwód b) można obliczyć w 
następujący sposób:
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i'(B) .
£ R + sL

i" (t) =» i(0)e T = -28,3 e_1500t mA.

Napięcie:

U" (a) =. -I"(s) |,

u" (t) => -i(0) | e T » 1,42 e-l500t v.

Po zsumowaniu składowych:

u(t) =. (7,84 sindOOOt + 0,98) + 1,96 e"1500t) V,

i(t) =» (55,3 sindOOOt + 0,19) - 39,2 e-1500t) mA.

Przebiegi napięcia u(t) i prądu i(t) przedstawiają rys. 4.14.2 i 4.14.3. 
Można sprawdzić, że

i(O-) =. 1(0+) = -28,3 mA,

natomiast:

u(O-) = 2,83 V, 

u (0+) = 8,47 V.



335 -

Ryn. 4.14.2

Rys. 4.14.3

Zadanie 4.15
Hapięoie u(t) Jeat auną napięć u'(t) i u"(t). Napięcie û it) powstaje w 

wynika załączenia w chwili t - 0 SEM e(t) =» jEa |ain2t jak ca rya. 4.15.1. 
Napięcie u"(t) wynika z rozładowania się prądu i(0) i napięcia uc (0) 
przy wysuszeniu równy» zero Jak na rya. 4.15.2.
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i (o)

I -H ^ -C Z D — 'YV'-n — 0 — T y nJL / ł

T  " I
u'

i r c
UT

Rya. 4.15.1 Rya. 4.15.2

Napięcie u'(t) nożna wyznaczyć rozwiązując następujące równanie różniczko
we

LC ■— + RC + u'(t) - e (t).
dt

Całka szczególna tego równania różniczkowego wynosi

ui (t) ” |un|8in(2t + *»u).

gdziet

|ua | - 0,316 V, ?u - -1,89 rad.

Dodając całkę szczególną i ogólną otrzymuje się rozwiązanie

uU) - ujj(t) + UpU) ■ |Um|aln 2̂t + + ci® 1 + C2e 2 *

gdzie ŝ  » -1 i, Bg - -0,5 “ są pierwiastkami równania charakterystycz
nego.
Stałe Ĉ  1 Cg oblicza się z układu równsńt

0 "  lUn l a i n ?u  + Ci + C2»

0 « 2 |un |cos<?:’u + 3ici + S2C2*

Zatem:

C'l " a * - a,' (2coa?u - 32ain<!,u ) " -°.697 V,

C'2 - Bg"- 3~~ (slSin9u - 2oos<?u) - 0,997 V.
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Uśniecie u"(t) da się wyznaczyć z następującego równaniu opisującego ob
wód z rys. 4.15*2

LC + HC ¿HlAl} + u"(t) - 0.
dtz at

Rozwiązaniem tego równania jest całka ogólna w postBci

Sit E_tu"(t) * Cj e 1 + C " e 2 .

Stałe c "  i Cg otrzymuje się z układu równań:

u(o) - c; + C',

^  ¿(0) - t CgCg,

stąd:

Ci' - ̂ 4-̂ j-[a2u(0) - V itĈ  *= -3 v. 

c2 *= ś p n ^ t c  i(0> - - * '•

Rys. 4.15.3
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Po dodaniu u'(t) i u"(t)

u (t) = juj sin(2t + fu) + (C' + C'|)e 1 + (C'2 + C£)e
s„t s21

t
= (0,316 ain(2t - 1,89) - 3,697 e-t + 4,997 e V.

Przebieg napięcia u(t) przedstawia rys, 4.15.3.
Zadanie 4.16

Korzystając z metody dwóch przeciwnych 3tanów ustalonych 
podobnie jak w rozwiązaniu zadania 4.3.
okładową ustalona prądu iut można obliczyć metodą symboliczną

E(t) =. e^e^ Cc’t.

Impedancja obwodu z rys. 4.17

Z = R + j(ctiL - = [Z|e^,

gdzie:

I Z| = \Jr 2 + ( ccL - -¿¡r)2,

V> = arctg ----^

Stąd

E(t) tEml i (cc>t .
xu U) 3 3 ~ m  e°

Przebieg czasowy składowej ustalonej prądu

|Emliu lt) = u't + V  - <?)•

Składową ustalona napięcia n (t) można wyznaczyć podobnie

1 12 I j (cL>t+y-<p- A)
Uu U )  = Iu (t) e

postępujemy
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W postaci czasowej

|E I
V t )  3 _ "i'ziaic C03^u>t + ̂

Składową przejściowa prądu i^U) stanowi prąd rozładowania indukcyjności 
o prądzie początkowym i(0) oraz prąd rozładowania pojemności o napięciu 
początkowym u(0).
Dla t > 0

i(t) = iu (t) + ip(t) u (t) = uu (t) + up(t).

Dla t = 0

Stąd

i(0) = iu (0) + ip(0) u(o) = uu (0) + up(0).

iplO) = i(0) - iu (0) u (0) - u (0) - uu (0).

Przy warunkach początkowych i(0) = 0  i u(0) =■ 0 jak dla obwodu na ry3. 
4.17 otrzymuje się

ip(0) => -iu (O) up °̂) = -«u (0).

Korzystając z obliczonych zależności dla składowych ustalonych i
uu (t);

ip(0) a - jgj*'' sin(y-y>),

up(0) 3 i t ó :  °o b ( Y - cp).

Równanie operatorowe dla składowych przejściowych napięć w obwodzie z rys. 
4,15 ma postać

1 u_ ̂ °)RIp(s) + aLIp(s) - Lip(0) + ip Ip(s) + 3 0.
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Stąd składowa przejściowa prądu Ip (s)

silO) - l u (O) si(0) - i u 10)-r / _ \ O L  O D 1 * P
V >  ■ l. - . , U .

ŝ  i Sj są miejscami zerowymi mianownika 1 wynoszą

R - \ L 2 1ai,2 “ " tc - - TC*

K3leżv zbadać wartość wyrażenia podpierwiaatkowego.
\fT ' .Jeżeli R <  2 Yp.to wyrażenie pod pierwiastkiem przyjmuje wartość ujemną

i wtedy

3-, f 2 = -  et - j Bo

gdzie:
cc - stała tłumienia,
ujq - pul3acja drgań swobodnych obwodu RJLC. 

nierówność R < 2 jest spełniona dla R » 320C i dla tej wartości:

* “ li " 4 * 1°3 T ’

\ f l „ 2 , iri3 rad%  3 \IC " * - 3 . 1 0  — .

Sf tym przypadku, korzystając z X wzoru Heaviside* b do przekształcenia po
staci operatorowej Ip(s) w postać czasową Łp(t), otrzymuje się

i (t) ■= -i (Oje-** (-̂ r- sin oj t - cos o; t )  Ł —  e-Xtsin oi_t.p p uŷ  O o

Zatem, gdv R <  2 przebieg czasowy składowej przejściowej prądu i^*) 
jest oscylacyjny tłumiony i po podstawieniu zależności na ip (0) i u p (0)

ip(t) » ■■■ |y| ain(y- fOe“** sin ajQt - cos cuo

Stąd prąd i(t)

i(t) - W  sin (a»t + y  -  ą> ) +



+ |g| sin(y/ - tf je-0̂  8io 4dQt - cos CdQt) -

l\l -dtt ,
~ "|Z| % L e 8in < V *

Po podstawieniu wartości danych

Kt) = 14 sin(1OOOt + 0,79) + 9,9 e_4000t(4 ain 3000t - cos 3000t) -

- 116 ,6 e-4000t sin 3000t mk.

Przebieg i(t) przedstawia rys. 4.16.1.
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IE I

Jeżeli R a 2 ^ to

Warunek ten jest spełniony dla R a 400 <2 , wtedy:

d  = = 5 . 103,

Cvo 3 0.
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Stosując twierdzenie de l'Hospitala do wyprowadzonej w poprzednim przypad- 
iu zależności ip(t), dla CdQ = 0, otrzymujemy

_ . U (0) ___
i (t) = -ip(0)(«t - 1 ) a - t e .

Satem, gdy R 3 2 przebieg czasowy składowej przejściowej oradu ip(t) 
jest a periodyczny krytyczny i po podstawieniu zależności na in(0) i uj 0)

i  U )  ■* ^ -jf| fc*t -  O e ^ *  • s in (  y  -  cp) -  t  e ^ c o s i y -  tp) •

Stąd prąd i(t)

Ib I I e j  +
i (t) = sin( cut + y2 -  ( p ) + 12 | t o t  - 1 ) e sin(y-ęił) -

" |Ż̂ ci'CL * a“̂ toos(^ - < / > ) •

Po podstawieniu danych

i(t) 3 (13, 6 sin(1 OOOt + 0,72) +

+ 3,97(5000t - l)e-5000t - 2556l4t e-5000t) mA.

Przebieg i(t) przedstawia rys. 4.16.2.

Rys. 4.16.2
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Jeżeli R >  2 to

S1 ,2 “ " u  ~ f i '

Nierówność R >-2 jest spełniona dla R = 480 £2 i dla tej wartości:

Oi . 103 — >

W tym przypadku korzystając z uprzednio wyprowadzonych wzorów należy pod
stawić = j¡3, a ponieważ:

sinj/3t 3 jsh/3. 
cos j/3t = ch/3,

to otrzymuje się

u ( 0 )
ip (t) 3 Sĥ st - chySt) 2^—  e^sh/St.

Zatem, gdy R >  2 przebieg czasowy składowej przejściowej prądu łp (t) 
jest aperiodyczny i po podstawieniu zależności na ip(0) i up (0)

ipU) = V T  3h/3t ~ <*£*> ~ |Z | L(J/3L" « " ^ s h /J t .

Rys. 4.16.3
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3tąd prąd. i(t)

IE !
i(t) a j s in(ix/t H- y  — ę?) +

i’o podstawieniu danych

i(t) =■ ( 1 3 , 2  sindOOOt + 0,64) +

+  7 , 8 7  a - 6 0 0 0 t d , 8  sh 3 3 1 7 t  - ch 3 3 1 7 t )  -  9 9 , 3  e “ 6 0 0 0 t  s h  3 3 1 7 t )  mA.

przebieg i(t) przedstawia rys. 4.16.3.
Zadanie 4.17
Przy obliczaniu prądu i(t) można skorzystać z wyprowadzeń ̂ zawartych w 

ozwiązaniu zadania 4.16. Pulsjacja co jest pul3acją rezonansową, gdy

x 3 ~ "375 3 °’

Stąd

u  = - L  =. 5 0 0 0  .
Vl c  s

■zatem impedancja obwodu z rys. 4.15

I Z I = R,

(p = 0 .

Stąd składowa ustalona prądu ip (t)

IB I
iu (t) - ■ sin&jt.

składowe przejściowe prądu ip(4) oraz napięcia up(t) w chwili t = 0 są 
odstępującet

ip(0) = 0 

IE I

V 0)  -  ¿ f t -



i(t) = -Ljsl sin oit - e_<xtsin U J t ,
O

Po podstawieniu R a 320 0 i pozostałych danych

i(t) =» (44,19 sin 5000t - 73,66 e“4000t sin 3000t) mA.

Dla R * 2

i(t) = ain wt - t e ~ d t .

Po podstawieniu R = 400 i! i pozostałych danych

i (t) = (35,55 sin 5000t - I76750t e-50001:) mA.

- 395 -

Dla R <  2

Dla R >  2 \i£

i(t) = sin wt - f f e ^ s h ^ t .



?o podstawieniu R = 480 P. i pozostałych wartdści liczbowych

i(t) = 29,46 sin 5000t - 44,4 e“6000tsh 3317t mA,

Przebiegi czasowe prądu i(t) przedstawia ry3. 4.17.1.
Zadanie 4.18

ilt) = (0,1 sin(104t + - 0,107 e_2*5*10;Jtcoal6,6 . 103t + 0,36)) A.

Przebieg prądu i(t) przedstawia rys. 4.18.1.
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Zadanie 4.19
Po wrysowaniu obwodu zastępczego trójbiegunnika z rys. 4.5.1, obwód z 

rys. a.19 przyjmuje postać jak na rys. 4.19.1.
Dla tego obwodu możno na
pisać następującą zależ
ność operatorową

i i
. " ( s )  - U ( s )  U ( a )  "  U 3 U )• " -«■ -j—  '*■ =1 ■■ ■ ' J ' ■— <

R2 37TTH1 + 371

R0 + — l-
2  3 0 .

Ryo. 4.19.1
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Związek między napięciem U ^ U )  i U(s) wyraża się wzorem

U3 (s) =» -k^UU),

stąd

u3 (a)U(s) =. - - ć  .
KUU

Z tych zależności otrzymuje aię

, V U3(a) 1
% T  u3(s) n2 + sn; r ^ -  = l- 4 —  - U (a))  i - Z .

R1 + 3^7 w  R2 3 ^

Dla kyu =» ao

+  1

E U )  2-u■> (s)
R1 + 37T7 R2 37^

Stąd operatorowa funkcja przejścia

u  u) r 2 3 t t ;  a
K, , (s )  a y r -n-  = -  .........1 ■ 1 '- r   -------- <--  = *-------------- w  -j ......... - -j------

tRi + ^  (r2 + i c ^  (s + ta + iębj)

Pierwiastki mianownika mają postać:

ai - - a2 = -

Do obliczenia postaci czasowej napięcia u^it) można zastosować H  
Heaviside’a

U3 (t) = ląje^ . 3 « *  + f  ---- - - -k), e ^ l
¿ 1  tsk-jco)M(sk) J

WZO



I V [ ' T ^  ,
(J co+ ir^7 )(jaj+ T c jq *

i i t
S., ds> C.,

+*•1^1 1 2 Ä “ 1^1 
T

ïï̂ 7  - J " ) i -  ÏÏ717 + i ç q )

^ 2^2 ÏÏ7ÜT
— r r r ; — t — ~ T T  6
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gdziet

lzil - + (- s 7 r r ^ ’* 1° 3 Vs"a t

?!, - arctg(- g “ -O ,K i rad,

lZ2l - \jR2 + (7 ^ )2 " 103 '

VZ - arctg(- gr-J g  ) - - 1 ,1 rad.

Zatoń przebieg czasowy napięcia u^(t) ma postać

u 3 ( t )  .  i « ( u 3 i t > )  .  | a ,  | | z 2 | • > • » ' " * ł  f  -

* ^ h q r 2 ^  - i z f a i  °°’V  ^

Po podstawieniu danych

u3(t) » (5,66 sin(5000t + j i )  + 3,77 e“2500t - 3,77 e- 10000t)

Przebieg napięcia u^it) przedstawia rys. 4.19.2.

W ) ,  V



R o z d z i a ł  5

5. ZADANIA RÓŻNE

Stosując drugie prawo Kirchhoffe dla obwodów sprzężonych z rys. 5.1 
otrzymuje się:

| =» I, (8;r i + I/.sJnL, - I2(q)sH,

I2 (o)R2 + I2 (s)sL2 - I.j (a)ali ■ 0.

Po przekształceniu

Ip(a ) - tf •'*« • w Bî  i . . — =
* 3 3 (L1L2 - )T) siLgR, + L.,R2) + R rR2

3 L. Ir. - W2 2 . _ ^ 1  + L1K2 K1K21 2  S -H 3 1 11 + m
l2 - ir 1 ^ 2  - ir 

- U2 l'8 - ° 1 ^ a - a2^ *1 cL.

Po podstawieniu danych:

Ę ___ M
s

8, = -=,02 . 103 i

s2 =» -0,18.. 103 i.

Dla otrzymania postaci czasowoj prądu i2 (t) mcżoa zastosować I wzór Hea- 
viside’a, atąd

i,(t) = -1,76(e~5,82.103t _ e-0,18.103t) ^



Prąd I1 (s) można obliczyć w następujący sposób
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Ro *ł* sL., «I-I (a) = I2(s) ------= ś L,L2 - IX- ŁT= (3 - 31 J U  - Opi

Po zastosowaniu I wzoru Heavi3ide’8

in (t) = (5 - 4,3 e - - 8 2 *10^  - C, 7 g-0» 18.103tj ^  

Przebiegi czasowe prądów i.,(t) oraz i2 (t) przedstawia ry3. 5.1.1.

Zadanie 5.2

Rys. 5.1.1

u(t) = 4,6 e“50t sin 213t V

Zadanie 5.3
V/ stanie ustalonym przed rozwarciem kluczo

i 1 (0 )  =■ f  = 20 nuV.

Po rozwarciu klucza obwody sprzężone 
można przedstawić jak no ry3. 5.3.1. 
P.ównania drugiego prawa Kirchkoffo 
po rozwarciu klucza mają postać:
I.,(s)(R + sL.,) - X „ (3)311 = Li., (O),
X2ls)(R + sL2) - 1^3)3« s-Mi, '.0;,



a) gdy M =» L2 a L, to
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- , X , LR  Ł 1 ^  TI2 (a) = -i1 (0) 23Ł- +--g  ---- ? — T +  aT»

2Lgdzie T =» -g, 
atad:

3*1 (O) “ V  — i
i2 (t)   ~z—  e 3 -10 e 1Z* Z mA,

b) gdy M = 0,5 ^L 1 L2 => 0,5 L, to

Xp(o) =■ -i. (0) 1------- 2 ' =
2 1 L2 - M2 2 2LR , Ra +  3 — w n +  n 1 p1

L - W  L - M-

1 1 W.  3 ________
“ " 3 L2 - M2 13 - SlM o  - 32J*

Po przej ściu na postać czasową

Ł ,,) . . i , « )  T ± r r - - ,“2') - ,01.-5°°* - .-'«*)
2 1 l - ir i 2

Zadanie 5.4 
Po zwarciu kluczas

oo rozwarciu klucza:

i., (t) =■ 20(1 - e“267*) mA,

i2 (t) » 223(1 - e~267t) mA,

i1 (t) =. 26,7 e“533t mA, 

i2 (t) = 298 e_533t mA.

mA •
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Gdy klucz jest w pozycji 1, to napięcie na pojemności uc można obli-
Zadanie 5.5
Gdy klucz j 

czyć w następujący sposób

V
3(s)

Uc (^ " ) 3 ir-Ejx

Stąd maksymalne napięcie chwilowe ucm

\Ir2 + x
Xc =. 50 V.

Rys. 5.5.1
Po przełączeniu klucza na pozycję 2, obwód 

można przedstawić jak na rys. 5.5.1 .
Napięcie u c (0) = ucm.
Wartość pojemności C 1 10 ̂ P .
Korzystając z metody potencjałów węzłowych

+ sl + sCj
1 . 1  . uc (0)

—  sC-

stąd

, . u 10) 
V(s) r- 0

zatem

I(s) V(s) uc (0> 1
"I 3 la - 31 J (3 - 32; * 

Po przejściu na postać czasową

u (0) - s.,t s_t
e + i ^ - eS2 - 3-,

Stąd

i1 “ ■ “ 'W - ir => 10^ - 5 . 10^. 
(rc)

s1>2 = -500 ± j 1000.
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Zatem

l(t) = (0,625 e"500t sin 1000t) A.

Zadanie 5.6 
iL (0) = -43,5 mA.

Dla t  >  0 obwód można przedstawić jak na ry3. 5.6.1:

u(t) = tfU) + u"(t) + u"'(t),

u'(t) = 2,18 e" 1000t V,

u" (t) =. 7,1 sin 1000t - 2 , 5  sindOOOt - ■§) - 1,76 e~1000t V, 

u'"(t) a 2,5(1 + e- 1000t) V,

zatem

u (t) = (5,58 sindOOOt + 0,32) + 2,5 + 2,92 e~ 100(n) V.

-I- U

ó

u "

B
T

Rys. 5.6.1

Zadanie 5.7
Po przyrównaniu urojonej części impedancji obwodu do zera, otrzymuje 

się zależność

R2 + ( % L )2 =

stąd

R + ( cuqL)
^ = 0 ,5  f F .
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Przebieg czasowy napięcia u(t) można obliczyć, stosując metodę dwóch prze
ciwnych stanów ustalonych jak w zadaniu 4.3.
Składowa ustalona napięcia u(t) można obliczyć metodą symboliczną:

^

<“ + 1 “ o «
Z. = A °-- ,

R + % L “ -77T?o

U'(t) => itt)z1.

Po podstawieniu danych

u'(t) =■ 4 \[2 V,

stąd

u (t) =. 4 ^2 sin 104t V. 

Prąd płynący przez indukcyjność

xl (^  3 n f e  - 40 e " J  *o

Zatem

Dla t = 0:

iL (t) =• 40 sin(104t - mA.

iL (0) = -28,3 mA,

Uq (0) = 0.

Składowa przejściowa napięcia u"(t) pochodzi od wyładowania warunku po
czątkowego i^io)

u " ( s ) ( ^  + sC + g 1 -bI) .
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Po przekształceniu

U" la)

gdzie:

iL (0) 1
~T! la - s-, M s  - s2 ) ’

s, = -3 . 104 i, 

b2 =. -2 . 104 i.

Stosując I wzór Heaviside’a otrzymuje się postać czasową napięcia u"(t) 

u" (t) = 5,66(e“3*1°4t - e-2.1°4t) v>

Zatem
t

4 4
u (t) = u'(t) + u"(t) =»(41/2 sin 104t + 5,66(e“3*10 t  -  e- 2 *10 t) V. 

Zadanie 5.8
Dla obwodu z rys. 5.8 można napisać zależność

czyli

gdzie

stąd

(fi Kdl = /  Kdl + f  Kdl,
1V2R1 1V2 2R1

e (t) =■ u 12 + Ri(t),

e(t) =. S || =. 62,8 cos 3,14 . 104t V,

u 1 2 (t) = elt) - Ri(t) =»

(62,8 cos 3,14 . 104t - 500 . 0,1 \ f l sin(3,14 . 104t + v)) V = 

= (62,8 cos 3,14 . 104t - 70,7 sin(3,14 . 104t + v ) )  V.
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Wskazanie woltomierza jest uzależnione od fazy początkowej y  prądu ilt), 
Jest największe dla y  = - ^  rad, wówczas

u 12 =» 133,5 cos 3,14 . 104t V,

Uv = * 94,5 V.

Najmniejszą wartość wskazanie osiąga dla y  = ^  rad

u 12 » -7,9 cos 3,14 . 104t

a

UT =* 5,58 V.

Dla fazy: y  * 0,

u 12 = 94,5 sinl3,14 . 104t + 2,42) V f

Dla obwodu z rys. 5.8b

Uy =. 67 V.

Uy =» IR =. 50 V.

Zadanie 5.9

i^(t) = 2,5 cos 5 . 104t A,

Ig = 0.

Zadanie 5.10
Indukcyjność własna uzwojenia pierwotnego

Li = -r—  = ” iVj. - — ^ — =

- mo2....- 8.0.0 . 4 31.  10-7 (1,25 . 10~2)2 = 2 38 H 
9,5 . 10“2



Indukcyjność wzajemna
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= 1200 . 500 . 800 . M l . 10~7 (1.25 . 10~2)2 a Q gg2 H> 
9,5 . 10-2

Prąd w uzwojeniu pierwotnym

Ę
w _ \  E(a) 8 E 1
1(-> • ifet ” K,-i «■■"-.'i; • * - n q  —  1 ; - -

3 ( 1  +  8

“ r ę +  i; s a ”i ~ T T *

Po przejściu na postać czasową

t
i(t) =» R E+ (1 - e 7 ) = 0,267(1 - e-37’8t) A.

Napięcie indukowane w uzwojeniu wtórnym 

MJ ^
U 2 (t) = -H H  = - -TpS e T  =» -0,992 . 0,267 . 37,8 e"37’8t = -10 e'

Zadanie 5.11

ud-  -261 e-2,54.103t v<

Zadanie 5.12
W uzwojeniach cewki indukuje się

Wartość skuteczna

e(t) » z => -za223? fBsin2-iift.

E = z.q.2a.| ’ .f f l  „ 133,2 7.

■37,8t Y,
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U  _ _________ E2 J i f L ____________  = 133.2 . 2SI. 100 . 30 . 10~3 = 33 g v
\j(R+Rc )2 + [2if(Lc+ L ) ] 2 \](5 0 + 2 0 )2 + [ 2SI. 100(10+30) . 10-31 2

Zadanie 5.13

i(t) = (0,156 3in 314t - 1,4 sin 942t) mA..

Zadanie 5.14
Niech funkcje czasowe podane w tablicy 5.1 zostaną wyróżnione

Tablica 5-1

Wskazanie woltomierza

Wyróżniona
funkcja

Oznaczenie
uk

Postać
czasowa

Poatać
operatorowa

Impulsowa u0U ) <Kt) 1

Skokowa u 1 (t) 1 (t) 1.
3 \

Liniowa ' u2 (t) t 1
7

Paraboliczna u,(t) t2 13 T 7

Jeżeli przebieg czasowy sygnału na wejściu obwodu f1 (t) opisany jest w 
równomiernych przedziałach czasowych 7 za pomocą wyróżnionych funkcji

f3lt) = aQua (t) + a.,ua (t - r )  + a2ug (t - 27) + . . .  + anua (t - a t ),

gdzie zgodnie z przyjętym oznaczeniem funkcji wyróżnionych a =■ 0,1 ,2,3, 
to jego postać operatorowa dana jest wyrażeniem

F.,(s) = ~  (aQ + a^ e-ra + a2e~2ra + ... + ane_ni3)*

Podobnie przebieg czasowy sygnału na wyjściu obwodu f2 (t) dany w po
staci funkcji wyróżnionych w tych samych przedziałach czasowych 7

f2 ^  3 boub lt  ̂ + biub ^  “ + b2ub ^  “ 2 + **• + bnUb ^  “ nr^’

gdzie zgodnie z przyjętym oznaczeniem funkcji wyróżnionych b = 0,1 , 2,3,
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nożna zapisać operstorowo

F2(s ) = ig lbQ + b1 e-?s + b2e"2rs + ... + bQe"nirs). 
s

Po podzieleniu F2 (‘s; przez P1 (a) otrzymuje się impulsową funkcję przej
ścia

F2 l s )  1 b o + b 1 e~7e  + b 2 e ~ 2 r s  + . . .  +  b n e “ n r 3TT I \ C I U I C.
Hl0> ’ W ? 1 5 . * . „ - n r s  + • • •  + a ne

%  l.„ * . c2.-2'» . ... ♦
s

Indeks o = b-a zależy tylko od wyboru rodzaju wyróżnionych funkcji w opi
sie przebiegów f1 (t) i f2 (t).

Po przekształceniu danych przebiegów czasowych f 1 (t) i f2 lt) na postać 
operatorową i przyjęciu e c3 = x, otrzymuje się:

F 1 ls) = i  11 + 3x + 2x2 + 5x3 ),

F~(s) = 1  (1 + 4x + 3x2 + 6x3 ). 
s^

W celu obliczenia współczynników c^, dzielenie funkcji F2 (s )/F.j (s ) można 
przeprowadzić następująco [18]

2 31 + x - 2x h- 5x^ + ...
1 + 3x + 2x2 + 5x3/ 1 + 4x + 3x2 + 6x 3

1 + 3x + 2x2 + 5x3 2 ^
x + x + x
x + 3x2 + 2x3 + ...

- 2x - x + ...
- 2x2 - 6x 3 + ...
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Posługując się tylko współczynnikami, dzielenie to może mieć zapis

, 1 . _o
1 , 4, 3,
1. 3. 2, 5.

t ; •»' 1 1 .
1 . h 2, • • •

-2, —1 , • • •
-2, —6. •••

5, ...

lub

ogólnie

Ü: 3: i: Ü : 2.-2.5. ...i

(b0. b -|. b2> ,
a2, ...} = tco* °1 ’ °2’ ***}

Stąd szukana impulsowa funkcja przejścia

His) = £  li + e"ia - 2e“2ra + 5e"JiS + ...).3^3

Zadanie 5.15
Przebiegi czasowe 3ygnałów f^lt) i f2 lt) w postaci operatorowej są na

stępujące:

Rys. 5.15.1

?,ls) = Ą  U  - e” ),
8

F2 (s ) = ij 11 - 2e"3 + e-23),

stąd

P2 (3) 1 1 - 2e"s + e“ 23
H ( s )  =  7 7 1 1 7  3  ----------- i " T 7 - 3 —

3 TS1 11 - e_3)*
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Zatem

Przebieg czasowy hit) przedstawia rys. 5.15.1.
Zadanie 5.16
Przebiegi czasowe f., lt) i f2 (t) w postaci operatorowej da się wyrazić 

iastępująco:

hit) (His)] = 0,1 1(t) - 0,1 1 (t - 1).

?1 (a) = ^  (2 - 5e"C3 + 2e"2r3)

P2 (s) = ij (1 - 4e"rs + 5e_2rs - 2e“3ra).
3

Korzystając z metody przedstawionej w zadaniu 5.16 po dzieleniu Pjlsyp^ la) 
otrzymuje się

(co*c1 ,c2’ •**} = ^  3

“ { ? ’ ~ 1» H> TC’ T l' •*•}*
/'f Zatem impulsowa funkcja przejścia 

His) ma postać

__, \ 1 ,1 3 -rs 1 -2tsHis) = 3 l‘?"'4e + H'e +

+ ^  e- 3C8 + ^  e~4r3 + ...).

Przebieg czasowy impulsowej odpowiedzi obwodu

h(t) - - -  1(t-t) + —  1 (t-2t) + -i 1 (t-3t) + —  1 (t—4x) + ...
2 4 8 16 32

przedstawia rys. 5.16.2.
Zadanie 5.17 
Operatorowo:

?,(») =. I  (2 - 5e-‘s + 2e ),

P2ls) (2 - 6e ■ f s 6e-2 s _ 2e-3Ts)#
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Wykorzystując metodę przedstawioną w zadaniu 5 - 1 6 podzieleniu P2 (s)/P1 l,s] 
otrzymuje się

i_ . _ 1 i2. -6. 6. -2 ) 1 3 11 43 171 1
1 o* 1 ’ 2 ’ •••/ = '{£ ' - y ; " ' ? ) -------- 3 i 1 ’ -  T ' TT* TS- “ 3?» •••]•

Otrzymany szereg liczbowy współczynników impulsowej funkcji przejścia K(s 
jest szeregiem rozbieżnym. Wynika stąd, że przebieg czasowy odpowiedz:
impulsowej obwodu jest nieograniczony. Dla wyjaśnienia tego, można zbadat
funkcje operatorowe P̂  ls) i i ^ 8) na płaszczyźnie zespolonej.
Po przekształceniu

F^s) =. i (1 - 2e~Ts)(2 - e ~ T a ) .

Stąd zera funkcji P^(s) wyznaczają równania:

-TSi 1
3 "j*

~Tb2 e ^ =» 2.

Zatem:

Ts1 =« 0,69315 - J2nJ<,

7s2 = -0,69315 - j2aJf.

Zera P1 (s) stają się biegunami impulsowej funkcji przejścia H(s). Biegui 
s1 leży w prawej półpłaszczyźnie, co warunkuje rozbieganie 3ię h(t), 1
ile bieguny te nie uproszczą się z zerami funkcji P2(s).

P2(s) = (1 _ e_rs)3.
3

Po podzieleniu P2(s)/P1 (s) pozostaje w mianowniku funkcji H(,s) czynni: 
(1 - 2e-Zs) dający biegun w prawej półpłaszczyźnie. Zatem za pomocą sta
bilnego, liniowego obwodu o parametrach skupionych nie można otrzymać n; 
wyjściu przebiegu f2(t) z rys. 5.17, gdy na wejście podany jest przebie 
f1 (t) z rys. 5.1 6. zadaniu 5 . 1 6 funkcja FpU) miała postać

P?(s) =. K s  (1 - 2e"Z3)U - e~r3)2.
3

Dzięki czynnikowi (1 - 2e-Zs) nastąpiło uproszczenie biegunów w prawe 
półpłaszczyźnie funkcji H(s).
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Kiech przebiegi czasowe f1 (t) i fgit) będą aprok3ymowane przez ciągi 
impulsów występujących w chwilach próbkowania, każdy o powierzchni równej

wartości próbki razy przedział próbkowa
nia T >• 0,1. Stąds

Zadanie 5.18

“o,— a*-i 
b o ,  b n _,

j » 0

d j = b j

j = J

i =  n \  N

Rys. 5.18.1

gdzie

f \ i t )  = a / ^ ( t  - 0 , 0 5 )  + - 0 , 1 5 )  +

-r a 2Z - < m - 0 , 2 5 )  + . . .  + a 2gr<5,( t  -  2 , 9 5 ) ,  

f ^ U )  = boT ^ ( t - 0 , 0 5 )  + b . r < J \ t  -  0 , 1 5 )  +

+ b2r<?(t -0,25) + ... + b ^ c f i t  - 2,95).

Tym sposobem przebiegi f., it) i f,,it) zo
stały opisane za pomocą funkcji impulso
wych w równomiernych przedziałach czaso
wych T . .7 postaci operatorowej :

f 'U) a zre"°’053iao + a ^ -0»13 +

+ a2e-0 ' 23 + ... + a29e-2’9s),

P2 is) =. re_0*05s(bo + b.je-0 ’ 13 +

+ b2e-0,2s + ... + b2ge-2’93).

Do obliczenia impulsowej funkcji przej
ścia można zatem zastosować metodę poda
ną w zadaniu 5.16.

H^is) = cQ + c^e +. c2e + ... 

... + c2ge"2,9s,

{co*°1 >c2**

Algorytm dzielenia przedstawiono na rys. 5.1S.4 .

...,b2g|
29-* ••••a 29j



Otrzymany na podstawie H"ls) przebieg czasowy odpowiedzi impulsowej obwo
du h" tt) jest ciągiem impulsów, z których pierwszy pojawia się w chwili

t = 0, a nie t = 0,05, jak to mia
ło miejsce w f'lt) i f),lt). L ko
lei h" 11) = 0 dla t < C, stad pier
wszy impuls zawiera się w przedzia
le 0 < t <0,05, pozostałe nato
miast posiadają 3zerokcść 0,'. 
Zatem, jeżeli ciąg impulsów h'(t) 
otrzymanych na podstawie H"(s) ma 
mieć interpretację taką 3amą jak 
ciągi f'U) i fglt), to

2c c
h \t )  = i  _ 2  s(t) + % _L <f(t -  o, i )  + 

+ T - f  SKt - 0,2) + ...

... + <J(t - 2,9) => £c' <$\t) +O O

+ Zĉ Jlt - 0,1) +.zrc'2ci’(t -0,2) +
+ ... + Z c ^ J l t  - 2,9).

Wyniki obliczeń wg danego algoryt
mu zostały zebrane w tablicy 5.2, 
a przebiegi czasowe f1 (t), fglt) i 
hit) przedstawia rys. 5.18.2. Wy
korzystując do obliczenia hit) zna
ne przekształcenia rachunku opera
torowego, otrzymuje się:



Zatem

hit) = e"4t 1 (t) - e"4<t_1) t ( t  -  1) .

W tablicy 5.2 dla porównania podano również wartości hit), w tych samych 
chwilach co hit).

Tablica 5.2

t h*lt) h'(t) hit)

0 o , 050000 1 ,00000 1 ,00000
0,1 0,067032 0,67032 0,67032
0,2 0,044933 0,44933 0,44933
0,3 0,030119 0,30119 0,30119
0,4 0,020190 0,20190 0,20190
0,5 0,013534 0,13534 0,13534
0,6 0,009072 0,09072 0,09072
0,7 0,006081 0,06081 0,06081
0,8 0,004076 0,04076 0,04076
0,9 0,002732 0,02732 0,02732
1,0 - -0,048168 -0,48168 0,01832
1,0 + -0,048168 -0,48168 -0,98168
1,1 -0,065804 -0,65804 -0,65804
1 ,2 -0,044110 -0,44110 -0,44110
1,3 -0,029568 -0,29568 -0,29567
1,4 -0,019820 -0,19820 -0,19820
1,5 -0,013286 -0,13286 -0,13286
1,6 -0,008906 -0,08906 -0,08906
1,7 -0,005970 -0,05970 -0,05970
1,8 -0,004002 -0,04002 -0,04001
1,9 -0,002682 -0,02682 -0,02682
2,0 -0,001796 -0,01798 -0,01798
2,1 -0,001205 -0,01205 -0,01206
2,2 -0,000808 -0,00808 -0,00808
2,3 -0,000542 -0,00542 -0,00537
2,4 -0,000363 -0,00363 -0,00360
2,5 -0,000243 -0,00243 -0,00241
2,6 -0,000163 -0,00163 -0,00159
2,7 -0,000109 -0,00109 -0,00106
2,3 -0,000073 -0,00073 -0,00061
2,9 -0,000049 -0,00049 -0,00041
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Zadanie 5.19
Dla obwodu z rys. 5.19 napięcie u(t) w postaci operatorowej nożna wy

razić następująco

o w  . - S i s L l j  .

'1 i  sf’

¿<4

E(s) 1

a ) b)

Rys. 5.19.1 

Els) = (1 + sT) = + |,

gdzie T =■ RC =■ 1 s.
Stąd

R(s) =■ Uls) 11 + sT).

Dis danych przebiegów cza
sowych u(t) otrzymuje się 
następujące rozwiązania

a) U(s) => i-w, 
s

alt) - t 1 (t) + T 1<t) -  (I1(t) + 1 t(t)) V, 

b) Ulsj - 1,,
QJ

E(3) = i-T (1 + sT) =» -Iw +
B J  3 J  B i

»(t) - —  1 (t) + tT 1 (t) - (—  1(t) + t 1 (t) ) V. 
2 2

Rys. 5.T9.1 przedstawia dane przebiegi czasowe napięcia u(t) oraz odpo
wiadające im przebiegi czasowe SEM e{t).
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Zadanie 5.20
Dla obwodu z ryz. 5.20 napięcie ult) w postaci operatorowej można wy

razić następująco

Uls) = R a
S + ÓS 

“ Els) T - | % r,

gdzie T = RC = 1 s.
Stąd

EI3) = Ula)11 + «

Dla danych przebiegów cza
sowych ult) otrzymuje 3ię 
następująco rozwiązania:

a )  U l s )  = i ,

Els) =» —  11 + i]y) =

1 ^ 1 1 
= 3 7 * T ’

e (t) - 1 1(t) + t —  1(t) - (1 1(t) -i- t 1 (t ) ) V,T

b) U (o) = iw,
3

Els) = iw (1 + iw) = iw + i-j W,
S 31 O 3" 1

.(t) - t l(tl . i l  K t )  - (t K t l  * T  V -

Dane przebiegi czasowe napięcia u(t) oraz odpowiadające im przebiegi cza
sowe 3EM elt) przedstawia rys. 5.20.1.

aj t y
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Dany obwód z trójbiegunnikiem można przedstawić jak na rys. 5.21.2.
Szukana impedancja wejściowa:

Zadanie 5.21

U1Z o .W",we T^’

U, - U

stąd

1 +
1 + h

Po przyjęciu co = co Kq otrzymuje się

R( co + j co K ) 
Zw e ^ co  ̂ 3 co„ + co„Kq + j oij Kqg g

Kq ^>1 oraz co\ co zatem

co?K
zw e (J aj) 3 Ir (1 + ~ T T ' ) + jR “o T  3 (0*01 + 31 ) 2 -CO“-g

Obwód z rys. 5.21, od strony zacisków wejściowych stanowi dwójnik uzie
miony o charakterze indukcyjnym i dobroci

Q =» 100.

Zadanie 5.22
Dany obwód z trójbiegunnikami można przedstawić jak na rys. 5.22.1

U.

W 2 + Uwe 
we 3  H -
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Stąd

Po podstawieniu

U2 3 ~ % j 'J2 + KUUU 1 ’ 

U1 3 " iW J2 - Uwe*

BI, +
W

1 + 0

i uwzględnieniu, że K S»1, otrzymuje się

K2 ca2- O z.uli + 1 *, -)
X, co' -  co' + j oj K co o g J o g

= K
co* + Ki co* aKl Ul

 ?----12 2 — 7 - ^ — T --5---- 2  TT 1! Tu*-(co* + co (,co- + Ko w-) + K“ Oig

= (10 - j 1000) a .
Obwód z rys. 5.22 od strony zacisków wejściowych stanowi dwójnik uziemio
n y  o charakterze pojemnościowym i dobroci

Q = 100.



- 421 -

Względne współczynniki wrażliwości można wyznaczyć kilkoma metodami 
[3, 7]• Poniżej zastosowano dwie metody obliczania wrażliwości:
- z definicji,
- za pomocą obwodów dołączonych [3, 7] .
Obliczanie wrażliwości z definicji

Zadanie 5.23

Stąd nominalna wartość napięcia U2

U,2, nom y2

Względne współczynniki wrażliwości napięcia U2 na zmiany 
- rezystancji R

„U2 defV  =

- pojemności C

SC2 “  T §  TT-2“  3 - ° ’ 5 V* ei45° “ -°.5 - J 0,5 - j<jg,2, nom
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pulsacji o j

„ 2 def 2 w  « r- łHT
S co "  oTT U  =* -0 ,5  V2 '2, nom

'J45° - -0,5 - i 0,5 - sj,“ 2 ' + j(j£

Podobnie

=>0,5 + 0 0,5.

Wzrost wartości R, C i pulsacji oj powoduje zmniejszenie napięcia U2 «

Rys. 5.23.1 Rys. 5.23.2

Obliczanie wrażliwości za pomocą obwodów dołączonych [7]
Rależy obliczyć wpływ zmian wartości parametrów elementów i pulsacji na 
napięcie U2 w obwodzie H z rys. 5.23.1, zatem obwód dołączony z rys.
5.23.2 jeot zasilany na wyjściu przez SPM I2 1 => 1 A.
Można sprawdzić, że:

n~J45

T = J L  eJ 4 5 ° a
c.i y i c ,  1

ą L  e - 3 « °  v . 
V 2

Po podstawieniu do zależności podanych w rozdz. 2 [7], otrzymuje się względ
ne współczynniki wrażliwości napięcia U 2 na zmiany 
- przewodności G

SG2 " T I ~ -  - ° * 5 ^  ej45° - 0.5 + j 0,5,* 2, nom
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- admitancji j w C

Sj i c  3 -UcUc 1 “ °-5 Î  ed45° - -0.5 - J 0,5.» 2, nom

U2Można zauważyć, że Sjcuc przy ustalonej pulsacji oi jest wrażliwością na 
zmiany pojemności C, natomiast przy ustalonej wartości pojemności C, wraż
liwością na zmiany pulsacji u> .
Na podstawie znanych wartości wrażliwości względnych oraz tolerancji ele
mentów i pulsacji, można obliczyć przybliżone graniczne wartości naoięcia 
U2 !

U2,max 3 \ n o m (~Sl X  “ “ Ł * * »  > + U2,nom-

U2,min 3 U2,nom(SX  + 5l \  + Y Y  > + U2, nom-

gdzie
łR' tC' - tolerancje rezystancji, pojemności i pul3acji wyrażone

w procentach, 
a) tR = tc = 10«, a tw  = 0«,

zatem:

U2,max " U2,nom11 + °’1 + i 0,1 ) - 0,781 e- ^ ’8° 7,

82,min = U2,nom(1 " °«1 ’ 3 ° ’1> “ ° ’64° 8“J51’3° V ‘

'Wartości U '  i ul . wyznaczono przy założeniu małych zmian wartości2, max 2, man r
elementów, wtedy słuszne są wzory na względne wrażliwości małonrzyrostowe.

U U
Natomiast z zależności na wrażliwości względne 3^ i 3^ widać, przy ja
kim granicznym rozkładzie wartości elementów uzyskamy dokładne wartości 
graniczne napięcia U2 *
Gdy R/= (1 - t^)R =» 0,9 kü oraz C'= (1 - tę)C = 0,9 . 10-^ F, wówczas

U2,max - jSl ł » V +  f “ 0.777 e " ^ 9 °  7.

Porównując wartości UL . i U, „ można stwierdzić błąd modułu 0,39« i 2, max 2, max ^ ’
fazy 2,3«.
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Gdy R" = (1 + tR )R =>1,1 ka oraz C" = (1 + tc )C = 1,1 . 10” P, wówczas 

U2,m in  “ jo ;  Rlj1)li'1'  T T  = ° ’ 637 a' j 5 ° ’ 4 V *

«/y znaczona wartość po3iada błąd modułu 0,47/6 i fazy 1,8/6*

tR 3 tC 3 20^» ^  3

U2,max = U2,nomt1 + 0,2 + 3 ° ’ 2) “ 0,860 a_J35’5° v >

U2,max = ja; O.aR 0,8^ + 1 = 0,842 e 

Błąd modułu wynosi 2,1«, fazy 8,95%.

■J32, 6° V.

°2,min = U2,nomt1 - 0 . 2  - 3 0,2) = 0,583 e”J59 V>

U2,min 3 j o 1 ,ŻR' V 'T,-źt:-— f 3 0,570 e~55’ 2 V *

Błąd modułu 2,28% i fazy 6,9%.
Zadanie 5.24
Obwód dołączony N1, do obwodu N z rys. 5.24, przedstawiony zo3tał na 

rys. 5.24.1.

L C

Rys. 5.24.1

\l obwodzie N napięcia na elemen
tach wynoszą:

UR = 0,98 ej11,3° 7 = U2,nom’

Uc = 98,15 e"J78,7° V,

UL = 97,96 eJ10l,3° V,
/

a w obwodzie dołączonym :

UR 1 = 0 , 2 0  e”^78,7° V, 

Uc ,i =• -98,15 e”J78,7° V,

UL 1 = 97,96 e”')78,7° V.
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Stąd względne współczynniki wrażliwości [Tl

SG 2 = "UGUG 1 TT2  = ”0*20 e_d78’7° = -0,04 + j 0,19,’ 2, nom

SYL = _UL rL 1 = "97,96 e“378’ 70 - -19,25 + j 96,05,
’ 2,nom

SYC 3 "UCUC 1 U 1̂ --  = 98,15 e”^78’ 7° = 19,28 - j 96,25.
’ 2, nom

Zadanie 5.25
Dla wyznaczenia wartości wrażliwości względnych metodą obwodów dołą

czonych, należy rozwiązać obwód N . jak na rys. 5.25.1 otrzymany z obwodu

Rys. 5.25.1

Rys. 5.25.2



- 426 -

z rys. 4.5 po wrysowaniu obwodu wzmacniacza z rys. 4.5.1 oraz obwód dołą
czony N i z rys. 5.25.2 skonstruowany zgodnie z regułami przedstawionymi w
[71 .

E + U2 E + U 2

3tąd:

T— 3 r — Tc 
_

2 +

„ . r 2 tett r + T a r n r r r
K1 +  — T—1 R„ + — —

U 12 = E - IR,

U 2 3 kUUU 12 3 W E ” R 7 “  R ^
R + J ^ C I I T T

^UU T 7 'T k '^ ■ “ ITlTT-jwTJHT

= Bkuu 2 T T " j  w UHlk[JU- +  T |  3 ° * ^ 7 e“ j 4 4 ’ 718 v ,

I = 0,995 e^0*2820 mA,

UR . I R ,  » 0,995 e3°> 282° v ,

UR2 UC 3 1 J-o) h  + I 3 0,704 e"J44,718° V,

U3,nom 3 ”U2 3 -0,697 e_j 44’?18° V ‘

Dla obwodu dołączonego il̂ z rys. 5.25.2

V 1 ,1^G1 + °2 + = +kuuI3,1

I3,1 11 I2,1 + V 1,1(G2 +

Po przekształceniu układu- równań otrzymuje się

v O  - T r r y  '+^j ¿u o (.T + k ^ )  3-0,697 • 1° 3 e-j44,718 V
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O  _-d 44,718°UR ^, 1 = -V1f1 = +0,697 . 10J e"

UR ?>1 = UC,. 3 V 1,1 3" ° . 697 « 103 e'J44,718° T2

Korzystając z obliczonych wartości [7] 

U, G
3G 3 3 -UR UR 1 U— ‘—  =-°,995 eJ0’ 282 = -0,995 - j 0,005,

1 1 1 *  3,nom

8G3 3 -UR„UR ?,1 u r t r  = c’ 704 °"J44,71Q 3 0,5 - 3 ■VI«,2 2 2 ’ 3,nom

SYC 3 "UCUC 1 U ‘̂ 'C~" = °.704 e345’2S2° = 0,495 + j 0,5,’ 3, nom

s”3 = -U--I, . rr-—  -  = 1,986 e^0 ’14° = 1,985 + j 0,005.
UU 12 •>>1 3, nom

Zadanie 5.26
Względny współczynnik wrażliwości s“2

*c
przy wzroście pulsacji uj oc

1 do 10 rad. zmieni się od wartości 0,5 do 0,99.s
Zadanie 5.27
Napięcie na wyjściu obwodu

U.,R
R + j(cuL - -jijr)

jest biliniową funkcją indukcyjności L o postaci

„ A + Bx 
2 3 TTTTE»

gdzie: 
x = L,
A =. U.,R,
B = 0,
C 3 R “ i kD = jcu
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Rys. 5.27.1

Miejscem geometrycznym końca wektora napięcia U 2 (L) na płaszczyźnie ze
spolonej, przy zmianach wartości 1  od -«> do + »  jest okrąg o promieniu 
0,5 V i współrzędnych środka (0,5, 0). Na rys. 5.27.1 przedstawiono wy
kres kołowy napięcia U2 (L) oraz wykresy |U,,[ a 0,8 V  i (Û l = 0,9 V. War
tości graniczne indukcyjności można wyznaczyć z następującej nierówności

IUJ R
°*8 ^ i — r ------- r - j  ^ 0,9.R + ( « 1 -  -¿ ję)

Po podstawieniu• danych ( cu = 10 — —  )s

0,8 5=-------- -------   « 0 , 9 .
1 + (10L - 1 )^

Stąd dla

L'1j2] = [0,025, 0,052] H

lub

L2 £ Ł'2,1t L2>2] =. [0,148, 0,175] H.
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Dla eo => 11 rad

Stąd

lub

0,8 <
+ (1 1L - 10)2

« 0 , 9 .

L 1 £ [L1jlt L' 2 ] = [0,014, 0,038] H

L g e f L " ^ ,  L2 ) 2 ] . [0,127, 0,151] H.

Wspólne przedziały wartości indukcyjności wynoszą

L1 e [0,025, 0,038] H

lub

L2 e [0,148, 0,151] H.

Zadanie 5.28
Miejscem geometrycznym końca wektora napięcia U2 (L) na płaszczyźnie ze

spolonej przy zmianach wartości L od -<= do +<= jest okrąg o promieniu
0,5 y  i współrzędnych środka (0,5, 0). 
Ograniczenia fazy można dokonać za po
mocą prostych wychodzących z początku 
układu współrzędnych o nachyleniu +30° 
i -45°, jak to przedstawiono na rys. 
5.28.1.
Wartości graniczne i L2 można wy
znaczyć następująco:

U 2 = |U2I e

stąd

¿V
J9>1R 1U1I e '

i

f  - P, - 9Z " 0 - (*2 o arctgt-^ -
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Za ten

Zadanie 5.29

. wił* -j
+30 . arctgi— ¡j- - - ^ )

co L_ - 
-45 = arctgt-fl ^ y ) .

iitąd:

L 1 = 0,042 H,

L2 = 0,2 H.

L 1 £ [0,042, 0,052] H,

L2 C [0,148, 0,175] H.

Zadanie 5.30. W przykładzie zostaną wykorzystane wrażliwości wyższych 
rzędów dla dokładniejszej aproksymacji funkcji układowej lub zwiększenie 
kresu górnego wfażliwoaci małoprzyrostowej. W punkcie 1) zostaną wyzna
czone z definicji wrażliwości wyższych rzędów a w 2) metodę obwodów dołą
czonych. Punkt 3) dotyczy obliczeń kresu górnego wrażliwości,a w 4) okre
ślono dokładniśó aproksymacji funkcji układowej.
Dla obwodu z rys. 5.30 funkcja układowa T » UQ

T(Ju) - U  ¿LSsS  »  ¿Lgrił-C  (1)
0 1 - u  LC + juCR or - u CG ■+ jucr

gdzie

c - *1»
r - ł ” x 2>
G =» 1 ,K a 3*

a amplituda napięcia wyjściowego 

______ E RuC_________
\f(7  - U 2LC)2 + (uCR)2 ^(GP - U  2CG)2 + (u>cn2

u i . —  E RtjG------------  —  Euffr„ —  (2 )o
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Ad 1. Obliczanie wrażliwości z defipic.1l
a) Wrażliwości 1 rzędu
Dla tematowych danych wrażliwości napięcia wyjściowego UQ na zmiany 

wartości G, f i C obliczane są z zależności [7] :

A  0 iUo G -.1 EuCr(r-e>2C)
s ‘  “ ^  ^  T ó r - ™ ? ćo"+ ju o r ) 2

U„ p. "SU lu j  u
s r  “  t  " 5 F  “  ¥  +  i  Q r  -  0  +  d

A  0 A  slUoi . A  0 ,
G " T T  S T ” “ c + J Qc “ 0 ~ J •o

Wynika z nich, że wrażliwości 1 rzędu modułu napięcia wyjściowego na 
zmiany wartości G,P i C aą równe zero

.  N  -  s W  . .  W  .  o

natomiast wrażliwości fazy są równe

U U U
Qg° - 0, Q r° - 1 i Qc° - -1 .

Tolerancja, amplitudy napięcia wyjściowego wyznaczana jest z zależno
ści

b) Wrażliwości 2 rzędu [25] 
Z definicji

A  A  df 1 C2 0 Uo ,1uX32P 2G (o2G - jor)S „ = S - = TT" — o~ 55 ------o -------  T a + JC2 2 uo ac2 (GJP -  O CG + jocp)-*

U- df , p2 A  

*2 r2
S 2 =■ S ° =* -i f. 5̂  « ... m -1 - j-2 „2 -
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U U „ J M  r 2 ?fUn„ o  o o ar 1 (ł o^ o “ s o “ *p T]x2 G2 2 uo 2G

u  u  rr a f y ,q O q O cur OL O
\ x 2 “ 3cr  “ Tę 3TT3T

1 3
„Uo df CG A ,

“ SCG " TT" 'TOST

^3X3
A  df rG * \  
^G “ Tę 3F3TI

Wrażliwość (drugiego rzędu) amplitudy obliczana jeat z zależności [25]

. |T| df 1 a2 ItI 
3 x T

Re(S „) + \

S M  ® f i s L . Re(s* ) + Q* . qt
1 J 'I 2 i3 J 1 j i X.

Dla tematowych danyoh

s W  . j N  . - i  ST? - V  ?

. W  -  . N
*2 r

3 w  . . N  . 0,
x2 G23

|Uo|
1*2 cr i.

3 J “ i ,  ■  3 c o ° ^  -

Pol . 3 PolS - S - 0.
*1*3 rG



Tolerancja amplitudy napięcia wyjśoiowego po uwzględnieniu wrażliwości
1 i 2 rzędu aprokaymowana Jest zależnością

t (iu}i- 2  + 2  2  t t
lu ° l  i-i 1 1 i-i A

Najgorszy przypadek (gdy |t| - | t, J  - [t^J - [t^j } wygtąpl
» t - -t , wówczas*0

t (2) - -2 t2.
K\

c) Wrażliwości 3 rzędu [25j 
Z definicji

dla t -

(4)



- 434 -

„Uo sUo df 1 G2C °3uo 0S „ » 5 _ ■ -w ?r—   5  “ O,
a2c

s ° - s
X3X 2

Uo df 1 Gfc 3 Uo Q
o2r  "

„Uo „Uo df ero
sx,*2*3 “ ero “ TT— STETO “ 4*

Wrażliwości (trzeciego rzędu) amplitudy obliczane są z zależności [25]

¿TJ. - Re(ST,) + i S*T| )2 + Q%Q* . 
x (  x (  2 xi ^ 1  x2 x i

- Re(ST2 ) + i S'T| (<£ )2 + S ^Ql Ql + + qT qT
xixj xixj 3 1 1 1 J 1 j 1 4  x i

SiT]c x " Re(Sx x x } + 3iT|<̂  Qx + SiT,Q£ Qx + xixJ k xi J k xi i  k i  i k

+ s lTl qt +. qT + qT qT + qT qT #
xk xi %  ^ i x J xk ix k XJ xJxk xi

Dla tematowych danych

- 1 , . W  --i, 
X2X1

N

x2

Pol

1 ,

0,

s Po!
X2X3

S N
x3*1

-  - 1 ,

-

S P J
2

X1X2
- 1,

X3X2
0 ,

3  2 " -1» 3x x»x,x^x3 X1X2X3



Tolerancja amplitudy napięcia wyjściowego po uwzględnieniu wrażliwości
1, 2 i 3 rzędu aproksymowana jest zależnością

(jj). - 4  s lu°l t + 4  2  s ̂  t t +
l ol ^  Xi X1 ¿ 1  jti * A  **■ XJd*

3 3 3
2  2  2  sĵ sL.. łx A A
i- 1 j»i k-j xi3Cjxk A A  A

Dla najniekorzystniejszych warunków pracy

t - t0 - t - -tr - -t - A  ■ A ,

t (|^j - -2 t2 + 4 t3 . (5)

Ad 2. Obliczanie wrażliwości metoda obwodów dołączonych

a) Wrażliwości 1 rzędu [7]
Do obliczenia wrażliwości 1 rzędu napięcia wyjściowego UQ na zmiany

admitancji gałęzi metodą obwodów dołączonych należy oprócz obwodu podsta
wowego N (rys. 5.30) rozwiązać obwód dołączony N° (rys. 5.30.1) zasila
ny 5PM 1 A dołączoną do zacisków wyjściowych.

Admitancje gałęzi są równe
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a wrażliwości obliczane ną (dla u ■ const) z zależności [7]

A  A  „ „ u0 y i s- "U1U1 TTO
“o „Uo „ J 2
%  :  %  ■ -»S»2 r 0

- s“° ■ -u3°! £

gdziet
- napięcie na i-tym elemencie w obwodzie N, 

u£ - napięcie na i-tym elemencie w obwodzie NQ . 

Ponieważ!

U-] -  -d V, u2 - + i V, u3 =. 1 V,

więc

^  -  +d v, u° -  - j  o i  -  o

s “° -  -(-d )(+ d ) 4  -  - i
y i  1

u„ u„
s ° -  d s 0 =. 0.y2 y3

b) Wrażliwości 2 rzędu [25]
Należy dodatkowo przeanalizować obwody "dołączone do dołączonych" [25] 

N0’1, N®’^ i N0’^, tzn. obwody zasilane przez SPM 1 A podłączoną rów
nolegle kolejno do 1,2 i 3 elementu. Ponieważ N0’^ = N° (element 3 pod
łączony jest do zacisków wyjściowych a obwód składa się z dwójników), wy
starczy rozwiązać obwody N0’ 1 i N®’^ (rys. 5.30.2) z SPU 1 A dołączoną
równolegle do y 1 i y 2.

Wyniki analizy obwodów N, N°, Ii0’ 1 i 2 zebrano w tablicy 1.
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Tablica 1

Obwód
Napięcie na i-tym elemencie

i - 1 i - 2 i - 3

H -  J + j 1

N° = N0’ 3 + i - i 0

N0’ 1 1 -  J- -  1 + i

n0 , 2 -  1 1 + i ~ 3

Wrażliwości 2 rzędu oblicza alę z zależności j25j

U
S “ » U . C Tono,i iiiuiui u;

-  « i « ’ 1  *  4 & ‘ >

Po podstawieniu wartości liczbowych otrzymamy 
U y ̂

s 2 =■ u ,u °u ° .1 » ( - j ) (+j) ( i - j ) —y = -1
y 1 o

0 -  - 1  -  d j  s U °  -  0}
y2

sU°
y 1y 2

Uo
~y 1y 3

( - 3 ) ( - 3 ) ( - D  + I 3 ) ( 3) (

Uo 
-y2y3

l i
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c) Wrażliwości 3 rzędu
Do obliczenia wrażliwości 3 rzędu wystarczą [25] wyniki analizy obwo

dów N, N°, N0’2, N0’ 2 zebrane w tablicy 1. Wrażliwości obliczane aą z 
zależności

sU°
yiykyl

Ą  - - u ^ u j » -1 )2 ^
yi °

sU°  .  - ( u ^ ^ u ^ u “*1  + U ^ U ^ U ^ 1  + 
yiyk

■ [ U i t U k U k , l u i ’ 1  +  U k ’ i u i U l , 1 C )  +

+ u ^ u ^ u ^ « 1^  + .+

+ + U°*1U°U°’iU 1]

a wyniki eą identyczne z rezultatami uzyskanymi w punkcie 1 ).

Ad 3. Kres górny wrażliwości małoprzyrostowych [25]

Jeat to taka wartość tolerancji elementów, przy której błąd aproksy
macji nie przekracza zadanej wartości £ ■  a» W tym przykładzie przyjęto 
£- 5%.

Rozpatrzmy najgorsze warunki pracy, wówozas

C - CQ l1+t) 16)
r « r 0(i-t) (7)
0 w G0l1-t) (8)

gdzie indeks "ow oznacza wartość nominalną elementu«
Po podstawieniu (6), (7), (8) do (2) i uwzględnieniu wartości liczbo

wych otrzymamy

W  • " 7 = = !  151
Y1+2t+5t
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a) Kras górny dla wrażliwości 1 rzędu
Kres górny wrażliwości małoprzyrostowej 1 rzędu obliczamy z zależności

|UONI + (l)
oNl > o |

a - 0,05

Ponieważ

“oMl 1 V i t W ,  - 0
N

więc
1 + t
'1+2t+5t2> - 0,95

t(1>1 / 2
[-14,1* 
1+19,7%.

Przyjmujemy, że górny kres tolerancji (dla wrażliwości 1 rzędu) dla któ
rego błąd aproksymacji nie przekraoza 5% wynosi t ^  » + 14%.

b) Kres górny dla wrażliwości 2 rzędu 
Obliczmy go z zależności

- 0,05.

Po podstawieniu (4) i (9) otrzymamy równanie

1 . t, _ 1 + 2t2 - + 0,05.
1+2t+5t

którego rozwiązaniem jest

. (2 ) i-28%+25%.

Górny kres tolerancji (dla wrażliwości 2 rzędu) dla którego błąd aproksy-
i o )macji nie przekracza 5% wynosi t = + 25%.
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o) Kres górny dla wrażliwości 2 i 3 rzędu 
Z zależności

0,05

po podstawieniu (5) i (9) otrzymamy

1- - 1 + 2t2 - 4t3 * + 0,05
/1+2 t+5t*

a po rozwiązaniu

.(3) f-31% 
|+37%

Górny kres tolerancji (dla wrażliwości 3 rzędu) dla którego błąd apro
ksymacji nie przekracza 5% wynosi t (3) + 31%.

Im wyższy rząd wrażliwości użyto do aproksymacji zmian funkcji ukła
dowej tym wyższy jest kres górny dopuszczalnych tolerancji wartości ele
mentów.

Ad 4. Wpływ rzędu wrażliwości na dokładność aproksymacji [25]
Prześledźmy wpływ rzędu wrażliwości na dokładność aproksymacji zmian 

funkcji układowej dla tolerancji elementów t » 14%. Wyniki zebrano w ta
blicy 2.

Tablica 2

Tolerancja funkcji układowej spowodowana 14% 
rozrzutem parametrów obliczona

dokładnie 
td =. -2,89%

z uwzględnieniem 
wrażliwości 1 rzędu

t ̂  - 0%

z uwzględnieniem 
wrażliwości 1 i 

2 rzędu
t v*■' - -3,92%

z uwzględnieniem 
wrażliwości 1 , 2 

i 3 rzędu
(3)t VJ' - -2,82%

td- t (l) = -2,89% td-tl2) = 1,03% td-t^3  ̂ =» -0,06%

W dolnym wierszu tablicy 2 widać jak maleje błąd aproksymacji,gdy uwzglę
dnimy wrażliwości wyższych rzędów.
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Tablica funkcji wykładniczej e“x

X e"x X e"x
0,00 1,000 1,40 0,247
0,05 0,951 1,50 0,223
0,10 0,905 1,60 0,202
0,15 0,861 1,70 0,183
0,20 0,819 1,80 0,165
0,25 0,779 1,90 0,150
0,30 0,741 2,00 0,135
0,35 0,705 2,10 0,123
0,40 0, 670 2,20 0,111
0,45 0,638 2,30 0,100
0,50 0,607 2,40 0,091
0,55 0,577 2,50 0,082
0,60 0,549 2,60 0,074
0,65 0,522 2,70 0,067
0,70 0,497 2,30 0,061
0,75 0,472 2,90 0,055
0,80 0,449 3,00 0,050
0,85 0,427 3,50 0,030
0,90 0,407 4,00 0,018
0,95 0,387 4,50 0,011
1,00 0,368 5,00 0,007
1,10 0,333 5,50 0,004
1,20 0,301 6,00 0,002
1,30 0,273 7,00 0,001
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Tablica transformat Laplace’a funkcji czasowych

Lp. flt) F(s)

511)

1 ( t )

1
7

-at

1 - e-at

t e-at
(s + a)*

(1 - at)e“at
(s + a)*

a2 ~ a1

.• -ai t —a«t
1 (e 1 - e 2 ) (s V  a^TCs"-” ¿"p"'  °1 * a2

. -a.t -a„t
a2 (a1 S - a2e ) ls + a^JTe ~"'a'2T ! a1 * a2

10 1 i. .-at)t - ±  (1 - e
s (a + a)

11 sin ujt (s + j co M s  - jw ;

12 cos cot

13 tcincut 2 oj s
7  " < 7 7

14 e“at3inoJt
(s + a)2 + hJ2

15 e“atcoao) t 3 + a 
(3 + a)2 +

16 sin( cot + /3 ) _co_co3/^j^_3siin̂ 3
2 2 3 + CUC

17 n!
,n+1

18 tn e“at n!
(s + a)h+T
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