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PRZEDMOWA

Przedstawione w zbiorze zadania są ilustracją wykładów i ćwiczeń tabli
cowych z Teorii Obwodów i Sygnałów dla studentów drugiego roku studiów 
dziennych i wieczorowych Wydziału Automatyki i Informatyki.

Zbiór może być też wykorzystany przez słuchaczy innych Wydziałów Jako 
pomoc w opanowaniu metod analizy stanów nieustalonych w obwodach nielinio
wych i w liniach długich oraz analizy widmowej sygnałów okresowych.

W I części skryptu podano tematy zadań. Pionową kreską na lewym margi
nesie oznaczono zadania z rozwiązaniami.

Część II zawiera rozwiązania większości zadań i odpowiedzi do pozosta
łych. Na końcu, Jako dodatek, podano wzory umożliwiające obliczenie pod
stawowych parametrów typowych linii długich, wzory na współczynniki sze
regu Fouriera typowych przebiegów okresowych, opis metody diagramów Barge- 
rona oraz literaturę wykorzystaną bezpośrednio lub pośrednio przy pisaniu 
skryptu.

W każdym z rozdziałów, zadania starano się uporządkować wg rosnącej 
złożoności problemów oraz metod ich rozwiązania.

Zadania z analizy stanów nieustalonych w obwodach z elementami nieli
niowymi zebrano w rozdziale pierwszym. Do ich rozwiązania starano się wy
brać najefektywniejsze algorytmy.

Zadania z linii długich umieszczono w rozdziale drugim i szczególną 
uwagę zwrócono na metody analizy stanów nieustalonych.

Analiza widmowa sygnałów okresowych Jest tematem zadań rozdziału trze
ciego. Y/ rozdziale tym wykorzystano, oprócz transformaty trygonometrycz
nej i wykładniczej, dyskretną i szybką transformatę Fouriera (FFT) oraz 
funkcje Wałsha.

W trakcie redagowania zbioru zadań do tekstu mogły wkraść się błędy i 
nieścisłości, które uszły naszej uwadze. Propozycje i uwagi Czytelników, 
skierowane dc Instytutu Elektroniki Politechniki Śląskiej, pozwoliłyby Je 
w przyszłości usunąć. Z góry serdecznie za nie dziękujemy.

Pragniemy w tym miejscu złożyć podziękowanie pro?. Adamcwi Macurze i 
pro?. Tadeuszowi Zagajewskiemu za inspirację i słowa zachęty w trakcie pi
sania niniejszego zbioru.

Osobne podziękowanie składamy Pani doc. dr inż. Marii Jastrzębskiej za 
recenzję i redaktorowi działu Pani dr inż. Annie Skrzywan-Kosek za trud 
włożony w zaopiniowanie i wydanie tego skryptu.



Dziękujemy także tym wszystkim, których pomoc i dobra wola przyczyniły 
się do powstania "Zbioru zadań z teorii obwodów III".

Gliwice, kwiecień 19T8 r. Autorzy

PRZEDMOWA DO WYDANIA II

Niniejszy skrypt jest poprawioną wersją "Zbioru zadań z teorii obwo
dów III" wydanego w 1979 roku.

Gliwice, maj 1982
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WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ

C - pojemność
cQ - pojemność jednostkowa linii
C2 - pojemność na wyjściu linii
d - długość linii
e - idealne źródło napięcia zmiennego w czasie (SEM e)
E - idealno źrćdło napięcia stałego (SEM E)
f - częstotliwość
gQ - upływność jednostkowa linii
h - grubość laminatu

- grubość druku
i - prąd zmienny w czasie
I - idealne źrćdło prądu stałego (SPM I)
i-,, i2 » I-]. ^2 “ Pr^ćy na początku i końcu linii
I(t,x) - prąd w odległośoi x od początku linii w chwili t
I0, Ip - fala prądowa odbita i padająca
1Q - indukcyjność jednostkowa linii

- indukcyjność
I>2 - indukcyjność na wyjściu linii
M - współczynnik odbicia od początku linii
N - współczynnik odbioia od końca linii
q - ładunek
rQ - rezystancja jednostkowa linii
R - rezystancja
Rj - impedanoja falowa linii bezstratnej
Rq> R2 - rozystancja wewnętrzna źródła zasilającego linię i rezy

stancja obciążenia linii
a - operator
t - czas



czas, po którym fala dojdzie do końca linii
stała czasowa
napięcie
napięcie na początku i końcu linii
napięcie w odległości x od początku linii w chwili 
prędkość rozchodzenia się fali wzdłuż linii 
napięcie
fala napięciowa odbita i padająca 
szerokość ścieżki drukowanej 
iwpedancja
inpedancja wewnętrzna źródła zasilającego linię
iwpedancja obciążenia linii
inpedancje falowe linii długiej
lwpedancje wejściowe
współczynnik tłumienia
współczynnik przesunięcia
współczynnik przenoszenia linii
stałą dielektryczna
raaystywnoźć (opór właściwy) przewodnika
długość fali
stała czasowa
atruaień, faza
pulsacja



WYKAZ NAJCZĘŚCIEJ UŻYWANYCH SYMBOLI GRAFICZNYCH

ó idealne źródło napięcia stałego 
(SEM E)

i-+ -
akumulator (ogniwo)

© źródło napięcia zmiennego w czasie

idealne źródło prądu. (SPM I)

rezystor liniowy

o--- { - J -1-- o rezystor nieliniowy

warystor
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dioda tunelowa

cewka liniowa

o-- cewka nieliniowa

-Ih kondensator liniowy

- 3 K - kondensator nieliniowy

dwójnik

awójnik nieliniowy

tranzystor p-n-p

ozwórnik



linia długa >aelewa

linia długa

linia dług?.





ZADANIA



'



Rozdział 1

ANALIZA 0BV,'0DÓV/ NIEIJNIOYJICH '3 STANIE filEUSTAMBYŁI

¡Zadanie 1.1.

Napisać równania ruchu dla obwodu, z elementami nieliniowymi, przedsta
wionego na rys. 1.1, jeśli nieliniowy trójnik rezystancyjny określają rów
nania

V1 ° = 2 + 2v2 + v2i' - 2i3,

i2 ° = 4 - iif v2-2ii v| + 3v|.

Nieliniową zależność strumienia skojarzonego od prądu w cewce opisuje rów
nanie

<p = <f»(i) = 2 - 2i3 + 5i5, 

oraz zależność ładunku od napięcia w kondensatorze, równanie

*> c:q = q(v) = 1 + 2v - 2 v / ,+ v .

Wybrać zbiór zmiennych stanu i sprowadzić równania ruchu do postaci nor
malnej , czyli równań stanu.

Rys. 1.1.

‘Zadanie 1.2.
Dla obwodu z zadania 1.1 wybrać zbiór zmiennych stanu i .sprowadzić 

równania ruchu do postaci normalnej zakładając, że nieliniowa indukoyj- 
ność i nieliniowy kondensator opisane ea odpowiednio równaniami
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i. - 1 + If 3 + (Çy 1 u : 

(1b)

|Zadanie 1.3
Znaleźć równania stanu dla otwoiu przedstawionego na rys. 1.3, Przyj

mując jako zmienne strumienie i cp2. Nieliniowe indukoyjności opisa
ne są równaniami!

L1 * i>1 “ 

iLi =

Ł2 i <p2 = f 2 ( i L2 )

%  " f21 <*2>-

Zadanie 1.4
Określić stabilność stanów 

na rys. 1.4»
równania ^  = f(x) dla f(x), jak

Rys. 1.3

Zakładając, że indukoyjności są liniowe, np. ! cp̂ = c . i-̂ 

c = •! i v(t) = 5 V, określić stany równowagi obwodu.

Rys. 1.4
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Zadanie 1.5
Dla obwodu pokazanego na rys. 1.5 określić równanie stanu oraz stany 

równowagi i ich stabilność, przyjmując jako zmienną stanu ładunek q na 
kondensatorze. Charakterystyka i = G(v) obwodu JC pokazana jest na rys. 
1.5*1 a, a charakterystyka nieliniowego kondensatora q = q(v) na rys. 
1.5 • 1 b.

| Zadanie 1.6
Znaleźć rząd złożoności dla obwodów przedstawionych na rys. 1.6 i

1.6.1. Podstawowym problemem w analizie dynaraioznych obwodów jest znale
zienie rozwiązania równań ruchu, będących układem nieliniowych równań róż
niczkowych. Celowa wydaje się klasyfikacja obwodów w zależności od zło
żoności tychże równań. Rząd złożoności obwodu definiuje się jako maksymal
ną liczbę n niezależnych warunków początkowych, które można określić w 
zależności od wielkości elektrycznych, występujących w obwodzie.

Rys. 1.5 Rys. 1.5*1

Rys. 1.6



s. 1.6.1

I Zadanie 1.7

Przedyskutować stabilność stanów równowagi dla obwodu z rys. 1.7 w za
leżności od rezystancji H. Charakterystykę diody tunelowej przedstawia 
rys. 1.7*1, a SEM wynosi:
a) 3 = 1,2 V,
b) E =» 0,4 7

id , mA

R

0,3 0,6 0,1 /2 1,5
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Przedyskutować stabilność stanćw równowagi dla obwodu z rys. 1.8« Cha
rakterystyka elementu nieliniowego pokazana jest na rys. 1.8.1.

I Zadanie 1.8

jZadania 1.9
Wykreślić krzywą f(iŁ ) z zadania 1.8 i przedyskutować stabilność sta

nćw równowagi Q^, Qg, bezpośrednio na podstawie kryterium stabilności 
Łapunowa.

Zadanie 1.10
Zbadać stabilność stanćw równowagi obwodu z rys. 1.10, w którym w miej

sce opornika nieliniowego wstawiono diodę tunelową o charakterystyce ta
kiej, jak w zadaniu 1.7«

t.s tn  ■ .
C 3 — ^ ę z 5 -

12 V ( i ) **

Rys. 1.10
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Obliczyć i narysować przebieg prądu i(t) w obwodzie przedstawionym na
2 2rys. 1.11. Nieliniowy rezystor ma charakterystykę vR = c . iR, c =» 1V/A , 

a SEH e(t) = k . 1(t) V. Obliczenia przeprowadzić dla k = 1V i k = 2V.

[zadanie 1.11

I Zadanie 1.12
Obliczyć przebieg prądu i(t) w obwodzie z zadania 1.11, stosując«

a) metodę Eulera,
b) metodę Rungego-Kutty.

Porównać dokładność obu rozwiązań.

I Zadanie 1.13

Określić przebieg prądu i^(t) i napięcia v^(t) z zadania 1.1 dla 
0=£t«S2.0 sek., stosując metodę Eulera przy założeniu, że krok czasowy wy
nosi 0,1 sek, a w = 1 rad/s. oraz ij(0) = 1A, a v^(0) » 0V.

jZadanie 1.14
Obliczyć przebieg ładunku q(t) na kondensatorze dla obwodu z zadania 

1.5, przyjmując, że w chwili t - 0 ładunek wynosił q(o) = -10.

I
| Zadanie 1.15

Dla obwodu na rys. 1.15 obliopyć przebieg prądu i0 (t) dla t>0, zakła
dając, że ładunek poozątkowy na kondensatorze q(a) ■ qo* Charakterystyka 
i = G(v) obwodu J f jest odcinkowo liniowa i jednoznaczna, przy czym prze
wodność Gj każdego z jej odcinków ma wartość skończoną i różną od zera.

K

i . i .  (i)

V

Rys. 1.15
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| Zadanie 1.16
Obliczyć przebieg prądu i0 (t) z zadania 1.15, zakładając, że charakte

rystyka obwodu A* i « G(v) nie jest jednowartoćoiowa.

[zadanie 1.17
Dla obwodu na rys. 1.17 obliczyć i narysować przebieg prądu ±0(-t) i 

napięcia v(t) dla t>0, zakładając, że ładunek poozątkowy na kondensato
rze q(0) « - 12 . 10"6 C. Charakterystyka i » G(v) obwodu JT jest przed
stawiona na rys. 1.17*1.

Rys* 1.17

•SttA

Rys. 1.17.1

I Zadanie 1.18
W celu oohrony oewki przed udarem napięciowym (rys. 1.18a) po odłącze

niu ćrćdła napięoia sinusoidalnego bocznikuje się ją warymtorem o syme
trycznej charakterystyce przedstawionej na rys. 1.18b. Podać ezaaowy prze
bieg napięcia na cewce przy najniekorzystniejszej ohwili otwarcia klucza 
K.
Dane»

E - 12V,
a) - 314 rd/s,
R - 250 S I ,
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R 0 «*’2,5 k.Sl, 

Tj = 2,5 H.

i— y - — F
'iw.

FlinuŁ Ute)

jZadanie 1.19
Dla obwodu przedstawionego na rys. 1.19a obliczyć i narysować ij/t)

oraz v^(t) dla tSsO, zakładając, że w obwili t ** O wyłącznik K został 
otwarty. Diody tunelowe są-aproksymowane charakterystyką przedstawioną na 
rys. 1.19b.

Rys. 1.19 a i b

¡Zadanię 1.20
Napięcie na kondensatorze w obwodzie"przedstawionyra na rys. 1.20 rćwna 

się 10 V w chwili t = 10 ms.
Obliczyć i narysować przebieg prądu i0 (t) oraz napięcia vc (t) dla t>10 ma. 
Znaleźć taką wartość 0, dla ktćrej częstotliwość oscylacji w stanie usta
lonym rćwna się 1 kHz. Charakterystykę nieliniowego rezystora przedstawia 
rys, 1.20.1.



- 23 -

Rys. 1.21 Rys. 1.21.1

[zadanie 1.22
Dla układu z rys. 1.22 i sygnału przełączającego, pokazanego na rys.

1.22.1, obliczyć i narysować przebieg vQ (t). Tranzystor zastąpić uprosz
czonym sohematem Ebersa-Molla przyjmując* (i- 60, VBEq “ °* ICEq “ °* a 
diody rzeozywiste zastąpić idealnymi, jak na rys. 1.21.2 (w rozwiązaniu).

Rys. 1.20

[zadanie 1.21
Zakładając, że prąd poozątkowy płynący przez indukcyjność i^Co) *» 3 mA, 

obliczyć i narysować przebieg oraz ^(t) dla ts*0 w obwodzie przed
stawionym na rys. 1.21. Charakterystykę i » G(v) obwodu przedstawia
rys. 1.21.1. -

c
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Rys. 1.22. Rys. 1.22.1

I Zadanie 1.23
3naleź<5 przebieg napięcia vQ (t) i Vj(t) w obwodzie przedstawionym na 

ryB. 1.23a. Rzeczywista charakterystyka diody jest aproksymowana dwiema 
prostymi, przedstawionymi na rys. 1.23b, natomiast napięoie v0 (t) ma prze
bieg prostokątny przedstawiony na rys. 1.23.1. Obliczenia przeprowadzić 
dla: a) X = 20 ms, b) "C » 0,2 ms.
Dane:

V0 “ 1 V,
R - 1 kił,
R2 ■ 20 kii,
C » 0,1 ¿1P.

kVt fi)

r  i t “r

Rys. 23*1
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Na rysunku 1.24a podano schemat stabilizatora napięoia ze stabilisto- 
rem (dioda Zenera), którego oharakterystykę aproksymowaną odoinkowo przed
stawia rys. 1.24b. Obliozyd i narysowad przebieg napięcia stabilizowanego 
vs, Jeżeli odciążenie zmieni się skokowo.

I Zadania 1.24

|Zadanie 1.25
Obliozyd, w Jakich granicach może zmieniad się rezystanoja obciążenia 

(RQb " ** 1 wartośd ohwilowa prądu płynąoego przez atsbilis-
XX

tor z zadania 1.24 nie przekroczyła wartości |i J »  |i__J ■ 1 25 mA.s sm

|Zadanie 1.26.
Obliozyd przebieg napięoia u(t) w obwodzie pokazanym na rys. 1.26a. 

Przebieg napięcia e(t) pokazano na rys. 1.26b, a w celu określenia charak
terystyki diody dokonano dwdoh pomiarów prądu ifl i napięoia ud (rys.1.26o).

Rys. 1.24 a i b

a) C
' ( * )

< d (£ )  *
£

il4.

Rys. 1.26 a, b i c

Danei
E - 8V, tx « 0,1 ms, R - 1 kft, C - 1 ,uF, i^1 ̂  1,5 mA, ij2  ̂- 5 mA,

ul1) - 0,70 T, ud(2>. 0,76 V.
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Podać schemat numerycznego obliczenia napięcia u(t) z zadania 1.26 w 
przedziale czasu t6(0,tn) co T sek. Dana jest charakterystyka diody i,, = 
= I^(e^Vd - 1), SEM e (t), wartości R i C oraz napięcie początkowe v° na 
kondensatorze.

[zadania 1.27

1 Zadanie 1.28
Obliczyć przebieg napięcia uQ (t) dla obwodu z zadania 1.2b, stosując 

program NAP-2 [14] •

[Zadanie 1.29
Dla obwodu pokazanego na rys. 1.29a obliczyć i narysować przebiegi prą

du i(t) oraz napięcia Vjj(t), jeśli R = 100& , E = 450 mV, L = 15 mH. Apro- 
ksymowaną charakterystykę diody tunelowej przedstawia rys. 1.29b, a prze
bieg napięcia vg (t) rys. 1.29c, dla ktćrego tQ = 50 ¿is, t̂  300 ̂ 8, EQ = 
= 200 mV.

ysd.ó i i 3

b)

Rys. 1.29 a, b i o

l Zadanie 1.30
Dla obwodu z zadania 1.29 określić«

1) minimalną wartość amplitudy impulsu wyzwalającego v0 (t) potrzebną do 
uzyskania skokowej zmiany napięcia vs(t),

2) minimalną wartość szerokości impulsu tj-tg), zapewniającą pożą
dany przebieg napięcia T-^t).
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| Zadanie 1.31
Na rys. 1.31 a przedstawiono układ stabilizacji poziomu napięcia. Obli

czyć przebieg napięcia vd (t), jeśli dioda aproksymowana jest charaktery
styką przedstawioną na rys. 1.31a, b, a napięcie vs (t) jest sinusoidą o 
amplitudzie EB » 75 V i częstotliwości f ■» 1 kHz.

[Zadanie 1.32
Obliczyć napięcie na kondensatorze vQ (t) w obwodzie pokazanym na rys. 

1.31 a, stosująo metodę "obwodu stałego nachylenia".

I Zadanie 1.33.
Dla obwodćw przedstawionych na rys. 1.33 a i b określić przebieg na

pięć v0 (t) i vQ (t) zakładając, że diody są idealne, a v^(t) = Em sinwt.

Zadanie 1.34-
Dla obwodu przedstawionego na rys. 1.34 narysować przebieg napięcia 

v„.(t), przy założeniu, że diody są idealne, a napięcie v^(t) » Em sinwt.

b) i  U

Rys. 1.31 a i b

Rys. 1.33 a i b

Rys. 1.34
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Obliczyć przebieg napięcia vQ (t) w obwodzie przedstawionym na 
1-35. Przebieg napięcia e(t) jest taki, jak na rys. 1.35*1«

[zadanie 1.35

Vo

Rys. 1.35

rys.

Rys. 1.35.1



Rozdział 2

LINI3 DŁUGIE

|Zadanie 2.1
Obliczyć i narysować zależność rezystancji rQ (na 1 om długości) ścież

ki cbwodu drukowanego od szerokości w 6 (0.5,1-0) ram ścieżki (rys. 2.1) w 
temperaturze 25°C. Ścieżka drukowana wykonana jest z miedzi i ma grubość 
b1 = 70 ¿im. 0 ile procent wzrośnie rezystancja rQ, gdy temperatura wzroś
nie do 75°C.
Dane: rezystancja właściwa miedzi p=  0,01786 ił mro2/m dla 25°C, współczyi.-- 

nik cieplny rezystancji: w temperaturze 25°C 0,3855S/°C, w temperatu
rze 75°C 0,322f!-/°C.

"ys. 2.1

jZadanie 2.2
Obliczyć wartość impedancji iaiowej Z-̂ linii paskowej (ścieżka obwodu 

drukowanego). Obliczenia wykonać dla następujących danych (rys. 2.1 z za
dania 2.1): szerokość ścieżki w = 0,625 mm, grubość ścieżki ĥ  = 7" f i m,
grubość laminatu h = 1,5 ram, stała dielektryczna laminatu 6 = 5.
Założenie: przyjąć, że linia jest bezstratna (jednorodna linia ŁC-ULC z 
angielskiego "unifcrmly óistributed 1C network"). Określić 

wpływ zmian szerokości ściezici w oraz grubość laminatu h na
wartość impedancji falowej Z-, oraz parametry jednostkowe li
nii (10, cQ).
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|Zadania 2.3
Określić, uwzględniając straty w linii (zadanie 2.1), zależność impe- 

dancji charakterystycznej (falowej) Z^ linii paskowej dla f =■ 5 kHz ~ 10
MHz (rys. 2.1).
Dane:

w = 0,625 mm, h = 1,5 mm, ĥ  =• 0,07 ram, ćr =* 5, t » 25°0. 

jZadanie 2.1
Obliczyć impedancję falową dla wyższych częstotliwości miedzianego Jed

nożyłowego przewodu koncentrycznego ekranowanego (rys. 2.4) o izolacji 
polwinitowej oraz wartość rezystancji linii na 1 cm długości przewodu dla 
niskich częstotliwości.
Dane:

r.| =<o,2 mm, r9 =< 0,7 cm, względna stała dielektryczna polwinitu ćr = 
2 ,2 ,  p = 0 ,0 1 7 8 6 i i  m2 /m .

i Zadanie 2.5
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięoia i prądu wzdłuż linii 

be" strat rozwartej r<a końcu załączonej w chwili t <= 0, poprzez opornik 
P,0 , na napięcie stałe 3 (rys. 2,5)>

fiys. 2.5
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Dane* długość linii d *  1 m, E » 4 T ,  impedano,ja falowa linii R^ «  1003,
v = 2 . 105 km/s, a) RQ » 0,5 R-p b) RQ » 2 R ^

l Zadanie 2.6
Obliczyć i narysować przebiegi ozasowe napięoia i prądu wzdłuż linii, 

na jej początku, w połowie długości i na końcu (rys. 2.6), po zamknięciu 
(w chwili t=0) klucza.
Banei linia bez strat o impedanoji falowej R-̂  » 1003 , długość linii d =

0,4 m, v  »  2 .  10^ km/s, a) R2 “  0,5 R-j_, b) Rg =  2 .  R^, E a  4 Y ,

Rys. 2.6

jZadanie 2.7
Obliczyć i narysować przebiegi ozasowe napięć i prądćw wzdłuż linii po 

zamknięciu klucza K (rys. 2.7). Przeanalizować wszystkie przypadki.
Danet linia bez strat o R^ » 1003 , d » 0,4 m, v » 200n000 km/s, E a 4 V,

a) Rq ■ 0,5 R-̂ , b) RQ a 2 R^ oraz o) R2 « 0,5 R-̂ , d) Rj « 2 R^.

Ô w

I J t ) I t (i)

*.u u ,d )

Rys. 2.7
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(Zadanie 2.8
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia na końcu i prądu na po

czątku linii bezstratnej rozwartej na końcu, załączonej w chwili t = 0 na 
idealną SEM E (rys. 2.8).
Danej

4 V, R-, = 10042, d = 1 m, v ° 200 00C km/s.

©
m

! Us ( i )

0 oi

Rys. 2.8

|Zadanie 2.9
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądćw na początku i 

końcu linii bez strat obciążonej indukcyjnością 12 po otwarciu klucza K 
(rys. 2.9).
Dane:

E = 4 V, Rq = R-̂  = 1OOil , I>2 = d => 1 m, v = 2 . 10^ kra/s.

Rys. 2.9

i Zadanie 2.10
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i 

końcu linii bez strat obciążonej pojemnością Cg, po zamknięciu klucza K 
(rys. 2.10).
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Rys. 2.10

Dane:
E  = 4 V ,  R q  = R i  = lOOił, C g  =  0,1 n F ,  d =■ 1 m ,  v  =  2 .  10^  k m / s .  

j  Z a d a n i e  2.11
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i 

końcu linii bez strat o obciążeniu
a) szeregowym rezystorov/o-indukcyjnym (Rg-Lg) (ry0, 2.11.a),
b) równoległym rezystorowo-pojemnościcwym (RgllCg) (rys. 2.11.b), po zamk

nięciu klucza K.
Dane:

E = 4 V, Rq Rg = R-̂  » 100a , Lg = 1 ¿uH, Cg = 0,1 nF, d a 1 m, v «
= 2 . 10^ icm/s.

Rys. 2.11 a i b
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Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądćw na początku i
końcu linii bez strat oboiążonej szeregowo połąozonymi elementami Rg Lg
Cg po zamknięciu klucze K (rys. 2.12).
Danej

E = + V, Rq R^ Rg =■ 100.51 , Łg *» 0,5 jlH, Cg «■ 0,1 nF, d *■ 1 m, v**
=< 2 . 105 km/s.

[zadanie 2.'12

Rys. 2.12

[Zadanie 2.13■
Bezstratną linię (rys. 2.13) o długoćoi d i impedancji falowej R-̂ , 

obciążoną gałęzią oporowo-indukcyjną (Rg Ig), załączono w chwili t ■> 0 na 
stałe rzeczywiste źrćdło napięciowe (E, R0).

Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia i prądu na końcu li
nii, gdy«
a) R0 » Hj a Rg *■ 30051 i Lp = 2 ¿iH,
b) Rg = R0 = 50«. i Lg . 0,2 ¿iH.
Bane«

E 3 4 V, d *■ 1 ra, v = 2 . 10^ km/s, R^ = 10051.
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Antenę telewizyjną o impedancji charakterystycznej Z, = R-, = 3002 na-
1 X1

leży połączyć z bezstratnym kablem koncentrycznym o impedancji charaktery
stycznej Z, = R, = 752. poprzez czwórnik pasywny, jak to poknzanc na i z i2
rys. 2.14.a. Czwórnik ma zapewnić dopasowanie anteny do kabla, tzn. impe- 
dancja widziana z zacisków 1-1' wynoai 752 , jeżeli 2-2' obciążone rezy
storem 3002 oraz impedancja widziana z zacisków 2-2' (jeśli 1—1' obciążo
ne rezystorem 752) wynosi 3002 .

Sprawdzić, który z proponowanych czwórników z rys. 2.14 b, c, d, e i f 
może zapewnić dopasowanie anteny do kabla koncentrycznego. Obliczyć war
tości elementów czwórników realizowalnych oraz wartość skuteczną napięcia 
na rezystorze 3002, jeśli wartość skuteczna napięcia e(t) wynosi 1 V.

|Zadanie 2.14

b)
r) i 2

—o 2  ‘

ctl e) ~ °2

—o 2'

Rys. 2.14 a, b, o, d, e, f

t \  4 n : *x;
jZadanie 2.15

Dobrać wartości rezystorów R^, Rg i R-j oporowego układu rozgałęziające
go typu T (rys. 2.15) dopasowanego do połączenia trzech linii o identycz
nej impedancji falowej Z-, = Rx = 502 . Obliczyć tłumienie napięcia (w dB) 
występujące w tym układzie rozgałęziającym.



- 36 -

Linia L iia
*  •

T-CZ)— ?— C = H

I r
 i
IT>

l in ia  3-d a

I
Rys. 2.15

linia i - 3a 

= Ri

[Zadanie 2.16
Dobrać wartości rezystorów r^, rj i r^ oporowego układu rozgałęziające

go typu T (rys. 2.16), dopasowanego do połączenia trzech linii bezstrat
nych o impedancjach falowych Z ^  « R ^  » 2 R, z^2 = Z^  = R = 502 .
Obliczyć tłumienie napięcia (w dB) występujące w tym układzie rozgałęzia
jącym.

IZadanie 2.17
Czy można dobrać wartości rezystorów r^, r2 i r^ oporowego układu roz

gałęziającego z zadania 2.16, jeśli impedancje falowe linii są różne i wy
noszą Z1 * R^, Z^ » R2 i Z^ « Rj?



V/ linii transmisyjne;) w postaci dwóch skręconych przewodów o oporności 
całkowitej 18il /km nastąpiło zwarcie w odległości x od źródła (początku 
linii), (rys. 2.18). Obliczyć x, jeśli mostek pomiarowy jest w równowadze, 
gdy wartości rezystorów mają następujące wartości» = 100il , R2 ° 200il ,

=3 246ń •

I Zadanie 2.18

Zadanie 2.19
Dla jakiej wartości rezystora r nie wystąpią odbicia na rozgałęzie

niu pięciu linii (rys. 2.19).
Dane»

R11 = R-̂ 2 = a ^ 1 4  “ ^ 1 5  ° •

■r i

|Zadanie 2.20
Linia telefoniczna ma następujące parametry (na 1 km długośoi)» rezy

stancja jednostkowa 18,64il/km, indukcyjnośó jednostkowa 12,42 mH/km, po
jemność jednostkowa 0,037 ¿iF/km, konduktancja jednostkowa jest pomijałnie 
mała. Obliczyć (dla co = 5 « 10^ rad/sek)»
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a) impedancję falową linii Ẑ ,
b) stałą tłumienia oę ,
o) prędkość propagacji fali v w linii.

[zadanie 2.21
Linia telefoniczna o długości ó = 30 km i parametrach jednostkowych« 

rQ o 30A/km, 1Q = 18 mH/km, c0 = 0,03 ¿¿F/km, gQ s 0, jest zasilana napię
ciem sinusoidalnym e(t) ° 10 Y? sin 5 • 10^ t, V i obciążona na końcu im- 
pedancją Z2 równą impedancji falowej linii dla co = 5 • 10^ rad/s (rys. 
2.21).

Rys. 2.21

Obliczyć«
a) przebieg czasowy prądu odbiornika oraz
b) tłumienie linii w dB.

j Zadanie 2.22
Impedancja wejściowa linii o impedancji falowej Ẑ , stałej propagacji 
i długości x, obciążonej impedancją Zg i zasilanej napięciem sinusoi

dalnym jest
Z2 • ch <y . x + Z^ . sh ̂  . x 

Zwe = Z1 * . cĥ j • x + Zg . sh <j . x ^  ̂

Obliczyć«
a) impedancję wejściową linii bezstratnej zwartej na końcu oraz
b) długość linii x, przy której impedancja wejściowa jest«

1) równa ze.ro,
2) nieskończenie wielka,
3) równa (co do modułu) wartości I Zj|.
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VI linii o długości 20 km rozwartej na końcu nastąpiło zwarcie w edleg- 
głości 10 km od początku. Obliczyć impedancję widzianą z zacisków wejścio
wych linii dla częstotliwości f, jeśli dla tej samej częstotliwości tłu
mienie linii wynosi 0,38 dB/km, stała fazowa (b = 0,87 rad/km a irapedan- 
cja falowa linii Z^ = 52,5 (rys. 2.23).

I Zadanie 2.23

©
~ U i-

Zu, =^> |l// l U2 = 0

d- 10 k m

Hys. 2.23

20 k m

[zadanie 2.24
Bezstratna linia długa o impedancji falowej Z-̂ = R-̂  = 50& jest obcią

żona rezystorem Rg = 150a poprzez linię bezstratną, dopasowującą o sta
łej fazowej jb ■» 5 rad/m i impedanoji falowej Z^^ (rys. 2.24).
Obliczyć najmniejszą długość linii dopasowującej oraz wartość Z-^ tej li
nii, przy których nie wystąpi fala odbita na końcu linii o R-̂  » 50G .

l im a  dopasonuja,ca^

4 r ~------------------- o----- *—
Ą  = Z H,  =^> ¿LA

i ■

Rys. 2.24

[Zadanie 2.25
Linia o długości 12 km ma następująco parametry jednostkowej rQ = 25 

a/km, 1Q = 0,6 mH/km, cQ = 40 nP/km, g0 ci 0. Obliczyć impedanoje falową 
linii dla f = 10 kHz, ponadto przy założeniu, że linia jest oboiążona im- 
pedancją falową, obliczyć dla i « 10 kHz,
a) długość fali,
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Rys. 2.25 a i b

b) prędkość propagacji fali,
0) wzmocnienie wzmacniacza idealnego, ktćry należałoby włączyć w połowie 

linii, żeby tłumienie na końcu linii (w porównaniu z początkiem) było 
równe zero (rys. 2.25a i b).

[zadanie 2.26
Wykazać, że dla linii URC (tzn. linii, w której col0<3cr0 i g0 « c o c 0) 

tłumienie i odwrotność długości fali są proporcjonalne do pierwiastka kwa
dratowego częstotliwości źródła napięciowego zasilającego linię. Otrzyma
ne wyniki' wykorzystać do obliczenia ¡\,‘iF i t linii obciążonej impedancją 
falową o r0 « 1 ¡1 /m, cQ = 5 pF/m, f = 10^ Hz, d =» 0,5 m (t0 - ozas, po 
którym fala dobiegnie do końca linii).

¡Zadanie 2.27
Linia o długości d = 6 km ma następujące parametry jednostkowe! rQ =■ 

28P./km, 1Q = 0,2 mH/km, cQ = 80 nF/km, S0 » 0. Obliczyć impedancję falo
wą Z^ linii. Przyjmując, że linia jest obciążona impedancją falową(Z2 =Z^) 
i zasilana napięciem sinusoidalnym o amplitudzie 10 V? V i f = 5 • 10^Hz 
(rys. 2.27). Obliczyć:
1) amplitudę prądu odbiornika,
2) długość fali,
3) prędkość propagacji fali.
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I z ' - l i

Rys. 2.27

[zadsnie 2.26
Obliczyć, dla jakiej częstotliwości moduł imr^dancii falowej linii bę

dzie równy 9 50 il .
Dane i

rQ = 2541/km, 1Q = 30 mH/km, cQ = 40 nP/km, gQ = 6 . 10  ̂s/km.

[Zadanie 2.29
Bezstratna linia o impedancji falowej Z-̂ = R1 = 60041 i długości 50 m 

jest zasilana z jednego' końca napięciem sinusoidalnym o wartości skutecz
nej 10 V i częstotliwości 15 MHz poprzez impedancję ZQ = (200+j 200)4l 
a rozwarta na drugim końcu, ponadto w odległości 30 i 35 m od źródła li
nia jest bocznikowana rezystorem R^ = R̂ -j = R ^  “ 60041 (rys. 2 .2 9 ).

Obliczyć prądy boczników.

¡Zadanie 2.30
Obliczyć wartość elementów ozwórnika kształtu T (i kształtu n) rów

noważnego (w stanie ustalonym przy zasilaniu sinusoidalnym) linii dłu-
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giej bezstratnej o długości d zasilanej napięciem sinusoidalnym o czę
stotliwości f  i obciążonej impedancją falową (rys. 2.3~)-
Dane!

o]

[zadanie 2.31
Określić zależność wartości i rodzaju elementów czwórników zastępczych 

równoważnych linii długiej z zadania 2.30 od długości linii.

[Zadanie 2.32
Określid błąd spowodowany przyjęciem do analizy w stanie nieustalonym 

zamiast linii z zadania 2.30 jej zastępczego układu o elementach skupio
nych. Obliczenia przeprowadzić dla przypadku załączenia na wejście stałej 
gem E = 1 V.

[zadanie 2.33
Narysować przebiegi czasowe napięcia i prądu na wyjściu bezstratnej li

nii załączonej w chwili t = 0 (poprzez klucz K) na opornik R2 (rys.2.33)* 
Linia jest rozwarta na początku a napięcie wzdłuż linii wynosi UQ.



- 43 -

Dane:
R-̂  = 5041 , UQ » 6 V, R2 » 10041 , tQ 9 5 na, cQ = 1 pF/cm.

[zadanie 2.34
Obliczyć impedancję charakterystyczną linii (rys. 2.34), jeśli 1Q = 0,

Rys. 2.34

I Zadanie 2.35
Obliozyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądćw na początku 1 

końcu linii bez strat (rys. 2.35) po zamknięciu klucza K (tzn. po skoko
wej zmianie wartości rezystora obciążenia z Rg do 0.5 Rg)- Frzed zamknię- 
oiem kluoza w linii był stan ustalony.
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E = 10 V, R0 = 50X1 , Rł = 100Xi , R2

[Zadanie 2.36
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i 

końou linii bez strat o impedancji falowej R-̂ , obciążonej rezystorem R2 i 
zasilanej przez stałą SEM E, o oporze wewnętrznym RQ (rys. 2.36), jeśli 
stan ustalony został zaburzony przez skokową (w chwili t=0) zmianę wartoś
ci R2 z  50X1 na a) 100& , b) 200X1 , o) 0X1 , d) nieskończenie dużą wartość,
Dane t

10 V, Rq =* 50X1 , R^ = 100X1, tQ » 5 ns.

Rys. 2.36

[Zadanie 2.37
Narysować przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i końcu linii 

bez strat z rys. 2.37, jeśli w chwili t = 0 nastąpi otwarcie klucza K
(tzn. skokowa zmiana wartości R0 z 50X1, na 200X1).
Danej

E = 10 V, R-̂  => 100X1, R2 ■» 50X1 , tQ = 5 ns.

Rys. 2.37
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Obliczyć i najrysować przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i 
końcu linii bez strat obciążonej rezystorem R2 i zasilanej stałą SEM E 
przez opór RQ (rys. 2.38), jeżeli w chwili t = 0 nastąpiło:
a) zamknięcie klucza (K2 zamknięty, Kj otwarty),
b) otwarcie klucza Kg (K̂  otwarty),
c) zamknięcie klucza K^«
Dane:

E » 10 V, Rq - 50a, Rx = 100ft , R2 = 50£ , tQ = 5 ns.

[Zadanie 2.38

[zadanie 2.39
Obliczyć i narysować przebiegi czasowe napięcia ńa początku i końcu li

nii oraz prądu na początku linii rozwartej na końou i zasilanej impulsem 
e(t) poprzez rezystor RQ (rys. 2.39 a i b).
Dane:

E = 10 V, R0 » Rx = 100& , tQ » 5 ns,
dla
a) I ■ 4 ne,
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[Zadanie -2.40
Obliazyć i narysować przebiegi, ozasowe napięć i prądćw na początku i 

końcu linii bez strat obciążonej rezystorem Rg i zasilanej z impulsowego 
źrćdła napięcia e(t), poprzez rezystor RQ (rys. 2.40).

E ■ 10 V, RQ =■ R^ ■« 10012. , tc ■ 5 na, T ■ 4 ns,
Danej

E a 10 V, R
oraz
a) Rg = 5011 ,
b) R2 - 20011 .

«.rt

» « ( j ) m

Rys. 2.40

[Zadanie 2.41
Obliczyć i r.narysować przebiegi ozasowe napięcia i prądu na wyjćoiu

bezstratnej linii obciążonej elementem nieliniowym opisanym zależnością
U » 5, 277 • 10“3 I2 (U w V, I - w mA) (patrz zadanie 6.34 w [2]) załą
czonej w chwili t » 0 na stałe naplecie E (rys. 2.41).
Dane: S • 5 T, R7 » 5012, , tQ » 5 na.

Rys. 2.41



- 47 -

Dla jakiej wartości oporności wewnętrznej RQ źródła w obwodzie z zada
nia 2.41 (rys. 2.42) napięcie na elemencie nieliniowym ustali się- po 5 ns, 
jaka będzie wtedy wartość ustalona napięcia na wyjściu linii?

[zadanie 2.42

i
" Zadanie 2.43

Wyjście nieliniowego czwórnika połączono poprzez bezstratną linię z. 
wejściem identycznego czwórnika nieliniowego jak to pokazano na rys.2.43a 
(uproszczony model przesyłania sygnału między "bramkami TTL" [10] - rys. 
2.43b). Charakterystyki nieliniowych czwórników przy przyjęciu oznaczeń, 
Jak na rys. 2.43*1, podano na rys. 2.43*2.

r m --------------------------
u.f u,J fu,

l  l ---------------------------i

Rys. 2.43
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Czwórnik posiada dwie charakterystyki wyjściowe dla napięśi 
1° U > 2 T  wyjście czwórnika opisuje charakterystykaW0

przedstawiona na rys. 2.43*2b, natomiast dla

2° U <1,5 V wyjśoie czwórnika opisuje charakterystyka 
W 0

U - (-!„,) przedstawiona na rys. 2.43*2n,wy wy *

oraz jedną charakterystykę wejściową (~Iwe) “ uwe przedstawioną na rys. 
2.43*2a.

Rys. 2.43*1 
-3uc,n>A (,)

d la  Uue < f , 5  V

Rys. 2.43.2



- 49 -

Jakie będą przebiegi czasowe napięć (t) i Ug(t) (na początku i końcu 
linii) po zmianie (w chwili t»0) wartości napięcia UQ (rys. 2.43a) a) z 
0,15 V (wartość była podawana przez czas nieskończenie długi) do 4 V, a 
Jakie przy zmianie b) z 4 V do 0,15 V?
Danei impedancja charakterystyczna 

v = 20 cm/ns.
linii 5011 , 1 m,

| Zadanie 2.44
Czy można poprawić dopasowanie obciążenia do linii w obwodzie z zada

nia 2.43 przez dołączenie na wyjściu linii, równoległe do obciążenia, do
datkowego rezystora Rg(rys. 2.44)?

ci nornik h Out czuórnik
nil liniOHij

«•ar
ii

I1]/?, Hue
nltliniouif

u*
O------ - T ----rO

Rys. 2.44

Zadanie 2.45
Dobrać wartości rezystorów R̂  i Rg obwodu dopasowującego (dla Ug«3 V) 

dołączonego na wyjśoiu linii z zadania 2.43 (przedstawionego na rys. 2.43 
(rys. 2.45)) oraz dla dobranych wartości R^ i Rg sporządzić wykresy na
pięć na poozątku i końcu linii przy skokowej zmianie UQ a) z 0,15 V do 
4 V, b) z 4 V do 0,15 V.
Danei B » 5 T.

Rys. 2.45
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Obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia ma wyjściu bezstratnej 
linii obciążonej kondensatorem Cg (rys- 2-46) i załączonej na wyjściu (w 
chwili t«0) na idealną SEH E.
Danei

B ■ 5 T, ®i ” 100.fi, • czas općźnienia Unii » 5 ns. Cg = 10 pF.

|Zadanie 2. ¿6

Ki

Bya. 2.46

I Zadanie 2.47
Obliczyć czas, po ktćryn (od chwili zamknięcia ilncza K) napięcie na 

rezystorze Sg (rys. 2.47) narośnie do połowy wartości natalonej .Linia bez
stratna jest obciążona rezystorom Hg « - 10D& . gpćr wewnętrzny źródła
Hc - Hx i SEH B-5 T oraz czas opóźniania t0 — 5 ms. 'Wejście i wyjśoie 
linii zafcoc znikowano pojemnościami CQ » Cg « 50 IpF-

Bys. 2.47



Rozdział 3

ANALIZA WIDMOWA SYGNAŁÓW OKRESOWYCH

IZadanie 3.1
Sygnał okresowy o przebiegu czasowym f(t), podanym na rys. 3.1, aprok-

» p i Tsymować funkcją sin cô t o pulsaoji = ^— tak, aby średni błąd kwa
dratowy aproksymacji był minimalny.

F
m

ł
0 i. T2

Rys. 3-1

I Zadanie 3.2
Sygnał okresowy o przebiegu ozasowym f(t) podanym na rys. 3.1 aproksy-

mować kombinacją liniową funkcji sunusoidalnych w postaci "y c. sin kw.t,
k=1 KOofgdy co1 = ęii tak, aby średni błąd kwadratowy aproksymacji był minimalny. 

Podać zależność wartości błędu aproksymacji od wartości wskaźnika k, gdy 
T = 2Jt.

i Zadanie 3.3
Przedstawić przebiegi czasowe sygnałów okresowych z rys. 3*3 w postaci 

trygonometrycznego szeregu Fouriera.
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|Zadanie 3-4
Zbadać rodzaj symetrii przebiegów czasowych sygnałów przedstawionych 

na rys. 3.4a-e i określić, które współczynniki Fouriera zerują 3 1 0 dla 
określonego rodzaju symetrii przebiegu.

o) m

F

,f(t)
F

i t
0 f

Rys. 3*4
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Przedstawić w postaci szeregu trygonometrycznego Fouriera przebiegi 
czasowe sygnałów ziys.3«5, korzystając z rozwinięć przedstawionych w tab
licy 3*1 (Dodatek 2).

[zadanie 3.5

d ) m

o

■F

21ł

m

(f
0
-F

f r

Rys. 3-5
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Ha rysunku 3-6 dany jest przebieg czasowy sygnału f(t). Wyznaczyć za
leżność między wartością skuteczną oraz wartością średnią i 'współczynnika
mi rozwinięcia danego przebiegu w szereg trygonometryczny Fouriera. Obli- 
czyć Fsk i Fśr.

Zalanie 3-6

Zadanie 3.7
Ha wejście obwodu RLC z rys. 3.7 podano napięcie u^(t) o przebiegu 

jak na rys. 3*7.1.x Korzystając z rozwinięcia sygnału u.] (t) w szereg Fou
riera obliczyć napięcie u2 (t), wartości średnie i skuteczne sygnałów 
u-| (t) i u2 (t) oraz wyznaczyć ich współczynniki tętnień. Harysować i porów
nać widma amplitudowe sygnałów û  (t) i u2 (t).
Danes R = 40041, L = 1H, C = 64 <uF, Um = 10 V, T = 0,02 s.

L

u,fi) c z ~ n *  u2(t)

/ \  "•

lys. 3.7

K\ / ~ .
0

i

Rys. 3.7.1
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Obwód z rys. 3-8 jest zasilany ze źródła napięciowego, którego prze
bieg czasowy e(t) został przedstawiony na rys. 3.8.1. Korzystając z roz
winięcia sygnału e(t) w szereg Fouriera obliczyć natężenie prądu i2 (t). 
Jak dobrać wartość pojemności C, aby amplituda pierwszej harmonicznej, a 
następnie trzeciej harmonicznej wynosi 1 mA. Narysować widma amplitudowe 
e(t) oraz i2 (t) dla obu wartości pojemności.
Danej L-j = Zr, = 2mH, M = 1 mH, ^  = 10^

jZadanie 3.8

¿,M ii(t)

Rys. 3*8

| Jadanie 3.3
Dla obwodu z rys. 3.? obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia 

wykorzystując rozvrinięcie przebiegu u1 (t) z rys. 3-9.1 w szereg Fo-
v. riera.
Janes U-j = 10 V, T = 0,1 ms, R = 1 kfl., C = 25 nF.

Rys. 3.9
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Oi(t)

U1

i---------------w

Hys. 3.9*1

Z a da ni e  3 * 1 3

Dla obwodu z rys. 3*9 obliczyć i narysować przebieg czasowy napięcia 
u2 (t) w stanie ustalonym. V/ chwili t= 0 na wejście obwodu podano napięcie 
u.j(t) o przebiegu czasowym, jak na rys. 3 *1 0 .
Dane i 01 = 10V, I = 0,1 as, R = 1 k&, C = 25 ni.

U,(t) •

U,

i  T i  T (n-l)r

Rys. 3.10

nT

Zadanie 3.11
Dla obwodu z rys. 3*9 obliczyć przebieg czasowy napięcia u2 (t) dla 

przedziału czasu [(n- 1  )t1, nt.,] , jeśli w chwili t = 0 na wejściu obwodu 
podano napięcie u^ (t) o przebiegu z rys. 3 *1 1 . Napięcie u-j (t) jest zdefi
niowane następująco

u^(t) = sin ut . D (t) + 2U.j sino>(t-t^)D(t-t^) + ...

... + 2U.j sin co[t-(n- 1  )t1 J • 0 [t- (n-l)t^J

Dane: R = 20011 , C = 50 ¿xF, t1 = 10 ms, U 1 32 V.
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1 Zadanie 3-12
Obliczyć moc czynną wydzieloną w obwodzie z rys. 3*9, jeśli na wejście 

jego podane jest napięcie u^{t) o przebiegu czasowym z rys. 3.9.1. Wyko
rzystać rozwinięcie w szereg Fouriera.
Dane: = 10 V, T = 0,1 ms, R = 1 kfl. , 0 = 3 nF.

I Zadanie 3*13
Przedstawić przebiegi czasowe sygnałów okresowych z rys. 3*3 w postaci 

wykładniczego szeregu Fouriera.

|Zadanle 3.14
Przedstawić w postaci wykładniczego szeregu Fouriera przebieg sygnału 

okresowego f(t) z rys. 3*14. .Y/yznaczyć widmo amplitudowe sygnału i naryso
wać je dla t1 - f, T.

m

O  t Ą

Rys. 3-14

|Zadanie 3.15
Wyznaczyć i narysować widmo amplitudowe ciągu impulsów z rys. 3*15 na 

podstawie rozwinięcia w wykładniczy 3zereg Fouriera.
Dane: T = 1 ms, t̂  = 20 fis, tg = 80 ¡x b .
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Przebieg czasowy f(t) określony dyskretnymi wartościami w przedziale 
(0 ,T), jak na rys. 3*16, rozwinąć w szereg Fouriera.

|Zadanie 3»16

i 0
T
8

T
k

U
8

T
2

si
6

IL
k

7T
8

Próbka Sn S0 Si S,z Sy s * s. S< ST

Wartość
próbki F F F F 0 0 0 0

Rys. 3*16

¡Zadanie 3.17
Przebieg czasowy f(t) określony dyskretnymi wartościami w przedziale 

(0,T), jak na rys. 3.17, rozwinąć w szereg Fouriera i otrzymany wynik po
równać z rozwiązaniem zadania 3*16» Jak zmienia się dokładność aproksyma
cji danego przebiegu szeregiem Fouriera w zależnośoi od liczby próbek S^.

fft)

-o- o-o-o- o- o- o - -

—o—o—o—o—
X
1

i 0 •h
i 

| i

T
8

i i
,'tf

T
k

ST
i i

3T
e

TT
16

T
2

1 1is
ST
B

m
46

3 T 
ł

ts T
4 6

TT
8

46 T 
46

Próbka Sn s . 5 , s2 S3 Sk s s S6 S i S9 S,o Sn S,2 S it Sn, S i*

Wartość
próbki F F F F F F F F 0 0 0 0 0 0 0 0

Hys. 3.17
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j Zadanie 3.18
Przebieg czasowy f(t) określony dyskretnymi wartościami w przedziale 

(0 ,T), Jak na rys. 3*16, rozwinąć w szereg funkcji Walsha.

| Zadanie 3-19
Przebieg sinusoidalny f(t) określony dyskretnymi wartościami w prze

dziale (0,1), Jak na rys. 3*19, rozwinąć w szereg funkoji Walsha, a na
stępnie rozwijając poszczególne funkoje Walsha w szereg Fouriera odtwo
rzyć przebieg sinusoidalny f(t).

_ 'T/

t T
11

T
T

T
3

S L
11

łT
12

2 T
3

ST
S

11T 
12

Próbka Sn s. *1 S 3 S *

Wartoić
próbki

127, S 220,8 22Q8 <21,5 ■122,5 ■220,8 -22.W•121.5

Rys. 3.19

Zadania 3.20
Przebieg czasowy f(t) określony dyskretnymi wartościami w przedziale 

(0,T), jak na rys. 3.16, rozwinąć w trygonometryczny szereg Fouriera, sto
sując szybkie przekształcenie Fouriera.

Zadanie 3.21
Wykorzystując własnośoi funkcji autokorelacji zbadać, ozy przebieg

czasowy f(t) określony dyskretnymi wartościami podanymi w tablicy 3 . 2 1  

jest okresowy, a jeśli tak, to obliozyć jego okres T.
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Tablica 3.21

t ,  B 0 1 0 2 0 30 40 50 60 70 80

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Si 0,83 0,73 0,83 -0,28 -0 , 9 8 -0,67 -0 , 8 8 -0 , 3 8 9,83

t,s 90 1 0 0 1 1 0 1 2 0 130 140 150 1 6 0 170

i 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 1 6 17

si 0,83 0,73 0,83 -0,28 -0 , 9 8 -0,67 -0 , 8 8 -0 , 3 8 -0,83

t, s 180 190 2 0 0 2 1 0 2 2 0 2 3 0 240 250

i 18 19 2 0 2 1 2 2 23 24 25

Si 0,83 0,73 0,83 -0,28 -0 , 9 8 -0,67 -0 , 8 8 -0,38
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Rozdział 1

ANALIZA OBWODÓW NIELINIOWYCH W STANIE NIEUSTALONYM

Zadanie 1.1
Równaniami ruchu obwodu (przez analogię do układów mechanicznych) nazy

wamy równania powstałe, z zastosowania do danego obwodu równań wiążąoyoh 
napięcia i prądy na jego elementach oraz równań topologicznych (I i II 
prawo Kirchhoffa). Dla obwodu na rys. 1.1 możemy napisaó następujące rów
nania topologioznet

Równania (1a) - (1o) wynikają z  II, a równania (2a) t  (2o ) z  I prawa Kir- 
ohhoffa.

Pisząc równania dla poszczególnych elementów obwodu trzeba zauważyć, 
że każdy kondensator wprowadza dodatkową zmienną, tj. ładunek q. Podobnie 
każda cewka wprowadza dodatkową zmienną - jej strumień skojarzony <p . Wo
bec tego każdy kondensator opisuje się dwoma niezależnymi równaniami, rów
naniem określającym zależność v - q i równaniem wiążącym ładunek z prą
dem, tj.j i «» dq/dt.

Podobnie cewka opisana jest dwoma równaniami. Jedno przedstawia zależ
ność i — <p, a drugie wiąże strumień z napięciem, tzn. v « d^/dt.

Równania dla poszczególnych elementów obwodu są następującej

- v5 - v3 b 0 (1 a)

(1 b)

v2 - v4 - Vg b 0 <1e)

- i5 + i3 + - O (2 a)

(2 b)

( 2 o )

nieliniowy
trójnik

b 2 + 3v2 + Vgi^ - 2 i!j (3a)

4 t i!f v2 - 21^ v2 + 3v|, (3b)
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kondensator

cewka

q4 - 1 + 2v^ •• 3 y ] + •'I (3c)

H  =
ćq4
dł = (2-9Ą  + 5v^) dvd

oT"’ (3d)

f j  = 2 - 2 ij + 5i| (3e)

v3 = s d(f>?
• Ś 2 = (-6i| - 25i^) dî(TT* (3f)

SPI.I h= 2 (3g)

SEM Vr cos wt. (3h)

Równania (1), (2), (3) tworzą układ 14 równań z 14 niewiadomymi, tj.i , 
v 2 *** v6 ’ "H ’ * 2 ^6 ’ q4 ’ ^3 " -k3-0213? niewiadomych można natychmiast
zmniejszyć o połowę, podstawiając równania (3 ) w miejsce odpowiednich nie
wiadomych w równaniach (1) i (2). Otrzymamy wtedy

di.
- v5 - (- Si* + 25lj) 0

di
(-6i| + 25ip _ 2-3v£-v2i| + 2i!j « O

v 2 ~ v 4 “ C08CJt ** 0

— 2 +
dv.

4- if v2- 2ilV3 + 3v5+(2-9v|+5vJ)g^ - 0 

i6 - (2 - 9vJ + 5?\) ^  - 0.

(4a)

(4b)

(4o) 

(4d) 

(4e) 

(4f)

Równania (4) stanowią układ szeóciu niezależnych równań funkcyjno-różnicz- 
kowych* Ze względu na to, że nie istnieje ogólna, matematyczna metoda roz
wiązywania tego rodzaju układu równań, należy powyższy układ zredukować 
do postaci dogodnej do dalszej analizy. Pierwszym krokiem w tym kierunku 
jest wyeliminowanie równań funkcyjnych celem uzyskania układu równań róż
niczkowych, tzn. takiego układu, w którym w każdym równaniu występuje po
chodna względem czasu. Można tego dokonać obliczając v2 z równania (4c) i 
î  z równania (4d) i podstawiając tak obliczone wielkoóci do równań (4b) 
i (4e)
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- (- 6i2 + 251^) 7^  “ O (5a)

(- 6i2 + 2 5 t j ) - 2 - 3 (v^ + cosort)- (v4 + coscot) (2— )"̂ +
di,

+ 2 ( 2  - i3 ) 5 = 0 (5b)

4 - ( 2 - i3 )2 (v4 + ooswt) - 2 ( 2  - i3 )(v4 + coswt)^ + 3 (v^ + ooscet)'’ +

+ ( 2 - 9v* + 5v4) ̂  = 0 (5c)

ig . ( 2 _ 9 v 2 + 5v4} _ 0> (gd)

V1 tan spoBÓb otrzymano układ 4 niezależnych równań różniczkowych z czte
roma niewiadomymi v4, v^, i3 i ig. W tym szczególnym przypadku można za
uważyć, że tylko zmienne i i3 występują w równaniaoh (5b) i (5o). Dla
tego też, te równania można rozwiązać niezależnie od pozostałych. Należy 
zwrócić uwagę na fakt, że napięcie v4 jest napięciem na kondensatorze, a 
prąd i3 jest prądem płynącym przez oewkę. Zakładając, że otrzymamy rozwią
zanie w postaci i-j = f3 (t) i v4 » f4 (t), Vę i Vg można łatwo znaleźć z 
równań (5c) i (5d), a mianowicie«

1 r i 2 r i 4 1 ^f •> (t)v5 (i) -j 6 [f3 (t)] - 25 [f3 (t)] • ■ jfc (6a)

2 - 9 [f4 (t) ] 2 + 5[f4 (t)]M * >
df4 (t)
-g|--- (6b)

Dlatego też głównym problemem jest obliczenie 1 3 i v4 z równań (5b) i (5c). 
W tym celu należy przekształcić te równania do postaoi

di- 2 + 3 (v. + coscot) + (vA + coscot) ( 2  - i-)2 -2 ( 2  - i-i)"’
^ --------------5----------------^ r ą ----------------2 * -  °*>

dv. - 4  + ( 2 - 1 - )2 (v.+cosort)+ 2 ( 2 - i , ) ( v .  + coswt)3- 3 ( v A+coswt)5
-    4----------5------ V “ 2----------------- 2----------2 “ 9 +  5v4

Układ równań (7 a) i (7 b) posiada trzy ważne cechy: (1 ) czynnik po lewej
stronie każdego z równań jest pierwszą pochodną względem czasu wielkości
gałęziowej (napięcia lub prądu), (2 ) po prawej stronie nie występuje czyn
nik, będący pochodną względem czasu, (3 ) każda zmienna, występująoa po
prawej stronie równań występuje również raz w jednym z równań po stronie 
lewej.
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Każdy układ równań spełniający te trzy cechy nazywa się układem w postaci 
normalnej czyli układem równań stanu, a zmienne niezależne, występujące w 
tym układzie,nazywają się zmiennymi stanu. Powodem, dla którego redukuje 
się równanie ruchu do postaci normalnej, jest-fakt, że prawie wszystkie 
dostępne metody rozwiązywania nieliniowych równań różniczkowych zakładają, 
że układ ten jS3t w postaci normalnej.

Zadanie 1.2
Kle zawsze można prosto zredukowaó układ równań funkoyjno-różniczkowych I 

do postaci normalnej. Podstawowym problemem jest wybór odpowiedniego zbio
ru zmiennych stanu. Łatwo zauważyć, że aby wyrazić i^ w zależności od na
pięcia w zadaniu 1 . 1  w postaci równania (3d), należy najpierw obliczyć 
dq^/dv^. Pochodną tę można było prosto obliczyć, ponieważ krzywa v-q dla 
kondensatora była sterowana napięciowo. V/ tym przypadku należy wyrazić q^ 
w zależności od v^, zanim obliczymy pochodną dq4/dv^. Kie jest to jednak 
możliwe, ponieważ q4 jest (jak łatwo sprawdzić) wielowartościową funkcją 
v^. Oznacza to, że funkcja odwrotna do (1b) nie Istnieje. Podobnie w przy
padku nieliniowej cewki nie istnieje funkcja odwrotna do (1 a). Z tego po
wodu równania (3 ) dla poszczególnych elementów w zadaniu 1 . 1  trzeba napi
sać w następującej postaci*

nieliniowy
trójnik

v-j ** 2 + 2 v2 + Vgi^ - 21-j (2 a)

i2 =» 4 - i . \ v2 - 2 i^Vg + 3v|, (2b)

V4 = q4 ~ 4 (2o )

kondensator

i3 = 1 + (¡>3 + <Ą <2 e)
cewka

.(2f)

SPM i5 - 2 (2g)

SEM v<- n cos cet (2h)

Podstawiając te wyrażenia w miejsce odpowiednich zmiennych w równaniach 
topologicznych (1 ) i (2 ) w zadaniu 1 .1 , otrzymuje się*
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" v5 ~ 3 T * = 0 (3a)

ję* - 2 - 3v 2 - v2i3 + 2i3 » 0

\

(3b)

v2 - q4 +
.3 _ 
'l4 CCStot « 0 (3o)

- 2 + 1 + <p3 + ^3 + ł1 - 0 O d )

4- i!f v 2 -• 2i1 ■ '2 + 3v2 * # . - 0
(3e)

i6 " H T “ =« 0 (3f)

Jak zwykle, pierwszym krokiem jest redukcja tych funkcyjno-różniczkowych 
równań do układu równań różniczkowych. W tym celu obliczamy v2 w zależnoś
ci od q4 z równania (3c) i i^ w zależności od <p3 z równania (3d), czyli«

v 2 ” q4 " q4 + ooaa:lt>

ir - 1 - ^ 3 -

Ostawiając te równania w miejsce v2 i i-| w pozostałych równaniach (3), o-
trzymuje się

dip-,
~ v5 ~ Tt “ °* (4a)

- 2 - 3 (q4~q4 + coswt)-(q4 - q^ + cose>t) +2 (1 -P-j-<Ĵ )5=0 ,

, (4b)

4 - ( 1  52 (q4-q^+ooscit)- 2 (1 -pj-^)(q4-q]+  coswt)3+ 3(q4-q;j+oos«t)5+
dq,

+ T T  " o* (4c)

i 6 " ^  = °* (4d)

Można również zauważyó, że i ig można obliczyć z równań (4a) i (4d), 
gdy tylkc <p-j i q4 zostanie znalezione. Wobec tego należy równania (4b) i 
(4o) sprowadzić do postaci normalnej«

= 2 + 3(q4~q4 + C0 SCirt) + (q4-q4+C08urt)(1-^-i73)3-2(1-pj-i^)5, (5a)



TT“ = 4 + O  - iP3 - (q4 - qjj + ooswt) + 2 ( 1  - < P j- ip p (ą Ą - q| +

+ c o s c j t )  -  3 ( q ^  -  + c o s t o t )  . ( 5 b )

Z a d a n i e  1 . 3

Równania stanu obwodu można otrzymać bez konieczności redukcji rćwnań 
rucliu, tak jak to miało miejsce w zadaniu 1.1. W tym celu dany obwód przed
stawiamy w postaci połączonych dwóch podobwodów i Ng tak, jak przed
stawiono to na rys.1 .3 *1 . Podobwód zawiera wyłącznie elementy reaktan- 
cyjne, natomiast Ng jest czysto rezystancyjny.
Następnie, obliczając

Va = H 1 (iv  i2, t)

i
Vg = H g ( i ^ , i g ,  t )

oraz biorąc pod uwagę, żei

i 1 1

i

otrzymamy równania stanu w postaci
Ai

I / -

Zgodnie z oznaczeniami jak na rys. 
1.3*1,stosując I i II prawo Kircbhof- 
fa po wprowadzeniu wartości numerycz*

i__ ■z — -- 1 nych dostaniemy
Rys. 1.3.1



v1 = (i1 + i) . 1 ,

v 2 “ (i2 - i) • 1 ,

Vg a  i  . 1 + v(t) + V1 .

Podstawiając (1) i (2) do (3) wyliozymy, że
(ig - i1 ) . 1 - v(t)
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(1 )

( 2 )

(3)

Stąd

Vi - | i 1 + 3 ig -

v 2 “ 7 Ł 1 + f i 2 +

Na podstawie (4) i (5) równania stanu przyjmą postaćr 

d(p.

STL=“ '§ f T1 (lpi )  " 7 f 21 ^  ~ 7 v(t)

3 T "  ■ Ï 1 (<p1 ) “ § f 21 (<i>2)+ 7 v(t)

(4)

(5)

(6)

Mówimy, że obwód znajduje się w stanie równowagi, gdy jego ruch rie zmie
nia się w czasie. Przez pojęcie ruchu rozumiemy rozwiązanie układu równań 
stanu. Inaczej mówiąc obwód znajduje się w stanie równowagi, gdy pochodne 
zmiennych stanu względem czasu są tożsamośoiowo równe zero. Y/obeo tego 
stany równowagi obwodu otrzyma się, rozwiązując układ równań

- §  fï1 (V, ) - \  (¥>2) “ J  v(t) » 0

- f-|1 (<Pi ) “ 'j (1*1 ̂ + 7 “ 0

względem zmiennyoh stanu (p̂  i (P2* Zakładając, że

(7)

V(t) = 5,
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otrzyma się na podstawie (7 ) układ równań:

2 ł J 1 +  9 2  +  J  a  0

^  + 2 <p2 - | = £

Rozwiązując (8 ) otrzyma się jeden stan równowagi obwodu, dla którego

«pj1' = - | \7b

(3)

ępj1 ) = |  Yb.
(9)

Przedstawiony wyżej sposób otrzymania stanów równowagi wymaga ułożenia 
wpierw równań stanu. Do identycznego wyniku można dojść, jeśli zauważ/ się, 
że w stanie równowagi

dcft
m r  3 0

A(p2 „
T T  “  ° *

YYobeo tego
V 1 = 0

(10)

Ai

Równanie (10) można zinterpretować 
jaico odnoszące się dla obwodu, w 
którym cewki stanowią zwarcie. 0- 
trzymamy w ten sposób obwód czysto 
rezystancyjny taki, jak na rys. 
1.3-2. Rozwiązując go, otrzymamy:

V 5A

%  = 5 A*

(1 1)

Wykorzystując znaną zależność stru
mienia od prądu otrzyma się oczy
wiście ten sam stan równowagi, o- 
kreślony przez równania (9). Stosu
jąc tę metodę otrzyma się stany rów-
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nowagi bez konieczności układania równań stanu. Podobne rozumowanie można 
przeprowadzić również w przypadku występowania kondensatorów.Ponieważ kon
densatory stanowią dla stanu równowagi przerwę, tvięc etany równowagi o- 
trzyma się rozwiązując obwód rezystancyjny powstały z obwodu rzeczywiste
go po usunięciu wszystkich kondensatorów i zwarciu cewek.

Zadanie 1.4
Stany równowagi odpowiadające równaniu = ? (x ) znajdzie eię, rozwią

zując równanie
f(x) = 0

i oznaczy się je przez P.,-tak, jak pokazano na rys. 1.4.1b. Aby określić 
stabilność stanów równowagi F. korzysta się z definicji stabilności w sen- 
sie Łapunowa dla obwodów n-tego rzędu.

W n-wymiarowej przestrzeni tworzymy sferę S , która jest miejscem geo
metrycznym punktów odległych o £ od stanu równowagi Q. Stan równowagi Q 
w n-wymiarowej przestrzeni jest stabilny w sensie łapunowa. jeśli dla do
wolnie małej wartości 6 > 0  i dowolnego czasu początkowego t = tQ istnie
je możliwość znalezienia odpowiadającej sfery S^, gdzie 0 <  ć <  6 i takiej,
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że wszy3tkie trajektorie, zaczynające się wewnątrz Sg, nigdy nie przetną 
większej sfery S . Jeśli ponadto wszystkie te trajektorie rozpoczynające 
się wewnątrz 3{ , dążą ostatecznie do Q, to stan równowagi jest asympto
tycznie stabilny.

W celu zbadania stabilności stanu równowagi przeprowadzi się, zgod
nie z definicją lapunowa, następujące rozumowanie. Zakłóca się zmienną 
stanu x na odległość t  w prawo lub lewo od i obserwuje się otrzymaną 
trajektorię, zaczynającą się od tego nowego stanu początkowego. Jeśli tra
jektoria, odpowiadająca każdej takiej wartości 6 (tzn. takiej wartości 6 , 
dla której stan początkowy trajektorii wypada między stanami równowagi są
siadującymi z Pj), zawsze powraca się do P^, to stan równowagi Pj jest 
stabilny. Z drugiej strony, jeśli istnieje wartość £ , dla której trajek
toria rozbiega się od , wtedy stan równowagi Pj jest niestabilny.

Na początku rozpatrzy się stan równowagi • Zakłada się, że zmienna 
stanu x została zakłócona z wartości x = k̂  do x = (k1 + -̂|), w dowolnej 
chwili początkowej t = tQ. Zadaniem jest zbadanie charakteru rozwiązania 
x = X(t) z X(tQ) = (k̂  + 6 ^) jako warunkiem początkowym. Ponieważ dla te
go punktu f(x) = f(k1 + 6.]) > 0  (rys. 1 .4 .1 a), więc w chwili t = tQ

w wyniku tego rozwiązanie x = X(t), zaczynające się w x(t) = (k̂  + 6^),
musi być w chwili t = tQ wzrastającą funkcją czasu i dlatego odpowiadają
ca mu trajektoria jest skierowana na prawo od punktu P., jak to pokazano 
na rys. 1.4«1c. W ten sposób można stwierdzić, że stan równowagi P^ jest 
niestabilny.

Następnie rozpatruje się stan równowagi P2* Jeśli przemieści się iz x = 
= kg do x = (kg + ć 2), jak to pokazano na rys. 1.4.1a, to okaże się, że

<  0 i trajektoria musi być skierowana w stronę Pg. Jest oczywiste, że 
tak będzie zawsze dla każdej wartości ćg, dla której stan początkowy 
znajdzie się między Pg a P^. Aby stwierdzić, że Pg jest stabilne, trzeba 
jeszcze zbadać przypadek, gdy x zostanie przemieszczone w lewo od Pg. Ody 
zakłóci się x z x » kg do x = (kg - ćg), to otrzyma się, że f (kg - 6 g) > 0

i trajektoria ponownie jest skierowana w stronę Pg. Zajdzie to dla tych
wszystkich wartości 6 g, dla których stan początkowy leży między Pg i Py
Stąd wnioskuje się, że stan równowagi Pg jest stabilny.

Rozpatrując następnie stan równowagi P^ można stwierdzić, że każda 
trajektoria odpowiadająca stanowi początkowemu, leżącemu pomiędzy P-j i P̂ , 
będzie zbiegać się w kierunku P-j. Jednakże, ponieważ trajektoria odpowia
dająca dowolnemu etanowi początkowemu, leżącemu pomiędzy P-j i Pg, rozbie
ga się od można stwierdzić, że P^ jest niestabilny. V/ podobny
sposób stwierdza się, że stany równowagi P^ i P^ są również niestabilne,
a stan równowagi Pg jest stabilny.
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Rozpatrując ponownie przebieg funkcji f(x) w otoczeniu stanów równowa
gi można wyciągnąć następujący wniosek, będący kryterium stabilności dla 
obwodów pierwszego rzędu. Niech dx/dt = f(x) będzie równaniem obwodu pierw
szego rzędu w postaci normalnej, gdzie f(x) jest ciągłą jednowartościową 
funkcją x. Niech Pj (x >= kj) będzie stanem równowagi obwodu. P^ jest sta
bilny wtedy, gdy istnieje przedział wokół x = k^, gdzie f(x) jest monoto- 
nicznie malejącą funkcją x. W przeciwnym razie Pj jest niestabilny.

Zadanie 1.5
Rzeczywiste nieliniowe kondensatory nie posiadają takiej zależności ła

dunku q od napięcia v, jaką przedstawia rys. 1.5>1b. Jednak taką zależ
ność q - v można otrzymać za pomocą elementu zwanego mutatorem. Jest to 
czwórnik o takich właściwościach, że transformuje charakterystykę v - i 
na zależność q - v, tzn.s załączając na jedne zaciski rezystor o charakte
rystyce v - i takiej, jak na rys. 1 .5 *1 b, na zaciskach drugich otrzymany 
kondensator o tej samej zależności q - v. Ponieważ prąd płynący przez kon
densator w obwodzie na rys. 1 . 5  jest równy

a z charakterystyki q = q(v) można wyznaczyć v = v(q), więc równanie sta
nu przybierze postaćj

i0 = — i = — G(v),

f| - - G(v) = - G (v (q)) = f(q) = ic (<ł)*

M  c)

(1 )

,2

ł

b) ł

Rys. 1.5.2 a, b i c
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Yi celu wyznaczenia f(q) należy narysować na podstawie charakterystyk i =
= G(v) i q = c(v) zależność i = - G(y) oraz v = v(q) tak, Jak przedsta
wiono to na rys. 1 .5 .2 a, b. Następnie dla danej wartości ładunku (np.t 
q3 = 2C) określa się punkt ? (dla ktćrego v = -2V) na charakterystyce 
v - q i z kolei, przerzutowując go przez charakterystykę ic = - G(v), o- 
trzyma się punkt Q (dla ktćrego f(q3) = - 2A). Postępując podobnie dla in
nych wartości ładunku otrzyma się zależność f(q) taką, jak na rys. 1 .5 .2 c. 
Stanami równowagi (patrz zadanie 1.4) dla obwodu z rys. 1.5 są wartości 
ładunku, dla których funkcja f(q) jest równa zero. Na podstawie rys. 
1 .5 *2c można stwierdzić, że stanami równowagi będą punkty:

1) Pr qr - 5 C ,

2 ) ^ ̂ 2 a
3) P3 - q 3 » - 2 C ,

4) P4 —  q4 = 1 C,

5) P^ *■ q^ “ 2,5 C,

6) ?6- q 6 - 4 c,

Z kryterium stabilności lapunowa podanego w zadaniu 1.4 wynika, że

1 ) stan P3 jest stanem stabilnym,
2 ) stan P2 jest stanem niestabilnym,
3 ) stan Pj jest stanem niestabilnym,
4 ) stan-P^ jest stanem stabilnym,
5 ) stan Pg jest stanem niestabilnym,
6 ) stan Pg jest stanem stabilnym.

Stany równowagi i odpowiadające im trajektorie ruchu przedstawia rys. 
1.5*3a, b.

Rys. 1.5.3
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Rozwiązanie dowolnego układu n równań różniczkowych w postaci normal
nej wymaga znajomości n stałych k^, kg»-**,^, Można również zdefinio
wać rząd złożoności obwodu jako minimalną liczbę warunków początkowych, 
którą trzeba podać, ażeby można było w zupełności określić zachowanie się 
(stan) obwodu. Innymi słowami, rząd złożoności obwodu równa się liczbie 
zmiennych stanu. Oczywiście właściwy zbiór warunków początkowych dla obwo
du będzie składał się z wartości ładunku q lub napięcia v na konden
satorze i strumienia cp lub prądu i w cewce w pewnej dowolnej chwili po
czątkowej t =* t • Rząd złożoności obwodu można określić bez potrzeby spro
wadzania równań ruchu do postaci normalnej. Łatwo wykazać, że rząd złożo
ności dowolnego obwodu jest równy

n = bLc " nc " nL>

gdzie:
bL - całkowitej liczbie elementów biernych (cewek i kondensatorów) wy- 

c stepujących w obwodzie, 
nr - całkowitej liczbie niezależnych oczek zawierających tylko kon

densatory oraz źródła napięciowe i kondensatory, 
nL - całkowitej liczbie niezależnych przekrojów (odcięć), zawierają

cych tylko cewki oraz cewki i źródła prądowe.

Zadanie 1 .6

ocikel

Odpowiednie niezależne oczka i przekroje, zawierające tylko kondensatory 
i cewki, przedstawiono na rys. 1 .6 . 2  i 1.6.3 odpowiednio linią ciągłą i 
przerywaną.
Stosując powyższy wzór otrzyma się dla obwodu z rys. 1 .6 :

n =  1 8 - 2 - 1  = 15,
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dla obwodu z rys. 1 .6 . 1

n = 24 - 4 5 = 15,

Zadanie 1-7
Jeśli charakterystykę diody tunelowej zapisze się w postaci id=g(vd),

to można równanie stanu obwodu zapisać w postaci:

dv„ . fE - v„ 1

 S^o') “

Zależność g(v(j) można otrzymać, interpolując charakterystykę diody tune
lowej wielomianem. Otrzyma się wystarczającą dokładność, stosując wielo
mian piątego stopnia

ld = g(vd ) = 17,76 vd - 103 .49 + 229,62 vrj - 226,31 +

+ 83,72 vd mA.

Stany równowagi można określić w prosty sposób, stosując drugą z metod, 
opisaną w zadaniu 1.3. Otrzyma się je, rozwiązując nieliniowy obwód rezy- 
stancyjny metodą graficzną opisaną w [i]. Rozwiązanie przedstawia rys.
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1 .7 * 2 dla pewnej wartości rezystancji 
oraz SEU E = 1,2 V. Zgodnie ze sformuło
wanym w zadaniu 1.4 kryterium stabilnoś
ci punktów równcwagi dla obwodów pierw
szego rzędu, oblicza się z (1 )s

óf(v0)
“3v" tr [- i  - g' (vc)], d 1 )

ną).

gdzie g’(v0) przedstawia nachylenie krzy
wej na płaszczyźnie v 0 “ id i nazywa 
się konduktancją różniczkową (dynamicz- 

Z równania (1 ) wnioskuje się, żo stan równowagi Qj jest stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy

i > -  q'(vc) ( 2 )

gdzie - g'(vc) jest konduktancją różniczkową (dynamiczną) w punkcie Q
V

Nierówność (2 ) przedstawia kryterium stabilności dla obwodu z rys. 1 .7 * Z 
tego wynika, że stan równowagi jest stabilny zawsze wtedy, gdy konduktan- 
oja różniczkowa jest dodatnia w Q y W przypadku, gdy g ’(vc) < 0 , to jest 
stabilny wtedy, gdy moduł konduktancji różniczkowej jest mniejszy od kon- 
duktancji 1/R prostej obciążenia. Z rys. 1.7.2 widać, że dla napięcia E - 
» 1,2 V mogą - w zależności od wartości rezystancji R - wystąpić jeden, 
dwa lub trzy stany równowagi. Zgodnie z nierównością (2) dla każdej war
tości rezystancji stany równowagi i będą stabilne, a stan Q2 będzie

niestabilny. W przypadku, gdy napięcie E » 
= 0 , 4  V dla każdej wartości rezystancji wy- 

‘<4 mA stąpi tylko jeden stan równowagi i będzie on
zawsze stanem stabilnym (rys. 1 *7 «3 ).

Zadanie 1.8
Oznaczając prąd i napięcie na cewce odpo

wiednio przez
obwodu zapisać następująco:

iL i vL możemy równanie stanu

i i i  „ (E ~ R
dt "

r(iT.)
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gdzie r(iŁ) jest charakterystyką elementu nieliniowego (np. neonówki).Sta
ny równowagi możną znaleźć, jak w zadaniu 1.7, jako przecięcie prostej ob
ciążenia z charakterystyką elementu nieliniowego, tak jak przedstawiono 
na rys. 1.8.2. Stosując krytererium stabilności dla punktów równowagi ob
wodu pierwszego rzędu podane w zadaniu 1.4, oblicza się

f 1 (iL ) - £ [- R - r'(iL)], (1 )

gdzie r 1 (iŁ) jest odwrotnością nachyle
nia krzywej vR - i^ i przedstawia rezy
stancję różniczkową.
Z równania (1) wynika, że stan równowagi 

jest stabilny wtedy i tylko wtedy,gdy

R >  - r ’(iL) ( 2 )

Rys. 1.8.2
gdzie - r '(iL ) jest rezystancją róż-

niczkową w punkcie 
Na podstawie nierówności (2) można stwierdzić, że stan równowagi
krzywej vR - iL jest zawsze stabilny, jeśli rezystancja różniczkowa r^i^) 
jest w tym punkcie dodatnia. Jeśli r'(iL)<0, to jest stabilne tylko 
wtedy, gdy moduł wartości rezystancji różniczkowej w jest mniejszy od 
rezystancji R prostej obciążenia. Z przeprowadzonych rozważań wynika, 
że stany równowagi i z rys. 1 .8 . 2  są stabilne, a stan Qg jest nie
stabilny.

Zadanie 1.9

Krzywą f(iL) = j [s - R . iL - rii^)] wraz 
z zaznaczonymi punktami równowagi przedstawia 
rys. 1.9. Stosując kryterium stabilności Lapu- 
nowa sformułowane w zadaniu 1.4, można natych
miast stwierdzić, że stany i 3 -j są stabil
ne, a stan CJ2 jest niestabilny.

Z a d a n i e  1 . 1 0

Stosując metodę opisaną w zadaniu 1.8, punk
ty równowagi obwodu można znaleźć, wykorzystu
jąc metodę graficzną rozwiązywania nielinio
wego obwodu rezystancyjnegc, co jest przed-
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stawione na rys. 1.10.1. Z kryterium stabilności, które zostało określone 
w zadaniu 1 .8 , wynika, że wszystkie trzy stany równowagi , Q2 i są
stabilne.

Zadanie 1.11
Stosując IX prawo Kirchhoffa dla obwodu z rys. 1.11, otrzymamy wprost 

równanie stanu

Przebieg czasowy prądu i(t) można otrzymaó z równania (1) przez rozdziele
nie zmiennych i dwustronne scałkowanie, czyli

Przebieg prądu i(t) dla wartości k = 1V i k = 2V przedstawia rys. 1.11.1. 
Na podstawie rys. 1.11.1 widaó, że w obwodzie nieliniowym, w przeoiwień- 
atwie do obwodu liniowego, nie jest zachowana w stanie ustalonym propor
cjonalność między odpowiedzią a wymuszeniem. Yiynika to z faktu, że war- 
tośd prądu, w przypadku gdy k = 2V, nie jest dwa razy większa od wartości 
prądu, gdy k = 1V.

mk

0,3 0,6 0,3 y,2 i s  Vg,V

Rys. 1.10.1 \

^  = a . k - b2 . i2 i (0 ) *» 0 .(1 )

dt

Stąd

lub
i « ^ . Ykatghb V a. k't ( 2 )
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Zadanie 1.12
Ad.a) Jedną z najprostszych metod znalezienia przybliżonego rozwiąza

nia równania
(1 )

jest metoda Eulera.
Równanie (1) można zapisaó w postaoi

lim^T - f (x,t)
A t — 0  A t

i  b i o r ą c  d o s t a t e c z n i e  m a ł e  A t  o t r z y m u j e  s i ę  w p r z y b l i ż e n i u

A x H. h f (x,t), (2)

gdzie h = At jest tzw. krokiem całkowania.
Zgodnie z równaniem (2) i warunkiem początkowym x(tQ) =» xQ otrzymamy algo
rytm Eulera w następującej postaci i

xi+ 1 “ xi + hf(xi,ti)

łi+ 1 = * 1  + b (3)
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Interpretacje geometryczną algorytmu Eulera przedstawia rys. 1.12. Stosu
jąc powyższy algorytm do obliczenia przybliżonego rozwiązania równania 
(1) z zadania 1.11 przy założeniu, że K » 1V i i(0) = 0 oraz przyjmując 
h = 0 , 5  sek., otrzymamy

ix + 1 = 4 . +  0,5 (1 - 1?)
(4)

1 “ 0, 1, 2,..., n—1 *

Porównanie miedzy rozwiązaniem numerycznym metodą Eulera równania (1) z 
zadania 1 .1 1 , a rozwiązaniem dokładnym przedstawia tablica 1 -1 .

Tablica 1.1
Czas
T

Rozwiązanie 
metodą Eulera

Rozwiązanie dokładne 
i a tg ht

Błąd
odcięcia

0 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0

0,5 0,5000 0 , 4 6 2 1 0,0379
1 , 0 0,8750 0 , 7 6 1 6 0,1134
1,5 0,9922 0,9051 0,0871
2 , 0 1 , 0 0 0 0 0,9640 0,0360

2,5 1 ,0 0 0 0 0 , 9 8 6 6 0,0134
3,0 1 ,0 0 0 0 0,9951 0,0049

Ad. b) Jednym z najbardziej znanych algorytmów rozwiązania równania 
różniozkowego (1 ) bez potrzeby szacowania pochodnych wyższego rzędu jest 
algorytm Rungego-Kutty czwartego rzędu, definiowany w sposób następujący:

xi+1 “ xi + h *i)» (5)
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gdzie
g(xit tj_) w | (k1 + 2kg ..+ 2 k3 + k4 )

k-j = f  ( x ^ , t ^ )  k2 -  i 1 ( x ^  + ^  k^ , t ^  + *2*̂

k ^  o f ( x i  + ^  k 2 , + | )  k ^  = f ( x i  + h k j ,  t.^ + h ) .

Porównanie rozwiązania otrzymanego metodą Rungego-Kutty z krokiem całko
wania h = 0 ,5s z rozwiązaniem dokładnym przedstawia tablica 1 .2 .

Tablica 1.2
Czas
T

Rozwiązanie metodą 
Rungego-Kutty

Rozwiązanie dokład
ne i ° tght

Błąd
odcięcia

0 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0

0,5 0,4618 0 , 4 6 2 1 -0,0003
1 , 0 0 , 7 6 1 6 0 , 7 6 1 6 0 , 0 0 0 0

1,5 0,9041 0,9051 -0 , 0 0 1 0

2 , 0 0 , 9 6 3 0 0 , 9 6 4 0 -0 , 0 0 1 0

2,5 0,9860 0 , 9 8 6 6 -0 , 0 0 0 6

3,0 0,9947 0,9951 -0,0004

Z porównania tablicy 1.1 z tablicą 1.2 wynika, że metoda Rungego-Kutty 
jest bardziej dokładna, niż metoda Eulera. Jest jednak bardziej czaso
chłonna, ponieważ, aby obliczyó nowe wartości zmiennej niezależnej, nale
ży ozterokrotnie obliczać wartość funkcji występującej po prawej stronie 
równania ( ( 1 ).

Zadanie 1.13
Przedstawiony w zadaniu 1.12 algorytm Eulera rozwiązania równania róż

niczkowego w postaci normalnej może byó w prosty sposób rozszerzony, na 
rozwiązanie układu n równań różniczkowych w postpoi normalnej. W przy
padku dwócher'równań różniczkowych

|| - f^.y.t)

|| - f? (x,y,M

z warunkami początkowymi x(tQ) - xQ i y(tQ) = yQ algorytm będzie następu
jący:
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xi+l = xi + hfx^xi,',ri,ti^

= y± + ^2 ̂xi > ̂i> '''i)

ti+l = *i + h

i =* O, 1 , 2 ,...,n—1 •

(1)

Stosując wzory (1) do równań (7a) i (7 b) z zadania 1.1, otrzyma 3ię
, 2 . . 5

3i+l
i  +  h  2 + 3 ( v 4 1  +  c o s t i ) + ( v 4 i  +  O Q 3 t 1 ) ( 2 - i 3 1 ) t - - 2 ( 2  -  i ^ ? '  

25i^ - 6
3i

v4i+l = v4i +

(2)

-4+(2-i31) (v^i+costi)+ 2 (2-l3i) (v4i-CQ3t1 ):>-3(v4:i;+costx^ 
h 2 - gv^  + 5

łi+l ~ ti h.

Otrzymane na podstawie wzorów (2 ) wartości prądu i^(t) i napięcia 
przedstawiono w tablicy 1 .3 «

v.(t)

Tablica 1.3
Czas
t,s. i3 (t), A v4 (t), V

0 1 , 0 0 0 0 , 0 0 0
0 , 1 1 , 0 2 1 -0,204
0 , 2 1,037 -0,403
0,3 1,049 -0,393
0,4 1,053 -0 , 6 9 8
0,5 1 , 0 6 0 -0,390
0 , 6 1,071 -0,834
0,7 1,076 -0,625
0 , 8 1,084 -0,144
0,9 1,099 -0,340
1 , 0 1 , 1 1 0 -0,664
1 , 1 1,117 -0,293
1 , 2 1,128 -0,561
1,3 1 , 1 3 6 -0,499
1,4 1,156 -28,286
1,5 0,883 -26,866
1 , 6 -0 , 1 7 8 -25,532
1,7 173,570 -24,069
1 , 8 174,881 -22,685
1,9 176,202 -21,375
2 , 0 177,534 -2 0 , 1 3 6

Z a d a n i a  1 . 14

Na podstawie przedstawionych na rys. 1.5*3 w zadaniu 1.5 trajektorii
ruchu obwodu można stwierdzić, że ładunek na kondensatorze będzie się
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zmieniał z czasem od wartości początkowej = q(o) = - 10 do wartości 
q4 = 1C, po czym pozostanie bez zmian. Aby otrzymać pełną informację, do
tyczącą zachowania się układu, należy określić jeszcze czas t^, po jakim 
ładunek na kondensatorze osiągnie wartość q = q^ z przedziału zmienności 
- 1C<q«1C.
U tym celu równanie (1) z zadania 1.5 przekształca się do postaci

d t " -f ( t r d<ł’ (1 )

1 s.gdzie a
Całkując dwustronnie równanie (1), otrzymuje się

q(ti)
I  ttIt **-

q(t0)*j *o + (2)

Przyjmując czas początkowy tQ = 0, do
staje się

qCtj)

q(o)
1  •& i
7T57 dq' (2a)

tj. od- 
q(tj).

Równanie (2a) określające czas 
powiadający dowolnemu punktowi 
na trajektorii można również zinterpre
tować geometrycznie. T tym celu należy 
przerysować jeszcze’ ras część trajekto
rii 1 funkcji £(q) odpowiadającą stano
wi początkowemu Q^, tak. jak na rys. 
1.14 a, b. Bas tę pnie należy narysować 
funkcję y « (rys. 1.14c). Bezpo
średnio z równania (2a) widać, że csae 
tj będzie równy polu pod krzywą 
zawartemu między stanem początkowy® 
q(0), a dowolnie obranym q(t^).Dla przy
kładu czas, po którym ładunek na konden
satorze osiągnie wartość 0C, będzie rów
ny

■ l
dq«a.In 2 = 0,69 s

1 odpowiada to polu zakreskowanemu na rys. 1.14c. Oczywiście 
stosuje się do dowolnego obwodu nieliniowego pierwszego rzędu, 
równaniem stanu

ff - *(->•

metodę tę 
opisanego

(3)
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W oelu znalezienia skali czasu dla danej trajektorii, należy»
1 ) narysować funkcję y ■» (1 /f(x)) w całym przedziale x odpowiadającym 

tej trajektorii,
2 ) znaleźć pole pod krzywą y = (1 /f(x)) od stanu początkowego tQ do do

wolnie obranego punktu trajektorii,
3) suma pola otrzymanego w punkcie 2 i wartość tQ daje czas, odpowia

dający danemu punktowi trajektorii.
*1

W przypadku, gdy funkoja y - ma walvto^oi ujemne, to trajektoria
ma zwrot w kierunku ujemnym osi x, a gdy funkoja y = (1 /f(x)) jest dodat
nia, to w kierunku dodatnim. Wobec tego pole pod krzywą jest zawsze do
datnie i rośnie w miarę przemieszczania się wzdłuż trajektorii do stanu 
rćwnowagi.

Na podstawie powyższych rozważań można stwierdzić, że w obwodzie pierw
szego rzędu opisanym równaniem (3 ), gdzie funkcja f(x) jest jednowartoś- 
ciowa, jego rozwiązanie będzie zawsze monotonicznie rosnącą lub monoto- 
nicznie malejącą funkcją. Co więcej, za wyjątkiem szczególnych przypad
ków potrzeba nieskończenie wielkiego czasu dla uzyskania wartości ustalo
nej. Aby otrzymać dokładną analityczną postać rozwiązania q(t), należy 
rozwiązać nielinibwe równanie różniczkowe (1 ). Ponieważ funkcja f(q) jest 
odcinkowo liniowa, rozwiązanie można przeprowadzić w dwóch etapach.
I. Dla wartości - 1 0^q^0C równanie (1) przyjmie postać

a ■j'1 » q + 2 . b, (A)

gdzie a « 1 o, b « 1 C.
Rozwiązaniem równania (4 ) jest

t
q(t) - - 2b + bea [C.]. (5)

Ładunek na kondensatorze będzie zmieniał się zgodnie z (5) do czasu 
■t2 (0,69 s), po którym osiągnie wartość OC. Następnie jego zmiana będzie 
opisana równaniem różniczkowym

a ■ - 2q + 2b, 

którego rozwiązaniem jest» - t )
- 2   ¡— i-

q(t) ” 1 • b — b • e

Ostatecznie ładunek na kondensatorze będzie zmianiał się według zależnoś- 
oi

t r •] f - 2  (t-tg) -|
q(t) = (-2b + bea  ̂ [l ( t ) - l  ( t - t 2)J + [l.b- e J J #l(t-t2) [cj.

(7)
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Rys. 1.14.1

Zadanie 1.15
Dla wygody można obliczyć zamiast prądu kondensatora prąd i(t). Równa

nie stanu dla obwodu z rys. 1.15 będzie miało postać:

= - £ G(v). (1)

Ponieważ charakterystyka i = G(v) jest odcinkowo liniowa, to dla dowolnej 
chwili t = tQ punkt pracy obwodu JC musi znajdować się na jednym z jej od
cinków. Równanie (1) przyjmuje wtedy postać

ff «* - | Gj(v). (2 )

gdzie Gj(v) Jest równaniem prostej j-tego odoinka charakterystyki. Punkt
pracy obwodu jY będzie znajdować się na j-tym odcinku charakterystyki do
czasu, kiedy nie osiągnie on jednego z dwóch jego końców (punktów załama
nia charakterystyki) w jakiejś ohwili czasu t = t.. W ciągu czasu (tQ,t^) 
obwód JY można zastąpić równoważnym liniowym obwodem Tbevenina lub Nor- 
tona o parametrach odpowiadających równaniu prostej j-tego odcinka. Ozna
cza to, że nieliniowy obwód pierwszego rzędu z rys. 1.15 jest równoważny 
liniowemu obwodowi pierwszego rzędu z rys. 1.15*1 a lub 1.15* 1 b w tym prze
dziale czasowym.

Rys. 15.1 a i b
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Na podstawie układów z rys. 1.15*1 równanie (2) można napisać w postaci

HT “ " v + Sj <3a)

lub

f f = " F 7 J v + F 7 n (- (3b)Lr  "j

Łatwo można zauważyć, te równania (3a) i (3b) mają tę samą postaćj

I f  = “  T T  x  +  T j  x j ^ e ) *  ( 4 )

gdzie:

<d = rjC
Xj (te) ” Ej " " Ijrj*

Można sprawdzić, że rozwiązaniem równania różniczkowego (4) jest
t-t

x ( t )  = ( t g )  + [ x j  ( t 0 ) -  ( t e )J e t j  ■ t > t Q. ( 5)

Oczywiście po czasie t = t̂  punkt pracy obwodu SC będzie znajdować się na 
następnym odcinku charakterystyki, co pociągnie za sobą zmianę parametrów 
obwodu zastępczego Thevenina lub Nortona, a tym samym zmianę współczynni
ków w równaniu (4) i (5). Z powyższych rozważań można wyciągnąć wniosek, 
że w celu otrzymania pełnego rozwiązania dla dowolnego odcinkowo-liniowe- 
go obwodu pierwszego rzędu należy postępować według następującego algoryt
mu t
1 ) przedstawić dany obwód w postaci szeregowego połączenia dwójnika rezy- 

stancyjnego X  z cewką względnie kondensatorem,
2) określić charakterystykę i = G(v) lub v = R(i) nieliniowego dwójnika 

rezystancyjnego,
3) ponumerować wszystkie odcinki charakterystyki, poczynając od najmniej

szych ujemnych wartości napięcia,
4) określić odpowiedni odcinek j zawierający warunek początkowy x.j(t0),
5) obliczyć stan równowagi Xj(te) i stałą czasową odpowiadającą temu od

cinkowi charakterystyki zgodnie z (4 ),
6) narysować i obliczyć x(t) zgodnie z (5 ) dla t ^ t Q i odpowiadających

xj <*0). xj ̂ e ) * 1 »
7) jeśli wartości x(t; otrzymane w pkt. 6 pozostają wewnątrz przedziału

określonego przez odcinek j dla wszystkich wartości czasu t ^ t Q, to 
pełne rozwiązanie obwodu składa się tylko z jednej eksponencjalnej 
funkcji czasu,
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8 ) jeśli wartości x(t) przekraczają przedział określony przez odcinek j, 
to wtedy trzeba określiś czas t » t^, kiedy x(t) osiąga stan końcowy 
(punkt załamania charakterystyki) odoinka. Eksponencjaine rozwiązanie
(5 ) jest ważne dla czasów t04t4t^, 

gj belem znalezienia dalszej części rozwiązania dla czasu t>t-| należy 
określiś stan przejściowy na odpowiednim odcinku charakterystyki sto
sownie do zasady zachowania ładunku w kondensatorze (lub strumienia 
w cewce),

1 0 ) traktując stan przejściowy otrzymany w punkcie 9 jako nowy stan po
czątkowy, powtarzamy punkty 449 tyle razy, ile jest to konieczne do o- 
trzymania rozwiązania x(t) dla wszystkich t 3stQ.

Zadanie 1.16
Równanie (1) z zadania 1.15 traci sens przy założeniu, że funkcja G(v) 

jest różnowartośoiowa, ponieważ wynikałoby stąd, że rozwiązanie posiada 
więcej niż jedną wartość pochodnej w danej chwili czasowej. Z drugiej 
strony wiadomo, że rzeczywisty obwód dynamiczny musi mieć jednoznaczne 
rozwiązanie dla wszystkich wartości czasu. Tę powstałą pozorną rozbież
ność między otrzymanym rozwiązaniem a rzeczywistością można wyjaśnić i u- 
sunąć dwiema metodami.

Charakterystykę obwodu JV* i » G(v) otrzymano na podstawie pewnego zbu
dowanego modelu obwodu rzeczywistego. Pakt wystąpienia rozbieżności mię
dzy rozwiązaniem otrzymanym na podstawie utworzonego modelu.a zachowaniem 
się obwodu rzeczywistego świadczy o tym, że model jest niekompletny, tzn. 
zostały w nim pominięte pewne istotne pasożytnicze elementy, jak pojemnoś
ci i indukoyjności.

Metoda pierwsza usunięcia powyższej rozbieżności polega na wprowadze
niu do modelu tych dodatkowych elementów pasożytniczych, co jednak nie 
zawsze jest sprawą łatwą. Z jednej strony wprowadzone dodatkowe elementy 
muszą urzeczywistnić dotychczasowy model, z drugiej strony, nie może 
tych elementów być dużo, bo model będzie zanadto skomplikowany.

Druga z metod, mniej ogólna, opiera się na postulaoie o inercji, który 
wynika z obserwacji praktycznych. Punkcję G(v) można przedstawić w posta
ci n jednowartośoiowych gałęzi Q^(v), Gg * * * >Gn ^  * każ(Ja gałąś
Gj(v) jest określona w przedziale aj^y^bj. Stan początkowy v(tQ) będzie 
punktem na jednej z tych gałęzi, np. 0K (v).

Postulat o inercji mówi, że punkt pracy obwodu pozostanie na tej gałę
zi, wobec tego równania stanu można zmodyfikować przez zastąpienie różno- 
wartośoiowej funkcji G(v) funkcją jednowartośoiową GK (v). Otrzymane w ten 
sposób rozwiązanie v(t) jest ważne dla czasu t >t Q, dla którego a ^ y t t ) ^  
Jeśli założy się, że charakterystyka G(v) obwodu JC jest taka jak na rys. 
1.16, to w zależności od stanu początkowego obwodu (P̂ , Pg lub Pj) równa
nie stanu (1 ) z zadania 1.15 będzie miało postać:
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a) dla stanu początkowego

f| = G1 (v) -~<v <5,

b) dla stanu początkowego P2

f| = G2 (v) - 4<v^5,

c) dla stanu początkowego P^

f| = G3 (b) - 4 < v ^ < ~

Stosując powyższy postulat o inwercji wraz z zasadą zachowania ładun
ku (strumienia) w kondensatorze (cewce), można otrzymać zawsze jednoznacz
ne rozwiązanie dla dowolnej funkcji G(v).

Zadanie 1.17

Aby otrzymać rozwiązanie dla obwodu z rys. 1.17 należy, zgodnie z al
gorytmem opisanym w zadaniu 1.15, ponumerować odcinki charakterystyki z 
rys. 1.17.1 tak,, jak na rys. 1.17.2. Z warunku początkowego

v ( o )  a ** “ 6 V

wynika, że w chwili t = 0 punkt pracy obwodu JVznajduje się na pierwszym 
odcinku charakterystyki w punkcie PQ.
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Rys. 1.17.2

Następnie, należy określić drogę dynamiczną, tj. drogę, po której przemie
szcza się punkt pracy obwodu JC . Ponieważ 4-̂  = - -jj, to ^<-0 gdy i > 0 
oraz ■jr > 2  gdy i < 0 , czyli napięcie na kondensatorze zwiększa się, gdy 
punkt pracy obwodu X znajduje się na charakterystyce poniżej :osi v i 
zmniejsza się, gdy jest odwrotnie. Na tej podstawie można wnioskować, że 
w miarę upływu czasu punkt pracy obwodu X będzie przemieszczał się od 
punktu PQ na odcinku pierwszym charakterystyki do punktu Pc odcinka trze
ciego poprzez punkty Pg i P^ oraz odcinek drugi. Po osiągnięciu stanu koń
cowego odcinka trzeciego Pc punkt pracy nie może przemieszczać się wzdłuż 
odcinka czwartego charakterystyki, gdyż napięcie na kondensatorze nie mo—- 
że maleć w tej części charakterystyki >  0). Jedyną możliwością dla 
drogi dynamicznej jest natychmiastowy przeskok wzdłuż prostej prostopad
łej (dlaczego?) ze stanu końcowego Pc do stanu przejściowego Pj, na odcin
ku piątym charakterystyki. Następnie napięcie na kondensatorze maleje 
(j|<0 ) i punkt pracy przesuwa się do punktu ?<j, gdzie następuje z podob
nych powodów przeskok do punktu Pjj. Y/tedy napięcie na kondensatorze ponow
nie rośnie, aż do momentu, gdy punkt pracy osiągnie punkt Pc, a następnie 
cały proces powtarza się. Łatwo zatem zauważyć, że napięcie na kondensato
rze zmienia się okresowo, tzn. że w obwodzie pojawiły się drgania. ?/ celu 
otrzymania pełnego analitycznego rozwiązania należy określić dla pierwsze
go odcinka charakterystyki

x^(0) ° v(0) = - 6 V,
*l(te) “ v(te) = - 2 V,

“ rX • C = 2 ms.



- 93 -

Podstawiając to wartości do równania i i )  w zadaniu 1.15 otrzyma się:

" X 1v(t) = (- 2 - 4 e )V t è-0. (1a;

Napięcie v(t) będzie zmieniać się zgodnie ze wzorem (1 a) do chwili, gdy 
osiągnie wartość - 4V, cc nastąpi w chwili t = t^. Ze wzoru (5) w zadaniu 
1.15 otrzyma aię

t < 1 m  = 1,39 ms

Następnie punkt pracy obwodu będzie znajdować się na drugim odcinku cha
rakterystyki, dla którego

x2 (ti) = v(t1) = - 4V,

x2 (t2) = v(te) = - 5V,

"C2 = r2 • C = - 1 ms,

t-t1 (Ib)
X p

v(t) = - 5 + e V t > t 1

?o czasie

tg = ti - < 2 ln = 2,49 ms

punkt pracy obwodu znajdzie się na trzecim odcinku charakterystyki. Ponie
waż teraz

x3 (t2) = v(t2) = - 2 V, 

x3 (t0) = v(te) = 10 V, 

t 3 = r3 . C = 4 ms,

to napięcie
t-t2

“ T>
v(t) = 1 0 - 1 2 e J V t >t 2 (1 c)

Punkt Pc na charakterystyce zostanie osiągnięty po czasie

t3 = t2 + "t3 ln k-j = S , 8 8 ma,
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po czym 'nastąpi natychmiastowy przeskok punktu pracy obwodu i punkt P' na. ü charakterystyce zostanie osiągnięty w chwili t, = 6 , 8 8 ms. Od tego momen-
<> d vtu napięcie v(t) będzie maleć < 0 ) zgodnie ze wzorem

) V  t > t 3 (1 d)

ponieważ

*5 (t3) = v(t3) = 6V, 

x5 (t0) = v(te) = 2 V,

= r^ . C = 1 me.

Y/ chwili

t = t^ = t3 + “tę ln yyff = 8,27 ms

napięcie na kondensatorze osiągnie wartość 3V, nastąpi natychmiastowy prze
skok punktu pracy obwodu z punktu P^ do punktu P*j charakterystyki. Następ
nie napięcie będzie narastało według równania

t-t4

"v(t) » 10 - 7 e J t ^ t 4 (1e)

aż do wartości 6 V, po czym nastąpi ponowny przeskok punktu pracy obwodu 
do punktu Pg na charakterystyce. Będzie to w chwili

t = t3 «■ t4 + < 3 ln = 10,51 ms.

Dla czasu t>t^ napięcie na kondensatorze będzie się zmieniać okresowo 
według równania (1d) i (1e). Okres drgań będzie wynosił:

I * tg - t3 » 2,24 ms

a częstotliwość

f jjr = 446 Hz.

Przebieg napięcia v(t) opisany równaniami (1a) t (1e) jest przedstawiony 
na rys. 1.17.3. Y/arto zauważyć, że ważnym czynnikiem ułatwiającym naryso
wanie przebiegu napięcia v(t) jest fak-t jednakowego nachylenia krzywych 
eksponencjalnych o stałych czasowych tj i ^  w punkcie t = t̂  (wykazać!).

t-t3

v(t) => ( 2 + 4 e
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Rys. 1.17.3

Prąd ic (t.) oblicza się z zależności

( 2 )

Różniczkując równania (1a) f (1e) i podstawiając do (2), otrzyma sięs

" kic (t) = 4 e mA t >0 (3a)
t-t.,

i (t) = 2 e raA t >t 1

t-t,.

(3b)

ic (t) » 6 e mA t > t 2 (3o )

t-t-

i (t) » - 8 e mA t >t-j

t-t.

(3d)

ic (t) - - 3,5 e mA t >t„ (3e>
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Po czasie t prąc iQ ("t) płynący przez kondensator zmienia się okresowe 
według (3d) i (3e) z częstotliwością, f = 446 Hz, co przedstawia rys. 
1.17.4.

Zadanie 1.18
W obwodzie z rys. 1.18a istniał stan ustalony zanim klucz K został 0- 

twarty. Wobec tego prąd i2 (t), płynący przez cewkę, wyrażał się wzorem

” Imsin(tot-<p),

gdzie

U *  + (0)L)£
= 20,6 mA

<p = aretg = 7 2 °

Najniekorzystniejsza chwila otwarcia klucza K będzie wtedy, gdy wartość 
chwilowa prądu i^Ct' ) = IQ. ’lożna założyć, że nastąpi to w chwili t' = 0 . 
Dla czasu t‘> 0  obwód z rys. 1.18a nożna przedstawić w po3taci pokazanej 
na rys. 1.18.1. Równanie-stanu dla tego obwodu będzie miało postać:

d i  1 , ,  1 p m  \=  -  j .  v  =  -  r  H ( i , , (1)

gdzie v = R(i) - charakterystyka dwójnika rezystancyjnego X  .
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Aby obliczyć przebieg prądu i(t') dla t1 >0 
można zastosować algorytm opisany w zadaniu 
1.15* Vi tym celu należy najpierw określić 
charakterystykę dwójnika v = R(i). Można to 
uczynić,'stosując metodę odpowiedniego gra
ficznego dodawania charakterystyk rezystorów, 
tak jak to pokazano w [2]. Otrzymaną w ten 
sposób charakterystykę przedstawia rys. 
1.18.2.

Ponieważ w chwili t' = O i(0) = ij/OO a 
= - Im, więc punkt pracy obwodu znaj
duje się w punkcie PQ na trzecim odcinku 
charakterystyki i wobec tego droga dyna
miczna punktu pracy będzie taka jak na 
rys. 1.18.2. Y/obec tego - zgodnie z równa
niem (5) w zadaniu 1.15 - prąd i(t)będzie 
miał przebieg

i(f) -  6m t’ > 0 (2)

przy czym 1 , 1 1  ms.
V/obec tego, zgodnie z (1 )

_ V
1-3

Rys. 1.18.2

v(t') ■ - rj.Ij, e J t’ > 0  

Z rys. 1.18.1 widać, że

u(f) - v(f) - i (f) . R.

Z równań (2), (3) i (4) wynika, że napięcie uit1) będzie równe

(3)

(4)

t
t :

u(t) «= -r3 . ine + m 41,2 e V t’>0 (5)

W przypadku, gdyby w obwodzie z rys. 1.18a nie było warystora, to napię
cie na cewce u*(tO wynosiłoby

t'
u'(t')

tl

- m o - 51,5 e 3 V t'>0,
(6)

gdzie

*3 ” Hp + R “ 0 * ? 1 ms-
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Przebieg napięcia u(t') i u'(t') zgodnie z (5) i (6 ) przedstawia rys. 1.18.3«

u M ,V

Rys. 1.18.3

Zadanie 1.19
Aby rozwiązać zadanie obwód z rys. 1.99a przedstawia się w postaci ta

kiej jak na rys. 1.19*1. Dla takiego obwodu równanie stanu dla czasu t > 0

będzie miało postaćj

diL di 1 „ 1 rMI MlT r “ _,arr“ i vi,“ i G(i)*

Mając określoną obarakterystykę 
vŁ = G(i) obwodu można znaleźć 
prąd i(t), będący rozwiązaniem 
równania różniczkowego (1 ), stosu
jąc algorytm opisany w zadaniu 
1.15-

Charakterystyka i *• G(v^) jest 
zastępczą charakterystyką równo- 

Rys. -1-19.1 ległego połączenia nieliniowych
rezystorów, będącyoh szeregowym 

połączeniem diody tunelowej i SEM. Przedstawia ją rys. 1.19.2. Metody o- 
trzymania takich charakterystyk zostały szczegółowo opisane w [1 ] i w [2], 
w zadaniach 3-17-3-21. Ponieważ dla czasów t <0 w obwodzie był stan usta
lony, więc napięcie vL (t) » 0 V oraz i(t) - 0 . Stąd w chwili t - 0+
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i punkt pracy obwodu JC znajdzie się w punkcie początkowym F0. Następnie 
będzie przemieszczał się w górę odcinka 1 charakterystyki do punktu a. Po- 
tem,ze względu na to, że ^  > 0 , gdy vL< D  oraz gdy punkt
pracy natychmiast przeakoczy do punktu b na odcinku 3 charakterystyki. 
Po osiągnięciu punktu c nastąpi przeskok do punktu d na odcinku 1 cha
rakterystyki i punkt pracy ponownie będzie dążył do punktu a, po czym ca
ły proces powtórzy się. W ten sposób w obwodzie z rys. 1.19a powstaną 
drgania o takim okresie, jaki jest potrzebny, aby punkt pracy obwodu JC 
przebył drogę a - b - c - d - a .

Zastępując obwód JC liniowym schematem zastępczym o parametrach wyni- 
kających z równania prostej odpowiedniego odcinka, otrzymamy równania (1 ) 
w takiej postaci, jak równanie (4) w zadaniu 1.15, przy czymi

x - i,
■r i_
J = r j

Xj(te ) - I3 'I'
Wartości parametrów liniowego schematu zastępczego, dla odcinków 1 i 3 
charakterystyki, są przedstawione w tablicy 1.4*



- 100 -

Tablica 1 .4

Stan początkowy Stan równowagi
Stała
h  rvj (to>T ij (t0)mA Vj(t0 )V. ij (te)aA

1 - 3,15 - 5 0 7-6 40

3 2 , 8 3,6 0 - 7.6 40

Stosując metodę opisaną w zadaniu 1.5 łatwo obliczyć, że

. 6

i (t)

(7 , 6  - 1 2 , 6  e
t.lO"

)mA 0«ti£t

Xt-tel10_ 
 T T(-7,6 + 11,23 ^  )mA ta<  t <tc

( t - t n ) i o6
(7 , 6  - 1 1 , 2  e ')mA t . < t ^ t ‘

gdzie:
i(C) - i1 (t0)

ła “ S  • ln ) - It Cie ) = 4 5 >9

i(t ) - i,(t0) 
ta + 1 3 ln r(TeT - ' i 3"r-t7 i a 8 7 > 1 ^ 8*

i(t ) - i, (t )
*a “ *0 + < 1 ln i(tl )  - li(ta) “ 1 2 8 ’ 3

(2 a)

(2b)

(2o)

Oczywiście dla t > t a prąd i(t) zmienia się okresowo zgodnie z równamiami 
(2b) i (2c). Yiobec tego okres drgań w obwodzie wyniesie

n częstotliwość

T =. ta - ta = 82,4 fis,

f = ij ~ 12,14 kHz.

Prąd płynący przez cewkę = “iii). Jego przebieg został przedstawio
ny na rys. 1.19*3®.
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Rys. 1.19.3

Uapięoie y-̂ Ct) można otrzymać bezpośrednio z drogi dynamicznej, przedsta
wionej na rys. 1.19.2 (bez konieczności różniczkowania równań określają
cych prąd iŁ (t)).

W tym celu należy wykorzystać fakt, że:
1 ) pochodna dowolnej funkcji eksponencjalnej jest również funkcją ekspo- 

nencjalną o identycznej stałej czasowej,
2 ) napięcie na cewce v^(t) jest zawsze równe zero, kiedy jest etan równo

wagi. Z tego powodu (te) = 0 dla dowolnego odcinka charakterystyki.
Przebieg napięcia v-Ł(t) jest przedstawiony na rys. 1.19«3b.

Zadanie 1.20
Aby narysować charakterystykę i •» G(v) obwodu widzianego od strony za

cisków kondensatora, należy wpierw znaleźć charakterystykę rezystora nie
liniowego, będącego równoległym połączeniem SPM 0,1 mA i rezystora o cha
rakterystyce takiej jak na rys. 1 .2 0 .1 , a następnie zastępczą charaktery
stykę szeregowego połączenia otrzymanych rezystorów. Tak otrzymaną charak
terystykę przedstawia rys. 1.20.2. Składa się ona z trzech odcinków, przy 
czym odcinki pierwszy i trzeci są poziome. Jeśli punkt pracy obwodu bę
dzie znajdował się na jednym z tych odcinków, to wtedy napięcie na konden
satorze będzie liniową funkcją czasu. Wynika to z faktu, że w tym przypad
ku schemat zastępczy obwodu JV redukuje się do stałej SPM. Przeprowadza
jąc podobne rozumowanie jak w zadaniu 1.17 można stwierdzić, że droga dy
namiczna punktu pracy będzie taka, jak zaznaczono na rys. 1.20.2. Z jej 
przebiegu łatwo wywnioskować, że w stanie ustalonym w obwodzie wystąpią 
oscylacje.
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Rys. 1.20.2

Z dotycbozas. przeprowadzonych rozważań wynika, że napięcie na konden
satorze będzie miało następujący przebieg:

v < V  “ s2  " t o'>

v(ta) - (t - ta)

r(tc) - ^ 2  (t - t„)

t0 « t < t 4

t0 < t < t ;

( l a )

(1b)

(1 c)

gdzie

ta “ *o  + C

i- Cc a
v(ta) - v(t0)

v(t ) - v(ta )
-  *c + c — - t : --------

Dla czasu t > t a napięcie vc (t) będzie zmieniać się okresowo odpowiednio 
według równań (1 b) i (1 c).
Podstawiając dane otrzymane z charakterystyki z rys. 1.20.2, otrzymamy

[10 - 1,0(t - 10 . 10-3)] V 10 ms ̂ t <28,0 ms

[ - 8  + 1 ,0 (t - 28,0 . 10-3)J V 28,0 ms<t<44,0 

[ 8 - 1,0(t - 44,0 • IG“3)] V 44,0 mssgt<62,0

v0 (t) = ms

ms
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Okres drgań w stanie ustalonym będzie wynosił«

T ** ta - tB » 34 ms,

a częstotliwość

f = ^ = 31,25 Hz.

4

-4

Rys. 1.20.3

Przebieg napięcia vQ (t) jest przedstawiony na rys. 1.20.3, a prądu ic (t) 
na rys. 1.20.4. Wartość pojemności kondensatora C, przy ktćrej wystąpią w 
obwodzie drgania o częstotliwości 1 kHz, obliczy się ze wzoru

c' “ b  V (taT -T ftT T  " 3)125 nF*

Zadanie 1 . 2 1

Równanie stanu dla obwodu z rys. 1.21 jest następujące

HT “ “ I * G 1 (i)’
gdzie G~^ jest funkcją odwrotną do G.
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Rys. 1.21.2

Ponieważ funkcja G (i) jest odcin
kowo liniowa, więc podobnie, jak w 
zadaniach poprzednich, należy wpieiw 
określić drogę dynamiczną punktu 
pracy obwodu. Przedstawia ją rys. 
1.21.2. Rozpoczyna się ona w punk
cie początkowym PQ, a następnie po 
dojściu wzdłuż pierwszego odcinka 
charakterystyki do punktu a wystąpi 
natychmiastowy przeskok przez od
cinek drugi do punktu b na odcin
ku trzecim. Dzieje się tak dlatego, 
te w lewej części charakterystyki 
prąd i musi rosnąć. Po osiągnię
ciu punktu b, punkt pracy przesuwa 

powodując liniowy wzrost prądu i. Ponieważ prąd i nie 
następuje natychmiastowy przeskok 

Z punktu d punkt pracy
do

się do punktu c
może maleć, po osiągnięoiu punktu o 
do punktu d. na piąty odcinek charakterystyki
dąży w czasie nieskończenie wielkim po piątym odcinku charakterystyki 
stanu równowagi, który znajduje się w środku układu współrzędnych. Na pod
stawie tak określonej drogi dynamicznej punktu pracy obwodu jY można dla 
każdego odoinka charakterystyki określić wielkości charakterystyczne, tj. 
stan początkowy, końcowy i ustalony oraz stałą czasową.Zostały one przed
stawione w tablicy 1.5« Na ioh podstawie można określić przebieg czasowy 
iL(t) oraz vL (t) zgodnie z algorytmem opisanym w zadaniu 1.15«

Tablica 1.5
Nr
j

Stan początkowy 
(ta)mA

Stan końcowy 
ij(tb)mA

Stan ustalony 
ij(te )mA

Stała czasowa 
<j

1 - 3.0 - 2 . 0 - 1 . 0 50
2 - 2 . 0 - 2 . 0 - 2 . 0 OO

3 - 2 . 0 2 . 0 oo 0

5 2 . 0 0 0 1 0 0

Na podstawie danych z tablicy 1.5 można obliczyć prąd i(t)
t
f 1- 1.0 - 2.0 e 1 mA O ^ t  <t„

i(t) - 2 . 0  - . (t - tb) mA tb< t < t c

*-t. td
2.0 e mA



Rys. 1.21.3

Prąd i^it) = - i(t) przedstawiono na rys. 1.21.3* Przebieg napięcia Vj>(t) 
można wyznaczyć bezpośrednio na podstawie przebiegu prądu l^Ct) lub też 
korzystając z zależności

t  d i  vL (t) - - L • •y r

Przebieg ten przedstawiono na rys. 1.21.4.
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Aby obliczyć przebieg napięcia vQ (t) należy najpierw wyznaczyć charak
terystykę prądu i(t) w zależności od napięcia, panującego na zaciskach 
kondensatorów w obwodzie przedstawionym na rys. 1.22.2. Tranzystor z obwo 
du na rys.1.22.2 został zastąpiony uproszczonym schematem zastępczym Eber- 
sa-Molla, dla którego przyjęto: |h= 6 0, = 0, = 0, a diody rze

Zadanie 1.22

czywiste zastąpiono idealnymi. W celu 
rozważyć następujące przypadki:

otrzymania charakterystyki należy

1 ) , Ujjg^O - wystąpi on dla na
pięć v < -  vg (tranzystor w sta
nie odcięcia) i prąd i(t) będzie 
wynosił

1 “  TĆ55U v *

2 ) Upi = 0 , Ujj2 < 0  - wystąpi on dla 
napięć - va< v < 4 0  V (-tranzystor 
w stanie aktywnym). W tym przy
padku mamy:

1  “ + ^ 1  

J-D1 = (jł+ 1 )

a stąd

T5o7
P>+ 1 
300 (v + v_),

3) U.D 1 0, U.D2 0 - wystąpi on dla napięć v >40 V (tranzystor w stanie 
nasycenia). W tym przypadku następuje zwarcie zacisków kondensatora.

Ponieważ napięcie v0 (t)jest zmien
ne w czasie, to również charaktery
styka prądu w funkcji napięcia na 
zaciskach kondensatora będzie zmien
na w czasie, co przedstawiono na rys. 
1.22.3- Zgodnie z algorytmem przed
stawionym w zadaniu 1.15 można zna
leźć drogę dynamiczną punktu pracy.

W chwili t « 5 (te punkt pracy 
przeskoczy natychmiastowo z punktu 
równowagi PQ na charakterystyce I do 
punktu P^ i następnie będzie przesu
wał się po charakterystyce II, aż



- 107 -

osiągnie w chwili t = 15 pa punkt . Wtedy to, ponieważ napięcie v g po
nownie będzie wynosiło 2V, punkt pracy przeskoczy natychmiast do punktu 
p!j na charakterystyce I i następnie będzie przesuwał się po niej, aż o- 
siągnie ponownie punkt równowagi PQ. Mając określoną drogę dynamiczną punk
tu pracy można określić przebieg czasowy napięcia na kondensatorze, a mia
nowicie :

v (t) - v(t02) + [v(t0i) - V(t02)]O

V0 ( t )  ) -  v ( t e ^ )  + [ v ( t 3 ) -  V ( t Qi ) ]  e t^ <■ t,

gdzie i
t1 » 5 ¿¿s, 

t 2  » 15 j i s ,

t3 « tg + i2 In

V(t0 ) - - 1,99 V, 

v(t ) - - 5,77 V,eo2
v(t0) = O Y,

Y(tz ) - 5,97 Y

v(t3) » - 2 Y.

Przebieg czasowy napięcia vQ (t) przedstawia rys. 1.22.4.
1 V

5 20

l 'H-*

2

Rys. 1.22.4
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Zadanie 1.23
Z obwodu przedstawionego na rys. 1.23a wyodrębnia się kondensator, tak

jak przedstawia to rys. 1

J f

f e
KU)

i = r  N

Rys. 1.23.2

.23*2, a następnie po znalezieniu charakterysty
ki i = G(vc) podobwodu T  , można zastosować al
gorytm przedstawiony w zadaniu 1.15, pozwalają
cy na znalezienie przebiegu napięć v0 (t) I 
vd (t).

Kształt charakterystyki i *= G(v) jest zależ
ny od napięcia vs(t). W przypadku, gdy 
= VQ obowiązuje charakterystyka I, a gdy 
= 0 to charakterystyka II, tak jak przedsta
wia to rys. 1.23*3

v8 (t)=

Ad a)
Ze względu na to, że t-j = R^C = 0,1 ms, a » R2C ■» 2 ms, więc w tym 

przypadku

t » t 1 i t » t 2. (1 )

Funkt pracy podobwodu JC w chwili t = 0 znajdzie się w punkcie PQ na od
cinku pierwszym charakterystyki I. W miarę upływu czasu będzie się on 
przemieszczał wzdłuż tego odcinka i z uwagi na (1 ) można założyć, że w 
chwili t =■£" osiągnie stan równowagi v(te )̂ = VQ. W chwili t1 = t+ nastą
pi przeskok punktu pracy do punktu na drugi odcinek charakterystyki II.
Również z uwagi na (1) można przyjąć, że w chwili t2 = 2Î- punkt pracy po- 
dcbwodu znajdzie się w stanie równowagi v(t_ ) =• 0 V. Po upływie cza3U

+ 2 t2 = 21 punkt pracy znajdzie się ponownie w punkcie PQ i cały proces po
wtórzy się. Z powyższych rozważań oraz z rys. 1.23.3 wynika, że w obwo
dzie wystąpi okresowe ładowanie i rozładowywanie się kondensatora i wobec 
-tegc-napięcie na nim będzie równet
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t-t
“ I r ,

V0 (t) = 1 . e V t < t  =£21

Ponieważ
vd (t) = vs (t) - vQ (t)

więc t
if

vd(-t) = 1 . e V o ^ t

t-t
vd (t) = - 1 . e  ̂ V t 4 t  4  2t

Przebiegi napięć vQ (t) i vd (t) są przedstawione na rys. 1.23*4 a i b.

W tym przypadku stałe czasowe X -j i tg są porównywalne z czasem i i wo
bec tego przebieg ładowania i rozładowywania się kondensatora w obwodzie 
z rys. 1.23*a będzie inny niż wyżej opisany..W chwili tQ » O punkt pracy 
podobwodu będzie znajdował się w punkcie PQ na odcinku pierwszym cha
rakterystyki I, tak jak przedstawia to rys. 1.23*5. Po czasie t.| =» X

Rys. 1.23.4

Ad b)
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punkt pracy osiągnie punkt a., i w chwili t1 = t + nastąpi natychmiastowy 
jego przeskok na drugi odcinek charakterystyki II, a po czasie t2 » 2t 
osiągnie on punkt h^. Następnie w chwili tg *» 2t+ punkt pracy ponownie 
przeskoczy na pierwszy odcinek charakterystyki I i po czasie t^ » 3t o- 
siągnie punkt ag. Po ponownym przeskoku na charakterystykę II w chwili 
t^ = zostanie osiągnięty punkt bg. Z przedstawionych rozważań, widad, 
że w miarę upływu czasu kondensator w chwilach i^k+l ** (2k+1)"£ ładuje się 
do napięcia v0(ak), a w chwilach t2(k+1) = 2 (k+1)t rozładowuje się do na
pięcia ^(b^), gdzie k = 0,1,2... . Przebieg napięcia v0 (t) dla k = 1, 2 
przedstawia rys. 1.23-6.

Ponieważ

“ V 1 “ e >

W  “ To (a1 ) 8 V

- J L  _ JL
Xo

» )e 2,

więc
Vc(a2) " W  + [To “ vc (b1>] (1 - e ■ 1) -

•) + T0 (1 - e
*  ff1 o. 1 1+ ż - )X. X1 2)s

W  “ Tc<a2 ) 8

t
t :

(2a)
(2b)

Na podstawie przeprowadzonych rozważań oraz (2a) i (2b) można obliczyć, 
że

V ak> V 1
r~  k

’ ’ » Zi-1

(i-i yt 
t, (3a)
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_ _L _ i_ k - (1ZU1
W  - V0 (1-e 1) e 2 2 ^  e • (3b)

1=1
id • O

ed2ie * z a % - r ą -

W stanie ustalonym, tzn. wtedy gdy t—  “*> , otrzymamy

- h  i  - W *v0(a^) » lim vc(ak ) = V (1 - e 1 )lim ^V-̂ oo V-a— O . ' e 'z

V0 -1- ~ 6„ ^  (4a)
1 - e “ ^

i -  - —  - r
vc(bj - v0 ( O  e ^  - VQ ~ e. ■ - j -.-e-..-I  (4b)

Jz
■o'"« ” -o 3 7

“ t„1 - e

Rys. 1.23.7a i b

Na podstawie (4a) i (4b) można stwierdzid, że w stanie ustalonym konden
sator ładuje się i rozładowuje się okresowo odpowiednio do napięd v0(a<~.) 
i v0(b«,), co przedstawia rys. 1.23*7a, a przebieg napięcia f,j(t) rys. 
1.23.7b. Wartości napięd v0(a.J i v0(b— ) można znaleźd wprost, zakłada-
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jąc, że w stanie ustalonym kondensator w ciągu okresu 21 ładuje i rozłado- 
Y/uje się do tych samych wartości napięć.

Wobec tego

Rozwiązaniem równań (5a), (5b) są wyrażenia (4a)i (4b)
Zadanie 1.24

Można założyć, że obciążenie zmienia się w chwili t ° O. Dla czasu t<0 
w obwodzie był stan ustalony. Stan równowagi obwodu można określić, roz
wiązując, zgodnie z metodą przedstawioną w zadaniu 1»3, nieliniowy obwód 
rezystancyjny powstały z usunięcia kondensatora w schemacie stabilizatora. 
Stosując metodę graficzną opisaną w [2] w zadaniu 3-1» otrzymamy v gQ = 
■=> 8,12 V, czyli w chwili t = 0 rezystancja odciążenia zmienia się skokowo 
od wartości R q ^  =  R ^  =  1 kfl. do wartości R Q t  =  R  II R g  =  200iŁ , a napięcie 
na stabilizatorze wynosi U = - vsQ. Wobec tego celem obliczenia napięcia 
vs(t) dla t > 0  można stsbilistor zastąpić liniowym schematem zastępczym 
o parametrach odpowiadających równaniu pierwszego odcinka jego charakte
rystyki. Otrzymuje się wtedy liniowy obwód pierwszego rzędu, który zo
stał przedstawiony na rys. 1.24*1. Odpowiada on obwodowi z rys. 1.24 a, 
przy założeniu, że napięcie na stabilistorze jest nie większe niż - 8 V. 
Stosując zasadę superpozycji w połączeniu z zasadą Thevenina, otrzymamy:

(5a)

vc (b ««) = vc (a e
1

(5b)

C Z h

Rys. 1.24*1

vs(t) = ioo + 200 II 4 ' 2̂0° ̂  ̂  “ e

t
7

W
" T

+ 8 . 12 e = 8 + 0,12 e
t
V, t> 0 (1)

. 0.1 . 10“3 = 0,377 ms
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f/r" r —  ̂ " " 'C
S. 12 
S.O M m F

0.1 0,6 0,6 0,t i im,

Rys. 1.24.2 Rys. 1.24*3

Z równania (1) wynika, że napięcie v_(t) nie będzie mniejsze od 8 V 
dla czasu -t>0, co oznacza, że napięcie na stabilistorze nie będzie więk
sze od - 8V. Wobec tego równanie (1) całkowicie określa przebieg napięcia 
stabilizowanego v0(t) przy skokowej zmianie obciążenia. Napięcie vs(t) 
przedstawia również rys. 1.24.2. Przebieg napięcia vs(t) można również ob
liczyć, stosując metodę zmiennych stanu. W tym celu obwód z ry3. 1.24a 
przedstawia się tak, jak pokazuje to rys. 1.24.3« Wobec tego równanie sta
nu obwodu z rys. 1.24a będzie miało postać

(2 )

gdzieś i = G(vs) jest charakterystyką obwodu JV

¿,/nA
i

V, .V

Rys. 1.24*4
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Charakterystykę tę, dla wartości rezystancji obciążenia R ^ » 1 kfli R0ba 
«■ 2000, przedstawia rys. 1.24.4« Dla zachowania przejrzystości rysunku 
charakterystyki narysowane zostały bez zachowania skali z zaznaczeniem 
wartości charakterystycznych wielkości i punktów.

Dla czasu t< 0  w obwodzie był stan ustalony i wobec tego punkt pracy 
obwodu znajdował się w punkcie PQ na charakterystyce I. W chwili t = 0 
zmieniło się skokowo obciążenie i wobec tego punkt, pracy obwodu )V prze
skoczył z punktu PQ do punktu P0 na charakterystyce II. Następnie w miarę 
upływu czasu przemieszcza się on od punktu P0 w kierunku punktu P^, osią
gając go po czasie t = <x> . Aby znaleźć przebieg napięcia v0(t) dla ■ t >0 
należy zastosować algorytm opisany w zadaniu 1.15, otrzymując

_ t_
t p

vs(t) = 8 + (8.12 - 8)e t>0. (3)

Rćwnanie (3) jest oczywiście równoważne równaniu (1), otrzymanemu przy 
zastosowaniu metody linearyzacji odcinkowej.

Zadanie 1.25
Charakterystyki i - °(va) obwodu JV' z rys. 1.24*3 w zadaniu 1.24 dla 

wartości obciążenia:
1> Rob " Rob “ 1 k a

Rob " Rob <200a» m
3> Hob “ ~

Zakładając, że rezystancja 
dynamiczna pierwszego odcin
ka charakterystyki stabili- 
stora jest iużo mniejsza od 
wartości rezystancji zastęp
czej równoległego połączenia 
rezystancji obciążenia i re
zystancji o wartości 100.0. , 
można pryyjąó, że w ohwili 
t = 0 cały prąd i przepływa 
przez stabilistor. Z rys. 
1.25 wynika, że w przypadku, 
gdy wartość rezystancji ob
ciążenia zwiększy się, to na
wet dla RQb « “«lii <  I î l -Wo
bec tego wartość rezystancji 
obciążenia może wzrosnąć nie-

Rys. 1.25
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ograniczenie. Na podstawie rys. 1 .2 4 . 4  w zadaniu 1.24 łatwo można wyli
czyć, że w przypadku, gdy rezystancja obciążenia wynosi 2000, to maksymal
ny prąd płynący przez stabilistor i0 = - ipf = 31,8 mA. Wobec tego dolna

O
granica dopuszczalnej wartości rezystancji obciążenia jest mniejsza od
2000,. Oznaczając

°x “ 0,01 + Tę» Gz = TT = °»25 s>

gdzie:
Rx - minimalna dopuszczalna wartość rezystancji obciążenia,
Rz - rezystancja pierwszego odcinka charakterystyki stabilistora, o-

trzymano z rys.1.25

°x  ' 8 + + Gz ')  ° » 12 = ° > 125 "  ( -0 .1 2 0 ) .  (1)

Z równania (1) otrzymuje się

G'x = 0,024 S

a stąd
Rx » 71,40,.

Tak więc, jeśli rezystancja obciążenia zmienia się w przedziale 
to chwilowa wartość prądu płynącego przez stabilistor nie przekroczy 125 mA. 
W zadaniu tym, uwydatnia się zaleta metody zmiennych stanów przy określa
niu jakościowych cech zachowania się układu w porównaniu z metodą lineary- 
zacji odcinkowej, przedstawioną w zadaniu 1.24«

Zadanie 1.26.
Przed przystąpieniem do obliczenia obwodu należy dokonać aproksymacji 

charakterystyki elementu nieliniowego. W tym przypadku zostanie dokonana 
aproksymacja analityczna charakterystyki nieliniowej, polegająca na zastą
pieniu charakterystyki rzeczywistej funkcją analityczną, która dostatecz
nie dokładnie odpowiada zadanej charakterystyce. Charakterystykę diody 
można aproksymować funkcją wykładniczą o postaci

f i u ,
id = A(e d - 1), (1)

przy czym stała A i są poszukiwanymi współczynnikami. Wyznaczyć je moż
na na podstawie zdjętych danych pomiarowych. Jeżeli charakterystyka ma 
przechodzić przez zdjęte pomiarowo dwa punkty, to muszą być spełnione dwa 
równania.
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(1) - A (e^3 - 1)Łd 

, ( 2 ) A(e d - 1)
(2)

stąd
4 »  . ^ 2)- ,  

^  / ¡ F T T

W celu obliczenia stałej jb określa się funkcję pomocniczą

. ^ 2 >  - ,

która została przedstawiona w tablioy 1.6

Tablica 1.6

20 23,7 24 21 20,5 20,25 20,20 20,15 20,10

f( p) 3,32 4,15 4,22 3,52 3?42 3,37 3,36 3,35 3,34

Ponieważ 4*’— = 3,34 to wartość stałej jb wynosi 20, 10. Stałą A można wy

znaczyć z jednego z równań (2), czyli
<(1)

» 1,16 nA.
‘ ■ T T t t t

Charakterystykę diody można zatem aproksymowaó funkcją

c 20,1 u. 
id = 1,16 . 10 b (e Q - 1) mA. (3)

Napięcie u(t) można obliczyć, rozpatrując kolejno dwa przedziały czasowet

1) 0 < t  4 t l f
2) tx <t.
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C

W pierwszym przypadku obwód z rys. 1.26a można uprościć do obwodu CR po
nieważ dioda opisana równaniem (3) dla napięć ud< 0  posiada rezystancję 
dużo razy większą od rezystora R. Wobec tego

u(t) = E e"t/,T 0 < t < t I, (4)

gdzie: T = RC = 1 ms.
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W chwili t = t.j napięcie na kondensatorze jest równe

uc (t1) = E(1 - e tl/T) = 0,76 V.

W przypadku drugim dla czasu t>t^ obwód z rys. 1.26a można przedstawió 
tak, jak pokazano to na rys. 1.26.1.
Przebieg napięcia ud (t) = - u(t) opisuje dla t>t^ równanie

C ^ + A(e — 1) = 0. (5)

Rozwiązanie równania (5) można otrzymać graficznie [5] w układzie współ-
i d̂rzędnych i - ud- V/ tym celu rysuje się funkcję i = i(ŵ Oi " A(e - 1), a

następnie prostą i = - ^ ud, tak jak to przedstawia rys. 1.26.2. Przecię
cie się prostej i krzywej wyznacza ustalone wartości napięcia i prądu. 
Przedstawiona konstrukcja jest powszechnie stosowana w analizie obwodów 
elektronicznych. Część rozwiązania, odpowiadająca stanowi nieustalonemu, 
znajduje się metodą "krok za krokiem". VI chwili t' = i - t^ = 0 napięcie 
Ud przyjmuje wartość ud = uc (t-, ) i potem następuje spadek ud o iuj, w 
czasie At'. Na podstawie równania (5) można napisać

+ S ‘ <ud + + i(ud +-TT) a °- (6)

W równaniu (6) poohodną zastąpiono przyrostem skończonym, a drugi i trze
ci człon obliczono dla średniej wartości ud w przedziale (ud, ud + Aud). 

Równanie (6) można napisać w postaci
Au0

+ lb)Aud " " 1(ud + —&  ~ I * ud" (6)

Wartości członów prawej strony równania (6) można znaleźć korzystając z
krzywej i(ud) oraz z prostej I. Dla obliczenia wartości lewej strony rów
nania potrzebna jest jeszcze pewna prosta pomocnicza. Nachylenie tej pro-

C 1stej, zwanej prostą IX, jest równe - (jp + Wychodzi ona z punktu o
odciętej u° leżącego na prostej I. Przed rysowaniem prostej II należy wy
brać wielkość At1 (na rys. At' = 50p.s).

Wybór At' jest wynikiem kompromisu. Powinno 3ię ją ’wybrać tak, by za
pewnić odpowiednią ilość kroków rozwiązania. Sposób znalezienia przyrostu 
Aud przedstawia rysunek. Krzywa i (ud) musi przepołowić odcinek, przedsta
wiający Au^. Wartość ud na początku następnego kroku jest równa ud = ud+ 
+ Aud-

Konstrukcja jest wykonywana w dalszym ciągu w opisany sposób.Wynik każ
dego kroku obliczeniowego jest podstawą do kroku następnego. Postępując w 
ten sposób kilkakrotnie możemy narysować przebieg napięcia ud(t’) tak, jak 
przedstawia to rys. 1.26.3a. Na rys. 1.26.3b przedstawiono przebieg napię-
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4

50
loo

Rys. 1.26.3 a i b

cia u(t). Linią przerywaną narysowano przebieg napięcia û it') dla obwodu 
bez diody (rys. 1.26.3a). Z rysunku widać, że włączenie diody do obwodu 
powoduje szybsze malenie przebiegu po zakończeniu czasu trwania impulsu 
prostokątnego, co'można wykorzystać w pewnych układach techniki impulso
wej. Opisaną metodę graficznego otrzymania przebiegu napięcia u(t) dla 
t>t^ stosuje się do rćwnania typu

gdzieś a, b, c są stałymi, zmienna x  jest zwykle prądem lub napięciem, a 
funkcja f(x) jest nieliniowa.

Zadanie 1.27
Jedną z najprostszych metod aproksymacji prądu płynącego przez konden

sator w chwili tn = nT jest obliczenie go ze wzoru Eulera (zad. 1.12)

a + bx + f (x) a c,

(1)

gdzie: T - tn - tn-1

Rys. 1.27
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Jeśli równanie (1) będzie uważać się za zapis I prawa Kirchhoffa, to 
odpowiadać mu będzie model obwodowy przedstawiony na rys. 1.27. Obwód z 
ry.s. 1.27 można uważać za odpowiadający obwodowy model kondensatora. Moż- 
'»a zatem z obwodu wyodrębnić kondensator (rys. 1.27.1a) od pozostałej czę
ści rezystanoyjnej JV* i zastąpić go odpowiadającym modelem obwodowym (rys. 
1.27«1b). W ten sposób problem obliczenia wartości prądu płynącego przez 
kondensator w chwili t => tn przy znanej wartości prądu płynącego w chwi
li t => tn“  ̂ został sprowadzony do obliczenia wartości prądu 1^ w obwodzie 
czysto rezystancyjnym z rys. 1.27.1b. Oczywiście w chwili t = t rzeczy
wista wartość prądu iQ = 0 jest różna od obliczonej i® (rys.

I tnt
1.12). W przypadku, gdy obwód zawiera więcej kondensatorów, to zastępuje 
się każdy z nich odpowiadającym mu modelem obwodowym. Przybliżone wartoś
ci prądów płynących przez nie w chwili t = tn otrzymuje się po rozwiąza
niu otrzymanego obwodu rezystanoyjnego. Obwód rezystancyjny z rys.1.27*1b 
może zawierać nieliniowe rezystory i wtedy trzeba zastosować jedną z me
tod iteraoyjnych dla jego rozwiązania. Jedną z najbardziej znanych metod 
jest zmodyfikowana metoda Newtona [5].

a)

Rys. 1.27.1 a i b

Rys. 1.27.2

W celu przedstawienia istoty metody zakłada 
się, że obwód z rys. 1.27.1b zawiera tylko jeden 
nielinio'ezystor, np. diodę o charakterystyce 
id = ^s^0 ” 1)" w'tedy można wyodrębnić ją z
obwodu, a pozostałą część liniową zastąpić równo
ważnym schematem zastępczym Thevenina, tak jak 
przedstawia to rys. 1.27*2. Jeśli założy się, że 
znana jest wartość prądu i napięcia diody (ijj” î 
v°-1) w (m-1) iteracji, to prąd i® w m-tej itera
cji moź&ife“obliczyć w następujący sposób (rys.

1) linearyzuje się chara
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gdziei

„m-l
t ) V , m-1

u , .

2) traktując równanie (2) jako zapis I prawa Kirohhoffa diodę zastępuje 
się odpowiadającym liniowym modelem zastępczym, przedstawionym na rys. 
1.27*4,

{ = }
c i ! *

u "

Rys. 1.27.4

3) rozwiązując powstały liniowy obwód rezystanoyjny (rys. 1.27.5) otrzymu-

n :

imd’

1-- 1 u m1___ 1
R. I

n-i ‘ •'O

Rys. 1.27-5
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4) parametry odpowiadającego liniowego obwodowego modelu diody z 
1.27.4 w m-tej iteracji oblicza się następująco:

rys.

a) v®>0

i ln (lf~ + U  <3a>

*) v” <0
%v,

- 1) (3b)

°d - *(1? + X.)

Aby zabezpieczyć się przed wystąpieniem nadmiaru maszynowego stosuje 
się dla napięć v^>0 zmodyfikowaną metodę Newtona (wzory 3a) zamiast tra
dycyjnej (wzory 3b). Proces iteracyjny kończy się, gdy

(v,
mf-l -

-10 a m.» końcowa licz-gdzie ć - zadana wartość błędu iteracji, np. fi *> 10 
ba iteracji.

Oczywiście w przypadku, gdy w obwodzie wystąpi więcej niż jeden rezystor 
nieliniowy, to należy każdy z nich w m-tej iteracji zastąpić odpowiadają

cym mu liniowym modelem obwodowym.W ten 
sposćb problem obliczenia przebiegów 
przejściowych w nieliniowym obwodzie za
wierającym kondensatory został sprowa
dzony do interacyjnego rozwiązania od
powiednich liniowych obwodów rezystan- 
cyjnych.

Na rys. 1.27.6 pokazano sposćb otrzy
mania odpowiedniego liniowego obwodu re- 
zystancyjnego dla obwodu z zadania 1.26, 
pozwalająoego na obliczenie wartośoi 
prądu id i napięcia vd na diodzie w 
m-tej iteraoji dla czasu t = tn.

Na podstawie rys. 1.27«6c można przed
stawić schemat numerycznego obliczenia 
napięoia u(t) w zadaniu 1.26 w postaci 
takiej jak na yys. 1.27.7. W wyniku ta
kiej analizy otrzyma się wartość napię
cia u(t) w przedziale czasu te(0, tm ), 
obliozoną 00 T sekund. Można zauważyć, 
że w przypadku, gdy analizowany obwćd 
zawiera wyłącznie liniowe rezystory, to 
schemat przedstawiony na rys. 1.27.7 

Rys. 1.27.6 a, b i c znacznie upraszcza się, gdyż nie wystą-

 ̂Untaryzacja i iteracja
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Rys. 1.27.7
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pi wtedy wewnętrzna pętla ze wskaźnikiem ite- 
racyjnym m. Ponadto przedstawiona metoda sto
suje się również do przypadku, gdy obwód za
wiera indukcyjności. Można wtedy obliczyć 
przybliżoną wartość napięcia na indukcyjnoś- 
ci w ohwili t = tn ze wzoru

n T in - in_1 v = 1   jp ,

czemu odpowiada model obwodowy przedstawiony 
na rys. 1.27*6.

Zadanie 1.20
Metoda numerycznego obliczenia stanów nieustalonych w obwodach nieli

niowych przedstawiona w zadaniu 1.27,ohooiaż odznacza się dużą prostotą, 
nie jest obeonie stosowana w programach maszynowej analizy obwodów elek
tronicznych, takich jak np. NAP-2. Posiada ona bowiem trzy zasadnicze wa
dy w przypadku analizy obwodów wyższego rzędu, o znacznie różniących się 
stałych czasowych:
1) małą dokładność,
2) ozas wykonywania obliczeń jest długi,
3) może pojawić się niestabilność numeryczna.

*)

UN

b)

Rys. 1.28

Z tego względu w programie NAP-2 do całkowania równań różniozkowyoh u- 
żyto niejawnej metody wielomianowej ze zmiennym rzędem i krokiem [5J- Do 
rozwiązywania równań nieliniowyoh wykorzystana jest metoda Newtona-Raphso- 
na. Aby móc napisać dane do programu NAP-2 obwód z zadania 1.26 przeryso
wuje się do postaci takiej, jak na rys. 1.28a. Przebieg napięcia e(t) z 
zadania 1.26 zoBtał aproksymowanym przebiegiem e'(t) z rys. 1.28b. Dane po
trzebne do przeprowadzenia obliczeń są następujące [lś].
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x CIRCUIT 
x : CR - DIODA
PULSE (TAB2) O O 1US 1 IOOUS 1 101US O IMS O 
BAIOO (DIODĘ) IS 1.16E-9 VT 49.75 MV 
R E 1 0 0 E  = 8 x  PULSE (TIME)
CC 1 2 1UP
R1 2 O 1K
TD1 O 2 BAIOO
x TIME O IMS
x TR x PPLOT (50) 7R1
x RUN
x END

Instrukcja PULSE(TAB2)... definiuje funkcję o kształcie takim, jak na 
rys. 1.28b.

Instrukcja BAIOO... podaje nazwę modelu diody wraz z wartośoiami para
metrów. Pozosiałe instrukcje opisują sposób połączenia elementów w obwo
dzie oraz podają ioh wartości.
Czwarta i trzecia instrukcja od końca oznaczają, że przeprowadzona będzie 
analiza stanu przejściowego (x TR), czas zmieniaó się będzie od zera do 
1 ms, wielkością wyjściową jest napięcie na rezystorze R1 (VR1), a liczba 
wydrukowanych i narysowanyoh wyników wyniesie 50. Ostatnie dwie instruk- 
oje oznaczają polecenie wykonania obliczeń i koniec zadania. Otrzymane wy
niki są zebrane w tablicy 1*7, a przebieg napięcia u(t) przedstawia rys.
1.28.1.

Tablica 1.7
tx fis u(t), V
0 8,00
10 7,93
51 7,60
69 7,47
92 7,30
100 7,23
m

-0,76
-0,72

121 -0,69
149 -0,65
199 -0,60
250 -0,57
901 -0,53
333 -0,52
371 -0,50
414 -0,47

Zadanie 1.29
Obwód z rys. 2.29a jest jedną z możliwyoh realizaoji multiwibratora mo

no stabilne go . Multiwibrator monostabilny jest nieliniowym obwodem przełą-
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czającym pierwszego rzędu o następujących cecbaotai
1) posiada w każdej dowolnej chwili czasu tylko jeden stan równowagi,
2) stan równowagi jest stabilny,
3) w każdej dowolnej chwili czasu charakterystyka v-i rezystanoyjnego po- 

dobwodu jest wielowartościową funkcją prądu, jeśli element magazynu
jący energię jest cewką, a wielowartościową funkcją napięcia, jeśli e- 
lement magazynujący energię jest kondensatorem.

Aby określić stan równowagi obwodu dla 
t < t 0 należy - zgodnie z metodą przed
stawioną w zadaniu 1.3-przedstawić cew
kę jako zwaroie i w tak otrzymanym nie
liniowym obwodzie rezystancyjnym obli
czyć wartość prądu i. Można tego doko
nać znaną metodą grafiozną, tak jak 
przedstawia to rys. 1.29.1. Z rysunku 
widać, że w stanie równowagi (punkt Q) 
prąd Ig = 3,75 mA. Ponadto widać, że ob
wód posiada pierwsze dwie z trzech cech 
charakteryzujących multiwibrator mono- 

stabilny. W celu sprawdzenia czy obwód z rys. 1.29a posiada trzecią cechę 
i obliczenia przebiegów prądu i(t) oraz vT (t) należy wyznaczyć charaktery

stykę i-v obwodu rezystan- 
cyjnego widzianego od stro
ny zacisków cewki. Charakte
rystykę tę można otrzymać 
na drodze graficznej, tak 
jak przedstawia to rys. 
1.29*2. Z rysunmi tego wyni
ka, że otrzymana charakte
rystyka jest wielowartościo- 
wą funkcją prądu, a wobec 
tego obwód z rys.1.29a jest 
rzeczywiście multiwibrato- 

rem monostabilnym. Na podstawie rys. 1.29a można zauważyć, że w przedzia
le czasu tQ4 t < t j  wtedy, gdy v0 (t) /  0 charakterystykę i - można o- 
trzymać, przesuwając w lewo o wartość EQ charakterystykę i-v z rys.1.29.2. 
Wobec tego, charakterystyka obwodu rezystanoyjnego widziana od strony za
cisków cewki przełącza się z charakterystyki I na II w chwili t ** tQ, a w 
chwili t = t1 przełącza się ponownie na charakterystykę I (rys. 1.29.3). 
Droga dynamiczna punktu praoy zależy oczywiście od szerokości 6 impulsu 
vs (t). V/ chwili t»tQ punkt pracy przeskakuje ze stanu równowagi Q na cha
rakterystyce I do punktu a na charakterystyce II. Zakładając, że w chwili 
t«t£ punkt pracy osiągnął punkt d, w chwili t»t* musi nastąpić natychmia-
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Rys. 1.29.3

stówy przeskok na charakterystykę X. Prąd w cewce nie może ulec nagłej 
zmianie, a wobec tego przeskok musi nastąpić wzdłuż prostej poziomej i =

- V
Istnieją trzy możliwości przeskoku (e, e', e") na charakterystykę I, lecz 
zgodnie z postulatem o inercji (zadanie 1.16) punkt pracy przeskoczy do 
punktu e. Pozostałą część drogi dynamicznej, łatwą do wyznaczenia, przed
stawia rys. 1.29*^. Na podstawie tak otrzymanej drogi dynamicznej można 
określić przebieg i(t) i napięcia vT (t), a mianowicie:

•̂1
i (t) = 5,42 - 1,67 e 

vL (t) = - 200 e

i (t) ■» 2 + 3 e 

vL (t) = 450 e

1 mA

V-, (t)

t_to
e " ^ mV

t„< t < t ł, 0 b

-" t 3
mA

t-tb
^3 mV

tb< t sSt^

t-t.

(Id-0,66)
'

mA
t-ti
t 3 mV

łl
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t-t.

t-tf 
“ U

vT (t) - - 330 e 1

i(t) - 3,75 - 2,75 e 1 mA

mV

tf<t,

gdziei

h  ■ - 125 r

^3  “ ” 100 iis

tb - t0 + S ln “ 222*5

t1~tb

2 + 3 e “ 3,38 mA

vQ = 407,3 mV

tf - tŁ + t 3 ln - 508 jis.

Przebiegi prądu i(t) i napięcia vL (t) 
przedstawia rys. 1.29*4 a i b.Na pod
stawie rys. 1.29*4b można zauważyć, 
że przebieg napięoia Vj,(t) posiada 
dwie ważne cechy, będąoe podstawą 
wielu zastosowań multiwibratora mo- 
nostabilnego.

Po pierwsze, szozytowa wartość na
pięoia wyjściowego (vL » 450 mV) jest 
znacznie większa od amplitudy impul
su wyzwalającego (EQ = 200 mV) i od 
niej niezależna. Po drugie wartość 
ta jest osiągana skokowo.

Rys. 1.29*4 a i b
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Najpierw należy rozpatrgyó przypadek, gdy amplituda napięcia vs (t)E0<  
Emin* Sdzie Emin <jes^ napi§°iem wyższego punktu załamania charakterysty

ki z rys. 1.30. Otrzyma aię wtedy charaktery
stykę w przedziale czasu tQ^ t < t ^  taką, jak 
na rys. 1.30. Można zauważyć, że ponieważ punkt 
załamania P charakterystyki II leży w prawej 
pćłpłaszozyźnie, więc droga dynamiczna będzie 
'taka, jak przedstawia ją rysunek. Inaczej mó
wiąc droga dynamiczna punktu pracy nigdy nie 
przejdzie przez punkt P, gdyż osiągnięcie no
wego stanu równowagi Q' wymaga nieskończenie 
wielkiego czasu. Dlatego też po czasie t=tQ+ 6 
punkt pracy znajdzie się w punkcie b i następ
nie przeskoczy do punktu c na charakterystyce
I. Odpowiadający przebieg napięcia vŁ (t) przed
stawiono na rys. 1.30.1. Z rysunku łatwo zauwa

żyć, że pożądany duży skok napięcia vL (t) w tym przypadku nie wystąpił. 
Amplituda skoku napięcia vL (t) jest równa EQ. Jest to oczywiście niepożą
dana sytuacja. Mówi się, że multiwibrator nie został "wyzwolony". Aby u- 
nlknąć takiej sytuacji, amplituda impulsu wyzwalającego vs (t) musi speł
nić zależność

Zadanie 1.30
Ad 1)

Eo > Emin’

co łatwo wywnioskować z rys. 1.30. Wobec tego dla obwodu z zadania 1.29«

Eq >150 mV.

Rys. 1.30.1 Rys. 1.30.2
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YI celu sprawdzenia wpływu szerokości impulsu wyzwalającego <5 na prze
bieg napięcia vŁ (t) zakłada się, że jego amplituda jest większa od Emin’ 
Z rys. 1.29*3 wynika, że w przypadku, gdy szerokość impulsu <5 jest mniej
sza niż ozas potrzebny do osiągnięcia przez punkt pracy obwodu punktu b 
na oharakterystyoe II - tQ), to wtedy droga dynamiczna będzie taka
jak na rys. 1.30.2. Ponieważ jest ona podobna do drogi z rys. 1.30, wobec 
tego multiwibrator nie zostanie wyzwolony. Wynika z tego wniosek, że dla 
prawidłowego działania multiwibratora szerokość impulsu wyzwalającego 
v„(t) musi spełniać zależność

s  >  3 min " *b ~ *0 *

W przypadku multiwibratora z rys. 1.29a szerokość impulsu mufci być więk
sza od 172,5 fis.

Zadanie 1.31
Obwćd z rys. 1.31a można uważać za szczególny przypadek układu z rys. 

1«31«1a, w którym liniowy podobwód może zawierać rezystory, niezależne

Ad 2)

i)

Rys. 1.31.1 a i b

źródła zmienne w czasie i źródła sterowane. Wówczas 
podobwód ten można zastąpić jego schematem zastęp- 
ozym Thevenina. Ponadto zakłada się, że nieliniowy 
rezystor jest scharakteryzowany przez n linio
wych odcinków oraz krzywa - i^ jest sterowana na- 
pięoiewo. Oznacza to, że przedziały napięciowe 
kE+), z  których każdy określa k-ty odcinek charakte
rystyki, nie zachodzą wzajemnie na siebie i obwód z 
rys. 1.31a można przedstawić w postaci takiej jak na 
rys. 1.31b,a znaczenie parametrów wyjaśnia zys.1.31.2. 
Z uwagi na to, że o tym, na którym odcinku charakte
rystyki rezystora nieliniowego praouje obwód w dowol-

kc, K t,' »i, V, 

Rys. 1*31.2
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nej chwili t»tQ, decyduje wartość napięcia Y^tg) i napięcia na kondensa
torze v0 (tQ), trzeba określić zależność napięcia od i vQ. Na podsta- 
wie rys. 1.31«1b otrzymuje się

V1 ‘ (5 o ^ ) vi + (f e ^ ; )vo +(E + ^ ) k"'1‘

Obwćd pracuje na k-tym odcinku, jeśli

,krl (1)

*  1  <  V 1  <  k E i *

więc podstawiając (1) do (2), otrzymuje się

» 1  *  < ! % >  V =  ^  -  (e L ) A
/krl

(H+£r^ vi + (S v ^ ) vo >  A "  (E + ^ k Ei.

(2 )

(3)

(4)

Dwie nierówności (3) i (4) przedstawiają na 
płaszczyźnie vQ - obszar ograniczony dwie~ 
ma prostymi o nachyleniu rćwnym jeden, tak 
jak przedstawia to rys. 1.31.3* Punkty prze- 
cięcia osi współrzędnych z tymi prostymi k o  
i kE~, odpowiadające k-temu odcinkowi, są 
równe odpowiednio«

,+ (R+ krx) kE+ - R kE1

Rys. 1.31.3

k o
krl

k r  k  1 k“l
kri

(5)

(6 )

Proste te nazywa się prostymi przełączeń. Są one zawsze równoległe do sie
bie i posiadają nachylenie równe jeden. Jeśli wyznaczy się proste przełą
czeń dla wszystkich n odoinków charakterystyki, to otrzyma się płasz
czyznę podzieloną na n "pasków". Płaszozyznę taką nazywa się pła-
szozyzną przełączeń. Znając płaszozyznę przełączeń, rozwiązanie obwodu 
można otrzymać w następujący, stosunkowo prosty, sposób dla dowolnego sta
nu początkowego vQ (t0) i napięcia wejściowego vi(t). Należy«
1) określić początkowy punkt PQ o współrzędnych (v^(tQ), v0 (tQ)) na pła

szczyźnie przełączeń. Wyznacza to odpowiedni odcinek początkowy charak
terystyki,

2) wyznaczyć wartości kE^ i kr1 dla odcinka otrzymanego w punkcie 1.31.1b,



3) zredukować obwód do postaci równoważnej, przedstawionej na rys.1»31.1b. 
Można sprawdzić całkując równanie różniczkowe, opisujące obwód [6], że 
napięcie vQ (t) będzie równej

vQ (t) = vQ (t0)e (7)

4) narysować miejsca geometrycznego punktów (v^(t), vQ (t)) na płaszczyź
nie przełączeń dotąd, aż nie przetnie ono prostej przełączeń w pewnym 
punkcie P-̂ ,

5) określić czas t-̂ , odpowiadający punktowi P^. Punkt PŁ jest nowym punk
tem początkowym ze stanem początkowym vQ ("t]_) >

6) zastąpić wartości ^E^ i ^r^ nowymi wartościami odpowiadającymi nowemu 
odcinkowi pracy dla t>tj i powtórzyć punkty 3-5,

7) powtórzyć powyższą procedurę .tyle razy,, ile to jest potrzebne do okreś
lenia pełnego rozwiązania dla czasów t ̂ t Q.

Aby móc zastosować powyższą procedurę do rozwiązania obwodu z rys. 1.31a 
przedstawia się go w postaci pokazanej na rys. 1.31>4a. Charakterystykę 
zastępczego rezystora R^ przedstawia rys. 1.31*4b. Ponieważ w przypadku 
obwodu z rys. 1.31.4a otrzymamyt

Rys. 1.31.4 a i b

^r^ » 5 kil 2rl ”

R » 0

więc stosownie do wzorów (5) i (6) płaszczyzna przełączeń będzie taka jak 
na rys. 1.31.5« Z rys. 1.31*4a wynika, to Vj_(t) = - vs(t),więc na podsta
wie (7 )
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(t-tQ)

v0 (t) = v0 (tQ) e XlC ** *k

i- t - JL
P tv
I e ' (-Em sincoy)dy

E_wi

gdzie
W  a 23if

V ( t  )  = —
ou 0 1 + M k )

= krl C*

L E toi,
 ■̂ sincot„ + ■ ■ ■ ■ ■ ■ i; eoswt.

Krzywą będącą miejscem geometrycznym punktów (vQ (t), v^(t)) przedstawiono 
na rys. 1.31«5, a wartości współrzędnych punktów, na podstawie których zo
stała wykreślona, zebrano w tablicy 1.8.

Tablica 1.8
Czas t 
ms

Napięcie
vd (t),V

Napięcie
v0 (t),V

Napięcie
v1 (t),T Odcinek

... . """2----- 4 ___ 5____ ____________
0 0 0 0 Po
0,08 23,8 -13,7 -37,5 drugi 

t0 a 0
0,17 27,2 -37,8 -65 vouito) “ v0 (t0) - 32,33 v
0,25 16,4 -58,6 -75 t 2 => 0,091 ms

0,33 0 -65,8 -65,8 P1
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od. tablicy 1.8
1 ,g ------- ...y-' -4 ......... 5 .....

0,42 -35,7 -63,2 -37,5 pierwszy
0,50 -56,6 -56,6 0 t^ •• 0,33 ms
0,58 -82,6 -45,1 37,5 Tou(tlJ " v0 (tl) “ 49,1 T
0,67 -94,8 -29,8 65 = 0,5 ms
0,75 -89,3 -14,3 75
0,83 -66,2 -1,2 65
0*92 -29,9 7,1 37
0,88 0 9,0 9,0 P2 '

1,08 27,2 -10,3 . -37,5 drugi

1,17 28,3 -36,7 -65 ■•¡2 " °,98 ms
1,25 16,9 -58,1 -75 vou(t2 ) " vo (t25 " 30’2 7

1,33 0 -65,8 -65,8

Przebieg napięcia vd(t) przedstawia rys. 1.31*6*. Z rys* 1.31*6 i na pod
stawie danych zawartych w tablicy 1.8 widać, że w obwodzie stan ustalony 
nastąpi po czasie t = 1,33 ma.

Rys. 1.31*6
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Obwód zawierający nieliniowy kondensator i nieliniowe rezystory oraz 
niezależne źródła można przedstawić w postaci takiej, jak pokazuje to rys. 
1-32. Równanie stanu dla tego obwodu będzie miało postać

Zadanie 1.32

J f
n ie lin io u y  re iys ia n  
c ijjn y  podobhfod  
ze ź ró d ła m i nie  

za le żn ym i.

y Z drugiej strony można napisać

. dq dq dvo
o " ft ° 3v~ cIT-

(1)

Rys. 1.32

óq(vQ)

lub
dvo
T T

■ _ - i a  _ (2 )

gdziei C(vQ) = —^ — — - pojemność różniczkowa.

Łatwo zauważyć, że aby f(vQ,t) było funkcją jednowartościową, trzeba by 
charakterystyka v - i podobwodu K  dla dawolnej chwili ozasu ■ t oraz cha
rakterystyka vQ-q nieliniowego kondensatora była sterowana napięciowo. 
Ro.związanie równania różniczkowego (1) można otrzymać, stosując metodę e- 
lementów liniowych (kierunkowych). PSlega ona na znalezieniu na płaszczyź
nie t - v miejsca geometrycznego punktów (Izoklin), posiadających tę 
własność, że krzywa, będąca rozwiązaniem równania różniczkowego (1), prze
chodzącą przez te punkty, ma stały współczynnik nachylenia równy m. Wobec 
tego równanie izokliny można określić z zależności

(3)

Porównując równania (1), (2) i (3) fltrzyma się

mC(vQ). (4)

Równanie (4) można zinterpretować jako zależność, definiującą charaktery
stykę nieliniowego rezystora na płaszczyźnie vQ - i0* Wobec tego zależ
ność (3), którą musi spełniać izoklina,można zasymulować przez włączenie 
nieliniowego rezystora 3(m) o charakterystyce vQ - iQ określonej przez 
równanie (4), tak jak przedstawia to rys. 1.32.1a* Otrzymany w ten sposób 
obwód rezystancyjny nazywa się obwodem stałego nachylenia. Z przytoczo
nych rozważań wynika, że przebieg napięcia v0 (t,m) na rezystorze R(m) jest 
izokliną, odpowiadająoą nachyleniu m. Ważną oeohą tej metody, jest to, że 
sprowadza ona problem rozwiązania obwodów dynamicenyoh do problemu rozwią
zania obwodów rezystanoyjnyoh.
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a)
J T L U J f

nieliniowa rezysian-
' ,1

nieliniowa reiysłan-
cyjny podobwód

H \
Cyjny po do bu od

ze ¿rodłami n ie  ze źródłam i nie-
zależnym i . W r zaleinym i.

it‘mC

Rys. 1.32.1 a Rys. 1.32.1b

Podsumowując to. można powiedzieć, że izoklina dowolnego obwodu nieauto- 
nomicznego pierwszego rzędu, sterowanego napięciowo o obciążeniu pojemnoś
ciowym, odpowiadająca dowolnemu nachyleniu m, może być wyznaczona przez 
określenie napięcia v0 (t,m) na nieliniowym rezystorze R(m) odpowiedniego

Charakterystyka vQ-i0 H(m) jest dana zależnoś-
jest • po jemnością różniczkową nieliniowego

obwodu stałego nachylenia, 
cią i„ = mC(v0), gdzie C(vc 
kondensatora. Jeśli kondensator jest liniowy c pojemności C, to nielinio
wy rezystor R(m) sprowadza się do niezależnego źródła prądu stałego o war
tości ic = mC (rys. 1.32.1b).

podobny spoeóc można wykazać, żo: izoklina dowolnego obwodu nieauto- 
ncmicznegc pierwszego rzędu, sterowanego prądowo, o obciążeniu indukcyj
nym, odpowiada jąca dowolnemu nachyleniu m, może być wyznaczona przez o- 
krećlenia prądu iŁ (t,m) płynącego przez nieliniowy rezystor R(m) odpowied
niego obwodu stałego nachylenia. Charakterystyka - i^ R(m) jest dana 
zależnością = mL(i^), gdzie Mi^) jest różniczkową indukoyjnością nie
liniowej cewki. Jeśli cewka jest liniowa o indukcyjności L, to nieliniowy 
rezystor R(m) sprowadza się do niezależnego źródła napięcia stałego o war
tości = ml. Rysunek 1.32.2 przedstawia, zgodnie z przedstawioną wyżej 
metodą, obwód stałego nachylenia dla obwodu z rys. 1.31-4. Na jego podsta
wie można napisać

V1 + vi ° krl + vi’

» w ©

&

Rys. 1 .32 .2

czyli
(5)

Zgodnie z charakterystyką rezystora 
Rĵ  (rys. 1.31-4b) otrzyma się

a_
-  —  .m1. C . . rn m >0
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gdzie:
n/ - wartość tangensa odpowiedniego kąta nachylenia,

V —3Oy ■ ar i - współczynniki skali równe odpowiednio 20 ~  i 0,125-10 
s
om'

Wartość C i r̂-̂  należy podać odpowiednio w P iii . Wartość współczynnika a 
dla różnych wartości kąta oę są zebrane w tablicy 1-9, a odpowiednie cha
rakterystyki na płaszczyźnie vi - vQ przedstawia rys. 1.32.3*

Rys. 1.32.3

Tablica 1-S

Ci -45 -30 0 10 20

a, V 14,56 8,4 0 -14,1 -29

Ze złożenia zależności y^t) = - 75 sino* z charakterystyką z rys.1.32.3 
otrzyma się zbiór izoklin przedstawionych na rys. 1.32.4, co pozwala na 
wykreślenie przebiegu napięcia vQ (t). Jest on zgodny z przebiegiem uzy
skanym w zadaniu 1*31 metodą płaszczyzny przełączeń.
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Rys. 1.32.4

Zadanie 1.33
Zanim określi się przebiegi szukanych napięć w obwodach przedstawio

nych.na rys. 1.33 a l b  można rozpatrzyć obwćd z rys. 1.33*1, będący bar
dziej ogólnym przypadkiem. Skrzynka U reprezentuje dowolny rezystancyj- 
ny lub dynamiczny podobwćd. Ponieważ dioda jest szeregowo połączona z kon
densatorem, więc i^ o i a 0 ^vc/dt. Równocześnie i^S10 dla diody ideal

nej i wobec tego można stwierdzić, że dvQ/dt>0 
niezależnie od przebiegu napięoia v^(t) na za- 

‘e. oiskaoh U. Oznaoza to, że napięcie na kondensa- 
s torze jest niemałejącą funkoją ozasu. Fizycznie 
I fakt ten oznacza niemożność rozładowania się 

kondensatora. Ażeby otrzymać zależność między 
vi(t) a v0 (t) należy zauważyć, że idealna dioda 
stanowi przerwę w przypadku, gdy vQ => v^(t) - 
vo(t)^0, a wobec tego napięcie na kondensato

rze pozostaje niezmienione (dvQ/dt = 0), gdy ^  (t)*g vQ (t). Jeśli vŁ (t) o-
siągnie swoją wartość maksymalną E_„_ w pewnej chwili t ■» t_„_, to wtedyuicuw max
v0 (t) » Emax ćla wszystkich ozasćw t Jeśli przebieg napięoia v^(t)
będzie taki, jak na rys. 1.33.2a, to przebieg napięoia vQ (t) w obwodzie 
z rya. 1.33.1 będzie taki jak na rys. 1.33«2b. Dla ozasu t konden-

Rys. 1.33.1
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N
r  u

K *  =

sator jest równoważny baterii o napięciu E * 
Jeśli dioda zostanie włączona przeciw-max

y nie (rys. 1-33.3), to przeprowadzając podobne 
rozumowanie otrzyma się przebiegi napięć vc (t) 
w postaci takiej, jak na rys. 1-33.2c. V tyo 
przypadku dla czasu kondensator jesi
równoważny baterii o napięciu E s Emin* Y/obec 
tego, zgodnie z przeprowadzonymi rozważaniami, 
przebiegi napięć vc (t) i vQ (t) dla obwodów : 

rys. 1.33 a i b będą takie, jak przedstawiono je na rys. 1.33*4 i 1.33*5.

Eys. 1.33*3



Obwód z rys. 1-34 można przedstawić w postaci łańcuchowego połączenia 
podobwodów N.j 1 Ng (rys. 1.34.13. Podobwód jest obwodem z rys. 1-33b. 
Natomiast podobwód Ng tym różni się od obwodu z rys. 1-33a,ie kondensator 
C jest obciążony rezystorem R^. Wobec tego po załączeniu na jego wejście

przebiegu sinusoidalnego y^Ct) (rys. 
1.34.2a) przebieg napięcia na konden
satorze vQ (t) będzie taki jak na rys. 
1.34*2b. Wynika to z faktu że w czasie, 
gdy dioda nie przewodzi prądu, konden
sator rozładowuje się przez rezystor 
R^. Dokładny przebieg napięcia v0 ('t) 
dla konkretnych wartości parametrów ob
wodu można uzyskać, stosując jedną z

Zadanie 1.34



* )

Em

•Cm

Rys. 1.34-2 a i b

metod przedstawionych w zadaniu 1.31 
i 1.32. Przebieg napięcia v^(t)na wyj
ściu obwodu N^ przedstawia rys. 1.33»50, 
a wobec tego przebieg napięcia v0 (t) 
będzie taki, jak na rys. 1.34-3 
(Rl = 00 )*

Z rysunku widać, że napięoie vQ (t) 
jest stałe o wartości 2 Em. Na podsta
wie tej uproszczonej analizy można wy
ciągnąć wniosek, że obwćd z rys. 1.34 
jest układem przekształcającym napię
oie sinusoidalne o amplitudzie Effl na 
napięoie stałe o wartości rćwnej 2 Em. 

W praktyce, rezystancja obciążenia 
nie jest nieskończenie wielka i 

diody nie są idealne. Wtedy obwćd mu
si być analizowany jako obwćd nioauto- 
nomiozny drugiego rzędu.Rys. 1.34.3

Zadanie 1.33

li
Obwćd z rys. 1.35 można przed

stawić w postaci łańcuchowego 
połączenia obwodćw z rys. 1.33a 
i b, tak jak przedstawia to 
rys. 1.35.2. Zgodnie z analizą 
tych obwodćw,przeprowadzoną w 
zadaniu 1.33, przebiegi napięć 
na elementach obwodu będą takie 
jak na rys. 1.35*3. Z przebie-



- 142 -

-2 t

Y<‘ T 1T  3T *T ST 6T

Rys. 1.35*3
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gów napiec przedstawionych na tym rysunku można wywnioskować, że napię
cia na kondensatorach Vg, i Vg hędą miały taki sam kształt jak napię
cie Vg lecz będą opóźnione kolejno o czas t = 2T. Y/obec tego napięcie 
v0 (t), będące sumą napięć , Vg, Vg, i Vg, będzie takie jak na rys. 
1.35.4.

Z rysunku tego widać, że układ przedstawiony na rys. 1.35 służy do 
przekształcenia niskiego napięcia zmiennego e(t) o amplitudzie E na wyso
kie napięcie stałe vQ (t) o wartości EQ = 9E.



Rozdział 2

LINIE DŁUGIE

Ze znanych zależności
Zadanie 2.1

25°C

P . 1 
w >b

P. 10 
1

-2

• w " ro<w >'

Zależność rQ => rn (w) w temperaturze 25

Rys. 2.1.1

przedstawiono na rys. 2 .1 .1  (krzywa a). Dla 
w = 0 ,6 25  mm (wykorzystanego w następ
nych przykładach) rQ = 4,08 mfl/cm, przyjmie
my wartość 4 mP./cm. Współczynnik cieplny re
zystancji wcr jest funkcją temperatury, jeś
li przyjmiemy dla uproszczenia obliczeń, że 
zmienia się on liniowo od 25°C do 75°C, to 
można go zapisać w postaci wcr(t) = [ o , 3 8 5 -  
(0 ,385  -  0 ,3 2 2 )  . (t - 2 5 ) ]  %/°C

Ar
(— 75

-)% = J  [ o , 385 -  0,00125(t-25)]dt = 
25

= ... = 17,7%

Zatem przy wzroście temperatury obwodu dru
kowanego z 25°C do 75°C jego rezystancja

(np. na 1 cm długości) wzrośnie o około 18%. Zależność rQ = rQ (w) dla tem
peratury 75°C przedstawiono na rysunku 2.1.1 (krzywa b), a dla w=0,625 cm 
wartości rQ = 4,8 mil/cm.

Zadanie 2.2
Z zależności analityczno-empirycznych podanych w dodatku 1 (przy ro=0,

59,952 ln ($£), SL i (1)

g0 - o)

zx   1



- 146 -

gdzie
6e “ 0,475 • fcr + 0,67
d =■ 0,536 . w + 0,67 . h1

więc
Z1 = 94,62il = Hx.

W dalszych przykładach będziemy przyjmować (dla uproszczenia obliczeń)
» 10OSŁ . Ponieważ wzór analityczno-empiryczny na wartość indukoyjności 

10 (np. na 1 cm długości linii) jest bardziej dokładny(p. dodatek 1) aniże
li wzćr na wartość cQ, więc wykorzystamy go

3o “ 2 ln f  * (2)

gdzie
o

dQ « 0,567 • w + 0,67 • h1

a stąd

Ponieważ

10 = 5,4 nH/cm. 

zi - «i -

Więc

77" " °«603 cm &  O»6 cm' (3)°o „2 “’ om cm'
R1

Dla porównania wartość oQ obliczona ze wzoru przybliżonego (p. dodatek 1)

°o “ - n r n r  «s* (4)

wynosi cQ ■ 0,184 ^j, a więo błąd jest znaczny.
Prędkość rozohodzenia się fali wzdłuż linii

1

Po ‘ °o (5)

a dla linii paskowej bez strat prędkość tę można obliczyć za pomocą wzoru 
przybliżonego (p. dodatek 1)

vS ^ 2 -  g i7t2 om/ns. (6)

Z zależności (5) v - 17,57 om/ns.
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Wpływ zmiany szerokości w śoieżki oraz grubośoi h laminatu na wartość 
rezystanoji falowej linii można określić z zależności (1)} po rozpisaniu 
otrzymamy

a  . ■ .. .u . l n  (■_ a n i  ■ ■'foij, , m  | i 1
1 \0,475 • ćr + 0,67' 0,53b.w+0,b7.h1 (1 )

j£ .em

0,50

o.st

o.st

OM

<¡2

48

Hatomiast z zależności (2), (3) określimy zależność 1 i oQ od szerokości 
ścieżki. Wyniki obliczeń zebrano w tablicy 2.1 i na ich pods.tasie sporzą
dzono wykresy przedstawione na rysunku 2.2.1.

Tablica 2.1

wf mm 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7

R lfft 115,56 111,39 107,67 104,31 101,26 98,45 95,86 93,45 91,19

V
nH/cm

6,64 6,39 6,17 5,98 5,80 5,63 5,48 5,34 5,21

°o>
pF/cm

0,497 0,515 0,532 0,550 0,565 0,581 0,596 0,612 0,627

Więc im szersza jest (w rozpatrywanym zakresie) ścieżka, tym mniejsza war
tość rezystanoji falowej oraz indukcyjności jednostkowej i większa war
tość pojemności jednostkowej linii.
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W tablicy 2.2 podano względna procentowe zmiany wartości R-j, 1Q, cQ od w 
odniesione do wartości w = 0,625 mm.

Tablioa 2 . 2

w, mm 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0 , 6 0,65 0,7

R, - 94,62
( 1 54, Ł2 ' + 2 2 + 18 + 14 + 1 0 + 7 + 4 + 1 - 1 - 4

1„ - 5,4 + 2 2 + 18 + 14 + 1 0 + 7 * 4 + 1 - 1 ' - 4

0 - 0 , 6
- 17 - 14 - 1 1 - 8 - 6 - 3 - 1 + 2 + 5

Więo przy zmianaoh grubości ścieżki w £ 0,625 111111 rezystancja falowa
| ĄC?

zmienia się w zakresie R^ =• 9 4 , 6  +2 2%^*
Z zależności (1'), (2) i (3) łatwo zauważyć, że ze wzrostem grubości h 

laminatu, na którym znajduje się linia paskowa, rezystancja falowa linii 
R1  oraz indukoyjność 1 Q rosną, natomiast pojemność oQ maleje.

Zadanie 2.3
Jak już pokazano w zadaniach 2.1 i 2.2,podane w temacie wymiary geome

tryczne określają linię o rQ £ 4 mil/om, 1Q £ 5,4 nH/om oraz co=0,6 pF/cm, 
natomiast gQ ci 0. Impedancja charakterystyczna linii

gdzie
col

<p̂ a arctg (j— ).

Wyniki zebrano w tablicy 2.3 i przedstawiono na rysunku 2.3.1. Częstotli
wość podano w skali logarytmicznej, a moduł impedanoji względem rezystan
cji odniesienia R. a 95il • 

o
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Tablica 2.3

f, kHz 5 10 20 50 100 200 500 1000 50000 10000

|ZjJ ,A 399 326 232 152 118 102 96 95 95 95 '

h 4,20 3,44 2,44 1 , 6 0 1,24 1,08 1,01 1,00 1,00 1,00

-44° -42,6° -40,2C -33,5° -25 -15,3° -6,7° -3,4 -0,7° 0°

Praktycznie dla f>1 MHz można rozpatrywaną 11- 
L C  nJ-e paskową traktować Jak Jednorodną linię bez-

stratną, ozęsto oznaozaną przez U L C (z angiel
skiego "uniformly distributed LC network") i 
przedstawioną grafioznie Jak na rys. 2.3*2.

------o Obliczenia przeprowadzono przy założeniu nie-
Rvs. 2.3.2 zależności wartości r0, c 0, 1Q, £r od częstotli

wości f.
Pytaniet Jak zmienia się | Z1| i <p , gdy f —  O?
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Zadanie 2.4
Indukcyjność linii (na 1 om długości) bez uwzględnienia skin - efektu 

(zjawisko naskórkowości) można obliczyó z zależności (dodatek 1)»

t , £ r2 nH o " 4-6 lo® r^ cm

a po podstawieniu wartości liczbowych

xo “

Pojemnośó linii

c , g l f L U r  E l . 0 9? 2 l .o t 0 cm cm
log —r.

Dla wyższych częstotliwości rQ wyznaczamy z zależności

r » 8,3 . Vf . 10~10 g1 — ■o cm

i np. dla f0 = 1 MHz

rQ » 2,67fi.il/cm.

Ponieważ

2 3ifQ . 10 - 15i7 mil/cm»r0

a gn jest pomijalnie małe, więc

° 50,77il .
97-10

Impedanoję falową przewodu koncentrycznego ekranowanego można też obli
czyć z zależnośoi (dodatek 1)

Z1 - yfe * 59’952 1“ ^ -  50.6H.

Dla niskich częstotliwości

?♦ 1 _ . 0.01 , , ,,¡1 
?* 7 ^ 7  1,4 ón*X»
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Zadania 2.5
Przykład ten rozwiążemy i

1) analizując kolejne fale wędrowne padające i odbite,
2) przez rozkład na funkcje przedstawiające fale wędrowne,
3) za pomocą wykresu Bergerona.

Współczynnik odbicia, od początku linii

M  R °  '  R l

od końca linii
»O -R

natomiast czas opóźnienia linii

t = t0 - ^ » 5 n8.

ŁŚ U
Dla uproszczenia rozpatrzymy przebiegi czasowe napięć na początku i

końcu linii oraz prądu na początku linii. Napięcie na początku linii

U1 (t) = U, (t,0) dla te(0,2to)

R,
U^(t) = m E . ^ = V - fala padająca,

1 o "
czyli linia (z zacisków źródła) określona Jest przez swoją impedanoję fa
lową, a napięcie U1 można przedstawić w postaci

U1 “ f d  ~ “ )•

Napięcie na końcu linii
i

U2 (t) - U2(t,d-) dla te(t0,3t0).

Ponieważ N-1,fala padająoa odbija się bez zmiany znaku,więc fala odbita 
napięcia

- TP - * • ip jy
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U2 = (Vp ) + VQ = 2E - 8(1 - M).

Napięcie dla t € (2tQ, 4tQ).

Wracając od końca linii fala VQ odbija się od początku linii i zamienia 
na kolejną falę padającą

vp = M • V
więc

ui - v v + vp “ V 2+M) =

•p 2R» -p P
- 1  ^ +  M • ^  - 1  ( 2 " M- M ) •

Napięcie U2 dla t e (3tQ, 5tQ)

U2 “ <Vp + Vo + Vp) + Vó

ale
vó " Vńo p

Więo
U2 “ 2 Vp (1 + M ) “ E(1 " M )*

Napięcie U1 dla t € (4tQ, 6tQ)

»1 - + v pP o P

. ale

V" - u . V ' - M2 . vp

więc
TT. «  \ p

Napięcie U2 dla t €• (5t0, 7tQ)

U1 ” Tp (2+2M+M2) - | (2-M2-M3).

u2 -  (vp+v0*y ;+v'0+v p  + V"
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ale

więc

U2 = 2V (1 + M + M2) - E . (1 - M3). 

Napięcie dla t e (6tQ, 8tQ)

U1 = (V_ + V„ + V' + V' + V" + V" ) + V"1 p o p o p o' p

ale

więo.

V"' - M . V" =. M3 . V, P P i

U1 - Vp (2+2M+2M2+M3 ) » | (2 - M3 - M4). 

Napięcie Ug dla te (7tQ,9t0)

U o » (vr,+v„+v'+v'+V"+V''+V") + V'"2 p o p o p o p o

ale
-  . o p

więc

V1" = V “' » M3 . V

Up » 2V (1 + M + M2 + M3) - E. (1-M4)

itd.

Łatwo sprawdzić, że przy t— napięcie na początku i na końcu linii dą
ży do wartości ustalonej równej napięciu zasilania linii E. W tablicy 2.'4 
podano wartości liczbowe napięć na początku i końcu linii w czasie dla
a) Rq - 0,5 Rx (M = -1/3) oraz b) RQ = 2Rl(M»1/3).
Na rysunku 2.5*1a przedstawiono przebiegi napięć (na początku i końcu li
nii) dla przypadku a) natomiast na rys. 2.5*1b przebiegi dla przypadku b).

Prąd
dla te (0,2tQ) prąd I1 jest równy fali padającej prądu, więc 

Z1 “ Ip “ “ T q ~ T X  “ 2SJ

czyli pierwsza fala padająca zależy tylko od źródła (SEM E i RQ) i impe- 
dancji falowej R^,
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Tablica 2.4
Napięcie (t,0) Napięcie U2 (t,d)

Przedział
czasu

Y/z dr na 
napięcie

ur  V 
dla a)

Uv  7 
dla b)

Przedział
czasu

Yizór na 
napięcie

u2, V 
dla a)

u2, V 
dla b)

0+2 tQ

2V 4to

4t0+6t0

6t0+8t0

§(1-M)

|(2-M-M2)

§(2-M2-M3)

fte-M3-*!4)

2,67

4,44

3,85

3,95

1,33

3,11

3,70

3,90

o+t0

V 3to

3V 5to

5 V 7 * o

0

E (1-M)

E (1 -M2 ) 

E(1-M3 ) 

Ed-M4 )

0

5,33

3,56

4,15

3,95

0

2,67

3,56

3,85

3,95

dla t e (2t0, 4t0)
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ale

(ponieważ Ig = 0,więc suma fali padającej i odbitej prądu jest równa zero) 
oraz

i; ■ » •  iP

więc

h  = sj " lę + sj “ hJ (1 " 1 + M) = się (1 "

dla t 6 (4t0, 6t0)

- *P + *0 + xp + * ; + n  ■ Ą  <1 - m >m2

analogicznie dla
t.e(6t0, 8t0)

I1 a ^  (1“M)M3

itd.
Wyniki liczbowe zebrano w tablicy 2.5»

Tablica 2i'5
Prąd ^(t.o)

Przedział
czasu

Wzór na 
prąd

1^, mA 
dla aj

, mA 
dla b)

0 + 2 t0 (1-M) 26,67 13,33

2V 4 t 0 ^(1-M).M -8,89 4,44

* V 6to ■g^-(1-M).M2 2,96 1,48

6V 8to ■^-(l-M).M^ -0,99 0,49
• • • •

Przebieg czasowy prądu 1̂  (t,0) przedstawiono na rys. 2.5*2a i b odpo
wiednio dla przypadku a) i b). Łatwo zauważyć, że przy t—  1̂  (t,0) —  0. 
Z wykresów wynika, że przebiegi czasowe napięć i prądów narastają (lub 
maleją) aperiodycznie do wartości ustalonych, gdy współczynnik odbicia od 
początku linii M > 0  natomiast dla 11 <0 przebiegi czasowe narastają (lub 
maleją) periodycznie do wartości ustalonej.
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Rys. 2.5.2 a i b

M- Ł l
Og6lns postad równań operatorowych opisującyoh przebiegi napięcia i 

prądu wzdłuż linii tematowego obwodu złożonego z elementów o stałych sku
pionych i rozłożonych (rys. 2.5«3) Jest następująca«

ECsl Z- (e) cosh [-y(d-x)] - Z, (s) . sinh [$(d-x)]
ut (s’x ) " O T 7   ZTTiT----------------------ZHbJ— 27T5T-----------------

<1 + -zf^T^oBh^.d) + + sinh (fd)
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E(t0 C0Bh [*<*■*)] + sinh [i («“*)]
-----2 ^ 7. , rrsT źTTśi
(1 + ^ T ¥ T )oosh(,id) + (̂ T i 7 + ^ T i 7 }' sinhM )

gdzie
E(s) - napięcie zasilania,
ZQ (s), Zgis), Z-̂ (s) - impedancja odpowiednio źródła, obciążenia i fa-

_____ ________  Iowa linii,
*5 =Y(r+sl) . (g+sc) - współczynnik przenoszenia linii.

Mogą byó one przedstawione w postaci
tt x E(s).Z1 (s) 0-łx + s e-f(2d-x)
Ut (H’X) " ■ T ' . " w ? 5t 5-------

E(s) . Z1(s) 
^ ( 3 ) + ^  (a ) ' 2  (™)k e_1̂ 2kd+x) +

k = 0

+ N 2  (MN)k e " ^ 2 (k+1>d-x]
k « 0

(1)

T „\  E (b )_____  e ' -a 6
t(e*X) a ^s')V'ż'0 (s") ! . MN e“2^"

- ? X _ N  e - 1 S ( 2 d - x )

E (s 1 
Ż^S} + Z0 (S)

c>o
2  (MK)

k -$(2kd+x) -
k » 0

- » 2  (Wi)k e_,i[2(k+1)dH
k«0

(2)
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gdzie
Z (s) - Z-, (s)

M = tS~i— i '. "w — r - współczynnik odbicia od początku linii, ¿0 to; + z^s;

Z,(s) - Z.(s)H a i-. . ■ ■ r - r współczynnik odbicia od końca linii.Zgvs ) + z^ is;

■W rozpatrywanym przykładzie

2^ (a )

- r tii O 1
M “ fi0 +T"'

o-o — R,

E(s) - | ft E . l(t),

•5 = 3  YlTc = | 

więc równania (1) i (2) można napisać w postaci

R.

k=0

^  k e + >  U . i
k=0

2 (k+1 Idwt
( 1*)

It (s’x) “ 's ^ g - p -
PO

Zk=0

2kd+x ^  2 (k+1)dwx
“  - £  ̂ e v

k=0
( 2*)

a po przejściu nc postać czasową

J  Mk . , (t . 2M±£)+ Mk. 1 (t-
k«0 k»0

(3)

oraz

£  Mk.1 (t 2kd+X
k=0 k=0

U)

Zależności (3) i (4) przedstawiają przebiegi czasowe napięcia i prądu w 
linii w postaci sumy fal padających i odbitych.
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Jeśli zależność (3) i (4) rozpiszemy tak, by po fali padającej wystąpiła 
fala odbita, czyli w postaci!

E.R. 
U(t,x) = ^^ -f[l(t -f) + l(t - ^ ) ]  + [m  . l(t

0 L fala fala
2d+x ) +

padająca odbita 

+ M . l(t - [m 2 . 1 (t - + M2 . l(t - ^ £ ) ]  +

b+ im3 . K t  - źsź*) + v? . K t  - sł*)] +... O ')

oraz

- irfsrO 1
2d-x 

V >][l(t - £) -1(1

+ [m . K t  - StoE) - m . K t  - & = Z ) \ + [m2 . i (t - 4§S) -

- m 2 . i(t - £¿=2) + u3 . l(t - SitS) - M3 . l(t - 2~=£) +...1

(4')

to łatwo na ich podstawie sporządzić wykresy przebiegów czasowych napię
cia i prądu wzdłuż linii po załączeniu na linię (w chwili t=0) napięcia
stałego E (poprzez rezystor RQ).

Zależność (3') po podstawieniu wartości liczbowych dla przypadku a) ma 
postać

U(t,x) = 2,67 • [l(t - £) + l(t-2t0 + £)] + [- \  . l(t-2t0 - £)

- J . l(t - 4t0 + £)] + [J . l(t-4t0 - f) + J l(t-6t0 + f)] +

+ . l(t - 6t0 - f) - • 1 (t-8tQ + £)] +

+ [ £ r  . l ( t - 8 t 0 -  5 )  + . K * - i o t 0 + £)]  + . . , V (3n )

Na podstawie zależności O ") sporządzono rysunek 2.5.4. Zależność (31) dla
b) ma postaćt

U (t, x) = 1,33 [l(t - f) + l(t-2t0 + f)] + [} . l(t-2t0 - f) +

+ \  . l(t-4t0 + £)] + [£ • l(t-4t0- -|) + J . l(t-6t0 + f: + 

+ [?7 • l(t-6t0- f) + ̂  . l(t-8t0-+ £)] +[ h  . l(t-8t0- f) + 

. t(t-10to + “ (3m)



- 160 -

u ú , x ) , v

Rys. 2.5*4
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Rys. 2.5*5
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Na rysunku 2.5.5 przedstawiono zależność (3m)*
Analogicznie, przebiegi prądu dla przypadków a) i b) mają odpowiednio po
stać (z (4 ' )):

l(t - f) - 1 (t - 2t0 + f)] + [- \  . l(t-2t0 - f) +I(t,x ) = 26,67

+ \  . l(t-4t0 + f)] + [J . l(t-4t0 - |) - J • l(t-6t0 + £.)] +

+ [- «27 • 1 C*-6*0 - f) + 57 * 1(t_8to + 7̂ ] +

+ • 1 (t-8tQ - — ) + . l(t-10tQ + £)J + . • »|, mA (4 )

oraz

[l(t - f) - l(t-2t0 + f)] + [} . l(t-2 t0 - f) -

- \  . l(t-4t0 + £)] + [£ . l(t-4t0 - £ > - $ .  l(t-6t0 + f)]

+ . l(t-6t0 - - J7  • K t - 8t0 + £)] +.

+ [s T  ‘ 1 <t “8 t o “ 7^ " ST * l ( t - 1 0 t o + v^] + * * *  ’ mA* (4 )

Na podstawie zależności (4 “) sporządzono wykres przedstawiony na rysunku 
2 . 5 . 6 ,  a zależności (4"') odpowiada wykres z rysunku 2 . 5 . 7 .  Na rysunkach
2.5 .4-2.5.7 zaznaczono przebiegi czasowe odpowiednio napięcia i prądu w 
połowie linii, tzn. U(t, i I(t, $ ;). Jak zmienią się przebiegi czasowe
napięć i prądów, jeśli R 01

Ad 3 j

Do wyznaczenia przebiegów czasowych napięć i prądów na początku i koń- 
cu linii po zamknięciu klucza wykorzystamy wykreślną metodę Bergerona (me
todę diagramów Bergerona), przedstawioną na rys. 2.5*8 i 2.5.9. Na rys. 
2.5.8 naniesiono charakterystykę wejściową linii - określoną równaniem 
U = B - I . Rq oraz charakterystykę wyjściową - określoną równaniem Ig“0,
Z początku układu współrzędnych rysujemy charakterystykę linii (U»I.R1), 
a w przecięciu z charakterystyką wejściową (P^) otrzymujemy wartości na
pięcia i prądu na początku linii, aktualne aż do powrotu fali odbitej od 
końca (czyli przez czas 2tQ). Przecięcie prostej o nachyleniu (~R^) - 
przechodzącej przez P-j - z charakterystyką wyjściową linii (punkt ) o- 
kreśla wartości napięcia i prądu na końcu linii dla te (tQ, 3t ). Prowa
dząc przez K1 prostą o nachyleniu R-̂  otrzymamy (w przecięciu tej prostej
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.'s. 2.5• b
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Rys. 2.5.7
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cĄ*r<%kł,
cAarckkt 
utjseit

v  I (  t, 0)  -  It (ł)

Rys. 2.5*8



t

Rys. 2.5.9
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z  c h a r a k t e r y s t y k ą  w e j ś c i o w ą  -  p u n k t  F g )  w a r t o ś c i  n a p i ę c i a  i  p r ą d u  n a  p o 
c z ą t k u  l i n i i  d l a  t  e  ( 2 t Q ,  4 t Q ) .  P o s t ę p u j ą c  a n a l o g i c z n i e ,  o t r z y m a m y  p u n k t y
V T3 Tf P
-x2 f 3 *  3 ’

N a  r y s u n k u  2 . 5 . 6  n a n i e s i o n o  ( o p r ó c z  c h a r a k t e r y s t y k i  U - I )  d l a  w y g o d y  z a 
l e ż n o ś c i  U ^ t )  i  U 2 ( t )  o r a z  I - j  ( t ) .

W y k r e s y  U ( t )  o r a z  X ( t )  o t r z y m a n o  p r z e z  p r z e r z u t o w s n i e  p u n k t ó w  P - j ,  ? 2 ,
X g , . . .  z  c h a r a k t e r y s t y k i  U - I .

W y k r e s y  p r z e d s t a w i o n e  n a  r y s .  2 . 5 * S  o t r z y m a n e  a n a l o g i c z n i e .

Z a d a n i e  2 . 6

Rg-Ri
2 1

0 ,5  Rn — Rn — 0 ,5  R-j -i
o ;?  = t t y  - - 3 ćlB pri« ? adku a>

2 R^ — R^ ^
'5 Ti± + S1 = 5 d l a  p r z y p a d k u  h )

Ro "*1M = Ti|W" ".-TT* = - 1 .

Na podstawie równań (1) i (2) w zadaniu 2.5 napięcie wzdłuż linii

U(t,x) = E - 2  (MN)k l(t - ~ ~ )  N y  (MN)k l(t- iiktli£r£) 
k=0 k=0

= E |[l(t - 2) + N . l(t - -2'd' ■* )] + [m .N. i(t - — / — ) +

+ MN2 . l(t- 4|=*)] + [(MN)2 . l(t- 4f±£) + M2N3. l(t- ££=£)] +

+ [(m n )3. l(t-£|±2) + m 3n^ . l(t-2|=£)] + ...| (1)

a równanie prądu I(t,x) ma postaó:

Kt.i) ° (MN)k • 1(t~ " N (MN)k' 1(t“ 2 ̂ ■+v ‘)-d~X )
^  I k-0 k=0

[l(t - f) - N . l(t - + t ™  * ,(t~ “

. mn2. i(t- 4±21)] + [(MN)2 . 1(t- i|S) _ M2N3. l(t- & & ) ]  + 

+ [(MN)3 . l(t - -  H V  . l(t - ^ ) ]  + •• (2)
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Po podstawieniu wartości liczbowych dla a) napięcie

u(t,x) = 4j[l(t - 7 ) -  J . l(-fc - —  V -* )] + [ 7  . l(t - 2d + x ) -

J . l ( t  -  * 4 - 5 ) ]  + [1  . l ( t  -  Ifi-Ł Z ) -  ^  . K t -  4 * ) ]  + 

+ [57 • l ( t - & 4 - S )  -  Jr . K t -  4 ^ ) ]  + . . . ] ,  v (1')

oraz prąd

I(t,x) = 40 . [l(t -  7 ) + f . K t  -  4 ^ ) ]  + [1  . K t  _ 4 ^ 5 )  + 

)] +| [ i . 1 (t— 4 ^) + ^7 » K t -  4 )] ++ $ . K t  -

+ \ y [ ’ 1 t̂  " 4 ^  + ST • K t  -  4 ^ ) ]  + . . . j ,  mA . (20

Przebiegi napięć i prądćw wzdłuż linii opisane równaniami (11) i (2 ) przed
stawiono na rysunkach 2.6.1 i 2.6.2.
Analogicznie dla przypadku b) napięcie

U (t,x) = 4 [ l ( t  -  7 ) + 4  l ( t  -  4 ^ ]  + [ -  i  • 1 ( t  -  “

4  . l . ( t  -  4 ) ]  + [ $  . K t  - 4 2 ) 4  . K t  - 4 ) ]  +

+ [- b  * 1(t " 4 ^  ~ st • 1(t " 4 ^ ]  + 4  v (1,,)

prąd

• [- i  • l(t ■- 4 4 )  +

■) - 2 7 . l(t - 4 * ) ] -

4 ^ ] + • • * jL  mA . (2")

Na rysunku 2.6.3 i 2.6.4 przedstawiono opisane równaniami (1*) i (2") 
przebiegi czasowe napięcia i prądu.
Przebiegi czasowe napięcia i prądu na początku i końcu linii można też 
wyznaczyć metodą diagramów Bergerona. Na rys. 2.6.5 i 2.6.6 przedstawio
no konstrukcję przebiegu odpowiednio dla przypadku a) i b).
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Hys. 2.6.1
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Rys. 2.6.2
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Rys. 2.6.3



- 172 -

Rys. 2.6.4
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charakttrpiyk».U!!ys£iv*A..U?K.

rch o ra k i«  rys łyka. 
uy/ sel ova. U “

1, mA

W  W , mA

Rys. 2.6.5
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j/yy scio h*cl.
ú = /?* i

Rys. 2.6.6
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Jeśli R2 # R1 a RQ = R^ fala (napięcia i prądu) odbije się od końca 
linii i po powrocie do początku zostanie w całości pochłonięta przez RQ =
= R^. Natomiast jeśli R2 = R^, to niezależnie od wielkości RQ fala zosta
nie pochłonięta (nie będzie odbicia) przez R2•

W przypadku RQ + R-̂  i Rg f  R^ fala będzie wędrowała od początku do koń
ca, od końca do początku itd. W tematowej linii ma miejsce ten przypadek.

Rozpatrzymy dokładniej przypadek 1° - gdy RQ = 0,5 a R2 = 2 . R-̂, na
tomiast pozostałe przypadki: 2° - gdy R0 = 0,5 a P-2 = 0,5 R-̂ , 3° - gdy 
R0 = 2 Ri a R2 = 0,5 R-j_, 4° - gdy RQ = 2 R^ a R2=2 R^ rozwiążemy wykreśł- 
nie metodą Bergerona.

Ad 1°

Zadanie 2.7

Z zależności (1) i (2) z zadania 2.5, gdy

R2 - Ri . 1
K g "  ̂  = + I

Ro " R1
* 7 ^

1
3*

otrzymamy

U(t,x) | [ l ( t  - f )  + \ . l ( t  - 2d_=_S)] 4 

[ .  1  .  K t  - S f l j j )  -  ^  .  K t  -dS-=-5)]

4 . 100
"T5o—

+ [+  • 1(t -  iI-d"v X) + i h  ’ 1(t

V

6d
Ł>] d)

oraz

I(t,x) = T5o l(t 2d
- ) ]

+ [ - $  • K t - ^ ) 4 -  t ( t  - 4 S _ z |) ]

+ [ s t  • 1 ( t  ■ • 1 ( t  ~
6d - x.

(2)

Przebiegi czasowe U(t,x) i I(t,x) podane zależnościami (1) i (2) przedsta
wiono na rys. 2.7*1 i 2.7*2. Na rysunkach tych zaznaczono też przebiegi 
czasowe U(t, g) i I(t, g).
Obliczmy wartości amplitud, do których zdążają wartości U(t,x) oraz 
I(t,x) dla t .
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lim U(t,x) = ^ £ ( 1  + -j) - + Ip j) + (grf + + «"»J =

S * R1 4 n  1 , 1  1 x 4 E • R1 ^  , 1xk
3 T °  "+" 'ri  5  "  9 + ST -  7 2 9  + c 3  l t0" '+"R~  2 _  (_

k=0

ale

x = ̂  (- tj) ' = 1 - ^ (1 + = “ 3 x’
k=0

stąd
g»o

~ £  < - ł > *' k  -  2-  T3
k=0

a
E . R.

lim U (t ,x) = | ■■■■■i" = 3,2 V.
t    3 o + K1

Analogicznie

lim^ I(t,x) . R'o v  (1 ~ ~ ?  + h  +: h ~

s 2 r. 1 1 . 1 1 x i
~  H-J 7 L 1 " ? ( 1 “ ^ + S T "  t & >  •••]i

Ale

* ‘ * 7 ^  “ * 7 ^  “ 3,2 v’

g E • R^ E • Rg

oraz
2 E E ^
^  = l 6 m A *

Wykażmy, że rzeczywiście
E • R

lim U(t,x) - R..‘ |
o 2

^ I(t'x) - H ^ n ę

czyli, że w stanie ustalonym wartość napięcia i prądu wzdłuż linii (gdy li
nia bez strat a ZQ = Ko i Z2 = R2) n^8 zalezy od wartości impedancji 
falowej ale od wartości E, RQ i R,,.
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Ponieważ'

lim U(t,x) = lim s . U+ (s,x) 
t — ~  o— o x

więc

1 - M N e

^2+ l̂"”̂ 2+^l

analogicznie
lim I(t,x) » lim s . I+ (s, x) = 
t s —  O

Z fizycznego punktu widzenia linia bez strat dla stanu uatalonego przy 
sygnałach stałych oznacza zwarcie, a więc wtedy

R,
U(t,x) = U(t,0) = U(t, d) = E w* ("w ■ ,

o 2
co prowadzi do poprzednio wyprowadzonych wyników.

Przypadek 2° (i pozostałe) rozwiążemy wykreślnie metodą Bergerona. Po 
naniesieniu na wykres (rys. 2.7.3) charakterystyki wyjściowej opisanej za
leżnością U = I . R2, wejściowej - U  = E -  I . R 0 oraz charakterystyk li
nii, otrzymamy punkty P., P2, ••• oraz K1, K2,..., które po przerzutowa- 
niu na U(t) i X(t) dają szukane przebiegi czasowe napięć U^(t) i U2 (t) 
oraz prądów 1^(t) i I2 (t).

Przebiegi czasowe dla przypadku 3° przedstawiono na rys. 2.7-4 a dla 
przypadku 4° na rys. 2.7.5«

Zauważmy na koniec,że aperiodycznie zdążają do wartości ustalonych 
przebiegi napięć i prądów:
1) w przypadku 2° (N = - M = - ^),
2) w przypadku 4° (N = j ,  M = ^), 
a więc gdy

Ad 2°

U „ N >  0
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Rys. 2.7.3
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i1 i
Rys. 2.7*5

natomiast w przypadku 1° i 3° przebiegi zdążają do wartości ustalonych o-
scylacyjnie a

M . N <0.

Zadanie 2.8

w y

W , W ) , V

4 -  Ho=2 r l

Rz=2Rl

w ,  w
m A

Skorzystamy z zależności (1) oraz (2) z zadania 2.5 podstawiając odpo
wiednio x = d i x = 0. "Współczynniki odbicia od początku i końca linii



0-R
M = ó-̂  = "1
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.-It,
= +1

Więc
U(t,d) = U2(t) = 8 [l(t-t0) - l(t-3t0) + l(t-5t0) - 

- l(t-7t0) + l(t-9t0) - ...], V,

gdzie

ł o■" 7 ” 5 n3

l(t,0) = In(t) = 40 [l(t) - l(t-2t0) - 1(t-2t0) + l(t-4t0)

+ 1(t-4t0) - ...]= 40 . [ 1 (t)-2 . l(t-2t0)+ 2. l(t-4t0)-.

Przebieg., czasowy napięcia Ug(tj przedstawiono na rysunku 2.8. 
I^(t) na rysunku 2.8.2.

. . ] ,  m A .

1 a prądu
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Identyczne wyniki uzyskamy z diagramu Bergerona, przedstawionego na rysun
ku 2.8.3.

Zadanie 2.9
Ponieważ współczynnik odbicia od początku linii U = 0, wystąpi tylko 

jedna fala padająca i jedna fala odbita napięcia i prądu. Fala padająca 
napięcia Vp = 0,5 • E.natomiast falę odbitą obliczymy z zależności«
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u2 (t)

ponieważ

Vp (t,x)

t»t„

t»t

dl, 01 01
L2 W  = Vp + Vo “ L2 (“ il + W )

dl dl L- dV dV
l2 <3? + T T 5 “ (T T  “ ■ s r ')

vp = 0,5 • Ę = const

t=t.

45^

więc

t=t„

d V.

o
dV„
TE2 “ 0

R1 dtb ' / 5 - “ - ą

a stąd
t

“ VVQ a —O ,5 • E + K . e , 

gdzie
2 5 . 10 '

T - i q  - a w “~ “ 5 ne’

K - stała.
Ponieważ w chwili tatQ. indukcyjność Lg można traktować jak nieskończoną 
impedancję, więc

W  - TP

K = E e
*o
TT

natomiast

V0 (t,d) » -0,5 • E + E . e 

Hapięcie na końcu linii (dla t > t 0)

t-t.

t-t.
U2 (t) - Vp + VD - E . e

natomiast napięcie na początku linii dla t e (0,2to)

U1(t) = 0,5 • E

(1)

(i')



a dla t6(2t0,«°) (uwzględniając przesunięcie czasowe o tQ względem końca’ 
linii)
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t-2t.
(t) = E . e (2 ")

Przebiegi czasowe napięć wyrażone zależnościami (1), (21) i (211) przedsta
wiono na rysunku 2.9.1- .

Analogicznie można obliczyć przebiegi czasowe prądćw na początku i koń
cu linii, i tak (sprawdzić)

Ii(t)

E

dla t t (0,2t ),
t-2t„

fj- (1-e ), dla t e(2t0,~>)

(3')

(3")

Xo(t) a

ponieważ

dla t 6 (0,tQ),

t-t.
(1-e 1 ), dlatfe (to,~0

(4')

(4")

y * » 0 ) “ ^ 7  • 1(t)» 1 p (t*d) “ s ę  •

t-t.oraz

IQ(t,d) . l(t-t0)
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t- 2t„
X )J.l(t-2t0).

Zależności (30, (3") oraz (40, (4") przedstawiono na rysunku 2.9.2

Sprawdźmy, że rozwiązanie można rśwnież uzyskać korzystając z ogólnych 
zależności (1) i (2) z zadania 2.5« Współczynniki odbicia

M a O

„ sL2 “ R1 
N - sL2 + K“

Więc

-  3 , x  s L  -R  -  .Si ( 2 d ~x-11 55 —  1 E SJjg « i   ̂ y
Ut(o,x) = - . 7 . e + - • ? e

It (a,x) - 3  •
S .x  BL -R  -  .s . 2 d ~?0._  1 E sl2 _ v

-  ś  • ' bI2+h^ * 6

Stosując odwrotną transformatę Laplace*a podług operatora s oraz znane 
twierdzenie o przesunięciu funkcji zmiennej rzeczywistej!

-1
F(s) . e"sa l = f(t-a) • l(t-a),

gdzie
5?(S) a l f  lUb 1 E sŁ2“ R1
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albo
1 E 1 B 2 “ nl
b srę lut a aq; • BEr+Tq-

oraz

otrzymamy przebiegi czasowe napięć i prądów wzdłuż linii
. 2d-x_

v
U(t,x) = 0,5 • E . 1(1 - f ) + [-0,5 . E + E . e

-  K t  ~ą=£) (5)

oraz 2d-xt - v

Podstawiając odpowiednio x=0 i x=d, otrzymamy wyniki identyczne z otrzy
manymi uprzednio.
Podstawiając wartości liczbowe, otrzymamy: 2d-x

Przebiegi czasowe napięć i prądćw opisane zależnościami (51) i (6 ) przed
stawiono na rysunkach 2.9.3 i 2.9*4«

Zadanie 2.10
Zadanie to można rozwiązać analogicznie jak zadanie 2.9 - korzystając 

1° z rćwnań różniczkowych opisujących wejście i wyjśoie linii lub 2° z o- 
gćlnyoh zależności (1) i (2) z zadania 2.5.

--------3?
U (t,x) = 2 * l(t - |) + -2 + 4 .  e 5

oraz

I(t,x) - 20.1(t- - - 20 + 40 . e

Prąd I2 (t) na końcu linii określony jest zależnością
dU2 (t)

i 2(t) .  c2 “ arę
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Rys. 2.9.3
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Rvs. 2 . 9.4



Ponieważ M = 0,więc
dV dV dl dl

I2 (t) ** S  “ I0 - c2 far + r _) = c 2 * Ri far " i r ^
(oczywiście dla t < t Q, Ip (t,d) s O oraz IQ (t,d) 3 0), natomiast

t c ° 7 "  5 ns

ale

więc

stąd

gdzie

Ip(t, d) = Ip = » const (dla t > t 0)

J T 3 °

dln (t,d) 1
-E— r r r r  = ~ i r r r  dt (« » * > * „ )
■5ET “ 1

t
EJ , “ TXc (t,d) = I 0 = + ^  + A e

; a E1 . C2 = 10 ns.
Dla t = tQ kondensator C2 nożna traktować jak zwarcie więc



natomiast
t-t„

I0 (t,d) = ( ^  - jj- : . K t - t 0 )

2d-x

) . l(t -

Reasumując, prąd wzdłuż linii w cza3ie opisany jest zależnością

E
2S

2d-x
I(t,x> = Ip (t,x> - IQ (t,x) a 2^; • l(t - 7 ) -

. E 2 JT
-  e

"i i  ' *  2d-xv) . I^t--- — )

a dla x=0 otrzymamy
t-2t„

X(t,0) = I.,(t) = ^  . i(t) - (¿f- - 8 ) . l(t-2t0)

lub

t-2tc 
E „ T ~  

*1

dla t 6(0,2tn)

dla t 6 (2tg, 0 0 )

dla x =1 d natomiast
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Łatwo sprawdzić, że

U- (t)

3
2

E(1-e
t-2t.

ula t 6(0,2 tQ)

dla t fc(2t ,«)

(3)

U2 (t) = .

dla t € (0,t )

t-t.
E(1-e 1 ), dla t e(t , ~=).

(4)

Przebiegi czasowe prądów (określone równaniami (1) i (2)' przedstawiono 
nc rysunku 2.10.1 a napięć (równania (3) i C4)) na rysunku 2.1 .2.

RvS. 2.10.2
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Ad 2°
Y/spółczynniki odbicia od początku i końca linii

M = 0

» ^ 2  Rl 1 " 8 C2 • R1 1 - sTH(s) - T - T ■+ g" r  HL' - TT~ST'
a tq  + R1 2 1

gdzie T =» R^ . Cg = 10 na
więc równania (1) i (2) z zadania 2.5 można zapisać w postaci

s.x -a (2d-oO
tt ' \ 1 5 /  v . 1 E 1-aT „ vUtvB,x) - - 7 e + - ̂  T+aT * 9

oraz
-sx - 6 (2<3-x)r t 1 E „ sx 1 E 1-sT „ vh (s’x) " ś ^ s “ a Sę T+ST 9

Przebiegi czasowe napięcia
+ 2d-xt - —

U(t,x) = 0,5 • E . 1(t- i) + (+ 0,5E - E . e T ).l(t- ^ 2 )  =
+ 2d-x

-  v
= 2 . K t -  2) + (2 -  4.0 T ) . l(-t -  — 2), v (5)

i prądu 2d_„
V

Kt,*) - ¿j- . l(t - f) - ^g- (1 - 2.e T ) . i(t- & £ )  -

4. 2d-x 
v

= 20 . l(t - 2) - 20 (1-2 . e 1 ) . l(t- ~ 2 ) ,  mA. (6)

Przebiegi czasowe napięć (wzór (5)) i prądów (wzór (6)) przedstawiono na 
rys. 2.10.3 i 2.10.4*
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Rys. 2.10.3
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Rys. 2.10.4
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Zadani e 2.11

• Za obwodu (złożonego z elementów o stałych skupionych i i’oziożcnych - 
linii długiej' przedstawionego na rysunku 2.11a współczynnik odbicia od 
końca linii

1J(s) “ aLg

Fc podstawieniu do równań operatorowych i przejściu na postać czasową, o-
trzymamy

+ 2 j - x

U(t,x) = § . lit - 2) + | . e r . l(t -S|=S)

t - 2d-x

I(t,x) = w«— • l(t- — ) - ■k»j- . e 
-nl v ^-1

gdzie

L2T = = 50 ¡i b .
i

Podstawiając x=0 i x=»d, otrzymany

U (t, 0; =» U.j (t./ = ,

f  (1+8

dla t e (0,2 tQ)

t - 2 t

T ) dla t6 (2t0, «)

l(t,0) = I.j(t) =>■

^ 1
dla t 6 (0,2 tQ)

_  *-^0
■jjj— (1-e ) dla t e (2tQ, •*<>)

U(t,d) - u2 (t)
t-t„

2 (1 + o

dla t ć (0, tQ)

dla t 6 (t , oo)



Przebiegi czasowe napięć U1(t) i U2(t) przedstawiono na rys 
przebiegi czasowe prądów I^(t) i I2 (t) na rys. 2.11.2.

Ad bl
Dla obwodu przedstawionego na rysunku 2.11.b współczynnik odbicia od 

końca linii n . 1
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Rys. 2.11.3



Rys. 2.11.4
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gdzie
?. C

T = -1y 2- = 5 ns

a przebiegi ezasowe nacięcia i prądu wzdłuż linii
'_ _ 2j-x 
‘ ” v

U(t,x) = § . l(t - £) - § e • 1 \ i?

t - 2d-x

I(t,x) = ^  - 7 ) + ¿ij- e . l(t -

przedstawiono na rys. 2.11.3 i 2.11.4.
Oczywiście powyższe rozwiązania można też otrzymać wykorzystując falę pa
dającą i odbitą oraz równania różniczkowe opisujące wejście i wyjście li
nii.

Zadanie 2.12
Do obliczenia przebiegów czasowych napięć i prądów na początku i końcu 

linii wykorzystamy program ALIN na c.c. [7].
Dane wejściowe mają postać:

r0 [ii/n]
G0 [S/m]
10 [H/m]
c0 [P/m]
d [m]
N (liczba czwórników złożonych z elementów skupionych a- 

proksynujących linię długą),
CSJ (przedział czasu, dla którego należy liczyć prze
biegi napięć i prądów,

O
0

0,5.10
0,5.10

1

100

-6

-1 0

5.10

5.10

0
0
0

-8

-1 0 -dr i3] (określa, w jakich odstępach czasu należy druko
wać wartości napięć i prądów),

warunki początkowe (tu zerowe),

B  [ V ]

oznacza skok jednostkowy,
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Rys. 2.12.2
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K0 [a]

KR numer obciążenia (p. a. 52 [7 ]) - szeregowy obwód 
R2L2°2’

}i2 [aj 
L2 [h]

C2 [F]
koniec.

Ze względów technicznych (fozmiary) nie umieszczono w skrypcie wydruków i 
wykresów otrzymanych z m.c. Posłużyły' one do sporządzenia wykresów przed
stawionych na rys. 2.12.1 i 2.12.2. Ha rys. 2.12.1 przedstawiono przebie
gi czasowe napięć na początku i końcu linii a na rys. 2.12.2 przebiegi 
czasowe prądów.

100

100 
0,5.10"6 
0,1.10"9 

T

Zadanie 2.13
Współczynnik odbicia od początku linii

a współczynnik odbicia ca końca linii
(Rj — K-̂ ) + sLg

N(s) TC2 V B 1 T  '+' s L 2 -

Podstawiając do wzorów (1) i (2) (z zadania 2.5) wyrażenia na I£(s), N(s) 
i E(a) otrzymamy wzory na Ut(s,x) i It (s,x)

Ad a)
1Y tym przypadku nie ma odbicia od początku linii (M=0), więc w wyraże

niach na przebiegi czasowe prądu i napięcia wzdłuż linii wystąpią tylko 
po 2 składowe (fala padająca i odbita)

oraz

t t — \ E r, .—1tx (B2 ■ Bl> + sL2 .- ł (2d-x)l" 2nę  ̂L1 • e  ̂ v~3i;2~” 6 J >
gdzie

8 f-
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D l a  x = d  ( k o n i e c  l i n i i )

p  r  ( n 2 -  R , )  +  sL p
Ut (6,d) . yęs [1 + H2 +' ^  V alg

[» s(s + łjr)
" J d

(Rg-R^) + eL2
1 "

-«id E ijt
* - T — T  e"^1 * S ( S +  łjł

a  p r z e b i e g i  c z a s o w e  

U ( t , d )  »  U 2 ( t )  - X"1 | u t (8fd)J -  e[i TTT+rę (1 “ e

o r a z

t - t 0

I(t,d) » I2^  ° X  -ĵ (s,d)| = (1 “ e  1  ) .  l ( t - t _ ) ,

g d z i e

T Ł2

+  d  

O V

P o  p o d s t a w i e n i u  w a r t o ś c i  l i c z b o w y c h

i“3t -  r = 5 . 10~9 = 5 ns
0 5 • 10

2 . 10“6 
T *  '106' V T O ' ” 5 ns

U ( t , d )  »  U 2 ( t )  -  4  [ 1  -  0 , 2 5  ( 1  -  e “ ° » Z  • 1 ° 9 ^ “ 5  *  1 0  9 ) ) ]  *

. 1 (t-5 . 10"9), V
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oras

I (t, d) = I2 (t) = io(i_e“0«2-1°9 (t“5.10 9)) . 1 (t-5*10 9), mA

a postać graficzną przebiegów przedstawiono na rys. 2.13*1 i 2.13*2. Zau
ważmy, że przebiegi te są analogiczne, jak przy zasilaniu obciążeniaiRgl^) 
wprost ze źródła o S3ŁI E i oporze wewnętrznym RQ, po przesunięciu o tQ.

U), m A

Ad b2
Ponieważ współczynnik odbicia od początku i końca linii jest różny od 

zera, wystąpią wielokrotne odbicia fali napięcia i prądu od początku i 
końca linii.
Podstawiając

U ^  " Rl
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Q
N ( s )  =  — TUJT  =   T2 + 3L2 s + ijr

L?{gdzie T a

do wspomnianych już ogólnych wzorów (1) i. (2), otrzymamy (dla x=d)s 

R,tt j \ w 1 1 ' »»k / s \k -tf(2k+1) • dOt Csfd) = E . J— JJ-. ( -  + ~ - T ) . 2 ^  M i— T> • e
o X s + m a + f

, E i ,1. ' ^  »k i-fr)“ ■•’<2lł1)a
0 1  s + f k ^ O  S + F

VY tym przypadku znalezienie transformat odwrotnych jest trudniejsze. 
Oznaczmy przez

1 / s ,k sk_1
pik a s • <7 T ' T ) “ 7177^a + łjr (s+a)

P„
2k s + ę ^  (a+a)k+1

s ik sk

gdzie
a “

Oczywiście

R, ^ 22, . -s.t (2k+1)
Ut (e,d) - B  . jj-ig- 2 - M (F1 k + P2 k) * e »>

k-0

^(s.d) 3 R . _> £  Mk (Plk-P2k)
0 1

s.t0 (2k+1)
• 6 u • (2)

k=0

gdzie

*Q - i-O V



Obliczmy transformaty odwrotno i Fg-r* Korzystając z metody residuów,
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otrzymamy

~ «£
-1

r.-(s) X
-1 L1k(s)

■ p r r
■ ̂  ' res 
n=1 s=s,.

L1k(s) st
l JT̂ 7  e

ale pierwiastki mianownika (dla k=1,2,...) k-krotne (równe - a), więc

^ 1 id*-1 ,•. k-1 _stj|
f 1k ( t ' = Tk-'1")T * [p ć = T  ts J

= fCTjr [(k-1 )• (k-2).ie..2.1 e3t + (lc-1) . (k-1)(k-2). . 2stest +

+ (k-i)(k-2).i<#. 3s2t2est + ... + sk_1 .

. tk"1 . est] 3 e-at [i + (k-1)(-at) + a2t2 +
s=-a

+ (.,t ) 3 . ... . ^  , 

analogicznie

f2k(t) " FT e~at [l+k(-at) + ■ffi.g}?. a2t2 +

+ f e f l (-at)3 + ... J,. (-at)k]

ponieważ m-ty wyraz i-jk^) Jest równy 

e-at (k-1) i=|t2
Dl

natomiast m-ty wyraz f2k (t) jest równy

-at/k\ (-at)e V  m! (m=0,...,k)

więc dla k=1,2,..., otrzymamy



k
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*„(«)■ ■ » f a < . ) - x  s:% s i £  [<“;’> * i ? ]  -
m«0

-  e " a t  Z  (-at>ffl = e “ a t  [2-<2k-1 >at +
m«0

+ a2t2 - a V  +

+ (k-1?(ky2j|k-?)L2k,-4i a4t4 + ... 2 = ^  (at)k] (3)

gk(t) - r,k (t) - r2kct) . X
m»0

k
-at Z m(k-1)I (-at) 

mlml(k-m)I
a»0

= e-at [_(_at) _ 2 ^ 1 1  a2t2 _ ^ k - | ) ^ - 2j,(_at)3 _ ...

••• - • (-at)k 1 - (~at)k] » (̂ )

natomiast dla k=0

P20 “ śfe 6 *Zq W  " e"at * t(t)

więc
f0 (t) . f1Q(t) + f2()(t) - (1 + e_at) . l(t)

gQ (t) - f10('t) " f20(t) = (1 - e_at) . l(t)

Korzystając z twierdzenia o przesunięciu w dziedzinie zmiennej rzeczywi
stej i

J[ |f(tj9{) . 1 (t—op)| = e“aof . F(s),



po podstawieniu (3) i (4) do (1) i (2) otrzymamy wzory na przebiegi cza
sowe napięcia i prądu na końcu linii, i tak
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U(t,d) = U2 (t) = E . y- Mk . fk [t-(2k+1) tQ] . |[t-(2k+1)t0]
0 1 k=n

oraz

I(t,d) = I2 (t) = gk [t-(2k+1 ) t0] • l[t-(2k+1) tj.
0 1 k=0

Po podstawieniu wartości liczbowych

50 - 100 1
M “ f t r  + '100 " “ 7

0.2 . 10"6 „ .„-9 - ...T = 76q---- ** 1 • 10 a 1 ns

a
U2 (t) = | (- ^)k fk [t-(2k+1).5 • 10"9] .i[t-(2k+1) . 5.10-9], V.

k=o
Podstawmy, dla przejrzystości zapisu, czas w ns, to przebieg.czasowy na
pięcia na wyjściu linii ma postać:

U2(t) = | jl.(1+e“1(t"5)) . 1 (t-5) + (- [(2 - 1. (t-15)] •

. e~1 (t-15) 1 (t-15 + (- ^)2 [2-3. (t-25 + 0,5.1. (t-25)2] .

. e_1(1:"25) . 1 (t-25) + (- •j)3 [2 -5 . (t-35) + 2(t-35)2 -

(t-35)3] . e"1(t“35) . 1 (t-35) + V. (5)

Analogicznie

M*) “ T  2  (~ )̂k sk " (2k+1) ‘ 5 * 10_9J’k=0
. 1 [t - (2k+1) . 5 . 10“9] , mA 

a gdy ozas w ns, to

I2 (t) = f2 jl • (1-<T1 (t"5)) • 1 (t-5) + (- j)1 •

. [(t-15)e~1 (t-15)] . 1 (t-15) + (- j ) 2 [(t-25)-0,5 (t-25)2] .
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. e"11'5"25' . 1 (t-25) + (- i ) 3 [(t-35) - 1 • .t-35;)2 +

+ i (t-35)3] • e~1'(t“35' . lvt-35) + ...j, ni. (6)

Przebiegi czasowe napięcie na końcu linii (opisanego wzorem i5^) przed
stawiono na rys. 2.13-3, a przebieg czasowy prądu na końcu linii (opisany 
równaniom (6)) na rys. 2.13.4«

Zadanie 2.14
Dla ozwórnika z rys. 2.14-D

75 = R II (2r + 303)
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oraz

300 = 2r + R ||75

istnieją rzeczywiste wartości r i R, dla których powyższe równania są 
spełnione, mianowicie r = 129,911 a R = 86,611 . Wartość skuteczna napię
cia Ug(t) (rys. 2.14*1) wynosi

U2 o 1 . 86.6 . (300 + 259.8)
86.6 + 300 + ¿59,8 *

• 300 V125^,S = W T ^ f ć . S  * 300 “ £..2-6-§-I

H I o-o-

Rys. 2.14.1

Dla czwórnika z rys. 2.14.C układ równań:

75 » 2r + R II 75 

300 » R II (2r+75)

nie jest spełniony dla rzeczywistych realizowalnych wartości R i r, rów
nież dla czwórnika z rys. 2.14*d układ równań:

75 » r + R II (r + 300)

300 = r + R || >  + 75)

nie jest spełniony dla rzeczywistych realizowalnyoh wartości R i r.
Dla czwórnika z rys. 2.14e (idealny transformator o przekładni 1in) z rów
nań łańcuchowych (rys. 2.14*2) dla przeciwnie nawiniętych uzwojeń:

U1 - S * U2 

1^ « n • Ij
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otrzymany

U1 1 U2 1H«. s= f~>Sl =* * T “  3 “TT • 3 0 O i l
-1 n 2 n

stąd n = 2.
Y/artośó skuteczna napięcia U2 (gdy E a 1 V)

'J,, = n • U1 = 2 ♦ = 2.0,5 ~ 1 ’<r•

Dla obwodu z rys. 2.14-i n = 0,5»

Zadanie 2.15
Jeśli połączymy (w punkcie rozgałęzienia) 3 linie o iaontycznych impe- 

dancjach falowych = R- frys. 2.15*1 a), to nastąpią odbicia, od punktu roz
gałęzienia, fali biegnących wzdłuż aowolnej (np> pierwszej) linii, ponie
waż współczynnik odbicia (rys. 2.15*1b)

„ 0,5 - Hj ,
N - ' : \ T ^ p n q  = " 7

jest różny od zera.

a)
linia 2 - ¡o.

b)

Linia 3 -c«a
-5 Tih
o------ 1 ---1

I

Rys. 2.15.la s • 2 • 13 * 1 ̂
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Wprowadzając w punkcie rozgałęzienia odpowiednio dobrane rezystory Rj, 
?-2 i R-j można uniknąć odbić, nie część energii przesyłanej liniami rozpra
sza się na rezystorach dopasowujących , Rg i ,'iisznane wartości re
zystorów R.j, Rg i R3 wyznaczymy z układu 3 równań, określających icpećun
cję obciążenia liniir 1, 2 i 3 (rys. 2.15.2 , czyli

b ) Ri

%o,2 ~ Ą

7 T, o. (R2+ZX2^ (R3+213^ 
^01 “ 1 ■ R2+ti^+Łl2+2l3 *

yd̂ +Z.̂ )̂. (R3+233)
02

(1 )

(2 )

(R, +Z, .  } .  (R0+Z. 2 ) 
Z03 ” R3 + " T i ^ +T { ^ ; --- (3)

ale
Z01 = Z02 “ Z03 = Z11 = Z12 ” Z13 = R1

oraz układ równań (1), (2) i (3) jest symetryczny, więc

R.j = Rg a R3 = R

i nożna wyznaczyć wartość R z zależności (rys. 2.15*3)

H j *■ R + (R + R, ) .
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stąd

Łatwo sprawdzić (rys. 2.15-3), że jeśli zasilana jest np. linia 1 i na 
jej wyjściu wystąpi napięcie U.,, to wówczas napięcia na wejściach linii 2 
i 3

U2 = U3 = 0,5 . Uv

czyli tłumienie napięcia (w układzie rozgałęziającym) wynosi 20 log 2 £ 
- 6.02 dB.

Zadanie 2.16
Podobnie, jak w zadaniu 2.15, można ułożyć równania (1), (2) i (3){rys. 

2.16.1), które przyjmą postaói

(r2+R).(r3+R) 
2R “ r1 + ' r 2+ r ^ m  ---

R = r0 +

R « r, +

(r.,+2R). (r3+R)
r1+r3+3^ ’
(r.,+2R). (r2+R) 
r3+r2+3R '

Z (2) i (3) r2 » r3 - r 

a po przekształceniach:

(1)

(2 )

(3)

(2r.,.r + r ) + r^.R + r.R * R.R., 

^2r.,.r+r2) + r., . 0 + r . (2R.,)=R2

(4)

(5)

stąd
rr R + r(R-2R1 ) - R.R., - R2
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a) b)

r i

ale

Rys. 2.16.1

R1 = 2R

więc
r1 = R + 3r. (6)

Podstawiając (6) np. do (1), otrzymamy

r = « 7,140 ,

r., = 71,430 *

Jeśli zasilana jest linia 1, to łatwo obliczyć, że stosunek napięcia 
na wyjściu linii 1 do napięcia na wejściu linii 2 i 3 (rys. 2.l6.2a)

U1 U1 .
“ U; “ 4*

więc tłumienie napięcia na układzie rozgałęziającym wynosi

20 log 4 S 12 dB.



-  2 1  e -

o)
r, ' 7 W & b) rŁ >  m s i

Hya. 2.l6.2a i b

Jeśli zaeilana jest linia 2 i 3, tc (rys. 2.1b.2b)

U2 „ w—  a Z

więc tłumienie wynosi 6 OB, natomiast
U.

więc -tłumienie wynosi 2,5 OB.

Zadanie 2.18 
x => 6,83 km.

Zadanie 2.19 
r = bOa.

Zadanie 2.20 
Ad a)

Impedancja falowa linii

1 f g0 + 0«oo |Z-.|



po podstawieniu danych tematowych 

Zn
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1/18^4. » .1 v g.2,.1 V O-rj . 0,155.1.' B021'il

Więc
592 il

A 3 b)
Stała propagacji jest dana zależnością

1 “ y(r0 + j Ci) 10)(g0 + jWCg)’ = « +

• ,̂iCr /,1 Ol ->C

więc po podstawieniu wartości liczbowych otrzymam;'

H = ^(13,64 + j . b2,1' . j 0,155 . 10"J = 0,1095 . 

a stała tłumienia

ot a 0,1095 . cos 81°3b'*. 0,:'6 ł»U.

ponieważ stosunek modułćw napięć w odległości 1 .km (rys. 2.20.1’ •■i
bis wynosi

m  -<*

•Byo. 2.20.1

więc tłumienie w uecyc ;*lach

/i r  1
1- -■>--< 

\Źńdto\ Ut 

1

>—  i

J
i

-------------------------

Ut

- — - i  i
| Odbiory
| - nik . |

* I 
1

i T
*---------—  i

, -  x
f

w 1kw H ; J

d -------------- j

• - e  F ; f A 'ło?: i !

a w neperach
m  c * -  0.01& § .



Ponieważ [*> =■ 0,1095 • sin 81°36' = 0,1083 £~>więc długość fali 

* = 21T/|b = 57,99 km

a prędkość propagacji

v = %. f = 57,99 . I7 5P- *» 46.H9.103 

Oczywiście wartości cc i (?» można taż wyznaczyć ze znanych zależności
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Ad c)

oraz

c t  =  j / ^  ( i j r l  +  o > 2 ! 2  .  ^ g 2  +  c o 2 c 2  +  r 0 . g 0 - c o 2 l 0 c 0 ) 1

P - f a K  +0)23  • + ® 2c2' - r0.g0+W2lo0o)‘

Po podstawieniu wartości liczbowych otrzymamy identyczne (z uwzględnie
niem dokładności obliczeń) wyniki i tak

«=0,0-159 £§

|b= 0,10835 gjp.

Obliczmy wartości graniczne parametrów linii, dla co— , wćwczas war
tość współczynnika cf rośnie do wartości określonej zależnością

°^max T -  ”  °’01609 §

a ^  maleje asymptotycznie do wartości

I  ” f1oco a 2«144 * 1 0 " 5 K

Moduł impedanoji falowej maleje (asymptotycznie) do wartości
(T

lZl l m i n = V ^  = 580,Sil

a faza <p maleje do zera.
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Impedancja falowa linii
Zadanie 2.21

1 „ | p ł ± i Z  „ 795,3*e-  ̂ 9°13ft,
X |g0+3«o0 fj.o.H.io“5 ’

stara propagacji

■J = y(rQ+j colQ) (gQ+j o)c0)‘ = 0,119 . e-5 80 47 = of + j (>> »

= 0,019 + j 0,118, 

natomiast

U2 = U1 . e " ^  ' d = 10 e-30 . 0,019 . e-j 30 . 0,118 =

= 5,66 . e“J 3»54 V

ale
3,54 rad £ 202°50‘

więc
U0 c r r  ""J 202 50 _•> — 4

I, = J -  .   = 6,98 . 10"3 e i 193 37 A
^  795,3 e-J 9 13

a)

i2 (t) = 6,98 i ?  sin (5 . 103 . t - 193°370, mA.

Tłumienie v/ dB równa się
b)

20 log = 4,94 dB.

Zadanie 2 . 2 2  

'.d a 'i
Stała propagacji linii bez strat

f i  =  ’  c o  =  i  *  P ’

więc impedancja wejściowa linii bez strat, o długości x, zwartej na końcu
\Zy = :
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Z = Z, . thfl . x = Z. thd !b. x = j Z. . tg (b . xwe 1 " J- 1

Ad b)
Długość fali 1

v _ * °o 2. 31 = 231

(2)

il - 7 ^  o,.f0.oc

4- J 23istąd ¡9 = -£-•

Podstawiając do (2) otrzymamy

, „ , 23t
Zwe “ J ' Z1 ' tg T

stąd łatwo zauważyć, że

|ZW0| m O gdy x - k . | (k=0 , 1 ,2,...), .

oraz
|Z | = oo gdy x = ■ (k»0,1,2,...)I wei 4

natomiast ^
l Zwel “  l Z l l  gd y  “  1 o z y l i  d l a

X . * (k-0 ,1 ,2 ,...).

Czy można dla każdej wartości Z^ dobrać x, żeby Zwe = Z^?

Zadanie 2.23
Z zależności (2) z zadania 2.22

ZWB - Zi . th 1  d » Zx . th (#tj|b) d »

_ e *d . e ^  -  e “* d . e " ^ ‘ d
» Z1 â d . e^ d + e'“^' .'

ale
2 0 log e^ - 0 , 3 8  

stąd e0̂ » 1,0447

e°*d - (1.0447)10 =» 1,549
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natomiast

Więc

ale

oraz

Zatem

eit* = 8>7 -  1 . ê  8’ 7

Czy może być

z = z, 0 ,6 4 6;...
we 1 1,549.e^ ^.7 + 0 ,6 4 6  e_;) 8,7 

8,7 rad = (2Ji + 2,417) rad = 138°29'

1 . eJ 8,7 = -0,749 + j 0,663

1 . e-*̂ 8’7 = -0,749 - j 0,663-

^  ■ %  1 :^ » :  3 S : £8 ] ■

, z -0.676 . .1 1.455 , 5, 5 . , - i  5° 1.605. « 3 115° 
1 52'5 160« 

= 4 8 , 1 5  • e-  ̂ 50°a •

l Zw e l > l Zl l

jeśli tak, to dla jakich wartości d (z przedziału 0t20 km)?

Zadanie 2.24
Jeśli impedancja wejściowa Zwe, widziana z zacisków 1-1', będzie równa 

impedancji falowej linii, tzn.

Zwe “ ^ e  " Z1 “ Rl’

to współczynnik odbicia od końca linii będzie równy zero i nie wystąpi w 
linii fala odbita.
Ale

7. „ 7. R 2chJ I4 • d + zid * sh3 P • d
we ld Zldchj p . i + H2shj jt>. d



a po podstawieniu wartości liczbowych otrzymany
150 cos 5d + 3 Zld . sin 55

50 = Zld y o V  33""+ 7  '1'g)'"'sTn 7d---

lub
50 Z^d . cos 55 + j 7500 ein 5a = 150.Ẑ ,. • ocs 55 + j ZZd sin 5d. 

Po rozdzieleniu składowych rzeczywistych i urojonych otrzymamy

50 Z^d cos 55 = 150 Z^d . cos 5d

i
7500 sin 55 =» Z^d . sin 5d.

Stąd
cos 55 = 0

a najmniejsza długość linii dopasowującej d, spełniająca ten warunek,jest

55 = czyli sin 55 = 1

wtedy yr 2
dmin " To n “ 31’4 om 1 Z15 c 7550

stąd
Z^d =» = 86,6tt .

Z a d a n i e  2 . 2 5

Ze znanych zależności wyliczymy
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!. = 2* ... .0,6 .y.1.0^ = 134,17 . e‘3 1
1 V j * 10 . 2 X . 40 . 10"9

6 ° 4 b ’ii.

oraz

T = ^(25 + j 37,7) . j 25,13 . 10"4 = 0,337 e3 73 13

= .0,097 j ,323

stąd
‘A = y  = 19,47 km

a
^4 Mv % . f - 19,47 . 10
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Tłumienie linii obciążonej iapedanc ją falową jest

lU'l  _o,o:-?7- • 12 -
= Ę ’ - 3-207

lu’° JCJ
20 log - V;- - 10,1 ĆB.

I 21
W z m o c n i e n i e  w z m a c n i a c z e - .  a u s i  J c c u p e n e o w R Ć  t ł u m i e n i e  l i n i i ,  w i ę c  p o w i n n o  w y .  
n o s i ć  1 0 , 1  3 B  ( k = 3 , 2 ' ' 7 ) .

Zadanie 2.26 
Ponieważ

więc dla

* = y(r0+jojl0) (g0+jcoc0)

iO£> o>10 i S0 « w =0

stąd

*$ s  p a .  c 0 r c .  lja>c0r o eJ

« =  H V ^  h  I'— i—

A = —  = 21il/---2—(“• 0*0
2JT

Dla tematowych dany c-

A =  i , , U     = 1,584 m
\-2 t  . 1 S . 5 • 1 0 " 9 . 1

v S 1,58 . 10

t " t0 = |  = 0,316 p .

jadanie 2.27
38°u-l'Zx = 106,85 . e * 30 ,

|I2| . V? = 34,2 Y2 raA,
A = 29,97 km, v = 149,9 . 103 |£ł.
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Zadanie 2.28
f » 193,4 Hz.

Zadanie 2.29
Irapedancja wejściowa widziana z zacisków 4-4' (bez bocznikującego 

w kierunku rozwartego końca linii (p. wzór (1) z zadania 2.22 i rys.
2.29.1) wynosi

Z . .i s Z. • cth ł • d. we,4-4 1 ’ 1
a

t  ° iSP” i  ' °o “ I 2
O

dla linii bezstratnej v = 3 . 10 m/s oraz

2Ji . 15 . 106 a . c t(«• d. = j . ----- “ — b  • 15 = j 1,5 *31
1 3 . 10°

więc
ctb f .  d1 - o i Zwej4_4' =■ 0.

Rys. 2.29.1

Impedancja wejściowa widziana z zacisków 3-3* (bez R̂ -j) w kierunku bocz
nika R-̂ g wynosi (zależność (2) z zadania 2.22)

Zwe, 3-3' “ Z1 * th ł * d2

2 Jf. 19 . 106 „ „ c ^• d o ®   ■ 'tj——  . p b o, b *3i.
2 3 • 10

więc
Zwe, 3-31
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Powyższe rezultaty można wyjaśnić bez obliczeń jeśli zauważymy, że % =
» 20 m, wówczas ^ % a impedancja linii o długości równej trzy czwar
te długości fali rozwartej na końcu jest równa zero, natomiast d2 ■ ^ • % 
i jest to linia ćwierćfalowa zwarta na końcu,więc jej impedanoja wejścio
wa jest nieskończenie wielka. Zatem nie płynie żaden prąd przez ^ 2  ̂ b2 m 
= 0).

Z zacisków 1-1' widać linię o długości półtora fali, obciążoną boczni
kiem Rb1 = Zj = Rj, więc Zwe = Rb1 = 600il a

Yb1 “ (200 + 600) + j 200

zatem

ib1 = 12,13^ sin {2.7i.15.106 t + <Py - 14°), mA

■*‘b2 “ °*

Zadanie 2.30
Napięcie i prąd na początku linii długiej jednorodnej zasilanej napię

ciem sinusoidalnym i obciążonej impedancją falową opisane są równaniami!

U, oh <j. d ZŁ . sh “¡f. d

sh i . d ch $. d

natomiast równania łańcuchowe czwórnika kształtu T mają postać'

U„U„

1

1+Z1*Yo 2.Zi+z 2.Yo

Yo 1+Z1 * Yo

(1)

(2 )

a kształtu

ri:
U1

X1

1 + Y 1 • z0 Zo

2.Y1+Yi2.Zq 1+Y1*Zo
(3)

/
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Porównując (1) i (2) otrzymamy

Z1 = Z1 . th P  "

°1
Z porównania (1) i (3) otrzymamy

ZQ = Z^ . sh . d

(4)
Yo = b  s h T *  <*•

(5)
Y1 = ^  • *h ¥ '

Oczywiście te same wyniki otrzymamy jeśli zauważymy, że Z,A>e = i porów
namy napięcia na obciążeniu. Na przykład dla czwórnika kształtu T otrzy
mamy

(z1 + zx ) y -
Z = Z + ----------^2

Z. + Z-, + y- 
o

oraz
U2 1 -idTT— = ' ~ ■ Y " = e •
1 Y0 (Z1 + Zx + y ~)

o
Równania elementów czwórnika kształtu T równoważnego linii bez strat (rów
nanie (4)) przyjmą postaó

 | (o ^ l0o0 d
Z1 = th ^ ¿ -d' = j . Rx . tg —  = jco . Rx. 1S- . ■ . (4*)

oraz
1 1________,___ , i sin O) YTTcT

0 » jr- . shj f>. d = j . jj- sin w  ̂ l0c0d » Jw. . - CL>

więc
"Ly = j  CO .  y

Yo - • CQ

gdzie
y j S S i  t | s “ p p

%  . _ = 3 =  ■ Bl . ^  . - = 3 = .

» Ktg 2= 10 . d ---------
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1 sino. €¡5^ d d s i n w . y i ^ d
C_ a tt- • ■■■■■■ ■* ■' ■ ■■■■' 1 1 =* ~  TS--------*■■ 1 ■ ■

1 o. p ^ T  d'O * co

c0 . d
sin to. yi0oo' d
O). 1 c . dO o

(7)

1a więc elementami czwórnika kształtu T są indukcyjności y  (w gałęziach 
podłużnych) i pojemność CQ (w gałęzi poprzecznej) (rys. 2.30.1a).

1 u  V 2 W  h

Rys. 2.30.1a

Dla tematowych danych

L, = 10 . d
2 3 1 • f  d ^4  * O O 4_31tg -------   t g f

---------ć.-----  = 50 . 10 y y l
2 * - f f

50 . 10-3 . 1,27

63,66 nH

y  = 31,83 nH,

o o
sin 23£ f Vl0 . o ■ . d _ _ 1 2 sin|

• U  • ■ — —  -  . ■ ■ - ■ ... I a 5 , 10 ’ y  ■ "
23£* f  V W  d

- 5 . 10"12 . 0,637 - 3,18 pP.

Równania elementów czwórnika kształtu (”1 równoważnego linii bez strat 
(równanie (5)) przyjmą postać

sin to. >/l0c0 . d
ZQ » R1 . sbj[&. d = jRj^Sinw. ^ 0° 0 • d = jto . R^

(5)
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H U. J 1 CO * Vl„° d
Y1 = ip thj - j . JJ- . tg -------2-----

1
Więc

+„ ^ y y p ’ d 1 s 2 
J  w  •  S T  *  w

z0 - ju)LQ

Y1 = T ~ ’

gdzie:
sin o . yi c ' d     sin co . Vl c ' d

L - R . --------1— 2-2  . R. Ali . cn d  — 2— 2---
0 1  w 1 ' 0 0 to. viT̂ dy o o

sin co \ lZ o T  d
i„ • a • ----- L - 2- 2.—

w • W o ' d

a w V1oco d t dO otg — ____, tg — ^ -----
C1 = 2 . «r- - - •— - - * -■ = rr* • V 1 _ C d •
1 *1 w 1 co . d

2---
c o y i ^  d

tg  n------
0 d . ■ ■ ■ ....— —
0 to. VI o ' d I o o

a więc elementami czwógnika kształtu FI są inćukcyjność LQ (w gałęzi po
dłużnej) i pojemności y  (w gałęziabb poprzecznych) (rys. 2.30.1b).

Rya. 2 .3 0 .1 b
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Ela tematowych danych
_q sin f 

L0 = 50 . 10 y ^  = 31,83 nH, 
7

_*i o tg „
C1 = 5 . 16 = 6,37 pP,

C1 = 3,18 pP.

Sprawdźmy, że rzeczywiście impedancja falowa czwórników kształtów T i Tl 
jest równa 100.il

„ . (Z1+Zl^Zo , „„„ (1 100+100)(-1 100) „„„„
we, T - Z1 + -ŁY+^i+^o = J * róo+T Tóó-i' i'ó'0... “ 100il ’

Z- • Z-.
zi • (zo + z h r z 7 >

zwe,n  ----------------- Z' -.T Y 1-  -  100fl ■
Z1 + Zo +

a napięcie U2 (jeśli ty = 1 V) na końcu linii jest równe 1 . e-  ̂? V dla 
czwórnika kształtu T

Z0 . Z1
u 2 = U1 2 y c ż o  V  27 v  a y j  V 2 0- ( iY  +  t j  =

.___ (-j100).10Q_______________
“ * j100(-j.100+j100+100)+(j100)(j100+100)

 i “- “ 1 !  ł ■ •‘3 3j 104 - j104 + 104 
a dla czwórnika kształtu fi

z  ̂ '  z i  . - 1  . 1 0 4 r-J ?
" 2  ■ “ 1 i, . 2, 2 50 (2, 2 21) ‘ ’ . j  . „ 4  . 104 „ i10'< -

Zadanie 2.31
Rozważania nasze ograniczymy do d 6(0, %) i do czwórnika kształtu T. 

Analogicznie postępując otrzymamy zależności dla czwórnika kształtu n.
Z zależności (41) z zadania 2.30

Z1 » j Rx tg | d
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więc
. 1 . d tg (f d)

jw. -2- 2—  . V     dla d « (O, £)
.  d

c 0 • d Ctg (f . d) -jco. ---2—
dle d e (|, X)

natomiast

Yo = • sin P- d - 3 sy • sin • d

więc

°o * d  S5T
sin ( ~ ^  . d)

T * d

1 w j ,2J[ 
-- 3« ST sin * d)

dla de(0, |)

dla de(|,fc)

(1)

(2 )

Z zależności (1) i (2) wynika, że dla d e(O, linięLdługą można zastąpić 
równoważnym czwórnikiem kształtu T, w którym Ẑ  = jco oraz

Yo - 3tóCo

gdzie
tg (? . d)

1., » 1 . d
0 ? . d

°o = cod S3T
sin d)

natomiast dla de(^, %)

zi = — n:

oraz 1

Yo ” j " Ł 0 ’
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= u < 

M a c

b)

U * • =
M a d * ( i - Ą

Bys* 2*31*2 &y b) c 9 d
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gdzie
ctg . d)

oraz
Lo ' sin d)

Czwórniki kształtu T i 11 równoważne linii długiej, dla d ■= 0 * % , przed
stawiono na rys. 2.31.1, natomiast na rysunku 2.31.2 przedstawiono wykre
sy zależności względnych zmian

ód względnej długości linii r ^ , dla czwórnika kształtu T.

Zadanie 2.32
Porównajmy przebieg czasowy napięcia u2 (t) na wyjściu linii (rys.

2.32.1) z napięciem u2 (t) na impedancji obciążenia obwodów z rys. 2.32.2a.

I

Rys. 2.32.1

Dla linii

u2(t) = E . l(t-t0) V

gdzie

Dla obwodu z rysunku 2.32.2a
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6)

©

Rys. 2.32.2

i otrzymanie czasowej postaci przebiegu jest czasochłonne. Obliczymy więc 
przebieg czasowy napięcia u2 (t) wykorzystując program NAP [14].
Dane wejściowe do programu NAP przy oznaczeniach jak na rys. 2.32.2a ma
ją postać!
* CIRCUIT
* iZADANIE-2321 
RO 1 O O E 1 
11 1 2 31.83 N 
L2 2 3 31.83 N 
C1 2 O 3.18 P 
R2 3 O 100
* TIME O 5 NS
* TR*PPLOT(50)VR2
* RUN 
gdzieś

RO 1 O o R 1
4 4

element węzeł
początkowy

węzeł
końcowy

wartość element
gałęzi

wartość



przedział czasu, w którym 
należy analizować obwód

0 TR * P _ . PŁOT (50), v_X£L,
analizować drukować wykreślić należy drukować i wy- 
stan nie- wyniki charaktery- kreślić wartości na- 
ustalony stykę pięcia na R?(UP(t)).

50 punktów

Ze wzglgdów technicznych nie wykorzystano otrzymanego wykresu a tylko wy
niki do sporządzenia wykresu przedstawionego na rys. 2.32.3 (krzywa 1). 
Na rysunku tym naniesiono też napięcie U2(t) na wyjściu linii (krzywa 2)
1 zakreskowano błąd. Dla obwodu z rys. 2.32.2b dane wejściowe dla progra
mu NA? mają postaós

* CIRCUIT
* j ZADANIE-2322
RO 1 0 0 E 1
L1 1 2 31.83 N
C1 2 0 3-18 P
C2 1 0 3.18 p
R2 2 0 100
* TIME 0 5NS
* TR * PPLOT(50) VR2
* RUN

ns
Otrzymane wyniki wykorzy

stano do sporządzenia wykresu 
przedstawionego na rys.2.32.4 

(krzywa 1). Na rysunku tym zakreskowano też błąd.
Zauważmy, że obwody z rys. 2.32.2a i b równoważne linii (i sobie) dlaO

f » 5 . 10 Hz nie są równoważne linii (i sobie )przy pobudzeniu napięciem 
stałym.

m , v

U żd l V

10

08

0.6

o.s

Q2 A
Rys. 2.32.3
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Rys. 2.33.1
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Wykorzystajmy do wyznaczenia przebiegu U2 (t) metodę diagramów Bergero- 
na. Charakterystyka wejściowa linii określona jest zależnością 1=0, a wyj*- 
ściowa (dla t?tO) zależnością U = X . R2 (rys. 2.33-1)- Przy załączaniu 
źródła na linię bez warunków początkowych rysowaliśmy z początku układu 
współrzędnych prostą U = I . R^ i w przecięciu z charakterystyką wejścio
wą otrzymywaliśmy początkowe wartości i X^ (dla te(0,2 tQ)). Y/ tym przy
padku w linii zmagazynowana jest energia (warunki początkowe), która po 
zamknięciu klucza K zostanie rozproszona na rezystorze R2 a pierwsza bę
dzie fala odbita od końca linii. Zatem przez punkt o współrzędnych (UQ,0) 
prowadzimy prostą o nachyleniu (-R-̂ ). W przecięciu z charakterystyką wyj
ściową (punkt ) otrzymamy Ugi ^2 t€(0,2to). Następnie prowadzimy
przez prostą o nachyleniu R-̂ . W przecięciu z charakterystyką wejściową 
U.j, otrzymujemy punkt ?^, a następnie po przerzutowaniu punktów , 
K2,... otrzymamy wykresy U2(t) i I2(t).

Oczywiście przebiegi czasowe U2(t) i I2 (t) można wyznaczyć inną metodą,
np. wykorzystując pojęcie fali padającej i odbitej. Zgodnie z prawem Ohma

U2 n Uo + V o „ Uo + V o
T l = r2 ” — TT” “ Ri * 'T-V0T'

Zadanie 2.33

stąd

gdzie

wr X O
Vo " " + ¥ 2>

V„, I  -  fale odbite o ’ o
a stąd

u2(t) = 2 ] (§ V  • (ł)k [»(t-2* • V  - i^-(2k + 2> *0>]
k-0

oraz
2 U

4
I2 (t) ° y j p  [l(t-2k . tQ) - l(t-(2k + 2) tQ)] .

k = 0  P

Obliczmy energię zgromadzoną w linii($rzed zamknięciem klucza K)

W * ^ Uq • C » Jy UQ • d • cQ
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Długość linii

d - tQ • v
• co fiR1 • co * °o

100 cm

więc

'!! = \  C2 . 100 . 10"12 = 13 . 10“10 J » 1,8 nJ,

Energie, rozproszona na rezystorze R2 

2U
'VR, = 2  (!nę)2 (ł )2k • R2 [»(t-2ict0) - l(t- (2k+2)t0)]

d k=0 Ł

2U
(’jj^)2 R2 • 2tQ ' (g)2k = ... = 1 6 .  10-10

k=0

Zadanie 2.34-
Łatwo zauważyć, że dla obwodu z rys. 2.34.1 (równoważnego linii z rys. 

2.34)
1 . R.

R1 = 1 + 1 V RV

stąd

Zltt r Rl —

*. = 5 >  ' *■

R y s .  2 . 3 4 . 1
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Zadanie to można rozwiązać metodą wykreślną Bergerona (rys. 2.35.1).Po 
nieważ przed zamknięciem klucza K w linii był stan ustalony, więc punkt 
pracy obwodu P;leży na przecięciu charakterystyki wejściowej - U = E-I.R0 
i wyjściowej (linia przerywana) - U = 200 X.

Zadanie 2.35

Rys. 2.35.1
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Po zamknięciu klucza zmieni się charakterystyka wyjściowa na U = 1001, 
a fala zaburzenicwa przemieszcza się cd końca linii do początku. Aby wy
znaczyć wartości amplitudy fali napięcia i prądu w chwili t=0 prowadzimy 
przez p'prostą o nachyleniu (-R^) do przecięcia z charakterystyką wyjścio
wą (nową). Otrzymujemy punkt K., który przerzutowujemy na wykresy U=U(t)

R2i 1=1 (t). Ponieważ Rg = ■£— = fale odbita od początku linii (RQ ^ R^) 
nie odbiją się już od końca linii, stąd punkt P^ = Kg = P".

Zadanie 2.36
Przebiegi czasowe napięć i prądów na początku i końcu linii przedsta

wiono dla przypadku:
a) na rys. 2.36*1,

Rys. 2.36.1
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b) na ry3. 2.36.2, 
c; na rys. 2.36.3, 
d) na rys. 2.36.4.

Rye. 2*36.2
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Rys. 2.36.3

u,ta tiW, V

U-SOI

Rys. 2.36.4
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Podobnie, jak \y zadaniach 2.35 i 2.36, ao znalezienia przebiegów czaso
w y c h  napięć i prądów, wykorzystamy metodę wykreślną (rys. 2.37.1).

leganie 2.37

Rys. 2.37.1

W przecięciu charakterystyki wejściowej i wyjściowej(przed otwarciem 
klucza K) otrzymamy punkt P1, określający napięcia i prądy przed otwarciem 
klucza.

Nanosimy nową charakterystykę wejściową i wyznaczamy punkt P1 a z nie
go napięcie i prąd na początku linii. Postępując analogicznie, jak w po-
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przednich przykładach rozwiązywanych metodą wykrećlną, otrzymamy punkty
K.j, P2, K2,..., Pn oraz (przez przerzutowanie) (t), Ug(t) oraz I-](t),
I2(t).

Zadanie 2.38
Przebiegi czasowe napięć i prądćw na początku i końou linii dla przy

padków
a) (skokowa zmiana Rg z 5041 na 0) przedstawiono na rys. 2.38.1,
b) (rozwarcie na wejćciu linii) na rys. 2.38.2,
c) (zwarcie na wejóciu linii) na rys. 2.38.3.

Rys. 2.38.1
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mmv

Rys. 2.38.2
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Rys. 2.38.3

u,U), UŁ( i) ,  V

U* Ł - I - K

Zadanie 2.39
Do wyznaczenia przebiegów czasowych na końcach linii bezstratnej można 

również wykorzystań metodę wykreilną Bergerona; wystarczy zauważyć, że na-
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pięcie e(t) jest sumą przesuniętych napięć ê  (t) i e2(t) (rys. 2.39.1). 
Łatwo wyznaczymy przebiegi czasowe na końcach linii pobudzanej w chwili 
t = 0 napięciem E . l(t)‘ oraz linii pobudzonej w chwili t»T napięciem 
-E . l(t-T)“.
Rzeczywiste przebiegi na końcach linii są sumą tych przebiegów.
Ad a)

Na rysunku 2.39.2a naniesiono charakterystykę wyjściową (I2 » 0) oraz 
charakterystyki wejściowe dla E (U = E - I • RQ) i dla - E (U = -E-I.R0) 
a otrzymane przebiegi przerzutowano (z uwzględnieniem przesunięcia T = 
a 4 ns <2 tQ) na wykresy U^(t), U2 (t) oraz I^(t).
Ad b)

Wykorzystując rys. 2.39«2a, otrzymano (rys. 2.39.3) przebiegi czasowe 
napięć i prądu dla T » 12 ns>2 t0*
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a

Rys. 2.39.2



- 248 -

1/ i),mA

r-u T * l ł  o t,n »

3 i. it. si.

m /

Rys. 2.39.3 a i b
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Analogicznie jak w zadaniu 2.39,do wyznaczenia przebiegów czasowych na
pięć i prądów na końcach linii wykorzystamy metodę wykreólną Bergerona.

Na rysunku 2.40.1 przedstawiono przebiegi czasowe napięć i prądów dla 
Rg ■ 5011 , natomiast na rys. 2.40.2 dla Rg = 20011 .

Zadanie 2.40

Rys. 2.40.1
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t :  10

Rys. 2.40.2

Zadanie 2.41

Do znalezienia przebiegów czasowych napięć i prądów na początku i koń
cu linii długiej bezstratnej, załączonej na napięcie stałe i obciążonej
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U  *5,211-10

Rys. 2.41.1
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nieliniowym rezystorem, zastosujemy wykreślną metodę Bergerona. Po nanie
sieniu charakterystyki wejściowej i wyjściowej (rys. 2.41-1) rysujemy z 
początku układu prostą c współczynniku kierunkowym R p  W przecięciu z 
charakterystyką wejściową otrzymujemy punkt (napięcie i prąd na począt
ku linii dla te (0,2 tQ)).Punkt (U2 i I2 dla te(tQ, 3tQ)) otrzymamy z 
przecięcia charakterystyki wyjściowej z prostą o współczynniku kierunko
wym - R-p przechodzącą przez P p  Analogicznie otrzymamy punkty P2, K2, P p  
Kj... Po przerzutowaniu otrzymano wykresy U2 (t) oraz X^(t) i I2 (t).

Zadanie 2.42
R0 = 50a, u2 S 4,3 V.

Zadanie 2.43
Do wyznaczenia przebiegów 'czasowych napięć na początku i końcu linii 

bezstratnej - zasilanej z nieliniowego źródła (określonego przez nielinio
we charakterystyki wyjściowe nieliniowego czwórnika) i obciążonej nieli
niowym elementem określonym przez charakterystykę wejściową czwórnika - 
wykorzystamy metodą wykreślną Bergerona.
Ad a )

Po naniesieniu na wykres (rys. 2.43.3) charakterystyk źródeł(Y/y1 i Y/y2) 
oraz obciążenia (Y/e) wyznaczymy z przecięcia charakterystyk Y/y2 i Y/e punkt 
pracy P dla t <0, wówczas S 0,15 V. Po skokowej zmianie UQ do 4 V
następuje zmiana charakterystyki źródła (nieliniowego) na wejściu linii 
(na Y/y1) a napięcie U. (t) dla t6(0,2to) otrzymamy z przecięcia prostej o 
nachyleniu R p  przechodzącej przez P z charakterystyką Wy1 (otrzymamy 
punkt P.|). Punkt (i U2 (t) dla te(tQ, 3t0)) otrzymamy z przecięcia pro
stej o nachyleniu - R^ przechodzącej przez P^ z charakterystyką We (obcią
żenie). Analogicznie otrzymamy P2, K2, P p  Kp...,K. Oczywiście stan u- 
stalony (punkt pracy K) otrzymamy z przecięcia charakterystyki źródła 
(Wy1) i obciążenia (We).

Na rys. 2.43.3 naniesiono przebiegi czasowe napięć U^(t) i U2(t)'. Z ry
sunku tego wynika, że następują wielokrotne odbicia, czyli obciążenie i 
źródło nie są dopasowane do linii.
Ad . b)

Punkt pracy P (dla t<0) otrzymamy z przecięcia (rys. 2*43*4) charak
terystyki Wy1 (na wejściu linii) i charakterystyki Y/e (na wyjściu linii). 
Analogicznie jak w a) otrzymujemy punkty P p  K p  P2, K2,...,K. Punkt K le
ży na przecięciu charakterystyk V/y2 i We.

Na rys. 2.43.4 naniesiono też przebiegi czasowe napięć U-j (t) i U2 (t).
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J e ś l i przyjmiemy, że dodanie Rg ma zapewnić dopasowanie obciążenia do
z rys.2.4 3 .2 
(ustalone), 

to również >  2 V (linia bezstrat-

Zadanie 2.44

linii dla Ug 3* 2 V, to dla tych napięć (z charakterystyki a)
z zad. 2.43) I2 = 0, zatem Rg 50& . Ale jeśli Ug» 2 V

na), czyli źrćdło zasilające linię 
określone jest przez charakterysty
kę Wy1 i można je zastąpić szerego
wym połączeniem SEM Ez = 4 V i re
zystora R_ «> 100& .Z*

Łatwo teraz, sprawdzić (rys.
2.44.1), że rzeczywista wartość
U,:(= | V) <2 V i punkt pracy od
biornika leżą na innym odcinku cha
rakterystyki We. Nie można więc dob
rać rezystora Rg zapewniającego do

pasowanie odbiornika do linii, żeby ustalona wartość napięcia Ug »  2 V.

Zadanie 2.45
Jeśli zastąpimy odcinki charakterystyk (wejściowej i wyjściowych) od

powiadającymi im liniowymi schematami zastępczymi, złożonymi z szeregowego 
połączenia SEM 1 rezystora lub SPM (rys. 2.45*1), to można (w stanie u- 
stalonym, przy UQ = 4 V a Ug> 2 V) zastąpić nieliniowy obwód z linią rów
noważnym liniowym obwodem przedstawionym na rys. 2.45.2.
Wartości rezystorów R^ i Rg należy dobrać tak, by*
1) odbiornik był dopasowany do linii, czyli

Rn R- + Rn (1)

2) napięcie Ug w stanie ustalonym było równe 3 V. 
Z równania potencjału węzłowego

r -t 1 i r
Vo (2)

oraz (1) otrzymamy, że

U g ^
*1 *

+ E-Rl



Jut, m A
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Rys. 2.45.4
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oraz
Ri . R. 

R2 = '- R^

a po podstawieniu wartości liczbowych R^ = Rg = 10011 •
Sprawdźmy, jaki będzie poziom napięcia na wyjściu linii, w stanie usta

lonym, jeśli UQ =» 0,15 V. Obwód można wówczas zastąpić równoważnym obwo
dem liniowym (rys. 2.45*3), w którym

u2
2222 „3. we+ — 5-,

ws

a po podstawieniu wartości liczbowych U2 = 0,925 V<1,5 V. Zastępując rów
noległe gałęzie na wyjściu linii, tzn.* We, R2, E i Ł| zastępczą charakte
rystyką Obo (rys. 2.45.4) możemy do określenia przebiegów czasowych na
pięć na początku i końcu linii wykorzystać wykreślną metodę Bergerona.

Na rys. 2.45.5 przedstawiono przebiegi napięć przy skokowej zmianie 
napięcia UQ z 0,15 V do 4 V, natomiast na rys. 2.45.6 przy skokowej zmia
nie U0 z 4 V do 0,15 V, Rzeczywiśoie ten sposób dopasowania zapewnia, 
praktyoznie rzecz biorąc, brak odbić.

Zadanie 2.46
Wartość napięcia i prądu najpoczątku linii (rys. 2.46.1) wynoszą (dla 

te(0,2 tQ)): U1 => S oraz 1̂  = Napięcie i prąd na końcu linii (dla
ts(t0, 3t0)) można obliczyć rozwiązując równoważny obwód z elementami sku 

pionymi (dodatek 3), przedstawiony na rys. 2.46.2.Jeś' 
li dla zachowania przejrzystości zapisu przesuniemy 
(o tQ) oś czasu,to

t t
Ał

**D
u2 » 2E(1-e 1 ) = 2 u1 (1-e CD

Rys. .46.1

oraz

gdzie

2B
K

J2*

Napięcie na początku linii jest wymuszone i równe S, natomiast prąd 
I1 vdla te(2t0, 4 tQ)) można obliczyć rozwiązując równoważny obwód z.ele 
rentami skupionymi (dodatek 3), przedstawiony na rys. 2.46.3. Oczywiście
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Rys. 2.46.2

h

Rys. 2.46.3

W  U s )

przebiegi czasowe U,, i Xg w obwodzie z rys. 2.46.3 są opóźnione (o tQ) 
względem przebiegów napięcia i prądu na końcu linii.

Znajomość prądu X1 Jest konieczna do wyznaczenia przebiegów czasowych 
napięcia i prądu na końcu linii.
?:atwo sprawdzić, że

E-U2 E ae “ VX1 = “Tę” + X2 = ■ • • = “ r r  + ę  e *. (2)

Korzystając ze schematu zastępczego, złożonego z elementów skupionych 
(rys. 2.46.4), wyznaczymy - przesuwając (dla zachowania przejrzystości za
pisu) oś czasu o 3 t0 - napięcie i prąd kondensatora Cg.
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I  ta k

U, («) - £

1,(8) -Xj- |^+^e
V )  ” X | u c„oo u.

t-0 po przesunięciu, czyli 
po czasie 3tę od chwili 
zamknięcia klucza K

natomiast
E,(s )  - i j ś E e  T

więc 4E

Io(s)
s + łf

Ri + snj

4sET - Ut(sT+1) sCg 
s(sT+1 ) . (sT+1 )

4sET - U (sT+1)
U2 (s) » Ez(s) “ Ri • Xg (s) = Ez (s) “ T  ; ”2-----(sT+1y

4sE - U (s + i)
Ez(s )  vg-------

(s + łj;
(3)

Analogicznie postępując można obliczyć przebiegi, napięć i prądów na po
czątku i końcu linii dla t > 5  tQ. Podstawiając wartości liczbowe, otrzyma
my przebieg czasowy napięcia na końcu linii.
dla t <t. u2 - 0

dla te(tQ,3t0) napięcie U2 określone jest zależnością (1)

czyli
U2 - 10 (1-e“1°9t) V (t'«0 dla t»tQ) (1')

dla te(3tQ, 5tQ) napięcie U2 określone jest w postaci operatorowej zależ
nością (3)* Ponieważ 2tQ = 10 T, więc z (11)

10(1 - e~1°9 * 10 ' 10~9) “ 10(1-e~10) =i10V ” 2Euc = u2
t* = 2 " .
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natomiast

U2(s) = Ez(s) -
4sE - 2E(s+

(0+ J) 2

więc

U„
,-1

Uo (b ) 2E(1 + ^ - )  e T = 10(1 + 2t". 109)e"1°9t“V (3')

(tn = 0  dla t = 3 tQ).

Na rys. 2.46.5 przedstawiono przebieg czasowy napięcia U2' określony za
leżnościami (1*) i (3'). Do obliczenia napięcia U2 można też oczywiście wy
korzystać ogólną metodę przedstawioną w zadaniu 2.5, lub program na m.c.
W -

Rys. 2.46.5

Zadanie 2.47
Napięcie i prąd na początku linii (dla te(0,2tQ)) można wyliczyć roz

wiązując równoważny obwód o elementach skupionych (dodatek 3), przedsta
wiony na rys. 2.47.1.
Otrzymamy

U, -  f  (1 - e f )

oraz
h  -  i t r  11 " 6 X)i

gdzie
T “ 7 R1 ‘ Co “ 2,5 na*
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U,

<4

Rys. 2.47.2

Przebieg napięcia na wyjściu linii (rys. 2.47*2)-po przesunięciu (o t0) 
osi czasu w postaci operatorowej

U2 (s) = (s) - 0,5 R-ĵ . Ic (s) =

* 7 ~ P T7 ’
a w postaci czasowej

n-t

n  r; ff * O------r- - 0,5 • •
s(s + Tjt) L 2T

U, 1 | U2(a) § O  - e - 0,5 Rj « jr- • ę e ^

( 1 - e $),

gdzie

0 , 5  . Rx • C2 = T -  0 , 5  Rj_ - CQ.
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Po podstawieniu wartości liczbowych

O
U A

2,5 (1-e
-X io9
1 3  * 10 t

" 2 3 10 '

i a 9
1 3  * 10 ), v

a postad graficzną przedstawiono na rys. 2.47.3

dla te(0,to) 
dla t6(0,2to) 
(dla te(t0,3t0))

Z rysunku można wyznaczyd .czas t.,, po którym U2 >1,25 V, t1 S 1,32 t » 
a więc opóźnienie (w porównaniu z linią bez kondensatorów C0 i C2 na jej 
końcach) wynosi około 0,92 tQ = 4,6 ns. Dołączenie kondensatorów boczniku
jących daje w tym przykładzie taki efekt, jak wydłużenie o 0,92 d długoś
ci linii.



Rozdział 3

ANALIZA WIDMOWA SYGNAŁÓW OKRESOWYCH

Zadanie 3«1
Dany jest sygnał niesinusoidalny okresowy f(t) w postaci funkcji okreś

lonej i całkowalnej w przedziale (O, T). Funkcję tę aproksymujemy przez 
funkcję c^f^ (t), gdzie f^(t) = sin uijt, w taki sposób, aby średni Mad kwa
dratowy określony w przedziale (0,T) wzorem

T 2
6 - [f(t) - c ^ O O ]  dt (1)

osiągnął minimum ze względu na parametr c^. Warunek konieczny minimaliza
cji błędu $ wyznacza zależność

f i -  -  O. • (2 )

Podstawiając do wzoru (2) wartość błędu określoną związkiem (1) i zmienia
jąc kolejność działań całkowania i różniczkowania, otrzymujemy

T T T
| f a§- f2 (t)dt - 2  f  f (t) f1 (t)dt + 2Cl f  f2(t)dt - 0. (3)
yo 1 Jo Jo J

Funkcja podcałkowa w pierwszej całce jest zerem, gdyż nie zależy ona od 
parametru c-j. Pozostałe dwie całki pozwalają na wyznaczenie szukanego pa
rametru

TJ f(t) fn(t)dt
0----------------------------------- (4)

l f2 (t)dt

■ Funkcje f(t) 1 f^(t) w przedziale (0,T) są określone następująco

’(t)
F dla 0 < t < |

-F dla | <  t < T

f1 (t) = sin cojt
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Zatem

f (t) sin cn̂ t dt

2sin cê t dt
» |  f  f(t) 4Fsin dt a -p (5)

Funkcje aproksymująca i aproksymowana są funkcjami okresowymi o takiej sa
mej wartości okresu T, zatem powyższe rozwiązanie jest słuszne dla wszyst
kich wartości t.

Sygnał f(t) o przebiegu czasowym podanym na rys. 3-1 możemy aproksymo- 
wać funkcją sinusoidalną, przy minimum średniego błędu kwadratowego aprok
symacji, w następujący'sposób:

Przebieg czasowy sygnału f(t), przebieg aproksymującej funkcji sinusoidal
nej oraz wykres odległości między obydwoma przebiegami wyrażonej jako mo
duł różnicy |f(t) - c^f^(t)| przedstawia rys. 3.1.1.

(6 )

f r .U t )

F

t

T

Rys. 3*1.1



- 268 -

-Zadanie 3*2
Oznaczmy siu kcojt = f^ (t) 

Zatem

c^sinkc^t = ̂  °kfk ^ '  ^
k=1 k=1

Średni błąd kwadratowy aproksymacji określony w przedziale (0,T) wzorem

T m 2
<5 = f / [f (*) " 2  °kfk (t)] dt (8)

■{) k=1
osiągnie minimum ze względu na parametry ck, Jeśli pochodne cząstkowe błę
du względem poszczególnych parametrów przyjmą wartośó zero

U<5 -Si D d  n  / a s

(9)

Dla dowolnie wybranego parametru c^ mamy
T m

'a
0Ci I  [f(t) °kfk(t)] (1 0 )

Zbadajmy, czy funkcje f1 (t) = sint, f2 (t) = sin2t,..., f^ (t) = sinkt.....
f-̂ (t) = sinlt,..., badane w przedziale (0,T) sa ortogonalne. Skorzystajmy 
z definicji:

Dwie funkcje określone i całkowalne w przedziale od t1 do t2, ozna
czone odpowiednio przez f(t) i g(t), nie będące tożsamościowo równe 
zeru, nazywamy ortogonalnymi, gdy całka oznaczona z ich iloczynu 
Jest równa zeru, tzn.

tr

/ f(t) g(t) dt = 0. (11)
“1

Całkę tę oznaczamy w skróceniu Jako parę funkcji podcałkowych i wyrażamy 
warunek ortogonalności w następujący sposób:

(f,g) - 0. (12)

Dla funkcji ^(t) » sin kcJjt oraz f-̂ (t) = sini W-jt mamy

(sin kcd|t, sin lcâ t) = I sin kWjt sinlccijtdt « 0 (13)
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I(sinkajjt, sinkaijt) = / pinktajt sinkoajtdt “ ^ (14)

Zatem przy przekształcaniu wyrażenia ^ r ~  korzystamy z tego,że funkcje
oraz f-, są ortogonalne dla wszelkich wskaźników k, 1 różnych od siebie,

2czyli (f̂ , f^) = 0. Od ci zależą jedynie wyrazy zawierające c^ lub też ĉ , 
znikają natomiast takie wyrazy jak

S§7 (f>f) " ° t i5oT'f' fk- “ °* ^ 7  Ck (fkI V  =Sc“

W wyrażeniu pozostają tylko dwa wyrazy różne od zera, mamy więc 
T

- J  [-20i f(t) f± (t) + c f  ff(t)] dt =. 0.

(15)

(16)

Zmieniamy kolejność działań całkowania i różniczkowania i wyznaczamy pa
rametr

x
f f(t) f ± ( t )  dt 

J0
T--------------
j  f^(t) dt

(17)

Ortogonalność fuękcji sin koi|t pozwala na niezależne obliczenie poszcze
gólnych współczynników ck- Zatem:

I f(t) sinkcajt dt

j  s in 2!««̂
!]—  a §  I f (t) sinkaijt dt =

t dt

- —  (cos km-t 
iii 1

ktê l

Wartość parametru jest różna przy wskaźniku k parzystym (k=2n) oraz niepa
rzystym (k=2n-1), stąd

3 dla k = 2n

sT*• 7E=T dla k “ 2n"1*
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Zatem kombinacja liniowa funkcji sinusoidalnych aproksymujących syg
nał f(t) z rys. 3*1, przy minimum średniego błędu kwadratowego, ma nastę
pującą postać

Z ip \  1 sin (2n—1 )a> t ,
cksink«1t = 2 _ ----2n-T—  = T (sinw1t + 5 sin 3 “ i* +

k»1 n=1

*1 1 + tr sin 5tb|t +...+ — sin mo^t),

gdy m jest nieparzyste.
Zbadajmy, jak zmienia się wartość średniego błędu kwadratowego w zależ

ności od liczby składowych funkcji aproksymująoej, tzn. w miarę wzrostu
wskaźnika k w wyrażeniu c. sin kont. Korzystając z tego, że warunek

k=1 K
ortogonalności funkcji sin k t jest spełniony, wyrażamy średni błąd kwa
dratowy w następujący sposób

m m
<? - J [(f,f) - 2 ̂  ck <f,fk) + 2  ° l (fk* kk>]‘ <19)

k=1 k=1

Zgodnie z zależnością (17) wyrażamy (f,̂ p-) przez (fk>fk)

ok (f,flc) - o2 (fk,fk).

Zatem
m

ć - I [(f.f) - 2  °k (fk* fk>] - I - A  (f1-fl) "
k»1

“ °2 (f2'f2) ........cm <fm*fm)] • <20>

W wyrażeniu (20) okres T =» 23T •
2X 231

(f,f) = J  f2(t)dt = F2 J dt a 2JI.P2
4FDla k«1 c^sint « sint, wobec czego średni błąd kwadratowy

¿1 - k [ ^ 2 - < f )2 -Jt]- 0 ,1 9  P2.

Dla k=»3 przebieg aproksymujący ma postać c^sint + c^sinSt = (sint + 
+ y  sint 3t), a średni błąd kwadratowy w y n o s i

¿3 = h  f 2̂ 2 “ (0T)2 (M )2 ,if] " 0,1 ?2‘
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D l a  k  =  5  p r z e b i e g  a p r c k s y r a u j ą c y  p r z y b i e r a  p o s t a ć  s i n t  +  s i n 3 t  +
+  C j S i n 5 t  =  — ■ ( s i n t  +  s i n  3 t  +  i  s i n S t ) ,  a  ¿rodni b ł ą d  k w a d r a t o w y  p o 
s i a d a  w a r t o ś ć

S 5 = H  ^  ^  ~ * A ~ ° > ° 6 8  p2

Z  p o w y ż s z y c h  o b l i c z e ń  w y n i k a ,  ż e  a p r o k s y m u j ą c  s y g n a ł  f ( t )  p r z e z  w i ę k 
s z ą  l i c z b ę  s k ł a d o w y c h  w  p o s t a c i  f u n k c j i  f ^ i t )  w z g l ę d e m  s l a b i e  o r t o g o n a l 
n y c h  o s i ą g a m y  z m n i e j s z e n i «  ś r e d n i e g o  b ł ę d u  k w a d r a t o w e g o  ó  .

H a  r y s .  3 * 2  p o d a n y  z o s t a ł  p r z e b i e g  s y g n a ł u  f ( t ) ,  p r z e b i e g  s i n u s o i d y
AV

p o d s t a w o w e j  w y r a ż o n e j  f u n k c j ą  c ^ s i n t  =  - ~ p  s i n  t ,  z w a n e j  p i e r w s z a  h a r m o 
n i c z n a .  s i n u s o i d y  o  p o t r ó j n e j  p u l s a c j i  wyrażonej f u n k c j ą  c ,  s i n 3 t  =  
=  ^  s i n  3 t ,  z w a n e j  t r z e c i ą  h a r m o n i c z n a  o r a z  s i n u s o i d y  dane.i f u n k c j ą  
C j S i n  5 t  =  i j g r  s i n  5 t  z w a n e j  p i a t a  h a r m o n i c z n ą «

Na rys. 3*2.1 została przedstawiona zależność kształtu funkcji aprokay- 
mującej od ilości składowych harmonicznvch oraz zależność odległości mię
dzy przebiegiem f(t) a przebiegiem aproksymującym |f(t) - o j . (t) | od
wartości wskaźnika k.

Metoda aproksymacji danego sygnału f(t) przez kombinację liniową skoń
czonej liczby funkcji ortogonalnych o współczynnikach ci określo
nych wzorem (17) pozwala na przyporządkowanie danemu przebiegowi czasowe
mu sygnału f(t) szeregu nieskończonego, złożonego ze składowych c^f^ft), 
zwanego szeregiem Fouriera.
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W celu przedstawienia danego przebiegu sygnału okresowego i(t) o okre
sie T w sposób dokładny, wykorzystuje się rozwinięcie tego przebiegu w 
trygonometryczny szereg Fouriera za pomocą jednej z następujących trzech 
postaci:

Zadanie 3.3

k=1
Y/spółczynniki występujące w powyższych równaniach oblicza się ze wzorów:

T

gdzie co. = jjr̂ nazywamy pulsacją przebiegu.

Wartości Fk i *)j>k można obliczyć wychodząc z następującego rozważania

Współczynniki aK i bk ze wzoru (30) są identyczne ze współczynnikami w 
równaniu (21).

k=1 k=>1

(2 2)
k=1

(23)

(24)
0

0
(25)

(26)

Fksin(ktOjt + *^) = Fk (sin koijt cos Tj>k + cosk oijt sin-$k). (27)

Oznaczamy
Fk cos^ - b. (28)

Fk sin r|>k = ak.

Stąd

Fk sin(kcujt + ̂ k) = afe coskt^t + bk sinkujt. (30)
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tg$c ” '57’ '31 ̂k

pk = ]ja> + bk- (32)

Natomiast faza początkowa przebiegu w zależności (23) może być o- 
kreślona jako

vk - ł k + !  (33)

Podstawowe własności szeregów Fouriera
1. Jeżeli przebieg czasowy sygnału f(t) spełnia warunki Dirlchleta

I warunek: przedział, w którym przebieg jest określony (okres T), moż
na rozłożyć na skończoną ilość przedziałów, z których w każdym prze
bieg f(t) jest ciągły i monofoniczny,
II,waruneki w każdym punkcie nieciągłości f(t) istnieje granica prawo
stronna f(t +0) i lewostronna f(t - 0), to szereg Fouriera zastępują
cy ten przebieg jest zbieżny i jego suma równa się f(t) w punktach ciąg
łości przebiegu f(t), a w punktach nieoiągłośoi suma'ta równa się

\  [f(t-O) + f(t+0)]. (34)

3e wzorów (28) i (29) obliczamy

2. Przy zastąpieniu przebiegu czasowego sygnału f(t) przybliżoną sumą try
gonometryczną

a 111 m
fQ (t) = ^  ’ a^cos t + y  bvslnkai1t (35)

k»1 k=1

średni błąd kwadratowy
T

* “ T |  [f(t)

jest najmniejszy, jeżeli za współczynniki i b^ przyjmiemy współczyn
niki Fouriera dla danej postaci przebiegu f(t) wyrażone wzorami (24)r
(26).

Współojsynniki rozwinięcia przebiegów czasowych sygnałów z rys. 3*3. 
w szereg Fouriera, obliczone wg wzorów (24)i(33), zostały przedstawio
ne w tablioy 3.1 (Bodatek 2).

dt (36)
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1. Symetria pierwszego rodzaju
Jeżeli przebieg sygnału f(t) Jest odpowiednikiem funkcji parzystej,tzn. 

f(t) a f(-t) jak na rys. 3>4a, to rozwinięcięcia w szereg Fouriera, dla 
obu stron tej zależności, są następujące

a
f(t) = 2̂. + a^coscojt + b^sinoijt + a2cos2aijt + bgSinłuijt +... 

a
f ( - t )  +  a ^ o s c O j t  -  b ^ s i n o i | t  +  a ,  c o s  20^ t  -  b 2 s i n 2 c ^ t  + . . .

Aby prawe strony powyższych równań były sobie równe dla dowolnej war
tości t, współczynniki 'b̂  muszą się zerować, zatem

b k  =  O .

2 .  S y m e t r i a  d r u g i e g o  r o d z a j u

Jeżeli przebieg sygnału f(t) jest odpowiednikiem funkcji nieparzystej, 
tzn. f(t) a - f(-t) jak rys. 3.4b, to rozwijając w szereg Fouriera obie 
strony tej zależności otrzymujemy

aQ
£(t) = Y  + + b^incsjt + a2cos2Wjt + bgSin 2c<ijt + ...

a
-f(-t) = -  a^cosc^t + b^sincejt - 8 2 0 0 3 2 0^  + b2sin2cO|t +...

Aby prawe strony powyższych równań były sobie równe dla dowolnej war
tości t, muszą się zerować współczynniki a0 oraz ak, zatem

a Q  =  0 }  B j ,  =  0 .

3 *  S y m e t r i a  t r z e c i e g o  r o d z a j u

Jeżeli sygnał f(t) jest odpowiednikiem funkcji antysymetrycznej,, tzn. 
f(t) = - f(t + jak na rys. 3*4c, to rozwijając w szereg Fouriera obie
strony tej zależności otrzymujemy 

a
f (t) -  y  + a^coscujt + b^3ino>|t + a2cos2Wjt + b2sin2cujt + . . .

T a-f(t + ę) = - y  + a i cosoi|t + b^sinoi|t - 3 2 0 0 3 2 0 1 1 1; - b2sin2oi|t +...

Aby prawe strony powyższych równań równały się sobie dla dowolnej war
tości t, muszą się zerować parzyste współczynniki Fouriera a2!c i b2]c> mia
nowicie

Zadanie 3.4
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a ^  = 0} ^2k = ® l̂ a ^ ’ ^»***

Jeżeli sygnał f(t) posiada symetrie pierwszego i trzeciego rodzaju jak 
na rys. 3*4d, to zachodzi zależność

Bgp, = bĵ «t 0 dla k = 0, 1, 2,...

Jeżeli sygnał f(t) posiada symetrię drugiego i trzeciego rodzaju jak
na rys. 3.4e, to

a^ = bgjj. = 0 dla k = 0, 1, 2,...

Zbadanie rodzaju symetrii przebiegu czasowego sygnału pozwala na wstęp
ne sprawdzenie poprawności obliczania współczynników rozwinięcia tego prze
biegu w szereg Fouriera.

Zadanie 3.5
Dla przedstawienia przebiegów czasowych sygnałów z rys. 3-5 w postaci 

szeregu trygonometrycznego Fouriera, można wykorzystać rozwinięcie prze
biegu prostokątnego z tablicy 3*1 dane wzorem

t.

Przebieg ten podany jest na rys. 3.5.1

_______t
T

Rys. 3.5.1

Przebieg przedstawiony na rys. 3.5a powstał wskutek przesunięcia w gó
rę o wartość stałą F. przebiegu z rys. 3.5.1. Przy rozpatrywaniu przebie
gu przesuniętego w górę lub w dół w porównaniu z przebiegiem, którego roz
winięcie w szereg Fouriera znamy, do składowej stałej ^  należy dodaó tę 
wartość stałą, o którą nastąpiło przesunięcie, a pozostałe harmoniczne 
nie ulegają zmianie. Zatem sygnał o przebiegu z rys. 3«5a ma następującą 
postać rozwinięcia w szereg Fouriera

n=1
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fa (t) - F + f  X   SnTT-1-  (37.)
n=1

¿w sin(2n-1 k t

a
Przy przesuwaniu przebiegu wzdłuż osi ozasu, składowa stała -£•, będąca 

wartością średnią przebiegu za okres T, nie ulega zmianie. Przesunięciu 
przebiegu w prawo o wartość t̂  odpowiada zastąpienie funkcji f(t) przez 
funkcję f^(t) = f(t-t-j). Przy przesunięciu przebiegu w lewo o wartośd t., 
odpowiada zastąpienie funkcji f(t) przez funkcję fg(t) = ^(ł + )•

Przebieg z rys. 3.5b powstał z przesunięcia w prawo o wartośd t., prze
biegu z rys. 3.5.1. Zatem rozwinięcie w szereg Fouriera przebiegu czasowe
go z rys. 3.5b ma postać

¿•p 1 sin i(2n-1 ) t  —  t - 1  oj.,

V * > - ¥ £ — —
n=1

Przebieg z rys. 3.5c powstał z przesunięcia przebiegu z rys. 3*5.1 w 
dół o wartośd stałą ^  g A i w lewo wzdłuż osi czasu o wartośd t̂  . Zatem 
rozwinięcie przebiegu z rys. 3.5c ma postać

<35)
n=1

Przebieg z rys. 3.?d powstał przez dwukrotne zwiększenie częstotliwoś
ci/przebiegu z rys. 3.5*1. Stąd jego rozwinięcie w szereg Fouriera ma po
stać

fd
,, ~  sin (2n-1) 2ca, t

(t) - ¥ Z  <«>n=1

Przebieg z rys. 3«5e powstał przez dwukrotne zwiększenie częstotliwoś
ci przebiegu z rys. 3.5.1 i przesunięcie go w lewo o wartośd (T/4 - t^). 
Rozwinięcie w szereg Fouriera przebiegu o takiej postaci jest następujące

af -«Fn f (2n-1 )t + ? - t.l 2w,
*.<*)-------------- ----- 5n=T-1----2iL~ L (41)31

■ n=

Zadanie 3.6
Wyznaczmy wartośd średnią kwadratu przebiegu okresowego f(t) na Jeden 

okres T, podstawiając za f(t) postać szeregu trygonometrycznego Fouriera
T rp ^

jjr i  f2(t)dt “ f f [’p  + ^  (&k coskoijt + bjj.einkoijt)] dt =
O O k»1

“ (^)2 + §  + ̂ )  (42)

Obliczona zależność jest znana jako rdwnośd Parsevala.
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Wartością skuteczna sygnału okresowego f(t) o okresie T nazywamy pier
wiastek kwadratowy z wartości średniej kwadratu sygnału, czyli

Psk j  f2 (t)dt. (43)

Podstawiając wyniki obliczeń (42) do wzoru (43) otrzymujemy zależność po
między wartością skuteczną sygnału f(t) i współczynnikami szeregu trygo
nometrycznego Pouriera

Psk (4 4 )
k-1

ak *̂k—  i —  są wartościami skutecznymi składowych cosinusoidalnych i sinusoi-
12 n
dalnych, stąd wartość skuteczna sygnału okresowego jest równa pierwiastko-

a
wi z sumy kwadratów składowej stałej i wartości skutecznych poszcze
gólnych harmonicznych.

Zależność pomiędzy wartością skuteczną sygnału f(t) i współczynnikami 
Fouriera Z6 wzorów (22) i (23) ma następującą postać

psk - t h 2 + Z  4 k- (45>
I k=1 l k»1 K

Dla sygnału z rys. 3*6 postać rozwinięcia w szereg trygonometryczny Fo
uriera, podana w rozwiązaniu zadania 3*3 (tablica 3.1), jest następująca

P P 2P 2Pf(t) = + £ sincû t - ^-cos 2w^t - cos 4<o.|t - ...

Zatem wartość skuteczna tego sygnału

F \ [ * \ 2 j .  1 rF 12 o. 1 <2 * \ 2  a. 1 f 2 -  ^2s k " ? (?) ? (3i) + 5 • (,r a ) + •••

Wartością średnia sygnału okresowego o okresie T nazywamy średnią aryt
metyczną tego sygnału obliczoną za jeden okres T, czyli

P ś r  =  T  /  ( 4 6 )

0
7/artość średnia sygnałów przemiennych, np. sinusoidalnych, jest równa 

zero, ponieważ pele powierzchni ograniczonej przebiegiem sygnału w ciągu 
okresu T jest równe zero. Podstawiając za f(t) postać szeregu trygonome
trycznego Fouriera, otrzymujemy



r ® °° 1 g
Fśr = T I <T + ' y  (a^ooBkWjt + b^sinkWjt) dt = ^
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(47)

Wynika stąd, że wartość średnia sygnału okresowego jest równa składo
wej stałej rozwinięcia tego sygnału w szereg Fouriera.

a p
Dla sygnału z rys. 3.6 składowa stała ■j— wynosi ^ (tablica 3.1). Zatem 

wartość średnia

F  =  l  śr 31*

Zadanie 3.7
Sygnał u^(t) można rozwinąć w trygonometryczny szereg Fouriera zgod

nie ze wzorami przedstawionymi w rozwiązaniu zadania 3 * 3 (tablica 3.1 ), czy
li

U U 2U 2U
u1 (t) = ■jf + ~  sino>|t - -r-^- cos2 uj|t - cos4o>.|t - ...

Symboliczna postać funkcji przejścia obwodu z rys. 3*7 jest następują
ca

K(jcu) = r p  = -----5— !-------£. (48)
U1 1 - u  1 0  + j cu£

•1Korzystając z zależności u>0 = wyrażamy amplitudową funkcję przejścia
yhCjako

K(to)  -1 . . . ■ — (49)

V [ '  -  « > * ] 2 1 ' ^ > 2Ob
Zatem dla poszczególnych harmonicznych otrzymujemy

K(ko»,) —  ■■■ ■ ■ ■  -1-  - ■■■■■, (50)

V I ' - * *  § • * ] * * * *  H i , -

Podstawiając dane mamy
k 0 1 2 4

K (kcuj ) 1 0,186 0,041 0,01

Fazowa funkcja przejścia dla obwodu z rys. 3*7 dla poszczególnych harmo
nicznych jest następująca
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ip (kuij) = arctg
k 10.

1 -

L
i_K____

k 2 ( £ > 2 -

(51)

Podstawiając dane otrzymujemy

k 0 1 2 4

P (kMj ) 0 8°25' 3°40' 1°47'

Zatem
U U 2U

u2(t) = + o,186 ^2 gin (Wlt + 8°25') - 0,041. cos (2iu,+3°40' ) -
2U

- 0,01 Y5f cos ( ^ t  + 1°47') - ...

Wartości średnie sygnałów u^(t) i u2(t) są jednakowe i wynoszą

Uśr1 = Uśr2 a T  = ' T  = 3,18 V *

Yiartość skutecźną (t) obliczamy z zależności (45), podanej w rozwią
zaniu zadania 3.6.

uski -  + 4 > 2 -  + ^ v

Y/artość skuteczna napięcia u2(t) wyonosi

sk2
m l  2 . ,0.186x2 . ,0.041.2x2 . ,0.01.2x2 . , n

+ (-ŁT - ) + (l '■ Jaf' +. ... tó 3,32

Współczynnik tętnień definiowany jest jako stosunek wartości skutecz
nej składowych harmonicznych sygnału do jego wartości średniej, stąd dla

ui ( t )  r s ±  2 '

£  $ -
kł o1 = ’ ' ■kĄ; " — " 1>2* (52)

Dla u2(t)

* « 2  "ś r2
„o,29. (53)
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Y/idma amplitudowe sygnałów (t) i u2 (t) przedstawiają rys. 3*7.2 i 
3-7.3

Rys. 3.7.2

Zadanie 3.8
Korzystając z wyników zadania 3*5,sygnał e(t) z rys. 3*8.1 nożna roz

winąć w szereg Fouriera w następujący sposobi
sin(2n-1 )a>1t_ _______  1_-tr>(t) = 1 + 2 ]   Sn"- T

n=1
(54)

Dla obwodu z rys. 3*8 piszemy II prawo Kirchhoffa w postaci symbolicz
nej

E = I1jt*)L1 + IjjtnM 

I2jtoL2 + I.,jcoM - - I2

stąd wyznaczamy funkcję przejścia

f . . 2 .. co CMMjCO) = 5 = » j • —5“
co C (L 1L 2 -M ‘: ) - L 1

(55)

(56)

(57)

Amplitudowa funkcja przejścia dla poszczególnych harmonicznych ma za
tem postaó

K £(2n-1 )&*, J
(2n-1 CM

(2n-1) co^.Cd^g - M )- I1
(58)

Podstawiając dane do wzoru (58) i korzystając z zależności (54) i (57), 
otrzymujemy
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¿, , mA

-1

C"= O.Û77 nF

»

_____  .A 01 K
O 1 i Ï s ( J *■

Rys. 3*8.2



-  2S3 -

i.->(t) = e(t) . r.fj (2a-1 )oil = "S ' -----^—5  cos (2n-1 )ca,t mA,l -J ¿—u 3 (2n-1 ’ C-2a= 1

g u z ie C w;.-rażone w n.-.
Amplitudo pierwszej harmonicznej przyjmuje wartość 1 mA, gdy spełnione 

jest równanie
C

3(2n-ir C - 2
1

n= 1

stąd obliczona pojemność c’ = 1 nF.
Amplituda trzeciej harmonicznej przyjmuje wartość 1 mA, gdy zachodzi

zależność

3 (2n C - 2
= 1

n= 2

stąd C" = 0,077 nr'.
Widma amplitudowe napięcia e(t) oraz prądu ig(t) dla pojemności Cłi C" 

zostały przedstawione na rys. 3 *8 .2 .

Zadanie 3.9
Rozwinięcie przebiegu u-](t) z rys. 3*9.1 w szereg Fouriera ma następu

jącą postać
U. 2U. sin(2n-1 )cou t

° r - ^ - r - Z . - - - 2n-i-— --- (59)
n= 1

Funkcję przejścia między napięciem U 1 i U2 wyraża wzćr

U i
K(3©) = a T+TwTtT! “1T3S5T (6o)

1 J S l !  + K

stąd
K  (ci>) =  — • -rtr- ( 6 1 )

yi + (cut)2

Orientacyjny wykres charakterystyki K(ft>) przedstawia rys. 3 .9 .2 . Pulsację
o>0 spełniająca, warunek u)QX -  1, dla której K(a>) = ~ ~  nazwijmy pulsacją
graniczną.
Wykorzystując tę zalotność, amplitudową funkcję przejścia dla poszczegól
nych harmonicznych można zapisać w następujący sposób
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( 62 )

Wykonajmy obliczenia pomocnicze

W1 ” ” 2jt . 10* a>0 “ £  " = 4 » 10*

“i 271 . 10 „ \2 „—  »  c- = 0,531 (— ) = 2,467.
wo 2 . 105 “ o

Niech k m 2n-1 oznacza numer harmonicznej,
bk amplitudę harmonicznej napięcia u^, 

amplitudę harmonioznej napięcia u2»
Zatem

Bk " Kk ’ V (63)

Przesunięcie fazcwe napięcia u2 w stosunku do u., dla poszczególnych har
monicznych wyraża wzd**

tk “ " arot« (k (64)

Wyniki obliozeń dla harmonicznych (k - 0,1,3,5,7) są następujące

' k 0 1 3 5 7

bk 5 6,37 2,12 1,37 0,91

*k 1 0,54 0,2 0,13 0,09

®k ' 5 3,42 0,42 0,17 0,08

tk 0 -57,5° -78° -82,7° -84,8°



Zgodnie z powyższymi wynikami wyrażenie na u2 (t) ma postać

u2 (t) = 5 + 3,42 sin(cd^t-57,5°) + 0 , 4 2  sin(3oJjt-780) +

+ 0,17 sin(5o>1t-82,7°)+ 0,08 sin(7cu]t-84,80) + ... V (65)

Na rys. 3*9.3 przedstawiono przebiegi czasowe napięć u^(t) i u2(t) w
czasie okresu T złożone z 7 pierwszych harmonicznych.
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Zadanie 3.10
W stanie ustalonym (rys. 3.10.1), warunki początkowe na kondensatorze 

na początku kolejnych przedziałów czasowych równych okresowi T są jed
nakowe. Stała czasowa obwodu z rys. 3*9 X ** R  0,

W n-tym przedziale czasu [(n-1)T, nTj po przesunięciu układu współ
rzędnych na rys. 3.10 do punktu (n-1)T
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<Ą(t)

R ys. 3*10.1

uP(t) U1 [
( 1 - e  t ) .Q (t) - (1 - e ").Q (t - |)] +

t
+ u^n"1)(0) e~ K

T '
u2(nT) = U1 ĵ (1- e ^)-(1- e ^)J + u^n~1 5 (0).e' I = u ^ ( 0 )

( 6 6 )

(67)

Dla stanu ustalonego

u<n"1) (0) - u<n > (0). (68)
Podstawiając (68) do (67) można wyznaczyć wartość warunku początkowego 

na kondensatorze u^n ^(0) w stanie ustalonym
T _ T _ T

U ^ d -  e  7 ) - ( 1 -  e  2X)J +  u ^ n ) ( 0 )  e  T  =  u ^ n ) ( 0 )  ( 6 9 )

stąd T T

(n){0> u<(1-s"7)-(1- q,|r,.!!j-° U1 6 T_U (1-e 7 )-(1- o 2t) - U, s ą=2---- 1
-  i “ Tsn .

» u.

1 -e (1-e » W * ,

■T
“ 5 7

1 ~ '571-e ^

T
■57

u { " > ( 0 )  .  U 1  2. ę -

1-e“ »
(70)

Obliczenie pomocnicze

i = RC = 25 • 1 0 “6o; Ł - = „ 2
2* 2-25*10

“2
ujn)(0) » 1 0 .  -2-T7= 1.565 V.
c 1-e



Uo(t' stanl«• ustalonym, w przerizir.le czasu równyr.i

Ug(t) = V. [(1- e 5,10 °'D (t) " (1-e 5,1 1 D t-5.1 "")] +
 t

+ 1,565 e 5*1C V.

Na rys. 3.10.2 przedstawiony został przebieg linią przerywaną na
niesiono także przebieg otrzymany z rozwiązaniu zadania 3*9.

Zadanie 3.11
Dla t' = t - (n-1 )t..

u2(t) =■ - U1 . cos (wt' (f) + 2U1 cosq>--- ■*-ą- e
t1

1 - e  ^

9,7 [- cos (314t' + 17°) + 3 . 05 e-100^] ,

gdzie cp = arctg -^¡p

Zadanie 3.12
Moc czynna dla przebiegów okresowych jest równa mocy średniej za okres 

T i wynosi
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i f « .P = ljt u . i dt, (71)
O

gdzie:
u - chwilowa wartość napięcia, 
i - chwilowa wartość prądu.

Po rozwinięciu w trygonometryczny szereg Pouriera wartości chwilowe przyj
mują postać

u “ UQ + X !  ^  l°kl Sln (kw1t+^)*
k=1

oo

i - I0 + ^  |lk| sin (kutjt + %  -  cpk) (73)
k=1

gdzie cpk oznacza przesunięcie fazowe k-tej harmonicznej prądu względem na
pięcia.

Podstawiając rozwinięcia (72) i (73) do wzoru (71) otrzymuje się zależ
ność między mooą czynną i współczynnikami szeregu Pouriera

P - U I„ + o o
OO

£  W  W  008 łk- (74)
k=1

Rozwinięcie przebiegu napięcia z rys. 3-9.1 w szereg Pouriera jest nastę
pujące

U1 2u1 sin(2n-1) w.t
V t ) “ 2- + “ Z_, --------   (75)

n=1

z - R + ¿ r  - V r2 + f a 2 a" Jarots ̂ ’ (76)

Dla poszczególnych harmonicznych

h n -
(77)

Zatem

U1 . 2U1 " V  1 (2n-1 )ox,0i(t) +   v
y [(2n-1 )tu,RCjn»1 1/ |(2n-1)tu,RC|2 + 1

sin [(2n-1 J^t + arctg (2n_I.)WiRC ]• ™
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Korzystając z zależności (75) i (78) i podstawiając je do wzoru (74) mamy

ui 2ui wic r 1 i
p - -w  + 7 ?  2 ^  ------ :r- ......   ¿= = r  008 Larotg T2n-j ą  rcJ

31 t r i  ( 2 n - 1 )  y [ ( 2 n - 1 ) c o 1 R c ] ‘ i  +  1  1  J

(79)

Po przekształceniu wyrażenia (79) otrzymujemy

U1 8U1 2 " P 1 1p - 7K + 3 “ • RC 7 TS. • (80)
1 n-1 [(2n*1 )w,RCj + 1

Po podstawieniu danyoh

P si 0,025 W = 25 mW

U1Wartość ta jest równa mocy czynnej od składowej stałej składowi mocy 
pochodzące od pozostałych harmonicznych posiadają wartości o kilka rzędów 
mniejsze.

Zadanie 3.13
Rozwinięcie okresowego przebiegu f(t) o okresie T w wykładniczy sze

reg Fouriera ma następującą postać

Z jkcu, t;
ck e , (81)

k«-*0
gdzie współczynniki rozwinięoia

£ J  f(t)
-jkaijt

°k ” T I f(t) 8 dt (82)

2Jiao)^ » jest pulsacją przebiegu.
Zależność między postaciami trygonometryczną i wykładniczą szeregu Fou

riera można wyprowadzić korzystając ze wzorów
. jkccLt -jkoLt

cos kcrtjt = ^ (e -ł- e ), (83)

- jkuŁt -jkoit 
sin koijt = (e - e ). (84)



ę c n o d z ą c  z  p o s t a c i  xi': y o n c m c t r y e s n e : j ,  o t r z y m u j e  s i ę

(av cos «.t + t-. sin kajj)
k=1

U v 7  r  i  . -jkw.t 1 jkca-t -j!m. t  i
- i -  ^  ^  a .  .  - r  v o  -t  o  )  +  ■ y ^ e  —  s  , ' J  =

S ;:, > 0 w iC
c>o

2 ]  I  « „ + (85)
k=1

Ze wzorów nn współczynniki trygonometrycznego szerego Fouriera (25) i i26)
w y n i k a ,  C a  h , c  j e o t  f u n k c j ą  p a r z y s t ą  w z g l ę d e m  k

iato.;:inst b,. jest funkcją nieparzystą względem k

b-:; = " V

(8 6 )

(87)

':!:;kovz;;stuj ąc zależności (36) i (87' ;v wyprowadzeniu (55) otrzymuje 3ię

U a j JrCCÔ t ■y-— a jkCUł t
f{t) ■ + 2 _  - (y  - i \ )  e + 2 -  ? {a-k"jb-k5 e

k=1 k=-1

a jkCiit t a

Z -  5 ( n k  ■ ^ ! c )  O + 2 _  2 (ak + 3bk> 
k“0 k=-1

jkW|l

jkMji
( 8 8 )

k = ~ °

Stąd związek między współczynnikami trygonometrycznego i wykładniczego 
szeregu Fouriera

o-, =>
7  (ak - jbk) dla k^O

w (afc + jb,c) dla k<C

(89)

Interpretacja współczynnika ck na płaszczyźnie zeepolonej jest przedsta
wiona na rys. 3.13« Współczynniki rozwinięcia przebiegów okresowycb z rys. 
3*3 w wykładniczy szereg Fouriera zostały podane w tablicy 3.1.(Dodatek 2).
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Rys. 3.13

Zadanie 3.14-
Postać wykładniczego szeregu Fouriera dla sygnału f(t) z rys.3.14 jest 

następująca

•<*>  ■ E
Jk£ŁX| 1

k " — 0 0

1 }  " 3 k W ] t  1 r1ck “ T J  f  ̂  e dt . | J P e
O O

-jktU| t -jkoijt F 1 -jk«,t
dt “ T T=3i 3j l  e

F * 1 -jkCOj t.. p .
T i g E 3 f J (e - 1 )  "  T X = 3 E 3 f T ( ° 08  k ^ t ^ j a i a  k c o j ^ - 1 )

T ’ [” 2 Sic kWl kcni Y "  + i  oosktUj ^1)J »
*1 ł1 

y 1 *■, -jkoi, -K- F.t. sin kco. Y
$  • • 2 sln k“ l Y  * i 8   1 5-----

kw1 Y
-jkca, y ~

Zatem

f
t. t.

Ft. sin kiOj ij— Jkco. (t- i r -)
= 2Lu  r —  ®k«-oo

(90)
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Rys. 3.14.1

&£
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Widmo amplitudowe wyraża wzór

F.t sin kccij i£ - 

kto, T -

Widmo amplitudowe dla zadanych wartości t̂  ma postać

T F
* 1 a ? °ki ■ j  •

sin i i

3T
łi “ —  °k3 ?  •

k * f
sin k |

k • i

j i n  k .
r r j *

(91)

t1 = T c0 - F ° k4 “ 0 k “ 1 » 2 , < 

Wykres modułu widma przedstawia rys. 3»14.1.

Zadanie 3.15
Ha podstawie rys. 3.15 przebieg sygnału f(t) można zdefiniować następu

jąco

f(t)- .
F

F

dla 0 < t < t r

dla t0 <  t <  tQ + t1

dla t0 + t̂  <  t i t 0 + t̂  + tg

(t-t„ -■ Rt.-tp) dla t„ + t. + t0 <  t ^  t„ + 2t. + to*

Rozwinięcie przebiegu f(t) w wykładniczy szereg Pouriera ma następującą 
postać

r(t) - y~! Oy e
k=-»o

jktî l



_ j. - jkw, (t0+t1) 1 ? -jkw, (t0+t1)
+ T * P o p ; e

1 F . " 3 ^ * 0  1 F  (t0+t1+t2 ) .
* * • e “ * ^  e

1 p -jktoj (tQ+t1) 1 p -jkco, (t0+t.,+t2)
+ T 3ESJ- e + f  e

1 p -jktu, (■t0+2t1+t2) 1 p -jka, (t0+t1+t2 )
- w • -■»• w ■■■■ e + m -g-g--- • e

T k ^ t 1 1 k ^  t1

1 F “3k£a, t0 [ -jkw, -jko^^+t,,) +
U

t t-3to,( w ]  . . w — .-’“ • N . - 1“ - ’i .
k (i)̂ •

. [.'»“ .'‘i ł *»> . ,] ,

Wyprowadzenie pomocnicze 
-jkoLt..

e - 1 = cos ktojt̂  - j sin koijt̂  - 1 »

t t1=■ - 2 sin kuij łjr- (sin kw^ 1 t jcosk ^— ) -

ł1
*1 “3kol| 2“= - 2 jsin koij ■j— e .

Zatem

-P t1 C *-\ + *2 _;)l£a>1 (t°+ TT5
g"~2~~ sl'n k&1l 7”  * Bd-S ^  5 ' ‘ ' e



- 295 -

t 1 +"t o toF(t.,+t2 ) sinkojt sinkai| —Ij—= - j k c u ,  (t0+t.,+ r £ )

“ * • st * i T n r e
kca1 * 7~ kwi —

Widmo amplitudowe przebiegu f(t) z rys. 3.15 Jest następujące

t 1+1 sinkoij — %}•F(t.,+t2) sin ■t.,ktfli j-
f ' * *1 

* T "

•
kcô kojj

Tj r ę -

kiajiti

Punkty zerowe widma wyznacza się z ftarunkdw

-2-*- = iJf stąd kŁ - - 50, 100, 150,...
1 1

k^C t l+ tg )   ̂ pii
 y   - ¿.31 stąd kj . a 10’ 20> 30, 40...

Wykres modułu Widma przedstawia rys. 3.15.1.

CK

M F  9,09 9  F

ĄOHF

0,086 F

0,014 f  F

0,0 t,9F

0,o*SF

0,011 F

0,041, F

0,0401

I T0.00 tf

(92)

(93)

O .O H F

o,on f

0 1 i i t, S 6 *  t i 40 it 41 <J 4* 4t ,t n

Rys. 3.15.1
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Zadanie.3»16
Współczynniki a0, a,,, szeregu Fouriera są wartościami średnimi funk

cji f(t), f(t) cos IttUjt, f(t) sin koijt.
Jeśli okres funkcji f(t) podzieli się na 2p równych części i z każdej 

części pobierzemy próbkę Sn określającą wartość funkcji, to współczynniki 
aQ, aw  b^ szeregu Fouriera można obliczyć wg następujących zależności»
zwanych wzorami Bessela.

2p-1
ao " I X  h  • Sn (94)

n«0

ak = I X  ip ’ (Sn cos k TT ‘ 11 ’ ip) (95)
n«*0

bk = § X  h  ' (sn aln k TT ' ‘ n Ip5 (96)
n=0

stąd
2p-1

t p1 >  Sa (97)
n=0 
2p-1

ak = p X  Sn ' 008 k • n * P (9S)
n*»G
2p-1

bk = $  X  Sa . aln- k . n . f  (99)
n=sO

Ilość próbek danych w zadaniu Jest 2p » 8« Zatem

a0 " s X  sp “ i  • 43? “ i*
n=>0

Trzy pierwsze harmoniczne przyjmują wartości obliozone wg poniższej tab
licy .
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Tablica 3-16

n Sn S„cos n n 4 S^cos 2n ^ Sncos 3n | SnBin n f Snsin 2n j Snsin 3n|

0 F F F F 0 0 0

1 F 0 F F ^

2 F 0 -F 0 F 0 -F

3 F V? 
- p  ¥ 0 . -F

4 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0

Fa1° % a2=0 0 F 
3= T

f +f Y?
v  — r ~ bg^O -F+FY? 

3 " 4—

Rozwinięcie przebiegu f(t) określonego dyskretnymi wartościami jak na rys. 
3.16 w skończony szereg Fouriera jest następująoe 

3 3
f (t) si aQ + ~y ak cos ko^t + ^  b^ sin kcâ t = 

k=1 k=1

F F F (F + F= ^ oosce^t + cos 3ai]t + ->■ . ■■ sin w^t +

+ sin 3a^t ■ F 0,5 + F.O,25cos&i]t + F 0,25 cos 3W|t +

+ F 0,6 simi^t + F 0,1 . sin 3w^t.

Zadanie 3.17
Korzystając ze wzorów podanych w rozwiązaniu zadania 3*16 można roz- 

winąó funkcję f(t) z rys. 3.17 w szereg Fouriera, tworząc tablicę 3.17
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Tablica 3-17

n Sn Sncosn | Sncos2n | Sncos3n f Snsinn | Snsin2n | S^sin 3n

0 F F F F 0 0 0
1 F F.0,92 F.0,71 F.0,38 F.0,38 F.0,71 F.o,92
2 F F.0,71 0 -F.0,71 F.0,71 F F.0,71
3 F F.0,38 -F.0,71 -F.0,92 F.0,92 F.0,92 -F.0,38
4 F 0 -F 0 F 0 -F
5 F -F.0,38 ■F .0,71 F.0,92 F.0,92 -F.0,71 -F.0,38
6 F -F.0,71 0 F.0,71 F.0,71 -F • F.0,71
7 F -F.0,92 F.0,71 -F.0,38 -F.0,38 -F.0,71 F.0,92
8-f15 0 0 ■ 0 0 0 0 0

Współ
czynnik a1 a? D1Fouriera j 3

Wartość
współ F.0,13 0 F.0,13 F.0,63 0 F.0,19
czynnika

2p-1
3° “ TC • X! Sn " TT ' 8F “ I ’

n»0
Zatem szukane rozwinięcie funkcji f(t) z rya. 3.17 w szereg Fouriera jest 
następujące

f (t) #F.O,5+F.O,13 costUjt+F.0,13 cos 3tó|t+F.O,63 sinto,t+F.0,19 sinSMjt. 

Porównajmy 3 rozwinięcia funkcji f(t) z rys. 3-17.1.

f

Ryg. 3.17*1

Pierwsze rozwinięcie wyprowadzone na podstawie wzoru analitycznego 
funkcji f(t), korzystając z tablicy 3.1 (Dodatek 2)

f (t) jiF.0,5+0.ooscojt+O.cos 3cojt+F.0,635 sijw^t+F.0,21sin3ciXjt
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Drugie rozwinięcie wyprowadzone na podstawie wzorów Bessela przy 2p=8 
próbkach•

f(t) si F . 0,5 + P • 0,25 costójt + F . 0,25 cos 3o^t + F . 0,6 sincd]t+

+ F . 0,1 sin 3«^.

Trzecie rozwinięcie wyprowadzone na podstawie wzorów Bessela przy 2p =
16 próbkach

f (t) si F . 0,5 + F • 0,1,3 costUjt + F . 0,13 cos 3«|t + F . 0,63 sin<Ojt+

+ F . 0,19 sin 3oł|t.

Y/idma amplitudowe powyższych trzech postaci rozwinięcia w szereg Fou
riera przedstawia rys. 3-17.2. Z powyższych rozważań wynika, że im więk-

<15
0,(iS

O V l  3

h
0,15

OS

10,H .0.Z5

K h
3 0 Z 3

h
0 ,6 2

0 ,5

1 0 ,2 2

1 A
0 2  3  "

Rys. 3-17.2

sza ilość próbek określających dany przebieg f(t), tym większa dokładność 
aproksymacji przebiegu f(t) przez szereg Fouriera obliczonego na podsta
wie tych próbek.

Na rys. 3.17.3 przedstawiono różnice między widmem • rzeczywistym i o- 
trzymanym na podstawie próbek.

Rys. 3-17.3
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Szereg d t; uw a r t o ś e i o wy o h ortogonalnych funkcji 7/alsba V.'al (k,t)może być 
zdefiniowany w następujący sposób

3'-danie 3-1:

= 1

¡ s = 1  Y / e l  ( 1 ,  t )  =

V.’ a l  ( . < ,  t )  =

dla 0 <  t < T (100)

1 dla 0 =£ t
(101)

-1 dla $ * t <  f

Wal •:1, 2t) dla 0 <  t < 4
(102)

(-1)m Wel(l,2t-T) d l a £ < t < ?

gdzie 1 = - część całkowita íj.

n = j^lj “ część całkowita

Pierwszych 16 funkcji 7/alsha Wal (k,t) określonych wg podanych defini
cji posiada przebiegi czasowe, jak na rys. 3.18, gdzie

Sal(k,t) = Wal (2k-1,t), 

Cal(k, t) = Wal (2k,t),
(103)

dla k = 1,2,3,.**
Przebieg czasowy f(t) można rozwinąć w nieskończony szereg funkcji Walsha 
następująco

f(t) = CQ + C1 Wal(1,t) + C2 V/al(2,t) + C3 Wal(3,t) +. (104)

f(t) = aQ + ak Oal (k,t) + ' b^ Sal(k,t)
k=1 k=1

(105)

Wzory na współczynniki szeregu Y/alsha mają podobną postać do wzorów na 
współczynniki szeregu Fouriera, mianowicie

T
ao “ T /  f(t) dt’ (1°6'
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m m  znj.

_ Cd O,*}

•=bR=d=U=:bRbzzFbFrW(W 
. utiu)

. CaI(U)

Rys. 3-18

■1*1f(t) Cal (k,t) dt,

1
\  = l  f  f(Ł) Sal (k,t) dt.

Dyskretne przekształcenie V.'al3ha
Skończony szereg funkcji Walsha można zapisać w postaci 

Korzystając z rys. 3.30 dla pierwszych czterech funkcji, mamy

M

+
+
+

(107)

(108)

macierzowej•

gdzie "+" oznacza +1, a wartość -1
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Jeżeli przebieg czasowy f(t) jest określony za pomocą N wartości dy
skretnych, gdzie N = 2n (n - liczba całkowita), to współczynniki rozwinię
cia funkcji f(t) w szereg Walsha można wyznaczyć z zależności

[c]  = l  [s]  [WK] (109)

[c]

[S]

- macierz współczynników Walsha,
- wektor wartości dyskretnych określających funkcję f(t), 

jWjjj - macierzowa postać szeregu pierwszych N funkcji Walsha,
W ■ ilość wartości dyskretnych określających funkcję f(t). 

Dla funkcji f(t) przedstawionej na rys. 3*16 mamy

[c] ■= g [f F F F 0 0 0 0]

+
+

- g [4? 4F 0 0 0 0 0 0]

stąd f(t) = j  Wal (o, t) + £ Wal(1,t).
Algorytm dyskretnego przekształcenia Walsha dla N=8 można przedstawić w 
postaci graficznej, jak na rys. 3*18.1.

Ry s .  3 * 1 8 . 1
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Korzystając z dyskretnego przekształcenia i/alsha znajdujemy macierz 
współczynników szeregu funkcji Walataa.

Zadanie 3.19

[°] “ 5 [So S1 32 s3 S4 S5 S6 S?J + + + + + + + +
+ + + + - -  - -
+ + - -  - -  + +
+ + - -  + + - -
+ - -  + + - -  +
+ - -  + - + + -
+ - + - -  + - +
+ - + - + - + -

<H,6

<74,8  W at (-1,4)

ć

i
T

•4ti8

46,1
o

■ 4*r

-46,7 Wal (5.1)

Po podstawieni , Wartości próbek

Co s C2 3 C3 a C4 = C6 E C7 “ 0
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C-j -  g  -r S 2 +  S 3 —  S 4 —  —  S g  —  3 y ) =  1 7 4 , 8

C 5 =  £  ( 8 q  -  -  S 2  +  +  S g  +  S g  -  S y )  =  -  4 6 , 7 -

Zatem
f(t) ęs 174,3 Wal (1 ,t) - 46,7 Wal(5,t).

Przebieg złożony z funkcji Walsha, aproksymujący przebieg sinusoidalni' f(t), 
przedstawia rys. 3-19.1.
Korzystając z tablicy 3-1 można znaleźć rozwinięcie funkcji 174,8 Wal(1,t) 
w szereg Fouriera. Widmo pierwszych pięciu harmonicznych przedstawione 
jest na rys. 3-19.2.

R y s .  3 . 1 9 . 2

Rozwinięcie funkcji - 46,7 Wal(5,t) w szereg Fouriera zawiera tylko współ
czynniki ula n = 1,2,3,...
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^4-2co8 (2n-1' y  + 2 cos(2n-1) -t-

Y/idmo amplitudowe przebiegu -46,7 Y.’&l(5,t) przedstawione jest na rys.

Sumując widma amplitudowe odpowiadające wyliczonym funkcjom Y/alsba, o- 
trzymujemy widmo danej funkcji sinusoidalnej. Powinno ono zawierać tylko 
pierwszą harmoniczną o wartości 255« Otrzymane widmo zawiera pierwszą har
moniczną o wartości 246,4 eraz harmoniczne wyższych rzędów o wartościach 
znacznie mniejszych. Różnica między widmem rzeczywistym i obliczonym funk
cji sinusoidalnej wynika ze stosowania skończonych szeregów Walsna i -ou- 
riera zamiast nieskończonych. Poszczególne etapy przekształceń przedstawia 
rys. 3.19*2.

Zadanie 3.20
Przekształcenie Fouriera określają następujące wzoryt 

Proste przekształcenie Fouriera

3-19.2

f(t) e- Ŵt dt (110)

Odwrotne przekształcenie Fouriera

(1 1 1)

Proste dyskretne przekształcenie Fouriera

(1 1 2)
lc=0

Odwrotne dyskretne przekształcenie Fouriera
N-1

(113)
n= 0

gdzie
N - ilośó próbek,
k - numer próbki czasowej,
n - numer próbki pulsacyjnej,

TAt = - czasowy odstęp próbkowania,
2*jrA tu *. - pulsacyjny odstęp próbkowania,
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m ft,, = 1: . At = k . - czas próbkowania,

= n • Att)c n . ij— - pulsacja próbkowania.

Zatem
. 23tnk 

wn ‘ *k “ “13--

Stąd proste i odwrotne dyskretne przekształcenia Fouriera przyjmują po
stać

N-1 2?fnk
F(n ) = |  f ( k )  ® (114)

k=0

N-1  ̂ 23fnk
f(k) = J V  F(n) e' " (115)

naO

Proste dyskretne przekształcenie Fouriera w postaci macierzowej może byó 
zapisane następująco

[?(n)] = |  . [w1* ]  . [f (k)] (1 1 6 )

gdzie:
, 23i-d t "W = e ‘v ,

,,,nk
Wnk nk < N  (117)

» W nk >  N

[8*]
niccałkowita reszta z dzielenia

Szybkie przekształcenie Fouriera wykorzystuje algorytm Cooleya-Tukeya
do rozkładu macierzy [w1̂ ] stopnia N na iloczyn m macierzy kwadrato
wych stopnia N tak, aby ilość złożonych mnożeń i sumowań była zminimalizo
wana. Do obliczenia wartości F(n) na podstawie wzoru (114) trzeba wykonać
2 rN złożonych mnożeń. Szybkie przekształcenie Fouriera redukuje tę ilość
do 2 m N mnożeń, gdy II *■ 2m .

Zależność (116) możemy zapisać w następującej postaci

[F(n)] = § . {/*] [w1*] ... [wnk]  ̂ [f(k)] , (118)
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załóżny

['(»)] ■ i • M . • . 1 1 ■

gezie:

i - M p [ nkjp-i - [ ' P t I P > ]

= n P i[*P-i (r-j 1 1 2 :')

[ V » > ]  3 -

Dla N = 8 próbek macierze [v/nK] możemy wyznaczyć z w; ::rąsu przedsta
wionego na rys. 3-2C. Obrazuje on sposób postępowania wg algorytmu ćoolc-

ya-Tukeya. alacierz [f fjc)] zawie
ra wartości próbek przebiegu cza
sowego r 0 (o) = s0 , f0 (1)= 
f_ (7) = S-7. liczby k= -.1,2, . . . , 7

,•» r%i
|/.w] [«»] [g'.(]

w - " *

[«*>]• M  
w i H Q r —

7JZ3 - --dl

(.<>)•• tfH p],' - i..p\ P  AM

id)- I.H □ \ \ \  V\JZ>' - - - -ił-- 0 f

/.(>)■ W";t3
- \ V V -

/ , » ) - w « ) Q A ^ n 3 v p i ł - -  

łw-a n D
W') ./.(«)□■

■v-I < f~~| 31 /,d).;u)

P ś -  - P - P  AW-ff)

zostały przedstawione w postaci 
binarnej. Składowa k wektora 
[fp(k^J jest suiaa składowej wekto
ra (k)] wskazanej przez li
nię ciągłą i składowej wektora 
[fp_ 1 (k)J , wskazanej przez linię 
przerywaną, pomnożonej przez V.’n,c. 
Wykładnik nk równa się liczbie 
w kwadracie odpowiadającym składo
wej k wektora [jf (k)] , np.

f1 (O) = io (0) + v;° f0 (4).
Ky o * 3 • 2 ;

Liczby w kwadracie powstają w r.-.~ 
stępujący sposobi

- bity liczby binarnej k przesuwamy w prawo o ra-p miejsc i wpisujemy ze
ro nu miejsce wolnego bitu z lewej stron;.',

- odwracamy kolejność bitów,
- przedstawiamy tak otrzymaną liczbę binarną w postaci dziesiętnej.

korzystając z wykresu przedstawionego na rys. 3*20 otrzymujemy następ - 
jące zależności
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[f,(k)] - [wnk]1 [f0 (k)] (1 2 1 )

f-j (0) 1 0 0 0 w° 0 0 0

f ,  (1) 0 1 0 0 0 w° 0 0
f-, (2) 0 0 1 0 0 0 w 0 0

f 1 (3) 0 0 0 1 0 0 0 ffO

^  (4) n 1 0 0 0 w4 ov 0 0

^ ( î ) 0 1 0 0 0 w4 0 0
^ ( 6 ) 0 0 1 0 0 0 w4 0
f 1 (7) 0 0 0 1 0 0 0 w4

[■f2<*>]- K ] 2 [ f , w ]

f 2 (0) 1 0 w° 0 0 0 0 0

f 2(1) 0 1 0 w° 0 0 0 0
f 2(2) 1 0 w4 0 0 0 0 0

f 2 (3) 0 1 0 w4 0 0 0 0
f 2(4) 0 0 0 0 a 0 w* 0
f 2(5) 0 0 0 0 0 1 0 w*
f 2(6) 0 0 0 0 1 0 w b oo
f 2 (7) 0 0 0 0 0 1 0 w b

[ f 3 o o ]
- [ > Ï1* ] ,  [fg(k)]

f 3(o) 1 w° 0 0 0 0 0 0

f 3(1) 1 w4 0 0 0 0 0 0

f 3(2) 0 0 1 w2 0 0 0 0
f 3(3) 0 0 1 w¿ 0 0 0 0
f 3(4) 0 0 0 0 1 w1 0 0

f 3(5) 0 0 0 0 1 0 0

f 3(6> 0 0 0 0 0 0 1 * 3

f 3(7) 0 0 0 0 0 0 1

f0 (°

V 1

f0 (2
f0 (3

V 4

V 6

f1(0)

f1 (1)

f1(2)

f1(3)

f1(4)

f1(5)

f1(6)

f1(7)

f2(0 
f2(1 
f2 (2 
f2 (3 
f2 (4 
f2 (5 
f2 (6 
f2 (7

122)

123)
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stąd

[;■,<*)] . [.»*], [i“ e]2 [•"'], [;0 (k)j (ia4)

£j(0)
1 , ( 1 )

£¿(2)

£ ł < ł ł
f3(4)
f,(5)
f3(6)
fą(7)

1 1 1 1 1 1 1 1
1 Y/4 1 w4 1 w4 1 w4

1 W2 W4 w6 1 \'l2 w4 w6
1 Yfi w4 w2 1 V/6 w4 w2
1 W1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

1 V?5 w2 w7 w4 w1 w6 V/3

1 W3 w6 w1 w4 w7 Y/2 Y/5

1 W7 w6 Y/5 w4 w3 w2 w1

fo (0?

M l i

£oi£>
f0(3)
fp(ł)
f0 (5)
f0 (6)

Liczby w kwadratach w kolumnie p=3 odpowiadają liczbom n w P(n). 
Zatem

F(0)
F(1)

F(2)
F(3)
F(4)
F(5)
F(6)
P(7)

1 1 1 1 1 1 1 1

1 w1 w2 W3 V/4 w3 w 6 w 7

1 w2 YA W 6 1 w2 w4 -

1 w3 w6 W1 Y/4 w7 Y/2 w5

1 w4 1 W4 1 w4 1 w4

1 w5 w2 w7 W4 w1 \76 V/3

1 w6 w4 w2 1 w6 W4 ...2W
1 w7 Y/6 w5 w4 w3 W2 w1

(0)

f0 (1)

f0(2)

fo (3 )

fo (4)

fę (5)

fo (6)

fo (7)

Wyrażenia W1̂  posiadają następujące wartości 
.231

W1 => e - cos | - j: sin | ^  - j
_  ̂M

W2 a e » cos § - j sin ^ ■> - j

3 - j = cos ^  - j sin = - $ r - l $ rU 3 0
. 831A “ 0 W~Wł o e » cos3i - j sin31 » - 1

WS . e ' ^ - c o s f S - j s i n l i . - f  + i f



4 12JZ
7ib = e Ł = cos -  j sin = ¡

- .1 ^  " j r  ■yjr V2 Y?. ' = o = cos 4“- - j sin -A  = 4- + j 4^.•+ " ‘k 2 ¿

Y.'artoáci próbek

-o( > - V1- = fo<2> = fo<|> - ?
.*(4) - fc(5) = i0 l6) = f0 (7) - 0.

Przyjmijmy T = 1
Zatem dla pierwszych czterech harmonicznych otrzymujemy

« J [ V ”> r V 1>’+ *o(2) + fo (3)] “ I

?(1) - J [-o (°) + V'1 V1> + "2 V2) + *3 f0<3)] -
= F . ,125 - j F . 0,3

P(2 ). = 3  [fo (0 ) + W2 f0 (1 ) + W4 f0 (2 ) + V/ 6 f0 (3 )] = 0

F(3) “ a [fo (0) + Y'3 fo (1' + w6 fo (2' + V'1 fo (3)] =

» F . 0,125 - j P 0,05

P(4) “ 5 [fo (0) + v'4 + fo (2) + fo (3>] ” °*

Y/artości P(n) są współczynnikami cn rozwinięcia przebiegu f(t) w wykładni
czy szereg Fouriera.

cn - \  (sn " 3 V  Sdzie «n 1 bn “

-współczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera. Stąd szukana postać 
rozwinięcia

P
f(t)^ ^ + P 0,25 cos cô t + ? . 0,25 cos 3e>̂ t + P . 0,6 sin cô t +

+ P .0,1 sin 3to|t,

23Ígdzie cUj =» Ab)« tjr*.

-  31 -
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F-,nkcja sutokorelacji c(f) dla wartości dyskretnych może tyć zdefiniowa- 
na w następujący upoaób

N-1
“ TT 2  SiSji=*0

;) » i +t X = 0 , 1 , 2 ....

gdziet
N - liczba próbek wzięta dc badania funkcji,
Si’ Sj ” ’vart03ci próbek,
X - przesunięcie między próbkami.

Gdy X ** 0, to o dla i ■* 0,1,...,N-1 i funkcja autokorelacji c(0) 
przyjmuje wartość maksymalną.
Jeżeli c(t) = c(0) dla i  |C 0, to dla i = 0,1,...,N-1 i oznacza
tę, że N próbek przesuniętych o i  względem N pierwszych próbek posia
da te same Tfartoścl co N pierwszych próbek. Jeśli w dodatku ta wartość 
przesunięcia spełnia nierówność t -sSN, to badana funkcja f(t) jest okreso
wa i posiada okres T - X .At, gdzie At stanowi czasowy odstęp między 
próbkami.
Przyjmijmy przy badaniu przebiegu f(t) N » 15« Zatem

Zagnało 3.21

1 0 1 2 3 4 5

0«) 0,56 0,38 0,1 -0,21 -0,52 -0,5

i 6 7 8 9
... ! k

10 11

c (X ) -0,24 0,05 0,39 Ci, 56 0,38 0,1

Rys. 3.21 przedstawia wykres funkcji c(t).
Zauważmy, że funkcja autokorelacji przyjmuje -wartość maksymalną dla i  = 
i t » 9 oraz c(0) * c(9).
Można stwierdzić, że badany przebieg f(t) jest okresowy i okres jego wyno
si

T = X • At = 9 . 1C 93 s.
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\ c ( t )
0,( Ofii

0,5

ff'ł t O 0 . i t

0,1 

0,1

0,4 ^
0,05

r
o

0 4 2 3 ł  5  6 7 9 3 40 U

-0,4 

‘ 0,1 

-0,3 

-fl.ł 

“0,5 o -0,5
• *0,52

o,t

Rys. 3.21
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Dodatek 1
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od. dodatku 1
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Dodatek 3

METODA DIAGRAMÓW BERGERONA

Wyjaśnimy wykreślną metodę Bergerona na przykładzie. Określimy przebie
gi czasowe napięć i prądów na początku i końcu linii bezstratnej bez wa
runków początkowych,obciążonej liniowym rezystorem i zasilanej ze źródła 
napięcia stałego o liniowej rezystancji wewnętrznej (rys. D3.1).

0 *

Rys. D3.1

Metodę tę można też stosować, gdyi
- rezystory (RQ, R2) są nieliniowe,
- napięcie źródła (SEM E) jest zmienne w czasie,
- w linii występuje niejednorodność w postaci szeregowego lub równoległe
go rezystora,

- warunki początkowe w linii nie są zerowe.
Ideę wykorzystaną w metodzie wykreślnej Bergerona można też wykorzystać 
do analizy linii (niekoniecznie bezstratnej) obciążonej impedancją i zasi
lanej ze źródła (napięciowego lub prądowego) o określonej impedancji we
wnętrznej.

Wracając do przykładu przedstawionego na rys. 
D3.1 łatwo zauważyć, że dla t e (0,2 tQ) (gdzie
tQ «■ ¿) linia widziana z zacisków źródła (SEM E, 
rezystor RQ) może być traktowana jak linia o nie- 

jfL skończonej długości, można więc zastąpić ją jej 
impedancją falową Z^ = Rĵ  (rys. D3.2). Napięcie 
U1 na początku linii oraz prąd I1 na początku li
nii można wyznaczyć z zależności

U. E d)



oras

*i - jp
E

k í R, » (2)

gdzie
7 - fala padająca (có początku linii) napięcia,
I - fala padająca prądu.F

Oczywiście obwód ten można też rozwiązać wykreślnie.
Punkt pracy obwodu F.j (rys. D3.3) o współrzędnych i 1̂  otrzymano z
przecięcia charakterystyki obwodu wejściowego (E - I . RQ) i charaktery
styki bezstratnej nieskończonej linii (U = X . R-̂ ).

Rys. D3 . 3

Napięcie U2 i prąd I2 na końcu linii dla t 6 (tQ, 3tQ) można określić ze 
znanych zależności

R2-R
U2 “ Vp + Vo = ^  (1 + N) - U1 (1 + ^ )  - 2Ul ^ (3)

*2 “ *p I0 " Ii (1 “ N > " 2 I, R p h ę . (4)
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gdzie i
V0 - fala odbita (od końca linii) napięcia,
IQ - fala odbita prądu.

Róvraanie (3) i (4) można łatwo przekształcić do postaci 

oraz TT
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której odpowiada obwód (o elementach skupionych) opisany równaniem poten
cjału węzłowego, przedstawiony na rys. D3.4- Obwód ten można też rozwią
zać wykreślnie (rys. D3.5). Ponieważ interesują nas wartości napięcia Ug 
i prądu I2,można dla części obwodu po lewej stronie zacisków 2-2' wyzna
czyć zastępczą charakterystykę (Uz - Iz . Rz), dodając ("prądowo") charak
terystyki gałęzi z SEM U1 i Bj (U1 - I . R.̂ ) oraz gałęzi z SPM 1^ (Inl.j). 
Zauważmy, że zastępcza charakterystyka przechodzi przez punkt P̂  o współ
rzędnych Uj i 11 a Hz = R-p czyli współczynnik kierunkowy prostej jest 
równy - R-̂ .

W przeoięciu charakterystyki zastępczej z charakterystyką obciążenia 
(U = I . Rg) otrzymamy punkt pracy obwodu K1 o współrzędnych U2 i I2-

Jeśli połączymy wykresy z rysunków D3.3 i D3.5 (rys. D3.6) i pominiemy 
nieistotne dla dalszych rozważać elementy konstrukcji,to zauważymy, że 
przebiegi czasowe napięć i prądów na początku (dla te(0,2 to)) i na końcu 
(dla te(tQ, 3tQ)) linii można wyznaczyć wykreślnie nanosząc charakterysty
ki (z uwzględnieniem systemu strzałkowania) obwodów na wejściu linii (wej
ściowa) i na jej wyjśoiu (wyjściowa) i prowadząc z początku układu współ
rzędnych prostą o współczynniku kierunkowym R^.
Z przecięcia z charakterystyką wejściową (P^) otrzymujemy (po przerzutowa- 
niu) wartości 1 1^. Przeoięoie prostej o współczynniku kierunkowym - 
R^ przeohodzącej przez P̂  z charakterystyką wyjściową (w punkcie ) o- 
kreśla napięcie U2 i prąd I2 na końcu linii.

Rys. D3.6
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Napięcie U1 i prąd I1 na początku linii (dla t6(2tQ, 4tQ)) można wy
znaczyć z zależności

U1 “ \  + vo + VP (5)

(6 )

gdzieś
VQ - fala odbita (od końpa linii) napięcia,
IQ - fala odbita prądu,
Vp - fala padająca (druga) napięcia,
1^ - fala padająca (druga) prądu.

Równania (5) i (6) można łatwo przekaztałoić, korzystając z równań (1)t 
(4), do postaci

E  Rf> ^ E
ui * it" + it" • Ri  + u2 7r2‘nTo"iv Tr1') -  r o' +■ • Ri  +

U, R . R.2 — T  O l
+ r r r  • R0 " H  • bt+tt;O l  O l (5*)

oraz

(6*)

Równaniami (5*) i (61) opisany jest obwód 
złożony z elementów skupionych, przedstawiony 
na rysunku D3.7. Obwód ten można również roz
wiązać metodą wykreślną.

Zastępczą charakterystykę obwodu po prawej 
stronie zacisków 1-11 wyznaczymy (rys. D3.8) 
dodając ("prądowo") charakterystyki gałęzi z 
SEM Ug i R-̂  oraz gałęzi z SPM Ig. Zauważmy, 
że zastępcza charakterystyka przechodzi przez 
punkt K.j, a jej współozynnik kierunkowy jest 
równy +R^. W przecięciu charakterystyki za
stępczej z charakterystyką gałęzi z SEM E i 
Rq otrzymamy punkt Pg określający napięcie i

prąd na początku linii dla te(2t 4t0). Łącząc otrzymane dotychczas wy
kresy otrzymujemy wykreślną metodę wyznaczania napięć i prądów na począt
ku i końcu linii (rys. D3-9), zwaną metodą diagramów Bergerona. Postępu
jąc analogioznie, otrzymamy kolejno Kg, Pj, K^, P^,...,K.
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Rys. D3.9
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Jeśli przerzutu ¿jem:' kolejne 
otrzymywane punkty F~, F-j, , 
P,, Kgj-^-j^na charakterystyki 
U » U(t) i I = I(t), otrzymam- 
przebiegi czasowe napięć
U2 craz 
D3.U).

prądów i Ic
“1 ' 
(rys.

Sposób postępowania przy o- 
kreśleniu (nie tylko w sposób 
graficzny) przebiegów czasowych 
napięć i prr.żów na początku i 
końcu linii przedstawiono na ry
sunku D3.11. Zauważ:'" raz je
szcze, że analiza stanów nieu
stalonych w obwodzie zawierają
cym linię długą bezetratną (e- 
lement o stałych rozłożonych) 
może być sprowadzona do szeregu 
analiz obwodów z elementami sku
pionymi. Jeśli tymi elementami 
są rezyrstory (niekoniecznie Jak 
w ilustrującym metodę diagramów 
Bergerona przykładzie liniowe) 
i źródła niesterowane zamiast 
wspomnianych analiz można stoso
wać omówioną metodę wykreślną 
Bergerona - tak^też postąpiono 

przy rozwiązywaniu szeregu przykładów w rozdziale II.
Dla impedancyjnego (niekoniecznie liniowego) charakteru tych elementów 

słuszny pozostaje sposób postępowania, przedstawiony na rys. D3.11, umoż
liwiający wnioskowanie z analizy obwodów o elementach skupionych o prze
biegach czasowych napięć i prądów na początku i końcu linii. Oczywiście 
należy wówczas uwzględnić warunki początkowe na kondensatorach i cewkach. 
Ideę tę wykorzystano przy rozwiązywaniu przykładów 2.46 i 2.47.
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