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PRZEDMOWA DO WYDANIA |

Zadania umieszczone w skrypcie sg ilustracjg ¢wiczen tablicowych i wykladéw z ,teorii
informacji” dla studentéw czwartego roku (specjalizacji EUC) Wydziatu Automatyki i Infor-
matyki. Zbior ten przydatny jest rowniez dla studentéw kierunku informatyka (drugi rok
Wydziatu Automatyki i Informatyki) do przedmiotu ,podstawy kodowania i przesytu infor-
macji” oraz dla studentéw Wydzialu Matematyczno-Fizycznego dla przedmiotu ,teoria sy-
gnatu i informacji” .

W czesci A skryptu podano podstawowe wiadomosci i tematy zadan. Zadania z rozwigza-
niami zaznaczono pionowa kreskg na lewym marginesie.

W czesci B umieszczono rozwigzania typowych zadan i odpowiedzi do wiekszosci pozo-
statych.

W rozdziale A.l.l przedstawiono podstawowe definicje i zaleznosci - wykorzystane w za-
daniach i ich rozwigzaniach - opisujace entropie i informacje, natomiast w rozdziale A.12
tematy zadan z entropii i informacii.

Rozdziat A.Il.3 zawiera podstawowe wiadomosci z kodowania i dekodowania informacji.
Zadania z tego zakresu materiatu podano w rozdziale A .11.4.

Kanat transmisyjny opisany jest w rozdziale A.lll.5, a tematy zadan podano w rozdziale
AlllL6.

Catosc¢ skryptu uzupetnia wykaz wazniejszych oznaczen i dodatki w postaci tablic.

Pragniemy wyrazi¢ serdeczne podziekowanie doc. hab. inz. Zygmuntowi Szwaji z Poli-
techniki Poznanskiej za bardzo wnikliwg recenzje umozliwiajgca usuniecie wielu niescistosci
i potknie€.

Autorzy



PRZEDMOWA DO WYDANIA IV

Kolejne czwarte wydanie skryptu jest przeredagowanym i uzupetnionym zbiorem zadan z
zakresu podstaw teorii informacji i wstepu do teorii kodéw. Jest przewidziany jako ilustracja
do wykfadow dla studentow pigtego semestru kierunku elektronika i telekomunikacja Wy-
dziatlu Automatyki, Elektroniki i Informatyki. Moze by¢ tez pomocny przy studiowaniu po-
krewnych przedmitow.

Mitym naszym obowigzkiem jest serdeczne podziekowanie twércom szaty graficznej zbio-
ru p. mgr inz. Halinie Delewicz i p. doc. dr. inz. Zdzistawowi Pogodzie.

Autorzy

Gliwice, maj 1993

PRZEDMOWA DO WYDANIA VI

W wydaniu tym poprawiono zauwazone bledy redakcyjne powstate przy przeredagowy-
waniu ksigzki, ktérych nie udato sie unikngé w poprzednich wydaniach.

Autorzy

Gliwice, maj 2001
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WYKAZ WAZNIEIJSZYCH OZNACZEN

ciag sktadajacy sie z samych zer (jedynek)

macierz zerowa mx 1

suma modulo dwa ciggu w

alfabetkodu
przepustowosé kanatu
minimalna odlegtos¢ stéw kodowych kodu
liczebnos¢ alfabetu kodowego
macierz jednostkowa
macierz generujgca kodu liniowego
kanoniczna posta¢ macierzy generujacej
stowo kodujgce (wektor bazowy) odpowiadajgce z-temu wier-
szowi macierzy generujacej
wielomian generujacy kodu cyklicznego
macierz kontrolna kodu liniowego
entropia (nieokreslonos¢) zrédia X
entropia tagczna zrédet X i Y
entropia warunkowa zrodet X i Y
entropia zrodta ciggéw Markowa m-tego rzedu

wielomian odpowiadajacy ciggowi informacyjnemu w'
informacja wzajemna

liczba bitéw informacyjnych w stowie

liczba bitéw kontrolnych w stowie kodowym

liczba bitow (dtugos¢) stowa kodowego

Srednia dlugos¢ stowa kodowego kodu nieréwnomiernego

macierz prawdopodobienstw przejs¢ kanatu (dla alfabetu kodo-
wego)

p(xm}={pip M}

zbior prawdopodobienstw dyskretnego zrédia X
prawdopodobienstwo tgczne wystapienia pary xhyj

prawdopodobienstwo warunkowe wystapienia xt, jesli wystgpitoyj

prawdopodobienstwo y-krotnego przeklamania stowa kodowego
o dtugosci n

wydajnos¢ zrodia, nadmiar (redundancja) kodu

liczba powtérzenn kodu z przetwarzaniem; rzad kodu Reeda-
Mullera



S ={jj }' =Y(v) syndrom odebranego ciagu v

T =H macierz tworzgca (parzystosci) kodu liniowego

tk maksymalna krotnos¢ btedéw korygowanych przez kod

/0, td maksymalna krotnos¢ btedéw wykrywanych przez kod

w stowo kodowe (cigg kodowy)

W - a, i-ty bit stowa kodowego w

{w} zbidr wszystkich stéw kodowych kodu

w' cigg informacyjny stowa kodowego w

w' decyzja dekodera na wyjsciu kanatu

tk(x) wielomian odpowiadajgcy stowu w

W(w) =d(w) waga sfowa >v

w (j) liczba ciagéw kodowych o wadzej w kodzie

v ciag odebrany; wektor bazowy kodu Reeda-Mullera

X ={x\,....xM} dyskretne zrédio M wiadomosci

w(X) gestos¢ prawdopodobienstwa wiadomosci x generowanych
przez zrédio ciagte X

N o» n-krotne rozszerzenie zrodia X

X, zrodio ciggéw Markowa m -tego rzedu

Y dyskretne zrédto wiadomosci

Z dyskretne zrédto wiadomosci

2 ciag zaktocajacy

Ax krok kwantowania

Ak blad kwantowania

At krok probkowania

a & Sredniokwadratowy blad kwantowania

7 sprawnos¢ kodu; stopien wykorzystania kanatu

t czas trwania wiadomosci elementarnej

9 szybkos¢ przesytania wiadomosci.



A. WIADOMOSCI PODSTAWOWE
| TEMATY ZADAN
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Rozdziat |

ENTROPIA I INFORMACJA

1. WIADOMOSCI PODSTAWOWE

1.1. Entropia (nieokreslonos$¢ ) Shannona zrédta dyskretnego

Miarg nieokreslonosci (entropia) dyskretnego Zrédia wiadomosci A bez pamieci (rys.1X)
generujagcego M réznych wiadomosci x],...,xM z prawdopodobienstwami plt...pM jest en-
tropia.

Def.1.1: H(X)=H(pi,...pM) =- fgPi\dpi (1.1
/=
gdzie:
Id =log2x 1 P1
*2 Pl
1.2. Wiasnosci entropii Dyskretne .
}(mdio” Pm Xi6x
Wi1: Jesdli Pi,...,pM i qf,....qM sgdowolnymi licz- ﬁ;dg;ﬁzgi Pi e P{X)
bami rzeczywistymi nieujemnymi, takimi ze
'H (X)
M
(12 Rys. 11
i-l =
wowczas
M M
- PinPiS-EPW Hi (1.3)
1= 1=l
a rownos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy pt =qt,dlai= 1,2 ,..,M.
wW2: H(pl,p2,...IpM) $§1d M -9

a rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wiadomosci sa jednakowo prawdopo-

dobne (p, =jj, i=12....M).
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Inaczej:

entropia zrodia osigga warto$¢ najwieksza, rowna Id M, jesli wszystkie wiadomosci sajedna-
kowo prawdopodobne.
Nieokreslonos¢ tgczna dwoéch zrodet (doswiadczen) X i Y
Jesli
- zrédio X generuje M wiadomosci XX,...,xM z prawdopodobienstwami px—pM,
- niekreslonos¢ zrodia X wynosi H(X),
- zrédio Y generuje L wiadomoéci y X,...,yu z prawdopodobienstwami gx,...,qL,
- niekreslonosc¢ zrédia Y wynosi H(Y),

to prawdopodobieristwo fgczne pary X,,y; wynosi

M W y)=P{X =x-orazY =yj] =pf 1.5)

a nieokreslonos¢ fgczna (rys. 1.2) oznaczona przez H(X,Y) wynosi:

df M L
Def.1.2: 7/ (X, r)=-~""p(X,.,y;)IdKW ;) =
-l y=
= —iéj))(:a'Pv[dPy (L6)
wa3: H(X,Y)<H(X)+H(Y) @.7

arownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zrodla X i Y sg statystycznie niezalezne.
Interpretacje nieréwnosci (1.7) za pomocg zbioréw przedstawiono narys. 1.3.
X\ Pi

Rys. 1.3
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Entropia warunkowa doswiadczen (zrédeh) X i Y

Entropia zrodia Y, gdy znany jest wynik doswiadczenia”, okreslonajest zaleznoscia:

UL
Def.1.3: H(EQE) =- X 1Z P(x*’y0 Idp(yJ Ix*> (18)
Hjmi I

jest to entropia warunkowa zrédia Y, gdy znany jest wynik doswiadczenia”.

W4: Entropia faczna dwoch zrédet X i Y spetnia zaleznosé
H(X,Y)=H(X)+H( |X)=H(Y)+H (X ]Y) 1.9)

co mozna zinterpretowa¢ graficznie na zbiorach, jak to pokazano narys. 1.4.

H(X.Y)

Rys. 1.4

WS5: Entropia warunkowa zrodia Y spetnia nieréwnosc

H(Y\X)<,H(Y) (1.10)

a rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zrédia sa statystycznie niezalezne.

1.3. Informacja wzajemna I{X\Y)

Informacja wzajemna miedzy zrédtami X i Y lub informacja o zrédle X na podstawie znajo-
mosci zrodia Y jest réwna roznicy entropii zrodia (do$wiadczenia) X i tej czesci nieokreslonosci,
jaka pozostanie po wykonaniu doswiadczenia Y{rys. 1.5), czyli:

df M L d(x
Def.1.4: H{X |f) =H{X)-H{X \n =" 1 IP(*/.Vj)W , =
=71 PKXi\yj)
=H (Y)-H (X\X) (t.11)
gdzie:
p (X)) -prawdopodobienstwo a priori wystgpienia x,,

p(Xj |lyt) -prawdopodobienstwo a posteriori, zejesli Y - yJt to X =xt.

Jesli X reprezentuje wiadomosci na wejsciu kanatu transmisyjnego z zakidceniami, a Y wia-
domosci na jego wyijsciu {rys.l.6a), to mozna informacji wzajemnej nada¢ interpretacje jak na
rys.l.6b.
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Rys. 1.5
a) b) Strata informagji
Zaktécenie
H<m j' ¥
i v/ H(Y)
KANAL ZRODLO L ODBIORNIK
TRANSMISYJINY T X rH(X) i\I(W y
r
\H (w )~ t
Km T
. odbiornika
Dezinformacja
Rys. 1.6

1.4. Zrédto wiadomosci (dyskretne) z pamiecia
n-krotne rozszerzenie zrédta

Def.1.5: Jesli X jest dyskretnym (ziarnistym) zrédiem bez pamieci generujacym AT wiadomo-
sci xi,...,.xM o prawdopodobienstwach wystepowania P\,—Pm , to «-krotnym
rozszerzeniem X" zroda AT nazwiemy bezpamieciowe zrédio generujgce M n ele-
mentéw (ciaggobw) a " alf, przy czym kazdemu z elementéw a, odpowiada
n-elementowy cigg wiadomosci x{ generowanych przez zrédto X {rys. 17)-, oczywi-

Scie
=P (*n ) = P(*i,)p (*i,)-P (xi.) = Pi,Pi, -Pi. (112
natomiast

H {Xn) =nH{X) (1.13)



-15-

Zrodto ciagéw Markowa m-tego rzedu

Def.1.6: Zrédio ciggéw Markowa m-tego rzedu X m (Zrédio Markowa m-tego rzedu) jest to
zrédio generujace M réznych wiadomosci, w ktérym pojawienie sie wiadomosci xE
zalezy od m wiadomosci uprzednio wygenerowanych przez zrédio.

o, p(ax
*1 Pt a2 P(al)
< P«)
XhXINXN ... Xn ——=>
\
H(X) HQH

Rys. 1.7

Wiasnosci zrodita opisane sg przez zbiér prawdopodobienstw warunkowych (rys.l.8a), ajego
stan w danym momencie okresla m uprzednio wygenerowanych wiadomaosci.

3) -1
Zrédio < P ;=12 M
Markowa *l
m-tego rzedu mé, M
" HIXJ
b) M=2 x= {*,,x2) pOcfcji*ji) i * *.2
m=2 . I =w
x> Pl
yi X2>P2 . *12xy1 }
N pC*il*i*i)
HJXJ PC*|I*1%2> . " . W —ff,
analogicznie:
stany: p(*||*2*|) =23
P(S,|S2) = 0;
P(*||*2*2)= o .
S2 px2x.x)»25 W A =00 P(S2S)« 25
S3=xix2 p(x2xx2) = 76 (5AS) = 0; P(S2S3 = <&
Pixwexl) =q1  P(S2S) " 0; P(S3S2)- 0
c)

15(S3[S2) = 22;P(S31Y) = 0

P(S3I5) =74/ %54|S) =0

P(S4152) = 96;P(S4I53) - 0
S4) = 2g

pP(x2(x2x2) = <y

Pyr. A5



Wiasnosci zrodia ilustruje wykres stanéw. Na rys.l.8b przedstawiono wykres stanéw dla
M- 2im =2

Entropia zrédfa Markowa /«-tego rzedu

df
Def.1.7: H,, (Xm) =Hm(X) =
=" Xh .-, Xjmx\dp(x! Ixh Xjm) =
i\ i N\dp( jm)
M M M
~~S5S X \Xji >=xj, Xi)™ Pixi IXjtxj2>"xjm) (1-14)
i=Ul“l Jmml

Redundancja zroédta Markowa m -tego rzedu

Def.1.8: of H (X) (1.15)

H / max

gdzie
H{X)max =IdM

1.5. Zrédlo ciagte

Entropia zrodia ciggtego
df 4«
Def.1.9: H {X) == \w{x)\dw{x)dx (1.16)
-
gdzie

w(x) - gestos¢ prawdopodobienstwa wiadomosci X generowanej przez zrddio ciagte X.

1.6. Dyskretyzacja informaciji (sygnatu)

Kwantowanie informacji

Def.1.10: Krok (skok) kwantowania (kwant) Ar -jest réwny réznicy miedzy sasiednimi
wartosciami informacji (sygnatu), zwanymi poziomami kwantowania, na ktére w
procesie kwantowania zamieniane sajego wartosci chwilowe.

Przy kwantowaniu powstaje blad kwantowania (szum kwantowania) A* e [0,0.5Ar]. Jego
wariancja, przy duzej liczbie pozioméw kwantowania (M), nie zalezy praktycznie od rozkiadu
X(t) i wynosi

2 _ Ax2



Jesli ponadto gestos¢ prawdopodobienstwa biedu jest rownomierna w calym przedziale, wow-
czas Sredniokwadratowy blagd kwantowania

(1-18)

czylijest V3 -krotnie mniejszy od maksymalnej wartosci btedu kwantowania AK .

Probkowanie (charakteryzacja) informacji

Czestotliwosciowe kryterium doboru kroku prébkowania At Kotielnikowa-Shannona:

Jesli sygnat ciggly x(t) spetnia warunki Dirichleta, tzn. jest ograniczony, odcinkami ciagly i
ma skonczong liczbe ekstremoéw oraz jesli jego widmo jest ograniczone i rwne zeru poczynajac
od czestotliwosci granicznej cog, to istnieje taka maksymalna warto$¢ kroku (odstepu) prébko-

wania At, przy ktorej jest jeszcze mozliwe bezbledne odtworzenie tego sygnatu z jego prébek.
Ten maksymalny krok kwantowania ma wartos¢

Ar="tT - 1 0-19)
2/*
lub w bardziej ogo6lnej postaci

At= " 1

= (1.20)
<oo-a>d  2(fg-fd)

gdzie
aod -dolna czestotliwos$¢ graniczna,

&g -gorna czestotliwos¢ graniczna.

Jesli jako kryterium przyjmiemy dopuszczalny blgd S aproksymacji odcinkowo liniowej
(rys. 1.9), to krok prébkowania
g8 1
At = — -09 121
max [x(t)| 2/ max |X(t) | (12

Rys. 1.9
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Natomiast jesli nalezy dobra¢ krok probkowania At tak, zeby zmiana dyskretnego sygnatu

X(t) w czasie kroku prébkowania nie przekraczata jednego kwantu (rys. 1.10), to wéwczas krok
ten okreslony jest zaleznoscia

(122)

Praktycznie mamy do czynienia z sygnatami o skoriczonym czasie trwania T i o funkcji gesto-
Sci widmowej nie ograniczonej w dziedzine czestotliwosci. Ograniczenie widma do przedziatu
0 oy (w ktdrym zawarta jest prawie cala energia widma) umozliwia wykorzystanie twierdzenia

Kotielnikowa-Shannona. Energia odrzuconej czesci gestosci energii widmowej okresla blgd
probkowania.

Dyspersja bledu prébkowania spowodowanego ograniczeniem widma sygnatu do czestotliwo-
Sci oog okreslonajest zaleznoscia

(1.23)
(*max “*min)
gdzie
T - czas trwania sygnatu x(t),
g - pulsacja graniczna (przyjeta) widma sygnalu,
wmax > *min  —Przedziat zmian sygnatu x(i),
-$rednia moc sygnatu:
(1.24)
gdzie w(x) - gestos¢ prawdopodobieristwa.
Srednia moc odrzuconej czesci widma sygnatu x(t) jest okre$lona zaleznoscia
(1.25)

Wzgledna moc odrzuconej czesci widma okreslonajest zaleznoscia

(1.26)
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2.TEMATY ZADAN

|Zadanie 2.1. Okredli¢, jak zmienia si¢ entropia zrédia binarnego ze zmiang rozkiadu prawdo-
podobienstw wystepowania wiadomosci zrodia.

|Zadanie 2.2. Okresli¢ entropie petnego jY-poziomowego systemu hierarchicznego, jesli liczba
elementéw systemu /, na poziomie n wynosi /, = fP, gdzie K - podstawa systemu (okresla, ile
gatezi wychodzi z kazdego wezta grafu systemu). Przyjaé, ze wezet poczatkowy grafu (korzeri)
przedstawiajacego hierarchiczne drzewo systemu jest polozony na zerowym poziomie. Kazdy
element systemu moze by¢ w jednym z mjednakowo prawdopodobnych stanéw.

|Zadanie 2.3. Okresli¢ entropie systemu hierarchicznego zadanego grafem (rys.2.3), jesli kaz-
dy element systemu moze z rownym prawdopodobieristwem znajdowa¢ sie w jednym z czterech
stanow.

Zadanie 2.4. Losowe zrodio zdarzenPokreslone jest przez rozkiad dwumianowy

Pk =c,V (i
Obliczy¢ entropie zrodia:

a) w postaci ogoélnej,
b) dlap =0.5,n=5.

|Zadanie 2.5. Zrodio X generuje N wynikéw o prawdopodobienstwach wystepowania

P{Xi)=pag‘A,
gdzie p=— oraz 0<g<Ll

Nalezy:

a) obliczy¢ entropie zrédia,

b) podac przeblizony spos6b obliczania entropii, gdy N

c) okresli¢ blad przy obliczaniu entropii, jesli przy skonczonej wielkosci N oblicza sie entropie
z zaleznosci otrzymanej przy N Ze<t>
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|Zadanie 2.6. Wykaza¢, ze $rednia nieokreslonos¢ odpowiadajaca kazdej wiadomosci gene-
rowanej przez zrodio jest wielkoscig dodatnia,.

Zadanie 2.7. Wykaza¢, ze H(Y) =H{X), jesli

a) Y-X=xC, gdzie C =const,
b)Y =-X.

|Zadanie 2.8. Jakg maksymalng nieokreslonos¢ moze zawiera¢ fotografia 6x9 cm2 jesli roz-
miar ziarna jest réowny 0.01x0.01 cm2, a kazde ziarno moze mie¢ trzy odcienie: bialy, czarny
i szary.

Zadanie 2.9. Okresli¢ ilos¢ informaciji, jakg mozna otrzyma¢ w ciggu sekundy z kwantowa-
nego sygnatu telewizyjnego. Kazdy kadr zawiera 625 linii, a w ciagu sekundy przekazywany jest
25 razy. Sygnat odpowiadajacy jednej linii stanowi ciag 600 impulséw o przypadkowej amplitu-
dzie (réwnoprawdopodobnej) z przedziatlu 0-8V, a krok kwantowania sygnatu wynosi 1V. Przy-
jac¢, ze sygnaly nie sa skorelowane.

|Zadanie 2.10. Okresli¢, jaka ilos¢ informaciji zawarta jest w stwierdzeniu, ze w partii N sztuk

tranzystoréw wyprodukowanych w jednym dniu przez zaktad wykryto, po badaniach temperatu-
rowych, n sztuk uszkodzonych.

|Zadanie 2.11. Jedna z dziesieciu zarowek polaczonych w szereg i zalgczonych na stale na-
piecie przepalifa sie. Majac do dyspozycji woltomierz, nalezy wykry¢ uszkodzong zaréwke.
Okresli¢ sposéb przeprowadzania badania przy najmniejszej liczbie pomiaréw, zakladajac, ze
przepalenie sie kazdej zaréwki jest jednakowo prawdopodobne.

|Zadanie 2.12. W celu zidentyfikowania jed- Tablica 2.12
nakowo prawdopodobnych uszkodzeri urzadze- '———"JJszlkodz. 1 5 3 4
nia mozna przeprowadzi¢ wiele testow. Zwigzek Test -
miedzy testami a uszkodzeniami podano w tabli- 21 8 é Cl) 0
cy 2.12. 3 1 o 1 o
W tablicy tej przyjeto oznaczenia: 4 0 0 0 1

5 0 1 1 0

0 -test nie wykrywa uszkodzenia,
1 -test wykrywa uszkodzenie.

Jaka jest minimalna liczba testow i ktére z nich nalezy przeprowadzi¢, by zidentyfikowa¢ kazde
pojedyncze uszkodzenie ?

|Zadanie 2.13. Cztery identyczne z wygladu monety réznig sie jedynie ciezarem. Jaka jest
najmniejsza liczba wazen na wadze szalkowej bez uzycia ciezarkéw, ktéra pozwoli uszeregowac
monety od najciezszej do najlzejszej ? Jak nalezy przeprowadzi¢ wazenie ?

Zalozenie-, wagi monet sg tak dobrane, ze zadna kombinacja monet na szalkach nie daje stanu
rownowagi.
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|Zadanie 2.14. Z 12 monet o jednakowym wygladzie 11 majednakowy ciezar, a jedna rozni
sie ciezarem od pozostalych, przy czym moze by¢ ona ciezsza lub Izejsza od pozostatych (z row-
nym prawdopodobienstwem). Jaka jest najmniejsza liczba wazen na wadze szalkowej bez uzycia
ciezarkéw, ktéra pozwoli odnalez¢ fatszywg monete i ustali¢, czy jest ona lzejsza, czy ciezsza od
pozostatych. Jaki powinien by¢ algorytm wazen ?

Zadanie 2.15. Niech xux2 xu bedzie zbiorem niejednoczesnych wynikéw doswiadczenia

i niech p{xx,....p{xXKi)\ g{x{) q(xM) bedg dwoma réznymi zbiorami prawdopodobienstw
przypisanymi tym dos$wiadczeniom, tzn.

M M
I>(*<)-£2(*,=)=1
H H

Wykazaé, ze stuszna jest nastepujgca nierownosc:

(ip(x,)ld~Uo
M 2(*/)

|Zadanie 2.16. Niech xhx2 xn beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi oraz
a\,a2 an nieujemnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze ich sumajest rowna 1 Wykazag¢, ze:

P u?

1=1

|Zadanie 2.17. Wykaza¢, ze zmiany prawdopodobieristw dazace do zroéwnania prawdopodo-
bienstw wszystkich wynikéw Pi,p 2,- ,Pm zawsze dajg zwiekszenie nieokreslonosci.

|Zadanie 2.18. Niechec¢ i Y beda zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci Xxy,x2,...,xM
oraz y\,y2,-,y | mNiech Z=X+Y.
a) Wykazac, ze H{Z\X) =H(Y\X)
i stadjezeli X i Y sg niezalezne, to
H(Z[X) =H(Y) a H(Y) <H{Z)
i analogicznie
H(X) <H(2).
b) Podac¢ przykiad, w ktérym H{X) >H{z), H{Y) =>H(2).

Zadanie 2.19. Wykazac¢, ze:
a) H(Y,Z[X) <H(Y\X) +H(Z\X)
a rownos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

p(yJ.2k\xi) =p(yJ \Wxi)p(zk \xi)

dla wszystkich k
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b) H(Z\X,Y) <H(Z\X)
a rownos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

P(yij.,zk Ix/) =P b ] IXi*P(zk Ix/~
dla wszystkich i,j, k

|Zadanie 2.20. Na ile sposob6éw mozna okresli¢ potozenie figury na szachownicy ? lle bitéw
informacji otrzymujemy w kazdym sposobie ?

|Zadanie 2.21. Dana jest dyskretna zmienna losowa przyjmujgca wartosci ze zbioru
X] ,X2,...,XxM . Zmienna losowa Y zdefiniowana jest przez funkcje Y =g(x), gdzie g(x) jest dowol-
na funkcja.

Wykazaé, ze H(Y) i H(X). Przy jakich warunkach natozonych na funkcje g(x) zachodzi réw-
nosc¢ ?

|Zadanie 2.22. Dwa polgczone doswiadczenia X i Y scharakteryzowane sg nastepujacymi
prawdopodobieristwami tgcznymi zdarzen:
POIi.Ti) =01, p(xuy2) =0.25, p(x2,yi) =0.2, p(x2,y2) =0
P(x3,>'l) =0.3, p(x2,y2) =0.15.
Obliczy¢: H{X), H(Y), H{X,Y), H(Y\X). Tablica 2.23

Xi, J- *
Zadanie 2.23. Dwa niezalezne doswiadczenia X i Y okre- P(xi,yd) X\ oxz 3

Slone sg przez prawdopodobienstwa tgczne p(xhyj), przed- TI 01 02 0]
stawione w tablicy 2.23. Okresli¢ entropie warunkowe H{X\Y) yz 0O 03 O©
oraz H{Y]X). - 0 02 02

|Zadanie 2.24. Uklad stabilizacji potozenia, kompensujacy przypadkowe zaburzenia, ma dwa
czujniki mierzace katy we wzajemnie prostopadiych ptaszczyznach. Sygnaty X i Y z czujnikéw
poprzez element impulsowy podawane sg na uklad przeliczajgcy w odstepach czasowych
At =03 s. Czujniki majg liczby pozioméw kwantowania ro(wne M =mx=3 i L =nmy =5 Na
podstawie doswiadczen ustalono prawdopodobienstwa pojawienia sie par sygnatow zebrane
w tablicy 2.24.

Nalezy obliczy¢: o Tablica 2.24
T Entropie faczng sygnatow X i Y. Ptej.yl) 0 vz v3 Y4 ys
2° Entropie sygnatéw X i Y przy niezaleznej 012 010 008 005 003

pracy czujnikow.
3° Entropie warunkowe sygnatow X i Y przy
jednoczesnej pracy czujnikéw. *3
4° llos¢ informacji podang na uklad przeliczaja-
cy w czasie T= 30 s i najednostke czasu.

X2 002 004 012 004 002
003 005 008 010 0.12

|Zadanie 2.25. Skala przyrzadu pomiarowego zawiera 1000 dziatek. Btgd przyrzadu wynosi
+1 % calej skali i jest roztozony rownomiernie. Okresli¢ nadmiar (redundancje) skali przyrzadu.
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|Zadanie 2.26. Sporzadzi¢ wykres standéw zrédla Markowa drugiego rzedu, jesli zrodio jest
zrédkem binarnym, a prawdopodobieristwa warunkowe sg rowne:

p(0]00) =p (]I 1) —0.8
p(1100) =p(0] 11) =0.2
P(0]01) =p(0]10) =p(1|01) =p (1 110) =0.5.

|Zadanie 2.27. Obliczy¢ entropi”™ zrodta Markowa z zadania 2.26, jezeli wiadomo, ze

Pm =P(n)=-~
(") 14

b(01) =p(10) = ”

|Zadanie 2.28. Zrodio Markowa pierwszego rzedu 2f={0,1} o prawdopodobieristwach symboli

/>0): ™ - p(l) =—-— podanejest narys. 2.28.
p+q p+q
Obliczy¢:

1° Entropie zrodia H\{X).

2° Wartosc¢ entropii przyp =q.

3° Przy jakiej wartosci p - g, H\(X) =
max(-"0-

Zadanie 2.29. Zrodto Markowa 1rzeduX\

={0,1,2} jest przedstawione na rys.2.29. Za-
ktadajac, ze

Rvs. 2.28

p(0) =p0) =P(2) =j

obliczy¢:
a) entropie zrodia H\{X),
b) wartos¢ prawdopodobienstwa p, przy
ktorej

tf,0 ) = tfimax(X).
IZadanie 2.30. Zrodio biname generuje dwie

wiadamosci 0 i 1 Obliczy¢ entropie zrodia
przy nastepujacych zalozeniach:

a) wiadomosci réwnoprawdopodobne Rys. 2.29
i statystycznie niezalezne,

3. 1
b) wiadomosci statystycznie niezalezne p{0) =—i p(l) =—,
¢) wiadomosci rownoprawdopodobne, zrodio jest Zzrédiem z pamiecia, przy czym

POl 1) =/+10) =4,



-24-

d) wiadomosci nieréwnoprawdopodobne i zrédto posiada pamiec, natomiast

PO) =, P(I)ZZL’ p{0|0)=£, p(01n=1

Zadanie 2.31. Zrodto ciagéw Markowa 1 rzedu generuje wiadomosci xo = 0 i X\ = 1z praw-
dopodobienstwami p(xo) = 0.4 i p(x[) = 0.6, natomiast prawdopodobienstwa warunkowe wyno-

sza:
P(xo1X0) = 0.1, p{xx|x0) = 0.9, p(x0 |x,) = 0.6, p(x, |x,) = 04
Obliczy¢ entropie zrodta H\(X).

|Zadanie 2.32. Uklad sygnalizacji

Tablica 2.32
napetnienia _zblorr!lka wskazuje _trz,){ W xi PO P(Xi 1Xj) PCife)
stany: O - niedomiar wody, 1 - ilos¢
wody w granicach dopuszczalnych, 2 - 0 0 025 P(x0|x0) =04 01
nadmiar wody. Z powodu dUZ),/Ch Stf:l- 0 1 025 Pp(XO|xj) =0.6 015
tych czasowych ukfadu (w poréwnaniu ) _

z odstepem miedzy pomiarami) jedno- 0 2 025 Pix2|x0)=0 0
razowa zmiana poziomu nie moze 1 0 05 P(x0Ui) =03 0.15
przej$¢ przez dwa stany. Na podstawie 1 1 05 P(xiUi) =04 0.2
wynikéw dos$wiadczeri ustalono praw- ' o '
dopodobienstwa przejécia z jednego 12 05 P(x2\xi) =03 0.15
stanu w inny oraz prawdopodobienstwa 2 0 025 P(x0Uz)=0 0
wystepowania poszczegolnych standw; > 1 025 P(x11x2) =06 015
wyniki zebrano w tablicy 232 OBl , oo0 pa2)=04 o
czy¢ informacje i nadmiar informacji
uzyskiwane z uktadu sygnalizaciji.
Zadanie 2.33. Kwantowy sygnat posiada trzy poziomy: 0,1,2. Tablica 2.33
Prawdopodobienstwa wystepowania tych pozioméw sgréwne: aplica <.
Wartos$ci p(x,jx )
=N =
/>0 ="r, P(\)A, PV)=\ \*/ o 1 2

Prawdopodobienstwa warunkowe pojawienia sie poziomu x,

L 1 0

w zaleznosci od poprzedniego poziomu Xj, p(x,jx/) podano w ta- 0 i} 8
blicy 2.33. Okresli¢ nieokreslonos¢ sygnatu bez uwzgledniania i + %. Z’ 5
z uwzglednianiem zaleznosci poziomow. 1 ;
2 0] 3 9

Zadanie 2.34. Na wejscie kanatu podawane sg dwa sygnaty X|
i X2-Na wyjsciu otrzymujemy sygnaty Y\ i y2 Prawdopodobieri-
stwa faczne p(xf,yj) rowne sa:

pul>>V) =04, p(xl,y2) =0A, p{x2,y{) =0.12, p(x2,y2) =0.08
Obliczy¢ entropie H(X), H{Y) i H(X,Y).
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|Zadanie 2.35. Na wejsciu binarnego kanatu informacyjnego przedstawionego na rys.2.35
znajduje sie zroctlo generujace dwie wiadomosci O i 1z prawdopodobienstwami:

p(0) =p(x,) =!

p() =p(x2) ="'

Obliczy¢ prawodopodobienstwa pojawienia sie symboli na wyjsciu
PO) =p(yi) i p()=p(y2)

oraz prawdopodobieristwa warunkowe p(x,jyy) (i,j = 1,2).

|Zadanie 2.36. Obliczy¢, ile wynosi informacja wzajemna /(Aj7) miedzy wejsciem i wyjsciem
kanatu o 2 wejsciach x],x2 e X i trzech wyjsciach vy, ,y2,y3e Y, jesli
P(XO =p(x =0)=X p(x2) =p(x =1
Prawdopodobienstwa warunkowe kanatu przedstawiono na rys.2.36.

X POIbri) =74

Rys. 2.35

/ |Zadanie2 Przyrzad o maksymalnym wychyleniu 100 dziatek mierzy zadana wielkos$¢
z doktadnoseigzu dziatka. Obliczy¢ informacje wzajemna uzyskang z pomiaru i strate informacji
spowodowang hiedoktadnoscia przyrzadu, jezeli dane sg prawdopodobieristwa warunkowe:

P{xi\yj) 0.4 i=2,..,99
p(x,—i lyt)=p(Gm ly,) 03 i=2,..99
P(x\ |yi) = />(*iool>joo) 0.7
P(Xi) 0.01 i=2,.,100
gdzie:
X = {x1...pcioo} wartosci mierzone

Y= {yi,—.yioo} wyniki pomiaréw.

iierzona wielko$¢ X moze przyjmowac dwie wartosci xo i Xi z rownym praw-
iopOaeBfetl5tv* m p(x0) =p(xi). Z powodu ograniczonej dokladnosci przyrzadu pomiarowego
mogawystapi¢ bledy pomiaru, tzn. zamiast xo, przyrzad moze wskazywac X\ i odwrotnie zamiast

X), przyrzad moze wskazywa¢ x0 . Warunkowe prawdopodobieristwa takich bledéw sa réwne
0.01. Obliczy¢ informacje wzajemnguzyskiwanaz pomiaru.
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|Zadanie 2.39. Doswiadczenie a polega na wybraniu liczby X z liczb 1,2 N , natomiast
doswiadczenie b uscisla te liczbe przez postawienie warunku, ze szukana liczbaOdzieli sie przez n.
Jaka informacje o doswiadczeniu a uzyskamy z doswiadczenia b ?

|Zadanie 2.40. Obliczy¢ entropie H{Y) na wyjsciu przetwornika przedstawionego na rys.2.40,

jesli wiadomo, ze na jego wejscie podawane sag sygnaty dyskretne generowane przez zrodto X
generujace 5 wiadomosci:

"=-0.1  z /K*)=]

x2=-0.05 zp(x2) =i

>y,
*3=0 Zp(x3) =i

x4=005 zp{xi)=- Rys 240

x5=>€fi zp((x5 =~

Obliczy¢ informacje” liajemng{X\7) oraz strate informaciji.

|Zadanie 2.41. Student moze opanowac¢ wszystkie wiadomosci z przedmiotu egzaminacyjne-
go z prawdopodobienstwem 0.6. Wéwczas prawdopodobienstwo zdania egzaminu wynosi 0.8.
Jesli natomiast student nie opanowat catlego materialu, wéwczas prawdopodobienstwo zdania
egzaminu wynosi 0.3. Obliczy¢ ilos¢ informacji uzyskiwanej z egzaminu. O ile wzrosta u egza-
minatora nieokreslonos¢ o wiedzy studentéw w poréwnaniu z przypadkiem, gdy egzamin zdaja
tylko studenci, ktérzy opanowali caty materiat ?

|Zadanie 2.42. W ukladzie regulacji predkosci katowej watu silnika sygnat wejsciowy, w po-
staci napiecia, moze przyjmowac jedng z 17 niezaleznych dyskretnych wartosci, z krokiem
kwantowania Ax. Gestosci prawdopodobienstwa pojawienia sie tych wartosci okreslone sg przez
dwustronny rozkiad wyktadniczy

gdzie:
a=0.5V,
Ax=0.2V.

Sygnat jest prébkowany w czasie w odstepach A/ = 0.3 s, a czas trwania sygnatu T =30 s. Okre-
$li¢ entropie sygnaltu i ilo$¢ informaciji uzyskanej o ukladzie w czasie T.

|Zadanie 2.43. Ciagty sygnat losowy o rozkladzie réwnomiernym (jednostajnym) zmienia sie
w przedziatach

a) od 0 do 2,
b) od 0 do 0.5.

Obliczy¢ entropie sygnatu.
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|Zadanie 2.44. Sygnat generowany przez zrodio zmienia sie od O do 5V, a gestos¢ rozkiadu

prawdopodobienstwa w tym przedziale jest stata. Okresli¢ ilos¢ informacji uzyskiwang z pomiaru
sygnatu woltomierzem wyskalowanym

a) w woltach,
b) w miliwoltach.

|Zadanie 2.45. Ciggta zmienna losowa jest okreslona przez gesto$¢ rozkladu prawdopodo-
bienstwa n

w(x)=It~" v U
10 x<0

gdzie X dowolna liczba wigksza od zera. Obliczy¢ entropie zrodia.

Zadanie 2.46. Obliczy¢ entropie zmiennej losowej x(t), jesli wiadomo, ze gestos¢ rozkiadu
prawdopodobienstwa w(x) zmiennej losowej okreslonajest zaleznoscig

\Lk:o s* dla <X<N~

2 2
[O dlapozostaych wartosci x

iZadanie 2.47. Obliczy¢ entropie H{X) zmiennej losowej x(t) o dystrybuancie
0 dla x<O0
w)Xx) == x2 dla Oi x$1

1 dla x>1

iZadanie 2.48. Wykaza¢, ze jesli zrodto generujace sygnat ciaglty o rozkiadzie normalnym

przejdzie ze stanu, w ktérym odchylenie standardowe cr- crj, w stan, w ktérym odchylenie stan-
dardowe <= o4, to przyrost entropii AH jest rowny

AH =H2(X) - H,(Z) =ld"2-
cl

iZadanie 2.49. Sygnat o czasie trwania T posiada widmo o szerokosci AF. Chwilowe wartosci
amplitudy sygnatu Zrédia okreslone sa rozkladem normalnym o wartosci oczekiwanej réwnej
zeru. Obliczy¢ entropie zrédia sygnatu i entropie przypadajaca na jeden petlny sygnat, jesli wia-
domo, ze

p{x 2:11} =0.003

iZadanie 2.50. Okresli¢ ilos¢ informacji uzyskanej z jednego pomiaru zmiennej losowej X,
okreslonej rozkladem réwnomiernym w przedziale 0 + 256V, jesli bfad pomiaru ma rozkiad
normalny niezalezny od wielko$ci mierzonej, o odchyleniu standardowym cr=1 V .
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jZadanie 2.51. Linia przesytowa przenosi ciggty modulowany amplitudowo sygnat x(t) o roz-
ktadzie normalnym z wartoscig oczekiwang réwng zero i dyspersjg a’ =8V~ Obliczy¢ entropie
H(X) sygnatu x{t) przy doktadnoscijego pomiaru Ax =0.2V.

iZadanie 2.52. Zaktocenie na wejsciu wzmacniacza ma rozklad normalny o wartosci Sredniej

xoi =0V i odchyleniu standardowym G\ = 0.14 V. He wynosi entropia zaki6cenia na wejsciu,
a ile na wyjsciu wzmacniacza, jesli jego wzmocnienie napieciowe k =100.

iZadanie 2.53. Okresli¢ minimalng liczbe cyfr pola odczytowego, jakg powinien mie¢ przy-
rzad cyfrowy o bledzie podstawowym Ap % = 0.01%, aby blgd kwantowania A* % byt pomijal-
nie maty (A* % <01 Ap %).

Zadanie 2.54. Woltomierzem cyfrowym, z pieciocyfrowym polem odczytowym o zakresie
pomiarowym 200 V i bledzie podstawowym Ap %= 0.01 %, zmierzono napiecie otrzymujac
wskazanie U= 125.64V. Obliczy¢ niedokladnos¢ pomiaru.

iZadanie 2.55. Okresli¢ niezbedna liczbe pozioméw kwantowania sygnatu, zeby Sredniokwa-
dratowy blagd kwantowania nie przekroczyt 0.3%.

iZadanie 2.56. Okresli¢ sredniokwadratowy blad prébkowania sygnatu o skoriczonym czasie
trwania T, jesli:

1) sygnat x(t) przyjmuje z réwnym prawdopodobieristwem dowolngwartos¢ z przedziatu O-i-A,
2) okres probkowania At zostat wybrany dla wg, a w przedziale O + ag miesci sie 95% widma
energetycznego sygnafu.

Zadanie 2.57 (2.13a). Rozwigzaé¢ zadanie 2.13 dla trzech monet.

iZadanie 2.58 (2.30a). Dany jest cigg symboli generowanych przez zrédto binarne:
100111011110001010101101110

Zakladajac, ze cigg 25 symboli wystarcza do wyznaczenia rozkladu prawdopodobienstw zro-
dia, okresli¢ ten rozkiad traktujgc zrodio jako:

a) zrodto bezpamieciowe (Markowa zerowego rzedu),
b) zrédlo Markowa pierwszego rzedu,
c¢) zrodio Markowa drugiego rzedu.

Wyznaczy¢ entropie zrodta w kazdym z tych przypadkéw.
iZadanie 2.59 (2.35a). Wielkos¢ wejsciowa moze przyjmowa¢ dwie wartosci xOi xi z praw-

dopodobieristwami p(xQ =~ i />(*) =B «Obliczy¢ entropie na wyjsciu kanatu, ktérego graf

przedstawiono na rys.2.59.
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Rys. 2.59 Rys. 2.60

iZadanie 2.60 (2.35b). Kanat z zadania 2.59 przedstawi¢ w postaci jak na rys.2.60 i wyzna-
czy¢ wartosci charakteryzujgcych go prawdopodobieristw warunkowych.

Zadanie 2.61 (2.35c). Rozwigza¢ zadanie 2.59 zakladajgc odwrotny kierunek strzalek grafu
narys.2.59.

iZadanie 2.62 (2.37a). Mierzona wielko$¢ moze przyjmowac dwie wartosci i x\, a prawdo-
podobienstwo p(xo) = 0.4. Zaktadajac, ze zamiast xo przyrzad moze wskazac¢ x\ z prawdopodo-
bienstwem 0.2, azamiast moze wskazac¢ *o z prawdopodobienstwem 0.3, obliczy¢:

a) strate informacji przy pomiarze,

b) dezinformacje wnoszona przez pomiar,

¢) iloé¢ informaciji uzyskiwanej z pomiaru.

Zadanie 2.63 (2.33a). Zmiana amplitudy sygnatu skwantowanego miesci sie w trzech prze-
dziatach kwantyzacji x\, x2 i X3 . Prawdopodobieristwa wystepowania sygnatu w kazdym z prze-
dziatéw sgjednakowe, a prawdopodobieristwa warunkowe przejs¢ sygnatu miedzy przedziatami
WyNnosza; n

P(*I I*1) =/K*3 |*3) =°-8= P-
P(x2|x,) = p(x3|x2)=p(x2]|x3)=02=q.

Obliczy¢ entropie sygnatu. Powtorzy¢ obliczeniadlap =0.7i q=0.3.

Zadanie 2.64 (2.12a). Rozwigza¢ zadanie 2.12 zakladajgc nierébwnomierny rozklad prawdo-
podobienstw uszkodzen:

>([/,) = 0.1,
p{U 2) =05,
P(U,) =02,
p(UA) =0.2.

Zadanie 2.65 (2.38a). Obliczy¢ informacje wzajemng uzyskiwangw wyniku przeprowadzenia
kolejnych testéw w zadaniu 2.64.

Zadanie 2.66 (2.58a). Rozwigzac¢ zadanie 2.58 zaktadajgc, ze zera i jedynki generowane sg
w ,paczkach” zawierajacych odpowiednio 10 zer i 15jedynek.



Rozdziat 11

KODOWANIE | DEKODOWANIE INFORMACIJI

3. WIADOMOSCI PODSTAWOWE

Kody dzielg sie na:

a) beznadmiarowe do transmisji przy braku zaklocen,
b) nadmiarowe do transmisji w kanatach z zak6ceniami.

Najczesciej stosowane sg kody binarne. Podziat liniowych kodéw binarnych przedstawiono na
rys.3.J.

3.1. Kody beznadmiarowe (zwiezte)

Ogolnie kodowanie -jest to przedstawianie informacji (wiadomosci) w postaci przydatnej do
przesyfania, natomiast dekodowanie -jest operacjg odwrotna.

Na rys.3.2 pokazano idee kodowania i dekodowania informacji przy transmisji przez kanat bez
zakiocen.

Def.3.1: Algorytmem (kodem) nazywamy przyporzadkowanie (jednoznaczne) wiadomosci
Xj okreslonego ciagu symboli alfabetu kodowego (zwanego stowem kodowym) w-
a kodowaniem - proces przeksztalcania wiadomosci w stowa kodowe, natomiast
dekodowaniem nazywamy proces odwrotny.

Jak juz to przedstawiono narys. 3.1, kody beznadmiarowe dzielg sie na:

- kody réownomierne (blokowe) o statej dtugosci stowa kodowego
oraz
- kody nierébwnomierne o zmiennej diugosci stowa kodowego.
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Rys. 3.1
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Prawdopodobienstwo

Rys.3.2

Srednia dhugosé stowa kodowego przyporzadkowujacego kazdej wiadomoséci x e (x\,X2,...,xM)

o prawdopodobienstwie wystepowania p e (pi,P2>-,Pm) stowo kodowe w e (Wj,w2,...,wM)
odtugosci ne (nhn2,...,nM) zdefiniowana jest nastepujaco:

Def.3.2:

Def.3.3:

Def.3.4:

n=zJPin* (3.1)
1=1

Kod jest jednoznacznie dekodowalny - jesli kazdemu ciggowi kodowemu odpo-
wiada co najwyzej jedna wiadomosc.

Kod natychmiast dekodowalny (dekodowany bez op6znien) -jest to taki kod jed-
noznacznie dekodowalny, w ktorym kazdy z ciggéw kodowych (stowo) mozna
dekodowa¢ bez czekania az pojawig sie symbole kodowe nalezace do nastepnego
(po aktualnie dekodowanym) ciggu kodowego.

Kod bezprzecinkowy -jest to kod umozliwiajacy jednoznaczne dekodowanie bez
uzycia przecinka.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, by kod byt kodem dekodowalnym bez
opOznien, jest zeby zadne stowo nie bylo uzyte jako przedrostek innego stowa ko-
dowego tego kodu.

3.1.1. Beznadmiarowe kody nieréwnomierne. Nierobwnos$¢ Krafta

Kod natychmiast dekodowalny o diugosci stéw n],n2,....nM ziozony z alfabetu kodowego
o licznosci D istnieje wtedy i tylko wtedy (nieréwnos¢ Krafta), gdy

M

3.2)
H
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W szczegdélnosci dla kodéw binarnych (D - 2) zachodzi

M
£2-"< | (3.3)
il

Nierownos¢ (3.2) jest stuszna dla wszystkich kodow jednoznacznie dekodowalnych (nieréw-
nosc McMillana).

Srednia dtugos$¢ stowa kodowego kodu jednoznacznie dekodowalnego, kodujacego M wiado-
mosci generowanych przez dyskretne zrédio X, w stowa kodowe ztozone z alfabetu kodowego
o0 licznosci D, spetnia nieréwnosc:

a rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Pi=D~n" (/=1 M)
gdzie:
H(X) -entropia zrodia.

W szczegolnosci dla kodéw binarnych
nZH(X) (3-5)
Kod absolutnie optymalny- jest to kod, dla ktérego
n-HW na
-1d D_ (36)

Jesli dhlugosci stéw kodowych spetniajg nierdwnosc

-ldr< ,. <1/L+1 (dla/=1 (3.7
dz2 ~"* IdD

a alfabet kodowy a\,ait..,aD ma licznos¢ D, wowczas srednia dtugos¢ stowa kodowego spetnia
nierbwnos¢

H{X) *"-~"H(X)

irzrs" sw +1 <38'
Dla m-krotnego rozszerzenia zrédia X oznaczanego przez X m zachodzi:

H (X m) JH (X'm)

(39)

ale H{Xm) =m H (X), zatem

(3J0)
Id D m Id D m

gdzie:

e -$rednia dtugos¢ stowa kodowego przypadajgca najedng wiadomosc.
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TWIERDZENIE (Pierwsze twierdzenie Shannona)
Przy kodowaniu M wiadomosci generowanych przez zrodto X o entropii H(X) w stowa kodo-

we kodu nienadmiarowego o D symbolach $rednia dtugos¢ stowa kodowego n nie moze byc

mniejsza od dolnej granicy réwnej

Jesli prawdopodobienstwapi wystepowania wiadomosci nie sg rowne ujemnym potegom licz-
by D, to nie jest mozliwe osiggniecie dolnej granicy; ale przy kodowaniu wystarczajgco dtugich
blokéw wiadomosci Srednia dtugos¢ stowa kodowego rézni sie od wartosci granicznej o warto$¢é
mniejszg od dowolnej zadanej wartosci 6 , czyli

AV ™A - M < i (311)
om m Id D K

Jesli kod Cjest optymalnym kodem natychmiast dekodowalnym przeznaczonym do kodowania
wiadomosci Xx],x2,-.xM o prawdopodobieristwach wystepowania P\,p2>-Pu, lo kod C jest
optymalnym kodemjednoznacznie dekodowalnym, tzn, nie ma kodu jednoznacznie dekodowalne-
go C ', dla danych prawdopodobienstw P\,p2,—Pu wystepowania wiadomosci, o sredniej dtu-
gosci stfowa kodowego nm+<h

Optymalny natychmiast dekodowalny binarny kod C przeznaczony do zakodowania M wiado-
mosci Xu x2,.0cM  uporzadkowanych wedtug malejgcych prawdopodobienstw (p] >p2£,....£ pM),

awsrod wiadomosci o tych samych prawdopodobieristwach wedtug rosngcych diugosci stow
kodowych posiada nastepujace wiasnosci:

1° bardziej prawdopodobnym wiadomosciom odpowiadajg krétsze stowa, tzn. z warunku
Pj >Pk wynika, ze «/i

2° dwom najmniej prawdopodobnym wiadomosciom odpowiadajg stowa kodowe o tej samej
dtugosci, czyli nu = ««-i.

3° wsrdd stéw kodowych o dlugosci nu sg dwa réznigce sie tylko na ostatniej pozyciji.

taczac dwie najmniej prawdopodobne wiadomosci xu i xu-1, Zzrodla X - Xqw zastepcza wia-
domosé xUM.{ wystepujacg z prawdopodobienstwem puM-i =Pu +Pm-\ i znéw porzadkujac M - 1
wiadomosci wedtug malejacych prawdopodobienstw otrzymamy zredukowane zrédio X\.

Jesli kod Ci, kodujacy wiadomosci zredukowanego zZrédta”, jest optymalny, to rowniez kod
C, kodujacy wiadomosci zrodta X =”0. otrzymany z kodu Ci, przez dodanie O i 1 do stowa ko-

dowego odpowiadajacego wiadomosci Xu,u-\> jest réwniez optymalny. llustruje to tablica 3.1.
Idea zilustrowana w tablicy 3.1 jest wykorzystana do konstrukcji kodu Huffmana.
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Tablica 3.1
Kod C Kod C,
Pi «i *1 Pa Wil «l
*1 P\ «1 *1 PI W, «1
*2 Pl w2 «2 *2 P2 w2 «2
Pm +Pm-1
1
XM-2  Pm-2 ™M -2 nM-2
XM-1 Pm-1 ™M-1= "M-1= X M-2 PM-2 ™M-2 nMm -2
= [WWAT-10] =nMM-1+1
XM Pm wuU = nMm ~
= [WM.M-11] - MM\ +1

Kod Huffmana
Konstrukcje optymalnego kodu binarnego natychmiast dekodowalnego (kodu Huffmana),
kodujacego M wiadomosci xxx2<->m zrodla X generowanych z prawdopodobierstwami

P\,P2

Pm mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego algorytmu:

A1l.Algorytm konstrukcji kodu Huffmana (3-12

1°

°

2

°

3

4°
5°

6°
7°

uporzadkowanie wiadomosci xux2 xM zrodla X =X 0wedlug malejacego prawdopo-
dobienstwa, i :=0;

redukcja zrédla Aj przez polgczenie dwoéch najmniej prawdopodobnych wiadomosci
w jedng zastepczg o prawdopodobieristwie rownym sumie prawdopodobienstw reduko-
wanych wiadomosci;

uporzadkowanie zredukowanych wiadomosci zrodta zredukowanego; jesli i = M-2 (ko-
niec redukcji zrodia) skok do 4°, w przeciwnym razie / :=r+1 oraz powroét do 2°;

przyporzadkowanie wiadomosciom zrodia zredukowanego Xm-2 stéw kodowych 0i 1;

i .= /-I; dopisanie, na najmtodszych pozycjach stéw kodowych odpowiadajacych dwom
najmniej prawdopodobnym wiadomosciom zredukowanego zrodlaAj, Oi 1;

jesli i =0skok do 7°, w przeciwnym razie powr6t do 5°;

zakonczenie konstrukcji binarnego kodu Huffmana, kodujgcego wiadomosci
Xi,X2,....XxXM wystepujace z prawdopodobienstwami pup?2,...,pM, w stowa kodowe
o minimalnej wartosci Sredniej dtugosci stowa kodowego n .
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Kod Shannona-Fano

Kod Shannona-Fano nie zawsze jest kodem optymalnym. Konstrukcje kodu S-F mozna przed-
stawi¢ w postaci algorytmu:

A2.

°

1

3.1.2.

Algorytm konstrukcji kodu Shannona-Fano (3-13)

uporzadkowanie wiadomosci xi,x2,...,xM zrodtaX =XO0 wedtug malejgcego prawdopo-
dobienstwa, i = 1;

podziat wiadomosci grupy (podgrupy) o licznosci wiekszej od 1, na dwie mozliwe réow-
noprawdopodobne podgrupy oraz przyporzgdkowanie /-tym (liczac od najstarszych) po-
zycjom stéw kodowych wiadomosci podgrupy | -0, a podgrupy Il - 1;

jesli nie ma podgrup zawierajgcych wiecej niz po jednej wiadomosci, to skok do 4°,
W przeciwnym razie i ;=i +1 oraz powr6t do 2°;

zakonczenie konstrukcji binarnego kodu Shannona-Fano kodujacego wiadomosci
Xi,x2,...,.xM wystepujgce z prawdopodobienstwami P\,p2,--,pM w slowa kodowe
wWl,w2,..vww O $redniej dlugosci n .

Beznadmiarowe kody rownomierne

Najczesciej spotykane kody réwnomierne proste:

zapis szesnastkowy (kod heksadecymalny),

miedzynarodowy kod telegraficzny m2 (Baudota), 5-pozycyjny - tablica 3.2, dodatek 2
(na koncu skryptu),

kod OPTIMA, 7-pozycyjny, tablica 3.3, dodatek 3,

kod ISO-7 (ASCII), 7-pozycyjny -tablica 3.4, dodatek 4,

kod KOI-8 stosowany w JS RJIAD, 8-pozycyjny -tablica 3.5,dodatek 5,

kod EBCDID.

Wsrod kodow refleksyjnych najczesciej stosowany jest kod Graya.

Przypomnijmy, ze w kodzie refleksyjnym stowa kodowe przyporzadkowane dwu kolejnym
liczbom dziesigtnym 2", gdzie n - liczba pozycji kodu Graya, r6znia sie tylko na jednej pozyciji.
Czteropozycyjny kod Graya przedstawiono w tablicy 3.2.

Wiasnosci kodu Graya:

1°
20

3°

kazde nastepne stowo kodowe rézni sie od poprzedniego najednej pozyciji,
zmiany na danej pozycji sa dwa razy wolniejsze niz w prostym kodzie binarnym,
mozna wyrdznic¢ o$ symetrii miedzy 2"-1-1 i 2n1 (w tablicy 3.2 miedzy 7 i 8), wzgle-

dem ktorej -z wyjatkiem najstarszej pozycji - pozycje pod osig sg lustrzanym odbiciem
pozycji nad osia.

. Algorytm zamiany kodu binarnego na kod Graya: (3.14)

pod binarnym stowem kodowym nalezy podpisa¢ to samo stowo przesuniete o 1w prawo
bez najmiodszego bitu,

doda¢ mod 2 poszczegolne pozycje w tak zapisanych stowach.
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Tablica 3.2
dzLiIeCsZig;l a Kod prosty binarny Kod Graya
0
2 1
2 1 1 1
3 1 1 1
4 1 1 1
5 1 1 1 1 1
6 1 1 1 1
7 1 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1 1 1 1
10 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
12 1 1 1 1
13 1 1 1 1 1 1
14 1 1 1 1 1
15 1 1 1 1 1
A4. Algorytm zamiany kodu Graya na kod binarny. (3.15)

1° najstarszy bit stowa kodu binarnego jest rowny najstarszemu bitowi stowa kodowego ko-
du Graya,

2° kazdy nastepny bit stowa kodu binarnego uzyskuje sie przez «-krotng inwersje odpowied-
niego bitu stowa Graya, gdzie «- liczba jedynek w stowie kodu Graya na lewo od inwer-
towanego bitu.

Kody dwojkowo-dziesietne (BCD -binary coded decimal) (pozycyjne)
Kody pozycyjne dzielg sie na:
1° kod wagowy o wagach 8421, czyli zwykly 4-pozycyjny kod binarny przeznaczony do ko-
dowania liczb 0-9,
2° kody samouzupelniajgce sie, czyli kody, w ktorych kodowane dwéjkowo uzupelnienia
dziewigtkowe otrzymuje sie przez inwersje wszystkich bitéw w stowie.

Najczesciej stosowane kody samouzupetniajace:

- kod Aikena (BCD2421) oraz
- kod EXCESS 3 (nadmiarowo-tréjkowy)

przedstawiono w tablicy 3.3.
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Tablica 3.3
Liczba Kod binarny Kod Aikena
dziesietna BCD 8421 BCD 2421 Kod Excess 3
0 1 1
1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 11 1 1
4 1 1 1 01 1
5 1 1 1 1 1 1
6 1 1 1 1 1 1
7 11 1 1 1 1 1 1
8 1 1 01 1 1 11
9 1 1 1 1 1 1 1 1

3.2. Kody nadmiarowe

Kody nadmiarowe sa najbardziej efektywnym sposobem zwigkszania prawdopodobieristwa
poprawnej transmisji informacji przez kanaty z wiekszym od dopuszczalnego prawdopodobieni-
stwem przektamania.

Schemat kodowania wiadomosci w kod nadmiarowy, transmisje stow kodowych i ich deko-
dowanie przedstawiono narys.3.3.

W kodach nadmiarowych tylko kz n pozycji wykorzystuje sie do kodowania informacji (po-
zycje informacyjne), pozostatych n - k- m nadmiarowych pozycji wykorzystuje sie do kontroli
(pozycje kontrolne), tzn. do wykrywania lub korygowania biedéw.

3.2.1. Kody liniowe

Kody nadmiarowe dzielg sie na kody:

- blokowe,
nieblokowe.

Def.3.5: Z kodem blokowym mamy do czynienia woéwczas, gdy kodowanie polega na
przeksztatceniu (-pozycyjnego ciagu informacyjnego w/ w n-pozycyjny ciag ko-
dowy (stowa kodowe) wt.

Proces kodowania ciagu informacyjnego wj zamyka sie w catosci w czasie two-
rzenia stowa kodowego wt.

Kod blokowy oznaczamy symbolem (n,k)
gdzie: n - dlugos¢ stowa kodowego,
k -liczba pozycji informacyjnych w stowie.

Def.3.6: Sprawnos¢ kodu blokowego
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Def.3.7: Kod nadmiarowy jest kodem nieblokowym (splotowym), jesli proces tworzenia
/-tego stowa kodowego wf uzalezniony jest od /-tego ciggu informacyjnego w/
oraz r - 1poprzednich ciggéw informacyjnych, czyli

w/ =/(w/_ W;_,,W;).

Wazna klasg kodéw splotowych sg kody rekurencyjne.

Def.3.8: Kody rekurencyjne sgto kody splotowe, w ktérych cigg informacyjny w," wystepuje

w sposob jawny w stowie W;.

Przedledzmy proces transmisji stéw kodo-
wych nadmiarowego blokowego kodu binarnego
przez kanat transmisyjny {rys.3.4). Mozna zbu-
dowa¢ M =2 réznych stow kodowych tworza-
cychkodC.

W czasie transmisji przez kanat moga wysta-
pi¢ przeklamania na 0,1,...,.« pozycjach stowa
kodowego. Dlatego na wyjsciu kanalu mozna
uzyska¢ L =2nrdznych ciagéw zerojedynkowych
o dhlugosci n, z ktérych tylko M nalezy do kodu
C, pozostatle L ~-Mdo kodu nie naleza.

Poniewaz kazde z M= 2* stéw kodowych mo-
ze przejs¢, w wyniku dziatania zaktocen, w do-
wolny cigg o dlugosci n, to moze wystgpic¢
w czasie transmisji wszystkich stow kodowych
kodu C,

M L =2k
réznoprawdopodobnych stanéw, w tym:
M= 2 (3.17)

bezblednych transmisji kazdego stowa kodowego
w siebie,

WEJSCIE WYJSCIE ~ A
— 0N J © vi=wi
1 <) v,
- WM
3
\\v \ "ui v4
"\
q t V; Ao=iv2!
iv2 ! \ N—
Y \ NV
\" \ © vki2
\,. g vit3
\
N \_ N
—n 7 Y, N yv-=w31
3 \ W\ © viH J 3
\ :
AN
\'© vL 2
Vo vL_ NMm
_©O— ————————— © WL ~wm
M=2k L=2"

M (M -\) = 2'(2 —1) (3.18)

przektaman stéw kodowych w inne stowa kodo-
we, sa to bledy niewykrywalne,

M (L-M) =2k(2n-2Kk)

transmisje poprawne
----------------- btedy niewykrywalne
btedy, ktére moga by¢ wykryte

Rys-"4

(3.19)

przejs¢ stow kodowych w ciagi e C, sato bledy, ktére moga by¢ wykryte.

Dzielimy ciagi eC (jest ich L - M) na M rozfacznych podzbioréw N\,...,NM i przyporzadko-
wujemy kazdy z nich jednemu stowu kodowemu w ten sposob, ze jesli odebrany cigg nalezy do
podzbioru N,, to przyjmuje sie, ze nadano stowo kodowe wj-.
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Btad bedzie skorygowany poprawnie wtedy, gdy otrzymany cigg o dlugosci n rzeczywiscie
powstat ze stowa w,, czyli blagd bedzie korygowany poprawnie tylko w

przypadkach.
tatwo zauwazy¢, ze:

Liczba r6znych btedéw,

ktére moga by¢ wykryte _ M{L - M) _L-M _j M _2n-2 (3.20)
liczba mozliwych stanéw LM L L 2n ’
liczba réznych btedéw

korygowalnych L-M
| OVIOHRIVER (3.21)
liczba réznych bledow M (L -M) M

wykrywalnych
Najwazniejsza klasg kodéw nadmiarowych (blokowych i splotowych) sg kody liniowe. Zaj-
miemy sie tylko binarnymi kodami liniowymi.

Def.3.9: Binarnym kodem liniowym nazywamy kod okreslony ukladem m liniowo niezalez-
nych réwnan w postaci:

Y jTilwl =0 y =12,...m (3.22)
/=
gdzie:
N -wieloargumentowa suma modulo 2,
ai =w/ - Xty bit stowa kodowego w ,
il  jesli /- ta pozycja ciggu kodowego wchodzi do j - tego réwnania
T

= [O  w przeciwnym przypadku
lub w postaci macierzowej

Ilw “=0m (3.23)
gdzie: T -macierz tworzgca kodu liniowego, macierz parzystosci.

Réwnania (3.22), (3.23) sa testami parzystosci kodu, a pozycje ciggu kodowego objete /-tym
réwnaniem nazywane saj-tym zespotem kontrolnym.

Waga stowa kodowego w, jest rowna liczbie jedynek w stowie i oznaczonajest przez W (w,).

Def.3.10: Odlegtos¢ 2 stéw kodowych wt oraz Wj (@dlegtos¢ Hamminga) oznaczana przez
d(Wj,Wj) jest réwna liczbie pozycji, na ktorych sie te stowa rdznia.
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Natomiast minimalna odlegto$¢ stéw kodowych kodu C o licznosci M oznaczana przez
rfmjn =d jest réwna

df

Def.3.11: d=dm =
U-12
i*

min  d(wi,wj)= min W(wn (3.24)
M 1 W

gdzie On -stowo kodowe o dlugosci n ztozone z samych zer.

Dla kodu jednoznacznie dekodowalnego £= 1

W kodzie nadmiarowym:
- wykrywajacym bledy o krotnosci 1

dminZtO+1 (3.25)
- korygujacym btedy o krotnosci 1...../*

dm\n-2-tk +1 (3-26)
- wykrywajgcym btedy o krotnosci |,...,/0 i korygujacym bledy o krotnosci |,...,f* (/0 S tk)

dmm-1Q+tk +I (3-27)
Optymalizacje kodu nadmiarowego mozna przeprowadzi¢ na podstawie jednego z kryteriow:

KR1: przy zadanej dtugosci stowa n i liczbie pozycji informacyjnych k (kod (n,k)) poszu-
kuje sie kodu o najwigkszej wartosci odlegtosci minimalnej drrin) lub (3.28)

KR2: przy zadanej dlugosci stowa kodowego i odlegtosci minimalnej i/rirposzukuje sie
kodu o najwiekszej liczbie pozycji informacyjnych k. (3.29)

Wiasciwosci graniczne kodéw nadmiarowych okresla:

kres dolny Warszamowa-Gilberta

d-2/
+1<2 3.30
2(V) = o0

tzn., jesli spetiona jest nieréwnosc¢ (3.30), to istnieje kod (n,k) o d™ <d,
- kres gérny Hamminga

2m= y.i\'(?| B (3.31)

"4
gdzie:
m - liczba pozycji kontrolnych,
tk - najwieksza krotnos¢ bledéw korygowanych przez kod.
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Kres gérny Hamminga osiggaja tylko kody absolutnie optymalne. Pozostate nadmiarowe kody
optymalne mieszczg sie wewnatrz obszaru wyznaczonego przez kres dolny i gorny.

Z (3.31) dla cimin= 3 otrzymamy:

m>Id(n +1) (3.32)

W tablicy 3.4 podano minimalng liczbe pozycji kontrolnych m = n -k zapewniajgcych, przy
zadanej liczbie pozycji informacyjnych k, wymagang minimalng odlegtos¢ stéw kodowych dmn.

Tablica 34
k =
dmin = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 3 3 3 14 4 4 4 4 4
4 3 5 5 6 6 7 7 7 7 8
5 4 7 8 8 8 9 10 10 10 1

W kodzie, w ktérym pozycje kontrolne wystepuja po pozycjach informacyjnych, zwanym ko-
dem rozdzielnym, w kazdym zespole kontrolnym wystepuje tylko jedna pozycja kontrolna, ajej
'warto$¢ wyznacza sie z rownania

wiec macierz tworzaca przyjmuje postac:

Tu T12 Tik 1 0
T2 T2 T2k 1
T= Am K 17m] (3.34)
TM11Tm12  Tmak O 1
T TR Tk 1
J N
k n-k =m

Binarny kod liniowy moze by¢ tez okreslony przez dowolny zbidr k liniowo niezaleznych ciggéw
kodowych - baze np. gltg2,-,gk *amacierz G generujaca kod liniowy moze by¢ przedstawiona
W postaci
rsi
g= 8 (3.35)
8k

Macierz G posiada k wierszy i « kolumn.
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Zbior wszystkich kombinaciji liniowych wierszy macierzy G pokrywa sie ze zbiorem {w} cia-

goéw kodowych kodu (n,K) i jesli macierz, ktorej wierszami sgwszystkie ;-pozycyjne ciggi binar-
ne, oznaczymy przez M,

ro 0O <00 Ol
00~ =001
2* (3.36)
11« «101
11« «110
11 110

to wtedy zbior stéw kodowych {w} mozna przedstawi¢ symbolicznie w postaci
{w} =M <G (3.37)

Jesli j-ty wiersz macierzy M jest ;-pozycyjnym ciggiem informacyjnym w/, to macierzowy zapis
tworzenia stowa kodowego kodu liniowego mozna przedstawi¢ w postaci:

w=vv;-G (3.38)

Szczegoblnym przypadkiem macierzy G jest posta¢ kanoniczna

G*=[E*P*]
gdzie:
E*  -macierzjednostkowa o wymiarach ¢x ¢,
P*m -;-wierszowa i »j-kolumnowa macierz okreslajaca kod (generujaca rozdzielny kod
liniowy).
Woéwczas
w = Gjt=w[EkPlka=[w'] w’ pktm] (3.39)

Waga kazdego wiersza macierzy
Pkm*d min- | (3.40)
tatwo sprawdzi¢, ze macierz tworzaca T liniowego kodu rozdzielnego zwigzana jest z macie-
rza generujgcag G* zaleznoscia
Pk,m=Vmk (3-41)
a macierz kontrolna H kodu (n,k)

H=[pU Em-=T. (3.42)
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Zbior {w} ciggébw kodu liniowego jest grupa wzgledem operacji sumowania modulo 2 oraz
stanowi podgrupe Q* grupy Q,, zawierajgcej zbior wszystkich binarnych ciggéw o diugosci n.

Def.3.12: Dekodowanie detekcyjne ma miejsce wtedy, gdy nadmiar kodowy jest wykorzy-
stywany do wykrywania (detekcji) btedu, aj -ta skladowa syndromu sj odebranego
ciggu v zdefiniowanajest zaleznoscig

Si=Yij(v) =/~Tj,Vi (3.43)
/i
natomiast caly syndrom
S =Y(v) =T-v (3.44)
gdzie:
S"=[s\.si Jm|

Regute decyzyjnaw ukiadzie dekodera detekcyjnego (rys.3.5) mozna przedstawi¢ w postaci

RD 1:
(3.45)
(3.46)
W{ W, V.
w2 v2 > W
UKLAD ] DEKODER

KODC\)/\\;VANIA % KANAL ve, DETRE;GCJEXY

NADMIAROWY * Z ZAKEOCENIAMI DECYZYINA

KOD LINIOWY RDL

Rys. 3.5

Prawdopodobienstwo blednej decyzji dekoderaRD 1 wynosi

(3.47)



-46-

gdzie:
n -ditugosé stowa kodowego,
P{j,n) -prawdopodobienstwoy-krotnego przeklamania stowa kodowego o dtugosci n,
w(j) -liczba ciggéw kodowych o wadzej.

Def.3,13: Dekodowanie korekcyjne ma miejsce wtedy, gdy nadmiar kodowy jest wykorzy-
stany do wykrycia i skorygowania btedow.
Dekoder:
1° stwierdza, czy odebrany cigg v jest przeklamany, tzn. oblicza syndrom Y (v),
2° jezeli Y(v) =0m, podejmuje decyzje w* =v, natomiast jesli Y (v) ~O0m, postepuje
zgodnie z regulg decyzyjnag najwiekszego prawdopodobienstwa, tzn.

RDNP: w* =wt (3-48)
gdzie:
w/ -taki cigg kodowy, zedlai=1,2 ,.., M ,i* lzachodzi
p{w, Iv)i pwtIV).
Zasade dziatania dekodera korekcyjnego przedstawiono na rys. 3.6.
Rys. 3.6
Liczba ciggéw bledéw (niezerowych) [2n- 1-2*] + [24 =2n-1 (3.49)
U u
Bledy Btedy nie-
wykrywalne wykrywalne

Poniewaz kazdemu ciagowi bledéw korygowalnych odpowiada¢ musi inny syndrom, a liczba
syndroméw jest rowna 2m- 1> (bo Om- zarezerwowany jest dla bezblednej transmis;ji), wiec

(3.50)

liczba ciggéw btedéw korygowalnych
przez kod liniowy.
liczba ciggéw btedéw (niaréwnopodob- 2
nych), ktére moga wystapic¢
przy transmisji kodow liniowych

2 - 1
1 2%
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Omowimy nastepujace kody liniowe:

- kod z kontrolg parzystosci (detekcyjny),
- kod Hamrainga i skrécony kod Hamminga (korekcyjne),
- kody fgczone,
- kody iterowane (dwukrotnie),
- wydluzony kod Hamminga,
- kod Golaya,
- kody Reeda-Mullera,
- kod Mac Donalda,
kod o stalej wadze,
- kody cykliczne.

Def.3.14: Kodem z kontrolg parzystosci nazywamy kod liniowy opisany rownaniem

(3.51)
/
Kod ten ma parametry («,«-!), wartos¢ pozycji kontrolnej wyznacza sie z zaleznosci
/[t
(3.52)
a
(3.53)

Kod z kontrolg parzystosci jest typowym rozdzielnym kodem detekcyjnym. Dla bledéw nieza-
leznych o prawdopodobienstwie p, prawodopodobienstwo niewykrycia bledu przez kod z kon-
trolg parzystosci o dtugosci stowa n wynosi

(3.54)

Def.3.15: Kodem Hamminga nazywamy kod liniowy tak skonstruowany, ze:

1) syndrom ciggu odebranego zapisany w postaci

traktowany jako liczba w zapisie binarnym wskazuje numer pozycji, na ktoérej wy-
stapito przeklamanie,

2) n=2m-1.

Pozycje wchodzace do kolejnych zespotow kontrolnych kodu Hamminga przedstawiono w tabli-
cy 35.
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Tablica 3.5
Pozycje wchodzace do/-tego zespotu kontrolnego
J kontrolne Informacyjne
1 1 3 5 7 9 1 13 15 17
2 2 3 6 7 10 i 14 15 18
3 4 5 6 7 12 13 14 15
4 8 9 10 1 12 13 14 15

Kod Hamminga (2m-1, 2m- m - 1) jest kodem nierozdzielnym o &nin = 3 korygujacym bledy
1-krotne. W tablicy 3.6 podano parametry niektérych kodéw Hamminga.

Tablica 3.6
k m n L
-
4 3 7 0.5714
n 4 15 0.7333
26 5 31 0.8387
57 6 63 0.9048
120 7 127 0.9449
247 8 255 0.9686

Skrécony kod Hamminga uzyskiwany jest z kodu Hamminga przez skreslenie pewnej liczby
pozycji informacyjnych, wéwczas

n <™ g

Def.3.16: Kodem r razy tgczonym nazywamy kod, ktérego cigg kodowy w powstaje z sze-

regowego potaczenia r ciggow (i=1 r) o takiej samej (rownej k) dlugosci
ciggoéw informacyjnych.

Odlegtos¢é minimalna kodu faczonego

imin ~ émin. (3.55)

a sprawnosc
(3.56)
Z»i
1=1
Kod z r-krotnym powtarzaniem powstaje z r-krotnego {gczenia ciagéw kodowych tego samego
kodu («i, k), wéwczas

¢min = fd mini (3.57)
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natomiast

room\ (3-58)

Def.3.17: Kod dwukrotnie jterowany posiada cigg informacyjny o dtugosci k = K\k2 (k\, k2
liczby naturalne wigksze od 1), a konstruuje sie go nastepujaco:

- ciag informacyjny zapisuje sie wedtug ustalonej reguly w macierzy o K\ ko-
lumnach i k2wierszach,

- kolumny macierzy koduje sie¢ kodem nadmiarowym («), k\),
- wiersze natomiast koduje sie kodem (n2, k2.

Parametry kodu:
{n,k) ={n>n2,k\k2) (3.59)

odlegto$¢ minimalna

Amiia *a min2 (3.60)
sprawnosé
K\k2
1= o = im (3.61)

Def.3.18: Wydtuzony kod Hamminga uzyskuje sie z kodu Hamminga o diugosci n\ przez do-
danie («i + 1) pozycji kontrolnej wyznaczonej z zaleznosci

antl - 2Lal (3.62)
I=h
Dla kazdego m > 3 istnieje wydtuzony kod Hamminga o parametrach
(2m~1,2m~l -m)
utworzony z kodu Hamminga (2m4,2ml1 - m-1) orfmin=3.

Parametry niektorych wydtuzonych kodéw Hamminga podano w tablicy 3.7.

Tablica 3.7
k m n
4 4 8 0.5000
1 5 16 0.6875
26 6 32 0.8125
57 7 64 0.8906
120 8 128 0.9375
247 9 256 0.9468

W celu wykrycia i skorygowania bledoéw przez wydtuzony kod Hamminga oblicza sie dwa
syndromy

S, =Y(V)
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gdzie v' cigg ztozony z pierwszych n - 1 pozycji odebranego ciggu v , oraz

n
s2=g>,
1=1
od ich wartosci zalezy decyzja dekodera. Wszystkie warianty wartosci syndroméw i decyzje de-
kodera przedstawiono w tablicy 3.8.

Tablica 3.8
Numer Syndrom Syndrom Dekoder
wariantu Si Si czy przektamanie decyzja

1 o 0 crak przektamania W’ -

2 * om-| 1 wystapit biad obliczanie z Y (V')
pojedynczy, wartoéci T woéwczas
korygowalny

w* =vO0 z’

3 o/ 1 wystapit blad w w* =v ©(0,0,...,0,1)
pozycji kontronej e

4 * 0m.i 0 wystapity bledy wr =9

o parzystej krotnosci,
niekorygowalne

Reprezentantem koddw korygujacych biedy o wiekszej krotnosci jest kod Golaya (23,12), kod
ten osigga gorny kres Hamminga okreslony zaleznoscig (3.21) dla 11 pozycji kontrolnych (m =11),
korygujac bitedy o krotnosci 1,2,3 w stowach kodowych o dlugosci n =23, czyli

Kod Golaya (24,12) uzyskuije sie z kodu (23,12) przez dodanie pozycji sprawdzania parzysto-
Sci. Liczbe stéw kodowych kodéw Golaya i ich wagi przedstawiono w tablicy 3.9.

Macierz generujaca G* rozszerzonego kodu Golaya (24,12) ma postac

1 11 111 1
1 11 111 1
1 1 11 111
1 1 11 111

G* - 1 1 1 11 11 Tk=12 (3.64)

K PR PP R RPREPRPRPRPRPR
=
[
-
P P
S
N
[
P =
-
[
= -

i
¥
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Tablica 3.9

Waga Liczba stéw kodowych o statej wadze

w kodzie (23,12) w kodzie (24,12)
0 1 1
7 253 0
8 506 759
n 1288 0
12 1288 2576
15 506 0
16 253 759
23 1 0
24 0 1
z 4096 4096

Do starszych i lepiej poznanych rodzin kodéw naleza kody Reeda-Mullera (RM); ich zaletgjest
dos¢ tatwy sposéb dekodowania.

Def.3.19: Binarnym kodem Reeda-Mullera (RM) rzedu r o dlugosci stowan=2°(dla 0 <r <p)
RM(r,p) nazywamy zbidr wszystkich wektoréw 7/, gdzie f(vl vp) jest funkcjg
boolowska, ktorgjest wielomian stopnia co najwyzej r.

Na przyktad kod RM 1rzedu o diugosci 8 (p = 3), czyli kod RM(1,3) zawiera 16 stéw kodowych
otrzymanych z funkcji boolowskiej réwnej

a0l +a, W, +a2</z +a2w3 a, =01lub 1,
gdzie:

vi(...,v3 =vp-wektory bazowe, przedstawione w tablicy 3.10.
Zauwazmy, ze stowa kodowe kodu RM 1 rzedu (z wyjatkiem O i 1, majg wage 2p+. Kod RM
rzedur zawiera wszystkie liniowe kombinacje wektoréw odpowiadajgce iloczynom

i,vi,...,vm, V|-v2lvi -v3,...,vi -vp .-.(stopniaco najwyzej r).

Stowo kodowe posiada

*al+(?)+(2) +",+(?) =8 P (365).

pozycji informacyjnych.
Wiasnosci kodu RM: Dla dowolnych liczb catkowitychp ir (O<r i p)> istnieje binarny kod
RM rzedu r posiadajacy nastepujace wiasnosci: (3.66)

- dhugosc stowa n = 2P,
- liczba pozycji informacyjnych

- odlegto$¢ minimalna dnmm=2"~r
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a wiec kod ten wykrywa bledy o krotnosci 5 2Tr -1, a koryguje btedy o krotnosci <2P""1-1.

Tablica 3.10
Nr Funkcja boolowska Stowo kodowe
7 w,

1 0 0O 0 0 0O OO O O
2 0O 0o o0 0 1 1 1 1
3 0O 0 1.1 0 0 1 1
4 1 0O 1 0 1 0 1 0 1
5 V,+v2 0O 1 1 0 0 1 0 o
6 v,+v3 0O 1 0 1 1 0 1 O
7 v2+v3 0 0 1 1 1 1 0 O
8 1 11 1 1 1 1 1 1
9 1+ vj 1 0 1 0 1 0 1 O
10 1+v2 11 0 0 1 1 0 O
11 1+ v3 11 1 1 0 0 0 O
12 1+ vj+v2 1 0 0 1 1 0 O 1
13 1+ V1+ v3 10 1 0 0 1 0 1
14 | +Vv2+v3 11 0 0o o 0o 1 1
15 V] +v2+ v3 o 1 1 o 1 o0 o0 1
16 1+V]+v2+v3 1 0 0 1 0 1 1 o0

W tablicy 3.11 podano liczbe pozyciji informacyjnych k w zaleznosci od odlegtosci minimal-
nej ¢ minw kodzie RM dla r6znych wartosci n i p.

Tablica 3.11
Dilugosc¢

n 4 8 16 32 64 128 256 512

wePos 2 3 4 5 6 7 8 9

in k

1 4 8 16 32 64 128 256 512

2 3 7 15 31 63 127 253 511

4 1 4 1 26 57 120 247 508

8 1 16 42 99 219 466

16 1 6 22 64 163 382

32 1 7 29 93 256

64 1 8 37 130
128 1 9 46
256 1 10
512 1

Istniejg dwie metody tworzenia kodow RM. Pierwsza wykorzystuje macierz generujaca kodu
G (i te oméwimy). Druga opartajest na wykorzystaniu cyklicznosci kodu RM.
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A5: Algorytm tworzenia macierzy G kodu RM(r,p): (3.67)

1 pierwszy wiersz macierzy G (0 n=2P kolumnach i k ="~ C p wierszach) zawiera same
jedynki, "

2. p wierszy tworzy wektory 1rzedu, ktérych skladowymi jest p wierszy (podmacierzp x n).
Kolumnami tej podmacierzy saliczby w zapisie dwdéjkowym (od zera) od géry do dotu,

3. Cp wierszy tworzy wektory 2 rzedu. Otrzymuje sie je ze wszystkich iloczynéw dwdch
wierszy 1lrzedu,

4. Cp wierszy tworzy wektory 3 rzedu uzyskane z iloczynéw trzech wierszy 1rzedu itd.,
5. Cp wierszy, ktore tworzgwektory r-tego rzedu otrzymane z iloczynéw r-wierszy 1rzedu.

Generowanie kodéw optymalnych jest, w ogoinym przypadku, trudne. Czesto wystarczy, ze
kod jest dobry.

Przez kod dobry rozumie sie tu kod, ktéry posiada najwiekszg liczbe pozycji informacyjnych
przy ustalonej diugosci stowa kodowego i ustalonej odlegtosci minimalnej dmn. Zauwazmy, ze
kod dobry uzyskuje sie stosujac kryterium optymalizacji KR2 (3.29) .

Jedng z metod konstruowania takich kodéw podat, wykorzystujac tzw. modularny (moduto-
wy) opis kodu, Mac Donald. Przesledzmy idee tej metody.

Kod liniowy jest generowany przez macierz G o k wierszach i n kolumnach. R6znych nieze-
rowych kolumn tej macierzy moze by¢ 2* - 1; moznaje wyrazi¢ w postaci ciggu zerojedynkowe-
go N= (¢i, ki ,..., k,,), gdzie n =2k-1, kt =1, jezeli w macierzy G wystepuje kolumna stanowigca
zapis binarny liczby i oraz k, =0, jezeli taka kolumna w G nie wystepuje. Taki opis kodu nazy-
wamy opisem modularnym.

Jesli przez L oznaczymy macierz k x (2* - 1) zawierajgcagjako kolumny wszystkie niezerowe
wektory o diugosci k, to kolumny macierzy G mieszczasie w L. Na przykfad dla k=3 mamy

0O 00 1111
L=o0 10 00 11

1 00 0 101
1 23 4567

N = (k]k2kHKAKBKE! ) =(1111111)

Jak fatwo zauwazyé, kolumny macierzy L stanowig binarny zapis liczb od 1 do 7, co zazna-
czono przez zapis tych liczb ponizej poszczegdlnych kolumn. Tak wiec w L wystepuja wszystkie
mozliwe niezerowe ciggi o dlugosci 3 i tym samym elementy ki w ciggu N stanowig opis modu-
larny kodu generowanego przez L i wszystkie sg rowne 1
Macierz

0111

G= 10 11
110 1

skiadajaca sie z 4 kolumn stanowigcych zapis binarny liczb 3,5,6 i 7 generuje kod, ktéry w posta-
ci modularnej mozna przedstawic¢ nastepujgco:

N= (0,0,1,0,1,1,1)



-54-

Mac Donald zauwazyt, zejesli macierz generujaca powstaje z zaleznosci
G =LfL (3.68)

£
woéwczas niektdre kody (n,k), ktérych modutowy opis zawiera (2 - 1-s) zer oraz s jedynek, po-
siadajag najwiekszg wartos¢ odlegtosci minimalnej dmn.
Kody te przedstawiono w tablicy 3.12.

Tablica 3.12
n dar’n Modularny opis kodu
2k -1 2k~ 2k -1
111,111
2k-2 2k4 -1 2k -2
011,..111
2k -3 2x1_2 2k -3
00U ,111
2k -2u 2k-i_2ud 2 -1 2k -2+
0,0,0,.,000 111,.111
«@=2,....%=1)
2k -2+ -1 2k~'-2u-I 2 2k -2+ -1
0,0,0,..0,000 111,111
u=2,....k-1)

Ze wzgledu na prostote konstrukcji ukladu kodujacego i dekodujgcego szerokie zastosowanie
znalazly kody cykliczne.

Def.3.20: Kod liniowy nazywany jest kodem cyklicznym, jesli posiada taka wiasnosg¢, ze je-
zeli w=(an-i,an2>an3 ao> Jest stowem kodowym, to réwniez cykliczne
przesuniecie

wp =(a0,an_],an_2,...,a]) jest rowniez stowem kodowym.

Kazdemu binarnemu «-pozycyjnemu ciggowi w (p. wyzej) mozna przyporzadkowaé wielo-
mian w(x).
df

Def.3.21: w =w(x)=an ,xn 11+a,,_2xn_'z+——+a,.t +a0 (3.69)
gdzie: aj=01lub 1(/=0,1,2,....« - 1)
Def.3.22: Kod cykliczny mozna opisa¢ za pomocg wielomianu generujacego
g(X) =xm+gm ,xml-+mgixX +1, (3.70)

gdzieg(=0Ilub 1dlai=1.2,.., m-1, kazdy wielomian kodowy jest wielokrotno-
Scig g(x).
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Wartosci n i k kodu (n,k) generowanego przez wielomian g(x) stopnia m to:

a) dhugosc ciggow kodowych n okreslona przez najnizszy stopieri dwumianu typu xn + 1,
ktory jest podzielny przez g(x),

b) liczba pozycji informacyjnych kodu réwna k= n-m.

Tak np. jesli g(x) =x4 +x3 +x2 + 1{m =4), to (n, k) =(7,3), bo wielomian najnizszego stopnia
typux + 1podzielny przez g(x) jest rownyx +1,awiec « =7 ii =«-m=7-4=3,

W szczegolnym przypadku jesli g(x) stopnia m jest niepodzielny, to n = 2m- 1 albo n jest
dzielnikiem liczby 2m - 1 Kod generowany przez taki wielomian charakteryzuje si¢ minimalng
odlegtoscigE?nin= 3. W tablicy 3.13 podano przyktady wielomianéw generujacych stopnia 3, 4, 5
i 6 bedacych wielomianami nierozkladalnymi. Warto zauwazy¢, ze np. wielomian g(x) =x6+ x4

+><J' +x + 1 generuje kod o dlugosci n = 26.’ L =21.
Tablica 3.13
Lp. n £ m N Wielomian generuj’acy g(X).
postac binarna postac wielomianowa

1 7 4 3 1011 x3 X+1
2 7 4 3 1101 x3+x2  +1
3 15 1 4 10011 XA +x2  +1
4 31 26 5 100101 %5 +x2 41
5 3 26 5 101111 5 xR x2 x4l
6 31 26 5 110111 x5+ x4 X2 + X+
7 63 57 6 1000011 X6 1
8 63 57 6 1011011 X6 +X4+X3 x ]
9 63 57 6 1100111 X6 +X3 X2 x4

Poniewaz cigg kodowy w, a Scislej odpowiadajagcy mu wielomian w(x) jest podzielny przez
wielomian generujacy g(x), wiec istniejg nastepujace reguty kodowania wiadomosci w kod cy-
kliczny:

1 nierozdzielny : w(x) =h(x) -g(x) 3.71)
gdzie:

h(x) =w'(x) =ak Ixkd +ak 2xk~2 +---+a,x +a0

wielomian odpowiadajacy ciggowi informacyjnemu a-=0lub 1, dlai =0,1,..., k - 1, ak - liczba
pozycji informacyjnych w ciagu kodowym,
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2. rozdzielny: w(x) =xmh (xX)®r(x) (3.72)
gdzie:
r(x) -reszta (stopnia <m - 1) z podziatu X’ h(x) przez g(x):
3.73
9(x) a(x) @79
Macierz generujaca kodu cyklicznego mozna wyrazi¢ w postaci:
a) kwielomianéw
(3.74a)
xg(x)
g(x).

b) k liniowo niezaleznych ciagéw zerojedynkowych ztozonych ze wspotczynnikéw wielo-

mianéw macierzy G:

1T sme1 gl L O 0 0 o
0 I smi1mg2 g\ ! 0 00
(3.74D)
10

0 0 0 =1 gmigm2 o\
0 O 0 =0 1 gml g2 o\ 1_

przy czym przy tworzeniu tej macierzy uwzgledniono fakt, ze wspoéiczynniki gmi g0 w wielo-
mianie generujgcym g(Xx) sgrowne 1.
Tak np. dla kodu (7,4) generowanego przez wielomian g(x) :x3 +x2 +1 mamy macierze
X6+X5 4
xPaxt ax
x*ax3  ax
X3+x2 +1

2

oraz
110 10 0O
0110 10 O
00110 10
0001101

Wierszami macierzy generujacej G sa stowa kodowe kodu rozdzielnego odpowiadajace cia-

gom informacyjnym z jednym niezerowym bitem.
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Dekoder detekcyjny kodu cyklicznego po odebraniu v(x) podejmuje decyzje
w*(x) =/vW jesli r(x) =0
K> \? jeslir(x)*o0 (375)
gdzie:

r(x) - reszta z dzielenia wielomianu v(x), odpowiadajacego odebranemu ciggowi v,
przez wielomian generujacy kodu g(x)

V(X):g(x) =/»'(X)© -~ (3.76)
g(x)
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4. TEMATY ZADAN

|Zadanie 4.1. Sprawdzi¢, czy mozna zbudowa¢ kody natychmiast dekodowalne w nastepuja-
cych przypadkach:

a) jesli zrodlo o 10 wiadomosciach nalezy przedstawi¢ w kodzie tréjelementowym o diugo-
Sciach stbw 1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,

b) jesli zrédlo o 9 wiadomosciach nalezy przedstawi¢ w kodzie tréjelemetowym o dlugo-
Sciach stéow 1,2,2,2,2,2,3,3,3.

Zbudowac takie kody, jesli jest to mozliwe.

|Zadanie 4.2. Nalezy przedstawi¢ w kodzie binarnym natychmiast dekodowalnym sygnat
wyjéciowy zrédia X generujacego wiadomosci X = {0,1,2,....,9}. Poniewaz zroédlo generuje naj-
czesciej wiadomosci 0 i 1, nalezy je zakodowac w najkrétsze stowa kodowe, natomiast pozosta-
tych 8 wiadomosci w stowa o jednakowej najmniejszej z mozliwych diugosci n.

Zadanie 4.3. Zrodlo wiadomosci X={x\ ,..., *9} zakodowaé w kod dwéjkowy natychmiast

dekodowalny, tak by jednakowo prawdopodobne wiadomosci X\, X2, *3, zakodowane byly w naj-
krétsze z mozliwych stowa kodowe, a pozostate wiadomosci -w stowa o jednakowej, najmniej-
szej z mozliwych diugosci n.

Zadanie 4.4. Okresli¢, czy do zakodowania ciggéw wiadomosci mozna uzy¢ kodéw o alfabe-
cie i4={0,1,2} i dlugosciach stéw kodowych podanych w tablicy 4.4, tak by te kody byly natych-
miast dekodowalne.

Tablica 4.4
Liczba stéw
0 diugosci n n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
w kodzie
Kod A
Kod B
Kod C
Kod D

N NN
N O NN
N O w »

Zadanie 4.5. Zbiér 9 wiadomosci zakodowano tak, ze pierwszym czterem wiadomosciom
odpowiadajg stowa kodowe o dtugosci 1, a pozostatlym wiadomosciom stowa o diugosci 2. Okre-
sli¢ minimalng diugos¢ alfabetu kodowego, dla ktdérego skonstruowany kod jest natychmiast de-
kodowalny.

|Zadanie 4.6. Zrédlo wiadomosci generuje zbiér wiadomosci X = {xj, X2 ,..., x6}. Kazda wia-
domo$¢ zakodowano za pomocg stowa kodowego kodu dwusymbolowego /1={0,1}. Mozna to
zrobi¢ wykorzystujgc rézne rodzaje kodow o réznej diugosci stow. W tablicy 4.6 podano rézne
rodzaje kodéw: AJB,C,D E i F oraz prawdopodobieristwa wystapienia poszczegdlnych wiadomo-
&ci.
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Tablica 4.6
Wiadomos$¢ P (x) Kod A Kod B Kod C Kod D Kod E Kod F

*1 2 000 0 0 0 0 1

J
X2 4 001 01 10 10 10 100

|
*3 5 010 011 110 110 1100 101

1
x4 ]é 011 0111 1110 1110 1101 110

1
*5 5 100 01111 11110 1011 1110 111

1
*6 16 101 011111 111110 1101 1111 001

Nalezy okreslic¢:

1) ktére z podanych kodbéw sgjednoznacznie dekodowalne,
2) ktdre z nich sg natychmiast dekodowalne,

oraz obliczy¢ srednig dtugos¢ stowa n dla wszystkich jednoznacznie dekodowalnych kodéw.

Zadanie 4.7. Zrédio generuje réwnoprawdopodobne stowa kodowe kodu tréjelementowego o
dtugosciach n =4. lle informacji o zrodle uzyskano po odebraniu 8 stow?

|Zadanie 4.8. Zbior wiadomosci X = {jcj, x2, x2, x4, x5} nalezy zakodowa¢ optymalnie w ciag
stow kodowych (kod Huffmana) kodu binarnego, wiedzac, ze wiadomosci te sa generowane
z nastepujgcym rozktadem prawdopodobienstwa

P={0.3, 0.25, 0.2, 0.15,0.1}
Obliczy¢ nadmiar tego kodowania.

Zadanie 4.9. Zakodowa¢ w kod Huffmana niezalezne wiadomosci generowane przez zrédio
opisane tablicg 4.9. Obliczy¢ dodatkowo entropie zrodia i Srednig dtugos¢ stowa kodowego.

Tablica 4.9
Xj *] Xl *3 *4 Xs X6 Xj *8 X9
p(.xd 0.2 0.15 0.15 0.12 0.1 0.1 0.08 0.06 0.04

IZadanie 4.10. Dla zrédita wiadomosci generujgcego 8 wiadomosci z prawdopodobierstwami

p= i JLJ— L JLL nalezy znalez¢ 3 sposoby kodowania wiadomosci w stowa ko-
[2°4°8716°64°64°64°64)

dowe za pomoca kodu binarnego, dla ktdrych:

1) $rednia dlugos¢ stowa kodowego j est minimalna,

2) maksymalna dtugos¢ stowa kodowego jest minimalna,

3) nie ma stowa kodowego o diugosci wiekszej od czterech i przy tym ograniczeniu $rednia

dtugos¢ stowa kodowego jest minimalna.
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Znalez¢ nadmiar kazdego z trzech zbioréw stow kodowych oraz $rednie diugosci stéw kodo-

wych.

Zadanie 4.11. Zakodowac¢ w kod binarny Huffmana litery alfabetu, przyjmujac przerwe jako
33 litere alfabetu. Prawdopodobieristwa wystepowania liter w jezyku polskim podano w tablicy

4.11.

Prawdopodo-

Litera bienstwo

0.140
0.078
0.010
0.012
0.036
0.004
0.029
0.064

0.013

D DO OO0 T

Litera

f

- o=

i
k
1
t
m

Prawdopodo-
bienstwo

0.011
0.012
0.011
0.077
0.018
0.025
0.017
0.024

0.023

Litera

=N

S}

-~ ™ =T O

Tablica 4.11

Prawdopodo- Prawdopodo-

biefAstwo

0.043

0.001

0.061

0.007

0.025

0.037

0.047

0.006

0.029

Litera bienstwo

0.018

0.037

0.031

0.055

0.008

N NN S C

0.001

Zadanie 4.12. Przedstawi¢ algorytm konstrukcji kodu Huffmana Al (3.12) w postaci sche-
matu blokowego i napisa¢ najego podstawie program (lub procedure) np. w jezyku Pascal lub C.

Zadanie 4.13. Zaproponowac algorytm i napisa¢ program dekodowania kodu Huffmana z po-
przedniego zadania. Do testowania wykorzysta¢ wyniki zadania 4.8.

|Zadanie 4.14. Zakodowa¢ w kod Shannona-Fano wiadomosci generowane przez zrodio X.
Prawdopodobieristva wygenerowania przez zrodio poszczegdolnych wiadomosci x- podano

w tablicy 4.14.

Xi X\

P (x.)

Xs

X

16

Tablica 4.14
*6 Xi *8
X X
16 16 16

|Zadanie 4.15. Nalezy skonstruowa¢ kod Shannona-Fano do zakodowania o$miu wiadomosci

x\, xj ,..., Xg 0 prawdopodobienstwach wystepowania podanych w tablicy 4.15. W tablicy tej po-
kazano dwa mozliwe warianty podziatéw przy konstruowaniu kodu Shannona-Fano. Skonstru-
owac te warianty kodow i okresli¢, ktory z nich jest lepszy.

Zadanie 4.16. Zakodowaé w kod Huffmana wiadomosci x\, xj

..... x% generowane przez zré-

dio. Prawdopodobienstwa pojawiania sie wiadomosci jak w zadaniu 4.15.

Zadanie 4.17. Zakodowa¢ w kod binarny Shannona-Fano zbiér dziesieciu jednakowo praw-
dopodobnych wiadomosci. Wykazaé, ze jest to kod optymalny.
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Tablica 4.15
Wariant podziatu
Xi P(x/) 1wariant 2 wariant
X\ 0.22 Il Il
X2 0.2 1] |
X3 0.16 | [\
*4 0.16 [\ 1]
X5 0.10 v v
X6 0.10 Vi VI
X1 0.04 Vi Vi
X% 0.02

Zadanie 4.18. Zrodio X generuje 8 niezaleznych wiadomosci o prawdopodobieristwach poja-
wienia sie podanych w tablicy 4.18. Zakodowa¢ wiadomosci X\, X2 .= *8 w kod Shannona-Fano
i kod Huffmana oraz obliczy¢ Srednie dlugosci stdw kodowych, entropie zrodta oraz efektywnosé
kodowania zdefiniowang jako iloraz entropii zrédta i $redniej dtugosci stowa kodowego

Tablica 4.18

X, Xl x 2 *3 Xa X5 X6 Xl Xg
Px<) 01 0.18 04 0.05 0.06 01 0.07 0.04

Zadanie 4.19. Przedstawi¢ algorytm konstrukcji kodu Shannona-Fano A2 (3.13) w postaci
schematu blokowego i napisa¢ na jego podstawie program (lub procedure) np. w jezyku Pascal
lub C.

Zadanie 4.20. Zaproponowa¢ algorytm i napisa¢ program dekodowania kodu Shannona-Fano
z poprzedniego zadania. Do testowania wykorzysta¢ wyniki zadania 4.14.

|Zadanic 4.21. Zrédio generuje wiadomosci xi i x2 z prawdopodobieristwami p(x\) = 0.89
*P(x2) =0.11. Okresli¢ srednig dtugosc stowa optymalnego kodu binarnego, jesli koduje sie:

a) pojednej wiadomosci,
b) bloki po 2 wiadomosci,
c) bloki po 3 wiadomosci.

Zadanie 4.22. Zr6dto generuje trzy wiadomosci Xi, x2 i *3 z prawdopodobienstwami p{x\) = 0.1,
p(x2 =0.6 i p(xj) =0.3. Okresli¢ srednig dlugos¢ stowa optymalnego kodu binarnego, jezeli ko-
duje sie a) po jednej wiadomosci, b) po dwie wiadomosci.

IZadanie 4.23. Zrodio generuje dwie wiadomosci xi = 0 i x2 = 1. Obliczy¢, jak zmienia sig
prawdopodobieristwo blednego zdekodowania wiadomosci, jezeli prawodopodobienstwo prze-
klamania bitu (niezalezne) wynosi p = 10'3 a kazda wiadomo$¢ powtarzana jest 3-krotnie i deko-
dowana zgodnie z optymalng regulg decyzyjng, to znaczy wszystkie ciggi zawierajgce dwa lub
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trzy zera dekodowane sgjako 0, a pozostale jako 1.
Przyporzadkowanie wiadomosciom X\ i xj odpowied-

Tablica 4.23
Wejscie  Wyjécie Wyjscie

nich ciggébw na wejsciu ukladu kodujacego, na wyj- kodera  kodera  kanatu
Sciu ukladu kodujacego i na wyjsciu kanatu transmi- 000
syjnego przedstawiono w tablicy 4.23. X\ o 000 0oL
010
. . 100
|Zadanie 4.24. Liczbel979 zakodowac 011
a) w prostym kodzie binarnym, X2 1 11 i%
b) w kodzie Graya, 1m

c) w kodzie szesnastkowym (heksadecymalnym),
d) w kodzie binarnym BCD 8421,

e) w kodzie Aikena,

f) w kodzie Excess 3.

Zadanie 4.25. Dokona¢ konwersji liczby 10001100110 zakodowanej w kodzie Graya na pro-
sty kod binarny.

Zadanie 4.26. Na podstawie algorytmu A3 (3.14) sporzadzi¢ schemat blokowy i napisa¢ na
jego podstawie program (lub procedure) np. w jezyku Pascal lub C.

Zadanie 4.27. Na podstawie algorytmu A4 (3.15) sporzadzi¢ schemat blokowy i napisa¢ na
jego podstawie program (lub procedure) np. w jezyku Pascal lub C.

Zadanie 4.28. Zr6dio wiadomosci zakodowano w kodzie binarnym w stowa o diugosci n- 6
0 dwdch pozycjach kontrolnych w kazdym stowie. Podac liczbe:

a) wiadomosci, jakie przy uzyciu tego kodu mozna zakodowac,
b) mozliwych ciggéw binarnych o dtugosci n na wyjsciu kanatu,
c) wszystkich stanéw transmisiji,

d) stanéw transmisji bezbtednych,

e) stanéw transmisji z btedami niewykrywalnymi,

f) stanéw transmisji z btedami wykrywalnymi,

g) standw transmisji z btedami korygowalnymi.

Zadanie 4.29. Dane sg stowa kodowe kodu C zebrane w tablicy 4.29. Obliczy¢ odlegtos¢ mi-
nimalng dmi,, tego kodu.

Tablica 4.29
i 1 2 3 4 5
W/ 0010 10110 01101 10011 11100

|Zadanie 4.30. Zbudowa¢ model geometryczny ciggéw binarnych o dilugosci n = 3. Wybrac¢
ze zbioru wszystkich ciagéw binarnych stowa kodowe kodu:

a) wykrywajacego btedy 1-krotne,

b) korygujacego biedy 1-krotne.
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Zadanie 4.31. Jaka musi by¢ odlegtos¢ minimalna kodu oraz minimalna liczba pozycji kon-
trolnych w stowie kodowym, ktére posiada 3 pozycje informacyjne, zeby kod

a) wykrywat bledy pojedyncze,

b) korygowat btedy pojedyncze,

c) wykrywat bledy 1-i 2 -krotne, a korygowat 1 -krotne.

Zadanie 4.32. Jakie parametry posiada czteropozycyjny kod binarny:
a) wykrywajacy bledy 1-krotne,

b) korygujacy bledy 1-krotne.

Zadanie 4.33. Kod liniowy wykrywajacy bledy 1-, 2- i 3-krotne posiada 5 pozycji informa-
cyjnych. Jaka jest dtugos¢ stowa kodowego n ?

Zadanie 4.34. lle pozycji kontrolnych posiada binarny kod o dmin =4 przeznaczony do zako-
dowania 8 wiadomosci ?

Zadanie 4.35. Okresli¢, ile pozycji kontrolnych posiada kod binarny o dtugosci stowa n =21,
korygujacy bledy 1-, 2 -i 3-krome ?

Zadanie 4.36. lle wiadomosci mozna zakodowa¢ w kod binarny o diugosci stowa n = 39, jesli
<nin=97?
Zadanie 4.37. lle stéw o wadze 2 zawiera kod o dlugosci n =5?

Zadanie 4.38. Zbudowa¢ kod binarny do zakodowania 32 wiadomosci w stowa kodowe
o0 wadze 3. Jaka jest minimalna dtugosc stowa kodowego takiego kodu ?

|Zadanie 4.39. Okresli¢ stowa kodowe kodu (4.3) o macierzy tworzacej
T=[1111]
Jakie wiasnosci posiada ten kod ?
|Zadanie 4.40. Okresli¢ macierz tworzaca T liniowego kodu rozdzielnego (5.3) opisanego na-
stepujacymi réwnaniami kontrolnymi:
Wa =W © W2
wh = w2 ® w3.

Okresli¢ dodatkowo stowa kodowe wj (#=1,..., 8) odpowiadajgce wszystkim ciggom informa-
cyjnym.

Zadanie 4.41. Znalez¢ wszystkie stowa kodowe kodu (7,4) o danej macierzy tworzacej

‘1111 10 O
T= 1100 01 O
1010 00 1

Jakie wiasnosci posiada ten kod ?
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|Zadanie 4.42. Zbudowa¢ dowolng macierz generujacg G* rozdzielnego kodu liniowego ko-
rygujacego bledy 1-krotne do kodowania 16 wiadomosci. Poda¢ sposob korygowania bitedu.

[Zadanie 4.43. Dana jest macierz G* generujaca kod liniowy (5,3)

100 10
010 11
00101

Znalez¢ zbidr wszystkich mozliwych stow kodowych.

|Zadanie 4.44. Znalez¢ macierz tworzaca T kodu liniowego o macierzy generujacej Gk z za-
dania 4.43.

Zadanie 4.45. Dla danej macierzy tworzgcej rozdzielnego kodu liniowego

110 1 100
00 11 010
1000 001

znalez¢ macierz generujaca G* i wyznaczy¢ najej podstawie wszystkie mozliwe stowa kodowe.

Zadanie 4.46. Zbudowa¢ dowolng macierz generujacg G* kodu o dmm= 3 przeznaczonego do
zakodowania 100 wiadomosci.

Zadanie 4.47. Zbudowa¢ dowolne macierze T i G* dla kodu o dnjn=21in =6.

|Zadanie 4.48. Na wejscie kanatu podawane sg stowa kodowe kodu z zadania 4.43. Na wyj-
Sciu kanalu pojawia sie 5 ciggow przedstawionych w tablicy 4.48. Okresli¢ decyzje dekodera w
o nadanych stowach w- zgodnie z RD1 (wzér 3.45).

Tablica 4.48
i 1 2 3 4 5
01011 01111 10010 10110 11011

|Zadanie 4.49. Zakladajac w zadaniu 4.48, ze prawdopodobienstwo przeklamania kazdego
z pieciu bitow jest jednakowe, zastgpi¢ RD1 regulg decyzyjna najwiekszego prawdopodobien-
stwa RDNP (3.48).

|Zadanie 4.50. Obliczy¢, jakie jest prawdopodobieristwo poprawnego przestania stowa ko-
dowego o diugosci n =7 przez kanat, w ktorym wystepujg btedy niezalezne, a prawdopodobien-
stwo przeklamania bitu wynosi p = 10)3 Obliczy¢, jak zmienia sie to prawdopodobienstwo po
dodaniu w stowie kodowym 6smego bitu parzystosci. Jakie jest prawdopodobieristwo niewykry-
cia btedu w tym przypadku ?

[Zadanie 4.51. Zbudowa¢ macierz kontrolng H dla kodu Hamminga (7,4). Poda¢ zaleznosci
stuzace do obliczania pozycji kontrolnych.
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Zadanie 4.52. Zbudowa¢ macierz tworzacg T dla kodu Hamminga (15,11).
]Zadanie 4.53. Zakodowa¢ w kod Hamminga liczbe 11

Zadanie 4.54. Zakodowa¢ w kod Hamminga liczbe 1979.

|Zadanie 4.55. W przykiadzie z zadania 4.53 nastgpito przektamanie na 3 pozycji. Przesledzi¢
dziatanie dekodera w tym przypadku.

Zadanie 4.56. Obliczy¢ syndrom odebranego ciggu v = 111011110101011 zakodowanego
w kodzie Hamminga. Poda¢ regute decyzyjng dekodera o nadanym ciggu.

|Zadanie 4.57. Zbudowa¢ macierz kontrolng H dla skréconego kodu Hamminga (6,3). Poda¢
zaleznosci stuzace do obliczania pozycji kontrolnych.

|Zadanie 4.58. Zbudowa¢ macierz tworzaca T dla kodu Hamminga (10,6).

|Zadanie 4.59. Zakodowa¢ w skrécony kod Hamminga (6,3) liczbe 6.
Zadanie 4.60. Zakodowa¢ w skrécony kod Hamminga (10,6) liczbe 61.

Zadanie 4.61. Obliczy¢ syndrom odebranego ciggu v = 1011110101, jesli wiadomo, ze na
wejsciu kanatlu pojawiaja sie stowa skréconego kodu Hamminga. Jaka jest regula decyzyjna de-
kodera o nadanym ciggu ?

|Zadanie 4.62. Sprawdzi¢, jak zmieniajg sie efektywnos¢ i mozliwosci korekcyjne kodu
z kontrolg parzystosci (4,3), jezeli kazde stowo kodowe powtarzane jeet trzykrotnie.

Zadanie 4.63. Okresli¢ konieczna liczbe powtdrzen przesytanego nienadmiarowego kodu bi-
narnego, pozwalajaca na korygowanie bledéw 1-i 2 -krotnych.

[Zadanie 4.64. Okresli¢, o ile zwieksza sie korekcyjne wiasnosci kodu z kontrolg parzystosci
(4,3) po zastgpieniu go kodem dwukrotnie jterowanym, w ktérym n2=n\ =4, k2 =K\ =3, czyli
gdy zamiast pojedynczych stow kodowych bedg przesytane bloki po k2 - 3 stowa kodowe. Okre-
Sli¢ réwniez sprawnos$¢ kodowania oraz przesledzi¢ dziatanie dekodera przy bezblednej transmi-
sji, transmisji z jednym bledem, z dwoma bledami oraz z wiekszg liczba bleddw.

|Zadanie 4.65. Okresli¢, o ile zwieksza sie korekcyjne wiasnosci kodu z kontrolg parzystosci
(6,5) po zastgpieniu go kodem dwukrotnie iterowanym, w ktérym

a) Nn=« =6ik=R =5,

b) «2=100i k2=99.
Obliczy¢ sprawnosé kazdego z kodow.
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[Zadanie 4.66. Zbudowa¢ macierz generujacg G kodu dwukrotnie jterowanego, w ktérym
kolumny i wiersze zakodowane sg kodami z kontrolg parzystosci (3,2) o macierzach generuja-
cych

|Zadanie 4.67. Poda¢ macierz tworzacg T wydluzonego kodu Hamminga (8,4) oraz na jej
podstawie poda¢ rownania kontrolne tego kodu.

Zadanie 4.68. Zakodowac liczbe 14 przy uzyciu wydluzonego kodu Hamminga.

|Zadanie 4.69. Na wejsciu kanatu pojawiaja sie stowa kodowe wydtuzonego kodu Hamminga
(8,4). Na wyjsciu kanatu odebrano ciaggi:

v = 00101101
v =00111101
v =00101100
v=00111100

Jaka jest decyzja dekodera w kazdym przypadku ?

|Zadanie 4.70. Okresli¢ parametry kodu Reeda-Mullera pierwszego, drugiego i trzeciego rze-
du,jeslip =4.

|Zadanie 4.71. Zbudowa¢ macierz G kodu Reeda-Mullera rzedu pierwszego, drugiego i trze-
ciego dla/? =3.

Zadanie 4.72. Zbudowac¢ macierz G kodéw RM (2,4), (3,4) i (4,4).
Zadanie 4.73. Zakodowa¢ w kod RM cigg informacyjny iv' = 1010111.
|Zadanie 4.74. Zakodowac¢ w rozszerzony kod Golaya ciag informacyjny w' =111101111111.

Zadanie 4.75. Na podstawie algorytmu A5 (3.67) sporzadzi¢ schemat blokowy i napisa¢ na
jego podstawie program (lub procedure) np. w jezyku Pascal lub C.

[Zadanie 4.76. Zbudowa¢ macierz G kodu Mac Donalda o k =5 i dmn= 7. Poda¢ wagi stow
tego kodu.

Zadanie 4.77. Zbudowa¢ macierz G kodu Mac Donalda ok =5 i <frin=8.

[Zadanie 4.78. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wystgpienia bledow niewykrywalnych w ko-
dzie "3 z 7" (kodzie, w ktérym wszystkie stowa o dlugosci n = 7 posiadajg statg wage |Z = 3) przy
przesylaniu ciaggéw kodowych przez kanat symetryczny, w ktérym prawdopodobieristwo prze-
ktamania bitu wynosip =10’5.
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|Zadanie 4.79. Dla danych k=4 i g(x) =x3 +x + 1zbudowa¢:

a) nierozdzielny kod cykliczny,
b) rozdzielny kod cykliczny.

Znalez¢ macierz G dla obu przypadkow.

|Zadanie 4.80. Czy mozna za pomocg wielomianu generujacego g(x) =x5 +x2 +1 utworzyc
kod cykliczny z minimalng odlegtoscig kodéw dnmm=5 ?

Zadanie 4.81. Zbudowa¢ macierz G kodu cyklicznego

a) nierozdzielnego,
b) rozdzielnego

. . 3 o
generowanego przez wielomian g(x) - X +x + 1o dlugosci stowa n =7.

|Zadanie 4.82. Wykorzystujac macierz G zbudowa¢ kod cykliczny (nierozdzielny) koryguja-
cy bledy pojedyncze, jesli dlugos¢ ciggéw informacyjnych k =4.

Zadanie 4.83. Zbudowa¢ macierz G* rozdzielnego kodu cyklicznego wykrywajacego biledy
1-i 2-krotne, jesli dtugos¢ stéw kodowych n =15. lle wiadomosci mozna zakodowaé przy uzyciu
tego kodu ?

Zadanie 4.84. Okresli¢ krotnos¢ btedéw korygowalnych przez kod cykliczny z wielomianem
generujacym g(X) =X +x+1.

Zadanie 4.85. Do przesylania 10 wiadomosci nalezy zbudowac¢ kod cykliczny korygujacy
btedy pojedyncze.

|Zadanie 4.86. Sprawdzi¢, ktory z trzech odebranych ciagéw

a) 0011010
b) 1100101
c) 1010011

jest przeklamany, jesli wiadomo, ze na wejsciu kanalu pojawiajg sie stowa kodu cyklicznego,,
ktorego wielomian generujgcy ma postac:

g(X) =x3 +x2+1

Zadanie 4.87. Sprawdzi¢, ktéry z trzech odebranych ciggéw

a) 0101111000

b) 0001011001

c) 1101111000
jest przektamany, jesli wiadomo, ze na wejsciu kanatu pojawiajg sie stowa kodu cyklicznego z
wielomianem generujgcym

g(X) =x5+x +X +Xx+1
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Zadanie 4.88 (4.5a). Zbior 10 wiadomosci nalezy zakodowa¢ w stowa kodowe o dtugosciach
zebranych w tablicy 4.88 (trzy warianty). Okresli¢ minimalng dtugos¢ alfabetu kodowego, dla
ktorej tak skonstruowany kod jest natychmiast dekodowalny. Zbudowac¢ ten kod.

Tablica 4.88
i 1 2 3 4 5 6 7 8 10
a 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3
« b 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3
C. 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3

Zadanie 4.89 (4.6a). Wiadomosci generowane przez zrodio generujgce 6 wiadomosci o praw-
dopodobienstwach wystepowania P={0.25, 0.25, 0.15, 0.15, 0.1, 0.1} nalezy zakodowac¢ w kod
binarny natychmiast dekodowalny, tak aby posiadat minimalng $rednig dtugo$¢ stowa n i by

jednoczesnie wiadomosci xj, xa, x; i X6 zakodowane byly w stowa o jednakowej diugosci n.
Zadanie 4.90 (4.6b). Rozwigza¢ zadanie 4.89, zakladajgc nastepujacy rozklad prawdopodo-
bienstw zrédia:
P={0.5, 0.15, 0.1, 0.1 0.1,0.05}.

|Zadanie 4.91 (4.36a). Okresli¢, korzystajac z gérnej granicznej wiasnosci kodéw nadmiaro-
wych, ile wiadomosci mozna zakodowac¢ w kodzie binarnym o diugosci stowan =35i o dnn=9.

Zadanie 4.92 (4.36b). lle wiadomosci mozna zakodowa¢ w binarnym kodzie nadmiarowym o
diugosci stowa n - 23, jesli dmn=7"?

JZadanie 4.93 (4.36c¢). Okresli¢, korzystajac z dolnej granicznej wlasnosci kodéw nadmiaro-
wych, liczbe pozycji informacyjnych kodu on =16 dn{, =4.

|Zadanie 4.94 (4.36d). Okresli¢, korzystajac z dolnej granicznej wiasnosci kodéw nadmiaro-
wych, liczbe pozycji informacyjnych kodu o n = 15 i dmn = 5. Otrzymany wynik poréwnac z
wynikiem uzyskanym dla gornej granicznej wartosci.

Zadanie 4.95 (4.37a). lle stéw o wadze 2 i dmi,, =2 zawiera kod o dtugosci stowan=5?

Zadanie 4.96 (4.43a). Znalez¢ réwnania kontrolne kodu opisanego macierzg generujaca

1000101
0100110
0010000
0001011

G =

i zakodowa¢ w tym kodzie liczbe 13.
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|Zadanie 4.97 (4.43b). Znalez¢ rownanie kontrolne kodu opisanego macierza generujaca:

110 10 0O
G=0110 10 0
00110 10
0001101

Zadanie 4.98 (4.49a). Wiedzac, ze na wejsciu kanatu pojawiajg sie stowa kodu opisanego ma-
cierza tworzaca;

110 10 0
T=10 10 10
0110 01

okresli¢ decyzje dekodera (zgodnie z RDNP), jesli odebrany cigg ma posta¢: v =[010010].
Okresli¢ odlegtos¢ minimalng tego kodu.

Zadanie 4.99 (4.50a). Skonstruowa¢ macierz G* kodu z kontrolg parzystosci (6,5).

|Zadanie 4.100 (4.78a). Obliczy¢, jakie jest prawdopodobienstwo blednej decyzji dekodera
kodu z zadania 4.40, jesli prawdopodobieristwo przeklamania kazdego bitu podczas transmisji
przez kanat jest niezalezne i wynosip = MO’3.

Zadanie 4.101 (4.7a). M = 16 r6znych wiadomosci generowanych przez zrodio nalezy zako-
dowa¢ w optymalny nienadmiarowy kod binarny o statej wadze. Jaka jest waga tego kodu ?

Zadanie 4.102 (4.7b). Jaka jest dlugo$¢ optymalnego nienadmiarowego kodu binarnego
o statej wadze (réwnej 3) przeznaczonego do zakodowania 18 wiadomosci ?

Zadanie 4.103 (4.1 0a) Skonstruowa¢ kod Huffmana kodujgcy 6 wiadomosci generowanych
przez zrédio z prawdopodobienstwami P = {0.3 0.2 0.2 0.15 0.1 0.05}. Obliczy¢ tez Srednig diu-
gos¢ stowa kodowego.

Zadanie 1.104 (4.37b). Okresli¢ minimalng liczbe pozycji kontrolnych kodu, o dlugosci stowa
n =21, korygujacego przeklamania na 1 i 2 pozycjach.

Zadanie 4.105 (4.49b). Okresli¢ decyzje dekodera (zgodnie z RDNP) po podaniu na jego
wejscie ciggéw binarnych: a) vt =000110, b) v2 =011010 uzyskanych na wyjsciu kanatu z za-
ktdceniami. Na wejscie kanatu podawane sg stowa kodowe kodu okreslonego macierza generuja-
ca

100110

G=010 10 1
001011

|Zadanie 4.106 (4.5la). Utworzy¢ macierz generujacaG kodu Hamminga (7,4).
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|Zadanie 4.107 (4.51b). Skonstruowa¢ macierz generujaca G wydtuzonego kodu Hamminga (8,4).

Zadanie 4.108 (4.56a). Okresli¢ syndromy ciggow:

a) v, =111011110101011
b) v2 =111111110111011

i decyzje dekodera kodu Hamminga.

Zadanie 4.109 (4.61a). Utworzy¢ stowa kodowe skréconego kodu Hamminga (11,7) odpo-
wiadajace zapisowi binarnemu liczb 34 i 47.

Zadanie 4.110 (4.63a). Okresli¢ minimalng liczbe powtdrzeri kodu z kontrolg parzystosci
(5,4) umozliwiajaca korygowanie przeklaman 1-i 2-krotnych.

Zadanie 4.111 (4.63b). M wiadomosci generowanych przez zrédio nalezy zakodowac
w optymalny kod z powtarzaniem korygujacy przektamania 1,..., k -krotne oraz wykrywajgcy

przeklamania 1 to —krotne. Okresli¢ parametry («, K) oraz r tego kodu dla a) M= 60, to=3,
tk=1lorazb)M =35,i0=3i tk=2.

Zadanie 4.112 (4.63c). lle wiadomosci mozna zakodowa¢ w kodzie binarnym o diugosci sto-
wa n = 10 z r = 3-krotnym powtarzaniem korygujacym btedy o krotnosci 1,...,.4 (/* =4) i wykry-
wajgcym bledy o krotnosci 1,...,6 (/o =6). Jaka bedzie odpowiedz dlan =15,r =2, tk=5,i0=6 ?

Zadanie 4.113 (4.69a). Sprawdzi¢, czy otrzymane na wyjsciu kanatu ciggi binarne:

a) v, =11011100,
b) v2 =11001101

sg poprawne, ajesli nie, to skorygowac je. Stowa kodowe na wejsciu kanalu generuje koder wy-
dtuzonego kodu Hamminga.

|Zadanie 4.114 (4.69b). Okresli¢ prawdopodobienstwo blednej decyzji dekodera kodu Ham-
minga (7,4), jesli prawdopobienistwa przeklamania bitéw (w stowie kodowym) podczas transmi-
sji sg niezalezne i rowne p = 10'3. Jaki jest stosunek prawdopodobienstwa wystgpienia btedéw
korygowalnych przez dekoder do prawdopodobienstwa wystgpienia przeklamania stowa podczas
transmisji ?

|Zadanie 4.115 (4.69c). Jakie jest prawdopodobieristwo blednej decyzji dekodera skréconego
kodu Hamminga (6,3), jesli prawdopodobienstwa przeklamania w czasie transmisji kazdego
z bitow stowa kodowego sa niezalezne i rownep =10'3?

|Zadanie 4.116 (4.69d). Jakie jest prawdopodobienstwo blednej decyzji dekodera wydtuzo-
nego kodu Hamminga (8,4), jesli prawdopodobienistwa przeklamania w czasie transmisji kazdego
z 8 bitow stowa kodowego sg niezalezne i rownep =10'3?



-71 -

Zadanie 4.117 (4.69e). Jaka bedzie decyzja dekodera wydtuzonego kodu Hamminga (8,4) po
otrzymaniu na wyjsciu kanatu ciggu v =10101011?

Zadanie 4.118. (4.73a). Jakie stowa kodowe kodu Reeda-Mullera odpowiadajg ciagom infor-
macyjnym: a) w{ =1101, b) w2 =1001?

Zadanie 4.119 (4.73b). Zbudowa¢ macierz generujgca kodu Reeda-Mullera, kodujacego
M= 16 wiadomosci i wygenerowac stowa kodowe tego kodu odpowiadajgce ciaggom informacyj-
nym: a) w[ =1101, b) w2 =1001.

Zadanie 4.120 (4.8la). Jakie stowa kodowe a) nierozdzielnego, b) rozdzielnego kodu cyklicz-
nego okreslonego przez wielomian generujacy
g(x) =x3 +x+1
odpowiadajg ciagowi informacyjnemu okreslonemu przez wielomian
h(x) =x2+x |

Zadanie 4.121 (4.87a). Jaka jest decyzja dekodera kodu cyklicznego po odebraniu ciggu
w =0111001,jesli g(x) =x +x + 1 jest wielomianem generujacym tego kodu?



Rozdziat 111
KANAL TRANSMISYJINY

5. WIADOMOSCI PODSTAWOWE

5.1. Dyskretny kanat bez pamieci

Dyskretny kanat bez pamieci, na wejscie ktérego podawanych jest M réznych stéw kodowych

kodu (n,k), a najego wyjsciu moze pojawic sie L réznych ciagéw (rys.5.1), opisany jest macierza
prawdopodobienstw przejs¢ M postaci

Pn Pn mmP\j-P\L

vl P21 Pil--Pij-mPil (5.1)

gdzie:

df

sg prawdopodobieristwami warunkowymi tego, ze pojawia-
Pij = P(Vj 1w,)

jacy sie na wyjsciu kanatu ciag Vj zostat spowodowany na-
daniem na wejsciu kanatu ciagu w-,

/-te stowo kodowe o diugosci n,

j -ty cigg kodowy o dlugosci n na wyjsciu kanatu,

liczba réznych stéw kodowych na wejsciu kanatu,
liczba réznych ciagéw, o dlugosci n, na wyjsciu kanatu,
liczebnos¢ alfabetu kodowego.

S =

KANAL
* DYSKRETNY

Rys. 5.1
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Def.5.1: Kanalem bezpamieciowym nazywamy kanat, dla ktérego

P("j\wi)=Y [p(Vii\wn) (5.2)
i=
dla kazdego naturalnego n, gdzie:
wu -Ity symbol stowa kodowego wt,
\ji -2ty symbol odebranego ciggu Vj.
Najczesciej stosuje sie bardziej oszczedny sposéb opisu
kanatu. Zat6zmy, ze:
- alfabet akceptowany przez wejscie kanalu ma diu-

gos$¢ M i zawiera symbole x\,X2,—0m
alfabet na wyjsciu kanatu ma dlugos¢ L i zawiera

symboley \y2-yi-
Uwaga:
- M, L - nie maja zwigzku z oznaczeniami z (5.1)
irys5.1,
- symbole xit x2 i y\, yi,-~L nie majg na ogot
zwigzku z wiadomosciami generowanymi przez zr6- Rys. 5.2
dio*.

Kanat transmisyjny mozna przedstawic¢ jak narys.5.2 i opisa¢ go przez macierz prawdopodo-
bienstw przejs¢ kanatu P zawierajgca zbiér prawdopodobienstw warunkowych p(yj\xj).
Macierz P zdefiniowanajest jako:
o pOil*i) p{yi\x{)' P™1 \xi)
p= PN p(y2 2> mp(yL\xi) (5.3)
P i XM)p (Yj\xM>-"P(yL Ixm).
Srednia ilo$¢ informaciji przenoszonej przez kanatjest réwna
KX\Y) =7/7(*) —=HX\Y) =H(Y) -H(Y\X) =H{X) +H(Y) -H (*{O (5.4)
Dyskretne kanaly bez pamieci mozna podzieli¢ na:

a) bezstratne, dla ktorych H{X\Y) =0,

b) deterministyczne, dla ktérych H{Y\X) =0,

c) bez zakiocen, tzn. bezstratne i deterministyczne (L =M),

d) symetryczne, jesli kazdy wiersz macierzy P (zat.5.3) zawiera ten sam zbiér p[,p'2,-,p'L,

a kazda kolumna ten sam zbiér q\,g2 ,-,q\t m

Na rys.5.3 przedstawiono pierwsze trzy typy kanatow.
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AN ©
y X Y
* e -*y\
X2*- _ryi
XM*~ —-
>hm  bm\ yL yu

Rys. 53

Def.5.2: Najwiekszg ilos¢ informacji, ktdra mozna przesta¢ kanatem w jednostce czasu, na-

zwiemy przepustowoscig kanatu i oznaczymy przez C.

Def.5.3: Przepustowos¢ kanatu dyskretnego bez zaklocen

d  ldMm: it6
C = Jim =_\dD =3\dp PMW (5.5)
e T T S
gdzie:
D - liczebnos¢ alfabetu kodowego (liczba symboli kodowych),
n - diugos¢ stowa kodowego,
X
T=nx -czas trwania symbolu (jednakowy dla wszystkich symboli),
g_i -szybkos$¢ przesytania symboli [s2~- -].
Def.5.4: Strumien informacji wypltywajacej ze zrédia (wydajnos¢ zrodia)
R =S-H (5.6)
gdzie:

H- entropia zrédia.

Dla nieréwnoprawdopodobnych niezaleznych symboli o réznym czasie trwania wydajnos¢ zrodta
wyraza sie zaleznoscia:
M
~'ZPildP*
= bitéw
R=- ?A (6.7

i*, Pi
171
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natomiast dla symboli zaleznych

M M
“CH UK F)E > (F/AX])1dp (X 1X,)
] j-1 bitow
R: M (5.7a)
M

wreszcie dla symboli niezaleznych o réwnym czasie trwania:

- 'lr\%/:uij t [P IE?W (5.7b)
Dla kanatu bez zakiocen
R=%-HsC
Def.5.5: Stopieh wykorzystania kanatu

R

"= (5.8)
V~C
Def.5.6: Przepustowos¢ kanatu dyskretnego z zaktéceniami
C =maxS[H(X)-H(X\Y)\ [Pitowi (5.9)
P(X)
gdzie:
P(X) -rozkiad prawdopodobienstw na wejsciu kanatu.
Dla kanatu symetrycznego przepustowos¢ wyraza sie zaleznoscig
- . bitow
idi+£plidp} (5.10)

7=1
gdzie:
p'j -prawdopodobienstwa warunkowe dowolnego wiersza macierzy P.

Dla kanatu binarnego L =2 (rys.5.4) przepustowos¢ (oznaczana przez Cbsc) wyraza sie zalezno-
Scig
CBC=Al+p\dp+(1 -p)ld(I-p)] [ ~ ] (5.11)

Przepustowos¢ niesymetrycznego kanatu binarnego (rys. 5.5) wyraza sie zaleznoscig (dlap >q)

(@-\)Hp+(\-p)Hag gHp-PHa  pjtow 512
OsBC - >9'16 _ _ (5.12)
p-a p-9
gdzie:
Hp=H(p,\-p)-H(Y\X=Xxi),
Hg=H(q,l-qg) =H(Y\X=x2.
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i
1)-/p

Przepustowos¢ binarnego kanatu wymazujacego {rys.5.6)

Bec —&P

5.2. Kanat z zakt6éceniami wspotpracujacy ze zrédtem ciagtym

Jesli:

(5.13)

y2 y3
g 0

- sygnat wejsciowy jest ciggly o ograniczonym widmie, np.O +fg (lubfd + fg),
- zakiocenie (,biaty szum”) ma normalny rozkiad wartosci chwilowych i jest stacjonarne,
- sygnat wejsciowy (wiadomosc) i zakldcenie sg od siebie statystycznie niezalezne,

to przepustowos¢ kanatlu z zakidceniami wspoipracujacego ze zrodiem ciaglym jest okreslona

zaleznoscia

C=AH{Y)max-H 2] =fgld[l +£-

C =A/"Id(.4)

lub

(5.14)

(5.15)
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gdzie:
ffr =£1d(2*Pr) -entropia zrodia zakiocen,
Pr =a] - $rednia moc zakiocen,

- $rednia moc sygnatu na wejsciu kanatu,

H (7)max =-"\A[27t{Ps +Pz)] - maksymalna wartos¢ entropii wyjscia kanatu (gdy rozktad

gestosci prawdopodobienstw sygnalu wejsciowego jest
normalny),

Dla
Pm

przepustowosé
C =A71d ™ (5.16)
Najwigksza ilos¢ informacji (w bitach), jakg mozna przestac' w czasie T pasmem o szerokosci

A/przy sredniej mocy sygnatuP, i zaktdcen P zwynosi

( P}
C-T =T-ARd\ 1+

Jesli moc zaktocen ,biatego szumu”
Pz=Pm-V 5-17)

gdzie pz-widmowa gestos¢ zakidcen, wéwczas przepustowos¢ kanatu okreslona jest zaleznoscia

P.
C=A"dd 1+ (5.18)
P,-V)
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6. TEMATY ZADAN
|Zadanie 6.1. Dana jest macierz prawdobodobienstw przej$¢ P kanalu zawierajaca zbior
prawdopodobienstw warunkowych:

N oy2 y2

Zaproponowa¢ optymalng decyzje odbiornika, jesli wiemy, ze zrédio generuje trzy wiadomosci z
prawdopodobieristwvami p(x1) =",p(x2) =p(xi) =" oraz obliczy¢ prawdopodobienstwo biedu

dla przyjetej reguty.

|Zadanie 6.2. Macierz prawdopodobienstw przej$¢ kanatu P ma postac

" "2 "3
0.98 0.01 0.01

*1
p=*2 01 0.75 0.15
xg 0.2 0.3 0.5
Obliczy¢ srednig ilos¢ informacji przenoszona przez jeden symbol (wiadomosg), jesli p(x\) =0.7,
p(x2 =0.2,p(x2 =0.1. lle wynosi strata informacji (Srednia) przy przesytaniu 77= 500 wiadomosci ?
Zadanie 6.3. lle wynosi $rednia strata informacji w kanale opisanym macierza:

0 0 I

Zadanie 6.4. Kanat transmisyjny opisany jest zbiorem prawdopodobieristw tgcznych p(xjtXj)

yi yi *3 ya

« 002 o011 01 0.01

«» 0.07  0.05 0.2 0.02

I>(*/>* )] =
( 1 «3 003 0.07 0.02 0.2

« 001 0.06 0.01 0.02

Obliczy¢ strate (Srednig) informacji w kanale.
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|Zadanie 6.5. Naszkicowac zalezno$¢ przepustowosci binarnego kanatu symetrycznego od
prawdopodobienstwa przeklamania bitu p dla dwéch wartosci szybkosci przesytania wiadomosci
a=1 wM_~" =2 Mai.

Zadanie 6.6. Okresli¢ wydajnos¢ zrodia wiadomosci, o rownym czasie trwania wiadomosci
X=2 s, jesli prawdopodobienstwa pojawiania sie wiadomosci na wyjsciu kanatu

p(yi) =0.1, p(y2) =03, p(y3 =04, p(y4 =02
a macierz P ma posta¢

n b 4 *3
x 099 0.02 0

p: Xﬁ 0.01 0.98 0.01 0.01
xg3 0 0 098 0.02
x4 _ 0 0 0.0l 097
Zadanie 6.7, Okresli¢ strate informacji (Srednia) w kanale opisanym przez macierz
'0.99 001 0]
P= 001 098 001
1 0 1

jesli wszystkie wiadomosci generowane sa przez zrodio z takim samym prawdopodobieristwem.

Zadanie 6.8. Obliczy¢ ilos¢ informaciji przesytanych w jednostce czasu dla kanatu opisanego
prawdopodobieristwami tgcznymi

o =
0 0.2 %3
[p(xi,yj)I=x2 0 01 0.2

xg O0A 0 0.1

jesli szybkos¢ przesytania wszystkich wiadomosci jest taka samai rowna v =1 w'sad
IZadanie 6.9. Wyjscie dyskretnego kanatu bez pamieci K\ jest podigczone do wejscia innego

kanatu bez pamieci fa. Wykazac¢, ze przepustowos¢ fancucha nie przekracza przepustowosci kaz-
dego z kanatow k, (/ =1,2).

IZadanie 6.10. n symetrycznych kanatéw binarnych o prawdopodobienistwie przeklamania
bitup potaczono tancuchowo jak narys.6.10, gdzie:

Xj = {jt/i, xa }

-jest wejsciem i + 1 kanatu,
Yi={y/i,ya)

-jest wyjsciem /-tego kanatu.
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Znany jest rozklad prawdopodobienstw na wejsciu pierwszego kanatu K\
POL =/>(0l> PO2=P(XQ2)-
Wyprowadzi¢ wyrazenie napni i pokazac, zepn\=0.5, gdy n =co niezaleznie od wartosci pQ\

jesli tylko prawdopodobienstwo btedu p<-~.

Rys. 6.10

Zadanie 6.11. Zrodto binarne generuje réwnoprawdopodobne wiadomosci. Wydajnosé zrodia
R = 1000 bitéw/s. Wiadomosci te przesylane sa przez binarny kanat symetryczny, w ktérym
Srednio co setny symbol jest przeklamany. Okresli¢ przepustowos¢ kanatu.

Zadanie 6.12. Okresli¢ przepustowos¢ symetrycznego kanatu binarnego, jesli p = 0.02,
ro=ri =0.1 s.

Zadanie 6.13. Zrodo binarne generuje = 0 (ro) przez 1 sekunde, ax2 - 1(rj) przez 5 se-
kund. Okresli¢ wydajnos¢ zrodia, gdy:

a) wiadomosci sg rownoprawdopobne i niezalezne,
b) p(x,) =0.37, p{x2 =0.63,
c) p{x\)=0.2, p(x2 =0.8.

Zadanie 6.14. Dla jakich wartosci prawdopodobienstw p(x\) i p{x2 zrédia binarnego jego
wydajnos¢ bedzie najwieksza, jesli czas przesylania ,,0” wynosi ro=0.2 s, a czas przesylania ,, 1”
wynosi N=0.8 s.

Zadanie 6.15. Zrédio generuje 5 réwnoprawdopodobnych sygnatéw o réwnych czasach trwa-
nia r= 20 ms. Okresli¢:
a) szybkos¢ przesytania sygnatow,
b) wydajnos¢ zrodia.
|Zadanie 6.16. Niesymetryczny kanat binarny posiada macierz P o postaci:
pl p I-P
q 1-q

Wyznaczy¢ przepustowos¢ kanatu C dlap =0.99, 8 = 1symb/s i dla g przyjmujgcego wartosci
0, 0.01,0.2,0.5,0.8,0.98.
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[Zadanie 6.17. Obliczy¢ przepustowos¢ kanatu opisanego przez macierz prawdopodobienstw
przejsé
\-p-q q p
P =

P p i-p-q

Zadanie 6.18. Sporzadzi¢ wykres zaleznosci
przepustowosci binarnego kanalu wymazujacego
przedstawionego na rys. 6.18 od prawdopodobien-
stwa wymazywania q.

[Zadanie 6.19. Wykaza¢, ze przepustowos¢ ka-
natu z zaki6ceniami w postaci ,biatego szumu”
o danej gestosci widmowej Pz wspoipracujacego ze

P,
zrodiem cigglym o Sredniej mocy sygnatu P s ro$nie do wartosci Ide, gdy szerokos¢ widma

sygnatu zdaza do nieskoriczonosci.

Zadanie 6.20. Okresli¢ przepustowos¢ kanatu ciggtego z zaktéceniami typu biaty gaussowski
szum. Pasmo przepuszczania kanatu A/= 1kHz .Moc sygnatu wejsciowego er™® =P =4000 [W ],

a gestos¢ widmowa zakiocen P2=0.002 [Ws],

Zadanie 6.21. Okresli¢ pasmo przepuszczania kanatu o przepustowosci 29.9 107 "o ,jesli

stosunek mocy sygnat/szum wynosi 1000.






B. ROZWIAZANIA | ODPOWIEDZI






Rozwigzania zadan z rozdziatu |

ENTROPIA | INFORMACJA

Zadanie 2.1. Jezeli oznaczy¢ prawdopodobieristwo wystgpienia pierwszej wiadomosci zrodta
przez/p(*i) =p, top(x2 =1 -p .
Zatem entropia zrodia
H(X)=-p\dp-(I-p) ld(I-p).
Wykres tej funkcji przedstawiony jest na rys.2.1.1. Jak

widac:
- maksymalna warto$¢ entropii jest wOwczas, gdy
=0.5 i wynosi
w - bit
max wiadomosé

- minimalna entropiajest wowczas, gdyp =0 lubp =1

i wynosi
H =o0 hitbw -
wiadomosé
Rys. 2.1.1
Zadanie 2.2. Liczba elementéw systemu N-poziomowego wynosi
N
=0

ajego entropia

H(X) =\dmM =£ £ nldm
n=0
Zadanie 2.3. Korzystajgc z wynikéw zadania 2.2. dlaK =3, N= 2, m =4 entropia systemu

2
H{X)=~3" Id4=1d4 +31d4 +91d4 =26bitéw

Zadanie 2.4. .
n

a) //2f) =-n[pld/? +(-p)ld(I-p)]-~*C*pi(l-p)n IdC, ,
*=j

b) H(X) =2.198 bitéw
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Zadanie 2.5.
1~9 .1-11j 1~9
9W =
w -2 109
/4
=-1d 1-9
1-9 Nrg (ifw-in)t-“«nN"b5rzZfeM-«')<->)
Uwzgledniajac, ze
N N
s9-1-z9'=1-<
i= <
oraz
N N N
9 W-PE9s+20=-9An X HIN =
N-1
=~gN{N -\)+ g &9
otrzymamy, ze:
H{X):Ald - AU 1 9-9 1d?

\-g» I-q" 1-9
b) GdyN->oo0to

qldg’
w (i-9)+ f:

c)
AH =H (X) - H ,(X) =Id(l - qN)+sOjAC!
1-9

Zadanie 2.6. Prawdopodobienstwo kazdej wiadomosci generowanej przez zrédio o N > 1
wiadomosciach wynosi p{x?) i jest wieksze od zera, (p(X,) =0 oznaczaloby, ze zrédto nie generuje
wiadomosci x,, ap(X,) =1 oznaczatoby, ze zrodto generuje tylko jedng wiadomosc.

Jak fatwo wykazaé, dla

0<z<l
jest stuszna nieréwnosc
Inz<z-1;
mnozac jg obustronnie przez z Id e , otrzyma sie, ze:
zldz<(z2 -z} lde<0.
A zatem S$rednia nieokreslonos¢ odpowiadajaca kazdej wiadomosci generowanej przez zrodto:

-p(Xi) ldp(x,j >0
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Zadanie 2.8. Na jednej fotografii jest 54-104 ziaren. Zakladajac, ze kazde ziarno moze przyj-
mowac z réownym prawdopodobieristwem trzy odcienie, fotografie mozna traktowac jako zrédio

X 0 n=3%10 réznych wiadomosciach o jednakowych prawdopodobienstwach. Entropia tego
zrodia:
H (X) =1d354 1°4 =54 «104 -Id 3 =855 880 bitéw
Zadanie 2.9. H(X)=9375000Id 9 bitéw

Zadanie 2.10. Prawdopodobienstwo tego, ze tranzystor jest dobry, wynosi:

a prawdopodobienstwo tego, ze jest uszkodzony, wynosi:

P(*2) =#

Poniewaz badania przeprowadzone sa bez straty informaciji, to ilo$¢ informacji o partii N tranzy-
storéw jest réwna jej entropii, czyli:

N-n,AN~n nMWMn _
()_ N— ~N ~N~

=1dN-~-A-\d(N-n)--~\dn

Zadanie 2.11. Catkowita entropia zrodfa (nazwijmy je X) wynosi:
H(X)= Id-10 = 3.32 bitu
Kazdy pomiar daje dwa mozliwe wyniki:
- napiecie (N),
- brak napiecia (B).
Nalezy tak zaplanowac¢ pomiary, by przy kazdym pomiarze prawdopodobienstwo wskazania na-
piecia /j(N) byto réwne (a jezeli to niemozliwe jak najblizsze) prawdopodobienstwu jego braku
p(B). Wéwczas doswiadczenie skladajace sie z k kolejnych pomiaréw (nazwijmy je Y,) daje
(maksymalne) zmniejszenie nieokreslonosci o:
k
Y JH(Yi) =k\d2 =k bitéw
i-l
Gdy zmniejszenie nieokreslonosci uzyskane przez przeprowadzenie k pomiaréw jest co najmniej
réwne nieokreslonosci Zrédia, to k jest najmniejszg liczbg pomiaréw wystarczajaca do wykrycia
uszkodzonej zaréwki, czyli

k £3.32

Do wykrycia przepalonej zaréwki potrzeba wiec co najmniej czterech pomiaréw. Sposob prze-
prowadzenia pomiaréw ilustruje rys.2.11.1. Jak z rysunku tego wida¢, w wyniku pierwszego po-
miaru nastepuje zmniejszenie nieokreslonosci o 1 bit, tzn.

H(Y\) = 1 bit



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12,345 6,7,8,9,10
1 2 6 7
H- g---—- (gh © o- _ P p— g-©
e ® ———— e ® ———m
N | B N | B
12 345 6,7 8,9,10
t f = =
8 9

piB) =f, p{N) =f

H(Y2) =- |1d }- fid ) - 0.972 bitu

Dla trzeciego pomiaru prawdopodobienstwa wynosza

p(B) =I p(N) =f

H(V3 =0.912 bitu

| pomiar

pomiar

pomiar

IV pomiar

Drugiego pomiaru nie da sie przeprowadzi¢, tak by /;(B) =p(N). Najwieksze zmniejszenie en-
tropii daje zalgczenie woltomierza na dwie sposréd pieciu zaréwek podejrzanych o to, ze jedna
Z nich jest przepalona. Wéwczas:
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Dla czwartego pomiaru

P(B) =p(N) =]

H(Ya) =1 bit

Przedstawiony na rys.2.11.1 algorytm zapewnia wykrycie uszkodzonej zaréwki po 4 pomiarach,
aw niektorych przypadkach po 3 pomiarach.

Zadanie 2.12. Entropia uszkodzen:
H(X) =Id 4 =2 bity

Jeden test daje maksymalne zmniejszenie niewiedzy o uszkodzeniu wtedy, gdy sygnalizacja
uszkodzenia jest tak samo prawdopodobnajak brak tej sygnalizacji. Wowczas

H(Y)=1 bit

Dla zidentyfikowania uszkodzenia wystarczy zatem przeprowadzi¢ n = 3 testy. Jako pierwszy
wykonac nalezy test nr 5 lub nr 3, gdyz posiadajg one maksymalng entropie réwng 1 bit.

Jezli np. w wyniku przeprowadzenia testu nr 5 stwierdzono istnienie uszkodzenia, wiadomo,
Ze jest to uszkodzenie nr 2 lub nr 3 i wystarczy w celu identyfikacji uszkodzenia przeprowadzi¢
test 1, lub 2, lub 3. W przeciwnym razie, gdy test 5 nie stwierdzi! uszkodzenia, to wiadomo, Ze
ma miejsce uszkodzenie nr 1 lub 4 i wystarczy przeprowadzi¢ w celu identyfikacji uszkodzenia
test 3 lub 4. Przykladowy sposdb testowania przedstawiono narys.2.12.1.

Aby zidentyfikowac uszkodzenie, wystarczy zatem przeprowadzi¢ test 5 lub test 3.

U3 u2 Ul ua
Rys. 2121

Zadanie 2.13. Cztery monety mozna uszeregowac na 24 sposoby (stanowigce zrodio X), jak to
ilustruje tablica 2.13.1.

Prawdopodobienstwo, Ze dana kolejno$¢ monet jest uszeregowaniem od najciezszej do naj-
Izejszej, jest dla wszystkich sposobowjednakowe, a zatem entropia zrodia

H{X) =Id 24 =4.58 bitu

Poniewaz kazde wazenie ma mozliwe 2 jednakowo prawdopodobne wyniki, wiec doswiadczenie
ztozone, polegajace na ;-krotnym wazeniu daje zmniejszenie entropii rowne k bitéw. Zatem aby
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maoc uszeregowac monety od najciezszej do najlzejszej, trzeba wykona¢ minimum 5 wazen. Spo-
s6b przeprowadzania wazenia dajacy mininalng liczbe wazen przestawiono na rys.2.13.1.

Tablica 2.13.1
Kolejnos¢ monet LP- Kolejno$¢ monet
3 13 2
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

OLOOO\IO’U'I-P(.t«\l\.)|—ltl|G

=

B
AP OWOWRRAPROWDWNDN
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WRrPAPARrDPONWAND
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WWNNRRABRAMNNR PR
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RPNRWOWWONRNARNAN

Y]

Zadanie 2.14, Kazda z monet moze sie okazac fatlszywa i by¢ przy tym lzejsza lub ciezsza od
pozostatych. Istnieje zatem 24 jednakowo prawdopodobnych mozliwosci stanowigcych zrédio X,
ktérego entropia

H(X) =Id 24 = 4.58 bitu
Poniewaz kazde wazenie (niech to bedzie doswiadczenie Yj) ma mozliwe 3 wyniki, wiec do-
Swiadczenie ztozone polegajace na ;-krotnym wazeniu moze da¢ zmniejszenie entropii

k

£//(?,) =*I1d3

i=
Nalezy spetni¢ nieréownosc:

k

i=
wiec liczba wazen

29
Id3

Potrzeba zatem co najmniej trzech wazen. Wazenia nalezy przeprowadzi¢ tak, aby kazde dawato
maksymalne zmniejszenie entropii, a bedzie to miato miejsce, w przypadku gdy wszystkie trzy
wyniki wazenia beda jednakowo prawdopodobne. Zat6zmy, ze w | wazeniu na obu szalkach
znajduje sie po i monet (/ = 1,2,3,4,5,6). W tym przypadku prawdopodobienistwo réwnowagi R
Wynosi:

n(Pi—12 —2/_6—
PR)— n~-~r

a prawdopodobienstwa, ze przewazy prawa szalka P lub lewa szalka L sa takie same i wynoszg
pP)=p(L)=i
Jak wida¢, byp(R) =p(P) =p(L), to i musi by¢ réwne 4.
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Jesli w wyniku | wazenia szalki byly w réwnowadze, to oznacza to, ze fatlszywa jest jedna
z monet nie biorgcych udzialu w pierwszym wazeniu. W tym przypadku |l wazenie nalezy prze-
prowadzi¢ tak, aby dato ono najwieksze zmniejszenie entropii. Jesli na prawa szalke potozyc i
sposrod monet nie bioracych udziatlu w | wazeniu, a na lewgj monet sposrod tych monet i dopel-
ni¢ lewa szalke i-j monetami biorgcymi udziat w | wazeniu (prawdziwymi), to otrzyma sie 8
mozliwych wariantéw, dla ktérych odpowiednie prawdopodobieristwa i entropie zebrano w tabli-
cy 2.14.1.

Tablica 2.14.1
Wariant i i p{R) P(P) P(L) H(Y2

1 1 1 0.5 0.25 0.25 15

2 1 0 0.75 0.125 0.125 1,06

3 2 2 0 0.5 0.5 1

4 2 1 0.25 0.375 0.375 1.56

5 2 0 0.5 0.25 0.25 15

6 3 1 0 0.5 0.5 1

7 3 0 0.25 0.375 0.375 1.56

8 4 0 0 0.5 0.5 1

Jak widac z tablicy 2.14.1, najwieksze zmniejszenie entropii dajg warianty 4 i 7. Wybierajac
np. wariant 4 w trzecim wazeniu na obie szalki wystarczy da¢ po jednej monecie, jak to ilustruje
rys.2.14.2, aby wykry¢ falszywa monete i ustali¢ jej ciezar w stosunku do monet prawdziwych.
Jesli w wyniku | wazenia szalki nie byly w réwnowadze, to Il wazenie nalezy przeprowadzic¢
z udzialem wszystkich monet, tak jak to ilustruje rys.2.14.1.

Na rysunku tym uzyto nastepujacych oznaczen:

AL - liczba monet przetozonych z szalki prawej na lewa,
iLP - liczba monet przetozonych z szalki lewej na prawa,
ipp ('LL) - liczba monet pozostawionych na szalce prawej (lewej).

Oczywiscie, trzeba spetni¢ nieréwnosci:

ipp + fpL 2 4 (1)
iLP+ jLL- 4 (2
I'pp + ;LP- (11 + ipl) » 4 (3)

ipp + jLPS jPL + ILL w
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Liczba wariantow drugiego wazenia spetniajgcych nieréwnosci (1) * (4) jest bardzo duza, lecz
moznajg zmniejszy¢ eliminujgc warianty nie spetniajace nastepujacych warunkow:

a) liczba monet bioracych udziat w | wazeniu, a nie biorgcych udziatu w drugim wazeniu nie
przekracza 3, bo gdyby falszywa byta jedna z tych monet, to nie daloby sie za pomoca
jednego wazenia ustali¢, ktéra to moneta.

Zatem:
8-I>p+ Ip+ /pL S3 ®)
b) liczba monet pozostawionych na szalkach nie moze przekracza¢ 3 z powodu jak w punkcie a).

Zatem:

ipp+ill S3 (6)
c) liczba monet przetozonych nie moze przekracza¢ 3 z powodu jak w punkcie a).

Zatem:

iPL + <Ip < 3 (7)

Warianty spetniajgce nieréwnozci (1) + (7) i odpowiadajgce im prawdopodobienstwa oraz entro-
pie zebrano w tablicy 2.14.2. Jak wida¢, wszystkie warianty maja takg sama entropie. Wybierajac
np. wariant 1 w trzecim wazeniu na dwie szalki wystarczy da¢ po jednej monecie, jak to ilustruje
rys.2.14.2, aby wykry¢ fatszywa monete i ustali¢ jej ciezar w stosunku do monet prawdziwych.

Tablica 2.14.2
Wariant (PP oP PL L IKR) P(P) p{uy  H(Y2
1 2 1 2 1 ) : 3 156
2 2 1 2 0 3 1 S 156
3 2 1 1 1 : S 1 156
4 1 2 1 2 1 S 3 156
5 1 2 2 L L ! 156
6 1 2 1 1 5 ! 5 156
7 3 1 1 0 : 3 ! 156
8 1 3 1 3 1 3 156
9 2 2 1 1 1 L 3 156
10 2 2 1 0 3 L 3 156
1 2 2 0 1 3 : 1 156
12 3 2 1 0 1 : 3 156
13 2 3 0 1 1 3 3 156
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Zadanie 2.16. Dla przeprowadzenia dowodu mozna wykorzysta¢ pierwszg wiasnosé entropii
W1 (zaleznosé (1.3)).
Jezeli za podstawimy

axq
9i = s
Z * 77
[«l
to wéwczas
n n
- Zadda< ., Ida®> .. Id*'+Z a<dd_Z ajxj
= i= i= M \j-1
wiec
5>Id*,*Id Z alx)
i=
lub
o »egnyx 1dz ar7
7=
Zatem

X2 -"x" -Y ,ajx)
=1

Zadanie 2.17. Chcac wykazaé, ze zmiany wszystkich prawdopodobienstw dgzace do zrowna-
nia tych prawdopodobienistw dajg zmniejszenie nieokreslonosci, wystarczy dowies¢, ze na przy-
kiad jesli

Pi >P2
P[ =P\ “ AP
p2=p2+Ap
gdzie:
Ap>0 i 2/,
to
Dowod:
Z definicji
M
h{p'u~"Pm)=~(pi - Ap) *d(pi - Ap)- (pz - Ap)id0?2- Ap)- '243,\ Idp< =
P

AN » An
=-Pild(p, - Ap)- p2|d(p2—Ap)—€3—PildA +~ Idk _Ap
i

Poniewaz jednak

p2-ty



Dokonujac nastepujacych podstawien:
gx=px-Ap, q2=p2+Ap, g.=p. (i=
i wykorzystujagc W1 entropii (zaleznos¢ (1.3)), otrzymamy, ze:
c.b.d.o.

Zadanie 2.18.
a) Kazdej parze x, oraz  odpowiada

Zk=Xi +yj
gdzie:

[
j
k

1,..M
1 L
1,.,ML

Dla kazdej trojki x-yj, zZk sluszne jest, ze
p(yj. Xi)y=p(zk xi)
a stad
piyMi) =P(zk\xd
Zatem wykorzystujac zaleznos¢ (1.8) otrzymamy
H{Y\X) =H{7\X)
Jesli A'i Y sgniezalezne, to z W5 entropii (zaleznosc¢ (1.10))
H(Y\X) =H(Y),
czyli wéwczas
H(Z\X) =H(Y)

Natomiast wykorzystujgc W3 entropii (zaleznos¢ (1.7)), w przypadku gdy X \ 7 sa niezalezne,
otrzymamy

H{Y)< H(Z) i H(X) <H(2)
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Zadanie 2.20. Potozenie figury na szachownicy okresli¢ mozna na dwa sposoby.
| sposéb'.

Numerujac pola od 1do 64 wystarczy poda¢ jedng z rownoprawdopodobnych wiadomosci ze
zrodia X o 64 wiadomosciach.

Woéwczas:
H(X) =Id 64 =6 bitéw

11 sposéb:

Podajac wspotrzedne 1,2,...,8 oraz a,b,c,d,ef,g,h poda¢ nalezy 2 wiadomosci z 2 zrédet X i Y .
Woéwczas

H(X,Y) =H(X) +H(Y) =21d 8 =6 bitéw

Zadanie 2.21. Jak wiadomo z zaleznozci (1.9), entropia tagczna
H(X,Y) =H{X) +H(Y\X) =H{Y) +H(X\Y)
ale entropia warunkowa H(Y\X) =0, poniewaz fjest zdeterminowane przez X\ stad
H{Y) <H(X)

Réwnos¢ wystepuje wtedy i tylko wtedy, gdy H(X\Y) =0, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
zdeterminowane przez Y, czyli gdy dla kazdegoy, istnieje takie xh ze p(x,\yj) = 1

Zadanie 2.22. Entropie zrodet X i Y (z zaleznosci (1.1)) sg okreslone zaleznosciami

3

H(X)=  p(xi)ldp{xt) =-0.351d0.35 - 0.21d 0.2 - 0.45 Id 0.45 = 1.512bitu
i=i

2
H(Y) =~ _jp(y>)Wp(y,) =-0.61d0.6 - 0.41d 04=0.971 bitu
(=]

Entropia faczna (zaleznos¢ (1.6))

HX,Y) =j]fjp(xiyl)ldp(xiyl)=
i-1>1
=011d01-0.251d 0.25-0.21d 0.2-0.31d 0.3 -0.15 Id 0.15 =2.228 bitu

Entropie warunkowe mozna wyliczy¢ znajac entropie faczng i entropie niezalezne, wykorzystujac
wiasno$¢ entropii tacznej (zaleznos¢ (1.9))

H(X,Y) =H(A) + H(Y\X) =H(Y) +H{X\Y)
skad

H(X\Y) =2.228 -0.971 = 1.257 bitu

a
H(Y\X) =2.228 - 1.512 =0.716 bitu

Entropie warunkowe mozna tez wyliczy¢ wykorzystujgc zaleznos$¢ (1.8). W tym przypadku wyli-
czy¢ nalezy dodatkowe prawdopodobienistwa warunkowe p{xNyj)-oraz piyfti) wykorzystujgc za-
leznoéci:
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-1,2,3
- f
orf- y=12
Wartosci tych prawdopodobieristw zebrano w tablicach 2.22.1 i 2.22.2.
Tablica 2.22.1 Tablica 2.22.2
p(*ilyj)  *1 *2 *3 pyjiM  x\ *2 *3
1 1 1 2 2
Tl 6 3 2 Tl 7 1 3
5 1
T2 8 0 % T2 7 0 3

Zadanie 2.23.

H(X) = 1.156 bitu
//(10 = 1571 bitu
H(X,Y) =2.246 bitu
H(X\Y) = 0.675 bitu
H(Y\X) = 1.09 bitu

Zadanie 2.24. Entropia tgczna

H(X,Y) == fjf jp{xi,yl))ldp(xi,yj) =
M j=1
=-2 [0.121d 0.12 +0.10 Id 0.10 +0.08 Id 0.08 +
+0.05 Id 0.05 +0.03 Id 0.03 +0.04 1d0.04 +0.02 Id 0.02]-

-0.121d 0.12 =3.68

odczyt
Entropie H{X) i H(Y) przy niezaleznej pracy czujnikow:
3
I((*) =-5>(*i)ldp(*.)
il
H{Y) =-YJIp{yi)ttp{yl)

Prawdopodobieristwa p(xi) i p(y,) mozna wyznaczy¢ na podstawie tablicy 2.24; wynosza one
p(xi) =0.12 + 0.10 +0.08 +0.05 +0.03 = 0.38
p{x2 =0.02 +0.04 +0.12 +0.04 +0.02 =0.24
p(x3 =0.03 +0.05 +0.08 +0.10 +0.12 =0.38
p(yO =0.12+ 0.02+ 0.03 =0.17
p(y2 =0.10 +0.04 +0.05 =0.19
p(y3d =0.08 +0.12 +0.08 =0.28
p(y4 =0.05 +0.04 +0.10 =0.19
p(y5 =0.03 +0.02 +0.12 =0.17



-990-

Zatem

H{X) =-2(0.38 Id 0.38) -0.24 Id 0.24 = 1559 °iu

odczyt

H(Y) =-2(0.17 Id 0.17) -2(0.19 Id 0.19) -0.28 Id 0.28 =2.295

Do obliczenia entropii warunkowych wykorzysta¢ mozna W 4 entropii (zaleznos¢ (1.9)).

Woéwczas
H{Y\X) =H (X,Y)-H(X) =3.68- 1.559= 1121
HEX\Y) =H{X,Y) -H(Y) =3.68 -2.385 = 1.385
llo$¢ informacji podawanych do urzadzenia przeliczajacego w czasie T

nH(X,Y) =£//(*,Z) =||3.68 =368 bitéw

a najednostke czasu

N0 _ 368 _j225 tiu
t 03 S

Zadanie 2.25. Przy bledzie wnoszonym *1 % calej skali, czyli przy btedzie rownym 10 dzia-
tek, przyrzad daje takg samg ilos¢ informaciji jak przyrzad posiadajacy jedynie 50 dziatek, gdyz
np. dziatki od 1do 20 mozna zastgpic jedng dziatka, dziatki od 21 do 40 druga itd. Zatem redun-
dancja skali przyrzadu

HmeqX)-H (X) 1dio00—ds0
~H [di000

R
maxW

Zadanie 2.26. W zadaniu:

rzad zrodta Markowa m =2
liczba elementéw zrodla M= 2

Zatem liczba stanébw n =h f =4; sgto stany:
51=00
52=101
53=10
S4=1I
Prawdopodobienstwo pozostania w stanie s\
p(Si|Si) =p(0]00) = p (I]1l) =0.8, natomiast
prawdopodobienstwa pozostaniaw stanie A 1A

S2=

pP(S2\S2)=p (S 2\S2) = 0

poniewaz np. po stanie S2 = 01 moze zosta¢
wygenerowany symbol 0 i wéwczas nastgpi
przejscie do stanu A, lub symbol 1 i wow-
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czas nastapi przejscie do stanu sa. Prawdopodobienstwo przejécia ze stanu A do S3 p(S3|S2) jest
rowne prawdopodobieristwu, ze po nastepnym wygenerowanym po 01 symbolem bedzie 0, czyli

p(S3[S2)=p(0[01) = 05

Opierajac sie na prawdopodobienstwach warunkowych sporzadzono wykres stanéw przedsta-
wiony narys.2.26.1.

Zadanie 2.27. Z zaleznosci (1.14) entropia zrédla Markowa 2 rzedu wynosi
H2(X)=~Y Y"'I p(=xXk’X) ’x*Nd P (xi Ixi "x0
1]

Nalezy zatem wyznaczy¢ najpierw prawdopodobienstwa faczne p(xkpry, x,) z zaleznosci:
P(xk Xj, X,) =p(i\xidxj) p(xk xj)
Wartosci tych prawdopodobienstw zebrano w tablicy 2.27.1, a zatem

H2X) =-2(A)Id0.8-2(x)d0.2 - -((:JIdO.S -0.81

Tablica 2.27.1
Xi xJ xk  P(Xi\xkXj)  P{XkpC)) P (XkXjyXj)
0 0 0 0.8 W W
0 0 1 0.2 > =
0 1 0 0.5 2 o
0 1 1 05 2 &
1 0 0 05 2 4
1 0 1 0.5 154— le[
1 1 0 0.2 = M
1 1 1 0.8 > o

Zadanie 2.28. Na podstawie rysunku mozna wyznaczy¢ potrzebne wartosci prawdowpodo-
bienistw warunkowych i prawdopodobienstw tgcznych, przedstawiono je w tablicy 2.28.1.

Entropia zrodia:
2 2

17,(X) =~/\Ci;_iP(XJ ) IdP(*iixi) =

- Po jdp—E—lde——dph—E5-dq
p+q p+q p+q p+q
dlap-q

77,0y =- L 2¥ id(i-p)+fidp+fidp+iL~id (i-p)
=-(I-p)ld(I-p)-pldp =-pldp-pldp
= gy p-2
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woéwczas
// . ,«:).-lidi-iid A .i jjt .

Nalezy zauwazy¢, ze dlap =q =  zrédlo z pamiecig ma takg sama entropie jak zrodto bez pa-

mieci.
Tablica 2.28.1
Lp. Xi i P(X,\Xj) P(xj) P(XiSj)
p+q p+q
2 0 1 P Pa
p+q p+q
3 1 0 P a Pq
p+q p+q
4 1 1 q q Pa
p+q p+q
Zadanie 2.29.
a) H\QQ=-Id(1 -p) +pId (1 -p)-pld0.5p
b) P =\ a medW =1-585 bitu
Zadanie 2.30.

a) Jesli obie wiadomosci zrodia binarnego sajednakowo prawdopodobne, to
H(X) = 1bit

b) W tym przypadku
//(*)=-fld I-11d | =0.811bitu

c) Dla zrédta Markowa pierwszego rzedu entropie obliczy¢ nalezy z ogolnej zaleznosci
1.14)

HWw = Z p(x'xj)ldp(x* =
W i=iy—ip(x xj ) ldp(x* =)

W rozpatrywanym przykladzie na podstawie prawdopodobieristw warunkowych nalezy wyzna-
czy¢ prawdopodobienstwa taczne, tak jak to ilustruje tablica 2.30.1.

Zatem

/AW =-11d f-1Id I-11d I- 11d f =
=-|1d |- jld } =0.918 bitu
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Tablica 2.30.1
X< Xi P (x,\xj) P (xiyXj) = p{xj)p{xixj)
2 1
0 0 3 3
1
0 1 1
3 6
1 1
1 0 3 5
2 1
1 1 3 3
d) Prawdopodobienstwa warunkowe i tfgczne zebrane zostaly w tablicy 2.30.2.
Zatem
i1, {x) =-1ld f-11d I - {Id | =0.688 bitéw
Tablica 2.30.2
Xi xJ P {xj) P (x i\Xj) P(x~j)
3 z 1
0 0 4 3 2
0 1 4 1 :
3 1 1
1 0 4 3 4
1 1 i 0 0

Zadanie 2.31. *(*)-0.77

Zadanie 2.32. Uklad sygnalizacji napetnienia zbiornika jest przykladem zrédla Markowa 1
rzedu. Na rys.2.32.1 przedstawiono je w postaci graficznej.
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Entropia zrodia Markowa 1 rzedu:
3 3

H\W = _le(xj X)MP (X Ixi)=
]

=011d04-0.151d 0.6 -0.151d 0.3 -0.21d 0.4 -0.15 Id 0.3

-0151d0.6-0.1 1d 0.4= 126

Natomiast nadmiar informacji obliczony z definicji wynosi:

Id 3—1.26.: 0.205
r—-—hz: 1d3
Zadanie 2.33.
H &X )] =1.542 —feto-
pozZiom
H '16‘ X) =0.89 poziom
Zadanie 2.34.

— bilu
H(X,Y) =172 wiadomos¢

— bitu
H(X) =0722 wiadomos¢

H(Y) =0.999 _Dbity.

wiadomos$¢

Zadanie 2.35. Prawdopodobienstwa pojawienia sie symboli na wyjsciu wyliczy¢é mozna z

zaleznosci ogdinej
L

pb>i) = X p&t Ixi)p (i) =i M
H

czyli
pOX = | PN +(XI*p(2) =
—1.2+-L.1 —21
34 10 4 40
P(y2) =P&2 IXIW *1)+P&2 1*2)P(X1) =40

Natomiast prawdopodobienstwa warunkowe wyliczy¢ mozna z zaleznosci ogolinej (wzor Bayesa)

w1y PV xi)p(xi) _
pCi lyj) (yi) ,-/='
czyli
[V)_~ 11~ 1)~ 1) 20
\ 1%>,)

P(y21*2)/K*2 9
p(x21ng) —Y2I2)IK"2)
A(*2 17Ty =21

P(x\13%2) = 19
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Zadanie 2.36. Z zaleznosci (1.11) informacja wzajemna

AX\Y) =H(X) —H(X\Y)
gdzie:

H{X\Y)=-Y £ ip(Xt,yj)Up (xt\y))

I-i j-i

Nalezy wiec najpierw wyznaczy¢

pyi) oraz  p{x\\yj)),  nastepnie p(xiyyj) z=1,2

j= 1,23

Prawdopodobienstwa wystepowaniayj, y2 i 23 nawyjsciu kanatu wynoszg

P2l) =P(X)72(y, 1%i) +/K*2)p(z, 1*2) = 8
P(z2) =j
P(23)=|

Korzystajac ze wzoru Bayesa obliczy¢ mozna prawdopodobienstwa warunkowe i tgczne

. XViPF)/=) 4% - *
11 — pyj— =-T=1 wiec MW i) =|
analogicznie
v PYxXW™2)p{x2)
p 2 i — I*yd— P (W i)=0
Plxx\y2) =1 p{xxy2) =\
P(x1\y2)=0 p(x2,y2)=0
/>(*,123) =5 P(xvyZ =\
P(x2\y3)=$% p(x2,y3)=my
Zatem
H(X\Y) =0.45 bitu
a poniewaz

W ) =lbit wiec KX\Y)=0 .55~ A

Informacje wzajemng mozna by wyznaczy¢ rowniez wykorzystujgc zaleznosé

/(X1Z)=/(Z |X) =H(Y)-H (X |Z) =1.3-0.75 =055
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Zadanie 2.37. W zadaniu tym pomiar mozna traktowac jako przesylanie informacji kanatem
z zakloceniami, jak to ilustruje ryj.2.37.7.

Informacja wzajemna
7(212) =H(X) - 77(2]2) yl
wiec strata informacji: 29
100 100
77(212)=-£ P2O)£ P(x712,)" p(Xj ly,)
i= =1

tatwo sprawdzic, ze
pk)~0a  y=I 10
zatem
HX\Y) =p(yi) [p(xily,) Idp(x,lyi) +p(x2wWN Idpfoh)) +
+P(2 ioo) [Pioolyioo) Idp(xioolyioo) +
+/>(*99h00) Id p (x RQlyioo) +
+98p{>2) \p(x\ly2 Idp(x\\yi) +
P22 \dp{x2\yi) +p{x2y2 Idp(x3|y2] =
=2(0.01)[0.7 Id 0.7 +0.3 Id 0.3) +
+98(0.01) [0.31d03+041d04+031d0.3] =
=154 odcayt
Poniewaz 77(2) = Id 100 = 6.64 , wiec informacja
wzajemna pozyskiwana z pomiaru

7(22) =77(2)-77(2]12) =51 ~

Zadanie 2.38.
7(2)2y=0.92 pomiar

Zadanie 2.39. Doswiadczenie a posiada //jednakowo prawdopodobnych wynikéw:
7 i=\,...,N

Zatem entropia doswiadczenia a
7@ =I1d7/

Jesli m zN liczb dzieli sie przezn, to prawdopodobieristwo wybrania liczby podzielnej przez n

/>(*) =#
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a prawdopodobienstwo wybrania liczby niepodzielnej przez n
w  =2jr
Z kolei entropia doswiadczenia a, jesli wynik doswiadczenia b jest réwny b\, wynosi
H(a | bi) =Id m
ajesli wynik doswiadczenia bjest rowny b2
H(a |bi) =Id (N-m)
Zatem
H(a |b) =p(>)H{a |6,) +P(b2)H (a \b2) =~ldm +ILiS.Id(N - m)

a informacja o doswiadczeniu a uzyskana z doswiadczenia b

I(a\b) =H (a)~ H(a\b) =\dN ~~\dm Id(7/ - m)

Zadanie 2.40. Przetwornik mozna przedstawic jak na rys.2.40.1. Na wyjsciu otrzymac¢ mozng
3 rézne wiadomosci: yY\ =0.01,y2 =0.0025 i y3 =0 z prawdopodobienstwami:

plyi) =f. p(y2)=Il " P(t3 =y
Zatem 2
7/2=1d3=158 —n
Informacja wzajemna
7(212) =7/(2)-77(2)2) =1(2)2) =77(2)-77(2)2) J z y*
Poniewaz
77(22) =0
O OT)-«TO-l.ss "jjii® x> ' Rys 240J ‘e *

a strata informacji
H{X\Y) =77(2) -7710=2.25 - 1.58 =0.67

gdyz
77(2) =fld 6 +Ild3 =2 .25 M _

Zadanie 2.41. Egzamin mozna traktowac jako przesyfanie informacji przez kanat z zakioce-
niami, jak to ilustruje rys.2.41.1.

Wzrost nieokreslonosci o wiedzy studenta spowodowany tym, ze egzamin zdajg réwniez ci,
ktorzy nie opanowali calego materiatu, a nie zdajg réwniez ci, ktérzy opanowali caty materiat,
jest rowny stracie informacji, czyli entropii warunkowej 77(2)2).
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Entropie te mozna wyliczy¢ z zaleznosci:
H{X\Y) =H(Y) +H(Y\X) -H(X)
Wystarczy zatem wyznaczy¢ uprzednio prawdopodobienstwap(yj):
p(y\) =p(yiriM ~i) + p(y\\x2)p(x2) = 0.8 «0.6 + 0.3 -0.4 = 0.6
oraz
p(yi) =04
Zatem
H(Y) =H(X)

Rys. 241.1

HX\Y)=H(Y\X)=-£p(X,)EpO'y |xi)\dp(y] |Xx,) =
=-[0.6(0.81d0.8) +0.6(d.21d0.2) +0.4(0.31d 0.3) +0.4(0.7 1d0.7)] =0.785 bitu
Natomiast informacja wzajemna, czyli ilos¢ informacji uzyskiwanej z egzaminu

IX\Y) =H (X) —~H(X\Y) =0.97 -0.785 =0.186 bitu

Zadanie 2.42. Prawdopodobienstwo pojawienia sie sygnatu o danym poziomie obliczy¢ moz-
na wedtug formuty przyblizonej:
221
p(xX() =wXx(Ax =-j*Axe a =0.2e~~ /=01,.8

Wyniki umieszczono w tablicy 2.42.1.

Tablica 242.1
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Xi 0 02 04 0.6 0.8 10 12 14 16
w(Xi) 1 0.67 045 0.30 0.20 0.14 0.091 0.061 0.041
p{Xi) 0.2 0.135 0.090 0.060 0.040 0.027 0.018 0.012 0.008

Oczywiscie p(X,j =p(-X,j.
Zatem entropia
8

H (X) =-p(xQ\dp(x0) - 2 ™ p(Xj) Idp(x.,)
i=l

gdzie
-p(x0)ldp(x0)=0.464"
awartosci  -2p(x,j ldp(x,j zebrano w tablicy 2.42.2. Zatem H(X) =3.483

llos¢ odczytow

,»=11 =100
At
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czyli ilos¢ informacji uzyskanej o ukfadzie (zmniejszenie nieokreslonosci uktadu) w czasie T
wynosi n H(X) =348.3 bitu.
Tablica 2.42.2
/ 1 2 3 4 5 6 7 8
2pfx-) Idp(xD 0.780 0.625 0.487 0371 0.281 0.210 0.153 0.112

Zadanie 2.43. Sygnat losowy o rozkladzie rownomiernym w przedziale od a do b ma gestos¢
prawdopodobienstwa

abx5i>
W(X) = b-a
0 Xx<a, x>b

oraz entropie
o]

H(X)= U —\d(b-a)dx =\d(b-a)
Ab —a
Zatem
a) H{X)=Ild2=1_, bit-
b) /f(f) =Id0.5 =-1 .0

Jak wida¢, sygnat o rozkladzie rownomiernym w przedziale A =b -a dla A > 1 ma entropie do-
datnig, a dla 0 <A < 1>ma entropie ujemna.

Zadanie 2.44.
[i

wW(X) =m
[O X <0, Xx>5

a) Jezeli przyrzad pomiarowy wyskalowany jest w woltach, to sygnat ciggty zastepowany jest
przez sygnat dyskretny o prawdopodobienstwach

p(xi) =wx/) Ax /=1,..5
gdzie:

Ax=1
Zatem
HOT =I1d5.2.32i ~ =

b) Analogicznie uwzgledniajac, ze

Ax =103
wowczas
H(X) = 105000=12.28~" " -
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Zadanie 2.45.

H(X)=- " - XAdXe~Xdx =

w uy
= -jxidX e ~Ad x- pUT"-JLcjldedx =
(0] (o]

‘\dxeml’X, " +|de(‘AX9~*>—e~'l*)% —
o i

=_IdA +Ide =Id->-
€=

Przy obliczaniu catek wykorzystano nastepujaca zaleznosé

Jte'dt =te* -e'

Zadanie 2.46.
H(X) =14.08,

Zadanie 2.47. Zwigzek miedzy dystrybuantg W(x) a rozkladem (gestoscia) prawdopodobieni-
stwa w(x) jest nastepujacy:
X
W(x)=jw(x)ifc
-©

Zatem dla podanej w temacie dystrybuanty

fO X<Q x>1
W(*):.
2x 05x51

Zatem

[2*1d2*A - - £ £ > 1

- "}5E2-“(H

Zadanie 2.48. Dla rozkladu normalnego

w(X) =—j=§°\=—e 22
V2 xcr

gdzie:
a -odchylenie standardowe,
er -wariancja (dyspersja),
Xq -wartos¢ oczekiwana.
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Entropia
H(X) =\d(a”2")
zatem dla o\
(X) =lId(cr,-2m)
adla 05

H2(X) = Id(cr2V2tZe)
czyli przyrost entropii
&H =H2(X)-H I(X)=I1dm
a\

Zadanie 2.49. Jesli wiadomo, ze/?{x ~ 11}= 0.003, to

® x
f-pL-¢ T2gr =0.003
a1 V2«er

Z tablic rozkladu normalnego np. [15] wynika, Ze cr= 3.7. Zatem
H (X) =Id {j2~3.7)

W widmie o szerokosci AF jest 2AF> czestotliwosci (AF czestotliwosci dodatnich i AF ujem-
nych). Zatem entropia sygnatu najednostke czasu

H,(X) =2AF H(X)
a entropiajednego petnego sygnatu

Ht(X) = THt{X) = 2TisFld(4Im3.1)

Zadanie 2.50. Entropia zmiennej losowej x
H (X) =Id 256 =8 bitow.
llos¢ informacji uzyskana zjednego pomiaru
I(X\Y) = H(X)-H(X\Y)
a entropia warunkowa

00 00
H(XVY) =~ Jwx|y)w(y)ldw(x |y)dxdy

poniewaz

w(x\y) =fV(x\x +z) =w(z) =-rL-e 2o
42no0
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wiec
H(X |V)=- DJD Cl;W{z)w(y) Idw(z)dydz =
—0—e0
=-Jw(z)ldlv(z)dz =H (Z) =Id(crV2fle)= 2.047 bitu
natomiast

(X 1Y) =5.953

Zadanie 2.51. Po zastgpieniu zrédia cigglego zrodtem dyskretnym mozna wyliczy¢ prawdo-
podobienstwa wedtug formuly przyblizonej, tzn.

pfo) =w(x,) Ax
Woéwczas entropia
H(X)=-J"i AxwXj)ldAcw(xf)=I d f o =5.87-~

odczyt
/= -« v

Natomiast gdyby pomiar pozbawiony byt btedéw, to wéwczas
H (X) =- j>v{jold>v(x)=Id(V2~e «or)= 355 Oggéw

Zatem wskutek niedoktadnosci pomiaru nastepuje zwiekszenie entropii 0 AH réwne:

AH =H (X) - H*(X) =-ld Ac =2.32

Zadanie 2.52. Entropia zaki6cenia na wejsciu
H (X{) =\ld2jx<A =-0.789 bitu
Wariancja na wyj$ciu wzmacniacza wynosi
d2 = k%7
Zatem entropia zakldcenia na wyjsciu
H (X 2) =\\d2mk1cA =-~ld2neof +IdA =//(A’',) +Id A=5.855 bitu
t-
H(Y{) * H(X3
Whniosek: entropia sygnatdw ciggtych zalezy od wspoéiczynnika skali.

Zadanie 2.53. Niedokfadnos$¢ pomiaru wielkosci x przyrzadem cyfrowym okreSlona jest
dwoma skladnikami. Pierwszy nazywany bledem podstawowym Ap% lub klasg przyrzadu jest
staly dla danego przyrzadu niezaleznie od wartosci mierzonej. Drugi skladnik jest to tzw. blad
kwantowania A*%, wynikajacy z zasady dziatania przyrzadu cyfrowego (kwantowania). Wartos¢
bezwzgledna At wynosi dla danego przyrzadu jedna jednostke (kwant) na ostatniej pozycji pola
odczytowego. Zatem catkowity bezwzgledny bigd pomiaru przyrzgdem cyfrowym wynosi



a blad wzgledny w procentach wynosi

A% + A*Y%
gdzie:

A% =——100%
M
aM - liczba kwantéw odczytywana z pola odczytowego przyrzadu.
W zadaniu spetic¢ nalezy warunek

A do=iM i< 01A o/ 10-3 %
* M p

co zachodzi dla
M=> 105
czyli pole odczytowe powinno mie¢ przynajmniej 5 cyfr.

Zadanie 2.54.
A*% =0.008 % A% =0.018 %

Zadanie 2.55. Zalezno$¢ pomiedzy procentowym sredniokwadratowym bledem kwantowania
a krokiem kwantowania Ax jest nastepujaca:

AXx%
% % - 2V3
z kolei
A*% =400%
M
gdzie:

M- liczba poziomow kwantowania.
Zatem, by blad crA % nie przekraczat 0.3 %, nalezy spetni¢ nieréwnosc
Ax%<0.3-2y™ =1.039
co zachodzi dla

M =>96.24

Zatem niezbedna liczba pozioméw kwantowania dajgca sredniokwadratowy blgd kwantowania,
nie przekraczajacy 0.3 %, wynosi 97.

Zadanie 2.56. Srednia moc sygnalu (z zaleznosci (1.24))
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oraz $rednia moc odrzuconej czesci widma sygnatu x(t) (z (1.25))

Natomiast wzgledna moc odrzuconej czesci gestosci energii widmowej wynosi (z (1.26)):

co

| F{ja) |2 dco
_0. _fq _
aa =g __I?T'_O'OS
jlFa) Rdco
o

Z zaleznosci (1.23) Sredniokwadratowy bigd prébkowania spowodowany ograniczeniem widma
czestotliwosciowego sygnatu wyniesie

er =-A - | =-Q5A2100% =1.67%
*x /2 4
Zadanie 2.57.
k =3 wazenia.

Zadanie 2.58.

a) Zakladajac, ze zrodlo jest bezpamieciowe, otrzymamy nastepujacy rozklad prawdopodo-
bienstw (bierzemy pod uwage pierwszych 25 symboli):

Pi0)-§, PO) =if
a zatem entropia zrodla Ho =0.971 bitii.

b) Przyjmujemy, ze jest to zrodlo Markowa pierwszego rzedu o dwéch stanach 0 i 1 przyj-
mowanych z prawdopodobienstwami jak w a). Dla obliczenia prawdopodobienstw przej-
Scia zjednego stanu w inny uwzglednino 26 symboli. Prawdopodobienstwa te wynosza:

p(oiu=& />(i|i)=£

p(010)=to PCli°) =to

A zatem prawdopodobienstwa fgczne wynosza:

p{0 0)=p(0[0)p(0)="
p(0 1) =p(l10)p(0) =£
P(L0)=plhp() =£

pdN=pdMp) =A

i entropia zrodta:

bit"
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c) Przyjmujemy zrédio jako zrédio Markowa drugiego rzedu o czterech stanach 00, 01, 10
i 11. Prawdopodobienstwa ich wystgpienia policzone zostaly w punkcie b). Przy oblicza-
niu prawdopodobienstw przejécia z jednego stanu w drugi uwzgledniono 27 symboli.
Prawdopodobieristwa te wynosza:

P(0100) =1 1(L110) =f
/KO101) p(l101) =|
P(0110) p(l110) =f
i]c V-. P(O]11) =1 /> (ilii)

A zatem entropia zrodta Markowa drugiego rzedu

*2«= -£&IdI+fldf)-

m"MM#d7+71d7)_

- £ (ildt +f Idi)= °-949 bitu

To samo zrédio mozna opisa¢ jako zrodto Markowa dowolnego rzedu. Im wyzszy rzad, tym
mniejsza entropia zrodia.

Zadanie 2.59. W celu obliczenia prawdopodobienistw p{yj) ¢ =0,1,...M), gdy dane sg warto-
Sci prawdopodobieristwp{x) (i =0,1,...,A/) orazp(x,lyj), nalezy rozwigza¢ uktad réwnan:
m

jmo
W naszym przypadku jest to uklad réwnan:
PO'0)'J+/°0"1)i
PO~ + p(yi)i=%
Po rozwigzaniu otrzymamy:
P(yO= 4> P(y\)=\ oraz #(7) =0.81 bitu

Zadanie 2.60. Prawdopodobienstwa warunkowe piypci) (i,j =0,1) mozna policzy¢ ze wzoru
Bayesa:

p (Xi\yjM yj)
_ m _



-115-

Zatem:

P'obo)=iTi =7
20

pOiK ) =ir-=14
i10

p(yoini) =i r =i3
20

p(yxI*,) =V- =if
20

Zadanie 2.61.

j7y0 =0.41, pOi)=0.59, H(Y)=0.976 bitu

Zadanie 2.62. W zadaniu tym pomiar mozna traktowac jako przesytanie informacji kanatlem z
zaktdceniami, jak to ilustruje rys.2.62.1. Zatem

P(ki)j=p(k2) =0.5, H(Y)=1bit
Najlepiej jest policzy¢ najpierw dezinformacje wykorzystujac zaleznosc (1.8). Otrzymamy:
H(X 17)=0.82 pomiar
Nastepnie policzy¢ mozna ilos¢ informacji uzyskiwanej z pomiaru:
I(X |7)=H(Y)-H(Y\X)=018"

Strata informacji wynosi:

H{X |Y) =H{X) - J(X 17) =079 ~

0.8

Rys. 2.62.1



Rozwigzania zadan z rozdziatu Il

KODOWANIE | DEKODOWANIE INFORMACJI

Zadanie 4.1. W celu sprawdzenia, czy kod jest kodem natychmiast dekodowalnym, nalezy
sprawdzi¢ nieréwnos¢ Krafta (3.2):

a) ¢3"" =3-'+6(3-2)+3(3-3)=§ > |
i=

W tym przypadku nie da sie zbudowa¢ kodu natychmiast
dekodowalnego.

b) Y jrm*‘ =3"l +5(3“2)+3(3_3)=1
=

W tym przypadku mozna zbudowa¢ kod natychmiast deko-
dowalny o zadanej diugosci stbw. Mozna go skonstruowaé
korzystajac z drzewa kodu. Jesli przyjmiemy, ze zrédio X ge-
neruje dziewie¢ wiadomosci 2={0,1,2,3,4,5,6,7,8}, a alfabet
kodu D =/1={0,1,2}, to przykladowe drzewo kodu moze wy-
glada¢ jak przedstawione na rys.4.1.1. Przyporzadkowanie
wiadomosciom stéw kodowych przedstawia tablica 4.1.1.

Tablica 4.1.1
Wiadomos¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Stowo kodowe 0 10 11 12 20 21 220 221 222

Zadanie 4.2. Alfabet koduA ={0,1}.

Wiadomosci 0 mozna przyporzadkowaé stowo o dtugosci jeden, np.O, ale stowa 1 nie mozna
przyporzadkowa¢ wiadomosci 1, bo wykorzystane zostatyby wszystkie pojedyncze przedrostki
przed zakodowaniem pozostatych 8 wiadomosci (nie mozna by speti¢ warunkéw koniecznych
i wystarczajacych natychmiastowej dekodowalnosci).

Zatem wiadomosci 1 nalezy przyporzadkowa¢ stowo o diugosci dwa, np. 10. Z nieréwnosci
Krafta (3.2) wynika, ze

2'14+8(2™) i 1
stad
nz5

Kod ten mozna zbudowac wykorzystujgc drzewo przedstawione na rys.4.2.1.
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Na podstawie drzewa mozna przyjac np. taki kodjak w tablicy 4.2.1.

Zadanie 4.5. D =5.

Tablica 4.2.1
Zadanie 4.6. Wiadomosé  STOWO i tomose  Stowo

. . " . kodowe kodowe

Kod A posiada wszystkie stowa o takiej samej

dtugosci réwnej 3. Zatem, aby nie byt to kod jed- 0 0 5 11001
noznacznie dekodowalny, to samo stowo kodowe 1 10 6 11100
musiatoby odpowiada¢ dwu lub wiecej wiadomo- 2 11000 ’ 1101
sciom. Sytuacja taka nie ma miejsca, co oznacza, 3 11001 8 11110
4 11010 9 11111

ze kod A jest kodem jednoznacznie dekodowal-
nym. Poniewaz zadne stowo nie jest przedrost-
kiem innego stowa, jest to kod natychmiast de-
kodowalny. Srednia diugo$é¢ stowa, zgodnie
z zaleznoscig(3.1), jest rowna:

«=3"p(x,)=3 ™ t

i=I
Kod B, jak fatwo zauwazy¢, jest kodem przecinkowym, a role przecinka spetnia O. Jest to zatem
kod jednoznacznie, ale nie natychmiast dekodowalny

2- — hifi—
g wiadomosé¢
Kod Cjest kodem natychmiast dekodowalnym, a

n=2— _hitu
g wiadomos$¢
Kod £ jest kodem natychmiast dekodowalnym, a

— 2 bity
—  wiadomos¢

Kody i) i £ sa kodami niejednoznacznymi.
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Zadanie 4.7.

nH{X) =8 Id 34=50.72 bitu

Zadanie 4.8. Sposéb tworzenia kodu na podstawie algorytmu Al (3.12) ilustruje tablica 4.8.1.

Tablica 4.8.1
NV P w X PN W, %2 PI. W 3 p; w3
M 0D 00 G Ogyus B U »2 0BH O
» @5 0-., 05 oy » @D a s b6 1
3 @ Mz 05 w0/ » 05 d
xda a5 10/ x3 QD ni
x5 Q10 10i

Nadmiar kodowania

R=n-H(X) =2125-2.22 =0013

n 225
Zadanie 4.9.
H(X) =304 Gi5lof7 1 =3.080-0
Zadanie 4.10.

a) Konstruujgc kod metoda Huffmana, otrzymamy zbiér stéw kodowych o najmniejszej $red-
niej dhugosci. tatwo mozna wyznaczy¢, ze przyporzadkowanie ,wiadomos¢” -, stowo ko-
dowe” bedziejak w tablicy 4.10.1.

Tablica 4.10.1
Wiadomos$é *1 X2 *3 *4 *5 *G *7 *g
S'O"‘ngkuoiowe 0 10 110 1110 111100 111101 111110 111111

b) Z nierbwnosci Krafta, przy zalozeniu ze wszystkie stowa majgjednakowa diugosc, otrzy-
mac¢ mozna minimalng wartos¢ maksymalnej dtugosci stowa kodowego

8
N 2™ =8e2~n<l
1=1
stad nz 3, czyli minimalna dtugos¢ najdiuzszego stowa kodowego jest nie mniejsza od 3.

Dla n = 3 bardzo tatwo znalez¢ zbior stow kodowych odpowiadajgcy wiadomosciom zréodia
(np. stosujac drzewo kodowe) - patrz tablica 4.10.2.

Tablica 4.10.2
Wiadomos$é *q1 *9 *3 *4 *5 *6 X1 *g
Stowo kodowe 0 ggo1 010 o011 100 101 110 111

kodu B
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c) Stosujac bezposrednio metode Huffmana, otrzyma sie rowniez stowa o diugosci szesc.
W celu uzyskania kodu optymalnego, w ktérym nie bedzie stowa o dtugosci wiekszej od
czterech, mozna zastosowa¢ metode Huffmana, tak aby kazda wiadomos$¢é brata udziat
w redukcji nie wigcej niz trzy razy. Uzyska¢ to mozna przez potaczenie na danym etapie
redukcji nie pary najmniej prawdopodobnych wiadomosci, lecz dwoch lub wiecej par wia-
domosci. Ten sposéb kodowania nie jest jednoznacznie okreslony i mozna uzyskac rézne
wyniki, jak to ilustruja tablice 4.10.3 (dla kodu C') i 4.10.4 (dla kodu C").

Redundancje kazdego z kodéw oraz $rednig dtugosé stow kodowych, obliczong wg znanych
zaleznosci, podano w tablicy 4.10.5.

Tablica 4.10.3
o R wo WX 2 P2 W w5 R owi
1 1 |
*1 2 < >*1 2 O« %k 2 O« *%q ; n
1 1 7
X2 4 100<  _xyo 4 1000 oy 16 10— gg 1
1 3 . 1
*3 8 1010 **3 4 16 101 /**5-8 16 11
1 1
X4 16 1011 » /*5,6 32 110 /
1 1
*5 64 1100 / *7.8 32 111
1
X6 64 1101« /
*7 6%1 1110/
XS 6]4-1 11171

Zadanie 4.14. Spos6b tworzenia kodu Shannona-Fano oparty na algorytmie A2 (3.13) ilu-
struje tablica 4.14.1. Srednia diugo$¢ stowa kodowego tego kodu

n=215 — kil

wiadomos¢

Zadanie 4.15. SposOb konstrukcji kodu dla pierwszego wariantu podziatéw przedstawiono
w tablicy 4.15.1. Srednia diugo$¢ stowa kodowego dla tego wariantu:

n=284 biu

wiadomos¢
Sposéb tworzenia kodu dla drugiego wariantu podziatéw przedstawiono w tablicy 4.15.2.
Srednia diugo$¢ stowa kodowego dla tego wariantu:

n-28 bitu

wiadomos¢

Mozna zatem powiedzie¢, ze drugi wariant podziatéw jest lepszy, bo daje mniejsza Srednig
dtugos¢ stowa kodowego.



X\

Xi

x4
x5
X6

Xl

Kod A
Redundancja 0
n 2

I-p. II-p
(00)

1‘ 0
i a

B~ B B B 0ok 0o & & T

-1

0.33

lH-p.

20-

IV-p.

011

225

V-p.

Tablica4.10.4
Tablica 4.10.5
cr
0.13
2.312
Tablica 4.14.1
Vi-p. VI-p. w
00]
a
010
an
100 1100
j-101 101
}m o 1110
jm 1 1111



X p
XA 0.22
*2 0.20
Xl 0.16
X4 0.16
X5 0.10
X6 0.10
X1 0.04
& 0.04
X p

X\ 0.22
X2 0.20
*3 0.16
Xa 0.16
X5 0.10
X6 0.10
X1 0.04
X% 0.02
Zadanie 4.16.
Zadanie 4.17.
Zadanie 4.18.

I-p. I-p. 11-p.
=00
yo ) }oio
-01
}on
M
I-p. ll-p. l-p.
00
0
01
o
J
>
[1
M1
— o  hilu
n ° wiadomo&t
n=35 W%cboi Inurns’c’

=2-551"¢t¢
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rv-P. V-p.
- 10
L 110
1
>11
"111
V-p. V-p.
}ioo
3101
} 110
1
viil
J

Tablica 4.15.1

Vi-p. VI-p.

1-11110

}1111

w

00

010

011

10

110

1110

11110

11111

Tablica 4.15.2

VI-p. Vi-p.

11100

w

00

01

100

101

110

1110

} 11110 11110

Im 1

} 11111 11111
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dla kodu Shannona-Fano

n=264 Wia:;‘:géé E =0.966
dla kodu Hufffnana
w=261 Pw E =0.978

wiadomos$é
Zadanie 4.21.
a) n—n\ —1 wia(ijj(;

b) kodujgc wiadomosci w bloki po dwie wiadomosci, otrzyma sie 4 mozliwe bloki
o prawdopodobienstwach i stowach kodowych zebranych w tablicy 4.21.1.

Tablica 4.21.1
Lp. Blok P w
N *1 X 0.892 0
2 X\ X2 0.89-(0.11) 1o
3 X2 0.89-(0.11) teo
4 X2 X2 0.112 111

Srednia dhugosé stowa kodowego wynosi w tym przypadku

=— =0.66 -4 ~-1i

wiadomos$¢é

c) Kodujac wiadomosci w bloki po 3 wiadomosci, otrzyma sie 8 mozliwych blokéw, ktére
mozna zakodowa¢ w stowa optymalnego kodu binarnego, wykorzystujgc metode Huffma-
na, jak to pokazano w tablicy 4.21.2.

Tablica 4.21.2
0 Po WO P\ W, p2 W2 pp Wi pa W4 ps WS pg W6
xqx1x1 0.705 0 0.705 0 0.705 0 0.705 0 0.705 0 o0.705 0 0.750 0
x1%1xp 0.087 100 0.087 100 0.087 100 0.087 100v 0.121 11\ 0.174 10 0.295 1
+q#p+; 0087 101 0087 101 0.087 101 0.087 101», Ros7 100/ 0121 11

\
«px1x; 0087 110 0.087 110 0.087 110 0.087 110/ 0.087 101*
x1%2%2 0.011 11100», 0.012 1111 0.022 1110y- m0.034 111*
xg¥1rp 0011 11101, £011 11100 0.022 1111*
\

«pxpxq 0011 11110/ 0011 11101

*9%%2 0.001 11111.



-123-

Srednia diugo$¢ stowa kodowego wynosi w tym przypadku

P .
n="43 0533 wia%lHoé'é

Entropia H(X) = 0.499 bitu, a dolna granica $redniej dtugosci stowa kodowego wynosi, zgodnie
z zaleznoscia (3.8):

=0499 — hbitu__

Id £) wiadomo$¢é

Kodowanie nie pojedynczych wiadomosci, lecz blokéw wiadomosci powoduje zblizanie sie do
dolnej granicy $redniej dlugosci stowa kodowego tym lepsze, im diuzsze sg bloki.

Zadanie 4.22.

n=n\ :1'4_V\I;i?ig\c)lFtnoéé- n=— = 1.355 wiadomoéé

Zadanie 4.23. Wiadomo$¢ zostanie zdekodowana biednie, gdy nastapi przeklamanie na
dwach lub trzech pozycjach. Prawdopodobienstwo przeklamania na dwdéch pozycjach wynosi

A2 s iV 201 p)= 2997 <106

Prawdodopobienstwo przeklamania na trzech pozycjach wynosi
pei=P3=i0-9

Zatem prawdopodobienstwo biednego zdekodowania z powtarzaniem

‘W e2+~3-1(T6

a bez powtarzania
Pe-p- i0-3

Zadanie 4.24.
a) Algorytm przechodzenia z kodu dziesietnego na prosty kod binarny jest nastepujacy:

1 Liczbe w kodzie dziesietnym podzieli¢ przez 2, a reszte z dzielenia napisa¢ na ostatniej
pozycji liczby w kodzie dwdojkowym (na pozycji o wadze 2°).

2. Wynik ostatniego dzielenia podzieli¢ znowu przez 2, a reszte z dzielenia dopisa¢ po
lewej stronie ostatnio dopisanej pozyciji.

3. Jezeli wynik dzielenia jest wiekszy od 1, to wrdci¢ do pkt.2, jezeli nie, to dopisa¢ 1 na
najbardziej znaczacej pozycji liczby w kodzie dwdjkowym i zakonczy¢ konwersje.

Spos6b kodowania liczby 1979 w prosty kod binarny ilustruje tablica 4.24.1. Zatem liczbie 1979
w kodzie binarnym odpowiada liczba 11110111011. Poprawnos¢ kodowania mozna sprawdzic,
dokonujac konwersji odwrotnej z kodu binarnego na dziesietny. Otrzymamy wowczas:

11110111011 =210+29 +28+ 27 + 25+ 24+ 23 + 21 +2° = 1979.
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b) Korzystajac z postaci binarnej liczby 1979 tatwo

przej$¢ na kod Graya zgodnie z algorytmem A3 Tablica 4.24.1
(3.14) Reszta
11110111011 1979:2 =989 1
©01111011101 (1) 989:2 =494 1
494:2 =247
10001100110 247:2 = 123 1
Zatem w kodzie Graya liczbie 1979 odpowiada liczba 123:2 =61 1
10001100110. 61:2 =30 1
30:2 =15
c) Algorytm przechodzenia z prostego kodu binarnego 15:2 =7 1
na kod heksadecymalny jest nastepujacy: 7:2 =3 1
1 Liczbe w kodzie binarnym podzieli¢ na bloki po 3:i =1 i

4 bity kazdy (od najmtodszych pozycji).

2. Kazdemu blokowi przyporzadkowaé cyfre od O
do 9 lub litere A,B,C,D,E lub F zgodnie z tablicg
4.24.2.

Konwersje liczby 1979 z postaci binarnej na posta¢ heksadecymalngprzedstawia tablica 4.24.3.

d,e,f) Na podstawie tablicy 3.3 mozna dokona¢ konwers;ji liczby 1979 w kod binarny BCD,
kod Aikena i kod Excess 3. Wyniki zebrano w tablicy 4.24.4.

Tablica 4.24.2
. Kod . Kod
Kod binarny heksadecymalny Kod binarny heksadecymalny
0000 0 1000 8
0001 1 1001 9
0010 2 1010 A
0011 3 1011 B
0100 4 1100 Cc
0101 5 1101 D
0110 6 1110 E
0111 7 1111 F
Tablica 4.24.3
Prosty kod binarny 0111 1011 1011
Kod heksadecymalny 7 B B
Tablica 4.24.4
Kod
dziesietny 1 9 7 9
Kod
binarny BCD 0001 1001 0111 1001
Kod
Aikena 0001 1111 1101 1111
Kod 0100 1100 1010 1100

Excess 3
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Zadanie 4.25. 11001000110.

Zadanie 4.26.

a) M=24=16

b) Zz=26=64

c) ML =210=1024
d M= 16

e) M(M- 1) =240
f) M{L -M) =768
g) Z-A/=48

Zadanie 4.29.

Zadanie 4.30. Geometryczny model ciaggéw binarnych
o dlugosci n = 3 stanowi szescian, ktdérego wierzchotkom
odpowiadajg poszczegolne ciggi binarne, jak to przedsta-
wiono na rys. 4.30.1. Jak wida¢, odlegto$¢ miedzy dwoma
ciggami réwna jest minimalnej liczbie krawedzi taczacych
odpowiadajgce tym ciggom wierzchofki.

a) Aby kod mégt wykrywaé bledy pojedyncze, odle-

gtos¢ minimalna musi spetnia¢ nieréwnose.

Zatem w kodzie takim znalaziyby sie ciagi, ktérym od-
powiadajg wierzchotki potagczone wzajemnie miedzy sobg
co najmniej dwoma krawedziami, np. ciagi:

000, 101,011 i111.

b) Aby kod moégt korygowac bledy pojedyncze, to
odlegtos¢ minimalna musi spetnia¢ nieréwnosé

Rys. 4.30.1

MmMn”~ 3
Zatem w kodzie takim znalaztyby sie dwa ciagi, ktérym odpowiadaja przeciwlegte wierzchotki,
np. ciggi 0100 i 111.

Zadanie 4.31.

a) Z zaleznosci (3.25)
min~ 2

Z tablicy 3.4 odczyta¢ mozna, ze

m-1

b) Z zaleznosci (3.26) wynika, ze
Mn=3

a zatem na podstawie tablicy 3.4

m=3
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¢) Z zaleznosci (3.27)
<nin—4
a z tablicy 3.4 wynika, ze

m=5
Zadanie 4.32.
a tmn 2, M 4,k—3 0—1
b) 4nin=3, n=4k= 1,0t=3
Zadanie 4.33.
MMin=4,o0t=6,n=m+k=11
Zadanie 4.34.
k=3, 0t=5«=8
Zadanie 4.35.
Mn=7,0=1
Zadanie 4.36.
M=2k=26
Zadanie 4.37.
»<2). (5).10
Zadanie 4.38.

«=7

Zadanie 4.39. Wartosci pozycji kontrolnych dla o$miu ciggéw informacyjnych mozna okre-
$li¢ wykorzystujac zaleznosci (3.33). Wyniki zebrano w tablicy 4.39.1.

Z tablicy 3.4 odczyta¢ mozna, ze dla k=3 i ot = 1, dnjn =2 . Kod ten jest przeznaczony do
wykrywania btedéw jednokrotnych.

Zadanie 4.40. Z zaleznosci (3.33) i tematowych réwnan kontrolnych wynika, ze macierz T
ma nastepujaca postac:

110 10

T= 0110 1

W tablicy 4.40.1 zebrano mozliwe ciggi informacyjne i odpowiadajgce im stowa kodowe.
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Tablica 4.39.1
1 w) wi w,
1 000 (0] 0000
2 001 1 0011
3 010 1 0101
4 011 0 0110
5 100 1 1001
6 101 0 1010
7 110 0 1100
8 111 1 1111
Tablica 4.40.1
i Wl W
1 000 00000
2 001 00101
3 010 01011
4 011 01110
5 100 10010
6 101 10111
7 110 11001
8 111 11100

Zadanie 4.42. Do zakodowania 16 wiadomosci wystarczgciggi informacyjne o dtugosci k - 4.
Aby kod mogt korygowac bledy pojedyncze, jego dmmmusi by¢ co najmniej rowne 3. Dla ; njn=3
i k=4 liczba pozycji kontrolnych m=3.

Macierz Gk kodu rozdzielnego sklada¢ sie bedzie z podmacierzy informacyjnej k x k, ktora jest
macierza jednostkowsg oraz podmacierzy kontrolnej k x m. Aby uzyska¢ dnin = 3, wagi ciggéw
odpowiadajacych poszczegdlnym wierszom macierzy G* nie moga by¢ mniejsze od trzech. Wagi
wszystkich ciggéw podmacierzy informacyjnej wynoszg Wit=1 (i = 1,..., 4) . Jak stad widac,
wagi ciggéw podmacierzy kontrolnej WAi - 1 0" =1 >===4) muszg by¢ réwne co najmniej 2. Za-
tem moga to byc¢ jedynie ciagi:

111,110,101,011.

Przyporzadkowanie tych ciggdw ciagom informacyjnym jest dowolne. Przyjmijmy np.

ey a e e e
a)Gk:0010 101 lub b) = 0010 101

0001 011 0001 011
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Na podstawie znajomosci elementdw macierzy G* mozna tatwo znalez¢ elementy macierzy T.

'1110 1loo
T=1101 010
10 11 001

1=1234 567

W celu wykrycia i skorygowania btedu nalezy obliczy¢ dla odebranego ciggu v syndrom S
okreslony zaleznoscia (3.44).

Jesli S = On»to znaczy, ze nie ma bledu. Kazdemu niezerowemu syndromowi S * Omodpo-
wiada btad na jednej konkretnej pozycji. Na przyktad, syndromowi S' = [1 1 0] odpowiada btad
na pozycji i =2, syndromowi S, =[1 1 1] -blad na pozycji /= 1itd.

Zadanie 4.43. Zbiér wszystkich stéw kodowych znalez¢ mozna, wykorzystujac zaleznos¢ (3.38).
W ten sposdb pierwsze stowo kodowe w{, odpowiadajgce ciggowi informacyjnemu w{ =[O0 O 0],
otrzymamy w wyniku mnozenia ciggu informacyjnego przez macierz generujacag

10 010
w{=[000] 010 11 =[0000(Q]
0010 1

Podobnie otrzymamy stowo kodowe w2 odpowiadajace ciggowi informacyjnemu w2 =[0 0 1]

10 010
A =[001] 010 11 =[00101]
0010 1

W tablicy 4.43.1 zebrano zbior wszystkich ciggéw informacyjnych i odpowiadajacych im
stow kodowych.

Tablica 4.43.1
i w,
1 000 00000 V
2 001 00101 V,
3 010 01011 V
4 011 01110 'j
5 100 oo o ¥
6 101 10111 v
7 110 11001
8 111 11100

Zadanie 4.44. Zgodnie z zaleznoscia (3.42)

1101 1o

%q 0111 oo

T

1]

_|

1]
O = =
- = O

Jak tatwo sprawdzi¢, macierz ta jest macierzg kontrolng stéw kodowych zebranych w tablicy
4.43.1.
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Zadanie 4.48. W celu okreslenia decyzji dekodera zgodnie z RD1 (3.45) okresli¢ nalezy

skladowe s\ i S2 syndromu oraz caty syndrom S (= [sj, 13] odebranego ciggu w/, zgodnie z zalez-
noscia (3.43). Wyniki zebrano w tablicy 4.48.1.

Tablica 4.48.1
i 1 2 3 4 5
Si 0] 0 0] 0 1
Sz 0 1 0 1 0]
s' @ aL (00) (018 10

Wi Aa1=WB 2 bled 1IO=Wp ? biad ? biad

Zadanie 4.49. Po odebraniu przeklamanego ciggu V2 =[0111 1] najbardziej prawdopodob-
ne jest, ze nadano cigg odlegly o d = 1. W tablicy 4.49.1 zebrano odlegtosci pomiedzy ciggiem
V2 aposzczegblinymi stowami kodowymi wA (/= 1,...,8).

Tablica 4.49.1
i 1 2 3 4 5 6 7 8
d 4 2 1 1 4 2 3 3

Z tablicy tej wida¢, ze najmniej odlegte od vz sgstowa W3 =[0 10 11]i w4 =[0 11 10]. Za-
tem zgodnie z regutg RDNP dekoder przyporzadkowuje ciggowi V2 stowo W3 lub W4.

Po odebraniu ciggu V4 =[101 10] moznapowiedzie¢, ze nadane zostalo stowo ws =[10010]
lub W6 =[1 0 11 1]. Po odebraniu ciagu vj =[1 10 1 1] mozna powiedzie¢, ze nadane zostato
Stowo K8 lub W7 =[1 10 0 1].

Zadanie 4.50. Prawdopodobienstwo poprawnej transmisji przy n =7 wynosi
PP=V-pj =0.993
a prawdopodobienstwo wystapienia bledéw (niewykrywalnych) jest réwne:
Pi=(l-~) =0-007
Po dodaniu bitu parzystosci (n = 8) otrzymamy nieco mniejsze prawdopodobienstwo poprawnej

transmisji, ale i znaczne zmniejszenie prawdopodobienstwa wystgpienia bledéw niewykrywal-
nych. Wéwczas prawdopodobieristwo poprawnej transmisji wynosi:

Pp =(1-P)%=0-992
a prawdopodobienstwo wystapienia bledéw niewykrywalnych jest rowne

Pb - Pel +Pe4+Pe6 +Pei
gdzie:

P (j,«)= Pg -prawdopodobierstwo wystapienia j -krotnego przeklamania,
PR = (£)p2(l-/>)6 =2.783-10-3

PeA - 6.972-10-11
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Pe6 =2.794 -10-17

N8 =10"24
czyli

Pb =Pe2 =2.783-10-3
Prawdopodobienstwo to mozna tez obliczy¢ z zaleznosci (3.54).

Zadanie 4.51. Wykorzystujac rezultaty zebrane w tablicy 3.5, mozna zbudowa¢ macierz kon-
trolng dla kodu Hamminga (7,4). Otrzymamy:

0
0

W N

1 1
H=T= 01100
0 1

= = O
[EREN N
~N N~

01
11
001
/=1234567
Z macierzy tej wynika, ze pozycje kontrolne mozna obliczy¢ z zaleznosci

W =Wj ©Wj ©Wr
W2 = ws © Wg © Wr
m\A= Wj © Wg © W7

Zadanie 4.53. Liczbie 11 odpowiada w prostym kodzie binarnym stowo 1011. Pozycje infor-
macyjne w kodzie Hamminga
W3 =1 Ws =0 We = 1 W7 =1
Opierajac sie na wynikach zadania 4.51, obliczy¢ mozna pozycje kontrolne, i tak
W] = 0 W2 = 1 W4 =0
Zatem liczba 11 zakodowana w kodzie Hamminga (7,4) ma posta¢
w=[0110011]
Zadanie 4.54.
w=[111011110111011]
Zadanie 4.55. W celu sprawdzenia poprawnosci odebranego ciggu
v=[0100011]

oraz ewentualnej korekcji bledu jednokrotnego policzy¢ nalezy skiadowe jj, . *3 syndromu
odebranego ciggu v zgodnie z zaleznoscig (4.43). Otrzymamy:

J, =VjOv3OV50Vv7 =1

S2=v20OVv3OV6OV7 =1

Sa =VAO\VLO©\W OV =0
Zatem syndrom kodu Hamminga

S'= [*3*2*1] =[01 1]
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W zapisie dziesietnym syndromowi temu odpowiada liczba 3, co oznacza, ze przeklamanie wy-

stgpito na trzeciej pozycji, a zaklécenie ma postac:
¥=[00 10000]
czyli decyzja dekodera o nadanym ciagu v ma posta¢
wWr=v©z=[0110011]

Zadanie 4.56.
S'=[1 01 1] w=[111011110111011]

Zadanie 4.57. Skrécony kod Hamminga (6,3) powstaje z kodu (7,4) przez skreslenie ostatniej
pozycji informacyjnej. Czyli opierajac sie¢ na wynikach zadania 4.51 macierz kontrolna tego kodu

ma postac
101010 721
.. _ 011001 7=2
LT=H= 000111 7=3
(=123456
Pozycje kontrolne obliczy¢ mozna z zaleznosci:
W, = Wj © Ws
W4 =W5 © W6
. 0SS = m_ .
Zadanie 4.59. Liczbie 6 odpowiada w prostym kodzie binarnym stowo 110. Zatem
wW=1 Wj=1 Wg=0
Opierajac sie nawynikach zadania 4.57, obliczy¢ mozna pozycje kontrolne
w2 =I w4 =1

W|=0
A zatem liczba 6 zakodowana w stowo kodowe skréconego kodu Hamminga ma postac

w=[011110]

Zadanie 4.60.
w=[1011111101]

Wws=[1011111101]

Zadanie 4.61.
s'=[01111]

Zadanie 4.62. Dla kodu bez powtarzania
«1=4 k=3



Dla kodu z r = 3-krotnym powtarzaniem
n=rn\ =12 ;=3
wiec
7:41' a min:r.jrﬁml':6

To znaczy, ze dzieki 3-krotnemu powtarzaniu mozna na przyklad wykryé wszystkie bledy
o krotnosci 1,2,....5 lub korygowa¢ wszystkie btedy o krotnosci 1,2. Z drugiej jednak strony
znacznie maleje efektywnos¢ tego kodu.

Zadanie 4.63. r=5
Zadanie 4.64. Dla kodu z kontrolg parzystosci (4,3)

¢min, =2 7=1=0.75

i taki kod moze wykrywac wszystkie bledy pojedyncze.
Dla kodu jterowanego (4,4 ; 3,3)

Ki
=2'2 =4 T=—2. =<=0.56
min mini  minz »1*2 1

i taki kod moze:

a) korygowac wszystkie btedy 1-krotne i wykrywac jednoczes$nie bledy 1-i 2 -krotne,
b) wykrywac bledy 1-, 2- i 3-krotne (wynika to z zaleznosci (3.25) i (3.27)).

W tablicy 4.64.1 przestawiono przyktadowy blok w kodzie (4,4 ; 3,3) bez przektaman

Tablica 4.64.1
«1
r
41
T2 3 4 £w
1 1 0 1 0 0
*2 2 1 0 0 1 0
2 =< 3 0 1 1 0 0
4 0 1 0 1 0
lfc, 0 0 0 0

W tym przypadku sumy modulo 2 wierszy £5r, (i = 1,2,3,4) i sumy modulo 2 kolumn M,
(/=1,2, 3,4) saréwne zero.
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W tablicy 4.64.2 przedstawiono przyktadowy blok przy transmisji zjednym przektamaniem.

Tablica 4.64.2 Tablica 4.64.3 Tablica 4.64.4
1 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 0 1 o0 1 1 0 1 o0 1 0 1 o0
2 1 0 0 1 2 1 1 1 1 1 1 0 1
3 0 0 1 o0 30 1 1 o0 0 1 0 o
4 0 1 0 1 4 0 1 0 1 0 1 0 1
W tym przypadku dla trzeciego wiersza lw, = 1oraz dla drugiej kolumny Si, = 1. Pozostate

sumy sg rowne zero. Jesli kod ma korygowac bledy jednokrotne, to skorygowac¢ nalezy pozycje
na przecieciu 3 wiersza i 2 kolumny.

W tablicach 4.64.3 i 4.64.4 przedstawiono przyktadowe bloki przy transmisji z dwoma przekia-
maniami. W pierwszym przypadku (tablica 4.64.3) tylko sumy dla drugiej i trzeciej kolumny sa
rébwne 1, co oznacza, ze wystepuja przeklamania w drugiej i trzeciej kolumnie, lecz nie mozna
ustali¢, na ktérej pozycji, czyli nie mozna ich skorygowa¢. W drugim przypadku (tablica 4.64.4)
tylko sumy dla drugiego i trzeciego wiersza oraz drugiej i trzeciej kolumny sg réwne 1 Oznacza to,
ze wystgpity dwa bledy, lecz -podobnie jak w przypadku pierwszym -nie da sie ich skorygowac.

W tablicach 4.64.5 i 4.64.6 przedstawiono przykladowe bloki z transmisjami z trzema prze-
ktamaniami.

W obydwu przypadkach nastgpitoby wykrycie bledu, ale w drugim przypadku (tablica 4.64.6),
gdyby dekoder zostat zbudowany tak, by korygowac wszystkie bledy pojedycze, to nastgpitoby
podjecie btednej decyzji, gdyz skorygowana zostataby nieprzeklamana pozycja na przecieciu
trzeciego wiersza i drugiej kolumny (tylko sumy w trzecim wierszu i drugiej kolumnie sgréwne 1).

Kod (4,4; 3,3) nie jest w stanie wykry¢ wszystkich bledéw o krotnosci 4 i wiekszej, gdyz np.
po odebraniu bloku przektamanego na 4 pozycjach jak w tablicy 4.64.7 wszystkie sumy sg row-
ne zero, co odpowiada decyzji o bezblednej transmisji.

Tablica 4.64.5 Tablica 4.64.6 Tablica 4.64.7
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 0 1 0 1 1 0 1 o0 1 1 0 1 o0
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
3 0 1 1 1 3 0 1 0 O 3 0 0 0 O
4 0 1 o0 1 4 0 1 0 1 4 0 1 o0 1

Zadanie 4.65. Kod (6,5) mailnmin=2i 7 =f =0.833; kod ten nie moze korygowac zadnych
bledéw, moze jedynie wykrywac bledy pojedyncze.

a) “minl =4ninz =2 oraz dmn = 4, co znaczy, ze kod ten moze korygowa¢ wszystkie biedy
pojedyncze i jednoczesnie wykrywac bledy o krotnosci 1i 2. Sprawnos¢ tego kodu

7=-" 070

b) Kod ten charakteryzuje dmn =4, a wiec posiada on takie same wiasnosci korekcyjne jak
kod a). Sprawnosc¢ tego kodu

» = S - 0-825
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Zastapienie przesytania pojedynczych stéw kodowych przesytaniem blokéw powoduje z jed-
nej strony polepszenie wtasnosci korekcyjnych, a z drugiej nieznaczne zmniejszenie sprawnosci.
Im diuzsze sg przesytane bloki, tym wieksza sprawnos¢ kodu.

Zadanie 4.66. Jesli macierze generujace Gi i G2 majg posta¢

T«ll '«21

«12 «22
G .= 1 G2-=

fu, f 2%

to macierz generujgca kodu dwukrotnie iterowanego

«11® «21
«11® #22

«n ® «2*2
«12 ® «21

«12 ® «2*%2

«U, ® «21

«U, ® «2ijj

Zatem dla tematowych macierzy Gj i G2 macierz G ma posta¢

101 101 101000101
G=101 011 011000011
011 101 000101101
011 011 000011011

Przez operacje ® nalezy rozumie¢ mnozenie zilustrowane przyktadem

101
®101
101
000
101
101000101
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Zadanie 4.67. Macierz T wydluzonego kodu Hamminga (8.4) utworzy sie przez dopisanie do
macierzy tworzacej zwyklego kodu Hamminga (7,4) wiersza skladajacego sie z samych jedynek
oraz kolumny skfadajacej sie z samych zer z wyjgtkiem ostatniej pozycji. Zatem

101010110
011001110
T=000111110

1111111 1

a réwnania kontrolne zawierajg obok réwnarn kontrolnych zwykiego kodu Hamminga (7,4):

dodatkowe réwnanie

=Ew,
w
Zadanie 4.68.
w=00101 101
Zadanie 4.69.
a) Na podstawie macierzy T z zadania 4.67 obliczamy syndromy Sj i A, po podstawieniu
otrzymamy:

Si=0m i A =0
Oznacza to, ze brak jest przektaman (tablica 3.8), wiec
w=v=00101101
b) Sj=[100)i s2=1

Oznacza to, ze wystapit pojedynczy biad (tablica 3.8) na pozycji czwatrej, bowiem 1[100]2 =4.
Zatem cigg zaktocajacy ma postac:

2=00010000
a decyzja dekoderajest rowna:

00111101
- J'[©00010000
w =v©z=0010 110 1

c) S,=0m i S2=1
Oznacza to, ze wystgpit blgd na pozycji kontroli parzystosci. Zatem

w*=v©0 0000001=00101101
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d) Sj =[100] i S2=0
Oznacza to (tablica 3.8), ze wystgpity niekorygowalne bledy o parzystej krotnosci.

Zadanie 4.70. Dlugos¢ stow kodowych

n=2P=16
Dlar=1
liczba pozycji informacyjnych *=|C"' =5
liczba pozycji kontrolnych m = I;:
sprawnosc 7—16
odlegto$¢ minimalna dmo=2p~—r =8
Dlar=7
*=11, m=5 7 =jl, dmin=4
Dlar =3

* =15 m=1 7 =y e =2

Jak wida¢, im wyzszy rzad kodu Reeda-Mullera (przy zadanym /?), tym wieksza sprawnosg¢, lecz
gorsze wilasnosci detekcyjne i korekcyjne.

Zadanie 4.71. Dla koduRM (1,3), (2,3) i (3,3)

Korzystajac z A5 (3.67) mozna zbudowaé macierz G tego kodu. Pierwszy wiersz tej macierzy
(wektor zerowy) skiada sie z n =8 jedynek.

Nastepne Cj =3 wiersze sg wektorami bazowymi:

vi =01010101
V2=00110011
V3=00001111

Wektory te tworzg wraz z wektorem zerowym macierz G kodu RM  1rzedu:

11111111
00001111
00110011
01010101

G =

Nastepne C3 =3 wiersze otrzymuje sie ze wszystkich iloczynéw par wektoréow bazowych
viV2=00010001
bowiem

01010101
00110011
00010001
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analogicznie

viV3 =00000101
V2V3=00000011

A cala macierz G kodu RM 2 rzedu ma posta¢

11111111
00001 111
00110011
01010101
00010001
00000101
000000 11

Nastepny wiersz (C 3 =1) otrzymuije sie z iloczynu tréjki wektoréw bazowych i jest on rowny
VIv2V3=00000001

A macierz G kodu RM 3rzedu

11111111"
00001111
00110011
r 01010101
000 10001
00000101
00000011
00000001

Zadanie 4.73. 3=11011011
Zadanie 4.74. 55=00101101110

Zadanie 4.76. Z zaleznosci z tablicy 3.12 wynika, ze
24-241-1=7

To znaczy, ze n =15, aot = 10.
Posta¢ modutowa macierzy G przyjmie postac:
N=[0,0....... 00, 1,1,,..., 1,1]
16 zer 15jedynek

czyli ze kolumny macierzy G stanowi¢ beda liczby od 17 do 31 w zapisie binarnym, wiec

111111111111 111X
000O0OOOOT? 1111111112
G=0001 111000011112
0 1100110011100 112
1010 1010101010 12
17 18 19 20 21 2 3 24 25 26 271 28 29 0 A
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W kodzie bedzie 31 stéw kodowych (bez stowa ztozonego z samych zer o wadze zero), w tym

15 stéw o wadze 8
15 stéw o wadze 7
1 stowo owadze 15.

Zadanie 4.78. Btad nie zostanie wykryty, jesli jednoczesnie zostanie przeklamana taka sama
liczba zer jak jedynek. Prawdopodobienistwo przeklamaniajednej z trzech jedynek wynosi

Clp(l-p)2s3-I<rb
a prawdopodobieristwo przekltamania jednego z czterech zer jest réwne

C~N(l-p)3 =4-10-5
Zatem prawdopodobienstwo niewykrycia btedu przy przeklamaniu dwéch bitéw jest réwne ilo-
czynowi prawdopodobienstw wystapienia pojedynczych przektaman ,jedynki” i ,zera”, w przy-
blizeniu

Pe2 =12-10-10
Prawdopodobienstwa niewykrycia bledu przy przeklamaniu czterech i szesciu bitéw sg do pomi-
niecia w poréwnaniu z Pe2. Zatem prawdopodobienstwo niewykrycia btedu

Pb=Pe =12-1CT10

Zadanie 4.79.
a) Stowa kodowe nierozdzielnego kodu cyklicznego obliczy¢é mozna z zaleznosci (3.71).
Wyniki obliczehn zebrano w tablicy 4.79.1.

Tablica 4.79.1
1A A __
Lp. w =h(x) g(x) W(X)=w
(0] 0000 110 1 0000000
1 000 1 1101 0001101
2 00 10 110 1 0011010
3 00 11 110 1 0010111
4 0100 1101 0110100
5 0101 1101 0111001
6 0110 1101 0101110
7 0111 1101 0100011
8 1000 1101 1101000
9 100 1 1101 1100101
10 10 10 110 1 1110010
1 10 11 1101 1111111
12 1100 1101 1011100
13 110 1 110 1 1010001
14 1110 1101 1000110
15 1111 110 1 1001011



-139-

Wielomiany potegowe w(x) o wspotczynnikach O, 1lub odpowiadajgce im stowa kodowe w
oblicza¢ mozna korzystajac z zal. (3.71) lub wykonujgc operacje mnozenia na ciggach zeroje-

dynkowych odpowiadajgcych wielomianom h{x) i g{x). Sposéb obliczania w=w(x) pokazany
zostanie dokladnie dla dziesigtego stowa kodowego (0znaczonego w tablicy numerem 9).

b) Korzystajac z zal. (3.71)
h(xX)=xB+ | a gx)=x3+x+1

otrzymamy wielomian i odpowiadajgce mu stowo kodowe o postaci:

w(X) =(x3 +1)(x3 +x2 +Y) =x6 +x5+x2 +I=w =1100101
Uwaga: (2x3 mod 2 =0 X3

c) Mnozac cigg 1101 odpowiadajacy g(x) przez cigg 1001 odpowiadajacy h(x) uzyska sie
stowo w =1100101 odpowiadajgce wiadomosci w(x), bowiem

110 1 " g
X1001 =hkx
110 1
0000
0000
110 1

110 010 1 =w(x)

Macierz G dla tego kodu zbudowa¢ mozna opierajgc sie na zaleznosci (3.74), otrzymamy wow-
czas

s 101 000"
0110100
001 1010
0001101

Oczywiscie wszystkie stowa mozna znalez¢ bezposrednio z macierzy G.

d) Stowa kodowe rozdzielnego kodu obliczy¢ mozna z zaleznosci (3.72) i (3.73). Wyniki ob-
liczen dla wybranych ciagoéw informacyjnych zebrano w tablicy 4.79.2.

Tablica 4.79.2
Lp. h(x) x3(X) r(x) wW(X)
1 0001 0001000 101 0001101
2 0010 0010000 111 0010111
3 0011 0011000 10 0011010
4 0100 0100000 11 0100011
5 0101 0101000 110 0101110
8 1000 1000000 110 1000110
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Sposéb obliczania wspoétczynnikéw wielomianu reszty r(x) przesledzimy dla przyktadéw 1i 6:

0001000 1101 1000000:1101
110 1 110 1
101 10 10
110 1
1110
110 1
110

Macierzg kanoniczng G* dla tego przypadku jest macierz, ktérej wierszami sg stowa kodowe
z waga czesci informacyjnej W/= 1; jest to macierz o postaci:

1000 110
0100 011
0010 111
0001 101

Zadanie 4.80. Dla danego wielomianu generujgcego g(x) i dla danej liczby pozycji informa-
cyjnych kodu k mozna zbudowa¢ macierz G kodu nierozdzielnego (zal. (3.74)). Kazdy wiersz tej
macierzy bedzie posiadat wage W = 3, poniewaz taka jest waga postaci binarnej wielomianu

g(x) =10101. Z kolei odlegtos¢ minimalna d min kodu nie moze by¢ wieksza od najmniejszej
z wag wierszy macierzy G, wiec

<nm—3

Nie mozna wiec skonstruowa¢ kodu cyklicznego o dmin=>5, jesli wielomian generujgcy kodu n
postac
g(*) =3 +x2+1

Zadanie 4.82. Aby kod mogt korygowac bledy pojedyncze, to jego odlegto$¢é minimalna
4nin = 3, czyli wymagana waga postaci binarnej wielomianu g(x) wynosi W= 3. Z tablicy wielo-
mianow niepodzielnych (tablica 3.13) wybra¢ mozna np. wielomian

g(x) =x3 +x2 + 1

Macierz G kodu nierozdzielnego dla tego wielomianu ma takg sama postac jak w zadaniu 4.79.
Dla danej macierzy G fatwo mozna wygenerowaé wszystkie stowa kodowe.

Zadanie 4.84.
dmin=3 tk~ 1

Zadanie 4.86. Sprawdzenie poprawnosci odebranego ciggu odbywa sie poprzez obliczenie
reszty r(x) (zal. (3.75) i (3.76)):

0011010:1101=0010
1101
00000
W tym przypadku r(x) =0, co oznacza, ze odebrany ciag jest poprawny i odpowiada wiadomo-

Sci h(x) =0010.

a)



b) 1100101:1101 =1001
1101

1101
110 1
0000
rx) =06, h(x) 1001
c) 101001 1:1101 =1101
1101
1110
1101
1111
110 1
10

W tym przypadku r(x) =10*0, co oznacza, ze odebrany cigg nie jest poprawny, w czasie tms-

misji nastgpito przektamanie.

Zadanie 4.87.

a) rx)=0

b) r(x)=L11*0

c) r(x)=10010*0
Zadanie 4.88.

a)D =5 b)£&=4 c)D =4
Zadanie 4.89.

n=25 n=3 « =n2=2
Zadanie 4.90.

«=22, n=4, n =1 n2=2

Zadanie 4.91 (4.36a). Z zaleznosci (3.31)



-142-

Z zaleznosci (3.26) f*=4, wiec
m£ Id

Id WA -2n3 +l 1«2 +14«+24
24

=15.86
n-35

Przyjmujemy liczbe pozycji kontrolnych m= 118‘ , wiec liczba pozycji informacyjnych k=n mm= 19.
W kodzie tym zakodowaé¢ moznaM =2 =2  wiadomosci.
Zadanie 4.92 (4.36b)
M= 2+= 212
Zadanie 4.93 (4.36¢). Z zaleznosci (3.30), dlad =dnn=4

d-2.
-« +2

wiec

i>d " "<*2 —gop

Przyjmujemy m=7, wiec k=n- m=9.
Ten sam wynik uzyskamy korzystajac z tablicy 3.4 .

Zadanie 4.94 (4.36d). Dla kresu dolnego Warszamowa-Gilberta

m>|d/ n3 -3« 2 +8« _ 888

wiec jesli przyjmiemy m=9, to k =«- m=686.
Ten sam wynik uzyskamy z tablicy 3.4.

Dla kresu gérnego Hamminga

m>ld n +” +£2.)=6.92

wiec jesli przyjmiemy m=7,tok =8.

Zadanie 4.95 (4.37a).
M=10

Zadanie 4.96 (4.43a).
13=[1101]2 = w =[1101000]
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Zadanie 4.97 (4.43b). Aby znalez¢ rownania kontrolne, nalezy najpierw okresli¢ posta¢ ka-
noniczng macierzy generujacej G*. Jak wiadomo, kod liniowy moze by¢ okreslony przez dowol-
ny zbidr k liniowo niezaleznych ciggéw kodowych. Z kolei, zbior wszystkich kombinacji linio-
wych wierszy macierzy G pokrywa sie ze zbiorem wszystkich ciggéw kodowych {w} Zatem,
chcac przeksztalcic macierz G w kanoniczng macierz G*, nalezy znalez¢ takie kombinacje linio-
we wierszy G, ktore daja tylko jedna jedynke na pierwszych k pozycjach. W naszym przypadku
nalezy najpierw zsumowa¢ modulo 2 pierwsze trzy wiersze. W wyniku tej operacji otrzymamy
stowo kodowe: »=[1 00 0 1 10], czyli pierwszy wiersz macierzy G*. Sumujac modulo 2 -
wiersze: 2,3 i 4 macierzy G otrzymamy drugi wiersz macierzy G*: w =[0 1000 1 1]. Sumujac
wiersze: 3i 4, otrzymamy trzeci wiersz macierzy G*: w =[0 0 10 1 1 1], Czwarty wiersz macie-
rzy G jest zarazem czwartym wierszem G*. Ostatecznie:

10001 |1 O
01 0001 1
G** oo0101111
0001 1101

Stad tatwo mozna znalez¢ macierz T :

10111100
T=111 |010
01 111001

i rwnania kontrolne:

Wj =W |[OWj© wa

Zadanie 4.98 (4.49a).

w* =[000000] lub [011110] lub [110011]

Zadanie 4.100 (4.78a). Jest to kod (5,3) i poniewaz 2Zm=2 <n + 1=5+1 =6, wiec jest to
kod detekcyjny. Syndrom obliczany jest z zaleznosci (3.44)

Sy =Tevj =TW(®Zj) =T e*z]j
gdzie:
T =[o iio ?]' mac*rz tworzaca kodu,
w. -nadane na wejsciu kanatu i-te stowo kodowe,

v, —odebrany na wyjsciu kanatu i-ty n—ciag,

z .-zakibcenie (3-te) w kanale.
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Na przykiad, dla w, =iv? =[1 1001]idla zj =?, =[0 000 1] (p. tablica 4.40.1 w rozwigza-
niu zadania 4.40)

Vi =ivi©z(=[11000]

a syndrom

_f11010
i"[01101.

Syndromy odpowiadajgce przeklamaniom na 1i 2 pozycjach przedstawiono w tablicy 4.100.1.

Tablica 4.100.1
i Zi s: Uwagi
1 00001 o1 Przektamanie na 1 pozycji
2 00010 10
3 00100 o1
4 01000 1
5 10000 10
6 11000 01 Przektamanie na 2 pozycjach
7 10100 1
8 10010 00-«— Btad nie wykryty przez dekoder
9 10001 1
10 01001 10
1 00101 00 *— <Blad nie wykryty przez dekoder
12 00011 1n
13 01100 10
14 00110 n
15 01010 (018

Prawdopodobienstwo przektamania na k pozycjach wynosi:

Pek = [IJp kO - p rk

wiec catkowite prawdopodobienstwo przekltamania

P=§(*}'*(1"P)"k=1"®r =1~0" py
gdzie
Pp - prawdopodobienstwo poprawnej transmisji.

Pomijamy jako mato prawdopodobne, przy zatozeniu statystycznej niezaleznosci, przeklamanie
na 3 i wiecej pozycjach, woéwczas

As™jpo-/»r'+ (5]i»n2a-p r2
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Z tablicy 4.100.1 wynika, ze tylko dwa 2-pozycyjne (z dziesieciu) przeklamania dajg zerowy
syndrom, czyli nie zostang wykryte przez dekoder, wiec prawdopodobienstwo blednej decyzji
dekodera

=2p2(l- p)3 =1.994-106

Zadanie 4.106 (4.51a). Kod Hamminga nie jest kodem rozdzielnym, nie mozna wiec wyko-
rzysta¢ przy konstrukcji macierzy generacyjnej G zaleznosci (3.41). Poniewaz stowo kodowe
kodu Hamminga (7,4) mozna przedstawi¢ w postaci:

1 2 3 4 5 6 7
KR k2 ii h i2 i3 i
gdzie:

n,...14 - pozycje informacyjne,

K\, ¢2.h -pozycje kontrolne

mozna réwnania kontrolne (3.22), (3.23) kodu liniowego zapisa¢, korzystajgc z tablicy 3.10,
W postaci

K©)oi2 =0
k20f)©i3©i4 =0
k3©i20i30©i4 =0

Z rbwnowaznej postaci tych réwnan:

k, =i, ©i2©i4
kj =i, ©i3©i4
k3=i2©2© 4

wynika, ze kolumny 1, 2 i 4 macierzy generujgcej G (odpowiadajg pozycjom kontrolnym) po-

winny zawiera¢ elementy 1101, 1011,0111. Jedynka na pozycji k (liczac od gory) oznacza, ze w

réwnaniu kontrolnym wystepuje k-ty bit informacyjny. Pozostate kolumny zawierajg po jednym

elemencie niezerowym: kolumna 3 na pozycji 1, kolumna 5 na pozycji 2, kolumna 6 na pozycji 3

i kolumna 7 na pozycji 4. Zatem macierz generujgca G kodu Hamminga (7,4) ma postac:
1234567

11100001,
rs _ lwolran 2
utg4 - 0101010 3

1101001 4
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Zadanie 4.107 (4.5Ib). Siedem pierwszych kolumn tej macierzy odpowiada elementom ma-
cierzy G . {74)} z zadania 4.106. Poniewaz 6smy bit stowa kodowego tego kodu jest rowny sumie

modulo dwa siedmiu bitow tego stowa, czyli

7
wg=kd=~ w = ©£3040i20 *30 '4
oraz
KR =N\N©i2 ©)4
k2 =h ©i3©~
k3 =20©i3© 4
wiec

k4 =ij © 2 ©>3

Ostatnie rownanie okresla wartosci elementéw ostatniej kolumny macierzy generujacej (= 1110).
Zatem macierz generujgca wydtuzonego kodu Hamminga (8,4) ma postac:

12345678

1110000 1l1
10011001 2
01010101 _3
Il 01001 0J4

Zadanie 4.114 (4.6%). Prawdopodobienstwo blednej decyzji dekoderarb jest rowne w przy-
blizeniu prawdopodobieristwu jednoczesnego przektamania na dwoch pozycjach, czyli

pb=jy>els pe2=Q />2(i-p )5=2-089+10-3

gdzie: prj - prawdopodobieristwoj -krotnego przektamania.

Prawdopodobienstwo wystepowania bfedu podczas transmisji p e jest dopetieniem do 1 prawdo-
podobienstwa poprawnej transmisji pp i wynosi

Pe =\-Pp = |- (I- p)7 $6.979-10"3

Prawdopodobieristwo wystepowania bledéw korygowalnych P* jest réwne prawdopodobieristwu
wystgpienia w czasie transmisji pojedynczego przekfamania, czyli

Pk =Pa = -P)6=7p(l-p f =6.956<L(T3

Wskaznik efektywnosci kodu, okreslony ilorazem prawdopodobienstwa pk do pt jest réwny

p
— =0.997 ijest (dla zatozonego w zadaniu rozktadu zaktdcen) bardzo wysoki.
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Zadanie 4.115 (4.69c). Dekoder skroconego kodu Hamminga (6,3) dysponuje 2m- 1=7 roz-
nymi niezerowymi syndromami. Moze wiec skorygowac poprawnie nie tylko wszystkie przekia-
mania pojedyncze, ale ijedno (z 15 mozliwych) przeklamanie na dwdéch pozycjach. Prawdopo-
dobienstwo btednej decyzji dekoderajest wiec okreslone zaleznoscig

=14/2(1- ) 4 =1.3944-10-5

Zadanie 4.116 (4.69c). Prawdopodobienstwo blednej decyzji dekodera  jest réwne

Pb=Y ,pg =pa =i?V 0-P)5=5-60-8
>3 v 2
Prawdopodobienstwo wystgpienia bledu w czasie transmisji P ejest réwne
Pe=1-Pp=1-(1-/7)857.97240-3
natomiast prawdopodobienstwo, ze bedato bledy poprawnie skorygowane przez dekoder, wynosi
Pk =Pel=8/(1-p)7 =7.944-KT3

W poréwaniu z kodem Hamminga (7,4), analizowanym w zadaniu 4.114, w wydluzonym kodzie
Hamminga (8,4) jest znacznie mniejsze prawdopodobieristwo blednej decyzji dekodera.



Rozwigzania zadan z rozdziatu Il

KANAL TRANSMISYJINY

Zadanie 6.1. Jesli dane sg prawdopodobienstwa warunkowe p(yj\xi) (i,j = 1,2,3) oraz prawdo-
podobienstwa p(xi) ¢/ = 1,2,3), to mozna obliczy¢ prawdopodobienstwa na wyjsciu kanatu p(yj)
(i= 1,2,3), a nastepnie prawdopodobienstwa warunkowe p (x,\yj) (i,j = 1,2,3). Na ich podstawie
mozna przyja¢ regule decyzyjng najwiekszego prawdopodobienstwa (zal. (3.48)). To znaczy de-
cyzja odbiornika o nadanej wiadomosci, gdy odebranoyj, jest

a(yi)=xk
gdzie: -taka wiadomos¢, ze dla /=123 (/* K)
PXK\Y)) * p{Xi\yj)
Prawdopodobienstwa p{yj) i pfx,\yj) (i,j = 1,2,3) zebrano w tablicy 6.1.1.
Tablica 6.1.1
| j p(yi) pixi\yj)
2
1 1 3 3
1 1
1 2 3 2
1 3 %4 27
3 1
2 1 8 9
1 3
2 2 3 8
7 2
2 3 24 7
3 2
3 1 8 9
1 1
3 2 3 8
7 3
3 3 24 7

Z tablicy tej wynika, ze
PO\ 1») =f
P(x21=") =i
A3 I>')= 9
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a zatem
gb=>\)=xX\

Podobnie mozna okresli¢ decyzje dekodera (odbiornika) po odebraniuj>2 i W- Ltatwo sprawdzic¢, ze:
q(y2)=x2, 2(>3)=*3

a prawdopodobieristwo blednej decyzji jest rowne

3 3

pb ="ZJjP (yj)p (x,\yl) =
y-11=1

= +2)+ +D)+x(i+i)=
QCRE S CRs S AN
Zadanie 6.2. Kanat opisany macierza P mozna przedstawic¢ jak na rys.6.2.1, a informacja
wzajemna (z zal (5.4)) okreslonajest réwnaniem
KX\Y) =H(X) —=HX\Y) =H(Y) -H(Y\X)
Entropia Zrédia

natomiast entropia warunkowa

H{Y |X) =-YIpXi)YJIp(yJ |x,)Idp(yj |xt) =0.473
1=1 7=1

wiadomos¢

wiec straty informacji w kanale przy N= 500 wiadomosci wynoszg

N mH{Y\X) =500 m0.473 =236.5 bitu

Prawdopodobieristwa wystepowania poszczegol- 0.98
nych wyjs¢ kanatu obliczy¢ mozna z zaleznosci

3
p(yi) =Y,p(xi)p(y) \xi)

M
na podstawie ktorej:
p(y\) ~ 0.725
=0.187
PK2 _ Rys. 6.2.1
p(y3 =0.087

Entropia wyjscia kanatu

H(X)=—ap(y,)ldp(y;)=1.094— dbmoii

y=i
wiec $rednia ilos¢ informacji przenoszonej przez kanat

O T) =1094-0473 =0.621
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Zadanie 6.3. bitu

wiadomos$¢

Zadanie 6.4.
n =340~ 7

wiadomosé

HY\X) =H(X,Y) -H(X) =152 Jilt.

Zadanie 6.5. Przepustowos¢ symetrycznego kanatu binar-
nego wyraza sie zaleznoscig (5.11). Na podstawie tej zalezno-
S§ci mozna sporzadzi¢ wykres przedstawiony na rys.6.5.1.
Z wykresu tego wida¢, ze gdy p = 0.5, to przepustowos¢ ka-
natu jest réwna 0, natomiast dlap =0 ip =1 przepustowos¢

osigga wartos¢ maksymalng réwng 0 .

Zadanie 6.6.
i?7=0928 - Ja
0.25 05 0.75
Zadanie 6.7. Rys. 6.5.1
W o =0.0 %ia_dolr\noéé
Zadanie 6.8.

H{X)-H(X\Y) =0935 ~ ~

Zadanie 6.9. Ukiad dwodch potaczonych ze
sobg kanalbw mozna przedstawi¢ jak na
rys.6.9.1
Srednia ilos¢ informacji przenoszonej przez
kanat K\ jest rowna Rys. 6.9.1

IX\Y) =H (X) —H{X\Y)
a przez obydwa kanaty k\i okreslona zaleznoscig
I(X\Z) =H(X) -H{X\2)
Wiadomo, ze
_Pxy.z) - pxy) p(z\xy)
p(y.z) pPy) p(zly)

p(x\y,z)

Poniewaz p(z\x,y) =p{z\y), zatem

PV, z) =p(x\y)
Stad

H{X\Y,Z) = H{X\Y)
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wiec

1XA\Y) -{X\Z) =H(X\Z) -H(X\Y,Z)
Z wiasciwosci entropii wynika, ze

H{X\Z)*.H{X\Y,Z)

zatem

wiec
C] ¢(Ci+2
Podobnie mozna udowodnié¢, ze
I(Y]Z)>1(X\Z)
wowczas

C2£ Ci+2

Zadanie 6.10. n-ty kanat knmozna przedstawic jak narys. 6.10.1.

Zatem
Pn\ - P(n-\)\0 - P(n-\)\)P =
=(1-2p)p(._D+p
Dla kanatu (m-1) -go

P(n-11=Q-2p)P(n-2)\+P

oraz
P\ =(1- 2p)2P(,-2)l +P(1-2p) +p
a ostatecznie
pnl=1-2p)np0l +p(I -2p)" 1 +p(l-2p)n-2 +eeet-p(l-2 p)+p =
=(l-2p)npoi+t[l- (I- 2p)n]
Jesli
0<p<\ to rlmi—%(l_Zp)":O
Wiec

limpnl =+
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Zadanie 6.11.

C=0919.2
Zadanie 6.12.

C= 859"
Zadanie 6.13.

a) R =033 iipt

b) R =0.27 Sf-

c) R=0.172-M
Zadanie 6.14.

p(xi) =0.8, p(x2 =0.2

Zadanie 6.15. Z zaleznosci (5.5)

A JL_ cn wiadomosci
r 5

oraz z zaleznosci (5.6)
R=9-H(X) - 501d5=116-"
Zadanie 6.16. Do wyznaczenia przepustowosci niesymetrycznego kanatu binarnego wyko-
rzystana zostanie zaleznosc¢ (5.12). Dlap =0.99

Hp = 0.0806

Wartosci Hqg oraz C, dla r6znych wartosci prawdopodobienstwa q przeklamania x2, zebrano
w tablicy 6.16.1.

Tablica 6.16.1
9 Hqg c
0 0 0.96
0.01 0.08 0.92
0.2 0.72 0.58
0.5 1 0.28
0.8 0.72 0.09

0.98 0.14 0.08
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Zadanie 6.17. Tematowy kanat (rys.6.17.1) jest ogolniejszg postacig binarnego kanatu wyma-
zujacego (zal. (5.13)). Przepustowos¢ symetrycznego kanatu binarnego z zakiéceniami jest rowna
(zaleznos¢ (5.9)):

C =max9[H{X) - H{X |T)] =9[H{Y) -H{Y\ *)]n&
r(X)

Entropia H{Y) osiggnie warto$¢ maksymalnagdla Y
p(xi) =p(x3 =05 y,=0
wowczas
Yz
rt(it-\ ti.i—In _
P(T3)=9 e
oraz Rys. 6.17.1

Entropia warunkowa

H(Y IX) =-fjf jp(xi)p(yj [*)ld p(y] WX,) =
1=2>1
=-[p\dp +(\-p-a)\d(\-p-0q) +q\dq]
wiec
C=5(1-7[1-1dd-q)]+@-p-0q)ld(l-p-q)+pldp}
Zadanie 6.19. Z zaleznosci (5.19)

C =A/Td 1+

PzAf
wiec
Id 1+
lim C = Ilim - w - A u*
Af—00 Af—m
A/
Zadanie 6.20.
C =10.970
Zadanie 6.21.

A/=1dy*=3MHz

(3






DODATKI






Dodatek 1

0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05

0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

011
0.12
0.13
0.14
0.15

0.16
0.17
0.18
0.19
0.20

0.21
0.22
0.23
0.24
0.25

0.26
0.27
0.28
0.29
0.30

031
0.32
0.33
0.34
0.35

-pldp
0.0000
0.0664
0.1129
0.1517
0.1857
0.2161

0.2435
0.2686
0.2915
0.3127
0.3222

0.3503
0.3671
0.3826
0.3971
0.4105

0.4230
0.4346
0.4453
0.4552
0.4644

04728
0.4806
0.4877
0.4941
0.5000

0.5053
0.5100
0.5142
0.5179
05211

0.5238
0.5260
0.5278
0.5292
0.5301
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Wartosci-p Id p

0.36
0.37
0.38
0.39
0.40

041
0.42
043
0.44
0.45

0.46
0.47

0.49
0.50

051
0.52
0.53

0.55

0.56
0.57
0.58
0.59
0.60

0.61
0.62
0.63
0.64
0.65

0.66
0.67
0.68
0.69
0.70

-pldp

0.5306
0.5307
0.5304
0.5298
0.5288

0.5274
0.5256
0.5236
0. 5211
0.5184

0.5153
0.5120
0.5083
0.5043
0.5000

0.4954
0.4906
0.4854
0.4800
0.4744

0.4684
0.4623
0.4558
0.4491
0.4422

0.4350
0.4276
0,4199
04121
0.4040

0.3957
0.3871
0.3784
0.3694
0.3602

0.71
0.72
0.73
0.74
0.75

0.76
0.77
0.78
0.79
0.80

0.81
0.82
0.83

0.85
0.86
0.87
0.88

0.89
0.90

0.91
0.92
0.93
0.94
0.95

0.96
0.97
0.98
0.99
1.00

Tablica DI

-pldp

0.3508
0.3412
0.3314
0.3215
0.3113

0.3009
0.2903
0.2796
0.2687
0.2575

0.2462
0.2348
0.2231
0.2113
0.1993

0.1871
0.1748
0.1623
0.1496
0.1368

0.1238
0.1107
0.0974
0.0839
0.0703

0.0565
0.0426
0.0286
0.0140
0.0000
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Dodatek 2 Tablica D2 (3.2)

Kod m2

(miedzynarodowy kod telegraficzny Baudota)

as 1 1
a* 1 1
«3 ai « P—vn :SST53
Sbsa Wiersz @A D
1 = 1 5 I ) z * w2
1 Powr6t r 1 d $ i =
101 10 9 g & b 2 Cyfry
1 i 41 Odstep i 8 S Dpzwonek U 7
1 1 h + p 0 y 6 (g 1
101 I in ¢ f o1 K
1 1 1 1S~ m \Y i X / Litery



Dodatek 3 Tablica D3 (3.3)

Kod OPTIMA

7
Uwaga: Piaty bit (05) jest bitem kontroli nieparzystosci, tzn. ™ a, =1
Y=



-160-

Dodatck4 Tablica D4 (3.4)

Kod ISO-7 (ASCII)

«7 1 1 1
«6 1 1 1 1
as 1 1 1 1
“A 3« al ;0 1 2- 3 EAT .5 6 7 m
o =« NUL DLE sp 0 @ P p
1 © SOH DC1 ' 1 A Q a q
1 2 STX DcC2 2 B R b r
1 1 -3 ETX DC3 # 3 C S [ s
1 4« EOT DC4 $ 4 D T d t
1 1 ENQ NAK % 5 E U e u
1 1 -6 «ACK SYN & 6 F \VJ f \V
1 1 1 ;77\ BEL ETB - 7 G W 9 w
1 8 BS CAN ¢ 8 H X h X
1 1 9 HT EM ) 9 | Y i y
1 1 A LF suB * 1 z j z
1 1 1 B VI ESC + K [ k
1 1 cj FF FS < L \ I I
1 1 1 D CR GS - = M 1 m }
1 1 1 E SO RS > N A n -
1 1 1 1 -F' Sl US / ? 0 0 DEL

Objasnienia znakéw w tablicy D6
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Dodatek 5 Tablica D5 (3.5)
Kod KOI-8

«8 1 1 1 1 1 1
a2 1 1 1 1 1
6 11 1 1 1 1
5 1 1 1 1 1
@ 3 ai «i o 1 2 3 4 5 6 7 8 9°A B C D E F
0 . Hyji AP1 %‘;}T 0 @ P p Bgo Al6 © n 10 n
1 12 H3cyi 1 1 A Q a q H3H A17 a* a A* R
1 2 HTC2 " 2 B R b r pn wyk 6 p- B P*
11 3 ET CY3 # 3 C S c s AO03 A18 c U c*
1 4: Mcm a 4 D T d t BK BKn i T A T
1 1 5 KCTHET % 5 E U e u HC ocy ey E* y
11 6 AMCbH o § EF v § v Hn Bn 0 K o =X
111 7 3B KB = 7 g w g w OEflA23 r B r B
1 g8 BM AH g H x h x A0BAA X b X b
1 1 9 TI KH ) 9 |y i y A09 A25 M B M b
1 1 A M 3m 7 )z j oz Yp A i 3 M 3
1 11 B BT APZ + 1 k ¢ « { cn2 cn3 K w K W
11 c BO PO i < | \ , Al2 Byn n 3 1 3
11 1D B P _ 4+ y ; m , ABECT M m Mout
11 g BbIX B3 > N “1 p ~ HPBA30 H H- M
11 1:F: BX P3 /7 2 0 cm A3l o b o* 3B

Objasnienia znakéw w tablicy D6
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Dodatek 6 Tablica D6

Objasnienia znakow z tablic D4(3.4) i D5(3.5)

SYMBOLE KODOWE KODU

KOD 1ISO-7 KOI-8 ZNACZENIE SYMBOLI
(Tablica 34) (Tablica 3.5)

0/0 NUL HYI1 znak zerowy

o1 SOH H3 start nagtowka

o2 STX HT start tekstu

o/3 ETX ET koniec tekstu

o/4 EOT KM koniec transmisji

o5 ENQ KCT pytanie.pro$ba o odpowiedz

o/6 ACK AA odpowiedz pozytywna odbiornika

o7 BEL 3B dzwonek

o/8 BS BM cofacz, przesunigcie o jedng pozycje wstecz
o9 HT rr tabulacja pozioma

O/A LF mMC zmiana wiersza

0/B VT BT tabulacja pionowa

o/C- FF BO zmiana arkusza

oD CR BK powrdét karetki

O/E SO BbIX wyjscie z kodu standardowego

o/F Sl BX powrét do kodu

1/0 DLE AP1 zmiana sensu wystepujgcych po nim znakéw
171 DC1 cyi sterowanie urzadzen zewnetrznych

12 DC2 cy2 sterowanie urzadzen zewnetrznych

1/3 DC3 cy3 sterowanie urzadzen zewnetrznych

1/4 DC4 cm sterowanie urzadzen zewnetrznych (stop)
15 NAK HET odpowiedzZ (odbiornika) negatywna

1/6 SYN CblH znak synchronizacyjny

1/7 ETB KB koniec bloku transmisyjnego

/8 CAN AH kasowanie danych poprzedzajacych ten znak
19 EM KH koniec nosnika

/A SUB 3M podstawienie znaku w miejsce blednego
1/B ESC AP2 zmiana rejestru lub tablicy kodowej

1/C FS PO separator zbioréw

1/D GS PO separator grup

1/E RS B3 separator zapisow

F us P3 separator jednostek

2/0 SP ripoden odstep

7/F DEL 3B uniewaznienie

<Y1

XiT* B ttV*.
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