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P R Z E D M O W A

Matematyka jest najpiekniejszym i najpotezniejszym tworem du-
cha ludzkiego. Matematyka jest tak starg, jak stary jest cziowiek.
Wysoki juz poziom osiagneta w starozytnej Babilonii i Egipcie, wy-
datnie posuneli jg naprzdd Grecy, wielkie zastugi dla jej rozwoju
potozyli Hindusi i Arabowie. Matematycy Sredniowiecza przygoto-
wali grunt dla jednego z najwiekszych odkryé¢, ktore wywarto prze-
mozny wptyw na rozwéj kultury i przyczynito sie w wielkiej mierze
do osiaggniecia dzisiejszych jej wyzyn.

Odkrycia tego dokonali Newton i Leibniz stwarzajac nowg me-
tode badawczg tzw. rachunek rézniczkowy i catkowy. Pojecia nowego
rachunku pozwolity Newtonowi wypowiedzie¢ prawa rzadzgce ma-
terig we wszech$wiecie i wyjasni¢ ruchy planet. Metody i wyniki ra-
chunku rézniczkowego i catkowego umozliwity zgiebienie tajemnic
przyrody i doprowadzity nauki fizyczne do ich wysokiego poziomu.
Bez rachunku roézniczkowego i catkowego niemozliwym jest istotne
zrozumienie nowych teorii o czasie, przestrzeni i budowie materii.
Rachunkowi roézniczkowemu i catkowemu zawdzieczamy dzisiejsze
osiggniecia w dziedzinie techniki.

W ostatnich czasach wywiera matematyka coraz wiekszy wptyw
na rozwdj wielu nauk. Matematyka oddaje wielkie ustugi dla obron-
nosci kraju. Tylko panstwa, ktére pielegnujg matematyke mogg by¢
silne i potezne.

Mimo swojego podstawowego znaczenia dla dzisiejszej kultury,
matematyka jest nauka, ktdérej istota i rola dla niewielu tylko jest
zrozumiata. Laik, majacy ogdlne wyksztatcenie nawet bardzo wyso-
kie, nie zawsze zdaje sobie sprawe, czym jest matematyka i jak przy
jej pomocy osiggnieto tak potezne wyniki. Do wiadomosci og6tu do-
cierajg tylko pewne ciekawostki matematyczne podawane przez ga-
zety i ksigzki popularne, ktére zaciemniajg prawdziwa istote mate-
matyki i dajg wrecz fatszywy jej obraz.
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Brak byto dotychczas ksigzki, nie tylko w literaturze polskiej lecz
réwniez w Swiatowej, ktéra by laika wprowadzata w piekny S$wiat
matematyki. Istniejgce ksigzki zakladaja zazwyczaj pewne przygo-
towanie matematyczne i wymagaja powaznego studium. Brak ten
usuwa niniejsza ksigzka. Autor postawit sobie za zadanie przedsta-
wic¢ laikowi istote matematyki wyzszej. Zadanie byto trudne, lecz
autor rozwigzat je znakomicie.

Do zrozumienia ksigzki nie potrzeba zadnych wiadomosci ma-
tematycznych. To jest gtowna zaleta tej ksigzki. Autor wiedzac, ze
laik niewiele pamieta z matematyki szkolnej, zaczyna od tabliczki
mnozenia, prowadzi nastepnie czytelnika poprzez matematyke ele-
mentarng, aby w koncu wyjasni¢ mu idee poteznej teorii rachunku
rézniczkowego i catkowego.

Przedstawienie jest proste i przystepne. Ksigzke czyta sie tatwo
i bez wielkiego wysitku. Juz pierwsze jej strony wywotujg podziw,
ze tak zajmujaco i barwnie mozna pisa¢ o matematyce. Autor przy
omawianiu trudniejszych poje¢ Swiadomie rezygnuje niekiedy ze $ci-
stosci, aby w zamian za to uzyskac jasniejsze intuicyjne przedsta-
wienie zupelnie wystarczajgce dla laika. SzczeSliwie dobrane przy-
ktady przyczyniajg sie wydatnie do zrozumienia wyktadu. Czytelnik
znajdzie ponadto liczne wzmianki z historii matematyki.

Dzieto to zadaje klam powszechnie przyjetemu mniemaniu, ze
do zrozumienia matematyki potrzebne sg specjalne zdolnosci. Po-
wyzsze zalety ksigzki sprawity, ze autor uzyskat pelny sukces.
W ciggu trzech lat ksigzka rozeszta sie w wielkiej liczbie wydan.

Laik chcacy zapoznac sie z matematyka odniesie wielkie korzy-
§ci po przeczytaniu tej ksigzki. Nadaje sie ona réwniez do pierw-
szego studium, po ktérym mozna nastepnie przejsé do specjalnych
dziel, dla tych wszystkich, ktorzy jak: przyrodnicy, lekarze, praw-
nicy, w niewielkim zakresie potrzebujg wyzszej matematyki. Ksigzke
te mozna réwniez zaleci¢ jako lekture dla zdolniejszych ucznidéw wyz-
szych klas szkoty Sredniej. Wielkg zastugg Panstwowego Wydawnic-
twa Ksigzek Szkolnych jest wydanie tego dzieta, gdyz przyczyni sie
ono niewatpliwie do podniesienia kultury matematycznej w szero-
kich kotach polskiej inteligencji.

Dr Stefan Banach
Prof. U. J. K.
Lwow, dn. 27/1X 1938.



Matematyka jest jak gdyby tapka na myszy. Kto raz w nig
wpadt, rzadko znajduje wyjscie, prowadzace z powrotem do daw-
nego, przedmatematycznego stanu duszy. Zbyt daleko zawiodloby
nas wyjasnianie przyczyny tego typowego zjawiska. Dlatego zaj-
miemy sie tylko ustaleniem jego nastepstw.

Pierwszym z nich jest wielki brak prawdziwych talentéw peda-
gogicznych w tej dziedzinie nauk. Bardzo rzadko tylko #aczy sie
w jednej osobie wielka wiedza matematyczna z fatwoscig przystep-
nego wyktadu. Z tego jednak wynika jako drugie nastepstwo —
»matematyczny kompleks poczucia nizszosci* szerokich warstw wy-
ksztatconych i chetnych wiedzy.

Nie chciatbym by¢ Zle zrozumianym. Nie jest moim zamiarem
atakowac innych, raczej przeciwnie: czuje potrzebe broni¢ samego
siebie. Bo nie jest bynajmniej rzeczg zwyczajng, by laik porywat
sie na wylozenie najscislejszej ze wszystkich nauk.

Poniewaz jednak od dawna S$ledzitem wiasng meke i meke moich
kolegéw, dojrzat we mnie zamiar, by spisa¢ niejako wtasneprze-
zycie matematyki i to jeszcze w poczatkowym, stosunkowo moze
jeszcze niskim stadium zgtebiania tej trudnej dyscypliny. Bo wia-
sna moja znajomos¢ tej ,tapki na myszy“ kaze mi sie obawiaé, ze
po Kilku latach sam nie znajde juz drogi powrotnej.

Lecz do przedsiewziecia tego skionit mnie inny jeszcze wazny
wzglad. Oto w sposéb dla kazdego widoczny matematyka, mate-
matyczne metody i $Swiat poje¢ matematycznych coraz silniej prze-
nikajg do wszystkich nauk, co wiecej, opanowujg nawet wiele spraw
codziennych. | zgota nie pocieszajacy to stan — rzec by sie nawet
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chcialo — kompromitacja wspotczesnej kultury, ze czytelnik nieco
powazniejszej rozprawy moze sie raptem znalez¢ jakby w dzungli
hieroglifow, ktore go odstraszajg i ptosza; albo, ze musi sie spo-
kojnie przypatrywaé, jak mata garstka wtajemniczonych zbywa go
ironicznym wzruszeniem ramion. Mam na mysli bynajmniej nie wy-
zyny teorii wzglednosci czy kwantéw, ale rzeczy, ktdre moga znaj-
dowac sie w kazdym czasopiSmie ekonomicznym czy medycznym.
Nie moéwigc juz zgota o statystyce, ktéra, zwlaszcza w krajach an-
glosaskich, jest dzisiaj na wskro$ juz zmatematyzowana. Przy tym
wystepuje matematyka w stanie jeszcze bardziej ukrytym w mowie
codziennej. Czytamy w gazecie o ,integralnym faszyzmie®, o ,,prze-
cietnych wartosciach®, o ,,$rednich temperaturach®, o ,,optymalnych
efektach®, o ,.krytycznych punktach krzywej“, o ,polach sit* itp.:
a sa to wyrazenia zapozyczone bezposrednio z matematyki i z.fizyki
matematycznej.

Otz wcale nie jest koniecznym, by takie stowa przyjmowaé
tylko jako pusty dzwiek lub, co gorsza, sobie samemu wydawac sie
przez to mniej wartosciowym i nie wyksztatlconym. Bo tres$¢ takich
stow jest rownie wspaniata jak symboliczna, réwnie zrozumiata jak
mozliwa do opanowania.

Jedno oczywiscie trzeba przyja¢ jako zatozenie: pewien, zadng
miarg nie dajacy sie unikngé¢ trud nauki. Najwiekszy geometra
grecki Euklides, ktéry okoto r. 300 przed Chr. zyt w Aleksandrii,
zapytany przez swego kroéla, Ptolomeusza Filadelfa, o ,,wygodng“
metode poznania matematyki, odpart Smiato: ,,Do matematyki nie
prowadzi zadna droga krdélewska®“. Kazdy, powierzchowny nawet
znawca tej nauki, musi przy$wiadczy¢ tym stowom wielkiego Greka.

Ze stwierdzenia tego faktu bynajmniej jednak nie wynika ko-
nieczno$¢ defetyzmu i zwatpienia, bo miedzy ,,krélewskimi drogami*
a ,,zdobywaniem Himalajow* istnieje zgodnie z prawem ciggtego
przejscia, na mocy zasady ciggtosci, niestychanie wiele mozliwosci po-
$rednich.

Zastuzeni i znakomici uczeni, jak Jerzy Scheffers, S. P. Thomp-
son i Gerhard Kowalewski w petni pojeli te sytuacje i sprébowali
zbudowaé takie posrednie stopnie. Wprowadzajgce w $cista matema-
tyke dzieta tych trzech wielkich pedagogéw sa trwatymi zdobyczami
kultury. Totez od niczego nie jestem tak daleki, jak od tej zuchwa-
tej mysli, by chcie¢ wspdtzawodniczyé z przedziwng plastyka ta-
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kiego Scheffersa, z upajajgca precyzjg i elegancja Kowalewskiego,
albo z boskim humorem i nieprzebranym bogactwem Thompsona.
Ale — i to ,,ale” jest rozstrzygajace: wszystkie te trzy przytoczone
dzieta klasyczne z gory zaktadajg co$, czego nie mozna przyjmowac
jako zatozenie, je$li sie matematyczny kompleks nizszo$ci pragnie
doszczetnie usung¢: zaktadajg one mianowicie wyksztatcenie gim-
nazjalne albo przynajmniej opanowanie elementarnej matematyki.
Jak czesto jednak brak wiasnie prostych elementarnych pojec, po-
mimo catego zamitowania do matematyki i pomimo ukonhczenia
szkoty sredniej, odczutem na samym sobie, kiedy zaczatem sie dalej
ksztatci¢ i uczeszczalem na kurs matematyki wyzszej i statystycz-
nej przy austriackim Zwigzkowym Urzedzie Statystycznym. To prze-
zycie byto tez wiasciwg podnieta mojej proby, ktérej sie podjagtem
lub raczej na ktorg sie porwatem z petnym i wyraznie zaakcentowa-
nym uczuciem bojazni i czci wobec prawdziwej nauki. Bo przeko-
natem sie, ze z trzech wzgledéw nalezato by taka ksigzke dla siebie
samego zredagowa¢ lub otrzyma¢ jako pomoc od Kktérego$ ze
,»Wspotucznidéw*. Po pierwsze — nie trudno wyobrazi¢ sobie takiego
»gorliwca®, niech nim bedzie lekarz, ekonomista, kupiec, przemysto-
wiec, dziennikarz, przyrodnik — réwnie dobrze jak wojskowy,
urzednik, robotnik, mtode dziewcze czy uczen, ktorzy pragneliby po-
zna¢ Swiat poje¢ tej ,,niesamowitej* matematyki od tabliczki mno-
zenia do catki, w spos6b inny od stosowanego w szkole, by tak
przyswoi¢ sobie najogélniejsze wiadomosci i zyska¢ przez to pewne
wewnetrzne uspokojenie. Nie jest takze wykluczone, ze ,,gorliwiec*
0w zechce czego$ wiecej. Wynidstszy z mej skromnej ksigzki podsta-
wowe wiadomosci, bezpiecznie bedzie sie mdgt powierzy¢ pewnej
dtoni takich przewodnikéw, jak Scheffers, Thompson czy Kowalew-
ski i dotrze¢ tak daleko, jak tylko zechce; az znajdzie sie w potrza-
sku matematyki i nie bedzie juz nawet moégt pojaé mego marnotraw-
stwa stéw i mojej naiwnosci, Tacy czytelnicy beda mojg szczegdlng
dumg, choéby nawet w koricu mieli mna zupetnie pogardzac¢. Wresz:
cie moze sie zdarzyé, ze uczniowie bedg sie postugiwali moja ksigzka
jako zakazanym S$rodkiem pomocniczym. Juz w tym miejscu prosze
wszystkich pedagogéw, by zechcieli mi wybaczyé i nie podnosili
przeciwko mnie zarzutu, ze ,,psuje miodziez*“. Miodziezy za$ oswiad-
czam stanowczo, ze w razie jakiej$ sprzecznosci nie mnie majg wie-
rzy¢, lecz powotanemu do tego nauczycielowi.



Poeta Novalis powiedziat: ,,Zycie bogoéw jest matematyka. Wszy-
scy wystannicy boscy muszg byé matematykami. Czysta matema-
tyka jest religig. Naprawde szczesliwi sa tylko matematycy. Praw-
dziwy matematyk jest sam przez sie entuzjastg. Bez entuzjazmu nie
ma matematyki*.

Jesliby mi sie udato tchng¢ w mych czytelnikéw ducha tego za-
patu, bytbym bardzo szczesliwy. Bo ,,matematyczny kompleks niz-
szosci* rodzi niestety, jak kazdy taki kompleks, niskie uczucia nie-
nawisci i urazy. Swietna matematyczka grecka Hypatia, jedyna ko-
bieta, ktorej w historii matematyki przyznaje si¢ miejsce pocze-
sne, zostata przez mottoch ukamienowana nie tylko z fanatyzmu
religijnego; takze wielkiemu Leibnizowi nie wysSwiadczytem
w oczach niejednego konsekwentnego i nieubtaganego przeciwnika
matematyki zadnej przystugi przez to, ze oSmielitem sie jako osro-
dek jego geniuszu wysungé matematyke i stusznosci tego dowiesé
z powodzeniem, uznanym zgodnie przez naprawde powotanych.l

Pomdéc w przezwyciezeniu odrazy przed najczystsza, rzec by sie
chciato: najswietsza ze wszystkich nauk, ma witasnie ta ksigzka.
Powierzchownym pieknoduchom wydaje sie matematyka szczytem
materializmu. Tym nalezy powiedzie¢, ze nie tylko dla hinduskich,
babilohskich i egipskich kaptanoéw religia i matematyka w harmonii
zyly i dzialaly. Takze dla Pitagorasa, Platona, Mikotaja z Cuzy,
Pascala, Newtona, Leibniza — by wymieni¢ tylko kilka nazwisk —
byta matematyka wiasnie Zrédlem poznania, ze nawet ,,najrzeczy-
wistsza“ ze wszystkich nauk budzi na swych najwyzszych szczytach
prawdziwg wiare i prawdziwg pokore przed tym co boskie.

Jednak w ciagu wspdlnego przedzierania sie w gltgb matematyki
bedziemy jeszcze czesto mieli sposobno$¢ poruszania takich tema-
tow. Teraz pragnatbym jeszcze pokrotce zda¢ sprawe z ,,podziatu®
rél w tej ksigzce. O ile to mozliwe w matematyce, ktdrg buduje
wspolna praca tycigcleci, sam jeden utozylem niniejsza ksiazke. Ma-
tematyk, dr Walter Neugebauer, przejrzat ja wprawdzie po napi-
saniu — to dla uspokojenia krytycznie nastawionych czytelnikéw —
i udzielit mi niejednej cennej wskazowki. Nie chciatbym go jednak
obarcza¢ zadna odpowiedzialnoscig za mnie, tym bardziej, ze moze

i Autor ma na mys$li swojg monumentalng biografie Leibniza, wydang
pt. ,Leibniz, der Lebensroman eines weltumspannenden Geistes“. (Prz. ttum.).



Xl

zbyt gorliwie szedlem za radg francuskiego matematyka Piotra
Boutroux, aby w nauczaniu zmienia¢é metode ujecia.

Do wielkiej wdziecznoSci zobowigzal mnie takze czionek Wie-
denskiego Zwigzku Plastykéw, malarz p. H. Strohofer, ktéry nie
widziat w tym ujmy dla swej wyprobowanej sztuki, ze narysowat
wszystkie figury w tekscie wedtug moich wskazéwek.

A teraz — trudno, skoro jak wiadomo, do matematyki nie pro-
wadzi zadna krdélewska droga — musimy, czytelnik i ja, wspdlnie
wzigé sie do dzieta i intensywnie pracowac, by od tabliczki mnoze-
nia dotrze¢ az do rézniczki i catki. W zasadzie, mam nadzieje, uczy-
nitem to mozliwym. Czy sie nie tudze, powiedzg mi przeciwnicy.

EGMONT COLERUS



» P RAWDZI WA K ABAL A «

W poczekalni lekarza siedzi pacjent. Przeczuwa, ze nie predko
znajdzie sie w pokoju ordynacyjnym. Dlatego postanawia skroéci¢
sobie czas lekturg. Na stole lezg najrozmaitsze prospekty zaktadow
leczniczych i linii okretowych. Szczeg6lnie $cigga na siebie uwage
obrazek, ukazujacy calg wspaniato$¢ moérz Poludnia i miast pod-
zwrotnikowych. Zaciekawiony, otwiera ksigzeczke i bardzo sie roz-
czarowuje. Bo nie rozumie ani stowa. Prospekt, ktéry wedtug wszel-
kich pozoréw zachwala linie okretowg do Poludniowej Ameryki,
jest zredagowany — nawet tego nie wie pacjent dokladnie — w je-
zyku portugalskim. A jprzeciez nie przestaje go studiowac. Obrazy
kajut, jadalni, przystani portowych sg réwnie piekne jak zrozumiatle.
Ale jeszcze co$ innego rozumie czytelnik, nie potrzebujgc ttumacze-
nia: diugie kolumny cyfr, zestawienia liczbowe, tu i éwdzie rozrzu-
cone obliczenia, dane dotyczgce przybycia i odjazdu.

Jestem przygotowany na to, ze przykiad moj wyda sie dziecinny,
najoczywistszy w Swiecie, jezeli nie wrecz niedorzeczny. Bo czyz
watpit kto kiedy$ o tym, ze prawie wszystkie narody kulturalne po-
stuguja sie dzi$ tymi samymi znakami liczbowymi? Céz miatoby
w tym by¢é dziwnego albo problematycznego? Szkoda zatem catego
tego wstepu. Cyfra 3 oznacza w portugalskim tek$cie to samo, co
cyfra 3 w tekscie polskim, czy angielskim. A obliczenie 5214 X 7 —
= 36498 jest w rownym stopniu niezalezne od kraju, w ktérym zo-
stato wykonane. | basta!

Przyznaje chetnie, ze temu porywczemu dowodzeniu i wysnute-
mu zeh wnioskowi niewiele albo i nic nawet nie mozna zarzuci¢. Nie
zgadzam sie wylacznie tylko na to, by dowodzenie to wykluczy¢
miato wszelkie dalsze rozwazania. Co wiecej, utrzymuje, ze blizsze

Od tabliczki do rézniczki
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.przyjrzenie sie temu wiasnie niedorzecznemu przyktadowi zawiedzie
nas prosciutenko w gigb najtajniejszej zagadki matematyki i po-
zwoli nam zapoznaé sie z wieloma najwazniejszymi pojeciami pod-
stawowymi.

Przeciwnik moéj mianowicie przeoczyl niejedno. Przede wszyst-
kim tylko pojeciowo oznacza to to samo, je$li prospekt nasz czyta,
zajmujac sie przy tym liczbami, Polak czy Portugalczyk. Bo Portu-
galczyk uzywa innych stéw dla nazwania liczb niz Polak. A Fran-
cuz, Anglik, Szwed znowu innych. To nazywanie liczb prowadzi
w poblize tajnikéow ukfadu liczbowego. Tak np. méwimy na 24
dwadziescia cztery, tak samo moéwi Anglik: twenty-four (dwadzie-
Scia-cztery), natomiast Niemiec moéwi: vier-und-zwanzig, a wiec
»cztery-i-dwadzie$cia“. Francuz nie mdwi na osiemdziesiat ,,octantees
co oznaczato by logiczne nastepstwo trente (30), quarante (40) itd.,
lecz zdumiewa nas tworem w formie mnozenia quatre-vingt, co do-
stownie znaczy ,cztery dwudziestki‘.

Zanim blizej naswietlimy te tajemnice, chciatbym wskaza¢ na
wielkie niebezpieczenstwo, jakie moze pociggng¢ za sobg wymawia-
nie wiekszych zespotdow liczb. Znana jest np. ulubiona podrywka,
polegajaca na tym, ze polecamy komus$ zapisac liczbe jedenascie ty-
siecy jedenascieset jedenascie. Kazdy, styszac te liczbe, napisze od-
waznie 11111, co jak wiadomo znaczy jedenasScie tysiecy sto jede-
nascie. Natomiast jedenascie tysiecy jedenascieset jedenascie nale-
zato by poprawnie zapisaé 12111, bo przeciez chodzi tu o sume
11 000, 1100 i 11.

Stwierdzamy wiec, jako pierwszy wynik, ze niewatpliwie miedzy-
narodowy sposéb zapisywania liczb za pomocg cyfr pozostaje z in-
nym znowu pismem, literowym, w posrednim tylko zwigzku, a przede
wszystkim podlega catkiem innym zasadom. Znaki cyfrowe miano-
wicie sg czystymi znakami poje¢, podczas gdy litery sg z géry nie
symbolami poje¢, lecz symbolami glosek, z ktorych dopiero po6zniej,
w zespotach stownych tworzg sie symbole poje¢. Pojecie 3, zapisane
cyfrg, wymaga tylko jednego jedynego znaku. Piszgc literami, otrzy-
mamy trzy w jezyku polskim przez pewne, $cisle okreSlone uszere-
gowanie liter r, t, y, z. W jezyku francuskim natomiast trois jest
kombinacja az pieciu liter.

Wszystko to stanowi jednak dopiero poczagtek naszych rozwa-
zan. Stoimy u stép gory liczb, na ktorej szczyt chcemy sie dostac.



Prawdziwa kabata 3

Dotychczas bowiem mowiliSmy o cyfrach i liczbach, natomiast je-
szcze nie 0 przedziwnym tworze, ktory nazywamy ukladem (syste-
mem) liczbowym, a ktéry zastuguje na to, by by¢ najwiekszg
chlubg umystu ludzkiego.

W zwigzku z tym postawi mi mdéj przeciwnik zapewne nowy za-
rzut. Mianowicie powie: ,,Je$li przez swoj ukiad liczbowy rozumiesz
to, co kazde dziecko opanowato w pierwszej klasie szkoty ludowej,
a wiec tzw. ukiad dziesiatkowy, czy system dziesietny, to zostaw
nas taskawie w spokoju. Znamy ten ukiad, postugujemy sie nim co-
dziennie i wcale nie myslimy podtrzymywac¢ kosztem naszego zain-
teresowania twojej ochoty do pisania. Ale jesli chcesz wyjechaé
z teorig liczb, z badaniami Gaussa, Dirichleta, Dedekinda, Kro-
neckera i innych wielkich uczonych, to wiedz o tym, ze z miejsca
zamykamy ksigzke i oddajemy ja ksiegarzowi. W tym wypadku nie
dotrzymatby$ przeciez przyrzeczenia, ze nie zakladasz zadnych wia-
domosci i ograniczysz sie do tego tylko, co rzeczywiscie niezbedne*.

.l tym razem wybornie mity oponencie*, musze na to odpowie-
dzie¢. ,,Nie pomyslate$ tylko nad tym, ze moje rozwazania tajemnic
uktadu liczbowego bynajmniej nie sg celem same w sobie. Ani mi
przez mys$l nie przeszto nauczaé teorii liczb. Lecz nie mam tez za-
miaru wyjasni¢ tylko, dlaczego dwa tysigce pieéset czternascie pi-
sze sie wiasnie 2514. Lub raczej nie mysle wcale poprzesta¢ na tych
tylko wyjasnieniach. Wtasnie dlatego, ze nie moge nic z gory zakia-
da¢, musze nawigza¢ do rzeczy powszechnie znanych, aby juz w pier-
wszym rozdziale wyzszego rzedu pojecia matematyczne uczyni¢ do-
stepnymi. Teraz jednak przerwe naszg rozmowe, by nawigzujac do
tego co powiedziatem, posuna¢ sie dalej w badaniu*.

Wspomnijmy w tym miejscu jednego z najwiekszych ludzi, ja-
kich wydata historia ducha: Gottfryda Wilhelma Leibniza (1646—
1716), panhistora, wszech nauk mistrza. Jak wiadomo byt Leibniz
takze jednym z bardzo wielkich matematykéw i wiasciwym tworca
analizy nieskoniczonoSciowej, czyli tak zwanego rachunku roz-
niczkowego, albo ,,wyzszej matematyki*“. Otéz Leibniz nazwat swa
0g6lng nauke o symbolach czyli o znakach ,,cdbbala vera* czyli ,,ka-
batg prawdziwag“. Co oznacza kabata, kabalistyczny itd., to chyba
znane. Magia, urok, formuly zakleé, mistyczne sity, wyzwolone
przez stowa i symbole, wchodzg w krag poje¢ kabaty. Otéz w owym
Leibnizowskim rachunku symboli, w owej ogélnej nauce o symbo-
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lach, zawarte sg znaki matematyczne jako bardzo istotne
sktadniki.

Zdaje sobie sprawe, ze nie tatwo od razu zrozumieé te pierwsza
wzmianke o wzlotach geniuszu Leibniza. Dlatego, o ile sie tylko da,
starajmy sie zdanie Leibniza dla naszych celéw uprosci¢ i stwierdz-
my, ze juz w samym matematycznym sposobie pisania tkwi pewnego
rodzaju sztuka czarnoksieska, ,prawdziwa kabala“. Mozemy te
mys$l wyjasni¢ robigc matg wycieczke w historie matematyki, po-
prawniej — w historie rachunku za pomocg cyfr. Méj przeciwnik
nie miat racji, kiedy tak pogardliwie wyrazat sie 0 naszym pospo-
litym uktadzie dziesigtkowym. Ogromng i niedajgca sie wprost wy-
razi¢ zastuga tego uktadu jest, ze okazuje sie on juz dostepnym dla
ucznia szkoly elementarnej. Historycznie przedstawia sie sprawa
zupetnie inaczej. To, co dzi$ jest zadaniem dla ucznia szkoty ludowej,
stanowito przed paru tysigcami lat zagadnienie konkursowe dla
najtezszych matematykéw. Bo wtenczas witasnie brakowato ukiadu
dziesigtkowego, tej jak gdyby samoczynnej maszyny liczbowej,
prawdziwej kabaty wiasciwego sposobu pisania.

W tym miejscu niech mi wolno bedzie uczyni¢ matg dygresje od
tematu. Mowitem o wiasciwym sposobie pisania. Przez to miatem
na mysli system jako cato$é. Obok tego wyzszego juz znaczenia
stow ,,sposéb pisania“ chciatbym zwréci¢é uwage na to, ze nawet
znawca wszystkich czarodziejskich znakéw matematycznych tylko
wtedy bedzie umiat sie z nimi obchodzi¢ swobodnie i pewnie, jesli
zastosuje sie do dwoch, pozornie banalnych regut. Po pierwsze po-
winien pisa¢ starannie i mozliwie najbardziej przejrzyscie. Nie prze-
rzucac sie z jednego miejsca na drugie, nie miesza¢ roéznych rzeczy,
nie bazgra¢ rachunkéw pomocniczych byle gdzie na brzegu, albo
w kazdym wolnym miejscu. Po drugie — nie wolno poczatkujagcemu
(a to poczatkowe stadium siega bardzo, bardzo daleko w gigb na-
szej wiedzy) z niecierpliwosci przeskakiwa¢ posrednich szczebli
i przeprowadza¢ w pamieci poszczeg6lnych prostszych dziatan. Padto
juz stowo ,,kabata“, wiec czarnoksieskie znaki musza by¢ zapisane. Je-
zeli jednak kto$ kiadzie specjalny nacisk na to, aby rachunki w kaz-
dym stopniu trudnosci wykonywa¢ w pamieci, a przez to wycwiczy¢
i wyprébowac¢ swag wyobraznie, to niechze, na chwile przed uda-
niem sie na spoczynek, przeprowadzi obliczenia, wyniki zanotuje,
ale potem w nastepnym dniu niech je starannie sprawdzi krok za
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krokiem za pomocag prawdziwej kabaly. Jest to rada prawie spor-
towa. Nauczyciel fechtunku, trener tenisa, nauczyciel boksu kaze
najpierw uczniowi wykonywac¢ kazde uderzenie i kazdy cios z naj-
wiekszg, prawie mikroskopijng precyzja, faza za fazg. Osobisty
styl i indywidualne tempo rozwija sie juz samodzielnie jako powigza-
nie podstawowych form. Niestety takze powierzchownos$¢ i niedba-
tosc.

Ale wré¢my znowu do naszego gtéwnego tematu. Nadmienitem
juz, ze rachowanie z uzyciem cyfr, wydajgce sie dzi$ tak oczywiste,
bynajmniej nie byto zawsze oczywistoscig. Dopiero w XII wieku po
Chr. stata sie prawdziwa kabata wspo6lnym dobrem Zachodu. I znowu
upraszczajgc historie zagadnienia nadmienie, ze w owym czasie
walczyty o pierwszenstwo dwie szkoty rachunku. Szkota abacystéow
i szkota algorytmikoéw. Abacus jest to prastare liczydto, uzywane
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juz w starozytnosci. Wyobrazmy sobie tablice podzielong pionowymi
liniami. Kazda kolumna odpowiada tzw. jednostkom odpowiednich
rzedéw, a wiec jednostkom, dziesigtkom, setkom, tysigczkom itd.
Aby rachowa¢ przy pomocy abacusa, wstawia sie w kazda kolumne
odpowiednig ilo$¢ znaczkow lub kamyczkéw. Przypusémy, ze mamy
zesumowac, dodaé¢ do siebie np. 504 723 i 609 802. (Por. fig. 1.)

Jak widzimy, otrzyma sie przez zliczenie kamykow biatych (pier-
wsza liczba) i czarnych (druga liczba) wiasciwy wynik 1114 525.
Zera nie uzywato sie jeszcze w tym rachunku ,,abacusowym®. Oprocz
tego musieliSmy uwzgledni¢, ze 15 setek réwna sie jednej tysigczce
i 5 setkom, ze 14 tysigczek rdéwna sie jednej dziesigtce tysiecy i 4
tysigczkom i ze 11 setek tysiecy réwna sie milionowi i jednej setce
tysiecy.

Nie bedziemy zagtebiali sie zbytnio w arkana ,,sztuki abacystéw*,
rachowania liczydlem. Nie trudno jednak przewidzie¢, ze zwyciezy¢
musiata ,prawdziwa kabata“ tej drugiej szkoty, szkoly algoryt-
mikow.

I oto dotarliSmy do punktu, ktéry powinien najsilniej pobudzic¢
naszg uwage. Przedtem jeszcze objasnienie jednego stowa: Algorytm
(stad algorytmik) jest przekreceniem nazwiska Alchwarizmi. Ten
wschodnio-arabski matematyk Mahomet Ibn Musa Alchwarizmi po-
chodzit z Khorassanu, a pdzniej zyt w Bagdadzie. Miedzy rokiem
800 a 825 po narodzeniu Chr. napisat miedzy innymi podstawowe
dzieto o rachowaniu znakami liczb, czyli cyframi hinduskimi (noszg-
cymi obecnie nazwe arabskich). | to z uzyciem systemu pozycyj-
nego. 1 Znat juz takze zero i zapisywat je jako mate kdtko. Réznymi
drogami przez wyprawy krzyzowe, a takze za posrednictwem uni-
wersytetow arabskich w Toledo, Sewilli i Grenadzie, dotarty arab-
skie dzieta w tacinskich przektadach do wiadomosci uczonych Za-
chodu, a wsérdd tych dziet takze i ksigzka Alchwarizmiego o cyfrach
hinduskich.

Powtarzamy: algorytmicy wprowadzili pod nazwg algorytmu do
krajow zachodnich hinduski uktad liczbowy, z uwzglednieniem war-
tosci miejsc. Tym samym zrobiono pierwszy krok do ,,prawdziwej
kabatly“. Bo nie dostarczato juz teraz wynikéw dziatan rachunko-
wych nieporadne liczydto, lecz tajemnicze, iScie czarodziejskie pismo

i W uktadzie (systemie) takim znaczenie kazdej cyfry zalezy od miejsca
(pozycji), jakie zajmuje.
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dozwalato wykonywaé¢ z nieomylng pewnoscig najwieksze chocby
i najbardziej zawite rachunki. A cata ta sztuka czarnoksieska nie
wymagata niczego précz dziesieciu znakéw od 0 do 9, kawatka pa-
pieru, piéra i znajomosci matej tabliczki mnozenia.

Niesposéb juz dzisiaj wzy¢ sie w nastroje ludzi, ktérzy po raz
pierwszy pomnozy¢ mieli np. 85243 przez 9621 juz nie na liczydle
lecz na Swistku papieru. Przejmowaty ich wéwczas magiczne dresz-
cze szczescia i jakze czesto zapewne zdawato im sie, ze sie dostali
na sam szczyt wiezy Babel, skad bezposrednio dotkna¢ mozna nieba.

Po tym cofnieciu sie w przesztos$c i historie musimy jednak znowu
powroci¢ w chtodniejsze regiony. Na razie zdajmy sobie od biedy
sprawe, ze stowo algorytm, znaczy tyle, co pisemne rachowanie za
pomocg okreslonych znakéw i to w obrebie zamknietego systemu,
ktory niejako samoczynnie wykonuje za nas cze$¢ pracy myslowej,
a przy tym czyni nam dostepnymi dziedziny, w ktére wyobraznia
nasza w ogéle nie siega, albo gdzie sie co najmniej bardzo tatwo
moze zabigkaé. Musimy wiec zbada¢ doktadniej Zrédia czarodziej-
skiej sity tego specjalnego algorytmu, zwanego uktadem albo syste-
mem dziesigtkowym.



U K+t AD D ZI1ESIATIKOWY

W (pierwszym rzedzie uderza nas tu zaznaczona juz wyzej nie-
zmierna prostota tego systemu. Dziesie¢ symboli cyfrowych, to wia-
Sciwie caty material, z jakim mamy do czynienia. Je$li nastepnie
dodamy kilka symboli zwigzkéw miedzy liczbami, jak znaki ,,plus*,
»minus®, ,razy*“ i ,,podzielone przez* (+, —, X. 0, a wreszcie znak
rownosci, opanujemy juz jako tedzy algorytmicy caty $wiat racho-
wania liczbami. Bez watpienia, jako jedno z najwazniejszych zatozen
nalezy do tej sztuki algorytmicznej co$ jeszcze, co$, co wydaje sie
nam czyms$ oczywistym, a co wiasnie jest kluczem tajemnicy, tak
zwany ukiad pozycyjny.

Jako drastyczny przykiad pisowni, nie uwzgledniajgcej wartosci
zaleznej od miejsca, wysuniemy teze: rzymskie znaki liczb (cyfry).
Zazadajmy od rzymskiego ,algorytmika“, by tylko zesumowat np.
liczby MDCCCXLDE i MMCXXIV. Przy dziesiatkach i jednostkach
popadnie w kilopot, siegnie po liczydto, po abacus i bedzie musiat
przyznac¢, ze witasciwie nie posiada zadnego algorytmu. Algorytmi-
kowi hinduskiego systemu nie sprawi to najmniejszej trudnosci, by
podpisa¢ pod sobg odpowiednio liczby 1849 i 2124. Po paru sekun-
dach poda nam jako wynik sume 3973.

Lecz teraz przystgpmy juz wprost do zagadnienia. Przez ukfad
pozycyjny rozumiemy taki sposéb pisania liczb, ktéry kazdej cyfrze,
jesli zajmuje inne miejsce (pozycje) nadaje inng warto$¢. Takze
wtedy, kiedy to jest ta sama cyfra. | tak, jesli zachowamy w li-
czeniu miejsc porzadek od prawej ku lewej, oznacza np. 3 na ostat-
nim miejscu 3 (jednostki), na przedostatnim 30 (3 dziesigtki), na
trzecim od konca 300 (3 setki), na czwartym od konca 3000 (3 ty-
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sigce) itd. O tak zwanych miejscach dziesietnych utamkowych na
razie nie méwimy. Tymczasem rozwazamy tylko liczby catkowite,
pomni powiedzenia Kroneckera, ze liczby catkowite pochodzg od
Boga, a reszta jest dzietlem ludzkim.

Na przykitadzie naszym z tréjkg widzimy, ze w miare posuwania
sie z prawej ku lewej warto$¢ jej zwieksza sie z kazdym miejscem
dziesieciokrotnie. Stad nazwa ukiadu dziesiatkowego. Dziesie¢ na-
zywa sie przy tym zasadg ukiadu.

Cho¢ dokonamy przez to zbyt gwattownego przeskoku, to jednak
dla uproszczenia majacych nastgpi¢ wywodow wprowadzimy nowe
pojecie. Mianowicie pojecie potegi. Chodzi przy tym o nic innego
wiasciwie, jak o pomnozenie jakiej$ liczby przez siebie samg, co za-
pisuje sie specjalnie krotkim znakiem. Na razie jednak nad tym tzw.
»potegowaniem* albo ,,podnoszeniem do potegi“ nie bedziemy sie
rozwodzili5 a tylko na kilku przyktadach wyjasnimy jedynie sposéb
pisania. Dziesie¢ razy dziesie¢ nazywa sie ,,dziesie¢ do potegi dru-
giej* i pisze sie 102 Dziesie¢ razy dziesie¢ razy dziesie¢ nazywa sie
»dziesie¢ do potegi trzeciej“ lub ,dziesie¢ do trzeciej* i zapisuje
sig 103 10X 10 X 10 X 10= 104; 10 X 10 X 10 X 10 X 10= 10B
itd. Wartosci tych liczb mozna oczywiscie wyliczyé. A wiec jest
102= 100, 105= 100000, 52= 5X 5= 25, 63==6X 6 X 6= 216
itd. Przez pierwszg potege jakiej$ liczby umdwiono sie rozumieé
sama te liczbe, poniewaz niejako raz tylko wystepuje w mnozeniu.
A wiec 101— 10, 51= 5, 291= 29 itd. W pierwszej potedze zwykle
nie zapisuje sie matej jedynki z prawej strony u géry. Musimy jed-
nak wprowadzi¢ jeszcze jedng potege, ktorej osobliwy wynik trudno
w tym miejscu wyjasni¢. Mianowicie tzw. potege zerowa. Otdz, sta-
wiamy wiec zadanie, aby jaka$ liczba w ogéle nie wystepowata jako
czynnik mnozenia przez siebie samg. To oznacza np. 10°, albo sto-
wami: dziesie¢ do potegi zerowej. Kazdy stusznie powie, ze podobne
zadanie jest skonczona niedorzecznoscig. ,,W ogo6le nie mno6z czego$
przez siebie, wykonaj dziatanie (w dodatku jeszcze mnozenie),
w ktérym jedyny dozwolony czynnik, mianowicie dana liczba, wy-
stepuje zero razy, a wiec w ogdle nie wystepuje. |1 podaj mi wynik*.
Tak przedstawia sie zagadnienie. Jak juz wspomnialem musze na
razie najuprzejmiej przeprosi¢ i ograniczy¢ sie tylko do oznajmie-
nia, ze kazda, ale to kazda liczba, podniesiona do potegi zerowej,
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daje na wynik jeden.1 A wiec jest 10°= 1, 25°= 1, 275859°= 1
itd., az do dowolnej wielkosci.

Zatem powtorzmy: jakakolwiek liczba do potegi zerowej daje
jeden. Do potegi pierwszej siebie samg. Do drugiej potegi — te
liczbe pomnozong przez siebie. Do trzeciej potegi — te liczbe pomno-
Z0ng przez siebie i jeszcze raz przez siebie itd. A wiec w szczegol-
nym wypadku dla liczby dziesie¢: 10°= 1, 101= 10, 10-= 100,
103= 1000, 10*= 10000, .....

Cziowiek spostrzegawczy zauwazy natychmiast przy rozwazaniu
powyzszego ciggu liczb, ze mata liczba na prawo u géry (tzw. wy-
ktadnik potegowy) podaje ilos¢ zer, jakg posiada odpowiednia po-
tega dziesieciu. Zwigzek niewatpliwie wazny i w wysokim stopniu
utatwiajacy zrozumienie konstrukcji uktadu liczbowego. Jednakowoz
nie btgkajmy sie wiecej, ale odwaznie teraz ruszajmy przez giebie
i wyniostosci uktadow liczbowych. Bo do zbadania naszego algoryt-
mu cyfr mamy juz w rekach caty rynsztunek.

Zastanawiajgc sie nad liczydtem zrozumiat kazdy, ze dowolna
liczba uktadu dziesigtkowego sktada sie z pewnej ilosSci jednostek,
dziesigtek, setek itd. Zadajmy sobie teraz troche trudu, by znalezé
odpowiedni sposdb pisania, ktéry by unaoczniat wewnetrzng budowe
kazdej liczby, bez koniecznosci uciekania sie do niezgrabnego liczy-
dfa (abacusa). Na podstawie poprzednich rozwazan nie bedzie zbyt
trudno znalez¢ taki spos6b zapisywania. Jest nim tzw. szereg2 i to
szereg potegowy. Niechaj nikogo nie odstraszaja te wyrazenia nau-
kowe. Bo przyktad natychmiast wyjasni rzecz calg. Przyjmijmy, ze
mamy liczbe 1483 706 rozwing¢ w taki szereg. Dotychczasowe nasze
wiadomosci pozwolg nam to zrobi¢ bez trudu. A wiec napiszemy naj-
pierw jeszcze prymitywnie:

6X 1+ 0X 10+ 7X (10X 10) + 3X (10X 10X 10) + 8 X
(loxioxioxio) +4x dox iox 0 X 1°X 10) + i X
X (10 X 10 X 10 X 10 X 10 X 10)

Tutaj zauwazy¢ nalezy w pierwszym rzedzie, ze kazda liczba po-
mnozona przez 0, znowu daje na wynik 0, i ze na odwroét, zero uwa-

1 Z wykluczeniem 0° ktére jest nie oznaczone.
> W matematyce nazywa sie ,szeregiem® zestawienie liczb potgczonych
znakiem + lub —. Np. 3+5 + 8+ 7+ 1, albo 2— 4+ 8— 6.
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za¢ mozna zawsze za iloczyn dowolnej liczby przez zero. Tej odwrot-
nej prawdy uzyjemy tu oczywiscie dla systematycznego uzupeinie-
nia szeregu w odniesieniu do miejsca dziesigtek. Nadto poczynimy
jeszcze dalsze uproszczenia. Najpierw odrzucimy ucigzliwy pochytly
»Krzyzyk* (X) na oznaczenie mnozenia a zastosujemy kropke, jak
to w matematyce powszechnie jest przyjete. Nastepnie — wyraze-
nia w nawiasach przedstawimy jako potegi. Wreszcie w szeregu ta-
kim cyfry stojgce przed potegami noszg nazwe ,,wspétczynnikdw®.
6,0, 7 3,8, 4, 1 — kroétko cyfry, z ktérych sie nasza liczba sktada —
wystepujg w szeregu potegowym tylko jako ,,wspétczynniki®“. Tym-
czasem zapamietajmy sobie tylko to pojecie. Wiecej nie mozemy na
razie juz o nim w tym miejscu powiedzie¢.
A zatem zapiszemy teraz matematycznie poprawnie:

1483706 = 6.10° + 0.10i + 7.102+3 .103 + 8.10* +
§-4.105+ 1.10°

Tym samym zostata unaoczniona catkowicie i jednoznacznie we-
wnetrzna budowa ukiadu dziesigtkowego z uwzglednieniem wartosci
zaleznej od miejsca (pozycji). Nie chciatbym jednak tzw. ,,dyskusji*,
czyli roztrzgsania tej sprawy pozostawi¢ czytelnikowi, mimo iz na-
razam sie na to, ze stane mu sie nudny, lecz postaram sie jg wspol-
nie z nim przeprowadzi¢. Widzimy najpierw, ze nastepstwo wielkosci
poteg jest $ciS$le zachowane. Potegi dziesieciu nastepujg po sobie
w szeregu jako 10°, 101, 102, 103 itd. Takze wspdtczynniki nic w tym
zmieni¢ nie moga. Bo nawet 9.10° (a wiec 9.1=9) zawsze musi
poprzedza¢ 0.101 (a wiec 0.10 = 0), poniewaz zero to na miejscu
dziesigtek nic innego nie oznacza, jak tylko, ze w liczbie jest co naj-
mniej 10 dziesigtek, gdyz zadna liczba nie moze przeciez zaczynac
sie od zera. Jako przykiad niech postuzy liczba 109, ktéra, napisana
jako szereg, wygladataby nastepujgco: 9.10° + 0.10i + 1.102 Ze
10° réwna sie 1, o tym juz wspomnieliSmy — dalej jest rzeczag jasna,
ze szereg ten teoretycznie da sie przedtuzaé w nieskohczonos¢. To
znaczy, ze nie ma zadnej tak wielkiej liczby, ktéra by sie nie data
napisaé w postaci takiego szeregu rosngcych poteg dziesieciu z ich
wspotczynnikami. Na odwrot, kazdy taki szereg da sie oczywiscie
przeksztatci¢c znowu w pewng liczbe uktadu dziesiatkowego. 5.10° +
+ 7.101+ 0.102+ 8.103+ 9.104 + 3.105 to nic innego, jak
tylko liczba 398 075, a mianowicie jeszcze raz, az do uprzykrzenia —



13 Od tabliczki do rézniczki

stowami: 5 jednostek, 7 dziesigtek, 0 setek, 8 tysiecy, 9 dziesigtek ty-
siecy i 3 setki tysiecy. Z rozmystem wspomne dopiero tutaj, ze do-
skonaty ukifad liczbowy zaktada jeszcze, iz tzw. jednostki wyzszych
rzedow (czyli potegi dziesieciu) czysto jezykowo mogg by¢ ozna-
czane wlasnymi nazwami (dziesie¢, sto, tysigc itd.). Sprawa ta nie
zostata w naszym ukfadzie $ciSle przeprowadzana. Dziwnym trafem
mamy odrebne stowa wytgcznie tylko dla 101, 102 i 103 a wiec dla
dziesieciu, stu i tysigca. Dziesie€ tysiecy i sto tysiecy sg juz ztoze-
niami. 10°, czyli ,,milion”“ ma znowu wiasne okre$lenie. Tysiac mi-
lionébw (10°), czyli ,,miliard“, jako nastepne S$ciste oznaczenie wy-
stepuje dopiero. A potem nastepuja, wedtug poteg miliona, ,,bilion*
(1000 0002= 1012), ,trylion® (10000003= 10«); ,kwadrylion*
(1024), ,.kwiintylion* (1030) itd. Przyczyng tej nieregularmosci mogty
moim zdaniem by¢ uwarunkowane historycznie jpotrzeby praktyczne.
Gospodarka pieniezna i wojskowos¢ wymagaty pierwotnie jednostek
wyzszych rzedéw tylko do tysigca. A dopiero bogactwo Marka Polo
uczynito podobno koniecznym pojecie miliona. Jednostki bardzo wy-
sokich rzedow (bilion itd.) nazywa sie zwykle w mowie potocznej
»liczbami astronomicznymi*, wskazujac tym samym ich powstanie
i zakres ich stosowania.

Reasumujac powtarzamy zatem: ukiad dziesigtkowy, jako ukitad
jednoczes$nie takze pozycyjny, jest algorytmem. Dozwala nam on
wykonywac¢ z najwiekszg tatwoscig wszystkie dziatania rachunkowe
w zakresie dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia, ktorych
reguty opanowujemy dzisiaj juz w szkole elementarnej. Uklad dzie-
sigtkowy sklada sie z wlasnych symboli pojeciowych, zupetnie roz-
nych od liter, a oznaczajacych wartosci liczb od 0 do 9. Zasada
uktadu jest liczba, nastepujaca po 9, ktéra nazywa sie ,,dziesiec*
a pisze sie 10. Dla jednostek dalszych rzedéw (poteg dziesieciu)
istniejg czeSciowo wiasne nazwy jak sto, tysigc, milion, miliard, bi-
lion itd.

ZnalezliSmy sie teraz juz tak wysoko na naszej gorze liczbowej,
ze ogarng¢ mozemy wzrokiem ciggngca sie w nieskonczono$¢ i nie-
zmiernie rozgateziong doline uktadu dziesigtkowego. Spostrzegamy
jednak, ze do wierzchotka jeszcze bardzo daleko. C6z ujrzymy ze
szczytu tej gory? Czy ukazg sie inne jeszcze doliny? A moze tez ta
géra to ptaskowyz, bezkresna a samotna pustynia kamienna?

Odpoczniemy chwile i zatopimy sie w rozmys$laniach. | juz na-



Uktad dziesigtkowy 13

wiedzajg nas rozmaite niepokojgce mysli. Skad sie to wzieto, ze
Niemcy uzywajg stéw elf (11) i zwolf (12), po ktérych potem na-
stepuje dreizehn (13), vierzehn (14), finfzehn (15), sechzehn (16)
itd. ? Co znaczy zagadkowe francuskie quatre vingt? 7i punktu wi-
dzenia uktadu dziesiatkowego sa to przerwy w uktadzie, wykoleje-
nia. Co do tego nie ma najmniejszej watpliwosci. Quatre vingt
(cztery razy dwadziescia) ma strukturalnie niestychane podobien-
stwodoczterdziestu. A niemieckie elfi zwolf wyglgdajg wprost
jak przedtuzenie ciggu liczb jeden (eins) do dziesieciu (zehn). Dla-
czego nie méwi sie zamiast ,elf" — ,einzehn* a zamiast ,,zwolf* —
»Zweizehn*“? Dlaczego w ogo6le witasnie dziesie€ jest zasadg naszego
uktadu? Czyz dziesie¢ wyrdznia sie czymskolwiek od jakiej$ innej
liczby? Czyz ukiad dziesigtkowy jest jak gdyby przez Boga ustano-
wionym uktadem? Albo moze tylko ten fakt, ze posiadamy dziesie¢
palcow, a nasi przodkowie niegdy$ na palcach wiasnie liczyli, jest
temu winien, ze dajemy pierwszenstwo ukiadowi dziesigtkowemu?
Nie chcemy jednak daé naszemu turyscie, wspinajacemu sie na goére
liczbowg zbyt diugo pograza¢ sie w rozmyslaniach. Dlatego powia-
damy mu na ucho: Teoretycznie nie wybija sie uktad dziesigtkowy
niczym, ale to zupetnie niczym, ponad inne ukfady, o dowolnie innej
zasadzie. W rozwoju dziejéw istniaty juz uklady sze$édziesigtkowe,
piatkowe, dwudziestkowe i dwunastkowe. Wielki Leibniz zajmowat
sie nawet (w Rzymie) w 1690 r. najdziwniejszym ze wszystkich
uktadow, uktadem dwojkowym (diadycznym), ktory jako cyframi
postuguje sie tylko 0 i 1. A nasze quatre vingt jest faktycznie ana-
chroniczng pozostatoscig dawnego celtyckiego ukifadu dwudziestko-
wego (faczna ilos¢ palcéw u rgk i nég!)
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Skoro juz tak dobrze poznalismy strukture uktadu dziesigtko-
wego, sprébujmy odwaznie zbudowaé zupetnie samodzielnie jakikol-
wiek inny uktad.l Najpierw wybierzemy zasade mniejszg od dzie-
sieciu, np. liczbe sze$¢, i budowaé bedziemy $cisle na wzér ukiadu
dziesigtkowego nasz nowy algorytm. Zobaczymy, jak sobie z tym
damy rade. W ukladzie dziesigtkowym uzywalismy dziesieciu cyfr
dziesieciu symboli liczbowych, a mianowicie 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Stad wynika, ze w naszym ukladzie széstkowym wystarczy nam
sze$¢ cyfr, awiec 0, 1, 2, 3, 4, 5. Jakzez jednak pisa¢ mamy ,,sze$¢*,
»siedem*, ,,osiem*, ,,dziewie¢*“? Przypominamy sobie nasz szereg po-
tegowy. Zasade do potegi pierwszej zapisywalismy 101, albo kroétko
10. To byta zatem pierwsza liczba dwucyfrowa. ROwniez w ukitadzie
szostkowym napiszemy zasade 10, tylko, ze oznacza tu ona nie
dziesie¢, lecz szes¢. Przyznaje, ze u wielu czytelnikéw wierzacych
jeszcze w boskie zestanie ukladu dziesigtkowego wywota to zamet.
Dlatego posuwajmy sie dalej krok za krokiem i wypiszmy najpierw
dwadzieScia pierwszych liczb uktadu dziesigtkowego. Pod nimi dwa-
dziescia pierwszych, rownych co do wartosci liczb ukladu szoéstko-
wego.

1,2 3 4,5 6 7 8 9 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
1, 2, 3, 4,5, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 30, 31, 32.

Jak widzimy, wynika sposéb pisania bezposrednio chociazby
z faktu, ze w rozwazanym ukfadzie nie mozna po prostu inaczej

i Mniej wprawny czytelnik moze poszczeg6lne obliczenia w tym rozdziale
pomingé w czytaniu bez uszczerbku dla zrozumienia catosci.
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pisa¢. Bo za pomocg pieciu cyfr i zera nie moge pojecia szesciu za-
pisa¢ inaczej, jak wtasnie 10.

Tak samo jak przy pomocy dziewieciu znakéw cyfrowych i zera
nie mozna dwunastu inaczej wyrazi¢ jak wiasnie przez 12.

Przyjrzyjmy sie teraz jednostkom wyzszych rzedéw. Te (napisane
w ukiadzie dziesigtkdwjon) muszg mie¢ wartosci 6°, 61, 62 63 64
itd. A wiec, ciggle jeszcze w uktadzie dziesigtkowym, wartosci 1, 6,
36, 216, 1296 itd. Moégtbym zatem w rozwinieciu szeregowym do-
wolng liczbe uktadu szostkowego wyrazi¢ w nastepujgcy sposob:

2.6° + 4.61+ 0.62+ 3.63+ 5.64, co by oznaczato:
2.1 + 46 + 0.36 + 3.216 + 5.1296 i zapisane w ukladzie

dziesigtkowym datoby na wynik 7154. Zauwazmy, ze takze w dzie-
sigtkowym sposobie pisania ,,wspo6tczynniki“ nie moga przekroczyé
pieciu, bo w przeciwnym razie moégtby zosta¢ naruszony porzadek
wielkosci i liczba w uktadzie szdstkowym nie databy sie zapisaé. Te-
raz nastagpi $miate pociggniecie. Napiszemy obecnie omawiang liczbe
w ukladzie széstkowym. Nie trzeba do tego nic wiecej, jak ustawic
po prostu obok siebie wspdtczynniki. | to zstepujac coraz nizej od
najwyzszej potegi. A wiec nasza liczba, zapisana w ukladzie szdstko-
wym, przedstawi sie jako 53 042. Bo to wilasnie znaczy 2.6° +
+ 4.61+ 0.62+ 3.63+ 5.64! Teraz twierdzimy: 53 042 (ukiad
szostkowy) rowna sie 7154 (uktad dziesigtkowy). Z wiasnej pilno-
§ci zrobimy jeszcze prdbe i rozwiniemy teraz obie liczby w szeregi:
7154 (ukiad dziesigtkowy) = 4.10° + 5.101 + 1.102 + 7.103
53 042 (uktad széstkowy) = 2.6° + 4.61+ 0.62+ 3.63+ 5.64
albo

1+ 5.10 + 1.100 + 7.1000 ma sie réwnac
.1+ 46 + 0.36 + 3.216 + 5.1296.

Oczywiscie rachunek zgadza sie. Bo zaréwno pierwszy jak i drugi
szereg dajg na wynik (po zapisaniu w ukfadzie dziesiatkowym) 7154,

Teraz jednak porzuémy ukiad dziesigtkowy i rozwinmy naszg
liczbe 53 042 (ukiad széstkowy) w szereg postaci wiasnego ukiadu.
Otrzymamy wtedy:

53042 = 2.10° + 4.101+ 0.102+ 3.103+ 5.104 przy czym
10 nie oznacza juz dziesigtki (w ukladzie dziesigtkowym), lecz pod
wzgledem wartosci odpowiada 6 ukladu dziesigtkowego.
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Chcemy jednak jeszcze daleko wiecej. Pragniemy sie przekonac,
czy uktad széstkowy spetnia zadania algorytmu tzn., czy nadaje sie
do wykonywania dziatan rachunkowych na wzdér znanego nam spo-
sobu dodawania, mnozenia itd. W tym celu musimy jednak przygo-
towac sobie jeszcze jeden Srodek pomocniczy. Mianowicie ,tabliczke
mnozenia*“ uktadu szdstkowego. Na pierwszy rzut oka wyglada ona
jak ¢wiczenie rachunkowe cztowieka, Kktory dopiero co postradat
zmysty. Nieco namystu, rzut oka na szeregi liczb, a takze zastano-
wienie sie nad tym, ze obecnie mozemy operowaé tylko szeScioma
znakami cyfrowymi, wkrotce uspokoi wzburzone umysty.

Zaryzykujmy wiec te czarnoksieskg tabliczke mnozenia:

1 2.1 =2 3.1=3 4.1= 4 51=25
2 2.2=4 3.2=10 4.2= 12 5.2= 14
3 2.3=10 3.3= 13 4.3= 20 5.3= 23
4 2.4= 12 3.4=20 4.4= 24 5.4= 32
2.5= 14 3.5= 23 4.5= 32 5.5= 41
Teraz bedziemy dodawali, odejmowali, mnozyli i dzielili, jak

gdybysmy nigdy nic nie styszeli o uktadzie dziesigtkowym. Najpierw
wykonajmy jakie$ dodawanie:

(NI NN
OrwWN R

|
(&)

4325
5041

13410

Zawsze, ilekro¢ dwie liczby dajg w sumie 6, nalezy mie¢ na
mysli 10. A wiec 1 wiecej 5 rowna sie 10 — pisze 0, a 1 dalej. Cztery
wiecej jeden jest pie¢, plus dwa jest 11 — pisze 1, a 1 dalej. Zero
wiecej jeden jest jeden, plus trzy jest 4 — pisze 4. Pie¢ wiecej
cztery jest trzynasScie — pisze trzynascie. Naturalnie nalezatloby
mowic¢ nie dziesie¢, jedenascie i trzynascie, ale moze — szes¢, ,,jede-
naszeseie* i ,,trzynaszescie”“. Gtéwna trudnos$¢ wiec jest natury je-
zykowej. Skoro raz mamy stowa na odpowiednie jednostki wyzszych
rzedow, wtedy kazdy ukiad jest tak tatwy w uzyciu, jak dziesiat-
kowy.

Teraz odejmowanie:

5201
— 3544

1213
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Stowami: Cztery a 3 jest jedenascie (jedenaszeScie) — pisze 3,
a jeden dalej. Cztery wiecej jeden jest pie¢. Pie¢ a 1 jest dziesiec
(sze$€¢) — pisze 1, a 1 dalej. Pie¢ wiecej jeden jest dziesie¢ (szesé),
a 2 jest dwanascie (dwanaszeSeie) — pisze 2, a 1 dalej. Trzy wie-
cej jeden jest cztery, a 1 jest pie¢ — pisze 1.

A teraz zapowiedziane mnozenie, do ktdrego jako $rodek pomoc-
niczy postuzy ,tabliczka mnozenia“.

3425.31

15123
3425

155055

Sprawdzmy to mnozenie przez przeliczenie na uktad dziesigt-
kowy.
3425 (uktad szostkowy) = 5.6°+ 2 .61+ 4.62+ 3.63= 809
(uktad dziesigtkowy)
31 (uktad széstkowy) = 1.6°+ 3.61= 19 (ukiad dziesigtkowy).
Mnozenie w ukiadzie dziesigtkowym daje na wynik

809.19
7281

15371

Jesli liczyliSmy poprawnie, je$li ponadto stusznym jest nasze
przypuszczenie, ze prawa algorytmow w uktadzie széstkowym sa te
same, co w dziesigtkowym, wtedy musi 15 371 (uklad dziesigtkowy)
rownac sie 155 055 (ukiad széstkowy), a wiec po rozwinieciu w sze-
regi:

1.10° + 7.101+ 3.102+ 5.103+ 1.10* = 5.6« + 5.61 -f
+ 0.62+ 5.63+ 5.64+ 1.65

Ku naszemu zadowoleniu zachodzi zgdana réwnos$¢ obydwu sze-
regébw, o czym sie kazdy tatwo moze przekonaé. Zgodnie z zapowie-
dzig pozostaje nam jeszcze dzielenie w ukladzie széstkowym, co na-
tychmiast uzupelnimy. JesteSmy odwazni i nie czujemy obawy przed
wielkimi liczbami. A wiec:

Od tabliczki do rézniczki 2
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2004013 :425= 2413 (wszystko w uktadzie szostkowym)
3100
1041
2123
000

Dzielenie nam wyszto, jak sie to zwykle moéwi. Naturalnie przez
caty czas wykonywania dzielenia musieliSmy baczng na to zwracaé
uwage, ze mamy do czynienia z uktadem széstkowym: i to juz przy
pierwszym szacowaniu ilorazu ,,na oko“, co przy dzieleniu jest ko-
nieczne w kazdym uktadzie. Przystepujac do dzielenia musimy py-
taé, ile razy mieSci sie dzielnik w dzielnej, wzglednie w odpowied-
niej czesci tej liczby, ktdrg mamy podzielic. W naszym wypadku:
ile razy mieScito sie 425 w jpierwszej grupie 2004? W uktadzie dzie-
sigtkowym probowatbym cztery razy. W széstkowym ukiadzie musze
sie zastanowié, ze 20 co do wartosci znaczy tyle co 12, podczas
gdy 4 oznacza w obu uktadach 4. Poniewaz po 20 nastepuje jeszcze
jedno zero, podczas gdy po 4 stoi 2, sprawa przedstawia sie tak, jak
gdybym (piszac w ukfadzie dziesigtkowym) miat podzieli¢ 120
przez 42. Musiatem wiec najpierw sprobowac napisa¢ 2 w ilorazie.
Dla uzyskania drugiego miejsca w ilorazie probuje podzieli¢ 31
przez 4. Ale 31 oznacza 19 ukiadu dziesigtkowego. A wiec na probe
napisze 4 itd. Ponadto mozna i trzeba uciec sie do .pomocy, jak
w ukladzie dziesigtkowym, odpowiedniej tabliczki mnozenia, w tym
wypadku wiec naszej czarnoksieskiej tabliczki mnozenia. 1

Ale teraz znowu, jako $Swiezo upieczeni teoretycy liczb, staliSmy
sie nienasyceni i chcielibySmy mieé jeszcze bezwzgledng rekojmieg,
ze nasze dzielenie roéwniez sie zgadza. Mozemy jg uzyska¢ w dwo-
jaki sposéb. Po pierwsze mozemy caly rachunek przenies¢, jak przy
mnozeniu, z powrotem do ukiadu dziesigtkowego, w ktorym sie ze
zrozumiatych wzgleddéw czujemy pewniej.- Tym razem jednak je-
steSmy zbyt zarozumiali, aby p6js¢ tg banalng drogg. Chcemy mia-
nowicie jeszcze mocniej pociggnac za jezyk nasz algorytm, jesli tak
wolno sie wyrazi¢. Rozumujemy wiec tak: Bojazliwy uczen szkoty
powszechnej, ktory nie wie, czy wykonane przezen dzielenie jest po-

1 Przez to zbyteczne sie staje ustawiczne przeliczanie na uktad dziesigt-
kowy przy kazdorazowej probie.
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prawne, robi po prostu ,,probe“ w ten sposéb, ze mnozy dzielnik
przez iloraz i patrzy, czy przez to otrzymat dzielng. Schematycznie:
dzielna :dzielnik = iloraz
dzielnik X iloraz = dzielna.

Poniewaz, jak juz sie rzekto, nie chcemy wiecej postugiwacé sie
uktadem dziesigtkowym i uwazamy sie za uczniow elementarnych
uktadu szdéstkowego, mnozymy (wszystko w ukiadzie szostkowym)
liczby

2413.425
14500
5230
21313

2004013

JesteSmy zadowoleni. Bo préba sie udata i rzeczywiscie otrzyma-
liSmy dzielna. Ale nasz przeciwnik patrzyt nam na rece i zarzuca
nam pewng niescisto$¢. Zwraca nam mianowicie uwage na to, ze
napisaliSmy nie — jak w schemacie — dzielnik razy iloraz, lecz
iloraz razy dzielnik. Chociaz kazdy stanie teraz po naszej stronie
i powie, ze to jest obojetne, poniewaz 5.4 daje ten sam wynik co
4.5, mimo to jesteSmy wdzieczni naszemu przeciwnikowi i w mig
chwytamy sposobnos$é do matej dygresji.

Dodawanie i mnozenie sg — ze sie tak wyraze — dziataniami
konstruujgcymi, jako ze sktadaja, fgcza, pomnazajg, czyli stwarzajg
synteze. | dlatego nazywajg sie $cisle naukowo dziataniami synte-
tycznymi, albo prosciej — tetycznymi. Odejmowanie i dzielenie
przeciwnie — rozkladajg, zmniejszajg, dekonstruujg. Nazywamy
je przeto operacjami analitycznymi, albo tez prosciej litycznymi.
Jest rzeczg jasng, albo — mdwigc ostrozniej — prawdopodobng, ze
zar6wno grupa dziatan konstruujacych, jak tez grupa dekonstruujg-
cych dziatan, bedg wykazywaty, kazda dla siebie pewne wspélne dla
catej grupy wiasnosci. W tym miejscu jednakze nie bedziemy sie
glebiej w to zapuszczali. Zarzut naszego przeciwnika wyzyskamy
tylko w tym celu, aby stwierdzi¢, ze dodawanie i mnozenie posia-
daja w przeciwienstwie do odejmowania i dzielenia bardzo wazna,
a powszechnie znang wsp6lng wiasnosé, mianowicie te, ze ich po-
szczegblne czesci skfadowe, elementy, cziony, czy jak je wreszcie
nazwiemy, mozna przestawiaé nie zmieniajgc tym samym wyniku.

2*
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54+ 4+ 7= 4+ 7+ 5= 7+ 4+ 5itd. Rébwniez 4.5.7 =
= 5.7.4 = 7.5.4 itd. Reguta: W dziataniach tetycznych obowia-
zuje zasada przemiennosci ich czesci sktadowych (zasada kommuta-
tywnosci). Natomiast w dziataniach litycznych, ktéore — médwigc na-
wiasem — na naszym stopniu stale sktadajg sie tylko z dwdch czto-
néw, zasada ta nie obowigzuje w zadnym wypadku. Sg one niejako
skonstruowane jednostronnie. Stanowi to zasadniczg réznice, czy
odejme od 5 liczbe 4, czy od 4 odejme 5. Rdéwniez co innego jest,
czy podziele 12 przez 3, czy 3 przez 12. Przyznaje, ze ta dygresja
wyglada¢ moze na razie jak rozwlekanie czego$ oczywistego. Dla-
tego zaznaczam, ze sg jeszcze wyzsze dziatania tetyczne (konstruu-
jace) i lityczne (dekonstruujace), gdzie wszystko nie przedstawia
sie juz tak prosto i dlatego godne jest badania.

Lecz powr6émy teraz znowu do naszych ukiadoéw liczbowych.
Dotychczasowe eksperymenty w ukiadzie szostkowym zaciekawity
nas. Wprawdzie wierzymy, ze przy uzyciu zasady mniejszej od dzie-
sieciu magia algorytmu prawdziwej kabaly zachowuje swag moc,
ale to wcale jeszcze nie dowodzi, czy zasada wieksza od dziesieciu
nadaje sie réwniez do uktadu pozycyjnego. Ze wzgledéw czysto eko-
nomiczno rachunkowych nie nalezy od razu przekraczaé pewnej
miary, wybierajgc jako zasade np. 50. Oczywiscie bytoby to mozli-
we. Ale potegi 50 rosng tak zawrotnie szybko, ze stracilibySmy ry-
chto wszelkg orientacje. Poza tym, jak wiadomo, musimy mie¢ za-
wsze tyle znakoéw liczbowych, ile jednostek zawiera zasada. Skadze
mamy wzig¢ te znaki, kiedy i paru dni nie starczyto by na to, aby
je znalez¢ i wyuczy¢ sie ich?

Zadowolimy sie wiec faktem, ze zasada bedzie wieksza jak dzie-
sie¢ i wybierzemy jak prawdziwi kabalisci liczbe 13. Z tym ubocznym
celem, aby pokazaé, ze takze tzw. liczba pierwsza, czyli liczba catko-
wita, niepodzielna przez zadng inng liczbe catkowitg oprocz 1, na-
daje sie na zasade ukiadu liczbowego. W tym miejscu znowu wtrg-
cimy pewng uwage. Nasza zasada uktadu dziesigtkowego 10 jest po-
dzielna tylko przez 5 i przez 2. Liczba 12 natomiast — przez 2, 3,
4 i 6. Dlatego proponowano juz nie jeden raz, zupeinie powaznie,
aby porzuci¢ uktad dziesigtkowy, a przejs¢ do uktadu dwunastko-
wego. Mialoby to wprost nieocenione korzysci dla systemu mone-
tarnego, oraz systemu miar i wag, niezaleznie od tego, ze podziat
dnia (tarcza zegara) i podzial katow w kole, tatwiej datyby sie
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uzgodni¢ z uktadem dwunastkowym. Przeciwko temu uktadowi
przemawiajg takze z natury dane fakty, jak liczba palcow u ragk
i inne cechy budowy naszego ciata, ktéra ogétem biorgc daje pierw-
szenstwo pieciokrotnosci i dwoistosci (oczy, uszy, rece, nogi, palce
u rgk i nog). Ponadto caly dziesiatkowy system miar ze wszystkimi
odgatezieniami jest dziesigtkowo zwigzany z ziemig, poniewaz metr
od czasoéw rewolucji francuskiej okreslony jest potocznie (cho¢ nie-
doktadnie) jako dziesieciomilionowa cze$¢ ¢wiartki potudnika ziem-
skiego. Wszystkie inne miary jak litr, kilogram itd. sg znowuz w spo-
s6b dziesigtkowy skojarzone z metrem. Woreszcie najwazniejsza
w Swiecie wielko$¢ — predkos¢ Swiatta, przez jaki$ kosmiczny przy-
padek wynosi prawie doktadnie 300.000 kilometréw na sekunde.l

A wiec mate sg widoki na to, bySmy w niedtugim czasie mieli sie
uczy¢ nowego uktadu liczbowego. Mimo to zajmiemy sie jeszcze tro-
che naszym uktadem trzynastkowym, mniej z praktycznych, jak ra-
czej z bardzo waznych zasadniczych wzgledéw. | znowu wypiszmy
przedtem poczatkowe liczby, tym razem trzydziesci pierwszych
liczb, w uktadzie dziesigtkowym i trzynastkowym i to — dla celow
poréwnawczych — jedne pod drugimi.

1, 2, 3 4,5 6 7 89 10, 11, 12, 13, 14, 15,16, 17,18, 19,
1, 2 3 45 6 7 89 A B, C 10 11, 12,13, 14,15 16,

20, 21, 22, 23, 24, 25,26, 27, 28, 29, 30.
17, 18, 19, 1A, IB, 1C, 20, 21, 22, 23, 24.

Poniewaz w uktadzie trzynastkowym potrzeba nam trzynascie po-
szczegOlnych znakéw cyfrowych wigcznie z zerem, przyjeliSmy — jak
to juz czytelnik na pewno zauwazyt — wielkie litery alfabetu tacin-
skiego A, B, C za cyfry. Podczas gdy w ukladzie sz6stkowym pewne
cyfry ukiadu dziesiatkowego zostaty przeskoczone i po prostu nie
swystepowaty (6, 7, 8, 9), tu jest wrecz przeciwnie. Uklad dzie-
sigtkowy przeskakuje trzy cyfry ukiadu trzynastkowego (A, B, C).
MoglibySmy tu takze napisa¢ teraz czarnoksieskg tabliczke mnoze-

1 Gdybym nawet metr okreslit w systemie dwunastkowym jako 10 000 000
cze$¢ ¢wiartki potudnika, to predkos$¢ $wiatta, liczona na sekunde bytaby w sy-
stemie dwunastkowym 26 razy taka wielka, a wiec wynositaby 260 000 ,kilo-
metrow* systemu dwunastkowego. A zatem wyrazataby sie mniej ,,okragta“

liczbag.
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nia, w ktérej byloby np. 5. 8= 31, a 7.7 = 3A itd., raczej jednak
zostawimy to éwiczenie, jak i przekonanie sig, ze w ukladzie trzy-
nastkowym A .B = 86, tym czytelnikom, ktorzy giebiej -chcg wnik-
na¢ w ukitady liczbowe.

Lecz musimy jako$ sprawdzi¢ nasz ukiad trzynastkowy. Wy-
bierzmy do tego celu mnozenie. | to np. mnozenie liczb 92B i A7, co
w makaronicznej nomenklaturze uktadu trzynastkowego mozna by
np. wyrazi¢ stowami: dziewieéset dwadzieSciabe razy adzieScia sie-
dem. A wiec:

92B. A7

7126
4C6C

"761CC

A razy B jest 86 — pisze 6, a 8 dalej, A razy 2 jest 17 plus 8
jest 22 — pisze 2, a 2 dalej; A razy 9 jest 6C plus 2 jest 71 — pi-
sze 71. Dalej: 7 razy B jest 5C — pisze C, a 5 dalej. 7 razy 2 jest 11
plus 5 jest 16 — pisze 6, a 1 dalej. 7 razy 9 jest 4B plus 1 jest 4C —
pisze 4C. Nastepnie dodajemy. Miejsce jednostek: C. Drugie miej-
sce: 6 + 6 jest tez C. Trzecie miejsce: C+ 2= 11 — pisze 1, a 1
dalej. Czwarte miejsce: 4 + 1= 5 wiecej 1 jest 6. Pigte miejsce:
7 .A wiec wynik 761CC.

Poniewaz nie mamy ochoty zbytnio sie meczy¢, decydujemy sie
teraz na banalno$¢ i przeprowadzamy tym razem prébe w ukiadzie
dziesigtkowym. | to przy pomocy rozwiniecia w szereg.

92B (ukiad trzynastkowy) B.13°+ 2.131+ 9.132=

11.1 + 2.13 + 9.169 =

1558 (uktad dziesigtkowy),

A7 (ukfad trzynastkowy) = 7.13° + A.131= 7.1 + 10.13=

= 137 (ukfad dziesigtkowy).

Teraz pomnozymy w uktadzie dziesigtkowym:

1558.137
4674

10906
213446
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Jako wynik z mnozenia w uktadzie trzynastkowym uzyskaliSmy
761CC. Ta liczba powinna by¢ réwna 213 446 w ukladzie dziesigt-
kowym.

A zatem: C.13°+ C.131+ 1.132+ 6.133+ 7.134 ma sie
rownac¢ 213 446 (ukiad dziesiatkowy). Napiszmy czysto dziesietnie
z réwnoczesnym wyliczeniem poteg.

12 .13° + 12 . 131+ 1.169 + 6.2197 + 7 .28561 =
= 12+ 156 + 169 + 13182 + 199 927 = 2i3 446.

Tak wiec otrzymalismy oczekiwany rezultat i dowiedliSmy, ze
takze do uktadu trzynastkowego, a wiec do takiego ukiadu, ktorego
zasada jest wieksza od dziesieciu, dadza sie zastosowac reguty ra-
chunkowe ukfadu pozycyjnego. Musze zauwazy¢, ze matematyk ta-
kiego ,,dowodu“ bynajmniej nie uzna. Nazwie nasze postepowanie
co najwyzej sprawdzeniem, albo weryfikacjg. Lecz na razie poprze-
staniemy na tym mniej wartosciowym ,,dowodzeniu“, poniewaz
w naszym wypadku jest ono bezpieczniejsze i jednoznaczne.

I oto niespodzianie znalezliSmy sie na szczycie gory liczbowej.
Ucigzliwos¢ spinaczki, mozolne przedzieranie sie przez zarosla liczb
i rachunkow, przykuwato az dotad nasz wzrok do ziemi. Teraz, po
wszystkich trudach, z ostatnig kroplg potu i resztkami cierpliwosci,
mozemy swobodnie rozgladng¢ sie w gérnych regionach. | c6z uka-
zuje sie naszym oczom? Widzimy i domysSlamy sie nieskonczenie
wielu dolin, podobnych dolinie ukfadu dziesiatkowego, a przeciez
réznigcych sie od niej. Wszystkie wiodg w nieskoriczono$é, nieogra-
niczono$¢. Wszystkie obejmujg ogét liczb naturalnych. A jednak
w kazdej z nich, kazda liczba, niby roslina, rosnie niejako w innej
barwie i rozmiarach...

Nie posuwajmy sie jednak za daleko w naszym pordéwnaniu. Po-
przestanmy na wyobrazeniu, ze stoimy na szczycie, z ktérego roz-
tacza sie przed nami widok na wszystkie uktady liczbowe typu po-
zycyjnego. Kazdy z tych ukfadéw, o ile to zdofaliSmy rozpoznad,
jest nieomylnym, samoczynnym algorytmem, jak gdyby maszyng
mys$lowo-rachunkowg. Budowa jest we wszystkich uktadach ta sa-
ma: pewna liczba — jako zasada; tyle znakoéw liczbowych tgcznie
z zerem, ile zasada zawiera jednostek; zalezno$¢ wartosci od miejsc
polegajaca na tym, ze kazdg cyfre napisang w liczbie nalezy rozu-
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mie¢ jako pomnozong przez jpotege zasady, odpowiadajacg miejscu,
na ktorym ta cyfra stoi. A mianowicie miejscu jednostek odpowiada
zagadkowa potega zerowa, kazdemu nastepnemu — potega z wy-
ktadnikiem stale o jeden wiekszym. Obliczane potegi nazywajg sie
jednostkami wyzszych rzedéw. Co sie tyczy praktyki rachunkowej,
jest rzecza konieczna, aby jednostki odpowiednich rzedéw, przynaj-
mniej jednostki pierwszych rzedéw poczgtkowych, miaty w kazdym
jezyku wiasne nazwy. W kazdym ukitadzie sg liczby jednocyfrowe,
dwucyfrowe, trzycyfrowe itd. llos¢ cyfr jakiej$ liczby jest zawsze
0 jeden wieksza od potegi zasady, odpowiadajgcej najwyzszemu
miejscu w liczbie. (W liczbie 1268, a wiec cztero cyfrowej, po-
tegg najwyzszego miejsca, a zatem miejsca tysiecy, jest trzecia
potega, bo 103= 10.10 .10 = 1000; w liczbie 2 586 933, a wiec przy
siedmiu cyfrach, miejscu miliondw odpowiada szdsta potega,
gdyz 10° = 10.10 .10 .10 .10 .10 = 1000 000 itd.). Dalej, obowig-
zuja w kazdym uktadzie liczbowym pozycyjnym te same reguty ra-
chunkowe dla dziatahh dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia.

Zanim dotrzemy do ostatecznego rezultatu w naszym badaniu
uktadéw liczbowych, warto wspomnie¢, ze algorytm nie tylko czyni
w ogdle mozliwym pisemne liczenie bez mozotu. Hinduski uktad po-
zycyjny jest réwniez podstawg konstrukcji wszystkich znanych
powszechnie czarodziejskich maszyn do liczenia, ktére w najbardziej
rozpowszechnionej formie spotykamy jako kasy rejestracyjne
w przedsiebiorstwach i jako taksometry w dorozkach samochodo-
wych. Wiasciwe maszyny do liczenia, jakich uzywa sie w bankach,
biurach buchalteryjnych, zakladach technicznych itd., oparte sg na
rozwazaniach z teorii liczb. I nie ma w tym nic przypadkowego, ze
witasnie wielki Leibniz, genialny pionier kabaly prawdziwej, skon-
struowat réowniez w Paryzu w roku 1674 pierwszg maszyne do licze-
nia, ktéra juz wtedy zawierala wszystkie gtowne czesci sktadowe
1 zasady dzisiejszych cuddéw techniki w tej dziedzinie (TIM, Mer-
cedes-Euklid itd.).

Oprocz pojecia automatycznosci stusznie i celowo zbudowanego
algorytmu, ktérego wartos¢ kazdy z nas moze juz teraz w petni po-
jac, powinnismy jako wynik naszych trudoéw przyswoi¢ sobie inne
jeszcze pojecia matematyki, ktore zwiaszcza w wyzszych dziedzinach
naszej umiejetnosci sg niezmiernie wazne: mianowicie pojecia ogol-
nosci, podobienstwa budowy i statosci praw. Poniewaz jednak nie
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mamy zamiaru uprawia¢ zadnej filozofii matematyki, wyprowadzi-
my takze i te pojecia obrazowo z dotychczasowych naszych badan.

Wyszediszy z uktadu dziesigtkowego, uwazaliSmy go najpierw za
zestany z nieba, ale w konicu przekonaliémy sie, ze byt to tylko
przypadkowy uktad wsrdd bez liku mozliwych ukfadéw. Tym samym
znalezliSmy niejako o0g61lng postaé¢ uktadu liczbowego i to pozy-
cyjnego. UstaliliSmy dla tego ukiadu, ktdry moze mie¢ jakakolwiek
dowolng liczbe jako zasade, ogo6lne reguly, ktére bynajmniej nie
sg zwigzane z jakim$ specjalnym tylko przypadkiem, lecz wazne sg
dla wszystkich uktadow, a wiec sg ogdlne. Stad tez te ukiady
muszg wykazywaé podobienstwo budowy, zwane w jezyku uczonych
»~izomorfizmem*. Zasada ,statosci praw*, albo inaczej ,,niezmien-
nos$é“, oznacza, ze przy pewnym podobienstwie budowy jakis zespét
regut wyraza to samo, mimo iz zewnetrzne formy tych regut, czyli
ich wzory, ulegng zmianie. Uklad dziesigtkowy, szdéstkowy, trzy-
nastkowy i wszystkie inne niezliczone ukiady pozycyjne wykazujag
podobienstwo budowy. Dlatego np. reguty mnozenia sg te same dla
wszystkich uktadéw. Ze uktady pozycyjne wykazuja takze stato$é
praw, tego dowodzi ich niezmienno$¢ wzgledem dziatan, np. wzgle-
dem mnozenia, w stosunku do ktérego okazujg sie niejako nieczule.
Dla mnozenia jest to obojetne, w jakim uktadzie sie¢ odbywa. Doko-
nywa sie zawsze tg samg drogg i prowadzi zawsze do rownych wy-
nikéw. W ten sposéb mozna by kazdg maszyne do liczenia nastawic
natychmiast na uktad széstkowy czy trzynastkowy, nie zmieniajgc
jej zasady, a tylko przez wymiane niektérych czesci. Dostarczytaby
nam wtedy postusznie wyniku napisanego w innym ukladzie.

Ale nie zapuszczajmy sie zbyt daleko w te rozwazania. Bo w prze-
ciwnym razie zanadto narazimy sie Scistosci, zwlaszcza, ze wihasciwe
nasze wiadomosci z matematyki, co do iloSci materiatu, nie wiele
przekraczajg zasOb dziewiecioletniego ucznia szkoty elementarnej.

Nadto, nasuwajg sie nam nagle watpliwosci. PrzypomnieliSmy so-
bie uktad dwoéjkowy wielkiego Leibniza i odkryliSmy, ze cala ta-
bliczka mnozenia tego ukfadu, ktéry zna tylko cyfry 0 i 1, skiada
sie¢ z dwu wyrazen, a mianowicie 1.0 = 0il.l = [. Ucznia nie-
watpliwie pocigga taka tabliczka mnozenia. My jednak jestesmy
w klopocie. Bo twierdzilisSmy, ze w kazdym dowolnym ukfadzie mo-
zna liczy¢ wedtug tych samych regut. Jakze jednak mam mnozy¢,
gdy wiem tylko, ze 1 raz 1 réwna sie 1?
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Dreczy nas takze drugie jeszcze ,pytanie. ChcieliSmy, opierajac
sie na naszych dotychczasowych wiadomosciach, sprébowaé¢ samo-
dzielnie obliczyé, ile liczb dwucyfrowych, trzycyfrowych, czterocy-
frowych, dziesieciocyfrowych znajduje sie w pewnym ukiadzie o ja-
kiej§ dowolnej zasadzie; a tu raptem natrafiliSmy na réznorodne
trudnosci.

Chcac nie chcagc bedziemy sie w dalszym ciagu musieli zajmowac
cyframi i liczbami catkowitymi, zanim ostatecznie pozegnamy sie
z ,teorig liczb*, a bedziemy mogli skierowac sie do tzw. algebry,
czyli rachunku na liczbach ogélnych; tam dopiero przejmie nas za-
chwytem niewystowiona magia formy, naprawde wielka kabata ma-
tematyki.



S YMB O L E I R O Z K A ZY

Rzuciwszy w koto okiem z niesamowitej gory liczb zstepujemy
w jedng z lezagcych ponizej dolin i wkraczamy zarazem w nowy zacza-
rowany kraj wielkosci i form. Odwaznie podejmujemy jedno z wielu
pytan, ktore zaczety nas dreczyé, przybierajac coraz bardziej na sile.
Czyz nie jest to czyms$ wiecej jeszcze niz rzeczg zgota niewytluma-
czong — pytamy siebie samych — ze w kazdym uk#adzie liczbowym
moglismy z bardzo ograniczonej ilosci znakéw cyfrowych zbudowac
powoli caty Swiat liczb naturalnych az do nieskoriczonosci? A teraz
domaga sie od nas wielki Leibniz, abySmy w te mozliwo$¢ uwierzyli
nawet wtedy, gdy mamy wszystkiego raptem zero i jeden?

Od chwili obecnej wedrujemy prawie wytacznie po hindusko-
dziesigtkowej dolinie liczb, z ktora zzyci jesteSmy od dziecihstwa.
StwierdZzmy to na samym wstepie. AbySmy sie jednak nie zablgkali,
napisze juz na poczatku naszej drogi, na jakiejkolwiek tablicy, ma-
giczny znak 3!. Co ma oznacza¢ ta cyfra z wykrzyknikiem? Wyglada
to prawie jak stanowczy rozkaz. Lecz czegdéz ten rozkaz od nas
chce? Co mam dalej pocza¢ z jedng jedyng liczbg? Czy mam ja roz-
tozy¢, zmieni¢, powiekszy¢, pomniejszy¢? Czyz jestem w Kraju czar-
nych, gdzie dzikus jaJci§ z wladczym gestem wydaje nieartykuto-
wany a grozny okrzyk?

Troche cierpliwosci! — odpowiem. Dwie rzeczy chciatem osigg-
naé tym czarodziejskim znakiem: po pierwsze, abysSmy wejrzeli
w glab najbardziej swoistego sposobu tworzenia matematycznych
wzorow; po wtére, aby od razu na poczatku mie¢ przygotowany
czarodziejski klucz do opanowania wszystkich niepokojgcych nas
probleméw. Oczywiscie, nie musi to by¢ wylgcznie 3!. Rozkaz ten
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moze rownie dobrze brzmieé 1! 5! 25! 273! 102 077!, albo w jaki-
kolwiek inny sposéb.

Zanim jednak zajmiemy sie blizej tym szczeg6lnym rozkazem,
zaznaczonym przez wykrzyknik, przyjrzyjmy sie catkiem ogdélnie
rodzajom i celom rozkazéw matematycznych. Nie spostrzegiszy
tego nawet, wykonaliSmy juz bowiem dotad postusznie caty szereg
rozkazow matematycznych, gdyz do postuszenstwa tego nawyklismy
juz od szkoly elementarnej poczawszy. StwierdziliSmy, ze poszcze-
golne cyfry i sktadajgce sie z tych cyfr liczby, sa godtami, czyli
znakami, lub jak inaczej mozna sie wyrazi¢, symbolami pewnych
pojec ilosciowych. MowiliSmy dalej o pewnym systemie i przedziw-
nej sztuce wykonywania obliczen czyli o algorytmie. W obrebie tego
Swiata znajduje sie jednak jeszcze co$ innego: wiasnie rozkazy! Do-
piero zapisywanie i powszechna zrozumiato$¢ tych rozkazéw daje
nam mozno$¢ rozwiniecia poszczegdélnych cyfr w ukiad i w algo-
rytm. Je$li dziatania nazwiemy operacjami, mozna by moéwié o ,,roz-
kazach operacyjnych®, a o ich pisemnych wyrazeniach jako o sym-
bolach operacji. Krotko méwiac mozna rozkaz nazwac takze ,,ope-
ratorem*. A jednak wolimy w dalszym ciggu uzywaé naszego pro-
stego stowa ,,rozkaz“, przez co oczywiscie nalezy zawsze rozumiec
rozkaz matematyczny, czyli wezwanie do matematycznego dzia-
fania.

Jak rekrutom na podwdrzu koszarowym, czy tez na placu mu-
sztry, zrazu bardzo trudno wykonaé na krotkg komende dokiad-
nie i poprawnie caly szereg zawitych chwytéow karabinowych, albo
bynajmniej nie prostych zwrotéw w marszu, tak samo dla nas, re-
krutow matematyki, stanowi najwiekszg trudno$¢ zrozumiec ,,roz-
kaz* i scisle go wypetnié. Ale na tej ,,matematycznej dyscyplinie*
polega dziewie¢ dziesigtych matematycznej biegtosci.

Zgodnie z naszym zatozeniem, zacznijmy od spraw najprost-
szych. Cwiczmy na rozkaz pierwsze kroki matematycznego marszu
i salutowania.

Zapewne moze kogo$ zaskoczy¢ takie sformutowanie, a moj
nieustepliwy przeciwnik zarzuci mi na pewno znowu nadmiar zbed-
nych stobw. Ale na to nie moge poradzié. Bo zamiarem moim jest
uczyni¢ pojecie catki réwnie zrozumialym jak znak dodawania
A to zamierzenie nie da sie urzeczywistni¢ inaczej, niz w sposob
przeze mnie obrany, jesli zatozenia sg tak skromne jak te,- ktdre
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przyjeliSmy. Zresztg mowiliSmy juz o ,rozkazach“. Znak dodawa-
nia jest rozkazem. Rozkazem jest rowniez znak catki. Nieco bar-
dziej skomplikowanym anizeli znak dodawania, ale w istocie rze-
czy niczym innym.

Mo6j przeciwnik zatyka sobie uszy. Podejrzewa, ze chce juz te-
raz omawiac¢ catke. Alez pragne tylko doda¢ odwagi. Poza tym nie
mysle nawet w istocie przekroczy¢ dodawania; mianowicie o ile
chodzi o zasadnicze trudnosci.

Stwierdzamy zatem, ze dodawanie jest rozkazem. 5+ 4= 9. Co
to znaczy? Znaczy to: ,,Wez — przyjacielu — pie¢ jednostek i do-
daj do tego jeszcze dalsze cztery jednostki!* Mata pauza na wy-
konanie. Co potem? No, potem pisze sie symbol, tzw. znak réwno-
§ci, co wiasciwie nie znaczy nic innego, jak tylko: ,,Melduje po-
stusznie, wypetnitem rozkaz“. ,,No i co?“ pyta rozkazujacy. Na to
pada odpowiedzZ: ,,Po wykonaniu rozkazu zjawia sie z prawej strony
nowy symbol, zwany ,,dziewie¢“. ,,W porzadku! odmaszerowac!*

Poniewaz ten mdéj militarystyczny sposob przedstawiania spra-
wy moze dla niektérych by¢ mniej zrozumiaty, opusémy wiec plac
¢wiczen i méwmy mniej obrazowo. Takze odejmowanie jest takim
rozkazem, tak samo mnozenie i dzielenie. Kazdy z nas wie juz
0 tym, ze rozkaz matematyczny moze mie¢ bardzo zawite zalozenia
wykonawcze. Na przyklad dzielenie wielocyfrowych liczb w ukia-
dzie trzynastkowym. A i sam fakt, ze nalezy rachowa¢ w pew-
nym okreslonym uktadzie liczhbowym, jest tez matematycznym roz-
kazem. Potegowanie oczywiscie réowniez.

NagromadziliSmy zatem dla naszego pojecia rozkazu matema-
tycznego juz naprawde wielki materiat przyktadowy, jesli tak mozna
sie wyrazi¢. Dlatego wroémy znowu do punktu wyjscia, do tego
znaku, ktéry niejako przez sam wyglad zewnetrzny, jako wykrzyk-
nik, wydat sie nam rozkazem. Co oznacza wiec 3! w jezyku Kko-
mendy matematycznej? Przygotowani odpowiedzg, ze chodzi tu
0 ,silnie”“ trzech. Dobrze, nie ignorujmy wyrazen fachowych.
Istotnie, jest to trzy - ,silnia“. Ale tre$¢ tego rozkazu zawartg
w wykrzykniku i tylko w tym wykrzykniku wolimy wyjasni¢ na-
szym jezykiem koszarowym, czy dla odmiany jezykiem ksigzki ku-
charskiej. Ogo6lnie brzmi ona: ,,Bierze sie jednostke, mnozy przez
dwa, wynik mnozy sie przez trzy, teraz mnozy sie przez cztery,
a to wszystko przez pie¢ i tak dalej, az ostatni czynnik, az ostatnia
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liczba, przez ktérag sie mnozy, bedzie ta samag liczbg, przy ktérej
witasnie stoi wykrzyknik*. Je$li zatem wykrzyknik stoi przy je-
dynce, to nie ma wiecej nic do roboty. Podobnie, jak w przypadku
liczby, ktéra ma by¢ podniesiona do potegi pierwszej. Ale teraz
zaprzestanmy lepiej dalszych objasnien i obliczmy raczej $miato
mistyczne ,,silnie* kilkunastu liczb.

11= 1= 1
21=1.2 = 2
3= 1.2.3 = 6
41= 1.2.3.4 = 24
51= 1.2.3.4.5 = 120
61= 1.2.3.4.5.6 = 720
71= 1.2.3.45.6.7 = 5040
8l= 1.2.3.4.5.6.7.8 = 40 320
91= 1.2.3.4.5.6.7.8.9 = 362 880
101= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 = 3628 800
111= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11 = 39916 800
121= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12 = 479 001600
131=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13 = 6227 020 800
141= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14 = 87178291200
151= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15 = 1307 674 368 000
16!= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16 = 20922 789 888000

Jak wida¢, nasz rozkaz, 6w wykrzyknik, prowadzi wnet do wy-
nikéw olbrzymich. Niewinnie, prawie podstepnie, zaczyna sie sze-
reg wynikow i stale wzrastajgc nagle osiagga wartosci, ktére wkrotce
przekraczaja wszelkie granice wyobraZzni. Np. 100-silnia jest juz
potworem liczbowym gigantycznej wielkoSci. A mianowicie jest to
liczba 158-cyfrowa.

Nie wchodzmy zbyt doktadnie w szczegdty i finezje, ale czysto
wzrokowo zauwazmy, ze szereg ,,silni“ ma pewne podobieristwo do
poteg. Rdznica polega na tym, ze w potedze zawsze ta sama liczba
wystepuje jako czynnik, podczas gdy w silni czynnik za kazdym ra-
zem wzrasta. W tym miejscu warto spotegowaé dla poréwnania moz-
liwie maltg liczbe i przypomnie¢ przy tym stawny juz w starozytnosci
przykiad z szachownicg. W bardzo znacznym streszczeniu przedsta-
wia sie ta bajka nastepujaco: Krdl indyjski Shehram chcac wyna-
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grodzi¢ wynalazce szachow, imieniem Sessa Ebn Daher, obiecuje mu
spetni¢ kazde jego zyczenie. Ten robi niewinng mine i powiada:
»Wielki Kroélu, moje zyczenie nie jest bardzo skromne. Pragne na-
grody w ziarnach pszenicy. Tyle ziarn pszenicy chciatbym otrzy-
mac, ile wypadnie na ostatnim polu szachownicy, je$li na pierwszym
jej polu potozy sie jedno ziarno, a na kazdym nastepnym dwa razy
tyle, co na poprzednim“. Krél wybucha grzmigcym $miechem
i przyrzeka dotrzymac obietnicy i spetlni¢ zyczenie. Jest przeko-
nany, ze zwariowany matematyk nie bedzie madgt z tej pszenicy
upiec nawet jednego bochenka chleba. Lecz bardzo szybko i nie-
zbyt przyjemnie przekonywa sie o swym biledzie. Bo liczba ziam
pszenicy wynosi 1X2 =2, 2X2 =4, 4X2 =8 8X2= 16,
16 X 2=32, 32X 2=264, 64X 2= 128, 128 X 2= 256 albo
(1.2.2.2.2.2...) i tak dalej az do ostatniego pola szachowni-
cy. A ze szachownica ma 64 pdl, liczba ziam wynosi 203, poniewaz
na pierwszym polu lezy tylko jedno ziarno. To jednak tworzy liczbe

9 223 372 036 854 775 808.

Co ta liczba oznacza, niech uzmystowi nam fakt, ze ilo$¢ psze-
nicy ,,na ostatnim polu szachownicy*“ napetnitaby kostke o krawe-
dzi dtugiej na 748 km, jes$li sie przyjmie jako Srednig objetos¢ jed-
nego ziarna pszenicy 45'45 milimetréw szeSciennych. W tym wy-
padku, litr pszenicy skladatby sie z 22 000 ziam, co istotnie po-
twierdza faktyczne obliczenie.

Ale nasz krdl kaze sobie ponadto przeliczy¢ ilos¢ pszenicy we-
dtug tadunkéw wielbtgdzich. Przez to obraz staje sie jeszcze bar-
dziej przerazajacy. Bo jesli na jednego wielbtgda zataduje sie,
liczac w naszym systemie miar, 140 kg pszenicy i jesli sie przyj-
mie, ze jeden wielbtgd zajmuje w pochodzie ,,gesiego* pie¢ me-
trow miejsca na dtugosé, wtedy karawana wielbtgdéw, Kktére trans-
portujg owa pszenice, przy obtadowaniu 2 303 539 469 744 wielblg-
déw, bedzie wynosita na dilugos¢ nie mniej, niz 11517 697 348 720
metréw, a wiec przeszto |11 miliardéow Kilometréw. Ta ditugosé
karawany oznacza jednak okoto 8-krotng odlegto$¢ Saturna, albo
50-krotng odlegto$¢ Marsa od stonca.

Jeszcze trzecie zobrazowanie: Swiatowy zbidr pszenicy wynosit
Srednio w okresie odtroku 1927 do 1931 okoto 1236 milionéw cetna-
row metrycznych rocznie, to znaczy, ze nasz biedny krél chcac
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dotrzymacé swej obietnicy musiatby da¢ do rozporzgdzenia owemu
matematykowi okoto 2609 Swiatowych zbioréw pszenicy, i to zbio-
row dwudziestego stulecia, a wiec uzyskanych przy uzyciu trakto-
row i sztucznych nawozéw. Nasza liczba ziarn przedstawia sie jako
liczba 19-cyfrowa. Teraz czytelnik bedzie sobie w przyblizeniu mégt

zda¢ sprawe, co oznacza 158-cyfrowa liczba, uzyskana przez wyra-
chowanie 100-silni.



K O M B I N A T O R Y K A

Po tej dygresji na temat wzrastania wielkosci na skutek roz-
nych, na pozor tak niewinnie wyglgdajacych ,rozkazéw* matema-
tycznych, zapu$émy sie ostroznie tam, gdzie sie rachuje ,,silniami*:
w dziedzine, dla ktorej wprowadzono pojecie owego 1.2.3.4.5.6.7.8
itd., a wiec pojecie wykrzyknika obok liczby. Jest to cze$¢ algoryt-
mu tak zwanej kombinatoryki, czyli sztuki kombinowania w dal-
szym znaczeniu tego stowa. Poniewaz stowo ,,kombinowac* kazde-
mu jest znane, nie troszczmy sie o spolszczenie.l

I znowu daleki jestem od mysli, by wprowadzi¢ teraz z goéry
szereg definicji czyli okre$len, jakby to z matematycznego punktu
widzenia nalezato uczyni¢. JesteSmy rekrutami i prostakami
a wszystko, co nas interesuje, odkrywamy na drodze dos$wiadczal-
nej. Na rzucone z boku przerazone spojrzenie naszego przeciwnika
spiesze ztozy¢ uroczyste zapewnienie, ze wcale nie chciatem przez
to powiedzie¢ jakoby matematyka byta nauka doswiadczalng. Uj-
mujac sprawe z grubsza, matematyka pochodzi wytgcznie z glo-
wy, mozna ja cala zbudowac bez zadnego doswiadczenia, a réwniez
w jej wynikach nie mozna jej nigdy ani popieraé, ani zbija¢ do-
Swiadczeniem, lecz jedynie przez Sciste zbadanie logicznej popraw-
nosci jej operacyj. Ale to tylko mimochodem — dla filozoficznie
zainteresowanych czytelnikéw, ktérzy odnosnie tej sprawy zechca
zapoznac sie ze stowem ,,a priori“ albo ,,apriorycznie®.

Pracujmy wiec na razie przy pomocy znanego nam juz mate-
rialu matematycznego, nie zwracajac wiecej uwagi na przeciwnika.

1 Autorzy ,,Zarysu arytmetyki politycznej" W-wa 1910, Danielewicz i Dick-
stein, proponujag jako polski odpowiednik kombinacji termin: potgczenie.

Od tabliczki do rézniczki 3
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Pytamy po raz trzeci, jak to jest mozliwe, aby z dziesieciu znakdéw
uktadu dziesigtkowego ztozyé wszystkie liczby na Swiecie. Kazdy,
kto sie przyjrzy np. liczbom 123, 132, 213, 231, 312, 321 i ma jakie
takie wyczucie znaczenia stow, powie, ze wiasnie z poszczegdlnych,
znakow cyfrowych ,kombinuje“ sie rozmaite liczby. Zupetnie stu-
sznie! Wszystkie liczby na Swiecie w rozwazanych przez nas ukia-
dach powstaly przez ,,kombinowanie*“. Przestawiamy cyfry, przez
zamiane znakdéw zestawiamy liczby i kazdej liczbie nadajemy w ten
sposdb niejako inne oblicze. O wartosci miejsc w liczbie nie be-
dziemy tu moéwili. Nas interesuje jedynie mozliwo$¢ odroézniania
zewnetrznych ,,obrazéw liczbowych*, jesSli mozna tak powiedziec.
Jezeli wszystko nalezycie rozwaze, odkrywam jednak duze réznice
w samym sposobie, jak ja te cyfry zestawiam. Dla liczb, ktorych
ilo§¢ miejsc jest ponizej dziesieciu, uzywam spos$rdd dziesieciu zna-
kéw zawsze tylko co najwyzej jednego, dwdch, trzech itd. az do
dziewieciu dla kazdej grupy. Précz tego moge jeszcze napisac jedna
i te sama cyfre wiecej razy jak w przypadku 1111 albo 11212, albo
1112. W liczbach dziesieciocyfrowych moge uzywaé wszystkich
dziesieciu cyfr, a tylko wzajemnie je przestawia¢. Np. 1234567890
lub 1347658092 itd. Sg tez liczby dziesieciocyfrowe, w ktérych te same
znaki cyfr kilka razy wystepujg. Np. 1000 000 000 lub 2322234 777.
W liczbach ztozonych z wiecej niz 10 cyfr muszg wreszcie wy-
stepowac poszczeg6lne cyfry wiecej razy, po prostu dlatego, ze nie
moge napisa¢ dwudziestu pieciu réznych znakéw, skoro posiadam
ich tylko dziesiec.

Mam wrazenie, ze wsadziliSmy kij w istne mrowisko i ze nasz
pierwszy krok wiecej wywotal zametu niz cokolwiek rozjasnit.
Jak tu ten chaos liczb, biegnacych w nieskoriczono$¢ opanowac ja-
kim$ algorytmem? Co tu pomoga wszystkie ,,rozkazy“, kiedy czto-
wiekowi w glowie tylko az szumi? | ,,eksperymenty* na nic sie nie
zdadzg. Przy liczbie o nieco wiekszej iloSci miejsc osggniemy —
jak sie to wkrétce pokaze — taka ilo$¢ mozliwosci, ze ich wyczerpa-
nie wymagatoby, nawet gdybysmy dzien i noc ,,kombinowali*, okre-
sow czasu, dajacych sie wyrazi¢ wiekami istnien systemow stonecz-
nych. Jak w znanej balladzie Goethego, znalezliSmy sie — powo-
tawszy do zycia nasz pierwszy algorytm (ukfadu liczbowego) —
w sytuacji ucznia czarnoksieznika.

Prawdziwg kabate da sie pokonaé tylko prawdziwg kabalg. Ma-
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giczne stowa i symbole mozna zneutralizowaé, unieszkodliwi¢ znowu
tylko stowami magicznymi.

Rozpoczniemy wiec od tego, ze skombinujemy kombinatoryke
i sprobujemy diabta wypedzi¢ Belzebubem. Aby jednak nie zatracic¢
przedmiotowosci, ubierzemy nasza kombinatoryke kombinatoryki,
czyli niejako kombinatoryke do drugiej potegi, w przykiady. Na
konicu sprawdzimy, czy wyczerpaliSmy wszystkie mozliwosci i czy
zbudowalis$my jakoby zamkniety system kombinatoryczny.

31



Jaka$ przykiadna rodzina z dawno juz niestety minionych cza-
séw, ztozona z obydwojga rodzicow i dwanasciorga zdrowych, uda-
nych dzieci siedzi wtasnie cala w najlepszej harmonii przy obiedzie.
Nagle odzywa sie gtosno jeden z chlopcdw. Skarzy sie, ze stale do-
staje tylko resztki zupy, bo zajmuje przy stole bardzo niedogodne
miejsce. Poniewaz rodzina wspétzyje w zgodzie i wszelkie nieporo-
zumienia zatatwia zwykle drogg wzajemnych ustepstw, zapada po-
stanowienie, by odtad zmienia¢ codziennie porzadek siedzenia przy
stole. W ten spos6b stuzaca, ustugujgca do stotu, nie bedzie tego
musiata czyni¢ inaczej jak dotychczas. Na skutek tego wydarzenia
rozmowa schodzi na temat oceny, wiele czasu moze uptynaé, za-
nim wyczerpig sie wszystkie mozliwosci uporzagdkowania o0s6b przy
stole. ,,No, kilka dni“, sadzi ktory$ z chiopcow. ,,Powiedzmy ra-
czej — pare tygodni*, poprawia siostra. W koncu godzg sie na rok.
»Jest przeciez na to formufa“, odzywa sie najstarszy syn. ,,No,
wiec jakze przedstawia sie nasz przypadek w jezyku matematycz-
nym?“ pyta ojciec, uSmiechajac sie pod wasem. Najstarszy syn na-
mys$la sie krotkg chwile. Potem powiada: ,,Poniewaz chodzi tu
0 przestawienie porzadku przy stole, nie jest rzecza obojetng, czy
Ewa siedzi obok Jacka, czy tez Jacek obok Ewy. Sg to dwa rozne
wypadki. Poza tym nie tworzy sie zadnych grup. Wszyscy, ile nas
jest, a wiec czternascie oséb, bedziemy za kazdym razem siedzieli
w innej kolejnosci. Jest to zatem taki sam wypadek, jak gdybym
czternascie przedmiotéw, czyli — jak moéwig w matematyce —
czternascie elementdéw, miat poustawiaé we wszystkich mozliwych
kolejnoSciach. Taki spos6b wzajemnego przemieszczania nazywa sie
permutacjg. A formula jej brzmi: Liczbe elementéw nalezy wzigc
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jako silnie. W naszym zatem wypadku czternascie z wykrzyknikiem.
Czternascie - silnia!*“ Ojciec skingt zadowolony. W przerwie mie-
dzy zupg a daniem miesnym pojawia sie na stole papier i otdwek
i starsze dzieci z zapatem zabieraja sie do liczenia. Jak wielkg war-
tos¢ ma ta liczba czarnoksieska, owo 14!? Wynik jest straszliwy!
Liczba brzmi: 87178 291200. Co pocza¢ z tymi miliardami mozli-
wosci ? lle na to trzeba czasu ? Aha, rok ma przeciez 365 dni! Podziel-
my wiec te liczbe przez 365. Znowu rachujg. Nie wchodzac w tres¢,
lecz idac jedynie tylko za nowym ,algorytmem* oglasza Jacek, naj-
szybszy sposrod rodzenstwa rachmistrz: ,,Otrzymatem na iloraz
liczbe 238 844 633“. ,,Wiesz ty, co to znaczy?“ — wota ze zgroza
filozof posréd syndéw. ,To znaczy, ze z tym uporzadkowaniem
przy stole skofnczymy dopiero prawie za 239 miliondw lat, jesSli ze-
chcemy wyczerpaé wszystkie mozliwosci. Ze trzeba nam 119 milio-
néw lat, jesSli zmienia¢ bedziemy porzadek przy stole dwa razy
dziennie, a jeszcze prawie 60 milionow lat jesli go bedziemy zmie-
niali przy $niadaniu, obiedzie, podwieczorku i kolacji?* ,,A ja tym-
czasem umre, zanim dostane przyzwoitej zupy*“ — zawodzi bezrad-
nie najmiodszy.

Na tym prostym przykiadzie chcieliSmy przedstawi¢ demoni-
czng réznorodnos¢ mozliwosci przestawien, magiczng site rozkazu-
,Silni* i pierwsza sposréd mozliwych odmian kombinatoryki. | oto
znbw mamy nowy ,materiat”, Kktoéry zamierzamy systematycznie
zbadac.

Przedtem jeszcze kilka stow ku uspokojeniu czytelnika: Nasza
przyktadna rodzina, przerazona wynikiem obliczei kombinatorycz-
nych znalazta prostsze wyjscie, by uwzgledni¢ usprawiedliwiong
skarge najmiodszego syna. Stuzgca otrzymata polecenie, aby
zawsze podawac¢ zaczynata do stotu od jednego i tego sa-
mego krzesta, bez wzgledu na to, kto je zajmuje. Natomiast
kazdy z cztonkdéw rodziny ,,przesiadat‘ sie co dzien o jedno krzesto
dalej, a mianowicie w kierunku zgodnym z obrotem wskazéwki ze-
gara. Nie zmienit sie zatem porzadek przy stole w odniesieniu wza-
jemnym, ze wzgledu na kazdorazowe sgsiedztwo zasiadajgcych. Je-
§li sie jednak przyjmie stot jako ukiad odniesienia, wtedy porzadek
zmieniat sie codziennie. Dzigki takiemu rozwigzaniu kazdy stotow-
nik otrzymywat co pietnascie dni zupe jako pierwszy.

Rozwazajgc to matematycznie mamy i przy takim uporzadko-
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waniu czternascie poszczegélnych przypadkoéw permutacji, z ktoé-
rych napiszemy niektdre:

, 3, 45,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, (pierwszy dzien)
, 4, 56, 7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 1, (drugi dzien)
5 6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 1, 2, (trzeci dzien)
itd.
14,1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, (czternasty dzien)
1,2 3 4,5 6,7 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, (pietnasty dzienh).

1,2
2,3
3, 4,

Oto6z czternascie wspomnianych wypadkow (pierwszy i pietnasty
sg przeciez rowne) uzyskano sztucznie z catej liczby mozliwych
87178 291200 wypadkdw permutacji wedtug innej zasady, miano-
wicie wedtug przemiany ,,kotowej* albo ,,cyklicznej*, poniewaz do-
tgczyt sie dalszy, dodatkowy warunek — niezmiennosci uporzadko-
wania o0s6b wzgledem siebie.

W powyzszym przykiadzie oznaczyliSmy majace sie zmieniaé
miejsca za pomocg cyfr. Mozna by je tez oznaczy¢ literami w po-
rzadku alfabetycznym. Oczywiscie numeracja taka sama przez sie
bynajmniej nie oznacza uporzadkowania podiug wielkos$ci czy
znaczenia, jak w teatrze numeracja miejsc w tym samym rzedzie.
Roéwnie dobrze mogtbym przestawiane przedmioty oznaczy¢ dla od-
réznienia odpowiednimi barwami, nazwami lub jakimikolwiek in-
nymi znakami. Dlatego moéwi sie przy takim znakowaniu dla od-
réznienia poza tym zupelnie rownowartosciowych przedmiotéw
0 ,,wskaznikach®, inaczej ,,indeksach*. To czysto porzadkowe — ze
sie tak wyrazimy — zastosowanie liczb albo liter odgrywa w ma-
tematyce znaczng, coraz to wiekszg role, zwtaszcza od czaséw Leib-
niza, ktérego geniusz wprowadzit takze i ten ,,algorytm porzadku*.
Nalezato by teraz zdac sobie jasno sprawe z rzeczy nie catkiem tat-
wej. UtrzymywaliSmy stanowczo, ze przedmioty majg by¢ réwno-
wazne co do wartosci, a numery porzadkowe czyli wskazniki, czy
jak je tam zechcemy nazwad, nie majg wcale znaczenia wielkosci.
A jednak spokojnie mowi sie, ze przedmiot oznaczony dwdjkg jest
»Wyzszy“, albo jest ,,wyzszym elementem* niz przedmiot oznaczony
jedynka. Poprawniej nalezato by powiedzie¢: przedmiot 2 jest przed-
miotem oznaczonym ,wyzszym wskaznikiem* w poréwnaniu
z przedmiotem 1. Poza tym przedmiot 1 i przedmiot 2 sg rdéwne,
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przede wszystkim réwne jako wielkos$ci.1 I znowu wchodzi w gre
pewna kabala. Mianowicie kabata porzadku i przyporzadkowania.
Po prostu nie mozna by ani méwi¢, ani pisaé¢, gdyby wskazniki nie
daty sie uszeregowaé¢ wedtug jakiej$ zasady. Alfabet okazuje sie tu
nawet poprawniejszy i mniej dwuznaczny, niz uzywanie cyfr jako
wskaznikéw, poniewaz trudno uwolni¢ sie od bezwiednego bodaj ta-
czenia z nimi ich znaczenia iloSciowego. Litera d znajduje sie w al-
fabecie ,,wyzej* anizeli litera b. W nastepstwie tego przedmiot d
jest, jako element permutacji ,,wyzej“ zaszeregowany, anizeli przed-
miot b.2

Przez to ustalenie ,hierarchii miejsc* otrzymuje sie dla wszyst-
kich kombinacyjnych rozwazan podstawowe pojecie ,,dobrze upo-
rzadkowanych* elementéw. Elementy sa wtedy ,,dobrze uporzadko-
wane*, jesli np. posuwamy sie w permutacji w nastepujacy sposéb:

abc, acb, bac, bca, cab, cba, albo cyframi
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Przy tego rodzaju postepowaniu (przy czym zawsze ,,nizszy“
element zatrzymuje sie¢ na swoim miejscu, jak diugo to tylko mo-
zliwe) nie moze nam ujs¢ zaden z mozliwych wypadkéw kombina-
cji, a my kroczymy, jak sie to méwi, od ,,najnizszej*“ do ,,najwyz-
szej* permutacji z ,,dobrze uporzgdkowanymi elementami“, a jako
dowdd zakonczenia naszej pracy otrzymujemy na ostatku odwrot-
nos¢ permutacji, z ktorej wyszlismy. Podczas gdy w ,najnizszej*
permutacji zaden element nie stat przed nizszym od siebie, w per-
mutacji ,,najwyzszej“ kazdy element stoi przed nizszym. Nie
chciatbym wywota¢ zamieszania, lecz trudno mi nie zwrocic
uwagi, ze przy traktowaniu permutacji jako zwyktych liczb, naj-
nizsza permutacja jest tez faktycznie najmniejszg liczbg, a najwyz-
sza permutacja przedstawia liczbe najwiekszg (123........... 321). Po-
miedzy nimi leza ,,dobrze uporzadkowane* takze i co do wielkosci
wszystkie inne liczby, dajace sie utworzy¢ z cyfr 1, 2 i 3.

Powrdéémy znowu do naszych wskaznikéw, nie uwazajgc ich za

1 Nie wyklucza to mozliwosci, ze przedmioty jako wielkoséci sg rézne, tylko,
ze sie nie zwraca uwagi na nie jako wielkosci. Interesuje mie wylgcznie sam
fakt ich istnienia, ich byt i charakter jednostkowy.

2 Takie uporzadkowanie nazywajg tez ,leksykograficznym"™ Ilub ,stowni-

kowym“.
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wielkosci. Obecnie oznacza 123 dla nas to samo, co 321 albo 231,
mianowicie jakg$ dowolng permutacje trzech wymienionych wskaz-
nikow.

Teraz rozwigzmy problem, w jaki sposéb nasz zagadkowy ,,roz-
kaz“, nasza ,silnia*“, to nasze 3 z wykrzyknikiem, tak trafnie daje
0g6lng ilos¢ mozliwych permutacji. Najpierw rozwazmy dla zam-
kniecia catosci albo, jak nieraz sie mowi, ,,zachowania systemu* pe-
wng logiczng niedorzeczno$é. Podobnie postapiliSmy juz przy pote-
gach, a to przy potedze zerowej i pierwszej. Pragniemy sie zatem
dowiedzie¢, jak wielka jest ilo$¢ permutacji, gdy posiadamy tylko
jeden element. Rozkaz brzmi wiec po prostu: ,,Staraj sie dobrze
uporzadkowywac jeden element tak diugo, az wyczerpiesz wszyst-
kie mozliwosci*. Po nalezytym zastanowieniu formutujemy jeden
nonsens matematyczny za pomocg innego — je$li to mozliwe — je-
szcze wiekszego. Z dumag piszemy: Liczba permutacji réwna sig¢ 1!
(jeden -silnia). Albo stowami: Aby otrzymaé wynik, nalezy 1,
od 1 zaczynajac, .tak dtugo mnozy¢ przez nastepne coraz to wieksze
liczby, az sie wreszcie dojdzie do jednosci! Ze przy tym znowu
otrzyma sie liczbe jeden, to chyba jasne.

Po tym wybryku logicznym rozumujmy dalej ostroznie. Co sta-
nie sie przy dwu elementach? Napiszmy w ,,dobrym uporzadkowa-
niu‘:

ab ba

Nie ma watpliwosci: PrzeszliSmy wszelkie mozliwe permutacje od
najnizszej do najwyzszej. A teraz starajmy sie mysle¢ z najwiekszg
Scistoscia, aby znalez¢ przejscie do znanej nam z twierdzenia for-
muty. Co zrobiliSmy? Jak diugo to bylo mozliwe zatrzymywaliSmy
a na swoim miejscu, a tymczasem niejako permutowalismy b. Skoro
uporalismy sie z tym, przesuneliSmy b na pierwsze miejsce i per-
mutowaliSmy a. A zatem dwa razy wykonaliSmy permutaeje poje-
dynczego elementu. Jeden element ma jednak tylko jedng permu-
tacje, w nastepstwie czego liczba permutacji dwdch elementéw wy-
nosi 1. 2 albo, piszagc w naszej postaci, 2!, a wiec réwna sie 2 - silnia,
co daje na wynik liczbe 2.
Przy trzech elementach otrzymuje sie:

abc bac cab
acbh bca cha
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Jesli znowu zastosujemy naszg metode, mozemy osSwiadczyc,
ze trzy razy zatrzymywaliSmy kazdy z elementéw mozliwie najdiu-
zej, jako pierwszy element, a tymczasem permutowali$my dwa po-
zostate elementy. Poniewaz jednak liczba permutacji dwdch elemen-
tow réwna jest 1.2, wiec musze te liczbe pomnozyé jeszcze
przez 3. Zatem dla 3 elementow ilo$¢ permutacji wynosi 1.2.3,
inaczej 3!, albo trzy - silnia, czyli 6. Dla 4 elementdéw otrzymuje sie:

abod bacd cabd dabc
abdc badc cadb dacb
acbd bcad cbad dbac
acdb bcda chda dbca
adbc bdac cdab dcab
adcb bdca cdba dcba

Nie bedziemy jpowtarzali znowu catego wywodu. Krotko moéwiac,
zatrzymywaliSmy za kazdym razem pierwszy element tak dtugo, az
zostaty wykonane permutacje trzech .pozostatych elementéw. Po-
niewaz jednak mam cztery elementy, a wiec cztery elementy mo-
glem postawi¢ na pierwszym miejscu, musze wiec liczbe permutacji
trzech elementéw pomnozyé przez 4. A zatem 4 razy 1.2.3, czyli
1.2.3.4, albo 4!, tzn. cztery - silnia, czyli 24.

Jesli w ten spos6b bedziemy postepowali dalej, znajdziemy ana-
logicznie, ze kazda permutacja odnoszaca sie do elementéow z roz-
nymi wskaznikami, wykazuje tyle mozliwych przestawien, ile wy-
nosi liczba elementéw, przy czym liczbe te nalezy ponadto opatrzyé
wykrzyknikiem. A wiec liczba permutacji 10 elementéw réwna sie
10!, 75 — rowna jest 75!, a 3124 rowna sie 3124! itd. az do nie-
skoniczonosci.

Mogto by sie jednak zdarzyé, ze dane sg nie same rdzne elementy
czy wskazniki, lecz ze niektdre z nich sg sobie réwne. Moéwigc obra-
zowo, mam np. dwa jabtka, trzy gruszki i jedng wisnie tak prze-
stawia¢, aby uzyska¢ wszystkie mozliwe ugrupowania tych trzech
gatunkéw owocéw, przy czym nie musze zwaza¢ na to, czy biore
gruszke 1 czy gruszke 2. To znaczy, wypadek permutacji: ,,gruszka
1, gruszka 2, gruszka 3, jabtko 1, wisnia, jabtko 2" uwaza si¢ za
rowny wypadkowi ,,gruszka 3, gruszka 1, gruszka 2, jabtko 2, wi-
$nia, jabtko 1“, a takze wypadkowi ,,gruszka 2, gruszka 1, gruszka 3,
jabtko 2, wisnia, jabtko 1 itd. Nazwijmy dla uproszczenia kazde
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jabtko a, kazdg gruszke b, wisnie — c; wtedy mielibySmy jako ,,do-
brze uporzadkowane* permutacje — pierwszg aabbbc, za$ ostat-
nig cbbbaa.

Zbyt duzo czasu zabraloby wyprowadzanie wzoru dla takich
przypadkéw, zwanych ,permutacjami z powtarzaniem®, czy per-
mutacjami z wielokrotnym wystepowaniem poszczegélnych elemen-
tow. Prosze mi wiec uwierzy¢ na stowo, jezeli wzor ten po prostu
wprowadze. Brzmi on w naszym wypadku: Ogdélng ilo$¢ permuta-
cji, a wiec 6, nalezy podzieli¢ przez pomnozone przez siebie silnie
powtarzajacych sie elementow. A zatem 6! nalezy podzieli¢ przez
iloczyn 21, 3! i 11, co napisane w utamku réwna sie:

6! 1.2.3.4.5.6
= = 60.

21 31 1 1.2X1.2.3X1
Bede wiec mogt utworzyé 60 réznych ugrupowan naszych ga-
tunkéw owocowych. Dla czytelnikdw bystrzejszych mozna by jesz-
cze doda¢, ze wzor ten jest wiasciwie ogolniejszy od poprzedniego.
Przy kazdej permutacji moaégtbym sie pytaé, ile razy wystepuje
w niej kazdy element. A wtedy np. przy pieciu r6znych elemen-
tach moge napisa¢ $miato:

o . 1.2.3.4.5
ilos¢ permutacji = -----------—

Iviva 11’
poniewaz kazdy element wystepuje raz tylko. Jak widzimy, otrzy-
muje sie whasciwy wynik. A pierwszy nasz wzor przejdzie, jak sie
to mowi, na szczeg6lny wypadek drugiego, ogdlniejszego.
Na zakonczenie rozwazania permutacji jeszcze jeden przykiad.
Jak wielkg jest liczba permutacji z elementéw abb b b c? oczywiscie

6! 1.2.3.4.5.6
_____________ = = 30.

1 41 1 1X1-2.3.4X1

Spostrzegawczy czytelnik zauwazy przy tym, ze je$li usune
w mysli wykrzykniki, to sumy liczb nad i pod kreska utamkowg
zawsze muszg by¢ réwne; jest to oczywiste, bo najpierw zapisujemy
w liczniku silnie liczby wszystkich elementéw, a potem dopiero
w mianowniku silnie grup elementoéw, tworzacych razem owa ogdlng
liczbe elementdw.

Oczywiscie, wiele jeszcze dato by sie powiedzie¢ o permutaejach.
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Istnieje jeszcze wielka ilo$¢ probleméw, ktére mozna by roztrzg-
sa¢. Poniewaz jednak permutacja nie przedstawia bynajmniej po-
staci kombinatoryki najwazniejszej dla matematyki w ogole,
a w szczegblnosci dla naszych celéw, zakonczymy stwierdzeniem,
ze w permutacji musi sie zawsze uzywaé wszystkich elemen-
téw, ze sie te elementy przestawia, ze wiec odmienny porzadek ele-
mentéw w ich nastepowaniu po sobie rozstrzyga o tym, czy mamy
do czynienia z roéznymi przypadkami permutacji. Bytby zawsze
tylko jeden jedyny wypadek z tylu a tylu elementéw, gdybySmy
zwracali uwage tylko na ich zestawienie, a nie na ich porzadek.
Permutacja to wiec nic innego, jak tylko przestawienie porzadku,
przetasowanie.
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Ostatnia uwaga byta nie bez specjalnego zamiaru, o czym sie
wkrotce lepiej przekonamy. Pragniemy teraz blizej pozna¢ drugg
odmiane kombinatoryld, ale znowu nie teoretycznie, lecz obrazowo.
Wrdéémy przeto do znanego nam juz kotka rodzinnego, liczgcego
czternascie gtdw. Zastajemy je wilasnie po obiedzie, przy beztro-
skiej zabawie. Jest bowiem dzien S$wiateczny. Gdy jeden z czion-
koéw rodziny zaproponowat gre w karty, przypominajg sobie wszy-
scy zaczarowany porzadek przy stole i od razu rzuca kto$ pytanie,
jak ditugo by to .trwalo, azby sie wyczerpaty wszystkie mozliwosci
codziennej partii taroka. | to, bron Boze, nie ze wzgledu na roz-
norodno$¢ mozliwych sytuaciji, lecz tylko ze wzgledu na skiad part-
neréw. Rozwazano przy tym partie czteroosobowe, 0 zmieniajg-
cym sie codziennie skiadzie partneréw. Przy czym jako grajacy
wchodzg pod rozwage wszyscy cztonkowie rodziny, czyli czternascie
0s0b.

Wszyscy sg onieSmieleni i nikt nie ryzykuje zadnych przewidy-
wan z gory. Moze to znoéw trwac bedzie miliony lat? Na wszelki wy-
padek lepiej zaufa¢ kabale, algorytmowi kombinatoryki, anizeli na
o$lep zgadywac to i owo. Wiec bieglty w matematyce syn twierdzi
natychmiast, ze w tym wypadku chodzi o tzw. ,.kombinacje w Sci-
Slejszym znaczeniu®. Czternascie 0séb znaczy matematycznie tyle
co czternascie przedmiotow, inaczej czternascie elementéw. A utwo-
rzone z tych elementéw grupy czwdérek nazywajg sie kwatemami.
(Wyrazenie to znane jest chyba kazdemu z loterii i tomboli). Zwaza
sie tu jedynie na same elementy kazdego kwaterna, nie za$ na
przykiad na porzadek, na jakie$ przestawienie wewnatrz grupy. Bo
grupa: matka, ojciec, Jacek, Ewa tworzy te samg partie taroka,
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co ojciec, Jacek, matka, Ewa, albo Ewa, ojciec, matka, Jacek itd.
Obliczenie mozna tu przeprowadzi¢ bardzo szybko, bo istnieje na
to specjalny a prosty znak czarodziejski, tzw. ,,wspétczynnik dwu-
mianu“. Nawiasem mowigc, sama ta nazwa niewiele ma wspdélnego
z naszym przyktadem. Rzecz polega po prostu na tym, ze zapisuje
sie u gory liczbe wszystkich elementéw, pod nig za$ ilos¢ elemen-
tow w grupie, ujmuje sie to w nawias, czyta sie ,,14 nad 4“ i obli-
cza ,,rozkaz*“ wedle ustalonego sposobu. Otrzyma sie tedy

14 .13 .12 .11 o )
--------------------- , a to daje liczbe 1001. Partie taroka zosta-

lyby zatem rozegrane w 1001 dniach, a wiec w przeciggu niespetna
trzech lat.

Odwaga i nadzieja wstgpita we wszystkich, gdy osiggnieto te
»uchwytng* liczbe, a jedna z corek zadaje takie pytanie: ,,Przypadek
zrzadzit*, mowi ,,ze wsrod naszego rodzenistwa jest szeSciu chiop-
cOw i sze$¢ dziewczat. Interesowato by mie, ile réznych od siebie
par tanecznych dalo by sie z nas utworzyé. To przeciez musi by¢
rowniez taka ,,kombinacja®“. Bo jest nas dwanascie elementéw, jak
sie to pieknie nazywa. Po wtdre za$ tworzy sie grupy po dwa.
A w koncu jest to obojetne, czy Jacek tahczy z Ewg, czy Ewa z Jac-
kiem*. ,,Masz racje, Jadziu“ oswiadcza brat-matematyk. ,,Jest to
tzw. kombinacja amb. Nazywajg sie tak grupy, liczace po dwa ele-
menty. Jak ambo na loterii, ktore nie jest przecie niczym innym jak
tylko grupg z dwoch liczb ztozong. Mowigc nawiasem, mozna by
twoje zadanie rozwigzaé mniej elegancko, ale za to prosSciej bez
pomocy kombinatoryki. Z szeSciu dziewczat kazda tanczy z kazdym
z szesciu braci. A zatem sze$¢ razy. A wiec mozliwych jest trzydzie-
§ci szes¢ roznych par tanecznych®. ,,Na céz zatem potrzebny jest
twoj czarodziejski wzor?“ pyta Ewa. ,,W tym wypadku mozna byto
obliczy¢ prostym rachunkiem. Pokaze ci jednak, ze ten wzgardzony
wzOr czarodziejski czyni dopiero przejrzystym nasz rachunek. | ze
potwierdza nasze obliczenie ,,na chtopski rozum*. A zatem: Wszyst-
kie amba z dwunastu elementéw dajg przypadkéw kombinacji.
Otéz, wsrod tych amb bylyby jednak pary ztozone badz z dwoch
braci, badz z dwdch siéstr. A wiec nie to, do czego zmierzamy. Po-
stawiliSmy bowiem dalszy warunek, Zze majg to byé wiasciwe
pary taneczne. Musimy wiec odjaé pary rownopiciowe. Ale pary te
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sg znowu przypadkami kombinacji. A mianowicie jest po sze$¢ ele-
mentéw wsrod braci i wérod sidstr. A wiec po (“) réwnopiciowych
amb. Wiasciwie jest rachunek juz gotowy. Wyglada on tak:

© -S-1§)-© -2'"® ='hr-2-0 =66-30 = 36,
a wiec doktadnie ten wynik, jakiego oczekiwalismy*.

Zanim dokfadniej objasnimy wprowadzony przez wielkiego ma-
tematyka Leonarda Eulera i pdzniejszych sposéb pisania, czyli
»rozkaz“ (*), itd., siegnijmy znowu po nasze ,wskazniki*
i rozpatrzmy ,dobrze uporzadkowane* przypadki kombinacji.
Znowu jesteSmy nienasyceni i twierdzimy, ze istniejg ,uniony*,
grupy zawierajgce jpo jednym elemencie. Sa to elementy same.
abcdef ma zatem sze$¢ ,,uniondéw*. Na tym kohczy sie mozliwosé
kombinowania. Grupy majace po dwa elementy nazywajg sie ,,am-
bami“; grupy po trzy elementy — ,ternami*; po cztery — ,kwa-
ternami“; po pie¢ — ,kwintemami*“; grupy po sze$¢ elementow
»Sekstemami®; grupy po siedem elementéw ,,septemami‘; grupy
po osiem elementdw ,,oktemami*“. Dalej juz trudno w ten sposob
tworzy¢ nazwy. ,,Nowerna“, ,,decerna®, ,,undecema“ itd. nie maja juz
tadnego brzmienia. Przede wszystkim nie sa uzywane. Mozna wiec
mowi¢ spokojnie o grupach po dziewie¢, po dwadzieScia, po trzysta
pietnascie elementéw itd.

Utworzmy najpierw z elementow 1, 2, 3, 4, 5, 6 tema, (grupy
z trzech elementow).

123 135 234 256
124 136 235 345
125 145 236 346
126 146 245 356
134 156 246 456

Zewnetrzng oznakg zakonczenia operacji jest wystgpienie w ,,do-
brym uporzadkowaniu“ tylu elementéw korncowych sposrdod wszyst-
kich elementéw, ile ich zawiera grupa. W rozwazanym przykiadzie
ostatnich trzech elementéw: 4, 5 i 6. Jesli rozwazamy amba utwo-
rzonez 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 9, to nazwiemy 12 pierwszym ambem,
a 89 ostatnim. Widzimy dalej, ze w kombinacji nigdy nie moze
znajdowaé sie ,,wyzszy“ element przed ,nizszym*“. 42 jest jako
ambo w jakiej$ kombinacji niemozliwe. Bo juz przedtem musiato
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wystepowacé jako ambo 24, a to samo zlozenie nie moze wystepo-
waé wiecej razy.l

Dla wprawy utwdérzmy jeszcze grupy po cztery z elementow
a, b c def g

abcd acde adef bcde bdef befg cdef
abce acdf adeg bcdf  bdeg cdeg
abcf acdg adfg bcdg bdfg cdfg
abcg acef bcef

abde aceg bceg

abdf acfg bcfg

abdg

abef

abeg

abfg

Jak nalezy postepowac, widaé z powyzszego zestawienia jasno.
Wypisuje sie z pierwszych czterech elementéw pierwsze kwatemo
i zmienia sie za kazdym razem ostatni element na wyzszy, jak
dtugo sie da. Skoro juz wiecej nie mozna, wowczas podwyzsza sie
element przedostatni itd.

Ogoblng ilos¢ wszystkich mozliwych kombinacji znajdziemy obec-
nie za pomocg hastepujacego rozwazania: Mam danych np. 6 ele-
mentoéw i z tego mam utworzy¢ amba. Musze zatem kazdy z tych sze-
Sciu elementow polgczy¢ z poszczeg6lnymi z pozostatych kazdorazo-
wo (6—1) elementéw, a wiec z 5 elementami. Miatbym wiec 6.5=30"
amb. Otéz naliczyliSmy za wiele. Bo przy tym postepowaniu
otrzymuje kazde ambo podwojnie, mianowicie raz jako ,ab“, raz
za$ jako ,ba“, bo przeciez kazdy element gcze z pozostatymi.

Wiasciwa liczba kombinacji jest zatem a ™ (2) ten

,rozkaz* oznacza ~ .

Jesli chce przejs¢ do tern, musze kazde z utworzonych juz
amb potaczy¢é z pozostatymi (6—2) elementami, nie wystepujacy-
mi w odpowiednich ambach. Liczba tern jest wiec --1™- . (7~ ,

1 Dotyczy to tylko tego wypadku, gdy przy tworzeniu amb posuwamy
sie ,syntetycznie®“ naprzéd. Przy dowolnym tworzeniu amb wystarcza, ze
mi juz wiecej nie wolno powtérzyé jakiego$ amba, np. 42, skoro juz raz je na-
pisatem. Takze nie wolno go powtdérzy¢ jako 24.
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bo tu znowu dzielac przez 3 musze réwniez wycofaé niedozwolone
permutacje. W ten sposéb mozemy posuwacé sie dalej. Poniewaz teraz
jasne juz jest prawo tworzenia tych obliczen, napiszmy od razu np.

liczbe kwintem z 10 elementdéw; wynosi ona L2040 -0°—4) —

= (*)= 252-

Rozpatrzmy blizej teraz ten czarodziejski klucz, owo (f) albo
(**), czy jak wreszcie napiszemy. Jest jasne, ze i to takze oznacza
pewien rozkaz. Otéz ten ,operator“ kombinacyjny, inaczej ,,wspoit-
czynnik dwumianu®, czy jak go tam nazwiemy, posiada bardzo oso-
bliwe wiasnosci. Mianowicie mozna ten rozkaz spetni¢ w rézny
sposéb. Najpierw w sposob dotychczas przez nas stosowany. Przede
wszystkim stwierdzamy, ze liczba powyzej stojgca zawsze musi by¢
wieksza lub co najwyzej réwna liczbie pod nig stojgcej. Przy tym
zastrzezeniu rozkaz brzmi: ,,Zamien znak czarodziejski na zwykty
utamek albo na iloraz, przy czym pod kreskg utamkowg wpisz sil-
nie liczby stojacej u dotu, nastepnie nad kreska utamkowsg utwdrz,
zaczynajac od liczby stojacej u gory, iloczyn tylu czynnikéw stale
o0 jeden niniejszych, ile wskazuje liczba u dotu". Wyglada to za-
wile. Dlatego jeszcze szybko trzy przykitady:

17.16.15.14.13.12 8.7.6.5.4.3.2 19. 18
123456 | 1.2.3.4.5.C7! 1.2

Innymi stowy, zaczynam od dotu, mnozac od jeden az do liczby
u dotu stojgcej. Powyzej wstawiam takg samg ilos¢ czynnikéw po-
czawszy od gornej liczby, zmniejszajac kazdy nastepny czynnik
0 jeden.

Do tego samego rezultatu dojde takze inng droga. Moge miano-

wicie (@ przedstawi¢ takze jako G To by oznaczato:

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17
1.2.3.4.5.6X1-2.3.4.5.6.7.8.9.10.11

Kazdy, nieco tylko biegty w rachowaniu, widzi, ze mozna upro-
§ci¢ przez 11! i ze wtedy pozostanie to samo, co przy pierwszym
sposobie postepowania. Tylko ze goérne czynniki (12 do 17) sg obec-
nie napisane w porzadku rosnacym.

Wynika stad jednak co$ innego jeszcze, co objasnimy teraz na
przejrzystszym przykiadzie. wedtug drugiego sposobu tluma-

czenia to 3 , czyli albo rozwiniete przy czym



Kombinacja w $cislejszym znaczeniu 49

wolno mi uprosci¢ tak przez 1.2.3, jak tez przez 1.2.3.4.5.
Nawiasem modwigc mogtbym uprosci¢ nie tylko przez 3! lub przez
5!, ale takze po kazdym z tych uproszczen przez inne jeszcze liczby.
Przyjmijmy jednak, ze nalezy uprosci¢ wytgcznie tylko przez 3!

albo przez 5! Uproszcze przez 5! i wtedy otrzymam , albo jesli
w liczniku odwroce porzadek , a zatem nic innego jak pierw-
szy sposOb ttumaczenia , co ustalilismy juz w pierwszym przy-

ktadzie. Jesli jednak uproszcze przez 3!, otrzymam ku wiasnemu
zdumieniu co$ innego. Mianowicie

4.5.6.7.8 8.7.6.5.4
albo

1.2.3.4.5 1.2.3.4.5

Co to znaczy? Co$ tu chyba jest nie w porzadku? Bo wedle
pierwszego sposobu ttlumaczenia bytoby to wyliczenie . Nie ma
co wiecej medrkowac. ma zatem by¢é réwne (®) ? Czyz to mo-
zliwe? Ostatecznie mozemy to przecie wyliczy¢ i sprawdzié.

i -1'6 56 i8W 8-7-6-5.* 56.
(SH.Z.s BV 3480
A zatem nie mylilismy sie. Mdwiac jezykiem kombinatoryki, da
sig utworzy¢ z 8 elementdéw tylez tern co kwintern. I tyle amb
co sekstem. Bo musi sie réwnaé poniewaz drugi spo-

sob ttumaczenia dla (®) = = tg, adla (*) = gr~ = g»,
a przez to daje ten sam wynik w obu wypadkach.
Jesli napiszemy szereg takich ,,rozkazéw* np. (®> Q), ("), (®),

(5)" (c)’ (7)’ (s)’ to wiemy jaz obecnie, ze pierwszy operator wraz
z ostatnim, drugi wraz z drugim od korca, trzeci wraz z trzecim od
konca itd. dajg ten sam rezultat.

Bo zawsze zachodzi zwigzek:

Liczba elementow \ / Liczba elementow
, I / nad
na, . Liczba elementow mniej
Nlosc elementow w grupie J \ ilo$¢ elementéw w grupie

Whyliczenie wartosci naszego powyzszego szeregu datoby na wy-
nik: 9 unionéw, 36 amb, 84 tern, 126 kwatern, 126 kwintern,
84 sekstem, 36 septem, 9 oktem, a zatem doktadnie to samo, co

przewidziano z gory.

Od tabliczki do rézniczki 4
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Ta osobliwg symetria, tag regularnoscia zajmiemy sie jeszcze
pézniej, przy tzw. ,twierdzeniu o potedze dwumianu®, poniewaz do-
starcza nam ona algorytmu o czarodziejskiej mocy obliczania trud-
nych poteg sum.

Umiemy wiec juz teraz kombinowa¢ w S$cistym znaczeniu tego
stowa. Dodajmy jeszcze tylko, ze te liczby, ktore wskazujg, czy sie
ma tworzy¢ amba, czy tema itd. nazywa sie rowniez ,klasami“
kombinacji. Rozkaz (|) oznacza wiec: ,,Wyznacz 6w klucz czaro-
dziejski za pomocg ktérego$ z dwoch znanych przepiséw, a otrzy-
masz liczbe kombinacji trzeciej klasy, z pieciu elementéw*. Tym sa-
mym otrzymujemy réwnocze$nie wedtug powyzszego zwigzku takze
liczbe kombinacji drugiej klasy z pieciu elementéw, bo przecie (j
rowna sie (5.3, a wiec réwna sie ().

Podobnie jak przy permutacjach istnieje takze tutaj mozliwos¢
tak zwanego ,,powtarzania“. Tylko ze w kombinacji oznacza to co$
innego. Mowigc poprawnie, mamy w permutacjach tylko wielo-
krotne wystepowanie jednako numerowanych albo jednako nazwa-
nych przedmiotow (gruszki, jabika, kilkakrotne a lub b, kilka-
krotne 1 lub 3). Natomiast w kombinacjach z powtarzaniem mam
wolng reke wuzywaniu kazdego elementu takczesto, jak mi sie
podoba.A zatemprzy 5 elementach abcde wolnomi tworzy¢ np.
takie tema:

aaa, abb, bbc, dee, ddd itd.

Wyprowadzenie wzoru, podajacego liczbe mozliwych takich
kombinacji jest trudne i zawite. Dlatego podamy sam rezultat.
Wzér brzmi:

(Liczba elementdw plus liczba elementow w klasie minus jeden \
nad J

Liczba elementow w klasie J

GdybySmy zatem mieli utworzy¢ z 8 elementéw kwaterna z do-
puszczeniem powtarzania, wtedy napiszemy

/8 + 4— 1\ /11\ 11.10.9.8 oon
\ 4 - V4/ 1.2.3.4 —

co oczywisciewynosi znacznie wiecej, niz liczba kwatem z 8ele-
mentoéw bezpowtarzania, ktéra by wyniosta tylko (') = nriTi= 70-

Na zakonczenie naszych rozwazan nad kombinacjg w $cistym
znaczeniu, dla ,,zachowania i zamkniecia systemu* wydamy znowu,
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jak nieraz juz, pewien rozkaz bez sensu. Jako rekruci matematyki,
musimy przyzwyczai¢ sie do takich rozkazéw dla wzmocnienia na-
szej dyscypliny. Bo w wojsku, jak wiadomo, nie ma zadnych ,,nie-
mozliwosci“. Jak rozkaz, to rozkaz! Chcemy zatem wiedzie¢, ile
wynosi jakakolwiek liczba ,,nad“ zerem. Owo ,nad“ rozumie¢ na-
lezy oczywiscie jako wyrazone w naszej symbolice kombinatorycz-
nej. A wiec ile wynosi np. (g ? Rzecz jasnha, zadanie dla domu
obtgkanych albo dla spirytystow. Bo wymaga sie ni mniej ni wie-
cej jak, abym u géry (wedtug pierwszego przepisu) wzigt 9 zero
razy jako czynnik, zmniejszajgc kazdy nastepny czynnik o jeden.
Pod spodem dla rozrywki i wytchnienia mam napisaé¢ 0!, a wiec
wszystkie liczby, zaczynajac od jedynki, az wreszcie dojde do zera.
Ostatnie zadanie przypomina rozkaz, abym sie tak diugo wspinat
pod gore, az osiggne lezacg u jej podndza dolinge. Znowu jednak wy-
pedzimy diabta Belzebubem. Zastosujemy przeciw-kabate. Jest jesz-
cze drugie zadanie z domu oblgkanych, cho¢ nieco mniej kiopotli-
we. Mianowicie: liczba nad sobg sama. W naszym zatem wypadku
(a). To przynajmniej mozna wyrachowa¢, a mianowicie jako

rillteia'»’ Przy “ ym °d razu widaé, ze wynik wynosi 1. Zre-
sztg bez rachunku jest rowniez jasne, ze istnieje tylko jedna je-
dyna kombinacja wszystkich elementdw, jesli wielkos¢ klasy réwna
sie liczbie elementdéw. Podejmujemy teraz probe ,,zachowania sy-
stemu“. WidzieliSmy juz przedtem, ze je$li napiszemy w jednym rze-
dzie wspotczynniki dwumianu (rozkazy operacji kombinacyjnej)
i uporzadkujemy je wedlug klas tak, aby ilo$¢ elementow w Kkla-
sie stale wzrastata o jeden, to kazde dwa wspoétczynniki dwumianu,
jednako odlegte od obu koncéw, dajg ten sam wynik. Poniewaz
zgodnie z ta og6lng wiasnoscig owych ,,rozkazéw* np. (®) i ()
byly réwne, wystarczy wiec tylko przypatrzy¢ sie jeszcze, jakie
potozenie w szeregu ma i (i*). Otéz — jak tatwo zauwazy¢ —
stojg one w naszym szeregu przed (j) i po i to w bezposred-
nim ich sasiedztwie. Poniewaz jednak wiemy juz, ze (jj) = 1, za-
tem i (jj), zajmujace analogiczne miejsce na przeciwlegtym korcu
tego szeregu, takze musi réwnaé sie 1.1 Nasz algorytm przeprowa-

1 Btednym bytoby mniemanie, iz wykazaliSmy w ten sposéb, ze np. (Jj)
»musi“ rownaé¢ sie 1. Symbol i kazdy symbol tego rodzaju z zerem u dotu,
pozbawiony jest znaczenia. Mozemy mu zatem nada¢ warto$¢ zupetnie do-

4
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dzit nas ponad przepasciami, ktérych dna nie dojrzy oko tudzicie.
Z jednej strony wkroczyliSmy w beznadziejny obszar niewyobra-
zalnosci, a tu raptem z drugiej strony znalezliSmy jasny, prosty,
okragly, uchwytny rezultat. Ta mimochodem rzucona uwaga niech
postuzy tylko dla dalszego scharakteryzowania istoty celowego
algorytmu. Skoro raz zrozumiemy to pojecie na wylot, wéwczas —
powiedzmy to raz jeszcze — cala analiza nieskonczonosciowa, tyle
strachu budzacy rachunek rézniczkowy i catkowy wydadzg sie nam
dziecinng igraszka, igraszkg bajecznie zabawna, milg, ba — upa-
jajaca.

Ale z innej jeszcze strony musimy zbadaé, czy nasz zamach do-
konany za pomocg rownosci =1 nie rozsadzi systemu. W tym
celu zastosujemy dalsza wiasno$¢ naszego rozkazu, a mianowicie,
jak juz wspomniano, ze (®) powinno takze rownac¢ sie (910, boc
przecie np. (®) stale rowna sie (9®) , czyli (9) . Juz za pierwszym
spojrzeniem na (») i (9®) widac, ze réwnos¢ zachodzi.

Na koniec wspomnijmy jeszcze krotko o pewnej innej wiasno-
§ci, jaka posiada tego rodzaju kompletny szereg wsp6iczynnikdéw
dwumianu jednej i tej samej liczby elementéw. Mianowicie suma
ich wartosci wynosi stale 2 podniesione do potegi liczby elemen-
tow, w naszym zatem wypadku 2® czyli 512. Je$li wszystkie napi-
szemy obok siebie w postaci sumy, to otrzymamy:

1+ 9-f36+ 84+ 126+ 126+ 84+ 36+ 9+ 1= 512

Jak widzimy i (® wystepowaly tu juz jako gracze skrzy-
dtowi z tej samej partii. Poniewaz jednak — dalsza jeszcze uwa-
ga — wielkos$¢ klasy zmienia sie od o do liczby oznaczajgcej ilos¢ ele-
mentow, wiec przy nieparzystej liczbie elementéw otrzymuje sie
parzystg liczbe skladnikéw i na odwrot. Mielismy klasy 0, 1, 2, 3,
4, 5 6, 7, 8, 9, a zatem 10 klas. Przeto tez dziesie¢ rozkazéw do
wykonania pracy i dziesie¢ skiadnikéw sumy. Przy 4 jako liczbie
elementéw otrzymato by sie (j), (I3), (). (3), (j), a wiec 5 (niepa-
rzysta ilo$¢) sktadnikéw sumy, a mianowicie 1, 4, s, 4, 1. Ich suma

wolng. Zalezy to od umowy. Je$li nadamy mu warto$¢ 1, to, jak widzimy,
symbol spetnia zarazem inne, ogdlniejsze wtasnosci ,rozkazu* kombinacyj-
nego. Dlatego wtadnie przyjmujemy umowe, ze (jj) =1 (oraz kazdy symbol
tego typu, gdzie dolna liczba jest zerem, ma sie réwnac 1).
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jest znowu odpowiednig potega 2, mianowicie 24= 16. Dalej, jed-
nako od obu koncéw odlegte wspotczynniki dwumianu maja znow
réwne wartosci. Tylko sze$¢ w posrodku odgrywa niejako podwojng
role, jak gdyby podwdjny skladnik. To da sie wyjasni¢ istota liczb
parzystych. Przy 10 ,nad“ klasg zawartg miedzy 0 a 10 musi raz

wystepowaé w szeregu skitadnik ,,10 nad ~“ czyli To jednak
réwna sie a wiec znowu réwna sie(1?). Przy nieparzystej

liczbie elementéw jest taki ,,dwulicowy* skiadnik $rodkowy niemo-
zliwy, bo np. (“) jest rowne (n”5) = (“), ale juz wraz
z (JAg) — (*) przerzuca sie znowu w przeciwnym Kierunku. Nie
ma wiasnie zadnego ,11 nad bo y = 5y nie jest liczbg catko-

witg, a przeto nie wchodzi pod rozwage jako wielkos¢ klasy w kom-
binatoryce.



W trakcie kombinatorycznego rozwazania kombinatoryki zbada-
lismy dotychczas najpierw wypadek, kiedy za kazdym razem na-
lezy uzywaé wszystkich elementéw, a zatem wyltacznie przemieniaé
je miedzy soba, przestawia¢, ustawia¢ w innym porzadku i kolej-
nosci. To byla permutacja. Zaszedt jeszcze przy tym podprzypadek,
w ktorym kazdy element mogt wystepowaé wiecej razy, czyli po-
wtarzaé sie. Oczywiscie co najwyzej az do liczby wyrazajacej ogélna
ilo$¢ elementow. Jako drugg mozliwo$¢ rozwazaliSmy kombinacje
w $ciSlejszym znaczeniu, w ktdrej mozna byto uzywac tylko pewnej
czesci elementéw w tzw. grupach kombinacji, inaczej klasach, przy
czym zakladano ponadto, ze jedng klase wtedy tylko nalezato uwa-
zaé za ro6zng od drugiej, jesli zawierata inny zespo6t elementdéw, jesli
inaczej byta zestawiana. | tu zajeliSmy sie réwniez podprzypadkiem
powtarzania sie poszczegdlnych elementéw, a mianowicie tzw.
.Kombinacjg z powtarzaniem*, co oznaczato mozliwo$¢ zestawiania
grup z jednego i tego samego elementu, byle jego powtarzanie sie
nie przekraczato wielkosci klasy. W naszej ,.kombinacji kombina-
toryki“, ktdra sama jest przypadkiem kombinacji w $cislejszym zna-
czeniu, pozostawatoby witasciwie do omdwienia jeszcze tylko jedno,
a mianowicie ograniczone uzywanie elementéw ujetych w grupy,
czyli klasy, przy czym juz jako cecha odrdzniajgca jedng grupe od
drugiej wchodzitoby pod rozwage nie tylko zestawienie elementow
wewnatrz klasy, ale takze ich uporzadkowanie wewnatrz klasy. Je-
§libySmy wiec mieli np. elementy abcdef, to ambami bylyby nie
tylko ab lub de, poza ktorymi juz dotychczas nie byto zadnego in-
nego sposobu zestawiania, lecz bylyby mozliwe takze arnba ba oraz
e d. Chodzi niejako o permutowana kombinacje albo — jak nazywajg
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ten rodzaj kombinatoryki — o wariacje: o najogdlniejsza odmiane
kombinatoryczna.

Przypusémy, ze nasza, wielokrotnie juz do celéw rachunkowych
naduzywana rodzina postanowita, aby co tydzien wysyta¢ piecioro
dzieci do teatru i to do lozy. Ogodlnie biorac, bytaby to, podobnie
jak partia taroka, jakas kombinacja w $cislejszym znaczeniu, gdzie
liczba elementéw wynosi dwanascie, a wielko$¢ klasy pie¢. Coz,
kiedy dzieci utrzymuja, ze z kazdego miejsca w lozy widzi sie scene
inaczej i doznaje innych wrazen. A zatem wtedy dopiero stanie
sie sprawiedliwosci zado$¢, jeSli kazde dziecko w obrebie swojej
grupy bedzie siedziato na kazdym miejscu. A wiec partia taroka
w polgczeniu z porzadkiem miejsc, jakbySmy powiedzieli zachowu-
jac poprzednie zobrazowania.

Mysle, ze mamy juz dosy¢ sprawnosci matematycznej, aby na-
szg ,,wariacje” szybko rozwigza¢. Mozemy sobie rozkaz wariacyjny
roztozy¢ na dwa etapy: Najpierw kombinowaé, nastepnie — we-
wnatrz grupy kombinacyjnej — permutowaé¢! Matematycznie nie
oznacza to nic innego, jak tylko: rozkaz kombinacji potaczyé zna-
kiem mnozenia z rozkazem permutacji. A wiec w naszym przykladzie
(@ razy 5! czyli ~_“_3_10:_; X 1w .3.4.5 albo, poniewaz piec -
silnia w mianowniku ulamka i pie€ - silnia permutacji dadza sie
uprosci¢ przez siebie, po prostu 12 .11.10 .9.s = 95040. Nasze
przykitadne rodzenstwo potrzebowatoby zatem 260 lat, aby prze-
prowadzi¢ iswoj plan teatralny pochfaniajgcy wprawdzie nieco
mniej czasu, niz sprawa porzadku przy stole, ale wcigz jeszcze sta-
nowigcy wymagania za duze nawet dla ludzi bardzo cierpliwych.

Moglibysmy jednak dojs¢ do wariacji takze wprost, gdybysmy
postapili tak, jak przy wydaniu pierwszego rozkazu operacyjnego
dla kombinacji w $cislejszym znaczeniu. Tam wycofaliSmy po prostu
otrzymang juz wariacje dzielgc ja przez silnie klasy. Powtarzajac
krotko to, co juz zostato powiedziane, moge rozumowac¢ w nastepu-
jacy sposob: Mamy dwanascie elementéw. Najpierw uniony. A wiec
grupy po jednym elemencie. Takich jest oczywiscie tylko 12. Jesli
z nich chce utworzy¢ amba (grupy po dwa) musze kazdy imion po-
taczy¢ z pozostatymi 12— 1= 11 innymi elementami. Liczba
amb wynosi zatem 12.11 = 132 przy dwunastu elementach. Aby
uzyska¢ tema, mam kazde ambo zwigza¢ z pozostatymi obecnie
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12 — 2==10 innymi elementami. Liczba tern jest wiec 12 .11.10 =
= 1320 itd. Nalezy wiec poczgwszy od liczby elementéw, tak diugo
mnozy¢ zmniejszajac kazdy nastepny czynnik o jeden, az liczba
czynnikéw bedzie tak wielka, jak liczba elementéw klasy. Choé to
nie jest praktykowane, mozna by jednak dla tej ,przeciw-silni
wprowadzi¢ réwniez odrebny rozkaz, np. 12 + 5 co by oznacza¢ miato
to samo, co 12.11.10 .9.s. Dzieki takiej innowacji otrzymataby
wariacja wiasny rozkaz operacyjny, co pozwalato by rozpoznaé ja
od razu juz po samym wygladzie zewnetrznym. Nadto rozkaz kom-

binacji np. (@9, zapisany nowym sposobem 10~ 3, przedstawiatby sie
przez to samo od razu jako niby ,,odpermutowana“ wariacja.

Jednakze to mimochodem tylko. WinniSmy omowic jeszcze jed-
ng mozliwo$¢, mianowicie wariacje z powtarzaniem poszczegdlnych
elementéw wewnatrz grup wariacyjnych. Przystaniemy na chwile.
Bo niespostrzezenie znalezliSmy sie raptem przy jednym z kamieni
granicznych naszego badania. JesteSmy na szczycie, ktory przewyz-
szajgc znacznie gore liczbowg, umozliwia nam oglagdanie zwigzkdw
0 olbrzymim znaczeniu. Co oznacza wariacja z dopuszczalnym po-
wtarzaniem, utworzona z tylu a tylu elementéw? Obecnie oznacza
to dla nas nic innego, jak tylko, ze mamy tworzy¢ amba, tema,
kwatema i wewnatrz tych grup nie tylko permutowa¢, ale takze,
ze mozemy jeden i ten sam element dowolnie czesto obok siebie na-
pisa¢. W ten sposéb np. terna z elementéow 1, 2, 3, 4, 5, &, wario-
wane z powtarzaniem dajg twory takie, jak 111, 123, 321, 335, 616,
422 itd. Gdy przyjrzymy sie temu nieco blizej i doktadniej, dozna-
jemy glebokiego wstrzasu. Wszak wyglada to prawie tak jak two-
rzenie wszystkich liczb!? Nie tylko wyglgda to tak. Ale jest
to istotnie podstawowe prawo tworzenia liczb. Dodajmy jeszcze do
tego zero, uzupetnijmy liczbe elementéw do dziesieciu, wydajmy roz-
kaz wariacji z powtarzaniem — a mie¢ bedziemy caly ukiad dzie-
sigtkowy jak na dioni. Z jednym jedynym ograniczeniem: Zera nie
mogg sta¢ na poczatku przed innymi cyframi. Ale to rozwazymy je-
szcze pézniej. Powiemy teraz, ze uniony to liczby jednocyfrowe,
amba — liczby dwucyfrowe, terna — trzycyfrowe itd. Poniewaz
jednak nie wiemy, jak sie oblicza ilo$¢ wariacji tej a tej klasy z po-
wtarzaniem, musimy jeszcze pare chwil wytrzymaé w karnosci. Zo-
stawmy wiec na boku uktad dziesigtkowy i spokojnie rozwazmy, ile
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takich wariacji z powtarzaniem mozemy za kazdym razem utworzy¢
z abcde, a wiec z 5 elementéw. Zaczynamy znowu od unionow,
a wiec od grup zawierajgcych po jednym elemencie. Poniewaz do-
puszczalne jest powtarzanie, nie skorzystam z ,,przeciw-silni, lecz
dla utworzenia amb polgcze kazdy imion z kazdym elementem.
A wiec aa, ab, ac, ad, ae, ba, bb, bc, bd, be, ca, cb, cc, cd, ce, da, db,
dc, dd, de, ea, eb, ec, ed, ee. Otrzymam wiec 5X 5= 25 amb.
Dla utworzenia tern polgcze teraz kazde ambo z kazdym elemen-
tem, przez co otrzymam 5 X 5 X 5 = 125 tern. Liczba kwatem wy-
nosi 5X5X5X5 = 625 itd. Nie mamy tu wiec przed sobg ani
silni, ani wspdtczynnikéw dwumianu, ani przeciw-silni, ale po pro-
stu potegi. Przy tym podstawg (tak sie nazywa liczbe potegowang)
jest liczba elementéw, wyktadnikiem potegowym wielko$¢ klasy.
W naszym przypadku, gdzie nalezatlo utworzy¢ wariacje z pieciu
elementéw z powtarzaniem, jest

liczba unionbw = 51=5

liczba amb = 52=25

liczba tern = 53= 125

liczba kwatem = 54 = 625
itd.

Wrdéémy teraz znowu do naszych ukladéw liczbowych. Twier-
dzimy, ze wszystkie uktady pozycyjne to nic innego tylko ,,dobrze
uporzadkowane* uklady wariacyjne z powtarzaniem, przy czym, jak
juz wspomniano, obowigzuje jeszcze dodatkowy warunek, ze zero
nie $mie wystepowac na poczatku zadnej liczby.

A wiec teraz dopiero sprobujmy zbudowaé ukiad dziesigtkowy
za pomocag grup wariacyjnych. Dodajmy przedtem, ze w rozwaza-
niach naszych bedziemy dla prostoty rozumieli przez ,,wariacje* nie
zwyczajna wariacje, lecz ,wariacje z powtarzaniem*. Po tej umo-
wie, ktéra ma obowigzywaé wylgcznie w rozwazaniach ukfadéw
liczbowych, podejmujemy nasze zadanie.

Ze pierwszych dziesie¢ jednocyfrowych liczb tworza uniony na-
szego systemu wariacyjnego, to chyba jasne. W mysl wzoru ist-
nieje 10l a wiec istotnie dziesie¢ takich uniondéw, czyli grup poje-
dynczych. Bo liczba elementéw w tym wypadku i dla catego ukiadu
dziesigtkowego wynosi 10, a wielkos¢ klasy dla unionéw 1. Przy
ambach musimy juz by¢ ostrozniejsi. Wedtug wzoru mozna utwo-
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rzy¢ z dziesieciu naszych znakéw cyfrowych 102 a wiec 100 amb.
Tymczasem kazdy wie, ze istnieje tylko 90 dwucyfrowych liczb
mianowicie od 10 az do 99. Czyzby wiec ukiad dziesigtkowy
miat by¢é niezupeltnym ukiadem wariacyjnym? Moze istniejg w kon-
cu liczby, ktore przeoczyliSmy w naszym ukladzie dziesigtkowym.
W kazdym razie przypuszczenie w najwyzszym stopniu niesamo-
wite. Odpowiadamy: Owszem, istniejg takie liczby. Tylko, wcale
nie nastreczajg klopotu. Mianowicie jest to dziesie¢ amb zaczy-
najacych sie zerem. A wiec 00 az do 09, ktore ze wzgledu na ich
wartos¢ nie oznaczajg nic innego jak tylko dziesie¢ jednocyfrowych
liczb wiacznie z zerem i majg tylko znaczenie kombinatoryczne,
poniewaz w kombinatoryce bierze sie pod uwage przedmiotowy cha-
rakter kazdego elementu, a nie jego znaczenie iloSciowe. Przeto
kazda cyfra w kombinatoryce, co znowu jak zawsze mocno akcen-
tuje, jest bezwartosciowym wskaznikiem, indeksem, numerem po-
rzgdkowym dla odréznienia, a zgota nie okresleniem wielkosci, czyli
symbolem mnogosciowym! Budujmy dalej: Tern musiato by by¢
103= 1000. W rzeczywistosci istnieje znowu mniej liczb w postaci
tern, czyli liczb trzycyfrowych. Mianowicie 900, a wiec liczby od
100 do 999 wigcznie. | znowu okazuje sie, ze mozna natychmiast
rozwigza¢ zagadke, je$li usunie sie terna skladajace sie z samych
zer, albo zaczynajace sie od zer, a mianowicie grupy 000 do 099.
Posrodku lezg grupy postaci 003 i 054, a wiec wszystkie liczby jed-
nocyfrowe i dwucyfrowe. 103 pomniejszone o ilo$¢ jednocyfrowych
i dwucyfrowych liczb, a wiec 1000 mniej 90 mniej 10 to jest jed-
nak 900, co wiasnie powinnisSmy otrzymaé. W podobny sposéb po-
stepuje sie dalej. 104 réwna sie 10.000. Czterocyfrowych liczb jed-
nak jest tylko 9000. To znowu kwestia odjecia kwatem od 0000
do 0999. A wiec wszystkich liczb jednocyfrowych, dwucyfrowych
i trzycyfrowych. A 10 000 mniej 900 mniej 90 mniej 10 jest wia-
Sciwg iloscig czterocyfrowych liczb, mianowicie 9 000.

Chwila namystu pozwoli nam jednak wzdr jeszcze bardziej
uprosci¢. Jesli mianowicie zgodnie z naszym powyzszym zestawie-
niem zwazymy, ze ilo$¢ liczb dwucyfrowych przedstawia sie jako

102— 101 = 100 — 10 = 90,
trzycyfrowych jako

103— (102— 101) — 101= 103— 102+ 101— 101=
= 103— 102= 900,
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ilos¢ czterocyfrowych jako

104— [103— (102 — 104) —10]]— (102—101) —101=
—i04_ [ios— {02 4-101 —i0]]— i024-101 — 101 =
104— [103— 102]— 102 = 104 — 103+ 102 — 102 =

104— 103 = 9000,

ilos¢ liczb pieeiocyfrowych jako

ios— (ioa—[ios — (io2 — i01)—io]]— (io2—io1)—ion—
— [103— (102— 104)— 104]— (102 —I0L)— 104=
= ios— |ioa—Ilios— io2+  i01 —io4 — io2+i04
— [103— 102+ 104— 104— 102 + 104— 104=
= 105 {104— 103+ 102 — 102}—103 + 102—102=
= 105— 104+ 103— 102+ 102 —103%- 102— 102

105— 10«= 100 000 — 10 000 = 90 000 itd.,

to widzimy, ze aby otrzymac ilos¢ liczb o takiej a takiej liczbie
cyfr, wystarczy tylko odjg¢ nastepng nizszg potege. A wiec np. ilos¢
wszystkich siedmiocyfrowych liczb w ukfadzie dziesigtkowym uzyska
sie z wzoru 107—10° = 10 000 000 — 1 000 000 = 9 000 000, miano-
wicie jako dobrze uporzadkowany system wariacyjny od 1 ooo o000
poczawszy do 9999 999. Do naszego rezultatu doszlibysmy takze
prostszg droga ujmujac z gory wszystkie liczby, np. do 1 ooo,
w postaci tern. Nastepnie spytalibySmy, od ktorych tern zaczynajg
sie te grupy, ktorych poczatkowa cyfra jest jeden. Wypadek ten za-
chodzi poczawszy od 100, gdyz w ciagu dobrze uporzgdkowanych
tern, jest to najmniejsze z tern, zaczynajacych sie jedynka. Ponie-
waz nadto nie potrzeba nam tern z jednym lub wiecej zerami na
poczatku, nalezy wiec od 103 odja¢ tema od 000 do 099, a wiec
oczywiscie 102 czyli 100 tern. Przedstawiaja one ze stanowiska war-
tosci liczbowej wszystkie jedno- i dwucyfrowe liczby wigcznie z ze-
rem. Ale jest jeszcze trzeci sposob obliczania. Bez jakiejkolwiek po-
mocy kombinatoryki, wprost na podstawie ukfadu liczbowego. Mia-
nowicie moge powiedzie¢: 103= 1000 jest pierwszg czterocyfrowg
liczbg uktadu, poniewaz bezposrednio przed nig znajduje sie 999.
Najwiekszg dwucyfrowg liczba jest oczywiscie 99, poniewaz po niej
zaraz nastepuje 100, jako pierwsza liczba trzycyfrowa. A wiec ilosé
trzycyfrowych liczb jest 999 —99 = 900.

Teraz zabiera gtos moéj przeciwnik, ktory caty czas przypatrywat
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sie nieufnie. ,,Wltasnie chciatem zwrdci¢ uwage na ten ostatni spo-
s6b wyznaczania ilosci liczb o dowolnej liczbie cyfr*“ powiada zio-
Sliwie. ,,Swojg wariacjg poruszate$ gory, a w koncu urodzita sie
mata mysz. Mianowicie, dreczony wyrzutami sumienia, ostatecznie
sam wstydliwie przyznale$, ze ten problem da sie tatwiej rozwigzac
bez kombinatoryki. Pozostate$ po prostu wiemy ostawionej zasa-
dzie: Po co i$¢ prostg drogg, skoro mozna to osiggngé takze w spo-
s6b skomplikowany?*

A jednak, kochany przeciwniku, sprawa wcale nie jest tak pro-
sta. Wybierajac te okrezng droge miatem przeciez niejedno na my-
§li. Byfa to serpentyna poznania, bo dokonali$my ni mniej, ni wie-
cej, jak tylko sprawdzenia ukiadu liczbowego za pomoca kombina-
toryki i sprawdzenia kombinatoryki przez ukiad liczbowy. Nadto
okazat sie przy tym nasz ukiad dziesigtkowy pelnym (bez luk)
uktadem wariacyjnym z powtarzaniem. Algorytm ukiadu dziesigtko-
wego i algorytm kombinatoryki wspotdziatajg z sobg tak, jak sie
poruszajg dwa misternie obliczone mechanizmy trybowe bez zad-
nego ,martwego chodu®“. Najogolniejsze zwigzki pomiedzy ,,przez
Boga stworzonymi liczbami catkowitymi* stajg sie coraz jasniejsze.
Rozumiemy znaczenie i roznice miedzy liczbg jako wielkoScia,
a liczbg jako wskaznikiem, jako numerem porzadkowym. Teraz po-
suniemy sie jeszcze o krok naprzéd, znowu o krok najwyzszego
uogélnienia. Opuszczamy ukiad dziesigtkowy. | pytamy, ile jest
liczb dwucyfrowych w ukfadzie széstkowym. Przy tym spokojnie
powierzamy sie algorytmowi kombinatoryki. Podstawg potegowg jest
liczba elementow. Wyktadnikiem potegowym — wielko$¢ klasy.
A wiec jest 62 — 61 = 30 dwucyfrowych liczb w uktadzie széstko-
wym. Wypiszmy je: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
30, 31, 32, 33, 34, 35, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
po czym nastapi¢ musi 100.

Nasze przewidywanie sprawdza sie zatem. | zgadza sie réwniez
to, ze w ukladzie trzynastkowym, jest 134— 133= 26 364 liczb
czterocyfrowych.

Ten nowy wzOr Kieruje nasze zaciekawienie w strone ukiadu
dwdjkowego Leibniza. Jakze sie rzecz tam przedstawia? Ot6z zba-
dajmy, ile jedno-, dwu- itd. az do szeSciocyfrowych liczb wystepuje
w tym niesamowitym ukiadzie, ktéry uzywa tylko o i 1 jako cyfr.
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Liczby jednocyfrowe ;2 (bez zera 1)
Liczby dwucyfrowe 22— 21= 4— 2= 2
Liczby trzycyfrowe 125—22= s— 4= 4

Liczby czterocyfrowe :24—23= 16— 8= 3
Liczby pieciocyfrowe : 23— 21= 32— 16= 16
Liczby szesciocyfrowe : 2°—25= 64 —32= 32 itd.

Jak pozna¢ fatwo, istnieje jeszcze czwarta reguta dla wyznacza-
nia ilosci liczb o okreslonej ilosci cyfr. Mianowicie bierze sie liczbe
jednocyfrowych bez zera i mnozy kolejno przez zasade ukiadu.
A zatem tutaj: 1X 2 = 2 (dwucyfrowe), 2X 2 = 4 (trzycyfro-
we), 4X 2 = 8 (czterocyfrowe) itd. W ukladzie dziesigtkowym: 9
(jednocyfrowe) razy 10 daje 90 dwucyfrowych. 90 X 10 daje 900
trzycyfrowych itd. W ukfadzie széstkowym: 5 jednocyfrowych razy
6 = 30 dwucyfrowych. 30 dwucyfrowych razy e = 180 trzycyfro-
wych itd. Jednakze o tym tylko napomkniemy, aczkolwiek i to takze
zaprowadzitoby nas w tajniki i glebie kombinatoryki.

Zatatwmy wreszcie nasz ukiad dwdjkowy. Najpierw wypiszmy
nasze liczby.

Uktad dziesigtkowy 1, 2, 3, 4, 5 6, 1, 8, 9,
Uktad dwéjkowy 1,10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001,
Uktad dziesigtkowy 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
Uktad dwojkowy :1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, 10000

Np. 1100 ukfadu dwdjkowego, po rozwinieciu w szereg oznacza:

.22 + 1 .23=
12 (uktad
dziesigtkowy).

1100 (ukifad dwojkowy) = o0 .2° + 0 .21
= |

0 1
0+ 0+ 4- =

+
-8

To wiec bytoby w porzadku. Jako ostatnig prébe zaryzykujmy ja-
kie$ dziatanie w uktadzie dwojkowym, np. mnozenie. Z goéry wprawia
nas w zaklopotanie fakt, ze jako cata tabliczke mnozenia mamy w isto-
cietylko1 X 1= 1i0X 1= 0, awiec niejako ,,najmniejszg tablicz-
ke mnozenia“. Jak mamy wiec mnozy¢? Z przerazeniem widzimy,
iz dotychczas nadaremnie sie trudziliSmy, i ze obecnie nasz stawny
algorytm musi sie rozpas¢ w gruzy. JesteSmy juz jednak badacza-
mi matematyki, poczuwajacymi sie do odpowiedzialnosci, wiec za-
ciskamy zeby. Nie wiedzac nawet, co to oznacza, piszemy dwie mie-
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szaniny zer i jedynek i $miatlo mnozymy: przy pomocy owej ,,naj-
mniejszej tabliczki“. Ze przy tym 1 X o= o, to rozumie sie samo
przez sie. Bo mnozenie przez zero jest dla wszystkich ukiadow ,,in-
wariantem*, jest niezmienne. Pamietajmy jeszcze o zatozeniu, ze
liczby uktadu dwdjkowego mogg zawieraé tylko jeden i zero. Jezeli
wiec nasz algorytm jest wiasnie ,inwariantem* (niezmiennikiem)
wzgledem wszystkich ukladéw, co kilkakrotnie juz twierdzi-
liSmy, to mnozenie musi sie¢ udaé! A wiec Smiato:

101101011 X NO

101101011
101101011
000000000

100010000010

Dla préby rozwinmy te dziwaczne liczby w szeregi.

Mnozna:
1.2°+ 1.214+ 0.22+ 1.23+ 0.2+ 1.2°+ 1.2°+ 0.27+ 1.2@=
=1+ 2+ 0+ 8+ 0+ 32+ 64-1-0-1-256 = 363,
Mnoznik:
0.2°+ 1.21+ 1.22= 0+ 2+ 4= 5.

Podniecenie dochodzi teraz do punktu wrzenia. Bo 363 X s,
a wiec 2178 ma sie rowna¢ monstrum liczbowemu, czyli szeregowi:

0.2°4+ 1.2i+ 0.22+ 0.2»+ 0.2%+ 0.23+ 0.2«+ 1.27+
+ 0.2+ 0.2°+ 0.20+ 1.21= 0+ 2+ O+ O+ 0O+ O+
+ 0+ 128+ 0+ 0+ 0 + 2048,

co ku naszemu radosnemu zdumieniu, réwna sie 2 178.

Nasz algorytm uktadoéw liczbowych, czterech prostych dziatah
rachunkowych i kombinatoryki sprawdzat si¢ wszedzie, pomimo ba-
dania skrupulatnego az do znudzenia i zwyciezyt na catej linii. Na-
wet ,ukfad dwojkowy*“ ze swa ,,najmniejszg tabliczkg mnozenia“
nie zdota nim zachwia¢. Co wiecej, mnozenie w tym ukiadzie byto
specjalnie tatwe. Gorzej z dodawaniem, trzeba bylo natamac sobie
troche gtowy, bo w ukiadzie dwéjkowym 1 + 1 = 10, zostaje jeden,
al0+ 1= 11, dalej 11 + 1= 100, zostaje 10 itd. Jesli jednak po-
toze przed sobg cigg liczb, ktéry przedtem sobie zapisaliSmy, wtedy
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takze dodawanie staje sie dziecinng igraszkg. Uzywam wtedy pew-
nego rodzaju tabliczki dodawania ,,jeden wiecej jeden*“ zamiast ta-
bliczki mnozenia ,,jeden raz jeden*, ktérej przy tym najprostszym
uktadzie w ogdle nie potrzebuje.

Kazdy zrozumie teraz, dlaczego wielki Leibniz poréwnat ukiad
dwojkowy ze stworzeniem $Swiata z nicosci. W ukiladzie jedynkowym
miatbym tylko zero jako cyfre. A zatem symbol nicosci. Nie moge
w zaden spos6b utworzy¢ jakiejkolwiek liczby. Jezeli jednak dota-
cze tylko jedynke — symbol boskiego aktu stworzenia — wtedy roz-
brzmiewa owo potezne ,,niech sie stanie Swiatto$¢* poprzez kosmos
wielko$ci i form. | oto naraz widze przed sobag nieskornczong roz-
maitos¢ wszystkich liczb catkowitych; moge je tworzyé, zapisywad,
az do dowolnie wielkiej liczby. Moge znajdowaé ich algorytm, moge
rachowa¢, kombinowaé, wariowa¢ — stowem dzieki temu jedne-
mu krokowi staje sie wladcg catego panstwa liczby.

Mimo wszystko nie mozemy sie jednak zadowoli¢ tg wysokoscia,
na jakiej juz stoimy. Nowe zagadnienia, na ktore sie natkniemy, wy-
magajg wiekszego uogoélnienia naszych mysli, domagaja sie ciggle
i ciggle nowych algorytméw. A demony matematyki, ktore zacze-
liSmy budzi¢, nie dadzg nam spokoju, dopéki nie bedziemy w posia-
daniu ciggle nowych znakéw magicznych ,prawdziwej kabaty“,
ktore — jak juz teraz przeczuwamy — pozwolg nam wytlumaczy¢
sobie i ujarzmi¢ pokazng cze$¢ widzialnego i niewidzialnego Swiata.
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Nie tylko w jednym miejscu, ale moze z dziesie¢ razy albo i cze-
Sciej jeszcze, odczuliSmy dotychczas niemal z udrekg to, ze nie wol-
no nam byto wznie$¢ sie do wyzszego uogoélnienia. NarzuciliSmy so-
bie surowe ograniczenia. Sami zabroniliSmy sobie opuszcza¢ lub
tez wykroczy¢ poza dziedzine liczb naturalnych. Mimo to cien wyz-
szych algorytméw towarzyszyt nam krok w krok. A nawet w jed-
nym miejscu, gdzie juz zadng miarg nie dato sie przyttumié¢ po-
trzeby ogdlniejszego wyrazenia, przekroczyliSmy ten zakaz w spo-
s6b zamaskowany i podstepny. | to w formie szczegélnie karygod-
nego przewinienia. PrzeprowadziliSmy mianowicie pewne dzialanie,
z pretensja do og6lnej waznosci, nie na liczbach naturalnych, lecz
(o zgrozo!) na stowach. Powiedzielismy:

dzielna : dzielnik - iloraz
dzielnik X iloraz = dzielna.

Jak wielkie to byto zuchwalstwo, zdotamy oceni¢ znacznie péz-
niej. Co wiecej, wystepek ten powtorzyliSmy jeszcze przy wspot-
czynnikach dwumianu, gdzie mowiliSmy o wyrazeniu: (
przy czym Eulerowski rozkaz operacji kombinatorycznej opatrzyli-
$my zamiast liczb w stowa. Teraz jednak nie bedziemy sie z tego
powodu kajali, lecz w mys$l stdbw Goethego: ,,Blgdzi¢ moze kazdy,
ale po tym, jak znosi nastepstwa btedu, odrézni¢ mozna umyst czy-
sty od pospolitego* sprobujemy nasze przewinienie oddac¢ na. ustugi
umystu czystego.

W tym celu jednak nalezy skrupulatnie przestrzega¢ innych na-
szych zatozen. Do nich nalezy w pierwszej linii nasza umowa, aby
zaczynaé od rzeczy najprostszych i najbardziej konkretnych.
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Przypusémy, ze mamy zmierzy¢ powierzchnie podtogi jakiego$
pokoju, aby kupi¢ dywan na pokrycie tej podtogi. Nie jest to bardzo
duzy pokdj. Ma pie¢ metrow diugosci, a cztery metry szerokosci.
Nie namyslajgc sie wiele, powie kazdy, ze powierzchnia podtogi wy-
nosi dwadziescia metrow kwadratowych, poniewaz, aby jg zupetnie
pokryé, mozna, a nawet trzeba potozy¢ na podilodze pie¢ rzedéw po
cztery metry kwadratowe, albo cztery rzedy po pie¢ metrow kwa-
dratowych w jednym rzedzie. Mozemy takze napisa¢ 5 X 4= 20
albo 4 X 5= 20. Mo6wi sie nawet, ze pokdj ma w metrach wymiary
4X5. To wiec byloby w porzadku. Jeslibym chciat pokry¢ inng
podioge, o wymiarach ¢ X 8 (w metrach), musiatbym znowu mno-
zy¢ i zakupi¢ dywan na 48 metréw kwadratowych itd. Co to jed-
nak znaczy owo ,i tak dalej* w tym miejscu? Chyba nic innego,
jak kazde ,,i tak dalej* w matematyce. To znaczy, ze kazdy na-
stepny rachunek nalezy wykona¢ wedtug podobnego ,,prawidta“. Ale
co to jest ,,prawidto?“ Znowu nic innego, jak tylko wyzszy, ogol-
niejszy rozkaz. W naszym wypadku brzmi on: ,Jesli chcesz otrzy-
mac pole czworokata prostokatnego, to pomnéz dtugos$é przez sze-
rokosc¢*. ,,Jakag dtugos¢ przez jakg szeroko$é?* pytamy znowu. ,,No,
dang za kazdym razem dtugos¢, przez nalezacg do niej szerokosé.
Albo tez pomné6z w odwrotnym porzadku. Wszak charakterystyczng
cechg mnozenia w ogdle jest przemienno$¢ czynnikéw (whasnosc
kommutatywna)*“. Kazdy doda teraz, ze wie, 0 co tutaj chodzi:
O wzdér! A mianowicie o wzér na obliczenie pola prostokata. Istot-
nie, chodzi o wzér, ktéry zwykle pisze sie P= a.b. P oznacza pole
prostokagta. Natomiast a .b wzglednie b .a znaczy dtugos$¢ razy sze-
rokosé, wzglednie szerokos$¢ razy diugos¢. Tam do licha, cozesmy
teraz znowu narobili. Poprzednio algorytm i rozkaz rozciggnelismy
na stowa, tu nawet na litery.

Nie badajmy dalej, ale wezmy od razu inny przykiad. Nikt nie
zaprzeczy, ze jedno jabtko wiecej dwa jabtka daje w sumie trzy
jabtka. Cztery jabtka i trzy gruszki natomiast to jest badz 7 owo-
céw, badz tez jednostka nowej wielkosci, np. ,talerz owocéw*. Réw-
niez 5 jablek razy trzy to 15 jablek. A 27 gruszek podzielone przez
9 — to trzy gruszki. Jedli zamiast jablek napisze a, zamiast gru-
szek b, a zamiast owocéw c; dalej, jesli ,talerz owocow* oznacze
np. d, to moge zapasac:

Od tabliczki do rézniczki 5
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la -f2a= 3a; 4a+ 3b= 7c albo 4a--3b= d;
5a X 3= 15a; 27b:9 = 3b.

To juz niewatpliwie wyglagda na nowy algorytm, na nowg auto-
matyczng maszyne myslowo-rachunkowg. Teraz jednak ide jeszcze
dalej i stawiam sobie jnowe zagadnienie: Pytam teraz o co$. Na
przyktad: ,lle jednostek nalezy doda¢ do 28, aby otrzymac liczbe
trzy razy tak wielka, jak szukana liczba jednostek?* Jak powie-
dziatem, nie znamy jeszcze tej liczby, ktérg mam doda¢ do 28. Nie
jest mi ona wiadoma. | dlatego nazywa sie jg w matematyce ,,nie-
wiadoma“. Stanowi ona, jak sie tez méwi w zyciu codziennym,
»hiewiadomag x“ w naszym rachunku. Nazwijmy jg wiec x. Mam
zatem to x dodaé do 28. Dobrze. Moge to napisac. Tym samym
spetniony szostat pierwszy rozkaz. Teraz jednak to x + 28 ma by¢
réwne potréjnej niewiadomej liczbie. Ku naszemu zdumieniu znak
rownosci (=) wystepujacy dotychczas tylko jako stwierdzenie
zachodzgcego faktu lub spetnienia rozkazu, raptem sam zamienia sie
w rozkaz. A mianowicie w rozkaz x -j- 28 = 3x, co zhaczy: X -j- 28 ma
by¢ réwne albo ma by¢ przyréwnane do potréjnego x, do 3. x czyli
do 3x L Ale w jaki sposéb? Otéz tak diugo szukamy liczb za-
miast X, az rozkaz réwnosci zostanie spetniony. | znajdujemy, ze
dla x ==14 da sie napisac¢: 14 + 28 = 3 .14, czyli 42 = 42, co na-
ocznie jest stuszne.

Ale tu takze sie nie zatrzymamy jeszcze. Zauwazymy tylko, ze
ta osobliwa maszyna ,,przyréwnywania“ nazywa sie réwnaniem i ze
do ,,rozwigzywania*“ takich réwnan konieczna jest znajomos¢ wielu
regut. Wszystko to poznamy jeszcze doktadnie. Na razie jednak nie
wypatrujmy w przod, ale raczej rzuémy okiem wstecz i rozwazmy,
dzieki czemu przyktady o dywanie na podtoge, o jabtkach i gruszkach
i o ,,niewiadomej x*“ zwigzane sg miedzy soba jak gdyby weztami
pewnego rodzaju pokrewienistwa.

Na razie mozemy tylko ustali¢ co$ powierzchownego. Nagle
opuscilismy nasze niejako nagie liczby naturalne i powigzaliSmy
z cyframi litery; ponadto potaczyliSmy jeszcze te nowe symbole
ze sobg za pomocg znanych nam juz symboli zwigzkéw, inaczej —

1 3x moge dlatego napisa¢ zamiast 3.x, poniewaz 3 talerze to takze jest
3 razy talerz, albo trzy razy jeden talerz itd. ,,Wspo6tczynnik™ w tym znaczeniu
to nic innego tylko zamaskowany mnoznik.
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za pomoca rozkazéw. Stosujemy wiec teraz algorytm, nasza ,,praw-
dziwg kabate* nie tylko do liczb, lecz takze do jakiciikolwiek przed-
miotdéw. Do rzeczy, o ktorych czesto nie wie sie z gory, co oznaczaja.
Litera a raz byta diugoscig pokoju, to znowu jablkiem. Moze ona
jednak nie by¢ ani jablkiem, ani diugoscig, ale witasnie samym a.
Bo trzy litery a razy 7 to jest 21 liter a. Moze to by¢ jednak je-
szcze co$ mniej niz litera a. Mianowicie cokolwiek. Niejako takie
»Cokolwiek®, od ktorego zada sie tylko, aby w tym samym rachun-
ku pozostato zawsze tym samym, zupeinie nieokre$lonym ,.czym-
kolwiek*. Bo takie trzy jeszcze nieokreslone ,,cokolwiek* wiecej dwa
jeszcze nieokre$lone ,,cokolwiek* to jest pie¢ jeszcze nieokreslonych
»Ccokolwiek*. A ,,niewiadoma x“ to co$ jeszcze gorszego. Nie tylko,
ze nieokres$lona, ale musi sie jej dopiero szukac. Jest szukanym roz-
wigzaniem jakiej$ mniej lub wiecej zawitej zagadki matematycznej.

W kazdym razie wprowadziliSmy nowy spos6b zapisywania po-
je¢, w ktorym znaki pisma (litery) odpowiadajg wielce mglistym
przedmiotom lub wielkosciom. Sg one jeszcze w stanie chaosu, sg
jeszcze nie uformowane. | bynajmniej nie przez Boga stworzone,
jak liczby naturalne. Ponadto sa wszystkim innym raczej, niz
czyms$ jednoznacznym.

Wszelako witasnie dlatego, ze nie sg jednoznaczne, ze przedsta-
wiajg niejako generalne pethomocnictwo, nie wypetniony blankiet
wekslowy, w ktérym moge wstawi¢ kwote wedtug mego upodoba-
nia (z wyjatkiem ,,niewiadomej x“, za ktorg zaleznie od okoliczno-
§ci musze wstawi¢ pewng okre$long kwote) pozwalajg mi owe
symbole, zupetnie og6lnie i w sposéb wazny w kazdym wypadku,
naszkicowac¢ schematy pewnych stosunkéw. P==a,. b to powierzch-
nia podiogi nie tylko mego pokoju, ale kazdego prostokgtnego
pokoju. Co wiecej: To powierzchnia kazdego prostokgta w ogole!
Zas 3a -f 2a==5a to zaréwno wiasciwa suma trzech i dwoéch ja-
btek, jak trzech d dwdch linijek, albo trzech i dwoch lokomotyw.
Ale to takze wiasciwa suma trzech i dwoch liter a, trzech i dwoéch
liczb, trzech i dwdch pigtek lub trzynastek, a wiec og6lnie trzech
i dwoch przedmiotéw lub wielkoSci tego samego rodzaju. Albo tez,
jeszcze mglisciej, trzech i dwoch ,,cokolwiek®.

I znowu jakas$ ,,prawdziwa kabata“, znowu sam sposéb zapisy-
wania dostarczyt nam nowej sity magicznej. Magii w postaci ra-
chunku ogélnego, czyli algebry. Poprawniej moéwigc, weszliSmy

5
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w posiadanie liczb og6lnych, roéznigcych sie od liczb naturalnych
szczegOtowych chwilowag nieokreslonoscia. Zanim jednak zbadamy
blizej naszg nowa wielkg magie, owa ,,ars magna“ (wielkg sztuke)
czy ,,artium ars“ (sztuke nad sztukami), jak sie jg tez nazywa,
wtragémy stow kilka o jej powstaniu i o dziejach jej nazwy. Ten
sam arabski matematyk Alchwarizmi, ktérego znamy juz jako ojca
chrzestnego stowa algorytm, napisat miedzy innymi rozprawe, zaty-
tytutowang ,JJaVdzebr ou ’al moukabalah*“. Wymieniona rozprawa
odnosita sie do pewnych przepisdw arytmetycznych dla réwnan, kté-
rych tu jeszcze nie mozemy rozwazac¢. Stwierdzimy tylko, ze dziwny
kaprys historii sprawit, iz Alchwarizmi podwdjnie zostat uwiecznio-
ny: Jego przekrecone nazwisko dato poczatek wyrazeniu ,algo-
rytm“, a z przekreconego tytutlu wspomnianej rozprawy powstato
stowo ,,algebra“.

Atoli istotny stan rzeczy wcale nie tak sie przedstawial, iz
kraje Zachodu przejety od Arabow zupetnie gotowa sztuke, ustalony
spos6b pisania, czyli zamkniety system rachunku literowego. W cig-
gu diugotrwatego rozwoju, ktéry siega od starozytnych Hindusow
poprzez Arabdw, dalej poprzez Viete az do Descartes’a i Huddego,
udoskonalata sie nasza ,,wielka sztuka*“ krok za krokiem. Az wresz-
cie, whasciwie dopiero z koncem XVII stulecia, osiggneta taki sto-
pien uogdlnienia, sprawnosci i udoskonalenia, ktéry jako tako przy-
pomina jej stan obecny. Dopiero jednak u Leonarda Eulera znaj-
dujemy prawie konsekwentnie znakowanie, ktére w zupetnosci mo-
zemy uzna¢ za obecnie uzywane. Zresztag w zwigzku z czym innym
powrocimy jeszcze nie jeden raz do historii algebry, ktorg tutaj
naszkicowali$my najpobiezniej.

Niechze jednak nikt nie da sie odstraszy¢ tym nieco filozoficz-
nym rozwazaniom, ktorym wspdélnie musimy sie oddawaé. Pokazg
sie one w rzeczywistosci daleko mniej trudne niz np. przeliczanie
z jednego ukfadu liczbowego w drugi. Nie mamy wcale ochoty za-
dowoli¢ sie mechanicznymi regutami rachowania, lecz pragniemy
az do dna zbadaé¢ wewnetrzng budowe algebry.
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ZNAKOWANIE ALGEBRAICZNE

Wroémy najpierw do naszej powierzchni podtogi w pokoju i do
dywanu. Ale z tym, ze tu réwniez posuniemy sie nieco dalej w uogol-
nianiu i rozwaza¢ bedziemy juz nie przedmiot, ale raczej typ.
A wiec teraz i w przysztosci bedziemy méwili o ,,prostokacie“. O ta-
kiej postaci geometrycznej, ktérg po tym sie poznaje, ze cztery, pa-
rami roéwnolegte proste (odcinki) tworzg czworokat o czterech tak
zwanych prostych katach, a wiec parami sg do siebie prostopadie,
spotykajg sie prostopadle. Jest to gatunek powierzchni, dla ktérego
stosuje sie znany wzér P = a.b; przy tym (co dowolnie ustalamy)
a oznacza dtuzszy bok, diugosé, b natomiast bok krotszy, szerokosc.
To wiec, ze co$ jest ,,szersze niz dtuzsze“, nie odgrywa roli w na-
szych rozwazaniach ze wzgledu na powyzsze okreslenie (definicje).
»Szersze niz diuzsze®, rozwazane czysto geometrycznie i iloSciowo,
nie ma mianowicie w ogéle zadnego sensu. Zyskuje petne znaczenie
rachunkowe raczej tylko w odniesieniu do potozenia jakiego$ przed-
miotu. Ale to tylko mimochodem.

PrzejdZzmy teraz niejako do ,,algebraicznego* znaczenia iloczynu
a.b, skoro chcemy w pelni unaoczni¢ sobie 0g6lnos¢ tej formuly.
a moze oznacza¢ kazdg dowolng liczbe, lezgcg pomiedzy o i pewng
nieograniczenie wielka liczbg. Z gory zalozono, ze speinia nasz do-
datkowy warunek i za kazdym razem jest wieksze niz obok sto-
jace b, ktore réwniez moze oznacza¢ kazda dowolng liczbe. Rownie
dobrze mozna pomys$le¢ sobie prostokat o wymiarach 2 X 1. Jak
inny o wymiarach 1 994 373 X 284 786, a wynik z mnozenia w obu
wypadkach oznacza miare powierzchni, wyrazong w jednostkach
kwadratowych, ktérych znaczenia na razie nie ma potrzeby badac,
poniewaz znane sg kazdemu z nas dostatecznie jako metry kwadra-
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towe, centymetry kwadratowe itd. Zbadajmy teraz nasz algebra-
iczny algorytm co do granic, w ktérych daje sie zastosowac. W tym
celu, przy ustalonej diugosci, pozwdlmy szerokosci rosngé tak da-
lece, jak tylko mozna i zmniejszac sie tak bardzo, jak.to tylko jest
mozliwe. Otdz, przy uwzglednieniu naszych zatozen, istniejg dwa
wypadki ,,graniczne*, pomiedzy ktorymi lezg wszystkie pozostate
wypadki ,,normalne”“. Moze si¢ mianowicie zdarzy¢, ze szeroko$é
jest taka sama jak diugos¢, tak, ze sie wiasciwie nie wie, co diu-
gos¢, a co szerokos$é. A zatem b réwna sie a, szeroko$¢ wzrosta do
wartosci dtugosci. Zauwazmy przy tym, ze owo wzrastanie odbywa
sie nie w sposob ciggly, lecz skokami od liczby do liczby, wszak
przecie dotychczas uzywamy tylko liczb catkowitych naturalnych.

Fig. 2.

Skoro zatem b réwna si¢ a, moge napisa¢: P= a .a, co jui%—
znaliSmy w postaci potegi, jako iloczyn réwnych czynnikéw, a

jest wiec réwne a2 ,,a do drugiej*, inaczej ,,a do kwadratu*“. Z pro-
stokgta powstat kwadrat. Przyznaje, ze nieco zbyt szeroko potrak-
towaliSmy nasz warunek, iz dtugos¢ ma by¢ stale wieksza od szero-
kosci. Mianowicie pojeliSmy go w jego negatywnej postaci: ,,Sze-
rokos¢ ma by¢ nie wieksza od diugosci“. A zatem pocyganili-
Smy nieco i skorzystaliSmy z ,luki w prawie“, aby sie wslizngc.
Wezmy to wszelako na wilasne sumienie i szukajmy obecnie dru-
giego ,,przypadku granicznego*“. Co bedzie, je$li szerokos$¢ stanie
sie mozliwie najmniejsza, jesli stanie sie zerem? P= a.O= 0.
A wiec miara powierzchni prostokagta bedzie zerem. Mowiac geome-
trycznie — jako ,,prostokat* pozostanie tylko odcinek a, w mysl re-
gut geometrii rozciggajacy sie tylko w jednym kierunku, a miano-
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wicie na dtugos¢. Szerokosci w ogo6le nie posiada. A zatem wedle
wzoru dla powierzchni obliczyliSmy co$ przeciwnego powierzchni.
Zaiste, zadziwiajgca préba mocy naszego algorytmu i dobry dowdd
wzajemnego dopetniania i jak gdyby zazebiania sie dwu algoryt-
moéw: algorytmu ,algebraicznego® i czysto liczbowego. Z przyjem-
noscig stwierdzamy, ze nasza maszyna mys$lowa zaczyna sprawnie
dziata¢. Dlatego odwazamy sie na znacznie cigzsze zadanie. Stawiamy
drugie dodatkowe zatozenie. Mianowicie: diugo$¢ ma pozostawac
0g0lnie do szerokosci w stosunku 5 do 2. Obojetne, czy to bedg dwa
i pie¢ lat swietlnych, kilometréw czy mniejszych jednostek, czy tez
w oglle wyrazone bedzie w uktadzie metrycznym miar. Moga to
by¢ cale, wiorsty, jardy, starogrectde parasangi, tokcie, piedzie,
stopy, stadia, i Bég wie co jeszcze. P= a.b= 5X 2 = 10. Miara
powierzchni, rozwazanego prostokata jest zawsze rowna pieé¢ razy
dwa, czyli dziesie¢ jednostek kwadratowych odpowiedniego systemu
miar. Przedstawmy te sprawe rysunkiem w roéznych jednostkach,
nie wymagajac specjalnie okreslonego systemu miar.

i 7 ;! Y —9

' 2

Fig. 3.

Kazdy z tych prostokatow, mierzony ustalong dla niego jed-
nostka diugosci, posiada pole 10 jednostek kwadratowych odpowia-
dajacych przyjetej dla niego mierze dtugosci. Zawsze zgadza sie
formuta: a= 5 b= 2, a w nastepstwie a.b= 5X 2 = 10. Jesli
teraz pomysle sobie, znowu nie w sposéb ciggty, ale ostatnim wyo-
brazalnym skokiem uzyskany, najmniejszy ze wszystkich mozli-
wych prostokagtow, w ktorym tak diugos¢ jak i szerokos¢ stata sie
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zerem, wowczas rachunek przedstawi sie: P= a.b= 0X 0= 0.
Nasz najmniejszy prostokat ma znowu powierzchnie zerowa, to zna-
czy, musi sie obejs¢ w ogoéle bez rozciggtosci powierzchniowej. Pod-
czas gdy w poprzednio przedstawionym przypadku pozostata przy-
najmniej dtugos¢ (albo tylko szerokos$¢, co po skasowaniu pierw-
szego warunku: ,,Diugos¢ zawsze wieksza od szerokosci“ mozna by
takze wyprowadzi¢, gdyby sie szeroko$¢ zachowalo bez zmiany,
a dtugos¢ doprowadzito do zera, tak aby o X b= o), w obecnym na-
szym przypadku powierzchni znikneta diugos¢ .wraz z szerokoscia.
Nie pozostato z naszego prostokata doszczetnie nic, pozostat tylko
punkt geometryczny, utwér bez zadnej rozciggtosci. W jakis zagad-
kowy sposob pozostato jednak jeszcze co$ innego, co przeoczyliSmy
pod pierwszym wrazeniem. Mianowicie warunek, aby boki prosto-
kata miaty sie do siebie jak 5 do 2. Poniewaz ten warunek okazat
sie zupetnie nieczuty wzgledem systemu miar i wynikajacych stad
liczb wymiarowych, poniewaz wykazat niezmienno$¢ wzgledem kaz-
dej, ale to kazdej jednostki, mozemy traktowa¢ jak najog6lniej
twierdzenie klasycznej geometrii greckiej, twierdzenie Euklidesa,
ze stosunek dwdch wielkosci jest niezalezny od ich miar. A za-
tem przypuszczamy, oczywiscie nie opierajac sie bezposrednio na
zadnych danych pogladowych, ze takze wewngtrz naszego punktu
nie istniejgca witasciwie diugosé nie istniejgcego wiasciwie prosto-
kata ma sie tak do jego nie istniejacej juz szerokosci, jak 5 do 2
Krotko, ,,pie¢-nic* razy ,,dwa-nic* daje na miare powierzchni ,,dzie-
sie¢-nie*. A wiec powierzchnia osobliwego, nieegzystujgacego prosto-
kata to matematyczny punkt bez zadnych wymiaréw, a jednak pro-
stokat. Jesli bowiem tego nie przyjmiemy, popadniemy z drugiej
strony, czysto algebraicznie i algorytmicznie, w niematy klopot. Na-
piszmy, ufajac na Slepo maszynie myslowej i ,,prawdziwej kabale“,
nasz warunek jako tzw. propocje: a ma sie tak do b, jak 5 ma sie
do 2, czyli
a:b=5:2

wyrazenie, znane kazdemu juz ze szkoly elementarnej. Jes$li teraz
a i b rébwnoczes$nie zmniejsze do zera, otrzymam

0:0=5:2
Jesli, rozumujac dalej, oba zera oznaczajg to samo, wtedy 0 :0 by-
toby réwne jeden. Bo kazda liczba podzielona przez siebie samg daje



Znakowanie algebraiczne 73

na wynik jeden. Aby jednak zostat spetniony rozkaz réwnosci, mu-
siato by takze 5 podzielone przez 2 réwnac sie 1, co jest oczywiscie
zadaniem pozbawionym sensu. Po tym rozwazaniu pozostaje mi
tylko jedno, a mianowicie te tak zwang ,,proporcje* .przedstawic
sobie tak, ze oba zera majg sie do siebie, jak 5 :2. Mowi sie na-
stepnie, ze o dzielone przez o samo przez sie ma nieoznaczong war-
tos¢, ktérg zaleznie od przypadku musi sie, ale tez i mozna, po-
Srednio okreslic.

Lecz teraz znowu jesteSmy w kiopocie. Istnieje dla proporcji re-
guta, mdwigca, ze iloczyn obu skrajnych wyrazéw musi sie¢ réwnac
iloczynowi wyrazow Srodkowych. Jesli wiec

0:0= 5:2, wtedy
o X 2 musi sie¢ rowna¢ 0X 5

a to w istocie jest stuszne, bo przecie o X 2 réwna sie o, a wiec tak
samo jak 0X 5 = 0. Dla lepszego zrozumienia zilustrujmy regute
o iloczynie wyrazow skrajnych i srodkowych na innym przykfadzie.

13 :39= 7 :21, z czego wynika
13 X 21= 39 X 7, czyli 273 = 273.

Juz teraz, w chwili, gdy nie opanowaliémy najprostszych nawet
regut algebry, wdarliSmy sie — z petng Swiadomoscia — gteboko
w podstawy wyzszej matematyki, w analize nieskoriczonosciowa.
SzlisSmy przy tym — co prawda, tylko w przyblizeniu — za biegiem
mysli wielkiego Leibniza, ktéry podobne zagadnienie rozwingt pod
tytutem: ,,Wywdéd rachunku rézniczkowego ze zwyczajnego rachun-
ku algebraicznego*. Przez to oczywiscie wcale jeszcze nie wyjasni-
liSmy naszych sprzecznosci.

Wiemy tylko, ze mamy do wyboru albo przyja¢ co$, co sie nie
da wyobrazi¢, przy czym punkt nie majgcy rozciggtosci w zadnym
kierunku, rozumie¢ mamy jako prostokat o roznych bokach; albo
tez wyrzec sie w czesci algorytmu, zrezygnowac¢ z systemu racho-
wania, z prawdziwosci proporcji. W kazdym wypadku mniej ktopo-
tow sprawia nam ,,szalencze* uznanie nicosci réznigcych sie od sie-
bie jako miary diugosci i szerokosci, anizeli nieugiete zaprzeczenie
takiej mozliwosci.

Pod wplywem ostrej przygany naszego przeciwnika, porzucimy
jednak te rozwazania i powrdcimy obecnie do jablek i gruszek. Ze
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jedno jabtko wiecej piec jabtek to jest sze$¢ jablek, nie powinno dla
nas na razie stanowi¢ problemu. Gorzej juz przedstawia sie sprawa,
jesli wypowiemy twierdzenie, ze 3 jabtka wiecej 5 gruszek to s sztuk
owocow, albo tez znowu jeden talerz owocéw. Jesli oznaczymy
jabtko przez a, gruszke przez b, sztuke owocoOw przez c, a ,talerz
peten owocéw* przez d, wéwczas mozemy napisac

3a+ 5b= sc albo
3a+ 5b= d.

Poniewaz w matematyce bezapelacyjng prawde stanowi fakt, ze
dwie wielkosci, réwne jakiej$ trzeciej, takze wzajemnie sg rowne,
otrzyma sie

sc= d

czyli s sztuk owocow, oznacza talerz pelen owocow.

Takze ten ostateczny wynik przyjmiemy na razie jako niewat-
pliwy, tym bardziej, ze witasciwie z gory go zatozyliSmy na mocy
definicji, tworzac przez dodanie 3 jabtek i 5 gruszek nowe pojecie
rodzajowe talerza owocow i to pewnego okre$lonego, o takim wiasnie
sktadzie. Znacznie bardziej tajemnicze jest twierdzenie, ze 3 jabtka
wiecej 5gruszek tworzg s sztuk owocow; aczkolwiek na pierwszy rzut
oka wydaje sie ono bardziej oczywiste, niz twierdzenie o talerzu. To
nowetwierdzenie ma bowiem bardzo powazne nastepstwa. Jesli rzeczy-
wiscie 3 jabtka wiecej 5 gruszek majg sie réwnac s sztukom owocow,
to bez watpienia dokonatem pewnej operacji rachunkowej. A mia-
nowicie dokonatem w pewnym sensie zréwnania jabtek i gruszek
na wyzszym poziomie, przez utworzenie ogdélniejszego pojecia.
Skoro tylko zaczne rachowaé w sztukach owocéw, nie musze juz
w ogole pisa¢ a, b czy c¢. Moge wprost napisaé 3+ 5= s i zanie-
dba¢ wszystkie oznaczenia az do ostatecznego wyniku. Liczenie
w sztukach owocow to zasadniczo to samo, jak gdybym miat przed
sobg tylko jabtka lub tylko gruszki. Kazde z nich to sztuka owocow,
przy czym a rowna sie b, a jedno i drugie réwna sie ¢ (a= b= c).
A wiec juz nie przy pomocy liter rachuje, lecz przy pomocy ,,wspot-
czynnikow*.

Ot6z z takiego rozwazania moge uzyska¢ bardzo ogdlne pojecie
»algebry*, taczace wszystkie dotychczasowe rezultaty. Jak wiado-
mo, kazda liczba pomnozona przez 1 pozostaje sobie réwna. Dla-
tego, aby zwyczajne rachowanie na liczbach wciggng¢ do algebry
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jako podprzypadek, moge wszelkie mozliwe liczby uwazaé¢ za wspo6t-
czynniki, przyjmujgc réwnoczesnie, ze na miejscu jabtek czyli li-
ter wystepujg wszedzie ,,jedynki“. 5 jedynek wiecej 17 jedynek daje
22 jedynek. Inaczej

5+ 17= 22

9348 jedynek razy 15 = 140220 jedynek albo 9348 X 15 =
= 140 220. Wszystkie rachunki liczbami niemianowanymi w ja-
kimkolwiek uktadzie liczbowym sg to zatem algebraiczne operacje
na liczbach, ktore oznaczyliSmy jako ,,jedynki“, czyli operacje na
wspotczynnikach pizy ,,jedynkach“. Przez to zyskaliSmy wspa-
niaty nieprzerwany zwigzek, ciggte, trwate przejscie z uktadow licz-
bowych do algebry. Zauwazmy jeszcze, ze mnozenie przez jeden
daje na wynik samg liczbe mnozong, oczywiscie w kazdym ukiadzie,
nawet w ukladzie dwdjkowym. Wszystkie uktady liczbowe podle-
gajg zasadzie ,,statosci praw* i wykazujg ,,niezmiennos$¢* wzgledem
mnozenia przez jeden.

Sadze, ze po takim ujeciu wszystkich dotychczasowych rezulta-
tow gtebsze wnikniecie w algebre nie bedzie przedstawiato zadnej
zasadniczej trudnosci. Przedtem jeszcze jedno pytanie. Czy musi
sie zawsze rachowac literami w polgczeniu z liczbami danymi? Czy
nie mozna by, podobnie, jak sie rachuje samymi liczbami danymi,
rachowa¢ samymi tylko literami? Pytanie bardzo na miejscu. Dla-
tego zbadajmy je od razu blizej. Przepiszmy je na nowo, formutujgc
je dla naszego witasnego uzytku jako ,,problem wspoéiczynnikow
ogolnych i szczeg6towych*.

Co to sg ,,wspoétczynniki szczego6towe®, pokazaliSmy na niejed-
nym miejscu. Z grubsza rzecz ujmujac sg to oznaczenia ilosci ja-
kichkolwiek jednostek. Przy 5a wspotczynnikiem jest 5, a jednostka
w ktérej licze. Przy sa+ 7b+ 3c+ sd... 5 7, 3, 8 sg wspolczyn-
nikami, a, b, ¢, d... réznymi jednostkami, jakimi sie postuguje. Za-
miast tych ,,jednostek®, inaczej ,liczb og6lnych*, moge wstawi¢ do-
wolne liczby, byle tylko ta podstawiona liczba zostata utrzymana
przez cigg catego rachunku az do rezultatu. Podstawiona liczba po-
zostaje podczas catego rachunku ta sama, pozostaje rowna, stala,
niezmienna. Dlatego nazywa sie tez a, b, ¢, d ... ,,wielkoSciami sta-
tymi“, albo krétko ,statymi“. Rozwdj, majacy za soba stulecia
i umowa wzajemna tak chciaty, aby ,state” w ogo6le oznacza¢ ma-



76 Od tabliczki do rézniczki

tymi literami alfabetu facinskiego. | to literami od poczatku alfa-
betu az do u. Poczawszy od u zarezerwowano litery dla innych ce-
16w, Kktore po6Zniej bedziemy rozwazali, r, s, t zajmujg niejako po-
Srednie stanowisko i tylko wtedy, gdy to jest nieuniknione,1 moga
by¢ uzywane jako ,state. Ale takze na poczatku alfabetu istnieje
szereg miejsc obsadzonych umownie. Litera e stuzy od czasow Eu-
lera wylgcznie do oznaczania zasady tak zwanego ,,logarytmu natu-
ralnego®, litera i od czaséw Gaussa do zapisywania ,liczb zespolo-
nych*, a litery h uzywa sie chetnie w matematyce wyzszej na
oznaczenie dowolnie matego przyrostu wielkosci. Przy oznaczaniu
statych w wyzszej matematyce nalezy takze unika¢ d (jako sym-
bolu odpowiedniej operacji w rachunku rézniczkowym). Poniewaz
w diuzszym rachunku pozostatyby nam jako alfabet tylko litery
a, b c f g k 1, m..., takie za$ uszeregowanie przerywane sprze-
ciwia sie prawdziwej elegancji i przejrzystosci, postuguje sie naj-
nowsza algebra (takze z innych jeszcze waznych wzgledéw) wskaz-
nikami, zaproponowanymi w zasadzie przez Leibniza. Ogdlne liczby
tego samego typu, np. wyrazy jakiego$ szeregu, zapisuje sie za po-
mocg tej samej litery, do ktorej z prawej strony u dotu dotacza sie
dla odrdznienia tak zwany wskaznik (indeks). A zatem siv a2 a3
az7 itd. Dla przykiadu pokazemy dowolng liczbe uktadu dziesigtko-
wego zapisang w ten spos6b, przy czym uzyjemy nawet wskaz-
nika o.

Liczba uktadu dziesiatkowego = ao010° + a7z101 + a2102 +
+ asi103 + as4104 + itd.

M0@j przeciwnik, ktorego celowo sprowokowatem, przerwie mi
natychmiast i uczyni zarzut, ze oznaczytem tutaj wspoétczynniki lite-
rami, podczas gdy zamiast jednostek napisatem liczby dane. Otéz
witasnie! Chcemy przeciez zobaczy¢, w jaki sposdb mozna by obejsé
sie bez liczb danych.

Musimy jednak odpowiedzie¢ doktadniej, aby przeciwnika zmu-
si¢ do milczenia, bo ciggle jeszcze gestykuluje. A zatem najpierw:
a0, at, a2 as itd. oznaczajg tylko, ze na tych miejscach moga stac
cyfry w porzadku ,,wskaznikéw®. Nic poza tym. Tu, w ukladzie
dziesigtkowym, oczywiscie tylko cyfry od 0 do 9. Ponadto przy naj-

1 Np. jesli potrzeba wielu liter w porzadku leksykograficznym (stowniko-
wym), jak dla wspotczynnikéow diugich szeregéw potegowych.
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wyzszej potedze moze sta¢ tylko jedna z cyfr od 1 do 9, bo liczba
nie moze sie przeciez zaczyna¢ od zera. A wiec dwa ,,warunki do-
datkowe*“. W ramach tych ograniczen moge za kazde a zawsze
wstawi¢ cyfre, jaka mi odpowiada. A wiec ao= 5, asa= 7, a,= 1,
a3= 4, asa= 0, ao= 2. Mialbym wtedy z ukiadu dziesigtkowego
liczbe 204175. Lecz mogtbym takze dobraé: ac= 0, al= 2, az= 5,
az= 9, aa==8, as= 9, i otrzymatbym liczbe 989 520; albo ao= 0,
as= o, a2= o, as= o, a4= o, a.= 6, a wtedy otrzymatbym
600 000, itd. A wiec dzieki mojej symbolice podatlem ogdiny ksztatt
liczby uktadu dziesigtkowego, ktéra naturalnie niekoniecznie musi
by¢ szesciocyfrowa. Mogtbym przecie a0, a7, a8 aa, awo itd. wyra-
zi¢ jakimi$ innymi cyframi, a otrzymatbym wowczas jakgkol-
wiek liczbe 7-, 8-, 9-, 10-, 1l1-cyfrowg. OczywisScie moge takze
uzy¢ innych wskaznikow.

Np.
as10°+ a, 101-fas102+ as103+ as104+ as1os-f....,

co daje mi te korzys¢, ze najwiekszy wskaznik podaje mi od razu
ilos¢ miejsc w liczbie, podczas gdy wyktadnik potegowy wskazuje
ilos¢ zer. Widzimy zatem, ze znowu uzyskaliSmy samoczynng ma-
szyne myslowa, algorytm rzedu.

Jak to juz weszto u nas w zwyczaj, postaramy sie teraz o dal-
sze jeszcze uogOlnienie. Napiszmy obecnie jakg$ liczbe nie ukiadu
dziesigtkowego, ale jakiegokolwiek ukladu, pamietajgc, ze zasada
uktadu pozycyjnego musi wynosi¢ co najmniej dwa (uktad dwojko-
wy) podczas gdy wspotczynniki moga sie zmienia¢ od zera az do
takiej liczby, ktora jest o jeden mniejsza od zasady. Natomiast
cyfra na najwyzszym miejscu (kazdorazowy wspotczynnik, stojacy
przy najwyzszej w danym wypadku potedze) moze tylko ,,przebie-
gaé“ wartosci od 1 az do liczby o jeden mniejszej od zasady. ,,Prze-
biegaé¢*“ oznacza w matematyce, ze liczba og6lna moze przyjmowac
wszystkie wartosci pomiedzy kazdorazowo danymi granicami. Tu
oczywiscie tylko wartosci catkowitoliczbowe.

Aby sie dobrze przygotowaé, ustalmy jeszcze jedno: Zasade na-
zwiemy ogélnie g. Poniewaz stale pozostaje ta sama, to znaczy
wewnatrz uktadu nie $mie i nie moze sie zmienia¢, nie otrzyma
zadnego indeksu. Za to jednak otrzyma go wyktadnik potegowy,
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mwszak wzrastanie poteg od miejsca do miejsca, to istota wszelkiego
uktadu pozycyjnego. Teraz mozemy juz napisac:

Liczba ukiadu g= ai1g° -f a2gi + asgz + asgz2 + aeg4d +
+ aogs -(-.... Teraz pragne z tego zrobi¢ liczbe ukfadu szo6stk
wego. g zatem rdowne jest s, podczas gdy a,, a,itd. mogg tylko
przebiega¢ wartosci od 0 do 5 wigcznie; a0, ktére dowolnie ustano-
witem jako najwyzsze miejsce — tylko od 1 do 5. Niech wiec np.:
as= 2, a2= 3, as= 0, aa= 5, as= 1, ae= 2.

Szereg = 2.6°+ 3.61+ 0.62+ 5.63+ 1.64+ 2. 6 & (wukia-
dzie dziesigtkowym) albo jako liczba uktadu szostkowego 215 032.

Teraz uzyje tego samego ogllnego szeregu dla ukiadu dwdjko-
wego i wybieram:as = 1,a2==0,a3= o0,a4 = 1,a6= 0,a6= 1.

Liczba ukfadu dwojkowego = 101001 (g jest przy tym 2).
Albo chce liczy¢ w uktadzie trzynastkowym, a wiec g = 13. Niech
przy tym as= 9, a2= A, a3= 5 a4= 0, a.= C, as= 7. A zatem:
liczba ukfadu trzynastkowego = 7CO05A9 (przy czym A i C uwaza
sie za cyfry).

Widzimy, ze powyzszy szereg aj g° + azg1 + .... przedstawia
nam ogo6lng posta¢ kazdej liczby w ukladzie pozycyjnym. Wy-
starczy tylko odpowiednio podstawi¢ z uwzglednieniem pewnych
zastrzezen.

Wtym miejscu nie zdotamy jeszcze w pelni ocenié, co przez to
zyskaliSmy. Najogolniejsze zadanie, ostateczny cel algebry — to do-
piero rachowanie tymi schematami, jak gdyby to byty liczby w rze-
czywistosci. To znaczy, ze moge algorytm liczb szczeg6towych sto-
sowaé¢ do liczb ogélnych. Moge je dodawaé, odejmowac, mnozy¢,
dzieli¢, potegowacd itd. | dopiero wtedy wypadnie mi wstawi¢ w wy-
nik liczby szczeg6towe, jesli nie moge poprzestaé w ogéle na tym,
by og6lny wzor, niejako nowe prawo, zachowac jako rezultat, ktory
gdzies kiedy$ zastosuje.

Jednakze dotychczas nie odpowiedzieliSmy na pytanie, czy
w pewnych okolicznosciach mozemy sie tez catkiem obejs¢ bez
cyfr. Wiemy juz wprawdzie, ze nie tylko ,jednostki®, ,state” mo-
zna zapisywac literami, lecz, co wiecej, takze wspoétczynniki. Ale
w roli ,wskaznikow* ciagle jeszcze uzywaliSmy cyfr. Z prawej
strony u dolu wspoéiczynnikdéw cyfra jako numer miejsca, jako
wskaznik porzadkowy, z prawej u gory zasady — jako wykiadnik
potegowy. PrzenieSmy sie teraz energicznie od uktadéw liczbowych
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mys$la gdzie indziej, zapomnijmy o nich po prostu i napiszmy sobie
jaka$ sume liczb ogolnych, jakikolwiek, powiedzmy zamkniety
szereg, w ktérym nie wystepuje w ogdle zadna cyfra, a nastepnie
przypatrzmy sie, czy z tego szeregu mozemy otrzymac jaki$ kon-
kretny sens. Np.:

aaga+ abgb+ acgc+ adgd+ aegB+ a{gf+ agf -f ahgh*

Co to moze oznaczaé? Otdéz moze to oznaczaé, co tylko chcemy!
Z tym jedynym ograniczeniem, ze g ma pozosta¢ stale to samo i ze
wskazniki i wyktadniki potegowe nastepuja w porzadku rosngcym,
na co nam wskazuje uporzadkowanie alfabetyczne. Jesli dodamy je-
szcze jako warunek, ze podstawiamy tylko liczby catkowite, wow-
czas szereg nasz moze wygladac:

15. 75+ 8 . 7°+ 932.710+ 20.713+ 0.725 + 1. 726 + 10. 749 +
-f 42 535 . 71000000

albo:
0.°+ 0.0+ 0.+ 0.05+1. Go+17 .C1+ 2.C0 + 27 .042

Krotko moéwiagc, mozemy tu juz dojs¢ do bardzo wielkiej roz-
maitosci w realizacjach naszego ,schematu budowy“, poniewaz
przy tym schemacie o nic innego nie chodzi, jak tylko o sume do-
wolnie rosnacych poteg g, ktére moga by¢ zestawione z zupetnie do-
wolnymi wspoétczynnikami.

Jeszcze ogdlniejszy bylby szereg:

aaba-t- abcd4- acdf + admb+ aeoh.

Tu mam juz w ogélnosci tylko ten warunek, ze wszystkie wspoét-
czynniki sg dowolne, podczas gdy zasady potegowe majg sie mie-
dzy sobg réznié. Wyktadniki potegowe natomiast nie sg ani w po-
rzadku rosngcym, ani w malejgcym. Przy uzyciu cyfr mdgtby taki
szereg wygladac np. tak:

0.22+ 25.73 + 4.940018 + 74 .110 + 1.32

Przez posuwanie si¢ w uogdlnianiu nie mamy jednak zamiaru
wytworzy¢ pogladu, jakoby mozliwe byly tylko takie szeregi, skia-

* W roit wskaznikéw i wyktadnikéw potegowych mozemy takze uzywac
»zakazanych" przedtem liter jak e, d, h itd.
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dajace sie z iloczynéw wspotczynnik6éw przez potegi, ktére nastep-
nie nalezy dodac. Istniejg wzory nieréwnie bardziej zawile i skom-
plikowane, a skladajgce sie z samych tylko liter. Przeciwnie, na
bardzo prostych strukturach (postaciach) staraliSmy sie tylko po-
kazaé, ze zaréwno wskazniki, jak wspétczynniki, zasady, wyktad-
niki potegowe itd. mozna napisa¢ przy pomocy liter. Moge kazda
liczbe, kazda wielko$¢ zapisa¢ uzywajac liter, zaznaczajgc przez to,
ze ich szczeg6towa warto$¢ na razie mnie jeszcze nie interesuje. To
jest wiasnie owa ,,0g96Inos¢“ w algebrze. Niekiedy jednak pomimo
wszelkiej ogdlnosci wylonig sie nagle liczby szczeg6towe, Kktérych
po prostu nie moge unikng¢. Przyczyna tego tkwi w istocie operacji
rachunkowych (rozkazdéw). Je$li zazadam, aby mi powiedziano, ile
to jest a.a.a, to nikt nie moze twierdzié, ze to jest an lecz musi
napisa¢ a3 Ale i tu takze znalaztby sie wybieg: a mianowicie, gdy-
bym twierdzit, ze wcale nie wiedziatem, w jakim uktadzie liczbo-
wym mam zapisa¢ rezultat. W uktadzie dwéjkowym na przyktad by-
toby a .a,a potegg all, w tréjkowym ukitadzie al0. Moge zatem od-
powiedzie¢ ze a.a.a to a", bo wyktadnik potegowy n dopiero przez
podanie ukfadu liczbowego bedzie szczeg6towo wyznaczony. Tak sa-
mo bytoby przy dodawaniu a+ a+ a+ a+ a=:5a. Przy nieo-
znaczonym chwilowo ukfadzie liczbowym madgtbym twierdzié, ze
a+ta+ta+a+a to jest ma Wartos¢ m wtedy mdgtbym do-
piero poda¢, gdy mi sie wskaze, w jakim ukladzie mam to napisac.
I tak w kazdym podobnym przypadku.
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OPERACIJE A LGEBRAICZNE

Obecnie wiemy juz jednak o algebrze tyle, ze wypada nam zajaé
sie jej regutami dziatan. Przede wszystkim jasne to dla nas, ze
algorytm uktadow liczbowych nie da sie tak po prostu przenies¢
na litery. Nie mozemy ani tworzy¢ wiasciwych uktadéw pozycyj-
nych, bo przecie wszystko ma pozosta¢ ogdlne i nieoznaczone, ani
tez nie mozemy na przykiad sposobem rachunkéw cyfrowych do-
dawac, odejmowaé, mnozy¢ i dzieli€. Réwniez dlatego nie, iz algo-
rytm ten jest SciS$le zwigzany z zasada wartosci zaleznej od miegj-
sca. Gdyby powiedzieé: a + b= c, zostaje jeden — to stusznie wy-
$miatby nas nawet nie-matematyk.

Na razie wiec miejmy ciggle przed oczyma duszy nasze jabika,
gruszki itp., aby najpierw zebra¢ podstawowe typy dziatan, a po-
tem dopiero nabra¢ nieco wiecej $miatosci.

a -j- b oznacza, ze mam doda¢ do siebie dwie state wprawdzie ale
dowolne, rézne od siebie liczby. Rézne dlatego, poniewaz oznaczytem
je réznymi literami. Co mam z tym pocza¢? a + b pozostanie a -f b,
jesli to chce jedynie ,,wyrachowac“. Najwyzej moge powiedzieé, ze
to jest takze b + a, bo przy dodawaniu obowigzuje wtasnos¢ kom-
mutatywna, prawo przemiennosci skladnikéw, a+ b+ ¢+ d jest
oczywiscie réwniez tylko a-~b--c+ d albo a+ b+ d-fc albo
b-fc+ a+ ditd,, a+ a= 2a, to juz wiemy. Wobec tego jest np.

a-fa+a+b+b+c+c+c+ c-j-d = 3a+ 2b+ 4c-1-d.

Wspotczynnika 1 nie pisze sie. d znaczy tyle co Id czyli 1 razy d.
Uzywajac wskaznikéw, przez co tatwiej moge uniknaé ,,zabronio-
nych* liter, mégtbym poprzednie wyrazenie zastgpi¢ przez:

Od tabliczki do rézniczki
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31 31 ~j~ &x P 32 "t" A2 “F A3 “I" N3 “fT A3 YR N3P 34—
— 3ax {- 2a2 + 4das -(- a4

Przypusémy, zemam dwa wyrazenia w postaci sum, ktére na-
lezy dodac. Np.:

3a+ 27b + I0c + d+ 15e + sf i
7a-fOb+ 9c+ 13d+ s6e+ IOIf

Suma: I0a+ 27b -f 19¢c + 14d + 21e + 109f

Jak widzimy, dodaje sie po prostu wspotczynniki, przy czym za-
stosowano niejako schemat dodawania (naturalnie bez wartosci
miejsc). Mogtbym oba wyrazenia napisa¢ wprost w jednym dtugim
szeregu, taczac je znakiem plus, umieszczajgc kazde w nawiasie lub
bez nawiaséw. Np. tak:

(3a -f 27b + 10c + d + 15e + s f) -f (7a + Ob -f 9c f 13d -f
+ se + |OIf) = 3a + 27b -f IOc + d + 15e + sf + 7Ta + Qb +
-J- 9¢ -f 13d +ee + I0If = 10a + 27b + 19c + 14d + 2le + 109f.

Oczywiscie, liter opatrzonych réznymi wskaznikami lub réznymi
wyktadnikami, nie mozna dodawa¢, tzn. nie mozna zastepowaé jedng
wspbélng literg przez wprowadzenie nowych wspoétczynnikéw, dlate-
go, ze sg to pozornie tylko réwne wielkosci.

ax+ a2= a4+ a,= az~fat, cokolwiek poczne.

Roéwniez a2 -f a° + asto nic innego jak az + a° + as albo w po-
rzadku rosnacym a° -f a2z + a3 Ilub malejagcym as + az -- a°
wzglednie nieuporzgdkowane a2 -j- as + a° lub as + a° + a2 lub
a° + as - a2

Stowem, w drugim przyktadzie, o ile chodzi o uporzgdkowanie,
mozliwych jest sze$¢ permutacji, bo rozporzagdzamy trzema elemen-
tami (a zatem liczba permutacji 31 = 1.2.3 = ), lecz poza tym
wyrazenie bynajmniej nie ulega zmianie.

Odejmowanie, jak powiedzieliSmy, da sie wykonywac¢ w jedng
tylko strone, a — b to zatem nic jak tylko a — b. Za$§ 2a — sb +
+ 7c— a+ 4b — 2c to tyle co 2a— a + 4b — eb - 7c — 2
czyli a : tu utkneliSmy. Bo raptem staneliSmy przed nowym
zagadnieniem. Poradzimy sobie wprawdzie z a i z ¢, ale nie z s.
Bo jak tu od 4 gruszek odja¢ s gruszek? Wydostaniemy sie z pu-
tapki w prosty sposéb. Podobnie, powiadamy, jak fakt taki ksigz-
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kuje kupiec, ktory posiada 100 cekinéw a 120 jest winien. W rezul-
tacie ma 20 cekinéw dlugu, posiada minus 20 cekindw, jesli jest
dozwolony taki paradoks. W matematyce jest na pewno dozwolony.
Naszrachunek daje  wkoncu a, 5ci minus 2b, conapiszemy
a 2b-f5c albo a-j-5¢— 2blub 5¢—2b + aitd. Gdybysmy jednak
mieli tylko obliczy¢ 4b — 6 b, musielibySmy napisaé 4b—sb=
= —2b. W ten sposob dotarliSmy do pojecia liczb ujemnych,
ktore rozwazymy jako liczby ujemne szczeg6towe i ujemne og6lne
(algebraiczne). Mozemy je sobie przedstawi¢ za pomocg odcinkdéw
na prostej, a mianowicie w nastepujacy sposob:

! 1 * 1 ! ES f' — mt 1 I >
'5 -4 -3 2 -1 O +H  *2 +3+4 *5
-l lm m} ! bei e
Fhkkk MAG *a2 “C, O 40~ +0j *CH, 4Oseeeece
Fig. 4.

na prostej obieramy jaki$ punkt, oznaczamy go sobie literg O (tzw.
poczatek osi) i przyjmujemy jeden kierunek na tej prostej jako do-
datni (np. na prawo od punktu O), uwazajgc tym samym przeciwny
kierunek (u nas na lewo od punktu O) za ujemny. Prostg, na ktorej
ustalono kierunek nazywamy osig. Nastepnie obieramy dowolny od-
cinek jako jednostke diugosci.

Liczbie (+1) odpowiada odcinek, ktérego poczatek lezy w punk-
cie O, a koniec w odlegtosci réwnej obranej jednostce na prawo
od punktu O. Liczbie (+2) — odcinek, ktérego poczatek lezy row-
niez w punkcie O, a koniec w odlegtosci dwéch obranych jednostek
na prawo od punktu O itd., liczbie np. (+ 15) odpowiada odcinek
0 poczatku w punkcie O, a koncu lezacym w odlegtosci 15 jedno-
stek na prawo od punktu O.

Podobnie, kazdej liczbie ujemnej odpowiada odcinek, mierzony
odpowiednig iloScig jednostek na lewo od punktu O. A wiec, odmie-
rzajagc 5 jednostek na lewo od punktu O otrzymamy odcinek odpo-
wiadajacy liczbie (— 5).

W ten sposéb kazdej liczbie wzglednej odpowiada na naszej pro-
stej (zwanej tez ,.linig liczbowa* lub ,,0sig liczbowa*) odcinek (kie-
runkowy). Wszystkie odcinki majg wspélny poczatek w punkcie O,
ktéremu przyporzadkowujemy liczbe zero. Przy tym liczbe (+0)
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uwazamy za réwng liczbie (— o) i dlatego piszemy ja zwykle bez
znaku, po prostu 0. Zwykle przy liczbach dodatnich (ze znakiem
plus) nie pisze sie znaku plus. Przy liczbach ujemnych musi sie
napisa¢ znak minus. Jest to analogia do zapisywania bezposrednio
po sobie nastepujgcych operacji tetycznej i litycznej. Trzy razy a pi-
sze sie 3.a albo 3 X a albo 3a. Zwykle 3a. Operacje 3 :a mozna za-
pisa¢ tylko 3 :a lub-|.

Teraz jednak musimy jeszcze wprowadzi¢ nawiasy, abySmy mo-
gli wznie$¢ sie do wyzszego typu rozwazan. Nawiasy, ktérych juz
pare razy uzywaliSmy bez zadnych komentarzy, np. przy wspotczyn-
nikach dwumianu, oznaczajg, ze wszystko, co znajduje sie wewnatrz
nawiasu nalezy do siebie, jakby odrebne niejako panstwo. Jesli sie
wyodrebni wewnetrzng tre$s¢ nawiasu, mozna juz nie zwraca¢ uwagi
na nawias, a z zawartoscig jego tak postepowac, jakby to bylo sa-
modzielne wyrazenie. Np.:

10 000 — (5020 + 23 — 448) = ?

Najpierw biore pod uwage zawarto$¢ nawiasu, wykonuje dzia-
fania, otrzymuje 4 595 i moge teraz napisa¢ bez nawiasu 10 000 —
— 4595= 5405. Gdybym jednak, uwazajgc nawias za zbyteczny,
opuscit go przed obliczeniem wartosSci jego wnetrza i napisat:
10 000 — 5020 + 23 — 448, otrzymatbym 4 555, a wiec co$ zupeknie
falszywego. Zbadajmy jeszcze drugi przykiad:

15375 — 320 + (8 220 — 26 + 400)

15 055 + 8594 23 649.

Jesli napisze teraz w sposdb niedozwolony:
15375— 320 + 8 220 — 26 + 400, to otrzymam — rzecz osobli-
wa — takze 23 649, a zatem wiasciwa liczbe. Jakze sie to stalo?
Mozna wiec po prostu opusci¢ nawias? Aby tajemnice od razu zdra-
dzi¢: Mozna go opusci¢, jezeli bezposSrednio przed nawiasem stoi
znak plus, a nie mozna go opusci¢, wzglednie dopiero po wykona-
niu naznaczonych wewnagtrz dziatan lub odpowiednio okre$lonych
zmian, jezeli przed nawiasem bezposrednio znajduje sie znak minus.
Aby to jednak wyjasni¢, musimy gtebiej wnikng¢ w istote liczb
ujemnych. W tym celu opatrzmy wszystkie liczby ,,znakami licz-
bowymi“ (+ albo —) i umies¢my kazdg w nawiasie, aby ,,znaki
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liczb* odrdézni¢ od ,,rozkazéw operacyj“, ktére zapisuje sie przy po-
mocy tych samych znakéw (4 - albo —). O ile wiec nie uzywamy juz
liczb naturalnych, a tylko dodatnich i ujemnych, wtedy s -j- 7 ozna-
cza wiasciwie (+5) + (-i-7), co daje (+12). RoOznica, jak np.
12— 7= 5, znaczy znowu tyle, co (+12)—(+7)= (+5).

Zanim zajmiemy sie operacjami na liczbach ujemnych, przyj-
rzyjmy sie przedtem, jaka jest istota obydwu operacji, dodawania
i odejmowania, postugujac sie linig liczbowa.

n 4 1 -1 1 1 ——4-—f — - — [ 3*
5 -4 -3 -2 -1 (0] +1 *2 *3 +4 55 eereenns
Fig. 5.

Bez diugiego namystu widaé, ze ,rozkaz dodawania“ mozna
spetni¢ na linii liczbowej na rozmaite sposoby. Jesli dodajemy od
zera w prawo, a wiec same dodatnie liczby, wtedy skutkiem do-
dawania musimy sie posuwaé coraz dalej na prawo. Np.: (+ 1) +
+ (+ 2)= (+ 3) a potem (+3) + (+ 1).'=;(+ 4) itd. Jesli do-
dam teraz niejako odbicie tego w lustrze, a wiec na lewo od zera
1 + (—2), to otrzymam (—3). A dalej (—3) + (—1) =
= (—4). Bo zliczytem niejako diugi. Przy odejmowaniu, ktore sie
odbywa tylko na prawo, albo tylko na lewo od zera, musi Kierunek
by¢ odwrotny. Od zewnatrz zblizam sie do zera. A wiec np.
(+ 4) — (+ 3) = (+ 1) albo w zwierciadtowym odbiciu: (— 4) —
— (—3) =—1, gdyz w ostatnim wypadku odjgtem niejako od
dtugu w kwocie 4 dtug w kwocie 3, a wiec sie oddtuzylem, to zna-
czy przyblizylem sie do zera (czyli zupelnego oddiuzenia). Inaczej
majg sie sprawy, jezeli wsréd mych obliczen przekrocze zero. Mam
np. dodaé¢ (+3) i (—2). Tu, ze tak powiem, musze rozcig¢ linie
liczbowa w punkcie zerowym i czesci odpowiednio obok siebie po-
tozyc.

3 -i 0

-4 - -2
< 3 -
@ D Q.
< i % Il e
*4 *3 *2 -t O
Fig. 6.

A mianowicie tak, aby kazda wielko$¢ ujemna znajdowata sie
ponad odpowiednig dodatnig. Skoro w ten sposéb odpowiednio po-
rownatem dlugi i posiadang gotowke, patrze nastepnie, czy w ktd-
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rej z tych dwu kategorii nie ma nadwyzki. Poniewaz jednak przez
obustronne znoszenie sie diugéw i odpowiedniej gotéwki uzyskatem
nowy punkt zerowy, napisze go w nawiasie w tej czesci linii liczbo-
wej, na ktdérej powstata nadwyzka. W tym wypadku wiec w czesci
»dodatniej“. Poczawszy od nowego zera numeruje dalej. Liczba dol-
na (tu -f 3) pokazuje o ile sie posuwam, gérna, w nawiasie, wska-
zuje wynik, tu zatem (+1). Dlatego (+3)-f (—2) = (+1).
A teraz znowu zwierciadtowe odbicie tego:

l—;z) HI2' 0
4 3 2
Fig. 7.

Tutaj cze$¢ ujemna wystaje poza dodatnig. Plus 2 i minus 2 zno-
szg sie, dajac nowe zero. Dlatego wynik: nowa liczba ponad minus
trzy, a wiec: (—3) -} (+2)= (—1).

Pozostawatoby jeszcze odejmowanie z przekroczeniem granicz-
nego zera. Tu musimy postepowaé ze szczeg6lng ostroznoscig. Wy-
bieramy np. (+ 2) — (—1).

Céz w ten sposdb zanotowujemy? Majac gotowke w kwocie 2,
pozbyliSmy sie ponadto ditugu wynoszgcego 1. A wiec nie tylko za-
trzymalismy gotowke, ale jeszcze oddtuzyliSmy sie.

W nastepstwie wynika z naszego rachunku: gotéwka 2, umo-
rzony diug 1, a wiec pierwotny stan majgtkowy gotéwka w kwo-
cie 3. Czyli (+ 2) — (—1) = (+3).

Zapiszmy teraz wszystkie dotychczas rozwazane, a do tego je-
szcze inne mozliwe wypadki jeden pod drugim, abySmy mogli z tego
wyprowadzi¢ reguty.

(+1) + (+2) (+3) (+3) + (—2)= (+1)
=3+ (D= (=4 (=3 +(+2)= (—1
(+4) — (+3) = (+1) (t+2) —(—=1= (+3)
(L4)—(=3= (=1 (=2 —(+1)= (=3
Jesli starannie rozwazymy to zestawienie i pomys$limy nad tym,
jakby mozna uniknaé nawiaséw, dojdziemy do nastepujgcego re-
zultatu:
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+1+2=+3 +3 2=+1
m3- 1= -4 ~3+2=-1
+4 3= +1 §2- L==£3
— 4+3=-1 ~2- 1= - 3

Coz to znaczy? Przecie nic innego, tylko ze ,,rozkaz* w osobliwy
spos6b moze sie potaczy¢ ze ,,znakiem liczby*. Kazdg pierwszg ko-
lumne, przed ktérg nie znajdowat sie zaden rozkaz, pozostawitem
bez zmiany, a usunaglem po prostu nawiasy, bo przez to usuniecie
nic sie bynajmniej zmieni¢ nie mogto, co potwierdza rzut oka na li-
nie liczbowg. Tam jednak, gdzie przed nawiasem stat rozkaz, po
usunieciu nawiasu czesciowo wystgpity zmiany, czeSciowo zostato
wszystko po dawnemu. A mianowicie + z + dato znowu +; + z —
dalo —; — z + takze —, — z — dalo +. Jeszcze zwieZlej powie-
my: Jezeli rozkaz i znak liczby sa rowne, wypada wtedy plus.
Jesli sg nieréwne, wowczas wypada minus. Ta reguta wazna jest
nie tylko dla jednej liczby w nawiasie, ale tez dla wiekszej ilosci
liczb. Szczego6towe wyprowadzenie tych zwiazkow bytoby zbyt diu-
gotrwate. Dlatego poprzestanmy na tym, co poznaliSmy i sprébuj-
my to zastosowac. Np.:

20— (3+ 5—7+ 6—9) = 20—3—5+ 7—6+ 9= 22,

co rowniez otrzymalibySmy w rezultacie, gdybySmy wyliczyli wy-
razenie w nawiasie, a zatem gdybySmy napisali 20— (— 2),
a w koncu 20 + 2= 22. Teraz wyjasnita sie zagadka, ktérej przed-
tem nie umieliSmy rozwigza¢. Mianowicie: dlaczego przy znaku plus
przed nawiasem mozemy nawias po prostu opuscié. Otoz, jesli plus
trafi na plus, to pozostaje plus. Trafi natomiast na minus, wdwczas
pozostanie minus. Np.:

25+ 6—8+ 4+ 12—3) = 25+ 6—8+ 4+ 12—3= 36
albo po poprzednim obliczeniu wyrazenia w nawiasie 25 + 11= 36.
Ale teraz mozemy takze liczby wieksze odejmowaé od mniejszych.
Np.:

13— 20 — (+ 13) — (+ 20) = (—7) albo 13—20= — 7,
bo w tym wypadku mam niejako 13 cekinami sptaci¢ dtug 20 ceki-
néw, a zatem mam o 7 cekindw za mato, czyli 7 cekindéw diugu.

Nalezy wyraZznie zaznaczy¢, ze to wszystko wylozone zostato
nieco pobieznie. Ze znacznie wiekszg elegancjg mozna by takze ,,znak
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liczby* poja¢ jako ,rozkaz*“, a mianowicie rozkaz, aby tak daleko
posuna¢ sie na linii liczbowej, jak to nakazuje sama liczba. | to
w kierunku wskazanym przez ,,znak liczby*. Wéwczas (+3) ozna-
czatoby mniej wiecej: ,,Posun sie na prawo az do 3. Za§ (— 7)
oznaczatoby: ,,Posun sie na lewo od zera az do 7. Otéz ten roz-
kaz posuwania sie moze sie spotka¢ z odpowiednim rozkazem koja-
rzenia (dodawanie lub odejmowanie). Nalezy wiec, jak to juz zre-
sztg prébowalismy, tu i tam poruszaé sie po linii liczbowej, a przy
tym Kkojarzy¢. JeSli teraz porzucimy zupetnie liczby szczeg6towe,
a nawet nie napiszemy liczb og6lnych, lecz bedziemy tylko badali,
jak sie odbywa wzajemne spotkanie ,,rozkazéw*, to mamy do czy-
nienia z tak zwanym ,,rachunkiem symboli“. Na razie nie zapuscimy
sie glebiej w te najwyzsze regiony kabaty. Chcemy tylko stwierdzic,
ze wprowadzamy prosty przypadek ,,zwigzku pomiedzy rozkazami“
czyli ,,rachunku symboli“, jesli powiemy, ze réwne rozkazy plus czy
minus taczg sie w rozkaz plus, rézne natomiast w minus.

Przejdzmy teraz do nawiaséw roznego rodzaju. Juz raz zapisali-
Smy je bez blizszego wyjasnienia. Teraz przyjrzyjmy sie takiemu
wypadkowi nawiaséw, zawartych wewnatrz innych. Mamy np. za-
danie, aby wynik z (3+ 3— 7 + 2) odja¢ od 6. To, co z tego wy-
padnie mamy odja¢ od 15, a do tego dodac jeszcze 5. Catos¢ nalezy
odja¢ od 23— 7 + 6. Ale wszystko to przedstawi¢ w postaci planu
operacji bez poprzedniego wyliczania. Piszemy:

23— 7+ 6) —{156—[6— B3+4—7+ 2)]+5)=7?

Rozréznimy nawiasy: okragly, graniasty i klamre. Reguta moéwi,
ze najbezpieczniej uwalnia sie od nawias6w zaczynajgc od tych,
wewnatrz ktdrych innych nawiaséw juz nie ma. Madgtbym takze
uwalniaé od zewnetrznych poczynajgc, taka jednak manipulacja,
wymagajac duzo wprawy, jest bardziej niebezpieczna. A wiec naj-
pierw uwolnimy od nawiaséw okragtych:

23— 7+ 6—{15—[6—3—4+ 7—2]+ 5}="

Nastepnie uwolnimy od nawiasu graniastego:
23— 7+ 6—{15—6+3+4—7+ 2+ 5= 7

A wreszcie od klamry:
23— 7+ 6—15+ 6—3—4+ 7—2—5= 6,
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wynik, ktéry oczywiscie otrzymatbym takze przez wyliczenie po-
szczegblnych nawiaséw. Mianowicie wszystko przed nawiasami ma
wartos¢ 22, wszystko w nawiasach daje na wynik 16, roznica wiec
wynosi 6.

Siedzac przebieg uwaznie widzimy, ze przy uwalnianiu od nawia-
sOw niejedna liczba Kkilkakrotnie zmienia znak, porywana w tej
maszynie rachunkowej w rozne strony przez mnoéstwo wzajemnie
krzyzujacych sie rozkazéw, az w kohcu otrzyma swoj ostateczny
znak. Zaznaczymy tylko, ze owo przemienianie znakéw oznacza ilo-
czyn (mnozenie) rozkazow, co .pozniej jeszcze dokiladniej omowimy.

Najwyzszy bowiem czas powroéci¢é do algebry, ktérg porzucilis-
my, popadiszy w zamieszanie w trakcie rozwazan nad odejmowa-
niem. Teraz, przy tej operacji rachunkowej, nie zada nam ona juz
zadnej zagadki. Bo jesli np. posiadam dwa jabtka i musze da¢ dwa,
to nie pozostanie mi nic, czyli mam 0 jabtek. Jesli jedtiak posiadam
6 jabtek i musze 4 odda¢, wowczas zostang mi 2 jabtka. Gdybym
jednak posiadat 3 jabtka a 7 musiat odda¢, to zostatbym winien 4
jabtka. Wreszcie gdybym juz miat dlugu 5 jablek, a do tego jeszcze
zaciggnat nowy diug w ilosci 3 jabtek, to catkowity ditug wynositby
8 jabtek itd.

(+5a) to 5 jabtek posiadanych w zapasie, (— 8a) to 8 jablek
dtugu. Ot6z mysle, ze teraz juz damy sobie rade bez kolejnego stop-
niowania trudnosci i od razu mozemy przejs¢ do wyrazen z nawia-
sami. | to nawet z liczbami mianowanymi wielorakimi.
15a— {6a+ [3b+ 5¢c—2a] + [3c—(ba+ 7h)) +c} =
15a— {6a+ [3b+ 5¢— 2a] + I3c—b5a— 7b] + c}=
l5a— {6a+ 3b+ 5c—2a + 3c— 5a—7b + ¢cj=
15a— 6a— 3b—5¢c 2a —3c+ ba+ 7b —c =
16a -j- 4b — O9e.

Jak widzimy, w algebrze tak zwane ,,wyrachowanie* wewnatrz
nawiasow tylko wtedy jest mozliwe, jeSli w nawiasie znajdujg sie
wielkosci jednako mianowane. A wiec np.:

l7a— [6b+ (9a—3b+ c+ 5a—2c+ b) +2b]="?

Tutaj mozna by przed uwolnieniem od nawiaséw napisac:

17a— [8b + (14a— 2b— ¢)], co w koncu datoby

l7a— [8b+ l1l4a—2b—c] = 17a—6b—14a + c=
= 3a— 6b f-c.

/
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Juz przez caty czas mieliSmy to na kohcu jezyka, ze w doda-
waniu a réwniez w odejmowaniu mozna zmieniaé kolejnos¢ wyra-
z6w, byleby przy kazdej liczbie zachowano jej ,,znak“, jej rozkaz;
albo tez rezultat wszystkich rozkazéw, jakie ta liczba ewentualnie
otrzymata. W ten sposéb dochodzimy do pojecia tak zwanej sumy
algebraicznej. Mianowicie pod pewnym katem widzenia oceniajgc
powiemy, ze nie ma w ogole zadnego odejmowania, a tylko dodawa-
nie liczb ze znakami plus i minus. 5— 3— 2 + 4 moge napisac
+ (+5) + (—3) + (—2) + (+4). Oczywiscie, rownie dobrze
mozna by utrzymywaé, ze istniejg tylko odejmowania. Wow-
czas miatbym niejako algebraiczng roéznice. W naszym wypadku
— (—5) — (+3) — (+ 2) — (— 4), co daje znowu ten sam wy-
nik, a mianowicie (+4). Istnieje wiec takze wiasno$¢ kommutaty-
wna czyli prawo przemiennosci rozkazow, przy czym przy liczbie
dodatniej ponadto nigdy nie wiem, czy jej znak plus powstat z plus
i plus, czy z minus i minus. Ale to tylko mimochodem. Ostatecznie
nalezy stwierdzi¢, ze nasz przyklad mozemy napisa¢ jako sume,
jako dodawanie, nadto za$ mozemy zmienia¢ porzadek skladnikéw.
A wiec np.: + (—2) + (+5) + (+4) + (— 3), co oczywiscie
znowu daje (+4).

W uog6lnianiu naszych rozwazah posuneliSmy sie dobry kawat
naprzod, przeto wprowadzmy (co nie wyptywa z logiki, ale z naszej
wzrastajgcej SmiatosSci) obok prawa przemiennosci nowe prawo,
wiasciwe mnozeniu, mianowicie prawo rozdzielnoSci, inaczej wia-
snos$¢ ,,dystrybutywna®. Twierdzimy, ze 5(7 + 4— 3 + 9) rdwna
sie 5.7+ 5.4—5.3+5.9 = 35+ 20— 15+ 45= 85, co naocz-
nie sie zgadza, bo po wyliczeniu nawiasu otrzymuje sie 5.17, a wiec
wiasnie 85.

Piszac ogolnie, jest
a(b+c—d+ e—f)= ab+ ac— ad + ae— af, czego juz dla
przekonania sie o stusznosci w tym przykladzie oczywiscie inaczej
napisa¢ nie mozemy. Co najwyzej, moglibysSmy tylko sprawdzi¢
przez podstawienie liczb szczegétowych. Aby jednak jako$ unaocznié
te fundamentalng wiasnosé, skorzystamy na sposob euklidesowski
z dowodu geometrycznego. A mianowicie wstawimy na razie w na-
wias same dodawania. Np.:

a(b+c+d+ e+ f)—ab+ ac+ ad + ae + af.
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b C . d e f
Fig. 8.

Miary powierzchni pieciu prostokatéw, ktore obok siebie utozy-
lismy, sg wedtug wzoru znanego nam juz z przykiadu z dywanem
odpowiednio: ab, ac, ad, ae i af. Suma miar powierzchni wszystkich
prostokatéw zatem ab + ac -f-ad -f-ae + af. Ta suma to jednak
nic imiego, tylko miara powierzchni wielkiego prostokata (na rysun-
ku grubo obramowanego). Jesli chcemy jg mianowicie bezposred-
nio dla duzego prostokgta wyznaczyé, wéwczas musimy ,,dtugosc”,
ktéra sie da okreslic jako (b+ c + d-fe + f), pomnozy¢ przez
»szerokos¢“ a. A wiec a(b -c+ d-f-e+ f). Poniewaz oba sposoby
obliczania muszg dac¢ ten sam wynik, jest wiec a(b + ¢+ d-{-e +
+ f) = ab + ac -f ad + ae + af, przez co powyzsze nasze przypu-
szczenie takze ogo6lnie sprawdzilismy.

Pozostawiamy to ochocie czytelnika, aby powycinat sobie po-
szczegdblne sktadowe prostokaty i sprawdzit nasze prawo takze w tym
przypadku, kiedy wewnatrz nawiasu wystepujg znaki minus. Pou-
ktada wtedy obok siebie ,,dodatnie*:prostokaty, a ,,ujemne* odejmie
przez odpowiednie natozenie ich na poprzednie. W koncu wykaze,
ze na wynik otrzyma znowu to samo, co wtedy, gdyby — przy nie-
zmienionym a — dolny odcinek, sktadajacy sie z b, ¢, d itd., wyzna-
czyt niezaleznie od tego, za pomocg dodawania i odejmowania.

Teraz mozemy owa ,,wtasnos$¢ rozdzielnosci*, czyli wiasnos¢ ,,dy-
strybutywng* rozszerzy¢ takze na ,,wielomiany*, tzn. na wyrazenia,
ktore sktadajg sie nie tylko z jednej, ale z dwoch lub wiecej liczb.
Tym razem zacznijmy geometrycznie (p. fig. 9).
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Otrzymujemy tu osiem prostokatéw. A miary ich powierzchni
wyrazajg sie jako ac, ad, ae, af u gory zas bc, bd, be, bf. Natomiast
miara catkowitej powierzchni jest (a + b) . (c + d -f e -)-f). A wiec,
stosujgc wihasno$¢ kommutatywng (przemiennosci), napisze sie

(c+ d+ e-j-f).(aj'b) = ac + ad + ae + af - bc + bd
-(- be - bf.

Tym samym udowodniliémy fundamentalne prawo, czyli funda-
mentalng regule, mnozenia algebraicznego. Brzmi ona: Majgc po-
mnozy¢ wyrazenie bedace sumg kilku wyrazéw, przez inne wielowy-
razowe wyrazenie, mnozy sie najpierw (z uwzglednieniem znakow
liczbowych) 1 pierwszym wyrazem drugiego wielomianu wszystkie
wyrazy pierwszego wielomianu, a nastepnie drugim wyrazem dru-
giego wielomianu wszystkie wyrazy pierwszego wielomianu itd., albo
na odwrdt. Bo wasciwos$ci przemiennosci i rozdzielnosci mozna sto-
sowaé rownolegle. Reguta wydaje sie bardzo skomplikowana, jed-
nak nie jest niczym innym jak tylko tym, czego uczylismy sie jako
mnozenia w szkole elementarnej. Co wiecej, jest czym$ prostszym je-
szcze, bo mnozenie w szkole elementarnej uwzgledniato obok roz-
dzielnosci i przemiennos$ci czynnikéw jeszcze warto$¢ miejsc w licz-
bie i porzadek jednostek wyzszych rzedéw. | to tez poZniej pokaze-
my. Przedtem jednak jeszcze jedno tatwe mnozenie wielomianow
algebraicznych (wyrazen w postaci sumy wielu wyrazow).

(fa + 5b + 8c + 9d + e).(2f + 4g + 6h) = 1l1l4af + |Obf -f
+ 16cf + 18df + 2ef + 28ag + 20bg + 32cg + 36 dg + 4eg +
-f 42ah + 30bh -f- 48ch -f 54 dh 6eh.

W otrzymanym wyrazeniu nie da sie juz nic napisa¢ w prost-
szej postaci. Mozna by dokona¢ pewnych przeksztatcen, lecz na ra-
zie nie bedziemy sie tym zajmowali. Jak widaé, liczby szczegotowe,
wspoétczynniki po prostu przez siebie pomnozyliSmy. W istocie nie
rézni sie to niczym od mnozenia liczb ogélnych a, b, c itd. Tylko
wskutek specjalnego algorytmu mozna byto liczby szczego6towe nie-
jako przetopi¢ razem na nowe liczby. Wiasciwie powinnibysmy

1 | tu réwniez stosuje sie znane prawo kojarzenia rozkazéw: Réwne znaki
daja. plus, rézne minus.
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napisa¢ najpierw 7a.2f czyli 7.2.a.f nastepnie 5b.2f czyli
5.2.b.f itd. Otdéz moze sie réwniez zdarzy¢, ze wskutek innego
znowu algorytmu, takze i liczby ogdlne dadza sie niejako stopid.
Majac np. pomnozy¢ (2a + 3b) . (5a + 7abj, musielibySmy napisac:

(2a 4 3b) .(ba4 7ab) = 5a.2a4 5a.3ba4 7ab.2a 4
+ 7ab . 3b = I|Oaa -j- 15ab + Waab 4 2labb.

Ale my wiemy juz, co oznacza a.a i b.b. A wiec ostateczny
wynik brzmiatby: 10a2 4 15ab 4 14a% 4 2lab2

Na podstawie ostatniego przykiadu zdobedziemy nowe pojecie.
Mianowicie tak zwane ,,wylaczanie* czynnikéw poza nawias. To ,,wy-
faczanie* jest nastepstwem prawa rozdzielnosci, wiasciwie jego od-
wroceniem. W zastosowaniu mozemy za pomocg hiego wyrazenia, nie
zawierajgce nawiasow, przeksztatci¢ w wyrazenie z zespotlem nawia-
sow, a raczej, Scislej méwiac, w czynnik pomnozony przez wyrazenie
z zespolem nawiaséw. Postuzymy sie ostatnio otrzymanym rezul-
tatem:

10a2 4 15ab + Wad + 2lab2

Jesli spytamy, ktora liczba wystepuje wszedzie, to na pierwszy
rzut oka wida¢, ze a speinia ten warunek. Wylgczmy zatem a
jako ,,wspdlny czynnik*“.

IQaa + 15ab 4 Waab + 2labb.

Jaki jest drugi czynnik? Oczywiscie 10a + 15b Wab 2 21bb.
A wiec zamiast powyzszego rezultatu mozemy teraz napisac:
a(ioa + 15b 4 Wab 4 21bb), bo mnozenie znowu doprowadzitoby
do pierwszego wyrazenia. Ale takze w inny sposéb mozemy ,,wyla-
cza¢“ poza nawias. Np.:

2(5a2+ 7ad) + 3(5ab + 7ab2) albo
10a2+ b(15a + Wa2+ 2lab) albo
10a2 4 15ab 4 7ab (2a 4 3) albo
10a2 + ab[15 4 7(2a + 30)] albo
a{loa + b[15 + 7(2a + 3)] itd.

~Wylgczanie* poza nawias w zawilych wyrazeniach jest sztuka,
w Ktorej sie trzeba wycwiczy¢. Czesto jednak ma ono ogromne zna-
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czenie, bo przez przeksztatcenia, zwitaszcza utamkow, ktorych licz-
niki i mianowniki sg wyrazeniami algebraicznymi, umozliwia sie
upraszczanie (skracanie) ich. Ale nie uprzedzajmy toku rozwazan.
Raczej rozpatrzmy prawo rozdzielnoSci przy uzyciu liczb ujemnych.
Napiszmy odpowiednie zadanie na razie w postaci ,sumy alge-
braicznej*

[(+a) -)» (— 2b))-[(Fc) + (— 3d)], wowczas otrzymamy:
(+c)(+a) + (+c)(—2b) + (—3d)(+a) + (—3d)(—2b) =
= ac — 2bc — 3ad + 6bd,

co rowniez otrzymalibySmy, mnozac wprost (a— 2b) (c— 3d)=
= ac— 2bc — 3ad -j- 6bd. Znowu obowigzuje reguta, ze mnozenie
przy réznych znakach daje minus, przy rownych znak plus. Ot6z
moze kto$ spyta¢: Gdziez sg znaki liczb w tym drugim przypadku?
Odpowiemy: Nalezy ich szuka¢ przed liczbami w postaci ,,stopu
rozkazow, (a—2b) algebraicznie oznacza wiasnie [+ (+ a) + (—2b)]
albo [—(— a)—(+2b)] albo [+ (+ a)— (+ 2b)].

Przy mnozeniu dystrybutywnym natrafiajg na te znaki nowe
znaki liczbowe, tak ze np. pierwsza liczba w wyniku mogta powstac
z +(+a).+ (+c) albo (—a).—(+c), co zawsze daje w kon-
cu ac. Natomiast drugi wyraz mogt powsta¢ w nastepujgcy sposob:

+ (—2b) . +(+c), albo —(+2b) . +(+c) albo +(—2b) .— (—c),

co zawsze da — 2bc.

Rozszerzymy obecnie nasza regute kojarzenia znakoéw liczbo-
wych wzglednie rozkazow i powiemy: Jezeli przy mnozeniu zejdzie
sie razem pewna ilo$¢ znakdw liczbowych, tzn. jesdli nalezy je pota-
czy¢ w jeden, wéwczas kazda ilos¢ znakdéw plus zawsze daje znowu
plus. W wypadku znakéw minus daje znak plus tylko ich parzysta
ilos¢, gdyz znaki minus tgczg sie parami w plus. Nieparzysta liczba
znakdéw minus daje minus. Jezeli natomiast zejdg sie razem znaki
plus i minus w dowolnej ilosci, wtedy otrzymamy bez wzgledu na
ilos¢ czynnikéw dodatnich rezultat dodatni, o ile tylko znaki minus
wystepuja w ilosci parzystej. W przeciwnym wypadku rezultat

ujemny. A wiec np.:

()- a).(-J- b).(—c) = (+ abc) (ilo$¢ nieparzysta)
(#a). (- b).(-j- ¢).(4—€) — (J_abcd) (ilo$¢ parzysta)
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( a).(=Db).(—c).(—d
(—a).(—Db).(—0)
(+ a).(+ b).(-f- ¢).(—d).(—e)

(J_abcd)  (jlos¢ parzysta)
(— abc) (ilo$¢ nieparzysta)
(-)- abcde)  (parzysta iloc
znakéw minus)
(+ a)m(+ b).(—c).(—d).(—e) = (—abcde) (nijeparzysta ilosé
znakdéw minus).

Obecnie, przy dostatecznej uwadze, jesteSmy w stanie wykonac:

kazde mnozenie algebraiczne w zakresie liczb catkowitych. Oblicz-
my przykitad nieco trudniejszy:

(5ab -f 3ad -\- 9bc) (abc — 6de) = :
= 5hadXx + 3adcd + 9abx2 — 30abde — 18adZ — 54bcde.

Dalszy przyktad:
(a—b) (2a + 3b) = 2a2— 2ab -f 3ab — 3b2

Tu wylonito sie co$, czego jeszcze nie spotkaliSmy. Mianowicie
ab wystepuje dwa razy. Raz jako (— 2ab), a drugi raz jako
(+ 3ab). Mozemy i w tym wypadku dodawac¢ wzglednie odejmowac,
poniewaz ab to tak samo wielko$¢ algebraiczna, jak samo a czy b.
A wiec: (— 2ab) + (+ 3ab) = lab czyli ab. A zatem ostateczny
wynik: 2a2 + ab — 3b2 Przy takim dodawaniu (odejmowaniu) ko-
nieczna jest wielka ostrozno$¢ i staranno$¢ w zapisywaniu, aby nie
zaszta jaka$ pomyika. Tylko wtedy mozna dodawac i odejmowac,
jesli cata grupa liczb ogélnych jest ta sama. A wiec np. 7a2i 4a2
albo 5abc2 — 3abc2 Natomiast niemozliwe bytoby przeprowadzenie
redukcji dwu-wyrazowego wyrazenia 5abc2 — 3abZ na wyrazenie
jedno-wyrazowe. Bo abc2 czyli abcc jest tak dalece rézne od abZ
czyli abbc, jak jabtko od gruszki, chociaz wydajg sie wzajemnie do
siebie podobne. Podobienstwo nie mowi nic zgota, a tylko bezwarun-
kowa rownos¢ rozstrzyga o mozliwosci dodawania (odejmowania).

Zbadajmy teraz ogoélnie dalszy algorytm, mianowicie algorytm
potegowania. Co to jest potegowanie, wiemy juz. Jest to dziatanie
konstruujace, sktadajace, syntetyczne inaczej tetyczne, rozkaz, aby
jakas liczbe (podstawe potegi) tyle razy uzy¢ jako czynnika, jak
to poleca umieszczony z prawej strony u gory maty wskaznik (wy-
ktadnik potegowy).
a2= a.a, a3= a.a.a, ab= a.a.a.a.a.a itd. W jaki sposdb
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mam teraz mnozy¢ przez siebie potegi? Np. a2 przez a7. Zapiszmy
to sobie:

(a.a) X(a.a.a.a.a.a.a).
Poniewaz wystepuja tylko mnozenia, moge napisac:
a.a.a.a.a.a.a.a.a= al

W jakim zwigzku z wyktadnikiem 9 pozostajg wyktadniki 2 i 7?
W bardzo prostym: 9 jest sumag 2 + 7. Sprawa jest wiasciwie jasna.
Kazdy wyktadnik nakazuje pomnozy¢ podstawe tyle razy przezsiebie,
ile wynosi jego ilo$¢ jednostek. Jesli potgcze znakiem mnozenia kilka
poteg o tej samej podstawie, wowczas mam te podstawe tyle razy
przez siebie mnozyé, ile- wskazujg wszystkie wykladniki razem
wziete, a wiec ich suma. Jest wiec np. al5.a®° = als5+0 = a2,
b'°.bll. b7= bio+u+7 —hzs itd. Jesli te regute chce wyrazi¢ ogdlnym
wzorem, moge napisac:

an.am.ar.as = antmtr+s albo bc. bd. bf = bc+tJ+f itd.

Obecnie stawiam sobie inne, drugie zagadnienie. Co bedzie, je-
Slibym chciat potege potegowac? Np. a3 do potegi pigtej, czyli (a3)5.
Tu musimy sie zastanowi¢. Co to oznacza? Wszak nic innego jak

a3, a3,a3 a3, a3 = a3+3+3+3+3= a53

A wiec znowu bardzo prosta reguta. Jesli sie potege poteguje,
wowczas nalezy pomnozy¢ przez siebie wyktadniki. Catkiem og6lnie
(anym= amm albo w wypadku bardziej skomplikowanym [(ba)njr=
~ba™ itd.

Dla uzupelnienia naszego badania powtérzmy, ze kazda liczba
do potegi zerowej daje na wynik 1. Bedac w posiadaniu og6lnego
sposobu zapisywania liczb mozemy teraz twierdzi¢: a° = |, gdzie a
moze przyjmowaé wszystkie wartosci od jednego poczawszy az do
dowolnie wielkiej liczby. Jest dalej a°.an= a°th= a», bo wszak tez
I.an= an; an.a to oczywiscie an.al= an+l Jezeli y/ kohcu spy-
tamy, ile wynosi [(a0)3]5 to otrzymamy a035 a wiec a°, czyli 1
To rzecz réwniez jasna, wszak a° juz samo przez sie ma wartosc 1,
a jeden podniesione do kazdej dowolnej potegi znowu daje na wy-
nik 1. Bo mozna 1 uzy¢ jako czynnika ile razy sie tylko chce, a wy-

nik pozostanie réwny 1.
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Giebiej wnikajacy czytelnik dostrzeze tu osobliwy zwigzek wszy-
stkich trzech dotychczas znanych nam dziatan. Potegowac¢ to znaczy
te sama liczbe przez siebie mnozy¢. Mnozenie poteg powoduje do-
dawanie wyktadnikéw. Przy tym zaznaczmy jeszcze tylko, Zze ten
catly algorytm to nic innego, tylko stale coraz wyzej spietrzane do-
dawanie z rdwnoczesnym podaniem, ile razy nalezy dokonaé¢ dodawa-
nia. Bo 32= 3.3, to nic innego jak 3 uzyte trzy razy jako skiad-
nik, a zatem 3+ 3--3. A 32.33= 35= 3.3.3.3.3, to znowu
tylko 3 uzyte jako sktadnik 3.3.3.3 razy, a zatem 81 razy. To
za$ wynosi 243, czyli 35.

Znajacy maszyny do rachowania zrozumiejg to dobrze. Bo kazda
maszyna do mnozenia na tym polega, ze ta sama liczba jest tak
dlugo dodawana do siebie, az zostanie speiniony rozkaz mnozenia.
Tzn., az jednaki stale skladnik doliczony zostanie do siebie taka
ilos¢ razy, jaka podaje mnoznik (,,wskaznik*“ mnozenia). Aby nie
wywola¢ zametu, przerwijmy nasze rozwazanie i stwierdzmy tylko,
ze dotychczas kazda tetyczna operacja wynikatla z bezposred-
nio nizszej. Jesli przyjmiemy takie uporzadkowanie: dodawanie,
mnozenie, potegowanie, to kazde mnozenie jest dodawaniem jedna-
kich skfadnikéw (réwnych mnoznej) nakazanym przez mnoznik,
a kazde potegowanie mnozeniem jednakich czynnikéw (réwnych
podstawie), przy czym tutaj wyktadnik potegowy rozkazuje, ile razy
nalezy uzy¢ podstawy jako czynnika.

Teraz nasuwa sie od razu przypuszczenie, ze dzielenie w podo-
bny sposéb jest zwigzane z odejmowaniem. Domyst nasz jest zu-
pelnie uzasadniony, jak pokaze prosty przykiad. Odejmujac np. od
120 kolejno liczbe 13 otrzymamy:

120 — 13 = 107 (1. odejmow.)

107— 13= 94 (2 .odejmow.)
94— 13= 81 (3.odejmow.)
81— 13= 68 (4.odejmow.)
68— 13= 55 (5.odejmow.)
55— 13= 42 (6 .odejmow.)
42— 13= 29 (7 .odejmow.)
29— 13= 16 (8.odejmow.)
16— 13= 3 (9.odejmow.).

od tabliczki do rézniczki 7
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Dalej nie mozna sie posung¢ w zakresie liczb dodatnich. Udato
sie nam odjgc dziewie€ razy i trzy otrzymaliSmy jako reszte. ,,Dzie-
lenie* daje na wynik

120 :13 = 9, a wiec doktadnie to samo.
—3

Tym samym zdemaskowali$my dzielenie jako powtarzanie odej-
mowania, co rowniez wie kazdy znajgcy sie na maszynach do licze-
nia. Zasadnicze pytanie dzielenia moze wiec brzmie¢ nie tylko: ile
razy dzielnik miesci sie w dzielnej i jaka reszta pozostaje? Lecz
rownie usprawiedliwione byloby takie pytanie: lle razy mozna od-
ja¢ jednag i te samg wielkos¢ od drugiej i co pozostanie w koncu,
jesli sie nie chce posungé w zakres liczb ujemnych?

Lecz oto znowu widzimy na naszym przyktadzie wprost olbrzy-
mig przewage algorytmu dzielenia nad powtarzaniem odejmowania.
Tam dziewie¢ odejmowan i tylez Zrodet mozliwych omyitek, tu jeden
jedyny chwyt, aby doj$¢ do wyniku. Mechaniczna maszyna do licze-
nia moze sobie pozwoli¢ na powtarzanie odejmowania. Po pierw-
sze — nie myli sie, poniewaz jej kota zebate moga tylko przepisowo
pracowac. Po drugie — ilos¢ obrotéw jej czesci sktadowych da sie
prawie ze dowolnie zwiekszy¢ (dzi$ juz za pomocg motorow elek-
trycznych). Po trzecie — oddanie przy pomocy maszyny naszego pi-
semnego postepowania przy dzieleniu jest w ogole wcale niemozliwe,
poniewaz w maszynie konieczne dla préby mnozenie wystepuje takze
w postaci powtarzania dodawania. Ale to tylko nawiasowa uwaga.

Aby dotrze¢ do jakiego$ przynajmniej tymczasowego zamkniecia
naszych badan algebraicznych, stajemy obecnie wobec problemu,
jak wykonywac¢ dzielenie na liczbach ogélnych. Zacznijmy od naj-
prostszego przypadku. Co daje a : b na wynik? Odpowiedz: Nic in-
nego, tylko a :b. Bo dzielenie nie ma wiasnosci kommutatywnej
(przemiennosci), podobnie jak odejmowanie da sie wykona¢ w jed-
nym kierunku, ma charakter jednostronny. Co najwyzej mogli-
bySmy inaczej napisa¢, np. a :b= . Nie oznacza to jednak zad-
nej korzysci, bo jest to tylko inny sposob pisania, rozkaz inacze%
notowany. Podobnie jak a.b oznacza to samo, co ab lub a
W koncu dla oznaczenia dzielenia moglibySmy napisaé ,,a dzielone
przez b* albo ,,a w utamku nad b*. A nawet ,,a ma sie¢ w stosunku
do b*“ (przy czym jednak nalezato by dolaczy¢ jeszcze nastepnik).
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Podobnie jak przy mnozeniu, zbadamy trzy mozliwosci zacho-
dzace w dzieleniu liczb ogélnych. Mianowicie zachowanie sie poje-
dynczych wielkosci og6lnych ze wspétczynnikami lub bez, zachowa-
nie sie poteg i zachowanie sie ,,wielowyrazowych wyrazen* (wielo-
mianow) .

Odnosnie do pojedynczych wielkoSci to juz wspomniano, ze przy
ich nieréwnosci (a :b) nic sie wiecej zrobi¢ nie da. Stoje tu wo-
bec rozkazu, ktéry dopiero wtedy moge szczeg6towiej spetni¢, gdy
»podstawie* za og6lne liczby. Np. a=12, b= 3. Woweczas jest oczy-
wiscie a :b= 12 :3 = 4. Ale istniejg takze inne konstelacje. Co to
jest np. 3a :a? Pytamy tu, w jakim stosunku pozostaje ilos¢ 3 ja-
btek do jednego jabika. Albo ile razy miesci sie jedno jabtko w licz-
bie trzech jabtek. Odpowiedz jasna: 3a :a = 3. A catkiem ogdlnie
n.a:a= n* Podobnie 15a :3a #+=5; ba :a= b. Dalej, poniewaz
kazda liczba dzielona przez siebie samg daje na wynik 1, jest
a:a= 1. Jak sadze, potrafimy poja¢, ze 25abcd :5ac réwna sie
5bd. Trzeba tylko przy kazdym dzieleniu mie¢ przed oczyma ,,pro-
be“. W ostatnim wypadku 5bd.5ac = ? Wymnozenie daje natych-
miast 25abcd i potwierdza nasze przypuszczenie. To zatem nie
przedstawiatoby wiecej zadnych trudnosci.

Przyjrzyjmy sie teraz blizej zachowaniu sie poteg wobec dziele-
nia. A mianowicie napisanych najpierw w postaci iloczynéw. Co
da na wynik

(a.a.a.a.a.a) :(a.a.a)= ?

Wyrazenie w pierwszym nawiasie mam podzieli¢ najpierw przez
a, potem jeszcze raz przez a, w konhcu jeszcze raz przez a, bo na
jedno przeciez wychodzi, czy podziele np. 27 przez 9= 3.3, czy tez
najpierw przez 3, a potem jeszcze raz przez 3. Powyzsze dzielenie a,
wzietego sze$¢ razy jako czynnik, przez a, wziete jako czynnik trzy
razy, daje na wynik wedle naszych dotychczasowych wiadomosci

a.a.a.l.1.1= a.a.a.

Albo a« :a3= a3 Dalej (b.b.b.b.b.b.b) :(b.b) datoby
b.b.b.b.b.1.1 <czyli b.b.b.b.b= b5 a wiec otrzymalbym
b7 :b2= b5 Mamy znowu przed sobg co$ w rodzaju odbicia w lu-
strze i widzimy wyraznie zwigzek obu rozktadajgcych, litycznych
dziatan dzielenia i odejmowania. Bo a° :a3 = a3 = a3 za$

-



100 Od tabliczki do rozniczki

b7 :b2= b7-2= b5 Jako powazni algebraicy nie musimy juz du-
zej tracic¢ stow, lecz utworzymy wzér am:an- am-n ktdéry sie spra-
wdza natychmiast przy am:am= am-m= a°==1 i okazuje sie ce-
lowym algorytmem. Oczywiscie jest amia= a"'-1 i ama® czyli
am:1= amo= am Kazdorazowa proba przy pomocy mnozenia
musi da¢ poprawny wynik. Np. am:a = a™-'| proba a.am> =
a*.ami = alim— =8 am itd. Na zakohczenie jeszcze trudniejszy
przyktad, dla pokazania réwnoczesnego funkcjonowania kilku algo-
rytmow :

39atbrdmt+2 :13a4cd3 = 3a7d. b5.cr-s. d>+z-3 — 3adxr—sdm-,

przy czym zauwazymy, ze niewystepowanie jakiej$ potegi w dziel-
niku 1 zawsze mozemy tak przedstawi¢, jak gdyby wystepowata tam
odpowiednia podstawa w potedze zerowej (co réwna sie jednosci).
W naszym przykiadzie 39amIdmt+2: 13asb°csd3 co przy obliczaniu
dla potegi b daje b5-0= b5 a wiec nie zmienia wyniku. W og6lno-
§ci — co stwierdziliSmy juz przy rozwazaniu uktadow liczbowych —
wprowadzenie potegi zerowej okazuje sie czesto uzyteczne dla ,.ele-
ganckiego“ zaokraglenia wzorow, przedstawiajacych symboliczny
zapis jakich$ praw.

Po kroétkiej uwadze wstepnej odwazymy sie na przeprowadzenie
najciezszego na razie zadania, na dzielenie wielomianéw. Przy tego
rodzaju wyrazeniach istniejg pewne zasady uporzadkowania, ktdre
w wielu wypadkach jest niezbedne, chociaz przez ,,uporzadkowanie*
wartos¢ wyrazenia sie nie zmieni.

Kazdy zotnierz wie, ze ilos¢ ludzi w kompanii, a takze jej war-
to$¢ bojowa wcale' nie zmieni sie przez to, jezeli zolnierzom nie uszy-
kowanym kaze w kolumnie marszowej, czy tez podczas parady usta-
wic sie wedtug wzrostu. A jednak co$ na tym zyskuje przeciez. Je-
zeli np. z rozwinietego szeregu kaze przejs¢ przepisowo w kolumne
marszowg, wowczas najwyzsi maszerujg w czotowych czwérkach
oddziatu i skutkiem swych wiekszych krokéw porywajg w swe
tempo towarzyszy z tytu, odpowiednio coraz nizszych. Takze przy
obrotach rozwinietych linii obiera sie najmniejszego Zotnierza jako
punkt obrotu, podczas gdy najwiekszy ,,skrzydtowy“ ma do przeby-
cia najdtuzszg droge. Krdtko méwigc, nasz system uporzadkowania

1 P6Zniej powiemy tez o niewystepowaniu w dzielnej.
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okazuje sie w marszu celowym, poniewaz w pewien sposéb stwarza
wyrazne sytuacje, ktére w specjalnych celach mozna $wiadomie
zuzytkowac.

Juz raz spotkaliSmy sie z takim systemem uporzadkowania.
Byt to ,,porzadek wedtug wielkosci* w ukladzie pozycyjnym. Nie
jest to nic innego, jak tylko rozwijanie liczb wedtug ,,rosngcych*
albo ,,malejgcych* poteg zasady uktadu; ,,rosngco* lub ,,malejgco“—
zaleznie od tego, czy sie patrzy na liczbe z tej czy innej strony. Na
pewno zapisujemy w naszym ukladzie dziesigtkowym potegi male-
jaco od strony lewej ku prawej. Bo 91435 oznacza przeciez 9 .104 +
+ 1.103+ 4.102+ 3.101+ 5.10°.

Ten system zapisywania mozemy obecnie przenies¢ na wyrazenia
algebraiczne, o ile jako wyktadniki potegowe dane sg liczby szcze-
gotowe, albo jesli wiemy z jakichkolwiek dodatkowych zalozen, jak
nalezy uszeregowa¢ co do wartosci wyktadniki ogdlne.

a3 a7+ a4— a2+ al8— abmozemy wedtug malejgcych po-
teg a napisa¢ takze jako

al8+ a7— a5+ a4 -j- a3— a2

JeslibySmy natomiast mieli uporzadkowaé
aM-j- ar+ as— ab— a8 -f- a'li wiedzielibySmy ponadto, ze wyklad-
nik majacy dalsze miejsce w alfabecie oznacza zawsze jakgkolwiek,
na razie nie oznaczong, ale niewatpliwie wiekszg liczbe niz litera
wystepujgca na blizszym miejscu alfabetu, woéwczas moglibySmy
uporzadkowa¢ malejgco:

as -f- ar+ aM™ ah— ad— ah

Poniewaz zwykle staramy sie wszystkie algebraiczne pojecia
przedstawia¢ mozliwie najogOlniej, idgc coraz dalej za tg myslg
przewodniag natrafimy na pewne trudnosci. Mianowicie moga sie
zdarzy¢ rézne potegi polgczone w grupy znakiem mnozenia, jak
19azbc7d4 albo 5atX5d9 itd. A dalej, moze sie zdarzy¢, ze gdy upo-
rzadkujemy wyrazenie wedlug poteg a, pozostang w beztadzie po-
tegi b; lub jezeli wedtug b albo ¢ — pozostang zndéw w beztadzie
potegi a, b oraz d itd. Nie ma z tego oczywiscie zadnego innego
wyjscia jak rozstrzygniecie, co chcemy wybra¢ jako podstawe
uporzadkowania. Jezeli pragniemy uporzadkowac¢ ksigzki w biblio-
tece wedtug wielkosci, wdwczas nie mozemy ich réwnocze$nie upo-
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rzadkowywaé wedtug tresci, o ile wielko$¢ i tres¢ nie sg z gory w ja-
kim$ zwigzku.

Wezmy sie teraz $miato do dzielenia wielomianéw, zwilaszcza ze
czujemy sie w posiadaniu wszystkich wstepnych wiadomosci. Po-
dzielmy np. ztowrogo wygladajgce wyrazenie

(10ad -\- 35ash f- 45abh — 4abch — 14axzh2 — 18abxh?2)
przez (—2ckh - 5a3).

Pierwsza reguta: Oba wyrazenia nalezy uporzadkowaé wediug
malejgcych poteg pierwszej liczby og6lnej, a wiec wedtug maleja-
cych poteg a. Piszemy

(45a@h -f 35ath -f' 10adb — 18adxh2 — 1d4axh2 —
— 4abch) : (5a3— 2ch) = ?

Dalszy przebieg jest podobny do naszego dzielenia w ukladzie
dziesigtkowym. Mianowicie najpierw prébujemy, ile razy miesci sie
pierwszy wyraz dzielnika (5a3) w pierwszym wyrazie dzielnej
(45a°b2n). Nastepnie sprawdzamy przez pomnozenie, przy czym
pierwszy wynik (cze$ciowy iloraz) mnozymy przez dzielnik i odej-
mujemy od dzielnej, wzglednie od pewnej ilosci wyrazow dzielnej
odpowiadajacej wielomianowi, ktory jest dzielnikiem. Skoro nie
znajdziemy juz zadnego takiego wyrazu, od ktérego mozna odej-
mowaé, wowczas nalezy najblizszy taki nie nadajacy sie do odej-
mowania wyraz przepisa¢ ponizej i potagczyé z pozostatg ,,resztg”,
jak wypadnie, za pomocg dodawania czy odejmowania. Znowu ba-
damy, ile razy mieSci sie pierwszy wyraz dzielnika w tym wyrazie
dzielnej, ktory zawiera najwyzszg potege pierwszej ogoélnej liczby.
Wynik wchodzi do ilorazu. Nastepnie sprawdzenie mnozeniem. | tak
dalej. Rachujemy wiec:

(45abh + 35ah + 10ad — 18abxh2— ldaxh2— 4abch) :

+ 45adh T 18adhZxh2 : (5a3—2e) =
O + 35ah (@] = 9adh + 7ah + 2ab.
+ 35ath T 14azxh?2
O +j-10adb (@]
+ 10ad T 4abch

O o
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Dzielenie nam wyszto (jak to zwykle médwig) i dato na wynik
(9adh - 7azh -j- 2ab), a wiec wyrazenie uporzadkowane rowniez
wedle malejacych poteg a. Odnosnie do powyzszego schemajtu nalezy
zauwazy¢, ze odejmowanie wykonaliSmy symbolicznie po prostu
przez zmiane znakéw liczbowych, bo jak wiadomo, odejmowanie
zmienia znaki w odjemniku na przeciwne. Nastepnie dodajemy alge-
braicznie, przez co otrzymujemy wynik. A wiec przy podwdj-
nym znaku, wazny jest ostatecznie tylko dolny. Médwiac wyraz-
niej jeszcze, otrzymaliSmy przez pierwsze pomnozenie (45athzh —
— 18adhxh2). W dzielnej znajdujemy réwniez obie te wielkosci.
Mogliby$Smy wiec napisa¢: (45athh — 18adzxh2) w dzielnej mniej
wynik z pomnozenia, a wiec:

(45ahh — 18adhzxh2) — (45athh — 18aDhzxh?2) =
= 45ahh — 18adhZxh2 — 45abh + 18adhxh2

co oczywiscie daje zero. Chcac dalej dzieli¢, szukamy obecnie naj-
wyzszej potegi a, jaka jeszcze nie zniosta sie przy odejmowaniu
i znajdujemy 35ath. Dla przejrzystosci piszemy ten wyraz pod kre-
ska, jak gdyby chodzito o reszte i postepujemy dalej analogicznie do
tego, co powyzej powiedziano.

Bynajmniej nie nasze to zadanie wyksztalci¢ mistrzéw w ra-
chunku algebraicznym. Staranny dobor przyktadow do éwiczen mo-
zna znalez¢ w kazdym podreczniku dla szkét Srednich. Takze algebra
wielkiego Leonarda Eulera 1 stanowi w tym celu doskonaty zbior
¢wiczen. Poniewaz do catkiem innych celéw dgzymy, a chcemy tylko
ukaza¢ strukture, uktad, budowe matematyki, abysmy sprosta¢ mo-
gli nawet rachunkowi catkowemu, zadowolimy sie, na zakoriczenie
tej czesci algebry statych (oznaczonych) liczb ogélnych, dodatkiem
jednego jeszcze bezpretensjonalnego zadania na dzielenie:

(a2— 2ab + b2) : (a—b)= a—b

— a2+ ab
0 — ab + b2
f- ab + b-
0 0

1 Wydana w znanym zbiorze tzw. ,,Reclam-Bibliothek*.
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Dalszy przyktad:

(a3-f b3) : (a -j-b) = a2— ab + b2
— a3+ ad
0 —axd + b3
+ ad + ab2

0 +ab2+ b3
+ ab2 4 b3

0 0~

W ten sposob dotarlibySmy do nastepnego punktu wypoczynko-
wego. OpanowaliSmy na razie cztery zasadnicze dziatania: doda-
wanie, odejmowanie, dzielenie i mnozenie, jak réwniez i potegowa-
nie w zakresie liczb catkowitych we wszystkich uktadach liczbowych
i na liczbach ogdlnych (algebraicznych). W ten sposob zyskalismy
przygotowanie, aby w pewnym zakresie zajg¢ sie obecnie rozwigzy-
waniem zagadek matematycznych, naukag o ,,niewiadomej x*“, nauka
0 réwnaniach, ktéra bedzie dla nas pomostem w drodze ku wyzszym
1 najwyzszym regionom naszej sztuki.



ut A MKI Z W Y C Z A J N E

Jeszcze tylko jeden maly pagérek musimy przebyé, a bedziemy
mogli juz bez przeszkod poruszaé sie po roztogach zagadek matema-
tycznych. Chodzi przy tym raczej o specjalny sposéb zapisywania
dzielenia, niz o jaka$ zasadnicza nowo$¢ w zakresie naszego algo-
rytmu.

Historycznie najpdzniej zostat wprowadzony jako znak dzielenia
dwukropek, ktdrego dotychczas uzywaliSmy prawie wylgcznie.
Byla w tym szczesliwa reka wielkiego Leibniza, ktéry ten symbol
stworzyt.1l Tak zwana kreska ulamkowa jako znak dzielenia jest
znacznie starszego pochodzenia.

Przez utamek rozumiano najpierw nic innego, jak tylko dzielenie
jeszcze nie wykonane, albo nie dajace sie wcale doprowadzi¢ do wy-
niku catkowito-liczbowego.

Wyjatkowo zaczniemy tym razem algebraicznie, od liczb ogdl-
nych, dla ktérych nie ustalamy w zaden sposéb ani wartosci, ani
zadnych stosunkéw ilosciowych, i napiszemy sobie jako typ utamka
nP- , co znaczy tyle, co a w ulamku nad b, albo a dzielone
przez b, albo arb, albo a w stosunku do b. Liczba stojgca nad kre-
skg utamkowag nazywa sie ,licznikiem*, liczba stojgca pod kreska
utamkowg — ,,mianownikiem*. Je$li licznik réwna sie jednosci,
a wiec ogOllnie -i, i, ~ itd.,, wdwczas moéwimy o ,jednostkach
utamkowych*. Jesli licznik jest mniejszy od mianownika, wtedy uta-
mek nazywa sie ,,wiasciwym*®; mozna by to zaznaczy¢ og6lnie £ ,
gdzie a < b. Wystepujacy tu po raz pierwszy tak zwany znak nie-
rownosci (>, <) wskazuje zawsze swym ostrym korcem na mniej-
sza wielko$¢, rozwarciem na wiekszg. Rzecz jasna, mozna to takze

1 W rozprawie ,,De maximis et de minimis“ itd. Acta Eruditorum z r. 1684.
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czyta¢ na odwrdt, tzn. od strony prawej ku lewej, a wiec skoro ma
sie przed sobg np. 5+ 7—2)> (1+ 3—2+ 1), to po wyzna-
czeniu wartosci wyrazen w nawiasach mozna powiedzie¢: 10 jest
wieksze od 3, albo 3 jest mniejsze od 10.

Woracajac jednak do utamkéw, nazwiemy zatem ~ wtedy utam-
kiem wihasciwym, jesli a< b. ,Niewtasciwym* za$§ wodwczas, jesli
&> b. W liczbach szczeg6towych -i jest jednostkg utamkowa, a ré-
wnocze$nie utamkiem wilasciwym. ~ jest utamkiem wilasciwym.

albo y sa to utamki niewtasciwe, poniewaz kazdy z nich da sie
napisa¢ w postaci ztozonej z liczby catkowitej i utamka. Mianowi-
cie 1 + y albo 1 + lub 1 -|, wzglednie 11-.

Jednostki utamkowe odgrywaty szczegdlng role przy wykonywa-
niu obliczen u starozytnych Egipcjan i Grekéw. Tak np. zamiast
~ Egipcjanie pisali sume jednostek utamkowych | + ~+ ~+ N+
a w Grecji tworzenie podobnych szeregdw bylo na porzadku dzien-
nym. Dzi$ przywykliSmy raczej pomija¢ jednostki utamkowe, ponie-
waz mniemy sie obchodzi¢ tatwo i pewnie z utamkami kazdego ro-
dzaju i w kazdej postaci. Tylko w rachunku catkowym odgrywa bar-
dzo wielkg role stosowanie rozktadu na utamki czesciowe, ktore przy-
pomina takie rozwinigcie na jednostki utamkowe.

Pojecie utamka uczy nas jednak jeszcze czego innego. Mianowi-
cie daje nam ono w ogo6le dopiero pojecie rozktadania liczby catko-
witej. ~ jest trzecig czescig jednosci. jest sibdmag czeScig pie-
ciu jednostek itd. A zatem wystepuje tutaj, zwtaszcza przy utamkach
zwyczajnych co$, co wykracza poza istote dzielenia. Nie jest to juz
wcale pytanie, na jakie liczby catkowite moge roztozy¢ jaka$ liczbe
catkowitg, jak np. przy 12 :3= 4, gdzie wiasnie cztery trojki dajg
dwanascie, albo 12 dzielone przez 3 daje liczbe 4; tu atoli problem
brzmi: jakie liczby zawarte pomiedzy liczbami catkowitymi moge
uzyskac¢ przez dzielenie na czesci liczb catkowitych, -i, Y,
lezg wszystkie pomiedzy 0 a 1. MoglibySmy nieskoriczenie wiele ta-
kich liczb potozy¢ pomiedzy zerem a jedynka, gdybySmy zawsze wy-
bierali licznik mniejszy od mianownika. Tak wiec wszystkie utamki
wiasciwe lezg miedzy zerem a jedynkg. A ich wartos¢ przy jednako-
wym liczniku staje sie tym mniejsza, im wiekszy jest mianownik.
Np. utamek ~ jest wiekszy niz , Co jasne dla kazdego, kto po-
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niekad przenika istote podziatu na czesci. Jesli licznik i mianownik
sg rowne miedzy sobg, wowczas chodzi o inny. sposéb zapisania licz-
by 1. Bo 4 to tyle, co a :a, co zawsze daje na wynik jeden. Jesli
licznik jest 0, woéwczas mamy do czynienia z mnozeniem zera przez
odpowiedni utamek. Moglibysmy wdwczas napisa¢ takze 0. 4 albo

“ = -p co oczywiscie daje 0. Jesli natomiast mianownik réwna
sie 0, wtedy jesteSmy porzadnie w klopocie. Mamy co$ podzielié
przez zero. A wiec a : 0= ? GdybySmy chcieli zrobi¢ prébe, musie-
libySmy szukac takiej liczby, ktora, pomnozona przez 0, databy na
wynik a. Rzecz jasna — wymaganie niemozliwe. Bo przeciez kazda
liczba, nawet najwieksza, pomnozona przez 0 réwniez 0 daje na wy-
nik. A zatem a:0, inaczej 4 sg to wyrazenia nie majgce znaczenia
liczbowego, pozbawione ,,sensu‘“. Dlatego, piszac ogdlnie iloraz a:b
czy pamigtaé musimy, ze cho¢ litery a i b oznaczajg catkiem do-
wolne liczby, mimo to dzielnik b nie moze byé nigdy zerem. Mate-
matycznie dajemy temu wyraz piszac b 5=0, co oznacza, ze b nie
moze réwnac sie 0, czyli ze b ma by¢ rézne od 0. Przekre$lony znak
rownosci §= oznacza ,rozny od“, ,nieréwny“, czy jak wreszcie
chcemy to wyrazic.

Rozumujac jednak inaczej (powiedziatbym ,,dynamicznie* a nie
»statycznie*) dojdziemy do nastepujgcego rezultatu: Mianowicie
dzielmy kolejno jaka$ liczbe, np. 5, przez kazdy wyraz nastepuja-
cego nieskohczonego ciggu liczbowego:

M1 N3 ML M5 b
11 111

1 27 37 4 57 . n’

tatwo odgadnag¢ prawidio tworzenia wyrazéw tego ciggu. Mia-
nowicie w liczniku piszemy zawsze liczbe 1, w mianowniku za$ po
kolei wyrazy ciggu liczb naturalnych: 1, 2, 3, 4, 5,6, 7...

Z dzielenia wypada:

5:at= 5, -5.1: 5
5:.a2- 54, =5.4 = 10
5:a3- 5., =5.1 = 15
5.a4- 5. ;= 5.4 =20
5:.a5- 54, = 5.1 =25
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OtrzymaliSmy w ten sposéb nowy nieskoriczony cigg liczbowy
0 wyrazach:

bi, b2, by, b4, by, . bn......
5, 10 ,15, 20, 25 ..

Przypatrzmy sie blizej obu tym ciggom. Kazdy wyraz ciggu a,
jest mniejszy od poprzedniego, cigg jest wiec ,,malejgcy”. Kazdy
wyraz ciggu bn jest wiekszy od poprzedniego wyrazu, cigg jest
,»rosnacy*.

Wyrazy ciggu a,,, malejac, ,,zblizajg sie* swag wartoscig do zera.
,Dostatecznie dalekie* wyrazy roznig sie od zera ,,dowolnie mato*.
Np. a0 = mniej sie rézni od zera niz wszystkie poprzedzajgce
go wyrazy; jeszcze mniej asoo = ~ ,a jeszcze mniej aroo = N .

Im wyzszy jest wskaznik wyrazu, im dalej ten wyraz w ciggu
sie znajduje, tym mniej rozni sie swag wartoscig od zera, tym bliz-
szy jest zera, aczkolwiek Zzaden z wyrazow tego ciggu nie osiggnie
wartosci réwnej zeru.

Rozwazana witasnos$é tego ciggu mozemy matematycznie S$cislej
wyrazi¢ w ten sposéb: Pomys$imy sobie dowolnie matg dodatnig
liczbe, np. 0*001. tatwo poda¢ wskaznik, od ktdrego poczgwszy
kazdy nastepny wyraz ciggu bedzie sie od zera rdznit mniej niz
0 0*001. Bo aiooo = ~ = 0*001, a wiec aioo1 i nastepne wyrazy réz-
nig sie od zera mniej niz o 0*001. Jesli obiore 0*0001, to juz wyraz
aioooi = «;0! »nastePne wyrazy réznig sie od zera mniej niz o o%oo1.
Obierajgc 0*000 001 widzimy, ze juz poczgwszy od axooo 001 =
wszystkie dalsze wyrazy ro6znig sie mniej niz 0 0*000 oo1.

Innymi stowy: Do kazdej dowolnie matej dodatniej liczby
mozna znalez¢ taki wskaznik, od ktdrego poczgwszy wszystkie wy-
razy ciggu réznié¢ sie juz beda mniej niz wynosi owa pomyslana
liczba. Krotko i niescis$le wyrazamy to, méwiac, ze ,dostatecznie
dalekie* wyrazy roznig sie od zera ,,dowolnie mato*.

To, co tu poruszylismy w rozumowaniu tylko mimochodem, na-
lezy wiasciwie juz do analizy nieskonczonos$ciowej i nazywa sie ,,wy-
znaczaniem granicy*“. O ciggu a,, méwimy bowiem, ze posiada granice
réwng zeru, albo inaczej, ze dazy do zera. Aby zaznaczy¢, ze 0 jest
granicg ciaggu an piszemy:

lim a, = o albo a« 0.
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Znak lim jest skrdceniem tacifnskiego wyrazu limes (granica).
Powyzsze symbole czytamy: ,limes an=0%, albo: ,,granicg ciagu
a,, jest 0% albo: ,,a, dazy do granicy 0.

Wrdémy do ciagu b,,. Wiemy juz, ze to cigg ,,rosngcy*. Jak wiel-
kg jednak warto$¢ osiggng¢ moga ,dostatecznie dalekie* wyrazy
naszego ciggu ? Oponent podat nam liczbe 1000, przypuszczajac, ze
tej wartosci zaden wyraz ciggu b,, nie przekroczy Po chwili na-
mystu odpowiadamy: Wszak b20= 5:a20= 5: = 5, =
= 1000, a wiec b0l i kazdy nastepny wyraz jest juz wiekszy od
1 000. Oponent nasz tak tatwo nie ustgpi. Podat teraz liczbe 100 000.
Lecz zndéw znajdujemy, ze b2000 = 5 : = 100 000, zatem kazdy
wyraz od b200L poczawszy jest wiekszy od 100 000. A 1000 000
przekroczy kazdy wyraz ciagu b,,, ktorego wskaznik bedzie wiekszy
od 200 000.

Oponent juz sie dtuzej nie spiera, bo przekonat sie, ze do kaz-
dej, dowolnie wielkiej liczby dobra¢ mozemy taki wskaznik, od kt6-
rego poczawszy kazdy wyraz ciggu b,, jest juz wiekszy, niz podana
liczba. Fakt ten zapisujemy krotko:

b,, oo, albo lim b,, = oo
i czytamy: ,.cigg b,, dgzy do nieskoriczonos$ci“. Teraz wreszcie mo-
zemy wypowiedzie¢ rezultat, o ktory nam wiasnie chodzito. Wiemy
mianowicie, ze _ n
— = bn Erzy czgm %n o0
a wiec; gdy ar.->0, albo inaczej
lim -, =00 gdy a,, +ro.

Lecz karygodnie daleko oddalilismy sie od naszych utamkow.
A jednak posuniemy sie w tym jeszcze dalej, poniewaz wiasnie nie-
dawno wymieniliSmy stowo ,,stosunek*. Jakiz to znowu dalszy sens
dzielenia ma oznacza¢, je$li powiem: ,a ma sie w stosunku do b*
i zamiast tego napisze lub a :b? Najprosciej bedzie to mozna
pozna¢, nadajac sprawie sens geometryczno-metryczny. Dajmy na
to, ze nalezato zmierzyé ditugos¢ krawedzi prostokatnej plyty sto-
towej i ustalono 6 metrow diugosci i 2 metry szerokosci. Kazde
dziecko powie od razu, ze dtugo$¢ w stosunku do szerokosci ma sie
tak, jak 6 do 2. Inaczej 6 :2 = 3, tzn. wilasnie, ze plyta stotu jest
trzy razy tak diuga jak szeroka. W tak zwanym ,stosunku* przyj-
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muje sie zatem jedng z poréwnywanych (branych w ,,stosunku“ do
siebie) wielkosci za jednostke miary wzgledem drugiej. Mdgtbym
mianowicie takze powiedzie¢ w ten sposdb: Szeroko$¢ ma sie w sto-
sunku do diugosci jak lub p czyli szerokos$¢ ptyty stotowej jest
jedng trzecig diugosci. Wyznaczy¢ jednak miare jakiej$s diugosci
znaczy znalezé, ile razy odpowiadajgca jej jednostka miesci sie
w catosci. To jednak znowu oznacza: podzieli€ przez jednostke.
W pierwszym wypadku szeroko$¢ byta jednostkg. Ot6z diugosé za-
wierata trzy jednostki. W drugim wypadku jednostkg byta diugosé,
a szerokos$¢ zawierata jedng trzecig jednostki. Jesli jednak obec-
nie odroczymy na pdézniej kwestie, ktdrg z rozwazanych wielkosci
przyja¢ za jednostke, a weZmiemy skadingd odpowiednig obu wiel-
kosciom jednostke, np. metr, to mozemy powiedzie¢:Dtugos¢ do
szerokosci(jesli obie wyrazono w metrach)ma sie jak 6 =2, inaczej
Y . Catkiem ogo6lnie: Dtugos¢ w stosunku do szerokosci ma sie jak
a :b, inaczej ~, wyrazone w jakiejkolwiek (tej samej) jednostce.

Takie dwa stosunki, pomiedzy ktérymi znajdujgcy sie znak row-

nosci nakazuje ich identyczno$¢, nazywa sie ,,proporcjg“ Np.:
a:b==s :3 albo
27 :9= 15 :5 inaczej ~ B itd.

Poniewaz jednak proporcja odpowiada pewnej okreslonej po-
staci réwnan, poprzestaniemy na razie na tej wzmiance, a blizsze
badanie przeprowadzimy dopiero przy réwnaniach.

Obecnie jednak musimy sie wreszcie zajg¢ naszymi ufamkami,
a przede wszystkim musimy zbadac¢ ich algorytm, prawa dziatan od-
noszace sie do utamkow.

Najpierw dodawanie i odejmowanie. Utamki, jak mimochodem
stwierdziliSmy, sg to nowe liczby posrednie, zawarte pomiedzy licz-
bami catkowitymi. Utamki wiasciwe lezg stosownie do wartosci po-
miedzy o a 1, niewtasciwe odpowiednio gdzie indziej w ciggu liczb
catkowitych. Rzecz jasna, uzywa sie tez iprzed utamkami znakdéw
liczbowych. A zatem istniejg utamki dodatnie i ujemne.

Jedli utamki zwyczajnei potraktujemy jako nowe liczby nie
uwzgledniajgc czy sa ,,wiasciwe* czy ,,niewtasciwe, wéwczas mo-
zemy je przedstawi¢ sobie jako jabtka, gruszki itd. Jedna trzecia

1 Odgraniczenie od tak zwanych ,,utamkoéw systematycznych®, znanych nam
jako utamki dziesietne, nastagpi pézniej.
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niech bedzie jabikiem, jedna czwarta gruszka, jedna siédma cy-
tryng. Mianownik rozstrzyga wytgcznie o charakterze utamka. On
nadaje miano ufamkowi. oznacza trzy razy A. Licznik zatem
jest wspotczynnikiem, a | mozna by przedstawié¢ jak s (A), a wiec
trzy gruszki nowego, utamkowego gatunku. Przez takie proste roz-
wazanie otrzymuje sie automatyczny algorytm dodawania i odej-
mowania utamkoéw. Dodawaé i odejmowac¢ mozna wytgcznie utamki
jednako mianowane. Tzn., mozna je stopi¢ razem, sprowadzi¢ do
wspoélnego mianownika, zapisujac to w nastepujacy sposob:

11 5 | 7 2 | 0__ 1+5+7-2+0__ 1 02
3 13 1| 3 3" 3-— 3 — 3 ** 3

Jesli natomiast mamy do czynienia z rdznymi mianownikami,,
wowczas musze najpierw szuka¢ nowego wspdlnego mianownika.
Moge chyba sposdb, jak sie to robi, zatozy¢ jako znany, a wobec
tego zanotowac tylko przyktad na taka ,,najmniejsza wsp6lng wielo-
krotnosc*. LA 'A_. Co— o

=t 5718 13

Tutaj wspolny mianownik wynosi 3.5.8.13, a wiec 1560.
Aby wszystkie utamki sprowadzi¢ do 1560-tych, musze teraz oczy-
wiscie zmieni¢ liczniki tak, aby kazdy utamek zachowal dawng swa
warto$é. Utamek A np. zapisany w 1560-tych réwna sie ~

poniewaz przez uproszczenie znowu otrzymam A. Praktycznie na-
lezato by spytaé, przez co wypadnie pomnozy¢ licznik, aby otrzymac
utamek o wartosci tej samej, co poprzednio. Poniewaz 1560 réwna

sie 3.5.8.13, bylaby wiec A réwna AMA| itd. Nasz rachunek

daje zatem:
K5.8.13 I2.3.8 13 ,5.3.5.13 4.3.5.8 520 + 624 + 975- 480 __ 1639
3.5.8.13“r 5.3.8. 13"A 8.3.5.13 13.3.5.8 1560 1560 *

W liczbach og6lnych wygladatoby dodawanie wzgl. odejmowa-
nie utamkow w nastepujacy sposdb:
2ad , 3df: 19abcd?2
5e “ Tbh 3h2m
_ 2.7. 3aDbh3m -f 3.5.3cdfhdn — 19 .5 . 7abzdh
5.7.3.b.c.tPm
42abhdn -f- 45cdfhdn — 665abxzdh
105bch3n
_ 42adh2n 45cdfzhm — 665abzx2d2
105bch2m
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Sadze, ze w powyzszym og6lnym wypadku wystgpita przejrzy-
Scie struktura dodawania utamkoéw i sprowadzanie do wspdlnego
mianownika. W przypadku, gdy wspdlny mianownik powstat z ilo-
czynu wszystkich mianownikéw, nalezy kazdy licznik pomnozyé
przez wszystkie mianowniki pozostatych utamkéw, aby go zamie-
ni¢ na utamki o jednakowym mianowniku, a pomimo to zachowaé
warto$¢ rowng poprzedniej jego wartosci.

Ujmujac utamki jako ztozone z nadajgcej im niejako miano ,,jed-
nostki utamkowej“ (1 dzielone przez mianownik) i z wspdiczyn-
nika (licznika), otrzymuje sie natychmiast regute mnozenia. Moge
pomnozy¢ utamek przez liczbe catkowita w ten sposob, ze pomnoze
jego licznik (wspotczynnik). Trzy razy jedna siédma to jest 3. (y)=

-1 Alboerasy 1= 6.4.(¢)= 24 () =]. Ogblnie: ».; = S.
Ze jednak warto$¢ utamka zwiekszy sie nie tylko wtedy, gdy po-
mnoze licznik, ale takze, gdy zmniejsze mianownik, moge tez w inny
spos6b mnozy¢. Dwa razy jedna czwarta to takze jeden raz wzigta
jedna druga. Inaczej 2.(j)— L —_li @ oczywiscie otrzymatbym
takze jako-|= -- Ogolnie: a.(7)= ~- Te drugg regute stosuje sie
zamiast ,,upraszczania“. Np. 9.” mozna napisa¢ jako

a wiec jako A to samo otrzymatbym, gdybym wiasnie od
razu uproscit przez 9.

Majac pomnozy¢ utamki przez siebie, wykona sie to, mnozac
przez siebie wszystkie mianowniki, osobno za$ wszystkie liczniki.
Np.:

a c e g aceg
bd f h bdfh

albo w liczbach szczegétowych

1 5209 90 45 5
34" 7" 12~ 1008 504-56

W ostatnim przykitadzie liczbhowym mogtbym jeszcze przed wy-
konaniem mnozenia ,uprosci¢”“. Mianowicie kazdy licznik moge
uprosci¢ z ktérymkolwiek mianownikiem, o ile tylko posiadajg
wspoélny podzielnik, poniewazw wyniku wszystkie liczniki jako
czynniki tworzg nowy licznik, a wszystkie mianowniki jako czyn-
niki — nowy mianownik. Jednak i to réwniez zatozy¢ moge z gory
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jako znane, poniewaz nalezy to do najbardziej elementarnych ra-
chunkow.

Pozostato by wiec omowic jeszcze tylko dzielenie na utamkach
i potegowanie utamkdéw. Zajmijmy sie najpierw potegowaniem, po-
niewaz stanowi ono pewng odmiane mnozenia.

a.a.a.a.a ab
b.b.b.b.b b6

Z tego mozna wprost odczyta¢ regute, ktéra mowi, ze nalezy po-
tegowac tak licznik jak i mianownik wspélnym wyktadnikiem po-
tegowym.

Przy wyprowadzaniu dzielenia utamkéw przez liczby catkowite
nie ma poczatkowo nic do wyjasnienia. Poniewaz licznik jest nie-
jako iloscig n-tych czesci, wiec po prostu dzielimy licznik. ~ :3
to jest oczywiscie ~, podobnie jak 3 jabtka podzielone przez 3 dajg
na wynik jedno jabtko. Bardziej zawilg staje sie sprawa, gdy sta-
niemy wobec pytania, jak podzieli¢ utamek przez jaki$ drugi utamek,
lub jak podzieli¢ liczbe catkowitg przez utamek. llorazu 5
nie moge sobie natychmiast wyobrazi¢. W kazdym razie wynik jest
wiekszy od 5, bo -+ jest mniejsze niz 1. Ale jak wielki jest ten
wynik?

Podobnie jak starozytni Egipcjanie i Grecy spobujmy sie uciec
do ,,jednostek utamkowych®. Wszelako w inny spos6b. Mianowicie
rozumujemy tak: JeSlibym np. miat podzieli¢ 30 przez 15, to moge
takze napisa¢ 30 : (5.3), co w istocie znaczy to samo. Teraz wolno
mi liczbe 30 podzieli¢ najpierw przez 5, co daje &, po czym znowu
6 dzieli¢ dalej przez 3, by jako ostateczny rezultat otrzymaé 2. Jed-
nakowoz mogtbym takze najpierw podzieli¢ 30 przez 3, a potem 10
podzieli¢ przez 5, przy czym znowu otrzymatbym 2. Postapmy po-
dobnie z naszym utamkiem. Poniewaz mamy podzieli¢ 5 przez
napiszmy 5 : (3 .-i ). Obecnie podzielmy najpierw przez i- Ten uta'
mek miesci sie w jednostce cztery razy, w nastepstwie tego w 5
jednostkach dwadzieScia razy. Teraz musze dalej dwadziesScia po-
dzieli¢ przez trzy, co daje j czyli 6-f. Sprébujmy na innym przykia-
dzie: Dajmy na to 7 mamy podzieli¢ przez . A zatem 7 : (5.
Utamek miesci sie w 7 jednostkach 63 razy. 63 znowu nalezy podzie-

Od tabliczki do rézniczki ®
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li¢ przez 5. To daje ® czyli 12 -|. Jesli blizej rozpatrzymy przebieg,
odkryjemy, ze nalezy pomnozy¢ dzielng przez mianownik ,,jednostki
utamkowej*, a nastepnie podzieli¢ przez licznik utamka, ktéry jako
drugi czynnik znajduje sie w nawiasie. Ogolnie:
] licznik ) [
Dzielna : —----------—-- = dzielna Z{\|ICZHIk X )
mianownik mianownik ) -
= (dzielna X mianownik) :licznik.

Ot6z, ostatni wynik mogtbym takze napisa¢ tak:

) licznik ) mianownik
Dzielna ; ---=--m--mmm-- ----= dzielna X ----- S e >
mianownik licznik

poniewaz poprzedni rezultat ostateczny da sie takze napisac

dzielna X mianownik
licznik

Tym samym doszliSmy do pojecia ,,odwrotnosci“ utamka. Od-
wrotnos$¢ otrzymamy, jesli zamienimy licznik z mianownikiem. Od-
wrotnoscig  jest j, dla utamek ogblnie: odwrotnoscig j
jest utamek Co wiecej, poniewaz méwiliSmy wytgcznie o ,,dziel-
nej* a wcale nie twierdziliSmy, jakoby ta dzielna koniecznie mu-
siata by¢ liczba catkowitg (zwlaszcza, ze funkcja dzielenia rozgrywa
sie tu wylgcznie w dzielniku, polegajac na zmianie rozkazu i sym-
bolu), mozemy obecnie catkiem ogélnie twierdzi¢, ze dowolng liczbe
dzieli sie przez utamek, mnozac jg przez jego odwrotnos¢. A zatem
n:——n. , przy czym n moze by¢ jakakolwiek liczbg ogding
lub szczeg6towa, dodatnig lub ujemng, catkowitg lub utamkowa.
Przeto jest takze

n a n b nb
m'b m a ma

Sprébujmy rozwigza¢ nasze pierwsze przykiady wediug nowej
reguty: 5:| = 5. +=f = 6f ;7:A==7.-f= f = 12" Nasz
algorytm dziata zatem sprawnie. Prdocz tego da sie sprawdzi¢ nie-
jako na ,chiopski rozum*. Co prawda, catkiem przejrzyscie tylko

dla jednostek utamkowych. Mianowicie, jezeli mam podzieli¢ jaka$
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liczbe np. przez i, to rzecz jasna, ze iloraz musi by¢ podwdjng
liczbg dzielnej, a wiec ta liczba razy 2, inaczej razy A , poniewaz
kazdg liczbe catkowita moge napisa¢ jako utamek o mianowniku 1.
Po drodze przerachujmy jeszcze pare przyktadow liczbowych:

A = 0 2
3'8 3’76~ 18~ 9 9
1z-JL = 1z 13 221 .ji@
1913 19" 9 171 171"

Nasze rozwazania prowadza nas do pojecia utamka podwdjnego
(pietrowego), co w istocie nie stanowi niczego innego, tylko od-

mienny sposob zapisywania dzielenia utamka przez utamek. ~ ;-j
a

moge hapisac [/ przy czym w obu wypadkach otrzyma sie¢ na
dl

a

wynik Gdybym miat jednak a :-j, to moge napisa¢c — Ilub -7-

T T

i otrzymam ~ . Jesliby wreszcie chodzito o dzielenie ~ przez c,
a

nalezato by napisa¢ utamek podwojny i obliczy¢ -1+ , a wiec
T

jako wynik— . Ostatni wypadek pokazuje nam zarazem, jak nalezy
dzieli¢ utamek przez liczbe catkowitg.2 Mianowicie mnozy sie go
przez odwrotnos¢ liczby catkowitej, przedstawionej uprzednio jako

utamek o mianowniku 1. A zatem: {-:c=f;4;= ¢-—= fm

To stwierdzenie dostarcza nam dalszg ogélng regute. Poniewaz
dzielenie dwoch liczb catkowitych mozemy takze przedstawi¢ jako
dzielenie utamkoéw, np. a:b==y:y = y- -g-=a.-g- = Y, w-
dzimy z tego, ze zamiast jakiegokolwiek dzielenia liczb catkowi-
tych, mozna zawsze mnozy¢ przez odwrotno$¢ dzielnika. Np.

100 :25=100.+ = ig- = 4.

1 Przy utamku podwéjnym nalezy zaznaczy¢ tak zwang ,gtéwna" kreske
utamkowg albo przez przedtuzenie, albo przez pogrubienie jej.

2 Rzecz jasna, mozna utamek podzieli¢ przez liczbe catkowitg takze W ten
sposéb, ze sie licznik utamka (wspéiczynnik) dzieli przez liczbe catkowitag
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Ten algorytm znajduje najdalej idace zastosowanie w praktycz-
nym rachunku i przy konstrukcji oraz obstudze mechanicznych
maszyn do liczenia.

Uwzglednilismy chyba tyle rozwazan nad ufamkami zwyczaj-
nymi i to nie celem zupeinego wydoskonalenia sie w rachowaniu,
lecz celem oswietlenia zasadniczych wiasnosci, ze mozemy przejsé
do zapowiedzianych juz dawno ,réownan“.
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NapomkneliSmy juz raz, ze w nauce 0 réwnaniach pewng spe-
cjalng role odgrywa ,niewiadoma x“. TwierdziliSmy dalej, ze réw-
nanie jest algorytmem, misternie pomyslang maszyng pamieciowo-
rachunkowg do pisemnego rozwigzywania rozmaitych zagadek.
W kohcu stwierdziliSmy, ze znak réwnosci w rdwnaniu nie ozna-
cza zwyczajnego konstatowania rownosci, ale po prostu pewien roz-
kaz. Mianowicie rozkaz dobrania takiej wartosci na x, zeby réw-
nanie — jak sie to méwi — zostato spetnione, czyli aby faktycznie
uzyskana zostata rownosé.

Nie teoretyzujac jeszcze zupetnie postawmy sobie sami taka za-
gadke. Pytamy zatem: ,.Jak wielkg jest liczba x, liczba bynajmniej
mi nie znana, ktora speinia nastepujgcy warunek: Mam jg naj-
pierw pomnozy¢ przez 7, doda¢ do tego 19, odja¢ 4, a po tym wszyst-
kim powinienem otrzymaé znowu liczbe X, tym razem pomnozong
przez 10*. Zapisujgc matematycznie:

X + 19— 4 = 10x.

Oczywiscie moge najpierw wyliczy¢, co sie tylko da wyliczy¢.
Otrzymam:

7x + 15 = 10x.

Nastepnie mogtbym za x wstawiaé liczby, od 1 poczawszy i spraw-
dzaé, az wreszcie przy x — s otrzymatbym réwnosc

35+15 = 50.

Zagadka bytaby wiec rozwigzana. Liczbg x jest 5. Takie poste-
powanie ma wszystkie inne cechy, procz jednej: nie zadowala na-
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szych wymagan. Po pierwsze nie wiem jeszcze zupetnie, czy liczba x
jest liczbg catkowitg, czy tez moze utamkiem. Nie wiem dalej, czy
jest dodatnia, czy ujemna. A w kohcu nie wiem, czy oprdcz 5 nie
ma jeszcze nieskohczenie wielu innych rozwigzah.

Zanim jednak przystapimy do szukania algorytmu dla naszych
réwnan, poddamy gtebszej rozwadze samg nazwe i istote réwnania.
Prosze mi wybaczy¢ herezje. Ale ,,rownanie to wcale nie jest trafne
stowo na oznaczenie tego, co sie tu dzieje. Lacinskie aeguatio byto
o wiele lepsze. Stowa pochodzace od czasownikéw i zakonczone na
,tio*“ oznaczaja w jezyku tacinskim zawsze jakg$ czynnos$¢. Aeguatio
to zatem ,,tworzenie réwnosci®, ,,doprowadzanie do réownosci*, podob-
nie jak privatio (od privare rabowac) znaczy ,,obrabowanie”,
»pozbawienie* czego$. Stowo ,,przyréwnywanie®, ,,wyréwnywanie*
itd. oddawatoby lepiej sens. Samo ,,réwnanie* jest nieco blade. Po-
niewaz jednak nie potrafimy nic lepszego zaproponowac, nie bawmy
sie w krytykow i opozycjonistow. Nasze roztrzasania jezykowe pod-
jelismy tylko w tym celu, aby sens stowa dokladniej opisa¢, przy
czym zdajemy sobie sprawe z tego, ze zaczepianie wyrazen facho-
wych, ogélnie uzywanych kryje w sobie zawsze co$ niebezpiecznego.

Stwierdzamy zatem, ze przez ,rownanie* rozumie sie zadanie,
aby co$ wyréwnac¢, doprowadzi¢ do rownowagi albo w réwnowadze
utrzymac. Takie zadanie jednak byloby gtupie i zbyteczne, gdyby
réwnos$¢ juz z gory zachodzita. Ona tylko powinna wiasnie wy-
stgpi¢. Bo mam ja, przez odpowiedni dobor ,,niewiadomej x“, do-
piero wywotaé.

Nie posuneliSmy sie ani nawet o krok naprzéd. To znowu ozna-
cza tylko tyle: mamy obra¢ na x co$ odpowiedniego. Jednakze ko-
niec koncéw jest to znowu tylko probowanie, przed czym sie wia-
$nie wzbraniamy.

A jednak istniataby przeciez pewna mozliwos¢, pozwalajgca
znalez¢ ,,niewiadomag x“ na drodze rachunkowej, a wiec z koniecz-
noscig stanowigcg istote algorytmu. Mianowicie, gdyby mi sie udato
przenie$¢ wszystkie x na jedng strone réwnania, a wszystkie po-
zostate liczby na druga, musiatbym w koncu otrzymac¢ rownanie
w postaci x = a, albo nx= b.

Gdybym juz byt tak daleko, mdgtbym problem uwazac¢ za roz-
wigzany. Bo x="'a jest wprost rozwigzaniem rdwnania, zas
nx = b — na przyktadzie liczbowym np. 3x= 9 — latwo mozna by
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rozwigza¢. Bo skoro 3x rdwna sie 9, wtedy przecie x réwne jest
liczbie 3. Albo og6lnie przy nx = b (o ile n 3=0) jest x = ~.

Zanim jednak dojdzie sie do takiej ostatecznej formy, ktéra by
przy tym data jeszcze pewnos¢, ze istnieje jedno tylko rozwigzanie,
musi nawet nie bardzo zawite réwnanie przejs¢ kolejno tyle zmian,
ze nie sprostatoby temu podejscie do rzeczy na chiopski rozum. Po-
trzeba nam przeto koniecznie jakiego$ algorytmu, dajacego sie ogol-
nie stosowaé i ktéremu mozna by zaufa¢, gdyz mozna tatwo, a zwia-
szcza przy uzyciu liczb ogdlnych, znalez¢ sie w labiryncie, z ktérego
nie wida¢ juz zadnego wyjscia. Réwniez historycznie bardzo diuga
to byla droga, zanim algorytm taki znaleziono. Zupetng Scisto$¢ re-
gut w nauce o rownaniach zyskano dopiero wskutek rozkwitu al-
gebry w XVI i XVn stuleciu.

Zanim przystagpimy do wyjasnienia algorytmu, stwierdzmy wy-
raznie jeszcze jeden szczeg6t. W kazdym rdédwnaniu wystepuja dwa
rozne rodzaje wielkosci czy liczb, ktérych role sg najzupetniej od-
mienne. Niewiadoma, owo x 1 i tak zwane ,,state” lub — jak sie je
w réwnaniach najczesciej nazywa — ,,wyrazy wolne®, ktére od po-
czatku rachunku juz sa znane, wzglednie ktére mozna tak trakto-
wal, jak gdyby byly znane. Nie troszczac sie jeszcze o reguty roz-
wigzywania, postarajmy sie uwydatni¢ owg kardynalng réznice na
przyktadach. Kto jej niejako nie wyczuwa, absolutnie nie moze pigé
sie w wyzsze dziedziny matematyki. Niewiadoma x i ,state”, to
wprost rozne rasy liczb, jesSli wolno uzy¢ takiego poréwnania.
»State* sg oporne, bezwladne, konserwatywne. x jest ruchliwe i wie-
loznaczne, dopoki nie znajdzie swej wilasciwej wartosci. Dopiero
wtedy i tylko wtedy rowniez x staje sie liczba jednoznaczng i stala.
Przedtem jest, jakby powiedziat gracz w karty, ,,jolly Jocker’em*.
Wszelako tylko w zasadzie. Bo w oznaczonym rdwnaniu X ma z gory
okres$long warto$¢, tylko jeszcze nie znaleziong. Jeslibym wiec miat
np. réwnanie:

X + 19— 4= 10x,

wtedy 19 i 4 to sg ,,state”, 7x i 10x to wielokrotnosci niewiadomej.
Mozna by tez powiedzie¢, ze niewiadoma wystepuje z dwoma roz-
nymi wspotczynnikami. Przypusémy, ze dane jest réwnanie:

1 Rozmys$lnie méwi sie na razie tylko o jednej niewiadomej.
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7Xx + 13x + 9x — 2x + 25 = 106,

woéwczas mozna oczywiscie przeprowadzi¢ dodawanie i odejmowa-
nie niewiadomych. Wszak to takze jabtka, tylko ze jeszcze nie okre-
$lonej wielkosci. A dalej, istnieje zgdanie, ze x w kazdym wypadku
oznacza jedno i to samo. Takie zgdania sg niezalezne od tego, iz
chwilowo nie znamy wielkosci. Bo jesli np. powiem, ze 5 gwiazd
statych wiecej 3 gwiazdy state mniej 4 gwiazdy stale, to sg 4 gwia-
zdy state, to bynajmniej nie trzeba wiedzieé, jak wielkie mogg by¢
te gwiazdy stale. Jest to suma algebraiczna jednoimiennych wiel-
kosci. MielibySmy wiec:
X+ 13x+ 9x—2x + 25 = 106 albo 27x + 25 = 106,

co juz wyglada prosciej, ale jeszcze nie daje zadnego rozwigzania.
W pierwszym przykiadzie miatem wszystkie ,,state po jednej stro-
nie znaku réwnosci, a niewiadome byly rozitgczone, tu stojg wszyst-
kie x na jednej stronie, a ,state* sg roztaczone znakiem réwnosci.
Sytuacja wprost beznadziejna. Znak réwnosci przeszkadza mi jak
mur w wykonaniu mego zamiaru, aby poprzenosi¢ wszystkie x na
jedng strone, wszystkie state natomiast na drugg, co by oznaczato
juz rozwigzanie, a przynajmniej mozliwos$¢ rozwigzania na chiopski
rozum.

Lecz moze sie takze jeszcze zdarzy¢, ze rownania skiadajg sie
w ogole tylko z liter. Co wiecej, taka posta¢ rownania nalezy na-
wet do czestszych wypadkéw w matematyce. A wiec np.:

nx + a-j-b —c= d— mx.

Tu wyobraznia zupetnie juz odmawia postuszenstwa. Wpraw-
dzie przypuszczam, ze a, b, ¢, d, n rébwniez m sg z gory znane. A za-
dam tylko, aby x dato sie tak wyrazi¢, ze przedstawitoby sie jako
jakie$ zestawienie tych ,,statych®“. A wiec np. x = (i~" , CO jest
nawiasem mowigc, wiasciwym rozwigzaniem réwnania.1 Ale jak tu
doj$¢ do takiego wyrazenia og6lnego? Jak wpasé przede wszystkim
na to za pomocg rozumowania? | przez co zyskam pewnos¢, ze ta-
kie przypuszczenie, iz x to wiasnie d~m@"|’+c,spetni tez faktycznie
rozkaz wyrownania?

1 Pod warunkiem, ze n + m 0.
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Pomézmy sobie, nie chcac przez to twierdzi¢ nic matematycz-
nego, pewnym zobrazowaniem. Wyobrazamy sobie, ze réwnanie to
waga. Na jednej szalce wagi lezy tyle a tyle niewiadomych i sta-
tych. Poniewaz wydano rozkaz wyrdwnania, réwnanie tylko wtedy
bedzie réwnoscig, jezeli waga znajdzie sie w réwnowadze. A wiec,
jezelibym ja nawet coskolwiek wytracit z potozenia réwnowagi, mu-
sze zawsze doprowadzi¢ jg z powrotem do réwnowagi, w przeciw-
nym bowiem razie pogwalcitbym rozkaz wyréwnania. Zatrzymajmy
sie na razie nad obrazkiem i uwazajmy ,,state* za przedmioty o zna-
nym ciezarze, np. mosiezne odwazniki, niewiadome natomiast za
przedmioty o nieznanym ciezarze, np. jabtkai W pytaniu naszym
chodzi¢ bedzie ostatecznie tylko o to, w jaki sposéb uda sie wyzna-
czy¢ ciezar jednego jabtka, jezeli uprzednio lezaty na obu szalkach
wagi bedacej w rownowadze, i jabtka i odwazniki, pomieszane ze
sobg. Skonstruujmy naszg wage z réwnania 2x -|- 15 = 3x -f 3.

Na jednej szali lezg 2 jabtka i 15 odwaznikéw dekagramowych,
na drugiej 3 jabtka i 3 odwazniki dekagramowe. Teraz nalezy tak
diugo wymienia¢ obustronnie, az sie dowiem, ile wazy jedno jabtko.
»Jezyczek wagi“ pokazuje mi stale, czy spetniony jest rozkaz wy-
réwnania. Owo ,,nie wolno wytraci¢ z potozenia réwnowagi“ oczy-

1 Oczywiscie jabtka muszg, by¢ doktadnie réwne sobie co do ciezaru, o czym
wszak mozna wiedzie¢, chociaz nawet nie zna sie ich ciezaru.
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wiscie oznacza tylko, ze kazdorazowo zaburzong réwnowage nalezy
natychmiast znowu przywroécié. Gdybym chciat bezwzglednie zacho-
waé stan rownowagi, nie moégtbym w ogdle nic zmieniac.

Obecnie staram sie — i to jest cel gtbwny — mie¢ na jednej
stronie tylko odwazniki, na drugiej tylko jabtka. Wtedy sproébuje
wreszcie doprowadzi¢ do tego, by z jednej strony lezato tylko je-
d n o jabiko.

Zabierzmy sie najpierw do odwaznikéw, ktére odpowiadajg ,,sta-
tym*. Rzecz jasna, ze nic sie nie zmieni w stanie rownowagi, jezeli
po obu stronach réwnocze$nie odejmiemy lub dodamy te samag
ilo§¢ odwaznikéw. A wiec na razie zdejmijmy z prawej szalki trzy
odwazniki, z lewej réwniez trzy odwazniki. Waga wychylita sie tam
i nazad, ale znowu osiggneta stan réwnowagi.

Obecnie wyglada tak:

6 A0
Fig. 11.

Wyrazajac matematycznie

2x + 12 = 3x.

Teraz wystarczy tylko jeszcze pozby¢ sie dwdch jabtek z lewej
strony i dopiglem celu. Znowu zastosuje ten sam trick, ttumaczac
sobie, ze zndw musze po obu stronach usungé po dwa jabitka, o ile
chce zachowa¢ réwnowage.



Réumania 123

Teraz mamy obraz:

Fig. 12.

co matematycznie oznacza x = 12, a tym samym rozwigzanie row-
nania. Jedno jabtko wazy 12 dekagramdw.
SprawdZzmy obecnie. Nasze dawne réwnanie brzmiato:

2x + 15 = 3x - 3.

Jezeli podstawie za x dwanascie, wéwczas otrzymam 2 .12 + 15=
=3.12+ 3 czyli 24+ 15 = 36 + 3 czyli 39==39, co oczywiscie
jest prawda.

Uzyskalismy, czysto pogladowo, regute nadzwyczaj wazna. Wie-
my, ze réwnos¢ zostanie zachowana, rozwigzanie réwnania sie nie
zmieni, jezeli z lewej i z prawej strony znaku réwnosci dodam lub
odejme te same wielkoSci. To samo zwiezle sformutowane: Doda-
jac do rownych wielkosci wielkosci réwne, otrzymujemy réwne wiel-
kosci; odejmujgc od rownych wielkosci wielkoSci réwne, otrzymamy
rowne wielkosci, co naturalnie jest jasne takze bez wagi i metody
pogladowej. Ale jeszcze jedno: Wszystko to jest wazne tylko przy
zatozeniu z gory, ze da sie dobrac, wzglednie obliczy¢ witasciwg war-
to$¢ na X, bo w przeciwnym razie juz od samego poczatku nie
mozna by sie oprze¢ na zadnej réwnosci. Méwi sie takze, ze rozwia-
zalno$¢ réwnania zachodzi pod warunkiem istnienia odpowiedniej
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wartosci na niewiadoma. Sa bowiem réwnania w og6le nie majace
rozwigzan. Np. réwnanie x -|-2= X + 5 nie posiada pierwiastkow.
Jakakolwiek bowiem liczbe podstawitbym za x, warto$¢ sumy x + 2
zawsze bedzie mniejsza od wartosci x + 5.

Mozna by nasze zobrazowanie na wadze rozwing¢ jeszcze dalej.
Nie rysujmy juz tego jednak, a starajmy sie oprze¢ na wyobrazni.
Otéz wydaje sie nam takze rzeczg jasng, ze rownowaga wagi w ni-
czym nie moze sie zmieni¢, jezeli zawarto$¢ obu szalek réwnocze-
$nie pomnozymy przez te samg, poza tym dowolng liczbe byle r6zna
od zera. Czy mam np. na jednej stronie jedno jabtko a po drugiej
stronie dwanascie odwaznikéw, czy tez po jednej stronie siedem
jabtek a po drugiej 84 odwazniki, jest to dla stanu réwnowagi obo-
jetne, z tym jedynym zastrzezeniem, ze tak jabtka pomiedzy sobg
jak i odwazniki majg rowne ciezary. Dalej, bedzie réwniez dla stanu
rédwnowagi obojetne, jezeli obie ,,strony“ réwnania podziele przez te
samg liczbe od zera odmienng, albo podniose do tej samej potegi.
Przez ,strony“ rownania rozumiem o0go6t wszystkich wiadomych
i niewiadomych wielkosci, znajdujacych sie przed lub po rozkazie
réownosci. Przy 5x — 4+ 16= 2x—s8 jest (bx— 4 + 16) lews,
a (2x—8) prawg ,,strong“ réwnania.

Na razie poprzestaniemy na teoretycznym poznaniu zasady, ze
zastosowanie kazdego ze znanych nam dziatan réwnoczeé$nie po obu
stronach réwnania (i to dzialania tego samego typu) w niczym nie
zmieni istoty réwnania, mianowicie zatozonej z gory réwnosci obu
stron. W praktyce opiera sie na tej regule swoista czynno$¢ kabali-
styczna, tak zwane ,,przenoszenie* wyrazéw i ,izolowanie“ niewia-
domej x. Majac np. dane réwnanie

5x — 4 f-16= 2x + s,
najpierw utworze po lewej stronie z (— 4 + 16) liczbe 12, a woéwczas
miatbym
5x + 12 —2x + 8.

Obecnie, wzorujgc sie na naszym przykladzie z waga, sprébuje
przenies¢ wszystkie ,,state” na jedng, a wszystkie ,,niewiadome* na
drugg strone. W tym celu odejme najpierw po obu stronach
(2x -]-8) i otrzymam:
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5x -f 12 = 2X + 8
—2X— 8= —2X—38
3x -f 4= 0.

Teraz znowu wypadio co$, co mie przeraza. (3x {-4) rowna
sie 0. Czy znaczy to moze, ze obecnie wszystko poszto z wiatrem?
I ze x takze bedzie réwne 0? Cierpliwosci! To przeciez nie moze tego
oznacza¢. Mam przed sobg jeszcze jedno wyjscie. Przede wszystkim
nie mam jeszcze wcale wszystkich x na jednej, a wszystkich ,,sta-
tych* na drugiej stronie. A zatem musze teraz odja¢ z obu stron
albo 3x albo 4, aby osiagng¢ takie rozgraniczenie. Sproébujmy tego
za pomocg 4.

3x + 4= 0
— 4= — 4
3x = 0—47
Otrzymuje zatem 3x = — 4 i widze zarazem, ze podejrzane zero

znowu znikneto. Obecnie znajduje sie tuz przed ,,rozwigzaniem*
rownania. Musze tylko jeszcze x ,,izolowacé*. Poniewaz mam z lewej
strony 3x, otrzymam x je$li podziele przez 3. To samo dzielenie mu-
sze zgodnie z mg ,,regutg wagi“ przeprowadzi¢ i z prawej strony,
aby zachowa¢ réwnowage. A wiec:

3x :3= (—4) :3 czyli
X =(—4) 3= —i=-1i.

Réwnanie rozwigzane. A teraz zbadajmy tylko jeszcze, czy roz-
wigzane poprawnie. W tym celu podstawiam w dawne réwnanie:

5-(-4+)+ 12= 2-(—7?)+ 8
20 36_ P o2
3 3 3 3
16 16 (Wszystko sprowadzone

<83="3 do wspélnego mianownika 3)

Sprawdzenie potwierdza nasz rachunek.
Obecnie postaramy sie objasni¢ ,,przenoszenie*, poniewaz ani
nam sie nawet nie $ni rachowaé¢ w tak rozwlekty sposéb.

5X + 12 = 2X + 8.
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Uzywamy poprzedniego rownania. | zauwazamy, ze dojdziemy
takze do rezultatu, jezeli sprébujemy rownoczesnie przetransporto-
waé 2x do 5x, a 12 do s. Ba, ale jak? Ot6z w bardzo prosty sposéb:
musimy réwnoczesnie ipo obu stronach odjg¢ 2x. Poniewaz jednak
przez to zniknie ono w og6le po prawej stronie, mozemy odejmowa-
nie zaznaczy¢ tylko z lewej strony. A wiec:

5x—2x + 12= 8, czyli 3x+ 12= s.

Obecnie 12 ,,wyprawiam w droge“. Dokonam tego przez obu-
stronne odjecie 12. Wskutek tego 12 zniknie z lewej strony, a tylko
z prawej zapisze sie¢ odejmowanie. A zatem:

3x= 8—12, czyli 3x= —4.

Teraz 3 powinno od x powedrowa¢ na drugg strone. Ono wyste-
puje jako czynnik. W nastepstwie tego musimy obie strony podzie-
li¢ przez 3. Poniewaz jednak na skutek tego 3 z lewej strony znik-
nie, zjawi sie tylko po prawej jako dzielnik. Stad wynik:

Gotowe. A przy tym zyskaliSmy nasza szukang regute. Brzmi
ona: Jezeli jaka$ wielko$¢ ,,powedruje* z jednej strony znaku row-
nosci na drugg, to zwigzany z nig rozkaz dziatania (operacji) zmie-
ni sie na rozkaz odpowiadajgcego dziatania przeciwnego. Z dziatania
tetycznego powstaje lityczne, z litycznego — tetyczne. Czyli kon-
kretnie: Z dodawania powstaje odejmowanie, z odejmowania doda-
wanie, z mnozenia dzielenie, z dzielenia mnozenie.

Wiasciwie obecnie podota¢ mozemy kazdemu réwnaniu o ile
tylko jest liniowe, tzn. o ile niewiadoma wystepuje tylko w pierw-
szej potedze. Dlaczego takie réwnanie nazywa sie ,liniowym*, roz-
jasni sie nam pozniej na drodze geometrycznej.

Pozostawiamy ochocie czytelnika rozwigzanie wszystkich, do-
tad wymienionych przyktadéw za pomocg nowego algorytmu. Gwoli
lepszego zorientowania sie przeliczmy bardziej skomplikowane zada-
nia. Np.:

5(x —2) —2x=  2(x—1)
bx —10—2x= 2x —2
3x—10= 2x —2
3x—2x= —2 410

X = 8.
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Przyktad z samymi tylko literami:

alb— ¢+ d)—b(a+ c¢c—d) = ab— (bc— bd—x)
ab—ac+ ad—ab —bc+ bd= ab— bc+ bd+ x
ab—ac+ ad—ab —bc+ bd—ab+ bc—bd= x
—ab —ac--ad= x
x= a(—b—c-fd).

Odnosnie do tego zadania nalezy zauwazy¢, ze odwrdcenie ca-
fego réwnania, wzglednie przestawienie obu stron jest zawsze do-
zwolone. Wszak to to samo, czy sie powie x= 5 lub 5 = x. To
wynika z istoty znaku réwnosci. Oczywiscie mégtbym takze obu-
stronnie pomnozy¢ przez (— 1) i jeSlibym otrzymat np. (—x) =
= (—10), moge napisac:

(—x) . (—1)= (—10).(—1), czyli

X—10.

Podobne mnozenie stosuje sie zawsze tam, gdzie przy x wyste-
puje znak ujemny, co by oznaczato przeciwng wartos¢ na x, ktéra
nas nie obchodzi. JesSlibym zatem na koricu miat (—x) = (% a),
co znaczy wiasciwie, ze minus x réwna sie plus albo minus a,
wowczas napisze, albo w mysli wykonam

(—x) .(—1)= (xa).(—1), czyli
Xx= (+a).

Prosze zauwazy¢, ze teraz a ma u goéry minus, a plus u dotu. Bo
(+a).(—1) — (—a), (—a).(—1) = (-fa). W nastepstwie te-
go znak minus przed a odpowiada pierwszemu mnozeniu, a znak
plus drugiemu.

Wszelako zdarzajg sie takie wypadki, w ktérych dane réwnanie
wyglada tak, jak gdyby rozwigzanie jego byto dla nas niedostepne,
poniewaz X wystepuje w potedze innej niz w pierwszej. Np.:

X+ 1) . (X—1)= X2+ X+ 1

Takie rownanie pozornie tylko stopnia drugiego, inaczej ,,kwa-
dratowe®, okazuje sie po wykonaniu dzialah catkiem niewinnym
réwnaniem ,,liniowym®.
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X2+ X X—1=x2+x+1
X2 X2-}-X X X=1+1
— X =2
(—x).(—1) = 2(—1)

X

- — 2.

Réwniez bardzo groznie wyglgda rownanie:

5+ x . 13+ 7x
2 ' 3
5+ x) .3+ (13+ 7x) .2
2.3
5+ x).3+ (13+ 7x).2=72.2.3
15+ 3x + 26 + 14x = 432
17x= 432 — 15— 26
17x = 391
x =" = 23

=72

=72

Jeszcze pewna og6lna uwaga: Rozwigzywanie réwnan to jedna
z najwazniejszych czynnosci w matematyce. Uzywa sie przy tym
Bog wie ilu forteli rachunkowych, trickdw, sztuczek. Kazdy mate-
matyk musi by¢ tak obeznany z ,,réownaniem-maszyng*, ze ,,przeno-
szenie“, ,izolowanie* itd. potrafitby wykona¢ nawet we $nie. Pierw-
szy lepszy podrecznik arytmetyki dostarczy bez liku dobrze dobra-
nych i réznorodnych przykiadéw. Szczegdlnie nalezy poleci¢ wspa-
niatg Algebre Eulera, na ktérg juz wskazywaliSmy. Trudno, skoro
nie ma zadnej ,krélewskiej* drogi do matematyki, radzimy, jesli
to tylko jest mozliwe, rozwigzywaé setki i tysigce réwnan, a takze
samodzielnie uktada¢ réwnania. Takie zajecie jest rozrywka co naj-
mniej tak milg, jak rozwigzywanie krzyzéwek albo gra w karty.
A przy tym rozwija sie 6w szosty zmyst, ktéry laik tak czesto po-
dziwia u matematyka. Zmatematyzowanie mézgu jest prawie fizycz-
nym zjawiskiem, podobnie jak np. pod$wiadoma juz oczywistos¢
opanowanej sztuki ptywania, jazdy na rowerze, witasciwego podbi-
cia przy tenisie. Krotko mowigc, az do bardzo wysokich stopni
jest ono kwestig czystej wprawy. To, czego nie mozna wycwiczy¢
w o0gole, albo tylko w ograniczonym zakresie, rozgrywa sie w tak
wysokich regionach matematyki, ze nas rekrutdéw ledwie obchodzi.
Wszak nie mamy pretensji zosta¢ Napoleonami, lecz co najwyzej
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dzielnymi oficerami. Ale — w tym Kkryje sie ta Swietno$¢ naszego
kunsztu — nigdy nie wiadomo, czy kiedy$ w jakiej$ jasnej sekun-
dzie i my takze nie znajdziemy czego$ rewolucyjnego. Nie jest to
bardzo prawdopodobne, ale bynajmniej nie jest niemozliwe.

Trzeba jednak znowu obnizy¢ lot i rozwia¢ sen o ,,butawie mar-
szatkowskiej w tornistrze*. Zanim jednak rozszerzymy nasze poje-
cie réwnania, zajmijmy sie jeszcze uktadaniem roéwnan, czyli zasto-
sowaniem ich do zagadnien z zycia codziennego. Np.:

Ojciec ma obecnie 48 lat, syn 21. lle lat miat syn, gdy wiek ojca
wynosit dziesie¢ razy tyle, co wiek syna? Przed ilu laty byt ojciec
dziesie¢ razy starszy od syna?

Rozumujemy w nastepujgcy sposéb: Roéznica wieku miedzy oj-
cem a synem wynosi 27 lat. Ta wielko$¢ stale zostaje taka sama,
awiec jest,jstatg”. Jesli oznaczymy przez x ten wiek syna, gdy ojciec
miat 10 razy tyle lat co syn, to ojciec miat wowczas (x -j- 27) lat.
Jednak w mysl zatozenia ten wiek ma by¢ 10 razy wiekszy od wieku
syna, a zatem 10 . x. Wskutek tego jest x -f- 27 — 10x. W ten sposob
zyskaliSmy, wzglednie jak sie moéwi ,,utozyliSmy* réwnanie. Obec-
nie nie zastanawiamy sie wiecej nad tym, co oznaczajg wyrazy
rownania, lecz z zaufaniem powierzamy sie ,,algorytmowi*.

X + 27 = 10x
27= 09X

Ojciec miat 30 lat, syn 3 lata, gdy ojciec byt 10 razy starszy od
syna. To zgadza sie naocznie. Byto jednak takze pytanie, przed ilu
laty rzecz tak by sie przedstawiata, skoro obecnie ojciec liczy 48
lat. Odejmujemy 48 — 30 = 18 i odpowiemy: Przed 18 laty. Syn
miat wtedy 21 — 18 = 3 lata.

Chcac odpowiedzie¢ na drugie pytanie, mozna by réwnanie takze
tak uklada¢, zeby za x od razu uwazaé ten okres czasu, przed kto-
rym ojciec byt 10 razy starszy od syna. Wtedy nalezato by tak wnio-
skowa¢: Ojciec ma obecnie 48 lat. Stad wynika, ze byt on dziesie¢
razy starszy od syna przed (48 — x) laty. Poniewaz jednak syn liczy
obecnie 21 lat, to takze wzgledem syna zachodzit ten moment
(21 —x) lat temu. MielibySmy wiec réwnanie

(48—x)-10.(1—X) albo (21 —x) = £ (48 —Xx).

Od tabliczki do rézniczki ®
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Rozwigzmy pierwsze réwnanie, ktére jest réwnowazne dru-
giemu:
(48— x) = 10. (21 —x)
48— x =210 — 10x

9x = 210 — 48
9x = 162
x= "=18.

Drugie rownanie datoby ten sam wynik. Jest jednak trzeci je-
szcze sposOb rozwigzania tego zadania. Poniewaz ojciec jest o 27
lat starszy od syna, to jesli ojciec ma 27 lat, syn liczy 0 lat. W tym
czasie wiasnie syn urodzit sie. Ot6z, aby wiek syna dziesie¢ razy
przewyzszaé, musi mie¢ ojciec o jedna dziewigtg cze$¢ swej réznicy
w wieku wiecej lat. Bo dodanie do dziewieciu réwnych czesci takiej
samej dziesigtej daje dziesie¢ czesci. Inaczej mowigc jest|--|-i=].
Dziesigta cze$¢ z ™ to jednak jest i <'“ m=-i, albo dziesie¢ razy
jedna dziewiata jest A wiec jako dziewigta cze$¢ z 27 otrzyma-
libySmy natychmiast 3, za$ ojciec bytby w 3 lata (po urodzeniu syna,
majac lat 30, 10 razy starszy od swego, w owej chwili trzechlet-
niego synka.

Chcielismy tylko pokazaé, jaki zas6b mozliwosci w przeksztat-
ceniach i sposobnosci do dyskusji nastreczajg nawet catkiem pro-
ste rownania i jak bardzo zreczno$¢ rozwigzujgcego juz tu roz-
strzyga o znalezieniu najjasniejszego i najefektowniejszego rozwia-
zania. Czytelnicy sami wkrétce posiedg to wyczucie precyzji i ele-
gancji matematycznej. Ale jeszcze jedno: Tutaj zaczyna sie sztuka
i tu trzeba sie juz ¢éwiczyé jak akrobata.

Podajemy jeszcze jedno zadanie tekstowe, ktore zyskato stawe
niemal klasyczng. Tak zwane ,Epitafium Diofanta*“. Diofantos
byt matematykiem aleksandryjskim w czwartym wieku po Chr. Byt
to genialny arytmetyk i algebraik, moze nawet jedyny, jakiego
Grecja posiadata. Bo wszyscy inni matematycy greccy byli raczej
geometrami. W kazdym razie Diofantos witasnie rozwinat teorie
réwnan i wywart tez decydujacy wptyw na matematykéw arabskich
i Sredniowiecznych. Wedtug podania napis na jego nagrobku miat
brzmie¢:

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant — a dzieki przedziwnej
Sztuce zmartego i wiek zdradzi ci jego ten gtaz:
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Chtopcem przez sz6stg cze$¢ zycia pozosta¢ bdg mu pozwolit,
Lica pokuntly mu za$, kiedy dwunasta zndéw czes¢

Zycia mineta; a znowu zywota gdy przebyt czes¢ si6dma
Mioda matzonke w dom dobry wprowadzit mu bdg,

Ktora, gdy pie¢ lat mineto, matego powita mu synka.
Ale okrutny chciat los, ze kiedy syn ledwie wiek

Ojca w potowie osiggnat, ponury zabrat go Hades.
Kojgc ogromny swdj bol, szukat Diofant $réd liczb

Jeszcze przez cztery tata pociechy, az rozstat sie z zyciem.

Wracajac od pieknego patosu elegijnych dystychow w chiodniej-
sze rejony naszej surowej matematyki, stwierdzamy, ze nieznany
na razie co do czasu trwania wiek zycia Diofanta (oznaczamy ten
wiek przez x) sktada sie stopniowo z czeSci tego zycia i z podanych
ilosci lat, ktore zatem sg ,statymi“ (wyrazami wiadomymi) row-
nania. Przez j swego zycia byt chlopcem, a wiec i. Potem uptly-

neto ~ lat, zanim dostat zarost. Po pewnym dalszym okresie -y
lat ozenit sie. W 5 lat pdZniej przyszedt na Swiat synek, ktdry
jednak dozyt tylko wieku ~ lat. Jeszcze 4 lata przezyt Diofant syna,
wreszcie umart, majac x lat.

A zatem nasze réwnanie ma brzmie¢:

t+ 7"+ T+5+ f +4=x

Wspo6Inym mianownikiem utamkéw jest 84, poniewaz zaréwno
6 jak 12 jak 7 i 2 mieszczg sie bez reszty w 84, a przy tym jest to
najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ tych liczb. Tym samym na-
piszemy:

wr-F ga-r #9'T& ' Sut ¥ =

Mozemy obie strony réwnania pomnozy¢ przez 84, przez co od-
padng zaraz wszystkie mianowniki. Pozostaje wiec:

14x + 7x + 12x + 420 + 42x + 336 = 84x
75X + 756 — 84x

756 = 9x
9x = 756
X = 756 :9= 84.
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Diofant dozyt zatem wieku 84 lat. Czternascie lat byt chiopcem,
w 21 roku zycia pokwitlty mu lica, w 33 ozenit sige, w 38 urodzit mu
sie syn, ktory zyt 42 lata, a wiec do 80 roku zycia Diofanta. W za-
tobie przetrwat 4 ostatnie lata az do swej Smierci, ktéra nastgpita,
gdy liczyt 84 lat.
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ROWNANIA NITEOZNACZONE

Nie bez przyczyny przyzwaliSmy tu ducha Diofanta. Ten wielki
matematyk uchodzi mianowicie za odkrywce réwnan szczeg6lnego
rodzaju, réwnan ,,nieoznaczonych* czyli ,diofantycznych*. Jak da-
lece nalezy je tgczy¢ z jego osobg, to jest co najmniej w réwnym
stopniu nieoznaczone jak same ,jego“ réwnania. Z zachowanych
pism Diofanta jnie wynika zdaniem historykdw matematyki nic
takiego, co by wskazywato na niego, jako na odkrywce tego witasnie
typu réwnan. Skoro jednak ta nazwa juz raz zyskata prawo obywa-
telstwa, wiec zachowamy jg.

Czymze tedy sg owe podwojnie zagadkowe rdéwnania ,diofan-
tyczne®?

Tym razem zacznijmy od zadania tekstowego i starajmy sie od-
kry¢ istote i spos6b postepowania przy tych nadzwyczaj waznych
réwnaniach. Pytamy wiec: Jakie dwie liczby maja te wilasnosé, ze
osmiokrotnos¢ pierwszej, powiekszona o trzykrotno$¢ drugiej, daje
w sumie 91? Jest to pytanie, do ktdérego nie mozemy sie zabrac
z naszg dotychczasowag madroscig. Bo spostrzegamy natychmiast,
ze nalezy tu szuka¢ wartosci nie jednej niewiadomej X, lecz dwdch
niewiadomych, ktoére oznaczymy sobie przez x oraz y. Piszemy wiec

sx -f 3y = 9L
Co mamy jednak dalej zrobi¢? W mys$l naszych regut bytoby
sx= 91— 3y, a x = 91~ 3¢, albo 3y= 91 —sx, a wiec y — .

Oczywiscie to nas do niczego nie doprowadzi. Bo w ten sposéb jedna
mewiadomg wyrazamy stale przez 91 i przez druga niewiadoma.
Przypusémy, ze jaki$ szczeSliwy instynkt naprowadzit mie na to,
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aby przyjaé x jako 5, y jako 17. Rzeczywiscie jest 8 .5+ 3.17 =
= 40 + 51 = 91. Bytoby to zatem rozwigzaniem. Mam jednak po-
dejrzenie, ze to nie jest jedyne rozwigzanie. A wiec i tu trzeba sie
rozgladna¢ za jakim$ algorytmem, za jaka$ kabalg, ktéra by nas
nieomylnie mogta doprowadzi¢ do celu. Musimy przy tym nadmie-
ni¢ jeszcze jedno dodatkowe zalozenie. Za rozwigzanie takiego dio-
fantycznego réwnania uznaje sie tylko liczby catkowite. W przeciw-
nym razie juz z gory mielibySmy nieskonczenie wiele rozwigzan.
Woystarczyto by tylko x przyja¢ rowne jakiejkolwiek liczbie, np. 7,
a otrzymaliby$my

8.7+ 3y= 91

56 + 3y = 91
3y= 91— 56

3y= 35

y= 35:3= 11-|.

Ot6z przez wybor x lub y, mdgtbym zawsze rdéwnanie doprowa-
dzi¢ do réwnania o jednej niewiadomej, dajgcego sie rozwigzac bez
trudnosci. Bo dowolny wybor jakiej$ liczby zamiast jednej z niewia-
domych nie oznaczatby nic innego, jak tylko, ze te niewiadoma usta-
litem niejako w specjalnym przypadku.

Zadamy zatem, aby rozwigzanie bylo liczbg catkowitg i to za-
réwno dla jednej jak i dla drugiej niewiadomej, jednak catkowito-
liczbowe rozwigzanie nie jest mozliwe w kazdym réwnaniu o dwoch
niewiadomych. Ale o tym pdzniej.

Zanim bedziemy mogli objasni¢ genialng metode 0g6lng rozwia-
zywania, ktorg nas obdarzyt Leonard Euler, musimy przedtem
nauczy¢ sie jeszcze jednego, czesto uzywanego chwytu matematycz-
nego, ktéry w owej metodzie odgrywa dominujgca role. Mianowicie
jest to ,,podstawianie* albo ,,substytucja“.

Obieramy jaki$ konkretny przyktad. Nikt nie powie, jakoby réw-
nanie

bardzo przymilny miato wyglad. Przy blizszej jednak obserwacji
zauwazamy, ze wyrazenie stale sie powtarza i ze X nie znaj-
duje sie w zadnej innej, jak tylko w tej wiasnie konstelacji. Otéz to

moge uwazac niejako za nowg wielko$¢ og6lng, za nowa nie-
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wiadomag i tak sie z tym obchodzi¢, jakby to byto (w naszym popu-
larnym jezyku) jabtko. Nazwijmy to jabiko obecnie n i napiszmy:

2n -f-3n—4n= 9—2n.

Znaczenie tego n przesuwam na razie w mysli na drugi plan.
Nie pytam, jakie szczeg6ty w budowie zawiera jabtko, ile posiada
ziam, ile komor, szypulek, ale oddaje sie z zaufaniem pewnemu
wyzszemu, ze tak powiem, algorytmowi i prébuje najpierw odgad-
nac, jaka liczbe, jaka stalg nalezy przyporzadkowac jabtku. Bo
wtedy — takg mam nadzieje — bede mogt dalej badaé szczegodty
jabtka. Nasze jnowe rownanie z n jako niewiadoma daje:

2n -j-3n—4n-f2n=9, czyli 3n= 9, za$ n= 3

Wiem jednak, bo¢ przecie sam tak przyjatem, ze n réwna sie

(hp)- Obecnie zatem mam nowe rownanie, w ktdrym n nie jest
juz niewiadoma, lecz ,,stata” i rowne jest 3. To rownanie brzmi:

n=~"-~

, stad x= 3n+ 4

Ale, jak powiedziano, n réwna sie 3. A -wiec jest x = 9 + 4= 13,

Pozostawiamy czytelnikowi, by rozwigzat to réwnanie wprost,
bez ,,substytucji“, bez ,,podstawiania“ nowej niewiadomej pomocni-
czej. Z pewnosScig prdéba taka, lub zwykle sprawdzenie przez pod-
stawienie 13 zamiast x potwierdzi poprawno$¢ naszego postepo-
wania.

Obecnie wiec wiemy praktycznie, co to jest ,,substytucja“. Jest
to zastgpienie wyrazenia o skomplikowanej budowie, przez nowe
prostsze oznaczenie. Przynajmniej na naszym stopniu wiedzy mate-
matycznej. W wyzszej matematyce, szczeg6lnie w rachunku catko-
wym, gdzie podstawienia odgrywajg decydujaca i niezbedng role,
moze sie rownie dobrze zdarzy¢, ze prostsze wyrazenie zastepuje
sie przez bardziej skomplikowane. Co wiecej, my sami znamy juz
takie wypadki. Jesli z jakichkolwiek powodéw napiszemy zamiast
1 np. 15° (15 do potegi zerowej), albo wyobrazamy sobie, ze b po-
wstato z b1 .b° to jest to rodzaj podstawiania w strone wyrazenia
bardziej skomplikowanego. Wszelako tylko bardzo szczegélny ro-
dzaj. Chcac zachowac¢ najwieksze uogodlnienie nalezy powiedzied,
Zze przez podstawienie (substytucje) rozumie sie po prostu zastg-
pienie jednej wielkoSci przez druga. Oczywiscie nie bez jakiegokol-
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wiek wyboru. Wiadomo, ze nie mozna nikomu wedtug jakiego$ wi-
dzimisie poda¢ u za x. Ale mozna wszedzie, gdzie x wystepuje, na-
pisa¢ zamiast tego u, o ile na koncu nie zapomnimy ,,warunku*
w postaci réwnosci, ze x jest wiasnie tym u, czyli x= u. Mozna
takze wszedzie zamiast x napisa¢ wartos¢ 2u. Albo j albo
Woéweczas przy koncu, x jest whasnie dwukrotnoscig u albo jego po-
towg, albo 250-tg czescia.

Ano dobrze, — przekonaliSmy sie, ze przez podstawienie dadza
sie uprosci¢ bardziej skomplikowane rachunki. Ale wiasciwie co
daje mi w og6lnosci prawo podstawia¢? Logicznie sprawa jest pro-
sta. Wszak utworzyliSmy z nadrzedne pojecie n, ktore zgodnie
z zgdaniem zawiera w sobie owo (~pt) . Bo przecie podstawiamy pod
warunkiem: n= Scisle matematycznie powiemy, ze zachodzi
tu przypadek podobienstwa budowy — izomorfizmu. Struktura, po-
sta¢ rownania czy tez jakiejkolwiek operacji nie zostata naruszona
przez ,,podstawienie*, a wspétczynniki i rozkazy pozostaty te same.
Algebraicznie mamy do czynienia z ukladem kilku réwnan, a to jed-
nego zasadniczego réwnania, i drugiego wyrazajgcego warunek do-
datkowy. Mianowicie:

2 (t1 + - a(iry = 9- 2(t-9
ii=i=n.

Ale i to mozemy pozostawié¢ sobie na pdzniej, aby dojs¢ wresz-
cie do réwnania Diofanta. Jak juz zapowiedzieliSmy, wprowadzimy
specjalny rodzaj substytucji, przy ktérej obok warunku w postaci
réwnania wystepuje jeszcze inne zadanie.

Jezeli wiec jeszcze raz zapiszemy nasz przykitad réwnania ,,dio-
fantycznego*:

3y + sx = 91

ze zmienionym nieco porzadkiem wyrazow, wtedy metoda Eulera
wymaga najpierw, aby jedna niewiadoma wyrazi¢ przez druga.
A mianowicie, z pewnych wzgledow praktycznej natury, niewiado-
ma ze wspoétczynnikiem mniejszym przez niewiadomg ze wspdétczyn-
nikiem wiekszym. A zatem tutaj y przez x. Otrzymamy:

3y = 91 —asXx
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To bytby pierwszy krok. Obecnie — idac za Eulerem — nalezy
utamek, ktéry trzeba uwaza¢ za niewtasciwy, roztozy¢ na catosci
i reszty utamkowe. A wiec:

2X
3

Teraz ustawiamy obok siebie ,,catosci“ i ,,reszty utamkowe*:
y=30—2x+}—| = 30—2x ¥

Réwniez ze wzgledow praktycznych potozyliSmy przed utamkiem
znak minus, tak ze sie przedstawia nie jako lecz__ —
co jednak ma te samg wartos¢.

Teraz rozpoczyna sie wiasciwe rozumowanie. ZadaliSmy w sen-
sie rownan diofantycznych, by y koniecznie byto liczba catkowita,
a ze x takze powinno by¢ liczbg catkowitg, 30 — 2x musi réwniez
da¢ liczbe catkowitg. Jezeli jednak ponadto y jest liczbg catkowita,
to w sumie algebraicznej 30 — 2x— 31 musi by¢ takze —
liczbg catkowity, gdyz w przeciwnym razie upadtyby inne warunki.
Obecnie zaczyna sie ,,podstawianie*. Zgodnie z zatozeniem przypu-
szczamy, ze 2x~- 1 jest liczbg calkowitg i oznaczamy ja przez nr
Wskaznik (indeks) z prawej strony u dotu dodajemy dlatego, ze
moze bedziemy musieli wiecej razy 'podstawia¢. Przyjmujemy wiec:

nx (liczba catkowita) = 2x~*

Na podstawie takich samych rozwazan jak powyzej, moge to
nowe roéwnanie najpierw tak przeksztalci¢, zeby x wyrazi¢ przez nr

3nx= 2)?— 1
2X =3n;j, j-1
3n,+ 1
2
Obecnie moge uzmystowi¢ sobie znowu X, Kktére przecie takze
musi by¢ liczbg catkowitg, za pomocg rozktadu utamka na catosci
i reszty utamkowe.

x=JF+4+=n+1+T="+ Uf I-
Znowu to samo rozumowanie. X oraz n} majg by¢ liczbami catko-
witymi. Dlatego S| takze musi dawac liczbe catkowita. Moja prze-
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zomos$é, aby n opatrzy¢ wskaznikiem, byta bardzo uzasadniona. Bo
owg ostatnio uzyskang liczbe catkowita »+-~1 oznacze w drodze no-
wego podstawienia przez n2

Otrzymujemy zatem:

n2 (liczba catkowita) = 1.

Jesli obecnie n1 wyrazimy przez n2 wylgcznie w zakresie liczb
catkowitych, woéwczas wypadnie

2n2= nx-f1, czyli
Nni= 2n2—1le
Poniewaz obecnie wszystkie reszty utamkowe zniknety, mozna

zadanie uwazac za rozwigzane. Lecz mam jeszcze jedno zadanie wy-
petni¢, moze nie tyle trudne, ile zawite. Mianowicie musze teraz od-
zyskaé z powrotem x oraz y, przy czym nie moze pozosta¢ nic in-
nego, jak tylko ostatnio podstawione n, a wiec w naszym przypadku
n2 Poniewaz jednak nx= 2n2— 1, zaSikxi= n2, wiec X = nx
to nic innego, tylko 2n2— 1 -|-n2 czyli x = 3n,— 1. Natomiast
jako ostateczny rezultat na y otrzymaliSmy y= 30— 2x—-pp
Stad jest y = 30— 2(3n2— 1)— 2x~ 1. Poniewaz znowu pp
to nic innego, jak tylko nx bo przecie przyjelismy to réwne nlL,
wiec jest y = 30— 2(3n2— 1)—nr Ale nx znowu roéwna sie
(2n2—1). W nastepstwie otrzymamy vy, wyrazone tylko przez
,,state i n2:

y= 30—2(3n2—1)— (2n2— 1) = 30—en2+ 2—2n2+ 1=
= 33— 3sn2

Dla przejrzystosci napiszmy jeszcze raz to juz ostateczne, tak
zwane og6lne rozwigzanie naszego réwnania Diofanta, przy czym
opuscimy wskaznik przy n2 poniewaz uzyliSmy wskaznika dla od-
réznienia, a ten traci wszelki sens z chwila, gdy nie ma co rozrdz-
nia¢. n2 czy tez n, jak to obecnie nazwiemy, jest dowolna liczbg cal-
kowitg, przy czym

x=3n—1
y = 33— sn.

Zbadajmy teraz, czy nasze Eulerowskie ,rozwigzanie“ rzeczy-
wiscie jest stuszne. Jak juz powiedziano, wolno wstawia¢ za n kazda



Rownania nieoznaczone 139

liczbe catkowitg, dodatnig lub ujemnag (zero uwaza sie takze za
liczbe catkowitg). Rownanie brzmiato:

gX + 3y = 9l
Dla n= o jest x=o0o—1= —1; y=33—0= 33
A wiec: 8.(—1) +3.33= (—s) + 99= 9L
Dla n= 1 jest x= 3- 1= 2; y= 33—sg= 25
A wiec: 8.2 + 3.25= 16+ 75= 9L
Dlan= _ 1 jest x= —3—1= m4; y= 33+ g= 4],
A wiec: 8.(—4) +3.41,= —32+ 123= 91.
Dlan= 5 jest x=15—1= 14 y= 853 =~ 7
A wiec: 8.14 + 3. (—7) = 112—21= 93

itd. od minus do plus nieskoriczonosci.

Naprawde magiczny algorytm, ktéry dozwala wyznaczy¢ nie-
skonczenie wiele catkowitoliczbowych rozwigzan dla dwu
niewiadomych, za pomocag prostego wzoru! Nasza pierwsza para
wartosci, uzyskana tylko drogg zgadywania, x = 5 oraz y = 17 od-
powiada n= 2, bowtedy x=6—1=5 y= 33— 16= 17

Mozna by teraz stawia¢ dalsze warunki, dopuszczajgc np. tylko
rozwigzania zawarte miedzy 1 a 100, lub miedzy - 10 a + 10, albo
tylko dodatnie czy tez tylko ujemne. W praktyce sg takie warunki
czestokro¢ bardzo wazne. Bardziej wprawny lub szybciej orientu-
jacy sie czytelnik zgadnie tatwo, jak zado$éuczyni¢ takim ograni-
czeniom. Po prostu wstawic¢ za n Kilka liczb znajdujacych sie powy-
zej badz ponizej o, zestawié¢ sobie najlepiej matg tabelke, a wtedy
widac od razu, jak daleko mozna sie posunac¢.a

A jednak réwnania Diofanta sg dla nas znowu tylko Srodkiem
do celu, co sie pézniej wyraznie okaze. Dlatego nie staramy sie gte-
biej wniknaé¢ w ich wielce interesujgce prawidta szczeg6towe, a tylko
dodamy jeszcze co$, co juz zaznaczyliSmy. Mianowicie, ze bynaj-
mniej nie kazde réwnanie z dwiema niewiadomymi ogélnej postaci

ax + by= c (przy czym a, b, ¢ sg to dodatnie lub ujemne
liczby catkowite)

1 Oczywiscie mozna by takze, postepujac catkiem poprawnie, utozy¢ nieréw-
nosci warunkowe. Np. x < 10, a zatem (3n—1)<10, stad 3n < 11, a wiec n <}l .
A zatem n mogtoby wynosi¢ co najwyzej 3, jesliby x miato byé mniejsze od 1o0.
Nalezato by tylko utozy¢ odpowiednig nieréwnos$¢ takze dla y itd.



140 Od tabliczki do rézniczki

przedstawia zarazem wiasciwe réwnanie diofantyczne, to znaczy
réwnanie majgce catkowitoliczbowe rozwigzania wzgledem obu nie-
wiadomych. Dla charakteru réwnania Diofanta niezbednym jest dal-
sze zadanie, czyli dalszy warunek.

Zalézmy najpierw, zeSmy rownanie, jak sie to moéwi, sprowadzili
do najprostszej postaci, to znaczy, ze tak diugo dzieliliSmy obu-
stronnie, za kazdym razem przez wspolny podzielnik (liczb a, b, c),
iz dalsze dzielenie w zakresie liczb catkowitych jest niemozliwe. Np.,
jeslibySmy roéwnanie

9x + 12y = 51  podzielili obustronnie przez 3,

otrzymalibySmy 3x -j-4y = 17 jako najprostszg postac.
Podobnie jeslibySmy

32x + 24y = 124  podzielili obustronnie przez 4,
uzyskamy najprostszg postac
8X + sy = 31.

Tu musimy juz utknag¢, bo trudno pomysle¢, w jaki sposéb suma
dwu liczb parzystych miataby tworzy¢ liczbe nieparzystg. A prze-
ciez sx i ey muszg by¢ liczbami parzystymi, jesli przyjmiemy waru-
nek, ze x oraz y sg liczbami catkowitymi. Bo8.5i8.7i8 .(— 2),
oraz 6 . (—5) i 6.(—20) i e.1 itd. sg zawsze liczbami parzy-
stymi.

Twierdzimy nawet, ze roéwnanie

3x + 15y = 19

nie jest rownaniem diofantycznym. A mianowicie dlatego, ze o tym
nie tyle decyduje parzystos¢ wspotczynnikdw, ile raczej to, ze wspot-
czynniki przy niewiadomych x i y nie moga w ogole posiada¢ zad-
nego takiego wspdlnego podzielnikar (tu 3), ktory by nie byt takze
podzielnikiem wyrazu wiadomego, wzglednie wyrazéw wiadomych
(,,statych®).

Dowdd tego twierdzenia niech nam postuzy jako ogdélnie obo-
wigzujacy przyktad poprawnego i Scistego dowodu matematyczne-
go. Przedtem jeszcze jeden przykiad dla unaocznienia.

1 procz 1.
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9x -j- 12y = 51  obustronnie dzielone przez 3 daje
3x+ 4y= 17.
3 i 4 nie majg zadnego wspoélnego podzielnika (précz 1) mamy
wiec przed sobg bez watpienia wiasciwe réwnanie Diofanta, o roz-
wigzaniu catkowitoliczbowym. Wedtug Eulera rozwigzanie jest:

3x + 4y = 17
3x= 17— 4y
T v _ 3y gy Yo K y— Y2
y-2 -f_n
3 -—-u
y—2= 3n
y=3n+ 2;, x=5—Bn+ 2)—n= 3—4n.
ObraliSmy tu n bez zadnego wskaznika, poniewaz wida¢ byto od
razu, ze nie nalezy spodziewaé sie dalszej reszty utamkowej, jako

Zze W wyrazeniu y wystepuje ,izolowane* (ze wspoiczynni-
kiem 1).
Stad dla n= 3  bylbby x= —9 y= 11,

a 3.(—9) +4.11=—27+ 44= 17

W tym przypadku jest zatem wszystko w najlepszym porzadku,
jak tego oczekiwalismy. Wrdémy jednak teraz znowu do dowodu
i do liczb og6lnych. W réwnaniu

ax4-by= ¢

a, b oraz c nie maja mie¢ zatem zadnego innego wspdlnego podziel-
nika oprdcz 1, w przeciwnym bowiem razie réwnanie nie byloby do-
prowadzone do najprostszej postaci. A gdyby jednak a i b mialy
wspdlny podzielnik rézny od 1, co jest mozliwe, jak widaé¢ z przy-
padku
gX + sy = 31,

gdzie 8 i 6 majg wspolny podzielnik 2. Wyrazajac sie ogélnie, mo-
zna by powiedzie¢, ze a i b maja ten sam podzielnik m, nieréwny 1.
To jednak znaczyloby, ze ~ i ~ sg ciagle jeszcze liczbami catkowi-
tymi. Pomndzmy te liczby catkowite przez x oraz y, ktére tez maja
by¢ liczbami catkowitymi, a iloczyny dodajmy. A wiec (-"x + ~vy).
Otoz jasne jest, ze takze ¢ musze podzieli¢ przez m, skoro a jak i b
przez m podzielitem, poniewaz tego wymaga stan roéwnowagi na

,wadze* rdéwnaniowej. Bo -1x + ~"y= ax"™--= £, jezeli dawne
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réwnanie bylo ax + by = c. Poniewaz jednak w mys$l dawnego za-
tozenia c byto liczbg catkowitg, zatem o ile ~ ma by¢ sumg liczb
catkowitych  x + ~y, musiatoby oczywiscie ¢ by¢ podzielne przez
m, aby po podzieleniu przez m da¢ na wynik liczbe catkowitg. To
jednak sprzeciwia sie zatozeniu, ze tylko a d b sa podzielne przez m.
Tym samym rdwnanie postaci m.rx + m.sy = c, gdzie ¢ nie jest
podzielne przez m, nie da sie nigdy rozwigza¢ w liczbach catko-
witych wzgledem obu niewiadomych, jezeli m, r, s i ¢ sg liczbami
catkowitymi.

Powtarzamy jeszcze raz: Rownanie Diofanta zakiada z gory, ze
wspotczynniki przy obu niewiadomych sg wzgledem siebie ,,pierw-
sze*, tzn. nie posiadajg zadnego wspoélnego podzielnika oprécz 1.
Natomiast wspétczynniki przy niewiadomych i wyraz wolny moga
posiada¢ taki wspdlny podzielnik, jak np. w réwnaniu 3x + 4y = 12
(4 1 12 majg wspoélny podzielnik 4; 3 i 12 wspoéiny podzielnik 3).
Ogo6lne rozwigzanie tego réwnania bytoby

Xx=4—4n i y= 3n, a wiec np. dla
n—5 jest x= 4—20= —16, a y= 15

Sprawdzenie: 3. (— 16) -j-4 .15 = — 48 -j-60 = 12.
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POTEGI O WYKLADNIKACH UJEMNYCH
|l ULAMKOWYCH

Byto by rzeczg bardzo ponetng zglebia¢ dalej nauke o réwna-
niach, poniewaz spotkaliby$Smy sie .tam jeszcze z pewnym typem row-
nan, ktéry otworzytby nam wiasciwy dostep do wyzszej i najwyz-
szej matematyki: z tak zwang ,,funkcjg“, ktéra da sie swobodnie
wyprowadzi¢ z réwnah algebraicznych.

Prosimy jednak przyjaé na razie te stowa jako w wysokim stop-
niu niescista zapowiedz. Nastepne rozdzialy wprowadzg nas juz
w ten Swiat czaréw. Poniewaz jednak bedziemy mogli o wiele swo-
bodniej porusza¢ sie w nauce o funkcjach, jesli przedtem zdobe-
dziemy sie jeszcze na tyle cierpliwosci, aby nasze dotychczasowe
pojecie liczby rozszerzy¢ i giebiej przestudiowa¢ algorytm potegi,
nie uchylajmy sie i od tego trudu.

Przypominamy sobie, ze potegi o tej samej podstawie dzielito sie,
odejmujac wyktadnik potegowy dzielnika od wyktadnika dzielnej.
A Wiec np. 105 ;103 —105-3= 102 czyli 100 000 :1 000 = 100.
Albo ai7; as= as~6= a» itd. Przy tym zawarliSmy milczgcg umowe,
ze wyktadnik potegowy dzielnej ma by¢ zawsze wiekszy albo co naj-
wyzej rowny wyktadnikowi dzielnika. A wiec ogdlnie: Przy dziele-
niu am:an stosowaliSmy warunek m>n. Albo, co na jedno wy-
chodzi, n<m. Dalej, poniewaz wybieraliSmy m in zawsze dodatnie,
nigdy nie grozito nam niebezpieczehnstwo, iz otrzymamy na wynik
podstawe z wyktadnikiem ujemnym. A jednak mozna catkiem do-
brze pomysle¢ sobie ujemny wykiadnik potegowy. Zachodzi tylko
pytanie, jaki nada¢ mu sens w odniesieniu do naszych réznych algo-
rytméw, aby jednoczesSnie nie naruszy¢ catosci systemu, jaki do-
tychczas zbudowalismy.
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Trzymajmy sie jeszcze na razie stale tego, ze to i n sg liczbami
dodatnimi, tym razem jednak odwrdéémy warunek wyrazony nierdow-
noscig i zatézmy, ze n ma by¢ wieksze od to (n > m, czyli m < n).
Poniewaz dalej wymagamy, aby wykiadnik n nalezat do dzielnika,
otrzymamy przy dzieleniu am:an—a™" jako wyktadnik potegowy
ilorazu bezwarunkowo liczbe ujemng, bo stosownie do zatozenia
mamy odjaé liczbe wiekszg od mniejszej. Wyrazajac szczegOtowiej,
niech: a= 10, m= 5 n= 7; w nastepstwie tego 10s :107=
= 105-7= 102

Za pomocg liczb szczeg6towych mozemy swobodnie liczy¢é. A wiec
nasz niepozadany wynik wyliczymy po prostu. Mniej wiecej w na-
stepujacy sposob:

los -im — . iog.io.i0.i0.i0
_Jn J0.10.10.10.10.10

Poniewaz, jak wida¢, pie¢ dziesiatek wystepujacych u gory jako
czynniki, mozemy uprosci¢ z piecioma dziesiatkami, znajdujgcymi
sie jako czynniki w mianowniku, otrzymamy jako rezultat
10s : 107 = . Owo +H-L powinno jednak mieé¢ te wartosé,
co 10-2

Przeczuwamy juz nowy algorytm, ale dla ostroznos$ci zrébmy je-
szcze jedng probe.

a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a 1
all . aie — -—
a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a.a a.a.a.a.a
A owo = - =-4- i ono znowu powinno réwnac sie all:aj=
a.a.a.a.a as
==a”-« = a5

Poszukiwana przez nas reguta brzmi wiec nadzwyczaj prosto:
Podstawa a z ujemnym wyktadnikiem potegowym réwna sie od-
wrotnosci tej samej podstawy z tym samym co do bezwzglednej
wartosci wyktadnikiem dodatnim. Za pomocg wzoru: a-r=
przy czym a musi by¢ rézne od o.

Ostatnie ograniczenie ma swdj okreslony sens. Bo jeSliby a = 0,
wtedy bytoby a—»= A =i, a o tym ~ wiemy juz, ze nie ma wia-
Sciwie okreSlonej wartosci i dlatego musimy je ze wszelkich roz-
wazan wykluczyé.

Szkoda wiecej stdw traci¢ na omawianie wykladnikéw ujem-
nych. Dzieki naszej prostej regule wcieliliSmy je do naszego algo-
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mozemy .tak samo pewnie operowa¢ jak wyrazeniem cs+4-3= Cc6.

Z istoty odwrotnosci wynika jeszcze, ze ~ (a 3= 0) mozemy
rytmu, a wyrazeniem takim jak b<-a+s-2+6-5s)= b-s= P (bJ=o0)
przedstawi¢ jako a° :anr=a°—n= a—A Co do—" mozna by sobie
natomiast wyobrazié, ze powstalo z a«:a-" = a<M-n)= an Za po-
mocg tej reguly jesteSmy w stanie wedtug upodobania przez zmiane

znaku wykitadnika przenosi¢ kazdg potege z mianownika do licznika
(i na odwroét). W ten sposéb otrzymamy:

= Y oraz — = %, atbo =+ = a-
a a"n a°

an an

— = an

Teraz jednak chcielibySmy nasz algorytm jeszcze bardziej roz-
szerzy€. Przypuszczamy mianowicie, ze powinnoby by¢ rzecza mo-
zliwg zapisywanie wykladnikéw potegowych w postaci utamkow
zwyczajnych. A wiec np.:

L 1 J_ 3 25
10B, a9, 15b,2010 47, 98, itd.

Narazie niczego nie mozna sobie wyobrazi¢ — zaraz sieto wy-
jasni —pod potega,w ktérej utamka uzyto jako wyktadnikapote-
gowego. Bo zgdanie, aby podstawe 10 napisa¢ np. J- razu jako czyn-
nik, wydaje sie na pierwszy rzut oka wymaganiem bez sensu. Na-

wet, gdybym sobie chciatl poméc przez to, ze roztozytbym na
5¢(j), wiedziatbym tylko, ze moge 10 spotegowaé najpierw liczba
i 1

5, bo (103) e_ takze réwna sie 10° . Potegowanie liczba 5 nie sprawi
zadnych trudnosci. Jak jednak mam spotegowa¢ potem wynik

105 = 100 000 przez ? Jak uzy¢ 100 000 jedna szOstg czes¢ razu

jako czynnik? Wiegkszg przez to nie stanie sie owa liczba ani tro-
che, poniewaz nawet ani jeden jedyny raz nie mam jej uzy¢ jako
czynnika. Wedtug wszelkich pozoréw stoje tu wobec jakiego$ no-
wego rodzaju dziatania, litycznego dziatania, ktére w takim sto-
sunku pozostaje do potegowania, jak dzielenie do mnozenia albo
odejmowanie do dodawania.

ZdradZmy tajemnice, o jakie nowe dziatanie, o jaki ,rozkaz“

Od tabliczki do rézniczki A
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tu chodzi: o tak zwane pierwiastkowanie. A (100 000) e oznacza
jako rozkaz nic innego, jak tylko: ,,Szukaj takiej nieznanej na ra-
zie liczby, ktéra wzieta sze$¢ razy jako czynnik da na wynik war-

to$¢ 100 000,
a

JeslibySmy mieli przed sobg ogdlnie c¢b, moglibySmy napisa¢:

A 1
cb==(ca)b, co by oznaczato tyle, jak gdybySmy mieli znalez¢ pe-

wng hieznang jeszcze liczbe d, ktéra potozona b razy jako czynnik,
data by znowu ca A wigc (d.d.d.d.d....) b razy jako czyn-
nik = ct czyli

Ot6z kazdy wie o tym zapewne, ze pierwiastki zapisuje sie nie

tylko w postaci odwrotnosci wyktadnikéw potegowych, a wiec
1+ 1 L
jako a2, b ", 10 bitd., ale juz od wiekoéw jest w uzyciu tak zwany
znak pierwiastka, ktéry wedtug powszechnie przyjetego mniemania,
powsta¢ miat z tacifnskiego stowa radix (dost. korzeh, przeno$nie —
zaczatek, pierwiastek) w ten sposob, ze mate tacinskie r wyciggano
do postaci r— ,z czego p6zniej rozwinat sie rzekomo nasz znak \J~m
Piszemy wiec
~5816, \faA), itd.

Pierwiastek otrzymuje przy tym tzw. wykladnik pierwiastkowy,
bedacy po prostu odwrotnoscig utamka o liczniku 1, ktory po-
znaliSmy jako utamkowy wyktadnik potegowy. A zatem:

a4 = @5 albo 186 = (105§b :6/_\/105 itd,

W podanej interpretacji pierwiastka uzyskuje sie z fatwoscig
wszystkie reguty dziatan na pierwiastkach. Polecamy przeto dla
upewnienia sie kazdy bardziej skomplikowany rachunek na pier-
wiastkach powtdrzy¢ przy uzyciu poteg z wyktadnikami utamko-
wymi, czyli zmieni¢ algorytm:

3 7 5 £ 5,

2 9 7-5+ 3.9
Vase V asbyloby a 3 ea'= as 7= a 2=
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Jesli pierwiastek ma wyktadnik utamkowy, woéwczas zapisujgc
go jako potege nalezy wzig¢ odwrotnos¢ wyktadnika. Np.

i N L
yja? = (a4 = (a3-6) * — \/als, albo

\ja3 = \le€ = (a3) 4 = [(a3)5] 4= [alg 4 = \jais.

Oczywiscie, dopuszczalne jest tez dzielenie pierwiastkéw (poteg
o wyktadnikach utamkowych), przy czym ponadto otrzymac¢ mozna
w wyniku wyktadniki dodatnie lub ujemne. Np.

5. 3 J_ J 6. 7
a6: \far = (as)B:(ar)s= as:as = as 3=
6.3-7.5 17 15,
15 15 - 15 = 15, - 15/1 v 1
= a = a = Vailr = Wa-17= \~n = 1
ydf &l

Na zakohczenie nalezy zauwazyé, ze przy drugim pierwiastku
zwykle nie pisze sie wykladnika, to znaczy, ze ya oznacza to samo
colja, bo co$ takiego jak ya w ogdle nie potrzebuje zadnego znaku

1
pierwiastkowego, poniewaz musi by¢ ya= a1= ai= a

PowiedzieliSmy uprzednio: ,,na zakonczenie*. Zapewne, tylko
bardzo powierzchownie przerobiliSmy nauke o pierwiastkach. Bo dla
dalszych naszych celéw interesuja nas nie te rzeczy, ktére znajduja
sie wyltozone doktadnie i wyczerpujgco w kazdym podreczniku, ale
zajmujemy sie nieréwnie gtebszym problemem: Mianowicie we-
whnetrzng istota pojecia liczby, tak ze interesuje nas tu rozszerzenie
tego pojecia przez wprowadzenie operacji pierwiastkowania, roz-
kazu pierwiastkowania, ktory, méwigc nawiasem, bez pomocy tak
zwanych logarytméw da sie w rachunkach szczegétowych wykonac
w na wpot prosty sposdb tylko w pewnej okres$lonej i bardzo ogra-
niczonej liczbie przypadkow .1

1 Zasadniczo da sie obliczy¢ kazdy pierwiastek z jakiej$ liczby szczegéto-
wej. Jednak postepowanie, wymys$lone w tym celu, wymaga wielkiej staran-
nosci i trudu, tak Zze w praktyce rachunkowej nie jest prawie brane pod uwage.

0y
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Jezeli zadamy sobie pytanie, pod jakim warunkiem, rozumujac
catkiem ogdlnie, da sie obliczy¢ jaki$ pierwiastek, to przekonamy
sie, ze np. y;a wtedy daje wynik od razu jasny, jezeli a réwna sie

4
jakiej$ liczbie p4 Bo wtedy jest ‘)1/5:);1[13"2":" P 2 pi= p. Otrzy-
mujemy wiec na wynik p i méwimy, ze p jest ,,czwartym pierwiast-
kiem* z a.

Teraz musimy badaé, czy to zawsze jest mozliwe. Rozwazmy
najprostszy przypadek, zadajac aby a byto liczbg catkowitg. Jaka-
kolwiek dowolng liczbg catkowitg. Skoro to tylko zatozyliSmy, za-
uwazamy natychmiast, ze trzeba rzadkiego przypadku na to, aby a
rzeczywiscie byto akurat czwarta potega jakiej$ innej liczby catko-
witej. Bo np. w pierwszej setce liczb catkowitych dodatnich znaj-
dujemy witasnie jako czwarte potegi wytgcznie 1, 16 i 81. To znaczy,
ze kazda catkowitoliozbowa warto$¢ na a, ktora nie bytaby zarazem
jedng z liczb 1, 16 lub 81, nie moze oznaczaé czwartej potegi zadnej
liczby catkowitej dodatniej. Np. liczba 25 znajdowataby sie miedzy
24 a 34, liczba 90 pomiedzy 34 a 44 itd. W matematyce uzywa sie
dla wyrazenia owego ,,miedzyliczbowego* potozenia tzw. ,,nieréw-
nosci“. Poniewaz chodzi tutaj o nader wazny sposéb pisania, sto-
sowany bezustannie zwlaszcza w wyzszej matematyce, poméwimy
0 tym nieco szczegOtowiej. Jezeli np. chce zaznaczyé albo postawic
jako warunek, ze liczba b znajduje sie miedzy 30 a 40, to pisze:
b jest wieksze od 30 lecz mniejsze od 40, czyli

30 < b < 40.
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Jedli natomiast pragne powiedzie¢, ze liczba ta lezy pomiedzy
30 a 40, ale ewentualnie moze przy tym sama wynosi¢ 30 lub 40,
wtedy zanotuje

30 < b< 40

Takie postepowanie nazywa sie takze ,,zamykaniem w przedzia-
le“, a 30 okresla sie w tym wypadku jako dolny kraniec, 40 jako
goérny kraniec przedziatu. Przy liczbach ogo6lnych nie wiem oczywi-
Scie z gory, ktora liczba jest wieksza, a ktora mniejsza. Jezeli
napisze

a<bc<eg,

to wowczas b lezy pomiedzy a i c. | dopiero posrednio, dzieki temu
sposobowi zapisania dowiaduje sie, ze a jest najmniejszg, b naj-
wiekszg z tych trzech liczba
Chcac obecnie skorzysta¢ z tego sposobu pisania w zastosowaniu
do naszych pierwiastkbw mozemy powiedzieé¢, ze 25 lezy pomiedzy
24 a 34, czyli
24< 25 < 34

Jest wiec rzecza widoczng, ze czwarty pierwiastek z 25 nie da
sie wyliczyé w ten sposéb: ~pa= p (gdzie p byloby liczbg catko-
witg dodatnig).

Jednakze posiadamy przecie drugi rodzaj liczb, ktére znajduja
sie miedzy liczbami catkowitymi w nieskonczonej rozmaitosci i stop-
niowaniu. Mianowicie tzw. utamki zwyczajne. DowodziliSmy juz, ze
wihasnie ,,jednostki utamkowe* -i, -i-, itd. lezg miedzy o a 1,
poza tym za$ jeszcze pozostate utamki witasciwe, jak |-, j, -i, -,
Poniewaz jednak takze miejsca wartosci posrednich miedzy dowol-
nymi innymi liczbami catkowitymi, np. miedzy 12 a 13 zawsze na-
lezy rozumie¢ jako wypetnione liczbami w postaci utamkdéw niewta-
sciwych, a wiec —— 12— albo w postaci 12 + -i-, 12 + j, 12 -f-1-
itd., mamy prawo przypuszczaé, ze o ile nasz 25 nie da sie roz-
wigzaé w zakresie liczb catkowitych, to przynajmniej da sie moze
za pomoca jakiego$ utamka. A poniewaz 2*= 16, 34— 81, przeto
sadzimy, ze ten czwarty pierwiastek bedzie miat posta¢ liczby mie-

1 Ze, jesli a< b oraz b < ¢, to takze a < c, jest to przypadek tzw. zasady-
przechodniosci.
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szanej: 2 plus jakis utamek, co$ okoto 2 -f--j, bo 2-1= -ldo potegi
czwartej réwna sie| .i-.1.| = |g = 25-62... A zatem przez sza-
cowanie ,,na oko“ trafiliSmy niezbyt daleko od wiasciwego wyniku.
Wszelako mamy do dyspozycji nieskonczong ilo$¢ utamkow, mo-
zemy wiec oczekiwac, ze przez dobranie utamka nieco mniejszego od
m trafimy dokladnie na nasz czwarty pierwiastek. Wyznaczanie za
pomocg zgadywania byloby bardzo kitopotliwe i zmudne, ponadto
za$ nie dawatoby moze nawet pewnosci, ze utamek taki rzeczywiscie
znajdziemy. Nalezy to raz jeszcze zaakcentowaé, ze mamy do wy-
boru nieskonhczenie wiele utamkéw, ktérych mianowniki moglyby
zawierac tez i 200 miejsc, lub 2 000 albo 2 000 000. Moze znalezienie
doktadnej wartosci na 25 polegaloby dopiero na wyznaczeniu
utamka, ktorego mianownik posiada 10 ooo kwintyliondw miejsc;
albo takag liczbe pomnozong jeszcze przez bilion sekstylionéw. Je-
szcze ciggle bytby to utamek zwyczajny. A liczba miejsc w mianow-
niku mogtaby sie stale jeszcze dalej i dalej powiekszac.

Musimy zatem postawi¢ nasz problem ogdlnie, co nie jest wcale
trudne. Wiemy, ze mozliwe sg dwa wypadki: Albo przy n-tym pier-
wiastku z liczby a owo a réwna sie pn przy czym a i p powinny by¢
liczbami catkowitymi dodatnimi. Albotez nasze a lezy pomiedzy dwie-
ma n-tymi potegami liczby p. A wiec pn<a< (p -f-L)«. Owo (p +1)
jest to bezposrednio po p nastepujgca liczba catkowita, podobnie
jak po 17 nastepuje liczba (17 + 1) ==18. Poniewaz wiemy dalej,
ze w drugim wypadku "/aT nie mozna uzyskaé¢ jako liczby catkowi-
tej, pytamy, czy nie da sie go uzyskaé za pomocg utamka zwyczaj-
nego -I(s=}=o0). Wowczas musiatby a réwnac¢ sie (—3n>bo wtedy

n
takze («)n rownaloby sie (-1)1= 4, a tym samym pierwiastek
datby sie obliczy¢ jako utamek zwyczajny. Oczywiscie r i s sa
»wzgledem siebie pierwsze*, nie majg wspdlnego podzielnika précz 1,
poniewaz utamek -1nalezy rozumie¢ jako sprowadzony do najprost-
szej postaci.

Np. jako rozwigzanie napisalibySmy nie lecz

Poniewaz jest fja = %j(—5a, musiatloby naturalnie .takze a réw-
na¢ sie  (~)n poniewaz roéwno$¢ Na= yl(L)" pozostanie praw-
dziwa, jezeli obie jej strony podniose do n-tej potegi, a wiec
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skoro napisze (Ma )'= (‘*M-)n)n. To jednak daje a= (|)n. Dla
dalszego badania musze sobie przypomnie¢ o tym, ze a jest liczbg
catkowita. Wszak byt to punkt wyjscia w naszym rozumowa-
niu. Skoro jednak a jest liczbg catkowitg, wtedy i to, co jest jej
réwne, mianowicie ( )n musi byC tez liczbg catkowita. Dalej jed-

nak, (-Yuownasie przecie -t-. A liczby r, s sg wzgledem siebie
pierwsze.  Jezeli jednak licznik i mianownik sg wzgledem siebie
pierwsze, to nie uzyskaja one nigdy wspdlnego podzielnika, choc-
bym je potegowat Bog wie jak dlugo, bo ani w liczniku ani w mia-
nowniku nie wystapi przez to nowy czynnik. Jesli bede potegowat np.
|, woéwczas otrzymam

3.3.3.3.3.3w nieskoriczonos¢
5.5.5.5.5.5w nieskonczonos¢.

Tym samym takze n-te (dowolne) potegi liczb wzgledem siebie
pierwszych pozostang liczbami wzgledem siebie pierwszymi. A liczby
wzglednie pierwsze, dzielone przez siebie, nie mogg da¢ nigdy na
wynik liczby catkowitej, a zatem nasze a nie moze by¢ nigdy liczbg
typu (éig)n, jak diugo ma pozosta¢ nienaruszonym warunek, ze

a jest liczbg catkowita.

Wynikiem naszym jesteSmy wprost zaskoczeni. Bo ni mniej, ni
wiecej mowi on, ze pomimo nieskohczonej mnogosci utamkow, lezg-
cych pomiedzy liczbami catkowitymi, nie mozna znalez¢ zadnego
utamka zwyczajnego, ktérym by wyrazi¢c mozna wynik z [j25. Po-
niewaz jednak ten [j25 musi przeciez dawac jaki$ rezultat, do kto-
rego zblizyliSmy sie juz bardzo przez liczbe 2/, wiec istnieje oprocz
liczb catkowitych i utamkowych jeszcze jaki$ inny typ liczb, kto-
rymi wypetniajg sie miejsca miedzy utamkami. A my uroiliSmy tu
sobie, ze ulamki wypetniajg wszystkie odstepy pomiedzy liczbami
catkowitymi.

Nasz wynik, jak moéwili Grecy od czasu Pitagorasa, jest ,alo-
gos“, nie dajacy sie wypowiedzie¢, niedorzeczny. Sprzeciwia sie po-
czuciu rozsadku, tac. ,ratio*. Stad np. w jezyku niemieckim na-
zywa sie te nowe liczby tajemnicze, co do ktérych nawet nie wiemy
jeszcze, jak je nalezy zapisac, ,irracjonalnymi“ (lrrationalzahlen).
Te nowe liczby mozna tez wyprowadzi¢ przez rozwazanie pojecig
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»wspotmiemosci (ktore poézniej bedzie rozwazane), stad powstata
nazwa, uzywana w jezyku polskim, liczb ,,jniewymiernych*“ w prze-
ciwienstwie do liczb catkowitych i utamkowych, tworzacych zbiér
liczb ,,wymiernych®.

W jaki spos6b jednak mam obecnie wyrazi¢ te niemozliwe do
wyrazenia monstra liczbowe, te osobliwe liczby posrednie, jezeli
wzbronione jest zapisanie ich zaréwno w postaci utamka, jak liczby
catkowitej ?

Postugujac sie tablicami logarytmicznymi znajduje np. dla s
wartos¢ 223 606... Kropki majg oznacza¢, ze rachunek bynajmniej
nie jest tym samym jeszcze skohczony i ze w zaden sposéb nie da
sie  goskonczyé. Dla innejliczby ,,niewymiernej*“zwigzanej zpo-
miarem obwodu kofa, tzw. liczby n, podat Leibnizwzor, ktéry po-
daje, ze Z‘ mozna by znalez¢ za pomocg nastepujacego szeregu:

57 i N ~ Al 1] 01 11 1 1
T 3 T Tr9 TT 1 13 T ' T? To***

To znaczy, % bytoby dopiero wtedy wyrazone, gdybym ten szereg
obliczyt az do nieskoriczonosci. Moge zatem oblicza¢ z dowolng do-
ktadnoscig, nigdy jednak z ostateczna.

Juz teraz widzimy przy wyrazaniu liczb niewymiernych dwie
mozliwosci, ktére w rzeczywistosci wychodzg na jedno i to samo.
Mianowicie pisanie w postaci utamkéw dziesietnych i pisanie w po-
staci szeregdw nieskonczonych, ktére, jak wskazuje ,,szereg Leibni-
za“, moga takze zawiera¢ na przemian znaki dodawania i odejmo-
wania, dzieki czemu nazywamy je szeregami ,,przemiennymi*.

Na razie jednak nie zajmiemy sie blizej bardzo trudng naukg
0 szeregach, lecz posuniemy sie w jej badaniu tylko tak daleko,
jak sie to okaze potrzebne dla uzasadnienia naszego twierdzenia,
ze oba sposoby pisania liczb niewymiernych polegaja witasciwie na
tej samej zasadzie, mianowicie wiasnie na przedstawieniu za po-
mocg szeregow nieskoriczonych.

Dla sprawdzenia szeregu leibnizowskiego podamy juz te-
raz, ze liczba jt napisana w ukladzie dziesigtkowym wynosi
3,141592653589793.... Jako inng znang liczbe niewymierng mozna by

1 Z $cistym ujeciem ,,sumy* szeregu nieskonczonego zapoznamy sie W roz-
dziale 28.
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jeszcze podac np. zasade logarytmow naturalnych, zwang ,liczbag e“,
ktdéra jako szereg przedstawia sie w postaci: e= |+
a jako utamek dziesietny w postaci e = 2'71828182845904523536..]
W tej chwili nasz oponent zwraca nam stusznie uwage, ze o utam-
kach dziesietnych jeszcze w ogdle nie mowiliSmy, wobec czego
nie mamy wecale prawa pisa¢ utamkow dziesietnych zgodnie z za-
strzezeniem, ze z gory nie bedziemy zakladali jakichkolwiek wiado-
mosci. Dalej, mogg nam zarzuci¢ czytelnicy bardziej uwazni i by-
strzy, ze jest tez dosy¢ przypadkéw, w ktorych zwyczajne dzielenie,
jak to mowig, nie ,,wychodzi*“. Co$ tu musi byé nie w porzadku. Bo
dzielenie jakichkolwiek liczb catkowitych, to przecie nic innego jak
zastgpienie kreski utamkowej przez uzycie dwukropka jako roz-
kazu. A mysSmy twierdzili, jakoby utamki zwyczajne a liczby nie-
wymierne stanowity wzajemnie niemal co$ wprost przeciwnego;
i jakoby liczby niewymierne lezaly ,,pomiedzy* dwoma sgsiednimi
utamkami zwyczajnymi (czyli ilorazami). | dalej tak postepowa-
lismy, jak gdyby liczby niewymierne powstaty dopiero przez lityczng
operacje pierwiastkowania, kiedy przecie wiadomo, ze choéby takie
20 @6, czyli réwniez daje na wynik niejako liczbe niewymierna,
mianowicie 3‘33333333... czyli 3'3 (trzy w okresie), albo 3 + ™ -j-
1

L3 1 3 1 3 1 3 . 3
~ 100 ~T~ 1000 10000 100000 i 1000000 ~T~ mmm

Za te zarzuty jesteSmy wdzieczni nad wyraz. Bo to fakt ude-
rzajacy w oczy, ze nawet dobrzy rachmistrze i ludzie z wyksztatce-
niem gimnazjalnym nie orientujg sie w rozréznianiu tych pojeé, bo
nawet nie pomysleli o tym, albo ich na to odpowiednio nie napro-
wadzono. Ze utamek zwyczajny rézni sie od liczby niewymiernej,
widzi kazdy. Bo utamek zwyczajny jest skonczony, gotowy,
zupelny; podczas gdy liczba niewymierna nigdy sie nie da
przedstawi¢c w zadnym ukladzie liczbowym jako liczba, ale
zawsze jako nieskonczony, nie dajagcy sie zamkng¢ pro-
ces, jako reguta operacyjna, jako prawo tworzenia, jako szereg.
Mozna by przeto, inaczej mdwigc, okresli¢ liczbe catkowita i utam-
kowg jako liczby statyczne, niewymierng, zgodnie z jej zapisywa-
niem w uktadzie liczbowym, jako dynamiczna. Nie jest ona wiasci-
wie liczbg, ale Kierunkiem dgzenia do pewnej wielkosSci, aczkolwiek
w czesci moglibySmy niewatpliwie uczyni¢ jg zawsze statyczna. | to,
jak dalece chcemy. Jezeli przy ~25 chcemy tylko wiedzie¢, ile wy-
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nosi ten pierwiastek z doktadnoscig do trzech miejsc dziesietnych,

to wtedy \j 25 wynosi witasnie 2*236. Gdybysmy jednak chcac obli-
czy¢ go jako liczbe uktadu dziesigtkowego pragneli powiedzieé, jak
wielki jest w ogéle, to istotnie nie mozemy da¢ zadnej odpowiedzi.
Bo nie mozemy napisa¢ nieskoriczenie wielu miejsc dziesietnych. Ale
tego przeciez nie mozemy takze zrobi¢ przy ulamku okresowym
3*333333...7 Tej liczby takze nie mozemy doprowadzi¢ do korca.
Zapewne! Mianowicie w postaci utamka dziesietnego, moz-
liwe jest jednak w tym wypadku doprowadzenie do konca — w po-
staci utamka zwyczajnego. Utamek okresowy 3*3333... to nic innego,
tylko czyli ™Malbo 10. (|-). Przy takim napisaniu nie ma zadnej
watpliwosci. Moge nawet wskazac¢ palcem na linii liczbowej, gdzie
to 10. (y) lezy. Mianowicie w odlegtosci 4 jednostki po 3. Bo j
to takze 3 + -|fczyli3j. Ale\j25 wyrazonego w ukladzie dziesiat-
kowym, czyli owych 2*236.. nie znajde na linii liczbowej, nawet
przy pomocy jakiego$ nadziemskiego mikroskopu. | to nawet wtedy,
gdybym znat te ulamki zwyczajne, miedzy ktdérymi to lezy. Bo to
lezy tam gdzie$, posrdd nieskonczonej mnogosci innych liczb niewy-
miernych. Wyglada to bardzo mistycznie. Niestety w tych ramach
nie ma mozliwosci, aby wyjasni¢ do gruntu te nadzwyczaj frapu-
jaca sprawe.a

1 Pojetniejszym czytelnikom nalezy poleci¢, aby przestudiowali np. u G. Ko-
walewskiego przedstawienie ,,przekroju dedekindowskiego*, wzgl. zapoznali sie
z rozprawg, prof. A. Hoborskiego p. t. ,,Nowa teoria liczb niewymiernych®,
W-wa — Krakéw 1923.
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Ut AMK I SYSTEMATYCZNE

Przystepujemy wiec do najblizszego zadania i zajmiemy sie
wreszcie badaniem tzw. ulamkoéw systematycznych, ktérych szcze-
goélnym wypadkiem sg utamki dziesietne. Z naszych rozwazah nad
uktadami (systemami) liczbowymi mozemy sie domysle¢, co ma
oznacza¢ wyrazenie,,utamek systematyczny“.W kazdym uktadzie po-
zycyjnym jest co$, co odpowiada ,,utamkom dziesietnym*. W ukifadzie
szGstkowym nastepuja po ,,kropce dziesietnej* (ktéra tam powinnaby
sie nazywac¢ kropka ,,szO0stkowg™) czeSci szoste, trzydziesteszoste,
dwiescieszesnaste itd. W uktadzie dwojkowym po kropce ,,dwdéjko-
wej“ — potowki, ¢wiartki, 6sme czesci, szesnaste czesci itd., w ukia-
dzie trzynastkowym po kropce ,,trzynastkowej*“ — czesci trzynaste,
stosze$édziesigtedziewigte, dwatysigcestodziewieédziesigtesiodme
itd, — a w ukladzie dziesigtkowym dziesigte, setne, tysieczne itd.
Ogolnie zatem jaka$ liczba z miejscami catkowitymi i utamkowymi
w pewnym uktadzie wyglagda w nastepujacy sposdb, jezeli zasade
nazwiemy g, a wyktadniki potegowe napiszemy w ukladzie dzie-
sigtkowym: Np. liczba o pieciu miejscach catkowitych, z czterema
miejscami utamkowymi:

mr + ng3+ ogs+ pgi+ qg°+ r(l) + s (¢) +t (¢) +u(i)
albo prosciej, przy uzyciu poteg o wyktadnikach ujemnych,
mgs+ nga+ og2-f pgi + qg° -f rg-i + sg-z -f tg-3 + ug~4.

.Kropke dziesietng” trzeba by sobie wyobrazi¢ pomiedzy qg°
a rg~l. Nie bedziemy tu przerachowywali wszystkich mozliwych
uktaddéw, lecz zadowolimy sie w szczeg6lnosci uktadem dziesigtko-
wym. Liczba ukladu dziesigtkowego, z miejscami dziesietnymi, np.
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50341-7328, ma postac: 5.104+ 0.103 + 3.102 + 4 .10« + 110°+
+ 7.10-1+ 3.10-2+ 2.10-3+ 8 .10-4, co czyni jej budowe zu-
petnie przejrzysta.

A wiec jeszcze raz: Przez ,,utamek systematyczny*, ktéry ogol-
nie oznaczymy mata literg greckg  (sigma), rozumiemy przedsta-
wienie jakiej$ liczby ulamkowej w pewnym ukladzie pozycyjnym.
Zanim jednak ustalimy poszczeg6lne mozliwe typy takich utamkéw
systematycznych, poznamy nowy symbol, ktoéry pozwoli nam cal-
kiem istotnie uprosci¢ zapisywanie systematycznych szeregow. Jest
to tzw. ,,operator sumy*, znak sumowy, znak: ,suma z ......... “
A wyraza sie go za pomocg duzej litery greckiej 2 (sigma). Do
tego musimy dalej oznaczyé ,zakres sumowania*“. Taki zakres
wtedy tylko ma pewien sens, o ile chodzi o zesumowanie wyrazen
istotnie jednakich pod wzgledem struktury, a odrdzniajacych sie
jedynie przez jakie$ wskazniki (indeksy). Nasuwa sie nam przy-
puszczenie, ze np. jakas$ liczba napisana w postaci szeregu w ukia-
dzie dziesigtkowym, albo liczba jakiego$ innego ukiadu pozycyj-
nego, odpowiada tym warunkom. Bo kazdy skladnik takiej liczby
sktada sie ze wspoétczynnika i z zasady, z ktorych pierwszy odroznia
sie od innych wspdtczynnikéw wskaznikiem miejsca, podczas gdy
zasady odrozniajg sie wyktadnikami potegowymi, przy czym indeks
miejsca i wskaznik potegowy pozostajg jeszcze wzajemnie w pew-
nym zwigzku. Liczba w ukiadzie pozycyjnym ajg° + a2gT+ a,gz2+
-f-a.,gs + asg4 -f aogs + args -j- asg7 sktada sie w kazdym skiadniku
z a oraz g. Jest wiec sumg wszystkich a pomnozonych przez g. Ale
ktorych a.g? Otéz liczb a, opatrzonych wskaznikami od 1 do s,
pomnozonych przez g, potegowane wyktadnikami o az do 7, przy
czym w kazdym skiladniku (to jest 6w zwigzek) indeks jest o0 1
wiekszy od wyktadnika potegowego, czyli wyktadnik potegowy jest
0 1 mniejszy niz indeks. Liczba jest zatem sumg wszystkich wyra-
z6w postaci avgv-4 albo ap+i gP. Znaki v (ni) i p (rho) sa to male
litery alfabetu greckiego. Ale na tym jeszcze nie Kkoniec. Bo nie
znam jeszcze zakresu, wewnagtrz ktdrego te sume nalezy utworzyd.
Jak tu sobie poradzi¢? Otéz, catkiem po prostu! Poniewaz okazuje
sie, ze najmniejsza warto$¢ wskaZznika jest 1, a najwieksza war-
tos¢ s, zatem tzw. dolng granicg ,przebiegania“ jest wiasnie 1,
a goérng granice owego ,przebiegania wskaznika*“ stanowi s. Gra-
nice nalezy zawsze rozumie¢ wiacznie, inkluzywnie. Wskaznik wy-



Utamki systematyczne i57

ktadnika ma natomiast dolng granice 0, a gdérng granice 7. ,,Prze-
biega“ zatem wartosci od 0 do 7. Zwracamy na to uwage — a jest to
jedna z najwazniejszych i najbardziej zasadniczych uwag w calej
ksigzce ze takie ,,przebieganie® nazywamy ,przebieganiem nie-
cigglym®. Odbywa sie ono witasciwie skokami w zakresie liczb cal-
kowitych od jednego wskaznika do drugiego, od jednego wyktad-
nika do drugiego. Dla zachecenia zdradzimy, ze catka, ktérej sie
tak boimy, to w istocie nic innego tylko taka suma w postaci sze-
regu, przy ktérej ,,przebieganie* wystepuje nie skokami, ale wtasnie
w sposob ciagly, ptynny. Jesli wiec wpoimy sobie dokladnie rozkaz
sumowania 2, zyskamy niestychanie wiele dla pojecia catki. Bo
»operator sumy“ to nic innego, tylko nieciggly, pozbawiony precy-
zji, niejako gotym okiem dajagcy sie przenikng¢ operator catkowy.
Wielki Leibniz — wyjawmy to juz w tym miejscu — napisat na
owej karcie z 29 pazdziernika 1675, brzemiennej w donioste dla ca-
fego Swiata nastepstwa, ze nowy catkowy znak / nie oznacza niczego
innego jak ,,sume z “. A znak ten to po prostu wydiuzone ta-
cinskie S duze.

Poniewaz jednak oponent moj wali piesciami w stét i wyrywa
sobie wiosy, przerazony tym, wracam znowu do znaku sumowego.
Bo odzyskawszy panowanie nad sobg, twierdzi stusznie, ze jeszcze
nie wiemy nawet, co to jest utamek dziesietny.

Podkreslamy zatem, ze zaréwno wskaznik jak wyktadnik iloczy-
néw, utworzonych z a przez g ,,przebiega®“ odpowiednio od pewnej
dolnej granicy do gornej. To znaczy, ze skaczac po liczbach catko-
witych z jednej na druga, zadnej jednakowoz nie przeskakujac, przy-
biera wszystkie wartosci, dane przez liczby catkowite od granicy
dolnej do gdrnej.

Mysle, ze jesteSmy juz tak daleko, iz potrafimy napisaé nasz
operator sumowy. Brzmi on:

; p ap+tioP albo A av SV_1

W sposéb logiczny i nie budzacy zastrzezen zapisuje sie dolng gra-
nice ponizej rozkazu sumowania, gorng za$ granice — powyzej. We-
wnatrz, w srodku mozna, ale nie musi sie, napisaé¢, ktdra wielkos¢ jest
,biezgca“. Potem nastepuje -wyrazenie podajgce strukture sktadnikdw,
opatrzone ogélnymwskaznikiem i ogélnym wyktadnikiem potegowym.
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Oczywiscie, mogtyby po znaku sumowym stac¢ dwie, trzy, cztery, piec¢
liczb ogdlnych, a nawet jeszcze wiecej, i wszystkie mogtyby by¢
opatrzone tylko wskaZznikami albo tylko wyktadnikami potegowymi,
albo jednym i drugim w dowolnym zestawieniu.1 Nawet jedna i ta
sama liczba mogtaby posiadaé¢ tak indeks jak wyktadnik potegowy.
Wtedy znaczytoby to, ze odnosna liczba ogdlna zmienia sig, przy czym
jej wyktadniki potegowe wzrastaja lub malejg wedtug pewnego prawa.
Aby jednak zanadto nie popada¢ w abstrakcje, przeliczmy wspoélnie
kilka przyktadéw, natury mniej lub wiecej zawitej. A przy tym za-
uwazmy jeszcze, ze rozkaz sumowania oznacza nieprzejrzane wprost
mozliwosci w uproszczeniu rachowania, poniewaz kiedy indziej le-
dwie dajace sie napisa¢ wyrazenia, dozwala uja¢, igrajac, w ramach
jednego wyrazenia.
9
Przypusémy, ze dana jest np. suma E'lavbvticw .Jakwyglada

ta suma po ,,rozwinieciu“? Otdz, catkiem prosto:

azbsc,a + asbacss + asb,c4® -f asbscs7 + a°brcos + arbscre + asbocsio +
+ aobioc9ll

Przy ,rozwijaniu*“ trzeba zgodnie z naturg rzeczy uwazac. Ale
koniecznos¢ natezenia uwagi a trudnos¢, to tak w matematyce, jak
gdzie indziej w zyciu bynajmniej nie jedno i to samo.

WezZmy obecnie praktyczny przypadek. Jak napiszemy np. uta-
mek systematyczny o czterech miejscach utamkowychz w ukladzie
dziesigtkowym ?

4 4

Oczywiscie tak: 0.9¢° + ¢''a.,. ™albo 0.g¢° + ¢ Vvavg-v. W pierw-

szej postaci rozwinigecie daje:

0°9°+ a7.-i-+ a2.+ + az.-L + au&r*
w drugiej postaci
0 *Q°+ aig-1+ azxg-2+ asg-3+ asg -4
co oczywiscie oznacza to samo. Mianowicie 0 jednostek, as4 dziesig-
tych, az setnych, as tysiecznych, as dziesieciotysiecznych.

1 O innych mozliwos$ciach rozmys$lnie tutaj nic nie méwimy.
: W utamkach systematycznych liczy sie tylko miejsca utamkowe, bez
wzgledu na to, czy wystepuja, w liczbie miejsca catkowite czy nie.
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Oczywiscie, mozna takze inaczej wyznaczy¢ ,,granice przebiega-
nia“. JeSlibym chciat np. napisa¢ utamek dziesietny o n-miejscach,
gdzie n oznacza jaka$ nieokre$long, ale skoriczong liczbe, wtedy mu-
siatbym napisac¢:

0eg°+ £ vavg-v = 0.Qg° + atg-1+ azg-24-.......... + ang-n.

Moge jednak jeszcze $mielej okreslic granice. Np. dla utamka
dziesietnego nieskohczonego, a wiec dla takiego utamka, ktéry daje
ciggle nowe miejsca dziesietne:

co

0.9°4- E>avg-v= 0.¢g°-fajg-14-a,g~-2+ asg-3+ ...

Woreszcie sprébujmy wyrazi¢ jako$ za pomocg naszego nowego
»rozkazu“ najogolniejszg postac liczby w ukladzie pozycyjnym. Mu-
simy przy tym zauwazyé¢, ze mozna znalez¢ rézne odmiany wyraze-
nia jej, jak to prawie zawsze bywa przy wszystkich tego rodzaju
wzorach. Wybierzmy jaka$ posta¢ tatwag do zrozumienia:

liczba w rozwinieciu systematycznym = +Sm'lavgv, gdzie (+ m)
jest dowolnie wielkie. Rozwiniety ,,rozkaz“ daje szereg:

amSm+ +e e+ @292+ aiSi1+ aog®+ a_1g-1+ a_2g-2+ ...

Nasz nowy algorytm, w ktérym przez wzglad na przyjety spo-
s6b pisania liczb, napisatem goérnag i dolng granice na pozér wbrew
zdrowemu rozsgdkowi, daje nam nastepujacy wynik:

1. Wskaznik i wyktadnik potegowy w kazdym iloczynie a razy ¢
sg rowne.

2. Oba przebiegajg wartosci catkowite od m poczawszy, stale
0 jeden malejac do o, a stad jako liczby ujemne do—oo0, wzrastajac
co do bezwzglednej wartosci.

Ale nie siegajmy zbyt gieboko, a tylko pokazmy jeszcze wielce
osobliwy, ale bardzo czesto uzywany system, wedle ktérego uzyskaé
mozemy nawet szeregi ,,przemienne®. Sa to szeregi, w ktorych znaki
wyrazow stale na przemian sie zmieniaja. Sprébujmy np. napisaé
stawny szereg Leibniza

dla dowolnej ale parzystej liczby wyrazéw. | to jako rozkaz
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sumowania. Urzeczywistnimy nasz zamiar nastepujagcym zapisa-
niem:
2

Przyblizona warto$¢ dla ~ (—1)'" . Zbadajmy obec-
nie, jak funkcjonuje nasza maszyna algorytmiczna:
1. wyraz: — (—1)™ = | . (—1)*= + 1.
2. wyraz: (—ha+i = l. (_iB:__j.
3. wyraz: —L_ (—1)s+1= |. (—D*= +y.
4, wyraz: J L (—n~+1=1. (Li)» ==_
itd.
an-ty wyraz:” , (- 1)"» ; (FD»'+m = - N

Z nieomylng dokfadnoscig otrzymujemy wiasnie szereg Leibniza.
Nalezy jeszcze tylko zaznaczy¢, ze 2n jest ogdélnym wyrazeniem
liczby calkowitej parzystej. Bo chociaz wybierze sie zupelnie do-
wolnie n catkowite (a inne nie wchodzi tu w rachubeg), to musi ono,
pomnozone przez 2, da¢ na wynik liczbe parzystg. Jesli n= 2, wow-
czas jest 2n— 4. Jesli n= 27, wtedy 2n= 54 itd. Dlatego wykitad-
nik 2n + 1, ktory wystepuje przy 2n-tym wyrazie, jest liczbg nie-
parzysta. To takze zgadza sie znakomicie z naszym algorytmem, bo
wszystkie wyrazy ,,parzyste“ majg nieparzyste wyktadniki, np.
4-ty wyraz ma wykitadnik 5. A wiec nasz znak czarnoksieski funkcjo-
nuje bez zarzutu, a przy tym doznajemy jeszcze satysfakcji widzac,
jak warunek systematycznej zmiany znaku liczbowego, pozornie nie
dajacy sie wyrazi¢ symbolicznie, zostal wprost wigczony w algo-
rytm dzieki temu, ze wykorzystano pewng wiasnos¢ poteg. Potegi
liczb ujemnych mianowicie dajg zawsze na wynik przy wyktadni-
kach parzystych wartosci dodatnie, a przy wyktadnikach nieparzy-
stych stale wartosci ujemne.a Aby sie jednak poza tym nic nie zmie-
nito i aby tylko znak przeskakiwat na przemian z dodatniego na
ujemny, wybraliSmy jeszcze ponadto (—1) jako podstawe potegowa.
W samej rzeczy, niezwykle przebiegty trick!

Cho¢ byto by rzeczag bardzo pociggajaca badaé¢ dalej ten nowy

1 Wynika to z prawidet ,kojarzenia rozkazéw“. Np. jest (—a)s=
= (—a) .(—a).(—a) oraz (—a)“= (—a).(—a).(—a). . (—a).(—a) . (—a).
Jesli jednak znak minus wystepuje w mnozeniu w ilosci parzystej, to w wyniku
otrzymuje sie znak plus, w przeciwnym razie znak minus.
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algorytm, ktdry raz jeszcze jak najusilniej zaleci¢ nalezy do szcze-
gotowego przestudiowania, poniewaz to co pokazano, to tylko bar-
dzo maly fragment zakresu wszystkich mozliwosci, czas juz jednak
przejs¢ do naszych utamkéw systematycznych. Pomoézmy tu sobie
przyktadami. Zatozymy, ze zajmowaé sie bedziemy tylko tzw. utam-
kami ,,nieprzywiedlnymi“, to jest utamkami, ktérych bezwzgledna
wartos¢ jest mniejsza niz jeden, a ktérych liczniki i mianowniki sg
wzgledem siebie pierwsze, a wiec nie majg zadnych wspdélnych po-
dzielnikébw oprdécz 1. Lecz oto niestety, nagromadzity sie raptem
przed nami nowe pojecia. PowiedzieliSmy o ,,bezwzglednej“ warto-
§ci, wiec musimy jeszcze predko objasni¢ ten termin. Jest widoczne,
ze ,,mniejszy niz jeden* moze oznacza¢ dwie rdézne rzeczy. Mianowi-
cie najpierw to, co sie zwykle przez to rozumie. A wiec np., ze ~
jest liczba mniejsza niz jeden, podobnie jak i W ogdle kazdy uta-
mek wiasciwy jest mniejszy niz jeden, poniewaz wiasciwym nazwa-
lismy wiasnie ten utamek, ktory jest mniejszy od 1. Lecz powie-
dzenie ,,mniejszy niz 1 ma jeszcze drugie znaczenie, ktore powstaje
przez wprowadzenie liczb ujemnych. o jest na pewno mniejsze od 1.
Ale jeszcze mniejsze od 0 jest (—1), (—2), (—3) itd., w ogole
kazda liczba ujemna. Kto ma dtugi, tego stan posiadania jest na
pewno mniejszy od majatku takiego cztowieka, ktéry sie mieni wia-
Scicielem jednego cekina. A wiec uwzgledniajgc wtasnie to drugie
znaczenie wyrazenia ,,mniejszy niz ... nie moge twierdzi¢, ze tylko
utamki witasciwe sg mniejsze od jednosci.

Z tego powodu przy kazdej liczbie rozwazam trzy mozliwosci
odnosnie do jej wartosci: Wartos$¢ jej jako wzietej dodatnio, war-
tos¢ jej jako wzietej ujemnie, a w konhcu jej wartos¢ bezwzgledna,
jako rozwazanej bez znaku, jej znaczenie liczbowe samo przez sie.
Wtedy pisze liczbe pomiedzy pionowymi kreskami i objasniam:
151 jest w kazdym razie wieksza od [3|, cho¢ oczywiscie (—5)
z pewnoscig jest mniejsze niz (+3), a nawet niz (—3). ,,Bezwzgled-
na“ warto$¢ jfj jest zatem zawsze mniejsza niz |1 |, a rowniez kazdy
inny utamek wiasciwy, rozwazany bezwzglednie jest mniejszy od
bezwzglednie rozwazanej jednosci.

Po takim intermezzo mozemy wreszcie przystgpi¢ do naszej pra-
gy. Najpierw sprobujemy ustali¢, jakg warto$¢ posiada np. utamek
jo. Za pomocg dzielenia znajdujemy warto$¢ 0075, mamy zatem

Od tabliczki do rézniczki u
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przed sobg tzw. utamek dziesietny skohczony. Podobnie przy co
napisane jako utamek systematyczny da na wynik 00312. 2e
Y= 05 aj = 02 o tym wie kazde dziecko. Jesli teraz, stosujgc
0gélny sposdb pisania, oznaczymy licznik utamka wiasciwego ,,nie-
przywiedlnego* przez p, mianownik przez ¢, to wéwczas prawdziwg
bedzie reguta, ze kazdy taki utamek zwyczajny da nam skonczony
utamek systematyczny, o ile mianownik g utamka jest liczbg zto-
zong wylgcznie z dwoch czynnikéw pierwszych 2 i 5, bedacych za-
razem podzielnikami pierwszymi zasady 10 naszego systemu dzie-

sigtkowego.

40= 2.2.2.5= 23.51 125= 5.5.5= 53.2° *
2= 21.5° i 5= 51.2°

Wszedzie zatem w naszych przyktadach reguta okazuje sie traf-
ng. Dlatego mozna twierdzi¢ ogdlnie, ze tylko wtedy mam nadzieje
wzglednie pewno$é, iz dzielenie ,,wyjdzie*, jezeli po uproszczeniu
przez wszystkie wspolne podzielniki zawarte w dzielnej i w dziel-
niku, dzielnik bedzie sie skitadat jedynie z poteg 2 i 5, przy czym
2 albo 5 moga takze wystepowaé w potedze 0-wej, to znaczy moga
w ogole nie wystepowac. Jesli wiec utworze liczby np. 227 . 513 albo
og6lnie 2n.5m wtedy kazda inna liczba catkowita jaka tylko na
Swiecie istnieje, podzielona przez to 2n.5m musi da¢ na wynik jakis$
skonczony iloraz w postaci liczby catkowitej albo utamka systema-

tycznego. A wiec kazdy utamek postaci gnfs da nam skonczony, nie-
okresowy utamek systematyczny. Mowigc catkiem ogolnie, otrzy-
mam w kazdym systemie taki skohAczony utamek systematyczny,
jezeli licznik p podziele przez mianownik, ztozony jedynie z poteg
czynnikéw pierwszych zasady g systemu. A wiec w systemie dwoj-
kowym kazda liczba da sie w spos6b skonczony podzieli¢ przez taki
mianownik, ktdry sklada sie z poteg 2. W ukladzie szostkowym
dzielnik musi sie w tym celu sktada¢ z poteg 2 i 3, w uktadzie dwu-
nastkowym rowniez z poteg 2 i 3, w ukladzie trzydziestkowym z po-
teg 2, 3 i 5. | tak dalej. Powtarzamy: Pewne, dopiero co wiasnie
objasnione typy utamkéw zwyczajnych dadza sie zamienié na
utamki systematyczne skonczone. Mozna to zapisaé: cn=0.g° +

* Potege zerowg brakujacego czynnika napisano dla zachowania waznosci

og6lnej reguty.
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n
+ 2 X g v, przy czym gorna granica n nie moze by¢ nieskoriczenie
wielka.

Jesliby w mianowniku naszego utamka 4 znajdowata sie liczba,
ktéra zawierataby tylko potegi czynnikéw pierwszych, przez ktére
zasada nie jest podzielna (a wiec w ukladzie dziesigtkowym np.
3 lub 7 albo 3 i 7), wtedy otrzymuje sie jako rezultat dzielenia tzw.
okresowy czysty ulamek systematyczny. Wowczas powtarza sie
jaka$ cyfra albo jaka$ grupa cyfr az do nieskoriczonosci. Np.

f =0-142857 142857 £42857..., 1 =0r42857i 428571..., 1 =036 36 36...,

4=0-666 itd. Przyjat sie w zapisywaniu tych utamkow taki zwy-
czaj, ze nad cyfrg pojedynczego okresu albo nad dwiema kranco-
wymi cyframi grupy cyfr tworzgcej okres kladzie sie kropke.
W ostatnim wypadku, gdy chodzi o powtarzanie sie grupy cyfr,

takze czesto pozioma kreske. A wiec np. 7"'3 oznacza 7‘3333333 itd.,

0-5432189 albo 0*5432189 oznacza 0-5432189 5432189 itd.

Jako ostatni przypadek pozostawatlaby jeszcze mozliwose, ze
mianownik utamka (dzielnik) zawiera wprawdzie potegi liczb pierw-
szych, przez ktore zasada systemu jest podzielna, ale nadto jeszcze
inne potegi takich liczb pierwszych, ktére nie sg podzielnikami za-
sady systemu. W ukfadzie dziesigtkowym np. 2 i 3, gdy w mianow-
niku wystepuje liczba 6. np. daje jako utamek systematyczny
0''83333..., a wiec typ utamka, z jakim sie jeszcze nie spotkalismy.
Nazywamy go ,ufamkiem okresowym mieszanym*“. Najpierw
wystepuje 8, a dopiero potem 3 w okresie. Tutaj ,,mieszanie” jest
nadzwyczaj proste. Ale moze sie tez zdarzyé, ze zar6éwno grupa
przed okresem, jak i sam okres skiada sie z wiekszej ilosci cyfr.

Przy 4 = 0'227 27 27 grupa przed okresem jest jednocyfrowa, okres

za$ dwucyfrowy. Przy |:= 0T153846153846 grupa przed okresem
jest jednocyfrowa, okres szesciocyfrowy. Wreszcie przy 0*26387 (co
datoby jako utamek zwyczajny grupa przedokresowa jest dwu-

cyfrowa, a wiec réwniez wielocyfrowa.
Inny jaki$ rodzaj ztozenia dzielnika czy mianownika jednak nie
istnieje. Nie mogac sie bardziej zagtebi¢ w nauke, o utamkach sy-

>
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stematycznych mamy jednak prawo twierdzié, ze zamiana utamkdw
zwyczajnych na systematyczne (a przez to takze dzielenie dwoch
liczb wymiernych) nigdy nie moze da¢ na wynik nic oprécz utamka
systematycznego skohczonego, czy utamka systematycznego okre-
sowego czystego, albo utamka systematycznego okresowego miesza-
nego.

Liczba niewymierna, tzn. ulamek systematyczny, ktory dazy
w nieskoniczono$¢ bez reguty i bez prawa, albo na podstawie innego
prawa tworzenia niz to, ktére dotad przedstawiono, jest nie do po-
myslenia jako wynik z dzielenia. Moze wypas$¢ tylko z pierwiastko-
wania (mianowicie z operacji o utamkowym wyktadniku potegowym)
albo z obliczania sum pewnych nieskonczonych szeregéw potego-
wych malejacych z wyktadnikami ujemnymi, albo z innych szere-
géw utamkéw malejgcych (np. ze wzrastajagcymi silniami w mia-
nowniku) .

Mamy zatem pewnos$¢, ze z kazdego utamka i z kazdego dzielenia
liczb wymiernych otrzymamy na wynik jaka$ liczbe wymierna.
k= r (liczbha wymierna) jakkolwiek wygladatyby liczby p, q, czyby
to byly liczby catkowite, utamkowe, dodatnie lub ujemne. Tylko ze
ani p, ani g nie moze by¢ liczbg niewymierna.

Skoro sprawa tak sie przedstawia, to musi byé takze mozliwa
odwrotna zamiana kazdego utamka systematycznego skonczonego,
nieskonczonego okresowego czystego, nieskoriczonego okresowego
mieszanego na liczbe wymierng, na ulamek zwyczajny o postaci

nieprzywiedlnej k-. Natomiast utamka systematycznego nieskorczo-

nego majacego nieokresowe prawo tworzenia, albo nieskoriczonego
utamka systematycznego bez zadnego prawa tworzenia nigdy nie
bedziemy mogli z powrotem zamieni¢, bo¢ chodzi tu o liczby niewy-
mierne, a w przeciwnym wypadku wynikatoby, ze liczba niewy-
mierna da sie zamieni¢ na wymierna.

Taka jednak ,powrotna zamiana“ moze sie sta¢ skutecznym
sprawdzeniem naszych dotychczasowych przypuszczen. Tylko na
razie nie mozemy sobie jeszcze zupetnie doktadnie wyobrazi¢, w jaki
spos6b dato by sie ujg¢ rachunkiem utamki nieskonczone, chocby

nawet okresowe. Wiemy wprawdzie, ze - rowna sie 0*333333..
(3 w okresie do nieskoriczonosci), gdybysmy jednak mieli przed sobg
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tylko samo 0'333333..., nie wiedzielibySmy, jak z tego zrobi¢ utamek
zwyczajny. Przynajmniej nie bez Scistych i glebokich rozwazan.

Istotnie najproSciej da sie z powrotem zamieni¢ na zwyczajny
utamek skonczony tylko utamek dziesietny. Np. 0'225. Wystarczy
go tylko wypowiedzie¢, te wypowiedZz napisa¢ jako utamek zwy-
czajny, a otrzymamy rezultat. A zatem 0-225= ~ |, uproszczone
jednak przez 25, to nic innego jak ,,nieprzywiedlna forma ~ “, ktéra
dalej nie da sie uprosci¢. Jesli natomiast chce naszg regute napisac
Scisle -naukowo, wéwczas uczynie to nastepujaco:

[X

agm
Przy tym p (mata litera grecka ,mi“) jest ,liczbg biezgcg“,
¢ jest kazdorazowym wspotczynnikiem (wiec u nas 2, 2, 5) wreszcie
g jest zasadg uktadu (u nas 10). Liczba m oznacza ilos¢ miejsc
skonczonego utamka dziesietnego (u nas 3). Mozemy zatem wstawic:

2.103-1 + 2.103-2 + 5.103-3 _ 2.100 + 2.10 + 5.1 __ 225
10 — 1000 1000’
a wiec to samo, co przedtem otrzymaliSmy niejako na chtopski ro-
zum. Nasz wzOr ma jednak te ogromna korzys¢, ze stosuje sie ogol-
nie do kazdego ukiadu .pozycyjnego, a przez to odtwarza S$cisty
schemat og6lnego rozwigzania problemu.
Dla zamiany odwrotnej utamkéw okresowych czystych na nie-
przywiedlne utamki zwyczajne korzystamy z wzorul:

£ pcPgr ?

€O nic innego nie oznacza, jak tylko, ze w liczniku nalezy napisac
skfadniki okresu jako liczby catkowite, podczas gdy w mianowniku
napisa¢ trzeba tyle dziewigtek, z ilu cyfr sklada sie licznik. Przy
tym wyjasnieniu miano oczywiscie na mysli tylko uktad dziesigt-
kowy.

Jeslibym zatem miat zamieni¢ na utamek zwyczajny np. 0'3, na-

1 Wyprowadzenie wzor6w na zamiane odwrotng jest zbyt uciazliwe dla na-
szych celow.
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pisze po prostu i otrzymam natychmiast -i- Podobnie 0*6, daje
y @ wiec 4. Utamek okresowy czysty 0*076923 nalezatoby napi-

sa¢ jako , CO po uproszczeniu daje ~ . Wszelako z naszg ,,do-
mowag regutg®“ musimy nieco ostroznie postepowac, o ile jej nie
kontrolujemy zarazem Scistym wzorem.

Mianowicie, o ile okres zaczyna sie od zera albo od kilku zer,
wtedy nie pisze sie wprawdzie tych zer w liczniku, bo przeciez liczby
catkowite od zer zaczynac sie nie moga. Mimo to jednak bacznie
uwaza¢ nalezy na te ,,zerowe wspotczynniki“, ze wzgledu na ilos¢
dziewigtek, ktdre wystepujg w mianowniku. Poniewaz w powyz-
szym przykladzie okres wiacznie z zerem jest szesciocyfrowy, po-
tozyliSmy tez w mianowniku e dziewiatek, chociaz licznik po opu-
szczeniu zera zachowat tylko pie¢ miejsc.

Odwrotna zamiana utamkéw okresowych mieszanych na zwy-
czajne jest poniekad zestawieniem obu dotgd omoéwionych sposo-
bow postepowania. JeSlibym chciat znowu poda¢ ,,domowa regute*
dla ukiadu dziesigtkowego, to musiatbym zazadaé: ,,Najpierw na-
pisz w liczniku wszystkie cyfry ulamka dziesietnego (a wiec za-
rowno nie nalezace do okresu, jak cyfry pierwszego okresu) jako
liczbe catkowitg. Od tej liczby odejmij, réwniez w postaci liczby
catkowitej napisane, cyfry nieokresowe, czyli przed okresem sto-
jace. A potem umie$¢ w mianowniku tyle dziewiatek, ile cyfr po-
siada okres. Do tych dziewigtek jednak dolacz jeszcze tyle zer, ile
wynosi liczba cyfr przed okresem!*

JesSlibym miat zastosowaé te regute np. do 0,2272727..., musiat-
bym napisac:

227-2 225 45 5
(m, 1 990 990 198 22

Jak widaé, za pomocg wszystkich naszych wskazowek dotycza-
cych odwrotnej zamiany, otrzymuje sie z reguty utamki w postaci
przywiedlnej (nieuproszczone), ktore nalezy dopiero sprowadzi¢ do
ostatecznej postaci k(gdzie p, q sg wzgledem siebie pierwsze). Jest
to jednak dziecinne zadanie, z ktorym wilasciwie kazdy uczen naj-
nizszej klasy szkoty Sredniej bez zarzutu musi umieé sobie poradzic.

Oczywiscie, ze i dla tego trzeciego, a zarazem ostatniego przy-
padku ,,odwrotnej zamiany“ istnieje ,elegancki“ rozkaz ogolny.
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Brzmi on:

gdzie m oznacza ilos¢ miejsc przed okresem, r ilos¢ miejsc w okre-
sie, g zasade ukladu, c kazdorazowy przez odpowiedni wskaznik
przyporzadkowany wspoétczynnik, v jest ,,biezacg™ liczba pierwszego,
ii ,,biezacg“ liczbg drugiego rozkazu sumowania, ktérych dolne
i goérne granice znajduja sie przy odpowiednich symbolach suma-
cyjnych.

Obecnie wiadamy catym krdélestwem utamkow systematycznych
i potrafimy napisa¢ w kazdym dowolnym ukitadzie liczbowym jaki-
kolwiek utamek systematyczny, a nastepnie, o ile da sie w ogoble
odwrotnie zamieni¢, przeksztalcic go w jakis utamek zwyczajny
nieprzywiedlny.

Napiszmy w postaci dziesietnej np. 0'2347i..., wtedy otrzymamy
wedtug ostatniego, tylko pozornie strasznego wzoru:

(2.105—1+ 3 .105—2+ 4. 105-3 + 7.105- 4+ 1.105- 5)— (2.102-1+ 3. 102- 2)

°(2.9)= 102 (j03 —1)
23471 — 23 23471 — 23 * _ 23448 _ 1954
100.999 99900 99900 — 8325

Jak widac¢ z tego przykiadu, utamek okresowy mieszany, stosun-
kowo prosto sie przedstawiajgcy, moze odpowiada¢ jakiemu$ bar-
dzo skomplikowanemu utamkowi zwyczajnemu.

Mamy juz teraz za sobg wcale wielkie osiggniecia. Bo znamy juz
obecnie dziedzine liczb catkowitych, utamkowych i niewymiernych.
A to wszystko nie tylko w zakresie ich bezwzglednej wartosci. Bo
znane nam sg tez liczby dodatnie i ujemne. A wszystkie te liczby znowu
we wszelkich mozliwych uktadach liczbowych. Co wiecej: Zajmowa-
liSmy sie liczbami og6lnymi, i tu znowu liczbami ogdlnymi ,,staty-
mi“ i niewiadomymi. Poniewaz ponadto zbadaliSmy takze algorytm
rownania z jedng niewiadoma, a takze tzw. rownania Diofanta,
przynajmniej w ich istocie, mamy na tyle dojrzatoSci matematycz-
nej, aby przystgpi¢ do najwyzszego pojecia matematyki, do nauki
o funkcjach. Tu tez, nie po omacku, ale otwarcie i rado$nie wstepu-
jemy na wiasciwy teren wyzszej matematyki i znowu rozéwietla

* Poréwnaj z ,domowa reguta“!
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nam droge duch wielkiego Leibniza. Bo on to wiasciwie w ostatnim
dziesigtku lat XVII stulecia ujat pojecie funkcji w catej gtebi i ogdl-
nosci i on tez temu algorytmowi nadat nazwe. | przyswiadczy¢ mu-
simy Oswaldowi Spenglerowi, ktory okreslit funkcje jako liczbe
kultury Zachodu, jako liczbe ,,faustyczng*.

Bo witasnie 6w ,faustowski duch* to to, co jg czyni tak uroz-
maicong, tak podniecajgcg — a przy tym w gruncie rzeczy tak
tatwa.

Oznajmiamy to w tym miejscu z pelng $wiadomoscig zobowig-
zania, ze tego oswiadczenia faktami dowies¢ musimy. Wszystko, co
jeszcze nastapi w tej ksigzce jest tatwiejsze od tego, co juz mamy
za sobg. Odtad bedziemy wiele méwili, wiele objasniali, wiele wspdl-
nie dyskutowali. Ale nie bedzie wiecej zmudnego rachowania i szpe-
rania, lecz w gornej sferze matematyki bedziemy sie radowali Smia-
tymi chwytami, groteskowymi paradoksami i niespodziewanymi,
wrecz niepojetymi rozwigzaniami.
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FUNKCJE. (WYWOD ALGEBRAICZNY)

Niech bedzie dane réwnanie Diofanta prostej postaci, np.
3Xx—y= (—5).

Jesli rozwigzemy to rownanie dla uzyskania catkowitych pier-
wiastkéw wedtug metody Eulera, wtedy otrzymamy

x= -thoraz = n, a wiec x: :n.

3

Dalej, dla y otrzymujemy rozwigzanie 3n + 5. Podstawmy obec-
nie za n liczby od 1 az do liczby dowolnie wielkiej:

1, X= 1, Y= 8 sprawdzenie: 3- s
2, X= 2, y= 11 sprawdzenie: s—11

3, x= 3, y= 14 sprawdzenie: 9—14= —5,
4, x==:4, y= 17 sprawdzenie: 12—17= —5,
5 x= 5 y= 20 sprawdzenie: 15—20= —5,
itd. do nieskoriczonosci.

5 3 3 5 S
I n
LI

ZnalezliSmy wiec za pomocg eulerowskiej metody nieskohczong
ilos¢ rozwigzan catkowitych dodatnich. Rownie dobrze moglibySmy
uzyska¢ nieskonczong ilo$¢ rozwigzan catkowitych ujemnych. Al-
bowiem :

n=—i, X= —1, y: sprawdzenie: —3 — (+2) = —5,

n= —, X= —2, Vy: sprawdzenie: —6 — (—1) = —5,

= =3, = —3, y: sprawdzenie: —9 — (—4) = —5,
itd.

Jak wida¢, poczgwszy od n = (—2), wszystkie pary wartosci
na obie niewiadome sg ujemne, gdyz przecie x = n, wobec czego x
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musi by¢ ujemne, skoro n przyjeto jako ujemne. Ale takze y musi
stale pozosta¢ ujemne, gdy tylko liczba catkowita n bedzie mniejsza
od (—1). Bo neutralizujgca jej wartos¢ ,stata“ dodatnia w wy-
razeniu y= 3n+ 5 wynosi 5, i juz od 3.(—2) poczawszy strona
ujemna uzyskuje bezwzgledng przewage w y — (—s) + 5; oczywi-
wiscie tym bardziej przy n = (—3), a wiec y = (—9) + 5 itd.

Mamy zatem od razu ,,podwo6jng* nieskonczonos¢ mozliwych roz-
wigzan, a to nieskonczong ilo$¢ par wartosci catkowitych dodatnich
i catkowitych ujemnych. Do tej podwdjnej nieskonczonosci docho-
dzi — jako wypadek specjalny, osobliwy — para wartosci dla

= —i1, przy ktébrym x= —i1, y= +2, ponadto para dla n= o,
przy ktérym x= 0, y = 5.

Obecnie przeksztatémy nieco nasze rownanie nieoznaczone,
bez Zadnych dalszych zmian. A mianowicie napiszmy zamiast
3Xx —y — —5 roéwnanie w postaci

y= 3Xx+ 5

co nam przecie bez zadnych skruputéw wolno uczyni¢. A teraz za-
tozmy, ze interesujg nas nie tylko liczby catkowite, ale takze war-
tosci utamkowe. Postanawiamy dalej, ze najpierw podstawimy zaw-
sze warto$¢ na x, a potem dopiero zajmiemy sie szukaniem odpo-
wiedniego y. Pomijajac, ze robimy to takze z zasadniczych wzgle-
dow, w naszym przypadku jest to prostsze, poniewaz y ma wspot-
czynnik 1 i poniewaz dzigki temu mozemy unikngé wszystkich dzie-
len. ZnajdZzmy wiec kilka par wartosci w postaci utamkow:

3+10 _ 13
2 2
3+ 15 18
3 3
6+35 41
7 7

itd.

Oczywiscie na y mogg wypasé takze catkowite wartosci, jak
przy x = j. Stanowczo jednak zyskajg przewage te wypadki, w ktd-
rych przy x utamkowym, y takze bedzie utamkiem. Dla naszego juz
nie diofantycznego (tzn. wymagajacego rozwigzan juz nie tylko
w zakresie liczb catkowitych) nieoznaczonego réwnania z dwiema
niewiadomymi mamy obecnie znowu nieskohczenie wiele rozwigzan
w postaci utamkoéw. Jak wielkiej ,,mocy* jednak jest ta nowa nieskonh-
czono$é¢ wynika z tego, ze juz pomiedzy o a 1 mozna liczbie x przy-



Funkcje. (Wywdéd algebraiczny)

dzieli¢ nieskonczenie wiele wartosci. Tak samo pomiedzy 1 a 2, po-
miedzy 2 a 3, itd. Do tego dochodzg ponadto wszystkie mozliwosci,
w ktorych na x zagdamy utamka ujemnego np. x = — “itd. Je$li sie
przyjrze¢ dokiadnie, stoimy tu przed nastepujgcymi nieskonczo-
nymi mnogo$ciami rozwigzan: Wszystkie utamki dodatnie dajg na
y przewaznie utamki, i to dodatnie. Jesli sie przyjmie x=:0, co
mozna by uwaza¢ za utamek: ,w liczniku zero, w mianowniku
jakakolwiek liczba rézna od zera“, wowczas bedzie y = 5. Jesli pod-

stawie za x utamki ujemne, to wszystkie utamki od — ~ az do

wartosci x = —|-, ktorych takze jest nieskonczenie wiele, dadza
na y jeszcze wartosci dodatnie. Przy x = — bedzie y= 0. Przy
wszystkich utamkach, ktére sg mniejsze niz — (to znaczy lezg

dalej na lewo na ujemnej stronie linii liczbowej) a wiec np. —
y bedzie takze ujemne.

W kazdym razie mamy juz dla naszego nieoznaczonego réwna-
nia podwojng nieskonczonos$¢ rozwigzan catkowitych i wielokrotng
nieskonczono$¢ rozwigzan utamkowych. Do tego jeszcze szczegdlny
wypadek x = —J-.

Otéz na podstawie naszego rozszerzonego pojecia liczby mogli-
bySmy jeszcze wpas¢ na mysl, aby pomiedzy kazde dwa utamki
na x podstawi¢ jedng, albo wszystkie z nieskonczenie wielu liczb
niewymiernych. Np. \j25 lub co$ podobnego. Ze przez to y stanie sie
liczbg niewymierng,. wida¢ jasno. Mianowicie, jes$li liczbe niewy-
mierng X przedstawimy za pomocg utamka dziesietnego nieskonczo-
nego i dodamy do tego statg, wowczas y sktadac sie bedzie wiasnie
ze sumy utamka dziesietnego nieokresowego i pewnej ,statej“.
Z takiego jednak sumowania wypadnie znowu rozwiniecie dziesietne
liczby niewymiernej.

Stoimy zatem obecnie wobec niesamowitej mnogosci nieskoncze-
nie wielu par rozwigzan, wobec mnogosci, ktéra widocznie jest nie-
jako potega nieskonczonosci. 1 z mistycznym prawie wzruszeniem
widzimy, ze nasze niewinne réwnanie

y= 3x 5
1 W matematyce nazywajg takg liczbe, ztozong z cze$ci wymiernej i nie-

wymiernej, jak np. w naszym przypadku y = 3. 725+ 5, ,niewymiemoscia
mieszana*“.
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obejmuje nieskohiczong wielokrotnos¢ nieskonczenie wielu rozwig-
zan, zaréwno po stronie dodatniej jak ujemnej. Wsrdd tego sg nie-
ktore osobliwe wypadki szczeg6lne, a poza tym ,,nieskoriczono$¢ do
potegi“ par wartosci, przy ktérych x oraz y otrzymujg rézne znaki.
Powtarzajac jeszcze raz: Mozemy przyporzadkowac liczbie x kazda
dowolng warto$¢ ze znakiem dodatnim badz ujemnym, catkowita,
utamkowa, lub niewymierna, a przez to otrzymamy ,,przynalezne* vy.
Obie za$ wartosci wzajemnie sobie odpowiadajgce nazwiemy ,,parg
wartosci“.

Aby plastycznie moéc sobie wyobrazi¢é 6w osobliwy algorytm,
ktorego niesamowitg wszechstronno$¢ na razie tylko przeczuwamy
nie zdajac sobie jeszcze dokladnie sprawy z wszystkich jego mozli-
wosci, skonstruujmy sobie prostg fikcyjng maszyne, ktérej w mysli
bedziemy kazali odpowiednio ,,funkcjonowac*.

Instrument ten wygladatby w nastepujacy sposob:

Co$ w rodzaju belki wagi posiada po jednej stronie wskazdwke,
ktora porusza sie wzdluz potkolistej skali, opatrzonej liczbami.
Belka sklada sie z szyn, ktére rdwniez zaopatrzone sg w liczby
w pewnych odstepach. Na kazdej szynie znajduje sie ,,przesuwalny
odwaznik®“. Ponadto da sie ten przesuwalny odwaznik jeszcze wy-
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mienigc. Zgodnie z elementarnymi zasadami mechaniki dziatanie
ciezaru zalezy w tym wypadku nie tylko od tego, jak wielki on jest
sam przez sie, ale takze od tego, w ktorym miejscu ,,ramienia dzwi-
gni“ sie znajduje. Jeden kilogram w odlegtosci 5 bedzie dziatat piec
razy wiekszym ciezarem niz jeden kilogram w odlegtosci 1. Po-
wszechnie wiadomo, ze na tej zasadzie oparta jest konstrukcja wagi
dziesietnej. W dalszym ciagu uczyniliSmy — powiedzmy — naste-
pujace zatozenia: Wskazowka podaje na skali za kazdym razem nie-
jako stan obcigzenia naszej ,,zmiennej*“ wagi. Jezeli znajduje sie
ona w réwnowadze, wtedy wskazéwka stoi na zerze. Ale wskazéwke
przytrzymuja jeszcze od gory i od dotu spiralne sprezyny tak skon-
struowane, ze reagujg wprawdzie bardzo silnie na wycigganie, $ci-
skaniu natomiast nie przeciwstawiajg wcale znaczacego (zadanie
teoretyczne: wogo6lezadnego) oporu.Wreszcie dolna  szynastuzy
do nastawiania,,statych“,gérna do nastawiania ,,x*“Jednostkg jest
we wszystkich przypadkach kilogram.

Obecnie mozemy juz uzywac naszej maszyny do naszych celow.
Dokladniej jeszcze wyjasnimy sprawe w formie jak gdyby instruk-
cji obstugi. Zatézmy, ze posiadamy kasetke z najrozmaitszymi od-
waznikami przesuwalnymi, nastepnie wyjmijmy z niej dla naszego
rownania :

y= 3x+ 5

fadny kilogramowy odwaznik i nasunmy go na dolng szyne, opa-
trzong napisem ,state” tak daleko, aby Srodkowy znaczek na prze-
suwalnym ciezarku padat na kreske z liczbg pie¢ na szynie. Cieza-
rek ruchomy ma w tym celu ,,okienko*. Odwazniki takie mozna zo-
baczy¢ w aptece na kazdej dziesietnej wadze osobowej. Poniewaz
chodzi o statg, niezmienng wielkos$¢, przykrecam odwaznik przesu-
walny na state dla wszystkich nastepnych przypadkoéw. Rzecz jasna,
tylko na tak dilugo, jak dtugo rozwazam réwnanie

y= 3x + 5,

w ktorym ,stata“ (czyli wyraz wolny) wiasnie wynosi 5. Zgodnie
z 0g06Ing konstrukcjg naszej maszyny kilogram nasz musi wychyli¢
szyne ku dotowi sita pie¢ razy wiekszg, anizeli, gdybym byt odwaz-
nik przesuwalny przymocowat przy znaczku 1. |1 o ile bym nic in-
nego nie nastawit, wskazéwka musiataby teraz podnies$é sie i wska-
za¢ znaczek 5 na tuku skali. Bo zaktadamy z goéry, ze na to jest obli-
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czone urzadzenie spiral sprezynowych. Obecnie jednak mam ,,x* na-
stawi¢. Poniewaz nie wystepuje ono wprost jako x, ale jako x ze
wspoétczynnikiem 3, wybieram 3-kilogramowy odwaznik przesuwalny,
gdyz jeden kilogram odpowiada w naszej maszynie liczbie szczegdto-
wej 1. Gdzie jednak i jak daleko posung¢ mam ten odwaznik? Jestem
w kitopocie i musze chwile poswieci¢ rozwazaniu matematycznemu,
A to rozwazanie powie mi natychmiast, ze mam przecie podstawiac
za X, a wiec przede wszystkim powinienem wybraé to x. Dlatego
najpierw zajme sie dobraniem takiego x, aby sie ,,waga“ znalazia
w stanie rownowagi, a wiec, co jasne jest bez dalszych wyjasnien,
aby wskazéwka wskazywata dla y na zero. Jesli dokonam tego bez
obliczania, a tylko droga proby, to zauwaze, ze osiggne pozadany
wynik, o ile przesuwalny odwaznik 3-kg znajdzie sie doktadnie przy

znaczku — -|, czyli—1~ na gornej szynie. Tam bowiem réwnowazg
sie odpowiednie obcigzenia, a mianowicie 3-kilogramowe na lewym
ramieniu wagi (ktére nazwiemy ujemnym) w odlegtosci i 1-ki-

logramowe na prawym ramieniu (dodatnim) w odlegtosci (+5).
Ponadto, poniewaz wedle zasad mechaniki kazdorazowe obcigzenie
wyraza sie iloczynem ciezaru i odlegtosci od osi obrotu belki Wago-
wej, wiec z jednej strony obcigzenie wynosi 3. (—y) = —5, a z dru-
giej 1.5 — 5, a zatem obcigzenia sa co do bezwzglednej wartosci
rowne. Ze jednak na takiej wadze, opatrzonej na ramionach skalg
dodatnig i ujemna, tylko wtedy mozna uzyska¢ rownowage, jezeli
ta sama bezwzgledna warto$¢ wystepuje zaréwno z ujemnym, jak
dodatnim znakiem, oznacza wynik nasz niejako optyczne potwier-
dzenie faktu, ze w rownaniu

y= 3x+ 5

musze wybrac¢ x jako (—-|), aby otrzymac zero na y. Postawilismy
juz zadanie, ze statej nie wolno wiecej ruszy¢. Mimo to jednak mo-
glibySmy ja nastawi¢ na naszej maszynie takze w inny, nawet ,ele-
gantszy* sposéb. A to, jesli zwazymy, ze rownanie y= 3x+ 5
mozna by takze napisa¢ w postaci

y = 3x* - 5x°,

bo, jak wiadomo, kazda potega zerowa daje 1, a przez to istoty réw-
nania nie zmienia, mozna by zatem gorng szyne oznaczyC przez Xi
a dolng przez x°, za$ 5 uwaza¢ za wspoétczynnik przy x°. Wtedy jed-
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nakze mozna by wybra¢ odwaznik 5-kilogramowy i przytwierdzic,
go przy znaczku 1 na dolnej szynie, gdzie mogtby pozosta¢, gdyz
x° musi dawac jeden dla kazdej wartosci na x, a zatem 5x° przy
kazdej mozliwej postaci réwnania daje 5 razy odlegtos¢ 1, czyli 5.
To na razie jednak tylko mimochodem. Do sprawy tej jeszcze Kie-
dys$ powrocimy.

Zadowolimy sie pierwszym ttumaczeniem, wedtug ktérego nasza
statg umocowalismy jako 1-kilogramowy odwaznik przesuwalny na
dolnej szynie, przy znaczku 5. Dodajmy, ze juz wiecej nie bedziemy
sie troszczyli o owa ,statg”, poniewaz w naszym specjalnym row-
naniu stata sie niejako utrwalong, nieruchoma, statg czescia ma-
szyny i wptyw swoOj wywrze automatycznie.

Kusi nas natomiast, by poeksperymentowa¢ z drugim odwazni-
kiem przesuwalnym. Poniewaz, jak widzieliSmy, znaczek na szynie
oznacza wprost wartos¢ kazdorazowego X, wolno nam odwaznik
przesuwalny posung¢ wewnatrz ,,przedziatu“ od —5 do +5 na jakie-
kolwiek ,,dowolne*“ miejsce, wolno nam ,zmieni¢*“ jego potozenie.
Ale zmiana miejsca oznacza wedle prawa dzwigni zmiane obcigze-
nia, a zmiana obcigzenia jest zmiang wartosci liczbowej. Zrobmy ta-
kie doswiadczenie: Posunmy np. 3-kilogramowy odwaznik przesu-

walny na znaczek x = 1-] = A. Prawa strona belki wagowej zacznie
natychmiast opada¢, a wskazéwka y wychyla¢ sie na skali. Po Kilku
wahnieniach ustawi sie na 9A. Otéz wedtug réwnania dla x = A jest
faktycznie y = 9-A gdyz 3 .A-j-5 = ?2H® —i| —9l (p. fig. 14).

Skoro zatem x ,,zmieniliSmy dowolnie®, to y ,,zmienito sie przy-
Musowo* na naszej maszynie.

JesteSmy juz tak daleko, ze na podstawie sprawnego ,,funkcjo-
nowania“ naszej maszyny, mozemy przejrze¢ istote ,funkcji-a
Stwierdzamy, na razie jeszcze bardzo niedokladnie, ze z funkcjg
wtedy mamy do czynienia, jezeli wskutek ,,dowolnej*“ zmiany jed-
nej wielkosci, jaka$ druga wielko$¢ zmienia sie “przymuso-
wo*. Jezeli, dalej, zamiast wielkosci zmiennej uzyjemy po prostu
stowa ,,zmienna“, wéwczas mozemy powiedzieé¢, ze w funkcji kazde
wyznaczenie wartosci ,,zmiennej dowolnej x“ wcigga w pewien spo-

1To wyprowadzenie pojecia ,funkcji' ze stowa ,funkcjonowaé", uzytego

w odniesieniu do naszej maszyny, nalezy oczywiscie uwaza¢ tylko jako utatwie-
nie pamieciowe.
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s6b ,,zmienng przymusowg y*“ w ponoszenie konsekwencji tej zmia-
ny. Prawidto, na ktérym polega ten zwigzek, zwie sie funkcjg. Na-
sza maszyna az dotad dostarczata wyniku automatycznie. A to dla-
tego, poniewaz nastawiliSmy maszyne witasnie wedtug tego ,,prawi-
dia“. ,,Prawidtem* tym nie bylo jednak nic innego, jak tylko nasze
réwnanie

y= 3x+ 5

| to whasnie ,,rownanie” nazywa sie przy takim sposobie obja-
$nienia funkcjg. Jej najogo6lniejszg posta¢ zapisuje sie od czas6w
Leibniza: y = f(x). A wypowiada sie je: y jest funkcjg x. Oznacza
to jedynie, ze y systematycznie zalezy od jakiejkolwiek wartosci
nadanej x.

W tym miejscu wystgpie z herezjg i dopuszcze sie czynu rewolu-
cyjnego, do czego czuje sie w pewnej mierze upowazniony jako
poeta. Twierdze mianowicie, ze ogbélnie przyjety w jezyku nauko-
wym zwyczaj, ktdry okresla dowolnie obrana zmienng jako ,,nieza-
lezng“, a przymusowo wynikajgca zmienna jako ,zalezng* jest
o tyle niefortunny jezykowo, psychologicznie i pedagogicznie, iz
stabsze wrazenie zawsze wywiera kontrast pomiedzy twierdzeniem
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a przeczeniem, uzyskanym przy pomocy przedrostka ,,nie“, w po-
réwnaniu z kontrastem uzyskiwanym przez uzycie wyrazen zawie-
rajacych tre$¢ juz same przez sie twierdzacg wzgl. przeczacy. Przy
tym przedrostek ,,nie“ nie zawsze stanowi w naszym jezyku oczy-
wiste zaprzeczenie, ale niekiedy zamaskowane tylko wzmocnienie
w sensie twierdzacym. Wystarczy wspomnie¢ takie twory, jak ,,nie-
oceniony i nieodzatowany*, by przyznaé, ze bez medrkowania i sofi-
sterii trudno uwazaé je za zaprzeczone. Ale abstrahujgc nawet od
tego rodzaju wyjatkéw, z pewnoscig bardziej kontrastowo i znacz-
nie plastyczniej jest przeciwstawi¢ sobie przyjemnos¢ i bol, niz
przyjemno$¢ i nieprzyjemno$é. Ta anemia antytezy nasila sie je-
szcze niezmiernie przy imiestowowych przymiotnikach uzytych
w znaczeniu rzeczownikowym, jak zmienna ,zalezna“ i zmienna
»hiezalezna“. Co gorsza, przez asocjacje moze komu$ przyjs¢ na
mysl, ze wybdr wartoSci na zmienng w jednym wypadku zalezy
wytgcznie od mej woli, w drugim natomiast jest ode mnie nieza-
lezny. Takie ttumaczenie byloby jednak wrecz przeciwienistwem te-
go, co za pomocg zwyczajnie przyjetych okreslen pragniemy wy-
razic.

Nie majgc jednak zamiaru wprowadza¢ zamieszania zadowolimy
sie  jedynie zwré6ceniem uwagi na mozliwo$s¢ nieporozumien,
a w dalszym ciggu naszych rozwazan stosowac¢ bedziemy, rzecz ja-
sna, powszechnie przyjeta terminologie, tym bardziej, ze ma ona
za sobg wiekowag, a wiec niejako uswiecajgcg tradycje.

Zyskawszy pewne wiadomosci o terminologii w nauce o funk-
cjach, zajmiemy sie znowu naszym instrumentem, naszg maszyng
do obliczania wartosci funkcji i zrobimy nowy eksperyment. Posu-
niemy ostroznie 3-kilogramowy odwaznik o maly kawateczek dalej
na szynie x i obserwujemy, jak zachowuje sie podczas tego wska-
zéwka na skali y ? Widzimy, ze wskazéwka takze poruszata sie bez
przerwy. W koncu zatrzymata sie miedzy dwiema kreskami skali.
Ale nasz odwaznik przesuwalny stoi takze gdzie§, w migejscu na
szynie nie oznaczonym.

Obecnie, korzystajgc z ustug naszej maszyny, dokonamy nowego
chwytu. Przypuszczamy mianowicie, ze szyna z przesuwalnym od-
waznikiem to nic innego tylko o$ liczbowa. Ze jednak, jak juz dobrze
wiemy, o$ liczbowa sktada sie w sposob ciggty z punktéw odpowia-
dajacych wszystkim liczbom catkowitym, utamkowym i niewymier-

Od tabliczki do rézniczki 12
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nym, kazde ciggte przesuwanie odwaznika oznacza po prostu, ze
podczas tego ,,przesuwania“ nasze x przybiera wszystkie wartosci,
lezagce w obrebie ,,granic przesuniecia“. A zatem wartoSci wszyst-
kich liczb catkowitych, utamkowych i niewymiernych, jakie tylko
znajdujg sie pomiedzy tymi granicami.

Owo pojecie ,,ciggtosci* odgrywa w nauce o funkcjach ogromnie
doniostg role, zwiaszcza od czasu odkry¢é wielkiego matematyka
Weierstrassa. Na razie poprzestaniemy na tej pierwszej wzmiance
0 tym pojeciu; tym bardziej, ze o wiele zrozumiatej da sie je roz-
wazy¢ i rozwazymy tez istotnie na innej drodze, mianowicie geome-
trycznej.

Na podstawie tego, co dotychczas wiemy o funkcjach, odwazmy
sie rozwigza¢ pewne specjalne zagadnienie, ktdrego znaczenie i cel
w pierwszej chwili bedzie dla nas jeszcze tajemnicg. Poniewaz jed-
nak chodzi tu o nadzwyczaj proste zagadnienie algebraiczne, nie
widzimy powodu, aby obojetnie przejs¢ nad nim do.porzadku.

Pytamy zatem, co sie stanie ze wskazéwka y-owa, jezeli w jakims$
miejscu X wzrosnie za naszg sprawg o pewng okres$long wartosc.
Prawdopodobnie wskazéwka poruszy sie wtedy o pewng ilos¢ Kkre-
sek. MoglibySmy za widoczng miare zmiany przyjaé¢ np. stosunek,
jaki zachodzi pomiedzy przyrostem na x, a wynikajacym stad przy-
musowo przyrostem na y. A dalej, jezeli naszemu przyrostowi na x
nadamy catkiem og6lng posta¢, a wiec dopuscimy, aby przyrost na-
stapit w jakimkolwiek miejscu, to jasne, ze zwigzane z tym wy-
chylenie wskazéwki y-owej otrzymam takze niejako w ,,jakim$ tam
miejscu*. Wszak mogtbym sobie wyobrazi¢, ze skale na szynie z ru-
chomym odwaznikiem i na pdétkolu sg catkiem po prostu zakryte,
albo nieczytelne.

A zatem ,jakie$ x*“ albo ,x“, co znaczy jedno i to samo, po-
niewaz x pozostawiam nieoznaczone, wzrasta o skonczong wielkosc,
wynoszgcg AX. Trdjkat (A) to greckie D duze (delta). A znane
jest kazdemu dziecku jako obraz tréjkatnego ujscia Nilu, jako
»delta® Nilowa. Obok naszego A pisze X, aby zaznaczy¢, ze chodzi
0 przyrost x. Otéz z tego wynika przymusowe, wedtug ,,prawidta
funkcji dokonywujace sie wychylenie wskazéwki na skali y. Ten
przyrost nazwiemy naturalnie Ay. Oczywiscie, zaktada sie ponadto,
ze maszyna jest ,,nastawiona“ wedtug naszej funkcji, do czego po-
trzeba jedynie by odwaznik 1-kilogramowy znajdowal sie na
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znaczku 5 dolnej szyny, a 3-kilogramowy odwaznik gdziekolwiek na
gornej szynie.

W jezyku czysto-algebraicznym pytanie brzmi obecnie: Jak sie
ma nasze Ay do Ax pod warunkiem ,nastawienia“ maszyny we-
dtug funkcji. Albo: jakie Ay wynika przymusowo ze zmiany na-
stawienia 0 Ax?

Nie zapuszczajgc sie w drobiazgowe roztrzgsania zabierzmy sie
do sprawy wprost rachunkiem. Jezeli chcemy ,,przyrosty'" wbudo-
waé w nasze rownanie (funkcje), musimy napisac:

(y+ Ay)= 3(x+ AXx) +5.

Bo skoro nastgpit przyrost, po przesunieciu odwaznika z x po-
wstato (x-f-Ax), wskutek czego y przeszto przymusowo w (y+ Ay).

Jeszcze raz, az do znudzenia: Nie wiemy wecale, jak wielkie
jest x. Nie wiemy takze, jak wielkie jest Aic. Zadamy tylko, aby
byto skonczone. Nawiasem mowigc, mogtoby mie¢ kazdg wartos¢
w ogdle. WeZmy je jednak mozliwie mate, rézne od zera, aby potem
fatwiej byto wnioskowaé. A zatem

(y+ Ay) =3(x + Ax) -f5.

Szukamy Ay: Ax, czyli AV Inaczej, szukamy stosunku Ay wzgle-

dem Ax. Wykonajmy wreszcie naznaczone mnozenie, aby sie pozby¢
nawiasow.
y+ Ay= 3x+ 3. Ax + 5

Teraz uzyjmy fortelu, pochodzacego znowu od Leibniza, ktéry
go co prawda napisat w innej postaci. A mianowicie przypominamy
sobie, ze y réwna sie 3x -j- 5 i ze dlatego wolno nam po obu stro-
nach réwnosci odja¢ te rowne wielkoSci, przez corownos$¢ nie prze-
stanie by¢ prawdziwa. Wszak pierwszy przyktad wagi z jabtkami
i dekagramami upowaznit nas naocznie do takiego tricku rachunko-
wego. A zatem:

y-f-Ay = 3x + 3AX + 5
—y = — 3X —5
Ay = 3 AX

Jezeli jednak Ay = 3 Ax, wtedy jest naturalnie

. Ay
Ay:Ax= 3AX:Ax. czyli ¢¢ = 3-
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Wyobrazmy sobie teraz, ze przesuwalny odwaznik cofamy z po-
wrotem do tego miejsca x} z ktorego wyszliSmy, chcac uzyskac
pierwszy przyrost Ax. ChcielibySmy bowiem zbadac przebieg zmien-
nosci funkcji y= 3x + 5 w najblizszym sgsiedztwie punktu wyj-
Scia x. W miare powrotnego zblizania sie¢ do x zmniejszac sie bedzie
odstep kazdorazowego potozenia odwaznika przesuwalnego od pier-
wotnego potozenia X, a wiec przyrost Ax bedzie coraz mniejszy.
Gdyby odwaznik znalazt sie w X, nie byloby przyrostu, a wiec by-
toby Ax= 0. W ten sposéb przyrost Ax staje sie wielkoscig
zmienng, przy czym kazdorazowe wartosci przyrostow Ax maleja
coraz bardziej az do zera. Oczywiscie, wyobrazajgc sobie szyne
goérna jako o$ liczbowg i przyjmujac, ze udato sie, cofajac odwaznik,
umiesci¢ go z niezwyklg precyzjg w kazdym ale to kazdym punkcie
odcinka, odpowiadajgcemu temu pierwszemu najwiekszemu przyro-
stowi AXx, zanimby odwaznik osiggnat z powrotem punkt wyjscia X,
woéwczas otrzymalibySmy nieskonczenie wiele wartosci coraz to
mniejszych przyrostow Ax, czyli nieskorficzony malejgcy cigg przy-
rostow Ax. Wyrazy ciggu, malejac, osiggnetyby ostatecznie war-
to$¢ zero. Umiemy juz ten fakt wyrazi¢ matematycznie mowiac, ze
nieskonczony ciag przyrostbw Ax dazy do zera i zapisujemy to:
Ax —>0.

Podczas tych minimalnych cofnie¢ odwaznika na szynie w Kkie-
runku x wskazéwka na pétkolu nie proznowata, i w miare gdy przy-
rosty Ax stawaly sie coraz to mniejsze, zblizala sie systematycznie
do pierwotnego potozenia y. Kazdej wiec wartosci ciggu przyrostow
Ax odpowiada coraz to inna warto$¢ Ay. Chcac uzyska¢ wartosci
przyrostéow funkcji Ay, odpowiadajgce kazdemu wyrazowi nieskon-
czonego ciggu przyrostow Ax, trzeba by oczywisScie dokonac nie-
skonczenie wielu odczytan na obu skalach. Lecz szukany rezultat
mozna uzyska¢ inng droga, stosujgc rachunek ogélny. Wszak nasza
maszyna jest ,,nastawiona“ wedtug funkcji y= 3x + 5, a to zna-
czy, ze przy kazdym przyroscie Ax i odpowiadajgcej mu zmianie
funkcji Ay prawdziwa jest rownosé

(y+ Ay)=3(x+ Ax)+5, a wiec tez
y.+ Ay = 3x+ 3.Ax+ b5

Poniewaz y rowna sie 3x -f-5, stosujgc nasz trick, otrzymamy
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y+Ay= 3x+ 3Ax + 5
—Yy = —3X —5

Ay = 3Ax, 1z tego oczywiscie wynik

AX
A wiec dla kazdego (byle niezerowego) przyrostu Ax mozemy
wyznaczy¢ w ten sposdéb odpowiadajgcy mu przyrost Ay i stosu-

. Av
nek tych liczb Ax’

Wida¢ stad jasno, ze nasz nowy ,algorytm* zastepuje nieskon-
czenie wiele obliczen. Otrzymamy z niego nieskoniczony cigg sto-

sunkow Av Kazdy wyraz tego ciggu stosunkdéw ma statg wartos¢ 3,

jakkolwiek mate bedzie Ax. Bo odpowiadajagce mu Ay zmienia sie
wedtug tego samego ,,prawidia®, na ktore ,,nastawiliSmy* maszyne.
Podczas gdy wyrazy ciggu AXx stajg sie coraz to mniejsze (dazag do

zera), wyrazy ciggu RY majg stalg warto$¢ 3, a zatem dazg do
granicy 3. Matematycznie zapiszemy

—>3, gdy Ax >0,

albo krocej

lim = 3
Ax->0a X
Te graniczng wartos$¢ ciggu stosunkéw oznaczymy sobie y' (czyt.
y-prim), a ze y= f(x), mozemy y' wyrazi¢ tez symbolem f'(x)
(czyt. f -prim). A zatem

N W TR N
y' = f (X)_AI!TO = 3

Teraz zrywamy zastone: Bez specjalnego wysitku myslowego
obliczyliSmy co dopiero ,,pochodng funkcji*, podstawowe pojecie
tego rachunku rézniczkowego, ktérego tak sie obawialiSmy. | po-
wiadamy: ,,Pochodna® funkcji y = 3x + 5 ma wartos¢ 3. Albo y'= 3,
albo f'(x) = 3. y' inaczej f'(x) oznacza wiasnie ,,pierwszg“ po-
chodng funkcji y= f(x), to znaczy funkcji, w ktérej y przymu-
sowo zalezy od pewnej konstelacji os-owych wyrazen.
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Oznaczymy teraz jakikolwiek przyrost zmiennej niezalez-
nej przez dx i nazwiemy go ,,r6zniczkg zmiennej niezaleznej“.
Utworzmy nastepnie iloczyn pochodnej i rézniczki dx, czyli y'.dx
albo f'(x) .dx. Ten iloczyn nazwat Leibniz ,,ré6zniczkag funkcji“
i oznaczyt przez dy (albo df(x)). A wiec

dy= y'.dx (albo dy= f'(x)dx)

Jesli dx F=0, mozemy obie strony ostatniej réwnosci podzieli¢

przez dx, otrzymamy
= / = f'W.

Tym samym zyskaliSmy inne ujecie ,,pochodnej* jako ,ilorazu
rézniczkowego“~-, a zarazem nowy symbol na jej oznaczenie, naj-
czesciej uzywany i najdogodniejszy w wielu wypadkach.

Lecz z naszej ztowieszczej ,,pochodnej* wyczytujemy, ze w kaz-
dym miejscu ma te sama warto$¢. Wszedzie, gdzie zmienie x 0 moz-
liwie najmniejszg warto$¢ Ax, otrzymam w granicy jako stosunek
odpowiadajgcego przyrostu y do naszego Ax liczbe 3. ,Stata“ zad-
nej przy tym nie grata roli. Bo gdybym ja usunagt, wowczas otrzy-
matbym

y — 3X
y -t- Ay = 3(x + AX)
y 4- Ay = 3x + 3 AX
stad odejmujac —y = — 3x
Ay = 3 AX
£2=3, a Yy = i1i=limi2= 3.
il£ dx Ax=0

Dlaczego tak jest pojmiemy w peini dopiero po6zniej. Wiasciwie
mozna by to tez zrozumie¢ opierajac sie na naszej maszynie. Bo
zaburzenie réwnowagi nastepujei wytgcznie wskutek przesuniecia
ciezaru x (3-kilogramowego). | w dodatku w kazdym miejscu w ten
sam sposéb. ,,Pochodna“ jest tym samym ,prawidiem zmiany*
funkcji, obowiazujagcym wszystkie wartosci x.

Obecnie zajmowac sie bedziemy w dalszym ciggu naszym no-
wym algorytmem ,,rachunku rézniczkowego*“ jako formalnej dla
nas na razie kabaty, ktorej ragbek dopiero udato sie nam uchwycic.

1 Jezeli pominiemy ,,bezwtadno$é™ 5 kg.
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Poczniemy sobie nawet bardzo odwaznie, starajgc sie w podobny
sposob zbadac jeszcze nowg dla nas catkiem funkcje ,,kwadratowg*

y = 2x2-f 7.

Pominiemy teraz naszg maszyne i powierzymy sie czystej for-
mie. W mysl naszego schematu bedzie

y+ Ay= 2(x + Axyz2+ 7.

Poniewaz jeszcze nie umiemy wyliczy¢ bezposrednio (x-f Ax)2
przedstawmy to jako poczatkujacy w postaci (x + AXx) (x + AX),
a otrzymamy [x2+ x Ax+x Ax+ (Ax)Z,a zatem x2-f-2x Ax-j- (Ax)2

Teraz mozna zastosowaé chwyt:

y+ Ay= 2x2-f4x Ax+ 2( Axyz2+ 7
—y = — 2X2 —7
Ay = 4x Ax + 2(AX)2

Chcac obliczy¢ pochodna musimy wyznaczy¢ wartos¢ stosunku
~ . W tym celu podzielimy obie strony ostatniej réwnosci przez
Ax. Otrzymamy:

= 4x + 2 A x.

Poniewaz jednak, jak powiedzieliSmy, pragniemy uzyska¢ jako
ostateczny rezultat nie tzw.iloraz ,roznicowy“ ale ,,pochodng*
tj. iloraz, rézniczkowy“ ”~ , musimy zbadaé, jakg warto$¢ posiada
stosunek »przeszediszy do granicy*, czyli czemu — wedlug zna-
nej nam juz symboliki — réwna sie lim gdy Ax—>0. Otéz, po-
niewaz Ax—>0, wiec réwniez 2Ax—>0, czyli w granicy mozemy je
uwaza¢ za zero, a zatem, wobec ciggtosci funkcji, 4x, to znaczy

No= lim”N = 4x.

Tu, w funkcji ,,kwadratowej*, wystepuje co$ osobliwego. A mia-
nowicie ,,prawidto* zmiany wyraza sie juz nie jako czysty stosunek
liczbowy, ale jest wprost zalezne od x; wyrazone szczegétowo zmie-
nia¢ sie bedzie zaleznie od wartosci obranej na x, czyli — mowigc
matematycznie — jest nowg funkcjg zmiennej x. Tutaj sama zmiana
jest zmienna, je$li tak wolno powiedzie¢. W istocie zwigzana jest
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§ciS$le z nowym warunkiem, mianowicie z wartoscig (liczbowg) wy-
razenia 4x.

MoglibySmy obecnie wedtug wskazanej metody wyprowadzic¢
czysto formalnie caly algorytm rachunku rézniczkowego jako ope-
racje algebraiczng. Przez to zyskalibysmy tylko na $cistosci mate-
matycznej. Ze jednak poczatkujacy z pewnoscig lepiej przenika
wszystkie problemy tego ,,dziatania“, jezeli to wszystko moze sobie
przedstawi¢ obrazowo, a dalej, poniewaz takze historyczny rozwoj
naszego ,rachunku* dokonat sie prawie wylgcznie na drodze geo-
metrycznej, porzucimy raczej ze wzgledow psychologicznych nasza
az dotad czysto syntetyczng metode wyktadu i wyprowadzimy sobie
z geometrii to wszystko, co bedzie bezwarunkowo potrzebne do pod-
stawowego zrozumienia naszej nowej operacji i analizy nieskonczo-
nosciowej w ogole.
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TWIERDZENIE PITAGORASA

Najpierw tedy przenieSmy sie na chwile my$la w zamierzchig
przesztosé. Do starozytnych Egipcjan i Hinduséw. Dzi$ jeszcze za-
chwyca sie kazdy znawca architektury nieprawdopodobng precyzja,
z jaka zwilaszcza Egipcjanie dokonywali pomiaréw diugosci i ka-
tow w swych budowlach. Byto to zastuga tzw. harpenodaptéw, czyli
»,hapinaczy sznurow*“, ktérzy dzieki swym wiadomosSciom geome-
trycznym czynili mozliwym wyznaczanie katéow, a osobliwie katéw
prostych. W jaki sposéb, dowiemy sie natychmiast: Wyobrazmy so-
bie np., ze ma by¢ zbudowana olbrzymia, prostokatna Swigtynia.
Jasne jest, ze mate uchybienia w dokladnosci przy wyznaczaniu ka-
tow znaczg tu juz bardzo wiele. Wie o tym kazdy murarz i ciesla,
ktéry ciggle na nowo przyktada pion i wegielnice. Otéz ,,napinacze
sznuréw*“, kasta nalezaca do stanu kaptanskiego, odbywali swa geo-
metryczng ceremonie juz podczas uroczystosci zwigzanej z potoze-
niem kamienia wegielnego pod budowe Swigtyni. Postugiwali sie
przy tym bardzo diugim sznurem, podzielonym za pomocg weztdw
w stosunku 5:3:4. A wiec w nastepujacy sposob:

d c b a
Fig. 15.

Oznaczmy sobie wezty literami a, b, ¢, d. Otéz jesli kat prosty
chciano uzyska¢ przy c, cze$¢ sznura mierzgca 3 jednostki dtugosci
umocowywano kotkami przy b i c. Nastepnie nastawiano czes¢
sznura majacg 4 jednostki w przyblizeniu pod katem prostym do
poprzedniej i koncem czeSci mierzgcej 5 jednostek zataczano tuk,
az wezty a i d sie spotkaty. Skoro obecnie naciggnieto sznur, a za-
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razem umocowano wspoélnie a i d za pomocg kotka, przy ¢ znajdowat
sie doktadnie kat prosty. Przedstawiono to na obrazku:

Fig. 16.

Trojkat, ktérego boki sa do siebie w stosunku 3:4:5, nazywaja
powszechnie ,trojkatem egipskim®. Z rysunku wida¢, ze jest to za-
razem tzw. trdjkat prostokatny.

Ale nie tylko Egipcjanie, takze starozytni kaptani hinduscy po-
siadali podobny fortel stosowany przy wytyczaniu ottarzy i w urza-
dzeniach wymagajacych katéw prostych. Tylko, rzecz osobliwa,
w Indiach uzywano trojkata o stosunku bokéw 15:36: 39. AbySsmy
tatwiej mogli sie porozumiewac, powiedzmy juz tu od razu, ze naj-
dtuzszy bok trdjkata prostokgtnego nazywa sie ,,przeciwprostokat-
ng“, a oba krotsze ,przyprostokgtnymi* A zatem tréjkat egipski
posiada przeciwprostokatng o dtugosci 5, a przyprostokagtne o 4 i 3
jednostkach dtugosci, podczas gdy hinduski ma przeciwprostokatng
na 39, a dwie przyprostokagtne na 36 i 15 jednostek diugosci.

Otoz tréjkat prostokatny jako taki jest zapewne tylko specjal-
nym wypadkiem spos$rod wszystkich mozliwych trojkatéw. Bo za-
ktada z goéry, ze przyprostokatne tworza kat doktladnie 90° (dzie-
wiecdziesigt stopni), skutkiem czego na oba pozostate katy razem
pozostaje réwniez 90°. Bo, jak wiadomo, suma katéw w trojkacie
wynosi 180°, czyli 2 katy proste = 2R (R oznacza kat prosty). A po-
niewaz wiadomo dalej, ze naprzeciw mniejszego kata w trdjkacie
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lezy mniejszy bok (i na odwro6t), musi naprzeciw kata prostego
leze¢ najwiekszy bok, a zatem przeciwprostokgtna. Stusznie jednak
mozna sie spodziewaé, ze zwigzek ten nie ogranicza sie wylgcznie
do stwierdzenia ,jest wiekszy* lub ,jest mniejszy“, ale ze da sie
rozszerzy¢ na iloSciowe ujecie tego ,,jest wiekszy* i ,,jest mniejszy*.
To znaczy, nalezalo by przypuszczaé, ze boki dadzg sie jako$ wy-
razi¢c wzajemnie przez stosunek wielkos$ci katoéw, katy za$ przez
stosunek bokéw. Krétko mowigc, podejrzewamy, ze w tréjkacie pro-
stokatnym zachodzi jaki$ zwigzek, w ktorym takze odnos$nie do bo-
kow wyraza sie fakt, ze kat prosty jest sumg obydwu pozostatych
katéw. Je$li jednak zechcemy sprawdzi¢ nasz domyst, bardzo sie
rozczarujemy. Bo 4+ 3= 7 a nie 5, a 15+ 36 = 51, a wiec cal-
kiem co innego niz 39. A zatem przypuszczenie zawiodto zupeknie,
zaréwno w trojkacie egipskim jak i w hinduskim.

Czyzby to wiec w konicu wcale nie byty trojkaty prostokgtne?
W kazdym razie piramidy i budowle hinduskie nie zdajg sie prze-
mawiac za takim unicestwiajgcym pytaniem.

Nie, uspokojmy sie! To sg dokladne, precyzyjne, nienaganne
trojkaty prostokatne. Zaréwno egipski, jak i hinduski. Tylko zwig-
zek przez nas przeczuwany nie jest tak prosty, jak sie nam wyda-
wato. Jezeli wszystkie nasze liczby podniesiemy do drugiej potegi —
na razie bez uzasadnienia, dlaczego — sprawa istotnie przedstawi
sie inaczej. Bo

32 J 42 Jo + 16 _ 25, a wiec 32+ 42= 52
a 152+ 362= 225+ 1296 = 1521, a zatem 152+ 362= 392

Zwigzek ten jest jedng z najwazniejszych i najniezbedniejszych
regut geometrii. Nazywa sie ,twierdzeniem Pitagorasa®, albo
w gwarze S$redniowiecznych zakéw — pons asinorum, czyli ,,08lim
mostem®. Sam Pitagoras, ktory podczas swych podrozy do Egiptu
i Indii zapoznat sie prawdopodobnie z zasadniczymi problemami
swego twierdzenia, miat bogom ofiarowaé¢ z wdziecznosci za swe od-
krycie hekatombe wotdw 1

Jezeli liczby wymiarowe przyprostokatnych przy dowolnie.obra-
nej jednostce dtugosci, oznaczymy przez a, b za$ liczbe wymiarowg

1 Stad pochodzi popularne w $wiecie uczonych przystowie, ze wszystkie
woty drza, skoro zanosi sie na jakie$ epokowe odkrycie.
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przeciwprostokatnej przez c, wowczas twierdzenie brzmi dla kaz-
dego trojkata prostokgtnego

az+ b2= c2

Jest bardzo wiele dowodoéw tego twierdzenia. Pokazemy jeden
z nich nie bardzo Scisty, ale za to niezwykle tatwo dajacy sie uzmy-
stowicé.

Fig. 17.

W pierwszy wielki kwadrat wpisano kwadrat zbudowany z prze-
ciwprostokatnej, a wiec kwadrat o polu réownym c2 Mozna zatem
powiedzieé: c2= pole duzego kwadratu minus pola czterech tréj-
katéw (abc).

W drugim wypadku, w ten sam wielki kwadrat wpisatem dwa
kwadraty utworzone odpowiednio z przyprostokatnych, a wiec kwa-
draty, ktorych pola wyrazaja sie liczbami a2 i b2 | otrzymuje sie:
a2 + bz2= pole duzego kwadratu mniej pola czterech trojkatéw (abc).

Jezeli jednak dwie wielkos$ci sg rowne jednej i tej samej trze-
ciej wielkosci, wtedy sg takze wzajemnie sobie rowne. A zatem:
az + b2= c¢2 czego nalezato dowiesc.

W ten sposéb nadali$Smy naszemu twierdzeniu Pitagorasa postac
ogblnego prawa, a tym samym stwierdziliSmy, ze trojkatéw prosto-
katnych, ktére dajg sie w ten sposob scharakteryzowaé, mozna po-
daé, ile sie tylko zechce. Czyli innymi stowy: Twierdzenie Pitago-
rasa wyraza 0golng wiasnos¢ kazdego trojkagta prostokgtnego.

Poniewaz nasz nowy wz6r wyprowadziliSmy ogoélnie i poniewaz
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jest rzeczg oczywistg, ze istnieje nieskonczenie wiele trojkgtow pro-
stokatnych, uwazajmy ten wzOr po prostu za réwnanie, z Ktorym
postapi¢ mozna zgodnie z algorytmem réwnan. To znaczy, jeSli je-
den tylko bok jest nieznany, mozemy go wyznaczy¢ z dwu pozosta-
tych bokéw. Do pomocy ustalmy ogélne, jeszcze tymczasowe roz-
wigzania, jako ze sg w potedze drugie;j.

c2==az2+ b2
az==c2—-b2
b= c2— a2

Jesli zamiast kwadratéw liczb wymiarowych bokéw chce obli-

czyé same te liczby, wtedy pierwiastkujgc obie strony réwnania
otrzymam

c= qaz-(-b2
a= \J2— b2
b= ~c2—a2 1

Wiemy jednak dalej, ze wiele pierwiastkow daje rozwiazania
niewymierne. Mamy na to pouczajacy przyktad, ktéry natychmiast
rozpatrzymy. Zalézmy mianowicie, ze przyprostokgtne majg jed-
nakg dlugo$é, a przeto oznaczymy je nie a i b, lecz kazdg przez a,
to dla tego tzw. réwnoramiennego trojkata prostokatnego otrzy-
mamy

C2= az+ az

C2= 2a2

c —\j2a2, a poniewaz z a2 mozna obli-
czy¢ pierwiastek, bedzie ostatecznie c= a\l2

Jednak pierwiastek drugi z 2 jest bezwarunkowo liczbg niewy-
mierng, poniewaz 2 nie jest wcale kwadratem zadnej liczby catko-

witej. A zatem takze i a”N2 Nawiasem mowiac, mozna dwa tréj-
katy prostokagtne réwnoramienne tak zesung¢, aby utworzyly kwa-
drat, a wtedy c jest tak zwang przekatng kwadratu (p. fig. 18). Stad
wynika, ze przekatna kwadratu pozostaje zawsze do boku kwadratu

1 Dla naszych celéw (miary odcinkéw sg liczbami dodatnimi) uwzgled-
niamy tylko dodatnie wartosci rozwigzan. O znaku pierwiastkow bedzie mowa
przy liczbach urojonych.
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w stosunku, nie dajagcym sie wyrazi¢ ani liczbg catkowita ani wymier-
ng, a wiec w stosunku, ktérego wyktadnik jest liczbg niewymierna,
czyli przekatna kwadratu i jego bok sg odcinkami ,,niewspotmierny-
mi“. Oczywiscie takze na odwrot. Bo jesli wybiore na c jakas liczbe

a

Fig. 18.

catkowitg, a chce stad obliczy¢ a, to ze wzgledu na réwnos¢ 2a2=;c2
otrzymam na a2 wartosc czyli na a warto$¢ ™=, co moglibySmy

byli réwniez wyznaczy¢é z naszego pierwszego rozwigzania c= ayz.

A zatem niewymierno$¢ w sensie geometrycznym, nie jest wia-
snoscig jakiej$ wielkosci, ale jej stosunku do drugiej wielkosci,
0 ile ten stosunek da sie wyrazi¢ tylko przez liczbe niewymierna.
1 ten wiasnie zwigzek nazywa sie ,,niewspdtmiernbscig”. Bo za-
lezy to jedynie od mej woli, ktérg z dwoch poréwnywanych ze
sobg wielkosci przyjme za jednostke, wzglednie za catkowitg
wielokrotnosé jednostki. A wiec jeszcze raz: Jezeli wybiore w na-
szym kwadracie za jednostke a, wtedy c jest niewymierne. Jezeli
natomiast ¢ wybiore za jednostke, wdwczas niewymierne jest a.
Przeto tez z gruntu falszywym jest powiedzenie, ze miara obwodu
kota jest liczbg niewymierna, dlatego, ze wedtug znanego wzoru:
dtugos¢ obwodu = 2r;t, przy czym r oznacza promien kota, musi sie
mnozy¢ diugo$é promienia, ktéra wiasnie jest liczbg wymierna,
przez 2jt, a zatem przez liczbe niewymierng. Mysmy sie tylko przy-
zwyczaili, ze dtugo$¢ promienia jest wiasnie dana. Ale na odwrdt,
jeslibym np. walec stalowy tak dlugo toczyt, az najczulsza precy-
zyjna tasma miernicza wykazataby na diugo$¢ obwodu 1 m, wtedy
na dtugo$é promienia, czyli na r, z rownania: dlugos¢ obwodu = 21ji
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otrzymatbym warto$é: dug°~°bwody; co na pewno da na wynik liczbe
niewymierng. A wiec raz dtugo$¢ obwodu, drugim razem diugosé¢
promienia jest liczba niewymierng, zaleznie od tego, ktdéra z oby-
dwu tych wielkosci dana jest jako liczba wymierna.

Pitagoras miat w swej mistyce liczb owag niewspotmiernos¢, 6w
zwigzek nie dajacy sie uja¢ w zadng regute, ani w zaden uchwytny
stosunek, okresli¢ jako symbol istoty zycia, ktora takze stale opiera
sie wszelkiemu ujeciu miarowemu. Nie mamy jednak zamiaru za-
puszczaé sie w tym miejscu w giebie symbolicznego znaczenia na-
szej nowej kabaly geometrycznej, a tylko postawimy prawdziwie
kabalistyczne zagadnienie. Pytamy mianowicie o regute, wedtug
ktorej moglibySsmy uzyska¢ wszystkie mozliwe trojkaty prosto-
katne, o catkowitych liczbach wymiarowych bokéw. A wiec np., nie
tylko trojkat egipski i hinduski, ale dowolng ich ilos¢.

W tym celu nie wchodzagc w wywody wyciggniemy ze znakomi-
tego zbioru wzoréw prof. O. Th. Biirklena (nowoopracowanego przez
dra F. Ringleba, Zbiér Goschena) tabele, ktéra odpowie na nasze
pytanie. A mianowicie, jezeli u i v oznaczajg dwie dowolne liczby
catkowite dodatnie, przy czym u>v, to tréjkaty prostokatne
0 bokach wspdtmiernych otrzymuje sie z wzordéw: c= uz2+ v2
a= uz—v2 b= 2uv.

u \Y; U2-f-v2= ¢ u2—v2= a 2uv="b
2 1 5 3 4
3 1 10 8 6
3 2 13 5 12
4 1 17 15 8
4 2 20 12 16
4 3 26 7 24
5 1 26 24 10
5 2 29 21 20

Ponadto jeszcze, wolno liczby wymiarowe w ten sposob otrzyma-
nych bokow trojkatow, np. trojkata egipskiego, pomnozy¢ przez do-
wolng catkowitg liczbe dodatnig, po czym otrzyma si¢ znowu nowg
nieskohczong ilos¢ trojkatow prostokatnych, ktérych boki wyrazajg
sie catkowitymi liczbami wymiernymi. A wiec np.
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(3.5)2= (3.4y2+ (3.3)2
152= 122+ 92
225= 144 + 81 = 225.

Tak otrzymamy wedtug naszej tabeli réwniez trdjkat hinduski:

(3.13)2= (3.12)2+ (3.5)2
392= 362 | 152

Takze przez odpowiednie podzielenie jaka$ liczbg catkowitg do-
datnig otrzymam dalszg nieskonczong ilo$¢ trojkatow wymiernych,
ktorych boki wszelako wyrazajg sie juz nie liczbami catkowitymi, ale
utamkami. Np.

(f5y2=(f4)“+ (3
25 15 , 9
B 1BT"16

Idgc jeszcze dalej, moge pomnozy¢ przez inne utamki niz jed-

nostkowe. Np.

(f5)2= (+-4y2+ (f3)2

(¥)2= © 2+ (1)2
225 B1*
49 29 1 49

* Og6lnie moéwigc, dozwolona jest kazda postaé¢ (mc)2= (ma)2-f-(mb)2 gdzie
m jest liczbg wymierng (catkowita lub utamkowa dodatnig), a, b, ¢ sa za$
odpowiednimi liczbami z nieskoniczenie wielu liczb tabeli, albo wymiernymi
wielokrotnosciami tych liczb.
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F UN K C J E K AT O W E

Nie zapuszczajmy sie jednak zbyt daleko. Bo nowe wielkie za-
danie domaga sie od nas najwiekszego skupienia uwagi. Mianowicie
juz przy wyprowadzaniu twierdzenia Pitagorasa przeczuwalismy
istnienie pewnego koniecznego zwigzku pomiedzy kgtami a bokami
trojkata prostokatnego. Specjalna nauka, badajaca owe przymusowe
zwigzki, nazywa sie, jak wiadomo, ,,trygonometrig“. A ,,zwigzki* te
nazywaja sie, jak sie tego domysliliSmy z pojawienia sie stowa ,,przy-
musowy®, funkcjami goniometrycznymi albo katowymi.

Oczywiscie, i tej takze szczegdlnej gatezi matematyki nie be-
dziemy mogli rozwazaé¢ zbyt dtugo. Poznamy jednak kilka zasadni-
czych twierdzen, poniewaz wchodzg one poOzniej w najscislejszy
zwigzek z rachunkiem roézniczkowym.

Narysujmy sobie najpierw dowolne koto, ktére za pomocg dwdéch
do siebie prostopadtych S$rednic dzielimy na cztery ¢wiartki, zwane
dawniej kwadrantami (p. str. 194).

Jesli teraz wyobrazimy sobie, ze promien (r) obraca sie wokoto
Srodka kota w kierunku strzaltki, wyszedtszy niejako z potozenia spo-
czynku OA, az dotrze w koncu do nowego potozenia spoczynku OB,
wolwczas ten ruchomy promien utworzy podczas tego wraz z ramie-
niem OA wszystkie mozliwe katy od 0° do 90°. Mozemy przeciez
zatozy¢ jako rzecz znang, ze caly okrag dzieli sie na 360 réwnych
czesci, a przez to ¢wier¢ okregu podzielona jest na 90 czesci. Kazdej
takiej czesci éwieré-okregu odpowiada kat Srodkowy, przyjety za
jednostke miary katoéw, tzw. stopien. Jesliby promieh zatrzymat sie
np., zatoczywszy koncem swym #tuk okregu ztozony z 45 rozwa-
zanych czesci okregu, wowczas kat o wierzchotku w punkcie O,
odpowiadajacy temu tukowi, wynosi wiasnie 45 stopni itd. Teraz

Od tabliczki do rézniczki 13
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wiec mozemy $miato powiedzie¢, ze w my$l naszego zatozenia kat a
(alfa) przybiera w pierwszej ¢éwiartce kota wszystkie wartosci od
0 do 90 stopni. (Fig. 19.) Jezeli dalej z punktu, w ktérym promien
ruchomy r przecina za kazdym razem okrag i ktory oznaczymy
sobie np. przez C, wykreslimy odcinek prostopadly do prostej wyj-

Fig. 19.

Scia OA, wodwczas powstanie trojkat prostokatny, ktérego przeciw-
prostokatng jest promien, a przyprostokatnymi sg: odpowiedni od-
cinek prostopadty Zi odcinek mna prostej wyjscia. Ten trojkat znik-
nie w dwoch potozeniach, wzglednie zleje sie z linig prostg. Naj-
pierw, gdy promien ruchomy lezy jeszcze na prostej wyjscia OA,
drugim za$ razem, gdy pokrywa sie z prostg koncowg OB. Po-
miedzy tymi potozeniami lezy w pierwszej ¢wiartce nieskorczenie
wiele trojkatow prostokatnych, przy czym kat a jest oczywiscie
w kazdym tréjkacie inny.

Ot6z zasadnicze zagadnienie ,,trygonometrii* brzmi: Jak nalezy
wyznaczy¢ ten kat a, jezeli znamy tylko diugosci bokdéw trojkata
prostokatnego? ze jaki$ zwigzek zachodzi, to od razu wida¢. Bo
w trdjkacie nakreslonym linig przerywana, ktéremu odpowiada kat
ostry wiekszy od 45°, mam przy niezmienionej przeciwprostokatnej
inne przyprostokatne, ktére oznacze przez iti pr
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Wprawdzie najprostszym wydawato by sie sprobowac¢ wyznaczy¢
kat z przyprostokatnej 1 wzglednie 11} przeciwlegtej szukanemu ka-
towi. Jednakze juz w twierdzeniu Pitagorasa widzieliSmy, ze sprawy
te nie przedstawiajg sie tak prosto. Dlatego tutaj takze musimy
probowac¢ czego$ bardziej skomplikowanego. A mianowicie wyrazic¢
kat przez stosunek dwoéch bokoéw. Jako stare wygi matematyczne
przypominamy sobie, ze wedtug regut kombinatoryki mozemy utwo-
rzy¢ e roznych stosunkow, z ktérych kazdy bytby stosunkiem dwaoch
odpowiednich bokéw. Bo trzy boki sg ,,elementami*, a stosunki sg
parami wariacji bez powtarzania; a wiec amba wariacyjne. Wzér
brzmi 2V=fJf. 1.2 = 6. A tymi stosunkami bytyby: r: 1 r: p,
Lp, Lr p:r, p:l. W istocie sg to wszystkie tzw. ,,funkcje katowe*.

Narysujmy sobie jeszcze raz trojkat prostokatny:

Fig. 20.

Ponadto wymienmy od razu nazwy tych szesciu funkcji.

I:r jest to sinus kata (stosunek przyprostokatnej przeciwleglej
katowi do przeciwprostokatnej),
p:r » » COSinus kata (stosunek przyprostokatnej przylegtej ka-
towi do przeciwprostokatnej),
, tangens kata (stosunek przyprostokatnej przeciwlegtej
katowi do przyprostokatnej przylegtej),
p:1 » » cotangens kata (stosunek przyprostokgtnej przylegtej
katowi do przyprostokatnej przeciwlegtej),
r.-p ., , secans kata (stosunek przeciwprostokatnej do przypro-
stokgtnej przylegtej katowi),
i”1 » » COsecans kagta (stosunek przeciwprostokatnej do przy-
prostokatnej przeciwlegtej katowi).

tp "

-

Normalnie uzywa sie tylko pierwszych czterech funkcji, tak ze
nie ma powodu do obaw. Postaramy sie jednak rozwia¢ obawy je-
&
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szcze bardziej. Dla naszych celéw potrzebna nam jest wiasciwie wy-
facznie funkcja tangens. Mimo to ze wzgledéw zasadniczych rozpa-
trzymy najpierw zachowanie sie funkcji sinus w pierwszej ¢wiartce.
Do tego uzyjemy pewnego fortelu. Poniewaz sinus jest stosunkiem
przyprostokatnej Z przeciwlegtej katowi a, do promienia r, wobec
tego obierzmy tak zwane koto jednostkowe, to znaczy koto o pro-
mieniu rownym jednostce dtugosci, co nam oczywiscie wolno, bo
nikt nam wielko$ci promienia nie narzuca, ani nie moze narzucic.
Ale wskutek tego nasz sinus sprowadza sie do Z:1, a wiec do Z
a my osiggneliSmy to, do czego od poczatku zdgzaliSmy: Mozemy
mianowicie teraz wyznaczenie kata ostrego w trojkacie prostokat-
nym zredukowa¢ do wyznaczenia dtugosci przeciwlegtego boku,
a wiec odcinka Z a przez to w czarodziejski sposéb zamieniliSmy
wyznaczanie kata na mierzenie dlugosci. A dalej, poniewaz ,pro-
mieh 1“ moze by¢ tak wielki, jak tylko chcemy, bo przecie sami
uczyniliSmy promien jednostka diugosci, ta ,istotna warto$¢ sinu-
sa“ obowigzuje we wszystkich przypadkach, przy zatozeniu, ze odci-
nek Zmierzymy promieniem. Ale to znowu nie oznacza nic innego, jak
tylko, ze warto$¢ ,,sinusa' przedstawia wtasnie stosunek Z: 1, czyli
czyli Zdzielone przez 1.

Na fig. 21. zatem 1, |t 12, 13 itd. przedstawiaja odpowiednie war-
tosci funkcjisinusdla katéow: o alt a2 <8, itd. Stgd natychmiast moge
powiedzie¢, ze sinus 0° wynosi 0, podczas gdy sinus 90° jréwna sie licz-
bie wymiarowej jpromienia, a zatem wedtug naszego systemu mierzenia
ma warto$¢ 1. W pierwszej éwiartce ros$nie wiec sinus od wartosci
o do wartosci 1 i moze przyjmowac wszelkie posrednie wartosci licz-
bowe (takze niewymierne!), jakie lezg pomiedzy 0 a 1. Nie wyraza
sie on mianowicie bynajmniej tylko w postaci utamkéw zwyczaj-
nych. Bo dla a = 45° na przyklad Zjest potowg przekatnej kwa-
dratu o boku r, albo wedlug twierdzenia Pitagorasa: rz= 2+ 2

czyli r= "W = lj2, awiec Z= , CO oczywiscie
jest liczbg niewymierna.

Po tej linii rozumowania dalej jednak nie péjdziemy, lecz za-
uwazymy tylko, ze w praktyce nie uzywa sie zwykle ,istotnych
wartosci, lecz logarytméw ,istotnych wartosci“. W ksigzeczkach
z tablicami logarytmicznymi znajdziemy logarytmy funkcji kato-
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wych obliczone z doktadnoscig do sekund (1 stopien = 60 minut;
jedna minuta = 60 sekund, albo 1°= 60', 1'= 60").

Obecnie zbadajmy w podobny sposéb funkcje tangens, szczegol-
nie dla nas wazna. Polskie znaczenie stowa tangens, czyli styczna,
nasuwa przypuszczenie, ze funkcja ta pozostaje w jakim$ zwigzku

z pojeciem ,,stycznej okregu“. Obecnie skonstruujemy maszyne, za
posrednictwem ktorej zwigzek taki rzeczywiscie wyraZznie wystgpi.
Poniewaz tangens a rowna sie 1:p, musimy zastosowaé inny
fortel. Bo obecnie chcielibySmy, aby p byto jednostka. Dlatego
teraz ramie ruchome nie moze juz by¢ tylko promieniem, lecz jaka$
prostg. Rysujemy:
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Fig. 22. Fig, 23.

Otrzymujemy teraz nasze l:p = l:r= I:1 jako odcinek na
stycznej do kota jednostkowego. Obecnie promien jest przyprosto-
katna, podczas gdy pozostata przyprostokagtna i przeciwprostokgtna
sg zmienne. Konstrukcja naszego przyrzadu (p. fig. 23) zgodna jest
z wykreslonym wiasnie schematem. Widzimy koto jednostkowe, pro-
mien = 1, styczng, na ktérej sporzadzamy ipodziatke odcinajgc jako
jednostke diugos$¢ promienia, a wreszcie przeciwprostokatng obra-
calng dokota punktu srodkowego a $lizgajgca sie po stycznej. Kat a
mozemy wprost odczyta¢ z katomierza, odpowiednio przytozonego
do przeciwprostokatnej.

Dla kata 0° funkcja tangens takze rowna sie 0, poniewaz 0:1
rowna sie zeru. Potem jednak wartosci funkcji, dajace sie za kaz-
dym razem odczyta¢ na ,,stycznej“, rosng szybko. Dla a= 45° tan-
gens a rowna sie 1, dla 60° réwna sie 1*73205, dla 70° rowna sie
2*74748, dla 80° rowna sie 5*67128, dla 85° réwna sie 11*43005, dla
89° réwna sie 57*28996, dla 89-|° juz 343*77371, a wreszcie, 0siggajac
w dalszym ciggu przy bardzo matym wzrosScie kata a bardzo wielkie
wartosci dodatnie, dla 90° nie ma wilasciwie wartosci oznaczonej,
poniewaz nasza ruchoma przeciwprostokgtna nie moze juz w ogole
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dosiegng¢ stycznej. Jak wida¢, owo szalone wzrastanie odbywa sie
pomiedzy 89]-0 a 90°, i to w szybko wzmagajacym sie tempie.

Obecnie stusznie kto$ moégiby zapytac¢, gdzie stosuje sie trygo-
nometrie. PowiedzieliSmy juz, ze tangens, funkcja tangens, koniecz-
nie potrzebna jest nam w wyzszej matematyce. Trudno jednak sobie
wyobrazi¢, aby to bylo jedynym powodem, dla ktérego zbudowano
tak skomplikowang, a przy tym wecale trudng nauke.

Dlatego pokroétce wyjasnimy, ze trygonometria potrzebna jest
bezwarunkowo wszedzie tam, gdzie nalezy wyznaczy¢ katy trdéjkata
z jego bokow, lub z katow trojkata jego boki. Odlegtosci w prze-
strzeni wyznacza sie trygonometrycznie. Cata geodezja (nauka mier-
nictwa) oparta jest na metodach, trygonometrycznych. Mozna zmie-
rzy¢ wysokos$¢ jakiej$ gory, np. Mount-Everest, ktdrej wierzchotka
nikt jeszcze nie osiggnat, i to zmierzy¢ doktadnie z wielkiej odlegto-
§ci, w ten sposdb, ze wybieramy na ptaszczyznie ,linie podstawowg"
(baze), zas$ po zmierzeniu jej dtugosci nastawiamy teodolit (lunete do
wyznaczania katoéw) tak, aby wycelowa¢ nim szczyt géry, a z odpo-
wiednich, w ten sposéb uzyskanych trojkatéw, obliczamy przypro-
stokgtng, ktdra wiasnie przedstawia wysokos$¢ gory.

ROCSTANA
Fig. 24.

Wyznaczywszy kat a i kat 3 (mata litera grecka beta) znajde
kat y (gamma) po prostu jako (180°— {3). Stad znowu otrzymam
kat S (delta) jako [180°— (a+ Yy)]. Dalej jest (p"™-s)— 90°,
w nastepstwie tego e (epsilon) réwna sie (90° —fi). Jesli jednak znam
wszystkie katy, to znam takze wartosci funkcji katowych i wedtug
prostych stosunkowo wzoréw trygonometrycznych, znajac dtugosé
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linii podstawowej i miary katdw a i y, moge obliczyé najpierw dtu-
gos¢ ,linii celowej*“ (przeciwprostokatnej), a z tej i a wzgl. 3
wysokosé h.

Artyleria postuguje sie podobnymi metodami przy strzelaniu do
odlegtych celow.

Nie mozemy jednak zapuszcza¢ sie glebiej w trygonometrig,
a przede wszystkim w trygonometrie na kuli (tzw. trygonometrie
sferyczng), ktéra ze zrozumiatych wzgledéw odgrywa niezmiernie
doniostg role w geografii i astronomii.

Ze wzgledu na catoksztatt materiatu i jako wprowadzenie w nowg
wazng dziedzine geometrii, poznamy raczej nowy typ liczb, naprawde
niesamowitych liczb urojonych, ktérych graficzne (wykresowe)
przedstawienie udato sie dopiero tytanowi mysli matematycznej, Ka-
rolowi Fryderykowi Gaussowi (1777—1855).



ROZDZI AL DWUDZIESTY PIERWSZY

L I C Z B Y U R O J O N E

Zgodnie z naszg metodg, ktéra stata sie juz niemal zwyczajem,
wstgpmy w trudng dziedzine droga najprostszych rozwazan. Przy-
pominamy sobie, ze pierwiastkowanie sprawito nam pierwsza wielkg
niespodzianke w teorii liczb: postawito nas wobec liczb niewymier-
nych. Teraz znowu dzialanie pierwiastkami wprowadzi nas w dzie-
dzine liczb urojonych.

Zamiast je ciagle zapowiada¢, pokazmy wreszcie sposdb ich po-
wstawania. Jezeli siegniemy myslag do ,rachunku symboli“, do
owego najprostszego wypadku tego rachunku, mianowicie do ,,koja-
rzenia rozkazow* znakéw plus i minus, wéwczas przypomnimy sobie
takze ten osobliwy fakt, ze skoro skojarzenie juz nastgpito i to bez
naszej wiedzy, to mimo najlepszych checi nie da sie jednoznacznie
rozstrzygna¢, z czego skojarzenie to powstato. Nikt nie potrafi po-
wiedzie¢, czy plus w iloczynie zawiera w sobie mnozenie dwéch plu-
sow, czy mnozenie dwoch minuséw. Jezeli po prostu napisze (+ a2),
wtedy to az mogto réwnie dobrze powsta¢ z (+a).(+a) jak
z (—a) . (—a). W zakresie dotagd uzywanych liczb pytanie to jest
mato interesujgce. Tzn., przy czterech prostych dziataniach nie na-
biera ono ani aktualnosci, ani znaczenia. Bo tak przy dodawaniu,
jak przy odejmowaniu mato mnie obchodzi, jak doszto do skutku na-
sze (+ a2). Tak samo przy mnozeniu i przy dzieleniu. Bo jezeli na-
wet podziele przez (+ a), albo przez (— a), otrzymam poprawny
jednoznaczny wynik, niezaleznie od tego, jak nasze (+ a2) powsta-
fo. Przypusémy, ze byloby ztozone z (— a) . (— a). Wtedy podzie-
lenie przez (+ a) daje:

Ca(—a) (—a)l(+a).(—1] (—a).(+a).(—1)_(—a).(—=1)_M ~*

(+a) 7 (+a) = (+a) 1 1
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Dzielenie przez (— a) daje natomiast
(—a) . (—a _
(—a)
Jesliby jednak powstato z (+ a) . (+ a), wlwczas dzielgc przez
(+ a) miatbym po prostu

(+a).(+a)_ =(+a)

(+ a)

(— a).

a dzielgc przez (— a)

(+a).(+a) (+a).[(—a).(—Dl. (+a).(—a).(—1D
(-a) = =T) - (fa) ~ * —

Nasze cztery wyniki okazatlyby sie jednak trafnymi takze bez
pytania o powstanie znaku plus przy (+ a2), po prostu przez zwykie
dzielenie algebraiczne. Bo po wymnozeniu kazdorazowego licznika
otrzymuje sie (+a2):(x a), a wiec albo (+ a2:(+ a) albo
(+ a2):(—a). To, ze (+ a2):(+a) = (+a) iz (+ad:(—a)=
= (— a), nie przedstawia dla nas zadnych trudnosci, ani nie daje
okazji do powstania jakiejkolwiek wieloznacznosci.

Inaczej jest z pierwiastkowaniem. Poniewaz zar6wno (+a).(+a)
jak i (—a) . (—a) daje na wynik to samo, a mianowicie (+ a2),
nie otrzymuje na ,pierwiastek kwadratowy z (+ a2)“, czyli na
yjaz jednoznacznego rozwigzania. Bo gdyby nawet byto rzecza pew-
ng, ze bezwzgledng wartoscig pierwiastka musi by¢ |a|, to o znaku
tego a nie wiem w ogdle nic, a z samego tylko symbolu yjaz nigdy
takze nie potrafie sie dowiedzie¢. Jako uczciwy cztowiek musze sie
przyzna¢ do tej niewiedzy i wyraznie napisaé: yjaz= % a, to zna-
czy albo (+ a) albo (— a). Ta niepewnos¢ nie cechuje wszystkich
pierwiastkowan. Przyy as wiem z pewnos$cia, ze rozwigzanie byc¢
musi (+a). Bo (—a) . (—a) . (— a) datoby (— a)3 Stad wynika
dalej, ze §i(— ay)s to wiasnie (—a). Z czwartym pierwiastkiem,
a wiec z”a4, mam znowu ambaras. Bo (+ a)s4 mogto réwnie dobrze
wynikng¢ z (+a).(+a).(4-a).(-|-a), jak z (—a).(—a).(—a).(—a).
A zatemto znowu (x a), plus albo minus a. Dostrzegamy juz
prawidto. W mys$l regut ,,kojarzenia rozkazow* parzysta ilo$¢ zna-
kéw plus tak samo daje znak plus, jak parzysta ilos¢ znakéw mi-
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nus. Ze jednak potegi zawsze kryja w sobie taka ilo$¢ znakow licz-
bowych, jakag podaje wyktadnik potegowy, wobec tego przy oblicza-
niu pierwiastkéw o wyktadnikach pierwiastkowych catkowitych pa-
rzystych rozwigzania sg wieloznaczne, dla pierwiastkow o wykitad-
nikach pierwiastkowych nieparzystych sg jednoznaczne. Ogédlnie

2n 2n-f1 Zn+l _

yir=(xs), y[F= (+ 8),A(—=r) = (—5).

Poniewaz jednak wszelka wieloznaczno$¢ utrudnia rozumowanie
wprowadzamy przy pierwiastkowaniu pojecie tzw. ,pierwiastka
arytmetycznego“, okreslone juz jednoznacznie. A mianowicie, jezeli
liczba a jest wieksza lub réwna zeru (a 5:0), to ,,arytmetycznym
pierwiastkiem* n-tego stopnia z liczby a nazywamy taka nieujemna
liczbe b (tzn. dodatnig lub zero), ze

bn= a
A wiec M6 = 4, poniewaz 4> 0i42— 16

N27 = 3, ” 3>0 i33= 27
tf0 = o, " Q= o.
Ale nie jest N/(— 5)2= — 5, lecz (—5)2= 5, poniewaz 5> 0.

Ogollnie: ~a?= |a|.

O tyle sprawa bytaby wyjasniona. Teraz jednak nikt nie moze
nam zabroni¢, bySmy spytali, jaka jest warto$¢ pierwiastka ,,parzy-
stego”, jezeli liczba pierwiastkowana ma znak ujemny. Np.

2n 1
v/i(-r) = ?

Na to catkiem usprawiedliwione pytanie nie jesteSmy w stanie
w zaden sposOb odpowiedzie¢. Bo w zakresie liczb az dotad zbada-
nych nie znajdujemy zadnej odmiany liczb ujemnych, ktére mo-
glyby powsta¢ jako wynik potegowania wykladnikiem parzystym.
Kazda liczba do potegi 2n-tej musi mie¢ znak plus. Jezeli jednak
liczba pierwiastkowana nie daje sie przedstawi¢ jako 2n-ta potega
jakiej$ liczby, wtedy nie mozna wiasnie wyciagnac¢ z niej pierwiast-
ka. Ani og6lnie, ani szczegétowo, ani w postaci liczby catkowitej,
ani utamkowej, ani niewymiernej, ani w postaci liczby dodatniej,
ani ujemnej.
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Mowimy ogoélnie, ze w zakresie liczb rzeczywistych 1 nie istnieje
pierwiastek parzysty z liczby ujemnej. Stad bezposrednio wynika,
ze nR. rownanie .

X2= (—1)
nie posiada rozwigzan rzeczywistych, bo zadna liczba rzeczywista
podniesiona do drugiej potegi (parzystej) w mysl powyzszych roz-
wazah nie moze da¢ na wynik ujemnej liczby (—1), a wiec nie da
sie wyciggnal pierwiastka drugiego stopnia z (—1).

Wréémy teraz do zwyczajnej ,,0si liczbowej*, ktéra juz tak cze-
sto oddawata nam znakomite ustugi, ilekro¢ szto o uzmystowienie
zawitych poje¢ liczbowych.

Przypus¢my, ze narysowaliSmy o$ liczbowg, no i uzyjmy roz-
nych forteli dla jej przeksztatcenia.

e [ i'i—t g

Fig. 25,

Chcac operowac¢ wartosciami ogo6lnymi, wezmy pod uwage jakis$
odcinek dodatniej czesci osi liczbowej i oznaczmy go przez a. W na-
szym wypadku obraliSmy jako a odcinek odpowiadajacy liczbie 5.
Oczywiscie mozna by temu a przypisa¢ kazda inng skonczong war-
toS¢ bezwzgledng. Jezeli teraz punkt zerowy przyjmiemy za punkt,
przez ktory przechodzi o$ obrotu, wéwczas mozemy nasze (+ a)
tak diugo dokota niego obraca¢, az nakryje zupetnie réwne co do
wartosci bezwzglednej (— a), az stanie sie z nim identyczne, az sie
niejako zamieni w (— a). PrzyjeliSmy przy tym dwa catkiem do-
wolne zalozenia. Po pierwsze — wprowadziliSsmy po prostu lewg
cze$¢ osi liczbowej od punktu zerowego jako kierunek uszeregowa-
nia wartosci ujemnych. Po drugie — uznaliSmy ,kierunek obrotu*

1 Liczby ,,rzeczywiste™ obejmujg, ogo6t liczb wymiernych wzglednych tacznie
ze zbiorem liczb niewymiernych wzglednych.
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przeciwny kierunkowi ruchu wskazéwek zegara za tzw. obroét do-
datni. A zatem, w jaki sposéb — pytamy jeszcze raz — powstato
z (+ a) raptem (— a) ? Czego musieliSmy dokonaé geometrycznie
i arytmetycznie, aby dojs¢ do takiego wyniku? Geometrycznie, to
wida¢, dokonaliSmy obrotu o ,p6l okregu“, obrdcilismy (+ a)
0 180 stopni dokota punktu zerowego. Ot6z, jezeli — idgc dalej —m
zechcemy nada¢ temu obrotowi niejako arytmetyczne znaczenie,
ktére by nie naruszato naszego ogolnego algorytmu, wowczas nale-
zato by chyba ,,dla utrzymania algorytmu* przypusci¢, ze taki obrot
0 180° odpowiada mnozeniu przez (—1). Wyglada to ,jak bledne
koto w definiowaniu®, ale wkrotce okaze swag wielkg skuteczno$é.
Bo wiemy juz przez to, ze (+ a) .(— 1) = (—a). Owo (— 1) na-
zwijmy ,,czynnikiem obrotu*. Je$libym zechciat teraz obracaé¢ dalej
W przyjetym sensie obrotu, wtedy (— a) przemienitoby sie znowu
po 180° w (+a), arytmetycznie za$ mielibySmy: (— a) razy
»czynnik obrotu“ (— 1) daje (+ a). Nasz algorytm zatem, jak do-
tad, dziata catkiem poprawnie.

A teraz, wspoétbadajac, starajmy sie przesledzi¢ genialny chwyt
wielkiego Karola Fryderyka Gaussa. Co sie stanie, pytamy, jezeli
wykonamy obrét nie o 180°, ale tylko o 90°? Co powstanie wtedy
z naszego (-f- a) ? Ze wziete bezwzglednie ma w kazdej fazie obrotu
warto$¢ |a|, jasne jest juz chociazby dlatego, poniewaz jest ono
promieniem a okregu, powstajacego sitg rzeczy przez obrét. Ale jaki
znak ma to nowe, obecnie pionowo ku gérze stojace |a| ? Twier-
dzimy, ustalajgc to zupetnie dowolnie, ze znak kierunku zwrd6conego
ku goérze jest (+ ). Rzecz ,,oczywista“ — utrzymywalibySmy — ze
+ |a] powinno by¢ (+ a). Ot6z to wcale nie jest takie ,,oczywiste®.
Bo skoro pierwszy 90-stopniowy obrot w niczym znaku nie zmienit,
dlaczego nastepnie drugi miatby raptem zmieni¢ znak na (—). Ze
tak jednak jest istotnie wida¢ na fig. 26.

,»Czynnik obrotu“ nie moze przeciez raz wynosi¢ (+1), a zaraz
potem przy nastepnym, rownie wielkim obrocie (— 1) ? Taki ,,prze-
mienny“ czynnik obrotowy statby sie dla nas czym$ nieznoSnym.
1 pozostatby nieznos$ny. Bo skoro znowu dokonaliby$my obrotu o 90°,
musielibyS$my, wnioskujgc logicznie, kierunek osi pionowo na dot
zwroconej przyja¢ za ujemny (—), tak iz nic nie zmienitoby sig,
tzn. czynnik obrotowy wynositby (+1). Sprébujmy tylko przejsé
do ¢wiartki czwartej, a wéwczas plus przeskoczy znowu na minus,
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bo (— a) musi sie pomnozy¢ przez (— 1), aby otrzymac¢ obrane
jako wyjsciowe potozenie (+ a).

Stowem, stan nadzwyczaj niezadowalajacy, skoro obrotowi o 180°
odpowiada czynnik (— 1), a kazdej potowie takiego obrotu o 180°
na przemian (+ 1) i (—1).

Ale mamy przeciez sposéb, aby sie od tej rozterki uwolnié. Szu-
kamy po prostu, jak wielki musi by¢ ,,czynnik obrotowy* przy
90°. Szukac, jak wielkie by¢ musi co$ niewiadome na razie dla nas,
nie oznacza nic innego, jak tylko rozwigza¢ rownanie. W naszym
przypadku zalezy wszystko od tego tylko, czy potrafimy takie réw-
nanie utozy¢. Wiadomo nam, ze obro6t o 180° odpowiada czynnikowi
(— 1). Wiemy zatem, ze czynnikiem dla obrotu o 180° jest liczba
(— 1). Te liczbe (— 1) powinno sie jednak uzyska¢ po wykonaniu
dwoch potobrotéw, kazdego o 90°. Jezeli wiec niewiadomy czynnik
obrotu o0 90° nazwiemy X, otrzymamy, ze a .x jest wynikiem obrotu
odcinka a o 90°. Ale je$li wykonam zndéw obrét o 90°, wowczas
musze raz jeszcze pomnozy¢ przez ten czynnik obrotowy x. A zatem
(a.x) .x powinno sie rowna¢ a. (— 1). Albo w postaci réwnania
(ax)x = a(— 1). Poniewaz obraliSmy odcinek niezerowy a, mo-
zemy obustronnie przez a podzielic. Wdwczas otrzymamy: x2= (—1).

Ku niezmiernemu naszemu zdumieniu doszliSmy do réwnania,
o ktérym juz wiemy, ze nie ma pierwiastkow rzeczywistych. A wiec
»czynnik obrotu“ odcinka o 90° jest jaka$ liczbg nowego rodzaju,
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tzw. liczbg ,,urojong“. Ta liczba jest pierwiastkiem naszego réwna-
nia x-= ( 1). Oznaczajac ja przez i w konsekwencji otrzymamy

i2= (— -
Poniewaz i czyni zado$¢ réwnaniu i2= (— 1), mozemy symbol i
zastgpi¢ symbolem yj—1.
UzyskalisSmy wiec jednostke ,,urojong“ i jako ,,czynnik obrotu*
odcinka jednostkowego o 90°. Nasze i= J- 1 wySwiadczy nam te-

raz przystuge w interpretacji symboli dotychczas nie majgcych
sensu, np.

J—25=V(—1).(+25) = (Yy=1) (*251= iV25= 5i

5i jest liczbg urojong, oznaczajacg wynik obrotu o kat prosty odcin-
ka, majgcego 5 jednostek diugosci.

Tym samym uzyskaliSmy takze o$ liczbowg dla liczb urojonych.
I wprost mistyczne odkrycie pokazuje nam, ze liczby urojone prze-
biegajg w kierunku prostopadtym do osi liczb ,,rzeczywistych* w jej
punkcie zerowym. Ale jeszcze o co$ zatroszczyt sie algorytm. Mia-
nowicie o mozliwo$¢ obrotu kazdej wartosci bezwzglednej o 90°.
Fakt, ktéry nam sie uwidoczni dzieki dokonaniu obrotu poprzez
wszystkie cztery cwiartki. Znowu zaczynamy od (+ a). Obroémy
teraz o 90°, wtedy otrzymamy (+ai). Dalszy obr6ot o 90° daje
(+ ai)i, a wiec (+ ai2). Ze jednak i2= —1, otrzymamy po obrocie
0 180° liczbe (— a), co najwidoczniej sie zgadza. Po przebyciu trze-
ciej Céwiartki, zatrzymujemy sie przy (—a) . (+i) = — ai, wresz-
cie po obrocie o pozostate 90° przy (—ai) .i= (—a) .iz2=
—(—2a)(—1) == (J-a).

Jesli sobie uzmystowimy, co to znaczy, wtedy dopiero dojdziemy
do przekonania, ze wszystkie liczby, a wiec urojone i rzeczy-
wiste razem wziete, lezg witasciwie na plaszczyznie, albo poprawniej
moéwigc, dadzg sie razem przedstawic¢ tylko na ptaszczyznie. Bo pro-
stokatny ,,krzyz osi* jest mozliwy tylko na ptaszczyznie. Zaktada on
z gory tzw. ,,dwuwymiarowos$é*.

Ale i teraz jeszcze bynajmniej nie jesteSmy zadowoleni i chcemy
nasze nowe wiadomosci zuzytkowaé. W tym celu narysujmy na
nowo obie osie naszej ,ptaszczyzny liczbowej“, tym razem jednak
z liczbami szczeg6towymi (por. fig. 27).
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Poziomg 0§, a wiec naszg zwyczajng o$ liczb rzeczywistych, na-
zwijmy osig x-0w, a obie jej czeSci odpowiednio: (+ x) i (— x). O$
liczb urojonych natomiast nazwijmy osig y-0w, jej gérng czes¢, za-
wierajacg liczby z czynnikiem (+ i) oznaczmy przez (+y), czesc
dolng przedstawiajgcg liczby z czynnikiem (— i) natomiast przez

*3i-

*2i-

*3i-
4j .
-5i-

>f
-y
Fig. 27.

(—y). Takie oznaczanie osi stosuje sie konwencjonalnie dla wszyst-
kich uktadéw osiowych, do jakiegokolwiek celu miatyby stuzy¢. I my
wiele jeszcze bedziemy mieli z nimi do czynienia.

Teraz interesuje nas w pierwszym rzedzie, czy o$ liczb urojonych
jest réwnie ,,gesto obsadzona“ jak o$ liczb rzeczywistych. Najwi-
doczniej bowiem od tego zalezy gestosé i zapetnienie calej pla-
szczyzny liczbowej. Bo gdyby 0§ liczb urojonych nie byta réwnie ge-
sto obsadzona jak 0§ rzeczywistych, wdéwczas nie mozna by oczy-
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wiscie kazdego punktu ptaszczyzny liczbowej (w dodatku jeszcze
w najzupetniej dowolnym miejscu) zastgpi¢ kombinacjg liczb uro-
jonych i rzeczywistych. Lecz wyprzedzamy fakty. Przeciez wcale
jeszcze nie wiemy, czy taka kombinacja jest graficznie mozliwa
i jak wyglada.

Ot6z rozumujemy w nastepujgcy sposob: Nasze i jest wiasciwie
takze pewnego rodzaju ,,rozkazem*. Mianowicie rozkazem, aby mno-
zy¢ przez ~— 1. Kazda liczba a ma sama przez sie odpowiednig
warto$¢ bezwzgledna |al. Obojetne, czy to Ja[ jest liczbg catkowita,
utamkowa, czy niewymierna.

Owo Ja| moge zawsze znalezé w tej niejako ,,naturalnej“ dodat-
niej czesci osi liczb rzeczywistych. Bo ,historycznie* ta witasnie
czes¢ osi liczbowej stanowi wyjscie dla wszystkich dalszych pojec
liczbowych. Tam lezaly najpierw liczby naturalne, tam wsuneliSmy
p6zniej utamki, a potem liczby niewymierne. Wtedy dopiero stato
sie aktualnym ,,zagadnienie rozkazu“, zagadnienie znakéw liczbo-
wych. Algebraicznie, tagcze teraz Jaf z plusem albo z minusem i zy-
skuje przez to (-f a) lub (— a). Nastepnie przez ¢wierc¢-obrét moge
utworzy¢ dalsze jeszcze kojarzenia rozkazéw. Mianowicie (+ai)
oraz (— ai). Rozkaz ,,plus i“ oznacza: ,Ruszaj pionowo od zera
w gore o |a|! Natomiast rozkaz ,,minus i“: ,,Ruszaj od zera pio-
nowo na doét o Ja|!* Tym samym nasz pierwszy problem bytby roz-
wigzany. Bezwzgledna warto$¢ a, |a|, jest jednaka dla wszystkich
czterech czesci osi. Zmienia sie tylko na rozkaz wyrazony ,,znakiem
liczbowym* czy tez na rozkaz ,,i*. Co do gestoSci osi urojonych nie
ma zatem watpliwosci. Wykazuje ona podobienstwo budowy z osig
liczb rzeczywistych, jest z nig izomorficzna. Istniejg przeciez istotnie
liczby takie, jak -~i, ™ i, i .25, Nitd. Mozna by i traktowacd jako
znak liczbowy lub jako wspotczynnik, piszac:

1 « 1 « 4Kr il 1 « 9 ...
s*1'n’ Jjm9g> 5

Teraz jednak pytamy dalej. Jak przedstawig sie kombinacje
w postaci sumy lub réznicy liczb rzeczywistych i urojonych? Krotko
mowigc, jak przedstawie graficznie tzw. liczby ,,zespolone* w o0gdl-
nej postaci (a = ib) ? Jest rzecza jasna, ze nie moge tworzy¢ ,,par*
liczbowych na jednej osi. Bo ,,czynniki obrotowe* postaci (+1) lub
(— 1)przerzucajg liczbe |a] na o0$ rzeczywistych,wspdtczynniki
obrotowe postaci(+ i) natomiast na o0$ urojonych.Skoro wiec do-

Od tabliczki do rézniczki

A
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pisze ,,czynniki obrotowe®, powinienbym najog6lniejszy typ liczb,
liczby zespolone, zapisywaé wiasciwie tak:

(1) |8 = (i) |b|.

Obecnie zalezy cata rdznica pomiedzy liczbami urojonymi a rze-
czywistymi od tego tylko, czy |a i |b| roéznig sie od Q czy nie. Je-

p Liczba zespolona
(3+4U

-X «- » +X

Fig. 28.

zeli |a] rowna sie zeru, wowczas pozostaje (x i) |b|, to znaczy liczba
urojona (+ib). Jezeli |b| stanie sie zerem, wdwczas pozostanie
(x DJal, to znaczy liczba rzeczywista (+ a). Je$li |a] i X sg row-
nocze$nie Q wowczas powstaje samo Oa Je$li natomiast |a] wraz
z )b sa rozne od Q wowczas mamy wiasnie najogolniejszy, najob-
szerniejszy schemat liczby w og6le, mianowicie ,,zesp6t“, potgczenie
wszystkich mozliwosci liczbowych, czyli ,liczbe zespolong®.

Chcac ja geometrycznie przedstawié, musimy zapytaé, co wia-
Sciwie oznacza taki rozkaz a + bi czy a— bi itp. a lub (+ a) ozna-
cza, ze nalezy posuna¢ sie po dodatniej stronie osi liczbowej o a
Szczeg6towo biorgc np. o 3. A bi oznacza, ze réwnoczes$nie nalezy

1 Omozna takze czyta¢ jako duza litere O: O = tac. origo, poczatek!
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wznie$¢ sie ku gorze, prostopadle do poprzedniego kierunku o bi,
szczegOtowo np. o 4i. To jednak zwigzane jest z ruchem, jest za-
gadnieniem kinematycznym czyli foronomicznym. (Kinema (gr.) =
= ruch; foronomia = abstrakcyjna, og6lna nauka o ruchu.) A mia-
nowicie, ostateczny cel ruchu mozna osiggng¢ kosztem dwoch ru-

chow, odbywajacych sie wzdtuz dwdch do siebie prostopadtych kie-

(-5+6i)

runkéw: musi sie zatem daé przedstawi¢ jako rezultat obu tych
ruchéw. Krotko moéwigc, punkt kohcowy musi odpowiada¢ réwno-
czesnie rozkazowi rzeczywistemu i urojonemu. Narysujmy wreszcie
owo (3 + 4i) (por. fig. 28).

Nasze zadanie udato sie rozwigzac: ,Liczba zespolona“ a + bi
lezy poza osiami, na ptaszczyznie liczbowej! Teraz dla lepszego
uzmystowienia wyznaczmy liczby zespolone we wszystkich czterech
¢wiartkach (por. fig. 29).

iy
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Rozkazy znakow, oraz ,rozkazy i“ powinny by¢ teraz jasne.
Szczeg6lnie godng uwagi jest liczba w c¢wiartce 1V, bo tutaj czes¢
urojona jest jeszcze w dodatku niewymierna. Mianowicie — a.i, co
oznacza — (3*1415926...) X \J— 1-

Matematycznie poprawnie nalezato by teraz okresli¢ réwnosé,
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie liczb zespolonych.
Poniewaz zbyt wiele zajetoby nam to czasu, wiec zgodnie z przy-
rzeczeniem danym na poczatku ograniczymy sie tylko do praktycz-
nej wskazéwki, a mianowicie: cztery dziatania na liczbach zespolo-
nych wykonywamy w taki sam sposob, jak na liczbach rzeczy-
wistych, traktujgc symbol i jako liczbe i zastepujac iloczyn i .i= i-
przez — 1. Przekonajmy sie na przykiadzie.

Stusznie sie zdziwit wielki fizyk i matematyk holenderski Huy-
gens, gdy mu Leibniz postawil zadanie, aby obliczy¢ warto$é
\/1+ V—3 + \jl — V—3, a przy tym jeszcze utrzymywat, ze rezultat
tego rachunku jest stosunkowo prosty, a mianowicie liczba
2*449 489 7..., czyli e. Jakze to mozliwe, zawotat zapewne Huygens,
aby z sumy dwdch pierwiastkéw, zawierajagcych sume i réznice jed-
nosci i pierwiastkéw urojonych, wypadta ostatecznie liczba wpraw-
dzie niewymierna, ale wcale nieskomplikowana ? A moze to wszystko
jest tylko formalng igraszkga? PrzesledZmy powstanie naszego wy-
niku. Powinno wiec by¢:

VIl+ V—3+ \/1—\—3= v .

Dla préoby (sprawdzenia) podnieSmy obustronnie do potegi dru-
giej. A wiec

(Vi+ ~3+ \rl —\~—3) . (Ml + A=T3 | /I —V—Ii) = ~ m/e"

STTHVA + V[T AN +

jy1+ 7113. v/I_ V=3 + VI—\P3W 1—\F3 =6

V(I+ V=32+ 2\(1l—v—3) (I+ fP ) + \/(I — V- 6

1 | +2V1-"=3+V=3- V F3|]+ 1- VZI13 = 6

1-fyP3 + 251 —(—3)-f1—\W¥ 3= 6

14-"=3 + 2 ~ + 1 —y["3
1 + 4 -1

6

6, czyli 6 = 6.
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A zatem przypuszczenie Leibniza znakomicie sie sprawdzito.
Abysmy jednak w przysztosci nie byli wystawieni juz na takie nie-
poradnosci w rachunku, jakich co dopiero dokonalismy, zanotujmy
sobie dwie proste reguty pomocnicze. Mianowicie:

(@a+ b)(a—b)= az+ ab—ab—b2= az—Db2

tzn. iloczyn sumy dwdch liczb przez ich rdznice réwna sie réznicy
kwadratéw tych liczb.

(a+ by2= (a+ b)(a+ b)= az+ ab+ ab+ b2= az+ 2ab + b2;
(a—b)2= (a—b) (a—b)=a2—ab—ab+ b2= az—2ab+ b2

tzn. kwadrat sumy, albo réznicy, dwoch liczb jest zawsze suma kwa-
dratéw obu tych liczb plus, albo minus, ,,podwojny iloczyn* obu liczb.

To tylko mimochodem. Podalismy dotad, ze jednostke urojong ~—1,
oznacza sie literg i. | ze jesli to i potagczymy znakiem dodawania lub
odejmowania z dowolng liczbg ,,rzeczywistg®, wtedy moéwimy o licz-
bie ,,zespolonej*, ktorej ogo6lna posta¢ da sie napisa¢ jako a + bi.
Jesli utworzymy natomiast, podobnie jak w przyktadzie ,,Huygen-
sa—Leibniza“, dwie liczby zespolone postaci (a + bi) oraz (a— bi),
wtedy nazwiemy je ,,zespolonymi sprzezonymi“. Pomnozenie liczb
zespolonych sprzezonych przez siebie daje natychmiast liczby rze-
czywiste, gdyz (a+ b)(a—b)=a2— b2 a wiec (a+bi) (a—bi)=
= az—bziz= az— b2("—1)2= az—b2(—1) = a2+ b2 przyczym
i — jak wida¢ — odpadto. Ale takze podniesienie do kwadratu liczb
»Zespolonych sprzezonych* daje wartosci rzeczywiste. Bo:

[(a+ bi) + (@a—biy12= (a+ biy2 + 2(az— b2i2) + (a— biyz2=
az + 2abi + b2i2 + 2a2 — 2b2i2 + a2 — 2abi + b2iz=
da2 + 2b2i2— 2bziz= 4a2

Skoro juz znamy wszystkie typy liczb, ustalmy niejako ich ro-
dowdd czy drzewo genealogiczne:
1. Liczby rzeczywiste.
A. Liczby wymierne.
a) Liczby wymierne catkowite (2, 4, 99).
b) Liczby wymierne utamkowe (y, 025, 0’3 itd.).
B. Liczby niewymierne (25, 3T41592... = ititd.).
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2. Liczby urojone.

a) Liczbai= ~—1

b) Liczby zespolone (a + bi).

c) Liczby zespolone sprzezone (a + bi)... (a— bi).
Dalszy podziat mdagtby jeszcze wyréznic:

a) Liczby  szczegbtowe (7, ™25, 5+ i7M/I3 itd.).

b) Liczby ogélne (a, c, "/p, a— di itd.).

c) Liczby niewiadome (x, vy, z itd.).

d) Liczby zmienne [y= f(x), z= 5y + 3xitd.].
W koricu pozostatoby jeszcze rozroznienie na:

A. Liczby dodatnie i ujemne [(+5), — Ja]"+3x itd.].

B. Liczby bezwzgledne (J7[, j», |8), |[d— nif, |y]).

W ten sposéb stanowczo i nieodwotalnie dotarliSmy na najwyz-
szy szczyt gory liczbowej, wznoszgcej sie nawet w sfery urojone.
Istniejg jeszcze wprawdzie takie osobliwosci jak ,,kwatemiony“ Ha-
miltona i tzw. liczby ,,nadzespolone* itd. Jednakze z osiggnietej wy-
sokosSci mamy prawo by¢ wiecej jeszcze niz zadowoleni. Bo z tym,
co posiadamy, mozemy juz wnikng¢ gtebiej w kazdg dziedzine ma-
tematyKki.

Jakkolwiek interesujgce d ptodne w nastepstwa byloby dal-
sze zajmowanie sie teorig liczb zespolonych, na ktérych systematycz-
nym zastosowaniu polega jeden z najwazniejszych dziatow wyzszej
matematyki, tzw. ,,teoria funkcji analitycznych* czyli ,teoria funk-
cji zmiennych zespolonych*, to jednak sprzeniewierzylibySmy sie
naszemu zadaniu, gdybySmy sie diuzej przy nich zatrzymali. Ogra-
niczymy sie zatem do tego, aby zauwazyé, ze ,liczby zespolone*
uwazamy po prostu algebraicznie za ,,wielomiany*“ i mozemy nimi
operowac¢ ostroznie wprawdzie, ale bez specjalnej obawy w zakresie
czterech dzialan zasadniczych. Oczywiscie, przy szczeg6towych obli-

czeniach zawsze nalezy mie¢ na uwadze, ze i oznacza wiasnie ~—1.
Przy wszelkich jednak obliczeniach wystarczg na pewno najzupet-
niej nasze prawa ,kojarzenia rozkazow*“.

Ze przy czterech podstawowych dziataniach (dodawanie, odej-
mowanie, mnozenie, dzielenie) nie popadniemy w zadne trudnosci,
nawet gdy wystapiag liczby urojone, zaznaczyliSmy wiasnie przed
chwilg. Nie chcielibySmy jednak tego matematycznego krdlestwa
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duchéw, w ktdérym widoczne sie stajg zwiazki pomiedzy liczbami
a formami, zwigzki, ktérych istnienia w jaskrawym S$wietle liczb
rzeczywistych oko ludzkie wcale sie nie domysla, tego krdélestwa nie
chcieliby$my opusci¢, nie dawszy przynajmniej stabego przedsmaku
spetniajgcych sie w nim cudéw. Dlatego zdradzimy, ze potegowanie
liczby i, odpowiednio do witasnosci tego i jako ,,czynnika obrotu“,
wyznacza pewien cykl, ktéry przebiega w sposéb nastepujacy:

i»=(~)i=(_I)T.= (_Di=-1
13=i2.i —(---1),i ==

la= i3.i =( .i=( Diz= -j-I
iB= i4.i = (+1).i = + i
ie= i5.i = (+i).i =2 = - 1
itd.
Albo ogdélnie:

in = -fa

14n+1 = _|_i

jAn+2-— X

j4n4-3 — o X

jAn+-4 —  J- X
itd., przy czym za n nalezy podstawia¢ liczby naturalne od 1 poczgw-
szy az do dowolnej skonczonej wielkosci.

Jeszcze trudniejszg i bardziej mistyczng posta¢ anizeli potego-
wanie przybiera pierwiastkowanie liczb urojonych i zespolonych.
Poniewaz naczelne nasze dgzenie zawsze przy tym zwraca sie w tym
kierunku, aby wyzszego rzedu pierwiastki z (—z1) zredukowaé do
pierwiastka kwadratowego z (—z1), a wiec do wartosci i, wyprowa-
dzono w tym celu, dzieki réznym genialnym chwytom i przy po-
mocy koncepcji ,,czynnika obrotu“, rozliczne wzory, ktérych wy-
jasnienie zbyt daleko by nas zawiodto.a Zadowolimy sie zatem uwa-
ga, ze pierwiastek kwadratowy z liczby zespolonej a + bi oblicza sie
w nastepujacy sposoéb:

1 Wspéiczynnik przy i nie sprawia przy tym zadnej trudno$ci. Mozemy

go zawsze wyrazi¢ jako liczbe rzeczywistg. Tak np. jest \J—o = g . \j— 1=
126 2n 2n n
= \/9 «\fi , og6lnie™ —a= \ja . \jl ¢
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Wz6r ten oczywiscie mozna tez stosowacé dla pierwiastka kwadrato-
wego z samego i, poniewaz i to nic innego, jak tylko liczba zespo-

lona typu (a+ bi), przy czym a= 0, b— £1. W ten sposéb NI
daje w mysl naszego wzoru ayj~i wedlug tego sa-
mego wzoru — i-~=, Z faktu, ze pierwiastek z i nie jest juz
liczbg urojong czystg, ale liczbg zespolong, tatwo pojac, ze nie lezy
on juz na osi liczb urojonych (i), ale gdzie$ na ptaszczyZnie licz-
bowej.

Catkiem ogo6lnie: kazdy n-ty pierwiastek z i, ktéry z powyzszego
wzoru mozna by znalez¢ z wielkim trudem i to przez kolejne powta-
rzanie pierwiastkowania, gdzie ponadto byiby bezposrednio do-
stepny tylko pierwiastek 2., 4., 8., 16., 32. itd., da sie tatwo i pew-
nie obliczy¢ za pomoca innego wzoru. Brzmi on:

VT=cos|)“+i.sin(S)«,

przy czym n ogranicza sie do liczb catkowitych. Nawiasem modwiac,

sg wszystkie n-te pierwiastki z i ,,parzystymi* pierwiastkami po-
or_

staci Vyji, gdyz i, samo bedac juz drugim pierwiastkiem, musi sie
z kazdym wyktadnikiem pierwiastkowym tgczyé w pierwiastek ,pa-

3 3.2 6
rzysty“ [(y —1)==y~ 1= yi---1 itd.].

Obecnie, bedac w dobrze zastuzonym posiadaniu catego Swiata
liczb, zastosujmy nasze doswiadczenie w spetnianiu ,,rozkazéw ru-
chu*, aby uzyskaé co$, co nam w zdumiewajacy sposob potaczy w jed-
nos¢ to wszystko, co dotychczas przywykliSmy uwazac¢ za dziedziny
astronomicznie od siebie odlegte.

Ditugi i powolny rozwdj historyczny prowadzit owo odkrycie
»geometrii analitycznej*, czyli ,,wspotrzednych*, od Apolloniusza
z Perge, poprzez badania scholastyki, Mikotaja d’Oresme (XIV wiek)
i Jama Keplera, az do Fermata i Descartes’a. Jednakowoz z imie-
niem Descartes’a, ktéry jako mtody oficer kawalerii, na wegierskich
lezach zimowych, wsrdd okropnosci wojny trzydziestoletniej, ujat te
sztuke ,,analizy* w pewng zamknieta cato$¢, powiazmy nierozerwal-
nie uczucie czci dla geniuszu nieomylnej duchowej sity twdérczej.
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W S P O t R Z E D N E

Wedle utartego juz zwyczaju, zanim wejdziemy w blizsze szcze-
goty, zmajstrujmy sobie dla uprzystepnienia nowg maszyne, aby
najpierw przy jej pomocy przyswoi¢ sobie kilka poje¢ z najog6lniej-
szej nauki o ruchu, czyli wzmiankowanej juz wyzej foronomii. Ta
foronomia, jak i sama jej nazwa, popadta dzi$ prawie zupetnie w za-
pomnienie. Méwimy w podobnym sensie o ,kinematyce*, znamy
w fizyce, w szczeg6lnosci w mechanice, rozliczne zasady ruchu, ale
prawie zawsze mamy przez to na mysli ruch fizyczny, tzn. ruch
»Czegos“ materialnego, nawet je$liby to byt fikcyjny, fizyczny
»punkt materialny“.

Nas jednak to poruszajgce sie ,,co$“ w ogole nie interesuje. Be-
dziemy tak dalece abstrahowali, chociaz nic podobnego w ,rzeczy-
wistosci“ nie jest mozliwe, ze rozwazaé bedziemy tylko ruch jako
taki. |1 dlatego postugujemy sie tylko punktami matematycznymi,
pozbawionymi szerokoS$ci liniami matematycznymi i ewentualnie po-
wierzchniami nie posiadajgcymi grubosci. A wiec utworami, ktdre
tylko pomysle¢ mozna, ale ktérych nie mozna zobaczy¢. Na tym
tez polega komizm w nastepujgcej anegdotce: Pewien dorobkiewicz
oddat swego syna, jako ,,jednorocznego* do arystokratycznego put-
ku. Syn potrzebuje pieniedzy, a poniewaz nie znajduje juz zadnego
uzasadnienia na uzyskanie kredytu, pisze do ojca, ze w czasie ¢wi-
czen w strzelaniu ztamat ,.linie celowa* i musi zaptaci¢ odszkodowa-
nie skarbowi panstwa. — Ot6z taka ,linia celowa*“ bylaby naszym
idealem. Bo jest to istotnie matematyczna, niematerialna linia. Mia-
nowicie linia prosta, ktdrg sobie wyobrazamy, przedtuzajgc kie-
runek od oka celujacego przez celownik i muszke do celu. Ma zatem
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dtugos¢, nie ma wcale szerokosci. | z powodu tej nieuchwytnosci
»hader trudno* jg ztamac.

To wszystko jednak tylko dla wyjasnienia, co mamy na mysli,
kreslagc w trakcie dalszych rozwazan nasze punkty i linie. Nadajemy
im symboliczng widzialno$¢, nie wolno nam jednak ani na chwile
zapomnieé, ze wiasciwie powinny one byé niewidzialne. No, ale te-
raz do naszej ,,maszyny“. Bierzemy zwyklg rysownice, rozpinamy
na niej arkusz papieru rysunkowego i $cisle przy dolnym jej brzegu
ktadziemy przykladnice. Nastepnie od jednej krawedzi rysownicy do
drugiej kreslimy poziomag linie. A teraz prosimy kogo$, aby jakims$
catkiem nieregularnym ruchem posuwat przykfadnice ku gérze. My
sami za$ przeciggamy z niezmienng predkoscig kreske od strony
lewej ku prawej.

Fig. 30.

Ku naszemu zdziwieniu nie powstata na papierze bynajmniej linia
prosta, ale nadzwyczaj nieregularna linia zygzakowata, z ktorg wia-
Sciwie nic poczgé nie mozna. Nawet nie wznosi sie stale. Owszem,
w jednym miejscu nasza linia opada — a stalo sie to wtedy, gdy
pomocnikowi naszemu przyktadnica wyslizneta sie i wskutek tego
przesuneta sie z powrotem na dot. Oczywiscie, mozemy ten ekspery-
ment powtarza¢ dowolnie czesto i w dowolny sposob. Mozna by tez
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umodwi¢ sie z ,,pomocnikiem*, aby przy posuwaniu przyktadnicy
w goére albo zachowat jednostajnos¢, albo pewien rytm. Co wtedy
powinniby$Smy otrzymaé, odkryjemy po6zniej.

Obecnie zbadajmy najpierw ,foronomicznie*, dlaczego w ogoéle
ta osobliwa linia powstata. Sci$le analizujac, staramy sie wyjas$nié¢
sobie przebieg doswiadczenia. Jest rzeczg zrozumiatg, ze odbywaty
sie rownoczesnie dwa stale do siebie prostopadte ruchy. Mianowicie,
moje jednostajne przesuwanie otéwka na prawo i nieregularne posu-
wanie przykiadnicy przez pomocnika ku gorze. A w kazdej najmniej-
szej fazie ruchu otéwek byt réwnoczes$nie przesuwany na prawo i ku
goérze. A wiec—ijesli tak wolno sie wyrazic—otdéwek starat sie spro-
staé rownoczes$nie obu poruszeniom. Jezeli pocigg porusza sie wsrod
deszczu, ktérego krople spadajg doktadnie pionowo, wtedy krople te
ujrzymy na oknach wagondw nie w postaci pionowych $ladéw dzdzu,
ale jako linie uko$ne. A beda one ukos$ne tym wiecej, im predzej
pocigg sie porusza. One wiasnie takze starajg sie podaza¢ réwno-
cze$nie w kierunku dwdéch wzajemnie prostopadtych ruchéw. Ma-
lenkg faze ruchu tego rodzaju moglibySmy sobie takze przedstawic
nastepujgco:

fi

Ten tzw. ,rownolegtobok ruchdw* przedstawia usitowanie
punktu P, aby podgzy¢ w kierunku obu ruchéw réwnoczes$nie. To
usitowanie osigga tez skutek. Bo bedac w Pi; punkt spetnit zgdanie
ruchu zarébwno poziomego, jak pionowego: Posunatl sie nakazang
droga na prawo i ku gorze.

Ten sposéb tlumaczenia ma jednak moc obowigzujacg tylko
w przyblizeniu, o ile ruch ku gdérze nie byt takze $cisle jednostajny.
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To znaczy, jako ,tor* punktu pomiedzy P i Pt tylko wtedy mogta
powsta¢ prosta, jezeli oba ruchy odbywaty sie jednostajnie. Tym-
czasem przy naszej maszynie zatozyliSmy, ze ruch w gére odbywa
sie dowolnie i niejednostajnie. Mozemy zatem nasz ,,réwnolegtobok
ruchéw* nawet w naszej najdrobniejszej fazie ruchu tylko w przy-
blizeniu uwaza¢ za wazny. Bo w rzeczywistosci takze w obrebie row-
nolegtoboku tor bytby w jaki$ sposob nieregularny. Np.:

P

I chociazbym obrat nawet Bdg wie jak mate fazy, to ze wzgledu na
nieregularne posuwanie w gore, natrafitbym zawsze na nieregu-
larne ,,elementy toru“.

Musimy zatem inaczej ujac¢ naszag ,,analize”. Jedynym wyjsciem,
aby przy nieregularnosci cho¢by nawet jednego tylko z obydwu ru-
chéw unikna¢ nieregularnych toréow, jest sprébowaé¢ wytaczyé
w ogoble dtugos¢ toru, a badanie przeprowadzi¢ wytacznie na jednym
punkcie toru, utworze bez cechy diugosci. A mianowicie na punkcie
dowolnym.

Obieramy na rysownicy punkt P, odstawiwszy przedtem przy-
ktadnice. Jakiz udziat brat ten punkt ,,foronomicznie“ w obydwu
ruchach? Z pewnos$cig zostat przesuniety w prawo o diugos¢ x, tzn.
poruszylismy otéwek o dlugos$¢ x na prawo. Natomiast wysokosc,
jakg punkt ten osiagnagt przez przesuniecie w gére, nazwijmy vy
(fig. 33).

Teraz moglibySmy to samo rozumowanie przeprowadzi¢ dla kaz-
dego punktu ,toru* i za kazdym razem moglibySmy ,,dtugosé¢* ozna-
czy¢ przez X, ,,wysokos¢“ albo ,,szerokos$¢“ przez y. Kazdy punkt
»toru“ jest wiec jednoznacznie okreslony przez swoje x i swe Y.
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Wartosci na & i na y, ktore w prosty sposéb mozemy przeciez zmie-
rzy¢, sg przyporzadkowane odpowiedniemu punktowi P. Nazywamy
je ,,wspoétrzednymi“. Mowigc Scislej, okresliliSmy tzw. ,,wspétrzedne
punktu“, poniewaz przypisaliSmy, przyporzgdkowalismy punktowi
charakterystyczne dla niego wartosci potozenia.

Przez to jednak osiggneliSmy bardzo mato. Bo przecie nie mo-
zemy odmierzy¢ dla nieskoriczenie wielu punktéw, odpowiadajgcych
im x iy, aby przez to wyznaczy¢ ich wspoétrzedne. A ze nasz ,tor"
sktada sie jednak z nieskoriczenie wielu punktéw, to prawie pewne,
chociazby dlatego, ze powyzej kazdego punktu prostej podstawowej
lezy punkt ,,toru“, a dalej dlatego, poniewaz przy kresleniu linii na
prawo nie odrywaliSmy otéwka od papieru. Wedtug naszych dotych-
czasowych pogladow taka ciggta linia sklada sie z nieskonczenie
wielu punktéw. Przy czym arytmetycznie mogtbym twierdzié, ze
prosta moja, na ktérej odmierzam wartosci na x, a wiec linia pod-
stawowa, to w ogo6le nic innego jak tylko o$ liczb rzeczywistych. Bo
mozemy przeciez obra¢ x w kazdym miejscu poczawszy od o, a wiec
takze jako utamek, lub jako liczbe niewymierna.

Czego nam brak, to oczywiscie — og6lnego wzoru, wediug kto-
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rego moglibySmy wyznaczy¢ x i y. Jednak wiemy dalej, ze wzor,
w ktorym wystepujg liczby x i y i sg niewiadomymi, to nic innego,
jak tylko diofantyczne albo i niediofantyczne, w kazdym razie po-
dobnie nieoznaczone rdéwnanie z dwiema niewiadomymi. Lezy to
jednak zupetnie w naszej mocy, aby np. kazdorazowe x uczyni¢
wiadomym o tyle, ze je dowolnie obierzemy. Skoro jednak moge do-
wolnie wybraé i podstawi¢ za x, co chce, woéwczas wiasciwe, odpo-
wiadajace y musi wynika¢ przymusowo, jesli wzér ma sie zgadzac.

A zatem widzimy wreszcie droge. Co wiecej, znamy nawet instru-
ment, aby sie na tej drodze pewnie poruszaé. Jest to funkcja! Bo
w funkcji otrzymuje sie z dowolnego x przymusowo przynalezne vy.
Ale jak uzyskac¢ takg funkcje, ktéra by miata te wiasnos¢, ze by-
taby wazng dla kazdego punktu ,,toru“? Sprawa przedstawia si¢ bar-
dzo watpliwie. Bo zdrowy rozsadek méwi mi, ze dla toru wznoszg-
cego sie wzdluz prostej, ze dla kola, powiedzmy jeszcze dla elipsy
znajde funkcje toru, ale ze przy takich nieregularnych, zygzakowa-
tych torach okaze sie to dla mnie niemozliwoscig. A jednak pozo-
stawatoby jeszcze jedno, ostatnie wyjscie. Moze udato by sie nasz
nieregularny tor roztozy¢ na poszczeg6lne czesci, ktére bytyby bar-
dziej regularne. | dla kazdej takiej czesci utworzyé witasciwg funk-
cje. Zdradzamy z goéry, ze wszystkie zarzuty i wszystkie pomysty
wytrzymuja krytyke. Wszelako pojecie ,,regularnosci“ jest dos¢
ptynne. Ponadto za$ mozna by caty problem odwrdéci¢ i utrzymywac,
ze je$li kazdemu ,torowi“ odpowiada funkcja, to tak samo kazdej
funkcji musi odpowiadac jaki$ ,,tor“. Z grubsza rzecz ujmujac, i to
tez jest stuszne. Aby zatem mdc naszym domystom nadaé¢ konkretng
posta¢, przygotujmy sobie dalsze wazne narzedzie do naszej ,,ana-
lizy“, czyli ,,geometrii analitycznej“.

Najpierw przypominamy uwage, ktérg w swoim czasie zrobi-
lismy: mianowicie ze funkcja jest liczbg ,,faustyczng* i wyrazem du-
cha kultury Zachodu. Jak mamy to rozumiec¢? W tym celu musimy
sie przyjrze¢ doktadniej istocie funkcji. Wspominalismy, ze funkcje
zapisujemy catkiem ogélnie y = f(x), a przez to mamy na mysli, ze
y rowna sie jakiemu$ zestawieniu wartosci na x ze stalymi. Ewen-
tualnie nawet bardzo zawitemu. W ten sposéb réwnanie

y=(2x + 5)-J"~-25x7

jest z pewnoscig funkcjg, nawet nadzwyczaj skomplikowana.
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A y= 5x+ 13 .sinx to takze pewna funkcja. Stowo funkcja nie
jest mianowicie catkiem jednoznaczne. Raz rozumie sie przez to cale
réwnanie, o ktéorym z géry zaktadamy, ze za x mozna dowolnie pod-
stawiac¢. Innym razem znowu rozumie sie przez to po prostu samo vy,
gdyz owo y jest niejako rezultatem obliczen dokonanych przy po-
mocy X. Mozna by takze napisac:

(Funkcja zmiennej x) = f(x) = 5x + 13 sin x

albo jeszcze wyrazniej

y="f(x)
y = 5x + 13sinx

f(x) = 5x -f 13sin x.
Oczywiscie, mozna by takze wyrazi¢ w nastepujgcy sposéb:

f(x) =y
f (x) — 5x -f- 13 sin x

y = 5Xx -j- 13 sin x.

Wiele sie grzeszy nagromadzaniem rdéznych znaczeh stowa ,,funk-
cja“, ktére w istocie ma przeciez jedno tylko znaczenie. A przez
to wywotuje sie u poczatkujgcego zamet. Dlatego sprobujemy sie-
gna¢ do najprymitywniejszych poczatkéw sprawy. Przypusémy, ze
dane mamy roéwnanie:

15x2+ 9x + 3y = 12x— 27.

Wystepuje tutaj x i y. Zmienna x ponadto jeszcze w dwoch réz-
nych potegach. Zmienna y ma pewien wspo6tczynnik, mianowicie 3.
GdybySmy mieli pracowac tg ,,funkcjg, nabawilibySmy sie klopotu.
Zawiodlaby nas nawet nasza kunsztowna maszyna ze wskazdéwka.
Bo wskazéwka pokazuje y, a nie 3y. Taka funkcje nazywa sie tez
Luwikiang“. Musimy sprobowac ,rozwiktac“ jg sobie, uczyni¢ ja
»wyrazng“. Poniewaz dotychczas stale interesowalismy sie rezulta-
tem, jak wielkie ma by¢ y, musimy zatem y ,,izolowac¢* w podobny
sposob, jak swego czasu a w zwyczajnych rownaniach. Wszak w isto-
cie to przecie nic innego. Mianowicie, jezeli nam wolno na x obraé
jakiekolwiek wartosci, wowczas wiasciwie wszystkie wielkosci,
w ktérych x wystepuje, zamieniamy na stale. A jako niewiadoma
(moéwigc technicznym jezykiem réwnan) pozostaje tylko y. To réw-
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nanie rozwigzujemy wiasnie wzgledem y, podobnie, jak mozna roz-
wigzac¢ réwnanie By & 5g= 94 ' 17b

w liczbach szczegd6towych catkowitych, o ile nam wolno obra¢ na
a i b dowolne wartosci. Np.: a= 2, b= 4. Wtedy bytoby

2x+ (5.2) = 24+ (17 .4), czyli
2x= 24+ (17.4) — (5.2)
2Xx = 82
X = 41

Réwnaniu wszakze nadaje sie dopiero wtedy catkowicie charak-
ter funkcji, jezeli za x mozna podstawié jaka$ liczbe nie tylko raz,
ale zawsze, i to kazdg dowolng liczbe.

Aby tatwo byto naszg funkcje:

15x2+ 9x + 3y = 12x — 27

rozwigza¢ wzgledem vy, trzeba jg teraz ,,rozwikia¢* najpierw, uczy-
ni¢ ,wyrazng*“.

3y = 12x— 27 — 9x — 15x2

3y = 3x— 15x2— 27
y = X — 5x2—9, albo po uporzadkowaniu
y ——5x2+ x—0.

Teraz mozemy powiedzie¢, ze y jest funkcjg x, czyli y = f(x),
jezeli przy tym dodamy w mysli, ze * mozna obiera¢ dowolnie. Przy
kazdym wyborze wartosci na x powstanie w ogélnosci inne y. Oczy-
wiscie, mozemy wyznaczy¢ niezliczong ilo$¢ takich ypsylondw. Prze-
prowadzmy to praktycznie, a w tym celu utézmy malg tabelke:

oy Xy x y

1 —13 3 S o —9

> —21 2 = 2 — 17-586..
3 —51 1 m n  — 55-2064.
4 —85 471 42993 m e — 43-227...

W pierwszej kolumnie tabeli podstawiliSmy po prostu liczby na-
turalne (catkowite dodatnie). W drugiej utamki zwyczajne. W trze-



Wspoitrzedne 225

ciej zero i liczby niewymierne. Zawsze wypada ham na y oznaczona
wartosc.

Jezeli, dalej, okreslimy teraz kazde x wraz z odpowiadajgcym
mu y jako pare liczbowa, to mozna powiedzie¢, ze otrzymalismy
tyle par liczbowych, ile podstawiliSmy wartosci na x.

Ale przez to jeszcze nie rozwigzaliSmy pierwszego problemu:
mianowicie, na jakiej podstawie okresla sie y jako ,liczbe“, jako
»liczbe faustyczng®. Odpowiemy, ze y jest pewnego rodzaju wielo-
znaczna, ruchliwg liczbg, ktdrg otrzymuje sie dzieki wartosci na x.
A mianowicie z przynaleznego x. | chociaz to x jest zmienne, to
mimo to y nie kazdg moze przyja¢ wartos¢. Sam sposob, w jaki x
wystepuje, wytycza dla y okres$lone granice. A przez to utworzy ono
nie jakiekolwiek, ale zupetnie okreslone nastepstwo liczb, jakkol-
wiek mate nawet obralibySmy odstepy pomiedzy wartosciami na x.
A wiec zmienia sie ono w zaleznosci, przymusowo. | to przymusowe
nastepstwo liczbowe wartosSci na y mozna w wyzszym sensie pojac
jako ,faustycznag“, ruchliwg liczbe. Jej obrazem jednak, w ujeciu
foronomicznym, jest nasz ,tor“, albo jak sie zwykto mowié, jaka$
»Krzywa*, ,,wykres krzywej funkcyjnej*.

A dalej, jak juz zaznaczono, stosunki w funkcji tak sie ukfadaja,
ze mozna wszystko odwrdéci¢. Rownie dobrze mozna by twierdzi¢, ze
uktad par liczbowych, to jaka$ funkcja. Z ostatniej uwagi widzimy,
ze funkcja moze byé dana w trojaki sposéb:

1. Jako réwnanie o dwoch niewiadomych, w postaci uwikianej
lub rozwigzanej na jedng z niewiadomych. Np.:y = —5x2+ 3x — 9.

2. Jako ,krzywa“, dla ktérej dopiero nalezy szuka¢ wzoru,
~funkcji®.

3. Jako tabelka par liczbowych, ktére pochodzg np. z obserwa-
cji. (Przyktad: Ilo$¢ burz w miesigcu przy oznaczonej Sredniej tem-
peraturze kazdego miesigca).

W drugim wypadku, jak juz wspomniano, nalezy szukac ,,funk-
cji““. W trzecim przypadku nalezy w og6le dopiero ustali¢, czy za-
chodzi zwigzek funkcyjny, zgodny z jakim$ prawem.

Z tymi wszystkimi jednak naszymi gtebokimi pogladami nie ru-
szymy dalej dopéty, dopdki nie wprowadzimy ,analitycznych*
Srodkdéw pomocniczych. Rozwazmy zatem pytanie, jak si¢ zamienia

1 Ograniczymy sie do dwdch zmiennych!

0Od tabliczki do rézniczki b
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dana funkcje w wykres krzywej. Pytaniem, w jaki sposob zamienia
sie z powrotem krzywg na funkcje, zajmiemy sie dopiero w ostat-
nim rozdziale. ROwniez tam zajmiemy sie kwestig, jak uzyskaé
krzywag z par liczbowych (problem interpolacji).

Nasze pytanie, zanim na nie odpowiemy szybko i po prostu, za-
ktada z gory jeszcze pewng drobnostke. Zaklada mianowicie kon-
wencjonalng umowe co do ,,uktadu osi wspotrzednych* albo krétko
»uktadu wspotrzednych®. Wiele trudnosci nam to nie sprawi, ponie-
waz czym$ podobnym zajmowaliSmy sie juz przy liczbach urojonych.

A wiec, postepujac za Descartes’em (Kartezjuszem), obieramy
tzw. prostokatny, czyli ortogonalny kartezjuszowski uktad osi wspot-
rzednych, w ktérym drogg umowy wprowadzamy wszelkie nazwy
i inne zatozenia porzadku. Jeszcze raz: Ukiad nasz wprowadzamy na
podstawie umowy. Zasadniczo nie wybija sie on niczym ponad
inne mozliwe ukiady, co najwyzej pewng prostotg. Wyglagda w na-
stepujacy sposob:

0§ y-ow

/

druga ¢wiartka pierwsza C¢wiartka

(-++) (+24)

trzecia ¢wiartka czwarta céwiartka

i-.-) (+e-)

Fig. 34.



Wspotrzedne 227

Punkt O nazywa sie poczgtkiem ukiadu. O$ «-6w nazywa sie o0sig
odcietych, o$ y-6w osig rzednych. Obie osie razem ,,uktadem wspédt-
rzednych*. Osie dzielg calg nieograniczong ptaszczyzne niejako na'
cztery ,,Cwiartki“. Numeruje sie je w Kierunku przeciwnym obrotowi
wskazéwek na tarczy zegarowej. Co oznaczajg stojace ponizej znaki
+ i —, objasnijmy od razu w spos6b prosty: mianowicie obie osie
mozemy tez dodatkowo uwazac¢ za dwie, prostopadle przecinajace sie
osie liczb rzeczywistych. Przez to bezsprzecznie otrzymamy znacze-
nie znakdéw, o ile tylko zatozymy, ze liczby ujemne znajdujg sie na
lewo od poczatku uktadu na osi poziomej, a na osi pionowej od po-
czatku ukiadu w kierunku ku dotowi. Teraz juz bez niczego jestesmy
w stanie rozmiesci¢ ,,pary liczbowe*. Kazda para liczb, jaka na
Swiecie istnieje, przedstawia w uktadzie wspotrzednych jaki$ punkt,
pod zatozeniem, ze jest to para liczb rzeczywistych. Bo zazadalismy,
aby obie osie byty liniami liczb rzeczywistych. Umiejscowienie liczb
urojonych i zespolonych na tzw. plaszczyznie Gaussa widzieliSmy
juz przedtem. Przy rozwazaniu funkcji zmiennej zespolonej wyobra-
zamy sobie, ze obie zmienne zespolone (niezalezna i zalezna) zostaly
zobrazowane na dwoéch réznych ptaszczyznach. Nasza funkcja przy-
porzadkowuje kazdej wartosci zmiennej niezaleznej — a wiec jakie-
mus punktowi na jednej ptaszczyznie — odpowiednig wartos¢ zmien-
nej zaleznej, czyli odpowiedni punkt na drugiej ptaszczyZznie. Mowi-
my, ze zwigzek miedzy zmiennymi, funkcja, przeksztatca
punkty jednej ptaszczyzny w odpowiednie punkty drugiej i dlatego
zwigzek ten nazywamy ,,przeksztatceniem* tub ,,odwzorowaniem po-
dobnym* (konformicznym). Ta jednakze dziedzina przekracza da-
leko nasze ramy, poniewaz nalezy do trudniejszych zagadnien wyz-
szej matematyki.
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GEOMETRIA ANALITYCZNA

Z kilkakrotnego os$wiadczenia wiadomo juz, ze jest ciagle na-
sza ambicjg, aby wyjasni¢ podstawowe pojecia analizy nieskonczo-
nosciowej, a wiec dyscypliny, ktérej nadaje sie ogdlne miano ,,wyz-
szej matematyki“. | na kazdym kroku, jaki uczynimy, to sobie mu-
simy uswiadomi¢, ze bez przerwy gromadzimy coraz to nowy mate-
riat przygotowawczy dla osiggniecia zamierzonego celu. Zaniedbamy
az do pewnego stopnia niektdre szczegoly, ktore same przez sie by-
tyby wielce interesujace i wazne. Niejedno znowu podamy w naj-
szerszych tylko zarysach, albo w naswietleniu obcym zwyczajnej
nauce. Tak np. teraz w sposéb naprawde samowolny, a przez to ma-
jacy wiele luk, zajmiemy sie ,,geometrig analityczng“, czyli geome-
trig odniesiong do ukladu wspoétrzednych, aczkolwiek ta wiasnie
cze$¢ geometrii byla i jest jednym z gtéwnych zatozeh matematyki.
Czas juz jednak zaniecha¢ dalszych zapowiadan, a przystapi¢ wresz-
cie do rzeczy.

Stawiamy sobie najpierw pytanie, pozornie rozbiezne z tematem,
a mianowicie, jakiemu warunkowi muszg czyni¢ zado$¢ dowolnie
obrane odcinki, prostopadte do pewnej prostej, aby ich kohice mogty
i musialy leze¢ na jednej prostej. Albo jeszcze lepiej, jak to sie cze-
sto dzieje w geometrii, uwazamy problem juz za rozwigzany, a z roz-
wigzania szukamy ,,warunkéw* realizacji (por. fig. 35).

W punktach A do K ,,prostej g*“ wystawmy odcinki prostopadte,
doktadnie takiej ditugosci, ze konce ich wszystkich lezg na jednej
»prostej gl“. Te prostopadie odcinki oznaczamy przez o az do
i wystawiamy je w zupetnie dowolnych odlegtosciach od siebie. Je-
zeli np. punkt A przyjme za punkt poczatkowy mierzenia odlegtosci
na ,,prostej g“ i wybiore jaka$ jednostke diugosci, wéwczas moze
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sie zdarzy¢, ze ten czy inny odcinek przetnie ,,prosta g“ w punkcie,
ktéremu odpowiada liczba ,,niewymierna®“. Przyjmujemy w formie
umowy, ze bedzie to dla nas obojetne. Teraz juz kazdy bez specjal-
nych zdolnosci geometrycznych odczyta natychmiast ,warunek*
z rysunku. Odcinek AB, prostopadty odcinek 11( oraz odcinek aj szu-

prosta 9"

Fig. 35.

kanej ,,prostej gj* tworza trojkat. Do tego trdjkata jest podobny
trojkat, utworzony z AC, L i z (at-f-a2). Do obu tych tréjkatéw
znowu tréjkat zbudowany z AD, 13 i z (aj -j-az+ al) i tak da-
lej, az ostatni wreszcie trojkat podobny utworzg odcinki AK, In
i (aj -fFaz+... + a9). Przy tym rozwazane trojkaty sg prostokatne.
Te jednak sg podobne wdwczas, gdy np. obie przyprostokgtne pozo-
stajg stale w tym samym stosunku do siebie. Poniewaz jednak po-
dobienstwo trdjkatéw stanowi zatozenie mozliwosci potaczenia kon-
céw naszych prostopadtych ,prosta gj*“; poniewaz dalej to podo-
bienstwo zaklada statg rownos$¢ stosunkéw przyprostokatnych, to
~warunkiem* rozwigzalnosSci naszego zagadnienia jest wiasnie ten
staty stosunek. A ze wreszcie wybor odlegtosci naszych prostopad-
tych od pewnego ustalonego punktu jest dowolny, wystarczyto by
wyznaczy¢ jeden jedyny stosunek pomiedzy odcinkiem prostopadtym
a jego odlegtoscig, aby juz zna¢ kierunek prostej gj. Mogtbym na-
pisac (odlegtqss) : (dtugosc odci prostopadiego) = m :n,

czyli n /\(odlegtosé) = m /\(dtugosc ode. prostopadt.),

czyli diugos$é ode. prostopadt. = nx (0239‘3@@
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Jednakowoz nasze ostatnie sformutowanie nadaje sie do zamiany
na funkcje, i to w postaci rozwigzanej. Bo je$li przyjme dtugos¢ do-
wolnego odcinka prostopadtego réwng y, a odlegtos¢ tego odcinka
réowng x, to otrzymam

A dalej, mozna teraz m i n, ktére tworzg utamek, doprowadzi¢
przez podzielenie do k. Tak, ze ostatecznie otrzymam

y = kx

jako ogo6lny warunek na to, aby konce wszystkich odcinkéw o diu-
gosci y, nalezacych odpowiednio do dowolnych x, lezaly na jednej
proste;j.

Poniewaz prosta jest wyznaczona jednoznacznie przez dwa
punkty, odnie§my naszg ,,prostg g1, ktérej nadamy konkretny sens
przez wybor k= 2, do prostokatnego uktadu wspotrzednych. Te
dwa punkty niech majg odciete, jeden x = 3, drugi x = — 2. (Por.
fig. 36.)

y
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Poniewaz nasz warunek y = kx brzmi (przy k= 2) y= 2x, to
dla x=(+3) y rowna sie (+6), a dla x= (—2) y rdéwna sie
(— 4). Nasza prosta przechodzi przez poczatek uktadu wsp6trzed-
nych. Czytelnik moze teraz szukaé — najlepiej na papierze milime-
trowym — dla jakiegokolwiek innego x przynaleznego mu y. Znaj-
dzie, ze koniec tego odcinka y lezy zawsze na naszej prostej. Mo-
wimy zatem, ze wyznaczyliSmy ,,rownanie analityczne* prostej jako
funkcje postaci y = kx. Obie niewiadome wystepujg tu w potedze
pierwszej. Poniewaz jednak rownanie prostej wymaga zawsze pierw-
szej potegi niewiadomych, nazywamy takie réwnanie (funkcje)
rownaniem ,liniowym* (od ,lin e a linia prosta). Zanim pdjdziemy
dalej, wtrgcimy krotkg uwage o mieszaniu ze sobg w praktyce stow:
funkcja i rownanie. Z tym dylematem zatatwimy sie krotko. A mia-
nowicie, stwierdzajac, ze kazda funkcja jest réwnaniem, poniewaz
formalnie zapisuje sie jg y = f(x). Ale bynajmniej nie kazde row-
nanie jest jaka$ funkcjg. Tak wiec 5x2 + 3x + 9= 27 z pewnoscig
jest réwnaniem, ale zadng miarg nie jest funkcjg. Bo widze tu tylko
jednag niewiadomg x i nie moge moéwi¢ ani 0 zmiennej niezaleznej,
ani o zmiennej zaleznej. Takze i ten chaos jezykowy sprawia wiel-
kie trudnosci poczatkujgcym.

Ale i teraz wcale jeszcze nie skonczyliSmy z badaniem ,,réwna-
nia“ naszej prostej, ktére musi by¢ jaka$ ,funkcjg“, aby sie dato
analitycznie przedstawi¢. Bo twierdzimy, ze .

y= 2x+ 3

takze jest funkcja ,.liniowg“. A zatem powinno wiasciwie dac¢ takze
jaka$ prosta. Sprawdzmy (por. tez fig. 37.):

Dla x= (+ 3) otrzymujemy na y warto$¢ 9, dla x= (— 2)
jest y = (— 1). Tym razem prosta nie przechodzi przez poczatek
ukladu, ale przecina sie¢ z dodatnim kierunkiem osi odcietych
w (+3). Mozna by to stwierdzi¢ takze rachunkiem. Bo dla x= 0
otrzymujemy y ==(+3). Jedli jednak x = 0, to nie oznacza analitycz-
nie nic innego, jak tylko, ze szukam na osi rzednych takiego punktu,
przez ktory przechodzi nasza prosta. Bo dla niej w tym punkcie
wiasnie odcieta x = 0. Podobnie y = 0 oznacza punkt przeciecia sie
prostej z osig odcietych. A wiec 0= 2x + 3, czyli 2x= — 3, za-
tem x — —1 Rzut oka na rysunek przekonuje nas, ze prosta prze-
cina faktycznie o$ x-6w (odcietych) w punkcie x = —f’. Nasza
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nowa maszyna myslowo-rachunkowa okazuje sie znowu osobliwym
narzedziem czarnoksieskim, czarnoksieskim w wyzszym jeszcze
stopniu dlatego, ze w magiczny jaki$ sposob stwarza zwigzek po-
miedzy geometrig a arytmetyka. Te niesamowitg magie podziwiac be-
dziemy jeszcze na przykiadach o wiele bardziej zawitych. A oto

y

prébka: StwierdziliSmy, ze og6lna posta¢ ,,rownania prostej* prze-
chodzacej przez poczatek uktadu, wyprowadzona z rozwazah o0 po-
dobiehstwie trdjkatow, jest

przy czym ~ oznacza stosunek rzednej do odcietej jakiego$ punktu
na prostej. Ot6z rzedna i odcieta sg jednak ,,przyprostokgtnymi“.

W nastepstwie tego ich stosunek jest pewng trygonometryczng
funkcjg kata a. (Por. fig. 38.).

A mianowicie, wedle naszych juz ustalonych definicji, tzw. funk-

cja tangens. ze jednak utamek ~ zawsze da sie ,,wyliczy¢*, wobec
tego w réwnaniu

y = kx
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»Wspoétczynnik® przy x to nic innego, jak tylko wartos¢ ,,tangensu“
kata a. A wiec w funkcji liniowej, postaci:

y = kx -J- ¢ (c oznacza liczbe statg)1

k jest wartoscig funkcji tangens kata a, to znaczy kata, jaki prosta
tworzy z dodatnim Kkierunkiem osi odcietych. Jezeli jednak znamy

Fig. 38.

tangens tego kata, to znamy takze kat, a przez to nachylenie wzgle-
dem osi odcietych (liczone zawsze wzgledem jej dodatniego kierun-
ku). Z tych rozwazan skorzystamy jeszcze w przysztosci2

Teraz jednak wzrosta nasza ambicja w geometrii analitycznej
i chcielibySmy wyznaczy¢ takze réwnanie jakiej$ linii krzywej, na
przykiad kota (por. fig. 39).

Krotko méwigc, chcielibySmy znalez¢ wzor, ktory by dla kaz-
dego x dawat y, bedace rzedng punktu, lezagcego na okregu kota
o $rodku, zgodnie z rysunkiem, w poczatku ukfadu. Najpierw wi-
dzimy, ze tylko te wartosci na x majg pelne znaczenie, ktére tak
po dodatniej jak i ujemnej stronie osi odcietych bezwzglednie wziete
nie przekraczajg dtugosci promienia kota. Bo prostopadta w punk-
cie C nie trafi nigdy okregu kota. Lecz jak mamy podej$¢ do na-
szego nietatwego zadania? Moze znowu za pomocg jakiego$ ,,sto-
sunku“. Bo gdzie tylko wybierzemy X, ,,prostopadia“ trafia okrag

1 Dodanie statej nie zmienia nigdy wartosci funkcji katowej, o czym mozna
sie¢ przekona¢ przy pomocy rysunku. Prosta zostaje tylko réwnolegle przesu-
nieta w uktadzie wspdirzednych, bez zmiany kata nachylenia do osi x-6w.

2 Z rozwazan naszych wynika, ze og6lne réwnanie prostej: y = kx -f ¢ nie
obejmuje tego przypadku, w ktéorym prosta przecina o$ odcietych pod katem
prostym (a wiec jest réwnolegta do osi rzednych). Wtedy bowiem nie mozna
wyznaczy¢ wspoétczynnika k, poniewaz tangens kata prostego jest nieoznaczony.
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w jakim$ punkcie. Tego wiasnie zadaliSmy. Teraz mozemy punkt ten
potaczy¢é ze Srodkiem kota za pomoca promienia. Przez to jednak
powstanie zawsze trojkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatng
we wszystkich wypadkach jest promieh, podczas gdy przyprosto-
katnymi sg zawsze: ,,odlegtos¢” i ,,odcinek prostopadty“. Jezeli za-
tem oznacze znowu odlegtos¢ przez x, dtugos¢ odcinka prostopadtego

Fig. 39.

przez y, a znam jeszcze ponadto, albo co najmniej przyjme za znana
dtugos¢ promienia r, woéwczas zachodzi na podstawie twierdzenia Pi-
tagorasa zwigzek

rz= xz2+ y2, czyli

y2 r2— X2 , czyli

y= Mr2—x2

Ze przy tym otrzymam czesto na y wartosci niewymierne, wynika
z nauki opierwiastkach. A dalej, kazdorazowoprzyjetex wyznacza
dwiewartoSci na y, mianowicie jedng dodatnig adruga ujemna,
ktore majg wszelako te samg wartosc ,,bezwzgledna®. PowinnibySsmy
zatem napisac:
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M= Jr2—x2
stgd y= + yjr-—x2 albo y= — yjromx2

Wszystko to, co wyprowadzilismy czysto algebraicznie, jest
stuszne. Rzut oka na rysunek poucza nas, ze istotnie do kazdego X
nalezg dwie wartosci na y. A mianowicie jedno y dla gérnego,
a jedno dla dolnego potokregu. Oba jednak majg te samg ,bez-
wzgledng* wartos$é, te samg diugos¢, roznig sie za$ tylko znakami,
a przez to potozeniem w ukitadzie wspotrzednych. I na nowo ogarnia
nas podziw dla czarnoksieskiej mocy geometrii analitycznej. Bo to
dla nas prawie nie do pojecia, ze fakt wieloznacznosci pierwiastka
kwadratowego (znany nam z regut kojarzenia rozkazow) zostaje
natychmiast odwzorowany w ukfadzie wspétrzednych z petnym zna-
czeniem geometrycznym. Ow $cisty zwigzek arytmetyki z geometria,
wywotujacy wielki zamet i niepokdj u poczatkujacych, ta identycz-
nos¢ dwdch o cate swiaty odlegtych gatezi matematyki jest na-
prawde jednym z najwiekszych triumfow odkrywczych wysitkéw
mysli ludzkiej. A wyjasnienie tego zwiazku jest zadaniem gtebokich
i zmudnych roztrzasan matematycznych i filozoficznych, ktore
przekraczajg znacznie ramy naszych rozwazan. Dlatego musimy
ograniczy¢ sie tylko do najprostszego wyjasnienia, zaznaczajac, ze
nie zajmujemy sie wtasciwie geometrig, gdy stosujemy ukiad wspoéi-
rzednych. Uzywamy raczej dwoch do siebie prostopadtych osi licz-
bowych, o ustalonych kierunkach dodatnim i ujemnym. A potem
operujemy parami liczb przedstawionych na tych dwu osiach. Te
pary liczbowe przyjmuja jednak w postaci ,,symbolicznego odwzo-
rowania“ charakter punktéw na plaszczyznie. A wtedy podlegajg
w obrebie ptaszczyzny pewnikom geometrycznym, tak samo
jak postuszne sg prawom geometrii punkty na jednej osi liczb.
Tag krotkg wzmiankg chcemy tylko zainteresowaé czytelnikow
z zytkg filozoficzna, ktérzy w kazdym dobrym podreczniku geome-
trii analitycznej moga znalez¢ wszelkie wyjasnienia.

Lecz inaczej jeszcze ,pociggniemy za jezyk“ naszg geometrie
analityczng. A mianowicie, w przebiegly sposéb sprébujemy rozwig-
za¢ réwnanie kwadratowe za pomocg réwnania kota:

y = ~v. X2

Tak brzmiato réwnanie kota. Jednakowoz zdarzy¢ sie moze
oczywiscie, ze szukamy takiego punktu, albo takich punktéow okre-
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gu, dla ktérych y= 0. Przedtem jednak podniesmy jeszcze obie
strony réwnania do kwadratu:

y2= r2— X2
Skoro y ma by¢ réwne 0, wtedy otrzymamy:
0= rz—x2 czyli x2= r2

Stad wynika |x|== ™r2 a wiec X = % T.

Rozwazajagc wynik analitycznie widzimy, ze dla y = 0, a wiec
w tych punktach, ktérych rzedna réwna sie zeru, okrag przecina o$
odcietych.

y

To sg wihasnie punkty P i Q. A wiec tu takze znowu w naoczny
spos6b uwydatnita geometria analityczna wieloznaczno$¢ rozwigzan
réwnania kwadratowego.

Przy okazji wyjasnimy, ze rozwazaniem tym zahaczyliSmy o nad-
zwyczaj wazng sprawe. Mianowicie: kazde rdéwnanie o jednej nie-
wiadomej mozna pojmowacé jako szczegbélny przypadek funkcji,
w ktorym y przyjeto jako rowne zeru. Jesli dane jest np. réwnanie
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Xx-—2x—15= Q
to wyobrazamy sobie, ze powstato ono z funkcji
y —X2— 2x — 15.

Postugujac sie wykresem tej funkcji, musi sie szukane x otrzymac
tam, gdzie krzywa, bedaca obrazem funkcji przecina o$ odcietych.
Mianowicie w owych punktach tej krzywej, dla ktérych y réwna sie
zeru. JeSlibySmy wykreslili krzywa na papierze milimetrowym
w uktadzie wspétrzednych, to przekonalibySmy sie, ze przecina ona
0$ ic-6w w dwoch punktach o odcietych: x==+ 5, oraz x = — 3.
Ta ,graficzna“ metoda rozwigzywania réwnan bywa stosowana
w przyblizonym rozwigzywaniu réwnan nie dajgcych sie rozwigzac
arytmetycznie. Sg to takie réwnania, w ktérych x wystepuje w po-
tedze wyzszej niz czwartej. Przedstawimy ja krociutko. Podstawia
sie za x rozmaite wartosci, wykresla sie krzywa, badajgc szczego-
towo cze$¢ krzywej w sgsiedztwie punktu przeciecia sie jej z osig
odcietych. Tam mianowicie posuwamy sie stale coraz mniejszymi
krokami w podstawianiu wartosci na x, aby mozliwie najdoktadniej
utrafi¢ to witasnie x, dla ktérego y = 0. Przy tym jakby ,,celowa-
niu“ zdarzy¢ sie moze takze, ze trafimy poza cel, ponad ten punkt,
a wtedy przy dowolnie przyjetej krzywej mielibySmy np. taki obraz:

Fig. 41.
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Dla x= ly krzywa znajduje sie jeszcze pod osig x-6\v. Dla
x = 1-] juz ponad nig. A wiec to x, dla ktorego y = 0, musi lezec¢
pomiedzy - a If-- Teraz mozna dokonywaé dalszych préb wewnatrz
tego przedziatu, az sie trafi na mozliwie dokltadng warto$é. Ta me-
toda nazywa sie ,reguta falsi', ,regulg fatszu*“, i stanowi tzw. me-
tode kolejnych przyblizen. Najpierw bowiem szuka sie rozmys$inie
fatszywych wynikéw po obu stronach, aby poznaé, gdzie moze leze¢
poprawny.

Tu réwniez nie mozemy zatrzymywac sie diuzej, poniewaz obfi-
to$¢ materiatu do opanowania staje sie ciggle tym wieksza, im da-
lej sie posuwamy. Wspomnimy tylko, ze dzieki tej odmianie roz-
wigzywania rownan spostrzegamy, iz od najwyzszej potegi, w jakiej
wystepuje X, zalezy zawsze, ile co najwyzej punktoéw przeciecia
krzywa posiada. Roéwnanie ,liniowe“ ma najwyzej jeden punkt
przeciecia, kwadratowe — najwyzej dwa, trzeciego stopnia — co
najwyzej trzy itd. Stagd wynika tez, ze kazde réwnanie ma co naj-
wyzej tyle ,rozwigzan“ na x, ile wynosi najwyzsza potega x. Ze
przy tym sg tez ,,urojone” i ,,zespolone* punkty przeciecia, a raczej
rozwigzania, musi wystarczy¢ tylko wzmianka o tym.

Ze wzgledow praktycznych szybko podamy jeszcze tylko w uzu-
petnieniu arytmetyczne rozwigzanie réwnania kwadratowego peine-
go, ktore zawiera x zaréwno w potedze drugiej jak w pierwszej.
A wiec réwnanie ogoélnej postaci

X2 * bx £ ¢c= o.

Wiemy juz, ze jest (a -f~by2= az2-j-2ab + b2 Skorzystamy te-
raz z tego wzoru. Wybieramy réwnanie

X2+ bx+ c= o
i najpierw przenosimy c ,,na drugg strone®“. A wiec:
X2+ bx= —c.
Teraz dokonamy fortelu. Mianowicie uzupetnimy ,lewg strone*
do zupeinego kwadratu. A to w ten sposéb, ze dodamy Bo

(X + yy2 musi sie rownac¢ xz2 -f bx + e

Ale poniewaz po lewej stronie dodaliSmy musimy roéwniez
prawa strone ,wagi réwnan“ obcigzy¢ tym samym naddatkiem.
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X2+ bx + "= - ¢+ t >czyU:
(x+1)2= T-c-
Skoro teraz obustronnie wyciggniemy pierwiastek kwadratowy,
otrzymamy:
\/(x+|P=Nf"¢c 1

X + +|—"/t—c’ a wiec
X+ y= - albo x+ -y= — —¢, stad ostatecznie:
Xx=—Y+Vt—C do x= —T—\u*——¢

Podstawiajgc otrzymane wyrazenia za a; w rownaniu xz2-fbx+c=;o0
przekonamy sie, ze oba je spetniajg. Oba rozwigzania mozemy kro-
cej zapisac:

x= —|-£\/t —c-

Za pomoca tego nadzwyczaj waznego wzoru mozemy rozwigzac
kazde rownanie kwadratowe petne, przy zatozeniu, ze x~ wystepuje
w réwnaniu ,izolowane*, bez wspo6tczynnika, czyli $cislej mowigc
ze wspotczynnikiem 1, ktéry stale sie opuszcza. Jezeli to nie zacho-
dzi, trzeba najpierw dokonac ,,izolacji*. Np.

4x2+ 7x—57= 0.

Najpierw uwalnia sie x2 od wspdtczynnika 4, dzielgc tg liczbg

obustronnie. Otrzymujemy
x2+ {x-f=0.

Teraz mamy réwnanie, w ktérym liczbie b ze wzoru odpowiada

j, a liczbie ¢ (—]). Podstawiamy

X=-dF+*VF-(-¥)
7 .. /49 t 57
——Ti-yag+T
.\ e+ 912
- - Tevr
7, /96f
mT+V6é
7, 31
l8_8£

1 Oczywiscie, je$li rozwigzania majg by¢ rzeczywiste, wyrazenie pod pier-
wiastkiem musi by¢ dodatnie lub réwne zeru, a zatem musi byé » — c2; 0.
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A zatem x wynosi— =~N=3 oraz —y—j=—j=
— i;?—_4 ii.

Krzywa, ktéra by miata rownanie y = 4x2 + 7x — 57, musialaby
przecinaé¢ o$ x-60w w punktach x = + 3 oraz x = — 4y, co czytelnik

moze sprawdzi¢ na papierze milimetrowym.

Rozdziat nasz o ukiladzie wspoétrzednych, ktéry nas znowu skio-
nit do rozmaitych dygresji, zamkniemy obecnie stwierdzeniem:

Kazda funkcja ogdlnej postaci

y= f(x)

da sie przedstawi¢ graficznie jako krzywa w pewnym ukladzie
wspotrzednych. Przy tym nalezy rozumie¢ wyrazenie ,,krzywa“ ogol-
nie w ten sposob, ze prosta rowniez jest uwazana za krzywa. Jest
ona wypadkiem ,,granicznym* krzywej, jest krzywa bez krzywizny.
Ta metoda wciggania w zakres pojecia nadrzednego twordéw tam
nie nalezacych, dla zachowania jednolitosci systemu, jest nam juz
znana np. z zerowej potegi. Rozrézniamy ,stopnie*“ krzywych we-
dtug poteg x. Tak wiec prosta jest krzywa pierwszego, koto krzywa
drugiego stopnia. Do krzywych drugiego stopnia nalezg wszystkie
przekroje stozka, jak koto, elipsa, parabola, hiperbola. Krzywe wyz-
szego stopnia, jak np. y= Xs~+x2+ 5x— 17, nazywa sie¢ ,,pa-
rabolami* trzeciego stopnia. A jeszcze wyzszego stopnia, jezeli x
wystepuje w potedze czwartej, albo jakiej$ wyzszej potedze,
y = X7+ 4x3+ 7x— 49 bylaby to ,,parabola“ si6dmego stopnia.

Bytoby jeszcze wiele zajmujacych zagadnien z geometrii anali-
tycznej. Np. obliczy¢ punkty przeciecia sie dwoéch krzywych, albo
za pomocg rownania wyrazi¢ styczna do krzywej itd. Lecz wszyst-
kie te zagadnienia geometrii analitycznej musimy pominaé, aby sie
wznie$¢ ku problemom ,wyzszej*“ analizy. Aby jednakze problemy
te opanowac, zajmiemy sie nimi w nastepnym rozdziale z catg suro-
woscig i w ogdlnych zarysach przedledzimy ich historyczny rozwdj.



ROZDZI1I AL DWUDZIESTY CZWARTY

PR OBLEWM KWADRATURY

o ,kwadraturze kota*“ styszal juz zapewne kazdy -czytelnik
w zwigzku z niejedna kwestig. Chocby dzieki temu, ze zagadnienie
to jest niemozliwe do rozwigzania, podobnie jak konstrukcja ,Perpe-
tuum mobile*.

Coz to takiego jest ,,kwadratura kota“? Ot6z, nic innego wiasci-
wie, tylko pomiar powierzchni. Bo zadanie polega na tym, aby uzy-
wajac jedynie linii i cyrkla roztozy¢ koto albo na same tylko kwa-
draty jednostkowe, a wiec przedstawi¢ je w postaci sumy takich
kwadratow, czyli powiedzieé, ile zawiera kwadratéw jednostkowych
(np. milimetréw kwadratowych); albo znéw, co zasadniczo na jedno
wychodzi, tylko przy pomocy linii i cyrkla zbudowa¢ kwadrat, ktéry
miatby to samo pole, co koto. Ze taka konstrukcja jest niemozliwa,
jakkolwiek mate wybratbym kwadraty jednostkowe, udowodnit wia-
Sciwie dopiero Lindemann z koricem dziewietnastego stulecia, acz-
kolwiek domys$lano sie tego juz daleko wcze$niej, a nawet wiedziano
w przyblizeniu choc¢by np. z szeregu Leibniza. Skoro bowiem liczba n
jest utamkiem dziesiethym nieskonczonym niewymiernego .typu,
a pole kota przedstawia sie zawsze jako rzjr, to r.r. jr musi by¢
rowniez liczbg niewymierng. Niemozliwos$¢ szukanej konstrukcji nie
wynika jednak jeszcze z tej niewymiernosci. Tak np. przekatna kwa-
dratu jest niewspoitmierna z bokiem, a jednak daje sie zbudowad,
jezeli znamy bok kwadratu. Dlatego niemozliwo$¢ kwadratury kota
wymagata specjalnego dowodu.1

Oczywiscie, przy pomocy tych prostych przyrzadéw zadanie to

1 Dow6d niewymiernosci liczby - podat Lambert (1770 r.), Lindemann

przeprowadzit za§ dowéd niemozliwosci kwadratury kota (1882 r.), uog6lniw-
szy pewne twierdzenia znalezione przez Hermite’a (1873 r.). (Przyp. tlum.)

Od tabliczki do rézniczki 16
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nie da sie rozwigza¢ w sposdb $cisty; mozna natomiast Scisle
wykona¢ kwadrature kota postugujac sie innymi przyrzadami po-
mocniczymi. Byty jednakze oglaszane i stosowane w praktyce kon-
strukcje, ktore za pomocg samych tylko prostych i k6t pozwalaly
wykonywa¢ kwadrature kota sposobem przyblizonym. A wiec
z popelnieniem bledu, na ktéry w zastosowaniach praktycznych
mozna nie zwracac¢ uwagi.

Do takich witasnie konstrukcji nalezy bardzo rozpowszechniona
przyblizona kwadratura kola, podana przez polskiego matematyka,
A. Kochanskiego,1 a ogtoszona po raz pierwszy w ,,Acta Erudito-
rum“ w 1685 r.

Fig. 42:

Wykreslmy Srednice kota AB i styczng w punkcie A. Ze $rodka
kota O wykreslmy prosta OC, tworzacg z Srednica AB kat 30°.

1 Adam Adamandy Kochanski, zyjagcy w XVH stuleciu, jezuita, wy-
ktadat matematyke w Wiirzburgu i Moguncji, we Florencji, w Pradze, w Otlo-
muncu na Morawach, a wreszcie we Wroctawiu. Po powrocie do Polski piasto-
wat godno$¢ nadwornego matematyka i bibliotekarza krdla Jana m Sobie-
skiego.
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Oznaczmy przez C punkt przeciecia tej prostej z naszg styczng. Od-
ktadamy na stycznej od punktu C odcinek CD, réwny trzy razy wzie-
temu promieniowi. Odcinek BD przedstawia w przyblizeniu dtugosé
potkola, czyli jrr. Opierajac sie na podanej konstrukcji obliczyli-

bysmy, ze BD = 3-1415331.. X r

zamiast 3-1415926... X r,
a wiec BD rdzni sie od potokregu przez niedomiar mniej niz o sze$¢
stutysiecznych promienia.

Jezeli teraz zbudujemy na odcinku BD prostokat o wysokosci r,
to jego pole wynosi ze znacznym przyblizeniem nr2, a zatem réwna
sie w przyblizeniu polu kola. Zamieniajgc ten prostokat na kwa-
drat, otrzymujemy przyblizong kwadrature kola.

Ze jednak wyzej wspomniana niewymierno$¢ nie jest tu sprawa
istotng, o tym wiedziat juz wielki Archimedes, ktéremu znane byty
utwory bardziej skomplikowane niz kolo, a ktérych pole wcale nie
przedstawia sie jako liczba niewymierna. A nawet nie chce sie to
w gltowie pomiesci¢, dlaczego by pole figury ograniczonej linig krzy-
wa nie mogto by¢ przypadkiem réwne wymiernej liczbie jednostek
powierzchni (kwadratow jednostkowych). Mozna nawet podac na to
,dowdd" bardzo przystepny i pogladowy. Jesli np. z kartonu (ko-
niecznie jednolitej grubosci) wytniemy dowolny kwadrat, np. o boku
1 cm i ten skrawek zwazymy na precyzyjnej wadze, oraz otrzymamy
stad, dajmy na to, okragty ciezar £ grama, wtedy musi by¢ mozli-
wym wyciecie z tego kartonu, z zastosowaniem najskrupulatniej-
szej starannosci, figury ograniczonej dowolng linig krzywa, ktdra
by wazyta np. 3 gramy. Ale figura ta miataby wtedy bezwarunkowo
pole 30 centymetrow kwadratowych.

Poza tymi rozwazaniami wiele daty do mys$lenia matematykom
greckim juz same np. ,ksiezyce* Hippokratesa. Ich , kwadratura“
polega na pewnym rozszerzeniu twierdzenia Pitagorasa. Mianowicie
dowiedziono takze juz w starozytnosci, ze nie tylko suma pél kwa-
dratow utworzonych z przyprostokatnych réwna sie polu kwadratu
na przeciwprostokatnej, ale ze, catkiem og6lnie, suma p6l dwdch
figur podobnych, zbudowanych na przyprostokatnych réwna sie
polu podobnej do nich figury, zbudowanej na przeciwprostokatnej.

Jak wskazuje fig. 43., caly trojkat prostokgtny da sie za po-
mocg wysokos$ci h roztozy¢ na dwa czeSciowe tréjkaty, ktére musza

B
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by¢ do siebie podobne, poniewaz katy jednego z nich sg réwne ka-
tom drugiego. Ot6z oba trdjkaty czeSciowe mozna uwazac za figury
podobne, ktore wykreslono na przyprostokgtnych (tu wszelako do
wewnatrz zasadniczego trojkata). Dalej, poniewaz catly trojkat jest
réwniez podobny do obu tréjkatéw czesciowych z powodu odpowied-

C
Fig. 43.

nio rownych katéw, a ponadto mozna go uwaza¢ za ,,podobng figure
na przeciwprostokatnej“, otrzymuje sie stuszno$¢ rozszerzonego
twierdzenia Pitagorasa z uderzajgcg wyrazistoscig. Bo suma ,,tréj-
katow na przyprostokgtnych*“ to nic innego, jak tylko ,tréjkat na
przeciwprostokatnej*.

Fig. 44.

Ponadto, wedtug rozszerzonego twierdzenia Pitagorasa takze
pole potkola zbudowanego na przeciwprostokatnej jest réwne sumie
pol potkoli wykreslonych na przyprostokatnych. Bo pdtkola sg
zawsze figurami do siebie podobnymi.i Poniewaz jednak potkole na

1 Jako odcinki kotowe, ktérym odpowiadajg réwne katy $rodkowe (poipet-
ne). Podobnymi bowiem odcinkami kota nazywamy te odcinki, ktérym odpo-
wiadajg rowne katy Srodkowe.
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przeciwprostokatnej wystepuje na naszej figurze w postaci sumy
trojkata prostokatnego i obu biatych odcinkéw kotowych Sj i S2
podczas gdy oba potkola na przyprostokgtnych dadzg sie przedsta-
wi¢ jako suma odcinka Sx i ksiezyca MI1( wzgl. odcinka Sz i ksie-
zyca M2, zatem zgodnie z rozszerzonym twierdzeniem Pitagorasa
musi zachodzi¢ réwnosc:

pole trojkata + S2+ S2 = (Mx+ Sx) + (Mz2+ S2), czyli
pole trojkata + (Sj + S2)= (ML-fM2) + (Sa+ S2), czyli
pole tréjkata= (Mx+ M2 + (Sj + S2)— (Sx+ S2), czyli
pole trojkagta= Mx+ M2

Widzimy ze zdumieniem, ze udaje nam sie wyznaczy¢ pole sumy
»Ksiezycow* z zastosowaniem wylgcznie elementarnej konstrukcji
geometrycznej. Bo pole tréjkata mozemy w znany nam sposob obli-
czy€. Co wiecej, moze sie ono (a wiec tym samym i pole sumy ,,ksie-
zycow*) wyrazaé liczbg wymierng. Jednakowoz ksiezyce sa utwo-
rami wszechstronnie ograniczonymi liniami krzywymi, a w dodatku
jeszcze lukami kot tak, ze tatwo mozna by sadzié, iz tgczne ich pole
musi sie przedstawia¢ w postaci liczby niewymiernej. A tymcza-
sem — i trudno temu zaprzeczy¢ — sprawa naocznie przedstawia
sie wrecz przeciwnie.

Poniewaz, jak wspomniano, podobne rzeczy wiedziano juz w kla-
sycznej starozytnosci, sadzono, ze pomiar kola rozbija sie tylko
o wadliwo$s¢ metody. Dotgczyta sie do tego jednak jeszcze jedna
okoliczno$é. Przy przejsciu do utwordéw przestrzennych, odpowiada
~Kwadraturze“ tzw. ,,kubatura®, czyli przedstawienie objetosci bryty
za pomocag objetosci ,,szeSciandw jednostkowych®. Ot6z podobnie
jak kwadratura, rozbija sie i kubatura zasadniczo nie tyle o niere-
gulamo$¢ czy krzywizne powierzchni i utworu przestrzennego, ile
raczej o brak metody w liczbowym ujeciu powierzchni i bryt. Mozna
obliczy¢ pole prostokata, trojkata, wzgl. powierzchnie czy objetos¢
graniastostupa, stozka, nawet jeszcze o$mioScianu czy dwudziesto-
czteroscianu, o ile dana jest dostateczna ilo$¢ ,,wymiaréw* (bokow czy
krawedzi). Moga tez wystepowaé niewymiemosci przede wszystkim
przy stozku, przy walcu i kuli z powodu nieuchronnego tam it
Réwniez np. przy elipsoidzie obrotowej. Ale pytanie, jak poradzi¢ so-
bie z obliczeniem pola czy objetosci bardziej skomplikowanych po-
wierzchni i bryt ograniczonych liniami krzywymi lub powierzch-
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niami krzywymi (z ktérych o niejednej wiedziano nawet, ze kwa-
dratura i kubatura ich musi by¢ mozliwa, poniewaz mozna sie byto
0 tym przekona¢ za pomocg wazenia), stanowito jedng z najwiek-
szych zagadek i najbardziej piekacych probleméw matematyki. Acz-
kolwiek powtarzamy tym samym wiasciwie rzecz juz powiedziang,
wstawmy sie w potozenie matematyka, ktoremu zadaje sie nastepu-
jace pytanie: Czy to jest kubatura, czy nie, jezeli majgc 25 centy-
metréow szesSciennych otowiu w doktadnie odmierzonych kostkach,
kazda po 1 cm3 przetopi sie je, a nastepnie przy zatozeniu, ze nic
otowiu nie utracono, ze stopionego otowiu odleje sie jakgkolwiek
.brytke® nieregularna, ograniczong powierzchnig krzywg? Je-
zeli nastepnie te bryitke zwazymy i przekonamy sie, ze ma ten
sam ciezar co 25 kostek; i jezeli wreszcie kto$ bedzie utrzymywat,
ze kubatura ,,brylki“ jest mozliwa? ,,Brytka*“ posiada mianowicie
objetos¢ doktadnie 25 cm3. Na to nie pozostaje matematykowi zadna
inna odpowiedZ jak stwierdzenie, ze matematyka jest niezdolna do
wykonania kubatury S$rodkami elementarnymi, za$ podana kuba-
tura jest tylko przyblizona, jako wykonana drogg okrezng, podob-
nie jak Archimedes wyznaczyt objetos¢ ztota w koronie kréla Hie-
rona z Syrakuz w ten spos6b, ze zanurzyt ja w wodzie i zmierzyt
ilo$¢ wypartej cieczy, wskutek czego zostato odkryte stynne ,,prawo
Arehimedesa“.

Ale nie bawmy sie ciggle w wyrocznig, lecz podajmy do wiado-
mosci, ze tysigclecia rozmyslan, od czaséw najdawniejszych az do
Keplera, wniosty jednak w ten problem nieco $wiatta. Tak np.
w roku 1624, ktory okazat sie szczegdlnie wydajnym dla winnic
Austrii Gornej, przeprowadzit Kepler gruntowne badania nad becz-
kami na wino, przy czym nie tylko znalazt sposob obliczania ich
objetosci, ale réownoczes$nie rozwigzat trudniejszy problem, a to, jak
mozna by sporzadzi¢ beczki o pojemnosSci mozliwie najwiekszej przy
najmniejszym zuzyciu drzewa (tzn. geometrycznie: przy najmniej-
szej powierzchni).

W siedemnastym stuleciu — wymienmy przynajmniej Fermata,
Cavalieri’ego, Pascala, Gregoriusa a Sto Vincentio, Wallisa, Sluse’a,
de Witta — wzieto sie ostro ze wszystkich stron do problemu kwa-
dratury i kubatury, i znaleziono tez wiele dobrego i stusznego. Przy
tym postugiwano sie po czeSci metodg Arehimedesa, ktérg w tym
miejscu jeszcze nie mozemy zajaé sie szczegOtowiej. Wszelako petne
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Swiatlo w te zwigzki wniesli dopiero Newton i Leibniz przez wpro-
wadzenie do geometrii rozwazan nieskonczonos$eiowych, czyli przez
stworzenie analizy nieskonczono$ciowej.

Dlatego zaprzestaniemy na razie rozwazan historycznych i spré-
bujemy, idac krok za krokiem, rozwigza¢ mozliwie najbardziej po-
gladowo problem kwadratury. Zapewne, zrzekamy sie przez to filo-
zoficznych subtelnosci, ktore i dzi$ nie sg jeszcze ostatecznie roz-
wigzane i przystepujemy do sprawy w taki sposob, ze nasz oponent
bedzie niewatpliwie niejednokrotnie dawat wyraz swemu oburzeniu.
JesteSmy jednak zdania, ze lepsze jest przyblizone pojecie rzeczy
niz w ogole zadne. Tym bardziej, ze nie dopuszczamy sie wiasciwie
wiekszego przestepstwa ponad to, iz odtwarzamy poglady, jakich
najwieksi matematycy osiemnastego wieku nie uwazali za falszywe.
Ambitniejszy czytelnik zawsze jeszcze potem moze sie oczysci¢
z naszych herezji w dzietach wielkich i S$cistych wirtuozéw mate-
matyki.

Dla wprowadzenia zauwazmy, ze problem kwadratury: wtedy
dopiero stat sie w calej ogdlnosci dostepny, kiedy juz ugruntowala
sie geometria analityczna. A wiec wilasciwie po Descartes’ie. | po-
stanawiamy sobie obliczy¢é pole jakiego$ obszaru, ktéry absolutnie
nie jest ze wszystkich stron ograniczony odcinkami prostej. Np.
obszaru OBC na fig. 45.

Krzywa K nie jest bynajmniej czeScig okregu. Jest ona jaka-
kolwiek krzywa, co prawda takg, ktdrej ,,rownanie przypadkiem
znamy. Tym réwnaniem niech bedzie y = f(x), to znaczy, ze kazde
y da sie obliczy¢ dla kazdego x w ten sposéb, ze za litere % pod-
stawiamy jakag$ szczeg6towag warto$€. Rozmyslnie nie wypisujemy
zadnej bardziej skomplikowanej funkcji, aby mozna bylo potem
tatwiej oblicza¢. Zaklada sie jednak, ze f(x) to jakie$ bardziej za-
wite wyrazenie, sktadajgce sie z zestawienia poteg x ze wspdiczyn-
nikami i z wielkosci statych. f(x) oznacza zatem jakiekolwiek wy-
razenie, sktadajace sie z poteg x i statych, tylko ze blizsze szczegoty
dotyczace tego wyrazenia chwilowo mnie nie interesuja.

Mozliwe, ze u poczatkujacego takie uogoOlnienie wywota zamet.
Zwiaszcza, ze obecnie juz nie chcemy liczy¢ nawet liczbami ogél-

1 Pomijamy catkiem podobny problem kubatury, poniewaz zakiadamy
tylko znajomos$¢ ,,geometrii analitycznej ptaskiej*.
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nymi, ale jeszcze wyzszymi wielkoSciami, mianowicie ,,liczbami fau-
stycznymi*, inaczej funkcjami. Dlatego krétko wyjasnimy jeszcze
raz mys$l przewodnig:

y —f(x) niech to bedzie np. y= vy -j-3.

Oczywiscie rownie dobrze mogtoby to byé¢ y= 3x2+ 4x + 9,

albo jeszcze co$ innego. Np. y==2 V¥x4— 1 (f--f 17). Te wszystkie
mozliwosci obejmuje posta¢é y= f(x). To znaczy, zaktada sie we
wszystkich wypadkach, ze warto$¢ na x mozna wybiera¢ dowolnie,
a stad otrzymuje sie potem przymusowo y. Dlatego tez jest to aryt-
metycznie to samo, czy powiemy y czy f(x). Wszak obie wielkoSci
sg wzajemnie sobie réwne, a geometrycznie nie oznaczajg nic innego
jak rzedne punktow. ,Liczba faustyczna“ to nic innego zatem, jak
tylko rzedna, ktérg wystawiamy w kazdorazowym punkcie x osi
odcietych. A punkty ,szczytowe* wszystkich rzednych tworzg
~Krzywa*.

Wtracimy jeszcze jedng malg uwage, zanim przystgpimy do
»odkrywania“ kwadratury. Realnie moéwiac, ,,funkcja“ oznacza fakt,
ze jedna wielko$¢ zalezy weditug pewnego prawidta od jakiej$ dru-
giej. Kazde dziecko wie, ze przedmioty rozszerzajg sie pod wptywem
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ogrzewania. Wszak na tym zjawisku fizycznym oparta jest budowa
termometru rteciowego. Otdéz moge powiedzieé, ze rozszerzanie sie
jest funkcjg temperatury. Takich przykiadéw mozna podacé ty-
sigce. Droga przebyta w czasie jakiej$ podrozy jest ,,funkcjg“ pred-
kosci, z jakg podro6z sie odbywata. Predkos¢ spadania ciat jest funk-
cjg sity przyciggania ziemskiego, wzrost cziowieka funkcja jego
wieku. Takze dobro¢ wina i niektdrych serow moze by¢ funkcja
wieku.

Poniewaz za$ pole kota zalezy od diugosci promienia, wiec pole
kofa jest funkcjg promienia. Jako dalszy przykitad jeszcze spostrze-
zenie z zycia codziennego: Kazdy doswiadczony palacz tytoniu wie
0 tym, ze papierosy majg tagodniejszy smak, jezeli sg grubsze. Ten
sam tyton w wezszej tutce ma ostrzejszy smak, niz w tutce o wiek-
szej Srednicy. Jakby sie to dato wyjasni¢? Otdéz, w bardzo prosty
spos6b. llo$¢ papieru przy wiekszej grubosci papierosa wzrasta we-
dtug podziatki ,,liniowej“. Dtugosé¢ obwodu = 2rir. Jesli r wynosi np.
5 mm, wowczas potyka sie dym z krazka papieru majgcego
(2.5. 3'14) mm, a wiec okoto 31’4 mm w obwodzie. Je$li bedzie
rr=10 mm, wowczas spala sie krazek papieru o obwodzie (2.10 .3'14)
mm, a zatem 62‘8... mm. Natomiast palgca sie powierzchnia tytoniu
da sie wyrazi¢ przez P = r2jr. Przy r= 5mm wynosi ona (25 .314...)
mmz= 78'5... mm2 przy r= 10 mm natomiast (100.314..)
mmz2= 314‘l.. mm2 A teraz praktyczne zastosowanie: ,,tagodnos$c*
jest funkcjg kwadratowg r, ,,0stro$¢*“ tylko liniowg. Gdybym wy-
kresdlit ,,obrazy* tych funkcji, przekonatbym sie, ze ,tagodnosc¢*
wzrasta nierdwnie szybciej anizeli ,,ostro$¢ .1 Dlatego witasnie grub-
sze papierosy z tego samego materiatu dziatajg tagodniej, niz ciensze.

Na zakonczenie paradoksalny przykiad, wyjety ze znakomitej
ksigzki Jerzego Scheffersa. Przypusémy, ze ziemie opasano wzdiuz
rownika pierscieniem zelaznym, dokiadnie przylegajacym, a ztozo-
nym z czesci, kazda o dtugosci jednego metra. Ziemige uwazamy za
geometrycznie idealng, gtadka kule. Jak dalece, pytamy, rozluzni
sie ten pierscien, o ile bedzie odstawat wokoto od ziemi, jezeli w ja-
kimkolwiek miejscu dotacze jeszcze jedna metrowg czes¢. Na ,,chiop-
ski rozum* odpowie kazdy, ze rozluZnienia w ogoéle nie bedzie mozna
zauwazy€. Odstep od ziemi z pewnoscig nigdzie nie bedzie wi-

1 ,tagodnos$é¢” wzrasta wedtug paraboli, ,,0ostro$¢"” wedtug linii prostej.
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doczny, poniewaz magtby wynosi¢ co najwyzej jakich$ pare milio-
nowych czesci milimetra. Tymczasem tak tanim kosztem nie mozna
sie bynajmniej wykreci¢. Nasz przykiad przekona nas nie tylko
o0 niemozliwosci polegania na ,chiopskim rozumie®, ale roéwniez
0 zdumiewajgcej jednoznacznosci matematyki.

Rozumujemy w nastepujacy sposob: Obwod dawnego kota
2rjt
o
metrowy czton obwod kota ma diugos¢ (2rjt + 1), wskutek czego na

dtugos¢ promienia Wypadnie(zn%ﬂ)— poniewaz dtugos$é kazdego pro-
¢

jest 2nr. Stad diugos¢ promienia wynosi Po rozszerzeniu o jedno-

mienia oblicza sie ze wzorutndiila. Odejmijmy teraz mniejszy pro-
mien od wiekszego, przez co powinnismy otrzymacé odstep nowego
pierscienia kotowego od ziemi. A zatem

2rn , 1 2nr

A = Odstep =

Poniewaz uzywaliSmy miary metrowej, jest 1: 2jt= 1 m: 6*283...,
co daje 15*%92... cm, czyli okragto 16 cm. Doprawdy, zdumiewajgacy re-
zultat! A wiec przez dotgczenie jednego jedynego metra do pozosta-
tych 40 000 kilometréw pierscien kotowy odsunie sie od ziemi wsze-
dzie 0 16 cm. Wszelako matematyk nie zdziwi sie. Bo ze zwigzku

widzi, ze odstep zalezy tylko od jt, a wiec od wielkosci, ktéra z kaz-
dorazowym promieniem nie ma nic wspélnego. Napisatby tylko

y= A= («),
aby wyrazi¢ przez to, ze po dotaczeniu nowej czesci do obwodu
odstep wzrasta stale o jednakowa wielkos$¢, bez wzgledu na to, czy

chodzi o réwnik, czy o pierécionek na palcu, czy tez o orbite planety
Neptuna, o ile jg uwaza¢ bedziemy za koto. Zawsze jest ogdlnie

K
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gdzie K oznacza diugos¢ dotgczonego cztonu. Jezeli natomiast dota-
czymy np. dlugos¢ catego obwodu kota, a wiec 2nr, wéwczas otrzy-
mamy 2 nr

co nic innego nam nie mowi, jak tylko, ze w kole o podwojonym
obwodzie promieh wzrod$nie takze podwojnie. Ale to juz wiemy
z ,,przyktadu z papierosem*, aczkolwiek drogg odwrotna.

Dla zwolennikéw rozwazania na ,chitopski rozum* dodajmy
tylko, ze przecie 16 cm ma tak samo malg warto$¢ w stosunku do
promienia ziemskiego, jak jeden metr w stosunku do roéwnika.
Ujawszy to w odpowiedni zwigzek matematyczny otrzymamy, ze

16 cm : (promienia ziemskiego) = 1 m : (obwodu réwnika)

i wszystko bedzie w porzadku.

Teraz jednak, odrobine wiecej oswieceni i elastyczniejsi, musimy
wréci¢ do kwadratury.

Przedtem juz postawiliSmy sobie zagadnienie, jak obliczy¢ pole
obszaru, ograniczonego np. przez znang nam Kkrzywa o réwnaniu
y = f(x), przez o$ odcietych i przez dwie rzedne yxoraz yfl.

y
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Wida¢ z rysunku, ze nasze szukane pole jest zawarte pomiedzy
sumg poél wszystkich pionowych paskéw (prostokatnych), do ktérej
nie wliczono pél matych, zakreskowanych prostokgtow, a sumg
pol wszystkich tych paskow, gdzie pola owych zakreskowanych
prostokatéow wliczono. Gdyby wystepowata nie krzywa, ale pro-
sta, przedstawiatoby to dla mnie tatwg zabawke. Bo wtedy
kazdy z zakreskowanych prostokagtéw zostatby przepotowiony
i mégtbym wszystko obliczy¢ w bardzo prosty sposéb. Ale poniewaz
wiasnie krzywa ma stanowic¢ o istocie kwadratury, musimy dalej ba-
daé. Na razie, jak wielka jest suma pdl paskéw, powiedzmy, ,,wpisa-
nych w krzywa*. Paski odpowiednio ponumerowano:

Pole paska I wynosi  (x2—x1).y1
paska Il wynosi  (x3— x2) .y2
paska IIl wynosi (x4— x3) .y3

itd., az wreszcie
pole paska VBl wynosi (x9— x8) .y8.

Poniewaz jednak, w dalszym ciggu, (x2— x1) réwna sie (x3— x2)
itd., bo przeciez przedziat (x1, ...... x9) dzielimy na réwne czesci,
oznaczmy wspolng warto$¢ tych roznic, skoro wszystkie sg réwne,
po prostu Ax. Tym samym suma pol paskdéw wpisanych jest
Sw= ylAx + y2Ax+ y3Ax-f y4Ax + y5Ax -fy6Ax 4- y7Ax + y8AX.

Suma pdl paskoéw opisanych, ktdrych kazdorazowa wysokos$é
zgodnie z konstrukcjg jest wieksza niz odpowiednich wpisanych,

poniewaz dochodzg jeszcze do nich mate zakreskowane prostokaty,
ta suma na podstawie rysunku wynosi:

0= y2AXx 4-y3AX 4- y4AX + Yy5AX + Y6AX 4-yT7AX -Fy8Ax + yI9AX.

Jezeli teraz przypomnimy sobie, ze takie sumy mozna zapisaé

przy pomocy rozkazu sumacyjnego, mozemy przyjaé ipierwszg sume
8 9

Sw= "y vAX,a drugg sume SO—y'9ypAx. Dalej, w mysl prawa

rozdzielnosci mozna czynniki, ktére wystepujg we wszystkich skiad-
8

nikach wytgczy¢ przed znak sumy. Moge zatem napisa¢ Ax|jlyv
9

oraz Ax”Pyp. Jezeli, dalej, pole wtasciwie szukanego obszaru ozna-
czymy przez F, to wiemy, ze
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8 9

Ax£1v¥v< F < Ax 5 XP’

co nie jest niczym innym, jak sformutowaniem tego, ze miara po-
wierzchni, ograniczonej krzywa, jest zawarta pomiedzy suma pdl
paskéw wpisanych i opisanych.

Mozna by sie podja¢ tego wielkiego trudu i przy pomocy zna-
nego réwnania y ==f (x) obliczy¢ istotnie wartosci na y dla wszyst-
kich wartosci na x. Przez to uzyskato by sie pole sumy prostokatéw
tak wpisanych jak opisanych i wiedziato jby sie, ze szukana ,,kwa-
dratura“ znajduje sie gdzie$ pomiedzy tymi wartosciami. Uczynmy
teraz AXx mniejsze i coraz mniejsze, a wiec paski coraz wezsze,
wtedy powierzchnia zawarta miedzy ,,sumag wewnetrzng“ a ,,sumg
zewnetrzng* paskéw, bedzie sie stale zmniejszata, co mozna by
tatwo zobaczy¢ na odpowiednim rysunku.

Jesli dalej bedzie sie postepowato wedle tej metody, ktora stale
lepiej wyczerpuje nam niejako rzeczywisto$¢ (stad metoda eks-
haustii od exhaurire = wyczerpywac), dojdzie sie w konicu do wcale
dobrych przyblizonych wynikéw. W kazdym razie pracy ogromnie
wiele, a rezultat, jak wspomniano, tylko przyblizony. Wyobrazmy
sobie np., ze mamy obliczy¢ pole paraboli y = ™ + 3 metodg ,,wy-
czerpywania“ dla przedziatu od xx= 5 do x1000= 10. Trzeba by naj-
pierw ustali¢, jak wielkie jest AX. Poniewaz pomiedzy x==
ax = 10 mam umiesci¢ ni mniej ni wiecej tylko 999 paskéw prosto-

katnych, byto by Ax 105 o

Teraz krok za krokiem nalezato by obliczy¢ odpowiednie wartosci
nay tysigc razy. A zatem dla

itd.

Nastepnie nalezato by obliczy¢ pola wszystkich paskéw wpisa-
nych i wszystkich paskéw opisanych. A wiec:
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pole paska wpisanego | = y1lAx= 8-~ =~
- _ (b+ol)2
" 2= y,Ax= ( ) -,QQ%
itd.
: _ _ (5142
pole paska opisanego 1= y2Ax= ( ) ggg
P u b 2= y3Ax= (5+32 -ggg
itd.

Gdyby nawet dla uproszczenia rachunku mozna byto obraé¢ 1000
paskow zamiast 999, a dalej gdyby sie uwzglednito, ze pole kazdego
nastepnego paska wpisanego réwna sie polu poprzedzajgcego paska
opisanego, to wida¢ jednak, ze juz tak prosta funkcja jak

y=Ff + 3
sprawia wprost niestychane trudnosci, a ponadto, ze po tym wszyst-
kim uzyskuje sie zaledwie przyblizony wynik.

Ale co$ innego jeszcze widac: mianowicie, ze dokladno$¢ wzrasta
systematycznie, im wiecej paskdéw dodamy. JeSlibySmy wiec AX
wybierali coraz mniejsze, wowczas otrzymywalibySmy za kazdym
razem coraz dokladniejszg kwadrature. A zatem, uzyskamy do-
ktadng kwadrature, jesli wielkos¢ Ax zmierza¢ bedzie do zera
(Ax —>0), jeSli Ax stanie sie ,,nieskoriczenie matg“ dx. W tym celu
jednak musieliby$my obliczy¢ nieskohAczenie wiele y, gdyz kazda
dtugos¢ x sktada sie z nieskonczenie wielu dx. A zatem, dla kwa-
dratury wymagamy jakiej$ operacji, ktéra by nam dozwolita po-
mnozy¢ przez dx sume wszystkich rzednych, znajdujacych sie
w przedziale od xxdoxn, wzglednie wystawionych na punktach tego
przedziatu.l Dlatego wielki Cavalieri zapisal problem kwadratury
jako ,,summa omnium y*“ (,,suma wszystkich y*“). A Leibniz zano-

1 Autor Swiadomie idzie drogg historycznego rozwoju pojecia ,catki“, po-
niewaz zdaje mu sie ono bardziej przemawia¢ do wyobrazni, $cisle i zgodnie
ze stanem wspoiczesnej matematyki nalezato by powiedzie¢: Doktadng kwadra-
ture otrzymamy, jesli suma ,,wewnetrzna* yVv A, i ,zewnetrzna“ £0 vo Ap
zmierza¢ bedg do wspdlnej granicy, gdy ilo$¢ przedziatéw czesciowych Av
rosnie nieograniczenie, a jednocze$nie dtugos¢ tych przedziatldw czesciowych Av
dazy do zera.
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towat 29 pazdziernika 1676 na owej historycznej karcie stowa:
»Bedzie pozyteczng rzeczg zamiast owej ,summa omnium y Cava-
lieri’ego* pisa¢ odtad znak / ydx...”.

Tym samym dotarliSmy wiasciwie do punktu kulminacyjnego
w naszej ksigzce. Leibniz utrzymuje, ze pozytecznie bytoby
w miejsce rozkazu ,,summa omnium y*“ wydaé po prostu rozkaz
catkill/ydx. Czy jest to tylko zabawa w stowa? Czy tez tkwi za
tym jednak co$ wiecej? Moze znowu jaka$ ,,prawdziwa kabata“?

To wiasnie musimy obecnie zbadaé¢ krok za krokiem. Na wszelki
wypadek wiemy juz, czego sie od nas zgda. Uwydatnijmy to jeszcze
bardziej. Podobnie, jak przy znaku sumy bedziemy notowali ,,prze-
dziat“ catkowania, dzieki czemu powstanie catka ,,okreslona“. Jezeli
pierwsza wartos¢ na x, ktéra nas interesuje, réwna sie np. o, ostat-
nia za$ wartos$¢ tego przedzialu x = b, wowczas piszemy

b
lydx
a
i czytamy : ,,catka z y w przedziale od a do &'. Nazywamy przy tym

a dolng, b goérng granicg catkowania.

Uczynimy jeszcze jeden krok naprzéd. Wiemy, ze y rdéwna sie
f(x). Dlatego mozemy réwniez napisaé

[ ydx —fi (x)dx,
a a

MielibySmy juz zatem rozkaz. Co6z z tego, kiedy brak jeszcze re-
cepty na wykonanie go. Bo rozkaz sam przez sie wyglada na obted-
ny. Dla stwierdzenia tego ,,niepoczytalnego* zadania wystarczy za-
stanowi¢ sie tylko przez chwile, co oznacza wiasciwie speinienie
rozkazu catki. Owa czarnoksigska maszyna ma dokona¢ ni mniej,
ni wiecej, jak tylko utworzy¢ nastepujgca sume nieskoriczong pol:

l.paska prostokatnego f(a) . dx

2., » f(a + dx)dx
3. ., ” f(a + 2dx)dx
4. ” f(a + 3dx)dx

itd. w nieskonczonosé.

1 Stowo catka, dawniej uzywane integrat, stworzone zostato przez Jakuba

Bemoulli’ego i zgodnie z Leibnizem przyjete na oznaczenie nowego algorytmu
f ydx.
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Przy tym f(a), f(a + dx) itd. oznaczaja wartosci na y, ktore
sie otrzymuje odpowiednio dla x = a, x= a+ dx, x= a+ 2dx itd.
Ponadto, graniczna warto$¢ dx ma sie réwnac zeru. Albo jak sie
niescisle mowi: dx ma by¢ ,,nieskoriczenie matg“.1

Otéz poniewaz Leibniza i wszystkie inne wielkie umysty, ktore
te nauke stworzyty, o wszystko mozna by posadzié, tylko nie o obted,
przestanmy juz dalej docieka¢, natomiast przyjmijmy z wdzieczno-
$cig z ich dioni ten cud.

1 Albo tez Scislej, jak proponuje A. Hoborski w ,,Wyzszej matematyce“ —
,.hieskonczenie malejgca*.
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Kilkakrotnie juz méwiliSmy o Ax, o Ay, o dx i o dy. Zwlaszcza
dx i dy okreslilismy jako pewnego rodzaju klucze od bram wyzszej
matematyki. A wiec teraz zajmijmy sie wreszcie rozpatrzeniem
tych malenkich rzeczy. Przy czym musimy zauwazy¢, ze samo juz
wyrazenie ,rzeczy* jest powazng ,herezjg“. Albowiem nie tylko
»malenkimi“, ale w ogéle ,,rzeczami* nie mozna ich nazwa¢. Matema-
tyczne ich okreSlenie poznaliSmy juz zresztg poprzednio.

Jesli mimo to, zmaterializowaliSmy je, to uczyniliSmy to za-
rowno ze wzgledéw historycznych jak i pedagogicznych. Poniewaz
ksigzka ta ma by¢ rodzajem wstepu i wzbudzi¢ niejako pierwsze
zrozumienie dla rachunku nieskonczonosciowego, przeto zadnego
chyba przedstawienia tych poje¢ nie bedzie mozna uzna¢ za dos¢
pogladowe. Historycznie zaczeta sie nasza nauka réwniez bardzo po-
gladowo. | dzieki tej pogladowosci dokonano pierwszych wielkich
odkryé. A to, ze nastepne dwa wieki wniknety potem we wszystkie
logiczne subtelnosci problemu, nie upowaznia nikogo do spogladania
na tych, ktdérzy torowali pierwsze drogi, jak na poczatkujacych.
Nawet najwspanialszy diament wydobywa sie nieraz na powierzch-
nie podobny do odtamka szkia. Zapewne, nie mozna lekcewazy¢
pracy amsterdamskich szlifierzy, dzieki ktérym kamien rozbtysnie
ostatecznie blaskiem odbitym od tysigca ptaszczyzn utworzonych
przez szlifowanie. Ale trudno médwi¢ o szlifowaniu bez diamentu.
Podobnie bez pewnego prymitywnego moze przedstawienia ,,roz-
niczki nie ma wspotczesnej purytanskiej matematyki.

A zatem przechodzimy do porzgdku nad wszystkimi subtelnymi
pytaniami az do czasu, kiedy przez dlugie studia opanujemy wszyst-
kie zasady wyzszej matematyki. Wtedy tez bedziemy mogli z pel-

Od tabliczki do rézniczki 17
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nym zadowoleniem podziwiaé i korzysta¢ z precyzji takiego Cesaro,
Kowalewskiego, Peany i innych.

Na razie jednak odwaznie przedstawmy krzywa, w Kktorej ze
wzrostem x rosnie takze y. Przyrost x oznaczmy AX, a przyrost y
znow Ay [albo Af(x)].

Owo x, ktéremu odpowiadajace y wyznacza nam jednoznacznie
punkt P krzywej, wzrosto o Ax, a wiec 0 pewna skonczong
wielkos¢. Wskutek tego powstato przymusowo nowe y, ktdre sie
przedstawia jako (y + Ay). Koricem rzednej jest punkt Pt, lezacy
na krzywej. Cze$¢ PPX stanowi wygietg cze$¢ krzywej, tuk krzy-
wej. JeSlibym posungt sie teraz na osi odcietych na prawo od
punktu P nie o skonczong wielko$¢ Ax, ale niejako o ,,nieskoncze-
nie matg” wielkos¢ dx, to krzywa rdwniez wzniostaby sie nieco.
Wszelako w naszym wypadku réwniez o znikomo maty odcinek dy.
Punkty P i Pj zesunetyby sie prawie ze w jeden punkt, a tuk PP]
krzywej bytby réwniez znikomo maty. Tak maly, ze obojetng jest
rzecza, czy uwaza¢ go bedziemy za czastke prostej- czy krzywej.
Owa ,,0bojetnos¢*, czy to cze$¢ prostej czy krzywej, stanowi 0§
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analizy nieskoniezono$ciowej. Bo dzieki niej zyskujemy mozli-
wos¢ stosowania do czgstek krzywej wszystkich regut waznych wia-
Sciwie dla figur ograniczonych liniami prostymi. Wykorzystamy to
zaréwno przy ,kwadraturze“ jak przy ,,rektyfikacji“.1 Lecz aby po-
giebi¢ jeszcze nasze poznanie, przyjrzyjmy sie tzw. ,tréjkgtowi cha-
rakterystycznemu“ Leibniza. Leibniz znalazt w papierach Btlazeja
Pascala pewien rysunek, ktéry miat stuzy¢é witasciwie do catkiem
innych celéw (mianowicie do badania funkcji sinus). Ten jednak
rysunek prowadzit Leibniza jak pochodnia, rozjasniajgca wszystko
okryte dotychczas mrokiem, do jego wielkiego odkrycia rachunku
rézniczkowego. Dla utatwienia narysujmy owo ,,triangulum characte-
risticum® (trdjkat char.) inaczej nieco, niz to zrobit Pascal i Leib-
niz, nie zmieniajgc w niczym istoty rzeczy.

kriywa

Fig. 48.

1 Zagadnienie, ktére bedzie pézniej wyjasnione i rozwazane.

17«
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W dowolnym punkcie A jakiej$ krzywej wykresimy styczna do
niej. Na stycznej tej obierzmy w réwnych odstepach na prawo i na
lewo od punktu A punkty B i C. Otéz w mysl elementarnych praw
geometrii widoczng jest rzecza, ze trdjkat zakreskowany podobny
jest do tréjkata, obwiedzionego grubg linig. Bo przeciwprostokgtna
tego ostatniego trojkata jest prostopadta do przeciwprostokatnej
tréjkata zakreskowanego, gdyz zaktadamy to z goéry. Rowniez diuz-
sza przyprostokgtna trojkata obwiedzionego grubg linig wykreslona
zostata prostopadle do dtuzszej przyprostokatnej trdjkata zakresko-
wanego. Wskutek tego katy ostre, zawarte pomiedzy rozwazanymi
bokami obu trojkatéw, sg sobie rowne. Lecz jezeli jeden kat ostry
tréjkata prostokatnego réwna sie odpowiedniemu katowi ostremu
w drugim trdjkacie prostokatnym, to takze pozostate katy ostre
obu tréjkatéw sa réwne (muszg wynosi¢ po 90— astopni). Takie
jednak tréjkaty, w ktorych wszystkie katy jednego trojkata sg
réwne odpowiednim katom drugiego, nazywajg sie wiasnie podob-
nymi.

Przypus¢my teraz, ze punkty B i C posuwajg sie¢ réwnomiernie
na stycznej do punktu A. Przez to trojkat zakreskowany staje sie
coraz mniejszy, nie zmieniajagc wszelako w niczym swego ksztattu.
Mozemy sobie w koncu wyobrazi¢, ze punkty B i C zeszly sie razem
w punkcie A. Wtedy wystapi w petni osobliwos$¢ rézniczek: miano-
wicie woéwczas znajdowatby sie w punkcie A mikroskopijnie maty
trojkat, niewidzialny gotym okiem. Ksztatt jego zachowat sie nam
w olbrzymich rozmiarach w trdjkacie narysowanym grubg linia.
Tym samym zachowata sie wielko$¢ jego katéw i stosunek jego
bokdéw. Poza tym jest druga jeszcze osobliwos¢. Przeciwprostokgtna
trojkata zakreskowanego jest czescig stycznej do krzywej w punk-
cie A. A wiec w punkcie A, wspolnym tak dla krzywej jak i dla
stycznej, tkwi malenka prosta czgstka stycznej, ktdéra nadto
jest tez malenka czgstkg krzywej.

Przyznajemy, ze owa dwulicowos$¢ ,elementu tuku“ krzywej,
ktéry ma byé raz czescig krzywej, to znowu czeScig prostej, ma
w sobie co$ z ,,czarnej magii“. Przypomnijmy sobie jednak tancuch
od roweru, sktadajacy sie przeciez, i to w sposéb bardzo nawet pry-
mitywny, z kawateczkéw prostych, a mimo to przylegajacy do
okregow koét zebatych. A teraz jeszcze pomysimy o ogniwach tan-
cucha, jak o niewyobrazalnie malenkich. Oczywiscie, logicznie bio-
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rac istnieje taki punkt, w ktéorym co$ przestaje juz by¢ prostym.
Proste i krzywe rozwazane z jednego stanowiska sg to pojecia tak
rozne, jak ogien i woda, jak czarne i biate. Z innego stanowiska
bardzo dobrze mozna sobie wyobrazi¢ przejScie. Powierzchnia stawu
wydaje sie nam idealnie ptaska. Wszelako ze wzgledu na kulisty
ksztatt ziemi jest zakrzywiona w spos6b niewidoczny wprawdzie,
ale dajacy sie obliczyé. Jeszcze mniej bylaby zakrzywiona po-
wierzchnia tego samego stawu na kuli wielkosci stonca. Gdybym
sobie wyobrazit kule wielkosci systemu Drogi Mlecznej, zakrzywie-
nie bytoby jeszcze mniejsze, itd. w nieskoniczonos¢. Przyjecie roz-
niczki z géry zaklada takie kosmiczne przyblizenia.

W wypadku idealnym zatem nasz punkt A zawiera malusienki
trojkat zakreskowany, ktory jest podobny do ,.charakterystyczne-
go“ i ktdéry mozemy sobie narysowa¢ w olbrzymim powiekszeniu.

dy

Fig. 49.

Trzy jego boki nazwijmy ,roézniczkami“. Te przyprostokatna,
ktora jest réwnolegta do osi odcietych, nazwijmy dx, pozostatg przy-
prostokgtng — dy, a dwulicowy ,.element tuku-stycznej*, reprezen-
towany przez przeciwprostokatng, ochrzcijmy ds.

Jednakze mozna by przyjaé, ze w kazdym punkcie krzywej znaj-
duje sie wierzchotek takiego charakterystycznego tréjkata. A dalej,
jeslibysmy nasz trick wykonali nastepnie w kazdym punkcie, to na-
sza krzywa skladataby sie niejako z naszyjnika takich zakreskowa-
nych tréjkacikow. A dtugos$¢ krzywej powstataby z dolgczenia
do siebie wszystkich elementéw ds. Wiec jaki$ luk krzywej wygla-
datby w olbrzymim powiegkszeniu np. tak, jak na fig. 50.

Mozna by jednak falszywie zrozumie¢ sens analizy, zanadto sie
trzymajac tréjkata charakterystycznego, a przy tym zapominajac
0 naszym pierwszym rysunku. Mianowicie musimy zwazy¢, ze dXj,
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dx2 itd. to sa malenkie przyrosty x. dylitd. sg to przyrosty nay,
wynikajace przymusowo z réwnania krzywej y = f(x), A dsi ds,
itd. sg to powstajgce przy tym czastki krzywej, wzglednie czgstki
stycznych. Mozna sobie mianowicie wyobrazié, ze kazda krzywa po-
wstata z niezliczonej iloSci czgstek stycznych. Jesli np. bibularz

Fig. 50.

kotysze sie na papierze, wtedy papier jest styczng a ,,kotyska“ bi-
bularza krzywa. Jeslibym wzigt rzecz na odwrot i ustawit bibularz
na papierze ,,kotyska*“ ku gorze, a nastepnie w sposéb zaznaczony
na fig. 51. przykfadat wzdtuz krzywej sztywng linig, wtedy linia
bytaby w kazdym punkcie styczng i mozna by sadzi¢, ze krzywa
»Kotyski* powstata z nieskonczenie wielu punktéow, wzglednie cza-
stek stycznych. W geometrii czesto nawet stosuje sie konstrukcje
krzywych z danych do nich stycznych. Scisle biorac, gdy kreslimy
okrag tuszem, wtedy grafion stanowi roéwniez nic innego, jak
czastke stycznej okregu.

Obecnie juz posuneliSmy sie tak daleko, ze stoimy blisko ujecia,
ktore da nam za jednym zamachem caly algorytm wyzszej mate-
matyki.

Najpierw ,rektyfikacja“. Rozumiemy przez to pomiar dtugosci
jakiej$ krzywej. Poniewaz przy tym pomiaru tego dokona¢ mamy
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tylko podziatka prostoliniowg, musimy sobie krzyrwg w mysli wy-
prostowaé, z tac. ,,rectam facere*. Stad pochodzi wyrazenie rekty-
fikacja (rectificatio). Sadzono dawniej, ze ditugos$¢ kazdej krzywej,
da sie przedstawi¢ tylko w postaci liczby niewymiernej, podobnie
jak dtugos$¢ okregu, jesli mierzymy ja diugoscig promienia. Wska-

zaliSmy juz na to, ze niewymiemos$¢ jest czyms$ wzglednym. Dodamy
jeszcze, ze nie stanowi ona bynajmniej istoty trudnosci przy po-
miarach diugosci krzywych. Ale to tylko nawiasowo. Wracajac do
rektyfikacji, wiemy, ze krzywa jest niejako naszyjnikiem nieskon-
czenie wielu ds. Kazde jednak ds da sie wediug twierdzenia Pitago-
rasa wyrazi¢ jako (ds)2=(dx)2+(dy)2 czyli ds= ~(dx)2+(dy)2
Na razie bytoby wszystko w zupeinym porzadku. Brak tylko drob-
nostki: jak utworzy¢ nieskoriczong sume wszystkich ds? Napoty-
kamy tu na rozkaz analogiczny catce, ktdérego na razie nie umiemy
wykonac. A i to nie pomoze nam wiele, jesli przypadkowo wpadniemy
na to, ze dtugos¢ tuku w przedziale od x = a do x = b powinnaby
sie rownac catce wszystkich ds, czyli catce wszystkich ~(dx)2+(dyT?2,
gdyz to ostatnie wyrazenie oznacza¢ musi to samo. Na chiopski

b
rozum potrafilibySmy jeszcze rozwigza¢ catke f ds. Jest to po prostu
a

dtugosé tuku krzywej s pomiedzy odcietymi a i b. Z tego jednak
nic nam nie przyjdzie. Bo¢ przecie to nie jest odpowiedz, lecz py-

tanie. Odpowiedzig byloby rozwigzanie catki / ~(dx)2+(dy)2 Spo-
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dziewamy sie przy tym, ze w obliczaniu mozna by zastosowac réw-
nanie krzywej y = f(x). Ale jak?

Tym samym powréciliSmy do zagadnienia wyjsciowego. Obecnie
wiemy dokiadnie zaréwno przy kwadraturze, jak przy rektyfikacji,
co powinni$smy zrobi¢. Co wiecej, mamy piekny znak czarno-
ksieski, znak catkowy. Ale stoimy, jak w ziemie wrosnieci i nie mo-
zemy spetni¢ rozkazu, podobni do cztowieka dreczonego przykrym
snem, ktory jakby porazony z miejsca ruszy¢ nie moze, az wreszcie
przebudzi sie zlany zimnym potem. Ale to zbawcze przebudzenie
przyniesie nam dopiero nastepny rozdziat.



B OZDZI1I AUL DwWWUDZIES STY SzZO0SsSTY

ZWIAZKI POMIEDZY POCHODNA
A ROZKAZEM CALKI

PokazaliSmy juz przedtem na drodze czysto arytmetycznej, ze
gdy dana nam jest funkcja y = f(x), to chcac wyznaczy¢ jej roz-
niczke, trzeba uprzednio wyznaczy¢ wzajemny stosunek rdzniczek
i tzn. ,,pochodng* funkcji. Te wiasnie ,,pochodng“ prébowalismy
otrzyma¢ w dwoch przypadkach, co nam sie istotnie udalo. Wy-
znaczanie ,,pochodnej* funkcji nazywa sie w matematyce ,,réznicz-
kowaniem*. Czytelnik moze nam wierzy¢, ze dowolna jaka$ funkcja
da sie zrozniczkowaél za pomocg mniej lub wiecej zawitych ra-
chunkdw. Rachunek rozniczkowy, ktorego zasady wkroétce poznamy,
jest operacjg, ktdérg mozna swobodnie wiada¢ z takg samg pewno-
cig, jak np. mnozeniem. Czy nalezy ono do operacji tetycznych czy
litycznych, co do tego poglady sg podzielone.2 Mianowicie ma ono
wihasnosci obu tych typow operacji. Na razie jednak szkoda nad
tym tamac glowe, zbadajmy raczej, a nuz rachunek rézniczkowy
wyda w nasze rece klucz do opanowania rachunku catkowego. Po-
rzuémy przeto na jaki$ czas geometrie i zabierzmy sie do tej
sprawy czysto formalnie.

Przy kwadraturze otrzymaliSmy rozkazy postaci: miara po-

1 Oczywiscie tylko pod warunkiem, ze nie ma wtasnosci, ktére pozostawa-
tyby w sprzecznosci z istotg r6zniczkowania, a wiec o ile funkcja ma pochodnag
w ogéle (czyli o ile jest ,,r6zniczkowalna®).

2 Scisle rzecz biorac, ujecie dziatania w znaczeniu tetycznym badz litycz-
nym stosuje sie tylko do elementarnych dziatan arytmetycznych, wzglednie ich
uog6lnien. Stowa ,operacja“ uzyto tu na oznaczenie ro6zniczkowania raczej
W znaczeniu ,,czynnosci“, a nie w znaczeniu czysto matematycznym.
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wierzchniowa = /ydx czyli /f(x)dx W obu rozkazach tkwi za-

réowno funkcja, ktorej obrazem graficznym jest krzywa (raz w po-
staci rzednej y, a drugi raz jako wartos¢ funkcji odpowiadajgca
zmiennej X, réwna co do wielkosci tej rzednej y), jak rowniez
dx. Dokonajmy teraz w mysli Smiatego chwytu, ktorego dokonat
Leibniz owego historycznego dnia 29 pazdziernika 1676. Mianowi-
cie traktujemy catki tak, jak gdyby funkcja znajdujgca sie pod
znakiem catki byla pochodng jakiej$ innej funkcji, tzw. funkcji
»pierwotnej“. Raz jeszcze zaakcentujmy silnie, ze przez to w istocie
nie zmieni sie nic zgota. Zmieni sie wylacznie wielka kabata na-
szego ujecia. JeSliby krzywa ograniczajgca obszar, ktorego pole wy-
znaczamy, miata rownanie y= x2 to stale przy nimpozostaje. Przy-
puszczamy tylko, zeistnieje jeszcze inna,pierwotna“ funkcjaF(x),
ktorej pochodng jest wiasnie nasza funkcja y — x2

Jasno zdajemy sobie sprawe, ze takie okrezne rozumowanie sta-
nowi najwiekszg trudno$¢ w analizie nieskohczonosciowej. Skoro
raz sie zrozumie ten chwyt, wtedy reszta jest juz igraszka i jest
kwestig mniej lub wiecej mechanicznych obliczan. Wobec trudnosci
zagadnienia marudzenie nic jednak nie pomoze, idzmy raczej dalej.
Zatem kroétko i weztowato przyjmujemy, ze mamy pochodng

Arytmetycznie rzecz biorgc, jest to réwnos$¢ jak kazda inna.
Moge przeto formalnie stosowac¢ do niej reguty o przeksztatceniach
rownosci. A zatem moge np. pomnozy¢ kazda strone przez dx. To,
ze znak réwnosci wystepuje dwa razy, nie powinno nas mieszac¢. Bo
jeslibym miat prostokat o bokach a= 5, b= 3, to woéwczas mogt
bym napisaé P= a.b= 5.3, a nawet P==a.b = 5.3 = 15, a réw-
no$¢ pozostanie stuszna, jeslibym pomnozyt przez 2 kazde wyraze-
nie: 2P= 2a.b= 2.5.3 = 30. A zatem pomnozymy w ten spo-
séb przez dx i otrzymamy

—{if- dx = f'(x)dx == y'dx, czyli
dy = f'(x)dx = y'dx.

Poniewaz jednak w mysl naszej reguly z waga réwnos$é pozosta-
nie prawdziwa, jezeli na réwnych wyrazeniach dokonamy tych sa-
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mych dziatan, mozemy réwniez do obu, czyli tu do kazdej strony
rownosci, zastosowacé rozkaz catki. A wiec:

[dy= Jf'(x)dx — / y'dx.
a a a

Ot6z wpadlisSmy ku naszemu zdumieniu na trop nadzwyczaj waz-
nej wiasnosci catki. Jest to dziatanie odwrotne do rézniczkowania.
Bo jeslibym znowu opuscit wszystkie catki (,,0d-catkowal* — mozna
by powiedzie¢ na naszym poziomie), to z powrotem otrzymatbym

dy - f'(X)dx =y'dx
a przy podzieleniu przez dx

-hi = f"<x> = y'-i=nf" = y™>

a wiec poprzedni iloraz rézniczkowy. Nalezato by tylko pomyslec
b

jeszcze nad tym, co oznacza / dy. Jest to nieskoriczona suma wszyst-
a

kich dy, a wiec wszystkich przyrostow na y, w obranym przez nas
przedziale badania krzywej. Oczywiscie tej krzywej, ktérg zrdznicz-
kowatem, aby otrzymac f'(x) czyli y . A wiec tej krzywej, ktéra
odpowiada nieznanej mi przy catkowaniu funkcji ,pierwotnej*

b
y= F(x). A wiec / dy to zatem po prostu y czyli F(x), poniewaz
a

F(x) oznacza to samo co y.

Tym samym postawiliSmy zagadnienie rachunku catkowe-
go. Brzmi ono: Mamy danag dowolng funkcje y = f(x), szukamy
funkcji ,,pierwotnej“ y = F(x), ktoérej pochodna jest réwna funkcji
danej, a wiec

F'(x)=f(x).

Zwyczajnie zapisuje sie ,,dang“ funkcje jako f(x), a jako funkcje
pierwotng F(x). Jednakowoz ten spos6b zapisywania wywotuje u po-
czatkujacych zamet, poniewaz w funkcjachy = f(x),orazy = F(x),
y oznacza dwie rozne wartosci. Nalezato by zapisywac albo y = F(x)
oraz y'= f(x), albo — i to najkonsekwentniej — y= F(x)
i y'= f'(x). Tylko cztowiek, ktéry drogg samouctwa przyswoit so-
bie rachunek nieskonczono$ciowy, moze oceni¢, jakie trudnosci
sprawia poczatkujgcemu najmniejsze odchylenie od konsekwentnego
zapisywania.

A zatem wiemy juz, ze ma by¢

F'(x) = f(x)
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Jesdli taka funkcja F(x) istnieje, to wowczas nazywa sie ,,catkg“
funkcji f(x). Dziatanie, za pomocg ktérego znajac funkcje f(x) wy-
znaczamy F(x), nazywamy ,catkowaniem* i oznaczamy w naste-
pujacy sposob

F(x) =/f(x)dx.

Z tym wigze sie jeszcze jedno pytanie, ktdre sie nasuwa od razu
kazdemu. Dlaczego na oznaczenie funkcji pierwotnej uzywamy tego
samego symbolu, co przy kwadraturze i rektyfikacji, odrzucajac
niejako tylko granice catkowania? Na to pytanie nietatwo odpowie-
dzie¢. Mianowicie istnieje tak zwana catka ,,okreslona“ i ,,nieokre-
§lona“. ,,Okres$lona“, oznaczajgca pole pewnego obszaru, wskazuje na
sumowanie wewnatrz jakiego$ przedziatu, ,,nieokreslona“ natomiast
wyraza zwigzek miedzy dwiema funkcjami, na mocy ktdérego jedna
z nich jest pochodnag drugiej. Jezeli jednak znalaztem catke ,,nie-
okreslong“, wowczas moge zawsze przez odpowiednie podstawienie
granic catkowania przej$s¢ do catki ,,okre$lonej* dzieki prostemu
zwigzkowi, jaki miedzy obiema catkami zachodzi. WKkroétce zapo-
znamy sie z tym na przykiadach praktycznych.

Obecnie jednak musimy sie zwréci¢ do rachunku roézniczkowego,
abysmy mogli dzieki niemu rzeczywiscie oblicza¢ catki. Przy tym
obie te operacje rozwaza¢ bedziemy stale wspolnie, wbrew ogolnie
przyjetemu sposobowi postepowania. Jednakze dla lepszego przy-
gotowania musimy przej$s¢ jeszcze dwa mate pagdrki. Mianowicie
analize ,rzedu nieskohczenie matych™ i twierdzenie o rozwinieciu
potegi dwumianu, ktérego gtosnym odkrywcag byt Isaac Newton.
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Najpierw zajmiemy sie zagadnieniem rzedu nieskoriczenie ma-
tych. Z dotychczasowych rozwazan widzieliSmy, ze w analizie nie-
skonczonosciowej wielkg role odgrywa wielko$¢ zmienna, ktorej
bezwzgledna warto$¢ maleje nieograniczenie, a wiec zmienna zmie-
rzajaca do zera, tzw. ,,nieskoniczenie mata“. Co wiecej, przy oblicza-
niu pochodnej twierdziliSmy, ze je$li Ax zmierza do zera, to tym
bardziej zmierzaé musi do zera (AXx)2

Arytmetycznie mozna by to wyjasni¢ nastepujacym przykladem.
Niechaj ,nieskohAczenie malg“ x przedstawia nieskonczony ciag
utamkow:

I i i i 1 1 1 1 1 1
12374”5678 9”10 n

Wowczas wielkosci zmiennej x2 odpowiadatby ciag

1’ 4’ 9’ 16" 25 38 49’ 64’ 81" 100 U

Widzimy, ze wyrazy ciggu drugiego malejg ,,predzej*, a wiec x2
»predzej* niejako zdgza do zera. Jeszcze ,,predzej* zmierzatoby do
zera x3 itd.

Powiemy, ze x2 jest nieskoriczenie mata ,,wyzszego rzedu* niz x.
Jeszcze wyzszego rzedu jest nieskohczenie mata x3.

Jakkolwiek interesujgca rzecza bytoby omowi¢ Sciste ujecie
rzedu nieskonczenie matych, jednakze w ramach naszego sposobu
przedstawienia musimy odméwi¢ sobie tego. Raczej sprobujmy
przedstawi¢ szczegdlnie poglagdowo mozliwos¢ rozmaitych rzedow
,»hieskonczenie matych*, przy czym wytgcznie tylko rysunkiem za-
demonstrujemy ,,trzy rodzaje nicosci.
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W tym celu wyobrazmy sobie tzw. prostopadtoscian (tzn. gra-
niastostup, ktérego wszystkie krawedzie sg do siebie prostopadie).
Prostopadtoscian ten niech bedzie sporzadzony z metalu, ktéry
podobnie jak wszystkie metale rozszerza sie pod wptywem ogrze-
wania. Ale to rozszerzanie nastapi¢ ma nie we wszystkich Kkierun-
kach, alewylgczniewzdtuz trzech wymiaréw. Mozna by to osiggnaé
np. w tensposob,ze oOw blok metalowy umocowuje sie w rogu po-
koju tak, aby madgt sie swobodnie rozszerza¢ tylko ku gorze i w dwie
strony ku przodowi.

Oczywiscie, zwiekszanie sie odpowiednich
wymiaréw prostopaditoscianu metalowego
w rozmaitych kierunkach nastepuje nie od-
dzielnie, lecz rownoczes$nie. Teraz, skoro pro-
stopadtoscian osiagnat juz swa najwiekszg
objetos¢, roztozmy w mysli jego ,,przyrost®.
A mianowicie tak, jak gdyby kazda z trzech
powierzchni FIt F2i F3bez wzgledu na pozo-
state zostata przesunieta o odpowiedni ,,przy-
rost* z pierwotnego potozenia ku gorze, lub
ku przodowi. (Por. fig. 53.)

Dla wyrazistosSci przerysowano raz je-
szcze poszczegOlne czesSci tworzace catko-
wity przyrost i rozstawiono wokoto gtow-
nej figury, ktéra pokazuje ich zestawienie.

Jasng jest rzecza, ze nasz metalowy prostopadtoscian, skoro
ochtodzimy go znowu do temperatury poczatkowej, przyjmie
z powrotem te objetos¢, powiedzmy lepiej, skurczy sie do
tej objetosci, jaka miat poczatkowo. Wszystkie przyrosty cze-
Sciowe zredukujg sie, mowigc czysto arytmetycznie, znowu do
wielkosci réwnej zeru. Przestang istnie¢. Zanim to jednak nasta-
pito, zanim jeszcze staly sie, jak to juz raz nazwaliSmy, w granicy
zerem, miaty w osobliwy sposob zasadniczo rézne wielkoSci. Przy-
rosty powierzchni (F1 F2, F?) staty sie znikajgc cienkimi platkami
powierzchniowymi, trzy sztabkowate dopetnienia (G G2 G3) ze-
szty sie z odpowiednimi odcinkami (krawedziami), podczas gdy
wreszcie podobny do kostki utwor (P), z przodu u gory, skurczyt sie
w jeden punkt. Znowu natkneliSmy sie na zagadke w odrdznianiu
nicosci. Powierzchnia-nic, odcinek -nic, punkt-nic nie moga
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by¢ réwnoznaczne. Sg one, o ile dopuszczalne jest takie wyrazenie,
nicosciami réznej mocy. | zaznaczymy tylko, ze rowniez w naste-
pujacy sposdb mozemy to wyrazi¢, jezeli punkt obierzemy za ,,jed-
nos¢ nicosci““: Punkt jest jednostka nicosci. Odcinek jest usze-
regowaniem nieskoniczenie wielu punktow, jest wiec nieskonczenie
razy wiekszy, aczkolwiek sam dla siebie rdwniez jest nicoscig. Po-
wierzchnia prostokatna, ktérej miara jest iloczynem wymiaréw diu-
gosci i szerokosci, jest nawet mnogoscig 0 nieskohczenie razy nie-
skoniczenie wielu punktach, a wiec mnogoscig o nieskonczonosci do
kwadratu punktéw. A nadto, aczkolwiek witasciwie tylko przez po-
mys$lane jej ograniczenie i brak grubosci, jest znowu pewng odmiang
nicosci. Ale nie oSmielajmy sie zapuszcza¢ zbyt daleko w bardzo
skomplikowane giebie tzw. ,teorii mnogosci“, nowej i bardzo ab-
strakcyjnej gatezi wyzszej matematyki. Stwierdzamy wyltacznie, iz
nie tylko rozumowaniem arytmetycznym, ale czysto pogladowo po-
znaliSmy, ze réwniez istniejg pewne rangi w uporzadkowaniu ,nie-
skoniczenie matych®. Rozrdéznia sie je wediug ,,rzedu nieskonczenie
matych“. Mowimy zatem o ,,nieskohczenie matej pierwszego, drugie-
go, trzeciego itd. rzedu®. Jesli dx -> 0, to dx jest nieskonczenie matg
pierwszego rzedu, (dx)4 nieskonczenie matg czwartego rzedu, (dx)n
nieskonczenie matg n-tego rzedu.

Obecnie jednak powrdci¢é znowu musimy od naszego emocjonu-
jacego roztrzasania ,,nieskohczenie matych* do czego$ bardzo kon-
kretnego, aby wreszcie dopeini¢ ostatniego zastrzezenia przed pod-
jeciem naszego ataku na szczyt. Zbierzemy zatem wszystkie nasze
dotychczasowe wiadomosci arytmetyczne, aby opanowac¢ stawne
twierdzenie o ,,potedze dwumianu®“. Istnieja najrozmaitsze metody
w wyprowadzaniu tego twierdzenia. Obieramy eleganckie przedsta-
wienie kombinatoryczne, aby uwydatni¢ zwigzek nauki o kombina-
cjach ze wspominanymi juz czestokro¢ ,,wspoétczynnikami dwumia-
nowymi“.
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Zaczniemy od ustalenia terminologii. Wyrazenie postaci (x a)
lub (x + b) nazwiemy ,,dwumianem®, albo jesli sie przez to wyraze-
nie mnozy — ,,czynnikiem dwumianowym®. Przy tym Xx pojmuje sie
tutaj nie jako niewiadoma, ale uzywa sie go tylko dla optycznego
niejako odréznienia.l ,,Dwumianem* nazywa sie¢ kazde potgczenie
dwéch jakich$ liczb znakiem dodawania lub odejmowania, i wyra-
zenie takie traktuje sie jako jaka$ nowg catosc.

Otéz jezeli pomnoze np. (x + a) przez (x + b), a wiec mam
utworzy¢ iloczyn czynnikéw dwumianowych (x + a) oraz (x -fb),
to otrzymam

x F) (x -f-b) =x2+ ax + bx + ab= x24(a ) b)x :i'ab.
Podobnie bytoby
(x '-Fa) (x 'fb) (x j’t) =x 3+ (at+b-fc)x2 'f(ab-{-ac-’:-bc)x 'fabc,

co czytelnik tatwo moze sprawdzié.

Aby budowa naszego wyniku wystgpita jeszcze wyrazniej, wy-
bierzmy sposob przedstawienia, uzywany juz przy niejednej spo-
sobnosci przez Leibniza i napiszmy:

1 Glebszy sens uzywania X polega na tym, ze ,twierdzenia o potedze dwu-

mianu®“ uzywa sie przewaznie do rozwijania funkcji, w ktérych zmienna X wy-
stepuje w dwumianie.

Od tabliczki do rézniczki 18
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Juz tutaj dwie rzeczy odrdézni wprawniejsze oko. Po pierwsze, ze
wielko$¢ x, zawarta w kazdym dwumianowym czynniku, wystepuje
w porzadku poteg malejgcych. Po drugie, ze ,,wspétczynniki“ tych
poteg x majag bez watpienia charakter kombinatoryczny, poniewaz
najpierw zjawiajg sie wszystkie uniony, potem wszystkie amba,
a w koncu wszystkie tema ,,elementéw* a, b, c. Postacig polgczenia
kombinatorycznego jest ,,kombinacja bez powtarzania“. Elementami
sg wszystkie rézne wielkosci a, b, ¢, wystepujgce w dwumianach.

Dla wyrazistosci, rozwazmy jeszcze jeden bardziej skompliko-
wany przykiad, a mianowicie

(x+axX+b)(Xx+c)y(x+ d(x+ e)=

ab abc'
ac abd
a' ad abe abed
b ae acd abce
= xB-f-¢ x4+ bc x3-j- ace x2-)- abde x —-abcde.
d bd ade aede
e be bed bede
cd bce
ce bde
de ede

Dlaczego powstaje taka osobliwa struktura, to nie jest wcale
tak zagadkowe, jak sie to wydaje na pierwszy rzut oka. Struktura
ta wynika po prostu stagd, ze przy mnozeniu w naszym wypadku
musi sie pomnozyC przez siebie zawsze pie¢l wyrazow. x5 to
nic innego jak x .x .x .X .X, ax* to znowu nic jak tylko x .x .x .x .a
Dalej jest np. acex2= acex .x itd. Ta wzmianka powinnaby na razie
wystarczy¢ dla przekonania myslagcych czytelnikdw o koniecznosci
zwigzkow kombinatorycznych.

Teraz ujmijmy w regute to, co dotychczas poznalismy, i ustalmy
posta¢ iloczynu czynnikéw dwumianowych, sktadajgcych sie z x
i jakiego$ drugiego wyrazu, ktéry w kazdym dwumianie ma jaka$
inng wartosc¢:

lloczyn takich czynnikéw dwumianowych przedstawia sie jako
szereg malejgcych poteg x, a mianowicie zaczynajac sie potega, kto-

1 Ogo6lnie: tyle, ile jest dwumiandw.
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rej wyktadnik rowna sie iloSci wszystkich dwumianéw. Wyktadniki
w tym szeregu potegowym malejg za kazdym razem o jeden. Poza
Xl jest jeszcze zerowa potega X, tak ze wynik mnozenia ma zatem
0 jeden wyraz wiecej anizeli wynosi ilo§¢ dwumiandéw. Ten szereg
zapisany na razie bez wspdétczynnikdw

Xn_[_Xn 1+ Xn 2-f- -f X2+ X1+ X°

gdzie n oznacza liczbe dwumiandw, otrzyma obecnie wspétczynniki,
a mianowicie

cax' + + CX»-2+ e +Cn 2x2+ Cn_Ix1+ Cnx°.

Ot6z wspotczynniki te podajg za posrednictwem swych wskazni-
kéw (indekséw), ktérej klasy kombinacje z «-elementdw przedsta-
wia kazdy z nich. Wyraz zawierajgcy x" otrzymuje wspotczynnik
C0==1, poniewaz sktada sie on tylko z x. Nastepna potega x -1 ma
jako wspétczynniki wszystkie uniony, xn 2 wszystkie amba, x»-3
wszystkie tema itd., jakie dadzg sie utworzy¢ z n elementéw. | to
jako kombinacje bez powtarzania. Ale te ,,kombinacje* nie sg tu juz
wylacznie przestawieniami, ale rzeczywiscie iloczynami. A zatem tu-
taj wystepuje potgczenie kombinatoryki i mnozenia.

Jezeli zastosujemy teraz pewien chwyt i przyjmiemy, ze wszyst-
kie nasze a, b, ¢ itd. sg sobie rowne, tak ze a= b= c¢c= d= e itd,,
wowczas mozemy po prostu napisac:

(x+ a)(x+ a)(x--a)(x+ a)(x+ a) itd.
albo, co oznacza to samo
(x+ a)n=7?

Obecnie dotarliSmy do jadra tak zwanego ,twierdzenia o pote-
dze dwumianu®, ktéremu przypada ogromne znaczenie w matematy-
ce. Przez rozwigzanie naszego problemu bedziemy w stanie zapisa¢
kazda dowolng potege jakiego$ dowolnego dwumianu (na razie dla
wykladnikéw catkowitych dodatnich) wprost w postaci malejgcego
szeregu potegowego. Obecnie tez nie odgrywa juz wiecej roli to, czy
pozostawie owo X, czy je zastgpie jakg$ inng literg. Pozostawimy
je na swoim miejscu tylko ze wzgledu na zwigzek z poprzednim
wynikiem.

Wedtug naszych regut wynik (x + a) wzietego «-razy jako czyn-

ie*
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nik, co jprzecie nic innego nie oznacza jak tylko (x + a)n musiatby
brzmie¢ w nastepujacy sposéb:

Cohn+ CjXnl+ CXn 2+ ... + Cn 2X2+ Cn_IX + Cnx°.

Ze CO rowna sie jednosci, to juz wiemy. Ale jaka warto$¢ maja
Cl C2 C3itd.? Ustalimy to logicznym wnioskowaniem. Nasze C,
ma by¢ przecie suma wszystkich unionoéw, ktére sie otrzymuje z n
réznych od x skiadnikéw dwumianéw. Poniewaz jednak te
wszystkie sktadniki sg rowne a, wiec suma wszystkich uniondw
a+ a+ a+t a. + a (n-razy) rowna sie na, albo piszagc kom-
binatorycznie ('j)a. Drugi wspoéiczynnik C2 jest sumg wszystkich’
amb utworzonych z a. Poniewaz kazde ambo brzmi a.a, wiec jest
on sumg wszystkich a2 Albo kombinatorycznie a2. Terna bytyby
a.a.a= a3 W nastepstwie jest C3= (3) a3 Obecnie prawidto two-
rzenia jest juz jasne. A tym samym z powodzeniem udato sie roz-
wigzanie zagadnienia. Jest zatem:

(x+a)"=(g)x"+ (“Yaxn 1+ (3)axn-2- f + (n"tan-X+ (3) a«

Zanim przeliczymy jaki$ szczegdlny przypadek, omdwmy jeszcze
pomocniczg tabelke, znang pod nazwg ,,tréjkata Pascala“ albo ,,troj-
kata wspotczynnikéw dwumianu®, ktéra w bardzo tatwy sposob do-
zwala nam tworzy¢ ,,wspoiczynniki dwumianowe” az do dowol-
nego n. Ma ona nastepujaca postac:

0 1

| 11

n 12 1

m 13 3 1

v 1 4 6 4 1

\Y/ 1 5 10 10 5 1

VI 1 6 15 20 15 6 1
WAL 1 7 21 3 3 21 7 1 itd.

Nie wyprowadzajgc wcale szczegétowego dowodu jej stusznosci,
zwracamy na to uwage, ze kazda liczba znajdujaca sie wewnatrz tej
tabelki rowna sie sumie obu liczb, stojgcych ponad nig z lewej i pra-
wej strony. Przez to jesteSmy w stanie, krok za krokiem, czysto me-
chanicznie rozszerzy¢ ten ,,tréjkat”“ az do nieskohczonosci. Wypada
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jeszcze wspomnieé, ze Blaise Pascal odkryt samodzielnie ten trojkat
jako ,triangulus mathematicus“ (tréjkat matematyczny), ale ze
wspotczynniki dwumianowe byly juz wymieniane przed Pascalem
przez Stifela (1544), a co wiecej, znane byly matematykom chin-
skim juz okoto 1300 r. po nar. Chr.

Stusznie zapyta kazdy, jak nalezy uzywaé tego trdjkata. Otoz
w bardzo prosty sposob. Cyfry rzymskie po lewej stronie na brzegu
oznaczaja potegi catkowite dodatnie, do jakich chcielibySmy dwu-
mian podnie$¢. Nastepnie, liczby przynalezace do odpowiedniego
wiersza, odpowiadaja wspdtczynnikom, oznaczonym przez nas po-
przednio przez CO, CI C2 ...... C ~ Cn- A zatem muszg by¢ takze
rowne wspdétczynnikom dwumianowym napisanym. kombinatorycz-
nie. Wybierzmy wiec jako przyktad wypadek (x j‘a)?i rozwinmy
te potege zgodnie z twierdzeniem dwumianu na szereg potegowy,
wedtug malejgcych poteg x:

(x+ a)7= x7+ (Ix6a+ () xsa2+ (7) x4a3-F () x3ad+
+ (7) x2a5+ (7) xa8+ a7

Jezeli dla uzupetnienia napiszemy jeszcze wyrazenie Q jako
wspotczynnik przy x7a wyrazenie (7 jako wspétczynnik przy a7,
wowczas w dwumianie podniesionym do potegi 7-mej otrzyma sie
nastepujace wspotczynniki dwumianowe

© 0 © © © © © (S, aP° wyli-
czeniu liczby 1 7 21 35 3521 7 1,
przez co wspaniale sprawdzilismy trdjkat Pascala.

Jeszcze pare przyktadow odnosnie do twierdzenia o potedze dwu-
mianu:

(4 47)5= ? Oczywiscie mozna by tu po prostu doda¢ 4 do 7
i obliczy¢ od razu pigta potege 11, przez co otrzymato by sie
I15= 161 051. Chcemy jednak skorzysta¢ ze sposobnosci, aby nasze
twierdzenie sprawdzi¢ i wyprébowaé¢ znowu z innej strony, przy
czym zauwazymy jeszcze, ze rozkiad liczby na dwumian jest pole-

cenia godny takze ze stanowiska praktycznych obliczan.l Liczymy
zatem:

1 Ponadto obliczanie ,kwadratu™ i ,szescianu™ liczb w jakim$ ukladzie
pozycyjnym polega na operacjach z dwumianami. Tak np. jest 132=(10+3)! itp.
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(4+ 7)5= (§) 40.7°+ (5) 44.7%+ (|) 43. 72+ (342.73+
+ () 41.7~ + d) 40.73 =
= 1.1024 .1+ 5.256.7+ 10.64 .49 +

+ 10.16.343 + 5+4.2401 + 1.1.16807 =
= 1024+ 8960 + 31360 + 54880 + 48 020 + 16 807 = 161 051,

przez co otrzymujemy oczekiwany rezultat.
Jako drugi przyktad rozwigzemy np.:

(I+x)9= Q I°x°+ (@ I&*+ (2) | X2+ d)I°x3+ (?)Ix4+
+ (» 166+ (9) 13X0+ (D) 127+ () I~ 8+ (9 19X9=
= 1+ 9x + 36x2+ 84x3+ 126x4+ 126xB+ 84x° + 36xX7+ 9x8+ X9

Na zakonczenie dodajmy jeszcze, ze dwumian mogitby naturalnie
brzmie¢ rowniez (x — a)n albo (— x — a)n Wedle prawa kojarzenia
rozkazéw znakéw liczbowych nalezato by wtedy wyznaczyé kazdo-
razowy znak stosownie do wystepujacej potegi x oraz a. JeslibysSmy
mieli wyznaczy¢ np. w dwumianie (x — a)4 znak przy 4x3, to jasne,
ze tylko minus moze w gre wchodzi¢. Bo owa liczba brzmi przecie
4.X.X.X.(—a), awiec (— 4x3).

W dalszym ciggu rozwazan sprébujmy zapisa¢ twierdzenie o po-
tedze dwumianu, uzywajac znaku sumaeyjnego:

(x+ a)n= E'I(»)xn eav=(S) X"a*+ (*) x"-lal+ + g) x°a".

Poniewaz jednak w matematyce bynajmniej nie pytamy sie stale
o catkowite dodatnie potegi dwumiandéw, musimy zbada¢ pokrotce
ten wypadek, kiedy dana jest potega utamkowa lub ujemna. Obie-
ramy najpierw dwumian (I + x)n i zadamy, by n oznaczato albo
liczbe utamkowag, albo jaka$ liczbe ujemng. Poniewaz w ramach na-
szych nie dysponujemy niestety wiadomosciami, przy ktérych mozna
by ten przypadek rozwazy¢ szczegotowo, musimy zadowoli¢ sie
stwierdzeniem, ze przy wykiadniku potegowym utamkowym lub
ujemnym potega dwumianu, czyli rozwinigcie potegi dwumianu,
przechodzi w tzw. nieskohczony ,szereg dwumienny*, ktory
ma postac

LIF'X)n= 1+ () X+ (2) X2+ (3 X3+ ........... + (MXr+ moee

r oznacza przy tym liczbe wiekszg niz n.
Jezeli natomiast nie chce wytacznie (1 + x), ale np. (a+ Xx),
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gdzie a #=Q rozwina¢ w nieskohczony szereg dwumienny, wowczas
przy pomocy pewnego fortelu moge nada¢ dwumianowi postac
(I + x), tworzac z (a+ x)n po prostu a' (I +~)°. Dzieki temu
moge juz potem do (I -f jj)'" stosowac poprzedni wzér, rozwingc
na szereg dwumienny nieskonczony, a nastepnie pomnozy¢ wynik
przez an

Jak juz jednak wspomniano, poprzestaniemy tylko na wzmiance
o tym. Aleponiewazraz juz mowiliSmy o ,szeregach nieskonczo-
nych*, musimy jeszcze krotko rozwazy¢, co rozumie sie przez stowo
»Szereg*.

Jak sama nazwa wskazuje, szereg powstaje przez potaczenie liczb
utozonych w pewnym porzadku. A mianowicie przez potaczenie przy
pomocy dodawania lub odejmowania. Szereg jest skonczony, jezeli
urywa sie po pewnej oznaczonej, skoniczonej ilosci wyrazoéw, nieskon-
czony natomiast, jezeli nie ma ostatniego wyrazu, czyli jak moéwi-
my, zmierza dalej w nieskoriczono$é. Tak np. szereg Leibniza~=1 —

—]J + y —y-(-... jest szeregiem nieskoriczonym. W zwigzku z szere-
giem Leibniza mozemy od razu rozwazy¢ inne jeszcze wazne poje-
cie. A mianowicie, je$li z nieskonczonego ciggu wyrazéw naszego
szeregu:

(O R AN N SR

3> 5’ 7 9> 14313
utworzymy nowy cigg o wyrazach

Sp S2 S3, 4, Sn,

przy czym s1l= I, s2= | —j, S,= | -{4j. s4= | —F+j— t>

S_xl— 31 5 71 9>

to gdy wskaznik n ro$nie nieograniczenie, cigg o wyrazach Si) S2
S3> sn zmierza do granicy, a mianowicie o0sigga

wartos¢ ~ . Taki szereg nieskonczony nazywa sie ,,zbieznym*, po-
niewaz dgzy do granicznej wartosci (tutaj -), czyli skupia sie nie-

jako w jedng wspolng wartos¢. Liczbe L, granice ciggu sn, zowiemy
,»,SUmg szeregu nieskonczonego* i oznaczamy
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Nazwa ,,sumy szeregu nieskonczonego“ pochodzi stad, ze dawniej
szereg nieskonczony, zgodnie z pojeciem intuicyjnym, uwazano za
sume o nieskonczenie wielu skiladnikach. JeslibySmy natomiast
utworzyli podobnie cigg sv s2, s3 s4 sn z wyrazow
ciggu:

1,3 5 7,9 11, 13,.... .

a.wiec §j= 1,s2= 1+ 3,s3= 1+ 3+ 5 s4= 1+ 3+5+ 7, — |,
to przekonalibySmy sie, ze ciag 0 wyrazach snnie ma granicy,
a wiec szereg

1+ 3+5+ 7+ 9+ 11+ 13+ .....

zowiemy szeregiem ,,rozbieznym*, poniewaz nie przedstawia zadnej
liczby (rozbiega sig, rozprasza).

Badanie, czy jaki$ szereg jest ,,zbiezny* czy ,,rozbiezny“, nalezy
do najciezszych zadan matematyki. A mianowicie, nie ma bynaj-
mniej pewnosci, czy szereg 0 wyrazach systematycznie malejacych
jest zbiezny. Tak np. dziwnym zbiegiem okolicznosci szereg nie-
skohczony

LT 5 # gt T = 4 3@ * oo itd.

jest rozbiezny, aczkolwiek kazdy wyraz tego szeregu jest mniejszy
od poprzedniego. Suma tego szeregu nieskorniczonego nie jest ozna-
czong liczbg. Natomiast szereg nieskonczony:
Ll +=i 1 L itd
12— 23 3,4 7%

jest zbiezny, a suma nieskonczenie wielu jego wyrazéw wynosi 1.

Jak juz z szeregu Leibniza widzieliSmy, szereg nieskonczony
jest czesto Srodkiem pomocniczym jakiejs kwadratury. W istocie
kazda catka da sie przeksztatci¢c w szereg nieskoriczony i juz Archi-
medes postugiwat sie szeregami nieskoriczonymi zbieznymi, dla uzy-
skania kwadratur.
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KWADRATURA PARABOLI ARCHIMEDESA

Wielki Archimedes ma niezaprzeczong zastuge w tym, ze pierw-
szy stworzyt tego rodzaju genialne metody kwadratury powierzchni
ograniczonych liniami krzywymi, iz metody te zachowaly znacze-
nie i byly w uzyciu az do konca XVII wieku.

Nie bedziemy przeto szczedzili trudu, by nieco giebiej wnikngc
w metode archimedesowskg, a jako przykiad wybierzmy kwadra-
ture ,,zwyczajnej paraboli“, ktéra Archimedes pierwszy przeprowa-
dzit i ktorg omawiat w swych pismach , Kwadratura paraboli“,
,O réownowadze ptaszczyzny 11* i innych. A mianowicie, przyjrzyjmy
sie przy tym jego czysto geometrycznym prébom, pomijajac za
trudne dla nas metody statyczne.

Metoda geometryczna, stosowana przez Archimedesa, to tak
zwana pOzniej metoda ,.ekshaustii“ czyli ,,wyczerpywania", ktéra
w istocie nie wychodzi na nic innego, jak na wpisywanie w krzywa
figur jednorodnych, czyli budowanych wedlug pewnego prawidia,
ograniczonych liniami prostymi. Wskutek stale wzrastajgcej
ilosci owych ciggle zmniejszajgcych sie figur ograniczonych prosto-
liniowo wynika coraz SciSlejsze przyleganie ich do linii krzywej, az
po nieskonczonym powtarzaniu doszlibySmy do tak matych odcinkow
ograniczajgcych te figury wpisane, iz mozna by je uwazac za ele-
menty krzywej. Ale teraz wypadnie uczyni¢ drugi jeszcze krok
istotny: musimy umie¢ znalez¢ granice nieskonczonej sumy pdl fi-
gur ograniczonych prostoliniowo, poniewaz dopiero ta suma nie-
skoriczona moze nam da¢ pole ,,wyczerpywanej* powierzchni, ogra-
niczonej linig krzywa, wypetnionej figurami ograniczonymi prosto-
liniowo. Ozy i jak to jest mozliwe, zobaczymy ipdZniej. Obecnie na-
rysujmy sobie na razie dowolng cze$¢ ,,zwyczajnej paraboli“, ktorej
rozliczne wiasnosci znane byly réwniez juz za czaséw Archimedesa.
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Szukana jest miara powierzchniowa odcinka 1 paraboli. W odci-
nek ten wpisujemy obecnie trojkat, ktérego jeden wierzchotek lezy
w wierzchotku paraboli. By rozumowanie uproscic¢ i utatwié poréwna-

1 Rozrézniamy odcinek krzywej (segment) i wycinek (sektor). Poczatku-
jacy moga sobie wyobrazi¢ dla uzmystowienia odcinka (segmentu) odcietg

cze$¢ okragtego bochenka Chleba, dla wycinka (sektora) kawatek wyciety
z kolistego tortu.



Kwadratura paraboli Archimedesa 283

nie z catkowaniem paraboli, ktdre pdzniej przeprowadzimy, rozwazmy
tylko gorng potowe odcinka parabolicznego. W tej zatem potowie
lezy teraz duzy tréjkat prostokatny (potowa catego trojkata wpi-
sanego), ktorego przeciwprostokatna siega od wierzchotka paraboli
az tam, gdzie ograniczajgca odcinek cieciwa przecina u gory pa-
rabole.

Przyprostokatnymi owego tréjkata, ktéry ochrzcimy sobie ,,du-
zym trojkatem®, sa: cze$¢ osi gtdbwnej paraboli i prostopadty do
niej odcinek S, ktéry nie jest niczym innym jak tylko potowa cie-
ciwy. Teraz rozpoczynamy ,exhaustie“ czyli ,wyczerpywanie“.
W tym celu przeciwprostokatna przyjmujemy za podstawe nowego
trojkata (na naszym rysunku zakreskowanego), ktory juz wecale nie
jest prostokatny. Na obu bokach tego zakreskowanego trojkata
spoczywaja dwa nowe ,.czarne trojkaty“, ktérych wierzcholki, po-
dobnie jak wierzchotki wszystkich naszych tréjkatow, lezg na para-
boli. Teraz mozemy te czynno$é¢ prowadzi¢ w mysli dalej. Na kaz-
dym z dwoch wolnych bokéw ,,czarnych trdjkatéw* umiescilibysmy
znowu jeszcze mniejsze trojkaty, ktorych wierzchotki lezatyby oczy-
wiscie rowniez na paraboli itd. az do nieskohczonosci. Kazdy przy-
zna, ze owe trojkaty musza ostatecznie wypeini¢ calg potowe od-
cinka paraboli. Ale jak utworzy¢ sume po6l tych wszystkich nieskon-
czenie wielu trdjkatow?

Tutaj dopiero zajasnieje najwspanialszym blaskiem geniusz ma-
tematyczny starozytnych Grekdéw. A przy tym podziwiac jeszcze be-
dziemy nieprawdopodobng jasnos$¢ i prostote, z jakg uzyskano roz-
wigzanie tego pozornie nierozwigzalnego problemu. Mianowicie Ar-
chimedes wiedziat, ze sume szeregu nieskonczonego utworzyc
mozna tylko dla szeregu malejacego, ktérego poszczegélne wyrazy
pozostajg wzajemnie w jakim$ wymiernym stosunku. Wiadomym
byto bowiem, ze suma szeregu nieskoriczonego | + y + 7-t-{4- e
daje okragta wartos¢ wymierna. Mianowicie 2. JeSliby sie zatem
udato nasze wyraznie zmniejszajgce sie pola tréjkatow sprowadzic¢
do wzajemnego statego stosunku zmniejszania sie, woOwczas caly
problem zredukowatby sie do problemu obliczenia sumy nieskonczo-
nego szeregu malejgcego. A ,,duzy tréjkat” mogtby by¢ tak wielki,
jak bysmy chcieli. Mozna by po prostu przyjac¢ jego pole za 1, a pola
pozostatych tréjkatéw wyrazi¢ w czesciach tej 1. Lecz skoro tylko
uzyskalibySmy sume szeregu nieskonczonego, wtedy zawsze jeszcze
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mozna by wynik pomnozyé przez wtaSciwg miare powierzchni ,,du-
zego trojkata“, a przez to musiatoby sie otrzymaé doktadng kwa-
drature paraboli.

Archimedes istotnie dopigt tego celu. A my podazymy teraz
w uproszczonej formie za polotem jego mysli. Przy tym znakomite
ustugi wysSwiadczy nam schematyczny rysunek, ktdrego przejrzy-
stos¢ ujecia jest zastugg malarza H. Strohofera, autora wszyst-
kich naszych rysunkéw w tekscie. UprzedziliSmy o tym, ze parabola
posiada nadzwyczaj osobliwe wiasnosci, ktérych rozwazanie zapro-
wadzitoby nas za daleko. Dlatego wspomnijmy jedynie, ze wszystkie
poziome, rownolegte do siebie proste, przecinajace parabole w S, S3
S2, S'3itd. (por. fig. 55), nazywajg sie Srednicami paraboli. Taka
$rednica dzieli cieciwe paraboli na dwie réwne czesci wtedy, jezeli
odcinek S$rednicy paraboli, zawarty pomiedzy cieciwg a parabola,
jest mozliwie najwiekszym tego rodzaju odcinkiem S$rednicy w od-
powiednim odcinku paraboli. W tym wypadku punkt przeciecia sie
$rednicy z parabolg nazywa sie rowniez ,,wierzchotkiem* odpowied-
niego odcinka paraboli. Tak np. Sj jest wierzchotkiem odcinka pa-
rabolicznego odcietego cieciwg SS'; S2 jest wierzchotkiem odcinka
pomiedzy S a S1; S3" jest wierzchotkiem odcinka nalezgcego do cie-
ciwy S2 S'itd. W dalszym ciagu nalezy nadmieni¢, ze juz starozytni
wiedzieli, naturalnie Archimedes rdwniez, iz odcinek b osi ma sie
tak do jakiej$ czesci b, jak h2 do kwadratu diugosci odcinka pro-
stopadtego, poprowadzonego z punktu podziatu na osi az do prze-
ciecia sie z parabolg, co w naszym wspotczesnym jezyku matema-
tycznym odpowiada analitycznemu rdwnaniu paraboli y2= x, albo
y= viX.1

Obecnie jednak rozwazmy witasciwy problem, postugujgc sie przy
tym stale rysunkiem (por. fig. 55).

»Duzy trojkat” ma tu przyprostokatne b i h, oraz przeciwpro-
stokatng SS'. Tym samym pole jego wynosi Poprowadzmy
w punkcie y nowg ,,$rednice”, to uzyskamy nowy ,wierzchotek* Sj
odcinka paraboli SS'Sr Tréjkat SS”™ wpisany w ten nowy odcinek
paraboli, mozemy za pomoca odcinka j roztozy¢ na dwa skladowe

1 Mianowicie wtedy odcieta punktu koncowego x ma sie do odcietej punktu
podziatu x' tak, jak sie majg. do siebie kwadraty odpowiadajacych im rzednych
y2 i y'2 A zatem kazdy punkt paraboli wyraza sie zwigzkiem y2 = x.
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trojkaty, przy czym oba maja wspdlng podstawe - i wysokoSci.
taczne pole obu trdjkatéow wynosi 2. (i .-|):2. Ale to znaczy, ze
tréjkat SS'S1 wykazuje pole (ii. 2):2, a wiecii. Postugujac sie
oznaczeniami poprzedniego rysunku (Fig. 54), mogtbym juz zatem
powiedzie¢, ze pole ,,duzego trojkata“ i jest cztery razy tak wiel-
kie jak pole i ,tréjkata zakreskowanego®. Teraz poprowadzmy
dalsze dwie $rednice przy i i przy —, to znaczy, jpodzielmy oba i
znowu na potowy. Srednice poprowadzone z tych punktéw podziatu
wyznaczajg dwa nowe wierzchotki S2i S'2. Poniewaz jednak w nowe
odcinki jparaboli SS>S2 i S1S2S' mozemy wpisa¢ nowe tréjkaty
SSjS2 i S,S,'S", ktdre na poprzednim rysunku oznaczyliSmy jako
»czarne trojkaty“, na podstawie ogo6lnych witasnosci paraboli po-
wtarza sie na nowo co dopiero przeprowadzone rozumowanie, lecz
na zmienionych wielkosciach. Mamy cztery trojkaty o réwnych po-
lach, uzyskane z podziatu poprzednich odcinkiem stanowigcym
dla kazdego podstawe, przy czym kazde dwa razem zlozone tworza
»czarny trojkat”. Kazdy z czeSciowych tréjkatéw ma pole (~-y) -2,
a wszystkie razem (4.7): 2. A zatem . Lecz to nie znaczy nic
innego, jak tylko, ze pole obu czarnych trojkgtdw razem stanowi
czwartg cze$¢ pola ~ ,zakreskowanego tréjkata“. Jezeli to samo
prawidto tworzenia dalej zastosujemy i przepotowimy na rysunkuj .
uzyskamy dzieki czterem nowym $rednicom, cztery nowe wierzchotki
odcinkéw parabolicznych S3 S3, S3", S3'. Ale tym samym uzy-
skamy cztery tréojkaty ,,wyczerpywania“, ktdre razem tworzag osiem
trojkatéw czesciowych o réwnych podstawach . taczne ich pole
wynosi zatem 8. 12, czyli = To jednak znowu nic
innego nie znaczy jak tylko, ze nasze cztery nowe tréjkaty ,,eks-
haustii“ majg pole --razy takie, jak dwa ,,czarne trojkaty*, ktorych
pole wynosito Nie wchodzac w oszatamiajgce wyniki, jakie je-
szcze moglibySmy uzyskaé¢ z naszego rysunku we wszelakiej rézno-
rodnosci, wyciagnijmy obecnie wnioski dla naszego specjalnego
problemu. ZnalezliSmy z calg stanowczoscig, ze nasze ,wyczerpy-
wanie*“ daje, pod warunkiem systematycznego przepotawiania h
i wynikajgcego stad wykre$lania Srednic oraz budowania trojkatow,
szereg malejacy, ktéry na razie zapiszemy stowami: Duzy trojkat
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ma cztery razy tak wielkie pole jak zakreskowany. Zakreskowany
cztery razy takie jak dwa czarne razem. Dwa czarne razem cztery
razy tak duze jak razem wziete cztery trdéjkaty o wierzchotkach
S3, S3, S3", S3" itd. w nieskonczonos$¢. Jezeli teraz pole ,,duzego
trojkata* przyjmiemy za jednostke, co bez niczego mozemy uczynic,
woéwczas szereg brzmi: Pole odcinka paraboli réwna sie | + -+
+ ot Lt , poniewaz w tym szeregu kazdy wyraz stanowi
j wartosci poprzedzajgcego wyrazu. Teraz jeszcze trzeba, jak juz
wspomnieliSmy, pomnozy¢ sume tego nieskonczonego szeregu przez
faktyczna miare powierzchni ,,duzego trdjkata“. A wiec ostateczny
wynik:

Pole odcinka paraboli = pole duzego trojkata X (1+ j -f » ).

Obecnie pozostawalo by jeszcze dowiedzie¢ sie, jak wielka jest
suma tego malejgcego szeregu o nieskohczenie wielu wyrazach.
Uprzedzajac, zdradzimy tajemnice, ze nalezy jg utworzy¢ wediug
wzoru Sco = » przy czym a oznacza wyraz ,,poczatkowy*, a q
»iloraz*, czyli warto$¢ stosunku w jakim wyrazy malejg. U nas
wyrazem poczatkowym jest 1, a stosunek zmniejszania si¢ wyrazow

przedstawia liczba a wiec jest Sco= -~ = -5-= ] Tym pozna.

niem dokazaliSmy wszystkiego. Pole potéwki odcinka paraboli jest
wspotmierne z polem duzego trojkata i stanowi doktadniey, czyli | j
jego pola. Jezeli teraz uwzglednimy linie przerywane, woOwczas
otrzymamy prostokat o bokach b i h, ktérego pole jest dwa razy
wieksze od pola duzego trojkata. Jezeli zwazymy dalej, ze przyj-
mujac pole ,,duzego trojkata“ za jednostke, mozemy jego miare
oznaczy¢ réwniez jako (bo 4 = 1)» wtedy pole trojkata wynosi
3= 2. A wiec pole odcinka paraboli tak sie ma do pola duzego

trojkata, jak 11, czyli . Jezeli spytamy w koncu, jak
sie ma pole odcinka paraboli do pola prostokgta, otrzymamy jako
odpowiedz: Witasnie jak ~ I Ale to znowu nie znaczy nic innego,
jak tylko -J podzielone przez czyli przez 2 ; ponadto méwi nam,

ze pole potowy odcinka paraboli stanowi -| pola prostokata, utwo-
rzonego z potowy jej cieciwy i odcinka osi paraboli odcietego przez
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te cieciwe.l Zanim powro6cimy z wycieczki w zdumiewajgco wspa-
niate niwy klasycznej greckiej geometrii proporcji, dodajmy jeszcze,
ze pierwszy tréjkat nie musi by¢ bynajmniej prostokatny. Mogli-
bySmy wybra¢ réwniez jakis skosno odciety odcinek paraboli, np.
tréjkat zakreskowany, jako trdéjkat wyjsciowy, a nawet poprawniej
rzecz biorac, powinnibySmy byli tak wybra¢, aby osiggng¢ najzu-
petniejszg ogdélnosc. Gdybysmy jednak istotnie tak uczynili, wow-
czas przekonalibySmy sie jeszcze, ze parabola przechodzaca przez
przeciwlegte wierzchotki odpowiedniego réwnolegtoboku dzieli réw-
niez ten uko$nokatny rownolegtobok w stosunku | do | i ze wszyst-
kie dalsze trdjkaty ekshaustii majg tgczne pole ~ razy tak wielkie,
jak trojkat wyjsciowy, ktorego podstawg jest cieciwa odcinka pa-
raboli, a ktorego wierzchotek jest wiasciwym wierzchotkiem roz-
wazanego odcinka wyjsciowego. Nasze ortogonalne (prostokatne)
ujecie odcinka paraboli miato tylko ulatwi¢ przeprowadzenie do-
wodu i demonstracje, a ponadto tez wybraliSmy je, uprzedzajac
w mysli tres¢ tego rozdziatu, gdzie wynik uzyskany przez Archime-
desa potwierdzimy rachunkiem catkowym w kartezjuszowskim
uktadzie wspotrzednych.

1 Analitycznie méwiac, jesli wierzchotek paraboli lezy w poczatku uktadu,
prostokat utworzony jest ze wspo6trzednych punktu paraboli, w ktéorym cieciwa
przecina parabole.
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Teraz jednakze musimy sie znowu zwroci¢ do nauki o szeregach,
hy doda¢ jeszcze krotkg wzmianke o pewnej ich odmianie. Sg
mianowicie szeregi, ktorych wyrazy rosng wskutek dodawania sta-
tej liczby lub tez malejg przez jej odejmowanie. Np.:

1+3+x5+7+ ......... albo
500 +496 +492 +488+ ......

Wyrazy szeregu .pierwszego wzrastajg w ten sposéb, ze kazdy wy-
raz jest wiekszy od poprzedniego o 2, w drugim za$ szeregu wyrazy
malejg za kazdym razem o 4. Takie szeregi nhazywamy arytmetyczny-
mi. Jezeli natomiast wyrazy szeregu zwiekszajg sie wskutek mnoze-
nia i kazdy nastepny wyraz otrzymuje sie przez to, ze dany wyraz
mnozy sie przez staty czynnik niezerowy (albo dzieli przez staty nie-
zerowy dzielnik), woéwczas mowi sie 0 szeregu geometrycznym. Np.:

1+3+9i 27+81i ...... itd. albo
1+T+B+H+iSB+ ..... itd
Ogolnie zapisany szereg arytmetyczny brzmi:
at(a+ dzx(a+ 2d)+(a+ 3d) + ...... + (a+ ud) albo
at (@a—d)t(a—2d)+ (a—3d) = ... +(a — nd),

geometryczny natomiast:
atagtaq2taq3x ... tagn 1l albo
ata-"-xa”2+xa”3+x .....

| tu pominiemy wyprowadzanie, a wspomnimy tylko, ze szeregi
'takie nazywajg tez ,,postepami“ i ze o, ktore oczywiscie nie musi

Od tabliczki do rézniczki n
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bynajmniej by¢ 1, nazywa sie wyrazem ,,poczagtkowym®. W poste-
pie arytmetycznym liczba d, oznaczajgca przyrost lub zmniejszanie
sie wyraz6w, nazywa sie ,roznicg“, w postepie geometrycznym
okresla sie g lub  jako ,,iloraz*“.

Nas interesuje w pierwszym rzedzie suma takiego szeregu. Dla
postepu arytmetycznego, gdy dany jest wyraz poczatkowy av roz-
nica d, oraz ilos¢ wyrazéw n, wzér na sume brzmi:

Sn=[al- ~ LD].n.

Nie da sie obliczyé sumy postepow arytmetycznych nieskoriczo-
nych, to znaczy kazdy szereg arytmetyczny jest rozbiezny. Wsku-
tek tego, je$li chcemy da¢ zadanie nie pozbawione sensu, nalezy
zawsze poda¢ warto$¢ n jako ilosci wyrazéw. Dla przykiadu
obliczmy sume 9 liczb catkowitych parzystych; a zatem

2+ 4+ 6+ 8+ 10+ 12+ 14-1-16 + 18=7
Wyraz poczatkowy jest ax= 2, roznica jest d= 2, ilos¢ wyra-
z6w jest n= 9. A wiec
Sn=[2 —1ih=|].9-[2_(—8)].9= 90,
co potwierdza znakomicie stuszno$¢ naszego wzoru.
Dla postepu geometrycznego stosuje sie wzdér na sume:

Sn=3n-l.al (q+ ).
q i
Majac zatem znalez¢ sume pierwszych 6 wyrazéw postepu

3+ 15+ ...
wiemy, ze al= 3, q= 5 orazn= 6.
A wiec:
= S 3= .3= 3906 .3= 11718,
co przez dodanie wyrazow
3+ 15+ 75+ 375+ 1875+ 9375= 11718

tatwo da sie skontrolowac.

Wreszcie zbadajmy postep geometryczny, ktdérego ,iloraz* jest
utamkiem. Podkre$lamy, ze wiasnie te szeregi geometryczne, kto-
rych wyrazy stale malejg, odgrywajg w calej matematyce niesty-
chanie wazng role. Napisane ogo6lnie, maja dla n wyrazow postac:
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Po tym wszystkim, co dotychczas styszeliSmy, nie bez sensu
byloby pytanie, czy istnieje suma nieskoriczonego szeregu geome-
trycznego? Przeto stawiamy sobie problem, do jakiej wartosci gra-
nicznej jest ,,zbiezny* taki szereg, do jakiej dgzy sumy? Do takiego
szeregu stosuje sie wzér S<= , przy czym dla uproszczenia po-

fozono tutaj q zamiast — aby uniknagé utamka w utamku. Mozemy
zatem napisac:

co whasciwie nie wyraza nic innego, jak tylko, ze ,,iloraz* jest tutaj
utamkiem wiasciwym. Wedtug tego nowego wzoru zbadajmy naj-

pierw szereg Archimedesa dla ,powierzchni paraboli“. Byt on
postaci

Tu wyraz poczatkowy a réwna sie 1. ,lloraz“ jest i, poniewaz
kazdy nastepny wyraz jest czwartg czesScig poprzedzajgcego (czyli
kazdy wyraz musi sie pomnozy¢ przez i, aby otrzymaé wyraz na-
stepny). A zatem suma nieskoriczenie wielu wyrazéw musi dazyé do

wiemy teraz od razu, ze jego suma dla nieskonczonej ilosci wyrazéw

= 2. Inny natomiast szereg nieskohczony

19
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Korzystajac z naszego wzoru, mozna powiedzie¢ ogolnie, ze <pod
warunkiem |x| < 1 kazdy szereg nieskoniczony postaci 1 -f x + x2+
f-x3+ x4+ xs-f-........ jest zbiezny, a suma jego wyrazéw wynosi
j-7, co ma rowniez donioste znaczenie.

Z tych kilku przyktadéw poznajemy juz, ze w obliczaniu sum sze-
regéw nieskonczonych zbieznych tkwi wyraznie nieskoAczonosciowe
prawo, dzieki czemu mozemy rozwigzywac rowniez rozmaite problemy
geometryczne. O ile, dajmy na to, potrafimy jaka$ figure, chociazby
nawet ograniczong linig krzywa, roztozyé na nieskonczenie wiele
figur, ktérych miary powierzchniowe dadza sie uporzgdkowac we-
dtug malejgcego szeregu geometrycznego, woéwczas kwadrature
mozna przeprowadzi¢ bez pomocy rachunku catkowego. Wszak wi-
dzieliSmy przykiad taki u Archimedesa. | nie mamy prawa wyra-
za¢ sie z jakim$ lekcewazeniem o niestychanej bystrosci umystu
ostatnich uczniéw Archimedesa, takiego np. Galileusza czy Vivia-
ni’ego, ktérzy w metodzie ekshaustii doszli do niewiarygodnych
wprost wynikéw. To oczywiscie nie zmienia w niczym faktu, ze spe-
cjalnie Viviani, przyjaciel wielkiego Leibniza, musiat przezy¢ tra-
gedie, skoro bedac u szczytu swej tworczosci przez cuda rachunku
nieskonczonosciowego pozbawiony zostat wszystkich owocow swych
trudoéw i bez ratunku stracony z tronu matematycznego. My epigoni
jednak siegnijmy teraz $Smiato po dojrzaty owoc.



ROZDZI AL TRZYDZIESTY PIERWSZY

TECHNIKA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO

Poniewaz tak sumiennie objasniliSmy podstawy naszej sztuki,
jest obowigzkiem naszym obecnie wyprowadzi¢ czysto formalnie
algorytm wyzszej matematyki. | jako fundamentalne twierdzenie
rachunku rozniczkowego stawiamy na czele Leibnizowska rownosc.

Brzmi ona: Pochodna funkcji = ~ = y'= f(x) = lim ~ —
) dx y 9 >0 AX
= lim N x ™MW istocie niczego innego nie daje ta réGwnosé,
A>0 AX

jak tylko inny spos6b zapisania tego, co juz zbadaliSmy czysto ra-
chunkowo. Wszak swego czasu utworzyliSmy pochodng w ten spo-
sob, ze od nowej wartosci funkcji (y + Ay)= f(x-f Ax), ktora
powstaje przez przyrost AXx, odjelismy dawng warto$¢ funkcji
y= f(x). A zatem

y+ Ay= f(x + AX)
-y =-1(x)
Ay = f(x -f Ax) — f(x).

Jezeli teraz podzielimy obie strony réwnosci przez Ax, otrzy-
mamy istotnie
Ay f(x + Ax)-f(x)
AX AX

Przyjmujac coraz mniejsze przyrosty Ax na x (co wyrazamy
inaczej mowigc, ze Ax zmierza do 0) otrzymujemy za kazdym ra-
zem inny przyrost wartosci funkcji Ay, a tym samym odpowiada-

jacy cigg wartosci ilorazow Ax Jezeli wartosci ilorazow /Ax zmie-

rzajg do jakiej$ wartosci granicznej, gdy Ax dazy do zera, to gra-
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'nice te nazwalismy pochodng funkcji i, jak juz wiemy, oznaczyliSmy
symbolem a rowniez f'(x) lub y'. Stad wynika stuszno$¢ naszej
pierwszej roéwnosci.

Szczerze méwigc, musimy teraz wyznac, ze ,,rownos¢ Leibniza“ jest
dopiero pewnego rodzaju skorupa, z ktorej w kazdym poszczegél-
nym wypadku trzeba wytuskaé jadro. A to nie zawsze tak fatwo.
Jezeli sie jednak postepuje systematycznie, mozna wyprowadzic¢
niejako podstawowe reguly roézniczkowania, ktore uprzystepniajg
postugiwanie sie rachunkiem rézniczkowym nawet w skomplikowa-
nych wypadkach, jak gdyby szto np. o mnozenie czy dzielenie. Po-
niewaz w funkcjach wystepujg stale potegi x, zajmiemy sie naj-
pierw uzyskaniem ogdlnego prawidta rézniczkowania potegi. Zacz-
nijmy od najprostszego przypadku, potegi pierwszej. Np.:

y= X+ 6.

Wtedy jest y+ Ay=(x+ Ax) +6, a iloraz rdznicowy
wedtug wzoru Leibniza

Ay (x+ AX)+ 6—(x+6) x-fAXxX+6—x—6 Ax ~

AX AX AX AX

Poniewaz iloraz ma warto$¢ stalg, rowng liczbie 1, wiec granica
bedzie:

dx
Juz przy tym nalezy zauwazy¢, ze wszystkie state dodane, badz
odjete (w naszym wypadku +6), przy rozniczkowaniu po prostu
znikajg. Przyczyne, ktéra to powoduje, zbadamy pdzniej. Teraz
druga potega:
y= x2— 1.
Wtedy wedtug wzoru Leibniza jest:
Ay (X -FAX)2—7 —(x2—7) x2+ 2x AX + (AX)2—7 —x2+ 7 _
AX AX AX
_2xax + (ax)2=2 AX
AX
Tutaj réwniez znikneta po prostu liczba stata (odejmowanal).
Pozostato wyrazenie, w ktorym wystepuje AX. Przechodzac do gra-
nicy i uwzgledniajac, ze AXx->07 otrzymamy

= lim (2x + AX) ==2x.
dx Ax—>0\(/ )
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Teraz moglibySmy wspinaé sie uciazliwie coraz wyzej od potegi
do potegi, drogg tzw. ,,indukcji zupetnej“. Jako doswiadczeni mate-
matycy porzucimy taka okrezng droge, poniewaz dzieki twierdzeniu
0 potedze dwumianu jesteSmy w stanie rozwigza¢ sprawe ogolnie.
Wypadato by zatem zroézniczkowac y = x» + a.

Poniewaz wedle struktury wzoru Leibniza stata i tak musi
znikng¢, odrzuémy ja i rozwazajmy dalej funkcje

y= X"
Przyrost x o A x daje nam
y + Ay= (X + AxX)n.
A iloraz réznicowy wedtug wzoru Leibniza musi brzmieé:
Ay (X + AX)n—xn
AX AX

Jezeli teraz rozwiniemy dwumian (x+Ax)n wedtug twierdze-
nia o potedze dwumianu, otrzymamy:

NZ X"+ (@) xn fAX - (2) xn-2 (AX)2 f- GIxn=3(AX)3 + ..] —xn
AX AX

Jakwidaé, x» zniesie sie zawsze z (— xn), tak ze zostanie:

Ay (?) X"-1AX + (?) xn-2(Ax)2+ (B)xn-3(Ax)3+ ...
AX~~ AX

E= (?)xnl+ (xn 2AX + (?)xn_3 (Ax)2+ ...

Dalej widac¢ jednak, ze w kazdym przypadku po rozwinieciu
dwumianu i uproszczeniu przez AX, musi to Ax juz w trzecim
wyrazie (po odpadnieciu xn) wystepowaé w potedze wyzszej niz
pierwszej. Wynika to ze struktury naszego twierdzenia o potedze
dwumianu. Otéz, gdy Ax zmierza do zera, wéwczas (Ax)2 jako nie-
skonczenie mata drugiego rzedu ,,predzej* jeszcze zmierza do zera.
A pomnozona przez stalg skonczong warto$¢ dalej zdaza do zera.
Tym bardziej stosuje sie to do dalszych wyrazéw, ktére jako czyn-
niki zawierajg nawet nieskonczenie mate trzeciego, czwartego itd.
rzedu. W granicy otrzymamy zatem:

A= () xm 1= nXnl
dx
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A wiec otrzymalismy bezposrednio ogdlny wzor na pochodna,
potegi. Brzmi on

d(xn) _ b
—((j??_— (xn'=nx"-1

Jak wspaniale zgadza sie algorytm, mozna sprawdzi¢ np. na
y= X, y= x2 i na funkcji stalej. Dla y= x otrzymuje sie
y'= 1. XH= 1.x°= 1.1=1, dla y=x2 wypada y'= 2x2—1=
= 2xJ= 2x, a dla stalej, ktorg mozna napisa¢ jako y = ax°, wynika
y'—a.0.X01—a.0.X-1= 0. Tak wiec np. pochodna funkcji
y = xlc bylaby réwna ~ = y'= 16x1041= 16x15 Mozna zauwazyc,
ze jedng z wiasciwosci rachunku rézniczkowego jest obnizanie sie
wyktadnika potegowego o jeden. Dla catoksztattu zauwazmy jeszcze,
ze wzér nasz wazny jest nie tylko dla wyktadnikéw catkowitych
dodatnich, ale réwniez dla ujemnych i utamkowych, tak ze pochodna

np. dlay= x 2=ffx (gdy x > 0) brzmi:

4 P x+-1_ + x-4+_ 1

dx ~ 2 2 2 x| ¢ 2 ~x

albo dla y= x-3 ma postaé » = — 3x-a 1= — 3x—4= Ze
w wypadku poteg o wyktadnikach ujemnych wykladniki sie pod-
wyzszajg zamiast obniza¢, to stanowi tylko pozornie wyjatek. Bo
wyktadnik ujemny oznacza potege w mianowniku utamka, a jesli
potega rosnie, to ro$nie mianownik, ale warto$¢ utamka maleje.
Z tego ,,zmniejszania sie* wyktadnika funkcji poddanej rézniczko-
waniu, podobnie jak i z tej okolicznosci, ze rézniczkowanie przyjmuje
za podstawe iloraz, mozna by wnioskowac, ze nalezy ono do peracji li-
tycznych. Calka natomiast jest pewng odmiang sumy i, jak zobaczy-
my, podwyzsza wyktadnik funkcji, a tym samym i warto$¢ funkcji.
Dlatego rachunek catkowy nalezatby do dziatan tetycznych. Tak tez
go traktujemy. Wszelako zasadniczy powdd przeciwko takiemu za-
szeregowaniu stanowi okoliczno$é, ze pochodng mozna zawsze utwo-
rzy¢, podobnie jak sume i iloczyn, bezposrednio i jednoznacznie, pod-
czas gdy obliczanie wartosci calki strukturalnie przez to okazuje
podobienstwo do dzielenia i pierwiastkowania, ze pocigga za sobg
jaka$ niepewnos¢, wieloznacznos$¢ i koniecznos¢ prébowania.

Uwazny czytelnik moégt zauwazyé, ze w naszych dotychczaso-
wych roézniczkowaniach zmienna niezalezna x wystepowata zawsze
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bez wspo6tczynnika.l Dla zmiennej zaleznej y jest to prawie zupetnie
oczywiste. Bo rozniczkujemy dopiero wtedy, gdy doprowadzimy
funkcje do postaci y = f(x), rozwigzanej na y. Natomiast ten brak
wspotczynnika przy potegach x wcale nie jest oczywisty. Wrecz
przeciwnie: Potegi x wystepuja nawet z reguty ze wspotczynnikami.
Poniewaz jednak wspétczynniki to nic innego jak state, przez ktdre
sie zmienng mnozy, nalezy natychmiast zbadaé, czy wielkosci state,
mnozace zmienna, znikajg podobnie jak te, ktore sie do zmiennej
dodaje czy od niej odejmuje. Sprobujmy zatem zrdzniczkowaé
funkcje
y = 3x2+ 19
Wedtug wzoru Leibniza jest

Ay _3(x + Ax)2+ 19— (3x2+ 19) a wiec

3[x2+ 2xAx + (AX)] + 19 —3x2— 19 _

AX

_ 3x2+ 32x Ax + 3(AX)2+ 19 —3x2— 19 _
AX

=1 -%++3(A*)* = 3, . AX,

AX
a ze Ax—>0, a wiec 3.Ax—>0, zatem w granicy jest:
= 3.2x = 6X.

Widzimy, ze stata, ktora jako wspotczynnik mnozy zmienna, po
zrézniczkowaniu pozostaje. Mianowicie otrzymalibySmy ten sam
rezultat, jeslibysmy funkcje y = 3(x2) + 19 zrézniczkowali stosujgc
dwa odrebne chwyty, a to w ten sposob, ze najpierw znaleZlibySmy
pochodng z x2, a nastepnie pomnozylibySmy ja przez 3. Pochodna
z x2jest 2x, to razy 3 jest 3.2x = 6x. Tak czy owak, dodana stata 19
znika w kazdym razie.

Teraz zbadajmy tylko jeszcze, czy potrafimy rézniczkowaé w tym
wypadku, gdy w jednej funkcji wystepuje wiecej poteg x. O ile by
to nam sie udato, umielibySmy rézniczkowaé juz wszystkie funkcje
tziw. ,,catkowite wymierne*, a ponadto wszystkie funkcje z wyktad-
nikami utamkowymi i ujemnymi, o ile sg postaci

y == axnt bxn-+ cxn—2+ ... itd.

1 Tzn. ze wspoétczynnikiem réwnym jednosci, ktdrego nie pisze sie zwykle.
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Jak powiedziano, n moze by¢ przy tym réwniez utamkiem lub liczbg
ujemna.
Prébujemy zatem zastosowac¢ naszg zwyklg metode do funkcji
y = 4x3— 7x2-f- 9x — 26.
Ay 4(x+ AX)3—7(Xx + AX)2+ 9(Xx + AX) —26 —

AX AX
— (4x3—T7x2+ 9x—26) _
AX
4(x3+ 3x2Ax f-3x (AX)2+ (AX)3 —7[x2+ 2x Ax +
AX
+ (AX)] + 9(x + AX) —26 — (4x3— 7x2+ 9x— 26)
AX
4x3+ 4-3x2AX + 4-3X (AX)2+ 4(AX)3— 7x2—T7- 2X AX —
AX
— 7 (AX)2+ 9x + 9AX — 26 —4x3-f-7Tx2—9x + 26
AX

= 4-3x2+ 4-3XAX + 4(AX)2— 7 *2Xx — 7-AX+9.

Po dodaniu wyrazéw podobnych, nastepnie podzieleniu przez Ax
i przejsciu do granicy otrzymamy:

g-= 4.3x2— 7 .2x + 9= 12x2— 14x+ 9.

Ten sam wynik otrzymalibySmy, je$libySmy roézniczkowali wy-
raz po wyrazie. Bo pochodna z 4x3 jest 4.3x2= 12x2 z — 7x2
réwna sie — 7 .2x = — 14x, a wreszcie z 9x jest 9.1. x° = 9. Stala
(— 26) oczywiscie odpada. A wiec wiemy teraz, ze pochodna sumy
réwna sie sumie pochodnych poszczeg6lnych skiadnikow.l

Dla ostrzezenia nalezy z naciskiem zauwazy¢, ze przy roznicz-

kowaniu iloczynu lub ilorazu, np. y = (x2+ 3x -f 1) (5x — 16) albo
973 n

y = >nie mozna bynajmniej postepowacé analogicznie. Ale
33X+ 9

gdzie to mozliwe, warto sprébowac¢ przed zrozniczkowaniem wy-

mnozy¢ lub wydzieli¢, gdyz przez to mozemy otrzymaé funkcje, do-

stepng naszym wiadomosciom.

1,Suma*“ stale jest tutaj rozumiana jako ,suma algebraiczna®, zawiera
zatem w sobie odejmowanie, ktére mozna traktowaé¢ jako dodawanie wyrazéw
0 wspétczynnikach ujemnych.
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Teraz, kiedy wyczerpaliSmy wiasciwie wszystko, co wiedzie¢
musimy o rachunku rozniczkowym, aby obliczaé pochodne, czas naj-
wyzszy poda¢ geometryczne znaczenie pochodnej, z czego wynika
wielki zakres zastosowan naszego algorytmu, mianowicie wyznacza-
nie maksimow i minimoéw, tzn. najwiekszych i najmniejszych wartosci
funkcji, albo, jak sie tez mowi, ekstreméw funkcji. Wiemy, ze po-
chodna to nic innego, jak tylko granica przyrostu rzednej, odpowiada-
jacego dowolnie matemu przyrostowi odcietej, do tegoz przyrostu
odcietej. Inaczej moéwigc: jak sie ma w granicy przyrost rzednej do
przyrostu odcietej, jezeli jakie$ x wzro$nie o dowolnie matg -wiel-
kosc¢.

Poniewaz ds, jak wiadomo, to nic innego tylko nieskonczenie
maty odcinek stycznej, wobec tego moge ten odcinek przedtuzy¢ az
do przeciecia sie z osig x-6w. Ale kat, pod ktdrym styczna przecina
0$ x-0w, jest rowny katowi pomiedzy ds a dx, poniewaz jedno ramie
(ds i jego przedtuzenie) sg identyczne, podczas gdy drugie ramie
z zatozenia jest rownolegte do osi x-6w. Jezeli teraz przedstawie ilo-
raz rozniczkowy N jako funkcje trygonometryczng, wowczas mu-
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sze przyznac, ze stosunek przyprostokatnej przeciwlegtej katowi do
przyprostokatnej przylegtej katowi, to nic innego jak funkcja tan-
gens kata a. Odpowiednia wartos$¢ liczbowa ilorazu rdézniczkowego,
czyli pochodnej, jest wiec w kazdym punkcie krzywej réwna war-
tosci funkcji tangens kata, jaki tworzy styczna do krzywej w roz-
wazanym punkcie z osig odcietych, przy czym zawsze z dodatnim
jej kierunkiem. Sama natomiast rozniczka funkcji, czyli df (x) (albo
dy), jest przyrostem rzednej odpowiadajacym dowolnemu przyro-
stowi zmiennej niezaleznej (dx), ale nie rzednej samej Kkrzywej
y = f(x), lecz przyrostem rzednej linii prostej, stycznej do krzywej
w rozwazanym punkcie. Krotko — roézniczka funkcji oznacza przy-
rost rzednej, nie wzdiuz krzywej jednak, lecz wzdiluz stycznej.

Z tego otrzymuje sie niestychanie wazny wynik, a mianowicie:
rébwnanie analityczne krzywej dozwala obliczy¢ wsp6trzedne
kazdego punktu krzywej, podczas gdy pochodna wyznaczona
z tego rownania analitycznego (funkcji) zawiera w sobie niejako
og6lne prawo przebiegu krzywej, to znaczy kazdorazowego nachy-
lenia jej stycznej. Wystarczy tylko wstawi¢ we wzor funkcyjny do-
wolna liczbe za x, a przez to znamy natychmiast y, to znaczy wie-
my, gdzie lezy odpowiedni punkt krzywej. Jezeli jednak podstawimy
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za X te samg warto$¢ w wyrazeniu na pochodng tej funkcji, to
wiemy ponadto, jakie nachylenie wzgledem osi »-6w ma styczna do
krzywej w tym punkcie. Pokazemy na konkretnym przykiadzie ten
»hokus-pokus*, ktory dozwala nam wykresli¢ styczng, nie widzac
nawet krzywej. Mamy wyznaczy¢ bieg paraboli ~+ 3 w punkcie
x= 4. (Por. fig. 57))

Dla x= 4 jest y=~+3 = "= 4'6. A wiec punkt P ma
wspotrzedne x = 4, y= 4*6. Zrbézniczkujmy funkcje y= ~+ 3,
aotrzymamy jako pochodng ~ ~.2x=-f. A zatem przy x—14
warto$¢ funkcji tangens kata, utworzonego przez styczng w tym
punkcie P z osig odcietych, réwna sie czyli 0‘8. Tej wartosci odpo-
wiada kat wynoszacy 38 stopni 40 minut. Styczna zatem ma poto-
zenie wskazane na rysunku. JeSlibySmy obecnie wykreslili catg pa-
rabole, musiataby styczna przylega¢ doktadnie do paraboli we wia-
Sciwym miejscu i we wiasciwy sposob.



ROZDZI AL TRZYDZIESTY DRUG.I

M A K SI MA M I N I M A

Powyzsza wtasno$¢ pochodnej byta historycznie przyczyng jej od-
krycia. Jej drzewo genealogiczne wyrasta niejako z probleméw ,,stycz-
nosciowych*, ktére zwilaszcza w siedemnastym wieku od czasu
Descartes’a coraz bardziej zaczeto docenia¢ i coraz dokladniej ba-
daé. Przyczyna tego zainteresowania byla miedzy innymi rzecz na-
stepujgca: Kazdy w jaki$ sposob regularny przebieg albo zwigzek
pomiedzy wielkosciami da sie wyrazi¢ za pomocg funkcji, a przez
to znowu za pomocg krzywej. Ot6z w obrebie badanej czesci (prze-
dziatu) tej krzywej moze sta¢ sie waznym pytanie, w jakim miej-
scu owa krzywa (a tym samym i funkcja) osigga najwyzszy tub
najnizszy punkt (wartos$¢). Owe ekstremalne wartos$ci noszg nazwe
»maksimow* i ,,minimoéw*“, ktére to wyrazenia na pewno sg kazdemu
skadkolwiek badz znane.

Z rysunku wida¢ od razu, ze cze$¢ krzywej pomiedzy Xj a x2
ma zaréwno maksimum jak minimum. Stad dalej jasng bedzie
dla kazdego rzecza, ze styczna zaréwno w najwyzszym jak
i najnizszym punkcie naszej czesci krzywej biegnie poziomo, to zna-
czy jest réwnolegta do osi x-6w. Wystarczy przecie wyobrazié¢ sobie
tylko krzywag jako wygieta tasme blaszang, do ktérej przytozono
linijke. Albo jeszcze lepiej, stawiamy te tasme blaszang na stole,
nie zmieniajgc jej dawnego potozenia. Z pewnoscig styka sie z po-
ziomg powierzchnig stolu w swym najnizszym punkcie. Bo gdyby
byt jaki$ punkt nizej jeszcze potozony, wtedy musiatby wnikac
w plyte stotu. Teraz nastgpi wielki chwyt Leibniza, opublikowany
przezen w roku 1684 w gtosnej rozprawie ,,O maksimach i minimach
itd.“ réwnoczes$nie z algorytmem rachunku rézniczkowego w ,,Acta
Eruditorum®, pierwszym niemieckim czasopiSmie naukowym, za-
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tozonym roéwniez przez niego. Skoro pochodna ma warto$¢ funkcji
trygonometrycznej tangens, tak bowiem ustaliliSmy, wdwczas
w tych punktach, gdzie styczna biegnie réwnolegle do osi «-6w, gdzie
wiec nie ma w og6le zadnego nachylenia do osi odcietych, musi pocho-
dna przyjmowac¢ wartos¢ zero. Bo tangens 0 stopni, jak juz wiemy,
rowna sie 0. Aby wiec wyznaczy¢ maksimum lub minimum, odwra-

y

cajac ten genialny wniosek, kiladziemy pochodng ~ = f'(x) =0
i z powstatego stad réwnania o jednej niewiadomej obliczamy war-
to$¢ na x. W tym punkcie x wystarczy tylko poprowadzi¢ rzedng
do przeciecia sie z krzywa, a musi sie ze 100%-owg doktadnoscig
trafic w maksimum albo minimum.

Powiedzielismy maksimum ,,albo“ minimum. To wyglada chwiej-
nie i niezdecydowanie. Komunikujemy jednak dla uspokojenia, ze
juz Leibniz zbadat réwniez wszystkie dodatkowe obliczenia i wa-
runki ,,rozpoznawcze*, na podstawie ktérych mozna wywnioskowac,
jaka wartos¢ ekstremalna zachodzi w danym przypadku. Czasami
mozna sie tego domysli¢ z graficznego przedstawienia Kkrzywej,
albo z okolicznosci zupetnie oczywistych. W kazdym razie ana-
liza taka nie jest dla nas aktualna, gdyz zaklada z goéry za wiele
Peje¢, ktére przekraczaja ramy naszego przedsiewziecia. Pokazemy
jednak $miato i odwaznie na kilku interesujacych przykfadach obli-
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czanie wartosci ekstremalnych, jako nieodzowne w catej praktyce
techniki i fizyki.

Najpierw zadanie klasyczne, ze tak powiem: Z kawatka blachy
majg by¢ wykonane kwadratowe naczynia, otwarte u gory. W jaki
spos6b uzyskaé mozna naczynia o mozliwie najwiekszej pojemno-
§ci? Poniewaz kazde takie naczynie albo pudetko blaszane ma by¢
wykonane z jednego kawatka blachy a potem zlutowane, musi sig
posiadany kawat blachy pocigé na czesci kwadratowe, z ktdérych
kazda tworzy materiat na pudetko blaszane.

(a2x)<

@]
Fig. 59.

Dziecko nawet wie, ze pudetko w ten sposéb mozna uzyska¢, iz
na czterech rogach kwadratu blaszanego wycina sie cztery male
i rowne sobie kwadraty, a utworzone przez to $ciany boczne zagina
sie ku gorze. Ale teraz bynajmniej nie ma pewnosci, jak wielkie
nalezy wycia¢ te (zakreskowane) kwadraty. Teoretycznie rzecz bio-
rac, diugos$é ich bokdéw x mogtaby wzrasta¢ od O az do Dla O
cztery narozne punkty bylyby niejako naszymi kwadratami, a pu-
detko nie miatoby wcale wysokosSci, poniewaz nie bytoby co zagina¢
ku go6rze. Dla x = musiatbym znowu porozcina¢ calg blache,
a pudetko nie miatoby zupelnie podstawy. Pomiedzy obu tymi
wypadkami granicznymi, ktdére wyznaczajg w zadaniu zarazem tzw.
»~przedziat“, musi sie znajdowac nieskonczenie wiele mozliwych pu-
detek. Poczawszy od pudetka, ktére prawie wcale nie ma wysokosci,
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a skonczywszy na pudetku, ktdrego podstawa jest malenkim kwa-
dracikiem, a ktérego wysoko$¢ wynosi prawie Jakze mam teraz

wsrod tego niezliczonego mndéstwa mozliwych pudetek znalez¢ to wia-
$nie, ktore naprawde ma najwiekszg pojemnos¢? O ile przede wszyst-
kim uda mi sie przedstawi¢ za pomoca jakiej$ funkcji, w jaki sposéb
pojemnos¢ zalezy od wielkosci wycietych kwadratéw, to przez pod-
stawianie réznych wartosci na x, zawartych pomiedzy 0 i y, bede
mogt wykreslié krzywg jako obraz graficzny tej zaleznosci. Z ry-
sunku maégtbym w przyblizeniu pozna¢ ,,maksimum®, poniewaz naj-
wyzszy punkt krzywej wewngtrz naszego przedziatu wskazuje to
maksimum. Ale w ten sposéb znatbym wartos¢ ekstremum jednak
tylko ,,na oko*. Dokiadnie, jak juz objasnilismy, moge ja znalezé
wtedy tylko, gdy wyznacze punkt krzywej, w ktéorym styczna bie-
gnie rownolegle do osi odcietych, a wiec méwigc arytmetycznie, te
wartos¢ na x, dla ktérej pochodna funkcji réwna sie zeru. Tym sa-
mym zadanie na wyznaczenie ekstremum wymaga stale kilku opera-
cji. Po pierwsze — wyznaczenia przedziatu, w obrebie ktdrego szuka
sie maksimum czy minimum. Po drugie — ustalenia funkcji, ktorej
wykres ma wskaza¢ warto$¢ ekstremum swoim najwyzszym wzgled-
nie najnizszym punktem. Po trzecie — wyznaczenia pochodnej tej
funkcji. Po czwarte — przyrdéwnania pochodnej do zera, z czego po-
wstanie réwnanie z niewiadoma x. Po pigte — rozwigzania tego row-
nania wzgledem x, przez co znajdzie sie warto$¢ ekstremum. Nie
bierzemy pod uwage koniecznej ponadto jeszcze analizy, czy we-
wnatrz przedziatu ekstremum istnieje w ogdle, jak i badania, czy
otrzymana w kazdym wypadku warto$¢ ekstremalna stanowi ma-
ksimum czy minimum, jako wykraczajacych poza nasze ramy. Dla-
tego tez wybieramy tylko takie przykiady, ktore niejako same przez
sie dajg odpowiedz na to pytanie.

Postepujmy teraz $cisle wedtug naszych regut pomocniczych.
StwierdziliSmy co dopiero jako przedziat dla naszego x wartosci od

0 do~ . Teraz nalezato by zbudowa¢ funkcje. Poniewaz szukamy po-

jemnosci, ktéra ma by¢ maksimum, oznaczamy kazdg mozliwag pojem-

nos$¢ przezy. Toy musimy teraz wyrazi¢ przez dana liczbe a (dtugosé

boku kawatka blachy) i przez dowolne x (dtugo$¢ boku kazdego

z kwadratéw, przeznaczonych do wyciecia). Ale pojemnos¢ tego ro-

dzaju prostopadtosScianu (graniastostupa prostego o podstawie kwa-
Od tabliczki do rézniczki 20
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dratowej *) rowna sie liczbie wymiarowej powierzchni podstawy
pomnozonej przez miare wysokosci. Podstawa pudetka musi mieé
dtugos¢ boku (a— 2x), w nastepstwie czego pole podstawy wy-
nosi (a— 2x)2 Kazdorazowa jednak wysoko$¢ pudetka to po
prostu x, poniewaz pozaginane czeSci wykazuja takg szerokosc.
A zatem pojemnos¢ = y =(a — 2x), czyli y = (a2— 4ax + 4x2)x,
co po wyrachowaniu i uporzadkowaniu wedtug malejacych poteg x
daje funkcje y = 4x3— 4ax2+ az. Jako nastepny krok pozostaje
teraz utworzy¢ pochodng tej funkcji.

y' — 4 .3x2— 4 .2ax + a2.1.x°
= 12x2— 8ax + a2

Te pochodng nalezy przyréwna¢ do zera. A wiec:
12x2— 8ax + a2= 0.

Wedtug regut rozwigzywania rownan kwadratowych nalezy naj-
pierw ,izolowac*“ x. Podzieliwszy w tym celu obie strony réwnania,
przez 12 otrzymamy:

Liczba a jest znana ,stalg” wielkoscig. W konkretnym przy-
padku to wiasnie wybrana ditugos¢ boku kwadratowego kawatka
materiatu. Dlatego a traktujemy po prostu jako jakas$ liczbe szcze-
gétowg lub wspotczynnik. Wedtug regut o rozwigzywaniu réwnan
kwadratowych petnych otrzymuje sie na x wartosé:

[4u*a*
36 12

fda* — 3a*
38

Na x otrzymuje sie zatem dwie wartosci | i Skoro jednak \
nie wchodzi w rachube jako warto$¢ na x, poniewaz nie lezy w e-

1 Ogo6lnie biorac, podstawg prostopadtoscianu moze by¢ dowolny prostokat-
W naszym wypadku jest nig specjalny prostokat, mianowicie kwadrat.
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wnagtrz przedzialu, a stanowi tylko przypadek krancowy prze-
dziatu, w dodatku jeszcze w praktyce pozbawiony sensu, znalezliSmy
wiec, ze pudetko ma najwiekszg pojemno$¢ wtedy, gdy plyte blaszang
pozagina sie wzdluz wszystkich czterech bokéw o To znaczy,

kwadrat podstawy miatby wowczas boki o diugosci ™ = -|a, wyso-

Fig. 60.

kos$¢ za$ wynositaby  Aby sobie stworzy¢ cho¢ przyblizone pojecie
0 tym, czy nasz rachunek sie zgadza, przyjmijmy, ze w uzytej do prze-
robki kwadratowej ptycie blaszanej dtugo$¢ jednego boku wynosi
60 cm. Pole podstawy, w wypadku wyciecia kwadratow o dtugosci

boku a wiec 10 cm, wynositoby 4 X 4, czyli 16 decymetrow kwa-
dratowych, wysokos¢ 1 decymetr. A zatem pojemnos$¢ wynositaby
doktadnie 16 decymetrow szesciennych, czyli 16 litrow. GdybysSmy
wycieli kwadraty o diugosci bokéw tylko 5 cm, to pole podstawy
wynositoby 5 X 5. a wiec 25 decymetrow kwadratowych. Miara wy-

sokosci, ktéra tutaj wynosi 5 cm=ydcm, jpomnozona przez 25 daje
pojemno$¢ tylko 12-4dcm3, czyli 12 4-litra. A wiec z pewnoscig
o
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mniejszg niz poprzednio. Gdybym natomiast obrat kwadraty o diu-
gosci bokéw np. 15 cm, wtedy pole podstawy pudetka bytoby
3X 3 dem2= 9 dcm2 wysoko$¢ 15 cm = 1'5 dcm, a zatem pojemnosc
wynositaby 9 .1'5decm3= 135 dem3= 13'5 litra, co w kazdym razie
jest mniejsze, niz pojemnos$¢ pudetka, w ktdrym x réwna sie

Po tym wstepnym c¢wiczeniu, drugi przykiad, wziety ze statyki,
'sprawi nam juz daleko mniej trudnosci. (Por. fig. 60.)

Z okragtego pnia drzewa nalezy wycigé belke o przekroju pro-
stokatnym w ten sposéb, aby jej sita nosna przy danej diugosci
stanowita maksimum.l Promieh przekroju pnia jest nam znany
i oznaczamy go przez r. Przyjmijmy bez dowodu, ze znany nam tez
jest udziat, jaki biorg w sile no$nej wysokos¢ i szerokos¢ przekroju
belki. Ta ,,wytrzymato$¢“= F = kwadrat wysokosci razy szerokos$¢
przekroju. A wiec F= h2. Jezeli oznaczymy teraz potowe szero-
kosci przez x, wtedy w mysl twierdzenia Pitagorasa (|-)2= r2—x2,
czyli =r2—x2 czyli h2= 4r2— 4x2 Otéz ,wytrzymatos¢“ ma
tworzy¢ maksimum. Wytrzymato$¢ — F = hZ. Ale poniewaz, jak
wiemy, h2= 4r2— 4x2 oraz b= 2x, a wiec ostatecznie Fn=y =
= (4r2— 4x2) .2x, czyli y= 8rx — 8x3. Obecnie posiadamy juz
funkcije.

Ale jaki ,,przedziat“ nalezy wzigé pod rozwage? Szerokos$¢ (2x)
moze sie zawiera¢ w granicach od 0 do 2r, Z rysunku jest to wy-
raznie widoczne. W dodatku, granice same sa w zastosowaniu bez
sensu, gdyz dla nich belka nie miataby wcale w jednym wypadku
szerokosci, w drugim wysokosci. Stwierdzamy ponadto, ze nas ob-
chodza tylko dodatnie wartosci na x. Bo szeroko$¢ ujemna bytaby
technicznie pojeciem bez sensu tak samo jak belka bez szerokosci
lub bez wysokosci. Teraz utwérzmy pochodng funkcji.

"_dy_ 9gr2 1 xo_ g -3 .X2
= 8r2— 24x2

y
J
Nastepny krok to przyréwnanie do zera pochodnej i rozwigzanie

otrzymanego stad réwnania na X.

1 Zaznaczone linig, przerywang ograniczenie przekroju belki oznacza jedna
z nieskonczenie wielu innych mozliwosci wyciecia.
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8r2— 24x2= O
24x2= 8r2

Poniewaz interesuje nas tylko wartos¢ dodatnia, stwierdzamy,
ze belka ma najwiekszg wytrzymatosé, jezeli szeroko$¢ (b= 2x)
ma wartos¢ 8§73 dlugosci promienia. Dla promienia o dtugosci
1 decm dawatoby to nam szeroko$é belki okoto 115470 dcm.

Na zakoriczenie jeszcze zagadnienie na minimum. Wiadomo, ze
w kwadrat wpisa¢ mozna nieskonczenie wiele kwadratow. Ktory
z tych kwadratéw wpisanych ma najmniejsze pole?

*(0-X)

0 -
Fig. 61-

Dla ustalenia przedzialu nalezy wzig¢ pod rozwage wszystkie
kwadraty, dla ktérych x zawarte jest pomiedzy 0 i a. Otrzymam na
pewno kwadrat wpisany o najwiekszym polu, jezeli x = 0. Bo wtedy
przecie jest to sam duzy kwadrat. Niech teraz x zwieksza sie coraz
bardziej w kierunku strzatki, wtedy pole kwadratu wpisanego staje
sie coraz mniejsze. Wszelako dopdty tylko, dopdki x nie przekro-
Cczy pewnego nhieznanego jeszcze punktu na odcinku a. Bo
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kiedy x osiagnie w koncu diugos¢ a, wtedy kwadrat wpi-
sany obroci sie niejako o 90° i bedzie co do «wielkosci znowu
taki sam, jak duzy kwadrat. Teraz szukamy funkcji. Niech
dtugos¢ boku kwadratu wpisanego bedzie b, skutkiem czego jego
pole b2 To pole ma tworzy¢ minimum. A wiec b2= y. Ale jak teraz
wyrazi¢ b2 przez x, od ktérego zalezy — rzecz jasna — wielkos¢
pola kwadratu, jak to juz widzieliSsmy przy ,,wyznaczaniu prze-
dziatu“? Otéz znowu przychodzi nam z pomocag Pitagoras. Bo
b2= x2-j-(a—x)2 co po wyliczeniu daje b2= x2+ a2— 2ax -j-x2=
= 2x2— 2ax + a2 Funkcja zatem juz ustalona: -

Pole kwadratu wpisanego = b2==y = 2x2— 2ax :l'az Zrdznicz-
kowanie funkcji daje y'= 2.2x—2a.1. x° czyli y'= -"=4x — 2a.
Wedle dawnej recepty przyrownuje sie obecnie pochodna do zera
i rozwigzuje réwnanie na x. A wiec:

4x —2a= 0
4x = 2a

Poniewaz maksymalne wartosci w przedziale naszym dawaly, jak
juz zbadaliSmy, same krance przedziatu, a zatem miedzy owymi kran-
cami leze¢ musi minimum. Na witasne oczy przecie widzieliSmy, Zze
pole kwadratu wpisanego po minieciu granicy zero na X, staje sie
coraz mniejsze, az w kohcu przy x = a znowu jest tak wielkie jak
przy x = 0. Dalej, rachunek daje jedng tylko warto$¢ na to mini-
mum. A wiec minimum istnieje i znajduje sie doktadnie symetrycz-
nie pomiedzy 0 i a, mianowicie dla x =y . Pozostawiamy czytelni-
kowi do zbadania, jak wielkie jest pole kwadratu np. dla a==1 dcm,
jezeli raz podstawie za x warto$¢ minimum czyli 5 cm = ydcm,
a potem np. x = -2 oraz x . Poniewaz krzywa jest symetryczna,
musimy dla obu ostatnich wartosci na x otrzymac¢ réwne kwadraty
wpisane, ktére wszelako muszg mie¢ pola wieksze niz kwa-
drat minimalny dla x= ~. Pola nalezy oblicza¢ podiug wzoru
b2= 2x2— 2ax + a2 (Rozwigzanie: Przy minimum jest b2= vy;
przy obu tamtych wartosciach na x jest b2 a2).



R OZDZIAL TRZYDZIESTY TRZECI

TECHNIKA CALKOWANIA

Musimy znowu nawigza¢ do tego miejsca, w ktorym przerwa-
liSmy rozwazanie nad problemem catkowania. StwierdziliSmy tam,
ze funkcja pod znakiem catki pozostaje dokladnie w takim stosunku
do wartosci obliczanej catki, jak pochodna do funkcji, z ktérej ja
obliczono. A wiec F(x)=/y'dx czyli Jf'(x)dx, poniewaz dy= f'(x)dx,
a zcatkowanie obu stron tego ostatniego réwnania daje/dy=.Jf" (x)dx.
Ale/ dy to jest F(x), tak zwana funkcja pierwotna, czyli po pro-
stu y.

Poniewaz w miedzyczasie poznaliSmy podstawowe reguly ra-
chunku rézniczkowego, wyjdziemy od rzeczy znanych, przechodzac
kolejno do nieznanych, aby zyska¢ pewne prawidia catkowania. Po
prostu zrézniczkujemy jaka$ funkcje, a nastepnie sprébujemy po-
chodng przeksztalci¢ znowu w funkcje pierwotng za pomocg catko-
wania. Dzieki probie takiej bedziemy mogli odpowiednio, przynaj-
mniej takg zywimy nadzieje, naswietli¢ istote techniki catkowania
czysto arytmetycznie. A skoro tylko bedziemy w posiadaniu algo-
rytmu catkowania, woOwczas osiggniemy witasciwie ostateczny cel
naszej ksigzki.

Wybieramy zatem jako funkcje ,,pierwotng* funkcje

F(X) = y= 2x3— 7x2+ x + 89
i tworzymy jej pochodng. Brzmi ona:
g=fXx)=y=2.3x2—7.2x + 1.x°= 6x2— 14x +1.

Spostrzegamy juz tu fatalng wieloznaczno$¢ catki. Mianowi-
cie nikt na catym Swiecie nie bedzie w stanie w kazdym przy-
padku powrotnego przeksztatcania pochodnej na funkcje pierwotng
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(a to przecie jest istotg catki) podaé, jak wielka byta stata. Nie wia-
domo nawet, czy jaka$ stata dana byta w ogodle. Co wiecej, moze
nawet byto tych statych wiecej, moze iloczyn, a moze iloraz statych,
ktore przy rdzniczkowaniu zniknety na zawsze. A wiec jezeli funk-
cje pod catkg uwaza sie istotnie za pochodng jakiej$ nieznanej nam
jeszcze funkcji pierwotnej, wéweczas, logicznie biorac, nie mozna mo-
wi¢ 0 jednej funkcji pierwotnej. Kazdej pochodnej odpowiada
nieskonczenie wiele funkcji pierwotnych, z ktérych mogta ona po-
wsta¢. A owe funkcje pierwotne rdznig sie wiasnie przez dodanie,
badz odjecie jakiej$ statej C. SciSle poprawnie musze zatem napi-
sat: F(x)=y = /[f'(x)dx = C, albo / f'(x)dx-f-C, jezeli pozostawie
swobode, by statej C nadawac takze wartosci ujemne. W tej tez po-
staci pisze sie zawsze catke nieokreslong, a o ile jej tak nie napisano,
nalezy wiasnie doda¢ w mysli zupetnie dowolng statg C. W jaki
sposob unieszkodliwia sie te statg przy calce okreslonej, dla uzy-
skania ktérej wiasciwie obliczamy catke nieokre$lona, i jakie zna-
czenie fizyczne oraz geometryczne posiada ta stata, pokazemy pdz-
niej. Na razie nie troszczmy sie 0 nig wiecej.

TwierdziliSmy zatem, ze funkcja pierwotna F(x) czyli y musi
by¢ réwna calce / f'(x)dx, czyli w naszym konkretnym przypadku:
F(x) =y = /(6x2— 14x + I)dx + C.

W praktyce zauwazy¢ nalezy, ze dx zamyka zawsze na prawo
»zawartosc” catki, tak iz nikt nie moze mie¢ watpliwosci, ze + C
stoi poza znakiem catki. Obecnie ignorujemy w ogdle to C. Porow-
nujemy natomiast wyrazy zawierajgce x dawnej funkcji pierwotnej
z odpowiednimi wyrazami pod znakiem catki. W tym celu napiszmy
je najpierw odpowiednio pod soba:

potegi x funkcji pierwotnej:2x3— 7x2+ X
potegi x pod znakiem catki:6x2— 14x + 1.

Zauwazmy najpierw, ze podobnie jak przy rézniczkowaniumozna
rowniez  catkowac ,wyraz po wyrazie“,o0 ile dotyczy topoteg x
potagczonych znakiem dodawania lub odejmowania. Ustalamy to od
razu jako regute i piszemy

[ (6x2— 14x + 1)dx = fx2dx — JT4xdx + /ldx.

A wiec catka sumy rdwna sie sumie catek jej skitadnikéw. Po
wtére przypomnijmy sobie, ze przy rozniczkowaniu ,stata* wyste-
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pujaca jako wspoétczynnik przy zmiennej x nie ulegata zmianie i po
zrézniczkowaniu pozostawata dalej jako wspoitczynnik. Dlatego mo-
zemy wszystkie czynniki state wylgczy¢ przed znak catki, tak ze
mogliby$Smy réwniez napisac:

[ (6x2— 14x + 1)dx = 6/x Ax — 14/xdx +1 /dx.

Teraz jednak wréémy zno-wu do pytania, jak z odnosnej potegi x
pod catkg powstaje odpowiednia potega x funkcji pierwotnej. A za-
tem jak z 6x2zrobi¢ znowu 2x3, z 14X znowu 7x2 oraz z 1 zmienng X.
Pierwszym co mi sie narzuca, jest to, ze catkowanie podwyzsza po-
tege & 0 1, co jest rzeczag zupetnie oczywistg, jesli sie uwzgledni, ze
potega x zostata obnizona o 1 wskutek rézniczkowania. A wiec ogol-
nie / xndx = czemus, jakiemus$ wspotczynnikowi razy xm+l Tylko
jak wielki jest ten wspotczynnik? Z 2x3 powstatlo 6x2 Z 6x2 ma
znowu powsta¢ 2x3. Poniewaz znamy juz postepowanie przy X, py-
tamy jeszcze tylko, jak zrobi¢ z 6 na powro6t 2. Otéz w bardzo prosty
spos6b. Za pomocg podzielenia przez 3. Jednakze powszechnie nie ma-
my przed sobg funkcji pierwotnej. Lecz tylko pochodng. A dalej, po-
niewaz spodziewam sie, ze zmiana wspétczynnika pozostaje w zwigzku
z wyktadnikiem potegowym, gdyz przy rézniczkowaniu wspétczynnik
(oilegojuz zgory niebyto) réwniez powstat wskutek potegi a (wzgle-
dnie po czesci powstat z tego powodu), musze sprébowac, jakby uzy-
skaé wspotczynnik z wyktadnika ipotegi x pod catka. A zatem z 6x2
ma powsta¢ 2x3 A ze powyzej nazwatem wyktadnik potegowy 2
0g6lnie m, musze 6 podzieli¢ przez (m + 1), a wiec przez 3, aby
otrzymaé wspdiczynnik 2 wyrazu 2x3. Zbierajgc to wszystko razem
twierdzimy, ze / xmdx powinna sie réwnac ¢p{Xm+l Sprawdzmy to
od razu na pozostatych naszych potegach. Jakg wartos¢ ma /14xdx?
Tutaj jest m= 1. A wiec warto$¢ catki wynosi -~ x 1+1="x2= 7x2,
a zatem dokfadnie to, czego oczekiwaliSmy. Jezeli w koncu zaintere-
sujemy sie / ldx, wowczas uwzgledniajgc, ze Jldx = /x°dx, otrzy-
mamy —bL-x0+1l= |x 1= x, co oczywiscie sie zgadza.

A zatem formalnie w lot uzyskaliSmy algorytm rachunku catko-
wego, ktorego tak sie obawialiSmy. Tym samym dotrzymalismy
przyrzeczenia, ze wypetnienie rozkazu catki wyda nam sie rzeczg
niewiele trudniejszg niz wykonanie jakiegokolwiek innego rozkazu
matematycznego. Jednakowoz stosuje sie to tylko do funkcji alge-
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braicznych catkowitych wymiernych. Przeto nie taimy réwniez, ze
catkowanie bardziej zawitych funkcji to wcale nie rzemiosto, ale
sztuka. Ze np.

jWIl+ S&c rownasie “"1+£+ ylog +v/I+ £)*>

nie wyprowadzimy nigdy za pomocg naszych prostych regut. Do
tego konieczne sg rozmaite chwyty. Przeto dla praktycznego ra-
chunku catkami istniejg specjalne tablice, w ktérych podane sg roz-
wigzania najrozmaitszych typéw catek, uporzadkowane wedtug
roznych celéw i rodzajow zastosowan.

A dalej, nie mozna réwniez przemilcze¢ faktu, ze sag calki,
ktérych w ogéle nie da sie rozwigzatc. Bo mozemy tworzyc
wyrazenia, ktdre nie istniejg jako pochodne jakiej$ funkcji pierwot-
nej. Nie da sie wtedy pomysle¢ zadnej funkcji pierwotnej, ktéra by
miata taka witasnie pochodng. Jesli za$ nie ma wcale funkcji pier-
wotnej, to rowniez nie ma dokladnego rezultatu przy obliczaniu
catki. Co najwyzej przyblizony. Zauwazmy na zakonczenie, ze
w praktyce mozliwe jest przyblizone rozwigzanie kazdej catki z do-
wolng doktadnoscia.

Aczkolwiek dopiero co zaznaczyliSmy skromno$¢ granic, w kté-
rych obracajg sie nasze wiadomosci, to jednak nie mozna ich lekce-
wazyé. Mianowicie pomimo naszego stabego wyszkolenia w ra-
chunku catkowym mozemy rozwigzywa¢ mndstwo zadan. A przede
wszystkim opanujemy zasade i zrozumiemy dzieki temu wiele rze-
czy, ktdre inaczej stanowi¢ musza dla laika nierozwigzalng zagadke.

Zwracamy sie wiec znowu do problemu kwadratury. Wybieramy
za$ jako temat: nakresli¢ krzywg y = x — x2 i stawiamy zgdanie
kwadratury w obrebie pewnego przedziatu. Poniewaz krzywa ta dla
X = 0 przechodzi przez poczatek ukfadu, a od x = 1 juz znowu od-
nosnie do rzednych przechodzi w wartosci ujemne i przy rosngcym $
pozostaje w 4-tej cwiartce, zajmijmy sie tylko kwadraturg czesci
pomiedzy x= 0 a x = |. (Por. fig. 62.)

Kombinujemy nasze umiejetnoSci i ustalamy uprzednio za
pomocg zagadnienia na maksimum, jak wielka jest najwiek-

* Rektyfikacja paraboli y =~
nieskonczonosciowego®).

z G. Kowalewskiego: ,,Wstep do rachunku
2K
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sza rzedna tego odcinka krzywej. Otéz w przedziale od x= 0
do x= 1 funkcja y—x—x2 wykazuje pochodng y'= f'(x) ==
= —1— 2x. Przyréwnanie pochodnej do zera daje: 1— 2x = 0.
Rozwigzanie tego rownania: 2x= 1, czyli x= -|. Owo x lezy, jak
wida¢, w zgdanym przedziale, poniewaz spotyka sie je doktadnie

Fig. 62.

w $rodku pomiedzy 0 a 1. Wracam teraz z powrotem do funkcji, ktd-
rej wykresem jest nasza krzywa i podstawiam x =y . W nastepstwie
jesty= x—x2= —(-i)2= —i- = i-. Najwyzszym wzniesieniem
naszego odcinka krzywej ponad osig a-6w jest zatem -i-, co tez
wida¢ z rysunku. Tak samo wida¢, ze owo ,,maksimum* zachodzi
dla x = -|.

Przejdzmy obecnie do kwadratury. Wiemy juz, ze kwadratury
dokonuje sie przy pomocy catki ,,okreslonej“, to znaczy catki, opa-
tirzonej gérng i dolng granica. A wiec w naszym przypadku

[ (x—x2)dx=? Ale jak uzyska¢ catke ,,okreslong“? Wskazowka

jest bardzo prosta. Nalezy najpierw obliczy¢ niejako ogélny wzor,
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mianowicie catke nieokreslong, ktéra nam podaje, wedtug jakiego
prawa mamy wyznaczy¢ pole powierzchni, ograniczonej naszg krzy-
wa. A wiec:

F(X)= y= |/ x—x2dx= fxdx—fx2x=
= ypiX:+1l—¢ I x2+1_ -|x2—-~x3 (do tego wszedzie jeszcze stata C).

Obecnie dalszym naszym zadaniem jest uwzglednienie ,,granic*
catkowania. Do tego stuzy, mdéwigc nieco powierzchownie, bardzo pro-
sta reguta: mianowicie odejmuje sie wartos¢ catki nieokreslonej dla
dolnej granicy odwartos$ci catki dla gornej granicy. Jezeli oznaczymy
ogélnie doIr;Jq granice przez a, goérng przez b, a wiec jesli mamy przed

sobg catke ff'(x)dx, wtedy ogdlna wartos$¢ catki nieokreslonej bytaby
a

f(x) + C. Teraz nalezato by potozy¢ x= a oraz x = b i otrzymamy

f f'(x)dx= [f(b) + C]— [f(a) + C], czyli po uwolnieniu od nawia-

a

séw graniastych f(b) + C— f(a) — C= f(b) — f(a). Widzimy, ze
przy obliczaniu catki okre$lonej stata w kazdym razie odpada,
tak iz otrzymujemy warto$¢ jednoznaczng. W naszym przykiadzie
gérna granica jest 1, dolna 0. Poniewaz catka nieokre$lona miata

0g6lng wartos¢ |x z— -i-x3+ C, nalezy podstawi¢:

[T(D2-i(1)3+ C]-[i(0)2- | (O»+C]=
i i.ip r___ii J £ 1
2 2 3 6 6 G’
Nasza pierwsza kwadratura udala sie nam. Zakreskowana po-

wierzchnia, ograniczona krzywoliniowo, ma pole réwne y pola kwa-
dratu,ktorego bok ma miareréwng tej jednostcedtugosci, jaka
obraliSmydla x na osiodcietych, a ktéra rdwniez jestjednostka

dtugosci na osi rzednych. A zatem, jak sie krotko méwi, kwadratu
jednostkowego.1

1 Jesliby dlugosci odcietych i rzednych nie byly mierzone ta sama jed-
nostka, woéwczas catka oznaczataby ilos¢ ,,prostokgatow jednostkowych®, kto-
rych miary dwoéch sagsiednich bokéw bylyby réwne odpowiednio jednostkom
dtugosci na osi odcietych i rzednych. Tym samym nasz ,kwadrat jednostko-
wy“ jest szczeg6lnym przypadkiem pewnej ogdlniejszej mozliwosci. W ksigzce
tej jednak ograniczymy sie do ,,kwadratéw jednostkowych®.



ROZDZIAL TRZYDZIESTY CZWARTY

WARTOSC SREDNIA | CALKA OKRESLONA

Nie porzucimy jednak tego przyktadu, nie zwrdéciwszy uwagi
jeszcze na co$ innego. Poniewaz dtugo$¢ podstawy naszej figury wy-
nosi 1, a pole j kwadratu jednostkowego, zatem figura ta ma takie
samo pole jak prostokat, ktdrego podstawag jest 1, a wysokoscig jed-
nostki diugosci. A Zze jest przecie niestychanie wiele rzednychl
mniejszych, a takze niestychanie wiele wiekszych niz j, mozna by
wiec przypuszczac, ze ta ~ przedstawia ,,$rednig rzedna“, czyli ,,$red-
nig warto$¢ wszystkich rzednych®, inaczej ,,przecietng rzedng“.
W tym celu musimy zapozna¢ sie blizej z pojeciem ,,$redniej war-
tosci*, ktérg w jezyku codziennym nazywajg takze ,przecietng“.
Najprostszg odmiang wartosci Sredniej jest tak zwana ,Srednia
arytmetyczna*. Jest to zarazem forma tworzenia przecietnej, ktorg
instynktownie stosuje juz kazde dziecko. Jezeli trzy jablka majg
$rednice o dtugosci 5 cm, 10 cm i 15 cm, wtedy przecietna Srednica
jabtka wynosi 10 cm. Albo jesli kupie kilogram cukru raz za 80 gro-
szy, innym razem za 90 groszy, Kkiedy indziej znéw za 95 groszy,
a czwartym razem za 99 groszy, wowczas przecietna cena kilograma
cukru to wiadnie80+9° 9%+P= 91 groszy. Ogolnie tworzy sie Srednig

arytmetyczng podiug wzoru MA: & at %3 ~h *

Jednakze $rednia warto$¢ (,,$rednia rzedna“) w naszym przy-
padku skiada sie nie ze skonczonej ilosci poszczegbélnych wartosci

1 Oczywiscie wewnatrz przedziatu.
* Srednia geometryczna jest to n-ty pierwiastek z iloczynu poszczegélnych

wartosci. A zatem Mg — "/aL.a,.as an.
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rzednych, ale z nieskonczenie wielu takich wartosci. A wiec przedsta-
wiataby sie, jezeli yx y2 y3 y4 oznaczajg rzedne, wzorem:
Ma= ~ © co, oczywiscie, jest niemozliwe do oblicze-
nia. Jezeli jednak to wyznaczenie Sredniej wartoSci pojmiemy jako
zagadnienie nieskonczonosSciowe, wtedy mozemy dojs¢ do pewnego
rezultatu. Bo nieskohczona suma rzednych to przecie nic innego,
tylko pole rozwazanej powierzchni, a przeto wartos¢ jej to calka
okre$lona w rozwazanym przedziale. Czym jednak jest mianownik
utamka w naszym wzorze na $rednig? W istocie niczym innym jak
wyrazeniem na nieskonczong ilos¢ rzednych. A wiec niejako zbio-
rem punktow osi liczbowej, z ktérych wystawiono rzedne. Ale to
znowu nic innego, jak tylko diugos¢ odcinka na osi x-6w, ktory
tworzy nasz przedziat. Nasz nieskohczonosSciowy wzdér na Srednig
brzmiatby wobec tego:

b
éf'(x)dx
b—a

Sprawdzmy teraz ten wzér w naszym przypadku, zanim poka-
zemy na konkretnym przyktadzie niestychane w praktyce znaczenie

owego twierdzenia o Sredniej wartosci dla catki. ZnaleZliSmy dla
i 4

i ;

catki f (x— x2)dx wartos¢ Ta  zatem stanowi licznik. Mia-
0

nownik tworzy réznica granic 1— 0= 1. Wskutek tego $rednia

wartos$¢, czyli Srednia rzedna, w naszym przypadku wynosi

Kazdy prawie miat sposobno$¢ widzie¢ jakis samoczynnie reje-
strujgcy aparat. Istniejg rejestrujace termometry, barometry, hi-
grometry itd., znane z gablotek meteorologicznych, znajdujacych sie
w parkach wielkich miast. Wokoto bebna rozpiety jest papier mili-
metrowy, ktérego podziatka posiada oznaczenia na dni i godziny.
A mianowicie wzdluz obwodu. Wzdtuz wysokosci skala oznacza
stopnie temperatury, cisnienie atmosferyczne, wilgotno$é powietrza,
czy co$ innego. Beben jest w ten sposob polgczony z mechanizmem
zegarowym, ze obraca sie dokladnie wediug podziatki, podczas gdy
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rysik z farbg podaza znowu doktadnie w swych ruchach ku goérze
i ku dotowi za wskazaniami termometru, stanami barometru itd.
Poniewaz w kazdej chwili, jakkolwiek krotka by ona byla, istnieje
jaka$ temperatura, czy cisnienie atmosfery, czy wilgotnos¢ powie-
trza, ten rodzaj wykresu jest bezwzglednie ciggly, nieskoriczono-
Sciowy. Odpowiednia krzywa jest przeto ciggta i rézniczkowalna.
Tylko jest do tego stopnia skomplikowana i tyle zawiera skokow,
ze ustalenie wzoru dla niej jest w praktyce wiasciwie niemozliwe.
Jedli zdejmiemy np. po miesigcu papier z bebna, wéwczas krzywa
wyglada mniej wiecej tak:

Fig. 63.

Przypusémy teraz, ze interesuje nas ,,srednia temperatura w mie-
sigcu marcu“. Pokazemy obecnie wybieg, jak wyznaczy¢ zgdang
Srednig temperature bez zadnego specjalnego rachunku, mimo to
jednak jako Srednig warto$¢ catki. Rozumujemy w nastepujacy
sposob, przy czym odwracamy wszystko ,,do gdry nogami“. Wzor
dla krzywej, z ktorego moglibySmy w jaki$ sposéb obliczy¢ catke
okreslona jest nam nieznany i pozostanie nieznany. Wartos¢ catki
natomiast rowna sie przecie liczbie mierzacej pole powierzchni, za-
wartej pomiedzy krzywa, rzednymi wystawionymi na poczatku i na
koncu przedziatu, i osig odcietych. A wiec wytnijmy zwawo te po-
wierzchnie nozyczkami precyzyjnymi, zwazmy jg ha precyzyjnej wa-
dze fizycznej, a nastepnie wytnijmy powierzchnie jednostkowa, kwa-
drat jednostkowy. A teraz na podstawie ciezaru powierzchni wy-
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znaczmy jej pole, a wiec warto$¢ catki. Dajmy na to, ze dtugo$¢ boku
kwadratu jednostkowego odpowiada np. stopniowi termometru. Takg
samg dtugos¢ wykazuje jednostka miary na osi %-6w, pomyslana jako
odpowiednik okresu jednego dnia. Teraz pozostaje tylko podzieli¢
liczbe wymiarowg powierzchni, ktérg znalezliSmy wazeniem, przez
dtugos¢ ,,przedziatu* a wiec przez (b—a), co wynosi tu 31 — O—31.
W ten sposob wecale doktadniel otrzymujemy S$rednig temperature
miesigca. A mianowicie dokladnie, o ile uwzglednimy przy tym nie-
skoniczonosciowy charakter problemu, ze jest to przecietna nieskon-
czenie wielu temperatur zachodzacych w miesigcu. Co sie tyczy
~funkcji“, nalezatlo by jeszcze doda¢ uwage, ze temperatura y
zalezy tutaj przymusowo od czasu x. Dalej, warto zauwazyé¢, ze nie
musieliSmy przyjac¢ koniecznie dni za jednostki dla % A mianowicie,
mozna by bylo przed utworzeniem $redniej wartosci zmierzy¢ ,,prze-
dziat x“ w jednostkach obranych dla y. Na koniec zapiszmy jeszcze
matematycznie nasz wybieg:

b
Pole z wyniku wazenia ==n kwadratéw jednostkowych = / f'(x)dx
a
bD-~0

przy czym b nalezy zmierzy¢ jednostka, rowng diugosci boku kwa-
dratu jednostkowego. Przykiad ten $wiadczy o niestychanej wartosci
operacji czysto myslowych. Bo w rzeczywistosci wazono tylko, dzie-
lono i rozumowano. Wiasciwej za$ calki ani $ladu. Niemniej jednak
uzasadnienie naszego fortelu mogliSmy oprze¢ tylko na rachunku
catkowym, bo Srednia warto$¢ nieskonczenie wielu rzednych bez roz-
wazan nieskonczonosciowych nigdy nie databy sie uzyskac.

Zanim zaczniemy dalsze kwadratury, trzeba gtebiej rozwazyc
pewng wiasnos¢ catki okreslonej, nad ktérag poczatkujgcy zwiaszcza
dobrze sobie gtowy natamiag. Chodzi przy tym o znikanie statej cal-
kowania. Arytmetycznie wykazaliSmy juz, ze odejmowanie wartosci
catki obliczonej dla dolnej granicy od wartosci catki gornej granicy
zawsze musi stalg doprowadzi¢ do znikniecia. Obojetne, czy stata
potaczona byta z catkg ,,nieokres$long* znakiem dodawania czy odej-
mowania. JeSliby catka nieokreSlona byta Jf'(x)dx, do ktérej dolg-

1 Btgd pomiaru tkwi w niedoktadnosci wycinania, wazenia, a wreszcie
w niejednorodnosci papieru.
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czono + albo — C, wowczas obliczenie wartosci catki okreslonej tej
b

samej funkcji, / f'(x)dx bedzie miato zawsze postac
a

(Jf(b)dx+ o —(/f (a)dx + C)= f(b)+ C—f(a)—C= f(b)—f(a)
albo
(/If'(b)dx — C)—)/f'(a)dx — C)= f(b)—C—f(a) + C= f(b)—f(a).

Geometrycznie nie oznacza takie odejmowanie nic innego jak odej-
mowanie jednej miary powierzchniowej od drugiej. Wszelako do-
piero w ostatecznym rezultacie. Jak diugo jeszcze w gre wchodzi
stata, polega nasz problem geometrycznie na odjeciu jednej rzednej
od drugiej. Aby to jednak zrozumieé dokiadnie, musimy rozwazyc
pojecie krzywej rézniczkowej i catkowej. Wiemy, ze kazdej funkcji
odpowiada jaka$ krzywa, jako ,,obraz graficzny* tej funkcji. Jezeli
wiec, wracajgc do naszego poprzedniego przykitadu, dana byta funkcja
y = x— x2 wowczas mogliSmy narysowacé, jak to zresztg zrobiliSmy
(Fig. 62), krzywg odpowiadajacag tej funkcji, wzglednie funkcji
w pewnym oznaczonym przedziale. Jezeli teraz zcatkujemy, otrzy-
mamy

F(x) = I(x —x2dxxC=f-fic,

a wiec znowu jaka$ funkcje & ktorg réwniez mozemy wykreslic.
Otéz ta funkcja ,,pierwotna“ daje wzgledem funkcji ,,wyjsciowej*
y= x—x2 tak zwang krzywa catkowa. Jednakze nie wiemy, jak
wielkie jest C. Nie wiemy nawet, czy jest ono dodatnie, czy ujem-
ne. Mogtoby réwniez by¢ 0. C6z zatem analitycznie oznacza dodanie
(odjecie) statej? Zdradzimy od razu: Krzywa jako taka pozostaje
ta sama, nie zmienia swego ksztattu, czy stata wystepuje, czy nie.
Stata wplywa tylko na przesuniecie krzywej w uktadzie wspoétrzed-

nych. Dowolna parabola, wykre$lona np. wedtug wzoru y="-+C,

wyglada zaleznie od wielkosci C w sposéb przedstawiony na fig. 64.

Poniewaz C moze przyjmowac kazdg wartos¢ od — oo do + oo,
przeto kazda catka nieokreslona przedstawia zbiér krzywych,
ktére lezg niejako tak gesto, ze pokrywajg calg ptaszczyzne.
Ta wihasnos$¢ catki ma ogromne znaczenie w fizyce. Jezeli nam sie
uda ustali¢ dla jakiego$ przedziatu (na ptaszczyznie czy w prze-
strzeni) ,,rownanie rézniczkowe*, wtedy tym samym przedziat ten,

Od tabliczki do rézniczki 21
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inaczej ,,pole”, jest juz okre$lony w kazdym punkcie. Mianowicie
,»rozwigzuje sie“ rownanie rozniczkowe catkujgc je. A otrzymana
catka po ustaleniu statej daje mi stan ,,pola“ w kazdym jego punk-

cie. Ale to tylko mimochodem. Wiemy teraz, ze istnieje nieskoncze-
nie wiele krzywych ,catkowych*, ktére ponadto sg przystajgce do
siebie i zaleznie od statych rdéznig sie tylko potozeniem. JeslibySmy
przyjeli, ze catkowano funkcje y'= A, otrzymalibySmy jako krzywe
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catkowe wszystkie krzywe, wyrazone wzorem F(x) =/-|[dx+xC =

=A1xC. Teraz kazda catka okre$lona /fd x bedzie réowna (f=C)—
a

—(y £ C) —y —y e Poniewaz nadto kazdej = C= F(x) = vy,

a wiec przedstawia rzedng jakiego$ punktu na krzywej catko-
wej, zatem catka nieokres$lona jest ogélnym wyrazeniem rzed-

Fig. 65.
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nyeh .punktéw krzywej catkowej, a calka okreSlona réznicg
dwoch oznaczonych rzednych krzywej catkowej. A mianowicie
rzednej poczatku i konca przedziatu catkowania. Uzmystowimy to
na rysunku, na ktdrym roéwnoczesnie uwidoczniono catkowang funk-
cje y '= v oraz dowolng ilo$¢ krzywych catkowych y = j £ C. Prze-
dziatem calkowania jest przedziat zawarty pomiedzy a i b. (Por.
fig. 65.)

Jak ftatwo zauwazyé, obliczane pole zakreskowane réwna sie
réznicy pol trojkatow OPtb— OPa. Ta roznica pol ma by¢ jednak
rowna odpowiedniej rdznicy rzednych jakiejkolwiek krzywej catko-
wej. A mianowicie bezwzglednej wartosci tej roznicy. Jak fatwo
pozna¢ z rysunku, te réznice rzednych sg rowne dla wszystkich
krzywych catkowych, tak zZe warto$¢ catki okreSlonej nie zalezy
faktycznie od wielko$ci dodanej (odjetej) statej catkowania.

MowiliSmy jednak takze o krzywej rozniczkowej. WeZmy zno-
wu pierwszy przykfad y = x — x2, ktdrego catkg jest F= y —-f+C.
W zagadnieniu na maksimum dotyczgcym tej samej krzywej znalez-
liSmy trzecig jeszcze funkcje ¢| = f'(x) = y'= 1— 2x, ktorg oczy-
wiscie takze mozemy unaoczni¢ krzywa, bedacag jej ,,obrazem gra-
ficznym*. A zatem mamy obecnie trzy krzywe. Krzywa przedsta-
wiajgcg dana funkcje y = x —x2 krzywg catkowg F= y—y + C
(w naszym przypadku obieramy C= + 1) oraz krzywa rdézniczkowg
y'= 1— 2x. Wykreslimy sobie rzedne tych trzech krzywych dla
x = 0,4. Oczywiscie mozna by narysowac cate krzywe, co czytelnik
tatwo sam sobie moze wykona¢ na papierze milimetrowym (fig. 66).

W punkcie x = 04 wykres$lone sg rzedne tych trzech krzywych
y = 024 (krzywa dana), F = :T0587 (krzywa catkowa) i y'= 072
(krzywa roézniczkowa). Sprobujmy teraz znalez¢ krzywa rézniczkowa
wzgledem krzywej catkowej. Poniewaz F= [|"—” -|-1, wiec jest
o= 2.-£—x—3.43—x2==x—x2, co ku naszemu zdumieniu daje
krzywg wyjsciowa. Zcatkujmy wreszcie Kkrzywg rozniczkowg
y'= 1—2x. Catka/(l — 2x)dx = /1 .dx— [/ 2xdx = ¢ j x°+1—
—2 ~ xll= x—x2 Znowu otrzymujemy krzywa wyjsciowg. Albo
mowigc catkiem doktadnie, krzywag wyjsSciowag ze stalg C= 0. Oto
stoi przed nami otworem mechanizm: Catkowanie krzywej réznicz-
kowej daje krzywa wyjscia. Catkowanie krzywej wyjscia daje
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krzywg catkowa. Wreszcie rézniczkowanie krzywej catkowej daje
krzywg wyjscia, a rozniczkowanie krzywej wyjsciowej krzywg roz-
niczkowa. Gdybysmy znali jeszcze tzw. pochodne wyzszych rzedow
i catki wielokrotne, moglibySmy w naszej drabinie dodawac ciggle
szczeble w gore i na dol az do nieskonczonosci, wzglednie az dotad,
gdzie pochodna znika, co jednak nastgpi tylko w funkcjach nieokre-
sowych (nieperiodycznych).

1 F (x) =0-0587 + 1= 1-0587
(Krzywa catkowa)

0S
y = 0*24 «Krzywa dana)
07 y'—0*2 (Krzywa rézniczkowa)

ot

o1 02 03 04 05 06 0? 08 00

Fig- 66 -
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DALSZE PROBLEMY KWADRATURY

Po ustaleniu tych wnioskéw, ktorych niestety bardziej juz roz-
wija¢ nie mozemy, wyprobujmy wreszcie algorytm catki na pewnym
granicznym przypadku. Ot dla zartu sprébujmy dokona¢ ,,kwadra-
tury* kwadratu. | to za pomocag rachunku catkowego. ,,Krzywag“,
ktéra ogranicza¢ ma nasz kwadrat, jest oczywiscie prosta réwno-
legta do osi odcietych. Jej odlegtoscig od tejze osi musi by¢ dtugosé
boku wybranego kwadratu, mianowicie a.

Réwnanie tej krzywej bedzie brzmiato y = a, lub aby x prze-
myci¢, y = ax°. Chcgc otrzymac¢ pole kwadratu, musimy catkowac

a
w granicach od x= 0 do x= a. A wiec napiszmy: F =/ ax°dx=
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a
= a/x°dx. Calka nieokres$lona fax°dx + C daje a/x°dx £+ C —
0

= ajAjx°+J+ C= ax + C. Calka okreslona musi by¢ przeto
F=(a.azC)—(a.0xC)=a2— 0= a2 dzieki czemu otrzyma-
lismy pole kwadratu za pomocg catkowania. Krzywg catkowa w na-
szym przypadku jest prosta o réwnaniu F= axxC. Dodajmy je-
szcze, ze w ten sam spos6b mozna uzyska¢ za pomocg catkowania
wzor na pole prostokata. Je$liby mianowicie przedziat catkowania
byt nie od 0 do a, lecz np. od 0 do b, wtedy catka nieokres$lona za-
chowa swag wartos¢, poniewaz krzywa wyjscia y = ax°® pozostaje
bez zmiany. Natomiast catka okreslona daje:

F==(a.bxC)—(a.0xC) = ab— 0= ab,

Cco wyraznie przedstawia wzOr na pole prostokgta. Zauwazmy na
koniec, ze krzywa catkowa tylko w punkcie x = a moze da¢ war-
tos¢ na pole kwadratu. We wszystkich innych punktach daje odpo-
wiednio wartosci po6l prostokatow, ktérych jednym bokiem jest a.

A teraz sprawdZmy jeszcze rachunkiem catkowym zadanie wiel-
kiego Archimedesa, kwadrature ,zwyczajnej paraboli“, ktdérg on
przedstawia jako: pole odcinka paraboli = pole trojkgta wpisanego X

X @1+ o ), co w nastepstwie daje: pole trojkata

Fig-. 68 .
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wpisanego mPrzewaznie podaje sie w szkole jako wzér paraboli
y2==2px. Ot6z nie jest to wcale najprostsza posta¢ réwnania para-
boli, jest nig natomiast tak zwana funkcja odwrotna. Przyjmijmy, co
zawsze zrobi¢ wolno, parametr paraboli p rowny j , wtedy z y2= 2px
powstanie rownanie y2= x albo, ograniczajac sie do wartosci x ]>o,
y= ~x. W mys$l regut nauki o funkcjach i geometrii analitycznej
zamiana rol x oraz y jako zmiennej zaleznej i niezaleznej nie ozna-
cza nic innego jak tylko obrot krzywej w ukladzie wspétrzednych
0 90°. Parabola y2= x lezy niejako poziomo, parabola x2= y (czyli
y = x2) pionowo w ukiladzie wspoétrzednych. (Por. fig. 6s.)

Jedna krzywa w stosunku do drugiej nazywa sie ,krzywag od-
wrotng”, a funkcje nazywajag sie ,,funkcjami odwrotnymi*“ wzgle-
dem siebie. Ale to tylko nawiasowo, dla uspokojenia wszelkich
ewentualnych skruputdéw, jezeli w nastepnych rozwazaniach skorzy-
stamy z funkcji y = x2 jakby niejako z funkcji dawnej naszej pa-
raboli.

WhpisaliSmy w mys$l metody Archimedesa w odcinek paraboli,
ktory wiasciwie jest potowag odcinka, tréjkat:

Jednakze do rachunku catkowego nadaje sie w pierwszej linii
cze$¢ zakreskowana powierzchni, ktérej odpowiada przedziat od
x= 0 do x —a. Funkcja naszej krzywej brzmi y = x2, catka nie-

okres$lona natomiast F= /x2dx+C, co daje F= yX3+C. Poniewaz
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mamy wyznaczy¢ warto$¢ catki okreSlonej F;0ad — (xa2dx, trzeba
podstawié: 0
FQa = (ya3tC) — (I()3xcC ) =f
No, a teraz jak wielkie jest pole odcinka parabolicznego? Ot6z
mozemy to uzyska¢ odejmowaniem w dalszym ciggu. Jest to mia-

nowicie pole prostokgta o bokach x = a oraz y, minus nasze, z cal-
kowania uzyskane, pole powierzchni zakreskowanej. A wiec jest to
ay —y. Wedtug funkcji wyjsciowej jednak y réwna sie x2 a zatem,
w przypadku x = a, tyle co a2 W nastepstwie jest

ay-F=a-ax F-as- %33—_6@ 323

Tymczasem Archimedes podat jednakze rezultat swej kwadratury
nie w jednostkach a, lecz wyrazony przez pole tréjkagta wpisanego.
Musimy wiec jeszcze znalezé, jak wielkie jest pole trojkata OPP,.
Jest to trdjkat prostokatny, o przyprostokgtnych y i x ==a. Jego
pole jest tedy réwne . czyli, poniewaz y = x2= a2 tréjkat ma
pole Pole tego trojkgta Archimedes mnozy obecnie przez su-
me nieskohczonego postepu geometrycznego malejgcego (I+j + 7 a*

), ktorej wartos¢ wedtug wzmiankowanego juz wzoru
Sco = (przy czym g w naszym przypadku wynosi 7 ) musi sie
rownacé-"N-7-= -1 - = -i-. ZebraliSmy tedy wszystko, czego nam po-

i

trzeba. Wedlug Archimedesa pole potowy odcinka parabolicznego
rowna sie polu trojkata y razy suma szeregu -i, a wiecj « —=f,
co daje dokiadnie te samg warto$¢, jaka znalezliSmy catkowaniem.
W tym miejscu sktonmy czoto w glebokiej czci przed przenikliwoscig
umystu greckiego w ogole, a w szczeg6lnosci umystu takiego Eudo-
ksosa czy Archimedesa, pierwszych pionieréw rachunku catkowego.

Oczywiscie, mozliwa jest rowniez rzeczg obliczenie bezposrednio
przy pomocy rachunku catkowego pola potowy odcinka paraboli ,,le-
zacej“ (y2= x albo y=Jx). Na tym przyktadzie mozemy zobaczyé,
ze nasz algorytm rachunku catkowego da sie tatwo i pewnie zastoso-
wac¢ do poteg utamkowych. Jesli zatem wybierzemy, aby unikngé
pomylek z oznaczeniami uzytymi powyzej przy wyznaczaniu pola,
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»przedziat od x= 0 do x = b, wdwczas nalezatoby nam obliczy¢
b a

wartos¢ catki okreSlonej F = ngdx= fx dx. Naszym b bytby
0

wowczas odcinek osi paraboli od wierzchotka gtéwnego az do
punktu przeciecia sie o0si z cieciwg, ograniczajgca odcinek parabo-
liczny: a wiec dokiadnie ten sam odcinek, ktéry na fig. 55 ozna-
czylismy jako b. Teraz obliczenie: Catka nieokresSlona z ~Mx=

Y + 1

= /x2dx+ C=VYi-x2 + C- ~irx2+ C—|-x2% + C

Podstawiajac teraz granice Oi b, otrzyma sie wéwczas jako catke
okreslong F= fjdx = (i"b*tC) — <.tyj&+0 = 1 ~ czyli

jb\] b. Poniewaz, dalej, przy ,,lezacej* paraboli b nie oznacza nic in-
nego jak tylko podstawe ,,duzego trdjkata archimedesowskiego®, za$
y b (w mysl réwnania paraboli y = ~'X) potowe cieciwy, a wiec tym
samym wysokos¢ ,,duzego tréjkata“, musielibySmy w sensie Archi-
medesa utworzy¢ najpierw za pomocg b oraz ~b pole ,,duzego trojka-
ta“, czyli b k, a nastepnie pomnozy¢ to przez sume szeregu Soo=(l+

+ o+ ) —j. OtrzymalibySmy wtedy na pole potowy od-
cinka paraboli wartosc:*. = f bVb, co odpowiada dokiadnie war-
tosci, uzyskanej przez catkowanie.

Mamy juz teraz tak wielka wprawe w catkowaniu, ze w krag
naszych rozwazan wciggniemy nawet jaka$ prostg potege x o wy-

ktadniku ujemnym, mianowicie X—, albo, co na jedno wychodzi, i .
Rownanie y = ~ przedstawia hiperbole, ktérej obie gatezie tatwo
nakresli¢ w uktadzie wspétrzednych za pomocag odpowiedniego ciggu
wartosci na x. Dla x = 1 jest y rowniez 1. Punkt przeciecia sie krzy-
wej z osig y-Ow badz a-6éw nie da sie znalez¢ w ogdle. Bo jakkolwiek
duze bedzie samo x, y nie bedzie 0. A jezeli bedzie x = Q to wtedy
y= vy, czyli y przyjeloby warto$¢, ktéra pozbawiona jest sensu.
A wiec przy rozwazaniu krzywej o réwnaniu y = Y> warto$¢ x — O
musimy wylgczy¢. Krzywa nasza obejmuje przeto swymi obiema ga-
teziami C¢wiartke pierwsza wzgl. trzecig, a osie ukfadu sg, jak zwy-
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kle sie méwi, ,,asymptotami* hiperboli, co oznacza proste, do ktd-
rych krzywa zbliza sie coraz to bardziej, nie mogac ich nigdy do-
siegnac.

Najpierw jeszcze mata dygresja: koto, elipsa, parabola, hiper-
bola sg to tzw. krzywe drugiego stopnia, poniewaz réwnania ich sg
kwadratowe. Niechaj nie myli nas x w potedze pierwszej, w mianow-
niku rownania hiperboli. Nasze y = y jest réwniez funkcjg kwa-
dratowg, poniewaz nie mozemy wyznaczy¢ X bez pomnozenia przez
druga zmienng. Krzywe drugiego stopnia sg z geometrycznego
punktu widzenia przekrojami stozka. Sposdb wykonania przekroju
wida¢ z nastepujgcych rysunkow:

Przekréj réwnolegty Przekréj ukosny do Przekréj réwnolegty Przekréj réwnolegty
do podstawy: koto podstawy; elipsa do boku: parabola do osi: hiperbola
Fig. 70.

Kazdy, kto ma wyobraznie przestrzenng, pozna juz z samego po-
tozenia krzywych na stozku, ze hiperbola staje sie coraz to szersza
i szersza (parabola rowniez), podczas gdy koto i elipsa sg ,,liniami
krzywymi zamknietymi*.

Lecz z nastepnego rysunku widzimy co$ innego jeszcze: A mia-
nowicie, ze kwadratura powierzchni ograniczonej hiperbolg musi
by¢é mozliwa.
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Na przykiad pole figury, ograniczonej wzdtuz osi oi-6w odcin-
kiem od x = a do x = b, da sie zapewne bardzo tatwo obliczy¢, bo

znamy przecie funkcje y = 7, ktdéra ponadto przedstawia sie bar-
dzo prosto. Jak zwykle, wyznaczamy najpierw catke nieokreslong

F(x) =/f-dx —J'x-"dx. PowiedzieliSmy wyraZznie swego czasu, ze

f x>"dx dla kazdego m dodatniego, ujemnego lub utamkowego réwna
sie xm+t Obecnie wypadato by i tu réwniez wyprébowac stusz-
nos¢ naszego algorytmu. A zatem

F(x) = /Ix-1dxxC = =~ Ix-i+izC= ?

Zatrzymujemy sie zdumieni. Bo jako catke nieokre$lona, od kto-
rej zalezy kazda catka okreslona, otrzymaliSmy warto$¢ —. x° =
=-i-.1= J, warto$¢ pozbawiong sensu. Réwnocze$nie widzimy na
wiasne oczy zakreskowane pole na rysunku. Jest wiec taka wartos¢
nam (i to jedyna), dla ktérej nie mozna zastosowac¢ wzoru Jxmix =
= xX"'+'. To zachodzi przy x-1 czyli i. Dlatego wzdr ten pisze
sie zawsze Jxidx =  x mt1lma=—1], co — jak wiemy — oznacza,
ze m nie moze sie réowna¢ —1, czyli ze m nie $mie mie¢ wartosci —1.

Zdradzimy teraz, iz umyslnie wystawiliSmy czytelnika na
prébe, aby mu daé¢ odczu¢ strach, jakiego ta luka w rachunku
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catkowym napedzita pierwszym odkrywcom. Leibniz byt wprawdzie
tak genialny, iz wiedziat z innych rozwazan i badan, jak luke
te zapetni¢. Mimo to jednak panowala wéwczas wielka jeszcze nie-
pewnos$¢, a luke owag wyzyskiwano juz to jako tatwy punkt za-
czepienia w atakach przeciwko rachunkowi nieskohczono$ciowemu,
juz to odczuwano jako kompromitacje matematyki.

My epigoni jesteSmy w tym szczesliwym potozeniu, ze znajac
z tylu stron rozwigzanie zagadki, mozemy sobie z rozwazania jej
uczyni¢ rodzaj zonglerskiego niemal widowiska. Aby wnie$¢ troche
Swiatta, wypowiemy magiczne zaklecie nowej kabaty, ktére brzmi:
~logarytm*. | tej wielkiej zagadki tez nie zostawimy bez rozwigza-
nia, aczkolwiek osiggnelismy juz wiasciwie cel tej ksigzki i dopro-
wadziliSmy czytelnika od tabliczki mnozenia do roézniczki, a stad
do cafki.

Wtraémy jeszcze stowko o ,rektyfikacji“. PowiedzieliSmy juz,
ze przez catkowanie da sie wyznaczy¢ dtugos¢ tuku krzywej, miano-
wicie z wzoru [/ ds= jy(dx)2-- (dy)2 Niestety trudno nam wpro-
wadzi¢ przypadki praktyczne, poniewaz przy rektyfikacji wystepuja
zawsze catki tak skomplikowane, iz sg one dla nas niemozliwe do
obliczenia. Aby jednak pokaza¢ cho¢ jeden przyktad, podamy, ze
np. dtugosé tuku paraboli y = kx2od punktu x — 0 do jakiego$ dowol-

licznych, czeSciowo bardzo $miatych przeksztatceniach, otrzymuje sie
jako wartos$¢ catki monstrualny wzér:

Dtugosé tuku paraboli = s —yX\V/I-]-4kx2+ “ elog(™'1+4k2x 2 +
-f- 2kx), przy czym Tc oznacza dowolng liczbe stalg, dodatnig tub
ujemng, catkowitg lub utamkowa, wymierng lub niewymierna.
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Jesli spojrzymy wsteez z tej wysokosci, jaka juz osiggnelismy,
i dokonamy niejako przegladu wszystkich dziatan, znajdziemy wow-
czas:

Operacje tetyczne: Operacje lityczne:
1. Dodawanie. Odejmowanie.
2. Mnozenie. Dzielenie.
3. Potegowanie. Pierwiastkowanie.
4. _ _
5. Catkowanie. Rézniczkowanie.

Dlaczego jednak Nr 4 naszego zestawienia jest niezajety? Od-
powiedZ prosta: Poniewaz pod Nr 4 wiasnie ma swoje miejsce’
logarytmowanie, czyli logarytm. Najpierw wyjasnienie terminolo-
gii. Logarytm nie ma jezykowo nic wspdlnego z algorytmem. Wszak
wiemy, ze algorytm to nic innego, jak tylko przekrecenie arabskiego
nazwiska Alchwarizmi. Logarytm natomiast pochodzi od stowa ,lo-
gos arithmos', co ma znaczy¢ mniej wiecej: ,,wiasciwy stosunek*.
Wynalazcami logarytmow sg Michat Stifel, oraz Sir John Napier
(inaczej Neper).

Nie bedziemy jednak marnowali teraz czasu na reminiscencje
historyczne, jakkolwiek sa one réwniez interesujgce, tylko upo-
ramy sie z wejsciem na ostatni szczebel, jaki nam jeszcze pozostaje,
tak samo $miato i pewnie jak ze wszystkimi dotychczasowymi.

Widoczng jest rzeczg, ze z potegi powsta¢ mogg dwa rézne typy
funkcji. Jeden typ to ten, ktorym dotychczas operowalisSmy wytgcznie.
Mianowicie jakie$ y powstato z jakiegokolwiek x do potegi n-tej, przy
czym n jest liczbg statg. PoznaliSmy x°,x1,x2 X3 x4, ... x» Wszystko
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to sg tak zwane funkcje potegowe. Jako dziatanie odwrotne
do potegowania poznaliSmy pierwiastek. Jezeli xn= y, to wtedy
wiasnie x = y y. Oczywiscie mozliwa jest przy tym tez funkcja
odwrotna. MoglibySmy rowniez napisa¢ yn= x czyli y = '[ix. Funk-
cja ta jednak ma okreslong wartos¢ w zakresie liczb rzeczywistych
tylko wtedy, gdy x ;> 0. Mozna jednak wyobrazi¢ sobie rowniez, ze
wyktadnik potegowy nie jest staty, ale ze wyktadnikiem jest wielkos$¢
zmienna. A wiec np. y = a* przy czym a jest stalg liczbg dodatnig
(tzn. a > 0). Wtedy pytanie brzmiatoby nie w ten sposéb: ,,Co otrzy-
mam, jezeli dowolng warto$¢ x podniose do statej potegi «?“ lecz:
,,Co otrzymam, jezeli statg dodatnia a podniose do dowolnej potegi
x?*“ Taka funkcje, w ktérej zmienna znajduje sie w wyktadniku po-
tegowym, nazywamy funkcjg wyktadniczg. Aby wytuszczyé
te sprawe catkiem dokladnie, wybierzmy jaki$ przyktad. W obu
razach niech zmienna niezalezna x przybiera wartosci 1, 2, 3 i 4.
Stata w obu wypadkach niechaj wynosi 5. Wtedy funkcja potegowa
y = Xxndaje dla n= 5 wartosci y—15==1,y= 25—32, y = 35—243
oraz y= 46= 1024. Natomiast funkcja wykladnicza y= a*
daje dla a= 5 wartosci y= 51= 5 y= 52==25 vy = 53= 125,
oraz y= 54— 625. Rzecz jasna, ze moglibySmy teraz z y= X" np.
przy y= 1024 i znanym n= 5 wyliczy¢ dla x wartos¢ \jl 024 = 4,
gdyz zatozono przecie z gory, ze y = x5= 1024. Przy funkcji wy-
ktadniczej y = ax pytanie o operacje odwrotng brzmi catkiem ina-
czej. Mianowicie: ,,Do jakiej potegi musze podnies¢ znang stalg
a= 5, aby otrzymac np. y = 125?“ Nie pomoze nam tez nic to, jesli-
bySmy napisali y 125= 5. Bo wycigganie r-tego pierwiastka nie
da sie przeprowadzi¢ za pomocg zadnej znanej nam operacji. Co
najwyzej przy catkiem prostym zestawieniu liczb moglibySmy zna-
lez¢ rezultat za pomocg proby. Ale niech kto tylko sprébuje zna-
lez¢, do jakiej potegi nalezato by podniesé¢ np. 10, aby otrzymac 2,
a przekona sie o zupetnej swej bezradnosci wobec problemu funkcji
odwrotnej wzgledem funkcji wyktadniczej.

A wiec powtdrzmy raz jeszcze: Jezeli y = ax nalezy szukad, jak
wielkie jest x przy znanym dodatnim a i znanym y. Ot6z ta operacja
lityczna, odwrotna wzgledem funkcji wyktadniczej nazywa sie ,,lo-
garytmem™. Jezeli y = a* wowczas x jest logarytmem z y przy sta-
tej zasadzie a. Zapisuje sie x = =logy. Poniewaz obojetng jest rze-
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cza, jakiego symbolu uzyjemy na oznaczenie zmiennej niezaleznej,
zapiszmy naszg nowga funkcje, odwrotng wzgledem wyktadniczej,
tzw. funkcje logarytmiczng, oznaczajac zmienng niezalezng jak zwy-
kle przez x, a zatem y = dog X, przy czym pytanie brzmi jednak
teraz, do jakiej potegi y musimy podnie$¢ stalg dodatnig a, aby
otrzymac dowolnie obrane x. A zatem np.: Do jakiej potegi y musi
sie podnie$¢ stalg 10, aby na x otrzymaé wybrang przez nas war-
tos¢ 2? Albo analitycznie: Jaka rzedna odpowiadaw funkcji y = 10logx
wartosci odcietej x = 2? Zdradzimy, ze y w naszym przypadku by-
toby 0°30 103..., a dzieki temu wiedzielibySmy wszystko, co nas inte-
resuje. Bo
0-30 103... = 10log2, czyli 10030103 = 2

JedlibySmy jednak przyjeli x= —2, a= 10, pytanie brzmia-
toby: Do jakiej potegi y musi sie podnies¢ statg 10, aby otrzymac
na x warto$¢ (— 2). Lecz takiej liczby y na pewno nie znajde. Bo
jakiekolwiek bytoby y, catkowite czy utamkowe, dodatnie czy ujemne,
10>' bedzie liczbg dodatnig, poniewaz 10 jest liczbg dodatniag, a zatem
nigdy nie bedzie réwne liczbie ujemnej (— 2). Aby wiec y = dogx
miato okres$long wartos¢, musi by¢ x liczbg dodatnig, czyli x > 0.

Uzupetniamy zatem naszg tabelke i stwierdzamy:

Operacje tetyczne: Operacje lityczne:
1. Dodawanie (a+ b+ c..). Odejmowanie (a— b —c...).
2. Mnozenie (a. b.c...). Dzielenie (a:b...).
3. Potegowanie (an). Pierwiastkowanie ('{la)
4.  Funkcja wyktadnicza (ax). Logarytm Ologx).
5. Catkowanie [ff'(x)dx]. Rézniczkowanie [N = y'= f'(X)].

Lecz teraz znamy dopiero rozkaz operacji logarytmicznej, a nie
znamy bynajmniej sposobu wykonywania, czyli ,algorytmu loga-
rytmowania“.

Aby go uzyskaé¢, musimy mimochodem zwrdci¢ uwage na dwie
rézne rzeczy: Logarytmy, o ile nie chodzi o logarytmy poteg za-
sady, sg w ogélnosci liczbami niewymiernymi. Sposéb obliczania ich
jest trudny i przekraczatby nasze ramy. JesteSmy jednak w tym
szczeSliwym potozeniu, ze za malg juz kwote mozemy naby¢ tak
zwane tablice logarytmiczne, ktoére zawierajg logarytmy prawie
wszystkich liczb, uzywanych w praktyce. Co wiecej, zawierajg po-
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nadto jeszcze logarytmy funkcji katowych. Jakie znaczenie ma ta
praca, ktérag wykonali za nas nieustraszeni rachmistrze trzech stu-
leci, tego wprost nie mozna poja¢. Bo dopiero zastosowanie loga-
rytméw stworzyto te sytuacje, ze w ogdle obliczy¢ mozemy bardziej
skomplikowane potegi i pierwiastki. Owo ,,w ogole“ nalezy tak ro-
zumie¢, ze bezposrednie obliczanie takich pierwiastkow i poteg spra-
wiatoby inaczej niestychang trudnosc.

Nie mamy obowigzku wyjasnia¢, jak sie uktada tablice logaryt-
miczne i jak sie ich uzywa. Wskazemy tylko na to, ze dzieki loga-
rytmom udaje sie przeksztatcic mnozenie w dodawanie, dzielenie
w odejmowanie, potegowanie w mnozenie, a pierwiastkowanie
w dzielenie; a wiec dziatania zaréwno tetyczne jak i lityczne dru-
giego i trzeciego stopnia obnizy¢ mozna kazde o jeden stopien.

Jako zasada tak zwanego ukiadu (systemu) logarytmicznego
moze by¢ uzyta zasadniczo kazda dowolna liczba dodatnia. W prak-
tyce uzywa sie wytgcznie liczby 10 jako zasady tak zwanych loga-
rytmoéw zwyczajnych, czyli briggowskich, i liczby e (2*7182818...)
jako zasady tak zwanych logarytmoéw naturalnych, czyli neperow-
skich. Symbolu 10logx nie uzywa sie. Piszemy po prostu logx,
a przez to mamy na mysli logarytm o zasadzie 10. Na oznaczenie
logarytmu Nepera pisze sie albo dog x albo Inx albo Ix. Symbol
Inx oznacza ,logarithmus naturalis“ (logarytm naturalny). Be-
dziemy zawsze pisali logx zamiast 10logx, za$ przy logarytmach
naturalnych dla wyrazistoSci dogx. Przy logarytmach w ogodle,
tam gdzie nie zalezy na zasadzie, napiszemy dogx, przy czym a
moze by¢ jakgkolwiek statg liczba dodatnia.

Oczywiscie odpowiedni postulat wymaga, aby réwnos$é pozostata
prawdziwa, jezeli sie ja obustronnie zlogarytmuje. Jezeli c= d,
wtedy jest dogc= dogd, a jeSli dogc= dogd, wtedy rowniez
c= d. Postepowanie w drugim wypadku nazywa sie szukaniem ,,nu-
merus* (,,liczby*, tzn. liczby logarytmotwanej).

Jako podstawowg wiasno$¢ logarytmiczng okresla sie zwigzek

dog(c .d) = dogc -~ dog d,

a wiec fakt, ze logarytm iloczynu roéwna sie sumie logarytmow
czynnikdéw. Wyprowadzimy te ,,podstawowg wiasnos¢“. Jezeli dane
sg nam np. dwa logarytmy o zasadzie a, a wiec dogb= B oraz
dogc= C (b> 0, c > 0), wtedy zgodnie z okresleniem, jak powstajg

Od tabliczki do rézniczki 2
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logarytmy (funkcja wyktadnicza!), jest z pewnoscig b—aBi ¢c= ac.
Bo logarytm, to przecie nic innego jak tylko potega, do ktorej musze
podnie$¢ zasade a, by otrzymaé¢ numerus (b czy c). Jezeli jednak
b= aBi c= ac, wtedy z pewnoscig jest b.c= aB.ac= aB+c. Jesli
teraz rozpatrze blizej te rownos$¢ b.c= aB+c, woéwczas moge z niej
uzyskac¢ nowy logarytm o zasadzie a. Mianowicie dog(b .c)= B + C.
Bo B + C to wyktadnik, do ktorego musze podnies¢ a, aby otrzy-
mac¢ b.c, a zatem to logarytm z b.c. Poniewaz B = dogb oraz
C= dogc, co zatozyliSmy na poczatku, wstawiam wreszcie te war-
tosci w réwnos¢ dogbc= B C i otrzymuje ,wiasnosé logaryt-
miczna*:
1. dog(b.c)==dog b + »logc.

Czytelnicy myslacy spostrzega natychmiast, ze chodzi tutaj
0 wykorzystanie regut dziatan na potegach, w czym wszakze nie ma
nic dziwnego, bo logarytm powstat z potegowania wyktadnikiem a.

Pozostate reguly dziatan na logarytmach wypiszemy, nie wy-
prowadzajgc ich:

2. dogj=dogc —dogd (c>0d>0) (logarytm ilorazu),

3. dogcd= d.dogc (logarytm potegi),

4. dogyc= 4-dogc (logarytm pierwiastka).
Reguta czwarta wynika witasciwiebezposrednio z trzeciej, gdyz

dog fy'c= “logcd, co wedlug reguly trzeciej wyliczylibySmy jako
-ydog c.

Po takim powierzchownym zorientowaniu sie co do logarytmow
w ogole, ktére pilni czytelnicy moga uzupetni¢ dalszym studium
1 éwiczeniami przy pomocy dobrych tablic logarytmicznych, gdzie
zawsze znajduje sie dokladny przepis uzycia, zwrocimy sie obecnie
do samego centrum wyzszej matematyki, do osi, dokota ktdrej nie-
jako obraca sie rachunek rozniczkowy i catkowy, a mianowicie do
liczby e, zasady logarytméw naturalnych. Ze wszystkie te reguty,
ktore co dopiero ustalilismy, zachowujg wazno$¢ takze dla logaryt-
mow o0 zasadzie e, na to nie trzeba blizszych wyjasnien dlatego, ze
zazgdaliSmy przecie, aby wystepujgcym tam a (zasada) mogta byé
kazda dowolna liczba dodatnia, a wiec réwniez powinna by¢ nig
liczba e. Przeto takze np. dog(a.b) réwna sie oczywiscie doga-f
+ «log b, itd.
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Postawmy sobie teraz nastepujacy problem, nie bedacy pozornie
w zadnym zwigzku z obecnymi rozwazaniami: Jakakolwiek liczba,
ktérg spokojnie mozemy przyjaé jako najprostsza, a wiec 1, niechaj
wzros$nie o tak malenkg wielkos$¢, jakg sobie tylko mozna wyobrazic.
A wiec np. o mozliwie najmniejszg cze$¢ 1, o -jj, przy czym w mysl
zatozenia n musi by¢ nadzwyczaj wielkie. Tak powiekszona wielko$é
niechaj wzrasta dalej ,,organicznie”“. To znaczy, ma sie dalej rozwi-
ja¢ wedtug tego samego prawidta. | tak dalej w nieskornczonosé.
Ot6z pytanie brzmi, do jakiej wartosci wzrosnie w ten sposob
liczba 1. Na pierwszy rzut oka mozna by sadzi¢, ze rés¢ bedzie do
nieskonczenie wielkiej wartosci. Ale tak bynajmniej nie jest, podob-
nie jak kazde tgczenie ze sobg nieskonczenie wielu rzednych nie musi
wcale dawac nieskonczenie wielkiego pola. WidzieliSmy to juz przy
kwadraturze. Albo tez i przy szeregach ,,zbieznych*. Réwniez w sze-

regu Archimedesa (l+-7+ ™"+~ + ... ) taczy sie nieskoncze-
nie wiele takich ,,co$“, a mimo to otrzymuje sie tylko ~ =
1 7T
= —=-i= il jako sume wszystkich skifadnikéw. Podobnie ma sie
T
sprawa z ,szeregiem Leibniza“ i ze wszystkimi szeregami geome-
trycznymi malejacymi w ogole. Przyjrzyjmy sie teraz dokiadnie, co
sie stanie z naszg rosnacg jednoscig. Jeszcze jedno: Na samym po-
czatku jedynka ma dozna¢ najmniejszego wyobrazalnie przyrostu.
Niejako w formie odszkodowania za to ograniczenie pozwalamy jej
jednak na ten przyrost w nieograniczenie wielu fazach wzrastania.
»Ro08nij i mndz sie, a zapetnij ziemie*, wotamy do naszej jedynki.
Skoro wiec 1 wzroénie o -b, gdzie ~ jest dowolnie malg liczba,
woéwczas powstanie z tego (I + 7-), co na razie nazwijmy a. Teraz
a ma rosng¢ znowu w podobny spos6b, to znaczy, a ma sie na nowo
powiekszy¢ o dowolnie malenka cze$¢ samego siebie, a wiec o
Wskutek tego powstaje (a + 7) >co nazwiemy b. Jesli pdjdziemy
dalej, to powstanie obecnie (b-f D itd. Przyjrzyjmy sie wreszcie,
co sie w koncu otrzyma. Zadaliémy, aby (I + 1-) réwnato sie a.

Przeto powstanie z (a+ A)= " = a(A+ 1)=a@+ i)
natychmiast (I 4.i) (1 f A)—(I-fl)2 jezeli za a podstawi sie

22+
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znowu (1 + i-). Drugie wyrazenie (b rowna sie jednak
—bstt= b i) = b(1-f-4). Jezeli znowu uwzglednimy,
ze przez b oznaczyliSmy nic innego jak tylko (a-)- ,izeto (a--j™)
otrzymalismy witasnie jako wtedy jest b. (I + -) =
— (I -f~-J3-)2-(1 +-~) = (I + ir)3 Poniewaz ten rachunek prowa-
dzi¢ mozemy dowolnie daleko, a ponadto wiemy, ze ,o0rganiczny
przyrost“ po pierwszym kroku daje (l-f--~)1 po drugim kroku
(1 -j- 3-)2, po trzecim kroku (I -|--i-)3, oraz ze nasze ,,prawidio two-
rzenia“ wymaga bezsprzecznie kontynuowania tego zwigzku, wow-
czas mozna spokojnie zawnioskowaé, ze warto$¢ jedynki nieznacz-
nie wzrastajgcej o -i, otrzyma po n krokach warto$¢ (Il -(- ~-)n Je-
zeli teraz zatrzymam sie przyn dowolnie wielkim,wtedy dwumian
0] "Nl moS§ rozwing¢ wedtug wzoru dwumiennego Newtona.

A mianowicie, poniewaz wszystkie potegi 1 dajg znowu 1, a zatem
mozna je opusci¢ wszedzie, gdzie wystepuja jako czynniki, jest wiec:

+iy= i-to &y H)&Ao +
i i n_1 innh—t1r nh—hHn—2 _1 i n(n—)(nn—2)(n—3). 1 i
1 -t- 7 n | 2! n* 3! fnx ! 41 e T
Jezeli teraz zamiast (n— 1), czy (n— 2), czy (n— 3) itd. na-
pisze po prostu n, to odrzucajgc odjemniki 1, 2, 3, itd., zwiekszam
tym samym wartos¢ kazdego wyrazu naszego szeregu. A Ze ze Wzro-
stem skiadnikow zwieksza sie suma, wiec:

(\ 1 1y'<*1 | n inmme1l i nmnmn. 1 in.n.n.n 1 s —
t1

n) EAT | I 2! n> 3! nluU 4! n“ ..
=:+Tr+Hir+ I+ g+

Po przeliczeniu otrzymuje sie

1+ Hn<il+ 1+ i+t +M-ilo+ +85

Jednakowoz pragnelibysmy sie dowiedzie¢, jaka jest suma szeregu
nieskoriczonego, ktéry powstanie, gdy n wzros$nie nieograniczenie.
Zapewne suma ta wieksza bedzie niz 2, bo juz dwa pierwsze wyrazy
daja razem 2. Co wiecej, jesli zwazymy, ze po opuszczeniu pierwszego

wyrazu szereg nasz bedzie brzmiat (I+yH-|-+ Si+ il6+ )’
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mozemy go porownaé¢ z tak zwang ,,majorantg“ czyli ,,szeregiem
majorujacym*, ktorego sume nieskoriczong mozemy obliczy¢, po-
niewaz jest to malejgcy szereg geometryczny. Tym szeregiem bedzie
(1-f 4 + ). Szereg ten jest, jak widaé, ,,majorantg”,
to znaczy kazdym wyrazem przewyzsza odpowiednie wyrazy na-
szego pierwszego szeregu. Mianowicie cechg charakterystyczng
~-majoranty* jest to, ze kazdy wyraz ,,majoranty* jest co najmniej
rowny, ale z reguty wiekszy niz analogiczny wyraz badanego sze-
regu. A wiec:

Szereg badany: 1+ N-x-++ ++ 1L + ...

Szereg majorujacy: I+£-j-A + A+ I+ ...

W mysl definicji majoranty wynika drogg prostego rozwazania, ze
jej suma dla nieskoriczonej ilosci wyrazéw (podobnie jak kazda cze-
§ciowa suma jej n wyrazow) musi by¢ wieksza niz suma wyrazéw
szeregu badanego. Otéz w naszym przypadku suma nieskonczonego

Szeregu majorujacego jest (D= :IL! = t—z

Poniewaz jednak w szeregu badanym opusciliSmy pierwsze 1,
musze je przy odpowiednim pordwnaniu doda¢ tez do majoranty.
A zatem otrzymam: (S majoranty + 1) jest w kazdym razie wiek-
sza niz (suma wyrazow szeregu badanego + 1). Poniewaz (SMmajo-
ranty -f 1) réwna sie 3, wiec w kazdym razie 3 jest wieksze niz
lim (I -j-JL)”, Przy n rosngcym nieograniczenie. A zatem graniczna
warto$¢ dla (I + y)n znajduje sie tedy pomiedzy 2 a 3, jezeli n
przybiera dowolnie wielkie wartosci. Tego witasnie chcieliSmy dociec.

Przez obliczenie sumy dostatecznie wielkiej ilosci wyrazow sze-
regu dwumiennego znajdziemy jako warto$¢ dla lim (1 -j- ~)nliczbe
2-71828182845904...

Ta liczba, podobnie jak liczba jt jest liczbg niewymierng i od cza-
séw Eulera oznacza sie jg na catym Swiecie przez ,.e“. Ze wzgledow,
ktére zaraz poznamy, jest to najwazniejsza liczba w catej mate-
matyce.

Znowu nie podajgc na razie naszego celu, starajmy sie rozwingc
w szereg funkcje wyktadniczg liczby e, czyli e*. A wiec napiszmy
stuszne z pewnoscig réwnosci:
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e= lim (I + i)n
e<= [lim (I+ i)"]-
oczywiscie, gdy n rosnie nieograniczenie.
Ot6z udowodniopo (lecz przy naszych wiadomosciach nie mozemy

przeprowadzi¢ szczegdtowego dowodu), ze ex jest sumag nastepujg-
cego szeregu nieskonczonego:

ex= 1+ T+ f+ f + |r+ ...
Szereg ten nazywa sie ,,szeregiem potegowym*.
Sprobujemy obecnie zrézniczkowaé szereg potegowy, co tatwo
bedzie wykonac¢, gdyz w mys$l odpowiednich twierdzen rachunku roéz-
niczkowego wolno rézniczkowaé po prostu wyraz po wyrazie.

Jesli  zatem y= er= I+i-j-|r-ff+ , wtedy jest
g=y.=aSi=0+1Ur+ [£+ ¢ + .. co znowu daje
O+ 1+ ~ -fjrrat+ a po uproszczeniu daje sze-
regl+ y+ + —yg+ To jednak nie przedstawia nic

innego jak dawny szereg potegowy.

NatkneliSmy sie zatem na funkcje, ktérej pochodna réwna sie
samej funkcji. Teraz mozna bedzie zrozumie¢, dlaczego liczbe e na-
zwaliSmy osig wyzszej matematyki. Bo e* to jedyna funkcja, ktéra
réwna sie swej pochodnej. Ale skoro pochodna réwna sie funkcji
pierwotnej, wowczas takze catkg tej pochodnej jest sama pochodna.

A wiec = e* oraz fe*dx= e*+ C. Ponadto zobaczymy takze
teraz, jak ogromne oznacza to ulatwienie w rachunku, jezeli sie
uda przedstawic¢ jakg$ wielkos¢ jako potege e. Tym czarnoksieskim
trickiem bezustannie operuje sie w wyzszej matematyce.

Skoro jednak zbadaliSmy zasade logarytmu naturalnego oraz
funkcje wyktadniczg tej zasady, powrdéémy obecnie znowu do funkcji
logarytmicznej, ktéra przy zasadzie e musi brzmiec:

y —dog x, przy czym x > 0.

Skoro y jest logarytmem z X przy zasadzie e, wtedy oczywiscie
jest ey= X, co wiasciwie jest innym sposobem zapisania tego sa-
mego faktu. Dzieki tej operacji naszej zmienity sie role zmiennych,
a zatem zwiazek funkcyjny zostat odwrécony. Majac teraz:

X= ey
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uwazamy X za zmienng zalezng, za$ y za zmienng niezalezng. Spro-
bujmy zrézniczkowaé te funkcje ,,odwrotng“. Tym razem oczywiscie
~wzgledem y*“, to znaczy x w liczniku a y w mianowniku. Przy tej
sposobnosci bedziemy mogli po raz pierwszy zobaczy¢ sprawnos$é
nowego ,tricku czarnoksieskiego“. Bo ¢ to funkcja wyktadni-
cza o podstawie e, a zatem, podobnie jak kazda potega liczby e ze
zmiennym wyktadnikiem potegowym, ma za pochodnag ,,sama sie-
bie“, jak méwimy. A wiec

X= ev

gy = ey.

Jezeli jednak dwie wielkosci réwnaja sie tej samej trzeciej, to
sg wzajemnie sobie rowne. Wskutek tego jest 3=$x. Chcieliby$my
jednak znalez¢ nie lecz ™~ . Rowniez i ten problem jest teraz
tatwy do rozwigzania. Bo wedtug elementarnej arytmetyki ~ to nic
innego jak tylko odwrotnos¢ ~ t podobnie jak np. jest odwrotno-

$cig  .Poniewaz jednak mamy przed sobg réwnos$¢ = X, musimy
utworzy¢ odwrotnosci po obu stronach, aby zachowaé¢ prawdziwosé
réwnosci. Mianowicie, skoro dwie wielkosci sg réwne miedzy sobg,
wtedy ich odwrotnosci tez muszg by¢ sobie réwne. Je$li np.
Y rowna sie 3, wtedy rowniez -| =-|, czego stuszno$¢ wida¢ wyraz-

nie. A wiec utwdrzmy wreszcie odwrotnosci: — T’ cz™ jii—T'
dy

Dtugg zatem i okrezng drogg uzyskaliSmy nadzwyczaj zdumiewa-
jacy rezultat, a mianowicie, ze pochodna funkcji y = dogx réwna sie
i. Otdéz ta -i w mys$l regut potegowania to jednak nic innego jak tylko
X-1 Ale .pochodnej, wynoszacej X-1, nie moglibySmy nigdy uzyskaé za
pomocg reguly o rézniczkowaniu poteg, ktéra brzmi nxn 1L Bo po-
chodna z xs byla réwna 3x2 z x2 réwna 2x, z xt réowna 1, z x°
rowna 0 . Xo- 1- 0.x—4, a wiec réwna zeru, co wiemy skadinad, gdyz
X°= 1 przedstawia przecie statg, ktéra przy rdzniczkowa-
niu obraca sie w zero. Cofajgc sie systematycznie natrafiamy jednak
po x° na X-1, co na pochodng daje — 1.x—*4, a wiec —x-2

* Ze zrozumiatych powodéw pomingt autor dowdd istnienia pochodnej
funkcji odwrotnej.
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Przeto nic dziwnego, ze przy catkowaniu znalezliSmy luke w regule
_i_ xmi-1, gdy x miato wyktadnik m = — 1. Bo¢ przecie wiemy, ze
majac znalez¢ funkcje pierwotng F(x) nalezy funkcje ,,podcatko-
wga*“, to jest wyrazenie, ktére stoi pod znakiem catki, uwazaé¢ zaw-
sze za pochodna funkcji pierwotnej F(x). Poniewaz jednakze za-
wiodta nas zaréwno reguta xmt+l Przy x = —1» a réwniez nie zna-
lazta sie w rachunku rozniczkowym zadna taka funkcja, ktéra by
miata x—1 jako pochodng, byliSmy w rozpaczliwej sytuacji, nie mo-
gac przeprowadzi¢ w zaden spos6b kwadratury powierzchni, ogra-
niczonej czesciowo hiperbolg y —”~ = x—h

Teraz jednak zagadka rozwigzana. Funkcjg pierwotng dla X—1, czyli

dla-*jesty=dog x,* gdyz y' czyli f'(x) tej funkcji brzmi:» = ~-= X4
b

A wiec jest F =/ x-ldx= dx = /y'dx. A ta szukana funk-
a a a

cjay o pochodnej y' to nic innego tylko y = ddg x. W nastepstwie,
catka nieokre$lona z x-1 to catka F(x) =/x-1dx= dogx+C.
Natomiast catka okres$lona brzmi:

b
Fla, h— fx-dJdx = (dogb:t C) - (doga: C)= dogb-— doga
a

Ze wzgledu na ,,wtasnos$¢ logarytmiczng* sg tu jeszcze mozliwe
pewne przeksztatcenia. Mozna mianowicie zamiast dog b — dog a na-
pisa¢ tez dog|-, co gdy chodzi o mozliwosci skrécenia, w niektorych
wypadkach upraszcza wynik. Je$liby to dotyczyto np. przedziatu cait-
kowania od x = a do x = a2 w przypadku gdy a wieksze od jedno-
§ci, to catka okreslona wynositaby dog a2— dog a. Poniewaz jednak
doga2— doga==dog”, wtedy catka okreslona réwna sie po pro-
stu dog a. Podobnie statg catkowania przy calce nieokres$lonej dla
uproszczenia wyraza sie zwykle w nastepujacy sposéb: F(x) =
—fx-1dx = dogx + C, co réwna sie tez dog x + dogc, to znaczy
statg, ktdra jest przecie dowolnie wielka, uwazamy za logarytm ja-
kiej$ dodatniej liczby (numerus) c. Otéz wtedy, ze wzgledu na to, ze
dog x -J- dog c = dog xc, catka nieokre$lona napisana inaczej wy-
raza sie po prostu jako dog cx.

Na koniec dodajmy jeszcze, ze jeden ukiad logarytmiczny mozna

* Gdy x jest liczbg dodatnig. Przy dowolnym x rzeczywistym réznym od

zera jest: jl. dx= fx-1"™ = e*& IxI*
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oczywiscie przeliczy¢ w drugi. Wprawdzie w wyzszej matematyce
liczymy wylgcznie logarytmami o zasadzie e, jak dlugo rachunek
pozostaje ogélny. Powody tego jasne sg w S$wietle dotychczaso-
wych rozwazan. Poniewaz jednak wszystkie tablice logarytmiczne
za znikomymi wyjatkami zawieraja nie logarytmy naturalne, lecz
dziesietne, jesteSmy czesto zmuszeni przeliczaé wyniki z ukiadu e
w ukiad dziesietny. Do tego stuzy tak zwany ,,modut“. Wzér modutu
podajemy bez wyprowadzania. Modut jest to liczba 04342944819...
i oznacza sie jg przez w. Ot6z jesli sie chce przeliczy¢ logarytm
naturalny na dziesietny, wdéwczas korzysta sie ze wzoru dogx =
= —0logx. Na odwro6t jest 10logx = m.dog x. Celem uproszczenia

podamy jeszcze wartos¢i , ktdéra wynosi 2’3025850929... Moduly
jednak wazne sa oczywiscie tylko dla zwigzkéw zachodzacych po-
miedzy logarytmami dla zasady e oraz logarytmami dziesietnymi,
a nie przy przeliczaniu z innych systeméw logarytmicznych (prak-
tycznie nie majacych zastosowania).

Woreszcie zatagczmy jeszcze wykres krzywej y = dog x, czyli tak
zwanej krzywej logarytmicznej. Poniewaz logarytm z 1 jest w kaz-
dym systemie 0, gdyz musi byé e¥= x, a ze x ma by¢ jedynka,
a jedynke jako wartos¢ potegi tylko wtedy sie otrzymuje, jezeli
jakakolwiek zasade podniesie sie do potegi 0, wobec tego krzywa
logarytmiczna przetnie 0§ x-6w w punkcie o wspotrzednych x = 1,
y = 0. Dla wartosci x= e jest y= 1, bo & ma by¢ réowne x, za$
X powinno by¢ réwne e, bedzie zatem el= e. Podobnie dla x= €2

y

Fig. 72.
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jest y= 2, dla e3 jest y = 3 itd. Ogdlnie biorac, w kazdym syste-
mie logarytmicznym logarytm zasady réwna sie 1, a logarytm kaz-
dej potegi zasady réwna sie wyktadnikowi potegowemu, co wyraz-
nie wynika z definicji y = dogx, ay= x. A zatem logarytm dzie-
sietny z 1 réwna sie 0, z 10 réwna sie 1, z 1000 réwna sie 3,
z 1000 000 réwna sie 6. Natomiast z ™ jest rowny — 1, z
jest rowny — 3 itd. Dla wszystkich liczb, zawartych pomiedzy catko-
witymi potegami zasady, otrzymuje sie jako logarytmy liczby nie-
wymierne, ktdre zawierajg oczywiscie logarytm najblizszej mniej-
szej potegi zasady. Tak wiec np. 10log 105 jest to 202 119... Owo 2,
ktore jest logarytmem z 102= 100, nazywamy ,cechg“, natomiast
reszte dziesietng ,,mantysg“ (od mantissa = reszta). Po blizsze
dane odsytamy raz jeszcze do ksiazeczek logarytmicznych.
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INTERPOLACJA, EKSTRAPOLACJA.—ZAKONCZENIE.

Szukajac logarytméw w tablicach stajemy czesto wobec pro-
blemu, zmuszajgcego do obliczania wartosci posrednich, gdyz ze
wzgledéw oczywistych nie moga by¢ zawarte w tablicach wszystkie
logarytmy wszystkich nieskohczenie wielu liczb osi liczbowej. Owo
szukanie wartosci posrednich nazywa sie w matematyce ,interpo-
lacjg™ (od interpolare — wsunaé, pomiedzy czym$ umiescic).

Poniewaz pojecie to ma ogromne znaczenie w matematyce i fi-
zyce, specjalnie za$ w statystyce matematycznej, wyjasnijmy je za-
tem w kilku stowach. Na wnikanie w blizsze szczeg6ty nie pozwala
trudno$¢ tego problemu, ktorego pogiebienie stanowi formalnie
samo dla siebie pewna nauke. Na pytanie, co to jest wartos$¢ inter-
polowana, da sie odpowiedzie¢ arytmetycznie i geometrycznie. War-
tos¢ interpolowana jest to, arytmetycznie rzecz biorgc, pewna liczba
zawarta pomiedzy dwiema znanymi nam liczbami. Ale nie pierwsza
lepsza posrednia liczba, tylko liczba, znajdujaca sie w pewnym okre-
Slonym ,,miejscu odstepu pomiedzy dwiema znanymi liczbami. Je-
§liby np. logarytm z 1499 réwnat sie 3'17 580, a logarytm z 1500
wynosit 3*17 609, wowczas madgtby mie np. interesowac¢ logarytm
z 14995, ktérego w tak zwanych ,,pieciocyfrowych* tablicach nie
znajde bezposrednio. Na zdrowy rozum powiem sobie, ze 14995 lezy
doktadnie w $rodku pomiedzy 1499 a 1500, ze zatem i logarytm
powinien rowniez leze¢ w $rodku pomiedzy odpowiednimi logaryt-
mami. Nalezato by zatem znalezé S$rednig arytmetyczng liczb
317580 i 317 609, ktéra po obliczeniu i odpowiednim zaokragleniu
do stutysiecznych da logarytm 317 595. W podobny sposéb mozna
by ,,interpolowac¢* w innym miejscu. Np. dla 1499’8 mozna by sobie
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powiedzie¢, ze wiasnie ,odstep” pomiedzy oboma logarytmami
trzeba by podzieli¢ tez na dziesie¢ rownych czesci, a nastepnie do-
da¢ do logarytmu mniejszej liczby osiem takich czesci. Ten odstep
to wiasnie 3T7 609 — 3*17 580, czyli 0'00029, z czego jedna dziesigta
wynosi 0'000029. Osiem takich dziesigtych czes$ci odstepu daje
0*000232, wskutek czego logarytm z 1499*8 powinienby sie réwnac
logarytmowi z 1499 plus osiem dziesigtych odstepu, co daje
3*17580 + 0*000232, a wiec (po zaokragleniu) 3*17 603.

W taki sam sposdb dokonuje sie w ogole interpolacji w tablicach
logarytmicznych za pomocga tak zwanych P. P. (partes proportiona-
les, czesci proporcjonalne), ktére nie sg niczym innym jak tylko na-
szymi dziesigtymi czeSciami odstepéw pomiedzy sasiednimi loga-
rytmami. Wszelako zatozono przy tym z géry co$ bardzo istotnego,
co bynajmniej nie zawsze musi zachodzi¢ a nawet, co sie tyczy
interpolacji logarytmdéw mniejszych liczb, nie zachodzi tez istotnie.
Mianowicie przy tego rodzaju interpolacji proporcjonalnej, inaczej
Lliniowej", przyjmuje sie, ze caly odstep pomiedzy dwoma znanymi
logarytmami zawiera przyrosty proporcjonalne do przyrostéow liczb
logarytmowanych. Aby to jednak uczyni¢ zupetlnie wyraznym, zba-
dajmy geometryczne znaczenie pojecia interpolacji. Analitycznie
rzecz biorac, zastepujemy liczby, pomiedzy ktérymi szukamy warto-
§ci posrednich, rzednymi (= wartosciami funkcji, ypsylonami czyli
liczbami fautystycznymi). Rzedne, .pomiedzy ktérymi znajdujace sie
luki mamy zapetni¢ nieznanymi nam jeszcze wartosciami posrednimi,
nazwijmy sobie ,,rzednymi rozstawionymi'. W tym momencie, Kiedy
réwnanie krzywej jest znane, nie ma juz wcale zadnej nieznanej rzed-
nej. Bo za kazde ,,miejsce", ktére tutaj jest niczym innym jak odpo-
wiednim x, czyli wartoscig odcietej, mozemy podstawi¢, a w ten spo-
s6b otrzymamy dokfadng warto$¢ rzednej. A zatem z punktu widze-
nia geometrii analitycznej problem interpolacji zmierza po prostu
do tego, aby dla ,,rzednych rozstawionych" wyznaczy¢ jakie$ rowna-
nie krzywej o tej wiasnosci, by zgodnie z tym réwnaniem wszystkie
punkty o naszych rzednych lezaty na krzywej (byly punktami krzy-
wej). Lecz powierzchowny nawet szkic juz nas poucza, ze pomiedzy
dowolnie danymi punktami mozna poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele
krzywych, przy czym wszystkie te krzywe tgcza dane punkty (fig. 73).

A zatem problem interpolacji nie da sie rozwigza¢ sam przez sie,
o ile sie nie poczyni pewnych zatozen. Te wiasnie rozwazymy obecnie.
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Fig. 73.

Przyjmijmy wiec, ze mamy interpolowac nieznang jeszcze krzywa
pomiedzy dwoma tylko punktami. (Por. fig. 74.)

Jesli wybierzemy tak zwang interpolacje liniowa, wtedy po pro-
stu tgczymy te dwa punkty prostg. Jesli uznamy teraz przedziat za
sume wszystkich czesci, na jakie go podzieliliSmy, i nazwiemy go
£ AX, wtedy roznica liczb, czyli rdéznica rzednych, bedzie odpo-
wiednio JMAy. Otéz podzielmy nasz przedziat na réwne czesci
AX. Z rysunku wida¢ bez niczego, ze kazdemu Ax odpowiada pewne
Ay. Ale wskutek zatozenia, ze wszystkie Ax sg sobie réwne, takze
wszystkie Ay sg réwne co do wielkosci. Zachodzi zatem proporcja

AX ; JT Ay = Ax : Ay, przy czym AX réwna sie AX podzie-
lonej przez ilo$¢ czeSci podziatu. JeSli wiec przedziat podzielono na

n czesci, wowczas jest— = AX i odpowiednio ~~~ = Ay. Ale

ten rodzaj interpolacji proporcjonalnej jest dopuszczalny tylko tam,
gdzie ,,krzywg“ mozna istotnie uwazaé za prosta. Poniewaz nasza
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metoda ,liniowa*“ stosowana bywa przy logarytmach liczb wigk-
szych, musimy sie przyjrze¢ krzywej logarytmicznej. Wprawdzie
i dla wiekszych liczb ona tez nie jest wcale prostg, jest jednak tak
zblizona do prostej, ze biad, jaki popetniamy wskutek interpola-
cji liniowej, jest w istocie rzeczy znikomo maty. Jednakowoz w teorii
i ipraktyce statystyki nie stosuje sie bynajmniej tylko interpolacji
liniowych, ale mozna takze zatozy¢ wzglednie zazadaé, by nieznane
jeszcze réwnanie krzywej, ktére ma by¢ spelnione przez wszystkie
dane punkty, miato posta¢ wielomianu, czyli paraboli n-tego stopnia.
Réwnanie to powinnoby zatem brzmiec:

akn + a™»-1+ aXn2+ ... + an 2-fantxi-fanx®=y.

Aby na podstawie podanych punktéw znalez¢ tego rodzaju row-
nania, wymyslono metody subtelne, i genialne zarazem. Dotyczy to
rowniez odpowiedzi na pytanie, jak nalezy w takich wypadkach
przeprowadzaé interpolacje na podstawie juz raz znalezionego réw-
nania. Tu juz przyrosty na y nie sg bynajmniej proporcjonalne do
czesciowych przyrostdw x, ale sg od nich zalezne w sposdb o wiele
bardziej zawity. Ponadto odgrywa jeszcze role to, czy punkty jpodane
lezaty w réwnych od siebie odstepach, czy nie. Obok interpolacji
Lliniowej“ i ,,parabolicznej*“ sg jednak inne jeszcze, o wiele trud-
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niejsze i subtelniejsze metody interpolowania, ktérych juz nawet nie
wymienimy. A chociaz mamy do wyboru witasciwie nieskonczenie wiele
mozliwosci interpolacji, a wiec problem jest zupetnie nieoznaczony,
mimo to udaje sie czesto znalez¢ bardzo precyzyjne wartosci inter-
polacyjne w zastosowaniach praktycznych i dla celéw naukowych.

Aby jednak teoria ta nie wydawala sie zbyt sucha, pokazmy cel
interpolacji w przypadkach praktycznych. Przypusémy, ze w jakims$
panstwie odbywaly sie spisy ludnosci co dziesie¢ lat. Dla braku pie-
niedzy nie dotrzymano raz terminu. A wiec spisow dokonano np.
w latach 1870, 1880, 1890, 1900, 1910, 1930, przy czym daty one
rezultaty Zv Z2 Z3 Z4, ZB Zfl. Nas jednak interesuje liczba ludnosci
w roku 1885, czy w 1907, czy w 1914 albo w 1921. A takze w 1920,
czyli w roku, w ktérym spis wcale sie nie odbyt. Jesli pominaé np. woj-
ne, epidemie itp., to natrafiamy na przypadek interpolacji. | to inter-
polacji pomiedzy rzednymi, ktére po czesci nie sg roéwno oddalone
od siebie, gdyz jeden z odstepow wynosi dwadziescia lat. Mogto by
nas ponadto interesowaé, jak sie przedstawiata liczba ludnosci
przed rokiem 1870, np. w 1860 r., albo jak bedzie ona wyglgdata
dajmy na to w roku 1940. Ten problem uzyskiwania wartosci (rzed-
nych), ktére wykraczajg poza nasz przedzial, nazywa sie problemem
»ekstrapolacji“. W istocie pytamy sie o to, jak przedstawiataby sie
funkcja, ktérg mamy uzyskaé z poszczegélnych rzednych, poza prze-
dziatem tych rzednych, jezeli wtasnosci tej funkcji w przedziale roz-
szerzylibySmy poza przedziat w obie strony.

Nastepny przyktad z astronomii. Przypusémy, ze znamy czes¢
toru komety na podstawie kilku obserwacji jej kolejnych stanowisk.
Dotychczas jednak nie mogliSmy wyznaczy¢ krzywej toru, poniewaz
dokonano za mato obserwacji. A przeciez, jezeli sg pewne przypuszcze-
nia co do ewentualnego ksztattu toru, mozemy z pewnym prawdo-
podobienstwem tor ten obliczy¢ w drodze interpolacji i ekstrapo-
lacji. Obserwacja moze potem pokazac, jak dalece trafne byly na-
sze przypuszczenia. Co wiecej, w przypadku problemu ,,n-mas“, to
znaczy toru, wyznaczonego na podstawie dostrzezonych sit przycig-
gania, .pochodzacych od wiecej niz jednego ciata, zawsze skazani je-
steSmy na tego rodzaju metody, poniewaz problem ,,n-mas“ do dzi$
dnia nie da sie rozwigza¢ inaczej jak statystycznie.

Dodajmy jeszcze, ze pojecia interpolacji i ekstrapolacji posia-
dajg znaczenie daleko poza dziedzing matematyki. W zyciu codzien-
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nym, przy setkach sposobnosci sami operujemy bezwiednie interpo-
lacjami i ekstrapolacjami. Polityka, historia, zycie zawodowe, me-
dycyna postugujg sie tym pojeciem i prdbujg pomiedzy znane zja-
wiska wstawia¢ wartosci posrednie, a raz poznany przebieg jakiego$
zakresu przenie$¢ w przeszto$é, a tym bardziej w wyroczng przy-
szto$€. | czesciej, niz sie to w rzeczywistosci dzieje, nalezato by takze
w pozamatematycznym zyciu uwzglednia¢ $cistg przezornos$¢ mate-
matyka, szczegdlnie w odniesieniu do ekstrapolacji. Dato by sie
wtedy niejednokrotnie unikng¢ zgubnych wnioskéw, wyciaganych
z terazniejszosci na przysztosc.

Teraz jednakze wyczerpaliSmy dostatecznie temat, jaki sobie po-
stawiliSmy. Jak sie spodziewamy i wierzymy, dotrzymalismy rowniez
naszego przyrzeczenia, poprowadziwszy czytelnika od tabliczki mno-
zenia do calki. Jezeli, w wyzszych zwlaszcza dziedzinach, wytwarzat
sie stan rzeczy coraz bardziej niezadawalajgcy, kiedy to ciggle pra-
wie musieliSmy zastrzegac sie, ze ten i dw problem, to i owo rozwigza-
nie w rozwinieciu przekracza nasze ramy, to woéwczas—prosze mi wy-
baczy¢ — uwaga taka podyktowana byta istotnie niedostatkiem na-
szych wiadomosci. Jasne poznanie wiasnych granic nigdy nie moze
deprymowaé. Dla szlachetnych umystéw bedzie raczej bodzcem do
wyrwania zadta niewiedzy z ciata. Co wiecej, uswiadomienie nie-
wiedzy to réwniez jedyna pobudka do usuniecia brakéw przez prace.
Kazdy cztowiek, kazdy nardd, cata ludzkos¢ ma tyle przysziosci
przed soba, ile wiedzie za sobg nierozwigzanych problemoéw, ktére
oczywiscie bada uporczywie. Bo kres postepu jest subiektywnym
ztudzeniem, a tak zwane zakorniczenie rozwoju oznacza tylko mar-
twote. Kazdy z naszych tytanéw matematyki, czy imie jego Pita-
goras, Eudoksos, Euklides, Archimedes, Apollonius z Perge, Alch-
warizmi, Kepler czy Descartes, uwazat rozwdj za zamkniety w jaki$
sposob. A wszyscy wspotczesni, idac za swymi przewodnikami ducho-
wymi, byli tego samego zdania. Ale potem przyszedt Newton, przy-
szedt Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann, Weierstrass, Min-
kowski, Hilbert. I stale bedg coraz to inni przychodzili. Skoro wiec do-
tychczas wdarlismy sie tylko nieco w dziedzing matematyki, to
mimo to dla zadowolenia wasnej ambicji mozemy powiedzie¢ sobie,
ze przynajmniej zbadaliémy zasadniczo to, co najistotniejsze. | ze
dopieliSmy czego$ bardzo waznego. Wiemy mianowicie, co da sie
w matematyce osiggng¢, czego da sie nauczy¢, co mozna zbadac.
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A przez to uzyskaliSmy rzecz najwazniejszg: Powazanie dla praw-
dziwej wielkoSci rozumu. Faust méwi w pewnym miejscu: ,,Przy-
wyklismy, ze ludzie wyszydzajg to, czego nie rozumiejg“. Jesli do
tych stow Goethego zastosujemy ,,funkcje odwrotng“, wéwczas wy-
razimy to, co nalezy uwaza¢ za wspo6lng korzy$¢ z naszej pracy:
.Cztowiek to tylko powaza, co rozumie“. Powazanie jednak uznaje
rzeczy powazane jako doskonate. A do doskonatosci musi i bedzie
dazy¢ jednostka, nardd, ludzkos¢. Nie tylko w swym wiasnym inte-
resie, lecz i dla wiekszej chwaty Boga.

Od tabliczki do rézniczki 23
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