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ELEKTRYCZNY ANALOG BELKI NA SPRĘŻYSTYM PODŁOŻU 
I JEGO ZASTOSOWANIE DO OBLICZEŃ WYTRZYMAŁOŚCIOWYCH 
PŁASZCZA BĘBNA MASZYNY WYCIĄGOWEJ

Streszczenie. Zagadnienie obliczenia płaszcza 
bębna maszyny wyciągowej sprowadzono do zagadnie 
nia belki na sprężystym podłożu uzupełnionym do­
datkowymi elementami sprężystymi, odpowiadający­
mi żebrom usztywniającym. Podano następnie opis 
budowy elektrycznego analogu takiej belki, w któ 
rym uogólnionym siłom odpowiadają prądy, a uogól 
nionym odkształceniom napięcia. Omówiono i zilu­
strowano przykładem liczbowym sposób przelicze­
nia wielkości mechanicznych układu belki na od­
powiadające im większości elektryczne układu a- 
nalogu.

Stosowane obecnie sposoby obliczeń wytrzymałościowych płaszcza 
bębna maszyny wyciągowej Jako podstawę obliczeń przyjmują u- 
proszczony model takiego płaszcza w postaci cylindrycznej, izo 
tropowej powłoki nieusztywnionej lub usztywnionej poprzecznymi 
żebrami i obciążonej osiowo-symetrycznie.
Obliczenia takiego płaszcza sprowadzają się do rozwiązania li­
niowego równania różniczkowego czwartego rzędu [1, str. 272J* 

Możliwy jest również inny sposób obliczeń wytrzymałościo­
wych płaszcza bębna maszyny wyciągowej, wykorzystujący ogólnie 
znane podobieństwo w równaniach opisujących odkształcenia po-
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włoki cylindrycznej i belki na podłożu sprężystym. Podobień­
stwo to ma również swoje uzasadnienie fizyczne, w którym belką 
na podłożu sprężystym jest element powłoki (rys. 1), wraz z

Rys. 1. Elementarny wycinek powłoki płaszcza

przypadającą na niego częścią obciążenia, wycięty dwoma pła­
szczyznami osiowymi., Założono, że płaszczyzny te przecinają 
się pod kątem;

(1)
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przy czym przyjęto, że występująca w równaniu (i) jak również
w innych równani.ach tej pracy długość łuku Ał (rys* 1) ma war
tość przyjętej jednostki długości np. 1 cm« Oznaczenie jednost
kowej długości łuku przez Ał jest konieczne ze względów wy«
miarowycho Obciążenie elementu określone jest przez powierz«

kGchniowe natężenie obciążenia płaszcza bębna p — — [1, str* 27lJ.
kG cmMnożąc powierzchniowe natężenie p — —  przez jednostkową szero-
cm

kość Al elementu otrzymujemy liniowe natężenie obciążenia ele 
kGmentu q — t  Oddziaływanie na tak wycięty element pozostałej cm

części powłoki (układ sił N na rys. 1) jest równoważne podpar- 
ciu elementu podłożem sprężystym o współczynniku sprężystości 
C!p równym

„SS.ĄŁM- (2)p r r 2 cm

Uzasadnienie równania (2) znajduje się w podręcznikach wy­
trzymałości materiałów np. w [2, str. 62C0• W ten sposób za­
gadnienie wytrzymałości powłoki cylindrycznej, obciążonej osio 
wo-symetrycznie sprowadza się do zagadnienia belki o sztywno- 
ści 1 ■ rp (obliczenie momentu bezwładności przekroju elementu

1-lT
podaje praca [_1, str. 271 ] leżącej na podłożu sprężystym o

kGwspółczynniku sprężystości C i obciążonej obciążeniem o
kGnatężeniu q — . Jeżeli taka powłoka usztywniona jest poprzecz cm

nymi żebrami usztywniającymi, to odpowiadająca jej belka na po 
dłożu sprężystym posiada jeszcze dodatkowe elementy sprężyste 
w postaci podpór i utwierdzeń sprężystych.

Rys. 2 przedstawia fragment podłużnego przekroju użebrowa- 
nego płaszcza bębna maszyny wyciągowej, na którym widać żebro
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usztywniające wraz z przylegającą do niego częścią płaszcza 
przed i po obciążeniu» Przyłożenie do płaszcza osiowo=-syme*= 
trycznego obciążenia powoduje również osiowo-symetryczne od“ 
kształcenie tak płaszcza jak i żeber usztywniających® Jak wi­
dać na rys® 2 odkształcenie żebra usztywniającego polega na je

Ąys® 2® Fragment podłużnego przekroju płaszcza
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go promieniowym ściśnięciu o odcinek Ar i jednoczesnym skrę- 
ceniu każdego jego przekroju o kąt A fi « W celu uproszczenia o- 
bliczeń założono, że przekroje żebra w czasie skręcania nie ub­
iegają deformacji, obracając się jedynie wokół pewnego punktu

przekroi o kąt A ¡i jest wynikiem działania ze strony powłoki 
na myślowo oddzielone od niej żebro usztywniające ciągłego i 
osiowo-symetrycznie rozłożonego nacisku promieniowego o natę-

że przy założeniu małych odkształceń A r i A/3 zależności
między tymi odkształceniami a wywołującymi je siłami qQ
i in są liniowe® o

Układ belki na podłożu sprężystym uzupełniony dodatkowymi 
podporami i utwierdzeniami sprężystymi, a odpowiadający użebro 
wanemu płaszczowi bębna maszyny wyciągowej, przedstawia rys.3b. 
Rys. 3a przedstawia fragment poprzecznego przekroju użebrowa- 
nego płaszcza® Jak widać z rys. 3b działaniu żeber usztywnia“ 
jących odpowiada działanie dodatkowych podpór i utwierdzeń 
sprężystych, przyłożonych w miejscach tak rozmieszczonych na 
długości belki, jak rozmieszczone są na długości płaszcza że­
bra usztywniające. Współczynnik sprężystości dodatkowej podpo­
ry sprężystej określa ogólne równanie*

C. Ściśnięcie promieniowe żebra o odcinek Ar i obrót jego

C kG (3)zm Ar cm

Dla konkretnego żebra usztywniającego ma ono postać*



Rys. 3. Użebrowany płaszcz bębna maszyny wyciągowej i odpowiadające mu belki
sprężyście podparte

a) użebrowany płaszcz, b| belka na podłożu sprężystym, c) uproszczony układ
belki na podłożu sprężystym
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w którymś
Fm - powierzchnia m-tego żebra usztywniającego , 
rm - promień środka ciężkości tego przekroju«

Równanie (3a) określa w sposób przybliżony z wystarczającą 
jednak dla rozpatrywanego zagadnienia dokładnością.
Ogólne równanie określające współczynnik sprężystości utwier­
dzenia sprężystego ma postać?

w

W przypadku żebra o prostokątnym przekroju przybiera ono po­
stać następującą?

0 .SĆM .  ^ E - Ł S s a  Mum 12r rw rd

Oznaczenia stosowane w równaniu (4a) odnoszą się do rys* 2 
natomiast uzasadnienie tego równania znajduje się w pozycji 
[2, str, 673J podanej literatury, Określenie współczynników 
sprężystości utwierdzeń sprężystych, odpowiadających żebrom 
usztywniającym o innych przekrojach, jest zagadnieniem obszer­
niejszym i wymagaj ącym ¡¿¿osobnego omówienia, Dzieląc ciągły 
ośrodek sprężysty belki (rys, 3b) o długości 1 na n równych 
części i zastępując każdą z nich podporą sprężystą o współczyn 
niku sprężystości określonym równaniom?
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otrzymuje się uproszczony układ belki na podłożu sprężystym, 
przedstawiony na rysQ 3c0 Całkowity współczynnik k-tej podpory 
sprężystej oznaczany w dalszym ciągu tej pracy przez będzie 
wynosiłg

Przedstawiona interpretacja użebrowanego płaszcza bębna ma- 
szyny wyciągowej daje możliwość zastosowania do obliczeń pła­
szcza elektrycznego analogu belki na podłożu sprężystym [3]o 
Podstawą budowy analogu jest uproszczony układ takiej belki, 
którego fragment przedstawia rys0 4a0 Między układem przedsta 
wionym na tym rysunku a układem z rys„ 3c nie ma żadnych istot 
nych różnic« Obciążenia skupione zastępujące obciążenie 
ciągłe układu z rys« 3c mają wartości?

Belka z rys« 4a jest układem wielokrotnie statycznie niewy- 
znaczalnym« Przyj ęty odpowiadający mu układ statycznie wyzna- 
czalny przedstawia rys« 4b0

C + Cz dla kaO i ksn oraz k tych podpór, przy
których znajdują się elementy sprę 
żyste odpowiadające żebrom usztyw 
niającym« C dla pozostałych k .

Pk « p ¿kG, k « 1,2 (n-1) (7)

Dla dowolnego odcinka belki z rys0 4b ważne są następujące 
związki?

równania równowagi

(8)
Sc,k-1 ' “ \-1,k



Hys 
a •

4» B’ragment belki na podporach sprężystych i odpowiadający mu
fragment analogu elektrycznego

belka na podporach sprężystych* b - linia ugięcia belki* e - u- kład elektryczny analogu belki
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równania wiążące odkształcenia odcinka 1^ z siłami, które te 
odkształcenia wywołują:

a k-1 ,k “ ̂ kjk-l " 2E^J ^ - 1  + V

^ k - l .k  " a k-1,k “  6E^J 2̂Mk-1 + V

f k “  *  k-1 
* k - l #k  ------  -

k ^ k - r  °  pk -i "  V n k ^ i . ^ 2
ck \ Ck-1 1k

(9 )

Dalsze równania dają warunki równowagi utwierdzeń spręży­
stych. Dla utwierdzenia przy (k+1} podporze (rys. 4b) równanie 
równowagi ma postać:

+1 ” Flk+1 ̂ C a ak+1 um
( 10)

w równaniach (8), (9) i (10) oznaczają:

“k-1> \ >  “k-l.k* Sc.k-I* ®k-1,k* “k,k-1 - “ ’"“ ‘y «“^ e> slJy 
tnące i kąty obrotów na końcach k-tego odcinka.
^k-1 k “ ką* obrotu cięciwy odkształconego k-tego odcinka, 
0fk+1 - kąt obrotu utwierdzenia sprężystego przy (k+l) pod

porze sprężystej, 
f k_i »fk“ '“eięcia (k“1) i k podpory sprężystej.

Układom równań (8), (9) i (10) odpowiadają następujące umowy, 
określające dodatnio zwroty uogólnionych sił i odkształceń. Do



Elektryczny analog belki na sprężystym podłożu..._________ 281

datnie zwroty momentów sił wchodzących do równań statyki oraz 
dodatni kierunek obrotów przekrojów poprzecznych belki jest 
zgodny z kierunkiem obrotu wskazówek zegara. Dodatni zwrot sił 
poprzecznych i ugięć skierowano pionowo w dół.
Układ równań (8), (9) i (10) nie zawiera warunków nierozdziel- 
ności odkształceń elementów składowych układu z rys. 4b. Warun 
ki te wyrażają się ogólnymi równaniami

^k.k-l " ̂ kjk+l

a ich realizacja nastąpi, jak to zostanie wykazane w dalszej 
części pracy przez odpowiedni sposób połączeń poszczególnych 
fragmentów analogu zbudowanych na podstawie równań (8), (9) i 
(10). Schemat elektrycznego analogu belki na podłożu spręży­
stym przedstawia rys. 4c.

Składa się on z szeregu odpowiednio połączonych transforma­
torów i oporów. Transformatory posiadają po trzy uzwojenia na­
winięte w tym samym kierunku, z których dwa mają równe ilości 
zwojów. Przekładnia między trzecim uzwojeniem a każdym z dwóch 
pozostałych wynosi 3-̂ *1 • Założono, że transformatory są ide­
alne. Układ elektryczny z rys. 4c został tak zbudowany, aby 
prądy płynące w poszczególnych jego gałęziach odpowiadały uo­
gólnionym siłom występującym w układzie z rys. 4b. Różnice po­
tencjałów między odpowiednio dobranymi węzłami układu elek­
trycznego odpowiadają uogólnionym odkształceniom układu mecha­
nicznego belki sprężyście podpartej. Ogólnie wyraża się to na­
stępującymi równaniami symbolicznymi:

J— ~P, M 
U -— ?,<*•

przy czym znak oznacza "odpowiada".
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Stosując do układu elektrycznego z rys* r4c pierwsze i dru­
gie prawo KLrchhoffa, oraz pamiętając o podstawowych własno­
ściach transformatora idealnego, otrzymujemy następujące rów­
nania elektryczne, odpowiadające układowi równań mechanicznych
(8), (9} i (10)

£ 1  - i  - JL . k **

C ,  -  i - 38*  ( J L +

C i . k  ■ < - 1  - \  (2JL ♦ i>

Dv . y .S ta
k-1,k lk

(12)
TP  x TQ  TQ  ?  + JQ - JQJk + Jk.k-1 " k.k-j-1 rC _ >1, , JfriL0fc8 teŁJtBp

tQ tQ
k»1,k “ “ k,k-1

0? J  R°U - U,00k+1 k+1 m k+1

Porównując obie grupy równań mechanicznych i elektrycznych 
zauważa się, że istnieje między nimi pełna analogia, w szcze-
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gólności zaś poszczególnym wielkościom mechanicznym odpowiada­
ją następujące wielkości elektrycznej

pk "  i

i

Q  —— —k-1,k k-1,k

cc —— — u00k-1,k k-1

V — —  uVk-1,k k-1,k

f.k

i —6E1J “k

i—  . . riCU c m  murn

W celu dokładnego określenia wielkości natężeń prądów zasi­
lających układ analogu, jak również w celu określenia innych 
elementów tego układu, przyjęto następujące skale przejściowe 
wiążące wielkości układu mechanicznego z odpowiadającymi im 
wielkościami układu elektrycznego analogu. Skala natężenia prą 
dóws TP
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skale oporności;

R° £ -1 cm
C KG

RCU fi
1 rd
C KGcmu

R fi
rd
KGcm

fa)

Skale przejściowe dla pozostałych odpowiadających sobie 
wielkości mechanicznych i elektrycznych wynikają z założonych 
skal i równań (9) i (12)

k £  A _
TI " M KG cm

‘■cc
Ua V
of " kl,̂ H rd

rd

£  v k If " 1 M cm

fb)

Płaszcz bębna maszyny wyciągowej, obok wielkości liczbowych, 
charakteryzują także pewne warunki brzegowe, które określają 
równocześnie warunki brzegowe tej belki na podłożu sprężystym, 
która danemu płaszczowi odpowiada« Te ostatnie warunki brzego­
we określają z kolei wartość współczynników sprężystości koń­
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cowych podpór i utwierdzeń sprężystych CQ, Cn i Cuo, belki 
z rys® 3c* Zakresy ich wartości są następującej

0  <  C <  oo O
0 <  C <  oo n
0 <  C <  oouo
0  <  C <  oo un

(13)

n - ilość odcinków
W stosunku do elektrycznego analogu belki na podłożu sprę­

żystym zakresom wartości mechanicznych odpowiadają następują­
ce zakresy ich elektrycznych odpowiedników

0 < R V <  oon

0 <  RCU <  oo O

0 <  RCU<  oo n

fH)

Jako przykład zastosowania praktycznego podanych wyżej roz­
ważań teoretycznych rozpatrzono następujący przykład liczbowy.

Należy ustalić podstawowe wielkości elementów składowych
elektrycznego analogu belki na podłożu sprężystym, odpowiada­
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jącej użebrowanemu płaszczowi bębna maszyny wyciągowej o nas tę 
pujących danycht 

Płaszcz bębna

E = 2100000 —  
cm

V a 0,3

g ■ 1,2 cm

r = 230 cm
1 a 200 cm 

4J a 4 cm 
P » 18^2-

cm »

Żebra usztywniające
Klaszcz usztywniony jest dwoma symetrycznie rozmieszczonymi 
żebrami usztywniającymi o jednakowych prostokątnych przekro­
jach. Odległość między żebrami usztywniającymi wynosi 84 cm. 
Wymiary przekrojów żeber usztywniających
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Warunki brzegowe
Należy rozważyć dwa przypadki warunków brzegowych:

a) C = C ■ coo n
C = C S 0uo un

b) C =» C 5* OOo n
C = C a OOuo un

Podstawowe wielkości, określające belkę na podłożu sprężystym 
odpowiadającą rozpatrywanemu płaszczowi, określają równania
(2), (3) i (4).

E 2100000    kGE * --     r * 2307692 — “
1-r 1-0,3 cm

q = p. A l  = 18*1 * 18 ̂ 2.H * cm
r: T-

c . SŁ 4Ł . 2100000.^ . J L . „ 47t64 *2-^p r r 230 * 230 2cm

0 „ c  . S - . 2122222^1 220
u1 u2 12r r 12,230 215,4w

- 19355,81 ^

0 . 0 =  E?mAI - 8100000.56,1 kfl
z1 z2 r r 222,4 . 222,4 2377>59 Cmm m
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Belka na podporach sprężystych
Założono podział całkowitej długości belki na 50 odcinków«. Wo­
bec tego przy podanym poprzednio rozmieszczeniu żeber usztyw­
niających odpowiadające im elementy sprężyste będą się znaj­
dować przy 15 i 36 podporze sprężystej

0 - V  n " 47>64 • ^  * 190*56 S

? ■ p ■ 18®4 * 72 kG, k * 1,2,®®*®* 50K IX

ck -

-dla k ■ 0 i k = 51

190,56 “  dla k“1,2,o eeo 50 z wyjątkiem k- 1 5 i k»36 om

2568,15 —  dla k * 15 i k - 36 8 cm

fo dla k=0 i k-51 w przypadku (a) warunków brzegowych 

00 dla k*0 i k*51 " (b) " "

0 dla k*192,®8® 50 z wyjątkiem k=15 i k»36

19355,81 dla k-15 i k-36

Cuk <

Elektryczny analog belki na podporach sprężystych 
Założony poprzednio podział belki na 50 równych odcinków usta­
la ilość i przekładnie transformatorów analogu® Analog będzie 
posiadał 51 transformatorów® Przekładnia pierwszego i ostatnie 
go transformatora będzie wynosiła 2s1®
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Przekładnie transformatorów pozostałych 4:1. Dla określenia o- 
porów i prądów zasilających analog, przyjęto następujące skale 
przejściowe (a)

1jbA.
\  - T b

k . 1 * 2 -  o a
kG

k - i o 2 f -u rd
kGcm

M S2 
rd 
kGcm

kx = 1

Pozostałe skale przejściowe (b) mają wobec tego wartości:

- mA_
kGcm

U00 V
koc - Ir - V * *  " 1000 T a

IjV y
*v * T  ■ V “« - 1000 &  

- -T - V S i  - 1000 ̂

Przyjęte skale przejściowe (a) i obliczone poprzednio wielko­
ści mechaniczne pozwalają obliczyć wielkości prądów zasilają­
cych i oporów analogu
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ik » 72 mA9 k--i1 ¡,2 9 o o«« 50

5825 kS2 dla k=1,2,.»oo50 z wyjątkiem k=15 i k=36 

^  = 1 389 9-4 i2 dla k=15 i k»36

R^u - 5l6j6i2, k»15 i k=36

« k H
09036i2 dla k»1 i k=50 

0926i2 dla ks2 8 3 8 o o » * 49

Skale przejściowe (b) umożliwiają przejście od zmierzonych na 
analogu wielkości elektrycznych do odpowiadających im wielko­
ści mechanicznych»
Warunki brzegowe t 

przypadek a)

RC » R° = 0  o 51

przypadek b)

r cu r011 = ̂  Ro = 51 °°

RC *2 R °  =  0  o 51

RCU - - 0o 51

Fragmenty schematu analogu* w których znajdują odbicie
przyjęte wyżej warunki brzegowe9 przedstawia rys* (5a) i (5b)o



f5f-o
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Rys# 5a. Schemat realizacji warunków brzegowych w przypadku 
«a” przykładu podanego w tekście wvo
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Rys0 5b0 Schemat realizacji warunków brzegowych w przypadku MbM
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Przedstawione w pracy rozważania teoretyczne, jak również 
rozpatrywany przykład liczbowy, wskazują na pełną przydatność 
omawianego analogu do obliczeń wytrzymałościowych płaszczy bęb 
nów maszyn wyciągowych. Atrakcyjność stosowania analogu polega 
głównie na bardzo znacznym skróceniu czasu wykonywania tych 
obliczeń.
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S JIEK T FH H EC K H ii A H A JIO r E A J K H  H A  yilp yTO M  OCHOBAHHM H 
E T O  H P H M EH EH H E H J H  HPOHHOCTHHX P A C H ET 0 3  K O J0 X A  B A -  
PAB AH A HOJifcEMHOH MAHMHH

P e 3 u  m  e

Bonpoc pacneTa Koxyxa óapadaHa noflteMHoft ManniHH 
6 w i CBeneH k Bonpocy Ós l jir k Ha ynpyroM ocHOBaHHH no 
nojmeHHOM ^oóobohhhmh ynpyriiMEi BjreMeHTaMJi cooTBe- 
CTCTByramHMH peÓpaM sbctkocth . flajmne saeTcn; onuca-
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Hue ycTpoiiCTBa ejieKTpHnecKoro aHajiora Taicoii dajio, 
B KOTOpOM OdodmeHHHM CHJraM COOTBeTCTByiOT CHJIH TOKa 
a ododmeHHHM ^e$opmmiHM - HanpfraeHHH, OimcHBaeTca. 
vl HJUDOCTpapyeTCH HHCJieHHHM npHMepoM cnocod nepec« 
neTa MexaHHqecKHx Bejnrara cucTeMH dajucH na coot« 
BeTCTByioimie hm 3JieKTpiraecKiie BeJMHHHH CHCTeMH aHa 
Jiora,

ELECTRIC ANALOG OP BEAM OH THE ELASTIC BASE AND ITS APPLICA­
TION TO STRENGTH CALCULATIONS OP WINDING DRUM SHELL

S u m a a r y

The strength calculating problem of winding drum shell was 
trought down to the problem of beam on the elastic base with 
additional springs elements which determine of stiffening rib 
equivalento Next, the description of electric analog construc­
tion was given, in which to general forces auswer the currents 
and to general case of strain auswer the voltage® The method 
of count over the machanical quantitys of beam system to auswe 
ring them electrical quantitys of analog system, were discused 
and illustrated by numerical example9


