KSIEGA PAMIATKOWA

PIERWSZEGO POLSKIEGO
ZJAZDU MATEMATYCZNEGO

LWOW, 7—10. IX 1927

DODATEK
DO , ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE*

WYDANO Z ZASILtKU.FUNDUSZU KULTURY NARODOWEJ

KRAKOW

CZCIONKAMI| DRUKARNI UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO
POD ZARZADEM JOZEFA FILIPOWSKIEOO

1929






KSIEGA PAMIATKOWA

PIERWSZEGO POLSKIEGO
ZJAZDU MATEMATYCZNEGO

LWOW, 7—10. IX 1927

DODATEK
DO ,,ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE"

WYDANO Z ZASItKU FUNDUSZU KULTURY NARODOWEJ

KRAKOW

CZCIONKAMI DRUKARNI UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO
POD ZARZADEM JOZEFA F1UPOWSKIEOO

1929



W fpt:3E3S)



SPIS RZECZY.

Sir
Wtadze Z jazdu 1
Lista uczestnikéw Zjazdu 2
W step 7
Dziat I. Logika matematyczna i podstawy matem atyKi....... 16
Dziat Il. Teorja mnogos$ci i funkcji zmiennej rzeczywistej.....iivcriiennnn 37
Dziat Ill. Analiza i algebra . . . . . ; 119

Dziat IV. Geometrja ..
Dziat V. Mechanika, Fizyka matematyczna, Matematykastosowana « ¢ 178
Dziat VI. Dydaktyka matem atyKki
Lista autoréw referatéw wygtoszonych na Zjezdzie




Wtadze Zjazdu.

Komitet

Banachiewicz Tadeusz
Bartel Kazimierz
Dickstein Samuel
Huber Maksymiljan
Krygowski Zdzistaw
Lichtenstein Leon

Honorowy.

t ukasiewicz Jan
Natanson Wiadystaw
Sierpinski Wactaw
Staniewicz Wiktor
Zaremba Stanistaw
Zérawski Kazimierz

Prezydjum Zjazdu.

Wactaw Sierpinski, prezes, Tadeusz Banachiewicz, Leon Lichtenstein,
Stefan Mazurkiewicz, wiceprezesi, Kazimierz Kuratowski, sekretarz.

Komitet Organizacyjny.

Prezes:

Zastepca prezesa:

Referent mieszkaniowy:
” programowy:
" skarbowy:

Sekretarz:

Maksymiljan Huber
Hugo Steinhaus
Wiodzimierz Stozek
Stefan Banach

Antoni fomnicki
Wiadystaw Nikliborc.

Przewodniczacy Sekcyj.

A. Sekcja logiki matematycznej i podstaw matematyki: Chwi-

stek, tukasiewicz, Tarski.

B. Sekcja algebry i teorji liczb: Biernacki, Staniewicz, Zylinski.

C. Sekcja teorji mnogosci

i funkcji zmiennej rzeczywistej:

Banach, Kuratowski, Ruziewicz. Saks.
D. Sekcja analizy: Leja, Lichtenstein, Nikliborc.

E. Sekcja geometrji: Garlicki, Hoborski, Slebodzifiski.

Dodatek do Roci. poi. Tow. matom.



F. Sekcja matematyki stosowanej: Sptawa-Neyman, Steinhaus.

G. i H. Sekcje mechaniki, fizyki matematycznej i astronomji:
Banachiewicz, Blumenfeld, Grabowski, Rosenblatt.

l. Sekcja dydaktyki, historji i filozofji matematyki: Dickstein,
tomnicki, Pajak.

Komisja Wnioskow.

Przewodniczacy: W. Sierpinski.
Cztonkowie: T. Banachiewicz, M. Huber, A. Lomnicki, S. Ru—
ziewicz, H. Steinhaus, W. Stozek.

Komitet Redakcyjny Ksiegi Zjazdu.

Redaktorowie: Stefan Banach i Kazimierz Kuratowski.
Sekretarz: Stefan Kaczmarz.

Lista uczestnikow Zjazdu.

Abramowicz Kazimierz dr. zastepca prof. uniw. Poznan.
Abramowiczéwna lzabela prof, gim. Poznan.
Andersen Aksel Frederik dr. docent uniw. Kopenhaga.
Aulich Witold inz. dr. asystent politechniki, Lwow.
Babski Bohdan prof. gim. Krélewska Huta.
Battowski Franciszek prof. gim. tancut.

Banach Stefan dr. prof. uniw. Lwodw.
Barchanowska Helena prof. gim. Gostynin.

Baran Jan prof. gim. Torun.

Bary Nina dr. Moskwa.

Bieganski Edward dyr. gim. towicz.

Biernacki Mieczystaw dr. Paryz.

Bilinska Helena prof. sem. Lwow.

Birgfellner Jan dyr. gim. Gniezno.

Birnbaum Zygmunt mag. praw, prof. gim. Lwdw..
Blumenfeld lzydor inz. dr. Lwow.

Borkowska Janina prof. gim. Warszawa.

Bottcher tucjan dr. docent polit. Lwow.

Broniec Karol prof. gim. Tarnowskie Gory.
Burdecki Karol dr. prof. gim. Wagrowiec.

Cielecki Janusz prof. gim. Warszawa.



Czajkowski Leon prof. gim. Bielsko Podlaskie.
Dickstein Samuel dr. prof. uniw. Warszawa.
Dziwinski Placyd dr. prof. polit. Lwow.

Ernst Marcin dr. prof. uniw. Lwow.

Erycz Kazimierz dr, prof. gim. Lublin.

Freilich Arnold dr. prof. gim. Lwdw.

Fuchs Zygmunt inz. dr. adjunkt polit. Lwow.
Garlicki Stanistaw inz. prof. polit. Warszawa.

Glass Stefan dr. asystent uniw. Wilno.

Golczewski Kajetan prof. gim. Lwow.

Greniewski Henryk dr. Warszawa.

Gruzewski Aleksander dr. asystent polit. Warszawa.
Grycz Karol prof. gim. Cieszyn.

Halfter Piotr prof. gim. Grodno.

Helman Wiktor prof. gim. Lublin.

Herstaldwna Wanda prof. gim. Krakdw.

Hlavaty Wactaw dr. docent uniw. i polit. Praga.
Hoborski Antoni dr. prof. uniw. i Akad. Gor. Krakéw.
Hommé Marja prof. gim. Lwow.

Huber Maksymiljan inz. dr. prof. polit. Lwow.
Hurewicz Witold dr. asystent uniw. Amsterdam.
Ignatowicz Bolestaw prof. gim. Warszawa.
Iwanowski Arkadjusz kand. nauk. mat. tomza.
Izdebski Stanistaw dyr. gim. Otwock.

Jacob Mojzesz dr. technik ubezp. Wieden.
Jamrogiewicz Roman dr. prof. gim. Lwow.
Jankowski Ksawery kand. nauk mat. major W. P. Warszawa.
Jaskowski Stanistaw Warszawa.

Kaczmarz Stefan dr. asystent polit. Lwow.
Kaczynski Stanistaw prof. gim. Ptock.
Kamionkéwna Marja prof. sem. Radom.

Karczewski Janusz prof. gim. Wejherowo.
Kempisty Stefan dr. prof. uniw. Wilno.

Kerner Michat Warszawa.

Knaster Bronistaw dr. docent uniw. Warszawa.
Kolanowski Witodzimierz inz. asystent polit. Warszawa.
Kolczynski Stefan prof. gim. Gniezno.

Koim Jan prof. gim. Lwow.

Koperny Jozef prof. gim. Pleszew.



4

KosifAski Konstanty prof. gim. Biatystok.
Kozniewski Andrzej Warszawa.

Krassowski Zenon prof. gim. Biatystok.

Krupicka Anna prof. gim. Krakdow.

Kuczkowska Stefanja prof. gim. Biatystok.
Kuczkowski Jan prof. gim. Biatystok.

Kunicki Wiadystaw dyr. gim. Lublin.

Kuratowski Kazimierz dr. prof. polit. Lwow.
Lantsch Jan prof. gim. Tarnopol.

Leja Franciszek dr. prof. polit. Warszawa.
Lesniczukéwna Janina prof. sem. Zawiercie.
Lewicki Wincenty prof. sem. Lwow.

Lichtenberg Witadystaw prof. gim. Lwow.
Licbtenstein Leon dr. prof. uniw. Lipsk.
Lindenbaum Adolf Warszawa.

Loria Stanistaw dr. prof. uniw. Lwow.
Losterowna Marja prof. gim. Ostrow WKkp.
tobacz J6zef ks. dr. teol. Krakdow.

tomnicki Antoni dr. prof. polit. Lwow.

tomnicki Zbigniew urz. Zakt. Ubezp. Lwow.
tukasiewicz Jan dr. prof. uniw. Warszawa.

Luzin Mikotaj prof. uniw. Moskwa.

Madlerowa Wanda dyr. sem. Zamosc.

Majewski Wiadystaw major W. P. Torun.
Makarewicz Jozef kand. nauk mat. prof. gim. Lublin.
Maksymowicz Adam dr. docent polit. prof. gim. Lwow.
Matuszkiewicz Wiadystaw prof. sem. Czestochowa.
Matusewicz Ludmita kier. gim. Warszawa.

Mazur Stanistaw Lwow.

Mazurkiewicz Jozef dyr. gim. Bydgoszcz.
Mickiewicz Wtadystaw prof. gim. Zamosc.
Mienszow Dymitr prof. Instytutu matem. Moskwa.
Mihutowicz Jerzy dr. prof. gim. Lwodw.

Milecka Helena prof. gim. Warszawa.

Myslicki Wactaw prof. gim. Grodno.

v. Neumanu Jan dr. docent uniw. Berlin.
Neymann-Sptawa Jerzy dr. Krakow.

Niedojadto Piotr prof. gim. Torun.

Niedzwiecki Zenon prof. gim. NieSwiez



Nikliborc Wiadystaw dr. asystent polit. Lwow.
Nikodym Otto dr. prof. gim. Krakdow.
Nikodymowa Stanistawa dr. Krakow.
Ohrenetein Szymon prof. gim. Drohobycz.
Orlicz Wiadystaw asystent uniw. Lwow.

Pajagk Stanistaw wizytator Lwow.

Pajgkowna Jadwiga Krakéw.

Paradecki Zygmunt prof. sem. Tomaszéw Maz.
Perzyna Jozef prof. sem. Chetm Lub.

Piekarski Bronistaw Warszawa.

Piestrak Feliks inz. dyr. Szkoly gérn. Tarnowskie Gory.
PietkiewiczOwna Amelja prof. gim. Czestochowa.
Piotrowski Jan inz. prof. polit. Warszawa.
Podjedowna Agnieszka dr. prof. gim. Warszawa.
Poptawska Alodja prof. sem. Lublin.
Pressburger Mojzesz Warszawa.

Prokofl Jozef prof. gim. Warszawa.

Rosenblatt Alfred dr. prof. uniw. Krakdw.
Rosental Stefan Krakow.

Rudnicki Juljusz dr. prof. uniw. Wilno..
Rusiecki Antoni instruktor Min. W. R. i O. P. Warszawa.
Ruziewicz Stanistaw dr. prof. uniw. Lwow.
Rybarczyk Aleksander prof. sem. Biatystok.
Rymaszewski Eugeniusz prof. gim. Lublin.

Saks Stanistaw dr. docent uniw. Warszawa.
Schauder Joachim prof. gim. tancut.

Schauder Juljusz dr. prof. gim. Lwodw.
Scbweizeréwna Irena dr. prof. gim. Warszawa.
Seipeltéwna Lidja dr. asyst. uniw. Poznan.
Sergescu Piotr dr. prof. uniw. Cluj.

Sierpifiski Wactaw dr. prof uniw. Warszawa.
Skulicz Marjan prof. gim. Sambor.

Slebodzinski Witadystaw prof. Szkoty Budowy Maszyn, Poznan.
Stawicka Stefanja prof. gim. Rybnik.
Sokotowski Lech Warszawa.

Sosnowski Witold Warszawa.

Staniewicz Wiktor dr. prof. uniw. Wilno.
Stasiuk Bazyli dr. prot. gim. tancut.

Steckel Samuel dr. prof. gim. Kielce.



6

Steinhaua Hugo dr. prof. uniw. Lwow.
Stempurski Karol prof. sera. Ostrowiec Kielecki.
Sternbach Ludwik Lwow.

Stozek Wtodzimierz dr. prof. polit. Lwow.
Straszewicz Stefan dr. prof. polit. Warszawa.
Straszewski Feliks prof. gira. Warszawa.
Supronowicz Edward wizytator Lublin.

Swiderski Stefan naczelnik Kuratorjum Torun.
Sznejberzanka Anna Warszawa.

Sznejberzanka Irena Warszawa.

Szymkiewicz Dezydery dr. prof. polit. Lwow.
Szynkiewicz Jan prof. sem. Tuchola.

Tarski Alfred dr. docent uniw. Warszawa.
Turkowska Jadwiga prof. gim. Wilno.
Twardowski Kazimierz dr. prof. uniw. Lwow.
Wrarchatowski Edward inz. prof. polit. Warszawa.
Warhaftman Stanistaw Warszawa.

Wazewski Tadeusz dr. asystent Akademji Gdrniczej Krakdéw.
Weigel Kasper inz. dr. prof. polit. Lwow.
WeinIBséwna Sala Lwow.

Weyssenhof Jan dr. prof. uniw. Wilno.
Wierzbicki Witold inz. dr. docent polit. Warszawa.
Witkowski Wiadystaw inz. Warszawa.

Wajcik Stanistaw ks. kier. gim. O$wiecim.
Wolfke Ludomir dr. Warszawa.

Wréblewski Jézef prof. gim. Lwow.

Zaleski Witold prof. gim. Lublin.

Zarankiewicz Kazimierz dr. asystent polit. Warszawa.
Zaremba Stanistaw Krystyn Krakow.

Zaremba Zdzistaw prof. Liceum, Krzemieniec.
Zarycki Miron prof. gim. Lwow.

Zawirski Zygmunt dr. docent polit. Lwdw.
Zgorski Wactaw prof. gim. Sarny.

Zygmund Antoni dr. docent uniw. Warszawa.
Zygmundowa lIrena prof. gim. Warszawa.
Zylinski Eustachy prof. uniw. Lwow.



WSTEP.

W okresie przedwojennym liczba matematykéw polskich byta
tak nieznaczna, ze nie zachodzita potrzeba organizowania specjal-
nych zjazdéw matematycznych. Sekcja matematyczna tworzona
w ramach perjodycznych Zjazdow lekarzy i przyrodnikéw polskich
wystarczata dla potrzeb naukowych 6wczesnej grupy matematykow.

Tak np. Sekcja matematyczna X1 Zjazdu polskich lekarzy
i przyrodnikow w Krakowie w r. 1911 zgromadzita przewazna ilos¢
owczesnych matematykdw: wzieli w niej udziat pp. Dickstein, Ja-
niszewski, Kujawski, tomnicki, Puzyna, Rosenblatt, Sierpinski,
Stamm, Steinhaus. Wierzbicki, Zabielski, Zaremba, Ziobrowski
i Zérawski, a referaty na posiedzeniach tej Sekcji wygtoszone
w liczbie 15 ukazaly sie w Ksiedze pamigtkowej Zjazdu.

Stan ten ulegt jednak zasadniczej zmianie z chwilg powrotu
naszego Panstwa do niepodlegtego bytu. Powstaty nowe uniwersy-
tety, nowe osrodki pracy matematycznej, nowe czasopisma mate-
matyczne, odgrywajace juz nie.tylko u nas, ale wogole w Swiecie
naukowym doniostg role. Réwniez i pod wzgledem organizacyjnym
wiele sie zmienito: w roku 1920 powstalo Polskie Towarzystwo
Matematyczne, obejmujace wszystkich matematykéw polskich pra-
cujacych naukowo, wydajace wiasny organ i podzielone na Oddziaty
odpowiadajgce osrodkom uniwersyteckim.

W tych warunkach potrzeba zorganizowania Zjazdu matema-
tykow polskich stawata sie coraz bardziej jasng. Organizowanie
Sekcji matematycznej w tonie Zjazdow lekarzy i przyrodnikow
nie mogto juz wystarczy¢. Okazato sie to na ostatnim X1l Zjezdzie
lekarzy i przyrodnikéw polskich w Warszawie w r. 1925. posia-
dajagcym wsrod 35 Sekcji takze Sekcje Matematyki: w Sekcji tej
wzieto udziat zaledwie 10 matematykow.

Stato sie oczywistem, Zze organizacje Zjazdu matematycznego
nalezato oprze¢ na zupetnie odmiennych zasadach, zblizonych do
organizacji miedzynarodowych kongreséw matematycznych.



Na wniosek Lwowskiego Oddziatu uchwalito Walne Zgroma-
dzenie Polskiego Tow. Matematycznego odbyte w Krakowie z wio-
sng r. 1926, urzadzi¢ | Polski Zjazd Matematyczny we Lwowie
w r. 1927 i powierzylo catg organizacje Zjazdu temuz Oddziatowi.
Wytoniony przez Lwowski Oddziat Komitet Organizacyjny wybrat
Komitet Honorowy, ustalit termin Zjazdu na dnie 7—10 wrze$nia
1927 r. i utworzyt 10 Sekcyj. Postanowiono rozszerzy¢ grono
uczestnikbw Zjazdu przez zaproszenie précz wszystkich matematy-
kow polskich takze tych matematykéw obcych narodowosci, ktorzy
ogtaszali swe prace naukowe w polskich czasopismach i tych, kté-
rzy pozostawali w zywszym kontakcie naukowym z matematykami
polskimi. Osobnem pismem uwiadomiono o Zjezdzie wszystkie Ku-
ratorja Okregdéw Szkolnych, zwracajgc uwage na wazno$¢ Sekcji
dydaktyki matematyki.

Wktadke cztonkéw Zjazdu ustalono na 10 zip. (wolni od nigj
byli zagraniczni uczestnicy obcych narodowos$ci). Wjrstarano sie
0 znizki kolejowe dla wszystkich uczestnikow Zjazdu a gosciom
zagranicznym zapewniono ponadto zwrot kosztow wiz paszporto-
wych i bezptatne mieszkanie w hotelach.

Przed Zjazdem Komitet opracowat i wydat drukowany Pro-
gram | Zjazdu Mat. Pol. z szczegbétowym rozkiadem prelekcyj na
sekcje, z rozkltadem sal i godzin. Przez eaty czas trwania Zjazdu
staty dyzur wyznaczat kwatery, rozdzielatl odznaki zjazdowe, legi-
tymacje i druki.

O zainteresowaniu sie zagranicy $wiadczy¢é moze lista mate-
matykow zagranicznych, ktérzy badzto zapowiedzieli swoj przyjazd,
badzto nadestali gratulacje: P. Alexandroff, A. F. Andersen, N. Bary,
A. Bilimovié, O. Blumenthal, L. E. J. Brouwer, Q. Bouligand, A.
Denjoy, A. Errera, A. Fraenkel, M. Fréchet, W. Gontcharoff, V.
Hlavaty, J. Kampe de Fériet, R. Q. Lubben, M. tawrentiew, N.
Luzin, R. Mehmke, D. Mienszow, Mittag-Leffler, L. Neder, J. v.
Neumann, P. Sergescu, A. Tychonow, F. Vasilesco, H. Villat i W.
A. Wilson.

Dnia 7 wrze$nia 1927 o godz. 11-tej rano odbyto sie uroczyste
towarcie Zjazdu w auli Uniwersytetu Jana Kazimierza w obecnosci
reprezentantdw wiadz i towarzystw naukowych.

Zjazd otworzyt, prezes Komitetu Organizacyjnego, prof. Ma-
ksymiljan Huber, wygtaszajac przemdwienie nastepujace:



»Wielce szanowne Zebranie!

Witajac imieniem Komitetu Organizacyjnego czcigodnych
gosci i uczestnikow | Polskiego Zjazdu Matematycznego, skitadam
gorace podziekowanie dostojnym przedstawicielom wiadz, instytucyj
naukowych i spotecznych, zrzeszen i prasy, oraz wszystkim go-
Sciom, ktdérzy zaszczycili swojg obecnoscig dzisiejsze otwarcie Zjazdu.
Osobne podziekowanie winienem Ich Magnificencjom Rektorom
Uniwersytetu i Politechniki za taskawe poparcie Zjazdu przez
udzielenie gmachéw obu uczelni na nasze cele a mianowicie auli
Uniwersytetu na otwarcie, a sal wyktadowych i auli Politechniki
na obrady i zamkniecie Zjazdu. Wdzieczno$¢ nalezy tez wyrazié
Ministerstwu W. R. i O. P. oraz Kuratorjom Okregéw szkolnych
za pomoc i udzielanie urlopdw uczestnikom Zjazdu nalezagcym do
gron nauczycielskich szkot Srednich, Z podziekowaniem i wdziecz-
noscig podnosze poparcie Ministerstwa Komunikacji przez udziele-
nie znizek kolejowych dla uczestnikéw nie korzystajagcych z innych
ulg. Cieszac sie posiadaniem w gronie cztonkow Zjazdu Wicepre-
mjera naszego Rzadu profesora Kazimierza Bartla, cztonka Komi-
tetu Honorowego Zjazdu, mito mi stwierdzi¢ ze p. Wicepremjer
nie poprzestat na ztozeniu (jeden z pierwszych) zwykiej skiadki
cztonkowskiej, lecz udzielit z funduszu dyspozycyjnego wydatnego
materjalnego poparcia na koszta Zjazdu, ktére bedag niemate wobec
zamiaru wydania drukiem Ksiegi Zjazdowej ze wszystkiemi refe-
ratami. Skfadajagc mu na tern miejscu gorace podziekowanie, zwra-
cam sie myslg ku Najwyzszemu Dostojnikowi naszego Panstwa, Panu
Prezydentowi Ignacemu Moscickiemu nietylko jako wiodarzowi
Rzeczypospolitej, ale i mezowi nauki w dziedzinie bardzo bliskiej
naukom matematycznym. Uwazam przeto za pierwszy obowigzek
Zjazdu przestanie depeszy z wyrazami hotdu dla Pana Prezydenta.

Dziekuje wresz€ie wszystkim szanownym uczestnikom, ktérzy
z réznych dzielnic kraju i z zagranicy przybyli do Lwowa, nie
szczedzac trudu i kosztow dla szczytnych celow wspotpracy nauko-
wej w dziedzinie matematyki czystej i stosowanej. Szczegblnie za$
mito mi powita¢ uczonych zagranicznych innych narodowosci, ktd-
rzy z dalekich stron poSpieszyli na nasze zaproszenie, aby wraz
z nami obchodzi¢ zapoczatkowane przez Polskie Towarzystwo Ma-
tematyczne Swieto naszych nauk matematycznych.

Pozwoli Szanowne Zgromadzenie, ze te stowa powitania pow-
torze w jezyku lepiej zrozumiatym dla naszych mitych gosci:
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oIl m’est particulierement agréable, de faire la bienvenue aux
savants venus de I%étranger, qui des pays lointains se pressaient
d’arriver a notre invitation, pour célébrer avec nous la féte des
sciences mathématiques, initiée par la Société polonaise de Mathé-
matique*.

Wielce Szanowni Panstwo! Nauki matematyczne stanowig
nader rozleglty dziat wiedzy ludzkiej, wyodrebniajgcy sie z jednej
strony przez abstrakcje od jako$ci wszelkich rzeczy bedacych
wogole przedmiotem nauki, a z drugiej strony przez wilasnosé
przenikania coraz to innych gatezi wiedzy, ktore z wielkg dla nich
korzyscig przyswajajg sobie matematyczne metody badania. Skromna
liczba podstawowych poje¢ matematyki kojarzy sie dziwnie z ol-
brzymig iloscig $rodkéw, jakich ona dostarcza innym naukom $ci-
stym, a takze tym, ktére podazaja ku Scistosci wiasnie przez coraz
obszerniejsze stosowanie metod matematycznych. Czyz potrzeba
w tern Scistem gronie przypomina¢ opinje wielkiego filozofa kro-
lewieckiego o szczytnej roli matematyki w roznych gateziach
wiedzy?

Patrzac na przeogromny gmach nauk matematycznych, zaprza-
tajacych tak wiele umystow pod pewnym wzgledem pokrewnych,
a jednak czesto silnie sie réznigcych, widzimy niejako niekoriczaca
sie nigdy budowe niebosieznego tumu gotjmkiego o nader licznych
wiezyczkach i kapliczkach. Jedni matematycy pracujg wytrwale
i z zapatem okoto fundamentéw tego gmachu i $ledzac bacznie
kazdy najdrobniejszy biad w zatozeniu, wcigz uzupetniajg i mody-
fikujg pierwotny plan budowli. To przedstawiciele matematyki czy-
stej. Inni wykanczajg nieraz w réwnie wielkim trudzie szczegdty
owych wiezyczek i kapliczek, tworzac ich subtelng rzezbe. Sa to
pracownicy matematyki stosowanej. Trzecia wreszcie grupa zajmuje
sie sporzadzaniem przejrzystych uproszczonych planéw kazdej czesci
tego gmachu, ktére utatwiajg zwiedzajgcym jego poznanie. Mam
tu na mysli dydaktyczng prace matematykdéw nauczycieli.

Wszystkich tgczy wspolna idea, wszyscy patrzg z podziwem
i zachwytem w rosngce wcigz ku niebu szczytowe wieze niekon-
czacej sie nigdy, a przeciez zawsze wspaniatej i harmonijnej budowy.

Pozwole sobie tutaj podnies¢ jeszcze jedng ceche matematyki.
Jest to nauka najbardziej ze wszystkich miedzynarodowa, dzieki
wspolnemu na catej ziemi jezykowi symboli, jakiemi przemawia.
Ale ta miedzynarodowos¢ bynajmniej nie bruzdzi twdérczemu i szla-
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chetnie pojetemu nacjonalizmowi #gczacemu ludzi wspdinego jezyka
ojczystego; wecale zatem nie przeszkadza, azeby np. matematycy
polscy taczyli sie we wspolnej pracy przez wydawanie polskich
pism matemat3cznyck i zrzeszanie sie w Polskiem Towarzystwie
Matematycznem. Ta taczno$¢ narodowa domaga sie réwniez Zjazdow
matemat}*kow polskich, na ktérych odbywaé sie bedzie wspdiny
przeglad pracy dokonanej naszemi sitami okoto wspomnianej ale-
gorycznej Swiatyni*.

Po przemo6wieniu prof. Hubera, JM Ks. Rektor Gerstman
witat Zjazd imieniem Uniwersytetu, prof. W. Sierpifiski imieniem
Akademji, rektor topuszanski imieniem Politechniki Lwowskiej,
prof. Twardowski imieniem lwowskich instytucji naukowych oraz
prof. Loria, imieniem Towarzystwa Fizycznego ijako dziekan Wy-
dzialu matematyczno-przyrodniczego Uniwersytetu Lwowskiego.
Z matematykéw zagranicznych przemawiali pp. Hlavaty i Serge-
scu. Wreszcie odczytano pisma i depesze gratulacyjne od szeregu
instytucji naukowych i poszczegélnych oséb.

Po ukonstytuowaniu sie prezydjum Zjazdu i dokonaniu wy-
boréw wiadz Zjazdu uchwalono wysta¢ do p. Prezydenta Rzeczy-
pospolitej depesze z wyrazami hotdu. Ponadto uchwalono do nie-
obecnego z powodu choroby prof. Zaremby wysta¢ depesze na-
stepujaca:

JWielmozny Panie Profesorze!

W imieniu | Polskiego Zjazdu Matematycznego mam zaszczj™
przesta¢ JWielmoznemu Panu Profesorowi wyrazy szczerego zalu,
ze nie mogt wzigé udzialu w naszych obradach, oraz zyczenia jak-
najszybszego powrotu do zdrowia.

W Zjezdzie wzieto udzial okoto 200 matematykéw z calej
Polski i zagranicy i 7 matematykow obcych narodowosci a mia-
nowicie: A. F. Andersen z Kopenhagi, Nina Bary z Moskwy, V.
Hlavat? z Pragi, N. Luzin z Moskwy, D. Mienszow z Moskwy,
J. v. Neumann z Budapesztu i P. Sergescu z Cluj w Rumunji.

Obrady w sekcjach odbywaly sie codziennie od g. 9 do 13
i odg 15 do 20 w salach Politechniki Lwowskiej. W sekcjach
wygtoszono okoto 100 referatéw, z ktérych dwa wygloszone byly
w Sekcji Ogolnej, mianowicie: prof. Lichtensteina ,,O prawie New-
tona“ i prof. Sierpinskiego ,,Funkcje a zbiory*“.

W toku obrad wytonito sie wiele wnioskéw ogo6lniejszej na-
tury, ktére uzgodnita i zredagowata ostatecznie Komisja wnioskéw
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i ktére przyjete byt}- na kofncowem plenarnem posiedzeniu Zjazdu.
(Wnioski te umieszczamy osobno).

Najistotniejsza korzyscig Zjazdu byty rozliczne dyskusje i ozy-
wiona wymiana mysli uczestnikow przez caly czas Zjazdu. Ser-
deczny nastr6j podczas zebran towarzyskich i bankietu w salach
hotelu Krakowskiego pozostanie na dlugo w pamieci wszystkich
cztonkéw Zjazdu. Uzyteczno$¢ i potrzebe dalszych zjazdéw mate-
matycznych jako walnego $rodka do podtrzymania i ozywienia
twoérczosci naukowej zadokumentowano uchwatg zwotania w r. 1929
Zjazdu matematykow krajow stowianskich oraz drugiego Polskiego
Zjazdu Matematycznego w r. 1931

Zamkniecie Zjazdu nastgpito d. 10 wrze$nia w auli Politech-
niki Lwowskiej. Przemawiali: JM Rektor Politechniki Lwowskiej
prof. J. Tokarski, prof. Hlavatyr w imieniu Czesko-stowackiego
Zwigzku matematykéw i fizykdw oraz prof. Andersen, Sergescu
i Dickstein. Prezes Zjazdu prof. Sierpinski, zamykajac Zjazd, wy-
razit gorgce podziekowanie Komitetowi Organizacyjnemu za tak
staranne przygotowanie Zjazdu, rektorom Uniwersytetu i Politech-
niki za udzielenie lokali oraz gosciom zagranicznym, ktorzy swa
obecnos$cig uswietnili Zjazd i w wysokim stopniu przyczynili sie
do jego powodzenia.

Podnie$¢ réwniez nalezy zyczliwy stosunek Wiadz Panstwo-
wych, ktérego Zjazd doznat w szczegdlnosci ze strony Owczesnego
Wicepremjera prof. Kazimierza Bartla, cztonka Komitetu Honoro-
wego Zjazdu. Jego poparciu Zjazd i organizowanie matematyki
w Polsce szczeg6lnie >viele zawdzieczaja.

Uchwaty Zjazdu.

1) ,Zjazd uchwala zwotanie do Warszawy w roku 1929 Kon-
gresu Matematykdéw Krajow Stowianskich. Wykonanie tej uchwaty
porucza sie¢ Komitetowi Organizacyjnemu (z prawem kooptacji)
w nastepujagcym skiadzie:

Prof. Bydzowski z Pragi Prof. Mazurkiewicz z Warszawy

Prof. Krytow z Kijowa Prof. Petrovitch z Biatogrodu

Prof. Kuratowski ze Lwowa Prof. Popoff z Sofji

Prof. Luzin z Moskwy Prof. Sierpinski z Warszawy*.
2) ,|. Polski Zjazd Matematyczny uchwala zwota¢ I1. Polski

Zjazd Matematyczny w r. 1931 w miejscu, ktére Polskie Tow. Mat.
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oznaczy. Polskie Towarzystwo Matematyczne zajmie sie organizacjg
tego Zjazdu*.

3) ,Zjazd wypowiada sie za bezwzglednem przestrzeganiem
zasady, ze prawo delegowania reprezentantdw polskich na Kongresy
Miedzynarodowych Unij Matematyczno-Przyrodniczych majg tylko
Narodowe Komitety odpowiednich Unij. Wszelkie odstepstwa od tej
zasady sa niedopuszczalne i dla powagi Panstwa wysoce szkodliwe®.

4) ,Zjazd uwaza za niezbedne utworzenie w Warszawie
Centralnej Bibljoteki matematycznej, jako bibljoteki Komitetu Naro-
dowego Polskiego Unji Miedzynarodowej Matematycznej i porozu-
mienie sie w tym wzgledzie: z Towarzystwem Naukowem War-
szawskiem, z Seminarjum Matematycznem Uniwersytetu Warszaw-
skiego, oraz o zwrocenie sie do M. W. R. i O. P. o stale subsydjum
dla tej instytucji®.

5) ,l. P. Z. M. wyraza wdzieczuo$¢ Ministerstwu W. R. i O. P.
a w szczego6lnosci Wydziatowi Nauki tegoz Ministerstwa za popie-
ranie matematyki polskiej przez subwencjonowanie wydawnictw
matematycznych. |. P. Z. M. uwaza jednak za niezbedne trwate
ugruntowanie egzystencji ,,Fundamenta Mathematicae* i ,,Prac ma-
tematyczno-fizycznych* przez wstawienie na ten cel w budzecie
wydatnych i statych pozycji, aby publikacje te mogty ukazywac sie
regularnie. ,Fundamenta Mathematicae* odegraty niezmiernie wazng
role w rozwoju matematyki polskiej; im zawdziecza sie fakt, iz
znaczenie miedzynarodowe tego dziatu naszej nauki wzrosto wy-
bitnie w ostatnich latach. ,Prace matematyczno-fizyczne* sg naj-
starszem pismem matematycznem w Polsce, bo wychodzg od r. 1888
i przetrzymaly najgorsze dla nauki polskiej czasy. Same nazwy
tych czasopism wskazuja na réznice w ich kierunkach naukowych,
dlatego niezbednem jest kontynuowanie ob3dwodch, tembardziej, ze
juz dzi$ nawet obydwa razem nie moga podota¢ wydawaniu nad-
sylanych im oryginalnych i cennych prac, tak ze znaczng czes$é
manuskryptow skierowuje sie zagranice, a inna niemata cze$¢ czeka
po kilka lat na miejsce. Jezeli rozwdj matematyki polskiej nie ma
ulec opOznieniu i jezeli ma odbywac sie harmonijnie we wszystkich
kierunkach mysli matematycznej, to kwestja materjalnego bytu
»-Fundamenta Mathematicae“ i ,,Prac matematyczno-fizycznych* musi
sta¢ sie przedmiotem szczegdlnej troski Min. W. R. i O. P.“.

6) ,,Zwazywszy, ze polskie prace z matematyki stosowanej,
statystyki matematycznej i rachunku prawdopodobienstwa sg roz-
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proszone w wielu réznych pismach, co uniemozliwia lub tez bardzo
utrudnia ich wyszukiwanie, przeto I. P. Z. M. zaleca publiko-
wanie tych prac w jednem pismie, a mianowicie w ,Wiadomo-
Sciach Matematycznych®, goscinnie otwartem dla tychze prac przez
p. Redaktora Dicksteina®.

7) ,I. P. Z. M. uchwala domaga¢ sie od Min. W. R. i O. P.
organizowania i finansowania kursow doksztatcajgcych dla nau-
czycieli szkét srednich, a mianowicie:

1. kurséw, urzadzanych w miastach uniwersyteckich w czasie
feryj szkolnych, w celu uzupetnienia wiedzy matematycznej;

2. konferencyj okregowych, zwolywanych dla jednego lub
kilku kuratorjéw w czasie nauki szkolnej, celem zapoznania sie
z metodami szkolnemi, w zwigzku z lekcjami praktycznemi w cza-
sie nauki szkolnej*“.

8) ,.Stwierdzajac nadmierng wybujatos¢ tendencyj abstrakcyj-
nych w obowigzujgcych programach, przetadowanie planéw kwe-
stjami nader subtelnemi i trudnemi i szereg innych niew}asciwosci:

l. P. Z. M. domaga sie gruntownej rewizji i reformy progra-
moéw nauczania pod wzgledem celéw, zakresu i uporzadkowania
materjatu, ze wspétudziatem jaknajszerszego kota znawcéw (tak
dydaktycznych, jak i naukowych) z catej Rzeczypospolitej Polskiej“.

9) ,Dla rozwoju wiedzy matematycznej w Polsce jest rzeczg
niezmiernie wazna, aby miodzi pracownicy naukowi mogli pozo-
stawa¢ w kontakcie z osrodkami uniwersyteckimi po ukonczeniu
studjéw. Ministerstwo W. R. i O. P. powinno czuwa¢ nad tern, aby
nauczyciele szkét srednich pracujagcy naukowo mieli pierwszenstwo
przed innymi kandydatami, gdy wakuje posada nauczycielska w sie-
dzibie szkoty akademickiej i wydaé rozporzadzenie, nakazujgce
uwaza¢ prace naukowa udowodniong publikacjami jako kwalifikacje
rozstrzygajaca, gdjr chodzi o takg posade”.

10) ,,W celu zogniskowania prac nauczycielstwa na polu dy-
daktyki matematyki i reprezentowania opinji nauczycielstwa przed
Wiadzami Rzeczypospolitej w sprawach dotyczacych programow
i metod nauczania matematyki, uczestnicy I. P. Z M. we Lwowie
uznajg za konieczne zatozenie ,Polskiego Towarzystwa Nauczy-
cieli Matematyki*.

Rzeczywistemi cztonkami T-wa mogg by¢ nauczyciele mate-
matyki i dydaktyki w szkotach polskich wszystkich typow, t. zn.
w szkotach powszechnych, S$rednich, ogdlnoksztatcacych, zawodo-
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wych, w zaktadach ksztatcenia nauczycieli matematyki oraz uczel-
niach akademickich.

Za podstawe statutu bedzie przyjety statut Zrzeszenia Polskich
Nauczycieli Geografji, uchwalony na IlI. Ogolno-Polskim Zjezdzie
Polskich Nauczycieli Geografji w todzi.

Zjazd poleca swemu Prezydjum troske o ustalenie kontaktu
miedzy Polskiem Tow. Matematycznem a Polskiem Tow. Nauczy-
cieli Matematyki.

Zjazd powotuje Komitet Orgauizacyjny w skiadzie: pp. Ru-
sieckiego, Sierpiniskiego, Straszewicza, Wojtowicza.

Komitet Organizacyjny bedzie miat za zadanie legalizacje sta-
tutu, ktéry uchwali na prawach Walnego Zebrania, przyjmowanie
cztonkow, wydawanie ze sktadek cztonkowskich czasopisma, poswieco-
nego matematyce elementarnej i dydaktyce matematyki, przy ewen-
tualnej wspotpracy cztonkow Polskiego Towarzystwa Matematycznego,
poczyni przygotowania do Zjazdu cztonk6éw nowego Towarzystwa.



Dziat I. Logika matematyczna i podstawy matematyki.

Henryk Greniewski (Warszawa).

O jedynym terminie pierwotnym
logiki matematycznej.

Prace nad redukcjg termindw pierwotnych logiki rozpoczelismy
wspolnie z Drem Leonem Chwistkiem na wiosne 1925-ego roku.
WKkrotce potem postawiliSmy sobie zadanie nastepujace: Zbudowac
system logiki matematycznej oparty na jedynym terminie pierwot-
nym i zawierajgcy tylko nominalne definicje! (1). Jednakze okazato
sie, ze to zadanie posiada bardzo wiele rozwigzan (w tem nieskon-
czong ilos¢ rozwigzan nieestetycznych w postaci funkcyj o wielkiej
ilosci argumentow).

Wobec tego zaczeliSmy pracowa¢ oddzielnie, kazdy z nas na
wiasng reke zaczat poszukiwaé innego rezultatu. W referacie ni-
niejszym przedstawie tylko wyniki moich badan. Rezultaty Dra
Chwistka zostang ogtoszone osobno.

Odczyt niniejszy jest niestety, tylko obszernym komunikatem.

Nie udato mi sie zmiesci¢ w ramach 40-to minutowego przemoé-
wienia zadnych dowodo6w.

§ 1. Dr. Scheffer dowiddt, ze wszystkie funkcje pewnej czesci
logiki matematycznej, mianowicie teorji dedukcji dajg sie zdefinjo-
waé przy pomocy jednej z nich, mianowicie przy pomocy t. zw.
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mwylgczania. (2). Jak wiadomo istniejg jeszcze inne czesci we wspot-
czesnej logice, ktdre swym zewnetrznym wygladem przypominaja
algebre zdan (t. j. teorje dedukcji), a mianowicie:

1) algebra zbiordw.

2) algebra stosunkdw,

3) algebra indywiduéw (czyli teorja mnogosci prof. LeSniew-
skiego).

Na analogje miedzy ostatnig teorjg, a wyzejwymienionemi
algebrami zwrécit pierwszy uwage Dr. A. Tarski.

Zauwazmy teraz, ze w kazdej z trzech ostatnio wymienionych
teoryj mozna zbudowaé po 2 funkcje (jedna zdaniowa, druga niezda-
niowa), z ktérych kazda ma wiele wlasnosci przypominajgcych
Shefferowskie wylgczanie. Sg to funkcje nastepujace:

1) klasa takich k. ze k nie nalezy do klasy a,lub kniena-
lezy do klasy 3

2) stosunek miedzy takiemi /¢ 1 Ze k nie pozostaje w stosunku
R do I. lub k niepozostaje w stosunku S do /,

3) uzupetnienie indywiduum x #gcznie z uzupetlnieniem indy-
widuum .

Uwaga: Uzupetnieniem indywiduum x nazywam jedyne indy-
widuum z, ktére otrzymuje sie przez odjecie (,wyciecie”) ze Swiata
(czyli z najszerszego indywiduum) przedmiotu x.

Podatem juz funkcje niezdaniowe, podam teraz — zdaniowe:

1) przy wszelkiem k, k nie nalezydo klasy a. lub k nie na-
lezy do klasy /7, (czyli klasy: a, (3 sg rozigczne),

2) przy wszelkich k. I, k nie pozostaje w stosunku R do Z
lub k nie pozostaje w stosunku S do Z(czyli stosunki: R, S s3
roztgczne),

3) indywiduum x jest nazewnatrz indywiduum y-

tatwo sie przekonaé, ze przy pomocy wytgczania (,nie -p,
lub nie -qu) i szeSciu wyliczonych wyzej funkc}j mozna zdefi-
njowa¢ wszystkie terminy logiki matematycznej (wraz z algebrg
indywidudw). (3) Wszystkie siedem funkcyj majg duzo podobnych
wiasnosci. Przyszto mi wiec na mysl, zeby okresli¢ je wszystkie
przy pomocy jednego terminu pierwotnego, mianowicie przy po-
mocy jakiej$ funkcji typikalnie wieloznacznej, przy pomocy jakie-
gos$ ,wytgczania w dowolnym typie logicznym®.

Wydaje mi sie, ze projekt ten zrealizowatem.

Dodatek do Kocz. poi. Tow. matem. 2
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§ 2. Zanim okresle termin pierwotny bede musiat krotko-
zreferowac pewien sposob uzywania zmiennych pozornych pomystu
Dra Chwistka.

W matematyce czesto uzywamy funkcyj o argumentach funk-
cyjnych (np.: catki nieokreslone, pochodne, granice), to samo w lo-
gice (kwantyfikatory, wyrazenia postaci: klasa takich x, ze... i t. d.).

Funkcjom takim nadaje sie zwykle postac:

FJ{k), np.: DJ{x).{sx)f(x).

Zmienne powtorzone w takich wyrazeniach nazywamy pozor-
nemi. Ten sposéb uzywania zmiennych pozornych ma jednak dwie
niedogodnosci:

1) przy stosowaniu tego sposobu zapisujemy funkcje o argu-
mentach funkcyjnych rozwlekle i zawile,

2) przy stosowaniu tego sposobu definjowanie nominalne funk-
cyj o argumentach funkcyjnych jest wysoce utrudnione (definjo-
wane bowiem funkcje maja w tym wypadku zawiera¢ w sobie
wyrazenia majace juz przedtem ustalony sens, mianowicie majg
zawiera¢ wyrazenia postaci ,,/(&)“.

By¢ moze, ze A. N. Whitehead i B. Russell chcieli pierwsza
z tych niedogodnosci usungé, piszac (ale tylko w pewnych wypad-
kach, dla kwantyfikatorow i klas tej metody np. nie stosowali)
wyrazenia postaci:

Ffk zamiast: Fki(k).

Uzywana przez tych logikow metoda ,daszkowa“ nasuwa
jednak pewne watpliwosci (zwrocit na nie uwage Dr. Chwistek (4)),
nie wiadomo, czy

Fm[FA(k)] = Faw 2f{h)]
czy tez
F["[U®f(k¥ = FII,[F@Af(k)\?

Wobec powyzszego bedziemy za Drem Chwistkiem pisali
wyrazenia postaci ,«/(&)“, zamiast wyrazen postaci ,f(k)u. Jesli
chcemy wyrazenie postaci ,«/(A)“ podstawi¢ na miejsce argumentu
funkcyjnego, to nadajemy najwpierw podstawianemu wyrazeniu
posta¢ ,,j«/'((<)“e Zatem zamiast pisa¢ zgodnie z tradycja:

Fk(pQo)
Fu(fP~{&)]-

piszemy:
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§ 3. Dla uproszczenia sobie zadania przeprowadze redukcje
terminéw pierwotnych na gruncie uproszczonej logiki matematycz-
nej. UsuAmy mianowicie tymczasowo z logiki teorje stosunkéw
(rozumianych jako funkcje zdaniowe o dwu argumentach), stracimy
wtedy niewiele, mianowicie t3ko teorje stosunkéw niejednorodnych
(t. j. zachodzgcych miedzy przedmiotami roznych typéw logicznych),
albowiem teorje stosunkdw jednorodnych mozna odbudowa¢ w obre-
bie teorji klas (jako teorje klas par porzadkowych w sensie Dra
K. Kuratowskiego). (5).

§ 4. Wiemy juz, ze logike mozna oprze¢ na siedmiu bardzo
podobnych do siebie terminach pierwotnych. Wobec ostatnich uwag
mozemy liczbe tych termindw logiki (uproszczonej) ograniczy¢ do
pieciu.

Nadam teraz sens wyrazeniu:

n O (a b, c).

W wypadku, gdy wszystkie trzy argtimenty sg zdaniowe,
przyjmuje, ze
ud (r,p, ) = (nie -p, lub nie -g).
W wypadku, gdy pierwszy argument jest zdaniowy, a pozo-
state dwa sg klasowe (oba tego samego typu logicznego) przyjmuje, ze
uld (p, a, )= (klasy: a, /? sg rozigczne).

W wypadku, gdy wszystkie trzy argumenty sg klasowe (tego
samego typu) przyjmuje, ze
wO (v, a, /?) = (uzupetnienie klasy a tgcznie z uzupetnieniem Kl. fi).

W wypadku, gdy pierwszy argument jest zdaniowy, a pozo-
state dwa sg indywiduowe, przyjmuje, ze

h O (p,y, z) = indywiduum y jest nazewnatrz indywiduum z.

W wypadku, gdy wszystkie trzy argumenty sg indywiduowe,

przyjmuje, ze
u O (a,y, z) = uzupetnienia indywiduum y facznie
z uzupetieniem indywiduum z.

Jak wida¢ wprowadzitem funkcje ,/JcO (a, b, c)u nie na dro-
dze nominalnej definicji. Moze zachodzi¢ obawa, ze dolgczenie do
logiki zdan okreslajacych te funkcje doprowadzi do sprzecznosci.
Dla przekonania sie, ze tak nie jest, podam w odczycie niniejszym

2*
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podstawy catkowito-liczbowej interpretacji logiki (uproszczonej)
i zdan okre$lajgcych mojg funkcje.

§ 5. Przeprowadze teraz pewne rozwazania czysto arytme-
tyczne. Bede uzywat az czterech rodzajow zmiennych liczbowych:

1) zmiennych catkowito-liczbowych: k. m, n, I, u, na miejsce
ktorych postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb catkowitych
bezwzglednych,

2) zmiennych pseudo-logicznych: a, b, ¢, na miejsce ktorych
postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb dobrych (klasa liczb
dobrych zostanie wkrotce okreslona),

3) zmiennych pseudo-zdaniowych: p, g, r, na miejsce ktoérych
postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb 40 i 50,

4) zmiennych pseudo-indywiduowych: X, y, z, na miejsce kté-
rych postanawiam podstawia¢ symbole liczb 41 i 51.

Bede teraz nazywat:

1) liczbe 0 podstawg obszaru 0-wego (czyli logistycznego),

2) liczbe 1 podstawg obszaru 1-ego (czyli ontologicznego),

3) liczbe 2 odpowiednikiem Bezsensu,

4) liczbe 40 odpowiednikiem Fatszu,

5) liczbe 50 odpowiednikiem Prawdy,

6) liczbe 41 odpowiednikiem Niczego,

7) liczbe 51 odpowiednikiem Wszystkiego (Swiata, Najszer-
szego indywiduum).

Ostatnio wprowadzone nazwy maja na celu jedynie uczynic¢
bardziej intuicyjng dalej podang interpretacje liczbowg logiki.

Wprowadzam najwpierw jako pojecia pomocnicze:

1) pojecie dodawania dziesietnego ,k + mu,
10

2) pojecie sumacji dziesietnej ciggu induktywnego n2.(u,,)a,
10
3) pojecie mnozenia dziesietnego ,k X
10

Bede odtagd moéwit ,liczba“, zamiast ,bezwzgledna liczba cat-
kowita“. Sume dziesietng dwu liczb m, n obliczamy piszac nazwe
liczby m w systemie dziesietnym, dalej bezposrednio (na prawo)
nazwe w tymze systemie liczby n, cato$¢ otrzymana jest nazwg
liczby (w -f- w).

10

Np.:
31+ 701 = 31701.
10
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Sumacje dziesietng i mnozenie dziesietne okresla sie rekuren-
cyjnie tak samo, jak zwyktg sumacje i zwykle mnozenie przy po-
"' mocy dodawania. Mamy wiec np.:

Rezultat sumacji dziesietnej ciggu: 1, 2, 3, = 123

2X3 = 2+ 2+ 2)= 222

Argumenty dodawania dziesietnego nazywam skitadnikami
dziesietnemi. (Precyzyjne definicje omawianych terminéw podaje
w przypisach), (fi) Wsrod liczb wyr6znie teraz pewne dla naszych
celow szczegolnie interesujgce, mianowicie, liczby puste i liczby
niepuste.

Liczba pusta typu m-tego. obszaru (-tego = (4)1(0»») 410

gdzie m/l, 2, 3, 4,... ¢{/O- 1.
Przyktady liczb pustych:

Obszar 0-wy Obszar 1-y
typ 1-y 40 41
typ 2-gi 440 441
typ 3-ci 4440 4441
it od
Liczba niepusta typu l-ego, obszaru O-wego = 50.
Liczba niepusta typu l-ego, obszaru l-ego — 51.

Wezmy pod uwage cigg U dowolny, ale spetniajacy wszyst-
kie warunki nastepujace:

1) U jest ciggiem rosngcym (nietylko niemalejagcym) lub jest
ciggiem o jednym tylko wyrazie,

2) kazdy wyraz ciggu U jest liczbg pustg typu k, obszaru m,
lub liczbg niepustg tegoz typu i obszaru,

3) U ma tylko induktywng, lecz wiekszg od 0 ilos¢ wyrazow.

Wykonajmy sumacje dziesietng na ciggu U, rezultat oznaczmy
przez ,,Sa.

Liczba (5+ S) jest liczbg niepustag typu (k+ I)-ego. ob-

10

szaru w-tego. Uwaga: mj0, 1 (7).
Bede nazywat liczbami dobremi tylko liczby nastepujace:
1) liczbe o0,
2) liczbe 1,
3) liczby puste, oraz
4) liczby niepuste.
Przyktady liczb niepustych:
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Obszar 0-wy Obszar 1-y
typ 1-y 50 51
tjP 2'gi  540,550,54050 541,551,54151
typ 3-ci  5440,5510,5540550,... 5441,...,554151,...

it d

Liczbe dobrg typu przjniajmniej drugiego moznaby zawsze
nazwac klasg ztozong ze sktadnikéw dziesietnych tej liczby, posia-
dajacych typ o jedno$¢ nizszy niz ta liczba.

Np.: Liczbe dobrg 54151 moznaby nazwaé¢ klasg ztozong
z liczb: 41 oraz 51.

Liczbe 0 bede tez nazywat liczbg dobrg typu 0-wego. obszaru
0-wego.

Liczbe 1 bede tez nazywat liczbg dobrg typu 0-wego, obszaru
1-ego. Okreslam teraz inkluzje dwu liczb dobrych (na C i u).

1) (0C0) = 50,

2) (1CD = 50,

3) przypus¢my, ze a jest liczbg tego samego typu i obszaru,
co b, odrézniamy teraz 3 przypadki nastepujace:

(A) a jest liczbg pustg, wtedy (aQ06) = 50,

(B) a posiada tylko takie skiadniki dziesietne o jeden typ
nizsze od a. ktore sg zarazem sktadnikami dziesietnemi liczby b,
wtedy (a b) — 50,

(C) nie zachodzi ani (A), ani (B), wted}* (a(2b) = 40,

4) we wszystkich pozostafych wypadkach: (a("6)==2.

Uwaga: Przy pomocy inkluzji liczb mozna zbudowaé wiele
funkcyj statych (dla wszelkich dopuszczonych podstawien, rownych
liczbie 50), ktdre zewnetrznie niezem sie nie roznig od tez praw-
dziwych teorji dedukcji, czy algebry Kklas.

OkreSlam jeszcze jedno dziatanie dwumienne: jedno$¢ typi-
kalna liczb dobrych (naT 6u).

1) Jesli a jest tego samego typu i obszaru, co liczba b, to

(@T R = 50,
2) w pozostatych wypadkach:
@T o —2.

Musze jeszcze okreslic na gruncie arytmetyki pewng funkcje
o argumencie funkcyjnym (ciggowym) (8): klasa liczb a zbudowana
z ciggu U(a).
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Przedtem musimy wyrdzni¢ pewne ciagi liczbowe, ktére na-
zywam ciggami zbiorotwérczemi. Ciagi te przypisujg liczbom do-
brym danego typu i obszaru odpowiednik Prawdy, lub odpowied-
nik Fatszu. (9).

Wezmy teraz pod uwage dowolny cigg zbiorotwérczy U(a).
Mozemy niekiedy zbudowac cigg jeduowyrazowy, lub rosnacy (nie-
tylko niemalejacy!), ktéry przyporzadkowuje liczbom catkowitym
tylko te liczby dobre, ktérym ciagg U(a) przypisuje liczbe 50, nowy
ten ciag (jesli sie daje zbudowac) oznaczamy:

$.( »)e
Przypusémy, ze istnieje cigg
0&{V(a), n)

wtedy przyjmujemy, ze
Kla[r(a\= b+ 2.mV (a), «]
W przeciwnym razie, przyjmujerrllg/,mie
KL, [ F(@] = liczbie pustej o jeden typ wyzszej
i bedacej tego samego obszaru, co ja-
kakolwiek liczba c, taka. ze J7(c)= 40.
Przypusémy teraz, ze cigg U nie jest zbiorotwérczy, w takim
razie przyjmuje, ze
Kla[V{a)] = 2 (odpowiednikowi Bezsensu).
Przyjmuje nastepujace definicje:
1. Negacja pseudo-zdaniowa ~ (p)==(pC"O).
Wytgczanie pseudo zdaniowe (p \q) (pd ~ <Qp
Mnozenie pseudo-zdaniowe (p.qg) ==~ (p | 0.
Izos liczby dobrej i{a) == KIb[{b(*a) . (uUCM)I-
Przynalezno$¢ liczby dobrej a do liczby dobrej b
(0e&) = [t(dCH
6. Wyltgczanie liczb dobrychb (a V b) =KIc[(cea) | (es 6)].
7. Liczba pelna zawierajgca liczbe a, V(@)= [aV (aV «]-
Podam teraz najwazniejsza definicje niniejszego referatu:
Okreslam funkcje o trzech argumentach ,| |(a, b, c)a:
1) przypusémy, ze (bT c)= 50, wtedy
U (P,b, )= [V(b)C(bVc)l
2) przypus¢my, ze (@Th)= 50, 6Tc)= 501i ze (@Tp)= 2,
wtedy L@ b c)= [bV u),

oW
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Ostatnio zdefinjowang funkcje nazywam ogo6lnem wytgczaniem
liczb dobrych.
8 6. Podaje nastepujaca interpretacje catkowito-liczbowg funk-

cji »«O(«, M )*“:
1) ,,»0O(«, b, c)u interpretuje jako ,Ula. h, cu>

2) ,,»0O(/>, n, c)a interpretuje jako b, c)f,
3) ,»»0(?, b, A)u interpretuje jako ,, K«c[|J(jp, b, €)]“,
4) »«O(!», n, n)u interpretuje jako b, 6)]u.

To przyporzagdkowanie terminow logicznych terminom aryt-
metycznym nazywam interpretacjg H.

Podaje nastepujaca interpretacje catkowito-liczbowg terminéw
dotychczas powszechnie uznanych za terminy pierwotne logiki:

Terminy logiczne, terminy arytmetyczne:
1) V12 P12
2) ) aep op@)
8) (@a>(@) {V{Kla(ae<p)]CKL[aee}},
4) d[(p{d)) KI,,(a£ (), Kl..[9)(@)}-
Uwaga. Zmienne: p, g wystepujgce po lewej stronie powyz-
szej tablicy s zdaniowe, po prawej — pseudo zdaniowe.

To przyporzadkowanie termindéw logicznych — arytmetycznym
nazywam interpretacja H’.

Oznaczmy przez sume (w sensie teorji stosunkow)
interpretacyj H oraz H'. Okazuje sie. ze w tej nowej interpretacji
przechodza:

1 Dyrektywy budowania wyrazen sensownych logiki —
w dyrektywy budowania symboli liczb dobrych.

2. Dyrektywy budowy tez prawdziwych logiki — w dyrek-
tywy budowania symboli liczby 50.

3. Aksjomaty teorji dedukcji, teorji kwantyfikatoréw, teorji
indywiduéw w symbole liczby 50.

4. Zdania, przy pomocy ktorych okreslitem w sposéb nieno-
minalny funkcje ,«Q (a, b, c)u, — takze w symbole liczby = 50.

5. Falszywe tezy logiki — w symbole liczby 40.

Wiemy juz teraz, ze bez narazenia sie na sprzecznos$¢ wpro-
wadzi¢ mozna do logiki okreslenie funkcji ,wO (a, b, ¢)“. (10).
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§ 7. Pozostaje jeszcze jedna sprawa do zreferowania. W jaki
spos6b przy pomocy uogOlnionego wytgczania zdefiujowatem nomi-
nalnie pozostate terminy logiki (uproszczonej)?

Zaznaczam z naciskiem, ze nie budowatem definicyj ,,na oslep“,
tylko miatem przed sobg pewien wzdr, ktory nasladowatem. Wzo-
rowatem sie na uktadzie definicyj teorji dedukcji opartej na Sheffe-
rowskiem wytgczaniu. Przy pomocy Shefferowskiego wyltgczania
definjuje sie negacje zdaniowa, implikacje zdaniowsa, iloczyn zda-
niowy i t. d. Ja za$ przy pomocy uogoélnionego wyaczania (ktdrego
szczegllnym przypadkiem jest wytaczanie Sheffera) zdefinjowatem :

1) uogdlniong negacje (ktdrej szczegOlnemi przypadkami sa:
negacja zdaniowa, uzupetnienie klasy, uzupetnienie indywiduum),

2) uogolniong inkluzje (ktérej szczegbélnemi przypadkami sg:
implikacja zdaniowa, zawieranie sie klas, zawieranie si¢ indywidudw),

3) uogdlniony iloczyn (ktdrego szczegdlnemi przypadkami sa:
iloczyn zdan, iloczyn klas, iloczyn indywidudw).

Podaje teraz explicite moje definicje:

»— («l ” D(«! b, b)

nC (a,bcg=n0O (a b in - (b b))

iin (b= n—(@ m0O (b, b. 0)

ii= (a, b, ) =iiH («, wiC (b. b, ¢), in2C (b, c, b))
JP-b)= A= (p, bii)

»EP, bf) = »C (P, i(P, ty /)

Przy pomocy zdan okre$lajacych uogdlnione wytgczanie tatwo
doj$6 do wniosku, ze

1. O (p, p, g9)“znaczy: nie -p, lub nie -g,

2- n” C(PjP: g)“znaczy: jezeli y, to g,

3. .« CI(P) ai P)uznaczy: klasa a jest zawarta w klasie /2

4. (Z(P-x, y)uznaczy: ind}widuum x jestzawarte w in-

dywiduum vy,

5. ,wp)(y, p, g)“znaczy: p oraz g,

6. ,?ip)(a, a,/3)"znaczy: iloczyn klas a, A3

7. ,»P|(Te, &, y)“znaczy: iloczyn indywiduéw, a,y it d.

Na specjalng uwage zastuguje funkcja ,,»£(/?,&,/)“,,,liE(p.X, (Pu
znaczy to samo, co ,g>(.c)“, za$ ,?7e(jo, 7, ) zastepuje symbol kla-
sowy ,»[«p«]”, pod warunkiem, ze przyjmuje sie aksjomat eksten-
sjonalnosci. (11).



Przypisy.

(1) Dr. Alfred Tarski w bardzo interesujacej rozprawie p. t.
»,O wyrazie pierwotnym logistyki“ (Przegl. Filozof. 1923) dowiddt,
ze wszystkie terminy pewnej czesci wtasciwej catosci logiki matema-
tycznej daja sie zdefinjowa¢ przy pomocy znaku réwnowaznosci.
Czes$¢ logiki, do ktorej sie redukcja Dra Tarskiego odnosi nazywa
sie logistyka. Logistyka obejmuje teorje dedukcji i bada wogdle te
funkcje zdaniowe, ktdre w naszej interpretacji liczbowej przechodzg
w liczby dobre obszaru 0-wego, czyli logistycznego. Dobrze jest
zauwazy¢, ze redukcja Dra Tarskiego sprowadza terminy logistyki
do jednego terminu pierwotnego logistyki i do dwu terminéw ogdino-
logicznych: i og6lny kwantyfikator. Przytem Dr. Tarski
uzywa nienominalnych definicyj. Np. pisze

Def. [p] *as(p) s=p
a nie
Def. fiw= p[p],

Musze jeszcze zaznaczyé, ze definicje w pracy p. Tarskiego
sg uwazane za zdania. Ja za$ nie uwazam definicyj za zdania.

(2) Trans. Am. Math. Soc. Vol. XIV.

(3) Jest to wadg systemu Whiteheada-Russella, ze nie zawiera
on algebry indywiduéw, wskutek tego analogje miedzy typami
légicznemi nie sa nalezycie uwidocznione, brak na najnizszym
pietrze odpowiednika teorji klas.

(4) ,,Zasady Czystej Teorji Typow*“ (Przegl. Filozof. 1922),
str. 361.

(5) .. Sur la notion de Tordre* Fundamenta Mathematicae, 1921.

(6) k jest jednostka dziesietng = przy pewnem w k — 10*

k jest typem dziesietnym liczby n==1. jesli n= 0, to
k — 10; oraz 2. jesli n={=0, to A jest najmniejsza jed-
nostka dziesietng z liczb wiekszych od n.

Pisze , T10(n)“ zamiast ,typ dziesietny liczby na.

Kazda liczba catkowita bezwzgledna posiada doktadnie jeden
typ dziesietny:

k-j- 1==k. T10() -j- |
10 J
kX 0==0, k X (#eqn) =={kX ») + k

Niech V bedzie ciggiem o jednym tylko wyrazie F(0).
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Niech W bedzie ciggiem o induktywnej ilosci wyrazéw wiek-
szej od 1. Niech vW oV u oznacza cigg, ktory powstaje przez do-
faczenie do konca ciggu W jedynego wyrazu ciggu V. Wtedy:

S.[V{nj\= K(o); 2,.[WO0 V(n)] :J 2n[W (n)\+V (o).

@) | jest liczbg niepustg typu (k -(- 1)-ego, obszaru w-tego ==
istnieje taki cigg F, ze

1.V jest ciggiem o induktywnej ilosci wyrazow,

2. 'V jest ciggiem jednowyrazowym, lub rosngcym (nietylko
niemalejagcym),

3. jesli u jest wyrazem cjagu V. to, dla wszelkich takich u,
-albo u jest liczbg pusta typu i-tego, obszaru m-tego, albo u jest
liczbg niepustg typu i-tego, obszaru m-tego,

4. 1= b+ 2HV(n)]'

10 10

(8) Dobrze jest zauwazy¢, ze ciagi sg to funkcje jednej zmien-
nej catkowitoliczbowej. Pojecie macierzy stosowane czesto w teorji
wyznacznikoOw stanowi analogon do pojecia ciggu. Macierze sg to
funkcje dwu zmiennych catkowito-liczbowych, nie za$ jakie$ ,ta-
blice*(?), jak to sie czesto nawet w bardzo dobrych podrecznikach
teorji wyznacznikow czyta.

(9) Ciagi zbiorotwdrcze stanowig arytmetyczne analogon funk-
cyj zdaniowych.

(10) Przypusémy bowiem, ze logika (uproszczona) i zdania
okre$lajace ogolne wylagczanie stanowig uktad sprzeczny. W takim
razie na gruncie tego ukladu mozna dowies¢ jakiego$ zdania fat-
szywego z zakresu logiki. W takim razie mozna (dzieki interpre-
tacji H\y W) zbudowa¢ symbol arytmetyczny liczby 40, stosujac
do arytmetycznych symboldw liczby 50 dyrektywy przeksztatca-
jace arytmetyczne symbole liczby 50 w arytmetyczne symbole tejze
liczby. A to jest niemozliwe.

(11) Przedstawitem zatem szkicowo redukcje terminow pier-
wotnych logiki uproszczonej i ekstensjonalistycznej zarazem. Wy-
daje mi sie, ze¢ mojg redukcje da sie rowniez przeprowadzi¢ w lo-
gpce nieuproszczonej, lecz ekstensjonalistycznej.

Trudnosci zwigzane z przyjeciem aksjomatu ekstensjonalnosci
usunat prof. Lesniewski (por. A. Tarski, cyt. praca str. 75).

Uwazam logike ekstensjonalistyczng nie za o0golny system
logiki tylko za jeden z wielu interesujgcych pod-systeméw ogoélnej
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logiki. Kazdy z takich pod-systemOw powstaje przez dotgczenie do
logiki ogdlnej jakiejs hypotezy lub hypotez (np. hypotezy nieskon-
czonosci, hypotezy Zermeli, hypotezy ekstensjonalnosci i t. d.),
por. L. Chwistek ,The Theory of Constructive types* Cracow
1923—25. str. 50 i nastepne.

Wobec tego redukcja terminéw pierwotnych logiki roéwnie
intuicyjna i daleko posunieta, jak moja, oraz dajgca sie przepro-
wadzi¢ na gruncie logiki ogolnej bytaby dla mnie czem$ znacznie
wiecej wartosciowem.
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Alfred Tarski (Warszawa).

Les fondements de la géométrie des corps.
(Résumé).

M. LeSniewski a posé, il y a quelques ans, le probléeme
d%tablir les fondements d’une géométrie des corps, en entendant par
ce terme un systtme de géométrie dépourvu des figures géomé-
triques telles que points, lignes et surfaces et qui n’admette comme
figures que les corps — les correspondants intuitifs des ensembles
ouverts (resp. fermés) réguliersl) de la géométrie euclidienne ordi-
naire a 3 dimensions; la caractére spécifique d’une telle géométrie
des corps — par opposition a toute géométrie ,ponctuelle” — se
manifesterait en particulier dans la loi, d’aprés laquelle chaque
figure contient une autre figure comme partie proprement dite. —
Ce probleme est étroitement lié aux questions discutées dans les
ouvrages connus de M. Whitehead sur les fondements des scien-
ces naturelles*) et dans le livre de Nicod: La géométrie dans le
monde sensible*).

Dans ce résumé je me propose d’esquisser une solution du
probleme posé, en omettant par contre la question de son impor-
tance philosophique.

Je supposerai ici comme connu le systeme déductif fondé
par M. Le$Sniewski4 et appelé par lui nieréologie; je vais me

) Ce terme a été introduit par M. ICuratowski dans son ouvrage:
Sur I'opération A de VAnalysis Situ», Fundamenta Mathematicae I11, p. 192—195.

* An Enquiry concerning the Principles of Natural Knowledge, Cam-
bridge 1919; The Concept of Nature, Cambridge 1920.

Sl Paris, 1921.

4 La premiére esquisse de ce systétme a paru dans l'ouvrage: S. Le§$-
niewski, Podstawy ogdlnej teorji mnogosci | (Les fondements de la Théorie
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servir, en particulier, de la relation de partie au tout comme d’une-
notion connuel).

J’admets la notion de sphére comme Punique notion primitive
de la géométrie des corpsa); a l’aide de cette notion je vais définir
successivement une série des notions ultérieures, pour parvenir
enfin a celles qui me serviront a formuler le systeme d’axiomes.
Voici ces définitions3:

Définition i. La sphere A est extérieurement tangente
a la sphére B, lorsque 1) la sphére A est extérieure a la sphere B 4)-
2) étant données deux spheres X et Y contenant comme partie la
sphére A et extérieures a la sphére B, au moins une d'elles est une
partie de Vautre.

Définition 2. La sphére A est intérieurement tangente
a la spheére B, lorsque 1) la sphére A est une partie proprement dite
de la sphere B; 2) étant données deux spheres X et Y contenant
comme partie la sphere A et faisant partie de la sphére B, au moins
une delles est une partie de Vautre.

Définition 3. Les sphéres A et B sont extérieurement dia-
métrales a la sphere {, lorsque 1) chacune des sphéres A et B est
extérieurement tangente a la sphére C; 2) étant données deux spheres
X et Y extérieures & la sphére C et telles que A est une partie de
X et B de Y, la sphere X est extérieure a la sphere Y.

Définition 4. Les spheres A et B sont intérieurement
diamétrales a la sphére C, lorsque 1) chacune des sphéres A et B

générale des Ensembles I, en polonais), Moskwa 1916. Cf. de plus du méme
auteur: O podstawach matematyki (Sur les fondements de la Mathématique, en
polonais), Przeglad Filozoficzny (Revue Philosophique), Vol. 30, p. 164—206,.
et surtout Vol. 31, p. 26—291.

'y Je remplace ici par le mot ,partie”“ le terme ,ingrédient“, qui em-
brasse dans le Bysteme de M. Le$niewski aussi bien le tout que ses par-
ties proprement dites.

51 En ce qui concerne la géométrie ,ponctuelle* tridimensionelle, un
mode de la fonder sur la notion de sphere comme l'unique notion primitive
a été développé par M. Huntington dans sa note: A set of postulates for
abstract geometry exposed in ternis of the simple relation of inclusion, Mathe-
matische Annalen 73, p. 522—569.

s) Ce'lsystétme des définitions comprend des simplifications dont quelques
unes, en particulier I'énoncé de la définition 3, sont dues & M. Knaster.

4 C’est-a-dire, dans la terminologie de M. Le$niewski, les spheéres
A et B n’ont aucune partie commune.
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est intérieurement tangente a la sphere C; 2) étant données deux
spheres X et Y extérieures a la sphere C et telles que la sphére A
est extérieurement tangente a X et la sphére B a Y, la sphere X
est extérieure a la sphére V.

Définition 5. La sphere A est concentrique avec la sphére
B, lorsque une des conditions suivantes est remplie: 1) les sphéres A
et B sont identiques; 2) la sphéere A est une partie proprement dite
de la sphere B et, de plus, étant données deux spheres X et Y exté-
rieurement diamétrales a A et intérieurement tangentes a B, ces sphé-
res sont intérieurement diamétrales a B; 3) la sphere B est une par-
tie proprement dite de la sphére A et, de plus, étant données deux
sphéres X et Y extérieurement diamétrales a B et intérieurement tan-

gentes a A, ces sphéres sont intérieurement diamétrales a A.

Définition 6. Point est la classe de toutes les spheres concen-
triques avec une sphére arbitrairel).

Définition 7. Les points a et b sont éqlidistants du point
c, lorsqu’il existe une sphere X qui appartient comme élément au po-
int c et qui satisfait en outre a la condition suivante: aucune sphere
Y appartenant comme élément au pdint a ou bien au point b n'est
ni partie de X ni extérieure a X.

Définition 8. Corps est une somme arbitraire de sphéres?.

Définition 9. Le point a est intérieur au corps B, lorsqu'il
existe une sphére A qui est a la fois un élément du point a et une
partie du corps B.

On sait que toutes les notions de la géométrie euclidienne peu-
vent étre définies a l'aide de celles de point et déquidistance de
deux points d’un troisieme8. Par conséquent, en regardant les no-
tions introduites par les définitions 6 et 7 comme des correspon-

) J’emploie ici partout le terme ,classe”“ dans un sens bien différent do
celui adopté par M. LesSniewski dans son systeme mentionné et plutét con-
forme a celui des Principia Mathematica (Vol. I, 2de édition, Cambridge 1925)
de MM. Whitehead et Russe). Ainsi les spheres (resp. les corps) sont trai-
tées ici comme des individus, c.-ii-d. objets du raug le plus inférieur, tandis
que les points, comme classes de ces sphéres, sont des objets du rang supé-
rieur (de second rang).

) Le terme somme* coincide ici avec celui d',ensemble* de la meréolo-
gie de M. Led$niewsKi.

) Cf. M. Pieri, La Geometria Elementare istituita sulle nozione di
Lpunio*“ e ,sfera*, 1908.
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danta de leurs homonymes de la géométrie ordinaire, on peut dé-
finir dans la géométrie des corps les correspondants de toutes les
autres notions de la géométrie ,ponctuelle“. On peut donc, en par-'
ticulier, établir le sens de I’expression vla classe a de points est un
ensemble ouvert régulier”; je me dispense ici de I’¢noncé explicite
de la définition en question).

Aprés ces définitions préliminaires, je passe a formuler le
systeme d’axiomes suffisant pour construire la géométrie des corps.
J’admets en premier lieu le suivant

Axiome i. Les notions de point et déguidistance de
deux points dun troisiéme satisfont a tous les axiomes de la
géométrie euclidienne ordinaire a 3 dimensions?®).

En dehors de cet axiome, qui est d’importance fondamentale,
il faut admettre certains axiomes auxiliaires qui rendent notre
systeme cathégorique; les axiomes que j'adopte a ce but établissent
une sorte de correspondance entre les notions de corps et de rela-
tion de partie au tout (notions spécifiques de la géométrie des corps)
d’une part, et celles d’ensemble ouvert régulier et de relation d'in-
clusion (connues de la géométrie ,ponctuelle” ordinaire) d’autre part.

Axiome 2. Si A est un corps,la classe a de tousles points
intérieurs a A est un ensemble ouvert régulier.

Axiome 3. Si la classe a de points est unensemble ouvert
régulier, il existe un corps A dont a est laclasse de tous les points
intérieurs.

Axiome 4. A et B étant des corps, si tous les points intérieurs
a Asont a la fois intérieurs a B, alors A est une partie de B.

Le systeme d’axiomes proposé ei-dessus pourrait probable-
ment étre simplifié, en profitant des propriétés spécifiques de la
géométrie des corps. A ce propos je me bornerai ici de remarquer
que l'axiome 4 peut étre remplacé par I'un des deux axiomes
suivants:

Axiome 4'. Si A est un corps et B une partie de A, alors B
est aussi un corps.

Axiome 4". Si A est une sphéreet B une partie de A,il existe
une sphéere C qui fait partie de B.

I) Cf. la note précitée de M. Kuratowski,

s) Un systeme d’axiomes de la géométrie ordinaire ne contenant que
ces notions comme les seules notions primitives a été établi par M. Hieri
dans son livre précité.
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Sans entrer ici en discussions méthodologiques de ce systeme
d'axiomes, il est & remarquer que le systeme en question est cathé-
gorique (c.-a-d. que toutes deux de ses interprétations sont isomor-
phes ’)) et que la compatibilité des axiomes de ce systtme équivaut
a celle de la géométrie euclidienne ordinaire a 3 dimensions; la dé-
monstration de ces affirmations ne comporte pas de difficultés
notables.

En terminant, lorsqu’on rapproche les résultats qui viennent
d'étre résumés aux considérations de M. Whitehead et Nicod
(@ cit), il faut constater ce qui suit: Le procédé qui a permis
d’obtenir ici les énoncés de définitions et daxiomes (surtout ceux
des définitions 6 et 7 et de I'axiome 1) peut étre considéré comme
cas particulier de I’ainsi dite méthode d’abstraction extensive (the
method of extensive abstraction) développée par M. Whitehead.
Ce fut déja Nicod qui a attiré Ilattention sur I’équivalence des
problémes de compatibilit¢ pour les deux systemes de géométrie:
celui de la géométrie des corps et celui de la géométrie ,ponctu-
elle“ ordinaire. Comme résultat nouveau est par contre a regarder,
a mon avis, le mode précis d’établir les fondements mathématiques
de la géométrie des corps, a laide dun systéeme cathégorique
d’axiomes ne contenant au surplus qu'une seule notion primitive:
notion de sphére.

D) D’une fagon plus précise, le théoréme suivant peut étre démontré:

Si deux systémes satisfont aux axiomes 1—4, on peut établir entre leurs
corps (non seulement entre leurs sphéres-, une correspondance biunivoque véri-
fiant la condition: pour qu'un corps arbitraire A du premier systéme fasse
partie d'un corps B du méme systéme, il jaut et il suffit qu'il en soit de méme
des corps A, et Bt qui leur correspondent dans le deuxiéme systeme.

lJodalelc do Rooz. pol. Tow. mat-ru. 3



S. K Zaremba (Krakéow).
Uwagi nad dowodami zupetnymi.

Dowod zupeilny nie wykroczyt dotad w rzeczywisto$ci poza
dziedzine czystej teorji. Mowi sie o nim wprawdzie dosy¢ czesto,
ale nie spotykamy go prawie nigdzie. Gidwnym powodem tego
jest zapewne nadmierna dtugos¢ i zawito$¢ rozumowan zupetnych.
Z tego powodu, jesli chcemy naprawde stosowaé¢ logike do mate-
matyki, musimy przyktada¢ bardzo wielkg wage do kwestji skra-
cania dowodow bez ujmowania im cech zupetnosci i zrozumiatosci.

Jezeli dowod zupelny uwaza¢ bedziemy za cigg skonczony
wigzacych sie w pewien sposob przeksztatcen, to stanie sie rzeczg
jasng, iz gtownym Srodkiem do uzyskania skrotow musi byé zre-
dukowanie liczby powyzszych przeksztatcen, czyli ogniw rozumo-
wania, przez tgczenie kilku z nich razem. Stosujac ten proces az
do konca — co jest rzecza mozliwg — osiggnelibySmy dowody
ztozone z jednego tylko ogniwa. Dowody takie bylyby jednak
ciezkie i niezrozumiate a niemal kazdy z nich wymagatby skonstruo-
wania ad hoc odpowiedniego twierdzenia logicznego. Mozna jednak
pojs¢ mniej daleko, tgczac ze sobg po kilka przeksztatcen teorji zdan
przy pomocy nowych twierdzen z tego zakresu. Teorja zdan wysuwa
sie tu na pierwszy plan, poniewaz lwia czes¢ przeksztatcen, spoty-
kanych w dowodach matematycznych witasnie na niej sie opiera.

Przy sposobnosci ukfadania dowodéw zupeinych z zakresu
gtéwnie elementow rachunku rézniczkowego, ktore ukazg sie cze-
sciowo w napisanym przeze mnie dodatku do T. Il ,Teorji do-
wodu“ prof. SleszyAskiego, natrafitem na pewng liczbe prostych
twierdzen z zakresu teorji zdan, ktére przyczyniajg sie dc upra-
szczania rozumowan we wspomniany sposéb. Obok tego, dos¢
znaczne skréty mozua uzyskac przez stosowanie rozmaitych odmian
klasycznych twierdzen. W ten sposob udaje sie otrzymywac¢ do-
wody krotsze o potowe lub dwie trzecie od tych, ktore opierajg
sie jedynie na klasycznych twierdzeniach teorji zdan.



Zygmunt Zawirski (Lwow).

Stosunek logiki do matematyki.

Frege i Russell zrealizowali mys$l Leibniza o sprowa-
dzeniu matematyki do logiki. Praca ich wymaga jednak pewnych

reszty sprowadzi¢ do poje¢ pierwotnych logiki, ale nie wszystkie
aksjomaty matematyczne dajg sie bez reszty sprowadzi¢ do aksjo-
matéw logiki. Do takich aksjomatow pozalogicznych matematyKki
naleza aksjomat nieskofAczonosci i aksjomat wyboru (multyplika-
tywny). Naleza one do aksjomatéw istnienia; nie mozna jednak do-
patrywac¢ sie w nich cechy wyrdzniajacej matematyke od logiki,
gdyz aksjomaty istnienia zachodzg takze w logice mianowicie: aksjo-
mat uzycia zmiennej rzeczywistej, zaktadajacy istnienie przynaj-
mniej jednego przedmiotu i aksjomat sprowadzalnosci. Wszystkie
aksjomaty istnienia zaréwno zachodzace w logice jako tez zachodzace
w matematyce winny by¢ przyjmowane warunkowo (czego autoro-
wie Principiow nie zaznaczyli nalezycie w odniesieniu do aksjo-
matu sprowadzalnosci). Nadto potrzebny jest dowdd niesprzecznosci
przyjmowanych aksjomatow logiki i matematyki czego w Princi-
piach brak.

Poza kierunkiem pracy Russella, na szczegbélng uwage za-
stuguje kierunek symboliczny Hilberta, ktory nie przywigzuje
zbyt wielkiej wagi do rezultatu Russella sprowadzenia pojeé
pierwotnych matematyki do poje¢ pierwotnych logiki a zmierza
przedewszystkiem do wykazania niesprzecznosci aksjomatow logicz-
no-matematycznych. Kierunek ten, jakkolwiek nie docenia troche
wynikéw prac Russella nie moze by¢ jednak traktowany jako
zasadniczo niezgodny z kierunkiem Whiteheada i Russella,
i raczej przez dowdd niesprzecznosci aksjomatéw logiczno-matema-

3%
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tycznych (o ile dowdd ten jest bez zarzutu, co na razie nie tatwo
oceni¢ wobec fragmentaryzacji przedstawienia) stanowi¢ moze wazne
uzupetnienie prac Whiteheada i Russella.

Natomiast kierunek intuicyjny reprezentowany w matematyce
przez Brouwera i Weyla, nie uwidocznia na razie glebszej
wartosci naukowej i stusznie przez Hilberta zostat skwalifikowany
jako ,,Putschversuch“. Trudno tez zrozumie¢, dlaczego intuicyjnym
mieni sie kierunek, ktory ogranicza w matematyce wazno$¢ zasady
logicznej tak intuicyjnie pewnej i oczywistej, jakg jest zasada wy-
faczonego $rodka.

Adolf Lindeilbaum (Warszawa). Méthodes mathématiques dans
les recherches sur le systtme de la théorie de déduction.

Dans les recherches ,métamathématiques® dont I’objet est la
théorie de déduction (au sens das ,Principia Mathematica®), il y a
des problémes ou l'on introduit avec succés des méthodes et des

notions de la théorie des ensembles, de l'arithmétique, de la théorie
des nombres ou de I’analyse.

Stanistaw Jaskowski (Warszawa). Teorja dedukcji oparta
na dyrektywach zatozeniowych.

Jail Lukasiewicz (Warszawa): 1. Teorja dedukcji (wyniki
badan).

2. Systemy logik wielowartosciowych.



Dziat 1. Teorja mnogos$ci i funkcji zmiennej rzeczywistej.

Wactaw Sierpinski (Warszawa).

Funkcje a zbiory.

Badanie funkcji jest w $cistym zwigzku z badaniem zbioréw.
Jezeli np. mamy dang funkcje zmiennej rzeczywistej f(x), to jej
obraz geometryczny jest pewnym .zbiorem punktéw ptaszczyzny.
Wiasnosci  badanej funkcji zaleza oczywiscie od wiasnosci tego
zbioru.

Z drugiej strony, badanie zbiorow punktow daje sie sprowa-
dzi¢ do badania funkcji. Majac np. dany zbioér Z punktéw prostej
(osi z-6w), okreslmy funkcje f{x) zmiennej rzeczywistej x, kladac
f(x) — 1 dla liczb x nalezagcych do zbioru Z, oraz fix) — 0 dla
liczb x nie nalezagcych do Z: bedzie to t. zw. funkcja charaktery-
styczna zbioru Z) ktorej badanie jest réwnowazne badaniu zbioru Z.
Funkcja charakterystyczna zbioru ptaskiego bytaby oczywiscie
funkcjg dwuch zmiennych rzeczywistych.

Juz najprostsze zagadnienia, dotyczace funkcji ciggtych dopro-
wadzajg do rozwazania réznych klas zbioréw.

Majac np. dang funkcje ciggltg f(x) zmiennej rzeczywistej,
badamy zbidr jej miejsc zerowych, t.j. zbiér wszystkich tych liczb
rzeczywistych x, dla ktorych f(x) = 0. Co to jest za zbiér? Jaki
warunek jest koniecznym i wystarczajgcym, aby zbior Z byt zbiorem
miejsc zerowych pewnej funkcji ciggtej zm. rzecz.? Zbiory miejsc
zerowych funkcji ciggtych, sg to zbiory zamkniete. Inna wiasnosé
charakterystyczna zbiorow zamknietych jest ta, ze zawierajg wszystkie
swe miejsca skupienia, t.j. granice ciggéw, ktorych wyrazy zawierajg.

Znanem jest z analizy twierdzenie, ze funkcja ciggta, okreslona
w przedziale skoniczonym (wraz z koricami) dosiega w tym przedziale
swych kreséw. Czy twierdzenie to daje sie uogolni¢ na funkcje ciagte,
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okre$lone nie w przedziale z koncami, ale w jakim$ zbiorze Zf
Wiemy, ze nie dla kazdego zbioru Z bedzie ono slusznem: np. nie
bedzie juz slusznem dla przedziatu bez koncéw. Jakim wiec wa-
runkom winien czyni¢ zado$¢ zbiér Z, aby kazda funkcja ciggta,
okreslona w zbiorze Z, dosiegata w nim swych kreséw? Okazuje
sig, ze na to potrzeba i wystarcza, aby zbiér Z byt ograniczonym
i zamknietym.

Zbiory ograniczone i zamkniete posiadajg ciekawg wilasnosé:
sgq wszystkie obrazami ciggtymi jednego zbioru (z posréd nich), np.
tak zwanego zbioru doskonatego nigdziegestego Cantora.

Wezmy inne twierdzenie znane z Analizy, np. to, ze funkcja
ciggta w przedziale, przechodzac od jednej wartosci do drugiej;
przechodzi przez wszystkie warto$ci posrednie. Jakim warunkom
winien czyni¢ zados$¢ zbiér Z (np. ptaski), aby kazda funkcja ciagta
w zbiorze Z posiadata te wiasnos¢, ze jezeli przyjmuje w zbiorze
Z dwie rozne wartosci, to przyjmuje tez w zbiorze Z kazdg war-
to$¢ posrednig miedzy niemi? Okazuje sie, ze na to potrzeba i wy-
starcza, izby zbiér Z byt spojny, t. j. zeby nie dat sie rozbi¢ na
dwie czesci, z ktérych zadna nie zawiera ani punktow, ani miejsc
skupienia drugiej.

Na to, zeby oba wspomniane tutaj twierdzenia analizy byty
dla zbioru Z stuszne (tw. o kresach it. zw. tw. Darboux), potrzeba
i wystarcza, aby zbiér Z (o ile sie nie sktada z jednego tylko
punktu) byt continuum (t. j. zbiorem ograniczonym, zamknietym
i spojnym).

Wezmy teraz takie zagadnienie: Jakim warunkom winien
czyni¢ zados¢ zbior Z, aby z réwnosci w zbiorze Z dwuch funkcji
ciggtych zm. rzeczyw. mozna bylo wnioskowaé o ich réwnosci dla
wszystkich rzeczywistych x? Okazuje sie, ze na to potrzeba i wy-
starcza, zeby zbidr Z byl wszedziegesty, t. j. zeby w kazdym prze-
dziale lezaty punkty zbioru Z.

Majac dang funkcje zmiennej rzeczywistej f(x), mozemy ba-
da¢ zbior jej punktdw nieciggtosci. Jakie warunki sg konieczne
i wystarczajgce na to, zeby dany zbiér Z mdgt by¢ zbiorem wszyst-
kich punktéw nieciggtosci jakiejs funkcji zmiennej rzeczywistej?
Okazuje sie, ze na to potrzeba i wystarcza, zeby zbiér Z byt suma
szeregu nieskonczonego zbiordw zamknietych, czyli t. zw. zbiorem
Fa. Wsréd zbioréw Fa rowniez istniejg takie, ktorych obrazy cig-
gte dajg wszystkie zbiory Fa
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Roézne zagadnienia doprowadzajg do badania réznych Kklas
zbioréw, bardziej lub mniej skomplikowanych. To tez zaszia po-
trzeba zrobienia jakiego$ porzadku ws$réd réznych spotykanych
zbioréw i wprowadzenia odpowiedniej nomenklatury.

Pierwsze pytanie, ktére sie tu nasuwa, to jest to, zapomoca
jakich operacji mozemy, wychodzagc z pewnych elementarnych
zbioréw, otrzymywac zbiory, potrzebne do naszych badan?

Najwazniejsze operacje na zbiorach sg trzy: dodawanie zbiorow,
czyli tgczenie w jeden zbiér dwuch lub wiekszej liczby zbioréw,
odejmowanie zbioréw czyli usuwanie z jednego zbioru tych ele-
mentdéw, ktére naleza do drugiego, oraz mnoienia zbioréw, czyli
tworzenie czesci wspdlnej dwuch lub wiecej zbioréw. Suma szeregu
skoniczonego lub nieskonczonego zbioréw Z1-j- Z2-f- Z3-f-... jest
to wiec zbidr, zawierajagcy wszystkie elementy kazdego ze skiad-
nikéw, i tylko takie elementy; iloczyn ciggu skonczonego lub nie-
skoriczonego zhior6w Zx Z1Zs... jest to zbior, zawierajacy te i tylko
te elementy, ktére nalezg do kazdego z czynnikéw. Roéznica zbioru
Zx— Zx jest to zbidr, utworzony z tych elementéw zbioru Zx ktore
nie nalezg do Zt.

Mnozenie zbioréw daje sie zresztg zawsze sprowadzi¢ do do-
dawania i odejmowania zbiorow, w mys$l tozsamosci

Zi Z%Z,...= Zx- [(Zj - Z)+ [Zx- Z,)+ {Zx- Zt) + .]

Niech R oznacza jakgkolwiek rodzine zbiordw. Rodzine wszyst-
kich zbioréw, bedacych sumami szeregow nieskonczonych zbioréw,
nalezacych do rodziny R, oznaczamy przez 27a, za$ rodzine wszyst-
kich zbioréw, bedacych iloczynami nieskoriczonemi zbioréw, nale-
zacych do rodziny R, oznaczamy przez Rd. Jasnem jest, co ozna-
czajg symbole Rai ff5r, Raia i t d. tatwo widzieé, ze zawsze
Raa= Ra oraz Rdi = Ri, gdyz kazdy cigg podwojny mozna, jak
wiadomo, ustawi¢ w cigg zwykly.

Zbiory zamkniete oznaczane sg przez F\ ich dopetnienia, czyli
zbiory otwarte, oznaczane sg przez G. Jasnem jest, co 0znaczajg
symbole F,,, Git Fai, Gia, Faia i t. d. Symboli Fdi G,, nie mamy
potrzeby wprowadzaé, gdyz iloczyn zbhioréw zamknietych jest zawsze
zamkniety (zatem Fs— F) za$ suma zbioréw otwartych jest zbio-
rem otwartym (a wiec Gt = G).

Wiec np. na to, zeby zbiér Z byt zbiorem wszystkich punk-
tow ciggtosci jakiej$ funkcji zmiennej rzeczywistej, potrzeba i wy-



40

starcza, izby byl Gd. Na to, zeby zbidr byt zbiorem wszystkie,li
wartosci, ktére jaka$ funkcja ciggta przyjmuje nieskoriczenie wiele
razy, potrzeba i wystarcza, izby byt sumg zbioru GA oraz zbioru
skonczonego lub przeliczalnego.

Wezmy teraz przyktad z teorji funkcji zmiennej zespolonej.
Mamy dany szereg potegowy o skoniczonym promieniu zbieznosci.
Co mozna powiedzie¢ o zbiorze tych punktéow kota zbieznosci,
w ktorych szereg jest zbiezny? Udowodniono, ze jest to zawsze
zhiér Fai] otwartem jednak pozostaje pytanie, czy kazdy zbiér Fad,
potozony na kole, jest zbiorem wszystkich punktéw zbieznosci ja-
kiego$ szeregu potegowego, ktorego kotem zbieznosci jest uwa-
zane koto.

Zbiory F, G, Fa, Gd, Fai i t. d., przedstawiajg najprostsze
klasy t. zw. zbioréw Borela. Sa to zbiory, ktére powstajg z prze-
dziatow przez stosowanie przeliczalnej ilosci dodawan i mnozen.
Klase wszystkich zbiorow borelowskich mozna tez okresli¢ jako
najmniejsza klase K zbiordw, posiadajgcg nastepujace dwie wia-
snosci 1° klasa K zawiera wszystkie przedziaty; 2° klasa K za-
wiera sumy oraz iloczyny kazdego ciggu nieskoriczonego zbiorow,
nalezacych do K.

Jak ogolng jest klasa zbioréw Borela. dowodzi choéby fakt,
ze wszystkie zbiory, ktére badano do r. 190f)-go, nie wylaczajac
przyktadow na najrozmaitsze osobliwosci, byty zbiorami Borela.
Dopiero w r. 1905-ym Lebesgue zbudowat pierwszy przyktad zbioru
nie-borelowskiego, ale uczynit to przy pomocy liczb pozaskorczo-
nych i w spos6b nader skomplikowany. To tez jeszcze przez kil-
kanascie lat panowato przekonanie, ze wszystkie proste operacje,
wykonywane na zbiorach Borela, daja jako wyniki tylko zbiory
Borela. Dopiero Suslin w r. 1916 okazat, ze tak nie jest, miano-
wicie, ze juz rzuty zbioréw Gd (ptaskich) mogg nie by¢ zbiorami
Borela. Rzuty zbioréw Borela tworzg nowa, obszerniejszag klase
zbioréw, zwanych zbiorami (4), albo analitycznemi. Teorje tych
zbioréw rozwingt gtéwnie prof. Luzin. Jak ogdlnemi sg zbiory (-i),
dowodzi chocby fakt, ze wszystkie zbiory punktow, ktore byty
okreslane efektywnie az do chwili zbudowania teorji zbioréw (A),
nie wyltaczajgc przyktadéw zbiorow nie-borelowskich. byty badz
zbiorami (A), badz ich dopetnieniami.

Dzi§ posiadamy juz szereg réwnowaznych definicji zbioréw
(A). Do zbioréw tych doprowadzajg rézne zagadnienia dotyczace
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funkcji ciggtych, lub najprostszych funkcji nieciggtych. Najprost-
szemi funkcjami po funkcjach ciggtych sg funkcje zmiennej rze-
czywistej, ciggte wszedzie conajmnicj z jednej strony, np. lewej.
Otdz zbior wszystkich wartosci takiej fuukeji jest zawsze zhiorem
(A), i kazdy zbior (A) (linjowy) jest zbiorem wszystkich wartosci
pewnej funkcji wszedzie ciggtej ze strony lewej. Go do funkcji
ciggtych ze strony lewej, to zauwazymy, ze przy, ich pomocy
daje sie ustali¢ odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne pomiedzy
punktami odcinka, a punktami kwadratu, czego, jak wiadomo, nie
mozna zrobi¢ zapomocg funkcji ciagtych.

Zbiory (¢4) sa dosy¢ dobrze zbadane; nie mozna jednak tego
powiedzie¢ o ich dopetnieniach, czyli t. zw. zbiorach CA. Jednem
z nierozstrzygnietych dotad pytan, dotyczacych tych zbioréw, jest
pytanie, czy w kazdym nieprzeliczalnym zbiorze CA daje si¢ okre-
$li¢ funkcja, przybierajgca wszystkie wartosci rzeczywiste.

W r. 1924 zauwazyt Luzin, ze istniejg bardzo proste ope-
racje, ktore, dokonane skonczong liczbe razy na zbiorach Borela,
doprowadzajg juz nie tylko do zbioréw (A) i ich dopektnien, ale
do zbioréw znacznie bardziej skomplikowanych. Sg to operacje
rzutu i dopetnienia.

Przez rzut punktu {od, Xn) przestrzeni w-wymiarowej
rozumiemy punkt (xu rca,..., ¢rmj) przestrzeni m -1 wymiarowej,
a wiec punkt, otrzymany z danego przez odrzucenie ostatniej jego
spotrzednej. Rzut zbioru jest zbiorem rzutow jego punktéw. Przez
dopetnienie zbioru Z. lezagcego w przestrzeni m-wymiarowej lim
rozumiemy zbiér Rm— Z. Rzut zbioru Z oznaczmy, przez PZ, do-
petnienie przez CZ. Jasnem jest znaczenie symboli PZ, CP Z,
PCPZ it d. Zbiory, otrzymywane ze zbioréw zamknietych prze-
strzeni o dowolnej, skonczonej liczbie wymiarow, przez stosowanie
skonczonej liczby razy operacji P i C, nazywamy zbiorami rzuto-
wymi. Okazuje sie, ze zbiory PF sg to zbiér)7 Fa (i naodwrét),
CPF sa Gj (i'naodwrét), PCPF sg zbiorami (A) (i naodwrdt).
O pewnych ich wiasnosciach bede miat sposobnos¢ méwié¢ szczegoto-
wiej w komunikacie sekcyjnym. Jak ogélnymi sa zbiory rzutowe,
dowodzi fakt, ze wszystkie zbiory punktowe, ktére byty efektywnie
okreslone az do r. 1925-go byly zbiorami rzutowymi. Dzi$ juz jed-
nak potrafimy okresla¢ efektywnie zbiory punktowe, nie bedace
rzutowymi.

Zbiory majg zastosowanie nie tylko w teorji funkcji zmiennej
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rzeczywistej. W dzisiejszej analizie wazng role odgrywajg funkcje
ktorych zmiennymi sg zbiory punktéow, za$ wartoSciami — liczby
rzeczywiste Sg to t. zw. funkcje zbioréow. Ws$rod nich wyrézniajg
sie addytywne, t.j. speiniajgce warunek f{ZI -\-Zi -\-...)=f{Zi)-\-
f(Z%-f-..., dla kazdego skonczonego, wzglednie nieskoriczonego
szeregu zbioroéw, zaleznie od tego, czy chodzi o addytywno$¢ zwykitg
czy tez bezwzgledng. Do takich funkcji nalezy np. miara zbioru.
Catka sprowadza sie, jak wiadomo, do miary: np. calka funkcji
zmiennej rzeczywistej jest miarg pewnego zbioru plaskiego, wy-
znaczonego przez obraz tej funkcji. Do funkcji zbioru dajg sie tez
sprowadzi¢ t. zw. funkcje linji, gdzie zmiennemi sg funkcje, za$
wartosciami liczby rzeczywiste.

Z drugiej strony, przy badaniu zbioréw, funkcje odgrywajg
nader wazng role, zwlaszcza funkcje, ktdrych elementami oraz war-
tosciami sg punkty (wogdle przestrzeni wielowymiarowej).

O funkcji f(p), okreslonej dla elementéw p danego zbioru Z,
ktérej wartosciami f(p) sa elementy zbioru P\ moéwimy, ze jest
réznowartosciowa, jezeli zawsze f(p) 3=/(<?), dla p 3=q

Jezeli istnieje funkcja réznowarto$ciowa, okreslona w zbiorze
Z, ktérej zbiorem wartosci jest zbiér T, to méwimy, ze zbiory Z
i T sg rownej mocy. Jezeli nadto funkcja ta jest ciggta w zbiorze
Z, za$ jej funkcja odwrotna jest ciagta w zbiorze Z. to moéwimy,
ze zbiory Z i T sa hoineomorficzne. Stad juz wida¢, jak wazng
role odgrywa pojecie funkcji zaréwno w og6lnej teorji mnogosci
(w teorji mocy), jak roéwniez wtopologji, ktéra zajmuje sie bada-
niem wilasnosci  zbiorow, ktéresg niezmiennikami - przeksztatcen
homeomorficznych.

Wazna role odgrywajg tez w réznych badaniach funkcje, ktore
zbiorom przyporzadkowywujg zbiory. Kazda operacja na zbiorach
jest taka wiasnie funkcja: np. rzut zbioru, dopetnienie zbioru,
zbi6ér wszystkich punktéw skupienia zbioru i t. p. W pewnych
badaniach spotykamy tez funkcje, ktore liczbom rzeczywistym przy-
porzadkowywujg zbiory. Prosty przykiad takiej funkcji otrzymu-
jemy, przecinajac dany zbidr ptaski Z prostemi rownolegtemu do
osi y-6w Kazdej liczbie rzeczywistej x odpowiada tu zbior wszyst-
kich punktéw zbioru Z o odcietej r. W ostatnich czasach badano
tez funkcje, ktore rodzinom zbiorow przyporzadkowywujg rodziuy
zbiorow. Przyktadami takich funkcji sg np. /'(li) — Ra. f(R) = R6.



W actaw Sierpinski (Warszawa).

O pewnych witasnos$ciach zbioréw
rzutowych.

Definicja zbioréw rzutowych.
. Zbiér H.
. Zbiory Hn.
lloczyny zbioréw P,e
. Operacja A na zbiorach CA.
. Wiasnos$¢ Baire’a a zbiory P,.
. Zbiory doskonale mierzalne w znaczeniu wezszem.
. Mierzalno$¢ (L) zbioréw rzutowych a krzywa Peano.
Tw. Hurewicza. Zbiory doskonale mierzalne B.
10. Sito. Zbiory przesiane przez sito-
11. Zbiory n[E) i p(E).

- w N e

Podam tutaj przedewszystkiem definicje zbioréw rzutowych,
odbiegajaca cokolwiek od oryginalnej definicji prof. Luzina. Réz-
nica bedzie polegata na tern, ze w definicji, ktérg podam, wyeli-
minowane bedg zbiory mierzalne R, stanowigce w definicji Luzina
punkt wyjscia.

Niech (a,, a2..., X,,_U xn) oznacza punkt w przestrzeni eukli-
desowej m-wymiarowej (m> 1). Przez rzut tego punktu bedziemy
rozumieli punkt (xu x1..., xm,) przestrzeni (m— 1)-wymiarowej.
Przez rzut zbioru, potozonego w przestrzeni m-wymiarowej, rozu-
mie¢ bedziemy zbi6r rzutébw wszystkich jego punktéw. Rzut zbioru
E oznacza¢ bedziemy przez P(E), dopetnienie za$ zbioru E (wzgle-
dem tej przestrzeni, w ktorej lezy) — przez C(E). Rzut i dopet-
nienie'. P i C, bedg to dwie operacje elementarne.

Zbiorami rzutowymi nazywamy zbiory przestrzeni o dowolnej
(skonczonej) liczbie wymiarow, ktére dadzg sie otrzymac ze zbiorow
zamknietych (przestrzeni o dowolnej wiekszej liczbie wymiaréw)
przez stosowanie skonczong liczbe razy operacji rzutu i dopetnienia.
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Rozpatrzm}7 nieco blizej klasy zbioréw, ktére w ten sposdb
stopniowo otrzymujemy.

Jezeli przez F oznacza¢ bedziemy zbiory zamkniete przestrzeni
«wymiarowej, to, jak to tatwo mozna okaza¢, rodzina zbiorow
P{F) pokrywa sie z rodzing zbiorbw Fa. Godnem uwagi jest, ze
kazdy zbior P{F) jest obrazem ciggtym tego samego zbioru zam-
knietego linjowego, ktéry otrzymamy, umieszczajagc w kazdym
z przedziatéw o koncach, bedacych kolejnemi liczbami catkowitemi,
znany zbiér doskonaty nigdziegesty Cantora.

Zbiory CP(F) sa to oczywiscie zbiory Gd (i naodwrdét). Zbiory
PCP(F) sa to wiec rzuty zbiordw Gs, czyli zbiory (4) (analityczne)
(i naodwrot).

U Luzina punktem wyjscia sg zbiory Borela — bedziemy je
oznaczali przez B. Pierwsza klase zbhioréw rzutowych stanowig u Lu-
zina zbiory P(B) oraz CP(B), a wiec zbiory (-4), oraz ich dopetnienia.

Jak wiadomo, kazdy zbior (4) (w przestrzeni »»-wymiarowej)
jest obrazem ciggltym tego samego zbioru (linjowego), mianowicie
zbioru wszystkich liczb niewymiernych. Nowy wynik, ktéry otrzy-
matem, jest ten, ze kazdy zbiér C(A) jest obrazem cigglym tego
samego zbioru C(A) linjowego, li. Moznaby poda¢ efektywng, aryt-
metyczng definicje zbioru li. Zbior H oczywiscie nie moze by¢
zbiorem (4), gdyz kazdy obraz ciggty zbioru (4) jest zbiorem (A),
za$ wsrod zbiorow C(A) istniejg, jak wiadomo, takie, ktore nie sg
zbiorami (A). Zbioér CH jest wiec przyktadem zbioru (4), ktérego
dopetnienie nie jest zbiorem (4), skad wynika, jak wiadomo, ze
zbiér ten nie jest mierzalny B. Zbior H posiada jeszcze innag cie-
kawa witasnos$é: jego obrazy ciagte pokrywajg sie z rzutami zbio-
row CA, czyli ze zbiorami PCPC P(F).

Dla udogodnienia, wprowadzimy dalej nastepujace oznaczenia.
Przez PO oznacza¢ bedziemy zbiory Fa, przez @ — zbhiory Gs.
Okreslimy, dalej, przez indukcje, zbiory P, i C, (dla « = j, 2, 3,..).

Przez P,, bedziemy rozumieli zbiory P(C,_J, za$ przez CH
zbiory C(P,,_,). Zatem Py bedg to zbiory (4), G — ich dopetnie-
nia, P2 — rzuty dopetnien zbioréw (4). Zbiory P,, oruz C,, ktére
nie s§ P,, r ani C, u tworzg » tg klase zbioréow rzutowych Luzina

Uogdlniajgc  wspomniany wyzej wynik, dotyczacy zbioru H,
udowodnitem, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje zbiér li-
ujowy H,,, bedacy zbiorem C,,_,, takim, iz zbiory P,, pokrywajg sie
z obrazami ciggtemi zbioru H..
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Z definicji zbiordw P, wynika, ze suma oraz iloczyn przeli-
czalnej mnogosci zbiordw P, jest zbiorem P,. Natomiast otwartem
pozostawato pytanie, czy podobng wilasnos¢ posiadajg sumy, oraz
iloczyny zbioréw P,, (dla n — 2, 8,...). Ot6z udowodnitem, ze suma
oraz iloczyn przeliczalnej mnogosci zbioréw P,, jest zbiorem P,
(dla 1~ 1). Wynika stad, ze jezeli na zbiorach rzutowych
klasy » n Luzina wykonamy skonczong lub przeliczalng mnogo$¢
dodawan, odejmowan, lub mnozeA zbioréw, to otrzymam}' zbiory,
bedace klasy conajwyzej n-j- 1 (jednoczesnie P,+1 i C+1). Wynika
stad tez, ze wynik tak zwanej operacji (M), dokonanej na zbiorach
P, jest zawsze zbiorem P,. W szczeg6lnosci wiec wynik operacji
(A), dokonanej na zbiorach CA, jest zbiorem Ps. Waznem bytoby
zbadanie, czy naodwrdt, kazdy zbior fi jest wynikiem operacji (A)
na zbiorach CA. Gdyby bowiem tak byto, to wynikatoby stad, ze
kazdy zbior P2 (a wiec tez kazdy zbidr rzutowy klasy 2 Luzina)
jest mierzalny (L), oraz spetnia warunek Baire'a. Pytania te nio sg
dotad, jak wiadomo, rozstrzygniete, a prof. Luzin jest zdania, ze
nigdy nie bedg rozstrzygniete. Dla rozstrzygniecia pytania, czy kazdy
zbiér P, jest wynikiem operacji (A) na zbiorach CA, wystarcza-
toby rozstrzygna¢, czy tak zwany zbiér phaski uniwersalny P2 po-
siada te wiasnos¢ (Uniwersalnym (ptaskim) zbiorem P2 nazywamy
taki ptaski zbior P2, ktérego przeciecia réwnolegtemi do osi y-6w
dajg wszystkie zbiory P2 liujowe. Mozna udowTDdni¢, ze istniejg
zbiory P,, oraz C, uniwersalne, dla n= 0, 1 2. 3,..).

Co do wiasnosci Baire’a, to zbudowatem efektywnie zbiér P2
liniowy Z taki, ze zagadnienie, czy kazdy linjowy zbidr rzutowy
klasy 2 Luzina posiada wiasno$¢ Baire’a, jest rownowazne pytaniu,
czy zbior Z posiada wiasnos¢ Baire’a.

P. Nikodym nazywa doskonale mierzalnymi w znaczeniu wez-
szem zbiory, ktorych wszystkie obrazy ciggte sg mierzalne (L).
Otéz tatwo widzieé, ze pytanie, czy kazdy zbiér P2 jest doskonale
mierzalny w znaczeniu wezszem, jest rownowazne pytaniu czy zbior
H3 jest doskonale mierzalny w znaczeniu wezszem. Istnieje wiec
przyktad efektywny, arytmetyczny, zbioru, co do ktérego nio je-
steSmy w stanie, a (wedtug Luzina — nigdy nie bedziemy w stanie)
rozstrzygnaé, czy jest doskonale mierzalny w znaczeniu wezszem.

Zbiory P2 sg, jak wiadomo, sumami x, zbioréw Borela: nie
wiadomo jednak, czy sg one tez iloczynami zbioréw Borela,
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T to pytanie sprowadza sie do pytania, czy pewien efektywny
zbhior P, jest sumg zbioréw Borela.

Co do mierzalnosci (L) zbioréw rzutowych klasy 2-giej, to
nasuwa sie tu jeszcze takie pytanie: Czy wystarczy udowodnié
mierzalno$¢ (i) zbiorow rzutowych 2-giej klasy linjowych, czy tez
trzeba przeprowadza¢ dowdd osobno dla zbiorow linjowych, osobno
dla ptaskich, dla przestrzennych, i t. d. Otéz udowodnitem, ze gdyby
sie dowiodto, ze wszystkie zbiory rzutowe 2-giej klasy linjowe sg
mierzalne L, to stad juz bedzie wynikato, ze wszystkie zbiory rzu-
towe Kklasy 2-giej w przestrzeni m-wymiarowej sg mierzalne L.
Dowod opiera si¢ na pewnej elementarnej, ale, zdaje sie nie znanej
dotad wiasnosci krzywej ciagtej Peatio, wypetniajacej kwadrat (tej,
ktorg sie otrzymuje przez kolejne dzielenie kwadratu, wzglednie
odcinka, na 9, 9§ 93i t. d. rownych czesci). Mianowicie, jezeli ¢/jest
dowolnym zbiorem punktow przedziatu (0, 1), ktéry krzywa Peano
przeksztatca na zbiér ptaski T (punktéw kwadratu), to miara zew-
netrzna (wzglednie wewnetrzna) linjowa zbioru Z jest réwna mierze
zewnetrznej (wzglednie wewnetrznej) powierzchniowej zbioru T.

Jak juz wspomniatem, istnieje zbi6r linjowy G6 (np. zbidr
wszystkich liczb niewymiernych) ktérego obrazy ciggte dajg wszyst-
kie zbiory (A). Ot6z nasuwa sie pytanie, ktére ze zbioréw Gt
linjowych posiadajg jeszcze te samg wiasnos¢. Udowodnitem, ze na
to izby obrazy ciggte zbioru Gs linjowego dawatly wszystkie zbiory
(A), potrzeba i wystarcza, izby zbior ten nie byt Fa. Wyniku tego
nie ogtaszatem drukiem, gdyz dowiedziatem sie, ze p. Dr. W. H u-
rewicz ma wynik jeszcze mocniejszy, mianowicie, ze odwzoro-
wania ciggte wzoru (.4), nie bedacego Fa dajg wszystkie zbiory (A).
Jezeli wiec nazwiemy zbiorami doskonale mierzalnymi B te, kto-
rych wszystkie obrazy ciggte sa mierzalne B, to z posrdd zbioréw
linjowych jedynemi zbiorami doskonale mierzalnymi B sg zbiory
Fa. Ciekawg rzecza bytoby zbadanie, ktore ze zbioréw CA posia-
dajg te wiasnos¢, ze ich odwzorowania ciagte dajg wszystkie zbiory
Ps. Czy wystarczy tu moze, zeby zbiér CA nie byt mierzalny B?

Procz rzutu jest jeszcze inna operacja, ktéra doprowadza do
zbhioréw rzutowych: jest to operacja przesiewania zhioréw przez sito
(crible) Luzina. Ujmiemy rzecz te cokolwiek ogolniej, niz Luzin.

Dla kazdego zbioru F, lezacego w pot-ptaszczyznie y 0
oznaczmy przez K{E), i nazwijmy zbiorem przesianym przez sito
E, zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x, takich, iz prostopadita,



47

wystawiona w punkcie x do osi odcietych, trafia zbiér E w zbiorze
punktéw, ktory nie jest dobrze uporzadkowany wedlug wzrastaja-
cych rzednych.

Okazuje sie, ze zbiory (A) (litijowe) pokrywajg sie ze zbio-
rami K(F). Udowodnitem tez, ze jezeli E jest zbiorem P,, (ptaskim),
to K{E) jest zbiorem Pn (linjowym), oraz ze zbiory P, linjowe
pokrywaja sie ze zbiorami K(Cn j.

Wspomne wreszcie 0 pewnym wyniku, dotyczacym zbioru
n{E) tych liczb a, dla ktérych prosta x = a trafia zbior plaski E
w zbiorze punktow, zawierajgcym podmnogo$¢ doskonata. Luzin
dowiddt, ze jezeli E jest zbiorem CA, to n(E) jest zbiorem P5.
Ot6z mozna okaza¢, ze kazdy zbior P2 linjowy jest zbiorem n(E),
gdzie E jest pewnym (odpowiednio dobranym) zbiorem CA (ptaskim).
W zwigzku z tym wynikiem wytania sie nastepujgce zagadnienie.

Oznaczmy przez fi(E) zbidr wszystkich liczb a dla ktérych
prosta x — a trafia zbior plaski E w nieprzeliczalnej mnogosci
punktéw. Luzin udowodnit, ze jezeli zbiér E jest CA, to zbior
fi{E) jest Cs, przyczem metoda Luzina nie daje na n{E) nizszej
klasy. Gdyby sie okazato, ze jezeli zbior E jest CA, to zbidr fi(E)
moze nie by¢ Ps, to wynikatoby stad istnienie zbiorow CA nie-
przeliczalnych, uiezawierajgcych podmnogosci doskonalej.



Alfred Tarski (Warszawa).

Geschichtliche Entwicklung und gegenwar-
tiger Zustand der Gleichméachtigkeitstheorie
und der Kardinalzahlarithmetik,

Die Theorie der Gleichméehtigkeit und der Kardinalzahlen
besitzt trotz ihrer kurzen, denn kaum funfzigjahrigen Existenz eine
interessante und charakteristische Entwicklungsgeschichte.

Diese Theorie bildet bekanntlich einen wichtigen Teil einer
umfassenden mathematischen Disziplin — der Mengenlehre. Sie
verdankt ihre Entstehung, wie Uberhaupt die ganze Mengentheorie,
einem einzigen Forscher— Georg Cantor. In seinen bekannten
Arbeiten von den Jahren 1874— 18971) hat bereits Cantor sdmmt-
liche Grundbegrifle dieser Theorie eingefuhrt, sowie eine Reihe der
Fundamentalsatze aus diesem Gebiete begriindet oder zum wenig-
sten formuliert. Das Cantor’sche Werk wurde von seinen Schi-
lern und Nachfolgern — den Herren F. Bernstein, Hessen-
berg, J. Kénig, Russell, Whitehead, Zermelo u. a — in
intensiver Weise fortgefiihrt. In zahlreichen Abhandlungen aus den
ersten Jahren des laufenden Jahrhunderts, wobei an ersten Stelle die
Dissertation von Hrn Bernstein zu erwahnen ist, haben die ge-
nannten Autoren nicht nur Beweise fur mehrere von Cantor
aufgestellten Sétze geliefert, sondern auch viele neue Resultate mehr
oder weniger allgemeiner Natur erreicht, grdsstenteils unter Ver-
wendung sinnreicher Methoden und subtiler Schlusse.

) Angesichts einer ausfuhrlichen Bibliographie der abstrakten Mengen-
lehre, die in dem neuen Buch von A. Frankel: Einleitung in die Mengen-
lehre, 31 Auflage, Berlin 198, S. 394—41V, eich bofindet, wird in diesem Arti-
kel von genaueren Zitaten abgesehen.
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Als Angelpunkt fur die Entwicklung der Gleichméchtigkeits-
theorie ist das Jahr 1904 zu nennen, in welchem von Hrn Zer-
melo zum ersten Male das Auswahlaxiom explicite formuliert und
zum Beweise des berihmten Wohlordnungssatzes herangezogen
wurde. Infolge dieses Satzes reduziert sich wie bekannt die ganze
Arithmetik der unendlichen Kardinalzahlen auf einen ihrer Ab-
schnitte, ndmlich auf die Theorie der sog. Alefs, d. i. der Kardi-
nalzahlen der wohlgeordneten Mengen. In Verbindung mit gewissen
weitgehenden, noch von Cantor formulierten und etwas spéter
in den Hessenb er g’schen Grundbegriffen der Mengenlehre (1906)
begriindeten Alefsatzen, bewirkt diese Tatsache, dass ganze Teile
der Theorie (Probleme der Vergleichbarkeit, Addition, Subtraktion
und Multiplikation einer endlichen Faktorenanzahl der Kardinal-
zahlen) fast trivial und irgendwelcher interessanten Momente be-
raubt werden. Gewisse Fragen (in erster Linie Potenzierung der
Kardinalzahlen betreffend), die nach wie vor unentschieden bleiben,
erweisen sich dagegen so schwierig, dass man bis heute noch nicht
im Besitze von Methoden ist, die einen wesentlichen Schritt zu
ihrer Beherrschung ermdglichen wiirden. So hat denn fir Mathe-
matiker, die ohne Vorbehalt das Auswahlaxiom angenommen haben
(und als solche waren und sind auch heute die meisten Forscher
auf dem Gebiete der Mengenlehre zu bezeichnen), die Kardinal-
zahlarithmetik seit dem Erscheinen der genannten Resultate von
Herren Zermelo und Hessenberg jede Anziehungskraft als
Forschungsbereich verloren. Es ldsst sich in der Tat in den nach-
folgenden Jahren ein Stillstand in der Fortwicklung der betrach-
teten Theorie wahrnehmen; die wenigen Arbeiten, die zu ver-
zeichnen sind, bilden fast ausschliesslich geringere Beitrdge, die
schon bekanntes in anderer Weise darstellen oder vervollstdndigen.
Wenn man trotzdem diese Periode nicht als fruchtlos fir das uns
interessierende Gebiet bezeichnen darf, so liegt das nur daran,
dass damit gleichzeitig eine logische Vertiefung und festere Fun-
dierung der Grundlagen der Mathematik, namentlich der Mengen-
lehre mitsamt der Gleichméchtigkeitstheorie intensiv betrieben wird:
es genigt in dieser Beziehung auf die bekannte Abhandlung von
Hrm Zermelo (aus dem Jahre 1908) und auf das grosse Werk
von den Herren Whitehead und Russell: Principia Mathema-
tica (1912—1913) hinzuweiseu.

Erst in den letzten Jahren ist die Forschungsarbeit auf un-

Dodatek do Rocz. pol. Tow. matem. 4
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serem Gebiete in ein lebhafteres Tempo getreten. Es tritt hier eine
Mitwirkung verschiedener Faktoren hervor. Durch eine wachsende
Opposition gegen uneingeschrédnkten Gebrauch des Auswahlaxioms
wird man vor allem dazu geflhrt, eine scharfe Grenze zwischen
denjenigen Ergebnissen, die dieses Axioms bedirfen, und den
ubrigen zu ziehen, was insbesondere Untersuchungen uber die Rolle
des Auswahlaxioms bei der Begriindung einzelner Resultate mit
sieh bringt. Von diesem Standpunkte aus kann als Beginn dieser
neuesten Periode die bekannte Arbeit Uber das Auswahlaxiom von
Hrn Sierpinski aus dem Jahre 1919 angesehen werden, obwohl
diesbeziigliche Untersuchungen auch schon friher unternommen
wurden. — Es stellt sich ferner heraus, dass die ohne das Aus-
wahlaxiom gewonnenen Ergebnisse, wenn sieh auch meistens bloss
Spezialfalle oder leichte Folgerungen aus Theoremen sind, welche
dieses Axioms bedirfen, auch fir diejenigen Mathematiker Inte-
resse bieten, die sich gegenliber axiomatischen Fragen vollig gleich-
giltig verhalten: die genannten Ergebnisse sind nadmlich oftmals
Verallgemeinerungen fahig, deren Anwendungskraft weit Uber den
Rahmen der Kardinalzahlarithmetik und sogar der ganzen Mengen-
lehre im eigentlichen Sinne des Wortes hinausreicht. — Es schei-
nen sich schliesslich auch Zugénge zu jenen noch unbewaéltigten
und schwierigsten Problemen der Theorie zu 6ffnen, die im Vor
hergehenden erwdahnt wurden.

Im gegenwadrtigen Augenblicke entwickelt sich die Theorie
der Gleichméchtigkeit und der Kardinalzahlen in einigen Richtun-
gen, die hier eine kurze Besprechung finden mdgen.

Es werden zun&chst Untersuchungen gefiihrt, die eine weit-
moglichste Begrindung des in Frage kommenden
Gebietes unter Vermeidung des Auswahlaxioms be-
zwecken. Diese Untersuchungen greifen in verschiedene Teile der
Theorie ein. Die bisher erreichten Resultate sind grdsstenteils von
spezieller Natur; die weitergehenden unter ihnen betreffen die Ver-
gleichsrelationen zwischen Kardinalzahlen, die Operationen der Addi-
tion und Subtraktion, sowie Eigenschaften der Alefs. Auskunft dariiber
kann in den Lehrblchern der Mengenlehre von Hrn Sierpinskil,

') V2L die nou erschienenen Lecons sur les nombres transfinis, Paris
1928, und namentlich Zarys teorji mnogosei {Abriss der Mengenlehre, polnisch),
cz. i*, wyd. 31, Warszawa 1928.
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wie auch in der gemeinsamen Abhandlung von Hrn Lindenbaum
und dem Verfasser: Communication sur les recherches de la théorie
des ensembles (1926) gefunden werden.

In einem engen Zusammenhdnge mit den erwdhnten Unter-
suchungen stehen weitere, die Uber den Bereich der Gleichmach-
tigkeitstheorie hinausgehen und die man folgendermassen charakte-
risieren kann. Indem man diejenigen Beweise einzelner Ergebnisse
der Theorie analysiert, die das Auswahlaxiom (oder zum wenig-
sten den Wohlordnungssatz von Hrn Zermelo) nicht benutzen,
sucht man allgemeinere Séatze zu gewinnen, die gewisse Eigen-
schaften beliebiger, hauptsachlich eineindeutiger Abbildungen be-
treffen. Diese Satze ermoglichen ihrerseits weitgehende Verallge-
meinerungen jener analysierten Resultate aus der Gleichmachtig-
keitstheorie; es treten hier an stelle der Begriffe Gleichmachtigkeit
und Kardinalzahl die Begrifle der Aequivalenz der Mengen in bezug
auf eine gegebene Abbildungsklasse und des Typus einer solchen
Klasse — also derartige allgemeine Begriffe, die als Spezialfélle
die wichtigen und bekannten Begriffe der Gleichméchtigkeit, der
Aehnlichkeit geordneter Mengen, der Homdomorphie und der Kon-
gruenz der Punktmengen, bzw. die Begriffe der Kardinalzahl, des
Ordnungstypus, des topologischen Typus usw. liefern. Die dadurch
gewonnenen Ergebnisse finden oft interessante Anwendung in
verschiedenen Teilen der Mengenlehre, wie auch in verwandten
Gebieten der Mathematik. In dieser Weise entsteht eine neue The-
orie. an Allgemeinheit die Gleichmé&chtigkeitstheorie weit Uber-
treffend, und zwar die Aequivalenztheoric der Mengen in bezug auf
beliebige Abbildungsiclassen. Heute darf man es wohl als eine empi-
rische Tatsache ansehen, dass sd&mmtliche bekannten Er-
gebnisse, welche Vergleichsrelationen zwischen Kar-
dinalzahlen sowie die Verknipfungen der Addition
und Subtraktion betreffen und unabhdngig vom Aus-
wahlaxiom begrindet waren, bloss Spezialfdlle von
Sdtzen dieser neuen Theorie sind. — In der beschriebenen

") Es wird sich dabei nicht immer um ganz beliebige Abbildungsklassen
handeln: will man einzelne Resultate der Gleichméacbtigkeitstheorio (etwa den
Aequivalenzsatz von Cantor-Bern stein oder den Bern stei n’schen Satz
Uber die Division der Kardinalzahlen) verallgemeinern, so muss man den Klas-
sen mehr oder wenig speziellen Eigenschaften, wie z. B. die Gruppeneigen-
schaft oder die sog. (endliche oder abzahlbare) Additivitat, zuschreiben.

4
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Richtung bewegen Rieh die Arbeiten von den Herren Ban ach,
D. Konig und Kuratowski im VI und VIII Bd. der Funda-
menta Mathematicae. Viele Ergebnisse aus diesem Bereiche sind von
Hrn Lindenbaum wund dem Verfasser gefunden, aber noch
nicht veroffentlicht worden; kurze Mitteilungen darllber findet man
in der schon zitierten Communication.

Anderer Art sind Untersuchungen, welche eine Kl&rung
der Rolle des Auswahlaxioms in den Beweisen ein-
zelner Satze der Theorie der Kardinalzahlen zum Ziele
haben. Diese heutzutage weit geférderten Untersuchungen haben
zu ziemlich unerwarteten Resultaten gefuhrt: Es stellt sich heraus,
dass zahlreiche Sé&tze, die ganz spezielle Folgerun-
gen jenes Axioms zu sein scheinen, sind doch als mit
ihm in seiner ganzen Ausdehnung &quivalent erwei-
sen. Gegenwartig lassen sich in der Kardinalzahl-
arithmetik nur wenige Sd&tze angeben, fir welche
sich nicht eine der beiden Eventualitédten nach wei-
sen liesse: entweder die Unabhé&ngigkeit des Satzes
von dem Auswahlaxiom oder seine volle Aequiva-
lenz mit demselben. — Die erste tiefergehende Arbeit aus
diesem Bereiche, ndmlich die Abhandlung von Hrn Hartogs:
Ueber das Problem der Wohlordnung, stammt noch aus der friihe-
reren Forschungsperiode, denn aus dem Jahre 1915; weitere Er-
gebnisse, insbesondere diejenigen des Verfassers, findet man iu
seiner Abhandlung vom V Bd. der Fund. Math., in der Communi-
cation und in den Lehrbichern von Hrn Sierpinski.

Auch in denjenigen Teilen der Kardinalzahlarithmetik, die
von der heutigen Mathematik mit den zur Verfigung stehenden
Mitteln nicht genuigend beherrscht werden koénnen, namlich in der
Theorie der Potenzen und der unendlichen Produkte
der Kardinalzahlen, sind weitere Untersuchungen keineswegs
eingestellt worden. In der letzten Zeit sind hier sogar teilweise neue
Resultate zu Tage gekommen, worunter gréssere Aufmerksamkeit
wohl dasjenige verdient, nach welchem jede unendliche Mul-
tiplikation der Alefs auf Potenzierung zurickge-
fuhrt werden kann. Die Mehrzahl dieser, an frithere For-
schungen von den Herren Bernstein, Hausdorff und J. K&-
nig anknipfenden Resultate ist in dem Artikel des Verfassers
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vom VII Bd. der Fund. Math, enthalten. Ergdnzungen finden sich
in der Communication.

Eng verknlipft mit den soeben charakterisierten Untersu-
chungen ist eine weitere Forschungsrichtung in dem uns interes-
sierenden Gebiete. Ihr Zweck ist eine Anndherung an jene
schwierigsten, schon einige Male erwdhnten Probleme der
Ivardinalzahlarithmetik, eine Aufkldrung ihrer logi-
schen Zusammenhédnge und ihrer Bedeutung fir die
gesammte Theorie. Unter diesen Problemen nehmen bekanntlich
die Hypothese des Kontinuums und namentlich ihre Verallgemei-
nerung, die sog. Gantor’sche Alefhypothese den ersten Rang ein.
Das in dieser Richtung erzielte Hauptresultat 1&sst sich in folgen-
der Weise charakterisieren: Die Canto r’sche Alefhypothese be-
sitzt die gleiche Bedeutung fur die Theorie der Potenzierung, wie
das Auswahlaxiom fur andere Teile des betrachtenden Gebiets —
die Annahme dieser Hypothese wiirde eine Entschei-
dung fur samtliche interessanten Probleme der Po-
tenzierung mit sich bringen und damit diesen Ab-
schnitt der Theorie trivial machen. Von einem gewissen
Standpunkte aus (indem man namlich von Existenzialproblemen,
die weiter unteu eine Besprechung fiuden werden, absieht) wiirde
also eine positive Entscheidung dieser Hypothese
zugleich eine definitive Vollendung des ganzen Ge-
badudes der Kardinalzahlarithmetik bedeuten. Eine
Aufmerksamkeit verdienen (berdies die engen logischen Zusam-
menhénge, die zwischen der betrachteten Hypothese und dem Aus-
wahlaxiom bestehen: das Auswahlaxiom erscheint als ein-
fache Folgerung der Cantor’schen Hypothese in ei-
ner ihrer bekannten Formulierungen. — Ndahere Auskunft
uber diese Fragen wird in den zuletzt zitierten Arbeiten gegeben;
vgl. ferner die Abhandlung von Hrn Baer im 29 Bd. der Mathe-
matischen Zeitschrift, evntl. auch die Artikeln des Verfassers im
X1l und X1V Bd. der Fund. Math.

Einer Erw&hnung bedarf uoch eine letzte Gruppe von bis
jetzt unentschiedenen Problemen der Gleichmadchtigkeitstheorie: es
sind diejenigen, welche die Existenz wvon hinreichend
grosson unendlichen Kardinalzahlen betreffen. Diese
Probleme sind im Gegensatz zu allen oben besprochenen in hohem
Masse von den spezifischen Eigenschaften desjenigen Systems der



54

Mengenlehre abhéngig, welches den Betrachtungen zugrunde gelegt
wurde: wahrend in einem System, wie z. B. in den Principia
Mathematicn. sogar die Existenz einer einzigen unendlichen Kar-
dinalzahl weder behauptet noch verneint werden kann, wird auf
Grund eines anderen Systems, etwa des Zer tnelo-Fraenkersehen,
erst die Existenz jener ,exorbitanten Gréssen“ von Hrn Haus-
dorff. d.i. der reguldren Alefs mit Limesindices. zweifelhaft. Die
bis jetzt wenig geférderte Behandlung dieser Fragen hat fast keine
Berthrungspunkte mit anderen Betrachtungen aus dem Gebiete der
Kardinalzahlarithmetik zu Tage gebracht, daflir steht sie in einem
engen Zusammenhédnge mit den methodischen Forschungen Uber die
Grundlagen der Mengenlehre und ihrer einzelnen Teile. Von den
hier bis jetzt erreichten Ergebnissen verdient vielleicht die Fest-
stellung der Unabhé&ngigkeit der einzelnen Existenz-
problemen von den benutzten Systemen der Mengen-
lehre hervorgehoben zu werden. Man vergleiche in dieser Be-
ziehung den Bericht Uber den Vortrag von Hrn Kuratowski in
Ann. Soc. Pol. Math. 11l und die oben zitierte Arbeit von Hrn
Baer, ferner auch Communication (§ 4).

Zum Abschluss modgen einige Worte den Zukunftsaussichten
gewidmet werden. Man darf wohl hoffen, dass die Theorie der
Gleichméachtigkeit und der Kardinalzahlen, einmal aus ihrem Still-
stand hinausgeriickt, sich fernerhin erfolgreich entwickeln wird
und dass die vielseitigen Forschungen der letzten Jahre noch man-
khes interessante Resultat zu Tage férdern werden. Es waére jedoch
unserer Meinung nach verfehlt, diesen Untersuchungen uns allzu-
viel Hoffnungen gegeniuberzustehen; es erscheint recht zweifelhaft,
ob sie je eine Entscheidung der grundlegenden und schwierigsten
Probleme der betrachteten Theorie (etwa der Kontinuumhypothese)
bringen werden. Weitaus wahrscheinlicher scheint (obwohl diese
Meinung durch keine zwingende Argumente begriindet werden
kann) die entgegengesetzte Ldésung des Problems zu sein: wir sind
geneigt zu vermuten, dass die Forschungen im Gebiete der Meta-
mathematik, die von Hrn Hilbert eingeleitet und in den letzten
Jahren von mehreren Gelehrten mit grossem Eifer fortgesetzt wer-
den, in n&herer oder fernerer Zukunft zu der Feststellung fiihren
werden, dass die genannten Probleme von den axiomatischen Vo-
raussetzungen, die der heutigen Mengenlehre zugrunde liegen, vol-
lig unabhéngig sind.



Adolf Lindenbaum (Warszawa).

O pewnych witasnosciach metrycznych mno-
gosSci punktowych. —Sur certaines proprieé-
tés métriques des ensembles de points.

On peut généraliser un théoréme connu sur les approxima-
tions diophantiques comme il suit:

Soient E,(i = 1, 2,..., ni) — m espaces métriques (de M. Fré-
chet) compacts (ou du moins ,bedingt kompakt“) avec les ,distan-
ces“ ¢, (ay); p(i= 1,2,..., m) - soient des transformations iso-
métriques des espaces FJ1 telles que {(x)EEt pour tout x de E{
Alors a tout e> 0 correspond un nombre entier positif m(e) tel que
I'on a a la fois (pour i= 1, 2,..., m):

gl(xn -< £_ pour tOUt X, de E,.

.0 “désigne la i-iéme itérée de la fonction o=

Kazimierz Kuratowski (Lwow).

O continuach stanowigcych wspolne ogra-
niczenie dwuch obszarow.

Na podstawie prac Schonfliesa, Brouwera, Janiszewskiego,
Rosentbala, Knastra. Straszewicza i whasnych opisana jest struk-
tura continuéw o wiasnosci wymienionej w tytule. W szczegoélno-
§ci podany jest nastepujagcy nowy wynik: jesli continuum ptaskie
sktada sie z dwuch continuéw, z ktérych kazde jest nieprzywiedlne
miedzy kazda parg punktéw, nalezacych do roznych sktadnikéw
iloczynu tych continuéw, to jest ono wspélnym ograniczeniem dwuch
obszaréw (przyczem zaktada sie, ze iloczyn posiada wiecej niz je-
den sktadnik).

Rezultaty badan omawianych opublikowane bedg w ,,Funda-
menta Hathematieae®.



Stanistaw Saks (Warszawa).

Remarque sur le théoréme de
Brouwer-Phragmen.

Le but de cette communication est de prouver une remarque
présentant une certaine analogie avec le théoréme connu de MM.
Phragmén-Brouwer.

1 Soit E un espace métrique, localement connexe. Conveno
de dire qu’un ensemble fermé F CfE ne découpe pas régionalement
E, si pour chague domaine (ouvert) connexe G (“E contenant F,
le domaine G — F reste connexe.

La remarque dont il est question s’(nonce comme Voici:

Si un continu G ne découpe pas régionalement Iespace E, la
frontiere de G est un continu.

Démonstration. Soit B la frontiere de C etsupposons
que Bne soit pas un continu. On peut poser alors:

B —B1l-j-Bt, BtX Bi— 0,
j?,, Btétant des ensembles ferméset non-vides. Il existe, parsuite,.

deux ensembles ouverts Ou 02 tels que

Bx C Ou B,C o,
(1) 0,0, = 0.
Soit
o= 0, -j-0,-f-1,
1 désignant I’ensemble des points intérieurs de C.

Soit G la composante de 0 contenant C. E étant connexe
localement, G est un domaine connexel). On a

*® voir, p ex. Hahn, Fund. Math,, t. 2 (1921), p. 189.
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G—CQ Oi-|- Qj, donc:
2) G—C= (0—0C). 01-\-(G — C). Ct.

Comme dans l'entourage de chaque point de J3t -f-Bt il y a
des points qui n’appartiennent pas a C, il vient:

(fit— C). 0, §=0+ (G — C). Ot.

Or, les ensembles {G — C). 0lt (G— G). Ot étant, en vertu
de (1) séparés, il s’ensuit de (2) que G— C n’est pas connexe,
c.-a d. que C découpe régionalement E.

2. Il s’ensuit de la proposition précédente que, si la notion
de la coupure régionale et celle au sens ordinaire sont équivalentes
pour les ensembles fermés, I’espace considéré E vérifie le théoreme
de Phragmeén-Brouwerl. La réciproque, comme M. Kura-
towski a remarqué, a lieu aussi, si lI’'espace E est localement con-
nexe et compact. En effet, si E satisfait audit théoréme, le produit
de deux domaines connexes dont la somme est égale a E est tou-
jours connexe?). Supposons donc qu'un ensemble fermé F ne dé-
coupe pas E et soit G un domaine connexe contenant F. On a:

E= E—F+ G e G—F=(E—F).G,

donc G— F est, d’aprés la proposition précitée, un domaine connexe.

3. Le théoreme de Phragmeén-Brouwer est rempli,
comme on sait, sur la surface de sphére et dans le plan projectif.
M. Mazurkiewicz3 a montré que ce théoreme est valable, dans
toute sa généralité, (c.-a-d. aussi pour les continus non-compacts)
sur le plan euclidien; la méme méthode permet d’obtenir le résultat
analogue pour la surface de Moebius. Les quatre surfaces mention-
nées sont les seulesd), ou le théoréme de Phragmeén-Brouwer
est vérifié. D’aprés le § 2, elles sont, & la fois, les seules surfaces
ou les notions de coupure ordinaire et régionale sont équivalentes.

) j’entends par la que la frontiere de chaque continu ne découpant pas
E, est un continu.

') VOIr: Kuratowski, Fund. Math. XIII, pp. 208—210.

» Fund. Math. t. 11l (1922), p. 20.

4 Le terme ,surface* est concu au sens qui lui a été attribué par M.
Weyl (Die Idee der Riemannschen Flache. 1913).



Witold Hurewicz (Amsterdam).

O odwzorowaniach ciagtych.

Rozpatrujemy odwzorowanie jednoznaczne i ciggte przestrzeni
metrycznej i kompaktycznej R o wymiarze n na przestrzen A*
0 wymiarze ii*:

Oznaczajac dla dowolnego punktu q przestrzeni R* przez Eq zbior
wszystkich punktéw p przestrzeni R, ktérych obrazem jest punkt g,
mamy twierdzenie nastepujace:

Jezelin*> n, istnieje w JR* conajmniej jedenpunkt g, dla kt6-
rego zbiér E, zawiera n* — n -f- 1réznych punktdw.

Jezeli natomiast n* < n, to conajmniej jeden zpo$rdd zbioréw
Eq posiada wymiar ~ n — n*

W szczeg6lnym przypadku n— 0, zachodzi réwniez twierdze-
nie odwrotne:

Kazda kompaktyczna przestrzen m-wymiarowa (m oznacza do-
wolng liczbe naturalng) daje sie przedstawi¢ jako obraz ciggly i jed-
noznaczny przestrzeni kompaktycznej 0-wymiarowej N, w ten sposob,
ze kazdy ze zbioréw Eq sktada sie z conajwyzej m -f-1 punktow. Jako
zbiér N mozna przyja¢ zbiér linjowy nigdziegesty Cantora.



Bronistaw Knaster (Warszawa).

Sur un continu que tout sous-continu divise.

1. Introduction. On dit qu’un ensemble B divise un ensemble

connexe A, quand I’ensemble A — B n’est pas connexel.

Les problemes concernant la division des continus par leurs
sous-continus ne sont résolus jusqu’a présent quen partie. On sait
qu’il existe des continus qu’aucun sous-continu ne divise: tels sont,
par exemple, les courbes simples fermées et les continus indécom-
posables. On peut montrer également que

1) tout continu de Jordan renferme un sous-continu qui
divise pas.

Soient, en effet. B un sous-continu divisant un continu jordanien A et
C une composantey arbitraire de A — B. Par conséquent, A — C ne divise pas
A. Or, A— C est un continu, car C étant un ensemble ouvert dans X5), l'en-
semble A — G est fermé; d’autre part il est connexe en vertu d’un théoreme
général *|.

Le probléme s’impose donc s’il en est de-méme de tous les
continus, quels qu’ils soientf. Je vais donner ici la solution néga-

) Un ensemble E est dit connexe (au sens de Lennes-H aus do rff),
lorsque les formules E=M -\-N, 3/+ O=pE entrainent -VJV-£MNJi), le sym-
bole X désignant d’une facon générale la somme de I'ensemble X et de celui
de ses points-limites.

5 = ,,Komponento* au sens de Hausdo rff, c'est-a-dire, tout sous-
ensemble connexe qui ne peut étre augmente' sans cesser d’étre sous-ensemble
connexe.

3) C. Kuratowaki, One définition topologique de la ligne de Jordan,
Fund. Math. I, p. 43, th. (6).

* B. linaster et C. Kuratowski, Sur les ensembles connexes, Fund.

Math. I, p. 214, th. X.

5 Ce probleme fut posé par M. Zarankiewicz et moi en 1926,

Math. V111, p. 376, probl. 42.

ne le

Fund



60

tive de ce probléme, en définissant (dans l’espace euclidien a 3 di-
mensions) un continu borné A et démontrant la propriété (P) sui-
vante de ce continu:

(P) B étant un vrai sous continu arbitraire de A qui ne se
réduit pas a un point, I’ensemble A —B n’est pas connexe.

Bien entendu, un tel continu A est en raison de (1) non-
jordanien.

2. Figures auxiliaires. Soient: D un segment rectilign
a extrémités a(l)) et b{D), c(d) son point médian, T{D) un triangle
isocéle a sommet c¢(D) situé dans un plan perpendiculaire a D,
H(D) la hauteur de T(D), E(D) la somme de deux pyramides ayant
T{D) pour base commune et pour sommets respectivement les
extrémités de D. Soit enfin E'CD) le polyedre symétrique a E{D)
selon D comme axe de symétrie.

J'appelle étui de D I'ensemble

. F(D) = E{D) 4- E\D).

Cet ensemble est la premiere approximation du continu A
a construire. Quel quesoit D, convenons une foispour toutes de

prendre OH(D) < de fagon a avoir

A
(2) OF(D) = 06{D).

Soient RO{D) le rhombe formant [I’intersection de F{D) avec
le plan P{D) qui passe par D -j- H(D) et Rn(D) oum= 1, 2,... le
rhombe contenu dans Rt(B), concentrique avec lui et ayant les
cotés paralléles aux siens, mais 2“ fois plus courts. Considérons

I’infinité dénombrable de segments définis comme parties communes

des Rm(D) avec les rayons infinis (demi-droites) situés sur P(D),.
>

issus de c(D) et faisant avec le rayon c{D), b{D) les angles:

. 1
njdqil Orfi 4 - - L ... 3

ou
ij= 0,1,2,.. ad inf. etj — I, 2,.. , m

Rangeons tous ces segments en suite infinie

() m, iAv ,di. k= 1.2,
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ou D\ et D\ en désignent respectivement les plus grands, a savoir
les deux moitiés de D a extrémités libres a(D) et b(D) et posons:

(4) G{D) = 2D\.

Jappelle étoile de centre c(D) le continu G{D) ainsi défini.

Etui Etoile

Si I'on ordonne tous les segments D\ selon leurs angles décroissants
avec D, ils forment un type d'ordre dense; cependant, ceux d’entre
eux qui sont déterminés par un Rn(D) donné constituent une suite
transfinie du type comtl Comme le point c(D) divise G(D), on en
déduit facilement que

(5) G(D")— c¢(D) est formé d'une infinité dénombrable de com-
posantes D\ — ¢(D), dont chacune est, dans sa moitié contigue a c(D),
composée de points-limites des autres {D\ I’est d’ailleurs entiérement).

En désignant respectivement par a(D\) = c¢(D), b(-D\) et c(D\)
les extrémités et le point médian de DJ, on a donc d’apres (5):

(6) QD\) C G{D) — D).

L’autre propriété essentielle de I’étoile est sa situation dans
F(D) qui permet, comme on peut le vérifier géométriquement,
d’entourer chacun de ses segments D\ dun étui F(D\), analogue
a F(D), de maniére que les conditions suivantes soient remplies:

@) F(D\)CF(D)
(8) F(DI). 2 F{DI) = D\.2 D\= ¢{D)

9) Lim F(D\) = Lim D\ pour toute suite de segments (3).

J'-00 J-oa 1
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Il suffit & ce but de former d’abord les étuis FJD]) et F(DV),
conformes a (2) ou E(D}) Q E{D), E\Dj) Q E'(D) et E{D}).P{D) -
D) (i=1. 2), pour pouvoir ensuite entourer d’accord avec (7) tous les
autres segments D\ des étuis a 6H(Dty décroissant assez rapidement
pour que les conditions (8) et (9) soient aussi réalisées. Contrairement
aux deux premiers étuis, les autres se trouveront nécessairement situés
en entier soit dans E(D), soit dans E'[D).

®
G{D) étant un continu, I’ensemble 2F(D\) lest également en
-I

vertu de (9). Il formera la seconde approximation du continu A.

3. Définition de I’exemple A. Etant donnés d’une fagon gé-
nérale une figure quelconque | formée de segments rectilignes
ayant deux & deux tout au plus une extrémité commune, F(l) la
somme de leurs étuis assujettis aux conditions (7) — (9) et G{l) la
somme des étoiles construites dans F(I) sur les segments de I, soient:

(10) (0= D,..., Fn= F(G,,), Gn= <<?,_»),...
Il résulte parinduction des définitions des fonctions F et G
que de tels F,, et G,, existent pourtout n= 0, 1, 2,..., que la suite

{F,} est décroissante, la suite {(?,} croissante et que I'on a GnG"F,,.
Posons:

(V) A—nFuy

ou, ce qui revient au méme en vertu de (2), (7) et (9),

(12) A= 26,

4.  Propriétésde I'exemple A. Ainsi défini, A est donc un
continu.Considérons un segment arbitraire D* de G, ou n” 1
et désignons

1° par DI~] celui des segments de , dont Iétoile G(DI~)
contient Dk,

2° par D"+\ DE+,..., D"+.,... la suite de segments de 62+1,
dont se compose |étoile G(D"K).

En vertu de (8).

(13) c(DI) divise A entre tous deux points) dont l'un est situé
dans F(Diti') et l'autre en dehors de cet étui.

Je vais en déduire que

‘) c'est-a-dire que ces points appartiennent a deux composantes diffé-
rentes de A — c(Dj).
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(14) pour tout vrai sous-continu B de A ne se réduisant pas
a un point il existe un n et un k tels que c(DT) 2 B.

Soit, en effet, C I’ensemble des centres des étoiles de A. Il
s’agit de montrer que BC=\=0.

C étant dénombrable, considérons deux points p et g de B — C.
Le diametre maximal des segments de G, et par conséquent celui
de leurs étuis tendant d’aprés (2) a 0 avec n croissant, il existe
un n tel que

(15)¢(p, @) > max 6F(DI+").

Comme par définition de Fn on a pour tout n: A= ZCA?.F{D 1
(A est méme homéomorphe, sinon semblable, a tout sommande de
cette somme) et A .FZ>')2 «Zu_olA JF(D)"+1Di *1 existe un k et un |,

tels que p (2 A .FiD']), dou en vertu de (15): q(2A—_AZ>"+I).
Les deux derniéres inclusions impliquent selon (13) que qui
est distinct de p et g, divise A entre ces points; il appartient donc
necessairement au continu B qui les unit.

La propriété (14) étant ainsi démontrée, on en conclut immé-
diatement que l’ensemble

16 C= 2 2o(Z>"
(16) o FHE

est dense dans A. En formule:
17) C= A.

Ceci établi, je passe a la démonstration de la propriété (P)
de I'exemple A. Supposons donc a présent qu’un sous-continu B

ne divise pas A. |l s’agit de prouver que I'on aura alors B = A,
ce qui se réduiten vertu de (17) a montrer que
(18) CCE.
Or
(19) si ciD'i) C B, on a*21c{D?])C B.

En effet, le point c(2?0) et, a plus forte raison, son sur-ensemble B
divise A d’aprés (13) entre tous deux points de G{DI)— B situés
sur des segments différents de I’étoile GijDX). Il existe donc tout
au plus un seul |, tel que "+l — £ ==0- 0" a Par conséquent

d'ou G(DI)-— C B. Il en résulte d’une part
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que ¢, #1l) B pour tout tS=s et dautre part, en vertu de la
propriété (6) de la fonction (?, que c({+I) Cl B. La démonstration
de (19) s’achéve par l'addition des deux derniéres inclusions.

En appliquant (19) par induction aux points oZ>"+1) et ainsi
de suite, on en déduit que C.Z>1) (2 B. Comme G est d’apres
(14) dense dans tout sous-continu de A, donc en particulier dans
<Z>), on a G{DI)C_B, et comme c(Dr') — a{Z>)C D\C G(A"),
on conclut que

(20) si ¢c(D:)C&, onaciBr"C &

En appliquant (20) de proche en proche, on arrive a l'inclu-
sion c¢(2°) = c¢{D) B, dou on conclut, en appliquant (19) par
induction suivant la formule (16), que C(Z B, c- 9- £ d.

Il est & remarquer que la question si un continu A a pro-
priété (P) existe sur le plan reste ouverte.



Witodzimierz Stozek (Lwow).
Uber den Fixpunktsatz in der Ebene.

Bei jedei- stetigen Abbildung eines Quadrates in sich selbst, oder
in einen Theil desselben, gibt es einen Fixpunhtt).

Der Beweis stitzt sich auf dem folgenden von Janiszew-
ski2 stammenden Satze:

Sind im Quadrate zwei abgeschlossene und elementfremde
Mengen M und N gegeben und ist A ein Punkt von M und B
ein Punkt von N, so gibt es in diesem Quadrate ein Kontinuum K,
welches das Quadrat zwischen A und B trennt und mit M -j- N
keinen gemeinsamen Punkt hat.

Beweis des Fixpunktsatzes. Der Voraussetzung gemadss exi-
stiert eine stetige Abbildung, welche jedem Punkte (xy) des Qua-
drates Q einen Punkt (x'y") von Q zuordnet. Es soll bewiesen
werden, dass es ein Punkt (xy) existiert, flir welchen:

x= x'
y—y-
Es sei X, die Menge der Punkte von Q, fir welche x *x "',
und weiter: X,(x' <£%*), Y/ Ay~ry"), Yt/ <ny).
Wir haben also:
(1) Q= X1+ Xt (3 ABC 4 CBCXt
2) Q=YI+YI 4 ADCYU CBCYt,
wenn das Quadrat Q entsprechend mit AB CD bezeichnet wird.
W ir sollen beweisen, dass:

) X, X%Yt Y2+ 0.

") Beim Verfassen dieser Notiz war mir Herr Kollege Kuratowski be-
hilflich.
Prace Mat. Fiz. T. XXV I und cf. Kuratowski Fund.Math. T. X111 S. 309.

Dodatek do Rocz, pol. Tow. matem. 5
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Nehmen wir an:
X, X2 Yx Y2
Alsdann wegen (4):

1
©

X\ X2y2.ab = 0
(6) X!'X, Yj.BC — 0.

Setzen wir:

M=X1X2Yj+ AD
N= X1Xi Y2-fDC.

So folgt aus (6):
X/.X = 0.

Es existiert also nach dem erwahnten Satze von JaniszewsKki
ein Kontinuum K(2Q, das A und B trennt und ausserdem:

@) K[XyXs Y2+ XI X, Y,+ AB + B(C]= 0.
Da A und B getrennt sind, so ist:
K.AB 4=0, K .CB 4=0.
Aus den letzten Ungleichungen folgt wegen (3):
X.Xj+ 0, K.Xt=to.

Da K ein Kontinuum ist, so ist wegen (1): K. Xy X24=0- Dies
wiederspricht aber der Gleichung (7), da einerseits K[XyX2 Y2-|-
Xj X2YZ]= 0, anderseits aber aus (2): XxX2 Yy-f- Xy X2Ys=XiX 2



Stefan Straszewicz (Warszawa).

Z teorji rozcinania przestrzeni.

1. Komunikat niniejszy zawiera dwa twierdzenia, bedace
w Scistym zwigzku z twierdzeniami, podanemi w pracy S. Ma-
zurkiewicza i S. Strasze wicza: ,,Sur les coupures de I’espaceu,
Fundamenta Mathematicae t. 1X str. 205.

2. Bedziemy oznaczali przez <p(i), f{t, A) etc., funkcje zmien-
nych rzeczywistych ¢ Ay.. ktorych wartoSciami sg punkty przestrzeni
euklidesowej tréjwymiarowej E.

3. Niech C oznacza krzywg zamknieta zwyklg w E, za$ ofi)
funkcje ciagta dla 0~ t5S 2n przyczem <p0) = (p(2J). Jezeli zbiér
punktow <p(t) jest identyczny z C to funkcje (p{t) nazwiemy prze-
biegiem krzywej C.

4. Oznaczmy przez C, i C2 dwie krzywe zamkniete zwykie
zawarte w zbiorze M. Powiemy, ze krzywa C, jest homotopiczna
z krzywg &t w zbiorze M, co napiszemy C,~ (M), jezeli istniejg
takie przebiegi i ({t) odpowiednio dla C2i Ct oraz taka funk-
cja f(t, A), ciggta w obszarze 0" tNJ2w J < i,, ze spet-
nione sg warunki:

I(i, AeM, f(t, A) = p,(i), f(t, A)=

Jezeli Ct redukuje sie do punktu, t. j. ¢>t)— const, to mo-
wimy, ze krzywa C2 jest homotopiczna zeru w zbiorze M,
t.j.cr o(l).

Stosunek homotopji posiada nastepujace wiasnosci:

a) Jezeli CC_M, to C~ C(M)
b) Jezeli C,~ to CIl~C 1LAl)
e) Jezeli i C2~ 65(i¥) to Cl~CYM).
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5. Zbior A kratuje przestrzeA E (jest kratg przestrzeni),
jezeli zbior E — A zawiera krzywe zamkniete zwykte nie homo-
topiczne zeru w E — A. Zbior A, kratujacy przestrzed, nazywa sie
kratg prostag jezeli kazde dwie krzywe zamkniete zwykte, le-
zace w E — A i nie homotopiczne zeru w E — A sg homotopiczne
ze sobg w E — A.

6. Twierdzenie. Niech A i B oznaczajg zbiory domkniete, za$
a, b, ¢ punkty nie nalezace do A -|- B i przytem takie, ze ani A
ani B nie rozcina przestrzeni pomiedzy zadnemi dwoma z po$rod
tych punktdw. Jezeli AB jest kratg prostg, to A-\-B nie rozcina prze-
strzeni conajmniej pomiedzy dwoma z posrod punktow a, b, c

Dowod powyzszego twierdzenia oprzemy na pewnym lemacie
z topologji ptaszczyzny. Niech A oznacza obszar ptaski, ktorego
brzeg F(A) jest sumg skonczonej liczby krzywych zamknietych
zwyktych C,, zas A i B niech bedg zbiorami domknietemi takiemi,
ze F(A) jest roziagczne z AB. lecz zaréwno C,AAMN) jak C,.jB=j=0
dla kazdego i. Krzywe C( mozemy podzieli¢ zapomocg skornczonej
liczby punktéw pik na tuki naprzemian roztaczne z A i z B,
lecz nieroztagczne z A B . Punkty pik nazwiemy wierzchotkami
brzegu F(A).

Lemat wspomniany brzmi: Jezeli A.AB = 0, to dla kazdego
wierzchotka pik istnieje conajmniej jeden wierzchotek pjt (rézny od p,K
taki, z2 A B nie rozcina A miedzy pk i pjt.

Dowod tego lematu (poza nieistotng roznicg w sformutowaniu)
dla wypadku, gdy brzeg skfada sie z jednej krzywej zamknietej
podatem w § 10 pracy , Uber die Zerschneidung der Ebene durch
abgeschlossene Mengen“, Fundamenta Math. t. VII. Uogblnienie na
dowolng liczbe sktadowych brzegu dokonywa sie zapomocg fatwej
indukcji.

Przystepujagc do dowodu twierdzenia, podanego na wstepie
tego paragrafu zatézmy, ze A -f- B rozcina przestrzen miedzy a i c
oraz miedzy b i ¢. Udowodnimy, ze wdwczas A -j- B nie rozcina
przestrzeni miedzy a i b

Z zatozenia wynika, ze istniejg tuki proste Jx i Jt o koncach
aic takie, ze JXA= 0, JtB= 0 oraz podobnie tuki Kt i Kt
o koncach ii i ¢ takie, ze KkA — 0, K"B — 0. Mozemy zatozy¢,
ze tuki J] 1 J, a takze Kx i Kt nie majg procz swych koncéw
innych punktow wspdlnych. W przeciwnym razie moglibysmy bo-
wiem zapomocag elementarnych konstrukcyj zastapi¢ te tuki przez
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inne posiadajgce wymienione wiasnosci. Krzywe zamkniete zwykte
J¢j-Jt i Ki-j- Kt oznaczymy odpowiednio przez G\ i Cs. *

Zadna z krzywych Cx i C% nie jest homotopiczna zeru
w E — AB. Gdyby bowiem byto np. Oj~0 (E — AB), to stosujac
rozumowanie § 6 pracy, cytowanej w § 1 artykutu niniejszego,
otrzymalibySmy wniosek, ze A -j- B nie rozcina przestrzeni miedzy
0 i ¢, wbrew przyjetemu zatozeniu.

W mysl zatozenia, ze AB jest kratg prosta, istniejg zatem
przebiegi (pYt) i #(t) krzywych Cxi C2 oraz funkcja f[t, X) ciagta
w obszarze 0 < t< 2n, Xx» X7 Xt dla ktérych mamy

f(t,X)eE — AB, f(t,X1)= opilt) f(t, X)= <x().

Mozemy przyja¢, ze a—f(0, Xi), b— /(O, Xt), c= f{n, Xx) =
f{n, Xt).

Interpretujmy teraz t i X jako amplitude i promiern wodzacj'
punkta na ptaszczyznie. Oznaczmy przez Axzbidr wszystkich punktow
ptaszczyzny (4 X), dla ktorych f(t, X)eA, przez Bi zbior wszystkich
punktéw ptaszczyzny, dla ktérych f(t,X)eB, oraz przez a, c,, ¢,
biegunowych punkty plaszczyzny o spétrzednych (0, X)), (O, Xt),
(n, .i,), (n, Xt). Pierscien kotowy, okreSlony przez nieréwnosci
0™ t< 2n, X, X< Xx oznaczmy przez A. Zbiory A, i BXx sa
wskutek ciggtosci f(t, X) domkniete i wobec f(t, X)EE — AB mamy
A . Ai Bi = 0. Mozemy zatem do obszaru A zastosowa¢ podany wy-
zej lemat, przyczem za wierzchotki brzegu A obierzemy punkty
ai> cd ci- W mys$l lematu wierzcholek «, moze by¢ potaczony
z jednym conajmniej z wierzchotkow i», c,, 2 tukiem prostym,
przebiegajagcym w A i roztacznym z Ax A. Lecz wierzchotkiem
tym nie moze by¢ ani ¢, ani 2, gdyz wedtlug zatozenia A -J- B
rozcina przestrzen miedzy a i c, zatem Ai -f- Bx rozcina A miedzy
a, i G oraz miedzy % i c,. A zatem jest nim bu t. zn. Ax-f- Bi
nie rozcina A miedzy axi bv. Wobec ciaggtosci funkcji f(t, X) wynika
stad, ze A -j- B nie rozcina przestrzeni miedzy a i b c. b d. d

7. Niech C = Jt+ Jt bedzie krzywg zamknietg zwyktg rown:
sumie tukow prostych J, i J, o wspOlnych konicach, za$ Jx niech
oznacza tuk prosty, tagczacy korice Jt i Jt i nie posiadajacy innych
punktow wspolnych z C. Bedziemy mowili, ze Js rozktada C na
krzywe czgstkowe C,= Jx-j-Jt i Ci= Jt-\-JI. Kazda z krzy-
wych Ci i O moze by¢ roztozona z kolei w tensam sposob. Ogél-
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nie mozemy mowié o rozktadzie krzywej pierwotnej O na dowolng
liczbe krzywych czgstkowych.

8. Lemat. Niech J5 J2 J%oznaczajg #tuki proste o wspolnym
poczatku i wspélnym koncu, nie posiadajgce innych punktow wspél-
nych i polozone w pewnym zbiorze M. Jezeli J1-j- J1—0(M), to
J1+ Ji~Ji+ Jt(M).

Lemat ten jest uogdlnieniem lematu I-go z pracy cytowanej
w 8§ 1 i udowadnia sie analogicznie.

9. Twierdzenie. Niech A i B oznaczajg zbiory domknigte,
z ktérych zaden nie kratuje przestrzeni, za$ ktérych iloczyn AB kra-
tuje przestrzen, lecz nie jest kratg prosta, t. zn. istniejg krzywe
zamkniete zwykte Gu G¥%nie komotopiczne zeru i nie homotopiczne
wzgledem siebie w E — AB. Zatézmy dalej, ze krzywe C, i C2
moga by¢ obrane tak, ze przy kazdym rozktadzie C, i Cs zapomoca
tukéw prostych lezacych w E — AB istnieje sktadowa K, krzy-
wej G, oraz skladowa K2 krzywej 02 takie, ze ani K, ani nie
jest liomotopiczna zeru oraz K, nie jest ~/f2 w E — AB.

Przy tych zalozeniach zbhior A B rozcina przestrzen conaj-
mniej na 3 obszary.

Dowo6d. Poniewaz G nie jest ~0 w E — AB wiec tembar-
dziej nie jest ~0 w E— A i w E — B. Poniewaz za$ ani A ani
B nie kratuje przestrzeni wiec musi by¢é C,AF5=0 i C,B-j=0.
Wobec tego kazdg z krzywych C, mozna zapomoca skonczonej
liczby punktéw, ktére nazwiemy wierzchotkami podzielié na
tuki naprzemian roztgczne z A i z B, lecz nierozigczne z A -f- B.
Wierzchotki krzywej 02 nastepujace po sobie w pewnym zwrocie
oznaczmy przez av a2)... podobnie wierzchotki krzywej Ct przez
b,, b2,.,.

Z twierdzenia Il pracy cytowanej w § 1 wynika, ze wierz-
chotki a, a takze wierzchotki b, lezg conajmniej w dwoch obszarach
uzupetnienia A-\-B. Przypusémy, ze wbrew twierdzeniu AA-B rozcina
przestrzen tylko na dwa obszary Fxir 2 Mozemy woéwczas krzywe
Cli Qj roztozy¢ w sposdb nastepujacy. Niech a”eP,; potagczmy a,
z kazdym wierzchotkiem ak, lezagcym w Z7 lukiem prostym, poto-
zonym rowniez w Pv Mozemy tuki te przeprowadzi¢ tak, ze pa-
rami wziete majg tylko punkt ax wspélny, oraz ze oprdécz swych
koicow nie majg innych punktéw wspélnych z C,. W ten sposéb
krzywa C, zostata roztozona na krzywe Dk, 22 ,0S... Kazdg z po-
$rod krzywych D,, ktora zawiera dwa lub wiecej wierzchotki a,,
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lezgce w rozktadamy dalej, tgczac w podobny sposéb jeden
z tych wierzchotkéw z pozostatemi. Otrzymamy wdwczas rozkiad
krzywej na krzywe EIfJSt,...

Analogicznie roztozymy krzywag C2 na krzywe Fu Et,...

Kazda z krzywych E, Zub Ej moze by6 dwojakiego rodzaju:
albo jest ona roztgczna z A lub z B i wodwczas jest ~0 w E —A
lub w E—B a wiec tez w E — AB, albo jest sumg 2-ch tukow,
z ktorych jeden jest roztgczny z A, drugi jest rozlgczny z B i kto-
rych wspolne konce nalezg jeden do PIt drugi do T2

Okazemy, ze kazde dwie krzywe drugiego typu sg homo-
topiczne miedzy sobg wE — AB. Niech np. EI = Ji-\-Jt i Ex—
Kx-j- Kt oznaczajg krzywe zamkniete zwykte, utworzone z tukéw
prostych Jt, K,, Zf2 spetniajacych zatozenia:

JB= JA—0 JjJ, ={«i|+ {«*} alfd'1l axP?2
KIB==KiA= 0 KjKt= {03-(- 5% b~Eu htErt.

Potagczmy punkty a, i 0, tukiem prostym M, lezacymw Z7,
i punkty a, i 62 tukiem prostym N, lezagcym w P2 tak, aby Mi N
nie miaty oprocz swych koincéw innych punktow wspolnych zEI+E L1
Wéwczas krzywa J, jest homotopiczna zeru w E —AB,
gdyz jest roziagczna z B. Zatem w mysl lematu § 8 jest

Ej = Jx-fJ2~ 7,+ Kj+31+ N (E — AB).

Z drugiej strony krzywa M -f- N jest homotopiczna
zeru w E —AB, gdyz jest rozigczna z A, wiec na podstawie tegoz
lematu

Fi= K, + K,~J,+ Kj+ M+ A7 (A— AB).

Stad
A~ 1 (E— AB).

Stosujgc powyzsze do krzywych Eti Zj na jakie roztozone
zostaty Cj i C2 widzimy, ze wszystkie te z Dick, ktére nie sg
homotopiczne zeru sg homotopiczne miedzy sobg w E — AB. Otrzy-
malismy sprzeczno$¢ z zatozeniem. Przypuszczenie wiec, ze A-)-B
rozcina przestrzen tylko na 2 obszary jest bledne c. b. d. d.
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Sur la théorie des coupures de I’espace.
(Résumé).

1. La communication présente comporte deux théorémes qui
se rattachent aux propositions établies dans larticle de S. Mazur-
kiewicz et S. Straszewicz ,,Sur les coupures de I’espaceu pu-
blié dans ,,Fundamenta Mathematicae“ t. 1X p. 205.

2. Nous désignerons par ¢p(t), f(t, X), etc. des fonctions des
variables réelles t, X... dont les valeurs sont les points de I’espace
euclidien E § trois dimensions.

3. Soit G une courbe simple fermée dans E et g>(t) une
fonction continue dans 0 et telle que ¢>(0) = cp(2n). Si
I’ensemble des points cp{t) est identique a C nous dirons que o)
détermine un parcours de C

4, Soient Cl1 et Ct deux courbes simples fermées et M un
ensemble contenant Cl et C,. La courbe Cy sera dite bomotope
a Cj dans M, ce qu'on écrira Cx~ C, (M), s’l existe des parcours
¢c>i(i) etgp) de Cy resp. de Cs et une fonction f{t, X) continue
dans ledomaine 0 < I< 2n, Xy< A< X2 telles que

f(t, XeM, f\t, X)= <), f(t, X) =

SiC, se réduit a un point c.-ad. si cpt(t)— const., la courbe
Cy sera dite bomotope a zéro: Ci1~0(M).

La relation d’homotopie jouit des propriétés suivantes:

a) Si CCM, alors C~C(M).

b) Si Gt~ o n a aussi Cl~C 1M).

c) Si CI~CT(M) et Cs~C,(i/) alors Cy~ C3(M).

5. Nous dirons qu’un ensemble A est entrelacable sl
existe des courbes simples fermées non homotopes h zéro dans
E — A. Un ensemble entrelacable A sera dit simplement en-
trelagable, si toutes les courbes simples fermées non homotopes
a zéro dans E — A sont homotopes entre elles dans cet ensemble.

6. Théoreme. Soient A et B deux ensembles fermés et a, b, ¢
des points non appartenant a A-\- B et tels que ni A ni B ne coupe
Vespace entre aucun couple de ces points.

Si I'ensemble AB est simplement entrelagable, la somme A -f-B
ne coupe pas l’espace entre deux au moins des points a, b, ¢

7. Soit C=J1-\-J;j une courbe simple fermée, somme des
arcs simples Ju Jt coéxtremaux, et «/, un arc simple unissant les
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extrémités de Jx et Ji et nayant pas avec C d’autres points en
commun. Nous dirons que «a décompose G en des courbes par-
tielles G = 1J, -)-Jj et C,= Jj-|-J8 Chacune des courbes G,
et Cs peut étre décomposée a son tour et on peut envisager ainsi
une décomposition de la courbe primitive en un nombre quelcon-
que de courbes partielles.

8. Théoréme. Soient A et B des ensembles fermés non entre-
lagables dont le produit AB est entrelacable mais pas simplement
entrelacable. Donc il existe dans E — AB deux courbes simples
fermées Cx et Ct, dont aucune n’est homotope a zéro, et qui ne
sont pas homotopes entre elles dans E — AB. Supposons en outre
que I’on peut choisir ces courbes de telle maniére, qu’aprés toute dé-
composition de C, et G par des arcs situés dans E — AB, il se
trouve des courbes partielles Kx, K2 de C, resp. C2 telles que ni Rx
ni K2 nest homotope a zéro et que Kx n'est pas homotope a Kt
dans E — AB.

Dans ces conditions I'ensemble A-\- B coupe I'espace au moins
en trois régions.

9. La démonstration du théoréme précédent repose essentiel-
lement sur le lemme suivant, qui présente une généralisation du
lemme 1 de l'article cité au § 1.

Lemme. J,, J2 Js étant trois arcs simples coéxtrémaux sans
autres points communs deux a deiu et situés dans un ensemble M, si
Ji + alors J, + JS~-JS+ J,(M).



Kazimierz Zarankiewicz (Warszawa).

O pewnej topologicznej witasnosci
ptaszczyzny.

Autor dowodzi twierdzenia: ,Jezeli na ptaszczyznie euklideso-
wej dane sg trzy ograniczone obszary, z ktorych kazdy lezy w nieo-
graniczonej sktadowej uzupetnienia pozostatych, oraz trzy rozigczne
kontinua takie, iz kazde z nich posiada punkt wspélny z kazdym
obszarem, wdwczas conajmniej jedno kontinuum rozcina conajnmiej
jeden obszarll

Nastepnie autor zdefinjowat pojecie kontinuum zbiezno-
§ci. Mowimy, ze kontinuum K jest kontinuum zbieznos$ci
dla zbioru C, jezeli w C istnieje cigg kontinuéw Kx Kt, Ks,...
taki, ze:

K,,.,Km= 0 dla tn=F=n
K .Kn=10
K=J-iimK,, (w znaczeniu Hausdorffa).

Wreszcie zostato udowodnione twierdzenie: ,, W kazdym punkcie
kotitinuum zbieznosci, z wyjagtkiem conajwyzej dwuch punktéw, zbidr
K -f- 2 Kn rozcina lokalnie ptaszczyzne na nieskoticzotia mnogos¢ ob-
szarow*., W zwigzku z tym podane zostato twierdzenie (ktére moze
by¢ uwazane w pewnym sensie za odwrotne do tw. Jordan a):
,.Kontinuum ograniczone, ktére w kazdym punkcie lokalnie rozcina
ptaszczyzne doktadnie na dwa obszary, jest krzywg zwyktg zamknietg1l

Ob. Fund. Math. XI, ,Ober eine topologiscbe Eigenschaft
der Ebeue”.



Miron Zaryc¢ki (Lwow).
Koherencje i adherencje Cantoral.

1. Oznaczmy literg C przestrzen, w ktorej lezg wszystkie roz-
patrywane tu zbiory, znak A' niechaj oznacza dopetnienie zbioru A,
za$ Ak jego koherencje (zbidr punktéw skupienia zbioru A nale-
zacych do A).

Zbiér Al czyni zado$¢ nastepujacym niezaleznym od siebie
pewnikom:

I*: Ak+ BKC(A + B)k
1*: AKC ' f;
i A'M — Akic

2. Opierajgc sie na tych wzorach mozna udowodni¢ nastepu-
jace ogdlne wiasnosci pojecia koherencji:

% Gdy AQB to AkC B\ bk: A'KC A*,
2k: (ABfC AkB\ 6% (A— B)kC A" — B\
3% 0= 0, k.  AkM= Addk
4k: Cl= C, 8k AKM= AM*\

3. Gdy na dowolnym zbiorze A wykonywa¢ bedziemy do-
wolng skonczong ilos¢ razy operacje Ak i A‘ w dowolnym po-
rzadku, to kazdjT otrzymany w ten spos6b zbiér bedzie identyczny
z jednym i tylko jednym ze zbioréw zawartych w nastepujgcych
tablicach2:

') Poniewaz tre$¢ tego referatu byta drukowana w Transactions of the
American Mathematical Society, Vol. 30, No. 3. p. t.: Allgemeine Eigenschaften
der Cantorschen Koharenzen, podajemy tu tylko wyniki referatu bez dowodoéw.

* Znak A “mB oznacza to samo co AC~B.
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A -4 A ek s A - > AIHdC -y

f t t t

Ak —» ¢ ~ yn~ckkek y i~tkkkek

t T t f

Ak — ekekk A yItMcM Arthtett __y
t t t T

A kkk __y ~tkekkk __y ~ekkekkk __y _y
t T T t

A’ a1 e ARKE oy
t t t t

A* -4 -4
t "t t t

Adk —> dAkekk v A kkekk _y A kkkekk

t t t f

jAckkk __y ~kckkk y ~kkekkk y Akkkekkk
T t t t

Wszystkie zbiory zawarte w obu tablicach sg w ogélnym
wypadku miedzy sobg rozne i nie zachodza miedzy niemi zadne
inne zwigzki, précz podanych w tych tablicach.

4, Oznaczmy przez Ad'= M*-14*" n-tg adherencje zbioru
AK' oznacza tu n-tg koherencje zbioru A. Pochodng zbioru A
oznaczmy przez A*.

Mozna teraz udowodni¢ dwa nastepujace znane twierdzenia:

I. Kazdy zbiér A mozna roztozy¢ na nastepujgce czesSci nie
posiadajagce elementéw wspolnych (dla dowolnego naturalnego h):

A= Ad+ A" -f ... -f A -f A*\
Il. Twierdzenie W. H. Younga i L. E. J. Brouwera:
A'»(2 A’™ dla m< n.

51. Koherencja okre$la sie przez pochodng przy pomocy na-
stepujgcego wzoru Ak— AAd Nie mozna jednak okreslic w po-
dobny sposob pochodnej przez koherencje, t. zn., ze gdy na dowol-

* Tre$¢ tego ustepu nie byta ogtoszona we wspomnianej nocie Trans,
of Amer. Math, Soc.; znajduje sie ona w pracy p. t.: Pochodna i koherencja
zbioréw abstrakcyjnych, Rozprawy Tow. Naukowego im. Szewczenki we Lwo-
wie, tom XXVII (w jezyku ukraifnskim).
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nym zbiorze A wykonywaé bedziemy operacje Ak i A' i gdy be-
dziemy tworzy¢ logiczne sumy i iloczyny otrzymanych w ten
sposéb zbioréw, to w ogdélnym wypadku nie otrzymamy takiego
zbioru, ktory bytby identyczny ze zbiorem A*

Mozna jednak okresli¢ pochodng przez koherencje w naste-
pujacy sposob:

Punkt a jest elementem pochodnej Ad gdy jest on zawarty
w {A+ ()}

Zbidér A jest zamkniety, gdy z relacji as{X-f-(a)}* wynika,
ze: asA.

Zbiér A jest w sobie gesty, gdy z relacji as A wynika, ze:
ae{ii+ (@F

Domkniecie Ar zbioru A mozna okreslic przez koherencje
w nastepujacy sposob:

asAr gdy: asA-J-{A-f- (@}



A. F. Andersen (Kopenhaga).

Sur la caractérisation des régularités des
suites au moyen de leurs différences.

Les recherches dont j’aurai I'honneur de vous parler aujourd’
hui s’attachent aux suites convergentes. Nous allons étudier et com-
parer les différentes especes de régularité dont on a fait un usage
fréquent dans la théorie des suites (et, bien entendu, dans la thé-
orie des séries) sans qu’on se soit rendu compte ni des ressem-
blances qu’il y a entre elles, ni des différences qu’elles présentent.
Je pense que, parmi ces différentes sortes de régularité, I'idée de
la monotonie se présente tout d’abord a I’esprit en conséquence de
la simplicité de sa caractérisation et de la grande fréquence avec
laquelle cette notion a été employée. Mais je ne tarde pas a vous
en annoncer d’autres qui ont joué aussi un role assez important.
La régularité que doit posséder une suite convergente (ev) pour
que la série
2vi\A'+lev\

v-0

soit convergente est a la base de différents théoréemes de M. M.
Bromwich, Hardy et Bohr, et j’ai eu l’'occasion de I’utiliser
d’une maniere assez étendue. Aussi les régularités déterminées par
des conditions comme

Arev= o(v~r) et A'ev= 0{y~n

seront considérées. Ces especes de régularité sont toutes caratéri-
sées au moyen des différences appartenant a la suite (e,) en que-
stion. Il en est de méme des autres sortes de régularité que je
vais mentionner sous peu. Donc, il conviendra, dés maintenant, de
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dire quelques mots sur la détermination des différences d’une suite
donnée (ev).
A toute suite

«@, M) 5)eee  jme
appartient une suite de différences de premier ordre
AH,,, AHj, dJCj,... AHV)...
aJ
AL, &
et une suite de différences de second ordre
AHV= AHV- AHWM ==¢, — 2ev+l-f ewt2 (v= 0, 1, 2,...);

en continuant do cette fagon on obtiendra une suite de différences
d’ordre r pour toute valeur entiere et positive de r, déterminée par

Aev= A~\- A~HWl= i (-1)-C) W
J’écrirai
AHV= F)2_0A-'-1ev-l-r
en introduisant la notation

»+ i>)(«+ C— 1)...(¢+ 1) _ ,n
\ ¢ ! 1.2.3...»

afin qu’on soit avisé par la notation méme de l'ordre de grandeur
(«P pour n—>00) des coefficients binomiaux en question.
Cependant, nous ne pouvons pas nous contenter des différen-
ces ordinaires d'ordres entiers et positifs; cet outil n’est pas assez
souple. Afin de pouvoir bien distinguer les différentes régularités
les unes des autres, il nous faut une notion de différence beaucoup
plus adaptée a la tache: celle des différences d’ordre quelconque.
J’adopterai ici la méme définition que j’ai employée, il y a quelques
années, dans ma Theésel), et quont utilisée depuis M. M. Khopp,
Kaluza et Ferrar dans leurs récents travaux sur les suites
monotones d’ordre quelconque. Je pose pour tout nombre réel r

A, = S Ap' 18y
.0

) Studier over Cesaro’s Summabilitetsmetode, Copenhague 1921.
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et Arv se trouve ainsi définie pour chaque valeur de r qui rend
cette série convergente. Comme ep tend vers zéro lorsque p tend
vers linfini, cette série sera srement convergente pour toute va-
leur positive de r, l'ordre de grandeur des coefficients étant celui
de p-™1. Si, dans cette expression, nous faisons r égal a un entier
positif, tous les coefficients A~r 1 s’annulent a partir de Iindice
p = r-)-1; par conséquent, la série se réduit a I’'expression ordi-
naire pour A'ev.

Cette généralisation est donc assez naturelle quant a la forme.
Mais, elle ne servirait a rien si les différences qu’elle crée, ne
satisfaisaient pas a I'équation caractéristique de cette opération, savoir

Ar(A*ev) = Ar+<ey.

On a beau attacher a ces quantités le nom de différence, elles ne
le méritent point si elles ne jouissent pas de la propriété exprimée
par cette équation. De méme qu’il n'y aurait aucune raison pour
appeler fonction exponentielle une fonction ne satisfaisant pas
a I’équation fonctionelle

[(*0) ofixi) =2/(*1 + *Jm
Eh bien, cette condition est remplie, au moins jusqu’a un certain
point. J’ai démontré que I’égalité

A'(AVEN) = A'+eev
est assurée pour toute suite convergente (g,), pourvu que

r= —1)C= ®et r +~P—0-

Il y a donc une limitation, mais cette limitation est due par-
ticulierement a I’exigence de la convergence des séries en question.
Il est trés probable que cette région de validité s’étendrait si I’on
admettait la définition de Arev & l’aide d’un procédé de sommation
plus puissant (par exemple la méthode de Cesaro qui, en cette ma-
tiere, est certainement la plus appropriée). Et il nous reste encore
d’autres moyens; dans le cas ou la série JS-aj"-lev+r ne converge
pas, on pourrait obtenir une détermination des quantités Arev en
résolvant un systéme d’équations de différences, mais je n’insisterai
pas sur ce point. En effet, ces considérations ne sont pour rien
dans les recherches qui nous occuperont ici, et je ne tarde pas
a les abandonner. La définition que j’ai énoncée au début, déter-
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minant les différences Arev a l'aide des séries convergentes, suffit
complétement & nos besoins actuels.

Revenons donc a notre probléeme. Je rappelle que nous ne
considérerons que des suites convergentes; et nous pourrons méme
supposer que leur limite est toujours égale a zéro. Cela ne restreint
nullement nos résultats, les différences utilisées étant toutes d’ordre
positif et, pour cette raison, invariables par l'augmentation des ter-
mes ev d’une méme constante.

Nous allons considérer les régularités imposées par les con-
ditions respectives que voici:

Premier groupe :

1) Alev= o(v-")
2) Arsv= 0(v~r)
3) Alev> — -f- I)~r pour tout v, ¢c> 0.

Second groupe:

La série ZMOA VAr+Ev est

4) absolument convergente
5) convergente

6) bornée

7) bornée supérieurement.

Troisieme groupe:
8) La monotonie d’ordre r: A'ev> 0 pour tout v.

Dans toutes ces conditions r représente un nombre positif
quelconque.

Il est évident que les régularités du premier groupe peuvent
étre comparées entre elles, quel que soit le caractére de ces régu-
larités. La premiere régularité est plus puissante que la deuxieme,
et celle-ci est encore plus puissante que la troisieme. Cette appli-
cation du mot ,puissant® se comprend presque sans explication.
Je veux dire qu’il existe des suites qui possédent la deuxieme
régularité sans en posséder la premiéere, tandis que l'inverse n’aura
pas lieu; en d’autres termes, I’ensemble des suites (sv) satisfaisant
a la premiére condition est renfermé dans I’ensemble dont les
suites jouissent de la deuxiéme propriété. Dans ce sens du mot nous
pouvons de méme comparer les régularités du second groupe et les
ranger selon leur puissance; on voit immédiatement que la régula-

Dodatek do Rocx. pol. Tow. matero. 6
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rité s’affaiblit dans la succession 4), 5), 6), 7). — Mais les trois
groupes de régularité, peuvent-ils étre comparés entre eux? Voici
le probleme. La réponse dépend d’un examen minutieux du ca-
ractére des différentes sortes de régularités.

Dans la premier cas, on trouve que la régularité est telle

qu'on a
= o(v~e) pour0 <[ gfSr,

c'est-a-dire que l’'opération Aq appliquée a la suite (e,), aura pour
effet une diminution de l'ordre de grandeur, et précisément celle
effectuée par le facteur v~v. Cette régularité est d’autant plus puis-
sante que la valeur de r est plus grande. Tant qu’on veut carac-
tériser la régularité d’une suite au moyen de lallure de ses diffé-
rences pour v tendant vers linfini, on ne peut pas imaginer régu-
larité meilleure que celle-ci pour r infini. Des exemples en sont
fournis par des suites comme

Ev==ff e = [Ogv’ BEv= > >

bref: par tout ce qu’il y a de plus régulier en matiere de suites
convergentes. Jai besoin dun mot susceptible de signifier cette
régularité importante. Est-ce trop de faire usage du mot ,parfait“?
Je me permettrai de le faire. Donc, nous allons appeler parfaite-
ment réguliére d'ordre r toute suite convergente (ej gui satisfait aux
conditiotis

defv= o(v_P) pour 0< c¢fSr.

Dans cette caractérisation, il se cache une question d’uniformité:
peut-on appliquer le méme o dans Ulintervalle entier 0 -< ¢ " r?
La réponse est affirmative: une suite ne peut pas étre parfaitement
réguliére d’ordre r sans I'étre d’une fagon uniforme.

Nousallons maintenant  nous tourner vers lesdeux autres
conditions du premier groupe. Ellesdéterminent, elles aussi, des
régularités parfaites, mais pas du méme ordre. Toute suite satis-
faisant a la condition 2), A'Ev= 0(v~r), sera parfaitement réguliére
jusqtfa l'ordre r, c’est-a-dire qu’on aura

A<iev — ofv—<)

pour toute valeur de g entre zéro et r. Cette régularité sera uni-
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forme dans tout intervalle, 0< ¢ a ou a<r, la suite étant
parfaitement réguliére d’ordre a pour toute valeur de a plus pe-
tite que r. C’est évidemment tout a quoi on pouvait s’attendre.

Enfin toute suite (e,) assujettie a la condition 3) sera par-
faitement réguliére d’ordre r — 1, pourvu que r soit plus grand que
I'unité. Cette régularité parfaite constitue la partie essentielle de la
régularité 3), mais il y en a davantage. Il est évident que la ré-
gularité en question est plus puissante que la régularité parfaite
d’ordre r — 1 Toutefois, le caractéere de ce surplus de régularité
n’est pas assez simple pour qu’on puisse le décrire d’une fagon
nette. 1l faut quon se contente de certaines limitations des diffé-
rences A?sv, dont l'ordre appartient a l'intervalle de r— 1 ar
(r compris). J’ai obtenu les limitations que voici:

= o(v~r+)
A?v> — C(v-f-1)-2

ou la constante G ne dépend pas de ¢. La premiére relation four-
nit une limitation des deux cOtés, mais pour ce qui est du coté
inférieur, elle n’est pas aussi bonne, que celle de la derniére rela-
tion. Sir ne dépasse pas l'unité il n'y a aucune régularité parfaite,
et ces deux relations seront remplacées par

t s O\ +ir,

dont la premiere relation est tout a fait triviale puisque valable
pour toute suite convergente.

Nous sommes maintenant arrivés au second groupe. Heureuse-
ment nous pourrons en finir trés rapidement. Je ne dis pas trop,
si j’affirme qu’il y a une relation étroite entre ces deux groupes.
En effet, les régularités appartenant a I'un et a I'autre sont complé-
tement équivalentes deux a deux, les combinaisons étant 1) — 5),
2) —6) et 3) —7). Cela veut dire que les conditions 5), 6) et 7)
constituent respectivement une caractérisation compléte des trois
régularités du premier groupe. Par exemple: La condition nécessaire
et suffisante pour que la suite convergente (ev) soit parfaitement ré-
guliere d'ordre r, est que la série

2 Al A'+'e,

v—0

soit convergente.
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Une premiére conséguence est que nous sommes maintenant
a méme de comparer, en matiere de puissance, la régularité 4)
déterminée par la convergence absolue de la série:

2A'VA'+'ev

avec les régularités du premier groupe. Elle est incontestablement
la plus puissante de toutes les régularités considérées jusqu’a main-
tenant. Elle détermine une régularité parfaite d’ordre r en raison
de la convergence simple, et quelque chose de plus qui tient a ce
que la convergence est absolue. De ce surplus de régularité je ne
sais pas dire grand chose; cependant, il y a une petite circonstance
que je ne dois pas passer sous silence, puisqu’elle nous sera utile
dans la suite: si r ne dépasse pas l'unité, nous pouvons affirmer
que la convergence absolue de la série 2 A VAr+lfv n’assurera pas
seulement la régularité parfaite d’ordre r de la suite (e,), mais
qu’elle entrainera encore la régularité parfaite de la suite se com-
posant des modules des termes sv. Dans ce cas-la I'on pourrait
donc parler d’une régularité absolue d’ordre r.

Considérons enfin la monotonie d'ordre r (dr£,> 0). Dans un
mémoire inséré dans la ,,Mathematische Zeitschrift”, 1925, M. Knopp
a étudié cette régularité sous certains aspects. Il a comparé entre
elles les monotonies d’ordres différents, en démontrant que la puis-
sance va en croissant avec l'ordre r; une suite monotone d’ordre r
est aussi monotone de tout ordre plus petit que r. C’est ainsi que
M. Knopp peut parler d’un indice de monotonie; la borne supé-
rieure des nombres r pour lesquels les différences Arfv restent
positives. La monotonie ordinaire est d’ordre 1. Les monotonies
d’ordres inférieures a 1 sont plus faibles que la monotonie ordinaire.

J’ai placé la monotonie dans un groupe particulier en raison
du grand intérét qui s’y attache, bien qu’elle ne constitue pas une
nouvelle espéce de régularité. En effet, la monotonie d’ordre r est
trés voisine a la régularité 3) déterminée par

dre,, >—c(v-f-I)-r (v=0,1,2,.);

elle est évidemment un peu plus puissante que celle-ci, vu que la
différence Arev est forcement supérieure a — c(v -|- Ij-r lorsqu'elle
est positive, tandis qu’il ne faut pas que I'inverse ait lieu. Donc, tou-
tes les propriétés de cette régularité appartiennent aussi a la mono-
tonie d’ordre r. A cet égard, il faut surtout remarquer que toute
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suite monotone d’ordre r sera parfaitement réguliére d’ordre r — I,
pourvu que r f> 1. Ce résultat est aussi di a M. Knopp. Jajou-
terai que e’est-la le meilleur résultat possible en ce sens. Il existe
une suite monotone d’ordre r qui n’est pas parfaitement réguliere
d'ordre r — 1-f- §, si petit que le nombre positif d soit choisi.

Pourtant, outre la régularité parfaite dordre r — 1 la mono-
tonie d’ordre r >m 1 renferme un petit surplus de régularité, dont
je ne sais pas grand chose, il est vrai, mais toujours assez pour
assigner a la monotonie d’ordre r la place qui lui convient parmi
les régularités voisines. En rappellant la nouvelle caractérisation de
la régularité parfaite nous obtiendrons la succession suivante:

A. La monotonie d’ordre r

caractérisée par la convergence de la série a termes positifs
2A'~'A'ev,

B. La régularité absolue d’ordre r — 1

caractérisée par la convergence de la série 2 A fllArev|,
C. La régularité parfaite d'ordre r — 1

caractérisée par la convergence de la série 2 Ar-1ArE.

Il est évident que la puissance ne peut pas s’augmenter dans
cette succession; qu’en réalité elle va en décroissant, c’est ce que
montrent facilement des exemples choisis a propos.

Aprés la monotonie d’ordre supérieur a 1 nous allons consi-
dérer la monotonie, dont l'ordre est plus petit que l'unité; elle est
surtout susceptible d’attirer I’attention, puisqu’elle est plus faible
que la monotonie ordinaire (d'ordre 1). Elle a été étudiée par M.
M. Kaluza et Ferrar dans de récents travaux également parus,
il y a quelques mois seulement, dans la ,,Mathematische Zeitschrift“.
Toutefois leur point de vue est tout différent du nétre. Dans le
cas de cette faible monotonie il ne reste plus de régularité par-
faite, autant que je sache. Il y a donc lieu de se demander si,
pour le moins, la convergence de la série

2A'~1A'ev

ne subsisterait pas. Certes, elle subsistera. Mais e’est-la un fait tri-
'vial, puisque la convergence de cette série aura lieu pour toute
suite convergente ainsi que le fait voir le théoréme fondamental,
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cité au début® sur la superposition des différences. En effet, la série
représente la différence superposée

A-r(dreQ) = €0.

Si, toutefois, on veut persister dans I'idée que la convergence de
cette série est en quelque sorte liée a la monotonie d’ordre r, il
faut, pour un moment, enlever la condition que la suite soit con-
vergente. Peut-étre la convergence est-elle une régularité assez forte
par rapport a cette faible monotonie pour vous empécher de per-
cevoir I’effet de la monotonie. Remplagons donc la convergence
de la suite par la relation e,,= 0 (1) ou, plus généralement encore,
par la relation e,> — C. Ces conditions n’entraineront point la
convergence de la série 2 A r~1ArEr pour O < r” . Pourtant, il
se trouve que la convergence de cette série sera bien assurée, si
I'on impose a la suite (g,) la condition ultérieure d’&tre monotone
d’ordre r(5S 1). Donc, ce n’est pas trop de dire que la convergence
de cette série est en quelque sorte une propriété de la monotonie.

Mon dessein est maintenant accompli. J’ai essayé de vous
esquisser la partie la plus marquée de quelques recherches faites
sur la comparaison des régularités des suites convergentes, et je vais
terminer. Cependant, je voudrais bien — si vous le permettez — vous
indiquer quelques petites applications que j'estime susceptibles de
vous donner une idée de I'utilité de recherches de cette sorte. Alors
il nous faudra porter notre pensée vers des séries réguliéres. Il ne
s’agit évidemment que d’une transformation assez futile; parler d’une sé-
rie c’est parler d’une suite. Pourtant, cette fois, nous n’allons pas mettre
en jeu les sommes partielles Sv. Il conviendra plus d’employer la
suite se composant des restes de la série. Etant donnée une série
convergente 2uv, nous allons donc considérer la suite convergente

£v = UV + Mv+1 +  eeel

dont les premiéres différences coincident avec les termes de la
série. En employant cette suite (e,) au lieu des sommes partielles Sv
on obtiendra dZailleurs la complete coincidence des différences Arsv
et des différences Ar~luv pour toute valeur positive de r:

Arsv — Ar~luv.

En convenant de dire que la régularité d’une série est celle
de la suite des restes (ev), la caractérisation de la régularité de la
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série 2uv se réalise dabord au moyen des différences Arev, mais
en tenant compte de I’égalité que je viens de faire remarquer, elle
peut aussi bien s’exprimer au moyen des différences Ar-xuv. Nous
énumeérerons quelques exemples qui, au fond, ne sont qu’une trans-
cription des exemples A, B et C que je viens de citer:

A. Les séries 2uv, monotone d'ordre r -f- 1, r étant un nom-
bre positif, sont les mémes que celles dont les termes forment une
suite monotone d'ordre r. Elles sont caractérisées par la convergence
de la série a termes positifs:

2A'VAMev= 2A'VAruv.

B. Les séries absolument régulieres d'ordre r
se caractérisent par la convergence de la série

2A v\Aruv\.

C. Les séries parfaitement réguliéres d’ordre r
se caractérisent par la convergence de la série

2AvAruv

ou bien par la relation A-1uv— o(v~r).

Ces régularités sont évidemment rangées selon leur puissance,
celle-ci s’affaiblissant légerement dans cette succession.

C’est un fait élémentaire qu’une série 2uv, dont les termes
forment une suite monotone d’ordre 1, est tellement réguliére qu’on
a uv= of[v~l). Mais on n’a jamais essayé, autant que je sache, de
substituer, dans cette proposition, a la monotonie une régularité
plus faible. C’est ce que nous pouvons faire maintenant. Nous pou-
vons méme déterminer la régularité qu’il faut imposer a la série
pour que la relation uv— o(v~X) ait lieu. La série doit étre par-
faitement réguliére d’ordre 1, ainsi qu’il ressort de C. La condition

nécessaire et suffisante en est que la série
2{v+\)Auv
soit convergente.
M. Knopp a démontré, dans le mémoire cité, que toute série

convergente, dont les termes forment une suite monotone d’ordre r,
r étant inférieur a 1, est assez réguliére pour qu’on ait

K = ofv n.
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Or, cette propriété n’est, nonplus, bien propre aux séries mono-
tones. En effet, les séries qui sont absolument réguliéres d'ordre r
en jouissent également, et cette régularité est plus faible que l’autre.
La cause en est que toute série absolument réguliere d’ordre r
sera telle que la série S |uv| sera, a son tour, convergente et par-
faitement réguliére d’ordre r. Car cela veut dire que

Ar-l |uv| = ofy~T
et comme les termes de la série
Ari\uv\i= 2 A ;"\uv+r\
JJ-0

sont tous positifs, il faut que le premier soit plus petit que la
somme de la série, et c'est-a-dire que

uv = o(y~n.



M. Jacob (Wieden).

O uogolnionych catkach Fouriera
I 0 jednoznacznosci uogolnionych catek
trygonometrycznych.

Punktem wyjécia nastepujgcych rozwazan jest wspolna defi-
nicja szeregdéw i catek Fouriera, ktdrg sie uzyskuje przez zastoso-
wanie pojecia catki Stieltjesa. Z tego wynika mozliwo$¢ jednolitego
traktowania kilku waznych zagadnien z teorji szeregéw i catek try-
gonometrycznych.

Niechaj bedzie /(*l funkcjg mierzalng w [- o0, 00], catko-
walng w kazdym skofAczonym zakresie, ktdra ponadto w nieskon-

I(£)

czonosci spetnia nastepujace warunki: 1°) — posiada catke

w nieskonczonosci, 2°) /(£) jest w nieskoriczonosci funkcjg per-
jodyczna.
Tworzac wedtug p. H. Hahna (Acta Mathem. 49):

10 =:/> t=ns* -= /> s7 t«-

mozna podporzadkowaé funkcji /(£) nastepujace wyrazenie:
) f(x)~ f [cosfix d -f- sin hx d 22(™)].

To podporzadkowanie redukuje sie: a) do szeregu Fouriera,
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jesli /'(8) jest funkcjg czysto perjodyczng i b) do catki Fouriera,
jesli /(£) czyni zado$¢ w nieskonczonosci warunkom Scislej okre-
Slonym.

Zajmujemy sie dwoma zagadnieniami tej teorji:

I) Relacja (1) umozliwia nam przedstawi¢ formute Parsevala
w takiej formie, ze klasa funkcji, dla ktdrej twierdzenie to jest
Znanem, zostaje znacznie rozszerzong.

I1) JesteSmy rowniez w stanie udowodni¢ twierdzenie ojedno-
znacznosci dla uog6lnionych catek trygonometrycznych, przyezem
dowdd tego twierdzenia polega na uogoOlnieniu Kkilku twierdzen
p. J. G. Burkil la, dotyczacych réwniez uog6lnionych catek Fou-
riera (Proc. Lond. Math. Soc. (2) 25.).



Stefan Kaczmarz (Lwéw).

Warunki zbiezno$ci szeregow
ortogonalnych.

W komunikacie niniejszym mam zamiar poda¢ pewien wa-
runek zbieznosci szeregu ortogonalnego 2un(pn(x), gdzie 2a~<”"oo0,
warunek odmiennego typu, niz znane dotychczas warunki. Dotych-
czasowe bowiem zatozenia o szeregu ortogonalnym odnosity sie do
wiasnosci spétczynnikow a,, nasuwa sie zatem problem przy jakich
zatozeniach odnoszacych sie do samego ukiadu ortogonalnego sze-
reg bedzie zbiezny prawie wszedzie. Zatozenia te tyczg sie funkcji
Lebesgue’a dla danego uktadu, to znaczy

0

O funkcji powyzszej udowodnit Kademacher, iz prawie wszedzie
Na:) — Q(n lo(f+cn), e> 0.
Otdéz tatwo jest wykaza¢ nastepujgce

Twierdzenie. Dla funkcji e,(x) mamy prawie wszedzie
al(x) = o(n logl+eti).

Na podstawie bowiem nieréwnosci Schwarza mamy
(*).

Z drugiej strony szereg



92

jest prawie wszedzie zbiezny, zatem wedle Kroneckera
2 <p\(X) — o[nlogl+en).
i

Jezeli teraz zatozymy, ze funkcja Lebesgue’a jest prawie
wszedzie ograniczona bez wzgledu na w, wéwczas mamy

Twierdzenie. Jezeli prawie wszedzie
en(x) <A,
wtedy szereg ortogonalny

ma. (pn(x)

jest prawie wszedzie zbiezny, jezeli tylko 2 ai <G oo.



Stefan Kempisty (Wilno).

O catkach funkcji przedziatul.

Sur les intégrales d’'une fonction d’intervalle.

Considérons les intervalles a k dimensions, cest-a-dire les
ensembles de points dont les projections sont des intervalles linéaires.

Soit g(l) une fonction d'intervalle (additive ou non additive)
définie pour tous les intervalles contenus dans un intervalle R.

Lorsque S est un systtme simple, composé d’un nombre fini
d’intervalles non empiétants lu /5i... nous poserons

9(& — 9(11) + 9(1*)+ -m+ 9(I»)

En particulier la longueur du systeme S

m==m~+iAi+-+uj,

11, | étant la longueur de lintervalle I,.

Une fonction d’intervalle g(l) est absolument continue quand
g(S) tend vers zéro avec la longueur de S

Quand |S|= |R |, le systtme S est un systeme de division
de l'intervalle R.

D’aprés M. Burkill. Vintégrale supérieure (inférieure) de y(7)
dans R est la plus grande limite de g(S), la norme du systeme de
division S tendant vers zéro®).

) Komunikat ten zostat wygtoszony na Zjezdzio zamiast komunikatu
C 25 p. t. Catka aproksjTmatywna.

) L C. Bur ki ll, Functions of intervals, Proc. Lond. Math. Soc. v. 22
(1923) p. 295. La norme du systeme § est la plus grande de dimensions des
intervalles f.
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Si les deux intégrales extrémes

[ o dj #)

sont égales, la fonction d’intervalle g(l) est intégrable et la valeur
commune de ces intégrales est l'intégrale

[/« m

Lorsqu’une fonction d’intervalle g{l) est absolument continue
dans R, les intégrales extrémes sont finies dans R et dans tout
intervalle contenu dans R 1. De plus, ces intégrales sont des fonctions
d’intervalle absolument continues dans R 2.

En particulier, quand g(l) est intégrable et absolument con-
tinu, son intégrale est finie et absolument continue3d.

Nous allons voir que la continuité absolue de g{l) est non
seulement suffisante mais nécessaire pour que son intégrale soit
finie et absolument continue.

Lemme. Si g{l) est intégrable, nous pouvons, quel que soit e
positif, déterminer 6 de maniére qu’on ait, pour tout systtme sim-
ple S de norme inférieure a <§ l'inégalité

Supposons, en effet, qu’il existe un c positif, tel que, 6 étant
quelconque, on a, pour un systtme SI de norme inférieure a 4
la relation

@ 9(s,)> Fgll) + e

Choisissons & de maniére qu’on ait, pour un systéeme S qui
divise R,

(2) g(6)< / nj700+ 1

des que la norme de S est inférieure a 6.

‘) loc. cit. p. 287 Th. 3. 6.

J S. Saks. Sur les fonctions d’intervalles, Fundamenta Math. X (1927)
p. 213, Th. 2.

s) Burkill, loc. cit.,, p. 289, Th. &
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Soit € un systeme de division du complémentaire des inter-
valles du systtme SL Nous pouvons choisir €2 de norme <[ &
et tel que

(3)
Comme l’intégrale est une fonction additive d’intervalle, nous
avons, d'apres (1) et (3)

@ £ 9> A1)+ 2

En posant £:=<!>-{-S,, nous arrivons a la contradiction
entre (2) et (4).

Théoréme. Lorsque l'intégrale d’une fonction d'intervalle g(l)
est absolument continue dans B, il en est mdme dela fonction g(l).

D’aprés lhypothése, quel que soit e> 0, il existe alt positif
tel que

|/ < e pour |SI < 6.

Soit d2 un nombre bornant les normes des systemes S pour
lesquels on a d’aprés le lemme démontré

ff(s) ~
Lorsque 6 < 0l} 6,, nous avons alors | g{S) \< 2e, quel que soit
le systtme simple S de longueur <Cd, c'est-a-dire g{l) est abso-
lument continue.
Application. Soit f{cc) une fonction mesurable, presque par-
tout finie dans Ilintervalle (a, b). Convenons de dire que >»(/1,

est la borne inférieure a densité 1 prés dune fonction f(x) dans J,
lorsqu’elle est égale au plus grand de nombres y tels que, E étant

I'ensemble de points x ou f(x)<fy, on a
\El\< Z\I\ (ocr/icn.

Posons
g(l) = m(f, 1, X)\ I\,

‘) St. Kempisty, Sur les limites approximatives, CompteB Rendus,

t. 180, p. 612.
31 1est la mesure de la partie de I'ensemble E contenue dans 1.
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D’aprés les théorémes généraux, cette fonction est absolument
continue dans (a, b) en méme temps que son intégrale f , g[l), pour
B= (&ax) et a™ x” b Celle-ci est alors une intégrale de Lebes-
gue. Nous verrons qu’elle est égale exactement a l'intégrale

dx-

En effet, il résulte d’un théoréme de M. Burkilll) que, g(I)
étant absolument continue,

f g(l)— f Dgdx”™ f Bgdx= f g(l),
R d a t/ a « H

ou Dg et Dg désignent resp. la dérivée inférieure et supérieure de
g{l) au point x, c’est-a-dire la limite inférieure resp. supérieure du

quotient jy p ” tendant régulierement vers le point x.
Comme, d’aprés M. Denjoy*), toute fonction mesurable est
presque partout approximativement continue, le quotient 9ui

est égal a m{f, I, A), tend presque partout vers f(x). Alors on
a presque partout
Dg = Dg = f{x)
et par suite
J/R9{|)= ;ER98)— 1 f)dx.
Inversement lorsque f[x) est sommable, notre fonction d’inter-

valle g{l) est absolument continue. Supposons d’abord que f(x) est
non négative, alors

(1-A)<7(7) < J f(x)dx.

Il en résulte que g(l) est absolument continue. La démon-
stration est analogue pour/<o0.

Quand f(x) est une fonction quelconque, nous pouvons la
représenter par une somme de deux fonctions

f f+\r ,, t f-\f\
U «t2 '

‘) loc. cit. 309, Th. 7. 6.
J) A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables, Bull. Soc. Math, de
France t- 43 (1916) p. 219.
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Or,
m{f, 1, X = m(/i, L, X -f m(/i, 1, X
donc le théoréme subsiste.
Ainsi la continuité absolue de m(f,I,X)\I\ est une condition

nécessaire et suffisante de la sommabilité de f(x).
Nous avons vu que

lfdx— Jf m(/j 1. A)|J |, quel que soit X
a R
On paut

montrer quinversement l'intégrale de
dont la valeur est indépendante de X est l'intégrale de Lebesgue

de f{x)1.

* St. Kempisty, Sur lintégrale (-4) de M. Denjoy, Comptes Rendus
185 (1927) p. 749.

Dodatek do Roez. poi. Tow. matem. 7



Stefan Kempisty (Wilno).

O pochodnych funkcji przedziatul.

Sur les dérivées d’une fonction d’intervalle.

Soit g(I) une fonction d’intervalle définie pour tout intervalle
contenu dans (a, b).

Considérons une famille réguliere composée de tous les inter-
valles | qui vérifient la condition

\IV\~"a\Sx\, pour 0< a< 1,

Sx étant le plus petit intervalle de centre x contenant 7).
Appelions dérivée de parametre a de la fonction g(l) au point x
la limite unique f(oc) du quotient

9J3J)

K1’
pour | appartenant a la famille considérée et tendant vers le point x.
Il résulte d’un théoréme de M. Burkill que cette dérivée

est une fonction de premiére classe de M. B aireH.

Nous allons établir quelques autres propriétés de la fonction
dérivée f(x) de parameétre a< £.

Convenons de dire qu’une fonction d’intervalle h(l) est bornée
intérieurement, lorsque, pour toute division d’un intervalle | en
deux intervalles contigus J, et Js, on a

min {*(10, M*)}~ H1) max{A(/2) h(If)}.

(g Komunikat powyzszy zostat wygloszony na Zjezdzie zamiast komuni-
katu C. 26. p. t. Catkowanie pochodnej regularnej.

) |iT| désigne la longeur de I’intervalle 1.

*)J..C. Burkill, Functions of Intervais, Proceedings of the London
Math. Soc. vol. 20 (2), p. 296—7.
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Théoreme. Si le quotient pyj est une fonction bornée in-
térieurement, les ensembles
Ex= Ex[/o)> f[x9+ £] et E, = Ex[f{x)<f{x0- &

ne contiennent pas, dans un voisinage suffisamment petit Vx du
point x0, d’autres intervalles fermés | que ceux de densité moyenne
inférieure a a, donc tels que

W<
Supposons au contraire qu’il existe, quel que soit & positif, un

voisinage Flo et un intervalle fermé I, contenu dans VD et dans Ex
tels que

Or, quel que soit l'intervalle i contenant x et contenu dans i,
on a, par définition de f(x),

yvj> [(*)—| > I(*,0+
dés que [i|< O, x).

D’aprés un lemme de M. Lusinl, il existe donc un nombre
fini de ces intervalles i:

o (U 2%
sans points intérieurs communs et tels que:

| —h+ h + st h,

+ | *=1 , 2

Comme le quotient est une fonction bornée intérieure-

fi

‘) N- Lusin, Recueil de la Soc. Math, de Moscou XV III, 1911.

ment, nous voyons que



100

Soit S,a le plus petit voisinage de centre x0 contenant L
Comme ce voisinage est contenu dans V*, on a a fortiori

18,,\<i

et les intervalles, tels que J, forment une famille réguliere de pa-
rameétre a.
" Quandle nombre 6 décroit vers zéro, l'intervalle Itend vers

le  pointx (et le quotient j j~ a pour limite f{x0), cequi est im-

possible d’aprés l'inégalité établie.

Ainsi notre théoréme est démontré pour I'ensemble Ev Or le
méme raisonnement s’applique a I’'ensemble Es.

Corollaire i. Dans chaque intervalle suffisamment petit et
ayant pour extrémité le point a0, existent des points des ensembles.
E™ et E2 et par suite

f{x0+ 0)™ f(x0 < f(x0-f 0),
f(x0— 0) < f(x0)< f{x0— 0).
Corollaire 2. Tout point d’un des ensembles

EN\f{x)>A EX\[x) < A]

est un point daccumulation symmaétrique.

Corollaire 3. Comme, daprés M. Denjoyl, toute fonction
jouissant de la propriété énoncée dans le Cor. 2 est continue au
sens de Darboux, nous voyons que la dérivée de paramétre
a < £ prend dans l’intervalle (a, b) toute valeur intermédiaire a f(a)

et f(b).
Applications.
1. Soit F(x) une fonction dérivable dans (a,b).
Posons, pour lintervalle | — (a, /),

g(l) = F(P)-F(a).
La variation g(l) étant additive, la variation relative —j est

évidemment une fonction bornée intérieurement.
Or la dérivée F'(x) qui est une dérivée de paramétre \ de
g{l) est en méme temps une dérivée de parametre a de cette fonc-

'Y A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables, Bull. Soc. Math,
de France t 43, 1915, p. 184, ap.l).
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tion d’intervalle, quel que soit a < 1%. Elle possede donc les pro-
priétés énoncées dans le théoreme et dans les corollaires.

Nous obtenons ainsi une nouvelle démonstration du théoréme
de Darbour sur les dérivées.

2. Soit M(l, X) la borne supérieure a densité X prés dans I’in
tervalle 1 d’une fonction mesurable et presque partout finie f{x),
c’est-a-dire le plus petit des nombres y tels que la densité moyenne
de I’ensemble

E=E,[f{x)>Y)

est au plus égale a XJ).

M (I, X) est évidemment une fonction d’intervalle finie et
bornée intérieurement.

Posons

9(l) = 31(1, X) |J].
Si f(x) est approximativement continue, elle est la dérivée de
parameétre a de g{l) pour a et X quelconques entre 0 et 1.
Alors elle appartient & la premiére classe de M. Bair e, prend
toute valeur intermédiaire3, et jouit de la propriété générale énoncée
dans le théoréme qui vient d’&tre établi.

% J. C. Burkill, loeo cit. p. 298.

* St. Kempisty, Sur les limites approximatives, Comptes Rendus 180
(1925), p. 642-4.

3 A. Denjoy, loco cit. p. 184, 179.



Stanistaw Mazur (Lwoéw).
O metodach sumowalnosci.

W pracy niniejszej podaje kilka twierdzen o funkcjonatach
addytywnyeh w polach ciaggow; w szczeg6lnosci zajmuje sie temi
funkcjonatami, ktére sa okre$lone przy pomocy metod limesowal-
nosci Toeplitz’a.

Twierdzenie i. Gdy Pu P2 sg polami ciggéw, przy-
czem PidPi zas /™{a.}) jest funkcjonatem addytyw-
uym (i jednorodnym) w P, to istnieje funkcjonat ad-
dytywny (i jednorodny) /*({a,}) w P, taki, ze /,({«,}) =
= li({a,}), skoro {a,}EP1] przytem gdy pole P2jest unor-
mowanel) i funkcjonat /i({a,}) jest ciggty w Pu to
funkcjonat /2({a.}) jest ciggty w P2

W szczegdlnosci tedy istnieje n. p. funkcjonat addytywny
i jednorodny w polu wszystkich ciggow /({«,}) taki, ze /({«,}) =
= lim skoro cigg {a,.} jest zbiezny?; w przypadku gdy cigg {a.,.}

jest rozbiezny, liczba /"({«,}) moze by¢ rozpatrywana jako jego
uogOlniona granica. Przytem oczywiscie funkcjonat /({a,}) moze
by¢ tak dobrany, by w polu wszystkich ciggéw ograniczonych przy
zwykiem jego unormowaniu byt ciagty.

') Definicje terminéw z teorji operacji, ktérych uzywam, zawiera praca:
S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application
aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae, 111, 1922.

*) Twierdzenie to znajduje sie w pracy: H. Steinhaus, Kilka stéw o uo-
gélnieniu pojecia granicy, Prace matematyczno-fizyczne, XXII, 1911.



103

Mozna dalej udowodni¢, korzystajac z pozytywnego rozwig-
zania szerszego problemu miary w przypadku linjowym31), naste-
pujace

Twierdzenie 2. Istnieje w polu wszystkich ciggéw
ograniczonych funkcjonat addytywny ijednorodny
/({«,}) spetniajacy warunki:

1. /(K}) = AK+i});
2. I{a,}) » 0 skoro a,~ 0 (w= 0,1,.);
/{1 =1
Kazdy funkcjonat tego rodzaju jest ciggty przy zwyczajnej
definicji normy w rozwazanem polu i posiada te wihasnos¢, ze
f{a,,.}) = lim a,, gdy ciag {a,} jest zbiezny. W ten sposéb uzysku-

jemy znowu pewne uogoOlnienie pojecia granicy, majgce te zalete
ze w przypadku kazdych dwobch ciagdw, z ktorych jeden powstaje
z drugiego zapomocg skonczonej liczby zmian, uogdlniona granica
jest ta sama. Na mocy twierdzenia 1 zakres tego uogoélnienia moze
by¢ rozszerzony do pola wszystkich ciggdw.

Do okreslania funkcjonatow addytywnych i jednorodnych

w polach ciggéw mogg byé uzyte metody limesowalnosci Toepli-
tz’a2. Kazda taka metoda M prowadzi mianowicie w znany sposob
do okre$lania funkcjonatu addytywnego i jednorodnego w pewnem
polu ciggéw, ktore nazywa sie polem limesowalnosci metody M.
(Nie kazde pole ciggébw stanowi pole limesowalnos$ci pewnej me-
tody Toeplitz’a; tak n. p. nie istnieje metoda Toeplitz’a, ktérej po-
lem limesowalnosci bytoby pole wszystkich ciggéw ograniczonych).
Nasuwa sie pytanie, jakie warunki musza spetnia¢ ciggi podwojne
{&.»} by odpowiadajgce im metody Toeplitz’a A, B mialy

te whasnos¢, ze kazdy ciag limesowaluy metodg A jest limesowalny
metodg B i to ewentualnie stale do tej samej liczby. W przypadku
gdy metoda A jest identyczng, odpowiedz jest znana. Mozna jednak
poda¢ warunki, o ktére chodzi, w przypadku ogélniejszym, a mia-

'Y S. Banach, Sur le probléme de la mesure, Fundamenta Mathematicae,
1V, 1923.

* Niektére twierdzenia tego rozdziatu zawiera praca: S. Mazur, Uber
lineare Limitierungsverfahren, Mathematische Zeitschrift, XXV 111, 1928.
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nowicie tym, gdy metoda A jest — jak méwimy — normalng.
Tak nazywamy ja, gdy: 1. a,,==0 (h=0,1,...); 2. a,,= 0 dla
»<m (¢, m= 0,1,.). Wtedy istnieje widocznie doktadnie jedno

przeksztatcenie trzzjog,jmum (n= 0,1,.) odwrotne wzgledem przekszta}-
a n
cenig rTZq_sil_),,imum(n: 0,1,...); gdy potozymy ",,:mz_é‘rim (n=0,1,.),

to zachodzi

Twierdzenie 3. Na to, by kazdy cigg limesowalny
metodg A byt limesowalny metodg B, potrzeba i wy-
starcza, by spetnione byty nastepujgce warunki:

1 cigg {£.}jest limesowalny metodg B do pewnej
lczby a;

2. kazdy z ciggoéw {£,,} (m= 0,1,.) jest limeso-
walny metodg B do pewnej liczby am

3. przy kazdem danem p catkowitem "~ 0 ciag

r r

2\ 2brk &,,!} jest ograniczony;
{»_0*_0 }jest ograniczony

. A . .
4. ciag i-%'fc-g PH,,.|} jest ograniczony.
Przytem, gdy ciag {«,} jest limesowalny metodg A do U, to
jest on limesowalny metodg B do a U r%isn(«,,— TI\ stad i z twier-

dzenia poprzedniego wynika odrazu

Twierdzenie 4. Na to, by kazdy cigg limesowalny
metodg.A, byt limesowalny metodg B i to stale do tej
samej liczby, potrzeba i wystarcza, by spetnione byty
warunki poprzedniego twierdzenia, przyczem a= I,
a,= 0 (m= 0,1..).

Twierdzenie 3 stanowi uogdlnienie twierdzenia Kojimy-
Schurra za$ 4 twierdzenia Toep litz’a

Moznaby okaza¢, ze gdy spetnione sg warunki twierdzenia 3,
przyczem metodg A jest jakakolwiek metoda Cesaro Ck lub Eulera
Ek 0) a pozatem metoda B jest permanentna, to a= I, am= 0
(m= 0,1,...). Nasuwa to przypuszczenie, ze w przypadku ogo6lnym,
gdy pole limesowalnosci metody normalnej permanentnej A jest
czescig pola limesowalnosci metody permanentnej B, to kazdy ciag
limesowalny metodg A jest limesowalny metodg B do tej samej
liczby. Przypuszczenie to jest btedne; co wiecej zachodzi
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Twierdzenie 5. Istniejg metody normalne perma-
nentne o wspo6lnem polu limesowalno$ci a mimo to
limesujgce pewne ciggi do liczb réznych.

Mozna natomiast udowodnié¢

Twierdzenie 6. Gdy pole limesowalnos$ci metody
normalnej permanentnej A zawiera sie w polu lime-
sowalno$ci metody permanentnej B, to kazdy ciag
ograniczony limesowalny metodg Ajest limesowalny
metodg B do tej samej liczby.

Zatézmy teraz, ze spetnione sg warunki ostatniego twierdze-
nia; chodzi o to, w jakim przypadku mozna wnioskowaé, ze dany
cigg (nieograniczony) limesowalny metodg A jest limesowalny me-
todg B do tej samej liczby. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, po-
t6zmy dla kazdego ciggu {«,} limesowalnego metodg A

@
H{a 1= kes gomy {1 u-1};
tak okreslony w polu limesowalnosci metody A funkcjonat stanowi

w nim norme i przy niej jest ono zupetne. Ponadto moznaby spraw-
dzi¢. korzystajac z twierdzenia 3, ze gdy potozymy w nim

I{«}) = _i™ 2bn,u,,

n—»ADM»0
to uzyskany funkcjonat bedzie linjowy. Niech dalej e0= {1} oraz
8,= gdzie x,, = 1dlan=m -f1i=0 dlan m-{1
(«=1,2,...; m= 0,1,...). Przypus¢my, ze ciag e — {u,,} jest lime-

sowalny metodg A do U] gdy element e daje przedstawienie postaci
e: 2 ’!e1’7

gdzie {&,} jest ciggiem liczb rzeczywistych, to musi by¢ 50= U,

— U («= 1,2,...) i, jak stad w jednej chwili wynika,
I'{«,}) — U. Z drugiej strony, wobec przyjetej definicji normy
w polu limesowalnosci metody A, na to by zachodzito wzmianko-
wane rozwiniecie, potrzeba i wystarcza, by cigg {u, — U) byt lime-
sowalny metodg A jedn ostaj nie, t. zn. by do kazdego £>0
istniato naturalne mO takie, ze

|anfplu, — U 1< £

dla m®” mon= Q 1, .. W ten sposéb uzyskujemy
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Twierdzenie 7. Gdy pole limesowalno$ci metody
normalnej permanentnej A zawiera sie w polu lime-
sowalnosci metody permanentnej B, to cigg {ii,} lime-
sowalny metodg A do U jest limesowalny metodg B
do tej samej liczby, oile tylko cigg {«,— U} jest li-
mesowalny metodg A jednostajnie.

Wida¢ teraz, ze na to by metoda normalna permanentna A
miata te wiasnos¢, ze gdy jej pole limesowalnosci zawiera sie
w polu limesowalnos$ci jakiej§ metody permanentnej B, to kazdy
cigg limesowalny metodg A jest limesowalny metodg B do tej sa-
mej liczby, wystarcza by cigg {a,} stanowit bazel w polu lime-
sowalnosci metody A; przypadek ten jest wiasnie zrealizowany
dla metod Cesdro i Eulera.

Podane twierdzenia o funkcjonatach addytywnych i jedno-
rodnych w polach ciggdw przenosza sie oczywiscie na przypadek”
gdy chodzi nie o pola ciggéw lecz szeregéw. Specjalnie kazda me-
toda sumowalnosci Toeplitz’a prowadzi do okreslenia funkcjonatu
addytywnego i jednorodnego w pewnem polu szeregdw, ktére na-
zywa sie polem sumowalnosci tej metody. Jezeli chodzi o metody
sumowalnos$ci, to warto dla uzyskania pewnej analogji z teorja
zbieznosci szeregdw wprowadzi¢ pojecie szeregdbw bezwarun-
kowo i warunkowo sumowalnych. Niech A bedzie metodg
sumowalnosci Toeplitz’a i przypus¢my, ze dany szereg jest nig
sumowalny (do Z7); ot6z nazywamy go sumowalnym metodg A
bezwarunkowo (do U), gdy kazdy szereg réznigcy sie od niego
conajwyzej porzadkiem wyrazéw jest sumowalny metodg A i to
stale do tej samej liczby; w razie przeciwnjrm powiadamy, ze jest
sumowalny metodg A warunkowo (do U)*)- Jest widocznem, ze
w przypadku n. p. metod Cesdaro lub Eulera pojecie szeregéw bez-
warunkowo sumowalnych pokrywa sie z pojeciem szeregdéw bez-
wzglednie zbieznych; istniejg jednak permanentne metody surao-

*) Definicje tego terminu zawiera praca: J. Schauder, Zur Theorie ste-
tiger Abbildungen in Funktionalraumen, Mathematische Zeitschrift, XXV, 1927.

’) Badaniu szeregdw warunkowo sumowalnych poswiecona jest moja
praca *0 szeregach warunkowo sumowalnych*, ktéra bedzie drukowana w Spra-
wozdaniach Towarzystwa Naukowego we Lwowie.
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walnosci, przy ktérych to nie zachodzi. Powstaje pytanie, kiedy
dana metoda sumowalno$ci posiada te wiasno$¢, ze do szeregéw
warunkowo sumowalnych przy uzyciu jej odnosi sie twierdzenie
analogiczne do twierdzenia Riemann’a, dotyczacego szeregow wa-
runkowo zbieznych. W tym kierunku zachodzi przedewszystkiem

Twierdzenie 8. Gdy a, B sg liczbami rzeczywistemi,
(00]

to istnieje szereg 2 a, 0 tej wtasnosci, ze gdy r jest
n <0

liczbg postaci at-%/)J przy t catkowitem to przez od-
powiednig zmiane porzagdku wyrazéw mozna uzy-
@

skad z szeregu 2 a, szereg sumowalny metoda H, do r,

ale przez zadng zmiang porzadku wyrazow nie mozna

z niego otrzymac¢ szeregu sumowalnego metodg H1

do jakiejs liczby nie bedacej wzmiankowanej postaci.
Przytem prawdziwem jest jednak

Twierdzenie g Gdy 2 a,jest szeregiem warunkowo

0o

sumowalnym metoda nI:|k (k naturalne) i cigg {a,} jest
ograniczony, to do kazdej liczby rzeczywistej r
mozna dobra¢ szereg rodznigcy sie eonajwyzej po-

@

rzgdkiem wyrazow od szeregu 20a,,, sumowatny me~
n

todg Hk do r.



J. v. Neumann (Berlin).

Zur Theorie des Masses.

Gewisse Resultate von Hausdorff, Banach und Tarski
uber die Maoglichkeit bzw. Unmdglichkeit eines allgemeinen (d. h.
fur alle beschrankten Teilmengen des «-dimensionalen Euklidischen
Raumes definierten) Masses werden analysiert.

Die genannten Autoren untersuchten u. a. solche Masse (d. h.
nichtnegative, fir zwei elementfremde Mengen-Addenden addi-
tive und nicht identisch verschwindende Mengenfunktionen), welche
gegenlber der Gruppe der orthogonalen Abbildungen des Raumes
invariant sind. Insbesondere zeigten Banach und Tarski, dass
ein solches Mass dann und nur dann mdglich ist, wenn der Raum
1- oder 2-dimensional ist.

Es scheint also eine eigentimliche neue Eigenschaft des Rau-
mes von 3 Dimensionen aufwérts vorzulegen.

Es zeigt sich nun, dass die genannte Eigenschaft genauer der
Gruppe der orthogonalen Abbildungen zuzuschreiben ist. Diese ist
ndmlich fir 1, 2 Dimensionen auflésbar (d. h. sie hat eine Kette
successiver Normalteiler mit lauter Abelschen Faktorgruppen), von
3 an aber besitzt sie eine freie Untergruppe mit zwei Erzeugenden
und es lasst sich zeigen dass diese Eigenschaften im wesentlichen
fir die Existenz bzw. nicht Existenz eines, dieser Gruppe gege-
niber invarianten Masses hinreichend sind.

Wenn man Invarianz gegeniiber Abbildungs-Gruppen verlangt,
andert sich demgemadss das Bild: bei der affinen Gruppe (bestehend
aus allen linearen Abbildungen von der Determinante 1) z. B, tritt
dieser Wechsel zwischen 1 und 2 Dimensionen ein — daher
existiert dann das Mass nur im I-dimensionalen.

Es werden noch einige Beispiele flir diese gruppentheoretische
Bedingtheit des Masses angegeben. Eine genaue Ausfiihrung er-
scheint demné&chst in den Fund. Math.



Stanistaw Ruziewicz (Lwow).

O funkcjach spetniajacych uogolniony
warunek Lipschitz’a.

Wezmy pod uwage ukitad réwnan funkcyjnych:

gdzie g jest liczbg naturalng ~ 2, za$ liczby ak i bk spetniajg dla
i= 0, — 1 warunki:

Istnieje jedna i tylko jedna funkcja ograniczona w przedziale
(0, 1), spetniajaca powyzszy ukiad rownan; funkcja ta jest ciagta
w tym przedziale.

Dobierajagc odpowiednio liczby bt, otrzymujemy funkcje ciggte
0 réznych osobliwosciach.

W szczegoélnosci, dobierajac do dowolnej liczby dodatniej a< |
odpowiednie liczby ¢, otrzymujemy funkcje, spetniajgcg nierdwnosé

Q) Ifix)—f(y) \< M \x —y\a (M jest staly),
a nie posiadajacg dla zadnej wartosci x pochodnej (ani skonczonej,

ani nieskonczonej)?).
Dalej, istnieje funkcja /(*), speiniajgca nieréwnosc

¢) Por. S. .Ruziewicz, Sur les fonctions satisfaisant a la condition
de Lipschitz généralisée, (Annales de la Soc. Pol. de Math., T. VII, 1928).



Wreszcie przez odpowiedni obior liczb bk otrzymujemy dla
kazdej liczby dodatniej a < 1 funkcje rosngca, spetniajagca waru-
nek (1), a posiadajacg pochodng 0 wszedzie, z wyjatkiem pewnego
zbioru miary Lebesgue’a zerol).

') Por. S. Ruziewicz: Un exemple d’une fonction continue croissante
ayant presque partout la dérivée nulle. (C. R. de séance de la Soc. des Scien-
ces et des Lettres de Varsovie X X 1>1928).



S. Steckel (Kielce).

O warunku sumowalnosci ciggu nieskon-
czonego o dwuch miejscach skupienia.

Niech bedg dane dwa ciagi {«,} i {b,} liczb zespolonych
takie, iz lima,= a Ilimbn—b i a4=Db Niech dalej {p,} i

n —»-00 n —»00

oznaczajg dwa ciggi nieskofAczone liczb naturalnych. Utwérzmy
ciagg {c,} w sposéb nastepujacy: wypisujemy pierwszych wyra-
zow ciggu {a,}, nastepnie ¢, pierwszych wyrazow ciggu {&,}, da-
lej p, dalszych wyrazéw ciggu i g, dalszych wyrazéw ciagu
[K) i.4+wul,, p,=0V=0.
n= gl-(- gt -j- ... -j- gn. Mozna z tatwoscig udowodni¢ nastepujgce
twierdzenie:

Na to, aby cigg {c,} byt sumowalny metodg srednich Cesiro
rzedu k (k dowolna liczba rzeczywista A 1) potrzeba i wystarcza,

. . . . P P .
aby istniaty granice (skonczone lub nie): lim-"~ i lim i aby
«-» 00 Vn n->o00 (¢n
byto: lim ~ — lim ~+-\
n—>00 Yn n—>-00 Yn

Opierajac sie na tem twierdzeniu, mozna z tatwoscig efek-
tywnie zbudowaé ciag, ztozony z jedynek i zer, niesumowalny (Ck)
dla zadnego k” 1%). Ciag {c,} o tej wiasnosci otrzymujemy np.

’) Prof. Steinhaus udowodnit jeszcze w r. 1911 (Prace mat.-fiz. XXII,
str. 121 i nast.) ogo6lniejsze twierdzenie, ze istnieje cigg ztozony z jedynek i zer,
niesumowalny zadng metodg Toeplitz’a; twierdzenie to wysnut prof. Stein-
haus z rozwazan natury og6lnej o uogdlnieniach pojecia granicy. Jezeli za$
chodzi o rozpatrywany tutaj szczeg6lny przypadek niesumowalno$ci metoda
$rednich Cesii.ro, to konstrukcja oparta na podanem wyzej twierdzeniu jest
znacznie prostsza.
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ktadac: ¢,= 1 jezelii 2V—1:<n< 2V-f-2"1—2, zas: ¢c,= O
jezeli: 27+ 21— 1< »< 2-+41—2 dla v— 1,2, 3,...

Opierajac sie na powyzszem twierdzeniu, mozna réwniez z ta-
twoscig okresli¢ taka zmiane porzadku wyrazéw danego ciggu liczb
zespolonych o dwuch miejscach skupienia aib (a=j=0), aby otrzy-
many w ten sposéb cigg byt sumowalny do dowolnej liczby a
ksztattu: a-f- [b— a)t, gdzie: 0< t< 1%

') Zbiér liczb: a = a-j-(&— a)t, gdzie: (zbiér punktéw od-
cinka wyznaczonego przez liczby a i b) jest, jak tatwo widzie¢, zbiorem
wszystkich punktéow sumowalnosci ciggéw, jakie mozna otrzymaé z ciggu
danego przez zmiane porzadku wyrazéw.



Hugo Steinhaus (Lwow).

Sur quelques applications du calcul fonc-
tionnel a la théorie de séries orthogonales).

En se servant du calcul fonctionnel, comme I’a fait M. Ba-
nach dans une Note sur une propriété de systemes orthogonaux?,
on obtient les résultats suivants:

A) Si {9)..} et {ip,.} sont deux suites données, normées
thogonales, composées de fonctions continues, étant en outre
compléte dans le champ de fonctions continues et si la suite nu-
mérique donnée a la propriété de transformer tout dévelop-
pement par rapport aux ¢ d'une fonction continue

(1)

en un développement par rapport aux ip

k-1

€ 2 Aktkipk(2)

d’une fonction continue, alors la convergence uniforme d’une série

oc

2 a, (pk(t)
k-1

implique la convergence uniforme de la série

2 %, akik(1)s).

) .Résumé de la prélectiou C 6. Le texte complet paraitra dans les »Stu-

dia Mathematics®“, 1 (1929).

*) C. R. de I’Académie dos Scionces, Paris, 2 juin 1925, (T 180, N° 22,
pp. 1637-1640).

s) Pour 11= X,= ... = 1 on obtient le théoreme de M. Banach.

Dodatek do Kocz. poi. Tow. matem. 8

et or
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B) Sans changer I'hypothése du théoréme précédent on peut
y remplacer la thése par une autre, plus générale:
La convergence uniforme d’une série de polyndbmes en @

(3) (ll P.,+ oom <|3))+ Nl<ﬁl+ ooolk@)+ oo

impliqgue — quels que soient les j, k, nx.. ~ pv.. pt... £ T choisis —
la convergence uniforme de la série transformée

(4) li V', + ee) + (NP V\ Vpi+ oo
de polynémes en tp.

C) La réciproque du théoréme B) est vraie.

D) Pour que la convergence uniforme d’une série (3) impli-
que toujours la convergence uniforme de (4), il faut et il suffit
qu’il existe une constante C, indépendante de j, «, w2.. njf £
telle que I'on ait

(5) Maximum de | <@+ ...£, .(r)|<
a«<’ky?

<0. Maximum de | &ipni¢)-j-... X, Q, (1) |.

Les théoremes B) 0) et D) conduisent immédiatement au théoreme:
E) Pour que la suite {;4} transforme toujours un développe-
ment d’une fonction continue (1) en un développement d’une fonc-
tion continue (2) — {fn} et {*p,} ayant les propriétés spécifiées au
début — il faut et il suffit qu’l existe une constante C remplis-
sant l'inégalité (5) quels que soient les nu «,... nn £,...  et].

F) On peut énoncer les mémes résultats en employant d’au-
tres modes de convergence, p. e. la ,,convergence en moyenne avec
la _p-ieme puissance” (p >- 1) et méme on peut employer un mode
différent pour les g=et pour les tp. On change alors convenablement
I'inégalité (5). Le cas p — 1 présente des difficultés spéciales



Tadeusz Wazewski (Krakow).

Pewne twierdzenie o funkcjach majacych
pochodng. Wnioski.

Twierdzenie *):
Jezeli A jest zbiorem mierzalnym zawartym w przedziale
[a, 1], za$ f(x) funkcja, majagca w kazdym punkcie tego zbioru po-
chodng rozng od zei-a (skoriczong lub nie), to do kazdego nalezy
o) podzbior Al zbioru A o mierze < e
*£) podziat przedziatu [ab] na przedzialty Aly.. A,
o tej wiasnosci, ze funkcja f{x) rozpatrywana na ktorymkolwiek
ze zbhioréw
At.(A —A) (i1, 2,...,»)
jest monotoniczng w znaczeniu Scislejszem.
Oto niektére wnioski. %
I. Jezeli funkcje
(1) {Vil,...»)
posiadajg niemal wszedzie w przedziale [a, b] pochodng skorczona,
to istnieje zbidr miary zero B taki, ze gdy
b [a,6]— B
f,ela, §—B
R(tl) = <P) (VA >eeeq)
to macierz
e 2>AM
(<)~

jest rzedu mniejszego od 2.

‘) Twierdzenie to jest przedmiotem noty, ktorg wystatem byt Prof. Le-
beBgue’owi. Jest ono uogélnieniem pewnego twierdzenia ogtoszonego w mej

pracy: Kontinua prostowalne etc.
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I1. Jezeli funkcje
2>%(%) (*'N.—4#)
sq absolutnie cigglte w przedziale [a, b](a <Cb) to dtugos¢ (w sensie
Janzena lub Peany) kontinuum opisanego przez punkt
¢>,<pn@
wynosi

0))]m
[ o
gdzie m(i) oznacza krotno$¢ punktu i, t. j. ilos¢ liczb o spetniajg-
cych system réwnan
<PA°)— <PM)  A/l.-m)m
Jezeli krotnos¢ jest dla pewnego t nieskoniczona, przyjmujemy
W powyzszym wzorze

mg) - °
I11. Jezeli Kvjest ciggiem kontinudw prostowalnycb, dla ktérych
KvCKv+> AA, 2,.)
dtugos¢ Kv< a< -f-0°
i jezeli KO jest kontinuum okre$lonem przez zwigzek
KO0— 2KV,
vil
to

@ [¢9]
dtugosé ¢fo= dlugosé¢ 2 Kv= dtugos¢ 2 K.

vil v/l

Inaczej
dtugos¢ f J KV—2K V] — 0.
Vil v/l

IV. Jezeli K jest kontinuum prostowalnem, jezeli
K- K3 K3,.
sg podkontinuami K, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym

na to, by
lim dtugos¢ Kv— diugos¢ KO

v[oo
jest, by kontinuum Kv zmierzato do kontinuum Z, w sensie Hausdorffa.
Il i IV dowodze niezaleznie od twierdzenia naczelnego.



Antoni Zygmund (Warszawa).

Kilka uwag o zbiorach jednoznacznosci
w teorji catek trygonometrycznych.

Zbiorem Cantorowskim jednoznacznos$ci w teorji szeregdw try-
gonometrycznych nazywamy zbior E potozony w przedziale (0, 2n)
i posiadajacy te wilasnos¢, ze kazdy szereg trygonometryczny

d 00

: -j- .%1 ancosnx -j- b,sinnx
zbiezny wszedzie w uzupetnieniu zbioru E do zera, ma wszystkie
spotczynniki réwne zeru: a,= bn= 0 (»= 0,1,2,...). Analogicznie
zbiorem Cantorowskim jednoznacznosci dla calek trygonome-
trycznych nazywamy zbior E lezacy w przedziale (— oo, -j- 00)
i taki, ze dla kazdej catki trygonometrycznej

# > P .
(a,cossa;-J-n,sin s.r)ds\ lim / (la/|-j- |b])ds — 0
0 n
zbieznej w uzupeinieniu zbioru E do zera, mamy dla prawie
loszystkich wartosci s: a,= b, = 0.

Trescig referatu jest udowodnienie twierdzenia, ze zbiory jed-
noznacznosci w teorji szeregdw oraz catek trygonometrycznych sg
te same oraz rozszerzenie tego wyniku na inne zbiory jednoznacz-
nosci, ktére w odroznieniu od Cantorowskich moznaby nazwaé
Du-Bois-Rey mond'owskiemi.

Wactaw Sierpinski (warszawa).

Uwaga o twierdzeniu Jegorowa.

W  mys$l znanego twierdzenia Jegorowa, jezeli fn(x)
(«= 1,2,3,..) jest ciagiem nieskonczonym funkcyj mierzalnych,
zbieznym w przedziale to dla kazdej liczby dodatniej e
istnieje zbior E o mierze zewnetrznej > 1—e, zawarty w i, i taki,
ze ciag /,,(*)(« = 1,2,...) jest zbiezny jednostajnie w zbiorze E.
Autor dowodzi, ze jezeli hipoteza continuum (2y°= X)) jest praw-
dziwa, to twierdzenie to nie jest prawdziwem dla ciggéw funkcyj
niemierzalnych. Mianowicie, jezeli 2Ko= Xj, to istnieje cigg nie-
skonczony zbiezny funkcyj fn(x)(n = 1,2,..), ktéry jest zbiezny
niejednostajnie w kazdym zbiorze nieprzeliczalnym.

Ob. Sprawozdania Tow. Nauk. Warszawskiego XX, 1928.



Wiadystaw Orlicz (Lwoéw).

O przecietnej zbieznosci rozwiniec
ortogonalnych.

Trescig referatu jest uogolnienie znanego twierdzenia Younga
0 przecietnej zbieznosci szeregdw Fouriera na ogélne rozwiniecia
ortogonalne oraz pewne kwestje z tem zwigzane. Procz tego poda-
nych jest kilka twierdzeri o czynnikach przeprowadzajacych rozwi-
niecia ortogonalne pewnej klasy funkcyj w rozwiniecia tejze' klasy.

Szczeg6towe wystowienie twierdzen wraz z dowodami znajduje
sie w pracy p.t. ,Beitrdge zur Theorie der Orthogonalentwicklun-
gen“ 88 2, 3, ogtoszonej w tomie I. Studia mathematica (r. 1929).

N. Bary (Moskwa): Sur la représentation finie des fo?ictions
continues.

Voir Comptes Rendus 184 (1927), p. 112 et 186 (1928), p. 1414

M. Luzin (Moskwa): Sur [I’existence des ensembles non me-
surables B.

A. Giruzewski (Warszawa): O pewnym zagadnienm Urysohna.

Stefan Banach (Lwdw): 1. 0 metodzie majorant Cauchy'ego
w teorji funkcjonatow.

2. O szeregach funkcyjnych warunkowo zbieznych.

3. Krotki dowdd istnienia warto$ci charakterystycznej j afira
symetrycznego.



Dziat Ill. Analiza i algebra.
Wiadystaw Nikliborc (Lwow).

O nowych zagadnieniach rachunku warja-
cyjnego i zasadzie Hamiltona w dynamice.

8 1. Niechaj bedzie dany dynamiczny ukiad materjalny
0 n stopniach swobody. Przez qf oraz g, oznacza¢ bedziemy — jak
zwykle sie to robil) — t. zw. uogodlnione wspotrzedne wzglednie
uogolnione predkosci. Niechaj T oznacza energje kinetyczng uktadu.
Jezeli warunki wigzace byty holonomiczne*), woéwczas ruch uktadu
jest okreslony rownaniami rézniczkowemi Lagrange’a:

d3T 3T n /o i o0
(n UuH .— E r Q
gdzie Q oznaczajg t. zw. uogOlnione sity®). Zaréwno T jak i Q sg
w najog6lniejszym wypadku funkcjami zmienn3th i, gk qt.
W dynamice rozréznia sie dwa zasadnicze wypadki:
a) Funkcje Q =zalezg jedynie od zmiennych t, gk, przyczem
istnieje taka funkcja V, zwana potencjatem, ze
2V .
3q, (I_ 11 21 n)’
b) zatozenia poprzedniego przypadku nie sg speinione.
W wypadku a), wprowadzajgc funkcje L = T — V zwang po-
tencjatem Kkinetycznym, mozemy réwnania(l) napisa¢ w formie

2 Mr>t=0 =5 .9

')y Por. P. Appell. Traité de Meécanique rationelle. T. Il. (1896). Str.
3S2 i nast.

> Zob. np. Whittaker. Analytische Dynamik. Berlin. Springer 1924.
Str. 36.

» Np. Whittaker, 1 c- str. 39.
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Wynika stad, ze jezeli oznaczymy przez A pozycje ukiadu
w chwili tlt za$ przez B pozycje uktadu w chwili t2 wowczas dla
trajektorji rzeczywistej zachodzi wzor

()

ze wzgledu na wszystkie inne mozliwe trajektorje, zgodne z wa-
runkami ukfadu, i przeprowadzajace ukiad z pozycji A w chwili i,
do pozycji B w chwili #.

Zwigzek (3) wyraza dobrze znang zasade Hamiltona,
ktéra mozna wypowiedzie¢ w formie nastepujacejl:

»W dynamicznym uktadzie materjalnym o n stopniach swobody,
holonomicznym, w ktérym nadto istnieje potencjat kinetyczny, rzeczy-
wistg trajektorjg, przeprowadzajagca ukiad z pozycji A w chwili ty
do pozycji B w chwili tt, jest jedna z tych trajektorji, dla ktorej
warjacja caiki

)

jest zerem, przyczem do poréwnania sa dopuszczone wszystkie tra-
jektorje przeprowadzajgce uktad z pozycji A w chudli £ do pozycji B
w chwili £ zgodnie z warunkami wigzgcemiu.

W tym wiec wypadku rola réwnan (1) wzglednie (2) moze
by¢ okreslong przez powiedzenie, iz rownania te sg Eulerowskiemi
réwnaniami rézniczkowemi, nalezacemi do problematu warjacyjnego
catki (4).

W wypadku b) réwnania (1) naogéi nie sg réwnaniami Eule-
rowskiemi zadnego problematu warjacyjnego*). Rozwazanie tego
wiasnie wypadku doprowadzito mie do uogdlnienia klasycz-
nych problematéw rachunku warjacyjnego takiego, ze:

a) dotychczasowe klasyczne problematjr warjacyjne bez wa-
runkow ubocznych beda sie zawieraty w tej ogolniejszej, sformu-
fowanej przezemnie klasie zagadnien,

b) rownania (1) bedg w kazdym wypadku roéwnaniami réz-
niczkowemi, nalezgcemi do jakiego$ uogdlnionego zagadnienia wa-
rjacyjnego w tym sensie, w jakim rownania (2) nalezg do proble-
matu warjacyjnego (3).

J Zob. np. Appell, 1. c. T. Il. Str. 426 i naat. Takze Bo lza. Varia-
tionsrechnung. Leipzig 1904. Str. 654.
) Appell, 1-c*). Str. 423—426.
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Wszczeg6lnosci  bedziemy potem mogli nadadzusadzie
Hamiltona nowg forme ogdlniejszg niz dotychczas.

§ 2. W ustepie niniejszym sformutujemy nowg klase zagad-
nien w wypadku mozliwie prostym, t. zn. gdy mamy do czynienia
z jedng tylko funkcjg niewiadoma, przyczem pod catkg wystepuja
jedynie pochodne pierwszego rzedu funkcji niewiadomej.

Niechaj (It) oznacza dowolny obszar ptaski, spojny. Oznaczmy
przez (%) zbior wszystkich takich punktow przestrzeni 5-cio wy-
miarowej zmiennych

Y-y, 9\
ktérych spotrzedne spetniajg warunki nastepujace:
1° (a,y) oraz (x.y) nalezag do (R)

2° —o00 Yy <C-}°°
— 00 *< y'-< -j- 00.

Oznaczmy przez Pi(xilyi) i PjOTj, y,)dwa dowolne  punkty

obszaru (R) takie, ze
ig X

Niechaj (91) oznacza zbior wszystkich funkcji y(x), ktére majg
wiasnosci:

1° sg w przedziale zamknietym klasy (C"))

2° spetniajg warunki

y(Xh= yt, y(x2 =y,

3? dla kazdego a z [xu xf\ punkt {x,i/(x)} lezy wewnagtrz (R).

Niechaj wreszcie dang bedzie funkcja f[x,y, Yy v, y") okreslona
w (3)) i klasy (C") tamze. Stawiamy teraz zagadnienie:

» Wyznaczyé w zbiorze (9)1) takg junkeje y(x), aby dla kazdej
innej funkcji tego zbioru zachodzita nieréwnosé

fx y(4 y'(x), y09, yW)rdx - fx, y(x), y'(x), y(x), y'{xj\dxu.

§ 3. Stosujac zwyczajne metody klasycznego rachunku warja-
cyjnego, dochodzimy z tatwoscig do twierdzenia:

’) Co do tego okre$lenia zob. Bo lza: ,Variationsrechnung®, str. 13.
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» Warunkiem koniecznym na to, aby funkcja y(x) byfa rozwig-
zaniem postawionego zagadnienia, jest, zeby spetniata; réwnanie réz-
niczkowe

3/_3/==n,
8,

przyczem pochodne czastkowe 3 oraz 3 majg by¢ obliczone dla ar-

gumentow
X,y {x), y'{x).y{x),y"(x)u.

Z powyzszego twierdzenia wynika, Zze postawione zadanie
bedzie naog6t miato rozwigzanie i to naogét w tym samym stopniu
ogdlnosci, jak w najprostszem zadaniu klasycznem.

§ 4. Rzecz oczywista, ze mozna rozwaza¢ analogiczny
problemat z n funkcjami niewiadomemi. Umowmy sie dla krétkosci
oznacza¢ punkt 4« -J- 1 wymiarowej przestrzeni zmiennych

yi--y.yv--yn,yr---y»>y'u---y*
przez (x,yty'l,y,y,) i analogicznie punkt ?-f-1 wymiarowej prze*
strzeni zmiennych

krétko przez (x,yj).
Niech bedg dane dwa punkty A(x, y*) oraz B(x, yf*) przestrzeni
«—+—1 wymiarowej. Pomijajgc zatozenia mozemy postawi¢ zadanie:
.. W zbiorze uktadow funkcji {y,(x),... v,.(X)} spetniajgcych
warunki

uUxi)= y(" a—\2 «i

wyznaczy¢ taki uktad szczegolny {yi(x),...yn{xyf, aby dla kazdego
innego uktadu {y, (*),... y,jx)) z tego zbioru zachodzita nieréwnos¢

®) r*‘f[x, y,(), y1(x), ytx), y\(x)\d x* /f ﬂf[x,yfx), yt(xfy t(x),yt{x)]dx\

gdzie f oznacza dang funkcje punktu przestrzeni zmiennych (X, V,, Y[,

Z tatwoscig mozna stwierdzi¢, ze jesli uktad {y\(%)r ..yn(xj}
jest rozwigzaniem postawionego zadania, to spetnia uktad réwnan
rézniczkowych

® dx 3 —3%y, = O (¢ =12,.2).



8§ 5. W ustepie tym zmienimy oznaczenia, ktadac
(7 X= tyt= q, W— qt, y{= g, W= \.
Niechaj bedg dane funkcje

A?<) 4., 0, *i@2>4.,0 v 4., 0-
Potézmy

(8) /(Ir g., ([H an |},) = 7\911 ql} t) -j-f'si Qk(qn q. l') (qn_ qk)

i sformutujemy dla tej funkcji f zadanie, podane w ustepie po-
przednim.

Mamy wiec dane dwa punkty A(tlt g{If) B(tlf g®) oraz zbiér
wszystkich uktadéw funkcji {g,(i),... 9,,(0) takich, ze

2.0)= 27 10 .
2.(0) = 2f 0-1,2,...«).

Chodzi o znalezienie takiego szczegdélnego ukiadu funkcji
{?i(0v 2-(0} w tym Pi6rze, aby dla kazdego innego uktadu
(2i(0> e 2»(0) teS° zbioru zachodzita nieréwnosé

/f lJ/[O 2.(0,4<(0> 2<(0> 4i(01* = jf ' 2.(0> 4.(0, 2<(0, 4.(0]di,

czyli w tym wypadku z uwagi na wzor (8) nieréwnosc

® )< Wi Ly «(0, N oidW - X «]}* >

Warunki konieczne na funkcje q,(t), t. zn. rownania (6) przy-
biorg ze wzgledu na oznaczenia (7) forme:

. -5 Y o« 1= 1,2....»),
di3g* S

3f . L .
przyczem pochodne— oraz — nalezy obliczy¢ dla argumentéw
5qt dqt
t, 2.(0, 4.(0, 2.(0, 4.(0-
Z uwagi na to oraz na wzér (8) réwnania te przybiorg postac

d ST ST
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. dr* QT ! . . . .

Tutaj pochodne — oraz funkcje Qk majg by¢ okreslone

Sqt  8gk
dla argumentéw
2i(0 -

§ 6. Rownania (10) tylko aymbolistyka réznig sieg
od réwnan (1) a w gruncie rzeczy sa z niemi identyczne. W ten
sposdb stwierdzamy, ze kazdy uktad rownan ksztattu (2)
nalezy do problematu, okres$lonego nieréownoscig (9).

A zatem

»Kazdy uktad rdwnan rézniczkowych Lagrangea nalezy do
pewnego »uogolnionego« problematu warjacyjnego, a mianowicie do
problematu, wyrazonego nieréwnoscig (9)u.

Fakt ten prowadzi nas do nadania zasadzie Hamiltona
nastepujacej ogo6lniejszej formy: «

» W kazdym dynamicznym ukladzie materjalnym o n stopniach
swobody, holonomicznym, rzeczywistg trojektorja, przeprowadzajaca
uktad z pozycji A w chwili i, do pozycji B w chwili tit jest jedna
z tych trajelctorji qjt), dla ktérej spetnione sg warunki konieczne na
to, aby zachodzita nieréwnosé

Jf i{T[q,{t), <h{tl ¢1+ 3i QK\qi{t), q,{t). t}. [gk(t) — dt >

> fUT [qi(t): gi(t\t]dt,

przyczcm do poroéwnania sg dopuszczone wszystkie trajektorje gk(t),
przeprowadzajgce uktad z pozycji /1 w chwili t, do pozycji B
u) chwili t2 zgodnie z warunkami wigzgcemiu.

Czytelnika interesujgcego sie blizej temi kwestjami odsytamy do naszej

pracy p. t. ,,Sur une nouvelle classe des problemes du calcul des variations*
w .Annales de la Société Mathématique Polonaise“.



Kazimierz Abramowicz (Poznan).

O przeksztatceniu funkcyj automorficznych
wielu zmiennych.

(Streszczenie).

Zadanie, podane przez Poincaré’go w rozprawie: Sur les fonc-
tions fuchsiennes et I'arithmétique o przeksztatceniu funkcyj Fuehsa,
moze by¢ uogolnione na funkcje automorficzne wielu zmiennych.
W przypadku funkcji automorfieznej /(aq, xiy .. X,,) 0 n zmiennych
Xu &2,... x,, nalezacej do grupy nieciagtej G, zadanie bedzie pole-
gatlo na wyznaczeniu warunkéw, przy ktérych istnieje zalezno$é
algebraiczna miedzy funkcjg f i funkcjg przeksztatcong za pomocy
pewnego podstawienia S, nie nalezagcego do grupy G. Naog6t nie
dla kazdej funkcji automorfieznej f istnie¢ bedzie takie podstawie-
nie S, dla ktérego zachodzi¢ bedzie wspomniana zalezno$¢ alge-
braiczna; bedzie to zachodzito tylko wyjgtkowo dla poszczeg6lnych
funkcyj, i pierwszym celem bedzie wyznaczenie tych funkcyj, dla
ktérych zadanie o przeksztatceniu jest mozliwe. Zadanie nasze mo-
zemy sformutowac tak:

jaka ma byé grupa nieciggta G funkcji automorfieznej
f(Xj, xty .. x,) o n zmiennych xly Xj,... xn, azeby istniata grupa cia-
gta g, ktérej kazde podstawienie S po zastosowaniu do funkcji /
daje nowg funkcje, zwigzang z poprzednig zaleznoscig algebraiczna.

Bierzemy pod uwage grupy t. z. kwadratowe i grupy linjowe
lub byperfucbsowe. Co do grup kwadratowych okazujemy, ze
twierdzenie Poinearégo o przeksztatceniu funkcyj fucbsowych
arytmetycznych rozcigga sie na funkcje nalezace do grupy kwa
dratowej o spétczynnikach catkowitych wymiernych. W przypadku
funkcyj hyperfuchsowych podajemy metode, ktéra pozwala wyzna-



czy¢ przypadki, w ktérych istnieje funkcja hyperfuchsowa /, jak

réwniez i grupa ciagta y, ktérej kazde podstawienie zastosowane
do funkcji / daje nowg funkcje, zwigzang z poprzednig zaleznoscig
algebraiczna.

Metoda opiera sie na badaniu punktow statych grupy hyper-
fuchsowej G, co do ktdrych dowodzimy twierdzenie, ze punkty te
pozostajg bez zmiany przy podstawieniach grupy ciagtej y; twier-
dzenie to prowadzi do wyznaczenia grupy G.



Franciszek Leja (Warszawa).

Sur la frontiere du domaine de conver-
gence des séries entieres doubles.

1. Le but de cette communication est d’indiquer une certaine
propriété des points de divergence d’une série entiére double

) i7a  **3n,

fl,bv-0 r

concernant la répartition de ces points sur la frontiere du domaine
de la convergence absolue des séries (1). Tout d’abord je vais dé-
montrer un théoréme concernant les séries simples

2axil v=0,Il,2,...

formées par les différentes lignes de la série (1) et ensuite je donne
une application de ce théoréme pour le but indiqué.

2. Appelons ensemble d’unicité chaque ensemble (E) des points
du plan complexe tels que, si deux séries entiéres simples 2 avxv
et 2bvxv convergent et prennent les mémes valeurs en chaque
point de (E), ces séries sont toujours identiques.

Théoréme: Si une série entiére double (1) convergel) aux points
(x0y), ou xt estfixe et y parcourt Un ensemble d'unicité (E), toutes
les lignes de cette série

E a vxft, v=0,1,2, .
t-0 *

convergent au point x0%).

* Au sens de M. Pringsheim, v. Pringshoim: Vorles. iib. Zahlenlehre,
Leipzig 1916.

) On sait, qu’une série double peut converger sans qu’une seule ligne
de cette série soit convergente.
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Démonstration: Sans nuire a la généralité on peut sup-
poser que xO0— 1. Posons

2 ati=
0 r
et
(2) e W)= 2, 2atii
= <)r <y d e+ cudw

et supposons que la suite double (2) des sommes partielles de la
série (1) converge

3) s»Ay)-*s(y)

pour [i et v—>o00 dans un ensemble d’unicité (E) des vy.
Je dis d’abord que chacune des suites simples

@) j=0,1,2,..
est bornée. En effet, étant
V(y) —s«v-iy)=  y* "m0

pour p etv —>o00 et pour chaque y appartenant a(E) on voit
que, y étant fixé, il existe un indice p tel quon a

1 yvi< Pour v=>=V et M> P
donc toutes les suites (4) pour lesquelles j >>p sont bornées.
Soient yO yt,..., yf, p-j-1 points de (E) différents entre
eux). D’aprés (2) et (3) il existe un indice g~ p tel quon a
| + eset <#H#V — *(y) I<

pour p etv-=~q et pour chaque y= yQyu..., ypll s’eu suit
que la suite

est bornée pour y = Y0, yi,—,yv et, par conséquent, les suites

&= 0,1,2,...

sont bornées.
Supposons maintenant que les suites (4) ne soient pas conver-

gentes et que, en particulier, on ait

*) L’eusemble {E) est, comme on sait, toujours infini.



129

< “>a0 et -* b, 4 =a0

pour 4 —»00, ou et gl désignent deux suites crois-
santes des nombres naturels. Posons

o« = 08 et = 4j=012,..

La suite simple 0j$, ¢ = 0, 1,..., étant bornée quel que soit j, on
peut tirer de la suite 0§, k= 0,1,..., une suite partielle, que je
désignerai par ail} convergente vers une limite ax; désignons par
0%, k= 0,1,..., la suite partielle de 0$, 4=0, 1,..., correspondante
a ojy et tirons maintenant de la suite une suite partielle, qui
sera désignée par <7$, convergente vers une limite a2 et ainsi de suite.

On a ainsi construit pour chaque j une suite des suites sim-
ples suivantes

°00) °i0i >emmm> °koOT-*

(1$, ou (XX

dont chacune est partielle par rapport a la suite précédente et dont
celle qui se trouve dans la (j -J- I)-me ligne converge vers aj. Il
s’ensuit que la suite diagonale o*. 4= 0,1, 2,... converge, elle
aussi, Vvers aj

*_*e00
pour tous lesj = 0,1, 2,...

Pareillement, on peut tirer de la suite simple = %,
4= 0,1,2,..., une suite partielle, que je désignerai par s$,
4= 0,1,2..., convergente pour chaque ;= 0, 1,2,... vers une
limite bj

*_*.w

dont b0 est spécifié plus haut et differe de a0
Cela posé, je dis que les deux séries entiéres simples

at + aly + aiy*+ ...
w O+ bl + b2y' +

convergent et qu’elles prennent les mémes valeurs en chaque point
de I’ensemble (JE)>En effet, les deux suites simples ojy, 4=0, 1, 2,...
et s$, 4= 0,1,2,... étant partielles par rapport a la suite o*f,

(i= 0,1,2,..., posons
02= 0% et = 4,j= 0,1, 2,...

Dodatek do Rocz. pol. Tow. matem.
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Les nombres naturels ak et {jk croissent avec k vers linfini et,
lorsque k et v—»o00, ona, daprés (3)
=< + < y+ wwtyif)
sv)= +ayt oo >4y
pour chaque valeur de yappartenant a I’ensemble (E)] mais, comme
pour i->o00

og-»bhj, j=10,1,2,..

il s'ensuit que
2 a;yl= 2bjyl
en chaque point de (E), donc, (E) étant un ensemble d’unicité, les

séries (5) doivent étre identiques et, par suite, on a a0= Le
théoreme est donc démontré.

3. Désignons par (F) la frontiéere du domaine de la conve
gence absolue de la série double (1). Cette frontiére peut, comme
on saitl), étre représentée par deux équations de la forme

(6) M 9>(M)> 0"\ x\" "R
7) \x\ = R, QM\y\<<p{R)

ou, danscertains cas, par l’'une d’elles seulement*), ceséquations
ayant la signification suivante: Si un point (xOyO) satisfait a une
de ceséquations, c’est-a-dire s’ilest situé sur la frontiére (F), la
série (1) converge absolument en chaque point (x,Yy) pour lequel
[X|< Ja#let |yi< |yol et>en méme temps, elle diverge absolu-
ment en chaque point (x,y) pour lequel |x |> |x0] et |y j3> |y
Posons
F=C+D

ou C désigne I’ensemble des points de convergence (absolue ou non)
de la série (1) situés sur F et D désigne I’'ensemble des points de
divergence. La structure de ces deux ensembles n’est pas encore
connue et le théoréeme démontré plus haut permet d’éclaircir un
certain détail de ce probleme difficile.

Y V. F. Hartogs: Dissert. Munchen 190f, ou Math. Ann. t. 62, 1906.

F. Leja: Séries ent. doubles et multiples, Prace mat. fiz. t. 33, 1925.

*) L’équation (7) doit disparaitre si <p(Z) = 0 ou si D = o00; au contraire,

I’équation (6) doit disparaitre si <p(ii)= o0o. La fonction non négative <p(i) est
toujours non croissante et continue.
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Remarquons que, dans le cas des séries entiéres simples dans
lequel F représente une circonférence, les ensembles C et D peu-
vent contenir des points isolés dans I’ensemble F 1). Or, le cas des
séries entieres doubles est différent. Je vais notamment prouver
que:

1°. Les points de divergence de la série (1) situés sitr la partie
(7) de (F) ne peuvent pas étre isolés dans I'ensemble (F).

En effet, supposons que la série
1 2a x"yv
(1) vy y

diverge au point (x0y0) situé sur la partie (7) de (F) et que ce
point soit isolé par rapport a (F). Il existe donc un voisinage

() ly—Y0I< &

tel que la série (1) converge en chaque point (xOy\ ou y 5=y0

appartient a ce voisinage. Or, chaque voisinage forme Un ensemble
00

d’unicité donc toutes les lignes 2 a vxt*, v — 0, 1, 2,... de la
[ ]

série (1) convergent, d'aprés notre théoréme, au point Xa.

Soit y' un point du voisinage (8) tel qu’on ait \y'\1>\yo\,
la série (1) converge au point (XOy') et ses lignes convergent au
point X0 donc, d’aprés un théoreme de M. Hartogs?, la série (1)
converge en chaque point (XOy) ou |y |-< |Yy'| et, par suite, elle
converge au point (X,, y0) contrairement a I’hypothése. La proposi-
tion est donc démontrée.

Cette propriété des points de divergence semble étre sur-
prenante parce que les points de convergence se comportent autre-
ment. Je vais donner I'exemple suivant:

2°. Exemple d’une série double ayant sur la partie (7) de (F)
un point de convergence isolé dans Iensemble (F).

Soient
(9) 2 *f 2bvyv

deux séries simples dont le rayon de convergenceest = 1. Sup-

‘) Le probléme de la structure desensembles C et D dans le cas des
séries simples n’est pas encore élucidé complétement. On sait seulement que
I’ensemble C doit étre uu Fgi [v. W. Sierpinski: Fundamenta Math. t. II,
1921 p. 41].

>) Dissert. p. 22.
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posons que la premiere d’elles diverge partout sur la circonférence
|x | = 1 mais de sorte que les sommes partielles

SAX) —12_61txt, [i= 0,1,2,...

soient bornées au point x = | et non bornées en tous les autres
points de la circonférence (x \— 1°).

La seconde des séries (9) peut étre quelconque pourvu qu’elle
s’annule au point y — \ sans s’annuler ailleurs.

Cela posé, considérons la série double suivante

2 a"xf* yv— a0b0+ a, b,x -f- aZoox2+ . ..

+ y+ db{xy + a6 xty +
+ «wKy2+ 0,6, 3%+ o0, 6 x*y2+

s
ou l'on a
alw  aft bp'
Lessommespartielles de cette  série ont la forme suivante
(10) s B9)= (3ax),26Y)

donc leséquations (6) et (7) dela frontiere (F) de notre série sont

0 4=1  Oj*|ll

@) =1 o~ lyl<l,

d’ou l'on voit que le point (x,y) — (1, £) est situé sur la partie (7)
de (F). Or, en vertu des hypothéses faites sur les séries (9), la
suite double (10) converge au point (1+) et diverge en tous les
autres points de la partie (7) de (F), donc le point de convergence
(1+-) est isolé dans {F).

Ajoutons qu’il est probable que la proposition 1° démontrée
pour les points situés sur la partie (7) de (F) peut étre étendue
aux autres points de divergence situés sur (F), mais la démonstra-
tion de ce fait semble étre beaucoup plus difficile.

) L’existence d’une telle série résulte des recherches de M. Neder:.
Dissert. Grottingén (1919).
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Streszczenie. Celem tego referatu jest dowdéd podanego nizej
twierdzenia i zastosowanie tego twierdzenia do pewnej wiasnosci
brzegu obszaru bezwzglednej zbieznosci szeregdw potegowych po-
dwéjnych.

Nazwijmy zbiorem jednoznacznos$ci kazdy zbiér (E)
punktéw plaszczyzny majacy te wiasnos¢ ze, gdy dwa szeregi po-
tegowe pojedyncze 2 avxVv i 2bvxv sg zbiezne w kazdym punkcie
zbioru (E), to szeregi te sg identyczne.

Twierdzenie: Je$li szereg mpotegowy podwéjny
(1) 2 a x*yv
fi, v—0
jest zbiezny w punktach @0, y), gdzie x0jest state za$ y przebiega pewien

zbiér jednoznacznosci (E), to wszystkie Wiersze/uzooauv(%/% v—0,1,2,...

szeregu (1) sa zbiezne.
Brzeg (jJF)[obszaru bezwzglednej zbieznosci szeregu potegowego
(1) mozna, jak wiadomo, przedstawi¢ dwoma réwnaniami postaci

(2) \y\ = cp{\x\), gdzieO la| i?

3) \z\ = B,0"M\y\«p(R),

z ktorych pierwsze przedstawia na ptaszczyznie dwdch zmiennych
rzeczywistych |X \i \y\ krzywa ciagta i nierosnaca, drugie za$
przedstawia prosta, rownolegta do osi |y |. Z pomoca poprzedniego
twierdzenia mozna dowies¢, ze:

Punkty rozbieznosci szeregu (1), lezace na czesci (3) brzegu (F)
nie moga by¢ izolowane w zbiorze punktdw brzegu (F).

By¢ moze, ze wiasno$¢ ta daje sie rozszerzy¢ na punkty roz-
bieznosci, lezace na czesci (2) brzegu (F), dowodu na to jednak
poda¢ nie umiem. Dodaje jeszcze, ze punkty zbieznoSciszeregu (1)
lezace na brzegu (F) nie posiadajg powyzszej witasnosci; mozna
tatwo poda¢ przyktad takiego szeregu (1), ktory jest zbiezny
w jednym tylko punkcie, lezacym na brzegu (F), a rozbiezny we
wszystkich innych punktach tego brzegu.



P. Sergescu (Cluj).

Sur les modules des zéros de l'équation
du troisiéeme degre.

On connait plusieurs théoremes relatifs a la répartition des
zéros de la dérivée dun polynome dont on connait les zéros.

M. Kakeya a démontré que si dans un cercle de rayon 22
il y a deux zéros d’un polynome de degré n, le cercle concentri-

. . . .
que de rayon 22/sin — contient au moins un zéro de la dérivée.

M. M. Biernacki a établi que: si dans un cercle de rayon
2, il y a (n— 1) zéros d’'un polynome de degré n, le cercle con-

centrique de rayon 22J / I contient n — 2 zéros de la dérivée.

D’apres M. Fekete: si A et B sont les affixes de deux zé-
ros d’'un polynome de degré n, il y a un zéro de la dérivée, au
moins, a l’intérieur des segments de cercle d’ou I'on voit AB sous

Tt
I'angle -. (Dans le cas de I¢quation du 3e degré, ce domaine

revient au cercle de diamétre AB).

Enfin, d’aprées MM. Grace et Heywood, si A et B sont
les affixes des zéros d’un polynome du n' degré, le cercle de centre

A+ B AB n i . . 1
—:&t— et de rayon o cotg 7 contient au moins un zéro de la

dérivée. Citons encore les beaux travaux de MM. P. Mon tel et
Walsh.

Les démonstrations de tous ces théorémes exigent des con-
naissances qui dépassent le domaine de l'algebre. Nous croyons que
I’on peut trouver ces limitations par des voies élémentaires, en
considérant succéssivement des polymones de degrés croissants.
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Pour le second degré, il est évident que le zéro de la dérivée
est au milieu du segment qui unit les affixes des deux zéros du
polyndme.

Pour le troisieme degré, on a le théoreme suivant:

Théoréme I. Soient O, A, B les affixes des trois zéros d'un
jpolynome du troisieme degré, oh OA < OB. Il y a un zéro de la

S OA .
dérivée dans le cercle de centre O et de rayon -r=r et un autre a l'ex-

térieur du cercle de centre O et de rayon *:ICS-. Les limites sont atte-
K3

intes. De plus, le premier zéro de la dérivée est du méme coté que A
par rapport a la bissectrice de l'angle BOA; et le second zéro est
du méme cOté que B par rapport a la méme bissectrice. (On sait que,
d’aprés le théoreme de Lucas-Gauss, tous les zéros de la dérivée
se trouvent a l'intérieur du triangle OAB).

On s’assure aisément que ce théoreme n’est pas contenu dans
les théoremes énoncés plus haut. (Au commencement de mes re-

cherches, j’avais supprimé le facteur dans la premiére partie
|/o

du théoreme; M. Biernacki m’a attiré Iattention que dans ce
cas on n’avait plus qu’une conséquence du théoréeme de M. Fekete).

La démonstration repose uniquement sur la représentation
graphique des quantités imaginaires.

Supposons, pour simplifier [1’écriture, que O est a lorigine.
On a, entre les racines a et /?, d’affixes A et B, de I’équation, et
les racines m et k, d’affixes M et K. de la dérivée, les relations
suivantes:

m-fk= | (a+ /?), mk= £ a§
ou encore:
v m k la 1?” mk 3 afi
Posons, pour simplifier I’écriture: a = 1, = p, d’affixe i,

r
avec 0/&E<1; - =p, r|(— g, d’affixes P et Q.
La relation 3 mk— ajT entraine

argm + argk = arSa+ ar&E
MOA = IffBOK.
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Les points M et K étant a l'intérieur du triangle OAB, (en
vertu du théoréme de Lucas-Gauss), il sensuit qu’ils sont séparés
par la bissectrice de I'angle BOA. Pour fixer les idées, supposons
que M est du méme cOté de cette bissectrice que le sommet A.
Les points P et Q sont compris dans I’'angle A OR et l'on a:

ANAOP="QOR<"AOQ.
Je dis que, dans ces conditions, on a, nécéssairement:
op>y 3.
En effet, les relations (1) s’crivent aussi:
(OP) -{-(0Q) = 2[(0A) -f (05)], OP.0Q = 3 0A.OR.

Soient: S le point 2(05)-j-2 et T le point 2(05). La pre-
miere relation (2) donne C = | OP. Donc les angles QST et
QOT sont égaux. Comme 05=2 05 et TS — 2, il sensuit
OQ< QS (car 05 < 1)

Menons la bissectrice de I’angle OTS, qui coupe OQ et QS
respectivement en E et F. Par E, menons EH parallele aF S. On a:

5F=05=2 05, QE— QF.
Or, dans les triangles semblables THE et TFS, on a:

EH FS OE FS
TH TS 205 2

OC-TQE_QS— QF_\/OP.OQ QE[OP— OQ— QE\
OR -~ 1 ~\ OR + 05
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car QE=QF et QS— OP. La seconde relation (2) donne

OP.O
— 2 = E D autre part:

OP— O0Q— OE= OP—EH= QS—ER”*"FS —EH"™DO.
Donc:

°P-j~ E -AYbj OPAYI.

On tire immédiatement, de (2):
0<?<J/3. OR.

Il s’ensuit:

OMA~*rA~  OK?JlI
/3 yi
ce qui démontre la premiére partie de I’énoncé.

Les limites sofit atteintes quand OB — OA. En effet, consi-
dérons I¢quation x8—eZex — 0, ou O0A — OB= 1. L *quation
dérivée a les racines +-A=e'e, dont les modules sont bien =

JI3 J3

Donc, en supposant 0 et A fixes et le point B mobile dans

le plan, avec OB~ OA, l'équation dérivée a toujours une racine

© Iwegs OA . .
a l'intérieur du cercle de centre 0 et de rayon -p=-et {ine racine

a l’'extérieur de ce cercle. On a ainsi une séparation des racines
de la dérivée.

Le fait davoir supposé M du méme cOté que A par rapport
a la bissectrice de l'angle BOA, démontre la troisiéme partie de
I’énoncé. Le théoreme est donc completement établi.

Remarque. Les relations entre les sommes m -f-k et a -j- P2
montrent que M X passe par le centre de gravité du triangle OAB.
Le fait appartient, d’ailleurs, au théoréme de Lucas sur les points
centraux (Bulletin de la Soc. mathématique de France. Tome XX
pag. 10 et 17) car M et K sont des points centraux. Cf. a ce point
de vue ma note: Sur les points centraux, dans le Bulletin de la
Société des Sciences de Cluj Tome I, pag. 524.

Conséquences. Supposons OA<"AB<”0OB. On peut appli-
quer le théoréme | aux sommets O et A. Donc: laffixe M d’un
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zéro de la dérivée se trouve a lintérieur du polygone curviligne
formé par les bissectrices des angles 0 et A, la droite OA, les

OA .
cercles de rayon -p= et de centres 0 et A. L’affixe K du second

zéro de la dérivée est a l'extérieur] du cercle de centre 0 et de
OB
rayon

Si le point B vient sur l'axe réelle, on a une précision du
théoreme deRolle: OAB étant les trois racines réelles d’une équa-
tion du troisiéme degré, avec OA <f AB < OB. les deux zéros M
et K de la dérivée se trouvent: 1) dans l’intervalle CD ou OC=

K3
Théoréemes Il. Soient 0, A, B, les affixes des trois zéros d’un
mpolyndme du 3* dégré et M et K les affixes des zéros de la dérivée.
Si OB> O A\, on a une séparation analogue a celle du théoréme
de JRolle:

= Qa(i-ju et OD " "tet 2) dans EB ou OE = %B.
\ [~3/ 11l

OAf< O AMO K™ OB.

Mais, pour le cas oh OA < OB < OA}/3, il se peut que OM et OK
soient plus petits que 0 A et donc I’analogie indiquée cesse.

En effet, d’aprés le théoréme I, on a OMASZAU- et O K BAAT,
/3 f/3

Donc, si OBf> OA”Z, on a OKf> OA et OM<C OA,c.f. d. q
Pour le cas OB < OAy?>, prenons comme exemple I’équation:

33;3-f-28*—bx=0
dont les racines sont 0, 1, —8.0B = § OA=1. Donc OB =

1,67 OA < OAY?, mais tres rapproché de cette valeur. La dérivée
a les zéros — 1 et Donc OK= 1 cesse d’tre supérieur a OA.
Des que OB < et OA= 1, on a pour le cas particulier des
racines [réelles et de signe contraire OK<f_ OA. On peut le véri-
fier immédiatement.

Applications du théoréme 1 Considéro?is la famille normale
de polyndmes de troisieme degré:

/(x)— a0-f atx + a2x* -f-asxi— 0



139

ou |/ip) | M pour |x I" R. Quel est le module minimum de la
plus petite racine, différente de Vorigine, de I’6quation f(x) = a0?
Ce probleme est analogue a la question que j'ai étudiée pour
I’équation trinbme, dans les C.R. de I’Académie des Sciences de
Paris, séance du 23 Novembre 1925, pag. 762.
Comme

I/(*) —«01< |/(*) |+ |«0K la01l= M’
on peut supposer, sans restreindre la généralité, a0= 0.
J’ai démontré dans une note antérieure des C.B. séance du
4 Aolt 1924, pag. 322, que, si \f(x)\ sont bornés dans le cercle
la;|"i2, alors \f{x)\ sont bornés dans le cercle |[xj* OR ou
0 <C1. Par conséquent, les dérivées forment une famille normale
dans le cercle de rayon &R. Si jf(x) [< M', on a dans le cercle
de rayon R (loc. cit. pag. 323):

LW Ri_.|a|2

et donc, dans le cercle de rayon OR:

fx) 1< ii(i — &)= K

Dans notre cas f'(0) = a,. Alors le théoréme de M. Landau
(The Tohoku Mathematical Journal T. V, 1904, pag. 104) donne le
module minimum (a) des zéros de f'{pc)

, la, jOE Jaa!R2@( —01)
K M’

Cela a lieu, quelle que soit 0 < 1. Prenons donc pour 0 la

valeur qui donne le maximum de 0(1 — 02. On a
r3
oA 210, L
1 3)/3 M

Mais, si f(x) est un polyndme du troisieme degré, le théo-
reme | montre que:

o< [/3-]/3

ou A est le zéro de f{x) le plus rapproché de l'origine et différent
d’elle. Il s’ensuit:
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N 21a, |R1
¢c>3 M
=t si I'on revient & a0==0:
2 lalA2
Q> Af+ jaot*
C’est la limitation cherchée au début de ce paragraphe.
Dans le cas o0 a— 0, on a une équation trindbme étudiée aux
C. R. 23 Nov. 1925 pag. 763, pour p— 1, n — 3. La limite trouvée
dans cette note donne:
NL|fl
(> M.+ molr ~
Elle est meilleure, pour ce cas particulier, que la limite géné-

rale, que nous donnons dans la présente note.
Sia, = 0,a2 0 les résultats de I'équation trindbme donnent:

4 lali?2
Q>®Qf+ aT
*

* *

On peut étendre des considérations analogues pour le cas ou
f{x) est un polynome du quatrieme degré. Si 0 et A sont les affi-
xes de deux zéros de f(x), le théoreme de Grace Heywood exige
gquil 'y ait un zéro de la dérivée dans le cercle de diamétre OA.
Cest a dire, si I'on désigne par 0 et ¢ les plus petits modules des
zéros de I’équation :
f(x)= d0 dix a2x* @ox* atx4= a0
et par a le module minimum des zéros de la dérivée, sous la con-
dition \f{x)\<M pour |2|< R, on a:
a<Q.
Mais nous avons montré que:
2a.lig»
3 a(M—1a0)
Donc, on a finalement, dans ce cas:
2 la, |R2
3K3(uf+]ao))



D. Menchoff (Moskwa).

Sur la représentation conforme des
domaines plans.

Supposons qu’il existe une correspondance biunivoque, bicon-
tinue et directe * entre les points de deux domaines D et Q, situés
respectivement dans les plans des variables complexes z et w. Soit
w— f{z) la fonction qui effectue cette correspondance. M. Harald
Bobr a démontré le théoréme suivant:

Lorsquon chaque point z du domaine D la limite

lim f(z + h)~ fi»)
»+0

existe et possede une valeur finie non nulle, la fonction f[z) est ho-
lomorphe a Vintérieur du domaine D 2).

On peut donner une généralisation de ce théoréme. Nous in-
troduirons a cet effet la notation suivante:

Soit t un rayon rectiligne issu d’un point z et situé dans le
plan du domaine D. Nous désignerons par

Ilmffllll(» + *)—/(«)
»-*-0
la limite de
f(z + h)—f(z)
h

* On dit qu’une correspondance biunivoque et bicontinue entre les points
de deux domaines plans D et O est directe, lorsque deux contours fermés
simples quelconques, situés respectivement dans ces deux plans et formés de
points qui se correspondent mutuellement, sont parcourrus dans le méme sens.

* Harald Bohr, Mathematische Zeitschrift, t. 1, 1918, p. 403.
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lorsque h tend vers zéro de fagcon que le point z -j- h reste toujours
sur le rayon t

Le théoreme de M. H. Bohr peut étre généralisé de la facon
suivante :

Théoreme. Les domaines D, Q et la fonction f (z) ayant la
méme signification que plus haul, supposotis que chaque point z du
domaine D, sauf peut-&tre un ensemble fini ou dénombrable, est Vextré-
mité de trois rayons rectilignes th i — 1, 2, 3, situés sur trois droites
différentes et tels que les trois limites

lim (t) /(« + *)--/(«)
a-to k
existent et possedent la méme valeur finie ).

Dans ces conditions la fonction f{z) est holomorphe a lintérieur
du domaine D.

Dans I’énoncé de ce théoreme le nombre ,trois“ de rayons
t, est minimum, comme le montre I’exemple suivant:

f(z) = x-\-yela z—x iy, 0< a<y.

') Cette valeur peut étre égale a zéro.



Mieczystaw Biernacki (Paryz).

1 O pewnych uogoélnieniach zasady zmiany
argumentu Cauchy’ego.

Wedtug Cauchy’ego zmiana argumentu funkcji meromorficznej
zmiennej zespolonej wzdtuz krzywej zamknietej C jest réwna roz-
nicy miedzy liczbg zer i biegunéw funkcji zawartych wewnatrz
krzywej C, pomnozonej przez 2n. Odpowiednie zastosowanie tej za-
sady pozwala czesto na okre$lenie liczby minimalnej pierwiastkow
rdwnan algebraicznych zawierajacych dowolny parametr a znajdu-
jacych sie wewnatrz krzywej C

W pewnych wypadkach zasada ta pozwolita otrzymad naj-
lepszg mozliwg wartos¢ owej liczby minimalnej.

2. O zwigzkach pomiedzy zerami funkcji
catkowitych rzedu skonficzonego i zerami ich
pochodnych.

Wedtug twierdzenia Laguerre’a, uzupetnionego przez Borela, gdy
funkcja catkowita rzeczywista rodzaju skonczonego mawszystkie zera
rzeczywiste, pochodna jej moze mie¢ conajwyzej p pierwiastkdw ze-
spolonych. Gdy funkcja nie jest rzeczywista, twierdzenie to naogot
juz nie zachodzi, wszelako mozna dowies¢, ze pod pewnymi bardzo
og6lnymi warunkami zera pochodnej zageszczajg sie wylgcznie
wzdtuz osi rzeczywistej. Mozna poda¢ przyktady funkcji, dla kté-
rych i ostatnio wymienione twierdzenie nie jest prawdziwem.



Feliks Burdecki (Wagrowiec).

Formuty Archimedesa na n.
(Die Formeln des Archimedes fur n).

Wenn wir die Seite des gleichseitigen dem Kreise einbeschrie-
benen m-Eckes durch am bezeichnen und den Radius des Krei-
ses gleich 1 nehmen, so erhalten wir
(1) atm= y2 -|/4"&*

Die Methode des Archimedes der Berechnung von n beruht,
wie bekannt, auf der iterativen Anwendung der Formel (1). Wenn
wir mit f(x) die Iteration der ,¢“ten Ordnung von f{x) bezei-

chnen, erhalten wir demnach

n= limm.2" 1f(an

2
N Hx) = A2 —1/4— x2

Im besonderen haben'wir



E. Zylinski (Lwow).

1 O postepach izagadnieniach aksjomatyKki
algebry.

Abstrakcyjne pojecia grupy, pierscienia, pola, pola wymier-
nego, pola rzeczywistego itd. nastreczajg caly szereg zagadnien,
z ktorych pewne dajg sie postawi¢ dla kazdej wogdle teorji aksjo-
matycznej, inne za$ posiadajg charakter specjalny. Celem odczytu
jest zwrocenie uwagi na kilka takich zagadnien, rozwiazanych lub

jeszcze nierozwigzanych.

2. O pewnem twierdzeniu algebraicznej
teorji liczb.

Chodzi tu o nowe, w wielu wypadkach wygodne w zastoso-
waniu kryterjum pierwotnosci poszczegolnej liczby w prostem al-
gebraicznem rozszerzeniu pola wymiernego.

10

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem.



Stanistaw Mazur (Lwoéw).

O ciatach algebraicznych nieskonhczonych.

Twierdzenie i. Gdy a oznacza dang liczbe porzad-
kowg, to istnieje ciato algebraiczne mocy sj.

Twierdzenie 2. Gdy «oznacza dang liczbe porzad-
kowa, to zbidr wszystkich typéw ciat algebraicznych
mocy s,jest mocy 2*

Leon Lichtenstein (Lipsk): O zastosowaniach metody Fouriera
do réwnan rézniczkowych typu hyperholicznego.
Ob. Journ. f. Math. 158, str. 80—91.

W tadystaw Nikliborc (Lwow) : o metodzie kolejnych przyblizen.

Tre$¢ referatu zostata opublikowana w pracy ,,Sur Tapplication
de la méthode des approximations successives dans la théorie des
équations différentielles“. Studia math. I.

Lucjan Bottcker (Lwow): Z teorji réwnan funkcyjnych.

Feliks Burdecki (Wagrowiec): Zagadnienia z teorji iteracji
funkcyj.

Juljusz Scliauder (Lwow): Rozwigzanie rownan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu typu eliptycznego (przy danych warunkach
brzegowych) w otoczeniu catki szczegdlnej.



Dziat IV. — Geometrja.

Stanistaw Garlicki (warszawa).

O analogji asymptot hiperboli z ptaszczy-
znami kotowemi stozkow 2-go stopnia.
i

Powszechnie znang jest analogja wiasnosci ognisk stozkowej
z whasnosciami prostych ogniskowych stozkéw 2-go stopnia. Ana-
logja ta nie dziwi nikogo, gdj'z tkwi ona juz w samej definicji
ogniska i prostej ogniskowej: ogniskiem stozkowej nazywam}' punkt
lezacy w jej plaszczyznie i majacy te wiasnos¢, ze kazde dwie
proste sprzezone przezen przechodzace sg wzajemnie prosto-
padte; ogniskami sg przeto punkty podwdjne inwolucji, wyzna-
czonej na osi stozkowej przez pary prostych sprzezonych wzajemnie
prostopadtych; — podobniez prosta ogniskowg stozka 2-go stopnia
nazywamy prostg wychodzaca z jego wierzchotka i majaca te whasnosé,
ze kazde dwie plaszczyzny sprzezone przez nig przechodzace sg wza-
jemnie prostopadie; proste ogniskowe sg to wiec proste podwdjne
inwolucji, wyznaczonej na plaszczyznie symetrji stozka przez pary
ptaszczyzn sprzezonych wzajemnie prostopadtych.

Ot6z wiadomo, ze istnieje dualistyczna korelacja pomiedzy
wiasnosciami prostych ogniskowych a wiasnosciami ptaszczyzn ko-
towych stozka 2-go stopnia. Jezeli bowiem przeksztatlcimy wigzke
prostokatnie-biegunowo t. j. kazdej prostej podporzadkujemy w tej
wigzce plaszczyzne do niej prostopadiy, a kazdej ptaszczyznie prostg
do niej prostopadig, to tworzace i plaszczyzny styczne stozka 2-go
stopnia przeksztatcg sie na ptaszczyzny styczne i tworzace innego
stozka 2-go stopnia o tym samym wierzchotku i tych samych osiach;

10~
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kazda za$ z prostych ogniskowych jednego stozka przeksztakci sie
na ptaszczyzne kotowg drugiego.

Zestawienie powyzszych wywoddw nasuwa nastepujace py-
tanie :

Skoro w uktadzie biegunowym wigzki istnieje korelacja wias-
nosci ptaszczyzn kotowych z wiasnosciami prostych ogniskowych, —
skoro te ostatnie wiasnosci sa zwiagzane analogja z wiasnosciami
ognisk uktadu biegunowego plaskiego, — to czy istniejg w ukia-
dzie biegunowym ptaskim pewne proste o wiasnosciach analogicznych
z wiasnosciami ptaszczyzn kotowych w uktadzie biegunowym wigzki.
Gdyby tak byto, to miedzy wiasnosciami tych prostych a wasnos-
ciami ognisk powinnaby w ukladzie biegunowym plaskim istnie¢
pewna korelacja analogiczna do korelacji miedzy witasnosciami
ptaszczyzn kotowych a wiasnosciami prostych ogniskowych uktadu
biegunowego wigzki.

Proste takie rzeczywiscie istniejg: sg to asymptoty stoz-
kowej ; istnieje réwniez pewna dualistyczna korelacja miedzy wias-
snosciami asymptot hiperboli a wiasnosciami ognisk stozkowe;j.

Analogje asymptot hiperboli z ptaszczyznami kotowemi stozka
2-go stopnia zauwazyt Steinerl), oparlszy ja na nastepujgcych dwoch
twierdzeniach:

1. Ptaszczyzny kotowe stozka wraz z ktorgkolwiek
jego ptaszczyzng styczng wyznaczajg na sp 6tsrodko-
wej ze stozkiem kuli trojkat sferyczny, ktorego pole
jest state (Asymptoty hiperboli wraz z ktérgkolwiek jej styczng
zamykajg trdjkat, ktérego pole jest state).

2. Tworzgca zetkniecia stozka z ktérgkolwiek
jego ptaszczyzng styczng jest dwusieczng kata za-
wartego w tej ptaszczyznie miedzy ptaszczyznami
kotowemi. (Punkt zetkniecia hiperboli z ktdrgkolwiek jej styczna
jest srodkiem odcinka tej stycznej zawartego miedzy asymptotami).

Na tej podstawie nie wahat sie Steiner nazwac $ladéw ptasz-
czyzn kotowych stozka na spotsrodkowej z nim kuli ,sferycznemi
asymptotami stozkowej sferycznej“. Przeciwko tak $miatemu zesta-
wieniu tych pozornie réznych utworéw moznaby podnies¢ liczne
zastrzezenia: asymptota jest wszak styczna do stozkowej, —
ptaszczyzna kotowa jest zewnetrzna wzgledem stozka; stozkowa

S Crelle’s Journal Bd II. Str. 45—63 (1827); Ges. Werke Bd I str. 116-117.
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ma dwie asymptoty, ktore moga by¢ obie urojone, — stozek ma
sze$¢ plaszczyzn kotowych, z ktorych dwie sg zawsze rzeczywiste.

Zastrzezenia te ustang wszakze, gdy sobie zdamy sprawe z tego,
ze stopien ogolnosci twierdzen dotyczacych stozka jest wyzszy, niz
twierdzen dotyczacych stozkowej, ze, jak méwi Chasles, ,,geometrja
ptaska jest przypadkiem szczegOlnym geometrji sferycznej“1); ana-
logji doskonatej miedzy geometrjg ptaska a geometijg wigzki, tj. geo-
metrji na kuli, mozemy wiec oczekiwa¢ dopiero wtedy, gdy pro-
mien tej kuli stanie sie nieskonczony. Otdz jezeli zrobimy takie
zatozenie, to analogja asymptot hiperboli z ptaszczyznami kotowemi
stozka staje sie doskonaty; jezeli bowiem wierzchotek stozka oddala
sie do nieskonczonosci w kierunku tej jego osi, ktéra jest przecie-
ciem ptaszczyzn kotowych, to stozek staje sie walcem hiperbolicznym,
a jego plaszczyzny kotowe piaszczyznami asymptotycznemi tego
walca; w samej rzeczy, kazde przeciecie walca hiperbolicznego
ptaszczyzng rownoleglty do jego plaszczyzny asymptotycznej jest
stozkowg ztozong z dwdch prostych, z ktérych jedna jest niewta-
Sciwg, — a wiec jest zwyrodniatem kotem.

W przypadku, gdy wierzchotek stozka jest punktem wiasci-
wym, analogja asymptot hiperboli z ptaszczyznami kotowemi stozka,
podobnie zresztg jak analogja ognisk stozkowej z prostemi ognisko-
wemi stozka, musi by¢ utomng. Niemniej przeto ma ona duzg war-
tos¢, gdyz pozwala na mocy powszechnie znanych witasnosci hiper-
boli odgadywac¢ znacznie trudniejsze do okazania wiasnosci stozkdw
2-go stopnia.

Oprécz twierdzen wskazanych przez Steinera w cytowanej
rozprawie warto przypomnie¢ kilka znanych wilasnosci plaszczyzn
kotowych stozka, razaco analogicznych z odpowiedniemi wasnosciami
hiperboli :

3. lloczyn sinus6w katow dowolnej tworzacej
stozka z jego ptaszczyznami kotowemi jest staty (llo-
czyn odlegtosci dowolnego punktu hiperboli od jej asymptot jest
staly).

4. Na kazdej wychodzgcej z wierzchotka stozka
ptaszczyznie siecznej katy zawarte miedzy stozkiem
a jego ptaszczyznami kotowemi sg rowne (Na kazdej
siecznej hiperboli odcinki zawarte miedzy hiperbolg a jej asympto-
tami sg rowne).

1) Apercu str. 240.
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5. Rzut kagta dwoch statych tworzgcych stozka
z ktoregokolwiek punktu jego powierzchni na pta-
szczyzne kotowag jest katem statej wielkosSci (Rzut
statej cieciwy hiperboli z ktéregokolwiek punktu hiperboli na jej
asymptote jest odcinkiem statej dhugosci).

6. Dwie ktorekolwiek ptaszczyzny styczne do
stozka wycinajg na jego ptaszczyznach kotowych
katy, ktére przez ptaszczyzne taczaca tworzace zet-
kniecia sa podzielone na potowy (Dwie ktorekolwiek
styczne do hiperboli wycinajg na jej asymptotach odcinki, ktdre
przez prostg taczacy punkty zetkniecia sg podzielone na potowy).

Do tych twierdzen tatwo bytoby dorzuci¢ jeszcze kilka innych
mniej znanych; szczeg6lnie jednak waznem wydaje mi si¢ naste-
pujace :

7. Ptaszczyzna styczna do stozka 2go stopnia
przecina jego ptaszczyzny kotowe wedtug prostych,
ktdre wraz z prostemiogniskowemilezanajednyin
stozku obrotowym; — ptaszczyzny ,wodzgce” two-
rzgcej zetkniecia sg wraz z ptaszczyznami koto-
wemi styczne do innego stozka obrotowego; oba
stozki majg spdlng o$ obrotu, lezagcg w zewnetrznej
ptaszczyznie symetrji danego stozka (Styczna do hi-
perboli przecina jej asymptoty w punktach, ktére wraz z ogniskami
lezg na jednem kole; — promienie wodzgce punktu zetkniecia sa
wraz z asymptotami styczne do innego kota; — oba kota majg
spolny S$rodek lezacy na osi zewnetrznej hiperboli).

Twierdzenie to wyraza zwigzek miedzy ptaszczyznami koto-
wemi i prostemi ogniskowemi stozka 2-go stopnia i pozwala wy-
kreslnie wyznaczy¢ jedne, gdy dane sa drugie, jezeli tylko dana
jest nadto jakakolwiek tworzgca stozka, albo jakakolwiek jej pta-
szczyzna styczna. Stein er wspomina o tem twierdzeniu, ale tylko
w przypadku, gdy ptaszczyzna jest styczna do stozka wzdiuz two-
rzacej najwiekszego rozwarcia, — dlatego tez sgdze, ze nie bedzie
zbytecznem podanie ogo6lnego dowodu tego twierdzenia.

Zauwazmy najpierw, ze wystarcza okazac pierwszg czes¢ twier-
dzenia. Jezeli bowiem zastosujemy jg do stozka prostokatnie biegu-
nowego z danym, to przez przeksztatcenie prostokagtnie biegunowe
otrzymamy dla danego stozka cze$¢ druga.

Niechaj i <€ beda ptaszczyznami kotowemi stozka o wierz-
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chotku S,fxi f2jego prostemi ogniskowemi; Z jakakolwiek jego

ptaszczyzng styczna; mx i mt prostemi przeciecia ptaszczyzny Z

z phaszczyznami < i &2 a prosta u niechaj bedzie tworzacg ze-

tkniecia ptaszczyzny Z z danym stozkiem. Na podstawie twierdze-

nia 2 tworzaca u jest dwusieczng kata (»jj m2); przez tworzaca

u poprowadzmy plaszczyzne @Y prostopadtg do 5 a wiec normalng

do danego stozka wzdiuz tworzgcej w; wyznaczmy wreszcie prostg

przeciecia s ptaszczyzny dZ z zewnetrzng ptaszczyzng symetrji S. Je-

zeli prosta m1l obraca¢ bedziemy dokota prostej s, to utworzony

przez ten obrot stozek przejdzie oczywiscie przez prostg ni2; mamy

okaza¢, ze przejdzie on takze przez obie proste ogniskowe /, i
Na prostej s obierzmy sobie jakikolwiek punkt S' i popro-

wadzmy przezen plaszczyzne ¢? prostopadta do tej prostej; ptaszezj'-

zue te obierzmy za ptaszczyzne rysunku (Rys. 1). Slad z plaszczy-

zny S przechodzi oczywiscie przez punkt S' i Slady X i Y osi

zewnetrznych x i y; jest

to o$ symetrji figury, zto-

zonej ze Sladu h danego

stozka, $ladow lex i Xt jego

ptaszczyzn kotowych 3IX

i ¢g i Sladow Fx i jP2 jego

prostych ogniskowych fx

i/s. — Poniewaz ptasz-

czyzna normalna 8Z jest

prostopadta do ptaszczy-

zny rysunku (gdyz prze-

chodzi przez prostg s do

niej prostopadly), wiec 1°

Slad n plaszczyzny 3Zjest

prostopadlty do Sladu t

ptaszczyzny stycznej Z Rys. 1

i dzieli na potowy odci-

nek J/j JIf2 zawarty miedzy S$ladami prostych mx i ms, gdyz prosta

w, dwusieczna kata (mxm2), jest prostopadta do prostej t\ 2° $lad

n ptaszczyzny dZ a wiec i prostopadty do niego $lad t ptaszczyzny

Z jest dwusieczng kata FxUF2 gdyz ptaszczyzna 82 jako nor-

malna, dzieli kat dwuscienny FxtiF2na polowy. Z tych dwdch

wiasnosci prostej n wynika, ze hiperbolakx  wyznaczona przez asym-

ptoty kt i ogniska Fx, Ft, jest styczna do prostej t w punkcie
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U; ze zatem koto k o Srodku S', przechodzace przez punkty MIt
jl/2, przechodzi réwniez przez punkty Fx Ft; otéz koto k jest $la-
dem stozka obrotowego przechodzacego przez proste mu m,, /i i/,, —
co dowodzi twierdzenia.

2.

Analogja miedzy asymptotami hiperboli a ptaszczyznami koto-
wemi stozka 2-go stopnia prowadzi do analogji miedzy stozkowemi
majacemi spolne asymptoty a stozkami majgcemi spolny wierzcho-
tek (spotsrodkowemi) i spélne ptaszczyzny kotowe (spotkotowemi).
Analogja ta pozostanie w mocy nawet wtedy, gdy spo6lne asymptoty
stozkowych sg urojone, t. j. gdy stozkowe sg spotsrodkowemi je-
dnoktadnemi elipsami. (Dla krdtkosci nazywaé bedziemy ,,sp6tsrod-
kowemi jednoktadnemi“ kazde dwie stozkowe o spOlnych asymp-
totach rzeczywistych lub urojonych, a wiec takze dwie hiperbole
przegrodzone przez spélne asymptoty, albo dwie hiperbole, z kté-
rych jedna jest zwyrodniatg i sktada sie z asymptot drugiej).

Analogja stozkowych spotsrodkowych jednoktadnych ze stoz-
kami spotsrodkowemi spétkotowemi wyraza sie przedewszystkiem
w znanem twierdzeniu (wynikajagcem zresztg bezposrednio z twier-
dzen 2 i 4):

8. Ptaszczyzna przechodzacaprzezwierzchotek
peku stozkéw spdtkotowych przecina te stozki we-
dtugkatdé w, ktédre maj g spolne dwusieczne; sg to pro-
ste zetkniecia owej ptaszczyzny ztemi stozkami peku,
ktére przez nie przechodza. (Prosta lezaca w plaszczyznie
peku stozkowych spétsrodkowych jednoktadnych wyznacza w tych
stozkowych cieciwy, ktore majg spdlny Srodek; jest to punkt zet-
kniecia owej prostej z tq stozkowg peku, ktora przezen przechodzi).

Rzecz ciekawa, ze elementarna definicja dwoch stozkowych
spotsrodkowych jednoktadnych, ktéra ma zastosowanie w przy-
padku, gdy jedna z dwodch stozkowych lezy wewnatrz drugiej, jest
wiasnoscig, ktérag przez analogje mozna przenies¢ na stozki spot-
Srodkowe spotkotowe w przypadku analogicznym, t. j. gdy jeden
z dwoch stozkéw lezy wewnatrz drugiego:

9. Jezeli dwa stozki drugiego stopnia majg spélny
wierzchotek i spolne ptaszczyzny kotowe, ale nie
majg spolnych rzeczywistych ptaszczyzn stycznych
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(tak, ze jeden z nich lezy wewnatrz drugiego), to kazda pta-
szczyzna sieczna, przechodzagca przez ktérgkolwiek
z trzech spdlnych osi tych stozkéw, przecina je we-
dtug tworzgcych, ktorych katy z tg osig zawarte maja
staty stosunek sinusow. (Dwie spdtsrodkowe stozkowe na-
zywamy jednoktadnemi, jezeli kazda sieczna, przechodzaca przez
ich spolny $rodek, przecina je w punktach, ktérych odlegtosci od
niego sg w statym stosunku).

Z punktu S obranego na prostej przeciecia y dwoch pia-
szczyzn <) i XX opiszmy kule o dowolnym promieniu r i przez
dwa kota wyciete na tych plaszczyznach poprowadzmy ktérykol-
wiek z dwodch walcow przez te kota wyznaczonych; bedzie to wa-
lec eliptyczny, ktérego osig jest prostopadta z wystawiona w punk-
cie S do jednej z dwdch plaszczyzn dwusiecznych dwuscianu
(&f, «ag). Opiszmy z punktu S jeszcze dwie inne kule o promieniach
rli 7, obu wiekszych, albo obu mniejszych od r, w tym ostatnim
przypadku wiekszych jednak od matej potosi prostokatnego prze-
ciecia walca. Kazda z tych dwdch kul przecina walec wedtug stoz-
kowej sferycznej, ktora z punktem S jako wierzchotkiem wyzna-
cza stozek 2-go stopnia; powiadam, ze plaszczyzny <# i X s3
ptaszczyznami kotowemi kazdego z tych stozkéw. W samej rzeczy,
jezeli ktérykolwiek z tych stozkéw wraz z walcem i odpowiednig
kulg przetniemy ptaszczyzng réwnolegty do SCX lub do &R, to otrzy-
mamy w plaszczyznie siecznej trzy stozkowe nalezace do jednego
peku; poniewaz dwie z nich: przeciecie walca i przeciecie kuli,
sg kotami, wiec i trzecia stozkowa musi by¢ kotem. Jezeli rli rx
sq oba wieksze od r, to 0§ 2 walca jest osig wewnetrzng obu stoz-
kow, jezeli rx i rt sg oba mniejsze od r (ale wieksze od matej pot-
osi prostokatnego przeciecia walca), to z jest osig zewnetrzng pod-
rzedng obu stozkow; prosta y, przeciecie ptaszczyzn kotowych SX
i <$ jest w kazdym przypadku osig zewnetrzng gtéwng obu stozkow.

Przez o$ z poprowadzmy jakakolwiek ptaszczyzne @K przeci-
najaca oba stozki; tworzace stozkdw lezace w ptaszczyznie dU otrzy-
mamy taczac wierzchotek S z punktami Tx i Tx (Rys. 2), wedtug
ktéorych jedna z lezacych w tej plaszczyznie tworzacych walca,
nap. t przecina kota kx i X2 nalezace do kul o promieniach
rx i r2 Otéz sinusy katow (ix i fix, ktére 0§ z czyni z two-
rzgcemi STX i ST2 sa oczywiscie odwrotnie proporcjonalne do
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promieni rx i rs, a wiec stosunek tych sinuséw ma war-

tos¢ statg —.
ri
Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy ptaszczyzna sieczna SJI

przechodzi przez o$ gtowng zewnetrzng obu stozkéw, tj. przez pro-
stg przeciecia y ptaszczyzn i g2, mozemy przytem zatozyé, ze
r2>rt>r.

|
Rys. 2. Rys. 3.

Przeciecie walca takag ptaszczyzng jest oczywiscie elipsg o ma-
tej osi r, a wielkiej osi (Rys. 3); przeciecie elipsy | ze spétsrod-
kowemi z nig kotami i, i i, o promieniach i\ i rt wyznacza two-
rzagce STXi ST2 ktorych katy z osig y. jak fatwo sie przekonac,
maja réwniez stafy stosunek sinusow:

sin fti _ 4j 1Al —r~
sin r,\' A—r2¢

Tutaj odbiegne nieco od tematu, aby sformutowac twierdzenie
wzajemne, dotyczace stozkéw spotogniskowych:

9a. Ptaszczyzny styczne do dwdch nieprzecina-
jaeych sie stozkow spotogniskowych, wychodzgace
z dowolnego punktu ktérejkolwiek ich spdlnej pta-
szczyzny symetrji. sg do tej ptaszczyzny nachylone
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pod katami, ktdrych sinusy sg w statym stosunku
(Styczne do dwoch nieprzecinajgcych sie spotogniskowych stozko-
wych. wychodzace z dowolnego punktu ktdérejkolwiek ich spoé-
Inej osi, s3 do tej osi nachylone pod katami, ktorych sinusy sg
w statym stosunku).

Z twierdzenia tego wynika bowiem ciekawy wniosek. Jezeli
przez tworzace zetkniecia phaszczyzn stycznych do obu spoétogni-
skowych stozkéw poprowadzimy ptaszczyzny normalne, to wszyst-
kie te 4 plaszczyzny przejdg przez jedng prosta, lezacg w tej sa-
mej ptaszczyznie symetrji, co punkt, z ktérego wyprowadzono pta-
szczyzny styczne; bedzie to mianowicie prosta, ktéra wraz z tym punk-
tem przegradza harmonicznie rzeczywiste lub urojone proste ogni-
skowe w tej plaszczyznie symetrji potozone. Powstajg w ten sposéb
po kazdej stronie obranej ptaszczyzny symetrji dwa trojSciany pro-
stokatne o dwdch wspdlnych krawedziach w tej ptaszczyznie leza-
cych, azatem o spolnym kacie ptaskim vy, lezacym naprzeciw dwu-
Sciennych katdw prostych tych tréjsciandw; trzecie krawedzie troj-
Sciandw sa to tworzace zetkniecia plaszczyzn stycznych. Oznaczmy
a i at katy plaskie tych tréjscianéw lezace w ptaszczyznach nor-
malnych; a'i a[ katy dwuscienne przeciwlegte, t. j. katy ptaszczyzn
stycznych z owg ptaszczyzng symetrji, wowczas

sin a = sin a' sin y, sin ax— sin a[ sin vy,

sina _ sin a'

— = — ;= stalej,
sm al sin a,

skad wynika:

9b. Odcinki normalne, spuszczone na dwa 1ie-
przecinajgce sie stozki spotogniskowe zdowolnego
punktu ktorejkolwiek ich ptaszczyzny symetrji
(ale nie lezace w tej ptaszczyznie) sa w statym stosunku (Od-
cinki normalne, spuszczone na dwie nieprzecinajgce sie stozkowe
spotogniskowe z dowolnego punktu ktérejkolwiek ich osi (ale nie
lezagce na tej osi), sg w statym stosunku).

W rozprawie p.t. ,,Ueber algebraische Kurven und Flachen®
dowodzi Steiner nastepujacych twierdzen o stozkowych spo6tsrodko-
wych jednoktadnych *):

# Crelle’s Journal Bd XLIX S. 355 (1854); Ges. Werke Bd Il S. 628..
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(10). Spodki normalnych, spuszczonych zdowol-
nego punktu P na stozkowe spo6tSrodkowe jedno-
ktadne l1lezg wszystkie na hiperboli przechodzacej
przez ten punkt, przez spoOlny S$rodek wszystkich
tych stozkowych i przez punkty niewtaSciwe ich
spélnych osi. — Nawzajem:

(11). Kazda hiperbola przechodzaca przez spélny S$ro-
dek stozkowych spotsrodkowych jednoktadnych i majaca

Rys. 4.

asymptoty réwnolegte do ich spolnych osi, przecina te
stozkowe w punktach, dla ktdrych normalne przechodzg
wszystkie przez jeden punkt P. ktory lezy na tej hiperboli.

Ta t. zw. ,hiperbola Steinera“ rozwigzuje, jak wiadomo, za-
gadnienie normalnych dla poszczegdlnych stozkowych peku i jest
zrédtem licznych wykres$len $rodka krzywizny dla dowolnego
punktu stozkowej. Zamierzam okaza¢ dwa twierdzenia analo-
giczne, dotyczace peku stozkéw spétkotowych i prowadzace do ro-
zwigzania analogicznych zagadnien dla poszczeg6lnych stozkdw
peku.

10. Jezeli przez prostag p, wychodzacg z wierzchotka
peku stozkow spétkotowych, poprowadzimy do poszcze-
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gblnych stozkdw ptaszczyzny normalne, to tworzace wzdtuz
ktorych te ptaszczyzny sg normalne, lezg wraz z osiami
peku i prostap na jednym stozku 2-go stopnia. — Nawzajem:

11. Kazdy stozek 2-go stopnia, przechodzagcy prze:
trzy osie peku stozkow spoétkotowych, przecina te stozki
wedtug takich tworzgcych, ze ptasczyzny normalne wzdtuz
nich do poszczegoOlnych stozkow poprowadzone przecho-
dzg wszystkie przez te samg prostgp stozka przechodzgcego
przez osie.

Wystarczy dowies¢ twierdzenie 10, jezeli bowiem jest ono
prawdziwe, to twierdzenie 11, jako odwrotne, tatwo z niego wynika.

Za ptaszczyzne rysunku (Rys. 4) obieramy jakakolwiek pita-
szczyzne réwnolegly do jednej z plaszczyzn kotowych peku, nap.
do <% Z trzech osi peku x, vy, z jedna, y = <& jest oczywiscie
rownolegta do plaszczyzny rysunku; dwie inne z i x niechaj prze-
bijajg ptaszczyzne rysunku w punktach Z \ X\ na odcinku ZX
dany jest nadto rzut prostokatny S' wierzchotka S peku; dany
jest wreszcie gdziekolwiek na ptaszczyznie rysunku punkt P — $lad
danej prostej p s=SP. Punkt S' wraz z punktami Z i X wyznacza
wierzchotek <§ — jezeli bowiem na odcinku Z X jako na $rednicy
opiszemy koto m, to prostopadta wystawiona do Z X w punkcie
S' przecina koto m w punkcie $°, ktéry jest kiadem wierzchotka
S dokota prostej ZX.

Przeciecie peku stozkéw spétkotowych plaszczyzng rysunku,
ktéra jest réwnolegta do ptaszczyzny kotowej c&j, jest pekiem kot
(&), oczywiscie eliptycznym; pek ten jest wyznaczony przez punkty
Z i X, ktore sg jego kotami zerowemi. Aby otrzymaé poszczeg6ine
kota peku (k), t.j. Slady poszczeg6lnych spotkotowych stozkow, na-
lezy z dowolnego punktu prostej ZX zakreslic koto o promieniu
$rednim proporcjonalnym miedzy odlegto$ciami tego punktu od Z\ X;
gdy punkt obrany lezy zewnatrz odcinka ZX, bedzie to koto pro-
stokgtne przecinajgce koto m (lub jakiekolwiek inne koto przecho-
dzgce przez punkty Z i X);jezeli punkt obrany lezy miedzy punk-
tami Z i X, bedzie to koto urojone, ktérego rzeczywistem odwzo-
rowaniem jest koto $rednicowo przeciete przez koto m (takiem jest
nap. koto zakreslone z punktu S' promieniem S'S°).

Aby wyznaczy¢ $lad ptaszczyzny normalnej poprowadzonej
przez prosta SP do ktéregokolwiek stozka peku, postgpimy jak
nastepuje: przez wierzchotek S poprowadzmy ptaszczyzne (S pro-
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stopadtg do prostej SP; przez dowolny punkt Tx $ladu q tej pta-
szczyzny i przez punkty Z i X poprowadzmy koto Z wyznaczmy
na niem punkt Ts $rednicowo przeciwlegty punktowi Tx; przez
punkt T2 poprowadzmy koto ks przecinajace prostokatnie koto | i ma-
jace srodek na prostej Z X\ bedzie to oczywiscie koto nalezace do
peku (k) i styczne w punkcie T2 do prostej TXT2; powiadam, ze
ptaszczyzna normalna do stozka Sk2 wzdiuz tworzacej ST2 prze-
chodzi przez prosta SP. W samej rzeczy, ptaszczyzna taka musi
faczy¢ tworzacg SP2 z prosta STs prostopadty do ptaszczyzny sty-
cznej STXT2 Otoz trojScian S(TxXT,Ts) jest trojprostokatny: kra-
wedz STs jest prostopadta do krawedzi ST, i S?2 te za$ sg wza-
jemnie prostopadte, gdyz odcinek TxTt jest Srednicg kuli przecho-
dzgcej przez punkt S. Prosta ST,2 jest wiec prostopadtg do pita-
szczyzny ST3TX tak ze proste SP, ST2i STs sg odpowiednio pro-
stopadte do ptaszczyzn <3 STsTx i STXT"\ poniewaz te ptaszczyzny
przechodzg przez jedng prostg STX wiec tamte proste lezg w jed-
nej ptaszczyznie; innemi stowy, piaszczyzna normalna ST2Ts prze-
chodzi przez prostg SP.

Otoz, gdy punkt Tx opisuje prostg g, punkt 2S opisuje pewng
stozkowg h. W samej rzeczy, pek Z(TX, ktdry powtdczy prostg ZT X
dokota punktu Z, jest rowny pekowi Z(TJ), a perspektywiczny
z pekiem X(Tx). ten za$ jest rowny pekowi X(TJ). tak ze peki
Z(TJ) i X(TJ) sg rzutowe. Stozkowa h przez te dwa peki wyzna-
czona przechodzi oczywiscie przez wierzchotki pekow Z i X, t.j. przez
Slady osi z i x; tatwo sie przekonaé, ze przechodzi ona réwniez
przez niewtasciwy' Slad Yt trzeciej osi y (wystarcza w tym celu
przenies¢ punkt Tx do przeciecia Yx prostych ZX i q) i przez
punkt P (wystarczy rozwaza¢ ten stozek peku, ktéry przechodzi
przez prostg SP). Ale stad wynika, Zze stozek Sh przechodzi przez
wszystkie proste ST*, przez trzy osie peku X, g, z i przez prosta
SP, c. b. d. o

Zauwazmy, ze biegunowe punktu T, wzgledem wszystkich
kot peku (k) przechodzg przez punkt Tt, gdyz przez ten punkt
przechodza biegunowe punktu Tx wzgledem dwoch kot tego peku:
wzgledem kota kx przechodzacego przez punkt Tx i wzgledem kota
kt przechodzacego przez punkt Ts. Stad wynika, ze prosta STt
jest przecieciem ptaszczyzny biegunowej prostej STX
wzgledem ktoregokolwiek stozka peku zptaszczyzng
SPTa prostopadtg do prostej STX Gdy wiec mamy jeden
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ktorykolwiek stozek peku, nap. Skx i ptaszczyzne ¢, to obracajac
prostg STX w plaszczyznie (O dokota punktu S, znajdziemy do-
wolng liczbe tworzacych SI\ stozka Sh. — Jezeli zamiast pta-
szczyzny (3 poprowadzimy przez punkt S inng ptaszczyzne (9, to
otrzymamy' inny stozek Sh' przechodzacy przez te same trzy osie
X, VY, z\ przeciecie stozkbw Sh i Sh' wyznaczy wiec osie stozka
Sk2; sg to wiasnie te same stozki, ktdremi zazwyczaj postugujemy
sie do tego celul).

Tworzaca ST2 stozka Sh ma inng jeszcze wiasnosc: jest to
prosta biegunowa ptaszczy zny Qwzgledem jednego ze
stozkdw spotkotowych. W samej rzeczy, prostopadia spuszczona
z punktu T2 na prostg g przecina prostg ZX w pewnym punkcie
K& w kole nalezagcem do peku (k), majagcem ten punkt za $rodek,
prosta g bedzie biegunowg punktu TY{, gdyz jest ona prostopadia
do prostej K2T2 w takim punkcie Th (lezaeym na kole /), ze
K'2T2.X T2= K2Z .JCX.

Twierdzenie 10 wyraza zwigzek miedzy pekiem stozkow spot-
kotowych a jakgkolwiek prostg p wychodzacg z jego wierzchotka;
przy sposobnosci dowodu tego twierdzenia poznaliSmy jednak réw-
niez zwiazek miedzy tym pekiem stozkow a jakgkolwiek ptaszczyzng
<9 przechodzacyg przez jego wierzchotek:

12. Jezeli pek stozkéw spdétkotowych przetniemy
jakagkolwiek ptaszczyzng Qprzechodzgcg przez jego
wierzchotek, i do kazdego z przecietych stozkéw
wzdiuz tworzgcych jego przeciecia tg ptaszczyzng
poprowadzimy ptaszczyzny styczne, to prostopadte,
poprowadzone w tych ptaszczyznach do owych two-
rzacych, oraz proste biegunowe ptaszczyzny Qwzgle-
dem wszystkich stozkéw peku, lezg wszystkie na
stozku 2-go stopnia, przechodzacym przez trzy osie
peku (Bieguny prostej jakiejkolwiek g wzgledem stozkowych spot-
srodkowych jednoktadnych leza na hiperboli, przechodzacej przez
spolny Srodek tych stozkowych i majgcej asymptoty rownolegte do
ich spdlnych osi).

Z twierdzenia tego wynika ciekawy wniosek. Do kazdej two-

) Patrz nap. podreczniki Geometrji wykre$lnej Ch. W ienera (t. II,
str. 18 fi), K. Robna i Papperitza (t. Il str. 161 ii), W. Fiedlera (t. II,
str. 327 fi).
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rzacej STt stozka Sh poprowadzmy przez wierzchotek S ptaszczyzne
prostopadtg ST, XTX\ ptaszczyzna ta przejdzie przez prosta ST7 i be-
dzie prostopadta do plaszczyzny ; bedzie to wiec ptaszczyzna
normalna do stozka Skt wzdiuz tworzacej STX Gdy prosta STt opi-
suje stozek 2-go stopnia Sh przechodzacy przez proste x,y, z i SP,
ptaszczyzna normalna ST,jT, powidczy stozek prostokatnie biegu-
nowy SA, styczny do ptaszczyzn, ktore sg do tamtych prostych
prostopadte. — a wiec do yz, zx, xy \ €\

13. Jezeli pek stozkéw spotkotowych przetniemy
jakgkolwiek ptaszczyzng @& przechodzgcg przez jego
wierzchotek, to ptaszczyzny normalne do przecie-
tych stozkéw wzdiuz tworzgcych przeciecia ich tg
ptaszczyzng powtoczg stozek 2-go stopnia styczny do
trzech ptaszczyzn symetrji peku i do ptaszczyzny <3

Analogiczne twierdzenie dla stozkowych spoétsrodkowych jed-
noktadnych brzmi:

(Jezeli pek stozkowych spdtsrodkowych jednoktadnych prze-
tniemy jakakolwiek prosta, to normalne do przecietych stozkowych
w punktach ich przeciecia tq prosta powoczg parabole styczng do
obu osi peku i do danej prostej).

Parabola ta nie jest bynajmniej identyczng z t. zw. parabolg
Steineral), cho¢ rownie dobrze nadaje sie do rozwigzania zagad-
nienia normalnych do stozkowej i do wyznaczania $rodka krzy-
wizny w dowolnym punkcie danej stozkowej.

Przez przeksztatcenie prostokatnie-biegunowe twierdzen 12 i 13
otrzymamy nastepujgce dwa twierdzenia dotyczace stozkéw spot-
ogniskowych:

14. Jezeli przez prostag p wychodzgcg z wierz-
chotka stozkéw spétogniskowych poprowadzimy do
nich ptaszczyzny styczne, to ptaszczyzny normalne
do tych stozkéw poprowadzone wzdtuz tworzgcych
zetkniecia oraz ptaszczyzny biegunowe prostej p
wzgledem wszystkich tych stozkow, powtdczg stozek
2-go stopnia styczny do trzech sp6lnych ptaszczyzn
symetrji tych stozkéw (Jezeli z punktu P lezagcego w pla-
szczyznie stozkowych spotogniskowych poprowadzimy do nich
styczne, to normalne w punktach zetkniecia oraz biegunowe punktu

>) Ges. Werke, Bd II, S. 629.
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P wzgledem wszystkich tych stozkowych pow}dczg parabole styczna
do spélnych osi tych stozkowych).

15. Jezeli przez prosta p wychodzgcg z wierzchotka
stozkow spotogniskowych poprowadzimy do nich pila-
szczyzny styczne i w kazdej z tych ptaszczyzn do tworzg-
cej zetkniecia poprowadzimy prostg prostopadta, to wszyst-
kie te prostopadte lezg na stozku 2-go stopnia przecho-
dzacym przez spOlne osie tych stozkéw i przez prostg p.

Warszawa, wrzesien 1927.

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. ii



Ludomir Wolfke (Warszawa).

Podstawy geometrji wykresinej.

W referacie niniejszym miatem zamiar poda¢ szereg spostrze-
zen, dotyczacych tej podstawowej metody, odwzorowania, jaka stanowi
metoda rzutu Srodkowego. Liczac sie jednak z brakiem czasu i nie
chcac absorbowac uwagi Sz. Panéw zagadnieniami drugorzednemi —
posiadajgcemi wytgcznie charakter dydaktyczny — zmuszony je-
stem ograniczy¢ tre$¢ mego przemdwienia do rzeczy najistotniejszych.

Nie bede przytacza¢ znanych argumentow, uzasadniajgcych
wyjatkowe znaczenie teorji rzutu $rodkowego i okreslajagcych stosu-
nek Geometrji rzutowej do Geometrji wykresinej, gdyz sprawa ta
zostata juz dawno nalezycie oSwietlona przez znanego reformatora
Geometrji wykres$lnej: Wilhelma Fiedlera. Wiemy réwniez
wszyscy 0 owocnej dziatalnosci prof. dr. Mieczystawa ta-
zarskiego, ktdry przez szereg lat reprezentowat analogiczny kie-
runek na politechnice Iwowskiej.

W obecnej chwili jednak, z tatwoscig stwierdzi¢ mozemy, ze
teoretyczne przeSwiadczenie o doniosto$ci metody rzutu Srodkowego
ulegto znacznemu ostabieniu. Jestem skionny przypuszczaé, ze jedna
z gtébwnych przyczyn powyzszego faktu sg pewne trudnosci meto-
dyczne w racjonalnem ustosunkowaniu Geometrji rzutowej do Geo-
metrji wykres$inej.

W systematycznym wyktadzie Geometrji rzutowej, teorja ho-
mologji (kolineacji perspektywicznej) stanowi cze$¢ ogdlnej teorji od-
powiedniosci jednokrotnych (homograficznych). Urzeczywistnienie po-
dobnego planu w wyktadach Geometrji wykresinej jest niewatpliwie
polaczone ze znacznemi trudnosciami dydaktycznemi; sadzimy jed-
nak, ze narracyjne traktowanie teorji homoldgji — ujawniajgce zu-
peing rezygnacje z nalezytego uzasadnienia tak podstawowych po-
je¢ geometrycznych — jest rzeczg niedopuszczalna.
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Jezeli wyktad Geometrji wykre$luej rozpoczynamy od og6l-
nej teorji rzutu S$rodkowego, to szczeg6towa analiza zagadnienia
0 dwukrotnem odwzorowaniu perspektywicznem elementéw podstawo-
wych: punktu, szeregu punktowego i ukiadu ptaskiego — stanowi
naturalng podstawe dla teorji odpowiedniosci homologicznejl.

8 1 Rzuty punktu.

Postugujemy sie pomocniczem odwzorowaniem cyklograficznem
1 zaktadamy, ze dane sa trzy rdézne punkty ov 02 p, przyczem
dwa pierwsze nie lezg na plaszczyznie rzutéw U i przyjete sg za

Rys. 1. Rys. 2.

srodki rzutéw, a trzeci jest dowolnym punktem danym, podlegaja-
cym dwukrotnemu odwzorowaniu w rzucie $rodkowym (rys. 1i 2).

Mamy woéwczas trzy okre$lone proste, a mianowicie: prosta O,
faczacag punkty o, i o, — czyli tgcznice srodkéw rzutdbw — oraz
dwie proste Bx i i?2 tgczace odpowiednio punkty o, i 02 z punktem p,
czyli dwa promienie rzucajgce, poprowadzone przez punkt p.

Gdy wytgczona jest wspotlinjowosé punktow ou o2 p, to proste
O, Bu B2 sg trzema prostemi rédznemi; okreslone jest wéwczas po-
tozenie plaszczyzny p, przesunietej przez punkty olt o2 p.

Proste O, BIf B2 przebijajg ptaszczyzne rzutéw w punktach
o, p\ p", z ktorych pierwszy jest sladem tgcznicy Srodkow rzutéw,
a dwa pozostate stanowia, odpowiednio,pierwszy i drugi rzut punktu p.

* Por. L. Wolfke, Wyktady Geometrji wykre$lnej, tom 1: ,Zasady
teorji perspektywy*, str. 67—110 (Warszawa, 1927).

1«
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W wypadku ogo6lnym istnieje okreslona prosta B : $lad pta-
szczyzny e€; na takiej prostej lezg slady trzech prostych : 0, Bv B2,
nalezgcych do ptaszczyzny e.

Otrzymujemy ostatecznie nastepujgce twierdzenia :

1. Dwa rzuty dowolnego punktu, nie lezacego na tgcznicy $rod-
kéw rzutdéw, sa punktami wspétinjowemi ze Sladem tacznicy Srodkéw
rzutow.

2. Oba rzuty punktu, lezacego na tgcznicy srodkéw rzutéw, scho-
dzg sie ze $ladem tej Hgcznicy.

3. Miejsce geometryczne tych punktéw, z ktérych kazdy posiada
rzuty zjednoczone, jest zbiorem punktowym, ztozonym ze wszystkich
punktow uktadu plasiciego i szeregu punktowego; podtozem uktadu
jest ptaszczyzna rzutéw 11, a podtozem szeregu jest tacznica Srodkow
rzutow O.

8§ 2. Rzuty prostej, wichrowatej wzgledem tgcznicy $Srodkow.

Gdy rozwazamy prostg L, podlegajagca dwukrotnemu odwzo-
rowaniu perspektywicznemu, i zakladamy, ze nie jest ona wspot-
ptaszczyznowa z tacznicg Srodkoéw rzutow — z prostg O, to stwier-
dzamy, przedewszystkiem, istnienie dwoch réznych phaszczyzn rzu-
cajacych : Ti, i n% Wylgczajac wypadek przynaleznos$ci prostej L do
ptaszczyzny rzutéw 77, otrzymujemy nastepnie dwie nowe proste
L' ii": pierwszy i drugi rzut prostej L. Proste L, L', L" nie
lezg na jednej plaszczyznie, sq one wszakze prostemi wspotpunkto-
wemi, gdyz kazdy z rzutébw prostej L przechodzi przez jej $lad |I.

Zaktadamy wreszcie, ze prosta L nie jest prostg czolowa; jej
Slad i oba punkty zbiegu I,,i I'j s wtedy punktami wiasciwemi.
Jezeli dane jest wowczas odwzorowanie perspektywiczne prostej L,
wyznaczone zapomocg $rodka rzutéw G (rys. 3), i poszukiwane jest
nowe odwzorowanie prostej, to zagadnienie takie sprowadza sie je-
dynie do wyznaczania nowego punktu zbiegu I}, na zasadzie jedno -
ktadnosci, okreslonej przez kota oddalenia $rodkéw rzutéw; poto-
zenie $ladu prostej jest, oczywiscie, niezalezne od potozenia $rodka
rzutéw.

Gdy rozwazamy proste L, L' i", jako podloza szeregow
punktowych, to zapomoca dwoch pekdw promieni rzucajgcych mamy
okreslone dwie zupetne i wzajemnie jednoznaczne odpowiedniosci
perspektywiczne pomiedzy szeregami punktowemi: L i L' oraz
L i L". OkresSlona jest przeto w sposob posredni pewna odpo-
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wiednio$¢ zupetna i wzajemnie jednoznaczna pomiedzy szeregami
L' i L". Dwa rzuty kazdego punktu, wzietego dowolnie na pro-
stej L, podlegajg przytem twierdzeniu ogdlnemu, dotyczacemu wspot-
linjowosci ze's$ladem #gcznicy Srodkdw rzutéw. Tym sposobem
otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

4. Jeieli proste L, L', L" sa prostemi wspoOtpunktowenn, nie

lezacemi na jednej ptaszczyznie, to z dwdch odpowiedniosci perspekty-
wicznych, ustalonych pomiedzy szeregami punktoioemi: L i L' oraz
L i L" — wynika perspektywiczna odpowiednio$¢ szeregéw L' i L",

— o,\

Rys. 3. Rys- 4.

przyczem S$rodek wynikowej odpowiednio$ci perspektywicznej jest wspot-
linjowy ze $rodkami dwdch odpowiedniosci danych.

W peku plaszczyzn, przesunietych przez iacznice Srodkow»
znajdujemy dwie szczegOlne ptaszczyzny: a i z — réwnolegte, od-
powiednio, do pierwszego i drugiego rzutu prostej L; ich punkty
przeciecia z prostg dang sag dwoma punktami zniknienia: zx i z%
a pozostate, wiasciwe rzuty takich punktéw, czyli zj i z2sg dwoma
punktami wzojemnemi wynikowej odpowiedniosci perspektywicznej
{rys. 4).

§ 3. Twierdzenia Desargues‘a.

Twierdzenie (4) o wynikowej odpowiednio$ci perspektywicznej
szeregow punktowych moze by¢ réwniez dowiedzione w tym wy-
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padku, kiedy trzy podtoza L', L", L'" sg prostemi wspotpunkto-
wemi i jednocze$nie wspotptaszczyznowemi (rys. 5). Zaktadamy
wowczas, ze dane sg dwa rézne punkty ols i oS — jako wierz-
chotki pekow, okreslajgcych odpowiedniosci perspektywiczne sze-
regobw punktowych: 77 i L" oraz L" i 77". Wprowadzajagc dowolng
prostag pomocniczg L, wspdtpunktowg z podtozami rozwazanych sze-
regow, lecz nie lezacg na ich plaszczyznie, otrzymujemy trzy pta-
szczyzny rézne: nu niy ns, przesuniete, odpowiednio, przez trzy pary
prostych L i 77, L i 77, L i 77"

Gdy wybierzemy dowolny punkt olt na ptaszczyznie nl i przyj-
miemy go za wierzchotek peku, okreslajgcego perspektyw iczng od-
powiednio$¢ szeregow L i 77, to podstawowe twierdzenie paragrafu
poprzedniego mozemy zastosowa trzykrotnie, stwierdzajgc kolejno
istnienie  wynikowych odpowiedniosci perspektywicznych dla na-
stepujgcych par szeregow punktowych :

L i 77 (wierzchotek 02 naptaszczyznie w2,
Li 77" r g . » NS),
7rioL™ ” 0S n » 17).

Punkty O, Q, 0, sgtrzema punktami rdéznemi, gdyz lezg na
trzech plaszczyznach réznych, przesunietych przez prosta L, przy-
czem zaden z nich nie lezy na prostej L.
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Dwa dane punkty o2 i 02!, wraz z otrzymanym punktem oit,
stanowig $lady bokow trdjkata o0lo2cs, sq wiec punktami wspot*
linjowemi.

W ten sposob otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

5. Jezeli proste L', L", U" sg prostemi wspolpunktowemi
i wspdtplaszczyznowemi, to z dwdch odpowiedniosci perspekty-
wicznych, ustalonych pomiedzy szeregami: L' i L" oraz L™ i L™ —
wynika perspektywiczna odpowiednios¢ szeregbw L' i L', przyczem
Srodek wynikowej odpowiedniosci perspektywicznej jest wspollinjowy
ze Srodkami dwoch odpowiedniosci danych.

Opierajac sie na dowiedzionem twierdzeniu (5), znajdujemy
punkt 013 na tgcznicy punktow o2 i 02), gdy wybieramy najprzéd
dowolny punkt p' na podtozu L' i wykreslamy odpowiedni pro-
mien peku 013 po uprzedniem wyznaczeniu punktow p" i p'" na
podtozach L™ i L.

Jako wniosek z dowiedzionego twierdzenia (5), otrzymujemy
twierdzenie Desargues’a po wyznaczeniu nowej trojki punktéw:
q, g% g™ (rys. 6).

Otrzymujemy nastepnie dowod odwrotnego twierdzenia De-
sargues’a, odpowiadajgcego poprzedniemu na zasadzie dwoistosci
uktadu pthaskiego, gdy rozwazamy dwa pomocnicze tréjkaty ol2p'q’
i o2ip"™qg™.

8 4. Rzuty szeregu wspotplaszczyznowcgo z tgcznicg Srodkow.

Zmiana $rodka rzutéw w perspektywieznem odwzorowaniu
prostej, wspoiptaszczyznowej z tgcznicg Srodkow, stanowi punkt
wyjscia dla teorji homologji linjowej. Na wspolnej plaszczyznie rzu-
cajacej — rozwazanej w odwzorowaniu pomoeniczem (rys 7), albo
w kiadzie (rys. 8) — znajdujemy #gcznice S$rodkdéw O, prostg L
oraz wspolne podioze (L', L'j dla obu rzutéw szeregu punktowego L.

Stwierdzamy woéwczas, ze S$lady prostych O i L sg dwoma
punktami podwdjnemi wynikowej odpowiedniosci szeregéw L' i L7,
przyczem stata jest wartos¢ dwustosunku czworki punktowej olp'p’\
ztozonej z punktow podwdjnych i z dowolnej pary punktéw odpo-
wiednich. Dwustosunek taki, noszacy nazwe cechy homologji, jest
réowny dwustosunkowi czworki punktowej oko”j2, gdzie k oznacza
punkt przeciecia prostych O i L.

Badanie warunkéw przemiennosci homologji linjowej (warunku
miarowego i warunku opisowego) doprowadza nas do twierdzenia
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o harmonicznych wilasnosciach czworokata zupelnego. Rozwazajac
wreszcie odpowiednie punkty zniknienia i ich rzuty, stwierdzamy

Rys. 7. Rys. 8.

istnienie wspdlnego $rodka dwdch odcinkéw, z ktérych jeden taczy
punkty wzajemne, a pozostaly jest ograniczony przez $lady pro-
stych Oi L.

§ 5. Rzuty uktadu ptaskiego.

Gdy zmieniamy $rodek rzutdow w perspektywicznem odwzoro-
waniu plaszczyzny n, posiadajacej $lad P i prostg zbiegu P, (rys. 9),

Lo

Rys. 9.
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to nowg prostg zbiegu P" wyznaczamy na zasadzie jednoktadnosci,
okreslonej przez kota oddalenia $rodkéw rzutdw.

Do podstawowych wiasnosci opisowych, polegajacych na za-
chowaniu wspoHinjowosci punktow i wspdtpunktowosci prostych
w przeksztatceniu homologicznem plaskiem, jak réwniez tych wia-
snosci, ktdre polegajg na istnieniu elementéw podwojnych — dota-

czamy nastepnie zasadnicze wilasnosci miarowe, dotyczace prostych
wzajemnych (rys (10) i wspolnej cechy tych linjowych odpowied-
niosci homologicznych, ktére sg wyznaczone na prostych, przecho-
dzacych przez $lad tgcznicy Srodkow rzutéw. Opierajgc sie na wy-
nikach paragrafu poprzedniego, rozwazamy mianowicie pek ptaszczyzn
przesunietych przez prostg Oi otrzymujemy nastepujgce twierdzenie:

Homologja ptaska jest zbiorem linjowych odpowiedniosci homo-
logicznych, posiadajgcych ceche icspdlng; podioza homologji linjowych
tworzg pek promieni, ktdrego $Srodek jest wspolnym punktem podwdj-
nym, a pozostate punkty podwojne lezg na jednej prostej.



Antoni Hoborski (Krakéw).

Kilka uwag o krzywych regularnych.

§ 1. Zajmujac sie wiasnoSciami powierzchni prostolinjowej
0 krzywej szczytowej, odkrytem kilka twierdzed o krzywych re-
gularnych, ktére — zdaje sie — sg nowe i ktore w obecnym ko-
munikacie podaje.

§ 2. W przestrzeni niech bedzie dana krzywa C

(1) x=x{t)y y=y@® z=1z()

gdzie x,y,z oznaczajg wspoOtrzedne prostokatne punktéw. Krzywg C
nazwiemy regularng w przedziale (a,b) [gdzie jest —co Fe0j,
jezeli funkcje x(t), y(t), z(t) majg drugie pochodne y"(t), z"(t)

ciggte w przedziale (a, b) i jezeli macierz

yit) . z2'(0
Q> y{t), ()
jest rzedu 2 w kazdym punkcie tego przedziatu.
Tw. |. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b) i je-
zeli t0 jest liczbg tego przedziatu, to istnieje liczba dodatnia 60
taka, ze styczne do krzywej C w zadnych dwu punktach tlt tt
nie majg tego samego kierunku, jezeli liczby tu tj spetniajg zwigzki

0.~ A dO, s

pozatem te liczby sg dowolne.

Tw. Il. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, 6),
to zadna styczna do krzywej C nie ma nieskonczonej ilosci punk-
tow stycznosci z krzywa C.

Tw. I11. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b)
1jezeli (/) oznacza dang prostg, to mnogo$¢ E stycznych do krzy-
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wej C, ktére majg ten sam kierunek, co prosta (2, jest zawsze
skonczona.

Styczng (s) do krzywej C nazwiemy «-krotng, jezeli ma («)
punktéw stycznosci z krzywg C

Tio. 1V. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b),
jezeli t0 oznacza liczbe tego przedziatu i jezeli styczna sO do krzy-
wej C w punkcie tO jest «-krotng, to istnieje liczba dodatuia dx
taka, ze zadna styczna do krzywej C w punkcie t nie jest wyz-
szej krotnosci, niz styczna sO, o ile tylko jest Z—2|~d i,

8§ 3. W zwiazku z powyzszemi twierdzeniami wystowitem
zagadnienie nastepujace: niech C bedzie krzywa regularng w prze-
dziale (a, b) i niech Ey bedzie mnogoscig stycznych krzywej C
«-krotnych, gdzie «”~2; czy moze by¢ mnogo$¢ Ey nieskonczong?

P. S. Gotgb rozwigzat to zagadnienie. Udowodnit tw. naste-
pujgce: jezeli krzywa jest regularng w przedziale (a, b) i jezeli
nie ma punktow wielokrotnych o wspdlnej stycznej, to mnogos¢ Ey
jest skonczona.

P. S. Gotgb skonstruowat takze przykiad krzywej regular-
nej, dla ktérej mnogo$¢ Ey jest nieskoriczona.



Alfred Rosenblatt (Krakéw).

O utworach trzechwymiarowych, ktorych
przestrzenie styczne spetniajg pewne wa-
runki rézniczkowe.

(Sur les variétés a trois dimensions, dont les

espaces tangents satisfont a certaines conditions
différentielles).

1. Envisageons une variété Ws a trois dimensions donnée
dans un espace linéaire SrH a r -j- 1 dimensions paramétriquement
par les équations
(1) yi= ui(xo,#], #2). i= 0,.».

Envisageons la matrice M des dérivées partielles

9u,
9%
a r-{-1 colonnes et & 3 lignes et désignons par Xljtle mineur

d’ordre 3 appartenant aux colonnes i,j,k. Supposons qu’il y ait entre
ces mineurs un certain nombre $

@ M =

(3) <ie(r+ 1)-3(r-2)
de relations linéaires indépendantes

) A<4XA=0  h=l.,6.

Les plans 73% tangents a la coupent l’espace Sr a linfini
en des plans St qui forment un systtme W et qui appartiennent
a 06 complexes linéaires indépendants. Parmi ces complexes il y a au
moins un complexe spécial, cest a dire il y a a l'infini un espace
linéaire S_3 auquel s’appuient tous les plans St.
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Envisageons maintenant une variété V3 algébrique, possédant

r-\-l1— pt—paintégrales de Ireespece de M. Picard. Soit Pg le
genre géométrique de cette variété et supposons linégalité remplie
(5) Py<3(p, —pa— 3).

Envisageons la variété Ws donnée par les équations (1) ou
les u, sont les intégrales de M. Picard. Si I'inégalité (5) est remplie,
on a linégalité (3),donc il existe au moins un complexe linéaire
/373 spécial et alors la variété Vs possede ou une congruence irré-
guliére {c} de courbes ou un faisceau {P} irrationnel de surfaces
algébriques.

2. Dans une série de Notes des Comptes Rendus (1924—1926)
j'ai fait I'¢tude compléte du cas, ou la V3 posséde des faisceaux
irrationnels de surfaces de genre 2 ainsi que du cas ou il
ny a pas de tels faisceaux et ou dans (5) il y ale signe <. Il
reste donc a étudier le cas de I6galité et ou lavariété V3ne
posséde pas de tels faisceaux.

Jai résolu la question dans le cas, ou le systeme W de plans

a linfini est dedimension 1 ou 2. Notamment je peux énoncer
le théoreme suivant:

Théoreme. Si la variété W, qui représente les intégrales de
M. Picard de Va posséde ool hyperplans tangents, la Vs possede:
1) un faisceau de genre r — 1, 2) ou une congruence dirrégularité
r et un faisceau de genre 1, 3) ou une congruence dirrégularité
r+ *

Si il y a 002 hyperplans tangents il y a 1) une congruence
d’irrégularité r et un faisceau elliptique 2) ou une congruence d’ir-
régularité r -(—, 3) ou une congruence dirrégularité r — 1 et une
autre congruence dirrégularité > 2.

La démonstration du théoréme sera donnée ailleurs.

Streszczenie. Zagadnienie badania powierzchni algebraicznych
i kongruencyj krzywych algebraicznych na utworach algebraicznych
trzechwymiarowych sprowadza sie¢ do ogolniejszego badania ogdl-
nych utworéw trzechwymiarowych i przestrzeni S3 stycznych do
tych utworow. Badania te zapoczagtkowane przez Segre’go, a kon-
tynuowane przez Terraeini’ego, kontynuuje ze szczegélnem
uwzglednieniem zastosowania do wyzej wymienionego zagadnienia.



Witadystaw Slebodzinski (Poznan).

O nadpowierzchniach czterowymiarowej
przestrzeni euklidesowej.

Niechaj bedzie dana forma dodatnia
3
[F) dsl =J£a,,, da, dxk

okreslajaca metryke pewnej rozciggtosci riemannowskiej (F3). Wia-
domo, iz — w ogo6lnosci — nie istnieje nadpowierzchnia przedstawia-
jaca (Fs) w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej.

1) Jezeli krzywizny gtéwne oo, (i— 1,2,3) rozciggtosci (F3)
sg wszystkie rdzne od zera, zagadnienie posiada rozwigzanie wtedy,
i tylko wtedy, gdy sg speinione nastepujgce warunki:

C01 (On co3 > O,
—Ym(=< 7 (k— 3,1 ==&, 7123 (Pi —Qi) —

-y () — B2 ?);
w ktorych przyjeliSmy

dSk

\ Ok ojs
a,

we wzorach powyzszych symbole yM oznaczajg spétczynniki obrotu
Ricci’ego dla trojscianu gtdwnego rozciggtosci (Fs), a symbole
S
ik pochodne wzgledem tukéw krzywych gtownych.

2) Jezeli jedna z krzywizn gtdwnych oo, jest réwna zeru,
zagadnienie nie posiada rozwigzania.
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3) Jezeli dwie krzywizny gtéwne np. tu, i col sg réwne zeru,
nalezy odrézni¢ dwa przypadki:

a) Jezeli kongruencja gtéwna odpowiadajgca krzywiznie W
rozciggtosci (F,) jest normalna, to forma (F) powinna by¢ réwno-
wazna formie

(A xi+ A)*dx] + (A2xs+ A ) zdxl-\-dA,

w ktérej funkcje A,, B, zmiennych xu x% powinny by¢ tak do-
brane, azeby byly spetnione warunki: 1° forma A\dx{-\- A\dxi
ma by¢, odniesionym do krzywiznowych, elementem linjowym po-
wierzchni w przestrzeni o krzywiznie -j-1, 2° muszg by¢ spet-
nione réwnosci

13A _ 19A1 19B,_ 1dA,

Bx dxt Al 92’ Bldxl Ajdxj'

b) Jezeli kongruencja gtowna odpowiadajgca krzywiznie as
nie jest normalna, warunki rozwigzalnosci zagadnienia sprowadzajg
sie do nastepujacych rownosci

$ frar A 7213 7313 N /7131 %3\ __ ~7121 7831 ~
\ 7231 / 7218 \ 7312/ 7128

7128 7231 "j- 7231 7312 "4~ 7s127123 = O-

Rozw0j geometrji rozniczkowej w ostatniem
dziesiecioleciu.

Przedmiotem odczytu jest przedstawienie najnowszych badan
poswieconych roéznym rodzajom geometrji od czasu ukazania sie
podstawowej rozprawy p. Levi-Civita.



V. Hlavaty (Praga).
Le calcul absolu et le groupe projectif.

Si les coefficients du groupe projectif G sont fonctions de
lieu x, ce groupe peut servir comme base a la connection projec-
tive de I’espace courbe. (Dans ce cas, en général, la notion du
»point“ est différente de celle attachée aux coordonées &).

On peut étudier cette connection en l’envisageant comme un
probleme de la théorie des invariants différentiels du groupe G.
Or quatre cas généraux sont possibles. Ou bien le groupe est
1) tout-a-fait général, ou bien il réproduit 2) un point contrevariant,
ou 3) un point covariant, ou enfin 4) il réproduit un point cova-
riant et un point contrevariant.

Du point de vue de l'algebre rien de nouveau ne se présente
dans ces quatre sous-groupes différents. Il n’en est pas ainsi si
I’'on poursuit des études analytiques. L ’auteur a fait voir les dif-
férents aspects de l'analyse de ces sous-groupes de méme que les
relations qui existent entre les recherches actuelles sur la connec-
tion dite ,projective” et les méthodes exposées dans cette confé-
rence.



Karol Grycz (Cieszyn).
Wywody geometryczne prawa Foucault’a.

(Streszczenie).

Przedstawiam cztery wywody geometryczne prawa Foucault’a

Co do pierwszego, ograniczam sie tylko do przypomnienia,
poniewaz z podrecznikéw jest ogolnie znany; opiera sie na t. zw.
zasadzie zachowania plaszczyzny wahan.

Drugi wywdd znalaztem w ksigzce Bauera zr. 1922: ,Ma-
thematische Einfiihrung in die Gravitationstheorie Einsteins nebst
einer exakten Darstellung ihrer wichtigsten Ergebnisse”. Punktem
wyjscia jest nastepujgca definicja przesuniecia réwnolegtego: Wek-
tor, umieszczony na dowolnej powierzchni doznaje przesuniecia
réwnolegtego nieskoriczenie matego, jezeli jego sktadowe w odnie-
sieniu do wspétrzednych geodezyjnych, po przesunieciu roéwnole-
glem nieskonczenie matem, pozostajg niezmienione.

Trzeci wywdd, Bertranda z r. 1882 opiera sie na mato
znanym postulacie Foucault’a zr. 1851: Gdy pion, przez ktéry
zawsze przechodzi ptaszczyzna wahan, zmienia kierunek w prze-
strzeni, potozenia po sobie nastepujgce ptaszczyzny wahan, okresla
warunek, ze zawierajg miedzy sobg katy minimalne. Przedstawiam
uproszczony wywod Bertranda.

Czwarty wywod, mdj z r. 1915, nieogtoszony, jest rozwigza-
niem nastepujgcego zadania.

W chwili t w miejscu obserwacji A1 na kuli ziemskiej w sze-
rokosci geograficznej (p mamy prostg poziomg & pod dowolnym
azymutem if), wskutek obrotu ziemi w chwili t-\- i\t prosta 7, zaj-
mie potozenie 2, punkt Al potozenie Atj niechaj I3 bedzie prostg
poziomg przez A% zawierajagcg kat minimum z prosta obliczy¢
kat miedzy 7, i 7, i przeprowadzi¢ sumowanie.

Zadanie powyzsze rozwigzuje sSrodkami geometrji elementarnej.

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. 12



Dziat V.
Mechanika, Fizyka matematyczna, Matematyka stosowana.

Alfred Rosenblatt (Krakow).

Twierdzenie Kutty i Zukowskiego
w aerodynamice.

(Sur le théoréme de l'aérodynamique
de Joukowski et Kutta).

1 Nous envisageons le mouvement bidimensionnel d’un flui
parfait irrotationnel autour d’un corps K de contour F plongé dans
ce fluide. Soit W = »p-f- ixp la fonction analytique dont la dérivée

N—— w= u— iv donne le vecteur conjugué du vecteur vitesse.
Le fluide satisfait a I’¢quation de Bernouilli
(1) + uld+ 2= const,

la constante étant la méme dans tout le fluide.

Si P,, et Py dénotent les composantes de la résultante des
pressions exercées sur le corps K, on a la formule de Kutta-Jou-
kowski

) P,T iPy= icC  + iv),

VW étant les composantes de la vitesse du fluide a l'infini et C
la circulation

udx-f-vdy,

aans le sens contraire du mouvement de laiguille d’une montre.
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M. Cisottil) a donné un exemple, ou la formule (2) est en
défaut en envisageant une lame plane inclinée d’un angle /3 sur la
direction du mouvement du fluide. Dans ce cas on a la formule
exacte

P,,= e”"2+" ¢os 2¢ <«, -f »,,).

J’ai donné ® la raison de cette divergeance, en montrant I’in-
fluence des points angulaires d’angle 2n du contour sur la valeur
de la résultante des pressions. Dans ces points la fonctionivl a en
général un résidu A, c'est a dire elle est de la forme

(5) w2= E-:-ib[l -j- fonction continue s’annullant pour z = z(]9).

La formule (2) doit étre remplacée par la formule suivante
(6) P,-f iPv= i¢ C(ux -f iv,,)+ ¢n ~ JReSriw2),

ou la somme est étendue a tous les résidus des points P d’angle
2n, le trait dénotant que l'on doit prendre la valeur conjuguée
complexe.

2. Comme exemple j’envisage le cas d’une lame circulaire
ayant la forme d’un arc AB de cercle dangle 2 a, de rayon a. Sup-
posons que /? soit lI'angle de la vitesse du fluide a I'infini avec la
droite A B. La formule

(7) *z oo » £ e -

effectue la représentation conforme de larc sur le cercle de rayon
a du plan f. On trouve la formule

’) ,,Una notevole eceezione del teorema di Kutta-Joukowski“ Rendiconti
dei Lincei 1927.

d ,,Sur le théoréme de Kutta-Joukowski“, ibid. 1927.

) M. Lichtenstein a montié cette formule dans le cas des courbes ana-
lytiques: ,lieber die konforme Abbildung ebener analytischer Gebilde mit
Ecken*. Journal fur die reine und angewandte Mathematik T. 140.

12~
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. o asina . . .
(8) Px+ iPy= Qn 2iCVe?- 8 eia 2V sin _e)

c \
2 Fsi, (itU)-gqsin?t

<

ou V est la valeur absolue de la vitesse et ou l'axe des y positifs
est dirigé vers le centre de l’'arc A B.

Streszczenie. W Nocie ogtoszonej w r. b. w Reudiconti délia
R. Aecademia dei Lincei uzupetnitem wzér na wypadkowa cisnien
dziatajgcych w doskonatej dwuwymiarowej niewirowej cieczy na
profil zanurzony, uwazajgc wyrazy pochodzace od residuéw funkcji
analitycznej nalezacej do profilu, tfdmaczac sprzecznos$¢ z twierdze-
niem Kutty i Zukowskiego rezultatu, ktory dla profilu laminarnego
ptaskiego otrzymat p. Cisotti.

Obecnie zajmuje sie pewnymi profilami, dla ktorych wyste-
pujg owe residua i obliczam cisnienia. Obliczam réwniez momenty,
dla ktérych dotychczasowy wzor nalezy réwniez uzupetni¢ rozwa-
zaniem residudw.



Alfred Rosenblatt (Krakéw).

O regularyzacji problematu trzech ciat.

(Sur la régularisation du probléme des trois corps),
1 Envisageons trois corps Po, P, P' de masses niQ ni, m' q

se meuvent constamment dans un plan en s’attirant conformément
a la loi de Newton. Soient

x= X, -f-ix2= POP, x'= x[-j-ixi = POP\
r—je,r— W\VA=\x"|—x\.

et soient p = pl-r ip2 et p' = p[-f-ip'2 les quantités absolues de
mouvement. On a les équations canoniques

dx{ 3H dx, 9H dp, 3H dp, 3H
(' ~dt= ~3p1 -~dt " Ht~~~JxI1 ~dt~-~-W

@ H=T—0= 0"t RYFPW * bypo 1 P?7+ VOF

, 1, ., mm'\

Dans une Note: ,,Sur la régularisation du probléme plan dee
3 corps” (Rendiconti dei Lincei marzo 1926), j’ai introduit les deux
vecteurs £, £' définis par

®) X — 4" G

de sorte que
PP7= x'—x= —(f*-fD &

J’ai ensuite introduit les vecteurs n, n' remplissant la condi-
tion assurant la canonicité du changement de variable
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4) ndt, -f- rt'dt,’ — pdx-\-p'dx\

(le trait dénote des quantités conjuguées complexes).
Remplacons le temps t par la variable indépendante u

)
et introduisons la nouvelle fonction H*
(6) H*= rr'A(H — E),
(E constante de I’¢nergie). On a
Mr—a0C T, = (E*- £2(i!- f* ~= (Es+ H (C+ 7 -

@) F*= - rrdaf+ ¢ {(¢+1)(NE+ *£). («C+ *E)E>_
- orf)(*- A+ (»%m%/*?- * |1 (¢t-n" C).4FfI"2" +

+ L [G2+*?) («r - *as? (i2- 12 k S -

- «ofr (2 r -1k {2 rY(?+7(% rIE2

?%)+ 4mOm'CWH £2+ r J(£2+ r,)+ 4mro'&C? -

- n (i2- A i

Les équations canoniques sont alors

9)yr=2— £ —9131 = _
cn 3ji 7 om 2jr rf« Ao 3£
et quatre autres analogues, valables pour les mouvements qui cor-

respondent a la valeur donnée E de la constante de |%nergie.
L’intégrale des aires est

(10) ni—»£+ tfC — 7i'C= C.

2. On peut au moyen de ces équations étudier facilement les
conditions du choc de deux corps, C étant supposé 0. Supposons
p. ex. que PO et P se choquent, alors f ou £' tend vers zéro.

n, n, ti', o tendent vers des valeurs différentes de zéro. Nous pou-
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vons développer ces fonctions autour du point envisagé suivant les
puissances de u. Supposons que G C tendent vers zéro. On a

f—fla-f- n2-f- em> ?— U+'EsySH+
1= T7lo-)- TTjii : 7i= n0-\-nlw
(H) r = + N «Ftoee, £'= 20+ 2nm2+ o>
n'= "0+ ((i((+'0" 7t = 7T i0-\-n[ « +
On exprime maintenant 70, yr0, N1 A0 en nini n'i

71" et u et on remplace ces valeurs initiales dans les développe-
ments de g, £' par les séries en u obtenues. On obtient les deux
séries suivantes

2 6= B lo® mV b1 1exHot w5 B4 *

o e Sps\W= A (N
+ _)AArSC-3M +'{é§c (m_f m) r*r* J[bﬁ)+ .T») [* ?'%'*o
m*-f («),.

Vig

Développons de méme £— £ suivant les puissances de u, et
remplacons dans les coefficients les valeurs initiales nO etc par
leurs développements. On trouve

('3) t-h = 192 m(.)-f-rai 7171¢n G'U M* -f- («)t.
L’élimination de u des équations (12) donne la condition de
choc pour £— non donné suffisamment petit. Ce serait donc la

condition nécessaire et suffisante pour que les deux corps PO, Pqui
a l'instant £, se trouvent suffisamment voisins puissent se choquer
dans un temps suffisamment petit. Il faut naturellement envisager
aussi la seconde condition, que l'on obtient en échangeant £ et ¢'
£et £ 71 et 70, 7L et 71

Le temps £—tl étant donné suffisamment petit, on aura
deux conditions de choc en éliminant u des 3 équations (12) et
(13). La seconde paire de conditions s’obtient en échangeant encore
t et £ etc.
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2. Ou peut obtenir directement les développements
en remplacant dans les équations (9) f et C par leurs développe-
ments en u et en comparant les coefficients des puissances diver-
ses de u. On a

. 9@1 dn 31 dnl"‘ g 3B *
(14) Jf_|lta '/_: “dn du dn' du 9n
oc oc
3¢tdu ~ dn' - 9H*
dn du dn' du 8n ’

ou il faut remplacer ~ etc. par les dérivées de H*.

Streszczenie. W roku zesztym (marzec 1926) podatem w No-
cie ogtoszonej w Sprawozdaniach Rzymskiej Akademji metode re-
gularyzacji zagadnienia ptaskiego trzech ciat zapomocag przeksztail-
cenia kanonicznego prostszego od przeksztatcenia, zapomocg ktorego
p. Levi-Civita w r. 1916 po raz pierwszy dokonat tej regularyzaciji.

Obecnie studjuje te regularyzacje podajagc w obranych spdt-
rzednych warunki zderzenia sie dwdch ciat i redukujac uktad ka-
noniczny przy pomocy catek pol i energji.

(12)



P. Sergescu (Cluj).

L’évolution des principes de la mécanique
de Newton a Laplace.

(Résumé).

La notion moderne de force est totalement absente de la mé-
canique ancienne. Les corps se meuvent — dit Aristote — en
vertu de facultés innées, qui n'impliquent aucune contrainte. Or, le
caractére essentiel de la force moderne est de représenter une con-
trainte. Tout le moyen &ge a travaillé sous Ilinfluence d’Aristote.

La renaissance de la mécanique met au premier plan quatre
créateurs de la conception moderne: Galilée, Descartes, Newton
et Leibniz. La pensée de Descartes a des racines profondes dans
le moyen &ge; son idéal est de créer un nouveau systtme du monde,
pour remplacer celui d’Aristote, qui était trop en désaccord avec
I’expérience. Mais, Iidée méme d’un systtme du monde appartient
au moyen age. Daus la mécanique, Descartes postule que tout mou-
vement se propage seulement par contact et qu’il n’y a pas d’agents
occulta. C’est une idée de bon sens, claire et distincte. La déter-
minante du mouvement, dans les calculs, est la quantité de mou-
vement (mv). La physique cartésienne a été contestée, avant méme
d’étre achevée. Et c’est ainsi, que le dernier grand systéme du
monde s’effondre. Les savants décus des idées générales, se re-
plient sur les flots de certitude scientifique que l'on avait.

Cela a entrainé un changement fondamental de la méthode
scientifique, en mettant dans la vraie lumiére le mérite immortel
de Galilée, créateur de la méthode expérimentale. Car, I'expérience
seule, quantitative, pouvaitfournir certains résultatsprécis, que I’'on
pouvait considérer comme base solide dela science; tous lessyste-
mes du monde, y compris le cartésien, construits sur des hypo-
théses qualitatives, avaient fait faillite.
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Il manquait encore le concept moderne de force, pour avoir
notre mécanique. On le trouve pour la premiére fois chez Rober-
val, qui n'a pas pu lexploiter jusqu’au bout, faute d’appui mathé-
matique suffisant. En effet, la notion de fonction et le calcul infi-
nitésimal n’étaient pas encore connus a cette époque. G’est a peiue
en 1684 que les immortelles Principia de Newton établissent la
théorie de lattraction universelle. Cette force, qui agit a distance,
a trouvé un accueil trés hostile. Grace aux cartésiens. 011 était ha-
bitué a n’accepter que des idées de bon sens. Or, une action
a distance avait un peu trop lair d’un agent occulte de I%cole
aristotélienne. La résistance est devenue encore plus grande, quand
les succésseurs de Newton comme Keil, ont multiplié les agents
mystérieux, en expliquant la cohésion, I¢élasticité, etc. par des cau-
ses analogues a l’attraction universelle. Ces exagérations expliquent
pourquoi les mathématiciens du continent se sont tenus trés long-
temps loins du systéme cartésien. Encore en 1727, I'Académie des Scien-
ces de Paris, mettait au concours un sujet sur les tourbillons de
Descartes. Si I'école de Descartes s’est éteinte, vers le milieu du
XV lllesiecle, cela est di au fait que les cartésiens n’étaient pas,
en généra], des mathématiciens éminents; de plus, la théorie de
Newton permettait d’obtenir des résultats trés brillants, qui attiraient
vers elle les jeunes chercheurs.

Le grand mérite d’avoir rendu accéptable la mécanique new-
tonienne sur le continent revient a Leibniz. C’est lui qui a trouvé
la base philosophique de la notion de force attractive. L ’évolution
de Leibniz, au point de vue des principes de la mécanique est trés
curieuse. Dans sa jeunesse, il était du méme avis que Descartes
sur la nécessité des explications de bon sens, donc de la transmis-
sion du mouvement par contact. Mais en méme temps, il avait une
violente polémique avec Descartes sur les questions de détail. Leib-
niz considérait la force vive (mv2 comme déterminante du mouve-
ment, par opposition avec Descartes (qui considérait mv). Clest
Huyghens qui a concilié les deux théories, en remarquant que
Descartes s’occupait des chocs et Leibniz des forces ordinaires, de
sorte que tous les deux avaient raison.

Vers sa vieillesse, Leibniz entre enpolémique avec Newton
a propos de I'invention du calcul infinitésimal. Mais, en méme temps,
il rend compréhensible, au point de vue philosophique, I’idée d’ac-
tion a distance, donc la mécanique newtonienne.
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C’est cette circonstance qui explique pourquoi la codification
fie la mécanique rationnelle au XV Illesiecle est due surtout a I’6cole
suisse et allemande sous [I’influence directe de Leibniz (les Ber-
noulli, Euler, Wollfj. Il faut y ajouter Clairaut. Euler a donné
un exposé presque deéfinitif de la mécanique classique.

En méme temps que ce travail de systématisation, on remarque
une tendance d’étude des principes. C’est vers le milieu du XV Illesiécle
que D’Alembert énonce le principe que dans tout mouvement, le
travail des forces agissantes est égale au travail des forces d’inértie.
Maupertuis énonce le principe de la moindre action, qui a causé
un trés grand enthousiasme dans le monde scientifique. C%tait le
premier essai d’introduire 1idée de I’6conomie de I’effort dans la
nature, dans une science exacte.

Le couronnement de la mécanique rationnelle a lieu vers le
commencement du X IXesiécle, avec Lagrange et Laplace. Lagrange
généralise la notion de force, en introduisant la force de liaison,
le potentiel; au lieu du point matériel, il considére comme point
de départ de sa mécanique les systéemes de points. Il établit toute
la statique sur le principe des vitesses virtuelles; grace au principe
de D’Alembert—dont on n’avait pas compris toute la portée lors de
sa découverte — Lagrange réduit la dynamique a la statique. C’est
ainsi qu’il crée la mécanique analytique, derniére expression, par-
faite, de la mécanique newtonienne.

Laplace marque un point de vue nouveau. Il applique la
mécanique rationnelle aux mouvements célestes en donnant la con-
firmation compléte de la théorie newtonienne; il étudie tous les

mouvements jusque dans les moindres détails, en faisant intervenir
aussi la nature physique dans les problémes de la mécanique. Enfin,
il introduit le principe statistique, le calcul des probabilités, dans
I’’tude du mouvement.

Avec Lagrange et Laplace, la mécanique newtonienne a dit
son dernier mot, en devenant une science définitivement établie.

La communication présente a été provoquée par le fait quen
1927 on a commémoré deux cents ans depuis la mort de Newton
(20 Mars 1727) et cent ans depuis la mort de Laplace (5 Avril 1827).
P. Boutroux a consacré son cours du College de France aux Prin-
cipes de la mécanique et de Iastronomie depuis l‘antiquité jusqu’a
Laplace. La mort prématurée I’'a empéché de rédiger son beau cours.



Wtadystaw Slebodzinski (Poznan).

Kilka wtasnosci grawitacyjnego pola
statycznego.

Niechaj wzor
ds2= f 2dt2—das

okresla element linjowy $wiata w grawitacyjnem polu statycznem (£);.
we wzorze powyzszym symbol da2 oznacza dodatnig forme kwa-

dratowg
3

A 9k dxt dxk,
IA]

ktérej spotczynniki git, jak i funkcja f, sg niezalezne od zmiennej t.

Twierdzenie i. ROwnania rdzniczkowe promieni $wietlnych
i trajektoryj punktu swobodnego w polu (S) mozna otrzymac z tego
samego réwnania

w ktérem a oznacza dowolng statg; w pierwszym przypadku na-
lezy przyjg¢ C= 0, w drugim C= —g.

Twierdzenie 2. Jezeli promien S$wietlny i trajektorja punktu
swobodnego wychodzg z tego samego punktu i w tym samym Kkie-
runku, to obie te linje posiadajg w tymze punkcie wspdlne troj-
Sciany Freneta i réwne skrecenia, a stosunek ich krzywizn jest
niezalezny od wyboru kierunku.

Twierdzenie 3. Jezeli w pewnem polu statycznem promienie
Swietlne sg krzywemi ptaskiemi, to trajektorje punktu swobodnego
posiadajg te samg wiasnos¢, i nawzajem.
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Twierdzenie 4. Jedyne pola statyczne, w ktorych promienie
Swietlne sg krzywemi ptaskiemi, sg okreslone wzorami

A) do* = z*{dx* + dy* + dz*), f = 2

(B) do*= r*(clit* -j—sin* th d(p*)

ar*, /=c|/- -
« i I*

(rozwigzanie Schwarzschilda)

(C) do*= r*(d#2-f sinh*&dJ(p3 - —dr*, f—kl/~~5

we wzorach powyzszych symbole a, ¢, k oznaczajg stale.

Leon Lichtenstein (Lipsk): O prawie Newtonal. Ob. Math.
Zeitschr. 27 (1928), str. 607—622.

Izydor Blumenfcld (Lwéw): 1. O zasadzie Gaussa. 2. Opew-
nym twierdzeniu dynamicznym p. Krod.

Jan Weyssenhoff (Wilno): O konkretnym znaczeniu spotczyn-
nikéw gik w teorji grawitacji.

Bohdan Babski (Kepno): Metody, matematyczne w ubezpiecze-
niach spotecznych.

J. Splawa-Xeyman (Warszawa): Podstawowe zagadnienia sta-
tystyki matematycznej.

') Odczyt wygtoszony w Sekcji Ogdlnej.



Dziat VI. Dydaktyka matematyki.

Antoni Lomnicki (Lwow).

0 programach nauczania matematyki obo-
wigzujgcych obecnie w gimnazjach Rze-
czypospolitej Polskiej.

Celem niniejszego referatu jest krytyczne omowienie progra-
mow nauczania matematyki obowigzujagcych w naszych gimnazjach,
wywotanie jak najobszerniejszej dyskusji i przygotowanie wnioskow
zmierzajgcych do gruntownej rewizji i rekonstrukcji tych progra-
moéw. Do postawienia tej kwestji na porzadku dziennym obrad
Pierwszego Polskiego Zjazdu Matematycznego skionit nas niezaprze-
czony, znany nam wszystkim nadto dobrze fakt a mianowicie po-
wszechne niezadowolenie z istniejgcych programoéw.

Godzimy sie, jak sadze, wszyscy na zasade, ze zmiana pro-
gramow nauczania powinna sie odbywac¢ droga ewolucji, chociazby
dlatego, ze nauczycielstwo musi sie do nowych rzeczy przygotowac
1 wj'prébowac je odpowiednio. Poniewaz jednak do wskrzeszonego
naszego Panstwa weszly trzy odmienne tradycje nauczania' pocho-
dzace z trzech roznych zaborow, przeto Komisja Programowa sta-
neta wobec do$¢ trudnego zadania: badzto pogodzenia tych trzech
tradycyj przez wybranie z kazdej z nich tego, co w niej byto naj-
lepsze, badzto wybrania jednej, najlepszej. Z tych trudnosci wy-
brneta Komisja w sposéb iscie Salomonowy: wybrata czwartg tra-
dycje : wiloska (zwlaszcza dlag programdéw geometrji). Zapatrzeni
w mite dla $cistego matematyka wzory wioskie stworzyli autorowie
programow rzecz dla umystow miodziezy zupetnie niestrawng Po-
deptano w ten sposéb zasade ewolucji w dydaktyce i dokonata
sie daleko idgca rewolucja w planach nauczania. Wad3" nowego
ustroju siegajg tak gleboko, ze nie dadzg sie usung¢ ewolucyjna
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droga powolnego nawrotu, — jak to usituje czyni¢ obecny Wydziat
Programowy, lecz nalezy sie uciec do kontrrewolucji, tj. do grun-
townej zmiany nowych programdw w kierunku powrotu do daw-
nych wyprébowanych metod i do dawnego materjalu nauczania.

Nie zadawalajg nas przedewszystkiem cele nauczania mate-
matyki wytkniete przez programy na samym wstepie. Wedtug pla-
néw nauka matematyki i to nawet w typie matematyczno-przyro-
dniczym ma cele wytgcznie formalne: 1) Wdrozy¢ ucznia do Scistego
rozumowania dedukcyjnego. 2) Przyzwyczai¢ go do dostrzegania
zwigzkdw funkcjonalnych... 3) Rozwing¢ jego intuicje geometryczng...
4) Wyrobi¢ sprawno$¢ w stosowaniu matematyki elementarnej do
zagadnien. Niema za$ zupelnie mowy o tern, aby da¢ uczniowi
pewien realny, trwaty zaséb wiadomosci, aby go nauczy¢ rachowac
i przeksztalca¢ wyrazenia algebraiczne, aby go nauczy¢ najwaz-
niejszych twierdzen geometrycznych i arytmetycznych. Sadzimy, z¢
»wdrozenie do $cistego rozumowania dedukcyjuego“, ,dostrzeganie
zwigzkéw funkcjonalnych®, ,rozwiniecie intuicji geometrycznej“
i ,,sprawno$¢ w ujmowaniu zagadnien w forme matematyczng“ —
wynikng juz same przez sie jako uboczne produkty przy nauczaniu
matematyki, nie mogg zas by¢ jedynym i najistotniejszym celem
tej nauki. Dlatego tez sadzimy, ze odpowiedniejszem sformutowa-
niem celow nauczania matematyki byloby np. nastepujgce:

Celem nauczania matematyki jest zrozumienie i przyswojenie
sobie zasadniczych wiadomosci z matematyki elementarnej, wprawa
w operowaniu symbolami matematycznemi i umiejetne stosowanie zdo-
bytych wiadomosci do zagadnieA z innych dziedzin nauki i z zycia
codziennego.

W kazdym razie tendencje planéw w kierunku daleko idgcego
szkolenia miodziezy w subtelnych abstrakcjach nalezy silnie zmo-
dyfikowac.

Uprawianie osobno geometrji ,,czystej“, niemetrycznej, a osobno
metrycznej uwazam uwazam za drugg zasadniczg wade planow.
Mozna podziwia¢ Grekéw, ze obchodzili sie bez arytmetyki i al-
gebry, mozna sie lubowaé w pieknych rozwazaniach Euklidesa
z teorji proporcji lub z teorji rdwnowaznosci figur ale o wiele bar-
dziej interesujgcym i waznym jest fakt, ze istnieje doskonata od-
powiednios¢ miedzy zbiorem liczb a zbiorem punktow. Wszakze
wiasnie nowoczesne postepy geometrji i analizy polegaja na tern
Scistem zespoleniu sie tych dwoch dziatdw nauki. To wigzanie
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faktow geometrycznych z arytmetycznemi utatwi uczniowi rozu-
mowania i rozszerzy jego horyzonty. Nalezy wiec jak najczesciej
wykazywac ten zwigzek i korzysta¢ z niego przy kazdej nadarza-
jacej sie sposobnosci. Uwienczeniem takiego pojmowania nauczania
matematyki powinna by¢ systematyczna, dos¢ obszerna nauka geo-
metrji analitycznej, ktéra lepiej przygotuje ucznia do analizy wyz-
szej i do ,stosowania matematyki do] zagadnien z innych nauk*
anizeli subtelne rozwazania zwigzane z pojeciem granicy. tatwo
zresztg stwierdzi¢, ze miodziez chetniej sie zajmuje geometrjg ana-
lityczng anizeli trygonometrjg— nie méwiac juz o ,,réwnowaznosci*
lub o ,,proporcjach geometrycznych®. Sagdzimy zatem, ze pozgdane jest:
wyrazne i czeste akcentowanie metrycznych wasnosci figur geometrycz-
nych i rozszerzenie programu geometrji analitycznej.

Jako konsekwencje takiego punktu widzenia wynikajg dalsze
modyfikacje planéw w tych dziatach, ktdre sprawiajag najwiecej
trudnosci zardwno uczacym jak i miodziezy, a mianowicie: w teorji
réownowaznos$ci figur i w geometrycznej teorji proporcy;j.

| tak przy nauce o pomiarze p6l nalezy odrazu stangé na
stanowisku geometji metrycznej i przeprowadza¢ wszystkie rozu-
mowania dawna, tradycyjng, dobrze nam znang z lat szkolnych
metodg — oczywiscie po omowieniu poprzedniem stosunkéw i pro-
porcyj. Natomiast nalezy zaniecha¢ wszystkich subtelnych rozwazan
teoretycznych zwigzanych z teorjg rownowaznosci zwilaszcza, ze
nie potrafimy w szkole $redniej udowodni¢ podstawowego dla tej
teorji twierdzenia de Zolte’a i musimy wprowadzaé ucznia w biad
podajagc, ze to twierdzenie jest pewnikiem (pewniki pojmujemy tutaj
jako uktad zatozen dostatecznych i niezaleznych). Nie znaczy to,
aby nalezato pomija¢ nauke o ,,zamianie figur na rownowazne“: te
bowiem zagadnienia sg interesujgce i majg nawet praktyczne zasto-
sowania. Unika¢ tylko nalezy subtelnosci teoretycznych w kwestjach,
ktore sa dla ucznia oczywiste.

Proponujemy zatem przestanie Wydziatowi Programowemu
nastepujgcego wniosku:

l. Nalezy usung¢ z nauki geometrji w szkole $redniej teor ]
réwnoicaznosci figur.

Podobne stanowisko nalezy zajag¢ wobec geometrycznej teorji
proporcyj. Odrazu nalezy zastgpi¢ odcinki ich liczbami wymiaro-
wemi (miarami) i wprowadzi¢ odrazu proporcje liczbowe. Zabawa
w proporcje geometryczne kosztuje za wiele czasu i wysitku a po-
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nadto wprowadza nielad, przesuwajac w tok planimetrji caty obszerny
rozdziat stereometrji celem wyprowadzenia twierdzenia Desargues’a.
(Nawiasowo nadmienimy, ze te karkotomne skoki w programach nie
sg wecale niezbedne, albowiem mozna poda¢ dowdd twierdzenia
Desargues’a bez rozwazan stereometrycznych).

Proponujemy wiec przestanie Wydzialowi Programowemu na-
stepujacego wniosku:

1. Nalezy usung¢ z nauki geometrji w szkole $redniej geome-
tryczng teorje proporcyj; wyktadu planimetrji nie nalezy przerywac
ustepami poswieconemi stereometrji.

Niespokojny, rwany tok nauki jest znamienng cechg nowych
planéw we wszystkich dziatach. | tak nauke o kole rozdzielono
na dwie czesSci: wstepng i systematyczna, przegrodzone rozdziatami
zupetnie innej tresci. Przedwczesne omawianie zasadniczych wiasno-
$ci kota zmusza do wprowadzenia niepotrzebnych dwdch pewnikow,
$ladem nie bardzo fortunnego pomystu znakomitego zresztg mate-
matyka wiloskiego Enriquesa. Trygonometrja jest rozerwana na trzy
czesci, podobnie stereometrja. Wada programu jest roéwniez niezde-
cydowane stanowisko wobec pewnik6éw geometrji. Plany powinny
rozt*ygng¢ w niedwuznaczny sposob: a) czy nalezy wprowadzac
system pewnikéw: b) jakiego systemu pewnikdéw nalezy uzyé
i ¢) kiedy ten system nalezy podaé, czy na poczatku nauki czy
na koncu przy rekapitulacji materjatlu w klasie najwyzszej. Zosta-
wienie dowolnosci w tym punkcie prowadzi do tego dziwacznego
zjawiska, ze kazde gimnazjum musi si¢ postugiwac innym systemem
pewnikdw a nawet dwa gimnazja w tern samem miescie bedg wy-
znawaly odmienne systemy pewnikéw. Grzech to widoczny prze-
ciwko jednolitosci nauki w calej Rzeczypospolitej.

Nadmiernie wiele uwagi poswiecono dyskusji tréjmianu i row-
nan kwadratowych. Trzeba wigkszy nacisk potozy¢ na Opanowanie
samego algorytmu i na uktadanie rownan a dyskusje przeprowadzac
tylko sporadycznie na charakterystycznych specjalnie do tego sie
nadajacych przyktadach, nie bardzo zawitych.

Wprowadzenie w klasie VIl pojecia granicy bez dalej idgcych
zastosowan (do rachunku rézniczkowego i catkowego) nie jest row-
niez pomystem fortunnym. Wystarczy omoéwié to pojecie w bardzo
skromnych rozmiarach i to dopiero w klasie VIl przy powtarzaniu
materjatu, syntetyzujac i usci$lajac rozmaite poznane poprzednio
fakty i wskazujac na dalsze zastosowania. Moze kiedy$ przy innem

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. 13
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ugrupowaniu materjatu naukowego i przy przyspieszonem tempie
w poszczeg6lnych dziatach nauki bedzie mozna rozszerzy¢ materjat
nauki matematyki w szkole $redniej przez wprowadzenie zasad ra-
chunku rézniczkowego i catkowego i ich interesujgcych zastosowan.
Wtedy oczywisScie wyktad ten trzeba bedzie poprzedzi¢ systema-
tycznem omowieniem granicy. Przy obecnym stanie nauki dziat
ten jest trudny, niewdzigczny i wydaje sie uezniowi niepotrzebng
abstrakcja.

Przez opuszczenie niepotrzebnych w szkole $redniej a trud-
nych dziatbw (np. teorja réwnowaznosci i geometryczna teorja
proporcyj) i przez systematyczniejsze uporzgdkowanie porozrzuca-
nych dziatébw zyska sie tyle na czasie, ze bedzie mozna rozszerzy¢
programy w innych interesujgcych dziatach jak np. w geometrji
analitycznej, w kombinato”ce wraz z zasadami rachunku prawdo-
podobienstwa a moze i w analizie wyzszej.

Nasuwa sie tu tyle kwest}j zasadniczo waznych, Zze byloby
pozadanem, aby Zjazd wytonit obszerng komisje, ktéraby przygo-
towata projekt zmian w obecnych planach i zajeta sie opracowa-
niem zupetnie nowego, racjonalnego planu nauczania matematyki,
na przysztosc. *



Edward Bieganski (Lowicz).

Dowod twierdzenia o stosunku przekatnych
czworoboku wpisanego w koto).
Oznaczenia: czworobok ABCD, AB—a BC—b CD= ¢
DA = d, E — punkt przeciecia przekatnych.
Z podobienstwa trojkatow
BCE i ADE, dalej CDE i ABC

mamy kolejno:
BE _b_
AE d’
ED c
AE a

Dodajac te réwnosci stronami, otrzymujemy:

BD ab-(-cd
AE ~ ad ’
skad
AE ad
@ BD ab-J-cd’
Podobniez
EC bc
BD ab-j-cd

Dodajgc stronami rownosci (1) i (2), otrzymujemy:

AC ad -{- hc
BD ab -j- cd '
’) Przytoczony tu dowdd rézni sie od stosowanych dotychczas dowodéw
tem, iz jest oparty li tylko na podobienstwie dwu par tréjkatéw utworzonych

z bokéw i odcinkdéw przekatnych czworoboku. Dowéd ten opublikowatem
w r. 1916 w miesieczniku »MaTevcTinecKoe OfipasoBanie« Nr. 29 (w Moskwie).

13-



Wiadystaw Mickiewicz (Zamosc).

Obecna szkota ogdlnoksztatcgca, program
matematyki w niej i pozagdane zmiany.

L'avancement, le perfectionnement des mathé-
matiques sont liés il la prospérité de I’Etat.
Napoléon.

Program roku 1926 rozrdznia trzy wydziaty gimnazjum: ma-
tematyczno-przyrodniczy, humanistyczny i klasyczny. Ilo$¢ gimna-
zjow klasycznych jest mata. Program matematyki w pierwszym
i drugim typie gimnazjéw zbudowany jest na takich zasadach (,cel
nauczania“), ze ,wyrobienie sprawnosci w stosowaniu matematyki
elementarnej do zagadnien, zaczerpnietych z innych nauk oraz ze
zjawisk zycia codziennego“ znalazto sie¢ na czwartem miejscu, pod-
czas gdy inne cele zajmujg pierwsze miejsca. Podstawg programu
algebry jest dyskusja réwnan. Geometrja otrzymata program tak
zwany fuzjonistyczuy. Wreszcie najoryginalniejszy jest program try-
gonometrji, w ktdrym oddzielono nauke o trojkatach prostokatnych
od nauki o tréjkatach ukos$nokatnych, a miara teoretyczna katow
znalazta sie na samym koncu w Vllle klasie. W klasie VI gim-
nazjum humanistycznego musimy prawie na poczatku roku nauczy¢
rozwigzywania tréjkatéw prostokatnych, a zaledwie w klasie Vlla
przechodzimy logarytmy. Niema wcale w programie kreslenia geo-
metrycznego, mamy za$, a w wydziale matematyczno-przyrodniczym
nawet w obszernym zakresie, geometrje wykre$lng. Niema w pro-
gramie poczatkdw rachunku rézniczkowego i catkowego.

Jako podstawe naszych rozwazan w pewnych razach przyj-
miemy nowe programy szkét Srednich we Francji, tak zwane pro-
gramy lat 1923 i 1925 wraz z instrukcjg roku 1925, kt6ére stano-
wig ostatni rezultat pedagogicznej mysli francuskiej.
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Plan nauki jest utozony z wielkg precyzja. Najwazniejszy jest
dla nas program matematyki i fizyki z chemjg. Otéz program ten
jest zupetnie jednostajny w klasach drugiej do siédmej obu wy-
dziatdw. Réznica jest tylko w programie klasy oOsmej, gdyz na wy-
dziale filozoficznym na matematyke i fizyke z chemjg przeznaczono
odpowiednio thgodniowo 2 i 3 godziny, na wydziale za§ matema-
tycznym 9*/j i 41, godziny.

Widzimy znaczne rozczarowanie co do tak zwanej dyskusji.
Badanie réwnan stopnia drugiego nalezy obecnie do kursu klasy
Vlld. Instrukcja 1925 roku moéwi tak: ,W algebrze, studjowanie
trojmianu i zastosowanie do zadan stopnia drugiego doszio do wiel-
kiej doskonatosci. Nalezy jednak ubolewaé, ze mze$¢ mechaniczna
odgrywa tu tak wybitng role i ze my$l o przysztych egzaminach
wypacza czasami logike nauczania, zbyt jednostronnie oznaczajac
porzgdek dyskusji“ i t. d. (p. 168).

W Kklasie VIIld na wydziale filozoficznym we Francji prze-
chodza poczatki rachunkéw rozniczkowego i catkowego, a na wy-
dziale matematycznym, procz tego, powtarzajg cala matematyke
i biorg: trygonometrje, z geometrji— o przeksztatcaniu figuri o prze-
cieciach stozkowych, geometrje wykreslng, kinematyke, statyke.

Bardzo dokfadne instrukcje z dnia 2 wrzesnia 1925 roku wy-
jasniajg pewne szczegoly, ktére dotyczg nauczania matematyki. Wielkg
uwage zwraca sie na rachunek pamieciowy, tak u nas zaniedbany.
W klasie trzeciej juz mamy zadania, ktdre dajg réwnania stopnia
pierwszego. Geometrja zaczyna sie w klasie czwartej. Nie zostata
przyjeta metoda fuzjonistyczna, chociaz powstata ona we Francji
(Gergonne, Mahistre, Charles Moéray). O radjanie uczen francuski
dowiaduje sie w klasie szostej w rozdziale geometrji ,,0 kotach“.
Instrukcja nakazuje ¢wiczy¢ uczni w uzywaniu instrumentow, gdy
tylko to moze nastgpi¢, zaczynajagc od klasy czwartej; oczywiscie
chodzi tu o kreslenie geometryczne. Rozdziat o logarytmach ucznio-
wie przechodzg w siédmej klasie przed zaczeciem trygonometrji.

To, cosmy przytoczyli, zmusza do sformutowania szeregu
wnioskow:

Program matematyki musiatby odpowiada¢ nastepujgcym wy-
maganiom :

a) we wszystkich dziatach matematyki program winien byg¢,
o ile mozna, zupetnie jednostajny w odpowiednich klasach wszyst-



198

kich typow szkot, précz klasy 6smej szkot srednich, gdzie rdznice
programéw moznaby wprowadzi¢ w obszernym zakresie;

b) w kazdym dziale program winien by¢ zupetnie konkretny,
majac na wzgledzie, iz uczen, konczacy szkote Srednig i nawet po-
wszechng, musi gtéwnie i przedewszystkiem mie¢ wyrobiong zu-
petng sprawno$¢ w stosowaniu nabytej wiedzy do wszelkiego ro-
dzaju zagadnien teoretycznych lub praktycznych;

c) uczen, ktory konczy trzy klasy szkoty Sredniej, winien
gruntownie przestudjowaé arytmetyrke; w nizszych klasach metoda
nauczania arytmetyki powinna by¢ genetyczna, lecz nie aksjoma-
tyczna;

d) program algebry musi wiecej uwzgledniaé dziaty, majace
zastosowanie praktyczne, zwracajagc znacznie mniej uwagi na tak
zwang dyskusje. W najwyzszym stopniu natomiast bytoby pozadane
wprowadzenie poczatkow rachunkéw rézniczkowego i catkowego;

e) program geometrji winien by¢ zupetnie zmieniony z odrzu-
ceniem metody fuzjonistycznej. Nalezy wprowadzi¢ kreslenie geo-
metryczne, geometrje za$ wykre$lng nieco ograniczyg;

f) program trygonometrji winien by¢ utozony racjonalnie, tak
abyr uczen dowiedziat sie o istnieniu radjanu na poczatku kursu
(lub, jeszcze lepiej, w odpowiednim dziale geometrji). Niema potrzeby
oddziela¢ studjowanie tréjkatow prostokatnych od studjowania troj-
katéw ukosnokatnych.



Wactaw Myslicki (Grodno).

Wykres funkcji kwadratowej z jednym pa-

rametrem zmiennym i dyskusja niektorych

zadan, ktorych rozwigzanie prowadzi do
rownania kwadratowego.

Wykres funkcji kwadratowej z jednym parametrem zmiennym
y —f(x) mozna uskutecznia¢ w sposéb nastepujacy: odnajdujemy
miejsce geometryczne wierzchotkow zbioru parabol, wyznaczonych
dang funkcja, rugujac z ukladu réwnan x0 —f{m) i ym—/, (tu)
zmienny parametr tu. Otrzymamy zalezno$¢ ym=y(a-0), ktéra
przedstawia miejsce geometryczne wierzchotkow parabol, wyznaczo-
nych zaleznoscig y = f(x).

Wykresliwszy to miejsce geometryczne wierzchotkéw parabol,
bierzemy pod uwage zaleznos¢ x0—/(»») irozwigzujemy jg co do m.
Otrzymamy tn = /, (x0) i uktadamy tabelke zmiennosci tej zaleznosci.

Wypisujemy wartosci parametru dla odpowiednich wierz-
chotkéw parabol na linji wierzchotkéw tych parabol.

Bioragc pod uwage spotczynnik przy x2 i wyraz wolny da-
nej funkcji y —flx\ mozemy wykresla¢ poszczegdlne parabole.

Punkty przeciecia sie poszczegdlnych parabol z osig x-6w
dadzg pierwiastki funkcji.

Przy wykresie niektdrych funkcyj mozna wprowadzi¢ upro
szczenig i ufatwienia, a mianowicie tych, ktore maja punkty state
(tj. punkty, przez ktore przechodza wszystkie parabole danego zbioru).

By funkcja kwadratowa miata na wykresie punkty state, wy-
starczy, aby spoOtrzedne tych punktéow nie byly zalezne od para-
metru; spoOtrzedne te odnajdujemy w ten sposéb, iz bierzemy pa-
rametr przed nawias i wyrazenie w nawiasie przyrownujemy zeru.
Stad odnajdziemy odciete statych punktéw; wstawiajgc zas zamiast x
otrzymane wartos$ci odcietych odnajdziemy odpowiednie rzedne.
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Majac stale punkty, fatwo wykreslimy funkcje kwadratowg
y = f(pc) i tatwo na podstawie wykresu zbadamy pierwiastki tej
junkcji dla réznych wartosci parametru.

Autor podaje kilka przyktadéw dyskusji zadan przy pomocy
wykresow.

Karol Grycz (Cieszyn).

Nauczanie matematyki we wspodiczesnej
Austriji.
(Streszczenie).

Komunikat jest oparty na lekturze odpowiednich czasopism
dydaktycznych i na spostrzezeniach dokonanych w czasie zwiedza-
nia Srednich Zaktadéow w Wiedniu w maju 1927 r.

Na wstepie wypowiadam kilka zdan o organizacji szkolnictwa
Sredniego we wspodtczesnej Austrji.

Przechodzac do nauczania matematyki, poréwnuje materjat
naukowy w szkotach s$rednich w Polsce, z materjatem w odpo-
wiednich szkotach w Austrji.

Gtowng treScig komunikatu jest metodyka nauczania. Wy-
jasniam na czem polega stosowanie metody szkoty pracy przy na-
uczaniu matematyki we Wiedniu i wyprowadzam wnioski dotyczace
nauczania matematyki w Polsce.



Otton Nikodym (Krakéw).

O nauczaniu nierownosci w wyzszych kla-
sach szkoty Sredniej.

Celem nauczania matematyki w wyzszem gimnazjum jest
stopniowe wprowadzenie ucznia w S$wiat myslenia pojeciowego.
W szczegdlnosci, nalezy ucznidow przyzwyczai¢ do porzadnej de-
dukcji. Nie znaczy to, by wszystkie twierdzenia nalezato porzadnie
w szkole udawadniaé; na to niema czasu, — zresztg niektore do-
wody bylyby za trudne. Duzo twierdzen musi sie czesto podac
bez dowodu a tylko niektére, mianowicie dajace sie tatwo i prosto
udowodni¢, nalezy poprze¢ odnosnym, dobrze przemys$lanym do-
wodem. Tzw. pseudo-dowody, od ktérych rojg sie podreczniki
szkolne — sg bardzo szkodliwe, gdyz hamujg rozwdj umj stowy
ucznia.

Ponizej wskaze dziedzine, w ktérej mozna bardzo porzadne
dowody poda¢ uczniom — co wiecej, mozna jg przedstawi¢ w postaci
aksjomatycznej i to nawet na dos$¢ niskim poziomie rozwoju umy-
stowego uczniow: w klasie 1VIe gimnazjalnej.

Ze tak jest istotnie, miatem sposobno$¢ przekonaé sie doswiad-
czalnie, uzyskujac u przeszto 70% uczniéw zupeinie wystarczajgce
zrozumienie rzeczy.

Dziedzing tg jest teorja nieréwnos$ci, przez co rozumiem teorje
zwigzkdw majgcych posta¢ u<(b, b> a, a rozpatrywang w zakre-
sie liczb wzglednych utamkowych (ktére oprocz liczb utamkowych
dodatnich i ujemnych, obejmujg tez liczbe 0).

Zanim przystapie do wytozenia wiasciwej rzeczy, musze podac,
jakie wiadomosci i dyspozycje uczniowie musza posiada¢, by mozna
byto przystapi¢ do uczenia teorji nierdwnos$ci ponizej przedstawiong
metoda.
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Zakladam, ze opr6cz rozumienia istoty czterech dziataii na
liczbach wzglednych utamkowych, uczniowie znajg i umiejg stosowac
zasadnicze prawidta przeksztatcania wyrazen arytmetycznych (w oma-
wianym zakresie liczb). Dla wyjasnienia nadmieniam, ze przeksztal-
ci¢ wyrazenie dane znaczy napisa¢ nowe wyrazenie o tej samej
wartosci. Oto gtéwne prawidta przeksztatcen: pi-awidlo opuszczania
nawiasOw, przemiennosci wyrazéw w wielomianie, mnozenia wie-
lomianu przez wielomian, redukcji wyrazéw podobnych, redukcji
utamkéw o réwnych mianownikach.

Po drugie zakfadam, Zze uczniowie znajg zasadnicze twier-
dzenia o roéwnosciach prawdziwych. Np. Jezeli w réwnosci prawdzi-
wej przeksztatcimy jedng lub obie stron}-, wowczas nowa, otrzymana
rownos¢ bedzie takze prawdziwa. Pozostate twierdzenia dotyczg do-
dawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia obu stron nierdwnosci
prawdziwej przez jedne i te same liczbe (wzglednie przez wyraze-
nia, majace réwne wartosci).

Po trzecie zakladam znajomos$¢ praw formalnych, rzadzacych
réwnoscig: symetrja, zwrotnos¢, przechodnio$é.

Co do dyspozycyj logicznych, zaktadam, ze uczniowie udo-
wadniali juz twierdzenia geometryczne (nawet tzw. ,oczywiste”), ze
wiedza, co to jest zalozenie a co teza. Zaktadam, ze wiedzg, co to
znaczy oprze¢ sie na jakiem$ twierdzeniu; dalej, ze wiedzg, iz nie
wolno oprze¢ sie na twierdzeniu, ktére nie bylo wykazane Ilub
wyraznie przyjete bez dowodu. Zaktadam dalej, ze wiedzg, iz de-
finicja stowa, znaku lub zespolu znakéw jest to umowadotyczgca
znaczenia tego znaku lub zespotu znakow. W koncu zaktadam, ze
uczniowie umiejg poprawnie zastosowa¢ wyzej podane ogdlne twier-
dzenia arytmetyczne do przyktadow szczegolnych.

Metoda uczenia nie ma polega¢ na wyktadzie lecz na rozmo-
wie z uczniami, ktérzy powinni byé przyzwyczajeni do swobodnego
wypowiadania sie, do interpelacji, do zapytania sie o kazdy nie-
jasny dla nich szczegét. Nauczyciel wstrzymuje sie zupetnie od
klasyfikacji w czasie przerabiania nowej lekcji, méwi powoli, wy-
raznie i nie za wiele, jest cierpliwy i nigdy nie gniewa sie na
ucznia, gdy odpowie Zzle lub niedorzecznie: raczej dyskutuje z nim.

Jeszcze jedna uwaga: zadne tzw. liczby ,,0g6Ine* nie istniejg
(w nauce szkolnej) podobnie jak niema zadnych ,0g6lnych“ punk-

') a nie za$ jaki$ opis pojecia za posrednictwem genus prosimum i dif-
ferentia specifica.
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tow w przestrzeni; wszystkie liczby sg szczegdlne jakkolwiek moga
by¢ oznaczone literami.

Obecnie przystepuje do rzeczy wiasciwej, ktérg przedstawie
w szkicu, uzywajgc takiego (mniejwieeej) jezyka, jakim nalezy prze-
mawia¢ do uczniéw. Jasng jest rzecza, ze wszystko, co nastgpi, po-
winno by¢ opracowane szczegOtowo i rozszerzone pytaniami Cwi-
czebnemi. — Teorja zajmie dwa do trzech tygodni czasu, liczac
3—4 godziny tygodniowo.

Dotychczas uzywaliSmy liter na oznaczenie liczb. Obecnie
umowmy sie oznacza¢ literami tez wyrazenia arytmetyczne, majgce
warto$¢. Np. wyrazenie 3— 2.~ -f- 7, bedziemy mogli, gdy tylko ze-
chcemy, oznaczyc¢ jakas$ litere np. a. Natomiast £ nie bedziemy oznaczali
zadng literg, gdyz forma ta nie ma zadnej wartosci Ta sama litera
oznacza¢ bedzie jednakie wyrazenie; rdzne litery — rozne lub jedna-
kie wyrazenia. Umdwmy sie moéwi¢, ze wyrazenie jest dodatnie,
jezeli warto$¢ jego jest dodatnia; ze jest ujemne, jezeli wartos¢ jego
jest ujemna. Aby zaznaczyé, ze wyrazenie a jest dodatnie, umowmy
sie pisa¢ a dod.; aby zaznaczy¢, ze b jest ujemne, umoéwmy sie
pisa¢c b uj — a dod., b uj. sg to zdania, ktére moga by¢ praw-
dziwe albo falszywe.

JesteSmy przekonani, ze

I. jezeli a dod., a— a\ wdwczas a' dod.

II. jezeli auj,a= a', wowczas a' uj.

1. jezeli adod., woOwczas —a uj.

IV. jezeli auj., wowczas — a dod.

V. jezeli adod. oraz b dod., wobwczasa -j-
V1. jezeli adod. oraz b dod.. woOwczasa

VII. jezeli adod., wowczas ~ dod.

VIIl. O kazdem wyrazeniu a (majagcem warto$¢) mozna po-
wiedzie¢ ze zawsze zachodzi jedna ale tylko jedna z trzech mozli-
woscCi :

1) a dod. 2) a uj. 3) a= 0%

¢) Twierdzenia te nalezy wyjasni¢ uczniom doktadnie na przyktadach,
by uzyskaé¢ przekonanie o prawdziwosci twierdzeh. Ponadto nalezy owe twier-
dzenia wyrazi¢ dodatkowo w postaci nastepujacej: np. gdybysSmy przypuscili,
ze pewne wyrazenie u jest dodatnie, toby$Smy mieli prawo wywnioskowaé, ze
— a jest ujemne. Np. gdyby — 3-f-1 byto dodatnie, toby ( d-j-1) byto ujemne.
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Przypomnijmy sobie znane twierdzenia o réwnosciach (réwna-
niach) prawdziwych, oraz znane twierdzenia o przeksztatceniu wy-
razen w zakresie liczb wzglednych utamkowych ).

Def. 1. Majac dwa wyrazenia a, b (majgce wartos¢), uméwmy
sig, ze zespOt znakdéw

a<b [czytamy a mniejsze od b]
oznacza¢ bedzie to samo, co zdanie:
b —a dod.

Uktad znakéw a <fb jest wiec zdaniem, ktére moze by¢é prawdziwe
albo fatszywe.
Def. 2. Majac dwa wyrazenia a, b (majgce wartos¢), uméwmy
sie, ze zesp6t znakow
af>b [a wieksze od 6]

oznacza¢ bedzie to samo, co b< a.

Uczniowie kojarzyli dotychczas ze stowem »wigkszy« i »mniejszy« zna-
czenie wzigte z zycia codziennego. Ot6z nalezy pokaza¢ uczniom, ze stowo
»mniejszy« i »wiekszy« co innego znaczy¢ beda, niz w zyciu codziennem. | tak
np. —4 jest mniejsze od — 1, gdyz (— 1) — (— 4) itd., chociaz wyda sie im, ze
powinnoby by¢ przeciwnie. Cel: przyzwyczajenie ucznia do rozumienia stowa
W znaczeniu umoéwionem a nie za$ tyiko zgodnie z przyzwyczajeniami zycia
codziennego.

Bedziemy teraz udowadniali rézne twierdzenia, postepujac po-
dobnie, jak w geometrji: bedzie zatozenie, teza, dowod — a przy
kazdym kroku bedziemy wyraznie podawali, na czem sie opiera
bedziemy.

Postanowimy sobie jednak, ot tak dla zabawy, Zze wolno nam
bedzie opiera¢ sie wytacznie: 1) na twierdzeniach 1—VIII, ktére
nazwiemy aksjomatami, 2) na twierdzeniach o réwnoS$ciach praw-
dziwych, 3) na prawie symetrji, zwrotnosci i przechodniosci dla

Zaznaczam, ze oswojenie ucznia z wyciagganiem wniosk6w z przypuszczen, nawet
fatszywych, jest niezmiernie wazne dla wszystkich dowodéw »nie wprost«.
W ielkg staranno$¢ nalezy poswieci¢ twierdzeniu VII11., ktére orzeka wiasciwie
dwie rzeczy 1) ze przynajmniej jedna z ewentualno$ci zajs¢ musi 2) ze nigdy
dwie réwnocze$nie zaj$¢ nie moga.

*) Powyzszy wstep zajmie dwie lekcje w klasie dobrej za$ trzy w klasie
stabszej.
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réwnosci, 4) na twierdzeniach ktére przedtem udowodnimy, wreszcie
5) na definicjach 1. 2., nie wolno za$ nam bedzie oprze¢ sie na ja-
kiemkolwiek twierdzeniu, nawet prawdziwem, ktdre nie nalezy do
wyliczonych tu twierdzen. Np. nie wolno bedzie sie nam oprze¢ na
tem, ze gdy a uj. i b uj. to a.b dod. — o ile tego twierdzenia
wpierw nie udowodnimy.

1. Twierdzenie. Jezeli

to a< b.
Dowod. Z zatozenia 1:
a<"b
Def. 1.
(1) b- a dod.
Z zalozenia 2:
b= b
Stosuje twierdzenie o odejmowaniu tego samego wyrazenia od obu
stron réwnosci prawdziwej

2) b—a=b—a
Do (1) i (2) stosuje aksjomat I:

V — a dod.
Def. I.
a<ib' c¢ b d o

2. Twierdzenie. Jezeli

1. a<i
2. a— a'
woéwczaB
a'< b
3. Twierdzenie. Jezeli
1. a<Cb
2. a= a
3. b=V
woéwczas
a'= b\

4. Twierdzenie, Jezeli
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(¢<¢C
wowczas
a<c.
Doicéd. Z zalozenia 1:
a<ib
Def. 1.
(1) b—a dod.
Z zatozenia 2:
b< ¢
Def. 1.
(2) ¢—b dod.
Do (1) i (2) stosuje aksjomat V:
3 (b—a) -f- (c— b) dod.
Na podstawie praw przeksztatcen prawda jest, iz
(¢>-a) + (c-0) =
prawo opuszcz. nawiasow

= b—a-)-c—b=
prawo redukcji wyrazéw podobnych

prawo przemiennosci wyrazow
= c—a
Pierwsze wyrazenie réwna sie drugiemu, drugie trzeciemu,
trzecie czwartemu — przeto pierwsze rowna sie czwartemu.— Czyli

4) (b—a)-f-(c—b)— c—a
Do (3) i (4) stosuje aksjomat I:
c— a dod.
Def. I.

a<”c c b d o

Nie nalezy sili¢ sie, by koniecznie wydoby¢ metodg heurystyczng pierwsze
dowody od uczniéw. Nalezy to jednak czyni¢ z dowodami pézniejszymi, o ile
nie wchodzi tu jaka$ istotnie nowa i nieznana uczniom metoda.

Wida¢, jak sie bedzie rozwija¢ teorja w dalszym ciggu. Po
kilku lekcjach uczniowie sami potrafig niejedno, nawet nowe.twier-
dzenie udowodni¢ oraz bedg zglasza¢ liczne zadania tzw. ,zadania
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z wiasnej pilnosci“ (zadania nieobowigzkowe uwazam za najbardziej
ksztalcgce). Nawet nowe twierdzenia beda lepsi uczniowie wykry
wali i podawali ich dowody.

Eksperymentowatem powyzszg teorje wielokrotnie w klasach
IV, V, VI, VII i VIII i nie zauwazylem zbyt wielkiej roznicy
w zdolnosci pojmowania tej teorji w powyzszych klasach. Teorja
ta ma te zalete, ze przedstawia pewien caty system dedukcyjny,
ktéry bedzie mozna kiedy$ omoéwi¢ w VII1*1 klasie przy okazji
ogo6lnych uwag o budowie matematyki, sama za$ daje sposobno$¢
do wpajania w uczniow, obok poczucia S$cistosci tez wielu pojec
logiki formalnej, np. pojecie réwnowaznosci zdan ogdlnych: (Przy-
ktad 1. adod. i Il. a> 0 sg réwnowazne, co oznacza: z zalozonej
prawdziwosci pierwszego zdania wynika prawdziwo$¢ drugiego i od-
wrotnie).



Szymon Ohrenstein (Drohobycz).

Teorja proporcji w klasie pigtej gimnazjum
humanistycznego i matematyczno-przyrod-
niczego.

Celem niniejszego referatu jest zwrdcenie uwagi na pewien sposéb
wyktadu geometrycznej teorji proporcji, przewidzianej w punkcie
czwartym programu geometrji dla klasy piatej gimnazjum humani-
stycznego i matematyczno-przyrodniczego. Wedtug programu nalezy
poda¢ definicje ,,odcinkéw proporcjonaln}rch jako odcinkéw wyzna-
czonych na ramionach kata przez pek prostych rownolegtych®.
Teorja proporcji oparta na tej definicji zalezna jest od twierdzenia
Desargues’a dla tréjkatéw o bokach odpowiednio rownolegtych. Dla
tego tez punktem trzecim programu, poprzedzajgcym proporcjonal-
no$¢ odcinkdw, jest ustep o wzglednem potozeniu prostych i pta-
szCzyzn W przestrzeni, zawierajagcy wspomniany przypadek szcze-
gélny twierdzenia Desargues’a (ktérego dowdd, jak wiadomo, tatwiej
przeprowadzi¢ opierajac sie natwierdzeniach stereometrycznych). Prze-
robienie tego ustepu stereometrji wklasie pigtej nastreczajednak znaczne
trudnosci i wymaga takiej ilosci lekcyj, ze w praktyce nie starczy
czasu na teorje proporcji. Jezeli sie chce wyzyska¢ wartosci ksztat-
cace nauki pierwszych rozdziatow stereometrji, nalezy jg zdaniem
mojem przesung¢ do klasj® szostej. W tej klasie mozna juz bowiem
wprowadzi¢ pojecie dowodu zupetuego, do czego znakomicie nadajg
sie dowody twierdzen o wzajemnem potozeniu prostych i plaszczyzn.
Nalezy wiec usung¢ z klasy pigtej twierdzenie Desargues’a, a zatem
obra¢ inng definicje proporcjonalnosci odcinkéw jako punkt wyjscia
geometrycznej teorji proporcji. Uwazam, ze mozna zastosowa¢ z ko-
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rzy$cia wyktad teorji proporcji, ktory podat za Hilbertem)
w formie uproszczonej B. Levi?2).

Podaje nizej szkic tej teorji z pewnemi drobnemi i nieistot-
nemi zmianami, podyktowanemi jednak wzgledami dydaktycznemi,
zaznaczajac, ze stosowatem ja kilkakrotnie z dobremi wynikami.

1. Definicja. Para odcinkéw a. b jest proporcjonalna do pary
odcinkéw c, d to znaczy, ze kat lezacy naprzeciw a w trojkacie
prostokagtnym o przyprostokatnych a, b jest rowny katowi lezacemu
naprzeciw ¢ w tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych c. d.

Wprowadza sie oznaczenie: a:b = c:d i terminy: proporcja,
wyrazy skrajne etc.

2. Twierdzenie. a\b — a:b (zwrotnos¢)

3. Twierdzenie, a:b— c¢:d .f).c:d — a: b (symetrja)

4. Twierdzenie. a:b — c:d.c:d= e:f.f) .a:b= e:f (prze-
ckodnios¢)

5 Twierdzenie. Do odcinkéw a. b, c istnieje przynajmniej je-
den odcinek d taki, ze a:zb — c:d

6. Twierdzenie, a:b= c:dl. a:b= c:d2 .f).ch,= dr Dowody
powyzszych twierdzen sg bardzo tatwe.

7. Definicja odcinka czwartego proporcjonalnego

8. Lemat. Jezeli przekatne czworoboku wpisanego przecinajg
sie pod katem prostym w punkcie, ktory dzieli jedng na odcinki
a, d a druga na odciuki b, c, to

a:b—c:d i a:c= b:d

W dowodzie nalezy powota¢ sie na réwnos¢ katéw wpisanych
i na definicje proporciji.

9. Twierdzenie. a:b — c¢:d.f) .a:c= b:d

Dowodd. Niech proste p i r przecinajg sie pod katem prostym
w punkcie O. Na prostej p obieramy punkt A a na prostej r punkty
B i C po przeciwnych stronach punktu 0 tak aby OA — a, OB = b,
OC—c

‘) Grundlajren der Geometrie, IV Aufi. 1913, rozdziat II1.

J Poréwn.: Zagadnienia dotyczgce geometrji elementarnej zebrat i utozyt
P. Enriques, tom I. Krytyka podstaw. Z drugiego wyd. wtoskiego przetozyli
St. Kwietniewski i W}t Wojtowicz, Warszawa 1914, str. 214 oraz:
F. Enriques i U. Amaldi, Zasady geometrji elementarnej do uzytku szkét
$rednich przetozyt Wt Wojtowicz, Warszawa 1916, str. 200.

Dodatek do Rocz. Pol. Tow. matem. 14
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Okrag, przechodzacy przez punkty A, B, C, przecina prostg p
w drugim punkcie X takim, ze OX = x. Z lematu 8 wynika:

()] atb= cix i
(m a:c= b:x

Z zatozenia i z (I) wynika (tw. 6):
() x=d

z (1) i (1) wynika teza.

10. Twierdzenie. a:b— c:d .f).(a b):(c d)= a:c.

Dowdd. Niech O bedzie wierzchotkiem kata prostego. Na jed-
nem ramieniu tego kata obieramy punkty 4 ii a na drugiem
punkt O tak, aby OA= a OB— a-}-b, OC— c Przez B prowa-
wadzimy réwnolegta do AC, przecinajgcg OC w punkcie X. Przez
A prowadzimy rownolegty do OC, przecinajagcg B X w punkcie E*
Niech AE — x zatem C X — x. Mamy proporcje:

) ac= b:x

) (a-)-N):(c-fx) = «:c.
Z zatozenia wynika:

(1) a:c — b:d.
Z () i (1) wynika:

(V) X = d

Z (1) i (IV) wynika teza.

11. Twierdzenie. p:p' = r:r'.q:d = rir.3 «{p+ 2):(P' -f-
--q') = rir’.

Dowdd opiera sie na twierdzeniach 3, 4, 9 i 10.

12. Letnat. Jezeli r i r oznaczajg promienie k&t wpisanych
odpowiednio w trojkaty ABC i A'B'C' i jezeli A= "r A
i ¢(EB = ~:B\ to AB: AIB'= r:r'.

Dowod. Oznaczmy S$rodki k6t wpisanych odpowiednio przez
O i 0' a punkty stycznosci bokéw AB i A'B' przez D i D'. Niech
AD —p, AD'—p, BD—qi B'D'-=q'. Z trojkagtow OAD i 0'A'D"'
oraz OBD i 0'B’D' mamy:

p:r=priqir=q:
stad p:p'= rir i g:q°= r:
stosujac twierdzenie 11 otrzymamy teze.

13. Definicja podobieAstwa trojkatow.

r
r1
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14, Twierdzenie. Jezeli dwa katy jednego tréjkata sg réwne
odpowiednim katom drugiego tréjkata, to te tréjkaty sa podobne.

Dowdd na podstawie lematu 12.

Twierdzenie Talesa jest wnioskiem z twierdzenia 14. Dalsze
twierdzenia teorji proporcji i podobieAstwa trojkatéw wyprowadza
sie jak zwykle.

Na zakoriczenie pozwalam sobie dodaé, ze uwazam, iz geome-
tryczna teorja proporcji nadaje sie szczeg6lnie do ,,wdrozenia ucznia
<30 Scistego rozumowania dedukcyjnego®, co wedtug programu jest
pierwszym z celéw nauczania matematyki w szkole $redniej.

14



Stanistaw Pajak (Lwow).

Uwagi dotyczace metody nauczania mate-
matyki w klasach wyzszych gimnazjum.

Wynik pracy szkolnej zalezy: a) od miodziezy, b) od nauczy-
cieli, ¢) od programu, d) od metody nauczania.

W obecnych czasach dajg sie zauwazy¢ niedomagania w nauce
szkolnej wskutek:

ad a) 1) nienalezytego doboru miodziezy, 2) powierzchownego
jej studjum;

ad b) 1) braku dostatecznej wiedzy u nauczycieli, 2) braku
odpowiedzialnosci za wyniki pracy, 3) przyjmowania za wielu obo-
wigzkow;

ad c) 1) wprowadzenia do programu materjatu zb}'t wysokiego,
2) roztozenia materjatu niestosownie do sit duchowych i zaintere-
sowania miodziezy, 3) braku systematycznego wyczerpywania ma-
terjatu;

ad d) 1) przeceniania wartosci heurezy, 2) grzechow przeciw
zasadzie: repetitio est mater studiorum, 3) grzechéw przeciw zasa-
dzie: budowa¢ mozna tylko na mocnych fundamentach. 4) niedo-
ceniania wartosci pracy domowej ucznia, 5) braku zestawienia wzo-
rowych zadan.

Srodki zaradcze:

ad a) 1) dopuszcza¢ do studjow miodziez zdolng, a przez pod-
niesienie wymagan zmusi¢ jg do gruntownej pracy, 2) nie pozba-
wia¢ miodziezy czasu potrzebnego jej na nauke domowsa;

ad b) 1) potrzebne sg kursy doksztatcajgce dla nauczycieli,
2) odpowiedzialno$¢ dyscyplinarna nauczycieli za brak wiedzy
uczniéw w szczegolnosci przy egzaminie dojrzatosci, 3) potrzebne
jest okre$lenie maximum zatrudnienia ubocznego z réwnoczesnem
zabezpieczeniem zaspokojenia potrzeb zyciowych;
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ad ¢) 1) wytgczy¢ z programu kl. V przyblizenia liczbowe,
jako mato interesujace, 2) zrezygnowac¢ z obliczania liczb niewy-
miernych przez tworzenie ciggdw, jako praktycznie ucigzliwego i ra-
bujacego wiele czasu, 3) zrezygnowaé¢ w kl. VIl z pojecia granicy,
ciggéw liczbowych zbieznych i rozbieznych, jako przerastajgcego
sity ogdétu uczniow, 4) potozyé wiekszy nacisk na uktadanie rownan
z zadan tekstowych w kl. V, 5) zadania dyskusyjne, ktérych roz-
wigzanie prowadzi do réwnania kwadratowego z jednym parame-
trem zmiennym przenie$¢ z kl. VI, gdzie nie budzg zainteresowania
i zrozumienia nalezytego do klasy VIl wzglednie dopiero VIII;

ad d) 1) heureze stosowal przy rozwigzywaniu zadan, ma-
terjat teoretyczny za$ winien nauczyciel wyktadac¢, pociggajagc do
wspotpracy uczniéw, 2) ustali€c kanon typowych zadan dla
kazdej klasy, ktore kazdy uczen winien opanowac, 3) przestrzegac
zewnetrznej systematyczno$ci w traktowaniu materjatu.

4) Egzekutywa:

a) zada¢ opanowania pamigeciowego wzorow, /?) zadaé wyucze-
nia sie biegtego materjatu przeznaczonego do przerobienia w domu,
y) nie zadawaé¢ do domu zbyt duzo ale za to zadac biegtosci, 6) wy-
znacza¢ materjat do przerobienia z witasnej pilnosci zwihaszcza z za-
dan i interesowac¢ sie nim}

5) Przeciwdziata¢ prawu zapomnienia przez

a) kontrole opanowania poszczeg6lnych lekcyj. /?) zestawienie
wynikéw poszczeg6lnych rozdziatdw, y) powtarzanie przez ¢wicze-
nia odpowiednich dziatow koncentracyjnych, () powtarzanie catosci
z koncem potrocza i roku, €) powtorzenie gtdwnych zadan w kl. VIII.



S. Steckel (Kielce).
O pojeciu granicy w szkole Sredniej.

Najwazniejszym bodaj zagadnieniem z zakresu dydaktyki ma-
tematyki w klasach wyzszych szkét srednich, jakie praktyka szkolna
obecnie wysuwa, jest kwestja wprowadzenia pojecia granicy. Kwestja
ta nie byla dotychczas prawie zupeilnie omawiana w naszej litera-
turze dydaktycznej, lecz nie ulega watpliwosci, ze oSwietlenie jej
i dyskusja moze w pewnej mierze przyczyni¢ sie do racjonalnego
nauczania tego dziatu matematyki szkolnej. Zapoczgtkowanie takiej
dyskusji jest celem referatu.

Przedewszystkiem nasuwa sie pytanie, jakg role nalezy przy-
zna¢ pojeciu granicy w catoksztatcie materjatu szkolnego i w jakim
zakresie majg by¢ opracowane zastosowania tego pojecia. Nastepnie
wazng jest sprawa metody nauczania tego dziatu i w zwigzku z tern
kwestja pogodzenia wymagan poprawnos$ci logicznej z warunkami
dostepnosci dla umystu ucznia.

Jak wiadomo, juz niektére najprostsze zagadnienia matematyKki
szkolnej wymagajg stosowania pojecia granicy. Z drugiej strony ma
to pojecie olbrzymie zastosowanie w wszystkich dziedzinach mate-
matyki i nauk S$cistych. Pozatem posiada pojecie granicy ogromng
warto$¢ ksztatcgca, gdyz w duzym stopniu rozwija zdolno$¢ do ab-
strakcyjnego myslenia. Wzgledy te przemawiajg za poswieceniem
szczegblnej uwagi tak. samemu pojeciu granicy, jak i jego zastoso-
waniom. w programie gimn. paiAstwowego pojecie granicy wraz
z zastosowaniami tworzy cze$¢ kursu kl. VII. Sadze, ze sciste opra-
cowanie tego dziatu w klasie VII winno poprzedza¢ opracowanie
propedeutyczne w kl. VI, gdyz uczen, znajacy juz pewne zastoso-
wania pojecia granicy, lepiej oceni konieczno$¢ Scistej definicji i war-
to$¢ Scistego dowodzenia. Za propedeutycznem opracowaniem w Kl.
VI, przemawia rowniez ten wzglad, ze niektére tematy z matema-
tyki lub fizyki (jak np. pojecie predkosci) w kl. VI wymagajg przy-
najmniej intuicyjnego zrozumienia pojecia granicy. Jezeli chodzi
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0 zastosowania pojecia granicy, to program wymienia nastepujgce
tematy: postep geometryczny nieskonczony, pomiar kola, objetos¢
ostrostupa, pomiar bryt obrotowych. Nie znajdujemy natomiast
W programie zastosowania pojecia granicy do zagadnienia stycznosci.
Zagadnienie to jednak, ktore posiada pierwszorzedne znaczenie w dzie-
jach rozwoju nauk matematycznych, winno byé opracowane w gim-
nazjum. Zagadnienia takie, jak obliczenie objetosci ostrostupa jako
granicy sumy objetosci graniastostupdéw, winny by¢ tak opracowane,
aby uczen mogt sobie nalezycie uswiadomi¢ mys$l przewodnig ro-
zumowania, prowadzacego drogg uogdlnienia do pojecia catki. Przy
omawianiu szeregébw nieskofnczonych nie nalezy poprzesta¢ jedynie
na szeregach geometrycznych, ale nalezy réwniez opracowa¢ kilka
pouczajagcych przyktadow szeregébw niegeometrycznych. W gimna-
zjach matem.-przyrodniczych moznaby sie nawet posung¢ az do wypro-
wadzenia kryterjow zbieznosci d’Alembert’a i Cauchy’ego. Kwestje
wprowadzenia do klas wyzszych gimnazjum elementéw rachunku
rézniczkowego i catkowego uwazam za drugorzedng z punktu wi-
dzenia og6lnych celéw nauczania. Natomiast od szkoty Sredniej mu-
simy bezwarunkowo sie domaga¢, aby ucznia przynajmniej przygo-
towata do zrozumienia odnos$nych poje¢ i zagadnieri rachunku nie-
skoninczonosciowego, co da sie osiggng¢ przez odpowiedni wybor ma-
terjalu nauczania z dziedziny zastosowar pojecia granicy i staranne
opracowanie tematow, majacych bliski zwigzek z podstawowemi za-
gadnieniami rachunku rézniczkowego i catkowego. W kazdym razie
nalezatoby sie zastanowi¢, czyby nie byto jednak pozytecznem wia-
czy¢ elementy rachunku nieskanczonosciowego do programu. Za-
znaczy¢ nalezy, ze na Zachodzie rachunki t. zw. wyzsze niemal
wszedzie sg objete programem matematyki i niekiedy przerabiane
sg w bardzo szerokim zakresie.

Przy wprowadzeniu pojecia granicy wystepuje trudnos¢ bardzo
powazna natury dydaktycznej zaraz na poczatku, bo juz przy defi-
nicji granicy ciggu nieskoficzonego. Definicji tej nie mozna drogg
heurezy wydoby¢ od ucznia, lecz musi ona by¢ przez nauczyciela
odrazu narzucona i nastepnie dopiero przy czynnym udziale klasy
analizowana. Jest tedy waznem zadaniem nauczyciela uprzednio przy-
gotowa¢ uczniéw do zrozumienia nowego pojecia, a to zapomocg od-
powiednio dobranych zadan i ¢wiczeA. Jest bardzo pozytecznem
przed podaniem definicji granicy ciagu zaznajomi¢ uczniow z ter-
minem: ,prawie wszystkie wyrazy“, wprowadzonym przez G. Ko-
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Walewskiego; zwrot ten ogromnie upraszcza wystowienie i ulatwia
zrozumienie tej definicji. Okreslanie granicy ciggu przy pomocy
pojecia miejsca skupienia uwazam za niewskazane w szkole $red-
niej. Definicja granicy winna by¢ podana w szacie arytmetycznej
i nastepnie interpretowana geometrycznie. Dowody twierdzen z te-
orji granic musza by¢ przeprowadzone zupetnie $cisle. Racjonalne
nauczanie omawianego dziatlu matematyki wymaga szczeg6lnie sta-
rannego doboru zadan, przerabianych w klasie i zadawanych ucz-
niom do domu. Wchodzg tu w rachube dwa rodzaje zagadnien,
a mianowicie zadania na zastosowanie pojecia granicy do algebry,
geometrji, trygonometrji, geometrji analitycznej i zadania o chara-
kterze teoretycznym; zadan tej drugiej kategorji nie mozna zupet-
nie poming¢ w szkole $redniej, stuzyé majg one do nalezytego
ugruntowania i pogtebienia pojecia granicy.

Program ministerjalny przewiduje opracowanie w kl. V11 procz
pojecia granicy jeszcze trygonometrji i znacznej czeSci stereometrji.
Niewielka stosunkowo ilo$¢ godzin, jaka mozna w tych warunkach
poswieci¢ pojeciu granicy nie pozwala na nalezyte pogtebienie strony
teoretycznej ani na gruntowniejsze opracowanie zastosowan. Ce-
lem uzyskania czasu potrzebnego na opracowanie pojecia granicy
w mysl postulatdbw wyzej przytoczonych, nalezatoby niektére punkty
programu kl. VIl przesunaé¢ do kl. VI. Taka modyfikacja programu
databy sie przeprowadzi¢ nawet bez koniecznosci powigkszenia ilosci
materjatu naukowego w kl. VI, gdyby zgodzi¢ sie na mniej szcze-
gotowe niz dotychczas opracowanie teorji tréjmianu w kl. VI. A s3-
dze, ze w naszych gimnazjach poswiecamy zbyt duzo miejsca teorji
tréjmianu i ze to dzieje sie ze szkodg dla innych dziatdbw matema-
tyki, bardziej moze pouczajgcych i interesujgcych.

Stefan Banach (Lwow): O pojeciu granicy.
Ob. Rachunek rdzniczkowy i catkowy t. I, rozdz. I, Lwéw 1929,

Antoni Rusiecki (Warszawa): O nauczaniu przyblizen dzie-
sietnych tc szkole Sredniej.



Lista autorow
referatow wygtoszonych na Zjezdzie.

Str.
Abramowicz K. ... . . . 125
Andersen A. F. P, 78

Babski B .. . 189
Banach S.......iviieeen 118, 216
Bary N... ... 118
Bieganski E ... .195
Biernacki M., ... 143
Blumenfeld ..o . .189
Bottcher £ ..o, .. 146
Burdecki F.ocovvvvein

Garlicki S . 147
Greniewski H...ccevinnine o 16
Gruzewski A.. .118
Grycz Ko 177, 200
Hlavaty V ...,

Hoborski A ...coceveviene . .170
Hurewicz W ..o o 58
Jacob M. . 89
Jaskowski S o 36
Kaczmarz S. . .. . 91
Kempisty S

Knaster B ... S 58
Kuratowski K......ccocovinnne . 55
Leja Foceeecieceeeen R
Lichtenstein L.
Lindenbaum A.

tomnicki A ..o . 190
Lukasiewicz J. L 36
Luzin Sl...

Mazur S.....in,

Slenchoff D.coveveeeccccne

Sir.
Mickiewicz W. . . .. 196
Myslicki W. . . . 199
Neumann J. V. . . . 108
Neyman-Sptawa J. ... 189

Nikliborc W.
Nikodym 0. .
Ohrenstein S.

Orlicz W.

Pajak S..oiiinnienne

Rosenblatt A. . 172, 178, 181
Rusiecki A. . 216
Ruziewicz S. 109
SAKS S e 56
Schauder J. . . . 146
Sergescu P. 134, 185
Sierpinski W. 37, 43, 117
Slebodziniski W. 174, 188
Steckel S. 111, 214
Steinhaus H.

Stozek W.

Straszewicz S.

Tarski A.

Wazewski T.

W eyssenhoff J.
Wolfke L.
Zarankiewicz K.
Zaremba S. K. .
Zarycki M.
Zawirski Z.
Zygmund A.
Zylinski E.




Uzupetnienie

do komunikatu p. T. Wazewskiego (str. 115) nadestane
w czasie druku:

1. Twierdzenie umieszczone na wstepie streszczenia mego komu-
nikatu (str. 115) zostato ogtoszonejuz poprzednio przez p. Kintchine'a—
0 ezem dowiedziatem sie podczas kongresu dzieki uprzejmej
informacji p. N. Bary. Twierdzenie to cytuje jako twierdzenie
p. Kintchinea w swej nocie ,Un théoreme sur les fonctions déri-
vables®“ (Ann. de la Soc. Polon, de Math. T. VI. str. 91).

2. Str. 116, wiersz 5 od dolu zamiast koniecznym i wystar-
czajacym ma by¢ wystarczajacym.
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