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NIEKTÓRE. ZAGAENlMIA
DYNAMIKI FRZESIEWACZY WIBRACYJNYCH

Streszczenie. W pracy podano elementarną analizę 
ustalonego ruchu uproszczonego układu przesiewacza 
wibracyjnego z jedną masą niewyważoną. Omówiono 
założenia upraszczające, które umożliwiają opis 
ustalonego ruchu przesiewacza za pomocą układu 
trzech liniowych i niejednorodnych równań różnicz
kowych drugiego rzędu. Do rozwiązania tego układu 
zastosowano metodę zespolonych amplitud.

Przesiewacze wibracyjne stanowią ważną, ciągle jeszcze rozbu
dowywaną i doskonaloną grupę urządzeń dla geometrycznej klasy
fikacji materiałów rozdrobnionych. Problemy dynamiki tych po
zornie prostych urządzeń są skomplikowane i przy wielu założe
niach upraszczających (najczęściej nawet nie wyliczanych) były 
już częściowo analizowane np. w pracach [1] , [2] i [4]. Ni
niejsza praca jest wstępem do szerszego i dokładniejszego omó
wienia tych .ciekawych urządzeń.

Dla rozważań teoretycznych tej pracy przyjęto model prze
siewacza wibracyjnego przedstawiony na rys. 1. Masa m-i re
prezentuje na tym rysunku masę rzeszota przesiewacza a masa 
m.2 niewyważoną masę wirującą z pewną prędko.ścią w i wprawia
jącą cały układ przesiśwacza w złożory ruch drgający. Masa m^ 
spoczywa na dwóch, lub najczęściej czterech symetrycznie roz
mieszczonych sprężynach s (rys, 1). Podczas ruchu układu 
przesiewacza sppężyny s odkształcają się w sposób przedsta
wiony na rys. 2.

Pionowemu przemieszczeniu Ay punktu H (rys. 2) sprężyny
kGodpowiada współczynnik sprężystości k —  a przemieszczeniu po-

kGziomemu Ax tego punktu współczynnik sprężystości p Skrę
ceniu sprężyny momentem M o kąt odpowiada współczynnik 
sprężystości c Ten ostatni współczynnik zasługuje na
szczęgólną uwagę. W pracach dotyczących dynamiki przesiewaczy
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Rys.1. Przyjęty do analizy model przesiewaoza wibracyjnego

Marian 
Chjreki
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wibracyjnych współczynnik c jest na ogół pomijany co sugeru
je przegubowy sposób połączenia sprężyn z rzeszotem. Tymczasem 
rzeczywisty sposób zamocowania sprężyn do rzeszota jest nię- 
przegubowy a odkształcenia sprężyn przebiegają według rys. 2.

Eys. 2. Przemieszczenia końca sprężyny

W stosunku do modelu, który przedstawiono na rys. 1 przyję
to następujące założenia:

1) przesiewacz posiada płaszczyznę symetrii równoległą 'do 
płaszczyzny wirowania masy mg»

2) prędkość wirowania w masy mg jest stała,
3) ruch przesiewacza tłumią siły wprost proporcjonalne do 

składowych prędkości masy ku (rzeszota), przy czym 
przyjęto, że masa m^ nie zmienia swojej wielkości w 
czasie ruchu przesiewacza,

4) współczynniki sprężystości sprężyn s są funkcjami li
niowymi i wzajemnie niezależnymi odpowiednich przemiesz
czeń.

Poniżej podano krótkie wyjaśnienia założeń. Założenie ist
nienia płaszczyzny symetrii przesiewacza ustala trzy z siedmiu 
współrzędnych określających jego położenie [trzy współrzędne 
środka ciężkości rzeszota (masy kuj), trzy obroty rzeszota wo
kół osi współrzędnych, kąt obrotu masy mp]. Są to dwa kąty 
obrotów i jedna współrzędna środka ciężkości, masy m-|. W rze
czywistym przesiewaczu nawet nie obciążonym założenie to nie 
spełnia się nigdy.
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Istnieje zawsze pewna asymetria własności dynamicznych i 
wymiarów geometrycznych względem wymienionej w założeniu 1 
płaszczyzny. Jednak asymetria ta jest niewielka i niewielki 
jest również jej wpływ na przebieg ruchu przesiewacza. Założe
nie stałej prędkości wirowania w masy m.2 ustala jeszcze jed
ną współrzędną układu przesiewacza, którą jest kąt obrotu masy 
mg. W rzeczywistości prędkość wirowania masy' m2 jest w ogól
nym przypadku skomplikowaną funkcją czasy wynikającą ze współ
pracy silnika napędowego z przesiewaczem.

W ruchu ustalonym prędkość w jest wielkością prawie stałą 
co uzasadnia przyjęte założenie 2 wskazując jednocześnie, źe w 
pracy rozpatrywany będzie ruch ustalony przesiewacza.

Założenie trzecie. Ruch przesiewacza tłumią następujące si
ły:

a) siły tarcia w sprężynach,
b) siły tarcia układu o atmosferę,
c) siły tarcia nadawy o rzeszoto.
W ogólnym przypadku siły te zależą nie tylko od składowych 

prędkości masy m^ (rzeszota) jak to przyjęto w założeniu 
trzecim ale także a może nawet przede wszystkim i od szeregu 
innych wielkości związanych z układem przesiewacza. Dotyczy to 
szczególnie sił tarcia nadawy o rzeszoto. Siły te mają naj
większy wpływ na ruch przesiewacza. Brak jednakże danych co do 
ich charakteru. Siły tarcia wymienione w punktach a i b ma
ją mniejszy wpływ na ruch przesiewacza. Założenie że są one 
wprost proporcjonalne do składowych prędkości rżdszota jest 
również w ogólności niezgodne z rzeczywistością stanowiąc je
dynie jej pewne przybliżenie. Tych kilka uwag usprawiedliwia w 
pewnym stopniu przyjęte założenie 3 wskazując jednocześnie, 
że siły tarcąa wymienione w tym założeniu mają w dużym stopniu 
charakter symboliczny.

Założenie wymienione w punkcie 4 również dokładnie nie speł
nia się w rzeczywistości. Ogólnie współczynniki sprężystości 
sprężyn s są między sobą powiązane złożonymi i nieliniowymi 
zależnościami. Jedynie przy niewielkich przemieszczeniach rze
szota można przyjąć że współczynniki te są liniowymi i między 
sobą nie powiązanymi funkcjami odpowiednich przemieszczeń. Wy
nika stąd również, że w pracy zostanie rozpatrzony ruch prze
siewacza przy jego niewielkich przemieszczeniach.

Z przyjętych założeń wynika, że ruch układu przesiewacza wy
znaczają trzy współrzędne. Dla ułożenia równań ruchu układu 
przesiewacza przyjęto następujące układy współrzędnych (rys. 1)

a) układ nieruchomy x, y, z (oś z jest prostopadła do pła
szczyzny rys. 1). Środek tego układu umieszczono w punk
cie pokrywającym się ze środkiem ciężkości masy m-| nie
ruchomego przesiewacza (punkt 0 na rys. 1),

b) »układ ruchomy x', y', z', ze środkiem w punkcie 0 i po
ruszający się wraz z punktem 0 ruchem postępowym,
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c) układ ruchomy /u, £ ,T związany z masą m1. Środek tego 
układu umieszczono również w punkcie 0.

W stanie spoczynku przesiewacza osie tych trzech układów 
współrzędnych pokrywają się.

Współrzędne charakterystycznych punktów układu przesiewa
cza (rys. 1) zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1
Punkty U k ł a d y
(rys. 1) x,y,z 9 9 9X , y , Z ¿J., 6 t T

1 ^ Z y 9 9 9 £ 1 T1

2 x2y2z2
9 9 9x2y2z2 Z12 ^ 2

0 x0y0zo <“o e o To
W W w x> w zw ó̂ w fw rw

Za uogólnione współrzędne wyznaczające ruch układu przy
jęto współrzędne xfl i yQ punktu 0 oraz kąt obrotu masy
m̂  wokół osi z'.

Dla opisu ruchu układu wykorzystano równania Lagrange'a 
drugiego rodzaju, które w danym przypadku mają postaó:
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W równaniach (1) przez I. oznaczono funkcję Lagrange a tj. 
różnicę energii kinetycznej Ê. i potencjalnej E układu 
przesiewacza.

L  = Ek  -  Ep  ( 2 )

Energie: kinetyczna (z pominięciem energii kinetycznej 
sprężyn) i potencjalna układu przesiewacza wyrażają się na
stępującymi wzorami [3 str. 150]

Ek= [̂m., (x2 + y2) + j 1 <p2] + ̂  J1(w+02+ m2 [(x0-£w<p)-r(w+(?). 

. sin(wt+(̂ )] + m2 [ > 0 + <uw(̂  + + 00s + f l]

V m1gy0+ ̂ [(xo "£1^)2 P1 + (x0- £2 ^ 2 p2 + (yo + H ^ 2 k1 +

+ (y0+(U2^ 2 k2+<P2 °1 +<f2 °2]+ m2 g fyo+iuw ^ +r sln(wt+ĉ ] ^

w których oznaczają:
11 - moment bezwładności rzeszota (masy m̂ ) względem osir
12 - moment bezwładności masy m2 względem osi prostopad

łej do płaszczyzny wirowania masy m2 i przechodzą
cej przez środek ciężkości tej masy,

r - odległość środka ciężkości masy m2 od jej osi obro
tu (rys. 1).

Eunkoja oznaczona, w równaniaoh (i) przez P jest funkcją 
dyssypacji, którą w danym przypadku przyjęto w postaci wyra
żenia

+ h/ o + h ( 5 )
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w którym oznaczają:
b , h i h,. - współczynniki tłumienia odpowiadające prze-
x y mieszczeniom xQ, yQ i masy .
Inne oznaczenia występujące w równaniach (1), (2), (3),(4) 

i (5) opisane zostały poprzednio.
W celu uproszczenia równań ruchu układu, pominięto kąt <p 

w funkcjach trygonometrycznych 3in (tut+tf) i cos (wt+ y ), 
jak również Ą przez którą te funkcje są między innymi mnożo
ne. Po uwzględnieniu tego uproszozenia równania na energię 
kinetyczną i potencjalną układu przesiewacza przyjmują na
stępujące postacie:

Ek= i  [m1(xo+yô  + I1 ^2]+ 1 J2 (w+(f'2 + i  m2 (x “ £w "

- r tusin tut)2 + 4 m2 ^y0 + /u* f + roi cos a>t)2 (3a)

Ep = m1 g y0 + 4[(xo ” £i<e)2 p1+(xo " ¿ 2 ^ 2p2+(yo+ /tI1 ^ 2 k1 +

+ (y0+iu2^ 2 k2 + ̂ 2 C1 + 'f2 °2]+ m2 g [(W w ? )+ r slnwt]i4a^

Wykonując naznaczone w równaniach Legrange a operacje 
matematyczne na funkcji L i F otrzymujemy następujący układ 
liniowych l niejednorodnych równań różniczkowych drugiego rzę 
du opisujący ruch układu przesiewacza.

[x * (m1 +m2) +xo V X0 (p1 +P2)J -  Lci,‘ £wm2+ ^ (£ 'lp 1 + i 2p2)] "
2= tuj cos tut

[y0 (m1+m2 ) +  y Qhy  +  y Q ( k 1+ k 2 ) ]  +  | ^ u wm2 +  f i ^ k . ,  + / i 2k 2. ) ]  -  

=  m0 tuj2 sin wt - g(ra1+m2) (6)



[f(J1+J2+ 4 m 2^ m 2) + ̂ h f +f(i^P1+i2P2+ ^ k 1+<n2k2+ci + c2̂ ] “

“ [ V w m2+xo <«iPi+*2*2}] + [yo ̂ w ^ o ^ l  + ̂ 2 ^ ]  "

2 2 = m2 r u> slnwt - m2 rtu £w coswt-^wm2 g

Po wprowadzeniu następujących oznaczeń współczynników sta
łych występująoyoh w równaniach układu (6):

1 0 4_________________________________ ._________Marian Chyckl

p1 + P2 - A2<

k̂  *♦* k2 = Ay

ói p 1 +  ó 2P2 =  A4 ( 7 )

^ 1 k 1 +  ^ 2 k 2 =  A5

f wm2 "  A6

<uwm2 =  A7

(j., + J2 + ó£ tn2 +<u2 m2) « Ag

(ó^P1 + ó2p2 + <U1k1 + <u2k2+c1 + 02) = Ag

2m2 rw = P

układ ten przyjmuje postaó:

(xQÂ  + xQ hx + ~ ( ̂ A& + (pÂ ) = P cos tut

(y '0A1 +  y 0 h y  + y 0Aj) +  ( < ^ A7 +  <fA5 ) =  P sin tu t  -  gA.,
W
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(  f  A8 +  <fhę + «pAg) -  ( x 0A6 +  x 0A4 ) +

( 8)
+ (y0A7 + yoA5̂  = P /iw slna,t - p ć w cosait-gAy

Prawe strony równań układu (8) wskazują, że Ich rozwiązania 
dla ruchu ustalonego będą sumami czynników 3tałych i funkcji 
harmonicznych czasu

W równaniach układu (9) oznaczają:
a»13**?/, " składniki stałe,c
E.j,E2,#, - amplitudy składników zmiennych,
Vi*V2»^3 ” kąty przesunięć fazowych składników zmiennych.

l i n i o w o ś ć  równań układu (8) pozwala na oddzielne poszukiwanie 
składników.stałych i zmiennych rozwiązań (9).

Dla znalezienia składników stałych wstawiono do rówań (8) 
(przy pominiętych składnikach zmiennych ich prawych stron) 
wartości xQ = a, y0 = b, = ^c, xQ = yQ = = 0 i xQ = yQ
= J = 0. Otrzymano stąd następujące wyrażenia określające 
składniki stałe.

xQ = a + .cos (wt + 

yQ = b + E2.cos (wt + tp2) 
s >̂c+i cos (wt + f

(9)

a s 1 5 y 3 a4

(Ag - j*) A3 - A2

v
g(A^A^ — AyA^)

(a9 ~ T ?  ~ A5
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Dla znalezienia składników zmiennych rozwiązań (9) zasto
sowano metodę zespolonych amplitud [5 str. 138]. W tym cela 
układ równań (8) przedstawiono w postaci (składniki stałe pra
wych stron równań układu (8) pominięto, gdyż odpowiadające im 
rozwiązania już znaleziono')

(xoAi+x0hx+x0A2) - (<?A6+<<>A4) = P1 e3wt

(y0A1+^ohy+7oA3̂  + ^ A7+(fA5- = Po

(^A8+ fhp+fAg) - (x0A6+x0A4) + (yA7+yQA5) = P-, e3'wt

Zespolone amplitudy P^, P2 i ?3 są określone równaniami:

? 1 = P e'1 * 0

* 2

II hj CD C_J
. ro O ( 1 2 )

P 3 = p V 4  • e3y

przy czym

j  + are tg (13)o ¿ £ w

Wzajemne rozmieszczenie amplitud zespolonych P^, P2 i P3 po
kazano na rys. 3.

Miedzy rzeczywistymi, zmiennymi składnikami sił wymuszają
cych (prawe strony równań (8)) a odpowiadającymi im zespolo
nymi siłami wymuszającymi (prawe strony równań (11)) zacho
dzą następujące związki:

P comot = Re(P1 e^wt)

P sinwt = ^e(Po

Pu sinu/t - P6 coswt = P Vê „ + cos (wt + y) =4 W w * W 4 W v

= Re(P3 e ^ )  (14)
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Rys.3. Wzajemne usytuowanie zespolonych amplitud sił wymu
szających
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Symbol "Re" oznacza rzeczywistą część liczby zespolonej.Roz
wiązaniami układu równań (1 1 ) są funkcje:

5 = EO 1
y0 = E2 e3̂  (15)

Zespolone amplitudy E., E? i $ równań (15) określone są za
leżnościami:

E1 = E 1 e
3Vi

3V2
E2 ' E2 e 

j?3$ = Ś> e J

Z porównania układów równań (9) i (15) oraz (16) otrzymu
jemy następujące związki między rozwiązaniami zespolonymi (15) 
a rzeczywistymi (9) :

Ê  cos(u»t + tp^) = Re(x0)

E2 cos(cut + y 2) = Re(y0) (17)

$ cosicot + = Re(<j5)

Po wstawieniu do układu (11) wyrażeń (15) otrzymujemy na
stępujący układ równań dla wyznaczenia niewiadomych.

B1f I2 itf 

E1 (j(jhx+A2—uTAi) -$(A4-w2A6) = P1 

E2 (j w hy+Ajj— A^) + <5 (Aj—u>~Arj) — P2 (18)

(  j w h ^ , + A g — w ^ A g )  — ( A ^ — w  A g )  + E 2  ( A ^ - a i  A y ) = P ^
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Układ ten ze względu na występowanie w nim wyrazów zespo
lonych jest najwygodniej rozwiązywać przy uwzględnieniu ^kon
kretnych wartości jego współczynników. Uzyskanie stąd równa
nia określające niewiadome amplitudy i kąty przesunięć fazo
wych mają najczęściej złożoną budowę. Może to być przyczyną 
niepełnego wykorzystania praktycznego tych równań. Pełne wy
k o rz y stan ie podanych rozważań teoretycznych tak przy projek
towaniu jak i analizowaniu przesiewaozy wibracyjnych jest
możliwe przy zastosowaniu do tych celów elektronicznych lub 
elektrycznych układów analogowych.

Budowa analogów elektrycznych nie zawsze jest możliwa, a 
na pytanie kiedy taka .możliwość istniele można odpowiedzieć 
iia podstawie konkretńej budowy równań (18) . Daleko większe 
możliwości kryją się w zastosowaniu do projektowania i anali
zy przesiewaozy wibracyjnych elektrycznych maszyn analogowych 
Zastosowanie tych maszyn do wyżej wymienionych celów jest naj 
bardziej właściwą metodą tak projektowania, jak i analizowa
nia wszystkich typów budowanych obecnie przesiewaozy, wśród 
których szczególnie dużą grupę stanowią przesiewacze wibra
cyjne.
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IJ E K O T O P b lE  B O n P O C H  flHHAM HK M  T M B P A U M O H H U X  T P 0 X 0 T 0 B

P  e 3 ¡o m e

B paóoT e aaeTCH sjieMeHTapHuii aHaoms ycTaHOBHBinerocH mBiixeHM ynpomeHHOü c h -  
CTeMH BHÓpamioHHoro rp o x o T a c  ojiHoii HeypaBHOBenieHHoii M accoä. OnncuBaioTch 
ynpoiaajoiwie ncxo^Hue ¿ m r a e ,  KOTopue saxiT bo3m oxhoctb  ormcaHiin ycTanoBHBiiierocH 
ÄBH*eHHfl rp o x o T a npn no mo mu cncTeMti /rpex jmneüHHX n HeoflHopo^HHX AacrxfjepeH- 
UHajiBHux ypaBHeKHü BToporo n opajyca. J{jih peuieHaa s t o x  CHCTeMH ó u ji  npwvieHeH Me- TOR KOMIIJreKCHHX aMnamTya.

ROME DYNAMICAL PROBLEMS OF VIBRATING SCREENS

S u m m a r y

There is given the infinitesimal analyses of stationary mo
tion of simplificated vibrating screen with a single unbalan
ced weight. There is discused the simplificated principles 
which give the describtion possibilities of vibrating screen 
stationary motion by system of three linear differential qua
dratic equations. Solution of these system is made by the me- 
tod of complex amplitudes.


