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ZASTOSOWANIE TRANSFORMACJI LAPLACE'h 
FRZY OBLICZANIU SZEREGÓW FOURIERA 

FUNKCJI PERIODYCZNYCH

S t r e s z c z e n i e .  Zagadnieniu zastosowa
nia transformacji Laplace^ do obliczania szeregów 
fourierowskich funkcji periodycznych nie było dotąd 
w literaturze poświęcone systematyczne studium.. Obok 
fragmentarycznych prac Mac Lachlana |1C| i A.J. Lu- 

- rjego 19 | można jedynie spotkać się z rozwiązywaniem 
za pomocą tej metody pewnych konkretnych przykładów. 
Podobny charakter mają również uwagi porozrzucane w 
niektórych książkach poświęconych transformacji La
place 'a jak np. [1 ], [3], [6], [7].

W przedstawionej pracy będzie podane ogólne sys
tematyczne ujęcie tego zagadnienia. Konieczna jest 
przy tym jedynie znajomość podstawowych zasad trans
formacji Laplace 'a. i metody Lurjeigo znajdowania trans
formaty impulsu o skończonej długości podanej w pra
cach [4], [ej. Przy stosowaniu przedstawionej w tej 
pracy metody zbędnym się staje całkowanie, a w pew
nych przypadkach nawet i posługiwanie się tablicami 
transformat.

1 . Wstęp

T w i e r d z e n i e  1. Jeżeli funkcja f (t) jest 
przedziałami regularną funkcją periodyczną o okresie T, 
to jej szereg Fouriera

® o + p .  K co3 * * \  sir- *) •
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gdzie T
% = ? /  f(T)dT

O

f  / f (r ) cos “ i|"~ TT dT

T
Dk = f /  k «  1,2,3....o

jest zbieżny do

~  [f(t+o) + f (t - o)

Szereg Fouriera można też napisać w postaci zespolonej.
v i ,2k J  .k=+oo j— - t
Z !
k=—00

e

gdzie

przy czym 
a

, r . 2k3T
1 J f (t) e “3 . TAk

Ao* \  ~ 2 Re Ak* bk * ~2 1 m Ak ^
W praktyce obliczenie współczynników (1) dla bardziej 

skomplikowanych, funkcji periodycznych jest żmudne nawet 
wówczas, gdy korzystamy z tablic całek. Celem przedsta
wionej metody jest usunąć te trudności, tak aby współ
czynniki (1) można było otrzymać bez przeprowadzania ja
kiegokolwiek całkowania, lecz jedynie przez wyliczenie 
części rzeczywistej i urojonej liczby zespolonej.

W obliczeniach praktycznych można korzystać z pros
tych wzorów, które dalej zostaną wprowadzone.
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2« Uwagi pomocnicze

2.1* Transformaty impulsów o .skończonej długości 
- D e f i n i c j a  1. Funkcję F(p) określoną całką

»o
F(p) = J f (t) dt, p » x + j y (2)0

będziemy nazywać transformatą funkcji f(t) i pisać

* (p) *• I* (t) j
Funkcję f(t), dla której zachodzi relacja (2), będziemy 
nazywali oryginałem transformaty F (p) i pisać f (t) *
- I ' ’{P(p)j.

D e f i n i c j a  2. Funkcję określoną w następu-
jący sposób

«(*)

dla t < T 1 , 0 <  T 1

f(t) dla T2 <  t <XT1 (3)

0 dla <  t

będziemy nazywać impulsem o skończonej długości.
Taka funkcja jest przedstawiona na rysunku 2« Jest 

ona otrzymana z funkcji f (t) przsz przyjęcie, że w prze
działach 0< t <T2 i T 2< t funkcja ta jest równa zeru.

Oznaczamy jeszcze przez ^f(t) i f (t +'U) funkcje 
zdefiniowane w następujący sposób:.

T f (t)
"0 dla t <  o

f (t) dla T <  fc

f(t +T)
dla t <  0

f (t + T) dla 0 <  t
Zależności tęiędzy funkcjami f(t), f(t + T )  ,
są łatwe do określenia na podstawie rysunku 1. Funkcja 
f (t) została utworzona z funkcji f (t) przez przyjęcie, 
że jest równą zeru w przedziale 0 < t < T .  W tym przypad
ku nie zachodzi zatem żadne przesunięcie funkcji f (t).
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Rys. 2. Impuls o Skończonej długości
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?«' :kcję 1 f (t ) ooi-wsy ¿•''draa. ir.t--prętrwać i jako funk
cję przesunięty, Eiarc.,tcie j-ko prze unlęcie funkcji •> 
f (t + T) cT. Z tej jjw&ei wnika .vprc at r-.stępujące 
t* ierdzer.ie.

T- i e r ’ z • u Jod«li ?(t) Jest funkcją
traccfom-c* ilną wg Ja*,! 'u i' -."»o L - funkcji), to

{ Cf u )  ! * “ pŁ r I f Ct + 1 )}

Dowću -• nika tez
?a: .u;

r źi cu*.io z tv.u..u lżenia c przesunięciu. 
•>o. „o ^ m / znaleźć transformatę funkcji

nkreśior^j .¿c. 
<r .» -? r d z ?

cją, to

13).
3» Jeżs-li f(t ) jest X - funk-

l f u ( O j  - f"?TlL {f(t - T ^ ) } -e"pt2 L (ftt + T 2 )}

f o ■’ 6 d. Ponieważ funkcje g(t) jest równa lf(t)-.
- T*f (t) , jak to przedstawione na rysunku 2, więc na pod
stawie twierdzenia 1

ijg(t) - l {^ f (t)j - L p f  Ct)j- e“pTlL(f Ct+ X 1)]-e*pTlL(f(t*T2)]

S dalszych rozważaniach wyjątkowego znaczenia będzie 
przypadek t2 « 0 , a T2« T. Dlatego wprowadzimy nastę
pujące oznaczenia

f(t), dla 0 < t <T
f,(t) *  ̂ (4)

0, dla T <t
V.‘óv;czas na podstawie, twierdzenia 2 mamy

® Tl ̂
FT(p) » L [ fT(t)J- y'(p) “ e"pi 1 [f (t + T);
F r z y k ł a d T. Znaleźć transformatę funkcji 

f (t) , której przebieg jest pokazany na rysunku 3«.

(¿)

J e s t y~
t
T * VI *k* O*
**» i 15 ** ra la

t - T j
T - t .4.

dl a

W 9V dl a

1/  [3J

0 < t < t
t , C t < T ż

(6 )
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Funkcję f (t) można przedstawić jako sumę trzech funkcji 
typu g(t):

f (t) « f1 (t) + f2 (t) + f,(t) ,
gdzie

t
T1 »

f1 g o  -
, 0 ,

f2 (t) - <
r 0 ,
1 , T

f3 (t) > ,

C, T

' 0 ,
t- t„ 

.-2, T - T2 3 
0,

Przebiegi funkaj f, (t)

T,Ct

'1
•V

I
r2

o < t < X

stawione na rysunku 3*2 twierdzenia (3) wynika

r -1 _i . .-Pt. ,
t+T,

- t -1 (, _ .-p*. 1
1 p ł

i f3 (t) . 1  e-PT*) ( T )

f3 (t) * { ^ r
t - T_ + T.

t „ -  n r ,  3

* T i -¿T3 -pT2 1  -P 2 _L £  - “_  ̂ * o t2 - t 3
a stąd

F(p) ±  (, . e-tr <). s~r'T3 - °'pT?. (8)
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Przyjmując za T, , T2 , T3 odpowiednie wartości możemy 
otrzymać transformaty impulsów różnych kształtów»

P r z y k ł a d  2. Tj = o, T2 = T 3 = cc T odpowiada 
impulsowi przedstawionemu na rysunku 4. Z (8) otrzymuje
my dla niego

T(P) - f  (' - e‘a p T ) (S)

o 0.7- t

Rys..4.Impuls prostokątny

P r z y k ł a d  3. - T2 = |-T, T3 = T odpowiada
impulsowi przedstawionemu na rysunku 5.

Wówczas
1 —  e

- J  pT
(10)

2.2. Transformaty funkcji periodycznych
Korzystając z rezultatów otrzymanych w ustępie 2.1. 

udowodnimy następujące twierdzenie.
T w i e r d z e n i e  4. Warunkiem koniecznym i wy

starczającym istnienia periodycznej funkcji f(t) o okre
sie T takiej, że L{f(t)J- P(p) i f (t) » f (t) dla 
0 < t < T jest
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PT (p) . V
F (p)  ------*— y , (11)-c?1 - e

gdzie PT (p) jest obrazem funkcji fT (t) określonej wzora
mi (4)<

D o w ó d. Niech f (t) będzie periodyczną L-funkcją 
o okresie T, funkcja f (t) jest określona w następujący 
sposób

f Ct) , 0 < t < T
-m (t} * I

[o , T < t 
Na podstawie twierdzenia 2

F,n(p) - F(p) - e~pT 1 {f(t + T)]» P(p) - a'pT L [f (t)}=

■ (1 - e~pT) F(p)
8 .stąd już bezpośrednio wynika (1 1).

Jeżeli więc f (p) ma postać (11) , to oczywiście wystar
czy skonstruować funkcję periodyczną f(t) o okresie T 
taką, że f(t) - fT (t) dla O C t ^ T ,  które

3, Obliczanie szeregów Fouriera 
funkcji periodycznych 

za pomocą transformacji Łaplace a

T w i e r d z e n i e  5. Na podstawie określenia (4) 
funkcji fT Ct) możemy napisać

J T(p) = J fT (t) e‘FT = jT f (t) e‘pt dt

2klTąc w tym wzorze ,pk = j otrzymamy

FT (j ~ j r )  • f  f (t) e
-j TT’ at

a więc jak to wynika z porównania z (1) wyrażenie na 
współczynnik AR symbolicznego szeregu Fouriera .podzie
lony przez T, czyli
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a na podstawie dalszych relacji (0

(12)

U w a g a  1* W twierdzeniu 7 udowodniliśmy praw
dziwość wzorów (12). Zbieżność szeregu wynika natomiast 
2 twierdzenia 1 tej pracy.

U w -a g a 2. Czasami podstawienie p => Pk do PT (p) 
prowadzi do symbolu nieoznaczonego -2- . tedy, jak można 
wykazać [5-] t

można bowiem ’wykazać, że PT (p) jest funkcją analityczną, 
a więc ciągłą dla p / =»

P r z y k ł a d  4. Obliczyć współczynniki szeregu 
Fouriera funkcji periodycznej

której przebieg pokazany jest na rysunku 6. Przebieg od
powiadając;/ jej funkcji fT(p) jest na rysunku 5*

pT(pk ) * linl V p)
p - pk

X dla nT< t < (n + j )t
f(t) =

- f  (t - T) dla (n + j ) T < t < ( n + l ) T ,

Rys. 6. Funkcja periodyczna 
składająca się z ciągu impulsów trójkątnych
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Ha podstawie przykładu 3

?T0) = ~ ~ 2 ~  ( 1 - eTp

1 ? 
- ł p V .

s. 8 tąd

m- Pm (o) - -f liin'^_ — *..1jk p — o o
ł ! ! ) 2 2 Tfc'

V P k) - 4 - 4 - t (1 - a-kI3) .
T 4 k~ 5T £ k25T2

1 - C-i)k

8 dla k parzystych 

-4
-' TT *■r dla k nieparzystych

tąd wynika

a2k ' 0l 2k»i (2k + 1)25T 2
bk - 0,

v;xęc

k=o (2k 1 y
2(2k + 1)T .COS  =  t

P r z y k ł a d  5» Obliczyć współczynniki szeregu 
ouriera funkcji periodycznej f (t) o okresie 2T, której 
rzebiog jest pokazany na rysunku 7*

Rys. 7. Funkcja periodyczna składająca się 
z ciągu impulsów przedzielonych przerwą
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Funkcja ta na ten sam podstawowy impuls co funkcja z 
przykładu 4, a dodatkowo okres przerwy w przedziale 
T f 21.
Stąd: ~ 4" pT

P 2 T ( p )  = ? T ( P )  “  § ~J ( 1 ”  «  2 ) ,
p

k f

Jak również

~  Fom(p)« - (i - e 2'P ? )C j. C i m C „ «— VT*1- p
a stąd

—  p (u )
2T 2f KVkJ k2 TT 2

Dalsj

r 0 , dla k » 4n

P  T'>k f

2
v

dla k. - 4n -  2

j» dla k - 4n ~ 3

1

P —  o

/ '  7  px
—i i? (0) _ pin I  -------
2? 2T xxr\  4 \ 1  -p i

1
4

Ostatecznie:

CJ
.
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to jest
k+1

2 crr 2(2k-l) 3T
i

f (t) 1
4

o o  ,

ZT 2 &  ( 21C-0 2 12

1 2(2k-l)tIT
—  COS   ę  t +

+ (-1)* sin (2k-l)T

P r z y k ł a d  6'. Obliczyo współczynniki szeregu 
Fouriera funkcji periodycznej

f (t)
—  t, 2 n T< t <(2n+oc) T

0 ; ( 2n+ ot) T < t < 2 (n+1) T,

której przebieg jest przedstawiony na rysunku 8.

Rys. 8. Funkcja periodyczna składająca 3i^ 
z ciągu impulsów trójkątnych przedzielonych 

przerwą

Z przebiegu funkcji przedstawionej na rysunku 3 i obo- 
•wiązującego dla niżej podanego wzoru (8) wynika

-oc pT
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a stąd

F2t (o) » lim -i-- 0 .« ° c p T > r apT . 1 * ,
P —  o a  p I

1 - (i + a k !  j) e“'k0til'3'

a na podstawie wzorów (12)

a “ 'TT' F__( o) a ~  OCo 2T 2T^ 7 4

a, = —■ Re P-_,(p.)a  -- -— r (i —  cos k otT- k ocT sin kotJl)
ć K ock OT

b = - ~  Im P _(p. ) *  -- — — r~ (sin k ocT - k txT cos k <xT )
1 f* K cek T

Autor dziękuje doc. S. »Yęgrzynowi za dyskusję o pracy 
i przekład.
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MeTO^H Teopm-i ĉ yHKiiHii KOMnaeKCHoro nepeMeHKoro, 
rocTexHBsaT., MocKsa 1951.

[8 ]  A ,H . J l y p s e ,  OnepamiOHHoe McniicjiGHiie n 
ero npujioseHHH k 3asanai.i uexaHHKii, bibi. 2,  Toc- 
TexH3XaT«t MocKBa 1950.

[9] A .Ii, 1 y p t  e , 0 nepHQflHtiecicoM pemeHHH ci-ic-  
TeMH jrHTefmHX ypaBHemm c noctohhhhiih Koscp^iiipie 
htemw • IIpuKJi. MaT. h Mex. XII (1948)* 353 -  362

[10] N.W. Mac " L a c h l a n ,  Fourier's Expansions 
Obtained Operationally, Phil. Mag. 24 1937, 1055-1058

[11] J. S t e p ^ n a  & 0. K o n i c e k ,  Vypocet
periodickych reseni elektrickych obvodu pomoci Lapla- 
ceovy transformace, Elektr. Obzor 43 1953 , 9, 449 -
- 504.

Pe3iOMe
* nPPIMEKEKME T PAHC $0 PMAHHIi JIATIJIAC-A 

XJIH PAC^fiTOB P5IX0B $yPBB nEPKOHWECKHX ®7HKI5Iii

Bonpocn npiiMeHeBKH tpaH cpopsiaitiin JIanaaca sjih 
paen^xoB pH^OB $ypi>e nepnosiinecKnx ^yHKpnil He Ohjih 
so  ciix nop b JiHTepaType cucTeMaTHnecKH paacMOTpeHH 

o B pa<5oTe hossotch oCmee cHCTeMaTimecKoe ii3iroKeHHe 
3Toro Bonpoca* Hysno npn stom  to jcb ko  3iiaHHe o c h o b -  
hbix npHHiiHnoB TpaHcdjopMaiiHH Jlamiaca h Merosa Jlyp&e 
HaxosseHHH n3.Q(5pa3i-eHHH minysbca xoHennon ejihhh, 
saHBtx b paOoTax [4] a CXO] « Hpn npHMeneHHio npes- 
CTaBneHHoro b paOoTe MeTOSa CTaetcn jnimHHM HHTe- 
rpnpoBaHne, a b HexoTopaix cnynanx xasce noJi&30BaHHe 
TafijiniiaMH HsoipasiennH.

flOKa3HBaeTCH HMGKKO, T-ITO K0 3$c|)HIiHeHTH pffEOB - 
pte b BHse
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MOJKHO paC^IHTaTb H3 óopMyji:

a = ~  F_ (o) o T T' J

f  Re P#k^ - f  I* ?T

rae: PT (p) - TpaiicœopMamîfl sa o e h h  nepiioa nepuo-
StraecKOH tpyHKiiKK f(t).

Résumé
APPLICATION DE LA TRANSPORTATION LAPLACE 

AU CALCUL DES SERIES FOURIER DES PONCTIONS PERIODIQUES

Le problème d'application de la transformation Laplace 
pour le calcul des sériés Pourier n'était ças jusq'a 
présent entamé dans la bibliographie. Le recent' tra
vail donne un aperçu systématique du problème. Une 
connaissance des principes fondamentales de transfor
mation Laplace et de la méthode I.urie, concernant la 
transformation de impulsesdureé limitée^ travant [4] 
et [10] est seulement exigée au lecteur. D après la mé
thode proposée, l'intégration et l'usage des tables des 
transformations deviennent superflues. OÙ démontré, que 
les coefficients Pourier:

( 2kT , . 2kT \aQ + Z, (ak cos - y  t + bfc sin - y  tj
k=1

peuvent être calcules d'après les formules:

ao ’ I ?T<o)

ak * f  Se Pl(pk) bk * '  f  Pî(pk>
on PT (p) exprime la transformation pour une période de 
la fonction en vue.


