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Rachunek różniczkowy.
¿ F u n k cje  j e d n e j  zmiennej niezależnej.
§ I. Tablica w zorów  na pochodne funkcji prostych.

d yy — a x n —
■ d x x

a \ a  „ .2/ =  -  =  aar-n „ =  _ _ A _ i =  - n a a r —1

1-  -  1 iy =  a\!x — axn „ = —̂ x i - n = - a x n

y  — t gx  

y  =  cotg#

2/ =  arc sina:

Ddlp.Nefcfco.

a'' .. 1 ,_4—i—v/'T’l—M —*n^x  n
P „  n  p

n
y =  aJxv — ax" _ =P-a\!ocf-n — -  a x n 1

n

y =  ^  '
,  =  e*

y  — a* „ =  a* lg a

y — ] gx  ■ „ =  i
CO

y  — sina? „ — cos a:
y — cos«  „ = — sina:

1
cos* a;

1
sin2a:
1

V1 — a:*
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y =  arc cos a; 

y  =  arc tgic 

y =  arc cotg x

^ .§ 2 . Określenie funkcji jednej zmiennej niezależnej.
Określenie i rozw inięcie pochodnej.

Równość, w  której występuje jedna t y l k o  wielkość 
n i e o z n a c z o n a  x  związana za pomocą jakichkolwiek 
działań z dowolną liczbą danych i s t a ł y c h  wielkości 
a, b, c , . . .  jest albo t o ż s a m o ś c i ą ,  albo r ó w n a n i e m  
o k r e ś l a j ą c e m  tę wielkość nieoznaczoną. Tożsamością 
jest równość sprawdzająca się przy wszelkich wartościach 
wielkości x, jak np.

(x -f- a)2 =  x 2 -(- 2 a x  -j- a*.
Równanie jest równością, która sprawdza się nie dla każdej 
wartości x} przykładem takiej równości jest 

x* — 2 a x - { - b  =  Q.
Z równością taką związane jest przeto zagadnienie nastę­
pujące: znaleźć tę wartość, wzgl. te wartości x,  które czy­
nią zadość danej równości. Wielkość x  nazywa się wów­
czas wielkością n i e w i a d o m ą ;  wyznaczenie wartości tej 
niewiadomej jest zadaniem teorji równań.

Równość, w której oprócz danych wielkości stałych 
występują d w i e  n i e o z n a c z o n e  wielkości x  i y  może 
być również t o ż s a m o ś c i ą ,  np.

(:x +  y) (x — y)  =  x 2 — y \
Jeżeli jednak równość taka nie jest tożsamością, to wów­
czas można rozważać ją jako równanie określające jedną 
z niewiadomych wielkości y  (lub x ), o ile drugiej wielkości, 
x  (lub y) nadaje się jakąkolwiek określoną wartość. War-

d y  _  1
d x  y j l— x \

1
” 1 + ® *

1
" “  l + * * ‘



3

- tość ta może być wybrana dowolnie; od niej zależna jest 
pozostała wielkość.

Dowolnie wybrana wielkość x  (lub y) nazywa się wtedy 
z m i e n n ą  niezależną; określona w zależności od niej po­
została wielkość y  (lub x) nazywa się z m i e n n ą  z a l e ż n ą ;  
nazywamy ją również f u n k c j ą  zmiennej niezależnej.

Przykład 1: (a) A x  -j- B y  -j- G — 0,

skąd (b) y  =  — AX^ ° ,

lub też (c)

Przykład 2: (a) — 1 = 0 ,
. Cl“ o

skąd (b) y — +  ~'la’ź — ®2,

lub też (c) x = . ± ^ b 3 — y-.

Związek pomiędzy wielkościami zmiennemi wyrażony 
jest w obu przykładach przez każde z równań (a), (b), (c), 
We wzorze (b) zmienna y  przedstawiona jest w postaci 
■wyrażenia algebraicznego zawierającego oprócz wielkości 
stałych jedną tylko zmienną niezależną x\  mówimy wów­
czas, że y  jest funkcją w y r a ź n ą  zmiennej x. We wzorze 
(c) przedstawiona jest nawzajem zmienna x  jako funkcja 
wyraźna zmiennej y. Wzory (a) określają natomiast zależ­
ność jednej zmiennej od drugiej w postaci u w i k ł a n e j .  
Następujące symbole:

y  — f'(X)> V =  ? (x), y  =  F(x), . . . 
służą wogóle do oznaczenia funkcji wyraźnych zmiennej arr 
w znakowaniu takiem nie wymienione są wielkości stałe 
związane ze zmienną niezależną x. Uwikłana zależność 
funkcjonalna pomiędzy zmienemi x  i y  może być również 
zaznaczona symbolicznie, a mianowicie za pomocą wzorów: 

fkx> V) — 0> 9 (x> y) =  o, h (x, y ) = 0 ,  . . .
1*



Istnieje wiele funkcji posiadających tę własność, że każ 
dej wartości zmiennej niezależnej x  odpowiada jedna tylko 
wartość y, jak np. funkcje y  =  x 2, y ~ x s, y  =  sinx; istnieją 
jednak również i takie wyrażenia funkcjonalne, które dla 
każdej wartości zmiennej x  dają więcej niż jedną wartość 
y,  np. y = y i c ) y  =  \ x ,  7/==arc sin ÓS: Wynika stąd podział 
funkcji na j e d n o w ' a r t o ś c i o w re i w i e l o w a r t o ś c i o w re; 
te ostatnie mogą być d w u w a r t o ś c i o w e m i ,  t r ó j wa r t o ś ­
c i o w y m i . . . ,  a nawet n i e s k o ń c z e n i e - w i e l o w a r t o ś c i o -  
wemi ,  jak np. ? /=  arcsinrc.

Podstawiając w'e wzorze na pewną funkcję wyraźną 
y  =  f(x)  dwie różne wartości zmiennej niezależnej: x  
i otrzymujemy odpowiednie wTarlości funkcji: y = f ( x )  
i y l =  f (x l) i wówczas z obu par wartości utworzyć mo­
żemy następujący i l o r a z  r ó ż n i c :

Vi — ) — / ’(«?) n s
xi — X x i — X '

Dla różnic tych wprowadzamy znakowanie, skrócone:
x t — x  =  Ax, Vl — y  =  f{x i) — f(x) — A y =  Af(x),

wów'czas iloraz (1) może być również tak napisany:

4i  L  4f M = r la)
Ax Ax Ax

Wartość ilorazu różnic jest stosunkiem przyrostu 
zmiennej zależnej do przyrostu zmiennej niezależnej.

Możemy podać interpretację geometryczną ilorazu 
różnic. W tym celu przypominamy znane z geometrji ana­
litycznej przedstawienie funkcji y  =  f(x) w postaci krzy­
wej płaskiej odniesionej do układu współrzędnych prosto­
kątnych OZ, OT. Odcięta 0 Q  pewnego punktu P  leżącego 
na tej krzywej stanowi wrartość zmiennej x, a rzędna Q P  
wartość funkcji f(x). Odciętej x  odpowiada rzędna y  lub 
wiele rzędnych, stosowmie do tego, czy f(x) jest funkcją 
jednowartościowrą, czy też wielowartościową. Niechaj P  
oznacza punkt krzywej posiadający odciętą x  i rzędną y.
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Piszemy w skróceniu P — (x,y).  Niechaj będzie dalej 
P\ =  Sfi) =  (x- \ -A x, y  Ay). Wówczas P R  — QQl =  
=  — x — Ax i P i R  =  y l — y  — Ay,  i otrzymujemy stąd

„ g ».
A$ Ax

TgP możemy nazwać poprostu w s p ó ł c z y n n i k i e m  
k ą t o w y m  p r o s t e j  S P P 1. Widocznem jest wówczas, że:

Rys 1.

I l o r a z  r ó ż n i c  (1) l u b  ( l a) s t a n o w i  w s p ó ł c z y n ­
n i k  k ą t o w y  s i e c z n e j  P P ,,  k t ó r a  p r z e c i n a  kr z ywą  
w p u n k t a c h  P = ( x ,  y ) i P , =  (x -j- A x, yĄ -A y ) .

O ile dana jest funkcja f  to w każdym poszczególnym 
wypadku iloraz ten może być obliczony.

Przykład 1: y  — a x i, y t ■■ a x  f;
Ay
Ax'

Vi - y .

Przykład 2:

— Ul .
Ax x ,

■x

y =  

-  y .

= « (®i +  »)•

_ \® i — v,;c__
■ rc «i -a; V«! +
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Będziemy teraz na wykresie zmieniać położenie punktu 
P l5 posuwając go po linji krzywej i zbliżając nieograni- 
czenie do stałego punktu P . Dla ustalenia prawidłowego 
poglądu na znaczenie analityczne takiego procesu należy 
wprowadzić pewne pojęcia nowe.

Rozważając wielkość rzeczywistą a bez uwzględnienia 
jej znaku (dodatniego lub ujemnego), mówimy o w a r ­
t o ś c i  b e z w z g l ę d n e j  tej wielkości; tak np. liczby -|- 1 
i — 1 posiadają bezwzględną wartość 1. Dla wartości bez­
względnej liczby a przyjmujemy znakpwanie | a j .

Jeżeli pewna wielkość zmienia się  w ten sposób, że 
jej wartość bezwzględna staje się mniejszą i w dalszym 
procesie zmienności pozostaje mniejszą od danej dowolnie 
małej wartości bezwzględnej, to taką wielkość zmienną 
nazywamy n i e s k o ń c z e n i e  małą .  Wielkość nieskończenie 
mała nie posiada przeto wartości stałej; jest to zmienna 
zbliżająca się nieograniczenie do zera.

Jeżeli różnica a — a pómiędzy zmienną wielkością a  
i stałą wielkością a jest nieskończenie mała (wartości tej róż­
nicy zbliżają się nieograniczenie do zera), to stała wielkość 
a nazywa się g r a n i c ą  zmiennej a. Zaznaczamy to, pisząc 

lim (a — a) =  0 albo lim a =  a 
przyczem symbol „lim “ stanowi skrót wyrazu „ lim es“ 
(granica). Jeżeli np. zmienna a otrzymuje kolejno war­
tości występujące w jednym z ciągów

1. i .  J .  ł .  : ■ ■ .'.¡ftpi, • ' '

I  ,  t  i i  2?" J  2- H + l
21 Bl TB' • • • 2 2n ’ 2 2n+ x ’ ’

to w pierwszym wypadku l i ma  =  0 , a w drugim lim a  =  l .
Znak „lim“ stosujemy również i w tym wypadku, kiedy 
zmienna a rośnie nieograniczenie; piszemy wówczas 
l i m a = o o ,  aczkolwiek wtedy nie może być mowy właści­
wie o żadnej granicy.
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Jeżeli lim cc =  a i lim to wynika stąd
lim (a  ±  f3) =  a ±  b, lim (a ¡3) =  a b, 

ponieważ wraz z różnicami a — a i ¡3 — b stają się również 
nieskończenie małemi i różnice

(a ±  p) — (a ±  b) i 
( a _  a) (jj + 7,) _|_ (a +  a) (p -  ó) =  2 (afi -  ab) 

Zakładając dalej, że b nie jest równe zeru, mamy
a a

. I ,mfi =  6 ;
ponieważ wraz z różnicami a — a i [3 — b staje się jedno­
cześnie nieskończenie małą i różnica _

(a — a) b — (¡3 — b) a _  a b — ¡3 a  a a_ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _  _ _ _ 6_

Uczyńmy obecnie różnicę Ax we wzorze (1°) wielkością 
nieskończenie małą, biorąc stałą wartość x  i zmienną xv  
Jeżeli Ay  staje się. wówczas również wielkością nieskoń­
czenie małą, to ?y nazywa się z m i e n n ą  c ią g łą  dla roz­
ważanej wartości i®. Jeżeli y  jest zmienną ciągłą dla wszel­
kich wartości x , zawartych pomiędzy x t i xx, to mówimy, 
że y  jest f u n k c j ą  c i ą g ł ą  zmiennej x  w przedziale od xt 
do x t . Pozostaje wtedy do rozstrzygnięcia pytanie, czy ilo­
raz (1“) dąży do pewnej granicy przy nieskończenie małych 
wartościach Ax. O ile tak jest istotnie, to granicę tę na­
zywamy p o c h o d n ą  funkcji y  względem x  i piszemy

f t  =  y' = T » = l i . - n  ~  (2,
d x  J v ' Ax Ax ’ w

przyczem symbole y \  f'(%) są w zupełności równo­

znaczne. Rozważane już wyżej przykłady dowodzą, że po­
chodna określona jako granica ilorazu dwuch wielkości 
nieskończenie małycli może posiadać ściśle określoną war­
tość skończoną. ,

Poszukiwanie pochodnej dla danej funkcji nazywamy 
r ó ż n i c z k o w a n i e m  f u n k j i .  Dla funkcji y==aic* mamy
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—̂  — y' =  lim a(x-\-x,-\ -  Ax) =  2ax,  

d y  , 1 1
dia tu” ki y  =  y *  d i = »  = i,m v i + v i + s = 2 i s -

Odnośnie do znakowania “  należy wyraźnie zazna-

czyć, że ani licznik ani mianownik w powyższym symbolu 
złożonym nie był osobno określony i że d x  i d y  nie są 
równoznaczne z lim Ja? i lim Ay  Jeżeli przeto w rozwa­
żanych przykładach napiszemy otrzymane wyniki w po­

staci d y  =  2 a x d x  albo d y  =  -^ - = d x  i ogólnie
2^x

d y  — y ' d x  — f ' ( x ) d x  
to właściwe znaczenie takich wzorów jest to, które zostało 
wyrażone w poprzednich wzorach (2) *).

Możliwa jest prosta interpretacja geometryczna po­
chodnej podobna do tej, którą wskazano dla ilorazu różnic. 
Zachowujemy stałe położenie punktów P  i Q i zbliżamy 
nieograniczenie punkt Qj do punktu Q. Wówczas punkt P 1 
dąży nieograniczenie do punktu P, a położeniem krańco- 
wem siecznej S P  staje się styczna T P .  P o c h o d n a  s t a ­
n o w i  w s p ó ł c z y n n i k  k ą t o w y  s t y c z n e j  w p u n k c i e  
P = ( x ,  y):

tan g e = l i m ^ = g  =  ! /  =  / » .  (3) _

Na podstawie tych rozważań wstępnych możemy wy­

*) Iloczyn f(x)  Aa; nazywamy r ó ż n i c z ’k ą  f u n  k'c j i f(x) 
względem zmiennej x i oznaczamy przez dy  albo df(x). Stosując 
pojęcie różniczki do szczególnej funkcji f(x) — x, pochodna której 
równa się 1, otrzymujemy: dx =  1. Arc =  A®, a więc różniczką zmien­
nej niezależnej jest przyrost tej zmiennej. Określenie różniczki 
dy  =  f ( x ) . Arci wyprowadzony z niego wniosek dx — hx  uzasadniają 

dy
znakowanie ^pochodnej ~  =  f'(x). (Przyp. tłum.)- ? ' : • d X
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prowadzić wzory, podług których wykonywa się obliczanie
pochodnych dia poszczególnych funkcji. Zaczynamy od 
funkcji y  — f(x)=zaodn (n jest liczbą całkowitą dodatnią).

Wartościom x  i xi odpowiadają wartości funkcji y = a x n 
i ?/, =  ax’‘ i stąd wynika

t x  =  1 im a m )  = 15m a # “ ••• +  xn~ Ą

Jeżeli założymy teraz x1= x , to otrzymamy

Jeżeli n —  0, to funkcja y  =  a, jest więc wtedy wiel­
kością stałą, a więc i y v= a .  Różnica Ay  jest wówczas 
równą zeru i jednocześnie iloraz?różnic A y :A x  =  0. Prze­
chodząc do granicy, mamy dla

Wzór ten może być również stwierdzony za pomocą 
wykresu tunkcji. Dla funkcji y  =  a wykresem jest prosta 
równoległa do osi OX,  z którą schodzi się styczna, po­
prowadzona w dowolnym punkcie wykresu. Wobec tego 
a =  0 , tang a =  0 .

Dowiedziemy następnie, że wzór (4) sprawdza się rów­
nież dla ujemnych całkowitych wartości wykładnika n. 
Zakładamy:

y i = —̂  =  a x - n (n jest liczbą całkowitą dodatnią)oc
i znajdujemy podobnie jak wyżej

(4)

1 1
d y =  hm a
d x

— a — xn
sy* n rpYi /y* __»vi »v »v, UiX( — X
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Jeżeli teraz założymy, że x y — x, to otrzymamy wzór (4)
odpowiadający ujemnemu wykładnikowi:

d y  i .
-T^ =  — nax~n~1- d x

Dla dalszego uogólnienia wzoru (4) wprowadzamy po­
jęcie f u n k c j i  o d w r o t n e j .  W związku z daną funkcją 
y  — f^x) może być rozważana pewna nowa funkcja ® = 9 (y ) .  
posiadająca tę własność, że każda para wartości (x, y), , 
czyniąca zadość jednemu z tych równań, czyni również 
zadość i drugiemu równaniu. Funkcje f(x) i cp(ir) znajdują 
się w takim związku wzajemnym, jak funkcje (¿) i (c) 
w obu przykładach na str. 3. Łatwo pojąć, w jaki sposób 
przejść można od wykresu funkcji y  =  f(x)  do wykresu 
funkcji y — y(x).  Należy wykonać w tym celu obrót całej 
dawnej figur , dokoła dwusiecznej kąta utworzonego przez 
dodatnie promienie obu osi.

Jeżeli (x, y) i (x -f- Ax, y  -|- Ay) stanowią dwie pary 
wartości czyniących zadość równaniom y — f(x) i x — ę(y),  
to istnieje tożsamość:

d y  d x __
A x  Ay  ’

Granica iloczynu równa się iloczynowi,granic, skąd wynika:

a więc j e ż e l i  j e d n a  f u n k c j a  j e s t  f u n k c j ą  o d w r o ­
t n ą  w z g l ę d e m  d r u g i e j ,  to  i l o c z y n  p o c h o d n y c h  
t y c h  d w ó c h  f u n k c j i  r ó w n a  s i ę  j e d n o ś c i .

Za pomocą wykresu funkcji można również łatwo wy­
kazać prawdziwość dowiedzionego wzoru (5), ponieważ po 
wykonaniu obrotu dokoła dwusiecznej należy zastąpić kąty

p i a kątami $1= ? r  — P ax =  ^  — a; wobec tego 
A A

d y  d x  
d x " d y ' tang a . tang cct •



Posługując się wzorem (5) możemy obecnie dowieść, 
że i dla funkcji

może być również wyznaczona pochodna podług wzoru (4).

stąd zaś, na zasadzie wzoru (5), wynika zgodnie ze wzorem (4)

F u n k c j a  f u n k c j i .  Jeżeli y  jest funkcją zmiennej z, 
np. y  =  f(z) i a zmienna z  jest sama znowu funkcją zmien­
nej a:, np. z  =  g{x), to wynika stąd, że y  =  f[g(x)]  jest 
również funkcją zmiennej x. Wartościom x  i x y odpowia­
dają wartości y , t/j i z, Zj określone na podstawie zależ­
ności funkcjonalnych. Oznaczamy:

Odwrotna funkcja x  =  — y n posiada mianowicie pochodną

-  • a x  n

Jeżeli w szczególności y — \Jx, to =
d x  2\]x

xl — x = A x ,  y1 ~ y — Ay, z l — z — Az, 
mamy wówczas tożsamość:

A y _ _ A y  Az  
Ax Az  Ax

i na zasadzie twierdzenia o granicy iloczynu
d y  d y  d z
d x  d z  d x (6)

J e ż e l i  y  j e s t  f u n k c j ą  z m i e n n e j  z, a z  j e s t  f u n k c j ą  
i m i e n n e j  ar, to  p o c h o d n a  f u n k c j i  y  w z g l ę d e m  x  
r ó w n a  s j ę  i l o c z y n o w i  p o c h o d n e j  f u n k c j i  y  
Względem Z przez pochodną funkcji z względem x. '
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P r z y k ł a d :  y  =  (ax)2 =  z 2, zakładając: z — ax'y
d y  n d z  d y  _ „ .=  2z, — -==«; / ’ — 2z  ■ a =  2a2x.
d z  d x  d x

Dla funkcji y  — a2x * otrzymujemy ten sam wynik.
Wzór (6) może być uogólniony, gdy założymy:

y  =  f(u), w =  9 (0 , * = P (* ) ,
wówczas:

d y  d y  d u  d y  du  d z
dx~~  du  ' d x  du '  d z  d x

Mamy wreszcie możność dowieść obecnie wzoru (4)
dla tego wypadku, kiedy wykładnik jest ułamkiem i funkcja
posiada postać:

nT~ ~
y =  a\X* — dXy.

Kładąc bowiem: z  — x otrzymujemy

r  d y  \ d zy  =  az  , z =  xp; . —̂  =  -  az  , -t -  =  v x p - \
J d z  n ' d x  r  ’

d y  1 v«-“ 1- P n”” 1a(xP) •pxP~1 =  —ax  d x  n r  n
Tym sposobem wzór (4) został dowiedziony dla wszelkich 
wymiernych wartości wykładnika, mamy przeto twier­
dzenie następujące:

P o c h o d n ą  f u n k c j i  p o t ę g o w e j ,  p o s i a d a j ą c e j  
w y k ł a d n i k  w y m i e r n y ,  o t r z y m u j e m y  ze w z o r u
d l a  d a n e j  f u n k c j i  p o t ę g o w e j  m n o ż ą c  w s p ó ł c z y n ­
n i k  p r z e z  w y k ł a d n i k  p o t ę g i  i z m n i e j s z a j ą c  na­
s t ę p n i e  s a m  w y k ł a d n i k  o j e d n o ś ć .

P r z y k ł a d  1. f(%) — 4 « 3, f r( x ) = 1 2 x - .
v  2 . f(x) =  2 x r 3l f'(x) = — (jar*.

3. f ( x ) ~  4x%, f  {x) — 6 a;2.

4. f{x)  =  2x~^,  f  (x)•=  — x~%.
F u n k c j e  z ł o ż o n e .  Jeżeli funkcje jednej zmiennej

niezależnej połączone są za pomocą jakkichkolwiek dzia­
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łań, to wyrażenie stanowiące wynik, takiego połączenia na­
zywamy funkcją złożoną. Jeżeli z dwuch funkcji u =  q>(cc), 
v =  Ąr(x) utworzona jest suma lub różnica y  =  u ± v ,  to 
Ay — Au ±  Av, stąd zaś po wykonaniu dzielenia przez Ax 
i przejściu do granic, mamy:

d i/ d u  d i ) . .  .. / f ,
S  =  t ó ± 2 5 a l b 0 ( “ ± ', ) = “ ± v ' <7>

Dla uogólnienia otrzymanego wzoru weźmy v - ^ w  za­
miast v\ znajdujemy wówczas: 

d y  d u  d v  d w  ,, , , , v  , , , , ,
T x = - i i ± m ± Tialb0  = «  ± » -

P o c h o d n a  s u m y  f u n k c j i  j e d n e j  z m i e n n e j  n i e z a ­
l e ż n e j  r ó w n a  s i ę  s u m i e  p o c h o d n y c h  p o s z c z e ­
g ó l n y c h  f u n k c j i .  P o c h o d n a  r ó ż n i c y  d w ó c h  f u n ­
k c j i  j e d n e j  z m i e n n e j  n i e z a l e ż n e j  r ó w n a  s i ę  ró ż ­
n i c y  p o m i ę d z y  p o c h o d n ą  o d j e m n e j  i p o c h o d n ą  
o d j e m n i k a .

Dla iloczynu y  =  u . v  otrzymujemy: 
y  - f  A y  =  (u +  A u) (v - f  A v),

Ay — uAvĄ-vAu, - \ -AuA v,
Ay Av . Au . A u A v  .=  u —  +  . y~ Ax,
Ax Ax Ax 1 A xA x
Ay .. Av . . A u  . Au A v . .  . lim —  =  « h m  v  hm — h lim —  l im—  hm Ax;
Ax Ax Ax Ax Ax

a ponieważ ostatni wyraz powyższej równości znika, mamy 
przeto:

d y  d v  . d u  .. . .. , . .
J i = a 4 i  +  v I i  alb0 <“ ■ » )= •» + * > * •'■  (8)

O t r z y m u j e m y  p o c h o d n ą  i l o c z y n u  d w u c h  
f u n k c j i  j e d n e j  z m i e n n e j  n i e z a l e ż n e j ,  m n o ż ą c  
p o c h o d n ą  p i e r w s z e g o  c z y n n i k a  przez  drugi  c z y n ­
ni k ,  a p o c h o d n ą  d r u g i e g o  c z y n n i k a  przez p ierw ­
sz y  c z y n n i k  i d o d a j ą c  n a s t ę p n i e  z n a l e z i o n e  
w t e n  s p o s ó b  i l o c z y n y .



P r z y k ł a d  1: y — x 3 .a;4 — u . v; u' — 3xs, 1/ =  4 x 3, 
1/ = x l .3cc2-ł~%3.4cc3 — 7 x e; ten sam wynik może być 
otrzymany bezpośrednio dla funkcji y  — x l.

Pr z y k ł a d  2: y  =  (a-j- bx3) (c-f- ex3) == u . v; u' =  2bx,  
v' — 3 ‘exi ; y' — 2 b x ( c  ¿)- ex3) -\- 3 ex2 (a -j-  bx2) — 2 b c x - \ -  
-|- 3 a e x 3- \ -3be x i . Wykonawszy najprzód mnożenie i obli­
czywszy pochodną wielomianu otrzymalibyśmy ten sam 
wynik.

Zastępując funkcję v iloczynem vw,  należy jednocze­
śnie wziąć v 'w  -f- w 'v  zamiast i f ; wzór (8) przybiera wówczas 
następującą postać:

yf =  (uvw)'  — v w  .u' - \~uw ,  v' - \ - u v . w'.
Jeżeli zmienny czynnik v  zastąpimy stałą liczbą a, to 

v' — 0 i wobec tego dla funkcji y  =  au mamy y' =  au' 
czyli (au)' — au

P o c h o d n a  i l o c z y n u  s t a ł e g o  c z y n n i k a  p r z e z  
f u n k c j  ę z m i e n n e j  a: r ó w n a  s i ę  i l o c z y n o w i  t e g o  
c z y n n i k a  s t a ł e g o  p r z e z  p o c h o d n ą  f u n k c j i .

Dla i l o r a z u  y  — — mamy:

. . w-j- Auy - \ - A y = — —
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A___ „ , u __vAu — uAv
v~\-  Av v v(v-\-  Av) ’

• Au Av
A y __ Ax Ax
Ax v(v-\-  Av)

Au Avwlim . — id im -.—- 
- A y   Ax
lm Ax v(v-\-  lim Av)

d y _ v . u ' — uv'  /m
d x ~  v2 W

O t r z y mu j e m y  p o c h o d n ą  f unkc j i  u ł a m k o w e j ,
m n o ż ą c  p o c h o d n ą  l i c z n i k a  przez  m i a n o w n i k  i po-



e ho d n ą  m i a n o w n i k a  przez l i cznik ,  o d e j m u j ą c  n a ­
s t ę pn i e  od p i e r w s z e g o  i l o c z y n u  drugi  i d z i e l ą c  
wr e s z c i e  r óż n i c ę  i l o c z y n ó w  przez k w a d r a t  m i a n o ­
wni ka .

Przykład:* y =  -  u ' — 2x,  v' =  l ,J J x  — a v ’
, 2x (x  —  a) — 1 . (x2 — as) .

y  —— ł------i  ^  - — i .( x — a)s
Rozważając daną funkcję w postaci uproszczonej y  — x- \-  a, 
otrzymujemy ten sam wynik.

Wzór na pochodną ilorazu może być otrzymany prost­
szą drogą za pomocą wzoru na pochodną iloczynu, Jeżeli 
bowiem

U
?/ =  - ,  to u — y . v ,  u' — vy'  -f- y v \

, u' — yv' u'  — u'v — utf
y  v v v 2

Dowiedzione twierdzenia, dotyczące pochodnych funkcji 
złożonych, stanowią wypadki szczególne pewnego twier­
dzenia ogólnego, do którego przystąpimy obecnie, wpro­
wadzając nowe określenia.

Jeżeli f(u, v) jest funkcją dwuch zmiennych u, v, to 
może być poszukiwana pochodna lej funkcji względem u 
z zachowaniem stałej wartości dla v, albo odwrotnie — 
pochodna względem v, gdy zmiennej u nadajemy wartość 
stałą. Znaleziona w ten sposób pochodna danej funkcji 
nosi nazwę p o c h o d n e j  cząs t kowej  względem zmiennej uy 
albo v. Gdy zmienne u, v są same również funkcjami pe­
wnej zmiennej niezależnej x, to i dana funkcja jest rów­
nież funkcją zmiennej a: i pochodna funkcji f (u ,v )  wzglę­
dem x  nosi nazwę p o c h o d n e j  zupe ł ne j .  Pochodna zu­
pełna funkcji f(u, v) może być również określona wzglę­
dem zmiennej u, o ile v  jest funkcją zmiennej «, i analo­
gicznie — względem v, gdy u jest funkcją zmiennej v.

■H



Z powyższego wynika, że pochodna zupełna funkcji 
f(u, v) względem u (albo y) nie jest równoznaczna z po­
chodną cząstkową funkcji fu, v) względem u (albo v) 
i wobec tego konieczne jest odrębne znakowanie pochodnej 
cząstkowej; stosujemy w tym celu okrągłe litery „¡5“ za­
miast prostych „d“:

■ __ lim fju +  j u ,  v) — f(u, V)
5« Au

$f(u, v) _  ljtn f(u, v - \ - A v ) ~  f(u, v) 
bv Av

Przechodzimy obecnie do zapowiedzianego wyżej twier­
dzenia. Niech będzie y  — f(u, v), przyczem u i v są fun­
kcjami zmiennej x, a mianowicie u — cp(af) i v =  '\r(x). 
Mamy znaleźć pochodną funkcji y  względem x. Warto­
ściom x  i x x niechaj odpowiadają u , v, y  i ux, vu y x. Wówczas

V i — y  _  f(u u vx) — f(u, v)
— x  x x — x

_  f(uU Vl) — f(u, vf) +  f(u, vt) — f(u, v) 
xx — X

— f(un vl)— f(u>vi) ui ~ u I f ( u.LVl) — f(u>v) v 1 — v
«, — U Xx — X Vx — V Xx — X

Gdy x t dąży do x  i jednocześnie ux, vx, y x do u, v, y, to
.. u . — u d u  u , — v dv  y , — y  d y
lim —------ = m ~ ,  hm —-------=  -3- ,  lim — -Ł.==r-Ł,xx — x  d x  x x— x d x  x x —  x  d x

lim f(u ' ~  v) = *>f(u, v) ;
Vx — V () V ’

nie jest natomiast bezpośrednio oczywistą granica, do któ­
rej dąży pierwszy iloraz prawej strony ostatniego wzoru. 
Widzimy jednak, że

f (Ul, *>i) — f(u, t?t) _  f (u x, v) — f(u, V)
u, — u u, — u

16
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wraz z przyrostem Ax równocześnie dąży do zera. Granicą 
tej różnicy jest zero i wobec tego

] j ra — lim f (uu v ) ~  f (u-v) _  v)'
ui — u %  — u bu

Otrzymujemy przeto
d y  df(u,v)  c) f (u,v)du bf(u,v) d v  b y d u  , b y d v  . . .
d x  d x  bu d x  bv d x  budxP~ b v d x

Znaleźliśmy wzór na pochodną zupełną funkcji y  
względem zmiennej x. Widzimy zatem, że: jeże l i  u i v 
są f u n k c j a m i  z mi e n n e j  x,  a y  jest  funkcj ą  z m i e n ­
ny c h  u i r, to p o c h o d n ą  z u p e ł ną  f unkc j i  y  ob l i c z a  
się p o d ł ug  p o w y ż s z e g o  wzoru za po m o c ą  p o c h o d ­
ny c h  c z ą s t k o w y c h  tej f u n k c j i  w z g l ę d e m  u i v.

P r z y k ł a d  1. Jeżeli y  jest sumą lub różnicą
b f  b ffunkcji u i v, to y  — f(u v) =  u +  v, ~ - = = \ ,  —  =  + 1  J ’ . ' '  ’ ' bu  ’ b v  ~

. d y  du  , dv
i j- — j—± . j — (Por. wzor /j.d x  d x  d x

P rzykładni: Jeżeli y = f ( u v ) = = u . v .  t o ^  =  v. = u ,
b u  b v

d y  du  . ~dv ,' , _
_ Ś ' = ” S  +  “ S '  (Por "'z o r 8 )-

P r z y k ł a d  3: Jeieli y  =  f(u, v) =  —, to ~

b f  u d y  1 dii u d v  vu’ — uvr m
b.v v2 d x  v d x  vi d x  v2 ° r‘ wzor )'

P r z y k ł a d  4: Jeżeli y  jest funkcją jednej tylko zmien­
nej u, druga zaś zmienna v nie występuje wcale we 
wzorze na y, to we wzorze (10) znika drugi wyraz strony

.-ra.f -A,____    ^ 1prawej; prócz tego -— jest wtedv równoznaczne t.-~ czyli 
bu du

—• Dla funkcji y  — f(u) otrzymujemy wtedy: ~  — ^  ■ ~ -du  - i /  — / w  wwcuy.

(Por. wzór 6).

(poinecH ^H j 

.<0>v
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Należy pokazać obecnie w jaki sposób’wzór (10) może 
być uogólniony. Rozważamy funkcję trzech zmiennych 
y =  f(u, v, to), przyczem v, w  są funkcjami jednej
zmiennej niezależnej x, a mianowicie: u =  tp(:r), t’ =  \]/(;E), 
w  — p(x); nadajemy zmiennej niezależnej dwie wartości 
różne x  i xl i oznaczamy odpowiednie wartości funkcji-

u  =  cp(ic), v  =  w  =  p ( x ) ,  y  =  /'(ii, V, w)

Uy — ^Xy), f i — « ’l = P ( ai).  Vl = / ’(«! i VU Wl) 
tworzymy następnie iloraz ¿różnic:

Vi— y  J /(«u W y ) — f(u, v , w)
x x  X  x x —  X

i nadajemy mu postać podatną do wyznaczenia granicy, 
a mianowicie:

V l  —  y  _  f ( U y , V y , W y ) ~ f ( U .  VU W y )  Uy  —  U

X t  —  X  u y —  u  x i  x

f ( u , V u W y )  -  f ( U , V , W i )  V y ~  V  +  f [ U , V , W y ) - f ( U , V , W )  W ,  ~  « 7  
Vy    V Xy  —  X  W y  —  W  Xy  -  X

Jeżeli teraz x x dąży nieograniczenie do wartości x ,  to 
znikają jednocześnie różnice (ijy— y), (Uy— u), (vL — r), 
(Wy — w)  i trzy liczniki zawierające częściowe przyrosty 
funkcji y, a rozważania podobne do tych, jakie przepro­
wadzono przy dowodzeniu wzoru ( 10) dają obecnie: 

d y _ b f  du  d /  dv_ \ [  diV'
d x  hit d x  $v  d x  5 w d x ■1'

Fun kc j e  a l ge b r a i c z n e  i przestępne .  Działaniami 
algebraicznemi nazywamy dodawanie, odejmowanie, mno­
żenie, dzielenie i podnoszenie do potęgi o wykładniku wy­
miernym, stałym. Jeżeli zmienna niezależna, we wzorze na 
daną funkcję zsviązana jest z wielkościami stałemi za po­
mocą skończonej liczby działań algebraicznych, to daną
funkcję nazywamy f unkcj ą  a l gebrai czną.  Możliwem 
jest jednak, że pewna funkcja algebraiczna jest również 
wynikiem nieskończenie wielu działań algebraicznych.
Tak n. p.
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1 -j- x  -j- a:2 -f- . . .  xn xnJrl . . .  =  lim 2  a:* — — —̂
n--cofc=0 1 x

jest funkcją algebraiczną. Funkcje, które nie są algebraicz- 
nemi, nazywamy f u n k c j a m i  pr z e s t ę pne mi .  Należą do 
nich w szczególności funkcje wykładnicze e* i ax oraz 
funkcje względem nifch odwrotne lg cc i Lga; następnie 
funkcje trygonometryczne sina:, cosa:,. . .  i odwrotne, funk­
cje kołowe arcsina?, arccosa:,. . .

3. Zadania
na poszukiwanie pochodnych funkcji algebraicznych.

1) y  =  a

2) y  — ax
3) y  — a x - \ - b
4) y  =  a x 2
5) y  — 2 t f
6) y =  A a x f>

5'x 3/) y  = a
8) y  — a - \ - 2 b x - \ -  cx2 

a
x  '
a

9) y =  ;

10) 2/: ^

11) y = sx  =

12) y = y * 2 =

13) y  ==’\fxP
V
14) =  -L  =

s x

■ ax

■ x

: X“

- X

d y _
d x = 0

= a
■ a
-2 ax  
: 6 » 2 
:20  ax*
— 15a:2 

a
■ 2 b Ą - 2 c x  

— a
x-

4a
x°
1

2\/x '
2 J_
3 \jx 
v  ni:1 ■ \jxP n
n
_ 1 J _  

2 /̂a:3



2 0 ) y  =  \ l~
V m :6 V»n*’

W następujących przykładach należy znaleźć pocho­
dne przez wprowadzenie zmiennej pomocniczej z  podług 
wzoru (6). '

d y  d y  d z
d x  d z  d x  
„ — 2 b(a-\-bx)

21) y  =  f(z)\ z =  cp(z)
22) y  =  ( | | f  b'at)* =  z*
23) y  =  (« — bx)-‘
24) y  == (o - f  h x - f
25) ?/ =  (« — b x y
26) y =  (o +  g 8)3'

27) y  =  ( a — 1

28)

29) y:

30) ?/ =

X

:(a-f- h x  -f- ca:8)’1 
1 _  - 1 

a - f - i a :
1

(a — bx?y

— _ 3  b{a — b x f  
=  4bx(a-\ -  bx2)
— — l5 6 a 8(fl— bxs) i 
=  fi a?(a -f- ic2)2
_  3(aa; — l ) 2 

x i "r
=  n(a +■ bx JFCX-)n- 1.{b V2cx) 

— b 
(« -j- bx)s 

6 bx  
{a — bx3)*



34) y  =  \ 2p  x

d y -=^~
2

V
\j2px

l  - ł  + &3b) y  —  —- —_r-= =  g---------------- — ----------
\/a— 6*  ’ 2 \/(a — ¿a?)3

37) y =  sja — b x 2 „ =  - / ~  *===■;
_ * \a  — ¿ar

38) y =  ^2axĄ-x'* „ • =
■ ' : - V2 «*  +  * 2

— 2 a;339) ?/ =  \ 1 — a?4
\/l — a;4

\ n —  r — Jfl
40) ?/ | =  V « +  ~x+<ja - x  » =  ~  • f = = = ~

h-" 2 \Ja* — x \

41) V 
*'jr:-

42) y

43) y

x  — a
\l2ax — a:2 \j(2ax  — a:2)3

1 4ic2
y(2 -  .r3)4 W - & F

1 - 3
V(* — a j3 4 y( c — «)■

_  1

"\J(a -j- 6a )i n 7 (« +  ¿#)p+n
W następujących przykładach zastosować wzór 

podstawienie i dwa dalsze wzory:
d y  du  , du
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•18) y  =  (a'-f- bx) (a — bx)

,49) y  =  (1 — 2*) (1 +  3*) 
* 50) y — x A (a — 2œ3)3

. _
51) y  — (a-\~x)\ja — cc

■ X VI + Í,52)

,53) y  =  x 2\ia -  x  
1/

54) y  =  x \ j \  — x 2

55) y  == ^  \ a2 -f- œ2
sc

Kfi\ G?2 —(— 2 £C —}— 1J66) ÿ =  _ n _ x _

1 — æ

¿f> S=î+s
y

1 —  2æ 2
2  — æ8

cn\ X2 — 2x~\-'¿
| f >  »  = ^ + 2 5 = 3

_ ( a  +  a;8) 3 
,60) V —

6 1) y  =  i + Í 5
i/- 1 — \lx

62) y > + 6 . *

x>
65) y

i y
d x ' ■ — 2b2x  

: 1 —  12X
; 4æ3 (a — 2 ie3) (a — 5æ8) 

a — 3#
” 2 V a - .r  

_ - 2  +  3a
" ~ 2  y r+ æ

_  4aæ — o f f
2 \/a  —  X'

1 — 2 x 2
V I - æ 8

æsVa2- f  * 8
æ4-f-4 æ3-j-3æ2-f-2a>-[- 2 

» -  (œ3- ^ ! ) 2
—  2

” l ï l + f
—  6æ  

” —  ( 2 ^ a * j *
4æ(æ — 3)

x\ja-\~x

(x2 +  2 x  — 3 y  
_  6æ(a -f- æ8) 2(6 +  aa0 

" ”  ( ô ^ x 3) 3“

1

” V i» ( i — V«)2 
2 a -f-

” 2æ 8V «-l-<!'1̂
  2 -I-

2 V (i+ # _ _ _ _
a i  _ ja — ííc

" (a — iæ)2 V a-f- i  æ
2 a —j— 3 îc

’ — _  iæ ^ V F T ^
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,,n   iL _  ¿2/ a;ł -t-a 8::
J  ł ?/ \j-x i _ a2 d x  2\ lx(xi — a\i)3

.67) ?/ =  \x - f  V1 + « ) 2
2 + 3a;+(2a?+1 )y l  +  *

I -  - v r + ^

Pochodne funkcji trygonometrycznych i funkcji kołowych.

Chcąc znaleźć pochodną funkcji y =  sina: należy za­
stosować (lwa proste twierdzenia geometryczne:

Jeżeli łuk A B  (Rys. 2) jest ćwiart Rys
ką okręgu, to dla każdego punktu 
C leżącego na tym Juku mamy 

- C D  < C B  < C E B \  jeżeli następnie 
punkt C zbliża się nieograniczenie do 
punktu B,  to istnieje wówczas przy­
bliżona równość pomiędzy prostopa­
dłą GD , cięciwą GB  i łukiem GEB.
Wynika stąd przybliżona równość po- q 
między wstawą (sinus) i teoretyczną 
wartością kąta (dla bardzo 
małych kątów).

Jeżeli M U V S  (Rys. 3) 
jest łukiem dowolnym lecz 
jednostronnie wypukłym  
i proste MN, N P ,  PQ„ QR,
R S  są stycznemi do tego 
łuku, 1o 

M N  -f- N P - \ -  P Q  +  QR  
-f- R  S  < ' l f  T -j- T S  

i nierówność ta pozostaje 
prawdziwą bez względu na 
liczbę tych stycznych po­
średnich, które dotykają 
krzywej w punktach leżą­
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cych pomiędzy punktami M  i S. Gdy powiększamy do 
nieskończoności liczbę stycznych pośrednich, zbliżając je­
dnocześnie nieograniczenie każdą parę sąsiednich punktów 
styczności, to z powyższej nierówności otrzymujemy nową 
nierówność dotyczącą długości łuku: M U V S ^ .M 7 ' - { -  TS. 
Jeżeli następnie punkt M  zbliża się nieograniczenie do 
punktu S, to otrzymana nierówność zamienia się na przy­
bliżoną równość pomiędzy łukiem i sumą stycznych 
M T +  TS.

Jeżeli przeto CG  i G B  (rys. 2) są stycznemi w punk­
tach C  i B; to C E B < C G - \ - G B < T G + G B  =  F B ,  to 
znaczy, że a ^  tang a, przyczem znak równości odnosi się 
do kąta a =  0 .

Mamy więc:
sin 'a5Śa, a cos a '^  sin a, 

a cos a.5S sin a,
■_ sin ac o s a <  :< 1.

a ~
Gdy a dąży do zera, to lewa strona powyższego wzoru 

staje się równą jedności i wobec tego:
s ina  

h m ——  =  1.
a =  o a

Zakładamy teraz:
y =  sinic, i/1 =  sinic1,

y \ — y  sin — sin x  2 cos£ (ic, -j- sin i  (xt — x)
— X Xj— x x L— x

. . . sin ¿(a:, — x)=  cos 4 (ict - f  x) ■ —-  - r-̂ .
x)

Jeżeli weźmiemy następnie =  x,  to dla ostatniego ułamka, 
zgodnie z dowiedzionem twierdzeniem, otrzymamy granicę 
równą jedności. Znajdujemy przeto:

d y  dsin ic ,
ń — w =ms*- (U)

P o c h o d n ą  f u n k c j i  sina: j e s t  cos.c.



W podobny sposób wyprowadzamy wzór na pochodną 
funkcji c o s  i nus.

y  =  cos x, y x =  cos r , ,
y, — y  c o s # ,—:c o s #  — 2 s in £ (# , a;)sin^(o7t — x)
v“vł __ /ył /vi nr* / v * __ /y»«A> | lA/ |X/| \Aj l

sinik (#, — *) 

d y  d c o ś x  .
d = ~ ^ - = - !,na:- (l2>

P o c h o d n ą  f u n k c j i  cos#  j e s t  — sin#.
Wzór ten może być zresztą wyprowadzony również i z po­

przedniego wzoru, ponieważ y =  c o s # = s i n  #j =  s inz

jeżeli złożymy £ =  ;y— Mamy wtedy ~ -  =  cosą^ = = : — 1,

dy  ,
wiec =  — cos 2 == — sin#.

<7# ' "i
Pochodne funkcji tang# i cotg# otrzymujemy w pro-, 

sty sposób za pomocą powyższych wzorów /UaiUo. !̂ j
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s i n#  d y  cos2#  -j- sin2#  1
cos2#y — t g ,r— c o s# ’ d x  ~ cos2#  "“ "¿3IŹ . (13)

cos#  d y  — sin2#  — cos2#  1
,J = c ,« a' = ¡ I i S ; S  = ------TE3 F  “ -  Sin-S- <’“ >

Z a d a n i a .

cli/
68) y =  sin (a#) =  sin z  ̂  — a cos (a#)

69) y  — cos («#) „ =  — a sin (a#)
7 n , . #  170) y =  sin — „ = — . c o s -

L/ a a . a
02 CC

.71) y  =  a cos — „ = - ^ |s in  ^

r-72) y  |=  sin (#") =  s in 2 „ =  n#’* -1 cos(#")

M
I
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,7 3 y  y

74) y  =  a sin

eos \¡ax 

a

75) y -
IS-

.76) y -
V
.77) y-
K

m  y -

X

I: a eos -
X

:!inVs
: tg/aa¡)

a tg
*

79) y  =  alg
\y x

¿ M  y :
,83) y*
84) y:

85) y

,86) y -
v

,87) y
i /

—  eos"
a;

■ = . z
sin x

- N ’\cos X]

88) y  — ;j s in z  +  s i n -  * 1i**
m y cos 3 se - 1

l ?
90) y =

91) y-

1 2 ..............  4

= tg X  — COtg X

= 3 smsc — 4 sin3«

a sin \¡ax 
2 \¡ax' 

a2 a
:----- r, . COS

X -  X

a 1: sin -
x- x
— i r: — =  , eos » 
2\jx* \  x

80) y =  sin (a+ ¿£c)= =  sin.?
81) y  — eos (a ~  b'x2)

•  o  9s in 2a; =  ^‘ 
eos2 {ax)
2 sin” (ase) 

a

cosx

d y .
SÍ.x ’

eos* (a®)
]_

: _  oXeos-
ft-

a j
o;2

1

COS“a;
: & eos (a +  b x )
= 2¿».csin (a — ¿i®2,
: sin (2 x )
: — a sin (2 a x )
: na sinn~ 2(asc) sin
na  a . a

• eos —sin —xx 2 x
COtg r 
sin./’ 

si n x
cos" + 1r

3,»  x— COS COS:
4 4

- .  cos 2 i" si n x

sin2(2 x)
=  3 eos 3 se
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go) y - - 1  1  = £ ^ !£
2 sin2a; 4 sin4«; ” s in 5a;

2sí°'(t + |)93) y — —-— j-tga: „ — ,cosa; m cos2a:
r94) y =  siua: cosa; „ — eos 2a;
: 95) a/ =  (1 — cos 2 a:)2 „ =  16 sin3a; cosa:
96)', y = 2 cos2(a;-(-a)- cos2 a; „ == — 4 co s(« -f-2 a;)sina

, /s in 2 aj-t-2 a;\
97) y== ( x tg#)- „ = x i g x [ - ^ F— }

, 98) ?/ =  3sina:cos2a;-f-sin3a; „ =  3 cosa; cos2a;
¿ y

99) ?/ =  (4sina;- 8 sin3a;)cosa; ^ |  =  4cos4a;

/ 100) y  =  (« +  &sina;)cosa: „ — b cos2 a;— asina: *
101) y  — si na; sin (a — x) „ = s i n ( a — 2a;)

W a — b cosa; 2 a 6 sinai
^ a- \-b  cosx " (a -f- b cosa;)2

103) ; . =  s ina ;-f-cosa ; _  - 1
\y. sina; — cosa; ” cos2 (45° +  x)
. . .  sina;-]-cosa; sin3 z —^cos3a?
104) y  — — .---- '--------  „ == :—s—-----5---Lr * sina; cosa; sm^a; cosaa;

,105) y  — s\xix— x c o s x  „ =  a;sina;.
F unkcje k o ł o w e  ( c yk l ome t r yc z n e )  są funkcjami

odwrotnemi względem funkcji trygometrycznych i na tej
zasadzie pochodne ich mogą być otrzymane ze wzorów
na pochodne funkcji trygometrycznych.

1. y =  arcsina;
jest funkcją odwrotną względem x —  siny, a ponieważ;

. '
— cos y  =  y l — sin 'ly  =  y 1 — x i ,

więc;

^ = - = = L = .  (15)



2. i /= a r c c o s x
odpowiada funkcji 3? =  cosy,  ponieważ zaś

d c c  . " I  n  ¡~1 <>—  =  — smi/== — vl — cos8y =  — V 1 — 33-,

więc:
d y  1
d ? ~  V l  —  CC'2' ^ 1 6 ;

f Prostsze jest następujące dowodzenie:
% . d y  1

y  =  arc cos3: =  -  — arcsin«; •— — ----- , - - - - - - - .
■ 2 d x  j \ — x 2

3. y =  arctgic
dcc 1

Mamy a; =  tg y,  =  1 +  tg ̂  == 1 +  « 2, stąd zaś

po odwróceniu:
d y  l
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d x  \ - \ - x 2
4 . ij =  arc cotga?.

Jt
Ze wzoru y =  — — arctga? olrzymujemy łatwo:

d y _  £
d x  \ Ą - x r

Możliwe jest również następujące dowodzenie:

y =  arc cotg# =  are tg ~  =  arc tgz,  jeżeli s = = ~-

dy  1 cl z  1 . wówczas ~ = = - —:— 3; —  =  — ■ 1

(17)

(18)

dz  1 -f - z 1' d xx  x
1 — 1   1

dx 1 - |- ^ 2 x 2 1 -f- x 2

^ 2 ,  a d a n i a.

.106) y — arc sin (ax) ~  =  7--=2 =—
U  d x  Al i ~ a sx 2

• 1107) y  =  arc cos (« — 3 ) , =  - p -  •: .
\ 1— {a — x Y
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. a2 — x 2 — 2 a
• J t e j ^ a r c s r a j i + j i  ■

ji09) y  =  » r c s i n i  „ = - - - i =

110) ?/ =  arcsin\ / l  — « 2, *  y  ---------------Y »» 7 -------------------o

*  •11 ¿ -}- a cos« — ¿)-
111) y  =  a r c c o s — -------- = = -2-------------

a-|-Z>cos« 11 a-j-ôcosÆ
i i  l a — oí112) y =  arc cos

\? y  \  æ ) ” Xs¡ 2 a x - a 2

/•ll:!)  ¡ ' - ¿ • " - " - v ' ;  - = v- = t p

. X  1
114) y .=  a r c s m -= =   „ =  ¡ 

(f sji +  X 2 1 + *

115) i/ =  arc tg \¡ax

116) y =  arctg

2

a
2(1 4 - a x ) \ ]a x

X a

: 117) y  =  arctg

a — X ” (a — x)2- \-x2
1 — 1

' • / '  v X .— 2 ” l  +  (æ—12)

118) y =  arct j O l j Z f  - = ^ =

2

¿/ v i  — -?;3 V i — 2:2

'121) y  —  arc cotg -  =  2 ( T T ^

122) y  =  arc (cos =  sin «) „ =  — 1
111

123) ?/ =  arc (tg =  ra tg «)
w 2 -j- (1 — m 2) c o s2«



,124) y '=  arccotg4 ,  „ = —— y——f=
y  \]x 2 ( x - \ - l ) \ J x

125) y  =  arc jtg =  a tg
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1 - f  (a* — l ) s in 2|

\/ 2 a x  — x~
126) y  =  a.  arc s in    \/ 2 a x  — x 2

cl y   ’ x
d x V 2 a x  — x 2

127) y =  \ jax — x 2 — a . arc tg v ;° ----- - v W

V *  \
100, , , . V x- \-  ic2arctg*

¿128) y  — {%~ ^arc tga;). arctga: „ =  ■  •

¿J  5. Funkcje wykładnicze i logarytm iczne.

W rozwinięciu potęgi dwumianu:
n . x  n n - —\ x 2 . n n  — \ n —2 x s .

= i + T + r _ _ - _ + T

X

( '+ = ) •
dla wykładnika dodatniego całkowitego, rozważamy prawą 
stronę:

' + i + M ) o + H ) M  i ^ 5+ -
. .  i i i  -  i i L - i  . . i i  " - 1'

nl  \  nl \ n I 1 ■ 2 ■ 3 . . .  n
Badając wyrażenie powyższe, gdy liczba n nieograniczenie 
rośnie, nie możemy zastosować twierdzenia o granicy sumy 
(str. 7, wiersz pierwszy), ponieważ twierdzenie to zostało 
dowiedzione jedynie dla skończonej liczby składników, 
a w danym wypadku liczba wyrazów wraz z liczbą n 
nieograniczenie rośnie.. Niechaj p  oznacza pewną liczbę 
całkowitą dodatnią mniejszą niż n, lecz większą niż bez­



względna wartość liczby x. Rozważamy dany szereg do 
tego wyrazu włącznie, który zawiera 3?, a sumę wyrazów 
pozostałych oznaczamy przez RPi„.
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(1+ i)

1 \  nj l  .2 ' \ n) \  n) 1 . 2 . 3

+  P~ ir ) 1 . 2 . 3 . . . P + Bp>n; (A)
Bezwzględna wartość reszty RP,n- jako sumy pozostałych 
wyrazów', nie przewyższa sumy bezwzględnych wartości 
tych wyrazów; odrzucając przytem czynniki dwumienne 
mniejsze od jedności otrzymujemy następującą nierówność:

, \x]p+'3 , . pi"

|a;|p+i

1 . 2 ...(p +  l |
Prawa strona nierówności została powiększona przez zmniej­
szenie mianowników i przez zamianę otrzymanego postępu 
geometrycznego skończonego na nieskończony, a ponieważ 
założyliśmy, że \ x \<p ,  wdęc otrzymaliśmy postęp nieskoń­
czenie malejący, sumę którego możemy określić i^wówczas 
prawTa strona nierówności przybiera następującą postać:

¡t]i’+1 1
1 . 2.. (p +  f )  M _ '

■p-\-1
Mamy przeto

0  <  £  — V  < B >

p - \ -  1
Wzór (B) wskazuje dwie wartości, pomiędzy któremi za­
warta jest bezwzględna wartość reszty Rpn  przy ws z e l ­
ki m wykładniku n ~ > p ,  albowiem i lewa i prawa strona
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podwójnej nierówności jest niezależna od n. Nierówność 
(B) sprawdza się w szczególności dla dowolnie wielkich 
wartości n. Powiększając nieograniczenie liczbę n we wzo­
rze (A) i zakładając lim =  możemy obecnie gra-

U  =  00

nicę sumy skończonej liczby wyrazów zastąpić sumą gra­
nic tych wyrazów: otrzymujemy wtedy:

( /y«\ n  /V> /y*2 /yi3 i y P

1+ ś )  = 1+ i + o + i~.2;3+ '" + T X ^ + i '!' ’ (C)-

(D)
p  4* 1

Sprowadziwszy prawą stronę wzoru do postaci niezależnej 
od wykładnika n powiększamy następnie również nieogra­
niczenie wartość liczby p  we wzorze (C), Przy wszelkiej 
skończonej wartości x  ostatni ułamek we wzorze (D) staje 
się równym jedności, a poprzedzający go ułamek w pra­
wej stronie tegoż wzoru (D) przedstawić możemy w nastę­
pujący sposób:

¡«1*= \i j#: w  \x\ \ / l i n  ^  MŁ 7 |*| y  *,'+1
y + 2/  ' ‘ ' \ p + 2/ < 1 .2 ....fcy -k l]

zakładając Tc tej <& -j- 1.
Pierwszy czynnik prawej strony ostatniego wzoru posiada 
wartość stałą skończoną, a drugi dąży do zera, jest on 
bowiem potęgą ułamka właściwego o wykładniku rosnącym 
nieograniczenie. Tym sposobem znajdujemy lim R p =  0,

p  — cr.

i otrzymujemy następujące rozwinięcie:
( /y*\ n  SYI -7»2 /y>3

‘ + | f + f + f 5 + S 3 +  -  ,E)
w postaci szeregu nieskończonego, z b i e ż ne g o  przy wszel­
kich rzeczywistych, dodatnich i ujemnych wartościach 
liczby x. Szczególną wartość tego szeregu dla x = l  ozna­
czamy literą e



= 1  +  1 +  r 2 +  TTO  +  -
Ponieważ prawa strona jest wtedy > 2 ,  ale

przeto liczba e powinna być zawarta między liczbami 2 
i 3; znajdujemy;

<3=2,718281828459. . .
We wzorze (E) n jest liczbą całkowitą. Jeżeli x  ozna 

cza liczbę całkowitą dodatnią, to we wzorze tym zastąpić 
możemy n przez nx\  mamy wtedy:

lin,( l + f ) " = li,n( 1+ ^ ) ” “ lim( 1= i)"*

lin,( 1+ i ) ”]*= e ' ’
przyczem ostatnie przekształcenie jest możliwe, gdyż gra­
nica iloczynu skończonej liczby x  czynników równa się 
iloczynowi granic. Dla c a ł k o wi te j  dodat ni e j  wartości x  
mamy przeto
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( /v»\ Tl /y* sy* 2

1 + s )  = I  +  i + r 2 + r x 3 + -  ( F )

Jeżeli następnie y  oznacza liczbę całkowitą dodatnią, 
to biorąc my zamiast n mamy:

4 - ( 1+r|n»(1+^ ) ih ( l+| ^
x / % \ n

e'J =  lim (l-j-  -k) .
n =  «V 71'

Wzór (F) sprawdza się przeto dla wszelkiej wymiernej, 
dodatniej wartości x.

Rozważając wreszcie dodatnią, niewymierną liczbę x  
zawartą pomiędzy dwoma ułamkami wymiernemi

V < x < ~  q < X <  V
Dólp-Nefcto. S
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mamy

P (P\  s l s \
. , <1 , \Ql i i x  r  ,  1 i  ̂ i \ 7̂ t
1 + T + T T  + --<1 + I  + iT2+ - <1 +  T + r 2 + --

a zbliżając nieograniczenie oba ułamki ■wymierne do nie­
wymiernej liczby x  przekonywamy się o prawdziwości 
wzoru (F) dla wszelkiej dodatniej wartości x.

W analogiczny sposób zbadać możemy dla dodatnich 
lub ujemnych wartości a;

.'‘" L Í '+ ír ')
CO

Widzimy wówczas, że biorąc zamiast n we wzorze (B)

otrzymujemy dla reszty granicę zero przy wszelkiej
wartości p  i nieograniczenie wzrastającej liczbie n i wobec 
tego po przejściu od wzoru (A) do wzoru (C) pozostaje 
tylko pierwszy wyraz 1. Dla wszelkich dodatnich i ujem­
nych wartości x  mamy przeto:

Po zamianie x  na — x 2 wynika stąd:

lim ( l - f ^ . l i .
)ł =  CO\ H j  tl

m  i 1 — - Y " =  ! i ni ( 1 —  ) = 1

to znaczy, że

albo

e* lim
n  cc

l i m  f  1 +  'T
u - - a \ n

Wzór (F) sprawdza się przeto dla wszelkich rzeczy­
wistych wartości x.

Chcąc obecnie znaleźć pochodną funkcji y  — ex, za­
czynamy w ten sposób:
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?/-f- J ? /= f x+ Ax, y  =  <’x\ Ay — e*(cA * 1),
i y   ̂ (eAx— 1
Ax \  Ax

Kładąc — 1 '=  ^ to znaczy e&* =  \ -f- 4 #  =  lg^ l-f-.—

mamy
A U  £ A . c _ 1  e x  f x

 : Cr --- ---r  f . : n i g p i )  i g ( i + i

a 1 g ( 1 -|—  ̂ ] staje się równym ] g e - = l .  Mamy przeto:

Gdy Ax dąży do zera, to n wzrasta nieograniczenie, 

równym 1,

(1 y dc*

(19)
Wyznaczając pochodną dla każdego wyrazu prawej 

strony we wzorze (F) otrzymujemy ponownie dawny sze­
reg nieskończony zbieżny. W  danym wypadku jest przeto 
dopuszczalne wyznaczenie pochodnej szeregu nieskończo­
nego przez obliczenie pochodnych poszczególnych wyrazów.

Logarytmy obliczone przy zasadzie e oznaczamy przez 
lg (por. str. 19); ze względu na ich własności szczególne, 
podane niżej (por. zad. 424), noszą one nazwę l o g a r y t m ó w  
nat ur a l  nych.

Dla znalezienia pochodnej funkcji wykładniczej postaci 
ogólniejszej y  — ax zakładamy a — cm i otrzymujemy wtedy 
m =  lg a, to znaczy, że m jest logarytmem naturalnym  
liczby a. Mając wówczas y  =  e™x =  ez gdy m x =  z, znaj­
dujemy

dy z  d z  . d y
-Jx =  m 1 d x ~  me!~  771 e”‘X =  ^a)

Pochodne obu funkcji logarytmicznych wynikają 
z otrzymanych wzorów przez rozważanie-funkcji odwrotnych 
wzdlędem powyższych funkcji wykładniczych. Jeżeli:

V— lg®
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(0 X: cv (20)d x  eV d y  __ 1   l
d y  ’ d x  e'J x 

Funkcji y — L gx  (przy zasadzie a) odpowiada również
d x

funkcja odwrotna x  =  a'J, pochodna której —  — a,y\ga,

skąd:
d y '

d y
d x '

1
a.v. Ig a

1 1
lg a x

(20 a)

129) i/ =  e“  =  es

130) y = g r

131) y-
132) y  =

*
: a e a 
: e1*

133) i/ =  e2

134) y
135) y

—  ocosx 
 gsin2#

136) y = e * roi«x

,137) y  
138) y  

¿139) y  
140) y

/141) y  
0  4 2) y =
'143 ) i / : 

144) y  :

Z a d a n i a .

=  x 2ex 
=  e*(® —  1)
=  e*®"
=  (®2 — 2 x - j - 2 ) e a:

i -  - - ) 3=  al e“ -j- e “/
== cos® e,inx 

; e ^ s in 2® 
e* 
xn

•145) y  —
e — 1 
e * + l

d y
-2.  — a eax d x

ae ■

\Jax 
= — sin ®ec0*x 
:s in2 ®eain'x

g aro tu x

1 + ® 2 
: z e '  (2 -j- ®)

: (® -f-  n) ecx n~ l

I \
:2 lea— e aJ
■ (cos2® — sin ®)e,iQX
: e2x(2sin2®-j-sin2®)
e*(x — n)

xn+ l
2>j*

:( ^ + l ) 2



e*(® — n)
146) y — > ■ —

L' ®”

,147) y  — {ë*~x

• 148) y  = \ jx ( e x 1 )
Y

149) y ==.a-V**+ï.

150) y ■= a tRX

151) y — (amx -f- &)p 
7 ,152) y =  ax .®a/y ' «...

153) y  — Ig(a — ®j

• 154) y =  lg(®»)=/Wl g X

155) y =  lg Í  =  - l g ®

156) y =  lg(a®) =  lga-|-lg®
•A ,

, 157) y = ( ig ® )n = V n

•#  »-«(.-Iî)
A

159) y =  lg® +  lg®2 =  3 lg® 

1,60) y = l g ( l  — ®â) =  lg* 

*16!) y = r s ( i  +  | )

, 162) y  — 4g (a — \lx)
K  " j

d y  e®[®-)- (® —■ n )3]
d x

a i—
” — 2

 e 1  ( ®  ~ j -  1  )  - } -  1

2 \/®(ex- f  1)
_ x a ^xx+ 1 Iga

” _ “”7 ï f + T
_  a*®1 Iga 

cos2®
„ =  (amx -f- b)1 ~ 1 a"11 m lg a 
„ =  ax®a- J (a-(-® lg a)

1
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n

x
\

X

n (lg ®)” -1
x
1

a -j-®
3
x

2 ®

1 —  ®2 
a

®(a-j-®)
1

2 (® — a^®)



* 'ov' 1 ' " emx-{-e

,164) y  — lg(®,-f \1 +  ®2'
,  - V 1 +  p

J p  !/ =  | - 2 vi + 2 lg |l +  Vi| ",1 =  ̂ 5

1 i , a +  Va* — ®2 _  — a166) y — lg 1 --------- ---------
js  x  x\ja- — X-

b i’x167) y =  Ig (a - f io * )
•Iś'
. 168) y =  lg -= J= = r.= — 4lg(l-+-aî!) „
[ /  \ 1 - f  ®2 2 1 +  x  ■

a — x
¿ 6 9 ) y  =  \ ^ 2 a x - £ >  ,  , , a x _ _ x ,

1 - f . r  2
170 ,/■-

i _ 1 .  « +  ® « 
,1 / 1) y  == lg * —— ® a-— x-

X .4

¿ i / i j y = i g ^ -

¿172) y 1 g  ̂ ” x ( l  -  ®2)

I , I — lg®
{1 7 á ) y  =  - l « a :  •— 0 ~

1/4) y  =  lg-— I — - 
'  1 — w ' 1 - N® U -  a ' /

175), y =  xsjci  ̂-j—"®* - j-  lg (® -f y.a'-’-f- ®3) =  r~~~ j - —- - í ■ -J v T  1 1 ' r  rf* Va2- f ®2

¿ 7 6 ) y =  lg '(« + x  +  V 2 Ï 5 + ^  =

,  <. w¿ . . „ . n , x — a mx n
1 / / I  y =  — lg(<‘_ — a-) -I—-— lg—-—  = —-— - „

>  2 v ’ 2 a x - \ - a  x - — a*

. J78) y  =  -1± 2 £ ! l g ( l + á * ) _ |  „ = * ] g ( l + ® * )



'x - - f - 1 , , ® — 1 , . d y  ®2— 3®1 /<)| y - | | g _ , T _ 4 - x i a — -f-iarctg® -t~ =  — i— t~ y  4 ®2— 1 d x  x 4 — 1
180) ;/ =  lg (./•-— 1) +  3lg(® +  1) -t- lg 1) H-5 arc łg a;

d y  6®3+ 3 ® 2+ 2 ® — 7
d x  ®4— 1

181) 7 /=  1 ~ ^ = — - — ■ ’
ç  y / a4-¿®rfV« +
1 14 - ® 2 1 , 1 + ®

¿ 3 2 ) y =  - L '— -  „ — x (1 — ®a) “ x 2 g 1 — ®

io ‘j\ 1 — ®‘ , i + ®  _  l - f  ®2 ® M -l. i + x
J 83) y — -2-~2 1 g j _  ;B » — x % jps - § i _  x

x  1 — ® +  lg®

39

t¡184) !/ =  î f ^ l S *  - -  a _ x)

^185) y — lgsin x  „ =  cotg®
186) y  — lg cosx  „ =  — lg®

2
• ¿ 8 7 )  » - ! * • * * .  ■ T S S Ś

¿ 88) = - ^ „ 4

/.,■ — ttV a ( x  — a\
¿89) // =  Jgsini —-—- M g s in z . , ,  ^ c o . g

^490) y  — I g n e o s .  =  — t g^ ' '

191 y  =  Ig sin y/rt -j- bx  . =  ■■■—■— == =  cotg \ja -f- bx
Jy' 2 \jn - f  b x

È-92)y =  l g c o s W l  „ = — ~ - t g  J l
** \  x  2 ®y ® \  x

2 a¿
¿-’ ,y b\ « — b lg®/ ” «J— (aâ sin*®

8 1 O í  í j / ----  I «t ici I ] rf r»rw ® ¡,r " ’ "  ^  -194 ?/ =  1 g tg® -f- lg c o s ® »  lg sin x  . - =^cotg®y  °  1 °  ▼ ° ; 7f®

¿ 9 5 ) ?/= I g / ‘(®) =  Jg: „



P o c h o d n a  l o g a r y t m u  n a t u r a l n e g o  f u n k c j i
r ó w n a  s i ę  u ł a m k o w i ,  k t ó r e g o  m i a n o w n i k  jest.
d a n ą  f u n k c j ą ,  a l i c z n i k  — p o c ho d n ą  tej fu n kej i.

Pochodne funkcji mających postać y  =  f ( u , v) =  uv,
gdzie u i v są funkcjami zmiennej niezależnej x, mogą
być znalezione za pomocą wzoru (10).

c) f  c) fMamy wówczas-r—=  t’ît1’ i -— =  ut-lg«, i v ; d u  d v  b

(21)

TT 1 ¥ 1 1 /  \ h i t  d u  d VP r z y k ł a d  1: y = ( a x ) nix; u = a x ,  v = m x :  7 = « ,  ~r~ =  m, 
J ' ’ d x  ’ d x

(1 +  «)•

Tl , v J r. /■ • du  d vP r z y k ł a d  2: y  —  (sinæ)c°9*; —  =  cosæ, —  =  — sina::' d x  d x

(sina;)cos*~1 (cos2#  — sin2#  Ig sin x)

Poszukiwanie pochodnych tego rodzaju funkcji może być 
nieco ułatwione, jeżeli rozważamy najprzód logarytm na­
turalny takiej funkcji i znajdujemy pochodną jego wzglę­
dem x, mnożąc pochodną względem y y czyli odwrotność 
danej funkcji, przez pochodną funkcji y  względem zmien­
nej niezależnej x.

P r z y k ł a d  3: y  — x \ i y = x \ g x ;  i v ^ =  1 Ij-jg-c;

, — (1 - f  l g * ) i / = = ^ t +  lga?).j

P r z y k ł a d  4 : t / = = ( ^ ) ;  Ig y = x  (Ig a — ]gæ);

40



. « ( ¥ )
Pr z y k ł a d  5: y- x ■■Z", ; § f = ^ ' ( l + l g  f).

r? z   1 d y    /I — x
d x  x'i' d \  *  >

( ¥ )
1 + 1 — x

X X*

P r z y k ł a d  6 : 4 f = H ( l  — Iga?)'.
d x  x 2

, , i -  - I ■ d y  /  1\* Alga; — 1 \P r z y k ł a d  /: y = z y —,
a;

Pr z y k ł a d  S: y ^ ( o + t e ) l ;  I*« IV )]

P r z y k ł a d  SI: < /=  ( \ ;  “ ) ’ l | | - S ł ( | )
rt

,S 5.
P r z y k ł a d  10: y  — (arc tg a;)1;

f /? /_
<T® =  (arC łfi ?}* ( I" arc łg\x- X

arctg.r 1 -|- x 2!a -

A 6'§ 6. Funkcje uwikłane.

Poszukiwanie pochodnych związane było dotychczas 
z założeniem, że funkcja dana jest wyraźnie w postaci 
y z=zf(x). Jeżeli natomiast obie zmienne x  i y  związane są 
wzajemnie w ten sposób, że pewna funkcja obu tych 
zmiennych przyrównana jest do zera:

f  (x, t/) =  0,
(por. str. 3). to z/ jest funkcją uwikłaną zmiennej x, przy- 
czem wyraźna postać funkcji y  — y(x)  jest wprawdzie 
określona za pomocą równania f(x, y) =  0, nie może być 
jednak sformułowana, gdyż nie zawsze możliwe jest roz­
wiązanie równania f(x, y) =  0 względem y. Konieczną jest 
wobec tego nowa metoda poszukiwania pochodnych.



Zwracamy się w tym celu do wzoru (10), str. 17,
„ _  d  V _  $V du  b y  d v
■'~ ' ( ' h d i W y  d x  

gdzie u i v były funkcjami zmiennej x. Jeżeli w szcze­
gólności założymy y  —  0, lo zaznaczymy jedynie, że funkcje 
u i v stale czynią zadość równaniu f(u, v) — 0. Mamy

d y  _ . 
wówczas =  Q i otrzymujemy:

b f  du  b f d u  /(„ , „) =  0; _ _ + _ - = 0 ,

Biorąc następnie u — x  i przyjmując zamiast v nowe zna­

kowanie y, mamy ^ = 1  i znajdujemy:

*-■« K+|i=-n
b i

d y   b x
d x  b f

b y
Pr z yk ł ad  1: f =  x 2 -|- //*— r 2 =  0. Znajdujemy bezpo­
średnio :

r, i d y  ,, , , d 1/ x2xĄ -2y~ .±- =  0, skąd ,1 d x  ’ H d x  y

albo podług wzoru (22): —  =  2x,  - - - =  i i/. ~ = =  —
v ' ó.r b y  d x  y

Posługując się postacią wyraźną, możliwą w danym wy­
padku do sformułowania:

(22)

y  =  y/r- — x 2, m am y. (l y . X  *X

d x  yA _  x i y  

Pr z y k ł a d  2: f = = y n— W:== 0 ; 'nyM_l~ ' —pa?  1= 0



d y _ px P~1
bx  1 ' ’ b y  •' ’ d x  n y n~1

Chcąc uniknąć mianowników i znaków pierwiastka, 
gdy funkcja przedstawiona jest w postaci wyraźnej, prze­
chodzimy zwykle, przed wyznaczaniem pochodnej, do po­

staci uwikłanej. Zamiast piszemy zazwyczaj ?/.

P r z y k ł a d  3: i/ =  -j4=, f = i f !x 2-  1 = 0 ;  3 y 2\ f  x-  -j- 2 i f . r= 0 ,  
\!x2

Podług wzoru (22):

y r =  — albo: ■//■ =  y  ^'° samo znajdujemy wyzna-albo: \f —¿X ■ 3 ^ 5

czając pochodną dla funkcji przedstawionej w postaci wy­
raźnej.
_ , . , . . , ,a - \ - bx  y* r* —{-brr
P r z y k ł a d  4:

/ ' =  b x y 2 bx2 — a y 2 -f- ax2 — 0;
b y 2 -f- '2bxyy'  -f- 3 b.c2 — 2 nyy'  +  2/r.r =  0, 

b y 2- j- 3 b x 2 -f- 2 a x
y 2 ny — 2 bxy

P r z y k ł a d  5: y  ==.\/A-J- \/l rj- A  albo f — y l '2yi r - 1 = 0 ;

V ■ 4X +  V1 -j- x 2 
4 y V -  W  -  V  =  II, V = 2 g i r _  '

4

Z ad a n i a

ó f  b f  d >1 n
^196) / ’= « a : - f  ¿ y + c = 0 ;  6* ^ j F 7 ~ ó

,  x 2 , t/2 1 __ n, S /- 2 «  b f _ £ 2 y



198) y — A  f  — y*(x -  a) — (x-\- a)3 =  O; 
p  (x — a) i

^ l =  1f - 3 ( x  +  ay,  | ^  =  2 y ( x - a ) ,

44

d y  _  ■S(x+ a y  — y t _  ;z  +  a y , p + a t s
rZa; 2 y {x  -  a) ~ y x  — a 2 \ \ x — a] 

h /'
^199) / — ax~'J — =  0; — ■•== ax~y Ig a — ya^z-1,

i>/' „ , d y  x \ « a  — y—-— =  — I u a — « a: —— =  ——------ —.
5?/ ’ d x  a; Ig (aa;)
/■ „ ^ V cos a;,200) f — si n a; — cos y  =  0, = ------:—  =  — 1.I* 1 J d x  sin.!/

. 201) / ' =  er+i' —~ «T =  0; v—== cT+y — a* Ig a, =  e*+y,
U  c)» °  d y

£ |  =  — 1 +  lgji.

, 202) f — cAX+ bn -  c==0; | -  =  aea;r+ i'2', ~£==-'&-e«*+»y,
//> -d# dy

~ = P f -  j  Z postaci prostszej: aa; -f- % =  Ig c otrzy­

mujemy ten sam wynik.

i
M =  -  1), =  ~  | £  =  -  f  ¥ : ~  1

. #204) f§= ny  — e — 0; = ia ,
' b x  2 s j b - x  M

(UJ  _  — y
4.r 2s,b — x

20ó f =  bosa? — z  cos y  — t'; ~  =  — >in .u — co< y,

5/' . rfi/ sin a: 4 - cos y
— =  a-siny,  - P  = =    —
o y  a . r  a ; s m y

- 1 ) -
1 = o  * £ =

- d a ;

=  e *

£ Ż y _ —  1 e *

’  4  a ; —  1 ' J y

=  0 : i i

e v r — X

-------  V/,
5  a : 2  N/ Z  - -  a ;



206) /  =  ?/ (a; —(— sin as) =  0; łatwo zrozumieć, że podobne
zadanie prowadzi jedynie do wniosku dx  — 0 alb»'
dy  —  0, ponieważ f  staje się równem zeru tylko
w dwuch wypadkach: y =  0 albo sina? =  0.

* f) f
y  207) f=Xi \ t \ (x~  y) —(* + // :=0,‘ ~Lj=  sin(®»yi+.Tęos(*—y)—1

. u CC

- x c . a s ( x -  «/> -  1 * 1 =  " niX U 4
b y  d x  a: cos (a: — z/) —{-1

Rozwiązać następujące zadania, nie obliczając oddziel­
nie pochodnych cząstkowych, a opierając się bezpośrednio 
na wzorze:

f K v > = 0 ,

,208) f = y 2-  2px^=0-,  2 y y ' - 2 p  =  0, t / = | -

^209) / = Í  + \ / | —  0; ¿ V |+ ¿ \ f

y ' = - \ bñ -

■ p O )  / = >  r c s , » | _ l6* = 0 ;  1 = 0 ,

45

V
x y  — ¡/'!y-— v ¿

ar
>211) f z = y i Ą - x i — (aa:-|-6)s = :0 ; yy'  - j - x  — a(aa:-{-¿)t=0. 
■"212) f = ( x  -  a ) H % - p ) ^ | z j | 0 ;

(® — a +  l y )  +  (i/ — p - f  =  0.
213) f== y * ( 0  — 1) — a x 2 — 0; y (x 2 — l ) j /  -f-^Ü /2 — a) =  0.
214) f =  { a x - \ -b y - \ -  c )(a a :- j-p ? /  +  Y) ~  m x2 — n y 2 =  0;

{aĄ-by'){ax-^^>y-\ - ' { )Ą- {o .- \ -^y /) { a x - \ - b y - \ - c )
— 2«ia? — 2 n y y '  =  0.

, 215) / • =  (x2 +  y 2 -  1) (afc +  by) -  ma* — »y* =  0;
2(x  4 - yy')  (ax Ą-by)  +  (a - f  i y ' ) (¡r* +  y 2 — 1)

— 2 m x  — 2 n y y r =  0.



216) /■= (I — ax) (asjff#*) — 1 =  0;
— a (a2 -f- i f )  +  2(® +  y f )  (1 — la g  =  0.

21?) f =  ( i  +  * +  A) ( i +  / / + - )  =<>;

( i  _ y j ( i + 2/ + I )  +  ( / / ' - ¿ )  (l  + * + ^

218) / ; =  (a;2 +  ,/2 -  a.r)2 -  a \ x *  +  i f )  =  0;
(£c2 —|— ?/2 — ax) (2x -f- 2 yy '  — a) — a* (a? -j- i / f )  — 0. .

219) -  (a* -  /,)* =  .»;'
«?y2+ x~uy' +  '(?/ 4- 4 2 ~  (?y +  f y '  (a2 ^2) — <>.

220) f = a x -  c-r- '/= l) ;  ax l f i  e*-'J-f c*-» y ' — 0, / / =  1— lg « 
Prościej: a? Ig a =  3: — y\ y' — 1 — Ig rf.

221) / '= i / 2 — 2?/c->-j-2.r I - // =  ((;
yy '  — «*. ( y + y') + 18 y + ® 2/ ~1 y ’ = 1

222) /'== sin as — s>ll (2y  -  ./•) =  0;
cos ./• -f- cos (2y — re) — 2y' cos (2y  -  x) =  0 .

223) / ' =  y  si n x  -f- x sy* -J- a cos // -f- ¿» =  C);
y  cos x - f f  si n x  -j- 2 x y ( y  f - x y ' )  — ay'  si n y  —  0 

^  224) f==ex cosy  — e.y sin .4 = 0 ;
c rcosy  eif cosx  — (e*sin y  -f- <;a si n x)y'  =  0 .

225) / ' =  s in x - j-s in y - f  sin (./:- ¡-y) =  0 ;
f  — __ cos'; X  CX  4  +  ?y).

cos y  -j- cos (x -(2 y)

§ 7. Funkcje określone za pomocą wżorów :

X =  cp(Q, 2/ =  4r(i)J
Zależność funkcji ?/ od zmiennej cc bywa częstokroć 

ustanawiana w ten sposób, że obie zmienne x  i y  okre­
ślone są jako funkcje trzeciej zmiennej za pomocą wzo­
rów postaci:

®-=-<P(Q, V =  4 ( 0 -  
Jeżeli ze wzorów takich potrafimy wyrugować zmienną 2, 
to otrzymujemy wzór wyrażający bezpośrednio zależność
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pomiędzy x  i y. Mając np. x = r  cost, y =  r s i n t  otrzymu­
jemy równanie f =  x~ -j- y2 — r5 =  0.

Ponieważ t jest wówczas właściwą zmienną niezależną, 
nadajemy przeto tej zmiennej dwie wartości szczególne t  i tx 
i otrzymujemy odpowiednie wartości funkcji: 

x  =  y(t)  x i =  ę ( t1)
y = ' W )  y L =  ^(ti),

a z tych wartości tworzymy następującą tożsamość:

2/i_—  U
!A _ T _ » = . ' . = ± .  (A )
X .  . r  X ,  — X  '

Ż, — t
Zachowując stałą wartość t i zmniejszając nieograni- 

czenie różnicę t x— t, przechodzimy od ilorazów różnic 
. we wzorze (A) do pochodnych i otrzymujemy:

d y

(,,, i = : Ź L .  . m v .
d.r <lx 

d t
,,, . . . d y  d y  d x  'wzor ten, przepisany w postaci ~  =  ~ a l b o

dij d y  d t . . . '
j jest jedynie powtórzeniem znanego wzoru (o),

str. 11;
cl cc

Pr z y k ł a d  1: ./■ =  a cos t, ?/ =  ¿> sin f; ~¿j = — a s ini ,

(̂ = b c o s f ;  =  — -  col& P uí>uj%c otrzymujemy rów-
.a r  ą x '  a

cc~ ■?/“ b —— —nanie — 1 = 0 ,  albo: i / = ~ y « 2— a?2 i stąd dwa

wzory dla pochodnej:

rf'í/ _ u . „  ( / // —



Trzy otrzymane wzory są równoznaczne, ponieważ
, . b x  x  cofg t =  —  =

a y  y«8 — .t8,
(i CO

Pr z y k ł a d  2: a; =  £cosa, y  — i si*\a -j- b; ^y =  cosa, 

^ y  =  sina; ~ |= t g a .  Rugując t, otrzymujemy: y — x  tg et—(- ¿> 

i stąd: ~  =  tga.
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Z a d a n i a .

-  1«• 226) y  — at  d y  __
1/ a: =  a ( l — t) d x ~

b ” — b(n — ty
X :

/  228) y .

b — t 
1 — t
1 + 1 

2 1
X ~ l  +  t

229) y  =  l* _  ft
V 2

’ ,230) y ^ - \ y

231) y

X  —  §  s j i n  

{eat —
(e“8 —
4 (a -  O3

a;;

a8 i2 4 (a — t ) \ 2 a - \ - i )
'¿a — 2t  " ~  3 a8i

at
* 232) z/ =  sin8£

aj =  sin2£ "
233) y  =  b sin81   b

x  =  acos*t  ” a

= *tg2.f
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234) y  — 1 — cos Z 
x  — t — sini

235) y  — a cos*

, h I 
æ =  6tg —

236) ^ =  tgZ

X  ■
1

cos*/

237) y  —  sin Z — Z cos i 
X —  cos / +  Z sin Z

238) y  =  £sin Z -j- sin -
t

X  ■ £  C O S  Z -)- C O S  y

239) y  — t — cos Z
X === Z — sin Z <

* 2 1 0 ) y .
a sin Z 

1 + 6  cos / 
c cos Z 

1 +  b cos Z 
J  241) +  =  si n Z (cos 2 Z)£ 

X =  cos Z (cos 2 Z)! 
sin3 Z

X  :

(cos 2 Z) 2 
cos3 Z

(cos 2 Z) 4 
243) !/ =  2sinZ — sin2Z 

X — 2 cos t -  cos 2 Z

à y  t
Ś = c 0 ,g 2

a . , , s
=  r  S I  I I  t COS¿

0 1

=  £ cotg Z 

» =  tg¿

„ =  -  col g IZ

>i" +  +
sur

ab +  a cos Z 
” esin Z

„ == — cotg3Z 

,  =  — t g3Z  

„ — tg IZ

D o l p - N * t t o .



245) i/ =  arcsin~—=
V l + i_ _ i

t ”
#  = a r c c o s   --------

t

.§ 8. Pochodne w yższego rzędu.

Fu n k c j e  wyraźne .  Pochodna funkcji y  — f(x) jest 
również funkcją zmiennej x  i może być przeto poddana 
tym działaniom, za pomocą których sama powstała z da­
nej funkcji. Mamy wówczas:

(*) _ .  \m f  (* .+  M
. d x  Ax

lim Ax
f(x-j-  2 Ax) — /'(./: +  A x) / ’(#-}-¿la;)— f(x) 

' Ax A x
f(x  +  2 Ax) -  2 /■(■« +  A x)  +  / ’(a?).

==lim      J & --------
licznik ostatniego ułamka oznaczamy przez A(Af)  =  Aif  
=  A(Ay) — Aiy  i otrzymujemy:

d f ( x )  A2 f  .. A2yV  ■ =  lim -7—̂  =  1110 dx  Ax- Ax-
Stosujemy w danym wypadku znakowanie f" (x) albo 
a więc:

d f ( x )   d ( d f \  d 2f ^
fi*4

*) Wzór (8) na pochodną iloczynu jest równoznaczny zę ¿wzoiem 
na różniczkę iloczynu: d(u . v) — u . dv +  v . du. Różniczka funkcji y 
jest iloczynem dx\ różniczkę rzędu drugiego diy otrzymujemy jako



Podobnie mamy:
_  f n,  d f { x )  _  d_ _d*_ ( d f \  __ M

div d x y d x * )  d x 2 \ d x j  d x *’
i t. d. Wyrażenia:
y", y " \  y " ' \ . . .  albo:  f"(x),  f " ( x ) ,  /*«> (X)
nazywamy drugą,  t r z e c i ą , . . .  n te> p o c h o d n ą  lub też 
ogólnie: p o c h o d n e m i  w y ż s z y c h  rzędów.

P r z y k ł a d  1: y =  .T?; ^ L = p t & - \  ^ = M p  —

-¿ J 1=  v  — i ) (p  — A xP ■ • •

=  1) -(p  — n + 1 ) .-^ - » .

P r z y k ł a d  2: y =  sina:; y' =  cosx,  j/" =  — sina;, 
y'" =  — cosx ,  y"" =  sina;, i t. d.

P r z y k ł a d  3: f (x )  — e*; f ' ( x ) =  <£, f" {x) =  cx, i t .  d.
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&
Z a d a n i a .

d*y_

2

246) y — x s ą#

247) y  =  (a — boc)i „ = 1 2 b‘2(a — bx)
2A&)y =  x i — 2 a # f J | 2 +  2 „ =  12.r2 — 12^-f- 10

24») y  =  ^  „ = ~ J k
9 \jx*

a2250) y  =  \jcd — x-  , = __________
' f r  \ (a 2 — a*)s

*251) y  — \J2px „ =
\ j {2px )3

różniczkę różniczki pierwszego rzędu, zakładając, że d x  w iloczynie 
i/'da: jest liczbą niezależną od x.

d*y =  d(dy)_ =  d (i/ dx) — y " d x .d x  =  y "  dx%.
d*yZrozumiałem jest wówczas znakowanie: y"  =± (P rzyp . tłum .).
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,252) y =
d-y  _ Ab­

ija -f- bx d x 2 (J \j(a Ą- b x) 1
10

^253) ?/ =  ■'■ +  «  -  «) 

¿254) y  — x(u x)

255) y  =

¿256) y
x

(a — x)ÿ 
257) y  =  6" 

,258) i/ =  am

OMX
r r t n X

250) t/ =  e 
260) 2/ =  '

9(*)

¿261) y l g O + æ 1)

262) 2/ =  ælgx'

æ* Ig x  
lg® 

x
265) ;¡/ =  si ii (a — 2 x)

¿263) 2/ 

264) y  — '

266) y-
1 — cos x

sin.r

267) y  =  arc cos .u

^268) y =  x<*™*

270) y  =
x

9 \jx — a

x 3

— 4°H - 2x
\a  —  x ) 1 

- m - e mx 
__ Ig a)2

=  c ^ )  [(< ,>>))*+ <(■£)] 
=  2 (2 æ2 — l ) c - xt 
_ 2 ( l — **)
“ ( î + ' f .  ■
_ 1
~~ x

3 -f- 2 1g ■>’
— 2 1g g  — 3

x :î
„ =  — 1 sin (a — 2x)

x
łg 2

” «KoT-l
x

v(i -
=  e«n i(2 co s.r+  ;rcos2æ—icsinA-)

• (ÍV ( - !. -o • ■«*>•)
2 x

arcsm
v v -f* * (i + x y



¿276) y  =  lg (a +  bx) * ‘

277-) y  =  sin (nx) „ =  — n3 cos(nx).

Jeżeli y  =  t \z)  i * = ? ( * ) ,  t.o Bior«c P°-

nownie pochodne obu stron, otrzymujemy podług wzoru 
(6), str. 11:

(Py  _  d ły  ( d s \ ü . d3s% dy
dx -  (Iz3 \d&)  i/./-2 dz'

Dalsze różniczkowanie daje:
(Ihj__d3y  ldz\a , t)d z  d*z d ? y . d * z  dy d2ij d z  d2z

rł vS I rłrr> I * /7>ï»& /7 £2 i~ >7/v»3 rl r * rl ry'1 fl/ydi

2 6 3

dx3 dz'i \dxj  1 ~dx dx- dz'2 dx3 dz  d z 2 dy dx2'
d3y  d3y / d z v a . d2y dz  d2z  . dy d3z
dx3 (I z3 y<7.7;J ds-  dx dx2 dz  dx3’

/ P r z y k ł a d :  y  =  (x -j- 6 a:2)3 =  z :\  z =  a -\- b x 2;

f c s - ,  .¡, ę U k  i = o ;dz  d z 2 c ii3 dx dx l , ćfe8

F u n k c j e  u w i k ł a n e .  Zmienna y  jest funkcją uwi­
kłaną zmiennej x, jeżeli równanie postaci f(x, y) — 0 wy-

d i/raża zależność pomiędzy x  i y. Pochodną ~  otrzymujemy



Oznaczamy również przez tę pochodną, która wy-

z równania: ^ - 4 - ^ — ~  =  0. Jeżeli teraz dla pochodnej b x  1 cii/ dx  1 J
bfcząstkowej—  znajdziemy powtórnie pochodną cząstkową o cc

względem X, to otrzymamy drugą pochodną cząstkową
b2ffunkcji f  względem x ; oznaczamy ją przez r—«.

: vx
W ,
by2

nika z dwukrotnego różniczkowania cząstkowego funkcji f
b2fwzględem y. W analogiczny sposób należy pojmować

KU)
czyli —— —, jako wynik cząstkowego różniczkowania wzglę- 

dem x  i następnie względem y. Tę ostatnią pochodną na-

l b y )
leży odróżniać od innej pochodnej—  czyli ——y—, która

J bx  J b x b y
wynika z cząstkowego różniczkowania f(x, y)  najprzód 
względem y , a następnie względem x.

P r z y k ł a d :  f — x 3- \ - 3 x 2y  — ys =  0;

^  =  3®? +  6aiy ^ -  =  3®* — 3 y 2b x  b y  *
b2f  b2f

: 8 Y  “ 6 ®
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bxby '  ■ b y b x
b2f  b2fW przykładzie tym -—— =  -—— Możemy dowieść, że

J bx by by bx J '
równość tych dwuch pochodnych sprawdza się zawsze, 
jeżeli są one funkcjami ciągłemi zmiennych x  i y. We 
wzorze:
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i / =  iim f (x u y ) — f(x, y) 
b x  — x

nadajemy zmiennej y  dwie wartości szczególne y  i y u two­
rzymy iloraz różnic i określamy jego granicę; mamy 
wówczas:

ófif) > 2/1) - f(x< yt) f(? 11 y)—f(x> y)
ó X/ ,. ®, — X Xx — Xhm —
£>2/ J/i “ 2/

przyczem znak „lim“ wskazuje jednocześnie na przejście 
od wartości x1 do x  i od y i do y. W podobny sposób, 
ze wzoru:

c>2/ 2/i — 2/
po podstawieniu wartości szczególnych x  i xx i utwmrze 
niu ilorazu różnic, wynika wyrażenie następujące:

d f i / l  /fo n  2/1)-/fon 2/) /fo, 2/1) /fo> y) 
^ y / _ l i m '--. 2/1— 2/ 2/1— 2/ ]
S x x l — x

w którem także' znak „lim “ odnosi się do obu zmiennych 
X i y. Oba otrzymane wyrażenia mogą być sprowadzone 
do postaci wspólnej

/ f o i  ̂  j /i)  —  / f o i  i y) ~  f(x> 2/ i ) + / f o ,  V)
(.x1— x )(y1- y )  

a więc i granice, do których one dążą we wskazanym 
procesie zmienności, powinny być także równe, to zna­
czy, że

 C2y„ .  a y  -  w  .
c) y  b y  b y b x b x b y

Należy jednak zauważyć, źe dowodzenie powyższe sto­
suje się tylko do takiej dziedziny wartości zmiennych x  
i y, w której wyrażenie

i im -  / f o n y )  / f o ,2 / t )~ i~ ic(x >y)
i i  — x )  (2/1 y )



zmienia się w sposób ciągły zachowując skończoną war­
tość gdy cc, i ?/, zbliżają się nieograniczenie do x  i y.

Gdy wyznaczamy następnie pochodną zupełną dla obu
c) f  a r  d 7

stron rów nania------f-.-— —~ =  0 względem x ,  to należyb x  b y  b x  ° J
c) /' c) fpamiętać, że pochodne cząstkowe —  i —  są wogóle za­

leżne od obu zmiennych x  i y  i wobec tego stosuje się 
prawidło następujące:

Jeżeli F(x,  y) =  0, to —  P. h. _|_ (h i :
v d x  a./- ‘ bj j  d x

Otrzymujemy wledy:
b * f  h ' f  d y  ( cl2/' fi2/ ’ r f y ®  , ^ J l U = 0
§£Bs-t_ b x b y ' d x '  \ b x  fij/ ' d ?/2' d7r)dx  d x ‘ b y

stąd zaś znajdujemy po podstawieniu =  — i po
d x  b x  by

odpowiedniej redukcji — wzór ostateczny:

W  a / y  a y  g> /• e V  , a y / a  / y
d2j /   "ó.róy i)if ę)// t) ?/-’\c);r/'

'0 /
ja y ,

Rozważania powyższe wyjaśniają dostatecznie sposób 
obliczania pochodnych wyższych rzędów funkcji uwikła­
nej i wobec tego zbyteczne jest wyprowadzanie odnośnych 
wzorów ogólnych.

P rzy k ła d  1: f = ' y 2- \ - b x i - 2 a y - j - a ' x  — b — l);



P r z y k ła d  2: f = z e ax~ by — c — 0:

 (lpax~bt/ ^~L=.  beax~ b'J
b x  b y
b2f  b2f— — a2eax- b’J %
bx-  * b y 2

b2f  b2f _  _  a fjeax~b,j ■  ' __ _  a Jj pax hi/
bx by by bx

#  =  ó<Z« 2
Ze wzoru ax  — b y = l q c  może być łatwiej otrzymany 

ten sam wynik.

Z a d a n i a .

Podane są niżej częściowe rozwiązania, za pomocą 
których mogą być otrzymane odpowiedzi ostateczne podług 
wzoru (24), str, 5fi.

278). f =  x 2 -  x 3 y  +  y" =  0 j y  =  ̂ ‘ "  ;/;2 

0Y  r 07'- —3 =  b* — 2 y    =  — 2 «.o.'/’- t)yc).r

279). / ^ { $ 24 y 2)2- a 2(x2 -  7/7 = 0  | ^ =  2v/(2? 2 +  2 y 2 +  a2) 

^  =  2 « ( 2a?2 +  2 ?/2-  a2) 0 =  ¡12?/ +  ^ 2 +  2 a2

d ' / 1 f)2/--V s =  12372 —j— 4y2 7-  'la2 
ó «  d.7J d?/

t) Z-
280) , / =  * — « <*(n * == 0 ~  =  — xesiny cosy

b f  ■ . ć)2/ ’---- =  e9in:rc o s « — es'ny ^ ^  =  xes,ny(s\ny  — cos2?/)

b2f‘ b'2f- “ j- =  Cl*"9- (cos2« .— sin«) — ~  =  — esmy cosy.
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281) f = y  +  ye~* — x  =  0 =  1 -|- e~*
o y

,  i ö2/ -~ — — ye. - x— 1 —~L
Ö# ' b y
b2f  ,  b2f— y e - x
b x 2 by b r

b f
282) f s\nx+s\ny-\-s\t'i(x-y) O — = c o s y  — cos(ii;— y)

b f  . , b2f  . . ,, .- 4 - =  0083?+ cos (a? — y) - — 5 =  — sin w — sin ( x — y) 
b x  ' K b y 2 ' v
b 2f  b2f—4  =  — sina: — sin (x— y \  - ——  =  sin(a:— w).

V  b y b x  v
F u n k c je  o k r e ś lo n e  za p om ocą  w zorów : x — y(t),

y  =  Ąr(t). Pierwsza pochodna wyrażona jest we wzorze (23),
str. 47:

d y  d y  _ dx
d x  d t ' d  t'

Różniczkując obie strony względem x, otrzymujemy:
(Py (1 t dx d2x  d t dy  

cP y  _  d P  ‘ dx  ‘ d t  ~  d P ' d x ' d t
d x 2 ( d x  f

\ d t
, d t  , dx  . . .  

Uwzględniając następnie związek — =  1 : znajdujemy

wzór następujący:
d 2y  dx d2x  dy 

dhj __ J P '  d t ~ J P ' c T t  
dxs ~~ "(ctx\s 

T t )

Z a d a n i a .

283) y  =  b s \n t  d2y
a: =  a co s i d x 2 a2śuPt



Drugą pochodną otrzymać można z pierwszej również 
w' następujący sposób:

5J9. Zastosowanie rachunku różniczkowego do -obliczania 
wartości w yrażeń nieoznaczonych.

W y r a ż en ia  p o sta c i -jj i — . Możliwe jest istnienie ta­

kich dwuch funkcji cp(a:) i %(«), które przy x =  a stają 
się obie równemi zeru. Funkcja ułamkowa postaci 

co (cc\
posiada wówczas dla x  — a wartość nieozna­

czoną f(a) =  jj. Możliwość usunięcia podobnej nieoznaczo­

ności wyjaśnimy najprzód na przykładach.

P r z y k ł a d  1: f(x)  == f(a) —  jj. Jeżeli przed

podstawieniem x  — a podzielimy licznik i mianownik przez 

( x — «), to wówczas f ( x ) =  - |— —  , skąd znajdujemy

następnie /(a) =  |o .

d t
el:V- d i  d  X

P rzy k ła d : y =   ̂ ^  a ? = lg t;

\ d x )  1 - f f  d t  , d 2y _  P Ą - t  
d i  “ (1 — i / '  d r ~  ’



■60

P r z y k ł a d  2: f(x)  =  ' \  /(O) . Odejmując 1
CC U

od szeregu stanowiącego rozwinięcie funkcji e*, dzieląc 
resztę przez x  i kładąc następnie #  =  0 , znajdujemy

Powodem nieoznaczoności, ujawnionym w powyższych 
przykładach, jest ta okoliczność, że licznik i mianownik 
ułamka posiadają pewien czynnik wspólny, znikający dla 
cc— a i zamieniający jednocześnie na zero licznik i mia­
nownik danego ułamka.

Poszukiwanie takiego czynn ka wspólnego i usuwanie 
go przed podstawieniem może być z korzyścią zastąpione 
inną metodą, polegającą na obliczaniu pochodnych. Jeżeli

nieoznaczoną i może służyć do określenia / ’(«),' gdy 5 dąży 
nieograniCzenie do 0. Ponieważ zaś cp(a) =  () i ty (a) =  0. 
możemy przeto ułożyć następującą równość:

A0) =  i ■
P r z y k ł a d  3: /(a?)

uproszczona: x
2 si n2 —

P r z y k ł a d  4: f(x) ==

-  a

=  (x 4 - \!ax- f  « )* = „ = 3 a.

/ ( o  +  S)

T (•' +  6) — ? ( ,!) 
- f  S )  —  :p (./;) _   ( x  +  d )  X

t y ( . r  4-  g )  _ _  • ] - ( . , )  „  t y ( : r - f  S ) —  t y  ( a ? )
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Zbliżając nieograniczenie 6 do 0, otrzymujemy równo­
cześnie:

lim /'(« -|- 8) === f  («),

lim

lim

cp(a;-}-5)-
(■'’ +  P)
(a -f- 6) -

i i i )

.?(•?)
-  X

“  X

f{a).

:[<p' .(*)]*==« =  <?'(“)»

;['K =  t '  («)■

. ¥  («) (25)
V ( “)

P r z y k ła d  1- f ( 2) =  -rzj k i aa 1 . l \ x ) — ^ ( ź ) ~ ~ x i - 2 x * - x - \ - 2  ' ’ 0 ’

q > »  =  2 * - 5 ,  <\r'(x) =  3 x * - A x - l ,  /•(2) =  ^ - | |  =  - |

P r z y k ł a d  2: f (x)  =  SlnX- /(O):X

P r z y k ła d  3: f \x )  = a*— 1

COS35\

i ) xs  
0

1.

xa* /(° )= =  (j. 9 ( 0 )  =  ^«»

'K (0) =  (ax-f-xa?Ig a)x~ 0 =  1, / ( 0) =  lga.
Może się zdarzyć, że wartość ułamkowa w nowej postaci 

pozostaje również nieoznaczoną, jeżeli cp'(a) =  0 i >]/(a) =  0 . 
Wskazany sposób poszukiwania istotnej wartości powinien 
być wówczas powtórnie zastosowany do nowego ułamka.

f(¥)

Pr z y k ł a d  4: f(x)~ 

3#*— 2 a x — as

x s— a x 2— a2x-\-az L 0
 !— ; f (a) =  TT, więc2 .'C3— d a ^ -f-a 3 ’ ' v ' 0

6a;8 — i5ax 

P r z y k ła d  5: f(x)

U
&x — 2 «
12aj — 6 a

2
3

s in 2 .c — 2 sin a: 0 ...
■■x~ ------r,; / (0) =  —. Nieo-2ex— x*— 2 x — 2 0

znaczoność znika dopiero po trzykrotnem różniczkowaniu 
licznika i mianownika; znajdujemy wówczas

m
‘2 cos o;— 8 cos2 x

W " w \ x - 0 2e* ar—0



Wychodząc z założenia, że funkcje <p(a;) i stają
się jednocześnie równemi zeru przy x  =  a, gdy posiadają 
wspólny czynnik {x — a), możemy dowieść wzoru (25) 
w inny sposób:

_  ?_(«) __ O  — a)  P 0*0 f (n \ — P 1(?) •
. .‘'Ka0 "O®— rt) a: (a;)' ' x(a)!

,p' (x) —  p (x) +  (x — a) p ' (x), t '  (x) — n (a;) Ą - ( x -  a) rr' (x).
Dla x  =  a, lecz wyłącznie tylko dla tej wartości x r

mamy p (a) =  <p' (a), * (a) — f '  (a) i =

Możliwy jest również geometryczny sposób dowrodzenia 
wzoru (25). Jeżeli A B  jest wrykresem funkcji u'=<p(ic) 
i A C  — wykresem funkcji v — <\r{x), przyczem cp(a) =  0 
i ■\|/(a) =  0 , to obie krzywe powinny przecinać się z osią 
odciętych w punkcie A,  ponieważ punktowi temu odpo­
wiadają x  =  a, zz =  (), f> =  0. Pewnej dowolnej wartości 
cc =  O P  odpowiadają wairtośći funkcji u z = y ( x )  =  P B  
i v =  \\r(x) =  P C ; wówczas

f (T\ _  «  _  (x  -  a) tZa  _
v (x — a) tg p tg fi 

Gdy zmienna x  zbliża nieograniczenie do stałej wartości o,
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Rys. 4.



to sieczne A B  i A C  przechodzą w styczne do odpowied­
nich krzywych poprowadzone w punkcie A i tym sposo­
bem jednocześnie tg a i tg ¡3 stają się równemi cp' (a) i >|/(a). 
Dla x  =  a mamy zatem

f {CL)- [ f ' )  =  ? '(«).
V 1J/ a r  — a  "'I'’ i-* ')

Jeżeli f{d)- <?(?)
tyC*).

ty(x) 0
0

_  *P x  — a
i wobec tego nowa postać nieoznaczona sprowadzona jest 
do poprzedniej. Znajdujemy w taki sposób:

/'(") =  

f l a)

cp' C i )

I t w V (® ) /c p (a ) \2
-  cp' ( X ) cp' ( c c )  \ t y ( x ) ) x== a

i ' ■ ( ' • • )  ] \ j x =  a

>1/ ( 0)
■ [ / w ,  m - . . <p' («) (26)

cp' (a) ■ t'(a )
Jeżel i  wy r a ż e n i e  u ła m k o w e  p o sia d a  p o sta ć

O  i u  0 0  * - J  •n i e o z n a c z o ną  -  l ub — przy x  =  a, to z n a j d u j e my

jeg o  wa r t o ś ć  i s totną,  r ó ż n ic z k u ją c  l i czni k  i mi a ­
n o wni k  i k ł a dą c  na s t ę pn i e  x  =  a.



291) f (x)
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306) « * )  =  S| | |  « 0 )  =  „

:i07> ■ = £ Ł  / w — 5

308> • = É $ i  « « ) = !

30?; . - 2 ^ 1
otm  ¿ecos® „ i
m l  ■ «  o ) = i

p w )  .. = - ™s^ sina! « 0 )= 0
3 1 2 ) - _ r t 0 ) = 0

313) =  2 tg2 g — cotga?— 1 , M  _  10
2 sin2rc — eos2# — £ v4 /  3

314) • “ l i t e j  | r c « g3, =  2
arcsin (2 — x)

315) • =  ^ - 3 * + 2 « 2> =  °
. Ja* — x 2are s i n -5----------

316) „ = ....7 = = - ^  /‘(«) =  -1
V«*— æ2 «

s « )  . = s í p a = _ 2 ) A 0 ) = x
\¡2x — æs

318) „ = ii£ £ !f  f(0) — o

H N K Ä ff i  / ■ ( ! ) = — '/*
30A'l ___ Ipil-Hß*) f f  \ ^
á2ü) ” ï + " i *  / X ~ ) = ¿

321) „ = i ^ ± ^  l o o )  =  0

3 2 2 )  .  f  (oo ) =  O

Dölp-Natto.



323)

324)

325)
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_  tg *  
tg 3 x  
cotg2a; 
cotga; 

jr 
x

~~ XIX.
cotg-^r-

7 ( i ) = 3

/ ' ( ° ) = l

/  (0)  —It) •

W y r a ż e n i a  n i e o z n a c z o n e  p o s t a c i  oo — oo.
. .  . cp (x) n(x)

Jeżeli we wzorze f  (x) — -jr̂ -e) — p̂ al) x = = a  mianow'

niki tylko otrzymują wartości \]/(a) =  0 i p(a) =  0 ; to 
f(a) =  oo — oo. Przed podstawieniem x = a  zamieniamy wów­
czas różnicę ilorazów na iloraz [cp(rc) p (er) -  ;t (a;) \|/(a:)]: >)/(x) p(x),

który dla x  — a przybiera postać nieoznaczoną jj

, 1 1 sina:— a;3
326) f(x) — —t ^ — ^3 ™ f (3 ):sin x arsina;

327)

328)

329)

330)

x
71
2 n i h

cotga;
1

x  — 1 
1

COS X

Iga;
1

sina; l g ( l — x)

tg a: 1

m =  

/  (0) =

m

+

: O O .
1 — sin x

dostać nieoznaczoną 0 . co otrzymuje f(x)  =cp(a;) . \j/(a:) 
dla x  — a jeżeli jeden czynnik iloczynu staje się równym 
zeru, a drugi przybiera wartość nieskończenie wielką. 
Rozważanej funkcji nadajemy wówczas następującą postać:

A « ) = i
0 i h 

=  0  l o b

. 0 0  

o o  1
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jeżeli <p(«) =  0> \ ] / ( a ) = o o  lub odwrotnie.

331) /•(») =  - - - - - -Ig«- /'(O)cx — I

332) . - . T  U I 1 - ! )  rt~;

/  (0) = . lg a

/ # ) = r

334) „

333) „

=  arc sin '----
a

=  (1 —  ®)

cogt ( . «-«)  /(«) =  -

335) „ =  (1 — sin .r). Ig.r

W y r a ż e n i a  p o t ę g o w e  p o s t a c i  n i e o z n a c z o ­
nej .  Fukcja y  =  uv, gdzie u i v są funkcjami zmiennej je 
może być również przedstawiona w następujący sposób 
y  =sVis«, ponieważ lgi/ =  vlgu. Jeżeli zatem, przy;n=£r

1) u =  Q i e =  0 , to y — 0°,
2) u =  co „ v= = 0 , „ y — co°,
3) u =  1 v =  oo, „ y = l a.

Jeżeli wreszcie y z = \ [ u t to
1 Jjg«

lg?y =  — lgii, albo y =  ev . O ile wówczas, przy x — a

4) « = 1  i v =  0, to y =  \j 1,
5) m =  0 „ v =  oo, „ yz=  1/0,
6) u — „ v =  oo, „ y = ^ o o .

W podobnych wypadkach wykładnik liczby e równa się 0 . oo.

żemy określić wartości wyrażenia nieoznaczonego, to po-

336) f(x) =  x* m = \

337) „ . . = « * /* ( « ) =  1

338) „ — (sin x y ° ,x

5*
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sługujemy się wówczas rozwinięciem danej funkcji na szereg 
nieskończony.

10. Maxima 1 m in im a funkcji .

F u k c j e  w y r a ź n e .  Zakładamy, że funkcja y = z f ( x )  
otrzymuje wartości skończone i zmienia się w sposób 
ciągły (str. 7) w przedziale od x =  x0 do x  =  x0Ą-li. Dla 
wartości x, należących do lego przedziału, możemy napi­
sać wzór (2), str. 7, w następujący sposób:

f ( x  -f- A x) — f(x) — A x  [ f  (x) -f- e] 
gdzie e jest wartością zmienną dążącą do zera wraz z przy­
rostem Ax. Przypuszczamy następnie, że f'(x) nie równa się 
zeru. Możemy wówczas wyznaczyć tak małą wartość dla 
Ax, ażeby |e |< |/“'(ic)| (por. str. 6); nawias łamany, znajdujący 
się w prawej stronie ostatniego wzoru otrzymuje wtedy znak 
zgodny ze znakiem f'(x). Ponieważ zaś lewa strona równości 
stanowi przyrost funkcji, możemy przeto powiedzieć, że:

G d y  p o c h o d n a  f '(x)  n i e  r ó w n a  s i ę  z e r u ,  t o  
m o ż e m y  w y z n a c z y ć  t a k  m a ł y  o b s z a r  z m i e n ­
n o ś c i  x, że w e w n ą t r z  t e g o  o b s z a r u  p r z y  d o d a ­
t n i c h  w a r t o ś c i a c h  p o c ho dn e j  pr z yr os t y  z mi e n n e j  
ni e za l e żne j  i o d p o w i e d n i e  pr z yr os t y  f unkc j i  po­
s i adaj ą  j e d n a k o w e  z naki ,  a przy uj emnej  wa r t o ś c i  
p o c h o d n e j  — pos i ada j ą  z naki  pr z e c i wne .  Inaczej 
mówiąc: przy dodat ni e j  war t oś c i  poc hodne j  f unkc j a  
roś ni e  wr az  ze z mi e n n ą  n i e z a l e ż ną  i razem z ni ą  
r ó wni e ż  mal ej e .  Pr z y  uj e mne j  wa r t o ś c i  p o c h o d n e j  
f u n k c j a  roś ni e ,  gdy  z mi e n n a  mal e j e  i o d w r o t n i e .

Ażeby uzupełnić powyższe twierdzenie, zakładamy 
obecnie, że pochodna f '(x)  równa się zeru dla wartości 
zmiennej x, zawartych w pewnym dowolnie małym, lecz 
skończonym przedziale od a do b, przyczem b jest > a .  
Posługując się dowolną stałą liczbą rzeczywistą k  rozwa­
żamy dwie funkcje

<P(x) =  f(x) — Ks:c, ę(x)  — f(x) -f- K2#



i- ich pochodne
CD' (x) =  f  (x -  K2) =  — K2, <p' (x) =  f  (a;) +  K2 =  r f  K2. 

Zgodnie z dowiedzionem wyżej twierdzeniem funkcja cp(;r) 
stale rośnie w przedziale od a do b, natomiast funkcja 0 (cc) 
stale maleje. Wobec tego jest (t> (6) <  0 (a ) i <p(A)> <p(«), a więc 

f(b)  -  /'(«) <  ks (6 -  a) i /-(i) -  /(A) >  -  k | 6  -  a).
Gdyby wartość f(b) nie hyfa równa f(a) , , to wynikałaby 
stąd oczywista sprzeczność, można bowiem wybrać tak 
małą wartość dla k 2, że będzie

~ \ f ( b )  —  / '( f l) l  >  \b  —  a j k 2 

Powinno być przeto /’(¿) = /'(«); a ponieważ ten sam wnio­
sek można wyprowadzić dla wszelkich wartości x  zawar­
tych w przedziale od a do b, więc mamy dowiedzione 
twierdzenie następujące: J e ż e l i  w p e wn y m przedz i a l e  
s k o ń c z o n y m  p o c h o d n a  /'(* )  z a c h o w u j e  s t a l e  
w a r t o ś ć  O, t o  f u n k c j a  f(x) w t y m  p r z e d z i a l e  
p o s i a d a  w a r t o ś ć  s t a ł ą .

Dowiedzione twierdzenia mogą być odwrócone: J e ­
ż e l i  f u n k c j a  f (x) roś ni e ,  to p o c h o d n a  f ' (x ) o t r z y ­
m u j e  w ' a r t o ś c i  d o d a t n i e ,  l u b  t e ż  s t a j e  s i ę  z e ­
r e m  p r z y  p e w n y c h  w a r t o ś c i a c h  z m i e n n e j ;  
j e ż e l i  f u n k c j a  f(x) m a l e j e ,  to p o c h o d n a  o t r z y ­
m u j e  w a r t o ś c i  u j e m n e  l u b  t eż  s t a j e  s i ę  z e r e m,  
d l a  p e w n y c h  w a r t o ś c i  z m i e n n e j .  J e ż e l i f u n k c j a  
z a c h o w u j e  w a r t o ś ć  s t a ł ą ,  t o  j e j  p o c h o d n a  
j e s t  s t a l e  r ó w n a  z e r u  i o d w r o t n i e .

Dla twierdzeń powyższych możemy podać bardzo 
prostą interpretację geometryczną, jeżeli x  i y  rozważamy 
jako współrzędne prostokątne punktu krzywej. Pochodna 
bowiem jest styczną trygonometryczną (tangens) tego kąta, 
który utworzony jest przez styczną do krzywej w punkcie 
(x,y)  z dodatnim kierunkiem osi odciętych (§ 2, str. 8), 
i przytem styczna winna być poprowadzona w kierunku
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od punktu (x, y) do punktu (x dx, y  -f- dy), Jeżeli funkcja 
f(x) rośnie wraz ze zmienną x, to krzywa w z n o s i  s i ę ,  
gdy rozważamy ją w kierunku rosnących wartości zmien­
nej. Wówczas d x  i dy  są jednocześnie dodatniemi. (Rys. 5a 
w punkcie M„ rys. 6a w punkcie M„, rys. 7a w punktach 
M, i M„). Styczna do krzywej tworzy z kierunkiem ros­
nących wartości x  taki kąt, dla którego dostawa (cosinus) 
i wstawa (sinus) są jednocześnie dodatniemi, przyczem do­

stawa =  — - -  —---- -. a wstawa = - = = = = .  (Jest to do-
Jdxs -\-dy* \Jda?+dy*.

datni kąt ostry a, na rys. 5a, dodatni kąt ostry a„ na 
rys. 6a, a na rys. 7a — kąt ostry dodatni a, względnie a„).

Jeżeli zaś przeciwnie funkcja y  — f(x)  maleje przy 
powiększaniu wartości zmiennej x, to krzywa o p a d a ,  
gdy rozważamy ją w kierunku rosnących wartości zmiennej. 
Wtedy jest dx  dodatnie, a d y  ujemne. (Rys. 5a w punkcie 
M„, rys. 6a w punkcie M,\ rys 8a w punktach M, i M„). 
Styczna do krzywej poprowadzona we wskazanym wyżej 
kierunku tworzy z dodatnim kierunkiem osi odciętych 
taki kąt, którego dostawa jest dodatnia, a wstawa ujemna. 
(Jest to ujemny kąt ostry przyległy do a„ na rys. 5a, do 
a, na rys. 6a, do a, i do a„ na rys. 8a). Kąty te leżą pod 
osią odciętych i otrzymane są przez przedłużenie stycznej 
po za punkt przecięcia jej z osią odciętych.

Zgodnie z powyższem wypowiedzieć możemy dowie­
dzione twierdzenia w następujący sposób:

Jeżeli krzywa w z n o s i  s i ę ,  to styczna do niej po­
prowadzona w kierunku od puntu (x, y) do punktu (x-\~dx, 
y - \ - d y ) ,  tworzy z dodatnim kierunkiem osi odciętych kąt 
o s t r y  d o d a t n i  i odwrotnie.

Jeżeli krzywa o p a d a ,  to styczna do niej poprowa­
dzona w kierunku od punktu (x, y) do punktu (x -f- d  r, 
y Ą - d y ) ,  tworzy z dodatnim kierunkiem osi odciętych kąt 
o s t r y  u j e m n y  i odwrotnie.
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.Rys. 5 a.

Rys. 7 a.

Rys. 6 a.
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Od rozważań wstępnych przechodzimy do badania 
funkcji y — f(x),  zakładając, że funkcja ta i jej pierwsza 
pochodna otrzymują wartości skończone i zmieniają się 
w sposób ciągły w przedziale od x  — a — 8 do #  =  a..'-j- 8  
Zakładamy prócz tego, że f'(a) =  0; wówczas funkcja/’(a) 
przy x  — a nie jest ani rosnącą, ani malejącą. Odnośnie 
do wykresu funkcji możemy zauważyć, że: w punkcie 
x  — a krzywa nie wznosi się i nie opada; punktowi ta­
kiemu możemy nadać nazwę obrazową p o z i o mu c h w i ­
low ego . Do omówienia mamy cztery wypadki możliwe:

P ierw szy . Pochodna f  (x) przechodzi od wartości 
d o d a t n i c h  przez zero do wartości u j e mn y c h ,  gdy 
zmienna niezależna, stale rosnąca, przechodzi przez war­
tość x  =  a. Wówczas funkcja y  =  f(x)  do punktu x = u  
r o śn ie , a po przekroczeniu tego punktu — m aleje . War­
tość funkcji /(a ) jest wobec tego wi ę ks z a  niż f  (o — 8) 
i wi ę ks z a  niż f ( a - j - 8) bez względu na to, jak małą jest 
wartość dodatnia liczby 8 . W tym wypadku wartość funkcji 
f(a ) nosi nazwę ma x i mu m.  Za pomocą wykresu przed­
stawiony jest przebieg zmienności funkcji na rys. 5a, gdzie 
odcięta każdego punktu krzywej przedstawia wartość zmien­
nej niezależnej x, a rzędna — odpowiednią wartość funkcji 
f(x).  Przebieg zmienności pochodnej . / »  przedstawiony 
jest poglądowo na rys. 5b, gdzie x  jest odciętą, a f  (x ) — 
rzędną.

D rugi. Pochodna f  (x) przechodzi od wartości uj e m­
n y c h  przez zero do wartości d o da t n i c h ,  gdy zmienna 
niezależna, stale rosnąca, przechodzi przez wartość x — a. 
Wówczas funkcja f (x)  do punktu x = a  mal eje ,  a po 
przekroczeniu tego punktu — rośni e .  Wartość funkcji 
f(a)  jest wobec tego m n ie jsza  niż f (a  — S) i mn i e j s z a  
niż 8), bez względu na to, jak małą jest liczba do­
datnia 8. W tym wypadku wartość funkcji f (a)  nazywamy 
mi n i m u m.  Na wykresie za pomocą rzędnych, przedsta­
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wiony jesl poglądowo przebieg zmienności funkcji f (x)  na 
rys. 6 a i przebieg zmienności pochodnej na rys. 6b. 
Zmienną niezależną x  przedstawia na obu rysunkach od 
cięta.

Trzeci .  Pochodna f  (x) jest d o da t n i ą  przy x  =  a — 8 , 
zmieniając się następnie w sposób ciągły maleje i osiąga 
wartość zero przy x  — a, później zaś wzrasta, a więc przy 
a? == a —j- 5 jest znowu d o d a t n i ą ,  bez względu na to, jak 
małą jest liczba 8. Wtedy funkcja f (x )  jest funkcją r o ­
s n ą c ą  przed osiągnięciem wartości f(d)  i po osiągnięciu 
tej wartości; nie posiada przeto przy x  =  a a n i m a x i ­
mu m,  ani  m i n i m u m .  Za pomocą rzędnych przedsta­
wiona jest funkcja f{x)  na rys. 7a i jej pochodna f '(x)
na rys. 7b.

C z w a r t y. Pochodna f  (x) jest u j e m n ą przy X = a  — 8> 
zmieniając się w sposób ciągły rośnie i osiąga wartość, 
zero przy x — d, a następnie maleje i wobec tego przy 
aj =  a- f-S jest znowu u j e mn ą ,  bez względu na to, jak 
małą jest liczba 8. Wówczas funkcja f (x)  jest funkcją m a­
l e j ą c ą  przed osiągnięciem wartości f(a)  i po osiągnięciu 
tej wartości; nie posiada zatem przy x ~ a  a n i m a x i ­
m u m  a n i  m i n i m u m .  Za pomocą rzędnych przedsta­
wiony jest przebieg zmienności tej funkcji na rys. 8a
i przebieg zmienności pochodnej f  (x) na rys. 8b.

[Jeżeli s t y c z n a  w pewnym punkcie krzywej p r z e ­
c i n a  ją w tym samym punkcie, to punkt taki nazywamy 
p u n k t e m  p r z e g i ę c i a  krzywej. W rozważanych wyżej 
dwuch ostatnich wypadkach wykres krzywej posiada punkt 
przegięcia i styczna w tym punkcie zajmuje położenie szcze­
gólne, będąc równoległą do osi odciętych].

Otrzymane wyniki mogą być w ten sposób streszczone:
I. F u n k c j a  y — f(x) ,  k t ó r a  w r a z  ze s w ą  p i e r w ­

s z ą  p o c h o d n ą  z m i e n i a  s i ę  w s p o s ó b  c i ą g ł y  n i e  
o t r z y m u j ą c  w a r t o ś c i  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l k i c h
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w p r z e d z i a l e  od x  =  a — <5 do x  =  aĄ-  8, p o s i a d a  
p r z y  x  =  a m a x i m u m  ( w z g l ę d n i e :  m i n i m u m ) ,  j e ­
ż e l i  p o c h o d n a  f ' (x ) p r z e c h o d z ą c  p r z e z  z e r o  p r z y  
x  =  a d o z n a j e  z m i a n y  z na ku .  M a x i m u m  z a c h o ­
dz i  w ó w c z a s ,  g d y  f ( a — S )I> 0  i f  ( d - t - 8 )< 0 ,  a m i­
n i m u m  — g d y  f  ( a — S ) < 0  i (a +  S)>  0.

II. J e ż e l i  z a ś  p o c h o d n a  f  (x) p r z e c h o d z i  przez  
z e r o  pr z y  x — a z m i e n i a j ą c  s i ę  w s p o s ó b  c i ą g ł y ,  
l e c z  n i e  z m i e n i a j ą c  s w e g o  z n a k u ,  to f u n k c j a  
f (x)  pr z y  x = a  n i e  p o s i a d a ,  a n i  m a x i m u m ,  a n i  
m i n i m u m .

Zakładamy teraz, że funkcja y — f (x ) i jej pochodne 
f  (»), f" (x), f " ' ( x ) , . . .  aż do pochodnej rzędu nt0K°: fn (x) 
są funkcjami skoóczonemi i ciągłemi w przedziale od 
x  =  a — 8 do x  =  a-)- 8. Przypuszczamy dalej, że fn (?;) jest 
tą pochodną najniższego rzędu, która nie jest równą zeru przy 
x  — a, wszystkie natomiast pochodne niższych rzędów są 
równe zeru przy x — a, czyli: f ( a ) = f "  ( « ) = .  •. = / łl~1(a)— 0 . 
Można wówczas wybrać dla liczby 8 tak małą wartość 
dodatnią, ażeby pochodna f n (x) nie zmieniała swego znaku 
w przedziale od x  — a — 8 do £ =  « - ( -8 . Wnioskujemy 
wówczas, że Z”-1 (x) przy x  =  a przechodzi od wartości 
dodatnich do ujemnych, lub odwrotnie — od ujemnych 
do dodatnich, zależnie od tego, czy f n(a) jest ujemne, czy 
też dodatnie. W pierwszym wypadku f n~2(a) stanowi m a­
x i m u m ,  w drugim zaś — m i n i m u m ,  co wynika bez­
pośrednio z twierdzenia I. W każdym razie widocznem  
jest, że f n—2(x)vf  przedziale od a — 8 do a-j- 8  nie zmienia 
znaku i że znak ten jest zgodny ze znakiem Zn(:K) W sku­
tek tego otrzymujemy dla f n~3(x) tę samą zmianę znaku, 
co i dla / '“ _ 1  (a;) i podobne wnioskowanie powtarza się 
dalej perjodycznie przy kolejnem rozważaniu pochodnych 
niższych rzędów.

Jeżeli teraz n jest liczbą p a r z y s t ą  i f n(d) posiada
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Rys. 9.
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wartość u j e mn ą ,  to dochodzimy do wniosku, że f" (a) 
ma również znak ujemny. Wtedy f  (x) przy x  =  a prze­
chodzi od wartości dodatnich do ujemnych i f(a)  stanowi 
m a x i m u m  funkcji f(x). (Rys. 9 A).

Gdy n jest liczbą p a r z y s t ą  i f n(a) posiada wartość 
d o d a t n i ą ,  to i f ' { x )  ma również wartość dodatnią.
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Wtedy f  (x) przy x  =  a przechodzi od wartości ujemnych 
do dodatnich i f(a)  stanowi m i n i m u m  funkcji f(x). 
(Rys. 9 B).

Jeżeli n  jest liczbą n i e p a r z y s t ą ,  to f  (x) otrzymuje 
wartości dodatnie lub ujemne zależnie od tego, czy f n(a) 
posiada wartość dodatnią, czy też ujemną. Wobec tego 
funkcja f (x)  przy x  — ci nie posiada ani m a x i m u m ,  ani  
m i n i m u m ,  lecz osiąga jedynie chwilowy poziom, gdyż 
f  (a) =  0- (Rys. 9, G i D).

Należy wyobrazić sobie, że szereg wykresów tworzą­
cych kolumnę pionową na rys. 9 przedłużony jest perjo- 
dycznie aż do pochodnej f n(x) włącznie. Jeżeli pochodne 
rozważane są kolejno, począwszy od f  (x), to pochodna 
f n(x) jest pierwszą pochodną, dla której wykres przy.ic =  n 
nie spotyka się z osią odciętych; w otoczeniu punktu a 
wykres ten leży po jednej stronie osi odciętych. Pochodna 
poprzedniego rzędu f łl_1(a;) przy wartościach x  bliskich a 
jest funkcją stale malejącą lub stale rosnącą, przyczem 
f n~1(a) =  0 , a więc na wykresie odpowiednia część krzy­
wej przecina się z osią odciętych, lecz w punkcie prze­
cięcia oś odciętych nie jest styczną do krzywej, ponieważ 
/■n(a)r}=0. Pochodna rzędu (n — 2) czyli f n~“(x) w oto­
czeniu punktu x  — a zachowuje znak zgodny ze znakiem 
f n (d) i staje się równą zeru przy x  =  a, a więc odpowie­
dnia część wykresu tej pochodnej leży po jednej stronie 
osi odciętych, dotykając tej osi. W wypadkach A  i B  
(rys. 9) n jest liczbą parzystą, a w wypadkach G i l )  — 
liczbą nieparzystą.

Jeżeli trzeba znaleźć m a x i m a  lub m i n i m a  danej 
funkcji y — f ( x ), która wraz z pierwszemi pochodnemi 
zmienia się w' sposób ciągły i otrzymuje wartości skoń­
czone w przedziale od a; =  a;0 do x  — x0 -\-  h, to p osłu gu ­
jemy się, zgodnie z powyższem, n astęp u jącą  regu łą :

Układamy równanie f ' (x)  =  0 i szukamy pierwiast­



ków tego równania w przedziale od *0 do *0 -f- h. Jeżeli 
x =  a jest takim pierwiastkiem, to f(a)  stanowi m a x i ­
m u m,  albo m i n i m u m  zależnie od tego, czy f  (a) po­
siada wartość u j e m n ą ,  czy też d o d a t n i ą .

Jeżeli prócz f  (a) — 0 i f"(a) =  0, to szukamy takiej 
pochodnej najniższego rzędu, która przy x  =  a nie równa 
się zeru. Gdy pochodna ta jest rzędu p a r z y s t e g o ,  to 
stosownie do tego, czy posiada ona wartość u j e m n ą ,  czy 
d o d a t n i ą ,  f (a) stanowi m a x i m u m  albo m i n i m u m  
danej funkcji.

P r z y k ł a d  1: Dla jakich wartości x  funkcja /’(* )= * -]---cc

osiąga wartość max.  albo mi n. ?  / ’’(*) =  1 — “ 2 =  0 , skąd00

x =  ±  1; f"(x) =  —  Ponieważ f " ( \ ) = 2 > Ó ,  więc /*( 1) =  200
stanowi m i n i m  u m; / (  — l )  2 jest m a x i m u m ,  gdyż 
f" (  - 1) =  — 2 jest liczbą ujemną.

P r z y k ł a d  2: / ’(«) =  sinic +  cos«; /y(*) =  cos* — sin* =  0,

x — ~ i —■; / " ( * ) = —s in * — cos*; f[~^j stanowi

maximum, ponieważ f" < 0 , / = = , — */2 stanowi 

minimum, gdyż f" Okresowość.

/P r z y k ł a d  3: Dla jakiej wartości *  funkcja f (x)  — I-I  

posiada wartości m a x i m u m ,  albo m i n i m u m ?  

f ( x ) ~  ( j )  ( Iga— I g * — 1) — 0, skąd l g * = l g | ,  x = ° -

r  {X) = , -  l  f(x) +  r  (X) (Ig a - I g * -  1); f" ) =  — t . ef
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jest więc liczbą ujemną, przeto — ee stanowi m a x .
a



P r z y k ł a d  4: Przy jakiej -wartości x  funkcja 
f(oc) =  sin x  s in ( a  — x) stanowi max .  albo min.?  

/v(a:)=sin (a  — 2 a ; ) = 0 ,  skąd a  — 2 x — 0, albo = = i ,  albo = 2 a ;

a?=-^, albo = - - ~ 5t, albo = ^  — ,-r; f"(x) =  — 2cos(a  — 2x)- 

Ponieważ =  — 2, więc /’( J ^ = s in 2~  stanowi max. ,

f"  ( a - j  = 2, więc / ' ( ““•T"“ ) == — c o s * |  stanowi mi n.

Trzecia wartość funkcji równa się pierwszej. Okresowość. 
P r z y k ł a d  5: Przy jakich wartościach x  funkcja 

si n ccf ( x ) =  . , ------  posiada wartość ma x . ,  albo mi n . ?
1 +  tg x

.. .  , cos a; — sin a? tg2# . , . , „ , jt . 5jt
/ »  =  (1' "tg x) '=  Skąd t g V = 1 ’ X~ ~ i  1 X = J

Gdy f '(x)  =  to /*" ( a : )  =  Dla wyzna­

czonych wartości x  licznik u pochodnej f ' (x ) jest równy 
zeru, a więc wzór dla drugiej pochodnej redukuje się do

r & ź  • \ / v

W danym przykładzie stanowi max . ,

f  (-’j1 ) mi n. ,  ponieważ f" ^  j <  0 i Okreso­

wość.

^ Z a d a n i a .

W rozwiązaniach podane są tylko wartości zmien­
nej x, dla których funkcja osiąga wartości m a x i m u m  
lub m i n i m u m ; -  te ostatnie mogą być łatwo obliczone 
przez podstawienie.
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¿340) f(x)



;358) „ — — Mn. „ « = = - —; a >  1L ,  x  Ig a
j

¿359) „ =  x e x Mn. „ x  =  I
¿.360) „ = e 2a'-f-er Mn. „■ x =  lg ¡ \

^357) f (x )  : = , Mx.  przy x  —  2. Mn. przy =  O

361) „ =  «* Mn. x  —
A e

1 ,

¿362) ■xx Mx. x — ii

363) „ = — - Mn. „ x = ei' lg«
364) „ =  « l—'** Mx. „ x — \e

365) „ =  2 sinæ -f- sin2 «  Mx. „ x  = - *

366) „ = = sin 2«+ 2sin (a --x )  Mx. „ « = ^ ,  Mn. przy a;== -  «
O

oan\ cos2«  sin2«  _ T x „
á b / ) » = “ ¡ r + - j r i í ,> i  Mx- ». ^  Mn. „ «  =  0

368) „ =  cos«-)-cos (a — «); a <?t
vr aMx. przy «  =  -

369) /"(«) — sin « , sin (a -)-« ) Mx. ,, x = ~ — ~a,

, r  aMn. przy X =  " —
M

37Ü) „ =  s in«,  cos ( a — «) Mx. ,, «,== — +  7 ,
2 4

a 3n
Mn. przy « = = - - ( -  —

371) „ =  e*. cos« Hx. „ « = ^ ,  Mn. przy« =  —
4 4

372) ,  =  - A -  Mn. „ «  =  —, Mi. „ x = %p  7 s in «  4 4
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Rozważaliśmy dotychczas m a x i m a  i mi n i m a  w tych 
wypadkach, kiedy pochodna danej funkcji jest funkcją 
skończoną i ciągłą. Możliwy jest' jednak również i taki 
wypadek, kiedy funkcja f(x) w przedziale od x — a — 8 
do a? =  a-f-S zmienia się w sposób ciągły otrzymując 
wartości skończone, a natomiast pochodna f'(x) przy x  — a 
doznaje przerwy ciągłości. Nie są wówczas równe granice 
lim f'(a — 8) i lim 8) dla nieograniczenie maleją­
cych wartości p. Nie obawiając się nieporozumienia mo­
żemy oznaczyć dwie powyższe granice przez f'(a  — 0) 
i / ,/(a -f-0), przyczem f'(a — 0) oznacza tę granicę, do któ­
rej zbliża się nieograniczenie f'(x), gdy zmienna x  wzra­
stając dąży do wartości a; f'(a -(- 0) oznacza natomiast 
granicę pochodnej f'(x)  w tym wypadku, kiedy zmienna a? 
malejąc zbliża się nieograniczenie do wartości a. Jeżeli 
f \ a  — 0) i i f'(a-\-Q)  mają znaki różne, to f(a) stanowi 
m a x i m u m  albo m i n i m u m ,  -zależnie od tego, czy 
f '(a — 0) ma wartość d o d a t n i ą ,  czy u j e m n ą .

P r z y k ł a d :  Załóżmy x  =  a (t — sini), y = a (  1 — cost),

*k,d g  =  oolR it i Funkcja y  posiada

m a x i m u m  y =  2a, gdy t — n, x = a n  przyczem —  zmie-
Ct 00

nia się wtedy w sposób ciągły; otrzymuje natomiast war­
tość m i n i m u m  y ~  0 , gdy t =  0 , x  — 0 i wówczas

pochodna —  =  — oo przy x  — — 0 i ^~ =  -\-oo przy

jc =  —f- 0. Rozwiązania powtarzają się okresowo; okresem 
jest 2 jt.

F u n k c j e  u w i k ł a n e .  Jeżeli z równania f(cc,yj wy­
znaczyć mamy największą łub najmniejszą wartość dla y, 
to wartość zmiennej niezależnej powinna być tak wybrana,

d  yażeby dla niej spełniony był warunek =  Ponieważ



d y  ó / S / .  . . ,zaś , - =  — -— —, więc warunek ten jest równoznaczny
d x  b x h y

S fz warunkiem -—- =  0. Ostatnie równanie zawiera wogóle Sn­
obie zmienne i rozważane łącznie z równaniem /'(./,?/) =  0 
stanowi układ równań, po rozwiązaniu którego otrzymu­
jemy poszukiwaną wartość x  i odpowiednią wartość y. 
Gdy wyznaczona para wartości x  i y  czyni zadość nie tylko

i • n i • S/' „ d ywarunkowi —-  =  0 , lecz i równaniu - -- =  0, to jestd x  S y  d x  J
wyrażeniem nieoznaczonem, które później szczegółowo

0 /*zbadamy. Obecnie zakładamy, że —  nie staje się równem

zeru. Druga pochodna, zgodnie ze wzorem (24), str. 56
. . .  . • . - d \ y  SV . SA

sprowadza się wówczas do wyrażenia -^-^ = — ^x^- ^ y
r ' P r z y k ł a d :  f — y v- - \ - 2 x - y - \ - i x — 3 =  0;

• | / = / 4 » i /  +  4 =  0 , y - = 2 ?/ -f- 2x-. 
d x  J 1 ’ S y  J 1

Z układu dwuch pierwszych równań mamy X — l, y  — — 1 
i x — — i ,  y —  2. Ponieważ dla pierwszej pary wartości 

S fjest jednocześnie ~  =  (), przeto pierwsza wartość funkcji

?/ nie stanowi ani m a x i m u m ,  ani m i n i m u m .  Dla
. d*y  16 .

drugiej natomiast pary wartości mamy ^-===:— () i wo­

bec tego y — 2 stanowi m a x i m u m .

Z a d a n i a .

373) f = ^ - =
Prżyic =  0, y — b max., y =  — b min.

374) f L f ( 4  +  ,f-y -  a* (x°- -  , f )  =  0.
P r z y  — 0, y  — 0 nie stanowi ani ma x . ,  ani mi n . ,

(I- / 3 . . « • « ,T5 .przy.ą  =  ±  ^ p Jest //== } V  ̂m a x i y  == — ̂  \ 2 m i n.
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375) f — x 3 — 3a8flj-f<2/3=='0;
x — a daje y  — a \ 2 jako ma x .  i x =  — a daje
y  — — a\l2  jako m i n.

376) f =  4®2 — 20« — 8?y•+  41- =  0;

x  =  k  daje y  =  2 jako mi n .

377) / ' =  (y ~  *)3 +  «  +  6 =  0;
1 o

przy x  =  — 0 - jest y = — 6 + + +  max .
3 \ 3 3 \ló

. . .  1 „ 2
„ x  —  —  (> +  ; - j=  „ y  =  —  6 - p  mi n.

3 y 3 3 v 3
378) f — y 2 — a y — sinsć =  0; a >  2;

x  =  ~  daje y — ^ a - \ - k \  a2 +  4 jako m a x .  i

y — ^a — + a 2+  i jako m i n .

Co otrzymujemy dla x - =  —~+ ?

M a x i m a  i m i n i m a  p r z y  u w z g l ę d n i e n i u  w a ­
r u n k ó w '  d o d a t k o w y c h .  Dana jest funkcja z  — j\.r, y)  
i oprócz tego równanie (p(x,y) — 0 wyrażające związek
pomiędzy zmiennemi x i y.~ Należy okreścić x  i y  w ten
sposób, ażeby wartości tych zmiennych czyniły zadość 
równaniu cp.+j, y) =  0 i nadawrały jednocześnie funkcji £ 
wartość m a x i m u m  albo m i n i m u m .

P r z y k ł a d :  W koto f(Xj y) =  x 3- \ - y 2— r- =  0 wrpisać 
prostokąt o najwdększem polu, prowadząc boki równolegle 
do osi współrzędnych. Jeżeli x  i y  są współrzędnemi 
wierzchołka leżącego w pierwszej ćwdartce to : — 4 x y  jest 
tą tunkcją, dla której znaleźć mamy wrartość m a x i m u m ,  
przyczem niewdadome wartości x  i y  powdnny spełiłiać waru­
nek :p (x,y)  =  x* +  y*— r2= 0 , ponieważ odpowdedni punkt 
ma leżeć na okręgu. Z równania rp =  0 możemy wyrazić 
łatwo y==yr 2 — x 2 i podstawdć we w-zorze s  — \ x y \  do-
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• . . I
wiadujemy się wówczas, że funkcja z  — \ x  </>•* — :r- przy

x = - L  osiąga wartość m a x i m u m .
,V2
W wielu wypadkach jednak podobne podstawienie

jest bardzo trudne, lub zgoła niemożliwa i wrobec tego za­
dania podobne rozwiązywać należy" w inny sposób. Po­
nieważ y jza pomocą równania cp =  0 uzależnione jest od x , 
przeto x  należy uważać jako jedyną zmienną niezależną 
i wartości x, nadające funkcji z  wartość m a x i m u m  lub

m i n i m u m ,  powinny spełniać warunek ~  =  0, to zna­

czy, że powinno być

—  =  —  4 - —  - —  — O. (A)
d x  o)x d y  dx

Z równania cp =  0 otrzymujemy:

» 0 9  ■■¿y =  0 (B)
d x  ’ v ’

(1* 11i po wyrugowaniu pochodnej z równań (A) i (B),

mamy:
hf_ ó<p t)/- ó <p

d z _~bx ć ) z /  ć ) ? /  i * 3 7  a
_ _ _  _ _  ’

b y

alb0  (c ,d x  i)y d y  d x   ̂ '
Z rówmań (C) i <p =  0 znajdujemy wtedy takie war­

tości x  i y, które nadają funkcji z  wartość m a x i m u m  
albo m i n i m u m ,  pozostaje więc do zbadania znak drugiej

¿iy
pochodnej wzór dla której będzie następnie wypro­

wadzony.
Metodę powyższą możemy wszakże w następujący spo­

sób zmodyfikować.
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Równanie (C) jest równoznaczne z układem równań:
JWn

:0bx  1 bx
ó/; sep.
S y  S y

(D)

gdzie X oznacza liczbę stałą, nieoznaczoną, po wyrugowaniu 
której przechodzimy od układu (D) do (C). Dołączając na­
stępnie równanie <p=0, mamy układ trzech równań z trzema 
niewiadomemi x, y  i X; ponieważ zaś

¡ 4  , , cV9  _  8  4 4  X<fO
bx  da; c)x

S /  Ó 9 _  0 4 4 4 9) 
d y 9 // fi y

mamy więc dla określenia niewiadomych, a;, y i X trzy 
równania następujące:

s  ( /  +  x 9 )  _  0  8 . 4 + x 9 )  _  0 9 (a?, y): 

d*z

= 0. ,(27)óa: ’ 9 y

Pozostaje jeszcze do wyznaczenia Ze wzorów (A) 

i (B) wynika:
d*e d
d x ~" 

0 :

¿a:
_ 4  
'da;

8/ ,  8 /; dy  
óa; Sy da; 
0)9 . Ó9  d y  
óa; b y  dx

Mnożąc ostatnie równanie przez X i dodając do poprzed­
niego, mamy:

d'2z   4  8 4 4  X<p) ó 4 4  X9 ) d y
d x l d x \  b x  b y  d x

Po wykonaniu różniczkowania w prawej stronie, otrzymu-
d2y  ó ( /  +  X9 ) .

jemy pomnożone pr/ez ~ — • Przy rozważanych

wartościach iloczyn ten równy jest zeru zgodnie ze wzo­
rem (27), a więc w danym wypadku mamy: 
^ ^ 8a4 + X 9) , Sa(/ 4 X 9 ) dy * j
dx- b x 2 1 b y b r  d x

d y \  d y
d x  dx

1 4 *4 4 X9 ) a* 4 4  X9)
i b x b  y b y *.



. , ,. . d y  Srp cbp . Ł .leżeli wreszcie — —-  ■ ——, to wynika stąd
J d x  c).r c)y J

d 2z  hx-
d x 2

t):p
by.

2

b x d y  d x b y  cW/ 2
~cXp~

e)cp
dx

dy
Znak otrzymanego wyrażenia nie zależy od mianow­

nika, a więc funkcja z  osiąga wartość m a x i m u m ,  gdy 
licznik jest ujemy, i minimum, jeżeli licznik jest dodatni.

Chcąc przeto znaleźć m a x i m u m  lub m i n i m u m  
funkcji z =  f(x,  y) z uwzględnieniem dodatkowego warunku 
fp (Ł‘) ?/) =  0, należy kierować się n astęp u jącą  regu łą:  

Określamy wartości trzech niewiadomych x , y, a  tak, 
ażeby uczynić zadość równaniom (27). Jeżeli dla znalezio-

t l-z
nych wartości wyrażenie posiada" wartość dodatnią

(ujemną), to otrzymujemy m i n i m u m  (maximum).
P r z y k ł a d  1: Przy jakich wartościach x  i y  funkcja 

2  — .vy osiąga m a x i m u m  lub m i n m u m ,  jeżeli dane jest 
rówmanie warunkowe:
tp =  ;r3-j-i/3 — a x y  — 0. Xtp =  x y  -\- X {x':’ -f- y3 — axy);
b(/-j-7»'p) . , r, Ó(/-j-/'-'p) l i / " ) »  \ A

b x  y + X'i x - a!Ji=Q§ — = X + X(3y- — nx)= 0 .

Z powyższych równań wynika x  — y\ a następnie z rów- 
nania tp =  0 :

a . . . 2 a2x  — y — ^,  i wreszcie a  =  -



P r z y k ł a d  2: Podług danego boku a i przeciwległego 
kąta a  zbudować trójkąt posiadający największe pole. Kąty 
przyległe do danego boku a oznaczamy przez x  i y, wrówczas

, n a8s i n s s i n v  „ . . . .pole x  == . Iloczyn utworzony z czynników sta­

łych i zmiennych osiąga największą lub najmniejszą wartość, 
gdy iloczyn czynników zmiennych staje się największym 
lub najmniejszym; wobec tego możemy odrzucić a2 i 2 sina, 
a rozważać jedynie : =  f(x , y) —  sin x  sin y, jako funkcję, 
dla której wyznaczyć należy m a x i m u m .  Istnieje jedno­
cześnie związek fjv== *  -f- y  -j- a — % =  0 , więc Xcp

=sina:śin i/-j-X (a?-|-i/-j|a— -t), ^  =cosa:sin?/-]-A=0 ,
0 ¿O

— == sin ® cos//-j-X  =  0 , skąd sin (x — y) — 0 czyli

'■ — y —  0 , drugie zaś rozwiązanie x  — y  — n jest niedo­
puszczalne. Przy y — x  mamy następnie

. « I , . , , ,
ć ) ’ b y 1 ’ b x  b y

2 Ĉp 1 1=  cos-ic, a ponieważ -— = 1, - = 1, więc przy >/ — x
bx  by

d*:
wartość jest ujemną i pole trójkąta osiąga m a x i m u m .

Z pośród wszelkich możliwych trójkątów, o danej pod­
stawie i danym kącie przy wierzchołku, największe pole 
posiada trójkąt równoramienny.

Inne zadanie, a mianowicie: W dany odcinek kołowy, 
wpisać trójkąt o największem polu, jest wT zupełności rów­
noznaczne z poprzedniem.

Z a d a n i a .

¿479) Jak wielki powinien być kąt u podstawy w trójkącie 
równoramiennym, wpisanym w dany okrąg, jeżeli 
pole trójkąta ma posiadać największą wartość?

87
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Jeżeli r  oznacza promień koła a cc — kąt niewia­
domy, to p o le F — 4 r3 sin3cc cosec osiąga wartość max. ,  
gdy cosx — l ,  skąd x  =  60°. Trójkąt wpisany równo­
boczny posiada pole największe.

380) Podstawa trójkąta — a i kąt przeciwległy = c c  są 
dane. Jak należy wykreślić trójkąt, jeżeli obwód jego 
ma być m a x i m u m ?

Oznaczając pozostałe boki przez x  i y, mamy: 
f =  x  -j- y  -j- a, (p =  x- y 2 — 2 x y  cos a  —- a2 =  0 .

Znajdujemy ma x .  funkcji /  przy x  =  y.
381) Dany odcinek a podzielić należy na dwie części tak, 

aby iloczyn długości otrzymanych odcinków był naj-

rzyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest

długości tych przyprostokąinych, ażeby przeciwpro 
stokątna z  osiągnęła mi n. ?

Min. funkcji z przy c c  — y.
383) Punkt M  znajduje się wewnątrz kąta a, wierzchoł­

kiem którego jest punkt A. Należy poprowadzić pro­
stą przez punkt M, przecinającą ramiona danego kąta 
w punktach B  i C w ten sposób, ażeby pole trójkąta 
A B C  było możliwie najmniejsze.

Prowadzimy z punktu M  równoległą do A C  prze 
cinającą A B  w punkcie D.  Zakładamy: A D — a, 
M D  =  b; A B  — x , A C  — y, F — ^xy  sin a , więc

z — x y \  tp =  ^—|— ^ — 1 =  0. Min. pola F  przy ,̂ ’= 2 g ,

a więc wtedy, gdy M B =  MC.
384) Na podstawie A B  trójkąta A B C  dany jest punkt i i ;  

prosta równoległa do A B  spotyka AC w punkcie D  
i CB  w punkcie F.  W jakiej odległości od podstawy

większy. z  =  xy ,  q> =  x - \ - y  — a =  0; z  osiąga max.
aprzy x  z = y — —•

mianowicie x  -f- y  =  2s. Jak należy wybrać
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należy poprowadzić prostą D E ,  ażeby pole trójkąta 
D E M  osiągnęło max . ?

Zakładamy: podstawa A B — c, wysokość trójkąta 
A B C  — h, podstawa D E — y,  wysokość trójkąta 
1)E M  =  x; mamy wówczas: F — \ x y ,  <$ — c x - \ - h y  
— ch — 0; m a* . pola F  przy *  =  £h.

\J 385) W trójkącie dana jest podstawa b i wysokość h. Jak 
należy zbudowrać trójkąt, jeżeli suma dwuch pozosta­
łych boków ma posiadać wartość mi n . ?

Jeżeli x  i y  oznaczają kąty u podstawy, to

' £ ■ = ——  -j- r  wyraża sumę pozostałych boków,

Przy x  =  y  funkcja -z osiąga m i n .
386) Na bokach A B  i B C  danego trójkąta wyznaczyć 

punkty D  i E  w ten sposób, ażeby odcinek D E  
dzielił pole trójkąta na połowry i jednocześnie posia­
dał najmniejszą długość.

Równoznaczne z powyższem jest zadanie następu­
jące: „znaleźć najmniejszą wartość podstawy trójkąta» 
gdy dane jest jego pole i kąt przy wierzchołku".

387) Punkty A  i B  leżą po jednej stronie prostej D E ;  na 
prostej D E  wyznaczyć taki punkt C, ażeby suma 
A G Ą - O B  była mi n .

Prowadzimy A P  i BQ  prostopadle do D E ;  zakła­
damy
A P = p ,  P.Q==g, PQ — c ; <  .1 C P =  x, B <'Q == y,

sin* sin y  
b2 s in *  siny  

~ sin (xĄ-y)
2 F, więc cp= cotg*-|-cotg?/ 0 .

B D  — x, B E = y ,  B A — c, B C = a ;
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7 )  (1wówczas z — A C-t- B C — . -----1— :— , ® == n cotg.r 4-1 si n x  ‘ sin//  1
gcot g/ / — c — 0 ; z jest mi n .  gdy x =  y.

Jeżeli A C B  stanowi drogę przebytą przez promień 
świetlny, to rozwiązanie powyższego zadania wyraża 
prawo odbicia zgodnie z zasadą, że droga przebyta po­
winna posiadać wartość m i n. 

y  388) Dany jest kąt B  i odcinek D E — b. Należy umieścić 
dany odcinek w 1en sposób, ażeby końce jego leżały 
na ramionach danego kąta i pole trójkąta I) B E  
było ma x .

Niechaj B D  =  x, B E — y; F — Ą x y s in B, f  =  x 2 
4- y'~ — 2 x y  cos B  — b2 — 0. i ' = m a x , ) gdy x  =  y. 
(por. uwagę do zad. 386). W zadaniu powyższem mamy 
nowe sformułowanie i nowe rozwiązanie przykładu 2 .

389) Dany jest kąt prosty przy wierzchołku A i na jednem 
ramieniu tego kąta dane są punkty. B  i G. Znaleźć 
na drugiem ramieniu punkt D  tak, ażeby kąt 
B D C — V był możliwie największy.

A B  =  b, . 1G =  c A D  —1  ^ A B D  =  $:

* s ? = f ,  I »v—

wraz z kątem v osiąga ma x .  przy x — + \ b c .
390) Ktpśy z czworokątów posiadających cztery dane boki 

o, b, c, d  ma największe pole?
Jeżeli x  oznacza kąt między bokami a i ń, a y  — 

kąt między c i d, to 2 F =  ab sin x  -f- ccZsin y.
Z rozważania przekątnej wynika równanie:

<p =  2 ab cos x  — 2 cd cos y  — a2 — b2 -)- c2 -(- d2 =  0. 
Otrzymujemy ma x .  dla F,  gdy sin (x-\- y) =  0 t. zn. 
x - \ - y  — x. Czworokąt jest wtedy wpisałny w okrąg. 

J  391) W elipsę należy wpisać prostokąt o największem 
polu, prowadząc boki równolegle do osi elipsy.



91

Równania elipsy: x  =  a cos t, y — bs\nt;
F =  Axy =  2ab  sin 2Í =  m a x, gdy ¿ =  45°, skąd: 
r   a ^   b

392) Jak wielki powinien być promień kola, jeżeli wyci­
nek o danym obwodzie =  2 « ma posiadać największe 
pole?

Jeżeli promień = x  i długość luku = 2 y, to 
y  =  a. i F — x y  posiada wartość ma x .  przy

393) Odcinek paraboli utworzony jest przez prostopadłą << 
do jej osi cięciwę BC,  odległość której od wierz­
chołka A  równa się a. Wewnątrz odcinka poprowa­
dzić drugą cięciwę M N  równoległą do pierwszej
w ten sposób, ażeby prostokąt, jednym bokiem któ­
rego jest cięciwa MN,  a przeciwległy bok leży na 
cięciwie BC,  posiadał największe pole.

Jeżeli a?, y  są współrzędnemi poszukiwanego punktu, 
przyczem oś paraboli jest osiąpSdciętych, a styczna 
poprowadzona przez wierzchołek — osią rzędnych,

X  *.... ci
to F — y(a — i y 2 =  2px;  F — m as. gdy x =  -̂

394) Warunki poprzednie; obwTód prostokąta powinien 
być mi n .

l U  =  y - \ -  ci — x; y 2 =  2px .  Znajdujemy £7 =  min. ,  
gdy y =  y,  x  =  \ p .

395) Dwie styczne do koła twrorzą kąt =  2a. Jak należy 
 __ poprowadzić trzecią styczną, jeżeli pole trójkąta opi­

sanego utworzonego przez trzy styczne ma być mi n?
Kąty, jakie tworzy trzecia styczna z dwiema da- 

nemi oznaczamy przez 2x  i 2 y; wówczas:

rp =  x  -f- y Ą- a  — 90° =  0. F  osiąga mi n . ,  gdy «==?/.

x
a
2

F  =  r2(cotg x  -f- cotg y  -f- cotg a) i



396) W kole dana jest cięciwa A B ; w utworzonym przez 
tę cięciwę mniejszym odcinku kołowym należy po­
prowadzić drugą cięciwę CD  równolegle do pierwszej 
tak, ażeby trapez A B C D  posiadał pole m a x .

Niech będzie M  środkiem okręgu, M H  promieniem 
prostopadłym do A B ,  ¿£.AMHz=u. , - ¿ c G M H ^ x ,  
wówczas 2P ’= r 2(sin # -|- sina)(cosa; — cosa) i osiąga

m a x .  gdy x = ^ ,  co wynika z równania co s2%
O %

=  cos (x — a).
397) Dowieść, że pole wielokąta foremnego o stałym ob­

wodzie osiąga największą wartość, gdy liczba boków  
staje się nieskończenie wielką (wielokąt przechodzi 
w koło).

Jeżeli x  oznacza liczbę boków' i JP — obwód wielokąta,
P 2 ar 9ir 2ar

to pole jego P  =  c o tg -  jest m ax., gdy sin-^- =  -~-,

t, zn. X —  co.
398) Stożek obrotowy, o wierzchołku A, średnicy podstawy 

B G — 2 r  i tworzącej A B  =  s, należy przeriąó płasz­
czyzną równoległą do AG  w ten sposób, ażeby pole 
otrzymanego odcinka paraboli było ma x .

Niechaj S  oznacza wierzchołek paraboli na two­
rzącej A B , S D  — oś paraboli równoległą do AC,  
przyczem D  leży na BC.  Załóżmy następnie S D = x ,  
a rzędną odpowiedniego punktu paraboli oznaczmy przez 
y, w’ówTczasr^P= y 2 =  B D  , D G  =  DC(2r  — DC).

O trzym ujem j^stąoy =  -~\ j sx  — x 2 i F  osiąga max .

gdy ;¿ = = |¡ | czyli A S  — \ A B .
399) Na prostokącie opisać elipsę o najmniejszem polu.

a i b niech oznaczają połowy boków prostokąta, x  i y
a 2 , ó2
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Mamy i i' = i n  i n ,, gdy x ~ a \ J 2, y  — b\j'Ż. (Por. za­
danie 391).

400) Na trójkącie równoramiennym opisać należy elipsę
0 najmniejszem polu, prowadząc małą oś elipsy 
równolegle do podstawy trójkąta.

Niechaj A  oznacza wierzchołek trójkąta, podstawa 
B C  =  2n, wysokość — h. Jeżeli « i  v oznaczają połowy 
osi elipsy, to równanie wierzchołkowe elipsy ma po­
stać następującą: u2y 2 =  v2 (2 u x  x 2) i wobec tego 
istnieje związek: u2n2= z v 2( 2 u h — It2). Pole F  =  uvn 
osiąga m i n .  przy u — \h .

401) W trójkąt równoramienny należy wpisać elipsę w ten 
sposób, ażeby mała oś elipsy była równoległą do 
podstawy i pole elipsy posiadało wartość m a x i ­
m u m .

Niechaj A B  — 2n  oznacza podstawę, G —.wierzcho­
łek, D C  =  h — wysokość trójkąta i jednocześnie oś 
odciętych, A B  — oś rzędnych u i v  — połowy osi elipsy. 
Mamy następnie równanie elipsy: u2y 2 — v2(2ux — x~)

7 1
1 równanie prostej A C  : y  = — -j- x  ■Ą-n. Szukamy od-

v ciętych punktów przecięcia elipsy z prostą A C  i przy­
równywamy wyrażenie podpierwiastkowe do zera, 
zaznaczając w ten sposób warunek styczności. Otrzy-

2 u
mujemy wtedy: v2 ~-j- n2 =  0; F =  uvn osiąga

hmax . ,  gdy w g L .

402) Wykreślić parabolę o osi prostopadłej do podstawy 
trójkąta równoramiennego i dotykającej ramion tego 
trójkąta, w ten sposób, ażeby odcinek tej paraboli 
ograniczony przez podstawę trójkąta posiadał naj­
większe pole.

Niechaj A oznacza wierzchołek trójkąta, h — wy­
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sokość, B G — 2n  — podstawę trójkąta, A — począ­
tek układu współrzędnych, S —  wierzchołek para­
boli; A S — u. Oś odciętych przechodzi przez środek 
podstawy trójkąta. Równanie paraboli : y'2— 2p(.B— u),

równanie prostej A B  •. y =  "-x =  kx. Warunek stycz­

ności prostej A B  z parabolą: /; — 2 ć 2«  =  0, przyczem 
p  nie jest jeszcze określone.

Pole odcinka paraboli F  — § \ 2p (h  — u)3 osiąga
A km a x i m u m ,  gdy u —

4

403) Dane jest równanie koła y'2 — 2 r x  — x~. Początek 
układu jest jednocześnie wierzchołkiem paraboli, 
osią której jest oś odciętych, przyczem parabola prze­
cina się z danym okręgiem w punktach B  i C. Jaką 
wartość należy nadać parametrowi p  paraboli, ażeby 
odcinek tej krzywej, ograniczony cięciwą BC, posia­
dał największe pole1?

Współrzędne punktu B oznaczamy przez x  i y , 
wówczas F — §xy ,  y't =  2 p x  i y 2 =  2 r x  — a:2, skąd 
wynika, że F  =  | \ p (r — p)° osiąga wartość m a x i ­

m u m ,  gdy p  —  j .

404) Który z walców obrotowych, posiadających powierzch­
nię całkowitą = a 3, ma największą objętość?

Promień podstawy = x ,  wysokość = y , objętość
V — x*.yx, . .

rp — 2xx .( r- \ -y )  — a2: V  osiąga ma x .  przy y — 2x.
405) Stożek obrotowy przecięty jest płaszczyzną równoległą 

do podstawy, a otrzymane przecięcie jest podstawą 
walca obrotowego wpisanego w stożek. Jak należy 
poprowadzić płaszczyznę przecięcia, chcąc otrzymać 
walec o największej objętości?



Promień podstawy stożka =  r, wysokość = / / ;  pro­
mień podstawy walca =  x, wysokość =  y. V — x 2y:r;

2 rij> =  p f f  r y ~ . h r  == 0. V  osiąga max.  przy #  =  — -

406) Z pośród stożków obrotowych, posiadających two­
rzącą =  wybrać ten, którego objętość jest naj­
większą.

Max.  objętości stożka przy promieniu podstawy 
=  s\[f.  <'

407) W kole o promieniu r wziąć taki wycinek, z którego 
można utworzyć boczną powierzchnię stożka o naj­
większej objętości.

Jeżeli x  oznacza promień podstawy stożka, to obję­
tość V osiąga maximum przy x  — ry §.

408) Ostrosłup przecięto płaszczyzną równoległą do pod­
stawy i wielokąt przecięcia przyjęto za podstawę gra- 
niastosłupa, którego druga podstawa leży na płasz­
czyźnie podstawy ostrosłupa. Jak należy poprowadzić 
płaszczyznę przecięcia, chcąc otrzymać max.  obję­
tości gran:astosłupa?

Pole podstawy ostrosłupa Zł, wysokość h\ pole 
podstawy graniastosłupa ?/, wysokość x. Mamy: 
y : B §= (// — ź ) !: h- i x y  osiąga m a x i m u m  przy 
' ■ rh
x  . — (por. z zad. 405).

409) Te same warunki zadania, tylko zamiast graniasto­
słupa zbudo\Vać należy drugi ostrosłup, podstawą 
którego jest wielokąt przecięcia, a wierzchołek leży_ 
na podstawie danego ostrosłupa.

410) Te same warunki, tylko zamiast ostrosłupów wzięte 
są dwa stożki.

/ 411) Na osi paraboli dany jest punkt B  i pomiędzy wierz­
chołkiem A  i punktem B  należy poprowadzić cię­
ciwę paraboli CD  prostopadłą do osi w ten sposób,

95
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ażeby objętość stożka, utworzonego przez obrót trój­
kąta B C D  dokoła osi paraboli, była największą.

Jeżeli CD  przecina się z osią w punkcie P, przy- 
czem A B — a, A P — X, C P = y ,  to mamy y 2—2 p x = { )

i V = -fey27t(a— x) osiąga max .  przy x — ^-

412) W kulę wpisać taki ostrosłup czworokątny foremny, 
którego objętość byłaby największa.

Jeżeli x  oznacza odległość podstawy ostrosłupa 
od środka kuli, a y  — połowę boku podstawy, to

V = y r,(r-j-a-) i x 2- \ - 2 y 2— r2= 0. Przy x==  ̂ obję­

tość V osiąga max.
J  413) Dla jakiego punktu ćwiartki elipsy kąt utworzony 

przez normalną i średnicę, z tegoż punktu wyprowa­
dzoną, jest największy?

Równanie elipsy b2x 2-\- a*y2 =  a2b2; współrzędne 
szukanego punktu: x, y ,  poszukiwany kąt:
* , «2- 62— TtT~x V wraz z iloczynem x y  osiąga max.  przy

Cl o

  a   b
X ~ j 2 ’ V~ ^ 2

414) Dowieść, że styczna poprowadzona w punkcie, wy­
znaczonym w poprzedniem zadaniu, tworzy z osiami 
trójkąt o najmniejszem polu.

415) Dwie kule położone są zewnętrznie jedna względem 
drugiej. Dla jakiego punktu prostej, przechodzącej 
przez środki tych kul, suma powierzchni kulistych 
widocznych z tego punktu jest największą?

416) Odcinek łączący środki dwuch kul jest średnicą 
okręgu zakreślonego na jednej z płaszczyzn przesu­
niętych przez ten odcinek. Dla jakiego punktu wzię­
tego na tym okręgu suma widocznych części powierz­
chni kulistych jest największą?



§ 11. Szeregi Taylora i Maclaurina.

T w i e r d z e n i e  ó w a r t o ś c i  p o ś r e d n i e j .  Zakłada­
jąc, że funkcja f (x)  i jej pochodna f'{x)  są ciągłemi w prze­
dziale od c c = a  do x = b ,  przyczem M  oznacza największą, 
a m najmniejszą wartość pochodnej f  (x) w tym prze­
dziale, rozważamy dwie nowe funkcje

cp. (x ) =  f(x)  — f  (a) - - M ( x  — a)
-|> (x) — f (x)  — f (a)  — m (x — a).

Wówczas, we wskazanym przedziale, mamy
O' (,x) =  f  (cc) — df <  0, • ?p' («) =  f  (cc) — m >  0 , 

a więc w tych warunkach cp (x) stale rośnie, a natomiast 
0 ( x )  maleje (por. § 10). Przy x  — a funkcje O i <p stają 
się równemi zeru, a więc ch(ó) jest ujemne i cp(ó) dodatnie, 
to znaczy, że

• f  (*) -  f (a)  -  M  (b -  a) <  0, f {b)  -  /  («) -  m (b -  a) >  0. 
Jeżeli przeto zmienna t we wzorze

zmieuia się w przedziale od a do b, to gdy f  — M, war­
tość funkcji \}/ jest ujemną, a gdy f  =  ni funkcja-*}/ otrzy­
muje wartość dodatnią. Ponieważ \|r jest funkcją ciągłą 
w przedziale od a do b, więc istnieje w tym przedziale 
taka wartość zmiennej ć, dla której 4/(i) =  0. Oznaczamy 
tę wartość przez « - ¡ - 0 .(5 — a), gdzie © jest pewnym ułam­
kiem właściwym dodatnim; wynika stąd

f (b) — f(a)  =  (b -  a) f  (a +  0  (b -  a))  (0 ¿ 0  | r  1). (28) 
Wzór powyższy nosi na- Rys. 10.

zwę t w i e r d z e n i a  o w a r t o ­
ś c i  p o ś r e d n i e j ;  posiada on 
prostą interpretację geometry­
czną: jeżeli krzywa ograni­
czona punktami A i B  jest 
liują ciągłą i jednocześnie 
współczynnik kątowy stycznej - 
zmienia się w sposób ciągły,

IKJlp-Netfco. ‘



to przynajmniej w jednym punkcie łuku A B  styczna .4 ,^  
jest równoległą do cięciwy AB.

Z dowiedzionego twierdzenia wynika następujący 
wniosek: J e ż e l i  f(a) — 0 i f(b)  — 0, l u b  t e ż w o g ó l e  
f ( a ) = f ( b ), to w p r z e d z i a l e  od x = a  do x — b i s t ni e j e  
p i e r w i a s t e k  r ó w n a n i a  f  (x) =  0 .

S z e r e g  T a y l o r a .  Zakładamy, że funkcja f (x)  i n 
pierwszych pochodnych tej funkcji zmieniają się w sposób 
ciągły i otrzymują wartości skończone w przedziale od a 
do b. Rozważamy dalej funkcję (,r)

+m= m  - a * ) -  'A ir  f. <*> -  - jfr Ą  P> -■■■

_  •!_  w  l a l l g l -
1 . 2 .. (n — 1)' w  •

przyczem p  i K  są wartościami niezależnemi od x. Liczbę K  
wyznaczymy za pomocą równania liniowego względem K , 
stawiając warunek: \|r(«) =  0. Postać wzoru, wyrażającego 
funkcję >)/, dowodzi oprócz tego, że i \]/(') =  (). Na zasadzie 
wniosku, otrzymanego z twierdzenia o wartości pośredniej, 
przekonywamy się, że istnieje taka wartość w prze­
dziale od a do i ,  dla której pochodna funkcji czyli

M t y  =  -  1) ^  <*> +  <* -  1 A'
staje się równą zeru; to znaczy, że jest taka wartość po­
średnia Ę, dla której

(b — iy>-p
K — — i-----'-A— f  ’*>(c)*  1 . 2 . . .  (n — -1) w

Podstawiając znalezione wyrażenie we wzorze na 4r(tt)
i uwzględniając zaznaczony wyżej warunek: 4'(V) =  0 , —
otrzymujemy

, b — a „ .  , , O iML, i . .\ ,



Zamiast a i b wprowadzamy nowe znakowanie X i x  -j-7 i; 
wówczas \ ^ z a - \ - { b  — a )0 =  ¿c-|— ©7z. Mamy wtedy

(29) f ( x  +  /<) =  f(x)  +  '' / ( . / ; ) +  V "  (O -!-

/)«—i * /.«(i — $ « ■ r
+  1.2. ( , _  D ^ ' W + F T S T i «  - 7 ) ' "  g + f * >

Ostatni wyraz nazywamy r e s z t ą  i oznaczamy przez II. 
Kładąc w tym wyrazie p =  1, znajdujemy wzór na reszty 
Lagrange'a.

przy p =  n. otrzymujemy wzór na resztę Caucliy’ego

I i n = \ ^ i f<"){X +  U y
Wzór (29) jest szeregiem Taylora. Wyprowadzony jest na 
podstawie założenia, że f u n k c j a  f ( x - \ - h )  i j ej  p o c h o ­
d n e  aż do p o c h o d n e j  r z ę d u  n °̂ w ł ą c z n i e  są j e ­
d n o  w a r t o ś c i o w e  mi ,  s k o ń c z o n e  mi  i c i ą g ł e m i  
■w p r z e d z i a l e  o b e j m u j ą c y m  w a r t o ś ć  /¿ =  0

S z e r e g  M a c l a u r i n a .  Jeżeli we wzorze (29) zamiast
.« weźmiemy 0 i x  zamiast Jt, to otrzymamy szereg

(30) / ( | = /-i«»)+ *  r  o >t +  *2 r  o o 4- . .
jr - 1

. X - _____ _ ____  f »  1. ,() ; -i_' /,’ '))1 . 2 . .  (n — 1) • r
i i • 3)n v /

11° ■-= — ..........ę f nH0x)
p . 1 .2  . . (n  — 1) '  A ;

i w szczególności
M — 0 \n  • 1 7'n Tn

S I S  i 2 .. (a . 1) ^  <04  7?-* =  l . ~ n  r  " ^
Wzór ten sprawdza się wtedy, gdy funkcja /'(as) i n 
pierwszych pochodnych lej funkcji są funkcjami jedno- 
wartościowemi, skończonemi i ciągłemi w przedziale za­
wierającym’wartość #  =  0 .
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Obliczanie wartości f ' { 0), / ’" (O )... wymaga uprzed 
niego wyznaczenia pochodnych f " ( x ) . . .  i podsta
wienia następnie «  =  0 .

Jeżeli we wzorze (29) limit! =  0 przy. n = o o  i waru­
nek, wskazany powyżej dla funkcji i jej pochodnych, jest 
spełniony, to otrzymujemy rozwinięcie na szereg nieskoń­
czony:

A « + * W ( « ) +  •;'/>).+ f~2 / »  +  v| («) +  ... (31)

Podobne rozwinięcie otrzymać możemy również ze 
wzoru (30), jeżeli l i mi 2(0l = 0  przy n — oo i spełniony jest 
warunek dotyczący funkcji i jej pochodnych. Mamy wtedy:

m = m + :\ - r o o + ~ f" c )  +  ~ - 3  r  ( «>+• . .  m

Warunek: ljm /¿ =  0, względnie limi2(°) przy n — co, 
pociąga za sobą zbieżność szeregu (31) względnie (32); od­
wrotne natomiast rozumowanie może okazać się mylnem, 
ponieważ prawe strony -wzorów (31) i (32) mogą być sze­
regami zbieżnemi, nie będąc jednocześnie rozwinięciem  
dla f {a Ą -x )  względnie f(%), o ile I i  dąży do granicy“n\e- 
równej zeru przy n =  oo.

Z a d a n i a .

417) D w u m i a n .  Dla funkcji /(x )  =  .rn znajdujemy: 
f(a) — ą'\ f' (a) — nan~l, f ' ( x )  =  n ( n — l)«" -2, 
f  " (a) =  n ( n — l ) ( n — 2)an̂ -s, i t. <1. Podług wzoru 
Taylora otrzymujemy f ( x  -j- a), czyli:

(u a:)’1 =  n” 4 - n a’*-1  ~  -(- n  (n, — 1) <in~- y  -

_  l)(n  — 2) a»~s -  ~  3 +  • • *

418) Znaleźć rozwinięcie dla (1 -j-.e)^’1. f\x)  == x ~ n, /*( 1) =  1,



/v( l ) =  -  n, f" ( l )  =  n ( n - f  1), f " ' ( \ ) =  -  «  ( » + 1) ( » + 2) 
i t. d.

419) Rozwinąć wyrażenie y l -|- x.

? & ) = $ . ,  f \ x ) = i x ~ K  i *■d-
więc /• ( ! )=  1, f ( l )  =  ł .  n  1) — — i  i t. d.

—  -  a; 1 z 1 . I .3 rc3

420) Dowieść wzoru:

,>T +  *  2 2 .4  2 . -l. li' +•'■

421) Dla funkcji f ( x ) = x ?— 3 a:2 4 -4  x  — 5 znaleźć f (x - \ -2). 
Mamy /‘(2) =  - l ,  f ' ( 2 ) =  1, f"(2) =  G, f n,(‘l )  =  (\y 
f (x  -)- 2) =  — 1 -)- -1«  -f- 3 a;2 +  « 3-

422) Za pomocą wzoru Maclaurina dowieść: 
a - \ - x  a . b — a . a — b , . b — a , ,

5 f * “ i + ^ + : r i r - 1 + ' *•''
423) Rozwinąć funkcję o*. f(x) =  a*, /'(0)==1, /'(O) — Iga, 

r ( 0) =  (lg«)2, f"'(0) =  (Iga)3 i t. d.

«*:=gi4- j p8®)24* 3 <!««)s +  * • •

Otrzymujemy stąd rozwinięcie dla <*, kładąc e za­
miast a; wówczas l g a =  lg<?== 1.

424) Rozwinąć Ig (1 4- «)• /'(«) =  Ig«, /f(l) =  0, f'(  1) =  1, 
/'"(1) =  - 1, f<" 0 )4 = 2 , / ’""(1) =  -  1 - 2 . 3 ,

¡ ¡ j  l . 2 . 3 . 1  i t. d.
/vj2 />3 /;! t7)ó

1 g (1 +  a?) =  a- — ~ +  ,, — ;j- +  =5 — •••

Kładąc — a? zamiast a:, mamy

, 14- «



Po podstawieniu x  =  ——--j--y otrzymujemy z  ostatniego

następujący wzór dogodny do obliczeń: 

lg (^ - f l )  =  lg^4 - 2 1 1 ! 1 ____ i _____ L.
s i b n*jL.  i«  i22T+ 1  1 (2z-j- l )3 1 1)5

Z równości a* =  ?/ wynika Lgy  =  % (przy zasadzie a); 
a z równości óclira= ? /  mamy lg?/ =  adga i stąd

i ^ i  +  » ) = T ^ .g ( i  +>)■

Jeżeli chcemy przeto rozwinąć Lg(l-|-a:), to należy 
wyrazy rozwinięcia 1 g (1 —|— rc) podzielić przez Iga. 
Najprostsze i najbardziej naturalną rozwinięcia otrzy­
mujemy zatem przy a =='<?; dlatego też logarytmy 
obliczone przy zasadzie e nazywamy logarytmami 
naturalnemi.

425) Dowieść, że:

( 1 + 0 ^  =  8 '+  12^  2 4 ^ 1  +  5 4 +

426).,Rozwinięcie dla funkcji sin (a?-(-a), f (x)  — sin z,  
/■ (a)=sina, f'(a) =  cos a, f"(a) =  — sina i t. d.

CC ccsin (a?+a)-sin  a + c o s a - — sin a- ’ cos a-- -f-.. •

Przy a =  0 mamy:
x s , x h

sin x  — x
1 . 2 . 5  ' 1 . 2 . 3 . 4 . 5

427) Rozwinięcie dla funkcji cos (x -j- a). / (x )  =  cosx.  
/'(a). cosa, f'(a) sina, —cosa, sina.



428) W podobny sposób rozwijamy:
i , , ‘ ; 1 x \ 2tga « 2 , 2 (l-j-3tg2a) x s ,
tg(fl +  «) — tg U -\---------- — -J---- 5—  --- ;r-|-----------ń-------—7T~ri 4 “"*cos2« 1 cos2« 1 .2  cos2a 1.2.3 

Reguła tworzenia współczynników nie jest tutaj wi­
doczną.

429) Podług wzoru Maclaurina rozwinąć /"(«) =  cos2«.
.■y»2 /yi4 /v>6

cos2«: = 1 - 2  j 2 + 8  j ^ g -4  ~  32 1 .2 .....6 + '' '

430) Za pomocą wzoru Maclaurina dowieść wzoru Moivre’a. 
Dana jest funkcja f (x ) =  (cos « 4 -*  sin«)". Znajdujemy:
f ' {x)= n (c o s« 4 - żsi n .«)’*~ l (— sin x- \- i  cos«)=  ?»(cos«4 - 
is in «)"— n i . f(x), stąd zaś wynika /'"(«) =  n i .  f ' ( x ) =  
=  (ni)2 f(x) \ t. d. Mamy następnie /'(0) =  1, ['(())— ni, 
f"(0) — — n2, f"'(0) =  — n3i  i t. d., więc

. . . .  * n2« 2 ; ni x i
(cos« + 1  sin x)n == 1 — 4 - Y 2 ~ 3 ~ 4 ~~' *'
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, . . ( n x  n3x 3 . \
+ * l T - r T * 3 + ........ )•

a uwzględniając otrzymane przedtem rozwinięcia 
funkcji sin«: i cos«:, znajdujemy:

v (cos« 4~ ¿sin«)" =  cos(««) 4- tsin(n«).
431) Rozwinąć funkcję / ’(«) =  arcsin«. Pochodne wyższych 

rzędów nie wyrażają się za pomocą prostych wzorów 
i wobec tego dogodniej jest zastosować t. zw. metodę 
współczynników nieoznaczonych, która prowadzi zaw­
sze do celu, o ile rozwinięcie jest śfogóle możliwe. 
Zakładamy:

arcsin«  =  2L-(- B x Ą -  Cx2- \ - D x 3 E x i +  ... 
i znajdujemy natychmiast A =  0 przy « =  0. Biorąc 
pochodne obu stron, mamy:

- ! i y §  B  4 - 2  Cx  4 - 3 1) « 2 4 - 4 E x s 4 - . . .  
v 1 — x-



dla lewej strony otrzymujemy z zadania (420) roz 
w inięcie:

< l _ | f  ł = | +  '

i przez porównanie znajdujemy:

B  =  1, ( 7 = 0 ,  / 7 = ry-,-, 77 =  0 i t. d.

. l a 2 . 1 .3  a 5 . 1 . 3 . 5 X1

przy a  =  1 mamy arc sin a  =  -^.

432) Rozwinięcie funkcji arctga. Zakładamy:
arc tga =  A +  B x  +  C xi +  77a3 +  E x '  + . . . ,  

wówczas .4 =  0 przy a  =  0. Z różniczkowania stron 
wynika

— L_- =  B +  2 G.r +  3 D x 9- +  4 E x s +  . . .
1 -j- 37

a ponieważ, jak wiadomo

=  1 -  * 2 + -r* -  ^ -

więc przez porównanie znajdujemy, że 
B = \ ,  G =  0, J)

x
T

arc tga;

1 — 1 ---  3' 7 7 = 0  i
x s a 5 
3 5 _

rt=  —, więc mamyPrzy a = l  jest arc tg a;

¡  =  l - ł  +  ł - ł  +  ł - T V  +  - -

Zbierając po dwa wyrazy, mamy wzór dogodny do 
obliczenia ?t.



Zakładając tga =  -£ i tgjł =  £, mamy tg (a -{-¡3) =  l ,
7t

więc ą -j-^ = = ,-. Znajdujemy stąd:

5 ^ + 1 ) + i ( * ? + —  • •
W każdem z zadań powyższych zbadać należy wzór 

na resztę.
Dla zakończenia niniejszego rozdziału dowiedziemy 

jeszcze pewnych wzorów niezbędnych do dalszych roz­
ważań.

Kładąc i x  zamiast-a; w rozwinięciu funkcji e*,- mamy: 
• x  X* iCl x'i - ,

c' a “  ~~ 1 7 2 1. 0 7 5 ~ i ~ 2 . 7 ~ 7 g  + ' '

. i x  x a . x h 
+  0 . 3  +  1 .  2 . 3 . 4 7 5 ~ • '

jest więc e'x =  cos#-(-¿sina?, a wogóle:
c’”x :==" cos (nx) —J— ż s i n (nx) (33)

ponieważ zaś einx =  (cos#-j- ¿sin x)'H, otrzymujemy przeto 
w łatwy sposób ponownie wzór Moivre’a. Ze wzorów 

c,r —  cosrc -j- ¿sin x  i e~!x == c o s  a; —  ¿sin x
wynika

c« +  e -“  . eix — e~'xcos./ = — —------, s i n # =  ^ ----- ( 3 4 )

gdzie zównież zastąpić możemy x  przez 7tx.
Jeżeli w podobny sposób wprowadzimy i x  zamiast x  

w zadaniu N° 421, to otrzymujemy:

. I  +  m? o A x  ^  1 A'r> 'l
- 3  +  5 “ ..... ) ’

a po uwzględnieniu rozwinięcia funkcji arctg#, wynika stąd:
1 1-4- i x

arc tg # -=  — !g y ~ U c <3o>
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Funkcje d w u  e h  zmiennych niezależnych.

§ 12. Poszukiwanie pochodnych.

Jeżeli zmienne x  i y , występujące we wzorze y),
są wzajemnie od siebie niezależne to wartości otrzymy­
wane przez funkcję z  mogą być przedstawione geometrycznie 
w następujący sposób.

Na płaszczyźnie układu współrzędnych prostokątnych 
wyznaczamy punkt D  (rys. 11) podług danych wartości

mujemy wtedy na jednej prostopadłej więcej niż j e d e n  
punkt. Miejsce geometryczne punktu M , wyznaczonego po 
dług wzoru z  =  f ( x , y) przy rozmaitych wartościach zmien­
nych x  i y } jest pewhą powierzchnią.

Zmiana wartości funkcji z  =  f (x ,  y) może być osią­
gnięta w trojaki sposób, a mianowicie:

1) przez zmianę wartości x  na x x przy stałej war 
tości y,

A  *

c  {n
y

Rys. 11.

/

zmiennych x i y, wystawiamy pro­
stopadłą do płaszczyzny w pun­
kcie D  i odmierzamy na tej pro­
stopadłej odcinek, którego dłu­
gość równa się wartości funkcji z. 
obliczonej przy danych warto­
ściach zmiennych x  i y. Otrzy­
mujemy wtedy w przestrzeni pe­
wien punkt M. Jeżeli a jest fun­
kcją wielowartościową, to olrzy-



2) przez zmianę wartości y  na y l przy stałej war 
tości x ,

3) przez równoczesną zmianę wartości ic i y  na 
xL i.yi.
Stosownie do tego należy rozróżniać 3 odrębne przyrosty 
wartości funkcji, a mianowicie:
1) /W y) — fjp,y)i 2) /'(*, ?/i) f(c, y); 3) f (xt , .yt) - f(x, yj, 
Przyrosty takie rozważaliśmy już poprzednio (sir. 15 —17», 
określając pochodną zupełną funkcji dwuch zmiennych. 
Zgodnie z nowem znakowaniem, wzór. (10) piszemy w na­
stępujący sposób:

d z  c) f  d x  b f  d y
d i  bx  d l  b y  cl t

We wzorze tym występuje dowolna zmienna niezależna t,
0/  b fprzyczem wyrażenia ~  i —  są cząstkowemi pochodnemi

»
funkcji 2 określonęmi-za pomocą wzorów:

Y  _ lim /'('V ?/) - Y f o y) ' Y . r r | | m/(••"■) /('-?/). -
bx  Xi — X " b y  V\ — y

Mnożąc pochodną zupełną funkcji z  przez przyrost zmien­
nej niezależnej t , otrzymujemy r ó ż n i c z k ę  z u p e ł n ą  
funkcji z  ¡por. przypisek na str. 8)

d z  — -J- d x  - f  ^  ̂ dy.  (36)
b x  b y

Pochodna zupełna rzędu drugiego funkcji,V może być zna­
leziona jako pochodna zupełna pierwszej pochodnej zu­
pełnej! tejże funkcji; w tym celu opieramy się również na 
twierdzeniu wyrażonem we wzorze (10), biorąc przytem

dcc d'il
pod uwagę, że pochodne i są jedynie funkcjami

zmiennej t, a nie są zależne od x  i y  i dzięki temu po- 
chodne|tych pochodnych wyznaczone względem a: i y są 
równe zeru.
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.  ( b f  dcc 3 /  dy \  lb_f d r  3 /  dy \
d'2z  ' \ b x  dl  b y  d t j  d x  ' \ b x  di  b y  d i i  d y
d l 2 b x  d i  b y  d t  ■

d-z  _  37 ' [cY r , b~ f  d.r d y  b~f Idy
d t - ~  b x s [ d i ]  +  “ bx  b y  d t  d t  +  b y 2 \d f )

Mnożąc pochodną zupełną rzędu drugiego funkcji z  przez 
kwadrat przyrostu zmiennej niezależnej otrzymujemy r ó ż ­
n i c z k ę  z u p e ł n ą  r z ę d u  dr ug i e g o  funkcji dwuch zmien­
nych:

b 2f b2f  b2f
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Z a d a n i;a.

433) : =  3 a** 4  asys 4  y l d i  =  (fic-\-y2)dx-\-{2xy-\-\y*dy)
x y  x*dy-\-y~dx-

434) : = * - + „  . ~ - ¥ T W -

435) , = £ & r » ^
Y s — !/-

436) Z  =  ( 2 . r - : > y y  . = : ) C > x - A ! , y C 2 d x  U)ydy)
437) z.— ?/sin.r-|-cos(.c - m dz  =  [y cos® — sin (x - -  y)]<i#

4 - [sin - f  sin (® — y)4 y
4 3 8 )  :  =  (si n W t  4  cosy)- 

d z  — 2 (sin 3 . r 4  cosy) (3 cos 3 x d x — sin y  dy)  
439) z — x 2-  a x y y-  d*s =  2 (dx2 — a dx 'd y4 d y 2)
4 4 0 )  s  —  y 2 e *  7 7  =  f * « ( j / i r f a ; 2 4  l ! / d x d y - \ - 2 d y ' i ) ,

13. M axima i m inim a funkcji dw uch zm iennych  
niezależnych .

Jeżeli powierzchnia rozważana na początku poprzed­
niego artykułu posiada taki punkt M, którego odległość 
od płaszczyzny X Y  jest algebraicznie większą (mniejszą) 
niż odpowiednie odległości punktów tej powierzchni, znaj­
dujących się w najbliższem otoczeniu punktu M, to war­



tość funkcji z, odpowiadająca punktowi M, stanowi (m a­
x i m u m  ( m i n i m u m )  funkcji z. Gdy prowadzimy na­
stępnie przez taki punkt iii, w dowolnym kierunku, płasz­
czyzny prostopadłe do płaszczyzny X Y  i wyznaczamy, 
w przecięciu z powierzchnią, krzywe przechodzące przez 
punkt M, to styczne do tych krzywych, poprowadzone 
w punkcie M  są równoległe do płaszczyzny X.Y. Gdy 
rozważamy na płaszczyźnie X.Y  krzywe dowolne prze­
chodzące przez punkt Z>, to tym krzywym odpowiadają 
rozmaite równania wyrażająee związek pomiędzy x  i y. 
Każdemu punktowi takiej krzywej odpowiada określona 
para wartości x  i y, a następnie ściśle okriślona wartość z, 
skąd wynika wreszcie, że każdej krzywej na płaszczyźnie 
powinna odpowiadać ściśle określona krzywa na danej 
powierzchni. Jeżeli można wyznaczyć taką wartość z , która 
stanowi m a x i m u m  albo m i n i m u m  dla wyznaczonych 
w ten sposób na powierzchni linji krzywych, to wartość 
taka jest jednocześnie wartością m a x i m u m  albo m i n i m u m  
dla funkcji z  =  f (x ,  y) W art. 10 otrzymywaliśmy również 
wartości zmiennych x  i y, dla których z== f (x ,  y) osiąga 
największą albo najmniejszą wartość, znalezione wszakże 
wartości zmiennych musiały podlegać dodatkowemu wa­
runkowi: rp(a;, /y) =  0. Zagadnienie obecnie rozważane, 
różni się przeto od dawniejszego brakiem podobnego wa­
runku, to znaczy, że zależność pomiędzy x  i y  może być 
dowolnie wybrana. Dołączając przeto dowolny warunek 
cp(®, y) = 0 , albo dwa dowolne warunki ,x =  \(Q , y = z Ą r ( J )  

sprowadzamy nowe zadanie do dawnej postaci. Funkcja z 
staje się wtedy funkcją jednej zmiennej niezależnej t ,i istnie­
nie m a x i m u m  albo m i n i m u m  uwarunkowane jest rów­
naniem :

dz  _ b f  d x  d y _
cli isx dl  b y  ąW

109
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Ponieważ pochodne ^  — a' i ~  =  y' mogą posiadać do

wolne wartości, więc równanie powyższe spełnione jest 
wówczas i tylko wówczas, gdy

^  =  0 i =  0 (37)diy v '
Z dwuch' ostatnich równań otrzymujemy te wartości dla 
x  i ?/, przy których funkcja Z osiąga m a x i m u m  albo 
m i n i m u m .  Należy obecnie zbadać znak drugiej pochod­
nej wyrażonej za pomocą wzoru otrzymanego w poprzed­
nim artykule

Ó7' , .. . t>7' , , , 0 7  ,,
, , . / = =  , . 7 . -  -  - 1 -  1  .  a ? . / /  - r  .  ,IJ

d l -  b x -  1 d x b y  0  / /

Oznaczając pochodne cząstkowe rzędu drugiego przez « 
b i c i przekształcając trójmian kwadratowy, mamy :

wf*2 , 0, ?, , ,, («affd-— (/‘ - f  ew J =  v ’ •>-- • .
V/r- 1 a

Druga pochodna funkcji ;■£' przy wszelkich wartościach a/ 
i y' posiada stałe znak dodatni, jeżeli ( ac — Z>2) > 0  i je­
dnocześnie a )> 0 . Funkcja s  osiąga wówczas wartość m i­
n i m u m .  Jeżeli natomiast (ac — 62) > 0  i « -< 0 , to druga 
pochodna zachowuje stale znak ujemny przy wszelkich
wartościach x' i y ’; funkcja osiąga wówczas m a x i m u m .  
Jeżeli wreszcie (ac — ó2) -< 0, to wartość drugiej pochodnej 
przy odpowiednim wyborze" wartości x' i y' może otrzy­
mać znak dodatni, bądź ujemny. Wspólny warunek istnie­
nia m a x i m u m  albo m i n i m u m  sprowadza się do nie

. .  r - r  b s r  {  b - f  \* . . .  .rownosci - - > o  i wówczas
d y  \$ x b y , i

ó7'stanowi m a x i m u m ,  jeżeli

stanowi m i n i m u m ,  jeżeli ,̂ > . 0J . g>.r-



Z a d a n i a .

441) z  — xfh-y^-l-xu \y -j-5 min. przyjasl
442) r =  +

4 4 3 ,) . ,=  ! ^ + i +  i

444) -? =  (ic +  ?/)2- r//)

445) z == .t?/2 (a — ic — y):;

446) =  si n£C-j— si nj/-f-si !■(.>■ -\-y)

447) 2 = .sin #sin ;/s iii(a  — .>■ — >/)

44(S) z =  x 3— 3 a x y  -j- y :)
449) Objętość prostopadłościanu 

winny być krawędzie, ażeby powierzchnia prostopa­
dłościanu osiągnęła wartość min.?

Prostopadłościan powinien być sześcianem o kra­
wędzi =  a.

450) Liczbę a rozłożyć na 3 części w ten sposób, ażeby 
ich iloczyn osiągnął wartość max.

z  — xy(a  — x —y) osiąga max. ,  jeżeli każda część =

451) W pisać'w koło trójkąt posiadający pole m a x .
* Kąty środkowe oparte na bokach trójkąta oznaczmy 

przez x, y  i (2a — x  — y), wówczas pole i^ = ^ r 2[sina; 
- j - s in y - f  sin(2n — x  — y)\ osiąga max. ,  gdy wszyst­
kie 3 kąty środkowe są równe; boki trójkąta są 
wówczas także równe.

452) Suma trzech boków trójkąta = 2 s. Jakiej długości 
powinny być boki, ażeby pole trójkąta było naj­
większe?

F:==\s{s — x) (•? — y) { ¿ + 7  —,*> osiąga max. ,  gdy 
wszystkie 3 boki są równe.

453) Z danej kuli wyciąć prostopadłościan o największej 
objętości.

I l l



Promień kuli =  r,  połowy krawędzi oznaczamy 
przezx,y ,u \  istnieje wówczas związek: .r2-f-y*Ą-u*==V* 
Objętość

r
z  — Scęyu jest ma x .  dla .r — y ' = a  —

g 14. Funkcje jednorodne.

Wyraz a:c2yj  nazywamy wyrażeniem piątego^wymiaru, 
ponieważ suma wykładników obu zmiennych równa się 5,

, . axAya wyrażenie nazywamy wyrazneiem trzeciego wy­

miaru, gdyż różnica pomiędzy sumą wykładników licznika 
i sumą wykładników mianownika równa się 3. Wymiar 
wyrazu, oczywiście, może być również liczbą ujemną lub 
ułamkową. Jeżeli pewna funkcja jest sumą algebraiczną 
wyrazów jednakowego wymianu, to nosi nazwę funkcji 
j e d n o r o d n e j .  Funkcjami jednorodneini stopnia n nazy­
wamy. wogóle te funkcje, które posiadają następującą 
własność: po zamianie zmiennych x, y, z , . . .  na iloczyny 
tx, ty, tg,., , istnieje następująca równość:

f (tx,  ty, — y, z,. . .)  (38)
P r z y k ł a d  1: f (x ,y) '— 5x* — 2 x y - \ - 1 y 2)

f(t,x, tyf=5t*X*  — 2 t x t y - \ - l  t*ty*=f*f(;r,  y).
3 1 5 t

x 3 z 2 — ?/1 cc& -4- ii- ~~
P r z y k ł a d  2: f (x ,y , z )  =  ——-------- — -

XZ y i  -j- z

... tAx J — P y* th +  & V* f~z '2 tl e ,  ,f(t:r, ty, tz) = ------------- - -  t \  , —  — - =  t*f{r ,y ,4
/2 Xi t i  yZ -j- tz  

T w i e r d z e n i e  E u l e r a  o f u n k c j a c h  j e d n o ­
r o d n y c h .  We wzorze (38) zakładamy t s  =  u, t y  == v, 
t z = w  i różniczkujemy obie strony względem t:

b f  du c) f  dv b f  dw p,



du dv dw 
.  p om ew ais  =  x , j 7 =  ,/, i77 =  i,

wi!c H - r + Y v ’J +  l i  z =  n ‘"
Nadając teraz dowolnej liczbie t wartość równą 1, zamie-

. . b f  b f  b f  b f  b‘f  b f  . .mamy jednocześnie —  na — . —  na — - t -  na — łotrzyJ bu bx  b v b y  bw  bz
m ujem y:

* • & + * ■  % + ‘  % ■  " ( (x- f  *>• «*>

W« wzorze tym wyrażone jest twierdzenie Eulera 

P r z y k ł a d  1: / = | | j i  +  | j —

7x 2y  ‘ (x* . y * \

P r z y k ł a d  2 : f =  x* -f- 2ax-  y  — ai/"' =  0 ;
(3 # s -f- 4 a x y )x - \ -  (2ax2 — 3a.y3) y  — 3 (iP3(-j- 2ax*y  — a y >).

P r z y k ł a d  3: f =  \jx3 — y-z  =  R;
b f  3®s, b f  •— 2 y z  b f  — i f
bx~~ 2 Ii' b y  2 R  ’ bz ~  212 ’

113

P r z y k ł a d  4: /  = 7̂/
‘.r9 +  iy

(®* - f  y')* x* - \ - y s

P r z y k ł a d  5: f =  -L  -f- — ;
\/:r ^

, - & i , !/ ~ i  y ł
5( v i + ? )  •
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§ 15. Szeregi Taylora TMaclaurina dla funkcji dwnch 
zmiennych niezależnych.

Jeżeli zmiennym x  i y  nadajemy wartości x  -f- \  i y  -j- rj, 
to funkcję f(x, y) możemy rozwinąć na szereg podług po­
tęg liczb ' i rj. Rozwinięcie takie możemy sprowadzić dó 
rozważanego w § 11, kładąc \ - = r t ,  r) =  s i i f (x- \ -r t ,  
y  st) =  F(t), przyczem t przyjmujemy za zmienną nie­
zależną, a liczbom x, y, r, s przypisujemy wartości stałe. 
Podług wzoru Maclaurina mamy wówczas:

f Ą U | ( 0 )  +  ^ '(0 ) {  +  F " ( 0 ) +  F " \ 0) + . . .

Przy obliczaniu pochodnych F', E " , . . .  możemy przyjąć 
x - \ - r t ' = u ,  y - \ - s t  =  v, wskutek czego przekształca się

v , . . du dvF(t) na f(u,~v). Jednocześnie mamy — =  r, — =  s, a po­

chodne wyższych rzędów znikają. Mamy przeto:
F(t) =  f(u,v)

F W — dt~F b v ' d t
s v  d u d v  , b*f(dv \*

W " ( t \  —  9 ____________________________

' ’ i) u i \ d t )  bu bv d t  d t  ^  ó v2\ d t )

™ , o 2 *  I s  2
b u \ d t )  c)ut b v \ d t j  d t  bu S«* d t \ d t )

I j p W l ]  5 1 Ł d-
Kładąc t =  0, otrzymujemy f (x ,y)  zamiast f(u,v)  i jedno­
cześnie pocholne cząstkowe funkcji f  względem u i v za­
mieniają się na pochodne względem x  i y  W ten sposób 
otrzymujemy w a r to śc i'^ )) , F'(0), F"(D) i t. d., a więc;

E(i)=f(x;y) +  [ l / r - f  A i l  ł-+ [ - -̂ r̂s+ ^ C ss] - 4  
w  [d® ć) JZ 1 bxby b y  J l .2

+ j>V f ,  | 3 »’Z r, -  I 3 » ’Z . . .  , 8V .
t)a:3 bx‘ by bxby* by3

f5
1.2.3"'
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Chcąc ■wyprowadzić bezpośrednio wzór powyższy, zakła­
dam y:

m x - \ -n  _  A B
'(x  -  a)- ( x—a)f x  — a ’

czyli mx  -4- n ==. A  -f- B  (x — a) i znajdujemy B  =  m
i 2t =  m a-f-n , Obie części możemy następnie całkować.
Możliwy jest również następujący sposób:

/mx-4- n . m C 2 ( x — a) , , f  ma.Ą-n ,

— m\g(x  — a)-

2 x — 13 , ’ 3

m a-j-n  
a: — a '

(a;+2)2 * ®-J-2‘ z
3) Pierwiastki a  i p równania a:* -J-y5aa>-f- b =  0 są 

liczbami zespolonemi postaci:
a = p Ą - q i .  P =  p — qi.

Wówczas p = — a, q = . \ jb  — a s i wzór (4), po uwzględnie­
niu wzoru (5) przybiera następującą postać:
f  mx +  n J r _  i  m x  +  n ^
j x i - \ - ' lax-\-b J (x — p — qi) ( x — p - \ - q i )
_  \m{pĄ-q i) - \ -n} \g {x^p  - qi) - \m{p -  ąj)-\-n}\g{xm- v - \ - q i )

2 qi
mp- \-n 1 . x  —p  — qi , m  , . ...

=  *  >K t ”’ - 2aa--i f . ) ; m ,’ę ! i  a rc tB 3” -  (7)

Wzór powyższy może być zresztą dowiedziony bez­
pośrednio:

/ mx  -f- n ,  m f  2 x - Q 2 a  i C n — am ,
x t Ą-2ax- \-b X 2 J x ‘-\-2 a x Ą -b  x*-\-2 ax-\-b

- 1  ‘8 ^ + :2“  +  T



Pierwiastek \Jb — a* posiada wartość rzeczywistą, możliwe 
jest przeto podstawienie ( a - \ - x )  =  z\jb a* i otrzymujemy 
wtedy:

/ n — am n — am /' 1 n — aw
(.x-|-a)3+ ( 6 “ as) x  * ~  C tg *!

Mamy więc ostatecznie:
i f  mx-{-n m u ani , x - \ - a
i j  5 + 2 5 5 + 4 * = 2 a +  r
V , '

Wzor ten rożni się tylko o liczbę stałą od wzoru (7), po­
nieważ p  — — a, q =  \Jb—a*.

Z a d a n i a

/> 7>J g ą r ^ T i i i d u  =  'S <«‘ +  2 « +  10! -  1 arc t g i ±  1 

P8)/ S — 8 5 T 2 5 <i“ =  l8 ("’ “  H“ +  2:,>

69) /
A J u -

70) f * , « * ! *  («* - |  +  ^  

¿71) ^ «*« == ł  Js («* +  3H ~  2 V3 arc tg~^

/?> fu ' + S-+-W'f = '3 le + *«+«> “re *8 4 "*

^  7 3> |  **'“ =  5 lg ~  1U +  20' “  6 arc łg U' J  “

/ U!  - • >
5~u? + T2 dU =  t y  “ ’f*  V<i() arc igu ^

J S ) ¡ ‘Ui - 1 UQU+  — 2)g(?zs — 6M - f  1 0 )4 -7ärctg(M — 3)



r  27«« , 9«6, • . 8 , /3, 76) | — — 2« 3- f - 4 « — —  a r c t g « .  A
U  J  d « ? +  <i 5 y/6 Y 2

77) / — __—3dw =  -7=  arctgn  » jeżeli aZ>>0 .
£ 'J  a - f  ¿m2 ^  \ a

C a ł k o w a n i e  f u n k c j i  u ł a m k o w e j  p o s t a c i :
<p(a:) «0a;m-|- a-, &m—1 -f- a4.'K’n~ 9- |- . . . - |- a m
/"(a;) a;H- f -61a:', ~ 1- | - 62ic’*“ 2. . ,  +  6n

Zakładamy, że t» < n . Gdyby warunek ten nie był 
spełniony, to po wykonaniu dzielenia licznika przez mia­
nownik otrzymalibyśmy funkcję całkowitą z dołączonym

co (cc\
do niej ułamkiem postaci w którym mielibyśmy

m < n .  Należy przedewszystkiem rozłożyć mianownik na 
czynniki dwumienne i w tym celu rozwiązać trzeba rów­
nanie:

f(x) — ar -\- ¿i x n - 1 -f- b2 a^- s  -J-... -|~ bn =  0.
Biorąc pod uwagę znaleziony pierwiastek cc równania 
f(x) =  0, należy rozróżniać dwa wypadki.

1) P i e r w i a s t e k  a r ó w n a n i a  f ( x ) = 0  n i e  r ó w n a  
s i ę  ż a d n e m u  z p o z o s t a ł y c h  p i e r w i a s t k ó w  
t e g o  r ó w n a n i a ,  to znaczy, że f (x)  dzieli się przez 
(a: — cc), lecz nie dzieli się przez ( x — a)s, a więc możemy 
założyć f (x)  =  ( x — cc) g (x), przyczem równanie g(x) =  0 
nie posiada pierwiastka a. Kładziemy wówczas

yfo) __ «p(g)-- =  A
- f(x)  (x — a ) g  (x) x  — a ^  g  (ir)'

Wynika stąd
cp(x )— A g (x) - f  f  (x )(x  — a) 

i przy x —  a znajdziemy A —  <p(a): g(a). Mamy następnie 
/'(# )  =  (a? — a)g'(x)- \ -g (x)  więc f ' ( a ) — g(a)

i • a ___ffe
~ f  (a) ■ : . (S)

f (x )  Y '( a ) x  —  a * Ąr(,yĄ- .
Polp-Nottc». . 9
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Ułamki takie, jak ten, który stanowi pierwszą część pra­
wej strony ostatniego wzoru, nazywamy u ł a m k a m i  
p r o s t e m  i. Całkowaiiie danej funkcji wymiernej spro­
wadza się w ten sposób do całkowania prostszej funkcji 
wymiernej ponieważ fl(x) jest funkcją całkowitą stopnia 
(?i— 1). Jeżeli równanie /(x ) =  0 posiada wszystkie pier­
wiastki różne, to sposób całko%vania jest już znaleziony. 
W tym wypadku mamy wogóle

i gdy f(x) =  (x — aj) (x — aź): . , (x  — a«), to po wykonaniu 
całkowitego rozkładu funkcji wymiernej na u ł a m k i  
p r o s t e ,  otrzymujemy

<?(?) _  cP(ai ) 1 x _j_ _  n ni
/'(.r) r  f ( a . )  U (' l) +  / v(a 2) n ( - + ' *'

+  (* ~  an) / l.a«;
,, , ,  , (p(a;) l x 2 Ą - 7 x — 1.70 \Przykł ad;  -■  pśs--;

J f (x ) a:3— yce“4-ba3-|-ol5
a t =  — 2, a , =  4 ,'o, =  7; f  ̂ )  =  3 ^s — 18*-pfr

tp(x)  d , d®____ . J 3
f(x) x - \ - 2  x  — 4 x — 7

130

f

A  4 _ <P(7) .
n —  2) ~  *  4 ” r (4) -  * 3 f \ 7) ■

[ 7 x r+ 7 x
■J

79) "« » -6

<p(a;)  3 . 2 8
/■(#) .r -j- 2 a: — 4 a; —

Z a d a n i a .  

d:z =  - 3 lg (* + 2 )+ 2 lg (® -4 )+ 8  lg (x 7).
9^6^4-51)
j2“ 7tt+13 j 11. v in , y 37. f «V s ? - n _ ' , / t t  =  ~ | g ( w , i )  l9 lg (u -2 ) + Y lg (« -3 )
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80)J ( . T ^ ^ ^ ) rf“ = 5 laJ“ + 3 |+:5-|«(” - 1)^ 2 5 |e ( “ - 5 ) ,

81) /  - 3—— j- du — —̂  Ig (w2 — a2) — \  !g«J n a u <■ 2 a2 ' a2 b

¿ v r i o ^ - i - i d ^ + ^ i w + f i  7 , ,7 , 7  , „
82) j  Ott» +  11 «" +  67* ^  =  1«»+ -i >6 (« +  1)

+  3 lg (u +  2 1 - f  4 lg (« -j- 3)

= I lg<"  - « - j m . + u *

+  y l g ( «  2) - ~ l g ( t i + " 2)

„  .  f  4m3-)- 9 ii21— 2 7 p i -f* 65^ .

84>J ¡ u - 3 K »  — 0 («  — 7H« +  5)
+  4 1 g ( « ~ 7 ) - 2 1 g ( «  +  5>

4 ^ 7 ^ J Ó £?“ === 2 l lg(u+2)+28 Jfii«-!)
s « f  5m2— 7 a « 4 - l l a ł 9 .  ■ ■_ '

\ j  «» —Ga«*-|-11 ¿*'«— 60* 2 g^ “ a)~  g(M_ >
+  ^ l g ( w — 3 a)

f 2u 3+ 12aM2 — 8 a2« — 12a3^ , ,  2 ,N , 01 u — 2a
7  ‘ (w2— a2) O 2 -  4a2) g(u a‘ +  gw + 2a

OON /'2//.4-1 0 m 3+ 2 1 w 2- 2 0 m + 5  j  2m3 0 „ , r
88)J  . ^ T 3?, + 2 -------= ^ - d u  =  -  2 u2 +  5 u

- f lg ( u  — 2) 4 - 21g(M — 1).

Jeżeli równanie f\x) —  0, o współczynnikach rzeczy­
wistych, posiada pierwiastek zespolony a — p - \ - q i ,  to po­
siada również sprzężony z nim pierwiastek fi =  p  -  <7*. 
Rozkład na ułamki proste może być i wówczas również 
wykonany podług powyższej metody z uwzględnieniem  
następujących zmian:

a’



Mamy
y ( a ? l _ (p fp -f-g ł)  1  cp (p  --  qi) 1
f(cc) ~~ f'(p-Ą-qi)oc — p  — qi  f ' { p - q i ) x — p Ą - q i

i zakładając ~ T ^  =  -i +  t i  skąd %rr- -C ^ = s — t i

otrzymujemy:

i / i c = ( s + i i )  lg(a: -  p — gi) +  (s — it) Ig(* —^ +  i .

=  slgf(a? -  p)8+ ' i aJ - ł-^ 'lg *  P 91 1

132

/
przyczem w prawej stronie wzoru dodać możemy dowolną 
liczbę stałą. Zgodnie z uwagą uczynioną na str. 12G od­
nośnie do wzoru (5), mamy

W ig* - *x — p - \ - q i  2 ? x  — p-j-ąz

=  — 2t  arc tg —— — 4- C.
° ff

Dochodzimy tym sposobem do wzoru zawierającego war­
tości rzeczywiste

f
f(x j 7,)2 +  ?s] — 2 ia rc tg ? — i-

Przekształcenia powyższe przerobimy w następujących 
przykładach:

v M =  2 a :     • 2 x __________ r — q 3
/ ( x )  ( x 2 - f  l ) ( , x 2 - f  3 )  ( x  —  i  / ( x  - f -  z )  ( x — r  i  )  ( x  - f -  r  i ) J

y C*7)   -̂ i - 1 -4ą i  i_ £̂4_
f(x) x  — i  x Ą - i  x  — r i  x  -j- r i

a _  yCO _ 1 a — * ) _  1 a _  tP(rÓ _  _■1
f ' ( i j  2 ’ : ~ f ( — *) 2 ’ s / > / )  2 ' .

_ _ cp ( — ?- / ) _  1

ł “ r l S o  2
y(-y) _  1 , ł  ____ 1 _____  ł  :
-f(x) x — z x.-j- z x — r i  x - \ - r i



/ '
dx— X-\\z(x - i) + 1 g (x4 -* ) ] -  i [Ig(x- ri)+ 1g(cc+ri))

=  \  Ig O»2 +  1) — \  *g (»* — r2*2)

2®*
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> /
39) 7-r r  ¿ « = 7 7  Ig$ |g + l ) ( c c 2 +  3) 2 b cc2 +  3'

cp (ic)  ir>cc?+t'iOcc+4n<)
f(x) (a:2 — 4 x  29) («2 — '2x +  5) 
al-1 . A-2 i -+  . A-ą

x  — 2 — 5«, cc — 2 +  5* x  — 1 — 2 i  a: -  1 +  2 i
g c p  (2 +  5*) _  () _ c p ( 2 - 5 ? ) _

1— / ' ( i  +  S*)-  “ 2 f ( 2 - 5 * )  “ +  **’
' , '0 (1 + ‘2 0   o , _ tp (l — 2 / ) _

8 — A l + 2 t ) _  . ' 1 f ' ( l  — 2 *')
v (cc) 2 — 3* 2 +  3* | 3 - 1 *  3 +  4*
/(cc) a; — 2 — 5* x  — 2 +  5* cc— 1 — 2 * cc— 1 +  2 *

^ ¿ c ć  =  ( 2 - 3 * )  Ig (cc — 2 — 5 i) +  (2 +  3*) Ig (cc— 2 + 5 * )

+  ( 3 - 4 * )  Ig (x -  1 -  2*) +  (3 +  4 *) Ig (cc - 1  + 2 * )  
=  2 1 g [(cc-2-5 *) (cc -  2 4- 5 *)]+31 g [(«-1 -  2 *) (cr-l+ 2  *)} 

x  — 2 — 5* cc— 1 — 2*
— ;>«' ■ ■»»'«¿ - I  + 2 *

Po wykonaniu mnożenia i po zastosowaniu do dwuch 
ostatnich części wzoru (5), str, 126, znajdujemy:

' l()cc3 +  ll()cc +  4ho . , r,tn— -   + ——+ --------r — d x  =  2 Ig (cc2 — 1 x  +  29)
_  Jar - U•>'.u X? — 2.»-4- b v 1 7

/

*J0).A(a-2 — 4 cc +  29) (cc2 — 2 cc +  5)

+  3 lg (cc2 — 2cc +  5) +  6 arc tg —— -  +  8 arc tg •

Rozważane zagadnienie jest właściwie równoznaczne 
z poszukiwaniem całki ułamka posiadającego postać

rp I ry\
gdy 6 > a 2. Zagadnienie takie może być 

ar +  2 ax  +  o _
rozwiązane bezpośrednio.



'Z
r  tnx +  n , , f(2x-\-2a)dx . , ' , dxJ  x'i-{-'2ax-\-b' X ~  2 j  c c 2 + 2 a a + ó  m  J  (x+a)2+(b a2)

i , , , ,  i n— ma f  de-  4;m Ig .(ar-+2a* +  6) +  • = = j
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l

kładąc: +  a 22= c c + « .  Otrzymujemy przeto:

tr.?Ł— d x = ¿w Ig(cc2+ 2 occ+5)+ U a rc l g A-i-JA. (9) 
cc2+ 2 ncc+ó 2 vV*— a*
cp (cc)  8cc2 — 29cc +  (i l   A mx  -f- n
~f ( x )  (cc — l)(cc2— 6a: +  13) x — 1 ”■ x -  - - (i cc +  13

2t = ~ - ^  =  5. Podstawiamy znalezioną wartość; wówczas:

Sa;2 .2 9 » +  .61___ __5(cc|— 6+  + 1 3 )  +  (wcc+ ?i) (cc— 1)
(cc— 1) (cc2 — Gaf+ liij (cc— I) (cc2 — 6cc +  13)
Przez porównanie współczynników odpowiednich wyrazów 
znajdujemy następujące związki: 8 = 5  +  »*, 6 1 = 6 5 - -  », 
czy i i m =  3, n =  4

j> (« ) 5 3 r + |
— -

f{x)  x  1 x- -  6 x  +  13

cp (a )   1   m x  -j- n , rx  + 1 ■
/  (cc) .C: -j- CC2+ i  CC2 — j X i 1 1 X- « + 1

Sprowadzając prawą stronę do wspólnego mianownika, 
otrzymujemy z porównania współczynników:

1 =  (»¡a; +  n )  (cc2 -  a; +  1) +  (ccc +  /) (r2 +  x  +  1);
111 —|— V  = r r  ( ł ,  n  — . ) ) i  ~ j -  c  —|— t  = ^  0  111 — - ) i  —f”  )■ +  /  =  ( ) ,  11—j - 1 ;

m =  +  n =  / ,  t =  i  c =  — \
1 _  h x  +  i- ¡¡x — '

.rl + cc2+ l  a:2 + a : + l  .c- — » + 1



oó\ / - -f*-iSi3<* — 'l.)tx -)- 5 51 . 5 . ,  ̂ 1„ , .....
9(>) I >—— T7.— i ,-iW7 ~ ~ f i l d x  — ,v lg(a;*— 10a;-{-69) J (:r- l (i a? +  (>9)  (> l (>) 2 ’

lii x —(S ii „ 2 x - 3
+  “ arc *P " — 7rlg (*— b*'+lO )—-=arc tg -j= -. 

Y. )  V •> 2  V ?  V ?

2. J e d e n  z p i e r w i a s t k ó w  r ó w n a n i a  f(x)  — 0, 
a m i a n o w i c i e  a j e s t  p i e r w i a s t k i e m  r - k r o t n y m ,  
to znaczy, że f (x)  dzieli się przez (re— a)r, ale nie dzieli 

•się przez (x — a)r+ \  a więc f  (x) =  g  (as) (x —- a)r, prżyczem 
równanie g (pc) =  0 nie posiada pierwiastka a. Zakładamy

V :'XY _ _  _f(X)_ _  A l , A- L | ^  , (̂3?)
f(x) (x—ayg{x)  (x — a)r (a*— a) r_1 . os—a g(x)'
i szukamy liczników A{, A . , , . . .A r dla powyższych ułam­
ków prostych. Wyprowadzanie wzorów ogólnych i obli 
czauie za pomocą takich wzorów nie jest dogodne w da­
nym wypadku; dogodniejszy jest sposób następujący. Za­
kładamy x  — a ==y  i mnożąc obie strony przez y r ukła­
damy wzór

+ 4 , » + . . + x v - '  +//(?/ +  «) « )

95) /  (/x ~  5I«(a(-;H )+lg(a;i + 4 )  - f  6 arctg |
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uporządkowawszy następnie licznik i mianownik lewej 
strony podług potęg wzrastających, wykonywamy zazna­
czone dzielenie dochodząc w otrzymanym ilorazie do po­
tęgi 2/’’-1  włącznie; przez porównanie współczynników znaj­
dujemy poszukiwane liczby A.

11 i i j  1 ® +  2 Ai . A, ' A.  .1P r z y k ł a d  1: ——i— i — ~ r -j- -—a-j-  +  Wpro-J £Cł —j—£C3 Xs 1 ' X ' —|— 1 v
wadzanie pomocniczej liczby y  jest tu zbyteczne. Dzieląc

2 + ^ 0  i ,  , .
i ^ = 2 r * + ?  ■ * * + • • • >

znajdujemy
x  +  2 _  2 1 1  1i i 'a^-f-rc3 x 3 x* x  a?-}-l

Dla licznika znajdujemy podług dawnej metody
wartość równą — 1 .

n £C2 +  X -j- 1 zł. A.z . 4(3?)
P r z y k ł a d  2: < x - 2 y ( ? + l ) ~ { x —

Dzieląc

7 = ^ + ^  +  .* ? /a+ ■  • •
mamy

x 2 ® + 1  7 . 3 1
(x — 2y(xAr \)  3 ( x  — 2)2 1 (J(iC — 2) 1 9 (a; - f - 1) 

przyczem ijr (•£) =  £ znalezione jest za pomocą dawnej 
metody.

Po wykonaniu rozkładu na ułamki proste możemy 
każdy ułamek przecałkować.

P r z y k ł a d  3:
5u3— 1 Hi2+."m -|-4  A t . A 9 ( Ai

" T i  T / S  n s  "t*(U A r  1 )4 . (U—  l ) 1 1 (U—  l ) 3 ' ( « —  l ) 2 1 U — V

kładąc a  — 1 = y ,  znajdujemy łatwo
3 -  Ty  +  4y* - f  5y*-  A t -j- A . y +  A.iV2 +  At y*\



ponieważ funkcja g (x) w danym przykładzie nie istnieje. 
Z równania tego znajdujemy

=  3, -d2 =  2 ,  .4j =  4, — 5;
fpK3—.11   3_________ ‘2 _  . 4 i 5 _

( i i - l ) 4 ( i i —  l ) 4 \ ( u —  l ) 3 ( u — l ) 4 u —  1

r-ou*—11m2-)-5m+4 ,   1 . 1  4
' /  ( u  —  1 )* ~  “ ( i z - l ) 3 + ( iz— l ; * — « 7 1  1

+  5 l g ( u — 1) 
no\ f u>> ~  4 /i! -j- 1 y  u 1 i i /  .... , 7JS>J ~ W = W '  ~2 w -2> +  i = 2

2 u 6 —1 m4-j- 4 ii2 — 5 « - j - l  , „ , , ... 29

84 49U 791 427
f

(ii — 3)2 3 (u — 3)3 1 (ii — 3)4 5 (« — 3)*
- ,nm r.itt2 — 17/t-4-21 ,  1 | 5 . - ,

1 0 ° ) J  ( u  —  2 ) 3 “  ~ ~  2 ( u ^ -  2)2 u  —2 *
A3/i3-j-s 9i42+ 4 3 8 ii+ 7 1 9  4 1

101'J ( ¡T fh y  ■ - du- - W T W 3+ ( u + ó y

1 ’ 6 Ig ( « +  5).u  -j- 5
W pewnych wypadkach możliwe jest również zasto­

sowanie metody całkowania przez części.

102) j'■un(u—ay-f‘<lu= --- -  +~~~ [J u n̂ %u~ay-*+*du



I («-«)*• v 2(it — «)- « —a 1 °  '

wc,)f p T } ) j § T  i i)'7"
f-i («*+•> :«

3  I u ~ - 1 -i
SH == — I - ;~ r  du3 / «*

1 /' 1 , 2 . u  1
3 /  ( u -  - f  1 4)  111 3 I U '  - 1 • 4 '

3
9æ4-3 .«;t 23.r--t 30a; 1 a 2 5 _  _7_ 2_

(» - 1 )' (a? -|- Ííj (;r-l)' ' (;/; lj:l f  (*-1 j* At - 1 Atf+S 
• ß x [  3 ^ _ ;  +  :«»* - 1 1

/  ' (•'• 1)-' ’ , (.'/• ~ i):l ( x  — l) 2

r ;■ , +  7 l{i (•'■  ̂ l) : -p 2 lg (.-r +  8)

m o A1'*-  7./.':'-f ‘. ' x 2-  I lE l -  13 . 13 . 37 . .108  . . . ..d x ~ - Z ~ -  ,-f- -f-Ol lg.»'

— 35 lg (a;-|- I) — 8 lg ( x - - f - x - f-1) — -El arc tg ~ x ~^~ ^
V,3  V3

109)
I x i — 2a,- -f- ¡ x  -f- -1 ;i , .
I (X 1 1 )" '  2  (X 1,

+ i 4 . ) + # | t ,)
■ftiw I ¡Vs -  2 2 x --)- 5 / a; -j-32 3 , / i i \  ^
1M J  - r & T t â - » , * •  ''"=  í  + 1 +  ■’ l s <” +  ’> -

• — 4lg(æ — 3)

i i  i \  / ’~'x':i — 32./;- -f- 30./-— 28 7 __ I , 2
I  ( x — l ) :' ( x — I) f "*' 2(a;— 1)'' x  —  1

+  3 lg ( x  — 1) -j-.4 lg ( x  — 4)



' / (x l ) s (^*ff 1) ' 2 ( x -  1)-’ 2 ( x — 1)
— llf{(.r ■ l ) - f - f l g ( : e2- |- l )  — arctga:

m \ l -, j= ( i + T ) | = -  ¿ > - j - f W  

-  |  !«(■•'•+ l i  - 2 ( £ - l , “  -i '«

Rozkład na ułamki proste możliwy jest również
i w tym wypadku, kiedy istnieją wielokrotne pierwiastki
zespolone.
2x-j-  1     ^2 . zl, B.2_____ j?t
(a?*+i)8 (x - *1 («-+-*)* (x—?j- x  — i  («+■/)* ‘"ic-J-i

1 . ! . 2 » +  1 2>.~ 1 

=  !.‘ +  V  „ J l l + J Z
x  i x - i  {x - i f  (:«-)-1)2

2 i  -  1 2 t  +  .l
r  2 tŁ'+ i 1 x  -  i I 4

1 1 » ) / 7i-T T -T\7,(1 X —  l Ig  j ~ -4-  --/ (rr-—{— 1)- I T-j- -/ x  -(- z 1 x  — i
1 x  — 2

=  2 arC'S1!,+  2(a?+ T )
J 1 /
8 1ii 76'

¿»•*+ i r ' "  :(H r  o® “  (*:+ o'2+ i +»;
i  1 . J_
8  lii lti

(./■ -  /)"• { x -~ iy  x-j-t

W z o r a m i  r e d u k e y j n e m i  nazywamy wzory, za 
pomocą których dane zadanie sprowadza się do podobnego 
zadania prostszego. Przez wielokrotne zastosowanie po­
dobnego wzoru można w wielu wypadkach dojść do osta­
tecznego obliczenia pewnej całki, bądź sprowadzić rozwią-



zanie do takiej całki, której obliczenie za pomocą znanych 
metod jest znacznie łatwiejsze.

Wzór podany niżej może być sprawdzony przez róż­
niczkowanie obu stron. Widzimy jednocześnie, że liczby 
m, n, p  mogą być dowolne, jedynie tylko (n -j-1 ) nie po­
winno być rówme zeru.

cć* {a - |-  bxmY  d x  =  ^ p y  (a bxmY

140

mb p C .I <y>™ 4 -  n
n + j J (a-f- bxm)’’~i dzr

118) J'xi (a -j- bx1)3 dx — (a +  bxi)\  — ~ J  x3(a -j- bxs)s dx.

Przy dodatniej wartości p , posługując się powyższym 
wzorem, możemy dojść stopniowo do takiej całki, gdzie 
wykładnik dwumianu jest mniejszy od jedności. Jeżeli 
natomiast wykładnik dwumianu jest ujemny, to wzór (117) 
należy odwrócić. Biorąc wówczas p  zamiast p i n za­
miast n-\-m,  mamy:

/pti — m *4“ 1
'mb (p  -j- 1)'
n — m -j-1  r ^  a , h ^ v ±i .£x
m b (p  — 1) J 

Wzór jest bezużyteczny przy p  =  — 1

120) I j Sj 1 18“ + i
Zadanie to może być również rozwiązane w taki sposób

119) j'xn (a--f- bxmY  dx  =  -  (a -j- b xmY  + 1

X 5 £c3 (1 - j -# 2) — x 3 X 3 X 3

(1 +.®*)» d + * r ~ ( i + x y (1 +  x y
x z X  ( 1 -f- X S) -  X X X

t t + x * y ( \ + x ' T 1 -J-iC2 (1 + X * y

X 3 x { \  - \ - x ' i ) — X X X
d + x y  ~ ( I -H * 2)3 ( 1 + * 2)2 ( i - f - » 2)s

x 3 X 2 * X

( !+ ,* * )•" (1 +  X * y ( i +**)* 1 x 1+ l
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121)/  ( l + x Y dX ~  4 ( l  +  * 2)2+ l+ a :8+  |  +
Wzory (117) i (119) są niedogodne w pewnych wy­

padkach, ponieważ bezwzględna warlość wykładnika przy 
czynniku jcdnomiennym wzrasta we wzorze (117), gdy m 
i n są jednakowego znaku, i we wzorze (119), gdy m i n 
mają znaki różne. Dogodniejszemi są wtedy wzory (139) 
do (142) podane niżej.

<p(s)

h
■ dx.

x n— 1

Ze wzoru Moivre’a (Rach. różn. zad. 430) mamy
„r r—  Cp . . . tp^/cos cp -{-z sin tp =  c o s —|— i sin

Rozwiązując równanie xn— 1 =  0, obliczamy x — \ j l  po­
dług powyższego wzoru, przyczem bierzemy 1 =  cos 2 kx 
+  isin2ftjr, gdzie Je oznacza dowolną liczbę całkowitą. 
Mamy wtedy:

*rr 2Jcx , . . 2kxyj 1 =  COS   -f- 1 SI II----n n
i dla n kolejnych wartości całkowitych liczby k znajdu­

jem y n różnych wartości pierwiastka \/T:
£ =  0 : 7«0=  cosO -f-tsin  0 =  1
7 1  2?r . . 2nk — 1 ; w, — cos k t  sin —1 n n
. ,, 4jt . . 4jt1 — 2; w„ — c o s  (-i sin —2 n n

, , « 1 „ , . . n — 1A r = n — 1; te .. , = c o s -   2;t 4-? s i n  2x.n n
Nadając nowe wartości całkowite liczbie Je otrzymujemy 
ponownie znalezione już poprzednio wartości pierwiastków. 
Tak np. przy k =  n  mamy:



2 zur . . 2 «jt . . . . . .tvn — cos  k i  s i n — t-=  cos 2?r 4 - 7. sm 2jtn n
— cos 0 i  sin 0 == w .̂ 

Znajdujemy następnie podług wzoru Moivre’a:

142

jbos 2 3 t . . .  2j t \“ 4.« . . . -ijt—7 +  i s i n —  =  cos —  - k z s i n —  — w n n n n
.  (  2 j t  . . . 2 j r \ 3 6 i t  . . b i tw , — c o s  k i  s i n—  = c o s  k i  s i n—  — w,,  i t. d.\ n n n n 3’

■ w n  — 1Jest więc: to0 =  l ; w 9 =  aĄ; w3 =  wf,

n • x n  —  I  o i ■ ■ n — k /., 2&Jt'Prócz tego: c o s ---------2 jt-k  i  sin — — 2jt =  cos 2jt — —
n n \ n

. . . 2fc3t\ 2&Jt . . 2 /cjt
-f- i  sin I 2 jt — -  j =  cos n ~~ 1 sln r -■> to znaczy, że pier­

wiastki Wk i iv„-k  są liczbami zespolonemi sprzężonemi. 
Jeżeli n jest liczbą parzystą, to pierwiastek t v n jest sam

¥
ze sobą sprzężony, czyli rzeczywisty, a więc są wtedy dwa 
pierwiastki rzeczywiste + 1 .  Gdy np. n =  6 , to:

Jt . . . n . 5jt=  cos — -f- i  sin — i iu5 =  cos —
ó ó O

, . . 5 «  /  J t \ . . . /  j t \  a . . jt"
-j- 1  sin —  == cos ( — — I 1 sin I — j =  cos — i  sin —,

więc w5 jest pierwiastkiem sprzężonym z tOj.

t. i » .j 1 3/T 2'it . . 2jt lP r z y k ła d  1: * = y l ;  w i =  cos - - -  1 sm —- ==—

I * io 4jt . 4jt 1 i  ,-5 „+  2 V3 ; w , =  cos —- +  1 sin —  =  — — — y 3 — wf;

ws —  cos 2 it -j- i  sin 2 jt =  cos 0 -f- i  sin 0 =  w0 =  1.
P r z y k ł a d  2- x = \ j  1 w0 =  l; to,  — f,

Wę— w f —  — 1 ; w 3 =  w 1* =  — 1. 

P r z y k ł a d  3: x  =  \ l\ ; w0 =  \ ;



W ,. — l  \J3. Sprzężonemi są: w,t i iot , w., i w2) wreszcie

w3 jest sprzężony sam ze sobą.
Dla uproszczenia piszemy m, =  e, a pozostałe pier­

wiastki otrzymujemy przez kolejne potęgowanie liczby e. 
Mamy wówczas:

<P(«) _—  r “i : r - ----------r- . .. . -t—
X

.1 1_ - f t i  (_
1 x  e .r:cn — 1 rc— l ' .■z: — s ‘ .r — s 

i na zasadzie wzoru (<S), str. 129:

Ak —

4 i i _ j_
-  e,3 ' '* ’ ' x  —. f.m—1

CP (x ) x  p (.'•)
1lXn~ l X —  J ; n x n n

1

<pQg) _  i
— 1 n

y ( l )  , ncp(e) , s8cp(&s) 
x  — 1 +  .r -  e +  x  -  e2

En_1 (p (s”"1)
.T — en_i 

cp(l) Ig (a: — l) - j-  sep e)lg i;r -  e)

. . .  -f- en~ 1 tp (sn~1) Ig (x — &n

Wyrazy występujące w tym wzorze możemy połączyć 
parami tworząc wyrażenia rzeczywiste. Sprzężonemi są 
pierwiastki e* i en~k, a więc muszą być również sprzężo­
nemi i liczniki A k — ek cp (efc ) i An_fc =  sn~!‘cp(en-*), to zna­
czy, że An i =  A — Bi,  jeżeli A k — A- \ -  Bi.  Ponieważ zaś

(x — e.k) (x e”- kj : :  —  2 X  C O S
2kn

■1, więc na zasadzie

wzoru (9), str. 131 mamy:
fi*<p (e*j lg (a: — e*) 4 - e.”~k cp (e" k) lg (x — &n~k) =
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123> '/ ¿ ¿ ! dx- t _ 1) + ( _ _ + i ^ ) |g ( a!+_ _ i . V3) 

+  i  -  ^  j  V3) 'S (* +  ¿ - +  £  V3 ]

Ig O -  4  Ig( » * . + > + l) - r V 3  arc tg -•* ~j~ 1 
4 yd

. ^ / ^ - « “ T ^  +  i f c . +  i ■ 2
W  następnem zadaniu kładziemy \JH=:r.

— arc tg x.

125)

_  1
(j

_1
~  6

«¿a:

- 1  +  r ż  /  1 + r A  l + r i  (  l - r ż \
18( * -  D+ ig ( » -  — —  ' « ( * + — )

1+rA l + r t , 1- r i

1- r i
‘2

, , , — 1 + r i , i 1 + r i \  1 +ri ,  /
+ lg (®+1>+— tjj ■ Ig i ^—)— 2“ lg

r i _  <>T  i
lg(a;* — 1) — — lg (a;4 -f-a;s -j- 1) — arc tg

 ̂ \/d
I /o * 2 a ? + l-j- y d arc tg

V 3
Obliczanie takich całek możemy ułatwić, jeżeli przy 

rozkładzie na ułamki proste łączymy parami wyrazy sprzę­
żone, Tak np.:

ax3-\~bx-\-c   A m x - \ -n
x 3 — 1 

(p(l) n —}—  ̂—|— c
x 1 £C2 -f- X -f- 1

„___ ^ y  . Podstawiając znalezioną wartość A

i sprowadzając prawą stronę do wspólnego mianow­
nika, porównywamy współczynniki liczników, otrzymując:

m ■ 2 a-

126)
' f

d
n-

a- \-b  — 2c
d

ax~Ą-hx  -f- c
x* 1

dX: ( a  +  6  +  c ) l g ( a !  — 1 )
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- t - i - ( 2 o — i  — c) li(a;! +  x  +  I) +  (b — ć) y 3 arc tg 2 j7"- 1 j

127)i w  -  l ) + 2 | f lg tę . + 1 )

J;

, ó-f-rf. 05— 1 , Zł — <7 
+  “ 4 arc tg®.

ł W ■li X.
J. xn -f- 1

Równanie: a5u- j - l = 0 , czyli x = " \ ] — l rozwiązujemy 
również podług wzoru Moivre’a, kładąc — 1 = c o s ( l  j-2£)jr 
-{-tsin  ( l - j - 2 &)rt, gdzie Z; oznacza dowolną liczbę całko­
witą. Wówczas:

"/ 7 1 -j- 2 k i • • l ~\~2kd — 1 =  cos — 1 xr —f— i si n ---------- a' n n
. . .  Jt . jt* =  ()• u>„ =  cos-------k zsin -

’ 0 n n
, , da: . . . 8 jtk — 1; iv, =  cos —  -4- % si n —-1 n n
; n  „ ;w , . . 5ffk — 2: tv„ — cos -------k-zsin—n 1 n

2 ii ł . . .  2 n — 1
k — n -  1: wn-x =  cos—— — jr +  zs in—  ir.n 1 n

Możemy łatwo dowieść, że dla jakiejkolwiek nowej 
wartości całkowitej liczby Jc otrzymujemy jeden ze znale­
zionych już pierwiastków, mamy więc tylko n  pierwiast­
ków różnych. Podług wzoru Móivre’a

3 Jt . . . d.-r roi — c o s----- f- i sin =  w ,ii n
g 5 x . 5«u>l — cos 4 -  i si n —  == w,n ' r<~

2 n — 1 , . . 2n — 1 ,
t r "  1 =  cos r r - f - i s i n  .t — w n ~ \

n ' n
D o l p - N o t t o *  1 0
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Znalezione wartości pierwiastków i w danym wypadku 
również mogą być ugrupowane parami, jako zespolone 
sprzężone, albowiem

2 n  — 21c — \  , . . 2 n  — 2Jc — 1
to«_i_i =  cos   3t-f-łS in   — -nn n

== cos ^2 it- 21 +  1
n

2 T c + \
=  cos----- 1— jr — i sin

n
jest wartością sprzężoną z w  u-

-j- is in ^ 2 jr 

2 * +  1

2 k +  1

' )

n

1P r z y k ł a d  1: x = \ J — l] w0 == - j  +  -  \/3; w t =  — 1, 

P r z y k ł a d  2: x = \ l — I ;  m>0 ==y/£ +  i

«?!== —VI-}-*71; m>2 =  — V/£ —* Vł. «’s =  Vł — *Vł-
Sprzężonemi są to0 i tu3, i tu2.

Obliczając daną całkę, kładziemy w0 =  e ; wówczas:

9 (x ) _ A ! Ĵ 2 | A$ i I -4«
a r - f- 1 X — e 1 x - — e 3 r . j •x  — eJ x — e-”-1

A t = : tp (x) 1 ~x<p(xi
— “ 62fc—’cpte2*- 

nn x n~‘ m
£2*-l n a r ¿¿¿t 9* -* “

cp lx) i recp(e) .  e 3<p(e3) . .
e2n—i ę p  ce2»—ly

ar  —(— 1 n la: — s 1 X — 63 "  1 x  — e8n~ l

m j
x (x )  

a r - f- 1
<2#

71—  s(p(e)lg(a;-e)+s3cp(£?Jlg (a ;-e3)+...e,!M~ ,q)(e2"-5)lg(a;—e 8*1“1)

Jeżeli e t <p(e,:) =  A -f -Bi.  to wartością sprzężoną jest 
E0l,_*tp(e2"~,!) =  4  — jBi, i odpowiednie wyrazy całki mogą 
być również połączone dla otrzymania wartości rzeczywi­
stych.
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2fc +  l  . . 2 £  +  lc o s .   —  J Î  —  i  S m - - - - - - 1 .  «
n n(A -(- Bi) Ig

, t> ( 2Tc +  \ , . . 2 l  +  \- f  (A —  lg i ® — cos— ~  3t —]— i  si n —- rr

2 le -f- 1 x  — cos jr
=  4 l g  ( x 2 — 2 ® c o s ^ i ^ 3T -|-l'j—-2 i?arctg-------- '+k'+ \— T*

\ / s in—
n

C2ài — œ-f-3  , , 2 2 a ;  — 1
12J)J  ■; -¿sq j i  ~-da!- = 2 ’S (* +  ^  arc lg  1

$

l \  J j + a h / 2 + 1
2 ‘8

a : 2 —  a ? \ / 2 - f - l  |

— arctg(;B y2 — 1) — arc tg ( a ;  \/2 - f  l ) j

131) f l g  (*«+ D - 2  V3l g .(2æ‘ " ^ 2 + 1  
J a:6- f -1 \  b ( 2 a + V 3 ) * + l

+  6 arc tg * 3“ 2*
’ 2ar

1 3 2 ) / Î Î ± ^ Ï Î  J = I (o — 6 + c) lg ( a r  4 - 1)

- A -  (2 a -f- ó — c) lg{xn- — x  + 1® -  c) V3. arc tg 2 ' \ ;=-1 J

/ S ¿ 1  * 4 ¡s r = T  - 1 / ¿ Ą - l i x

133)

T

6
.  a : — 1  1  a : 2 — x + 1  , 5  2 a : + l  .  2 æ — 1

8^T7T +  ö  V^afctg •= V3 a rc t8
’ a ; + l  2  * 2 + î : + 1  i / 3  \ ] ‘S

1 x 2+ x \ j 2 + \  , 1 x \ l2, , , , ,  r  1  ,  1  ,  a : 2 + a : N/ 2 + l  .  1

134)j ^ T * = ^ ls5 ^ + T + 2 ^ a r c ,8 i _ *

f :r 7 +  \ f  ’ L r ~ '  ; ¡ ' 1 ' - ! r ’ +  1 ; +  ¡ f ^ p j y

1C*



§ 3. Wzory redukcyjne.

Za pomocą wzorów redukcyjnych, całki złożone mogą 
być w wielu wypadkach sprowadzone do postaci prostszej 
(por. str. 139). W niniejszym artykule wyprowadzimy wa­
żniejsze wzory redukcyjne.

Wzór redukcyjny dla całki: j

kładąc: a - f  bx- \-  cx3 =  t, mamy:

d  (b- \ -  2 c x \  2 c n(b  -j- 2 ca?)*
d x \  ł.n ) t11 /n+ 1

Ponieważ (ó-f- 2cx)2 możemy zastąpić przez Act--[{ac  
więc:

d  1
1 b -j- 2 c x ^ (4 a c — b2)n 2 c(2 n ^ l )

d x  ' p  - j i!»+‘ t»

Całkując strony tego równania i kładąc następnie n — 1 
zamiast n, możemy napisać je w postaci:

i 36). f t Ł
ioo ; j  tn a x  — ^ ( n — l)(4ac-ł ,a)J  i"“ 1

Przy b — 0 i c = l  otrzymujemy wzór szczególny:
1

(.r3 -f- d)" ~l
, 2 n — 3 f  1____  ,

2  ( n  —  1 )  a j  ( c c 2  - ) -  a ) ' 1- 1 '  ’ * '

Zachowując wskazane znakowanie: a | bx  -f- ca;2 == t, 
mamy:
d  f x n l \ . , x m 3 nx’" l (b - ł-2cx)

137)j i ( g l+  «)n
do:■ 1

2 (n — 1) a



Po wykonaniu całkowania otrzymujemy wzór:

/ /y»m 1 —1
± - d x = - - ------- . -Ł -

¿"+1 {2n — m -f- 1) <- 1!“
{n — m - \ - \ ) b  Cxm~l {m —- 1) a Cxm -

(2 ?i— «i -j- 1) c j  tn+1 X (2n — m -j- l ) c j  tn+1 *

Wzór powyższy sprowadza dana całkę do dwuch ana­
logicznych całek, przyczem mianownik i’*+1 pozostaje bez 
zmiany, a wykładnik licznika zmniejsza się o 1 i o 2 . 
Wzór ten stosujemy wówczas, gdy m jest liczbą dodatnią; 
możemy go jednak przekształcić, wyrażając ostatnią całkę 
za pomocą pierwszej i drugiej i po przekształceniu stoso 
wać do ujemnych -wartości wykładnika m. Zwykle jednak 
w podobnym wypadku przekształcamy całkę przez pod­

stawienie £C =  — lub też przed całkowaniem rozkładamy 

na ułamki proste.

W z ó r  r e d u k c y j n y  d l a  c a ł k i  j  x" {a - \ -bxmy  dx.

Mamy: [icn (a -J- b xmy ]  =  nxn ~l {a- \ -b  x m)p
CL JC

- \ -mbp(a  r
przyczem xn 1 (a -j- bxmy  — ax*-1 (a -j- bxn,)p~ 1

-j-bxm+n- 1(a~l-bxm) f - 1. 
jest tożsamością, po uwzględnieniu której otrzymujemy

^  [#" (a -j- bxmy~\ — nakn'~1 (a -J- bxmy ~ 1

-{- h (mp  -f- n)xm+"'1 (a -f- f/:r.my  ~1 
Po całkowaniu stron znajdujemy dwa wzory:

149

139) J'xn l (a-\- bxmY 1 dx xn (a -f- b x m
na

1 {mp n)P j ' :rm+’' 1 (a -j- bx’*'y ~1 d -i-



, /' , , ,  . , . , , xn(a +  bxmY140) / a?m+n_1(a -4- bxmY 1 d x — . . ,— ~J  b im p+ n)
n a i  ' , i , s ,7— T— — ;— , / «n - ł (a +  b c c ry -  i dx:  bymp-\-n)J ' 1 7

Posługujemy się wzorem pierwszym albo drugim, stosownie 
do tego, czy wykładnik czynnika jednomiennego chcemy 
powiększyć, czy też zmniejszyć o m jedności. Wykładnik 
dwumianu pozostaje bez zmiany.

^  [xn ( a - j -b x m)P] — n x n~x (a -f- b x m)p

-j- b m p x m+n~1 (a -f- bxmY ~ l. 
bxm+n~1 — Xn~1( a - j -b x m) -  ax'*~1;

^  [cc1* (a -j- bxmY\  =  (nip -)- w) (a -j- Zia?V

— ampxn~1(a-\-bxmY~l-
Po całkowaniu znajdujemy następujące wzory:
,, ... f  . .  , 7 * , , xn(a -\ -bxmY
141) / #n_l (a 4- bxmY  d x  — — ,------

J mp  +  n

150

_j— f xn~l (a -f- bxmY ~ xd x  mp-\-n\ ' ’

142) i -»-> .. x n (a +  b x my
nmp

_|_ i xn-1 _j_ bxmY dx.
amp J

Za pomocą pierwszego wzoru zmniejszamy —, a za po­
mocą drugiego powiększamy wykładnik p o i .

§ 4. Funkcje algebraiczne niewym ierne.

f  f[x, \JaĄ- bx) dx.
Całkę taką możemy sprowadzić do postaci wymiernej 

drogą podstawienia:
— i
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  zt — a
x\Ja~\-bx d x \  a - \ - b x = z * ,  x  =  — £ —,

, 2 z „ 2  f .  , =. ' 2 /z6 azs\
T  5 bsJ  aZ~̂ ¿*(ó 3 /

143)J'x\la  -j- b x f l x — ~  \j(a-j-4¿> ®)3 ^a ^  .

Możemy również zastosować metodę całkowania przez 
części:

(a -j- b x ) i  d x — — 1 ^  (a-\-bx)% d x

2  ( a - f  ó # ) f  a ;  2  2  .  ,  ,  . 5

/144)J a : ( a - j -  bx)%dx =  y(a +  ^ aJ)3

4 45)/ ’| § = ^  4 / f 2’ -  ‘ ) ' ^ = 3l ? - ¥ + D

= § l ( i + Y  5 )

,146) i  - — -—  dx= ~~ JclĄ- bx U J \fa-\-bx l>-
1 ' «■

H w r = d-V( a - \ - b x y  ( n — p )  b \J(a- {-bxy -n

^ l 4 d ) J x 3\/a-{- b x d x  =  — ^ ( 4 b x — 3 a)3\J(a-ł- bx)*

[y 150) a{a +  b x d x  =  ys ^ ( a - f  i*)»

+  j  (« +  6«) jV ° +  **

151) J ’̂ = =  =  2H 1 (36* -  4 «) V >  +  ^T*
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52) J x\¡x — 4 dx =  y  (,r2 — x — 12) y'# — 4

5 5 ) Ä ^ l a * =  ( ¥ + ~ i i r ) - ' , ( | + 2 > '

51)/ í 3 ^  ( t  -  ■'* +  f )  V5 +  3 Í

S »  £ i *  ¿ * = 2 ^ 5 +  i « & S i  «  r_ /.:V . - A

56) f - i . -.... ¿«i =  _L |g V̂ .+ .o  - V j .
J x\ja-{-x \ja \¡x-{-a \ J  a

_57) f —   dx =  -^r are Ig » /flZL^J  x\x — a \¡a y a
58) f  1 , j r ^ - V 2

J  (#-f-l)y/l — a; y/2 \ / l — æ-j- V2

* / o > 0  

= “ '  ? 3 : 4 + f  4 +  < - 1  * *

—j— 2 sei- — 6a;£ -j- 6 are tg ^ *

-  ( X +  1) -  A  (.T +  l ) i  -  I  { X  +  \ ) Í  -  |  ( X  + 1) i

Zakładamy: x -j- 1 =  26.

r F = + ^ | g = i  

I63)/ dx  =  t ^ i j l ^ p  +  ' F ? ¡ rf*'

=  3 ( 4 ^ ) [ (a’ “ 0>* +  <:' “ i)ä
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C 1 2164) i — •= dx =  ± -
J \ t i r Ą - a  +  j x  ¿a

(x-\- a) 2  — x§

165) J  | j .' d x  = — (^x-\-4:\jx-\-i  Ig (1 -  \jx) j
166) f — -  - = d x  == 2 lg (l +  <jx)

J  x  +  \ jx

d x  =  4\J 1 -{-\Jx

'168) J  1
(i + V a;)

M 2  l ± i Ą

dX:
V 1  H - r i ć J - F  > / l  _____________  _______________

—{- o vi 4  — 6 ig (i 4* V * 4 “^

i 69) j  Ć T + ^ F 7 3 f e = | ' /“ + 7 ; i  - f e ls <“ + (W °~+*3

.170) f -----------
J  (a 4 - P* ) \ a 4 " bx-

d x -
J  aft — ap

r/z
tp -f-P 22

Założyliśmy =  Dalsze rozwiązanie zależne jest
wartości P (a 6 — ap).

W podobnych zadaniach, można z korzyścią zastoso­
wać metodę całkowania przez części przed podstawieniem  
dla obniżenia wykładnika potęgi. Podajemy następujące 
przykłady:

17 1)J x n\ja-\- l/xdx—~(a- \ -bx) \xn — J a ‘̂~1(a4-&^)f dx

) /■ '<[a172) / -im y a 4- b x d x =
3 (a 4 - bx)\x" 3n

46
{a+bx) |  dt:

173)
J  \Ja^\-bx Ab

f
A „x" 4  ■* 1 n—i a?' 1 4~ • ■»• 4~ - 4 a; ~ł~ A0

y/a-j-26.x-j-
Możemy użyć metody współczynników nieoznaczonych; 

sposób postępowania objaśnia przykład następujący. Za­
kładamy:



/’30*54- 30ic4+  \ 2 x 2-\- 2 1  x 2 — 1 5 a ;  —  1 ,174) 1 -------- 1----------~=-------- ----------:----- , dxJ  \fJT-\-2x-\- 3aP
=  a4a;44- a3a:3-{-■a . x t - | - a (x -f- cfoW^H-  ~ x - \ - 3 x 2

• - v J ■ , . . 'w, • i% - '  *•

_ |_  K  f  dx
J  V4 +  2 *-J- ’ó x2

gdzie liczby a  i K  są współczynnikami nieoznaczonemi. 
Istnienie powyższej tożsamości jest uzasadnione z tego 
względu, że pochodne obu stron posiadają identyczną po­
stać. Różniczkując otrzymujemy mianowicie:

30 x 6 -j- HO®4-]- 12 rc3 -f- 21 x 2 — 1 5 « — 1 
\] l +  2 x  -f- 3a;2 

=  (4 a4a;3 -f- 3a,,x 2 -f- 2a.2 x  -j- a t) y 4 -f- - x  +  3a;2
_l_ (1 -f- 3a?) (0̂ #' -f- a, as3 -{- a, x 3 -4- a, a;—f-cc„) -j- K . 

^4 -f- 2 x  -{-3 x 2 
30a;5-j-30a?4-J- 12a;3-f-21a;3— 15# — 1 

=  (4 a4# 3-f- 3 ccjx 2-(- 2 cc,x  -j- a ,) (3x s -j- 2 x -j- 4)

+  (1 +  3 *) +  a3 ̂  +  ai ̂  +  ai ̂  +  «o) + -ST,
J Porównanie współczynników odpowiednich wyrazów pro- 
1 wadzi do równań: 3 0 = 1 5 c c 4, a4= 2 :  3 0 =  12a3 -̂j-9cc4. 

O g = l ;  1 2 = 9 ^ + 7 a s-f-I6a4, ccj =  -  3; 21 =  6a1-}-5ai -j-12oc3. 
^ = 4 ;  - 1 5 = 3 a 0+ 3 a ,- f i ia ii) a0 =  — 1 ; — 1 =
5 : = - 1 6 .

175)  f 3 0 s 5  +  3 0 a ? *  +  1 2 a ? 3 - j - 2 1  x *  —  1 5 a s —  1 ( j  r

J  \j4 - \ - 2 x - \ - 3 x 2

= ( 2 x i-\-xi-\-3xi~\r \x— 1 )\/4—}-12a?-f-3a72— 16 /  -----   dr,.
J 4-\-2x+'óx2

Odkładając na razie obliczenie ostatniej całki, zaj­
miemy się rozważaniem ogólniejszego przykładu; współ­
czynniki oznaczymy literami, ustalimy jedynie stopień n 
tej funkcji całkowitej, która stanowi licznik funkcji nie­
wymiernej podlegającej całkowaniu, biorąc np. «  =  9.
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Asx* +  .... . - ( - Ą - r -M o  d x  
\ ja- \ -2bx-{-  c x l

=  (a8ic8- )-a 7a:7 - f-___ -{- a l x-\-<xi)) \ ja - \ -2bx~ \ - cx i

Różniczkując obie strony równania i znosząc miano­
wnik, otrzymujemy:
M9a;8-K A&x s -}- A-tx ' - \ - ----- -+- A^x- \-A0

— (8 asa:7 —|— 7 cx7  -f- a{) (a -j- 2bx - \ -  cx2)
-¡-(a8x s 4 - a 7x 7- j - a 6x e- j - . . . . - j - a  +  a„)( i - j - ca:) +  K  

a z porównania współczynników równych potęg mamy na­
stępujące związki:

.¿tg^DCCCg
A8 = 8  ca7 -fj§i 7 ó a8
A, == 7 caff-j- 15 b a7 +  8actg
4 6 =  6ca5-j- 13óa6 -j-7aa ,
Ab — Sccc., -J- 11 ba6 -{- Oocig (10)
4 4 =  dca3 - 1-  Oóa^-J-Uaccj 
/13 =  3 ca2 -j- 7Aas -f-dna,
A2 — 2 c a l -\- 5 i a 2 -f- 3 acc3 
A, == 1 ca0 (- 3 b aL -f- 2 aa2
Aq =  1 b cCj -j- 1 ci(X[ -j- A .

Z powyższego układu równań otrzymujemy współczynniki 
•a i K.  Z pośród danych liczb A  mogą oczywiście nie­
które równać się zeru.

Sposób obliczenia pozostałej całki zależny jest od 
znaku wartości c. Zbadamy najprzód:

(lx% gdy mamy c>(), zakładamy wówczas
y a - \ - 2 b x - \ -  cx*

z i — a



— r —z ; — \l cz* A - 2 b z  — a\j c
1 + ^ + - * !  - - j j  r r f c T

1771 / ¡ j - f i  7= 7 Tc * = ~  h le 14"
—  Lr Ig (6 +  cx  — \J c \ ja - \ -2bx-{ -  ca?2)

V c
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1
albo =  — ]g [b cx- \ - \ j  c \ ja - \ -2bx- \ -  cxi), 

Vc
stosowmie do tego, czy \fc weźmiemy ze znakiem doda­
tnim, czy ujemnym. Łatwo zauważyć, że różnica między 
znalezionemi wartościami jest liczbą stałą, a mianowicie

- L i g  W - a ć ) .
V c

Jeżeli mamy c<C0, to w otrzymanych wzorach wy­
stępują wartości urojone; można oczywiście, w tym wy­
padku, wzory ostateczne przekształcić, dogodniej jest je­
dnak wypadek ten rozpatrzeć niezależnie od poprzedniego. 
Piszemy wówczas:

f -.-L- d x , przy c <  0,
J  y a -j-2 Z>a: — cx2

r  d x    I’
 ̂ J  \Jci-\-2 b x — c x i J

y c d x
\j(bs -j- ac) — (ib — cx)2

b — cx b — z  J 2 4- acZakładamy z — -  , x — --------- 1-----   >
\/ ¿»a « c c

d x =  — — \fb*-\-'acdz, \la-\-2bx—i cxi —\j^-^~-a—( \ — z*)

17»\ f  d x  \ f  d z  1178) j ■  —r =  =■ I =  —  — a rcsin s
J \)a-\-2bx — cxi y c j  yi — z* y c

1 . 5  —  cxarcsm
V c yb*-\-ac

Zastosowane przekształcenie staje się niemożliwem, 
jeżeli i ł -j-a c  =  0 ; podobny wynik otrzymać możemy je­



dnak tylko wtedy, gdy a posiada wartość ujemną, albo­
wiem c oznacza liczbę dodatnią. Kładąc wówczas a =  — a 
otrzymujemy wyrażenie podpierwiastkowre - a - j - 2 b x — cx®, 
a następnie w postaci:

— ~[(cx  — b)2—,(ó2— ac)] — — - ( c x — 6)2. 
c c

mamy zatem: \ ja - \ -2bx  — cxi =  W—~ ( c x — b) i otrzy­

mane wyrażenie może być w dalszym ciągu przekształ­
cone podług poprzednich wzorów.

Wyrażenie niewymierne, występujące w podanych ni­
żej zadaniach, oznaczamy częstokroć jedną literą R.

r* 3 +  5®2 — 3 * +  4 , ( x 2 . 25 '16 3 \ , - j-r— ¡~i
1 7 9 ) j  i - * f  ( 5 + » % -

+  Ig l® +  \Jx*Ar x - f l )

180) f  4-ccŁ̂ ~1 nig3~ 9a!i.+  dx  =  (x3 - 2 x 2 +  3x  +  7 ) R
J  \te2= ł-G «4-5

~f- 10 Ig (3 -j- x  -j- R)

181) f ig L z  g s + i t t  , u  =  I i  , + 12)  |



158

,rwv Crnx' -Èkx  +  p -, f m t  2cn — 3bm\ — ------ J
184) / 1 —- i =Łcte — - — -------— ----- \Ja -X -2bx+  cx*

’J  s ¡a+2bx  +  cx* \ 2 c 2 c* r  ^  ^
( 2 b c n — 3b2m-\- acm\  f  1 '
V 2c4 ) J  x

185) fyJa-\-2bx,r \-cx2d x — i  d x
1 J  Cl “I“ 2. b X “I- C CC'̂

M
b \  x ( a  b2\  f  1

- K - H ^ - I T -  - = = Ł = = = : d x
/  J  \ / a  — )—  2  ¿> a ;  — | —  c í c 2

Będzie więc naprzykład:

^ \ - \ - x -  d x  =  —x\j l  + * *  +  Ty lg +i  /
/ _   . i _̂_ ____ :___  i

\j [ — X2 d x — ,-'x \l 1 — X 2 -j- — arc si n x.

186)J'^3ic2-)-lUa;-j-y f/a:= -J-j. j Ił-\--^=£ż Ig (3a:-|^5-j-^ 3 -R)

187) A /l 1 4 - 12x  — 8x 2 d x  =  72----- are sin - - 2 X
J  l 2 W  8 V2 f ó l

f  lQ—\ 1---- 2 A r -  x 3 X2-{- 8 x/ «v'8 +  íc — x 2d x —  I  ------------—L-,—  dx
I J  V8 +  * - * 1

x 2 x  67\  -r, 33 . 1 — 2 a:It — — are sin

188)

3 12 24; 16 0

189) f  .........-  — d x  — ~yJa-\ -2bx  cæ1
J \Ja-\-2bx  -{- c x ‘ e

‘h
d x

0 J \¡a-{-2bx-\-  ex2 
. nm Ç x 2 , ■ ( x  3 p  . 3 b2~ a c  f \

J  yja +  ^ x + ' c x 2 .( 2c 2 c V +  2 c* y  U d x
< n n f  íc3 7 _ /æ2 , 5 b2 2 a \  ^

J  V«-i- 'i * *  +  " V?« lit '  + a 0= 3c*)
+  f ^ | _ 5 í ! ) P  ¿,:
1 \  2 c2 2 c3/ J  R



i5y

l + t + § ) *

10Q\ Í  xh J ( xi  æî I * ’ I 7æ 19 \  TJ
J y j l + l x + ' à x *  * \  lo 20 lu8 4UÓ 8lu )

+  _ ± - I g ( l + 3ir +  V3.R) 
I ()2 y «>

194) fx\Ja-\- 2bx- \-  c x 2 d x  — f CX ~̂—t X- ~^-lX- d x  
1  J J u - \ - 2 b x  +  cx*

/ X2 , bx . a b- \ T, , / b3 ab\ f  1
= ( t +6 «+ rc -  57>)Æ+ (îî-'-  üï j J æ

195) rvgg + B + ÿ a .  =  f *
J  J  \J.>X2-\-4x-\-'á

/5a ;3 3a;2 , 79a; , 63 \ „  . 363 , . _ . r>i
= ( — + ^ + ^ + î ü ï 7 ) Â + S ï ï 7 ^ T l s < - + a i r + ' ' 0 j K i

196) I (2 .T _ 5 )j2  +  :te — »• á.T =  A  ¿a,
J J \¡ 1 -\- 3a: • a:

/2a;2 n . 1 \ n . 17 . 3 -  2a;=  I------- 3a;---4-i t  -4- — arc sin — = -
V á 0 /  4 y i7

197) yJb* — 3 X 4 - 5) \¡'áx2 — 2 x  .-{- 6 d x  ==

(x% 37a;2 62.1 503\ _  . 2227 . . . .=• , ,
=  T"—  =lg(3a;— 1 +  Vá A}\ 4  db 2i() 21()/
r  i i

198)

199)

i f-=rrl——  ¿a; =  +  - L  Ig (¿a; ±   ̂6 Va +  ***) 
J  ya ¿a ;2  ̂¿

/-7=_t4.. — - d x  —  -L- are si n x . /A
Va — b x 1 \J b V a

200) I -- - - -  - =  4 r  lg (6 4 -  ca; +  V c ^ 2 6 a? +  ca;2)
J \fJbx-Ą- ex2 \J c

201) r _ ±
J  f¿ b x  -

1 . ¿  —  ca;
 aa; =  — -=• a re s in  ----
ca;2 \lc b



202) J  \ a  -f- bx i d x  =  ^y\ja-\- bx'  -f- {—v b\ia-^bx-^J

203) f\la — 7>x2(Jx =  ^-\Ja — bx*-4-—̂ =  a rcsin X i [  —
J 2 2 yjb V X

204)J \ j 2 a x  - f x 2d x  — ~ ~ X Ji — ^  Ig {a - \ -x - \ -R )

f    — z j  x ~ a T> ai . a — x20t>) / \ j2ax — x l a x —  ——— l i  — — arcsin ——

f  , n, —. , / £ 3 ax2 • 5 a2#  5 a 3\2 0 t y J a Ę j 2 a x - x * d ę = ( T - - i J - - ^ r - - T ) R

na4 . « a; 
arcsin 

8 a
Związki (10), str. 155, prowadzą do wzorów następu­

jących;

207) / -j— ^ - = d x  — (an- lfęcn- 1 - f  a„_2a;v- 2 
J \ja - f  bx l

- f - . . .  -j- a ! x  -f- a0) y«-f- b x l -|- K  J  dx.

1 ¿\ n - l  ąa»_i =  ^ ;  ccn_2 =  0; •<xB_8 =  — - y  j  a„-i; tt„_.t =  0:

n — 3 a u—5 tt ,
a”— 5— n 4, 7TK>I 3’ a” 6 **«-7 - ^ ^  ccH_5 ild.

K = — aau a więc dla nieparzystej liczby n jest zawsze 
K =  0

208) / 7=-l===-r/ai==y / d x  =  ~  \! a -j-J s]a-Ą-bx* b J \>a -f- bx* b

S ',“+7S i- 2 ^ 18 “• + <? f  ’
f  x s j  Z^ 2 2a \  ------ —  -



212)/ i B p | £i| = ( i l i - - f + 1 )  ';S+ 23V
Całka (207) może być również znaleziona za pomocą od­
powiedniego wzoru redukcyjnego.

f  w  ;

161

J  \ a b b J  ^ a _j_ ¡j *s

— xn.~~1 \ ff +  b a r  J '  x n~ 2 \ja h x2 d x

f x n -'■‘ \ a - f b x 2 da; =  a I  = dx-Lb I  — — -r=.dx.
J J  V'a - \-bx  J  ya-\-bx2

2 1 3 )  f ^ = d x

J \a-\-bx* nb nb J  j a _j_ ¿ jg

214) f - j L = , d x  =  -  ( * M j L 2 Ł Y £ Ź 5 Z i  
’]  y3 - 5* 2 U 0 ^ 4 0 +  400)  v6 *x

2 7  .  5 barc sin
400V5 V1 »

Jeżeli 7i jest liczbą parzystą, to;

215) f T J L j f e = - f I a- - l  +  i . ! L - i * n - 3
J  \l l —- ®2 V n n n — 2

i 1 n —  1 «  —-3  i 7 i _ l  3  \__ ,_____

+  n ; n - 2 ' n ~ ^ 4 x n  ° +  ’ • +  « 2  ^ ) v l  “  f *

, 1 n  —  1 n  —  3  3

T r T — b  ‘“T - tt arc sin asn n — 2 n — 4 2

216)J  d x = i  ( 6 ■ +  f f  + 1|  j / F ^ + ^ | r c s i n * .  

Jeżeli n jest liczbą nieparzystą, to:

J  y 1 — x 2 \ n  "  ' n  n — 2
- X»n— 5

218)i y T - ^   \ 7 ~  35 ‘ 35"1" 35j v
D ólp-N ett#, j I
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S =  f ------------r= J = = d x
J  (x — a)x)\ja- \ -2bx- \ -  c.x2

ienie i

całkę następującą:

Przez podstawienie x  — a =  ~  przekształca się S  na

5 = - / r — *V c- \ -2 (b - \ -  ca) 2 -f-\ a - j -2 Sa-f- c a 2) z 2 
Wartość tej całki wyznaczamy w rozmaity sposób, zależnie 
od wartości współczynnika przy z s.

1) a - f -2 ó a - f -c a 2 =  m >  0 ,

219) f —   *- ----- =  rfa;
J  — a )^ a -j-2 óiC-(-c x 2

— _j_ _l_ ig a +  ^a 4"(^4r. c a ) x  +  '/m '¡a - \ - 2 b x - \ -  cr,* 
~  \Jm x  — a

2) a-\-2b<x-{- ca2 =  ł n < 0 ,

220) /  - = = = = = = =  4 §
J (iP — a) \Ja 26 tc -f- c®-

1 , a —f- ó a  -j— —I— c a) -v arcs i n— 1-------- — — 1------ -
 ̂— «i (te — a) \jb2 — fl c

Jeżeli wreszcie 3) a - } -2 ia - ( -  ca2 =  0, 
to a  jest pierwiastkiem równania a -j- 2 bx  -f- cx2 =  0. Ozna­
czając drugi pierwiastek przez p, mamy c(x  — a) (a; — |3) =  
=  cx2-\-2bx-\-a.  Podstawienie (x — a ) = z 2 daje (x — P) =
= (  ̂+ « - JP),

2 r  i
S ' = 4 =  I  = r L = d z .j e j  22vz * -|-a  -  P

Za pomocą nowego podstawienia z  =  -~ otrzymujemyXL

s =  _  A  f_ li =  _ l » - B « ' + l
/ c j  V(a  — P )« * +  1 Vc a — p

i następnie powracamy do dawnego znakowania:
g   ^ \ j c ( x  — jot) (x  — ft)  2 \ j g - \ - 2 b x - \ - cx~

c (a — p) (x  — a) c (a — p) (x a)



Mamy dalej a-(-.pJ= — skąd k — p =  2 —̂  Osta­

tecznie znajdujemy:

221) f —   .......    d x =  —  V,g +  2 h x + cx '‘
J ( x — a ) \ la- \ -2bx- \-  cx2 (A-f-ca)(iP — a)

222) f  — ------- - - -------------- d x  =  ~  lg rJg-± _'!  +  V t>.Jl>
J (x — 1) \jx*-f- 2 a?-f- 3 >/6 ®— 1

223) f - -  — —-.-.l—— i/.c = -----L  arc sin Ł
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224) f  1 -------- d x  — — i  ß ^ -
J ( * + D v i ~ * 2 V l + *(® - j - 1) \/l —- a;* " \  1 -j- a;
Jeżeli jest a > 0 ,  to:

1 ^ __ 1 [ t a-\-bx-\-\j  a\Ja-{-2bx-\- c x 2
x\ja-\-2bx-\^cx2 \ a x

225) J  

Jeżeli jest a<C0,  to;
oor\ C 1 , 1 . a - j-b x226) / — —........... ...........-  d x  =  - = r  arc sm —t==~——■

J x \ ja - \ -2bx- { -  cx2 \j— a x\Jb2— ac

227) f  1 • i * ____I ¡ B i l l
J x \ j2ax  — a:2 aa:

228) i  - 1
J x \ l \  -I

^  =  l g 1 ~ ' / l  +
a:2

g|/l,-|-a ;2 *

229) f U — 1
J  X\!x* -f-

230) f 1
J a: \/a;2

, . a: — 2________ aa: =  arc sm  pr
~f- x  — 1 a:y5

¿ 2: =  — arcsin ^

8' =  /*— -----------1...... d x :
J C

1 *

(x —  a)n \ja- \-2 b x - \-  cx2 

Drogą podstawienia x — a — ~  znajdujemy:

C *n —1
S = ~  /  -  —..........    - \ d z .

J  y/c +  2(6 7-  ca) z -j- (a -(- 2 b a  -f- c a 2) z 2
ii*-



'J (x — 2)1 yl  — 4 ® + a;8“ " \9 (*  — 2)3 2 7 #  — 2)/

2 3 3 )  f  1  < t e  =  -  v « ± l f e ± £ i !

J  x2 \ja -|- 2bx-\- cx- ax

zdxaJ X\a-r-2bx-\- cx2 

234)j  x3 sla + 2bx+cx2 dX ~ (,2ax2'r 2a2sc) R
( 3 b2 c \ r  1
(2«® 2aj J  x \ j a  -f- 2 b x  -f- cx2

f  1  ̂ ] t? 1 1 - 2® — R23o) I  — — ——--- dx= ----- i? -(-2 1 g -— -------J x2 \ 1 — 4x-\-x2 x x
2 3 6 )  f  — = L = i dx= - i l+ J 0' - 1  lg -L rA l±&L 

J  ®*v'l +  ®2 2®2 2 ®

2 3 7 { f x 4  \ / 3  —  2 ® - ^ ® ^  ~ ~  T "  +  5 T ® 2  5 l ® )  ^

2 - 3 — ® — y 3 J fl g _ —  -----
27 V 3

2 3 8 )  [ ' a  +  2 b x ± - C - d x =  f — ± t ™  - r f «

J  «  J  y a  +  26® -|-c® 2

4 - a  f  — — i— — —  : — - d x -j- b  l :SLh:l .  ¿ ¿ j e

J x^a- \-2bx-\- cx2 J \Ja-\-2bx- \ -cx2
. _____ 1 d x

J  /  (x ) 'Ja -f- 2 bx -j- cx2
(p (cę\

Rozkładamy na ułamki proste, otrzymując w ten

sposób sumę takich funkcji, których całki możemy znaleźć.



239) f — 3 r +  • --. r J L  H  d.r =  f  - - I - I d x
'J . x 2 — x —,p ^ x 2+ 4 x — 7 J  f - 3  x + 2 ) R

1 , 11 ac — 1 — \/32 l i  1 . 4®+- 1 1
=  7 * *  ------------------------------- | f a r C S m  ^ + 2)

210) I . 1 d® =  JL  arc sin — Z . 1
j  x ' +  ® — 6 s/5 — 2®2 v 3 (® — 2) \ 10
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1 . 6 ® 4 -  5arc sm-
V13 (® -f 3) Vl0
i

(aj — l )2 \ / ® ^ S | F  _  5 ’ 23 — 1
2 4 1 ) / ------ t o ~ j _ = ^ = 2 ' ,a;!+ 4

l .,a;~ł~4 — y 5 \ ®2- f -4
5 \ 5 ® — l

2 4 2 ) /  • *  - - d x — —^=r arc sin  ̂ ^
(®2 — 9) \/5 - (-6 ® — 7 ®3 ' 6 y4Ó (®— 3) f i l

1 . 1 2 ® - 2  — arc sin
6 \/76 (® -j— 3) 711

S =  I ——-——- -------------- ---- -  dx
J  (®— y?— gi) ya-f- 25® - f  c®2

Całkę taką otrzymujemy ze wzoru (219), kładąc a = p - \ - q i .  
Mamy wówczas jednocześnie m — a - \ - 2 b p c ( p 2 — ą2)-f- 
- \ -2q(b  -f- cp)i .  Zakładamy m =  p (cos t -j- i  sin i), czyli 
p cos t =  a - \ - 2 b p - \ -  c {v 2 — q2), p sin t =  2q(b  -(- cp), okre­
ślając stąd wartości p i t. Jednocześnie znajdujemy:

_1 _ J _________1
\/ m \l n t

9 ̂  ̂P cos -J- i si n

__ 1 i  l • • f \COS--- % sin .
t  VP \ 2 /

a- \-bp -\- {b - \ -cp)x— y'p cos Ii

qi)+  {Q>~\-CX)q— N/p s i n i. j?) j -  - L |c o s ^ - t s i  n '|j 1 g[X- p - q i  

Ponieważ wzór dla całki niniejszej powstał z roz-
Q) ((¿\

kładu na ułamki proste funkcji przeto istnieje rów-



nież drugi wzór, wynikający z powyższego przez zmianę 
znaku przy jednostce urojonej. Posługując się znakowa­
niem skróconem, piszemy oba wzory w ten sposób:

S  =  (A +  B i ) \ g ( r + Q i ) ~ ( A  +  B i ) \ g ( x ~ - p - q i )  
ą  =  (A -  B i )  l g ( P -  Qi) - ( A -  Bi )  lg ( x - p  +  qi)

S  +  s t =  A lg (P 2 +  Q2 +  2 B  arc tg |  -  A Ig [ (cc -  p)2 + 4 2]

-j- 2 B  arc tgi o g,

Kładąc x 2 — z, mamy:

243) f  ^ - = = t f ® = 4  f   K = = d z
J (  i + ® 2) V i - ^  +
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1 / l  — 2 1 /I
- - 2 V í T ^ - ~ 2 VT

■ ®
- f -  ® :,2

244) /  V § *  =  /  T = =  dxJr \  sj  y a — x  j  y ̂  — a:2 . J ya-— ®2

=  —t ya2 — ®2 4 - a . arc sin —• ' 1 a
Kładąc ®3 =  22, znajdujemy:

. -  f s j x  2 C d i  2  / ®3
2o5) / - = = = d x  =  ^  | -— = =  =  -  arc sin v/~v  

J:yjas — x 9 3J  \]as — z* 3 \ « 3
Podstawiamy ®2 =  ,̂ obliczając:

‘ l I A l f  3  A  +  f  X 3 r  t  f  X & ,m j  - ^ = = = 1

r J 77=-dz+ 1  f - ¡ j l =  i
2j  y l — .s2 N/l — s'2

=  — i  ~ -j- ~  j \/l —. ®4 +  -j arc sin X1

247) I* (® + V l+ » s)n̂ = ^ j '(zn-\-zn~ i)dz  przy £==®-¡-yl-}-®2

i® +  y i+ ®2)n+i , (®-f yi -j- a;i!)K~'1
n - j-  1 n  — 1
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§ 5. Funkcje wykładnicze i logarytmiczne.

/  (ex) dx.
P

Całki powyższej postaci obliczamy po podstawieniu
ex.

¿248

¿249

/ 2 50

¿251

252

•253
Ls

¿254

, ‘255 
A"

256

¿257

258

259

/ p 1 H X

emx d x  — —  m

j ’[&  +  \/ć*} da; =  y  +  2 \/ex

/ ' t j w P T) %=2 'e<|+ «
/  ?  d x — arc tg ex

J ex -f- e~x b

a ;  y -

, l 1 , \ jaA-bex — \J a ,— r~T~i .d x  =  — Ig . -----— ; — n/« -j- &e' «<
\ / a - f - i e x  \ '  f l  \  a - j - i e 3 ' - } ' V a

J ex ex
r   ;  o  i—
/ ex4 1 -j- ex da; =  — \ (1 +  ex)s

f  £X ] — 1J ( e*— i y a x — ex — l

/ f&r _  />—2x
( c x  - f -  e ~ x ) 2  d a ;  = =  - — 0 - ------------------ b  2 *

j : ^ t e = ' e  ( ' * + " )

,-4i - + 0 i -  '35 4 \  _  3*
J 9 /  2

\ n Ą - ^ d x  =  W  +  ̂ - J . - x



 1_
(n — 1) (eT -(- a)"
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/ ex
(cx —J— fl) 11 (n — 1 \(p* -1— 1

Prócz podstawienia wskazanego wyżej, możemy czę­
stokroć zastosować metodę całkowania przez części.

261)

262) j e x x 3 d x  =  ex x s— 3J e xx 2d x  i t. d.

^263) J e xx i d x = e x(xi - 4 sx - \ - 1 2 x i — 24x- \-24)

^261)J e xx nd x  =  ex(xn — nx”_1 rf- n\n  — l ] « ’1“2| f - . . . )

/ (>mX'Xn n C
c’,lx x n d x  =  —   — — / e,nx x"~l dx

m mJ

 ̂266)J (a - \ -bx )ne”'xd x = —■— — ‘>~ J 'e”| | ( a +  bx)n~1 dx.

Powyższy wzór redukcyjny może być stosowany przy dodat­
nich i przy ujemnych wartościach wykładnika rn. Można 
go również odwrócić, kładąc następnie — p  zamiast n — 1.
267) Cr \ z.\ « j  e’nx(a  -f- b x ) - v + l

j  <“ +  9 '  dX = -------- ( y - l j ł

'  i(p _  1) b i ^  (a +  bcć)-p+ l d  X.

Dla p  =  1 wzór ten jest bezużyteczny; znajdujemy wówczas 
całkę za pomocą rozwinięcia na szereg nieskończony.

m f ^ x = f ( i + 1 + - n i + r h + - - - ) dx



270) j ' x s c~x d x  =  — c~x (ic3 -J- -j- 6x  -f- 6)

271) f  '-■* d x  =  -  +  - L  4- i ' )  - f  i  f el  d x
^  J x 4 ( 3 ®3 6 « 2 6xJ ' 6 J x

/ y 2) f  (x -  d) " d x  =  ę“J]  h  dz’ gdy 2 =  a-

Funkcje wykładnicze przy zasadzie a sprowadzamy do 
zasady e, kładąc a=e"*.

169

3 a;2 j
m2

6 x
m3 — ) m4 j

1 m JLŹŻ-'
^ 6 x , l + f

f  ax
1 6x* X

d x

^27-J) j 'x 3 ax d x  =  a

2 7 5 ) 0 ^ - f  « '  ( f f i

^276) I f ( x ) d x =  J e* f ( c 2)d z ,  gdy z  =  \gx.

. 277) j "(Ig x ) n d x  =  J e 1 .in d z  — e* (z'1 — nzn~l -{- - . . )

— x  [(lg x)n — n (Ig x)n-'i n (n — 1) (Ig x)n~3 — 
Całkę powyższą można również znaleźć łatwo za pomocą 
całkowania przez części.

¿4^78) I (Ig '’)" d ‘' — x  (|g x)n — n i (Ig xJn~1d x

^280)J  (Iga;)2d x  =  x ([Iga?]2 — 2 lgse-f-2) 

^  282) f ż r ~
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,2 8 4
u -

j  285

286
L

¿287

288

289

2 9 0

291

2 9 2

293
U

J x 3 lg x d x  =  —- ^lg x  — |

j ^ d x = - j ^ [ ' &x+ l )  r

J h g x d x = ^ ( i { ’x y

I f + f | |

J (4-|-3a;)2l g a ; c ? a ; = = I g . / ; -  *j~lgję— lGx— Gx-—x 3

J i g ( a  -j- b;r)dx — a-  \ j ~ C (lg [d-\-  bx] — 1) 

r  , /  , , „ , « " + 1, , . , , mb ¡' +n 1J ̂ l g ( « + 6 ^ 0 ^ = - - _ i- r l g ( « + ^ !) -  -TTJ ;;;r^ aV
J lg (« + 1 « 2) a'.T =  .xlg(a +  ó,r2) -  2»-j-2a |  - - p _ _ :

J x l g ( l + x 3) d x S - ^ l g ( l + x 3) - ^ l  

J x 3\g(x3+ 3 ) d x = : x~- lg(aj*+3) -  - ] |^ 3 . r * + 9  lg(.**'+3)j 

f  ¡ - ¿ —i ] g x d x  =  \ l ą ^ ^ \ g x — l^ a . ± - qrl . d x
J  v«2 +  ^‘ J  x

a — \ja2 -\ -x2
X

§ 6. Funkcje trygonometryczne i odwrotne kołowe.

Wzory podstawowe dla całkowąnia funkcji tego ro­
dzaju otrzymujemy przez odwrócenie odpowiednich wzo­
rów rachunku różniczkowego.

,2 9 4 ) J  \cos x  d x  —  sin x
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m f

296) J cos n x d x  =  i  sin nxn
1 nx, 297) j "sin nx  d x =  — ~ cos

298) f d x  — — cotg x  Łf J  sin2«

299) f — \ t-  d x =  tg x  J cos2«  °

300) Ag x  d x  =  — f —-S'° -  d x  == — Ig cos x  
/■ i ! cos

^301) J cotg x d x  =  J d x  =  Ig sin x

tg nx  d x  =  — — lg cos nx  

cotg n x d x  =  — lg sin nx

/ I 1
sin «  cos «  d x — — sin2«  -{- C? =  —-  ̂cos2«  +  0 ,

=  -W sin 2 « d «  =  — ^ cos 2 «  +  (?»■;
2J 4

Z pośród trzech otrzymanych rozwiązań, każde dwa różnią 
się między sobą jedynie o liczbę stałą.

305) j sin2x d x — 7[ J "(1 — cos^«) d x  — ^ «  — ~ sin 2 «

306)J  cos2x[ dx— y*(l — sin2«) d x  =  2 «

Ze wzorów (300) i (301) wynika:

307)J ( lg « -|-co tg « ) d x  =  lg s in «  — lg cos«  =  lg tg«, albo.
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• '¿»>¿¡¡ h * s w 4 ~
310)/ c É áJ,= / | Í É t  .. á* = - / a r i f c ^ ' e ' s l•/  ̂ sin — —• .7;  •/
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¿ /

=  — Jg * e ( |— I )  =  igcotg -  í  j  =  i |  ig + | )

Potęgi funkcji sina: i cosa: mogą być całkowane za po­
mocą wzorów redukcyjnych. Niechaj:

S„ =  f  s\nnx d x .
Js \ nnx d x  =  J' sinn~1x s i n x d x

=  — cos x  sin”-1 x  |j- (n — 1) /  sin”-2  x  x  cos2 x  d x  
Sn — — cosx sinn_1 x -f- (?ł— 1 ) /  sÍDw_2a:(l — sin2x) d x  
Sn — — cos x  sin" ^ 1 -f~ (n — 1) ¿'„-s — (n — 1 j S„ 

nSn =  — cos x sin’1-1 x  -f- (« — 1) Sn- 2

311) /  sinna:rfa: =  — — cos a: sin11-1 x  -4- — ■ — f sinn_2a: dx.
I n 71 J

Odwracając otrzymany wzór i kładąc następnie —p  za­
miast n  — 2 , mamy:

P ~  1

-f- - — ~ I (sin x)-2+2 dx.
p ~ K

Posługując się temi wzorami możemy sprowadzić dowolny 
całkowity wykładnik p, względnie — p, do wykładnika 2 
albo 1 i następnie zastosować jeden ze znanych już wzorów.

L
313)J 's in 3x d x =  — ~ ^sin2a; —f— 2 ^cos x

^,314) I sin^a: ć/a:=-— | ~  sin3a: -f- ^sina: jcos a:-(- ~ a



Wzory redukcyjne dla cos"« mogą być otrzymane 
w analogiczny sposób, bądź też wyprowadzone ze wzo­
rów (311) i (312) przez podstawienie:

cos «  — s in I ~  — x \  =  sin z

318)J  cosnx d x  — !  sin" — « j  d x  — — j \ i n nz  dz.

Po rozwinięciu tej ostatniej całki, wracamy do dawnego 
znakowania, kładąc cos«  zamiast sin z  i s i n«  zamiast 
cos2; otrzymujemy wtedy:

319) / cosnxd .r  — — cos”-1 « s in « 4 -  -—— fcosn~2x d x
J  ,l ,! J

^/320) j'(cos«)- * (/« =  —---j-sinaCcos«)- !̂"1-}-̂ —~ j ' (cosx)~r+2dx 

321) I cos4«c?« =   ̂y  cos3 x -f- ~  cos « j s in « -j- —«

^ 322) I  cos bx d x =  cos4« - f ^ c o s 2«  +  | | - ) s’n ''

ooo\ f  1 7 s in«  , 1 . ; /?t « \
^323) I ¿q¿s ~~ 2  cos2«  2 g 8 (d  +  2 )

c m i i  1 , s i n«  , 3 s in«  , 3 ,  . /rt « \
• ¿>á24)J  +  8~cos 7̂. 8 (d 2 )

Za pomocą wzorów:
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możemy sprowadzić sin"« i cos"# do funkcji łuku wie­
lokrotnego; przekształcenie takie objaśnimy na przykładzie:

c—5^“ +  10eix— U)p~ix +  5e_8'* — e~5ix/e ^ -e S K 5 fi5“ —Se8“ 
s m x = [— 2 i ~ )  =  ~ 32 i

16
1

g 5  i x  ę — 5 ń c  g 3  i x
—  5 — .

-3 ix
2 i 2 i 10 - 2 i

— — [sin 5 #  — 5 sin 3 #  -f- 10 sin#].

^325) J  sin

Ć

x  Ak ­ 1 cos 5# 5 cos 3#
16 5 ...H 3

io cos#

326) J c o s 6# r f # = sin 6 #  . 3 sin 4 #  , 15 sin 2#  , 5#

327) / sin6# i f #  =, / s i  

iJ  cos7

192

32

64 64 16
sin 6#  3 sin 4 #  , 15 sin 2#
~~6 2 2 +

5#
16

> / '

329) / cos8# d #  =

64
1

128

sin 7#  . 7 sin 5 #
5

*sin 8 # 4 sin 6 #  ,

L 8 3 , 1

7 sin 3 # -)-3 5  sin #  

7 sin 4 #

35#
128'

-j- 28 sin 2 #

Kładąc s in #  =  i/) [względnie cosx  — y, otrzymujemy:

/sin " # iZ #=  l-=JLz:— dy:  I cosnx d x = — / —  ̂  d y
J f i ^ - y *  3  )  Vi °

^ 3 0 )  J s i n s xdcc — J (1 — cos2#) s in #  d x  — — ^(1 — y 3) d y

m j  COSB #  d x :

l - S=  \y  q i=
i/3\  cos3#

cos #

t J ' (  1 ~  sin2#)2c o s # ( f # =  r (1 — y*)2d y

sin6#  2 sin3#
-f- sin #
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,332 y f 4 ż = f ^ f i . =  f  C- J sina: / 1 — cos2.* j 1 — y*
i Igi z -JL
2  e l  + y

'• 2 X 
_ 1  Sm 2 

— 2 g „ « :

1 8
5 sin6«  15sin 3«  15 s in«

2

cos «

¿334) 

,335)

C dx
i 1 ! 5 1 5J sin7« tjsin6«  24sin*« 1 16sin2«

5c o s « - f  — lg tg -

J  C O S 6 , '
sin « 4 s in« 8

«  5 cos5«  15 cos3«  15= tg«.

Po podstawieniu s in « = -V , wzgędnie c o s z  =  ~,  znaj­

dujemy:

J  sin«« 1 * J  cosn«  J vy _  i

^336> /iS

337) f ;

1
6 cos0« 24cos4«  16cos2«

5 . . In x\sm «+ i 5 lgtg U + -

d«

J cos8«
r 1 6 8 167 cos7« 35 cos5« 35 cos3« 35 cos«

sin x

■Jł38)j sinn«cos x d x  — '

xdx-.

sinn+! x  
n - j- 1

qqo\ i  « •  ̂ cosn+x«339) J cos"« s;n« a «  = --------- ¡—̂—

/  sin”1«  cos” « d « .
Całkę powyższą sprowadzamy zazwyczaj do prostszej 

całki tego samego rodzaju, za pomocą całkowania przez 
części:
f  . , sin”
/ sm”l«cosnr t« = — *—

—i«cosn+1«  m
n - ) - l  Jr'n~\-1i / 8 ' ” '

m- 2«COSn_H«cZ«.

sinm~ 2«cos”+3« := s in ”‘_2«cos”« ( l  — sin2« ) = s in ”*-2«cos”«
— sin”1«  cos”«.
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Rozkładając ostatnią całkę podług powyższego wzoru i re­
dukując podobne wyrażenia, otrzymujemy:

sinm-1« co s”+ l«, / s i340) / sin m x  cos” x  dx  .
m -f-n

I ^  ł C • O 7+  — / si nm— x  cos" x  dx.

/
Kładąc m = p - \ -  2, mamy:

sinrd-2a;cos"lp« =  -  H P ~ł~ 1 i s 'mi>xco&nxdx  -
p - \ - n - \ - 2  p + n + 2 ]

/ si341) sin**« cosnx d x sinr+1a:cos"+1«
P +  l

_l_ 2̂, —i— *2, r
- j -———r - -  / sin^+^cos"««!«

J
Za pomocą wzoru (340) osiągamy zmniejszenie do­

datniego wykładnika m, a za pomocą wzoru (341) — po­
większenie ujemnego wykładnika p : wykładnik n w obu

wypadkach nie zmienia się. Kładąc znowu — « j  za­

miast x, i — d x  zamiast d«, otrzymujemy z dwuch osta­
tnich wzorów, nowe:

cos”l_1«s i n "+1 x
m f cosm x  sin" x d x  ■ m -j- ii 

, m i r

343) / sin"«cos?x d x =  —

n-j- m 
sin"+1«cosi'+ 1«

P +  l
, /»■+» + 2

cos,'l_2«sin"«<Z«

^ 3 4 4 )J  sin ‘« c o s2«<Z« =  

345)J  sin8«  cos2« d «  =

sin"«cosi’+!«rf«

cos «  4 -  f  
16

sinw«  -

24 16
sin4«  4sin2«  8

5 15 15
cos«
~ T "



Zadania tego rodzaju mogą być również w taki spo­
sób rozwiązywane:
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346)’/  sin2 a: cos2 »  dx  =  j sin2 a; (1 — sin2») d x

sin3»  s in »
i 8

i *cos » -f- —
o

347)J  sin3»cos3» d » = j  sin8» ( l  -  sin2»)cos»ii»—S™ -

o  i  o \  C  ■ o  r  i  C 0 S 'J  x  c o s 7 »348) / sin3» c o s0» a » :
9 7

349) j sin4» c o s ;’x d x  — j*sin4» ( l  — sin2»)2cosx d x

sin5»  2 sin7»  , sin9»
5 7 1 9 •

fsin n»  , fcos"» ,l  £?» / — d».
] cos»  / s in »

Zakładając dla pierwszej całki s in »  =  y, a dla dru­
giej cos x  — y,  przekształcamy je na całki funkcji wy­
miernych:

Po wykonaniu dzielenia całkujemy wyłączony wielo­
mian, w pozostałym zaś ułamku dogodniej jest przed cał­
kowaniem wykonać powrotne podstawienie.

/’sin3»  , sin2»
3oU) /  d x —  — Ig cos»J  cos »  2
o - ., f sin0»  sin5»  sin3» . . . . / n  , » \
3ol)j  ̂ ----- - --5------3- - S1" * + 'S'e (4 + 2 )
352) +  cos *  +  |g , e ^

J  s in »  3 1 2
05-0. f cos5»  ' cos4»  , cos*» . .3o3) / —: d x  —  — T— 4 - —rc h lg s in «J  sin x  4 2

Dolp-Natt». l i



o c ., f s in »354) / — ~ - d x  =  J  cosn»
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orc\ C COSX J355) i ——— d x  J  sin”»

 _ _ 1 _________________

(n — 1) cos”-1  x  
1

(n — 1) sin”- 1 »
Redukcję ujemnych wykładników za pomocą wzorów 

(341) i (343) zastąpić możemy innym sposobem rozwią­
zania:

Tsin5»  /"sin»(l —cos2» )2c2»  1 2

357)

cos4»
''cos3»

sin2»
''cos6»

sin5»
f' sin4»
cos3»

f sin7»

3 cos3»  cos»
cos»

dx
1 -f-s in 2»

sin »
r cos6» , r ,

358) / . . d x — cos4»  —'J  sin5»

359) f e s s d x = f— sin3a: +  o

2 5 cos2»  , 15
8

3 sin»’
8
1

cos»
sin4»

15, . »  
8 8 8  2

cos2»  2

2 sin4» - j - 8 sin2»

Ig tg
jt »
4 2

16
3

1
cos3»

361) f
J  81

362) f  -
3  8 1

d x

363) f-7
J S1

364) f -r-gr J  sin2;;

sin » co s»  
dx

sin3»  cos2» 
dx

Ig tg »

2 cotg2»

1
sin3»  cos x

dx
2 sin2»  

1

lg tg »  

8
1 — o <1-------— cotg2 ».»co s4»  3 sin » c o s 3»  3

Całkując przez części, otrzymujemy:
tgn1»  cos ” x  d x  ~- n365) J* tgnx d x —J  sin’1

366) J cotgn x d x  =  — ~ — j  co^ n~“x d x

/ i i
tg5» d »  =  —tg4» — — tg cos»

'l—1 rp (*
_ _ _  _  i fgn - i x dx
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368)i f t g 8x d x  =  ~ l g 7 x  — tg5 a: —f- ~  tg3 x  — tg®-j- x

3 6 9 ) /c o ,g. , Ł = cotg5#  , cotgsx  —f — +  - 3  ~  cotg.r *

n n m  f  . n ,  C O t g 6 «  , C O t g 4 «  C O t g 2 «  , .370) / cotg *  =  — — ę  1----- 1 -----------| -------Jg sin x.

/ ... . , , eaxcosia; . a f  ,e“*sin ćte =  ——-  -}-. <**cos ¿a?rte

, e^sinia? a/* . ,/ e^cos b x d x  — —y    / i*“ sin &a;tta:.

Rugując jedną z całek powyższych, otrzymujemy:

/ q O X

enxsin b x d x  =  [g s‘n ¿a: — ¿> cos ¿a:]

e“  cos & a: da: =  L« cos b x  - f  b sin b x\.

Biorąc w otrzymanych wzorach — x  zamiast x, mamy:

/ g-or
e -^ sin  b x d x — — ^  [asin b x -f- b cos bx]

/ ę  ~ a x

e~ax cos b x d x  =  — [a cos bx  — Z> sin bx\

375)y*e“* sin m x  cos n x  d x  — ~ J e^sin (m -|- n) x  d x

J'e“*sin (m — n ) x d x  .

376) J  ê sin 4b x d x  =  ~  j V x(cos46a: — 4 cos 2 bx  -f- 3) d x

377) J e 0* cos3 b x d x  =  e“1 (cos 3 bx  -f- 3 cos bx) dx  

378> / ^ „ ^  =  - * . c o s * + » j W c o s ^379)

1 -2 *



o o n y f s i n £ C -7 s i n  x  I 1 i  C O S X

380)J  ~ x ^  (łi — 1) x n~ 1 n -  1J  xn~ l "
0 0 .. rcosx  , cosx   1__f s inx

 ̂I xn 7 (n — 1) xn 1 n — 1J 1
1 — w2 , a? .

Kładąc cos ar— mamy y  =  tg -  i

382)f  a +  c o s x - a - l J  a ± l
J a — 1

 a rr. ti
\la

= » rols s \ / i q r r .  e«iy | r ^ > 0 .

1 ?/
1 — a\ 1 — ot et -j- 1

ig g  g^y ? r T < 0
\  l  -  c i °  . 1  - j -  f f i

Przy a =  1

/ i/a: C d x  x

2
?/2 — iW podobny sposób kładąc sin*=== mamy

fit . x \  .
¡ ' = ‘8 ( 4 + 2 ) 1

f  i x  2 f  ./•/
J  «H~sina: a 1J 2 . a — 1

^ ' a +  1



a i d x  r  dxb = m  j ——; ; = mfhd-^-mbsina;-l-?«ccosa; j ma+s\  nX si nx+  cosX cosar 

kładąc mb =  sin X, mc =  cosX, skąd m =  —===== i na-

stępnie X:=: arc ti> ”, otrzymujemy:c
r. I (lX

6  —  7)1
a m -|- cos (x — X)

Tym sposobem dana' całka sprowadzona jest do obliczonej 
już poprzednio całki (382)
„on, C d x  1 ¡ x  . jt,\ 1 - n
389) — j------ — =  “T= lg tg ( — — I; m  =  -;=; X =  T

J  s in * -j-  cosa: y 2 *V V2 4
Jeżeli ma — 1 =  0, skąd o =  \‘62-f- c2, to:
C ^x  i csina; — b cos x

J i; -f- b sin x  -)- cco%x a a -j- b sin x -f- c cosx

C a ł k i  o z n a c z o n e .

W całkach, które rozważaliśmy dotychczas, występo­
wała zawsze pewna dowolna, nieoznaczona liczba stała; 
całki takie noszą przeto nazwę n i e o z n a c z o n y c h .  Gdy
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wybrana została pewna określona wartość dla nieoznaczo­
nej liczby stałej, to w .dalszych obliczeniach, dotyczących 
tej samej całki, nie możemy, oczywiście, zmieniać wybra­
nej wartości: całka wtedy staje się pewmą ściśle określoną 
funkcją zmiennej niezależnej x. W prawej stronie wzoru

f ( x ) d x  =  F( x ) - \ - CP
możemy  rozważać pewną szczególną wartość zmiennej x, 
np. b i pisać F( b ) - \ - C \  nie możemy jednak w ten sam 
sposób postępować z lewą stroną wzoru, ponieważ sym­
bol d x  nie jest równoznaczny z symbolem db  równym  
stale zeru, gdy b oznacza liczbę stałą. Należy przeto po­
sługiwać się innem znakowaniem, a więc np.

Jf(x)dx albo krócej: j '  f(x)dx. 
mamy przeto:

I bf(x)dx = F(b)  + G.

Biorąc inną wartość a dla zmiennej x , mamy również: 

f ( x ) d x  =  F(a)  +  C\
i :

a więc rozważając jedną tylko funkcję pierwotną i zacho­
wując przeto tę samą wartość stałej liczby G,"otrzymujemy:

j' f(x)dx — J  f{x) dx = F (b) — F(a).
Lewą stronę tego wzoru oznaczamy krócej

f {x)  dx =  F{b) — F( a j  =  [F(b) +  G\ -  [F{ą) +  C], (11)

Otrzymaną w podobny sposób wartość nazywamy c a ł k ą  
o z n a c z o n ą ,  liczby zaś a i b nazywamy g r a n i c a m i  
c a ł k o w a n i a ,  przyczem a nazywa się granicą d o l n ą ,  
a b — granicą g ó r n ą .  Zgodnie z powyższem określeniem, 
całka oznaczona r ó w n a  s i ę  r ó ż n i c y  p o m i ę d z y  t e m i
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d w i e m a  w a r t o ś c i a m i  c a ł k i  n i e o z n a c z o n e j ,  
k t ó r e  o t r z y m a n e  są po p o d s t a w i e n i u  g ó r n e j  
i d o l n e j  g r a n i c y  c a ł k o w a n i a  w z a ł o ż e n i u ,  że  
p r z y  o b u  p o d s t a w i e n i a c h  s t a ł a  l i c z b a  C z a c h o ­
w u j e  tę  s a m ą  w a r t o ś ć .  Całka oznaczona posiada za­
tem wartość niezależną od wartości liczby C.

Ze wzoru (11) wynikają następujące twierdzenia:

Jeżeli górną granicę całkowania przyjmiemy za zmienną 
niezależną, oznaczając ją przez u, to całka oznaczona

nie jest już wtedy wartością stałą, lecz zmienną, a mia­
nowicie funkcją zmiennej u. Zgodnie z określeniem po­
jęcia całki, mamy:

P o c h o d n a  c a ł k i  o z n a c z o n e j ,  r o z w a ż a n a  w z g l ę ­
d e m  z m i e n n e j  g r a n i c y  g ó r n e j ,  r ó w n a  s i ę f u n k c j i  
w y s t ę p u j ą c e j  p o d  z n a k i e m  c a ł k i .

Jeżeli natomiast dolną granicę całkowania przyjmu-. 
jemy za zmienną niezależną, to uwzględniając wzór (13), 
mamy:

( «
f { x ) d x - j- f  (x) d'x [F (h) — i  (a) I - f  \F(c) -  F{b)]

i b

o

f { x ) d x  — / f ( x ) d x = l  f {x ) dx .  (12b)
i ia J b J a

h (* a

(14)
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<l ^ f ( x ) d x = — f(v). (14°)' dv
Pisząc wzór (14) w postaci

d J  f ( x ) d x  =  f (u)du,  (14 b)

wnioskujemy, że o ile funkcja f  otrzymuje wartości skoń­
czone, to c a ł k a  o z n a c z o n a  j e s t  c i ą g ł ą  f u n k c j ą  
s w e j  g r a n i c y  g ó r n e j ,  albowiem przyrost całki ozna­
czonej wraz z przyrostem funkcji f  staje się jednocześnie 
nieskończenie małym. Funkcja znajdująca się pod znakiem 
całki może nie być funkcją ciągłą, to znaczy (por. str. 81) 
może być /(a;-J-0) nie równe f ( x  — 0). Jeżeli tak jest 
w przedziale od x = a  do x  =  b ,  a mianowicie przy x — g, 

to całkę oznaczoną określamy wówczas w ten sposób:

/ b fe— O rb
f ( x ) d x = l  f ( x ) d x - j -  f ( x ) d x  

a J a  J  c+0
— F{b)  — F( c  +  0) -j- F( c  — 0) — F(a).

Przypominając znaczenie różniczki, możemy przepisać 
wzór (14b) w postaci:

/ “+ i"  f “ ru+Au
f  (x) d x  — I f  (x) d x =  f ( x ) d x  =  f(u) A u 

a J a  J  u

oznaczając przez Au dowolnie mały przyrost granicy gór­
nej. W podobny sposób otrzymujemy szereg wzorów.

f(x) d x  =  Au f(a\,£
/a+2Aii

f(x)  =  A u f (a  -f- A u),

fl + A«
f*a 4-.3A u
I f(x)  d x — Auf ( a  -j- 2 A u). 

J a 4-2 A«

i dodając następnie stronami n takich równości, otrzy­
mujemy:
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i

'«-f « A u
f(x)  d x =  Au [/"(«) -{- f (a  -f- Jm) -f- f (a  - j - ‘2Au)

4~ • • - +  f ( a 4 “ (n — \ )  Au)\. 
Założywszy nAu =  b — a, powiększamy następnie nieogra- 
niczenie liczbę *n i wskutek tego zmniejszamy równocze­
śnie nieograniczenie Au. Z poprzedniego wzoru otrzymu­
jemy wtedy:

¡ p T  f 1’f ( x ) d x = \ \ m  5.[/'(«) +  f{a  +  8) +  f (a  +  26)
 ̂ “ '' 0 + • • •  +  /(*  — 5)]-

Wzór powyższy stanowi nowe określenie całki oznaczonej, 
niezależnie od pojęcia całki nieoznaczonej i wobec tego 
może być użyty do bezpośredniego obliczenia całki ozna­
czonej. Podajemy następujący przykład:

ri> r
f ć*dx =  lim 8 , ra -|- ea+'' -f- ea+(" — ]}°

J  “ s=o L -
=  lim 5 e“ (1 +  +  e2 5 - f  ; . .  t" - 1 •'5)

en'J -  1 
=  lim 8 .e “—j——— 

e° — 1
5

== lim — — - (e’’ — ea) — eh — ea, 
e'J — 1

ponieważ granica, do której dąży otrzymany iloraz, wy­
znaczona podług reguł rachunku różniczkowego, równa 
jest jedności.

Może się zdarzyć, że funkcja f(x),  występująca pod 
znakiem całki, w przedziale od *  do b przy pewnej war­
tości x = c  staje się nieskończenie wielką, a mimo to całka 
oznaczona może posiadać określoną wartość. W tym wy­
padku określać należy całkę oznaczoną w następujący 
sposób:

I f { x ) d x  — \\m I f(x)  dx- \ -  lim / f ( x ) dx ,
J  a  8 = 0 J  a  :  — o J  c  i

przyczem jednak należy zbadać, czy całki oznaczone, znaj­
dujące się w prawej stronie wzoru, dążą do granic skoń-
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czonych i ściśle określonych, niezależnych od 6 względnie 
od e. Mamy np.

r  d x  r - z— ^ L — + nm r
J o V ( ^ l ) 2 8 = 0 J o ,  v (£ C — l ) 2 c = 0 J l + z s j ( x - i y

=  lim
5- o

3 (ic— 1)^
X~l —O

-(-'lim
x = 0  5 = 0

3(tf — 1)&
a - = 9  

i  = l 4- £

=  — 3 — lim 3 8& — lim 3 e ł  +  6 =  3, 
S=o 5 = 0

natomiast

/o d x  A - o  d x  . fo
T— ===== lim I ;• -- • -f- lim /

o'\J(x — l)4 s=oJ o \j(x —  l)1 5=oJ l+e

d x
\ i (x— ] ytl(x — l )1 o— oj  0 \j(x — l)'

nie posiada określonej wrartości.
Podobne uogólnienie pojęcia całki możliwe jest rów1 

nież w tym wypadku, kiedy jedna z granic całkowania, 
albo obie granice dążą do nieskończoności. Zakładamy 
wówczas

/ °° f ( x ) d x  — lim / ° f (x)  d x  (S dodatnie)
J  a S=oJ  a

o ile całka, znajdująca się w prawej stronie powyższego 
wzoru dąży istotnie do pewnej granicy skończonej i ściśle 
określonej, a więc niezależnej od 8. Tak np.

f 00 e - * d x  =  lim [ l
J  o 6=0 J  o

e~xdx  =  Um 
0=0

d —lime = 1;
6=0

/ oo t
ex d x  nie posiada skończonej wartości. W po-

o
dobny sposób należy pojmować

[ T ‘f { x) d x — lim f ( x ) d x - \ - l im f  f {x)dx .
J  5= o J  o s = o J  j
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Z a d a n i a .

391 )J mxn d x  =  (¿n+1 — an+1)

B
5

r+-  ' 64392) / x ' d x ^  Ç-
2

2ab +  b * ~ 2 a * - a * b393) J h{ a - \ - bx ) dx  =  2ab  +  b3~>

394)J \ ‘2x  -i 3Xs) d x  =  36 y

t  3 9 5 ) J  ,  ( l  + ^ r  —  ^ 2 )  1 32 /  48

3 9 7 )J “^ - ^  =  i l g 21
I  3x 2~  4 2 5

d x    jr
ic2-{-«2 4«

d a ;  it
-- o ^+1“ 2

398) r
J  oc

m f y

401 ) f  d x  \Jx — ^\¡a3 
J o  3

4o2)r da? (— 2 : 38 
: 3

403)J' d x  Ja2 — x 2 =  a K4

404)J 3x \ ilx2- j -4a2d x  =  a3(p\ jś  — 8)

405) J'
o ya2 — X2 2
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x z

407) [* ? 2 .-. d x  =  l  { 2
J  i\]2-)-4x 2

,ne. r° x 2 3 «23t

409) ̂ l'dx J2 bx  — x 2 =  ~

» / :
410) / .. . . — da:

a?2n  1 . 3 . 5 ___(2 n — 1) ir
VXZT¿1 2 . 4 . 6 ................2 n 2

1/

f 1 a;2̂ 1 2 . 4 . 6 ..................2 ?i
411)J  n y j p p  3 . 5 . 7 . . . . ( 2 7 1 + 1 )

412)J'  e^dx — e — 1 

413>/ '  xe* d x  — 1

/2 e2o__ 1
e“  d x  — ---------

*

415) f OCe - axd x  =  --
J  or+1 a2— 1

416) / a * d x ■■ a l ga

4 1 7 ) ^ = l g 2
f m m m

418) J ' x t l gxdx —

?T

419 )J~~ sin x dx  = 1  — y0)5

/x x
2 asin ^ d x  =  i a
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421) /  3(2 cos a; -  1) 'dat =  0 ,6848. . . .  = + 3 - f
J O  - O

4221 f*  ■ a / sin m x d x t
J  o

f*  sin m.T
“ 3) I cos mx d x  — '

J o

X

m

o w

424) / sin 2 aa; da? =  0, gdy a jest liczbą całkowitą 
J  o

X

4 2 5 )/ sin22a;da;= Y  
J o  4

X  X

AO f̂*-2n a F  !„ a 1 3 . . . .  (2 7 1 -1 ) TCi 426)1 sin2na;da;=: 1 cos2nx d x  —  —2 . 4 ...................2ti 2
*r

* nr
427)1 sin 2n+1x d x  =  cos 2n+xx d x  —

J o  J o
2 . 4 . . . . . .  . . 2 n
3 . 5 . . . .  (2ti+ i)

f T  «
428)1 (cos4a?— cos6 a;) da;

J o  32

429) J  sin!>x d x  — ~ ^ ~

T

4 3 ° ) /  0 (1 — d* — p -
Zakładamy a ; = s in 3cp; mamy wówczas <p =  0 zamiast 

* =  0 , cp =  zamiast a; =  1, jako nowe granice całkowania.

>/!
x

3«* — 1431) 1 e2* sin* x  dx~
8
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•J432) i cosi x d x -

433)i j  \ g x d x  =  ~'Xg2
o
X

’¥  ¿a;
os

i



Zastosowanie rachunku różniczkowego  
i całkowego do geometrji.

§ 1. Styczne i normalne do krzywych płaskich.

Styczna do krzywej y = f ( x ) ,  poprowadzona w punkcie
(1 1/

(x , y), posiada współczynnik kątowy =  (str. 8), a rów­

nanie tej stycznej jest postaci następującej:

jeżeli X , Y  są współrzędnemi zmiennemi dowolnego punktu 
stycznej, a x, y  są współrzędnemi punktu styczności. Gdy 
równanie krzywej podane jest w postaci f ( x , i/) =  0 , to

• d y  • - ł • i y a • ó / - i)/zamiast ~  w równaniu stycznej kładziemy — — .

pisząc:

(2)

W równaniu (2) oddzielimy wyrazy ze zmiennemi 
X, Y  i wyraz wolny: mamy wówczas:

^ Z + ^ r - ( ^  +  ̂ 2/) =  0 (2 *)
b x  1 c)# lóa: c)?/ / *

Weźmiemy teraz równanie jednorodne ft (x, y, z) — 0 , 
otrzymane z równania danego f(X, y) — 0 przez zamianę

CC V
x, y  na odpowiednie stosunki —, ^ i przez usunięcie m ia­
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nowników: odwrotne przejście: od funkcji jednorodnej ft 
do danej funkcji /"możemy wykonać kładąc z — i.  Zwią­
zek taki istnieje oczywiście również pomiędzy pochodnemi 
cząstkowemi obu funkcji względem x  i y, to 7.11 nczy,

,dl -  ^
a® v | f y 2=i'

Uwzględniając twierdzenie Eulera o funkcji jedno­
rodnej stopnia n:

znajdujemy:

' b x '  b y )  \  a® ^ y ) z - i  \  d g ’ «=1
a więc równanie stycznej w postaci (2tt) może być otrzy­
mane z równania

x + b/'  r+  W .? — o (i)
a® b y  ’ bz  .

po podstawieniu z —  1.

P r z y k ł a d :  -¿-f7 ~ ,— 1 =  0 jest postacią zwykłą,

CC XI
~ — 22 =  0 postacią jednorodną równania elipsy,
CL u

M  =  ó A = _2 y b f x 
b x  a2’ b y  b*' b 2 =  — 2r. Postać jednorodna rów-

®Ar y Y
nania stycznej: —~  -j- ■ — r2 =  0, Przy r =  l  znajdujemy

zwykłą postać równania stycznej: ^ ^ - j - — 1 == 0.

Jeżeli krzywa określona jest za pomocą dwuch równań:
, d y  d y  d x  .

X =  V (f), V—$ ( ł ) ,  to 1 równanie stycznej:



Jeżeli wreszcie r = f ( t ) jest równaniem krzywej w ukła­
dzie współrzędnych biegunowych, to: x = r c o s ł ;  y — rsint;

d x  dr  , . , d y  dr  . , ,
• _ -rr — ^r-.cost — rs ini ;  7 7  =  ~  sm t -4- r  cos f.• * di  d i  d t  d t  '

N o r m a l n a .  Normalną nazywa się prosta, prostopa­
dła do stycznej, poprowadzona przez punkt styczności. Jej

współczynnik kątowy równa się przeto — Różnym po­

d a ;

staciom równania krzywej odpowiadają rówmania normal­
nej postaci następujących;

y  =  f (x)  ( r - y ) ^ ( X - x )  =  0 (6)

f ( x , y )  =  0 ( F J - 2/) | £ ; 7 ( ^ _ * ) | £ ^ 0  (7)

a; =  cp(i), y  =  * ( t )  ( Y . - y ) ? f + ( X - x ) ^  =  0. (8)

Znaleźć równanie stycznej w przykładach następują­
cych :

. ;  tt * , , V 2  - i r, . y Y  .  n1) Hiperbola: - s — ¿5— 1 = 0 ;  styczna: 1 =  0.

2) Parabola: y ‘ — 2 p x  =  Q\ styczna; y Y — p ( X - \ - x ) = 0 .
3) Parabola N e i l ’a; x 3— p y 2 =  0; 

styczna: 3 x 2X — 2 p Y — p y 3 — 0.
4) Cisoida: y 2 (2r  — x) — a;3 =  0;

styczna: 2 y(cc — 2r)Y- \ -  (3x* - f  y 2) X  — 2 r y 2 =  0.
5) Liść D e s c a r t e s ’a: x 3 —■ 3 a x y - \ - y 3 — 0; 

styczna; (x 2 — ay) X -f-(?/2 — a x ) Y — a x y  =  0 .
6) Lemniskata jest krzywą otrzymaną w następujący 

sposób: dane są dwa punkty stałe A i B  i długość 
A B  =  2e; wyznaczamy miejsce geometryczne punktów 
M,  zajmujących na płaszczyźnie takie położenia, że 
iloczyn promieni wodzących M A  i M B  jest stały. Kła-

Dölp- N etto . 15
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dąc: M A = r , M B = i \  i r.>\ =  a'2, mamy CA =  C B = e ;  
C P  =  xJ M P = y ; [f/ +  (e +  *)»] [y2 +  (e -  .v)'] =  a*;

Rys. 12. >

M

(y2-j-sc2)2 =  2e2(ic2 — y 2) - | - a 1 — A  W  wypadku szcze­
gólnym, gdy a =  e, otrzymujemy równanie:

(:x2 -j- i/2)2 — 2 a2 (®2 — i/-) =  O.1 
Podstawiając: x  — r  cos i, i/== r s in /  znajdujemy rów­
nanie biegunowe: r•== a \j2 co s2 £ =  b \jcos2t,  gdzie
b — a\j  2.

Przy wyznaczaniu poszczególnych punktów krzy­
wej możemy posługiwać się układem kół, posiadają­
cych wspólną cięciwę = 2 a; ta ostatnia bowiem dzieli 
każdą ze średnic prostopadłych do niej na odcinki, 
których iloczyn zachowuje stałą wartość = a2 i tym 
sposobem każda para znalezionych odcinków stanowi 
parę promieni wodzących wyznaczających punkt 
krzywej.

Znajdujemy równanie stycznej:
- (x2+ i/ - a ; !!)xX-f(ic2- f ?/24-a2)i/ r +  a 2 { i f  - x - )  =  {)

7) Krzywa logarytmiczna: y  =  ax; 
styczna: Y — y = ( X  — x) a x Iga.



m ( Ł _ £ . \
8) Krzywa łańcuchowa: y  —  — I cm -)- e mj;

styczna: —  — e "*j(,Y — x).

Ponieważ tg ct== — e ~ ”̂ j ~  m ■' przeto

kąt nachylenia stycznej wyznaczamy za pomocą ta­
kiego trójkąta prostokątnego, w którym przeciwpro- 
stokątną jest rzędna punktu styczności, a m  jest jedną 
z przyprostokątnych.

9) C y k l o i d a .  Jeżeli koło (rys. 13), styczne początkowo
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Rys. 13.

do prostej A B  w punkcie A,  toczy.się następnie po 
prostej AB,  to punkt M,  rozważany na okręgu tego 
koła i znajdujący się początkowo w punkcie A , za­
kreśla cykloidę. Każdemu zupełnemu obrotowi koła 
odpowiada wtedy jedna gałąź cykloidy. Zakładamy 
A P  =  x , P M — y , MC — a Kąt utworzony przez pro­
mień C M  z promieniem GB  poprowadzonym do no­
wego punktu styczności przyjmujemy za zmienną nie­
zależną t, wówczas łuk M B  =  at.  Ponieważ A B  =  łu- 
kowi MB,  więc x  — A P — A B  — M D  — a ( t — sin {);

1 3 *
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y  =  M P — C B — GD — a(  1 — cos i). Są to równania 
cykloidy. Rugując t, otrzymujemy:

x — a arc cos ■ -  — \j‘2 ay  — y 2.

Równanie stycznej: Y — y  =  ( X — a:)cotg-^

„ normalnej: Y — y  =  — (X — ic)tg ~

Możemy dowieść, że normalna w punkcie M  prze­
chodzi przez chwilowy punkt styczności ruchomego 
koła z prostą, podstawiając równocześnie w równaniu 
normalnej X  =  at, Y = 0 ,  jako współrzędne punktu B  
i x  =  a( t  — sin i), y =  a (  1 — cosf) czyli współrzędne 
punktu M.

10) E p i c y k l o i d a .  Jeżeli koło, którego środkiem jest 
punkt G (rys. 14), toczy się po cjkręgu stałego koła,

Rys. 14.

mającego środek w punkcie A,  przyczem koła te są 
-do siebie styczne zewnętrznie, to punkt M  znajdujący 
się na obwodzie ruchomego koła zakreśla epicykloidę. 

Załóżmy A B  =  r, CB — a, A P — x, M P = y .  
Kąty E A B  i M C B  oznaczmy odpowiednio przez t i it;
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mamy wtedy: łuk B E = r t ,  łuk B M — atu luk B E =  

łuk. BM,  czyli r t = a t i , skąd =  x = A H - \ - D M \

Możemy dowieść, że i w tym wrypadku normalna 
do krzywej wt punkcie M  przechodzi przez punkt 
styczności B,  podstawiając równocześnie w równaniu 
normalnej współrzędne punktu B,  czyli X = r c o s i > 
!T = r s in i  i współrzędne x , y  punktu M.

11) K a r d i o i d a  jest szczególnym wypadkiem epicykloidy, 
odpowiadającym warunkowi a — r. Równania jej są 
przeto następującej postaci: &’ =  2 a c o s i — a c o s2 i =  
=  a (2 cos i + 1 — 2 cos2i); y — 2 a s in i — a sin 2 i =  
=  2 a s i n í ( l — cosí). Przekształcając powyższy układ 
równań przez zamianę x  na a — x  otrzymujemy:

y  , __
x  — 2a  co sí (cos i — 1); -  — — tg i; cos t =  - = = = ;

A H — (a-^-r)cosí; E M = a s i a  j í- j- íi— ó)“  — «cos(í-(-

+  í j j ^  — o c o s l^ i ^ J í ;  y  — G H — CD; C H = ( a  +  

-{- r) sin i ; C E  — a cos |i  +  ia — =  a sin (i i,) =



x 2- \ - y 2 =  4 a2 (1 — cos i)2; (x 2 -f- i/2)2 — 4 ax (x 2U- V') — 
— 4 a 2y 2 =  0. Kładąc: a? =  rcoscp, y==  rsin  <p, otrzy­
mujemy równanie biegunowe:

r =  2 a ( l  -f- coscp) =  4 a co s2-|-

12) Gdy toczące się koło jest wewnętrznie styczne do koła 
stałego, to punkt rozważany na okręgu ruchomego 
koła zakreśla; h i p o c y k l o i d ę ,  przy r^>a,  albo pe- 
r y c y k l o i d ę ,  przy r < a. Równania tych krzywych 
otrzymujemy z poprzednich równań, biorąc — a za­
miast a.

13) K r z y w a  A r c h i  m e d e s a :  r  — ał, albo: x  — a t cos i, 
y z = a f  sin f.
Styczna: (F-—y)(cost  — (sin t) -  {X.—a;)(sini-{-icosi)-j-0.

14) K r z y w a  l o g a r y t m i c z n a :  r =  a i.
o. F — y  lg a sin 14- cos t , . .. ,Styczna: , ,  — —---------r-1— ;—r =  Jc ( =  wspołcz. ką-

J X —x  Iga cos i — sini  v
towemu stycznej).

Współczynnik kątowy A, promienia wodzącego
£ __£ i

równa się tg i. Możemy dowieść, że i g v  =  ± r h — jzr'1 — JClĈ Cl
to znaczy, że kąt, jaki tworzy styczna z promieniem  
wodzącym posiada dla wszystkich punktów' danej 
krzywej stałą wartość.

§ 2. Punkty podwójne, punkty zw rotu (ostrza), 
punkty sprzężone (odosobnione).

Jeżeli we w'zorze (2), po podstawieniu współrzędnych

punktu styczności, otrzymujemy — = 0  i — 0 ) to

otrzymuje postać nieoznaczoną i wówczas dla takiego punktu 
(rozważanego w odległości skończonej) kierunek stycznej jest 
również nieoznaczony. Istotną wartość powyższego wyra­
żenia nieoznaczonego znajdujemy wr wiadomy sposób:
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d x

skąd wynika:

_ JLL + v ( &f:) _ ¥1. *:£
C} V _ _  bx by ~  \  \  b x b y )  b x 2 b y 2

(9)d x  Q2 f

W 2

O ile otrzymane wyrażenie nie posiada równocześnie 
postaci nieoznaczonej, to za pomocą powyższego wzoru

(L t/
znajdujemy dla pochodnej wogóle dwie wartości różne,

a więc krzywa w' rozważanym punkcie posiada dwie styczne 
różne, co możliwe jest wówczas, gdy dwie gałęzie krzywej 
przecinają się w tym punkcie. Punkt taki nazywamy 
p u n k t e m  p o d w ó j n y m  ( wę z ł e m ) .  Ażeby dwie znale­
zione wartości były rzeczywistemi i różnemi, powinno być

b2f  y  \ 2 S Y  b*f
— > - Y ■ -—5. Jeżeli natomiast - - =  v—„• t —51

bxc)yj  b x 2 ?) y  \ b x b y j  b x 2 b y
to styczne schodzą się ze sobą, pętlica znika wówczas
i punkt podwójny staje się p u n k t e m  z w r o t u .  Jeżeli

. / b*f  \ 2 b2f  b2f  d ywreszcie | - — <T . —A- to posiada wartości ze-
\c) xby )  bx-  by* d x

spolone. Punkt ten jest punktem krzywej w tern znaczeniu 
tylko, że współrzędne jego czynią zadość równaniu krzy­
wej; nazywamy go p u n k t e m  o d o s o b n i o n y m ,  albo 
s p r z ę ż o n y m .  Punkty podwójne, punkty zwrotu i punkty 
odosobnione posiadają przeto tę wdasność wspólną, że 
współrzędne ich czynią zadość równaniom:



'.' > ?/  r> fi® $>y - '
mamy przytem:

/  \ 2 ?)2f  s 2/1punkt podwójny, jeżeli ( _ )  >  — 2. — 2

„ zwrotu „ „ =  „
» odosobniony, „ „ <

(L *?/
Rugując ~~~ z układu otworzonego przez równania (1) a cc

i (9) otrzymujemy równanie stopnia drugiego względem 
współrzędnych X  i T

( « )
jest to równanie układu dwuch stycznych poprowadzonych 
w rozważanym punkcie krzywej. Dla punktu zwrotu krzy­
wej — lewa strona tego równania jest kwadratem zu­
pełnym.

Jeżeli współrzędne dowolnego punktu krzywej są funk­
cjami pewnego parametru: a?= cp(i), y —ty(t), to dla punktu 
podwójnego równanie stycznej, w postaci (5) nie zawiera 
wyrażenia nieoznaczonego i wówczas istnieje inny spraw­
dzian dla stwierdzenia punktu podwójnego, a mianowicie 
dwum różnym wartościom parametru t odpowiadają je­
dnocześnie równe wartości zmiennej x  i równe wartości 
zmiennej y.  Warunek ten wyrażamy w następujący sposób: 

*  =  cp(0  =  cp(ii); g = \ H 0 ' = t | #  • (12)
Rozwiązania powyższego układu równań są wartościami 

parametru odpowiadającemi punktowi podwójnemu. Pod­
stawiając kolejno w równaniu (5) odpowiadające sobie 
wzajemnie! wartości parametru, otrzymujemy równania obu 
stycznych w punkcie podwójnym.

Jeżeli powyższe wartości parametru: t i i, zbliżają się 
do siebie nieograniczenie, to pętlica krzywej maleje nieo- 
graniczenie, znikając wreszcie przy t == t i . Punkt podwójny



staje się wtedy punktem zwrotu; dla takiego punktu mamy 
nie tylko cp (i) =  cp (£j), >jr(i) =  \]/(ćl), lecz również i t =  tl .

Zważywszy teraz, że d la3punktu podwójnego spełniają 
się równania:

<p.(Q — <P(*i) t ( Q —
t — tL ’ t  — t t ’

— równoznaczne z równaniem (12) — niezależnie od wiel­
kości pętlicy, przeto w wypadku krańcowym, to znaczy 
dla punktu zwrotu mamy:

llm < K 9 -< p f t ) = o, | i m t ( 0 - y tL) = ą  >lbo:
o ~~~ Z —

— - 0  d y - 0  113)d t ~ U’ d t ~ ° -  W

Współczynnik kątowy stycznej, równy —

otrzymuje wtedy postać nieoznaczoną -jj i posiada wartość

%ł d“CC
istotną Otrzymujemy wobec tego następujące

równanie układu stycznych w punkcie zwrotu, schodzą­
cych się ze sobą;

{ ( r - r t g - t r - * ) f | ] = o .  (14)

Uważamy za właściwe przedstawić pojęcie punktu 
zwrotu ze stanowiska czysto geometrycznego.

Bierzemy na krzywrej ciągłej trzy kolejne punkty nie­
skończenie blizkie: 1, 2, 3 i prowadzimy dwa promienie 
nieograniczone, z których jeden, wychodząc z punktu 
przechodzi przez punkt 2 , a drugi wyprowadzony z punktu 2 , 
przechodzi przez punkt 3 ; promienie te możemy przyjąć 
za styczne do krzywej w punktach 1 i 2, poprowadzone 
jednostronnie w kierunku wzrastającego łuku krzywej. 
Mówimy, że kierunek krzywej zmienia się w punkcie 2 
w sposób ciągły, jeżeli styczne powyższe tworzą ze sobą
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kąt nieskończenie mały. Następuje natomiast przerwa cią­
głości w procesie zmienności kierunku krzywej, gdy styczne 
w punktach nieskończenie bliskich tworzą ze sobą kąt 
skończonej wielkości; punkt 2 nazywamy wtedy o s t r z e m .  
Wypadkiem szczególnym jest punkt zwrotu, wówczas mia­
nowicie, gdy styczne 1, 2 i 2, 3 tworzą ze sobą kąt 180°. 
Ażeby się o tern przekonać, należy rozpatrywać punkt 
zwrotu jako taki, który powstał z punktu podwójnego. 
Punkty 1 i 3, rozważane poprzednio w dwucb różnych 
położeniach, umieszczamy obecnie w punkcie podwójnym, 
a punkt drugi — na pętlicy, w dowolnem położeniu. Pro 
mienie 1, 2 i 2, 3 tworzą wówczas jedną linję prostą, lecz 
zwrócone są w przeciwne strony i tworzą kąt 180°. Rozu­
mowanie takie może być przeprowadzone niezależnie od 
tego, jak wązką jest pętlica krzywej; a więc stosuje się 
ono i do tego wypadku krańcowego, kiedy punkt podwójny 
staje się punktem zwrotu. Cięciwa 1, 2 staje się wtedy 
o s t a t n i ą  styczną p r z e d  punktem zwrotu, a cięciwa 2, 3 
p i e r w s z ą  styczną za punktem zwrotu. Każda z tych 
stycznych poprowadzona jest jednostronnie w stronę ro 
snącego łuku krzywej.

15) L e m n i s k a t a :  {x2Ą - y 2)~— 2 a? (x2 — y 2) =  0 posiada 
punkt podwójny: ic =  (), y  =  0 i w  tym punkcie dwie 
styczne: Y — ±  X  nachylone do osi odciętych pod 
kątami 45° i 135°, a więc prostopadłe do siebie.

16) Ci s o  i da: y - ( 2r  — x ) — a;3 =  0; punkt zwrotu, a? =  0, 
y  =  0 ; styczna Y^^O.

17) P a r a b o l a  N e i l ’a: x 3— yy*" — 0; punkt zwrotu: 
*  =  0, y  — 0 ; styczna: Y2 — 0 .

18) f =  x i - f -aix 2 — a2t/2 =  0 ; punkt podwójny; x  =  0, 
y  — 0; styczne: Y = ± X .

19) f — x 3~f-x y ‘2— 2 x 2— 2 i/- j -2 = 0 ;  punkt zwrotu: x — h  
y  =  1 ; styczna: (Y + X  — 2)2 =  0 .



;20) f — y-  — x 3 — x 2 =  0; punkt podwójny: x =  y  =  0 ; 
styczne: Y — ±  X.

2 1 ) f  — — 2 a2y 2 — 2 b 2x 2-\- b4 — 0 ; punkt po­

dwójny: x=^ +  b, y  — 0; styczne: F =  ±  — \/2 (X-j-£);
(X

Y = + l- { 2 { X - b ) .
~~ a '

22) f — x 4— 2 ay 3 — 3 a2y 2— 2a2x--\-  a 4 =  0; punkt po­
dwójny: x ^ a ,  i/Ł— 0 ; x2= - a ,  rjY— 0 ; a’3= 0, y%—  -  a;

styczne: Y1 =  ±  v/^C^i “  a); ^2 =  ±  \  ^ Ć fs +  a)>

±  \ j  ̂  j | l  — «•

23) / =  (y — by  — (x — a)5 =  0; punkt zwrotu: x — a, 
y — b ; styczna: ( Y — b)2 — 0 .

24) f — 5 y 2-\-10y — a:3-)-2 a:2- [ - 5 = 0 ;  punkt odosobniony: 
x  =  0, y  — — 1.

25) f — (y — x)2 — x 3 =  0; punkt zwrotu: r =  0 , y  — 0 ; 
styczna: Y = X .

26) f — a y 2 — x 2- \ - bx2 — 0\ punkt odosobniony: x  — 0,
y — 0 .

27) f==§y2 (2 — # ) * ( ! — oj) =  0; punkt odosobniony: 
x  =  2, y  — 0.

28) S p o d k o w a  e l i p s y :  a x 2- \ - b y 2— (a:2 -j- y 2)2 =  0; 
punkt odosobniony x  — 0, y  — 0.

29) y  — ax- \ -b  ysinx — 1 jest równaniem układu punktów'
, . jt an 5jt 5üjt

odosobnionych: x1 =  ~, ŷ  — — -, x2 =  — , y2 —

i t. d., leżących na prostej y  — ax.
30) C y k l o i d a :  x  — a( t  — sin i), y  — a {  1 — cosí); cp' (i) 

=  a ( l—c o s i)= 0 , 'J /( í )= a s in í= 0 . Ponieważ równania 
te spełniają się przy ¿ =  0, 2n, 4jc i t. d., przeto 
x^— 0, y t =  0 ; x2 =  2an,  y., =  0 i t. d., są punktami
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zwrotu. Styczne w tych punktach są prostopadłe do 
osi odciętych.

31) Ewoluta elipsy:
a2 - ń *  a8 — b- .

x — ---------- cos s t, y — ---------; sin8 ia y b
posiada 4 punkty zwrotu, odpowiadające wartościom

jt 3ji
parametru: 0 , ^  y

§ 3. Koło krzyw izny i ewoluta krzywej.

Biorąc na krzywej trzy punkty 1, 2, 3, prowadząc 
cięciwy 1, 2 i 2, 3 i wystawiając prostopadłe ze środków 
tych cięciw, otrzymujemy w punkcie przecięcia prostopa­
dłych środek koła, przechodzącego przez trzy punkty krzy­
wej. Gdy te trzy punkty zbliżają się do siebie nieograni- 
czenie, to cięciwy, malejąc nieograniczenie schodzą się z ele­
mentami krzywej i jednocześnie z odpowiedniemi elemen­
tami okręgu koła. Prostopadłe do cięciw stają się wtedy 
normalnemi do krzywej, nieskończenie blizkiemi, a koło 
staje się k o ł e m  k r z y w i z n y .  Miarą krzywizny w danym  
punkcie krzywej nazywamy krzywiznę koła odpowiadają­
cego temu punktowi krzywej, wyznaczonego w powyższy 
sposób; przyczem krzywizną koła nazywamy odwrotność 
jego promienia. Zaczynamy od wyznaczenia środka koła 
krzywizny, gdy krzywa jest określona za pomocą równań; 
x  =  y(t ) ,  y  =  y\r(t)-, prowadzimy normalne z dwuch punk­
tów krzywej: x, y  \ x t , y t i określamy ich punkt prze­
cięcia. Mamy następujące równania normalnych:

( I5 )

d e )

Współrzędne X  i Y  punktu przecięcia czynią zadość 
obu równaniom. Wprowadzając nieoznaczony na razie
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współczynnik m, jako niewiadomą pomocniczą, zastępu­
jemy równanie (15) układem równań:

X  — x — Y
d y  --, , d xm —r, Y = y - j - m - (17)
d t ’ 1 "’ d t

i podstawiając w równaniu (16) otrzymujemy równanie 
dla m:

dx,  , /  , d x  \ d y x
x- m d y

d i

m ■■

x,
d tL y - 9 n j i - V ' ) dfj

:  0

(*■
d y d x x d x d y x 
d t  d t i d t  dt^

(18)

Wracając następnie do równań (17), otrzymujemy 
współrzędne punktu przecięcia normalnych; ponieważ je­
dnak punkt przecięcia powinien być wyznaczony zgodnie 
z założeniem, że normalne zbliżają się do siebie nieogra- 
niczenie, przeto i dla pomocniczej niewiadomej m, po od- 
powiedniem przekształceniu znalezionego wzoru, należy 
wyznaczyć krańcową wartość.

m :

X — X dx
dtf ^

y - i h # 1
t t, t - t ,  j dtx

~d]L _  d y :  
<t t dtx d x

~dx dxx 
d t dtx

t — tl <i t t —.ti

(19)
d y
d t

Przechodząc zaś do granic, gdy t1 staje się równem i, 
mamy:

'd_xV 
\ d t .m-

+
( d y y  
\  d t ) (20)

d x d ly d y d i x  
d t d F ~ ~ d t  d ¥

Podstawiając znalezioną wartość m we wzorach (17) 
znajdujemy współrzędne środka krzywizny:



206

X- ■ x  ■

d x
d t

d y
d t

dxdhy  d y d 2x

Y — y-

d t  d t2 

( £ )  +

d t  d t 2 
( d y \  2] d x

(21)

dxdhy  
d t dt1

\ d t ) J d t  
d y  d 2x
d t  d t 2

Otrzymujemy wreszcie promień krzywizny obliczając 
odległość środka X, Y  od danego punktu krzywej x, y:

2
p = \ / ( Z - z ) 2+ ( r

' d x  
\ d t +

d x d 2y  
d l  d t * '

( d y
\ d t  

d y  d 2x
(22)

d t  d t 2
Jeżeli w otrzymanych wzorach przyjmiemy x  za zmienną 

niezależną, zamiast i, to otrzymamy wótoczas y  —  \J/ (x),
d y  d y  d x   d 2x
d t ~ ~ d x ’ d l ~  ' d t 2 ''albo — f(x), • 0, a więc:

1 +
. m ■■

d y \
d x j

d*y
d x 2

: X ■ i ż M
dXy 
d x 2

V

d y
d x

- V - d*y)
d x 2

1 + (S )
d s y
d x 2

(23)

(24)

(25)
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Jeżeli krzywa dana jesi w układzie współrzędnych 
biegunowych za pomocą równania: r — f(t),  to podstawia­
jąc we wzorach (21) i (2 ) x — r c os t  i y  — r ń n t ,  znaj­
dujemy:

X  — x- .GD + , ;! di
dt

sin / -f- r cos t

2 d2r 
r d t 2

■■y-
d t  T

dr  ,
7, cos t — rsm  t d t

f 2 +  2
dr
d t

d*r
dl*

(26)

(27)

V (* )+ “

^  [ d t  dt*

(28)

Jeżeli wreszcie równanie krzywej dane jest w postaci 
f(pc, y ) ~ 0, to podług wzoru (7) układamy najprzód rów­
nania dwuch normalnych poprowadzonych w punktach
*>  V  i x i ,  ?/i •

7\ -f r\ /
(29)(X (Y  — y) ~  =  0;

(X — x1) y,) :
c»?/i d,*!

: 0 . (30)

Dla wyznaczenia współrzędnych punktu przecięcia X,  
y  zakładamy, na zasadzie równania (29)

X  — x  Y — y

K  ~  i i  :
d x  dy  

podstaw-iamy następnie:

X , =  x + m' %  r = ! '  +  ” ,' K
(31)



w równaniu (30) i otrzymujemy:
d A
da;

(iX1

) i - (
X)

m, c>2/i

, i )A  d /
V — U, “p  Wli T— I -r-^- :
J  1 C) ?//

/  \ 9 /1

ZZJłZ.
()Xę)l/l

m,

d /
&2/i

y«

d /  9 /
Cl?/ c>£K.

y \  D f
X\ — x)  i i ą

&/' d r "0 / &/“
Sy, d y da?j da;

da; _ a;t — X -  a: dy

(32)

Gdy normalne schodzą się ze sobą, to ich punktprze- 
cięcia staje się środkiem krzywizny. Znajdujemy przytem 
odpowiednią granicę wartości mv

lim c) f  c) f

lim

lim

d x v d x ’

_ d f _ d £  
dy, i) y

lim “— =

x t -

'At
£ł £C,

■x

()X

s>2/i d y ’

M ]
d y / _

lim
y l — y _ d y  

dxd■x

d
V f  . b2f  d y .

■ X

d x

M
da;

dy da; 

c) 2/" ,

d y* d x  

d2/  d y

m , która,

¿a; da;2 b x b y d x  
Wprowadzając znalezione wartości do wzoru (32) i biorąc

— zamiast otrzymujemy tę wartośćdar dy d x 1  ̂ J J
po podstawieniu we wzorach (31), daje współrzędne X  i T
środka krzywizny. Znajdujemy:

/ć > r \2 , / d A *
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v (li)+ (S
± v

\*y)
§T3

(34)
V \ 2 , l * f

_ \ H  W ,
_  i ! i  / i £ \ 2 . 2 J ! L  i i  i i  _  i ! i  / i A 2

c) a;21 c) 2/y $xc>y d x d y  5i/2ls*l 
Możemy dojść do wzoru (34) również w ten sposób,

że bierzemy dawne wzory (23) i (25) i podstawiamy w nich:
d y   d/~ _ d f
d x  ó x ' d y

_ iii (ii)21 o _i!A ii ii _ iii (iiw
d2y   i>x2\ i )y)  ę)x<!)y d x b y  by2\bXi
d x 2 / S f

ó fPrzekonywamy się wówczas łatwo, że m =  m1 — . Na­

leży przeto we wzorze (34) wziąć znak dodatni, albo uje-
s imny, stosownie do tego, czy posiada wartość dodatnią,

czy ujemną. Zgodne są wówczas w zupełności dwie war­
tości p otrzymane ze wzorów (25) i (34).

Jeżeli v  oznacza kąt, jaki tworzy promień krzywizny, 
poprowadzony od punktu krzywej do środka krzywizny, 
z dodatnim kierunkiem osi odciętych, to mamy wówczas:

X  — x  . . Y — ycos v =    ——— ~ —= •= = ,. sin v —
v(-V — x)~ ( Y— y)~ ' l ( X - x y +  ( Y -  y f

Równania te decydują ostatecznie, w jakim kierunku od­
mierzyć należy promień krzywizny na normalnej od punktu 
(x, y). Bezwzględną wartość promienia krzywizny otrzy­
mujemy z poprzednich wzorów.

W każdym punkcie krzywej odróżniać możemy stronę 
w k l ę s ł ą  od strony w y p u k ł e j ;  wklęsłą nazywamy tę 
stronę, po której znajduje się środek krzywizny, odpowia-

D łlp -N e tt..  l i
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dający danemu punktowi krzywej, stronę przeciwną na­
zywamy wypukłą.

Każdemu punktowi krzywej danej odpowiada, wogóle, 
pewien środek krzywizny. Miejsce geometryczne środków 
krzywizny jest pewną nową linją krzywą odpowiadającą 
danej; nazywamy ją e w o l u t ą  danej linji krzywej. Rów­
nania wyrażające X  i T i  równanie danej krzywej stanowią 
układ równań, określający ewolutę; po wyrugowaniu 
współrzędnych punktu krzywej z powyższego układu otrzy­
mujemy równanie ewoluty w postaci ostatecznej.

Określić elementy koła krzywizny dla następujących 
krzywych:
32) Koło:  — r.s — 0; % =  — X  =  0, r = 0 ;  

p = ±  r. Koło krzywizny, wyznaczone dla dowolnego 
punktu, schodzi się z kołem danem.

33) E l i p s a :  x a  cos t, ? / =&s i n i ;

Rugując parametr t z dwuch ostatnich równań, otrzymu­
jemy równanie ewoluty : \lb2Y 2 -j-  /̂a2X 2 =  y/(a2 — />2) \

a2 — (a*—ń2) cos2
m—   — -----

, r ®2 — o -tr a2 — 1Następnie: A == —  —  cc3, x  ==----- ~ l ~ y s; P =

34) H i p e r b o l a :  —t — p = l ;



.35) P a r a b o l a :  y i'— 2 p x = Q \  —

, r y s X — p . 3 , . .
j =  — ; x  — - - , y  == \ PM , P° podstawieniu

i 5 d
otrzymujemy z równania paraboli równanie jej ewo-

g
luty: Y*== — - ( X  — p)s. Widzimy, że ewoluta jest 

wówczas parabolą Neil’a, (str. 193). Mamy następnie

• P =  +  L  \!(P 2 j r  ?/7)3.
r

36) Ci so i  da: a:3 — y t (2r  — a?) =  (); m. — — ^
' 6# (2 r — a;)’
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v  —ra(12»-5a:)   Hr\Jx ___ r \ x(S r  +  3a;)s
' ~  3 ( 2 r  —  x f  ’ “ 3 v/(2r— .-«)’ P _  +  2 ( 2 r  —  a )*“

(a: t \
i a — c 0 I; w =  y;

n /  — \ « / — ——\
Z —a: — ~ — e °j, F== J p 2  a) = 2 y;

A ,  # A 3 2/2
4Vc'a + e nj = a ‘

Dla każdej krzywej, długość odcinka normalnej, zawar­
tego pomiędzy krzywą i osią odciętych, oblicza się po­

dług wzoru: X — y \ ^ \ - \ -  linji łańcucho-

i/2
wej mamy stąd N — —\ a więc odcinek normalnej(l
równa się promieniowi krzywizny; znajduje się wszakże 
po drugiej stronie krzywej.

38) C y k l o i  da: x = a ( t —sin /), ? /= a ( l  — cos i); m — — 2;  
X  =='a ( t - |-s in  t), Y =  — a ( l  — cosł)  — — y.  Równa­
nia powyższe określają ewolutę cykloidy. Kładąc 

zamiast ł, mamy X — an — a( ty — sin ij), 
Y - \ - 2 a  =  a { \ — cos^); biorąc następnie X t zamiast

u*
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X — an.  i 1\  zamiast 2 a, co równoznaczne jest 
z odpowiedniem przesunięciem osi współrzędnych, 
otrzymujemy równania ewoluty:

X l =  a.(ty — sin ćj), Yj =  a ( l  — cos tx), 
skąd wynika, że ewoluta cykloidy jest również cy- 
kloidą, równą danej, otrzymaną za pomocą przesu­
nięcia równoległego danej cykloidy; jej punkt po­
czątkowy posiada współrzędne air, — 2a.  Znajdujemy

p =  — 4 a sin ^ , a ponieważ normalna =  2 a s in 7r>

przeto promień krzywizny jest dwa razy większy, 
niż normalna. Oba odcinki leżą po jednej stronie 
krzywej i wobec tego znajdujemy środek krzywizny 
przez podwojenie odcinka normalnej.

39)

w następujący7 sposób: prowadzimy (rys. 14) średnicę 
M G ,  łączymy G z A  i przedłużamy normalną MB]

krzywizny i K M  jest promieniem krzywizny. Ponie­
waż G N  jest równoległe do B M  i równe BM,  mamy 
zatem

Środek krzywizny wyznacza się konstrukcyjnie

punkt przecięcia K  jest poszukiwanym środkiem
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K M =  (1 +  —L — \ B M  =Ą2_(a +  r) B M  
(\  ' r -Ą-2aj  2a - \ - r

2(a- \ - r )  . t t 4 a(a- \ -r )  . rt
=  -rr— r— 2 a sin -J- — sin t t-  =  P-2 a-Ą-r 2 2a +  r  2a 1

40) L e m n i s k a t a :  r =  a\jcos2t.  Mamy m =  Ą;
Y  2 acoss i   2 as|n®£ ___  a a2

3\Jcos2t  3\/cos2V  ̂ 3 \/cos21 3 r
Ponieważ « =  rcosć,  y  =  r s in t, , więc x 2-\-■y'i =

y2 I 7/2 f i  2
=  fl2cos2 i, czyli cos2 i =  , p =  — --------- Okre-

«2 . 3 j x 2 +  y*
ślając sin2 i i cos2 i w zależności od współrzędnych 
środka krzywizny, otrzymujemy na zasadzie wzorów:

. cos2< -|-sin2i =  1 i cos2i — sin2i =  co s2 i następujące

równanie ewoluty: 3 (X 8 -|- Y"sj (X®— Y$)& =  2a.
41) K r z y w a  l o g a r y t m i c z n a :  r =  ał. Znajdujemy 

m = l ;  X = - a G g a s i n i ,  Y = a 'lg a co si; p=a*\/l-f-(lga)2. 
Chcąc znaleźć równanie biegunowe ewoluty w y­
znaczamy promień wodzący środka krzywizny 
R = = \ ] X 2- \ - Y*=: a t \ga.  Kładąc następnie' Iga =  as, 
mamy R = a t+i , a więc ewoluta krzywej logarytmicz­
nej jest krzywą logarytmiczną, równą danej i pow­
staje z danej krzywej przez obrót o kąt e.

§ 4. Punkty przegięcia.

Jeżeli trzy nieskończenie bliskie punkty krzywej leżą 
na jednej prostej, to odpowiednijpromień krzywizny staje 
się nieskończenie wielkim. Gdy x, y  są współrzędnemi je­
dnego z takich punktów, to różnice X — x  i Y — y  otrzy­
mują wartości nieskończenie wielkie. 'Jeżeli jednocześnie 
zmieniają się przytem znaki powyższych różnic, przy 
przejściu przez punkt x, y, to zmienia się rodzajN krzy­
wizny wr ten sposób, że strona wklęsła staje się stroną
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wypukłą i nawzajem. Podobny punkt (x, y) nazywamy 
p u n k t e m  p r z e g i ę c i a .

Rozważamy układ równań, złożony z równania krzy­
wej, i równania, wyrażającego warunek istnienia nieskoń­
czenie wielkiego promienia krzywizny, i rozwiązując ten 
układ, otrzymujemy współrzędne wszystkich tych punktów, 
które mogą być punktami przegięcia. Są one istotnie punk­
tami przegięcia, jeżeli w tych punktach następuje zmiana 
znaku różnic X  — x  i Y — y.

Jeżeli równanie krzywej dane jest w postaci f (x,  y ) — 0, 
to zgodnie ze wzorem (34) p otrzymuje wartość nieskoń­
czenie wielką, gdy:

/ 0 f
0  X 2 w ,

V  ■ 2 a2j W V 2_ 0
j  dx dy d x  0 y  by' l \bxf

Lewą stronę powyższego równania możemy przedsta­
wić w postaci wyznacznika; mamy wówczas:

c>Y 0Y  b f
d x* b x b y  'óici
0 Y  c)2f  b f \

i  0#'c)y 0 y- ć> // 
Y f  - W  Q 
dx  i)y

:(). (35)

Mnożąc trzecią kolumnę przez (n — 1), dzielimy je ­
dnocześnie wyznacznik przez n  — l i  kładziemy n f  zamiast 
zera; otrzymujemy wtedy:

I t ! i  ÓY  cn _ n ^ Z
i 0a:2 b x $ y  0)x

i : cVY a Y  ( n _ { k L
n — 1 1 0# 07/ 0 t/2 0 y

b f  d f  ,
n n f! t>x 0 y

=  0. (36)

Odejmujemy następnie od elementów trzeciej kolumny 
odpowiednie elementy pierwszej kolumny pomnożone przez x
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i odpowiednie elementy drugiej, pomnożone przez y. Tym  
sposobem sprowadzamy ( n— l ) i  do postaci następującej:

i 2i b 2f (ń d V b*f
da;2 d z*by  ̂ da; da;2 ^ bx by
b*f  

bx by
i ! i
by*

(n-- 1) ^  -  d?/
' d2/ - 

1 da; by
b*f  

V b y *

l i . b f raf b fT. — b f
~  y b yda; b y  * da;

(37)

Zakładając, że dana funkcja f{x,  y) została sprowa­
dzona do postaci jednorodnej f (x,  y, z), możemy zastoso­

wać twierdzenie Eulera’: x -< -  4 - f l -4- 2 | -  =  nf.b x  ■ b y  b z  '
gdzie n

t i f  b f  b f  
da;’ b y 1 bz

są również funkcjami jednorodnemi, a mianowicie stopnia 
{ n — 1), to na zasadzie tegoż twierdzenia:

oznacza stopień funkcji. Ponieważ następnie

x

x

x

b y
b x 2 
b*f

-f  y
b*f b*f

by bx 
b*f 

5)2" da;

V

-y

bx by 
b*f 
by* 
b*f

bx  d£
b*f  

by b z "
*2f  _

bz  by b z 2

= ( « - ! )  

-.(n— 1) 

:(n — 1)

i i
da;

i i
by

ii.
02

(38)

Dzięki powyższym związkom sprowadzamy równanie (37) 
do postaci:

J  =  -n ■

i i i  j y _  
bx* b xb y

J l t  i ! i
b y b x • b y 2

ii ii
da; da;

d y
b xbz

_ i : L
b y b z

bfz y -  b z

:0. (39)

Zakładając w otrzymanym wyznaczniku 2 = 1 ,  wra­
camy do dawnej funkcji f ( x , y) i otrzymujemy równanie, 
wyrażające warunek istnienia, nieskończenie wielkiego pro-
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mienia krzywizny. Przekształcamy dalej otrzymane rów­
nanie, mnożąc elementy trzeciego wiersza przez (n — 1)

e) V S2f ó 2/
óa;2 dxc)y bx  c)z

1 c)3/ c)2f ¿>7
- i  y , óy d x D y 2 d y h z

d x

=  0 .

Odejmując od elementów trzeciego wiersza odpowie­
dnie elementy pierwszego pomnożone przez x  i odpowiednie 
elementy drugiego wiersza pomnożone przez y, otrzymu­
jemy po uwzględnieniu wzorów (38) i po założeniu z —  1 :

J 1 =  (n —. ,l)s A =

c>2/' a v  **.f
h x s dx o)y dx dz
c)2f c)2f c)2fc>y dx óy2 óy ć>2
i)2f ó 2/ g>V

ó z2

=  0. (40)

dzd% d;zc)y
Pochodne cząstkowe drugiego rzędu występujące w rówr- 

naniach A — 0, albo Al =  0 są wogóle funkcjami stopnia 
(n — 2), a więc otrzymane równania są stopnia 3 (n — 2); 
równania te przedstawiają pewne krzywe rzędu 3 (n — 2). 
Współrzędne punktów przegięcia krzywej /  =  0, otrzymane 
przez rozwiązanie układu równań: /  — O i A =  0, albo 
JL= 0  są jednocześnie współrzędnemi punktów przecięcia 
danej krzywej f  — 0 z  krzywą J, = 0 .  Punktów tych krzywa 
rzędu n posiada przeto wogóle 3 n( n  — 2). Krzywe dru­
giego stopnia nie posiadają punktów przegięcia, (por. zad. 48).

Jeżeli krzywa jest określona za pomocą równań: 
*  =  cp (£), ,y .== \|/(i), to promień krzywizny, zgodnie ze wzo 
rem (22) staje się nieskończenie wielkim, gdy: 

d x  dry d y  d 2x  
d i " d t 2 ~ ~ d t ' d t 2 =o; (41)



i z równania tego otrzymujemy wartości parametru odpo­
wiadające punktom przegięcia.

Dla równania y  =  f(x),  zgodnie ze wzorem (23) om a­
wiany warunek sprowadza się do:

d 2y
d x 2 ■ 0. (42)

Dla następujących linii krzywych znaleźć rzeczywiste 
punkty przegięcia, nie leżące w nieskończoności.

42) f — x i - \ - y3 - \ - § a x y  =
Równanie jednorodne: x s -)- y 3-\- § a x y z - \ ^ z z =  0.

x  az ay  
az  y  ax  
ay ax  z

1

Ą =  63

^3 — x y z  (1 -|- 2 a3) — a2 (x 3 -f- y 3 - f  z 3) =  0 ; 2 = 1 ,

wówczas mamy: ¿c3—(—2/ s-f- 1
1 —j— 2 a3 - „ .  —  x y  — 0. Z row­

er
nania lego, rozważanego łącznie z równaniem f  =  0, 
znajdujemy: ec =  0 , y  — — 1; x ~ — 1, i/ =  0 , jako 
współrzędne punktów przegięcia.

43) f  =  x 3 — 3 a x 2-Ą- c2y  = ’0.
Równanie jednorodne; x s — 3 a x i z  -|- c2y z 2 =  0.

6 (®— az) 0 — 6 ax
Ą =  0 0 2 c22

— 6 ax  2 c2z 2 cly

— J 1 =  24(ec — a)c4 =  0. Z równań Jx =
2 a3

znajdujemy x =  a, y — ~

0 i /  =  0 

jako współrzędne punktu

przegięcia.
44) f — x ly  — x - \ - y  — 0 , albo x 2y  — x z 2- \ - y z 2 =  0 .

Warunek: x 3 x'2y  — 2 x — y = 0 .  Punkty przegięcia:
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45) f — (a — x Y ~ y  — 0. Warunek: 
przegięcia: x = a , y  —  0 .

(a — #)3 =  0. Punkt

46) f — xi — ai x t - \ -a3y  — 0. Punkty przegięcia: x — +
V6

ne
y = 7 736

47) f  =  y  — a:3 =  0. Punkt przegięcia: »  =  0, y  =  0
48) Znaleźć punkty przegięcia stożkowej, gdy równanie 

jej dane jest w postaci ogólnej:
' A y* +  2 B x y  +  Cx’- +  2I ) y  +  2 K x  +  F — 0.

2 C 2 B  2 E \
2 B  2 A  2 D
2 E  2 B  2 F

Wyznacznik A jest niezależny od x  i y; jeżeli nie 
jest on równy zeru, to krzywa nie posiada żadnego 
punktu przegięcia. Jeżeli natomiast współczynniki 
równania krzywej, czynią wyznacznik, totsamościowo 
równym zeru, to stożkowa w każdym punkcie po­
siada krzywiznę równą zeru i jest wówczas układem  
dwuch prostych.

49) Znaleźć punkty przegięcia krzywej y  =  sina:.
x — 0, ±  ny ±  2 «, ±  3-T, i t. d., y  =  0 .

§ 5. Pola ligur płaskich.

Chcąc obliczyć pole figury płaskiej, ograniczonej łu- 
kiem krzywej AB,  rzędnemi AO  i B E  i odcinkiem GD  
osi odciętych (rys. 15), dzielimy GD — (b — a) na n części

równych, kładąc ——  ̂=  8 , i wystawiamy rzędne we

wszystkich punktach podziału. Tym sposobem pole figury 
podzielimy na n części. Przy dostatecznie małem 8 pole 
każdej z otrzymanych części figury, np. M N Q P ,  możemy 
mierzyć iloczynem 8 przez jedną z rzędnych, ograniczają-
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Rys. 15.

cych tę część? figury. Jeżeli przeto y  — f(x)  jest równaniem  
krzywej, to dla poszukiwanego pola, zgodnie ze wzorem (15), 
str. 185, wynika wzór

Pole ^5X>0=lim 8[/'(a) +  / ' ( a + 6) +  . .+ / r(6 - 8) ]=  j bf(x)dx.

Chcąc dalej obliczyć pole ograniczone krzywą -4M B N A  
(rys. 16)

Rys. 16.

prowadzimy dwie rzędne 'AB  i BG,  styczne do krzywej; 
cała krzywa leży przytem pomiędzy stycznemi A H  i BG.  
Jeżeli M P = F ( x )  =  Y, N P = f ( x )  =  y , OH =  a, O G = b ,  
to zgodnie z dowiedzionem poprzednio



H  A M B G  —  f b F ( x ) d x =  f ^ Y d x ,

J a  j a

H A N B G =  i b  f ( x ) d x  =  f \ y  d x ,

J a  J a
a więc

Pole A M B N A =  J ' \ f ( x )  — f ( x ) ] d x =  J b( Y — y ) d x .  (43) 

Jeżeli odciętą punktu krzywej rozważamy jako funkcję
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Rys. 17.

B M = ( p ( y ) = x ,  to otrzymujemy 

Pole A M O N  A — J  ̂ [<I> (y) — cp (y)] d y  =  J ^  ( X  — x) dy.

Jeżeli wreszcie krzywa dana jest w układzie współ­
rzędnych biegunowych, to prowadząc promienie wodzące, 
rozkładamy pole ograniczone krzywą- na części postaci 
M M tX \ N  (rys. 18) i zakładamy O M = R ,  0 X — r, OM^JEty,  
0 Ń j . =  ru kąt M O A  — t, kąt M1OA  =  , kąt D 0 A  =  y, 
kąt B O A  =  8 .
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R y s . 18.
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Zakładając, że kąt Ml O M = t l — i jest nieskończenie 
mały, przyjmujemy łuki ilOZ, i N N t za odcinki prosto- 
linjowe; wobec tego mamy:

Pole N M M t JĄ =  —

n  rD r r  )sin(ij—i) f 8i w F r * , ;Pole i? iV i)i£5~ lim  v ■ 1-----_ ' —AJ— ' =  J  — — dt , (47)

gdyż ostatecznie B X= B ,  r1= r ,  sin(£,— f) — aTc(tl — t)zz=dt. 
Jeżeli ma być obliczone pole O B M D O , to należy założyć 
r =  0,’ skąd wynika:

Pole O B M D O = J " ^ d t .

50) Obliczyć pole ograniczone łukiem paraboli y 2 =  2px,
rzędną y  i osią odciętych.

/x rx , _____ 2
y d x  —J  [ \ j 2 p x d x =- o o f ^ j

Łuk paraboli zawarty pomiędzy wierzchołkiem  
i punktem (x , y) dzieli prostokąt o podstawie x  i wy­
sokości y  w ten sposób, że dwie trzecie pola tego 
prostokąta stanowi część zawartą wewnątrz paraboli.

#  .  ■ i
s J



51) Znaleźć pole koła; x  =  rcos t ,  y =  r s \ n t .

d x — — r sin t d t ;  przy x  =  Q, £ =  75, przy x = r t 
t — 0 . 1

P ole= 4 J  y d x = —4 J "° r2sin2£c££=4r

¥
52) Znaleźć pole elipsy; x =  acost ,  y  =  bs\nt .

Pole—4 I y d x —~  4 /  a£>sin2£if£=4a£> / sin2£c££=a£)ji.
J o  J  *_ J o

2
53) Obliczyć pole figury ograniczonej łukiem hiperboli

IĴ
— — =  l * cięciwą prostopadłą do osi odciętych.

Pole =  2 / y d x  — 2b f  d x < l ? L  1/ Ja J a V «2
Otrzymaną całkę przekształcamy, kładąc x — a — ^
—— fi—̂

¡/ =  _ — ; przekształcenie takie jest możliwe, ponieważ 

wyrażenia powyższe czynią zadość równaniu krzywej. Przy

£ =  0 x  =  a i d x  — ̂ { e t — e~ł) d t , więc:

o .  ab Cł , ł\9  J 1 ab /<? ' -e -*  n .\ , tP o le=  — I (eł—e~l)2c?£=— ( —  - 2 t \ —x y —abt.

Następnie: =  skąd £ =  Ig ^  +  y j-

Pole =  a:i/ — ab ig ^  +  j j -

54) Dane jest równanie hiperboli odniesionej do asymptot. 
Równanie krzywej: x y = m 2; A  jest początkiem układu 
współrzędnych równoległych, S  — wierzchołkiem hi­
perboli, S B  — rzędną i A B  — p  — odciętą wierz­
chołka; .MjDjest rzędną i A D  — x  odciętą dowolnego

sin 2t d t = r ix.
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punktu M hiperboli, — kąt utworzony przez asymp- 
toty =  a. Obliczyć pole S B D M .

Mamy układ współrzędnych ukośnych, więc róż 
niczka pola =  y sin a d x ,  wówczas:

55) Znaleźć pole figury ograniczonej gałęzią cykloidy 
i osią odciętych; x  =  a (t — sin t), y  — a{  1 — cos i).

P o le =  / y d x  — a- / (1 — cos i)*tZ£ =

56) Wyznaczony jest łuk krzywej, w przedziale od i =  0  
do t =  Jt, za pomocą równań x — a (  1 — cost), y  =  at. 
Obliczyć pole ograniczone łukiem krzywej, rzędną 
dla ł — n i osią odciętych,

J  o
57) Obliczyć pole figury ograniczonej gałęzią epicykloidy 

i dwoma promieniami koła podstawowego, poprowa­
dzonemu do końców tej gałęzi;

Wyobraźmy sobie (rys. 14, str. 196) krzywą E M  
wykreśloną aż do punktu Q, w którym spotyka koło 
podstawowe, wówczas, A E M Q A  jest tą figurą, której 
pole mamy obliczyć. Prowadzimy promień A M = J ł  
i zakładamy kąt M A E  — y.  wówczas:

■2«sr /• 2 x

Pole =  a2 / t sin t d t  =  a2ir.f i

u *c
Ponieważ R i — x i -\--y*, t g y = —. cos2<p —

x  x i" y
x , y  są współrzędnemi punku Jłf, więc



pJ-4 f  *■ ̂  ¿i.= f  fi _ c„s i (1 ¿i.
2 J .  dt 2 _/ „ [  o j

Ażeby utworzyć figurę należy wykonać cał­
kowity obrót koła tworzącego, zatem ma być r t  — 2an

. .  ,  2an czyli t =  —— ■

d t ~  R 2 ~  R 2

Pole <2a+ r)
•2’ojr

<r
dt1 — cos — i

LiL ¿.o- * , -v_
_  (a -f- r) (2a -j- r) «jt

r
Odejmując pole wycinka kołowego .4 E Q A  =  arjt, 
otrzymujemy pole E M Q B E .

58) Pole kardioidy =  Ca23t otrzymujemy z poprzedniego 
wzoru, kładąc r== a.

59) Znaleźć pole lemniskaty: R 2 =  a2cos2t .
a  .

Pole =  2 a2 I 4 cos 2 t d t = a 2.
= 2 i :

60) Znaleźć pole krzywej Archimedesa: R  =  at  utworzo­
nej przez pierwszy obrót promienia wodzącego.

P o I e = |  f " t ‘ d U 4 a W
3

§ 6. Obliczanie długości krzywych płaskich.
Jeżeli x, y  i xlt yy są wspórzędnemi dwuch dowmlnych. 

punktówT M  i Afj krzywej płaskiej, to cięciwa:



2 2 5 ’

M M i = s =  \% — 2/i)2+ (* - - « i )2 =  (® -  ) \ / 1 4 - ( ! z ~ r )

W ynika stąd wzór na różniczkę łuku:

d s — d x \ d x j :
Jeżeli a  i a są odciętemi końców A  i B  danego łuku, to:

ś = - r c A w ’̂ } F + W <49>
Gdy odcięta jest dana jako funkcja rzędnej, to zakładamy:

ś =  s j(x~xj2+W-ihY = { y —yi)\Ji +  (|E~) ’
/ ( dcc\^

skąd wynika następnie: d s = = d y y  1 ,-j- i j > i jeżeli p i b 

oznaczają rzędne końców łuku, to mamy:

(50)

Dla równania postaci: f (x , y ) = 0 otrzymujemy ze wzoru (49):

<5,)
• c) f  c) fstąd zaś, na podstawie związku -~^dx == — dy,

+ 1 9 1 1  <52>f [ d y j  ' d x
Jeżeli wreszcie określona jest krzywa za pomocą równań 

x  =<p (t), y  =  -ty(f) i założymy a =  cp(y), fr =  cp(c), to ze 
wzoru (49), mamy:

s= /> W W + (3 ? ) ' <63>
61)’ Obliczyć obwód koła; x  =  r  cost, y  — r%\nt.

r ? * ___ _____________ _
S —  j  dt\J(sin2t -f- cos2t)r2= 2 r x .

D olp-N otto, 1»



62) Obliczyć długość łuku paraboli od wierzchołka do 
punktu (x, y)\ y 2 =  2px.
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l g y+Jy*_+p_
p

63) Znaleźć długość łuku paraboli NeiTa od wierzchołka 
do punktu (pc, y); y 2 =  a x s.

5=/:w i+¥=^I(i+9:-f-7
64) Obliczyć długość łuku krzywej łańcuchowej od naj­

niższego punktu tej krzywej do punktu (a;, y),

m l  — . —
V —  Y \ e"‘ +  e

S == z I dx  y '4  -j- ( e<n — e m ) =  — j em — e m ] =  \jy2 — m2

Łuk linii łańcuchowej zawarty pomiędzy najniższym 
jej punktem i punktem (x, y) jest równoważny dru­
giej przyprostokątnej takiego trójkąta prostokątnego, 
którego jedna przyprostokątna równa się rzędnej m 
najniższego punktu, a przeciwprostokątną jest rzędna 
końca łuku.

65) Znaleźć długość łuku cykioidy :
x  — a(t  — sin/), y  =  a (,t -  cos/).

/ ’ 9 *  _ — _ — i   / ' 2 *  t
S = a J  d t  \j'2(\ — cos /) =  2 a J  ś in 2 ^ć =  Sa.

66) Obliczyć długość łuku epicykloidy.

( a f ) + ( a f  ) = 4 ( . + ^ t

S — 2 ( a - j - r ) J  ’ s m ~ t d t = \ a â̂ :p - 

Kładąc a =  r  otrzymujemy długość kfirdioidy =  16«.



67) Znaleźć długość łuku krzywej Archimedesa; r ' = a ł

t \jL -j- ć2 —j— Ig (ć — y 1 i2) 1
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68) Obliczyć obwód elipsy; x  — a cos i, y  =  b s \n t : 
Czwarta ezęść obwodu elipsy równa się:

TC TC

S — J  dt \J a2 sin2 t-\-b2 cos21 a j  dt  y  1 -  ——J*- cos* I

f i  .___ _______ a2 — b2
• = a l  dt \Jl  — e2cos 2f, kładąc '— = e .

TC

S =  a■
an
Y

— i  e2cos 2t — ^e4cos‘i —- ~ 86cos6i- 
2 8 lb di;

§ 7. Obliczanie powierzchni obrotowych.

Jeżeli krzywa płaska obraca się dokoła osi odciętych, to 
z obrotu tej krzywej powstaje pewna powierzchnia krzywa. 
Jeżeli y  jest rzędną, odpowiadającą elementowi linji krzy­
wej, to różniczka powierzchni obrotowej jest powierzchnią 
boczną stożka ściętego, w którym obwód przecięcia środ­
kowego =  2?/jr, a tworzącą jest różniczka ds  łuku linji 
krzywej; to znaczy, że różniczka powierzchni obrotowej 
d 0  =  2 y n d s  i jeżeli a i b są odciętemi końców łuku 
krzywej, to:

° = 2 * / / V ł + ( s | V *  < 3 4 >

69) Znaleźć powierzchnię czaszy kulistej, jeżeli y = \j2rx—x2 
jest równaniem okręgu tworzącego i h jest wysokością 
czaszy.

0  =  2n f ó  d x 'l 2 r x ~ x2\ J 1 + i] f i f i r x * = 2 r * h-
n*



70) Obliczyć boczną powierzchnię stożka obrotowego.
Jeżeli y  — kx  jest równaniem tworzącej stożka 

i h jest wysokością stożka, to:

A  ' 0  — 2Tcx \Jl - f  W f  x d x  =  kxh*

li Ponieważ Jc =  tg a, gdy a oznacza kąt nachylenia two­
rzącej do osi odciętych, więc Tch — r  =  promieniowi 
podstawy i h \jl +  Jc2 — s —  długości odcinka tworzą­
cej. Po podstawieniu tych wartości mamy: 0 = r n s .

71) Obliczyć powierzchnię powstałą z obrotu cykloidy 
dokoła osi odciętych; x  — a{t  — sini), •;/— «( 1 — cosć).
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.łyOi

r e i  - • - ____ __
0  — 2a2Ji (1 — co si)\/2 ( l — cos i) di

/ 2rr t
sin a- d t  =  

o 2
64

3
72) Obliczyć powierzchnię paraboloidy obrotowej. Rów­

nanie paraboli: y 2 =  2px.

0  =  2n\Jp d x J p - \ -  2 x  =  [(p - f  2 * ) f —p i ] .
J o  o

73) Obliczyć powierzchnię elipsoidy obrotowej.
W y p a d e k  p i e r w s z y :  elipsa obraca się dokoła

osi wielkiej.
b 2Jeżeli y2=  — (a1 — x 2) jest równaniem elipsy, to

1 2b n f a  :-----------------
dx\ ]aĄ— (a2— b2) x 2.

2 J o
Zakładamy a2— b2 — e2, wówczas:

”  0 =  — ^ I d x  Ja* — e2x 2 
2 a J o

a4 . ex
x J a 1 — e2x 2A arc sin1 e a22 a2

1 n  , 2  . a*6jr . . . .  .  \ja2 —  b2— 0 =  o2jt + - p = = -  arc sin — -— -•
2 Ja2 — b2 a -



W y p a d e k  d r ug i :  elipsa obraca się dokoła osi 
małej.
1  2 arc
2 ~b*
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~ J od y

2 ó2 +  — I g i e ^ + c  Vi4 -j- e2y*O
1  n  „  . a 6 2 j t  a  + V a  6—  0 = a 27t — = = = = =  Ig— !—i - - - - - - - - - - -
2 ^cd — b- b
Co otrzymujemy z powyższych wzorów, gdy /> =  a?

§ 8. Obliczanie objętości brył obrotowych.

Jeżeli część płaszczyzny, ograniczona łukiem krzywej, 
dwiema rzędnemi i osią odciętych, obraca się dokoła tej 
osi, tworząc bryłę obrotową, to różniczka objętości otrzy­
manej bryły d V = y ' i7tdx\ gdy a i a są odciętemi końców  
łuku, to znajdujemy wzór na objętość bryły obrotowej

F  =  5 t  J  y 2 d x .

74) Obliczyć objętość kuli.

F =  2 - t p ( r *  —  x 2 )  d x = ^  r 3 j r .

75) Znaleźć objętość elipsoidy obrotowej powstałej z obrotu
elipsy dokoła osi wielkiej.

2xl>2 h  „ 7 4 ab2ri
V = — — f ~  I  ( a  -  x l ) d x ~ -

76) Obliczyć objętość warstwy paraboloidy obrotowej.
Jeżeli xx i x2 są odciętemi końców łuków para­

boli, to:

F = 2p x j  x d x  — 2p-x j (x„ - x,).

77) Znaleźć objętość bryły, która powstaje z obrotu fi­
gury płaskiej ograniczonej jedną gałęzią cykloidy



i osią odciętych, gdy oś odciętych łącząca końce da­
nego łuku jest jednocześnie osią obrotu.

/ -* f 2* t
(1 — cosi)3di== 8 a3Jt J  sin6 — dt  =  5a3jr2.

78) W kole, którego promień = ) \  rozważamy odcinek 
kołowy, ograniczony cięciwą równą 2 s. Obliczyć obję­
tość bryły powstałej z obrotu tego odcinka kołowego 
dokoła średnicy poprowadzonej równolegle do cięciwy.

~  F==jr J  (r2 — x 2) d x — sk (r2 — s2);

4
F = - | s 3rt.

O
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