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Rachunek rozniczkowy.

(Funkcje jednej zmiennej niezaleznej.

8 1. Tablica wzordw na pochodne funkcji prostych.
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~.82. Okreslenie funkcji jednej zmiennej niezaleznej.
OKkreslenie i rozwiniecie pochodnej.

Réwnos¢, w ktorej wystepuje jedna tylko wielkosé
nieoznaczona X zwigzana za pomocg jakichkolwiek
dziatan z dowolng liczbg danych i statych wielkosci
a b, c,... jest albo tozsamos$cia, albo r6wnaniem
okreslajacem te wielko$¢ nieoznaczona. Tozsamoscig
jest réwnos¢ sprawdzajgca sie przy wszelkich wartosciach
wielkosci x, jak np.

(x-f-a)2= x2-(-2ax -j-a*
Rdéwnanie jest rownoscig, ktora sprawdza sie nie dla kazdej
wartosci x} przyktadem takiej réwnosci jest

x*—2ax-{-b= Q

Z réwnoscig takg zwigzane jest przeto zagadnienie naste-
pujace: znalez¢ te warto$é, wzgl. te wartosci x, ktére czy-
nig zado$¢ danej réwnosci. Wielko$¢ x nazywa sie wow-
czas wielkoscia niewiadoma; wyznaczenie wartosci tej
niewiadomej jest zadaniem teorji réwnan.

Réwnosé, w ktorej oprocz danych wielkos$ci statych
wystepuja dwie nieoznaczone wielkosci x i y moze
by¢ réwniez tozsamosdcig, np.

X+ y) (x—=y)= x2—y\
Jezeli jednak réwnos$é taka nie jest tozsamoscig, to wow-
czas mozna rozwazal ja jako rownanie okre$lajace jedng
z niewiadomych wielkosci y (lub x), o ile drugiej wielkosci,
x (lub y) nadaje sie jakgkolwiek okreslong wartos¢. War-
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tos¢ ta moze by¢ wybrana dowolnie; od niej zalezna jest
pozostata wielkosé.

Dowolnie wybrana wielkos$¢ x (lub y) nazywa sie wtedy
zmienng niezalezng; okres$lona w zaleznosci od niej po-
zostata wielko$¢ y (lub x) nazywa sie zmienng zaleznag;
nazywamy jg rowniez funkcjg zmiennej niezaleznej.

Przyktad 1: (a) Ax -j-By -j- G— 0,

skad (b) y= — AX» ° |
lub tez (©

Przyktad 2: (a).a" . —1=0,
skad (b) y—+ ~'laz— @2

lub tez () x=.£"b3—y-.

Zwigzek pomiedzy wielkoSciami zmiennemi wyrazony
jest w obu przyktadach przez kazde z réwnan (a), (b), (c),
We wzorze (b) zmienna y przedstawiona jest w postaci
mwyrazenia algebraicznego zawierajacego oprécz wielkosci
statych jedng tylko zmienng niezalezng x\ méwimy wow-
czas, ze y jest funkcjg wyrazng zmiennej x. We wzorze
(c) przedstawiona jest nawzajem zmienna x jako funkcja
wyrazna zmiennej y. Wzory (a) okreslaja natomiast zalez-
no$¢ jednej zmiennej od drugiej w postaci uwiktanej.
Nastepujgce symbole:

y—FfX> V= ? (), y= FX), ...
stuzg wogo6le do oznaczenia funkcji wyraznych zmiennej ar
w znakowaniu takiem nie wymienione sg wielkosci stale
zwigzane ze zmienng niezalezng x. Uwiktana zalezno$¢
funkcjonalna pomiedzy zmienemi x i y moze by¢ réwniez
zaznaczona symbolicznie, a mianowicie za pomocg wzoréw:
fkx>V) — 0>9(x>y) = o, h(x,y)=0,
1*



Istnieje wiele funkcji posiadajgcych te wiasnosé, ze kaz
dej wartosci zmiennej niezaleznej x odpowiada jedna tylko
wartosé y, jak np. funkcjey = x2 y ~ x 5 y = sinx; istnieja
jednak réwniez i takie wyrazenia funkcjonalne, ktdére dla
kazdej warto$ci zmiennej x dajg wiecej niz jedng wartos¢
y, np. y=yic)y= \x, 7==arc sin @ Wynika stad podziat
funkcji na jednow'artosSciowre i wielowarto$ciowre;
te ostatnie moga by¢ dwuwartosciowemi, tréjwartos-
ciowymi..., a nawet nieskonczenie-wielowartoscio-
wemi, jak np. ?/= arcsinrc.

Podstawiajac w'e wzorze na pewng funkcje wyrazna
y = f(x) dwie rdézne wartosci zmiennej niezaleznej: x
i otrzymujemy odpowiednie wBrlosci funkcji: y=f(x)
i yl= f(xI) i wéwczas z obu par wartosci utworzy¢ mo-
zemy nastepujacy iloraz réznic:

Vi— ) — 1<) ns
Xi —X xi—X '

Dla réznic tych wprowadzamy znakowanie, skrdcone:

Xt—x = AX, Ml —y = f{xi) —f(x) — Ay= Af(x),
wow'czas iloraz (1) moze by¢ rédwniez tak napisany:

4 L 4 M = rla)
AX AX AX

Wartos¢ ilorazu roznic jest stosunkiem przyrostu
zmiennej zaleznej do przyrostu zmiennej niezaleznej.

Mozemy poda¢ interpretacje geometryczng ilorazu
réznic. W tym celu przypominamy znane z geometrji ana-
litycznej przedstawienie funkcji y= f(x) w postaci krzy-
wej ptaskiej odniesionej do uktadu wspdtrzednych prosto-
katnych OZ, OT. Odcieta 0Q pewnego punktu P lezgcego
na tej krzywej stanowi warto$¢ zmiennej x, a rzedna QP
warto$¢ funkcji f(x). Odcietej x odpowiada rzedna y lub
wiele rzednych, stosowmie do tego, czy f(x) jest funkcja
jednowartosciowra, czy tez wielowartosciowg. Niechaj P
oznacza punkt krzywej posiadajacy odcietg x i rzedng y.
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Piszemy w skréceniu P — (x,y). Niechaj bedzie dalej
P\ = Sfi)= (x-\-AXx, y Ay). Wowczas PR — QQl =
= —X—Ax i PiR= yl—y— Ay, i otrzymujemy stad

AS$ Ax » 9
TgP mozemy nazwaé poprostu wspoéiczynnikiem
katowym prostej SPPL1 Widocznem jest wowczas, ze:

Rys 1

lloraz ré6znic (1) lub (la) stanowi wspdétczyn-
nik katowy siecznej PP,, ktéra przecina krzywg
w punktach P=(x, y) i P, = (x-J- Ax, YA-Ay).

O ile dana jest funkcja f to w kazdym poszczegdlnym
wypadku iloraz ten moze by¢ obliczony.

Przykiad 1: y —axi, ytm axf;

A R
Azl(. Vi .))/( = « (®i + »)e
Przykiad 2: y=
—W.-Yy. _\®i —vic__
AX X, WCT «i

V! +



Bedziemy teraz na wykresie zmienia¢ potozenie punktu
PI5 posuwajgc go po linji krzywej i zblizajgc nieograni-
czenie do statego punktu P. Dla ustalenia prawidtowego
pogladu na znaczenie analityczne takiego procesu nalezy
wprowadzi¢ pewne pojecia nowe.

Rozwazajac wielkos$¢ rzeczywistag a bez uwzglednienia
jej znaku (dodatniego Ilub ujemnego), moéwimy o war-
tosci bezwzglednej tej wielkosci; tak np. liczby -|- 1
i — 1 posiadajg bezwzgledng wartos¢ 1. Dla wartosci bez-
wzglednej liczby a przyjmujemy znakpwanie |ij.

Jezeli pewna wielko$¢ zmienia sie w ten sposob, ze
jej warto$é bezwzgledna staje sie mniejszg i w dalszym
procesie zmienno$ci pozostaje mniejsza od danej dowolnie
maltej wartosci bezwzglednej, to takg wielko$¢ zmienng
nazywamy nieskonczenie matg. Wielko$¢ nieskonczenie
mata nie posiada przeto wartosci statej; jest to zmienna
zblizajgca sie nieograniczenie do zera.

Jezeli roznica a— a pomiedzy zmienng wielkoScig a
i statg wielkoscig a jest nieskonczenie mata (wartosci tej réz-
nicy zblizajg sie nieograniczenie do zera), to stata wielkos$¢
a nazywa sie granicg zmiennej a. Zaznaczamy to, piszgc

lim(a—a)= 0 albo lima= a
przyczem symbol ,lim*“ stanowi skrét wyrazu ,limes“
(granica). Jezeli np. zmienna a otrzymuje kolejno war-
tosci wystepujgce w jednym z ciggow

1.i. J. t. omw' ftpi, "
I, tii 27 J 2-H +1
21 Bl TB' oo 22n 22n+x 7’

to w pierwszym wypadku lima = 0,aw drugim lima= 1.
Znak ,lim* stosujemy rdéwniez i w tym wypadku, kiedy
zmienna a ros$nie nieograniczenie; piszemy woéwczas
lima=o0o0, aczkolwiek wtedy nie moze by¢ mowy wiasci-
wie o zadnej granicy.



Jezeli limac= a i lim to wynika stad
lim(azx = ax b lim(aijd= ab,
poniewaz wraz z réznicami a—a i {3— b stajg sie rowniez
nieskoriczenie matemi i réznice
(ax pp—(azx b)i
(a_ &)@+ 7)1l (a+ a(- 6)= 2(afi- ab)
Zaktadajac dalej, ze b nie jest réwne zeru, mamy
a a
. I,mfi= 6;
poniewaz wraz z rdéznicami a—a i B— b staje sie jedno-
cze$nie nieskonczenie malg i réznica _
(@a—ab—(@(GB—b)a_ ab—3a a 8

Uczynmy obecnie réznice Ax we wzorze (1°) wielkosScig
nieskonczenie matg, biorgc statg warto$¢ x i zmienng xv
Jezeli Ay staje sie. wowczas rowniez wielkoscig nieskon-
czenie matg, to ¥ nazywa sie zmienng ciggtag dla roz-
wazanej wartosci i® Jezeli y jest zmienng ciggtg dla wszel-
kich wartosci x, zawartych pomiedzy xt i xx to méwimy,
ze y jest funkcja ciagta zmiennej x w przedziale od xt
do xt. Pozostaje wtedy do rozstrzygniecia pytanie, czy ilo-
raz (1) dazy do pewnej granicy przy nieskoriczenie matych
wartosciach Ax. O ile tak jest istotnie, to granice te na-
zywamy pochodng funkcji y wzgledem x i piszemy

BE= gy=Toaliona AT
przyczem symbole y\ (%) sg w zupetnosci réwno-

znaczne. Rozwazane juz wyzej przykiady dowodza, ze po-
chodna okreslona jako granica ilorazu dwuch wielkosci
nieskoriczenie matycli moze posiadac $cisle okreslong war-
to$¢ skorczona. ,
Poszukiwanie pochodnej dla danej funkcji nazywamy
réozniczkowaniem funkji. Dla funkcji y==aic* mamy



—~—y"' = lim a(x-\-x,-\- Ax) = 2ax,
dy ; 1 1
dia tu”ki y=y* di=» = imvi+ vi+ s= 2is-

Odnosnie do znakowania nalezy wyraznie zazna-

czy¢, ze ani licznik ani mianownik w powyzszym symbolu
ztozonym nie byt osobno okresSlony i ze dx i dy nie sg
rownoznaczne z lim Ja? i lim Ay Jezeli przeto w rozwa-
zanych przykifadach napiszemy otrzymane wyniki w po-

staci dy = 2axdx albo dy = -~-=dx i og0lnie
27X

dy —y'dx — f"(x)dx
to wiasciwe znaczenie takich wzorow jest to, ktoére zostato
wyrazone w poprzednich wzorach (2)%).

Mozliwa jest prosta interpretacja geometryczna po-
chodnej podobna do tej, ktérg wskazano dla ilorazu roéznic.
Zachowujemy state potozenie punktow P i Q i zblizamy
nieograniczenie punkt Qj do punktu Q. Woéwczas punkt P1
dazy nieograniczenie do punktu P, a potozeniem kranco-
wem siecznej SP staje sie styczna TP. Pochodna sta-
nowi wspotczynnik katowy stycznej w punkcie
P=(x, y):

tange=lim ~=g = 1/=/[» . 3)

Na podstawie tych rozwazan wstepnych mozemy wy-

*) lloczyn f(x) Aa; nazywamy rézniczka fun k'cji f(x)
wzgledem zmiennej X i oznaczamy przez dy albo df(x). Stosujac
pojecie rozniczki do szczegdlnej funkcji f(X) —X, pochodna ktorej
réwna sie 1, otrzymujemy: dx = 1. Arc= A®, a wiec rézniczkg zmien-
nej niezaleznej jest przyrost tej zmiennej. Okreslenie rézniczki
dy = f(x).Arci wyprowadzony z niego wniosek dx —hx uzasadniajg

d
znakowanig {'pochodnej a};(: f'(x). (Przyp. ttum.)
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prowadzi¢ wzory, podtug ktérych wykonywa sie obliczanie
pochodnych dia poszczegélnych funkcji. Zaczynamy od
funkcji y — f(x)=zaodn (n jest liczbg catkowitg dodatnig).

Wartosciom x i xi odpowiadajg wartosci funkcji y=axn
i ?,= ax™ i stad wynika

tx = lima m) = 1Bma # “eee+ XN~A

Jezeli zatozymy teraz x1= x , to otrzymamy

(4)

Jezeli n— 0, to funkcja y= a, jest wiec wtedy wiel-
koscig stalg, a wiec i yv=a. RoOznica Ay jest woéwczas
rowng zeru i jednocze$nie iloraz?réznic Ay:Ax= 0. Prze-
chodzgc do granicy, mamy dla

Wz06r ten moze by¢ réwniez stwierdzony za pomocg
wykresu tunkcji. Dla funkcji y = a wykresem jest prosta
rownolegta do osi OX, z ktérg schodzi sie styczna, po-
prowadzona w dowolnym punkcie wykresu. Wobec tego
a= 0, tanga= 0.

Dowiedziemy nastepnie, ze wzér (4) sprawdza sie row-
niez dla ujemnych catkowitych wartosci wyktadnika n.
Zaktadamy:

yizg’\: ax-n (n jest liczbg catkowita dodatnia)

i znajdujemy podobnie jak wyzej
1 1
dy —a —Xn
= hm a
dx X(— X gt
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Jezeli teraz zatozymy, ze xy— x, to otrzymamy wzor (4)
odpowiadajacy ujemnemu wyktadnikowi:

gli‘: — niax~n~'1-

Dla dalszego uogo6lnienia wzoru (4) wprowadzamy po-
jecie funkcji odwrotnej. W zwigzku z dang funkcjag
y — f~xX) moze by¢ rozwazana pewna nowa funkcja ® =9(y).
posiadajaca te witasnos$¢, ze kazda para wartosci (X, y),
czynigca zado$¢ jednemu z tych réwnan, czyni rowniez
zados$¢ i drugiemu rdwnaniu. Funkcje f(x) i cp(ir) znajdujg
sie w takim zwiazku wzajemnym, jak funkcje (¢) i (c)
w obu przyktadach na str. 3. Latwo pojaé, w jaki sposob
przejs¢ mozna od wykresu funkcji y= f(x) do wykresu
funkcji y — y(x). Nalezy wykona¢ w tym celu obrot catej
dawnej figur ,dokota dwusiecznej kata utworzonego przez
dodatnie promienie obu osi.

Jezeli (x, y) i (x-f- Ax, y -|- Ay) stanowig dwie pary
wartosci czynigcych zado$¢ réwnaniom y — f(x) i x — e(y),
to istnieje tozsamosc:

dy dx__
Ax Ay
Granica iloczynu rowna sie iloczynowi,granic, skad wynika:

a wiec jezeli jedna funkcja jest funkcja odwro-
tng wzgledem drugiej, to iloczyn pochodnych
tych dwoch funkcji rowna sie jednosci.

Za pomocg wykresu funkcji mozna réwniez fatwo wy-
kaza¢ prawdziwos¢ dowiedzionego wzoru (5), poniewaz po
wykonaniu obrotu dokota dwusiecznej nalezy zastgpi¢ katy

p i a katami $1=?/&— P ax= ’A— a; wobec tego

dy dx

dxdy” tang a. tang at *



Postugujac sie wzorem (5) mozemy obecnie dowiesc,
ze i dla funkcji

moze by¢ rowniez wyznaczona pochodna podtug wzoru (4).

Odwrotna funkcja x = —yn posiada mianowicie pochodng

stad za$, na zasadzie wzoru (5), wynika zgodnie ze wzorem (4)

- eaX
n

Jezeli w szczegOlnosci y — \Jx, to =
dx  2\]x

Funkcja funkcji. Jezeli y jest funkcja zmiennej z,
np. y= f(z)i a zmienna z jest sama znowu funkcjg zmien-
nej a, np. z= g{x), to wynika stad, ze y= f[g(x)] jest
rowniez funkcjg zmiennej x. Wartosciom x i xy odpowia-
dajag wartosci y, tj i z, 4 okreSlone na podstawie zalez-
nosci funkcjonalnych. Oznaczamy:

xl —x=Ax, yl~y—Ay, z2l—z— Az,

mamy wowczas tozsamos$é:

Ay__Ay Az
Ax Az Ax
i na zasadzie twierdzenia o granicy iloczynu
dy dy dz
dx dz dx (©)

Jezeli y jest funkcjg zmiennej z, a z jest funkcja
imiennej a, to pochodna funkcji y wzgledem x
robwna sje iloczynowi pochodnej funkcji vy
Wzgledem Z przez pochodng funkcji z wzgledem x. '
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Przyktad: y= (ax)2= z2 zakladajac: z — ax'y
dy _ Ez, d—Z—::«; jy’—Qz ma= ZaX.
z X X

Dla funkcji y — a2x* otrzymujemy ten sam wynik.
Wz6r (6) moze by¢ uogdlniony, gdy zatozymy:
y= f(u), w= 9(0, *=P(*),
wowczas:
dy dy du dy du dz
dx~~du "dx du' dz dx
Mamy  wreszcie moznoscdowiesé obecniewzoru  (4)
dla tego wypadku, kiedy wyktadnik jestutamkiem ifunkcja
posiada posta¢:

nr- ~
y = a\X* — dXy.
Ktadgc bowiem: z—x otrzymujemy

r \ z
}6: az , z= xp—"ly- az ,g)z: }/xp-\,

dy - _ P_ "1
dx a(xPy PXP 1= Wax

Tym sposobem wzér (4) zostat dowiedziony dla wszelkich
wymiernych wartosci wyktadnika, mamy przeto twier-
dzenie nastepujace:

Pochodng funkcji potegowej, posiadajacej
wyktadnik wymierny,otrzymujemy ze wzoru
dla danej funkcji potegowej mnozac wspdtczyn-
nik przez wyktadnik potegi i zmniejszajac na-
stepnie sam wyktadnik o jednos$¢.

Przyktad 1. f(%)— 4«3 fr(x)=12x-.

v 2. f(x)= 2xr3 f'(x)= — (jar*.

3. f(x)~ 4x%, f {x)—6a;2.

4. f{x) = 2x~" f (X)*= — x~%.
Funkcje ztozone. Jezeli funkcje jednej zmiennej
niezaleznej potgczone sa za pomocg jakkichkolwiek dzia-
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tan, to wyrazenie stanowigce wynik, takiego potgczenia na-
zywamy funkcjg ztozong. Jezeli z dwuch funkcji u= o),
v= Ar(x) utworzona jest suma lub réznica y= uzxv, to
Ay — Au £ Ay, stad za$ po wykonaniu dzielenia przez Ax
i przejsciu do granic, mamy:
di/ du di).. . / f ,
S =to+£25alb0o(“+")=" xv' <>
Dla uogdlnienia otrzymanego wzoru wezmy v-~w za-
miast v\ znajdujemy woéwczas:
dy du dv dw , , , , vV ., .,
Tx=-iix m % Tialb0 =« +» -
Pochodna sumy funkcji jednej zmiennej nieza-
leznej rdéwna sie sumie pochodnych poszcze-
golnych funkcji. Pochodna réznicy dwoch fun-
kcji jednej zmiennej niezaleznej rowna sie réz-
nicy pomiedzy pochodng odjemnej i pochodng
odjemnika.
Dla iloczynu y = u.v otrzymujemy:
y-f Ay= (u+ Au)(v-f Av),
Ay — UAVA-VAU,-\-AuAv,

Ay _ uév . Au+. AUuAv Ax
Ax- YAx Ax 1 axad” ™
. Ay . Av Au Au
lim v «h'm Ax thAx h IlmA I|m hm AX;

a poniewaz ostatni wyraz powyzszej réwnosci znlka, mamy
przeto:

dy dv .du . . .. y o .

Ji=adi+ vii alb0 < m»)=en+*>*e'm (8)

Otrzymujemy pochodng iloczynu dwuch

funkcji jednej zmiennej niezaleznej, mnozagc
pochodng pierwszego czynnika przez drugi czyn-
nik, a pochodng drugiego czynnika przez pierw-
szy czynnik i dodajac nastepnie znalezione
w ten sposo6b iloczyny.
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Przyktad 1. y—x3.ad4—u.v; u" —3xs, = 4x3
{ = x 1.3cc2-+~%3.4cc3— 7xe; ten sam wynik moze by¢
otrzymany bezposrednio dla funkcji y —x1.

Przyktad 2: y= (a-j- bx3 (c-f-ex3 =u.v; u' = 2bx,
V' — 3&xi; y' — 2bx(c ¢)-exd -\- 3ex2(a-j- bxd — 2bcx-\-
-]-3aex3-\-3bexi. Wykonawszy najprzéd mnozenie i obli-
czywszy pochodng wielomianu otrzymalibySmy ten sam
wynik.

Zastepujac funkcje v iloczynem vw, nalezy jednocze-
$nie wzig¢ v'w -f-w'v zamiast i f; wzor (8) przybiera wowczas
nastepujaca postac:

yf= (uvw)' —vw .u' -\~uw, v' -\-uv.w".

Jezeli zmienny czynnik v zastapimy stalg liczbg a, to
v'— 0 i wobec tego dla funkcji y= au mamy y'= au'
czyli (au)' —au

Pochodna iloczynu statego czynnika przez
funkcje zmiennej a réwna sie iloczynowi tego
czynnika statego przez pochodng funkcji.

Dla ilorazu y——mamy:
y-\-Ay:ﬂ-J-Aﬂ
A, u__ vVAu— uAv
v~\- Av v o v(v-\- Av) ’
. Au Av

Ay__ Ax AXx
Ax  v(v-\- Av)

wlim Y _idim A%

- Ay AX

Im Ax v(v-\- lim Av)
dy _v.u'—uv' /m
dx-~ v2 W

Otrzymujemy pochodng funkcji utamkowej,
mnozgc pochodng licznika przez mianownik i po-



ehodng mianownika przez licznik, odejmujac na-
stepnie od pierwszego iloczynu drugi i dzielac
wreszcie roznice iloczynéw przez kwadrat miano-
wnika.

F’rzylk’rad:*y=‘]-x_a v u'—2x, v'= 1,
,  2X(x—a)—1.(x2—ay9)
y 2 fx— ays
Rozwazajgc dang funkcje w postaci uproszczonej y — x-\- a,
otrzymujemy ten sam wynik.
Wz6r na pochodng ilorazu moze by¢ otrzymany prost-
sza droga za pomoca wzoru na pochodng iloczynu, Jezeli

bowiem

Y= U to u—y.v,u"—vy" -f-yv\
, U —yv'  u"— u'v—utf
y v v v2
Dowiedzione twierdzenia, dotyczace pochodnych funkcji
ztozonych, stanowig wypadki szczegdlne pewnego twier-
dzenia og6lnego, do ktérego przystgpimy obecnie, wpro-
wadzajac nowe okreslenia.

Jezeli f(u, v) jest funkcja dwuch zmiennych u, v, to
moze byé poszukiwana pochodna lej funkcji wzgledem u
z zachowaniem statej wartosci dla v, albo odwrotnie —
pochodna wzgledem v, gdy zmiennej u nadajemy wartos¢
stalg. Znaleziona w ten sposob pochodna danej funkcji
nosi nazwe pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej uy
albo v. Gdy zmienne u, v sg same réwniez funkcjami pe-
wnej zmiennej niezaleznej x, to i dana funkcja jest réw-
niez funkcjg zmiennej a i pochodna funkcji f(u,v) wzgle-
dem x nosi nazwe pochodnej zupeinej. Pochodna zu-
petna funkcji f(u, v) moze by¢ roéwniez okreslona wzgle-
dem zmiennej u, o ile v jest funkcja zmiennej «, i analo-
gicznieH— wzgledem v, gdy u jest funkcjg zmiennej v.
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Z powyzszego wynika, ze pochodna zupetna funkcji
f(u, v) wzgledem u (albo y) nie jest réwnoznaczna z po-
chodng czgstkowg funkcji fu, v) wzgledem u (albo v)
i wobec tego konieczne jest odrebne znakowanie pochodnej
czastkowej; stosujemy w tym celu okragte litery ,,ij5“ za-
miast prostych ,,d*“:

| __limfju+ ju, vy —f(u, V)
B« Au

$f(u, v) _ ljtn f(u, v-\-Av)~ f(u, v)
bv Av

Przechodzimy obecnie do zapowiedzianego wyzej twier-
dzenia. Niech bedzie y — f(u, v), przyczem u i v sg fun-
kcjami zmiennej x, a mianowicie u—cp@a) i v= "\r(x).
Mamy znalezé pochodng funkcji y wzgledem x. Warto-
§ciom x i xxniechaj odpowiadajg u, v, y i ux, vu yx Wéwczas

Vi—y  f(uuvxy)—f(u, v)

— X XX—X
_ f(uU V1) — f(u, vf) + f(u, vt) —f(u, v)
XX— X
— f(unvl)—f(u>i)ui~ u | f(uLtM) —f(u>v)vl—yv
«, —U XXx— X Ww—V Xx— X

Gdy xt dazy do x i jednocze$nie ux vx, yxdo u, v, y, to

. u.—u__du u,—v_ _dv y,—y __Jdy
lim =M gy M = gy i ==rgh

lim f(u' ~ v)= *f(u,v);
W—V ov

nie jest natomiast bezposrednio oczywistg granica, do kt6-
rej dgzy pierwszy iloraz prawej strony ostatniego wzoru.
Widzimy jednak, ze
f(UlL, S)—f(u, t2) _ f(uxv) —f(u, V)
u —u u, —u
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wraz z przyrostem Ax rdéwnoczes$nie dgzy do zera. Granicg

tej roznicy jest zero i wobec tego

lira — lim f(uuv)~ f(u-v)_ v)'

ui—u % —u bu

Otrzymujemy przeto

dy df(u,v) of(u,v)du bf(u,v)dv bydu , bydyv

dx dx bu dx bv dx budxP~bvdx
ZnalezliSmy wzoér na pochodng zupeing funkcji vy

wzgledem zmiennej x. Widzimy zatem, ze: jezeli u i v

sg funkcjami zmiennej x, ay jest funkcjg zmien-

nych u i r, to pochodng zupetng funkcji y oblicza

sie podtug powyzszego wzoru za pomocg pochod-

nych czgstkowych tej funkcji wzgledem u i v.
Przyktad 1. Jezeli y jest sumag lub ro6znicg

. . _ bf__, bf_
funkcbl u v o y—f(u,v)= u+vy, bu ==\, bV - +1
i gi—gi—igl— (Por. wzor /j.
i: 7eli v= == N = =

Przyktadni: Jezeli y=f(uv)==u.v. tobu V. by u,
dy du . ~dv v
§'=7S +*“S' (Por "zor8)-

Przyktad 3: Jeieli y= f(u, v)= — to ~
bf u dy 1dii udv vu’ — uvr m
b.v v2 dx vdx vidx v2 °r* wzor )

Przyktad 4: Jezeli y jest funkcjg jednej tylko zmien-
nej u, druga za$ zmienna v nie wystepuje wcale we
wzorze na y, to we wzorze (10) znika drugi wyraz strony

prawej; proécz tego ™ j&8f wtedv Mdwnoznaczne tﬁ& czyli

du= Dla funkcjiiy = f(u) otrzymujemy wéedy: ~ —~ -

(Por. wzor 6).

(poinecH"™Hj

>V
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Nalezy pokaza¢ obecnie w jaki sposéb’wzdr (10) moze
by¢ uog6lniony. Rozwazamy funkcje trzech zmiennych
y= f(u, v, to), przyczem v, w sg funkcjami jednej
zmiennej niezaleznej x, a mianowicie: u= tp(r), t'= \J/GE),
w — p(x); nadajemy zmiennej niezaleznej dwie wartosci
rozne x i xl i oznaczamy odpowiednie wartosci funkcji-

u = cp(ic), V= w=p(x), y= /(i V, w)

W— ~Xy), fi— «1=P(ai). M= /1{«i W W)
tworzymy nastepnie iloraz ¢roznic:

Vi—yJ /(«u wy) —f(u, v, w)
X X X Xx — X
i nadajemy mu posta¢ podatng do wyznaczenia granicy,
a mianowicie:
VI— vy _ f(Uy,Vy,Wy)~f(U. VUWy) Uy - U

Xt — X uy — u X i X
f(u,Vuwy) - f(U,V,Wi) Vy~ V+ f[U,V,Wy)-f(U,V,W) W, ~ «
Vy \Y Xy — X Wy — W Xy - X

Jezeli teraz xx dazy nieograniczenie do wartosci x, to
znikaja jednoczes$nie roznice (ijy—y), (Uy—u), (vL—r),
(Wy—w) i trzy liczniki zawierajace czeSciowe przyrosty
funkcji y, a rozwazania podobne do tych, jakie przepro-
wadzono przy dowodzeniu wzoru (10) dajg obecnie:

dy_bf du d/ dv. \[ diV
dx hit dx $v dx 5w dx

Funkcje algebraiczne i przestepne. Dziataniami
algebraicznemi nazywamy dodawanie, odejmowanie, mno-
zenie, dzielenie i podnoszenie do potegi o wyktadniku wy-
miernym, statym. Jezeli zmienna niezalezna, we wzorze na
dana funkcje zsvigzana jest z wielkosciami stalemi za po-
mocaskonczonej liczby  dziatan algebraicznych, to dang
funkcje nazywamy funkcjg algebraiczng. Mozliwem
jest jednak, ze pewna funkcja algebraiczna jest rowniez
wynikiem nieskonczenie wielu dziatan algebraicznych.
Tak n. p.
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1-j-x-j-a2-f-... xn xn¥xl ...= lim2a*——"—
n-oofc=0 1 x
jest funkcja algebraiczng. Funkcje, ktdre nie sg algebraicz-

nemi, nazywamy funkcjami przestepnemi. Nalezg do
nich w szczego6lnosci funkcje wyktadnicze e i ax oraz
funkcje wzgledem nifch odwrotne Igac i Lga; nastepnie
funkcje trygonometryczne sina:, cosa:,... i odwrotne, funk-
cje kotowe arcsina?, arccosa:,...

3. Zadania
na poszukiwanie pochodnych funkcji algebraicznych.
- dy_
l)y= a dx =0
2) y — ax =a
3) y—ax-\-b 3
4) y= ax?2 -2 ax
5) y — 2tf 16»2
6) y= Aaxb :20 ax*
_ 5% 3 — 15a:2
Ny= a a
8) y —a-\-2bx-\- cx2 ®bA-2cx
_a —a
9) y= % X -
A 4a
10) 2: X°
1
11 = SX = K
)y 2\/x "
2]

12 = y*2=X“ i
)y =y 3 \jx
13) y==\fxP ¥ J\]'XP n

n
V
_1J_

14) = -L =-x
S x 2 a3



R BV

W nastepujacych przyktadach nalezy znalezé pocho-
dne przez wprowadzenie zmiennej pomocniczej z podiug
wzoru (6). )

_ _ dy dy dz
21) y = f(2\ z= cp(2 dx  dz dx
22) y= (||f bay*= z* » —2b(a-\-bx)
23) y = («—bx)-* — 3 b{a—bxf
24) y==(o-f hx-f = 4bx(a-\- bx2
25) 4= («—bxy — — 156a8(fl— bxyi
26) y= (0o+ g83 = fia?(a-f-ic)2
_ _3(aa;— N2
27) y = (a—xl Xi "r
28) :(a-f- hx -f- ca:§’1 = n(a-+mbx FCX)n- 1{bV2cx)
) 1 -1 —b
29) v a-f-ia: (« -j- bx)s
30) 7= 1 6bx

(a— bx?y {a—bx3*



dy-="~
2

\Y,
34) y= \2px
)y P \j2px
3b) y — ——Lr-== gt — &
\/la— 6* o 2V(a—¢a?)3
37) y = sja—bx2 I i — |
_ * \a —¢ar
38) y = "2axA-x'* o=
[ ] ' Do V2«* + *2
39) 7= \1—a¥ —2a3
VI — a4
40) 7= V ' T
J= + ~X+< - = ~ e = = = ~
R A= Var mada-x o= 5 (B AS
X —a
41) V .
T * \l2ax —a2 \j(2ax — a3
42) y 1 4ic2
y(2 - .r34 W-&F
43) y L _ -3
V(*—aj3 4y(c— «m
_ 1
"\Ja-j- 6a)i n 7(«+ ¢#)pn

W nastepujgcych przyktadach zastosowaé wzor
podstawienie i dwa dalsze wzory:
dy du du
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«18) y = (a'-f- bx) (a — bx)
49) y = (1—2%)(1+ 3%)

*50) y —xAa—2¢33
51) y — (a-\~x)\ja — &

,92) X+ |

,53) y= x2ia- x

i

54) y = x\jJ\ —x2

55) y ="\ a2-f- 2
<

I8 y = 2B

1— &

o> S=1+s
1— 22

y 2 — ®8

cn\ X2— 2x~\-"¢,
[f> »=~7~+25=3

,60) V__(a + a83
61) y= i+ I 5

il- 1 —\Ix

62)y T

pog

65) y

x\ja-\~x

iy

B—2bX

11— 12X

;de3(a— 2ied (a— 58
a—3#

” 2Va-.r

_ -2 + 3a

~2 yr+ee
_ dae —off

2\/la — X'
1—2x2

Vi-8

®sVa2-f *8
A-f-4 &3 -3 2f-2a>-[- 2
» - (e3-~1)2
-~ 2
i+ f
— 6&
»o (2’\a*j*
de(e — 3)
(x2+ 2x — 3y
_ b6ex(a-f-x8)2(6+ aal
v (6~ x33“
1
Vin (i — V«)2
2a-f-
22 8V«-l-<n
2 -I-
2V(i+# __
ai _ja—ic
(a—i®)2Va-f-iae
2a43ic
' — i@ ”VFT™
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N iL_ &2l ait-t-a8:
J t 7 \jxi_ a2 dx 2\Ix(xi — a\i)3
2+ 3a;+(2a?+1yl + *

.67) U= \x -f V1+«_)2 ) VrtA

Pochodne funkcji trygonometrycznych i funkcji kotowych.

Chcac znalezé pochodng funkcji y= sina: nalezy za-
stosowaé¢ (lwa proste twierdzenia geometryczne:
Jezeli tuk AB (Rys. 2) jest ¢wiart Rys
ka okregu, to dla kazdego punktu
C lezacego na tym Juku mamy
-CD <CB <CEB\ jezeli nastepnie
punkt C zbliza sie nieograniczenie do
punktu B, to istnieje wowczas przy-
blizona réwno$¢ pomiedzy prostopa-
dtg GD, cieciwg GB i tukiem GEB.
Wynika stad przyblizona réwnos$¢ po- q
miedzy wstawg (sinus) i teoretyczng
wartoscig kata (dla bardzo
matych katow).
Jezeli MUVS (Rys. 3)
jest tukiem dowolnym lecz
jednostronnie  wypukiym
i proste MN, NP, PQ,, QR,
RS sg stycznemi do tego
tuku, 1o
MN -f-NP-\- PQ + QR
f-RS<'IfT-j-TS
i nieréwnos$¢ ta pozostaje
prawdziwa bez wzgledu na
liczbe tych stycznych po-
Srednich, ktére dotykajag
krzywej w punktach leza-
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cych pomiedzy punktami M i S. Gdy powiekszamy do
nieskonczonosci liczbe stycznych posrednich, zblizajac je-
dnocze$nie nieograniczenie kazda pare sasiednich punktéw
stycznosci, to z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy nowg
nierownos¢ dotyczacg diugosci tuku: MUVS~.M7'-{- TS.
Jezeli nastepnie punkt M zbliza sie nieograniczenie do
punktu S, to otrzymana nieréwno$¢ zamienia sie na przy-
blizong réwnos¢ pomiedzy ‘tukiem i sumg stycznych
MT+ TS.

Jezeli przeto CG i GB (rys. 2) sg stycznemi w punk-
tach CiB; to CEB<CG-\-GB<TG+GB = FB, to
znaczy, ze a” tanga, przyczem znak réwnosci odnosi sie
do kata a= 0.

Mamy wiec:

sin'a5Sa, acosa'” sin a,
a cos a.5S sin a,
cosa‘tSln a < 1l
a =

Gdy a dazy do zera, to lewa strona powyzszego wzoru

staje sie réwng jednosci i wobec tego:

hm% = g
a=o0 a

Zaktadamy teraz:

y = sinic, i/1= sinic],
y\—y sin —sinx  2cos£ (ic, -j- sin i (xt—x)
—X Xj—x Xk x
= cos4 (ict-f x) S e(@ =0
X)
Jezeli wezmiemy nastepnie = X, to dla ostatniego utamka,

zgodnie z dowiedzionem twierdzeniem, otrzymamy granice
rowng jednosci. Znajdujemy przeto:
dy dsinic ,
n—w =ms* (V)

Pochodng funkcji sina: jest cos.c.
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W podobny sposéb wyprowadzamy wzdr na pochodng
funkcji cosinus.

y = COSX, yX= cosr,,
y, —Yy cos#,—cos# —2sinE(#, a;)sin(ot—Xx)
&—w M w /vf_/&l)
sinik (#, —*)

((jjy _ dco/'s;x _ .

= ~A.=.lm- (2
Pochodng funkcji cos# jest —sin#.

Wzor ten moze by¢ zresztg wyprowadzony réwniez i z po-

przedniego wzoru, poniewaz y= cos#=sin #j: sinz

jezeli ztozymy £= ;y— Mamy wtedy ~- = cosgN==:—1,
. oody ,__ .

wiec o COS 2'== —sin#. i

Pochodne funkcji tang# icotg# otrzymujemy w pro-,
sty spos6b za pomoca powyzszych wzorow /UailoN j

sintg dy cos2# -j-sin2# 1
y — tg,r—cos#’ dx ~ cos2t " RRiE . (13)
cos# dy  —sin2# —cos2# 1
JF c«a=ijliS; S = - TE3F “ - Sin-S- <“>
Zadania.

68) y= sin(a#) = sin z» —%{Iéos(a#)

69) y — cos («#) » = —asin (a#)
q = i #_ = 1_ -

L;ﬁ)y_ SN » T 2 0%%%

J1) y = acos = » =-"sin A°

r-72) y|= sin (#") = sin2 » = n#™*-1lcos(#")
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eos \jax

13yy

. a
74) y= asin

I

75) y- :aeos)—(
IS-

76) Y- I
Vi InVs
77) y- :tg/aaj)
K *
m y- atg
79) y= algx
\y

80) y= sin(a+¢£c)==sin.?
81) y —eos(a ~ b'x2

oM y: sin2a;= A
,83) y* eos2{ax)
84) y: 2sin” (ase)
. a
85) y — €0s a
86)y- . E.Z
v sin X
]
A7)y - N,
88) y —;jsinz + siny
i** 1
cos 3¢- COSX
LU A B S

90) y ==tgx — COgx
?

17
91) y- =3smsc—4sin3«

asin \jax
2 \jax'

.— , €0S »
2\jx* \ X

eos* (a®)
I_

oX
S ft

aj 1

%2 op

&

:&eos (a+ bx)
=2¢».csin (a — ¢iR2,
:sin (2x)
:—asin (2ax)
‘na sinn~ 2(asc) sin

" €0

a

na a .,
*e0S —SIin —
X2 X
COgr

sin./”

x

sinXx
cos'" +1r

as®” oo
4 %

-. €os 21i"sinx

sin2(2 x)
= 3e0s3%e
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- - = N

%) y Z%inZa; 4si%14«; n §|n|5%,
01

93) y ——— j-tga: L2 (t +|)

cosa; m  cos2a

194) y = siua: cosa; »— €0S 23;

:95) a= (1 —-cos2a)2 »= 16sin3y cosa:

%),y = 2cos2(a;-(-a)- cos2a ,, ==—4 cos(«-f-2a;)sina

97) y== (xtg#)-

, 98) Y= 3sina:cos2a; fsm3a, » =

, /sm2ajt2a\
W= xigx[- }

3 cosa; cos2a;

99) 7= (4sina;- 8sin3;)cosa; & | = 4cos4da;

/100) y= («+ &sina;)cosa:
101) y —sina;sin(a —x)

a— bcosa;

N a-\-b cosx
103) ;.= sina;-f-cosa;
\y. sina; — cosa;
sina;-]-cosa;
0 % — Sinacosar

,105) y — s\xix— xcosx

,— bcos2a;— asina: *
»=sin(a—2a)
2 a6 sinai
(a-f- bcosa;)2
_ -1
7 c0s2(45° + Xx)
_ sm3z —"cos3d?
=T e cost

,, = a;sina;.

L1

Funkcje kotowe (cyklometryczne) sg funkcjami
odwrotnemi wzgledem funkcji trygometrycznych i na tej
zasadzie pochodne ich mogg by¢ otrzymane ze wzoréw
na pochodne funkcji trygometrycznych.

1. y= arcsina;
jest funkcjg odwrotng wzgledem x —siny, a poniewaz;

— cosy = YI —sinly = y1—xi,
wiec;

1
1
1
-
1

(15)



28

2. il=arccosx
odpowiada funkcji 3?= cosy, poniewaz za$

9 smi/== — vl — cosBy = — V1— 33,
wiec:
dy 1
d? -~ Vi - a2 M
f Prostsze jest nastepujgce dowodzenie:
% , dy 1
L= arc cos3:= - —arcsin«; &= — - --l----,
2 j\—x2
3. y= arctgic
1
Mamy &= tgy, dec = 1+ tg™ ==1+ «2 stad za$
po odwrdceniu:
dy I
dx  \-\-x2 (17)

4. ij= arc cotga?.
X
Ze wzoru y = —— arctga? olrzymujemy tatwo:

dy _ £
dx \A-xr (18)
Mozliwe jest rowniez nastepujgace dowodzenie:

y = arccotg# = aretg~ = arctgz, jezeli s==~-

; dy _ 1 ., dz_ 1
WOWCZas = =T d ax T T x s
1 —1 1
dx 1-]-"2 x2 1-f-x2
n2,ad ania
.106) y — arc sin (ax ~ = Z-=2=——
u )y (ax) dx Ali~asx2

. 1
107 = arccos (« —3 , = -p-<¢ .
)y ( ) V1 {%—xv



a2—x2
eJtejMarcsrajitji

ji09) y = »rcsini

0 110) 7= arcsin)\/l —«?2

* .

11 ¢ -}- acos«
111) y= arccos—, _ ----—----
a-|-Z>cos«
5i12 = arc cosla_O',
\? y) y \ )
A TH ) AR VAL
114) y .= arcsm-==
(f sji + X2

115) i/ = arc tg\jax

116) y = arctg a ix

gy ara

118) y= arctjoO ljz f

ol vi — 23
'121) y — arc cotg
122) y = arc(cos = sin «)

123) %= arc (tg = ratg«)

29

—2a

” Xj2ax-a2

2(1 4-ax)\]ax
a

” (a—x)2-\-x2
—1

"+ (@—1)2

-_— N\ -—

Vi —22
=2(TT~

»=—1
m
w2-j- (L — m2cos2«
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,124) y '= arccotg4, , = ——y—f=
y 2 N 2(X-V-\Ix

125) y= arcjtg= atg
1-f(@—1)sin?

2ax — x~
126) y= a. arcsinv ax—x V2ax —x2
C|y X
dx  v2ax —x2
127) y= \jax —x2—a.arctgv;° - VW
vV o * \

I ] *
(;ilggj y —{%~ Marc tga;}(arctga: . = X-\ lczarctg™,

¢J 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne.

W rozwinieciu potegi dwumianu:
n . X nn-—4Ax2.nn—\n —2xs .
(k=)o T o R
dla wyktadnika dodatniego catkowitego, rozwazamy prawa
strone:

't+i+M )o+H )M i” 5+-

iio-iiL-i i "1
nl\ nl \ n I1wmE...n
Badajgc wyrazenie powyzsze, gdy liczba n nieograniczenie
ro$nie, nie mozemy zastosowa¢ twierdzenia o granicy sumy
(str. 7, wiersz pierwszy), poniewaz twierdzenie to zostato
dowiedzione jedynie dla skonczonej liczby sktadnikow,
a w danym wypadku liczba wyrazow wraz z liczba n
nieograniczenie ro$nie.. Niechaj p oznacza pewna liczbe
catkowitg dodatnig mniejszg niz n, lecz wiekszg niz bez-
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wzgledna warto$¢ liczby x. Rozwazamy dany szereg do
tego wyrazu wiacznie, ktéry zawiera 3?, a sume wyrazéw
pozostatych oznaczamy przez RA,,

@+
1\ njl .2 "\ n) \ n1.2.3

+ P ir)l.2.3...P+ Bp>n; (A
Bezwzgledna warto$¢ reszty RPn- jako sumy pozostatych
wyrazow', nie przewyzsza sumy bezwzglednych wartosci
tych wyrazéw; odrzucajac przytem czynniki dwumienne
mniejsze od jednosci otrzymujemy nastepujgcg nierdéwnosc:
; wp+3 , .opi"
la;|p+i
1.2..(p+ ||
Prawa strona nieréwnosci zostata powiekszona przez zmniej-
szenie mianownikdw i przez zamiane otrzymanego postepu
geometrycznego skonczonego na nieskonczony, a poniewaz
zatozyliSmy, ze \x\<p, wdec otrzymalismy postep nieskon-
czenie malejacy, sume ktérego mozemy okresli¢ i*wdwczas
praw® strona nieréwnosci przybiera nastepujgcg postac:
it]i’+1 1
1.2. (p+ 1) M_"
mp-\-1
Mamy przeto

p-\-1
Wzér (B) wskazuje dwie wartosci, pomiedzy ktéremi za-
warta jest bezwzgledna warto$¢ reszty Rpn przy wszel-
kim wyktadniku n~>p, albowiem i lewa i prawa strona
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podwdjnej nieréwnosci jest niezalezna od n. Nieréwnos¢
(B) sprawdza sie w szczegélnosci dla dowolnie wielkich
wartosci n. Powiekszajac nieograniczenie liczbe n we wzo-

rze (A) i zakladajgc lim = mozemy obecnie gra-
U= 00

nice sumy skonczonej liczby wyrazéw zastgpi¢ sumg gra-
nic tych wyrazow: otrzymujemy wtedy:

( fydn N> Iy*2 yi3 iyP
I+ §) = 1+ i+ 0 + i~2;3+ ™"+ T X A+ i1’ (C)-
(D)
p 4*1

Sprowadziwszy prawg strone wzoru do postaci niezaleznej
od wyktadnika n powiekszamy nastepnie réwniez nieogra-
niczenie wartos¢ liczby p we wzorze (C), Przy wszelkiej
skonczonej wartosci x ostatni utamek we wzorze (D) staje
sie rownym jednosci, a poprzedzajacy go utamek w pra-
wej stronie tegoz wzoru (D) przedstawi¢ mozemy w naste-
pujacy sposob:
«ENiofEwW oWy S lin A MET [y M
y+ 2/ "“"\p+2/ < 1.2..fcy-kl]

zaktadajac T tej <&-j- 1.

Pierwszy czynnik prawej strony ostatniego wzoru posiada
warto$¢ stalg skonczong, a drugi dazy do zera, jest on
bowiem potega utamka wtasciwego o wyktadniku rosngcym
nieograniczenie. Tym sposobem znajdujemy plim(r Rp= 0,

i otrzymujemy nastepujgce rozwiniecie:
Y\ n svi T2 1y>3
‘+ |f+ £+ f5+ S 3+ - ,E)
w postaci szeregu nieskoriczonego, zbieznego przy wszel-
kich rzeczywistych, dodatnich i ujemnych wartosciach
liczby x. Szczegdlng warto$¢ tego szeregu dla x =1 ozna-
czamy literg e
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=1+ 1+ 71 2+ TTO + -
Poniewaz prawa strona jest wtedy >2, ale

przeto liczba e powinna byé zawarta miedzy liczbami 2
i 3; znajdujemy;
<3=2,718281828459...
We wzorze (E) n jest liczbg catkowity. Jezeli x ozna
cza liczbe catkowitg dodatnig, to we wzorze tym zastgpié
mozemy n przez nx\ mamy wtedy:

lin,(I+f)"=1li,n(1+ ~)”“ lim(1= i)"*

lin,(1+ i) "J=e"
przyczem ostatnie przeksztalcenie jest mozliwe, gdyz gra-
nica iloczynu skonhczonej liczby x czynnikéw réwna sie
iloczynowi granic. Dla catkowitej dodatniej wartosci x

mamy przeto
(M B g2

1+ s) = 1o+ 0+ ot 2+ 1 x 3+ - (F)

Jezeli nastepnie y oznacza liczbe catkowitg dodatnig,
to biorgc my zamiast n mamy:

4 - (Brin» (B )ih (144

% n
eJ= lim (I-j- K .
n= «V 71"

Wzor (F) sprawdza sie przeto dla wszelkiej wymiernej,
dodatniej wartosci x.

Rozwazajgc wreszcie dodatnig, niewymierng liczbe x
zawartg pomiedzy dwoma utamkami wymiernemi

Ysx<v

Dilp-Nefcto, s
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mamy
P (P\ S Is\
, 4, \Ql i ixr 1i Mi\vY ot

T+ THTT + <141+ iT24 -<L+T+r2 + -
a zblizajgc nieograniczenie oba utamki mwymierne do nie-
wymiernej liczby x przekonywamy sie o prawdziwosci
wzoru (F) dla wszelkiej dodatniej wartosci x.

W analogiczny sposob zbadaé¢ mozemy dla dodatnich
lub ujemnych wartosci g

IILII L I'|+ I’rl)
L ) S @ .
Widzimy wowczas, ze biorgc —~ zamiast n we wzorze (B)

otrzymujemy dla reszty granice zero przy wszelkiej
wartosci p i nieograniczenie wzrastajacej liczbie n i wobec
tego po przejsciu od wzoru (A) do wzoru (C) pozostaje
tylko pierwszy wyraz 1. Dla wszelkich dodatnich i ujem-
nych wartosci x mamy przeto:

Po zamianie x na —x2 wynika stad:
lim(l-f~. limil—-Y"= lini(1— ) =1
}= Co\ Hj

to znaczy, ze

e* lim

albo

n
Wzo6r (F) sprawdza sie przeto dla wszelkich rzeczy-
wistych wartosci x.
Chcac obecnie znalez¢ pochodnag funkcji y — ex, za-
czynamy w ten sposéb:

I|m(1+ T
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?2-f-3?2/=Ffx+Ax, y= X\ Ay —e*(cA* 1),

iy ~(EA—1
AXx \ Ax
Ktadac —1'= " to znaczy e& = \-f- 4# = IgNl-f-.—
mamy
AU £EA .c_ 1 ex fx
a
r f .: nigpi) ig(i+i

Gdy Ax dazy do zera, to n wzrasta nieograniczenie,

a 1g(1-|—"] staje sie réwnym lge-=I. Mamy przeto:
ly dc*
. _ (19)

Wyznaczajgc pochodng dla kazdego wyrazu prawej
strony we wzorze (F) otrzymujemy ponownie dawny sze-
reg nieskoniczony zbiezny. w danym wypadku jest przeto
dopuszczalne wyznaczenie pochodnej szeregu nieskonczo-
nego przez obliczenie pochodnych poszczegélnych wyrazéw.

Logarytmy obliczone przy zasadzie e oznaczamy przez
lg (por. str. 19); ze wzgledu na ich wiasnosci szczegoélne,
podane nizej (por. zad. 424), noszg one nazwe logarytmow
natural nych.

Dla znalezienia pochodnej funkcji wyktadniczej postaci
ogdlniejszej y — ax zaktadamy a— cm i otrzymujemy wtedy
m= Iga, to znaczy, ze m jest logarytmem naturalnym
liczby a. Majgc woéwczas y = e™= ez gdy mx = z, znaj-
dujemy

dy z dz . dy

JJx=m 1dx~ mel~ 7le"X= ~a)

Pochodne obu funkcji logarytmicznych wynikajg
z otrzymanych wzordw przez rozwazanie-funkcji odwrotnych
wzdledem powyzszych funkcji wyktadniczych. Jezeli:

V— Ig®
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dx &/ dy__ 1 |
©x: o g Cdx el x (20)

Funkcji y—Lgx (przy zasadzie a) odpowiada rdwniez

d
funkcja odwrotna x = aJ, pochodna ktorej —X,— a,y\ga,

dy
skad:
dy 1 1 1
20 &
dx' av.lga Iga x (202)
Zadania.
. d
129) i/= e = es aﬁ)/(.—aeax
130) y=gr aem
131) y- :aea
132) y = :el*
133) i/= e2 \Jax
134) y - 000X =— sin ®ec*x
135) y  gsin2# :sin2 ®eain'x
g aro tu x
_ * H
136) y =e * roix 1+® 2
,137) y = x2ex ize' (2-j- ®)
138) y= e*(® — 1)
$139) y = e*®@" ((®-f- n) ecxn~ |
140) y= (®2— 2x-j-2)ea
i< = --0,3 | \
/141) y= ale“-j-¢ " :2lea—e al
0 42) y=cos®e,inx m(C0S2®— sin ®)e,iQX
'143) i/: ;e"sin2® 1 e2x(2sin2®-j-sin2®)
. e*(x —n)
144) y: XN xn+ |
— 1 2>'*
145) y —° !
e*+1 (N +1)2



*(R) —
14) y— C D

147) y — {#*x
*148) y=\jx(ex 1)
Y

149) y ==.a-V**+.

150) y m=a tRX

151) y — (amx-f- &p

7/y152) y= ax.®a

153) y— Ig(a —@j
* 154) y = Ig(®»)=MIg X
155) y= lgi = -1g®
.1&56) y= Ig(a®): lga-|-1g®
, 157) y=(ig®)n=Vn
o# »-«(.-I7
o # »-«(.-I)
159) y = Ig®+ Ig®2= 3 1g®
160) y=1g(l —®g= Ig*
*16) y=rs(i+ |)

, 162) y —4g (a —\Ix)
K llj
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dy e@[®)- (®—m)3]
dx
ai—
T —2
1 (e -i- 1) -1
2\®(ex-f 1)
_xa”™xx+llga
TN+ T
_ a*® lga
CoS2®

(amx-f- b)1~1a"llmliga
ax®a- J(a-(-® Ig a)
1

\

X
n(lg®)” -1
X
1
a-j-®

2®
1. ®2
a
®(a-j-®)
1
2 (®— a"™®)



* ovt 1 ' " emx-{-e

,164) y — Ig(®,-f\1 + @2

V1i+ p
Jp U= |-2v+ 20g|l+ Vi "1=~ 5
i a+ \Va*— @2 —a
j5166) y =g 1% Xja- — X-
167) y = Ig(a-fio*) bix
o©
= -=J==r.=— 4lg(l-+-al!
(198 Y= 19ylgd = loll-am) 1+ xm
a—X
$69) y=\~2ax-£> , Lsax__X,
1-f.r 2
170 ;-
T «+ ® «
Jimjy=ilg* - _ o -
X 4
A7)y @A " x(l - @
@74y = Nia: 1 —5la®
1/4) y= lg— | —-
; 1—w'l- Ne U- a’' /

L75), y = XSfpi" 07101 19 (@A Y ®9 = T g ™
¢76) y= lg'(«+x+ V2Ii5+~ =
Anfy= g —a) gl =8 = T

J78) y= 4+ 2£!lg (1+4&*)_| » =*lg(1+®%*)



'X-=f-1 , ®—1 . dy _ ®2—3®
y1/<)|y-||4g _®21;14-xia— -f-iarctg® 7= —i L

180) ;/= lg(f—21 + 3lg(®+ 1) -t-1Ig 1)H-5arctga
dy 6®3+3®2+2®—7
dx ™—1
181) 7/1= 1 ~N= __ - _ nm ’
¢ ylad-;®rfV« +
1 14-® 2 1, 1+®
$32) y= -L'— - » —X(1—®9)"“ x29g1—®
ioj\ 1—®, 1 +® |-f @ ®M-I._ ] +
Jl%g)y—-Z-’g> flgjl_ B » =— X% jlj\g- §=_))((
X 1—®+ Ig®
i184) Y= Tf~ IS * -- a _ Xt
~85) y — lgsin x »= Cotg®
186) y — Igcosx »= —Ilg®
2
* (87) »-l*e*xx mT SSS
¢ 88) =-nr,4
o lm— Vv . a (x —a\
¢89) /= Jgsini—— M gsinz.,, ~co.g
MO)y—Il g n e o s . = —tgh
191 y = Igsin yit-j- bx . = mm—=== cotg \ja-f- bx
Jy' d gsin ¥t 2\jn-f bx 9
E-92)y = IgcosWI ., = —~-tg J I
fied 24 J \ X 2®y ®gl \ X
2a¢
&=y b\« —Dblg®/ 7 «J— (a4 Sin*®
8 A1 jh— he i@ -f- 16 o 2 =n
y194 =g @® tl]gews@ag Ilgf3|;nx 216 = cotg®

¢95) ?2=1g/®= Jg: ”
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Pochodna logarytmu naturalnego funkcji
rowna sie utamkowi, ktérego mianownik jest.
dang funkcjg, a licznik — pochodng tej funkeji.

Pochodne funkcji majacych posta¢ y = f(u, v)= uv,
gdzie u i v sg funkcjami zmiennej niezaleznej x, moga
by¢ znalezione za pomocg wzoru (10).

of

Mamy Wé_wczas-g)ui: titL i v ut—Ig«, i

(21)
ﬁrzxkfad 1: y=(ax)Hk u=ax, v=m 37;"( Sr)yg m,
1+ «)e
arzkaadJE: y — Gmae)c°9* —gi cos, S—X: — sina::

(sina;)cos*~1(cos2# —sin2# Igsin x)

Poszukiwanie pochodnych tego rodzaju funkcji moze by¢
nieco utatwione, jezeli rozwazamy najprzéd logarytm na-
turalny takiej funkcji i znajdujemy pochodng jego wzgle-
dem x, mnozac pochodng wzgledem yy czyli odwrotnos¢
danej funkcji, przez pochodng funkcji y wzgledem zmien-
nej niezaleznej x.

Przyktad 3: y—x\iy=x\gx; iv "™ = 1llj-jg-c;
. —(A-flg*)i/=="t+ lga?)]

Przyktad 4:t/==("); lgy =x (Iga—]ge);



L« (¥)
Przyktad 5: y- ', §f=~'(l+1g f).

X
17z 1 dy N —x (¥) 1—x
dx x'i' d Vx> 1+ X X*
Przyktad 6: A;f: HZ(I — lga?)".
Przykiad 7: y=zyd® 4y /1 Alga— 1)
a
Przyktad S:y”~(o+te)l; 1*« 1V)]
rt
Przyktad St </= (\; “)’1||-S () S 5
Przyktad 10: y — (arctg&)l;
12/

\ X
<= (arCHi ?}* (1" arc tg'* arctg.r 1_@2‘!

A§ 6 Funkcje uwiktane.

Poszukiwanie pochodnych zwigzane byto dotychczas
z zatlozeniem, ze funkcja dana jest wyraznie w postaci
y z=zf(x). Jezeli natomiast obie zmienne x iy zwigzane sg
wzajemnie w ten sposéb, ze pewna funkcja obu tych
zmiennych przyréwnana jest do zera:

f(x, )= 0,
(por. str. 3). to Z jest funkcjg uwiktang zmiennej x, przy-
czem wyrazna posta¢ funkcji y—y(x) jest wprawdzie
okreslona za pomocg roéwnania f(x, y)= 0, nie moze by¢
jednak sformutowana, gdyz nie zawsze mozliwe jest roz-
wigzanie réwnania f(x, y) = 0 wzgledem y. Konieczng jest
wobec tego nowa metoda poszukiwania pochodnych.



Zwracamy sie w tym celu do wzoru (10), str. 17,
" dV_ $Vdu bydyv
w~ (" h d i W y dx
gdzie u i v byly funkcjami zmiennej x. Jezeli w szcze-
gélnosci zatozymy y - 0, lo zaznaczymy jedynie, ze funkcje
u i v stale czynig zado$¢ rdéwnaniu f(u, v)—0. Mamy

dy

wowczas = Qi otrzymujemy:

I )= O _bf_du+ _bfd_u: -
Biorgc nastepnie u—Xx i przyjmujac zamiast v nowe zna-

kowanie y, mamy ™ = 1 i znajdujemy:

¢ K+|[i=-n
bi

dy bx
dx bf (22)
by

Przyktad 1. f=x2-|4/*—r2= 0. Znajdujemy bezpo-
$rednio :

i, dy _ o ol Y X
EXA12yd).(i = 0 ,skqéf iy
albo podiug wzoru (\%2); B 2X, -b-)-/: ||/.~d:X: —y

Postugujac sie postacia wyrazng, mozliwg w danym wy-
padku do sformutowania:
X *X

= yIr-—x2, -y,
y= ylr—x2, mamy 4 YA xi y

Przyktad 2: f==yn—W:==0;'nyM_I~ "—pa? 1= 0



Podtug wzoru (22):
dy _ pxP~1
bx 1 * by ¢ 7 dx nyn-1
Chcac unikng¢ mianownikow i znakéw pierwiastka,
gdy funkcja przedstawiona jest w postaci wyraznej, prze-
chodzimy zwykle, przed wyznaczaniem pochodnej, do po-

staci uwiktanej. Zamiast piszemy zazwyczaj ?/.

Przyktad 3: i/= -\jl4:2,f:if!x2- 1=0; 3yAfx--j-2if.r=0,
Ix

yr= — .x albo: il = ang)

A'° samo znajdujemy wyzna-
czajagc pochodng dla funkcji przedstawionej w postaci wy-
raznej.

2\ o *
Przykftad 4. a\-bx oy rorr

['= bxy2 bx2—ay2-f-ax2—0;
by2-f- *2bxyy" -f-3b.c2— 2nyy' + 2/r.r= 0,
by2-j-3bx2-f- 2ax
y 2ny — 2bxy
Przyktad 5: y==VA-J-VIrj-A albo f—yl "2yir- 1=0;

V = 4X+ V1-j-x2
4yVv - W -V =1, V=2gir_ :

Zad ania

of bf dx
N196) /'=«a:-f¢gy+c=0; 6~ ]

X2 ,42 1__n, S/- 2« Dbf_£2y
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198) y — A f—y*(x - a) —(x-\-a)3= O;
p (x— a)i
Nl=1-3(x + ay, |M = 2y(x-a),
dy _ mS(x+tay—yt_z+ a y ,p+ats
173 2y{x - a) ~yx —a 2\\x —a]
~NM99) /| — ax~J— = 0 h—/'--v=ax~y Ilga —ya”z-1,
> _ —_ lua— «a —-—dy_ X—\S-:y—
52/ ©dx & lg(aa;)
ina = Voo cosa
I@OOl f-—SIna,—COS}j— 0, dx - sin v 1

.201) /'= erti' —«T= 0; v—=
U c)»
£l = — 1+ lgji.
202) f—&X+bn- ¢c==0; |- =
1292 n- =20 lg

~=Pf-j

mujemy ten sam wynik.

aear+ iz,
% d

=chy —a*lga, = e*ty,
Yy g dy Yy

'&-e«*+»y,

Z postaci prostszej: aa; -f-% = Igc otrzy-

M = -y, =~ E=-f¥i-n
#204) f8=ny —e  —U; - =ia,
" bx  2sjb-x M
w_  —y
4r 25,b—x

206 f= bosa?—z cosy —t'; ~

a-siny,

a.r a,smy

— >in .u— co<y,

rngl __sinaé4-cosy
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206) /= Y(a;—sinax)= 0; tatwo zrozumieé, ze podobne
zadanie prowadzi jedynie do wniosku dx —0 alb»'
dy- 0, poniewaz f staje sie réwnem zeru tylko
w dwuch wypadkach: y= 0 albo sina?= 0.

y 207) f=Xil\t\(x~ y)—(*+//:=0,‘z)~(f]|c_j= sin(®»yi+.Teos(*—y)—1
-xc.as(x-«>- 1 *1= "niX u4
by dx acos (a—z)+§1
Rozwigza¢ nastepujgce zadania, nie obliczajgc oddziel-
nie pochodnych czastkowych, a opierajgc sie bezposrednio
na wzorze:

fKv>=0,

208) f=y2- 2px"=0-, 2yy'-2p = 0, t/= |-
r200) [ = T +\|— o ¢V |+ ¢ \f

y': -\hB -

mpO) /=>rcs,»|_16*=0; 1=0,

Xy —il'ly-—vy
i y Iary ¢
>211) fz=yiA-xi—(aa:-|-6)s=:0; yy' -j-x — a(aa:-{-¢)t=0.
w212) f=(x -a)H % -p )™ |zj|0;
®—a+ ly)+ (i/f —p-f = 0.
213) f==y*(0 — 1) — ax2—0; y(x2—1)j/ -f-~rU/2—a) = 0.
214) f = {ax-\-by-\- c)(aa:-j-p?/+ Y)~ mx2—ny2= 0;
{aA-by"){ax-*>y-\-"{)A-{o.-\-*y/){ax-\-by-\-C)
— 2«ia? —2nyy' = 0.
,215) [e= (x2+ y2- 1)(afc+ by)- ma*—»y*= 0;
2(x4-yy") (ax A-by) + (a-fiy")(ir+ y2— 1)
—2mx —2nyyr= 0.
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216) /m= (I — ax) (asjff#*) — 1= 0;
—a(a2-f-if) + 2(®+ yf) 1 —Ilag= 0.

219) f= (i + *+ A) (i+ [[+-) =<>;

(i _yj (it 2+0) + ([1"-¢) (1+ >+

218) /;= (&2+ ,/2- a.r)2- a\x* + if) = 0O;
(f2+—22— ax) (2x -f- 2yy' —a) —a*(@?-j- i/f) —O0. .
219) - (@ - L= »
«y2+ x~uy' + '(2/4-42~ K+ fy' (@2 ~)—<
220) f=ax- cr'/=1); axIfi e*'J-fc*»y'—0, //= 1—Ig«
Prosciej: &?lga= 3:—y\ y'— 1— gt
221) I'=il2—22c->-j-2.r |-/l = ((;
yy' —<®(y+ y) + By + @/~ly'=1
222) ['==sinas— s>l (2y - )= 0;
cos Jo-f- cos (2y —re) —2y' cos (2y - x) = 0.
223) /'= ysinx -f-xsy*-J-acos /[ -f- p= O
ycosx - ff sinx -j-2xy(yf-xy') —ay'siny — 0
224) f==excosy —eysin .4=0;
crcosy eifcosx —(e*siny -f- asinx)y’ = 0.
225) /'= sinx -j-siny-f sin ((/:-j-y) = O;
f — Ccos' X X4 + )
Cosy -j- cos (X -(2y)

8 7. Funkcje okre$lone za pomocg wzoréw:

X = cp(Q, 2= 4r(i)J
Zaleznos¢ funkcji % od zmiennej o bywa czestokroé
ustanawiana w ten sposob, ze obie zmienne x iy okre-
Slone sg jako funkcje trzeciej zmiennej za pomocag wzo-
row postaci:
®-=-<P(Q, V= 4(0-
Jezeli ze wzordw takich potrafimy wyrugowa¢ zmienng 2
to otrzymujemy wzOr wyrazajgcy bezposrednio zaleznosc



pomiedzy x iy. Majac np. X =r cost, y= rsint otrzymu-
jemy rownanie f= x~-j-y2—r5= 0.

Poniewaz t jest wowczas whasciwg zmienng niezalezng,
nadajemy przeto tej zmiennej dwie wartosci szczegdlne t i tx
i otrzymujemy odpowiednie wartosci funkcji:

x = y(t) xi= e(tl)
y="W) yL= A1),
a z tych wartosci tworzymy nastepujgcg tozsamosc:

2l — U
IA T »= .'.= . (A)
X. .r X, — X !
zZ —t

Zachowujgc statg warto$¢ t i zmniejszajgc nieograni-
czenie roznice tx—t, przechodzimy od ilorazéw roznic
. we wzorze (A) do pochodnych i otrzymujemy:

dy
LizZ:ZL. . .
&.r <Ix my
dt

Wzor ten, przepisany w postaci dy _ gyad)f b o

dij d t. . , , .
X y (} jest jedynie powtoOrzeniem znanego wzoru (0),

str. 11,
. do -
Przyktad 1: fm= acost, 7= gsinf;, ~;J= —asini,
g:bcosf; , = —- col& Puiujoe otrzymujemy row-
ar ax a
nanie o« ﬂ—lzo, albo: i/:~by<7—_af?2istqd dwa

wzory dla pochodnej:

rf'i/ a1 —
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Trzy otrzymane wzory sg rdwnoznaczne, poniewaz
. bx X
cofgt= — =
ay y«8—.t§

i©
Przyktad 2: a= £cosa, y —isi*\a-j-b; Qy: cosa,

Ay = sina; ~|=tga. Rugujac t, otrzymujemy: y —Xx tget—-{ &
i stad: ~ = tga.
Zadania.
@ 226) y— at dy _ 4
il a= a(l—t dx~
. b 7 —b(n—ty
X: b— t
1—t
/ 228) vy.
)y 1+ 1
21
X~ 1+t
229)y = I* _ ft
X — §sjin V2
*,230) y ~Meati-y
(el£8_
4(a- 03
231) y a8i2 4 (a— t)\2a-\-i)
‘ta— 2t "o~ 3asi
" at
* 232) /= sin8f -
aj= sin2t =gzt
233) y = bsin81 b

X = acos*t a



234)

235)

236)

237)

238)

239)

210)

y—1—cosZ
X —t—sini
y — a cos*

hl
®e= 6tg—
N = th

1

cos*/

y — sin Z— Zcos i

X—cos/+ Zin Z

. .ot
y = £sin Z-J-sin -
X m £ (0§ Z)-00Sy

y —t—cosZ
X=Z—sinZ <

asin Z
1+6 cos/
ccosZ
1+ bcosZ

241) + = sinZcos 2 2

243)

= cos Zcos 2 2)!
sin3Z
(cos222
! cos3Z
(cos224
I/ = 2sinZ —sin2Z
X—2cost- cos2Z

Dolp-N*tto

ay t
§ = ¢0,92

gSI'H

£ cotg Z

» = tg¢

- colglz

'+ +

sur

ab+ acosZ
” esin Z

, == —cotg3Z

, = —1tg3z

. —tglZ

t’ COSs
4
1

49



t
245) i/= arcsin~—-=
VIi+i i

t
# =arccos -------

.§ 8. Pochodne wyzszego rzedu.

Funkcje wyrazne. Pochodna funkcji y —f(x) jest
rowniez funkcjg zmiennej x i moze by¢ przeto poddana
tym dziataniom, za pomoca ktérych sama powstata z da-
nej funkcji. Mamy woéwczas:

*)_ . \mf (*.+ M
dx

. Ax
I f(x-j- 2AX) —/'(/:+ Ax) [(#-}-ila;)—f(X)
'm AX 'AX AXx
f(x+ 2Ax) - 2/mm+ Ax) + /1@?).
==lim J& -

licznik ostatniego utamka oznaczamy przez A(Af) = Aif
= A(Ay) — Aiy i otrzymujemy:

A2y

AXx-

Stosujemy w danym wypadku znakowanie f" (x) albo

a wiec:

df(x) _ .. fo_ .
(d;x)._“mAx_-A_ 10

df(x) d (df\ dZ~
fi*4

*) Wzor (8) na pochodng iloczynu jest réwnoznaczny ze ;wzoiem
na rézniczke iloczynu: d(u .v) —u.dv + v.du. Rozniczka funkcji y
jest iloczynem  dx\ rézniczke rzedu drugiego diy otrzymujemy jako
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Podobnie mamy:
fn, df{x)_ d_ _d* (df\ _ M
div dxydx*) dx2\dxj dx*
i t. d Wyrazenia:
yrooyTty oyt albo: f"(x), f"(x), P (X)
nazywamy druga, trzecia,... nt> pochodng Ilub tez
og6lnie: pochodnemi wyzszych rzeddw.

Przyktad 1: y= T2 "L=pt&-\ *=M p —

JEV —i0)(p—AXP mee

= 1) -(p—n+1).-"-».

Przyktad 2: y= sina:; y' = cosx, j/"= —sina;,
y'" = —cosx, y"" = sina;, i t d.
Przyktad 3: f(x) —e* f'(x)= < f"{X)= cx it. d.

Zadania.
*
246) y — xs Y s
247) y = (a— boc)i » =12b2a—bx)2
2A&)y= xi—2a#fJ|2+ 2 » = 12r2—127-f- 10
24 =N .= ~Jk
») 9\jx*

250) y = \jed — x- = a2
“fr \(a2— a*)s

*251) y —\J2px . =
)y P \j{2px)3

rézniczke rozniczki pierwszego rzedu, zaktadajac, ze dx w iloczynie
i/'da: jest liczbg niezalezng od x.
d*y = d(dy)_= d(i/dx) —y"dx.dx = y"dx%

Zrozumiatem jest wowczas znakowanie: y" =t dy (Przyp. thum.).
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d-y_ Ab-
252) V= i - bx dx2  0\j(aA-bx) 1
10
N253) U= i « - «) 9\jx — a
¢254) y —x(u X))
255) y = X3
, X —4°H - 2x
¢256) Y a _xyy \a —x)1
257) y = 6K -m - e nx
258) i/ = am — Iga)2
250) t/= e9) = ) [(<,>>))*+ <(mf)]
260) 2= = 2(2=2—1)c-x
_2(1—="
¢261) y  1gO0+e&)) “ (1 f .
1
262) 2= elgx’ —WX
$263) 2 & Igx 3-f-21gw
lg® —21gg—3
264) y — ' 9:
265) /= siii (@ —2x) » = — lsin(a —2x)
X
266) y 1—cosx tg 2
sin.r « «KoT-
X
267) y= arccos.u
v(i -
N268) y = x<FTVE = e«ni(2cos.r+ ;rcos2e—icsinA-)
o (IV(-1-0 em>)
2%

270) y= arcsm )
)Y vy-f** (i+xy
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¢276) y= lg(a+ bx) * ‘
277-) y = sin (nx) ,» = — n3cos(nx).
Jezeli y= t\z) i *=72(*), to Bior«c P°-

nownie pochodne obu stron, otrzymujemy podiug wzoru
(6), str. 11:

(Py _ diy (ds\i . d3dy

dx- (1z3\d &) il/-2dz’
Dalsze rézniczkowanie daje:

(Ihj__d3y Idz\a, t)dz d*z d?y.d*z dy d2ij dz dZ
dx3  d25hex] 1 ~dx7e% a2 dX®dz * deR dy By
d3y d3y/dzva. d2y dz d2z . dy d3z
dx3  (1z3y<rd ds- dx dx2 dz dx3

/[Przyktad: y= (x--6a23= z\ z= a-\-bx2
fd(z: S 42 ciis b § Y K axi M O

Funkcje uwiktane. Zmienna y jest funkcjg uwi-
ktang zmiennej x, jezeli réwnanie postaci f(x, y) —0 wy-

raza zalezno$¢ pomiedzy x ivy. Pochodnqg'/ otrzymujemy
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Zz réwnania: = 0. Jezeli teraz dla EochodnejJ

N_f N ~
bx 1 cii/ dx
cza,stkowejgn znajdziemy powtornie pochodng czgstkowa
wzgledem X, to otrzymamy drugg pochodng czastkowg

.. ) . b2f
funkcji f wzgledem x; oznaczamy jg przez \I;;«

Oznaczamy rowniez przez \é\;z’te pochodng, ktéra wy-
nika z dwukrotnego rézniczkowania czgstkowego funkcji f

wzgledem y. W analogiczny spos6b nalezy pojmowac b2t

czyli Mjako wynik czgstkowego rézniczkowania wzgle-

dem x i nastepnie wzgledem y. Te ostatnig pochodng na-

Iby)
lez drozniac¢ od innej hodnej— li — kt6
ezy odrodzniac od innej pocho nej bx czglmy ora
wynika z czastkowego rézniczkowania f(x, y) najprzéd
wzgledem y, a nastepnie wzgledem x.
Przyktad: f—x3-\-3x2%y —ys= 0;

Gx: 3®?+ 6aiy ’69: 3®*— 3y2
b2f b2f
b?(gy' 6®- bybx

b2f _  bof

W przyktadzie txm Mozem}j dowies¢, ze

bx by ~ by bx
rownos¢ tych dwuch pochodnych sprawdza sie zawsze,
jezeli sg one funkcjami ciggtemi zmiennych x i y. We

wzorze:
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i/ = iimf(xuy)—f(x,y)
bx —X

nadajemy zmiennej y dwie wartosci szczeg6lne y i yu two-
rzymy iloraz réznic i okreSlamy jego granice; mamy
wowczas:

ofify A fxy) fLy)—H0c)

Ji“ 2
przyczem znak ,lim*“ wskazuje jednocze$nie na przejscie
od wartosci x1 do x i od yi doy. W podobny sposdb,

Ze Wzoru:

c2 2i —2
po podstawieniu wartosci szczeg6lnych x i xx i utwmrze
niu ilorazu roéznic, wynika wyrazenie nastepujgce:

dfi/l sfon 21)-1TON2y  fO,21)  fiO™Y)

Ny limt- 21— 2 2/1— 2/ ]

SX x| —x
w ktorem takze' znak ,,lim* odnosi sie do obu zmiennych
X iy. Oba otrzymane wyrazenia mogg by¢ sprowadzone
do postaci wspoélnej

/foi"j/i)—/foiiy)~ f(X:?i)+ Ifo, V)
(A—Xx)(yl-y)

a wiec i granice, do Kktoérych one daza we wskazanym
procesie zmiennosci, powinny by¢ takze réwne, to zna-
czy, ze

C2y,. ay - w .
oy by bybxbxby
Nalezy jednak zauwazyé, ze dowodzenie powyzsze sto-
suje sie tylko do takiej dziedziny wartosci zmiennych x
i y, w ktérej wyrazenie
iim - /fony) /f0,2/t)~i~ic(x >y)
i —x)dl oy



zmienia sie w sposob ciggty zachowujac skohczong war-
tos¢ gdy o i 7, zblizajg sie nieograniczenie do x i y.
Gdy wyznaczamy nastepnie pochodng zupeing dla obu

, . of _ar d- _
stron rownania;-----f-.- ~= 0 wzgledem x, to nalezg

bx by bx
9 ; of

pamieta¢, ze pochodne czgstkowe i sg wogole za-
lezne od obu zmiennych x iy i wobec tego stosuje sie

prawidto nastepujace:

Jezeli FQ}(, y)= 0, to h | b

—P i:
dx A== bjj dx
Otrzymujemy wledy:
b*f h'f dy ( c2”" fi2z’ rfy® ,7~JIU =0
§Bs-t bxby'dx' \bxfijf ' d?2'd7r)dx dx°‘ by

stad za$ znajdujemy po podstawieniu dx: ~ bx by i po
odpowiedniej redukcji — wzdr ostateczny:
W oaly ay opheV,aylaly
dz/ "o.roy )if el Y AF\c);r/
0/
jay.

Rozwazania powyzsze wyjasniajg dostatecznie sposob
obliczania pochodnych wyzszych rzedéw funkcji uwikta-
nej i wobec tego zbyteczne jest wyprowadzanie odnosnych
wzoréw ogdlnych.

Przyktad 1. f='y2-\-bxi -2ay-j-a'x —b—1);



Przyktad 2: f=zeax~by— c—0:

(Ipax~bt/ N~L=  beax~bl
bx by
b2f b 2f
bx- azax; bJ %yz
b2f _ _ afeax~b,j m b2 __aJpx h/
bx by by bx

%(2: 6
Ze wzoru ax —by=1lqc moze by¢ tatwiej otrzymany
ten sam wynik.
Zadania.

Podane sga nizej czesciowe rozwigzania, za pomoca
ktédrych moga by¢ otrzymane odpowiedzi ostateczne podiug
wzoru (24), str, 5fi.

278). f= x2- x3y+ y'=0 jy=" "2

0Y3- p»_ 07" - _
0 b 2y Hyo).r 2«,

279). IN{$24y D2 a Ax2- T7=0 |~ = 2v/(2?22+ 2y2+ a?

N o= 2«(2a2+ 2722- a) 0 = {127+ M 2+ 2a2
1 . f2/-
V's= 12372—4y27- 'la2
gl«s Yel- R anau
) 2 .
280),/= *—«<n*==0 ~" = —xesinycosy

bf = eQ.n:rcos«— es'ny Q! = xes,ny(s\ny — cos2?)

?25_: a*9(cosx.—sin«) —bgf = —esmycosy.
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281) f=y + ye~*—x= 0 = 1-]- e~*
oy
~ ——ye-x—1 02/
O# ye.-x by
b2f b 2f
bx2 Y& ¥ by br
bf
282) f s\nx+s\ny-\-s\t'i(x-y) O — =cosy —cos(ii;—Y)
b f , b2f . .
- 4-= ? ? — —_5= — — ! J—
b§< 0083.,+cos£g. y) by% sin w smslx y)
b2f _ e cin(y_\ P2
—4 = sina: sm{}( y\ b_ybx sm@. w).

Funkcje okresSlone za pomocag wzoréw: x—y(t),
y = Ar(t). Pierwsza pochodna wyrazona jest we wzorze (23),
str. 47:
dy dy _dx
dx dt'dt
Rézniczkujgc obie strony wzgledem x, otrzymujemy:
(Py (1t dx dx dt dy
cPy dP ‘dx‘dt~ dP'dx'dt
dx2 (dxf
\dt
dt

Uwzgledniajac nastepnie zwigzek = 1:dX znajdujemy

wzOr nastepujacy:

d dx dx dy
dhj _JP"dt~JP'cTt
dxs~~ "(ctx\s

Tt)

Zadania.

283) y = bs\nt d2y

a= acosi dx2 a2suPt



Drugg pochodng otrzymaé mozna z pierwszej rowniez
w nastepujacy sposéb:

dt
el:V- di d X

Przyktad: y= ~~ a?=lgt;

\dx)  1-ff dt , d2y_ PA-t
di  “ (@—i/* dr~

5J9. Zastosowanie rachunku rézniczkowego do -obliczania
wartosci wyrazen nieoznaczonych.

Wyrazenia postaci §j i —. Mozliwe jest istnienie ta-

kich dwuch funkcji cp@) i %(«), ktére przy x= a stajg
sie obie rownemi zeru. Funkcja utamkowa postaci

o (cc\ . , P
posiada woéwczas dla x —a warto$¢ nieozna-

czong f(a) = jj. Mozliwo$¢ usuniecia podobnej nieoznaczo-
nosci wyjasnimy najprzod na przyktadach.

Przyktad 1. f(x)== f(a) — jj. Jezeli przed
podstawieniem x — a podzielimy licznik i mianownik przez
(x— «), to wéwczas f(x)= -|—— , skad znajdujemy

nastepnie /(a) = |o.



Przyktad 2: f(x)= " GC\ /(O) U Odejmujac 1
od szeregu stanowigcego rozwiniecie funkcji e* dzielgc

reszte przez x i kiadac nastepnie #= 0, znajdujemy
AO)= im
Przyktad 3: /@?)
uproszczona: . X
2sin2—

Przyktad 4: f(x) =

= (x4 -\lax-f «)*=,,=3a

Powodem nieoznaczonosci, ujawnionym w powyzszych
przyktadach, jest ta okolicznos¢, ze licznik i mianownik
utamka posiadajg pewien czynnik wspolny, znikajacy dla
cc— a i zamieniajacy jednocze$nie na zero licznik i mia-
nownik danego ufamka.

Poszukiwanie takiego czynn ka wspoélnego i usuwanie
go przed podstawieniem moze by¢ z korzyscig zastgpione
inng metodg, polegajacg na obliczaniu pochodnych. Jezeli

nieoznaczong i moze stuzy¢ do okreslenia /{«)," gdy 5 dazy
nieograniCzenie do 0. Poniewaz za$ cp(@= () i ty(a)= 0.
mozemy przeto utozyé nastepujacg réwnosé:
TE+ 6)—2()
—48)— P (L) - (x+ d) X
ty (.r

S9) - c1-0) - ty (:r-f s )— ty(a?)

I(o+ 9
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Zblizajgc nieograniczenie 6 do 0, otrzymujemy réwno-
czesnie:

lim /'(« -|- 8) =f («),
op@;-}-5)- 2(s?)

" ("'*' P) - X :[<p'-(*)]*:=«: <’_)'(“)»
i (a-f-6)- . |
AU ) o x K -t (m

¥ («
f{a). v ( (25)

~— ~—

PEzykiad 1 nx) —~@z)~~xi-2x*-x-\-2 T3 = p-
g>»=2*-5, QAr'rx)= 3x*-Ax-1, [+2)= ~-|]= - |

Przykiad 2: f(x)= SlpX- /(O): cossst 1.
I )xs
*___

Przyktad 3: fix)= axa*l 1(°)== ?J 9(0) = ~«»
'K(0)= (ax-f-xa?lg a)x~0= 1, /(0)= lIga.

Moze sie zdarzy¢, ze wartos¢ utamkowa w nowej postaci
pozostaje réwniez nieoznaczong, jezeli cp'(@ = 0 i >]/(a)= O.
Wskazany sposdb poszukiwania istotnej wartosci powinien
by¢ wowczas powtdérnie zastosowany do nowego uiamka

XS—ax2—aX- \ az L
Przyktad 4: f(x)~ 23— dan-f- a3 ; f(la)- '5I'W|ec
3*—2ax—as &X —2« 2
f(¥) 6a:8— i5ax U 124—6a 3

Przyktad 5: f(x) nguxn_z.i* 22;'5-%5 /(0)= —0 Nieo-
znaczono$¢ znika dopiero po trzykrotnem rézniczkowaniu
licznika i mianownika; znajdujemy woéwczas

2c0s0;—8cos2x

m
W "w\x-0 2e* a—o
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Wychodzac z zatozenia, ze funkcje @) i stajg
sie jednocze$nie réwnemi zeru przy x = a, gdy posiadajg
wspdlny czynnik {x—a), mozemy dowies¢ wzoru (25)
w inny sposob:

?2(«__0O0 —a)P0*0 f(n\—PL?)-

. SKa0 'CR— ) a () Yo x(a)!

PX)—pX)+ (x—a)p' (x), t'(x)—n@A-(x- a)rr(x).
Dla x= a, lecz wytgcznie tylko dla tej wartosci xr

mamy p@a)= ¥, *@—f (@i =

Mozliwy jest rowniez geometryczny sposéb dowrdzenia
wzoru (25). Jezeli AB jest wiykresem funkcji u'=<p(ic)
i AC — wykresem funkcji v—<r{x), przyczem cp(@= 0
i mj/@= 0, to obie krzywe powinny przecina¢ sie z 0sig
odcietych w punkcie A, poniewaz punktowi temu odpo-
wiadajg x= a, z= (), = 0. Pewnej dowolnej wartosci
o= OP odpowiadajg wairtos¢i funkcji uz=y(x)= PB
i v= \\r(x) = PC; wowczas

f(M_ «_ (x - a)tZa_
v (x—a)tgp tgfi
Gdy zmienna x zbliza nieograniczenie do statej wartosci o,
Rys. 4.



to sieczne AB i AC przechodzg w styczne do odpowied-
nich krzywych poprowadzone w punkcie A i tym sposo-
bem jednoczes$nie tga i tg i3 stajg sie rownemi g (a) i >|/(a).
Dla x= a mamy zatem

f{CL)-[f") = ?'(«).

V l/ar—a i)

Jezeli /{d)- 29 ty(x) 0
tyC*). 0
_*P X —a
i wobec tego nowa posta¢ nieoznaczona sprowadzona jest
do poprzedniej. Znajdujemy w taki sposob:

Cp'c i)
D V(®) /cp(a)\2
/'("): - X P (co) 1ty (x)) x==a
T3 P

Jezeli wyrazenie wutamkowe posiada postaé
nieoznaczong ° lub 2 przy x= a to znajHujemy

jego wartos$¢ istotna, rdézniczkujac licznik i mia-
nownik i ktadac nastepnie x= a



291) f(x)



306) «*)=§ | |
07> = £t
308> = E $i
0?7, .-2 "1
otm ¢ecos®
ml =
pw) . =-™s" gna
312)- _
313) = 2tg2g— cotga?— 1
2sin2rc— eos2# —£
314 e “lit e |j
arcsin (2—x)
315) ¢ = N -3 * + 2
* —x2
are sin5=--------
36) ,, = ../ ==-N"
Ve — a2
s«) . =sipa=_2)
\j2x —as
318) ,, = HEEITf
HNK A ffi
304 Ipil-HR*)
aa)y T i+
321) ,, = inM AN
322)

Dolp-Natto.
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«0)=,,
/w— 5
««)=1
. i
«o )=
«0)=0

rto)=20

,M 10
va/ 3

[rc«g3,= 2

«2>= °

l{«)= 41
AQ)=x
f(0)—o

/m (1)y=—"/*
ff o\ n
IX~)=¢
loo)=0

f (co)= O
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— tg* 7(i)=3
323) tg3x (i)
cotg2g;
324) cotga; I"(°)=1
jr
X
325) . K% 1 (0) —It)«
cotg-"r-
Wyrazenia nieoznaczone postaci 00— 0o0.
o .. X)) n(x) )
Jezeli we wzorze f (x) — -Jr'e) — phal) X==a mianow"'

niki tylko otrzymujg wartosci \J/(a)= 0 i p(a)= 0; to
f(a) = oo— 00. Przed podstawieniem x =a zamieniamy wow-
czas roznice ilorazéw na iloraz [cp(ro) p(er) - ;t@)\[/(a:)]:3(x) p(x),
ktory dla x — a przybiera posta¢ nieoznaczong jj

1 sina:—a;3
N__ N

326) f(xj__lt sin x a sinaT;NI f(3):

71
327) coic(ga; COZSX "
328) X i1 Iga; m =
329) sinla; Ig(ll—x) 1O +
330) tga 1— iin « . - 0o0.

dosta¢ nieoznaczong 0.co otrzymuje f(x) =cp(a;) . \j/(a)
dla x — a jezeli jeden czynnik iloczynu staje sie réwnym
zeru, a drugi przybiera wartos¢ nieskonczenie wielka.
Rozwazanej funkcji nadajemy wowczas nastepujgca postac:
0ih o

1 = 0 1ob oo 1

A«)=
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jezeli <p(«)= 0> \]/(a)=o00 lub odwrotnie.

331) /o(») = o T -1g«- '@©)=.lga
332) . -.T UI1-1) re) = r
333) = (1—®

334) = arcsin l_"é_l cogt (.«-«) [(«) = -

335) (1 —sin.r).lg.r

Wyrazenia potegowe postaci nieoznaczo-
nej. Fukcja y = uv, gdzie u i v sg funkcjami zmiennej je
moze by¢ rowniez przedstawiona w nastepujacy sposob
y =sVis«, poniewaz lgi/= vilgu. Jezeli zatem, przy;n=£r

1) u= Q ie= 0, to y—0°

2) u= co,v==0, , y—co°

3 u=1 v=o00 , y=Ila.

Jezeli wreszcie yz=\[ut to
= i, atbo y= . 0le wo -
g%y = —lgii, albo y= e . Oile wowczas, przy x— a

4) «=1 iv= 0, toy= \1,
5 m=0 ,v= oo, , yz= 1/0,

6) u— ,v= 00 , y="o00.
W podobnych wypadkach wyktadnik liczby e rowna sie 0 . oo.
336) f(x)= x* m =\
337) ,,..=«* [*(«)= 1
338) ,, —(sinxy°x

zemy okres$li¢ wartosci wyrazenia nieoznaczonego, to po-
5*
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stugujemy sie wowczas rozwinieciem danej funkcji na szereg
nieskonczony.

10. Maxima 1 minima funkcji.

Fukcje wyrazne. Zaktadamy, ze funkcja y=zf(x)
otrzymuje wartosci skohAczone i zmienia sie w sposob
ciggty (str. 7) w przedziale od x = x0 do x = x0A-li. Dla
wartosci x, nalezacych do lego przedziatu, mozemy napi-
sa¢ wzor (2), str. 7, w nastepujgcy sposob:

f(x -f- AX) — f(x) — AX [T (X) -- €]
gdzie e jest wartoscig zmienng dgzacg do zera wraz z przy-
rostem Ax. Przypuszczamy nastepnie, ze f'(x) nie rowna sie
zeru. Mozemy wowczas wyznaczy¢ tak malg warto$¢ dla
Ax, azeby |e|<|/*(ic)| (por. str. 6); nawias tamany, znajdujgcy
sie w prawej stronie ostatniego wzoru otrzymuje wtedy znak
zgodny ze znakiem f'(x). Poniewaz za$ lewa strona réwnosci
stanowi przyrost funkcji, mozemy przeto powiedzie¢, ze:

Gdy pochodna f'(x) nie rowna sie zeru, to
mozemy wyznaczy¢ tak maty obszar zmien-
nos$ci x, ze wewnatrz tego obszaru przy doda-
tnich wartosciach pochodnej przyrosty zmiennej

niezaleznej i odpowiednie przyrosty funkcji po-
siadajag jednakowe znaki, a przy ujemnej wartosci
pochodnej — posiadajg znaki przeciwne. Inaczej

mowigc: przy dodatniej wartosci pochodnej funkcja
roSnie wraz ze zmienng niezalezng i razem z nig
réwniez maleje. Przy ujemnej wartos$ci pochodnej
funkcja ros$nie, gdy zmienna maleje i odwrotnie.

Azeby uzupeini¢ powyzsze twierdzenie, zakladamy
obecnie, ze pochodna f'(x) réwna sie zeru dla wartosci
zmiennej X, zawartych w pewnym dowolnie matym, lecz
skonczonym przedziale od a do b, przyczem b jest >a.
Postugujac sie dowolng statg liczbg rzeczywistg k rozwa-
zamy dwie funkcje

<P(x) = f(x) —Ksic, e(x) —f(x) -f- K#
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i- ich pochodne

@)= f (x- = —R g =f @)+ R= rf R
Zgodnie z dowiedzionem wyzej twierdzeniem funkcja cp(r)
stale rosnie w przedziale od a do b, natomiast funkcja 0 (c)
stale maleje. Wobec tegojest ((6) < 0(a) i <p(A)> <p(«), awiec

f(b) - I'(«)< ks(6- a) i /-()- /(A)> - k|6 - a).
Gdyby wartos¢ f(b) nie hyfa rdéwna f(a),, to wynikataby
stad oczywista sprzeczno$é, mozna bowiem wybraé tak
matg warto$¢ dla k2 ze bedzie

~\f(b) — /(I > \b— aj k2

Powinno by¢ przeto /(¢) = /'(«); a poniewaz ten sam wnio-
sek mozna wyprowadzi¢ dla wszelkich wartosci x zawar-
tych w przedziale od a do b, wiec mamy dowiedzione
twierdzenie nastepujace: Jezeli w pewnym przedziale
skonczonym pochodna /'(*) zachowuje stale
warto$s¢ Q to funkcja f(x) w tym przedziale
posiada warto$¢ statg.

Dowiedzione twierdzenia moga by¢ odwrécone: Je-
zeli funkcja f(x) rosnie, to pochodna f'(x) otrzy-
muje w'artosci dodatnie, lub tez staje sie ze-
rem przy pewnych wartosciach zmiennej;
jezeli funkcja f(x) maleje, to pochodna otrzy-
muje wartos$ci ujemne lub tez staje sie zerem,
dla pewnych warto$ci zmiennej. Jezelifunkcja
zachowuje wartos¢ statg, to jej pochodna
jest stale rowna zeru i odwrotnie.

Dla twierdzen powyzszych mozemy poda¢ bardzo
prostg interpretacje geometryczna, jezeli x i y rozwazamy
jako wspotrzedne prostokagtne punktu krzywej. Pochodna
bowiem jest styczng trygonometryczng (tangens) tego kata,
ktory utworzony jest przez styczng do krzywej w punkcie
(x,y) z dodatnim kierunkiem osi odcietych (8§ 2, str. 8),
i przytem styczna winna by¢é poprowadzona w kierunku
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od punktu (x,y) do punktu (x dx,y -f-dy), Jezeli funkcja
f(x) rosnie wraz ze zmienng x, to krzywa wznosi sie,
gdy rozwazamy ja w kierunku rosngcych wartosci zmien-
nej. Wowczas dx i dy sg jednocze$nie dodatniemi. (Rys. 5a
w punkcie M,, rys. 6a w punkcie M,, rys. 7a w punktach
M, i M,,). Styczna do krzywej tworzy z kierunkiem ros-
nacych wartosci x taki kat, dla ktérego dostawa (cosinus)
i wstawa (sinus) sg jednocze$nie dodatniemi, przyczem do-

stawa = —- -——--a wstawa = -= = = = . (Jest to do-
Jdxs-\-dy* \Jda?+dy*.

datni kat ostry a, na rys. 5a, dodatni kat ostry a, na

rys. 6a, a na rys. 7a — kat ostry dodatni a, wzglednie a,,).

Jezeli za$ przeciwnie funkcja y —f(x) maleje przy
powiekszaniu wartosci zmiennej x, to krzywa opada,
gdy rozwazamy jg w kierunku rosngcych wartosci zmiennej.
Wtedy jest dx dodatnie, a dy ujemne. (Rys. 5a w punkcie
M,,, rys. 6a w punkcie M\ rys 8a w punktach M, i M,,).
Styczna do krzywej poprowadzona we wskazanym wyzej
kierunku tworzy z dodatnim kierunkiem osi odcietych
taki kat, ktorego dostawa jest dodatnia, a wstawa ujemna.
(Jest to ujemny kat ostry przylegty do a, na rys. 5a, do
a, na rys. 6a, do a i do a, na rys. 8a). Katy te lezg pod
osig odcietych i otrzymane sg przez przediuzenie stycznej
po za punkt przeciecia jej z osig odcietych.

Zgodnie z powyzszem wypowiedzie¢ mozemy dowie-
dzione twierdzenia w nastepujacy sposob:

Jezeli krzywa wznosi sie, to stycznado niej po-
prowadzona w kierunku od puntu (%, y) do punktu (x-\~dx,
y-\-dy), tworzy z dodatnim kierunkiem osi odcietych kat
ostry dodatni i odwrotnie.

Jezeli krzywa opada, to styczna doniej poprowa-
dzona w kierunku od punktu (x,y) do punktu (x-f-dr,
yA-dy), tworzy z dodatnim kierunkiem osi odcietych kat
ostry ujemny i odwrotnie.



.Rys. 5a

Rys. 7 a

Rys. 6 a

6*
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Od rozwazan wstepnych przechodzimy do badania
funkcji y — f(x), zaktadajgc, ze funkcja ta i jej pierwsza
pochodna otrzymuja wartosci skoriczone i zmieniajg sie
w sposob ciggly w przedziale od x —a—8 do #= a'j-8
Zaktadamy prdécz tego, ze f'(a) = 0; wowczas funkcja/’(a)
przy x — a nie jest ani rosnacg, ani malejgcg. Odnosnie
do wykresu funkcji mozemy zauwazyé, ze: w punkcie
x — a krzywa nie wznosi sie i nie opada; punktowi ta-
kiemu mozemy nada¢ nazwe obrazowg poziomu chwi-
lowego. Do omoéwienia mamy cztery wypadki mozliwe:

Pierwszy. Pochodna f (x) przechodzi od wartosci
dodatnich przez zero do wartosci ujemnych, gdy
zmienna niezalezna, stale rosngca, przechodzi przez war-
tos¢ x= a. Woéweczas funkcja y = f(x) do punktu x=u
ro$nie, a po przekroczeniu tego punktu — maleje. War-
tos¢ funkcji /(a) jest wobec tego wieksza niz f (0o —8)
i wieksza niz f(a-j-8) bez wzgledu na to, jak malg jest
warto$¢ dodatnia liczby 8. W tym wypadku warto$¢ funkcji
f(a) nosi nazwe maximum. Za pomocg wykresu przed-
stawiony jest przebieg zmiennosci funkcji na rys. 5a, gdzie
odcieta kazdego punktu krzywej przedstawia wartos¢ zmien-
nej niezaleznej x, a rzedna — odpowiednig wartos¢ funkcji
f(x). Przebieg zmiennosci pochodnej./ »  przedstawiony
jest pogladowo na rys. 5b, gdzie x jest odcietg, a f (x) —
rzedna.

Drugi. Pochodna f (x) przechodzi od wartosci ujem-
nych przez zero do wartosci dodatnich, gdy zmienna
niezalezna, stale rosngca, przechodzi przez warto$¢ x — a.
Woéwczas funkcja f(x) do punktu x=a maleje, a po

przekroczeniu tego punktu — ros$nie. Warto$¢ funkcji
f(a) jest wobec tego mniejsza niz f(a—S) i mniejsza
niz 8), bez wzgledu na to, jak matg jest liczba do-

datnia 8. W tym wypadku wartos$¢ funkcji f(a) nazywamy
minimum. Na wykresie za pomocg rzednych, przedsta-
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wiony jesl poglagdowo przebieg zmiennosci funkcji f(x) na
rys. 6a i przebieg zmiennosci pochodnej na rys. 6b.
Zmienng niezalezng x przedstawia na obu rysunkach od
cieta.

Trzeci. Pochodna f (x) jest dodatnig przy x = a— 8,
zmieniajac sie nastepnie w sposéb ciggty maleje i osigga
wartos¢ zero przy x — a, poOzniej za$ wzrasta, a wiec przy
#==a— 5 jest znowu dodatnia, bez wzgledu na to, jak
matg jest liczba 8. Wtedy funkcja f(x) jest funkcjg ro-
sngcg przed osiggnieciem wartosci f(d) i po osiagnieciu
tej wartosci; nie posiada przeto przy x= a ani maxi-
mum, animinimum. Za pomocg rzednych przedsta-
wiona jest funkcja f{x) na rys. 7a i jej pochodna f'(x)
na rys. 7b.

Czwarty. Pochodna f (x) jestujemnag przy X=a —8>
zmieniajac sie w sposob cigglty rosnie i osigga wartosc,
zero przy x—d, a nastepnie maleje i wobec tego przy
g= a-f-S jest znowu ujemng, bez wzgledu na to, jak
matg jest liczba 8. Wdéwczas funkcja f(x) jest funkcjg ma-
lejgcag przed osiggnieciem wartosci f(a) i po osiggnieciu
tej wartosci; nie posiada zatem przy x~a ani maxi-
mum animinimum. Za pomocg rzednych przedsta-
wiony jest przebieg zmiennosci tej funkcji na rys. 8a
i przebieg zmiennosci pochodnej f (x) na rys. 8b.

[Jezeli styczna w pewnym punkcie krzywej prze-
cina jg w tym samym punkcie, to punkt taki nazywamy
punktem przegiecia krzywej. W rozwazanych wyzej
dwuch ostatnich wypadkach wykres krzywej posiada punkt
przegiecia i styczna w tym punkcie zajmuje potozenie szcze-
gblne, bedac réwnolegta do osi odcietych].

Otrzymane wyniki mogg by¢ w ten spos6b streszczone:

I Funkcja y —f(x), ktéra wraz ze swg pierw-
szg pochodng zmienia sie w sposéb ciagty nie
otrzymujagc wartosci nieskonczenie wielkich
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w przedziale od x= a—<$% do x= aA-8, posiada
przy x= a maximum (wzglednie: minimum), je-
zeli pochodna f'(x) przechodzagc przez zero przy
Xx= a doznaje zmiany znaku. Maximum zacho-
dzi woéwczas, gdy f(a—S)I>0 i f (d-t-8)<0, a mi-
nimum — gdy f (a— S)<0 i (a+ S)> O

1. Jezeli za$ pochodna f (x) przechodzi prze
zero przy x— a zmieniajac sie w sposob ciagty,
lecz nie zmieniajgc swego znaku, to funkcja
f(x) przy x=a nie posiada, ani maximum, ani
minimum.

Zaktadamy teraz, ze funkcja y — f(x) i jej pochodne
f (»), " (x), f"'(x),... az do pochodnej rzedu ntdK: fn(x)
sg funkcjami skodczonemi i ciggtemi w przedziale od
Xx= a—8 do x = a-)- 8. Przypuszczamy dalej, ze fn(?;) jest
tg pochodng najnizszego rzedu, ktora nie jest rdwng zeru przy
x — a, wszystkie natomiast pochodne nizszych rzedéw sg
rowne zeru przy x —a, czyli: f(a)=f" («)=.e=/H~1(a)—0.
Mozna wowczas wybra¢ dla liczby 8 tak matg wartosc
dodatniag, azeby pochodna fn(x) nie zmieniala swego znaku
w przedziale od x —a—8 do £= «-(-8. Whnioskujemy
wowczas, ze Z-1(x) przy x = a przechodzi od wartosci
dodatnich do ujemnych, lub odwrotnie — od ujemnych
do dodatnich, zaleznie od tego, czy fn(a) jest ujemne, czy
tez dodatnie. W pierwszym wypadku fn~2(a) stanowi ma-
ximum, w drugim za§ — minimum, co wynika bez-
posrednio z twierdzenia I. W kazdym razie widocznem
jest, ze fn—=2(x)vf przedziale od a—8 do a-j-8 nie zmienia
znaku i Zze znak ten jest zgodny ze znakiem Zn(K Wsku-
tek tego otrzymujemy dla fn~3(x) te sama zmiang znaku,
co i dla r«_1(a) i podobne wnioskowanie powtarza sie
dalej perjodycznie przy kolejnem rozwazaniu pochodnych
nizszych rzedow.

Jezeli teraz n jest liczbg parzystg i fn(d) posiada
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warto$¢ ujemng, to dochodzimy do wniosku, ze f (a)
ma rowniez znak ujemny. Wtedy f (X) przy x= a prze-
chodzi od wartosci dodatnich do ujemnych i f(a) stanowi
maximum funkcji f(x). (Rys. 9 A).

Gdy n jest liczbg parzystg i fn(a) posiada wartos¢
dodatnig, to i f'{x) ma rowniez wartos¢ dodatnia.
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Wtedy f (x) przy x = a przechodzi od wartosci ujemnych
do dodatnich i f(a) stanowi minimum funkcji f(x).
(Rys. 9 B).

Jezeli n jest liczbg nieparzystg, to f (x) otrzymuje
wartosci dodatnie lub ujemne zaleznie od tego, czy fn(a)
posiada warto$¢ dodatnig, czy tez ujemng. Wobec tego
funkcja f(x) przy x —d nie posiada ani maximum, ani
minimum, lecz osigga jedynie chwilowy poziom, gdyz
f (= 0 (Rys. 9, Gi D).

Nalezy wyobrazi¢ sobie, ze szereg wykresow tworza-
cych kolumne pionowg na rys. 9 przedtuzony jest perjo-
dycznie az do pochodnej fn(x) wigcznie. Jezeli pochodne
rozwazane sg kolejno, poczgwszy od f (x), to pochodna
fn(x) jest pierwsza pochodna, dla ktérej wykres przy.ic= n
nie spotyka sie z osig odcietych; w otoczeniu punktu a
wykres ten lezy po jednej stronie osi odcietych. Pochodna
poprzedniego rzedu fH_1(a;)) przy wartosciach x bliskich a
jest funkcjg stale malejgca Ilub stale rosngcg, przyczem
fn~1(a)= 0, a wiec na wykresie odpowiednia cze$¢ krzy-
wej przecina sie z osig odcietych, lecz w punkcie prze-
ciecia 0§ odcietych nie jest styczng do krzywej, poniewaz
m(a)r}=0. Pochodna rzedu (n—2) czyli fn~*(x) w oto-
czeniu punktu x —a zachowuje znak zgodny ze znakiem
fn(d) i staje sie rébwng zeru przy x= a, a wiec odpowie-
dnia cze$¢ wykresu tej pochodnej lezy po jednej stronie
osi odcietych, dotykajgc tej osi. W wypadkach A i B
(rys. 9) n jest liczbg parzysta, a w wypadkach Gil) —
liczbg nieparzysta.

Jezeli trzeba znalezé maxima Ilub minima danej
funkcji y — f(x), ktéra wraz z pierwszemi pochodnemi
zmienia sie W sposéb cigglty i otrzymuje wartosci skon-
czone w przedziale od a= a0 do x —x0-\- h, to postugu-
jemy sie, zgodnie z powyzszem, nastepujgcg regutg:

Uktadamy réwnanie f'(x) = 0 i szukamy pierwiast-
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kéw tego réwnania w przedziale od *0 do *0-f-h. Jezeli
X = a jest takim pierwiastkiem, to f(a) stanowi maxi-
mum, albo minimum zaleznie od tego, czy f (a) po-
siada warto$¢ ujemng, czy tez dodatnig.

Jezeli procz f (a)—0 i f"(a) = 0, to szukamy takiej
pochodnej najnizszego rzedu, ktéra przy x = a nie réwna
sie zeru. Gdy pochodna ta jest rzedu parzystego, to
stosownie do tego, czy posiada ona warto$¢ ujemnag, czy
dodatnig, f(a) stanowi maximum albo minimum
danej funkcji.

Przyktad 1: Dlajakich wartosci x funkcja /’(*):*-]--(-I:
osigga warto$¢ max. albo min.? /7(*) = 1—&)2: 0, skad

x= x 1; f"(x)= i) Poniewaz f"(\)=2>0, wiec A= 2

stanowi minim um; /( —I) 2 jest maximum, gdyz
f'(- 1)= —2 jest liczbg ujemna.

Przyktad 2: /Y{«)= sinic+ cos«; /y(*)= cos* —sin* =0,
X—~i—a& /" (*)=—sin*—cos*; f[~"] stanowi
maximum, poniewaz f" <0, / ==, —*2 stanowi
minimum, gdyz f" Okresowos¢.

Przyktad 3: Dla jakiej wartosci * funkcja f(x) — ‘—I
posiada wartosci maximum, albo minimum?

f(x)~ (i) (lga—1g*— 1)—0, skad lg*=Ig|, x=°-

r{)=,-1fx)+ r X)(lga-1g*- 1); f* )= —t.ef

a
jest wiec liczbg ujemng, przeto — ee stanowi max.
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Przyktad 4: Przy jakiej -wartosci x funkcja
f(oc) = sin x sing.

x) stanowi max. albo min.?

/v(a:)=sin(a- »..)- 0. skad . —2x—0, albo - - .. albo- . ..
a?=-", albo = --~ 5t albo =~ — +; f"(x) = —2cos(a —2x)-
Poniewaz = —2, wiec /’(JN=sin2~ stanowi max.,
f"(a -j = 2, wiec /['(““T*) == —cos*| stanowi min.

Trzecia wartos¢ funkcji rowna sie pierwszej. Okresowosc.
Przyktad 5: Przy jakich wartosciach x funkcja

f(x)= .SI,QE-- posiada warto$¢ max., albo min.?
1+ tgx
., CO0Sag— sin &tg2# y , jt . 5jt
[ » = (1" "mgx) '=  SkadtgV =1’ X~~i 1 X=J
Gdy f'(x)= to M., = Dla wyzna-

czonych wartosci x licznik u pochodnej f'(x) jest réwny
zeru, a wiec wzor dla drugiej pochodnej redukuje sie do

¥ &  Zv
W danym przyktadzie stanowi max.,

f (-J1) min., poniewaz "™ j < 0 i Okreso-
wosc¢.
~Zadania.

W rozwigzaniach podane sg tylko wartosci zmien-
nej x, dla ktorych funkcja osigga warto$ci maximum
lub minimum;- te ostatnie moga by¢ tatwo obliczone
przez podstawienie.
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N357) f(x): = , M. przyx — 2. Mn.przy = O

Ii3758) " - Mn. ,, «== -I&I; a> 1
J
¢359) .= Xxex Mn. ,,x=1
¢.360) ,,=e2d-f-er Mn. mx= Igj
361) ,, = «* Mn. X — 1,
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oan\ cosx sin2« T X
ab/) »= “jr+ -jrii,>i Mx- » A Mn. , «= 0
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NMx.przy « = -2

369) /"(«)—sin«, sin (a-)-«) Mx. , X=~—~a,

l\pl . X= " a
n. przy M
37U) — sin«, COS(a—(() MX. N ((,::_2+ 74,
Mn. przy«::.a.(- g‘
371) L= €*.cos« Hx. ,«=n7 y Mn. przy« = =

372)] L= A - Mn ,«= —Mi. , X=%
p sin«

4 4
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RozwazaliSmy dotychczas maxima i minima w tych
wypadkach, kiedy pochodna danej funkcji jest funkcjg
skonczona i ciggta. Mozliwy jest'jednak rdéwniez i taki
wypadek, kiedy funkcja f(x) w przedziale od x —a—38
do &= a-f-S zmienia sie w sposéb ciaglty otrzymujac
wartosci skonczone, a natomiast pochodna f'(x) przy x —a
doznaje przerwy ciggtosci. Nie sg wowczas rowne granice
limf'(a—38) i lim 8) dla nieograniczenie maleja-
cych wartosci p. Nie obawiajac sie¢ nieporozumienia mo-
zemy oznaczy¢ dwie powyzsze granice przez f'(a—0)
i //(a-f-0), przyczem f'(a— 0) oznacza te granice, do kté-
rej zbliza sie nieograniczenie f'(x), gdy zmienna x wzra-
stajgc dgzy do wartosci a; f'(a-(-0) oznacza natomiast
granice pochodnej f'(x) w tym wypadku, kiedy zmienna &
malejgc zbliza sie nieograniczenie do wartosci a. Jezeli
fla —0) i i f'(a-\-Q) maja znaki rozne, to f(a) stanowi
maximum albo minimum, -zaleznie od tego, czy
f'(a—0) ma wartos¢ dodatnig, czy ujemnag.

Przyktad: Zaléozmy x = a(t —sini), y = a ( 1— cost),

*k,d g = oolRit i Funkcja y posiada

maximum y= 2a, gdy t—n, x=an przyczem — zmie-
Ct

nia sie wtedy w sposéb ciggly; otrzymuje natomiast war-
tos¢ minimum y~ 0, gdy t= 0, x—0 i wolwczas

pochodna — = —o00 przy x ——0 i ~~= -\-00 przy

jc= 0. Rozwigzania powtarzajg sie okresowo; okresem
jest 2jt.

Funkcje uwiktane. Jezeli z réwnania f(cc,yj wy-
znaczy¢ mamy najwieksza tub najmniejszg wartos¢ dla v,
to warto$¢ zmiennej niezaleznej powinna by¢ tak wybrana,

azeby dla niej spetniony byt warunek dy = Poniewaz
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. dy _ 6 /S /. . .
288 = —ix%n V" wiec warunek’ ten jest réwnoznaczny

. Sf . . . . .
z warunkiem - 0. Ostatnie réwnanie zawiera wogdle

obie zmienne i rozwazane tgcznie z réwnaniem /'(/,?)= 0
stanowi uktad réwnan, po rozwigzaniu Kktérego otrzymu-
jemy poszukiwang warto$¢ x i odpowiednig wartosé y.
Gdy wyznaczona para wartosci x iy czyni zados$¢ nie tylko
warunkow! — = 07 lecz | réwnaniu L= 0, to 9V jest
dx Sy dx 5

wyrazeniem nieoznaczonem, ktére pdzniej szczegltowo
zbadamy. Obecnie zakiadamy, ze or nie staje sie réownem
zeru. Druga pochodna, zgodnie ze wzorem (24), str. 56

sprowadza ‘sie “woéwczas do wyrazenia EA —’§x\’/\l §'§‘

r Przyktad: f—yv-\-2x-y-\-ix—3= 0;

. = i/l + = - = 2 -f- -
|C4X/4»|5 14 0, gy 2:(1:12X.
Z uktadu dwuch pierwszych rownan mamy X— 1, y— —1
i Xx— —i, y— 2. Poniewaz dla pierwszej pary wartosci
jest jednoczes$nie ST (, przeto pierwsza warto$¢ funkcji
2 nie stanowi ani maximum, ani minimum. Dla
. . ‘s q*ry 16 .
drugiej natomiast pary wartoscimamy -===:— 8 1 wo-

bec tego y — 2 stanowi maximum.

Zadania.
373) f= ~ - =
Przyic= 0, y—b max.,, y= —b min.
374) fLf(4 + f-y- a*(-- ,f)=0.
»2y —0, y—0 nie stanowi ani max., ani min.,

przy.a = * + Z\Sp.]e'st /== NV m ax i.y::—’\(\ ZT?nl'n.
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375) f— x3— 3a8flj-f<2/3=="0;
X — a dajey —a\2 jako max. i x = —a daje
y ——al\l2 jako min.

376) f= 4@2— 20« — 8%+ 41-= 0;
x = k daje y= 2 jako min.

377) I'= (y ~ *)3+ «+ 6= 0;

1 0

przy x= —0 - jest y = —6+ + + max.
3\3 3\6

. X — — B+ ;-}: . y= —B- 2 p min.
3y3 3 v3

378) f—y2—ay—sins¢= 0; a> 2;
x = ~ daje y —"a-\-k\ a2+ 4 jako max. i
y—”"a—+a?2+ ijako min.
Co otrzymujemy dla x-= —+?

Maxima i minima przy uwzglednieniu wa-
runkéw' dodatkowych. Dana jest funkcja z—j\.r, y)
ioprécz tego réwnanie (p(x,y)— 0 wyrazajace zwigzek
pomiedzy zmiennemi x i y~ Nalezy okresci¢ x iyw ten
sposéb, azeby wartosci tych zmiennych czynity zado$é
rownaniu cp+,y) = 0 i nadawmrly jednocze$nie funkcji £
warto$¢ maximum albo minimum.

Przyktad: W koto f(Xjy)= x3-\-y2—r-= 0 wmpisac
prostokat o najwdekszem polu, prowadzac boki réwnolegle
do osi wspltrzednych. Jezeli x i y sg wspoOtrzednemi
wierzchotka lezgcego w pierwszej ¢wdartce to : —4xy jest
ta tunkcja, dla ktdrej znalezé mamy warto$¢ maximum,
przyczem niewdadome wartosci x iy powdnny spetitia¢é waru-
nek p(x,y) = x*+ y*—r2= 0, poniewaz odpowdedni punkt
ma leze¢ na okregu. Z réwnania p= 0 mozemy wyrazi¢
tatwo y==yr2—x2 i podstawd¢ we w-zorze s—\xy\ do-
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wiadujemy sie woéwczas, ze funkcja z—\x $*—:ir- przy
x =-L osigga warto$¢ maximum.

‘W wielu wypadkach jednak podobnepodstawienie
jest bardzo trudne, lub zgota niemozliwa i wobec tego za-
dania podobne rozwigzywac¢ nalezy" w inny sposéb. Po-
niewaz y jza pomocg rownania @= 0 uzaleznione jest od x,
przeto x nalezy uwaza¢ jako jedyna zmienng niezaleznag
i wartosci x, nadajace funkcji z warto$¢ maximum lub

minimum, powinny spetnia¢ warunek ~ = 0, to zna-

czy, ze powinno by¢

A% o dy ax O ®)

Z réwnania @= 0 otrzymujemy:
09mmy= 0 B
i S e

i powyrugowaniu pochodnej mz rownan (A) i (B),

mamy:
W &p t)- 69
dz _~bx i)l S

by

alb0 4y iy dy dx fe.

Z rowman (C) i = 0 znajdujemy wtedy takie war-
tosci x iy, ktére nadajg funkcji z warto$¢ maximum
albo minimum, pozostaje wiec do zbadania znak drugiej

A
pochodnej v wzor dla ktorej bedzie nastepnie wypro-

wadzony.
Metode powyzszg mozemy wszakze w nastepujacy spo-
s6b zmodyfikowac.
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Réwnanie (C) jest réwnoznaczne z ukiadem réwnan:
5/; ]
of; M o
bx 1 bx Sy Sy
gdzie X oznacza liczbe stalg, nieoznaczong, po wyrugowaniu
ktorej przechodzimy od uktadu (D) do (C). Dotaczajac na-

stepnie réownanie <p=0, mamy uk}ad trzech réwnan z trzema
niewiadomemi x, y i X; poniewaz za$

i4 ,, M_ 844 X0 S/ 09_044409)
bx  da; o) dy 9o/ fiy
mamy wiec dla okreslenia niewiadomych, a, y i X trzy
réwnania nastepujace:

s (/I + x9) _ o0 8.4 + x 9) _ 0

ba: , 9y 9@ y): 0. ,27)

*
Pozostaje jeszcze do wyznaczenia 0"z Ze wzoréw (A)
i (B) wynika:
d*e d 8, 8/; dy
dx~" ¢a: 6a; Sy da;
_4 09 . @ dy
“'da; 6a; by dx
Mnozac ostatnie rownanie przez X i dodajgc do poprzed-
niego, mamy:
dz 4 844 Xp) 0644 X9) dy
dxl dx\ bx by dx
Po wykonaniu roézniczkowania w prawej stronie, otrzymu-

d2y o(/+ 59)

jemy pomnozone priez ~

0

« Przy rozwazanych

wartosciach iloczyn ten réwny jest zeru zgodnie ze wzo-
rem (27), a wiec w danym wypadku mamy:

NN Bad+ X 9) , Sa(/4X9)dy * ]

dx- bx2 1 bybr dx

444 X9) a*4 4 X9) dy\dy
bxby by* dx dx



BeZeIi wreszcie g){ _ ® fdl,to WXnika sf‘azd

o.r oy
tp ° emp
d2z hx- by. bxdy dxby a2 dx
d x 2 '%—
dy

Znak otrzymanego wyrazenia nie zalezy od mianow-
nika, a wiec funkcja z osigga warto$¢ maximum, gdy
licznik jest ujemy, i minimum, jezeli licznik jest dodatni.

Chcac przeto znalezé maximum lub minimum
funkcji z = f(x, y) zuwzglednieniem dodatkowego warunku
fo(Y) ?)= 0, nalezy kierowac sie nastepujacg reguta:

Okreslamy wartosci trzech niewiadomych x, y, a tak,
azeby uczyni¢ zado$¢ réwnaniom (27). Jezeli dla znalezio-
nych wartosci wyrazenie -2 posiada™ wartos¢ dodatniag
(ujemng), to otrzymujemy minimum (maximum).

Przyktad 1: Przy jakich wartosciach x i y funkcja
2 —.vy osigga maximum Ilub minmum, jezeli dane jest
réwmanie warunkowe:

= ;r3-j-i/l3—axy — 0. Xtp= xy -\- X{x'7-f-y3—axy);
b(/-j-7»' . , O(--"- li/" \ A
( l!)x»p) y+ Xix - a!.Ji:(r)§—(J p): X +|X(§);)-—nx):0.

Z powyzszych réwnan wynika x —y\ a nastepnie z row-
nania tp= 0:

a 2 a2

X—y— i wreszcie a= -
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Przyktad 2: Podtug danego boku a i przeciwlegtego
kata a zbudowac tréjkat posiadajgcy najwieksze pole. Katy
przylegte do danego boku a oznaczamy przez x iy, wowczas

n__a8sinssinv
pole x == . Tloczyn utworzony z czynnikdéw sta-
tych izmiennych osigga najwiekszg lub najmniejsza wartosc,
gdy iloczyn czynnikdw zmiennych staje sie najwiekszym
lub najmniejszym; wobec tego mozemy odrzuci¢ a2i 2sina,

a rozwaza¢ jedynie := f(x, y)—sin xsiny, jako funkcje,
dla ktérej wyznaczy¢ nalezy maximum. Istnieje jedno-
cze$nie zwigzek fjyv=* -f-y -j-a— %= 0, wiec Xp

=sina:s$ini/-j-X(a?-|-i/-jla—-t), N =cosa:sin?/-]-A=0,

00
— ==sin ®cos//-j-X = 0, skad sin (x —y)—0 czyli

'm—y— 0, drugie za$ rozwigzanie x —y—n jest niedo-
puszczalne. Przy y —x mamy nastepnie

« I L . 1 L )
¢ ) ’ byl ’ bx by
= b i 7 fg_): - = i —
cos%c, a poniewaz bx 1 by i wiec przy ¥—xX

o dx . . . . .
wartosc jest ujemng i pole trojkata osigga maximum.

Z posrod wszelkich mozliwych trdjkatéw, o danej pod-
stawie i danym kacie przy wierzchotku, najwieksze pole
posiada trojkat réwnoramienny.

Inne zadanie, a mianowicie: W dany odcinek kotowy,
wpisa¢ trojkat o najwiekszem polu, jest wTzupetnosci row-
noznaczne z poprzedniem.

Zadania.

¢479) Jak wielki powinien by¢ kat u podstawy w trojkacie
rownoramiennym, wpisanym w dany okrag, jezeli
pole trojkata ma posiada¢ najwieksza warto$é?
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380)

381)

383)

384)

Jezeli r oznacza promien kola a @ — kat niewia-
domy, to poleF — 4r3sin3wccosec osigga wartos¢ max.,
gdy cosx — 1, skad x = 60° Trdéjkat wpisany rowno-
boczny posiada pole najwieksze.

Podstawa tréjkata —a i kat przeciwlegly =cc sg
dane. Jak nalezy wykresli¢ trojkat, jezeli obwdéd jego
ma by¢ maximum?

Oznaczajac pozostate boki przez x iy, mamy:

f=x-j-y-j-a (= x- y2—2xycosa—a2= 0.
Znajdujemy max. funkcji / przy x = y.
Dany odcinek a podzieli¢ nalezy na dwie czesci tak,
aby iloczyn diugosci otrzymanych odcinkéw byt naj-
wiekszy. z= xy, ¢= x-\-y —a= 0; z osigga max.

a
przy X z=y— —

rzyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest
mianowicie x -f-y = 2s. Jak nalezy wybraé
dtugosci tych przyprostokainych, azeby przeciwpro
stokatna z osiggneta min.?
Min. funkcji z przy .. —y.
Punkt M znajduje sie wewnatrz kata a, wierzchot-
kiem ktorego jest punkt A. Nalezy poprowadzi¢ pro-
stag przez punkt M, przecinajgcg ramiona danego kata
w punktach B i C w ten sposéb, azeby pole trdjkata
ABC byto mozliwie najmniejsze.
Prowadzimy z punktu M réwnolegtg do AC prze
cinajacg AB w punkcie D. Zakfadamy: AD —a,
MD = b; AB—x, AC—y, F —"xysina, wiec

z—xy\ tp= ~~"—1= 0. Min. pola F przy /*=2g,

a wiec wtedy, gdy M B = MC.

Na podstawie AB trdjkata ABC dany jest punktii;
prosta réwnolegta do AB spotyka AC w punkcie D
i CB w punkcie F. W jakiej odlegtosci od podstawy
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nalezy poprowadzi¢ prostg DE, azeby pole trdjkata
D EM osiggneto max.?
Zakladamy: podstawa A B — ¢, wysokos$¢ trdjkata

ABC —h, podstawa DE —y, wysokos¢ trdjkata
1)EM = x; mamy woéwczas: F —\xy, <$—cx-\-hy
—ch—0; ma*. pola F przy * = £h.

\J 385) W trojkacie dana jest podstawa b i wysokos$¢ h. Jak
nalezy zbudowm¢ tréjkat, jezeli suma dwuch pozosta-
tych bokéw ma posiadaé¢ wartos¢ min.?

Jezeli x i y oznaczajg katy u podstawy, to
£l:ﬁk -J-Slrny wyraza sume pozostatych bokdw,
b2sin* siny .
2F, tg*-|-cotg?/ 0.
- sin (xA-Y) wiec q@= cotg*-|-cotg

Przy x = y funkcja -z osigga min.

386) Na bokach AB i BC danego trdjkata wyznaczyé
punkty D i E w ten sposob, azeby odcinek DE
dzielit pole tréjkata na potowry i jednocze$nie posia-
dat najmniejsza dtugosc.

BD —x, BE=y, BA—¢c¢ BC=a;

Réwnoznaczne z powyzszem jest zadanie nastepu-
jace: ,,znalez¢ najmniejszag warto$¢ podstawy trojkata»
gdy dane jest jego pole i kat przy wierzchotku™.

387) Punkty A i B lezg po jednej stronie prostej DE; na
prostef DE wyznaczy¢ taki punkt C, azeby suma
AGA-OB byta min.

Prowadzimy AP i BQ prostopadle do DE; zakia-

damy

AP=p, P.Q==g, PQ—c; < 1CP=x, B <'Q==y,



90

y 388)

389)

390)

J 391

. 1
wowczas z—A C-1i- BC— si'n_imi_sm/’
gcotg//—c—0; z jest min. gdy x = vy.

Jezeli ACB stanowi droge przebyta przez promien
Swietlny, to rozwigzanie powyzszego zadania wyraza
prawo odbicia zgodnie z zasadg, ze droga przebyta po-
winna posiada¢ warto$¢ min.

Dany jest kat B i odcinek D E—b. Nalezy umiescié
dany odcinek w len spos6b, azeby kohce jego lezaty
na ramionach danego kata i pole trojkata I1)BE

®::{1 cotg.r 4-

byto max.
Niechaj BD = x, BE—y; F—AxysinB, f= x2
4-y~—2xy cosB —b2—0. i'=max,) gdy x=y.

(por. uwage do zad. 386). W zadaniu powyzszem mamy
nowe sformutowanie i nowe rozwigzanie przykiadu 2.
Dany jest kat prosty przy wierzchotku A i na jednem
ramieniu tego kata dane sg punkty. B i G Znalez¢
na drugiem ramieniu punkt D tak, azeby Kkat
BDC—V byt mozliwie najwiekszy.

AB= b, .1G= ¢cAD—1 ~ABD = §:

*s?="°, I»v—

wraz z katem v osigga max. przy x — +\bc.

Ktpsy z czworokatow posiadajgcych cztery dane boki
o, b, ¢, d ma najwieksze pole?

Jezeli x oznacza kat miedzy bokami a in, ay —
kat miedzy c i d, to 2 F = absinx -f- ccZsiny.

Z rozwazania przekatnej wynika réwnanie:

P= 2abcosx —2cdcosy —a2— b2-)- c2-(-d2= 0.
Otrzymujemy max. dla F, gdy sin (x-\-y)= 0 t. zn.
x-\-y —x. Czworokat jest wtedy wpisainy w okrag.
W elipse nalezy wpisa¢ prostokat o najwiekszem
polu, prowadzac boki rdwnolegle do osi elipsy.
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394)

395)
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Réwnania elipsy: x = a cost, y— bs\nt;
F = Axy= 2absin2i= max, gdy = 45°, skad:
r a » b

Jak wielki powinien by¢ promiehn kola, jezeli wyci-
nek o danym obwodzie= 2« ma posiada¢ najwieksze
pole?
Jezeli promien =x i diugos¢ luku =2y, to
y= a i F—xy posiada wartos$¢ max. przy
a
X2
Odcinek paraboli utworzony jest przez prostopadig

do jej osi cieciwe BC, odlegtos¢ ktorej od wierz-
chotka A réwna sie a. Wewnatrz odcinka poprowa-
dzi¢ druga cieciwe MN rdéwnolegta do pierwszej
w ten sposdb, azeby prostokat, jednym bokiem kté-
rego jest cieciwa MN, a przeciwlegty bok lezy na
cieciwie BC, posiadat najwieksze pole.

Jezeli @, y sg wspo6trzednemi poszukiwanego punktu,
przyczem o$ paraboli jest osigpSdcietych, a styczna

poprowadzona przez wierzchotek — osig rzednych,
X *. d
to F—y(a— iy2= 2px; F—mas. gdy x= ™

Warunki poprzednie; obwBd prostokgta powinien
by¢ min.

U= y-\-d—x; y2= 2px. Znajdujemy £7= min.,
gdy y=y, x=\p.
Dwie styczne do kota twoorzg kat= 2a. Jak nalezy
poprowadzi¢ trzecig styczna, jezeli pole tréjkata opi-
sanego utworzonego przez trzy styczne ma byé min?

Katy, jakie tworzy trzecia styczna z dwiema da-
nemi oznaczamy przez 2x i 2y; woéwczas:

F = r2(cotg x -f- cotgy -f- cotg a) i

p= x -f-yA-a—90°= 0. F osigga min., gdy«==?/.

<



396) W kole dana jest cieciwa AB; w utworzonym przez
te cieciwe mniejszym odcinku kotowym nalezy po-
prowadzi¢ drugg cieciwe CD rownolegle do pierwszej
tak, azeby trapez ABCD posiadat pole max.

Niech bedzie M $rodkiem okregu, M H promieniem
prostopadtym do AB, ¢(£.AMHz=u., -;cGMH"X,
wowczas 2P’= r 2(sin#-|- sina)(cosa; — cosa) i osigga

max. gdy x=*" co wynika z roéwnania c0s2%
%

o
= cos(x —a).
397) Dowies¢, ze pole wielokgta foremnego o statym ob-
wodzie osigga najwiekszg wartos¢, gdy liczba bokéw
staje sie nieskonczenie wielkg (wielokat przechodzi

w koto).
Jezeli x oznacza liczbe bokéw' i JP— obwod wielokata,

to pole jego P = F’Zcotgzirjest max., gdy sin-%: 2§r

t, zn. X— co.

398) Stozek obrotowy, o wierzchotku A, $rednicy podstawy
BG—2r i tworzacej AB = s, nalezy przerigd ptlasz-
czyzng rownolegla do AG w ten sposob, azeby pole
otrzymanego odcinka paraboli byto max.

Niechaj S oznacza wierzchotek paraboli na two-
rzaceJ AB, SD — 0§ paraboli réwnolegtg do AC,
przyczem D lezy na BC. Zatézmy nastepnie SD =x,
arzedng odpowiedniego punktu paraboli oznaczmy przez

y, WOwEzasr"P= y2= BD ,DG = DC(2r—DCQC).
Otrzymujemj~stgoy = -~\jsx —x2 i F osigga max.
gdy ;¢==|j| czyli AS—\AB.

399) Na prostokacie opisa¢ elipse o najmniejszem polu.
ai b niech oznaczajg potowy bokéw prostokata, x iy
a2, 02
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Mamy ii'=in in,, gdy x~a\J2, y—b\j'Z (Por. za-
danie 391).

Na tréjkacie réwnoramiennym opisa¢ nalezy elipse
0 najmniejszem polu, prowadzac malg oS elipsy
réownolegle do podstawy trojkata.

Niechaj A oznacza wierzchotek trojkata, podstawa

BC = 2n, wysoko$¢ — h. Jezeli «i v oznaczajg potowy
osi elipsy, to réwnanie wierzchotkowe elipsy ma po-
sta¢ nastepujaca: u2y2= v2(2ux x32 i wobec tego
istnieje zwigzek: u2n2=zv2(2uh—1t). Pole F = uvn
osigga min. przy u—\h.
W tréjkat réwnoramienny nalezy wpisac elipse w ten
spos6b, azeby mata oS elipsy byta rownolegltg do
podstawy i pole elipsy posiadato warto$¢ maxi-
mum.

Niechaj AB — 2n oznacza podstawe, G —.wierzcho-
tek, DC = h — wysoko$¢ trojkata i jednoczesnie o$
odcietych, AB — 0$ rzednych u iv — potowy osi elipsy.
Mamy nastepnie réwnanie elipsy: u2y2— v2(2ux —x~)

1 rownanie prostej AC :y= — Zf—x mA-n. Szukamy od-

cietych punktéw przeciecia elipsy z prosta AC i przy-
rownywamy wyrazenie podpierwiastkowe do zera,
zaznaczajagc w ten sposéb warunek stycznosci. Otrzy-

mujemy wtedy: v2 -2~-j- . n2= 0; F = uvn osigga

max., gdy ng_h.

Wykresli¢ parabole o osi prostopadtej do podstawy
trojkata réwnoramiennego i dotykajgcej ramion tego
trojkata, w ten sposéb, azeby odcinek tej paraboli
ograniczony przez podstawe trdjkata posiadat naj-
wieksze pole.

Niechaj A oznacza wierzchotek trojkata, h — wy-
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403)

404)

405)

soko$¢, BG— 2n — podstawe tréjkata, A — pocza-
tek ukiadu wspotrzednych, S — wierzchotek para-
boli; AS—u. O$ odcietych przechodzi przez srodek
podstawy tréjkata. Roéwnanie paraboli :y'2—2p(.B—u),

réwnanie prostej AB sy = "-x= kx. Warunek stycz-

nosci prostej AB z parabolg: /; —2¢2 = 0, przyczem
p nie jest jeszcze okreslone.
Pole odcinka paraboli F— §\2p(h —u)3 osigga

maximum, g&y u—'Z

Dane jest rownanie kota y2— 2rx —x~ Poczatek
uktadu jest jednoczes$nie wierzchotkiem paraboli,
osig ktdrej jest o$ odcietych, przyczem parabola prze-
cina sie z danym okregiem w punktach B i C. Jaka
warto$¢ nalezy nada¢ parametrowi p paraboli, azeby
odcinek tej krzywej, ograniczony cieciwg BC, posia-
dat najwieksze pole?

Wspétrzedne punktu B oznaczamy przez x iy,
wowczas F — 8xy, y't= 2px i y2= 2rx —a2 skad
wynika, ze F= | \p(r—p)° osigga warto$s¢ maxi-

mum, gdy , - ;.

Ktory z walcéw obrotowych, posiadajacych powierzch-
nie catkowita = a 3 ma najwiekszg objetosc?
Promien podstawy =x, wysoko$s¢ = y, objetosc
V — x*.yX, .
p— 2xx.(r-\-y) —a2: V osigga max. przy y — 2Xx.
Stozek obrotowy przeciety jest ptaszczyzng réwnoleglg
do podstawy, a otrzymane przeciecie jest podstawg
walca obrotowego wpisanego w stozek. Jak nalezy
poprowadzi¢ ptaszczyzne przeciecia, chcac otrzymac
walec o najwiekszej objetosci?
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407)

408)

409)

410)

| 411)
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PromieA podstawy stozka = r, wysokos$¢ =//; pro-
mien podstawy walca = x, wysoko$¢ = y. V—x2:r;

ip= p ffry~.hr==0. V osigga max. przy #= 2r

Z posrod stozkow obrotowych, posiadajgcych two-

rzacg = wybra¢ ten, ktérego objetos¢ jest naj-
wieksza.

Max. objetosci stozka przy promieniu podstawy
= s\[f. <

W kole o promieniu r wzigé¢ taki wycinek, z ktérego
mozna utworzy¢ boczng powierzchnie stozka o naj-
wiekszej objetosci.

Jezeli x oznacza promien podstawy stozka, to obje-
tos¢ V osigga maximum przy X —ry 8.
Ostrostup przecieto ptaszczyzng rownolegta do pod-
stawy i wielokat przeciecia przyjeto za podstawe gra-
niastostupa, ktérego druga podstawa lezy na ptasz-
czyznie podstawy ostrostupa. Jak nalezy poprowadzic¢
ptaszczyzne przeciecia, chcac otrzyma¢ max. obje-
tosci gran:astostupa?

Pole podstawy ostrostupa 2, wysoko$¢ h\ pole
podstawy graniastostupa 7, wysoko$¢ x. Mamy:
y:B8&=({l —z)!:h- i Xy o0sigga maximum przy

x- h. — (por. z zad. 405).

Te same warunki zadania, tylko zamiast graniasto-
stupa zbudo\Va¢ nalezy drugi ostrostup, podstawg
ktérego jest wielokat przeciecia, a wierzchotek lezy
na podstawie danego ostrostupa.

Te same warunki, tylko zamiast ostrostupéw wziete
sg dwa stozki.

Na osi paraboli dany jest punktB i pomiedzy wierz-
chotkiem A i punktem B nalezy poprowadzi¢ cie-
ciwe paraboli CD prostopadlg do osi w ten sposdb,
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412)

J 413)

414)

415)

416)

azeby objetos¢ stozka, utworzonego przez obrot troj-

kata BCD dokota osi paraboli, byta najwieksza.
Jezeli CD przecina sie z osig w punkcie P, przy-

czem AB—a, AP—X, CP=y, to mamy y2—2px={)

i V=-fey2rt(a—x) osigga max. przy x — -

W kule wpisa¢ taki ostrostup czworokatny foremny,
ktdrego objetos¢ bytaby najwieksza.

Jezeli x oznacza odlegto$¢ podstawy ostrostupa
od s$rodka kuli, a y — potowe boku podstawy, to

V= yr(rj-a) i x2-\-2y2—r2= 0. Przy x== " obje-

tos¢ V osigga max.
Dla jakiego punktu ¢éwiartki elipsy kat utworzony
przez normalng i $rednice, z tegoz punktu wyprowa-
dzong, jest najwiekszy?

Réwnanie elipsy b2x2-\- a*y2= a2bh2; wspotrzedne
szukanego punktu: x, y, poszukiwany kat:

* -
' %'I'OﬂﬁngWraz ziloczynem xy osigga max. przy

a b
X~j2’V~n2
Dowies¢, ze styczna poprowadzona w punkcie, wy-
znaczonym w poprzedniem zadaniu, tworzy z osiami
tréjkat o najmniejszem polu.
Dwie kule potozone sg zewnetrznie jedna wzgledem
drugiej. Dla jakiego punktu prostej, przechodzacej
przez $rodki tych kul, suma powierzchni kulistych
widocznych z tego punktu jest najwiekszg?
Odcinek taczacy S$rodki dwuch kul jest $rednicg
okregu zakreS$lonego na jednej z plaszczyzn przesu-
nietych przez ten odcinek. Dla jakiego punktu wzie-
tego na tym okregu suma widocznych czesci powierz-
chni kulistych jest najwiekszg?



8 11. Szeregi Taylora i Maclaurina.

Twierdzenie 6 wartos$ci posSredniej. Zaklada-
jac, ze funkcja f(x) ijej pochodna f'{x) sa ciggtemi w prze-
dziale od cc=a do x=b, przyczem M oznacza najwieksza,
a m najmniejsza warto$¢ pochodnej f (x) w tym prze-
dziale, rozwazamy dwie nowe funkcje

@)= f(x) —f(@)--M(x —a)
P(x) —f(x) —f(a) —m (x — a).
Woéwczas, we wskazanym przedziale, mamy

O'(¥= f (cc)—df< 0, *P(«)= f (cc)— m> 0,

a wiec w tych warunkach @(x) stale ro$nie, a natomiast
0(x) maleje (por. § 10). Przy x —a funkcje O i 9 staja
sie rownemi zeru, a wiec d1(6) jest ujemne i cp(6) dodatnie,
to znaczy, ze

of (*)- f(a)- M((b- ay< 0, f{b)- /(«)- m(b- a> 0.
Jezeli przeto zmienna t we wzorze

zmieuia sie w przedziale od a do b, to gdy f — M, war-
tos¢ funkcji WY jest ujemna, a gdy f = ni funkcja-*}/ otrzy-
muje warto$¢ dodatnig. Poniewaz \r jest funkcja ciagla
w przedziale od a do b, wiec istnieje w tym przedziale
taka wartos¢ zmiennej ¢ dla ktérej 4/(i)= 0. Oznaczamy
te wartos¢ przez «-j-0.(5—a), gdzie ©jest pewnym utam-
kiem witasciwym dodatnim; wynika stad
f(b)—f(a)= (b- a)f (a+ 0 (b- a))(0¢ 0 |r 1). (28)
Wz6r powyzszy nosi na- Rys. 10.
zwe twierdzenia o warto-
§ci posSredniej; posiada on
prostg interpretacje geometry-
czng: jezeli krzywa ograni-
czona punktami A i B jest
liujg ciggta i jednocze$nie
wspotczynnik katowy stycznej -
zmienia sie w sposob ciggty,

IKJIp-Netfco.



to przynajmniej w jednym punkcie tuku AB styczna .4,/
jest réwnolegtg do cieciwy AB.

Z dowiedzionego twierdzenia wynika nastepujacy
wniosek: Jezeli f(a)—O0 i f(b) —0, lub tezwogdle
f(a)=f(b), to w przedziale od x=a do x—b istnieje
pierwiastek réwnania f (x)= 0.

Szereg Taylora. Zakladamy, ze funkcja f(x) i n
pierwszych pochodnych tej funkcji zmieniajg sie w sposéb
ciggty i otrzymujg wartosci skofczone w przedziale od a
do b. Rozwazamy dalej funkcje (,r)

+rn=m -a*)- A irf.é_jfrAFb-lll

ol w lallg -
1.2 . (n—1 w .

przyczem p i K sg wartoSciami niezaleznemi od x. Liczbe K
wyznaczymy za pomoca réwnania liniowego wzgledem K,
stawiajgc warunek: \[r(«) = 0. Posta¢ wzoru, wyrazajgcego
funkcje >, dowodzi oprdécz tego, ze i \]/(') = (). Na zasadzie
wniosku, otrzymanego z twierdzenia o wartosci posredniej,

przekonywamy sie, ze istnieje taka wartos¢ w prze-
dziale od a do i, dla ktérej pochodna funkcji czyli
Mty = - (VAR 1A

staje sie réwng zeru; to znaczy, ze jest taka wartos¢ po-
Srednia E dla ktorej
b— iy>-
K — b & S

Podstawiajgc znalezione wyrazenie we wzorze na 4r(it)
i uwzgledniajac zaznaczony wyzej warunek: 4'(V)= 0, —
otrzymujemy

, b—a, ., , 0 iML,i.\,



Zamiast a i b wprowadzamy nowe znakowanie X i X -j-7i;
wowczas \Nza-\-{b —a)0= (c|—©z Mamy wtedy
(29) f(x+ K= f(x)+ "/(./;)+ V" (O-!-
Ne— * [«(i —$«mr
+ 12 (,_ DMW+FTSTi« -7)" g+f*>
Ostatni wyraz nazywamy reszta i oznaczamy przez Il.

Kladac w tym wyrazie p = 1, znajdujemy wzdr na reszty
Lagrange'a.

przy p = n otrzymujemy wzdér na reszte Caucliy’ego

lin=\ 7~ i <)X+ Uy

Wzor (29) jest szeregiem Taylora. Wyprowadzony jest na
podstawie zatozenia, ze funkcja f(x-\-h) i jej pocho-
dne az do pochodnej rzedun™ wiacznie sg je-
dnowartos$ciowe mi, skonczonemi i ciggtemi
mvprzedziale obejmujgcym wartos$¢ /o= 0

Szereg Maclaurina. Jezeli we wzorze (29) zamiast
« wezmiemy 0 i x zamiast X, to otrzymamy szereg

(30) /(] = Hept * rox+ =2r 004 .

' -1
X' o f»> 1,0:-/7
T (=) or
iie 3)nv /
11° m= ey f NHOX)
p.1.2..(n —1()?' A G
i w szczegoélnosci
M — 0\ne17n Tn
SIS i 2.(a .)n Q4 ?*=1l.~n r"n

Wzor ten sprawdza sie wtedy, gdy funkcja /'(@s) i n
pierwszych pochodnych lej funkcji sg funkcjami jedno-
wartosciowemi, skofnczonemi i ciggtemi w przedziale za-
wierajagcym’wartos¢ #= 0.
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Obliczanie wartosci f'{0), /*(O)... wymaga uprzed
niego wyznaczenia pochodnych f"(x)... i podsta
wienia nastepnie « = 0.

Jezeli we wzorze (29) limit!= 0 przy. n=00 i waru-
nek, wskazany powyzej dla funkcji i jej pochodnych, jest
spetniony, to otrzymujemy rozwiniecie na szereg nieskon-
czony:

A+*W («)+ o' >). 4121 » + V| @+ ... (31

Podobne rozwiniecie otrzymaé¢ mozemy rowniez ze
wzoru (30), jezeli 1imi2@0=0 przy n— oo i spetniony jest
warunek dotyczacy funkcji i jej pochodnych. Mamy wtedy:

m =m + Y-roo+ ~f'c)+ ~-3r («>te.. m

Warunek: Ijm/¢; = 0, wzglednie limi2(°) przy n— co,
pocigga za sobg zbiezno$¢ szeregu (31) wzglednie (32); od-
wrotne natomiast rozumowanie moze okaza¢ sie mylnem,
poniewaz prawe strony -wzordéw (31) i (32) mogag byc¢ sze-
regami zbieznemi, nie bedac jednocze$nie rozwinieciem
dla f{aA-x) wzglednie f(%), o ile Ii dazy do granicy“n\e-
réwnej zeru przy n= 00.

Zadania.

417) Dwumian. Dla funkcji /(x)= .rn znajdujemy:
f(a) — a'\ f' (@ —nan~-l, f'(x)= n(hn—)«"-2,
f"@= n(n—I)(n—2)am-s it < Podiug wzoru
Taylora otrzymujemy f(x -j- a), czyli:

(u ayl= n"4-na*l~ -(-n(n—Hdn—-y -
(N —2)ar~s- ~ 3+ se*

418) Znalez¢ rozwinigcie dla (1 -j-.e)'1. f\x) ==x~n, D)= 1,



N()= - nf"()= n(n-f ].),f"'(\):- «(»+Y(»+2
it d.

419) Rozwina¢ wyrazenie yl -|- x.

?2&)=%., f\x)=ix~K i *md-
wiec /(=1 f(l)=+ n )——i i t d
—_ - a 1 z1.1.3 re3

420) Dowie$¢ wzoru:

ST+ * 2 2.4 2.-L1iI" +e'm
421) Dla funkcji f(x)=x?—3a24-4 x —5 znalez¢ f(x-\-2).
Mamy /2= -1, f'(2)=1, f'(2)= G, fn,(l)= (y
f(x-)-2)= —1-)-I«-f-382+ «3
422) Za pomoca wzoru Maclaurina dowies¢:
a-\-x a.b—a .a—b ,.b—a , ,

5f*ui+/\+:rir_1+|*.|,
423) Rozwing¢ funkcje o* f(x) = a* [/'(0)==1, /'(O)— lga,
r(0)= (lg«)2 f*(0) = (Iga)3i t d.

«*:=gi4- j p8®)24* 3<l)s+ *ee

Otrzymujemy stad rozwiniecie dla <+ kladgc e za-
miast a; wowczas lga= Ig<?=1.
424) Rozwingé Ig(14- «)e I'(«)= lIg«, ()= 0, f'(1)= 1,

ro= - 1, f<0)4=2, /m™@Q)= - 1-2.3,
iij1.2.3.1 it d
M B LY 7
g+ @)= a—=~ + , — f+ 5w

Kladgc — & zamiast a, mamy

RV



Po podstawieniu x = ——j--y otrzymujemy z ostatniego

nastepujacy wzor dogodny do obliczen:

AN = lgn 1 1o L
lg("-t1) = 1974-2 2071 1 (@2z-j-1)8 L OTILTiE |

Z réwnosci a*= ? wynika Lgy = % (przy zasadzie a);
a z rownosci oclira=?/ mamy Ig?/= adga i stad

iNi+ »)=TN.g(i +>)m

Jezeli chcemy przeto rozwing¢ Lg(l-]-a:), to nalezy
wyrazy rozwiniecia 1g(1 4+ podzieli¢ przez Iga.
Najprostsze i najbardziej naturalng rozwiniecia otrzy-
mujemy zatem przy a=—<? dlatego tez logarytmy
obliczone przy zasadzie e nazywamy logarytmami
naturalnemi.

425) Dowies¢, ze:

(1+0n™ = 8'+ 120 2471+ 5 4 +
426).,Rozwiniecie dla funkcji sin (a?-(-a), f(x) — sin z,
/m(a)=sina, f'(a) = cosa, f"(a)= —sina i t d.

sin (a?+a)-sin a+ cosaC(-:—sin a-’ cosa- = £

Przy a= 0 mamy:
Xs xh
1.2.5 " 1.2.3.4.5
427) Rozwiniecie dla funkcji cos (x -j-a). /(x) = cosx.
/'(a). cosa, f'(a) sina, —Cosa, sina.

sin X — X
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428) W podobny sposéb rozwijamy:

1 x\ 2tga«?2 2(|13thi) XS

(14 ) —tgUN-ai X J-= T M i e

429)

430)

431)

cos2« 1 ~coS2« 1.2 cos a

Reguta tworzenia wspdéiczynnikéw nie jest tutaj wi-
doczna.

Podtug wzoru Maclaurina rozwing¢ /"'(«)= cos2«.

»2 lyi4 6
cosx= 1-2 j 2+8j~rg-4~321.2...6+ "'

Za pomocg wzoru Maclaurina dowie$¢ wzoru Moivre’a.
Dana jest funkcja f(x) = (cos«4-* sin«)™. Znajdujemy:
f'{x)=n(cos«4-zsin.«)* [(—sin x-\-i cos«)= ?»(cos«4 -
isin«)"—ni.f(x), stad za$ wynika /"'(«)= ni. f'(x)=
= (ni)2f(x) \ t. d. Mamy nastepnie /'(0)= 1, ['(())—ni,

f*'(0) ——n2 f"'(0)= —n3 it d., wiec
N2 ; nixi
(cos«+ 1sinx)n==1— 4-Y2~3~4 ~~'»
, .. (NX nx3 . \

+*IT-rT*3+ ... )e
a uwzgledniajgc otrzymane przedtem rozwiniecia
funkcji sin«: i cos«:, znajdujemy:

v (cos« 4~¢sin«)™ = cos(««) 4- tsin(n«).
Rozwing¢ funkcje /'(«) = arcsin«. Pochodne wyzszych
rzedow nie wyrazajg sie za pomoca prostych wzorow
i wobec tego dogodniej jest zastosowac t. zw. metode
wspotczynnikéw nieoznaczonych, ktéra prowadzi zaw-
sze do celu, o ile rozwiniecie jest $fog6le mozliwe.
Zaktadamy:

arcsin« = 2L-(- BxA- Cx2-\-Dx3 Exi+ ...
i znajdujemy natychmiast A= 0 przy «= 0. Biorgc
pochodne obu stron, mamy:

-liy 8§ B4-2Cx4-31)«24-4EXSs4-..
v1—Xx-



dla lewej strony otrzymujemy z zadania (420) roz
winiecie:
< 1_|fb= |+
i przez poréwnanie znajdujemy:
B=1 (7=0, [/7=w--, 7= 0 it d.
la2.13a5.1.3.5X1

przy a= 1 mamy arcsina= -".

432) Rozwiniecie funkcji arctga. Zakfadamy:
arctga= A+ Bx+ Cxi+ 77a3+ Ex' +...,
wowczas 4= 0 przy a= 0. Z rozniczkowania stron
wynika
— L -= B+ 2Gr+ 3Dx9+ 4 Exs+ ...
1-j-3
a poniewaz, jak wiadomo

= 1- F2+ 4 A -

wiec przez pordownanie znajdujemy, ze
B=\, G=0, )= 3 77=0i

arc tga; Xs as
9 1 3 5
Przy a =1 jest arctga;= E, wiec mamy

= l-h b F TV + -

Zbierajac po dwa wyrazy, mamy wz6r dogodny do
obliczenia
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Zakladajgc tga= -£i tgjt= £, mamy tg(a-{-ij3)= I,
wiec az-j-’\zz,zt. Znajdujemy stad:

5 A L) (R — e

W kazdem z zadan powyzszych zbada¢ nalezy wzor
na reszte.

Dla zakoriczenia niniejszego rozdziatu dowiedziemy
jeszcze pewnych wzoréw niezbednych do dalszych roz-
wazan.

Kladgc ix zamiast-a; w rozwinieciu funkcji - mamy:
D4 X* id xXi-
ca —1721...- ...,

JiX xa . xh
jest wiec e'x= cos#-(-¢sina?, a wogole:
¢”X ="cos (nx) —3-zsin(nx) (33)
poniewaz za$ einx= (cos#-j- ¢sin x)'H otrzymujemy przeto
w tatwy spos6b ponownie wzér Moivre’a. Ze wzorow
C,r — COSKC-j- ¢SiNX i e~Ix==cosa; — ¢Sinx

wynika

cos./ = S "‘__(_?_'_i‘_, S'in#:EiX_/\?:'_)_( (34
gdzie zéwniez zastgpi¢ mozemy x przez Tix.

Jezeli w podobny spos6b wprowadzimy ix zamiast x
w zadaniu N° 421, to otrzymujemy:

I+ n? 0A X N 1Ap 'l

-3 + 5 L. )’
a po uwzglednieniu rozwiniecia funkcji arctg#, wynika stad:
1 14-ix

arctg#-=—1I1gy ~Uc <Bo0>



Funkcje dwu eh zmiennych niezaleznych.

§ 12. Poszukiwanie pochodnych.

Jezeli zmienne x iy, wystepujgce we wzorze y),
sg wzajemnie od siebie niezalezne to wartosci otrzymy-
wane przez funkcje z moga by¢ przedstawione geometrycznie
w nastepujacy sposoéb.

Na ptaszczyznie ukitadu wspétrzednych prostokagtnych
wyznaczamy punkt D (rys. 11) podiug danych wartosci

zmiennych x iy, wystawiamy pro-

Rys. 1L stopadta do ptaszczyzny w pun-

kcie D i odmierzamy na tej pro-
stopadtej odcinek, ktérego dtu-

c {/n gos$¢ réwna sie wartosci funkcji z.
y obliczonej przy danych warto-
A Sciach zmiennych x iy. Otrzy-

mujemy wtedy w przestrzeni pe-
wien punkt M. Jezeli ajest fun-
kcja wielowartosciowa, to olrzy-
mujemy wtedy na jednej prostopadiej wiecej niz jeden
punkt. Miejsce geometryczne punktu M, wyznaczonego po
dtug wzoru z = f(x,y) przy rozmaitych wartosciach zmien-
nych x i y} jest pewha powierzchnig.
Zmiana wartosci funkcji z= f(x, y) moze by¢ osig-
gnieta w trojaki sposob, a mianowicie:
1) przez zmiane wartosci x na xx przy statej war
tosci v,
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2) przez zmiane wartosci y na yl przy stalej war
tosci X,

3) przez rownoczesng zmiane wartosci ic i y na
xLi.yi.
Stosownie do tego nalezy rozrézniaé 3 odrebne przyrosty
wartosci funkcji, a mianowicie:

DIWY-TIpYi2) v B) tc. y); 3) f(xt,y1) -f(x, i,
Przyrosty takie rozwazaliSmy juz poprzednio (sir. 15—17»,
okreslajac pochodng zupeilng funkcji dwuch zmiennych.
Zgodnie z nowem znakowaniem, wzor. (10) piszemy w na-
stepujacy sposob:

dz ¢9gf dx bfdy

di bx dl by dt

We wzorze tym  wystepujedowolna zmienna niezalezna t,

.. 0/ . bf . .
przyczem wyrazenia ~ i — sa czastkowemi pochodnemi

»
funkcji 2 okresSlonemi-za pomocg wzorow:

Y _ lim/(V?/) -Y foy) ‘Y.rr|m/(ee"m) [(*-?]). -
bx Xi —X "by V\—y
Mnozac pochodng zupetng funkcji z przez przyrost zmien-
nej niezaleznej t, otrzymujemy rdzniczke zupeing
funkcji z jpor. przypisek na str. 8)

dz —-bJ)Z dx -f ’B’)‘/ dy. (36)
Pochodna zupetna rzedu drugiego funkcji,V moze by¢ zna-
leziona jako pochodna zupetna pierwszej pochodnej zu-
petnej! tejze funkcji; w tym celu opieramy sie réwniez na
twierdzeniu wyrazonem we wzorze (10), biorgc przytem

pod uwage, ze pochodne dCCi drl sg jedynie funkcjami

zmiennej t, a nie sg zalezne od x iy i dzieki temu po-
chodneltych pochodnych wyznaczone wzgledem a iy sg
rowne zeru.
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. (bf dec 3/ dy\ Ib_fdr 3/ dy\
dz "\bx dl by dtjdx "\bx di by dii dy
dl2 b x di by dt m

d-z_ 37'[cYr , b~f drdy b~fldy

dt-~ bxs[di] + “bxbydt dt + by2\df)
Mnozac pochodng zupeing rzedu drugiego funkcji z przez
kwadrat przyrostu zmiennej niezaleznej otrzymujemy roz-
niczke zupetng rzedu drugiego funkcji dwuch zmien-
nych:

b 2f b2 b2f
Zadania
433) := 3a*4 asys4d yl di = (fic-\-y2dx-\-{2xy-\-\y*dy)
Xy x*dy-\-y~dx-
434) 1= *-+ L~ - ¥T W -
435) , = E& r» N
Y s— V-
436) z= (2.r-:>yy . =1)C>x-Al,yC2dx U)ydy)

437) z.— ?/sin.r-|-cos(.c - m dz = [y cos® —sin (X -- y)]<i#
4 -[sin-f sin (®—y)4 vy
issy - (SiNw. « COSY)-
dz—2(sin: .. cosy)(3cos:xdx—sinydy)
439) z—x2- a xyy- d*s= 2(dx2—adx'dy4 dy?

440) s — y2e* 71 = f*«(jlirfa;24 11/dxdy-\-24dy" i),

13. Maxima i minima funkcji dwuch zmiennych
niezaleznych.

Jezeli powierzchnia rozwazana na poczatku poprzed-
niego artykutu posiada taki punkt M, ktérego odlegtosé
od pfaszczyzny XY jest algebraicznie wiekszg (mniejszg)
niz odpowiednie odlegtosci punktow tej powierzchni, znaj-
dujacych sie w najblizszem otoczeniu punktu M, to war-
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tos¢ funkcji z, odpowiadajaca punktowi M, stanowi (ma-
ximum (minimum) funkcji z. Gdy prowadzimy na-
stepnie przez taki punkt iii, w dowolnym kierunku, ptasz-
czyzny prostopadte do ptaszczyzny XY i wyznaczamy,
w przecieciu z powierzchnig, krzywe przechodzace przez
punkt M, to styczne do tych krzywych, poprowadzone
w punkcie M sg rownolegte do ptaszczyzny X.Y. Gdy
rozwazamy na ptaszczyznie X.Y krzywe dowolne prze-
chodzgce przez punkt Z5 to tym krzywym odpowiadajg
rozmaite réwnania wyrazajgee zwigzek pomiedzy x iy.
Kazdemu punktowi takiej krzywej odpowiada okres$lona
para wartosci x iy, a nastepnie $cisle okrislona wartos¢ z,
skad wynika wreszcie, ze kazdej krzywej na ptaszczyznie
powinna odpowiada¢ S$cisle okreslona krzywa na danej
powierzchni. Jezeli mozna wyznaczy¢ taka wartos$¢ z, ktéra
stanowi maximum albo minimum dla wyznaczonych
w ten sposéb na powierzchni linji krzywych, to wartos¢
taka jest jednoczes$nie wartoscig maximum albo minimum
dla funkcji z= f(x, y) W art. 10 otrzymywalismy réwniez
wartosci zmiennych x iy, dla ktérych z==f(x, y) osigga
najwiekszg albo najmniejszg warto$¢, znalezione wszakze
wartosci zmiennych musialy podlega¢ dodatkowemu wa-
runkowi: rp(;, A)= 0. Zagadnienie obecnie rozwazane,
rozni sie przeto od dawniejszego brakiem podobnego wa-
runku, to znaczy, ze zalezno$¢ pomiedzy x iy moze byé
dowolnie wybrana. Dotgczajagc przeto dowolny warunek
cp@®, y)= 0, albo dwa dowolne warunki x= \(Q, y-=zar(3)
sprowadzamy nowe zadanie do dawnej postaci. Funkcja z
staje sie wtedy funkcja jednej zmiennej niezaleznej t,i istnie-
nie maximum albo minimum uwarunkowane jest réw-
naniem :
dz _bf dx dy _
cli isx dl by aw
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Poniewaz pochodne ~ —a' i ~ = y' mogg posiadac¢ do

wolne wartosci, wiec réwnanie powyzsze speinione jest
wowczas i tylko wéwczas, gdy

No= 0 diy: 0 (/37)
Z dwuch' ostatnich réwnan otrzymujemy te wartosci dla
x 1 2, przy ktorych funkcja Z osigga maximum albo
minimum. Nalezy obecnie zbada¢ znak drugiej pochod-
nej wyrazonej za pomocg wzoru otrzymanego w poprzed-
nim artykule
e 07“7‘- <1 <l AT 07,|J”

d - b x - 1 d x by 0 /1l

Oznaczajgc pochodne czastkowe rzedu drugiego przez «
bici przekszta’fcajqc trojmian kwadratowy, mamy :

2 0, 7 (effd

Vir- 1

Druga pochodna funkcji ® przy wszelkich wartosciach a/
i y' posiada state znak dodatni, jezeli (ac—z9>0 i je-
dnoczes$nie a)>0. Funkcja s osigga wowczas wartos¢ mi-
nimum. Jezeli natomiast (ac —62 >0 i «-<0, to druga
pochodna zachowuje staleznak ujemny przy wszelkich
wartosciach x' i y’; funkcja osigga wowczas maximum.
Jezeli wreszcie (ac — 62 -< 0, to wartos¢ drugiej pochodnej
przy odpowiednim wyborze" wartosci x' i y' moze otrzy-
mac¢ znak dodatni, badz ujemny. Wspolny warunek istnie-
nia maximum albo minimum sprowadza sie¢ do nie

boor ¢ b-f \*

rownosci ' - - . >0"i wéwczas
dy \$xby,i

stanowi maximum, jezeli

-fewd= o> ..

07

stanowi minimum, 5e2e|i g>;}>.0



Zadania.

441) z — xfh-y~-1-xu \y -5 min. przyjasl
442) r= +

443).,= 1~ + i+ i

444) 2= (ic+ 2)2- r)

445) z==t%2a —ic—y);
446) = sinEGj—si nj/-f-si m(>m-\-y)
447) 2=.sin#sin;/siii(a —m—>)

44S) z= x3—3axy -j-y)

449) Objetos¢ prostopadioscianu
winny by¢ krawedzie, azeby powierzchnia prostopa-
dtoscianu osiggneta warto$¢ min.?

Prostopadtoscian powinien by¢ szeScianem o kra-

wedzi = a

450) Liczbe a roztozy¢é na 3 czesci w ten sposob, azeby
ich iloczyn osiggnat warto$¢ max.

z — xy(a —x —y) osigga max., jezeli kazda czes¢ =

451) Wopisa¢'w koto trojkat posiadajacy pole max.

*  Katy Srodkowe oparte na bokach trojkata oznaczmy
przez x, y i (2a—x —y), woéwczas pole i*="r2[sina;
-j-siny-fsin(2n —x —y)\ osigga max., gdy wszyst-
kie 3 katy Srodkowe sg rdéwne; boki tréjkata sg
wowczas takze rowne.

452) Suma trzech bokow trojkata = 2 s. Jakiej diugosci
powinny by¢ boki, azeby pole tréjkata byto naj-
wieksze?

F:==\s{s—x)(?—y) {¢ + 7 —*> osiaga max., gdy
wszystkie 3 boki sg rdwne.

453) Z danej kuli wycig¢ prostopadtoscian o najwiekszej
objetosci.



Promien kuli = r, polowy krawedzi oznaczamy
przezx,y,u\ istnieje wowczas zwigzek: .r2-f-y*A-u*==\/*
Objetosé

r
z — Sceyu jest max. dla r—y'=a —

g 14. Funkcje jednorodne.

Wyraz a:c2yj nazywamy wyrazeniem pigtego”wymiaru,
poniewaz suma wyktadnikéw obu zmiennych réwna sie 5,

. ax : .
a wyrazenie A nazywamy wyrazneiem trzeciego wy-

miaru, gdyz rdznica pomiedzy sumg wyktadnikoéw licznika
i sumg wykladnikow mianownika rowna sie 3. Wymiar
wyrazu, oczywiscie, moze by¢ rowniez liczbg ujemng lub
utamkowsg. Jezeli pewna funkcja jest sumg algebraiczng
wyrazow jednakowego wymianu, to nosi nazwe funkcji
jednorodnej. Funkcjami jednorodneini stopnia n nazy-
wamy. wogoéle te funkcje, ktore posiadajg nastepujaca
witasnosé: po zamianie zmiennych x, y, z,... na iloczyny
tx, ty, tg,.,, istnieje nastepujgca rownos¢:

f(tx, ty, — Y, Z,...) (38)
Przyktad 1: f(x,y)'—5x*—2xy-\-1y2

f(t,x, tyf=5t*X* —2txty-\-1 t*ty*=f*f(;r, y).

3 1 5t
322 — & -4-ii- —
Przyktad 2: f(x,y,z) = e __---_.----”__

— * ~
f(t:r, ty, tz) = e S ~ Y th, > &Vit2z {Lq‘{r,y,4’
12 Xi tiyZ -j-tz
Twierdzenie Eulera o funkcjach jedno-
rodnych. We wzorze (38) zaktadamy ts = u, ty==v,
tz=w i rozniczkujemy obie strony wzgledem t:

bf du of dv bf dw D
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pomewaigu: X,W: /, %: i,

wilc H-r+Yv3+1li z=n*"
Nadajac teraz dowolnej liczbie t warto$¢ rowng 1, zamie-

mam 'ednoczes‘nieb—f na —bf mcnaE —btf— nag’fot'rz
y! bu bx bv by bw bz y

mujemy:
*e& +*m % + ¢ %m " ((X-T > «*>
W« wzorze tym wyrazone jest twierdzenie Eulera
Przyktad 1: /=||ji + |j—
7X 2y ‘ (x* . y* \
Przyktad 2: f= x*-f-2ax-y —al""= 0;
(3#s-f- 4 axy)x-\- (2ax2— 3a.y3y — 3 (iP3¢j- 2ax*y — ay>.

Przyktad 3: f= \jx3—y-z= R;
bf 3®s, bf «2yz bf —if
bx~~ 2 1i" by 2R 7 bz~ 212°

N
rot+ iy

Przyktad 4: /=
(®-f y)* X*-\-ys
Przyktad 5: f= -L £ —;
\er n

& i U-i oyt

5vi+ ?) -
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§ 15. Szeregi Taylora TMaclaurina dla funkcji dwnch
zmiennych niezaleznych.

Jezeli zmiennym x iy nadajemy wartosci x -f-\ iy -j- 1,
to funkcje f(x, y) mozemy rozwina¢ na szereg podiug po-
teg liczb ' i j. Rozwiniecie takie mozemy sprowadzi¢ dé
rozwazanego w § 11, kiadac \-=rt, n= si i f(x-\-rt,
y st)= F(t), przyczem t przyjmujemy za zmienng nie-
zaleznag, a liczbom x, y, r, s przypisujemy wartosci state.
Podtug wzoru Maclaurina mamy woéwczas:

fAU|(0O)+ ~(O0){+ F"(0) + F™\0) +...
Przy obliczaniu pochodnych F', E™,... mozemy przyjac
x-\-rt'=u, y-\-st= v, wskutek czego przeksztalca sie
F(t) na f(u~v)’ Jednocze$nie mamy du _ r, dv - S, a po-
chodne wyzszych rzedéw znikajag. Mamy przeto:

F(t) = f(u,v)

FW— dt~F bv'dt
” sv dudv , b*f(dv\*
R bubv dt dt~ 6v2\dt)

™

, 0 2* I s
bu\dt) Jutbv\dtj dt bu S«xdt\dt)

ljp W 1] 51t d-
Kiadac t= 0, otrzymujemy f(x,y) zamiast f(u,v) i jedno-
czesnie pocholne czagstkowe funkcji f wzgledem u i v za-
mieniajg sie na pochodne wzgledem x i y W ten sposob
otrzymujemy wartosci'?)), F'(0), F"(D) i t. d., a wiec;

E=0on) - rag L aetestis

L PVE 13 »Zr- 13 »z . 8y, B
a3 bx‘by bxby* by 1.2.3™
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Chcac mwyprowadzi¢ bezposrednio wzor powyzszy, zakia-
damy:

mx-\-n _ A B

'x - a)- (x—a)fx —a’
czyli mx 4n=A -f-B (x —a) i znajdujemy B = m
i 2t= ma-f-n, Obie czesci mozemy nastepniecatkowac.
Mozliwy jest réwniez nastepujacy sposoéb:
/mx-4- n . m C2(x—a), , fmaA-n ,

ma-j-n
— m\g(x —a)- a_'—Ja'

2x— 13, * 3

(a;+2)2 * ®-J-2° z
3) Pierwiastki a i p réwnania a*-J-ybaa>-f-b= 0 sg
liczbami zespolonemi postaci:
a=pA-qi. P= p—qi.

Wéwczas p= — a, q=.\]Jb —as i wzér (4), po uwzglednie-
niu wzoru (5) przybiera nastepujacg postac:
f mx+ n Jr_ i mx+ n N

J xi-\-"lax-\-b J (x —p—qi) (x—p-\-qi)
_ \m{pA-qi)-\-nN\g{x"p - qi) - \m{p - aj)-\-nN\g{xmv-\-qi)
2qi
mp-\-n 1. X —p—qi ,m

= * XKt” -2aa--i f.); m,’e!i arctB3"- (7)

Wzér powyzszy moze byC¢ zreszta dowiedziony bez-
posrednio:

mx -f- n , mf 2x-Q2a i C n—am ,
/xtA-Zax-\-b X 2J x*‘-\-2axA-b x*-\-2 ax-\-b

S 18 A 2+ T



Pierwiastek \Jb— a* posiada wartos¢ rzeczywistg, mozliwe
jest przeto podstawienie (a-\-x) = z\jb a* i otrzymujemy
wtedy:

n—am n—am/" 1 n—aw
(x-|-a)3+ (6 as) x *~ Ctg #
Mamy wiec ostatecznie:
i f mx-{-n m u ani , X-\-a
ij5+255+4*=2 a+ r
\Y

Wzor ten rozni sie tylko o liczbe stata od wzoru (7), po-
niewaz p — —a, q= \Jb—a*

Zadania

[>7>Jg gr™ T iiidu= 'S<«+ 2«+ 10'- 1larctgizx 1

P8) S — 85T 254"

18(""” *“ H*+ 2>

69) /
A Ju-

70) f FoaFIF (F- |+ N
AV «*«==f Js («*+ 3H~ 2V3arctg~"

[?7>fu'+ S-+WF =3l +*«t«> ‘e84 *
n 735 m< = 5lg - 1U+ 20° “ Garcly U'J

u! - . >
50+ T2dU= ty “ 'f* \W(arcigu

JS)jU-1QU+ — 2)g(?zs —6M -f 10)4-7arctg(M —3)
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. 76) |r 27 «« , _9«6,_ 2-«3_1:_4«__8 arctge. /i
U J d«?+ 4 5 y/6 Y2

77) ] — _ —3dw= -F t jezeli aZ>>0.
c )Ja-fimgw - arcgn{>a jezeli a

Catkowanie funkcji utamkowej postaci:
<p(a) «Oam-|- & &m—1-f- ad’Kn~ 9-|-...-|-am
(&) aHf-6la’,~ 1-|-62ic**2.., + 6n
Zaktadamy, ze t»<n. Gdyby warunek ten nie byt
spetniony, to po wykonaniu dzielenia licznika przez mia-
nownik otrzymalibysmy funkcje catkowitg z dotaczonym

(o

do niej utamkiem postaci w ktorym mielibySmy

m<n. Nalezy przedewszystkiem roztozy¢é mianownik na
czynniki dwumienne i w tym celu rozwigza¢ trzeba réw-
nanie:

f(x) — ar -\- ¢i xn- 1-f- b2an-s -J-... -|~bn= 0.
Biorac pod uwage znaleziony pierwiastek o« réwnania
f(x) = 0, nalezy rozréznia¢ dwa wypadki.

1) Pierwiastek a réwnania f(x)=0 nie réowna
sie zadnemu z pozostatych pierwiastkow
tego rdéwnania, to znaczy, ze f(x) dzieli si¢ przez
(@ —cc), lecz nie dzieli sie przez (x— a)s, a wiec mozemy
zatozy¢ f(x) = (x—@)g (x), przyczem rownanie g(x)= 0
nie posiada pierwiastka a. Kladziemy wdéwczas

yfo) «p(g)-- = A ]
0 T (x—a)g () x—an gin)
Wynika stad

Px)—Ag(x) -ff (x)(x —a)
i przy x— a znajdziemy A — <@ g(a). Mamy nastepnie

I'(#) = @—a)g'(x)-\-g(x) wigc f'(a)—g(a)

| ' =) =

f(x) Y'(@a)x—a *AlyA
Polp-Nottc». . 9
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Utamki takie, jak ten, ktéry stanowi pierwsza czes$¢ pra-
wej strony ostatniego wzoru, nazywamy utamkami
prostem i. Catkowaiiie danej funkcji wymiernej spro-
wadza sie w ten sposéb do catkowania prostszej funkcji
wymiernej poniewaz fl(x) jest funkcjg catkowitg stopnia
(?i— 1). Jezeli rownanie /(x) = 0 posiada wszystkie pier-
wiastki rozne, to sposob catko%vania jest juz znaleziony.
W tym wypadku mamy wogoble

i gdy f(x)= (x—aj) (x —a?):.,(x —a«), to po wykonaniu
catkowitego rozkiadu funkcji wymiernej na utamki

proste, otrzymujemy
2(?) ®(ai)l X_j nni

(M) v fa)u( D+ /v@?d n( - + '

o lag (* ~ an)

) C(p@&) Ix2A-7x— 170, \
Przyktat: % 0y as— yoeq-bas-Pois”

at= —2,a,= 4,'0,= 7; f )= 37"s— 18*-pfr
tp(x) d, a® . J3
f(x) x-\-2 x—4 x—7
A 4  <p(7).
n—2)~ * 47 r (4)- *3 f\7)nm
<P@E;) 3 . 2 8
/m(#) r-j-2 a—4 a—
Zadania.
[7Xxr+7x

m gnengosy) 925 -3 10(F+2)+21g(®-4)+8 g (x 7).

1583 e o My iy 181900-2) + ¥ 1gle-3Y

«»-0

79)
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80\ (. T ~ ~ A )rf=5lay+3[+:5-|«("- 1)"25[e(“ -5),

S n¥ i e A2 aa 2

e vrioN-i-idM+2Niw +fi 7 , 7,7 ,

82)j Otr+ 1"+ 67 = lan+ -|>6(«+ 1)

+ 31g(u+ 21-f 41g (« -j- 3)
=l -« -jm .+u*
+ ylg(« 2) - ~lg(ti+"2)
. 4m3-)-9iiA—27pi -f* 65"
84>J ju-3K » —0 (« —7H« + 5)

+ 419(«~7)-21g(« + 5>
AnTA]0 £ =21lg(u+2)+28 Jfii«-1)

s« f Sm2—7a«4-llat 9. L [
\j ©o—Gawk-|-11%«—60* 2gM“a)~ gM >

+ Mg(w—3a)

f2u3+ 12aM2—8azx —12a3” ,, 2 ,N,01 u—2a
7 W2—a2 02- 4a?2 g(u a‘'+ gw+ 2a
/2//4 10m3+21w2 20m+5 2m3 Q ,. ., r

AT 32,4 2 - = - 2u2+ 5u

-flg(u —2)4- 21g(M — 1).

Jezeli rownanie f\x) — 0, o wspdiczynnikach rzeczy-
wistych, posiada pierwiastek zespolony a —p-\-qi, to po-
siada rowniez sprzezony z nim pierwiastek fi= p - I*
Rozktad na utamki proste moze by¢ i wdéwczas rowniez
wykonany podiug powyzszej metody z uwzglednieniem
nastepujacych zmian:
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Mamy
y(a?l_(pfp-f-gh) 1 ep-a O
f(cc) ~—~f'(p-A-qi)oc —p —qi  f'{p-qi)x —pA-qi
i zaktadajac ~T™ = 4+ ti skad %rr- -C/=s—ti
otrzymujemy:
/ i/ic=(s+ii) lg@- p—agi)+ (s—it) lg(*—" + i

= slgf@a? - p)8+ 'ia-+-~gx P 91

przyczem w prawej stronie wzoru doda¢ mozemy dowolng
liczbe statg. Zgodnie z uwagg uczyniong na str. 12G od-
nosnie do wzoru (5), mamy

Wig;'—*p—\—qi 2? X —p-j-3z
= —2t arctg—ﬁ—4- C

Dochodzimy tym sposobem do wzoru zawierajgcego war-
tosci rzeczywiste
f(xj 7,)2+ 7] —2iarctg?— i-

f
Przeksztatcenia powyzsze przerobimy w nastepujacych

przykiadach:

vM = 2a: ? X r—q3
[{x) (v 2-f 1) x2-13) (x = il (xf-z)(x=10)(x -f-1 i)l
y Cj No-1 43 i i £
f(x) X —i XA-i X—ri X-j-ri
a_ycO_ 1 a — *y 1 a _ troO_ ml
f'(ij 27~ f(—7% 2’ s I>]) 2"
P (—*)_ 1
t“rl1S o 2

y(y) _ 1,0+ 1 t
-f(x) x —z

X.-j-z X —ri X-\-ri
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dx—X\z(x - )+1g(x4-*)]-i [lg(x- ri)+ 1g(cc+ri))
=\ Igo2+ 1) —\ *g(»*—r2*)

26 o
39 4165 (ce2+ 3)¢ 778 Bagr 3

q(ic) ir>cc?+t'iOcc+4n<)
f(x) (@2—4x 29) («2—'2x+ b)
al . A2 i -+ . Ag
X —2—5« o—2+ 5 x—1—2i a -1+ 2i
gep 2+ 5%)_ 0 _ cp(2-57?)_
1—/'(i + S*)- “ 2 f(2-5*) 4+ **
'0(1+ 20 o , _ o —2/)_
8—A I+ 2t) . ' 1 f'(l —2%
Vv (00) 2—3* 2+ 3* | 3-1* 3+ 4*

/(cc) a—2—5* x—2+ 5 c¢cc—1—2* cc—1+ 2%
/"g,cé (2-3*) lIg(c—2 —5i)+ (2+ 3*)Ig(cc—2+5*)
(3-4*) Ig(x- 1- 2%+ 3+ 4MIg(c-1 +2%)
219[(cc-2-5% (- 24-5*)]+31g[(«-1- 2¥(cr-1+2 %)}

X —2—5* cc—1—2*
— X Em»« -1 + 2%

+

Po wykonaniu mnozenia i po zastosowaniu do dwuch
ostatnich czesci wzoru (5), str, 126, znajdujemy:

" 10cc3+_ llQcc+ 4ho . . _ _ ,
30) Aez=2 aar+Ue3) o8 — 254 5) O © 21— I+ 2

+ 3lg(2—2cc+ 5)+ 6arctg——- + 8arctg .

Rozwazane zagadnienie jest wiasciwie rownoznaczne
z poszukiwaniem catki utamka posiadajacego postaé

o1
ar+ 2ax+ o _
rozwigzane bezposrednio.

gdy 6>a2 Zagadnienie takie moze by¢
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Z
r tnx+ n ,  f(2x-\-2a)dx ., * dx
J X'i-{-'2ax-\-b X~ 2 e n J (x+a)2+(b a2
- kmig.(ar-+2a* + g+ D=yt de
ktadgc: + aZ2=cc+«. Otrzymujemy przeto:
| o242 ntcré'}+_—6dx: QW Ig(cc2+ 2 occ+5)+ U arclg \A'Af'fl—‘]éef‘ 9
@(cc) 82— 29cc+ (il A mx -f- n
~f(x) (c—ID(cc2—6Ba:+ 13) x — 17mx- --(ic+ 13

2t=~-~ = 5 Podstawiamy znaleziong wartos¢; wowczas:

Sa;2 .29»+ 61 5(ccj]—6+ +13) + (weet ?i)(cc— 1)
(cc— 1) (cc2— Gaf+ liij (cc— 1) (cc2— 6cc +  13)
Przez poréwnanie wspo6tczynnikéw odpowiednich wyrazéw
znajdujemy nastepujgce zwigzki: 8 =5 + »5 61=65-- »,
czyii m= 3, n= 4
P« 5 31+
f{x) X 1 x-- 6x+ 13

Pp@) 1 mx-j-n , rx+ 1 =m
[ (cc) C-@+ i @4 X il 1X- «+1
Sprowadzajac prawg strone do wspoOlnego mianownika,
otrzymujemy z pordéwnania wspotczynnikdw:
E (wja;+ n) (€2 g+ 1+ (ccc+ /)(r2+ x + 1);

M —V=rr (d,n — .))i ~j- ¢ —t =70 m —-)i— w+ /= ()11 - 1;
m=+ n=/, t= i ¢c= —\
1 _ hX + i jix— '

rl+cc2+ | a2+a:+1 Cc-—»+1



95) / (/Ix ~ 5l«(a(-;H)+Ig(a;i+4) -f 6 arctg |
- -|S|3<"— [.)tx -)- 1’-’;51

B\ [ -
8&)J'Er-_l [+ (>ei)W7

lii 6 . 2 .
b are AP o 7r|g(*— b*'+]l0)—-=arc tg'F'-
Vv?

(L)dx — é’ lg(a; *—%Ua -{-69)

Y.) Vo> 2 Vv?

2. Jeden z pierwiastkow rownania f(x)—0,
a mianowicie a jest pierwiastkiem r-krotnym,
to znaczy, ze f(x) dzieli sie przez (re—a)r, ale nie dzieli
esie przez (x —a)rt\ a wiec f (x) = g (as)(x —a)r, przyczem
rownanie g (0= 0 nie posiada pierwiastka a. Zaktadamy

VXY _ f(X)_ Al A- L | ~ 73
f(x) (x—ayg{x) (x—a)r (@—a)rl .s—a  g(x)’
i szukamy licznikow A{, A.,,... Ar dla powyzszych utam-

kéw prostych. Wyprowadzanie wzoréw ogo6lnych i obli
czauie za pomocg takich wzoréw nie jest dogodne w da-
nym wypadku; dogodniejszy jest sposéb nastepujacy. Za-
ktadamy x —a ==y i mnozac obie strony przez yr ukia-
damy wz6r

e+ «) «)



a

uporzadkowawszy nastepnie licznik i mianownik lewej
strony podiug poteg wzrastajagcych, wykonywamy zazna-
czone dzielenie dochodzac w otrzymanym ilorazie do po-
tegi 2/”-1 wigcznie; przez poréwnanie wspétczynnikéw znaj-
dujemy poszukiwane liczby A.

Igrzgf(fad}ﬂ}_]_gg ')A‘('Srjl—aj ,H\}Vero—

wadzanie pomocniczej liczby y jest tu zbyteczne. Dzielgc

2+ 70 i, .o
i N = 2r*+ 7?7 mFrteee>
znajdujemy —
x+2 2 1 Il- 1
an-f-rrc3 x3 x* a?-}-1
Dla licznika znajdujemy podiug dawnej metody
warto$¢ réwng — 1.
n 2+ X-j- 1 zt. Az . 4(3?)
Przyktad 2: <X-2y(?+1)~{x—
Dzielac
7 = NN+ R atE e
mamy
x2 ®+1 7 . 3 1

(X—2y(xAr\) 3(x—2)21(0(iC—2) 19(-f-1)
przyczem ijr(£)= £ znalezione jest za pomocg dawnej
metody.

Po wykonaniu rozktadu na utamki proste mozemy
kazdy utamek przecatkowad.

Przyktad 3:
5u3—1Hi2-."m--4 At . A9 (A
(Uar 1)4 USRSt~ 2 1u— v

ktadgc a — 1=y, znajdujemy tatwo
3- Ty+ 4y*-f5y*- At-j-A.y+ AiV2+ Atyx



poniewaz funkcja g (x) w danym przykiadzie nie istnieje.
Z réwnania tego znajdujemy

= 3, -d2= 2, 4j= 4, —5;
fpk3—.11 3 2 _ 4 i 5_
(ii-1)4 (ii— 4 \(u— 1)3 (u—1)4 u— 1
r-ou*—11m2)-5m+4 | 1 .1 4
" (u — 1)* ~ “ (iz-1)3 + (iz— I1*— «71 1
+ 5lg(u—1)
\.f U=~ 4/ilqjq 1 T IR
j§>\]~W:Wh ’ *? W 2>+ i=2
f 2u6—Int-j- 4ii2—5«-j-1 , s 29
84 49U 791 427
(ii—3)2 3(u—3)3 1(ii— 3)4 5(«—3*
-,nm r.itt2—17/t-4-21 1 | 5 .
10°)J (u— 2)3 “e~2(ur-2)2 u —2 *
A3/i3j-s9i42+438ii+719 4 1
101 (iTfhy ® - du--W TW 3 (u+éy
u-jl-5 " 6lg(«+ 5).

W pewnych wypadkach mozliwe jest réwniez zasto-
sowanie metody catkowania przez czesci.

102) j'lﬂ(u—ay—f<|u: _———— o~~~ [J u N\%u~ay'*+*du



I («-«)*e \Y 2(t—«)- «—a 1 e

we)fpT3})j8T i )7
e _
3/ (((: e o HTE A
17" 1 , 2 .u 1
3
9a4-3.«f 23.r-t30a; 1 a 2 5 7. 2
- 1) @-|- Tij Gr-0)' ' 1A (*-1j* At - 1 Atf+S
. Bx[ 3N + o -1 1
Y R Y (k- (x —1)2

rm,+ 7Ki¢m™ 1):-p2Ig(+r+ 8)

m3 AL* _._7'/:'.:1'xf~f-'zxg'- IHEI- 13 . 13’_f_ 37 £-01 Ig>
—35Ig(a;-|-1)—8Ilg(x--f-x -f-1) —-El arctg ~x -~ "
V3 V3
Ix i—2a,--f- jx -f-41 i ,
109)l X 1 1)" 2 (X
+i14 )+ # |t)
mftiw | jVs- 22x--)-5/a-j-32 3 ) [0 i N
IMJ -r& T ta-»* ""= i+ 1+ dls< + ">
. —4lg(e — 3)
i\ /X1 —32/;--f-30./—28 7 __ | , 2
[ (x— Iy:(x—1) f 2@—D" x -1

+ 3lg(x—1)-j-41lg (x —4)



I(x  Ds(™*ff 1) 2(x- 1Y 2(x—)
— HUf{(.r m1)-f-flg(:e2-]-1) —arctga:

m \ | SJE(+T)| = - ¢ > -j-fTW
-] T«(mete+ i - 2(E£-1,% 4 '«
Rozktad nautamki proste mozliwy jest réwniez

i w tymwypadku, Kkiedy istniejgwielokrotne pierwiastki
zespolone.

2x-j- 1 ~2 o, B2 j7t
(@?*+i)8 (X - *1(«+*)*  (x—% X —i («+m)* “*ic-J-i
1. [N 2»+ 1 2>~1
=14+ V . J II + J Z
i x -i {x -if  («)-D2
2i- 1 2t+ |
'+ 1 X - i | 4
11») / zl- _{_1) (AX— I I'lg T-j- 4 d 3 4![ X —1i"
1 X —2
= 2 arC'Sll+ 2(@?+T)
J 1 /
8 1ii 76’
AT (Hro®* (*:+ 02+ i +»;
i 1. J
8 lii Iti

(m- o {x-~iy x-j-t

Wzorami redukeyjnemi nazywamy wzory, za
pomocg ktérych dane zadanie sprowadza sie do podobnego
zadania prostszego. Przez wielokrotne zastosowanie po-
dobnego wzoru mozna w wielu wypadkach dojs¢ do osta-
tecznego obliczenia pewnej catki, badz sprowadzi¢ rozwia-
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zanie do takiej catki, ktdrej obliczenie za pomocg znanych
metod jest znacznie tatwiejsze.

Wzdr podany nizej moze by¢ sprawdzony przez roz-
niczkowanie obu stron. Widzimy jednoczes$nie, ze liczby
m, n, p moga by¢ dowolne, jedynie tylko (n-j-1) nie po-
winno by¢ rowme zeru.

o*{a-|- bxm¥ dx= ~“py (@ bxn¥

mb p p@w:” " _
N+l (a-f- bxm)”~i dzr

118)3°xi (a-j- bx JBx —  (a+ bxi)\ —~ I x3a-j- bxgsdx.

Przy dodatniej wartosci p, postugujac sie powyzszym
wzorem, mozemy dojs¢ stopniowo do takiej catki, gdzie
wyktadnik dwumianu jest mniejszy od jednosci. Jezeli
natomiast wyktadnik dwumianu jest ujemny, to wzor (117)
nalezy odwréci¢. Biorgc woéwczas p zamiast p i n za-
miast n-\-m, mamy:

d i —n#L b

119) j'xn(a--f- bxmy dx =, . s(a--bxmy +1

) I"xn( mb (p -j- 1)<
n—m--1 r" a, h™ vzxi.fx
mb (p — 1DJ

Wzor jest bezuzyteczny przyp = —1

B'+
Z!danle to moze by¢ réwniez rozwiazane w taki sposob

X5 £3(1 -j-#2) —x 3 X3 X3
(1+.@%)» d+ *r ~(i+xy 1+ xy
Xz x (1-f-xs - x X X
tt+ x*y (\+x'T 1-J-iCc2 (L+x=y
X3 x{\ -\-x'i) —X X X
d+ xy - (1-H*23 (L+>22 (i-f-»3s
X3 X 2* X

R N A S
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]Zy(|+xvdx~ A1+ *22¢ l+a:8+ | +

Wzory (117) i (119) sa niedogodne w pewnych wy-
padkach, poniewaz bezwzgledna warlo$¢ wyktadnika przy
czynniku jednomiennym wzrasta we wzorze (117), gdy m
i n sg jednakowego znaku, i we wzorze (119), gdy m i n
maja znaki rozne. Dogodniejszemi sg wtedy wzory (139)
do (142) podane nizej.

<p(s) liX
pxn—1

Ze wzoru Moivre’a (Rach. rozn. zad. 430) mamy
cos p-fzsinp= co s(p—l—r sin

Rozwigzujagc réwnanie xn— 1= 0, obliczamy x —\jl po-
diug powyzszego wzoru, przyczem bierzemy 1= cos 2 kx
+ isin2ftjr, gdzie * oznacza dowolng liczbe catkowita.
Mamy wtedy:

yl= cosz‘]cx £ 191 |?-'-‘-X

i dla n kolejnych wartosci catkowitych liczby k znajdu-

jemy n réznych wartosci pierwiastka VT:

£= 0: 0= cosO-f-tsin0= 1
lZ—ll; w,—cos2 ktsmin
1 n
_ 4it , .. .. 4jt
1—2; W, —cos (-|S|n—n
Ar=n—1;, te.. ,=cos«-n 12;t4’-’?'s'|nn:12x.

Nadajagc nowe wartosci catkowite liczbie X otrzymujemy
ponownie znalezione juz poprzednio wartosci pierwiastkéw.
Tak np. przy k= n mamy:
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tvn — cos 2rz]ur ki'si nz—;(]]tt-: cos 22r 4 - 7sm 2jt
—cos0 isin 0=w"\
Znajdujemy nastepnie podtug wzoru Moivre’a:
jb032—§£'is'in§t\ = cosﬂ(-kz'sinit—w
n n n n
W,'—(COSZJt ki's'inz—jrw:cos6it ki's'inb—“—w , i tod
\ n n n n 3
Jest wiec: to0= |; w9= aA; w3= wf, Wt

Brécz*tego: cos---ﬁ-—'—-ajt-k |'sﬂ1n—_n—k 2jt = cos('zjt— 2%‘“'

.o . 2fc3t\ 28Jt . 2/t L
-f-isin 12jt— - J= cos n ~~1sln r wto znaczy, ze pier-
wiastki WKk i iv,,-k sa liczbami zespolonemi sprzezonemi.

Jezeli n jest liczbg parzystg, to pierwiastek tvn jest sam
¥

ze sobg sprzezony, czyli rzeczywisty, a wiec sg wtedy dwa
pierwiastki rzeczywiste +1. Gdy np. n= 6, to:

NS . . j

= cos f-f-lsmr,]— i ius= cosﬂt

0 0 0

s 4 s D / Jt\ . .. j
-j-1 sin > ==cos (— — 1 Isin I Al

\. a R |
j= cos —isin —,
wiec w5 jest pierwiastkiem sprzezonym z tQ;.

F-’rzyi(f)adj 1: * = y3/IT wi= cos 21t Ism 2t |
+I 2 \'/3 w, = cosﬂ[+ 1sin at_ i—'—)/_35—W1“:

WS — cos 2it-j-isin 2jt= cos0-f-isin0= w0= 1.
Przyktad 2- x=\j1 w0= I; to, —T,
Wwe— wf——1; w3= w¥= —1.

Przyktad 3: x= \lI\; wO0=\;



W,. — 1 \J3. Sprzezonemi sg: w,tiiot, w, i w2) wreszcie

w3 jest sprzezony sam ze soba.
Dla uproszczenia piszemy m, = e, a pozostate pier-
wiastki otrzymujemy przez kolejne potegowanie liczby e.
Mamy wdwczas:

B I T SO T A S
i na zasadzie wzoru (<§), str. 129:
Ak— 1?)((?1(~)I X3 anx(.;) n
o) _ i Y() ., ncpE) , s8p(&) En_1((s""]
—1 n x—1+ r- e+ x - e2 T—en_i
1 cp() lg@ —1)-j- sep e)lgi;r - )

.. -f-en~1p(sn~D Ig(x — &

Wyrazy wystepujgce w tym wzorze mozemy potgczyé
parami tworzac wyrazenia rzeczywiste. Sprzezonemi sg
pierwiastki e* i en~k a wiec muszg by¢ réwniez sprzezo-
nemi i liczniki Ak— ek@(ett) i An_t= sn-fcp(en-*), to zna-
czy, ze Ani= A —Bi, jezeli Ak— A-\- Bi. Poniewaz za$

. 2k . .
(x —eR(x e’-K:: - 2x¢003 : ml, wiec na zasadzie

wzoru (9), str. 131 mamy:
f<p (e*j Ig (@ —e*) 4- e™~kp(e" K lg (x — &K =



144

- t_+ +i A I+ i.V3

1235/ ¢ 19% SO+ (LN ) fg (@l 1. V3)
+1- "~ JV3)'S(*+ ¢-+ £ V3]
Ig O - A&Ig(» A+>+1)-rv3 arctg--ya~1

A LA o« ST A +ifc.+ | mzarctex

W nastepnem zadaniu kiadziemy \JH=:r.

125) «A
-1 +rz 1+rA  d+rt, ¢ L-wadn
1 18(*- D+ ig(»-— — T« (*+— )
(] L, —+ri, i 1+ri\ 1+r| / 1-ri
+lg(@+1>+—tj mg | A-)— 2 2
1" i ] _ ST
P lg(a;* — 1) —rlg (a4-f-a;s-j- 1) — arctg

f )/?J arc 2a7+l

Obliczanie takich catek mozemy ulatwic, jezeli przy
rozktadzie na utamki proste tgczymy parami wyrazy sprze-
zone, Tak np.:

ax3-\~bx-\-c A mx-\-n

x3—1 X 1 R2-f-X-f-1

’_,(p(l) yn_}_A_H? Podstawiajgc znaleziong warto$¢ A
i sprowadzajac prawag strone do wspdlnego mianow-
nika, poréwnywamy wspoétczynniki licznikéw, otrzymujac:
mm 2a- - a-\-b — 2c

d d

ax~A-hx -f- ¢

X* 1 dX (a + 6 + c)lg(a! — 1)

126)
'f
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-t-i-(20—i — J(a;'+ x+ D+ (b—¢&y3arctg2j7"- 1
127)i w - 1)+ 2| f Igte.+1)
, 0-f-rf. 05—1 , 2—<
+ “ 4 arc tg®.
two .
Foxn-t- X
)
Réwnanie: &u-j-1= 0, czyli x="\]— 1 rozwigzujemy

rowniez podtug wzoru Moivre’a, ktadac —1=cos(l j-2£)jr
-{-tsin (I-j-2&rt, gdzie Z oznacza dowolna liczbe catko-
witg. Woweczas:

.cI{— 1= cos 1—1%] 2K b fsin L2\22K

n

* = 'Y = COS-—ommmm _jt
0O u>O cos k zsin o
K—1: iv, = cos -S4 oin oMt
1 n n

k—n 2: tv,, —c’bs--;-w--lf-'zs'inS—ff
n n

2+ ... . 2n—1.
k—n- 1: wnx= cos— — jr+, zsin— ir.
n 1 n
Mozemy tatwo dowiesé, ze dla jakiejkolwiek nowej
wartosci catkowitej liczby X otrzymujemy jeden ze znale-
zionych juz pierwiastkdbw, mamy wiec tylko n pierwiast-
kéw roznych. Podlug wzoru Moivre’a

. 32 . . der
roi —cos-—-f-isin = w,
i n
5x . . 5«
u>§J — C0s 4-1isin— ==w,
n r<

2n —1 ..o 2n—1
tr* 1= cos re-f-isin t— wn~\
n n

Dolp-Notto* 10
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Znalezione wartosci pierwiastkow i w danym wypadku
rowniez mogg by¢ ugrupowane parami, jako zespolone
sprzezone, albowiem

L 2n —2lc—\ v oo, 2N —2c—1
to«_i_i= cos 3t-f-1Sin —-n
n n
+
==cos "2 it- 21+ 1 -j-isin”2jr 2k+ 1
n "
2Tc+\ *
= cos----gl—jr—isinz 1
jest wartoscig sprzezong z w u
Przyktad 1: x=\J—1] WO::-lj + - V3; wt= — 1,
Przyktad 2: x=\1—1; mO==y/£+ i
«N=—VI-}-*71; = —VE—*VL. «s= VI —*V}-
Sprzezonemi sg to0 i tu3, i tu2.
Obliczajgc dang catke, kladziemy wO= e; wdwczas:
9(x) _ A [ | A$ . I A«
ar-f-1 X—e 1x-—e3 x—edJ) " X —e-"-1
_ i) 4 ~x<p(xi o
At= nxn~ 2% nar ¢git@-xe T SATCpteZ
®Ix) . recp(e) . e3<p(e’) . e, e2>ly
ar (1 nlaa—s 1 X—63 "1 x —e8rl
. X(X)
mJ ar-f- 1<2#

— s(p(e)lg(a;-e)+sXp(ENlg(a;-eJ+...e M- ,q)(e2'-5)lg(a;—e 81“ )

Jezeli et<p(e;)= A-f-Bi. to wartoscig sprzezonag jest
Hl, *tp(e2"~)= 4 —jBi, i odpowiednie wyrazy catki moga
by¢ rowniez potaczone dla otrzymania wartosci rzeczywi-
stych.
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. 2fc+ 1 2E + |
-(- Los. -l - Mt J I
(A-(- Bi) Ig . -
-T(A— © Ig ‘®— cosgcf \3—]—i'si'n 21 +—-\rr
2le-f-1
X — €O0S
= 4lg (x2—2® cosNMiNJF -|-I'j—2i?arctg----—--- H+ \—T*
\ / sin—
n
C2ai —ee-f-3 , , 2 2e: —1
123)) w-¢sqji ~dal-=2’S(*+ ~ arclg 1
I\ Jj+ah/2+1
2‘8 2 — 2\ /2 -f-1 |
—arctg(;By2— 1) —arctg... \/2-f |)]j
131) f | g (*«+D -2 V3l éZae‘ oA 2+1
J a6-f-1 \ b? a+V3)*+lI
* Qe *
+ 6arctg,2§lr 2
1 3 2 )y /T 01 n [ = I (0_6+ C)Ig(av4'1)
-A-(Qa-f-6—c)lg{xA—x + 1® - ¢ V3. arctg2'\ =1J
133)
/s ¢ 1 * 4 is r= T -1 1y A - 1ix

eATIT+ 6 T T vnafetg' Te=' V3arctd’ T

6 *24+ i+ 1 il3 \1s

,,,, oo 1 x2x\j2+\ , 1 x\12
1334y~ T * =~ Isb ~ + T + 2™ arc,8i_ *

1



§ 3. Wzory redukcyjne.

Za pomoca wzoréw redukcyjnych, catki ztozone moga
by¢ w wielu wypadkach sprowadzone do postaci prostszej
(por. str. 139). W niniejszym artykule wyprowadzimy wa-
zniejsze wzory redukcyjne.

Wz6r redukcyjny dla cafki: j

ktadac: a-f bx-\- cx3= t, mamy:

d (b-\-2cx\ 2c n(b-j-2ca?*

dx\ n ) to /In+1
Poniewaz (6-f- 2cx)2 mozemy zastgpi¢ przez Act--[{ac
wiec:

ib -j-2cx” (dac—b2In  2c(2n 1)

OdX P - i»+ t»

Catkujac strony tego réwnania i kladgc nastepnie n—1
zamiast n, mozemy napisa¢ je w postaci:

i36). ftL )
i007j tnax — A (n—I)(4ac-t,3J "1
Przy b—0 i ¢ =1 otrzymujemy wzor szczegolny:
1 1
137). . do:m "
3 )jl(g+| «)n 2(n —1)a (r3-f-d)~I
, 2n—3 f 1 :

2 (n — 1) aj (cc2-)- a)'1- 1 ' 'x°
Zachowujac wskazane znakowanie: a | bx -f- ca2=t,
mamy:
d fxn I\ ., xm 3 nx™ I(b-+-2cx)
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Po wykonaniu calkowania otrzymujemy wzor:

m 1 —1
/i”’- dx =t
"+l {2n —m-f- )< ¥
{n—m-\-\)b Cxm~I {m—171a Cxm -

(2?i—«i-j-1)cj tnt1 X (2n —m~-j-1)cj tn+l *

Wzdr powyzszy sprowadza dana catke do dwuch ana-
logicznych catek, przyczem mianownik i+l pozostaje bez
zmiany, a wyktadnik licznika zmniejsza sie o 1 i o 2.
Wzér ten stosujemy wowczas, gdy m jest liczbg dodatnia;
mozemy go jednak przeksztatci¢, wyrazajac ostatnig catke
za pomoca pierwszej i drugiej i po przeksztatceniu stoso
wac¢ do ujemnych -wartosci wyktadnika m. Zwykle jednak
w podobnym wypadku przeksztatcamy catke przez pod-

stawienie = — lub tez przed catkowaniem rozktadamy
na utamki proste.

Wzér redukcyjny dla catki j x"{a-\-bxny dx.

Mamy: CLJC[icn(a-\]—bxny] = nxn~l{a-\-bxn)p

-\-mbp(a r
przyczem xn 1(a-j- bxny — ax*-1 (a-j- bxn)p~1
-j-bxmtn-1(a~I1-bxmf - 1

jest tozsamoscig, po uwzglednieniu ktorej otrzymujemy
N [# (a-j- bxmy\— nakn'~1(a-J-bxny~1

-{- h(mp -f- n)xm+""1(a -f- firmy ~1
Po catkowaniu stron znajdujg Gwa wzory:
139)J'xn I (a-\- bxmy 1dx il na

HMB M jermer 13a-j- bx*y~1d &
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) , xn(a+ bxmy
140)J/ amén_la 4 bxei 1dx—"(i8 ¢
na, bt wa UM
_EVm_p-\_-n’)f «n-t(a + beeky-10x:
Postugujemy sie wzorem pierwszym albo drugim, stosownie
do tego, czy wykiadnik czynnika jednomiennego chcemy
powiekszy¢, czy tez zmniejszy¢ o m jednosci. Wyktadnik
dwumianu pozostaje bez zmiany.
N [xn(a-j-bxmP] — nxn~x(a -f- bxmp
-j- bmpxm+n~1(a-f- bxmy ~I.
bxmtn~1— Xn~1(a-j-bxn) - ax'*~1;
N fce¥(a-j- bxmY\ = (nip -)- w) (a-j- Zia?Vv
—ampxn~](a-\-bxm(~l-
Po catkowaniu znajdujemy nastepujgce wzory:

* -\ -
141) [ #in_ra - bxn g X0 (& 2XTY
mp+ n
J—mp_\_n\fxn~l (a-f- bxny ~xdx
142) | -»-> " Xn(a+ bXI’Ty
nmp

ixn-1 _j_bxny dx.
amp J

Za pomocg pierwszego wzoru zmniejszamy —, a za po-
mocg drugiego powiekszamy wyktadnik poi .

8 4. Funkcje algebraiczne niewymierne.

f f[x, \JaA- bx) dx.
Catke takg mozemy sprowadzi¢ do postaci wymiernej

droga podstawienia:
—j
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zt—a

x\Ja~\-bx dx\ a-\-bx=z*, x= —£—
,2 Z , . ., = 2 /26 azs\
T 5 bsJ a4 (',*((5 3/

143)J'x\la - bxflx— ~ \j(aj4>®)3"a "

Mozemy rowniez zastosowa¢ metode catkowania przez
czesci:

@-ji-bx)idx——1 n (a-\-bx)% dx

2 (a-f 6#)f a; 2 2 . A
1144) . (., bx)%dx = y(a+ ~a)3

4. 45)/18 =™ 4 [f2- )'A=3l?2-¥+D
L,}46) Ji '\E-'\-_bxdxz EJCIA- bx

1 e
H wah-sy 0t (n—p)b\i(a-{-bxy-n
A4d)Ix¥a-{- bxdx = — A (4bx— 3a)BI(a-+ bx)*
[y 150) da+ bxdx = ys No(a-fi*)»

+ J («+ 6«)jV° + **

I51I ™ = = = 2H 1(36%- 4Q V> + AT*
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52) \\jiXx—40dX= y (r2—X—12) y#—4

55 ) A A I a*x = (¥ o+ I 2 W R 25
51/ i3 A~ (t - o*+ f) B+ 3]
S» £i* (*=275+ i«& Si « r_ V.- A

56) i omi«i= L lgV.+.0-V ].

f-
J x\ja-{-x Va \ix{-a\Ja

57) f — dx= ~rare Ig»/flZL"
20 ax —a ™= a9y

58) f 1 jra-vo2
I @#-f-Dy/l —a y2  \l—a&-j- V2

* / 0>0

3.4+ f 4 o+ < -1

—+2sei-— 6a,£ -j- 6are tg"*

- (X+1D)- AT+ Di- 1 x+ vHi- | x+ 1)i

Zakladamy: X-j- 1= 26.

163)/ dx=tAijl~p + 'F2jrf

= 3(4N)[@" 0>*+ < i)
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C_ |1— e=dx = iz- (x-\- @) —x8§
J\tirA-a + jXx ca

165)J Ij odx — —t"x-\-4:\jx-\-i Ig (L - \jx)j

166) f—- -=dx==21g(l + 9%
J x + \jx

dx = aJ1-{-ux G+va). .o,

‘168)J 1 dx:

V1H-ri¢cd-F >1/1

fovi4d —Big (i 4*\VE4n

169 CT+~AF73fe=|"/“+7;i-fels<+ (W°~+*3
170) f - dx- r/z

J (a4-P*)\a4"bx- J aft —ap -f-p2
Zatozylismy = Dalsze rozwigzanie zalezne jest

wartosci P(a6— ap).

W podobnych zadaniach, mozna z korzyscig zastoso-
waé¢ metode catkowania przez czesci przed podstawieniem
dla obnizenia wykladnika potegi. Podajemy nastepujgce
przyktady:

17 1)J x n\ja-\- I/xdx—~(a-\-bx)\xn— J a*~1a4-&")f dx

3(@4- bx)\x™ 3n

172) /mireya 4- bx dx = {a+bx) | dt:

46
173
)J \Ja™\-bx Ab
A X"4 Mn—ia? 14~ em»i~-4a3+ A0
f yla-j-26.x-j-

Mozemy uzy¢ metody wspdtczynnikéw nieoznaczonych;
sposob postepowania objasnia przyktad nastepujacy. Za-
ktadamy:



[’30*54- 30icd+ \2x2-\-.1 X2—:s5..- 1
174) 1 1 = -, dx
J \IT\-2¢-\- 3aP
= adad4- a3a3{ma.xt-|-a(x -f- cfoW™H- ~x-\-3x2
-v ] u s W « Mo 'H

LK f dx
J VA+ 2*%-3- Bx2
gdzie liczby a i K sg wspoétczynnikami nieoznaczonemi.
Istnienie powyzszej tozsamosci jest uzasadnione z tego
wzgledu, ze pochodne obu stron posiadajg identyczng po-
staé. Roézniczkujgc otrzymujemy mianowicie:
30x6-j- HO®4-]- 12 re3-f- 21 x2— 15«— 1
\[I+ 2x -f- 3a;2
= (4ada3-f- 3a,x2-f- 2a.2x -j- at) y4 -f--x + 3a;2
1 (1 -f-38?) (#' -f- a, as3-{- a, x3-4- a, a¥Fcc,,) -j- K .
M -f-2x -{-3x2
30a;5-j-30a?4-J- 12a;3-f-21a;3— 15# — 1
= (4a4#3-f- 3ccjx2-(- 2ce,x -j- a,) (3Xs-j- 2x-j-4)

+ 1+ 3%) + a3™ + ai™ + ainM+ «0)+ S,
Poréwnanie wspdétczynnikéw odpowiednich wyrazéw pro-
wadzi do réwnan: 30=15cc4, a4=2: 30= 12a3”j-9ccd
Og=Il; 12=9~+7as-f-16a4, o= - 3; 21 = 6al-}-5ai-j-120c3.
N=4; -15=3a0+3a,-fiiai)ad= —1; — 1=
5:=-16.

J \j4 -\-2x-\-3x2
= (2xi-\-xi-\-3xi¥ \x— )V43J-?>-f-3a2— 16 / -- i,
J Zl:\-2<+'0x2I

Odkfadajac na razie obliczenie ostatniej catki, zaj-
miemy sie rozwazaniem ogolniejszego przykiadu; wspoét-
czynniki oznaczymy literami, ustalimy jedynie stopien n
tej funkcji catkowitej, ktéra stanowi licznik funkcji nie-
wymiernej podlegajacej catkowaniu, biorgc np. «= 9.
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Asx*+ ... .-(-A-r-Mo dx
\ja-\-2bx-{- cxI
= (a8ic8-)-a7a7-f-___ -{-alx-\-<xi)\ja-\-2bx~\-cxi

Rézniczkujgc obie strony réwnania i znoszac miano-
wnik, otrzymujemy:

MDa8-K A&S -} Atx ' -\--———- -+ A™X-\-AQ
— (Basa74+—+ o7 -f-af) (a -j- 2bx-\- cx2
-i-(a8xs4-a7x7-j-abxe-j-....-j-a + a,)(i-j-ca)+ K

a z pordéwnania wspotczynnikéw réwnych poteg mamy na-
stepujace zwigzki:

..tg"DCCCq

A8= 8 ca7-j8i706a8

A, ==T7caff-J- 15ba7+ 8actg

46= 6cab-j- 130a6-j-7aa,

Ab— Sccc., -J- 11 ba6-{- Oacig (10)

44= dca3-1 Odan-J-Uaccj

/13= 3ca2-j- 7Aas-f-dna,

A2—2cal-\- 5ia2-f- 3acc3

A, ==1ca0 (- 3bal-f-2aa2

Aqg= 1bdd-j- 1dq -j- A.
Z powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy wspdtczynniki
a i K. Z posréd danych liczb A moga oczywiscie nie-
ktére rownac sie zeru.

Spos6b obliczenia pozostatej catki zalezny jest od
znaku wartosci c¢. Zbadamy najprzod:

(Ix%gdy mamy c>(), zaktadamy wdwczas

ya-\-2bx-\- cx*
zi—a
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—r—z —\lcz*A-2bz —a\jc
L+ 2~ + - * 1 - -jj rrfcT
177y i j-fi7=7Tc*=~nh leld"
— Lrig(6+ cx —\c\ja-\-2bx-{- ca?)
Ve

albo = Vl lgb cx-\-\j c\ja-\-2bx-\- cxi),
c

stosowmie do tego, czy \fc wezmiemy ze znakiem doda-
tnim, czy ujemnym. tatwo zauwazy¢, ze r6znica miedzy
znalezionemi wartosciami jest liczbg statg, a mianowicie

-LigW-ac).

Jezeli mamy ¢<CO0, to w otrzymanych wzorach wy-
stepujg wartosci urojone; mozna oczywiscie, w tym wy-
padku, wzory ostateczne przeksztatci¢, dogodniej jest je-

dnak wypadek ten rozpatrze¢ niezaleznie od poprzedniego.
Piszemy woéwczas:

f o -d- dx, przy c< 0,
J ya-j-2Za —cx2
r dx I’ y cdx
N J \Jei-\-2bx—cxiJ \j(bs-j- ac) — (b— cx)2
Zaktadamy z — b—cx . X — bz 28-ac,
Voa  «c c
d x = ——\fb*-\-'acdz, \la-\-2bx—icxi—\j*-"~-a—(\—2*)
H@}J{ dX- —I= éuf -dz = — 1—arcsins
\)a-\-2bx —cxi ycj yi —z* yc
1 .5 — CX
arcsm
Ve yb*-\-ac

Zastosowane przeksztatcenie staje sie niemozliwem,
jezeli it-j-ac= 0; podobny wynik otrzymaé¢ mozemy je-



dnak tylko wtedy, gdy a posiada warto$¢ ujemng, albo-
wiem c¢ oznacza liczbe dodatnig. Kladac wowczas a= — a
otrzymujemy wyrazenie podpierwiastkowr -a-j-2bx—cx®
a nastepnie w postaci:

— E[(CX —b)2—,(62— ac)] — — (-:(cx— 6)2

mamy zatem: \ja-\-2bx —cxi= W— (cx—b) i otrzy-

mane wyrazenie moze by¢ w dalszym ciggu przeksztat-
cone podtug poprzednich wzoréw.

Wyrazenie niewymierne, wystepujgce w podanych ni-
zej zadaniach, oznaczamy czestokro¢ jedng literg R.

r=3+ 5®&—3*+ 4 , (x2 . 25 163\ ,-j-r— i~
179)] i - * f ( e %

+ IgI®+ \IFAr x -f1)

180) f 4d/~~1nig3~ Qali.+ dx= (x3-2x 2+ 3x+ 7)R

\te2=+-G «4-5
~f-10 19 (3 -j-x -j-R)

181) figL zgs+itt ,u = 1li ,+ 12) |
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Crn Ek + fmt 2cn—3bm\_.  — -
lrw\i X X p cte — — -—---— —————\Ja -X- 2bx+ cx*
J s|a+2bx+ cx* \2¢ 2¢c*
( 2bcn— 3b2m-\- acm\ f 1 '
V 2c4 \] X
185) fyJa-\-2bx,r\-cx2d x — i dx
1 J Q“F2bX“l a@
xl_ia b2\ f 1
M -K ==t ===:dx
/\] \la —) 2 >a; —|— c2
Bedzie wiec naprzyktad:
i /’\\-\-x- dx = —x\jl +** + Tylg +
_ . i~ i
/\j[—X2dx— - X1 —x2-J-—arcsinx.
186)J'"3ic2)-lUa;-j-y fla:=  -J-j.j H-\--"=£7 Ig (3a:-|"5-j-"*3-R)
187) A/114 -12x —8x2dx = 72--—- aresin- -2 X
J 12w 8Vv2 fol
188) § B o x3fix— [ X3 X2 Bx
I J \B+ *-*1
3 12 24; ¥ Barekin o 33
89)[ ......... — dx—~yJa-\-2bx  cel
J \Ja-\- 2bx {cx* e
dx
04 \ia-{-2bx-\- ex2
.nm C X2 , | (x 3 p . 3b2~ac f\
J yjat "x+'cx2 (2c 2cV + 2c* y Udx
<nnf ic3 7 l®2 , bb2 2a\ ~
J V«-i-"i** + "V« lit' + a0= 3c¥*)

P é
1\20£ ZCW?J R b
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| +t+8)*
10Q\j' xh (xi ae| I = 1 72 19\ 7D
yjI+Ix+'e‘1x* * v10d) 1w 4 8lu)
+ -1 I+ 3ir+ V3R
T()2y<z>g( )

194) fx\Ja-\- 2bx-\- cx2dx — f X ~2—t X-~"-IXdx
J Ju-\-2bx + cx*

IX2.bx a b\ T ./b3 ab\f1

= (t+6«tre- W>)ZEF (i-'- Uij Jee

195) rvgg + B + § a.= f*
)J 99 Y J \I>X2-\-4x-\-"4
/5a;3 3a2, 79a; , 63\ ,,. 363 . i
= (- + A~ o+ A+ T T 7 ) A+ s Ti7 AT Is<-+ a ir o+ "0 jKI
196) 1(2.T_5)j2 + te—»e &T= A ¢4,
J J \il \ 3a; ea
= (2a_2 30— 4i t\-zp = e sin — B 2
Va 4 yi7

197)yJb* — 3X4- 5) \j'&2— 2X -6 dx ==

37a2621 503\ _ . 2227 - I
( =lg(3a;— 1+ V:z;A}

2i() 21()/
198); f——rrl— ca;= + -L Ig (ca; £ ~6Va+ **%)
J ya ¢a;2 e
199) g-7=th..— -dX — -L- aresinX . /A
Va—bx1 \Jb Va
200) | --- -= 4rilg (64-ca;+ Vc"26&?+ cad
J \fbeA ex2 \Jc
200) r _ % aa; = — -é-ares'iné -
J fibx - ca2 \lc



202)J \a - bxidx = ~y\ja-\- bx’ -f- £ blia-"bx-~J

203) f\la —7>x2(Ix= ™\Ja — bx*-4-—L= arcsinXi[ —
J 2 X

2yjb
204)J\j2ax -fx2dx — ~ ~ XJi —~ Ig{a-\-x-\-R)
20D ;\jZax xFhx— X P Al pegin =X

20tny aiE‘n'jZax-T*’de:I(EIS- AXPr_R3FE -5133) R

a4 . K
arcsin

Zwigzki (10), str. 155, prowadza do wzoréw nastepu-
jacych;

207) / 4—" -=d x — (an- lfen- 1-f a,,_2av- 2
J\Jaf x1

f-... -j-alx f- a0 y«-f- bxl-|- « J dx.

a» i= ’\1; an 2= 6\ <8 8= _n- -Iy ja‘ a,-i; ftt, .t= 0:

n—3 a u—5 tt ,
a’-5— n 4 71K 3’a” 6 el - NN aH5 ild.

K = —aau a wiec dla nieparzystej liczby n jest zawsze
K=0

208 -l===-r/ai== dx = ~ \la-j-
)J/ s]aA bx* XJ/\>a-f- bx* b )

S'+’BI- 2 N Bre+ 2f

foxs j 22 2a\ -——— -
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212 iB p |8 =(ili--f+1) "S+ 23V
Catka (207) moze by¢ rowniez znaleziona za pomocg od-
powiedniego wzoru redukcyjnego.

f A
J\a b bJ Na j_ii*s
—  xn~\ff+ bar J'xn~2\ja hx2dx
fxn-'w\a-fbx2da;= a. =dx-Lb . — —-=.dx.
J Va-\-bx J ya-\-bx2
0 \as\-bxr nb nb Jijaj cig
214),f dx = - EJ*MJLZL £7252Zi
- 5*2 0~N40+ 400) v6  *Xx
arcsin *’
400V5 V1»

Jezeli 7 jest liczbg parzysta, to;
215) fTIJ L jfe= -fla-l+ i.lL-i*n-3
J NI —@2 \h n n—2
i 1n—1«—3 i7i 13\

N2 ' no~ A 4 xn C 4 er o« 2 Ay vt e

T F1T 9 n_ ’“T-%tarcsina

216)J dx= i (6w ff + 1 j/F~+"]|rcsin™.
Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to:
- )Yon—5
Jyl—x2 \n " 'n n—2

m yT -~ \'7~ 35 * 35"1"35j v

Délp-Nett#, jl
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d
J (x—a())\ja \ 2bx \ cx2
Przez podstawienie k —a= ~ przeksztatca sie S na

catke nastepujaca:

5= -/ ¥c\-2(b-\-ca)2-f-\a-j-2Sa-f- calz2«
Wartos$¢ tej catki wyznaczamy w rozmaity sposob, zaleznie
od wartosci wspoétczynnika przy zs.
1) a-f-26a-f-ca2= m> 0,
219) f — o =
—a)Na-j-20iC- (cx2
— I iga+ ~a4"(™4r.ca)x + '/m‘ja-\-2bx-\- cr,*
~ \Um X—a
2) a-\-2b<x-{- ca2= tn <0,
22) -======= 48§
J (P—a)\a 26tc-f- c®-
a-j— —4ea)v
arcsin® 1221
N «i (te— a) \]b2— flc
Jezeli wreszcie 3) a-}-2ia-(- ca2= 0,
to a jest pierwiastkiem rownania a-j- 2bx -f- cx2= 0. Ozna-
czajac drugi pierwiastek przez p, mamy c(x —a) (& —[3) =
= cx2-\-2bx-\-a. Podstawienie (x —a)=1z2 daje (x—P)=
= (™+ «-JP),
2 r
e

s A} 122vz*|a qu.

Za pomocg nowego podstawienia z = e otrzymujemy

s=_Af_ li = I»-B«'+|
T /cj Ma—P)«*+ 1 Ve a—p
i nastepnie powracamy do dawnego znakowania:
g Mje(x —jd) (x —ft) 2 \jg-\-2bx-\-cx~

¢ (@a—pKx—a) c @a—pKx a)
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Mamy dalej a-(-.pJ=— skagd k—p= 2 Osta-
tecznie znajdujemy:

2Nt — dx= — g+ 2hx + cx*
J (x—a)\la-\-2bx-\- cx2 (A-f-ca)(iP — a)

222) f — -- dx= ~ Igrig«+ 1+ V&l
J (x— 1) \jx*-f- 2a?-f- 3 >/6 ®—1

223) f-- — —-.-1— il.c= --—--- L arcsin L

________ — iR A -
J ((®-4 @)\V'i —'&2 " vid-®

Jezeli Jest a>0, to:

N [ta -\-bx-\-\j a\Ja-{- 2)X-\-cx2

225)J
) x\ja-\- ZJX \’\cx2 X
Jezeli jest a<CoO, to;
??5) | SR _dx = -=lr arcsm —g=lbX g
J x\Ja \-2bx-{- cx2 \l— a x\Jb2— ac
227) f 1 « i~ Ii B ill
J x\j2ax — a2 aa:
228) i - 1 A= igl- e B
J X§|N,H-a;2 *

229) fU—_1  ga:= arcsim® pf
J <X — a:yb

230) f 1 (2= —arcsin
JaVa2 1 *

JdX— a)n\Ja\ 2bx \ cx2

Drogg podstawienia x —a — ~ znajdujemy:
C 4
s=~ /7 - —. - \dz.

J ylc+ 2(6 7- ca)z -j- (a( 2ba -f- caazz

1r*-



"J(x—2)lyl —4®@+ a8*" \9(*—2)3 27# —2)/

233) f 1 <te = - v o« *+ | f e + £ il

J XNa-|- 20%-\- cx- ax
al X\a-r-2bx-\- cxédX
234)j x3da+ 2bx+cx20X~ (,2ax2r 2a2c) R
(3b2  c\.r 1
(2® 2aj\] e 20, £ CX2

23°)J x2\1— 4x-\-x2 x2

.oo0 o —=L=idx=- 1l+Jo- 11g-LrAI1X&L
J @I+ @2 2®2 2 ®
237 (f 4\/3 - 2 ® T 5T ® 2 5 1@ )
2 1g3=0—, ..
27 V3
238) [ ' a + 2 b x x - C- d X = f — E t ™ - f
J « J ya+ 26®-|-c®2

4-a . _ _ X-j-b | SLh:l A~
aJ xa- \ Zax \- cxi J \Ja-\- Z’JX \-cx2

. 1 21x
J 1 (x) 'Ja-f- 2bx -j- cx
(p(ce\ . )
Rozktadamy na utamki proste, otrzymujac w ten

spos6b sume takich funkcji, ktorych catki mozemy znalezé.
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239f ---rL Hdr—f -1 -
1y %2 LT f-3 'xi2)Rr
1 , 1la— 1—\/32li 1 . 4®+-11
D e e Lt arcse N+ 2)
210) 1 1 d®= JL arcsin— Z.1
j X'+ ®—6 §5— 202 v3 (®—2)\10
1 . 6®4-5
arc sm-
V13 ®-f 3) VIO
241)/ - = 2 al+ 4

(6 — |)2\/J® ’\S|F 5 3B 1
l.,a;~+~4 — y5\®2-f-4

5\5 ®—I
242)/ * -- dx— —"=rarcsin ~ A
(®2— 9)V5 (-6®—7@®@3 " 6 y40 (®—3) fil
1 . 2®-2
—arc sin
6 V76 ®4=3) 711
S= ———Mm dx

J (®—y?— gi) ya-f- 25®- f c®2
Catke taka otrzymujemy ze wzoru (219), ktadac a=p-\-qi.
Mamy wéwczas jednoczesnie m—a-\-2bpc(p2—3d-f-
-\-2q(b -f- cp)i. Zakladamy m= p(cost-j-isini), czyli
pcost= a-\-2bp-\- c{v2—q2, psint= 2q(b -(- cp), okre-
Slajac stad wartosci p i t. Jednoczes$nie znajdujemy:

Lo — 1 icod--- gt [
2/

Xm - Xp cos;-J-isint VP A
a-\-bp-\-{b-\-cp)x— y'pcos i

+ {A-CYa— Mp sini. j?)j - -L|cos”-tsin'[jIglX-p - ooi)
Poniewaz wzor dla catki niniejszej powstat z roz-

ktadu na utamki proste funkcji ¢ przeto istnieje row-
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niez drugi wzor, wynikajacy z powyzszego przez zmiane
znaku przy jednostce urojonej. Postugujac sie znakowa-
niem skroconem, piszemy oba wzory w ten sposéb:

= (A+ Bi)\g(r+Qi)~(A + Bi)\g(x~-p-qi)

= (A- Bi)lg(P-Qi)- (A - Bi)lg(x-p + qi)

S+ st= Alg(P2+ Q2+ 2B arctg| - Alg[(c- p)2+ 4 7

-i-2Barctg g
Ktadac x2—z, mamy:
243) f Ne==tf®e =4 f K==dz
J(i+®23Vi-» +
1 /1 —2 1 /1 w®

- - 2V IT N -~ 2VT -4-0?

244)il Y a —x 8% = jl g~ = Z20dXxJr) ya-— @B

= —tya2— ®24-1a .arcsin —s

Kladac ®3= 22 znajdujemy:

f 2. C di 2 . 1®3
205) 5 J—X— =dx =" k-_': = ="- arcsin V?"V
J: yjas—x9 © 3 las—z* 3 \« 3
Podstawiamy ®2= ”, obliczajac:
‘MAit IOA f_,\X:E::rl tof X &

rd 77—-dz+ 1f-|j|— i
2j yl —s2 —s?

= —i~--~jJVI —®4+ -jarcsin X1
287) I*(®+V l+»s)m = ~ j (zn\-zn~i)dz przy £==®-j-yl-}-®2

i+ yi+ @i , (©-F yi § gl

n-j- 1 n—1
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8 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne.

/ (ex) dx.
P
Catki powyzszej postaci obliczamy po podstawieniu
ex.
¢ 248 /ern(dx—p—
m
¢249 j e+ Ve9day= y + 2 Vex
1250 [ 'thPT)%:Z'e<|+«
$251 2 —
J/ex ¢ e~de arc tB ex
252 | dx = 1 Ig \JaA bex_:_\]a _m(_Jr(él ,
\la-f-iex 'Ol \a -j-ie 3 -}'V a
.253J ex ex

r ; 0 —
$254 [exdl-j-exda;= —\(1+ exs

A--255J(e* |yeJx— exil
f& X
256 (ex -f- e~x)2da; == -— [ ——— b 2 *
0257
i toe e ( )
258 -4i-+0i- '35 4\ _ 3*
J 9/ 2
259

\nA-2dx=W + 2 -7 .-X
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ex

1
(ex=4f)1 (A =1HETEa)" 1

Précz podstawienia wskazanego wyzej, mozemy cze-
stokro¢ zastosowa¢ metode catkowania przez czesci.

261)

262) je xx3dx= exxs—3Jexx2dx it d
N263)Jexxidx=ex(xi- 4 sx-\-12xi— 24x-\-24)

n261)J e xxndx = ex(xn—nx”_1rf-n\n — 1]«’L2|f-...)

/c’,lxxndxz (imm—n—}:e,mx"~ldx

m mJ
N266)J (a-\-bx)ne™xd x = —m —>J'e|(a+ bx)n-1ldx.

Powyzszy wzor redukcyjny moze by¢ stosowany przy dodat-
nich i przy ujemnych wartosciach wyktadnika m. Mozna

go rownieg odwrocif, ktadagpastepRie)p; zamiast n — 1.
67)] <+ odX = e (y-1Ijt

() J)tii'\ (a+ bcé)-p+1dX

Dla p = 1 wz0r ten jest bezuzyteczny; znajdujemy woéwczas
catke za pomocg rozwiniecia na szereg nieskonczony.

m fA x=f(i+1+-ni+rh+---)dx
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270) j'xsc~xdx = — c~x(ic3-J-  -j- 6x -f- 6)
A27l)f'-.\‘dX:_ +_L 4'|Q‘f|fé dX
J x4 (3@3 6«2 6XJ ' 6Jx
Iy 2f(x- d)"dx= e9d]h dz’ gdy 2= a-

Funkcje wykfadnicze przy zasadzie a sprowadzamy do
zasady e, ktadgc a=e"*.

3a2 j 6x

N27-J) j'x3axdx = a m2 m3

m41)
fax

275)0n - f «'(ffi ]:Gr;r(]*;\Lg)Z(-,'l_'_f de
N276) If(x)dx:J e*f(c3dz, gdy z= \gx.
L277) j"(lgx)ndx = Je lindz — e* (' 1— nzn~1 -{--..)

—Xx[(lgx)n—n(gx)n'i n((n—1)(Igx)n~3—
Catke powyzsza mozna réwniez znalez¢ tatwo za pomocag
catkowania przez czesci.

ANT8) 1 (Ig ) d “— x (Jg x)n—n i (Igxdn~1dx

7~280)J (lga;)2dx = x ([lga?]2— 2 Igse-f-2)

282)fzr~
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283 Jx 3lgxdx = —Ngx — |

B A dx= A &x+ ) r

j28s Jhgxdx="(i{’xy

286 | f+ f ||

L

£ 287 J (4-]-3a;)2lga;c?a;==1g./;- *j~lgje— I Gx— Gx-—x3
288 Jig(a -j- b;r)dx — a \j~ C(lg [d-\- bx] — 1)
289 Ja1g (i 6ndn=-Frig(ciny - T v
290 J lg(«+ 1«2 dT= .xlg(a+ 6,- 2»-j-2a| --p__:
201 Ixlg(l+x3ddxS-~1lg(l+x3-~1
292 J x 3\g(x3+3)dx=:x=1g(@j*+3) - -]~ 3.r*+9 Ig(.**'+3)j

203 f j-¢—ilgxdx= \lg~"™\gx— I™a.£-d.dx
u 3 v+ N J X
a—\ja2-\-x2
X

8 6. Funkcje trygonometryczne i odwrotne kotowe.

Wzory podstawowe dla catkowgnia funkcji tego ro-
dzaju otrzymujemy przez odwrécenie odpowiednich wzo-
row rachunku rézniczkowego.

,294)\] &sx dx — sin x
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/m ! f/\ " i r L]
296)J cosnxdx = insin nx
1
,297) j "sinnx d X = — ~ c0S NX
Lf298)Jf S|dn2«X — —cotgx
299)Jf5§£(dx= tg x
/.300) IAgx dx= — {_cés - dx == — Igcos x
~301)Jd cotgxdx =J d x = lIgsinx
tgnx dx = — —Ig cos nx
cotgnxdx = —gsin nx

| 1
/sin « €c0S « dX— —sin2« -{- @= — ~cos2« + 0,

= -Wsin 2«d« = —~cos2« + (3m
2J 4
Z posrdd trzech otrzymanych rozwigzan, kazde dwa rdznia

sie miedzy sobg jedynie o liczbe stalg.
305)j sin2xdx— 7[J'1 — cos™«) dX — M« — ~sin 2«
306)J cos2x[dx—y*(l —sin2«) dx = 2«

Ze wzoréw (300) i (301) wynika:

307)J (lg«-|-cotg«) dx = Igsin« — Igcos« = Igtg«, albo.
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o i»>ijih*sw4 ~

6;’,10)./ c E al= A/S[inl E_t__.]g* = -{/a rifc~'e'sl

= —J*e(|—1) =igeotg - ij=ilig +])

Potegi funkcji sina: i cosa: moga by¢ catkowane za po-
mocg wzordw redukcyjnych. Niechaj:
S,,= fs\nnxdx.

Js\nnxdx = Jsinn~1xsinxdx
= —cosX sin”-1x |j- (n —1)/ sin”-2 x X cos2x dx

Sn— — cosx sinn_1x -f- (2— 1)/ siDw_2a:(l — sin2x) dx
Sn— —cos x sin"M1-f~(n— 1) ¢',,-s— (n— 1j S,,
nSn= — cosx sin’1-1x -f- (« — 1) Sn-2
311) , sinnarrfa:= — —cos asinll-1x -4- — m— . sinn_2a dx.
n

Odwracajgc otrzymany wzér i kltadac nastepnie —p za-
miast n — 2, mamy:

-f- -— ~ 1 (sin x)-2+2dx.

p~K
Postugujac sie temi wzorami mozemy sprowadzi¢ dowolny
catkowity wyktadnik p, wzglednie —p, do wykiadnika 2
albo 1 i nastepnie zastosowac jeden ze znanych juz wzoréw.

L 313)J'sin3xd x = — ~"sin2a —$2"cos x

~314) | sin™a: ¢/a:=-— | ~ sin3a: -f- *sina:jcos a:-(- ~a



Wzory redukcyjne dla cos'« mogag by¢ otrzymane
w analogiczny sposob, badz tez wyprowadzone ze wzo-
row (311) i (312) przez podstawienie:

cos« — sin Il~—x\ = sinz

318)J cosnxdx — ! sin" —«j dx ——j\innzdz.

Po rozwinieciu tej ostatniej catki, wracamy do dawnego
znakowania, ktadac cos« zamiast sinz i sin« zamiast
c0s2; otrzymujemy wtedy:

319) / cosnxd.r ——co0s”-1 «sin«4- — fcosn~2xdx

~320) j'(cos«)-* (/«= —-j-sinaCcos«)- N"1-}A—~ j* (cosx)~r+2dx

321) I cosd«c?« = "y cos3x -f- ~ cos«j sin«-j- —«

~322) 1 coshxd x = cosd« -fAcos2«+ ||-)s’n™
ooo\ f 17 sin« 1. Pt
~323) 1 ¢qeés ~~2 €08« 2 g8(d+ 2)
cmii 1, sin« , 3sin« , 3, . /rt «\
*;>424)J + 8cos™7. 8 (d 2)

Za pomocg Wzorow:
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mozemy sprowadzi¢ sin''« i cos"# do funkcji tuku wie-
lokrotnego; przeksztatcenie takie objasnimy na przyktadzie:

/en-eSK5 15'6—568° + 10eix—U)p~ix+ 5e_8*—e~5bix

smx=[—2i~) = ~ 32i
15ix  e—bhit 03 ix -3ix
: —5—=. 0. ..
16 21 2i 21
_1 [sin 5# — 5 sin 3# -f- 10 sin#].
. 1 cos5# 5cos 3#
N \] X Ak - i #
325)V sin 16 5 H 3 io COS
sin6# . 3sin4# 15sin 2# , 5#
326)Jcos6H#rf#= ' '
) 192 64 64 16
.. o sin 6# 3sin4# |, 15sin 2# 5#
327) llsdin6#if# = 32 g 2 5 * 16
. sin7# . 7sin5#
U cos7 i -)- i
64 5 7sin3#-)-35 sin#
o .
320) / cosgd# = - on8# AsinGH g
128 3,1
> /" L 8
-j- 28 sin 2# 315;;

Ktadgc sin# = i/) [wzglednie cosx —y, otrzymujemy:

sin"#iZ#= |-=JLz:—dy: lcosnxdx= — /—" dy
/ Jfin-y* 3 ) Vi °
~30)Jsinsxdcc—J (1 — cos2#) sin# dx — — (1 —y3dy
i/3.  cos3#

= Iy_ Sq 1= cos #

m j asBtdx:]'( 1~ sin2#)2cos#(f#= r(1 —y*)2dy

sin6# 2sin3# .
-f- sin #
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7 = A 1 - | | iZ 'J_
32y 4.2 5 f 2 b= f 1—y 2 gz
‘e 2X
1 Sm 2
—2 0 b €
2
. COS «
5 sin6« 15sin3« 15sin«
) C dx . 5
¢334) 3 Gine 'tjsi?’]G« 'o4stn*« t16sinac cos«- T —lgtg-
335 sin « 4sin« 8 ¢
= «
: )J (0S6 &« 5cosb«  15c0s3« 15 ge.
Po podstawieniu sin«=-V, wzgednie cosz = ~, znaj-
dujemy:
J sin«« 1 * Jcosne Jw _ i
1 55 Ip,x\
. sm«+ 5 gt + -
N336> /iS 6cosO« 24cosk  16C0SX 9t
d« .
: r 1 6 8 sin x
337)Jf6058<< 7cos7«  35cos5« 35 c0s3« 35885«
. sinnt+! x
mJt38)j sinnccosxdx — ' .
n-j-1
998} hcos“« st nxde = —--COSTHERC

/ sin”l« cos”«d«.

Catke powyzsza sprowadzamy zazwyczaj do prostszej
catki tego samego rodzaju, za pomocg catkowania przez
czesci:

ISh’]”l«Cosnr’t«:—Si’i,_i-«cosm-l« m
n-)-I Jh~\-1, ;...
Sinm~2«c0s”+3«:=sin™_2«c0s”« (I —sin2«)=sin’*-2«Cc0s"«
— sin”l« cos” «.

m 2C06n HecZ«.
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Rozktadajac ostatnig catke podiug powyzszego wzoru i re-

dukujgc podobne wyrazenia, otrzymujemy:

340) /ksinmx cos” x dx . sinm-l«cos™ I«
m -f-n

+I . Fsi‘nm—ox cos'" X dZ(.

Kiadgc m=p-\- 2, mamy:
sinrd-2;cos" lp«= - HP ~~1 i smi>xco&wxdx -
/ p-\-n-\-2 p+n+2]
sinr+la:cos"+1«
P+ 1
B A =l
-j—- - / sin™+"cos" «« !«
J
Za pomocg wzoru (340) osiggamy zmniejszenie do-
datniego wyktadnika m, a za pomocg wzoru (341) — po-
wiekszenie ujemnego wyktadnika p : wyktadnik n w obu

341)/ §1**« cosnxdx

wypadkach nie zmienia sie. Kladac znowu —«j za-

miast X, i —dx zamiast d«, otrzymujemy z dwuch osta-
tnich wzoréw, nowe:
. cos’1 1«sin"+1x
m fcosmxsin"xdxm - ..
m -j- i

, M i . <
! rCOS,| 2«sin""«<Z«
n-j-m -

343) /Sin"«COS?X d X = _Sln +1«cosi'+1«

P+ 1
, EE» +2 sin"'«cosi’+!«rf«
N344)J sin‘«Cc0S2«<Z«= CosS« 4- f
) « «<Z« 24 16 « 06

sind«  4sinZ 8 cos«

345)J sin8« cos2«d« = sinw -
5 15 5 ~T"
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Zadania tego rodzaju moga by¢ réwniez w taki spo-
sob rozwigzywane:

346)7 sin2a cos2» dx = _] sin2a; (1 —sin2») dx

sin3»  sin» i x
) cos» -f-
i 8 o
347)J sin¥»cos3Id»=j sin® (I - sin®)cos»ii»—S™ -

348) f stnB»cosD»a»: Cosg” °°S7”

349) | sind»cosixdx —J*sin4»(| —sin2»)2cosxdx

sin5»  2sin7» , sin9»
5 7 1 9 -

sinn» cos"»
]{ £2» — d».

COS» sin»

Zaktadajagc dla pierwszej catki sin» = y, a dla dru-
giej cosx —Yy, przeksztatcamy je na catki funkcji wy-
miernych:

Po wykonaniu dzielenia catkujemy wylgczony wielo-
mian, w pozostatym za$ utamku dogodniej jest przed cat-
kowaniem wykonaé powrotne podstawienie.

[’sin3» sin2»
30U)J/ COS » dx — 'R Igcos»
0-.. .fsin0O» sin5»  sin3» i i i n , »\
Hj A e - BT grriSe (A4 1)
352) ) + cos* +]g,e”

J sin» 3 1 2

B8 J O x — 092 4 L% higsine

Dolp-Natt». li
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8&4); sm» 1

cosn» (n — 1) cos”-1 x
cosx L
ggg).]?sm dX (n —1)sin”-1»

Redukcje ujemnych wyktadnikéw za pomocg wzoréw
(341) i (343) zastgpi¢ mozemy innym sposocbem rozwig-
zania:

Tsin5» ["sin»(l —C0s2» ) 2 1 2
cos»
cos4» 3c0s3 cos»
357 "coss»dx 1-f-sin2»
) sin2» sin »
'©0s6» I 25c0s2» , 15 cos» 15, . »
388){ Ging, dX— cosh — "7y 8 sind» 8 88 2
fsind» ] 3sin»” 1 it »
359) fgysss dx= f—sinda+ 0  os2n 2191 4
fsin7» . i . 16 1
2sind» -j-8sin2» 3 cos3»
f dx
361) | . Igtg»
J 8[’]))005»
dx
362) SIn3» OS> 2 cotg2»
dx 1
363)f§1n3» COS X 2sin2» lg tg»

364) f sn%?cosgl» 9sin »cosﬂ’i '''' _COtgz»'
Caltkujac przez czesci, otrzymujemy:

. g =P * .
365)J*tgnx d x —J sin’l» cos "x dx = SEEEEE i fgn-ix dx

366)J cotgnxdx = — ~ —j coMn~“xdx

i i
/tg5»d » = —tgd» — —tgcos»
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368)iftg8xdx = ~lg7x — tgba: -+ ~ tg3x — tg®-j- X
5# , cotg
369)/co,g.,t = COYRR | SOfasx cotg.r *
398) Jootg % = —CUSe p COp9te COMO2¢ ggginx.
/e“*sin "o Cte= eaxcosia, -}-.a f<**cos ca?rte
A\ ? *
/ e~cos bxdx — e_)§|n|a a/ ™ sin’ &4;tta..
Rugujac jedng z calek powyzszych, otrzymujemy:
/enxsin bxdx = [g s‘n ¢a: —cos da]
e* cos &ada: = L« cos bx -fbsin bx\.
Biorgc w otrzymanych wzorach —x zamiast x, mamy:
g-or
/e—’\sin bxdx—— ~ Jasin bx-f- b cos bx]
e ~ax
/e~axcos bxdx = — [acos bx — Zsin bx\
375)y*e**sin mx cosnx dx — ~J e~sin (m-[- n) x dx

J'e**sin(m—n)xdx
376)\] ésindbxdx = ~jV x(cos46a: —4 cos 2bx -f- 3) dx
377)J e 0Fcos3bxdx = e“1(cos 3bx -f- 3 cos bx) dx
379)378> [~ ,, N = -*.cos*+ » JW cos”

12+



1 i COSX

oonyfsinf£C-7 sin X I
380)J ~x~ H—2xn~1 n- 13 xn~1 "
00.. rcosx , COSX 1 fsinx
Al oxn 7 h—Yxn 1 n— 1 1
— w2 P .
Ktadac cos ar— W mamy y = tg- i
382)f a+ cosx-a-1J aztl
J a—1

= » aFofEs\/iq rr. edqgy |[r ™ > 0.

\la
\Lt &y
1 7
- g g gty ? <0

v 1. ffi

Przy a= 1

/ ila: C dx X
2

oy
W podobny sposob kladac sin*=== 72— mamy
fit . x\
i'=8(4+ 2)1
foix 2 f Jol

J «H~sina: a J 2.a—1
N ta+ 1l



61_ m JI . dx . “m r dx
fhd-A-mbsina;-I-?«ccosa; j ma+s\ nXsinx+ cosX cosar

ktadagc mb = sin X, mc= cosX, skgd m= —===== i na-

stepnie X:=: arc t> c otrzymujemy:
e ) | (IX
=" am-|- cos (x —X)

Tym sposobem dana' catka sprowadzona jest do obliczonej

juz poprzednio catki (382)

B € D dmigrg (B ms %= ]
J sin*-j- cosa: y2 % 2 4
Jezeli ma — 1= 0, skad o= \‘62-f- c2 to:

C X i csina; — bcos x
J i;—f— bsinx -)-cco%x a a-j- bsinx -f- ccosx

Catki oznaczone.

W catkach, ktdére rozwazaliSmy dotychczas, wystepo-
wata zawsze pewna dowolna, nieoznaczona liczba stata;
catki takie nosza przeto nazwe nieoznaczonych. Gdy
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wybrana zostala pewna okres$lona warto$¢ dla nieoznaczo-
nej liczby statej, to w .dalszych obliczeniach, dotyczacych
tej samej catki, nie mozemy, oczywiscie, zmienia¢ wybra-
nej wartosci: catka wtedy staje sie pewma Scisle okreslong
funkcja zmiennej niezaleznej x. W prawej stronie wzoru

px)dx= F(x)-\-C

mozemy rozwaza¢ pewng szczeg6lng warto$¢ zmiennej X
np. b i pisa¢ F(b)-\-C\ nie mozemy jednak w ten sam
sposob postepowa¢ z lewg strong wzoru, poniewaz sym-
bol dx nie jest réwnoznaczny z symbolem db réwnym
stale zeru, gdy b oznacza liczbe stalg. Nalezy przeto po-
stugiwaé sie innem znakowaniem, a wiec np.

Jf(X)dX albo krocej: j' f()M(
mamy przeto:
| tf()()i(: F(h) ta

Biorgc inng warto$¢ a dla zmiennej x, mamy rowniez:

f(x)dx = F(a) + C\
i:
a wiec rozwazajac jedng tylko funkcje pierwotng i zacho-
wujgc przeto te sama wartosc statej liczby G,"otrzymujemy:

J' TJ0k—- R Ok= - )—Ha.

Lewg strone tego wzoru oznaczamy Kkrdcej
f{x)d(: F{b) —F(aj= [F(b)+ G- [F{a)+ C], (11)

Otrzymang w podobny sposob wartos¢ nazywamy catka
oznaczong, liczby za$ a i b nazywamy granicami
catkowania, przyczem a nazywa sie granicg dolna,
a b — granica gérng. Zgodnie z powyzszem okresleniem,
catka oznaczona réwna sie roznicy pomiedzy temi
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dwiema wartos$ciami catki nieoznaczonej,
ktére otrzymane sa po podstawieniu gornej
i dolnej granicy catkowania w zatozeniu, ze
przy obu podstawieniach stata liczba C zacho-
wuje te samg warto$¢. Catka oznaczona posiada za-
tem warto$¢ niezalezng od wartosci liczby C.

Ze wzoru (11) wynikajg nastepujgce twierdzenia:

HX)dx-j- F0)dx  [F(M) —i (a)l-f\F(c) - F{b)]
i b

« i

f{x)dx —/ f(x)dx=1 f{x)dx. (12b)
a J b Ja
h (*a

Jezeli g6rna granice catkowania przyjmiemy za zmienng
niezalezng, oznaczajgc jg przez u, to catka oznaczona

nie jest juz wtedy wartoscig statg, lecz zmienng, a mia-
nowicie funkcjg zmiennej u. Zgodnie z okresleniem po-
jecia catki, mamy:

(14)

Pochodna catki oznaczonej, rozwazana wzgle-
dem zmiennej granicy gornej, rowna siefunkcji
wystepujgcej pod znakiem catki.

Jezeli natomiast dolng granice catkowania przyjmu-.
jemy za zmienng niezalezng, to uwzgledniajagc wzdr (13),
mamy:
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'd<\$ N f(x)dx=—1(v). (14°)
Piszac wzér (14) w postaci
dJ f(x)dx= f(u)du, (14 b)

wnioskujemy, ze o ile funkcja f otrzymuje wartosci skon-
czone, to catka oznaczona jest ciggtg funkcja
swej granicy gornej, albowiem przyrost catki ozna-
czonej wraz z przyrostem funkcji f staje sie jednoczes$nie
nieskonczenie matym. Funkcja znajdujaca sie pod znakiem
catki moze nie by¢ funkcjg ciggta, to znaczy (por. str. 81)
moze by¢ /(a;-J-0) nie réwne f(x —0). Jezeli tak jest
w przedziale od x=a do x= b, a mianowicie przy x — o,
to catke oznaczonag okreslamy wdwczas w ten sposob:

b fe—O rb
f(x)dx=1 f(x)dx-j- f(x)dx
a Ja J ct0

— F{b) —F(c+ 0)-j- F(c —0)—F(a).
Przypominajgc znaczenie rozniczki, mozemy przepisac
wzor (14b w postaci:

it fe ru+Au
/ f(xX)dx — 1 f(x)dx= f(x)dx = f(u) Au
a J a J ou

oznaczajac przez Au dowolnie maty przyrost granicy gor-
nej. W podobny spos6b otrzymujemy szereg wzorow.

£ f(x) dx = Auf(a,

a+2Aii
/ f(x) = Auf(a -f- Au),

fl+ A«
ad4-3Au
I f(x) dx— Auf(a -j- 2Au).
J ad-2A«

i dodajac nastepnie stronami n takich rdéwnosci, otrzy-
mujemy:
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‘«-f« AU
f(x) dx= Au["(«)-{- f(a -f- Im) -f- f(a -j-2Au)
i 4~se-+ f(ad*(n—\) Au)\.
Zatozywszy nAu = b—a, powiekszamy nastepnie nieogra-
niczenie liczbe *n i wskutek tego zmniejszamy réwnocze-
$nie nieograniczenie Au. Z poprzedniego wzoru otrzymu-
jemy wtedy:

ip T fIf(x)dx=\\m 5.[/"(«)+ f{a+ 8)+ f(a+ 26)

n 0 teee + [(* —B)]-
Wz6r powyzszy stanowi nowe okreslenie catki oznaczonej,
niezaleznie od pojecia catki nieoznaczonej i wobec tego
moze by¢ uzyty do bezposredniego obliczenia catki ozna-
czonej. Podajemy nastepujacy przykiad:

ri> r
f ¢*dx = lim 8, ra-|- eat+" -f- eat+(""—}°
J " s=0 L -
= lim5e“(l+ + e25-f ;.. t'- ¥5)

. end- 1

= lim8.e* —

5
=lim — — - (e”—ead —eh—e
e,J_l( 3 a,

poniewaz granica, do ktdrej dazy otrzymany iloraz, wy-
znaczona podiug regut rachunku rdézniczkowego, roéwna
jest jednosci.

Moze sie zdarzy¢, ze funkcja f(x), wystepujgca pod
znakiem catki, w przedziale od * do b przy pewnej war-
tosci x = ¢ staje sie nieskonczenie wielkg, a mimo to catka
oznaczona moze posiada¢ okres$long wartos¢. W tym wy-
padku okresla¢ nalezy catke oznaczong w nastepujacy
sposéb:

I f{x)dx —\\m I f(x) dx-\-lim / f(x)dx,

J a 8=0J a :—o0J ¢ i
przyczem jednak nalezy zbadaé, czy catki oznaczone, znaj-
dujace sie w prawej stronie wzoru, dazg do granic skon-
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czonych i scisle okreslonych, niezaleznych od 6 wzglednie
od e. Mamy np.

r dx r-—"L—+ nmr
JoV (~1)2 8=0Jo, V(EC— )2 ¢=0J l+zsj(x-iy

. . —© i)
= lim 3(ic— Y» -(- I|m 3(tf — 1)&

50 x=0 i=l4-£
= —3—1lim38&—Iim3et+ 6= 3
S=o0 5=0
natomiast
=::—|| 'IA_O' d-)-( . -f-'Iim;O dx
tIx— o \(x—llg1 he \i(x— 1y
nie poo\s% da o reslonej wraM%sa >=Q)

Podobne uogdélnienie pojecia catki mozliwe jest rowl
niez w tym wypadku, kiedy jedna z granic catkowania,
albo obie granice dazag do nieskonczonosci. Zaktadamy
wowczas

[ °°f(x)dx — lim / °f(x) dx (S dodatnie)

J a S=0J a
o ile catka, znajdujgca sie w prawej stronie powyzszego
wzoru dazy istotnie do pewnej granicy skoriczonej i $cisle
okreslonej, a wiec niezaleznej od 8. Tak np.

fOOe-*dx- lim [ le~xdx = Um d —lime = 1;
6=0J o 0=0 6=0

/ 00 . . . L
exdx nie posiada skor%czonej wartosci. W po-

0
dobny sposob nalezy pojmowac

[T‘f{x)dx—llm f(x)dx-\-limf f{x)dx.
50J o0 s=0J |
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403)] dx Ja2— x2= a4K
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Xz

407) [*e .22 .-.dx= 1. {2
Wing2fax ™ = bt

,ne. r° X2 3«23

409)™ ldxJ2bx —x2= ~

@n | 1.3.5__(2n—1) ir
410)));:VXZT<;_1da' 2 4.6 on 2
f1 a2 1 2 4.6 29

411)I ny jp p 3.5.7....(271+1)

412)J" endx—e—1

413>/ ' xe*dx — 1

2 eo_ 1
/e“ dx — ---m-m-m-

*

415) f Qk-axdx = -

rel a2— 1
416)J P a*dxm alga

417)y~=1g2
fm m m

418)) 'xtlgxdx —
hT
419)J~~sinxdx =1 —y0)5

X X
2asin Mdx = ia
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X

421) / 3(2cosa - 1l)'dat= 0,6848.... =+ 3-f
JO -0
4221 f*smh mx @xt m
J [
f* sin mT
“3) 1 cosmxdx —"
Jo w

424) | sin 2 aa;da?= 0, gdy a jest liczbg catkowita
J o

X

4255/0 sin22a;da;:\2

i ﬁgll\f*s_iaga;aa;:: T cos%nxd"lx—zlg""' (271-1) T

A 2ti 2
9r

*

427)} sin2wixdx = 4...... .2n
0

nr 2.
cosamxxdx — 5 5 (2ti+ i)

Jo

«

fT
428)1 cosd4a?— cosb6a;) da;
)J o ( a;) 32

429)J sinbxdx — ~~~

T
43°)/0(1 — d*—p -
Zaktadamy a;=sin3qy; mamy wodwczas = 0 zamiast
*= 0, =  zamiast = 1, jako nowe granice catkowania.
X
3« —1

431B/|e2*sin*x dx~ 8
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432) icogi xdx-
[ o

433)j \gxdx = ~'Xg2
0

X

¥ iy



Zastosowanie rachunku roézniczkowego
i catkowego do geometrji.

8 1. Styczne i normalne do krzywych ptaskich.

Styczna do krzywej y=f(x), poprowadzona w punkcie

ay

(x, y), posiada wspéiczynnik katowy = (str. 8), a réw-

nanie tej stycznej jest postaci nastepujacej:

jezeli X, Y sg wspotrzednemi zmiennemi dowolnego punktu
stycznej, a X, y sg wspétrzednemi punktu stycznosci. Gdy
rownanie krzywej podane jest w postaci f(x, i/)= 0, to
zamfast Y w réwnaniu stycznej k¥a@zlemy — 98I~ 1)/
piszac:
@
W rownaniu (2) oddzielimy wyrazy ze zmiennemi
X, Y i wyraz wolny: mamy woéwczas:

bxZ Tor " ke TpdT0 . @)

Wezmiemy teraz rownanie jednorodne ft(x, y, z) — 0,
otrzymane z réwnania danego f(X, y)— 0 przez zamiane

X, ¥ na odpowiednie stosunki — i przez usuniecie mia-
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nownikoéw: odwrotne przejscie: od funkcji jednorodnej ft
do danej funkcji /"mozemy wykona¢ kiltadac z—i. Zwia-
zek taki istnieje oczywiscie réwniez pomiedzy pochodnemi
czgstkowemi obu funkcji wzgledem x iy, to 7lnczy,
d - n
a® v |fy2=i
Uwzgledniajgc twierdzenie Eulera o funkcji jedno-
rodnej stopnia n:

znajdujemy:

"bx' by) \ a® ~y)z-io \ dgr e
a wiec réwnanie stycznej w postaci (2) moze by¢ otrzy-
mane z réwnania

®x+p;r+,\{\zl.?—o | ()

po podstawieniu z— 1

Przyktad: -¢-f7~,— 1= 0 jest postaciag zwykia,

SLC ? —22= 0 postacig jednorodng réwnania elipsy,
M = 60A= 2y bf - .
b a2’ by e ﬁ(— — 2r. Posta¢ jednorodna row

Y .
nania stycznej: —~-J-y m—1r2= 0, Przy r= | znajdujemy
zwyklg posta¢ réwnania stycznej: ~ N - j - — 1=

Jezeli krzywa okre$lona jest za pomocg dwuch réwnan:

dy dy dx ., . .
X= V), V—$@), to 1 réwnanie stycznej:



Jezeli wreszcie r=f(t) jest rownaniem krzywej w ukta-
dzie wspdtrzednych biegunowych, to: x=rcost; y—rsint;
dx dr i _dr .
e -Jir—dri-.cost—rsml, Z% = gt smt-4rcosf
Normalna. Normalng nazywa sie prosta, prostopa-
dfa do stycznej, poprowadzona przez punkt stycznosci. Jej

wspotczynnik katowy réwna sie przeto — R6znym po-

da;

staciom réwnania krzywej odpowiadajg réwmania normal-
nej postaci nastepujgcych;

y = f(x) (r-y)*(X-x)=0 ©)
f(x,y)=10 (FI-Z|E;7 (~_*)IE"O ()
a=cp(i), y= *(t) (Y.-y)?f+(X-x)" =0 ®)

Znalez¢ rdéwnanie stycznej w przykitadach nastepuja-
cych :

1) F—tl?perbola: -s—y5—1=0" styczna: AT

2) Parabola: y*—2px = Q\ styczna; yY —p(X-\-x)=0.

3) Parabola Neil’a; x3—py2= 0;
styczna: 3x2X —2pY —py3—0.

4) Cisoida: y2(2r —x) —a3= 0;
styczna: 2y(cc —2r)Y-\- (3x*-fy2AX —2ry2= 0.

5) Lis¢ Descartes’a: x3—a3axy-\-y3—O0;
styczna; (x2— ay) X-f-(?/2—ax)Y—axy = 0.

6) Lemniskata jest krzywa otrzymang w nastepujacy
sposéb: dane sg dwa punkty state A i B i diugosé
AB = 2e; wyznaczamy miejsce geometryczne punktow
M, zajmujacych na plaszczyznie takie potozenia, ze
iloczyn promieni wodzacych MA i MB jest stalty. Kia-

Dolp- Netto. 15
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7)

dac: MA=r,MB=i\ ir.>\= a2 mamy CA= CB=eg;
CP=xJ MP=y; [fl+ (e+ *P][y2+ (e- .V)']= a*;

Rys. 12. >

M

(y2-j-scd2= 2e2(ic2 —y2-|-al— A W wypadku szcze-

gélnym, gdy a= e otrzymujemy rownanie:
(x2-J-/192— 2a2(®2—i/-)= O1

Podstawiajgc: x —r cos i, i/==rsin/ znajdujemy row-

nanie biegunowe: r==a\j2cos2£= b\jcos2t, gdzie

b — a\j 2.

Przy wyznaczaniu poszczegdlnych punktéw Kkrzy-
wej mozemy postugiwaé sie uktadem ko, posiadajg-
cych wspdlng cieciwe = 2 a; ta ostatnia bowiem dzieli
kazda ze Srednic prostopadtych do niej na odcinki,
ktérych iloczyn zachowuje statg wartos¢ = a2 i tym
sposobem kazda para znalezionych odcinkéw stanowi
pare promieni wodzacych wyznaczajgcych punkt
krzywej.

Znajdujemy réwnanie stycznej:

(x2+i/-a; OxX-f(ic2-f724-adir+ aZit-x-) =
Krzywa logarytmiczna: y = ax;
styczna: vy —y = (x —X) ax lga.
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. m (L _£.\
Krzywa tancuchowa: y——Ictm-)-e mj;
styczna: — —e "fj(Y—X).
Poniewaz tg ct== —e~" ~ m ® przeto

kat nachylenia stycznej wyznaczamy za pomoca ta-
kiego trdjkata prostokatnego, w ktorym przeciwpro-
stokgtng jest rzedna punktu stycznosci, a m jest jedng
z przyprostokatnych.

Cykloida. Jezeli koto (rys. 13), styczne poczatkowo

Rys. 13.

do prostej AB w punkcie A, toczy.sie nastepnie po
prostej AB, to punkt M, rozwazany na okregu tego
kota i znajdujacy sie poczatkowo w punkcie A, za-
kresla cykloide. Kazdemu zupeinemu obrotowi kota
odpowiada wtedy jedna gataz cykloidy. Zakladamy
AP =x,PM—y, MC—a Kat utworzony przez pro-
mien CM z promieniem GB poprowadzonym do no-
wego punktu styczno$ci przyjmujemy za zmienng nie-
zalezng t, wowczas tuk MB = at. Poniewaz AB = tu-
kowi MB, wiec x —AP—AB —MD —a(t—sin{);

13*
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y= MP—CB—GD —a(l—cosi). Sag to rdéwnania
cykloidy. Rugujac t, otrzymujemy:

X —aarccosm - —\j2ay—y2
Réwnanie stycznej: Y —y= (X—a:)cotg-"

” normalnej: Y —y= —(X—ic)tg~

Mozemy dowie$¢, ze normalna w punkcie M prze-
chodzi przez chwilowy punkt stycznosci ruchomego
kota z prosta, podstawiajac réwnoczesnie w réwnaniu
normalnej X = at, Y =0, jako wspdtrzedne punktu B
i x= a(t—sini), y= a(l—cosf) czyli wspotrzedne
punktu M.

10) Epicykloida. Jezeli koto, ktorego Srodkiem jest
punkt G (rys. 14), toczy sie po cjkregu statego kota,

Rys. 14

majagcego Srodek w punkcie A, przyczem kota te sg
-do siebie styczne zewnetrznie, to punkt M znajdujacy
sie na obwodzie ruchomego kota zakresla epicykloide.

Zatozmy AB=r1, CB—a AP—Xx, MP=y.
Katy EAB i MCB oznaczmy odpowiednio przez t i it;
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mamy wtedy: tuk BE=rt, fuk BM—atu luk BE =

tuk. BM, czyli rt=ati, skad = Xx=AH-\-DM\
AH—(a-"-r)cosi; EM=asia ji-j-ii— 6)“ —«cos(i-(-
+ ijj~ —ocosl?indi; y—GH—CD; CH=(a+

-{-r)sini; CE —acos|i+ ia— = asin(i 1i,)=

Mozemy dowies¢, ze i w tym wypadku normalna
do krzywej wt punkcie m przechodzi przez punkt
stycznosci B, podstawiajac rownoczesnie w réwnaniu
normalnej wspotrzedne punktu B, czyli X=rcosi>
IT=rsini i wsp6trzedne x, y punktu M.
Kardioida jest szczegdlnym wypadkiem epicykloidy,
odpowiadajgcym warunkowi a—r. Roéwnania jej sg
przeto nastepujgcej postaci: &= 2acosi—acos2i=
a(2cosi+ 1 —2cos2i); y—2asini—asin2i=
2asini(l—cosi). Przeksztatcajac powyzszy ukitad
rownan przez zamiane X na a—Xx otrzymujemy:

y ; _
X —2acosi(cosi—1); - ——tgi; cost= -===;
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Xx2-\-y2= 4a2(1 —cosi)2, (x2-f-i/)2— 4ax (x2U-V')—
—4azy2= 0. Kladac: &= rcoscp, y==rsin ¢ otrzy-
mujemy réwnanie biegunowe:

r= 2a(l -f- coscp) = 4acos2-|-

12) Gdy toczgce sie koto jest wewnetrznie styczne do kota
statego, to punkt rozwazany na okregu ruchomego
kota zakresla; hipocykloide, przy r*>a, albo pe-
rycykloide, przy r< a RoOwnania tych krzywych
otrzymujemy z poprzednich réwnan, biorgc — a za-
miast a

13) Krzywa Archi medesa: r—al, albo: x — atcosi,
yz=af sin f.

Styczna: (F—y)(cost —(sint) - {X—a;)(sini-{-icosi)-j-0.

14) Krzywa logarytmiczna: r= ai.

- F—y _lgasinl4-cost ... _ - -
gtxczna. X —x ~ Iga cos Iri—sim = J:g/— wspotcz. ka

towemu stycznej).
Wspotczynnik katowy A, promienia wodzgcego
£_ £ i
réwna sie tgi. Mozemy dowies¢, ze igv = jl-__&ﬁ—jzra‘
to znaczy, ze kat, jaki tworzy styczna z promieniem
wodzgcym posiada dla wszystkich punktéw' danej
krzywej stalg wartosc.

8 2. Punkty podwodjne, punkty zwrotu (ostrza),
punkty sprzezone (odosobnione).

Jezeli we w'zorze (2), po podstawieniu wspoétrzednych
punktu stycznosci, otrzymujemy — =0 i —0) to

otrzymuje posta¢ nieoznaczong i wéwczas dla takiego punktu
(rozwazanego w odlegtosci skonczonej) kierunek stycznej jest
réwniez nieoznaczony. lIstotng warto$¢ powyzszego wyra-
zenia nieoznaczonego znajdujemy wr wiadomy sposob:



skad wynika:

JLL+v (&) ¥ ~f
BV __ 7 bxby~ \ Vbxby) T bx2 by2
dx Qof )
w2
O ile otrzymane wyrazenie nie posiada réwnocze$nie
postaci nieoznaczonej, to za pomocg powyzszego Wwzoru

znajdujemy dla pochodnej w wogole dwie wartosci rézne,
a wiec krzywa w rozwazanym punkcie posiada dwie styczne
rozne, co mozliwe jest woéwczas, gdy dwie gatezie krzywej
przecinaja sie w tym punkcie. Punkt taki nazywamy
punktem podwdjnym (weztem). Azeby dwie znale-
zione wartosci byly rzeczywistemi i réznemi, powinno by¢
*
bb—Zf ¥> m—5 Jezeli natomiast | - \2 SY E—fﬂ
XC)Y]j bx2 ’a \bbej

to styczne schodza sie ze soba, petlica znika wowczas
i punkt podwojny staje sie punktem zwrotu. Jezeli
b*f \2_b2f b dy . -
) by) Tbx- by*_ to dx posiada wartosci ze-
spolone. Punkt ten jest punktem Kkrzywej w tern znaczeniu
tylko, ze wspdtrzedne jego czynig zado$¢ réwnaniu krzy-
wej; nazywamy ¢go punktem odosobnionym, albo
sprzezonym. Punkty podwdjne, punkty zwrotu i punkty
odosobnione posiadajg przeto te wdasno$¢ wspélng, ze
wspotrzedne ich czynig zado$¢ réwnaniom:

wreszcie (



> fi® >y -t

mamy przytem:

punkt podwadjny, jeielié _ )\ 2, 12]:2.5—2/%
» ZWrotu ” ” = "
» odosobniony, ,, ”

7
Rugujac (_%LE z uktadu otworzonego przez réwnania (1)

i (9) otrzymujemy rownanie stopnia drugiego wzgledem
wspoOtrzednych X i T

(«)
jest to réwnanie uktadu dwuch stycznych poprowadzonych
w rozwazanym punkcie krzywej. Dla punktu zwrotu krzy-
wej — lewa strona tego roéwnania jest kwadratem zu-
petnym.

Jezeli wspdtrzedne dowolnego punktu krzywej sg funk-
cjami pewnego parametru: a>= cp(i), y —ty(t), to dla punktu
podwdjnego réwnanie stycznej, w postaci (5) nie zawiera
wyrazenia nieoznaczonego i wolwczas istnieje inny spraw-
dzian dla stwierdzenia punktu podwdjnego, a mianowicie
dwum réznym wartosciom parametru t odpowiadajg je-
dnocze$nie réwne wartosci zmiennej x i réwne wartosci
zmiennej y. Warunek ten wyrazamy w nastepujacy sposob:

*= cp(0= cp(ii); g=\HO"'=t|# - (12)

Rozwigzania powyzszego uktadu réwnan sg wartosciami
parametru odpowiadajgcemi punktowi podwdéjnemu. Pod-
stawiajgc kolejno w rownaniu (5) odpowiadajace sobie
wzajemnie! wartosci parametru, otrzymujemy réwnania obu
stycznych w punkcie podwdéjnym.

Jezeli powyzsze wartosci parametru: t i i, zblizajg sie
do siebie nieograniczenie, to petlica krzywej maleje nieo-
graniczenie, znikajac wreszcie przy t==ti. Punkt podwdjny
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staje sie wtedy punktem zwrotu; dla takiego punktu mamy
nie tylko @(i)= @(gj), >jr(i)= \J/(€l), lecz rédwniez i t= tl.

Zwazywszy teraz, ze dla3punktu podwojnego spetniajg
sie réwnania:

PQ— <P() t(Q—
t—tL ’ t—tt ’

— réwnoznaczne z réwnaniem (12) — niezaleznie od wiel-
kosci petlicy, przeto w wypadku krancowym, to znaczy
dla punktu zwrotu mamy:

IIm<K9-<pft)= o, |[imt(0-y th=3a >lbo:
0— Z—

at:lu b, )

Wspdtczynnik katowy stycznej, rowny —

otrzymuje wtedy posta¢ nieoznaczong 4j i posiada wartos¢
) % d° . .
istotng Otrzymujemy wobec tego nastepujace

réwnanie ukladu stycznych w punkcie zwrotu, schodza-
cych sie ze soba;

{(r-rtg-tr-*)f|]=o0. (14)

Uwazamy za wilasSciwe przedstawi¢ pojecie punktu
zwrotu ze stanowiska czysto geometrycznego.

Bierzemy na krzywrj ciggtej trzy kolejne punkty nie-
skonczenie blizkie: 1, 2, 3 i prowadzimy dwa promienie
nieograniczone, z ktorych jeden, wychodzac z punktu
przechodzi przez punkt 2, a drugi wyprowadzony z punktu 2,
przechodzi przez punkt 3; promienie te mozemy przyjaé
za styczne do krzywej w punktach 1 i 2, poprowadzone
jednostronnie w Kkierunku wzrastajacego tuku krzywej.
Mowimy, ze Kkierunek krzywej zmienia sie w punkcie 2
w sposéb ciagty, jezeli styczne powyzsze tworzg ze sobg
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kat nieskonczenie maty. Nastepuje natomiast przerwa cig-
gtosci w procesie zmiennosci kierunku krzywej, gdy styczne
w punktach nieskonczenie bliskich tworzg ze sobg kat
skonczonej wielko$ci; punkt 2 nazywamy wtedy ostrzem.
Wypadkiem szczegdlnym jest punkt zwrotu, wéwczas mia-
nowicie, gdy styczne 1, 2 i 2, 3 tworzg ze sobg kat 180°.
Azeby sie o tern przekona¢, nalezy rozpatrywa¢ punkt
zwrotu jako taki, ktory powstal z punktu podwéjnego.
Punkty 1 i 3, rozwazane poprzednio w dwucb réznych
potozeniach, umieszczamy obecnie w punkcie podwdjnym,
a punkt drugi — na petlicy, w dowolnem potozeniu. Pro
mienie 1, 2 i 2, 3 tworzg wowczas jedng linje prosta, lecz
zwroécone sg w przeciwne strony i tworzg kat 180°. Rozu-
mowanie takie moze by¢ przeprowadzone niezaleznie od
tego, jak wazka jest petlica krzywej; a wiec stosuje sie
ono i do tego wypadku krancowego, kiedy punkt podwéjny
staje sie punktem zwrotu. Cieciwa 1, 2 staje sie wtedy
ostatnig styczng przed punktem zwrotu, a cieciwa 2, 3
pierwszg styczng za punktem zwrotu. Kazda z tych
stycznych poprowadzona jest jednostronnie w strone ro
sngcego tuku krzywej.

15) Lemniskata: {x2A-y2~—2a?(x2—y23= 0 posiada
punkt podwoéjny: ic= (), y= 0 iw tym punkcie dwie
styczne: Y — + X nachylone do osi odcietych pod
katami 45° i 135° a wiec prostopadie do siebie.

16) Cisoida: y-(2r —x) —a&3= 0; punkt zwrotu, &= 0,
y = 0; styczna Y/~MO.

17) Parabola Neil’a: x3—yw*" —0; punkt zwrotu:
*= 0, y—0; styczna: Y2— 0.

18) f= xi-f-aix2—a2/2= 0; punkt podwdjny; x= 0,
y — 0; styczne: Y =+ X .

19) f—x3~f-xy2—2x2—2i/-j-2=0; punkt zwrotu: x—h
y = 1; styczna: (Y+ X —2)2= 0.



20)

21)

22)

23)
24)
25)
26)
27)

28)

29)

30)
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f—y-—x3—x2= 0; punkt podwoéjny: x= y= 0;
styczne: Y — £ X
f— — 2a2y2—2b2x 2-\- b4—0; punkt po-

dwojny: x=~+ b, y—0; styczne: F = = —V2(X-j-£);
X

Y =+ H{2{X-D).

f—x4—2ay3—3azy2— 2a--\- a4= 0; punkt po-
dw()jny: X™Na, ik—0:x2=-a, I’jY—O; a3= 0, y%— - a

styczne: Y1= + v/ACAi*“ a); 2= £\ ~Cfs+ a)

T\ — <
/= (y—by —(x—a)5= 0; punkt zwrotu: x — a,
y — b; styczna: (Y— b)2— 0.
f—5y2-\-10y —a3-)-2a2-[-5=0; punkt odosobniony:
x=0 y——1
f—(y —x)2—x3= 0; punkt zwrotu: r= 0, y—0;
styczna: Y=X.

f—ay2—x2-\-bx2— 0\ punkt odosobniony: x —0,
y — 0.

==8y2 (2—#)*(!—o0)= 0; punkt odosobniony:
x= 2, y—0.

Spodkowa elipsy: ax2-\-by2— (a2-j-y22= 0;

punkt odosobniony x —0, y —0.

y —ax-\-b ysinx — 1 jest rownaniem ukiadu punktéow'
odosobnionych: x1= J~t y’\—(’ﬂ-, X2= Eit y2—5th
i t d, lezacych na prostej y — ax.

Cykloida: x —a(t —sini), y — a{l—cosi); o (i)
= a(l—cosi)=0, 'J/(i)=asini=0. Poniewaz réwnania
te spetniajg sie przy ¢= 0, 2n, 4jc i t. d., przeto
XxN—0, yt= 0; x2= 2an, y,= 0 i t. d., sg punktami
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zwrotu. Styczne w tych punktach sg prostopadie do
osi odcietych.
31) Ewoluta elipsy:

a2-n* a8—b- . _.
X — mmemmmene- cosst, Yy — --------- . sIn8i
a y B
posiada 4 punkty zwrotu, odpowiadajace wartosciom
it 3ji
parametru: 0, "~ y

8 3. Koto krzywizny i ewoluta krzywej.

Biorgc na krzywej trzy punkty 1, 2, 3, prowadzac
cieciwy 1, 2 i 2, 3 i wystawiajgc prostopadie ze Srodkow
tych cieciw, otrzymujemy w punkcie przeciecia prostopa-
dtych S$rodek kota, przechodzgcego przez trzy punkty krzy-
wej. Gdy te trzy punkty zblizajg sie do siebie nieograni-
czenie, to cieciwy, malejgc nieograniczenie schodzg sie z ele-
mentami krzywej i jednocze$nie z odpowiedniemi elemen-
tami okregu kota. Prostopadie do cieciw stajg sie wtedy
normalnemi do krzywej, nieskonczenie blizkiemi, a koto
staje sie kotem krzywizny. Miarg krzywizny wdanym
punkcie krzywej nazywamy krzywizne kota odpowiadajg-
cego temu punktowi Kkrzywej, wyznaczonego w powyzszy
sposob; przyczem krzywizng kota nazywamy odwrotno$é
jego promienia. Zaczynamy od wyznaczenia $rodka kota
krzywizny, gdy krzywa jest okre$lona za pomocg réwnan;
X = y(t), y= Wit), prowadzimy normalne z dwuch punk-
tow krzywej: x, y \ xt, yt i okreSlamy ich punkt prze-
ciecia. Mamy nastepujgce réwnania normalnych:

(15)
de)

Wspdtrzedne X i Y punktu przeciecia czynig zados¢
obu rdéwnaniom. Wprowadzajagc nieoznaczony na razie
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wspotczynnik m, jako niewiadomg pomocnicza, zastepu-
jemy réwnanie (15) uktadem réwnan:

d - ., dx
X—X—md—)tﬂ Y—y-J-lm.,-dt (7)

i podstawiajgc w rdéwnaniu (16) otrzymujemy rownanie
dla m:
dy dx, , / , dx \dyx

X Mai % dw y-onji-v o) dfj

0

(m
me dydxx dxdyx (18)

dt dti dt dt®

Wracajgc nastepnie do réwnan (17), otrzymujemy
wspoltrzedne punktu przeciecia normalnych; poniewaz je-
dnak punkt przecigcia powinien by¢ wyznaczony zgodnie
z zalozeniem, ze normalne zblizajg sie do siebie nieogra-
niczenie, przeto i dla pomocniczej niewiadomej m, po od-
powiedniem przeksztatceniu znalezionego wzoru, nalezy
wyznaczy¢ krancowg wartosc.

X—X dx y-ih #1
t ot dtf A~ t-t, jdtx

L _ dy: ~dx  dxx (19)
<t dtx dx dt dtx dy
t—tl qt t—.ti dt

Przechodzac za$ do granic, gdy tl staje sie réwnem i,
mamy:
'd_xv  (dyy
\dt. T o\dt)
dxdly dydix
dtdF~~dt d¥
Podstawiajgc znaleziong wartos¢ m we wzorach (17)
znajdujemy wspotrzedne Srodka krzywizny:

(20)
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dx dy
dt dt
dxdhy dyd2x
dt dt2 dt dt2
(dy\ 21 dx
(E£) + \dt) Jdt
Y—Y- ‘dxdhy dyd2
dtdtl dt dt2
Otrzymujemy wreszcie promien krzywizny obliczajac
odlegtos¢ srodka X, Y od danego punktu krzywej x, y:
2

(21)

p=\/(Z-z)2+(r

dx o (dy
\dt ot (22)
dxd2y dyd2x
dl dt**' dt dt2
Jezeli w otrzymanych wzorach przyjmiemy x za zmienng
niezalezng, zamiast i, to otrzymamy wdtoczas y — \¥(x),

dy dy dx d2x .
albo — f(x), di-~dx’ dl~ ' dt2° *0, a wiec:
1+ 9
e (23)
dx2
dy
xm izM dx (24)
dXy d*y)
dx2 dx2
1+
V1 (8) (25)
dsy

dx2
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Jezeli krzywa dana jesi w ukladzie wspéirzednych
biegunowych za pomoca réwnania: r — f(t), to podstawia-
jac we wzorach (21) i (2) x—rcost i y—rnnt, znaj-

dujemy:
GD + '| glt sin /-f- r cos t
X—x- ' e (26)

2 d2r
rdt2

dt T g{t,cost—rsm t

d dr d*r @7)
f2+ 2 dt dI*
* + [11
vV (*) 8)

N [dt dt*
Jezeli wreszcie réwnanie krzywej dane jest w postaci
f(pc, y) ~ 0, to podtug wzoru (7) uktadamy najprzdéd réw-
nania dwuch normalnych poprowadzonych w punktach

*> Vi xi, ?ie
i n/
(X (Y—=y)~ =0 (29)

(X—xJ o y,) a1 . 0. (30)

Dla wyznaczenia wspotrzednych punktu przeciecia X,
y zakladamy, na zasadzie réwnania (29)
X—x Y—y
K~ i
dx dy
podstaw-iamy nastepnie:

X,:X+ ml% r:!|+ ”,IK (31)



w rownaniu (30) i otrzymujemy:

gaA) | - (y— U i PR

% % / \9/1
m,
zzyz. dl 9/
OXe)l/ a”? oK
d/ y« y\ Df
m, & X —x) iig (32)
& dr  vo/ &
Sy, dy da?j da;
da; _ at —X -a dy

Gdy normalne schodzg sie ze sobg, to ich punktprze-
ciecia staje sie srodkiem krzywizny. Znajdujemy przytem
odpowiednig granice wartosci mv

lim 9T 9 e lim Y'Y -9y
dxv dx sgi dy’ mx dxd

_df_d£ ]
lim dy, iy dy/ _ VI . b2fdy.
Xt- mx dx dy da, dy*dx

| |

M
lim A8 (X da; g2, dz dy
4 oa; da;2 bxbydx

Wprowadzajgc znalezione wartosci do wzoru (32) i biorac

~ dar dy zamiast dx1 otr;ymuiemj/ te warto$¢ m, ktora,
po podstawieniu we wzorach (31), daje wspdtrzedne X i T
Srodka krzywizny. Znajdujemy:

[¢>r\2, [dA*
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v(l)+19)
iV vV \2, I*f 8B

\H W,
_idiJigN2. 2300 ddiii _ iliJiA 2
0a2192y $xc>y dxdy — 5if2ls*|
Mozemy doj$¢ do wzoru(34) réwniez w ten sposoéb,

(34)

ze bierzemy dawne wzory (23) i (25) i podstawiamy w nic
dy di~ _df
dx ox "dy
|||(||?210|!A|||| i (1w
d2y T i>x2\l)y X<y dxby = by2\bXi
dx2 /ST
Przekonywamy sie wowczas tatwo, ze m = mlo—f. Na-

lezy przeto we wzorze (34) wzig¢ znak dodatni, albo uje-
mny, stosownie do tego, czy S posiada warto$¢ dodatnia,

czy ujemnag. Zgodne sg wowczas w zupetnosci dwie war-
tosci p otrzymane ze wzorow (25) i (34).

Jezeli v oznacza Kkat, jaki tworzy promien krzywizny,
poprowadzony od punktu krzywej do $rodka krzywizny,
z dodatnim kierunkiem osi odcietych, to mamy woéwczas:

X —Xx . . Y —y
cosv = ———~ —=e==_.sinv—
v-V—x)~  (Y—y)~ T(X-xy+ (Y- yf
Réwnania te decydujg ostatecznie, w jakim Kkierunku od-
mierzy¢ nalezy promien krzywizny na normalnej od punktu
(x, y). Bezwzgledng wartos¢ promienia krzywizny otrzy-
mujemy z poprzednich wzoréw.

W kazdym punkcie krzywej odrézniaé mozemy strone
wklestg od strony wypuktej; wklestg nazywamy te
strone, po ktérej znajduje sie Srodek krzywizny, odpowia-

DtHlip-Nett.. li
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dajgcy danemu punktowi krzywej, strone przeciwng na-
zywamy wypukia.

Kazdemu punktowi krzywej danej odpowiada, wogole,
pewien $rodek krzywizny. Miejsce geometryczne Srodkow
krzywizny jest pewnag nowa linjg krzywa odpowiadajgca
danej; nazywamy jg ewolutag danej linji krzywej. Row-
nania wyrazajgce X i Ti rownanie danej krzywej stanowig
uktad rownan, okreslajacy ewolute; po wyrugowaniu
wspotrzednych punktu krzywej z powyzszego uktadu otrzy-
mujemy rownanie ewoluty w postaci ostatecznej.

Okresli¢ elementy kota krzywizny dla nastepujgcych
krzywych:

32) Koto: —rs—0; %= — X=0 r=0,;

p =% r. Koto krzywizny, wyznaczone dla dowolnego

punktu, schodzi sie z kotem danem.

33) Elipsa: x a cost, ?/=&sini;

Rugujac parametr t zdwuch ostatnich réwnan, otrzymu-
jemy réwnanie ewoluty : \Ib2Y 2-j- Na2X 2= y/(@2— )\

Nastepnie: N=®— R/ Fo-_ azpl ys: P=

34) Hiperbola: +t—p=1;
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.35) Parabola: yi—2px=0Q\ —

jr: __yss; X__X_d—p’ y'::i%PM , P° podstawieniu
otrzymlljjemy z réwnania paraboli réwnanie jej ewo-
luty: *::—g-(X —p)s. Widzimy, ze ewoluta jest
wowczas parabolg Neil’a, (str. 193). Mamy nastepnie

"P=+ L \(P2jr 73

H H . . - - = . —_ N\

36) Cisoida: a3—yt(2r—a)= (); m. 6% (2r —a)
v —ra(l12»-5a:) Hr\Jx _ r\x(Sr+ 3a)s
"~ 3(2r—xf " 3VW@r— -~ P _ + 2(2r — a)*~

a t\
(a—c o, w=vy;
n/ — \ « [ — —
Z—a—-~ —e °), F==Jdp2 a) = 2y;
#A 322

A,
4Vca+ e nj = a
Dla kazdej krzywej, dtugos¢ odcinka normalnej, zawar-
tego pomiedzy krzywg i osig odcietych, oblicza sie po-

dtug wzoru: X —y\"M\-\- linji tancucho-

wej mamy stad N—%Z\ a wiec odcinek normalnej

rowna sie promieniowi krzywizny; znajduje sie wszakze
po drugiej stronie krzywej.

38) Cykloi da: x=a(t—sin/), ?/=a(l —cosi); m——2;
X =="a(t-|-sint), Y= —a(l —cost) ——y. Roéwna-
nia powyzsze okreslaja ewolute cykloidy. Kiladac

zamiast +, mamy X —an — a(ty— sin ij),
Y-\-2a= a{\—cos”™); biorgc nastepnie Xt zamiast
u*
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39)

X —an. i 1\ zamiast 2a, co réwnoznaczne jest
z odpowiedniem przesunieciem osi wspoOtrzednych,
otrzymujemy rownania ewoluty:
XI= a(ty—sin ¢j), Yj= a(l — cos tx),

skad wynika, ze ewoluta cykloidy jest réwniez cy-
kloidg, rowna danej, otrzymang za pomocg przesu-
niecia rownolegtego danej cykloidy; jej punkt po-
czatkowy posiada wspotrzedne air, — 2a. Znajdujemy

= —4asin”™, a poniewaz normalna = 2asin7p

przeto promien krzywizny jest dwa razy wigkszy,
niz normalna. Oba odcinki lezg po jednej stronie
krzywej i wobec tego znajdujemy S$rodek krzywizny
przez podwojenie odcinka normalnej.

Srodek krzywizny wyznacza sie konstrukcyjnie
w nastepujacy7 sposéb: prowadzimy (rys. 14) Srednice
MG, tgczymy G z A i przedtuzamy normalng MB]
punkt przeciecia K jest poszukiwanym $rodkiem
krzywizny i KM jest promieniem krzywizny. Ponie-
waz GN jest rownolegte do BM i rowne BM, mamy
zatem



213

KM = (1+ —k—\BM=A2(at NBM

_2(a-\-r) .ttt 4da(a-\-r) , rt

= YahAT 235N g pa4 p NG T

40) Lemniskata: r = a\jcos2t. Mamy m= A

Y 2acossi 2asin®t a a2
3\Jcos2t 3\/cos2V ~ 3\/cos21 3r
Poniewaz « = rcos¢, y= rsint,, wiec x2-\-m/i=
) _ oy2 1R 2
= fl2cos2i, czyli cos2i= , p= — - Okre-

«2 . 3jx2+ y*
Slajagc sin2i i cos2i w zaleznosci od wspétrzednych

srodka krzywizny, otrzymujemy na zasadzie wzordéw:
.€082<-|-sin2i= 1 i cos2i —sin2i= co0s2i nastepujace

réwnanie ewoluty: 3 (X8-|- Y5 (X®— Y$)& = 2a.

41) Krzywa logarytmiczna: r= al Znajdujemy
m=1; X=-aGgasini, Y=a'lgacosi; p=a*\/lI-f-(Iga)2
Chcac znalezé roéwnanie biegunowe ewoluty wy-
znaczamy promien wodzacy Srodka krzywizny

==\]X2-\-Y*=:at\ga. Kladac nastepnie' Iga= as,
mamy R = a t+i, a wiec ewoluta krzywej logarytmicz-
nej jest krzywa logarytmiczng, rowng danej i pow-
staje z danej krzywej przez obrot o kat e.

8 4. Punkty przegiecia.

Jezeli trzy nieskonczenie bliskie punkty krzywej lezg
na jednej prostej, to odpowiednijpromien krzywizny staje
sie nieskoriczenie wielkim. Gdy x, y sa wspotrzednemi je-
dnego z takich punktéw, to roznice X —x i Y —y otrzy-
mujg wartosci nieskoriczenie wielkie. 'Jezeli jednocze$nie
zmieniajg sie przytem znaki powyzszych réznic, przy
przejsciu przez punkt x, y, to zmienia sie rodzajNkrzy-
wizny wr ten sposéb, ze strona wklesta staje sie stronag
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wypuktg i nawzajem. Podobny punkt (X, y) nazywamy
punktem przegiecia.

Rozwazamy uktad réwnan, ztozony z réwnania krzy-
wej, i rdwnania, wyrazajagcego warunek istnienia nieskon-
czenie wielkiego promienia krzywizny, i rozwigzujgc ten
uktad, otrzymujemy wspo6irzedne wszystkich tych punktow,
ktéore moga by¢ punktami przegiecia. Sg one istotnie punk-
tami przegiecia, jezeli w tych punktach nastepuje zmiana
znaku réznic X —x i Y —y.

Jezeli réwnanie krzywej dane jest w postaci f(x, y)—0,
to zgodnie ze wzorem (34) p otrzymuje warto$¢ nieskon-
czenie wielkg, gdy:

iV m2 a2jiw va2 o
P x2, ] dx dy dx Oy  by'l\bxf

Lewg strone powyzszego rOwnania mozemy przedsta-

wi¢ w postaci wyznacznika; mamy wowczas:

cY 0Y Dbf
dx* bxby 'oici
0Y 92f bf\v |
| O#'c)y 0y- &l :0- (35)
Yf -wW Q
dx i)y
Mnozac trzecig kolumne przez (n— 1), dzielimy je-
dnoczes$nie wyznacznik przez n —1i kladziemy nf zamiast
zera; otrzymujemy wtedy:
I t'i O o_n~Z
i 0a:2bx$y 0)x
i ey aY (n_{kL _
n—110#07 02 Oy 0 (36)
bf df ,
I t>x By nf

Odejmujemy nastepnie od elementdw trzeciej kolumny
odpowiednie elementy pierwszej kolumny pomnozone przez x
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i odpowiednie elementy drugiej, pomnozone przez y. Tym
sposobem sprowadzamy (n—1)i do postaci nastepujacej:

i 2i b 2f G dav b*f

da;2 dz*by ~da; da;2 " bxby

b*f 1 i n ' dZ- b*f
bx by  py* (-1 d?/~ 1 daby Vby* 37
li bf raf 1 bf bf

da; by * da; ~ vy by

Zaktadajac, ze dana funkcja f{x, y) zostata sprowa-
dzona do postaci jednorodnej f(x, y, z), mozemy zastoso-

wac twierdzenie Eulera’ x g)—( 4 I))I/ —42L—Z = nf. gdzie n

tif bf Dbf
da;” byl bz
sg rowniez funkcjami jednorodnemi, a mianowicie stopnia
{n— 1), to na zasadzie tegoz twierdzenia:

oznacza stopien funkcji. Poniewaz nastepnie

X by f b*f b*f _ : ii
bx2 ~' Y bx by bx df X<7!) da
b*f b*f b*f i
-(n—1!t! 38
be bx be* bybz™ (n )by (38)
b*f b*f *2f

—n—nllL
Xozge: Ybzby  bzz T Pz
Dzieki powyzszym zwigzkom sprowadzamy rdéwnanie (37)
do postaci:
iiiojy_ dy
bx* bxby bxbz
P JIt ili iiL
nm  bybxeby2 bybz
i1l bt
da; da Z¥)z
Zaktadajgc w otrzymanym wyznaczniku 2=1, wra-
camy do dawnej funkcji f(x, y) i otrzymujemy réwnanie,
wyrazajace warunek istnienia, nieskofczenie wielkiego pro-

:0. (39)
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mienia krzywizny. Przeksztalcamy dalej otrzymane réw-
nanie, mnozac elementy trzeciego wiersza przez (n —1)

oV Sof 62
6a;2 dxc)y bx c)z
1 03/ 0 2f >7 -0
-iy , odydx Dy2 dyhz 7
dx

Odejmujac od elementéw trzeciego wiersza odpowie-
dnie elementy pierwszego pomnozone przez X i odpowiednie
elementy drugiego wiersza pomnozone przez y, otrzymu-
jemy po uwzglednieniu wzoréw (38) i po zatozeniu z— 1:

c2' av **f
hxs dx oy dxdz
J1= (n— )sA= G%zfx C&fIZ A%o- 0. (a0
i)2f 602
dzd% d;zc)y 061z2

Pochodne czastkowe drugiego rzedu wystepujgce w rowr
naniach A—0, albo Al= 0 sg wogo6le funkcjami stopnia
(n—2), a wiec otrzymane rdwnania sg stopnia 3 (n—2);
rownania te przedstawiajg pewne krzywe rzedu 3 (n —2).
Wspotrzedne punktoéw przegiecia krzywej / = 0, otrzymane
przez rozwigzanie uktadu rdéwnan: /—O i A= 0, albo
JL=0 sa jednocze$nie wspOtrzednemi punktdw przeciecia
danej krzywej f— 0z krzywa J, =0. Punktow tych krzywa
rzedu n posiada przeto wogo6le 3n(n—2). Krzywe dru-
giego stopnia nie posiadajg punktow przegiecia, (por. zad. 48).

Jezeli krzywa jest okre$lona za pomocg rdéwnan:
*= @), ,y.==\|/(i), to promien krzywizny, zgodnie ze wzo
rem (22) staje sie nieskonczenie wielkim, gdy:

dx dry dy d )
di"dt2~~dt'dt2 > “1)



i zrébwnania tego otrzymujemy wartosci parametru odpo-

wiadajace punktom przegiecia.
Dla réwnania y = f(x), zgodnie ze wzorem (23) oma-

wiany warunek sprowadza sie do:

d2y
dx2 [ | (42)

Dla nastepujgcych linii krzywych znalez¢é rzeczywiste
punkty przegiecia, nie lezagce w nieskoniczonosci.

42)

43)

44)

f—xi-\-y3-\-8axy =
Réwnanie jednorodne: xs-)-y3-\- 8axyz-\~zz= 0.

X az ay
A= 63 az y ax
ay ax z
’\g —xyz (1 -]- 2a3 —a2(x3-f-y3-fz3 = 0; 2= 1,

woéwczas mamy: ¢3—s-f- 1 1_13613_)()/—0. Z row-
nania lego, rozwazanego tgcznie z réwnaniem f= 0,
znajdujemy: e= 0, y——1; x ~ —1, i/= 0, jako
wspotrzedne punktéw przegiecia.
f= x3—3ax2-Acy="0.
Réwnanie jednorodne; xs—3axiz-|- c2yz2= 0.
6 (®— az) 0 —6ax
A= 0 0 2¢c22
—6ax 2cZ 2cly

—J1= 24(ec —a)cd= 0. Z réwnan Jx= 0 i /=0

znajdujemy x= a, y— ~ 3 jako wspotrzedne punktu

przegiecia.

f—xly —x-\-y — 0, albo x2y —xz2-\-yz2= 0.
Warunek: x3 X2 —2x—y=0. Punkty przegiecia:
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45) f—(a—xY ~y —0. Warunek: (a—#)3= 0. Punkt
przegiecia: x =a, y—0.
46) f—xi—aixt-\-a3y —0. Punkty przegiecia: x — + e
ne
Y=T%q
47) f= y—a3= 0. Punkt przegiecia: »= 0, y= 0
48) Znalez¢ punkty przegiecia stozkowej, gdy roéwnanie
jej dane jest w postaci ogolnej:
"Ay*+ 2Bxy + Cx*+ 21)y+ 2Kx+ F—0.
2C 2B 2E\
2B 2A 2D
2E 2B 2F
Wyznacznik A jest niezalezny od x i y; jezeli nie
jest on rdéwny zeru, to krzywa nie posiada zadnego
punktu przegiecia. Jezeli natomiast wspotczynniki
réwnania krzywej, czynig wyznacznik, totsamosciowo
rownym zeru, to stozkowa w kazdym punkcie po-
siada krzywizne rowna zeru i jest wowczas uktadem
dwuch prostych.
49) Znalez¢ punkty przegiecia krzywej y = sina:.
X—0, £nyzx 2« = 3T, it d, y=0.

§ 5. Pola ligur ptaskich.

Chcac obliczy¢ pole figury ptaskiej, ograniczonej tu-
kiem krzywej AB, rzednemi AO i BE i odcinkiem GD
osi odcietych (rys. 15), dzielimy GD — (b—a) na n czesci
rownych, kltadgc ——"= 8, i wystawiamy rzedne we
wszystkich punktach podzialu. Tym sposobem pole figury
podzielimy na n czesci. Przy dostatecznie matem 8 pole
kazdej z otrzymanych czesci figury, np. MNQP, mozemy
mierzy¢ iloczynem 8 przez jedng z rzednych, ograniczaja-
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Rys. 15.

cych te cze$¢?figury. Jezeli przeto y — f(x) jest réwnaniem
krzywej, to dla poszukiwanego pola, zgodnie ze wzorem (15),
str. 185, wynika wz6r

Pole A5X>0=Iim8[/'(a)+ /'(a+6)+ ..+/n6- 8)]=] bf(x)dx.

Chcac dalej obliczy¢ pole ograniczone krzywg -4MBNA
(rys. 16)
Rys. 16.

prowadzimy dwie rzedne "AB i BG, styczne do krzywej;
cata krzywa lezy przytem pomiedzy stycznemi AH i BG.
Jezeli MP=F(x) =Y, NP=f(x)=vy, OH= a OG=b,
to zgodnie z dowiedzionem poprzednio
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H A M B G — f bF (x ) x o=
Ja ja
|bf(X)dX= fly dox
Ja Ja

H A N B G =

a wiec
Pole » w s v a - J'\F(x) —f(x)]dx=J b(Y—y)dx. (43)

Jezeli odcietg punktu krzywej rozwazamy jako funkcje

Rys. 17.

BM=(p(y)=x, to ptrzymujemy
Pole AMONA —V N"N>(y) —@(y)] dy = I (X —X) dy.

Jezeli wreszcie krzywa dana jest w ukladzie wspot-
rzednych biegunowych, to prowadzgac promienie wodzace,
rozktadamy pole ograniczone krzywg- na czesci postaci
MMtX\N (rys. 18) i zaktadamy OM=R, 0 X —r, OM"NJEty,
ONj.=ru kat MOA —t, kat MIOA= , kat DOA = vy,
kat BOA = 8.
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Rys. 18.

Zaktadajac, ze kat MIO M =tl—i jest nieskonczenie
maty, przyjmujemy tuki ilOZ, i NNt za odcinki prosto-
linjowe; wobec tego mamy:

Pole NMMtJA = —
Pole i2iVH)iEE~1im va 1L ISIRGITHL FEIWFIT G 47y

gdyz ostatecznie BX=B, rl=r, sin(f£,—f)—aTc(tl —t)zz=dt.
Jezeli ma by¢ obliczone pole OBMDO, to nalezy zatozy¢
r= 0,skad wynika:

Pole OBMDO=J""dt.
50) Obliczy¢ pole ograniczone tukiem paraboli y2= 2px,
rzedng y i osig odcietych.
X rx, 2
/ydx—J [\JZpxdx=-00f~"]j
tuk paraboli zawarty pomiedzy wierzchotkiem
i punktem (x, y) dzieli prostokat o podstawie x i wy-

soko$ci y w ten sposéb, ze dwie trzecie pola tego
prostokata stanowi czeS¢ zawarta wewngtrz paraboli.

H ) [] i
s J



51) Znalez¢ pole kota; x = rcost, y = rs\nt.
dx— —rsintdt; przy x= Q £= 7 przy x=rt
t— 0. 1
Pole=4J ydx=—4J"'""r2sin2£c£E=4r sin2tdt=rix.
¥
52) Znalez¢ pole elipsy; x = acost, y = bs\nt.
Pole—4 | ydx— 4 [ af>sin2EifE=af> | sin2EcE£=af)ji.
Jo J * Jo
z
53) Obliczy¢ pole figury ograniczonej tukiem hiperboli

_ U\: | * cieciwg prostopadtg do osi odcietych.

/ Pole= ZJaydx—ijadin/’Eé 1

Otrzymang catke przeksztatcamy, ktadac x —a —"

;ﬁ N
il= _ — ; przeksztalcenie takie jest mozliwe, poniewaz

wyrazenia powyzsze czynig zado$¢ réownaniu krzywej. Przy
£= 0 x= a i dx —"{et—e~hdt, wiec:

Bole= 20 (e+—e~f)928’}£:a—b(<—?"e'* -Et\\—xy—abtt.
Nastepnie: = skad £= g™ + yj-

Pole= aii/—abig ~ + jj-

54) Dane jest rownanie hiperboli odniesionej do asymptot.
Réwnanie krzywej: xy=m 2 A jest poczatkiem uktadu
wspoétrzednych réwnolegtych, S — wierzchotkiem hi-
perboli, SB — rzedng i AB —p — odcieta wierz-
chotka; .MjDjest rzedng i AD — x odcietg dowolnego
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56)

57)
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punktu M hiperboli, — kat utworzony przez asymp-
toty = a. Obliczy¢ pole SBDM.

Mamy ukiad wspétrzednych ukosnych, wiec réz
niczka pola= ysinadx, wowczas:

Znalez¢ pole figury ograniczonej gatezig cykloidy
i osig odcietych; x= a(t—sint), y —a{l—cosi).
& fo2x
Pole=/ ydx —a-/ (1 —cosiytzE=

Wyznaczony jest tuk krzywej, w przedziale od i= 0
do t= J za pomocg rownan x —a( l—cost), y = at.
Obliczy¢ pole ograniczone tukiem Kkrzywej, rzedng
dla +—n i osig odcietych,

Pole = agl_/ i)t sin tdt = azr.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej gatezig epicykloidy
i dwoma promieniami kota podstawowego, poprowa-
dzonemu do koncow tej gatezi;

Wyobrazmy sobie (rys. 14, str. 196) krzywg EM
wykreslong az do punktu Q, w ktérym spotyka koto
podstawowe, wéwczas, AEMQA jest tg figura, ktdrej
pole mamy obliczy¢. Prowadzimy promien AM =J1t
i zaktadamy kat MAE —y. wdéwczas:

u
Poniewaz Ri—xi-\--y*, tgy=—. cos2p—
X X Ty

X, Yy sa wspoOtrzednemi punku J, wiec



58)

59)

60)

dt~ R2 ~

R2
pI-4f W Gy, ffi_csif

Azeby utworzy¢ figure nalezy wykonac cat-
kowity obrot kota tworzacego, zatem ma by¢ rt — 2an
czyli t= Zﬂl
oa—r
T
Pole La+ r) 1—cos—i dt
Elo- *.-

\V
_ (a-f-r) (2a-j-r) «jt
r
Odejmujac pole wycinka kotowego .4EQA = arjt,
otrzymujemy pole EMQBE.
Pole kardioidy = CaZ23 otrzymujemy z poprzedniego
wzoru, kiadac r==a.

Znalez¢ pole lemniskaty: R 2= a2cos2t.
a

Pole = 2a2l 4cos2tdt=a2
=2i :

Znalez¢ pole krzywej Archimedesa: R = at utworzo-
nej przez pierwszy obrdét promienia wodzacego.
Pole=| 3 f"t‘dU 4aw

§ 6. Obliczanie dtugosci krzywych plaskich.
Jezeli x, y i xIt yy sa wspérzednemi dwuch dowminych.

punktowTM i Afj krzywej ptaskiej, to cieciwa:
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MMi= s= \% —2i)2+ (*--«i)2= ®- )\/14-('z~r)
Wynika stad wzor na rézniczke tuku:

ds—dx \dxj:

Jezeli a i a sg odcietemi koncow A i B danego tuku, to:

§= -rcAw AYFE + W 49>
Gdy odcieta jest dana jako funkcja rzednej, to zaktadamy:

§= sj(x-xj2+w-ihv={y —yiNi+ ([E~)’

/ dec\h
skad wynika nastepnie: ds==dyy 1,-j-|( CC} >ijezelipib
oznaczajg rzedne koncow tuku, to mamy:
(50)

Dla réwnania postaci: f(x,y) = 0 otrzymujemy ze wzoru (49):

<5))

of

stad zas, na podstawie zwiazku' 9~f’\dx =— 7" dy,

t+ 1d9j I dk 52>

Jezeli wreszcie okre$lona jest krzywa za pomocg réwnan

x=<p ), y= -tyf) i zatozymy a= cp(y), fr= cp(c), to ze
wzoru (49), mamy:

s=/>W W +(3?)' >

61)’ Obliczy¢ obwod kota; x = rcost, y — r%\nt.
reox

S—j dt\J(sin2t-f- cos2t)r2=2rx.

Dolp-Notto, 1»
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62) Obliczy¢ diugos¢ tuku paraboli od wierzchotka do

punktu (x, y)\ y2= 2px.
ly y-l_‘})lk__l-p_
P

63) Znalez¢ dtugos¢ tuku paraboli NeiTa od wierzchotka
do punktu (x y); y2= axs.

5=lwit¥=" (149 -f-7
64) Obliczy¢ diugos¢ tuku krzywej taricuchowej od naj-
nizszego punktu tej krzywej do punktu (&, V),

ml —. —
V—Y \e™+ e

S==z1 dxy'4-j-(eh—e m) = —jem—e m]= \jy2—m?2

tuk linii tancuchowej zawarty pomiedzy najnizszym
jej punktem i punktem (x, y) jest rownowazny dru-
giej przyprostokatnej takiego trdjkata prostokagtnego,
ktérego jedna przyprostokatna réwna sie rzednej m
najnizszego punktu, a przeciwprostokatng jest rzedna
konca tuku.
65) Znalez¢ dtugos¢ tuku cykioidy :
x —a(t—sin/), y= a(t - cos/).
HE - - [0t
S=aJ dt\j'20'—cos/)= 2aJ $§in27¢é= Sa.
66) Obliczy¢ diugos¢ tuku epicykloidy.

(af)+(af) = 4 (. + ™t

S—2(a-j-r)J >sm~tdt=\a" :p -

Kiadac a= r otrzymujemy diugos¢ kfirdioidy = 16«.
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67) Znalez¢ dtugos¢ tuku krzywej Archimedesa; r'=at
t\jlL-j- 24dg ¢c—yl 21
68) Obliczy¢ obwod elipsy; x —acosi, y = bs\nt:

Czwarta eze$¢ obwodu elipsy réwna sie:

TC T

S—J dt\aXin2t-\-b2cos2l aj dty 1- —J*-cos*|I
fi . a2— b2
e =al dt\JT—eZcos2f, ktadac — =e.
_ . A G . .
S = a- |2e20032t 8e4cos i |b860036| di;
an
Y

§ 7. Obliczanie powierzchni obrotowych.

Jezeli krzywa ptaska obraca sie dokota osi odcietych, to
z obrotu tej krzywej powstaje pewna powierzchnia krzywa.
Jezeli y jest rzedna, odpowiadajgca elementowi linji krzy-
wej, to rézniczka powierzchni obrotowej jest powierzchnig
boczng stozka Scietego, w ktérym obwdd przeciecia $rod-
kowego = 27jr, a tworzaca jest rozniczka ds tuku linji
krzywej; to znaczy, ze rozniczka powierzchni obrotowej
d0 = 2ynds i jezeli a i b sa odcietemi konAcéw tuku
krzywej, to:

°c = 2* | IV t+ (s |V * <34>

69) Znalez¢ powierzchnie czaszy kulistej, jezeliy = \j2rx—x2
jest rownaniem okregu tworzgcego i h jest wysokoscig
czaszy.

0= 2nfd dx'l2rx~ x2\J1+ [fifirx*=2r*h-
n*
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70)

71)

72)

73)

Obliczy¢ boczng powierzchnie stozka obrotowego.
Jezeli y —kx jest rownaniem tworzacej stozka
i h jest wysokosScig stozka, to:

0 —2Tex\JIl -f Wf xdx = kxh*

Poniewaz = tga, gdy a oznacza kat nachylenia two-
rzacej do osi odcietych, wiec Tch—r = promieniowi
podstawy i h\jl + X2—s— dtugosci odcinka tworzg-
cej. Po podstawieniu tych wartosci mamy: 0=rns.
Obliczy¢ powierzchnie powstalg z obrotu cykloidy
dokota osi odcietych; x — a{t — sini), *;/— «(1— cos¢).
rei -.

0 —2a2i (1 —cosi)\/2 (I — cosi) di
64

3

Obliczy¢ powierzchnie paraboloidy obrotowej. Row-
nanie paraboli: y2= 2px.

ar t
sina-dt =
2

0= 2n\Jp_ dxJp-\-2x= [(p-f 2*)f—pi].
Jo 0

Obliczy¢ powierzchnie elipsoidy obrotowej.
Wypadek pierwszy: elipsa obraca sie dokota
osi wielkiej.
Jezeli y2= b—2(al—x3 jest réwnaniem elipsy, to

12bnfa e
dx\]laA— (a2— b2 x 2
2 Jo

Zaktadamy a2— b2— e2 wowczas:

0= —N | dx Ja* —ex?2
2 aldo

4 .
xJal— e2x2Ai ae arc sin e;;

L= ogt+ - 0L - apcsin 132 P2
2 Jaz—b2

asz— a -

2 a2
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Wypadek drugi: elipsa obraca sie dokota osi
matej.
1 2arc
2 ~b* ~Jody
5 62 + 6Igle’\+c Vi4-j- e2y*

2 b = a0t - :a:::: |% I_|- ....... °..
2

Co otrzymujemy z powyzszych wzoréw, gdy A= a?

§ 8. Obliczanie objetosci bryt obrotowych.

Jezeli czes¢ plaszczyzny, ograniczona tukiem krzywej,

dwiema rzednemi i osig odcietych, obraca sie dokota tej

osi,

tworzac bryte obrotowa, to rdzniczka objetosci otrzy-

manej bryly dV=y"i7tdx\ gdy a i a sg odcietemi koncéw
tuku, to znajdujemy wzdr na objeto$¢ bryly obrotowej

74)

75)

76)

77)

F = 5tJ y 2d x
Obliczy¢ objetos¢ kuli.
F = 2-tp (r* — x 2 d x = ~ r3jr

Znalez¢ objetos¢ elipsoidy obrotowej powstatej z obrotu
elipsy dokota osi wielkiej.
2x|>2h v 7 4abai
[ — (a - ox 1)y d ox o~ -
Obliczy¢ objetos¢ warstwy paraboloidy obrotowej.
Jezeli xx i x2 sg odcietemi koncow tukéw para-

boli, to:

F=2pxj xdx—2p-x Jj (%, - X,).

Znalez¢ objeto$¢ bryly, ktéra powstaje z obrotu fi-
gury plaskiej ograniczonej jedng galezia cykloidy
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78)

i osig odcietych, gdy o$ odcietych tgczaca konce da-
nego tuku jest jednoczes$nie osig obrotu.
-* - fox t .

/ (1 —cosi)3di==8a3x]) sin6—dt = 5a3jr2
W kole, ktérego promien =)\ rozwazamy odcinek
kotowy, ograniczony cieciwg réwng 2s. Obliczyé obje-
tos¢ bryty powstatej z obrotu tego odcinka kotowego
dokota srednicy poprowadzonej rownolegle do cieciwy.

~ F==jrd (r2—x2dx— sk (r2—s32;

4
F= -65 3rt
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