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Streszczenie. W pracy został podany i udowod
niony wystarczający warunek stabilności globalnej 
dla pewnego typu nieliniowych równań różnicowych. 
Przeprowadzono porównanie tego warunku z warunkami 
stabilności dla liniowych równań różnicowych. Po
dano przykłady zastosowania warunku dla układów z 
nieliniowym impulsatorem o modulowanej wysokości 
i szerokości impulsu.

MiSS.

Układy impulsowe,,w których występuje chociażby jeden element 
nieliniowy prowadzą do nieliniowych równań różnicowych. Do a- 
nalizy stabilności takich układów R.E. Kalman i I.E. Bertram w 
pracy [i] stosują drugą metodę Lapunowa, opierając się na ra
chunku wektorowym. Podają oni wystarczające warunki stabilno
ści dla układu impulsowego dającego się opisać za pomooą ukła
du nieliniowych równań różnicowych.

W praoy [2.J J.Z.- Cypkin podaje wystarczający warunek sta
bilności dla nieliniowych układów z impulsatorem o modulową- 
nej wysokości impulsu. Warunek ten polega na wprowadzeniu pew
nych ograniczeń w stosunku do impulsowej charakterystyki czę
stotliwości części liniowej układu.

ff niniejszej praoy autor podaje oryginalny wystarczający 
warunek stabilności nieliniowych układów impulsowych,opierając 
się na rekurencyjnej metodzie analizy, tzn. wykorzystując fakt 
że równanie różnicowe m-tego rzędu jest wzorem rekurencyjnym,
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z którego nożna obliczyć wartość funkcji dla dowolnego ar gu- 
ttentn n, jeżeli znane są jej wartości dla u kolejnych po— 
przednich wartości argumentu,

2 , I :-r:d wystarczającego warunku asm ~to tyczne.i s ta b iln o śc i

globalnej nieliniowych układów inculscwych

E-ędziemy się zajmowali układani, w których, przebieg interesu
jącej nas wielkości da się opisać za pomocą równania różnico
wego m-tego rzędu o postaci:

yn «  + sl, n5" n-r-n-i +*” + Łn,nyn =  0 <*>

gdzie współczynniki a Ł, i = 1 ,2 ,...,*.
są i unio: ani zmiennych y^, 7nłl*»--«*Tn + -_1
czyli ogólnie jest

= a. (v  ̂ . . . . .  v }i,n i '* n 1 * zh-± ’ 1' nw-mr-i1

0 funkcjach a , i = l,2 ,...,m, zakładany de są ciągłe.
Dla takich układów udowodni nr następujący wystarczający wa

runek asymptotycznej stabilności zlcbalnej:
Układ opisany równaniem (1) jest asymptotycznie stabilny gko— 
balnie w obszarze określonym nierównościami;

y* <  y*; z = 0 ,1 ,... ,e- 1 ; (2)

gdzie y* =*- O, jeżeli dla każdych warunków początkowych y* *
należących do obszaru (2) jest spełniona nierówność?

mm

f o  *  y  s i fv ? ' ó , 5r i * * * * T y L - i ' :  i 1 (3)
i=i
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Dowód:
Z równania (1) mamy:

y = "flj y„ j “•»«* & y n+m n+m—1 mfn n (4)

Zmienną yQ można traktować jako ciąg, którego m+i kolejnych 
wyrazów jest powiązanych wzorem rekurencyjnym (4). Weźmy pod 
uwagę ciąg modułów jyn j* Oznaczamy przez j yn+j£; j największą
z wartości |yn+jj.|i gdzie k = 0, i, m-i.*Jest zatem:

7n+k.mx
Dalej mamy:

■ n+m a — a.i,n yn+c-i “ ••• “ am,n yn <

■« Iai,n yn+mr-i + ••* + am,n yn| <

n+kmi m,n n+^mi

A więc:

|ynW> < r n+3tmi (5)

gdzie

1=1
i»n I

Nierówność (5) Jest prawdziwa dla dowolnego n. wynika z niej 
że jeżeli Jest spełniony warunek (3) w przedziale (2), wtedy 
dla dowolnych warunków poozątkowych z przedziału (2) Jest rów
nież

Ajj < i dla n = O, i, 2,... 
i lim An * i.

(6)

n —— co
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Oznaczamy teraz przez największy ze wszystkich war
tości jakie przyjmuje A^, gdy n zmienia się od zera do nie
skończoności. Ze względu na zależności (6) wartość taka ist
nieje i spełnia nierówność

> dla n = 0 , i, 2

a więc

yn+n < yn+k < yn+kmx mx mx
czyli

yn+m yn+k ^| my mx

Dla wyrazu rn+k.mx
również zachodzi nierówność (8):

,mx

Na podstawie nierówności (8) i (9) mamy

'n+k,mx I n+kmx - ® + kimx mx

y•'n+m

ff końcu otrzymujemy:

yn+m

yn+k - m + kimx mx

yo+ komx | ^n

mx

(7)

(8)

O)

gdzie s Jest nie mniejsze od części całkowitej ilorazu 
a | yo + komxi^est mo<łułem wyrazu należącego do warunków po
czątkowych.
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Ze względu na nierówność (7) mamy:

lim lv*yo+k < sa 0 |
— •“ oo i omx mx

zatem wyrazy ciągu jyn+mj» a więc 1 ciągu yn+m są zbieżne
do granicy równej zeru 1 układ jest asymptotycznie stabilny
globalnie w obszarze (2).
Jeżeli równanie różnicowe

y ,m + cc, y„J.„ ą + . . .  + cr „y„ = 0 (i')n+m i,n n+m—1 m, n n ' '

ma współczynniki

yn+l* yn+2.....yn+m-i> <10>

wtedy wystarczający warunek stabilności globalnej przybiera
postać:
Układ opisany równaniem (i*) jest asymptotycznie stabilny glo
balnie w obszarze określonym nierównościami:

Jeżeli dla każdyoli warunków początkowych y* należących do te
go obszaru jest spełniona nierówność;

m
(ii)^n “ Z  lrti , n h q < 1

i®i
dla n = 0 , 1 | 2 . ... 
q >■ 0.

Nierówność (li) musi być w tym przypadku spełniona po to aby 
istniała wartość cC -= i.
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wystarczający warunek stabilności Jest

|“l,n| ł <15>

dla n » 0, i, 2, ...

Wystarczające i konieczne warunki stabilności układu liniowego 
o równaniu różnicowymi

yn+2 + ai yn+i + a 2 = 0

są
i + a^ + a2 > 0

i - a2 > 0  (i6)

i - a^ + a2 > 0

t

Na płaszczyźnie ai«a 2 warunki (i6) przedstawiają część
płaszczyzny ograniczonej trójkątem cc jest widoczne na rys. i.
Dla porównania na rysunku tym naniesiono również obszar wy
znaczony warunkiem (i5). Jest to kwadrat leżący wewnątrz trój
kąta określonego warunkami (i6). Jeżeli punkty o współrzęd
nych , « 2 leżą wewnątrz kwadratu spełniając warunek
(i5), to nieliniowy układ impulsowy jest na pewno stabilny. 

Należy przy tym podkreślić, że punkty (c i  , a ) mogą sięX | U 6  f D
zupełnie dowolnie przemieszczać wewnątrz kwadratu (iS) ze wzro
stem n, gdyż dla funkcji ee. i cc, nie było żadnych o-i-1 D ¿|Q
graniczeń. Jak widać przy zupełnie dowolnych funkcjach cc. ix, n
et, obszar współczynników stabilnych ct. . eC, _ jest mniej-“ jU 1 )Q
szy od obszaru współczynników stabilnych a^ i a2*
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Rys. 1

Jeżeli współczynniki równania różnicowego (14) nie zależą 
bezpośrednio od n, wtedy zgodnie z (p) warunek nasz ma postać

Jai(y<>» yi )) + |a2<yo> yV\ (17)

dla dowolnych warunków początkowych y* i
nierówności ly y’ !yii

yi spełniających

mamy określone współczynniki a
y
i

Dla każdej pary y*, y*
.,n -,

my aby spełniały nierówność (17). Na płaszczyźnie
od których żąda- 

al,n> a*2,n
nierówność (17) określa również pewien obszar, którego grani
ca pokrywa się z granicą obszaru (15).

Łatwo dać przykład takich funkcji a? i at . że punk-1)11 U | 11
ty (a* , a* ) będą leżeć wewnątrz obszaru (16) a na granicy1)11 <2 |U
obszaru (i7), a przebieg 
Niechaj;

i,n

będzie niestabilny.

gdy yn i y,n+l

*2,n = 0,5 niezależnie od

kowe znaki} 
gdy yn i y 
znaki;
yn> yn+i'

n+l

mają Jedna-

mają różne
(18)
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Dla tak określonych funkcji można za pomocą metody rekuren- 
eyjnej, korzystając z równania (14) wyznaczyć kolejne warto-
ócl, yn* 1 tak Jeżeli y‘ = 1 1 y± = to y2 - -i»y3 =* -1»
y4 = +1 , yg = +1 , itd. przebiegi powtarzają się i układ jest 
niestabilny.

k0 T

ną funkcją

n+i

 v---
kr 

Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiony Jest 
schemat blokowy układu z obiek
tem inercyjnym i rzędu, którego 
działanie można opisać za pomo
cą równania różnicowego o współ
czynnikach (18). Impulsator o 
modulowanej wysokości impulsu 
ma czas trwania impulsu znacz
nie mniejszy od okresu impulso
wania, a więc przebieg x jest 
w przybliżeniu schodkowy.Wzmoc
nienie regulatora k Jest pew-

£n i £n+i ’ Mamy mianowicie:

gdy £n i £n+i mają Jednakowe znaki

kr gdy £n i £n+1 mają różne znaki

Dla takiego układu mamy przybliżone równania:

'n+i Jnyn D + * 0 xn+i(l-D>

yo “ yn £n (19)

x . - x_ a k £„ n+l n r n n
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gdziej T±

T - stała czasowa obiektu, 
kQ - wzmocnienie obiektu,

- okres impulsowania impulsatora, 
kr - wzmocnienie regulatora.
Regulując z układu równań (19) zmienne y t xn, yQ otrzymu

jemy równanie:

en+2 + T- i - D + k0kr (1-D)J £n+1 + D n = O (20)

Wystarczy teraz dobrać parametry układu:

_ I
D = e T = 0,5;

V r  “ ko ^  = 2i

aby otrzymać równanie różnicowe o współczynnikach (18). Zatem 
układ o takich parametrach będzie niestabilny. Dla podanego 
przykładu wystarczający warunek stabilności globalnej (17)jest 
również warunkiem koniecznym. Wymagana zależność od i

mo$e być zrealizowana za pomocą układu przekaźnikowego.

c) Układy impulsowe wyższych rzędów
W przestrzeni m-wymiarowej o współrzędnych a^ n, n, ... ,

am . .ub oc. , oc« ,..., oc „ nierówności (3) i (ii) o- m,n* l»n 2 ,n’ m,n v v '
kreślają obszary współczynników stabilnych. Łatwo zauważyć, że 
obszary określone nierównościami (3) i (ii) mają wspólną po
wierzchnię graniczną otaczającą obszar stabilnych współczynni
ków równania (i) i (i’)« Dla układów impulsowych wyższego rzę
du zawsze obszar współczynników stabilnych równania nielinio
wego jest częścią obszaru współczynników stabilnych równania 
liniowego.
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Jeżeli założymy, że współczynniki nieliniowego równania 
różnicowego (i) mają określony znak, wtedy dla pewnych przy
padków warunki stabilności nieliniowego .i liniowego równania 
będą się pokrywały. I tak np. jeżeli wszystkie współczynniki 
równania nieliniowego mają ujemne wartości wtedy dla równania 
nieliniowego mamy warunek;

" ai,n ~ a2 ,n " *•’ " am,n ̂  1 »

a dla równania liniowego - warunek:

“ ai “ a 2 “ ''* “ am ^ 1 ’

będący Jedną z nierówności warunków Hurwitza. Obszary wyzna
czone warunkami (2i) i (22) pokrywają się. Drugi przypadek 
jest wtedy gdy znaki współczynników a^ n i a^ są takie, że:

sgn aj^ = sgn at » sgn(-l) 1+1 .

W tym przypadku warunek nieliniowego równania jest:

ai,n - a2,ń + a3,n “ * * ~ + am,n ** (23>

a dla równania liniowego:

ai - a2 + a 3 - ... + (-l)m+i am <  i (24)

i obszary stabilnych współczynników równania liniowego i nie
liniowego pokrywają się.

Dla równania różnicowego drugiego rzędu oba rozpatrzone 
przypadki zachodzą gdy a2 a -c 0 i a2 0. Na rys. i widaó, 
że w tym przypadku granice kwadratu (iT) i trójkąta (15) po
krywają się.
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4. Przykłady zastosowania wystarczającego warunku Btabllnoóol 
globalnej

Przykład 1

Rozpatrzmy układy regulacji z obiektem inercyjnym i rzędu,któ- 
rych schematy blokowe są przedstawione na rys. 3. W obu ukła
dach występuje element nieliniowy. Zakładamy, że czas trwania 
impulsu jest krótki w porównaniu z okresem impulsowania,a więc 
że przebieg x jest schodkowy. Dla układu z rys. 3a mamy rów
nania:

T. T .

yn+i 6
T

+ ko Xn+i Cl - e )

y  — y  sr g  
Jo Jn n

£in “ k(£n^£n
(25)

n+i - x = k £r ln

a)

b )
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gdzie:
T - stała czasowa obiektu,
k - wzmocnienie obiektu,o

- okres impulsowania impulsatora,
k(En) - wzmocnienie elementu nieliniowego.
Rugując z układu równań (25) zmienne yfl, xQ, Y0

trzymujemy równanie

£n+2 + [- i - D t W i S ^ i J d - D ) ]  En+1 + D6n - 0 (26)

gdzie: .T̂
- ~D a e

Dla układu z rys. 3b można napisać:
_ ! i  _ !i

*n+i = yn e T + koxin+i ^  ' e T }

x . - x„ - k_£ n+i n r n
(27)

Xin " k<xn>xn

Rugując z układu równań (27) tym razem zmienne yn, 6n, 
i podstawiając yQ = 0 (tzn. licząc wszystkie zmienne od ich 
stanu ustalonego) otrzymujemy równanie:

xn+2 t [" 1 D + k0^rk(xn+1)(i-D)] xn+± + Dx q - 0 (28)
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Jak widać równania (26) i (28) mają identyczne współczynni
ki. Wystarczający warunek stabilności rozpatrywanych układów 
jest zatem:

|- i - D + kokrkz(i-D) | + |d |< i (29)

gdzie
k - zmienna wartość wzmocnienia elementu nieliniowego.

Z

Warunek (29) po prostych przekształceniach można sprowadzić do 
warunku:

Dla identycznych układów liniowych tzn. gdy kz = const otrzy
mujemy warunek stabilności

ko kr kz< 2  H i  <3i>

Rys. 4
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Na rys. 4 przedstawiono dopuszczalne zmiany współczynnika 
wzmocnienia układu otwartego (dla różnych wartości stosunku 
Tj/T) wyznaczone z warunku (30). Dla porównania przedstawiono 
na tym rysunku obszar wartości kQ kr kz i T^/T wyznaczony 
z warunku (31).

Warunki początkowe y*, y* dla których nieliniowy układ 
jest stabilny wyznaczymy bezpośrednio z nierówności (30). Będą 
to takie warunki |y* | < y* i |y*| c y*, dla których Jest 
spełniona nierówność (30). Wartość y* będzie oczywiście za
leżeć od rodzaju nieliniowości elementu nieliniowego - może 
być ona równa nieskończoności i wtedy układ będzie stabilny 
dla dowolnych warunków początkowych.

Przykład 2
Na rys. 5a przedstawiony Jest schemat blokowy układu regu

lacji impulsowej z modulacją szerokości impulsów, w którym wy
stępuje obiekt inercyjny i rzędu.

Zakładamy, że Impulsator podaje impulsy takie, że czas trwa
nia każdego impulsu jest proporcjonalny do wielkości sygnału 
błędu £ w chwili rozpoczynania się tego impulsu*-*. Oddziały
wanie każdego impulsu na część liniową układu można zastąpić 
oddziaływaniem różnicy dwóch funkcji A l(t), odpowiednio
względem siebie przesuniętych. Korzystając z tego faktu i kła
dąc yQ = 0 mamy następujące równania:

* [(n+i)Ti - f] “ 1 [nTi “ I ] " " kiT V <32>
gdzie

A » A sgn y [nTi -4]i

T = k2 | y[nT± - f] | gdy | y¡tt*! - J] |‘ < ymx

*) Większość impulsatorów, w których występuje "mechanioznef ba
danie położenia wskazówki przyrządu pomiarowego ma taką za
sadę działania.
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1=1.mx gdy r[nTi "i]|
k2 - współczynnik proporcjonalności impulsatora

y [(«.Dli - f] = y[M l  - |le' (Ti ‘ ̂  + k ♦

+ “o* fnTl - lit1’« (T‘  ̂+ >̂l0|- ŁoklAs[Tl - f ♦ f| *
■ W . K - f - l ]  -+ m i " e

_(T _ r  + i)i_V1i 2 + 2 JT

- k k.A T o 1 s o i - e
(T _ 1! - Ł)i_ t1! 2 2;T (33)

Występujące w równaniach (32) i (33) wielkości x [nli ” ^] 1
y[nTi - nie są wielkościami skwantowanymi w czasie, • gdyż 
chwile nT^ - ̂  nie powtarzają się okresowo, a zatem nie są 
to funkcje dyskretne w sensie Cypkina. Oznaczając jednak

- *[“*1 - f] 1 *n " *K -
można traktować i yQ jako pewne ciągi wartości dla ros
nącego n nie interesując się specjalnie chwilami, w któryoh 
one przypadają.

Mamy zatem:
xn+i “ Xn ~ " kik2^ n

yn+i " ^n0 + koxn^-D) ~ M l ^ n  + (34)

+ 2 kokiAsTo B sh W *

' W równaniach tych przyjęto, że chwila nTi przypada w po
łowie czasu trwania impulsu. Ogólnie można przyjąć,że chwi
la nT. "dzieli" impuls w stosunku od i (l-cc)T gdzie 
0 <  off <  i.



22 Ilyszard Gessing

gdzie

D = e B = e
_ (T _ l’)i_ U i 2 'T0

Oznaczając przez
sh 2T-

% ~ T
2T

dostajemy z układu równań (34) równanie: 

Xn+2 + [- 1 - D. + k(i - ka B)] Xn+i + D(i-k) + kk̂ ,B J xn = 0

(35)

gdzie
k f= k k.k„ A. o 1 2

A zatem układ z rys. 5a jest na pewno stabilny gdy

j - i - ł) + k(i - kT B) | + j D(l - k) + kk^ B |<i

Korzystając z tego, że

D(l-k) + kkTB = B
JL. JLT 2T

e + k(kT - e °)

gdyż
kT ^ i

można warunek (36) sprowadzić do postaci:

(36)

2D
_  _L_2T

1 - B(2k_ - e °)

< k < 1 - D (37)



Wystarczający warunek asymptotycznej stabilności.♦ 23

Występujące w nierówności (37) wielkości

L(t,f) o ----- 2D T i P(<C,«r) - ^ - § - 5 ,
i-B(2kr-e 2T°)

są wielkościami zmiennymi w zależności od długości impulsów 
T li ' .  Wystarczy zatem, aby nierówność (37) była spełniona
dla takich kombinacji T i T’ , dla których wielkość LCTjT’)
przyjmuje wartość maksymalną a wielkość P(T.,T’) - wartość mi
nimalną. Łatwo zauważyć, że pmin(‘r»‘T’) występuje wtedy gdy
wielkość D przyjmuje wartość minimalną (ponieważ 0 < D < 1) 
co zachodzi dla T i TT’= 0. Rozumując podobnie można
dęjść do wniosku, że L (T ,7’) zachodzi dla wartości T = 0
1 't'’= T n,-r 1Ul) % X 1 T’= X *tu v mx mx

Jeżeli nierówność (37) zachodzi dla wszystkich kombinacji
0 X ś f i 0 = s T ’=£T , wtedy układ jest stabilnymx mx
dla warunków początkowych: |y*| *£ |y£ixl * |yi| |ymx| gdzie 
!ymx| ̂  |ymx| * W wyprowadzonym wystarczającym warunku stabil
ności (37) występuje ograniczenie współczynnika k "od do
łu", jest to zatem dosyć ostry warunek, wynika to stąd, że 
wyprowadzając warunek (3), nie nakładaliśmy żadnych ograniczeń 
na współczynniki równania różnicowego. Za to występujące w wa
runku (37) k nie musi być wielkością stałą, może być dowolnie 
zmienne w granicach nierówności (37) i układ będzie stabilny.

5. Zakończenie

Występujące w układach impulsowych wielkości i yQ itd.
można traktować jako ciągi. Takie podejście ma pewne zalety: 
po pierwsze - umożliwia włączenie nowego aparatu matematycz
nego dla rozpatrywania układów impulsowych;
po drugie - można w ten sposób rozpatrywać układy impulsowe, w 
których interesujące nas wielkości nie są wielkościami skwan- 
towanymi w czasie.
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Poza tym, przy tej metodzie równanie różnicowe jest wzorem re- 
kurencyjnym, z którego łatwo obliczyć każdy następny wyraz 
ciągu, gdy znane Jest m - wyrazów poprzednich. Bardzo łatwo 
zatem można bezpośrednio z równania różnicowego obliczać prze
bieg przejściowy interesującej nas wielkości, jeżeli znane są 
warunki początkowe. Przedstawiony w tej pracy wystarczający 
warunek stabilności nieliniowych układów impulsowych został 
wyprowadzony przy wykorzystaniu tej właśnie metody.

Na zakończenie należy podkreślić, że niniejsza praca po
wstała w wyniku dyskusji z kolegami na zebraniach Katedry Teo
rii Regulacji Politechniki Śląskiej. Pragnę w tym miejscu po
dziękować Panu Prof. dr Stefanowi Węgrzynowi za cenne uwagi i 
wskazówki dotyczące pracy, a Panu dr inż. Adamowi Bukowemu za 
aktywny udział w dyskusji.
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JIOCTATÔ HH E yCJOBMH ACCWIOTOTjWECKOtl yCTOttHMBOCTM 
ß B0JK1U0M JIJIH HEJMHEtteyX HMnyJECHHX C14CTEM

P e 3 a  m e

B CTflTBe npe^CTaBJieHo h ÄOKa3SHO ÄOCTaTOHHHe ycJioBun ycToiinnBocTH b öojibiuom 
MH onpexeJieHHoro Tana HeJiHHeftmx pa3H0CTHHX ypaBHenna. 5oKa3aTe.ni>CTBO npoBe- 
ÄeHO c  noMombB peKyppeHTHoro MeTo.ua, ncnojn>3yH t o t  | s k t ,  h to  pasHocTHoe ypaB - 
HeHHe n -T o r o  nopnjtKa no cymecTBy 3 to  peKyppeHTHan $opMyjia, Ha ocHOBamiH k o -  
Topofl MOÄHO bhhhcjihtb 3HaaeHne JyHKiuiH ju isi npoH3BOJiBHoro apryMeHTa ecjm H3Be- 
cth h  ee 8HaaeimH ajih noc^eaoBaTeJiBHHX, npeijnencTByararoc 3HaaeHn2 apryMeHTa. 
HaHo cpaBHeHHe 3Toro ycjioBHH c ycjioBHKMH ycToäWBOCTH jyrn JfflHearaoc pb3hocthhx  
ypaBHemia. ß CTaTBe ahhh T axxe npHMepH npHMeHeroui HafUeHHoro ycjioBHH k ciiCTe— 
mbm c  HeJDiHeäHHM HMnyjiBCHHM peryjiHTopoM c MOAyjmwell b hcotk  7i nnipHHH HMnyjit- 
COB.

A SUFFICIENT CONDITION FOR THE GLOBAL ASYMPTOTIC STABILITY 
OF NONLINEAR SAMPLED-DATA SYSTEMS

Summary

A sufficient condition for the global stability of certain non
linear difference equations has been presented and proved in 
this paper. The condition has been proved by means of a recur
rence analysis method based on the faot that a difference equ
ation of order m is a recurrence relation from which it is pos
sible to get the value of the function for any value of the ar
gument n, if the values of the function for m previous ar
guments are known. The condition obtained has been compared 
with the stability conditions for linear difference equations. 
Some examples of the application of this condition for systems 
with a nonlinear Impulsator generating amplitude - and width- 
modulated pulses have been presented.


