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Streszczenie. W pracy podany jest sposób otrzy- 
mywania równania różnicowego zamkniętego układu re­
gulacji z nieliniowym impulsatorem dającym prosto­
kątne impulsy

a) o modulowanej wysokości,
b) o modulowanej szerokości i zmiennym początku,
c) o modulowanej szerokości i ustalonym począt­

ku.
Za pomocą tego sposobu zostały wyprowadzone wzo­

ry na współczynniki równań różnicowych dla wymie­
nionych przypadków.

Podany jest również sposób rozwiązania nume­
rycznego otrzymanych nieliniowych równań różnico­
wych, przy dowolnym przebiegu wielkości zakłóca­
jącej. Otrzymane równania różnicowe mogą służyć 
również do badania stabilności układu za pomocą 
wystarczającego warunku stabilności podanego przez 
autora.

i. Wst_gp
Do analizy pracy nieliniowych układów impulsowych stosowane 
są w zasadzie trzy metody: metoda funkcji opisującej, metoda 
płaszczyzny (przestrzeni) fazowej i metoda równań różnicowych.

Metoda funkcji opisującej jest metodą przybliżoną, określa­
jącą warunki istnienia przebiegów periodycznych. Jest ona o- 
pracowana dla przypadków, gdy okres drgań periodycznych jest 
wielokrotnością okresu impulsowania. W innych przypadkach przy 
stosowaniu tej metody napotyka się na duże trudności.
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- Za pomocą metody płaszczyzny (przestrzeni) fazowej można 
przeprowadzić Padanie stabilności układu i określić pewne 
wskaźniki regulacji takie jak: wielkość i. ilość przeregulowań 
i periodyczność lub aperiodyczność przebiegu wielkości regulo­
wanej .

Metoda równań różnicowych jest metodą będącą jeszcze w sta­
dium rozwoju i polegającą na badaniu rozwiązań równań różnico­
wych. Za pomocą tej metody można badać zarówno stabilność u- 
kładu jak i wskaźniki jakości regulacji takie jak: czas regu­
lacji, wielkość przeregulowań, błąd statyczny i dynamiczny. 
Wskaźniki te można bezpośrednio znaleźć z rozwiązania równa­
nia różnicowego. Cała trudność polega na braku . dostatecznie 
opracowanej teorii rozwiązywania nieliniowych równań różnico­
wych. Jeżeli jednak znamy równanie różnicowe, to rozwiązanie 
numeryczne dla określonych warunków początkowych można znaleźć 
za pomocą metody rekurencyjncj, jak to będzie pokazane w dal­
szym ciągu pracy. Poza tym stabilność układu można określić za 
pomocą kryteriów stabilności wprost z równania różnicowego, 
bez szukania rozwiązania.

Punktem wyjściowym metody równań różnicowych jest ułożenie 
równań różnicowych układu.

Przeprowadzona tu klasyfikacja metod badania nieliniowych 
układów impulsowych została zaczerpnięta z pracy.[i], będącej 
referatem wprowadzającym do "Teorii układów dyskretnych" na 
I Kongresie IFAC w Moskwie w 1960 roku. W pracy tej E.I. Jury 
podsumowując rozwój tej dziedziny nauki pisze:... "W ostatnim 
okresie wysiłki są skierowane głównie na badanie własności rów­
nań różnicowych, w związku z tym w znacznej mierze wyjaśni się 
obraz metod rozwiązywania, klasyfikacji i zachowywania się roz­
wiązań tych równań".

W tej pracy zostały opracowane równania różnicowe dla ukła­
dów regulacji dowolnego rzędu z nieliniowym impulsatorem dają­
cym prostokątne impulsy w pierwszym przypadku o modulowanej 
wysokości i dwóch pozostałych przypadkach - o modulowanej sze­
rokości.
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Podany jest również sposób znajdowania rozwiązania nume­
rycznego otrzymanych nieliniowych równań różnicowych, przy do­
wolnym przebiegu wielkości zakłócającej. Otrzymane równania 
różnicowe mogą stanowić podstawę do badania stabilności ukła-
du, za pomocą wystarczającego warunku stabilności 
przez autora.

podanego

2. Układy regulacji z nieliniowym impulsatorem o prostokątnym 
kształcie impulsów

Będziemy się zajmowali układami, w których część ciągła jest 
liniowa, a impulsator jestrnieliniowy o modulowanej wysokości 
albo szerokości impulsów. Nieliniowość impulsatora o modulowa­
nej wysokości impulsów wynika z nieliniowej zależności ampli­
tudy od sygnału błędu. Impulsator o modulowanej szerokości im­
pulsów wprowadza do układu nieliniowość wynikającą wprost z 
zasady jego działania. Rozpatrzymy kolejno układy regulacji z 
tymi impulsâtorami.

a) Układ regulacji z nieliniowym impulsatorem o modulowanej wy­
sokości impulsów

Schemat blokowy takiego układu został przedstawiony na rys. i.
Zarówno część ciągła i, jak i

I n

+

Rys.

impulsator 2 występujący na tym 
rysunku są liniowe.Nieliniowość 
impulsatora została przedsta­
wiona przez oddzielny blok ele­
mentu nieliniowego 3.

Równanie różnicowe dla ta­
kiego układu można ułożyć wyko­
rzystując opracowane w litera­
turze wzory na funkcje przej­
ścia dla liniowych układów im­
pulsowych. W tym celu należy
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napisać wyrażenie na operatorową funkcję przejścia otwartego 
układu impulsowego składającego się z elementów i i 2 :

K* (q) „  s A a l  (1)
X*(q)

Następnie należy z równania (i)przejść na równanie różnicowe
wiążące wielkości x(n) i y(n)

y(n+m) + ajly(n+m-i) + ... + affiy(n) =

* bjLx(n+m-i) + ... + bmx(n), (2 )

i napisać pozostałe równania dla.układu z rys. i:

y0(n) - y(n) = 6 (n)

x(n) = f[fi (n)j = cn £(n)

gdzie
Cn

(3 )

Po wyrugowaniu nie interesujących nas wielkości z układu rów­
nań (2) i (3) otrzymujemy w końcu szukane równanie różnicowe 
zamkniętego układu regulaoji.

W dalszym ciągu pracy wyprowadzimy wzory na współczynniki 
równania różnicowego (2) bez korzystania z dyskretnej trans­
formacji Laplaoe’a, pokazując pewien sposób wyprowadzania tych 
wzorów przydatny dla układów z impulsatorem o modulowanej sze­
rokości impulsu.
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b) Układ regulao.1l z impulaatorem o modulowanej szerokości i 
zmiennym początku impulsów*)

Wśród impulsatorów o modulowanej szerokości impulsów rozpo­
wszechnione są impulsatory, w których występuje okresowe me­
chaniczne badanie położenia wskazówki przyrządu mierzącego sy­
gnał błędu. Kilka takich impulsatorów Jest opisanych w pracy
[2] , większość tego typu impulsatorów wysyła impulsy, których 
szerokość jest proporcjonalna do wartości sygnału błędu w 
chwili rozpoczynania się impulsów przy czym chwile rozpoczyna­
nia się poszczególnych impulsów zmieniają swoje położenie 
względem równo od siebie oddalonych chwil ilj, w zależności 
od wielkości sygnału błędu. Na rys. 2a został przedstawiony 
schemat blokowy układu z impulsatorem o modulowanej szerokości 
i zmiennym początku impulsów, a na rys. 2b - przebieg impul-r 
sów w takim Układzie. Jak widać chwila iT^ (T^ - okres im­
pulsowania impulsatora) dzieli impuls o szerokości w sto­
sunku ot i i- oC , gdzie ci spełnia nierówność O < oc < i 
i w ogólnym przypadku, podobnie jak i ^  może zależeć od 
wartości sygnału błędu x w chwili (i - oC^jTj. wielkość cC 
zależy oczywiście od konstrukcji impulsatora.Charakterystyczną 
własnością takiego impulsatora jest to, że wielkość x(i-c<'|̂ ), 
która decyduje o szerokości impdlsu  ̂ nie jest wielkośoią 
skwantowaną w czasie, gdyż chwile i -ee^ nie powtarzają się 
okresowo. Dla wyprowadzenia równania różnicowego układu zamk­
niętego należy najpierw napisać równanie różnicowe układu ot­
wartego wiążące wielkości x i y, co zrobimy w dalszej czę­
ści pracy.

*) Ze względu na brak w literaturze opracowań odnoszących się 
do takich impulsatorów, w pracy będą one nazywane jak wyżej.
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c) Układ regulacji z impulsatorem o modulowane.1 szerokości 1 
ustalonym początku impulsów

Zasada działania takiego impulsatora została przedstawiona na 
rys. 2c. W tym przypadku początek impulsu zawsze przypada w 
chwili iTj. Wielkość x(i) decydująca o szerokości impulsu 
Jest w tym przypadku wielkością skwantowaną w czasie. Jak wi­
dać Jest to szczególny przypadek impulsatora z punktu b- mia­
nowicie przy et = 0.

Dla napisania równania różnicowego zamkniętego układu zaj­
miemy się podobnie Jak w poprzednich przypadkach, równaniem 
różnicowym układu otwartego.

3. Równanie różnicowe otwartego układu impulsowego

a) Układ z liniowym impulsatorem o modulowanej wysokośol im-

Zajmiemy się teraz układem składającym się z liniowego impul­
satora o modulowanej wysokości impulsów i szeregowo z nim po-

pulsów

łączonego elementu ciągłego (rys. 3a). Zakładamy, że opera-

ż] itl 1*2j AjX(i)l(t-i-7)
t

,Rys. 3
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torowa funkcja przejścia elementu ciągłego Jest znana i ma po­
stać:

K(s) = = Jt |k(T)l
M(s)

gdzie:
k(T) - czasowa funkcja przejścia elementu ciągłego,

JL - symbol transformacji Laplace'a - Carsona.
Zakładamy, że L(s) i M(s) są wielomianami, takimi że sto­
pień licznika jest nie większy od stopnia mianownika. Rćwnanie

M(s) =» 0

posiada i różnych pierwiastków nie równych zero i jeden równy
Tzero. Wprowadzamy teraz nową skalę czasu t = . Dla opera-
I

torowej funkcji K(p) odpowiadającej czasowej funkcji k(t) = 
= k(t Tj) = k(T) mamy:

Ł(f-)
K (p> = = K(f-) = — ¿ y

TI -
co wynika ze znanego dla rachunku operatorowego twierdzenia o 
zmianie skali. Znając zatem K(s) możemy obliczyć K(p). Dla 
czasowej funkcji przejścia k(t) elementu ciągłego w nowej 
skali czasu t mamy.wyrażenie:

l
k(t) =

gdzie

V  Pk1D0 + jL Dk e * + D_±t
0 k=i K 1 .

i(t) (5)

D0 " [fp °k - p^p^T* D-i =
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Impulsator podaje na układ ciąg impulsów takich, że wysokość 
i-tego impulsu jest proporcjonalna do sygnału wejściowego x 
w chwili t = i (rys. 3b). Każdy z impulsów można przedstawić 
za pomocą różnicy dwóch funkcji kjX(i)i(t-i) odpowiednio 
względem siebie przesuniętych (rys. 3c).

Przebieg y^t) pochodzący od działania i-tego impulsu ma 
zatem postać:

y^t) = kj-xU) [k(t-i> - k(t-i-y)]

Oznaczamy:

k (t-i) = k(t-i) - k(t-i-7) (6a)

Funkcja y w chwili t przyjmuje wartość wynikającą z działania 
wszystkich impulsów, które wystąpiły przed chwilą t. Dla cza­
su t spełniającego nierówność n-i+<y < t -= u mamy więc:

n-i
y(t) = kj ^  x(i) k (t-i) 

i=0

Jeżeli stopień L(p) jest mniejszy od stopnia M(p) wtedy na wte­
dy na podstawie twierdzenia o wartościach skrajnych dla ra­
chunku operatorowego mamy k(0) = K(°°) = 0. Dla wartości dy­
skretnej y(n) Jest zatem:

n-i
y(n) = kj ^  *U)k (n-i)*l (7a)

i=.0

Jeżeli wielomiany L(p) i M(p) są tego samego stopnia, wtedy 
może być k(0) 0, Równanie (7a) jest wtedy prawdziwe dla
impulsów które przyjmują w chwili t a i  wartość nie k.,.x(i) 
lecz wartość równą zero, co zazwyczaj.zachodzi w układach 
spotykanych w praktyce.
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Uwzględniając zależności (5)^ (6a) i (7a) otrzymujemy!

n-i l . .
V  , . V  Pk(n_i) 

y(n) =. kj 2, x (*) 2, Bk 6 
i=.0 ' k»0

gdzie

(8a)

L(Pk) i_e 
p^ T —  J k = l ł 2  1

Bo = sf§}? » po " 0

Utwórzmy sumę:

Y (n) = y(n+m) + ajLy(n+m-i) + ... + affly(n) (9a)

gdzie liczba m i stałe alf a2, ..., am zostaną później ob­
liczone. Uwzględniając (8a) otrzymujemy dla siuny (9a) po prze­
kształceniach wyrażenie:

n-i l PŁ-(n-i) p,m p, (m-i)
Y(n) « kj £  x(i) 2] B e e + a± e k - +...+a | +i=0 kio K L 1 mJ

V 1 [ r 1 Pk (n+m-i) n+m 2 p (n+m-i-i)
¿ " J E  i(i)e - * ‘ i l  *<*>■
k=0 Lian i«n

+ am-ix (n)e kj (i0a)

Aby zaleinośó (iOa) była równaniem różnioowym musi być

p.m Pk(m-1)
e + a ^ e  + . . . +  am =« 0 (ii&)

+ kj ; B,,| > x(i)e ■ + / x(i)e +..+

dla k = O, i, ...
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Zależność (iia) jest równaniem algebraicznym m-tego rzędu,
którego rząd m i współczynniki a. (i = i, 2, ..., m) ohoe-> kmy obliczyć, a którego pierwiastki są znane i wynoszą e (k » 
a 0 , i, ... 1). Aby równanie (iia) mogło być spełnione dla 1+i 
pierwiastków musi być m = 1 + i. Współczynniki równania (iia) 
obliczamy na podstawie wzorów Viety:

Po Pi P2 P1a^ a — e — e — e — ... — e

Pn pi po P2 pl—i pi / .»a2 = e e + e  e + . . . + e  e (12o)

( -i \m «P° „P1am = (—i) e e . •. e

Ponieważ równanie (iia) spełnione jest również dla pierwiastka 
pQ a i, więc dla współczynników a^ mamy zależność

i + aj_ + a2 + • • • + am ™ 0 (i3a)

Uwzględniając w równaniu (lOa) zależność (iia) dostajemy po 
przekształceniach równanie różnicowe otwartego układu impulso­
wego o postaci:

y(n+m) + a1y(n+m-i) +i..+ amy(n) a

a b^in+m-i) +...+ bmx(n) (i4a)

Dla. stałych współczynników b^ mamy wzory:

bi - 4  X  ®k Z .  ai-j ®PkJ (l5a)k=0 Jai

gdzie oznaczono a0 a i.
Otrzymane równanie różnicowe jest równaniem liniowym, którego 
rząd jest równy rzędowi mianownika operatorowej funkoji przej­
ścia elementu ciągłego.
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b) Układ z impulsatorem o modulowane.1 szerokpśoi i zmiennym 
początku impulsów

Rozpatrzymy teraz równanie różnicowe układu z rys. 3a, w któ­
rym występuje impulsator o modulowanej szerokości i imiennym 
początku impulsów. Przebieg impulsów w tym przypadku został po­
kazany na rys. 2b. Zakładamy, że część ciągła układu posiada 
funkcję przejścia taką samą jak w przypadku a, a więc funk­
cja k(t) jest określona wzorami (5). Impulsator daje impulsy
o szerokości:

Ti = kjjxU -<*«jf1)J gdy |x(i “ « y  i ^ l x j  

7i a 7mx 3 kl|Xmx| gdy M 1 W

gdzie:
kj - "wzmocnienie" impulsatoray
x ^  - wartość x przy której następuje nasycenie impul­

sât ora.
Podobnie jak w przypadku a) przebieg y^Ct) pochodzący od 
działania i-tego impulsu ma postać

y^t) = a sgnjxCi-ocy^J ̂ kCt-i+oc^J-kit-i-Cl-ci)^^ (6b)

Ze względu na pracę zamkniętego układu regulacji interesują 
nas teraz wartości wielkości x i y w chwili t = n-cC(yn(n =>.
= i,2,...). Należy pamiętaćo tym, że funkcje x(n -cc<yn) i
y(n ~<x̂ a) nie są dyskretnymi funkcjami w sensie Cypkina,gdyż
chwile n-oC^n nie powtarzają się okresowo. Oznaczając:

x(n -cc<yn) = xn i y(n -<Xfn) = yn (Tb)

będziemy wielkości _xQ i yQ traktowali jako ciągi.



Zakładając, że dla t -s 0 x(t) = 0  i uwzględniając wzory (5) 
(6b) i (7b) mamy podobnie jak w przypadku >&:
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V 1 p, (n-cci-i)
yn “ Z  yiin-rt7n) “ Z  Hgn[xi ] Z  ^ , 1  6 ' (8b)

i=i i=i k=0

gdzie

Bo,i - I 0 t  ̂ i} p0 “ °*

W dalszym ciągu postępujemy podobnie jak w przypadku a. Two­
rzymy więc sumę:

m
Yn = yn+m + fiyn+m-i + *'* + fm yn “ Z  *i yn+m-j <9b>

j==0

gdzie f = 1 , a liczba m i wielkości f2, ..., fm zo­
staną określone w'dalszym ciągu. Uwzględniając (8b) mamy po 
przekształceniach:

V  r i ł  W Pk (n_i) V  f Gpkim-j-^n+m-j) ^
Z  SSnN Z  V i  6 2-1 i +i=l k=0 j=0

1 mpl n+m-j-i p (n+m-j-« 7 .-i)
* a  Ż  E  ' j I  t _  (iob>k=0 j=0 i=n

Zależność (10b) będzie równaniem różnicowym jeżeli:

3Pk (m“i-a 7 n+m-i) . , , ."pkrt<Tn .̂  / k ^ W

dl& k

t, e K +.••+ f_ e “ = e
1 m (iib)
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Z układu równań (iib), których jest 1+i można wyznaczyć wiel­
kości ®dy nal+i. Z wzorów Cramera mamy wtedy:

gdzie: \ 1 ... 1 

^(m-i-^^n+m-i)’ Pi(m-2-rtVm-2)- ’ ^ k «?

Pl(m-i-«T ±) M m - 2-cef n+m_2). “P i « T n
9 « 6 V”)®

(1 2b)

a A., jest wyznacznikiem, który powstajesz A przez zastąpię- 
nie i-tej kolumny wyrażeniami wolnymi' -e , ♦* Ponieważ
A + O (pierwiastki po, p±f..., Px są różne), więc wielkośoi 
f , f2 , fm są Jednoznacznie określone. Jak widać są to
funkcje zmiennych fn , f?n+m lub ponieważ «f± -kjJkJ
wi ęc:

fi = fi(xi» xn+i* **•• xn+m^

Ponieważ p = O . więc na podstawie równania (iib) mamy nastę­
pującą zależność dla funkcji f^:

i + f± + f2 + ... + fm - O (i3b)

Uwzględniająo w równaniu (iOb) zależności (iib) i podstawiająo

sB°[|] ■ T s [  ■ i r 1  <lłb).

gdzie 7* =• dla dowolnej wartości x±, otrzymujemy po
przekształceniach równanie różnicowe otwartego układu o posta­
ci :

rn+m + fi yn+m-i + * *' + fm = 6i xn+m-i
(i5b)
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Dla współczynników mamy przy tym wzory:

Otrzymane równanie (i5t>) Jest nieliniowe, gdyż zarówno współ­
czynniki t± Jak i g± są funkcjami xQ , xn+1»•••*xn+Itt-

Należy pamiętać o tym, że występujące w równaniu (i5b)wiel- 
kości xn i yQ nie są dyskretnymi funkcjami lecz ciągami. 
Równanie to wiąże m+i kolejnych wyrazów tych ciągów i przez 
analogię do równania (i5b) nazywamy go równaniem różnicowym.

c) Układ z impulsatorem o modulowane.1 szerokości i ustalonym 
początku impulsów

Zajmiemy się teraz otwartym układem przedstawionym na rys. 3a, 
w którym występuje impulsator o modulowanej szerokości i usta­
lonym początku impulsów oraz część ciągła o funkcji przejścia 
K(p) analogicznej jak w przypadkach a i b. Przebiegi im­
pulsów w takim układzie są przedstawione na rys. 2o. Jest to 
szczególny przypadek układu z punktu b - mianowicie dla a = O. 
Podczas gdy w przypadku b wielkości x(n~<*7n) 1 y(n_oCtTn) 
nie były wielkościami skwantowanymi w czasie, to teraz wielko­
ści x(nj i y(n) są wartościami funkcji x i y w równo 
od siebie oddalonych chwilach czasu, jak w przypadku a.

Wyprowadzone w przypadku b wzory uproszczą się po uwzglę­
dnieniu tego, że oC = 0. Tak więc mamy:

Po 0
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Zależność (81») ma teraz postać:

n-i 1 Pv(n-i)
Bk,i  e

1= 1 k=0

y(n) = A ^  sgn [x(i)] e k (8c)

Równanie (llb) jest teraz takie jak (lia). Stałe współczynniki 
a^, a2, am obliczamy tak jak’w przypadku a z wzorów
(12a). Dla tego układu otrzymujemy zatem równanie różnicowe o 
postaci

y(n+m) + a1y(n+m-i) + ... + amy(n) =

= g*x(n+m-i) + ... + g*x(n)

gdzie stałe współczynniki a.,.a9, ... a określają równaniax (-• IQ
(1 2a), a dla funkcji g*, ..., g* mamy wzory:

\ 1 P J
g* = kTA _ J / „ / a-i -i e ^ (16°)i X n+m-i B̂. nam- 1

k=0 k,n+m 1 j=i

i = 1 ,2 ,...,m

gdzie:

* =  ^__n+m-i V* .** n+m-i
Tn+m-i = |x (n+m“i)| • dowolnej wartości x(n+m-i);
a^_j określają wzory (i2b); aQ = i.

Otrzymane równanie różnicowe (i5c) jest równaniem nieli­
niowym, jest ono jednak znacznie prostsze niż równanie (i5b). 
Lewa strona równania (15c) jest taka sama jak (i4a), a wystę­
pujące po prawej stronie równania współczynniki g^, ...,gm są 
funkcjami (każdy jednej zmiennej) takimi, że:

gi = gi^n+m-i^ = g**(x (n+m“i)) d.la 1 = i *2  m (I6c)
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Widać tutaj duże podobieństwo budowy równania różnicowego (l5c) 
i równania różnicowego (i5a). Dla przeanalizowania różnicy 
między nimi napiszemy wzory (i6a) i (i6c) w nieco innej niż po­
przednio postaci.
Wzory (i6a) można inaczej napisać:

1 1 P J
»i ■ Z  Z  “i-j • k (i6o'>

k=0 j=i

a wzory (i6c):

1 1 P j
= ^  flUnML 2  n+m-i X s  ® ^ 'n+m 1 k=0 j=i

Z poprzednich równań widać, że wzory na wielkości i
®k n+m-i różnią się tylko tym, że zamiast stałej wielkości ^ 
we wzorach na B̂ , występuje zmienna wielkość Tfn+in_jL “ we 
wzorach na Bi „ _ . . A zatem wzory (i6a’) i (I6c’) różnią sięK | n+iQ—1
między sobą tym, że zamiast stałego iloczynu k -̂7 w przypadku 
a występuje stały iloczyn k^A w przypadku c, a zamiast sta­
łych pozostałych wielkości 'j - w przypadku a, odpowiednie
zmienne wielkości W* . i . w przypadku c.• n+m-i »n+m- 1
Iloczyny kj^ i k^A, określają "powierzchniowe" współczynni­
ki wzmocnienia impulsatorów, gdyż iloczyn kjf |x(i)| w przy­
padku a jest równy powierzchni i-tego impulsu, tak samo jak 
iloczyn kjA|x(i)| - w przypadku c.

Jeżeli impulsator z przypadku c w czasie pracy nie wcho­
dzi w zakres nasycenia tzn. mamy j j dla * = W 2»««»
wtedy mamy 'Kn+m-i = 1 n+m-i*
W tym przypadku równanie różnicowe (i5c) układu z impulsatorem 
o modulowanej szerokości i ustalonym początku impulsu można od- 
razu napisać jeżeli znamy równanie różnicowe (I5a) układu z 
impulsatorem liniowym o modulowanej wysokości impulsu. W tym 
celu należy zamiast iloczynu k^, we współczynnikach (16a) 
podstawić iloczyn k^A, a zamiast pozostałych stałych wielko-
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iści 7 odpowiednie zmienne wielkości ^ n+m-i* ^ eru*Ĵ c siS przy 
tym informacją (i6c’). Jeżeli impuisator w przypadku c w cza­
sie pracy wchodzi w zakres nasycenia, wtedy dla otrzymania z 
równania (i5ą) równania (15c) nal-eży współczynniki (i6a)prz'ed-‘ 
stawić w postaci (16a’) tzn. należy wyciągnąć iloczyn kj')
przed nawias, a następnie zamiast niego podstawić =5— -—  kTA.

<n+m-i Ł
Zamiast pozostałych wielkości  ̂należy podstawić odpowiednie
wielkości ł ,.1 n+m—i

4. Równanie różnicowe zamkniętego układu regulacji impulsowej

Jeżeli znane Jest równanie różnicowe otwartego układu, to ła­
two jest wtedy otrzymać równanie różnicowe zamkniętego układu. 
Jeżeli dla układu z rys. i znamy równania (2)i (3), to rugują« 
z nich niepożądane wielkości otrzymamy równanie różnicowe zam­
kniętego układu w przypadku a. Takie równanie różnicowe wią­
żące sygnał błędu z wartością zadaną yQ ma postać:

6 (n+m) + £a± + b1 cn+m_>1J £ (n+m-i) + ....+ £am + bm cj £(n) =

=* y0(n+m) + a1yQ(n+m-i) + ... + amyQ(n) (iTa)

gdzie

cn+m-i = f ̂ 6[n+m-i? dla 1 = 0 , 1 ..... m_1*

0 współczynniku cn+m_^ określającym nieliniowy element 3 
zakładamy to, że Jest określony dla dowolnego E(n+m-i).

W przypadku b równanie różnicowe zamkniętego układu regu­
lacji z rys. 2a otrzymamy analogicznie jak w przypadku a u- 
względniając równanie różnicowe (i5b) otwartego układu i rów­
nanie dla węzła sumującego:

x(n) = 8 (n) = yQ(n) - y(n)
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Podobnie jak poprzednio otrzymamy:

6n+m + [fi + gi] £n+m-i + * * * + [fm + gm] £n =

yo,n+m + fiyo,n+m-i + + fmyo,n (17t))

Funkcje f^ i g^ zależą w tym przypadku od wszystkich wiel­
kości 6 n , 5 n+1, en+m, a wielkości EQ i yo>n nie są
wielkościami 6 i yQ skwantowanymi w czasie.

W przypadku c równanie różnicowe zamkniętego układu ma 
postać:

8 (n+m) + |ajL + g*J g(n+m-i) + ... + jam + g*J 8 (n) =

= y0(n+m) + »^(n+m-l) + ... + amyQ(n) (17c)

Funkcje g* zależą teraz każda od jednej wielkości 8 (n+m-i) 
gdz ie i — 1 ,2 ,...,m.
Widać tutaj duże podobieństwo równań (iTa) i (i7o). Nie można 
jednak znaleźć takiej funkcji f(8) nieliniowego elementu 3 
układu a żeby był on równoważny układowi c, gdyż każda z 
funkcji g£ Jest inną funkcją argumentu 8 (n+m-i), a funkcje 
o . s ą  takie same, zmienia się tylko argument 8 (n+m-i).n+m"*! p

Ponieważ współczynniki aA + b^ cm+n_jl * + S* równań
(i7a) i (i7c) zależą od wielkości 8 (n+m-i) gdzie 1=1,2,...m, 
a nie zależą od 8(n+m), wi.ęc z równań tych można zawsze obli­
czyć wartość 8 (n+m) gdy się zna poprzednie wartości8(n+m-i), 
dla' i = 1,2,...,m i przebieg yo(n). W ten sposób traktując 
równania (17a) i (i7c) jako wzory rekurencyjne można krok po 
kroku obliczyć przebieg błędu 8 (n) w układzie, czyli wyzna­
czyć rozwiązanie numeryczne równanie różnicowego, przy danym 
przebiegu yQ(n). W tym celu należy w równaniu zamiast n pod­
stawiać kolejno wartości -m, -(m-i), ..., 0 ,1 , ... itd.przyj­
mując, że £(n+m-i) i yQ(n+m-i) są równe zero dla n+m-i<0, 
co oznacza, ża układ dla czasów n <  0 miał pobudzenie równe 
zero.
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Równanie różnicowe (i7b) również wiąże między sobą m+1 ko­
lejnych wartości 8n i yQ , ponieważ jednak współczynniki 
•fi + g^ zależą od wszystkich wielkości £n , £n+i* £n+m_;i.
i również od £n+m» to 2 równania tego nie da się w sposób 
prosty obliczyć wartości £n+ra góy zna wartości £n+m-i’
i = Równanie (i7b) w tym przypadku jest algebraicz­
nym równaniem przestępnym względem niewiadomej £n+m *• do 
rozwiązania Jego tzn. do obliczenia £n+m 2a każdym razem 
trzeba stosować metody przybliżone, co jest bardzo uciążliwe 
ze względu na skomplikowaną budowę współczynników + g.
Fakt, że nie znamy chwil (i-cf1̂), w których należy brać cią­
głą funkcję yQ(t) (gdyż yo ± => y^i-oC^)), praktycznie wy­
klucza obliczenie przebiegu £n w przypadku gdy funkcja yj[t) 
jest różna od stałej.

Ob.iczenie przebiegu 6n znacznie się upraszcza w przypad­
ku gdy czas trwania impulsu <y jest wielkością skwantowaną w 
poziomie tzn. zależność 1 od 5 dla impulsatora jest taka jak 
to przedstawiono na rys. 4, co często zachodzi dla impulsato- 
rów z modulacją szerokości impulsu. W tym przypadku znając 
wartości £n+m_i dla * = l|2,...,m obliczymy wartość en+m 
w ten sposób, że podstawimy do współczynników równania różni­
cowego zamiast wielkości 'fn+m Jedn3. z wartości (rysu­
nek 4). Jeżeli obliczonej wielkości en+m odpowiada wybrana

wartość zgodnie z zależ­
nością od £ , to wartości
(Y.r i £ zostały obliczone'I n+m
jeżeli nie odpowiada, to wybie­
ramy nową wartość i prze­
prowadzamy ponownie oblicze­
nie.

Do obliczenia w taki sposób 
rozwiązania numerycznego mogą 

być zastosowane matematyczne maszyny liczące. W prostszych 
przypadkach można to rozwiązanie obliczyć bez maszyn matema­
tycznych (patrz przykłady).

Rys. 4
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Równanie różnicowe- (17b) może byó również wykorzystane' do 
badania stabilności układu, za pomocą kryterium podanego przez 
autora w poprzednim artykule tego zeszytu.

Równanie różnicowe (i7b) znacznie się upraszcza, gdy przyj­
miemy założenie, że długość impulsu ^^ zależy od sygnału błę­
du nie w chwili (i-ci^) lecz w chwili i. Otrzymujemy wtedy 
przybliżone równanie różnicowe, w którym fj = ai *> const, g^ 
pozostają bez zmiany i które posiada podobne własności jak 
równanie (I7a) i (i7c).

Równanie różnicowe (l7a), (i7b) i (i7c) można wszystkie za­
pisać w postaci:

£_ + a. . + »•* + a = y^ + h. y . +n 1 1 n n+m- 1  rnjii n OjH+in 1 1 u o j Q+ni",'l

+ *•• + bm,nyo,n

gdzie współczynniki a. i b. w zależności od układu sąx | u i f n
albo funkcjami zmiennych En+m_i i = 0 ,1 ,...,m albo też 
stałymi.
Niech

y „ = c i(n), gdzie c = const. ̂o,n ' ' ’

wtedy dla n & m mamy

8 _, m + a. « 8— *ł* ... + a «8« ^ i + h, + ... + b cn+m 1 ,n n+m—i m,nn L 1»n ■

Na podstawie wzorów (i2a) i (i2b) mamy:

i + b. + ... + b„ „ = 0 (1 2 )i,n m,n

Zatem przebieg 6n dla n s» m określa w tym przypadku rów­
nanie:

m . + ... + a £ =  0 (18)n+m i,n n+m-i m,n n '
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Warunki początkowe £*, Ê , ..., £m-i określimy przy tym
z równania (17) podstawiając kolejno zamiast n+ra wartości 
0 ,i,2 ..m-i i kładąc

en+m-i = yo,n+m-i = 0 dla n+n]-i *= 0

yo,n+m-i “ c dla n+m"i * 0

Rozumowanie takie można przeprowadzić dla każdej funkcji yQ 
takiej że yQ = const dla n s= nQ.

Tak więc badanie stabilności układu sprowadza się do bada­
nia równania różnicowego (i8 ).

Oczywiście w sposób podobny jak wyżej można otrzymać rów­
nanie zamkniętego układu regulacji impulsowej wiążące między 
sobą wielkość regulowaną y i wielkość zadaną y . Na przy­
kład takie równanie dla przypadku c ma postać:

y(n+m) + ^  + g*J y(n+m-i) + ... + ja^+ g^J y(n) =

= g^yQ(n+m-i) + g*yQ(n+m-2) + ... + g*yQ(n) (i9c)

Występująca we wszystkich powyższych równaniach i na sche­
matach wielkość yQ może być nie tylko wielkością zadaną ale 
może ona być również dowolną wielkością zakłócającą, działają­
cą w węźle sumującym.

5. Przykłady

Obecnie zastosujemy wyprowadzone wzory do prostego układu re­
gulacji składającego się z impulsatora, serwomotoru i obiektu 
inercyjnego pierwszego rzędu (rys. 5). Na przykładzie tym po­
równamy działanie tego układu w przypadku gdy występuje w nim:

a) liniowy impulsator o modulowanej wysokości impulsów,
c) impulsator o modulowanej szerokości i ustalonym początku 

impulsów.
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Funkcja przejścia części ciągłej układu jest

kK(p) PU+PT)

AL
i < g h A

T L

gdzie k = kQk1Tj.j

Rys. 5

Przypadek a
Rozpatrzmy najpierw otwarty układ regulacji. Zgodnie z(i5a) 

równanie różnicowe dla niego jest:

y(n+2 ) + a^y(n+i) + a2y(n) = b^sCn+i) + b2 E(n) (20a)

gdzie współczynniki a^, a2> b^ i b2 obliczymy na podstawie 
wzorów (i2a) i (i6a). Mamy więc:

aA = -(i+D)} a2 = D gdzie D = e 

i

i
T (2ia)

3i = ki [ Z
k=0

= kT B a + B. aI —iorlOO

B0 = kf; B± - kT(i - e1) = kT(l - M i  aQ =

gdzie 2.
T=*• e .



50 Byszard Geasing

Zatem
(22a)

k=0 j =i ki=r0

» kjkj-tjCi+D) + ̂ -T(i-p>) (1+D) D+T (l-(i)D2J =.

« kjk [-jD - T (1-|*)d] =* kjkfD^-ijT - 0|]i

koO

(2 3a)

Równanie różnicowe zamkniętego układu wiążące wielkość regulo­
waną y i wielkość zadaną yQ ma postać:

Jest to równanie różnicowe liniowe o stałych współczynnikach.

nastręcza żadnych trudności, gdyż sposób rozwiązywania linio- 
wyoh równań różnicowych jest opracowany. Przebieg y(n) przy 
znanej funkcji yQ(h) możemy również znaleźć krok po kroku za 
pomocą metody rekurencyjnej.

Przypadek c
Równanie otwartego układu w tym przypadku ma postać:

y(n+2) + a ^ n + i )  + a2y(n) » g^£(n+i) + g2S(n) (20o)

gdzie a^ i a2 określają wzory (21a) a dla g£ i g2 na 
podstawie wzorów (i6c) mamy:

y(n+2) + [ajL + bjyin+i) + |a2 + b2]y(n) i 

= V o ( n+1) + b2yo(n>

ai + b

(2 4a)

Rozwiązanie tego równania, gdy znana jest funkcja y0(h) hi®

kx»0
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B*.,n+i ' k1'n+i1 %*,„*! --“ (‘-f«!)!

2 a±i
^n+l e T 

i y n+i zależą od wielkości 8 (n+1 )

gi = ^^[fn+i + T 1̂ -|in+i^D] 7*“  ̂ (Z2c)

«5 =[ Z  ^ , n  Z  *2-j . ^ ] 4 -
k=0 j =*i

■<r-1 Pi. 2p.
" ŁIAn 1  ■i.ni“!6 ♦ “or > "

k=0

Tfn (i+D) + ,in-T(1-(in) (1+D) D+'X (1-|in̂  d2]

Zatemj

g* = kjk AD (̂(bn - i)T - 7n j (23c)

gdzie (b , 7 1 zależą teraz od wielkości 8 (n).
Zamknięty układ regulacji jest zatem opisany równaniem:

y(n+2) + (a1 +gpy(n+i) + (a2+g*)y(n) =

= g£y0(n+i) + g ^ O O  (24c)

Jak widaó współczynniki g| i g| tym się różnią od współ­
czynników i bgj zamiast stałego iloczynu kj7 w przy­
padku a występuje stały iloczyn k̂ -A w przypadku c, a za­
miast stałych pozostałych wielkości w przypadku a - odpo-

gdzie 7 * +1 

Zatem:

_ kj.*i[-
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wlednie zmienne wielkości  ̂Q i R+1 w przypadku c, można 
było zatem od razu napisać równanie różnicowe w przypadku c.

Dla porównania działania obu układów znajdziemy odpowiedź 
ich na skok jednostkowy wielkości zadanej yQ(n), dla konkret­
nych parametrów obu układów. Niech parametry ci4głej części u- 
kładu będą:

k = 6 ; T0 = 2 TjJ

Dane impulsatora a są:

k^ = 5; = 0,2

Na podstawie wzorów (2ia), (22a) i (23a) obliczamy współczyn­
niki równania (20a):

a^ = — i,6065; ag a 0,6065; b^ = 2,17, bg =■ 0,189.

Zatem równanie różnicowe (20a) ma postać:

y(n+2) + 0,5635 y(n+i) + 0,795& y(n) =

= 2,17 yQ(n+l) + 0,189 yQ(n) (25a)

Podstawiając kolejno zamiast n wartości: -2, -i, 0, i,...itcL 
obliczamy kolejno y(o), y(i), y(2 ), ... itd. za pomocą metody 
rekurencyjnej, pamiętając o tym że:

i
y(n) = y0(n) = 0 dla n 0

yQ(n) = i dla n 0
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Obliczenie przebiegu y(n) można przeprowadzić korzystając 
bezpośrednio z rozwiązania równania (25a), które przy yo(n) * 
s> i(n) ma postać:

y(n) = 1 - 0,882n cos[n i08,45°] +

+ i,063 . 0,882n sin[n 108,45°] (26a)

W tablicy ia przedstawiono wynik obliczeń przebiegu y(n)» 
przy założeniu, że yo(n) ** i(t), dla kolejnych dwudziestu 
wartości n. Obliczenia te wykonano za pomooą metody rekuren- 
cyjnej przy pomocy suwaka logarytmicznego.

Tablica i
Impulsa­

tor a c c a 0 o

y0(n)= i(t) i(t) 0,3.i(t) i(t) i(t) 0,3.1(t)
n y(n) y(n) y(n) n y(n) y(n) y(n)
0 0 0 0 ii 1,38C -1,918 0,409
i 2,17 1,266 0,622 12 1,016 -0,684 0,42
2 1,136 2,333 0,426 13 0,685 2,219 0,145
3 -0,009 i,649 -0,075 14 1,165 3,573 0,294
4 1,46i -0,729 0,355 15 1,158 2,267 0,42
5 1,543 -1,334 0,625 16 0,78 -0,651 0,225.
6 0,326 0,421 0 ,1 2 1 17 0,998 -2 ,0 1 2 0,266
7 0,946 3,376 0,104 18 1,177 -0,713 0,375

8 1,567 4,237 0,552 19 0,904 2,196 0,269

9 0,722 2,635 0,325 20 0,913 3,551 0,272

10 0,707 -0,452 0,067
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Dla impulsatora c dobierzemy tak dane, aby przy tej samej 
wartości błędu wysyłał on impuls o tym samym polu co Impulsa­
tor a. Musi- być więc:

= kjA = 5.0,2 = i (27)

Zakładamy zatem że

k£ = i; A = i;

a część ciągła układu pozostaje bez zmiany.
Dla współczynników równania (20o) mamy teraz wzory:

"i • ? i b r l v ł * -2 -
Równanie (20c) jest teraz nieliniowe i przy jego rozwiązywaniu 
napotyka się ria bardzo duże trudności, ze względu na brak me­
tod rozwiązywania takich równań. Można jednak za pomocą metody 
rekurencyjnej wyliczyć kolejne wartości y(n) określając w ten 
sposób rozwiązanie numeryczne przy danym yo(n).

W tablicy lc przedstawiono wynik obliczeń przebiegu y(n) 
gńy yQ(n) = i(n), oraz gdy y0(n) = 0,3 i(t), dla kolejnycń 
dwudziestu wartości n.

Na rysunku 6 wykreślono przebiegi y(n) na podstawie wyko­
nanych obliczeń dla wszystkich trzech przypadków. Widać z nich 
wyraźnie że o ile układ z impulsatorem a jest stabilny to 
układ z impulsatorem c przy yQ(n) = i(n) jest niestabilny, 
pomimo tego, że parametry impulsatorów .a i c spełniają za­
leżność (27). Natomiast układ z impulsatorem c Jest stabil­
ny dla zaburzenia y0(n) = °*3 iC^)*

Dla rozpatrywanego ciągłego układu zmiana impulsatora z im­
pulsatora a na Impulsator c o tym samym "powierzchniowym" 
współczynniku wzmocnienia doprowadza układ do niestabilnej 
pracy.
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Rys. 6
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6. Zakończenie

Z przeprowadzonych uprzednio-rozważań wynikają następujące 
wnioski:

Jeżeli w układzie regulacji z nieliniowym impulsatorem in­
formacja o stanie wielkości regulowanej jest pobierana w spo­
sób periodyczny, tzn. w chwilach równo od siebie oddalonych, 
wtedy lewa strona równania różnicowego otwartego układu ma sta­
łe współczynniki, a równanie różnicowe zamkniętego układu jest 
wzorem rekurencyjnym, z którego można obliczyć wartość funk­
cji w chwili następnej, gdy się zna jej wartości w chwilach 
poprzednich. W tym przypadku pomimo tego, że równanie różnico­
we jest nieliniowe i nie potrafimy określić jego rozwiążania 
w postaci funkcji,- to Jednak przebieg funkcji można znaleźć 
posługując się metodą rekurencyjną, tzn. obliczając krok po 
kroku wartości funkcji w poszczególnych chwilach. W ten spo­
sób potrafimy określić rozwiązanie numeryczne równania różni- 
oowego. Występująca w równaniu różnicowym wielkość regulowana 
jest dla tego przypadku wielkością skwantowaną w czasie. wy­
prowadzone tutaj równania różnicowe dla takich układów mogą 
mieć zastosowanie przy obliczaniu przebiegów wielkości regulo­
wanej za pomocą matematycznych maszyn liczących.

Jeżeli w układzie regulacji z nieliniowym impulsatorem in­
formacja o stanie wielkości regulowanej jest pobierana w spo­
sób nieperiodyczny, tzn. w chwilach które nie są równo od sie­
bie oddalone wtedy lewa strona równania różnicowego m-tego 
rzędu dla otwartego układu posiada współczynniki które są
funkcjami wielkości regulowanej w m+1 kolejnych chwilach.Ró­
wnanie różnicowe zamkhiętogo układu regulacji w tym przypadku 
wiąże między soba m+i kolejnych wartości regulowanej wiel­
kości, a Jego współczynniki zależą od tych samych m+i warto­
ści, nie da się zatem w sposób pro ty obliczyć wartość funk­
cji w chwili następnej, gdy się zna jej wartości w chwilach 
poprzednich. Równanie różnicowe jest względem tej wartości rów­
naniem algebraicznym przestępnym. Równania różnicowe w tym 
przypadku mpgą być podstawą do badania stabilności układu.W o­



gólnym przypadku są to równania dosyó skomplikowane. Przybli­
żone równania różnioowe otrzymujemy zakładając, że pobieranie 
informacji Jest periodyczne, a impulsy są wysyłane w taki spo­
sób jak w rzeczywistości. Dokładność przybliżonego równania 
jest tym lepsza im mniejsże jest cc i im większe są stałe 
czasowe części liniowej układu. Przybliżone równania posiada­
ją takie własności jak równania różnioowe układów z periodyoz- 
nym pobieraniem informacji.

W pracy nie rozpatrzono wszystkich układów regulaoji z li­
niową cząścią ciągłą i nieliniowym impulsatorem o prostokątnym 
kształcie impulsu, jednak zastosowany tutaj sposób przy wy­
prowadzeniu równań różnioowyoh może być- zastosowany również do 
innych układów tego typu.
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JJPMMEHEHME MSTÓW PA3H0CTHHX 'ypABlIEIMfi
JUIA AHAJM3A CHCTEM yUPABJEHllI C HEJMHElłiWM HlfflyJIbGILIM
PEryjurropoM c  npflMoyrojMWMK mcoiummh MMnyjiŁCAMM

P  e  3 ¡o m  e

OfliniM k3 Mnormc MeTO^OB anajm3a HejraneilHiK M M yj b cm a  cucTeM HBJweTCH MeTOfl 
pa3H0CTHHX ypaBHeHHa. OcHOBHofi TOMKofi aToro MeTOfla HB^aercH cocTaBJieHMe p a 3 -  
HoeTHoro ypaBHeHita jum HCCJie^yeMoi c u c t c m h .

B CTaTLe noKa3aH cnocod cocTaB-nennH pnsHocTmoc ypaBHemiił mm cucTeM ynpaB- 
jieHHH BKjmaiomrac HejiMHeilHHil HMnyjiBCHHfl peryjiHTop c  npHMoyroatHUMi bhxo,ahhmh

MMyiUIŁCaMM
a) c Ntó|yJKiwea bhcoth nMnyjn>ccB,
d) c Moflyjiaiwefl mupiiHH h c nepeMeHHHM imajioM HMnyjrtcoB,
b ) c  M o fly jim m e ft  u ih ph h h  u  c  i i o c t o h h h iim  n a n a iio M  H M n y jiB c o B .

C n o M o m uo  n p e j y i o K e H H o r o  w e T o a n  B U B e ^ e H o  $ o p M y j i H , o n p e fle Jifflo u w e  K O B ^ H U M e H T u  
pa3H0CTHnx ypaBHeHHti flJia BHUienpiiBefleHHio: cayaaeB.

Jlnu TaKse MeTOfl aHCJiemtoro pemeHitH no.nyHeHHHX HejniHeiłHŁK pa3H0CTHux ypaB- 
HeHHfl jyiH npoHSBOJJBHoro THna B03Mymemw.

PoJiyHeHHHe pasHOCTHue ypaBHeHHH MoryT CSktł npHMeneHH jum accjieitofiatnia y- 
CTOftHKBOCTH CHCT6MI O HOMOUłBKI AOCTaTOHHOrO yC-TOBHH • yCTOilaHBOCTH-IlpejyiOHeHHOrO 
aBTopoM (cm. npeswiymafl ctatm).
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AN APPLICATION OF THE DIFFERENCE EQUATION METHOD TO CONTROL 
SYSTEMS WITH A NONLINEAR IMPULSATOR GENERATING RECTANGULAR 
PULSES

Summary

Nonlinear sampled-data systems can be analyzed by the diffe­
rence equation method. The method starts by formulating the 
difference equation for the system to be analyzed. The paper 
presents a method for getting the difference equations for
control systems with a nonlinear impulsator generating rectan­
gular pulses

a) with amplitude modulation,
bj with width modulation and a varying starting point,
cj with width .modulation and a fixed starting point.
Using this method thfe formulae for the coefficients of the 

difference equations for the cases mentioned above have been 
obtained. A method for getting numerical solutions of these di­
fference equations for any type of forcing function has been 
presented as well. The obtained difference equations can be u- 
sed for the stability analysis based on the sufficient stabi­
lity condition formulated by the author. This condition is 
presented in the previous article.


